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Résumé

Les variétés possédant une orbite dense sous l’opération d’un groupe sont dites presque
homogènes. Il s’agit d’objets ayant une géométrie très riche, qui ont été abondamment
étudiés ces 50 dernières années ; cela inclut notamment les variétés toriques. L’objectif de
cette thèse est d’obtenir une classification des couples (X,G) où X est une courbe ou une
surface algébrique, définie sur un corps quelconque, et G est un groupe algébrique lisse
connexe opérant fidèlement dans X et possédant une orbite dense. Cette classification
passe par l’étude des complétions régulières équivariantes de X.

L’étude des courbes presque homogènes fait ressortir une classe particulière, celle
des courbes seminormales. Nous obtenons une classification complète des couples (X,G)
quand X est une courbe seminormale. Nous décrivons aussi les courbes quelconques
presque homogènes (sur un corps quelconque), généralisant ainsi un résultat de Vladimir
Popov. Enfin, nous déterminons les fibrés en droites linéarisés sur les courbes seminormales
presque homogènes.

Le dernier chapitre traite le cas des surfaces. À nouveau, nous obtenons une classifica-
tion des couples (X,G) quand X est une surface et G n’est pas affine. Quand G est affine,
la surface est rationnelle. Nous décrivons alors, sur un corps algébriquement clos, les sur-
faces homogènes et leurs complétions régulières équivariantes relativement minimales. En
caractéristique nulle, nous déterminons aussi les groupes qui opèrent. Beaucoup de phé-
nomènes nouveaux se produisent en caractéristique positive, et certains de nos résultats
sont incomplets dans ce cadre.

Mots-clés Variété algébrique, Variété presque homogène, Variété seminormale, Pince-
ment, Fibré en droites linéarisé.

Abstract

The varieties having a dense orbit under the action of a group are said to be almost
homogeneous. Those are objects with a very rich geometry and have been extensively
studied for the last 50 years ; this includes toric varieties. The purpose of this thesis
is to classify the pairs (X,G) where X is an algebraic curve or surface, defined over an
arbitrary field, and G is a smooth connected algebraic group, acting faithfully on X with
a dense orbit. The classification relies on the study of the equivariant regular completions
of X.

The study of almost homogeneous curves highlights the class of seminormal curves.
We get a full classification of the pairs (X,G) when X is a seminormal curve. We also
describe all almost homogeneous curves (over an arbitrary field), thus generalizing a result
of Vladimir Popov. Finally, we determine the linearized line bundles over seminormal
almost homogeneous curves.

The last chapter deals with the case of surfaces. Again, we get a classification of the
pairs (X,G) when X is a surface and G is not affine. When G is affine, the surface is
rational. We then describe, over an algebraically closed field, the homogeneous surfaces
and their relatively minimal equivariant regular completions. In characteristic zero, we
also determine the acting groups. Many new phenomena occur in positive characteristic,
and some of our results are incomplete in this setting.

Keywords Algebraic variety, Almost homogenous variety, Seminormal variety, Pinch-
ing, Linearized line bundle.





Remerciements

Tout d’abord, je tiens à remercier chaleureusement Michel Brion, mon directeur, de
m’avoir proposé un sujet de thèse aussi passionnant. Pendant trois ans, il a su me guider
grâce à ses nombreux conseils et idées, et me faire profiter de ses vastes connaissances.
Je suis très reconnaissant pour sa grande disponibilité et son soutien constant qui ont été
très précieux, en particulier pendant les moments difficiles.

Je remercie Lucy Moser-Jauslin et Stefan Schröer d’avoir accepté de rapporter cette
thèse. Leur intérêt pour mes travaux est un honneur. Merci également à Jérémy Blanc,
Stéphane Druel, Philippe Gille et Mikhail Zaidenberg d’avoir accepté de faire partie de
mon jury.

Je pense aussi aux chercheurs, rencontrés en conférence, en séminaire ou à l’Université
d’Angers, avec qui j’ai eu l’occasion d’échanger sur mes thèmes de recherche, dont Ramla
Abdellatif, Michaël Bulois, Adrien Dubouloz, Laurent Evain, Jean-Philippe Furter, Michel
Granger, Étienne Mann, Daniel Naie, Ronan Terpereau et Susanna Zimmermann.

J’exprime ma gratitude envers tous les membres de l’Institut Fourier, qui m’ont si
bien accueilli pendant toute la durée de la thèse. Le « thé du jeudi » a été propice à de
nombreuses conversations : mathématiques, enseignement, actualité, les sujets n’ont pas
manqué. Je n’oublie pas les ITA, qui m’ont aidé dans toutes mes démarches adminis-
tratives ou pour résoudre les problèmes d’informatique, dans la bonne humeur et avec
une efficacité redoutable. Une mention spéciale aux doctorants, ATER et post-docs que
j’ai côtoyés, notamment Adrien, Agnès, Alejandro, Alexandre, Amina, Antoine, Baptiste,
Benjamin, Benoît, Clément, Coline, Cong Bang, David, Florent, Gwladys, Giuseppe, Gré-
goire, Guillaume, Jian, Julien, Louis-Clément, Luc, Marion, Maxime, Mélanie, Mickaël,
Pedro, Peng, Philipp, Raphaël, Rémi, Renaud, Rodolfo, Sébastien, Seidon, Séverin et
Zhizhong.

Merci enfin à mes amis Benjamin, Delphine et Mohamed, ainsi qu’à ma famille, et
plus particulièrement ma mère, ma grand-mère, mes frères et mon oncle.

v





Table des matières

Introduction 1

1 Résultats préliminaires 11
1.1 Conventions et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 Opérations schématiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3 Formes du groupe multiplicatif et du groupe additif . . . . . . . . . . . . . 17
1.4 Schémas seminormaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.5 Normalisation et pincement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.6 Fibrés en droites linéarisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2 Courbes presque homogènes 39
2.1 Courbes presque homogènes régulières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2 Courbes presque homogènes seminormales . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.3 Courbes presque homogènes arbitraires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.3.1 Courbes presque homogènes sous l’opération de Ga en caractéris-
tique nulle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.3.2 Courbes presque homogènes sous l’opération d’une forme de Gm . . 49
2.4 Groupe de Picard équivariant des courbes seminormales presque homogènes 53

3 Surfaces homogènes 57
3.1 Préliminaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2 Cas où la variété d’Albanese est une courbe elliptique . . . . . . . . . . . . 66
3.3 Cas d’une surface dans P1 ×P1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.3.1 Cas d’un groupe semisimple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.3.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble . . . . . . . . . . . . . . 72
3.3.3 Cas d’un groupe résoluble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.4 Cas d’une surface dans P2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.4.1 Cas d’un groupe semisimple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.4.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble . . . . . . . . . . . . . . 78
3.4.3 Cas d’un groupe résoluble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.4.4 Bilan des cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.5 Cas d’une surface dans Fn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
3.5.1 Cas d’un groupe semisimple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
3.5.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble . . . . . . . . . . . . . . 97
3.5.3 Cas d’un groupe résoluble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
3.5.4 Bilan des cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

Bibliographie 113

vii





Introduction

Contexte
Les variétés homogènes sont des objets très symétriques. Commençons par donner une

motivation pour l’étude de ces objets, en des termes un peu vagues. Soit X un « objet
géométrique » (par exemple une variété différentielle ou une variété algébrique). On attend
d’un automorphisme qu’il « respecte la structure » de X : si un observateur se situe sur un
point de X alors il perçoit son environnement d’une certaine façon, et après avoir appliqué
un automorphisme l’observateur s’est déplacé mais perçoit toujours la même chose. Si
pour tout couple de points de X il existe un automorphisme qui envoie le premier point
sur le deuxième, alors un observateur sur X n’a aucun moyen de savoir où il se trouve,
puisque où qu’il soit il voit la même chose. Dans ce sens, on peut bien dire que X est
homogène. Plus généralement, si un groupe G opère dans X par automorphismes alors
on peut se demander si l’opération est transitive, auquel cas on dira que X est homogène
sous l’opération de G.

Toutefois les variétés homogènes forment une classe trop restrictive. On obtient une
classe beaucoup plus large d’objets ayant une géométrie très riche, en autorisant les
groupes à avoir non pas une seule orbite, mais une orbite dense. On parlera alors de
variétés presque homogènes. C’est le cas par exemple des variétés toriques, qui sont les
variétés algébriques presque homogènes sous l’opération d’un tore algébrique, et qui ont
été abondamment étudiées depuis les années 1970. En outre, une variété algébrique X
qui est homogène sous l’opération d’un groupe G n’est pas nécessairement complète, ou
« propre » dans la terminologie moderne (de façon analogue, une variété différentielle
n’est pas nécessairement compacte). Il est donc naturel de se demander si X possède
une complétion équivariante X. Par définition, il s’agit d’une variété propre munie d’une
opération de G telle que X soit une orbite dense dans X.

L’objectif de cette thèse est d’étudier les courbes et surfaces algébriques qui sont
presque homogènes sous l’opération d’un groupe algébrique lisse connexe.

En dimension 1 la situation est agréable car, sur un corps algébriquement clos, une
courbe lisse possède une unique compactification lisse, et si un groupe algébrique lisse
connexe opère dans la courbe alors l’opération s’étend de façon unique à la complétion.
De plus le complémentaire de l’orbite dense est un ensemble fini (éventuellement vide).
Vladimir Popov a ainsi classifié dans les années 90 les courbes presque homogènes définies
sur un corps k algébriquement clos et de caractéristique nulle (voir [Pop, ch. 7]). Celles
qui sont lisses sont les courbes elliptiques, la droite projective P1, la droite affine A1 et
la droite épointée A1 \ {0}. Celles qui sont singulières se répartissent en quatre familles,
paramétrées par des entiers ou des sous-monoïdes de N. On ne dispose pour l’instant pas
d’une classification complète sur un corps quelconque.

Obtenir une classification des surfaces presque homogènes, et même des surfaces ho-
mogènes, est plus compliqué. D’une part, il n’y a plus unicité d’une complétion lisse
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2 INTRODUCTION

équivariante. Par exemple, le plan affine A2 opérant dans lui-même par translations peut
se plonger de façon équivariante dans P2 ou P1 ×P1. D’autre part, il est plus difficile de
contrôler le complémentaire de l’orbite dense.

Marat Gizatullin a classifié les surfaces affines lisses (définie sur un corps algébrique-
ment clos) qui sont presque homogènes, sous l’hypothèse additionnelle que le complémen-
taire de l’orbite dense est un ensemble fini de points (voir [Giz2]) ; on dit que ces surfaces
sont quasi-homogènes. Il s’est aussi intéressé à un problème proche mais un peu diffé-
rent : celui des surfaces affines lisses dont le groupe (abstrait) des automorphismes opère
transitivement dans le complémentaire d’un ensemble fini de points. Une classification est
donnée dans l’article [Giz3]. Pour cela, Gizatullin utilise des arguments géométriques, en
étudiant le complémentaire de la surface dans une complétion équivariante.

Popov obtient une classification analogue en ne supposant plus que les surfaces sont
lisses, mais que le corps de base k est de caractéristique nulle (voir [Pop, ch. 7, th. 2.3]) ;
comme pour les courbes, les surfaces affines singulières quasi-homogènes sont paramétrées
par des invariants discrets, qui sont des uplets d’entiers. Popov n’utilise pas les complétions
équivariantes comme le fait Gizatullin mais se fonde uniquement sur la théorie des groupes
algébriques.

Friedrich Knop a classifié en 1994 les surfaces définies sur un corps quelconque qui sont
homogènes sous l’opération de SL2, en déterminant tous les sous-schémas en groupes de
SL2 (voir [Knop]).

En revanche, ces classifications laissent ouverte la question de la description de toutes
les complétions équivariantes et des groupes qui opèrent.

Citons aussi l’article [Pot] de Joseph Potters qui donne la liste des surfaces analytiques
complexes compactes dont le groupe des biholomorphismes possède une orbite ouverte
(ce groupe est un groupe de Lie complexe). On trouve notamment les surfaces abéliennes,
certaines surfaces réglées au-dessus d’une courbe elliptique et les surfaces rationnelles
(obtenue à partir de P2, P1 × P1 ou d’une surface de Hirzebruch Fn en éclatant un
nombre fini de points). On renvoie à la section 3.5 pour des rappels sur les surfaces de
Hirzebruch.

Potters trouve également des surfaces qui ne sont pas algébriques, comme les tores
complexes de dimension 2 qui ne sont pas des surfaces abéliennes, et les surfaces de Hopf
dont le groupe fondamental est abélien (ce sont les quotients de C2\{0} par une opération
libre d’un groupe abélien discret).

Résultats principaux
On aimerait classifier les couples (X,G) où X est une courbe ou une surface algé-

brique, définie sur un corps k quelconque d’exposant caractéristique p, et G est un groupe
algébrique lisse connexe opérant fidèlement dans X de sorte que X soit presque homo-
gène. La stratégie adoptée dans ce manuscrit est de commencer par le cas où X est lisse
(par exemple quand X est homogène). On cherche alors à « coincer » G dans le groupe
des automorphismes d’une complétion équivariante X de X. Des arguments de théorie
des groupes permettent de réduire les possibilités, jusqu’à trouver les G qui conviennent.
Il reste à déterminer les courbes et surfaces X et à comparer G au normalisateur du bord
X \X. Il s’agit donc, contrairement à Gizatullin ou Popov, d’utiliser à la fois la géométrie
et la théorie des groupes.

Le cas des courbes a donné lieu à la rédaction de l’article [Lau], à paraître dans le
journal Transformation Groups.
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Sur un corps quelconque, les notions de lissité et de régularité pour une variété ne
coïncident pas toujours. La régularité est une condition plus faible que la lissité, et est
plus adaptée pour notre problème. Si C est une courbe régulière alors il existe une courbe
régulière projective Ĉ et une immersion ouverte C → Ĉ. Cette courbe vérifie une propriété
universelle : pour toute courbe projective C ′, tout morphisme C → C ′ se prolonge de façon
unique en un morphisme Ĉ → C ′. En particulier Ĉ est unique à unique isomorphisme
près. On l’appelle la complétion régulière de C. Si un groupe algébrique lisse connexe
opère dans C alors l’opération s’étend de façon unique en une opération dans Ĉ (voir le
lemme 2.1.3). On en déduit la classification des courbes régulières presque homogènes.

Si C est une courbe singulière qui est presque homogène sous l’opération de G alors
on considère la normalisation ν : C̃ → C. Alors C̃ est une courbe presque homogène
sous l’opération de G (voir le lemme 1.5.8), donc on connaît les couples (C̃, G) possibles.
On peut retrouver C à partir de C̃ par un procédé inverse de la normalisation, appelé
le pincement, qui a été étudié de façon systématique par Daniel Ferrand et qui consiste
« moralement » à recoller des points et des tangentes de C̃ (voir [Fer] ou la section 1.5).
Une classe particulière de courbes se distingue, celle des courbes seminormales. Il s’agit
des courbes dont les branches sont « aussi transversales que possible », et qui sont les
courbes pour lesquelles le pincement s’exprime de façon simple (voir la section 1.4 pour
une définition précise des variétés seminormales).

On obtient ainsi le théorème suivant, en combinant le théorème 2.1.7, le corollaire
2.1.9 et le théorème 2.2.7.

Théorème A : Soient C une courbe seminormale et G un groupe algébrique lisse connexe
opérant dans C. L’opération est fidèle et C est presque homogène si et seulement si un
des cas suivants a lieu :

1. (courbes homogènes)
(a) C est une conique projective lisse et G est le schéma en groupes des automor-

phismes AutC ;
(b) G est une forme du groupe additif Ga et C est un G-torseur ;
(c) G est une forme du groupe multiplicatif Gm et C est un G-torseur ;
(d) C ' A1 et G est le groupe des transformations affines Ga o Gm ;
(e) C est une courbe projective lisse de genre 1 et G est la composante neutre

Aut◦C ;
2. (courbes régulières et non homogènes)

(a) C ' P1 et G ' Ga o Gm ;
(b) G est une forme de Ga et C est la complétion régulière d’un G-torseur ;
(c) C ' A1 ou P1 et G ' Gm ;
(d) C est une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point séparable

de degré 2 ;
3. (courbes singulières, seminormales et non homogènes)

(a) G est une forme non triviale de Ga et C est obtenue en pinçant le point à
l’infini P̃ de la complétion régulière d’un G-torseur sur un point P dont le
corps résiduel κ(P ) est une sous-extension stricte de κ(P̃ )/k ;

(b) C est obtenue en pinçant deux points k-rationnels de P1 sur un même point
k-rationnel et G ' Gm ;
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(c) C est obtenue en pinçant un point P̃ séparable de degré 2 d’une conique pro-
jective lisse C̃ sur un point k-rationnel et G est le centralisateur de P̃ dans
Aut

C̃
.

Dans cette liste, les objets les plus nouveaux et les plus mystérieux sont les complétions
régulières des torseurs sous une forme non triviale de Ga, qui apparaissent dans les cas
2b et 3a. Les formes non triviales de Ga ont été décrites par Peter Russell dans l’article
[Rus] ; elles n’existent que sur un corps imparfait. Les complétions régulières restent mal
comprises.

De même qu’il est naturel de vouloir plonger une variété dans un espace projectif,
quand on a une variété munie d’une opération d’un groupe algébrique G on cherche à
la plonger de façon équivariante dans le projectivisé d’un G-module de dimension finie
(c’est-à-dire un espace projectif tel que l’opération de G soit linéaire). Il est important
de remarquer qu’un tel plongement n’existe pas nécessairement. De plus, l’existence peut
dépendre de la caractéristique : la courbe cuspidale d’équation y2z = x3 dans P2 est
presque homogène sous l’opération du groupe additif Ga, et elle peut se plonger de fa-
çon équivariante dans le projectivisé d’un Ga-module si et seulement si le corps est de
caractéristique positive. Un tel plongement est décrit à l’aide de fibrés en droites munis
d’une structure supplémentaire, appelée une linéarisation. Les classes d’isomorphisme de
fibrés en droites linéarisés sur un schéma X muni d’une opération de G forment un groupe
PicG(X), appelé le groupe de Picard équivariant. On renvoie à la section 1.6 pour des rap-
pels sur ce groupe. On y démontre un résultat (le corollaire 1.6.15) qui permet d’exprimer
le groupe de Picard équivariant d’une variété X en fonction de celui de la normalisée X̃,

et plus généralement à chaque fois que l’on a un diagramme de pincement
Z̃ X̃

Z X

j

λ

i

ν

(voir la proposition 1.5.2 pour la définition d’un diagramme de pincement).

Proposition B : On a une suite exacte de groupes abstraits

1 O(X)×G O(X̃)×G ×O(Z)×G O(Z̃)×G

PicG(X) PicG(X̃)× PicG(Z) PicG(Z̃)

induite par les tirés en arrière et un morphisme de connexion δ : O(Z̃)×G → PicG(X),
où O(X)×G est le groupe des éléments inversibles G-invariants dans l’anneau O(X) des
sections globales du faisceau structurel OX (et de même pour X̃, Z et Z̃).

On peut également déterminer les courbes presque homogènes, définies sur un corps
quelconque, qui ne sont pas seminormales. Quand le groupe qui opère est Gm ou une forme
de Gm, ces courbes sont données dans les théorèmes 2.3.6 et 2.3.8. Quand le groupe qui
opère est Ga ou Ga o Gm, la description n’est explicite qu’en caractéristique nulle et est
donnée dans le théorème 2.3.2 ; cette restriction est déjà présente dans le travail de Popov
(qui suppose de plus que le corps est algébriquement clos). À chaque fois, les courbes sont
paramétrées par des invariants discrets, à savoir des entiers ou des sous-monoïdes de N.
En revanche, en caractéristique positive, il existe une famille de courbes seminormales
qui sont presque homogènes sous une même forme de Ga et qui sont paramétrées par les
éléments du corps k (voir l’exemple 2.2.9).
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Le fait de se placer en caractéristique arbitraire n’est pas anodin. Non seulement on
est confronté à des difficultés techniques supplémentaires (en particulier, sur un corps
imparfait, il existe des variétés régulières qui ne sont pas lisses) et certains résultats « na-
turels » deviennent plus difficiles à démontrer, mais surtout des phénomènes nouveaux
apparaissent en caractéristique positive. Pour les courbes, ces phénomènes se produisent
principalement sur les corps imparfaits. Pour les surfaces, ils se produisent déjà sur un
corps algébriquement clos. Par exemple, l’opération naturelle de SL2 dans le plan A2 pos-
sède deux orbites, à savoir l’origine (0, 0) et son complémentaire, mais en caractéristique
2 il existe une opération telle que A2 soit homogène (plus précisément, le quotient de SL2
par le normalisateur d’un tore maximal devient isomorphe à A2). Des groupes nouveaux
apparaissent également sur les corps imparfaits (voir le théorème 3.2.1).

Comme les courbes, les surfaces homogènes possèdent encore une complétion régulière
équivariante, mais celle-ci n’est plus unique en général. Un énoncé général est donné dans
le lemme 3.1.8. Sur un corps algébriquement clos, on peut donner un énoncé plus précis
(qui découle des corollaires 3.1.11 et 3.2.3), qui est le point de départ de la classification.

Proposition : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G un groupe
algébrique lisse connexe et X une surface qui est homogène sous une opération de G.
Alors il existe une immersion ouverte équivariante X → X où X est l’une des surfaces
projectives lisses et relativement minimales suivantes :

1. une surface abélienne ;
2. une surface réglée P(E)→ E où E est une courbe elliptique et E est un fibré vectoriel

de rang 2 sur E donné par une extension 0→ OE → E → OE → 0, ou E = L⊕OE
et L est un fibré en droites de degré 0 sur E ;

3. P2 ou P1 ×P1 ou une surface de Hirzebruch Fn où n ≥ 2.

Le dernier cas correspond à celui des surfaces rationnelles.
En outre, le bord ∂X = X \X se comporte assez bien.

Proposition C : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G un groupe
algébrique lisse connexe et X une surface qui est homogène sous une opération de G. Alors
la surface X possède une complétion lisse équivariante X qui est relativement minimale
ou qui est l’éclaté de P2 en un point, et telle que le bord ∂X = X \ X soit un diviseur
à croisements normaux simples (éventuellement vide). Si de plus G est résoluble alors on
peut choisir X relativement minimale.

Une classification complète des couples (X,G), où X est une surface qui n’est pas
rationnelle (définie sur un corps quelconque) et G est un groupe algébrique lisse connexe
opérant fidèlement dans X de sorte que X soit homogène, est donnée dans le théorème
3.2.1.

Pour les surfaces rationnelles, on dispose des trois théorèmes suivants (qui sont donnés
les propositions 3.3.3, 3.3.4 et 3.3.5 pour le premier, le théorème 3.4.13 pour le deuxième
et le théorème 3.5.17 pour le troisième).

Théorème D : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un sous-
schéma ouvert de P1×P1 et G un sous-groupe lisse connexe de PGL2×PGL2. Alors X
est homogène sous l’opération de G si et seulement si, à conjugaison et permutation des
facteurs près, un des cas suivants a lieu :

1. G = PGL2 ×PGL2 et X = P1 ×P1 ;
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2. G ' PGL2 est le graphe du morphisme de Frobenius itéré F r : PGL2 → PGL2
où r ≥ 0 et X est le complémentaire dans P1 × P1 du graphe du morphisme de
Frobenius itéré F r : P1 → P1 ;

3. G ' B est le graphe de F r : B → B où r ≥ 0 et B est le sous-groupe de Borel
standard de PGL2, et X est le complémentaire dans A1 × A1 du graphe de F r :
A1 → A1 ;

4. G = B ×PGL2 ou U ×PGL2 où U = Ru(B) ' Ga, et X = A1 ×P1 ;
5. G = T × PGL2 où T ' Gm est le tore maximal standard de PGL2 et X =

(A1 \ {0})×P1 ;

6. G = B×B ou U×B ou U×U ou G =
{([

tm a
0 1

]
,

[
tn b
0 1

])
| (a, b) ∈ G2

a, t ∈ Gm

}
(où (m,n) ∈ Z∗ × Z∗ et pgcd(m,n) = 1), et X = A1 ×A1 ;

7. G = B× T ou U × T ou G =
{([

tm a
0 1

]
,

[
tn 0
0 1

])
| a ∈ Ga, t ∈ Gm

}
(où (m,n) ∈

Z∗ × Z∗ et pgcd(m,n) = 1), et X = A1 × (A1 \ {0}) ;
8. G = T × T et X = (A1 \ {0})× (A1 \ {0}).

Théorème E : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un sous-
schéma ouvert de P2 et ∂X = P2 \X (muni de la structure de sous-schéma fermé réduit).
La surface X est homogène sous l’opération d’un groupe algébrique lisse connexe si et
seulement si, à conjugaison près, un des cas suivants a lieu :

1. ∂X est vide ;
2. ∂X est un point ;
3. ∂X est une droite ;
4. ∂X est la réunion d’une droite et d’un point ;
5. ∂X est une conique lisse si p 6= 2, ou la réunion d’une conique lisse et du point

d’intersection commun de toutes les tangentes si p = 2 ;
6. ∂X est la réunion de deux droites ;
7. ∂X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente ;
8. ∂X est la réunion de la courbe C d’équation xpr = yzp

r−1 et de la droiteD d’équation
z = 0 où pr > 2 ;

9. ∂X est la réunion de trois droites.

Remarque : La surface X est affine sauf quand ∂X est vide, un point, la réunion d’une
droite et d’un point, ou la réunion d’une conique lisse et du point d’intersection des
tangentes (pour p = 2). On retrouve alors les surfaces affines obtenues par Gizatullin
dans l’article [Giz2] ; la description du bord peut s’extraire de la démonstration de [Giz2,
lemma 4]. Les groupes qui opèrent seront donnés dans le théorème 3.4.14.

On rappelle que, pour n ≥ 2, la surface de Hirzebruch Fn est munie d’un morphisme
π : Fn → P1 qui en fait une surface réglée au-dessus de P1. Ce morphisme possède
une unique section s∞ qui est d’auto-intersection strictement négative (celle-ci vaut −n),
et il possède une section s0 qui n’intersecte pas s∞. Sur Fn, on dispose de coordonnées
([u : v], (x, y)).

Théorème F : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient n ≥ 2, X un
sous-schéma ouvert de Fn et ∂X = Fn \ X (muni de la structure de sous-schéma fermé
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réduit). La surface X est homogène sous l’opération d’un groupe algébrique lisse connexe
si et seulement si, à conjugaison près, un des cas suivants a lieu (ces cas sont illustrés
dans la figure 3.1 page 110) :

1. ∂X = s∞ ;
2. ∂X = s∞ ∪ s0 ;
3. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ;
4. ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) ;
5. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) ;
6. ∂X = s∞∪π−1(∞)∪C où C est la section {([xeyn : ye], (x, y)) | [x : y] ∈ P1}, e ≥ 1

et si n < i < e alors
(
e

i

)
= 0 dans k ;

7. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la courbe d’équation upr = xynp
r−1vp

r et pr > 2 ;
8. ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0).

Remarque : À nouveau, on a une surface affine sauf quand ∂X est égal à s∞ ou s∞∪s0.
Le bord est partiellement décrit dans la démonstration du corollaire de [Giz2, lemma 7]
(il ne l’est pas dans le cas 6). Les groupes qui opèrent seront donnés dans le théorème
3.5.18.

Remarque : Sur un corps algébriquement clos, les surfaces lisses qui sont presque homo-
gènes sous l’opération d’un groupe algébrique lisse connexe affine G sont les sous-schémas
ouverts G-stables des surfaces obtenues à partir de P2, P1×P1 ou Fn par des éclatements
successifs de points fixes (voir la proposition 3.1.13).

La classification des couples (X,G) quand X est un ouvert de Fn n’est pas tout à fait
complète quand p ≥ 2 : le groupe G n’est pas totalement déterminé quand il est unipotent,
ou quand il n’est ni réductif ni résoluble ; ce problème disparaît en caractéristique nulle.
En caractéristique quelconque, on peut donc donner le résultat suivant.

Théorème G : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G un groupe
algébrique lisse connexe, H un sous-groupe de G et X = G/H. On suppose que si G est
affine alors il est réductif, ou résoluble non unipotent. Alors X est une surface, l’opéra-
tion de G dans X est fidèle et G est minimal pour ces propriétés si et seulement si, à
isomorphisme près, un des cas suivants a lieu :

1. (groupe non affine)
(a) G est une surface abélienne, H est trivial et X = G ;
(b) G = E × PGL2 où E est une courbe elliptique, H = {0} × B où B est le

sous-groupe de Borel standard de PGL2 et X = E ×P1 ;
(c) on a une suite exacte 1→ Ga → G→ E → 1 où E est une courbe elliptique,

H est trivial et X = G ;
(d) on a une suite exacte 1→ Gm → G→ E → 1 où E est une courbe elliptique,

H est trivial et X = G ;
2. (groupe réductif)

(a) G = PGL2 ×PGL2, H = B ×B et X = P1 ×P1 ;
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(b) G = PGL3, H =

∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
∗ ∗ 1

 et X = P2 (H est le groupe d’isotropie de

[0 : 0 : 1]) ;

(c) G = SL2, H = U =
{(

1 b
0 1

)
| b ∈ Ga

}
et X = A2 \ {(0, 0)} (H est le groupe

d’isotropie de (1, 0)) ;

(d) G = PGL2, H = NG(T ) =
{[
a 0
0 1

]
| a ∈ Gm

}
∪
{[

0 b
1 0

]
| b ∈ Gm

}
, p 6=

2, G est vu comme un sous-groupe de PGL3 grâce au morphisme injectif[
a b
c d

]
7−→

a
2 2ab b2

ac ad+ bc bd
c2 2cd d2

 etX est le complémentaire dans P2 de la conique

lisse d’équation xz = y2 (H est le groupe d’isotropie de [0 : 1 : 0]) ;
(e) G = PGL2, H = NG(T ), p = 2, G est vu comme l’image du morphisme SL2 →

PGL3 donné par
(
a b
c d

)
7−→

a
2 b2 ab
c2 d2 cd
0 0 1

 et X ' A2 est le complémentaire

dans P2 de la droite d’équation z = 0 ;

(f) G = SL2, H =
{(

a b
0 a−1

)
| an = 1

}
' U oµn où n ≥ 3 est impair et X est le

complémentaire de la section nulle dans le fibré en droites de degré n sur P1 ;

(g) G = PGL2, H =
{[
a b
0 1

]
| an = 1

}
' U o µn où n ≥ 1 et X est le complé-

mentaire de la section nulle dans le fibré en droites de degré 2n sur P1 ;

(h) G = PGL2, p = 2, H =
{[
a b
c d

]
| c2 = 0, a2 = ac+ ad− bc

}
, G est vu

comme un sous-groupe de PGL3 grâce au morphisme injectif
[
a b
c d

]
7−→a

2 0 b2

ac ad− bc bd
c2 0 d2

 et X est le complémentaire dans P2 de la réunion la conique

lisse d’équation xz = y2 et du point [0 : 1 : 0] (H est le groupe d’isotropie de
[1 : 1 : 0]) ;

(i) G = PGL2, H =
{[
a b
0 1

]
| bpr = 0

}
où r ≥ 1, et X est le complémentaire

dans P1 ×P1 du graphe du morphisme de Frobenius itéré F r : P1 → P1 ;
(j) G = Gm ×PGL2, H = {1} ×B et X = (A1 \ {0})×P1 ;

3. (groupe résoluble non unipotent)
(a) G = G2

m, H est trivial et X = (A1 \ {0})× (A1 \ {0}) ;
(b) G = Ga ×Gm, H est trivial et X = A1 × (A1 \ {0}) ;

(c) G est le produit semi-direct Ga

d
o Gm où d ≥ 1 et Gm opère dans Ga avec

le poids d, H =
{

(a, t) |
s∑
i=0

cia
pri = 0, te = 0

}
où 1 = pr0 < · · · < prs , ci ∈ k∗,

e ≥ 1, pgcd(d, e) = 1 et e divise pgcd
i

(pri − 1), et X = A1 × (A1 \ {0}).
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Remarque : Si on suppose de plus que la caractéristique est nulle alors on peut lever la
restriction sur les groupes affines et on trouve les cas suivants :

4. G = G2
a, H est trivial et X = A2 ;

5. G = Ga ×PGL2, H = {1} ×B et X = A1 ×P1 ;

6. G =

 SL2
0
0

∗ ∗ 1

 ≤ PGL3, H =

 B
0
0

0 ∗ 1

 où B est le sous-groupe de Borel

standard de SL2 et X = P2 \ {[0 : 0 : 1]} (H est le groupe d’isotropie de [1 : 0 : 0]) ;

7. G = Vn o im
(

SL2 →
GL2

µn

)
où n ≥ 2, Vn est le groupe vectoriel associé à l’espace

k[x, y]n des polynômes homogènes de degré n en deux variables x et y, GL2 opère
naturellement dans Vn, l’opération passe au quotient en une opération de GL2

µn
(où µn est vu comme un sous-groupe d’homothéties), H = Vect(xn−1y, . . . , yn) o

im
(
B → GL2

µn

)
et X est le fibré en droites de degré n sur P1.

En caractéristique positive, on trouve encore les groupes G2
a, Ga×PGL2 et

 SL2
0
0

∗ ∗ 1

.
Cependant le groupe Vno im

(
SL2 →

GL2

µn

)
n’est plus nécessairement minimal et il peut

exister d’autres groupes, comme le groupe des vecteurs de Witt de longueur 2.

Perspectives
L’étude des courbes et surfaces presque homogènes n’est pas terminée. En particulier,

il reste à classifier les formes des couples (X,G) où X est une surface géométriquement
rationnelle lisse homogène. Si G = SL2 alors les possibilités sont décrites dans [Knop,
th. 5.2]. Si X est une forme de P2 ou P1 × P1 alors G = Aut◦X . Si G est une forme du
produit semi-direct Ga

d
o Gm alors on a déjà G = Ga

d
o Gm sur le corps de base (voir

le lemme 1.3.8) et, d’après [Bor, th. 15.11 p.208], X possède un point k-rationnel ; on en
déduit que X est isomorphe à A1× (A1 \ {0}) et, si de plus k est de caractéristique nulle,
alors l’opération de G dans X est donnée par (a, t) · (x, y) = (tdx+ a, tey) pour un certain
e ∈ Z∗. Les autres cas sont encore à explorer.

Sur un corps algébriquement clos, il reste aussi à résoudre certains problèmes en ca-
ractéristique positive. Par exemple, la structure des groupes lisses connexes de dimension
2 sur un corps imparfait n’est pas complètement comprise.

Le cas des variétés de dimension supérieure ne semble pas pouvoir être abordé en
toute généralité. Toutefois, il doit être possible de traiter au moins partiellement le cas
des variétés projectives rationnelles lisses de dimension 3, en utilisant la théorie de Mori.
C’est cette idée qui a été exploitée par Shigeru Mukai et Hiroshi Umemura pour déter-
miner les sous-groupes algébriques maximaux du groupe de Cremona Cr3 sur un corps
algébriquement clos et de caractéristique nulle (voir par exemple [MU]).

Par ailleurs, la classification des courbes presque homogènes a mis au jour certaines
questions qu’il serait intéressant de traiter. Tout d’abord, la classification reste inachevée
en caractéristique positive. La raison essentielle en est que les représentations du groupe
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additif Ga sont mal connues dans ce cas, alors que celles-ci interviennent de façon cruciale
dans la classification. On peut cependant espérer contourner la difficulté en étudiant « à
la main » les représentations particulières qui interviennent vraiment.

Une autre question est celle de l’étude des automorphismes des courbes projectives
non lisses. Les groupes (abstraits) d’automorphismes des courbes projectives lisses sont
relativement bien connus. Si une courbe projective lisse est de genre au moins 2 (respec-
tivement de genre 1) alors son groupe d’automorphismes (respectivement le groupe des
automorphismes fixant un point fermé donné) est fini. Les courbes lisses de genre 0 ou
1 sont bien comprises, et celles de genre au moins 2 ont été abondamment étudiées ces
dernières années, notamment pour trouver une borne au cardinal du groupe des auto-
morphismes. On sait aussi que, sur un corps algébriquement clos, tout groupe fini est le
groupe des automorphismes d’une courbe projective lisse (voir [MS]).

Le schéma en groupes des automorphismes d’une courbe projective lisse est lisse, donc
il est déterminé par le groupe abstrait des automorphismes. Ce n’est pas nécessairement
vrai pour une courbe projective régulière mais pas lisse. À notre connaissance, ce schéma en
groupes n’a pas été étudié de façon systématique dans cette généralité. L’article [Ro55] de
Maxwell Rosenlicht contient implicitement le fait que, pour les groupes d’automorphismes
infinis, les courbes qui apparaissent sont les compactifications régulières d’une forme de
Ga. La compréhension de ces compactifications régulières reste très partielle. Un problème
ouvert serait de déterminer complètement leur schéma en groupes des automorphismes.



Chapitre 1

Résultats préliminaires

1.1 Conventions et notations
On fixe un corps de base k, d’exposant caractéristique p, et une clôture algébrique k.

On note ks la clôture séparable de k dans k. Pour tout k-schéma X et toute extension de
corps K/k, on note XK = X ×Spec k SpecK.

Les schémas sont tous supposés être séparés et localement noethériens. Les morphismes
entre k-schémas sont tous supposés être des k-morphismes. Pour tout schéma S, l’espace
topologique sous-jacent est noté |S|.

Une variété algébrique sur k est un schéma (séparé) de type fini sur k et géométrique-
ment intègre. Une courbe (resp. une surface) est une variété algébrique de dimension 1
(resp. 2). Un groupe algébrique sur k est un schéma en groupes qui est de type fini sur
k. Un sous-groupe est un sous-schéma en groupes (fermé). On dit qu’un morphisme de
groupes algébriques est injectif si son noyau schématique est trivial.

Si X et Y sont deux k-schémas (resp. deux groupes algébriques) alors on dira que Y
est une forme de X s’il existe un isomorphisme de schémas (resp. de groupes algébriques)
Yk ' Xk.

Pour toute variété propre X, on note AutX le schéma en groupes des automorphismes
de X (voir la proposition 1.2.11).

Pour n ≥ 1, on note An et Pn l’espace affine et l’espace projectif de dimension n ;
s’il faut préciser que le corps de base est k, on écrira An

k et Pn
k . On note Ga et Gm (ou

Ga,k et Gm,k) le groupe additif et le groupe multiplicatif. Pour d ≥ 0, on note Ga

d
o Gm

le produit semi-direct où Gm opère dans Ga avec le poids d. Si d = 0 alors il s’agit du
produit direct Ga ×Gm ; si d = 1 alors on écrit plus simplement Ga o Gm.

SoitG un groupe algébrique lisse connexe. Si p ≥ 2, on note F : G→ G(p) le morphisme
de Frobenius relatif. Dans la plupart des cas qui nous intéressent, le groupe G est défini
sur le sous-corps premier Fp donc on a un isomorphisme canonique G(p) ' G. Par exemple

pour G = GL2 le morphisme est donné par F
(
a b
c d

)
=
(
ap bp

cp dp

)
. Pour r ≥ 0, on note F r

le r-ème itéré de F et Gr = ker(F r), qui est un sous-groupe infinitésimal caractéristique.

1.2 Opérations schématiques
Dans cette section on rappelle quelques faits élémentaires sur les opérations de groupes

algébriques, dans le langage des schémas. On renvoie à [DG] comme référence générale.

11
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Pour toute opération α : G×X → X d’un k-schéma en groupes G dans un k-schéma

X, on écrira de façon abusive α :
{
G×X −→ X
(g, x) 7−→ gx

.

Proposition 1.2.1 : [DG, II, §5, prop. 3.1 p.242] Soient G un groupe algébrique lisse
sur k, X un schéma de type fini sur k et α : G × X → X une opération. Pour tout

point k-rationnel x ∈ X(k), le morphisme d’orbite αx :
{
G −→ X
g 7−→ gx

se factorise en

G → Gx → X, où le premier morphisme est fidèlement plat et le second morphisme est
une immersion. De plus Gx est un sous-schéma (localement fermé) lisse et G-stable de
X, appelé l’orbite de x.

Proposition 1.2.2 : [DG, II §1, th. 3.6 p.165] Soient G un k-schéma en groupes, X un
k-schéma , Y un sous-schéma fermé de X et α : G×X → X une opération.

1. Le foncteur qui à tout k-schéma S associe l’ensemble des g ∈ G(S) qui induisent un
automorphisme de YS (c’est-à-dire l’ensemble des g ∈ G(S) tels que pour tout S-schéma
S ′, la bijection de X(S ′) induite par g stabilise globalement Y (S ′)) est représentable par
un sous-groupe fermé de G, noté NG(Y ) et appelé le normalisateur de Y .

2. Le foncteur qui à tout k-schéma S associe l’ensemble des g ∈ G(S) qui induisent
l’identité sur YS (c’est-à-dire l’ensemble des g ∈ G(S) tels que pour tout S-schéma S ′,
la bijection de X(S ′) induite par g fixe Y (S ′) point par point) est représentable par un
sous-groupe fermé de G, noté CG(Y ) et appelé le centralisateur de Y .

3. Le centralisateur de X est un sous-groupe distingué, appelé le noyau de l’opération.
On dit que l’opération est fidèle si ce noyau est trivial.

4. Le foncteur qui à tout k-schéma S associe l’ensemble des x ∈ X(S) tels que le
morphisme d’orbite GS → XS soit trivial (c’est-à-dire l’ensemble des x ∈ X(S) tels que
pour tout S-schéma S ′, le groupe abstrait G(S ′) fixe x vu comme élément de X(S ′)) est
représentable par un sous-schéma fermé de X, noté XG et appelé le schéma des points
fixes.

Remarque 1.2.3 :
1. Si Y est un point k-rationnel x de X alors le centralisateur est noté Gx et appelé

le sous-groupe d’isotropie de x. C’est la fibre en x du morphisme d’orbite αx : G→ X et
si G est lisse alors αx induit un isomorphisme G/Gx ' Gx.

2. Si G est lisse alors XG(k) est exactement l’ensemble des points fixes de l’opération
du groupe abstrait G(k) dans l’ensemble X(k). En effet, G(k) est dense dans Gk et,
comme Gk est réduit, pour tout x ∈ X(k), le morphisme d’orbite Gk → Xk est trivial si
et seulement si l’application induite G(k)→ X(k) est constante.

On aimerait dire qu’une variété X est homogène (resp. presque homogène) s’il existe
une unique orbite (resp. une orbite dense). Puisque X peut ne pas avoir de point k-
rationnel, on donne la définition suivante.

Définition 1.2.4 : Soient G un groupe algébrique lisse sur k, X une variété algébrique
sur k et α : G × X → X une opération. On dit que X est homogène (resp. presque
homogène) si le morphisme de graphe

γ :
{
G×X −→ X ×X
(g, x) 7−→ (x, gx)
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est surjectif (resp. dominant).

On retrouve la définition naturelle en termes d’orbite en étendant suffisamment les
scalaires.

Lemme 1.2.5 : Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) La variété X est homogène sous l’opération de G.
ii) Pour toute extension de corps K/k, la variété XK est homogène sous l’opération de

GK.
iii) Il existe une extension de corps K/k telle que la variété XK soit homogène sous

l’opération de GK.
iv) L’opération du groupe abstrait G(k) dans l’ensemble X(k) est transitive.
v) S’il existe un point K-rationnel x ∈ X(K) alors l’orbite GKx est égale à XK.

Démonstration. Les assertions i), ii), iii) et iv) sont équivalentes car pour toute extension
de corps K/k, un morphisme f : Y → Y ′ entre deux schémas de type fini sur k est
surjectif si et seulement si fK : YK → Y ′K est surjectif, et si et seulement si l’application
ensembliste f : Y (k) → Y ′(k) est surjective (voir [DG, I, §3, cor. 6.10 p.96]). Ceci vaut
en particulier pour le morphisme γ. De plus, pour tout point K-rationnel x ∈ X(K),
l’égalité schématique GKx = XK est équivalente à la surjectivité du morphisme d’orbite
GK → XK , à la surjectivité de l’applicationG(k)→ X(k) et à la transitivité de l’opération
de G(k) dans X(k).

Lemme 1.2.6 : Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) La variété X est presque homogène sous l’opération de G.
ii) Pour toute extension de corps K/k, la variété XK est presque homogène sous l’opé-

ration de GK.
iii) Il existe une extension de corps K/k telle que la variété XK soit presque homogène

sous l’opération de GK.
iv) Il existe une extension de corps K/k et un point K-rationnel x ∈ X(K) tels que

l’orbite GKx soit un sous-schéma ouvert de XK.
v) La variété X contient un sous-schéma ouvert U qui est G-stable et homogène.

Dans iv) l’extension K/k peut être supposée finie et séparable. De plus le sous-schéma
ouvert U est unique et est appelé l’orbite ouverte.

Démonstration. Soit K/k une extension de corps. La projection π : XK ×XK → X ×X
est un morphisme ouvert et l’image ensembliste de γK : GK × XK → XK × XK est
π−1(γ(G ×X)). Donc γK(GK ×XK) contient un ouvert de XK ×XK si et seulement si
γ(G ×X) contient un ouvert de X ×X. Donc, d’après un théorème de Chevalley, γ est
dominant si et seulement si γK est dominant (voir [DG, I, §3, cor. 3.8 p.78]). Ainsi les
assertions i), ii) et iii) sont-elles équivalentes.

Supposons que X soit presque homogène et montrons que iv) est vraie. On peut
supposer que k est séparablement clos. Par platitude générique, il existe un ouvert non
vide V de G×X tel que ∀z ∈ V, dim γ−1(γ(z)) = dimG×X−dimX×X = dimG−dimX
(voir par exemple [GW, cor. 14.116 p.471]). De plus, pour g ∈ G(k) et x ∈ X(k), on a
γ−1(γ(g, x)) = γ−1(x, gx) = gGx × {x} ' Gx. En outre, le k-schéma de type fini G ×X
est géométriquement réduit donc, comme k est séparablement clos, l’ensemble V (k) est



14 CHAPITRE 1. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES

non vide. Donc pour (g, x) ∈ V (k) ⊆ G(k) ×X(k), on a dimGx = dimG − dimX donc
dimGx = dimG− dimGx = dimX, donc Gx est dense.

Supposons que X soit presque homogène et montrons que v) est vraie. On vient de
montrer qu’il existe un point x défini sur la clôture séparable ks de k tel que l’orbite
Gksx soit ouverte dans Xks . Tout élément σ ∈ Gal(ks/k) induit un automorphisme de Xks

encore noté σ. Alors σ(Gksx) est l’orbite de σ(x). Les deux orbites Gksx et σ(Gksx) sont
ouvertes donc elles s’intersectent, donc elles sont égales. En d’autres termes, Gksx est un
sous-schéma ouvert de Xks qui est stable sous l’opération du groupe de Galois Gal(ks/k).
Il existe donc un sous-schéma ouvert U de X tel que Gksx = Uks . Alors U est G-stable et
homogène. Si U ′ est un sous-schéma ouvert G-stable et homogène alors, de même, Uk et
U ′
k
sont des orbites ouvertes donc ces sous-schémas sont égaux, donc U = U ′.
Si iv) est vraie alors l’image de γK contient l’ouvert GKx×GKx, donc γK est dominant

et X est presque homogène. De même, si v) est vraie alors X est presque homogène.

On rappelle la définition des torseurs.

Définition 1.2.7 : Soient f : X → Y un morphisme entre k-schémas de type fini,
G un groupe algébrique et α : G × X → X une opération. On dit que f est un G-
torseur si c’est un morphisme fidèlement plat, quasi-compact et G-invariant tel que le

carré
G×X X

X Y

α

pr2

f

f soit cartésien. Si Y = Spec k alors on dit que X est un G-

torseur.

Remarque 1.2.8 : Le schéma X est un G-torseur si et seulement si le morphisme γ :{
G×X −→ X ×X
(g, x) 7−→ (x, gx) est un isomorphisme.

On montre maintenant que l’on peut se restreindre aux opérations fidèles. On rappelle
que si G est un groupe algébrique et H est un sous-groupe alors, d’après [SGA3-1, Exp.
VIA, 3.2], le quotient G/H existe. C’est un schéma de type fini et on a un morphisme
G-équivariant π : G → G/H qui est un H-torseur (pour l’opération à droite). Si G est
connexe (resp. lisse) alors G/H aussi. Si H est un sous-groupe distingué alors G/H est
un groupe algébrique, π est un morphisme de groupes et, pour tout k-schéma S, on a une
suite exacte de groupes abstraits 1 → H(S) → G(S) → (G/H)(S). La dernière flèche
n’est pas nécessairement surjective, mais elle l’est si S = Spec k. Plus généralement, pour
tout k-schéma S et tout g ∈ (G/H)(S), il existe un morphisme S ′ → S fidèlement plat
et de présentation finie et un élément g ∈ G(S ′) tel que g = π(g) dans (G/H)(S ′).

Lemme 1.2.9 : Soit H le noyau de l’opération α : G×X → X. Alors il existe une unique

opération β : G/H ×X → X faisant commuter le diagramme
G×X X

G/H ×X

α

π × idX
β

.

L’opération β est fidèle. De plus X est homogène (resp. presque homogène) sous l’opération
de G si et seulement si elle l’est sous l’opération de G/H.

Démonstration. Le morphisme π × idX : G × X → G/H × X est un H-torseur donc
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c’est un quotient catégorique. Puisque le morphisme α : G×X → X est H-invariant (où
H opère à droite dans G × X par multiplication sur le facteur G), il existe un unique
morphisme β faisant commuter le diagramme.

Montrons que β est une opération. Soient S un k-schéma, x ∈ X(S) et g1 ∈ (G/H)(S)
et g2 ∈ (G/H)(S). On a π(e)x = x. Soient S ′ → S un morphisme fidèlement plat,
g1 ∈ G(S ′) et g2 ∈ G(S ′) tels que g1 = π(g1) et g2 = π(g2) dans (G/H)(S ′). Dans X(S ′),
on a g1(g2x) = g1(g2x) = (g1g2)x = (g1g2)x. Comme l’application X(S) → X(S ′) est
injective (car S ′ → S est un épimorphisme), l’égalité g1(g2x) = (g1g2)x est déjà vraie
dans X(S). Donc β est bien une opération.

Soit N le noyau de β. Soit g ∈ N(S). Soient S ′ → S et g ∈ G(S ′) comme précédem-
ment. Pour tout morphisme S ′′ → S ′ et tout élément x ∈ X(S ′′), on a gx = gx = x. Donc
g ∈ H(S ′). Alors g = π(g) = e dans (G/H)(S ′) donc g = e dans (G/H)(S). Donc N(S)
est le groupe trivial et l’opération β est fidèle.

Enfin, comme π × idX est surjectif, le morphisme γ : G × X → X × X est surjectif
(resp. dominant) si et seulement si G/H ×X → X ×X l’est.

On peut aussi se retreindre aux opérations d’un groupe algébrique connexe.

Lemme 1.2.10 : La variété X est homogène (resp. presque homogène) si et seulement
si elle l’est sous l’opération de la composante neutre G◦.

Démonstration. Le sens réciproque est évident. Pour le sens direct, on peut supposer que
k est algébriquement clos.

On suppose d’abord que X est homogène sous l’opération de G. Le groupe algébrique
G/G◦ est fini donc il existe g1, . . . , gn dans G(k) tels que G =

n⊔
i=1

G◦gi. Soit x ∈ X(k).

On a X = Gx =
n⋃
i=1

G◦gix. Une G◦-orbite de dimension minimale est fermée dans X

(voir [DG, II, §5, prop. 3.2 p.243]). Or pour 1 ≤ i ≤ n, l’automorphisme de X donné
par gi induit un isomorphisme de G◦x sur G◦gix. Donc l’orbite G◦gix est fermée dans X.
Comme X est irréductible, on en déduit qu’il existe un i tel que X = G◦gix. Donc X est
homogène sous l’opération de G◦.

On suppose maintenant que X est presque homogène sous l’opération de G. Soit U un
sous-schéma ouvert G-stable et homogène. D’après ce qui précède, U est aussi homogène
sous l’opération de G◦. Donc X est presque homogène sous l’opération de G◦.

Pour les variétés propres, le groupe des automorphismes est « algébrique » au sens
suivant.

Proposition 1.2.11 : [MO, th. 3.7] Soit X un k-schéma propre. Alors le foncteur qui
à tout k-schéma S associe le groupe abstrait des automorphismes de S-schéma de X × S
est représentable par un schéma en groupes qui est localement de type fini, noté AutX et
appelé le schéma en groupes des automorphismes de X.

Remarque 1.2.12 :
1. Si X est projectif alors ce résultat est plus facile à établir : le schéma en groupes

AutX se construit comme un ouvert du schéma de Hilbert de X × X, en associant à
chaque automorphisme son graphe (voir [Kol, ch. 1, th. 1.10 p.16]).

2. La composante neutre Aut◦X est un groupe algébrique. Si X est une courbe alors
AutX est lui-même un groupe algébrique (voir [Br17, ex. 7.1.2]).
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3. Se donner une opération d’un groupe algébrique G dans X revient à se donner un
morphisme de schémas en groupes G→ AutX .

Exemple 1.2.13 :
1. Pour n ≥ 1, on a un isomorphisme AutPn ' PGLn+1.
2. On a AutP1×P1 ' (PGL2×PGL2)o{id, σ} où σ est l’automorphisme de P1×P1

qui permute les deux facteurs.
3. Toute variété abélienne A opère dans elle-même par translation et on a un isomor-

phisme AutA ' Ao AutA,0 où AutA,0 est le normalisateur du neutre 0 dans AutA, qui
est un groupe étale (voir [Br17, ex. 7.1.3]).

Pour une courbe presque homogène, le complémentaire de l’orbite ouverte est un
ensemble fini. On peut même être plus précis.

Lemme 1.2.14 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe et Z un schéma de type fini
sur k, réduit et de dimension nulle. Alors l’unique opération de G dans Z est l’opération
triviale.

Démonstration. Comme deux morphismes sont égaux si et seulement s’ils le sont après
extension des scalaires, et comme le fait d’être un schéma réduit est préservé par extensions
séparables, on peut supposer que k est séparablement clos. Le schéma Z est noethérien et
de dimension nulle donc il est affine et son espace topologique sous-jacent est un ensemble
fini muni de la topologie discrète. Les composantes de Z sont des sous-schémas ouverts
G-stables, donc on peut supposer que Z est irréductible. Il existe donc une extension
finie K/k telle que Z = SpecK. L’automorphisme de Z donné par un élément g ∈ G(k)
correspond à un k-automorphisme de K. Or par hypothèse l’extension K/k est purement
inséparable, donc l’unique k-automorphisme de K est l’identité. Puisque G(k) est dense
dans G (car G est géométriquement réduit), l’opération est triviale.

Remarque 1.2.15 : Ce résultat n’est pas vrai en général si G n’est pas lisse. Par exemple,
soient k un corps imparfait de caractéristique p, a ∈ k un élément qui n’est pas une
puissance p-ème et K = k(a1/p) = k[X]/(Xp− a). Le schéma Z = SpecK est de type fini
sur k, réduit et de dimension nulle. De plus, on a une opération non triviale du groupe
infinitésimal µp dans Z : pour tout k-schéma S, on a des isomorphismes naturels de
groupes µp(S) ' {λ ∈ O(S) | λp = 1} et Z(S) ' {s ∈ O(S) | sp = a}, et l’opération de
µp(S) dans Z(S) est donnée par la multiplication dans O(S).

Lemme 1.2.16 : Soit G un groupe algébrique lisse connexe opérant dans une courbe C.
Alors C est presque homogène si et seulement si l’opération n’est pas triviale. Dans ce cas,
l’orbite ouverte est le complémentaire du sous-schéma fermé Z = CG des points fixes.

Démonstration. Si C n’est pas presque homogène alors pour x ∈ C(k), l’adhérence dans
Ck de l’orbite Gkx est irréductible et ne peut pas être de dimension 1, donc l’orbite Gkx
est triviale. Donc l’opération est triviale.

On suppose que C est presque homogène. Soit U = C \Z. Alors Uk est l’orbite ouverte
de Ck. En effet, soit x ∈ Ck tel que l’orbite Gkx soit ouverte. Il découle du lemme 1.2.14
que le complémentaire de cette orbite est constitué des points fixes de C(k), c’est-à-dire
des éléments de Z(k). Donc Gkx = Ck \ Zk = Uk.

Une variété homogène qui possède un point k-rationnel s’écrit comme le quotient du
groupe algébrique qui opère par le sous-groupe d’isotropie du point. On dispose d’un
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critère pour qu’une opération dans un quotient du groupe soit fidèle, qui est bien connu
pour les groupes abstraits.

Lemme 1.2.17 : Soient G un groupe algébrique et H un sous-groupe. Alors le noyau de
l’opération de G dans G/H par multiplication à gauche est le plus grand sous-groupe de
H qui soit distingué dans G.

Démonstration. Soient π : G→ G/H le morphisme quotient et N le noyau de l’opération.
Ce sous-groupe est distingué dans G. Pour tout k-schéma S, on a

N(S) = {g ∈ G(S) | pour tout S ′ → S et tout x ∈ G/H(S ′), on a gx = x}
⊆ {g ∈ G(S) | gπ(e) = π(e) dans G/H(S)} = H(S).

Donc N est un sous-groupe de H.
Réciproquement, soit N ′ un sous-groupe distingué de G contenu dans H. Soient S un

k-schéma et g ∈ N ′(S). Montrons que g est un élément de N(S). Soient S ′ → S et x ∈
G/H(S ′). Soient S ′′ → S ′ fidèlement plat et x ∈ G(S ′′) tel que x = π(x) dans G/H(S ′′).
Alors gx = gπ(x) = π(gx) = xπ(x−1gx) dans G/H(S ′′). Or x−1gx ∈ N ′(S ′′) ⊆ H(S ′′),
donc gx = xπ(e) = x dans G/H(S ′′). Enfin, le morphisme S ′′ → S ′ est un épimorphisme
donc l’application G/H(S ′) → G/H(S ′′) est injective, donc on a aussi gx = x dans
G/H(S ′). Donc on a bien g ∈ N(S). Donc N ′ est un sous-groupe du noyau N .

Remarque 1.2.18 : En particulier, l’opération de G dans G/H est fidèle si et seulement
si H ne contient aucun sous-groupe non trivial qui soit distingué dans G.

1.3 Formes du groupe multiplicatif et du groupe ad-
ditif

Toute forme de Gm,k est trivialisée par une extension séparable finie. De plus le groupe
des automorphismes de Gm,ks est Autgp(Gm,ks) = {id, τ} ' Z/2Z où τ est le morphisme{

Gm,ks −→ Gm,ks

t 7−→ t−1 . Donc les formes de Gm,k sont classifiées par l’ensemble de coho-

mologie galoisienne H1(Gal(ks/k),Z/2Z). On obtient ainsi le résultat bien connu suivant.

Lemme 1.3.1 : Soit G une forme de Gm,k. Alors il existe une unique k-algèbre quadra-
tique étale K telle que G ' R1

K/k(Gm,K) où RK/k(Gm,K) est la restriction de Weil et
R1
K/k(Gm,K) est le noyau de la norme NK/k : RK/k(Gm,K) → Gm,k. La forme triviale

correspond à K = k × k. De plus, si G est une forme non triviale (c’est-à-dire que K/k
est une extension de corps galoisienne quadratique) alors GK ' Gm,K.

Exemple 1.3.2 : Si k n’est pas de caractéristique 2 alors toute extension galoisienne
quadratique est de la forme K = k(

√
d) où d ∈ k n’est pas un carré. On écrit Gm,K =

Spec K[x, y]
(xy − 1) . En posant x = v +

√
dv et y = w +

√
dt on trouve xy − 1 = (uw + dvt−

1) +
√
d(ut+ vw). Donc RK/k(Gm,K) = Spec k[u, v, w, t]

(uw + dvt− 1, ut+ vw) . On a les identités

(u2 − dv2)(w2 − dt2) = (uw + dvt)2 − d(ut+ vw)2, w = −w(u2 − dv2 − 1) + u(uw + dt−
1)− dv(ut+ vw) + u et t = −t(u2− dv2− 1) + u(ut+ vw)− v(uw+ dvt− 1)− v. Donc la
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norme est NK/k :
{
RK/k(Gm,K) −→ Gm,k

(u, v, w, t) 7−→ u2 − dv2 et R1
K/k(Gm,K) = Spec k[u, v]

(u2 − dv2 − 1) .

La multiplication est donnée par (u, v) · (u′, v′) = (uu′ + dvv′, uv′ + u′v).
En particulier, R1

C/R(Gm,C) est l’unique forme réelle non triviale de Gm,R et on a un

isomorphisme


R1

C/R(Gm,C) = Spec R[u, v]
(u2 + v2 − 1) −→ SO2,R

(u, v) 7−→
(
u −v
v u

) .

On peut donner une description géométrique des formes de Gm et de leurs torseurs
en termes de coniques. On a d’abord besoin d’un lemme sur les structures de groupe sur
A1 \ {0}.

Lemme 1.3.3 : À choix de l’élément neutre près, l’unique structure de groupe algébrique
sur A1 \ {0} est Gm.

Démonstration. Soit G un groupe algébrique dont le schéma sous-jacent est A1 \ {0}.
Quitte à translater, on peut supposer que le neutre est 1. La structure de groupe est donnée
par un morphisme G×G→ G. Or deux morphismes sont égaux si et seulement s’ils sont
égaux après extension de corps. Donc on peut aussi supposer que k est algébriquement
clos.

La multiplication à gauche par un élément x ∈ G(k) est un automorphisme de A1\{0}
donc il correspond à un automorphisme de k-algèbre de k[T, T−1]. Un tel automorphisme
est donné par T 7−→ aT ε où a ∈ k∗ et ε ∈ {−1, 1}. Puisque la multiplication à gauche
par x envoie le neutre 1 sur x, on a a = x. Si ε = −1 alors on a des points fixes (à savoir
les y ∈ k tels que y2 = x), ce qui est impossible si x 6= 1. Donc ε = 1 et la loi de G est
donnée par (x, y) 7−→ xy.

Lemme 1.3.4 : Soient G un groupe algébrique et C une courbe. Alors G est une forme
de Gm et C est un G-torseur si et seulement s’il existe une conique projective lisse Ĉ,
une opération fidèle de G dans Ĉ et un sous-schéma fermé Z de Ĉ tels que Z = SpecK
où K est une k-algèbre quadratique étale, C ' Ĉ \Z et G est le centralisateur de Z dans
Aut

Ĉ
.

Démonstration. Soient G une forme de Gm et C un G-torseur. Soient Ĉ la complétion
régulière de C et Z = Ĉ \ C muni de la structure de sous-schéma fermé réduit. D’après
le lemme 2.1.3, l’opération de G dans C s’étend de façon unique en une opération fidèle
dans Ĉ.

On rappelle que les Gm-torseurs sont classifiés par l’ensemble de cohomologie galoi-
sienne H1(Gal(ks/k), k∗s) donc, d’après le théorème 90 de Hilbert, tout Gm-torseur est
trivial. Donc si G = Gm alors C ' A1 \ {0}, donc Ĉ = P1, Z = {0,∞} = Spec(k × k) et
G est le centralisateur de Z dans AutP1 = PGL2.

On suppose maintenant que G n’est pas la forme triviale. Soit K/k l’unique extension
galoisienne quadratique telle que G = R1

K/k(Gm,K). On a GK ' Gm,K or CK est un
GK-torseur donc, comme précédemment, on a CK ' A1

K \ {0}. Comme l’extension K/k
est séparable, (C̃)K est la complétion régulière de CK . Donc (C̃)K ' P1

K , donc C̃ est une
conique projective lisse (voir [Liu, ch. 7 prop. 4.1 p.285]). On a ZK = {0,∞} = Spec(K×
K) donc, par descente galoisienne, on a Z = Spec(k× k) ou SpecK. Dans le premier cas
on a C̃ ' P1

k donc, comme C possède un point k-rationnel, on a G ' C ' A1
k \{0}. Donc

G ' Gm,k, ce qui est contradictoire. Par conséquent on a Z = SpecK. De plus G est bien
le centralisateur de Z dans Aut

C̃
car il l’est après extension des scalaires à K.
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Réciproquement, si C̃ est une conique projective lisse et Z est un sous-schéma fermé tel
que Z = SpecK où K/k est une extension galoisienne quadratique alors le centralisateur
G de Z dans Aut

C̃
opère dans le complémentaire C = C̃ \ Z, on a GK ' Gm,K et C est

un G-torseur car c’est le cas après extension des scalaires à K.

Peter Russell a classifié les formes de Ga,k dans l’article [Rus] et a obtenu le résultat
suivant.

Proposition 1.3.5 :
1. Si C (resp. G) est une forme de A1

k (resp. de Ga,k) alors il existe une unique
extension de corps K/k qui est minimale pour l’inclusion et telle que CK ' A1

K (resp.
GK ' Ga,K). Cette extension est finie et purement inséparable.

2. Si k est de caractéristique p > 0 alors les formes de Ga,k sont les groupes isomorphes
à un sous-groupe de G2

a,k donnée par une équation du type ypn = x+a1x
p+ · · ·+amx

pm où
m ≥ 0, n ≥ 0 et ai ∈ k. Si G est donné par une telle équation alors l’extension minimale
K/k telle que GK ' Ga,K est K = k(ap

−n

1 , . . . , ap
−n
m ).

3. Avec les notations précédentes, les G-torseurs sont les schémas isomorphes à la
courbe C dans A2

k définie par l’équation ypn = b+ x+ a1x
p + · · ·+ amx

pm pour un certain
b ∈ k. De plus, le complémentaire de C dans sa complétion régulière Ĉ est un point P qui
n’est pas lisse et dont le corps résiduel est une sous-extension de K/k.

Remarque 1.3.6 : En particulier, si une forme de Ga,k est trivialisée par une extension
séparable alors il s’agit de la forme triviale.

Exemple 1.3.7 : Si a ∈ k n’est pas une puissance p-ème alors le sous-groupe G de G2
a,k

défini par l’équation yp = x+axp est une forme de Ga,k, qui est trivialisée par K = k(a1/p).

On a l’isomorphisme explicite
{

Ga,K −→ GK

t 7−→ (tp, t+ a1/ptp) . Soit Ĉ la courbe dans P2

définie par l’équation yp = xzp−1 + axp. D’après le critère jacobien, le seul point de (Ĉ)k
qui n’est pas lisse est [1 : a1/p : 0] donc le seul point de Ĉ qui pourrait ne pas être régulier
est le point P en-dessous de [1 : a1/p : 0]. L’intersection de Ĉ avec la carte (x 6= 0) est

la courbe Spec k[y, z]
(yp − zp−1 − a) et le point P correspond à l’idéal maximal (z, yp− a) donc

le corps résiduel de P est k[y]
(yp − a) = k(a1/p). L’idéal maximal de l’anneau local O

Ĉ,P
est

m = (z, yp − a) donc m/m2 est engendré comme k(a1/p)-espace vectoriel par z et yp − a.
Comme ces deux éléments sont linéairement dépendants, on en déduit que m/m2 est de
dimension 1. Donc le point P est régulier. Par conséquent, Ĉ est la complétion régulière
de C = G.

On peut aussi classifier les formes du produit semi-direct Ga

d
o Gm, où Gm opère

dans Ga,k avec le poids d.

Lemme 1.3.8 : Si d ≥ 1 alors Ga

d
o Gm n’a pas de forme non triviale.

Démonstration. Soit G une forme de Ga

d
o Gm où d ≥ 1. Il suffit de montrer que si

cette forme est trivialisée par une extension finie séparable ou purement inséparable alors
G = Ga,k

d
o Gm,k.
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Étape 1. Supposons qu’il existe une extension finie séparable K/k telle que GK ' Ga,K

d
o

Gm,K . La formation du radical unipotent de G commute aux extensions séparables (voir
[CGP, prop. 1.1.9 p.8]), donc celui-ci est isomorphe à Ga,k. Si T est un tore maximal
de G alors TK est un tore maximal de GK (voir [CGP, cor. A.2.6 p.475]). Donc T est
une forme de Gm. Pour raison de dimension, on a G = Ga,k · T . De plus (Ga,k ∩ T )K =
Ga,K ∩ TK = {1} donc on a G = Ga,k o T . L’opération de T dans Ga,k par conjugaison
donne, pour toute k-algèbre A, un morphisme de groupes T (A)→ AutA−gp(Ga,A) (fonc-
toriellement en A). Or si k est de caractéristique nulle alors EndA−gp Ga,A s’identifie à A
où un élément λ ∈ A correspond à l’homothétie de rapport λ ; si k est de caractéristique
p > 0 alors EndA−gp(Ga,A) s’identifie à l’anneau non commutatif A[F ] (pour la multipli-

cation déterminée par Fλ = λpF ) où F :
{

Ga,A −→ Ga,A

x 7−→ xp
est l’endomorphisme de

Frobenius (voir [DG, II, §3, prop. 4.4 p.196]). De plus, les éléments inversibles de A[F ]
sont les éléments inversibles de A. Comme T opère non trivialement dans Ga,k (sinon G
serait commutatif), on a donc un morphisme non trivial T → Gm,k. Donc T possède un
caractère non trivial, donc T = Gm,k. Le poids de l’opération de T dans Ga,k ne change
pas après extension des scalaires, donc on a bien G = Ga,k

d
o Gm,k.

Étape 2. Supposons qu’il existe une extension finie purement inséparable K/k telle que
GK ' Ga,K

d
o Gm,K . Comme précédemment, un tore maximal T de G satisfait TK =

Gm,K . Comme l’extension K/k est purement inséparable, on a donc T = Gm,k. L’espace
homogène G/T est une forme de A1

k et le noyau de l’opération de G est µd ≤ T . Montrons
que l’on a G/T ' A1

k. Toute forme de A1
k trivialisée par une extension séparable est

triviale, donc on peut supposer que k est séparablement clos. Si pour tout point k-rationnel
x deG/T le morphisme d’orbite T → G/T était constant alors, pour t ∈ T (k), le schéma Z
des points fixes de t, qui est le sous-schéma fermé deG/T représentant le foncteur associant
à tout k-schéma S l’ensemble {x ∈ G/T (S) | tx = x}, satisferait Z(k) = G/T (k). Or
G/T (k) est dense dans G/T et G/T est un schéma réduit, donc on aurait Z = G/T , ce
qui contredirait le fait que T n’opère pas trivialement. Soit donc x tel que le morphisme
d’orbite soit non constant. On obtient un morphisme non constant P1

k → Ĝ/T , où Ĝ/T est
la complétion régulière de G/T . On déduit du théorème de Lüroth que l’on a Ĝ/T ' P1

k.
On a donc A1

k \ {0} = Tx ( G/T ( P1
k et ainsi G/T = A1

k.
D’après le lemme 2.1.3, l’opération de G dans G/T ' A1

k donne un morphisme G →
Ga,k o Gm,k = AutP1,∞ dont le noyau est µd. Après extension des scalaires à K, il s’agit

du morphisme f :

 Ga,K

d
o Gm,K −→ Ga,K o Gm,K

(a, t) 7−→ (a, td)
. Soit U l’image réciproque de

Ga,k dans G par ce morphisme. Alors UK est l’image réciproque de Ga,K par f donc UK
est le sous-groupe Ga,K de Ga,K

d
o Gm,K . Donc U est distingué dans G, le sous-groupe

U ∩ T est trivial et G = U · T . De plus le noyau du morphisme U → Ga,k induit par
G → Ga,k o Gm,k est U ∩ µd, qui est trivial. Donc U ' Ga,k et, comme précédemment,
on a bien G = Ga,k

d
o Gm,k.

Lemme 1.3.9 : On suppose que le corps k est parfait. Les formes de Ga,k ×Gm,k sont
les Ga,k × T où T est une forme de Gm,k.

Démonstration. Soit G une forme de Ga,k ×Gm,k. Soit K/k une extension finie telle que
GK ' Ga,K × Gm,K ; cette extension est séparable. Comme dans la démonstration du
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lemme 1.3.8, on a G = Ga,k · T où T est un tore maximal de G. L’opération de T dans
Ga,k est triviale car elle le devient après extension des scalaires. Donc G = Ga,k × T .

Remarque 1.3.10 : On pourrait espérer que, sur un corps quelconque, toute forme
de Ga,k × Gm,k soit du type U × T où U est une forme de Ga,k et T est une forme
de Gm,k. Toutefois, cela est faux en général. Par exemple, si le corps k est imparfait et
séparablement clos, et si U ′ est une forme non triviale de Ga,k, alors il existe une extension
1 → Gm,k → G → U ′ → 1 qui n’est pas scindée (voir [Tot, lemma 9.4]), et G est donc
une forme de Ga,k ×Gm,k qui n’est pas du type U × T .

1.4 Schémas seminormaux
Dans cette section on rappelle quelques propriétés des schémas seminormaux. On

utilise l’article [Swa] de Richard Swan comme référence générale.

Définition 1.4.1 : Soit f : Y → X un morphisme entre schémas noethériens réduits.
On dit que f est sous-entier si c’est un morphisme bijectif entier tel que pour tout y ∈ Y ,
le morphisme f ] : κ(f(y)) → κ(y) entre les corps résiduels soit un isomorphisme. On
dit que le schéma X est seminormal si tout morphisme sous-entier f : Y → X est un
isomorphisme.

Remarque 1.4.2 :
1. Le nom « sous-entier » peut paraître étrange, étant donné qu’on demande que le

morphisme soit entier. Il s’agit d’une traduction du terme « subintegral » habituellement
utilisé en anglais pour désigner un tel morphisme.

2. Un schéma normal est seminormal.
3. D’après [EGA, I, prop. 3.5.8 p.116] et [EGA, IV 2, prop. 2.4.5 p.20], un morphisme

sous-entier est un homéomorphisme universel.
4. Le fait d’être un morphisme sous-entier est une propriété locale sur la base.

Les schémas normaux sont recouverts par des spectres d’anneaux intégralement clos.
On peut espérer avoir une propriété analogue pour les schémas seminormaux.

Proposition 1.4.3 : [Swa, lemma 2.2] Soit A ⊆ B une extension entière d’anneaux
noethériens. On pose

A+
B = {b ∈ B | ∀p ∈ SpecA, b1 ∈ Ap +R(Bp) ⊆ Bp}

où R(Bp) est le radical de Jacobson de Bp (c’est-à-dire l’intersection des idéaux maxi-
maux). Alors le morphisme SpecA+

B → A est sous-entier et A+
B est la plus grande sous-

extension de A ⊆ B ayant cette propriété. L’anneau A+
B est appelé la clôture seminormale

de A dans B. On dit que A est seminormal dans B si A = A+
B. On pose A+ = A+

A
où A

est la clôture intégrale de A dans son anneau total des fractions Q(A). On dit que A est
seminormal s’il est réduit et si A = A+.

Remarque 1.4.4 : Si A est seminormal alors, d’après [Tra, lemma 1.3], l’idéal conducteur
c = {a ∈ A | aA ⊆ A} est un idéal radiciel de A. En particulier les anneaux A/c et A/c
sont réduits.
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Lemme 1.4.5 : Si A est un anneau seminormal alors le schéma SpecA est seminormal.

Démonstration. Soit f : Y → SpecA un morphisme sous-entier. C’est un morphisme
affine donc on peut écrire Y = SpecB. Soit ϕ : A → B le morphisme d’anneaux
correspondant à f . Le morphisme f est surjectif et les anneaux A et B sont réduits,
donc ϕ est injectif. Notons q1, . . . , qn les idéaux premiers minimaux de B. Le morphisme
f est bijectif et préserve les inclusions donc les idéaux premiers minimaux de A sont
p1 = ϕ−1(q1), . . . , pn = ϕ−1(qn). Dans un anneau noethérien réduit, l’ensemble des divi-
seurs de zéro (auquel on ajoute l’élément 0) est la réunion des idéaux premiers minimaux
(voir [Bou1, ch. IV, §2, no 5, prop. 10 p.328]). On en déduit que tout élément de A qui n’est
pas un diviseur de zéro dans A n’est pas non plus un diviseur de zéro dans B. Donc ϕ induit
un morphisme injectif Q(A) → Q(B) entre les anneaux totaux des fractions. En outre,

les morphismes canoniques A →
n∏
i=1

Q(A/pi) =
n∏
i=1

κ(pi) et B →
n∏
i=1

Q(B/qi) =
n∏
i=1

κ(qi)

induisent des isomorphismes Q(A)→
n∏
i=1

κ(pi) et Q(B)→
n∏
i=1

κ(qi) (voir [Swa, cor. 3.6]).

Or f induit un isomorphisme entre les corps résiduels, donc ϕ : Q(A) → Q(B) est un
isomorphisme. Enfin, par hypothèse on a A = A+ donc par maximalité de A+ (au sens
de la proposition 1.4.3), ϕ : A→ B est un isomorphisme. Donc f est un isomorphisme et
le schéma SpecA est bien seminormal.

On dispose d’un critère pour savoir si un anneau est seminormal dans un autre.

Proposition 1.4.6 : [Swa, th.2.5] Soit A ⊆ B une extension entière d’anneaux noethé-
riens. Alors A est seminormal dans B si et seulement si, pour tout b ∈ B, si b2 ∈ A et
b3 ∈ A alors b ∈ A.

La formation de la clôture seminormale commute avec la localisation.

Proposition 1.4.7 : [Swa, prop. 2.9] Soit A ⊆ B une extension d’anneaux noethériens.
Pour toute partie multiplicative S de A, on a (S−1A)+

S−1B = S−1(A+
B).

Si A est un anneau noethérien réduit et A est la clôture intégrale de A dans son
anneau total des fractions Q(A) alors, pour toute partie multiplicative S de A, l’anneau
total des fractions de l’anneau S−1A est S−1Q(A) et la clôture intégrale de S−1A est
S−1A. En utilisant les propositions 1.4.6 et 1.4.7, on en déduit que le fait d’être un
anneau seminormal est une propriété locale au sens suivant.

Proposition 1.4.8 : [Swa, cor. 2.10] Soit A un anneau noethérien réduit. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) L’anneau A est seminormal.
ii) Pour tout idéal premier p ∈ SpecA, le localisé Ap est seminormal.
iii) Pour tout idéal maximal m ∈ SpecA, le localisé Am est seminormal.

Tout schéma noethérien réduit possède une seminormalisation, qui est un analogue de
la normalisation. On redonne brièvement sa construction.

Proposition 1.4.9 : Soient X un schéma noethérien réduit et ν : X̃ → X la normalisa-
tion. Alors il existe un schéma seminormal X+, un morphisme sous-entier σ : X+ → X
et une factorisation X̃ → X+ σ−→ X de ν satisfaisant la propriété universelle suivante :
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pour tout schéma seminormal Y et tout morphisme f : Y → X, il existe une unique
factorisation Y → X+ σ−→ X de f . Le morphisme σ est appelé la seminormalisation.

Démonstration. On commence par construire X+ et σ. Rappelons d’abord la construction
de la normalisation. Soit KX le faisceau des fonctions méromorphes sur X. Pour tout
ouvert affine U = SpecA de X, KX(U) est l’anneau total des fractions de OX(U) et pour
tout x ∈ X, la tige KX,x est l’anneau total des fractions de OX,x. On rappelle que l’on
a X̃ = SpecA où A est la sous-OX-algèbre quasi-cohérente de KX définie, pour tout
ouvert U , par A(U) = {s ∈ KX(U) | ∀x ∈ U, sx ∈ OX,x ⊆ KX,x). Pour tout ouvert affine
U = SpecA on a A(U) = A et pour tout x ∈ X on a Ax = OX,x. Alors X̃ = SpecA. En
particulier ν∗OX̃ = A donc pour x ∈ X on a (ν∗OX̃)x = OX,x.

Soit B la sous-OX-algèbre de A définie, pour tout ouvert U , par B(U) = {s ∈ A(U) |
∀x ∈ U, sx ∈ O+

X,x}. Alors pour tout ouvert affine U = SpecA on a

B(U) = {s ∈ A(U) | ∀x ∈ U, sx ∈ O+
X,x} = {s ∈ A | ∀p ∈ SpecA, s1 ∈ (Ap)+ ⊆ (Ap)}

= {s ∈ A | ∀p ∈ SpecA, s1 ∈ (A+)p ⊆ (A)p} = A+ = OX(U)+

(la troisième égalité vient de la proposition 1.4.7) et pour tout x ∈ X on a Bx = O+
X,x. En

outre, pour f ∈ A \ {0} on a B(SpecAf ) = (Af )+ = (A+)f . Donc B est quasi-cohérente
et on peut poser X+ = SpecB. Par construction, on a le morphisme sous-entier σ et la
factorisation de ν.

Le fait d’être un isomorphisme est une propriété locale sur la base, donc il découle du
lemme 1.4.5 que le schéma X+ est seminormal.

Montrons que l’on a la propriété universelle annoncée. Soit f : Y → X un morphisme
où Y est un schéma seminormal. La seminormalisation Y + → Y est un morphisme sous-
entier donc, comme Y est seminormal, c’est un isomorphisme. Soient U un ouvert affine
de X et V un ouvert affine de Y contenu dans f−1(U). Par construction de Y +, l’anneau
O(V ) est seminormal. Donc d’après [Swa, th. 4.1], le morphisme f : V → U se factorise
de façon unique en V → σ−1(U) σ−→ U . L’existence et l’unicité de la factorisation de
f : Y → X s’obtiennent par recollement.

Corollaire 1.4.10 : Soit X un schéma noethérien réduit. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) Le schéma X est seminormal.
ii) Pour tout ouvert affine U de X, l’anneau OX(U) est seminormal.
iii) Pour tout x ∈ X, l’anneau OX,x est seminormal.
iv) Tout sous-schéma ouvert de X est seminormal.
v) Il existe un recouvrement ouvert de X par des schémas seminormaux.

Swan a montré dans [Swa, th. 1] que si X est un k-schéma noethérien réduit affine
alors le tiré en arrière Pic(X)→ Pic(X×A1) (induit par la projection pr1 : X×A1 → X)
est un isomorphisme si et seulement si X est seminormal, généralisant ainsi un résultat
de Carlo Traverso ([Tra, th. 3.6]). Pour les schémas qui ne sont pas affines, on a le cas
particulier suivant de [Br15, lemma 3.6].

Proposition 1.4.11 : Soit X un k-schéma seminormal. Alors le tiré en arrière Pic(X)→
Pic(X ×A1) est un isomorphisme.
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Il est bien connu que la normalisation commute aux changements de base lisses. Il en
va de même pour la seminormalisation.

Lemme 1.4.12 : Soit Y → X un morphisme lisse entre schémas réduits et de type fini

sur k. Alors le carré
Y + X+

Y X

est cartésien.

Démonstration. Le morphisme Y + → X+ est donné par la propriété universelle de la
seminormalisation X+ → X appliquée au morphisme Y + → Y → X. Pour montrer que
le carré est cartésien, on peut supposer que X et Y sont affines. Le résultat est alors donné
par [GT, prop. 5.1] (qui demande que les normalisations X̃ → X et Ỹ → Y soient des
morphismes finis, ce qui explique qu’on demande que X et Y soient de type fini).

Corollaire 1.4.13 : [Br15, lemma 3.5] Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X
un schéma réduit et de type fini sur k, α : G × X → X une opération et σ : X+ → X
la seminormalisation. Alors il existe une unique opération α+ : G×X+ → X telle que le

morphisme σ soit équivariant. De plus, le carré
G×X+ X+

G×X X

α+

id×σ

α

σ est cartésien et

les opérations α et α+ ont le même noyau.

1.5 Normalisation et pincement
On veut pouvoir retrouver une variété X à partir de sa normalisée X̃. Si le corps k

est algébriquement clos et le lieu singulier de X est fini, Jean-Pierre Serre a donné dans
[Ser, ch. IV] une description explicite en construisant l’espace topologique sous-jacent de
X et le faisceau structurel. On peut retrouver X dans un cadre beaucoup plus général,
en utilisant le langage des pincements de Daniel Ferrand ([Fer]).

La normalisation ν : X̃ → X induit un morphisme de faisceaux injectif ν] : OX →
ν∗OX̃ (on dit que ν est schématiquement dominant, voir [EGA, IV 3, déf. 11.10.2 p.171]).
Le conducteur C est le faisceau cohérent d’idéaux qui est défini comme l’annulateur

C = AnnOX
(
ν∗OX̃/OX

)
.

Pour x ∈ X, la tige
(
ν∗OX̃

)
x
est la clôture intégrale OX,x de OX,x et on a

Cx = AnnOX,x
((
ν∗OX̃

)
x
/OX,x

)
= {a ∈ OX,x | a

(
ν∗OX̃

)
x
⊆ OX,x}.

Autrement dit, Cx est le plus grand idéal de OX,x qui soit aussi un idéal de OX,x, c’est-à-
dire l’idéal conducteur au sens classique du terme. Soient i : Z → X l’immersion fermée

définie par C et Z̃ = ν−1(Z). Le carré cartésien
Z̃ X̃

Z X

j

λ

i

ν est appelé le carré du

conducteur de X.
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Lemme 1.5.1 :

1. L’espace sous-jacent de Z est l’ensemble des points non normaux de X.

2. Le morphisme ν induit un isomorphisme de X̃ \ Z̃ sur X \ Z.

3. Le morphisme λ : Z̃ → Z est fini et schématiquement dominant.

4. Le carré est cocartésien dans la catégorie des espaces localement annelés.

5. Pour toute extension séparable K/k, le carré
Z̃K X̃K

ZK XK

jK

λK

iK

νK déduit par exten-

sion des scalaires est le carré du conducteur de XK.

Démonstration. L’espace sous-jacent de Z est {x ∈ X | 1 /∈ Cx} = {x ∈ X | OX,x (
OX,x}. Donc X \Z est le lieu normal de X et la normalisation ν induit un isomorphisme
de ν−1(X \ Z) = X̃ \ X̃ sur X \ Z.

Soit U un ouvert affine de X. On écrit U = SpecA où A est une k-algèbre intègre
de type fini. On a ν−1(U) = SpecA où A est la clôture intégrale de A. Soit c = {a ∈
A | aA ⊆ A} l’idéal conducteur de A dans A. Pour tout idéal premier p ∈ SpecA, la
clôture intégrale du localisé Ap est le localisé (A)p ' A ⊗A Ap (voir [Bou2, V, §1 no 5,
cor. 1 p.19]). Puisque A est un A-module de type fini et Ap est plat sur A, il découle
de [Bou1, I, §2 no 11, cor. 2 p.40] que le conducteur de (A)p dans Ap est cp = cAp. Par
conséquent la restriction du faisceau conducteur C à U est le faisceau cohérent d’idéaux
associé à c. On a donc Z ∩ U = Spec(A/c) et Z̃ ∩ ν−1(U) = Spec(A/c). Le morphisme
A/c = OZ(Z ∩ U)) → A/c = O

Z̃
(Z̃ ∩ ν−1(U)) = λ∗OZ̃(Z ∩ U) est injectif et A/c est un

(A/c)-module de type fini.
Les Z ∩U où U est un ouvert affine de X forment un recouvrement de Z. Donc λ est

bien fini et schématiquement dominant. En outre, d’après [Fer, lemma 1.3 et th. 5.1] le

carré
Z̃ ∩ ν−1(U) = Spec(A/c) ν−1(U) = SpecA

Z ∩ U = Spec(A/c) U = SpecA

j

λ

i

ν est cocartésien. Donc le carré

du conducteur est bien cocartésien.
L’extension K/k est séparable donc la variété X̃K est normale et νK est la normalisa-

tion. Pour montrer que le carré déduit par extension des scalaires est le carré du conduc-
teur, on peut supposer que X est affine. Le résultat est alors à nouveau une conséquence
de [Bou1, I, §2 no 11, cor. 2 p.40].

Réciproquement, Ferrand a montré que, sous des hypothèses assez faibles, la variété
X est obtenue en « pinçant » Z̃ sur Z. Le résultat suivant est un cas particulier de [Fer,
th. 5.4 et prop. 5.6].

Proposition 1.5.2 : Soient X̃ un k-schéma, j : Z̃ → X̃ une immersion fermée et
λ : Z̃ → Z un morphisme fini schématiquement dominant. Si tout ensemble fini de points
de Z̃ est contenu dans un ouvert affine de X̃ alors il existe un unique k-schéma X tel que
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l’on ait un carré
Z̃ X̃

Z X

j

λ

i

ν qui soit cocartésien dans la catégorie des espaces locale-

ment annelés. De plus ce carré est cartésien, ν est un morphisme fini schématiquement
dominant, i est une immersion fermée et ν induit un isomorphisme de X̃ \ Z̃ sur X \ Z.
On dira qu’un tel carré est un « diagramme de pincement ».

Si X̃ est de type fini sur k (resp. une variété, resp. propre) alors X aussi. Enfin, si X̃
est normale alors ν est la normalisation.

Remarque 1.5.3 :

1. La dernière partie de l’énoncé est démontrée dans le mémoire de master [Howe] de
Sean Howe.

2. Si la variété X̃ est quasi-projective (par exemple si c’est une courbe) alors la condi-
tion que tout ensemble fini de points de Z̃ soit contenu dans un ouvert affine de X̃ est
automatiquement satisfaite.

3. Si X̃ est une courbe alors Z̃ et Z sont des schémas finis et Z est déterminé par le
morphisme d’algèbres injectif λ] : O(Z) → O(Z̃). Cela correspond à l’idée intuitive : la
normalisation consiste « moralement » à séparer les branches et détordre les pointes, et
réciproquement on retrouve la courbe de départ en recollant des points et des tangentes.

Une opération d’un groupe lisse dans une variété peut se relever en une opération dans
la normalisée.

Lemme 1.5.4 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X une variété, α : G×X →

X une opération et
Z̃ X̃

Z X

j

λ

i

ν le carré du conducteur. Alors il existe une unique

opération α̃ : G × X̃ → X̃ telle que le morphisme ν soit équivariant. De plus, le carré

G× X̃ X̃

G×X X

α̃

id×ν

α

ν est cartésien et les opérations α et α̃ ont le même noyau. Enfin, les

sous-schémas fermés Z et Z̃ sont G-stables.

Démonstration. L’existence et l’unicité de α̃ sont données dans [Br17, prop. 2.5.1] et
viennent de la propriété universelle de la normalisation. Le carré est cartésien car le mor-

phisme u :
{
G×X −→ G×X
(g, x) 7−→ (g, gx) est un isomorphisme qui fait commuter le diagramme

G×X G×X

X

u

α
pr2 (de même pour α̃).
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Le lieu lisse U de X ainsi que ν−1(U) sont des sous-schémas ouverts schématiquement
denses dans X et X̃. Donc, d’après [EGA, IV 3, prop. 11.10.6 p.172], pour tout k-schéma
S, les sous-schémas ouverts US et ν−1(U)S = (ν×idS)−1(US) sont schématiquement denses
dans XS et X̃S. Ils sont GS-stables et ν × idS : ν−1(U)S → US est un isomorphisme GS-
équivariant. Donc un élément g ∈ G(S) induit l’identité sur XS si et seulement s’il induit
l’identité sur US, si et seulement s’il induit l’identité sur ν−1(US), et si et seulement s’il
induit l’identité sur X̃S. Par conséquent α et α̃ ont bien le même noyau.

Soit C le faisceau conducteur de ν. D’après [EGA, IV 2, prop. 6.8.5 p.152], le schéma
G × X̃ est normal. Alors idG×ν : G × X̃ → G × X est la normalisation. Il découle de
[Bou1, I, §2 no 11, cor. 2 p.40] que α∗C et pr∗2 C sont tous les deux égaux au faisceau
conducteur de idG×ν, donc en particulier ils sont égaux comme sous-faisceaux de OG×X
(en utilisant les isomorphismes canoniques α∗OX ' OG×X ' pr∗2OX). Ainsi α−1(Z) et
G × Z sont-ils égaux en tant que sous-schémas fermés de G × X, c’est-à-dire que Z est
G-stable. Alors Z̃ est également G-stable car ν est équivariant.

Remarque 1.5.5 : Ce résultat ne se généralise pas aux groupes qui ne sont pas lisses,
comme le montre l’exemple suivant, essentiellement dû à Abraham Seidenberg (qui le
formule dans l’article [Sei] en termes de dérivation sur un anneau et sa clôture intégrale).

Exemple 1.5.6 : On suppose que le corps k est de caractéristique p > 0. On considère
le groupe infinitésimal αp = Spec k[u]

(up) des racines p-èmes de zéro et la courbe C dans A2

d’équation xp+1 = yp. On a une opération de αp dans C donnée par u · (x, y) = (x, y+ u).
Montrons que cette opération ne se relève pas en une opération dans la normalisée de C.

La normalisation est le morphisme ν :
{

A1 −→ C
t 7−→ (tp, tp+1) car le corps des fractions

de l’anneau O(C) s’identifie au corps des fractions rationnelles k(t) (avec t = y

x
) et alors

O(C) est le sous-anneau k[tp, tp+1] et sa clôture intégrale est k[t]. Si l’opération de αp dans
C se relevait en une opération dans A1 alors celle-ci serait donnée par un morphisme
d’algèbres ϕ : k[t] → k[u]

(up) ⊗k k[t] ' k[t][u]
(up) . L’équivariance de ν se traduirait par les

conditions ϕ(tp) = tp et ϕ(tp+1) = tp+1 + u. Mais alors on aurait ϕ(t)tp = ϕ(t)ϕ(tp) =

ϕ(tp+1) = tp+1 + u donc, dans k(t)[u]
(up) , on aurait ϕ(t) = t + u

tp
, ce qui contredirait le fait

que ϕ est à valeurs dans k[t][u]
(up) .

Réciproquement, une opération descend par pincement quand on pince un sous-schéma
fermé stable.

Lemme 1.5.7 : Soit
Z̃ X̃

Z X

j

λ

i

ν un diagramme de pincement (voir la proposition

1.5.2). Soient G un groupe algébrique et α̃ : G×X̃ → X̃ et β : G×Z → Z deux opérations.
Si le sous-schéma fermé Z̃ de X̃ est G-stable et si le morphisme λ est équivariant alors
il existe une unique opération α : G ×X → X telle que Z soit G-stable, que l’opération
induite soit β, et que le morphisme ν soit équivariant.
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Démonstration. Soit β̃ : G× Z̃ → Z̃ l’opération induite par α̃. D’après [Howe, th. 3.11], le

carré
G× Z̃ G× X̃

G× Z G×X

id×j

id×λ

id×i

id×ν est cocartésien dans la catégorie des espaces localement

annelés. Le morphisme λ est équivariant donc le diagramme

G× Z̃ G× X̃

X̃

G× Z G×X

Z X

id×j

id×λ

id×i

id×ν

α̃

β

i

ν

commute. Par conséquent il existe un unique morphisme α : G×X → X qui complète ce
diagramme.

Le carré

G×G× Z ′ G×G×X ′

G×G× Z G×G×X

est cocartésien dans la catégorie des espaces

localement annelés. De plus, en notant µ la multiplication dans G, les diagrammes

G×G× Z ′ G×G×X ′

G×X ′

G×G× Z G×G×X

X ′

G× Z G×X

Z X

id× id×j

id× id×λ

id× id×i

id× id×ν

id×α′

id×β

id×i

id×ν

id×α

α′

β

i

ν

α

et
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G×G× Z ′ G×G×X ′

G×X ′

G×G× Z G×G×X

X ′

G× Z G×X

Z X

id× id×j

id× id×λ

id× id×i

id× id×ν

µ× id

µ× id

id×i

id×ν

µ× id

α′

β

i

ν

α

commutent (car chaque diagramme élémentaire commute), et les composées G×G×X ′ →
X (resp.G×G×Z → X) des deux diagrammes coïncident. Donc par unicité, les composées
G×G×X id×α−−−→ G×X α−→ X et G×G×X µ×id−−−→ G×X α−→ X coïncident.

Par un argument similaire, la composée Spec k ×X e×id−−→ G ×X α−→ X coïncide avec
la seconde projection. Donc α est bien une opération.

Les variétés presque homogènes se comportent bien vis-à-vis de la normalisation.

Lemme 1.5.8 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X une variété,
Z̃ X̃

Z X

j

λ

i

ν

le carré du conducteur, α : G × X → X une opération et α̃ : G × X̃ → X̃ l’opération
donnée par le lemme 1.5.4. Alors la variété X est presque homogène si et seulement si
X̃ est presque homogène. Dans ce cas, si de plus X est une courbe alors Z et Z̃ sont
contenus dans les sous-schémas fermés des points fixes XG et X̃G.

Démonstration. Les morphismes γ : G × X → X × X et γ̃ : G × X̃ → X̃ × X̃ de la

définition 1.2.4 font commuter le diagramme
G× X̃ X̃ × X̃

G×X X ×X

γ̃

id×ν

γ

ν × ν . Le morphisme

ν est surjectif et fermé, donc id×ν est surjectif et ν × ν est surjectif et fermé. Donc si γ̃
est dominant alors γ aussi.

Réciproquement, supposons que X soit homogène. Soit U l’orbite ouverte dans X,
donnée par le lemme 1.2.6. Alors U est lisse donc ν induit un isomorphisme ν−1(U) '
U . Donc ν−1(U) est un sous-schéma G-stable et homogène de X̃, donc X̃ est presque
homogène.

Supposons que X soit une courbe presque homogène. D’après le lemme 1.2.16, U et
ν−1(U) sont les complémentaires des sous-schémas fermés des points fixes. Comme Z est
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supporté par le lieu singulier de X et comme U est lisse, Z est contenu dans X \ U . De
plus Z̃ = ν−1(Z) est contenu dans X̃ \ ν−1(U).

1.6 Fibrés en droites linéarisés

Dans cette section, on commence par rappeler la définition et quelques propriétés des
fibrés en droites linéarisés. On utilise [MFK, ch. 1, §3] comme référence générale. On
montre ensuite comment déterminer les fibrés en droites linéarisés d’un schéma obtenu
par un diagramme de pincement.

Définition 1.6.1 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X un schéma de type
fini sur k, π : L → X un fibré en droites et α : G × X → X une opération. On appelle
linéarisation de L toute opération β : G× L→ L qui commute avec l’opération naturelle
de Gm dans L par multiplication dans les fibres et telle que π soit G-équivariant. On dit
que L est linéarisable s’il possède une linéarisation.

Exemple 1.6.2 : Si X est une variété lisse alors l’opération naturelle de G sur les formes
différentielles donne une linéarisation du fibré canonique ωX .

Si β est une linéarisation alors le carré
G× L L

G×X X

β

id×π

α

π est cartésien, c’est-à-

dire qu’on a un isomorphisme Φ : α∗L → pr∗2 L. Pour g ∈ G(k), le morphisme (g, id) :{
X −→ G×X
x 7−→ (g, x) donne (g, id)∗α∗L = g∗L et (g, id)∗ pr∗2 L = L donc Φ induit un

isomorphisme Φg = (g, id)∗Φ : g∗L→ L. On a Φgh = Φh ◦ h∗(Φg).

Lemme 1.6.3 : [MFK, p.31] La donnée d’une linéarisation est équivalente à la donnée
d’un isomorphisme Φ : α∗L → pr∗2 L de fibrés au-dessus de G × X faisant commuter le
diagramme suivant :

(idG×α)∗α∗L (µ× idX)∗α∗L (µ× idX)∗ pr∗2 L

(idG×α)∗ pr∗2 L pr∗23 α
∗L pr∗23 pr∗2 L

can (µ× idX)∗Φ

(idG×α)∗Φ

can pr∗23 Φ

can .

On dit que (L,Φ) est un fibré linéarisé.
Si (L1,Φ1) et (L2,Φ2) sont des fibrés linéarisés alors Φ1 ⊗Φ2 : α∗(L1 ⊗ L2) = α∗L1 ⊗

α∗L2 → pr∗2 L1 ⊗ pr∗2 L2 = pr∗2(L1 ⊗ L2) est une linéarisation. De même Φ1 induit une
linéarisation de L−1

1 .

Définition 1.6.4 : Un morphisme de fibrés linéarisés ϕ : (L1,ΦL1) → (L2,ΦL2) est un
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morphisme de fibrés en droites faisant commuter le diagramme
α∗L1 pr∗2 L1

α∗L2 pr∗2 L2

ΦL1

α∗ϕ

ΦL2

pr∗2 ϕ .

Définition 1.6.5 : On note PicG(X) le groupe abélien des classes d’isomorphismes de
fibrés en droites linéarisés sur X. On l’appelle le groupe de Picard équivariant.

Un fibré en droites très ample sur un schéma (quasi-projectif) X permet de plonger X
dans un espace projectif. Si on a une opération de G dans X, on aimerait pouvoir plonger
X de façon équivariante dans le projectivisé d’un G-module. La donnée supplémentaire
sur le fibré pour pouvoir le faire est une linéarisation.

Proposition 1.6.6 : [MFK, ch. 1, prop. 1.7 p.35] Soient G un groupe algébrique lisse
connexe, X un schéma quasi-projectif sur k, L un fibré en droites très ample sur X et
α : G×X → X une opération. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) le fibré en droites L est linéarisable ;
ii) il existe une opération de G dans un espace projectif Pn et une immersion (lo-

calement fermée) équivariante i : X → Pn telles que OPn(1) soit linéarisable et
L = i∗OPn(1) ;

iii) il existe un G-module V de dimension finie et une immersion (localement fermée)
équivariante i : X → P(V ) telles que L = i∗OPn(1).

Le résultat suivant a été démontré par Hideyasu Sumihiro ([Sum, th 1.6], voir aussi
[Br15, th. 2.14]).

Proposition 1.6.7 : Soient X une variété normale et G un groupe linéaire lisse connexe
opérant dans X. Il existe un entier n ≥ 1 tel que pour tout fibré en droites L sur X, le
fibré L⊗n soit linéarisable.

On aimerait avoir un analogue, sans hypothèse de normalité, quand G est une forme
de Ga en caractéristique p > 0. On a d’abord besoin de comprendre l’obstruction à ce
qu’un fibré en droites soit linéarisable. Pour tout groupe lisse connexe G, on note Ĝ le
foncteur des caractères qui à tout k-schéma X associe le groupe Ĝ(X) = HomX−gp(G ×
X,Gm × X). Un élément de Ĝ(X) est donné par un morphisme χ : G × X → Gm tel
que l’on ait identiquementχ(gg′, x) = χ(g, x)χ(g′, x). Il est bien connu que si le groupe
abstrait des caractères Ĝ(ks) est trivial et si X est géométriquement réduit alors Ĝ(X)
est trivial. Pour le vérifier, on peut supposer k = ks. Pour χ ∈ Ĝ(X) et x ∈ X(k),

le morphisme
{
G −→ Gm

g 7−→ χ(g, x) est un caractère donc, par hypothèse, il est trivial.

Puisque G(k)×X(k) est dense dans G×X (car ce schéma est géométriquement réduit),
on en déduit que χ est le morphisme constant 1.

Proposition 1.6.8 : [Br15, prop. 2.10] Soient X un schéma réduit et de type fini sur k,
et G un groupe lisse connexe opérant dans X. On a une suite exacte de groupes abstraits

1→ O(X)×G → O(X)× → Ĝ(X)→ PicG(X)→ Pic(X) α∗−→ Pic(G×X)
pr∗2 Pic(X)
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où PicG(X) → Pic(X) est le morphisme d’oubli qui à un fibré linéarisé (L,Φ) associe le
fibré L, et O(X)×G est le sous-groupe de O(X)× formé des éléments G-invariants.

En particulier, si le groupe abstrait Ĝ(ks) est trivial et si X est géométriquement réduit
alors le morphisme PicG(X) → Pic(X) est injectif, c’est-à-dire qu’un fibré en droites
possède au plus une linéarisation (à isomorphisme près).

Proposition 1.6.9 : On suppose que le corps k est de caractéristique p > 0. Soient X
une variété et G une forme de Ga opérant dans X. Il existe un entier r ≥ 0 tel que pour
tout fibré en droites L sur X, le fibré L⊗pr soit linéarisable.

Démonstration. Il suffit de montrer que le groupe Pic(G × X)/ pr∗2 Pic(X) est de pr-
torsion. Montrons d’abord qu’on peut se restreindre au cas G = Ga,k. Soit K/k une
extension purement inséparable telle que GK ' Ga,K (voir proposition 1.3.5). Le degré d
de cette extension est une puissance de p. Supposons qu’il existe un entier s ≥ 0 tel que
le groupe Pic(GK × XK)/ pr∗2 Pic(XK) soit de ps-torsion. Soit L un fibré en droites sur
G×X. Par hypothèse, il existe un fibré en droitesM sur XK tel que (LK)⊗ps ' pr∗2M . En
prenant la norme, on obtient L⊗dps ' NK/k

(
(LK)⊗ps

)
' NK/k (pr∗2M) ' pr∗2(NK/k(M))

et NK/k(M) est un fibré en droites sur X (voir [EGA, II, prop. 6.5.8 p.130]). Donc le
groupe Pic(G×X)/ pr∗2 Pic(X) est de dpr-torsion.

Il reste à montrer que le résultat est vrai si G = Ga,k. Soit σ : X+ → X la seminor-
malisation. D’après le lemme 1.4.11, le tiré en arrière pr∗2 : Pic(X+) → Pic(G ×X+) est
un isomorphisme. Donc le diagramme

0 Pic(X) Pic(G×X) Pic(G×X)/ pr∗2 Pic(X) 0

0 Pic(X+) Pic(G×X+) 0

pr∗2

pr∗2

σ∗ (idG×σ)∗

est commutatif et exact en lignes. Le lemme du serpent donne une suite exacte

ker(idG×σ)∗ → Pic(G×X)/ pr∗2 Pic(X)→ cokerσ∗.

De plus le morphisme α : G ×X → X est lisse (car G est lisse) donc, d’après le lemme
1.4.12, le schéma G×X+ est seminormal et id×σ : G×X+ → G×X est la seminorma-
lisation. Il découle de [Br15, lemma 4.11] qu’il existe un entier n ≥ 0 tel que ker(idG×σ)∗
et cokerσ∗ soient de pn-torsion. Alors Pic(G×X)/ pr∗2 Pic(X) est de p2n-torsion.

Remarque 1.6.10 :
1. Ce résultat n’est pas vrai en caractéristique nulle. En effet, Ga opère dans la courbe

cuspidale C obtenue en pinçant le sous-schéma Spec k[u]
(u2) de P1 supporté par∞ sur Spec k

(qui peut être réalisée explicitement comme la courbe dans P2 d’équation homogène
y3 = x2z). D’après [Br15, ex. 2.16], un fibré en droites sur C est linéarisable si et seulement
s’il est de degré 0.

2. Si G est une forme non triviale de Ga alors sa complétion régulière C se plonge de
façon équivariante dans le projectivisé d’un G-module, mais C n’est pas lisse. Au contraire,
si k est de caractéristique nulle alors l’adhérence d’une orbite dans le projectivisé d’un
Ga-module est toujours lisse (voir [BF, lemma 2.4]).

Il est bien connu que les linéarisations se comportent bien quand on tire en arrière un
fibré en droites par un morphisme équivariant.
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Lemme 1.6.11 : Soient X et Y deux schémas de type fini sur k, G un groupe algébrique
lisse connexe, α : G × X → X et β : G × Y → Y deux opérations, et f : Y → X un
morphisme G-équivariant. Si (L,ΦL) est un fibré en droites linéarisé sur X alors

Φf∗L : β∗f ∗L can−−→ (idG×f)∗α∗L (idG×f)∗Φ−−−−−−→ (idG×f)∗ pr∗2 f ∗L
can−−→ pr∗2 f ∗L

est une linéarisation de f ∗L. De plus, si ϕ : (L1,ΦL1) → (L2,ΦL2) est un morphisme de
fibrés linéarisés sur X alors f ∗ϕ : (f ∗L1,Φf∗L1) → (f ∗L2,Φf∗L2) est un morphisme de
fibrés linéarisés sur Y .

Démonstration. Le diagramme de la figure 1.1 page 34 est commutatif et la composée des
flèches verticales à gauche est (id×β)∗Φf∗L. Donc Φf∗L est bien une linéarisation de f ∗L.

De plus le diagramme

β∗f ∗L1 (id×f)∗α∗L1 (id×f)∗ pr∗2 L1 pr∗2 f ∗L1

β∗f ∗L2 (id×f)∗α∗L2 (id×f)∗ pr∗2 L2 pr∗2 f ∗L2

can (idG×f)∗ΦL1 can

can (idG×f)∗ΦL2
can

β∗f ∗ϕ (idG×f)∗α∗ϕ (idG×f)∗ pr∗2 ϕ pr∗2 f ∗ϕ

est également commutatif, donc f ∗ϕ est bien un morphisme de fibrés linéarisés.

Pour un diagramme de pincement
Z̃ X̃

Z X

j

λ

i

ν , Charles Weibel a décrit les fibrés

en droites sur X en termes de fibrés en droites sur X̃ et sur Z.

Proposition 1.6.12 : [Web, prop. 7.8] On a une suite exacte de groupes abstraits

1→ O(X)× → O(X̃)× ×O(Z)× → O(Z̃)× → PicX → Pic X̃ × PicZ → Pic Z̃

induite par les tirés en arrière et un morphisme de connexion δ : O(Z̃)× → PicX. Cette
suite est appelée la suite Units-Pic.

Cela signifie « moralement » que, à isomorphisme près, un fibré en droites sur X est
donné par un fibré en droites sur X̃ muni de trivialisations le long des fibres de λ.

On peut reformuler ce résultat dans le langage des catégories. Pour tout schéma Y
de type fini sur k, on note DY la catégorie des fibrés en droites sur Y . Les foncteurs j∗ :
D
X̃
→ D

Z̃
et λ∗ : DZ → DZ̃ permettent de définir la catégorie produit fibré D

X̃
×D

Z̃
DZ .

Ses objets sont les triplets (L̃,M, σ) où L̃ et M sont des fibrés en droites sur X̃ et Z, et
σ est un isomorphisme j∗L̃ ' λ∗M de fibrés en droites sur Z̃. Un morphisme entre deux
triplets (L̃1,M1, σ1) et (L̃2,M2, σ2) est donné par deux morphismes de fibrés ϕ̃ : L̃1 → L̃2
et ψ : M1 →M2 tels que σ2 ◦ (j∗ϕ̃) = (λ∗ψ) ◦ σ1.

Proposition 1.6.13 : [Howe, th. 3.13] Le foncteur

T :
{
DX −→ D

X̃
×D

Z̃
DZ

L 7−→ (ν∗L, i∗L, can)
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Figure 1.1 – Diagramme pour la démonstration du lemme 1.6.11.
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(où can est l’isomorphisme canonique j∗ν∗L ' λ∗i∗L) est une équivalence de catégories.

Soit S le quasi-inverse de T . Pour (L̃,M, σ) dans D
X̃
×D

Z̃
DZ , la classe d’isomorphisme

de L = S(L̃,M, σ) est déterminée par l’existence d’isomorphismes ϕν : ν∗L → L̃ et

ϕi : i∗L→M faisant commuter le diagramme
j∗ν∗L j∗L̃

λ∗i∗L λ∗M

j∗ϕν

can

λ∗ϕi

σ .

On peut donner une construction analogue pour les fibrés en droites linéarisés. Soit
G un groupe algébrique lisse connexe. Pour tout schéma Y de type fini sur k muni d’une
opération de G, on note DGY la catégorie des fibrés en droites linéarisés sur Y . D’après
le lemme 1.6.11, si Y ′ est un autre tel schéma et si f : Y ′ → Y est un morphisme
G-équivariant alors on dispose du foncteur f ∗ : DGY → DGY ′ .

On suppose maintenant qu’on a un diagramme de pincement
Z̃ X̃

Z X

j

λ

i

ν où X est

de type fini sur k (donc X̃, Z et Z̃ aussi). On suppose aussi que l’on a deux opérations
α : G × X → X et α̃ : G × X̃ → X̃ telles que les sous-schémas fermés Z et Z̃ soient
stables et que les morphismes ν et λ soient G-équivariants (donc i et j aussi). On note
β : G× Z → Z et β̃ : G× Z̃ → Z̃ les opérations induites. Les foncteurs j∗ : DG

X̃
→ DG

Z̃
et

λ∗ : DGZ → DGZ̃ permettent de définir la catégorie produit fibré DG
X̃
×DG

Z̃

DGZ . Ses objets sont
les uplets (L̃,Φ

L̃
,M,ΦM , σ) où (L̃,Φ

L̃
) et (M,ΦM) sont des fibrés en droites linéarisés sur

X̃ et Z, et σ est un isomorphisme j∗L̃ ' λ∗M de fibrés en droites linéarisés sur Z̃. Un
morphisme entre deux uplets (L̃1,ΦL̃1

,M1,ΦM1 , σ1) et (L̃2,ΦL̃2
,M2,ΦM2 , σ2) est donné

par deux morphismes de fibrés linéarisés ϕ̃ : (L̃1,ΦL̃1
) → (L̃2,ΦL̃2

) et ψ : (M1,ΦM1) →
(M2,ΦM2) tels que σ2 ◦ (j∗ϕ̃) = (λ∗ψ) ◦ σ1.

Théorème 1.6.14 : Le foncteur

TG :

 DGX −→ DG
X̃
×DG

Z̃

DGZ
(L,ΦL) 7−→ (ν∗L,Φν∗L, i

∗L,Φi∗L, can)

(où can est l’isomorphisme canonique j∗ν∗L ' λ∗i∗L) est une équivalence de catégories.

Démonstration. Il est immédiat que (ν∗L,Φν∗L, i
∗L,Φi∗L, can) est bien un objet de la

catégorie DG
X̃
×DG

Z̃

DGZ . La définition de TG sur les morphismes est évidente. On vérifie
alors facilement que TG est un foncteur.
Étape 1. D’après la proposition 1.6.13, le foncteur TG est fidèle. Montrons qu’il est plein.
Soient (L1,ΦL1) et (L2,ΦL2) deux fibrés en droites linéarisés sur X. Un morphisme
TG(L1,ΦL1) → TG(L2,ΦL2) est donné par deux morphismes de fibrés linéarisés ϕ̃ :
(ν∗L1,Φν∗L1) → (ν∗L2,Φν∗L2) et ψ : (i∗L1,Φi∗L1) → (i∗L2,Φi∗L2) tels que σ2 ◦ (j∗ϕ̃) =
(λ∗ψ) ◦ σ1, où σ1 et σ2 sont les isomorphismes canoniques j∗ν∗L1 ' λ∗i∗L1 et j∗ν∗L2 '
λ∗i∗L2. À nouveau d’après la proposition 1.6.13, il existe un morphisme de fibrés en droites
ϕ : L1 → L2 tel que ϕ̃ = ν∗ϕ et ψ = i∗ϕ. Il reste à montrer que ϕ est un morphisme
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de fibrés linéarisés. En utilisant la définition des linéarisations Φν∗L1 et Φν∗L2 , l’égalité
ϕ̃ = ν∗ϕ, le fait que ϕ̃ soit un morphisme de fibrés linéarisés et les différents isomor-
phismes canoniques, on constate que le diagramme

(idG×ν)∗α∗L1 (idG×ν)∗ pr∗2 L1

(idG×ν)∗α∗L2 (idG×ν)∗ pr∗2 L2

(idG×ν)∗ΦL1

(idG×ν)∗α∗ϕ

(idG×ν)∗ΦL2

(idG×ν)∗ pr∗2 ϕ

de fibrés en droites surG×X̃ commute. De même, en remplaçant idG×ν par idG×i, on ob-

tient un diagramme commutatif de fibrés en droites sur Z. Or
G× Z̃ G× Z̃

G× Z G×X

id×j

id×λ

id×i

id×ν

est encore un diagramme de pincement (voir [Howe, th. 3.11]), donc on peut lui appliquer
la proposition 1.6.13. En particulier le foncteur

T ′ : DG×X → DG×X̃ ×DG×Z̃ DG×Z

est fidèle. Par conséquent, le diagramme
α∗L1 pr∗2 L1

α∗L2 pr∗2 L2

ΦL1

α∗ϕ

ΦL2

pr∗2 ϕ commute, c’est-à-dire

que ϕ est bien un morphisme de fibrés linéarisés.

Étape 2. Montrons que TG est essentiellement surjectif. Soit (L̃,Φ
L̃
,M,ΦM , σ) un objet

de DG
X̃
×DG

Z̃

DGZ . Toujours d’après la proposition 1.6.13, il existe un fibré en droites L
sur X et des isomorphismes ϕν : ν∗L → L̃ et ϕi : i∗L → M faisant commuter le dia-

gramme
j∗ν∗L j∗L̃

λ∗i∗L λ∗M

j∗ϕν

can

λ∗ϕi

σ . On veut donc construire une linéarisation ΦL de L et un

isomorphisme entre TG(L,ΦL) et (L̃,Φ
L̃
,M,ΦM , σ).

Considérons les isomorphismes

σ1 : (idG×j)∗α̃∗L̃ can−−→ β̃∗j∗L̃
β̃∗σ−−→ β̃∗λ∗M

can−−→ (idG×λ)∗β∗M

σ2 : (idG×j)∗ pr∗2 L̃
can−−→ pr∗2 j∗L̃

pr∗2 σ−−−→ pr∗2 λ∗M
can−−→ (idG×λ)∗ pr∗2M

de fibrés en droites sur G × Z̃. Puisque σ : j∗L̃ → λ∗M est un isomorphisme de fibrés
linéarisés, on a σ2 ◦ ((idG×j)∗ΦL̃

) = ((idG×λ)∗ΦM) ◦ σ1. Donc Φ
L̃
et ΦM induisent un

isomorphisme (α̃∗L̃, β∗M,σ1) → (pr∗2 L̃, pr∗2M,σ2) dans la catégorie D
G×X̃ ×DG×Z̃ DG×Z

(par définition des morphismes dans cette catégorie). Or le foncteur T ′ défini plus haut est
pleinement fidèle, donc cet isomorphisme provient d’un isomorphisme dans la catégorie
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DG×X , c’est-à-dire qu’il existe un isomorphisme de fibrés en droites ΦL : α∗L → pr∗2 L
faisant commuter le diagramme

(id×ν)∗α∗L α̃∗ν∗L α̃∗L̃

(id×ν)∗ pr∗2 L pr∗2 ν∗L pr∗2 L̃

can α̃∗ϕν

(id×ν)∗ΦL

can pr∗2 ϕν

Φ
L̃

ainsi que le diagramme analogue obtenu en remplaçant ν par i et L̃ par M .
Il reste à montrer que ΦL est une linéarisation, car alors par construction ϕν et ϕi

induisent un isomorphisme TG(L,ΦL)→ (L̃,Φ
L̃
,M,ΦM , σ). On veut donc montrer que le

diagramme

(idG×α)∗α∗L (µ× idX)∗α∗L (µ× idX)∗ pr∗2 L

(idG×α)∗ pr∗2 L pr∗23 α
∗L pr∗23 pr∗2 L

can (µ× idX)∗ΦL

(idG×α)∗ΦL

can pr∗23 ΦL

can

commute. On vérifie facilement que les deux diagrammes obtenus en tirant en arrière par
idG× idG×ν et par idG× idG×i sont commutatifs, car Φ

L̃
et ΦM sont des linéarisations

(on peut par exemple écrire un diagramme analogue à celui de la figure 1.1 page 34).
Comme précédemment, le foncteur

DG×G×X → DG×G×X̃ ×DG×G×Z̃ DG×G×Z

est fidèle. Donc le diagramme pour ΦL est bien commutatif.

Corollaire 1.6.15 : On a une suite exacte de groupes abstraits

1 O(X)×G O(X̃)×G ×O(Z)×G O(Z̃)×G

PicG(X) PicG(X̃)× PicG(Z) PicG(Z̃)

induite par les tirés en arrière et un morphisme de connexion δ : O(Z̃)×G → PicG(X).
Cette suite est appelée la suite Units-Pic équivariante.

Démonstration.
Étape 1. Exactitude en O(Z̃)×G . On identifie O(Z̃)× au groupe des automorphismes du
fibrés en droites trivial Z̃ × A1. Les automorphismes du fibré linéarisé (Z̃ × A1, triv)
(où triv est la linéarisation triviale) correspondent aux éléments de O(Z̃)×G . Le mor-
phisme δ envoie σ ∈ O(Z̃)×G sur la classe d’isomorphisme du fibré en droites sur X
correspondant (grâce au théorème 1.6.14) à la classe d’isomorphisme de l’uplet (X̃ ×
A1, triv, Z × A1, triv, σ). En particulier l’image de δ(σ) par le morphisme PicG(X) →
PicG(X̃) × PicG(Z) est ((X̃ ×A1, triv), (Z ×A1, triv)), c’est-à-dire que δ(σ) est dans le
noyau du morphisme. Réciproquement, un élément (L,ΦL) dans le noyau du morphisme
correspond à un uplet (X̃ ×A1, triv, Z ×A1, triv, σ) et on peut voir σ comme un auto-
morphisme de (Z̃ ×A1, triv), donc on a σ ∈ O(Z̃)×G et (L,ΦL) = δ(σ).
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Étape 2. Exactitude en O(Z̃)×G . Soit σ ∈ O(Z̃)×, vu comme un automorphisme de (Z̃ ×
A1, triv). Alors σ est un élément de ker δ si et seulement s’il existe un isomorphisme
(X̃ ×A1, triv, Z ×A1, triv, σ) → (X̃ ×A1, triv, Z ×A1, triv, can). Un tel isomorphisme
est donné par des automorphismes ϕ̃ de (X̃ × A1, triv) et ψ de (Z × A1, triv) tels que
can◦(j∗ϕ̃) = (λ∗ψ)◦σ. En voyant ϕ̃ et ψ comme des éléments deO(X̃)×G etO(Z)×G , cette
condition signifie précisément que σ est l’image de (ϕ̃, ψ) par le morphisme O(X̃)×G ×
O(Z)×G → O(Z̃)×G .

Étape 3. Exactitude en O(X̃)×G×O(Z)×G . L’image du morphisme O(X)×G → O(X̃)×G×
O(Z)×G est contenue dans le noyau du morphisme O(X̃)×G ×O(Z)×G → O(Z̃)×G . Réci-
proquement, si (ϕ̃, ψ) est dans le noyau de ce morphisme alors, d’après la suite Units-Pic
donnée dans la proposition 1.6.12, ce couple est l’image d’un élément ϕ ∈ O(X)×. Le
morphisme idG×ν : G × X̃ → G × X est schématiquement dominant donc l’applica-
tion (idG×ν)∗ : O(G ×X)× → O(G × X̃)× est injective. Les images de α∗(ϕ) et pr∗2(ϕ)
par cette application sont respectivement α̃∗(ϕ̃) et pr∗2(ϕ̃). Or ϕ̃ est G-invariant, donc
α̃∗(ϕ̃) = pr∗2(ϕ̃). Par injectivité on a α∗(ϕ) = pr∗2(ϕ), donc ϕ est un élément de O(X)×G .

Étape 4. Exactitude en PicG(X̃)×PicG(Z). Soit
(
(L̃,Φ

L̃
), (M,ΦM)

)
∈ PicG(X̃)×PicG(Z).

Son image dans PicG(Z̃) est triviale si et seulement si on a un isomorphisme de fibrés
linéarisés (j∗L̃)(λ∗M)−1 ' Z̃ × A1, (où Z̃ × A1 est muni de la linéarisation triviale),
c’est-à-dire si et seulement si on a un isomorphisme de fibrés linéarisés σ : j∗L̃ → λ∗M .
D’après le théorème 1.6.14, cela est équivalent au fait que

(
(L̃,Φ

L̃
), (M,ΦM)

)
soit l’image

d’un élément de PicG(X).

Remarque 1.6.16 : Si X est une variété propre alors O(X) = O(X̃) = k donc la suite
Units-Pic équivariante se simplifie en la suite exacte

1→ O(Z̃)×G/O(Z)×G → PicG(X)→ PicG(X̃)× PicG(Z)→ PicG(Z̃).



Chapitre 2

Courbes presque homogènes

2.1 Courbes presque homogènes régulières
Le résultat clé pour la classification est le résultat bien connu suivant.

Proposition 2.1.1 : [Br17, ex. 7.1.2 et 7.1.3] Soit C une courbe projective lisse de genre
g. Si g > 1 (resp. si g = 1) alors le groupe algébrique des automorphismes AutC (resp.
le normalisateur AutC,Q d’un point k-rationnel Q muni de la structure de sous-schéma
fermé réduit) est un groupe fini étale.

Démonstration. L’algèbre de Lie de AutC est H0(C, TC) où TC est le faisceau tangent
de C. Or TC est le dual du fibré en droites canonique ωC donc deg TC = 2− 2g. Donc si
g > 1 alors deg TC < 0, donc dimH0(X,TC) = 0. Donc AutC est un groupe algébrique
lisse de dimension 0. On suppose désormais g = 1. Dans la courbe Ck obtenue après
extension des scalaires il n’y a qu’un nombre fini de points Q1, . . . , Qr au-dessus de Q et
ce sont des points k-rationnels. Donc AutC

k
,Q1 est d’indice fini dans (AutC,Q)k. Donc il

suffit de traiter le cas où k est algébriquement clos. Alors C est une courbe elliptique et
Q est un point k-rationnel. On a AutC = C o AutC,Q et Aut◦C = C donc AutC,Q '
AutC/Aut◦C = π0(AutC), donc AutC,Q est étale et fini.

Remarque 2.1.2 : En particulier, si g > 1 (respectivement g = 1) alors le groupe
abstrait Autk(C) (respectivement le stabilisateur de Q dans Autk(C)) est fini. Maxwell
Rosenlicht avait déjà démontré ce résultat en 1955 en utilisant le langage des corps de
fonctions ([Ro55, th. p.4]).

Le lemme suivant est un cas particulier d’un résultat d’André Weil sur les opérations
birationnelles. On en donne ici une démonstration s’appuyant sur des idées de Rosenlicht
(voir [Ro56, th. 15]). Michel Demazure a donné dans [Dem, prop. 5] un énoncé similaire
pour les courbes lisses.

Lemme 2.1.3 : Soient C une courbe régulière, Ĉ sa complétion régulière, G un groupe
algébrique lisse connexe et α : G×C → C une opération. Alors α s’étend de façon unique
en une opération dans Ĉ. De plus, le complémentaire Z = Ĉ \C, muni de la structure de
sous-schéma fermé réduit, est stable par G (et G opère trivialement dans Z).

Démonstration. Soit α̂ : G× Ĉ → Ĉ l’application rationnelle définie par α. Son domaine
de définition U ⊆ G × Ĉ est un ouvert contenant G × C. Il suffit donc de montrer que
pour g ∈ G(k) et x ∈ Ĉ(k) l’élément gx est défini, c’est-à-dire (g, x) ∈ U(k). Comme
(Ĉ)ks est la complétion régulière de Cks , on peut supposer que k est séparablement clos.

39
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Le schéma G× Ĉ est normal (car G est lisse et Ĉ est normale, voir [EGA, IV 2, prop.
6.8.5 p.152]) et le schéma d’arrivée Ĉ est propre donc (G× Ĉ) \U est de codimension au
moins 2 dans G× Ĉ. De plus le sous-schéma Z de Ĉ est formé d’un nombre fini de points
fermés P1, . . . , Pr dont les corps résiduels sont des extensions purement inséparables de
k (car k est séparablement clos). Pour 1 ≤ i ≤ r, la composante irréductible Zi =
G × Specκ(Pi) de G × Z est de codimension 1 dans G × Ĉ. Donc U ∩ Zi est un ouvert
non vide de Zi, sinon on aurait Zi ⊆ (G× Ĉ) \U et Zi serait de codimension au moins 2.
D’après [EGA, IV 2, prop. 2.4.5 p.20], la projection πi : Zi → G est un homéomorphisme.

Donc V =
r⋂
i=1

πi(U ∩ zi) est un ouvert non vide de G tel que V × Z ⊆ U .

Pour g ∈ V (k) et x ∈ Z(k) on a gx ∈ Z(k). En effet, si gx ∈ C(k) alors g−1(gx) est
défini donc g−1(gx) = (g−1g)x = x, ce qui est impossible car g−1(gx) ∈ C(k). Puisque
V est un ouvert non vide de G, on a G(k) = V (k)V (k) (voir [Bor, prop. 1.1 p.47]). Par
conséquent, pour g ∈ G(k) et x ∈ Z(k) l’élément gx est bien défini.

Soit NG(Z) le normalisateur de Z dans G. Sa formation commute aux extensions
séparables donc on peut toujours supposer que k est séparablement clos. Tout élément
g ∈ G(k) induit un automorphisme de Ĉ, encore noté g, tel que l’ensemble Z soit stable.
Comme le sous-schéma Z est réduit, g se restreint en un automorphisme de Z. On a donc
NG(Z)(k) = G(k). Or G(k) est dense dans G, donc NG(Z) = G, c’est-à-dire que Z est
bien stable par G. D’après le lemme 1.2.14, l’opération de G dans Z est triviale.

Remarque 2.1.4 : En particulier, se donner une opération fidèle de G dans C revient à
se donner un morphisme de groupes algébriques G→ Aut

Ĉ
injectif tel que l’image de G

soit un sous-groupe du centralisateur Aut
Ĉ,Z

de Z.

On déduit facilement des résultats précédents une liste des courbes homogènes pos-
sibles (qu’on peut déjà trouver dans [Pop, ch. 7, prop. 1.2 p.168] quand le corps k est
algébriquement clos).

Lemme 2.1.5 : Soit C une courbe lisse. Si C est homogène sous l’action d’un groupe
algébrique lisse connexe alors C est une forme de P1, de A1 ou de A1 \{0}, ou C est une
courbe projective lisse de genre 1 (éventuellement sans point k-rationnel).

Démonstration. Soit G un groupe algébrique lisse connexe tel que C soit homogène sous
une opération de G. On peut supposer que l’opération est fidèle. On peut aussi supposer
que le corps k est algébriquement clos. Soit Ĉ la complétion régulière de C. On a un
morphisme injectif G(k) → Autk(Ĉ) donc le groupe Autk(Ĉ) est infini, donc la courbe
projective lisse Ĉ est de genre 0 ou 1. Si elle est de genre 0 alors on a un isomorphisme Ĉ '
P1 et le complémentaire Z = Ĉ \C est de cardinal 0, 1 ou 2, car le seul automorphisme de
P1 qui fixe au moins trois points k-rationnels est l’identité ; on a respectivement C = P1,
C ' A1 ou C = A1 \ {0}. Si Ĉ est de genre 1 alors C = Ĉ, sinon tout point Q ∈ Z(k)
est fixé par tous les éléments de G(k), ce qui est impossible car G(k) est infini.

La réciproque est fausse : il existe des formes de A1 qui ne sont pas homogènes, comme
le montre le contre-exemple suivant, mentionné sans démonstration dans [Rus].

Lemme 2.1.6 : On suppose que le corps k est imparfait. Soit P un point de P1 tel que
l’extension κ(P )/k soit purement inséparable et de degré au moins 3. Alors C = P1 \{P}
est une forme de A1 et le centralisateur AutP1,P de P (muni de la structure de sous-
schéma fermé réduit de P1) est infinitésimal.
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Démonstration. L’extension κ(P )/k est purement inséparable donc il existe un unique
point Pks de P1

ks au-dessus de P et on a l’égalité des degrés [κ(Pks) : ks] = [κ(P ) : k].
Donc on peut supposer que k est séparablement clos. De même, il existe un unique point
Pk de P1

k
au-dessus de P et celui-ci est k-rationnel. Donc Ck = P1

k
\ {Pk} ' A1

k
et C est

une forme de A1.
On note [t : u] des coordonnées projectives sur P1. Soit p ≥ 2 la caractéristique de

k. Il existe a ∈ k et m ≥ 1 tel que P ait pour équation tp
m − a = 0. Alors κ(P )/k est

de degré pm. Un élément de AutP1,P (k) est une homographie qui induit l’identité sur le
sous-schéma fermé Pk de P1

k
. Ce dernier a pour équation

(
t− ap−m

)pm
= 0. On conjugue

par une homographie envoyant [ap−m : 1] sur [0 : 1]. Comme pm ≥ 3, il suffit de montrer

que si une homographie f =
[
α β
γ δ

]
induit l’identité sur le sous-schéma d’équation t3 = 0

alors f = id. On a f([0 : 1]) = [0 : 1] donc β = 0. On peut supposer δ = 1. On note

encore t l’image de t dans k[t]
(t3) . Alors f([t : 1]) = [αt : 1 + γt] donc f opère dans k[t]

(t3) par

f · t = αt

1 + γt
= αt − αγt2. Par hypothèse l’opération est triviale, donc α = 1 et γ = 0.

Donc f = id.

On peut maintenant démontrer le cas 1 du théorème A.

Théorème 2.1.7 : Soient C une courbe et G un groupe algébrique lisse connexe opérant
fidèlement dans C. La courbe C est homogène sous l’opération de G si et seulement si un
des cas suivants a lieu :
(a) C est une conique projective lisse et G ' AutC ;
(b) C ' A1 et G ' Ga o Gm (opérant par transformations affines) ;
(c) G est une forme de Ga et C est un G-torseur ;
(d) G est une forme de Gm et C est un G-torseur ;
(e) C est une courbe projective lisse de genre 1 et G ' Aut◦C.

Démonstration. Supposons que C soit homogène. On commence par supposer que le corps
k est algébriquement clos. Soient Ĉ la complétion régulière de C et Z = Ĉ \C muni de la
structure de sous-schéma fermé réduit, de sorte que d’après la remarque 2.1.4 le groupe G
s’identifie à un sous-groupe du centralisateur de Z dans Aut◦

Ĉ
. La courbe Ĉ est projective

lisse et, d’après le lemme 2.1.5, elle est de genre 0 ou 1.
Si elle est de genre 1 alors c’est une courbe elliptique E et elle est homogène sous

Aut◦E ' E, donc C = E et G ' Aut◦C . On suppose désormais que Ĉ est de genre 0, donc
Ĉ ' P1. Alors G est un sous-groupe de AutP1 ' PGL2 et Z est formé de 0, 1 ou 2 points
k-rationnels. Si Z est formé de 2 points alors, quitte à conjuguer G, on peut supposer que
ces deux points sont 0 et ∞ ; en particulier C = A1 \ {0}. Le centralisateur de {0,∞}

est le tore maximal standard
[
∗ 0
0 1

]
' Gm de PGL2 donc G ' Gm. Si Z est formé d’un

seul point alors on peut supposer qu’il s’agit de∞, donc C = A1. Le centralisateur de∞

est le sous-groupe de Borel standard B =
[
∗ ∗
0 1

]
' Ga o Gm. Si G est un sous-groupe

strict de B alors il est de dimension 1, donc il s’agit du radical unipotent Ga de B ou
d’un tore de B ; ce n’est pas un tore car Z n’est pas formé de 2 points. Enfin, si G est un
sous-groupe strict de PGL2 alors il est de dimension au plus 2 donc, d’après [Bor, cor.
11.6 p.149], il est résoluble. Donc, quitte à conjuguer, G est un sous-groupe de B et il fixe
le point ∞. Par conséquent, si Z est vide alors G = PGL2.
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La classification sur un corps quelconque en découle immédiatement, sauf dans le cas
Gk ' Ga,k o Gm,k et C ' A1

k
. D’après le lemme 1.3.8, on a déjà G ' Ga o Gm. Soit

K/k une extension séparable telle que C possède un point K-rationnel. On a alors un
isomorphisme CK ' GK/Gm,K ' A1

K . Donc d’après la proposition 1.3.5 on a C ' A1.

Remarque 2.1.8 : On utilise l’expression « conique projective » comme un synonyme
de « courbe projective de genre arithmétique 0 ». En effet, une telle courbe C est lisse, et
le fibré anticanonique ω⊗−1

C est très ample et induit une immersion fermée C ↪→ P2 telle
que C soit donnée par une équation homogène de degré 2. Soit q la forme quadratique
correspondante. Alors AutC ' PO3(q) et c’est une forme de PGL2.

Le cas 2 du théorème A est une conséquence directe.

Corollaire 2.1.9 : Soient C une courbe régulière et G un groupe algébrique lisse connexe
opérant fidèlement dans C. La courbe C est presque homogène et non homogène sous
l’opération de G si et seulement si un des cas suivants a lieu :
(a) C ' P1 et G ' Ga o Gm ;
(b) G est une forme de Ga et C est la complétion régulière d’un G-torseur ;
(c) C ' A1 ou P1 et G ' Gm ;
(d) C est une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point séparable de

degré 2.

Démonstration. D’après le lemme 1.2.6, si C est presque homogène alors elle contient
un sous-schéma ouvert U qui est G-stable et qui est une courbe homogène. De plus la
complétion régulière de C est la complétion régulière de U . Pour le cas (d), on utilise le
lemme 1.3.4.

2.2 Courbes presque homogènes seminormales
On a la caractérisation suivante des courbes seminormales, qui est une conséquence

d’une caractérisation donnée dans [GT, cor. 2.7] des anneaux japonais seminormaux qui
satisfont la condition de Serre S2 (un anneau noethérien réduit et de dimension de Krull
1 satisfait cette propriété).

Lemme 2.2.1 : Soient C une courbe et
Z̃ C̃

Z C

j

λ

i

ν le carré du conducteur. La courbe

C est seminormale si et seulement si Z̃ est réduit. Dans ce cas, Z est également réduit.

On dispose également du résultat suivant.

Lemme 2.2.2 : Soit C une courbe obtenue par un diagramme de pincement
Z̃ C̃

Z C

j

λ

i

ν

où C̃ est une courbe régulière et Z̃ est un sous-schéma fini réduit. Alors C est seminormale.
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Démonstration. Le morphisme ν induit un isomorphisme de C̃ \ Z̃ sur C \ Z donc il
suffit de montrer que pour tout point P de Z, l’anneau local OC,P est seminormal.
Puisque λ est schématiquement dominant et Z̃ est réduit, Z est un schéma fini réduit.
Soit U un ouvert affine de C contenant P mais aucun autre point de Z. Alors le carré

λ−1(Specκ(P )) ν−1(U)

Specκ(P ) U

j

λ

i

ν est un diagramme de pincement, donc on peut supposer

que C est affine et que Z = Specκ(P ).
On écrit C = SpecA et C̃ = SpecA où A est la clôture intégrale de A. Le point P

correspond à un idéal maximal m de A et les points de Z̃ aux idéaux m1, . . . ,mr de A au-
dessus de m. Alors Z = Spec(A/m) et Z̃ =

r∐
i=1

SpecA/mi = SpecA/(m1 · · ·mr). D’après

[Fer, lemme 1.3], on a m1 · · ·mr = m. Autrement dit, l’idéal maximal mAm de OC,P = Am

est le radical de Jacobson de la clôture intégrale OC,P = Am. Or les seuls idéaux premiers
de OC,P sont (0) et mAm car OC,P est un anneau local intègre de dimension de Krull 1.
Donc, d’après la définition de O+

C,P , l’anneau OC,P est bien seminormal.

Remarque 2.2.3 : Avec les notations du lemme 2.2.2, si G est un groupe algébrique
lisse connexe qui opère dans C̃ et si Z̃ est G-stable alors, comme Z̃ est réduit, G opère
trivialement dans Z̃. Donc d’après le lemme 1.5.7, il existe une unique opération de G
dans C telle que G opère trivialement dans Z et que ν soit équivariant.

Le fait d’être une courbe seminormale presque homogène est une propriété qui descend
pas extensions séparables. Pour le voir, on a d’abord besoin du cas particulier suivant de
[CGP, lemma C.4.1 p.649].

Lemme 2.2.4 : Soit G un groupe algébrique. Alors G possède un plus grand sous-groupe
lisse Gsm. De plus pour toute extension séparable K/k, on a Gsm(K) = G(K) et (GK)sm =
(Gsm)K.

Proposition 2.2.5 : Soient C une courbe seminormale et K/k une extension séparable.
Si CK est presque homogène sous l’opération d’un groupe algébrique lisse connexe alors C
aussi.

Démonstration. Soit G un groupe algébrique lisse connexe sur K tel que CK soit presque
homogène sous une opération de G. On peut supposer que cette opération est fidèle. Soient

Z̃ C̃

Z C

j

λ

i

ν le carré du conducteur, Ĉ la complétion régulière de C̃ et Z ′ = (Ĉ \ C̃)t Z̃

muni de la structure de sous-schéma fermé réduit de Ĉ. D’après le lemme 1.5.1, le dia-

gramme
Z̃K C̃K

ZK CK

est le carré du conducteur de CK . De plus ĈK est la complétion

régulière de C̃K et Z ′K = (ĈK \ C̃K) t Z̃K est réduit. D’après les lemmes 2.1.3 et 1.5.4,
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l’opération de G dans CK se relève en une opération dans ĈK telle que le sous-schéma Z ′K
soit fixé. Autrement dit, G s’identifie à un sous-groupe du centralisateur Aut

ĈK ,Z
′
K
de Z ′K

dans Aut
ĈK

. Puisque G est lisse, c’est même un sous-groupe de (Aut
ĈK ,Z

′
K

)sm. Par consé-
quent, la courbe C̃K est stable et presque homogène sous l’opération de (Aut

ĈK ,Z
′
K

)sm. On
a (Aut

ĈK ,Z
′
K

)sm = ((Aut
Ĉ,Z′

)sm)K donc C̃ est stable et presque homogène sous l’opéra-
tion de (Aut

Ĉ,Z′
)sm. Par définition, ce groupe opère trivialement dans Z̃. Donc, d’après le

lemme 1.5.7, l’opération dans C̃ descend en une opération dans C et C est presque homo-
gène. Enfin, d’après le lemme 1.2.10, la courbe C est presque homogène sous l’opération
du groupe lisse connexe

(
(Aut

Ĉ,Z′
)sm
)◦
.

Remarque 2.2.6 :
1. Ce résultat ne s’étend pas aux extensions inséparables, même pour les courbes lisses.

En effet, d’après le lemme 2.1.6, si le corps k est imparfait alors il existe une courbe C
et une extension purement inséparable K/k telles que CK ' A1

K et que toute opération
d’un groupe algébrique lisse connexe dans C soit triviale.

2. En gardant les notations de la démonstration, le plus grand groupe lisse connexe
opérant fidèlement dans une courbe seminormale C est

(
(Aut

Ĉ,Z′
)sm
)◦
.

On en déduit la classification des courbes seminormales presque homogènes, qui est le
cas 3 du théorème A.

Théorème 2.2.7 : Soient C une courbe singulière seminormale et G un groupe algé-
brique lisse connexe opérant fidèlement dans C. La courbe C est presque homogène sous
l’opération de G si et seulement si un des cas suivants a lieu :
(a) G est une forme non triviale de Ga et C est obtenue en pinçant le point à l’infini

P̃ de la complétion régulière d’un G-torseur sur un point P dont le corps résiduel
κ(P ) est une sous-extension stricte de κ(P̃ )/k ;

(b) C est obtenue en pinçant deux points k-rationnels de P1 sur un même point k-
rationnel et G ' Gm ;

(c) C est obtenue en pinçant un point P̃ séparable de degré 2 d’une conique projective
lisse C̃ sur un point k-rationnel et G est le centralisateur de P̃ dans Aut

C̃
.

Démonstration. Soit ν : C̃ → C la normalisation. D’après le lemme 1.5.8 et la remarque
2.2.3, la courbe C est presque homogène si et seulement si C̃ l’est. De plus C est obtenue
en pinçant un ensemble Z̃ de points fixes de C̃, muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit. Les différents couples (C̃, G) possibles sont donnés par le cas 2 du théorème A.

On ne peut pas avoir C̃ ' P1 et G ' Ga o Gm ou Ga car il faudrait pincer le
point k-rationnel ∞. On ne peut le pincer que sur Z = Spec k, mais alors ν serait un
isomorphisme et la courbe C serait régulière. De même, on ne peut pas avoir C̃ ' A1 et
G ' Gm.

Si G est une forme non triviale de Ga et C̃ est la complétion régulière d’un G-torseur
U alors, d’après la proposition 1.3.5, le complémentaire de U est formé d’un unique point
P̃ . Il faut donc pincer Z̃ = Specκ(P̃ ) sur Z = SpecK où K est une sous-extension de
κ(P̃ )/k. Comme précédemment, on n’a pas K = κ(P̃ ) sinon ν serait un isomorphisme.

De même, si C̃ est une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point
séparable P̃ de degré 2 alors il faut pincer Z̃ = Specκ(P̃ ) sur Z = SpecK, et on a
K 6= κ(P̃ ) donc K = k.
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Enfin, si C̃ ' P1 et G ' Gm alors il faut pincer 0, ∞ ou {0,∞} = Spec k t Spec k.
Comme précédemment, on ne peut pas ne pincer que 0 ou ∞. Donc Z̃ = {0,∞}. Alors
Z est un schéma réduit formé de 1 ou 2 points. Il ne peut pas être formé de 2 points car
ceux-ci seraient k-rationnels et, encore une fois, ν serait un isomorphisme. Donc Z est
formé d’un seul point, qui doit être k-rationnel.

Remarque 2.2.8 : Soient G une forme non triviale de Ga, C̃ la complétion régulière
d’un G-torseur, P̃ le point à l’infini, K1 et K2 deux sous-extensions strictes de κ(P̃ )/k et

C1 et C2 les courbes obtenues par les diagrammes de pincement
Specκ(P̃ ) C̃

SpecK1 C1

j

λ1

i1

ν1

et
Specκ(P̃ ) C̃

SpecK2 C2

j

λ2

i2

ν2 . Ces diagrammes sont les carrés du conducteur. S’il existe un

isomorphisme ψ : C1 → C2 alors, par propriété universelle de la normalisation, celui-ci se
relève en un automorphisme ϕ̃ de C̃. Puisque SpecK1 et SpecK2 sont les uniques points
singuliers de C1 et C2, ψ̃ induit un k-automorphisme de κ(P̃ ) envoyant K1 sur K2. Or
l’extension κ(P̃ )/k est purement inséparable, donc l’unique k-automorphisme de κ(P̃ ) est
l’identité. On a donc K1 = K2. Par conséquent, des sous-extensions distinctes donnent
des courbes distinctes.

La famille des courbes seminormales qui sont presque homogènes sous l’opération
d’une forme non triviale de Ga peut être très grande, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 2.2.9 : On pose p = 2 et k = F2(a, b), et on considère la forme G de Ga donnée
par l’équation y4 = x + ax2 + b2x4 (voir la proposition 1.3.5). On admet provisoirement
que le corps résiduel du point à l’infini de G est F2(a1/2, b1/2). Pour c ∈ k, on dispose de
la sous-extension k(a1/2 + cb1/2) de F2(a1/2, b1/2)/k, et différentes valeurs de c donnent
des sous-extensions deux à deux distinctes. On obtient ainsi une famille paramétrée par k
de courbes presque homogènes sous l’opération de G et qui ont la même normalisée.

Montrons maintenant l’affirmation sur le corps résiduel. L’adhérence schématique G
de G dans P2 est donnée par l’équation homogène y4 = xz3 +ax2z2 +b2x4 et la complétion
régulière de G est la normalisation de G. Dans la carte (x = 1), l’équation devient y4 =
z3 + az2 + b2. Posons

A = k[y, z]
(y4 − z3 − az2 − b2) et B = k[y, w]

(y2 − w3 − aw − b) .

Montrons que B est la clôture intégrale de A, de sorte que dans la carte la normalisation
soit donnée par le morphisme A → B. Le morphisme ϕ : k[y, z] → B déterminé par
ϕ(y) = y et ϕ(z) = w2 − a a pour noyau (y4 − z3 − az2 − b2). En effet, on a déjà
ϕ(y4 − z3 − az2 − b2) = (y2 − w3 − aw − b)2 = 0. Tout élément de k[y, z] s’écrit sous la
forme

P (y, z) = Q(y, z)(y4 − z3 − az2 − b2) + y3P3(z) + y2P2(z) + yP1(z) + P0(z)
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où Q, P3, P2, P1 et P0 sont des polynômes, et alors

ϕ(P ) = y3P3(w2 − a) + y2P2(w2 − a) + yP1(w2 − a) + P0(w2 − a)
= y

[
(w3 + aw + b)P3(w2 − a) + P1(w2 − a)

]
+
[
(w3 + aw + b)P2(w2 − a) + P0(w2 − a)

]
.

Si ϕ(P ) = 0 alors (w3 + aw+ b)P3(w2− a) +P1(w2− a) = 0 et w3 + aw+ b)P2(w2− a) +
P0(w2 − a) = 0 dans k[w], or (w3 + aw + b)P3(w2 − a) et (w3 + aw + b)P2(w2 − a) sont
des polynômes impairs en w alors que P1(w2− a) et P0(w2− a) sont des polynômes pairs,
donc tous les Pi sont nuls et P est bien dans l’idéal (y4− z3− az2− b2). Ainsi ϕ induit-il
un morphisme injectif A → B. Ce morphisme est fini. De plus l’anneau B est intègre et
a même corps des fractions que A car dans B on a z = w2 − a et y2 − w3 − aw − b = 0
donc w = y2 − b

z
. D’après le critère jacobien, le seul point de SpecB qui n’est pas lisse

est donné par l’idéal m = (w2 − a) et il s’agit du point à l’infini de G ; ce point est
toutefois régulier car l’idéal m est principal. Par conséquent l’anneau B est intégralement
clos, donc c’est bien la clôture intégrale de A. Enfin, le corps résiduel du point à l’infini

est k[y, w]/(y2 − w3 − aw − b)
(w2 − a) ' F2(a1/2, b1/2).

2.3 Courbes presque homogènes arbitraires
Popov donne dans [Pop, ch. 7] une classification des courbes presque homogènes sur

un corps algébriquement clos, en utilisant le langage de Serre ([Ser, ch. IV]) pour décrire
une courbe à partir de sa normalisée. On étend ce résultat à un corps arbitraire (sauf
pour les courbes presque homogènes sous l’opération GaoGm ou une forme de Ga, pour
lesquelles on suppose en outre que la caractéristique est nulle), en utilisant le langage des
pincements.

2.3.1 Courbes presque homogènes sous l’opération de Ga en ca-
ractéristique nulle

On note [t : u] des coordonnées projectives sur P1
k.

Définition 2.3.1 : Pour n ≥ 0, on note P1
k,n la courbe définie par le diagramme de

pincement

Spec k[u]
(un+1) P1

k

Spec k P1
k,n

j

λ

i

ν

où Spec k[u]
(un+1) est le n-ème voisinage infinitésimal du point ∞.

En particulier on a P1
k,0 = P1

k. D’après le lemme 1.5.7, les opérations de Ga et GaoGm

dans P1
k descendent en des opérations (fidèles) dans P1

k,n.
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Théorème 2.3.2 : On suppose que le corps k est de caractéristique nulle. Soit C une
courbe. Alors Ga opère fidèlement dans C (et C est presque homogène) si et seulement si
C ' A1

k ou s’il existe n ≥ 0 tel que C ' P1
k,n (pour l’opération naturelle).

Démonstration. On adapte la démonstration de Popov de [Pop, ch. 7, th. 1.1 p.171].

On suppose que l’on a une opération fidèle de Ga. Soit
Z̃ C̃

Z C

j

λ

i

ν le carré du

conducteur. Les Ga-torseurs sont classifiés par l’ensemble de cohomologie galoisienne
H1(Gal(ks/k), ks) donc, d’après la version additive du théorème 90 de Hilbert, tout Ga-
torseur est trivial. Donc d’après le théorème A, on a C̃ = A1

k ou P1
k. Dans le premier

cas, C̃ est homogène donc C aussi et C = A1
k. On suppose désormais C̃ = P1

k. D’après le
lemme 1.5.8, la courbe C est obtenue en pinçant un sous-schéma fermé de P1

k supporté

par le point ∞. Donc Z̃ est de la forme Spec k[u]
(uN+1) pour un certain entier N ≥ 0. Alors

A = O(Z) est une sous-algèbre de k[u]
(uN+1) qui est invariante sous l’opération de Ga.

Un élément a ∈ Ga(k) opère dans P1
k comme la matrice

[
1 a
0 1

]
, c’est-à-dire que pour

un point de coordonnées [1 : u] on a a · [1 : u] = [1 + au : u] =
[
1 : u

1 + au

]
. On note

encore u l’image de u dans k[u]
(uN+1) . Dans k[u]

(uN+1) , l’élément 1 + au est inversible et on a
u

1 + au
= u− au2 + · · ·+ (−1)N−1aN−1uN . De plus, pour 1 ≤ i ≤ N , on a a · ui = (a · u)i.

Ainsi, dans la base (1, u, . . . , uN), la matrice de l’endomorphisme de k[u]
(uN+1) induit par a

est-elle triangulaire et de la forme

1
0 1
... −a . . .
... ∗ . . . . . .
... ... . . . . . . 1
0 ∗ · · · ∗ −(N − 1)a 1


.

Les sous-espaces k et V = Vect(u, . . . , uN) de k[u]
(uN+1) sont Ga-stables. On peut donc

écrire A = k ⊕ (A ∩ V ). Remarquons que m = A ∩ V est l’unique idéal maximal de A,
et que A est stable si et seulement si m l’est. L’image de Ga dans GL() est un sous-
groupe unipotent donc, d’après le théorème de Lie-Kolchin, tout sous-espace stable non
trivial de V contient une droite stable (voir [DG, IV, §2, prop 2.5 p.487]). Mais, puisque
k est de caractéristique nulle, on constate en regardant la matrice précédente que la seule
droite stable dans V est Vect(uN) (en restreignant la matrice à V , tous les coefficients de
la première sous-diagonale sont non nuls). On complète uN en une base (e1, . . . , ed, u

N)
de m. Quitte à échelonner, on peut supposer qu’il existe des entiers n1, . . . , nd+1 et des
scalaires bi,j ∈ k tels que

1 ≤ n1 < . . . < nd < nd+1 = N
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et que, pour 1 ≤ i ≤ d, on ait

ei = uni + bi,ni+1u
ni+1 + · · ·+ bi,N−1u

N−1 + bi,Nu
N .

Alors dans la base (1, u, . . . , uN) de k[u]
(uN+1) , les ni premières coordonnées de a · ei sont

nulles, la (ni + 1)-ème coordonnée vaut 1 et la (ni + 2)-ème vaut −nia + bi,ni+1 (qui est
donc différente de bi,ni+1 si a 6= 0). Par conséquent, pour que les images des ei soient
bien dans m, il faut avoir ni+1 = ni + 1. On a donc m = Vect(un1 , un1+1, . . . , uN) et

A = k[un1 , un1+1, . . . , uN , uN+1]
(uN+1) , qui réciproquement est bien une sous-algèbre stable.

L’idéal (un1) de k[u]
(uN+1) est aussi un idéal de k[un1 , un1+1, . . . , uN+1]

(uN+1) . Donc d’après

[Fer, lemme 1.3] le carré d’anneaux

k[un1 , un1+1, . . . , uN+1]
(uN+1)

k[u]
(uN+1)

k ' k[un1 , un1+1, . . . , uN+1]/(uN+1)
(un1)

k[u]/(uN+1)
(un1) ' k[u]

(un1)

est cartésien. De plus les morphismes de ce carré sont Ga-équivariants. Donc le carré

Spec k[u]
(un1) Z̃

Spec k Z

λ′ λ est un diagramme de pincement dont les morphismes sont Ga-

équivariants. On obtient par concaténation un carré

Spec k[u]
(un1) P1

k

Spec k C

j′

λ′

i′

ν qui un dia-

gramme de pincement dont les morphismes sont Ga-équivariants, donc C ' P1
k,n1−1.

Remarque 2.3.3 :
1. Contrairement à ce qui peut se passer pour les formes non triviales de Ga (voir

l’exemple 2.2.9), si k est de caractéristique nulle alors les courbes qui sont presque homo-
gènes sous une opération de Ga forment une famille dénombrable.

2. La démonstration du théorème 2.3.2 utilise de façon cruciale que k est de caracté-
ristique nulle, et elle ne semble pas pouvoir s’adapter immédiatement à la caractéristique
positive car cela conduit à un problème de représentations de Ga, qui sont mal comprises.
De surcroît, l’exemple 2.2.9 suggère que pour les formes de Ga la classification doit être
beaucoup plus compliquée, même dans le cas seminormal.
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Corollaire 2.3.4 : On suppose que le corps k est de caractéristique nulle. Soit C une
courbe. Alors Ga oGm opère fidèlement dans C (et C est presque homogène) si et seule-
ment si C ' A1

k ou s’il existe n ≥ 0 tel que C ' P1
k,n (pour l’opération naturelle).

Démonstration. On garde les notations précédentes. D’après le théorème A, si on a une
opération fidèle alors C̃ = A1

k ou P1
k (pour l’opération naturelle). Les sous-schémas Z̃ et

Z sont stables sous l’opération de GaoGm donc ils le sont aussi sous l’opération du sous-
groupe Ga. Donc C est une des courbes données par le théorème 2.3.2, qui réciproquement
conviennent.

2.3.2 Courbes presque homogènes sous l’opération d’une forme
de Gm

On commence par classifier les courbes presque homogènes sous l’opération de Gm.
On utilise ensuite le lien entre les formes de Gm et les coniques (voir le lemme 1.3.4) pour
en déduire la classification des courbes presque homogènes sous l’opération d’une forme
de Gm.

On note encore [t : u] des coordonnées projectives sur P1
k. Si z est un sous-monoïde

de (N,+) contenant 0 et tous les entiers à partir d’un certain rang alors il existe un
unique entier m ≥ 0 et un unique uplet c = (c0, . . . , cp) tels que 0 = c0 < . . . < cp < m
et z = {c0, . . . , cp} ∪ {r ∈ N | r ≥ m + 1} (avec la convention c = (0) si m = 0). Le
sous-monoïde z est déterminé par m et c, et on le note zm(c).

Définition 2.3.5 : Pour tous sous-monoïdes zm(c) et zn(d) de (N,+), on note respec-
tivement A1

k,m(c), P1
k,m,n(c, d) et P1

k,m,n(c, d)′ les courbes définies par les diagrammes de
pincement

Zm A1
k

Zm(c) A1
k,m(c)

Zm t Zn P1
k

Zm(c) t Zn(d) P1
k,m,n(c, d)

Spec k t Spec k P1
k,m,n(c, d)

Spec k P1
k,m,n(c, d)′

où Zm = Spec k[t]
(tm+1) et Zn = Spec k[u]

(un+1) sont les m-ème et n-ème voisinages infinitési-

maux des points 0 et∞, Zm(c) = Spec k[tc0 , . . . , tcp , tm+1]
(tm+1) , Zn(d) = Spec k[ud0 , . . . , udq , un+1]

(un+1) ,

et Spec k t Spec k est le sous-schéma réduit de Zm(c) t Zn(d).

En particulier on a A1
k = A1

k,0(0) et P1
k = P1

k,0,0(0, 0). D’après le lemme 1.5.7, l’opéra-
tion de Gm dans P1

k descend en une opération (fidèle) dans A1
k,m(c) et P1

k,m,n(c, d).

Théorème 2.3.6 : Soit C une courbe. Alors Gm opère fidèlement dans C (et C est
presque homogène) si et seulement si C ' A1

k \{0} ou s’il existe des sous-monoïdes zm(c)
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et zn(d) de (N,+) tels que C soit isomorphe à A1
k,m(c), P1

k,m,n(c, d) ou P1
k,m,n(c, d)′ (pour

l’opération naturelle).

Démonstration. Les arguments sont essentiellement les mêmes que dans la démonstration
de Popov de [Pop, ch. 7, th. 1.2 p.171] pour A1

k,m(c) et P1
k,m,n(c, d). Pour P1

k,m,n(c, d)′,
les arguments diffèrent de ceux de [Pop, ch. 7, th. 1.3 p.175] ; la classification en termes
de carrés du conducteur s’obtient assez rapidement et il reste à la fin à simplifier les
diagrammes, comme dans la démonstration du théorème 2.3.2.

Soit
Z̃ C̃

Z C

le carré du conducteur. À nouveau, on a C̃ = A1
k ou P1

k.

Cas 1. On suppose d’abord C̃ = A1
k. Le sous-schéma fermé Z̃ de A1

k est supporté par le

point 0 donc il est de la forme Spec k[t]
(tM+1) pour un certain entierM ≥ 0. Alors A = O(Z)

est une sous-algèbre de k[t]
(tM+1) qui est invariante sous l’opération de Gm. On note encore

t l’image de t dans k[t]
(tM+1) . Pour a ∈ Gm(ks) et 0 ≤ i ≤M , on a a · ti = aiti donc ti est un

vecteur propre de poids i. Donc le ks-espace vectoriel
ks[t]

(tM+1) est somme directe de droites
propres pour des poids deux à deux distincts. Par conséquent le sous-espace A ⊗k ks de
ks[t]

(tM+1) est engendré par certains ti. Comme c’est même une sous-algèbre, s’il contient ti

et tj alors il contient aussi ti+j. Ainsi existe-t-il un sous-monoïde zm(c) de (N,+) tel que

A⊗k ks = ks[tc0 , . . . , tcp , tm+1, . . .]
(tM+1) . La descente galoisienne pour les sous-espaces vectoriels

donne A = k[tc0 , . . . , tcp , tm+1, . . .]
(tM+1) , qui réciproquement est bien une sous-algèbre stable

de k[t]
(tM+1) . Enfin, comme dans la démonstration du théorème 2.3.2, on peut remplacer

k[t]
(tM+1) et k[tc0 , . . . , tcp , tm+1, . . .]

(tM+1) par k[t]
(tm+1) et k[tc0 , . . . , tcp , tm+1]

(tm+1) , donc C ' A1
k,m(c).

Cas 2. On suppose maintenant C̃ = P1
k. Le sous-schéma fermé Z̃ de P1

k est supporté par
{0,∞} donc il est de la forme Z̃ = ZM t ZN pour certains entiers M ≥ 0 et N ≥ 0. De
plus Z est supporté par un ou deux points k-rationnels. On commet ici un léger abus : le
sous-schéma Z̃ pourrait n’être supporté que par un seul point mais alors on remplace le
carré du conducteur par un diagramme de pincement en ajoutant un point k-rationnel à
Z̃ et à Z, et en pinçant celui de Z̃ sur celui de Z (ce qui ne change pas la courbe).

Si Z est supporté par deux points k-rationnels alors il existe des sous-algèbres Gm-
invariantes A et B de k[t]

(tM+1) et k[u]
(uN+1) telles que Z = SpecA t SpecB. Les mêmes

arguments que précédemment donnent un isomorphisme C ' P1
k,m,n(c, d).

On suppose désormais que Z est supporté par un seul point. Il existe alors une sous-
algèbre Gm-invariante A de k[t]

(tM+1) ×
k[u]

(uN+1) telle que Z = SpecA. Puisque (ti, 0) et

(0, uj) sont des vecteurs propres de ks[t]
(tM+1) ×

ks[u]
(uN+1) de poids respectifs i et −j, le sous-
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espace A⊗k ks de
ks[t]

(tM+1) ×
ks[u]

(uN+1) est engendré par certains (ti, 0) et (0, uj) où i ≥ 1 et

j ≥ 1 ainsi que par un sous-espace de ks × ks contenant ks · (1, 1) (qui est donc ks · (1, 1)
ou ks × ks tout entier). À nouveau, par descente galoisienne il existe des sous-monoïdes
zm(c) et zn(d) de (N,+) tels que

Vect(tc1 , . . . , tcp , tm+1, . . .)
(tM+1) × Vect(ud1 , . . . , udq , un+1, . . .)

(uN+1) ⊕ k · (1, 1)

ou k[tc0 , . . . , tcp , tm+1, . . .]
(tM+1) × k[ud0 , . . . , udq , un+1, . . .]

(uN+1) .

Puisque A possède un unique idéal maximal (correspondant au point supportant Z), on
a nécessairement

A = Vect(tc1 , . . . , tcp , tm+1, . . .)
(tM+1) × Vect(ud1 , . . . , udq , un+1, . . .)

(uN+1) ⊕ k · (1, 1).

Comme précédemment, on peut remplacer k[t]
(tM+1) ×

k[u]
(uN+1) et A par k[t]

(tm+1) ×
k[u]

(un+1) et

A′ = Vect(tc1 , . . . , tcp , tm+1, . . .)
(tm+1) × Vect(ud1 , . . . , udq , un+1, . . .)

(un+1) ⊕ k · (1, 1).

On a alors un diagramme de pincement
Zm t Zn P1

k

SpecA′ C

. Soit C ′ la courbe défi-

nie par le diagramme de pincement
Zm(c) t Zn(d) P1

k,m,n(c, d)

SpecA′ C ′

. Le diagramme

Zm t Zn P1
k

Zm(c) t Zn(d) P1
k,m,n(c, d)

SpecA′ C ′

est commutatif et les deux carrés sont cocartésiens,

donc le grand carré est cocartésien. Par unicité de la courbe obtenue par pincement, on
en déduit C ' C ′. Enfin, d’après [Fer, lemme 1.3], le carré d’anneaux

A′
k[tc0 , . . . , tcp , tm+1]

(tm+1) × k[ud0 , . . . , udq , un+1]
(un+1)

k k × k

est cartésien, et les morphismes de ce carré sont Gm-invariants. On a donc un diagramme

de pincement
Spec k t Spec k P1

k,m,n(c, d)

Spec k C

.
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Soit G une forme non triviale de Gm. Soient C̃ une conique projective lisse et P̃ un
point séparable de degré 2 sur C̃ tels que G soit le centralisateur de P̃ dans Aut

C̃
(voir

le lemme 1.3.4). Soient K = κ(P̃ ) et Γ = Gal(K/k) ' Z/2Z. Soit zm(c) un sous-monoïde
de (N,+). Soit Ỹ le m-ème voisinage infinitésimal de P̃ , qui est un sous-schéma fermé
G-stable de C̃. On a un isomorphisme C̃K ' P1

K tel que ỸK soit le m-ème voisinage
infinitésimal de {0,∞}, c’est-à-dire qu’avec les notations précédentes on a ỸK = (Zm)K t
(Zm)K . On pose Y ′ = (Zm(c))K t (Zm(c))K . L’opération de Γ dans P1

K échange les
deux composantes de (ỸK ainsi que les deux composantes de Y ′, et le morphisme naturel
λ′ : (Ỹ )K → Y ′ est Γ-équivariant. Par descente galoisienne, il existe une unique sous-
algèbre A de O(Ỹ ) telle que le schéma Y = SpecA satisfasse YK = Y ′ et que λ′ soit le
morphisme déduit du morphisme naturel λ : Ỹ → Y par extension des scalaires à K.

Définition 2.3.7 : On note C̃m(P̃ , c) et C̃m(P̃ , c)′ les courbes définies par les diagrammes
de pincement

Ỹ C̃

Y C̃m(P̃ , c)

et
SpecK C̃m(P̃ , c)

Spec k C̃m(P̃ , c)′

.

Après extension des scalaires à K on a encore un diagramme de pincement, donc par
unicité des courbes obtenues on a C̃m(P̃ , c)K ' P1

K,m,m(c, c) et C̃m(P̃ , c)′ ' P1
K,m,m(c, c)′.

De plus on a GK ' Gm,K et l’opération de Gm,K dans Y ′ est Γ-équivariante, donc on
a une opération de G dans Y telle que le morphisme λ soit équivariant. Encore une fois
d’après le lemme 1.5.7, l’opération de G dans C̃ descend en une opération (fidèle) dans
C̃m(P̃ , c) et C̃m(P̃ , c)′.

Théorème 2.3.8 : Soient G une forme non triviale de Gm et C une courbe. Alors G
opère fidèlement dans C (et C est presque homogène) si et seulement si, avec les notations
précédentes, on a C ' C̃ \ {P̃} ou s’il existe des sous-monoïdes zm(c) et zn(d) de (N,+)
tels que C soit isomorphe à C̃m(P̃ , c) ou C̃m(P̃ , c)′ (pour l’opération naturelle).

Démonstration. On suppose que l’on a une opération fidèle de G et que C n’est pas ho-
mogène. La normalisée de C est une courbe projective régulière qui est presque homogène

mais pas homogène sous l’opération de G, donc cette normalisée est C̃. Soit
Z̃ C̃

Z C

le carré du conducteur. Alors Z̃ est supporté par P̃ et Z est supporté par un point P tel

que κ(P ) = k ou K. D’après le lemme 1.5.1, le diagramme
Z̃K P1

K

ZK CK

est encore le

carré du conducteur.

Cas 1. Si κ(P ) = K alors ZK est supporté par deux points k-rationnels. Comme dans le

théorème 2.3.6, il existe des entiersM ≥ 0 etN ≥ 0 tels que Z̃K = Spec
(

k[t]
(tM+1) ×

k[u]
(uN+1)

)
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et des sous-monoïdes zm(c) et zn(d) de (N,+) tels que

ZK = Spec
(
K[tc0 , . . . , tcp , tm+1, . . .]

(tM+1) × K[ud0 , . . . , udq , un+1, . . .]
(uN+1)

)
.

De plus le groupe Γ échange les deux composantes de Z̃K ainsi que celles de ZK , donc on
a M = N et zm(c) = zn(d). Comme précédemment, les deux carrés du diagramme

ỸK Z̃K P1
K

YK ZK CK

sont cocartésiens donc le grand carré est un diagramme de pincement. Les morphismes
sont Γ-équivariants donc, par descente galoisienne, on a C ' C̃m(P̃ , c).

Cas 2. Si κ(P ) = k alors ZK est supporté par un unique point K-rationnel. Par un argu-
ment similaire, il existe un sous-monoïde zm(c) de (N,+) tel que CK ' P1

K,m,m(c, c)′. Les
morphismes dans le diagramme de pincement définissant P1

K,m,m(c, c)′ sont Γ-équivariants,
donc on a C ' C̃m(P̃ , c)′.

2.4 Groupe de Picard équivariant des courbes semi-
normales presque homogènes

On peut déterminer le groupe de Picard équivariant des courbes régulières presque
homogènes, notamment grâce à la proposition 1.6.8. La description des fibrés en droites
linéarisés sur une courbe projective obtenue par pincement (donnée dans la remarque
1.6.16) permet d’en déduire le groupe de Picard équivariant des courbes seminormales
presque homogènes.

Théorème 2.4.1 : Soient C une courbe seminormale et G un groupe algébrique lisse
connexe opérant fidèlement dans C.

1. (courbes homogènes)
(a) Si C est une conique projective lisse et G ' AutC alors PicG(C) = Pic(C) =

Z · ωC où ωC est le fibré canonique, donc 1
2 deg : PicG(C)→ Z est un isomor-

phisme.
(b) Si C ' A1 et G ' Ga o Gm (opérant par transformations affines) alors

PicG(C) ' Ĝ(C) ' Z.
(c) Si G est une forme de Ga ou de Gm et si C est un G-torseur alors PicG(C)

est trivial.
(d) Si C est une courbe projective lisse de genre 1 et G ' Aut◦C alors PicG(C) est

trivial.
2. (courbes régulières non homogènes)

(a) Si C ' P1 et G ' Ga o Gm ou G ' Gm alors on a une suite exacte scindée

1→ Ĝ(C) ' Z→ PicG(C)→ Pic(C) = Z · [∞] ' Z→ 0

et le morphisme PicG(C)→ Z s’identifie au degré, donc PicG(C) ' Z2.
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(b) Si G est une forme de Ga, C est la complétion régulière d’un G-torseur et P
est le point à l’infini alors on a PicG(C) = Z · [P ] ' Z et cet isomorphisme
s’identifie à 1

[κ(P ) : k] deg.

(c) Si C ' A1 et G ' Gm alors PicG(C) ' Ĝ(C) ' Z.
(d) Si C est une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point P de

degré 2 alors on a une suite exacte scindée 1→ Ĝ(C)→ PicG(C)→ Pic(C) =
Z · [P ] ' Z→ 0 et le morphisme PicG(C)→ Z s’identifie à 1

2 deg.
3. (courbes singulières seminormales)

(a) Si G est une forme non triviale de Ga et C est obtenue en pinçant le point à
l’infini P̃ de la complétion régulière C̃ d’un G-torseur sur un point P dont le
corps résiduel κ(P ) est une sous-extension stricte de κ(P̃ )/k alors on a une
suite exacte scindée

1→ κ(P̃ )×/κ(P )× → PicG(C)→ Z · [P̃ ] ' Z→ 0

et le morphisme PicG(C)→ Z s’identifie à 1
[κ(P̃ ) : k]

deg.

(b) Si C est obtenue en pinçant deux points k-rationnels de P1 sur un point k-
rationnel et G ' Gm alors on a une suite exacte scindée

1→ (k× × k×)/k× → PicG(C)→ Ĝ(P1) ' Z→ 0.

(c) Si C est obtenu en pinçant un point séparable P̃ de degré 2 d’une conique
projective lisse C̃ sur un point k-rationnel P , et G est le centralisateur de P̃
dans Aut

C̃
alors on a PicG(C) ' κ(P̃ )×/κ(P )×.

Démonstration. Cas 1a. D’après la proposition 1.6.8, le morphisme d’oubli PicG(C) →
Pic(C) est injectif. Si C = P1

k et G = PGL2 alors le fibré OP1(1) n’est pas linéarisable
(voir [MFK, p.33]) mais le fibré canonique ωP1 = OP1(−2) l’est. Donc PicG(C) est le sous-
groupe de Pic(C) engendré par la classe de ωP1 . Plus généralement, si C est une conique
projective lisse et G = AutC alors il existe une extension galoisienne K/k telle que
CK ' P1

K . Le morphisme Pic(C) → Pic(CK) ' Z est injectif : son noyau est l’ensemble
des (K/k)-formes du fibré trivial CK ×A1

K , or le groupe des automorphismes de ce fibré
est O(CK)× ' K∗ (où l’automorphisme correspondant à un élément f ∈ O(CK)× est{
CK ×A1

K −→ CK ×A1
K

(x, v) 7−→ (x, f(x)v) ), donc l’ensemble des formes de ce fibré est l’ensemble

de cohomologie galoisienne H1(Gal(K/k), K∗), qui est trivial d’après le théorème 90 de
Hilbert. Donc ce morphisme s’identifie au degré. Si C n’est pas isomorphe à P1

k alors il
n’y a pas de fibré en droites de degré 1 (sinon C posséderait un point k-rationnel), donc
Pic(C) est engendré par le fibré canonique ωC , qui est bien linéarisable.

Cas 1b. Tout fibré en droites sur C = A1 est trivial. D’après la proposition 1.6.8, le
noyau du morphisme d’oubli PicG(C) → Pic(C) est le groupe Ĝ(C). De plus le foncteur
des caractères Ĝ est représenté par le groupe constant Z.

Cas 1c et 1d. La courbe C est un G-torseur donc, d’après [MFK, p.32], le groupe
PicG(C) est trivial.

Cas 2a. On a la suite exacte 1 → Ĝ(C) → PicG(C) → Pic(C). Montrons que le
morphisme d’oubli PicG(C) → Pic(C) est surjectif. On note α : G × C → C l’opération
et D = [∞] le diviseur premier correspondant au point ∞. On a Pic(C) = Z · [∞].
Considérons la suite exacte de faisceaux 0 → OC(−D) → OC → OD → 0. Puisque les
morphismes α et pr2 sont plats et D est G-stable, le diagramme
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0 α∗OC(−D) α∗OC α∗OD 0

0 pr∗2OC(−D) pr∗2OC pr∗2OD 0

est commutatif, ses lignes sont exactes et les flèches verticales sont des isomorphismes. On
en déduit un isomorphisme α∗OC(−D) ' pr∗2OC(−D). Or le schéma C est réduit, donc
d’après [Br15, lemma 2.9] cela implique que le fibré en droites correspondant à −D est
linéarisable. Donc le morphisme d’oubli est bien surjectif.

Cas 2b. Comme précédemment, le morphisme d’oubli PicG(C) → Pic(C) est injectif.
Soit U l’orbite ouverte de C ; on a C \U = {P}. Si L est un fibré en droites linéarisable sur
C alors la restriction L|U est linéarisable. Or U est un G-torseur, donc PicG(U) est trivial.
Donc L correspond à un diviseur de Weil dans Z · [P ]. Réciproquement, par le même
argument que dans le cas 2a, le fibré en droites correspondant à −[P ] est linéarisable.

Cas 2c. On utilise le même argument que pour le cas 1b.
Cas 2d. Le diviseur canonique sur C est −[P ] donc Pic(C) = Z · [P ]. À nouveau, le

morphisme d’oubli est surjectif.

Cas 3a. On a le diagramme de pincement
Z̃ C̃

Z C

où Z = Spec(κ(P )) et Z̃ =

Spec(κ(P̃ )) donc, d’après la remarque 1.6.16, la suite Units-Pic équivariante donne

1→ O(Z̃)×/O(Z)× → PicG(C)→ PicG(C̃)× PicG(Z)→ PicG(Z̃).

Le groupe des caractères Ĝ(ks) est trivial donc, d’après la proposition 1.6.8, les groupes
PicG(Z) et PicG(Z̃) sont triviaux. De plus, d’après le cas 2b, on a PicG(C̃) = Z · [P ].

Cas 3b. On adapte l’argument de [Br15, ex. 2.15]. La courbe C est donnée par le

diagramme de pincement
Z̃ P1

Z C

j

λ

i

ν où Z̃ = Spec ktSpec k est le sous-schéma fermé

réduit de P1 supporté par {0,∞} et Z = Spec k. La suite Units-Pic équivariante donne

1→ O(Z̃)×/O(Z)× → PicG(C)→ PicG(P1)× PicG(Z)→ PicG(Z̃).

On a des isomorphismes PicG(P1) ' Pic(P1)× Ĝ(P1) ' Z× Z, PicG(Z) ' Ĝ(Z) ' Z et
PicG(Z̃) ' Ĝ(Z̃) ' Z× Z. Puisque G opère dans les fibres au-dessus de 0 et ∞ du fibré
OP1(n) avec les poids respectifs n et 0, le morphisme PicG(P1) × PicG(Z) → PicG(Z̃)
correspond à {

(Z× Z)× Z −→ Z× Z
((n,m), `) 7−→ (n+m,m)− (`, `) .

Son noyau est Z · ((0, 1), 1) ' Ĝ(P1).
Cas 3c. Une fois encore, on a la suite exacte

1→ κ(P̃ )×/κ(P )× → PicG(C)→ PicG(C̃)× PicG(Z)→ PicG(Z̃)

où Z = Spec k et Z̃ = Specκ(P̃ ). Soit (L,ΦL) ∈ PicG(C) et montrons que son image
est triviale. On a PicG(Z) ' Ĝ(Z) = Homk−gp(G,Gm) = {1} car G est une forme
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non triviale de Gm. Le fibré linéarisé i∗(L,ΦL) est donc trivial, donc j∗ν∗(L,ΦL) aussi.
Puisque le fibré LK sur CK est linéarisable, d’après le cas 3b il est de degré 0. Alors L
et ν∗L sont aussi de degré 0. De plus on a Pic(C̃) = Z · ω

C̃
, donc le fibré ν∗L est trivial.

La linéarisation Φν∗L est donnée par un caractère χ ∈ Ĝ(C̃) (et la linéarisation Φj∗ν∗L est
donnée par j∗(χ) ∈ Ĝ(Z̃)). D’après la proposition 1.6.8, le morphisme Ĝ(Z̃) → PicG(Z̃)
est injectif, donc j∗(χ) est trivial. Après extension des scalaires à K = κ(P̃ ), on a un
caractère χK ∈ ĜK(C̃K) dont le tiré en arrière dans ĜK(Z̃K) est trivial. Or GK ' Gm,K

donc ĜK est représenté par le groupe constant Z. Donc χK est trivial, et donc χ aussi.
Par conséquent l’image de (L,ΦL) dans PicG(C̃)× PicG(Z) est bien triviale.

Remarque 2.4.2 : Un fibré en droites sur une courbe projective est ample si et seulement
si son degré est strictement positif, donc on obtient une description des fibrés en droites
linéarisés amples sur les courbes seminormales presque homogènes.

Corollaire 2.4.3 : Soient C une courbe seminormale et G un groupe algébrique lisse
connexe opérant fidèlement dans C. Alors il existe une immersion (localement fermée)
équivariante de C dans le projectivisé d’un G-module de dimension finie, sauf dans les
cas 1d, 3b et 3c du théorème 2.4.1.



Chapitre 3

Surfaces homogènes

3.1 Préliminaire
La stratégie pour déterminer les courbes homogènes était de « coincer » le groupe

(devant opérer transitivement) dans les groupes d’automorphismes des complétions régu-
lières. Pour les surfaces, il n’y a plus de complétion régulière canonique. L’objectif de cette
section est d’expliquer comment pallier ce problème, pour obtenir le corollaire 3.1.11. Pour
cela, on commence par quelques énoncés sur la structure des groupes algébriques et sur
la variété d’Albanese d’une variété algébrique. On donne à la fin de la section quelques
résultats qui seront utiles par la suite. En particulier, on détermine les surfaces qui sont
homogènes sous l’opération d’un groupe linéaire résoluble qui n’est ni unipotent ni un
tore, sur un corps algébriquement clos (proposition 3.1.17).

Proposition 3.1.1 : [Br17, th. 4.3.2 et 4.3.4] Soit G un groupe algébrique lisse connexe.
Alors il existe un plus petit sous-groupe distingué Gaff tel que G/Gaff soit une variété
abélienne. De plus, Gaff est affine et connexe, et sa formation commute aux extensions
algébriques séparables. Enfin, si k est parfait alors Gaff est lisse.

Proposition 3.1.2 : [Br17, th. 3.2.1 et 5.1.1] Soit G un groupe algébrique lisse connexe.
Alors il existe un plus petit sous-groupe distingué Gant tel que G/Gant soit affine. De plus,
Gant est anti-affine, lisse, connexe et central, et sa formation commute aux extensions de
corps. En outre, on a G = Gant ·Gaff et (Gant)aff est un sous-groupe de Gant ∩Gaff.

Remarque 3.1.3 : On rappelle qu’un groupe algébrique H est dit anti-affine si OH(H) =
k. Dans ce cas H est automatiquement lisse, connexe et commutatif.

Proposition 3.1.4 : [Wit, app. A] Soit X une variété algébrique. Alors il existe une va-
riété abélienne Alb0

X , un Alb0
X-torseur Alb1

X et un morphisme aX : X → Alb1
X satisfaisant

la propriété universelle suivante :

pour toute variété abélienne B0, pour tout B0-torseur B1 et tout morphisme b : X →
B1, il existe un unique morphisme b1 : Alb1

X → B1 tel que b = b1 ◦ aX , et il existe un
unique morphisme de variétés abéliennes b0 : Alb0

X → B0 tel que b1 soit équivariant.

On dit que Alb0
X est la variété d’Albanese de X et que aX est le morphisme d’Albanese.

La formation de Alb0
X , Alb1

X et aX commute aux extensions algébriques séparables,
ainsi qu’aux produits finis de variétés algébriques.

57
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Remarque 3.1.5 :
1. Si X possède un point k-rationnel x alors le point k-rationnel aX(x) de Alb1

X induit
un isomorphisme Alb0

X → Alb1
X . Dans ce cas, la variété d’Albanese est notée AlbX et la

propriété universelle se reformule plus simplement de la façon suivante :

pour toute variété abélienne B et tout morphisme b : X → B tel que b(x) = 0, il
existe un unique morphisme de groupes ψ : AlbX → B tel que b = ψ ◦ aX .

2. Si G est un groupe algébrique lisse connexe alors, d’après [Br17, prop. 4.1.4], on a
AlbG = G/Gaff.

Exemple 3.1.6 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe et X un G-torseur. Alors
on a Alb0

X = Alb0
G. En effet, il existe un unique morphisme de variétés abéliennes

ϕ : Alb0
G → Alb0

X tel que aX soit ϕ ◦ ag-équivariant (voir [Br17b, sect. 3.4]). Comme
on a un isomorphisme de Gks-variétés Xks ' Gks et les constructions commutent aux
extensions séparables, le morphisme déduit de ϕ après extension des scalaires à ks est un
isomorphisme, donc ϕ est déjà un isomorphisme.

Proposition 3.1.7 : Soient G un groupe lisse connexe, H un sous-groupe, X = G/H,
π : G → X le morphisme quotient et x = π(e). Alors Gaff · H est distingué dans G, le
groupe G/Gaff ·H est une variété abélienne, le morphisme quotient π′ : G→ G/Gaff ·H se
factorise en un morphisme fidèlement plat fX : X → G/Gaff ·H et fX est le morphisme
d’Albanese de X.

Démonstration. On rappelle que Gaff ·H est le sous-groupe de G qui est l’image schéma-
tique de la multiplication m : Gaff o H → G. On a donc une factorisation Gaff o H

m′−→
Gaff · H

i−→ G de m où m′ est un morphisme de groupes qui est fidèlement plat et i est
l’inclusion.

Comme π′ est Gaff-invariant, il existe un unique morphisme de schémas f : G/Gaff →

G/Gaff ·H faisant commuter le diagramme
G G/Gaff ·H

G/Gaff

π′

aG
f

. Comme le groupe

G/Gaff est abélien et aG est un morphisme de groupes, pour tout schéma S et tous
g ∈ G(S) et h ∈ (Gaff · H)(S) on a π′(ghg−1) = f ◦ aG(ghg−1) = f ◦ aG(h) = π′(h) =
π′(e) donc ghg−1 est un élément de (Gaff · H)(S). Donc Gaff · H est distingué dans G,
et π′ et f sont des morphismes de groupes. De plus, on a une suite exacte de groupes
1 → Gaff ·H/Gaff

j−→ G/Gaff
f−→ G/Gaff ·H → 1. En particulier G/Gaff ·H est une variété

abélienne, comme quotient de G/Gaff.

Comme π′ est H-invariant, il existe un unique morphisme de schémas fidèlement plat

fX : G/H → G/Gaff ·H faisant commuter le diagramme
G G/Gaff ·H

G/H

π′

π
fX

. Soient

B une variété abélienne et b : X → B un morphisme tel que b(x) = 0. On veut construire
un morphisme de groupes ψ : G/Gaff · H → B tel que b = ψ ◦ fX . Comme fX est
fidèlement plat, c’est un épimorphisme dans la catégorie des schémas, donc un tel ψ est
nécessairement unique.
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On a b ◦ π(e) = 0 donc, par propriété universelle du morphisme d’Albanese de G, il
existe un morphisme de groupes ϕ : G/Gaff → B tel que ϕ ◦ aG = b ◦ π. On veut avoir le
diagramme commutatif

Gaff ·H

G Gaff ·H/Gaff

X B G/Gaff

G/Gaff ·H

i π

π aG

j

b ϕ

fX f
ψ

Montrons que ϕ ◦ j est le morphisme trivial. Pour tout k-schéma S et tout (g, h) ∈
(GaffoH)(S), on a ϕ◦ j ◦π ◦m′(g, h) = ϕ◦aG ◦ i◦m′(g, h) = b◦π ◦m(g, h) = b◦π(gh) =
b◦π(g) = ϕ◦aG(g) = 0. Donc ϕ◦ j ◦π ◦m′ est le morphisme trivial. De plus π et m′ étant
fidèlement plats, ce sont des épimorphismes. Donc ϕ◦ j est bien le morphisme trivial. Par
conséquent, il existe un morphisme de groupes ψ : G/Gaff ·H → B tel que ψ ◦ f = ϕ.

Enfin, on a ψ ◦ fX ◦ π = ψ ◦ π′ = ψ ◦ f ◦ aG = ϕ ◦ aG = b ◦ π donc, comme π est un
épimorphisme, on a bien ψ ◦ fX = b.

En caractéristique nulle, toute variété munie d’une opération d’un groupe algébrique
lisse connexe possède une résolution équivariante des singularités (voir [Kol2, prop. 3.9.1
p.125 et th. 3.36 p.146]). C’est encore vrai pour les surfaces en caractéristique quelconque.

Lemme 3.1.8 : Soient X une surface projective, G un groupe algébrique lisse connexe
et α : G × X → X une opération. Alors X possède une résolution équivariante des
singularités : il existe une surface projective régulière X ′, une opération α′ : G×X ′ → X ′

et un morphisme X ′ → X birationnel propre qui est un isomorphisme au-dessus du lieu
régulier de X et qui est G-équivariant.

Démonstration. Ce résultat est bien connu mais, faute de référence, on en redonne ici une
démonstration. Soit ν : Y1 → X la normalisation. Alors id×ν : G × Y1 → G × X est
la normalisation de G × X et il existe une unique opération β : G × Y1 → Y1 telle que
le morphisme ν soit G-équivariant (voir [Br17, prop. 2.5.1]). De plus Y1 est une surface
projective, ν est un morphisme fini donc propre, et c’est un isomorphisme au-dessus du
lieu normal de X donc a fortiori au-dessus du lieu régulier.

Soit Z1 le lieu singulier de Y1 (c’est-à-dire le complémentaire du lieu régulier), muni de
la structure de sous-schéma fermé réduit. Alors Z1 est stable sous l’opération de G sur Y1.
Soit f : X1 → Y1 l’éclatement le long de Z1. L’image réciproque de Z1 par β est G × Z1
et l’éclatement de G× Y1 le long de G× Z1 est id×f : G×X1 → G× Y1. Par propriété
universelle de l’éclatement, il existe un unique morphisme α1 : G × X1 → X1 faisant
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commuter le diagramme
G×X1 X1

G× Y1 Y1

α1

id×f

β

f (voir [Har, ch. II, cor. 7.15 p.165]). Le

morphisme f induit un isomorphisme de X1 \ f−1(Z1) sur Y1 \ Z1 donc la restriction
α1 : G × (X1 \ f−1(Z1)) → X1 \ f−1(Z1) est une opération. Comme X1 \ f−1(Z1) est un
ouvert dense de X1, on en déduit que α1 : G×X1 → X1 est également une opération. De
plus X1 est une surface projective et, par construction, f est un morphisme birationnel
propre qui est un isomorphisme au-dessus du lieu régulier X1 \ f−1(Z1) et qui est G-
équivariant.

Pour i ≥ 1, on définit par récurrence Xi+1 → Yi+1 → Xi où Yi+1 → Xi est la
normalisation et Xi+1 → Yi+1 est l’éclatement le long du lieu singulier. D’après [Lip,
intro. rem. B], il existe un entier n ≥ 1 tel que la surface X ′ = Xn soit régulière. En
itérant les constructions précédentes, on obtient l’opération de G sur X ′ et le morphisme
X ′ → X voulus.

Lemme 3.1.9 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X une surface
(lisse) et G un groupe algébrique lisse connexe, muni d’une opération fidèle α : G×X → X
telle que X soit homogène. Alors X possède une complétion équivariante lisse relativement
minimale : il existe une surface projective lisse X qui est relativement minimale, une
opération G×X → X et une immersion ouverte G-équivariante X ↪→ X.

Démonstration. Comme G est lisse et X est homogène, il existe une surface projective
normale X0, une opération G×X0 → X0 et une immersion ouverte G-équivariante X ↪→
X0 (voir [Br17, rem. 5.2.3]). Soit f : X ′ → X0 une résolution équivariante des singularités
(voir le lemme 3.1.8). Comme f est un isomorphisme au-dessus du lieu régulier de X0, on
obtient une immersion ouverte G-équivariante X ↪→ X ′.

Soit π : X ′ → X un morphisme birationnel, où X est une surface projective lisse qui
est relativement minimale (voir [Har, ch. V, th. 5.8 p.418]). D’après le lemme de Blanchard
([Br17, th. 7.2.1]) il existe une unique opération G×X → X telle que π soit G-équivariant.
Par hypothèse π induit un isomorphisme d’un ouvert U de X ′ sur un ouvert V de X. Pour
g ∈ G(k), π induit un isomorphisme de gU sur gV car π est équivariant. Donc quitte à
remplacer U et V par

⋃
g∈G(k)

gU et
⋃

g∈G(k)
gV , on peut supposer que U et V sont stables par

G(k). Donc U et V sont stables par G. Comme X est un ouvert G-stable et homogène
de X ′, il est contenu dans U . Donc la restriction π : X → X est une immersion ouverte
G-équivariante.

Lemme 3.1.10 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X une surface
lisse et G un groupe algébrique lisse connexe, muni d’une opération fidèle α : G×X → X
telle que X soit homogène. Alors on a l’alternative suivante :

1. G est une surface abélienne et X est un G-torseur ;
2. Gaff 6= 0 et il existe une courbe projective lisse C telle que X soit birationnelle à

P1 × C.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que G contient un sous-groupe iso-
morphe à Gm. Montrons que X contient un ouvert Gm-stable de la forme Gm × F où F
est une courbe lisse. La construction est bien connue et on la rappelle pour la commodité
du lecteur. D’après un théorème de Hideyasu Sumihiro ([Sum, cor. 3.11]), la surface X
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contient un ouvert affine Gm-stable X0. Soit V un Gm-module de dimension finie tel
que l’on ait une immersion fermée Gm-équivariante X0 ↪→ V . On a une décomposition
V =

r⊕
i=1

Vni où ni ∈ Z et Vni 6= {0} est le sous-espace de poids ni. Quitte à remplacer V

par un sous-espace, on peut supposer que pour tout i la projection de X sur Vni n’est pas
réduite à {0}. Il existe donc une coordonnée ti sur Vni telle que l’ouvert X0 ∩ (ti 6= 0) soit

non vide. Quitte à remplacer X0 par un ouvert affine Gm-stable de X0 ∩
r⋂
i=1

(ti 6= 0), on

peut supposer que les ti ne s’annulent pas sur X0. De plus, en notant d = pgcd(n1, . . . , nr),
le sous-groupe {g ∈ Gm | gd = 1} opère trivialement dans V . On a donc d = 1 et on peut
écrire une relation de Bézout a1n1 + · · · arnr = 1 où les ai sont des éléments de Z. On
peut considérer le morphisme

f :


X0 −→ Gm

x 7−→
r∏
i=1

ti(x)ai

qui est Gm-équivariant. Alors, en posant F = f−1(1),


Gm × F −→ X0
(λ, x) 7−→ λx

(f(y), f(y)−1y) ←− [ y

est un isomorphisme de k-schémas. En particulier, F est une courbe lisse (car X0 est
lisse). En notant C la complétion régulière de F , la surface X est birationnelle à P1×C.

On suppose désormais que G contient un sous-groupe isomorphe à Ga. Soient X une
complétion G-équivariante lisse de X (voir le lemme 3.1.9) et L un faisceau inversible très
ample sur X. Quitte à remplacer L par une de ses puissances, on peut supposer que L est
Ga-linéarisé (voir [Sum, th. 1.6]). Alors H0(X,L) est un Ga-module de dimension finie
donc, d’après le théorème de Lie-Kolchin, il existe une section s ∈ H0(X,L)Ga non nulle.
Donc Xs = {x ∈ X | sx /∈ mX,xLx} (qui s’interprète comme l’ensemble des points où s ne
s’annule pas) est un ouvert non vide de X qui est Ga-stable. Comme X est une variété
projective et L est très ample, il découle de [Har, ch. II, prop 7.2 et 7.3 p.151] que Xs est
affine. Alors, d’après [Spr, prop. 14.2.2 p.240], il existe une variété affine Y telle que Xs

contienne un ouvert isomorphe à A1 × Y . De plus Y est irréductible et lisse car A1 × Y
l’est (comme ouvert de Xs, qui est lui-même irréductible et lisse). Donc Y est une courbe
lisse et, en notant C sa complétion régulière, X est birationnelle à P1 × C.

Enfin, si G ne contient aucun sous-groupe isomorphe à Gm ou Ga alors Gaff est trivial,
doncG est une variété abélienne. En particulierG est commutatif donc, comme l’opération
sur X est fidèle, X est un G-torseur.

Corollaire 3.1.11 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G un
groupe algébrique lisse connexe et X une surface qui est homogène sous une opération
de G. Alors il existe une immersion ouverte équivariante X → X où X est une surface
projective lisse relativement minimale et on a l’alternative suivante :

1. G est une surface abélienne et X est un G-torseur ;
2. la variété d’Albanese AlbX est une courbe elliptique et X est une surface réglée sur

AlbX ;
3. X est isomorphe à P2, P1 ×P1 ou une surface de Hirzebruch Fn pour n ≥ 2.
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Démonstration. On suppose Gaff 6= 0 et queX n’est pas isomorphe à P2. D’après le lemme
3.1.10, il existe une courbe projective lisse C telle que X soit birationnelle à P1 × C. La
surface X est relativement minimale donc elle est munie d’un morphisme π : X → C qui
en fait une surface réglée au-dessus de C (voir [Har, ch. V, rem. 5.8.4 p.419]). D’après
le lemme de Blanchard ([Br17, th. 7.2.1]) il existe une unique opération G × C → C
telle que π soit G-équivariant. Alors π(X) est une G-orbite dans C, et elle n’est pas
triviale car X est un ouvert de X et π n’est pas constant. Donc C est une courbe presque
homogène sous l’opération de G. Donc C ne peut pas être de genre au moins 2 (sinon
son groupe d’automorphismes serait fini). Si C ' P1 alors X est une surface réglée au-
dessus de P1 donc c’est une surface de Hirzebruch. Si C est une courbe elliptique alors
AlbX = AlbX = C.

Remarque 3.1.12 : Dans le cas où X est isomorphe à P2, P1 × P1 ou une surface de
Hirzebruch Fn pour n ≥ 2, le schéma en groupes des automorphismes AutX est un groupe
affine lisse (voir par exemple [Mar] pour la description de AutX et plus généralement du
schéma en groupes des automorphismes des surfaces réglées). En particulier, le groupe G
est affine.

Proposition 3.1.13 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X une
surface lisse et G un groupe algébrique lisse connexe affine opérant fidèlement dans X.
Alors X est presque homogène si et seulement si elle s’obtient à partir d’une surface
rationnelle relativement minimale et presque homogène sous une opération fidèle de G,
par des éclatements successifs de points fixes.

Démonstration. On suppose que X est presque homogène. On commence par raisonner
comme dans le lemme 3.1.9. Le groupe G est affine donc X possède une complétion lisse
équivariante X ′ : d’après [Sum, th. 4.13] on a une complétion normale équivariante, et on
prend une résolution équivariante des singularités. Il existe une suite finie de morphismes
X = X0

π1−→ X1
π2−→ · · · πn−→ Xn = S où S est une surface projective lisse relativement

minimale et chaque πi est l’éclatement d’un point k-rationnel Pi. Le lemme de Blanchard
donne une unique opération de G dans Xi telle que πi soit G-équivariant. Pour g ∈ G(k),
l’automorphisme deXi−1 donné par g induit un isomorphisme entre les fibres π−1

i (Pi) ' P1

et π−1
i (g · Pi). Si on avait g · Pi 6= Pi alors π−1

i (g · Pi) serait un point. Donc g · Pi = Pi.
Comme G est lisse, on en déduit que Pi est un point fixe dans Xi. Enfin, S n’est pas
une surface abélienne ou une surface réglée au-dessus d’une courbe elliptique, sinon G ne
serait pas affine.

Réciproquement, supposons que l’on ait S = P2, P1×P1 ou Fn, queG opère fidèlement
dans S, que S soit presque homogène et que X̃ soit une surface obtenue à partir de S
par des éclatements successifs de points fixes. Il existe une unique opération de G dans X̃
telle que le morphisme X̃ → S soit équivariant. De plus X̃ est presque homogène car ce
morphisme est un isomorphisme au-dessus de l’orbite ouverte dans S. Si X est un ouvert
G-stable de X̃ alors l’intersection avec l’orbite ouverte est non vide, donc par stabilité X
contient l’orbite ouverte.

Le résultat suivant est bien connu. Il peut se déduire de [Jan, part II, 9.8(1) p.130 et
prop. 7.5 p.99]. On en redonne ici une démonstration directe.

Lemme 3.1.14 : On suppose que le corps k est de caractéristique p > 0. Soient G un
groupe algébrique affine lisse connexe et H un sous-groupe. Si pour tout r ≥ 0, H contient
le noyau Gr du morphisme de Frobenius itéré F r : G→ G(pr) alors H = G.
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Démonstration. On écrit G = SpecA, H = SpecA/I et {1} = SpecA/J . En notant
f1, . . . , fm des générateurs de l’idéal J , on a Gr = SpecA/Jr où Jr est l’idéal engendré par
fp

r

1 , . . . , f p
r

m . En particulier Jr est contenu dans l’idéal produit Jr. Donc si H contient tous
les Gr alors I est contenu dans tous les Jr. Par conséquent on a I ⊆

⋂
r≥0

Jr ⊆
⋂
r≥0

Jr = (0),

la dernière égalité étant donnée par le théorème d’intersection de Krull pour les anneaux
noethériens intègres. Ainsi I = (0) et H = G.

Lemme 3.1.15 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G = SL2 ×
SL2 et H un sous-groupe de G tel que G/H soit une surface projective. Alors il existe
r1 ≥ 0 et r2 ≥ 0 tels que H soit conjugué à (F r1×F r2)−1(B×B) où B est le sous-groupe de
Borel standard de SL2 et F : SL2 → SL2 le morphisme de Frobenius (avec la convention
F = id si k est de caractéristique nulle). De façon équivalente, G/H est isomorphe à
P1×P1 pour l’opération de G donnée par SL2×SL2

F r1×F r2−−−−−→ SL2×SL2 → PGL2×PGL2.

Démonstration. Le groupe H◦red est un sous-groupe parabolique lisse connexe de G de
codimension 2. Quitte à conjuguer H, le sous-groupe H◦red contient le sous-groupe de
Borel B × B de G, donc H◦red = B × B. Si k est de caractéristique nulle alors tous les
groupes algébriques sont lisses donc on a H◦ = B × B. De plus H◦ est un sous-groupe
distingué de H mais les sous-groupes de Borel sont égaux à leur normalisateur, donc
H = B ×B.

On suppose désormais que k est de caractéristique p > 0. Notons G′ et G′′ les deux
facteurs directs de G. On a |H◦| = |B × B| donc | pr1(H◦)| = | pr2(H◦)| = |B|, donc
pour raison de dimension pr1(H) et pr2(H) sont des sous-groupes stricts de G′ et G′′. Si
on avait ∀r ≥ 0, G′r × {1} ≤ H alors on aurait ∀r ≥ 0, G′r ≤ pr1(H) donc, d’après le
lemme 3.1.14, on aurait pr1(H) = G′. Soit donc r1 ≥ 0 maximal tel que G′r1 × {1} soit
un sous-groupe de H. De même, soit r2 ≥ 0 maximal tel que {1} × G′′r2 soit un sous-
groupe de H. Comme F r1 × F r2 a pour noyau G′r1 × G

′′
r2 , on a H = H · (G′r1 × G

′′
r2) =

(F r1×F r2)−1 ((F r1 × F r2)(H)). De plus (F r1×F r2)(H) est un sous-groupe de codimension
2 de G contenant (F r1×F r2)(B×B) = B×B. Donc il suffit de traiter le cas r1 = r2 = 0.

Le groupe H◦1 = H◦ ∩G1 est un sous-groupe strict du noyau de Frobenius G1 et il est
entièrement déterminé par son algèbre de Lie h (voir [DG, II, §7, cor. 4.3 p.283]). Soit T le

tore maximal standard de SL2 donné par


Gm −→ SL2

a 7−→
(
a 0
0 a−1

)
. On a la décomposition

en poids sl2 = t⊕Vect(e)⊕Vect(f) (pour l’opération de T ) où t est l’algèbre de Lie de T

(qui est l’espace de poids 0), e =
(

0 1
0 0

)
(qui donne l’espace de poids 2) et f =

(
0 0
1 0

)
(qui donne l’espace de poids −2) ; on a b = t⊕ Vect(e). L’algèbre de Lie h est stable par
T × T et contient b× b donc, en considérant la décomposition en poids de h, on constate
que h est une des algèbres b × b, sl2 × b, b × sl2 et sl2 × sl2. Les sous-groupes de G1
correspondants sont B1 × B1, G′1 × B, B1 × G′′1 et G1 × G1. Comme r1 = r2 = 0, on a
donc H◦1 = B1 ×B1.

Les noyaux de Frobenius sont des sous-groupes caractéristiques donc H◦1 est un sous-
groupe distingué de H. Donc H est un sous-groupe du normalisateur NG(B1 × B1) =
NSL2(B1) × NSL2(B1). Or d’après [Knop, lemma 3.1], on a NSL2(B1) = B si p 6= 2 et
NSL2(B1) = F−1(B) si p = 2. Donc quel que soit p, H est un sous-groupe de F−1(B) ×
F−1(B) contenant B×B. Comme F−1(B)×F−1(B) = (G′1×G′′1) · (B×B), H est l’image
par la multiplication (G′1 × G′′1) o (B × B) → (G′1 × G′′1) · (B × B) d’un sous-groupe
contenant (B1 × B1) o (B × B). Donc H est l’image de (H ∩ G′1 × G′′1) o (B × B) =
H1 o (B ×B) = (B1 ×B1) o (B ×B), donc H = B ×B.
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On considère P1 × P1 muni de l’opération de G donnée par SL2 × SL2
F r1×F r2−−−−−→

SL2 × SL2 → PGL2 × PGL2. Alors P1 × P1 est homogène et, en notant ∞ le point à
l’infini de P1, le groupe d’isotropie de (∞,∞) est (F r1 × F r2)−1(B ×B).

Remarque 3.1.16 : Par un raisonnement analogue, si H un sous-groupe de SL2 tel
que SL2/H soit une courbe projective alors il existe r ≥ 0 tel que H soit conjugué à
(F r)−1(B) = B · (SL2)r.

On rappelle que, pour d ≥ 0, on note Ga

d
o Gm le produit semi-direct de Ga par Gm

où Gm opère dans Ga avec le poids d.

Proposition 3.1.17 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit G un groupe
lisse connexe (linéaire) résoluble qui n’est ni unipotent ni un tore. Alors G opère fidèlement
et transitivement dans une surface X et G est minimal pour cette propriété (c’est-à-dire
qu’aucun sous-groupe strict de G n’opère transitivement dans X) si et seulement s’il existe
un entier d ≥ 0 tel que G ' Ga

d
o Gm. Dans ce cas on a un isomorphisme abstrait

X ' A1 × (A1 \ {0}) et le groupe d’isotropie d’un point k-rationnel de X est conjugué

à un sous-groupe de la forme H = {(a, t) ∈ G |
s∑
i=0

cia
pri = 0, te = 1} = (H ∩Ga)

d
o µe

où 1 = pr0 < pr1 < · · · < prs, ci ∈ k∗, pgcd(d, e) = 1 et e divise pgcd
i

(pri − 1) (donc
H = {(0, t) | t ∈ µe} si s = 0).

Démonstration. On suppose que G opère fidèlement et transitivement dans la surface X.
On écrit X = G/H. Alors H ne contient aucun sous-groupe non trivial qui soit distingué
dans G. On a la décomposition G = Ru(G) o T où T est un tore maximal de G. On
dispose du morphisme π : X = G/H → G

Ru(G) ·H et, en notant 1 l’image du neutre de

G dans G

Ru(G) ·H , on a un isomorphisme Ru(G)-équivariant π−1(1) ' Ru(G)
Ru(G) ∩H .

Étape 1. Montrons à cette étape que G est de la forme Ga

d
o Gm. Montrons d’abord que T

est de dimension 1. Il suffit de trouver un sous-tore T1 de T de dimension 1 tel que Ru(G)o
T1 opère transitivement dans X, car par minimalité on aura G = Ru(G)oT1. Pour cela, on
va montrer que G

Ru(G) ·H est un tore de dimension 1 qui est homogène sous l’opération

de T . Si dim G

Ru(G) ·H = 0 alors G = Ru(G) ·H donc X est homogène sous l’opération

de Ru(G), ce qui est exclu. Si dim G

Ru(G) ·H = 2 alors dimRu(G) · H = dimH donc

dimRu(G) ·H◦red = dimH◦red, donc Ru(G) est un sous-groupe de H◦red et de H, donc Ru(G)
est trivial, ce qui est exclu. Par conséquent dim G

Ru(G) ·H = 1. Le sous-groupe Ru(G) ·H

est distingué dans G car G/Ru(G) est commutatif. De plus on a des isomorphismes de

groupes G

Ru(G) ·H '
G/Ru(G)

(Ru(G) ·H)/Ru(G) et G/Ru(G) ' T donc G

Ru(G) ·H ' Gm. Le
morphisme T → Gm est surjectif donc T contient un sous-tore T1 de dimension 1 tel
que T1 → Gm soit surjectif. Soient x0 ∈ X(k) = G(k)/H(k) l’image du neutre de G et
x ∈ X(k). Par construction il existe t ∈ T1(k) tel que π(x0) = t · π(x) = π(t · x). De plus

π−1(π(x0)) = π−1(1) ' Ru(G)
Ru(G) ∩H donc il existe g ∈ Ru(G)(k) tel que g ·(t·x) = x0. Donc

Ru(G)o T1 opère bien transitivement dans X. En outre π−1(1) est lisse connexe (comme
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quotient de Ru(G)), de dimension 1 (c’est une fibre de π) et homogène sous l’opération
du groupe unipotent Ru(G) donc on a un isomorphisme abstrait π−1(1) ' A1.

Montrons que Ru(G) est commutatif. Soit N le dernier terme non nul de la suite cen-
trale descendante deRu(G), définie par C0(Ru(G)) = G et Ci+1(Ru(G)) = [Ru(G), Ci(Ru(G))].
Alors N est un sous-groupe lisse connexe et central de Ru(G) ; comme il opère trivialement
dans G

Ru(G) ·H , il stabilise la fibre π−1(1). Si N opérait trivialement dans π−1(1) alors

N opérerait trivialement dans X : pour n ∈ N(k) et x ∈ X(k) il existe t ∈ T (k) tel que
t · x ∈ π−1(1) et alors n · x = t−1 · (tnt−1) · (t · x) = t−1 · (t · x) = x car tnt−1 ∈ N(k). Or
cela est exclu puisque G opère fidèlement dans X. Comme N est lisse connexe unipotent
et π−1(1) ' A1, le groupe N opère même transitivement dans π−1(1). Donc N o T opère
transitivement dans X. À nouveau par minimalité, on a G = N o T et Ru(G) = N .

Montrons que si p > 1 alors Ru(G) est de p-torsion. Le groupe Ru(G) contient un
unique sous-groupe N lisse connexe de p-torsion et maximal pour ces propriétés (car le
produit de deux tels sous-groupes est encore un tel sous-groupe). Ce sous-groupe N n’est
pas trivial. En effet pourm ≥ 0, le sous-groupe pmRu(G) est lisse connexe car c’est l’image

du m-ième itéré du morphisme de groupes
{
Ru(G) −→ Ru(G)
g 7−→ gp

. De plus il existe

n ≥ 1 tel que Ru(G) soit isomorphe à un sous-groupe du groupe des matrices triangulaire
supérieures unipotentes dans GL2, donc si pm ≥ n alors un calcul élémentaire donne
pmRu(G) = {0}. Donc il existe m ≥ 0 maximal tel que pmRu(G) 6= {0} ; par construction,
le groupe pmRu(G) est de p-torsion. Donc N est bien non trivial. En outre, N est distingué
dans G car pour g ∈ G(k), le sous-groupe gNg−1 est encore un sous-groupe lisse connexe
de p-torsion de Ru(G). Comme précédemment, N n’opère pas trivialement dans π−1(1)
donc G = N o T et Ru(G) = N .

Puisque Ru(G) est unipotent, commutatif et de p-torsion, d’après [CGP, th. B.4.3
p.577], on a un isomorphisme T -équivariant Ru(G) = U0 × U ′ où U0 = (Ru(G))T est
l’espace des points fixes pour T et U ′ est un groupe vectoriel tel que l’opération de T
dans U ′ soit linéaire. Si U0 n’est pas trivial alors il est distingué dans G donc, comme
précédemment, ce sous-groupe n’opère pas trivialement dans π−1(1) donc G = U0 o T =
U0 × T , donc G est commutatif, dimG = 2 et G = Ga ×Gm. On suppose désormais que
U0 est trivial. On a une décomposition en poids U ′ =

r∏
i=1

Ni où Ni ' Ga est T -stable.

Alors Ni est distingué dans G donc, encore une fois, on a G = Ni o T ' Ga

d
o Gm où d

est le poids de T dans Ni.

Étape 2. Déterminons le groupe d’isotropie H. On a dimH = 0 donc l’image de H par
pr2 : G→ Gm est de la forme µe où e ≥ 1. D’après [DG, IV, §2, prop. 3.5 p.494], la suite
exacte 1 → H ∩Ga → H → µe → 1 est scindée. Soit σ : µe → Ga

d
o Gm une section.

On veut montrer que, quitte à conjuguer H, le morphisme de groupes σ est à valeurs
dans Gm. Si k est de caractéristique nulle alors il n’y a rien à faire car G est résoluble
et σ(µe)(k) est un sous-groupe constitué d’éléments semisimples donc, d’après [Bor, th.
10.6 p.138], le sous-groupe lisse σ(µe) est contenu dans un tore maximal de G. Dans le cas
général, on montre le résultat « à la main ». Soit α(t) ∈ k[t]/(te − 1) tel que la section σ
soit donnée par t 7−→ (α(t), t). Alors (α(ts), ts) = (α(t), t) · (α(s), s) = (α(t) + tdα(s), ts)
donc α(ts) = α(t) + tdα(s) dans k[t, s]/(te − 1, se − 1). Si α est constant alors α = 0.
Si α n’est pas constant alors il faut td 6= 1 et, comme dans chaque monôme de α(ts) les
termes t et s apparaissent avec le même exposant, il existe c ∈ k∗ tel que α(t) = c(1− td) ;
alors (−c, 1) · (c(1− td), t) · (−c, 1)−1 = (−c+ c(1− td), t) · (c, 1) = (0, t). Donc H est bien
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conjugué à (H ∩Ga)
d
o µe.

De plus H ∩ Ga est un sous-groupe fini de Ga donc il existe un p-polynôme de la
forme P (a) = ap

r0 +
s∑
i=1

cia
pri où 0 ≤ r0 < r1 < . . . < rs et ci ∈ k∗, tel que H ∩Ga soit

donné par l’équation P (a) = 0. Alors H contient le sous-groupe {(a, 1) ∈ G | apr0 = 0},
qui est distingué dans G, donc r0 = 0. En outre, H contient le sous-groupe {(0, t) ∈
G | tpgcd(d,e) = 1}, qui est distingué dans G car pgcd(d, e) divise d, donc pgcd(d, e) = 1.

Enfin, H ∩ Ga est normalisé par µe et P (tda) = td
[
a+

s∑
i=1

cit
d(pri−1)ap

ri

]
donc e divise

d · pgcd
i

(pri − 1) donc e divise pgcd
i

(pri − 1).

Étape 3. Il reste à montrer que l’on a X ' A1× (A1 \ {0}). On vérifie facilement que, en
posant n = dprs , on définit une opération de G dans A1 × (A1 \ {0}) par (a, t) · (x, y) =

(tnx+
s∑
i=0

cia
pri tn−dp

riy(n−dpri )/e, tey) (l’entier n− dpri = d(prs − pri) est bien divisible par

e), que cette opération est transitive et que le groupe d’isotropie de (0, 1) est H.

Remarque 3.1.18 : Notons que si H = µe alors l’opération s’écrit plus simplement
(a, t) · (x, y) = (tdx+ a, tey).

3.2 Cas où la variété d’Albanese est une courbe el-
liptique

On rappelle que les variétés pseudo-abéliennes ont été introduites par Burt Totaro
(voir [Tot]). Il s’agit des groupes algébriques lisses connexes ne possédant pas de sous-
groupe distingué lisse connexe affine non trivial. Sur un corps parfait, ce sont exactement
les variétés abéliennes ; ce n’est plus vrai sur un corps imparfait. On rappelle aussi que les
variétés semi-abéliennes sont les groupes algébriques lisses connexes G obtenus par une
extension 1→ T → G→ A→ 1 où T est un tore et A est une variété abélienne.

Théorème 3.2.1 : Soient X une surface lisse et G un groupe algébrique lisse connexe,
muni d’une opération fidèle α : G ×X → X. Si dim AlbX

k
= 1 alors X est homogène si

et seulement si, à isomorphisme près, un des cas suivants a lieu :
i) il existe une conique projective lisse C, une courbe elliptique E et un E-torseur D

tels que X = D × C et G = Aut◦X = E ×AutC ;
ii) il existe une courbe elliptique E, une forme U de Ga et une suite exacte 1→ U →

G→ E → 1 telles que X soit un G-torseur ;
iii) G est une variété pseudo-abélienne (ni affine ni propre) et X est un G-torseur ;
iv) il existe une courbe elliptique E et un E-torseur D tels que X = D × A1 et G =

E × (Ga o Gm) ;
v) G est une variété semi-abélienne (ni affine ni propre) et X est un G-torseur.

Démonstration. Les surfaces données dans l’énoncé sont bien homogènes. Réciproque-
ment, supposons que X soit homogène.
Étape 1. On suppose dans un premier temps que k est algébriquement clos. Le groupe
H = Gaff est lisse. On pose E = AlbX , qui par hypothèse est une courbe elliptique. Soit
x ∈ X(k). D’après la proposition 3.1.7, on a E = G/H ·Gx et on dispose du morphisme
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d’Albanese aX : X → E et du morphisme quotient π : G → E. La fibre Y de aX en
0 = π(e) est H · Gx/Gx ' H/H ∩ Gx. C’est un sous-schéma fermé H · Gx-stable de X,
qui est géométriquement intègre (car H l’est) et de dimension dimH · Gx − dimGx =
(dimG−Gx)− (dimG− dimH ·Gx) = 1. Donc Y est une courbe H-homogène. Comme
on a G = Gant ·H et Gant est central, tout sous-groupe de Gx qui est distingué dans H ·Gx

est aussi distingué dans G, donc H ·Gx opère fidèlement dans Y (et a fortiori H aussi).
De plus, d’après [Br17b, sect. 2.5], il existe un H ·Gx-torseur $ : G× Y → X tel que le
carré

G× Y G

X E

pr1

$

aX

π

soit cartésien, c’est-à-dire que X est G-isomorphe au fibré associé G
H·Gx× Y .

La classification des courbes homogènes montre que, à isomorphisme près, on a les
possibilités suivantes :

i) Y = P1 et H = H ·Gx = PGL2 ;
ii) Y = A1 et H = Ga ;
iii) Y = A1 et H = Ga o Gm ;
iv) Y = A1 \ {0} et H = Gm.

Cas 1. Supposons d’abord que l’on ait Y = P1 et H = H ·Gx = PGL2. Comme Gant est
central dans G, H ∩Gant est un sous-groupe du centre schématique Z(H) = Z(PGL2) =
{1}. Donc G = Gant ·H = Gant×H et Gant = E. Donc X = G

H·Gx× Y = (E×PGL2)
PGL2×

P1 = E ×P1 et G = E ×PGL2 = Aut◦X .

Cas 2. Supposons que l’on ait Y = A1 et H = Ga. On a G = Gant · H donc G est
commutatif et X est un G-torseur. En particulier on a H · Gx = H donc on a une suite
exacte 1→ Ga → G→ E → 1.

Cas 3. Supposons que l’on ait Y = A1 et H = Ga o Gm. Comme précédemment, on a
H ∩Gant ≤ Z(H) = {1}, donc G = Gant ×H et (Gant)aff = {1} donc Gant est une variété
abélienne. De plus H · Gx est un sous-groupe de G contenant H donc H · Gx = F × H
où F est l’image de H · Gx par pr1 : G = Gant × H → Gant. Soit p : Gant → Gant/F le
morphisme quotient. On a alors E = Gant ×H

F ×H
= Gant/F et le morphisme π : G→ E est

la composée Gant ×H
pr1−−→ Gant

p−→ Gant/F . D’après [Br17b, sect. 2.5], le carré

Gant ×H ×A1 = G× Y Gant ×H = G

Gant

F
×A1 Gant/F = E

pr1

p× α

pr1

π

est cartésien (en notant encore α : H ×A1 → A1 la restriction de α : G×X → X) et le
morphisme p× α : Gant ×H ×A1 → Gant

F
×A1 est un H ·Gx-torseur. Donc, par unicité,

on a un isomorphisme de G-variétés X ' Gant

F
×A1. Comme G opère fidèlement, on a

nécessairement F = {1}. On en déduit G = E × (Ga o Gm) et X = E ×A1.
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Cas 4. Supposons que l’on ait Y = A1 \ {0} et H = Gm. Comme précédemment, G est
commutatif donc X est un G-torseur, et on a une suite exacte 1→ Gm → G→ E → 1.

Étape 2. On ne suppose plus que k est algébriquement clos. Examinons les quatre possi-
bilités que l’on vient de trouver.

Cas 1. Supposons d’abord que l’on ait Xk = Ek × P1
k
et Gk = Aut◦X

k
= Ek × PGL2,k.

Commençons par déterminer G. Soit N le plus grand sous-groupe distingué lisse connexe
et affine de G. Le quotient Q = G/N est une variété pseudo-abélienne donc on a une
suite exacte 1 → A → Q → U → 1 où A est une variété abélienne et U est un groupe
unipotent commutatif (voir [Tot, th. 2.1]). Soit p la composée G→ Q→ U . Alors p(Ek)
est un sous-groupe lisse connexe propre du groupe affine Uk donc est trivial, et p(PGL2,k)
est également trivial car PGL2,k est réductif donc n’a pas de quotient unipotent non
trivial. Donc U est trivial et Q = A est une variété abélienne. Par conséquent on a la
suite exacte 1 → Nk → Gk → Ak → 1 donc Nk = PGL2,k. Le sous-groupe N ∩ Gant est
trivial, car il l’est après extension des scalaires à k. On en déduit G = Gant×N = E×N .

Soit K/k un extension séparable telle que X possède un point K-rationnel x. Soit GK,x

son groupe d’isotropie dans GK . Alors (GK,x)k = {1} × Bk où Bk est un sous-groupe de
Borel de PGL2,k. Donc GK,x = {1}×pr2(GK,x) dans GK = EK×NK . Alors NK/ pr2(GK,x)
est une forme de P1

K possédant un point K-rationnel, donc il s’agit déjà de P1
K . Donc

GK = EK ×PGL2,K et XK = EK ×P1
K .

La formation du morphisme d’Albanese aX : X → Alb1
X commute aux extensions sépa-

rables donc, après extension des scalaires, on obtient la première projection aX,K : XK →
EK ; on dispose aussi de la seconde projection pr2 : XK → P1

K . Le fibré anticanonique
satisfait ω−1

XK
=
(
a∗X,Kω

−1
EK

)
⊗
(

pr∗2 ω−1
P1
K

)
= pr∗2 ω−1

P1
K
donc il est engendré par ses sections

globales et définit un morphisme XK → P2
K , qui est la composée XK

pr2−−→ P1
K

iK−→ P2
K

où iK est l’immersion fermée définie par le fibré ω−1
P1
K

= OP1
K

(2). Donc ω−1
X est engendré

par ses sections globales et définit un morphisme X → P2
k. En considérant son image

schématique C, ce morphisme se factorise en X
p−→ C

i−→ P2
k, et pr2 et iK sont les mor-

phismes déduits de p et i par extension des scalaires. La courbe C est une forme de
P1
k, c’est-à-dire une conique projective lisse plongée dans P2

k par ω−1
C . Comme le mor-

phisme (aX,K , pr2) : XK → EK × P1
K est un isomorphisme, il en va de même pour

(aX , p) : X → Alb1
X × C.

Cas 2. Supposons que l’on ait une suite exacte 1 → Ga,k → Gk → Ek → 1 et que Xk

soit un Gk-torseur. Alors X est un G-torseur. Soit N le plus grand sous-groupe distingué
lisse connexe et affine de G. Si N est trivial alors G est une variété pseudo-abélienne. On
suppose désormais que N n’est pas trivial. Alors Nk est un sous-groupe distingué lisse
connexe et affine de Gk donc, pour raison de dimensions, on a Nk = Ga,k. Le quotient
G/N est une courbe elliptique.

Cas 3. Supposons que l’on ait Gk = Ek × (Ga,k o Gm,k) et Xk = Ek × A1
k
. Le groupe

Ga,k o Gm,k n’a pas de quotient unipotent non trivial donc, comme précédemment, on
a G = E × N où N est une forme de Ga,k o Gm,k. D’après le lemme 1.3.8, on a N =
Ga,k o Gm,k.

Soit K/k un extension séparable telle que X possède un point K-rationnel x. Comme
précédemment le groupe d’isotropie de x est de la forme {1}×H où H est un sous-groupe
de NK . Alors XK = E × (NK/H) et NK/H est une forme de A1

K qui est un torseur sous
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le sous-groupe Ga,K de NK (car c’est le cas après extension des scalaires à k), donc on a
déjà NK/H = A1

K .
Le morphisme d’Albanese aX : X → Alb1

X commute aux extensions séparables et le
morphisme d’affinisation p : X → SpecO(X) commute aux extensions quelconques. Le
morphisme déduit de p par extension des scalaires est la projection pr2 : XK → A1

K , donc
on a SpecO(X) = A1

k. De plus (aX,K , pK) : XK → EK ×A1
K est un isomorphisme, donc

il en va de même pour (aX , p) : X → Alb1
X ×A1

k.

Cas 4. Supposons enfin que l’on ait une suite exacte 1 → Gm,k → Gk → Ek → 1 et que
Xk soit un Gk-torseur. Alors X est un G-torseur, et Gk est une variété semi-abélienne
donc, d’après [Br17, lemma 5.4.3], G est déjà une variété semi-abélienne.

Remarque 3.2.2 :
1. Si on a une suite exacte 1 → Ga → G → E → 1 alors, par définition de Gaff (voir
proposition 3.1.1), on a Gaff = Ga. Comme G = Gant · Gaff, le groupe G est donc com-
mutatif. De plus, on a Ext1(E,Ga) ' H1(E,OE) (voir [Oort, ch. III, 17.6, rem.]) mais
ωE = OE donc, par dualité de Serre, Ext1(E,Ga) ' k. Donc, à isomorphisme près, il
existe un unique groupe G donné par une telle suite exacte et qui ne soit pas le produit
direct E ×Ga. Ce groupe est l’extension vectorielle universelle de E.
2. Si G est une variété semi-abélienne donnée par une suite exacte 1→ T → G→ E → 1
où T est une forme de Gm alors, de même, le groupe G est commutatif. On pose Γ =
Gal(ks/k) et on note Λ ' Z le Γ-module des caractères de T . La formule de Barsotti-Weil
donne Ext1(E, T ) = HomΓ

gp(Λ, E(ks)) (voir [Br17, prop. 5.4.10]). Si T = Gm alors on a
Ext1(E, T ) ' E(k). Si T est une forme non triviale de Gm alors cette forme est trivialisée
par une extension galoisienne K/k de degré 2. On écrit Gal(K/k) = {1, σ}, qui opère non
trivialement dans Λ ' Z. On a alors Ext1(E, T ) ' Hom{1,σ}gp (Z, E(K)) ' {x ∈ E(K) |
σ(x) = −x}.

On en déduit le corollaire suivant, qui est déjà plus ou moins connu mais qui mérite
d’être explicité.

Corollaire 3.2.3 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X une
surface lisse et G un groupe algébrique lisse connexe opérant fidèlement dans X. Si
dim AlbX = 1 et X est presque homogène alors X possède une unique complétion lisse
équivariante X. De plus, X est presque homogène si et seulement si, à isomorphisme près,
un des cas suivants a lieu :

i) X = X = E×P1 où E est une courbe elliptique et G = E×PGL2 ou E×(GaoGm)
ou E ×Ga ou E ×Gm ;

ii) X = E ×P1, X = E ×A1 et G = E × (Ga o Gm) ou E ×Ga ou E ×Gm ;
iii) X = E ×P1, X = E × (A1 \ {0}) et G = E ×Gm

iv) X = P(E) où E est le fibré vectoriel indécomposable de rang 2 sur E donné par une
suite exacte non scindée 0 → OE → E → OE → 0 (qui est unique à isomorphisme
près), G est le groupe Aut◦

X
, qui est donné par une suite exacte non scindée 1 →

Ga → G → E → 1, et X = X ou X \ C ' G où C est la section de P(E) → E
correspondant au sous-faisceau OE de E ;

v) X = P(E) où E = L⊕OE et L est un fibré en droites non nul et de degré 0 sur E,
G est le groupe Aut◦

X
, qui est donné par une suite exacte non scindée 1 → Gm →

G → E → 1, et X = X ou X \ C ou X \ C ′ ou X \ (C ∪ C ′) où C et C ′ sont les
sections de P(E)→ E correspondant aux sous-faisceaux OE et L de E.
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Démonstration. Soit U l’orbite ouverte de X. Comme X est lisse, le morphisme AlbU →
AlbX induit par l’immersion ouverte U → X est un isomorphisme (voir [Br17, cor. 4.1.7]).
On écrit U = G/H. D’après le théorème 3.2.1,H est un sous-groupe de Gaff. Le morphisme
d’Albanese est aX : X → G/Gaff ' E et il est G-équivariant car sa restriction à U l’est.
Soit Y la fibre de aX au-dessus de 0. Comme dans la démonstration précédente, on a un

carré cartésien
G× Y G

X E

pr1

$

aX

π . Le morphisme π est lisse donc $ aussi. Puisque X

est lisse, on en déduit que Y aussi. La courbe Y est stable sous l’opération de Gaff et elle
contient une orbite ouverte V pour cette opération, qui est la fibre de aU au-dessus de 0.

Par le même raisonnement, la complétion lisse équivariante X est bien unique car elle

est donnée par le carré cartésien
G× Z G

X E

pr1

$

aX

π où Z est la complétion régulière

de la courbe V . Quand G est de la forme E × Gaff, on a X = E × P1 et on trouve les
trois premiers cas. Si la suite exacte 1→ Gaff → G→ E → 1 n’est pas scindée alors on a
Gaff = Ga ou Gm. Les surfaces X et X et le groupe G sont alors donnés par la description
du schéma des automorphismes des surfaces réglées sur une courbe elliptique (voir [Mar,
th. 3]).

3.3 Cas d’une surface dans P1 ×P1

3.3.1 Cas d’un groupe semisimple
Le résultat suivant est bien connu. On en redonne ici une démonstration, faute de

référence.

Lemme 3.3.1 : À composition par un automorphisme intérieur de PGL2 près, les iso-
génies ϕ : SL2 → PGL2 sont les composées SL2

can−−→ PGL2
F r−→ PGL2 où can est le

morphisme quotient de SL2 par son centre µ2, r ≥ 0 et F r : PGL2 → PGL2 est un
morphisme de Frobenius itéré.

Démonstration. Soit T̃ le tore maximal standard de SL2. Alors ϕ(T̃ ) est un tore de
dimension 1 de PGL2 donc, quitte à composer par un automorphisme intérieur de PGL2,
on peut supposer que ϕ(T̃ ) est le tore maximal standard T de PGL2.

Rappelons quelques notations usuelles sur les données radicielles. On pose

χ̃ :


T̃ −→ Gm(

a 0
0 a−1

)
7−→ a

, λ̃ :


Gm −→ T̃

a 7−→
(
a 0
0 a−1

)
,

α̃ = 2χ̃ et α̃∨ = λ̃. Alors les groupes des caractères et cocaractères sont X∗(T̃ ) = Zχ̃ et
X∗(T̃ ) = Zλ̃ et les ensembles de racines et coracines sont R̃ = {α̃,−α̃} et R̃∨ = {α̃∨,−α̃∨}.
De même en posant

χ :


T −→ Gm[
a 0
0 d

]
7−→ a

d

,
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λ :


Gm −→ T

a 7−→
[
a 0
0 1

]
, α = χ et α∨ = 2λ on aX∗(T ) = Zχ,X∗(T ) = Zλ, R = {α,−α}

et R∨ = {α∨,−α∨}.
L’isogénie ϕ : (SL2, T̃ )→ (PGL2, T ) induit un p-morphisme de données radicielles

(X∗(T ), R,X∗(T ), R∨)→ (X∗(T̃ ), R̃, X∗(T̃ ), R̃∨)

(voir [CGP, def. A.4.2 p.489]), c’est-à-dire que

f :
{
X∗(T ) −→ X∗(T̃ )
ρ 7−→ ρ ◦ ϕ

est un morphisme de groupes injectif à conoyau fini et qu’on a une bijection ι : R̃→ R et
une application q : R̃→ {pn | n ∈ N} telles que

∀β̃ ∈ R̃, f(ι(β̃)) = q(β̃)β̃ et f∨(β̃∨) = q(β̃)ι(β̃)∨.

On a deux possibilités, à savoir ι(α̃) = α ou −α.
Il existe des entiers ñ et m tels que f et f∨ soient déterminés par f(χ) = ñχ̃ et

f∨(λ̃) = mλ. Si ι(α̃) = α alors on a

ñχ̃ = f(χ) = f(α) = f(ι(α̃)) = q(α̃)α̃ = 2q(α̃)χ̃

donc ñ = 2q(α̃). De même on a

mλ = f∨(λ̃) = f∨(α̃∨) = q(α̃)α̃∨ = 2q(α̃)λ

donc m = 2q(α̃). Un calcul similaire montre que si ι(α̃) = −α alors ñ = m = −2q(α̃).
Soit r ≥ 0 tel que q(α̃) = pr. Si ι(α̃) = α alors l’isogénie de données radicielles donnée

par ϕ coïncide avec celle donnée par SL2
can−−→ PGL2

F r−→ PGL2 car pour a ∈ Gm on a

χ◦F r ◦can
(
a 0
0 a−1

)
= χ

[
ap

r 0
0 a−p

r

]
= a2pr et F r ◦can◦ λ̃(a) =

[
ap

r 0
0 a−p

r

]
=
[
a2pr 0

0 1

]
.

De même, si ι(α̃) = −α alors l’isogénie de données radicielles donnée par ϕ coïncide
avec celle donnée par SL2

can−−→ PGL2
F r−→ PGL2

σ−→ PGL2 où σ est la conjugaison

par
[
0 −1
1 0

]
(c’est-à-dire l’automorphisme donné par M 7−→ tM−1). Dans tous les cas,

d’après le théorème des isogénies (voir [CGP, th. A.4.10 p.499]), ϕ et F r ◦ can coïncident
à un automorphisme intérieur de PGL2 près.

Remarque 3.3.2 : De même, à conjugaison par un automorphisme intérieur de SL2
près, les isogénies SL2 → SL2 sont les morphismes de Frobenius itérés (voir [SGA3-3,
exp. XXIV, 7.4.6]).

Proposition 3.3.3 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit G ≤
Aut◦P1×P1 = PGL2 ×PGL2 un sous-groupe lisse connexe semisimple non trivial. Alors,
quitte à permuter les facteurs et à conjuguer, un des cas suivants a lieu :

i) G = PGL2 ×PGL2 ;
ii) G = {1} ×PGL2 ;
iii) il existe r ≥ 0 tel que G soit le graphe du morphisme de Frobenius itéré F r : PGL2 →

PGL2 (donc G ' PGL2) (avec la convention F = id si k est de caractéristique
nulle).
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De plus, le graphe du morphisme de Frobenius itéré F r possède une orbite ouverte dans
P1 ×P1, qui est le complémentaire du graphe du morphisme de Frobenius F r : P1 → P1.

Démonstration. On suppose que G est un sous-groupe strict de PGL2×PGL2. L’image
de G par la projection pr1 : PGL2 × PGL2 → PGL2 est un sous-groupe semisimple de
PGL2 donc on a pr1(G) = {1} ou PGL2. Si pr1(G) = {1} alors G est un sous-groupe
semisimple de {1} × PGL2 donc, pour raison de dimension, on a G = {1} × PGL2.
On suppose désormais pr1(G) = PGL2 et de même pr2(G) = PGL2. Comme G est un
sous-groupe de PGL2 × PGL2, il est de rang au plus 2, mais pour raison de dimension
il ne peut pas être de rang 2 (les dimensions des groupes semisimples de rang 2 sont 6,
8, 10 et 14). Donc G est de rang 1 et le revêtement universel s’écrit ν : SL2 → G. Alors
pr1 ◦ν : SL2 → PGL2 et pr2 ◦ν : SL2 → PGL2 sont des isogénies. D’après le lemme
3.3.1, quitte à conjuguer G, il existe des entiers r1 ≥ 0 et r2 ≥ 0 tels que pr1 ◦ν et pr2 ◦ν
soient les composées SL2

can−−→ PGL2
F r1−−→ PGL2 et SL2

can−−→ PGL2
F r2−−→ PGL2. Donc G

est conjugué à un sous-groupe de l’image de PGL2
(F r1 ,F r2 )−−−−−→ PGL2 × PGL2. Quitte à

permuter les facteurs on peut supposer r2 ≥ r1 et poser r = r2 − r1. Alors, pour raison
de dimension, G est conjugué au graphe de F r : PGL2 → PGL2. On peut donc voir G
comme le groupe PGL2 opérant dans P1 × P1 par g · (x, y) = (g · x, F r(g) · y). Comme
PGL2(k) opère 2-transitivement dans P1(k), le complémentaire dans P1×P1 du graphe
du morphisme de Frobenius F r : P1 → P1 est homogène sous l’opération de G.

3.3.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble
Proposition 3.3.4 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit G ≤
Aut◦P1×P1 = PGL2 × PGL2 un sous-groupe lisse connexe qui n’est ni semisimple ni
résoluble. Alors G possède une orbite ouverte X dans P1 × P1 et, à permutation des
facteurs et conjugaison près, un des cas suivants a lieu :

i) G = Gm ×PGL2 et X = (A1 \ {0})×P1 ;
ii) G = B × PGL2 et X = A1 × P1 où B est le sous-groupe de Borel standard de

PGL2 ;

iii) G = U ×PGL2 et X = A1 ×P1 où U = Ru(B) =
[
1 ∗
0 1

]
' Ga.

Démonstration. D’après le théorème de Borel-Tits, G est contenu dans un sous-groupe
parabolique maximal donc, quitte à permuter les deux facteurs et à conjuguer, G est un
sous-groupe de B×PGL2. De plus si l’image deG par la projection pr2 : PGL2×PGL2 →
PGL2 était un sous-groupe strict de PGL2 alors, quitte à conjuguer, ce serait un sous-
groupe de B donc on aurait G ≤ B × B, ce qui est impossible car G n’est pas résoluble.
On a donc pr2(G) = PGL2.

On suppose d’abord que G est réductif. On a G = R(G) · [G,G] (où R(G) est le
radical de G, c’est-à-dire le plus grand sous-groupe distingué lisse connexe résoluble de
G) et [G,G] est semisimple. Alors pr2([G,G]) est un sous-groupe semisimple de PGL2
et si ce groupe était trivial alors [G,G] serait un sous-groupe semisimple de B × {1},
donc [G,G] serait trivial et G = R(G) serait résoluble. On a donc pr2([G,G]) = PGL2.
De plus pr1([G,G]) est un sous-groupe semisimple de B donc est trivial. Donc [G,G] est
un sous-groupe de {1} × PGL2, donc [G,G] = {1} × PGL2. En particulier G contient
{1} × PGL2 donc G = pr1(G)× PGL2. Enfin, pr1(G) est un sous-groupe réductif de B
donc, quitte à conjuguer par un élément de B, il s’agit du tore maximal standard Gm.

On suppose désormais que G n’est pas réductif, c’est-à-dire que le radical unipotent
Ru(G) n’est pas trivial. Comme pr2(G) = PGL2, on a pr2(Ru(G)) = Ru(PGL2) = {1}
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donc Ru(G) est un sous-groupe de B×{1}. Donc Ru(G) = U ×{1}. De plus pr2(R(G)) =
R(PGL2) = {1}. Donc R(G) = U × {1} ou B × {1}. Si R(G) = B × {1} alors G est un
sous-groupe de B × PGL2 contenant B × {1} donc G = B × pr2(G) = B × PGL2. Si
R(G) = U×{1} alors G/R(G) est un sous-groupe semisimple (non trivial) de Gm×PGL2
donc G/R(G) = {1} ×PGL2 et G = U ×PGL2.

3.3.3 Cas d’un groupe résoluble
Proposition 3.3.5 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit G ≤
Aut◦P1×P1 = PGL2 × PGL2 un sous-groupe lisse connexe résoluble non trivial. On note
B le sous-groupe de Borel standard de PGL2, U = Ru(B) et T le tore maximal standard

de B. Pour m ∈ Z et n ∈ Z, on pose Tm,n =
{([

tm 0
0 1

]
,

[
tn 0
0 1

])
∈ T × T | t ∈ Gm

}
.

Alors, quitte à permuter les facteurs et à conjuguer, un des cas suivants a lieu :
i) G = U × U ;
ii) G = U × {1} ;
iii) il existe deux p-polynômes non nuls f1 et f2 tels que G soit l’image de (f1, f2) :

Ga → U × U (donc G ' Ga) ;
iv) G = T × T ;
v) G = T × {1} ;
vi) il existe m 6= 0 et n 6= 0 premiers entre eux tels que G = Tm,n (donc G ' Gm) ;
vii) G = B ×B ;
viii) G = B × U ;
ix) il existe m 6= 0 et n 6= 0 premiers entre eux tels que G soit le sous-groupe engendré

par U × U et Tm,n ;
x) G = B × T ;
xi) G = B × {1} ;
xii) G = U × T ;
xiii) il existe m 6= 0 et n 6= 0 premiers entre eux tels que G soit le sous-groupe engendré

par U × {1} et Tm,n ;
xiv) il existe r ≥ 0 tel que G soit le graphe du morphisme de Frobenius itéré F r : B → B

(donc G ' B).

Démonstration. Quitte à conjuguer, on peut supposer que G est un sous-groupe du sous-
groupe de Borel B×B de PGL2×PGL2. On suppose dans un premier temps que G est
unipotent, donc G est un sous-groupe de U×U . Si dimG = 2 alors G = U×U . On suppose
dimG = 1, doncG ' Ga. Alors les deux projections sont des endomorphismes de Ga, donc
elles sont données par deux p-polynômes f1 et f2, etG est l’image de (f1, f2) : Ga → U×U .
Si f1 (resp. f2) est nul alors G = {1} × U (resp. U × {1}).

On suppose maintenant que G est un tore. Quitte à conjuguer, G est contenu dans le
tore maximal T×T . Si dimG = 2 alors G = T×T . On suppose dimG = 1, donc G ' Gm.
Alors les deux projections sont des endomorphismes de Gm, donc il existe m ∈ Z et n ∈ Z
tels que (m,n) 6= (0, 0) et G = Tm,n. Si m = 0 (resp. n = 0) alors G = {1} × T (resp.
T ×{1}. Si m 6= 0 et n 6= 0 alors, quitte à diviser m et n par leur pgcd, on peut supposer
que ces entiers sont premiers entre eux.
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On suppose enfin que G n’est ni unipotent, ni un tore. On a la décomposition G =
Ru(G) o T0 où T0 est un tore maximal de G.

Supposons dimRu(G) = 2 et dimT0 = 2. Alors Ru(G) = U × U et T0 est un tore
maximal de B ×B donc G = B ×B.

Supposons dimRu(G) = 2 et dimT0 = 1. Alors Ru(G) = U × U et, quitte à permuter
les facteurs et à conjuguer, on a T0 = T ×{1} ou T0 = Tm,n pour m 6= 0 et n 6= 0 premiers
entre eux. Dans les deux cas, U × U est bien normalisé par T0.

Supposons dimRu(G) = 1 et dimT0 = 2. On peut supposer T0 = T × T et on a
toujours Ru(G) ≤ U ×U . Comme Ru(G) est de codimension 1 dans U ×U , il existe deux
p-polynômes f1 et f2 tels que, en notant (x, y) les coordonnées dans U×U , le sous-groupe
Ru(G) soit donné par l’équation f1(x) = f2(y) (voir [CGP, cor. B.1.5 p.563]). Si f2 = 0
alors Ru(G) = {0} × U dans U × U , qui est bien normalisé par T0, et on a G = T × B.
On suppose désormais f2 6= 0. Si f2 n’est pas un monôme alors il existe y ∈ k× tel
que f2(y) = 0. Or les conjugués de (0, y) ∈ Ru(G)(k) par les éléments de T0(k) sont les
(0, ty) pour t ∈ k×. Donc Ru(G)(k) contient {0} × k et, pour raison de dimension, on a
Ru(G) = {0} × U dans U × U , ce qui est impossible. Par conséquent f2 est un monôme.
De même on peut supposer que f1 est un monôme. Comme G est lisse, quitte à permuter
les deux facteurs on peut supposer f2(y) = y. Il existe donc λ ∈ k× et r ≥ 0 tel que Ru(G)
soit donné par l’équation y = λxp

r . Cependant, ce sous-groupe n’est par normalisé par
T × T .

Supposons dimRu(G) = 1 et dimT0 = 1. On peut supposer que T0 est contenu dans le
tore maximal T×T et on a toujours Ru(G) ≤ U×U . Si pr1(Ru(G)) = {0} ou pr2(Ru(G)) =
{0}, et si pr1(T ) = {1} ou pr2(T ) = {1}, alors quitte à permuter les facteurs, on trouve
G = B × {1} ou U × T . Si pr1(Ru(G)) 6= {0} et pr2(Ru(G)) 6= {0}, et si pr1(T ) = {1} ou
pr2(T ) = {1}, alors par le même raisonnement qu’au paragraphe précédent Ru(G) ne peut
pas être normalisé par T0. Si pr1(Ru(G)) = {0} ou pr2(Ru(G)) = {0}, et si pr1(T ) 6= 1{1}
et pr2(T ) 6= 1{1}, alors quitte à permuter les facteurs il existe m 6= 0 et n 6= 0 premiers
entre eux tels que G soit le sous-groupe engendré par U × {1} et Tm,n. Supposons enfin
qu’aucune des projections ne soit triviale. Soient f1 et f2 deux p-polynômes non nuls tels
que Ru(G) soit donné par l’équation f1(x) = f2(y). Soient m ≥ 1 et n ≥ 1 premiers entre
eux tels que T0 = Tm,n. Par le même raisonnement qu’au paragraphe précédent, quitte à
permuter les facteurs on peut supposer qu’il existe λ ∈ k× et r ≥ 0 tel que Ru(G) soit
donné par l’équation y = λxp

r . Pour que Ru(G) soit normalisé par T0, il faut que pour
(x, y) ∈ Ru(G)(k) \ {(0, 0)} on ait ∀t ∈ k×, tny = λtmp

r
xp

r . Il faut donc n = mpr et,
comme m et n sont premiers entre eux, m = 1 ou −1 ; on peut supposer m = 1. Par

conséquent G =
{([

a b
0 1

]
,

[
ap

r
λbp

r

0 1

])
∈ B ×B |

[
a b
0 1

]
∈ B

}
et, quitte à conjuguer

le second facteur par
[
λ−1 0
0 1

]
, on peut supposer λ = 1, c’est-à-dire que G est le graphe

du morphisme de Frobenius itéré F r : B → B.

Corollaire 3.3.6 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit X un sous-
schéma ouvert de P1 ×P1. Alors X est homogène sous l’opération d’un sous-groupe lisse
connexe résoluble G ≤ Aut◦P1×P1 = PGL2×PGL2 et G est minimal pour cette propriété
si et seulement si, quitte à permuter les facteurs et à conjuguer, un des cas suivants a
lieu :

i) G = U × U et X = A1 ×A1 ;
ii) G = T × T et X = (A1 \ {0})× (A1 \ {0}) ;
iii) G = U × T et X = A1 × (A1 \ {0}) ;
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iv) il existe r ≥ 0 tel que G soit le graphe du morphisme de Frobenius itéré F r : B → B
(donc G ' B) et X est le complémentaire dans A1 ×A1 du graphe du morphisme
de Frobenius itéré F r : A1 → A1.

Démonstration. Seul le dernier point est à vérifier. Dans ce cas X est bien homogène sous
l’opération de G car B(k) opère 2-transitivement dans A1(k).

3.4 Cas d’une surface dans P2

3.4.1 Cas d’un groupe semisimple
On note [x : y : z] des coordonnées projectives sur P2.

Proposition 3.4.1 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Alors G ≤
AutP2 = PGL3 est un sous-groupe lisse connexe semisimple non trivial si et seulement
si un des cas suivants a lieu :

i) G est le normalisateur d’une conique lisse C ⊆ P2 donnée par une forme quadratique
non dégénérée q (donc G ' PO3(q) ' PGL2) ;

ii) G est conjugué au sous-groupe
[
SL2 0

0 1

]
du normalisateur

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 1

 de la droite D

d’équation z = 0 ;

iii) p = 2, G est conjugué à l’image du morphisme


SL2 −→ PGL3(
a b
c d

)
7−→

a
2 b2 ab
c2 d2 cd
0 0 1

 (qui

est isomorphe à PGL2) ;
iv) G = PGL3.

Démonstration. Si G n’a pas d’orbite de dimension 2 alors ses orbites sont de dimension
0 ou 1. Elles ne peuvent pas toutes être de dimension 0, sinon G serait trivial. Une orbite
de dimension 1 d’un groupe semisimple est isomorphe à P1, donc c’est une orbite fermée.
D’après la formule du genre, c’est une droite ou une conique. Si G possède une orbite de
dimension 2 alors celle-ci est dense donc, d’après un théorème d’Andrzej Białynicki-Birula
([Bia, th. 1]), G possède une orbite fermée non triviale et cette orbite est une droite, une
conique ou P2.

Supposons que la conique donnée par une forme quadratique non dégénérée q soit une
orbite fermée de G. Alors G est un sous-groupe du normalisateur de C dans PGL3, qui
est PO3(q) ' PGL2. Comme G est semisimple, il s’agit du normalisateur tout entier.

Supposons que G possède une orbite fermée qui soit une droite. Cette droite est pro-
jectivement équivalente à la droite D d’équation z = 0 donc, quitte à conjuguer G, on
peut supposer que l’orbite fermée est D et que G est un sous-groupe du normalisateur∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗

0 0 1

 de D dans PGL3. Soit G̃ → G le revêtement universel de G (voir [CGP, cor.

A.4.11 p.500]). Pour raison de dimension, on a G̃ = SL2. Comme le groupe Pic(SL2) est
trivial, il découle de [Br15, th. 2.14] que tout fibré en droites sur une SL2-variété normale
est linéarisable ; en particulier OP2(1) est linéarisable. Il existe donc une opération linéaire
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de SL2 dans A3 telle que le morphisme canonique A3 \ {0} → P2 soit équivariant. On a
une représentation supportée par k3 et, en regardant l’image réciproque de la droite D,
on obtient un plan V dans k3 qui est stable sous l’opération de SL2. Par hypothèse SL2
opère transitivement dans la droite D, donc V est une représentation non triviale de di-
mension 2. Puisque SL2 n’a pas de caractère non trivial, V est une représentation simple
et elle est donc donnée par une isogénie de SL2 dans lui-même. Quitte à composer par un
automorphisme intérieur, une telle isogénie est un morphisme de Frobenius itéré F r pour
un certain r ≥ 0 (voir remarque 3.3.2). De plus, k3/V étant de dimension 1, il s’agit de
la représentation triviale. Il s’agit donc de déterminer les extensions de la représentation
triviale k par V .

On pose n = pr. Alors V est la représentation simple de plus haut poids n. On
a une opération du sous-groupe de Borel standard dans A1 donnée par le caractère(
a b
0 a−1

)
7−→ an. La représentation induite sur SL2 est l’espace Vn = k[X, Y ]n des

polynômes homogènes de degré n en deux variables X et Y (pour l’opération standard
de SL2) ; remarquons que V est une sous-représentation de Vn, correspondant au plan en-
gendré par Xn et Y n. D’après [Jan, part II, 2.12(4) et 2.14(4) p.182], on a Ext1

SL2(k, V ) '
HomSL2(k, Vn/V ). Les éléments de Ext1

SL2(k, V ) correspondent donc aux polynômes P ∈

Vn tels que pour tout
(
a b
c d

)
∈ SL2(k), les polynômes P et

(
a b
c d

)
· P soient égaux

modulo V . On écrit P =
n∑
i=0

αiX
iY n−i. Alors pour a ∈ k×, on a

(
a 0
0 a−1

)
· P =

n∑
i=0

αi(a−1X)i(aY )n−i =
n∑
i=0

αia
n−2iX iY n−i. Donc si i 6= 0, i 6= n et n−2i 6= 0 alors αi = 0.

La seule possibilité pour avoir un polynôme qui ne soit pas dans V est d’avoir p = 2, r ≥ 1

et P = αn/2X
n/2Y n/2. Dans ce cas on a

(
a b
c d

)
·P = αn/2(dX − bY )n/2(−cX + aY )n/2 =

αn/2
(
(cd)n/2Xn + (ad+ bc)Xn/2Y n/2 + (ab)n/2Y n

)
≡ P mod V car ad+ bc = 1. Donc P

convient bien.
Si k3 est l’extension triviale de k par V alors le morphisme correspondant est


SL2 −→ PGL3(
a b
c d

)
7−→

a
pr bp

r 0
cp
r
dp

r 0
0 0 1



et G est le sous-groupe
[
SL2 0

0 1

]
. Si p = 2, r ≥ 1 et k3 est donnée par le polynôme

λX2r−1
Y 2r−1 alors le morphisme correspondant est


SL2 −→ PGL3(
a b
c d

)
7−→

a
2r b2r λa2r−1

b2r−1

c2r d2r λc2r−1
d2r−1

0 0 1

 .

Quitte à conjuguer par

1 0 0
0 1 0
0 0 λ

, on peut supposer λ = 1 et alors G est l’image du
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morphisme 
SL2 −→ PGL3(
a b
c d

)
7−→

a
2 b2 ab
c2 d2 cd
0 0 1

 .

Supposons enfin que G opère transitivement dans P2. Soit G̃ → G le revêtement
universel de G. Soient x ∈ P2(k) et H son groupe d’isotropie dans G̃, de sorte que l’on
ait G̃/H ' P2. Le quotient G̃/H est une variété propre donc (H)◦red est un sous-groupe
parabolique (lisse connexe) de G̃ de codimension 2. Le groupe G̃ est semisimple simplement
connexe, de rang au plus 2 (car G est un sous-groupe de PGL3), donc il est isomorphe à
SL2, SL2×SL2, SL3, Sp4 ou G2. Les sous-groupes paraboliques et leur dimension peuvent
se lire sur le système de racines de G̃ (voir par exemple [Hum, 30.1, th.]). On constate
alors que SL2, Sp4 et G2 n’ont pas de sous-groupe parabolique de codimension 2 (les sous-
groupes paraboliques maximaux de Sp4 et G2 ont pour codimensions respectives 3 et 5).
D’après le lemme 3.1.15 on ne peut pas avoir G̃ = SL2×SL2 (on aurait G̃/H ' P1×P1).
On en déduit G̃ = SL3 et G = PGL3.

Remarque 3.4.2 : Sur un corps algébriquement clos, toute conique lisse dans P2 est pro-
jectivement équivalente à la conique d’équation xz = y2, ce qui découle de la classification
des formes quadratiques (quelle que soit la caractéristique). En caractéristique 2, on peut
aussi donner un argument plus géométrique, bien connu. Soit C une conique lisse dans P2,
donnée par une équation du type ax2 +by2 +cz2 +dxy+eyz+fzx = 0. On a (d, e, f) 6= 0,
sinon l’équation serait de la forme (αx + βy + γz)2 = 0. La matrice jacobienne de C au
point [x0 : y0 : z0] est

(
dy0 + fz0 dx0 + ez0 fx0 + ey0

)
donc la tangente en ce point a

pour équation (après simplification) (dy0 + fz0)x + (dx0 + ez0)y + (fx0 + ey0)z = 0. En
particulier, toutes les tangentes passent par le point [e : f : d]. On dit que la courbe C est
étrange et que [e : f : d] est un point étrange (voir [Har, ch. IV, 3, def. p.311]). Le point
étrange n’est pas sur C, sinon C ne serait pas lisse en ce point. De plus, pour tout point
P ∈ C(k), la conique C et la tangente en P se coupent uniquement en P . Donc si P1 et P2
sont deux points de C(k) distincts alors P1, P2 et [e : f : d] ne sont pas alignés. Quitte à
appliquer un automorphisme de P2, on peut donc supposer P1 = [0 : 0 : 1], P2 = [1 : 0 : 0]
et [e, f, d] = [0 : 1 : 0]. En particulier C est donnée par l’équation by2 + xz = 0. On a
b 6= 0 donc, quitte à effectuer un changement de variable linéaire, on peut supposer que
l’équation est xz = y2.

De plus, en caractéristique 2, si C est la conique lisse dans P2 donnée par une forme
quadratique non dégénérée q alors le point étrange est l’unique point fixe de PO3(q) dans
P2 (voir par exemple [Giz, §5]).

Corollaire 3.4.3 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Alors tout sous-
groupe lisse connexe semisimple non trivial G ≤ AutP2 = PGL3 possède une orbite
ouverte X dans P2. Les possibilités sont les suivantes :

i) p 6= 2, G est le normalisateur d’une conique lisse C ⊆ P2 donnée par une forme
quadratique non dégénérée q (donc G ' PO3(q) ' PGL2) et X = P2 \ C ;

ii) p = 2, G est le normalisateur d’une conique lisse C ⊆ P2 donnée par une forme
quadratique non dégénérée q (donc G ' PO3(q) ' PGL2) et X = P2 \ (C ∪ {P})
(où P est l’intersection des tangentes de C) ;

iii) G est conjugué au sous-groupe
[
SL2 0

0 1

]
du normalisateur

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 1

 de la droite D
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d’équation z = 0 et X = P2 \ (D ∪ {[0 : 0 : 1]}) ' A2 \ {(0, 0)} ;

iv) p = 2, G est conjugué à l’image du morphisme


SL2 −→ PGL3(
a b
c d

)
7−→

a
2 b2 ab
c2 d2 cd
0 0 1

 (qui

est isomorphe à PGL2) et X = P2 \D ' A2 ;
v) G = PGL3 et X = P2.

3.4.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble
Proposition 3.4.4 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Alors G est un
sous-groupe lisse connexe de AutP2 = PGL3 qui n’est ni semisimple ni résoluble si et
seulement si, à conjugaison près, un des cas suivants a lieu :

i) G est le sous-groupe
[
GL2 0

0 1

]
de P =

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 1

 ' G2
a o GL2 (qui est le normali-

sateur de la droite D d’équation z = 0) ;
ii) G est le sous-groupe G2

a o SL2 de P ;
iii) G = P ;

iv) G est le sous-groupe SL2 n G2
a de P ′ =

∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
∗ ∗ 1

 ' GL2 n G2
a ;

v) G = P ′.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que G est réductif. On a la décom-
position G = R(G) · [G,G], le radical R(G) est un tore central et le sous-groupe dérivé
[G,G] est semisimple ; par hypothèse ces deux sous-groupes sont non triviaux. Les dif-
férentes possibilités pour [G,G] sont données dans la proposition 3.4.1. On ne peut pas
avoir [G,G] = PGL3.

Supposons que la conique lisse C donnée par une forme quadratique non dégénérée
q soit une orbite de [G,G], de sorte que [G,G] soit le normalisateur de C dans PGL3.
Pour t ∈ R(G)(k), t ·C est une conique lisse et [G,G] = t[G,G]t−1 est le normalisateur de
t ·C. Alors [G,G] stabilise C ∩ t ·C donc, comme [G,G] opère transitivement dans C, on
a t · C = C. On en déduit que R(G) stabilise C, donc R(G) est un sous-groupe de [G,G]
et G = [G,G], ce qui est exclu.

Supposons que la droite D d’équation z = 0 soit une orbite de [G,G]. Comme pré-
cédemment, R(G) stabilise D donc est un sous-groupe de P . Supposons que [G,G] soit

le sous-groupe
[
SL2 0

0 1

]
de P . Alors [G,G] fixe le point [0 : 0 : 1] donc, comme pré-

cédemment, R(G) fixe également ce point. Donc R(G) est un sous-groupe de
[
GL2 0

0 1

]

et, pour raison de dimension, on a G =
[
GL2 0

0 1

]
. Supposons désormais que l’on ait

p = 2 et que [G,G] soit l’image du morphisme


SL2 −→ PGL3(
a b
c d

)
7−→

a
2 b2 ab
c2 d2 cd
0 0 1

 . Soit
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M =

α β γ
δ ε η
0 0 1

 ∈ R(G)(k) ≤ P (k). Alors pour a ∈ k×, comme R(G) est central dans G,

la matrice M commute avec N =

a 0 0
0 a−1 0
0 0 1

. On a

MNM−1 =


αεa− βδa−1

αε− βδ
−αβ(a− a−1)

αε− βδ
∗

δε(a− a−1)
αε− βδ

αεa−1 − βδa
αε− βδ

∗

0 0 1


donc βδ = αβ = δε = 0. Si δ 6= 0 alors ε = 0 donc β 6= 0 (car M est inversible), ce qui

contredit βδ = 0. Donc δ = 0, α 6= 0 et β = 0. Alors MNM−1 =

a 0 γ(1− a)
0 a−1 η(1− a−1)
0 0 1



donc γ = η = 0. De même M commute avec N ′ =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 et MN ′M−1 =


0 α

ε
0

ε

α
0 0

0 0 1


donc α = ε. Enfin, M commute avec N ′′ =

1 0 0
1 1 1
0 0 1

 et MN ′′M−1 =

1 0 0
1 1 ε
0 0 1

 donc

ε = 1. Donc R(G) est trivial, ce qui est exclu.

On suppose désormais que G n’est pas réductif. Le groupe G n’est pas semisimple
donc, d’après le théorème de Borel-Tits, il est contenu dans un sous-groupe parabolique
maximal de PGL3. Donc, quitte à conjuguer, G est contenu dans P ou P ′. On suppose
dans un premier temps que G est contenu dans P ' G2

aoGL2. En notant G′ l’image de G
par la projection pr2 : P → GL2, on a la suite exacte 1→ G∩G2

a → G→ G′ → 1. Comme
G n’est pas résoluble, G′ contient SL2. En effet, on a [G′, G′] ≤ [GL2,GL2] = SL2 donc
si G′ ne contenait pas SL2 alors [G′, G′] serait un sous-groupe strict de SL2, donc il serait
résoluble. Il existerait donc un entier n ≥ 1 tel que le terme Dn(G′) de la suite dérivée de
G′ soit nulle. Comme Dn(G′) = pr2(Dn(G)), on aurait donc Dn(G) ≤ ker pr2 = G ∩G2

a

mais G∩G2
a est commutatif donc Dn(G) est trivial, ce qui est impossible car G n’est pas

résoluble. Par conséquent on a G′ = SL2 ou GL2.
Le groupe G∩G2

a est commutatif donc l’opération par conjugaison de G dans G∩G2
a

descend en une opération de G′, donc (G∩G2
a)(k) est stable sous l’opération naturelle de

SL2(k) dans G2
a(k). Ainsi (G ∩G2

a)(k) = {0} ou G2
a(k). Or l’image du radical unipotent

Ru(G) dans G′ est triviale, donc Ru(G) est un sous-groupe de G ∩ G2
a. Par hypothèse

Ru(G) n’est pas trivial et on en déduit (G ∩G2
a)(k) = G2

a(k). Donc G(k) contient G2
a(k)

et G contient G2
a. Par conséquent G = G2

a o SL2 ou G2
a o GL2 = P . Si G est contenu

dans P ′ alors, par le même argument, on a G = SL2 n G2
a ou GL2 n G2

a = P ′.

Corollaire 3.4.5 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Alors tout sous-
groupe lisse connexe non trivial G ≤ AutP2 = PGL3 qui n’est ni semisimple ni résoluble
possède une orbite ouverte X dans P2. À conjugaison près, les possibilités sont les sui-
vantes :

i) G est le sous-groupe
[
GL2 0

0 1

]
de P =

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 1

 ' G2
aoGL2 (qui est le normalisa-
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teur de la droite D d’équation z = 0) et X = P2 \ (D∪{[0 : 0 : 1]}) ' A2 \{(0, 0)} ;
ii) G est le sous-groupe G2

a o SL2 de P et X = P2 \D ' A2 ;
iii) G = P et X = P2 \D ' A2 ;

iv) G est le sous-groupe SL2 n G2
a de P ′ =

∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
∗ ∗ 1

 ' GL2 n G2
a et X = P2 \ {[0 :

0 : 1]} ;
v) G = P ′ et X = P2 \ {[0 : 0 : 1]}.

3.4.3 Cas d’un groupe résoluble
L’objectif de cette section est de montrer que, sur un corps algébriquement clos, les

surfaces dans P2 qui sont homogènes sous l’opération d’un groupe résoluble sont données
par le lemme suivant. On déterminera aussi quels sont les groupes qui opèrent.

Lemme 3.4.6 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un sous-
schéma ouvert de P2 et ∂X = P2 \X (muni de la structure de sous-schéma fermé réduit).
La surface X est homogène sous l’opération d’un groupe algébrique lisse connexe résoluble
si et seulement si, à conjugaison près, un des cas suivants a lieu :

i) ∂X est une droite ;
ii) ∂X est la réunion de deux droites ;
iii) ∂X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente ;
iv) ∂X est la réunion de la courbe C d’équation xpr = yzp

r−1 et de la droite D d’équation
z = 0 où pr > 2 ;

v) ∂X est la réunion de trois droites.

Si un sous-groupe lisse connexe de PGL3 stabilise X alors il doit aussi stabiliser le
bord ∂X. On commence donc par déterminer le normalisateur du bord.

Lemme 3.4.7 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient Z un sous-
schéma fermé réduit de P2 et N le normalisateur de Z dans PGL3.

1. Si Z est la droite d’équation z = 0 alors N =

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 1

.
2. Si Z est la réunion des droites d’équations y = 0 et z = 0 alors la composante

neutre est N◦ =

∗ ∗ ∗0 ∗ 0
0 0 1

.
3. Si Z est la réunion de la conique C d’équation xz = y2 et de la tangente D au point

[1 : 0 : 0], d’équation z = 0, alors N =


t

2 2ta a2

0 t a
0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

 ' Ga o Gm.

4. Si Z est la réunion de la courbe C d’équation xp
r = yzp

r−1 (où pr > 2) et de la

droite D d’équation z = 0, alors N =


t 0 a

0 tp
r
ap

r

0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

 ' Ga o Gm.

5. Si Z est la réunion des droites d’équations x = 0, y = 0 et z = 0 alors la composante
neutre N◦ est le tore maximal standard T .
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Démonstration. Si Z est une réunion de droites alors N◦ est le sous-groupe de PGL3 qui
stabilise chacune des droites (et N est le produit semi-direct de N◦ par le groupe symé-
trique permutant les droites). Donc N◦ est l’intersection des normalisateurs de chacune
des droites.

On suppose que Z est la réunion de la conique C d’équation xz = y2 et de la tangente
D. Pour raison de degré des courbes, N stabilise C et stabiliseD. Donc N stabilise le point
d’intersection [1 : 0 : 0] de C et D. Puisque N stabilise la droite D et le point [1 : 0 : 0],

c’est un sous-groupe de

∗ ∗ ∗0 ∗ ∗
0 0 1

. Pour
b c d

0 t a
0 0 1

 et x′ = bx + cy + dz, y′ = ty + az et

z′ = z, on a x′z′−y′2 = (bx+ cy+dz)z− (ty+az)2 = bxy− t2y2 +(c−2ta)yz+(d−a2)z2.

Donc pour toute k-algèbre A, un élément

b c d
0 t a
0 0 1

 ∈ PGL3(A) est dans N(A) si et

seulement si b = t2, c = 2ta et d = a2.
On suppose que Z est la réunion de la courbe C d’équation xpr = yzp

r−1 (où pr > 2)
et de la droite D d’équation z = 0. Comme précédemment, N stabilise C et stabilise D.
La matrice jacobienne de C en un point [x : y : z] est

(
0 −zpr−1 yzp

r−2
)
donc, comme

pr > 2, l’unique point singulier de C est [0 : 1 : 0]. Le groupe N doit stabiliser ce point. En
outre, si [x0 : y0 : z0] ∈ C(k) est un point lisse alors z0 6= 0 et la tangente à C en ce point a
pour équation z0y−y0z = 0. Donc toutes les tangentes passent par le point [1 : 0 : 0] et N
doit stabiliser ce point. Remarquons que D est la droite passant par [0 : 1 : 0] et [1 : 0 : 0].

Puisque ces deux points ont pour normalisateurs respectifs

∗ 0 ∗
∗ ∗ ∗
∗ 0 ∗

 et

∗ ∗ ∗0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

, N est

le sous-groupe de

∗ 0 ∗
0 ∗ ∗
0 0 1

 stabilisant C. Pour

t 0 a
0 e f
0 0 1

 et x′ = tx+ az, y′ = dy + fz

et z′ = z, on a x′pr − y′z′pr−1 = tp
r
xp

r − eyzpr−1 + (apr − f)zpr . Donc N est donné par
e = tp

r et f = ap
r .

Remarque 3.4.8 :
1. On rappelle que, sur un corps algébriquement clos, toute conique projective lisse est
projectivement équivalente à la conique d’équation xz = y2, même en caractéristique 2
(voir la remarque 3.4.2).
2. La courbe C d’équation xpr = yzp

r−1 est étrange : toutes les tangentes aux points lisses
passent par un même point, à savoir [1 : 0 : 0]. De plus, la droite D d’équation z = 0
passe par l’unique point singulier [0 : 1 : 0] et le point étrange [1 : 0 : 0], et la multiplicité
d’intersection avec C au point singulier vaut pr = degC. Cependant ces propriétés ne
suffisent pas à caractériser C, car si H est un polynôme homogène de degré pr−1 alors la
courbe d’équation xp

r = yzp
r−1 + H(yp, zp) vérifie aussi ces propriétés, mais en général

elle n’est pas projectivement équivalente à C.

Lemme 3.4.9 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient U =

1 ∗ ∗
0 1 ∗
0 0 1

 ≤
PGL3 et G un sous-groupe lisse connexe strict de U .

1. Si G est commutatif alors c’est un sous-groupe de

1 0 ∗
0 1 ∗
0 0 1

 ou

1 ∗ ∗
0 1 0
0 0 1

, ou G est
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conjugué par un élément de

1 0 0
0 1 0
0 0 ∗

 à un sous-groupe de


1 a b

0 1 a
0 0 1

 | a ∈ Ga, b ∈ Ga

.

2. Si G n’est pas commutatif alors il est de la forme


1 f1(a) b

0 1 f2(a)
0 0 1

 | a ∈ Ga, b ∈ Ga


où f1 et f2 sont deux p-polynômes non colinéaires tels que pgcd(f1(a), f2(a)) = a dans
l’anneau de polynômes k[a]. En particulier p ≥ 2.

Démonstration. Les projections pr1,2 : U → Ga et pr2,3 : U → Ga (avec les notations
évidentes) sont des morphismes de groupes algébriques. Si pr1,2(G) = {0} ou pr2,3(G) =

{0} alors G est un sous-groupe de

1 0 ∗
0 1 ∗
0 0 1

 ou de

1 ∗ ∗
0 1 0
0 0 1

. On suppose désormais que

G est commutatif et que pr2,3(G) 6= {0} et pr1,2(G) 6= {0}. En particulier pr1,2(G) = Ga.

Il existe un élément de G(k) de la forme g0 =

1 1 b0
0 1 c0
0 0 1

. Alors pour g =

1 a b
0 1 c
0 0 1

 ∈
G(k) on a g0g =

1 1 + a b0 + b+ c
0 1 c0 + c
0 0 1

 et gg0 =

1 1 + a b0 + b+ ac0
0 1 c0 + c
0 0 1

 donc c = ac0.

Comme G est lisse, c’est donc un sous-groupe de


1 a b

0 1 ac0
0 0 1

 | a ∈ Ga, b ∈ Ga

. De

plus pr2,3(G) 6= {0} donc c0 6= 0. Quitte à conjuguer G par

1 0 0
0 1 0
0 0 c0

, on peut supposer

c0 = 1.
On suppose désormais que G n’est pas commutatif. Le groupe dérivé est lisse connexe

et vérifie [G,G] ≤ [U,U ] =

1 0 ∗
0 1 0
0 0 1

 donc [G,G] =

1 0 ∗
0 1 0
0 0 1

. Soit G′ l’image de

(pr1,2, pr2,3) : G → Ga × Ga. On a donc la suite exacte 1 → [G,G] → G → G′ → 1.
De plus G′ est un groupe lisse connexe unipotent (comme quotient de G) et n’est ni de
dimension 0 (sinon G serait commutatif) ni de dimension 2 (sinon on aurait G = U).
Donc G′ est isomorphe à Ga et il existe deux p-polynômes non nuls f1 et f2 tels que l’in-
clusion G′ ' Ga ↪→ Ga ×Ga soit donnée par a 7−→ (f1(a), f2(a)). Le groupe G n’est pas
commutatif donc f1 et f2 ne sont pas colinéaires. En particulier on a p ≥ 2. Enfin, comme
l’inclusion ci-dessus est injective (c’est-à-dire que son noyau schématique est trivial), le
groupe {a ∈ Ga | f1(a) = f2(a) = 0} est trivial donc pgcd(f1(a), f2(a)) = a dans l’anneau
de polynômes k[a].

Proposition 3.4.10 : Soient d ≥ 0 et G = Ga

d
o Gm. Alors les morphismes de groupes

algébriques ι : G → PGL3 injectifs sont, à composition par un automorphisme intérieur
de PGL2 près, donnés par les cas suivants :

i) ι(a, t) =

t
d 0 a
0 te 0
0 0 1

 où e ∈ Z et pgcd(d, e) = 1 (avec la convention pgcd(0, e) = e) ;
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ii) ι(a, t) =

t
d+e tea 0
0 te 0
0 0 1

 où e ∈ Z et pgcd(d, e) = 1 (avec la convention pgcd(0, e) =

e) ;

iii) p ≥ 2, d = 1 et ι(a, t) =

t t1−p
r
ap

r
a

0 t1−p
r 0

0 0 1

 où r ≥ 1 ;

iv) d = 1 et ι(a, t) =

t
2 2ta a2

0 t a
0 0 1

 ;

v) p ≥ 2, d = 1 et ι(a, t) =

t 0 a
0 tp

r
ap

r

0 0 1

 où r ≥ 1 (et r > 1 si p = 2).

Démonstration. On peut supposer que ι est à valeurs dans le sous-groupe de Borel stan-

dardB =

∗ ∗ ∗0 ∗ ∗
0 0 1

 et que ι(Gm) est un sous-groupe du tore maximal standard

∗ 0 0
0 ∗ 0
0 0 1

.
Il existe donc m ∈ Z et n ∈ Z tels que pgcd(m,n) = 1 et que pour tout t ∈ Gm on ait

ι(0, t) =

t
m 0 0
0 tn 0
0 0 1

. Comme ι(Ga) est un sous-groupe unipotent de B, il existe des poly-

nômes f1, f2 et f3 tels que pour tout a ∈ Ga on ait ι(a, 1) =

1 f1(a) f2(a)
0 1 f3(a)
0 0 1

. Un calcul

matriciel élémentaire montre que a 7−→ f1(a) et a 7−→ f3(a) sont des endomorphismes de
Ga, donc f1 et f3 sont des p-polynômes. Dans PGL3 on a identiquementλ 0 0

0 µ 0
0 0 1


1 a b

0 1 c
0 0 1


λ 0 0

0 µ 0
0 0 1


−1

=

1 λµ−1a λb
0 1 µc
0 0 1

 .

Donc en regardant l’image par ι de (tda, 1) = (0, t)(a, 1)(0, t)−1 on obtient

1 f1(tda) f2(tda)
0 1 f3(tda)
0 0 1

 =
1 tm−nf1(a) tmf2(a)

0 1 tnf3(a)
0 0 1

. Par conséquent les fi sont des monômes de la forme f1(a) =

c1a
pr1 , f2(a) = c2a

N et f3(a) = c3a
pr3 satisfaisant les conditions

si c1 6= 0 alors dpr1 = m− n;
si c2 6= 0 alors dN = m;
si c3 6= 0 alors dpr3 = n.

(*)

Cas 1. On suppose d’abord c3 = 0. Alors a 7−→ f2(a) est aussi un endomorphisme de Ga

donc f2 est un p-polynôme et N est une puissance de p.
Sous-cas 1.1. On suppose c1 = 0. Alors, comme ι est injectif, on a c2 6= 0, f2(a) =
c2a et quitte à conjuguer par diag(1, 1, 1

c2
), on peut supposer c2 = 1. Donc ι(a, t) =

ι(a, 1)ι(0, t) =

t
m 0 a
0 tn 0
0 0 1

. D’après les conditions (*) on a m = d (et e = n).
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Sous-cas 1.2. On suppose c1 6= 0.

Sous-sous-cas 1.2.1. Si c2 = 0 alors, comme précédemment, on a c1 6= 0, f1(a) = c1a et

quitte à conjuguer par diag(1, c1, 1) on peut supposer c1 = 1. Donc ι(a, t) =

t
m tna 0
0 tn 0
0 0 1


et d’après les conditions (*) on a d = m− n (et e = n).

Sous-sous-cas 1.2.2. On suppose c2 6= 0. Quitte à conjuguer par diag(1, c1, c2), on peut
supposer c1 = c2 = 1. On a d 6= 0, sinon on aurait m−n = m = 0. De plus d divise m−n
et n donc, comme pgcd(m,n) = 1, on a d = 1. Comme ι est injectif, il existe r ≥ 0 tel que

l’on ait
{
f1(a) = a
f2(a) = ap

r ou
{
f1(a) = ap

r

f2(a) = a
. D’après les conditions (*) on a respectivement

m − n = 1 et m = pr, ou m − n = pr et m = 1. Donc ι(a, t) =

t
pr tp

r−1a ap
r

0 tp
r−1 0

0 0 1

 ou
t t1−p

r
ap

r
a

0 t1−p
r 0

0 0 1

. En conjuguant la première matrice par

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 on obtient la matrice
t
pr ap

r
tp
r−1a

0 1 0
0 0 tp

r−1

, qui est égale dans PGL2 à

t t1−p
r
ap

r
a

0 t1−p
r 0

0 0 1

. Si pr = 1 alors on obtient

la matrice

t a a
0 1 0
0 0 1

, qui est conjuguée à

t a 0
0 1 0
0 0 1

 par

1 0 0
0 1 1
0 0 1

.
Cas 2. On suppose désormais c3 6= 0.

Sous-cas 2.1. On suppose c1 6= 0. Si c2 = 0 alors en conjuguant par

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 on retrouve

le cas c1 6= 0, c2 6= 0 et c3 = 0. On suppose maintenant c2 6= 0. Quitte à conjuguer par
diag( 1

c1
, 1, c3), on peut supposer c1 = c3 = 1. D’après le lemme 3.4.9 on a f1 = f3, donc

pr1 = pr3 . On a encore d = 1. Les conditions (*) donnent N = (m − n) + n = pr1 + pr3 .
Comme ι est injectif, on a pr1 = pr3 = 1 et N = 2. La condition ι(a, 1)ι(b, 1) = ι(a+ b, 1)
donne 2c2 = 1. On a donc p 6= 2 et en conjuguant par diag(2, 1, 1) on obtient la matricet

2 2ta a2

0 t a
0 0 1

.

Sous-cas 2.2. On suppose c1 = 0. Si c2 = 0 alors en conjuguant par

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 on retrouve

le cas c1 = 0, c2 6= 0 et c3 = 0. On suppose maintenant c2 6= 0. Quitte à conjuguer par
diag( 1

c2
,

1
c3
, 1), on peut supposer c2 = c3 = 1. On a encore d = 1. À nouveau, a 7−→ f2(a)

est un endomorphisme de Ga donc N est une puissance de p. Comme précédemment, il

existe r ≥ 0 tel que l’on ait
{
f2(a) = a
f3(a) = ap

r ou
{
f2(a) = ap

r

f3(a) = a
. Donc ι(a, t) =

t 0 a
0 tp

r
ap

r

0 0 1
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ou

t
pr 0 ap

r

0 t a
0 0 1

. En conjuguant la deuxième matrice par

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 on trouve la première

matrice. Si pr = 1 alors on obtient la matrice

t 0 a
0 t a
0 0 1

, qui est conjuguée à

t 0 a
0 t 0
0 0 1


par

 1 0 0
−1 1 0
0 0 1

. Si pr = 2 alors en conjuguant par

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 on retrouve la matrice du

sous-cas précédent.

On peut maintenant démontrer le résultat annoncé dans le lemme 3.4.6 et déterminer
les groupes résolubles minimaux qui opèrent.

Corollaire 3.4.11 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un
sous-schéma ouvert de P2 et ∂X = P2 \X (muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit). Alors X est homogène sous l’opération d’un sous-groupe lisse connexe résoluble
G ≤ PGL3 et G est minimal pour cette propriété si et seulement si, à conjugaison près,
un des cas suivants a lieu (ces cas sont résumés dans le tableau 3.1 page 88) :
1. ∂X est la droite d’équation z = 0 (donc X ' A2) :

(a) G =

1 0 ∗
0 1 ∗
0 0 1

 ' Ga ×Ga ;

(b) G =


1 a b

0 1 a
0 0 1

 | a ∈ Ga, b ∈ Ga

 ;

(c) p ≥ 2 et il existe deux p-polynômes f1 et f2 non colinéaires tels que pgcd(f1(a), f2(a)) =

a dans l’anneau de polynômes k[a] et G =


1 f1(a) b

0 1 f2(a)
0 0 1

 | a ∈ Ga, b ∈ Ga

, et
le groupe d’isotropie de [0 : 0 : 1] ∈ X(k) est


1 f1(a) 0

0 1 0
0 0 1

 | f2(a) = 0

 ;

2. ∂X est la réunion des deux droites d’équations y = 0 et z = 0 (donc X ' A1 × (A1 \
{0})) :

(a) il existe d ∈ Z et e ∈ Z∗ tels que pgcd(d, e) = 1,

G =


t
d 0 a
0 te 0
0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

 ' Ga

d
o Gm

et le groupe d’isotropie de [0 : 1 : 1] ∈ X(k) est {(0, t) ∈ Ga

d
o Gm | te = 1} ' µe ;

(b) il existe d ∈ Z et e ∈ Z∗ tels que pgcd(d, e) = 1,

G =


t
d+e tea 0
0 te 0
0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

 ' Ga

d
o Gm

et le groupe d’isotropie de [0 : 1 : 1] ∈ X(k) est {(0, t) ∈ Ga

d
o Gm | te = 1} ' µe ;
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(c) p ≥ 2 et il existe r ≥ 1 tels que G =


t t1−p

r
ap

r
a

0 t1−p
r 0

0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

 '
GaoGm et le groupe d’isotropie de [0 : 1 : 1] ∈ X(k) est {(a, t) ∈ GaoGm | ap

r +a =
0, tpr−1 = 1} ;

3. ∂X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente :
G ' Ga o Gm est le normalisateur de ∂X, quitte à conjuguer on a X = {[x :
y : 1] ∈ P2 | x 6= y2}, on a un isomorphisme X → A1 × (A1 \ {0}) donné par
[x : y : 1] 7−→ (y, x − y2), l’opération de Ga o Gm dans A1 × (A1 \ {0}) est donnée
par (a, t) · (u, v) = (tu + a, t2v) et le groupe d’isotropie de [0 : 1 : 1] ∈ X(k) est
{(0, t) ∈ Ga o Gm | t2 = 1} ' µ2 ;

4. ∂X est la réunion de la courbe d’équation xpr = yzp
r−1 et de la droite d’équation z = 0

(où pr > 2) :
G ' GaoGm est le normalisateur de ∂X, on a un isomorphisme X → A1×(A1\{0})
donné par [x : y : 1] 7−→ (x, y−xpr), l’opération de GaoGm dans A1× (A1 \{0}) est
donnée par (a, t) · (u, v) = (tu + a, tp

r
v) et le groupe d’isotropie de [0 : 1 : 1] ∈ X(k)

est {(0, t) ∈ Ga o Gm | tp
r = 1} ' µpr ;

5. ∂X est la réunion de trois droites (donc X ' (A1 \ {0})× (A1 \ {0})) :
G est la composante neutre du normalisateur de ∂X (donc G est un tore maximal de
PGL3.

Démonstration. Si G est unipotent alors les différentes possibilités sont données par le
lemme 3.4.9. On n’a pas G = U car ce groupe n’est pas minimal pour l’orbite {[x : y :

1] ∈ P2}. On ne peut pas non plus avoir G =

1 ∗ ∗
0 1 0
0 0 1

 car ce groupe n’a pas d’orbite de

dimension 2 dans P2. Si G est un tore alors il est conjugué au tore maximal standard.
Si G n’est ni unipotent ni un tore alors, d’après la proposition 3.1.17, G est iso-

morphe à Ga

d
o Gm pour un certain d ≥ 0. Les différentes possibilités sont alors don-

nées par la proposition 3.4.10. On vérifie facilement qu’à chaque fois on a bien une

orbite de dimension 2, sauf dans les cas


t
d 0 a
0 te 0
0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

 si e = 0 et

t
d+e tea 0
0 te 0
0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

 si e = 0.

Dans le cas G =


t

2 2ta a2

0 t a
0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

, le groupe est le normalisateur de

la réunion Z de la conique d’équation xz = y2 et de la tangente au point [1 : 0 : 0],
qui a pour équation z = 0. Donc X ⊆ P2 \ Z = {[x : y : 1] ∈ P2 | x 6= y2}. On a
(a, t) · [1 : 0 : 1] = [t2 + a2 : a : 1] donc pour [x : y : 1] ∈ P2, la condition (a, t) · [1 :
0 : 1] = [x : y : 1] est équivalente à a = y et t2 = x − y2. Donc X = P2 \ Z. Alors
ϕ : [x : y : 1] 7−→ (y, x− y2) donne bien un isomorphisme X ' A1 × (A1 \ {0}). De plus
ϕ((a, t) · [x : y : 1]) = ϕ([t2a+2tay+a2 : ty+a : 1]) = (ty+a, t2a+2tay+a2−(ty+a)2) =
(ty + a, t2(x− y2)).

Dans le cas G =


t 0 a

0 tp
r
ap

r

0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

 ' Ga o Gm, le groupe est le nor-

malisateur de la réunion Z de la courbe d’équation xpr = yzp
r−1 et de la droite d’équation
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z = 0. Donc X ⊆ P2 \ Z = {[x : y : 1] ∈ P2 | y 6= xp
r}. On a (a, t) · [0 : 1 : 1] = [a :

tp
r + ap

r : 1] donc pour [x : y : 1] ∈ P2, la condition (a, t) · [0 : 1 : 1] = [x : y : 1] est
équivalente à a = x et tpr = y−xpr . Donc X = P2 \Z. Alors ϕ : [x : y : 1] 7−→ (x, y−xpr)
donne bien un isomorphisme X ' A1×(A1\{0}). De plus ϕ((a, t)·[x : y : 1]) = ϕ([tx+a :
tp
r
y + ap

r : 1]) = (tx+ a, (tpry + ap
r)− (tx+ a)pr) = (tx+ a, tp

r(y − xpr)).
Dans les autres cas, la surface X et le groupe d’isotropie sont évidents.

Remarque 3.4.12 : Soit G =


1 a b

0 1 a
0 0 1

 | a ∈ Ga, b ∈ Ga

. Si p 6= 2 alors on a l’iso-

morphisme


G2
a −→ G

(u, v) 7−→

1 u v + 1
2u

2

0 1 u
0 0 1

 . Si p = 2 alors G est le groupe W2 des

vecteurs de Witt de longueur 2 (voir la proposition 3.5.16).

3.4.4 Bilan des cas

En réunissant les corollaires 3.4.3, 3.4.5 et 3.4.11, on obtient la liste des surfaces
homogènes dans P2.

Théorème 3.4.13 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un
sous-schéma ouvert de P2 et ∂X = P2 \X (muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit). La surface X est homogène sous l’opération d’un groupe algébrique lisse connexe
si et seulement si, à conjugaison près, un des cas suivants a lieu :

1. ∂X est vide ;

2. ∂X est un point ;

3. ∂X est une droite ;

4. ∂X est la réunion d’une droite et d’un point ;

5. ∂X est une conique lisse si p 6= 2, ou la réunion d’une conique lisse et de son point
étrange si p = 2 ;

6. ∂X est la réunion de deux droites ;

7. ∂X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente ;

8. ∂X est la réunion de la courbe C d’équation xpr = yzp
r−1 et de la droite D d’équation

z = 0 où pr > 2 ;
9. ∂X est la réunion de trois droites.

De plus, on peut déterminer les groupes lisses connexes qui opèrent.

Théorème 3.4.14 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un
sous-schéma ouvert de P2, ∂X = P2 \ X (muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit) et G un sous-groupe lisse connexe de PGL3. La surface X est homogène sous
l’opération de G si et seulement si, à conjugaison près, un des cas suivants a lieu :

1. ∂X est vide (donc X = P2) : G = PGL3 ;
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Table 3.1 – Surfaces homogènes dans P2 sous un groupe résoluble
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2. ∂X est un point, par exemple [0 : 0 : 1] : G est le sous-groupe parabolique

∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
∗ ∗ 1

 '
GL2 n G2

a ou son sous-groupe

 SL2
0
0

∗ ∗ 1

 ;
3. ∂X est une droite, par exemple la droite d’équation z = 0 (donc X ' A2) :

(a) p = 2 et G ' PGL2 est l’image du morphisme SL2 → PGL3 donné par(
a b
c d

)
7−→

a
2 b2 ab
c2 d2 cd
0 0 1

 ;

(b) G est le sous-groupe parabolique

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 1

 ' G2
aoGL2 ou son sous-groupe

 SL2
∗
∗

0 0 1



(c) G =

1 0 ∗
0 1 ∗
0 0 1

 ou


t
d 0 ∗
0 te ∗
0 0 1

 | t ∈ Gm

 (où (d, e) ∈ Z2 et pgcd(d, e) = 1)

ou

∗ 0 ∗
0 ∗ ∗
0 0 1

 ;

(d) G =

1 ∗ ∗
0 1 ∗
0 0 1

 ou


t
d ∗ ∗
0 te ∗
0 0 1

 | t ∈ Gm

 (où (d, e) ∈ Z2 et pgcd(d, e) = 1)

ou G est le sous-groupe de Borel

∗ ∗ ∗0 ∗ ∗
0 0 1

 ;

(e) G =


1 a b

0 1 a
0 0 1

 | (a, b) ∈ A2

 ou


t

2 ta b
0 t a
0 0 1

 | (a, b) ∈ A2, t ∈ Gm

 ou

t1 t2a b

0 t2 a
0 0 1

 | (a, b) ∈ A2, (t1, t2) ∈ G2
m

 ;

(f) p ≥ 2 et G =


1 f1(a) b

0 1 f2(a)
0 0 1

 | (a, b) ∈ A2

 où f1 et f2 sont deux p-

polynômes non colinéaires tels que pgcd(f1(a), f2(a)) = a dans l’anneau de poly-
nômes k[a] ;

4. ∂X est la réunion d’une droite et d’un point, par exemple la droite d’équation z = 0

et le point [0 : 0 : 1] (donc X ' A2 \ {(0, 0)}) : G =

∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
0 0 1

 ' GL2 ou son

sous-groupe SL2 ;
5. ∂X est une conique lisse si p 6= 2, ou la réunion d’une conique lisse et de son point

étrange si p = 2 : G ' PGL2 est le normalisateur de la conique ;
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6. ∂X est la réunion de deux droites, par exemple les droites d’équation z = 0 et y = 0
(donc X ' A1 × (A1 \ {0})) :

(a) G =


t
d 0 ∗
0 te 0
0 0 1

 | t ∈ Gm

 (où d ∈ Z, e ∈ Z∗ et pgcd(d, e) = 1) ou

∗ 0 ∗
0 ∗ 0
0 0 1

 ;

(b) G =


t
d+e ∗ 0
0 te 0
0 0 1

 | t ∈ Gm

 (où d ∈ Z, e ∈ Z∗ et pgcd(d, e) = 1) ou

∗ ∗ 0
0 ∗ 0
0 0 1

 ;

(c) G =


t t1−p

r
ap

r
a

0 t1−p
r 0

0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

 (où pr > 2) ;

(d) G =


t
d ∗ ∗
0 te 0
0 0 1

 | t ∈ Gm

 (où d ∈ Z, e ∈ Z∗ et pgcd(d, e) = 1) ou

∗ ∗ ∗0 ∗ 0
0 0 1

 ;
7. ∂X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente : G ' Ga o Gm est le

normalisateur de ∂X ;
8. ∂X est la réunion de la courbe d’équation xp

r = yzp
r−1 et de la droite d’équation

z = 0 où pr > 2 : G ' Ga o Gm est le normalisateur de ∂X ;
9. ∂X est la réunion de trois droites (donc X ' (A1 \ {0}) × (A1 \ {0})) : G est la

composante neutre du normalisateur de ∂X (donc c’est un tore maximal).

Démonstration. Il suffit de traiter le cas où G est résoluble (les autres cas sont déjà traités
dans les corollaires 3.4.3 et 3.4.5). On a la décomposition G = Ru(G) o T0 où T0 est un
tore maximal de G, que l’on peut supposer être contenu dans le tore maximal standard
T de PGL3. Alors G contient un sous-groupe lisse connexe G0 qui opère transitivement
dans X et qui est minimal pour cette propriété. Les possibilités pour G0 sont données par
le corollaire 3.4.11.

Cas 1. Supposons que ∂X soit la droite d’équation z = 0. Alors G0 est unipotent, donc
c’est un sous-groupe de Ru(G).

On suppose d’abord G0 =

1 0 ∗
0 1 ∗
0 0 1

. Si Ru(G) = G0 alors, suivant que T0 soit de

dimension 0, 1 ou 2, on obtient les groupes du cas 3c. Si G0 est un sous-groupe strict de
Ru(G) alors Ru(G) = Ru(B) donc on obtient les groupes du cas 3d.

On suppose maintenant G0 =


1 a b

0 1 a
0 0 1

 | (a, b) ∈ A2

. Si Ru(G) = G0 alors, pour

montrer que l’on obtient les groupes du cas 3e, il suffit de traiter le cas où T0 est de
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dimension 1. Il est alors de la forme T0 =


t
d 0 ∗
0 te 0
0 0 1

 | t ∈ Gm

 où (d, e) ∈ Z2 et

pgcd(d, e) = 1. On a

t
d 0 ∗
0 te 0
0 0 1


1 a b

0 1 a
0 0 1


t
d 0 ∗
0 te 0
0 0 1


−1

=

1 td−ea tdb
0 1 tea
0 0 1


donc, comme Ru(G) est normalisé par T0, on a au signe près d = 2 et e = 1. Si G0 est un
sous-groupe strict de Ru(G) alors Ru(G) = Ru(B) donc on retrouve les groupes du cas
3d.

On suppose enfin G0 =


1 f1(a) b

0 1 f2(a)
0 0 1

 | (a, b) ∈ A2

 où f1 et f2 sont deux p-

polynômes non colinéaires tels que pgcd(f1(a), f2(a)) = a dans l’anneau de polynômes
k[a]. Il suffit de montrer que G0 n’est normalisé par aucun sous-tore non trivial de T . La
projection (pr12, pr23) : G0 → G2

a est un morphisme de groupes et son image est l’image du
morphisme Ga → G2

a donné par a 7−→ (f1(a), f2(a)) (par hypothèse, le noyau schématique
de ce morphisme est trivial). Donc si G0 était normalisé par le tore de dimension 1 formé

des éléments du type

t
d 0 ∗
0 te 0
0 0 1

 alors ce tore opérerait dans Ga avec un certain poids

w, de sorte que l’on aurait td−ef1(a) = f1(twa) et tdf1(a) = f1(twa). Si f2 n’est pas un
monôme alors e = w = 0 donc d = 0, ce qui est impossible. Si f2 est un monôme alors
f1 n’est pas un monôme (car f1 et f2 ne sont pas colinéaires et leur pgcd vaut a) donc de
même d = e = 0, ce qui est impossible.

Cas 2. Supposons que ∂X soit la réunion des droites d’équations z = 0 et y = 0. On

sait déjà que G est un sous-groupe de

∗ ∗ ∗0 ∗ 0
0 0 1

, qui est la composante neutre du nor-

malisateur de ∂X. On a G0 =


t
d 0 ∗
0 te 0
0 0 1

 | t ∈ Gm

 ou


t
d+e ∗ 0
0 te 0
0 0 1

 | t ∈ Gm

 ou

t t1−p

r
ap

r
a

0 t1−p
r 0

0 0 1

 | a ∈ Ga, t ∈ Gm

. Donc si G est un sous-groupe strict de

∗ ∗ ∗0 ∗ 0
0 0 1


et contient strictement G0 alors Ru(G) =

1 ∗ ∗
0 1 0
0 0 1

 ou T0 = T . On obtient les groupes

des cas 6a à 6d (le sous-groupe


1 ap

r
a

0 1 0
0 0 1

 | a ∈ Ga

 n’est pas normalisé par T ).

3.5 Cas d’une surface dans Fn

On commence par rappeler la structure du groupe AutFn pour n ≥ 2 (voir [Giz,
§3]). La surface de Hirzebruch Fn = P (OP1 ⊕OP1(n)) est munie d’un morphisme π :
Fn → P1 qui en fait une surface réglée. On a une opération de Gm dans la variété
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S = P1 × (A2 \ {(0, 0)}) donnée par λ · ([u : v], (x, y)) = ([λnu : v], (λx, λy)). On a un
Gm-torseur ϕ : S → Fn faisant commuter le diagramme

S Fn

A2 \ {(0, 0)} P1

ϕ

pr2

p

π

où p : A2 \{(0, 0)} → P1 est le quotient par Gm. Par abus, on écrit encore les éléments de
Fn sous la forme ([u : v], (x, y)) et le morphisme π est donné par π([u : v], (x, y)) = [x : y].
De plus π possède deux sections particulières s0 : P1 → Fn et s∞ : P1 → Fn données
par s0([x, y]) = ([0 : 1], (x, y)) et s∞([x, y]) = ([1 : 0], (x, y)). On note encore s0 et s∞
les images de ces sections, qui sont donc des courbes dans Fn isomorphes à P1. Alors
s∞ est l’unique courbe de Fn d’auto-intersection strictement négative (celle-ci vaut −n).
En outre, Ln = Fn \ s∞ muni de π : Ln → P1 est le fibré en droites de degré n sur
P1 : les éléments de Ln sont de la forme ([u : 1], (x, y)) et si x 6= 0 et y 6= 0 alors
([ 1
yn
u : 1], (x

y
, 1)) = ([u : 1], (x, y)) = ([ 1

xn
u : 1], (1, y

x
)).

On note Vn le groupe vectoriel associé à l’espace k[x, y]n des polynômes homogènes de
degré n en deux variables x et y. Le groupe GL2 opère à gauche dans Vn par M · f =
f ◦M−1. Le groupe Vn o GL2 opère dans Fn par

(f,M) · ([u : v], (x, y)) = ([u+ vf(ax+ by, cx+ dy) : v], (ax+ by, cx+ dy))

pour M =
(
a b
c d

)
. Cette opération descend en une opération fidèle de Vn o

GL2

µn
où on

identifie µn au sous-groupe d’homothéties {λIn | λn = 1} de GL2. On a alors

AutFn = Vn o
GL2

µn
.

De plus la courbe s∞ est stable par AutFn , et AutFn et le sous-groupe GL2

µn
opèrent

transitivement dans le complémentaire Ln = Fn \ s∞.
Dans toute cette section, on suppose que le corps k est algébriquement clos.

3.5.1 Cas d’un groupe semisimple
Lemme 3.5.1 : Soit ϕ : BSL2 → BPGL2 un morphisme de groupes algébriques, où BSL2

et BPGL2 sont les sous-groupes de Borel standard de SL2 et PGL2. Alors, à composition
par un automorphisme intérieur de BPGL2 près, on a l’alternative suivante :

i) il existe n ∈ Z tel que ϕ soit donné par ϕ
(
a b
0 a−1

)
=
[
an 0
0 1

]
;

ii) il existe s ≥ 0 tel que ϕ = can◦F s où can : SL2 → PGL2 est le morphisme quotient
et F est le morphisme de Frobenius.

Démonstration. Le morphisme ϕ induit un morphisme de
(

1 ∗
0 1

)
' Ga dans

[
1 ∗
0 1

]
' Ga

(car ce sous-groupe est le plus grand sous-groupe unipotent de BPGL2). Il existe donc un

p-polynôme f tel que l’on ait ϕ
(

1 b
0 1

)
=
[
1 f(b)
0 1

]
identiquement.
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L’image du tore maximal standard de SL2 par ϕ est un tore donc, quitte à composer
par un automorphisme intérieur de BPGL2 , on peut supposer que cette image est un sous-
groupe du tore maximal standard de PGL2. Donc ϕ induit un caractère du tore et il

existe n ∈ Z tel que ϕ
(
a 0
0 a−1

)
=
[
an 0
0 1

]
identiquement. On a alors

[
an anf(b)
0 1

]
=
[
an 0
0 1

] [
1 f(b)
0 1

]
= ϕ

(
a 0
0 a−1

)
ϕ

(
1 b
0 1

)
= ϕ

((
a 0
0 a−1

)(
1 b
0 1

))

= ϕ

((
1 a2b
0 1

)(
a 0
0 a−1

))
=
[
1 f(a2b)
0 1

] [
an 0
0 1

]
=
[
an f(a2b)
0 1

]
.

Donc f(a2b) = anf(b) identiquement. Si f est le polynôme nul alors on a ϕ
(
a b
0 a−1

)
=[

an 0
0 1

]
. Si f n’est pas nul alors n est pair et f est un monôme de degré n2 . Comme f est

un p-polynôme, il existe donc λ ∈ k∗ et s ≥ 0 tel que f(b) = λbp
s , et alors ϕ

(
a b
0 a−1

)
=

ϕ

(
a 0
0 a−1

)
ϕ

(
1 a−1b
0 1

)
=
[
a2ps 0

0 1

] [
1 λa−p

s
bp
s

0 1

]
=
[
a2ps λap

s
bp
s

0 1

]
=
[
ap

s
λbp

s

0 a−p
s

]
. Soit

µ ∈ k∗ tel que µ2 = 1
λ
. Alors en composant par la conjugaison par

[
µ 0
0 µ−1

]
on obtient

ϕ = can ◦ F s.

Lemme 3.5.2 : On suppose p 6= 2. Soit G = SL2 et BPGL2 le sous-groupe de Borel
standard de PGL2. Alors pour r ≥ 0, le seul morphisme de groupes ϕ : Gr → BPGL2 est
le morphisme trivial, où Gr est le noyau du morphisme de Frobenius itéré F r.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur r. Pour r = 0 il n’y a rien à faire car Gr est
le groupe trivial. Traitons le cas r = 1. Le morphisme ϕ induit un morphisme d’algèbres
de Lie f : Lie(G1) = sl2 → Lie(BPGL2). Or p 6= 2 donc [sl2, sl2] = sl2, mais Lie(BPGL2) est
résoluble, donc f est le morphisme nul. Donc on a Lie(kerϕ) = ker f = Lie(G1). Comme
les groupes de hauteur au plus 1 sont déterminés par leur algèbre de Lie (voir [DG, II,
§7, cor. 4.3 p.283]), on a kerϕ = G1, donc ϕ est trivial.

Soit r > 1 tel que tout morphismeGr−1 → BPGL2 soit trivial. D’après ce qui précède, la
composée G1 ↪→ Gr

ϕ−→ BPGL2 est triviale, donc ϕ se factorise en Gr � Gr/G1 → BPGL2 .
Or Gr/G1 ' Gr−1 donc, par hypothèse de récurrence, le morphisme Gr/G1 → BPGL2 est
trivial et donc ϕ aussi.

Lemme 3.5.3 : On suppose p = 2. Soient G = SL2, et BSL2 et BPGL2 les sous-groupes de
Borel standard de SL2 et PGL2. Alors pour r ≥ 0 et tout morphisme de groupes surjectif
ϕ : BSL2 · Gr → BPGL2, la restriction de ϕ à Gr est le morphisme trivial, où Gr est le
noyau du morphisme de Frobenius itéré F r.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur r. Pour r = 0 il n’y a rien à faire car Gr

est le groupe trivial. Traitons le cas r = 1. Fixons quelques notations. L’algèbre de Lie sl2
est le sous-espace de gl2 engendré par I2, E12 =

(
0 1
0 0

)
et E21 =

(
0 0
1 0

)
, qui vérifient la

relation [E12, E21] = I2. L’algèbre de Lie pgl2 s’identifie au quotient gl2/Vect(I2) ; l’algèbre

de Lie b de BPGL2 s’identifie au sous-espace engendré par les images de E11 =
(

1 0
0 0

)
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et E12 dans gl2/Vect(I2), que l’on note encore E11 et E12 et qui vérifient la relation
[E11, E12] = E12 (ce qui implique en particulier que le centre de b est trivial).

Le morphisme ϕ induit un morphisme de p-algèbres de Lie f : Lie(G1) = sl2 → b.

Comme f(I2) est dans le centre de b, il faut f(I2) = 0. On écrit f(E12) =
[
α β
0 0

]
où

α et β sont des éléments de k. Comme f est un morphisme de p-algèbres de Lie, on a

0 = f(Ep
12) = f(E12)p =

[
α2 αβ
0 0

]
donc α = 0. De même on écrit f(E21) =

[
0 γ
0 0

]
où γ est un élément de k. Les morphismes entre groupes de hauteur au plus 1 sont
déterminés par les morphismes induits sur les algèbres de Lie (voir [DG, II, §7, cor. 4.3

p.283]), donc la restriction de ϕ à G1 est donnée par ϕ
(
x 0
0 x−1

)
= I2, ϕ

(
1 y
0 1

)
=(

1 βy
0 1

)
et ϕ

(
1 0
z 1

)
=
(

1 γz
0 1

)
. Pour

(
x y
z t

)
∈ G1 on a

(
x 0
0 x−1

)(
1 0
xz 1

)(
1 xy
0 1

)
=(

x x2y
z xyz + x−1

)
=
(
x y
z t

)
car x2 = 1 et xt− yz = 1, donc

ϕ

(
x y
z t

)
=
[
1 βxy + γxz
0 1

]
.

D’après le lemme 3.5.1, quitte à composer ϕ par un automorphisme intérieur de BPGL2 ,
il existe s ≥ 0 tel que la restriction de ϕ à BSL2 soit égale à can◦F s où can : SL2 → PGL2

est le morphisme quotient. Soient A =
(
a b
0 a−1

)
∈ BSL2 et N =

(
1 0
y 1

)
∈ G1. On a

ANA−1 =
(

1 + by
a
−b2y

y
a2 1− by

a

)
∈ G1 donc

ϕ(ANA−1) =
[
1 βb2y + γy

a2

0 1

]

car y(1 + by
a

) = y. Or

ϕ(A)ϕ(N)ϕ(A)−1 =
[
ap

s
bp
s

0 a−p
s

] [
1 γy
0 1

] [
a−p

s −bps

0 ap
s

]
=
[
1 a2psγy
0 1

]
.

Donc β = γ = 0, donc la restriction de ϕ à G1 est le morphisme trivial.
Soit r > 1 tel que la propriété soit vraie pour tous les morphismes surjectifs BSL2 ·

Gr−1 → BPGL2 . Le quotient de BSL2 ·Gr par G1 est donné par F : BSL2 ·Gr → BSL2 ·Gr−1.
Donc d’après le cas r = 1, le morphisme ϕ se factorise en BSL2 ·Gr

F−→ BSL2 ·Gr−1
ϕ−→ BPGL2

et ϕ est surjectif. Par hypothèse de récurrence, la restriction de ϕ à Gr−1 est le morphisme
trivial. Donc la restriction de ϕ à Gr est le morphisme trivial.

Proposition 3.5.4 : Soit G ≤ AutFn = Vn o
GL2

µn
un sous-groupe lisse connexe semi-

simple. Alors G possède une orbite ouverte X dans Fn si et seulement si, à conjugaison
près, G est l’image de SL2 dans GL2

µn
et X est le complémentaire de s∞ ∪ s0 dans Fn

(c’est-à-dire le complémentaire de la section nulle dans le fibré en droites Ln).

Démonstration. On pose G = AutFn . L’image de G par pr2 : G → GL2

µn
est un groupe

semisimple non trivial (sinon G serait un sous-groupe du groupe unipotent Vn), donc
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ce groupe est de rang 1. De plus si T est un tore maximal de G alors son image est
T · Vn
Vn

' T

T ∩ Vn
' T . Donc G est de rang 1. Soit SL2 → G le revêtement universel (voir

[CGP, cor. A.4.11 p.500]). On veut montrer que l’image de SL2 → G ↪→ G est l’image
de SL2 dans GL2

µn
, en analysant l’opération des groupes dans les fibres du morphisme

π : Fn → P1. Pour simplifier les notations, on commet l’abus d’écriture G = SL2.
Le groupe G opère dans la base P1 de π à travers le quotient G → GL2

µn
→ PGL2 et

le morphisme π est G-équivariant. Alors π(X) est une G-orbite dans P1, et elle n’est pas
triviale car X est un ouvert de Fn et π n’est pas constant. Donc l’opération de G dans
P1 n’est pas triviale et, comme G est semisimple, le morphisme G → G → PGL2 est
surjectif et on a π(X) = P1.

Le groupe d’isotropie du point ∞ = [1 : 0] ∈ P1(k) dans G est H = Vn o
B

µn
, où B

est le sous-groupe de Borel standard de GL2. Soit H le groupe d’isotropie de ∞ dans G,
qui est l’image réciproque de H par le morphisme G→ G. On a G/H ' P1 donc, d’après
la remarque 3.1.16, quitte à précomposer le morphisme G → G par un automorphisme
intérieur de G, il existe r ≥ 0 tel que H = (F r)−1(BSL2) = BSL2 · Gr où BSL2 est le
sous-groupe de Borel standard de SL2. De plus le morphisme π est G-équivariant donc la
fibre schématique Z de π au-dessus de∞ est stable sous l’opération de H (et donc de H)
dans Fn.

En utilisant les notations du début de la section, Z s’écrit comme l’ensemble des
([u : v], (1, 0)) pour [u : v] ∈ P1. L’opération de H dans Z est donnée par

(f,M) · ([u : v], (1, 0)) = ([u+ vf(a, 0) : v], (a, 0)) = ([ 1
an

(u+ vf(a, 0)) : v], (1, 0))

où M =
(
a b
0 a−1

)
. En particulier H opère trivialement dans le point P = ([1 : 0], (1, 0))

(qui est un point de la section s∞ de π).
Le point k-rationnel P est fixe sous l’opération de H. Par conséquent l’opération de

H dans Z ' P1 donne un morphisme ϕ : H → BPGL2 , où BPGL2 est le sous-groupe de
Borel standard de PGL2. Soit Y = Z ∩X, qui est la fibre de π : X → P1 au-dessus de
∞. Comme H(k) opère transitivement dans Y (k), le morphisme ϕ n’est pas trivial.

Supposons que ϕ soit surjectif et montrons que cela conduit à une impossibilité. Dans
ce cas H opère transitivement dans Z \{P} ' A1 donc, comme G permute transitivement
les fibres de π, on trouve que X est le complémentaire de s∞ dans Fn. D’après les lemmes
3.5.2 et 3.5.3, la restriction de ϕ à Gr est triviale. Donc ϕ se factorise en H = BSL2 ·Gr

F r−→
BSL2

ϕ−→ BPGL2 . De plus ϕ est également surjectif donc, d’après le lemme 3.5.1, quitte
à composer par un automorphisme intérieur, il existe s ≥ 0 tel que ϕ = can ◦ F s où
can : SL2 → PGL2 est le morphisme quotient, donc ϕ = can ◦ F r+s. Donc X est
isomorphe au fibré associé G

H
× A1, c’est-à-dire au complémentaire dans P1 × P1 du

graphe du morphisme de Frobenius F s : P1 → P1, ce qui est impossible.
Donc le morphisme ϕ n’est pas surjectif. Montrons que la restriction de ϕ à Gr est

triviale. Si p 6= 2 alors d’après le lemme 3.5.2 il n’y a rien à faire. On suppose désormais
p = 2. D’après le lemme 3.5.1, quitte à composer par un automorphisme intérieur, ϕ(BSL2)
est un sous-groupe lisse du tore maximal standard TPGL2 . Ce sous-groupe ne peut pas
être trivial sinon ϕ(H) serait de dimension 0, ce qui est impossible car H(k) opère tran-
sitivement dans Y (k). Donc ϕ(H) est un sous-groupe connexe de dimension 1 de BPGL2

contenant TPGL2 . Il est donc de la forme Ups o TPGL2 où Ups =
{[

1 b
0 1

]
| bps = 0

}
(voir
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[Knop, th. 5.1]), et le point 0 ∈ A1 est stable par H. Alors l’isomorphisme π : {0} → {∞}

est H-invariant donc il faut s = 0. Pour
(
a b
c d

)
∈ Gr on a

(
a b
c d

)
=
(

1 bdp
r−1

0 1

)(
a− bcdpr−1 0

0 d

)(
1 0

cdp
r−1 1

)
.

Les images par ϕ des groupes unipotents
{(

1 b′

0 1

)
| b′pr = 0

}
et
{(

1 0
c′ 1

)
| c′pr = 0

}
sont des sous-groupes du tore TPGL2 donc sont triviales. Comme dans la démonstration

du lemme 3.5.3, la restriction de ϕ à
{(

a′ 0
0 a′−1

)
| ap = 1

}
est triviale. Donc la restriction

de ϕ à G1 est triviale. Donc ϕ se factorise en H → H/G1 = BSL2 · Gr−1 → TPGL2 et
π : Z \ {P} → {∞} est (BSL2 · Gr−1)-invariant. Par récurrence immédiate sur r, on en
déduit que la restriction de ϕ à Gr est triviale.

Donc ϕ se factorise en H = BSL2 · Gr
F r−→ BSL2

ϕ−→ BPGL2 . D’après le lemme 3.5.1,
quitte à composer par un automorphisme intérieur, il existe m ∈ Z \ {0} tel que ϕ soit

donné par ϕ
(
a b
0 a−1

)
=
[
an 0
0 1

]
. On en déduit que Y est isomorphe à A1 \{0} et, quitte

à tordre toutes les opérations par F r et par
{
G −→ G
M 7−→ tM−1 , on a m ≥ 0 et X est G-

isomorphe au fibré associé G
H
× Y où H = BSL2 opère dans Y à travers

(
a b
0 a−1

)
7−→ am.

Donc X est isomorphe au complémentaire de la section nulle et de la section à l’infini
dans Fm, donc m = n.

Corollaire 3.5.5 : Les sous-groupes semisimples (non triviaux) de AutFn = Vn o
GL2

µn

sont les conjugués de l’image de SL2 dans GL2

µn
.

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition 3.5.4, tout sous-groupe
semisimple non trivial de G = AutFn est l’image d’un morphisme non trivial G = SL2 →
G. Il suffit de montrer qu’un tel sous-groupe possède une orbite ouverte. Si G opère
trivialement dans la base du morphisme π : Fn → P1 alors la fibre Z = π−1(∞) ' P1 est
stable par G. Le point P∞ = ([1 : 0], (1, 0)) ∈ Z(k) est fixe donc le morphisme G→ PGL2
donné par l’opération de G dans Z n’est pas surjectif. Donc ce morphisme est trivial, c’est-
à-dire que G opère trivialement dans Z. Alors G opère trivialement dans Fn, ce qui est
absurde.

Donc G opère transitivement dans la base P1. Soit H le groupe d’isotropie de ∞
dans G. L’opération de H dans Z donne un morphisme ϕ : H → PGL2. Quitte à
précomposer le morphisme G → G par un automorphisme intérieur, il existe r ≥ 0 tel
que H = (F r)−1(BSL2) = BSL2 ·Gr où BSL2 est le sous-groupe de Borel standard de SL2.
Si l’image de BSL2 par ϕ n’est pas triviale alors G possède une orbite ouverte : on peut
supposer que cette image contient le tore maximal standard TPGL2 et, en notant C0 et C∞
les orbites des points P0 = ([0 : 1], (1, 0)) et P∞ = ([1 : 0], (1, 0)) de Z(k) sous l’opération
de G, pour tous points k-rationnels x et y de Fn \ (C0 ∪C∞) il existe un élément de G(k)
qui envoie x sur y (il existe g et g′ dans G(k) tels que gx et g′y soient dans Z \ {P∞, P∞}
et il existe h ∈ H(k) qui envoie gx sur g′y donc y = (g′)−1hgx). Supposons désormais que
l’image soit triviale. Les sous-groupes de H contenant BPGL2 sont les BPGL2 · Gs pour
0 ≤ s ≤ r (voir [Knop, th. 5.1]) et le seul qui soit distingué est H lui-même. En effet,
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pour
(
a 0
0 a−1

)
∈ BSL2 et

(
1 0
c 1

)
∈ Gr \Gr−1, on a

(
1 0
c 0

)(
a 0
0 a−1

)(
1 0
c 0

)−1

=
(

a 0
(a− a−1)c a−1

)

donc pour que, pour tout a, on obtienne un élément BPGL2 · Gs = (F s)−1(BSL2), il faut
s = r. Par conséquent le morphisme ϕ est trivial, c’est-à-dire que H opère trivialement
dans Z. On en déduit que pour x ∈ Z(k), le groupe d’isotropie de x dans G est égal
à H, de sorte que l’orbite de x sous l’opération de G est une section de π. Or le seul
sous-groupe de G qui stabilise toutes les sections de π est le groupe trivial, ce qui est
contradictoire.

Remarque 3.5.6 : Si k est de caractéristique nulle alors ce résultat est directement
donné par un théorème de George Mostow sur l’existence et l’unicité à conjugaison près
d’une décomposition de Levi (voir [Mos], ou [Hoch, ch. VIII, th. 4.3 p.117] pour un énoncé
plus fort sur les sous-groupes réductifs d’un groupe affine).

3.5.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble

Proposition 3.5.7 : Les sous-groupes réductifs connexes de AutFn = Vno
GL2

µn
sont les

conjugués des tores de GL2

µn
, les conjugués de l’image de SL2 dans GL2

µn
et les conjugués

de GL2

µn
.

Démonstration. Les sous-groupes donnés dans l’énoncé sont bien réductifs. Réciproque-
ment, soitG un sous-groupe réductif connexe de AutFn . On a la décompositionG = R(G)·
[G,G], le radical R(G) est un tore central et le sous-groupe dérivé [G,G] est semisimple. Si
[G,G] est trivial alors G est un tore, donc il est contenu dans un conjugué du tore maximal
standard de GL2

µn
(qui est un tore maximal de AutFn). On suppose désormais que [G,G]

n’est pas trivial. Alors d’après le corollaire 3.5.5, quitte à conjuguer G, le sous-groupe
[G,G] est l’image de SL2 dans GL2

µn
. Soit (f ′,M ′) ∈ R(G)(k). Alors pour M ∈ SL2(k),

on a (0,M)(f ′,M ′)(0,M)−1 = (f ′ ◦ M−1,MM ′)(0,M−1) = (f ′ ◦ M−1,MM ′M−1). Or
R(G) est un sous-groupe central de G, donc (f ′ ◦M−1,MM ′M−1) = (f ′,M ′). On a donc
f ′ = 0 et R(G) est un tore de GL2

µn
. Par conséquent, pour raison de dimension, on a

G = [G,G] ou GL2

µn
.

Remarque 3.5.8 : Comme dans la remarque 3.5.6, ce résultat découle directement de
[Hoch, ch. VIII, th. 4.3 p.117] si k est de caractéristique nulle.

Théorème 3.5.9 : On suppose que le corps k est de caractéristique nulle. Alors les sous-
groupes lisses connexes non réductifs et non résolubles de AutFn = Vno

GL2

µn
sont AutFn

et Vn o im
(

SL2 →
GL2

µn

)
.
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Démonstration. Soit G un tel sous-groupe. Alors pr2(G) = GL2

µn
ou im

(
SL2 →

GL2

µn

)
,

sinon ce groupe serait contenu dans un sous-groupe de Borel B de GL2

µn
, donc G serait un

sous-groupe de VnoB et G serait résoluble. Le groupe G∩Vn est de dimension au moins
1 car il contient Ru(G). De plus G ∩ Vn est commutatif donc l’opération par conjugaison
de G dans G∩Vn descend en une opération du quotient pr2(G) = G

G ∩ Vn
. Par conséquent

l’algèbre de Lie de G ∩ Vn est une sous-algèbre de Lie(Vn) qui est stable sous l’opération
de SL2. Or comme k est de caractéristique nulle, la représentation Lie(Vn) = k[X, Y ]n est
simple. On en déduit Lie(G ∩ Vn) = Lie(Vn), donc G ∩ Vn = Vn et G = Vn o pr2(G).

Remarque 3.5.10 :
1. Si p ≥ 2 alors il y a davantage de groupes. En effet, Vn contient une unique sous-

représentation irréductible de SL2, qui est le sous-groupe vectoriel L engendré par les

xiyn−i pour p ne divisant par
(
n

i

)
(voir [Jan, part II, 2.16(7) p.186]). Alors LoGL2

µn
et Lo

im
(

SL2 →
GL2

µn

)
sont des sous-groupes lisses connexes non réductifs et non résolubles.

Savoir si tout sous-groupe lisse connexe non réductif et non résoluble est conjugué à un
groupe de cette forme reste un problème ouvert.

2. Quelle que soit la caractéristique, si G est un sous-groupe lisse connexe non réductif
et non résoluble alors, à conjugaison près, G opère transitivement dans Fn \ s∞. En
effet, pr2(G) contient l’image de SL2 dans GL2

µn
donc G opère transitivement dans la

base P1. De plus Ru(G) est unipotent et distingué dans G donc, puisque pr2(G) est
réductif, pr2(Ru(G)) est trivial et Ru(G) est un sous-groupe de Vn. Alors Ru(G) opère
transitivement dans π−1(0) \ (s∞ ∩ π−1(0)) ' A1.

3.5.3 Cas d’un groupe résoluble
Comme pour les surfaces dans P2, l’objectif de cette section est de montrer que, sur

un corps algébriquement clos, les surfaces dans Fn qui sont homogènes sous l’opération
d’un groupe résoluble sont données par le lemme suivant. On déterminera aussi quels sont
les groupes qui opèrent.

Lemme 3.5.11 : Soient n ≥ 2, X un sous-schéma ouvert de Fn et ∂X = Fn \X (muni
de la structure de sous-schéma fermé réduit). La surface X est homogène sous l’opération
d’un groupe algébrique lisse connexe résoluble si et seulement si, à conjugaison près, un
des cas suivants a lieu :

i) ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ;
ii) ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) ;
iii) ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) ;
iv) ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la section {([xeyn : ye], (x, y)) | [x : y] ∈ P1},

e ≥ 1 et si n < e alors pour n < i < e on a
(
e

i

)
= 0 dans k ;

v) ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la courbe d’équation upn = xynp
r−1vp

r et pr > 2 ;
vi) ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0).
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Toujours comme pour les surfaces dans P2, on commence par déterminer le normali-
sateur du bord. On note B et T le sous-groupe de Borel et le tore maximal standard de
GL2.

Lemme 3.5.12 : Soient Z un sous-schéma fermé réduit de Fn et N le normalisateur de
Z dans AutFn.

1. Si Z = s∞ ∪ π−1(∞) alors N = Vn o
B

µn
.

2. Si Z = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) alors N = B

µn
.

3. Si Z = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) alors la composante neutre est N◦ = Vn o
T

µn
.

4. Si Z = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la section {([xeyn : ye], (x, y)) | [x : y] ∈ P1},

e ≥ 1 et n ≥ e alors N =
{(

yn−e
[
xe − 1

tn2

(
t2x− by

t1

)e]
,

[
t1 b
0 t2

])
|
(
t1 b
0 t2

)
∈ B

}
.

5. Si Z = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la section {([xeyn : ye], (x, y)) | [x : y] ∈ P1},

e ≥ 1, n < e et pour n < i < e on a
(
e

i

)
= 0 dans k, alors

N =
{(

yn−e [xe − (x− ay)e] ,
[
t1−

e
n t−

e
na

0 t−
e
n

])}
' Ga o Gm.

6. Si Z = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la courbe d’équation upr = xynp
r−1vp

r et pr > 2

alors N =
{(

ayn,

[
tp
r− 1

n t−
1
na

0 t−
1
n

])}
' Ga o Gm.

7. Si Z = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) alors la composante neutre est N◦ = T

µn
.

Démonstration. Si Z = s∞ ∪π−1(∞) alors on a déjà Vno
B

µn
≤ N . Le groupe N stabilise

le point s∞ ∩ π−1(∞) = ([1 : 0], (1, 0)). En particulier N stabilise le point ∞ de la base
P1, donc N est un sous-groupe de Vn o

B

µn
.

Si Z = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) alors on a déjà B

µn
≤ N . Comme précédemment, N stabilise

le point ∞ de la base P1, donc N est un sous-groupe de Vn o
B

µn
et N stabilise π−1(∞).

Donc N stabilise s0 \ {([0 : 1], (1, 0))}. Soient A une k-algèbre et g = (f,M) ∈ N(A). On
a (0,M−1) ∈ B

µn
(A) ⊆ N(A) donc (f, I) = (f,M) · (0,M−1) ∈ N(A). On a (f, I) · ([0 :

1], (x, 1)) = ([f(x, 1) : 1], (x, 1)) donc, comme s0 \ {([0 : 1], (1, 0))} est stable, on a
f(x, 1) = 0, donc f = 0. Donc N = B

µn
.

Si Z = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) alors on a déjà Vn o
T

µn
≤ N . Le groupe N stabilise

{0,∞} dans la base P1 donc N◦ ≤ Vn o
T

µn
.

On suppose Z = s∞∪π−1(∞)∪C où C est la section {([xeyn : ye], (x, y)) | [x : y] ∈ P1},
e ≥ 1 et n ≥ e. Comme précédemment on a N ≤ Vn o

B

µn
. La courbe C a pour équation
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u = vxeyn−e. Le groupe N stabilise le point π−1(∞)∩C donc stabilise C \ (π−1(∞)∩C).

Pour M =
(
t1 b
0 t2

)
on a (f,M) · ([u : v], (x, 1)) = ([u+ vf(t1x+ b, t2) : v], (t1x+ b, t2)) =

([u′ : v′], (x′, y′)) donc u′−v′x′ey′n−e = u+f(t1x+b, t2)−vtn−e2 (t1x+b)e. Donc les éléments
de N sont caractérisés par tn−e2 (t1x+b)e−f(t1x+b, t2) = xe. En divisant par tn2 on obtient(
t1x+ b

t2

)e
− f

(
t1x+ b

t2
, 1
)

= 1
tn2
xe donc f(x, 1) = xe − 1

tn2

(
t1x+ b

t2

)e
.

On suppose maintenant n < e et pour n < i < e,

(
e

i

)
= 0 dans k. La courbe C

a pour équation uye−n = vxe. Un calcul analogue au précédent donne encore f(x, 1) =

xe− 1
tn2

(
t1x+ b

t2

)e
. De plus f(x, 1) est un polynôme de degré au plus n, donc 1

tn2

(
t2
t1

)e
= 1,

c’est-à-dire te1 = te−n2 (et pour n < i < e les termes en xi sont bien nuls car
(
e

i

)
= 0).

Si Z = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la courbe d’équation up
r = xynp

r−1vp
r et pr > 2

alors on a encore N ≤ Vno
B

µn
. On a u′pr −x′y′npr−1v′p

r = (u+ vf(t1x+ b, t2))p
r

− (t1x+

b)tnp
r−1

2 vp
r donc les éléments de N sont caractérisés par (t1x+b)tnp

r−1
2 −f(t1x+b, t2)pr = x.

Pour raison de degré, f(x, y) est de la forme ayn. Alors (t1x+ b)tnp
r−1

2 − aprtnp
r

2 = x donc
t1 = t1−np

r

2 et b = ap
r
t2.

Enfin, si Z = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) alors T

µn
≤ N et N◦ ≤ Vn o

T

µn
donc, en

raisonnant comme dans le cas Z = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞), on trouve N◦ = T

µn
.

Soit T ' G2
m le tore maximal standard de GL2. Pour n ≥ 1, la réciproque de l’iso-

morphisme


T

µn
−→ T[

t1 0
0 t2

]
7−→

(
tn1 0
0 t2

t1

) est notée
(
τ1 0
0 τ2

)
7−→

τ 1
n

1 0
0 τ2τ

1
n

1

.

Proposition 3.5.13 : Soient d ≥ 0 et G = Ga

d
o Gm. Soit n ≥ 2. Alors les morphismes

de groupes algébriques ι : G → AutFn = Vn o
GL2

µn
injectifs sont, à composition par un

automorphisme intérieur de AutFn près, donnés par les cas suivants :

i) il existe e ∈ Z tel que pgcd(d, e) = 1 et ι(a, t) = (0,
[
td−

e
n t−

e
na

0 t−
e
n

]
) ;

ii) d = 1, p ≥ 2 et il existe r ≥ 1 tel que ι(a, t) = (ayn,
[
tp
r− 1

n t−
1
nap

r

0 t−
1
n

]
) ;

iii) d = 1 et il existe e ≥ 1 tel que si n < i < e alors
(
e

i

)
= 0 dans k et ι(a, t) =

(yn−e [xe − (x− ay)e] ,
[
t1−

e
n t−

e
na

0 t−
e
n

]
) ;

iv) d = 1 et il existe i ∈ J0, nK tel que ι(a, t) = (axiyn−i,
[
t−

1
n 0

0 t−
1
n

]
) ;

v) il existe e ∈ Z∗ et i ∈ J0, nK tels que pgcd(d, e) = 1 et ι(a, t) = (axiyn−i,
[
te−

d+ei
n 0

0 t−
d+ei
n

]
) ;
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vi) p ≥ 2, d ≥ 1 et il existe des entiers e ∈ Z∗, m0 ≥ 0, s ≥ 1 et r0, . . . , rs
et des coefficients ci ∈ k∗ tels que 0 = r0 < · · · < rs, pgcd(d, e) = 1, e di-
vise pgcd

i
(pri − 1), m0 − d

prs − 1
e

≥ 0, n ≥ max
i

(m0 − d
pri − 1
e

) et ι(a, t) =

(
s∑
i=0

cia
prixm0−d p

ri−1
e yn−m0+d p

ri−1
e ,

t e(n−m0)−d
n 0
0 t

−em0−d
n

).

Démonstration. Le groupe G est résoluble donc on peut supposer que ι est à valeurs dans
Vn o

B

µn
où B est le sous-groupe de Borel standard de GL2. On peut aussi supposer que

ι(Gm) est un sous-groupe de T

µn
. En utilisant les notations introduites précédemment, il

existe des entiers M ∈ Z et N ∈ Z tels que pgcd(M,N) = 1 et que, pour t ∈ Gm, on ait

ι(0, t) =
[
t
M
n 0
0 tN t

M
n

]
∈ GL2

µn
.

De plus ι(Ga) est un sous-groupe unipotent de Vn o
B

µn
donc il existe des polynômes

ϕ0, . . . , ϕn et ψ tels que pour a ∈ Ga on ait

ι(a, 1) = (
n∑
i=0

ϕi(a)xiyn−i,
[
1 ψ(a)
0 1

]
).

Pour b ∈ Ga, on a (
n∑
i=0

ϕi(a + b)xiyn−i,
[
1 ψ(a+ b)
0 1

]
) = ι(a + b, 1) = ι(a, 1)ι(b, 1) =

(
n∑
i=0

ϕi(a)xiyn−i +
n∑
i=0

ϕi(b)(x − ψ(a)y)iyn−i,
[
1 ψ(a) + ψ(b)
0 1

]
). En particulier, ψ est un

p-polynôme. En outre, pour t ∈ Gm on a

(
n∑
i=0

ϕi(tda)xiyn−i,
[
1 ψ(tda)
0 1

]
) = ι(tda, 1) = ι(0, t)ι(a, 1)ι(0, t)−1

= (
n∑
i=0

ϕi(a)(t−Mn x)i(t−(N+M
n

)y)n−i,
[
t
M
n 0
0 tN t

M
n

] [
1 ψ(a)
0 1

] [
t
M
n 0
0 tN t

M
n

]−1

)

= (
n∑
i=0

tNi−Nn−Mϕi(a)xiyn−i,
[
1 t−Nψ(a)
0 1

]
).

Donc ψ et les ϕi sont des monômes. On écrit ψ(a) = cap
r et ϕi(a) = cia

Li , et on a les
conditions {

si c 6= 0 alors dpr = −N ;
si ci 6= 0 alors dLi = Ni−Nn−M.

(*)

Cas 1. On suppose d’abord c 6= 0. Quitte à conjuguer par
[
1 0
0 c

]
, on peut supposer c = 1.

Sous-cas 1.1. Si d = 0 alors les conditions (*) donnent N = 0. Donc M = 1 ou −1. De
plus tous les ci sont nuls, sinon les conditions donneraient M = 0. Comme ι est injectif,

il faut pr = 1. Donc ι(a, t) = ι(a, 1)ι(0, t) = (0,
[
t

1
n t

1
na

0 t
1
n

]
) ou (0,

[
t−

1
n t−

1
na

0 t−
1
n

]
).

Sous-cas 1.2. Si d ≥ 2 alors tous les ci sont nuls sinon, d’après les conditions (*), d

diviserait N et M . À nouveau on a pr = 1, donc N = −d, et ι(a, t) = (0,
[
t
M
n t

M
n
−da

0 t
M
n
−d

]
).

On pose e = dn−M . Alors pgcd(d, e) divise N = −d et M = dn− e donc pgcd(d, e) = 1.
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Sous-cas 1.3. On suppose d = 1. Si tous les ci sont nuls alors on raisonne comme précé-
demment. On suppose désormais les ci non tous nuls. Si ci 6= 0 alors, d’après les condi-
tions (*), on a N = −pr et prn − M = −Nn − M ≥ −pri − Nn − M = Li ≥ 0.

De plus ι(a, 1) = (fa(x, y),
[
1 ap

r

0 1

]
) où fa(x, y) =

n∑
i=0

cia
prn−M−prixiyn−i. La condition

ι(a+ b, 1) = ι(a, 1)ι(b, 1) donne fa+b(x, y) = fa(x, y) + fb(x− ap
r
y, y). En regardant le co-

efficient de yn, on obtient c0(a+b)prn−M = c0a
prn−M+

n∑
i=0

(−1)iciap
ribp

rn−M−pri. On a c0 6= 0

sinon tous les ci seraient nuls, et on a prn−M > 0. Si prn−M = 1 alors, quitte à conjuguer

par une homothétie, on peut supposer c0 = 1 et on a ι(a, t) = (ayn,
[
tp
r− 1

n t−
1
nap

r

0 t−
1
n

]
).

On suppose désormais prn−M > 1. Montrons que l’on a pr = 1. Dans le membre de
droite de l’égalité c0(a+b)prn−M−c0a

prn−M =
n∑
i=0

(−1)iciap
ribp

rn−M−pri, tous les exposants

de a sont divisibles par pr, donc il faut que ce soit aussi le cas dans le membre de gauche.
Or on a le terme (prn−M)abprn−M−1 = −Mabp

rn−M−1 donc si pr 6= 1 alors il faut que p
divise M , ce qui contredit N = −pr et le fait que M et N soient premiers entre eux. Donc

on a bien pr = 1. L’égalité précédente se réécrit
n−M−1∑
i=0

(
n−M
i

)
aibn−M−i = (a+ b)n−M −

an−M =
n∑
i=0

(−1)iciaibn−M−i. Si 0 < n−M ≤ n alors ci =
{

(−1)i
(
n−M
i

)
c0 si 0 ≤ i < n−M

0 sinon
;

si n −M > n alors

 ci = (−1)i
(
n−M
i

)
c0 pour 0 ≤ i ≤ n−M(

n−M
i

)
= 0 dans k si n < i < n−M

. Dans les deux cas, on

a fa(x, y) =
n−M−1∑
i=0

(−1)i
(
n−M
i

)
c0a

n−M−ixiyn−i = (−1)Mc0y
M
[
(x− ay)n−M − xn−M

]
.

Quitte à conjuguer par une homothétie, on peut supposer (−1)Mc0 = −1. On pose
e = n−M .

On peut autoriser e = 1 pour retrouver le cas ι(a, t) = (ayn,
[
tp
r− 1

n t−
1
nap

r

0 t−
1
n

]
) où

pr = 1. Dans le cas ι(a, t) = (ayn,
[
tp
r− 1

n t−
1
nap

r

0 t−
1
n

]
), on peut alors imposer pr 6= 1.

Cas 2. On suppose désormais c = 0. Alors les ϕi sont des p-polynômes (non tous nuls) et
on écrit Li = pri . On rappelle que d’après (*), si ci 6= 0 alors dpri = Ni−Nn−M .
Sous-cas 2.1. Si d = 0 alors il existe un unique i tel que ci 6= 0 et celui-ci vérifie Ni −
Nn − M = 0 donc N 6= 0, N divise M et N = 1 ou −1. Quitte à conjuguer par
une homothétie, on peut supposer ci = 1. Comme ι est injectif, on a ϕi(a) = a. Donc

ι(a, t) = (axiyn−i,
[
t
i
n
−1 0
0 t

i
n

]
) ou (axiyn−i,

[
t1−

i
n 0

0 t−
i
n

]
).

Sous-cas 2.2. On suppose d 6= 0. Soit i0 tel que min{pri | ci 6= 0} = pri0 . Comme pré-
cédemment, ι est injectif donc pri0 = 1. Donc si ci 6= 0 alors d(pri − 1) = N(i − i0).
Or, d’après (*), pgcd(d,N) divise M et N donc pgcd(d,N) = 1. Si N = 0 alors d = 1,

M = −1 et, quitte à conjuguer par une homothétie, ι(a, t) = (axi0yn−i0 ,
[
t−

1
n 0

0 t−
1
n

]
).

On suppose désormais N 6= 0. Si p = 1 alors il existe un unique i tel que ci 6= 0 et
celui-ci vérifie d = Ni−Nn−M . On pose e = −N et alors pgcd(d, e) divise N etM donc
pgcd(d, e) = 1. On suppose désormais p ≥ 2. Si ci 6= 0 alors N divise pri − 1 et i = i0 +
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d
pri − 1
N

. On réindice pour écrire ι(a, t) = (
s∑
i=0

cia
prixm0+d p

ri−1
N yn−m0−d p

ri−1
N ,

[
t
M
n 0
0 tN+M

n

]
)

où 0 = r0 < · · · < rs, ci 6= 0, N divise pgcd
i

(pri − 1) et n ≥ m0 + d
prs − 1
N

≥ 0. De plus on
a M = Nm0 − Nn − d donc pgcd(d,N) = pgcd(M,N) = 1. On pose e = −N . Si s = 0
alors on trouve la même écriture que dans le cas p = 1.

Corollaire 3.5.14 : Soient n ≥ 2, X un sous-schéma ouvert de Fn et ∂X = Fn\X (muni
de la structure de sous-schéma fermé réduit). Alors X est homogène sous l’opération d’un
sous-groupe lisse connexe résoluble non unipotent G ≤ AutFn = Vn o

GL2

µn
et G est

minimal pour cette propriété si et seulement si, à conjugaison près, un des cas suivants a
lieu (ces cas sont résumés dans le tableau 3.2 page 107) :
1. ∂X = s∞∪s0∪π−1(∞) (donc X = {([u : 1], (x, 1)) ∈ Fn | u 6= 0} ' (A1 \{0})×A1) :

il existe d ∈ N et e ∈ Z∗ tels que pgcd(d, e) = 1 et

G =
{

(0,
[
td−

e
n t−

e
na

0 t−
e
n

]
) | a ∈ Ga, t ∈ Gm

}
' Ga

d
o Gm,

l’opération est donnée par (a, t) · ([u : 1], (x, 1)) = ([teu : 1], (tdx + a, 1)) et le groupe
d’isotropie de ([1 : 1], (0, 1)) est H = {(0, t) ∈ Ga

d
o Gm | te = 1} ' µe ;

2. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) (donc X = {([u : 1], (x, 1)) ∈ Fn | x 6= 0} ' A1 × (A1 \
{0})) :

(a) il existe d ∈ Z, e ∈ Z∗ et i ∈ J0, nK tels que pgcd(d, e) = 1 et

G =
{

(axiyn−i,
[
te−

d+ei
n 0

0 t−
d+ei
n

]
) | a ∈ Ga, t ∈ Gm

}
' Ga

d
o Gm,

on a un isomorphisme X → A1 × (A1 \ {0}) donné par ([u : 1], (x, 1)) 7−→ ( u
xi
, x),

l’opération de Ga

d
o Gm dans A1×(A1\{0}) est donnée par (a, t)·(u, v) = (tdu+a, tev)

et le groupe d’isotropie de ([0 : 1], (1, 1)) est H = {(0, t) ∈ Ga

d
o Gm | te = 1} ' µe ;

(b) p ≥ 2 et il existe des entiers d ≥ 1, e ∈ Z∗, m0 ≥ 0, s ≥ 1 et r0, . . . , rs et des
coefficients ci ∈ k∗ tels que 0 = r0 < · · · < rs, pgcd(d, e) = 1, e divise pgcd

i
(pri − 1),

m0 − d
prs − 1
e

≥ 0, n ≥ max
i

(m0 − d
pri − 1
e

) et

G =

(
s∑
i=0

cia
prixm0−d p

ri−1
e yn−m0+d p

ri−1
e ,

t e(n−m0)−d
n 0
0 t

−em0−d
n

) | a ∈ Ga, t ∈ Gm


' Ga

d
o Gm,

on a un isomorphisme X → A1×(A1\{0}) donné par ([u : 1], (x, 1)) 7−→
(

u

xm0−d p
rs−1
e

, x

)
,

l’opération de Ga

d
o Gm dans A1 × (A1 \ {0}) est donnée par

(a, t) · (u, v) =
(
tdp

rs
u+

s∑
i=0

cia
pri td(prs−pri )vd

prs−pri
e , tev

)

et le groupe d’isotropie de ([0 : 1], (1, 1)) est H = {(a, t) ∈ Ga

d
o Gm |

s∑
i=0

cia
pri =

0, te = 1} ;
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3. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la section {([xeyn : ye], (x, y)) | [x : y] ∈ P1}, e ≥ 1

et si n < e alors pour n < i < e on a
(
e

i

)
= 0 dans k (donc X = {([u : 1], (x, 1)) ∈

Fn | u 6= xe}) :

G =
{

(yn−e [xe − (x− ay)e] ,
[
t1−

e
n t−

e
na

0 t−
e
n

]
) | a ∈ Ga, t ∈ Gm

}
' Ga o Gm,

(qui est le normalisateur de ∂X si n < e), on a un isomorphisme X → A1×(A1\{0})
donné par ([u : 1], (x, 1)) 7−→ (x, u−xe), l’opération de GaoGm dans A1×(A1\{0})
est donnée par (a, t) · (u, v) = (tu + a, tev) et le groupe d’isotropie de ([0 : 1], (1, 1))
est H = {(0, t) ∈ Ga o Gm | te = 1} ' µe ;

4. ∂X = s∞∪π−1(∞)∪C où C est la courbe d’équation upn = xynp
r−1vp

r et pr > 2 (donc
X = {([u : 1], (x, 1)) ∈ Fn | x 6= up

r}) :
G ' GaoGm est le normalisateur de ∂X, on a un isomorphisme X → A1×(A1\{0})
donné par ([u : 1], (x, 1)) 7−→ (u, x−upr), l’opération de GaoGm dans A1×(A1\{0})
est donnée par (a, t) · (u, v) = (tu + a, tp

r
v) et le groupe d’isotropie de ([0 : 1], (1, 1))

est H = {(0, t) ∈ Ga o Gm | tp
r = 1} ' µpr ;

5. ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) (donc X ' (A1 \ {0})× (A1 \ {0})) :

G = T

µn
' G2

m est la composante neutre du normalisateur de ∂X.

Démonstration. Il suffit de traiter le cas où G n’est pas un tore. D’après la proposition
3.1.17, G est isomorphe à Ga

d
o Gm pour un certain d ≥ 0. Les différentes possibilités

sont alors données par la proposition 3.5.13.

Cas 1. Si G =
{

(0,
[
td−

e
n t−

e
na

0 t−
e
n

]
) | a ∈ Ga, t ∈ Gm

}
alors

(a, t) · ([u : 1], (x, 1)) = ([u : 1], (td− e
nx+ t−

e
na, t−

e
n )) = ([teu : 1], (tdx+ a, 1)).

Pour avoir une orbite ouverte, il faut e 6= 0.

Cas 2. Si G =
{

(ayn,
[
tp
r− 1

n t−
1
nap

r

0 t−
1
n

]
) | a ∈ Ga, t ∈ Gm

}
alors

(a, t) · ([u : 1], (x, 1)) = ([u+ at−1 : 1], (tpr− 1
nx+ t−

1
nap

r

, t−
1
n ))

= ([tu+ a : 1], (tprx+ ap
r

, 1)).

Donc l’orbite de ([0 : 1], (1, 1)) est X = {([u : 1], (x, 1)) ∈ Fn | x 6= up
r}. On a un

isomorphisme ϕ : X → A1 × (A1 \ {0}) donné par ϕ([u : 1], (x, 1)) = (u, x− upr). Alors

ϕ([tu+ a : 1], (tprx+ ap
r

, 1)) = (tu+ a, tp
r

x+ ap
r − (tu+ a)pr) = (tu+ a, tp

r(x− upr)).

Le complémentaire de X dans Fn est la réunion de s∞, de π−1(∞) et de la courbe C =
{([uvnpr : v], (upr , vpr)) | (u, v) 6= (0, 0)}. La courbe C a pour équation xynpr−1vp

r = up
r .

Cette équation est bien invariante par le changement (u, v, x, y) 7→ (λnu, v, λx, λy) ; en
particulier on peut utiliser le critère jacobien pour déterminer les points singuliers de C.
La matrice jacobienne au point ([u : v], (x, y)) est

(
0 0 ynp

r−1vp
r −xynpr−2vp

r
)
. Donc
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l’unique point singulier est ([0 : 1], (1, 0)). De plus on a les intersections schématiques
suivantes :

C ∩ s∞ = ∅
C ∩ s0 = {([0 : 1], (x, y)) | xynpr−1 = 0}
C ∩ π−1(∞) = {([u : 1], (1, 0)) | upr = 0}
C ∩ π−1(0) = {([u : 1], (0, 1)) | upr = 0}

Cas 3. Si G =
{

(yn−e [xe − (x− ay)e] ,
[
t1−

e
n t−

e
na

0 t−
e
n

]
) | a ∈ Ga, t ∈ Gm

}
alors, en posant

f(x, y) = yn−e [xe − (x− ay)e], on a

(a, t) · ([u : 1], (x, 1)) = ([u+ f(t1− e
nx+ t−

e
na, t−

e
n ) : 1], (t1− e

nx+ t−
e
na, t−

e
n ))

= ([teu+ f(tx+ a, 1) : 1], (tx+ a, 1))
= ([teu+ (tx+ a)e − texe : 1], (tx+ a, 1)).

En particulier (a, t) · ([1 : 1], (0, 1)) = ([te + ae : 1], (a, 1)) donc l’orbite de ([1 : 1], (0, 1))
est X = {([u : 1], (x, 1)) ∈ Fn | u 6= xe}. On a un isomorphisme ϕ : X → A1 × (A1 \ {0})
donné par ϕ([u : 1], (x, 1)) = (x, u− xe). Alors ϕ([teu+ (tx+ a)e − texe : 1], (tx+ a, 1)) =
(tx+ a, te(u− xe)).

Le complémentaire de X dans Fn est la réunion de s∞, de π−1(∞) et de la courbe
C = {([xeyn : ye], (x, y)) | [x, y] ∈ P1}. La courbe C est une section de π (en particulier
elle est lisse). Elle a pour équation u − vxeyn−e = 0 si n − e ≥ 0, et uye−n − vxe = 0 si
n− e < 0. On a les intersections schématiques suivantes :

C ∩ s∞ =
{
∅ si n− e ≥ 0
{([1 : 0], (1, y)) | ye−n = 0} sinon

C ∩ s0 =
{
{([0 : 1], (x, y)) | xeyn−e = 0} si n− e ≥ 0
{([0 : 1], (x, y)) | xe = 0} sinon

C ∩ π−1(∞) =


([0 : 1], (1, 0)) si n− e > 0
([1 : 0], (1, 0)) si n− e = 0
([1 : 1], (1, 0)) si n− e < 0

C ∩ π−1(0) = ([0 : 1], (0, 1))

(où, quand l’intersection est réduite à un point, celui-ci est muni de la structure de sous-
schéma fermé réduit).

Cas 4. Si G =
{

(axiyn−i,
[
t−

1
n 0

0 t−
1
n

]
) | a ∈ Ga, t ∈ Gm

}
alors

(a, t) · ([u : 1], (x, 1)) = ([u+ at−
1
nxi : 1], (t− 1

nx, t−
1
n )) = ([tu+ axi : 1], (x, 1))

donc G n’a pas d’orbite ouverte.

Cas 5. Si G =
{

(axiyn−i,
[
te−

d+ei
n 0

0 t−
d+ei
n

]
) | a ∈ Ga, t ∈ Gm

}
alors

(a, t) · ([u : 1], (x, 1)) = ([u+ ati(e−
d+ei
n

)+(n−i)(− d+ei
n

)xi : 1], (te−
d+ei
n x, t−

d+ei
n ))

= ([u+ at−dxi : 1], (te−
d+ei
n x, t−

d+ei
n ))

= ([td+eiu+ ateixi : 1], (tex, 1)).
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Donc l’orbite de ([0 : 1], (1, 1)) est X = {([u : 1], (x, 1)) ∈ Fn | x 6= 0}. On a un
isomorphisme ϕ : X → A1 × (A1 \ {0}) donné par ϕ([u : 1], (x, 1)) = ( u

xi
, x). Alors

ϕ([td+eiu+ ateixi : 1], (tex, 1)) = (td u
xi

+ a, tex).

Cas 6. SiG =

(
s∑
i=0

cia
prixm0−d p

ri−1
e yn−m0+d p

ri−1
e ,

t e(n−m0)−d
n 0
0 t

−em0−d
n

) | a ∈ Ga, t ∈ Gm


alors

(a, t) · ([u : 1], (x, 1))

= ([u+
s∑
i=0

cia
pri t(m0−d p

ri−1
e

)( e(n−m0)−d
n

)+(n−m0+d p
ri−1
e

)(−em0−d
n

)xm0−d p
ri−1
e : 1], (t

e(n−m0)−d
n x, t

−em0−d
n ))

= ([u :
s∑
i=0

cia
pri t−dp

rixm0−d p
ri−1
e : 1], (t

e(n−m0)−d
n x, t

−em0−d
n ))

= ([td+em0u+
s∑
i=0

cia
pri te(m0−d p

ri−1
e

)xm0−d p
ri−1
e : 1], (tex, 1)).

Donc l’orbite de ([0 : 1], (1, 1)) est X = {([u : 1], (x, 1)) ∈ Fn | x 6= 0}. On a un

isomorphisme ϕ : X → A1 × (A1 \ {0}) donné par ϕ([u : 1], (x, 1)) =
(

u

xm0−d p
rs−1
e

, x

)
.

Alors
ϕ([td+em0u+

s∑
i=0

cia
pri te(m0−d p

ri−1
e

)xm0−d p
ri−1
e : 1], (tex, 1))

=
(
tdp

rs u

xm0−d p
rs−1
e

+
s∑
i=0

cia
pri td(prs−pri )xd

prs−pri
e , tex

)
.

On considère le sous-groupe unipotent G = Vn o U de AutFn ' Vn o
GL2

µn
, où par

abus on note encore U l’image du groupe U =
(

1 ∗
0 1

)
≤ GL2 dans GL2

µn
. On rappelle

que, en notant k[ε] = k[t]
(t2) l’algèbre des nombres duaux munie du morphisme k[ε] → k

d’évaluation en 0, l’algèbre de Lie de G est le noyau du morphisme de groupes abstraits

G(k[ε])→ G(k). Donc en notant M =
[
0 1
0 0

]
, on a un isomorphisme linéaire


Vect(xn, xn−1y, . . . , yn,M) −→ Lie(G)

n∑
i=0

cix
iyn−i + aM 7−→

(
ε

n∑
i=0

cix
iyn−i, I + εaM

)
.

Le crochet de Lie est donné par [xiyn−i, xjyn−j] = 0 et [M,xiyn−i] = ixi−1yn−i+1 pour
0 ≤ i, j ≤ n (on a [M, yn] = 0).

Proposition 3.5.15 : Soient n ≥ 2 et X un sous-schéma ouvert de Fn. Alors X est
homogène sous l’opération d’un sous-groupe lisse connexe unipotent G ≤ AutFn si et
seulement si, à conjugaison près, on a X = Fn \ (s∞ ∪ π−1(∞)) ' A2. Si de plus le corps
k est de caractéristique nulle alors G est minimal pour cette propriété si et seulement si
G ' G2

a est le sous-groupe lisse connexe de VnoU dont l’algèbre de Lie est engendrée par

yn et un élément de la forme M +
n∑
i=1

cix
iyn−i.
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∂
X

X
G

op
ér
at
io
n

s ∞
∪
s 0
∪
π
−

1 (
∞

)
A

1
×

A
1 ∗

{[ td
−
e n

t−
e n
a

0
t−

e n

]} '
G
a

d o
G
m
,

d
∈

N
,e
∈

Z
∗ ,

pg
cd

(d
,e

)=
1

(a
,t

)·
(x
,y

)=
(t
d
x

+
a
,t
e
y
),
X

=
{(

[y
:1

],
(x
,1

))
}

s ∞
∪
π
−

1 (
∞

)∪
π
−

1 (
0)

A
1
×

A
1 ∗

{( a
x
i y
n
−
i ,

[ te−
d

+
e
i

n
0

0
t−

d
+
e
i

n

])}
'

G
a

d o
G
m
,

d
∈

N
,e
∈

Z
∗ ,

pg
cd

(d
,e

)=
1,

0
≤
i
≤
n

(a
,t

)·
(x
,y

)=
(t
d
x

+
a
,t
e
y
),
X

=
{(

[x
y
i

:1
],

(y
,1

))
}

   s ∑ i=
0
c i
a
p
r
i
x
m

0
−
d
p
r
i
−

1
e
y
n
−
m

0
+
d
p
r
i
−

1
e
, te

(n
−
m

0
)−
d

n
0

0
t−

e
m

0
−
d

n

    
'

G
a

d o
G
m
,p
≥

2,
d
≥

1,
e
∈

Z
∗ ,

pg
cd

(d
,e

)=
1,

0
=
r 0
<
··
·r
s
,c

i
∈
k
∗ ,
e
di
vi
se

pg
cd i

(p
r i
−

1)
,

m
0
−
d
pr
s
−

1
e

≥
0,
n
≥

m
ax i

(m
0
−
d
pr
i
−

1
e

)

X
=
{([

x
y
m

0
−
d
p
r
s
−

1
e

:1
] ,(

y
,1

))}

s ∞
∪
π
−

1 (
∞

)∪
{(

[x
e
y
n

:y
e
],

(x
,y

))
}

A
1
×

A
1 ∗

{ (y
n
−
e
[x
e
−

(x
−
a
y
)e

],
[ t1−

e n
t−

e n
a

0
t−

e n

]} '
G
a
o

G
m
,

e
≥

1
et

si
n
<
i
<
e
al
or
s
( e i) =

0
da

ns
k

(a
,t

)·
(x
,y

)=
(t
x

+
a
,t
e
y
),
X

=
{(

[x
e

+
y

:1
],

(x
,1

))
}

s ∞
∪
π
−

1 (
∞

)∪
(u

p
n

=
x
y
n
p
r
v
p
r
)

A
1
×

A
1 ∗

{( a
y
n
,[ tpr −

1 n
t−

1 n
a

0
t−

1 n

])}
=
N

(∂
X

)'
G
a
o

G
m
,p

r
>

2
(a
,t

)·
(x
,y

)=
(t
x

+
a
,t
p
r
y
),
X

=
{(

[x
:1

],
(x

p
r

+
y
,1

))
}

s ∞
∪
s 0
∪
π
−

1 (
∞

)∪
π
−

1 (
0)

A
1 ∗
×

A
1 ∗

G
=
N

(∂
X

)◦
=

T µ
n

'
G

2 m

Table 3.2 – Surfaces homogènes dans Fn sous un groupe résoluble non unipotent
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Démonstration. Quitte à conjuguer, G est un sous-groupe de Vn o U . Alors X est un
ouvert de Fn \ (s∞ ∪ π−1(∞)). On a pr2(G) = U , sinon G opérerait trivialement dans la

base P1 de π. Donc Lie(G) contient un élément de la forme u = M +
n∑
i=1

cix
iyn−i.

On a la suite exacte 1 → G ∩ Vn → G → U → 1 donc dimG ∩ Vn ≥ 1. Donc G ∩ Vn
contient un sous-groupe isomorphe à Ga. Ce sous-groupe stabilise π−1(0)\(s∞∩π−1(0)) '
A1, donc il opère transitivement dans ce sous-schéma. Donc on a bien X = Fn \ (s∞ ∪
π−1(∞)).

On suppose désormais que k est de caractéristique nulle. Montrons que G est commu-
tatif. Supposons qu’il ne le soit pas. Soit N le dernier terme non nul de la suite centrale
descendante. C’est un sous-groupe du groupe dérivé [G,G] donc, comme U est commuta-

tif, c’est un sous-groupe de Vn. Soit (f, I) ∈ N(k). Soient a ∈ k, M ′ =
[
1 a
0 1

]
∈ U(k) et

f ′(x, y) ∈ Vn(k) tel que (f ′,M ′) ∈ G(k). On a (f ′,M ′)·(f, I)·(f ′,M ′)−1 = (f(x−ay, y), I).
Or N est un sous-groupe central de G, donc pour tout a ∈ k on a f(x− ay, y) = f(x, y).
En regardant le coefficient de yn, on en déduit f ∈ Vect(yn). De plus N est lisse, donc c’est
le sous-groupe vectoriel de Vn engendré par yn. Par conséquent, h = Vect(yn, u) est une
sous-algèbre de Lie commutative de Lie(G). Donc la fonction exponentielle Lie(G) → G
induit un isomorphisme de h sur un sous-groupe lisse connexe commutatif H de G (voir
[DG, IV, §2, prop. 4.1 p.497]). Par construction, H contient N et on a pr2(H) = U . Mais
alors H opère transitivement dans Fn \ (s∞ ∪ π−1(∞)), ce qui contredit la minimalité de
G.

Donc G est commutatif. Il possède une orbite de dimension 2 donc dimG = 2. Son
algèbre de Lie est engendrée par u et un élément v de la forme v = aM +

n∑
i=1

dix
iyn−i.

Quitte à remplacer v par v−au, on peut supposer a = 0. De plus Lie(G) est commutative

donc 0 = [u, v] =
n∑
i=1

idix
i−1yn−i+1, donc v = d0y

n et on peut supposer d0 = 1.

La proposition 3.5.15 n’est pas vraie en général si k est de caractéristique p ≥ 2. On
rappelle que le groupe W2 des vecteurs de Witt de longueur 2 est le groupe lisse connexe
unipotent supporté par A2 et dont la loi est donnée par (a, b) · (a′, b′) = (a + a′, b + b′ +

Φ(a, a′)), où Φ(x, y) = xp + yp − (x+ y)p
p

= −
p−1∑
i=1

1
p

(
p

i

)
xiyp−i ∈ Z[x, y].

Proposition 3.5.16 : Pour n ≥ p on a un morphisme de groupes injectif

ϕ :


W2 −→ AutFn = Vn o

GL2

µn

(a, b) 7−→
(
yn−p [Φ(−x, ay) + byp] ,

(
1 a
0 1

)) .

De plus W2 opère transitivement dans Fn \ (s∞ ∪ π−1(∞)).

Démonstration. On a Φ(−x, ay) + Φ(−(x− ay), a′y) = Φ(−x, (a+ a′)y) + Φ(a, a′)yp dans
l’anneau de polynômes Z[a, a′][x, y] car

[(−x)p + (ay)p − (−x+ ay)p] + [(−x+ ay)p + (a′y)p − (−x+ (a+ a′)y)p]
=(−x)p + (ap + a′p)yp − (−x+ (a+ a′)y)p

= [(−x)p + ((a+ a′)y)p − (−x+ (a+ a′)y)p] + [ap + a′p − (a+ a′)p] yp.

Donc ϕ est bien un morphisme de groupes. Le noyau schématique de ϕ est trivial.
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De plus ϕ(a, b) · ([0 : 1], (0 : 1)) = ([Φ(−a, a) + b : 1], (a, 1)) = ([b : 1], (a, 1)). Donc W2
opère transitivement dans {([u : 1], (x, 1)) ∈ Fn} = Fn \ (s∞ ∪ π−1(∞)).

3.5.4 Bilan des cas
En réunissant la proposition 3.5.7, la remarque 3.5.10, le corollaire 3.5.14 et la propo-

sition 3.5.15, on obtient la liste des surfaces homogènes dans Fn.

Théorème 3.5.17 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient n ≥ 2,
X un sous-schéma ouvert de Fn et ∂X = Fn \X (muni de la structure de sous-schéma
fermé réduit). La surface X est homogène sous l’opération d’un groupe algébrique lisse
connexe si et seulement si, à conjugaison près, un des cas suivants a lieu (ces cas sont
illustrés dans la figure 3.1 page 110) :

1. ∂X = s∞ ;
2. ∂X = s∞ ∪ s0 ;
3. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ;
4. ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) ;
5. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) ;
6. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la section {([xeyn : ye], (x, y)) | [x : y] ∈ P1},

e ≥ 1 et si n < i < e alors
(
e

i

)
= 0 dans k ;

7. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la courbe d’équation upr = xynp
r−1vp

r et pr > 2 ;
8. ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0).

De plus, on peut déterminer les groupes lisses connexes qui opèrent (dans deux des
cas, la description n’est pas complètement explicite).

Théorème 3.5.18 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient n ≥ 2,
X un sous-schéma ouvert de Fn, ∂X = Fn \ X (muni de la structure de sous-schéma
fermé réduit) et G un sous-groupe lisse connexe de AutFn. La surface X est homogène
sous l’opération de G si et seulement si, à conjugaison près, un des cas suivants a lieu :

1. ∂X = s∞ (donc X est le fibré en droites de degré n sur P1) : G est n’importe quel
sous-groupe lisse connexe de AutFn tel que la suite exacte 1 → Vn → AutFn →
GL2

µn
→ 1 donne 1→ G ∩ Vn → G→ G′ → 1 où G′ = GL2

µn
ou im

(
SL2 →

GL2

µn

)
,

et dimG ∩ Vn ≥ 1 ;
2. ∂X = s∞ ∪ s0 (donc X est le complémentaire de la section nulle dans le fibré en

droites de degré n sur P1) : G = GL2

µn
ou im

(
SL2 →

GL2

µn

)
;

3. ∂X = s∞∪π−1(∞) (donc X ' A2) : G est n’importe quel sous-groupe lisse connexe
de AutFn tel que la suite exacte 1 → Vn → AutFn →

GL2

µn
→ 1 donne 1 →

G ∩ Vn → G→ G′ → 1 où U ≤ G′ ≤ B

µn
et dimG ∩ Vn ≥ 1 ;

4. ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) (donc X ' (A1 \ {0}) × A1) : G = B

µn
(qui est le

normalisateur de ∂X) ou
{[
td−

e
n t−

e
na

0 t−
e
n

]}
' Ga

d
o Gm (où d ∈ N, e ∈ Z∗ et

pgcd(d, e) = 1) ;
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s0

s∞

π−1(0) π−1(∞)

(a) ∂X = s∞ (b) ∂X = s∞ ∪ s0 (c) ∂X = s∞ ∪ π−1(∞)

(d) ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) (e) ∂X = s∞∪π−1(∞)∪π−1(0)

(f) ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪
{([xeyn : ye], (x, y))}, n > e

(g) ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪
{([xeyn : ye], (x, y))}, n = e

(h) ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪
{([xeyn : ye], (x, y))}, n < e

(i) ∂X = s∞∪π−1(∞)∪
(upr = xynp

r−1vp
r)

(j) ∂X = s∞ ∪ s0 ∪
π−1(∞) ∪ π−1(0)

Figure 3.1 – Dessins du théorème 3.5.17
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5. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) (donc X ' A1 × (A1 \ {0})) :

(a) G = Wo
T

µn
ouWo

{[
t
µ
n 0
0 t−ν+µ

n

]
| t ∈ Gm

}
où µ ∈ Z, ν ≥ 1, pgcd(µ, ν) =

1 et W est un sous-groupe vectoriel non nul de Vn ;

(b) p ≥ 2, G = W o
{[
t
µ
n 0
0 t−ν+µ

n

]
| t ∈ Gm

}
où µ ∈ Z, ν ≥ 1, pgcd(µ, ν) = 1

et W est produit direct de sous-groupes de Vn de la forme{
s∑
i=0

cia
prixm0−d p

ri−1
ν yn−m0+d p

ri−1
ν | a ∈ Ga

}
' Ga

où 0 = r0 < · · · < rs, ci ∈ k∗, 0 ≤ m0 ≤ n, d = ν(n−m0)−µ, 0 ≤ m0− dp
rs−1
ν
≤ n

et ν divise pgcd
i

(pri − 1) ;

6. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la section {([xeyn : ye], (x, y)) | [x : y] ∈ P1},

e ≥ 1 et si n < i < e alors
(
e

i

)
= 0 dans k (donc X ' A1 × (A1 \ {0})) :

(a) n ≥ e et G est le normalisateur de ∂X ;

(b) G =
{(

yn−e [xe − (x− ay)e] ,
[
t1−

e
n t−

e
na

0 t−
e
n

])}
' Ga o Gm (qui est le nor-

malisateur de ∂X si n < e ;

7. ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la courbe d’équation up
r = xynp

r−1vp
r et pr > 2

(donc X ' A1 × (A1 \ {0})) : G ' Ga o Gm est le normalisateur de ∂X ;

8. ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞)∪ π−1(0) (donc X ' (A1 \ {0})× (A1 \ {0})) : G = T

µn
est

la composante neutre du normalisateur de ∂X.

Démonstration. Si G est réductif mais pas résoluble alors, d’après la proposition 3.5.7,
on obtient le cas 2. Si G n’est ni réductif ni résoluble alors, d’après la remarque 3.5.10,
on obtient le cas 1. On suppose désormais que G est résoluble. Alors G contient un sous-
groupe lisse connexe G0 qui opère transitivement dans X et qui est minimal pour cette
propriété. Les possibilités pour G0 sont données par le corollaire 3.5.14 quand G0 n’est
pas unipotent.

Cas 1. On suppose ∂X = s∞ ∪ π−1(∞). Alors G0 est unipotent donc, comme dans la
démonstration de la proposition 3.5.15, on a pr2(G0) = U et dimG0 ∩ Vn ≥ 1. De plus le
normalisateur de ∂X est Vn o

B

µn
donc pr2(G) ≤ B

µn
.

Cas 2. On suppose ∂X = s∞ ∪ π−1(∞). Le normalisateur B

µn
de ∂X est de dimension 3

et G0 est de dimension 2, donc G = B

µn
ou G0.

Cas 3. On suppose ∂X = s∞∪π−1(∞)∪π−1(0). On a la décomposition G = Ru(G)oT0 où
T0 est un tore maximal deG, que l’on peut supposé être contenu dans T

µn
. Le normalisateur

de ∂X est Vn o
T

µn
donc Ru(G) est un sous-groupe de Vn.
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Sous-cas 3.1. On suppose d’abord T0 = T

µn
. L’opération de T0 ' G2

m dans Vn est donnée

par (t1, t2) ·xiyn−i = (t−
1
n

1 x)i(t−
1
n

1 t−1
2 y)n−i = t−1

1 ti−n2 xiyn−i. Il n’y a pas de vecteur de poids
nul dans Vn sous l’opération de T0 donc, d’après [CGP, prop. B.4.2 p.576], Ru(G) est un
groupe vectoriel et il existe une opération linéaire de T0 dans Ru(G) telle que l’inclusion
Ru(G)→ Vn soit T0-équivariante. On a une décomposition de Ru(G) en somme directe de
droites T0-stables. Soient H ' Ga une telle droite et (w1, w2) le poids de T0 ' G2

m dans H.

L’inclusion H → Vn est donnée par a 7−→
n∑
i=0

fi(a)xiyn−i où les fi sont des p-polynômes.

Par hypothèse on a
n∑
i=0

fi(tw1
1 tw2

2 a)xiyn−i =
n∑
i=0

t−1
1 ti−n2 fi(a)xiyn−i. Donc w1 = −1 et si

f1 6= 0 alors f1 est de la forme fi(a) = cia (à cause du poids de t1) donc w2 = i− n, donc
il y a un seul fi non nul. Donc l’image de H dans Vn est la droite engendrée par xiyn−i.

Sous-cas 3.2. On suppose maintenant que T0 est de dimension 1. Il est donc de la forme{[
t
µ
n 0
0 t−ν+µ

n

]
| t ∈ Gm

}
où µ ∈ Z, ν ∈ N et pgcd(µ, ν) = 1. On a ν 6= 0 sinon G

opérerait trivialement dans la base P1. L’opération de T0 ' Gm dans Vn est donnée par
t · xiyn−i = t(n−i)ν−µxiyn−i. L’espace de poids nul est de dimension 1 si 0 ≤ µ ≤ n (il
s’agit de la droite engendrée par xn−µyµ) et est trivial sinon. Donc d’après [CGP, prop.
B.4.2 p.576], Ru(G) est encore un groupe vectoriel et il existe une opération linéaire de
T0 dans Ru(G) telle que l’inclusion Ru(G) → Vn soit T0-équivariante. Pour toute droite
H de Ru(G) qui est T0-stable, le groupe H o T0 opère transitivement dans X donc les
possibilités pour H sont données dans le corollaire 3.5.14.

Cas 4. On suppose ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la section {([xeyn : ye], (x, y)) | [x :
y] ∈ P1}. Alors G0 est de dimension 2 et le normalisateur de ∂X est de dimension 3 si
n ≥ e et de dimension 2 si n < e. Donc G est égal à G0 ou au normalisateur de ∂X.

Cas 5. Enfin, si ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la courbe d’équation upr = xynp
r−1vp

r

et pr > 2 ou si ∂X = s∞ ∪ s0 ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0) alors le normalisateur de ∂X est de
dimension 2 donc G = G0.

Remarque 3.5.19 : Si X est un sous-schéma ouvert de Fn qui est homogène sous l’opé-
ration d’un sous-groupe lisse connexe G de AutFn alors il existe une opération fidèle de
G dans Fn telle que G possède une orbite ouverte isomorphe à X, dont le bord soit un
diviseur à croisements normaux simples. En effet, les seuls cas où le bord ∂X de X n’est
pas un diviseur à croisements normaux simples sont ∂X = s∞ ∪ π−1(∞) ∪ C où C est la
section {([xeyn : ye], (x, y)) | [x : y] ∈ P1} et e < n (les trois composantes s’intersectent
au même point) ou bien C est la courbe d’équation up

r = xynp
r−1vp

r avec pr > 2 (les
courbes C et π−1(∞) sont tangentes). Mais alors on a G ' Ga o Gm et le groupe d’iso-
tropie est de la forme µe, donc on peut faire opérer G dans Fn comme le sous-groupe{(

ayn,

[
te−

1
n 0

0 t−
1
n

])
| a ∈ Ga, t ∈ Gm

}
de AutFn , et X est isomorphe au complémen-

taire de s∞ ∪ π−1(∞) ∪ π−1(0). De même, si X est un sous-schéma ouvert de P1 × P1

(resp. P2) qui est homogène sous l’opération d’un sous-groupe lisse connexe résoluble G
de PGL2 × PGL2 (resp. PGL3) et si le bord ∂X n’est pas un diviseur à croisements
normaux simples alors il existe une opération fidèle de G dans Fn telle que G possède
une orbite ouverte isomorphe à X, dont le bord soit un diviseur à croisements normaux
simples.
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