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Abstract

The central position held by Topological Quantum Field Theories (TQFTs) in the
study of low dimensional topology is due to their extraordinarily rich structure,
which allows for various interactions with and applications to questions of geo-
metric nature. Ever since their first appearance, a great effort has been put into
extending quantum invariants of 3-dimensional manifolds to TQFTs and Fxtended
TQFTs (ETQFTs). This thesis tackles this problem in two different general frame-
works. The first one is the study of the semisimple quantum invariants of Witten,
Reshetikhin and Turaev issued from modular categories. Although the correspond-
ing ETQFTs were known to exist for a while, an explicit realization based on the
universal construction of Blanchet, Habegger, Masbaum and Vogel appears here for
the first time. The aim is to set a golden standard for the second part of the thesis,
where the same procedure is applied to a new family of non-semisimple quantum
invariants due to Costantino, Geer and Patureau. These invariants had been pre-
viously extended to graded TQFTs by Blanchet, Costantino, Geer an Patureau,
but only for an explicit family of examples. We lay the first stone by introducing
the definition of relative modular category, a non-semisimple analogue to modular
categories. Then, we refine the universal construction to obtain graded ETQFTs
extending both the quantum invariants of Costantino, Geer and Patureau and the
graded TQFTs of Blanchet, Costantino, Geer and Patureau in this general setting.

Keywords

Extended TQFTs, Non-Semisimple Categories, Topological Quantum Field Theo-
ries, Quantum Invariants, Modular Categories, 2-Categories



Résumé

La position centrale occupée par les Théories Quantiques des Champs Topologiques
(TQFTs) dans I’étude de la topologie en basse dimension est due a leur structure
extraordinairement riche, qui permet différentes interactions et applications a des
questions de nature géométrique. Depuis leur premiére apparition, un grand effort
a été mis dans l'extension des invariants quantiques de 3-variétés en TQFTs et en
TQFT Etendues (ETQF Ts). Cette thése s’attaque a ce probléme dans deux cadres
généraux différents. Le premier est I’étude des invariants quantiques semi-simples
de Witten, Reshetikhin et Turaev issus de catégories modulaires. Bien que les ET-
QFTs correspondantes étaient connues depuis un certain temps, une réalisation
explicite basée sur la construction universelle de Blanchet, Habegger, Masbaum et
Vogel apparait ici pour la premiére fois. L’objectif est de tracer la route & suivre
dans la deuxiéme partie de la thése, ou la méme procédure est appliquée & une
nouvelle famille d’invariants quantiques non semi-simples due a Costantino, Geer
et Patureau. Ces invariants avaient déja été étendus en TQFTs graduées par Blan-
chet, Costantino, Geer and Patureau, mais seulement pour une famille explicite
d’exemples. Nous posons la premiére pierre en introduisant la définition de caté-
gorie modulaire relative, un analogue non semi-simple aux catégories modulaires.
Ensuite, nous affinons la construction universelle pour obtenir des ETQFTs gra-
duées étendant a la fois les invariants quantiques de Costantino, Geer et Patureau
et les TQFTs graduées de Blanchet, Costantino, Geer et Patureau dans ce cadre
général.

Mots-clés

TQFTs Etendues, Catégories Non Semi-Simples, Théories Quantiques des Champs
Topologiques, Invariants Quantiques, Catégories Modulaires, 2-Catégories
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Introduction

The main purpose of this thesis is to develop a general theory for the con-
struction of non-semisimple Extended Topological Quantum Field Theories for
the Costantino-Geer-Patureau quantum invariants of closed 3-manifolds defined
in [CGP14]. This short chapter is intended to provide motivation for this work
by outlining a rough overview of the domain and a brief introduction to its main
concepts.

Why are TQFTs interesting?

The study of Topological Quantum Field Theories represents a paramount ex-
ample of the fruitful interaction between physics and mathematics, and a rather
exceptional one too: it proves that the domains do not interact exclusively when
mathematical theories are used as a tool in order to approach problems or to con-
struct models of physical interest. Indeed, the converse happens as well: physics
can be an outstanding propeller for new ideas in mathematics. This is exactly what
happened with quantum topology, a mathematical discipline which stemmed from
some groundbreaking discoveries in theoretical physics. By now Topological Quan-
tum Field Theories, often abbreviated to the acronym TQFT, have taken a life of
their own within the boundaries of pure mathematics. It is even possible to work
on related research themes while knowing little or nothing of the physical concepts
that brought the subject into being. It is however fascinating to think that this
beautiful and elegant mathematical theory was inspired by physics, and that some
of the deepest questions and conjectures in the field are still provided by physical
insight.

Before setting out to explain what quantum topologists mean by TQFTs, which
is often different, at least on the level of terminology, from what theoretical physi-
cists mean, let us try to answer a more fundamental question: why should we
care about them? We begin with what is arguably the most naive motivation:
TQFTs provide numerical invariants for closed manifolds, called quantum invari-
ants, which enjoy good locality properties. In other words, in order to compute
their global value on a complicated closed manifold we can cut the latter along
codimension 1 submanifolds and we can then recombine the data assigned to the
simpler pieces obtained. In particular, it is sufficient to understand quantum in-
variants in local settings where the topology is simpler. This is a highly valuable
feature, as powerful topological invariants tend to be hard to explicitly compute in
general. Now, to be honest, it should not be thought that people actually build
TQFTs in order to obtain invariants for closed manifolds, at least not in dimen-
sion 3. Indeed, for what concerns all of the constructions treated in this thesis,
this picture would be misleading. Most of the time we start with some numerical
invariant of closed manifolds we already know, and then we try to extend it to a

xiii



xiv INTRODUCTION

TQFT, which is not necessarily an easy job. If we succeed in doing so, then we can
understand how local behaviours determine global ones, thus highly improving the
computability features of the invariant we started with. At any rate, the production
of closed manifold invariants is probably not the real reason people try to construct
TQFTs. Their true appeal lies in the richness of their structure, a feature which
allows for a number of interactions with and applications to questions of geometric
nature. The better known of them, at least in low dimensional topology, is the
study of Mapping Class Groups of surfaces. These elementary algebraic structures
are very easy to define and, at the same time, extraordinarily hard to understand,
with many open questions about them being active research themes. One of the
most famous conjectures in the field concerns their linearity, that is the existence of
faithful representations. Since in general Mapping Class Group representations are
quite hard to construct, every machinery that produces them is extremely helpful
in the investigation. This makes 3-dimensional TQFTs highly attractive as they
naturally induce representations of Mapping Class Groups of surfaces, called quan-
tum representations, which are among the most effective tools at our disposal in
order to tackle these kinds of problems.

What is a TQFT?

We have already mentioned Topological Quantum Field Theories in several
places, but we have not yet given a precise definition. This is because the mathe-
matical formalisation of the concept has a rather abstract flavor, and it is therefore
natural, at first glance, to wonder why we should even consider such a notion.

In extremely concise terms, a TQFT is a symmetric monoidal functor from a
cobordism category to a linear category. For the 3-dimensional theory, to which
we will exclusively confine for this thesis, it involves associating a vector space
with every closed surface in such a way that the topological operation of dis-
joint union of surfaces corresponds to the algebraic operation of tensor product
of vector spaces. At the same time, a 3-dimensional TQFT associates with every
3-dimensional cobordism between closed surfaces a linear map between the corre-
sponding vector spaces in such a way that the topological operation of gluing of
cobordisms is translated to the algebraic operation of composition of linear maps.
This means that by realizing a closed 3-manifold as the gluing of a finite family of
cobordisms we can compute its invariant as the composition of the corresponding
linear maps. It also means that TQFTs can be used for constructions which were
completely out of the reach of numerical invariants of closed 3-manifolds. For in-
stance, it is thanks to the rich structure provided by vector spaces and linear maps
that quantum representations of Mapping Class Group can be obtained.

The definition of TQFT provided here is essentially due to Atiyah. It was first
published in his 1988 paper [A88| and it was inspired by an analogue set of axioms
for Conformal Field Theories which had been previously proposed by Segal in [S88|.
However, as it often happens, the concept had already been considered before the
scientific community agreed on its actual definition. It made its first appearance
in a 1978 paper [S78] by Schwarz, where quantum field theories whose dynamics
is independent of the metric were first discussed. The first family of examples was
constructed only ten years later, and at the physical level of rigor, by Witten, but
in order to understand its importance we first need to outline a rough historical
overview of the events leading to this discovery.
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A brief history of quantum topology

For a long time the only known polynomial invariant of knots was the Alexan-
der polynomial. Tts definition, which first appeared in the 1928 paper [A28] by
Alexander, is derived from the homology of the infinite cyclic cover of the knot
complement. In particular, its geometric interpretation is rather clear, as its con-
struction allows for a concrete intuition of the topological properties it measures.
This means its limits are also well understood: for instance, a knot and his mirror
image always share the same Alexander polynomial. For more than sixty years all
the polynomial invariants of knots that were discovered were systematically proven
to boil down to some renormalization of the Alexander polynomial.

In 1985 a short paper [J85] by Jones introduced what is now known as the
Jones polynomial. This discovery started a small revolution in knot theory. Indeed,
an early computation by Jones and Birman shows that this invariant is not yet
another version of the Alexander polynomial, as it distinguishes the left trefoil
from the right trefoil. The definition, which is based on representations of braid
groups in Von Neumann algebras, makes it hard to understand what topological
properties of knots are detected, and to this day we are still missing a geometric
interpretation. On the other hand, thanks to skein calculus, the Jones polynomial
turns out to be rather easy to compute and quite a powerful invariant. For instance,
whether or not it is capable of detecting the unknot is still an open question.

The mysterious nature of the Jones polynomial is the main reason topolo-
gists were so excited when in 1989 a theoretical physics paper [W89] by Witten
showed the world an unexpected manifestation of this knot invariant in the con-
text of quantum field theory. Indeed, the birth of the domain known today as
quantum topology can probably be traced back to this event. Witten constructed
a new family of invariants of closed 3-manifolds which recovered and generalized
the Jones polynomial, and at the same time he predicted these invariants should
be understood as part of a richer structure provided by a family of TQFTs. His
construction made use of Feynman’s path integral, a tool which has not yet been
formalized on a mathematical level. More precisely, Witten’s definition involves
fixing a closed 3-manifold and integrating the Chern-Simons functional over the
whole infinite-dimensional space of connections on its tangent bundle. Since it is
not clear what sense should be made of a measure on such space, the mathematical
foundations of this approach are rather shaky. The insight it provides however is
remarkable, as many open conjectures about these 3-manifold invariants are in-
spired by the original construction. Witten remains to date the only physicist to
have ever been awarded the Fields medal, a sign that his talents for mathematics
are widely acknowledged.

This thrilling discovery sparked the interest of topologists in quantum field the-
ory, and many of them set out to try and formalize Witten’s results. Reshetikhin
and Turaev were the first who managed to produce a rigorous, although completely
different, construction of Witten’s family of 3-manifold invariants. Shortly after-
wards Turaev succeeded in completing Witten’s program by extending these invari-
ants through the construction, in a very general setting, of the family of TQFTs
known today as Witten-Reshetikhin-Turaev. His work is what we call in this thesis
the semisimple theory, and in Chapter 1 we entirely rephrase it in order to set the
golden standard for its non-semisimple generalization.
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Pleasures and pains of semisimple theories

Although, as we mentioned earlier, TQFTs are not that easy to build, the first
and most famous family of examples comes in several different incarnations. The
existence of various interpretations for it is an essential feature of the semisimple
theory which ensure connections with many areas of mathematics. It allows indeed
for the study of related questions under different perspectives and it makes room
for the use of diverse techniques in order to reach deep results. Here is a non-
exhaustive list of the main different realizations of the Witten-Reshetikhin-Turaev
family of quantum invariants and TQFTs:

(i) The original construction was performed by Witten in his 1988 paper
[W88]. Although its mathematical basis is not firm, its main advantage
lies in the unique insight it provides. An example of the deep open
questions which are inspired by this approach is Witten’s asymptotic
conjecture, the prediction of a relation between a certain limit stated
in terms of Witten-Reshetikhin-Turaev quantum invariants and some
expression involving classical invariants such as Reidemeister torsions,
Chern-Simons invariants and the spectral flow of representations of the
fundamental group.

(i) The first rigorous construction was obtained by Reshetikhin and Turaev
in their 1991 paper [RT91], for what concerns quantum invariants, and
by Turaev in his 1994 book [T94], for what concerns TQFTs. Their ap-
proach is based on the semisimple representation theory of the restricted
version of the quantum group of sly at roots of unity. Its rather alge-
braic flavor makes it the best suited for generalizations. Indeed, all of
the constructions which will be central to this thesis are derived from
this version of the theory.

(i) In their 1992 paper [BHMV92| Blanchet, Habegger, Masbaum and
Vogel delivered a completely combinatorial construction of these quan-
tum invariants, which they extended to TQFTs in their 1995 paper
[BHMV95|. Their definition relies on the bracket polynomial intro-
duced by Kauffman in [K87]. The advantage of this approach is that it
makes computations easier by translating them into a problem of skein
calculus. They are also to be credited with the introduction of the uni-
versal construction, a very general machinery on which all of the results
in this thesis will heavily rely.

(iv) More recently, in a series of paper which culminated with [AU15], An-
dersen and Ueno gave a geometric interpretation of the previous construc-
tions which allows for the use of analytic methods in order to approach
a number of open questions like the Andersen-Masbaum-Ueno conjecture
on the dynamics of diffeomorphisms of surfaces. An example of the deep
results within the reach of geometric techniques is given by the asymp-
totic faithfulness of Mapping Class Group representations established by
Andersen in [A06].

As it is witnessed by the previous list, Witten-Reshetikhin-Turaev quantum invari-
ants and TQFTs have been studied extensively since their first appearance. In fact,
they provide a very active research theme to this day. Although much more remains
to be discovered, certain weaknesses of this family of examples are already known:
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(i) There exist infinite families of pairs of inequivalent closed 3-manifolds
which cannot be distinguished by the Witten-Reshetikhin-Turaev quan-
tum invariants. Examples are provided by pairs of lens spaces which are
homotopically equivalent but not homeomorphic.

(#) Quantum representations of Mapping Class Groups induced by Witten-
Reshetikhin-Turaev TQFTs are never faithful. In particular Dehn twists
along simple closed curves always act on TQFT vector spaces of closed
surfaces with finite order.

(éi1) In general the theory is not well-suited to treat certain fundamental ques-
tions. An example is provided by the volume conjecture first proposed
by Kashaev in [K97] and later generalized by Murakami and Murakami
in [MMO01] and by Murakami, Murakami, Okamoto, Takata and Yokota
in [MMOTYO02]|. In its complex form, it consists in the prediction of a
relation between some expression involving the hyperbolic volume of the
complement of a hyperbolic link, together with its Chern-Simons invari-
ant, and a certain limit stated in terms of the Jones polynomials colored
with the Steinberg representations of quantum sl;. Since the latter are
not featured in the construction of Reshetikhin and Turaev, certain as-
pects of these questions are out of the reach of semisimple quantum
invariants.

Non-semisimple theories

In the algebraic construction by Reshetikhin and Turaev there is substantial
room for improvement, as only small semisimple quotients of representation cate-
gories of quantum sly enter the picture. We could hope to obtain more powerful
quantum invariants and TQFTs by adapting their machinery in order to take into
account also non-semisimple parts of categories of representations. This has been
done quite early, most notably in the 1996 paper [H96] by Hennings and in a
series of publications by Kerler and Lyubashenko which culminated in their joint
2001 book [KLO1]. These constructions of non-semisimple quantum invariants and
TQFTs would deserve to be discussed at lenght, but we will not focus on them in
this thesis. We just point out that non-semisimple Hennings invariants vanish on all
closed 3-manifolds with positive first Betti number and that Kerler-Lyubashenko
TQFTs are defined only for connected surfaces. In particular, though it is extremely
interesting, this version of the non-semisimple theory still has some weaker points.

What was probably lacking from earlier attempts at producing powerful non-
semisimple constructions is the theory of traces on ideals which was developed
by Geer and Patureau through a number of collaborations with Turaev, Kujawa
and Virelizier. This body of work constitutes the ground on which more recent
non-semisimple constructions have been erected. In their 2014 paper [CGP14]
Costantino, Geer and Patureau defined a new family of quantum invariants of
closed 3-manifolds of Witten-Reshetikhin-Turaev type which are based on the non-
semisimple representation theory of the unrolled version of quantum sly. In their
2017 paper [BBG17] Beliakova, Blanchet and Geer defined, in the case of restricted
quantum sly, a logarithmic version of Hennings’ invariants which integrates the new
technology of traces on ideals into the construction.

This thesis builds on the first of these two works. Indeed, TQFTs extending the
Costantino-Geer-Patureau invariants in the case of quantum sls have already been
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defined in [BCGP16] by Blanchet, Costantino, Geer and Patureau, and a series of
remarkable properties, which mark a sharp contrast with the Witten-Reshetikhin-
Turaev theory, have been established:

(i) The Costantino-Geer-Patureau quantum invariants are strictly finer than
the Witten-Reshetikhin-Turaev ones. Indeed, they recover various classi-
cal invariants such as the Reidemeister torsion, which naturally appears
in a standard normalization. This allows to recover the whole classifica-
tion of lens spaces.

(7i) All of the quantum representations of Mapping Class Groups induced
by the Blanchet-Costantino-Geer-Patureau TQFTs have unprecedented
behaviours, with Dehn twists along non-separating simple closed curves
always acting with infinite order. In particular, nothing is known to be
in the kernels of these representations, as all diffeomorphisms which were
there in the semisimple theory no longer are.

(éii) The inclusion of Steinberg representations of quantum sls, also known
as Kashaev colors, into the construction makes it possible to use these
quantum invariants and TQFTs in order to extend the volume conjecture
to links in arbitrary manifolds and to prove it for an infinite family of
examples.

What is an Extended TQFT?

What this thesis actually deals with is the construction of Fxtended TQFTs,
which will be often abbreviated with the acronym ETQFT. The idea is that, just
like invariants of closed manifolds, TQFTs may be hard to compute in general. One
thing we could try to do then is to localize them also in their codimension 1 parts.
This means extending their definition so to allow computations of vector spaces
associated with codimension 1 submanifolds to be made by cutting the latter along
codimension 2 submanifolds and then recombining the data assigned to the various
simpler pieces obtained. In the same abstract terms used before, an ETQFT can
then be defined as a symmetric monoidal 2-functor from a cobordism 2-category to
a linear 2-category. The possible targets this time are many, and different choices
can give rise to slightly different theories. For the purpose of this thesis we may
think of a 3-dimensional ETQFT as associating a complete linear category with
every closed 1-manifold, a linear functor with every 2-dimensional cobordism and
a natural transformation with every 3-dimensional cobordism with corners.

In what sense does the above notion do the job we introduced it for in the
first place? Well, exactly in the same way TQFTs provided the analogue service
for quantum invariants. Indeed, computing the quantum invariant of a closed 3-
manifold by means of a TQFT amounts to do the following: we start by interpreting
the closed 3-manifold as a cobordism between two copies of the empty surface. Then
the TQFT associates with it a linear endomorphism of a certain vector space which,
as a consequence of monoidality, is isomorphic to the base field, the unit for the
tensor product of vector spaces. Such a map is just a product with some fixed
number, which we can interpret as the quantum invariant of the closed 3-manifold.
This idea directly generalizes to the extended setting. Indeed, if we want to compute
the TQFT vector space of a closed surface by means of an ETQFT, the procedure
is the same: we start by interpreting the closed surface as a cobordism between
two copies of the empty 1-manifold. Then the ETQFT associates with it a linear
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endofunctor of a certain linear category which, as a consequence of monoidality,
is equivalent to the category of finite-dimensional vector spaces, the unit for the
tensor product of complete linear categories. Such a functor is equivalent to a tensor
product with some fixed vector space, which we can interpret as the TQFT vector
space of the closed surface. In particular, hidden behind the higher structure of a
symmetric monoidal 2-functor, we still have a recipe which associates a complex
number with every closed 3-manifold and a vector space with every closed surface.

Results

It has been known for a while that Witten-Reshetikhin-Turaev TQFTs extend
to ETQFTs. In fact, all semisimple ETQFTs have been classified by Bartlett,
Douglas, Schommer-Pries and Vicary in their 2015 paper [BDSV15]. Once again,
there are several ways of constructing all of these ETQFTs. In Chapter 1 we present
a completely general and explicit recipe for doing so which mixes two of the classical
approaches: the algebraic formalism of Turaev, and the universal construction of
Blanchet, Habegger, Masbaum and Vogel. None of the results contained in this
first part of the thesis is original, but we provide a detailed construction all the
same in order to chart a course we will later follow while trying to develop an
analogous theory in the previously unexplored non-semisimple setting. The two
key algebraic structures introduced by Turaev which allow for the implementation
of the whole procedure are non-degenerate pre-modular categories and modular
categories. A non-degenerate pre-modular category is precisely what is needed, in
the most general version of the theory, in order to obtain an associated Witten-
Reshetikhin-Turaev quantum invariant. A modular category is just a pre-modular
category satisfying a strong non-degeneracy condition which implies the weaker
one required to construct closed 3-manifold invariants. The main result then is
that the Witten-Reshetikhin-Turaev quantum invariant associated with a modular
category extends to an ETQFT. We can even give a combinatorial description of
this ETQFT and a meaningful interpretation of its various components in terms of
algebraic structures on the modular category at use.

In Chapter 2 we play the same game, but starting from the Costantino-Geer-
Patureau quantum invariants. This time we implement the universal construction
of Blanchet, Habegger, Masbaum and Vogel in the context of the algebraic formal-
ism introduced by Costantino, Geer and Patureau. Results in this second half of
the thesis are new, and they combine to provide a very general theory for the pro-
duction of non-semisimple ETQFTs. The key algebraic structures underlying the
construction of Costantino-Geer-Patureau quantum invariants are non-degenerate
relative pre-modular categories. We should think of these categories as some sorts
of non-semisimple analogues to the building blocks for Witten-Reshetikhin-Turaev
quantum invariants. Our first contribution is the identification of the new concept
of relative modular category, an algebraic structure which will play the role of mod-
ular categories in this non-semisimple setting. Our main result can be then stated
as follows:

THEOREM. The Costantino-Geer-Patureau quantum invariant associated with
a relative modular category extends to a graded ETQFT.

In order to build these graded ETQFTs we have to construct 2-categories of
cobordisms whose decorations involve cohomology classes. We point out that this
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time the theory is significantly more complicated, as the procedure we implemented
in the semisimple setting does not directly produce an ETQFT. Indeed, we face
obstructions to monoidality, and the strategy to tackle them will be to refine the
universal construction by integrating them into its structure. This phenomenon
is responsible for the appearance of gradings in this non-semisimple version of the
theory. Finally, a combinatorial description and a meaningful interpretation of the
various components can be derived for this graded ETQFT in complete analogy
with the semisimple case, although some of the explicit characterizations this time
are decidedly more complicated.



Préface

Le but principal de cette thése est de développer une théorie générale pour la
construction de Théories Quantiques des Champs Topologiques Etendues non semi-
simples pour les invariants quantiques de Costantino-Geer-Patureau de 3-variétés
fermées définis dans [CGP14]. Ce court chapitre est consacré a motiver ce tra-
vail en esquissant une vue d’ensemble du domaine et une bréve introduction a ses
principaux concepts.

Pourquoi les TQFTs sont-elles intéressantes ?

L’étude des Théories Quantiques des Champs Topologiques représente un écla-
tant exemple de l'interaction fructueuse entre la physique et les mathématiques qui
est plutot exceptionnel : il prouve que les domaines n’interagissent exclusivement
lorsque des théories mathématiques sont utilisées comme outil pour aborder des pro-
blémes ou pour construire des modéles d’intérét physique. En effet, le phénoméne
inverse se produit aussi : la physique peut étre un propulseur exceptionnel pour
de nouvelles idées en mathématiques. C’est exactement ce qui s’est produit avec
la topologie quantique, une discipline mathématique née & partir de découvertes
révolutionnaires en physique théorique. Maintenant, les Théories Quantiques des
Champs Topologiques, souvent abrégées par 'acronyme TQFT, ont évolué en des
concepts autonomes en mathématiques fondamentales. Il est méme possible de tra-
vailler sur des thémes de recherche connexes tout en connaissant peu ou pas les
concepts physiques qui ont amené & la naissance le sujet. C’est pourtant fascinant
de penser que cette belle et élégante théorie mathématique a été inspirée de la phy-
sique et que certaines des questions les plus profondes et des conjectures les plus
importantes du domaine sont toujours inspirées par une compréhension physique.

Avant d’expliquer ce que les topologues quantiques entendent par TQFT, qui
est souvent différent, au moins sur le plan de la terminologie, de ce que les physi-
ciens théoriques entendent, essayons de répondre & une question plus fondamentale :
pourquoi devrions-nous nous en préoccuper ? Nous commencons par ce qui est sans
doute la motivation la plus naive : les TQFTs produisent des invariants numériques
pour les variétés fermées, appelés invariants quantiques, qui satisfont de bonnes
propriétés de localité. En d’autres termes, afin de calculer leur valeur globale sur
une variété fermée compliquée, nous pouvons couper cette derniére le long de sous-
variétés de codimension 1 et nous pouvons ensuite recombiner les données associées
aux morceaux plus simples obtenues. En particulier, il suffit de comprendre les
invariants quantiques dans des contextes locaux ot la topologie est plus simple.
Cette caractéristique est trés précieuse, d’autant plus que les invariants topolo-
giques puissants ont tendance a étre difficiles & calculer explicitement en général.
Or, pour dire vrai, il ne faut pas penser que les gens construisent des TQFTs afin
d’obtenir des invariants pour les variétés fermées, au moins pas en dimension 3.

xxi
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En effet, pour ce qui concerne toutes les constructions traitées dans cette thése,
cette image serait trompeuse. La plupart du temps, on commence avec un invariant
numérique des variétés fermées qu’on connait déja, puis on essaie de ’étendre en
une TQFT, ce qui n’est pas nécessairement facile. Si nous arrivons & le faire, nous
pouvons comprendre comment les comportements locaux déterminent les compor-
tements globaux, améliorant ainsi considérablement les propriétés de calculabilité
de I'invariant de départ. En tout cas, la production d’invariants des variétés fermées
n’est probablement pas la vraie raison pour laquelle les gens essaient de construire
des TQFTs. Leur véritable attrait réside dans la richesse de leur structure, une
caractéristique qui permet un certain nombre d’interactions et d’applications & des
questions de nature géométrique. La plus connue d’entre elles, au moins en topo-
logie en basse dimension, est I’étude des Mapping Class Groups de surfaces. Ces
structures algébriques élémentaires sont trés faciles & définir et, en méme temps,
extraordinairement difficiles & comprendre, avec beaucoup de questions ouvertes a
ce sujet qui constituent des thémes de recherche actifs. L'une des conjectures les
plus célébres dans le domaine concerne leur linéarité, c’est a dire l'existence de
représentations fidéles. Puisque, en général, les représentations des Mapping Class
Groups sont assez difficiles & construire, toutes les machines qui les produisent sont
extrémement utiles dans 'enquéte. Cela rend les TQFTs de dimension 3 trés inté-
ressantes car elles produisent naturellement des représentations des Mapping Class
Groupes de surfaces, appelées représentations quantiques, qui sont parmi les outils
les plus efficaces & notre disposition pour s’attaquer a ces types de problémes.

Qu’est-ce qu’une TQFT ?

Nous avons déja mentionné les Théories Quantiques des Champs Topologiques &
plusieurs endroits, mais nous n’avons pas encore donné une définition précise. C’est
parce que la formalisation mathématique du concept a une saveur plutét abstraite,
et il est donc naturel, & premiére vue, de se demander pourquoi on devrait méme
considérer une telle notion.

En termes extrémement concis, une TQFT est un foncteur monoidal symétrique
d’une catégorie de cobordisme vers une catégorie linéaire. Pour ce qui concerne la
théorie en dimension 3, a laquelle nous allons nous restreindre dans cette thése, il
s’agit d’associer un espace vectoriel & chaque surface fermée de telle sorte que ’opé-
ration topologique d’union disjointe de surfaces correspond a ’opération algébrique
de produit tensoriel d’espaces vectoriels. Au méme temps, une TQFT en dimension
3 associe a chaque cobordisme de dimension 3 entre surfaces fermées une applica-
tion linéaire entre les espaces vectoriels correspondants de telle sorte que 'opération
topologique de recollement de cobordismes soit traduite dans ’opération algébrique
de composition d’applications linéaires. Cela signifie que, en réalisant une 3-variété
fermée comme le recollement d’une famille finie de cobordismes, nous pouvons calcu-
ler son invariant comme la composition des applications linéaires correspondantes.
Cela signifie également que les TQFTs peuvent étre utilisés pour des constructions
qui étaient totalement hors de portée des invariants numériques de 3-variétés fer-
mées. Par exemple, c’est grace a la riche structure fournie par les espaces vectoriels
et les applications linéaires que les représentations quantiques des Mapping Class
Groups peuvent étre obtenues.
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La définition de TQFT fournie ici est essentiellement due & Atiyah. Elle a été
publiée pour la premiére fois dans son article daté de 1988 [A88] et elle a été inspi-
rée par un ensemble analogue d’axiomes pour les Théories Conformes des Champs
qui avait déja été proposé par Segal dans [S88|. Cependant, comme cela arrive sou-
vent, le concept avait déja été considéré avant que la communauté scientifique ne
se mette d’accord sur sa définition. Il a fait sa premiére apparition en 1978 dans un
article de Schwarz [S78], ou des théories quantiques des champs dont la dynamique
est indépendante de la métrique ont été discutées pour la premiére fois. La pre-
miére famille d’exemples a été construite seulement dix ans plus tard, et au niveau
physique de la rigueur, par Witten, mais pour comprendre son importance, il faut
d’abord donner un apergu historique des événements menant a cette découverte.

Bréve histoire de la topologie quantique

Pendant longtemps, le seul invariant polynomial des nceuds connu était le po-
lynome d’Alexander. Sa définition, qui est apparue pour la premiére fois en 1928
dans l'article d’Alexandre [A28], est dérivé de ’homologie du revétement cyclique
infinie du complément du noeud. En particulier, son interprétation géométrique
est assez claire, car sa construction permet une intuition concréte des propriétés
topologiques qu’il mesure. Cela signifie également que ses limites sont bien com-
prises : par exemple, un nceud et son image miroir partagent toujours le méme
polynéme d’Alexander. Pendant plus de soixante ans, chaque découverte d’un nou-
veau invariant polynomial des noeuds a été systématiquement démontré aboutir a
une renormalisation du polyndéme d’Alexander.

En 1985, un court article [J85] de Jones a introduit ce qu’on appelle maintenant
le polynome de Jones. Cette découverte a déclenché une petite révolution dans la
théorie des noeuds. En effet, un calcul de Jones et Birman a montré tout de suite
que cet invariant n’était pas une autre version du polynéme d’Alexander, car il
arrive a distinguer le tréfle gauche du tréfle droit. La définition, qui est basé sur
des représentations des groupes de tresses dans des algébres de Von Neumann, rend
difficile de comprendre quelles propriétés topologiques des nceuds sont détectées et,
A ce jour, nous n’avons encore pas trouvé une interprétation géométrique. D’autre
part, grace aux relations d’écheveaux, le polynéme de Jones s’avére étre plutot
facile & calculer et assez puissant comme invariant. Par exemple, la question de
comprendre s’il est capable de détecter le noeud trivial reste encore ouverte.

La nature mystérieuse du polynoéme de Jones est la raison principale de ’enthou-
siasme qui s’est diffusé parmi les topologues lorsque, en 1989, un article de physique
théorique de Witten [W89] a montré au monde une manifestation inattendue de
cet invariant des nceud dans le contexte de la théorie quantique des champs. En
effet, la naissance du domaine connu aujourd’hui sous le nom de topologie quan-
tique peut étre probablement remonté a cet événement. Witten a construit une
nouvelle famille d’invariants des 3-variétés fermées qui retrouvent et généralisent le
polynéme de Jones, et en méme temps il a prédit que ces invariants devraient étre
compris comme faisant partie d’une structure plus riche fournie par une famille de
TQFTs. Sa construction utilisait 'intégrale de chemin de Feynman, un outil qui
n’a pas encore a été formalisé au niveau mathématique. Plus précisément, la défini-
tion de Witten consiste a fixer une 3-variété fermée et a intégrer la fonctionnelle de
Chern-Simons sur ’espace de dimension infinie des connexions sur son fibré tangent.
Comme il n’est pas clair quel sens doit étre fait d’une mesure sur un tel espace, les
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fondements mathématiques de cette approche sont plutét fragiles. Le point de vue
qu’il fournit cependant est remarquable, car de nombreuses conjectures ouvertes
a propos de ces invariants des 3-variétés s’inspirent de la construction originale.
Witten reste a ce jour le seul physicien a avoir recu la médaille Fields, signe que
ses talents pour les mathématiques sont largement reconnus.

Cette découverte passionnante a suscité 'intérét des topologues dans la théorie
quantique des champs, et beaucoup d’entre eux ont entrepris d’essayer de forma-
liser les résultats de Witten. Reshetikhin et Turaev ont été les premiers qui ont
réussi a produire une construction rigoureuse, bien que complétement différente,
de la famille d’invariants des 3-variétés de Witten. Peu de temps aprés, Turaev a
réussi a compléter le programme de Witten en étendant ces invariants a travers la
construction, dans un cadre trés général, de la famille de TQFTs connue aujour-
d’hui comme de Witten-Reshetikhin-Turaev. Son travail est ce que nous appelons
dans cette thése la théorie semi-simple. Dans le Chapitre 1 nous allons présenter
une reformulation de ces résultats afin de tracer la route pour leur généralisation
non semi-simple.

Joies et douleurs des théories semi-simples

Bien que, comme nous ’avons mentionné plus tot, les TQFTs ne soient pas
faciles a construire, la premiére et la plus célébre famille d’exemples se présente
dans plusieurs incarnations différentes. L’existence d’interprétations diverses est une
caractéristique essentielle de la théorie semi-simple qui assure connexions avec de
nombreux domaines des mathématiques. Elle permet en effet d’étudier des questions
connexes sous différentes perspectives et elle permet de recourir a des techniques
variées afin d’atteindre des résultats profonds. Voici une liste non exhaustive des
principales réalisations différentes de la famille d’invariants quantiques et de TQFTs
de Witten-Reshetikhin-Turaev :

(i) La construction originale a été réalisée en 1988 par Witten dans son
article [W88]. Bien que sa base mathématique ne soit pas ferme, son
principal avantage réside dans la perspective unique qu’elle fournit. Un
exemple des questions profondes ouvertes qui s’inspire de cette approche
est la conjecture asymptotique de Witten, la prédiction d’une relation
entre une limite exprimée en termes des invariants quantiques de Witten-
Reshetikhin-Turaev et une certaine expression impliquant des invariants
classiques tels que la torsion de Reidemeister, les invariants de Chern-
Simons et le flot spectral des représentations du groupe fondamental.

(#) La premiére construction rigoureuse a été obtenue en 1991 par Reshe-
tikhin et Turaev dans leur article [RT91], pour ce qui concerne les in-
variants quantiques, et en 1994 par Turaev dans son livre [T94], pour
ce qui concerne les TQFTs. Leur approche est basée sur la théorie semi-
simple de représentation de la version restreinte du groupe quantique de
sly aux racines de 'unité. Sa saveur plutét algébrique le rend le mieux
adapté aux généralisations. En effet, toutes les constructions au centre
de cette thése sont dérivées de cette version de la théorie.

(#i) Dans leur article daté de 1992 [BHMV92| Blanchet, Habegger, Mas-
baum et Vogel ont livré une construction entiérement combinatoire de
ces invariants quantiques, qu’ils ont étendus en TQFTs dans leur article
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daté de 1995 [BHMV95]. Leur définition repose sur le polyndéme du cro-
chet introduit par Kauffman dans [K87|. L’avantage de cette approche
est qu’il rend les calculs plus faciles en les traduisant en un probléme de
calcul d’écheveaux. Ils sont également & créditer pour 'introduction de
la construction universelle, une procédure trés générale de laquelle tous
les résultats de cette thése dépendront fortement.

Plus récemment, dans une série d’articles qui ont abouti a [AU15], An-
dersen et Ueno ont donné une interprétation géométrique des construc-
tions précédentes qui permet 'utilisation de méthodes analytiques pour
aborder un certain nombre de questions ouvertes comme le Conjecture
Andersen-Masbaum-Ueno sur la dynamique des difféeomorphismes des
surfaces. Un exemple des résultats profonds a la portée des techniques
géométriques est donné par la fidélité asymptotique des représentations
des Mapping Class Groups établie par Andersen dans [A06].

Comme le montre la liste précédente, les invariants quantiques et les TQFTs de
Witten-Reshetikhin-Turaev ont été largement étudiés depuis leur premiére appari-
tion. En fait, ils constituent un théme de recherche trés actif a ce jour. Bien qu’il
reste encore beaucoup & découvrir, certaines faiblesses de cette famille d’exemples
sont déja connues :

(4)

(id)

Il existe des familles infinies de paires de 3-variétés inéquivalentes qui
ne peuvent pas étre distingués par les invariants quantiques de Witten-
Reshetikhin-Turaev. Des exemples sont fournis par des paires d’espaces
lenticulaires qui sont homotopiquement équivalents, mais pas homéo-
morphes.

Les représentations quantiques des Mapping Class Groups induites par
les TQFTs de Witten-Reshetikhin-Turaev ne sont jamais fidéles. En par-
ticulier, les twists de Dehn le long de courbes fermées simples agissent
toujours avec ordre fini sur les espaces vectoriels de TQFT des surfaces
fermées.

En général, la théorie n’est pas bien adaptée pour traiter certaines ques-
tions fondamentales. Un exemple est fourni par la conjecture de volume
proposée d’abord par Kashaev dans [K97]| et généralisée plus tard par
Murakami et Murakami dans [MMO1] et par Murakami, Murakami, Oka-
moto, Takata et Yokota dans [MMOTY02]. Dans sa forme complexe,
elle consiste en la prédiction d’une relation entre une expression impli-
quant le volume hyperbolique du complément d’un entrelacs hyperbo-
lique, ainsi que son invariant de Chern-Simons, et une certaine limite
exprimée en termes des polynémes de Jones coloriés avec les représen-
tations de Steinberg de sly quantique. Comme ces derniéres ne figurent
pas dans la construction de Reshetikhin et Turaev, certains aspects de
ces questions sont hors de portée des invariants quantiques semi-simples.

Théories non semi-simples

Dans la construction algébrique de Reshetikhin et Turaev, il existe une grande
marge d’amélioration, car seuls des petits quotients semi-simples de catégories de
représentations de slo quantique interviennent. Nous pourrions espérer obtenir des
invariants quantiques et des TQFTs plus puissants en adaptant leur construction
afin de prendre en compte également des parties non semi-simples des catégories



xxvi PREFACE

de représentations. Cela a été fait assez to6t, notamment dans l'article de Hennings
daté de 1996 [H96] et dans une série de publications de Kerler et Lyubashenko
qui ont abouti & leur livre en collaboration [KLO1] en 2001. Ces constructions
d’invariants quantiques et de TQFTs non semi-simples mériteraient d’étre discutés
longuement, mais nous ne nous concentrerons pas sur eux dans cette thése. Nous
soulignons simplement que les invariants non semi-simples de Hennings s’annulent
sur toutes les 3-variétés fermées avec premier nombre de Betti positif et que les
TQFTs de Kerler-Lyubashenko sont définies uniquement pour les surfaces connexes.
En particulier, bien qu’elle soit extrémement intéressante, cette version de la théorie
non semi-simple a encore des points faibles.

Ce qui manquait probablement dans les tentatives précendentes de produire des
constructions non semi-simples puissantes, c¢’est la théorie des traces sur des idéaux
développée par Geer et Patureau a travers un certain nombre de collaborations avec
Turaev, Kujawa et Virelizier. Ce corps de travail constitue le terrain sur lequel des
de 2014 [CGP14] Costantino, Geer et Patureau ont défini une nouvelle famille d’in-
variants quantiques de 3-variétés fermées de type Witten-Reshetikhin-Turaev qui
sont basés sur la théorie non semi-simple des représentations de la version déroulé
de slp quantique. Dans leur article daté de 2017 [BBG17| Beliakova, Blanchet et
Geer définissent, dans le cas de sl quantique restreint, une version logarithmique
des invariants de Hennings qui intégre la nouvelle technologie des traces sur des
idéaux dans la construction.

Cette thése s’appuie sur la premiére de ces deux ceuvres. En effet, des TQFTs
étendants les invariants de Costantino-Geer-Patureau dans le cas de sly quantique
ont déja été définies dans [BCGP16| par Blanchet, Costantino, Geer et Patureau,
et une série de propriétés remarquables, qui marquent une nette différence avec la
théorie de Witten-Reshetikhin-Turaev, ont été établies :

(4) Les invariants quantiques de Costantino-Geer-Patureau sont strictement
plus fins que les invariants de Witten-Reshetikhin-Turaev. En effet, ils
retrouvent plusieurs invariants classiques comme la torsion de Reide-
meister, qui apparait dans une normalisation standard. Cela permet de
récupérer la classification compléte des espaces lenticulaires.

(i) Toutes les représentations quantiques des Mapping Class Groups induites
par les TQFTs de Blanchet-Costantino-Geer-Patureau ont des comporte-
ments sans précédent, avec les twists de Dehn le long de courbes fermées
simples non séparantes agissant toujours avec ordre infini. En particulier,
on ne connait rien dans les noyaux de ces représentations, car tous les
diffeomorphismes qui étaient 14 dans la théorie semi-simple n’y sont plus.

(#) L’inclusion dans la construction des représentations de Steinberg de sly
quantique, également connues sous le nom de couleurs de Kashaev, per-
met d’utiliser ces invariants quantiques et ces TQFTs pour étendre la
conjecture de volume aux entrelacs dans des variantes arbitraires et pour
la prouver pour une famille infinie d’exemples.

Qu’est-ce qu’une TQFT Etendue ?

Ce que cette thése traite en réalité est la construction de TQFTs Etendues,
qui seront souvent abrégé avec 'acronyme ETQFT. L’idée est que, tout comme les
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invariants des variétés fermées, les TQFTs peuvent étre difficiles a calculer en géné-
ral. Une chose que nous pourrions tenter de faire alors est de les localiser également
dans leurs parties de codimension 1. Cela signifie étendre leur définition de maniére
a permettre de réaliser les calculs d’espaces vectoriels associés aux sous-variétés
de codimension 1 en coupant ces derniéres le long de sous-variétés de codimen-
sion 2 et ensuite en recombinant les données associées aux différentes morceaux
plus simples obtenues. Dans les mémes termes abstraits utilisés précédemment, une
ETQFT peut alors étre définie comme un 2-foncteur monoidal symétrique d’une
2-catégorie de cobordismes vers une 2-catégorie linéaire. Les cibles possibles cette
fois sont nombreuses, et différents choix peuvent donner lieu a des théories lége-
rement différentes. Aux fins de cette thése, nous pouvons penser qu'une ETQFT
en dimension 3 associe une catégorie linéaire compléte & chaque 1-variété fermeée,
un foncteur linéaire & chaque cobordisme de dimension 2 et une transformation
naturelle & chaque cobordisme & coins de dimension 3.

Dans quel sens la notion ci-dessus fait-elle ce pour lequel nous I’avons introduite
en premier lieu? Exactement de la méme maniére que les TQFTs fournissaient le
service analogue pour les invariants quantiques. En effet, le calcul de l'invariant
quantique d’une 3-variété fermée au moyen d’'une TQFT se fait comme suit : on
commence par interpréter la 3-variété fermée comme un cobordisme entre deux co-
pies de la surface vide. Ensuite, la TQFT lui associe un endomorphisme linéaire
d’un certain espace vectoriel qui, en conséquence de la monoidalité, est isomorphe
au corps de base, I'unité pour le produit tensoriel d’espaces vectoriels. Une telle
application n’est qu’un produit avec un nombre fixe, ce que 'on peut interpréter
comme l'invariant quantique de la 3-variété fermée. Cette idée se généralise direc-
tement au cas étendu. En effet, si nous voulons calculer ’espace vectoriel de TQFT
d’une surface fermée au moyen d’'une ETQFT, la procédure est la méme : on com-
mence par interpréter la surface fermée comme un cobordisme entre deux copies
de la 1-variété vide. Ensuite, 'ETQFT lui associe un endofoncteur linéaire d’une
certaine catégorie linéaire qui, en conséquence de la monoidalité, équivaut a la ca-
tégorie des espaces vectoriels de dimension finie, I'unité pour le produit tensoriel
de catégories linéaires complétes. Un tel foncteur équivaut & un produit tensoriel
avec un espace vectoriel fixe, que I'on peut interpréter comme ’espace vectoriel de
TQFT de la surface fermée. En particulier, cachée derriére la structure supérieure
de 2-foncteur monoidal symétrique, nous avons encore une recette qui associe un
nombre complexe & chaque 3-variété fermée et un espace vectoriel & chaque surface
fermée.

Résultats

On sait depuis un certain temps que les TQFTs de Witten-Reshetikhin-Turaev
s’étendent en ETQFTs. En fait, toutes les ETQFTs semi-simples ont été classées
par Bartlett, Douglas, Schommer-Pries et Vicary dans leur article daté de 2015
[BDSV15]. Encore une fois, il existe plusieurs fagons de construire toutes ces ET-
QFTs. Dans le Chapitre 1, nous présentons une recette complétement générale et
explicite pour faire cela, qui mélange deux des approches classiques : le forma-
lisme algébrique de Turaev et la construction universelle de Blanchet, Habegger,
Masbaum et Vogel. Aucun des résultats contenus dans cette premiére partie de
la thése n’est original, mais nous fournissons une construction détaillée tout de
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méme pour tracer une route que nous suivrons plus tard en essayant de dévelop-
per une théorie analogue dans le cadre non semi-simple précédemment inexploré.
Les deux structures algébriques clés introduites par Turaev qui permettent la mise
en ceuvre de la procédure sont les catégories pré-modulaires non dégénérées et les
catégories modulaires. Une catégorie pré-modulaire non dégénérée est précisément
ce qui est nécessaire, dans la version la plus générale de la théorie, afin d’obte-
nir un invariant quantique de Witten-Reshetikhin-Turaev. Une catégorie modulaire
est juste une catégorie pré-modulaire satisfaisant une condition de non dégénéres-
cence plus forte qui implique celle plus faible requise pour construire des invariants
des 3-variétés fermées. Le résultat principal est alors que l'invariant quantique de
Witten-Reshetikhin-Turaev associé a une catégorie modulaire s’étend en une ET-
QFT. Nous pouvons méme donner une description combinatoire de cette ETQFT
et une interprétation significative de ses différentes composantes en termes de struc-
tures algébriques sur la catégorie modulaire utilisée.

Dans le Chapitre 2, nous jouons le méme jeu, mais & partir des invariants
quantiques de Costantino-Geer-Patureau. Cette fois, nous mettons en ceuvre la
construction universelle de Blanchet, Habegger, Masbaum et Vogel dans le cadre
du formalisme algébrique introduit par Costantino, Geer et Patureau. Les résul-
tats de cette deuxiéme moitié de la thése sont nouveaux et ils se combinent pour
fournir une théorie trés générale pour la production d’ETQFTs non semi-simples.
Les structures algébriques clés sous-jacentes a la construction des invariants quan-
tiques de Costantino-Geer-Patureau sont les catégories pré-modulaires relatives non
dégénérées. 1l faut penser & ces catégories comme & une sorte d’analogue non semi-
simple aux briques fondamentales des invariants quantiques de Witten-Reshetikhin-
Turaev. Notre premiére contribution est ’identification du nouveau concept de ca-
tégorie modulaire relative, une structure algébrique qui jouera le role des catégories
modulaires dans ce cadre non semi-simple. Notre résultat principal peut alors étre
énoncé comme suit :

THEOREME. L’invariant quantique de Costantino-Geer-Patureau associé & une
catégorie modulaire relative s’étend en une ETQFT graduée.

Afin de construire ces ETQFTs graduées, nous sommes obligés d’introduire des
2-catégories de cobordismes dont les décorations impliquent des classes de cohomo-
logie. Nous soulignons que, cette fois, la théorie est beaucoup plus compliquée, car
la procédure que nous avons mise en ceuvre dans le cadre semi-simple ne produit
pas directement une ETQFT. En effet, nous sommes confrontés & des obstacles a la
monoidalité, et la stratégie pour les franchir sera d’affiner la construction universelle
en les intégrant dans sa structure. Ce phénomeéne est responsable de 'apparition des
graduations dans cette version non semi-simple de la théorie. Enfin, une description
combinatoire et une interprétation significative des différents composants peuvent
étre dérivées pour cette ETQFT graduée en parfaite analogie avec le cas précédent,
bien que certaines des caractérisations explicites cette fois soient décidément plus
compliquées.



CHAPTER 1

Semisimple Extended Topological Quantum Field
Theories

This chapter builds the general theory for the construction of 3-dimensional
ETQFTs extending the Witten-Reshetikhin-Turaev quantum invariants defined in
[T94]. As pointed out by Schommer-Pries in [S11], these ETQFTs have been
well-known for some time, so the results we present here are by no means original.
What we provide is a new explicit construction, whose main purpose is to set
the golden standard for future non-semisimple generalizations. The approach we
choose is based on the work of Turaev on modular categories, but it also exploits a 2-
categorical version of the universal construction introduced by Blanchet, Habegger,
Masbaum and Vogel. The 14+1+1 TQFTs thus obtained are realized by symmetric
monoidal 2-functors defined over 2-categories of cobordisms decorated with colored
ribbon graphs and taking values in 2-categories of complete linear categories.

1.1. Introduction

In his 1994 book [T'94] Turaev developed the general theory for the construction
of Witten-Reshetikhin-Turaev quantum invariants. His work is based on surgery
presentations and it exploits some algebraic structures called non-degenerate pre-
modular categories, which consist of semisimple ribbon linear categories featuring
some finiteness properties. For every such category % Turaev builds an invariant
WRT¢ of closed 3-manifolds M equipped with &-colored ribbon graphs T%.

The original construction of [RT91] fits into this picture as follows: for every
natural number r > 2 we can fix a primitive 2r-th root of unity ¢ and we can con-
sider the category U,slp-mod of finite-dimensional integral-weight representations
of the restricted version of quantum sls. The category obtained from qulg—mod
by quotienting negligible morphisms is then pre-modular and non-degenerate, and
the induced Witten-Reshetikhin-Turaev invariant coincides with the corresponding
invariant of [RT91].

1.1.1. Main results. The algebraic structures which