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Résumé 

Ce travail de thèse, réalisé dans le cadre d’une collaboration avec la société Hispano-

Suiza (groupe SAFRAN) porte sur la modélisation et l’analyse des vibrations et surcharges 

dynamiques sur les engrènements d’un réducteur aéronautique multi-étage constitué de 

plusieurs cascades d’engrènements situés dans des plans décalés. Une modélisation originale 

est proposée  qui repose sur le couplage entre la résolution des équations du mouvement et la 

prise en compte des conditions de contact instantanées sur l’ensemble de tous les engrènements. 

Le modèle gère les phases relatives entre engrènements ainsi que l’influence des modifications 

de corrections de forme des dentures. En s’appuyant sur de nombreux exemples d’application, 

il est montré que des corrections de profil linéaires et symétriques adaptées permettent 

d’abaisser très sensiblement le niveau de surcharges dynamiques sur une plage de vitesse de 

rotation importante. Il est également confirmé que les efforts dynamiques sur les engrènements 

sont fortement corrélés aux amplitudes des variations temporelles des erreurs de transmission 

locales pour un fonctionnement quasi-statique sous charge. Considérant différentes 

architectures de transmissions, des optimisations conduites grâce à un algorithme génétique 

montrent que les paramètres optimaux de corrections de profil sont à choisir au voisinage d’une 

‘courbe maîtresse modifiée’, initialement définie pour un seul engrènement et dont les 

propriétés semblent pouvoir être extrapolées à des systèmes avec plusieurs engrènements 

simultanés. Les résultats de simulations prouvent que l’ensemble des corrections sélectionnées 

sur les courbes maîtresses modifiées améliorent sensiblement le comportement dynamique des 

systèmes d’engrenages multi-étages. En revanche, pour des systèmes soumis à des niveaux de 

charge différents, des corrections optimales courtes semblent plus adaptées en termes de 

dynamique de l’engrènement tandis que des corrections optimales longues semblent plus 

efficaces en ce qui concerne le niveau de contraintes en pied de dents. 

Mots clés : Réducteur multi-étage, Dentures droites et hélicoïdales, Corrections de 

profil, Optimisation, Alghorithme génetique,  Erreur de transmission, Courbe maitresse  
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Abstract 

This research work, conducted in cooperation with Hispano-Suiza (SAFRAN group), is 

focused on the modelling and analysis of vibrations and dynamic loads in aeronautical multi-

mesh gears comprising several spatial gear arrangements (idler gears, several pinions on one 

shaft). An original model is presented which relies on the simultaneous solution of the equations 

of motion and the instant contact conditions for all the tooth contacts and all the meshes. The 

phasing between the various meshes along with tooth shape modifications are integrated in the 

simulations. Based on a number of simulation results, it is shown that linear symmetric profile 

modifications can substantially reduce dynamic tooth loads over of broad range of speeds. It is 

also confirmed that dynamic mesh forces are strongly correlated with the time-variations 

amplitudes of local quasi-static transmission errors under load. Considering several gear 

arrangements, tooth profile optimisations have been performed using a genetic algorithm which 

indicate that optimum reliefs always lie in the vicinity of the so-called ‘modified Master Curve’ 

initially defined for a single pinion-gear pair. This finding suggests that the concept of Master 

Curve can probably be extended to more complex gear systems. The simulation results prove 

that all the optimal profile modifications on the Master Curve improve the dynamic tooth 

loading conditions in multi-mesh gears. However, for systems submitted to several load levels, 

short optimal reliefs seem preferable whereas long optimal reliefs are more effective in terms 

of root stresses. 

Keywords: Multi-mesh gear, Spur and helical gears, Profile modifications, Profile 

optimisation, Genetic algorithm, transmission error, Master curve
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Principales notations 

( )0 0 0, ,R X Y Z
� � �

  : Repère global fixe 

( ), ,m m mr X Y Z
� � �

 : Repère local lié au plan d’action de l’étage m 

( , , , )m r m mR O S T Z
� � �

 
: Repère local lié à l’étage m 

1,r rz z+   
: Nombres de dent des pignons r et r+1 constituant l’étage m 

1,r rRb Rb+  : Rayons de base des pignons r et r+1 constituant l’étage m 

1,r rO O+  : Centres des pignons r et r+1 constituant l’étage m 

Pba ,Sba : Pas de base apparent, épaisseur apparente de base de la dent 

bβ  
: Angle d’hélice de base 

arα  : Angle de pression apparente du pignon r 

αε   : Rapport de conduite de profil 

( )r tΩ  : Vitesse de rotation du pignon r 

( )iCt t  : Couple moteur ou résistant appliqué à la ligne d’arbre i 

iT  : Période d’engrènement relative à la cascade d’engrènement i 

sysT  : Période du système 

p   : Pas du temps 

,PPCM PPPM  : Plus Petits Commun Multiple, Plus Petite Période Multiple 

 : Reste de la division 

�AB : Longueur d’arc entre les points A et B 

1 2 1 2 1 2 3, ,B ,B , , , ,A A C C C M 
: Points géométriques définis dans Figure II-5 et Figure II-7 
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rλ  : Angle entre le repère global ( )0 0 0, ,R X Y Z
� � �

avec le repère 

local ( , , , )m r m mR O S T Z
� � �

  

mγ  
: Angle entre axes des étages m et m+1 (définis positivement 

dans le sens trigonométrique) 

,a cΦ Φ  
: Angles entre deux lignes d’action (voir Figure II-5 et Figure 

II-7) 

l∆  : Déphasage mesuré dans le plan de base [m] 

1 , 2
m m

T T  : Limites du plan d’action de l’étage m 

m m
T'1 ,T'2  : Limites de la fenêtre d’engrènement de l’étage m 

, ( *)Tot m me M  : Ecart normal maximal au point Mm*  de l’étage m 

, ( *)Tot m me Mɺ  : La dérivée par rapport au temps de l’écart normal maximal 

au point Mm* de l’étage m 

( )m me Mδ  
: Ecart relatif au point Mm de l’étage m 

( )m mMδ  
: Rapprochement au point Mm de l’étage m 

( )mM∆   
: Déflexion au point Mm à l’étage m 

mq  : Vecteur des degrés de liberté de l’étage m 

q  : Vecteur des degrés de liberté global 

( )m mMVɶ  : Vecteur structure relatif à l’étage m 

mijk   : Raideur d’engrènement élémentaire au point de contact Mm 

( )mk t  : Raideur d’engrènement de l’étage m à l’instant t 

[ ]( )mK t  : Matrice raideur élémentaire de l’étage m 

( ){ }1 ,m mF t eδ  : Vecteur d’excitation élémentaire de l’étage m introduisant 

l’effet des écarts géométriques 

[K (t, )]e q  
: Matrice raideurs d’engrènement globale 

( ), , mt eδe1F q  : Vecteur d’excitation global introduisant l’effet des écarts 

géométriques  

[ ]emM  : Matrice masse des éléments engrenages de l’étage m 
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{ }2 ( )mF t   : Vecteur force inertielle élémentaire pour un étage m 

introduisant l’effet de la cinématique perturbé par des 

excentricités 

[ ]eM  : Matrice masse globale des éléments engrenages 

( )e t2F  
: Vecteur forces inertielles global introduit l’effet de la 

cinématique perturbé par des écarts géométriques  

[ ]aiK  : Matrice de rigidité d’un élément d’arbre i 

[ ]aiM  : Matrice de masse d’un élément d’arbre i 

( )ai tF   
: Vecteur forces inertielles dépendant des variations 

temporelles de la vitesse de rotation dus aux écarts 

géométriques 

pjK    : Matrice de rigidité du palier j 

[ ]M ,[ ]( , )K t q  et [ ]C  : Matrice masse globale, matrice raideur globale et matrice 

d’amortissement visqueux globale 

( )0 tF  , ( )1 ,tF q et ( )2 tF  : vecteur des forces extérieures, vecteur d’excitation 

introduisant l’effet des écarts géométriques et vecteur forces 

inertielles 

0mδ  : Déflexion statique moyenne  

E,Γ  : Profondeur et longueur de correction de profil 

*E  
0

E

mδ
=  

χ   
*E

αε
=  

RMS(Y) : Root Mean Square of (Y) 

NLTE : Erreur cinématique (No Load Transmission Error) 

TEs : Erreur de transmission quasi-statique sous charge 
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Les problèmes de surcharges dynamiques sur les contacts entre dentures ainsi que le 

contrôle des niveaux de bruit et vibration dans les transmissions par engrenages demeurent des 

préoccupations industrielles importantes. Dans ce cadre, de nombreux travaux ont été conduits 

au cours des 30 dernières années portant principalement sur la simulation numérique et la 

compréhension du comportement vibratoire d’engrenages simple étage. Des articles plus 

récents ont introduit le concept d’optimisation de corrections de forme de denture pour des 

systèmes mono ou multi-engrènement avec, pour objectif principal, la réduction des sources 

d’excitation associées aux engrènements, Velex et al [1, 2, 3], Bruyère et al [4, 5] et Carbonelli 

et al [6, 7, 8].  

Dans la continuité de ces approches, nous proposons dans cette thèse, une étude 

d’optimisation sur des trains d’engrenages multi-étages à dentures droites ou hélicoïdales. Un 

modèle numérique tridimensionnel a été développé afin de simuler des systèmes à N 

engrènements en cascade et/ou avec étages décalés intégrant également les arbres et paliers 

supportant les engrenages.  

Le mémoire est organisé en quatre chapitres. Le 1er chapitre propose une synthèse de la 

littérature sur les travaux de modélisations dynamiques et les études d’optimisation appliquées 

aux trains d’engrenages multi-étages. Les principales sources d’excitations internes et externes 

dans les systèmes d’engrenages sont décrites et le rôle de corrections de forme de denture sur 

les fluctuations d’erreurs de transmission est abordé. Les principaux algorithmes 

évolutionnaires utilisés dans le cadre d’optimisation sont également présentés. 

Le deuxième chapitre est consacré à la description des éléments de théorie utilisés pour 

la modélisation de systèmes à N engrènements en cascade et/ou décalés. La cinématique et la 

dynamique de corps rigides sont tout d’abord caractérisées en fonction des  écarts géométriques 

et des excitations extérieures. Une étape importante consiste ensuite à modéliser les contacts 

entre dentures par des liaisons élastiques variables dans le temps intégrant les déphasages 

relatifs entre les différents engrènements. Enfin, le comportement dynamique du système global 

régi  par un système différentiel à coefficients variables non-linéaire est résolu par une méthode 

d’intégration pas à pas dans le temps couplée à un algorithme de contact unilatéral. 

Le troisième chapitre présente une étude d’optimisation des corrections de denture dont 

le but principal est de minimiser les fluctuations d’erreurs de transmissions quasi-statiques  sous 
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charge pour tous les engrènements. Les corrections optimales obtenues sont ensuite appliquées 

sur tous les étages de la transmission afin de tester leur influence sur la réponse dynamique à la 

denture. Dans ce mémoire, on s’attache particulièrement à l’analyse des performances de 

corrections de profil linéaires et symétriques caractérisées par leurs seules profondeurs et 

longueurs de correction. La recherche de corrections optimales s’appuie sur un algorithme 

méta-heuristique susceptible d’optimiser plusieurs variables en fonction d’un niveau de 

performance souhaité. Toutefois, le traitement du problème d’optimisation sur les systèmes 

multi-engrènements est plus complexe que sur un engrenage simple étage car le nombre de 

variables à optimiser est plus grand et  les couplages entre engrènements imposent de définir 

des fonctions objectives globales ou équivalentes. 

Enfin, le dernier chapitre illustre les performances des corrections de profil optimales 

minimisant les erreurs de transmissions quasi-statiques des étages d’engrènement vis-à-vis 

d’autres critères de performance et des conditions de fonctionnement non nominales. Dans 

l’aéronautique, le moteur et/ou certains équipements fonctionnent à différents niveaux de 

couple et puissance. Par ailleurs, des incidents en vol peuvent conduire à des surcharges brutales 

ou des annulations brusques de couple qui influent notoirement sur le comportement dynamique 

des organes de transmission. Un certain nombre de ces conditions non nominales sont 

examinées et l’apport éventuel de corrections de dentures dans ce contexte est analysé.
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I.1.   Introduction 

Ce chapitre est consacré à une étude bibliographique présentant les différents modèles 

dynamiques de trains d’engrènements trouvés dans la littérature ainsi que les travaux et résultats 

de recherche relatifs à l’optimisation des corrections de dentures sur des trains à engrènements 

multiples en cascades et/ou décalés. Au-delà de la modélisation des éléments constitutifs tels 

que les engrenages, arbres, paliers, etc., la prise en compte de défauts, d’écarts de forme et leur 

simulation constituent une phase importante des développements théoriques. Ainsi, dans une 

première partie, on s’attachera aux principaux éléments caractéristiques contrôlant la réponse 

vibratoire d’engrenages. Dans une seconde partie, les différentes sources d’excitation aussi bien 

internes qu’externes seront examinées. Une troisième partie sera consacrée à l’optimisation des 

corrections de forme minimisant le niveau vibratoire et sonore dans les systèmes d’engrènement 

ainsi que les principales méthodes de résolution métaheuristiques mises en œuvre dans ce type 

de problématique. Enfin, une dernière partie sera spécifiquement dédiée aux systèmes 

d’engrènement multi-étages et aux différentes études d’optimisation de forme des dentures qui 

s’y rapportent. 

I.1.1.  Raideur d’engrènement 

La raideur d’engrènement caractérise la déformation élastique entre dentures sous 

chargement. Cette liaison élastique représente un point central dans la théorie du comportement 

dynamique des engrenages car elle contrôle largement les positions des vitesses critiques et 

conditionne également, pour partie, les niveaux d’excitation associés aux engrènements.  

La majorité des études considère, par hypothèse, que les contacts entre dentures 

s’effectuent dans le plan d’action théorique tangent aux cylindres de base du pignon et de la 

roue et seuls quelques auteurs ont abordé le problème spécifique des contacts entre profils non 

conjugués hors du plan d’action, Kasuba et Evans [9], Honda [10], Velex et al [11]. Dans ces 

conditions, les normales à tous les contacts simultanés entre flancs de denture sont identiques 

et il est alors possible de définir une fonction scalaire unique représentative des déflexions 

élastiques des dentures. L’amplitude de la fonction raideur d’engrènement est clairement reliée 

à l’étendue des contacts qui peut varier substantiellement au cours du mouvement conduisant 

ainsi à une raideur dépendante de temps générant des excitations paramétriques et d’éventuelles 
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instabilités. Les premiers travaux relatifs à cette problématique particulière sont ceux de Strauch 

[12] et Harris [13] qui, pour des engrenages droits, considèrent des raideurs d’engrènement 

fonctions de la longueur de contact instantanée dépendantes du rapport de conduite. 

 

 

Figure I-1 : Liaison élastique par engrenage selon Blankenship [14] 

I.1.1.1. Raideur d’un couple de dent 

Afin de calculer la raideur globale d’engrènement, il est nécessaire d’estimer la raideur 

d’un couple de dents en prise à un instant donné. Dans un contexte de modélisation du 

comportement dynamique, la majorité des approches restent bidimensionnelles et reposent 

fréquemment sur une décomposition dite en tranches minces selon la largeur des dentures. Des 

modèles tridimensionnels, généralement basés sur des modèles éléments finis, sont également 

possibles mais demeurent limités à la définition de fonctions excitatrices (erreurs de 

transmissions) qui sont ensuite importées dans des modèles dynamiques [15]. Les contributions 

au calcul de la raideur globale sont usuellement décomposées en : 

- Une contribution locale correspond aux rigidités de contact entre les dents 

supposée de type Hertzien. 

- Des contributions globales liées i) à la flexion de la denture et ii) la liaison dent-

corps d’engrenage. 
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a) Raideur d’engrènement donnée par la norme ISO 6336 [16] 

La norme ISO 6336 [16] fournit une approximation de la raideur d’engrènement valable 

pour les engrenages monoblocs sans voile mince à dentures en développante de cercle. Les 

formules introduisent les caractéristiques géométriques des engrenages et  conduisent à une 

raideur par unité de longueur de contact k0 sous la forme :  

 0

0.8
cosk

q
β≃   (I.1) 

Où β  est l’angle d’hélice primitif 

 2 2 332 1 2
1 4 1 6 2 8 1 9 2 5 7

1 2 1 2

cos
CC x x

q C C x C x C x C x C C
z z z z

β
 

= + + + + + + + + 
 

 (I.2) 

- 1 2,z z sont respectivement le nombre de dent du pignon et de la roue  

- 1,2...C  sont des constantes définies dans le tableau ci-dessous 

 

Tableau I.1 : Coefficient pour le calcul de la raideur d’engrènement ISO 6336 

[16] 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0,04723 -0,00635 -0.00193 0.00529 0.00182 0.15551 0.25791 -0.11654 -0.24188 

b) Raideur de contact d’un couple de dent 

En se basant sur la théorie de Hertz bidimensionnelle, Weber & Banaschek [17] 

définissent la déflexion au niveau du point de contact entre deux cylindres par rapport au point 

de de référence pris sur la ligne centrale de la denture sous la forme : 
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 ( )
2

1 221
4 ln

2 1
WB
c

H

k kF

b E a

ν νδ
π ν

 −= −  − 
 (I.3) 

Où: 

- F : Force normale appliquée sur la denture 

- b  : Largeur de la denture 

- E  : Module d’Young 

- ν   : Coefficient de Poisson 

- 1 2,k k : Distances entre le point de contact et la ligne centrale de la dent 

respectivement pour le pignon et la roue. 

- 
1 ²

8H eq

F
a

b E

νρ
π
−=  : Demi-largeur du contact Hertzien (Figure I-2) 

- 1 2

1 2
eq

ρ ρρ
ρ ρ

=
+

 : Rayon de courbure équivalent au point de contact. 

- 1 2,ρ ρ  : Rayons de courbure 

 

Figure I-2 : Demi-plan élastique soumis à la pression hertzienne- cas de la 

formule de Weber & Banaschek [17] 
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Figure I-3 : Paramètres géométriques pour les  formules de Weber & 

Banaschek [17] et de Lundberg [18] 

D’autres formules sont largement utilisées pour le calcul de la raideur de contact 

incluant, en particulier, celle de Lundberg [18] qui repose sur un modèle tridimensionnel de 

massif semi-infini soumis à une pression sur une zone de longueur b assimilée ici à la largeur 

de denture ou une fraction de la largeur de denture. La distribution de pression est semi-

elliptique dans la direction correspondant au profil de dent et uniforme selon la largeur. Le 

déplacement au centre de la zone de pression (ou contact) s’exprime alors: 

  
21 1

4 ln2 ln
2

L
c

H

F b

b E a

νδ
π

 −= + + 
 

 (I.4) 
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Figure I-4 : Répartition de la pression dans le demi-espace élastique modélisé 

par Lundberg [18] 

c) Raideur de flexion et de fondation de la dent 

En assimilant une dent à une poutre de section variable encastrée sur le corps 

d’engrenage, la déflexion de flexion de la denture est déduite de l’égalité  entre le travail des 

efforts extérieurs et l’énergie de déformation [17], et conduit au résultat suivant: 

( ) ( )( )
2

30 0

1 1
cos ²( ) 10,92 3,1 1 0,294 ²

( ) ( )
w wu uw

b p p

u yF
dy tg dy

b E d y d y
δ α α

 −
= + + 

  
∫ ∫  (I.5) 

Où : 

- pα  : Angle de pression 

- Les autres paramètres sont définis en se référant à la Figure I-3 et l’équation I.3. 

L’encastrement de la dent n’est pas rigide et l’influence de l’élasticité du corps de roue 

doit être ajoutée. La liaison entre denture et corps est alors assimilée à un plan élastique semi-

infini soumis aux distributions de contraintes normales et tangentielles calculées à 

l’encastrement comme illustré sur la Figure I-5.  
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Figure I-5 : Modélisation de la fondation d’une dent 

Les solutions de chacun des problèmes individuels présentés dans la Figure I-5 sont 

ensuite superposées et le déplacement supplémentaire induit au niveau de l’intersection entre 

la fibre neutre de la poutre et la ligne d’action de l’effort de contact s’exprime alors sous la 

forme [17] : 

  

2

1
cos²( ) (1 Q.tg ²( ))w w

fw p p
fw fw

u uF
L M P

b E S S
δ α α

    
 = + + +           

 (I.6) 

Où : 

- fwS  : Épaisseur de la dent dans la section critique selon Weber & Banaschek 

- , ,L M Pet Q : Constantes qui diffèrent légèrement selon les auteurs. Pour 

Weber ν=0.3, L=5.2, M=1, P=1.4, Q=0.3. 

Une expression de fwδ  plus précise a été récemment proposée par Sainsot et al. [19], en 

remplaçant le demi-plan élastique par un anneau élastique plus proche de la géométrie réelle du 

corps de l’engrenage. 

Afin d’intégrer l’influence de la largeur de denture ou des largeurs de contact variables 

dans le cas de dentures hélicoïdales, les engrenages peuvent être découpés en tranches minces 

(voire infinitésimales) auxquelles sont affectées des raideurs bidimensionnelles. Dans ces 

conditions, les effets élastiques convectifs (traduisant le fait qu’un effort appliqué à un point 

produit des déplacements en d’autres points) ne sont pris en compte. Les contacts sont alors 
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assimilés à des fondations élastiques de Winkler (séries de ressorts indépendants) dont les 

propriétés élastiques et les longueurs sont réactualisées afin de simuler les mouvements relatifs 

des flancs de denture. Le modèle le plus simple permettant d’intégrer les couplages élastiques 

entre points de contact et éventuellement d’introduire des résultats éléments finis dans les 

rigidités d’engrènement consiste à utiliser des fondations élastiques de Pasternak [20] , [21], 

Velex et Ajmi [15]. La fondation élastique de Pasternak [20] est constituée d’éléments de 

flexion et de cisaillement transversal (Figure I-6) qui couplent les déplacements aux différents 

ressorts (Figure I-7). 

 

 

 

Figure I-6 : Fondation élastique de Pasternak [20] 

 

Figure I-7 : Déformée d’une fondation élastique par une charge concentrée 

normale : a) Modèle sans couplage b) Modèle avec couplage 

En se basant sur les travaux de Seager [21], Schmidt et al. [22], les déplacements 

élastiques des dentures sont calculés par des fondations élastiques de Pasternak ramenées dans 

le plan d’action de l’engrenage. La dent et son embase sont ainsi découpées en tranches minces, 

chacune d’elles étant modélisée par un ressort lié à des éléments de dimensions variables 

travaillant en flexion et en cisaillement assurant le couplage entre les tranches (Figure I-8). Le 

Elément de
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O z

x

P
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déplacement relatif des flancs de denture est simulé en réajustant les paramètres de raideurs au 

cours du temps. 

 

 

Figure I-8 : Modélisation d’une dent par une fondation élastique 

Les valeurs des rigidités des éléments de raideurs, de cisaillement et de flexion, 

respectivement notéesdm
ijk , dm

ijG  et dm
ijD , sont données par des formules semi-empiriques, 

ajustée grâce aux paramètres A, B et C, après comparaison par rapport aux calculs de déflexions 

à partir de code éléments finis tridimensionnels et les valeurs fournies par les fondations 

élastiques [23]. 
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Où : 

- dm
ijk0  : raideur de Weber & Banaschek déduite des relations (I-3) et (I-5) 

- ( ) 1=zfm si la denture est droite, ( ) ( ) ( )1 2 3
C zm

m m
n

b
f z A f B f z f e

m
α − ⋅ 

= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ 
 

 si 

elle est hélicoïdale 

- nm le module de taillage 

- mb la largeur du mobile m 

- mz  : nombre de dents du mobile m 

- 
nm

z
z = : coordonnée adimensionnée du point jiM selon la largeur 

- 0f , 1f , 2f  et 3f  : fonctions qui dépendent de la géométrie de la denture 

- 8.0=fC pour des engrenages massifs (en s’inspirant des résultats de la norme ISO 

6336) 

I.1.1.2. Raideur globale d’engrènement 

A partir des différentes formulations proposées ci-dessus pour le calcul de la raideur 

d’un couple de dent en prise ou bien d’une tranche mince d’un couple de dents en prise, la 

raideur globale instantanée d’engrènement s’obtient directement par additions de toutes les 

contributions à un instant donné. Cette raideur est ainsi liée à la longueur de contact théorique 

qui dépend des rapports de conduite et de recouvrement de l’engrenage. La raideur 

d’engrènement dépend donc des positions angulaires du pignon et de la roue et par conséquent 

du temps ; elle est périodique de la période d’engrènement. La représentation la plus simple 

considère que la raideur d’un couple de dent par unité de largeur de contact est constante quel 

que soit la position du point de contact sur les profils conjugués, conduisant ainsi à une raideur 

d’engrènement proportionnelle à la longueur de contact instantanée comme illustré sur la Figure 

I-9, Velex et Saada [24, 25, 26], Velex [27], Neriya et al. [28] ,Kiyono et al [29] , Iwatsubo et 

al [30] , Küçükay [31], Caï et Hayashi [32]. 
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Figure I-9 : Raideur d'engrènement globale selon Iwatsubo et al. [30] 

 

 

Figure I-10 : Décomposition de la raideur d'engrenage hélicoïdale selon Seireg 

et Houser [33] 

I.1.2.  Erreur de transmission 

Théoriquement, pour un système pignon-roue avec des profils de denture en 

développantes de cercle parfaites et une raideur d’engrènement infinie, le rapport de vitesse (ou 

d’angles de rotation) entre le pignon et la roue est constant. En réalité, les engrenages se 

déforment et présentent des écarts géométriques, des défauts de forme et de montage de sorte 

que le transfert de rotation entre les organes menant et mené n’est pas parfait. Ce phénomène 

est caractérisé par la notion d’erreur de transmission (TE) définie par Harris [13], Gregory et al 

[34, 35], Munro [36] et peut s’exprimer sous forme de déplacement relatif dans le plan d’action 

théorique (Figure I-11) comme :  

 1 1 2 2TE Rb Rb= Θ + Θ  (I.7) 
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Où : 

- Rb1 et Rb2 sont les rayons de base du pignon et de la roue 

- Θ1 et Θ2 sont les positions angulaires du pignon et de la roue 

 

 

  

Figure I-11: Définition de l’erreur de transmission selon Munro [36] 

Selon les conditions et les applications, on distingue : 

- L’erreur de transmission quasi-statique sans charge appelée aussi erreur 

cinématique (NLTE) 

- L’erreur de transmission quasi-statique sous charge (TEs) 

- L’erreur de transmission dynamique (TE) 

b) Erreur de transmission quasi-statique sans charge ou erreur 

cinématique 

Cette erreur est relevée quand l’engrenage ne transmet pas de puissance et pour une 

vitesse de rotation très lente. Elle reflète donc tous les défauts de géométrie des dentures 

résultant de la fabrication de l’engrenage (erreurs de pas, excentricité,…), des erreurs de 

montage des engrenages sur les lignes d’arbre et des écarts de forme introduits volontairement 

sur les dents. L’erreur cinématique est, ainsi, une erreur qui caractérise la géométrie de 

l’engrenage et sa métrologie (Figure I-12). 
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Figure I-12 : Erreur de transmission quasi statique sans charge d’après Drago 

[37] 

c) Erreur de transmission quasi-statique sous charge 

Par rapport à l’erreur cinématique, l’erreur de transmission quasi-statique sous charge, 

notée TEs, ajoute l’influence des déflexions du couple de dents lorsque l’engrenage transmet 

une charge à  très faible vitesse de rotation et les déformations des éléments extérieurs (arbres, 

paliers, roulements,…). Gregory et al [34, 35] ont, les premiers, mesurée la TEs sur un banc 

d’essai d’engrenages droits (Figure I-13 et Figure I-14). Les auteurs ont également postulé que 

l’erreur de transmission quasi-statique sous charge était représentative des excitations 

d’engrènement et que des corrections de forme de denture appropriées déterminées à partir des 

variations d’erreurs de transmission permettaient de réduire significativement le niveau 

vibratoire d’engrenages au voisinage d’une charge spécifique (Design Load). Ces résultats ont, 

par la suite, été confirmé par de nombreux travaux, Lin et al [38, 39] , Munro [36], etc. 

 

 

Figure I-13 : Modèle du train d’engrenages de Gregory et al [34] 
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Figure I-14 : Erreurs de transmission quasi-statiques expérimentales pour 

différentes charges de Gregory et al [34] 

d) Erreur de transmission dynamique 

Par rapport à la TEs, l’erreur de transmission dynamique reflète le comportement 

vibratoire et acoustique d’engrenages en fonctionnement sous charge. Ce paramètre a été 

mesuré par [40] grâce à un système optique ingénieux qui a permis aux auteurs de mettre en 

évidence des comportements non-linéaires caractérisés par des pertes de contact instantanées 

entre dentures suivies de chocs en retour (Figure I-15). Ce type de comportement se rencontre 

principalement pour des dentures droites et a été confirmé expérimentalement par [41, 42, 43]. 

 

Figure I-15 : Courbes de réponse dynamiques expérimentales de Gregory et al 

[34] 

La notion d’erreur de transmission est à la base de la majorité des modèles de 

comportement dynamique d’engrenages dans lesquels elle est introduite de manière plus ou 

moins contrôlée comme terme forcé dans les équations du mouvement. Une approche 

alternative originale différente a été proposée par Velex et Saada [25, 24, 26] et Velex et Maatar 

[44, 45], où les termes d’excitation sont directement déduits des conditions de contact 
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instantanées entre dentures. Dans ces conditions, l’erreur de transmission devient un résultat de 

la simulation dynamique et non plus une donnée a priori. 

e) Facteur dynamique ou Coefficient dynamique 

Ce paramètre est représentatif du comportement dynamique à la denture  et s’exprime 

comme le rapport entre la charge dynamique maximale et la charge statique ou quasi-statique à 

l’engrènement. Il peut être soit local (sur une paire de dents), soit global (au niveau de 

l’engrènement). Ce facteur peut s’exprimer, selon les auteurs, en termes de chargement ou de 

contrainte en pied de dent. Des formules empiriques approchées peuvent être trouvées pour un 

fonctionnement en dehors des vitesses critiques de dentures (équation I.8) qui dépendent 

essentiellement de la vitesse linéaire de défilement des dents dans le plan d’action [46, 47]. 

 
Vload dynamic

load static
DF

+
==

78

78
 (I.8) 

Où V  est la vitesse linéaire de défilement  (ft/mn) 

Houser et Seireg [48] ont améliorer ces formules en introduisant les contributions 

d’écarts de géométrie et les effets des variations temporelles de raideur d'engrènement, d'inertie 

et de masse pour des engrenages à dentures droites et hélicoïdales. 

Le facteur dynamique est également obtenu par simulations numériques et/ou 

analytiques. Pour les engrenages droits en particulier, les courbes de réponse sont caractérisées 

par des sauts d’amplitude propres aux systèmes fortement non-linéaires causés par des pertes 

de contact momentanées (Figure I-16). Kubo [41], Kahraman, et al [42, 49],Velex et Maatar 

[44], Kahraman et Singh [49]…, ont montré que les écarts de forme et l’amplitude de la charge 

transmise influent sur le chargement à la denture.  
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Figure I-16 : a) Courbe de réponse dynamique d'après Kubo [41] b) 

comparaison entre le résultat de Kubo et celui de Velex et Maatar [44] 

I.2.   Sources d’excitation à l’engrènement 

Pour  un système d’engrenages, les sources d’excitations sont généralement classées en 

sources d’excitation internes et sources d’excitation externes. La première catégorie comprend 

les sollicitations associées aux conditions de contact instantanées entre les dentures incluant les 

excitations paramétriques associées aux fluctuations de raideur d’engrènement, les défauts 

géométriques des engrenages (erreurs de profil et d’hélice, erreurs de pas, faux rond, etc.) et les 

éventuelles modifications de forme (corrections de profil et d’hélice entre autres), [50, 51, 52, 

53, 54]. Les excitations externes regroupent les défauts de balourds, d’excentricités, les 

fluctuations de charge et de vitesses. [7, 55, 56]. 

I.2.1.  Sources d’excitation internes 

I.2.1.1. Les écarts de forme et les erreurs de montage 

Les écarts de formes et les erreurs de montages dans les engrenages proviennent 

essentiellement des processus de fabrication et de montage. Ils représentent une source 

d’excitation interne importante qui contrôle, pour une large part, le comportement vibratoire 

d’engrenages [57, 45, 24, 58]. 
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Les écarts de forme sont généralement dus à des défauts de taillage et/ou de rectification. 

Ils se divisent en trois types : les erreurs de profil, les erreurs d’hélice et les erreurs de division. 

Les erreurs de profil et d’hélice sont définies comme l’écart non volontaire entre le profil réel 

et le profil idéal dans le plan d’action. Dans le cas de modifications de forme volontaires 

(généralement enlèvement de matière en sommet et/ou pied de dent et selon la largeur de la 

dent), on parlera de corrections de profil et longitudinales (Figure I-17). Ces modifications sont 

généralement appliquées pour a) compenser les déflexions pouvant conduire à des engagements 

prématurés entre profils non conjugués, b) améliorer la répartition de charge et c) réduire les 

excitations d’engrènement.  

 

Figure I-17 : (a) Erreurs de profil et (b) erreurs d’hélice d’après Henriot [59] 

Les erreurs de division ou erreurs individuelles de pas (Figure I-18) sont définies comme 

l’écart entre la valeur réelle du pas considéré et sa valeur théorique. Le cumul des erreurs de 
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pas sur un pignon avec un nombre de dents z est la somme algébrique des z erreurs individuelles 

de pas ou bien l’écart entre la longueur d’arc de cercle réel et théorique compris entre les z pas. 

 

Figure I-18 : Erreur de division d’après Henriot [59] 

Les erreurs de montage sont dues à l’assemblage imparfait des éléments d’engrenages, 

arbres et paliers et comprennent essentiellement:  

� Les défauts d’alignement liés à une déviation ou inclinaison des axes de rotation 

des engrenages (Figure I-19). On définit un angle d’inclinaison θi et un angle de 

déviation θd qui correspondent à l’écart angulaire entre l’axe réel de l’arbre et 

l’axe théorique obtenu, respectivement, dans le plan contenant les axes de 

rotation des deux engrenages et dans le plan perpendiculaire à ce dernier et 

contenant l’un des axes de rotation. 

Les défauts d’excentricité qui se produisent quand l’axe de rotation n’est pas 

confondu avec l’axe de révolution des mobiles. 

 

Figure I-19 : Définition des angles d’inclinaison et de déviation [60] 
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I.2.1.2. La raideur d’engrènement 

La raideur d’engrènement caractérise la déformation entre dentures conjuguées sous 

chargement et elle est généralement dépendante du temps et périodique. De ce fait, elle est 

considérée comme une source d’excitation interne. En plus de vitesses critiques, les équations 

du mouvement (I-9) peuvent présenter des zones d’instabilités paramétriques dans lesquelles 

les amplitudes des mouvements transitoires croissent avec le temps.  

 )()()( tFXtKXtCXM =⋅+⋅+⋅ ɺɺɺ  (I.9) 

Dans le cas spécifique d’engrenages, ces vitesses critiques et instabilités sont au 

voisinage des fréquences d’engrènement telles que :  

 02
, 1, 2,m n

n

ωω ⋅= = …  (I.10) 

Où 0ω  est la pulsation propre du système avec raideur moyenne et mω  est la pulsation 

d’engrènement 

Benton et Seireg [61] ont mis en évidence l’effet bénéfique de l’amortissement qui 

minimise les zones d’instabilité et ont analysé l’influence de la forme de la variation de raideur. 

 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI071/these.pdf 
© [H. Fakhfakh], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



  Synthèse bibliographique 

40 

  

Figure I-20 : Évolutions des zones d’instabilités paramétriques selon Benton et 

Seireg [61] 

I.2.2.  Sources d’excitation externes 

Les moteurs à combustion et les générateurs électriques sont souvent utilisés dans les 

chaines de transmission de puissance et leurs couples moteurs sont souvent variables. Ces 

fluctuations de couple peuvent perturber le comportement dynamique du réducteur en 

fonctionnement. Vernay et al [62, 63] ont ainsi traité de l’influence du transitoire de démarrage 

d’un réacteur d’avion sur le comportement dynamique en torsion. Dans le domaine spécifique 

de la dynamique des engrenages, peu d’auteurs ont analysé les conséquences d’augmentation 

et diminution de vitesses de rotation.  Hugues et al [64] ont mesuré la différence de position 

angulaire entre l’entrée et la sortie sur une chaine cinématique entrainée par un moteur 

électrique en phase de démarrage. Sika [65] a fait une étude paramétrique d’un réducteur soumis 

à des variations de vitesse de rotation (acyclisme) engendrées par des fluctuations de couple 

moteur. Dans le domaine aéronautique, les vitesses de rotation et/ou les couples 

moteurs/résistants évoluent au cours du fonctionnement créant des phases transitoires avec 

passages de vitesses critiques.  

Les engrenages sont supportés par des arbres qui, à leur tour, sont liés au carter par 

l’intermédiaire de paliers. Ces éléments jouent un rôle prépondérant dans le transfert des 

vibrations mais ce n’est qu’à partir de la fin des années 80 que les chercheurs ont mis en 
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évidence le couplage entre le comportement vibratoire des lignes d’arbres et des paliers sur la 

dynamique des engrenages, [27, 58, 66] (Figure I-21). 

 

Figure I-21 : Modèle éléments finis d’un réducteur et lignes d’arbres de 

Furokawa [66] 

Les caractéristiques dynamiques des paliers sont fréquemment introduites après 

linéarisation du comportement des paliers au voisinage du chargement statique à travers des 

coefficients dynamiques de raideurs (et parfois d’amortissement) [15, 27, 44] , [55]. Dans le 

cas de paliers hydrodynamiques, Baguet et Jacquenot [67] ont développé un modèle de palier 

de longueur finie basé sur les équations de la lubrification résolues par une méthode multigrille. 

Dans le cas d’engrenages à dentures larges, Fargère et Velex [68] ont étendu ces approches en 

couplant les aspects thermiques et les conditions d’alimentation en lubrifiant des paliers (Figure 

I-22). 
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Figure I-22 : Modèle de réducteur avec quatre accouplements de Fargère et 

Velex [68] 

I.3.   Optimisation des corrections de dentures  

I.3.1.  Corrections de dentures : définitions et types 

Un couple d’engrenages assure théoriquement une transmission de mouvement sans 

choc mais la présence de défauts de toutes origines ainsi que la déformabilité des composants 

peuvent induire des contacts entre profils non conjugués avec impacts et/ou interférences 

(Figure I-23a) évidemment néfastes en termes d’usure, de durée de vie et bruit (Figure I-23b), 

[7, 8, 55, 69]. Afin d’éviter ces problèmes majeurs, des modifications de forme volontaires des 

flancs de denture sont souvent adoptées comme solution technique afin de: a) retarder les prises 

de charge de sorte qu’elles s’effectuent effectivement sur le plan d’action théorique et, b) 

réduire les fluctuations d’erreur de transmission et, par là, les niveaux d’excitations associés à 

l’engrènement.  
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Figure I-23 : Illustration du (a) phénomène d’interférence [70] et (b) usures de 

dentures droites [71] 

On distingue généralement deux types de corrections de forme de denture : a) selon le 

profil et b) selon la largeur ou l’hélice (Figure I-24). 

- Les corrections de profil sont couramment utilisées et  correspondent  à un 

enlèvement de matière de quelques microns ou dizaines de microns au niveau de 

la tête ou au pied de la dent. Les corrections de profil peuvent être définies par 

une profondeur de correction en sommet de dent (E) et une longueur de 

correction (Lc) mesuré le long du profil ou selon la ligne d’action. La profondeur 

de correction est reliée à la déflexion maximale moyenne de la denture alors que 

la longueur de correction dépend de la longueur du pas de base mesurée dans le 

plan d’action. 

- Les corrections d’hélice sont des corrections de forme introduites sur la surface 

de la denture de façon partielle ou intégrale. Elles peuvent être définies selon les 

coordonnées axiales ou directement selon les lignes de contact (corrections 

topologiques). Parmi les corrections longitudinales les  plus utilisées, citons le 

bombé symétrique (caractérisé par son amplitude Ap) symétrique par rapport la 

demi-largeur de la dent et appliqué sur toute la surface de la denture. 
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Figure I-24 : Types de corrections : Correction de profil et correction 

longitudinale (bombé Ap) 

I.3.2.  Minimisation des fluctuations de TEs 

L’optimisation des corrections de denture est fréquemment conduite en cherchant à 

minimiser les fluctuations de l’erreur de transmission quasi-statique sous charge. De nombreux 

travaux de recherches ont montré une influence décisive des corrections de forme de dentures 

sur ce paramètre. Récemment, Velex et al [1], Bruyère et al (Bruyère et al, 2015) ont développé 

une approximation analytique de la fonction TEs pour des engrenages droits ou hélicoïdaux de 

faibles largeurs et en ont déduit les paramètres de correction de profil linéaires symétriques (E, 

Lc) optimum vis-à-vis de l’erreur de transmission. Les comparaisons avec les résultats 

numériques utilisant plusieurs modèles de calcul de la raideur d’engrènement sont satisfaisantes 

(Figure I-25). 
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           (a)      (b) 

Figure I-25 : Solution analytique de l’ensemble des corrections de profil 

optimales minimisant la TEs pour a) 1.67αε =  et b) 2.14αε =  selon Velex et al 

[1] 

Ghribi et al  [72, 73] ont étendu l’optimisation au cas de corrections de profil non 

symétriques couplées  à des corrections longitudinales paraboliques impliquant davantage de 

paramètres (Figure I-26). 

 

Figure I-26 : Combinaisons optimales des corrections de profil pour différentes 

valeurs du bombé selon Gribi et al  [73] 

Après optimisation des erreurs de transmission sur une cascade de trois engrènements à 

dentures hélicoïdales, Carbonelli et al [7] ont obtenu un gain de 1dB sur le niveau de bruit. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI071/these.pdf 
© [H. Fakhfakh], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



  Synthèse bibliographique 

46 

L’optimisation était basée sur la méthode des essaims particulaires qui est une méthode méta-

heuristique particulièrement adaptée aux optimisations complexes à plusieurs paramètres. Les 

Figure I-26 etFigure I-27 représentent des diagrammes multi-variables de type « radar ». 

Chaque axe du diagramme représente un paramètre variant dans une plage déterminée et chaque 

diagramme illustre l’étendue des zones optimales pour les différentes combinaisons des 

paramètres de corrections de forme. 

 

Figure I-27 : Solution des paramètres d’optimisation [7] 

I.3.3.  Quelques méthodes d’optimisation 

I.3.3.1. Les algorithmes génétiques 

Les algorithmes génétiques (AG) sont des algorithmes d’optimisation stochastiques 

fondés sur des mécanismes de sélection naturelle ou issus de la génétique. Leur but est d’obtenir 

une solution approchée d’un problème d’optimisation dans un temps raisonnable lorsqu’il 

n’existe pas de solution analytique. Cette technique de résolution initialement introduite par 
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Holland [74] puis popularisée par Goldberg [75] a été appliquée à l’optimisation de trains 

d’engrènement par [76, 77, 78, 79]. Leurs principe de fonctionnement est le suivant : à partir 

de solutions potentielles initiales (individus) arbitrairement choisies, des opérateurs 

évolutionnaires permettent d’améliorer les performances relatives (fitness) des individus. Les 

facteurs d’optimisation (chromosomes) étant définis, les performances des individus sont 

évaluées. A partir d’une sélection d’individus les plus performants, on crée une nouvelle 

population de solutions potentielles en appliquant essentiellement des croisements et des 

mutations. Le cycle est répété (Figure I-28 ) jusqu’à convergence vers l’optimum.  

La réussite des algorithmes génétiques est liée à des paramètres fixés à l’avance qui 

comprennent entre autres: 

− La taille de la population N. Si N est très petit, l’algorithme génétique peut 

converger rapidement vers une mauvaise solution, et si N est trop grand, le temps 

de calcul de l’AG peut être très important. L’importance de la taille de la 

population est liée à la notion de parallélisme implicite introduite par Holland 

[74]. Cette propriété fondamentale implique qu’un AG traite efficacement un 

nombre de directions de recherche proportionnel au cube du nombre d’individus.    

− La probabilité de croisement pc gère le taux de combinaison d’une paire 

d’individus. Son choix est heuristique (tout comme pour pm défini ci-dessous). 

Un taux d’application trop élevé entraîne un risque de changements trop 

importants sur la population. Par contre, un taux trop bas  conduit à une solution 

stagnante. Les valeurs de pc conseillées sont généralement comprises entre 0.5 

et 0.9. 

− La probabilité de mutation pm. Le taux de mutation doit être faible sinon le 

processus devient une recherche aléatoire totale et risque de conduire à une 

solution sous-optimale.  

Quatre points principaux caractérisent les algorithmes génétiques selon Lerman et 

Ngouenet [80] : 

1. Les algorithmes génétiques utilisent un codage des paramètres, et non les 

paramètres eux-mêmes. 

2. Les algorithmes génétiques travaillent sur une population de points, au lieu d’un 

point unique.  
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3. Les algorithmes génétiques n’utilisent que les valeurs de la fonction étudiée, pas 

sa dérivée, ou une autre connaissance auxiliaire. 

4. Les algorithmes génétiques utilisent des règles de transition probabilistes, et non 

déterministes. 

 

Figure I-28 : Diagramme de résolution de l’AG 

I.3.3.2. Les essaims particulaires (Particle Swarm 

Optimization) 

Les essaims de particules sont essentiellement utilisés pour les problèmes 

d’optimisation non-linaires [81] [82, 83, 84, 85, 86] et ont été utilisés dans le cadre de 

transmissions par engrenages par Carbonelli et al., Savsani et al. [7, 87]. C’est une méthode 

d’optimisation stochastique, inspirée de comportements sociaux, initialement développée par 

Eberhart et Kennedy [83, 82]. Les essaims particulaires partagent quelques similitudes avec les 

méthodes évolutives comme les Algorithmes Génétiques. Le système est initié avec une 

population de solutions potentielles aléatoires et homogènes (particules) qui se déplacent dans 

tout l’espace de recherche. Cependant, contrairement aux AGs, les essaims particulaires ne 

subissent aucunes opérations évolutives telles que le croisement et la mutation. Chaque 

particule conserve les coordonnées de la meilleure solution visitée dans l’espace de recherche 

Population initiale 
(Γ1, E1, Γ2, E2, …) 

Génération = 1 

Evaluation des candidats 

Génération = Genmax ? Fin  

Sélection : choisir les tiers 

des meilleurs parents 

Oui  

Non 

Mutation  : des candidats créés 

aléatoirement 

Croisement: création de tiers 

nouveaux enfants par mixage des 

parents sélectionnés 

Parcours des parents 
Génération= Génération+1 
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et communique avec les autres particules constituant son entourage. Sur la base de ces 

informations, la particule change de position et de vitesse afin de chercher la solution optimale 

selon un critère (fitness) préalablement défini. Chaque particule est, de plus, caractérisée par sa 

tendance à, d’une part, retourner vers la meilleure solution visitée et d’autre part, suivre son 

voisinage. De ce fait, l’ensemble de particule converge vers la solution optimale globale. Les 

paramètres des essaims particulaires sont définis pour chaque particule à chaque itération  par 

une nouvelle position ( )ip t  et une nouvelle vitesse ( )iv t  calculée en fonction de sa meilleure 

position indp  et la meilleure position globale globp  de l’ensemble de particules Figure I-29. 

 
0 1 2( ) ( 1) (0,1) [p p (t 1)] (0,1) [p p (t 1)]

( ) p (t 1) ( 1)

i i ind i glob i

i i i

v t v t alea alea

p t v t

= ∂ − + ∂ − − + ∂ − −


= − + −
 (I.11) 

Des indications quant aux valeurs des paramètres 0 1 2, ,∂ ∂ ∂  sont fournies par Clerc et 

Trelea [88, 89] 

 

Figure I-29 : Schéma d’une itération pour une particule pi [7] 
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I.4.   Train d’engrènements multi-étages 

I.4.1.  Quelques modèles d’engrènement multi-étages de la 

littérature 

Dans la littérature, la majorité des études concernant les trains d’engrènements multi-

étages ont été réalisées sur des modèles à deux étages d’engrènement. Dans les années 80, les 

recherches de Benton et Seireg [61], Iida et al [90, 91, 92] et  Umezawa et al [93] se sont 

concentrées essentiellement sur les systèmes multi-engrenages à dentures droites, montés sur 

trois axes parallèles comme illustré dans la Figure I-30a, à l’exception des travaux de Velex et 

Saada portant sur les dentures hélicoïdales. En incluant le phénomène de backlash, les 

fluctuations paramétriques de raideur d’engrènement ainsi que des excitations périodiques 

externes, Al-Shyyab et Kahraman [94, 95, 96] ont conduit des analyses dynamiques sur un 

modèle non linéaire à deux étages d’engrènement décalés à dentures droites en combinant une 

méthode HBM (multi-term Harmonic Balance Method) avec des Transformées de Fourier 

Discrètes. 

Linke et Borner [97] sont parmi les premiers avoir abordé le problème du comportement 

dynamique de deux étages d’engrenages droits en cascades (Figure I-30b). Les auteurs ont, en 

particulier, étudié le cas où l’entrée de puissance se fait sur la roue intermédiaire. Kahraman 

[55] a analysé une configuration similaire en étendant le modèle en 3D et aux dentures 

hélicoïdales. Deux cas de chargements différents ont été considérés : a) la roue intermédiaire 

est motrice et b) le système est entrainé par l’une des roues extrêmes. L’étude conclut que a) 

les modes couplés axial-transversal et torsionnel sont sensibles à l’angle d’hélice et aux 

conditions de chargement et b) le nombre de dents de la roue intermédiaire et la position relative 

de la roue extrême influent sur les caractéristiques de la réponse dynamique (déplacements aux 

niveaux des paliers et efforts dynamiques à la denture). 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI071/these.pdf 
© [H. Fakhfakh], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



  Synthèse bibliographique 

51 

 

Figure I-30 : Modèles de deux étages d’engrènement  

Raclot et al [54] ont utilisé une nouvelle méthode de résolution, de type  spectrale, et 

l’ont appliqué sur deux modèles d’engrènement à deux étages décalés puis en cascades avec 

écarts géométriques et erreurs de montages. Plus récemment, les études se sont orientées vers 

l’optimisation multi-objective de trains d’engrènement multi-étages. Buiga et Tudose [98] ont 

cherché à minimiser la masse d’un réducteur de vitesse, composé de deux étages d’engrenages 

coaxiaux et hélicoïdaux (Figure I-31), en s’appuyant sur la méthode des algorithmes génétiques. 

Dans un contexte similaire, Marjanivic et al [99] ont élaboré un logiciel appelé GTO (Gear 

Train Optimisation) afin d’optimiser des trains d’engrenages cylindriques de point de vue des 

matériaux, des rapports de conduite et positions des axes des arbres. 

Pignon 

Palier 

Arbre 

(a) 

(b) 
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Figure I-31 : Réducteur à deux étages coaxiaux et hélicoïdaux de Buiga et 

Tudose [98] 

Carbonelli et al [6, 7, 8] ont introduit des corrections de dentures optimisées par 

la méthode des essaims particulaires sur un modèle non linéaire simulant deux 

cascades de pignons à dentures hélicoïdales ( 

Figure I-32)  afin de minimiser le bruit de sirènement. L’optimisation a été faite sur une 

large plage de couples de fonctionnement en présence d’écarts géométriques involontaires afin 

de trouver une solution robuste. 
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Figure I-32 : Modèles de cascades de pignons de Carbonelli [6] 

I.4.2.  Optimisation des trains multi-engrènements 

Le concept d’optimisation des systèmes d’engrènement multi-étage a été introduit dans 

les années 80 mais avec des objectifs de conception et de dimensionnement macroscopiques. 

Prayoonrat et Walton [100] ont développé un algorithme grâce auquel le concepteur peut 

optimiser selon des critères d’encombrement (distance minimale des centres, volume des 

engrenages minimum) mais aussi des rapports de conduite maximaux. Les solutions optimales 

sont trouvées après itérations par des méthodes heuristiques. La Figure I-33 illustre un exemple 

de solution pour un système à 3 étages de réduction. Dans le même esprit, Savsani et al [101] 

ont cherché à minimiser le poids des systèmes de transmission de puissance par engrenages 
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pour des applications automobiles et aéronautiques en s’appuyant sur deux algorithmes 

métaheuristiques (Particle Swarm Optimization et Simulated Annealing). 

 

 

  (a)       (b) 

Figure I-33 : Réducteur à 3 étages d’engrènement a) avant optimisation et b) 

après optimisation du volume global [100] 

Marjanivic et al [99] ont cherché à optimiser un train d’engrenage à dentures droites en 

terms de matériaux, de rapport de conduite optimal et de positions des axes des arbres (Figure 

I-34). Selon les auteurs, le volume du train d’engrènement a été réduit de 22.5% après 

optimisation.  

 

Figure I-34: Concept d’un train d’engrènement à denture droite, a) avant et b) 

après optimisation [99] 
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Finalement, Guyonneau et al [102] ont proposé une approche basée sur la méthode de 

Monte-Carlo permettant d’optimiser la géométrie des flancs de denture par minimisation des 

contraintes et déduire l’équation paramétrique du profil de denture optimal. Les simulations 

sont conduites pour les quatre positions d’engrènement notées A, B, C et D sur la Figure I-35. 

Le résultat d’optimisation en termes de contraintes équivalente de von Mises en fonction de la 

position angulaire du pignon θ sont portés sur la Figure I-35 pour un profil initial en 

développante de cercle (non optimisé) et un profil optimisé. 

 

 

Figure I-35: Contrainte équivalente de contact pour un profil de denture initial 

et optimisé [102]  

I.5.   Conclusion 

Au terme de cette synthèse bibliographique, il apparaît que la très large majorité des 

analyses dynamiques et vibratoires sur les engrenages portent sur des systèmes à un seul 

engrènement et que les travaux relatifs aux systèmes à plusieurs étages de réduction (ou 

multiplication) sont très largement minoritaires. Les sources d’excitation recensées 

comprennent les fluctuations de raideurs d’engrènement particulièrement pour des engrenages 

à dentures droites et les variations d’erreurs de transmission quasi-statiques sous charge. Si le 

concept d’erreur de transmission en tant que source d’excitation semble bien établi dans le cas 

d’un couple pignon-roue, il perd de sa clarté pour des systèmes à plusieurs engrènements. Les 

principales excitations externes recensées dans la littérature sont dues aux fluctuations 

temporelles des vitesses de rotation et/ou des couples moteurs mais peu de résultats relatifs aux 

trains multi-étages ont été trouvés. Ces systèmes présentent des caractéristiques particulières 
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comme la possibilité de plusieurs entrées et sorties de puissance (et par là, la question du partage 

de puissance entre les différents engrènements) mais aussi des combinaisons éventuellement 

complexes entre les erreurs cinématiques propres à chaque engrènement. La problématique de 

l’optimisation des corrections de forme dans les systèmes à plusieurs engrènements est 

également spécifique. De nombreux résultats sont disponibles pour des systèmes à un 

engrenage et il semble pertinent de s’interroger sur les possibilités de les extrapoler ou non à 

des trains multi-engrènements.
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Chapitre II.  Modélisation et éléments de 
validation  
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II.1.     Introduction 

L’objectif de ce chapitre est de présenter les principales étapes de modélisation d’un 

système d’engrènements multi-étages à dentures droites et hélicoïdales. L’étude dynamique et 

vibratoire de ce genre de système nécessite le passage d’un système physique à un modèle 

numérique assurant le couplage entre les différentes éléments d’excitations extérieurs (moteur, 

équipements), le mécanisme de transmission de puissance (engrenages, arbres, accouplements) 

et la structure de support (paliers, carter). Ainsi, dans cette modélisation, on passe par plusieurs 

étapes importantes qui conditionnent le comportement dynamique du système d’engrènement. 

En premier lieu, on définit l’état de fonctionnement dans les conditions de corps rigides en 

présence de défauts de forme et d’écarts géométriques qui perturbent le fonctionnement 

cinématique et dynamique. Ensuite, une étude détaillée de l’état déformé est présentée pour 

lequel on établit les fonctions raideurs d’engrènement variables dans le temps en intégrant les 

déphasages relatifs, les erreurs géométriques et défauts de forme. Les conditions de contact 

entre dentures sont ensuite abordées. Enfin, des éléments de validation basés sur des 

comparaisons des analyses issues de modèles de la littérature sont présentés. 

II.2.   Etat de référence 

L’état de référence caractérise l’état cinématique et dynamique du système 

indéformable lorsque les dentures demeurent en contact au niveau de chaque étage 

d’engrènement au cours du temps. La présence de corrections de forme sur les surfaces actives 

des dentures ainsi que la présence d’écarts de montage peuvent conduire à un état de référence 

différent de la configuration parfaitement homocinétique. 
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II.2.1.  Modélisation des écarts géométriques  

 

Figure II-1 : discrétisation des lignes de contact sur le plan d’action d’un étage 

d’engrènement m 

La méthode de modélisation des écarts géométriques pour un simple étage [58, 27, 103] 

reste valable pour les trains multi-étages en la transposant à chaque engrènement. La simulation 

de l’engrènement repose sur une discrétisation des lignes de contact en segments élémentaires 

(cf. chapitre 1) telle que, sur chacun d’eux, les caractéristiques physiques (raideur, écart à la 

surface en développante, …) demeurent constantes et s’appliquent au centre (point Mm) de la 

cellule (Figure II-1).  

L’écart de forme associé à chaque cellule et à chaque pas de temps est défini par rapport 

à la surface théorique en développante de cercle. La valeur algébrique de cet écart en un point 

de contact Mm est prise suivant la normale extérieure de la surface théorique. Une valeur 

positive correspond à un excès de matière. L’écart de forme est supposé faible devant les 

dimensions caractéristiques des engrenages et les directions des normales extérieures aux flancs 

de dentures sont supposées inchangées. On note ef,r(Mm) et ef,r+1(Mm), les écarts normaux de 

forme selon les normales extérieures respectives des roues r et r+1 . 
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Les défauts de montage, (défauts de position et d’orientation) sont définis pas un torseur 

de petits déplacements exprimé au centre de chaque roue (exprimés dans les repères locaux de 

chaque étage). Le déplacement résultant en chaque point de contact théorique est calculé et 

projeté sur la normale extérieure. La composante normale des écarts de montage de la roue « r » 

est noté ed,r(Mm). 

Les défauts d’excentricité de chaque roue dentée engendrent des écarts normaux sur les 

dentures approximativement sinusoïdaux et indépendants de la position du point de contact. 

Ajmi [104] définit cet écart sur la roue « r » de la façon suivante : 

 ( ),r ( ) cos sinx m b r r ar re M tβ κ α λ= Ω + +  (II.1) 

Où rκ  est l’amplitude et rλ  correspond à la phase. 

A tout instant et pour chaque point Mm des lignes de contact théoriques, la somme des 

différentes contributions des écarts normaux des roues r et r+1  sont notés : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1

r m f,r m d,r m x,r m

r m f,r+1 m d,r+1 m x,r+1 m

e M = e M +e M +e M

e M = e M +e M +e M+





 (II.2) 

La somme algébrique de tous les écarts normaux issus des écarts de forme, de montage 

et d’excentricité en un point de contact Mm  forme l’écart normal total , ( )Tot m me M .  

 ( ) ( ), 1( )Tot m m r m r me M e M e M+= +  (II.3) 

Le contact entre les surfaces des dentures non déformées a lieu au point Mm*  qui 

correspond à l’endroit où l’écart normal total est maximal.  

Ainsi, en se référant à la Figure II-2, on définit l’écart relatif ( )m me Mδ  au point de 

contact Mm par la différence entre l’écart normal total , ( )Tot m me M  et l’écart normal maximal 

, ( *)Tot m me M  tel que : 
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 , ,( ) ( ) ( *)m m Tot m m Tot m me M e M e Mδ = −  (II.4) 

On notera selon cette définition que  ( )m me Mδ est négatif ou nul. Il représente la distance 

normale entre les surfaces des dents au point considéré pour un fonctionnement sans 

déformations. 

La géométrie étant fixée, l’écart normal maximal est une fonction qui dépend seulement 

de la position angulaire θr de la roue motrice r. Si la valeur de cet écart n’est pas constante, la 

cinématique et la dynamique du système indéformable sont perturbées.  

II.2.2.  Cinématique des corps rigides 

Dans le cas d’un engrenage extérieur parfait (sans écarts), les vitesses de rotation 

d’entrée et de sortie sont déterminées par la relation II.5 traduisant le roulement sans glissement 

des plans d’action sur les cylindres de base : 

 1
1( ) . ( )r

r r
r

Rb
t t

Rb
+

+Ω = − Ω  (II.5) 

En présences d’écarts géométriques, la relation liant les vitesses des roues r et r+1 , 

résulte de la relation de non pénétration normale au point de contact Mm*  de deux solides rigides 

[58] (Figure II-2) : 

 ( )1
 * 0r

r m r mV M n+ ⋅ =
� �

 (II.6) 

Tel que : 

 

Considérant que Mm* appartient à la roue r : 

( )  * . cos ( *)mR
r m r m r r b r mV M n Rb e Mβ= Ω +
� �

ɺ   

Considérant que Mm* appartient à la roue r+1  : 

( )1 1 1 1 r+1* . cos ( *)mR
r m r  m r r b mV M n Rb e Mβ+ + + += Ω +
� �

ɺ  

(II.7) 
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Figure II-2 : Configuration à un instant t du contact au point Mm* entre deux 

roues rigides 

Le développement de l’expression II.6, pour un élément d’engrenage cylindrique à 

denture extérieure, conduit à la relation liant Ωr et Ωr+1  : 

 ,
1

1 1 ,

( *)
( ) . ( ) .

.cos
Tot m mr

r r r
r r b m

e MRb
t t

Rb Rb
ε

β+
+ +

Ω = − Ω −
ɺ

 (II.8) 

Où : 

- ɛr  est le signe de Ωr. 

- , ( *)Tot m me Mɺ  est la dérivée par rapport au temps de l’écart normal maximal au 

point Mm*  entre les pignons r et r+1 : 
( ),

,

d * d
( *)

d d
Tot m m r

Tot m m
r

e M
e M

t

θ
θ

=ɺ  
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Ainsi, l’expression de la vitesse de rotation de la roue r+1  est constituée de deux termes. 

Le premier est le produit de la vitesse de rotation du pignon d’entrée avec le rapport de réduction 

ou multiplication d’engrenage parfait. Le deuxième terme est lié à l’évolution de l’écart normal 

maximal. La perturbation induite par ce terme définit la dérivée de l’écart de transmission sans 

charge, notée NLTE (No Load Transmission Error) : 

 
,

1 1
,

( *)
( ) ( ) . ( ) .

cos
Tot m m

m r r r r r
b m

e Md
NLTE Rb t Rb t

dt
ε

β+ += Ω + Ω = −
ɺ

 (II.9) 

Dans le cas d’une cascade d’engrènements, la relation II.9 est valable pour chaque étage. 

Par conséquence, les écarts de transmission sans charge se répercutent sur toutes les vitesses de 

rotation des roues situées en aval. Autrement dit, la vitesse de chaque roue dépend des 

perturbations cinématiques de chaque étage d’engrènement qui la précède. 

L’expression liant les vitesses d’entrée (Ω1) et de sortie pour une cascade d’engrenages 

à N-1 engrènements est donnée par [105, 106]: 

 
( )

1

,
1 11

1 1

*
( ) ( 1) ( )

cos

N

Tot m m
N m

N
N N b

e M
Rb

t t
Rb Rb

ε
β

−

− =

 
 
 Ω = − Ω +
 
  

∑ ɺ
 (II.10) 

Où : 

- 1ε  : Signe de Ω1. 

- NRb  : Rayon de base de la roue N. 

- (t)NΩ  : Vitesse de rotation de la roue N.  

II.2.3.  Dynamique des corps rigides 

La dynamique étudie le mouvement des corps sous l’influence des actions mécaniques 

qui leurs sont appliquées. Toute perturbation apportée par les écarts géométriques à la 
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cinématique des corps rigides et toute variation temporelle des charges extérieures entraîne des 

variations dans le temps de l’énergie cinétique et peut modifier l’état de chargement des 

équipements extérieurs appliqués au système. D’après le théorème de l’énergie cinétique, on 

peut écrire : 

 ( )0

0 0

R
syst R R

ext int

d T
P P

dt
= +  (II.11) 

Où : 

- 0 0 0( , , )R X Y Z
� � �

 : Repère galiléen fixe (Figure II-2). 

- 
0R

systT  : Énergie cinétique du système. 

- 
0R

extP  : Puissance des forces extérieures du système. 

- 
.0R

intP  : Puissance des forces intérieures du système. 

En supposant que les pertes internes du système sont négligeables (0 0R
intP =  : régime 

lubrifié, frottement et amortissement négligés), l’équation II.11 pour un système de 

transmission par engrenages comportant Mar arbres s’écrit : 

 
( )0

0

1

(t). ( )
ar

R M
syst R

ext i i
i

d T
P Ct t

dt =

= = Ω∑  (II.12) 

Où Cti  est la somme des couples extérieurs appliqués sur l’arbre  i. 

L’expression de la variation de l’énergie cinétique dans le temps pour tous les éléments  

constituant le modèle (arbres, roues, moteur, équipements) est: 

 
( )0

1

( ) ( )
ar

R M
syst

i i i
i

d T
J t t

dt =

= Ω Ω∑ ɺ  (II.13) 
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Où Ji est le moment d’inertie de tous les éléments (équipement moteur ou résistant, 

arbres, pignon) constituant la ligne d’arbre i. 

Il vient pour le couple de sortie Ctj(t) appliqué sur la ligne d’arbre j: 

 
1 1

( ) ( )
( ) ( ). ( )

( ) ( )

ar ar

j
j j

i j

M M
i i

i i i
i i

t t
Ct t Ct t J t

t t= =
≠

Ω Ω= − + Ω
Ω Ω∑ ∑ ɺ  (II.14) 

II.2.4.  Discrétisation temporelle  

Le pas de temps du schéma d’intégration de l’équation du mouvement est un paramètre 

sensible. Son choix influe sur les résultats numériques et le temps de calcul : s’il est trop grand, 

les résultats manquent de précision et s’il est trop petit, le temps de calcul devient très important 

et les erreurs numériques de troncature et d’arrondi ne sont plus forcément négligeables.  

Dans cas de notre étude, la valeur du pas de temps (p) est unique pour l’ensemble du 

système. Il doit être une fraction entière de chaque période du système pour éviter, entre autre, 

des variations temporelles du rapport de conduite d’un ou plusieurs engrenages [107], ce qui 

induirait une modulation « numérique » de la fréquence d’engrènement. Par ailleurs, le nombre 

de pas de temps total (Npt Tot) de la simulation doit être tel que la plus grande période du système 

soit parcourue au moins une fois. La préparation des simulations numériques nécessite donc i) 

la détermination de toutes les périodes potentielles des signaux du système complet, ii) la 

détermination du pas de temps et enfin iii) la détermination du nombre minimum de pas de 

temps total de la simulation. 

II.2.4.1. Liminaire sur la période d’un système quelconque 

On s’intéresse à la période globale (Tsys)  d’un système quelconque où interviennent 

deux phénomènes physiques périodiques (périodes T1 et T2) qui peuvent interagir (par exemple, 

un réducteur à 2 étages qui ne sont pas en cascade). Le système est soumis aux excitations de  

fréquences 
1

1

T
  et 

2

1

T
, ce qui laissera une signature temporelle et fréquentielle sur les 

caractéristiques observées en sortie.  
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L’existence et l’expression de la période globale du système dépend des valeurs de T1 

et T2 : 

- Si T1 et T2 sont des entiers alors Tsys existe et sa valeur est le Plus Petit Multiple 

Commun des 2 périodes : 

 1 2( , )sysT PPCM T T=  (II.15) 

- Si T1 et T2 sont des rationnelles, alors la Plus Petite Période Multiple de T1 et 

T2 existe et elle est donnée par : 

 1 2
1 2

1 2

( , ) ,sys

u u
T PPPM T T PPPM

v v

 
= =  

 
 (II.16) 

Où 1

1

u

v
 et 2

2

u

v
 sont les représentations irréductibles de T1 et T2, avec 

{ } 4
1 1 2 2, , ,u v u v ∈ℕ   

On en déduit : 

 ( )1 2 2 1
1 2

1
,sysT PPCM u v u v

v v
=  (II.17) 

- Si les 2 périodes T1 et T2 s’expriment comme le produit d’un même irrationnelle 

et d’un rationnel, alors la période du système existe et son expression est donnée 

par : 

 

( ) 1 2
1 2

1 2

, . ,sys

u u
T PPPM T T PPPM

v v
π

 
= =  

 
 

( )1 2 2 1
1 2

,sysT PPCM u v u v
v v

π=  

(II.18) 
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Avec π un irrationnel et u1, v1, u2, v2 les nombres qui composent les parties rationnelles 

irréductibles de T1 et T2. 

Exemple :  

 

Figure II-3 : Système d’engrènements à deux étages décalés 

Les périodes d’engrènement sont données par : 

 1
1 1

2
T

z

π=
Ω

 et 2
2

1 3 1

2 z
T

z z

π=
Ω

 (II.19) 

La période du système à 2 étages est : 

 ( ) 2
1 2

1 1 3

2
, 1,sys

z
T PPPM T T PPPM

z z

π  
= =  Ω  

 (II.20) 

Soit 2 2

3 3

z w

z w
=  avec w2 et w3 premiers entre eux. Il vient  
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 ( )1
2 3

3

,sys

T
T PPCM w w

w
=  (II.21) 

- Dans les autre cas, il n’y a pas de période de fonctionnement du système complet. 

II.2.4.2. Période d’un étage 

La période de fonctionnement d’un étage d’engrènement dépend des excitations 

externes et internes au système. Parmi les phénomènes extérieurs, nous prendrons seulement en 

compte d’éventuelles variations du couple extérieur (période extT ). L’évolution des surfaces en 

contact au cours du temps constitue la source principale des excitations internes. Si toutes les 

dents sont identiques du point de vu de la raideur et de la géométrie, la période d’engrènement 

est donnée par :  

 
1 1 2 2

2 2
engT

z z

π π= =
Ω Ω

 (II.22) 

Dans le cas d’une évolution dent à dent de la géométrie (écarts normaux, …) ou des 

paramètres de la raideur (présence de fissures, …), la période d’engrènement augmente. Par 

exemple, une excentration sur le pignon engendre une périodicité des écarts de forme égale au 

temps d’une révolution de celui-ci :,1
1

2
xT

π=
Ω

. La période des excitations internes (Tint) est la 

plus petite période multiple des temps caractéristiques des évolutions des écarts normaux et de 

la raideur. 

Si elle existe, la période de fonctionnement d’un étage est donnée par 

 ( )int ,etage extT PPPM T T=  (II.23) 
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Etant donné que Tint est de la forme 
1

2
intT a

π=
Ω

 avec a un rationnel, la condition 

d’existence de la période du système est que la période des excitations extérieures puisse se 

mettre sous la forme suivante : 

1

2
extT k

π=
Ω

   avec  k +∈ℚ   

II.2.4.3. Période d’une transmission à plusieurs étages et 

plusieurs cascades 

La période de fonctionnement d’un système de transmission complet, si elle existe, est 

la plus petite période multiple des périodes des étages qui le compose. 

 ( )_1 _ 2 _, ,...,sys etage etage etage MT PPPM T T T=  (II.24) 

Remarque : en générale, cette période est très grande. 

II.2.4.4. Le pas de temps 

Lors de la résolution numérique, le pas de temps est fixé et il est commun à l’ensemble 

des éléments du système. Pour éviter des modulations de fréquence, le pas de temps choisi doit 

diviser exactement les différentes périodes, ce qui se formule mathématiquement de la façon 

suivante : 

 

1 1

2 2

3 3

...

T k p

T k p

T k p

=
 =
 =


   avec 1 2 3, , ...k k k ∈ℕ  (II.25) 
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En supposant l’existence de la période du système : 

 

1 1
1

2 2
2

1 1

3 4
3

1 3

' 1

'

'

...

p
k k p

T

T w
k p

T w

T w
k p

T w

 = =

 = =


 = =




 (II.26) 

Où 2

1

w

w
 est la forme irréductible de 2

1

T

T
 . On peut réécrire le système : 

 

1

2 2
2 1

1 1

4 4
3 1

3 3

1

'

'

'

...

k
p

w w
k k

p w w

w w
k k

p w w

 =

 = =



= =




 (II.27) 

On en déduit de 1k  est un entier divisible par w1 et w3… En se limitant à 3 périodes, 

1k est de la forme : 1 1 3k w wα= . Il vient ensuite : 

 

1

1 3

2 2 3

3 1 4

T
p

w w

k w w

k w w

α
α
α

 =
 =
 =



 (II.28) 
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II.2.4.5. Exemple de calcul de la période d’un système et du pas 

de temps 

Dans cet exemple, on traite un système à 3 étages d’engrènements décalés (Figure II-4) 

à géométries parfaites et sans excitations extérieures. 

 

Figure II-4 : Système d’engrènements à trois étages décalés 

On désigne par T1, T2, et T3 respectivement, les périodes d’engrènement de l’étage 1, 2 

et  3 telles que : 

1
1 1

2

.
T

z

π=
Ω

  

2 2
3 2 2

3 1 1
2 2 1 1

2
2.
.

. .

T zz T
z z

z z

π
π

= Ω = ΩΩ = Ω 
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3
5 3

4 2
4 3 3 2 3

5 3 1 1

2 2 1 1

2

.
. 2

. .
. .

. .

T
z

z z
z z T

z z z
z z

π

π

= Ω
Ω = Ω = ΩΩ = Ω 


 

La période du système à 3 engrènements est donnée par : 

2 4 2
1 2 3 1

3 5 3

.
( , , ) (1, , )

.sys

z z z
T PPPM T T T PPPM T

z z z
= =   

1
5 3 5 2 4 2

5 3

( . , . , . )
.sys

T
T PPCM z z z z z z

z z
=  

Qui peut se réécrire : 2
5 3 5 2 4 2

5 2

( . , . , . )
.sys

T
T PPCM z z z z z z

z z
=   

ou bien : 3
5 3 5 2 4 2

4 2

( . , . , . )
.sys

T
T PPCM z z z z z z

z z
=  . 

Le pas de temps (p) commun aux trois périodes d’engrènement est tel que : 

1 1
1 1

2
2 2 1

3 2 3

4 2
3 3 1

5 3 5 3

2

.

2

.

.2

. .

T k p
z

z
T k p T

z z

z z
T k p T

z z z

π

π

π


= = Ω


= = = Ω


= = =

Ω

    �    

1 1
1

2 2
2

1 3

3 4 2
3

1 5 3

' 1

'

.
'

.

p
k p k

T

T z
k p

T z

T z z
k p

T z z


= =




= =



= =


 

Avec ( ) 3
1 2 3, ,k k k ∈ℕ  

Pour le cas étudié, les applications numériques conduisent aux relations : 
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2 1

3 1

61

32
43 61

32 42

k k

k k

 =
 × =
 ×

 

On déduit que 1k est un entier divisible par 42 et 32. Il est donc de la forme :  

1 1344.k α=  avec α ∈ℕ  

Ainsi, le plus grand pas de temps qui divise exactement les périodes d’engrènement T1, 

T2 et T3 est 1

1344

T
p =  et la période du système est  12623.sysT T=  . Le nombre de pas de temps 

nécessaire pour parcourir une période du système est donc de 3 525 312 ! Il n’est pas réaliste 

de vouloir mener une simulation sur un nombre de pas de temps aussi élevé. Une étude sur ce 

système ne pourra être que tronquée. 

II.2.4.6. Déphasage relatif 

Le déphasage entre les différents engrènements est un paramètre clé car il gère les 

combinaisons des excitations paramétriques dans tout le système. Le problème de déphasage 

existe dès lors que le système est constitué d’au moins de deux étages d’engrènements 

successifs. Dans le cas d’un réducteur à 2 étages, trois configurations peuvent être rencontrées 

[107] : 

- Deux engrènements successifs appartiennent à des cascades différentes : sur 

l’arbre commun, le positionnement angulaire des 2 roues dentées est arbitraire. 

Dans ce cas, le déphasage relatif est non déterminé et ne dépend pas des 

caractéristiques géométriques. 

- Deux engrènements successifs sont en cascade et la roue motrice n’est pas le 

pignon intermédiaire. 

- Deux engrènements successifs sont en cascade et la roue motrice est située au 

centre. 
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a) Cas où la roue motrice est l’une des deux roues extrêmes 

Cette configuration est schématisée Figure II-5, dans le plan apparent. Le segment de 

conduite de l’engrènement entre les roues 1 et 2 est [T’11,T’21] et celui entre les roues 2 et 3 est 

[T’1 2,T’22]. Dans chaque plan d’engrènement, les lignes de contact se déplacent de T’1i à T’2i. 

Pour définir le déphasage, on considère la situation dans un plan apparent particulier : lorsqu’il 

y a un point de contact en T’11 , le déphasage ∆l est égal à la distance entre T’12 et le point de 

contact le plus proche sur [T’12,T’22]. 

Ce déphasage peut être exprimé par les relations suivantes [105, 106, 107] : 

 
. .

(1 ). .
l l

l l

Sba Pba si Pba Sba
l

Sba Pba si Pba Sba

κ κ
κ κ

− ≤
∆ =  + − >

 (II.29) 

Où : 

- Sba : Epaisseur apparente de base du pignon intermédiaire. 

- Pba : Pas de base apparent. 

- 1 2'1 '1
l

T T

Pba
κ =  avec  est le reste de la division naturelle. 
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Figure II-5 : 1ère configuration : 3 roues en cascades avec la roue motrice est 

l’une des roues extrêmes 

|T’11 T’12| est la distance entre les points T’11 et T’12 en suivant les lignes de pression 

et les cercles de bases, à la manière d’une courroie. Elle dépend de l’angle Φa  ( )	
2 2 11 , , 2T O T=  

imposé par la position angulaire des 3 pignons dans l’espace (Figure II-5) et s’écrit : 

 1 2 1 1 2 2 2'1 '1 '1 2 . 1 '1aT T T T Rb T T= + Φ +  (II.30) 

L’expression mathématique de l’angle Φa dépend essentiellement de la position relative 

des pignons et de la position des lignes d’action effectives (liée au signe du couple). Les deux 

configurations possibles sont présentées dans la Figure II-6. 
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Figure II-6 : Configurations de l’angle Φa 

Cet angle peut finalement être exprimé par: 

 1 1 2.2 .a e s a aκ π κ γ α αΦ = − − −  (II.31) 

Où : 

- 1

1

0 1 ( ) 0

1 1 ( ) 0
e s

e s

et si Ct t

et si Ct t

κ κ
κ κ

= = − <
 = = >

  

- 1 2,a aα α  : angles de pression apparents liés respectivement à l’étage 1 et 2. 

- 1γ   : angle entre les axes (O1 O2) et (O2 O3) (dans le sens trigonométrique). 

b) Cas avec la roue motrice au centre 

Cette configuration correspond à la Figure II-7. Par convention, on calcule le déphasage 

de l’engrènement des roues 2 et 3 par rapport à celui des roues 1 et 2. Dans le plan apparent, on 

se place dans la configuration suivante : 

- Engagement d’une paire de dent au point T’11. 

- Le déphasage correspond à la distance entre T’12 et le plus proche point de 

contact. 
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Figure II-7 : 2ème configuration : 3 roues en cascade avec la roue motrice est 

la roue intermédiaire 

Ainsi, le déphasage entre les deux engrènements définis par la distance l∆  dans le plan 

de base s’écrit : 

 2'1T M
l

Pba
∆ =  (II.32) 

Avec |T’12 M| la distance entre le point T’12 et le point M le plus proche. On appelle 

respectivement C1, C2 et C3 les pieds des développantes qui passe par T’11 , T’12 et M : 

 

 
 
 
 


2 3 2 1 1 1 2 1 2 2 3

2 1 1 2 2 2

'1 1 1 1 1

'1 1 '1 . . . 1 '1c c c

T M C C T C C C T T T C

T M T T nPba Rb T Tκ κ
= = + − −

= + − Φ −
 (II.33) 

Où : 
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- 1 1 2 2

1 1 2 2

2 ( ) 0

2 ( ) 0
t t

t t

si Ct t
c si Ct t

π γ α α
π γ α α

− − + >
Φ =  − + − <

  

- 2

2

1 ( ) 0

1 ( ) 0c

si Ct t

si Ct t
κ

>
= − <

  

- 
3 2C C  : La longueur d’arc de cercle entre C3 et C2. 

- 1γ   : Angle entre axes (O1 O2) et (O2 O3) (dans le sens trigonométrique). 

- n : Un nombre entier  

En résumé, l’état de référence est décrit à chaque instant par : 

- La position, la vitesse et l’accélération de chaque ligne d’arbre, tous les éléments 

étant supposés indéformables ; 

- Les déphasages existant entre chaque engrènement. 

Cette configuration est le point de départ de l’analyse des déformations élastiques du 

système. L’étude simplifiée porte sur la détermination des déplacements (degrés de liberté) de 

quelques nœuds du système, les valeurs aux autres points sont obtenus à l’aide de fonction de 

forme (Méthode des Eléments Finis). 

II.3.   Définition des degrés de liberté (DDL) 

Les N roues du modèle 3D sont assimilées à des cylindres rigides connectés entre eux 

par des distributions de raideurs élémentaires variable dans le temps. Ces roues sont portées par 

des éléments d’arbre qui, à leur tour, sont liés au carter par l’intermédiaire de paliers à 

roulements. Chaque arbre est discrétisé en un certain nombre de segments, eux-mêmes associés  

à un élément fini d’arbre. Les extrémités de ces segments sont des nœuds dont le déplacement, 

la vitesse et l’accélération sont recherchés. Chaque nœud ‘i’ possède 6 degrés de liberté ; 3 

translations : , ,i i iu v w  et 3 rotations: , ,i i iφ ψ θ . Ces déplacements correspondent à des 
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déformations élastiques et leurs amplitudes sont supposées être faibles. Les torseurs des petits 

déplacements sont utilisés pour leur manipulation. Dans le type de système étudié, ces degrés 

de liberté s’interprètent de la façon suivante : 

- iu  est le déplacement axial  lié à la traction-compression. 

- ,i iv w   sont les déplacements radiaux (perpendiculaires aux lignes d’arbres) 

induits par la flexion ; 

-  ,i iφ ψ  sont les rotations autour des directions perpendiculaires à d’arbres,  dues 

à la flexion. 

- iθ  est la rotation autour de l’axe de l’arbre,  due à la torsion. 

Pour chaque engrènement impliquant les roues r et r+1 , les ddl des centres des roues 

sont regroupés dans un vecteur des degrés de liberté réduit mq  : 

 1 1 1 1 1 1
T
m r r r r r r r r r r r rv w u v w uφ ψ θ φ ψ θ+ + + + + +=q   (II.34) 
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Figure II-8 : Modèle 3D à N roues en cascade et/ou décalés à dentures droites 

ou hélicoïdales  
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II.4.   Etat déformé 

II.4.1.  Définition du vecteur structure dans le repère global 

Comme cela a été présenté dans la bibliographie, le vecteur structure sert à projeter le 

vecteur des degrés de liberté pour obtenir le déplacement de déformation en chaque point de 

contact potentiel. Il est rempli de zéros, sauf aux rangs correspondant aux ddl des centres des 

roues impliquées dans le m-ième engrènement. La restriction du vecteur structure à ces 

composantes est notée( )m mMVɶ . Ce vecteur est fonction de la position du point Mm considéré 

et son expression générale est la suivante : 

 ( ) 1, , ,T
m m r r m r r r m rM += ∧ − − ∧V n O M n n O M nɶ  (II.35) 

Dans un repère ( ), ,m m mr X Y Z
� � �

 lié au plan d’action de l’étage d’engrènement m (Figure 

II-9), les composantes du vecteur réduit s’expriment de la façon suivantes [27, 107] : 

( )

m 1

1 2 1 , ,

(M ) cos 0 sin sin sin cos

cos 0 sin sin sin cos

r r

r r
m m

T
m b b b M b r b m m b b M r b

b b b M b r b m m b b M r b X Y Z

Rb P Rb

Rb P Rb

β ε β ζ ε β η ε β ζ β

β ε β ζ ε β η ε β ζ β+ +

= − −

− − − − −

V

� � �

ɶ

 (II.36) 
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Figure II-9 : Sens de rotation et signe de l’angle d’hélice dans le plan d’action 

pour un étage m 

Où :  

- Rbr et Rbr+1 les rayons de base des deux roues dentées 

- βb la valeur absolue de l’angle d’hélice 

- ηm et P1m (ou P2m =T’1mT’2m – P1m) : paramètres de la position du point Mm dans 
le plan d’action 

- bε  le signe de l’angle d’hélice : 

o 1bε =  pour une hélice à gauche sur le pignon  

o 1bε = −  pour une hélice à droite sur le pignon 

- 
rMζ  le signe du couple extérieur sur la roue r : 
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o 1
rMζ =  si Ctr > 0 

o 1
rMζ = −  si Ctr < 0 

La mise en équation de l’ensemble du système nécessite l’expression des vecteurs dans 

un unique repère global 0 0 0( , , )R X Y Z
� � �

 pour tout le modèle (Figure II-10). L’origine du repère 

global est prise au centre de la roue « 1 », la direction 0X
�

 est orientée par la première ligne des 

centres 1 2O O
������

 . Dans ce repère, les composantes du vecteur structure réduit s’écrivent comme 

suit : 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1

1

1

1

cos sin

cos cos

sin

Rb sin sin ( sin )cos

Rb sin cos ( sin )sin

Rb cos
( )

cos sin

cos cos

s

r

r

r

r

r

r

r

M b ar r

M b ar r

b b

b r b ar r M m m b b ar r

b r b ar r M m m b b ar r

M r b

m m

M b ar r

M b ar r

b

P

P

M

ζ β α λ
ζ β α λ

ε β
ε β α λ ζ η ε β α λ
ε β α λ ζ η ε β α λ

ζ β
ζ β α λ
ζ β α λ

ε

+

+

−

−

− − − − −

− − + − −

=
− −

− −

−

Vɶ

( ) ( )
( ) ( )

0 0

1 2 1

1 2 1

1 ( , , )

in

Rb sin sin ( sin )cos

Rb sin cos ( sin )sin

Rb cos

r

r

r

b

b r b ar r M m m b b ar r

b r b ar r M m m b b ar r

M r b X Y Z

P

P

β
ε β α λ ζ η ε β α λ
ε β α λ ζ η ε β α λ

ζ β

+ +

+ +

+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − + + − 
 − − − + − 
 
  � � �

 

(II.37) 

Où rλ  est l’angle que fait le repère global 0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

 avec le repère local 

( , , , )r r m mR O S T Z
� � �

  et qu’on peut l’exprimer en fonction de 1rγ −   et 1rλ −  (voir Figure II-10). 
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Figure II-10 : Schématisation des repères locaux et du repère global pour une 

cascade de roues non alignées 

II.4.2.  Déflexion au point de contact 

En tout point de contact potentiel Mm, le rapprochement du couple de dents considéré 

peut s’exprimer sous une forme matricielle en fonction du vecteur structure réduit ( )m mMVɶ  et 

du vecteur des degrés de liberté réduit mq  de l’étage m: 

 ( ) ( ).T
m m m m mM Mδ = V qɶ  (II.38) 

En présence d’écarts géométriques, la déflexion au point de contact Mm est définie par 

la différence entre le rapprochement (définis positif) ( )m mMδ  et l’écart géométrique relatif 

( )m me Mδ  mesuré dans les conditions du corps rigide. La déflexion ou l’écrasement en ce point 

de contact s’écrit : 
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 ( ) ( ) ( )m m m m mM M e Mδ δ∆ = +   (II.39) 

Le contact est assuré lorsque le rapprochement est suffisamment important pour 

compenser l’écart relatif initial. Dans le cas contraire, des pertes de contact partielles ou 

complètes entre dentures sont introduites. On définit la condition de contact en tout point de 

contact Mm  par : 

∆(Mm) > 0 �  contact au point Mm  

∆(Mm) ≤ 0 �  perte de contact au point Mm  

La condition de contact ci-dessus est vérifiée, simultanément, pour toutes les cellules se 

trouvant, à un instant t,  dans les différents plans d’action des différents étages d’engrènements.  

II.4.3.  Raideur d’engrènement  

Chaque ligne de contact est discrétisée en cellules élémentaires dont le centre est le point 

de Mmij (m : numéro d’étage d’engrènement; i : indice de la ligne et j : indice de la cellule). 

Chaque cellule est associée à une raideur élémentaire kmij(t). Ces raideurs sont supposées 

indépendantes (Figure II-11) et susceptibles d’évoluer avec le temps.  

Au cours du mouvement, la raideur de chaque cellule dépend du signe de l’écrasement 

et du chargement au point de contact Mmij [27] (voir chapitre 1) : 

- si ∆(Mmij) > 0 alors kmij est estimée par les formules de Weber et Banachek et en 

faisant l’hypothèse des tranches minces. kmij est la raideur équivalente d’un 

système formé des raideurs de flexion et de fondation des deux dents et de la 

raideur de contact (dépendante de la charge). 

- si ∆(Mmij) ≤  0 alors kmij = 0 
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La sommation des raideurs élémentaires kmij, à un instant donné et pour chaque étage 

d’engrènement m, donne la raideur d’engrènement globale km  de cet étage: 

 ( )m mij
i j

k t k=∑∑  (II.40) 

Les variations de la longueur de contact, du nombre de dents en action et des raideurs 

locales engendrent une variation dans le temps de la rigidité globale [50, 51, 52, 53, 54, 108, 

109, 110]. Cette variation représente une source d’excitation interne du système d’engrènement 

[44, 27, 103]. 

 

 

Figure II-11 : Modélisation de la fenêtre d’engrènement d’un étage m 
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II.5.   Mise en équations 

La mise en équation est réalisée en plusieurs étapes. Elle est, d’abord, réalisée pour 

chaque sous-système (engrenages, arbres, paliers, etc.), puis, les matrices masse et raideur et 

les vecteurs des inconnues et du second membre sont assemblés de façon cohérente. 

II.5.1.  Elément d’engrenage 

II.5.1.1. Matrice raideur élémentaire et vecteur force extérieur 

L’énergie de déformation pour un couple d’engrènement dépend, compte tenu de la 

discrétisation des lignes de contact, du nombre de cellules en contact [58, 104, 107] et de leur 

raideur élémentaire. Chaque cellule, selon la condition de contact décrite au paragraphe II.4.3, 

emmagasine une énergie de déformation positive (si ∆(Mmij) > 0) ou nulle (si ∆(Mmij) ≤  0).  

L’énergie de déformation totale associée à un étage d’engrènement m à un instant t est 

de la forme : 

 21
( ) . ( )

2

SL NN

e mij mij
i j

U t k M= ∆∑∑   (II.41) 

Où : 

,L SN N  sont respectivement les nombres de lignes et de segments de contact dans la 

fenêtre d’engrènement.  

En se basant sur les équations II.38 et II.39, l’expression de l’énergie de déformation 

devient : 
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2

1
( ) ( ) ( )

2

1
( ) ( ) ( )

2

SL

S SL L

NN
T T

e mij m mij m mij
i j

T
N NN N

mij m mij m mij mij m mij
i j i j

U t k M M

k e M M k e Mδ δ

 
=  

 

 
+ + 
 

∑∑

∑∑ ∑∑

m m

m

q V V q

V q

ɶ ɶ

ɶ

  (II.42) 

En appliquant les équations de Lagrange, on obtient l’expression vectorielle suivante :  

 [ ] ( ){ }1

( )
( ) ,e

m m m m
m

U t
K t F t e

q
δ∂ = +

∂
q  (II.43) 

Où : 

- [ ]( ) ( ) ( )
SL NN

T
m mij m mij m mij

i j

K t k M M=∑∑ V Vɶ ɶ  est la matrice raideur d’engrènement 

élémentaire variable au cours du temps et calculée dans le repère global. 

- ( ){ }1 , ( ) ( )
SL NN

m m mij m mij m mij
i j

F t e k e M Mδ δ=∑∑ Vɶ  est le vecteur d’excitation 

élémentaire variable au cours du temps et calculé dans le repère global. Il 

introduit l’effet des écarts géométriquesmeδ  . 

Pour un train d’engrenages à M engrènements (N roues) en cascade et/ou décalés, 

l’expression de la matrice raideur d’engrènement élémentaire et du vecteur d’excitation 

élémentaire à chaque instant est valable pour chaque étage m du train d’engrenages. Ainsi, la 

matrice raideurs d’engrènement globale [K (t, )]e q  et le vecteur d’excitation global 

( ), , mt eδe1F q  du train d’engrenages est l’assemblage, respectivement, de toutes les matrices 

raideurs d’engrènement élémentaires [ ]( )mK t  et de tous  les vecteurs d’excitation élémentaires 

( ){ }1 ,m mF t eδ  des M étages dans le repère global 0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

: 
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[ ] [ ] [ ]( )1 2[K (t, )] (t) , (t) , (t)e Massemblage K K K=q …  

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }( )11 1 12 2 1, , , , , ... ,m M Mt e assemblage F t e F t e F t eδ δ δ δ=e1F q  (II.44) 

II.5.1.2. Matrice masse et termes de forces inertielles 

En négligeant les effets gyroscopiques, l’énergie cinétique d’un couple d’engrenages r 

et r+1 lié au repère global 0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

 est de la forme [107, 104] : 

( )0 0 0

1 21 1
( ) ( )

2 2

r
R R RT

E k k k k k k
k r

T m V G I
+

=

 = + Ω Ω 
 

∑
� � �

 

( ) ( )
1

2 2 2 2 2 21 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

r

E k k k k k k k k k k k k
k r

T m u v Cs w Cc I Jϕ ψ θ
+

=

 = + + + + + + + +Ω 
 

∑ ɺɺ ɺɺ ɺ ɺ  (II.45) 

Où : 

- kG  : Centre d’inertie de la roue k 

- km  : Masse de la roue k 

- ,k kI J  : Moment d’inertie et d’inertie polaire de la roue k 

- kI  : Tenseur d’inertie de la roue k au centre d’inertie kG exprimé dans le repère 

0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

 

- 0R
kΩ
�

 : Vecteur rotation de la roue k tel que 0 0 0 ( )R
k k k k kX Y Zφ ψ θΩ = + + + Ω
� � � �

ɺ ɺɺ   

- 0 ( )R
k kV G
�

: Vecteur vitesse en kG  tel que : 

0
0 0( ) ( ) ( )R

k k k k k k kV G v Cs X w Cc Y u Z= + + + +
� � � �

ɺ ɺ ɺ  
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- ,k kCs Cc  : Des termes qui dépendent des excentricités introduites sur la roue k 

tel que 
0

sin( )
t

k k k k kCs dκ τ τ= − Ω Ω −∫  et 
0

cos( )
t

k k k k kCc dκ τ τ= + Ω Ω −∫  (Figure 

II-12). 

 

Figure II-12 : Configuration d’un étage m excentré 

L’application des équations de Lagrange conduit à l’expression vectorielle suivante : 

 [ ] { }2 ( )E E
em m

m m

T Td
M F t

dt q q

 ∂ ∂− = + ∂ ∂ 
mqɺɺ

ɺ
 (II.46) 

Où : 

[ ] 1 1 1 1 1 1( , , , , , , , , , , , )em r r r r r r r r r r r rM diag m m m I I J m m m I I J+ + + + + +=  est la matrice masse des 

éléments engrenages de l’étage m. 

{ }2 1 1 1 1 1 1( ) , ,0,0,0, ( ), , ,0,0,0, ( )m r r r r r r r r r r r rF t m Cs m Cc J t m Cs m Cc J t+ + + + + += Ω Ωɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ  est le 

vecteur force inertielle élémentaire variable dans le temps. Il introduit l’effet de la cinématique 

perturbée par des excentricités. 

Pour un train d’engrenages à M engrènements (N roues) en cascade et/ou décalés, la 

matrice masse globale des éléments engrenages [M ]e  et le vecteur force inertielle global ( )2e tF  

du train d’engrenages sont exprimés dans le repère global 0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

 par: 
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( )1 1 1 1 1 1[M ] , , , , , , ..., , , , , ,e N N N N N Ndiag m m m I I J m m m I I J=  

1 1 1 1 1 1( ) , ,0,0,0, ( ),..., , ,0,0,0, ( )e N N N N N Nt m Cs m Cc J t m Cs m Cc J t= Ω Ω2F ɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ  
(II.47) 

II.5.2.  Elément d’arbre et paliers 

Afin d’étudier les déformations des lignes d’arbres, ceux-ci sont modélisés par des 

éléments de poutre de type Timoshenko à deux nœuds. Chaque nœud comporte six degrés de 

liberté (3 translations et 3 rotations selon les directions 0 0,X Y
� �

 et Z
�

 du repère global) 

compatibles avec ceux de l’élément engrenage.  

Le modèle élément fini de cet élément d’arbre est présenté dans la figure suivante : 

 

Figure II-13 : Modèle élément fini de poutre à deux nœuds   

L’application des équations de Lagrange aux énergies cinétique et de déformation d’un 

élément d’arbre i conduit à l’expression de la matrice raideur [ ]aiK  et la matrice masse [ ]M ai  

avec les termes du vecteur forces inertielles ( )ai tF  dépendant des variations temporelles de la 

vitesse de rotation dues aux écarts géométriques introduits sur les éléments engrenages  [58, 27, 

104, 107, 73]. Les termes de[ ]aiK , [ ]M ai et ( )ai tF  sont détaillés dans  l’annexe A. 

En outre, les lignes d’arbres sont supportées par des paliers liés à leur tour au carter 

indéformable. Ces paliers sont modélisés par des raideurs additionnelles aux différents nœuds. 

L’équation de l’énergie de déformation d’un palier j mène à la matrice raideur diagonale pjK     
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dont les termes non nuls sont ceux relatifs aux ddl du nœud j. Exprimés dans le repère

0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

, ils sont notés: 

 (k , k , k , k , k , k )vj wj uj j j jdiag φ ψ θ  (II.48) 

II.5.1.  Equation de mouvement du train d’engrènement multi-étages 

Un réducteur constitué de N roues en cascade et/ou décalés à dentures droites ou 

hélicoïdales possède Nar éléments d’arbres, Np paliers et n nœuds. L’assemblage, des matrices 

masses élémentaires et raideurs élémentaires de tous ces éléments, conduit finalement au 

modèle global suivant : 

 [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, ,M C K t t t t+ + = + +  q q q q F F q Fɺɺ ɺ  (II.49) 

Où : 

- 1 1 1 1 1 1 ... n n n n n nv w u v w uφ ψ θ φ ψ θ=q   est le vecteur 

des degrés de liberté global (6n composantes) 

- [ ] [ ] [ ]6 6
( , )e ain n

M assemblage M M
×

=  est la matrice masse globale avec 

1... ari N=  

- ( ) [ ] [ ]
6 6

, ( , , )e pj ain n
K t assemblage K K K

×
 =    q  est la matrice de rigidité 

globale avec 1... ari N=  et 1... pj N=  

- [ ]6 6n n
C

×  est la matrice d’amortissement visqueux globale calculée dans la base 

modale à partir de la masse modale et la raideur modale construite avec la raideur 

moyenne d’engrènement [58, 73, 27, 107]. 
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- ( ) ( )2 2
6 1

( ), ( )e ai
n

t assemblage t t
×

=F F F  est un vecteur forces inertielles global 

introduit l’effet de la cinématique perturbé par des écarts avec  1... ari N= . 

- ( ) ( )1
6 1

, , , m
n

t t eδ
×

= e1F q F q  est un vecteur d’excitation dépendant du temps 

introduisant l’effet des écarts géométriques.  

- ( )0 6 1n
t

×
F  est un vecteur des forces extérieures 

II.5.2.  Résolution  

La résolution de ce type d’équation est généralement obtenue par des méthodes 

d’intégrations numériques. Ces dernières sont nombreuses et les techniques très diverses. 

Cependant, la méthode de résolution doit, à chaque instant, calculer les inconnues du système  

et de vérifier la condition de contact entre dentures. Velex [27] utilise le schéma implicite de 

Newmark couplé à un algorithme de contact normal unilatéral : une méthode d’intégration pas 

à pas dans le temps permettant de prendre en compte la non-linéarité du système causée par les 

pertes de contact et les écarts géométriques. L’amorçage du processus est généralement une 

approximation, par exemple une solution statique moyenne. 

Le principe de résolution est expliqué dans l’organigramme de la Figure II-14 : 
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Figure II-14 : Schéma de résolution de Newmark couplé avec l’algorithme de 

contact 
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II.6.   Eléments de validation 

Dans cette section, on cherche à valider le logiciel élaboré pour la simulation d’un 

modèle Multi-Engrènement Dynamique (M.E.D) en comparant ses résultats avec ceux issues 

du modèle de train d’engrènement double-étages de Raclot [107]. La comparaison porte sur des 

résultats dynamiques étudiés dans les régimes linéaire et non-linéaire. Les résultats ont été 

obtenus par la méthode de résolution de Newmark alors que ceux de Raclot [107] ont été fournis 

par la Méthode Spectrale Itérative, ce qui peut engendrer des écarts de réponses surtout en 

régime non-linéaire. 

II.6.1.  Comparaison du comportement dynamique d’un train double-

étages à engrènements décalées  

La première étape de comparaison est basée sur des applications faites sur un réducteur 

double-étages décalées à dentures droites. 

II.6.1.1. Caractéristiques géométriques et de fonctionnement  

Les caractéristiques géométriques des éléments engrenages sont indiquées dans le 

Tableau II.1 : 
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Tableau II.1 : Caractéristiques géométriques des éléments engrenages  

 Pignon1 Pignon2 Pignon3 Pignon4 

Nombre de dents 27 63 25 69 

Largeur (mm) 72 72 100 100 

Angle de pression (deg) 20 

Angle d’hélice (deg) 0 (droite)  

Module (mm) 4 6 

Coefficient de saillie 1 

Coefficient de creux 1.4 

Coefficient de déport 0 

Couple moteur (Nm) 1500 

 

En se référant à la numérotation des éléments d’arbre dans la Figure II-15, les 

caractéristiques géometriques de ces derniers sont cités dans le Tableau II.2. 

Tableau II.2 : Caractéristiques géometriques des éléments d’arbres de Raclot 

Elément 

d’arbre 

Longueur 

(mm) 

Diamètre 

extérieur (mm) 

Elément 

d’arbre 

Longueur 

(mm) 

Diamètre 

extérieur (mm) 

1 116.75 80 6 211.81 90 

2 116.75 80 7 96.77 133.35 

3 98.43 80 8 183.35 133.35 

4 92.43 90 9 183.35 133.35 

5 196.07 90 
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Figure II-15 : Modèle d’engrènement double-étages décalées 

II.6.1.1. Influence des corrections de profil 

La comparaison porte sur l’introduction des corrections courtes (Γ1=Γ2=0.2 ; E1=E2 =30 

µm) puis optimales (Γ1=Γ2=0.4 ; E1 = E2 =30 µm) sur les deux étages d’engrènements à la fois. 

Les résultats du facteur de forme de l’erreur de transmission en fonction de la fréquence 

d’engrènement de chaque étage d’engrènement sont présentés dans Figure II-16. Les tendances 

de la réponse dynamique avec des corrections « optimales » sont améliorées considérablement 

sur les deux étages d’engrènements, alors qu’on observe une légère augmentation de 

l’amplitude de la réponse dynamique à certaines vitesses critiques dans le cas des corrections 

« courtes ». 
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Figure II-16 : Comparaison des courbes des erreurs de transmissions du 

modèle MED avec ceux de Raclot [107] pour les deux étages d’engrènement 

décalées en présence des corrections de dentures 

Les courbes de réponses obtenues par les deux modèles sont très proches pour les deux 

étages d’engrènements. Néanmoins, on remarque que les courbes de réponses obtenues par la 

Méthode Itérative Spectrale (Raclot [107]) sont légèrement inférieures à celles calculées par la 

méthode de Newmark (auquel l’algorithme de contact normal n’est pas couplé). Cette 

différence d’amplitude peut être liée à l’approximation du vecteur structure moyenné. Quelques 

écarts dans la position des vitesses critiques sont, aussi, remarquables sur les deux étages, 

s’expliquent, probablement, par la différence de la matrice raideur moyenne. 

II.6.1.2. Influence de la position relative des engrenages 

Sans faire varier le déphasage entre les deux engrènements décalés, Raclot [107] a 

seulement modifiés l’angle entre les axes λ qui passent par les centres des roues des deux étages 
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d’engrènement. Ce décalage angulaire influe notamment sur la position relative des deux plans 

d’action, ainsi que, sur la direction des efforts normaux à la denture. 

Pour mettre en évidence l’influence de l’angle λ sur la réponse dynamique à la denture, 

on présente les variations du facteur de forme de l’erreur de transmission, sans application de 

corrections de forme, en fonction de la fréquence d’engrènement de chaque étage pour deux 

configurations géométriques correspondent à des valeurs de l’angle égales à 0° et 45°. 

 

 

Figure II-17 : Influence de l’angle entre axes: comparaison des courbes des 

erreurs de transmissions du modèle M.E.D avec ceux de Raclot [107]  

 

Les réponses dynamiques relatives aux deux configurations géométriques montrent un 

très bon accord pour les deux étages d’engrènement. Ces résultats confirment que la position 

relative des deux engrènements dans l’espace n’a pas d’impact sur la réponse vibratoire à la 

denture. Toutefois, les écarts d’amplitudes et de la position des vitesses critiques entre les deux 
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modèles sont toujours persistants. L’approximation du vecteur structure moyen et de la matrice 

raideur moyenne sont à l’origine de ces phénomènes. 

II.6.1.  Comparaison du comportement dynamique d’un train double-

étages à engrènements en cascade 

La deuxième étape de comparaison est basée sur des applications faites sur un réducteur 

double-étages en cascade à dentures droites 

II.6.1.1. Caractéristiques géométriques et de fonctionnement  

Les caractéristiques géométriques des éléments engrenages sont indiquées dans le 

Tableau II.3 : 

Tableau II.3 : Caractéristiques géométriques des éléments engrenages  

 Pignon1 Pignon2 Pignon3 

Nombre de dents 23 39 67 

Largeur (mm) 60 60 60 

Angle de pression (deg) 20 

Angle d’hélice (deg) 0 (droite)  

Module (mm) 6 

Coefficient de saillie 1 

Coefficient de creux 1.4 

Coefficient de déport 0 

Couple moteur (Nm) 3000 

 

En se référant à la numérotation des éléments d’arbre dans la Figure II-18, les caractéristiques 

géometriques de ces derniers sont cités dans le Tableau II.4. 
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Tableau II.4 : Caractéristiques géometriques des éléments d’arbres  

Elément 

d’arbre 

Longueur 

(mm) 

Diamètre 

extérieur (mm) 

1 350 80 

2 100 80 

3 150 100 

4 100 100 

5 150 120 

6 300 120 

 

Figure II-18 : Modèle d’engrènement double-étages en cascade 

II.6.1.1. Influence des corrections de profil 

Des corrections de profil de type optimales (Γ1=Γ2=0.4 ; E1=E2 =60 µm)  sont introduites 

simultanément sur les deux étages d’engrènements. Elles présentent des excitations à des 

fréquences multiples de l’unique fréquence d’engrènement fm1. L’influence des corrections sur 

les courbes de réponse à la denture est abordée à partir des courbes de variations des erreurs de 

transmission des deux étages d’engrènement tracées sur la Figure II-19. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI071/these.pdf 
© [H. Fakhfakh], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



  Modélisation et éléments de validation 

102 

 

Figure II-19 : Comparaison des courbes des erreurs de transmissions du 

modèle MED avec ceux de Raclot [107] pour les deux étages d’engrènement en 

cascade en présence des corrections de dentures 

Les résultats fournis par les deux modèles montrent un bon accord dans le cas sans 

correction, bien que les courbes issues de la méthode de résolution de Newmark présentent des 

pics à basse fréquences. Un léger écart d’amplitude persiste entre les courbes de réponse des 

deux modèles. Cet écart d’amplitude est liée à l’approximation du vecteur structure. 

L’introduction des corrections optimales, sur les deux étages d’engrènements 

simultanément, a bien amélioré le comportement dynamique à la denture des deux étages sauf 

à certaines vitesses critiques. Ces derniers apparaissent, simultanément, sur les deux étages 

d’engrènement de chaque modèle, ce qui explique le phénomène de couplage entre eux. Mais,  

ils n’ont pas les mêmes valeurs selon les deux méthodes de résolution. En effet, la méthode de 

résolution de Newmark fait apparaître un grand saut d’amplitude à la fréquence 330 Hz, alors 

que, la Méthode Itérative Spectrale de Raclot [107] illustre une élévation forte de l’amplitude 

de la réponse vibratoire en s’approchant de sa propre fréquence critique principale. Pour les 

deux méthodes de résolution, ce comportement est expliqué par l’existence du phénomène 

d’interaction entre les deux étages d’engrènement. Les corrections appliquées simultanément 

sur les deux étages d’engrènement en cascade ne présentent pas une solution optimale qui 

améliore le comportement dynamique global du système. C’est ainsi, il faudrait trouver les 

bonnes corrections de profil assurant l’amélioration du comportement dynamique des trains 

multi-engrènements. 
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II.7.   Conclusion 

Dans ce chapitre, un modèle d’engrènement multi-étages à dentures droites ou 

hélicoïdales a été développé. Il est valable pour N roues en cascade et/ou décalées supportées 

par des arbres et des paliers. Les éléments engrenages sont assimilés à des cylindres rigides 

(discs rigides pour le modèle torsionel) connectés l’un à l’autre par éléments de raideur 

variables dans le temps. L’équation de mouvement du système global comporte des termes 

d’excitations internes traduisant la présence des écarts géométriques sur les engrenages qui 

perturbent la cinématique de la chaine. Ces écarts géométriques peuvent, aussi, engendrer des 

pertes de contact partiel ou total et rendre le système dans ce cas non-linéaire. D’autres termes 

d’excitation externes dus aux variations dans le temps des couples moteurs et résistants peuvent, 

aussi, perturber la dynamique du système et causent des vibrations potentielles. La validation 

du modèle a été assurée en comparant les résultats issus de notre modèle numérique avec ceux 

de Raclot [107] qui ont montré un bon accord général.
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Chapitre III.  Corrections de profil optimales 
pour des réducteurs multi-étages en cascade et 

décalés 
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III.1.   Introduction 

Afin de réduire les vibrations et les effets sonores générés par l’engrènement, les 

concepteurs ont généralement recourt à des modifications volontaires des surfaces actives des 

dentures. Dans le cadre de ce travail, seules les modifications du profil des dentures sont prises 

en compte. La question qui se pose alors est la suivante : comment être sûr que ces 

modifications de profil sont les plus performantes vis-à-vis de l’amélioration du comportement 

vibratoire du système d’engrènement ? 

Pour apporter des éléments de réponse, on propose dans ce chapitre une étude numérique 

d’optimisation du comportement dynamique de systèmes d’engrènements multi-étages. Les 

corrections de profil permettant de minimiser les coefficients dynamiques et/ou les fluctuations 

des écarts de transmission quasi-statiques sont recherchées et on montre qu’une bonne 

approximation de ces familles de solutions peut s’exprimer simplement. 

III.2.   Cas d’un système à un seul étage  

Comme indiqué dans le chapitre I, les excitations d’un système à un seul engrènement 

sont liées aux fluctuations de l’erreur de transmission sous charge (TE) qui, elle-même, est 

fonction des écarts de rigidité de l’engrènement, des écarts de forme des dentures, des erreurs 

de montages, des pertes de contact à la denture... L’erreur de transmission sous charge est 

définie par la superposition de l’erreur de transmission quasi-statique sans charge (NLTE) et 

des effets de déformations torsionelles des nœuds liés aux roues dentées, à une vitesse de 

rotation donnée:  

 TTE NLTE= +W X  (III.1) 

X  est la solution du système II.49. 

W  est un vecteur de projection, contenant principalement des zéros, sauf aux rangs 

correspondant aux degrés de rotation suivant l’axe z
�

 de nœuds liés aux roues. Ces composantes 

sont, respectivement, 1Rb  et 2Rb . 
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De plus, il est généralement admis que la variation temporelle des écarts de transmission 

quasi-statique (vitesse de rotation très faible), notées TEs, est assez bien corrélée avec le niveau 

de bruit et de vibrations généré par l’engrenage. 

 T
STEs NLTE= +W X  (III.2) 

Avec SX  est la solution quasi-statique du système II.49. 

Une des premières étapes de réduction des nuisances consiste à réduire l’amplitude ou 

le RMS  de TEs. 

Dans le cas de dentures étroites et pour de faibles écarts d’orientation des roues, 

l’évolution des écarts de transmission quasi-statique en fonction du temps peut être exprimée 

sous la forme suivante [1]:  
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 (III.3) 

En supposant une correction de profil linéaire et symétrique, il est possible de déterminer 

les paramètres de la correction de profil qui minimisent les fluctuations de TEs. Ces résultats 

ont d’abord été montrés dans le cas où la raideur linéique est supposée constante [4, 5, 73, 2, 

1], puis dans un cas plus réaliste en utilisant les modèles de Weber et Banachek [3, 5].  

III.2.2.  Courbe maitresse et courbe maitresse modifiée 

Les corrections de profil sont choisies linéaires en tête de dent et identiques sur le pignon et la 

roue (corrections symétriques) pour des dentures droites ou hélicoïdales. Deux paramètres 

suffisent à caractériser ce profil de correction (Figure III-1) : 

• E : la profondeur maximale de correction ; 
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• Γ : la longueur de correction, exprimée sous la forme du rapport de la longueur du 
segment d’engrènement où la correction est effective, sur la longueur de conduite 
apparente.  

 

Figure III-1 : Définition des paramètres de correction de profil  

Pour un modèle où la raideur linéique d’engrènement est supposée constante, un 

ensemble de correction rendent TEs constante. Les paramètres adimensionnels de cette famille 

sont définis par le système III.2 : 

 
2 1

2 1               
1

,11 2

opt
opt

L opt

L

γχχγ γ
χ

γχ

 = Γ = = −  Γ − ⇔   Γ    = ∈≥    Γ  

  (III.4) 

Où  
*

0m

E E

α α

χ
ε δ ε

= =  et 
1

1L
αε

Γ = − .  

Cette équation conduit à une courbe originale, adimensionnée, elle est appelé « courbe 

maîtresse ». Elle est  représentée sur la Figure III-2 par la courbe en pointillés. Il est à noter que 

ces corrections sont optimales pour une charge donnée.  

Dans un second temps, la formule (III.2) a été adaptée pour un modèle utilisant des 

raideurs d’engrènement linéiques variables en fonction de la position du contact. Pour chaque 

position, cette raideur équivalente résulte de 3 raideurs placées en séries : raideur de fondation 

et de flexion de la dent du pignon, raideur de contact, raideur de fondation et de flexion de la 

dent de la roue. Chacun de ces termes est estimé en utilisant les relations de Weber & Banaschek 
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[17]. L’inconvénient principal de cette méthode tient au nombre important de calcul à réaliser. 

A partir de cette approche, une approximation de la raideur d’engrènement linéique a été 

réalisée [5] et mis sous la forme : 

 ( )
00

2

0 1.8 1.8 0.7Mk k
α α

τ ττ
ε ε

  
 = − + + 
   

 (III.5) 

Où 0k  est la valeur de la raideur moyenne, τ est le temps adimensionné par la période 

d’engrènement et M00 est un point de contact qui se trouve sur la ligne d’engagement à τ = 0. 

Dans ce cas, une approximation des paramètres de corrections qui minimisent le RMS 

de TEs est donnée [5] sous la forme : 
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  (III.6) 

La représentation graphique de cette équation est appelée par la suite « courbe maîtresse 

modifiée » (Figure III-2). 
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Figure III-2 : Courbe maîtresse et courbe maîtresse modifiée présentant 

l’ensemble des corrections de profil optimales en termes de longueur et de 

profondeur de correction adimensionnelles [5] 

Les corrections de profil définies par la courbe maîtresse modifiée minimisent le RMS 

de TEs mais, a priori, ne l’annulent pas. Pour ces corrections, les sources d’excitation sont 

affaiblies et on peut s’attendre à ce que les nuisances générées soient les plus faibles. Dans la 

suite de ce chapitre, pour tous les modèles utilisés, la raideur d’engrènement linéique sera 

toujours estimée par les relations de Weber & Banaschek [17]. 

III.3.   Système à deux étages 

III.3.1.  Erreur de transmission quasi-statique locale et critère 

d’optimisation équivalent 

Pour chaque étage d’engrènement (m), on définit une erreur de transmission quasi-

statique locale ( mTEs ) par la superposition de l’erreur de transmission quasi-statique sans 

charge locale (NLTEm) et des effets de déformations torsionelles à faible vitesse de rotation : 

 m mTEs NLTE= +T
m SW X  (III.7) 
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L’étage d’engrènement m étant composé d’un pignon r et une roue r+1 , le vecteur de 

projection mW  contient des zéros sauf aux rangs correspondant aux degrés de rotation suivant 

Z
�

 des roues r et r+1  où les composantes sont, respectivement, rRb  et 1rRb+ . 

En vue d’une optimisation selon un seul critère, on construit à partir des erreurs de 

transmission quasi-statiques locales, un paramètre d’évaluation global qui tient compte 

d’éventuel couplage entre engrènements. Ce critère global est défini par la relation (III.8) :  

 
P1 =  

1
( ( ))i

i Nétage

moy RMS TEs
≤ ≤

 
(III.8) 

Dans cette étude, la recherche de la solution optimale qui minimise ce critère équivalent 

est réalisée par l’intermédiaire d’un Algorithme Génétique (AG) définie dans le chapitre I. 

III.3.2.  Modèles d’engrènement et leurs caractéristiques 

géométriques et de fonctionnement 

Les deux modèles étudiés dans ce paragraphe sont des trains d’engrenages double étages 

de réduction à engrènements en cascade (modèle A) et décalés (modèle B). Le réducteur A 

comporte 9 nœuds à 6 ddl et 6 éléments d’arbres alors que le réducteur B comporte 10 nœuds 

à 6 ddl et 7 éléments d’arbres. L’environnement mécanique est simplifié puisque les éléments 

d’arbres ont des sections constantes sur l’intégralité de leur longueur et sont supportés par des 

paliers placés à leurs extrémités. Les trois lignes d’arbres des deux modèles sont contenues dans 

un même plan (1 180γ = ° ). On note que ce paramètre influe sur la direction des efforts 

d’engrènement et des efforts aux paliers et gère la position relative entre engrènements dans le 

plan de base de chaque engrenage.  
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a) Modèle A 

 
b) Modèle B  

Figure III-3 : Modèles à deux étages d’engrènements a) en cascade et b) 

décalés 

Les caractéristiques géométriques des éléments engrenages des deux modèles sont 

récapitulées dans le Tableau III.1. L’entraxe de fonctionnement sans jeu est utilisé chaque fois. 
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 Tableau III.1 : Caractéristiques géométriques des éléments engrenages 

 Modèle A Modèle B 

 Pignon1 Pignon2 Pignon3 Pignon1 Pignon2 Pignon3 Pignon4 

Nombre de dents 50 61 48 50 61 48 41 

Largeur (mm) 14 15 19 14 15 19 20 

Angle de pression 

(deg) 
20 20 

Angle d’hélice (deg) 0 (droite) 0 (droite) 

Module (mm) 2.54 2.54 

Coefficient de saillie 1 1 

Coefficient de creux 1.4 1.4 

Coefficient de déport 0 0 

Couple moteur (Nm) 300 300 

Rapport de conduite 

ɛα 

1.77 pour l’étage 1 

1.76 pour l’étage 2 

1.77 pour l’étage 1 

1.73 pour l’étage 2 

Déflexion statique 

moyenne 

27 µm pour l’étage 1 

25 µm pour l’étage 2 

27 µm pour l’étage 1 

26 µm pour l’étage 2 

 

En se référant à la numérotation des éléments d’arbre dans la Figure III-3, les 

caractéristiques géometriques de ces derniers pour les deux modèles A et B sont fournis dans 

le Tableau III.2 suivant : 
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Tableau III.2 : Caractéristiques géometriques des éléments d’arbres des modèles A et B 

 Modèle A Modèle B 

Elément d’arbre Longueur (mm) Diamètre ext. (mm) Longueur (mm) Diamètre ext. (mm) 

1 50 30 50 30 

2 50 30 50 30 

3 40 20 40 20 

4 40 20 45 20 

5 70 40 40 20 

6 70 40 70 40 

7   70 40 

 

Les 6 paliers des deux modèles d’engrènement sont identiques, leurs raideurs radiales 

et axiales sont, respectivement,  prises égales à 109N/m et 105N/m. Les inerties du moteur et du 

récepteur sont, respectivement, égales à 30000 kg.mm2 et 10000 kg.mm2. Pour les deux 

modèles, les roues dentées sont centrées entre les paliers et la résolution dynamique des 

équations de mouvement a été faite en utilisant un facteur d’amortissement identique pour tous 

les modes, égale à 10%. Le repère global 0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

 est pris confondu avec le repère local 

de l’étage 1. 

III.3.3.  Optimisation des fluctuations de l’erreur de transmission 

quasi-statique 

Dans cette partie, on cherche le lieu où le critère P1 (moyenne des RMS des erreurs de 

transmission quasi-statiques locales) est minimum pour chacun des modèles A et B en adoptant 

des corrections de profil  linéaires et symétriques.  

Cette recherche étant réalisée pour une seule vitesse de rotation, le temps d’exécution 

de la simulation pour une géométrie donnée est faible. Cela permet de réaliser la recherche des 

solutions (Γ1, E1, Γ2, E2) optimales par un balayage sur tout l’espace de recherche. Dans ce cas, 

on est sûr d’évaluer tous les types combinaisons de corrections (longues, courtes et moyennes) 
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possibles, appliquées, simultanément, sur les deux étages d’engrènement. Le balayage a été 

lancé pour 124 combinaisons  (Γ1, E1, Γ2, E2). Cette densité est jugée suffisante et ne nécessite 

pas une recherche plus fine des solutions. 

Les combinaisons pour lesquelles le critère P1 est inférieur ou égale à 0.8 µm pour le 

modèle A et à 0.53 µm pour le modèle B sont retenues comme étant les meilleures. Ces résultats 

sont illustrés sur la Figure III-4 où chaque solution est représentée par un symbole et une couleur 

propre. Les flèches et les chiffres permettent de suivre les 3 meilleures combinaisons. 
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a) Modèle A : Deux étages d’engrènement en cascade 

 

b) Modèle B : Deux étages d’engrènement décalés 

Figure III-4 : Superposition des solutions optimales P1 trouvées par le balayage 

numérique et la solution analytique présentée par la courbe maîtresse modifiée 

pour les deux étages du a) modèle A et b) modèle B 
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L’examen des résultats obtenus montre que les solutions optimales issues du balayage 

sont localisées dans le voisinage immédiat des courbes maitresses modifiées de chaque étage 

d’engrènement. Ces résultats attestent de la robustesse de la courbe maitresse modifiée pour le 

choix de corrections de profil qui atténuent les variations des écarts de transmission quasi-

statiques, que les engrènements soient en cascade (modèle A) ou décalés (modèle B). 

De plus, cette étude montre que pour les modèles A et B, toutes les combinaisons des 

types de corrections (courte, moyenne et longue) sont possibles et assurent la minimisation des 

fluctuations des TEs des deux étages d’engrènement. Les Figure III-5 etFigure III-6 

représentent les variations temporelles des TEs en présence des différentes combinaisons de 

corrections de profil sur les deux étages d’engrènement des modèles A et B. Les évolutions des 

écarts de transmission quasi-statique sous charge sont représentées dans le cas sans correction 

et pour 3 corrections optimales. On note que les corrections courtes sur les deux étages 

d’engrènement conduisent à des fluctuations des TEs légèrement plus faibles, en second 

viennent les corrections moyennes et enfin les corrections longues.  
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Figure III-5: Évolution des TEs au cours du temps en fonction des corrections 

de profil appliquées simultanément sur les deux étages d’engrènement du 

Modèle A  
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Figure III-6 : Évolution des TEs au cours du temps en fonction des corrections 

de profil appliquées simultanément sur les deux étages d’engrènement du 

Modèle B 

III.3.4.  Optimisation du coefficient dynamique   

Pour des vitesses de rotation élevées, les effets dynamiques à la denture peuvent devenir 

du même ordre de grandeur que les efforts de contact. Lors de l’étape de conception, il est 

nécessaire de chercher à minimiser les valeurs maximales des efforts dynamiques sur toute la 

plage des vitesses de fonctionnement. Pour un système multi-engrènement, on retient pour 

chaque étage le coefficient dynamique Rij :  
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 ( )( ) ( )ijR max ( ) /dyn ij statique i
F F

τ
τ=  (III.9) 

Où le premier indice (i) est relatif au numéro de l’étage et de second (j) à la vitesse de 

rotation du pignon considérée. Le critère d’optimisation global est la moyenne des coefficients 

dynamiques des différents étages d’engrènement, sur la plage de vitesses critiques potentielles 

du système sans correction. Le critère à minimiser est définit par : 

 
P2 = 

min max

1
( )ij

i Nétages
j

moy R
≤ ≤

Ω ≤ ≤Ω

 
(III.10) 

La convergence vers la solution optimale est assurée via un algorithme génétique (AG) 

en adoptant des corrections de profil linéaires et symétriques sur chaque étage d’engrènement. 

Dans le but d’élargir l’ensemble des solutions proposées par l’AG, l’optimisation est lancée sur 

trois sous-espaces de recherche correspondant à des domaines de profondeurs de correction 

différents (Figure III-7). Lors d’une recherche, le type de domaine (correction peu profonde, 

profondeur moyenne et profondeur importante) est le même pour chaque étage. 

 

Figure III-7 : Discrétisation de l’espace de recherche en sous-espaces  

En ce qui concerne les simulations relatives aux modèles A et B, une population initiale 

est choisie aléatoirement dans tous les sous-espaces de recherche. Pour chaque individu

( )1 1 2 2Γ ,E ,Γ ,E , le critère de fitness P2 est estimé sur la plage de vitesses de 1500 à 7500 tr/min 

pour le modèle A et sur l’intervalle 2000 à 10 000 tr/min pour le modèle B. Ces plages englobent 
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les vitesses critiques potentielles des chaque modèle sans corrections. Les paramètres de l’AG 

lors de la procédure d’optimisation sont fixés pour tous les sous-espaces de recherche de la 

façon suivante: 

- Taille de la population : 48 

- Nombres de générations : 5 

- Individus générés par croisement : 25% de la population 

- Individus générés par mutation : 25% de la population 

 

 A l’issu de son exécution, le tiers des meilleurs individus sont conservés et les couples 

( i iχ ,Γ  ) sont représentés sur la Figure III-8 par des astérisques (*). Les corrections optimales 

sont remarquablement proches des courbes maitresses modifiées de chaque étage 

d’engrènement. Il est important de noter que, au premier ordre et pour des engrènements en 

cascade ou décalés, le critère quasi-statique P1 et le critère dynamique P2 conduisent au même 

domaine des corrections optimales et ce domaine est assez bien représenté par la courbe 

maîtresse modifiée. Sous certaines conditions (régularité de la charge, …), cela permettra au 

concepteur de choisir directement des corrections de profil qui minimisent quasiment le RMS 

des TEs et les coefficients dynamiques. 
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a) Modèle A : Deux étages d’engrènement en cascade 

 

b) Modèle B : Deux étages d’engrènement décalés 

Figure III-8 : Superposition des solutions numériques optimales trouvées par 

l’AG pour le critère P2 et les courbes maîtresses modifiées pour les deux étages 

du a) modèle A et b) modèle B 
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Dans le domaine des corrections peu profondes, les modifications optimales 

correspondent à des corrections longues et, dans le domaine des corrections profondes, ce sont 

les corrections courtes qui sont optimales. 

III.3.5.  Calcul de la réponse dynamique en présence des corrections 

optimales 

La qualité des corrections optimales trouvées est illustrée en représentant l’effort 

dynamique avec et sans corrections. Différentes combinaisons de corrections de profil 

optimales, citées dans le Tableau III.3, ont été appliquées sur les deux étages d’engrènements.  

Tableau III.3 : Meilleures corrections optimales issue de l’AG 

 Modèle A Modèle B 

 Etage1 Etage2 Critère P2 Etage 1 Etage 2 Critère P2 

Correction 

courte 

Γ1 = 0.27 

E1 =40 µm 

Γ2 = 0.28 

E2 =38 µm 
1.16 

Γ1 = 0.27 

E1 =44 µm 

Γ2 = 0.26 

E2 =38 µm 
1.13 

Correction 

moyenne 

Γ1 = 0.29 

E1 =32 µm 

Γ2 = 0.30 

E2 =29 µm 
1.16 

Γ1 = 0.29 

E1 =35 µm 

Γ2 = 0.28 

E2 =27 µm 
1.14 

Correction 

longue 

Γ1 = 0.34 

E1 =23 µm 

Γ2 = 0.33 

E2 =21 µm 
1.16 

Γ1 = 0.34 

E1 =21 µm 

Γ2 = 0.35 

E2 =19 µm 
1.19 

 

Les courbes de réponse représentées Figure III-9 et Figure III-10 montrent une réduction 

des amplifications du maximum de coefficient dynamique sur toute la plage de vitesses de 

rotation de la roue motrice pour les différents types de corrections optimales. Ces évolutions 

confirment que le comportement dynamique des deux étages d’engrènement en présence des 

corrections courtes est légèrement meilleur qu’en présence des corrections moyennes et 

longues. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI071/these.pdf 
© [H. Fakhfakh], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



  Corrections de profil optimales 

123 

 

Figure III-9 : Évolutions des coefficients dynamiques du modèle A en présence 

de corrections de profil optimales a) courtes, b) moyennes, c) longues et d) 

courte et longue respectivement sur les étages 1 et 2 
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Figure III-10 : Évolutions des coefficients dynamiques du modèle B en 

présence de corrections de profil optimales a) courtes, b) moyennes, c) longues 

et d) courte et longue respectivement sur les étages 1 et 2 
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III.4.   Modèles à 4 étages d’engrènement en cascades  

III.4.1.  Modèle d’engrènement et ses caractéristiques géométriques 

et de fonctionnement 

 

Figure III-11 : Modèle 3D à quatre étages d’engrènements en cascade 

La Figure III-11 illustre un modèle d’engrènement constitué de 5 roues en cascade non 

alignées, à dentures droites. Chaque roue est liée par deux éléments d’arbres à sections 

constante sur toute leur longueur (un élément de poutre Timochenko de chaque côté). Les effets 

de traction-compression, flexion et de torsion sont pris en compte. Les arbres sont guidés à leurs 

extrémités par deux paliers à roulement, modélisés par des raideurs radiale et axiale pures. Un 

couple d’entrée et un couple résistant sont appliqués respectivement sur l’arbre 1 au nœud 3 et 

sur l’arbre 5 au nœud 15. Le modèle comporte 15 nœuds soit, au total, 90 degrés de liberté. La 

position relative des engrenages dans l’espace est donnée par les différents angles γ1, γ2 et γ3 

définis entre les lignes joignant les centres des roues. La période d’engrènement est identique 
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pour tous les étages et le déphasage relatif entre engrènements est déterminé en utilisant les 

méthodes décrites dans le paragraphe II.2.4.6. Ces déphasages sont mis en évidence si l’on trace 

sur un même graphe les évolutions temporelles des raideurs d’engrènement (Figure III-12). 

 

Figure III-12 : Raideurs des quatre étages d’engrènement 

Les caractéristiques géométriques nominales des engrenages et des éléments arbres 

constituant le modèle sont résumées dans les Tableau III.4 et Tableau III.5. Un entraxe de 

fonctionnement sans jeu est utilisé pour tous les engrènements. 

 

 

 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI071/these.pdf 
© [H. Fakhfakh], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



  Corrections de profil optimales 

127 

Tableau III.4 : Caractéristiques géométriques des éléments engrenages 

 Pignon 1 Pignon 2 Pignon 3 Pignon 4 Pignon 5 

Nombre de dents 84 71 48 49 63 

Largeur de denture (mm) 19 21 19 16 18 

Module (mm) 2.54 

Angle de pression (°) 20 

Angle d’hélice (°) 0 (denture droite) 

Coefficient de saillie 1.0 

Coefficient de déport 0.0 

Coefficient de creux 1.4 

Couple moteur Ct1 = 500 Nm 

Rapport de conduite ɛα  1.82 1.77 1.74 1.77  

Déflexion statique (µm)   8.8 9.3 11.9 11.5  

Tableau III.5 : Caractéristiques géométriques des éléments arbres 

Elément 

d’arbre 

Longueur 

(mm) 

Diamètre ext. 

(mm) 

Elément 

d’arbre 

Longueur 

(mm) 

Diamètre ext. 

(mm) 

1 75 70 6 60 45 

2 75 70 7 60 50 

3 65 60 8 60 50 

4 65 60 9 65 55 

5 60 45 10 65 55 

III.4.2.  Optimisation des corrections de profil 

Dans le cas d’un fonctionnement sans correction (Figure III-13), les courbes de réponse 

montrent que les amplitudes des efforts dynamiques des étages 1 et 2 peuvent dépasser deux 

fois la valeur de l’effort statique correspondant. Ceci engendre des pertes de contact entre 

dentures et, par conséquent, des vibrations importantes dans tout le système.  
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Figure III-13 : Courbes de réponse des coefficients dynamiques des quatre 

engrènements sans corrections de profil 

Ce type de fonctionnement est à éviter et cela nécessite la détermination de corrections 

de profil adéquat. La recherche directe des meilleures corrections vis-à-vis du critère P2 en 

utilisant un Algorithme Génétique conduit à des temps de calcul prohibitifs. Considérant que le 

critère P1 est beaucoup plus rapide à estimer, une autre stratégie consiste à utiliser les résultats 

obtenus pour 2 étages :  

1. On suppose que les corrections qui minimisent le critère P2, minimisent 

également le critère P1. 

2. On recherche les corrections qui minimisent le RMS des erreurs de transmission 

quasi-statiques locales des 4 étages (équation III.8) 

3. On vérifie que le niveau du critère P2 pour les corrections obtenues à l’étape 

précédente est largement inférieur à 2. 

L’optimisation de la seconde étape consiste à appliquer, pour chaque étage 

d’engrènement, des corrections linéaires et symétriques en tête de la denture, caractérisées par 

des profondeurs de correction Ei et des longueurs de correction Γi.  

La recherche est basée sur un AG. La population initiale est choisie aléatoirement dans 

chaque domaine de recherche. Comme précédemment, les trois sous-espaces de recherche sont 

définis par des profondeurs de corrections différentes (Figure III-7).  

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI071/these.pdf 
© [H. Fakhfakh], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



  Corrections de profil optimales 

129 

Les paramètres introduits dans l’AG lors de la procédure d’optimisation sont fixés pour 

tous les sous-espaces de recherche: 

- Composition d’un individu: (Γ1, E1, Γ2, E2, Γ3, E3, Γ4, E4) 

- Taille de la population : 144 

- Nombres de générations : 6 

- Individus générés par croisement : 25% de la population 

- Individus générés par mutation : 25% de la population 

Au final, le tiers des individus qui présentent la meilleure adaptation sont retenus. Les 

couple ( )i iχ ,Γ   sont présentées, pour chaque étage d’engrènement, sur la Figure III-14 par des 

astérisques (*).  

 

 

 

 

 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI071/these.pdf 
© [H. Fakhfakh], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



  Corrections de profil optimales 

130 

 

Figure III-14 : Comparaison entre les solutions optimales obtenues par l’AG 

pour le critère P1 et les courbes maîtresses modifiées 

On remarque une agglomération d’individus tout le long de la courbe maitresse modifiée 

de chaque étage d’engrènement. Pour chaque domaine, les caractéristiques et la performance 

du meilleur individu sont données dans le Tableau III.6. 
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Tableau III.6 : Meilleures corrections optimales issue de l’AG 

 Etage 1 Etage 2 Etage 3 Etage 4 Critère P1 

Correction 

longue 

Γ1 = 0.35 

E1 =16 µm 

Γ2 = 0.34 

E2 =17 µm 

Γ3 = 0.33 

E3 =21 µm 

Γ4 = 0.34 

E4 =21 µm 
0.21 µm 

Correction 

moyenne 

Γ1 = 0.31 

E1 =22 µm 

Γ2 = 0.31 

E2 =20 µm 

Γ3 = 0.29 

E3 =29 µm 

Γ4 = 0.31 

E4 =24 µm 
0.22 µm 

Correction 

courte 

Γ1 = 0.29 

E1 =26 µm 

Γ2 = 0.28 

E2 =28 µm 

Γ3 = 0.27 

E3 =34 µm 

Γ4 = 0.28 

E4 =33 µm 
0.29 µm 

III.4.3.  Efforts dynamiques en présence de corrections optimales 

Les corrections de profil optimales cités dans le Tableau III.6 sont appliquées sur les 

quatre étages d’engrènement afin d’illustrer leurs qualités. Les courbes de réponses de la Figure 

III-15 présentent des coefficients dynamiques en fonction de la vitesse de rotation de la roue 

motrice (roue 1), calculées avec et sans corrections. 
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Figure III-15 : Évolutions des coefficients dynamiques en présence de 

corrections de profil optimales a) courtes, b) moyennes, c) longues et d) courte, 

longue, moyenne et courte respectivement sur les étages 1, 2, 3 et 4 

Les résultats montrent une amélioration significative et satisfaisante du comportement 

dynamique sur toute la plage de vitesses pour les différents types de corrections de profil 

appliquée sur les quatre étages d’engrènement. On peut déduire également que l’application des 

corrections de types différents, simultanément, sur les quatre étages d’engrènement ne détériore 

pas le critère d’optimisation comme le montre la Figure III-15d. 

III.5.   Application industrielle : Optimisation des corrections 

sur le modèle AGB Trent XWB composé de 6 étages 

d’engrènements  

III.5.1.  Présentation du modèle d’engrènement 

L’ AGB Trent XWB est une boîte de transmission « Accessory Gearbox »  composée 

d’une chaine d’engrènements multi-étages servant à transmettre de la puissance mécanique aux 
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différents équipements (générateurs électriques, pompes hydrauliques, pompes à carburant…) 

qui assurent le fonctionnement du moteur et de l’avion (Figure III-16). L’arrivée de la puissance 

motrice nécessaire à l’AGB est assurée par un système de transfert composé d’un arbre radial 

(ADS) qui prélève l’énergie mécanique sur le moteur et la transmet vers la boîte de renvoi 

d’angle (TGB) composée d’engrenages spiro-coniques, puis, vers l’AGB (Figure III-17).  

La Figure III-18 présente le modèle tri-dimensionnellement de l’AGB. Il est composé 

de six étages d’engrènement à dentures droites, distribuées en trois cascades d’engrènements 

décalées. La position relative des roues  dans l’espace est schématisée dans Figure III-19. Les 

caractéristiques des pignons utilisées dans cette étude diffèrent des caractéristiques réelles pour 

des raisons de confidentialité. Les arbres qui supportent des roues dentées, sont modélisés par 

des éléments de types poutres de Timochenko. Chaque arbre est positionné par des paliers à 

roulements à rouleaux simples liés au carter. Le système est entrainé par un moteur à couple 

variable dans le temps, lié à l’arbre 3 générant une puissance d’entrée qui sera transmise aux 

différents équipements via la chaine d’engrènements. Le système, au cours de son 

fonctionnement, subit des variations de puissance liées à l’état de marche des équipements 

(variations de couples, annulation brusque de certains couples). On suppose dans cette étude 

que le couple moteur est constant et que tous les équipements sont en état de marche et stable. 

Les nœuds qui réalisent la jonction entre les arbres et les équipements ou le moteur procèdent 

un seul degré de liberté en rotation. 

 

Figure III-16 : Boîte de transmission AGB et ses accessoires 
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Figure III-17 : Ecorché  de 1) AGB et 2) TGB 
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Figure III-18 : Modèle d’engrènement 3D de l’AGB 
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Figure III-19 : Positions relatives des roues dans l’espace 

Les caractéristiques géométriques nominales des éléments engrenages et des éléments 

arbres constituant le modèle sont résumées dans les tableaux Tableau III.7,Tableau III.8,  

 

Tableau III.9 et Tableau III.10. On adopte un entraxe de fonctionnement sans jeu pour 

tous les engrènements. 
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Tableau III.7 : Caractéristiques géométriques des engrenages de la cascade 1 

 Cascade 1 

 Pignon 1 Pignon 2 Pignon 3 

Nombre de dents 50 69 64 

Largeur de denture (mm) 35 37 39 

Module (mm) 2.54 

Angle de pression (°) 20 

Angle d’hélice (°) 0 (denture droite) 

Coefficient de saillie 1.0 

Coefficient de déport 0.0 

Coefficient de creux 1.4 

Rapport de conduite ɛα  1.78 1.80  

Déflexion statique (µm)  7.4 9.6  

Tableau III.8 : Caractéristiques géométriques des engrenages de la cascade 2 

 Cascade 2 

 Pignon 4 Pignon 5 Pignon 6 Pignon 7 

Nombre de dents 32 61 75 62 

Largeur de denture (mm) 16 17 19 15 

Module (mm) 2.54 

Angle de pression (°) 20 

Angle d’hélice (°) 0 (denture droite) 

Coefficient de saillie 1.0 

Coefficient de déport 0.0 

Coefficient de creux 1.4 

Rapport de conduite ɛα  1.72 1.80 1.80  

Déflexion statique (µm)  13.1 11.4 7.9  
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Tableau III.9 : Caractéristiques géométriques des engrenages de la cascade 3 

 Cascade 3 

 Pignon 8 Pignon 9 

Nombre de dents 32 39 

Largeur de denture (mm) 25 23 

Module (mm) 2.54 

Angle de pression (°) 20 

Angle d’hélice (°) 0 (denture droite) 

Coefficient de saillie 1.0 

Coefficient de déport 0.0 

Coefficient de creux 1.4 

Rapport de conduite ɛα 1.68 

Déflexion statique (µm) 12.8 

Tableau III.10 : Caractéristiques géométriques des éléments arbres 

Elément 

d’arbre 

Longueur 

(mm) 

Diamètre 

ext. (mm) 

Diamètre 

int. (mm) 

Elément 

d’arbre 

Longueur 

(mm) 

Diamètre 

ext. (mm) 

Diamètre 

int. (mm) 

1 30 65 54 13 20 60 46 

2 52 63 52 14 10 60 46 

3 52 63 52 15 28 65 55 

4 24 56 48 16 30 65 55 

5 36 60 50 17 30 55 44 

6 36 60 50 18 25 60 48 

7 30 60 51 19 25 60 48 

8 28 60 51 20 20 65 54 

9 30 70 58 21 25 55 45 

10 25 65 55 22 30 60 48 

11 41 55 46 23 30 60 48 

12 30 60 46 

Les inerties polaires des équipements et du moteur sont prises en compte dans la 

modélisation. Leurs valeurs, ainsi que les valeurs des couples, sont indiquées sur la Figure 

III-18. Les raideurs radiales des paliers à roulement sont prises égales à 2.109 N/m alors que 
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leurs raideurs de basculement sont nulles. Le facteur d’amortissement modal est identique pour 

tous les modes, égale à 10%. Le repère global 0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

 est pris confondu avec le repère 

local de l’étage 1. 

I.1.1.  Calcul de la réponse dynamique 

En raison de sa configuration, le système global possède trois périodes d’engrènement 

différentes, notées T1, T2 et T3. En se référant aux paragraphes II.2.4.1 et II.2.4.2 du chapitre II,  

la périodicité du système (Tsys) et le pas de temps (p) commun aux trois périodes d’engrènement 

sont tel que : 

- Le plus grand pas de temps (α=1) qui divise exactement les périodes T1, T2 et T3 

est donné par : 31 2

16 32 75

TT T
p = = =  

- La période du système est définie par :  

1
8 4 8 3 6 3 1

4 8

( . , . , . ) 150.sys

T
T PPCM z z z z z z T

z z
= =  

Le nombre de pas de temps nécessaire pour couvrir une période du système est égale à :  

sys
ptot

T
N

p
= =150 * 16 = 2400 

Les fonctions temporelles des raideurs d’engrènement des différents étages, calculées à 

l’aide des formules de Weber & Banaschek [17], sont illustrées sur la même Figure III-20 pour 

mettre en évidence le déphasage entre les différents étages d’engrènement induit par les angles 

entre axes et les géométries des pignons. 
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Figure III-20 : Raideurs d’engrènement des 6 étages  

Sous l’effet des inter-excitations entre engrènements, les courbes des réponses 

dynamiques en fonction de la vitesse de rotation de l’arbre moteur (arbre 3) présentent des pics 

à des vitesses critiques induites par les différentes fréquences d’engrènements. Le spectre des 

efforts temporels à certaines vitesses critiques confirme les interactions entre les engrènements. 

La Figure III-21 illustre les spectres des efforts dynamiques des 6 étages d’engrènements à 5250 

tr/min. La notation ‘fmi’ désigne la fréquence d’engrènement de la cascade i. 

 

Figure III-21 : Spectres des efforts dynamiques d’engrènement des 6 étages  

pour Ω3 = 5250 tr/min  
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L’analyse des résultats montre que le contenu spectrale est composé d’harmoniques de 

la fréquence d’engrènement de la cascade considérée et de bandes latérales qui sont liées aux 

fréquences d’engrènement des deux autres cascades d’engrènement. Les spectres obtenus sont 

les résultats de différentes combinaisons de fréquences d’engrènement des 3 cascades 

d’engrenages tel que : 

 . . , 1,2 3i jf m fm n fm avec i j ou= ± =  (III.11) 

III.5.2.  Optimisation des fluctuations de l’erreur de transmission 

quasi-statique 

On cherche à optimiser le comportement dynamique des engrènements par minimisation 

des fluctuations des erreurs de transmission quasi-statique, simultanément, sur les 6 étages 

d’engrènement (critère P1). On adopte des corrections de profil linéaires et symétriques sur 

chaque étage d’engrènement comme facteurs d’optimisation. Les solutions optimales sont 

recherchées par un AG. La population initiale est choisie de façon aléatoire, avec une répartition 

uniforme, dans les 3 sous-espaces de recherche précédemment définis (Figure III-7). 

 

Les paramètres de fonctionnement de l’AG sont les suivants : 

- Un individu est défini par le n-uplet: (Γ1, E1, Γ2, E2, Γ3, E3, Γ4, E4, Γ5, E5, Γ6, E6) 

- Taille de la population : 144 

- Nombres de générations : 6 

- Individus générés par croisement : 25% de la population 

- Individus générés par mutation : 25% de la population 

 

Les meilleures 33% de la population finale obtenue sont présentées, pour chaque étage 

d’engrènement, sur la Figure III-22 par des astérisques (*).  
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Figure III-22 : Comparaison entre les solutions optimales obtenues par l’AG 

pour le critère P1 et les courbes maitresses modifiées 
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Les résultats montrent que les solutions optimales issues de l’AG sont à nouveau très 

proches des courbes maîtresses modifiées des 6 étages d’engrènements. Les corrections les plus 

performantes sont listées dans le Tableau III.11. 

Tableau III.11 : Meilleures corrections optimales issue de l’AG  

 Etage 1 Etage 2 Etage 3 Etage 4 

Correction 

longue 

Γ1 = 0.37 

E1 = 12 µm 

Γ2 = 0.37 

E2 = 16 µm 

Γ3 = 0.36 

E3 = 20 µm 

Γ4 = 0.36 

E4 = 19 µm 

Correction 

moyenne 

Γ1 = 0.30 

E1 = 18 µm 

Γ2 = 0.31 

E2 = 23 µm 

Γ3 = 0.30 

E3 = 30 µm 

Γ4 = 0.31 

E4 = 27 µm 

Correction 

courte 

Γ1 = 0.27 

E1 = 24 µm 

Γ2 = 0.28 

E2 = 31 µm 

Γ3 = 0.26 

E3 = 40 µm 

Γ4 = 0.28 

E4 = 37 µm 

 Etage 5 Etage 6 Critère P1 

Correction 

longue 

Γ5 = 0.38 

E5 =13 µm 

Γ6 = 0.34 

E6 =20 µm 
0.23 µm 

Correction 

moyenne 

Γ5 = 0.31 

E5 = 19 µm 

Γ6 = 0.29 

E6 = 27 µm 
0.21 µm 

Correction 

courte 

Γ5 = 0.28 

E5 = 26 µm 

Γ6 = 0.26 

E6 = 39 µm 
0.30 µm 

Les niveaux de performance des solutions optimales de ce système à 6 étages sont très 

proches de ceux obtenus sur les systèmes à 4 étages (Tableau III.6 ). 

I.1.1.  Efforts dynamiques en présence de corrections optimales 

Les corrections de profil optimales vis-à-vis des variations des écarts de transmission 

(Tableau III.11) sont à présent testées en dynamique. Leurs qualités sont observées au travers 

des coefficients dynamiques obtenus pour les 6 étages d’engrènement, sur une large plage de 

vitesse de fonctionnement, comme le montre les figures Figure III-23 à Figure III-26. 
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Figure III-23: Évolutions des coefficients dynamiques en présence de 

corrections de profil optimales courtes 
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Figure III-24: Évolutions des coefficients dynamiques en présence de 

corrections de profil optimales moyennes 
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Figure III-25: Évolutions des coefficients dynamiques en présence de 

corrections de profil optimales longues 
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Figure III-26 : Évolutions des coefficients dynamiques en présence de 

corrections de profil optimales courte, moyenne, longue, moyenne, longue et 

courte respectivement sur les étages 1, 2, 3, 4, 5 et 6 

Cette étude complexe (6 étages d’engrènement répartis en 3 cascades) atteste de la 

capacité des corrections de profil linéaires à atténuer les variations des écarts de transmissions 

quasi-statique sous charge et à limiter les valeurs prises par les coefficients dynamiques de 
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chaque étage. En choisissant des paramètres de correction correspondants à la courbe maîtresse 

modifiée, le premier critère est systématiquement optimisé et les valeurs du second sont assez 

faibles. Par ailleurs, la présence d’inter-excitations entre engrènements ne semble pas avoir une 

influence prépondérante sur la dynamique du système étudié.  

III.6.   Conclusion  

Pour les quatre configurations étudiées, quelle que soit le nombre et la disposition des 

différents étages d’engrènement (cascades / décalage axial), les interactions existant entre eux 

demeurent plutôt faibles. Ceci  leur confère une certaine indépendance au niveau de leur 

comportement dynamique. Ainsi, l’optimisation des corrections de profil de chaque étage pris 

indépendamment conduit à un comportement de l’ensemble très satisfaisant (les temps de calcul 

nécessaire à la simulation dynamique d’un système multi-engrènement ne permettent pas de 

déterminer « la » solution optimale). Les corrections de profil symétriques et linéaires dont les 

paramètres sont définis par la courbe maîtresse modifiée minimisent systématiquement les 

variations des écarts de transmission quasi-statique sous charge et limitent de manière efficace 

l’évolution du coefficient dynamique de chaque étage. De plus, il semble que le choix du point 

de référence sur la courbe maîtresse modifiée pour chaque étage a peu d’influence sur le 

comportement dynamique de l’ensemble.  

Cependant, ces résultats sont obtenus dans le cas où les couples moteurs et récepteurs 

sont rigoureusement constants. Une étude complémentaire est nécessaire pour analyser le 

comportement du système lorsque les couples extérieurs évoluent dans le temps
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Chapitre IV.  Autres analyses des performances 
des corrections de profil 
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IV.1.   Introduction  

Le chapitre précédent a été consacré à la recherche des corrections de profil linéaires et 

symétriques de chaque étage, qui optimisent, d’une part, les variations des écarts de 

transmission sous charge à faible vitesse et, d’autre part, les coefficients dynamiques. Il a été 

montré que les solutions correspondent aux corrections définies par les courbes maîtresses 

modifiées de chaque étage. Leur détermination est immédiate puisque ces courbes sont connues 

analytiquement, dans le cas d’un fonctionnement « nominal ». De fait, il existe un ensemble de 

familles de solutions ayant des niveaux de performance proches selon ces deux premiers 

critères.  

Dans les applications réelles, la puissance totale qui traverse la boîte de transmission est 

distribuée aux différents accessoires tels que pompes, générateurs, moteurs… Suivant les 

phases de vol et de fonctionnement du système au quel chaque élément participe, les appels de 

puissance évoluent dans le temps.  La vitesse de rotation des turbopropulseurs étant assez stable, 

les variations de puissance se traduisent essentiellement par des variations de couples. Ceci 

implique que, quelle que soit la correction de profil retenue, elle ne pourra être adaptée à 

l’ensemble des cas de fonctionnement. Pour affiner le choix des corrections, ce chapitre est 

consacré à l’étude de l’impact du changement de couple moteur, des couples résistants des 

équipements, … et à la prise en compte d’un autre critère de dimensionnent : la contrainte 

maximale de flexion en pied de dent. 

IV.2.   Modèles à 4 étages d’engrènement en cascade : influence 

de couples variables dans le temps 

On propose dans cette section d’étudier l’influence du couple moteur variable dans le 

temps sur le comportement dynamique d’un système à quatre étages d’engrènement. Les 

caractéristiques géométriques et de fonctionnement du modèle sont détaillés dans le Tableau 

III.4 et le Tableau III.5 du chapitre III. 
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 Le couple d’entrainement du système est modélisé par une fonction dépendante du 

temps prise sous la forme [ ]1 1( ) 500 50sin(7 ) .Ct t t N m= + Ω . Les variations du couple en 

fonction du temps sont illustrées Figure IV-1 : 

 

Figure IV-1 : Variations temporelles du couple moteur 

La vitesse de rotation de l’arbre d’entrée est supposée constante et le couple résistant de 

sortie est calculé en utilisant le théorème de l’énergie cinétique.  

Dans ce cas, le système d’engrènement possède deux périodes caractéristiques 

différentes que sont la période d’engrènement (Tm) et la période du couple variable (Tc).  

 
1 1 1

2 2
       et       m cT T

z k

π π= =
Ω Ω

 (IV.1) 

Le choix des paramètres est tel que 12c mT T= . La périodicité du système est, par 

conséquent, la période du couple variable et le pas de temps doit être une fraction de la période 

d’engrènement.  

La Figure IV-2a présente les évolutions des coefficients dynamiques de chaque étage 

sur une plage de vitesse de fonctionnement, dans le cas où le couple d’entrée est constant et 

sans correction de profil. La Figure IV-2b représente les mêmes grandeurs, mais cette fois ci, 

avec le couple d’entrainement Ct1 fluctuant autour de la valeur moyenne précédemment utilisée.  
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a) 

 

b) 

Figure IV-2 : Évolutions des coefficients dynamiques des 4 étages 

d’engrènement sans correction de profil en présence de a) couple moteur 

constant (500 N) et b) couple moteur variable dans le temps  

La comparaison des courbes de réponses du coefficient dynamique montre que 

l’introduction d’un couple moteur variable engendre une augmentation des efforts maximum à 

la denture et l’apparition de pics au voisinage de la vitesse  2400 tr/min. Cet effet se fait ressentir 

sur tous les étages d’engrènement. L’apparition de ces nouveaux pics traduit un phénomène 

d’interaction entre les étages d’engrènement.  Les spectres des efforts dynamiques des 4 étages 

pour une vitesse d’entrée 1Ω =  2400 tr/min (Figure IV-3) exhibent un contenu fréquentiel 

composé des harmoniques de la fréquence d’engrènement fm et des bandes latérales liées à la 

fréquence du couple variable. Le contenue fréquentiel est composé uniquement de fréquences 
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résultant des différentes combinaisons entre la fréquence d’engrènement et la fréquence de 

variation du couple tel que : 

 . .m cf n f m f= ±  (IV.2) 

 

 

Figure IV-3 : Spectres des efforts dynamiques des 4 étages d’engrènement à 

2400 tr/min 

 Vu que la valeur moyenne du couple variable est égale au couple nominal appliqué au 

modèle d’engrènement dans l’étude précédente (couple constant égale à 500 N.m), les 

déflexions quasi-statiques moyennes au niveau des dentures, prise sur un multiple de la période 

de chargement, sont inchangées. Cependant, les déflections quasi-statiques moyennes sur 

chaque période d’engrènement évoluent au cours du temps. De ce fait, les solutions optimales 

obtenues au chapitre précédant sont mal adaptées ici.  Néanmoins, il est intéressant de tester 

ces corrections optimales en présence d’un couple moteur variable. La Figure IV-4 présente les 

évolutions des coefficients dynamiques en fonction de la vitesse de rotation de la roue motrice 

(roue 1), calculées avec et sans corrections, en présence du couple moteur variable Ct1(t). 
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Figure IV-4 : Évolutions des coefficients dynamiques en présence du couple 

moteur variable Ct1 et des corrections de profil optimales a) courtes, b) 

moyennes et c) longues 

Pour les trois types de corrections de profil optimales appliquées, l’analyse des résultats 

montre une amélioration du comportement dynamique des 4 étages d’engrènement sur toute la 
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plage de vitesse de rotation de l’arbre moteur. Cependant, au voisinage de la vitesse critique de 

2400 tr/min le comportement se dégrade légèrement. Ceci montre que les modifications de 

profil proposées, définies à partir des déflexions statiques moyennes sur la période du système, 

sont globalement efficaces pour la réduction des excitations d’engrènement sauf au voisinage 

de la vitesse critique générée par la combinaison des excitations extérieures. 

IV.3.   Modèle AGB Trent XWB composé de 6 étages 

d’engrènement en cascade et décalées  

Les caractéristiques géométriques et de fonctionnement du modèle sont détaillés dans 

les TableauxTableau III.7 à Tableau III.10 du chapitre III. 

IV.3.1.  Influence du chargement 

IV.3.1.1. Variation de couples moteurs et résistants 

Dans cette section, on cherche à déterminer l’influence de la variation du couple moteur 

et des couples résistants sur les réponses dynamiques des 6 étages d’engrènement en présence 

des corrections de profil optimales, définies pour la configuration nominale. Pour cela, les 

couples extérieurs demeurent constants dans le temps mais leurs valeurs s’écartent du 

nominales. Tous les couples subissent une variation de ± 50% par rapport à leurs couples 

nominaux. Le couple exercée sur l’arbre 4 est calculé par le théorème de l’énergie cinétique. 

Le Tableau IV.1 résume les 5 configurations de couples étudiées. 
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Tableau IV.1 : Valeurs du couple moteur et des couples résistants à chaque cas de variation 

de couple 

 

Couple moteur 

[N.m] 

(Arbre 3) 

Couple 

résistant 1 

[N.m] 

(Arbre 1) 

Couple 

résistant 2 

[N.m] 

(Arbre 2) 

Couple 

résistant 6 

[N.m] 

(Arbre 6) 

Couple 

résistant 7 

[N.m] 

(Arbre 7) 

+50% 1650 630 300 525 615 

+25% 1375 525 250 437.5 512.5 

Couples 

nominaux 
1100 420 200 350 410 

-25% 825 315 150 262.5 307.5 

-50% 550 210 100 175 205 

 

Pour mettre en évidence l’influence des variations de couples, les coefficients 

dynamiques des 6 étages d’engrènement sont calculés en fonction de la vitesse de rotation de 

l’arbre moteur, en présence des corrections de profil optimales de type courtes et longues 

(Tableau III.11). Les évolutions des coefficients dynamiques des 6 étages d’engrènement sont 

présentées sur la Figure IV-5 et la Figure IV-6. 
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Figure IV-5: Influence de la variation de la charge sur le coefficient dynamique 

maximal en présence des corrections de profil courtes sur les 6 étages 

d’engrènement 
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Figure IV-6 : Influence de la variation de la charge sur le coefficient 

dynamique maximal en présence des corrections de profil longues sur les 6 

étages d’engrènement 

La Figure IV-5 et la Figure IV-6 illustrent les évolutions des coefficients dynamiques 

de chacun des 6 étages pour une évolution de la vitesse d’entrainement de l’axe moteur 3 et 

pour les différents niveaux de chargement définis par le Tableau IV.1. Les corrections de profil 

adimensionnées sont identiques sur tous les étages. Elles sont prises sur la courbe maîtresse 

modifiée. 
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Pour les corrections ‘courtes’, une diminution de la charge s’accompagne 

systématiquement d’une augmentation du coefficient dynamique et cette tendance est plus forte 

à proximité de certaines vitesses critiques. Pour chaque étage, le coefficient dynamique atteint 

son niveau le plus élevé pour le couple le plus faible. Sa valeur maximale est 1.86 et elle est 

atteinte sur le 6ème étage. Bien que relativement élevée, cette valeur n’est critique ni pour le 

niveau de contrainte mécanique (couple à 50% du couple nominal), ni pour l’engrènement car 

elle n’engendre pas de décollement du contact. Le comportement du coefficient dynamique du 

même système muni de corrections ‘longues’  montre les mêmes tendances mais les niveaux 

atteints sont sensiblement plus élevés : le coefficient dynamique dépasse 2 pour les étages 2 et 

4 (perte de contact), il est supérieur à 1.8 sur l’étage 1. Aux forts couples, la surcharge 

dynamique reste modérée, sauf à la vitesse critique du dernier engrènement. Pour les 2 

configurations, l’étage 3 présente les plus faibles variations. 

De façon globale, le comportement dynamique sur toute la plage de vitesse se dégrade 

dès que des conditions de chargement s’écartent de celles utilisées pour définir les corrections 

optimales.  Cette évolution est plutôt moins marquée pour les corrections dites ’courtes’ et ne 

risque pas d’engendrer de perte de contact sur toute la plage de variation.   

IV.3.1.2. Annulation brusque d’un couple résistant 

Pendant le décollage et l’atterrissage de l’avion ou lors d’une avarie, certains 

équipements peuvent être déconnectés brutalement de la chaine de transmission de puissance, 

ce qui impacte le comportement vibratoire de l’ensemble de la chaine de transmission.  

Dans cette section, nous étudions le comportement dynamique du système à 6 étages 

d’engrènement suite à l’annulation brusque du couple résistant de l’équipement lié à l’arbre 6. 

Pour illustrer le phénomène, les signaux temporels des efforts d’engrènement des 6 étages sont 

présentés dans la Figure IV-7 pour une vitesse d’entrée faible 3 1 tr/minΩ = . 
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Figure IV-7 : Effort temporel  quasi-statique (Ω3 =1 tr/min) au moment 

d’annulation du couple 6  

Durant la phase transitoire, les efforts transmis au niveau de chaque engrènement 

oscillent plus ou moins fortement, suivant leur proximité avec l’origine de la perturbation et la 

vitesse de rotation. Ils peuvent atteindre des valeurs nettement plus élevées que celles du régime 

précédemment établi, ce qui peut éventuellement constituer un risque pour l’intégrité du 

système. Les effets dynamiques et l’amortissement conduisent peu à peu le système vers un 

nouvel état d’équilibre.   

Les évolutions du maximum des efforts dynamiques durant la phase transitoire et en 

régime stabilisé sont tracées sur les graphes de la Figure IV-8. 
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Figure IV-8 : Superposition des courbes de l’effort dynamique maximal de 

chaque étage d’engrènement durant les phases transitoire et permanente. 
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La comparaison entre les courbes de la réponse dynamique à la denture durant les deux 

phases, montre que l’annulation du couple 6 n’a pas modifié de façon fondamentale la forme 

des courbes. Les vitesses critiques sont les mêmes. Seules les amplitudes, surtout à grande 

vitesse de rotation, ont augmenté durant la phase transitoire. 

Par ailleurs, l’application des corrections de profil optimales (Figure IV-9 à Figure 

IV-12) conduit à une amélioration nette du comportement dynamique durant la phase 

permanente et également durant la phase transitoire. Cette amélioration est plus marquée pour 

les corrections courtes que pour les corrections longues. L’étage 4, qui a subi un déchargement 

suite à l’annulation du couple résistant 5, présente une amplitude du coefficient dynamique un 

peu élevée à très grandes vitesse dans le cas des corrections de profil optimales longues.  

 

Figure IV-9: Évolutions des coefficients dynamiques en présence de corrections 

de profil optimales courtes durant la phase transitoire 
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Figure IV-10: Évolutions des coefficients dynamiques en présence de 

corrections de profil optimales longues durant la phase transitoire  
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Figure IV-11: Évolutions des coefficients dynamiques en présence de 

corrections de profil optimales courtes durant la phase permanente  
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Figure IV-12: Évolutions des coefficients dynamiques en présence de 

corrections de profil optimales longues durant la phase permanente 

IV.3.2.  Performance des corrections de profil optimales vis-à-vis du 

critère de contrainte en pied de dent  

Dans cette partie, nous nous bornons à étudier les performances des corrections de profil 

optimales vis-à-vis d’un critère fondamental pour le dimensionnement des dentures : la 

contrainte maximale de traction en pied de dent. En se référant à la méthode B de la norme ISO-

6336 [16], la contrainte en pied de dent Fσ  est calculée en considérant la dent comme une poutre 

encastrée du côté corps d’engrenage et libre de l’autre côté et soumise à un effort normal au 

point de plus haut contact unique.  

Pour une série de corrections de profils réparties  sur la courbe maitresse, les contraintes 

en pied de dent maximales sont estimées pour les 6 étages d’engrènement en quasi-statique. On 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI071/these.pdf 
© [H. Fakhfakh], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



  Performances des corrections de profil 

166 

vérifie numériquement que l’évolution de ce critère est monotone en fonction de la longueur de 

correction : la contrainte maximale en pied de dent augmente légèrement lorsque la longueur 

de correction diminue. Les résultats présentés sur la Figure IV-13 montrent les évolutions  des 

contraintes en pied, pour différentes corrections prises le long des courbes maitresses modifiées 

des 6 étages d’engrènement. 

 

Figure IV-13 : Diagrammes de performance des contraintes en pied de dent 

maximales pour les 6 étages d’engrènement 

La prise en compte de ce critère permet d’introduire une réelle discrimination entre les 

corrections de la courbe maitresse modifiée (contrairement au critère 
1 6

( ( ))i
i

moy RMS TEs
≤ ≤

 
  

) : les 
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corrections longues induisent un niveau de contrainte en pied de dent plus faible. Ce résultat est 

cohérent avec ceux de Bruyère et Velex [4] sur un système à simple étage d’engrènement. Il 

peut s’expliquer en analysant la position du point de plus haut contact unique.  Les corrections 

courtes de la courbe maîtresse modifiée sont profondes (E > 20mδ  ), elles engendrent un retard 

à l’engagement et une réduction de la longueur de contact effective. Sur le profil de la dent, le 

point de plus haut contact unique se trouve décalé vers le sommet de la dent, augmentant ainsi 

le bras de levier du moment de flexion en pied de dent. 

IV.4.   Conclusion 

Pour les différents cas de variations du chargement étudiés, les étages d’engrènement 

d’un système multi-étages présentent un comportement dynamique différent à celui trouvé dans 

les conditions de chargement nominal en présence des corrections de profil symétriques et 

linéaires optimales. Les étages qui subissent les variations de chargement à la denture montrent 

une plus grande sensibilité pour les corrections de profil optimales longues que les corrections 

de profil courtes. Ces variations sont traduites par une augmentation du coefficient dynamique 

surtout à des vitesses critiques principales. Dans ce cas, la notion de corrections optimales émise 

dans les conditions de chargement nominal ne semble plus être valable pour le nouvel 

chargement. Ce dernier agit sur la déflexion statique moyenne qui donne naissance à des 

nouvelles corrections de profil optimales présentées par la courbe maitresse modifiée. 

En global, les corrections de profil optimales courtes, vis-à-vis la variation du 

chargement, induisent un comportement dynamique à la denture meilleur que les corrections 

longues. Cependant, ces dernières engendrent des contraintes en pied de dent plus faible que 

les corrections courtes. Dans ce cas est-il possible de trouver une solution robuste assurant 

l’optimisation des deux critères de performance
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Dans un contexte de réduction des surcharges dynamiques et des nuisances sonores dans 

des trains d’engrenages à plusieurs étages, un modèle original a été construit permettant de 

simuler le comportement de systèmes complexes avec de multiples engrènements. Ce modèle 

permet d’introduire la micro-géométrie des dentures et, plus particulièrement, les corrections 

de formes de dentures ainsi que des conditions de fonctionnement en mode dégradé (surcharges 

momentanée, coupure de puissance sur un organe récepteur, couples variables). Les équations 

de mouvement sont résolues en couplant un schéma d’intégration numérique pas à pas dans le 

temps et un algorithme de contact unilatéral afin de gérer les conditions de contact instantanées 

sur les dentures. Dans ces conditions et contrairement à la très large majorité des modèles 

dynamiques de la littérature, les erreurs de transmission sont des résultats de simulation et pas 

des données a priori utilisées comme termes forcés dans les équations du mouvement. 

La problématique spécifique de l’optimisation des corrections de profil afin de 

minimiser les efforts dynamiques sur les dentures a été abordée en couplant le modèle 

dynamique d’engrenages à engrènements multiples et un algorithme génétique. Un des résultats 

marquants de cette étude est que, pour un système à N engrènements, les corrections dites 

optimales se positionnent au voisinage des résultats analytiques de Bruyère et al [5] et Velex et 

al [2] obtenue pour un engrenage simple étage. Un critère simple et adapté aux systèmes à 

plusieurs engrènements a été introduit ; ses résultats semblent tout à fait satisfaisants et 

conduisent à des réductions significatives des amplitudes d’efforts dynamiques sur les contacts 

entre dentures. D’une  manière générale, les différentes approches conduisent à des corrections 

de profil optimales se situant toutes à proximité des courbes maitresses modifiées telles que 

définies par Bruyère et al [5]. Les applications présentées dans ce mémoire portent sur des 

systèmes relativement complexes à 4 et 6 étages de réductions et illustrent le potentiel du 

modèle développé ainsi que son intérêt dans un contexte industriel. Une troisième et dernière 

partie a été dévolue au test de performance des corrections ‘optimales’ pour différentes 

configurations de variations de couple moteur et couples résistants (variation dans le temps du 

couple moteur, différents niveaux de couples, arrêt brutal).  Dans ces conditions non 

stationnaires ou à différents niveaux de charge, il apparaît que des corrections de profil courtes 

semblent être les plus performantes.  

Les résultats obtenus dans cette thèse sont de nature théorique et numérique, il semble 

nécessaire de les comparer directement avec des résultats expérimentaux. Du strict point de vue 

des simulations numériques, la prise en compte plus précise des roulements et des carters 
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semblent des extensions naturelles de ces travaux de recherche. Des développements reposant 

sur des modèles hybrides combinant des éléments à paramètres concentrés, des éléments finis 

éventuellement sous-structurés semblent être une voie à explorer. Enfin, la prise en compte fine 

de désalignements suite à des erreurs de montage, des jeux mais aussi des déflexions pourrait 

également être des pistes de développement fructueuse
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Annexe A : Matrices éléments arbres 

 

Soit un élément d’arbre i de section S et de longueur l. 

Matrice de rigidité : 

La matrice de rigidité [K ]ai  de l’élément arbre i exprimé dans le repère global 

0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

 s’écrit : 

 :

[ ]

2 2 2 2

2 2 2 2

12 36 0 0 0 6 3 0 12 36 0 0 0 6 3 0

12 36 0 6 3 0 0 0 12 36 0 6 3 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

(4 ) 4 0 0 0 6 3 0 (2 ) 0 0

(4 ) 4 0 6 3 0 0 0 (2 ) 0

0 0 0 0 0

12 36 0 0 0

0 12 36 0

0 0

ai

b c lb lc b c lb lc

b c lb lc b c lb lc

d d

a l b l c lb lc a l b l c

a l b l c lb lc a l b l c

f f
K

b c

sym b c

d

+ + − − +
+ − − − − − −

−

+ + + − −
+ + − − − −

−
=

+ −
+

2 2

2 2

6 3 0

6 3 0 0

0 0 0

(4 ) 4 0 0

0 (4 ) 4 0

0 0

lb lc

lb lc

a l b l c

a l b l c

f

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 − 
 +
 
 
 + +
 

+ + 
 
 

 

Où : 

- 
2

12. .

. . .
xE I

a
G l S k

= , 
3

.

(1 ).
xE I

b
a l

=
+

, 
30.

F
c

l
=  et 

.G J
f

l
=   

- 
4 4( )

4
e i

x

R R
I

π −= , 
4 4( )

2
e iR R

J
π −=  

- l : Longueur de l’élément arbre 
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- E : Module d’élasticité de l’élément arbre 

- G : Module de cisaillement de l’élément arbre 

- F : Charge axiale appliqué à l’élément arbre 

- a : traduit les effets du cisaillement sur la déformée de flexion. Il a été pris nul 

dans l’expression de l’énergie de déformation  ci-dessus. 

- 
2 2

2 2 2

6.(1 ).(1 )
. .

(7 6 ).(1 ) (20 12 ).

v m
S k S

v m v m

+ +=
+ + + +

 Surface équivalente de 

cisaillement  avec i

e

R
m

R
=  

- iR , eR : Rayon intérieur et rayon extérieur de l’élément arbre. 

- 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2, , , , , , , , , , ,i v w u v w uφ ψ θ φ ψ θ=q  

Matrice de masse : 

La matrice de masse [M ]ai  de l’élément arbre i exprimé dans le repère global 

0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

 s’écrit : 

 

[ ]

2 2

2 2

156 36 0 0 0 (22 3 ) 0 156 36 0 0 0 (3 13 ) 0

156 36 0 (22 3 ) 0 0 0 156 36 0 (13 3 ) 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0

4 ( ) 0 0 0 (3 13 ) 0 (3 ) 0 0

4 ( ) 0 (13 3 ) 0 0 0 (3 ) 0

2 0 0 0 0 0

156 36 0 0 0 (22 3 ) 0

156 36
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Où : 

- 
. .

420

S l
a

ρ=   ,
30.

I
b

l
= , 

6

S l
c

ρ= , 0

6

I S
d =  

- 
4 4( )

4
e iR R

I
ρ π −= , 

4 4

0

( )

2
e iR R

I
ρ π −=  

- ρ : Masse volumique de l’élément arbre 

- 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2, , , , , , , , , , ,i v w u v w uφ ψ θ φ ψ θ=q  

Vecteur forces inertielles : 

Le vecteur forces inertielles ( )ai tF  de l’élément arbre i exprimé dans le repère global 

0 0 0( , , )R X Y Z
� � � �

 s’écrit : 

0 0. .
( ) 0,0,0,0,0, ,0,0,0,0,0,

2 2ai

I l I l
t =F   

Où 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2, , , , , , , , , , ,i v w u v w uφ ψ θ φ ψ θ=q  
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