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Résumé
L’emploi de matériaux composites à matrice organique (CMO) pour la réalisation de structures

aéronautiques « tièdes » (50◦C < T < 300◦C, structures de moteurs, nacelles,...), peut exposer ces
matériaux à l’action d’environnements agressifs : milieux humides ou gazeux, hautes températures, qui
peuvent entrainer des phénomènes de vieillissement et de dégradation sévères associés à la diffusion
d’espèces (H2O, O2, . . .) au sein du réseau macromoléculaire des matrices polymères. La complexité
de la microstructure des CMO utilisés pour ces applications (les renforts fibreux sont souvent tissés
selon des architectures complexes pour répondre à des sollicitations complexes, multiaxiales) peut
complexifier la compréhension de phénomènes de dégradation : par exemple, la diffusion d’espèces
peut être isotrope, orthotrope ou anisotrope, en fonction de la texture du renfort fibreux. Le vieillis-
sement humide des CMO (50◦C < T < 100◦C) préoccupe particulièrement les industriels du secteur
aéronautique ; la diffusion de l’eau dans la matrice polymère du composite peut entrainer des phéno-
mènes de gonflement hygroscopique, des modifications des propriétés mécaniques (rigidité, propriétés
à rupture). Des méthodes expérimentales existent pour la caractérisation de ces phénomènes et pour
l’identification des paramètres associés : ces méthodes préconisent souvent l’emploi d’éprouvettes
saturées en humidité, ce qui nécessite de longs temps de conditionnement, un nombre parfois élevé
d’échantillons (1 échantillon pour chaque état saturé), des coûts élevés. Cette thèse a pour but d’éta-
blir des protocoles d’identification rapide des propriétés diffuso-mécaniques de matériaux polymères
et CMO pour applications aéronautiques. La démarche mise en place dans cette thèse s’organise
autour de quatre chapitres. Le premier chapitre présente une étude bibliographique sur les outils de
modélisation des couplages diffuso-mécaniques et sur les méthodes de caractérisation des propriétés
diffuso-mécaniques, plus particulièrement pour des CMO pour applications aéronautiques. L’étude
bibliographique permet de préciser le cadre de travail, qui prévoit l’emploi d’un modèle diffuso-
mécanique faiblement couplé où la diffusion d’eau suit la loi de Fick et le comportement mécanique
est hygroélastique linéaire, dépendant de la concentration en eau. Le second chapitre présente la
mise en place et le développement d’une méthode d’identification rapide des propriétés de diffusion
anisotrope, adaptée à des CMO à architecture complexe, tels que par exemple, les CMO tissés 2D
ou 3D. La méthode s’appuie sur des mesures de prise de masse d’échantillons de CMO, l’anisotropie
de diffusion de ces matériaux est obtenue par rotation des axes principaux d’orthotropie. La méthode
proposée représente une extension de la « méthode de la pente » introduite par Shen et Springer
dans les années 70 pour l’identification des propriétés de diffusion de matériaux orthotropes (tels que
les composites stratifiés), et basée sur l’exploitation des courbes gravimétriques aux temps courts.
A travers cette méthode, les coefficients principaux et les axes principaux d’orthotropie peuvent être
identifiés. Une discussion sur les conditions d’équivalence de la diffusion 3D à la diffusion 1D en
fonction de l’épaisseur de l’échantillon est également présentée à la fin de ce chapitre. Le troisième
chapitre explore à travers une étude numérique la possibilité d’identifier rapidement les propriétés
mécaniques affectées par la concentration en eau de matériaux polymères à travers des essais méca-
niques sur plaques minces avec des gradients de concentration en eau. Des essais de traction et de
flexion sont considérés. Pour des matériaux isotropes, dans un cadre hygroélastique, il est montré que
cette méthode permet l’identification du module d’Young et du coefficient de Poisson dépendant de
la concentration en eau avec un gain remarquable de temps d’essai par rapport à des essais sur des
échantillons saturés en humidité. Enfin, le dernier chapitre propose à travers une étude numérique
une méthode d’identification rapide des propriétés diffuso-mécaniques de matériaux isotropes basée
sur l’emploi de plaques sollicitées par un champ asymétrique de concentration en eau. L’identification
est ainsi effectuée à partir du suivi des déflexions engendrées par les champs de concentration. Le
coefficient de dilatation hygroscopique et le module d’Young dépendant de la concentration en eau
peuvent être identifiés durant l’essai, à l’état transitoire du conditionnement, avec un gain remar-
quable du temps d’essai par rapport à des essais sur échantillons saturés en humidité, en exploitant
favorablement la présence des gradients de concentration en eau.

Mots-clés Couplage diffuso-mécanique, Propriétés diffuso-mécaniques, Gradient de concentration
en eau, Essai gravimétrique, Essai de traction, Essai de flexion, Loi de Fick, Méthode de Rayleigh-
Ritz
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Abstract
The use of organic matrix composite materials (OMC) for the realization of "warm" aeronautical

structures (50°C < T < 300°C, turboengine structures, nacelles, ...), may expose these materials
to aggressive environments : wet or gaseous environments, high temperatures, which may promote
severe aging and degradation phenomena related to species diffusion (H2O, O2, ...) within the ma-
cromolecular network of the polymer matrices. The complexity of the OMC microstructure used for
these applications (fibrous reinforcements are often woven with complex architectures in order to face
complex, multiaxial solicitations) can complicate the understanding of degradation phenomena : for
example, species diffusion can be isotropic, orthotropic or anisotropic, depending on the texture of
the fibrous reinforcement. Humid aging of OMC (50°C < T < 100°C) is of particular concern for the
aeronautical industry ; the diffusion of water in the polymer matrix of the composite may promote
hygroscopic swelling, changes in mechanical properties (stiffness, strength). Experimental methods
exist for the characterization of these phenomena and for the identification of the associated para-
meters : these methods often recommend the use of moisture saturated specimens, which require
long conditioning times, sometimes often a relevant number of samples (1 sample for each saturated
state), high costs. The aim of this work is to establish protocols for fast identification of the diffuso-
mechanical properties of polymers and polymer based OMC materials for aeronautical applications.
The approach implemented in this thesis is organized in four chapters. The first chapter presents
a bibliographic study on coupled diffuso-mechanics modeling tools and on methods of characteri-
zation/identification of diffuso-mechanical properties, more particularly for OMC for aeronautical
applications. The bibliographic study allows specifying the framework of the present research, which
foresees the employment of a weakly coupled diffuso-mechanical model, where water diffusion follows
the Fick’s law and the mechanical behavior is linear hygroelastic, depending on water content. The
second chapter presents the setting up and the development of a method for fast identification of
anisotropic diffusion properties, suitable for OMC with complex architecture, such as for instance,
2D or 3D woven OMC. The method relies on mass-gain measures of OMC samples, the diffusion
anisotropy of these materials is obtained by rotating the axes of orthotropy. The proposed method
represents an extension of the "slope method" introduced by Shen and Springer in the 1970s for
the identification of the diffusion properties of orthotropic materials (such as laminated composites),
and is based on the exploitation of gravimetric curves at short times. Through this method, the
principal coefficients and the principal axes of orthotropy can be identified. A discussion about the
transition from 3D to 1D diffusion as a function of the sample geometry is also presented at the end
of this chapter. The third chapter explores through a numerical study the possibility of identifying
in a fast way the mechanical properties affected by moisture of polymeric materials by the use of
mechanical tests on thin plates with water concentration gradients. Traction and bending tests are
taken into account. For isotropic materials, in a hygroelastic setting, it is showed that this method
allows identifyng the water concentration dependent Young’s modulus and the Poisson’s ratio with
a remarkable time gain compared to tests on moisture saturated samples. Finally, the last chapter
proposes through a numerical study a method for fast identification of the diffuso-mechanical pro-
perties of isotropic materials based on the use of plates loaded by an asymmetric water concentration
field. The identification is thus carried out from the monitoring deflections generated by the concen-
tration fields. The moisture dependent hygroscopic expansion coefficient and Young’s modulus can
be identified during the test, by exploiting the transient state of conditioning, with a remarkable
time gain compared with moisture saturated samples, favourably exploiting the presence of water
concentration gradients.

Keywords Diffuso-mechanical coupling, Diffuso-mechanical properties, Humidity gradients, Gravi-
metric tests, Tensile test, Bending test, Fick’s law, Rayleigh-Ritz method
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Introduction générale
Les Matériaux Composites à Matrice Organique (CMO) suscitent un intérêt grandissant dans dif-

férents domaines technologiques et notamment dans l’industrie aéronautique. Leur utilisation permet
un gain de masse par rapport à des solutions classiques comme entre autres les alliages d’aluminium.
Ces matériaux possèdent surtout de très bonnes propriétés spécifiques, résistance et rigidité, et une
exceptionnelle résistance en fatigue.

Le marché des CMO pour structures aéronautique froides (−55◦C < T < 50◦C) est en train
d’atteindre une phase de saturation et les industriels de l’aéronautique envisagent l’emploi des CMO
pour la réalisation des parties « tièdes » (50◦C < T < 300◦C, structures pour moteurs, nacelles
. . .) : dans ces conditions, l’exposition à l’action d’environnements agressifs, milieux humides ou
gazeux, hautes températures, peut entrainer la diffusion d’espèces chimiques (H2O, O2, . . .) au sein
des matrices polymères, éventuellement suivie d’une interaction (réactions chimiques, . . .) entre les
molécules d’eau et le substrat macromoléculaire du polymère. Tout cela peut entrainer à son tour des
phénomènes de vieillissement et de dégradation sévères, avec une évolution souvent irréversible des
propriétés du matériau, associée à l’action de couplages thermo-diffuso-chimio-mécaniques. La com-
plexité de la microstructure des CMO utilisés pour ces applications (les renforts fibreux sont souvent
tissés selon des architectures complexes pour répondre à des sollicitations complexes, multiaxiales)
peut complexifier la compréhension de phénomènes de dégradation : par exemple, la diffusion d’es-
pèces peut être isotrope, orthotrope ou anisotrope, selon la texture du renfort fibreux.

Le vieillissement humide des CMO (50◦C < T < 100◦C) préoccupe particulièrement les industriels
du secteur aéronautique ; dans ce cas, le couplage diffuso-chimio-mécanique (à haute température),
c’est-à-dire, la diffusion de l’eau dans la matrice polymère du composite, associée éventuellement
à des réactions chimiques tels que l’hydrolyse par exemple, peut entrainer des phénomènes de gon-
flement hygroscopique, des modifications des propriétés mécaniques (rigidité, propriétés à rupture) ;
cela provoque des contraintes internes d’origine hygroscopique, qui peuvent donner lieu à l’amorçage
et à la propagation d’endommagement, à la dégradation et à la ruine de ces matériaux.

L’étude de ces phénomènes et de tous les couplages impliqués nécessite une approche complexe,
multi-physique et multi-échelle.

La première étape dans le déploiement de cette approche consiste en la caractérisation des phéno-
mènes purement diffusifs (qui dans tous les cas précèdent la mise en place des réactions chimiques)
et des effets de la diffusion sur les propriétés mécaniques. Cette approche, qu’on pourra qualifier
de « faiblement couplée » conçoit séquentiellement : la diffusion d’eau, ses effets sur les propriétés
mécaniques du matériau et l’installation de contraintes internes d’origine hygroscopique ; c’est une
approche certes simplifiée, mais qui permet de garder une bonne maitrise des couplages en jeu.

Dans cet esprit, et afin de concevoir des pièces de structures optimisées, les ingénieurs et les cher-
cheurs notamment dans le secteur industriel de l’aéronautique développent des modèles numériques
et des méthodes expérimentales à cet effet.

Les méthodes expérimentales existantes sont généralement cristallisées dans des normes standar-
disées :

– pour ce qui concerne la diffusion, ces méthodes prévoient l’emploi du modèle de Fick et le suivi
de toute la courbe d’absorption d’eau (courbe de prise de masse, ou gravimétrique) d’échan-
tillons parallélépipédiques, un seul échantillon ou plusieurs échantillons de différentes tailles,
en fonction du nombre de paramètres à identifier, jusqu’à saturation : l’identification de ces
courbes est effectuée en utilisant des modèles analytiques ou des méthodes de recalage par
Eléments Finis, principalement dans le cas isotrope ou orthotrope - les expressions analytiques
n’étant valables que pour des échantillons parallélépipédiques, ayant un comportement isotrope
ou orthotrope. L’hypothèse de comportement isotrope ou orthotrope est souvent associée à



l’observation directe de la microstructure du matériau : par exemple, pour un matériau poly-
mère, l’hypothèse de comportement diffusif isotrope est souvent considérée car il n’y a aucune
directionnalité apparente, du moins à l’échelle d’un échantillon de taille « millimétrique », tel
que ceux utilisés par les industriels ; encore, par exemple, pour un composite unidirectionnel
à fibres longues, à l’échelle « mésoscopique » (échelle « millimétrique », ou l’échelle d’un pli
composite), la diffusion est souvent considérée comme orthotrope (ou isotrope transverse),
ayant différents chemins de diffusion apparents selon la direction des fibres et dans la direction
transverse aux fibres (dans la direction transverse le fibres agissent comme des obstacles à la
diffusion, il y a donc plus de tortuosités). Pour des CMO à architecture complexe (renforts
tissés 2D, 3D, tissus « interlock », . . .), l’identification a priori de directions privilégiées de
diffusion à travers l’observation microstructurale directe n’est pas toujours viable, compte tenu
de la complexité de la microstructure,

– pour ce qui concerne les propriétés mécaniques affectées par la diffusion, des essais (générale-
ment de traction ou de cisaillement) sur éprouvettes saturées sont utilisés, la saturation étant
le seul état permettant de réaliser un essai sur matériau homogène (homogènement « gorgé
d’eau »), plus facile à dépouiller avec des outils de modélisation de type bureaux d’études.

L’emploi d’éprouvettes suivies jusqu’à saturation ou saturées en humidité nécessite clairement de
longs temps de conditionnement, un nombre parfois élevé d’échantillons (1 échantillon pour chaque
état saturé), des coûts élevés. D’autre part les techniques d’identification numériques qui pourraient
être mises en place pour le dépouillement d’essais complexes – par exemple, sur échantillons dans un
état transitoire du conditionnement – risquent de conduire à des calculs complexes et à des temps
de simulation très longs, ce qui n’est pas adapté à la mise en place de techniques d’optimisation/i-
dentification ou au simple recalage par Eléments Finis.

Les travaux de cette thèse constituent un premier pas vers la mise en place d’un protocole d’identifica-
tion rapide des propriétés diffuso-mécaniques de CMO pour applications aéronautiques. En particulier,
la possibilité d’employer des échantillons à l’etat transitoire du conditionnement humide, en utilisant
des méthodes de dépouillement basées sur des modèles analytiques ou semi-analytiques, compatibles
avec les techniques utilisables en bureaux d’études, est explorée.

L’exploitation des phases transitoires du conditionnement humide, dans les temps courts, bien avant
la saturation, implique l’emploi d’échantillons comportant des gradients de concentration en eau :
le dépouillement des essais, en présence de gradients, requiert l’utilisation de modèles, la gestion
des gradients dans la modélisation et dans l’identification représente en soi un verrou. C’est pour
cela que le cadre de ce travail inclut – pour l’identification - l’emploi de modèles diffuso-mécaniques
relativement simples, faiblement couplés, où la diffusion d’eau suit la loi de Fick et le comportement
mécanique est hygroélastique linéaire, dépendant de la concentration en eau. L’identification qui
est faite à partir de ces modèles peut être aisément employée dans un contexte de type « bureaux
d’études » et exploitée par les ingénieurs.

La thèse est organisée en quatre chapitres :

– Le premier chapitre présente une étude bibliographique sur les outils de modélisation des
couplages diffuso-mécaniques et sur les méthodes de caractérisation des propriétés diffuso-
mécaniques, plus particulièrement pour CMO pour applications aéronautiques.

– Le second chapitre présente la mise en place et le développement d’une méthode d’identification
rapide des propriétés de diffusion anisotrope, adaptée à des CMO à architecture complexe, tels
que par exemple, les CMO tissés 2D ou 3D. La méthode s’appuie sur des mesures de prise
de masse d’échantillons de CMO, l’anisotropie de diffusion de ces matériaux est obtenue par
rotation des axes principaux d’orthotropie. La méthode proposée représente une extension
de la « méthode de la pente » introduite par Shen et Springer dans les années 70 pour
l’identification des propriétés de diffusion de matériaux orthotropes (tels que les composites
stratifiés), et basée sur l’exploitation des courbes gravimétriques aux temps courts. A travers
cette méthode, les coefficients principaux et les axes principaux d’orthotropie peuvent être



identifiés. Une discussion sur les conditions d’équivalence de la diffusion 3D-1D en fonction de
l’épaisseur de l’échantillon est également présentée à la fin de ce chapitre.

– Le troisième chapitre explore à travers une étude numérique la possibilité d’identifier rapidement
les propriétés mécaniques affectées par la concentration en eau de matériaux polymères à travers
des essais mécaniques sur plaques minces à gradients d’humidité. Des essais de traction et de
flexion sont considérés. Pour des matériaux isotropes, dans un cadre hygroélastique, il est
montré que cette méthode permet l’identification du module d’Young et du coefficient de
Poisson dépendant de la concentration en eau avec un gain remarquable de temps d’essai par
rapport à des essais sur des échantillons saturés en humidité.

– Enfin, le dernier chapitre propose à travers une étude numérique une méthode d’identification
rapide des propriétés diffuso-mécaniques de matériaux isotropes basée sur l’emploi de plaques
assujetties à un champ asymétrique de concentration en eau. L’identification est ainsi effectuée
à partir du suivi des déflexions engendrées par les champs de concentration. Le coefficient de
dilatation hygroscopique et le module d’Young dépendant de la concentration en eau peuvent
être identifiés avec un gain remarquable du temps d’essai par rapport à des essais sur échan-
tillons saturés en humidité.

Une section Conclusion et Perspectives conclut ce travail, indiquant des pistes pour les travaux de
recherche futurs.
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Ce premier chapitre présente une étude bibliographique sur les outils de modélisation des cou-
plages diffuso-mécaniques et sur les méthodes de caractérisation des propriétés diffuso-mécaniques,
plus particulièrement pour des CMO pour applications aéronautiques. L’étude bibliographique per-
met de préciser le cadre de travail, qui prévoit l’emploi d’un modèle diffuso-mécanique faiblement
couplé où la diffusion d’eau suit la loi de Fick et le comportement mécanique est hygroélastique
linéaire, dépendant de la concentration en eau. La caractérisation et l’identification des propriétés
diffuso-mécaniques (coefficients de diffusion, propriétés mécaniques affectées par la diffusion) sont
illustrées pour des matériaux isotropes et orthotropes.
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1.1 Introduction
Comme indiqué dans le chapitre introductif, l’étude de phénomènes de vieillissement humide et de

tous les couplages générés nécessite une approche complexe, multi-physique et multi-échelle. En par-
ticulier, l’aspect multi-physique de l’approche résulte de l’implication de plusieurs champs physiques
(mécaniques, diffusifs, thermiques, chimiques, . . .) qui peuvent interagir de façon complexe, dans
le respect des principes fondamentaux de la thermodynamique, qui fixe le sens de toute évolution
irréversible pour un système physique. Pour atteindre cet objectif, le cadre unifié de la Thermody-
namique des Processus Irréversibles (TPI) peut être utilisé. Il s’agit d’un cadre classique, souvent
utilisé en mécanique des matériaux et pour la description des couplages ( [7], [14], [50], [26]).

Le but de la section 1.2 de ce chapitre est d’établir un état des lieux des possibilités de modélisation
de ces phénomènes dans le cadre de la TPI, puis d’illustrer le cheminement qui conduit au développe-
ment de modèles diffuso-mécaniques faiblement couplés à partir du cadre de modélisation général de
la TPI. Dans la section 1.3, une présentation générale des couplages thermo-diffuso-mécanique est
effectuée. Dans la section 1.4, les modèles diffuso-mécaniques découplés et les méthodes de caracté-
risation et d’identification des propriétés diffuso-mécaniques disponibles dans la littérature, pour des
matériaux isotropes et orthotropes sont présentées. Il est important de souligner que, dans la litté-
rature, plusieurs approches alternatives existent pour la modélisation et la simulation des couplages
diffuso-mécaniques : on pourra citer la Théorie des Mélanges (Theory of Mixtures, [31]), développée
dans le cadre de la Thermodynamique Rationnelle initiée par Clifford Truesdell ( [10]), basée sur
l’écriture explicite des bilans mécaniques entre les espèces du mélange, ou des modèles basés sur la
théorie du volume libre (on peut citer, par exemple, [22], [64]), modèles impliquant soit des expres-
sions phénoménologiques ( [13], [8]), soit basés sur la thermodynamique ( [6]). Plus de détails sur
la cinématique et sur la mécanique des milieux continus peuvent être trouvés dans [46].

1.2 Thermodynamique des Processus Irréversibles (TPI)
Dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles, le système est considéré dans des

conditions de proche équilibre où le potentiel d’état classiquement utilisé est l’énergie libre spécifique,
elib

elib = eint − Ts (1.1)

où eint, T et s représentent, respectivement, l’énergie interne spécifique, la température et l’entropie
spécifique. elib dépend ici des variables d’états (ε, T ) avec ε désignant le tenseur de déformation
sous l’hypothèse des petites perturbations. Dans ces conditions, la température, l’énergie interne et
l’entropie sont telles que les relations classiques suivantes soient vérifiées ( [30], [49], [56])

T = ρ
∂elib

∂ε

s = −∂e
lib

∂T

(1.2)

avec ρ la masse volumique du matériau et T le tenseur de contrainte de Cauchy. Dans l’approche
TPI, la relation de Gibbs définie par l’Eq.(1.3)

Tρ
ds

dt
= ρ

de

dt
−T : ε̇e (1.3)

est aussi vérifiée. En utilisant la variation de l’énergie interne, elle peut s’écrire sous la forme (1.4)

ρ
ds

dt
= q

T
−∇ · ( q

T
)− q

T 2 · ∇T + 1
T

T : ε̇p (1.4)

où q représente le vecteur flux de chaleur, q la source de chaleur, ε̇e la vitesse de déformation
élastique et ε̇p la vitesse de déformation plastique. ∇ et ∇· représentent les opérateurs gradient et
divergence. D’autre part, le bilan d’entropie qui est une inégalité pour des processus irréversibles peut



s’écrire sous forme d’une équation en rajoutant un terme positif σi[S] à son second membre (voir
aussi [21])

ρ
ds

dt
= −∇ · ( q

T
) + q

T
+ σi[S] (1.5)

Par comparaison des Eqs.(1.4) et (1.5), on peut identifier la source σi[S] liée aux processus irréver-
sibles

σi[S] = − q
T 2 · ∇T + 1

T
T : ε̇p (1.6)

La dissipation volumique ϕ est donnée par

ϕ = Tσi[S] = −q
T
· ∇T + T : ε̇p > 0, (1.7)

et peut être considérée dans le cadre de la TPI sous forme symbolique ( [20])

ϕ = y · ẋ (1.8)

où y désignent les forces thermodynamiques (−∇TT , T,...) et les ẋ représentent les vitesses thermo-
dynamiques (q,ε̇p,...). L’approche TPI stipule que pour des faibles écarts à l’équilibre, y et ẋ sont
nuls {

yeq = 0
ẋeq = 0

(1.9)

Dans un tel cas, on peut postuler une relation linéaire affine entre y et ẋ{
ẋ = Py
y = P−1ẋ

(1.10)

avec P une application linéaire.
Une hypothèse supplémentaire, souvent postulée dans le cadre TPI, est de considérer que P est
symétrique. En effet, certains auteurs (voir, par exemple, [34], [29]) ont montré que la partie anti-
symétrique de l’application linéaire P n’a pas d’effet sur la dissipation, seule la partie symétrique agit
sur la dissipation. La dissipation volumique peut alors s’écrire comme

ϕ = y ·Py = ẋ ·P−1ẋ > 0 (1.11)

La dissipation volumique étant définie positive, un potentiel de dissipation pour décrire l’évolution des
processus dissipatifs est utilisé. En thermodynamique des processus irréversible, les lois d’évolution
sont définies en introduisant un potentiel de dissipation D (D ≡ D(y)) défini dans un espace de
Banach et dépendant des forces thermodynamiques ( [20]). Sa transformée de Legendre (ou le
potentiel dual) est définie par

D?(ẋ) = sup
y

[< y, ẋ > −D(y)]

D et D? sont des fonctions scalaires homogènes de dégré α deux fois dérivables par rapport aux
variables flux, nulles à l’origine et positives. Ainsi, les lois d’évolutions s’obtiennent par dérivation
comme suit

ẋ = ∂D
∂y

y = ∂D?

∂ẋ

(1.12)

Le problème de la modélisation des phénomènes réside dans la détermination de l’expression analy-
tique de elib, de D ou D?. Pour satisfaire le deuxième principe de la thermodynamique, on impose
donc à D? d’être convexe. De plus, le choix de la forme quadratique définie positive de D ou de



D? permet de satisfaire automatiquement les relations de symétrie d’Onsager ( [34]), et permet
également par l’identité d’Euler pour les fonctions homogènes de vérifier les inégalités dissipatives.
En réalité, les valeurs de D ou de D? ne sont pas accessibles dans la mesure où elles représentent
une énergie dissipée sous forme de chaleur. Les forces thermodynamiques et leurs duales (vitesses
thermodynamiques) sont elles facilement accessibles par la mesure. Elles sont souvent utilisées dans
le cadre de la modélisation et l’identification.

Un exemple classique pour illustrer le formalisme de la TPI est celui de la conduction thermique
dans un solide rigide. Dans ce cas, la dissipation volumique se déduit de la relation (1.7) par

ϕ = −q
T
· ∇T > 0 (1.13)

la partie mécanique étant négligée. Dans ce cadre, D est une fonction de q et D? une fonction de
g = −∇TT . Les lois d’évolution sont dès lors obtenues de la manière suivante

g = ∂D
∂q

q = ∂D?

∂g

(1.14)

Comme précisé précédemment, D? est une forme quadratique définie positive pouvant donc se mettre
sous la forme

D?(g) = 1
2g ·CTg (1.15)

Le tenseur d’ordre 2, CT , est symétrique , la forme quadratique choisie de D? étant toujours associée
à une forme bilinéaire symétrique définie positive. A partir de l’Eq.(1.14).2, on déduit que

q = CTg = −CT
∇T
T

(1.16)

En posant Kth = CT
T , on obtient la loi de Fourier

q = −Kth∇T (1.17)

Par ailleurs, il a été montré ( [29]) que la partie antisymétrique de Kth n’a pas d’influence sur les
champs de température et sur l’évolution et les inégalités d’entropie. En effet, si on pose Kth =
Kth
s + Kth

a où Kth
s est la partie symétrique de Kth et Kth

a la partie antisymétrique de Kth, la loi de
Fourier, Eq.(1.17), devient

q = −Kth
s ∇T −Kth

a ∇T (1.18)

et l’Eq.(1.13) s’écrit

ϕ = (∇T )TKth
s · ∇T + (∇T )TKth

a · ∇T > 0 (1.19)

où (∇T )T est la transposée de ∇T . Le terme contenant Kth
a est nul car c’est le produit d’un tenseur

symétrique et d’un tenseur antisymétrique Kth
a . L’Eq.(1.19) se réduit donc à

ϕ = (∇T )T ·Kth
s · ∇T > 0 (1.20)

Ensuite, dans la même référence ( [29]), il est montré que l’Eq.(1.20) est vérifiée si et seulement si
Kth
s est semi-définie positive. On en conclut que le tenseur, qui apparait dans l’Eq.(1.17), Kth, est

toujours symétrique et défini positif.
L’énergie interne dépend dans ce cas précis (cas thermique pure) de la seule variable d’état T et est
introduite dans le bilan de l’énergie interne conduisant à la relation suivante en utilisant (1.2).2

ρT ṡ = −∇ · q + q (1.21)



En introduisant la chaleur spécifique, Cth = T ∂s
∂T = −T ∂2elib

∂T 2 , dans la loi de Fourier, Eq.(1.17), on
obtient ainsi l’équation de la chaleur

ρCthṪ = ∇ · (Kth∇T ) + q (1.22)

Lorsqu’il n’y a pas de production interne de chaleur (q = 0) créée par des sources externes, on obtient

ρCthṪ = ∇ · (Kth∇T ) (1.23)
La forme de cette dernière équation est analogue à l’équation de Fick, décrivant la diffusion d’èspeces
au sein des milieux continus, qui sera introduite par la suite.

1.3 Modèles couplés
Les modèles couplés sont classiquement introduits en présence d’un mélange d’espèces ( [10],

[21], [56]). Un solide composé d’une ou plusieurs espèces réactives est considéré. Le mélange est
supposé être au sens de Truesdell (toutes les espèces sont contenues simultanément dans un même
point). La diffusion d’une espèce est caractérisée par l’introduction du vecteur flux f de l’espèce et
de la source de l’espèce f .

1.3.1 Bilan du mélange
Pour un mélange de N espèces, les bilans sont résumés ci-après
– Le bilan de la masse Mi de l’espèce i est de la forme

∂ρi
∂t

+∇ · (ρivi) +∇ · jcond[Mi] = σ[Mi]

jcond[Mi] = fi
σ[Mi] = fi =

∑
j

νjiMiωj

(1.24)

avec ρi, vi, jcond[Mi], fi et fi respectivement la masse volumique, le vecteur vitesse, la densité
du flux conductif, le vecteur flux et la source de l’espèce i. σ[Mi] est la source Mi par unité
de temps et de volume, ωj la vitesse de la jeme réaction et νij le coefficient de réaction de
l’espèce i sur l’espèce j.
Si les espèces réagissent entre elles, la source de masse et le flux de conduction ne sont pas nuls.
La masse totale du domaine étant conservée, la somme sur i de l’Eq.(1.24) doit être équivalente
à l’équation de continuité, Eq.(1.25), caractérisée par le fait que la masse contenue à l’intérieur
du domaine délimité par une surface fermée est constante au cours du temps et qu’il n’y a pas
de conduction de masse à travers le contour du solide

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) +∇ · jcond[M ] = σ[M ]

jcond[M ] = 0
σ[M ] = 0

(1.25)

Par identification des équations Eq.(1.24) et Eq.(1.25), on obtient

ρ =
∑
i

ρi

v =
∑
i ρivi
ρ∑

i

∑
j

νjiMiωj = 0

(1.26)

En conclusion, la somme du bilan de chaque espèce conduit au bilan global de conservation
de la masse.



– Le bilan de la quantité de mouvement p =
∫

Ω ρvdV s’écrit

∂(ρv)
∂t

+∇ · (ρv⊗ v) +∇ · jcond[p] = σ[p]

jcond[p] = −T
σ[p] = b

(1.27)

où T est le tenseur des contraintres de Cauchy et b est un ensemble de forces volumiques. Le
tenseur des contraintes de Cauchy est symétrique T = TT .

– Le bilan d’énergie interne, Eint =
∫

Ω ρe
intdV , s’écrit

∂(ρeint)
∂t

+∇ · (ρeintv) +∇ · jcond[Eint] = σ[Eint]

jcond[Eint] = q +
∑
i

µifi

σ[Eint] = q +
∑
i

µifi + T : Dv

(1.28)

avec Dv le tenseur vitesse de déformation et µi le potentiel chimique de l’espèce i. On peut
observer une source d’énergie jcond[Eint] et un flux de conduction d’énergie fi autres que
ceux d’un milieu homogène (sans transport d’espèces) provenant des réactions chimiques des
espèces.

– Pour l’entropie, S =
∫
Ω ρsdV , le bilan est sous forme d’une inégalité

∂(ρs)
∂t

+∇ · (ρsv) +∇ · jcond[S] > σ[S]

jcond[S] = q
T

σ[S] = q

T

(1.29)

Elle devient une forme d’égalité lorsqu’on rajoute un terme positif, σi, au second membre de
l’Eq.(1.29) qui dépend du potentiel chimique, µi

ρ
ds

dt
= −∇ · ( q

T
) + q

T
+ σi[S] (1.30)

A partir de l’équation fondamentale de Gibbs généralisée sous la forme

Tρ
ds

dt
= ρ

deint

dt
−T : De

v −
∑
i

ρµi
dni
dt

(1.31)

avec ni = ρi
ρ la fraction massique de l’espèce i, on obtient l’Eq.(1.32) en utilisant le bilan de

l’énergie interne, Eq.(1.28), et le bilan de la masse, Eq.(1.24)

ρ
ds

dt
= −∇ · ( q

T
) + q

T
+ 1
T

T : Dp
v −

∑
i

hi · ∇(µi
T

) +
∑
i

µihi · ∇( 1
T

) (1.32)

Par comparaison de (1.32) et (1.30), le terme σi[S] peut être identifié

σi[S] = − q
T 2 · ∇T + 1

T
T : Dp

v −
∑
i

hi · ∇(µi
T

) +
∑
i

µihi · ∇( 1
T

) (1.33)

Le bilan d’entropie se met finalement sous la forme

∂(ρs)
∂t

+∇ · (ρsv) +∇ · jcond[S] > σ[S] + 1
T

T : Dp
v −

q
T 2 · ∇T −

ρ

T

∑
i

µi
dni
dt

jcond[S] = q
T

σ[S] = q

T

(1.34)



1.3.2 Thermodynamique du mélange avec variables internes (TVI)
En cas d’écart à l’équilibre, des variables internes Vj , j = 1, ...,m sont introduites dans la liste des

variables d’état ( [20]). Ces variables permettent de caractériser les écarts à l’équilibre et les éventuels
phénomènes de dissipation associés, intervenant au sein du solide. Les variables duales notées Aj
associées aux Vj sont appelées affinités. Les affinités représentent les forces motrices des processus de
retour à l’équilibre. Dans le cadre de la Thermodynamique avec Variables Internes (TVI), l’équation
fondamentale de Gibbs généralisée combinée avec le bilan d’énergie interne, Eq.(1.28), s’écrit

ρ
ds

dt
= −∇ · ( q

T
) + q

T
+ 1
T

T : Dp
v −

∑
i

hi · ∇(µi
T

) +
∑
i

µihi · ∇( 1
T

) + ρ

T

∑
j

Aj
dVj
dt

(1.35)

avec un terme lié aux variables internes qui s’ajoute à l’Eq.(1.33)

σi[S] = − q
T 2 · ∇T + 1

T
T : Dp

v −
∑
i

hi · ∇(µi
T

) +
∑
i

µihi · ∇( 1
T

) + ρ

T

∑
j

Aj
dVj
dt

(1.36)

Les variations locales d’entropie dues aux échanges avec l’extérieur, ρdesdt , et celles liées aux évolutions
internes, ρdisdt , sont telles que σi[S] = ρdisdt et la dissipation volumique s’en déduit par

ϕ = Tσi[S] = −jcond[S] · ∇T −
∑
i

jcond[Mi] · ∇µi + T : Dp
v +

∑
j

ρAj
dVj
dt
> 0 (1.37)

La dissipation volumique, Dvol, présente trois types de dissipation à savoir :
– une dissipation mécanique, ϕ1 = T : Dp

v +
∑
j ρAj

dVj
dt appelée dissipation intrinsèque dissipée

par élément de volume sous forme de chaleur,
– une dissipation liée au gradient de température, ϕ2 = −jcond[S] · ∇T appelée dissipation
thermique par conduction et

– une dissipation liée au gradient du potentiel chimique, ϕ3 = −
∑
i jcond[Mi] · ∇µi.

Dans la configuration lagrangienne, la dissipation volumique Φ = Φ1 +Φ2 +Φ3 est telle que ϕ = JΦ
et est définie par

Φ1 = S : Ėp +
∑
j

ρAj
dVj
dt

Φ2 = −jcond[S] · ∇T
Φ3 = −

∑
i

jcond[Mi] · ∇µi

(1.38)

avec Φ1 la dissipation volumique mécanique, Φ2 la dissipation volumique liée au gradient de tempé-
rature, Φ3 la dissipation volumique liée au gradient de potentiel chimique ;
S est le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, Ep le tenseur de déformation plastique. Comme
précisé dans la section 1.2, le potentiel de dissipation D ≡ D(−jcond[S],−jcond[Mi], Ėp,

dVj
dt ) est

fonction des variables flux et son dual D?(∇T,∇µi,S, Aj) est fonction des forces thermodyna-
miques.
Sous l’hypothèse de couplage total, Φ = Φ1 + Φ2 + Φ3 > 0 et les lois d’évolutions s’écrivent

∇T = − ∂D
∂jcond[S]

∇µi = − ∂D
∂jcond[Mi]

S = ∂D
∂Ėp

ρAj = ∂D
∂(dVjdt )

(1.39)



et

−jcond[S] = ∂D?

∂∇T

−jcond[Mi] = ∂D?

∂∇µi

Ėp = ∂D?

∂S
dVj
dt

= ∂D?

∂(ρAj)

(1.40)

Dans le cadre d’un découplage partiel, Φ1 > 0 et Φ2 + Φ3 > 0.
Sous l’hypothèse de découplage total, Φ1 > 0, Φ2 > 0, Φ3 > 0. L’énergie libre spécifique elib dépend
dans ce cas des variables d’états et des variables internes, (T,E, n1, ..., nN ;V1, ..., Vm)

elib ≡ elib(T,E, n1, ..., nN ;V1, ..., Vm)
Les lois d’états postulées dans le cadre de la TVI s’obtiennent de la manière suivante

s = −∂e
lib

∂T

S = ρ
∂elib

∂E

µi = ∂elib

∂ni

Aj = −∂e
lib

∂Vj

(1.41)

1.3.3 Couplage thermo-diffuso-mécanique
Dans le cadre du couplage thermo-diffuso-mécanique (pour plus de détails voir [21]), nous avons

trois modes dissipatifs à savoir, la dissipation mécanique, la dissipation thermique par conduction et
la dissipation liée au gradient du potentiel chimique en présence des variables internes. Le couplage
fort entre ces trois phénomènes introduit une forme quadratique du potentiel de dissipation, D?,
dont l’expression analytique est

D? = 1
2∇T ·CT · ∇T + 1

2∇µi ·C∇µi · ∇µi + 1
2S : CS : S + 1

2Cµiµ
2
i + 1

2CAjA
2
j

+∇T ·CT∇µi · ∇µi + 1
2S : (CTS ⊗∇T +∇T ⊗CTS)− µiCTµi · ∇T

+AjCTAj · ∇T + 1
2S : (C∇µiS ⊗∇µi +∇µi ⊗C∇µiS)− µiC∇µiµi · ∇µi

+AjC∇µiAj · ∇µi − µiS : CSµi +AjS : CSAj − CµiAjµiAj

(1.42)

où les coefficients CT , C∇µi , CS , Cµi , CAj , CT∇µi , CTS , CTµi , CTAj , C∇µiS , C∇µi , C∇µiAj ,
CSµi , CSAj , CµiAj sont de type Onsager, symétriques définies positives dans le cas des tenseurs.
Les lois d’état linéaires sont par conséquent obtenues par dérivation à partir de l’Eq.(1.48)

−jcond[S] = CT · ∇T + CT∇µi · ∇µi − µiCTµi +AjCTAj

−jcond[Mi] = C∇µi · ∇µi + CT∇µi · ∇T + S ·CµiS − µiC∇µiµi +AjC∇µiAj

Ėp = CS : S + 1
2(CTS ⊗∇T +∇T ⊗CTS) + 1

2(C∇µiS ⊗∇µi +∇µi ⊗C∇µiS)

− µiCSµi +AjCSAj

dVj
dt

= CAjAj + CTAj · ∇T + C∇µiAj · ∇µi + S : CSAj − CµiAjµi

(1.43)



1.3.3.1 Couplage diffuso-mécanique

L’étude du couplage diffuso-mécanique a fait l’objet de plusieurs travaux de recherche ( [21],
[70], [69], [68], [61]). Dans le cadre de la TVI ( [21]), en l’absence de gradients thermiques et de
variables internes (Aj = 0), le potentiel de dissipation dual peut donc s’exprimer sous une forme
quadratique définie positive

D? = 1
2∇µi ·C∇µi · ∇µi + 1

2S : CS : S + 1
2Cµiµ

2
i + 1

2S : (C∇µiS ⊗∇µi +∇µi ⊗C∇µiS)

− µiC∇µiµi · ∇µi − µiS : CSµi

(1.44)
à partir de laquelle les lois d’état sont déduites

−jcond[Mi] = C∇µi · ∇µi + SCµiS − µiC∇µiµi

Ėp = CS : S + 1
2(C∇µiS ⊗∇µi +∇µi ⊗C∇µiS)− µiCSµi

(1.45)

Dans l’expression du potentiel de dissipation, Eq.(1.45), les couplages sont représentés par les élé-
ments C∇µiS et CSµi . Le tenseur d’ordre 4 CS dépend souvent du potentiel chimique µi.

1.4 Modèles diffuso-mécaniques découplés

Dans le cas d’un découplage total, les inégalités suivantes sont vérifiées

Φ1 ≥ 0, Φ2 ≥ 0 et Φ3 ≥ 0 (1.46)

Ceci conduit à introduire trois potentiels de dissipation, D1, D2 et D3 tels que

D? = D?1(S,−µi, Aj) +D?2(∇T ) +D?3(∇µi) (1.47)

avec
Ėp = ∂D?1

∂S
dVj
dt

= ∂D?1
∂(ρAj)

−jcond[S] = ∂D?2
∂∇T

−jcond[Mi] = ∂D?2
∂∇µi

(1.48)

1.4.1 Diffusion : la loi de Fick

Dans le cas d’un phénomène de diffusion pure, les gradients thermiques et les variables internes
sont nuls. De plus, les affinités Aj sont simultanément et identiquement nulles à cause de l’absence de
réactions chimiques entre les espèces. Le potentiel de dissipation dual n’est donc lié qu’aux gradients
de potentiel chimique

D? = D?3(∇µi) = 1
2∇µi ·C∇µi · ∇µi (1.49)

avec
jcond[Mi] = − ∂D?3

∂∇µi
= −C∇µi · ∇µi (1.50)

Par définition du potentiel chimique à partir de l’énergie libre spécifique

µi = ∂elib

∂ni



on a
jcond[Mi] = −C∇µi · ∇(∂e

lib

∂ni
)

= −C∇µi
1
ρ

∂2elib

∂n2
i

· ∇(ρni)

= −Di · ∇ci

(1.51)

avec ci = ρi = ρni la concentration de l’espèce i et Di = C∇µi 1
ρ
∂2elib

∂n2
i

le tenseur de diffusivité de
l’espèce i. Di est une grandeur cinétique caractérisant la mobilité des espèces dans le matériau. En
reportant l’Eq.(1.51) dans le bilan de masse, Eq.(1.24), l’équation de diffusion peut aussi s’écrire
avec la source de masse de l’espèce i

∂ci
∂t

= ∇ · (Di∇ci) + σ[Mi] (1.52)

Cette équation est valable dans un système homogène où la diffusion tend à éliminer les différences
de concentration et à les égaliser dans tout le domaine. Quand on somme cette dernière équation
sur i et qu’on pose c =

∑
i ci la concentration totale des espèces, on obtient par (1.26).3 l’équation

de diffusion des espèces du mélange

∂c

∂t
=
∑
i

∇ · (Di∇ci) (1.53)

car ∑i σ[Mi] = 0.
L’étude de la diffusion d’espèces dans les matériaux a été initiée par Adolf Fick ( [2]) qui a introduit en
1855 un modèle de diffusion, inspiré par des expériences sur la diffusion des gaz et du sel dans l’eau.
Le modèle de diffusion présenté par Fick dans [2] est caractérisé par deux lois phénoménologiques
établies par analogie à la loi de conduction de la chaleur de Fourier :

– la première loi de Fick, Eq.(1.51), stipule que le flux de matière est proportionnel au gradient
de concentration :

j = −D∇c (1.54)

où j est le flux de matière qui traverse la surface unitaire par unité de temps et D est le tenseur
de diffusivité, auquel la matrice des coefficients de diffusion de l’espèce diffusante est associée.
L’Eq.(1.54) est établie sous l’hypothèse de diffusion d’une seule espèce, ce qui fait la différence
avec l’Eq.(1.51)

– la deuxième loi de Fick dérive du principe de conservation des espèces diffusantes et s’écrit

∂c

∂t
= ∇ · (D∇c) (1.55)

L’Eq.(1.55) est analogue à l’Eq.(1.23) décrivant la conduction de la chaleur au sein d’un milieu
continu. Les mêmes considérations faites en section 1.2 sur la symétrie du tenseur K qui apparait
dans l’Eq.(1.23) peuvent être faites pour le tenseur D qui apparait dans l’Eq.(1.55).
En fonction de la microstructure du matériau, le tenseur D peut être isotrope, orthotrope ou aniso-
trope. En effet, un comportement anisotrope en diffusion peut avoir lieu dans le cas de matériaux
architecturés.

Les méthodes développées pour l’identification inverse des paramètres diffusifs sont pour la plupart
basées sur la loi de Fick isotrope ou orthotrope. La littérature traite très peu du cas anisotrope.
Du point de vue expérimental, pour la caractérisation des phénomènes de diffusion d’eau dans les
matériaux polymères, les champs de concentration ne peuvent pas être mesurés directement : cela
est dû au fait que les molécules d’eau diffusant au sein de la matière ne sont pas libres mais liées
au réseau macromoléculaire. Des méthodes spectroscopiques ou nucléaires (FTIR, Raman) ou RMN
(Résonance Magnétique Nucléaire) aptes à détecter le type et l’intensité de ces liens sont disponibles
( [60]), mais au jour d’aujourd’hui restent assez qualitatives et difficilement exploitables. Les mesures
gravimétriques représentent aujourd’hui le seul moyen pour accéder à des informations quantitatives



quant aux phénomènes d’absorption d’eau dans les polymères : dans ce cas, un échantillon de matériau
est plongé dans un liquide ou une vapeur et est régulièrement pesé, afin d’obtenir l’évolution de sa
masse au cours du temps. Si le comportement est Fickien, l’allure de cette courbe est comparable
à la courbe théorique Fig.1.1. En comparant les deux courbes, expérimentale et théorique, plus
précisément, en minimisant l’écart entre les deux courbes, les paramètres de la loi de diffusion
(coefficients de diffusion, concentration à saturation) peuvent être identifiés. Le nombre de courbes
gravimétriques à utiliser pour l’identification dépend du nombre de paramètres à identifier : souvent,
en pratique, le nombre de courbes gravimétriques est égal au nombre de paramètres à identifier.

Figure 1.1 – Courbe gravimétrique expérimentale en fonction de
√
t

Parmi les techniques d’identification basées sur l’exploitation de la courbe gravimétrique complète,
on peut citer les travaux de Pierron et al. ( [18]) : ces auteurs ont proposé des techniques basées sur un
schéma d’optimisation pour identifier les paramètres diffusifs. Le principe est la minimisation de l’écart
quadratique entre les points simulés à partir de la solution analytique de l’équation de diffusion de
Fick 3D et les points expérimentaux à travers les courbes gravimétriques pour un matériau composite.
D’autre auteurs ont mené leurs études dans le même sens en utilisant des méthodes analytiques ( [9],
[35], [24]) ou la méthode des éléments finis (MEF) ( [58]) ou plus récemment des méthodes basées
sur la Décompositon Propre Généralisée (PGD : Proper Generalized Decomposition) ( [39], [38]) qui
permet un gain important du temps de calcul. Nous pouvons également citer les travaux de Aktas
et al. ( [32]) dans lesquels une méthode basée sur la solution de l’équation de diffusion 1D pour
déterminer les paramètres diffusifs de l’équation de Fick 3D a été développée. Avec cette approche,
les erreurs induites par les effets de bords de sur les paramètres identifiés sont évaluées à l’aide de
la solution de l’équation de diffusion 3D dans un domaine rectangulaire. Les équations de diffusion
1D ont été également utilisées pour la simulation de champs hygrothermiques complexes, tels que
ceux générés par des environnements fluctuants ou cycliques ( [41], [23]).

Concernant la diffusion anisotrope, on peut citer les travaux de Arhonime et al. ( [59]). Ces
auteurs ont étudié expérimentalement la diffusion de l’eau dans des composites de kevlar-époxy uni-
directionnels avec une fraction volumique de fibres égale à 0, 43 pour différentes angles d’orientation
ψ (définis en Fig.1.2) comme illustré en Fig.1.3 ( [59]). Dans cette étude, la valeur de la masse à
saturation M∞ est égale à 3, 54% (voir Fig.1.3, [59]) et la taille de l’échantillon est Lx = 110mm,
Ly = 10mm et Lz = 1, 7mm.



Figure 1.2 – Angle d’orientation des fibres ψ par rapport au repère de l’échantillon dans l’expérience
de Arhonime et al., [59]

Figure 1.3 – Évolution de M(t) par rapport à
√
t.Lz

−1 pour différents angles d’orientation des
fibres θ (Vf = 0, 43) :(•) 0◦, (×) 15◦, (©) 30◦, (

a
) 45◦, (∗) 60◦, () 75◦, (�) 90◦, issue de [59]

En 1976, Shen and Springer ( [9]) ont introduit une méthode - connue comme méthode de la
pente - pour l’identification rapide des coefficients de diffusion, dans les cas isotropes et orthotropes.
Cette technique d’identification repose sur l’exploitation de la pente de la partie linéaire de Fig.1.1
et la masse à saturation : la méthode consiste à mesurer la pente initiale de la courbe gravimétrique
et à utiliser une expression analytique de la pente, qui correspond à une solution approchée pour des
temps courts de l’équation de Fick. Cette solution sera présentée en détail dans le Chapitre 2 et sera
étendue au cas anisotrope.

Il est important de mentionner l’existence dans la littérature de modèles (1D ou 3D) prenant
explicitement en compte la présence d’anomalies de diffusion (écarts à la loi de Fick) dues soit à
la présence de réactions chimiques (voir, par exemple, [45], [63], [68], [55], [35]) soit à la présence
d’interphases à proximité des interfaces fibre-matrice ( [66], [65], [67], [33]), même si ces modèles



ne seront pas considérés dans cette thèse.

1.4.2 Problème mécanique : modèle hygroélastique

La dissipation intrinsèque ou mécanique définie par

Φ1 = S : Ėp +
∑
j

ρAj
dVj
dt

(1.56)

conduit aux deux lois d’évolution ci-dessous

Ėp = CS : S
dVj
dt

= CAjAj + S : CSAj

(1.57)

En l’absence de variables internes, avec une dépendance des potentiels chimiques, l’énergie libre est
fonction des variables d’état (E, ci), les concentrations d”espèces ci étant liés aux titres massiques
par ci = ρni. Dans l’approche TPI, une forme quadratique de l’énergie libre peut être postulée en
fonction des variables d’état

elib(E, ci) = 1
2E : CE : E + 1

2Ccic
2
i + ciCEci : E (1.58)

où CE est un tenseur d’ordre 4 qui peut dépendre de la concentration en eau ou du potentiel chimique
(couplage indirect), Cci est un paramètre matériau à identifier ainsi que le tenseur d’ordre 2, CEci .
En utilisant l’Eq.(1.41), on obtient

S = ρ
∂elib

∂E = CE : E + ciCEci

µi = ∂elib

∂ci
= ciCci + CEci : E

(1.59)

Dans le cas de la diffusion d’humidité, le terme CEci : E est souvent négligé, le terme ciCEci est
identifié par le terme −CEEH avec EH la déformation hygroscopique. Le tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff s’écrit sous la forme

S = CE : (E−EH) (1.60)

La déformation hygroscopique, EH , est souvent prise égale à β∆m, où β est le tenseur des coefficients
de dilatation hygroscopique, ∆m = m−m0 (m = c/ρ, c étant la concentration en eau, ρ la masse
volumique du matériau) exprime la différence de teneur en eau par rapport à un état de référence,
m0. L’identification des couplages diffuso-mécaniques a fait l’objet de plusieurs travaux scientifiques :
l’identification des coefficients de dilatation hygroscopique a été effectuée dans Obeid et al. ( [48]),
l’effet de la concentration sur les propriétés mécaniques des matériaux polymères et composites a été
exploré par Shen and Springer ( [12]), Loos et al. ( [5]), Simar ( [3]) et Simar et al. ( [4]) Dans les
travaux de Simar ( [3]) et Simar et al. ( [4]), les propriétés mécaniques de pièces de résine époxyde
en environnement humide ont été identifiées. Dans sa recherche, l’auteur a principalement utilisé des
essais de traction sur des échantillons de résine RTM6 saturés (concentration d’espèces uniforme)
conditionnés dans un environnement humide avec température et taux d’humidité contrôlés. A la suite
des essais effectués à vitesse et déplacement imposés sur différents échantillons contenant chacun
une partie utile de 60mm ×10mm× 4mm, le module d’Young et le coefficient de Poisson ont été
identifiés. Afin d’ajuster les différents points expérimentaux correspondant au nombre d’échantillons
comme passant par une droite, une régression linéaire pour le module d’Young et le coefficient
de Poisson est utilisée avec un coefficient de régression largement supérieur à 0, 90. Les Figures,
Fig. 1.4 et Fig. 1.5, illustrent les résultats des essais de traction réalisés sur des plaques minces de
résine RTM6 saturés en humidité (de 4mm d’épaisseur) à différents taux d’humidité relative (HR%)
et à température fixée, T = 70◦C. Ces essais permettent d’identifier les propriétés élastiques du
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Figure 1.4 – Evolution de E en fonction de m∞ (essais réalisés sur des échantillons de résine RTM6
de 4mm d’épaisseur, issus de [4])

Figure 1.5 – Evolution de ν en fonction de m∞ (essais réalisés sur des échantillons de résine RTM6
de 4mm d’épaisseur, issus de [4])

matériau telles que le module d’Young E et le coefficient de Poisson ν comme une fonction de la
teneur en eau à saturation m∞ (Fig. 1.4 et Fig. 1.5).

Le module d’Young a une dépendance linéaire décroissante tandis que le coefficient de Poisson
montre une évolution presque constante par rapport à la teneur en eau à saturation. Par ailleurs,
un essai (un point expérimental) nécessite un temps de conditionnement d’environ 1500h et pour
détecter une dépendance linéaire du module d’Young par exemple, on a besoin de trois points, donc
un temps de conditionnement de 3 × 1500h= 4500h environ. Bien que cette méthode ait permis
d’effectuer l’identification des couplages diffuso-mécaniques dans les travaux de Simar ( [3]) et Simar
et al. ( [4]), elle présente des limites en terme de temps et de coûts d’identification. Dans le chapitre 4,
une méthode d’identification rapide des propriétés mécaniques affectées par l’humidité sera présentée.



1.5 Conclusion
L’ensemble des outils présentés dans ce chapitre permet de modéliser et caractériser les phé-

nomènes diffusifs et mécaniques avec les différents couplages possibles. La Thermodynamique des
Processus Irréversibles à Variables Internes (TPI / TVI) est basée sur la définition du potentiel de
dissipation et le potentiel thermodynamique sous forme d’énergie libre, sur lesquels reposent la dé-
termination des lois de comportement et d’évolution. L’approche TPI / TVI permet d’introduire
quelques coefficients phénoménologiques de type Onsager (Eq.(1.42)) caractérisant les couplages
entre différentes variables du système. L’approche TPI / TVI présentée ici ne traite que des poten-
tiels de dissipation quadratiques, pourtant elle peut aussi être basée sur des formes de potentiels
de dissipation autre que quadratiques qui ne seront pas utilisés dans cette thèse. Le phénomème de
diffusion suivant la loi de Fick est largement utilisé notamment lorsqu’il y a absence de réactions
entre les espèces. Dans ce cas, il est nécessaire de pouvoir identifier les coefficients de diffusivité,
particulièrement dans le cas anisotrope.
D’autre part, l’effet de la concentration d’espèces diffusantes sur le comportement du matériau,
même dans un cadre élastique, doit être caracterisé.
Le chapitre 2 est consacré à l’étude de l’anisotropie de diffusion d’espèces dans les matériaux compo-
sites et la mise en place d’une méthode d’identification rapide des propriétés diffusives, des coefficients
de diffusion. Dans le chapitre 3, l’ identification des couplages diffuso-mécaniques à l’aide d’essais
mécaniques sur des pièces à gradient d’humidité est abordée. Le chapitre 4 poursuit les mêmes études
mais dans le cas de distribution asymétrique de concentration en eau et sans chargement mécanique.
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Protocole pour l’identification de
l’anisotropie de diffusion d’espèces

dans un matériau composite
architecturé

—
Ce chapitre est consacré à l’étude de l’anisotropie de diffusion et la mise en place d’un protocole

d’identification rapide des propriétés de diffusion anisotrope pour les matériaux polymères et com-
posites. La méthode consiste à effectuer des tests gravimétriques pour des temps courts pour des
échantillons et à mesurer les pentes initiales de leurs courbes de prise de masse en fonction de

√
t.

L’identification est effectuée en utilisant l’expression analytique de la pente de la courbe de prise
de masse dans le cas anisotrope qui est la généralisation de la méthode de la pente de Shen et
Springer pour la diffusion isotrope et orthotrope. La validité d’une configuration 1D au lieu d’une
configuration 3D est aussi étudiée en fonction des rapports d’aspect de l’échantillon.
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2.1 Introduction
L’étude bibliographique a permis de constater que de nombreuses études sur la diffusion d’eau

dans les polymères ou dans les composites à matrice polymères postulent un comportement iso-
trope et orthotrope. Les prises de masse simulées peuvent dans ce cas être obtenues à l’aide de
méthodes analytiques ( [35]) mais aussi, de la méthode des éléments finis (MEF) ( [68], [18], [58])
ou plus récemment par des méthodes basées sur la Décomposition Propre Généralisée (PGD : Proper
Generalized Decomposition) ( [39], [38]). Les paramètres d’une loi de diffusion peuvent aussi être
identifiés par un recalage avec la méthode des éléments finis (MEF). Les paramètres solution sont
ceux qui minimisent l’écart quadratique entre le relevé expérimental, où une ou plusieurs courbes de
prise de masse sont obtenues, et la solution numérique ( [28]). Shen et Springer ( [9]) ont proposé
une méthode pour l’identification rapide des coefficients de diffusion valables dans les cas isotropes
et orthotropes. Cette méthode aussi appelée "méthode de la pente" consiste à mesurer la pente
initiale de la courbe gravimétrique et à utiliser une expression analytique de la pente, qui correspond
à une solution approchée pour des temps courts de l’équation de Fick. Dans la littérature, très peu
d’articles traitent du comportement diffusif anisotrope. On peut citer les travaux de Arhonime et al.
( [59]) qui présentent les courbes gravimétriques pour des échantillons de composite de kelvar-époxy
stratifié unidirectionnel pour différentes orientations des fibres. Dans ce cas, les directions des fibres
représentent un référentiel d’orthotropie (axes principaux), le comportement anisotrope est obtenu
par rotation des axes de l’échantillon par rapport à l’orientation des fibres. Le cas orthotrope est un
cas particulier de l’anisotrope pour lequel les axes principaux de l’orthotropie sont connus. Pour les
matériaux composites à texture complexe, les axes principaux ne peuvent pas être connus a priori
(en fonction de son orientation par rapport à l’orthotropie), le comportement de l’échantillon est
généralement anisotrope et la recherche des directions d’orthotropie fait partie de la question de
l’identification.
L’objectif de ce chapitre (voir aussi [37]) est de développer un protocole rapide pour l’identification
du comportement diffusif anisotrope des composites à matrice polymère à texture complexe, avec à
la fois l’identification des coefficients principaux de diffusion et des axes principaux d’orthotropie. Le
protocole d’identification est développé en adaptant la méthode de la pente de Shen et Springer au
cas anisotrope.
La section 2.2 de ce chapitre est consacré non seulement à la présentation des caractéristiques du
comportement diffusif 3D isotrope et orthotrope pour lesquels les solutions analytiques de la loi de
Fick peuvent être déterminées mais aussi à la détermination des solutions pour des temps courts par
la méthode de la pente de Shen et Springer. Dans la section 2.3, le cas 3D anisotrope est présenté.
Pour un cas d’anisotropie plane, une extension à la solution pour des temps courts est ensuite écrite
avec la méthode polaire ( [54], [53], [52]) et validée pour un cas d’anisotropie plane. Une validation
de la solution aux temps courts pour le cas de l’anisotropie plane est présentée dans la section
2.4. Un protocole d’identification rapide dans le cas 3D anisotrope est proposée dans la section
2.5 et illustré dans un cas d’anisotropie plane. Les conditions à satisfaire pour qu’un phénomène de
diffusion 3D soit équivalent à un phénomène de diffusion 1D sont étudiées dans la section 2.6 en
fonction notamment des rapports d’aspect et de l’épaisseur de la plaque. Enfin, dans la section 2.7,
les conclusions de ces différentes études sont présentées.

2.2 Diffusion d’humidité 3D isotrope et orthotrope

2.2.1 Les solutions analytiques 3D de la loi de Fick
L’étude de la diffusion dans les matériaux composites dépend de la nature de ces derniers. En effet,

de façon générale, un matériau composite peut présenter trois types de comportement : isotrope,
orthotrope, anisotrope en fonction des caractéristiques morphologiques de sa microstructure. L’étude
et l’identification des propriétés de diffusion des matériaux composites dépend donc du type de
matériau composite étudié. Les matériaux composites architecturés tissés, sur lesquels se concentre
actuellement l’intérêt de l’industrie du transport aéronautique, peuvent montrer un comportement
diffusif complexe, de par la complexité intrinsèque de leur microstructure.



Le modèle de diffusion de Fick caractérisé par la loi de conduction de la chaleur de Fourier et qui
stipule que le flux de matière est proportionnel au gradient de concentration s’écrit sous la forme
suivante

j = −D∇C (2.1)
où C est la concentration volumique, D est la matrice des coefficients de diffusion représentant une
mesure de la mobilité de l’espèce diffusante. D est un tenseur d’ordre 2 :

D =

 Dxx Dxy Dxz

Dyx Dyy Dyz

Dzx Dzy Dzz

 (2.2)

et j un vecteur à 3 composantes

j =

 jx
jy
jz

 (2.3)

L’équation (2.1) s’écrit sous la forme

−jx = Dxx
∂C
∂x +Dxy

∂C
∂y +Dxz

∂C
∂z

−jy = Dyx
∂C
∂x +Dyy

∂C
∂y +Dyz

∂C
∂z

−jz = Dzx
∂C
∂x +Dzy

∂C
∂y +Dzz

∂C
∂z

(2.4)

La deuxième loi de Fick dérive du principe de conservation des espèces diffusantes [27] et s’écrit

∂C

∂t
= −∇·j = ∇.(D∇C)

C(0, x, y, z) = 0

C(t, |Lx2 |, |
Ly
2 |, |

Lz
2 |) = C∞;∀t > 0

(2.5)

Sous forme développée, Eq.2.5 devient
∂C

∂t
= Dxx

∂2C

∂x2 +(Dxy+Dyx) ∂
2C

∂x∂y
+Dyy

∂2C

∂y2 +(Dyz+Dzy) ∂
2C

∂y∂z
+Dzz

∂2C

∂z2 +(Dxz+Dzx) ∂
2C

∂x∂z
(2.6)

Dans le cas orthotrope, D est une matrice diagonale avec des éléments diagonaux distincts deux à
deux

D =

 D1 0 0
0 D2 0
0 0 D3

 (2.7)

Pour le cas isotrope, D est tel que D1 = D2 = D3 = D.
Pour le cas orthotrope, l’Eq.(2.6) se réduit à Eq.(2.8)

∂C

∂t
= D1

∂2C

∂x2 +D2
∂2C

∂y2 +D3
∂2C

∂z2 (2.8)

à laquelle des solutions analytiques peuvent être obtenues dans le cas isotrope et orthotrope pour
des géométries et des conditions aux limites particulières ( [35], [18]).
Par exemple, dans le cas d’un solide parallélépipédique de longueur Lx, largeur Ly et épaisseur Lz
soumis à une concentration constante C∞ sur les surfaces extérieures exposées à l’environnement,
la solution analytique de l’Eq.(2.8) est donnée par

C(x, y, z, t)
C∞

= 1−
(64
π3

) ∞∑
p=0

∞∑
q=0

∞∑
r=0

(−1)p+q+r

(2p+ 1)(2q + 1)(2r + 1)exp(−Qp,q,rt)

cos((2p+ 1)πx
Lx

)cos((2q + 1)πy
Ly

)cos((2r + 1)πz
Lz

) (2.9)



avec x ∈ X =
[
−Lx

2 ,
Lx
2

]
, y ∈ Y =

[
−Ly

2 ,
Ly
2

]
, z ∈ Z =

[
−Lz

2 ,
Lz
2

]
et Qp,q,r est définie par :

Qp,q,r = π2

D1

(2p+ 1
Lx

)2
+D2

(
2q + 1
Ly

)2

+D3

(2r + 1
Lz

)2


Les conditions initiales et les conditions aux bords sont données par :
– C(x, y, z, 0) = 0 et
– C(|Lx2 |, |

Ly
2 |, |

Lz
2 |, t) = C∞, t > 0.

Le problème analogue de conduction thermique est traité dans [27] et [25].
La masse d’eau absorbée peut être obtenue par intégration de l’Eq.(2.9) selon le volume.

M(t) =
∫
V
C(x, y, z, t)dV (2.10)

La fraction massique normalisée est donnée par

M(t)
M∞

= 1− ( 8
π2 )3

∞∑
p=0

∞∑
q=0

∞∑
r=0

1
(2p+ 1)2(2q + 1)2(2r + 1)2 exp(−Qp,q,rt) (2.11)

où M∞ est la prise de masse maximale à saturation (M∞ = C∞V ). L’évolution de la fraction
massique Mt

M∞
en fonction de

√
t illustrée sur la Fig.2.1 (la courbe noire) pour un cas isotrope croit

jusqu’à la saturation où Mt
M∞ = 1 : dans un premier temps la courbe de la prise de masse est linéaire

jusqu’à Mt
M∞
∈ [0, 2, 0, 4].
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Figure 2.1 – Prise de masse en fonction de
√
t pour une solution pour des temps courts et une

solution analytique : cas isotrope

Du point de vue expérimental, pour la caractérisation des phénomènes de diffusion d’eau dans les
matériaux polymères, les champs de concentration ne peuvent pas être mesurés directement. Cela
est dû au fait que les molécules d’eau qui diffusent au sein de la matière ne sont pas libres mais liées
au réseau macromoléculaire. Des méthodes spectroscopiques ou nucléaires (FTIR, Raman) ou RMN
(Résonance Magnétique Nucléaire) aptes à détecter le type et l’intensité de ces liaisons sont dispo-
nibles, mais restent de nos jours assez qualitatives et difficilement exploitables ( [60]). Les mesures
gravimétriques représentent aujourd’hui le seul moyen pour accéder à des informations quantita-
tives quant aux phénomènes d’absorption d’eau dans les polymères : dans ce cas, un échantillon est
plongé dans un liquide ou une vapeur et est régulièrement pesé, afin d’obtenir sa masse au cours
du temps. Si le comportement est Fickien, l’allure de cette courbe est comparable ou proche de la
courbe théorique, Fig.2.1 (courbe noire). En comparant les courbes expérimentale et théorique, par



minimisation de l’écart entre ces deux courbes, les paramètres de la loi de diffusion (coefficients de
diffusion, concentration à saturation) peuvent être identifiés. Le nombre de courbes gravimétriques
à utiliser pour l’identification dépend du nombre de paramètres à identifier : en pratique, le nombre
de courbes gravimétriques est généralement égal au nombre de paramètres.
Pour le cas isotrope et orthotrope, cette identification a été effectuée dans ( [18], [28]), à l’aide de
méthodes d’optimisation classiques (recalage par éléments finis), et dans ( [39], [38]), à l’aide de
la méthode PGD. Dans cette dernière méthode, une solution numérique paramétrique est calculée
une fois pour toute sur une plage relativement importante de valeurs des paramètres à identifier :
l’identification est alors effectuée en rapprochant la courbe paramétrique calculée (une surface à n
dimensions où n est le nombre de paramètres considérés) à la courbe expérimentale. Par rapport aux
méthodes classiques un gain de temps considérable peut être alors obtenu ( [39], [38]).

2.2.2 Solution pour des temps courts
Dans [9], Shen et Springer ont proposé une solution analytique approchée pour des temps courts

de la prise de masse M(t) en fonction du temps pour les cas isotrope et orthotrope. La solution
est basée sur la solution analytique de l’équation de diffusion de Fick dans un domaine semi-infini
avec un champ de concentration constant et homogène aux bords. Dans le cas 3D, Shen et Springer
supposent que chacune des six faces du domaine parallélépipèdique se comporte comme un domaine
semi-infini et la prise de masse est donnée par

M(t)
M∞

= 4√
π

[√
D1
Lx

+
√
D2
Ly

+
√
D3
Lz

]√
(t) (2.12)

Cette solution proposée par Shen et Springer pour des temps courts est illustrée sur la Fig.2.1 pour
un cas isotrope (courbe grise). Elle représente donc la pente initiale de la courbe analytique de prise
de masse et décrit parfaitement le comportement linéaire en fonction de

√
t (Eq.(2.11)) jusqu’à

M(t)
M∞
∈ [0, 2, 0, 4].

L’intérêt de cette approche est qu’elle permet d’établir une relation directe entre les coefficients de
diffusion et la mesure de la pente notée S, de la courbe de prise de masse M(t)

M∞
en fonction de

√
t

S = M(t)
M∞
√
t

= 4√
π

[√
D1
Lx

+
√
D2
Ly

+
√
D3
Lz

]
(2.13)

Cette approche, appelée méthode de la pente, est adaptée à la détermination des propriétés de
diffusion car elle permet de réduire considérablement le temps de conditionnement. Notons que
même avec la méthode de la pente, la valeur de la masse à saturation, M∞, doit être connue,
puisqu’elle intervient dans l’équation de la pente, Eq.(2.13) : au moins un test gravimétrique doit
être effectué jusqu’à saturation.

2.2.3 Identification rapide du comportement diffusif isotrope et orthotrope en uti-
lisant la solution pour des temps courts de Shen et Springer

Le protocole d’identification rapide pour un comportement diffusif orthotrope (isotrope) basé sur
la méthode de la pente est résumé ici [9] :

1. Identification de M∞ par 1 test gravimétrique jusqu’à la saturation
2. Réalisation de 3 (1) tests gravimétriques en temps court (M(t)

M∞
< 0.4) pour obtenir 3 (1) pentes

différentes
3. Mesure des 3 (1) pentes
4. Utilisation des équations de la pente (Eq.(2.13)) pour résoudre un système linéaire algébrique

de 3 (1) équations à 3 (1) inconnues (D1, D2, D3) (D)
La première étape peut être réalisée aux temps courts en utilisant un petit échantillon (pour limiter
le temps pour atteindre la saturation) : cette étape est utile pour effectuer une première évaluation



des cinétiques de diffusion, en indiquant l’ordre de grandeur du temps pour les tests gravimétriques
courts et l’ordre de grandeur des coefficients de diffusion. Cela permet ensuite de maximiser le nombre
de points expérimentaux à utiliser dans les tests gravimétriques aux temps courts, afin d’obtenir de
bonnes interpolations linéaires et une mesure précise des pentes. Les pentes doivent alors être séparées
d’au moins 5% pour prendre en compte la dispersion des essais gravimétriques. On peut voir dans
l’Eq.(2.13) que l’expression de la pente dans le cas orthotrope (isotrope) dépend de 3(1) paramètres
D1
L2
x
, D2
L2
y
, D3
L2
z
( D
L2 ). Pour différencier les pentes, on peut soit changer l’orientation de l’échantillon afin

d’accentuer l’effet d’un coefficient particulier Di par rapport à un autre, soit choisir des dimensions
de l’échantillon appropriées pour favoriser la diffusion dans une direction particulière. L’optimisation
des 3 paramètres Di

L2
i
n’est en général pas simple : la connaissance des ordres de grandeur pour les

coefficients de diffusion de l’étape 1 peut aider à déterminer les dimensions appropriées de l’échantillon
(rotations d’échantillons) pour l’étape 2.
Nous allons illustrer le protocole d’identification rapide à travers un exemple basé sur des expériences
de Arhonime et al. ( [59]). Ces auteurs ont étudié expérimentalement la diffusion de l’eau dans
des composites de kevlar-époxy unidirectionnels avec une fraction volumique de fibres égale à 0, 43
pour différentes angles d’orientation ψ (définis en Fig.2.2) comme illustré en Fig.2.3 ( [59]). Dans
cette étude, la valeur de M∞ est égale à 3, 54% (voir Fig.2.3, [59]) et la taille de l’échantillon est
Lx = 110mm, Ly = 10mm et Lz = 1, 7mm.
On considère ici deux échantillons avec deux angles d’orientation différentes, ψ = 0◦ (fibres dans le
sens longitudinal) et ψ = 90◦ (fibres dans le sens transversal). Pour ces échantillons, le comportement
de diffusion est orthotrope, puisque les axes des échantillons coïncident avec les axes d’orthotropie.
Les résultats expérimentaux de [59] obtenues pour ces valeurs d’angles particulières sont représentés
Fig.2.4.
Pour la configuration ψ = 0◦, la matrice de diffusivité est donnée par

Dψ=0◦ =

 D1 0 0
0 D2 0
0 0 D3

 . (2.14)

tandis que pour la configuration ψ = 90◦,

Dψ=90◦ =

 D2 0 0
0 D1 0
0 0 D3

 . (2.15)

Figure 2.2 – Angle d’orientation des fibres ψ par rapport au repère de l’échantillon

Sous l’hypothèse D3 = D2, deux paramètres inconnus D1 et D2 peuvent être calculés en utilisant
la solution pour des temps courts de Shen et Springer (Eq.(2.12)). Les deux pentes expérimentales
notées S0 pour ψ = 0◦ et S90 pour ψ = 90◦ permettent de calculer D1 et D2 en résolvant le système



Figure 2.3 – Évolution de M(t) par rapport à
√
t.Lz

−1 pour différents angles d’orientation des
fibres θ (Vf = 0, 43) :(•) 0◦, (×) 15◦, (©) 30◦, (

a
) 45◦, (∗) 60◦, (�) 75◦, (�) 90◦, issue de [59]

linéaire par rapport à
√
D1 et

√
D2

4√
π

[ 1
Lx

Ly+Lz
Ly Lz

1
Ly

Lx+Lz
Lx Lz

] [√
D1√
D2

]
=
[
S0
S90

]
(2.16)

Afin d’utiliser l’approximation aux temps courts, les courbes expérimentales représentées Fig.2.4
sont coupées à M(t)

M∞
= 0, 4. Les pentes sont ensuite déterminées via une régression linéaire de

chaque courbe expérimentale. Les valeurs des pentes trouvées sont : S0 = 0, 0627 h−1/2 et S90 =
0, 00798 h−1/2. On déduit donc de Eq.(2.16) queD1 = 0, 01490976 mm2.h−1/2 etD2 = 0, 00150202 mm2.h−1/2.
Les coefficients identifiés par la méthode de la pente sont ensuite utilisés dans l’expression analytique
de la masse pour simuler les prises de masse pour tous les temps (Fig.2.5). La coïncidence entre les
courbes calculées et expérimentales pour ψ = 0◦ et ψ = 90◦ valide le protocole d’identification aux
temps courts.
Il est essentiel de noter que puisque la courbe gravimétrique est stoppée à M(t)

M∞
= 0, 4 avec la

méthode de la pente, le gain en temps par rapport à un test gravimétrique jusqu’à saturation est
approximativement entre 3 et 5, selon le temps nécessaire pour atteindre la saturation.

2.3 Diffusion d’humidité 3D dans le cas anisotrope

Comme établi au Chapitre 1, dans le cadre de la TPI, pour le cas de la diffusion anisotrope, le
tenseur de diffusivité D défini par Eq.(2.2) est symétrique d’après le principe de symétrie d’Onsager.
De plus, ce tenseur est défini positif afin que la dissipation soit positive au cours de l’absorption de
l’humidité ( [29]). Dans ces conditions, les valeurs et les vecteurs propres de D (Eq.2.2) peuvent être
calculés et permettent de déterminer les axes principaux suivant lesquels la matrice de diffusivité est
diagonale. Le comportement diffusif est alors caractérisé par 3 coefficients principaux de diffusion,
D1, D2 et D3 (les valeurs propres de D) et 3 rotations d’angles θ, φ et ψ (les angles d’Euler) autour
des axes principaux (les vecteurs propres de D) comme on peut voir sur Fig.2.6.



Figure 2.4 – Courbes expérimentales de prise de masse en fonction de
√
t et mesure de pentes pour

ψ = 0◦ et ψ = 90◦

Figure 2.5 – Courbes gravimétriques expérimentales et les courbes issues des coefficients identifiés

Notons que le comportement diffusif est orthotrope suivant les axes principaux.
Le problème d’identification de la diffusion anisotrope implique 6 paramètres : 3 coefficients principaux
de diffusion et 3 angles de rotation au lieu de 3 paramètres à identifier dans le cas orthotrope.
La relation entre la matrice de diffusion anisotrope (Eq.(2.2)) et la matrice de diffusion orthotrope
(Eq.(2.7)) est donnée par les relations algébriques entre les 2 systèmes de coordonnées (orthotrope
et anisotrope) à travers les angles d’Euler (θ, φ, ψ) D1 0 0

0 D2 0
0 0 D3

 = GT

 Dxx Dxy Dxz

Dxy Dyy Dyz

Dxz Dyz Dzz

G (2.17)

où G est l’opérateur représentant le changement de base des axes d’anisotropie aux axes principaux.



Figure 2.6 – Représentation des angles de rotation autour des axes d’orthotropie(angles d’Euler)

La matrice G peut s’exprimer sous la forme suivante

G = R1 R2 R3 (2.18)

où
– R1 est la matrice de rotation d’angle θ autour de l’axe x

R1 =

 1 0 0
0 cos(θ) − sin(θ)
0 sin(θ) cos(θ)

 (2.19)

– R2 est la matrice de rotation d’angle φ autour de l’axe y

R2 =

 cos(φ) 0 sin(φ)
0 1 0
− sin(φ) 0 cos(φ)

 (2.20)

– R3 est la matrice de rotation d’angle ψ autour de l’axe z

R3 =

 cos(ψ) − sin(ψ) 0
sin(ψ) cos(ψ) 0
0 0 1

 (2.21)

On en déduit ainsi les relations entre les coefficients de diffusion anisotropes, Dxx, Dyy, Dzz et les
coefficients principaux d’identification D1, D2, D3, à travers les angles d’Euler θ, φ et ψ :

Dxx = D1 cos2(φ) cos2(ψ) +D2 cos2(φ) sin2(ψ) +D3 sin2(φ)
Dyy = D1 sin(θ) sin(φ) cos(ψ) + cos(θ) sin(ψ)2 +D2[cos(θ) cos(ψ)− sin(θ) sin(φ) sin(ψ)]2

+D3 sin2(θ) cos2(φ)
Dzz = D1[sin(θ) sin(ψ)− cos(θ) sin(φ) cos(ψ)]2 +D2[sin(θ) cos(ψ) + cos(θ) sin(φ) sin(ψ)]2

+D3 cos2(θ) cos2(φ)
Dxy = D1 cos(φ) cos(ψ)[cos(θ) sin(ψ) + cos(ψ) sin(φ) sin(θ)]
−D2 cos(φ) sin(ψ)[cos(ψ) cos(θ)− sin(φ) sin(ψ) sin(θ)]−D3 cos(φ) sin(φ) sin(θ)

Dxz = D1 cos(φ) cos(ψ)[sin(ψ) sin(θ)− cos(ψ) cos(θ) sin(φ)]
−D2 cos(φ) sin(ψ)[cos(ψ) sin(θ) + cos(θ) sin(φ) sin(ψ)] +D3 cos(φ) cos(θ) sin(φ)

Dyz = D1[cos(θ) sin(ψ) + cos(ψ) sin(φ)s(θ)][sin(ψ) sin(θ)− cos(ψ) cos(θ) sin(φ)]
+D2[cos(ψ) sin(θ) + cos(θ) sin(φ) sin(ψ)][cos(ψ) cos(θ)− sin(φ) sin(ψ) sin(θ)]
−D3 cos(θ) sin(θ) cos2(φ)

(2.22)



Rappelons qu’aucune solution analytique n’est disponible dans le cas anisotrope.

2.3.1 Effet de l’anisotropie pour différentes géométries
L’effet de l’anisotropie est maintenant étudié afin d’isoler les paramètres clés influençant le com-

portement diffusif des matériaux composites. Dans cette partie, nous nous limitons à l’anisotropie
plane qui peut être décrite à l’aide des invariants polaires du tenseur D. Dans cette étude, les simu-
lations sont effectuées à l’aide de la méthode PGD (qui est décrite en annexe A) implémentée sur le
logiciel de calcul numérique Matlab.

2.3.1.1 Cas particulier de la diffusion anisotrope plane

Dans le cas anisotrope, la matrice des coefficients de diffusion définie dans l’Eq.(2.2) prend une
forme symétrique et l’Eq.(2.6) se met sous la forme

∂C

∂t
= Dxx

∂2C

∂x2 + 2Dxy
∂2C

∂x∂y
+Dyy

∂2C

∂y2 + 2Dyz
∂2C

∂y∂z
+Dzz

∂2C

∂z2 + 2Dxz
∂2C

∂x∂z
(2.23)

Dans le cas de l’anisotropie plane dans le plan (x, y), il y a une seule rotation (au lieu de 3), celle
autour de z noté ψ. La matrice de diffusion, D se réduit donc à

D =

 Dxx Dxy 0
Dxy Dyy 0

0 0 Dzz


avec

Dxx = D1 cos2(ψ) +D2 sin2(ψ)
Dyy = D1 sin2(ψ) +D2 cos2(ψ)
Dzz = D3

Dxy = D1 cos(ψ) sin(ψ)−D2 sin(ψ) cos(ψ)
Dxz = Dyz = 0

(2.24)

Le comportement diffusif dans le plan (x, y) est découplé de celui selon z. Dans le cas particulier où
D3 = D2, en utilisant les invariants R et T définis par la méthode polaire ( [54], [53], [51], [52]), les
coefficients de diffusion prennent les formes suivantes

Dxx = T + sgn(D1 −D2) R cos(2ψ)
Dyy = T − sgn(D1 −D2) R cos(2ψ)
Dzz = T − sgn(D1 −D2) R
Dxy = sgn(D1 −D2) 2R cos(ψ) sin(ψ)

(2.25)

où sgn est la fonction signe, T et R sont les invariants polaires définis par l’Eq.(2.26) et représentés
en Fig.2.7

T = D1 +D2
2

R = | D1 −D2 |
2

(2.26)

2.3.1.2 Influence des invariants polaires et de l’angle d’orientation des fibres ψ sur la
diffusion

Dans cette partie nous allons étudier l’influence des invariants T , R et de l’angle de rotation ψ
sur les courbes de prise de masse en fonction de la géométrie du matériau. La courbe de sorption de
référence est obtenue pour un angle de rotation nul (ψ = 0◦) autour de z et pour une plaque carrée
(rapport d’aspect : ARxy = Lx

Ly
= 1). Puisqu’il faut un écart d’au moins 5% entre les courbes de

prise de masse, la courbe de référence sera bruitée de 5% donnant une bande dans laquelle toutes



Figure 2.7 – Représentation polaire des coefficients de diffusion anisotrope dans le cas D1 > D2

les courbes sont considérées comme égales (la bande sera représentée en rouge dans les figures
suivantes). Afin de mieux quantifier les différences entre les courbes de prise de masse, elles seront
intégrées par rapport au temps et représentées sous forme de diagrammes en bâtons

I =
∫ T∞

0

M(t)
M∞

dt

avec T∞ le temps de saturation. Les bâtons qui sont dans la bande d’incertitude seront donc consi-
dérés comme égaux. La figure de gauche de Fig.2.8, représente les courbes de prise de masse en
fonction de

√
t pour différents rapports d’aspect ARxy. On peut voir sur la figure de droite que la

géométrie a une influence notable sur les courbes de prise de masse.

Figure 2.8 – Influence de la géométrie du matériau sur les courbes de prise de masse

Pour différentes valeurs des paramètres polaires T et R et de l’angle ψ, l’aire sous les courbes de
prise de masse sont calculées.
· Influence de l’angle de rotation ψ
L’histogramme des aires sous les courbes de prise de masse pour différentes valeurs de ψ (ψ =

0, 30, 45, 60, 90◦), Fig.2.9, montre que pour une plaque carrée (ARxy = 1), l’angle de rotation n’a
pas d’effet ou a un effet négligeable sur les courbes de prise de masse. La Fig.2.10 représente les
champs de concentration dans le plan (x, y) moyen de l’échantillon (z = 0) en un temps donné pour
ψ = 0◦, ψ = 30◦ et ψ = 45◦. On observe des différences qui indiquent que l’angle de rotation ψ a
un effet sur les champs de concentration. Rappelons que ces effets ne sont pas observables sur les
courbes de prise de masse. Une mesure directe des champs de concentration pourrait donc permettre
d’identifier l’anisotropie, tandis que des mesures de prise de masse ne permettent pas de discriminer
entre les trois types de comportement.



Cependant, pour une plaque rectangulaire de même volume, les courbes montrent une sensibilité à
la variation de ψ. On peut pour cette géométrie particulière noter que pour ψ = 60◦ et ψ = 90◦ les
bâtons dépassent un peu la bande délimitée par les segments en rouge pour ARxy = 2 (Fig.2.9). Cette
sensibilité est plus marquée lorsque le rapport d’aspect ARxy croit (par exemple pour une plaque
de ARxy = 3 (Fig.2.9)). Un domaine parallélépipèdique (plaque rectangulaire) dont ARxy ≥ 2 est
donc plus approprié pour l’identification du comportement anisotrope.
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Figure 2.9 – Courbes de prise de masse intégrées pour différents ψ avec ARxy = 1 (gauche),
ARxy = 2 (milieu) et ARxy = 3 (droite)

Figure 2.10 – Champs de concentration pour ψ = 0 (gauche), ψ = 30 (milieu) et ψ = 45 (droite)
avec ARxy = 1

·Influence du centre T
L’augmentation (la diminution) de T entraine une augmentation (une diminution) des coefficients

de diffusion. Les coefficients de D étant des mesures de mobilité de l’espèce diffusante, lorsque la
valeur d’un coefficient augmente, la vitesse de diffusion devient plus importante dans la direction
concernée. Ainsi la variation de T devrait avoir une influence notable sur la vitesse de diffusion.
Pour des variations du paramètre T de 5%, 10%, 15% et 20%, la Fig.2.11 montre une sensibilité
relativement faible des courbes de prise de masse par rapport à cette variation de T quelque soit la
géométrie (plaque carrée ou rectangulaire) du matériau.

Figure 2.11 – Évolution des courbes de prise de masse en fonction de T pour ARxy = 1 (gauche),
ARxy = 2 (milieu) et ARxy = 3 (droite)

· Influence du rayon R



Quelque soit la géométrie du matériau, la sensibilité de la courbe de sorption à la variation de R
est relativement importante (Fig.2.12). Pour une augmentation de 15% et 20% de R, les courbes de
sorption sortent de l’intervalle d’incertitude.

Figure 2.12 – Évolution des courbes de prise de masse en fonction de R pour ARxy = 1 (gauche),
ARxy = 2 (milieu) et ARxy = 3 (droite)

En résumé, les effets de l’angle de rotation ψ et du paramètre T sont de plus en plus marqués
lorsque le rapport d’aspect ARxy augmente. Il a été constaté que l’influence du paramètre R sur
les prises de masse ne dépend pas de la géométrie du matériau. Un domaine parallélépipèdique
(plaque rectangulaire) dont ARxy ≥ 2 est donc plus approprié pour l’identification du comportement
anisotrope.

2.3.2 Solution pour des temps courts pour le cas anisotrope

L’intérêt de l’identification pour des temps courts et l’absence de solution analytique pour la
diffusion anisotrope nous conduit à proposer une généralisation de l’expression de la pente orthotrope
(isotrope) de Shen et Springer (Eq.(2.12)) au cas anisotrope en remplaçant les coefficients D1, D2
et D3 par Dxx, Dyy et Dzz

M(t)
M∞

= 4√
π

[√
Dxx

Lx
+
√
Dyy

Ly
+
√
Dzz

Lz

]√
(t) (2.27)

Nous supposons ici que les coefficients extra-diagonaux du tenseur d’anisotropie n’ont pas d’influence
sur le comportement diffusif aux temps courts. Nous discuterons plus tard de la pertinence d’une
telle approximation.
En remplaçant Dxx, Dyy et Dzz par leurs expressions données Eq.(2.22), la pente S de la courbe
M(t)
M∞

en fonction de
√
t s’écrit

S = 4√
π

[√
Dxx

Lx
+
√
Dyy

Ly
+
√
Dzz

Lz

]
(2.28)

Pour la diffusion anisotrope plane avec D3 = D2 (Eq.(2.24)) :
la pente a pour expression

S = 4√
π

[√
D1 cos2(ψ) +D2 sin2(ψ)

Lx
+
√
D1 sin2(ψ) +D2 cos2(ψ)

Ly
+
√
D2

Lz

]
(2.29)

et avec la représentation polaire, Eq.(2.25), la pente est donnée par

S = 4√
π

[√
T + sgn(D1 −D2) R cos (2 ψ)

Lx
+
√
T − sgn(D1 −D2) R cos (2ψ)

Ly
+
√
T − sgn(D1 −D2) R

Lz

]
(2.30)



2.4 Validation de la solution pour les temps courts dans le cas de
l’anisotropie plane

Cette partie est consacrée à la validation de la solution pour des temps courts de la diffusion
anisotrope donnée par l’Eq.(2.27) par comparaison aux données expérimentales de la littérature
( [59]). Comme annoncé, Arhonime et al. ( [59]) ont étudié la diffusion anisotrope de l’eau dans les
composites Kelvar-époxy unidirectionnels en mesurant la prise de masse de l’échantillon en fonction
du temps pour différents angles d’orientation des fibres et différentes fractions volumiques constantes
de fibres. Ils ont considéré uniquement des rotations autour de l’axe z, ce qui signifie que ψ varie et
θ et φ sont nuls comme illustré Fig.2.2.

Nous considérons ici uniquement les résultats obtenus par [59] pour une fraction volumique de fibre
égale à 0, 43, car pour cette valeur la masse à saturation n’est pas affectée par l’angle d’orientation
des fibres. Les résultats expérimentaux de [59] donnent l’évolution de M(t)

M∞
en fonction de

√
t pour

4 valeurs différentes de ψ (0, 45, 60 et 90◦) avec M∞ = 3, 54% (cf. Fig.2.3).
Avec les valeurs de D1 et D2 identifiées dans la sous-section 2.2.3, on calcule à l’aide de l’Eq.2.24 les
valeurs de Dxx, Dyy, Dzz, Dxy associées aux deux valeurs différentes de ψ. On choisit ψ = 45◦ et
ψ = 60◦ pour avoir des coefficients extra-diagonaux non nuls dans le tenseur de diffusivité (Dxy 6= 0).
Les résultats obtenus pour ψ = 45◦ et ψ = 60◦ sont comparés aux résultats expérimentaux, Fig.2.13
et Fig.2.14, respectivement.

Figure 2.13 – Courbe gravimétrique expérimentale en fonction de
√
t, mesure de la pente et courbe

issue de la simulation MEF du modèle anisotrope pour ψ = 45◦



Figure 2.14 – Courbe gravimétrique expérimentale en fonction de
√
t, mesure de la pente et courbe

issue de la simulation MEF du modèle anisotrope pour ψ = 60◦

Les coefficients anisotropes sont aussi utilisés pour calculer la solution pour des temps longs en
utilisant la méthode des éléments finis (MEF). Une prédiction correcte est obtenue. Ceci valide à
travers un exemple l’utilisation de l’extension de l’expression de la pente pour calculer les coefficients
de diffusion anisotrope.
Les pentes calculées par l’Eq.(2.27) sont comparées à celles mesurées. Les différentes valeurs des
pentes sont résumées dans le tableau Tab.2.1.

Table 2.1 – Pentes mesurées et calculées pour ψ = 45◦ et ψ = 60◦

ψ(◦) Pente calculée (h−1/2) Pente mesurée (h−1/2)
45 0.0738 0.0721
60 0.0771 0.0807

La pente calculée surestime celle mesurée à partir de l’expérience avec une erreur relative de 2, 3%
pour ψ = 45◦ et de 4, 4% pour ψ = 60◦. Notons que cette différence peut être plus petite si l’on
augmente le nombre de points mesurés dans l’intervalle de temps. De plus, la valeur de l’erreur
relative se situe dans la plage de dispersion du test gravimétrique (généralement autour de 5%).

Discutons maintenant l’influence des termes extra-diagonaux des coefficients de diffusion sur le com-
portement diffusif. Nous considérons ici le cas particulier de l’anisotropie plane avec ψ = 45◦.
Nous comparons le comportement diffusif totalement anisotrope

D = Daniso =

 Dxx Dxy 0
Dxy Dyy 0
0 0 Dzz

 =

 0.0082 0.0067 0
0.0067 0.0082 0
0 0 0.0015

 (mm2.h−1) (2.31)

avec celui où les coefficients extra-diagonaux sont considérés nuls

D = Ddiago =

 Dxx 0 0
0 Dyy 0
0 0 Dzz

 =

 0.0082 0 0
0 0.0082 0
0 0 0.0015

 (mm2.h−1) (2.32)

Il convient de noter qu’à première vue, les deux comportements devraient être différents : les termes
extra-diagonaux ne peuvent pas être négligés car ils ont le même ordre de grandeur que Dxx. Les



dimensions de l’échantillon dans le plan (x, y) sont : 10×10 mm2. Les prises de masse des échantillons
de matériaux associés à Daniso et Ddiago sont représentées en Fig.2.15.
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Figure 2.15 – Comparaison des prises de masse en fonction de
√
t relatives à Ddiago et Daniso

Une erreur relative de 0, 01% peut être mesurée entre les deux courbes. Cela signifie que les termes
extradiagonaux n’ont aucun effet ou ont un effet négligeable sur la prise de masse. La Fig.2.16 illustre
les champs de concentration dans le plan (x, y) des échantillons de comportements diffusifs Ddiago
et Daniso pour différents temps de conditionnement.
Des différences sont observées : les termes extra-diagonaux ont un effet sur le champ de concentration.
Ces effets n’apparaissent pas sur les courbes de prise de masse, où le champ de concentration est
moyenné par intégration selon le volume. Notons que le cas testé est défavorable car le terme extra-
diagonal a le même ordre de grandeur que les termes diagonaux du tenseur de diffusivité. D’autres
cas défavorables ont été testés et aboutissent à la même conclusion : le terme extra-diagonal n’a pas
d’impact sur la prise de masse, en particulier pour les temps courts.

2.5 Proposition d’un protocole d’identification rapide basé sur la mé-
thode de la pente dans le cas de diffusion anisotrope

2.5.1 Cas de diffusion 3D anisotrope

Cette partie est consacrée à l’étude du problème d’identification dans le cas anisotrope 3D. La
diffusion anisotrope est due aux rotations d’angles θ, φ et ψ autour des axes x, y et z respectivement.
Le changement de bases du domaine actuel (domaine lié à la configuration initiale) au domaine
principal d’orthotropie peut être représenté par l’opérateur G = RθRφRψ. Afin d’identifier ces
trois angles, l’échantillon est tourné à partir de sa configuration courante selon trois angles autour
des axes x, y et z notés respectivement θt, φt et ψt. Ces rotations peuvent être représentées par
l’opérateur Gt = RθtRφtRψt . Le changement de base du domaine tourné au domaine principal
peut être représenté par l’opérateur Gtm = GtG qui décrit la composition des rotations 3D et est
schématiquement illustré en Fig.2.17. Notons que les axes de rotation représentent les axes généralisés
ou les axes de l’échantillon pour lequel les tests gravimétriques sont effectués.
Les expressions des coefficients de diffusion anisotrope dépendent des :

– 3 coefficients principaux de diffusion, D1, D2 et D3, des angles θ, φ et ψ qui expriment la
rotation du domaine initial aux axes principaux. Ces 6 paramètres sont inconnus.

– 3 angles θt, φt et ψt qui expriment la rotation du repère tourné par rapport à la configuration
initiale (actuelle). Ces 3 paramètres sont inconnus.

et sont données par la relation suivante Dxx Dxy Dxz

Dyx Dyy Dyz

Dzx Dzy Dzz

 = Qtm (θ, φ, ψ, θt, φt, ψt)

 D1 0 0
0 D2 0
0 0 D3

Qtm (θ, φ, ψ, θt, φt, ψt)T (2.33)
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Figure 2.16 – Comparaison des champs de concentration pour différents temps pour Ddiago
(gauche) et Daniso (droite)

Dxx, Dyy et Dzz sont alors utilisés dans l’expression de la pente analytique.
En considérant 6 différents 3-uplet (θt, φt, ψt), 6 pentes peuvent être calculées. Le système qui
détermine les 6 inconnues D1, D2, D3, θ, φ et ψ est un système algébrique de 6 équations à 6
inconnues. Ce système se simplifie dans le cas de la diffusion anisotrope plane. En effet, dans ce cas,
on considère la combinaison de deux rotations de même axe et cela conduit à simplifier les relations
comme nous allons le voir dans la sous-section suivante.



Figure 2.17 – Les changements de bases : domaine actuel, domaine principal et domaine tourné

2.5.2 Cas de diffusion anisotrope plane
Nous allons étudier la diffusion anisotrope plane dans le plan (x, y). Dans ce cas, seule la rotation

autour de l’axe z est considérée : ψ la rotation de l’axe initial (configuration actuelle) par rapport
à l’axe d’orthotropie (configuration principale), ψt la rotation de l’axe initial par rapport à l’axe
tourné (configuration tournée). L’opérateur Qtm est ici la rotation d’angle ψ − ψt autour de l’axe z
conduisant à exprimer les coefficients de diffusion anisotrope comme fonction de D1, D2, D3, ψ et
ψt

Dxx = D1 cos2(ψ − ψt) +D2 sin2(ψ − ψt)
Dyy = D1 sin2(ψ − ψt) +D2 cos2(ψ − ψt)
Dzz = D3

Dxy = D1 cos(ψ − ψt) sin(ψ − ψt)−D2 sin(ψ − ψt) cos(ψ − ψt)
Dxz = Dyz = 0

(2.34)

En considérant le cas particulier où D3 = D2, la pente dépend de D1, D2, ψ et ψt et est donnée par

S = 4√
π

[√
D1 cos2(ψ − ψt) +D2 sin2(ψ − ψt)

Lx
+
√
D1 sin2(ψ + ψt) +D2 cos2(ψ − ψt)

Ly

+
√
D2

Lz

]
(2.35)

Les trois inconnues D1, D2 et ψ peuvent être déterminées en considérant trois valeurs diffŕentes
pour ψt conduisant à trois expressions différentes de la pente. Finalement, un système algébrique
non-linéaire de 3 équations à 3 inconnues est résolu.
Réécrivons le problème en utilisant la représentation polaire, la pente dépend maintenant de T , R,
ψ et ψt et est donnée par

S = 4√
π

[√
T + sgn(D1 −D2) R cos (2 (ψ − ψt)))

Lx
+
√
T − sgn(D1 −D2) R cos (2(ψ − ψt)

Ly

+
√
T − sgn(D1 −D2) R

Lz

]
(2.36)

Un système non-linéaire de 3 équations à 3 inconnues doit être résolu afin de déterminer les trois
inconnues T , R et ψt. D1 et D2 sont ensuite calculés à l’aide des valeurs identifiées T et R.

2.5.3 Discussion sur un cas de diffusion anisotrope plane
Considérons les valeurs expérimentales de Arhonime et al. [59] pour un matériau avec une diffusion

anisotrope plane. Les dimensions de l’échantillon sont fixées et seul les angles de rotation varient.
Trois configurations différentes sont étudiées : ψt = 0◦ (configuration 1), ψt = 45◦, (configuration



2), ψt = 90◦ (configuration 3) car les données expérimentales sont obtenues pour ces 3 angles et
nous donnent trois pentes différentes mesurées. Ces pentes sont répertoriées dans le tableau Tab.2.2.
L’expression de la pente, Eq.(2.35), peut être écrite sous la forme

Table 2.2 – Pentes mesurées pour ψ = 0◦, ψ = 45◦ et ψ = 90◦

ψ(◦) 0 45 90
Pente mesurée (h−1/2) 0.0627 0.0721 0.0798

fψit
(D1, D2, ψ) = 0 (2.37)

pour une valeur fixée de ψit où l’exposant i désigne la configuration. fψit est une fonction non-linéaire
des 3 variables. Trois inconnues sont à déterminer. Nous considérons 3 valeurs de ψit notées ψ1

t , ψ2
t

et ψ3
t et qui correspondent à ψt = 0, ψt = 45◦ et ψt = 90◦ respectivement. On obtient alors un

système de trois équations à trois inconnues

fψ1
t
(D1, D2, ψ) = 0

fψ2
t
(D1, D2, ψ) = 0

fψ3
t
(D1, D2, ψ) = 0

(2.38)

Ce système peut être résolu numériquement, une fois celui-ci transformé en un problème de minimi-
sation sous contraintes

min
D1,D2,ψ

(
f2
ψ1
t
(D1, D2, ψ) + f2

ψ2
t
(D1, D2, ψ) + f2

ψ3
t
(D1, D2, ψ)

)
(2.39)

sous les contraintes

D1 ≥ 0
D2 ≥ 0

ψ ∈ [−π2 ,
π

2 ]

(2.40)

Ce problème a été résolu en utilisant le solveur non-linéaire de la boite à outils d’optimisation
Matlab, lsqnonlin (minimisation au sens des moindres carrés). La solution dépend du point de départ
pour des intervalles particuliers de D1 et D2. Cela signifie qu’il existe des minima locaux. Si nous
choisissons des plages plus petites pour D1 et D2, par exemple D1 ∈ [0, 005, 0, 05] et D2 ∈
[0, 0005, 0, 005], la solution ne dépend pas du point de départ et vaut D1 = 0, 01490976 mm2.h−1,
D2 = 0, 00150202 mm2.h−1, ψ = 0, 17◦. On obtient un résultat très proche de celui de la section
2.2. Ce résultat valide la procédure d’identification pour un matériau à diffusion anisotrope plane.
Afin de mieux comprendre la procédure d’identification, la Fig.2.18 illustre la pente en fonction de
ψ et ψt pour une valeur donnée de (D1, D2) égale à (0, 0149, 0, 0015) mm2.h−1. Nous pouvons
observer que pour une valeur donnée de ψt on peut trouver plusieurs valeurs différentes de ψ avec
une même pente. Ceci illustre la nécessité de considérer différentes valeurs de ψt pour avoir l’unicité
du couple (ψ, ψt) pour un couple donné (D1, D2). Pour les 3 valeurs considérées dans cet exemple,
l’évolution de la pente par rapport à ψ est illustré en Fig.2.19.
Le même résultat pour la procédure d’identification est obtenu avec la représentation polaire de la
pente (Eq.(2.36)) :



– pour de petites plages de R et T comme par exemple R ∈ [0, 0, 1]mm2.h−1 et T ∈ [0, 0, 01]
on obtient pour tous les points de départ : R = 0, 0085mm2.h−1, T = 0, 0007mm2.h−1 et
ψ = 0, 01◦. Ce qui conduit à D1 = 0, 0156mm2.h−1 et D2 = 0, 00147mm2.h−1.

– de grandes plages pour R et T comme par exemple R ∈ [0, 0, 1]mm2.h−1 et T ∈ [0, 0, 1]
donnent différentes valeurs pour différents points de départ.

Un algorithme plus robuste doit être évalué pour ce système particulier comme par exemple un
algorithme génétique .
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Figure 2.18 – La pente en fonction de ψ et ψt pour une valeur donnée de (D1, D2) =
(0.0149, 0.0015)mm2.h−1
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Figure 2.19 – La pente en fonction de ψt pour différentes valeurs de ψ et pour une valeur donnée
de (D1, D2) = (0.0149, 0.0015)mm2.h−1

2.5.4 Proposition d’un protocole d’identification

Un protocole d’identification rapide basé sur la méthode de la pente dans le cas anisotrope est
proposé ici et consiste à :

1. Identification de la masse à saturation par un test gravimétrique effectué jusqu’à la saturation



2. Réalisation d’au moins 6 tests gravimétriques pour des temps courts (M(t)
M∞

< 0.4) pour obtenir
6 pentes différentes. Les échantillons doivent être réalisés en effectuant 6 rotations différentes
convenablement choisies autour d’un référentiel donné (par exemple celui du matériau tel que
reçu)

3. Mesure des pentes
4. Exploitation des équations des pentes pour résoudre un système non-linéaire de 6 équations à

6 inconnues (D1, D2, D3, θ, φ, ψ)
Pour la diffusion anisotrope plane, le nombre d’inconnues est réduit à 3 avec la nécessité de mesurer
3 pentes distinctes sur des échantillons réalisés en effectuant 3 rotations différentes par rapport à un
référentiel donné (par exemple celui du matériau).
Rappelons que comme la courbe gravimétrique est coupée à M(t)

M∞
= 0, 4 pour utiliser la méthode de

la pente, le gain en temps par rapport au test gravimétrique jusqu’à saturation peut approximative-
ment s’étendre entre 3 et 5, dépendant du temps de saturation.
Remarque : Pour séparer les pentes d’au moins 5% afin de prendre en compte la dispersion expérimen-
tale, on peut soit changer l’orientation de l’échantillon afin de renforcer l’effet d’un coefficient Di par
rapport à un autre, soit choisir des dimensions d’échantillon appropriées pour améliorer la diffusion
dans une direction particulière. L’optimisation des paramètres généralisés Di

L2
i
ne peut généralement

pas être simple : la connaissance des valeurs indicatives (ordre de grandeur) pour les coefficients de
diffusion de l’étape 1 peut aider à déterminer les dimensions appropriées de l’échantillon (rotations
d’échantillons) pour l’étape 2.

Selon l’ordre de grandeur d’un coefficient diffusif Di par rapport au carré de la longueur de la
direction correspondante, L2

i , la diffusion suivant la direction concernée peut être négligée comme
nous le verrons dans la section suivante.

2.6 Conditions d’équivalence 3D − 1D
Cette partie concerne l’étude des conditions pour lesquelles une diffusion 3D peut être modélisée

par une diffusion 1D. Nous avons vu dans la section 2.2 qu’une solution analytique de l’équation de
diffusion existe uniquement pour les cas orthotrope et isotrope. La solution analytique en concentra-
tion pour le cas de diffusion orthotrope, Eq.(2.9), peut aussi se mettre sous la forme de

C3D = C(t, x, y, z, Lx, Ly, Lz, D1, D2, D3)
C∞

= 1− gx(x, t, Lx, D1)gy(y, t, Ly, D2)gz(z, t, Lz, D3)
(2.41)

avec gi une série de fonction telle que

gj(j, t, Lj , D) = 4
π

∞∑
i=0

(−1)i

2i+ 1 exp[−π2D(2i+ 1
Lj

)2t] cos[ (2i+ 1)πj
Lj

]; j = x, y, z

Remarque : le deuxième terme de C3D, solution 3D en concentration, a une forme séparée (dont
chaque facteur dépend d’une direction, de la longueur associée à cette direction et du coefficient de
diffusion correspondante).
La solution analytique de l’équation de diffusion de Fick 1D, C1D, suivant l’épaisseur z s’écrit de
manière semblable

C1D = C(t, z, Lz, D3)
C∞

= 1− g(z, t, Lz, D3) (2.42)

Une relation directe peut être établie entre les deux solutions, Eq.(2.41) et Eq.(2.42)

1− C3D
gx(x, t, Lx, D1)gy(y, t, Ly, D2) = 1− C1D (2.43)

Pour que les deux solutions soient équivalentes (C3D = C1D), une condition nécessaire et suffisante
est que

g(x, t, Lx, D1)g(y, t, Ly, D2) = 1 (2.44)



La plupart des études sur les phénomènes de diffusion se basent sur la solution massique de l’équation
de diffusion plutôt que la solution en concentration, la solution expérimentale en concentration n’étant
pas accessible. En posant dans l’Eq.(2.11) la fonction f telle que

fj(t, Lj , D) = 8
π2

∞∑
i=0

1
(2i+ 1)2 exp[−π2Dj(

2i+ 1
Lj

)2t]

on obtient

M3D = M(t, Lx, Ly, Lz, D1, D2, D3)
M∞

= 1− fx(t, Lx, D1)fx(t, Ly, D2)f(t, Lz, D3) (2.45)

M3D, la solution massique 3D, est liée à la solution massique 1D, M1D, par

1−M3D
f(t, Lx, D1)f(t, Ly, D2) = 1−M1D (2.46)

Pour qu’il y ait équivalence entre les solutions massiques 3D et 1D, une condition nécessaire et
suffisante est que

fx(t, Lx, D1)fy(t, Ly, D2) = 1 (2.47)

Cette condition qui peut aussi s’exprimer par

( 8
π2 )2

∞∑
i=0

∞∑
j=0

1
(2i+ 1)2(2j + 1)2 exp[−π2{D1

L2
x

(2i+ 1)2 + D2
L2
y

(2j + 1)2}t] = 1 (2.48)

Elle sera vérifiée si l’une des conditions suivantes est satisfaite :
– À t = 0, la série entière suivante converge vers 1

fx(0, Lx, D1)fy(0, Ly, D2) = ( 8
π2

∞∑
i=0

1
(2i+ 1)2 )( 8

π2

∞∑
j=0

1
(2j + 1)2 ) = 1

Cependant, ce cas se limite à l’état initial où les coefficients de diffusion et les dimensions du
matériau n’interviennent pas.

– Pour t > 0, la relation (2.48) est vérifiée si

exp[−π2{D1
L2
x

(2i+ 1)2 + D2
L2
y

(2j + 1)2}t] = 1

ce qui implique que le terme en exposant est nul

D1
L2
x

(2i+ 1)2 + D2
L2
y

(2j + 1)2 = 0;∀i, j

et puisque c’est une somme nulle de termes positifs, cela entraine que chaque terme est nul,
ce qui conduit à

D1
L2
x

= D2
L2
y

= 0 (2.49)

En d’autres termes, lorsque les coefficients de diffusion D1 et D2 suivant les directions x et y sont
très petits respectivement devant L2

x et L2
y (D1 � L2

x et D2 � L2
y), la diffusion 3D peut être

modélisée par une diffusion 1D suivant l’épaisseur z de l’échantillon.

Bien que la condition d’équivalence des phénomènes de diffusion 3D et 1D (Eq.(2.49)) soit is-
sue des solutions analytiques de l’équation de diffusion orthotrope, elle peut être généralisée au cas
anisotrope puisque nous avons vu dans la section précédente que les coefficients extra-diagonaux de
la matrice de diffusion D n’ont pas d’effet sur les courbes de prise de masse. Cependant, cette condi-
tion de passage de la diffusion 3D à la diffusion 1D établie à partir des solutions massiques ne peut



pas s’appliquer aux solutions en concentration. En effet, en reportant l’Eq.(2.49) dans l’Eq.(2.44) on
obtient

( 4
π

)2
∞∑
i=0

∞∑
j=0

(−1)i(−1)j

(2i+ 1)(2j + 1) cos[ (2i+ 1)πx
Lx

] cos[ (2j + 1)πy
Ly

] = 1 (2.50)

Cette dernière relation n’est vérifiée que si

cos[ (2i+ 1)πx
Lx

] = cos[ (2j + 1)πy
Ly

] = 1; ∀i, j ∈ N

ou encore
x = y = 0

autrement dit, sur l’épaisseur c’est au voisinage du centre de l’échantillon que cette condition d’équi-
valence des solutions 3D et 1D en concentration est satisfaite.

Etudions maintenant l’effet de la tridimensionnalité sur la diffusion pour un cas de diffusion 3D
isotrope. Pour cela, les écarts entre les champs de concentration 3D et 1D sur le plan moyen de la
plaque (z = 0) ont été évalués avec la relation

εc3D−1D =| C3D − C1D
C∞

| (2.51)

Les figures 2.20, 2.21 et 2.22 représentent l’évolution de εc3D−1D pour différentes épaisseurs (Lz =
2mm, Lz = 4mm et Lz = 8mm) et différents temps. Pour les cas testés, le coefficient de diffusion
isotrope est D = D1 = D2 = D3 = 0, 016mm2.h−1 et les longueurs de l’échantillon selon les
directions x et y sont fixes et égales à Lx = 200mm ( D

L2
x

= 4.10−7 h−1) et Ly = 20mm ( D
L2

y
=

4.10−5 h−1).
Il est remarqué que pour une épaisseur donnée, εc3D−1D diminue quand le temps augmente. En effet,
les solutions C3D et C1D en concentration tendent vers une même valeur à saturation où εc3D−1D
s’annule aux temps longs.
De plus, les écarts sont plus importants aux bords qu’ailleurs du fait que la condition d’équivalence sur
les solutions 3D et 1D (Eq.(2.49)) n’est satisfaite sur les champs de concentration qu’au voisinage
de x = y = 0. Le calcul des maxima de ces écarts représentés sur Fig.2.24 pour trois différentes
épaisseurs montre des évolutions décroissantes de ces écarts en fonctions de

√
t. On constate que

pour des épaisseurs plus petites, l’évolution pourrait être assimilée à une droite jusqu’à un certain
temps avec une pente plus grande. Ainsi, pour une précison ε donnée, ε = 0, 1 par exemple, il faudrait
se placer au delà de

–
√
t = 9, 30

√
h pour Lz = 2mm,

–
√
t = 17, 10

√
h pour Lz = 4mm et

–
√
t = 31, 62

√
h pour Lz = 8mm

pour que la condition d’équivalence des solutions en concentration 3D et 1D soit vérifiée aux voisi-
nages des bords x = ±Lx

2 et y = ±Ly
2 .

L’identification étant effectuée sur les courbes de prise de masse, la figure 2.23 illustre en fonction
de
√
t les évolutions des masses 3D et 1D pour Lz = 2mm, Lz = 4mm et Lz = 8mm dont les erreurs

quadratiques sont respectivement de 9.10−3, 3.10−2 et 6.10−2. D’autre part, Fig.2.24 représente en
fonction de

√
t les maxima de εc3D−1D (figure de gauche) et les erreurs relatives des courbes de

masse (figure de droite) qui pourraient être alignés suivant une droite passant par l’origine. Pour une
précision donnée, ε = 0, 1 par exemple, l’équivalence des masse 3D et 1D (Eq.(2.49)) n’est valable
que pour des échantillons dont les longueurs des épaisseurs sont strictement inférieures à Lz = 8mm,
correspondant à une valeur de D

L2
z
de 2.5 10−4 h−1.



Figure 2.20 – Comparaison des champs de concentration 3D et 1D sur un quart de plaque pour
Lz = 2mm pour t = 3h (gauche) et t = 200h (droite)

Figure 2.21 – Comparaison des champs de concentration 3D et 1D sur un quart de plaque pour
Lz = 4mm pour t = 3h (gauche) et t = 200h (droite)

Figure 2.22 – Comparaison des champs de concentration 3D et 1D sur un quart de plaque pour
Lz = 8mm pour t = 3h (gauche) et t = 200h (droite)



Figure 2.23 – Courbes de prise de masse 3D et 1D pour Lz = 2mm (gauche) ; Lz = 4mm (droite)

Figure 2.24 – Évaluation des maxima de εc3D−1D (gauche) et l’évolution des erreurs relatives des
courbes de masse 3D et 1D (droite) pour différentes épaisseurs

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, un protocole novateur pour l’identification rapide des propriétés de diffusion
anisotrope de matériaux composites à texture complexe est proposé. Il consiste à effectuer des
tests gravimétriques aux temps courts sur des échantillons composites et à mesurer la pente initiale
de la courbe de prise de masse par rapport à

√
t. L’identification est ensuite effectuée en utilisant

l’expression analytique de la pente dans le cas anisotrope obtenue comme une extension de la méthode
de la pente de Shen et Springer ( [9]) valable pour la diffusion isotrope et orthotrope. Il a été
montré que l’expression de la pente dans le cas anisotrope ne dépend pas des termes extra-diagonaux
de la matrice de diffusion anisotrope. Outre les dimensions de l’échantillon, la pente est affectée
par les 3 valeurs des coefficients principaux de diffusion (le long des axes principaux) et par les 3
angles de rotation entre l’échantillon et le repère orthotrope. Dans le cas général 3D, le problème
d’identification consiste à identifier ces 6 quantités inconnues, qui se réduisent à 3 dans le cas de
l’anisotropie plane. L’analyse et la discussion de ce protocole d’identification ont été réalisées dans
un cas test de diffusion anisotrope plane issu de la littérature ( [59]). L’identification a été effectuée
en utilisant un algorithme de minimisation au sens des moindres carrés. La solution n’a été trouvée
que pour des plages particulières et étroites des coefficients orthotropes. Si les plages sont étendues,
l’algorithme utilisé pour la procédure d’identification n’est pas robuste car il existe des minima locaux.
Un algorithme plus robuste doit être évalué pour étendre l’application de ce protocole, ce qui constitue
l’une des perspectives de ce travail.
Les conditions d’équivalence d’une diffusion 3D à une diffusion 1D sont ensuite établies sur la base
des solutions massiques de l’équation de Fick orthotrope ou isotrope. Elles se traduisent par le fait
que les diffusivités suivant deux directions pour la diffusion 3D sont négligeables devant les carrés
des longueurs de leurs directions correspondantes. Ces conditions sont également valables sur les
solutions en concentration au voisinage du centre de l’échantillon et sur tout l’échantillon à partir



d’un certain temps. Ces résultats ont été validés sur un cas particulier de diffusion isotrope. Pour
une précision donnée, l’équivalence des deux solutions ne pourra plus être valable qu’à partir d’une
certaine épaisseur de l’échantillon.

Le chapitre suivant sera concacré à l’identification pour des temps courts des propriétés diffuso-
mécaniques sur échantillons de matériau polymère avec gradients d’humidité.
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Identification des propriétés
mécaniques affectées par

l’humidité de matériaux polymères
à l’aide d’échantillon à gradients

d’humidité
—

Ce chapitre étudie à travers des analyses numériques la possibilité d’identifier les propriétés méca-
niques affectées par l’humidité de matériaux polymères à l’aide d’échantillons à gradients d’humidité.
L’identification est basée sur l’utilisation d’un modèle faiblement couplé diffuso-mécanique :

– un modèle 1D de diffusion de Fick
– un modèle 2D plaque mince contrainte plane hygroélastique.

Les solutions numériques sont calculées avec la méthode de décomposition propre généralisée (PGD -
Proper Generalized Decomposition) pour le modèle de diffusion et la méthode de Rayleigh-Ritz pour
le modèle hygroélastique. Une configuration correspondant à celle d’un essai couplé traction-flexion
est envisagée. Il est montré que la traction et la flexion peuvent être découplées lorsque les propriétés
élastiques de la matrice sont des fonctions polynomiales de la concentration en eau. Les identifica-
tions menées pour des essais de traction et flexion sur des échantillons à gradients d’humidité sont
comparées notamment en terme de temps d’identification (lié au temps des essais). Les essais étudiés
permettent une réduction significative du temps d’identification comparé à l’utilisation d’échantillons
saturés en humidité.
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3.1 Introduction

Comme montré dans le chapitre introductif et dans la revue bibliographique, l’environnement
humide (50◦C < T < 100◦C, 50% < RH% < 100%) est particulièrement insidieux : l’humidité
diffuse à l’intérieur de la matrice polymère (les renforts en fibres de carbone utilisés dans l’industrie
aéronautique n’absorbe pas l’eau), menant à un gonflement de la matrice et une plastification : celle-
ci affecte la réponse mécanique et les propriétés mécaniques induites ( [68], [11], [62], [12], [5], [3]).
L’identification des propriétés mécaniques affectées par l’humidité des matériaux à matrice polymère
est généralement menée sur des échantillons saturés en humidité ( [12], [3], [4]). Dans les travaux
de Simar et al. ( [3]) et Simar ( [4]), les essais de traction ont été réalisés sur des plaques minces de
résine RTM6 saturés en humidité (de 4mm d’épaisseur) à différents taux d’humidité relative (HR%)
et à température fixée, T = 70◦C. Ces essais permettent d’identifier les propriétés élastiques du
matériau telles que le module d’Young E et le coefficient de Poisson ν comme une fonction de la
teneur en eau à saturation m∞ (Fig. 3.1 and Fig. 3.2). On peut remarquer que le module d’Young
E décroît linéairement lorsque m∞ augmente tandis que ν est presque constant en fonction de m∞.
Ces essais nécessitent de considérer un grand nombre d’échantillons afin de tester les différents ni-
veaux de conditionnement. De plus, comme il est nécessaire que les échantillons soient saturés en
humidité, le temps de conditionnement de chaque essai est très long (dans [4], environ 1500h pour
chaque échantillon de 4mm d’épaisseur). Par exemple, pour obtenir les résultats représentés dans les
Figs. 3.1 et 3.2 ( [4]), au moins trois essais sur 3 échantillons saturés doivent être réalisés, menant à
de longs temps de conditionnnement (1500h× 3 = 4500h pour 3 échantillons de 4mm d’épaisseur).
Ce chapitre étudie à travers des analyses numériques la possibilité d’identifier les propriétés mé-
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Figure 3.1 – Evolution de E en fonction de m∞ (essais réalisés sur des échantillons de résine RTM6
de 4mm d’épaisseur, issus de [4])

caniques affectées par l’humidité de matériaux à matrice polymère en utilisant des échantillons à
gradients d’humidité dans le but d’obtenir un gain significatif en terme de temps d’identification
comparé à l’utilisation d’échantillons saturés en humidité. L’exposition de l’échantillon à un envi-
ronnement humide pour un temps de conditionnement court mène à un échantillon contenant des
gradients d’humidité, ces gradients peuvent être exploités dans le cadre de l’identification. L’iden-
tification est basée sur l’utilisation : d’un modèle faiblement couplé diffuso-mécanique - un modèle
de diffusion de Fick 1D et un modèle plaque mince 2D contrainte plane hygroélastique. Les solu-
tions numériques sont calculées avec la méthode PGD dans le cas du modèle de diffusion 1D et la
méthode de Rayleigh-Ritz pour le modèle hygroélastique. Une configuration correspondant à celle



Figure 3.2 – Evolution de ν en fonction de m∞ (essais réalisés sur des échantillons de résine RTM6
de 4mm d’épaisseur, issus de [4])

d’un essai couplé traction-flexion est envisagée. Il est montré que la traction et la flexion peuvent
être découplées lorsque les propriétés élastiques de la matrice sont des fonctions polynomiales de la
teneur en eau. Les identifications menés pour des essais de traction et flexion sur des échantillons
à gradients d’humidité sont comparées notamment en terme de temps d’identification (lié au temps
des essais). Ces essais permettent une réduction significative du temps d’identification comparé à
l’utilisation d’échantillons saturés en humidité.
Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, le modèle couplé diffuso-mécanique - la
loi de diffusion de Fick 1D ainsi que le modèle de plaque mince 2D contrainte plane élastique - est
présenté. Dans la section 3.3, la solution dans le cas traction-flexion combinée est calculée avec la
méthode de Rayleigh-Ritz adaptée dans le cas des plaques minces suivie d’une discussion concernant
le problème direct et le problème inverse. Dans la section 3.4, le problème inverse d’identification
est présenté et discuté en considérant des dépendances particulières du module d’Young et du co-
efficient de Poisson vis-à-vis de la teneur en eau. La section 3.5 concerne les résultats numériques
de la procédure d’identification. Les résultats sont discutés pour différentes dépendances des para-
mètres et différents essais, traction et flexion en terme de précision des paramètres identifiés et de
temps d’identification. La section 3.6 présente le résumé des essais. Enfin, la section 3.7 présente les
conclusions et perspectives de cette étude.

3.2 Modèle diffuso-mécanique d’une plaque mince

Cette section présente le modèle faiblement couplé diffuso-mécanique pour les plaques minces.
Dans le cadre de l’approximation de plaques minces, il est raisonnable de considérer que la diffusion
est principalement unidirectionnelle selon la direction de l’épaisseur alors que les champs de contrainte
et de déformation sont gouvernés par une approximation 2D contrainte plane : un modèle de diffusion
1D de Fick et un modèle d’une plaque mince 2D contrainte plane hygoélastique sont considérés. Les
champs de contrainte et de concentration en eau sont résolus séquentiellement, c’est-à-dire le champ
de concentration en eau est déterminé en résolvant l’équation 1D de Fick et ensuite il est utilisé
pour calculer les déformations et les contraintes avec le modèle 2D hygroélastique. Le champ de
concentration en eau est responsable de la déformation hygroscopique (gonflement) qui affecte les
propriétés élastiques de la plaque. La Fig. 3.3 présente la géométrie de la plaque.



Figure 3.3 – Géométrie de la plaque

3.2.1 Modèle de diffusion de Fick 1D
La cinétique de diffusion de l’eau dans le matériau est décrite par la loi de Fick ( [2]). Comme

les plaques sont minces, le modèle unidimensionnel selon la direction de l’épaisseur z est valable et
s’écrit comme suit 

∂C

∂t
(t, z) = Dzz

∂2C

∂z2 (t, z)

C(0, z) = Ci ∀z ∈ Z = [−Lz2 ; Lz2 ]

C(t,−Lz2 ) = C(t, Lz2 ) = C∞ ∀t > 0

(3.1)

où C(t, z) représente le champ de concentration en eau à (t, z), Ci est la concentration initiale
(à t = 0), C∞ est la quantité maximum d’eau absorbée, Dzz est le coefficient de diffusion selon
l’épaisseur et Lz est l’épaisseur de la plaque.
Pour des conditions aux bords uniformes, il existe une solution analytique pour le champ de concen-
tration en eau ( [27], [18]) qui est

C(t, z)− Ci
C∞ − Ci

= 1− 4
π

∞∑
i=0

(−1)i

2i+ 1 exp[−π2Dzz(
2i+ 1
Lz

)2t] cos[ (2i+ 1)πz
Lz

] (3.2)

La prise de masse en eau peut être déduite par intégration selon l’épaisseur du champ de concentration
en eau

M(t)−Mi

M∞ −Mi
= 1− 8

π2

∞∑
i=0

1
(2i+ 1)2 exp[−π2Dzz(

2i+ 1
Lz

)2t] (3.3)

où Mi est la masse de l’échantillon initiale, M(t) est la masse d’eau absorbée au temps t est M∞
est la prise de masse d’eau à saturation. Comme les conditions aux bords sont uniformes, les champs
de concentration sont symétriques par rapport à z pour tous temps t > 0. En supposant qu’il n’y a
pas d’humidité à l’état initial (échantillon sec), on a : Ci = C(0, z) = 0 ∀z ∈ Z = [−Lz

2 ; Lz2 ].
La teneur en eau noté m(t) est alors donnée par la relation (3.4)

m(t, z) = C(t, z)
ρ

(3.4)

où ρ représente la densité du matériau.
Dans ce chapitre, les propriétés de diffusion sont supposées connues et ne doivent donc pas être
identifiées. Dans la section résultats numériques 3.5, la prise de masse est calculée en considérant la
solution numérique de l’équation de diffusion obtenue en utilisant la méthode PGD (Proper Genera-
lized Decomposition) ( [40]). Dans ce qui suit, la concentration en eau m sera supposée tacitement
être une fonction du temps et de la position selon la direction de l’épaisseur m = m(t, z).



3.2.2 Modèle hygroélastique contrainte plane 2D
Le modèle 2D hygroélastique contrainte plane décrivant le comportement de la plaque est couplé

au modèle de diffusion via les dépendances des propriétés mécaniques et des déformations hygrosco-
piques à la teneur en eau m comme suit

σ = Q(m)(E−EH) (3.5)
où Q(m) est le tenseur élastique sous l’hypothèse de contraintes planes qui s’écrit

Q(m) =

 Q(m) ν(m)Q(m) 0
ν(m)Q(m) Q(m) 0

0 0 1
2(1− ν(m))Q(m)

 (3.6)

avec Q(m) = E(m)
1−ν(m)2 .

On peut remarquer que les paramètres matériau ν et E dépendent de la teneur en eau. Le tenseur
de déformation hygroscopique EH est donné par

EH =


εHxx = β∆m
εHyy = β∆m

2εHxy = 0
(3.7)

où ∆m = m−m0 est la prise en eau de l’état courant m par rapport à la valeur de référence initiale
m0.
Pour les matériaux isotropes, le coefficient β peut être identifié directement par la dilatation hygro-
scopique Yvr , c’est-à-dire à partir du changement de volume lié à l’absorption d’eau ( [4]) comme
suit

Yvr(%) = Vt − V0
V0

= 3εHxx
= 3β∆m

où Vt et V0 sont les volumes de l’échantillon aux temps t et t = 0 (échantillon sec) respectivement.
Le coefficient β peut dépendre de m mais il est généralement supposé constant pour les matériaux
composites à matrice polymère et les polymères [4].
Dans le cadre de la théorie linéaire des plaques (modèle de Kirchhoff [19]), le tenseur des déformations
E est donné par

E = E0 − zK (3.8)
où E0 est le tenseur des déformations de membrane dans le plan

E0 =



ε0
xx = ∂u

∂x
(x, y)

ε0
yy = ∂v

∂y
(x, y)

2ε0
xy = ∂v

∂x
(x, y) + ∂u

∂y
(x, y)

(3.9)

avec ε0
xx et ε0

yy les déformations de membrane dans le plan longitudinal et transversal et ε0
xy la

déformation de cisaillement.
Le champ de déplacement longitudinal plan u et le champ de déplacement transversal plan v du plan
moyen (z = 0) dépend uniquement de x et y ( [19]). Le tenseur K représente les courbures de la
plaque dans le plan moyen et est donné par

K =



kxx = ∂2w

∂x2 (x, y)

kyy = ∂2w

∂y2 (x, y)

2kxy = ∂2w

∂x∂y
(x, y)

(3.10)



où kxx et kyy sont les courbures transversales et longitudinales de la plaque et kxy est la courbure
de cisaillement. w(x, y) est le champ de déplacement hors-plan.

3.3 Solution avec la méthode de Rayleigh-Ritz
Le problème hygroélastique contrainte plane 2D est résolu avec la méthode de Rayleigh-Ritz

(cf. [16]). La première étape consiste à définir l’énergie potentielle totale de la plaque comme

Etot = Ed + Eext (3.11)

où Ed est l’énergie de déformation et Eext est le travail extérieur dû aux chargements extérieurs.
L’énergie de déformation est donnée par

Ed =
∫
V
eddV (3.12)

où ed est la densité d’énergie de déformation

ed = 1
2E ·Q(m)E−∆m b ·Q(m)E, (3.13)

V est le volume de la plaque et b est le vecteur des coefficients de dilatation hygroscopique.
Le travail extérieur est exprimé grâce aux forces de traction et aux moments

Eext = −
∫
S

(Mxx
∂2w

∂x2 +Mxy
∂2w

∂x∂y
+Myy

∂2w

∂y2 )dS

−
∫
S

[Nxx
∂u

∂x
+Nyy

∂v

∂y
+Nxy(

∂u

∂y
+ ∂v

∂x
)]dS

− 1
2

∫
S

[Nxx(∂w
∂x

)2 +Nyy(
∂w

∂y
)2 + 2Nxy

∂w

∂x

∂w

∂y
]dS

(3.14)

où Mxx et Myy sont les moments de flexion selon les axes x et y, Mxy est le moment de torsion
autour du plan moyen et lié aux contraintes de cisaillement. Nxx, Nxy et Nyy sont les efforts normaux
et S est la surface plane X × Y où X = [−Lx

2 ; Lx2 ] et Y = [−Ly
2 ; Ly2 ] avec Lx, Ly les longueurs

dans le plan de la plaque.
Dans cette étude, les contraintes de cisaillement τxy sont nulles, ceci implique des valeurs nulles pour
Nxy et Mxy. Le travail externe, Eq.(3.14), se réduit à

Eext = −
∫
S

(Mxx
∂2w

∂x2 +Myy
∂2w

∂y2 )dS −
∫
S

(Nxx
∂u

∂x
+Nyy

∂v

∂y
)dS (3.15)

En introduisant les expressions de Q(m) et E (Eq.(3.8)) dans l’Eq.(3.13), il vient

ed = 1
2Q(m)[(∂u

∂x
− z ∂

2w

∂x2 )2 + (∂v
∂y
− z ∂

2w

∂y2 )2 + 2ν(m)(∂u
∂x
− z ∂

2w

∂x2 )(∂v
∂y
− z ∂

2w

∂y2 )

+ 1
2(1− ν(m))(∂u

∂y
+ ∂v

∂x
− z ∂

2w

∂x∂y
)2]− β∆mQ(m)(1− ν(m))[(∂u

∂x
− z ∂

2w

∂x2 ) + (∂v
∂y
− z ∂

2w

∂y2 )]

− 1
2β∆mQ(m)(1− ν(m))(∂u

∂y
+ ∂v

∂x
− z ∂

2w

∂x∂y
)

(3.16)
Les expressions de Ed et Eext permettent de définir le problème de minimisation qui traduit l’équilibre
stable de la plaque {

δEtot = 0
δ2Etot > 0

(3.17)

Seules les solutions stables sont recherchées (seconde équation). La première équation mène à une
équation aux dérivées partielles (EDP) non linéaire sous une forme variationnelle dont les inconnues
sont les champs de déplacement u, v et w.



Pour résoudre ce problème de minimisation, la méthode de Rayleigh-Ritz est utilisée, elle consiste à
trouver un ensemble de fonctions du champ de déplacement cinématiquement admissibles qui donne
une bonne approximation des champs de déplacement et qui satisfait la condition de compatibilité
donnée par l’Eq.(3.18) dans un sous-espace de N fonctions de base notées hi (i = 1..N).

∂2ε0
xx

∂y2 +
∂2ε0

yy

∂x2 − 2
∂2ε0

xy

∂x∂y
= 0 (3.18)

Un champ de déplacement noté U peut s’écrire

U(x, y, z) =
N∑
i=1

aihi(x, y, z) (3.19)

ai sont les paramètres inconnus tandis que les hi sont les fonctions de base choisies a priori (elles
peuvent être polynomiales, des fonctions trigonométriques, des polynômes de Tchebychev ...) qui
doivent seulement satisfaire les conditions cinématiques ( [16]).

Dans [47] et [42], les solutions approchées des champs de déplacement (u, v,w) sont calculées
sous les hypothèses suivantes : les défomations planes de membrane ε0

xx et ε0
yy sont indépendantes

de x et y, et ε0
xy = 0. Le champ de déplacement hors-plan, w, lié à la flexion de la plaque est

supposé avoir une forme quadratique en x et y. Dans la théorie linéaire des plaques, les champs de
déplacement plans dus à la traction sont des fonctions linéaires de x et y.
Les champs de déplacement sont ainsi cherchés sous la forme

u(x, y) = cx

v(x, y) = dy

w(x, y) = 1
2(ax2 + by2)

(3.20)

En introduisant l’Eq.(4.23) dans les Eqs.(3.9) et (3.10), les relations entre a, b, c, d et les composantes
du tenseur plan de déformations et les courbures de la plaque sont

ε0
xx = c

ε0
yy = d

ε0
xy = 0

(3.21)

et 
kxx = a

kyy = b

kxy = 0
(3.22)

Les équations (3.21) et (3.22) definissent des champs de déformation et de courbures constants
qui - pour des matériaux orthotropes - sont compatibles avec la cinématique induite par les essais
de traction et flexion, pour lesquels les déformations de cisaillement ε0

xy et la courbure de torsion
kxy sont nulles, menant ainsi à des valeurs nulles de la force de cisaillement Nxy et du moment de
torsion Mxy.
L’énergie potentielle totale dépend des déformations de membrane et des courbures de la manière
suivante

Etot ≡ Etot(c, d, a, b).

Le problème de minimisation de l’énergie potentielle totale de la plaque l’Eq.(3.17) devient
trouver a, b, c, d tels que

δEtot = ∂Etot

∂c
δc+ ∂Etot

∂d
δd+ ∂Etot

a
δa+ ∂Etot

∂b
δb = 0

∂2Etot

∂a2
i

> 0 for i = 1, 2, 3, 4 where a1 = c, a2 = d, a3 = a, a4 = b
(3.23)



En introduisant l’Eq.(4.23) dans les Eqs.(3.16) et (3.15), Ed et Eext s’écrivent

Ed = 1
2

∫
Z

Q(m)[(c− az)2 + 2ν(m)(c− az)(d− zb) + (d− bz)2]LxLydz

− β
∫
Z

(1 + ν(m))Q(m)∆m[c+ d− z(a+ b)]LxLydz
(3.24)

et
Eext = −(aMxx + bMyy)LxLy − (cNxx + dNyy)LxLy (3.25)

et le système (4.16) mène au système suivant

∂Etot

∂c
= cQc + dQνc − aQcz − bQνcz −AHc −AνHc − σTxx = 0

∂Etot

∂d
= cQνc + dQc − aQνcz − bQcz −AHc −AνHc − σTyy = 0

∂Etot

∂a
= cQcz + dQνcz − aQcz2 − bQνcz2 −AHcz −AνHcz + Mxx

Lz
= 0

∂Etot

∂b
= cQνcz + dQcz − aQνcz2 − bQcz2 −AHcz −AνHcz + Myy

Lz
= 0

(3.26)

où
σTii = Nii

Lz
; i = x, y

Qc = 1
Lz

∫
Z
Q(m)dz; Qνc = 1

Lz

∫
Z
ν(m)Q(m)dz

Qcz = 1
Lz

∫
Z
Q(m)zdz; Qνcz = 1

Lz

∫
Z
ν(m)Q(m)zdz

Qcz2 = 1
Lz

∫
Z
Q(m)z2dz; Qνcz2 = 1

Lz

∫
Z
ν(m)Q(m)z2dz

AHc = 1
Lz

∫
Z
Q(m)εHxxdz; AνHc = 1

Lz

∫
Z
ν(m)Q(m)εHxxzdz

AHcz = 1
Lz

∫
Z
Q(m)εHxxzdz; AνHcz = 1

Lz

∫
Z
ν(m)Q(m)εHxxzdz

(3.27)

Une fois que les déformations et les courbures sont connues, les propriétés du matériau ν(m)
et E(m), qui sont données à travers des relations intégrales Eq.(3.27), peuvent être identifiées. En
mécanique expérimentale, il est classique de mesurer directement les courbures et les déformations
résiduelles, ε0

xx−
AHc
Qc

et ε0
yy−

AHc
Qc

. Par contre, la mesure directe des déformations de nature hygrosco-
pique est difficile dans l’état transitoire, c’est-à-dire lorsque des gradients d’humidité sont présents
dans l’échantillon. En effet, dans ce cas, le champ de déformation est hétérogène le long de l’épaisseur
de la plaque.
Le problème (3.26) peut se réécrire comme

Qc(c−
AHc
Qc

) +Qνc (d− AHc
Qc

)−Qcza−Qνczb+ Qνc
Qc

AHc −AνHc = σTxx

Qνc (c− AHc
Qc

) +Qνc (d− AHc
Qc

)−Qνcza−Qczb+ Qνc
Qc

AHc −AνHc = σTxx

Qcz(c−
AHc
Qc

) +Qνcz(d−
AHc
Qc

)−Qcz2a−Qνcz2b+ (Qcz
Qc

+ Qνcz
Qc

)AHcz −AνHcz = −Mxx

Lz

Qνcz(c−
AHc
Qc

) +Qcz(d−
AHc
Qc

)−Qνcz2a−Qcz2b+ (Qcz
Qc

+ Qνcz
Qc

)AHcz −AνHcz = −Myy

Lz

(3.28)

ou sous forme matricielle


Qc Qνc −Qcz −Qνcz
Qνc Qc −Qνcz −Qcz
Qcz Qνcz −Qcz2 −Qνcz2

Qνcz Qcz −Qνcz2 −Qcz2



c− AHc

Qc

d− AHc
Qc

a
b

+



Qνc
Qc
AHc −AνHc

Qνc
Qc
AHc −AνHc

(Qcz
Qc

+ Qνcz
Qc

)AHcz −AνHcz
(Qcz
Qc

+ Qνcz
Qc

)AHcz −AνHcz

 =


σTxx
σTyy
−Mxx

Lz

−Myy

Lz

 (3.29)



On remarque que le vecteur (c− AHc
Qc
, d− AHc

Qc
, a, b) dépend du temps via m, c’est-à-dire (c− AHc

Qc
, d−

AHc
Qc
, a, b) ≡ (c−AHc

Qc
, d−AHc

Qc
, a, b)(t). La mesure expérimentale directe du vecteur (c−AHc

Qc
, d−AHc

Qc
, a, b)

élimine β des variables qui peuvent être identifiées en inversant le système Eq.(3.29). Dans la suite,
β sera considérée comme connue et constante, comme montré expérimentalement dans [3] et [4].
Dans l’annexe B, l’écritures des équations (3.28) et (3.29) est détaillée.

3.3.1 Ecriture du problème direct

Le problème direct est obtenu lorsque les propriétés mécaniques (β, ν(m) et E(m) (Eq.(3.27)))
et les chargements appliqués (forces normales et moments de flexion) sont connus tandis que le
vecteur (c− AHc

Qc
, d− AHc

Qc
, a, b) est la seule inconnue de l’Eq.(3.29).

Dans l’annexe B, nous avons présenté et comparé les évolutions des déformations résiduelles
d’une part et des courbures d’autre part lorsque ν et E sont constants et dans le cas où ν et E sont
des fonctions de m.

3.3.2 Ecriture du problème inverse

Le problème inverse consiste à supposer les quantités (c − AHc
Qc
, d − AHc

Qc
, a, b) connues à t > 0

(mesurées par les essais de traction ou flexion) et à chercher ν(m) et E(m). Le problème est non
linéaire car l’application (ν,E) 7→ (c− AHc

Qc
, d− AHc

Qc
, a, b) est non linéaire ( [43]). La Fig. 3.4 détaille

les termes couplés dans le problème défini dans l’Eq.(3.29) en utilisant :
– la couleur rouge pour les termes couplés traction-flexion,
– la couleur violette pour les termes de traction,
– la couleur verte pour les termes de flexion.

Figure 3.4 – Description du problème inverse en fonction de l’essai

Les paramètres à identifier ν(m) et E(m) apparaissent seulement sous forme intégrale (Eq.(3.27)),
une solution générale du problème inverse ne peut donc pas être trouvée. L’identification de ν(m) et
E(m) nécessite de postuler des hypothèses sur leurs dépendances par rapport à m. Dans ce chapitre,
des dépendances particulières sont postulées et discutées.

3.3.2.1 ν(m) et E(m) fonctions polynomiales de m

Une dépendance polynomiale de E et ν par rapport à m est étudiée. Sous cette hypothèse, les
quantités Qcz, Qνcz, AHcz et AνHcz sont nulles car m est symétrique par rapport à l’épaisseur. Cela se
traduit dans la Fig. 3.4 par le fait que les blocs rouges et violets de la matrice (premier terme) sont



nuls, menant à un problème avec une matrice diagonale par blocs comme suit


Qc Qνc 0 0
Qνc Qc 0 0
0 0 −Qcz2 −Qνcz2

0 0 −Qνcz2 −Qcz2



c− AHc

Qc

d− AHc
Qc

a
b

+


Qνc
Qc
AHc −AνHc

Qνc
Qc
AHc −AνHc

0
0

 =


σTxx
σTyy
−Mxx

Lz

−Myy

Lz

 (3.30)

Sous l’hypothèse de dépendances polynomiales, le problème peut être séparé en deux systèmes indé-
pendants :

– un lié à la sollicitation de traction
[
Qc Qνc
Qνc Qc

] c− AHc
Qc

d− AHc
Qc

+ (Q
ν
c

Qc
AHc −AνHc )

[
1
1

]
=
[
σTxx
σTyy

]
(3.31)

– un autre lié à la sollicitation de flexion[
Qcz2 Qνcz2

Qνcz2 Qcz2

] [
a
b

]
=
[

Mxx
Lz
Myy

Lz

]
(3.32)

Considérer des dépendances polynomiales de ν(m) et E(m) permet de simplifier le problème inverse
dans la mesure où la traction et la flexion sont découplées. Notons néanmoins que chaque système
reste non linéaire.

3.4 Solution du problème inverse pour des dépendances particulières
des propriétés mécaniques

3.4.1 ν et E fonctions linéaires de m

Le problème inverse est maintenant considéré pour une dépendance linéaire de ν et E par rapport
à m {

ν(m) = ξm+ µ

E(m) = αm+ η
(3.33)

4 paramètres ξ, µ, α et η doivent être identifiés pour chaque essai. Les systèmes Eq.(3.31) et
Eq.(3.32) sont des systèmes de deux équations à quatre inconnues.
Cependant, ces systèmes peuvent être résolus en considérant deux étapes :

– à t = 0, m = 0, µ et η peuvent être identifiés
– à un temps donné t > 0, ξ et α peuvent être identifiés, µ et η étant identifiés dans l’étape 1.

3.4.1.1 Essai de traction uniaxiale

Nous nous restreignons ici à un essai de traction uniaxiale selon la direction x. Dans l’Eq.(3.31),
les quantités suivantes contiennent les paramètres à identifier.

Qc(t, α, η, ξ, µ) = 1
Lz

∫
Z

αm+ η

1− (ξm+ µ)2dz

Qνc (t, α, η, ξ, µ) = 1
Lz

∫
Z

(ξm+ µ)(αm+ η)
1− (ξm+ µ)2 dz

AνHc (t, α, η, ξ, µ, β) = 1
Lz

∫
Z

β(ξm+ µ)(αm+ η)m
1− (ξm+ µ)2 dz

AHc (t, α, η, ξ, µ, β) = 1
Lz

∫
Z

β(αm+ η)m
1− (ξm+ µ)2dz

(3.34)



A t = 0, les quantités Qc et Qνc dépendent seulement de µ et η, les quantités AHc et AνHc étant
nulles.

Qc(0, α, η, ξ, µ) = η

1− µ2

Qνc (0, α, η, ξ, µ) = µη

1− µ2

AHc (0, α, η, ξ, µ) = AνHc (0, α, η, ξ, µ) = 0

(3.35)

L’Eq.(3.31) se réduit à l’Eq.(3.36) où les solutions sont données dans (3.37) pour le cas particulier
de la traction uniaxiale selon x

{
ηc(0) + µηd(0) = (1− µ2)σTxx
µc(0) + d(0) = 0

(3.36)

et 
µ = −d(0)

c(0)

η = (1− µ2)σTxx
c(0) + µd(0) = σTxx

c(0)

(3.37)

L’Eq.(3.36) reste un problème non linéaire car la première équation est non linéaire. Cependant, la
linéarité de la seconde équation et la nullité du second membre permettent de résoudre analytiquement
l’Eq.(3.36).
Au temps t = tT1 > 0, l’erreur de mesure expérimentale est supposée égale à τ , c’est-à-dire les
mesures entre deux temps consécutifs sont condidérées différentes si la différence est au moins de τ .
Avant l’identification, les relations suivantes doivent être satisfaites

|
(c− AHc

Qc
)(0)− (c− AHc

Qc
)(tT1 )

(c− AHc
Qc

)(0)
| = τ

|
(d− AHc

Qc
)(0)− (d− AHc

Qc
)(tT1 )

(d− AHc
Qc

)(0)
| = τ

(3.38)

ξ et α sont ensuite déterminés en résolvant le système non linéaire (3.39) où les solutions dépendent
des paramètres connus : β et le chargement de traction imposé noté σTxx


Qc(c−

Aνc
Qc

) +Qνc (d− Aνc
Qc

) + Qνc
Qc

AHc −AνHc = σTxx

Qνc (c− Aνc
Qc

) +Qc(d−
Aνc
Qc

) + Qνc
Qc

AHc −AνHc = 0
(3.39)

où

Qc ≡ Qc(tT1 , α, ξ)
Qνc ≡ Qνc (tT1 , α, ξ)
AHc ≡ AHc (tT1 , α, ξ, β)

(3.40)



3.4.1.2 Essai de flexion uniaxiale

Considérons maintenant un essai de flexion uniaxiale selon l’axe x (axe de la longueur de la
plaque). Cela implique Myy = 0. Les quantités suivantes dépendent de ξ,α,µ et η

Qcz2(t, α, η, ξ, µ) = 1
Lz

∫
Z

(αm+ η)z2

1− (ξm+ µ)2dz

Qνcz2(t, α, η, ξ, µ) = 1
Lz

∫
Z

(ξm+ µ)(αm+ η)z2

1− (ξm+ µ)2 dz

AνHcz (t, α, η, ξ, µ, β) = 1
Lz

∫
Z

β(ξm+ µ)(αm+ η)mz
1− (ξm+ µ)2 dz

AHcz(t, α, η, ξ, µ, β) = 1
Lz

∫
Z

β(αm+ η)mz
1− (ξm+ µ)2dz

(3.41)

et au temps t = 0, cela se réduit à

Qcz2(0, α, η, ξ, µ) = ηL2
z

12(1− µ2)

Qνc (0, α, η, ξ, µ) = µηL2
z

12(1− µ2)
AHcz(0, α, η, ξ, µ) = AνHcz (0, α, η, ξ, µ) = 0

(3.42)

menant à la résolution du système suivant ηa(0) + µηb(0) = 12(1− µ2)σTxx
Lz

µa(0) + b(0) = 0
(3.43)

La solution de ce système est 
µ = − b(0)

a(0)

η = 12(1− µ2)σTxx
(a(0) + µb(0))Lz

= 12σTxx
a(0)Lz

(3.44)

On peut remarquer que la contrainte de traction σTxx apparaît dans le problème de flexion car elle
est associée au moment de flexion Mxx à travers la relation

σTxx = Nxx

Lz
= Mxx

L2
z

Au temps t = tf1 > 0 tel que les courbes sont suffisamment séparées (d’au moins τ)

| a(0)− a(tf1)
a(0) |= τ

| b(0)− b(tf1)
b(0) |= τ

(3.45)

le système s’écrit {
aQcz2 + bQνcz2 = σTxxLz

aQνcz2 + bQcz2 = 0
(3.46)

où
Qcz2 ≡ Qcz2(tf1 , α, ξ)

Qνcz2 ≡ Qνcz2(tf1 , α, ξ)
(3.47)

Ce système est un système non linéaire de deux équations à de deux inconnues où les solutions ne
dépendent pas de β.



3.4.2 ν constant et E fonction linéaire de m
Dans ce cas

ν(m) = ν

E(m) = αm+ η
(3.48)

Ce type de dépendance est cohérent avec ce qui est souvent observé dans la littérature ( [4], [3]).

3.4.2.1 Essai de traction uniaxiale

En considérant un essai de traction uniaxiale dans la direction x, l’Eq.(3.39) se réduit à
Bc

1− ν2 [(c− Ac
Bc

) + ν(d− Ac
Bc

)] = σTxx

ν(c− Ac
Bc

) + (d− Ac
Bc

) = 0
(3.49)

où Bc peut être considéré comme une valeur moyenne du module d’Young

Bc = 1
Lz

∫ Lz
2

−Lz2
E(m)dz

et
Ac = 1

Lz

∫ Lz
2

−Lz2
E(m)εHxxdz

La pente de la courbe de traction σTxx vs. (c− Ac
Bc

), évolue (décroit) avec le temps alors que le temps
de conditionnement croît (Fig. 3.5). On peut remarquer que les déformations résiduelles n’ont pas
la même expression que dans le cas où ν est une fonction linéaire de m. En fait, dans l’Eq.(3.49), le
terme AHc

Qc
correspond à Ac

Bc
car

AHc
Qc

=
Ac

1−ν2

Bc
1−ν2

= Ac
Bc

L’Eq.(3.49) reste non linéaire par rapport aux inconnues ν et Bc. La seconde équation dans l’Eq.(3.49)
permet de calculer ν qui est ensuite inséré dans la première équation pour déterminer Bc

ν = −
d− Ac

Bc

c− Ac
Bc

Bc = σTxx
c− Ac

Bc

(3.50)

L’existence de solutions analytiques, Eq.(3.50), du système non linéaire, Eq.(3.49), permet de pallier
les difficultés associées à la résolution des systèmes non linéaires. On peut remarquer que les solutions
ν et Bc dépendent des inconnues α et η et du coefficient de dilatation hygroscopique β contenu
dans les quantités Ac et Bc. Mais cela n’introduit pas de difficultés car les quantités c− Ac

Bc
et d− Ac

Bc
sont mesurées expérimentalement. La pente Bc peut donc être exprimée comme une fonction de α
et η par

Bc = αm+ η (3.51)
où m est la moyenne de m selon l’épaisseur

m = 1
Lz

∫ Lz
2

−Lz2
mdz (3.52)

Au temps t = 0 c’est-à-dire pour un échantillon sec, Bc(0) est calculé. Après un temps de condition-
nement en humidité t = tT1 > 0, une autre pente est calculée pour obtenir une différence de τ avec
Bc(0)

| Bc(0)−Bc(tT1 )
Bc(0) |= τ (3.53)



Figure 3.5 – Illustration des courbes de traction (à gauche) à différents temps (à droite) avec une
différence miminimum de τ entre 2 pentes consécutives

Cette différence doit être satisfaite pour deux valeurs de pente consécutives comme illustré en Fig. 3.5.
En notant αT et ηT les paramètres de l’Eq.(3.51) pour un essai de traction, les valeurs de αT1 , αT2 ,
... identifiées aux temps tT1 ,tT2 , ... doivent satisfaire une relation du type (3.53) entre deux temps
consécutifs. ν et Bc étant identifiés par la relation (3.50), l’identification de αT et ηT est faite avec
la pente Bc. En effet, Bc est une fonction du temps à travers la dépendance de m au temps. Pour
un échantillon sec, on a

Bc(0) = αTm(0) + ηT

et pour m(0) = 0, cela mène à

ηT = Bc(0) = σTxx
c(0) (3.54)

Après cette étape, ηT est utilisé pour déterminer αT après un conditionnement en humidité de
l’échantillon. Au temps tT1 > 0, on a

αT1 = Bc(tT1 )−Bc(0)
m(tT1 )

(3.55)

Une difficulté peut être la détermination du temps tT1 permettant d’identifier αT1 . En effet, ce temps
n’est pas connu a priori. Néanmoins, un intervalle de variation de ce temps peut être déterminé grâce
à la connaissance de la teneur en eau à saturation m∞. En utilisant la relation (3.53), il vient

αT1 m(tT1 ) = −τηT (3.56)
Comme m est plus petite que m∞ pour tous les temps, on obtient

m ≤ m∞ =⇒ αT1 ≤ −
τηT

m∞
(3.57)

De plus, comme le module d’Young est toujours positif, on en déduit

E(m∞) > 0 =⇒ αT1 > − ηT

m∞
(3.58)

A partir des équations Eq.(3.57) et Eq.(3.58), un intervalle de variation de αT1 est déduit

− ηT

m∞
< αT1 ≤ −

τηT

m∞
(3.59)

Remarquons que ηT et m∞ qui sont connus avant le conditionnement permettent de déterminer
l’intervalle de variation de αT1 . Chaque borne de cet intervalle permet ensuite l’évaluation du temps
tT1 grâce à l’équation (3.56) car m est une fonction croissante du temps et est réversible.



3.4.2.2 Essai de flexion uniaxiale

Considérons maintenant un essai de flexion uniaxiale dans la direction x, le problème se réduit àB
f
c (a+ νb) = (1− ν2)Mxx

Lz
νa+ b = 0

(3.60)

où
Bf
c L

2
z = Bcz2 = 1

Lz

∫ Lz
2

−Lz2
E(m)z2dz (3.61)

et Bf
c est la pente de la courbe de flexion σTxx vs. a (Fig. 3.6)

ν = − b
a

Bf
c = σTxx

aLz
= 1
L2
z

Bcz2

(3.62)

Comme dans le cas de la traction, une différence d’au moins τ entre les pentes est nécessaire pour
que les courbes soient sufissament séparées comme illustré en Fig. 3.6

| B
f
c (0)−Bf

c (tf1)
Bf
c (0)

|= τ (3.63)

Les paramètres à identifier ne sont pas contenus dans les quantités mesurées : les courbures longi-

Figure 3.6 – Illustration des courbes de flexion (à gauche) à différents temps (à droite) avec une
différence minimale de τ entre deux pentes consécutives

tudinales et transversales a et b respectivement.
La pente de la courbe de flexion Bf

c peut être exprimée par rapport à αf et ηf par

Bf
c = αf1

L2
z

mz2 + ηf

12 (3.64)

où αf et ηf sont les équivalents de αT et ηT pour un essai de flexion.
Pour un échantillon sec, on a

ηf = 12Bf
c (0) = 12σTxx

a(0)Lz
(3.65)

Au temps t = tf1 tel que la condition (3.63) soit satifisfaite, il vient

αf1 = (12Bf
c (tf1)−Bf

c (0))L2
z

12mz2(tf1)
(3.66)



L’intervalle de variation de αf1 est calculé en utilisant (3.63)

αf1mz
2(tf1) = −τη

fL2
z

12 (3.67)

Comme mz2 est une fonction croissante qui converge vers m∞L2
z

12 si t tend vers +∞, il vient

mz2 ≤ m∞
L2
z

12 =⇒ αf1 ≤ −
τηf

m∞
(3.68)

et la relation (3.58) devient

− ηf

m∞
< αf1 ≤ −

τηf

m∞
(3.69)

Les propriétés mécaniques ne dépendent pas de l’essai choisi

αT1 = αf1 = α1

ce qui justifie le fait que les deux paramètres ηT et ηf ont le même intervalle de variation.

3.4.2.3 Validation de la dépendance linéaire de E(m) sur m

Afin de valider la dépendance linéaire de E(m) sur m, un autre temps de conditionnement, t2,
doit être considéré : la valeur de α est évaluée à ce nouveau temps, t2, et est notée α2. Cette valeur
est telle que

| Bc(t
T
1 )−Bc(tT2 )
Bc(tT1 )

|= τ

| Bc(t
f
1)−Bc(tf2)
Bc(tf1)

|= τ

α2 prend la forme

αT2 = Bc(tT1 )−Bc(tT2 )
m(tT1 )−m(tT2 )

= (Bf
c (tf1)−Bf

c (tf2))L2
z

mz2(tf1)−mz2(tf2)
= αf2 = α2 (3.70)

avec une précision de
∆α =| α1 − α2

α1
| (3.71)

Si ∆α ≤ ε, la linéarité de E(m) est vérifiée.

3.4.2.4 Identification dans le cas saturé en utilisant un essai de traction

Dans cette partie, l’identification est menée sur un cas saturé en considérant un essai de traction
(similaire à celui fait dans [4]). Rappelons que ν est supposé constant et E est supposé varier
linéairement par rapport à m∞

ν = −d− βm∞
c− βm∞

E(m∞) = αm∞ + η = σTxx
c− βm∞

(3.72)

Afin de garantir cela, un paramètre P déduit du rapport Ac
Bc

est introduit. Pour approximer le terme
Ac
Bc

par βm∞ dans les déformations résiduelles, P est écrit comme

P (t, α) =
1
Lz

∫ Lz
2
−Lz2

E(m)mdz

Bcm
(3.73)



tel que
Ac
Bc

= βPm

P ne dépend pas du paramètre η car η est identifié sur un échantillon sec. De plus, P tend vers 1
si t tend vers +∞ (temps où la saturation est atteinte). Les relations (3.50) et (3.72) coïncident à
l’état stationnaire. L’identification de α pour ces deux cas peut s’écrire

α = σTxx
(c− βPm)m −

η

m
échantillon à gradients d’humidité

α = σTxx
(c− βm∞)m∞

− η

m∞
échantillon saturé

(3.74)

Le paramètre P décrit en quelque sorte la distance entre le cas transitoire et le cas saturé, où P
proche de 1 signifie proche de la saturation et P << 1 signifie loin de la saturation. Une étude menée
sur le paramètre P permet de déterminer les intervalles de α et de temps pour lesquels l’identification
est faisable proche de la saturation pour tous les cas, par exemple lorsque P est égal à 0, 8 ou 0, 9.

3.5 Résultats numériques

Toutes les simulations sont menées avec les paramètres suivants : Dzz = 0, 016mm2.h−1, m∞ =
3, 1% et β = 0, 22. Ces paramètres ont été mesurés expérimentalement dans [4] pour une résine
RTM6. Expérimentalement, il est montré que β ne dépend pas de m dans l’intervalle de variation
considéré.

3.5.1 ν et E fonctions linéaires de m
Le module d’Young dépend linéairement de m ( [4]) et est donné par la relation

E(m) = αm+ η = −20, 46m+ 3, 14. (3.75)
De plus, il est supposé que le coefficient de Poisson dépend linéairement de m avec une relation de
la forme

ν(m) = ξm+ µ = 4, 84m+ 0, 20
Les simulations concernent une plaque d’épaisseur Lz égale à 4mm.
L’équation de diffusion (3.1) a été résolue avec la méthode PGD (Proper Generalized Decomposition)
qui consiste à chercher la solution sous la forme d’une représentation séparée

C(t, z) =
M∑
i=i

Ti(t)Zi(z)

La teneur en eau moyenne, m, est illustrée dans la Fig. 3.7 comme une fonction du temps. Les
Figs. 3.8, 3.9 illustrent les champs m, E(m) et ν(m) selon l’épaisseur (direction z de la plaque) pour
différents temps jusqu’à saturation. Notons que ces différents champs ont des évolutions symétriques
par rapport à z = 0.

Pour un chargement de traction σTxx = 0, 045 GPa, les évolutions temporelles des déformations
résiduelles longitudinales et transversales, c − AHc

Qc
et d − AHc

Qc
, et les courbures longitudinales et

transversales, a et b, sont illustrées en Fig.3.10 et Fig.3.11 respectivement. Même si une solution
analytique ν(m) ne peut pas être déterminée à cause de la non linéarité de l’Eq.(3.39), l’intervalle

du coefficient de Poisson est entre 0 et 0, 5 et a les mêmes évolutions que les rapports −
d−A

H
c
Qc

d−A
H
c
Qc

et

− b
a . Cela explique le fait que les déformations résiduelles (et les courbures) ont un signe opposé.

Les systèmes Eq. (3.39) et Eq. (3.46) étant non linéaires, leurs solutions peuvent dépendre de la
solution initiale. Néanmoins, avec le solveur non linéaire de Matlab, lsqnonlin, la solution du système
est stable par rapport à la condition initiale.
Pour mener l’identification, il est supposé dans ce qui suit que les paramètres identifiés sur l’échan-
tillon sec sont µ = 0, 20 et η = 3, 14 GPa.
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Figure 3.7 – Evolution de la moyenne m, m, en fonction de t

Figure 3.8 – Evolution de m selon l’épaisseur z pour différents temps

3.5.1.1 Essai de traction uniaxiale

La Fig.3.12 illustre les évolutions des paramètres identifiés, ξ et α, en fonction du temps. Une
croissance linéaire de ξ et une décroissance de α sont obtenues avec de fortes pentes pour les
temps courts. Après cela, un plateau est atteint à environ 70h. En effet, après 70h, ces paramètres
convergent vers ξ = 4, 82 et α = −20, 44 GPa avec une erreur relative de 10−2 (les valeurs cibles
étant ξ = 4, 84 et α = −20, 46GPa). Le temps minimum pour l’identification est d’environ 3h, ce
qui correspond au temps où un fort gradient d’humidité proche des surfaces de la plaque apparait.



Figure 3.9 – Evolution de E(m) et ν(m) selon l’épaisseur z pour différents temps

Figure 3.10 – Evolution des déformations résiduelles, c− AHc
Qc

et d− AHc
Qc

en fonction du temps

3.5.1.2 Essai de flexion uniaxiale

La Fig.3.13 illustre l’évolution temporelle des paramètres ξ et α. On peut remarquer que la
convergence est atteinte pour les valeurs cibles exactes (ξ = 4, 84 et α = −20, 46GPa) à environ
30h. L’identification faite avec les essais de flexion est plus précise et nécessite un temps de condi-
tionnement moins important que celle avec les essais de traction. Les différences entre les deux essais
peuvent être liées soit au fait que le paramètre β doit être connu pour l’identification avec l’essai de
traction soit au fait que l’essai de flexion est plus sensible à la présence de forts gradients d’humidité
selon l’épaisseur de la plaque.

3.5.1.3 Influence de σTxx sur les paramètres identifiés

Les forces de traction et les moments de flexion peuvent influencer l’identification des propriétés
matériau. Etudions leurs effets. Les Figs.3.14 et 3.15 montrent les évolutions de ξ et α en fonction de



Figure 3.11 – Evolution des courbures, a et b, en fonction du temps

Figure 3.12 – Evolution des paramètres identifiés ξ et α en fonction du temps pour un essai de
traction

σTxx pour des essais de traction et de flexion respectivement. On peut voir que pour un essai de traction
ξ et α sont constants après 0, 06GPa et convergent vers 4, 82 et −20, 44GPa, respectivement, à
partir de 50h. Pour l’essai de flexion, les paramètres varient vraiment lentement en fonction de σTxx
en comparaison de l’essai de traction. De plus, les paramètres ne sont pas sensibles à la variation de
σTxx à partir de 0, 03GPa, pour tous les temps.

3.5.1.4 Influence de β sur les paramètres identifiés

L’influence de β sur les paramètres identifiés est étudié ici pour l’essai de traction. La Fig.3.16
présente les évolutions de ξ et α en fonction de β à différents temps. Remarquons que β a une
influence uniquement sur les temps courts : après 50h, ξ et α ont une évolution constante.
Les 4 paramètres µ, η, ξ et α peuvent être identifiés avec la procédure suivante :

– µ et η avec un échantillon sec (à t = 0),
– ξ et α après prise en eau, soit au temps tT1 pour la traction ou au temps tf1 pour la flexion.

Les temps tT1 et tf1 ne sont pas connus a priori. Calculons les intervalles de variation de ξ et α pour



Figure 3.13 – Evolution des paramètres identifiés ξ et α en fonction du temps pour un essai de
flexion

Figure 3.14 – Evolution des paramètres identifiés ξ et α en fonction de σTxx pour un essai de traction

Figure 3.15 – Evolution des paramètres identifiés ξ et α en fonction de σTxx pour un essai de flexion

déduire ceux de tT1 et tf1 .

3.5.1.5 Intervalles de variation de ξ et α - Evaluation de tT1 et tf1

Comme le module d’Young est positif, en prenant en compte la définition de la teneur en eau à
saturation, on a

E(m∞) = αm∞ + η > 0 =⇒ α > − η

m∞



Figure 3.16 – Influence de β sur ξ et sur α

Sous vieillissement humide, le module d’Young décroit avec la teneur en eaum, α est supposé négatif

− η

m∞
< α < 0 (3.76)

Le coefficient de Poisson est entre 0 et 1
2 .

A saturation, on a
0 < ξm∞ + µ <

1
2

d’où
− µ

m∞
< ξ <

1− 2µ
2m∞

(3.77)

µ, η et m∞ permettent de calculer l’intervalle de variation de ξ (Eq (3.77)) et de α (Eq (3.76)).
Une fois ces intervalles connus, les temps d’identification tT1 et tf1 peuvent être évalués.
En considérant une différence d’au moins τ entre les valeurs des quantités Qc à t = 0 et à t = tT1 , il
vient

| Qc(0)−Qc(tT1 )
Qc(0)

|= τ =⇒ Qc(tT1 ) = (1− τ)Qc(0)

Comme Qc est une fonction décroissante du temps pour tout α négatif comme illustré Fig. 3.17
avec Qc(0) = η

1−µ2 . Pour une teneur en eau à saturation de m∞ = 3, 1%, −101, 29 < α < 0GPa
et −6, 45 < ξ < 9, 68. Les évolutions de tT1 et tf1 pour un échantillon donné d’épaisseur Lz = 4mm
sont montrées en Fig. 3.18 pour ξ et α dans leurs intervalles de variation respectifs.
Notons que le temps d’identification maximal est d’environ 240h pour la traction et d’environ 185h
pour la flexion. Pour la résine RTM6, α = −20, 46GPa ; ξ = 4, 84 et les temps d’identification sont
respectivement tT1 = 28, 30h et tf1 = 5, 40h. Le temps d’identification pour un essai de flexion est
plus de 5 fois plus petit que celui pour un essai de traction.

3.5.2 ν constant et E fonction linéaire de m

La Fig. 3.19 montre les évolutions de tT1 et tf1 selon l’épaisseur de l’échantillon, Lz, pour différentes
valeurs de α1. L’intervalle de variation de α1 est calculé en utilisant l’Eq.(3.59) avec m∞ = 3, 1%,
β = 0, 22 et τ = 5%. Notons que tT1 et tf1 augmentent quand α1 et Lz augmentent. De plus,

tf1(α1, Lz) < tT1 (α1, Lz)∀α1; ∀Lz

ce qui signifie que la flexion permet d’identifier les paramètres avec un temps réduit comparé à la
traction. Par exemple, si l’on considère la résine RTM6 avec α1 = −20.46GPa, tT1 = 12, 10h et
tf1 = 1, 90h (tf1 '

tT1
6 ), c’est-à-dire le gain en temps est d’environ 6.

Comme mentionné précédemment dans la Section 3.4.2.3, pour valider la dépendance linéaire de
E(m), α doit être évalué en un autre temps t2 et la valeur associée est notée α2 et est telle que
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Figure 3.17 – Evolution de Qc en fonction du temps

| Bc(t
T
1 )−Bc(tT2 )
Bc(tT1 )

|= 5%

| Bc(t
f
1)−Bc(tf2)
Bc(tf1)

|= 5%

et
αT2 = Bc(tT1 )−Bc(tT2 )

m(tT1 )−m(tT2 )
= (Bf

c (tf1)−Bf
c (tf2))L2

z

mz2(tf1)−mz2(tf2)
= αf2 = α2 (3.78)

En considérant l’exemple précédent de la résine RTM6, le temps total d’identification (en prenant
en compte la validation de la forme de E(m)) est 46, 10h pour la traction et 10, 80h pour la flexion.
Dans ce cas, le temps d’identification pour un essai de flexion est 4 fois plus petit que celui pour un
essai de traction. Si l’on compare maintenant au cas saturé où le temps d’identification pour déter-
miner une dépendance linéaire de E(m∞) par rapport à m∞ est d’environ 4500h, le gain en temps
est de 100 pour les essais de traction et de 400 pour les essais de flexion lorsque des échantillons à
gradient d’humidité sont utilisés.

Enfin, il est interessant d’étudier l’intervalle de variation de α pour lequel l’identification dans le
cas quasi-saturé est valable. La Fig.3.20 illustre l’évolution du paramètre P , défini dans la section
3.4.2.4 comme un indicateur de la distance entre le cas transitoire et le cas saturé, en fonction de α
à différents temps. La ligne horizontale rouge en Fig.3.20 indique la valeur de P = 0.8, considérée
comme la valeur à partir de laquelle le système est dans un état saturé (avec une erreur qui est
proportionnelle à la distance entre P = 0.8 et P = 1). Tous les points au-dessus de cette ligne
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Figure 3.19 – Evolution de tT1 (trait plein pour la traction) et tf1 (tirets pour la flexion) selon Lz
pour différentes valeurs de α1

P = 0.8 représentent toutes les valeurs de α pour lesquelles l’identification peut être menée hors
de l’état saturé. Pour des temps relativement longs (t = 55h, courbe rose), un large intervalle de
valeurs de α peut être identifié dans un régime quasi-saturé. Pour des temps courts (t = 3h, courbe



bleue) l’intervalle est plus petit. La taille de l’intervalle de α dépend clairement des valeurs de P ,
pour un niveau de précision acceptable par rapport au cas réellement saturé (P = 1). Dans l’état
transitoire, pour des échantillons à gradients d’humidité , pour lesquels P << 1, une mesure directe
de la déformation hygroscopique βPm n’est pas faisable, car dans ce cas le champ de déformation
est non uniforme dans la direction de l’épaisseur.

Figure 3.20 – Evolution du paramètre P en fonction de α

3.6 Bilan des essais

Même si l’hypothèse de la forme polynomiale de ν(m) et E(m) mène à des essais de traction
et de flexion découplés, le problème inverse à résoudre pour l’identification, pour chaque essai, reste
non linéaire. Dans cette étude, l’identification est menée pour des dépendances particulières des
paramètres, ν et E, en fonction de la teneur en eau, m : les résultats sont discutés en terme de
précision des paramètres identifiés et de temps d’essais nécessaires à une identification précise. Les
essais sont menés sur des échantillons à gradients d’humidité (et non pas sur des échantillons saturés
comme usuellement).

– Pour une dépendance linéaire de ν(m) et E(m) à la teneur en eau, m, l’utilisation de l’essai de
flexion réduit largement le temps de calcul comparé à un essai de traction (facteur d’environ
5). Cela peut s’expliquer par le fait que la flexion est particulièrement sensible aux gradients
d’humidité. Pour le cas étudié, pour une identification plus précise avec l’essai de traction,
la contrainte de traction doit être supérieure à 60MPa avec un temps de conditionnement
d’environ 50h. Pour un essai de flexion, si σTxx est supérieure à 30MPa, l’identification est
réalisable pour tous les temps de conditionnement.

– Pour une dépendance linéaire de E(m) à m et une valeur constante de ν, les paramètres
identifiés sont déterminés analytiquement (Eq.(3.50) pour les essais de traction et Eq.(3.62)
pour les essais de flexion). L’utilisation des essais de flexion permet de réduire le temps d’iden-
tification par rapport aux essais de traction (facteur d’environ 6). Les résultats des essais de
traction sont validés par comparaison à un cas saturé ( [4]). Le temps de conditionnement
pour l’identification avec des essais à gradients d’humidité est significativement plus court que
pour des essais sur échantillons saturés ; d’environ 100 fois pour les essais de traction et 400
pour les essais de flexion. La Fig. 3.21 présente l’évolution du module d’Young en fonction



de la concentration moyenne en eau pour des échantillons avec gradients d’humidité (étude
présentée dans ce chapitre) et des échantillons saturés ( [4]).

– Le coefficient de dilatation hygroscopique n’affecte pas les essais de flexion. Il apparait unique-
ment dans les équations relatives aux essais de traction mais il a un effet uniquement sur les
paramètres identifiés aux temps de conditionnement courts.
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Figure 3.21 – Comparaison des temps de conditionnement pour des échantillons à gradients d’hu-
midité et des échantillons saturés

Remarque. Dans l’annexe B, l’identification dans le cas où ν est constant et E(m) est une fonction
quadratique est étudiée dans un cas particulier où le minimum de E est atteint en m∞. Les temps
d’identification sont plus importants que ceux obtenus dans le cas E(m) linéaire. De plus, il est
encore trouvé que l’essai de flexion permet d’identifier plus rapidement les paramètres par rapport à
l’essai de traction.

3.7 Conclusions
Ce chapitre a étudié à travers des analyses numériques la possibilité d’identifier les propriétés

mécaniques affectées par l’humidité de matériaux à matrice polymère en utilisant des échantillons à
gradients d’humidité. L’identification a été menée en utilisant un modèle diffuso-mécanique faible-
ment couplé - un modèle de diffusion de Fick 1D et un modèle plaque mince 2D contrainte plane
hygroélastique ; pour lesquels la solution numérique a été calculée avec la PGD et avec la méthode de
Rayleigh-Ritz respectivement. Une configuration d’essais couplés traction-flexion a été étudiée. Il a
été montré que les essais de traction et flexion peuvent être découplés lorsque les propriétés élastiques
de la matrice sont des fonctions polynomiales de la teneur en eau. L’identification a été menée pour
des dépendances particulières des paramètres, ν et E, à la teneur en eau, m : les résultats obtenus
sont discutés en terme de précision des paramètres identifiés et de temps d’essais requis pour une
identification précise. Pour une dépendance linéaire de ν(m) et E(m) sur la teneur en eau, m, l’uti-
lisation des essais de flexion permet de réduire considérablement le temps d’identification comparé à
celui des essais de traction (facteur d’environ 5). Pour une dépendance linéaire de E(m) sur m et une



valeur constante de ν, l’utilisation des essais de flexion permet de réduire le temps d’identification
comparé à l’utilisation des essais de traction (facteur d’environ 6). Si l’on compare maintenant à des
échantillons saturés, le facteur de réduction est de d’environ 1000 fois pour la traction et 4000 fois
pour la flexion.
Rappelons que le coefficient de dilatation hygroscopique n’affecte pas l’essai de flexion. Il apparait
uniquement dans les équations de l’essai de traction et influence uniquement les paramètres identifiés
à des temps de conditionnement courts. Dans les équations régissant l’essai de traction, les para-
mètres à identifier, le coefficient de dilatation à hygroscopique notamment, se retrouvent également
dans les quantités mesurées.
Dans le chapitre suivant, un autre type d’essai sera considéré. Cet essai est généré en imposant des
champs de concentration en eau asymétriques sans chargement mécanique. Ce type d’essai permettra
entre autre l’identification du coefficient de dilatation hygroscopique.
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—

Résumé
Ce chapitre présente la possibilité d’identifier les propriétés diffuso-mécaniques de matériaux

polymères avec gradients d’humidité en utilisant des plaques assujetties à des champs de concentra-
tion asymétriques. L’utilisation de ces champs de concentration permet de générer sans chargement
mécanique des déformations et des courbures qui peuvent être utilisées pour l’identification. L’iden-
tification est effectuée dans le cadre d’un modèle de plaque linéaire géométrique. Compte tenu de
l’amplitude des déflexions, l’utilisation d’un modèle prenant en compte les non linéarités géométriques
est discutée. Cette étude pourra permettre, entre autre, l’identification du coefficient de dilatation
hygroscopique.
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4.1 Introduction

Le chapitre précédent a présenté la possibilité d’identifier les propriétés diffuso-mécaniques pour
des temps courts à l’aide d’essais de traction ou de flexion sur échantillons de polymères avec
gradients d’humidité. L’utilisation de ces types d’essai ne permet pas d’identifier le coefficient de
dilatation hygroscopique. Dans ce chapitre, la possibilité d’identifier les propriétés diffuso-mécaniques
de matériaux polymères avec gradients d’humidité en utilisant des plaques assujetties à des champs
de concentration asymétriques est discutée. Cela permet notamment d’identifier, entre autre, le
coefficient de dilatation hygroscopique. L’identification est effectuée dans le cadre d’un modèle de
plaque linéaire géométrique. Compte tenu de l’amplitude des déflexions, l’utilisation d’un modèle
prenant en compte les non linéarités géométriques est discutée.

Dans la section 4.2, un modèle diffuso-mécanique 2D en contraintes planes géométriquement
non-linéaire est développé. Dans la section 4.3, le modèle est restreint au cas linéaire géométrique
et l’identification des paramètres E, ν et β est présentée dans ce cas particulier. Ensuite, dans la
section 4.4, le modèle non linéaire géométrique est traité. Les solutions des problèmes directs sont
explicitées, mettant en exergue dans le cas non linéaire géométrique un phénomène de bifurcation
(de type "fourche") pour certaines valeurs du rapport d’aspect (longueur-épaisseur) de la plaque.
La possibilité d’identifier dans ce contexte est discutée et mène à différentes perspectives. Enfin, les
conclusions de cette étude sont présentées dans la section 4.5.

4.2 Modèle diffuso-mécanique sur plaque mince

Dans cette section nous allons traiter dans un premier temps le problème de diffusion 1D avec
des conditions aux limites non uniformes. Ensuite, le modèle diffuso-mécanique 2D en contraintes
planes sera présenté.

4.2.1 Équation de diffusion 1D

Le matériau étant de configuration plaque mince homogène et isotrope, l’eau diffuse uniquement
suivant la direction de l’épaisseur, z. Le problème de diffusion de Fick s’écrit alors sous la forme
suivante : 

∂C

∂t
(t, z) = Dzz

∂2C

∂z2 (t, z)

C(0, z) = Ci; ∀z ∈ Z = [−Lz2 ; Lz2 ]

C(t,−Lz2 ) = C1
∞; ∀t > 0

C(t, Lz2 ) = C2
∞; ∀t > 0

(4.1)

avec
– C1

∞ un champ de concentration en eau constant imposé sur le bord inférieur (z = −Lz
2 )

– C2
∞ un champ de concentration en eau imposé sur le bord supérieur (z = Lz

2 )
où Lz est l’épaisseur de la plaque.
Nous supposons ici que C1

∞ est différent de C2
∞ afin d’avoir un champ de concentration asymétrique

selon l’épaisseur.
Ci désigne la concentration en eau au sein du matériau avant conditionnement (condition initiale)
et t désigne le temps.
Ce modèle permet de déterminer la concentration en eau C(z, t) et la teneur en eau, m = C

ρ (définie
dans le chapitre précédent) où ρ est la densité du matériau. Il est intéressant de noter que la possibilité
d’effectuer des essais de sorption avec des concentrations différentes sur les deux surfaces opposées,
générant des conditions aux limites asymétriques et une distribution asymétrique de concentration
en eau sur l’épaisseur de la plaque a été récemment explorée expérimentalement par Ounaies et al.
( [44])



4.2.2 Théorie géométriquement non linéaire des plaques
Dans la théorie non-linéaire géométrique des plaques, appelée aussi modèle de Von Kármán pour

les plaques ( [19], [47]), les déformations dans le plan (x, y) sont données par

E = E0 − zK (4.2)

avec E0 le tenseur de déformation de membrane et K le tenseur des courbures.
E0 le tenseur de déformation de membrane est défini par

E0 =



ε0
xx = ∂u

∂x
+ 1

2(∂w
∂x

)2

ε0
yy = ∂v

∂y
+ 1

2(∂w
∂y

)2

2ε0
xy = ∂u

∂y
+ ∂v

∂x
+ (∂w

∂x
)(∂w
∂y

)

(4.3)

où on note la présence de termes non-linéaires (∂w∂x )2, (∂w∂y )2 et (∂w∂x )(∂w∂y ).
Rappelons que u et v sont les champs de déplacement du plan moyen de la plaque et w le déplacement
selon z du plan moyen.
K le tenseur des courbures est défini par

K =



kxx =
∂2w
∂x2

[1 + (∂w∂x )2]
3
2
' ∂2w

∂x2

kyy =
∂2w
∂y2

[1 + (∂w∂y )2]
3
2
' ∂2w

∂y2

2kxy =
∂2w
∂x∂y

[1 + (∂w∂x )(∂w∂y )]
3
2
' ∂2w

∂x∂y

(4.4)

où les termes d’ordre 2, (∂w∂x )2 et (∂w∂y )2 et (∂w∂x )(∂w∂y ) sont très petits devant l’unité en raison de
l’hypothèse des rotations modérées.
Le plan moyen étant positionné en z = 0, u et v ne dépendent que de (x, y). De plus, selon
l’hypothèse de Kirchhoff-Love, w ne dépend aussi que de (x, y) [19] car les déplacements verticaux
sont les mêmes pour tous les points positionnés en (x, y).

4.2.3 Problème de minimisation de l’énergie
L’énergie potentielle totale de la plaque, Etot, est définie comme la somme de l’énergie de

déformation, Ed, et du travail des forces extérieurs, Eext. Le travail des forces extérieurs est défini
à partir des moments de flexion, des moments de torsion et des efforts normaux. En l’absence de
chargement, ce qui est le cas dans ce problème, le travail des forces extérieurs est nul.
L’énergie de déformation est définie par

Ed =
∫
V
eddV (4.5)

où ed est la densité de l’énergie de déformation qui s’exprime sous la forme

ed = 1
2E ·Q(m)E−∆m b ·Q(m)E (4.6)

et V est le volume de la plaque, V = Lx × Ly × Lz.
Q(m) est le tenseur des constantes élastiques qui intervient dans la loi constitutive σ = Q(E−E0).
Il est défini dans un état plan (x, y) et s’exprime par

Q(m) =

 Q(m) ν(m)Q(m) 0
ν(m)Q(m) Q(m) 0

0 0 1
2(1− ν(m))Q(m)

 (4.7)



où Q(m) = E(m)
1−ν(m)2 avec E et ν le module d’Young et le coefficient de Poisson.

b est le vecteur des coefficients de dilatation hygroscopique à trois composantes. Dans notre cas,
chaque composante est identique et est notée β

b =

 β
β
β

 (4.8)

∆m est la variation de la teneur en eau entre l’instant t > 0 et l’état initial.

Le problème de minimisation décrivant les positions d’équilibre de la plaque est donné par l’Eq.(4.9).1.
L’équation (4.9).2 traduit la stabilité de l’équilibre :{

δEtot = 0
δ2Etot > 0

(4.9)

Les relations Eq.(4.2)-Eq.(4.5) permettent d’écrire l’énergie de déformation sous la forme

Etot = Ed = 1
2

∫
V

Q(m)[(ε0
xx − zkxx)2 + (ε0

yy − zkyy)2 + 2(1− ν(m))(ε0
xy − zkxy)2]dV

+ 2
∫
V

ν(m)Q(m)(ε0
xx − zkxx)(ε0

yy − zkyy)dV

− β
∫
V

∆mQ(m)(1− ν(m))[(ε0
xx − zkxx) + (ε0

yy − zkyy) + (ε0
xy − zkxy)]dV

(4.10)

Avec les expressions du tenseur de déformation de membrane et du tenseur des courbures (Eq.(4.3)
et Eq.(4.4)), Eq.(4.9).1 devient une équation aux dérivées partielles non-linéaire en u, v et w. Pour
déterminer la solution, la méthode de Rayleigh-Ritz est utilisée. Elle consiste à chercher des solutions
en u, v et w sous formes polynomiales. Dans [47], Hyer suppose que le champ de déplacement hors-
plan, w, est une fonction quadratique de x et y (Eq.(4.11).3) à partir de laquelle il déduit les champs
de déplacement plans, u et v cinématiquement admissibles et vérifiant la condition de compatibilité
définie par l’Eq.(4.12) 

u(x, y) = cx− a2

6 x
3 − ab

4 xy
2

v(x, y) = dy − b2

6 y
3 − ab

4 x
2y

w(x, y) = 1
2(ax2 + by2)

(4.11)

∂2ε0
xx

∂y2 +
∂2ε0

yy

∂x2 − 2
∂2ε0

xy

∂x∂y
= 0 (4.12)

avec a, b, c et d des constantes.
En substituant l’Eq.(4.11) dans les Eqs.(4.3) et (4.4), il vient

ε0
xx = c− ab

4 y
2

ε0
yy = d− ab

4 x
2

ε0
xy = 0

(4.13)

et 
kxx = a

kyy = b

kxy = 0
(4.14)



d’ou l’équation (4.10) devient

Etot = 1
2

∫
V
Q(m)[(c− ab

4 y
2 − az)2 + (d− ab

4 x
2 − bz)2

+ 2ν(m)(c− ab

4 y
2 − az)(d− ab

4 x
2 − bz)]dV

− β
∫
V

∆mQ(m)(1 + ν(m))[(c− ab

4 y
2 − az) + (d− ab

4 x
2 − bz)]dV

(4.15)

En introduisant des formes particulières pour les champs de déplacement (paramétrisées par a, b, c
et d), l’énergie potentielle totale de la plaque devient une fonction des paramètres a, b, c et d. Le
problème de minimisation, Eq.(4.9).1, s’écrit donc comme

δEtot = ∂Etot

∂a
δa+ ∂Etot

∂b
δb+ ∂Etot

c
δc+ ∂Etot

∂d
δd = 0 (4.16)

L’intégration sur le volume des termes ∂Etot

∂ai
pour i = 1, ..., 4 avec dV = dxdydz et x ∈ [−Lx

2 ,
Lx
2 ],

y ∈ [−Ly
2 ,

Ly
2 ] et z ∈ [−Lz

2 ,
Lz
2 ] conduit à une équation de la forme

δEtot = fnl1 (a, b, c, d)δa+ fnl2 (a, b, c, d)δb
+ fnl3 (a, b, c, d)δc+ fnl4 (a, b, c, d)δd = 0

(4.17)

Les fonctions fnli sont des relations algébriques, non linéaires en a, b, c et d.
Afin de satisfaire l’équilibre, δEtot = 0, ce qui signifie que les quatre fonctions fnli doivent être nulles.
Les valeurs de a, b, c et d qui annulent fnli décrivent donc un état d’équilibre de la plaque.
Afin de déterminer cet état d’équilibre, un système non-linéaire de quatre équations à quatre incon-
nues doit être résolu. Il s’écrit sous la forme

fnl1 (a, b, c, d) =aQcz2 + b[Qνcz2 +
Aνc (L2

x + L2
y)

48 ]− cQcz − dQνcz

+ b2

48(QczL2
x +QνczL

2
y) + ab

24(QczL2
y +QνczL

2
x)

− bc

48(QcL2
y +QνcL

2
x)− bd

48(QcL2
x +QνcL

2
y)

+ ab2[
Qc(L4

x + L4
y)

1280 +
QνcL

2
xL

2
y

1152 ] +Aνcz = 0

fnl2 (a, b, c, d) =a[Qνcz2 +
Aνc (L2

x + L2
y)

48 ] + bQcz2 − cQνcz − dQcz

+ a2

48(QczL2
y +QνczL

2
x) + ab

24(QczL2
x +QνczL

2
y)

− ac

48(QcL2
y +QνcL

2
x)− ad

48 (QcL2
x +QνcL

2
y)

+ a2b[
Qc(L4

x + L4
y)

1280 +
QνcL

2
xL

2
y

1152 ] +Aνcz = 0

fnl3 (a, b, c, d) = −aQcz − bQνcz + cQc + dQνc −
ab

48(QcL2
y +QνcL

2
x)−Aνc = 0

fnl4 (a, b, c, d) = −aQνcz − bQcz + cQνc + dQc −
ab

24(QcL2
x +QνcL

2
y)−Aνc = 0

(4.18)

avec

Qc = 1
Lz

∫
Z
Q(m)dz; Qνc = 1

Lz

∫
Z
ν(m)Q(m)dz

Qcz = 1
Lz

∫
Z
Q(m)zdz; Qνcz = 1

Lz

∫
Z
ν(m)Q(m)zdz

Qcz2 = 1
Lz

∫
Z
Q(m)z2dz; Qνcz2 = 1

Lz

∫
Z
ν(m)Q(m)z2dz

Aνc = 1
Lz

∫
Z

(1 + ν(m))Q(m)εHxxdz; Aνcz = 1
Lz

∫
Z

(1 + ν(m))Q(m)εHxxzdz

(4.19)



Les quantités données dans l’Eq.(4.19) sont des moyennes sur l’épaisseur de la plaque de quantités
décrivant les propriétés du matériau (déformation hygroscopique, module d’Young, coefficient de
Poisson).
Notons que la détermination de a, b, c et d à travers le problème non-linéaire, Eq.(4.18), peut
conduire à plusieurs solutions comme nous l’illustrerons section 4.4. La stabilité des solutions doit
ensuite être discutée afin d’éliminer les solutions non physiques soient les solutions instables.
L’équation δEtot = 0 entraine des états d’équilibre de la plaque qui soit minimisent soit maximisent
l’énergie potentielle totale de la plaque. A un état d’équilibre stable, l’énergie potentielle totale doit
être minimale. La matrice définie par l’Eq.(4.20) doit ainsi être définie positive, pour que la condition
(4.9).2 soit satisfaite [47]


∂fnl1
∂a

∂fnl1
∂b

∂fnl1
∂c

∂fnl1
∂d

∂fnl2
∂a

∂fnl2
∂b

∂fnl2
∂c

∂fnl2
∂d

∂fnl3
∂a

∂fnl3
∂b

∂fnl3
∂c

∂fnl3
∂d

∂fnl4
∂a

∂fnl4
∂b

∂fnl4
∂c

∂fnl4
∂d

 (4.20)

avec

∂fnl1
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= Qcz2 + b

24(QczL2
y +QνczL

2
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Qc(L4
x + L4

y)
1280 +

QνcL
2
xL

2
y

1152 ]

∂fnl1
∂b

= ∂fnl2
∂a

= Qνcz2 +
(L2

x + L2
y)Aνc

48 + b

24(QczL2
x +QνczL

2
y) + a

24(QczL2
y +QνczL

2
x)

− c

48(QcL2
y +QνcL

2
x)− d

48(QcL2
x +QνcL

2
y) + ab[

Qc(L4
x + L4

y)
640 +

QνcL
2
xL

2
y

576 ]

∂fnl1
∂c

= ∂fnl3
∂a

= −Qcz −
b

48(QcL2
y +QνcL

2
x)

∂fnl1
∂d

= ∂fnl4
∂a

= −Qνcz −
b

48(QcL2
x +QνcL

2
y)

∂fnl2
∂b

= Qcz2 + a

24(QczL2
x +QνczL

2
y) + a2[

Qc(L4
x + L4

y)
1280 +

QνcL
2
xL

2
y

1152 ]

∂fnl2
∂c

= ∂fnl3
∂b

= −Qνcz −
a

48(QcL2
y +QνcL

2
x)

∂fnl2
∂d

= ∂fnl4
∂b

= −Qcz −
a

48(QcL2
x +QνcL

2
y)

∂fnl3
∂c

= Qc;
∂fnl3
∂d

= ∂fnl4
∂c

= Qνc ; ∂f
nl
4
∂d

= Qc

(4.21)

Cette étude n’a pas pour objectif de déterminer les déformations et les courbures mais d’identifier les
propriétés diffuso-mécaniques du matériau générées par des champs de concentration asymétriques.
Cependant, avant d’identifer nous étudierons les différentes réponses de la plaque (évolutions des
courbures (a et b) et des déformations de membrane (c et d)) dans un cas linéaire géométrique puis
dans un cas non linéaire géométrique.

4.3 Cas linéaire géométrique

Le problème linéaire s’obtient en négligeant les termes non-linéaires (∂w∂x )2, (∂w∂y )2 et (∂w∂x )(∂w∂y )
dans le tenseur de déformation défini par l’Eq.(4.3). Le tenseur de déformation se réduit à

E0 =



ε0
xx = ∂u

∂x

ε0
yy = ∂v

∂y

2ε0
xy = ∂u

∂y
+ ∂v

∂x

(4.22)



et les champs de déplacement plans u et v deviennent des fonctions linéaires des directions x et y
respectivement, tandis que le déplacement hors plan reste le même

u(x, y) = cx

v(x, y) = dy

w(x, y) = 1
2(ax2 + by2)

(4.23)

En reportant l’Eq.(4.23) dans l’Eq.(4.22), les composantes du tenseur des d’eformations de membrane
deviennent des constantes par rapport à x et y

ε0
xx = c

ε0
yy = d

ε0
xy = 0

(4.24)

Le tenseur des courbures (Eq.(4.14)) reste le même.
Ainsi, la variation de l’énergie totale de la plaque, Eq.(4.17), s’écrit comme suit

δEtot = f l1(a, b, c, d)δa+ f l2(a, b, c, d)δb
+ f l3(a, b, c, d)δc+ f l4(a, b, c, d)δd = 0

(4.25)

avec 

f l1(a, b, c, d) =− aQcz − bQνcz + cQc + dQνc −Aνc = 0
f l2(a, b, c, d) =− aQνcz − bQcz + cQνc + dQc −Aνc = 0
f l3(a, b, c, d) =− aQcz2 − bQνcz2 + cQcz + dQνcz −Aνcz = 0
f l4(a, b, c, d) =− aQνcz2 − bQcz2 + cQνcz + dQcz −Aνcz = 0

(4.26)

Chaque équation f li est dans ce cas linéaire en a, b, c et d.

Etudions tout d’abord le problème direct. Il consiste à déterminer les courbures (a et b) et les
déformations de membranes (c et d) pour des valeurs données des paramètres matériau.
L’Eq.(4.26) peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

−Qcz −Qνcz Qc Qνc
−Qνcz −Qcz Qνc Qc
−Qcz2 −Qνcz2 Qcz Qνcz
−Qνcz2 −Qcz2 Qνcz Qcz



a
b
c
d

 =


Aνc
Aνc
Aνcz
Aνcz

 (4.27)

dont la solution s’écrit :
a = b = (Qc +Qνc )Aνcz − (Qcz +Qνcz)Aνc

(Qcz +Qνcz)2 − (Qc +Qνc )(Qcz2 +Qνcz2)

c = d =
(Qcz2 +Qνcz2)Aνc − (Qcz +Qνcz)Aνcz

(Qcz2 +Qνcz2)(Qc +Qνc )− (Qcz +Qνcz)2

(4.28)

La solution du problème direct mène à :
– des courbures longitudinale et transversale égales,
– des déformations de membrane longitudinale et transversale égales.

Les simulations sont effectuées avec les propriétés matériau diffuso-mécaniques suivantes (les mêmes
que celles du chapitre précédent pour la résine RTM6) :

– E(m) = −20, 46m + 3, 14GPa (dépendance du module d’Young en fonction de la teneur en
eau)

– ν = 0, 35 (coefficient de Poisson)
– dzz = 0, 016mm2.h−1 (coefficient de diffusivité selon l’épaisseur)
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Figure 4.1 – Evolution de m selon l’épaisseur z pour différents temps

– β = 0, 22 (coefficient de dilatation hygroscopique)

avec les conditions aux limites suivantes :

– c2
∞ = 24, 9.10−3 g.mm−3

– c1
∞ = 0, 4c2

∞ g.mm−3

La figure Fig.4.1 présente l’évolution de la teneur en eau m selon l’épaisseur z de la plaque
pour différents temps. On notera que les conditions aux limites imposées générent un champ de
concentration asymétrique par rapport au plan moyen de la plaque.
La figure Fig.4.2 montre les évolutions des déformations de membrane, c et d, et des courbures, a
et b, en fonction de la moyenne de m suivant l’épaisseur qui est notée m

m = 1
Lz

∫
Z
mdz (4.29)

Pour ces valeurs des paramètres, les déformations de membrane sont égales (c = d) et présentent
des évolutions linéaires en fonction de m. Les courbures sont elles aussi égales (a = b) et présentent
une évolution linéaire en fonction de m uniquement pour les temps courts. Cette solution correspond
à une déflexion de type "calotte sphérique" (concave) à double courbure dans laquelle les deux
courbures sont les mêmes dans les deux directions x et y.



Figure 4.2 – Évolution des courbures, a et b, et des déformations de membrane, c et d, dans le cas
linéare géométrique pour E(m) et ν(m) linéaires

Dans le cas linéaire géométrique, la solution du problème, (4.9).1, conduit à des positions d’équilibre
stable. En effet, la dérivée seconde de l’énergie δ2Etot, représentée par la matrice suivante, est définie
positive (l’Eq.(4.9).2 est vérifiée)

∂f l1
∂a

∂f l1
∂b

∂f l1
∂c

∂f l1
∂d

∂f l2
∂a

∂f l2
∂b

∂f l2
∂c

∂f l2
∂d

∂f l3
∂a

∂f l3
∂b

∂f l3
∂c

∂f l3
∂d

∂f l4
∂a

∂f l4
∂b

∂f l4
∂c

∂f l4
∂d

 =


−Qcz −Qνcz Qc Qνc
−Qνcz −Qcz Qνc Qc
−Qcz2 −Qνcz2 Qcz Qνcz
−Qνcz2 −Qcz2 Qνcz Qcz

 (4.30)

Notons que les composantes de cette matrice sont indépendantes de a, b, c et d.
Les propriétés du matériau ν(m) et E(m) dont dépendent les composantes de la matrice (Eq.(4.30))
sont des fonctions arbitraires de m. Si l’on suppose que ces fonctions sont constantes, a, b, c et d
s’expriment par 

c = d = βm

a = b = −12βmz
L2
z

(4.31)

avec
mz = 1

Lz

∫
Z
mzdz (4.32)

L’Eq.(4.31) permet d’expliquer la forme des évolutions des déformations et des courbures a, b, c et
d en fonction de m montrées en Fig.(4.2).
Nous allons maintenant postuler des dépendances particulières de ν(m) et E(m) afin de les identifier,
ce qui constitue l’étude du problème inverse.

4.3.1 Problème inverse et identification
Le problème (4.26) est maintenant considéré comme un problème inverse. Cela signifie que l’on

suppose connues les déformations et les courbures et que l’on cherche à déterminer E(m) et ν(m)
pour des formes particulières de ces dépendances. Les composantes de la matrice, Eq.(4.30), et les
éléments de l’Eq.(4.27) sont maintenant inconnues.

4.3.1.1 Identification avec ν et E indépendant de m

Lorsque ν et E sont indépendants de m, les solutions de Eq.(4.26) sont données par la relation
(4.31). Dans cette relation, on peut noter que ν et E n’apparaissent pas et ne pourront donc pas
être identifiés par cet essai. Avec cet essai, seul β peut être déterminé

β = c

m
= − aL2

z

12mz (4.33)



Rappelons que β ne pouvait pas être identifié par les essais de traction et de flexion étudiés dans le
chapitre précédent.

4.3.1.2 Identification avec ν constant et E(m) fonction linéaire de m

Lorsque le module d’Young est de la forme E(m) = αm+ η, la relation (4.28) devient
(αm+ η)c− αmza = β(αm2 + ηm)

αmzc− (αmz2 + ηL2
z

12 )a = β(αm2z + ηmz)
(4.34)

avec
m2 = 1

Lz

∫
Z
m2dz

mz2 = 1
Lz

∫
Z
mz2dz

m2z = 1
Lz

∫
Z
m2zdz

m et mz étant définis par les Eqs.(4.29) et (4.32).
On note cette fois uniquement l’absence de ν dans les équations, il ne pourra donc pas être déterminé.
η qui est la valeur de E à t = 0 peut être déterminé sur un échantillon sec.
Le système Eq.(4.34) est finalement un système de deux équations à deux inconnues α et β. Il peut
s’écrire de la façon suivante, en tirant α de la première équation et en introduisant son expression
dans la deuxième équation 

h1β
2 + h2β + h3 = 0

α = (βm− c)η
mc−mza− βm2

(4.35)

avec
h1 = m2mz −m2zm

h2 = m2zc+ m2L2
z

12 a+ (mzc−mz2a)m− (mc−mza)mz

h3 = −(mzc−mz2a)c− (mc−mza)L
2
z

12 a

β peut donc être déterminé par la première équation du système (4.35) si h2
2− 4h1h3 ≥ 0. La figure

4.3 présente les solutions de l’Eq.(4.35) en fonction du temps. La courbe rouge sur la figure de
gauche de Fig.4.3 traduit une évolution constante de β, ce qui correspond bien à l’hypothèse faite.
L’identification de α est illustrée sur la Fig.4.3 à droite.
Ces résultats montrent que, dans ce cas particulier de dépendance E(m) linéaire et ν constant, cet
essai permet d’identifier :

– le module d’Young et
– le coefficient de dilatation hygroscopique.

L’identification de E n’est possible que s’il dépend de m.
D’autre part, si ν(m) et E(m) sont tous les deux des fonctions linéaires de m (E(m) = αm+ η et
ν(m) = ξm + µ), les inconnues à identifier seront au nombre de trois à savoir α, β et ξ au lieu de
deux alors que le nombre d’équations est toujours égal à deux. Deux paramètres devront donc être
exprimés en fonction du troisième.

Même si cet essai, dans les conditions où il y a une dépendance linéaire de E en fonction de m
et ν constant, permet d’identifier le coefficient de dilatation hygroscopique et le module d’Young,
l’identification du coefficient de Poisson reste impossible.
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Figure 4.3 – Solution en β et en α pour le cas linéaire géométrique

4.4 Cas non linéaire géométrique

Regardons maintenant le problème direct dans le cas non linéaire géométrique. Dans ce cas,
Eq.(4.18) est un système d’équations non linéaires en a, b, c et d. Le plus haut dégré des quatre
équations polynomiales est de 3, Eq.(4.18) a donc soit une solution réelle soit trois solutions réelles en
a, b, c et d. Les solutions obtenues pour différents rapports d’aspect (ARxz = Lx

Lz
et ARyz = Ly

Lz
) sont

étudiées dans les paragraphes suivants avec les propriétés diffuso-mécaniques définies précédemment.

4.4.1 Évolutions des déformations et courbures

Pour une plaque carrée d’épaisseur fixée, l’influence du rapport d’aspect ARxz (ARxz = ARyz)
sur les solutions du problème est étudiée. Pour cela, le côté de la plaque et l’épaisseur sont considérés
comme variables.
La figure Fig.4.4 illustre les solutions a, b, c et d en fonction de la moyenne de la teneur en eau m
pour un rapport d’aspect (ARxz = ARyz) de 10. Dans ce cas, pour la plage de valeurs dem explorée,
les solutions dans le cas linéaire géométrique et non-linéaire géométrique coïncident. L’impact des
non linéarités géométriques est dans ce cas négligeable.
La figure Fig. 4.5 illustre les solutions a, b, c et d en fonction de la moyenne de la teneur en eau

Figure 4.4 – Évolution des courbures (a et b) et des déformations de membrane (c et d) en linéaire
et non linéare géométrique pour ARxz = ARyz = 10



m pour un rapport d’aspect (ARxz = ARyz) de 100. Dans ce cas, on remarque que le problème
n’admet qu’une solution réelle en a, b, c et d et que a = b et c = d jusqu’à un m critique noté
m(tb) correspondant au temps t = tb. Au delà de ce point, on observe trois solutions réelles, chacune
représentée par une branche sur la figure 4.5. La solution linéaire géométrique (courbe bleu en trait
continu) est proche de celle non linéaire géométrique jusqu’à m critique. Après le point critique, la
différence entre les deux solutions est très marquée.

Figure 4.5 – Évolution des courbures (a et b) et des déformations de membrane (c et d) en linéaire
et non linéaire géométrique pour ARxz = ARyz = 100

Etudions plus précisément les solutions obtenues dans le cas où le rapport d’aspect est 100. Pour
les courbures, la branche en noir est la continuation de la solution réelle obtenue avant le point cri-
tique encore appelé point de bifurcation. Sur cette branche (instable) a reste égale à b et la déflexion
de la plaque est de type "calotte sphérique". Après le point de bifurcation, la branche en vert traduit
une courbure importante dans la direction x tandis que celle en rouge représente une courbure dans
la direction y qui tend asymptotiquement vers zéro. Cela correspond à une déformation de type
"cylindre" (concave) d’axe y (stable). Dans la direction y, la branche verte correspond à celle en
rouge et vice-versa.
Plusieurs branches (3) sont aussi obtenues pour les déformations de membranes (c et d) mais elles
restent néanmoins très proches.
Les simulations effectuées pour des plaques carrées montre que la transition d’un comportement
présentant une solution unique (Fig.4.4) à un comportement présentant une multiplicité de solutions
(Fig.4.5) a lieu à partir d’un valeur de rapport d’aspect d’environ 60.
Notons que ces mêmes types de solutions en terme de courbures sont également observées pour
une plaque rectangulaire (ARxz > ARyz) (Fig.4.6). Cependant, les solutions en c et d avant le
point critique peuvent être différentes. De plus, les trois différentes branches des déformations de
membrane c et d ne sont pas les mêmes mais restent dans le même ordre de grandeur (Fig.4.7).

Ce type de solutions indique que dans l’intervalle de m explorée, le chargement hygroscopique peut
induire un chargement de forme de la plaque (de "calotte sphérique" à "cylindre") en fonction de ses
imperfections géométriques. Cela mène à un verrou pour l’identification après le point de bifurcation
lié à la multiplicité des solutions.

Remarque : Dans la littérature, ce type de solutions a déjà été étudié [47] pour des plaques
composites. Il a été montré que la branche noire après le point critique est instable et que les deux
branches rouges et vertes sont stables.



Figure 4.6 – Évolution des courbures (a et b) en linéaire et non linéaire géométrique pour ARxz =
100 et ARyz = 10

Figure 4.7 – Évolution des déformations de membrane (c et d) en linéaire et non linéaire géométrique
pour ARxz = 100 et ARyz = 10

Remarque. Des simulations complémentaires dans le cas linéaire géométrique et non linéaire
géométrique sont reportées dans l’annexe C.

4.4.2 Présentation du problème inverse

Le problème inverse consiste à identifier ν(m), E(m) et β en supposant a, b, c et d connus
(déduits de mesures expérimentales). Considérons pour simplifier une plaque carrée pour laquelle
a = b et c = d. Cette condition est respectée soit dans le cas de plaques ayant un certain rapport
d’aspect ou avant le point de bifurcation. L’Eq.(4.18) se réduit à un système de deux équations
car dans ce cas les deux premières équations sont identiques ainsi que les deux dernières. Sous ces
conditions, on a :

– soit une seule branche de solution (ARxz = ARyz = 10) pour a et pour c sur tout le domaine



de m (domaine temporel)
– soit trois branches (ARxz = ARyz = 100) selon la position par rapport au point de bifurcation.

Considérons des valeurs de a, b, c, d avant le point critique et supposons que le coefficient de Poisson
est indépendant de m, le problème (4.18) s’écrit

a(Bcz2 + AcL
2
x

24 )− cBcz + 3a2L2
xBcz

48 − acL2
xBc

24 + (1152 + 640ν)a3L4
xBc

640× 1152(1 + ν) +Acz = 0

aBcz − cBc + a2L2
xBc

48 +Ac = 0
(4.36)

avec
Bc = 1

Lz

∫
Z
E(m)dz

Bcz = 1
Lz

∫
Z
E(m)zdz

Bcz2 = 1
Lz

∫
Z
E(m)z2dz

Ac = β

Lz

∫
Z
E(m)mdz

Acz = β

Lz

∫
Z
E(m)mzdz

(4.37)

Les paramètres à identifier étant au nombre de trois (ν E(m) β), deux de ces paramètres seront
déterminés en fonction du troisième (système sous-déterminé).
En supposant que E est une fonction linéaire de m donnée sous la forme E(m) = αm+ η, on a

Bc = αm+ η

Bcz = αmz

Bcz2 = αmz2 + ηL2
z

12
Ac = β(αm2 + ηm)
Acz = β(αm2z + ηmz)

(4.38)

Ainsi, la deuxième équation de Eq.(4.36) permet de caractériser α en fonction de β

α(β) =
η(c− a2L2

x
48 − βm)

amz − cm+ a2L2
xm

48 + βm2
(4.39)

α est ensuite reportée dans la première pour obtenir ν en fonction de β

ν(β) = −Aα(β) + 1152(a3L4
xBc + 640Acz)

Aα(β) + 640(a3L4
xBc + 1152Acz)

(4.40)

avec
Aα(β) = 737280[a(Bcz2 + AcL

2
x

24 )− cBcz + 3a2L2
xBcz

48 − acL2
xBc

24 ] (4.41)

Sous les hypothèses, ν et E indépendants de m, E se simplifie au niveau des deux équations de
Eq.(4.36) et ne peut donc pas être identifié. β et ν sont alors donnés par

β = 48c− a2L2
x

48m

ν = −A(β) + 1152(640βmz + a3L4
x)

A(β) + 640(a3L4
x + 1152βmz)

(4.42)

avec
A(β) = 737280[a(L

2
zm

12 + βm

24 )− acL2
x

24 ] (4.43)

La solution de ces problèmes inverses est complexe et n’a pas été explorée. Avant le point
de bifurcation, l’identification devrait donner des résultats simulaires ou proches du cas linéaire



géométrique.
Après le point de bifurcation où il existe une multiplicité de solutions, des méthodes plus robustes (par
exemple des méthodes combinées à des méthodes de continuation type MAN ( [15], [57]) pourraient
être utilisées pour l’identification.

4.5 Conclusion
Ce chapitre est consacré à l’identification des propriétés diffuso-mécaniques à partir des champs

de concentration asymétriques dans les composites à matrice polymère. Ces champs génèrent sur
le matériau de configuration plaque des courbures et des déformations de membrane. La mesure de
ces dernières ne contient pas les paramètres à identifier comme c’était le cas avec l’essai de traction
et de flexion dans le chapitre précédent. Au vu des profils polynomiaux du module d’Young et du
coefficient de Poisson par rapport à la teneur en eau, l’identification de certains paramètres peut être
effectuée sous certaines conditions.
Ainsi, il a été montré dans le cas linéaire géométrique que pour un coefficient de Poisson et un module
d’Young constants, seul le coefficient de dilatation hygroscopique peut être identifié pour une plaque
carrée. D’autre part, le module d’Young ne peut être identifié que lorsqu’il dépend linéairement de
la teneur en eau. Le coefficient de Poisson ne peut pas être identifié et cela est valable quelque soit
son profil (sa dépendance par rapport à la teneur en eau).
Dans le cas non-linéaire géométrique, pour des valeurs de déformation de membrane et de courbures
avant le point critique (ou point de bifurcation) pour une plaque carrée, le coefficient de dilatation
hygroscopique, le coefficient de Poisson et le module d’Young peuvent être identifiés uniquement si
le module d’Young et le coefficient de Poisoon sont constants. L’identification après le point critique
sur une plaque carrée et l’identification sur une plaque rectangulaire avant ou après le point critique
doivent être étudiées plus en détails. Une méthode de continuation pour détecter la bifurcation
pourrait être nécessaire afin de déterminer avec précision le point de bifurcation soient les valeurs
pour lesquelles l’identification est réalisable.





Conclusions et perspectives
***
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Conclusions
L’étude présentée dans cette thèse porte sur la mise en place d’un protocole d’identification

des propriétés diffuso-mécaniqes sur les matériaux composites à matrice polymère. L’objectif est
d’effectuer ces identifications pour des temps courts et sur un nombre optimisé d’échantillons.

La première partie du mémoire, consacrée à l’étude bibliographique, a permis de passer en revue
les outils de modélisation des phénomènes diffusifs et mécaniques en précisant les différents couplages.
La Thermodynamique des Processus Irréversibles (TIP) basée sur la définition d’un potentiel de dissi-
pation sur lequel repose la détermination des lois de comportement et d’évolution est présentée. Elle
permet d’introduire quelques coefficients phénoménologiques de type Onsager pouvant caractériser
le couplage entre différentes variables du système. L’approche TIP présentée traite uniquement des
potentiels de dissipation quadratiques mais elle n’est pas restreinte à ce type de formes de potentiels
de dissipation. La cinétique de diffusion est décrite en utilisant la loi de Fick. Cette loi définit le flux
de diffusion comme proportionnel au gradient de concentration d’espèces et suppose une diffusion
libre des particules au sein du matériau. Cependant, la loi de Fick peut ne pas décrire fidèlement la
diffusion de particules dans le solide comme par exemple dans le cas de réactions chimiques entre les
particules au sein du matériau. Mais, dans le cas de diffusion d’eau, la loi de Fick décrit parfaitement
le phénomène. L’avantage de cette loi pour des temps courts est qu’elle est caractérisée par une prise
de masse linéaire en fonction de la racine du temps, suivie d’un palier de saturation correspondant à
l’équilibre du matériau avec l’environnement.

Le chapitre 2 est dédié à une proposition de protocole pour l’identification rapide des propriétés
de diffusion anisotrope de matériaux composites à texture complexe. Pour cela, la première étape
consiste à effectuer des tests gravimétriques de courtes durées sur des échantillons composites et
à mesurer la pente initiale (aux temps courts) de leur courbe de prise de masse par rapport à

√
t.

L’identification est effectuée en utilisant l’expression analytique de la pente dans le cas anisotrope
obtenue en étendant la méthode de la pente de Shen et Springer valable pour la diffusion isotrope
et orthotrope. Il a été montré que l’expression de la pente dans le cas anisotrope ne dépend pas
des termes extra-diagonaux de la matrice de diffusion anisotrope. Les dimensions de l’échantillon,
les 3 valeurs des coefficients principaux de diffusion et les 3 angles de rotation entre l’échantillon
et le repère orthotrope ont un impact notable sur la pente. Pour un problème 3D, le problème de
l’identification consiste à identifier 6 quantités inconnues : les 3 valeurs des coefficients principaux de
diffusion et les 3 angles de rotation entre le repère de l’échantillon et le repère principal. Ces incon-
nues se réduisent à 3 dans le cas de l’anisotropie plane. C’est pour ce cas plus simple que l’analyse
et la discussion de la méthode ont été réalisées. Elles se sont basées sur des données expérimentales
issues de la littérature.
Une comparaison de la diffusion 3D et la diffusion 1D est ensuite menée en comparant les solu-
tions massiques et les solutions en concentration de l’équation de Fick orthotrope. Les conditions
d’équivalence d’une diffusion 3D à une diffusion 1D ont été discutées en fonction de l’épaisseur de
l’échantillon et pour une précision donnée.

La troisième partie a étudié la faisabilité d’identifier les propriétés diffuso-mécaniques des maté-
riaux composites à matrice polymère sur des échantillons avec gradients d’humidité au lieu d’échan-
tillons à saturation. L’identification a été effectuée en utilisant un modèle de diffusion de Fick 1D
couplé avec un modèle mécanique 2D en contraintes planes hygroélastique. La solution du modèle
est obtenue par la méthode numérique PGD. Des essais couplés de traction et de flexion ont été
étudiés. Les essais sont découplés lorsque les propriétés mécaniques élastiques de la matrice sont
des fonctions polynomiales de la teneur en eau. L’identification a été effectuée pour des dépendaces
linéaires des paramètres ν(m) et E(m) en fonction de la teneur en eau, m. Au vu des résultats
numériques, l’utilisation de l’essai de flexion réduit largement le temps d’identification par rapport
à l’essai de traction d’une part et par rapport à l’identification dans le cas saturé. Le coefficient de
dilatation hygroscopique apparait uniquement dans les équations en traction : il a un effet sur les
paramètres identifiés aux temps courts mais n’a pu être identifié.

La dernière partie est consacrée à l’identification des propriétés diffuso-mécaniques à partir des
champs de concentration asymétriques dans les composites à matrice polymère. L’asymétrie de ces
champs de concentration due à l’imposition de différentes conditions aux bords permet de générer



des courbures et des déformations de membrane sans appliquer un chargement (type traction et/ou
flexion). La mesure de ces dernières a permis d’effectuer l’identification à travers un modèle couplé
de diffusion de 1D et un modèle mécanique 2D en contraintes planes hygroélastique dans le cas
linéaire géométrique. Pour des profils linéaires des propriétés mécaniques élastiques, ν(m) et E(m),
en fonction de la teneur en eau, m, l’identification est effectuée. Seul le coefficient de dilatation
hygroscopique, β, a pu être identifié pour des valeurs constantes de ν et E. Le module d’Young,
E(m) a été déterminé avec β uniquement lorsqu’il dépend linéairement de m pour une valeur ν.
Dans tous les cas de figure, ν n’a pas pu être identifié. L’étude des courbures et des déformations
de membrane a été ensuite abordée dans le cas non linéaire géométrique où une ou trois solutions
réelles apparaissent selon les valeurs des rapports d’aspect, ARxz et ARyz. Les solutions réelles
stables apparaissent soit avant le point critique soit après le point critique. Pour des valeurs de
courbures et de déformations de membrane avant le point critique, l’identification de β et de ν peut
être faite lorsque E et ν sont indépedants de m.

Perspectives
Les perspectives de cette thèse sont nombreuses.
– Tout d’abord, concernant l’identification de la diffusion anisotrope, il s’agit de définir un al-
gorithme plus robuste pour étendre le protocole proposé dans cette thèse pour l’identification
rapide des propriétés de diffusion anisotrope de matériaux composites à texture complexe à
des plages plus larges de coefficients orthotropes. Pour cela une des pistes d’algorithme serait
l’utilisation d’un algorithme type génétique.
Le système pourrait être écrit dans le cas 3D à l’aide des quaternions à la place des angles
d’Euler.

– Dans le cas de l’identification de propriétés diffuso-mécaniques sur des matériaux à gradients
d’humidité, une étude devrait être menée pour évaluer plus précisément la sensibilité de la pente
au nombre de points de prise de masse. Ensuite il serait intéressant d’évaluer le protocole mis
en place pour des matériaux présentant une anisotropie de diffusion et donc pour cela il faudrait
tout d’abord considérer l’effet de la triaxialité sur la réponse en diffusion d’une part puis ensuite
sous chargement (traction et ou flexion).
L’éxtension au comportement mécanique orthotrope et anisotrope pourrait être envisagée en
utilisant d’autre type d’essais (essai de torsion par exemple).

– La proposition de l’identification des propriétés diffuso-mécaniques basée sur l’emploi des
champs de concentrations asymétriques en non-linéaire géométrique doit être complétée. Tout
d’abord une méthode de continuation peut être utilisée afin de déterminer de manière précise
le point de bifurcation afin de connaître l’intervalle de a, b, c, d pour lequel l’identification est
possible (une seule solution stable).
La possibilité d’identifier après le point critique doit être étudiée avec les branches stables.

Cette thèse a donné lieu aux articles sur revue suivants :
– Beringhier M., Djato A., Maida D., Gigliotti M. : A novel protocol for rapid identification of
anisotropic diffusion properties of polymer matrix composite materials with complex texture,
Composites Structures, 201 :1088-1096, 2018.

– Djato A., Beringhier M., Gigliotti M. : Identification of moisture affected mechanical properties
of polymer matrix materials by the employment of samples with moisture gradients, Mechanics
of Advanced Materials and Structures, accepted in press.
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e

Annexe du chapitre 2
***

A.1 La méthode PGD pour la résolution d’EDP

La méthode PGD (Proper Generalized Decomposition) encore appelée décomposition propre
généralisée est une méthode de résolution des EDP qui consiste à rechercher la solution sous la
forme d’une somme de produits de fonctions à variables séparées. Cette méthode a été introduite
dans les années 90 dans le cadre de la méthode LATIN (LArge Time INcrement) pour résoudre
les problèmes de mécanique non-linéaire [36]. Pour ces problèmes, la solution était recherchée avec
uniquement une décomposition espace-temps :

u(X, t) =
n∑
i=1

Fi(X)Ti(t).

Cette décomposition a ensuite été étendue au cas multidimensionnel en 2006 par Ammar et Chinesta
[1] :

u(x1, ..., xD) =
n∑
i=1

F 1
i (x1)...FNi (xD).

Son avantage par rapport aux méthodes classiques de résolution type éléments finis ou différences
finies est qu’elle permet de réduire fortement le nombre d’inconnus et le temps de calcul.
Par exemple pour un problème de dimension D avec M points de discrétisation pour chaque dimen-
sion, nous avons n×M×D inconnues pour la méthode PGD etMD inconnues pour la méthode des
éléments finis où n est le nombre de fonctions nécessaires pour représenter la solution. La méthode
PGD est donc d’autant plus efficace que le nombre de dimensions est grand.

A.2 La méthode PGD pour le calcul d’une solution paramétrique vs
identification

Chinesta et al. ont ensuite proposé de considérer les paramètres matériau comme des extra-coordonnées
ce qui permet d’avoir une solution paramétrique pouvant être vue comme des abaques numériques
permettant à l’ingénieur une identification rapide des coefficients matériau. D’autres types d’extra-
coordonnées ont aussi été considérés par ces mêmes auteurs comme les conditions initiales, le char-
gement, la géométrie. Pour plus de détails sur ce sujet, le lecteur pourra se réferrer à [17].
Dans le cas d’un problème de diffusion, les paramètres diffusifs peuvent être considérés comme des
extra-coordonnées en vue de l’identification rapide des coefficients. Dans cette approche, la solution
paramétrique (dépendant des variables d’espace, du temps et des paramètres diffusifs) est connue
pour certaines domaines de variations des paramètres. La procédure d’identification se résume ainsi à
l’évaluation de la solution pour des valeurs particulières des paramètres au lieu d’un calcul éléments
finis 3D à chaque itération de l’algorithme d’optimisation. Cette stratégie a notamment été utilisée
par Beringhier et al. dans le cas de la diffusion 3D isotrope et 3D orthotrope ( [39], [38]). Dans le
cas isotrope, cette stratégie permet de réduire d’un facteur 8 le temps de calcul pour l’identification
en comparaison avec un calcul utilisant la méthode des éléments finis.
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A.3 Algorithme de la méthode PGD
Afin de présenter la méthode PGD, nous avons choisi de se restreindre au cas monodimensionnel

de la diffusion isotrope et nous ferons quelques remarques concernant l’extension au cas tridimen-
sionnel et anisotrope.
Dans ce cas, l’équation de diffusion s’écrit :

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2 (A.1)

où (x, t) ∈ Ωx × Ωt. Ωx est l’espace physique sur lequel notre problème est défini et Ωt l’intervalle
de temps avec une condition initiale nulle et une condition aux bords égale à C∞. Le bord sera noté
dans la suite ∂Ω.

L’idée principale de la méthode PGD est d’exprimer la solution comme somme de produit de
fonctions à variables séparées :

C(x, t) ≈
N∑
i=1

Xi(x)Ti(t) (A.2)

Chaque terme Xi(x)Ti(t) de la somme est appelé mode. Xi et Ti sont des fonctions dépendant
respectivement de x et t.
La PGD étant généralement écrite pour des conditions initiales et aux bords nulles, le changement
de variable suivant est considéré :

C = C0 + CD (A.3)

avec CD, une fonction connue qui doit être écrite sous la forme d’une représentation séparée

CD =
ND∑
i=1

XD
i (x)TDi (t) (A.4)

et qui vérifie les relations suivantes :

C = 0 à t = 0 ∀ Ω, (A.5)

C = C∞ 6= 0 sur ∂Ω.

La résolution de (A.1) se ramène donc à la résolution du problème suivant :
∂C0

∂t −D
∂2C0

∂x2 = ∂CD

∂t −D
∂2CD

∂x2

C0 = 0 à t = 0 ∀ Ω
C0 = C∞ sur ∂Ω

(A.6)

CD étant connu (eq. (A.4)), nous pouvons poser :

f(x, t) = ∂CD

∂t
−D∂

2CD

∂x2 =
ND∑
i=1

f ix(x)f it (t) (A.7)

Une fois le changement de variable effectuée, la formulation de Galerkin liée à l’équation (A.6) s’écrit :∫
Ωx×Ωt

C∗(∂C
0

∂t
−D∂

2C0

∂x2 )dxdt =
∫

Ωx×Ωt
C∗(∂C

D

∂t
−D∂

2CD

∂x2 )dxdt (A.8)

où C0 est un champ réel et C∗ un champ virtuel.
A l’itération n+ 1, C0 est recherchée sous la forme :

C0(x, t) =
n∑
i=1

X0
i (x)T 0

i (t) +A(x)B(t) = C0 n +AB (A.9)



En considérant le champ virtuel

C0∗(x, t) = A∗(x)B(t) +A(x)B∗(t) (A.10)

la résolution de (A.8) mène à la résolution d’un système non linéaire en A(x) et B(t).

Comme proposé par Ammar et al. [1], ce système est résolu par une méthode de point fixe à direc-
tions alternées. L’algorithme de point fixe est une procédure itérative où la solution d’une fonction est
recherchée en imposant une valeur aux autres. Dans notre exemple, comme nous avons uniquement
deux variables, nous avons donc deux étapes dans l’algorithme du point fixe.

Les deux étapes dans l’algorithme du point fixe s’écrivent comme suit :

– Étape 1 : Calcul de A(x)
Supposons que B(t) est connu, le champ virtuel se réduit alors à :

C0∗(x, t) = A∗(x)B(t).

L’équation A.8 devient alors :∫
Ωx×Ωt

((
B

dB
dt

)
A∗A+D

(
B2
) dA∗

dx
dA
dx

)
dxdt = r(A∗B,C0 n) (A.11)

où r(.,.) s’écrit

r(C0∗, C0n) =
∫

Ωx×Ωt

(
∂C0n

∂t
C0∗ + ∂C0∗

∂x
D
∂C0n

∂x

)
dxdt +

∫
Ωx×Ωt

(
f(x, t)C0∗

)
dxdt (A.12)

qui se ramène à un système linéaire en A à l’aide d’une technique de discrétisation adaptée.

Remarque. Les fonctions à variables séparées sont définies sous forme discrète sur un maillage
spécifique en x et t. Les fonctions de forme sont ici choisies linéaires pour l’espace et le temps.

– Étape 2 : Calcul de B(t)
Supposons que A(x) est connu, le champ virtuel se réduit alors à :

C0∗(x, t) = A(x)B∗(t).

L’équation A.8 devient alors :∫
Ωx×Ωt

((
B∗

dB
dt

)
A2 +D (B∗B) dA

dx
dA
dx

)
dxdt = r(AB∗, C0n) (A.13)

qui se ramène à un système linéaire en B à l’aide d’une technique de discrétisation adaptée.

La procédure itérative de l’algorithme du point fixe est stoppée lorsque le résidu est suffisamment
petit par rapport à un paramètre ε ou lorsque le nombre maximal d’itérations est atteint. Le résidu
est défini par :

EPF (k + 1) =
∥∥∥Ak+1Bk+1 −AkBk

∥∥∥
2

(A.14)

où k et k + 1 sont les itérations de point fixe.

La procédure itérative d’enrichissement (nombre de modes) est stoppée lorsque le taux de réduction
du résidu est suffisament petit :

E(n+ 1) =
∥∥C0 n+1 − c0 n∥∥

2
‖c0 n‖2

(A.15)



Remarque. Dans les applications considérées, la géométrie est un parallélépipède, le domaine spatial
noté Ω est décomposé en Ω = Ωx × Ωy × Ωz. Dans le cas de la diffusion 3D, la représentation
séparée suivante est postulée

C (x, y, z, t) ≈
N∑
i=1

Xi(x)Yi(y)Zi(z)Ti(t) (A.16)

et ensuite la masse en fonction du temps est calculée

M̃PGD(t) =
∫

Ωx

∫
Ωy

∫
Ωz

C (x, y, z, t) dxdydz (A.17)

L’algorithme de résolution est le même que précédemment excepté que le mode spatial A(x) est
remplacé par Ax(x)Ay(y)Az(z). L’algorithme de point fixe nécessite donc la résolution de 5 étapes au
lieu de 2, chacune des fonctions à une variable Ax(x, )Ay(y), Az(z), B(t) est calculée alternativement
à partir des 4 autres.



BAnnex
e

Annexe du chapitre 3
***

B.1 Choix des expressions des déformations résiduelles

Dans le problème (3.26), les déformations de membrane, c et d sont difficiles à mesurer expé-
rimentalement, les déformations résiduelles sont plus accessibles à la mesure expérimentale. Elles
peuvent néanmoins s’écrire de différentes manières. Afin de trouver les expressions les plus adaptées,
on pose pour des dépendances polynomiales de ν(m) et E(m)

Aνc = AHc +AνHc

Aνcz = AHcz +AνHcz

avec AHc , AνHc , AHcz et AνHcz définis dans Eq. (3.27).4 et Eq. (3.27).5.
Nous allons discuter les 4 choix potentiels pour les expressions des déformations résiduelles.

B.1.1 Premier choix - déformations résiduelles sous la forme c− Aνc
Qc

et d− Aνc
Qc

Si l’on suppose que les déformations résiduelles sont sous la forme c − Aνc
Qc

et d − Aνc
Qc

, alors les
équations en flexion reste les mêmes que celles de Eq.(3.32), tandis que la traction conduit à résoudre
le système (B.1) dont les solutions (en c − Aνc

Qc
et d − Aνc

Qc
) en fonction du temps sont représentées

sur Fig.B.1

[
Qc Qνc
Qνc Qc

] c− Aνc
Qνc

d− Aνc
Qνc

+ Qc

Qνc

[
Aνc
Aνc

]
=
[
σTxx
σTyy

]
(B.1)

Le quotient −
d−A

ν
c

Qc

c−A
ν
c

Qc

devrait avoir les mêmes propriétés que le coefficient de Poisson et doit être ainsi

compris entre 0 et 0, 5. Cependant, Fig.B.2 montre l’évolution de ce quotient en fonction du temps
et indique des valeurs au delà de 0, 5. On peut en déduire que les expressions c − Aνc

Qc
et d − Aνc

Qc
ne

sont donc pas adaptées aux déformations résiduelles.
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Figure B.1 – Premier choix des déformations résiduelles
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B.1.2 Deuxième choix - déformations résiduelles sous la forme de c− Aνc
Qνc

et d− Aνc
Qνc

Considérons maintenant que les déformations résiduelles s’expriment sous la forme de c− Aνc
Qνc

et
d− Aνc

Qνc
, alors le problème en traction est sous la forme suivante :

[
Qc Qνc
Qνc Qc

] c− Aνc
Qc

d− Aνc
Qc

+ Qνc
Qc

[
Aνc
Aνc

]
=
[
σTxx
σTyy

]
(B.2)



La figure B.3 représente les évolutions temporelles de ces déformations. On y constate une évolution
inhabituelle de la déformation résiduelle longitudinale, c− Aνc

Qνc
. En effet, on remarque qu’elle prend des

valeurs positives ensuite négatives, tandis que la déformation résiduelle transversale est positive en

tout temps. Ce qui signifie que le quotient −
d−A

ν
c

Qνc

c−A
ν
c

Qνc

qui devrait être compris entre 0 et 0, 5 donc positif,

prend à partir d’un certain temps des valeurs négatives, ce qui ne correspond pas à un coefficient de
Poisson.
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Figure B.3 – Deuxième choix des déformations résiduelles

B.1.3 Troisième choix - déformations résiduelles sous la forme c− AHc
Qc

et d− AHc
Qc

Considérons maintenant les déformations résiduelles sous la forme c− AHc
Qc

et d− AHc
Qc

.
Dans ce cas, le problème pour l’essai de traction devient

[
Qc Qνc
Qνc Qc

] c− AHc
Qc

d− AHc
Qc

+ (Q
ν
c

Qc
AHc −AνHc )

[
1
1

]
=
[
σTxx
σTyy

]
(B.3)

Les allures des déformations résiduelles sont normales et le quotient −
d−A

H
c
Qc

c−A
H
c
Qc

est égal à 0, 35 à la

saturation comme illustrée sur Fig.B.4 et Fig.B.5, ce qui correspond bien à l’expression ν(m) =
4, 84m+ 0, 20 utilisée pour la simulation.
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Figure B.4 – Troisième choix des déformations résiduelles
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B.1.4 Quatrième choix - déformations résiduelles sous la forme c− AνHc
Qνc

et d− AνHc
Qνc

Si les déformations résiduelles sont sous la forme c− AνHc
Qνc

et d− AνHc
Qνc

, on obtient pour l’essai de
traction, le système suivant :

[
Qc Qνc
Qνc Qc

] c− AνHc
Qνc

d− AνHc
Qνc

+ [(Qc +Qνc )A
νH
c

Qνc
−AHc ]

[
1
1

]
=
[
σTxx
σTyy

]
(B.4)

Les déformations ont des évolutions temporelles normales comme illustré sur Fig.B.6. Il est constaté,

Fig.B.7, que le quotient −
d−A

νH
c

Qνc

c−A
νH
c

Qνc

converge vers 0, 5, ce qui ne correspond pas à la valeur à la

saturation dans le ν(m) = 4, 84m+ 0, 20.



0 500 1000 1500
0.0142

0.0144

0.0146

0.0148

0.015

0.0152

0.0154

0.0156

0.0158

0.016

0.0162

t(h)

c
−

A
ν
H

c

Q
ν c

0 500 1000 1500
−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2
x 10

−3

t(h)

d
−

A
ν
H

c

Q
ν c

L
z
=4mm

E(m)=−20,46m+3,14

ν(m)=8,84m+0,20

σ
xx
T =0,045GPa

σ
yy
T =0GPa

β=0,22

m∞=3,1%

Figure B.6 – Quatrième choix des déformations résiduelles
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B.1.5 Conclusion de cette étude

Cette étude a montré que les expressions les adaptées pour les déformations résiduelles longitu-
dinale et transversale sont c − AHc

Qc
et d − AHc

Qc
respectivement. Ceux sont donc ces expressions qui

ont été utilisées dans la thèse.

B.2 Comparaison des déformations avec et sans dépendance de ν et
E en fonction de m

Lorsque ν et E sont indépendants de m, Eq.(3.31) et Eq.(3.32) se réduisent aux problèmes
suivants :

E

1− ν2

[
1 ν
ν 1

] [
c− βm
d− βm

]
=
[
σTxx
σTyy

]
(B.5)

et
EL2

z

12(1− ν2)

[
1 ν
ν 1

] [
a
b

]
=
[

Mxx
Lz
Myy

Lz

]
(B.6)



Le terme AHc
Qc

avec ν et E indépendants de m se réduit à βm comme on peut le voir dans Eq.(B.5).
Avec un essai de traction uniaxiale suivant x d’une part et un essai de flexion uniaxiale suivant
x d’autre part, les déformations résiduelles et les courbures sont données en résolvant Eq.(B.5) et
Eq.(B.6)

 c− βm = σTxx
E

d− βm = −ν(c− βm)
(B.7)

et

 a = 12σTxx
ELz

b = −νa
(B.8)

Les seconds membres de Eq.(B.7).1 et de Eq.(B.8).1 montrent que les déformations résiduelles
et les courbures sont constantes par rapport au temps comme illustré sur les figures Fig.B.8 et
Fig.B.9. De plus, les déformations résiduelles longitudinales et les courbures longitudinales pour ν et
E indépendants et dépendants de m sont les mêmes au début (à t = 0).
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Figure B.9 – Comparaison des courbures pour ν et E dépendants (ligne continue) et indépendants
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B.3 Identification pour ν constant et E(m) fonction quadratique :
E(m) = λm2 + ζm+ η

Les équations sont les mêmes que Eq (3.49) et Eq (3.60) avec

ν = −
d− Ac

Bc

c− Ac
Bc

= − b
a

Bc = σTxx
c− Ac

Bc

Bf
c = σTxx

aLz
= 1
L2
z

Bcz2

(B.9)

Bc et Bf
c étant les pentes des courbes de traction et de flexion. Le module d’Young ayant tendance à

diminuer lorsque le temps ou le taux d’humidité augmente, il faut que E soit une fonction décroissante
sur son domaine d’évolution, ce qui mène à poser


λ > 0

dE

dm
= 2λm+ ζ ≤ 0

(B.10)

Le paramètre η est déterminé sur un échantillon sec et est indépendant de l’essai choisi. L’identifi-
cation de λ et ζ s’effectuera en deux temps t1 et t2 pour les deux différents types d’essai tels que


| Bc(0)−Bc(tT1 )

Bc(0) | = τ

| Bc(t
T
1 )−Bc(tT2 )
Bc(tT1 )

| = τ

(B.11)



et 
| B

f
c (0)−Bf

c (tf1)
Bf
c (0)

| = τ

| B
f
c (tf1)−Bf

c (tf2)
Bf
c (tf1)

| = τ

(B.12)

λ et ζ sont aussi indépendants de l’essai choisi. Nous choisissons de noter différemment ces paramètres
en fonction des essais en mettant en exposant T (T en majuscule pour éviter tout ambigüité avec
le temps) pour désigner la traction et f pour la flexion. Les pentes mesurées à l’aide de Eq (B.9)
permettent d’identifier λ et ζ avec le système suivant :

Bc = λTm2 + ζTm+ η

L2
zB

f
c = λfm2z2 + ζfmz2 + ηL2

z

12
(B.13)

Par suite, on résout les systèmes en traction et en flexion suivants en t1 et t2 :{
λTm2(tT1 ) + ζTm(tT1 ) = η −Bc(tT1 )
λTm2(tT2 ) + ζTm(tT2 ) = η −Bc(tT2 )

(B.14)

et 
λfm2z2(tf1) + ζfmz2(tf1) = ηL2

z

12 − L
2
zB

f
c (tf1)

λfm2z2(tf2) + ζfmz2(tf2) = ηL2
z

12 − L
2
zB

f
c (tf2)

(B.15)

dont les solutions sont données par
λT = (m(tT1 )−m(tT2 ))η +Bc(tT1 )m(tT2 )−Bc(tT2 )m(tT1 )

m(tT1 )m2(tT2 )−m(tT2 )m2(tT1 )

ζT = (m2(tT1 )−m2(tT2 ))η +Bc(tT1 )m2(tT2 )−Bc(tT2 )m2(tT1 )
m2(tT1 )m(tT2 )−m2(tT2 )m(tT1 )

(B.16)

et 
λf =

(mz2(tf1)−mz2(tf2))(ηL
2
z

12 ) + L2
z(Bf

c (tf1)mz2(tf2)−Bf
c (tf2)mz2(tf1))

mz2(tf1)m2z2(tf2)−mz2(tf2)m2z2(tf1)

ζf =
(m2z2(tf1)−m2z2(tf2))(ηL

2
z

12 ) + L2
z(Bf

c (tf1)m2z2(tf2)−Bf
c (tf2)m2z2(tf1))

m2z2(tf1)mz2(tf2)−m2z2(tf2)mz2(tf1)

(B.17)

Il a fallu pour identifier λ et ζ deux temps après la prise d’humidité de l’échantillon entre lesquels un
écart de τ est imposé entre les mesures, car il y a un paramètre de plus à identifier par rapport au
cas E(m) linéaire. Cela ne nécessite pas forcément un temps d’identification plus long.
Afin de valider le profil quadratique de E(m), nous allons déterminer λ2 et ζ2 entre t2 et t3 en notant
ceux calculés entre t1 et t2 par

λT1 = λT ; λT1 = λT

ζf1 = ζf ; ζf1 = ζf

Si les conditions
∆λ =| λ1 − λ2

λ1
|≤ ε

∆ζ =| ζ1 − ζ2
ζ1

|≤ ε
(B.18)

sont vérifiées, alors le profil quadratique de E(m) est confirmé. On peut se demander lequel des deux
profils (linéaire et quadratique) de E(m) est le plus adapté, c’est-à-dire lequel permet d’identifier



en un temps plus court. Si, pour tout temps, l’écart entre les deux types de profils (linéaire et
quadratique) n’est pas plus grand que τ ( en général τ ≥ 0, 05), on considère qu’il n’y a pas de
différence entre les deux profils. Le profil le plus adapté sera celui qui permet d’identifier en un temps
plus court. Considérons des formes particulières pour E(m) afin de discuter les temps d’identification
entre les deux types de profils.

B.3.1 E atteint son minimum en m = m∞

Si nous supposons que E(m) atteint son minimum en m = m∞, alors Eq.(B.10) devient
λ > 0

dE

dm
(m∞) = 2λm∞ + ζ = 0

(B.19)

Par suite,
ζ = −2m∞λ

Le nombre de paramètres à identifier est réduit et E s’écrit sous la forme suivante

E(m) = λ(m2 − 2m∞m) + η

A t = tT1 ou t = tf1 vérifiant Eq (B.11).1 et Eq (B.12).1, λ est calculé par

λT = Bc(tT1 )− η
m2 − 2m∞m

λf =
L2
z(Bf

c (tf1)− η
12)

(m2 − 2m∞m)z2

(B.20)

avec
m2 − 2m∞m = 1

Lz

∫
Z

(m2 − 2m∞m)dz

et
(m2 − 2m∞m)z2 = 1

Lz

∫
Z

(m2 − 2m∞m)z2dz

De plus, Eq (B.11).1 et Eq (B.12).1 permettent d’encadrer λT et λf

λT ≥ τη

m2
∞

λf ≥ 12τη
m2
∞L

2
z

(B.21)

E(m) étant positif pour tout temps donc pour t tendant vers l’infini, E(m∞) > 0, cela implique que

λT ≤ η

m2
∞

λf ≤ 12η
m2
∞L

2
z

(B.22)

De Eq.(B.21) et Eq.(B.22), on déduit les encadrements de λT et λf suivants :
τη

m2
∞
≤ λT ≤ η

m2
∞

12τη
m2
∞L

2
z

≤ λf ≤ 12η
m2
∞L

2
z

(B.23)

Pour τ = 5%, λ est compris entre 163, 37 et 3267, 43. Le temps d’identification en traction, tT1 , varie
entre 17h et 270h environ, alors que le temps d’identification en flexion, tf1 , est compris entre 14h



et 224h environ comme on illustré sur Fig.B.10. Sur tout le domaine d’évolution de tT1 , la relation
suivante est vérifiée

tT1 < tT1 ; ∀Lz

ce qui permet de conclure, pour ce cas particulier, que la flexion permet d’identifier en un temps plus
court (même conclusion que dans le cas d’une dépendance linéaire). Aucun lien n’est établi entre
les paramètres λ, ζ et α permettant d’évaluer et comparer les temps d’identification entre le profil
linéaire et quadratique de E(m).
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Figure B.10 – Évolutions de ξ et α en fonction du temps en traction

B.3.2 E atteint son minimum en m = m∞ et E(m∞) = αm∞ + η

Lorsqu’en plus de l’hypothèse selon laquelle E(m) atteint son minimum en m∞, on suppose que
E(m∞) = αm∞ + η, on a


ζ = 2α

λ = − α

m∞

(B.24)

L’identification dans ce cas est basée sur celle de E(m) linéaire. Les temps d’identification pour les
deux de profils sont les mêmes. La figure B.11 présente les profils linéaire et quadratique de E(m)
selon l’épaisseur, z, pour différents temps. On constate que le profil quadratique est en dessous du
profil linéaire pour tout temps et que les deux tendent vers les mêmes valeurs lorsqu’on s’approche de
la saturation. On peut voir sur Fig.B.11 que déjà à t = 500h, les deux profils sont presque confondus
et linéaires en z.
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Figure B.11 – Évolution des profils de E(m) en fonction de z pou différent temps pour une
dépendance linéaire et quadratique
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Annexe du chapitre 4
***

C.1 Comparaison des déformations de membrane et des courbures
pour E constant et E(m) variable

C.1.1 Cas linéaire géométrique

Les courbures et les déformations de membranes sont représentées figures Fig.C.1 et Fig.C.2 en
fonction de m pour E linéaire et E constant et pour deux rapports d’aspect ARxz = ARyz = 10
et ARxz = ARyz = 100. Notons que des plaques rectangulaires sont considérées ici. Les courbures
obtenues avec E(m) linéaire sont plus grandes que celles pour E indépendant dem pour tout rapport
d’aspect. Les déformations de membrane sont presque confondues quelquesoit le profil de E(m) et
quelquesoit le rapport d’aspect.
Rappelons que les rapports d’aspects longueur-épaisseur ARxz et largeur-épaisseur ARyz sont définis
par

ARxz = Lx
Lz

ARyz = Ly
Lz

(C.1)
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Figure C.1 – Évolution des courbures (a et b) dans le cas linéaire géométrique pour différents
rapports d’aspect
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Figure C.2 – Évolution des déformations de membrane (c et d) dans le cas linéaire géométrique
pour différents rapports d’aspect

C.1.2 Cas non-linéaire géométrique

Les courbures et les déformations de membranes sont représentées Fig.C.3 et Fig.C.2 en fonction
de m pour E linéaire et E constant et pour un rapport d’aspect ARxz = ARyz = 10. Les courbures,
a et b, pour une dépendance linéaire de E(m) sont légèrement supérieures à celles obtenues avec un
module d’Young constant. Une bifurcation est observée au niveau des déformations de membranes.
Toutefois, les deux branches sont très proches l’une de l’autre. La bifurcation est à deux branches
avec un profil constant de E comme illustré Fig.C.4 pour un rapport d’aspect de 100. Pour un rapport
d’aspect de 100, on peut observer des bifurcations à trois branches de a et b pour les profils linéaire
et constant de E(m). L’apparition de la bifurcation se fait pour un m plus petit pour E constant
c’est-à-dire un temps plus court.
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Figure C.3 – Comparaison des profils des courbures (a et b) et des déformations de membrane (c
et d) dans le cas non linéaire géométrique avec ARxz = ARyz = 10 pour une dépendance linéaire
et constante de E en fonction de m



0 0.5 1 1.5 2 2.5
−1.4

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0
x 10

−3

m(%)

a
=

b
(m

m
−
1
)

AR
xz

=AR
yz

=100mm; L
z
=4mm

Cas non−linéaire géométrique

 

 

a
1
 E constant

a
1
 E(m) Linéaire

a
2
 E constant

a
2
 E(m) Linéaire

a
3
 E constant

a
3
 E(m) Linéaire

m∞
2=3,1%

m∞
1=0,4m∞

2

E(m)=−20,46m+3,14
ν=0,35
β=0,22

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

1

2

3

4

5

6
x 10

−3

m(%)

c
=

d
(m

m
−
1
)

AR
xz

=AR
yz

=100mm; L
z
=4mm

Cas non−linéaire géométrique

 

 

c
1
 E constant

c
1
 E(m) Linéaire

c
2
 E constant

c
2
 E(m) Linéaire

a
3
 E(m) Linéaire

m∞
2=3,1%

m∞
1=0,4m∞

2

E(m)=−20,46m+3,14
ν=0,35
β=0,22

Figure C.4 – Comparaison des profils des courbures (a et b) et des déformations de membrane (c
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Résumé :
L’emploi de matériaux composites à matrice organique (CMO) pour la réalisation de struc-

tures aéronautiques « tièdes », peut exposer ces matériaux à l’action d’environnements agressifs, qui
peuvent entrainer des phénomènes de vieillissement et de dégradation sévères associés à la diffusion
d’espèces au sein du réseau macromoléculaire des matrices polymères. La complexité de la micro-
structure des CMO utilisés pour ces applications peut complexifier la compréhension de phénomènes
de dégradation. Le vieillissement humide des CMO préoccupe particulièrement les industriels du sec-
teur aéronautique ; la diffusion de l’eau dans la matrice polymère du composite peut entrainer des
phénomènes de gonflement hygroscopique, des modifications des propriétés mécaniques. Des mé-
thodes expérimentales existent pour la caractérisation de ces phénomènes et pour l’identification des
paramètres associés : ces méthodes préconisent souvent l’emploi d’éprouvettes saturées en humidité,
ce qui nécessite de longs temps de conditionnement et un nombre élevé d’échantillons. Cette thèse
a pour but d’établir des protocoles d’identification rapide des propriétés diffuso-mécaniques de ma-
tériaux polymères et CMO pour applications aéronautiques. La démarche mise en place dans cette
thèse s’organise autour de quatre chapitres. Le premier chapitre présente une étude bibliographique
sur les outils de modélisation des couplages diffuso-mécaniques et sur les méthodes de caractérisation
des propriétés diffuso-mécaniques. L’étude bibliographique permet de préciser le cadre de travail, qui
prévoit l’emploi d’un modèle diffuso-mécanique faiblement couplé où la diffusion d’eau suit la loi
de Fick et le comportement mécanique est hygroélastique linéaire, dépendant de la concentration
en eau. Le second chapitre présente la mise en place et le développement d’une méthode d’identi-
fication rapide des propriétés de diffusion anisotrope, adaptée à des CMO à architecture complexe.
La méthode s’appuie sur des mesures de prise de masse d’échantillons de CMO, l’anisotropie de
diffusion de ces matériaux est obtenue par rotation des axes principaux d’orthotropie. La méthode
proposée représente une extension de la « méthode de la pente » introduite par Shen et Springer pour
l’identification des propriétés de diffusion de matériaux orthotropes, et basée sur l’exploitation des
courbes gravimétriques aux temps courts. A travers cette méthode, les coefficients principaux et les
axes principaux d’orthotropie peuvent être identifiés. Une discussion sur les conditions d’équivalence
de la diffusion 3D à la diffusion 1D en fonction de l’épaisseur de l’échantillon est également présentée
à la fin de ce chapitre. Le troisième chapitre explore à travers une étude numérique la possibilité
d’identifier rapidement les propriétés mécaniques affectées par la concentration en eau de matériaux
polymères à travers des essais mécaniques sur plaques minces avec des gradients de concentration
en eau. Des essais de traction et de flexion sont considérés. Pour des matériaux isotropes, dans un
cadre hygroélastique, il est montré que cette méthode permet l’identification du module d’Young
et du coefficient de Poisson dépendant de la concentration en eau avec un gain remarquable de
temps d’essai par rapport à des essais sur des échantillons saturés en humidité. Enfin, le dernier
chapitre propose à travers une étude numérique une méthode d’identification rapide des propriétés
diffuso-mécaniques de matériaux isotropes basée sur l’emploi de plaques sollicitées par un champ
asymétrique de concentration en eau. L’identification est ainsi effectuée à partir du suivi des dé-
flexions engendrées par les champs de concentration. Le coefficient de dilatation hygroscopique et le
module d’Young dépendant de la concentration en eau peuvent être identifiés durant l’essai, à l’état
transitoire du conditionnement, avec un gain remarquable du temps d’essai par rapport à des essais
sur échantillons saturés en humidité.
Mots clés : Théorie du transport, Anisotropie, Humidité, Gravimétrie, Couplage diffusomécanique,
Propriétés diffuso-mécaniques, Gradient de concentration en eau, Essai gravimétrique, Essai de trac-
tion, Essai de flexion, Loi de Fick, Méthode de Rayleigh-Ritz

Title : Rapid identification of the diffuso-mechanical properties for polymeric and composite
materials for aeronautical applications

Abstract :
The use of organic matrix composite materials (OMC) for the realization of "warm" aeronautical

structures (50°C < T < 300°C, turboengine structures, nacelles, ...), may expose these materials
to aggressive environments : wet or gaseous environments, high temperatures, which may promote



severe aging and degradation phenomena related to species diffusion (H2O, O2, ...) within the ma-
cromolecular network of the polymer matrices. The complexity of the OMC microstructure used for
these applications (fibrous reinforcements are often woven with complex architectures in order to
face complex, multiaxial solicitations) can complicate the understanding of degradation phenomena :
for example, species diffusion can be isotropic, orthotropic or anisotropic, depending on the texture
of the fibrous reinforcement. Humid aging of OMC (50◦C < T < 100◦C) is of particular concern
for the aeronautical industry ; the diffusion of water in the polymer matrix of the composite may
promote hygroscopic swelling, changes in mechanical properties (stiffness, strength). Experimental
methods exist for the characterization of these phenomena and for the identification of the associated
parameters : these methods often recommend the use of moisture saturated specimens, which require
long conditioning times, sometimes often a relevant number of samples (1 sample for each saturated
state), high costs. The aim of this work is to establish protocols for fast identification of the diffuso-
mechanical properties of polymers and polymer based OMC materials for aeronautical applications.
The approach implemented in this thesis is organized in four chapters. The first chapter presents
a bibliographic study on coupled diffuso-mechanics modeling tools and on methods of characte-
rization/identification of diffusomechanical properties, more particularly for OMC for aeronautical
applications. The bibliographic study allows specifying the framework of the present research, which
foresees the employment of a weakly coupled diffuso-mechanical model, where water diffusion follows
the Fick’s law and the mechanical behavior is linear hygroelastic, depending on water content. The
second chapter presents the setting up and the development of a method for fast identification of
anisotropic diffusion properties, suitable for OMC with complex architecture, such as for instance,
2D or 3D woven OMC. The method relies on mass-gain measures of OMC samples, the diffusion
anisotropy of these materials is obtained by rotating the axes of orthotropy. The proposed method
represents an extension of the "slope method" introduced by Shen and Springer in the 1970s for
the identification of the diffusion properties of orthotropic materials (such as laminated composites),
and is based on the exploitation of gravimetric curves at short times. Through this method, the
principal coefficients and the principal axes of orthotropy can be identified. A discussion about the
transition from 3D to 1D diffusion as a function of the sample geometry is also presented at the end
of this chapter. The third chapter explores through a numerical study the possibility of identifying
in a fast way the mechanical properties affected by moisture of polymeric materials by the use of
mechanical tests on thin plates with water concentration gradients. Traction and bending tests are
taken into account. For isotropic materials, in a hygroelastic setting, it is showed that this method
allows identifyng the water concentration dependent Young’s modulus and the Poisson’s ratio with
a remarkable time gain compared to tests on moisture saturated samples. Finally, the last chapter
proposes through a numerical study a method for fast identification of the diffuso-mechanical pro-
perties of isotropic materials based on the use of plates loaded by an asymmetric water concentration
field. The identification is thus carried out from the monitoring deflections generated by the concen-
tration fields. The moisture dependent hygroscopic expansion coefficient and Young’s modulus can
be identified during the test, by exploiting the transient state of conditioning, with a remarkable
time gain compared with moisture saturated samples, favourably exploiting the presence of water
concentration gradients.
Keywords : Transport theory, Anisotropy, Humidity, Gravimetric, Diffuso-mechanical coupling,
Diffuso-mechanical properties, Humidity gradients, Gravimetric tests, Tensile test, Bending test, Fi-
ck’s law, Rayleigh-Ritz method
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