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❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙❛❝❧❛②
♣ré♣❛ré❡ à ❈❡♥tr❛❧❡❙✉♣é❧❡❝

➱❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡ ♥◦✺✽✵ ✿ ❙❝✐❡♥❝❡s ❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❧✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ❧❛ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭❙❚■❈✮

❙♣é❝✐❛❧✐té ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❚❤ès❡ ♣rés❡♥té❡ ❡t s♦✉t❡♥✉❡ à ●✐❢✲s✉r✲❨✈❡tt❡ ❧❡ ✶✼ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✶✾ ♣❛r

❊✉❣é♥✐❡ ❚❊❘❘❊❆❯❳

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❥✉r② ✿

❏✉❧✐❡ ❉❡❧♦♥
Pr♦❢❡ss❡✉r ❯♥✐✈❡rs✐té✱ ▼❆P✺✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❉❡s❝❛rt❡s Prés✐❞❡♥t❡

❏❡❛♥✲❨✈❡s ❚♦✉r♥❡r❡t
Pr♦❢❡ss❡✉r ❯♥✐✈❡rs✐té✱ ■◆P✲❊◆❙❊■❍❍❚✱ ❚♦✉❧♦✉s❡ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

❏♦❝❡❧②♥ ❈❤❛♥✉ss♦t
Pr♦❢❡ss❡✉r ❯♥✐✈❡rs✐té✱ ●✐♣s❛✲▲❛❜✱ ●r❡♥♦❜❧❡ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

❙②❧✈✐❡ ▼❛r❝♦s
❉❘ ❈◆❘❙✱ ▲✷❙ ❈❡♥tr❛❧❡❙✉♣❡❧❡❝✱ ●✐❢✲s✉r✲❨✈❡tt❡ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

P❛s❝❛❧ ❱❛❧❧❡t
▼❛îtr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡✱ ■P❇ ✲ ■♥st✐t✉t P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

❏❡❛♥✲P❤✐❧✐♣♣❡ ❖❱❆❘▲❊❩
▼❛îtr❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✷✱ ❖◆❊❘❆ P❛❧❛✐s❡❛✉ ❡t ❈❡♥tr❛❧❡❙✉♣❡❧❡❝ ❙❖◆✲

❉❘❆ ✭❉❊▼❘✮

❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡

❋ré❞ér✐❝ P❆❙❈❆▲
Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❈❡♥tr❛❧❡❙✉♣❡❧❡❝ ▲✷❙ ❈♦❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ♠❡♥é❡ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❙❖◆❉❘❆ ❞❡ ❈❡♥tr❛❧❡❙✉♣❡❧❡❝✱ ❛✈❡❝ ❧❡ s✉♣♣♦rt
❞❡ ❧❛ ❉●❆✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s à ❝❡tt❡ t❤ès❡
❞✬êtr❡ ♠❡♥é❡ à ❜✐❡♥✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ❏❡❛♥✲P❤✐❧✐♣♣❡ ❖✈❛r❧❡③ ♣♦✉r s♦♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❢r✉❝✲
t✉❡✉①✱ s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t s♦♥ s✉♣♣♦rt ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥s ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥
❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ❋ré❞ér✐❝ P❛s❝❛❧ ♣♦✉r s❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐❞é❡s ❡t s♦♥ ❡①♣❡rt✐s❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳
❈❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ♦♥t été r✐❝❤❡s ❡♥ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ✈♦✉s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧s ♦♥t ♠♦♥tré à ♠♦♥
tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ❚♦✉r♥❡r❡t ❡t ❏♦❝❡❧②♥ ❈❤❛♥✉ss♦t ❞✬❛✈♦✐r r❛♣♣♦rté ♠♦♥ ♠❛♥✉s✲
❝r✐t✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❙②❧✈✐❡ ▼❛r❝♦s✱ P❛s❝❛❧ ❱❛❧❧❡t ❡t ❏✉❧✐❡ ❉❡❧♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❘♦♠❛✐♥ ❈♦✉✐❧❧❡t ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ❊♥✜♥✱
♠❡r❝✐ à ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ❏❛② ♣♦✉r s♦♥ ❛♣♣♦rt ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ à ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ✐♥✐✲
t✐é❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❈❤❡♥❣❢❛♥❣ ❘❡♥ ♣♦✉r s❛ ❣r❛♥❞❡
❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❙❖◆❉❘❆ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛❝❝✉❡✐❧✳ ❏❡ r❡✲
♠❡r❝✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❖r✐❛♥ ❈♦✉❞❡r❝✱ P❡❞r♦ ▼❡♥❞❡s✲❘✉✐③✱ ■sr❛❡❧ ■♥♦str♦③❛✱ ❯②❤♦✉r ❚❛♥✱
❈❤❡♥❣❢❛♥❣ ❘❡♥ ❡t ❚❤✐❡rr② ▲❡t❡rtr❡ ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❛rt❛❣és✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à
❱✐r❣✐♥✐❡ ❇♦✉✈✐❡r✱ ❙②❧✈❛✐♥ ❆③❛r✐❛♥✱ ▲❛❡t✐t✐❛ ❚❤✐r✐♦♥✲▲❡❢❡✈r❡ ❡t ❘é❣✐s ●✉✐♥✈❛r❝✬❍ ♣♦✉r ❧❡✉r
❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❜♦♥ ❝♦✉r❛❣❡ ❡t ❜♦♥♥❡ ❝❤❛♥❝❡ à ❆♠♠❛r ▼✐❛♥ ❡t ❇r✉♥♦ ▼❡r✐❛✉①
♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❡✉rs tr❛✈❛✉①✳ ▼❡r❝✐ à ❆❧✐❝❡ ❈♦♠❜❡r♥♦✉①✱ ▲✉❝✐❡♥ ❇❛❝❤❛r❛❝❤ ❡t ❱✐r❣✐♥✐❡
❖❧❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❘❡♥❛✉①✱ ◆❛❜✐❧ ❊❧ ❑♦rs♦ ❡t ❧❡s
♠❡♠❜r❡s ❞✉ ▲✷❙ ❡t ❞❡ ❧✬❖◆❊❘❆ ♣♦✉r ❧❡✉r s②♠♣❛t❤✐❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♠✬♦♥t
❛♣♣♦rté ✉♥❡ ❛✐❞❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠❡s ❛♠✐❡s ❡t à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠❡s s÷✉rs ❈❧❛✐r❡ ❡t
❆♥♥❡✲❙♦♣❤✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r ✈♦tr❡ s♦✉t✐❡♥ ❡t ✈♦tr❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊t ❡♥✜♥
♠❡r❝✐ ❈❧é♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s r✐❝❤❡s ❡♥ é✈è♥❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦♥ s♦✉t✐❡♥ ✐♥é❜r❛♥❧❛❜❧❡ ❡t
♣♦✉r t♦✉t ❧❡ r❡st❡✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉r t♦✐✱ ▼❛①✐♠❡✱ q✉❡ t✉ ❝♦♥♥❛✐ss❡s ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r
❞✉ tr❛✈❛✐❧✳

▼❡r❝✐ à t♦✉s✱
❊✉❣é♥✐❡✳

✐✐✐





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❆❜ré✈✐❛t✐♦♥s ①✐

◆♦t❛t✐♦♥s ①✐✐✐

✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✸
✶✳✶ ▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡

❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✷✳✶ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✷✳✷ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✷✳✸ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
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✹✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✺

❆ ●é♥ér❛❧✐tés ✶✶✾
❆✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
❆✳✷ ▲❡♠♠❡s ❡t t❤é♦rè♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

❇ Pr❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✷✶
❇✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

❇✳✶✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ sup
∣∣❊
[
γ̂noisem (λ)

]
− ❊(τ) γm(λ)

∣∣ ♣♦✉r λ ∈ [0, 2π) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
❇✳✶✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ sup

∣∣γ̂noisem (λ)− ❊
[
γ̂noisem (λ)

]∣∣ ♣♦✉r λ ∈ [0, 2π) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
❇✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
❇✳✸ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
❇✳✹ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
❇✳✺ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

❈ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✸✶
❈✳✶ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

❈✳✶✳✶ ❙♦✉♠✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
❈✳✷ ❏♦✉r♥❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ■♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❉❙❖ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✳ ✹
✶✳✷ ❙♣❡❝tr❡s ❡t ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥❡ s❝è♥❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❬✶✵✻❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✸ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❆■❈✱ ▼❉▲ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❬✾✹❪ ♣♦✉r N = 1000✱m = 10✱

p = 4✱ ❘❙❇ = 20dB ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✹ ❙✐♠♣❧❡① ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ p = 3✱ m = 900 ❡t N = 1000✱ ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❬✻✵❪✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✺ J(M,S) ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❛✈❡❝ ✿ N = 1000✱m = 96✱ s✉r ✐♠❛❣❡s

s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ❞❡ ❬✻✵❪ ❡t ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ✶✹
✶✳✻ N = 1000✱ m = 10✱ p = 4✱ ❜r✉✐t ❈❊❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✼ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✶✳✽ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ s✐♠♣❧❡①✱ N = 1000✱ m = 900✱ ❞♦♥♥é❡s

❝♦rré❧é❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✳✾ J(M,S) ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❛✈❡❝ N = 1000 ❡t m = 960✱ s✉r ✐♠❛❣❡s

s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ❞❡ ❬✻✵❪ ❡t ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❈❊❙ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✶✵ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
∥∥∥M̂−M

∥∥∥
F
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✶✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ à ❣❛✉❝❤❡ cN =
0.01 ❡t à ❞r♦✐t❡ cN = 0.57✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✶✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
1

N
YYH ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✶✸ ▲♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❡t ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t
❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐té ❡t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ c = 0, 90✱ ❛✈❡❝✱ à ❞r♦✐t❡
N = 100 ❡t m = 90✱ ❡t✱ à ❣❛✉❝❤❡✱ m = 900 ❡t N = 1000✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✶✹ ▲♦✐ ❞❡ ❚r❛❝②✲❲✐❞♦♠ ❡t ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ cN = 0.57✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✶✺ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r c = 0.09✱ ν = 1

3δ1 +
1
3δ5 +

1
3δ10✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✶✻ ❩♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉ s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✶✳✶✼ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✶✽ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t q✉❛tr❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✶✾ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs ♣♦✉r m = 10 ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ q ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❍✉❜❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✶ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ P❋❆ ✭❡♥ log10 ✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ζ ♣♦✉r ✸✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❡t
à ❞r♦✐t❡ ✿ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✱ ♣♦✉r ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱
m = 200✱ N = 1000 ❡t ✉♥❡ P❋❆ ❞❡ ✵✳✵✶✱ ❡♥ ✈❡rt ❧❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶ ♣♦✉r c = 0.7 ❡t ♣♦✉r ❞❡s {τi}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❛♥t
✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ✭N ∈ ❏20, 6000❑✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ČSCM ❡t ❧❛ ❙❈▼✱ ♣♦✉r c = 0.2✱ ρ = 0.7✱
é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✹ ❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Σ̌SCM ❡t Ŝ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ Y ❛ été ❜❧❛♥❝❤✐ ♣❛r
ČSCM ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t t ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱ τ =
✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✱ α = 0.1✱ p = 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✈✐✐



✈✐✐✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✷✳✺ ❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Σ̌ ❡t Ŝ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ Y ♥✬❛ ♣❛s été ❜❧❛♥❝❤✐
♣❛r ČSCM ✱ ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t t ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱ τ =
✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✱ α = 0.1✱ p = 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✻ ❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Σ̌SCM ❡t Ŝ ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ t✱ ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱
N = 2000✱ τ = t2 − student✱ α = 0.1✱ p = 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✸ ♣♦✉r c = 0.7 ❡t ♣♦✉r ❞❡s
{τi}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ✭N ∈ ❏20, 6000❑✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✽ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t Σ̌FP ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ t
♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱ τ ∼ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✷✳✾ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ u✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t Σ̌FP ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ t ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱ τ = t2✱
t ∼ ❙t✉❞❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✶✵ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t Σ̃FP ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♥♦♥
❜❧❛♥❝❤✐ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ t ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱ τ = t2✱ t ∼
❙t✉❞❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✶✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❛ ❙❈▼ ❞❡ Y̌wFP Y̌H

wFP /N ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ t ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱
τ ∼ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✷✳✶✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t Σ̌FP ❧♦rsq✉✬✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s✐❣♥❛❧✱ RSB = 10dB ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ t✱ ♣♦✉r ρ = 0.7✱
m = 900✱ N = 2000✱ τ ∼ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✶✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✷✳✶✹ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌TY L

♣♦✉r ✹ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❡ ❘❙❇❂✶✵ ❞❇✱ N = 2000✱ m = 900✱ c = 0.7✱ ❧❡s
{τ}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✷✳✶✺ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌TY L

♣♦✉r ✹ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❡ ❘❙❇❂✸✵ ❞❇✱ N = 2000✱ m = 900✱ c = 0.7✱ ❧❡s
{τ}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ t2✱ t ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥ ❙t✉❞❡♥t✲t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✷✳✶✻ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t ❋P u(x) = 1+0.1

x+0.1 ✱
♣♦✉r ✹ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❡ RSB = 10dB✱ N = 2000✱ m = 900✱ c = 0.7✱ ❧❡s
{τ}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✶ ■♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❧❛ ✈♦✐t✉r❡✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m = 167✱
N = 6561✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✷ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ P❋❆ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧✱ m = 167✱ N = 21× 21✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✸✳✸ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❜r✉✐t✱ à ❣❛✉❝❤❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s {τi}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❡♥t ✉♥❡

❧♦✐ ❞✉ t2 ✭❝❛rré ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✮ ❡t à ❞r♦✐t❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✸✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é✱ m = 400✱

c = 0.2✱ p = 4✱ ρ = 0.7✱ {τ} ∼ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✸✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é✱ m = 400✱

c = 0.2✱ p = 4✱ ρ = 0.7✱ {τ} ∼ t2 ❛✈❡❝ t ∼ ❙t✉❞❡♥t✲t ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✳ ✳ ✳ ✼✼
✸✳✻ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é✱ m = 900✱

c = 0.45✱ p = 4✱ρ = 0.7✱ {τ} ∼ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é✱ m = 900✱

c = 0.45✱ p = 4✱ρ = 0.7✱ {τ} ∼ t2 ❛✈❡❝ t ∼ Student− t ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✳ ✳ ✼✽
✸✳✽ ❙♣❡❝tr❡s ré❡❧s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✾ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é✱ m = 240✱

c = 0.24✱ p = 2✱ρ = 0.7✱ {τ} ∼ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✶✵ ❯♥❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t P❛✈✐❛❯ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ✽✶
✸✳✶✶ ❯♥❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✧❈✉❜❡✧ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❙❛❧✐♥❛s❆ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ✳ ✳ ✽✶
✸✳✶✷ r✐❝❤❡ss❡ ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡✱ ❞é❜✉t❛♥t à 100 ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡✱ s✉r ❧❡ ❞é❜✉t

❞✉ ♠♦✐s ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✐①

✸✳✶✸ ✧❚✉r♥♦✈❡r✧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣ér✐♦❞❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✶ ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ P❈❆ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s ❬✸✺❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✹✳✷ ❱ér✐té t❡rr❛✐♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✹✳✸ ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ P❈❆ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ P❛✈✐❛ ❯ ❬✸✺❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✹✳✹ ❱ér✐té t❡rr❛✐♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✹✳✺ ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ P❈❆ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❙❛❧✐♥❛s ❆ ❬✸✺❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✹✳✻ ❱ér✐té t❡rr❛✐♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s✱ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥

❡♥❞♠❡♠❜❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✼ ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ P❈❆ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈♦✐t✉r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✽ ❈r✐tèr❡s ❙■❉ ❡t ❙❆❉ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ré❡❧s✱

m = 960✱N = 1200✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❘❙❇ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✹✳✾ ❈r✐tèr❡s ❙■❉ ❡t ❆■❉ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ré❡❧s✱

m = 960✱N = 1200✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❘❙❇ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✹✳✶✵ ❉✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ S ❡t Ŝ ♣♦✉r m = 960✱N = 1200 ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s

✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❘❙❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✹✳✶✶ ❯♥❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❬✶✷✽❪✱ à ❣❛✉❝❤❡ Y−MS ✱ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉

Y ♣r♦❥❡té s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ ❡t à ❞r♦✐t❡ MS✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✹✳✶✷ ❱ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❈✉♣r✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✹✳✶✸ ❱ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❈✉♣r✐t❡ ✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥t à ✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✹✳✶✹ ❆❜♦♥❞❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

♣r♦❥❡té❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✹✳✶✺ ❙♣❡❝tr❡s ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

♣r♦❥❡té❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✹✳✶✻ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❧✬❆❧✉♥✐t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❑❛♦❧✐♥✐t❡ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛

✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❥❡té❡✱ à ❣❛✉❝❤❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❥❡té❡
♣r♦♣♦sé❡✱ à ❞r♦✐t❡ ❧❡s ✈ér✐tés t❡rr❛✐♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✶✼ ❙♣❡❝tr❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳ ❇❡❛✉✲
❝♦✉♣ ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡s s♦♥t à ③ér♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✶✽ ❆❜♦♥❞❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳ ✳ ✶✵✽
✹✳✶✾ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❱❈✲◆▼❋ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✱ rés✉❧t❛ts s✐♠✐✲

❧❛✐r❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✹✳✷✵ ❙♣❡❝tr❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✹✳✷✶ ❆❜♦♥❞❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳ ✶✵✾
✹✳✷✷ ❙♣❡❝tr❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆▼❋ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✹✳✷✸ ❆❜♦♥❞❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆▼❋ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳ ✳ ✳ ✶✶✵





❆❜ré✈✐❛t✐♦♥s

❘❙❇ ❘❛♣♣♦rt ❙✐❣♥❛❧ s✉r ❇r✉✐t ✭❙✐❣♥❛❧ t♦ ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦ ❙◆❘✮
❙❈▼ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❙❛♠♣❧❡ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐①✮
▼▲❊ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ✭▼✐♥✐♠✉♠ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ❊rr♦r✮
❊▼❱ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❱r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
P❋❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛✉ss❡ ❆❧❛r♠❡
❈❊❙ ❇r✉✐t s②♠étr✐q✉❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❈♦♠♣❧❡① ❊❧❧✐♣t✐❝❛❧❧② ❙②♠♠❡tr✐❝✮
❆■❉ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ✭❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡✮
❙❆❉ ❉✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ✭❙♣❡❝tr❛❧ ❆♥❣❧❡ ❉✐st❛♥❝❡✮
❙■❉ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ✭❙♣❡❝tr❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡✮

❆■❈ ❈r✐tèr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❆❦❛✐❦❡ ✭❆❦❛✐❦❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥✮
◆▼❋ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✭◆♦♥✲◆é❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✮
▼❱❈✲◆▼❋ ◆▼❋ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭▼✐♥✐♠✉♠ ❱♦❧✉♠❡ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ◆▼❋✮
P●◆▼❋ ◆▼❋ ❛✈❡❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡té ✭Pr♦❥❡❝t❡❞ ●r❛❞✐❡♥t ◆▼❋✮

p.s. ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡
e.s.d. ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

①✐





◆♦t❛t✐♦♥s

N ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s
R ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s
R

⋆ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ③ér♦
C ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
Im P❛rt✐❡ ■♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡
Re P❛rt✐❡ ❘é❡❧❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡
✐ ❈♦♠♣❧❡①❡ t❡❧ q✉❡ ✐2 = −1
❏·❑ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s
(·)+ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr❡ 0 ❡t ·

v ❱❡❝t❡✉rs ♥♦tés ❡♥ ❣r❛s ♠✐♥✉s❝✉❧❡
⋆ ❖♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥✉❣✉é
† ❖♣ér❛t❡✉r tr❛♥s♣♦sé ❝♦♥❥✉❣✉é
L ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ✭✶✳✹✳✷✮

M ▼❛tr✐❝❡s ♥♦té❡s ❡♥ ❣r❛s ♠❛❥✉s❝✉❧❡
Ia ▼❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s a× a
1N ❱❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ 1✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N × 1
0m×m ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ 0✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m×m
[M]i,j ➱❧é♠❡♥t i, j ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M

❚r ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡
·T ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡
·H ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛❞❥♦✐♥t❡
T ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ✧❚♦❡♣❧✐t③✐✜❝❛t✐♦♥✧ ✭✶✳✹✳✷✮
M1/2 ❘❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M

‖ · ‖F ◆♦r♠❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s
‖ · ‖ ◆♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡
vect(·) ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ✈❡❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
M � N ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ N−M ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡

♯ ❈❛r❞✐♥❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
Supp ❙✉♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
exp ❋♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
log ❋♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡
Γ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❛♠♠❛
·′ ❉ér✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❊ ❊s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
P Pr♦❜❛❜✐❧✐té

①✐✐✐





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ s❡ r❡ss❡♠❜❧❡♥t s♦✉✈❡♥t ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✬❛❝q✉ér✐r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♣✉✐s ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱ s❛♥s ✐♥térêt✱ q✉✐ ❡st ❛✐♥s✐ ❛♣♣❡❧é❡ ❜r✉✐t
❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❣ê♥❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❛r ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à s♦♥
é❣❛r❞ ❡♠♣ê❝❤❡ ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t s♦♥ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ❢r❡✐♥ à ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡
t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❛❞❛♣té❡s✳ ❖r✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡t ❝❡❝✐✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s r❛✐s♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✐♥str✉✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡
♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡s
❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ tr❛✐✲
t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❡t ❝❡❝✐✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦❧②✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦✲
♣♦sé❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ sé♣❛r❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ♣✉✐s ❞❡
tr❛✐t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈é❤✐❝✉❧é❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ t❤é♦r✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❣r❛♥❞ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞♦♥❝ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ s♦♥t ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝❛s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ❛✉ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
ré❝❡♥ts ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❀ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐s✲
t❛♥t❡s ❡t ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥♥♦✈❛♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ♣❧❡✐♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ❡t s✬❛ttè❧❡ à ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐st✐♥❝ts q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés sé♣❛ré♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
✭♥♦t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✮✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡
s♣❡❝tr❛❧ ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✮✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞r❡ss❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②✲
♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡t ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡r♦♥t
❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ❛❜❛♥❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐✱ s❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ q✉❡❧q✉❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ q✉❡❧q✉❡s
♠ét❤♦❞❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ❛❞❛♣té ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ■❧ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳
❯♥ r❡t♦✉r s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡rs✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
♠❛✐s ❛❞❛♣t❛❜❧❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❚r♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡r♦♥t r❡t❡✲

✶



✷ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

♥✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❉❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ ❝❛s ✐♠❛❣❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t ré❡❧❧❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❊♥✜♥✱ ✉♥ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡①♣♦s❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡
s♣❡❝tr❛❧✱ t♦✉t ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✧❝❧❛ss✐q✉❡s✧ ♣♦✉r
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❉❡ ❝❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ❞é❝♦✉❧❡
❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐s✲
t❛♥t❡s✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❊♥
❛♥♥❡①❡ s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❞❡s r❛♣♣❡❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t❤é♦rè♠❡s
❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥

✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✳ ▲❡s
❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré❡s✳ ❯♥ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st

❞é✈❡❧♦♣♣é✱ q✉✐ s❡r❛ r❡♣r✐s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

✶✳✶ ▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♦✉ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❬✸✾❪ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬✐♠❛✲
❣❡r✐❡ ♣❛ss✐✈❡ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s❝è♥❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞✬✐♠❛❣❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ r❛❞✐❛♥❝❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ét❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡
❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡♥tr❡ ✵✳✹ µ ♠ ❡t ✸ µ ♠ ✭✈✐s✐❜❧❡ ❡t ♣r♦❝❤❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡✮✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②✲
♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é❡ à ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ét❛♥t ❞❡s r❛❞✐❛♥❝❡s
♠❡s✉ré❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ♦✉ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞♦✐✈❡♥t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ êtr❡ ♣r❡sq✉❡ ❝♦♥t✐❣✉ës✱ s♦✉✈❡♥t ♣r✐s❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡
✶✵ ♥♠✱ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❬✹✸❪✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡ ♦✉ s✉♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ♦✉ s♣❡❝tr❡s
❝♦♥s✐❞érés✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ s♣❡❝tr♦♠ètr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①✱ ♠❡s✉r❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ r❛❞✐❛♥❝❡ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞✉ s♦❧❡✐❧✱ ❡t s♦✉✈❡♥t ❡♠❜❛rq✉és ❞❛♥s ❞❡s ❡♥❣✐♥s s✉r✈♦❧❛♥t
❧❛ s❝è♥❡ ét✉❞✐é❡✱ t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❛✈✐♦♥s ♦✉ ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
❛✐♥s✐ ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ❬✼✵❪✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠ètr❡✳ ❈❡tt❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr♦♠ètr❡✱ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❞ét❡❝t❡✉rs✱ ❞❡ ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ♣r✐s❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✶✳✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ♦ù x ❡t y r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s✉r ❧✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ❝♦♥s✐❞é✲
ré❡s✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ r✉r❛❧❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ✶✵ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s
♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t 400×316 s♦✐t 126400 ♣✐①❡❧s✳

❉❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣rés❡♥ts ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✱
s♦✉r❝❡s ♦✉ ♦❜❥❡ts✱ ❛♣♣❡❧és ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡r r❡st❡ ❛ss❡③ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣✉✐sq✉❡
s❡❧♦♥ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr♦♠ètr❡ ✉t✐❧✐sé✱ ✉♥ ♦❜❥❡t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥❞✲
♠❡♠❜❡rs s✬✐❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉① ♦✉ ✉♥ s❡✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① s♦♥t
s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❬✶✵✵❪ ✿ ✉♥ ♠ê♠❡ ♠❛tér✐❛✉✱ ♣❡✉t✱ s❡❧♦♥ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬✐♠❛❣❡ ❛ été ❛❝q✉✐s❡✱ r❡♥✈♦②❡r ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡
❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉① ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ♠♦✉✐❧❧és ♣❛r ❧❛ ♣❧✉✐❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té

✸
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ■♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✐ss✉❡
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❉❙❖ ◆❛t✐♦♥❛❧

▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✳

s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▼❛✐s ❛✉ss✐✱ s❡✲
❧♦♥ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ✉t✐❧✐sé✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣❡✉✈❡♥t r❡♥✈♦②❡r ❧❡✉r
r❛❞✐❛♥❝❡ s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣✐①❡❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣✐①❡❧s ♠é❧❛♥❣és✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛tér✐❛✉①
s♦♥t ♣rés❡♥ts s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣✐①❡❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s♦♥t ♠é❧❛♥❣és ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
❬✺✽❪✳ ■❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ s✉♣♣♦sé✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❧❡ ❝❛s ✐❝✐✱ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ré✢❡①✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡ ❞✉ s♦❧❡✐❧ ♦♥t ❧✐❡✉ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♠❛tér✐❛✉ ♦✉ ❡♥tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①
❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ r❡♥✈♦②és ✈❡rs ❧❡ s♣❡❝tr♦♠ètr❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❬✸✽❪✱ ❬✷✵❪✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ✉♥ ❜r✉✐t s✬❛❥♦✉t❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱ ❛♣♣❛r✉ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr♦♠ètr❡✳ ❈❡ ❜r✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦rré❧é✱ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥✱
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡
❞♦♠❛✐♥❡s ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❝❡ ❜r✉✐t ❣è♥❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s✱ ❝❛r s♦✉✈❡♥t✱ ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ♣rés❡♥t❡
❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ 6 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ s❝è♥❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡✉r ré♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t
✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❛♥s ❬✶✵✻❪✳

▲❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ✐♠❛❣❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❡t q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
✐♠❛❣❡s s♦♥t ❛ss❡③ ✈❛r✐és✱ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s ✭♣♦✉r ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ③♦♥❡s ❞✬✐♥têr❡t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠é❞✐❝❛❧❡s ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬❛str♦♥♦♠✐❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s✮ ❡t ❧✬❛❣r♦♥♦♠✐❡ ✭♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦❧s✮ ❬✼✵❪✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥trés ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡r✲
s♣❡❝tr❛❧❡ s♦♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣rés❡♥ts s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❬✻✷❪✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s ❬✽✸❪✱ ❬✶✷✻❪✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣rés❡♥ts ♦✉ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❬✶✸❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❡
♣✐①❡❧s ♠é❧❛♥❣és✳ ❚♦✉s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❬✷✶❪✱ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❬✻✾❪✱ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❬✽✶❪✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❬✾✷❪✱ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡
▼❛r❦♦✈ ❬✶✵✹❪✱ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❬✾✷❪✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣tés à ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❬✶✷✷❪✱ ❬✶✷✺❪✱
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♦✉ ♣❧✉tôt ❣é♥ér❛❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❬✶✵✷❪ ♦✉ ❛✉tr❡✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs
♦✉ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
s♦♥t ♣❧✉tôt ❞✐✣❝✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦✉✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ❡t ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
♣♦✉r ✉♥❡ s❝è♥❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❬✶✵✻❪✳

❞❡❤♦rs ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡ç✉❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs✳

✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs s❡ r❡tr♦✉✈❡ s♦✉s
❧❡ ♥♦♠ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t s♦✉✈❡♥t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧ s❡ ♣♦s❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱ t❡❧s
q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❛♥s ✜❧ ❬✶✶✼❪✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❬✹❪✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t r❛❞❛r ❬✷✺❪
♦✉ ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❬✼✾❪ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♦✉ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✳ ▼❛✐s ✐❝✐✱ ✐❧ s❡r❛ q✉❡st✐♦♥
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ♠ê♠❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛❞❛♣t❡r à ❝❡s ❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳

❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sés ❢réq✉❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ✐❧ r❡st❡ à ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✬❡st ❝❡tt❡
q✉❛♥t✐té✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ✭■♥tr✐♥s✐❝
❉✐♠❡♥s✐♦♥ ■❉✮ ❬✶✾❪ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ q✉✐ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ s♦✐❡♥t
N ❧❡ ♥♦r♠❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✭s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✱ N = ① × ②✮✱
(yi)1≤i≤N ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s
❝♦♥s✐❞éré❡s s✉r ❧❡s N ♣✐①❡❧s✱ ♦ù✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞♦♥♥é❡ yi✱ yi = di+bi ❛✈❡❝ di ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣✐①❡❧ i ❡t bi ❧❡ ❜r✉✐t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❝❡ ♣✐①❡❧✳ ❆❧♦rs ❧✬■❉ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st
é❣❛❧ à p✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s di , 1 ≤ i ≤ N ✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❉✬❛✉tr❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧✬■❉✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❬✷✷❪✱ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs
ét❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉tôt s✉❜❥❡❝t✐✈❡✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ✭❱✐rt✉❛❧ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❱❉✮ q✉✐ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✭❊✛❡❝t✐✈❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❊❉✮✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s✳ ❊♥❝♦r❡
✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥❡ r❡♣♦s❡♥t ♣❛s s✉r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ✈r❛✐♠❡♥t ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ■❝✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧✬■❉ ❡t ❡st ♥♦té p✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r p✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♣r✐♥✲
❝✐♣❡s ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣rés❡♥t❡♥t q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❈❡s
♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ✧❣❧♦❜❛❧❡s✧✱ ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ét✉❞✐é ✐❝✐✱ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s
s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✱ ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❛❧♦rs ✧❧♦❝❛❧❡s✧✳

✶✳✷✳✶ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤é♦✲

r✐q✉❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆❦❛✐❦❡ ❬✷❪✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❆❦❛✐❦❡ ✭❆❦❛✐❦❡ ■♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❆■❈✮✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❘✐ss❛♥❡♥ ❬✾✺❪ ❡t ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ❬✾✾❪✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤▼❉▲✮ ❝♦♠♣t❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s
♣♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❝♦♥t❛♠✐♥és ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❛ss❡③ ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t s❡ ❞é❝❧✐♥❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙♦✐t Y ∈ R

m×N ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s m✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ m ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s N ❞✐✛ér❡♥ts ♣✐①❡❧s✳ ❆❧♦rs Y ♣❡✉t s❡ ♥♦t❡r [y1, . . . ,yN ] ♦ù
❝❤❛q✉❡ (yi)1≤i≤N ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❜r✉✐té ❛❝q✉✐s✳ ❈❡s ✈❡❝t❡✉rs s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❛❧♦rs
❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ❞✉ ❜r✉✐t✱ s✉♣♣♦sé ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡✲
♠✐❡r t❡♠♣s✳ ❙♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t Θ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s Y✱ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t s❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❞♦♥t
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ♥♦té❡ Θ̂✳ ❙♦✐❡♥t λ0 > λ1 > . . . > λm−1 ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡
❙❈▼✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆■❈ ❝♦♥s✐st❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❧❡ ♣❧✉s ❛✉①
❞♦♥♥é❡s ❝✬❡st à ❞✐r❡ à ❡st✐♠❡r p ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ré❡❧❧❡s ✿

p̂AIC = argmin
k

AIC(k) = argmin
k

[
−2 log f(y1,y2, . . . ,yN | Θ̂k) + 2 k

]
, ✭✶✳✶✮

♦ù p̂AIC ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ p✱ k ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ f ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ΘH

k =
(
λ0, ..., λk−1, σ

2,VH
0 , ...,V

H
k−1

)
❛✈❡❝ σ2 ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t(

VH
0 , ...,V

H
k−1

)
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❆✐♥s✐✱

p̂AIC = argmin
k∈[0,m−1]



−2N (m− k) log




m−1∏

i=k

λ̂
1/(m−k−1)
i

1

m− k
m−1∑

i=k

λ̂i




+ 2 k



. ✭✶✳✷✮

❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ s✬❛❞❛♣t❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝✬❡st ❞✐r❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s Y ∈ C

m×N

❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté k ♣❛r k (2m − k) + 1✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡
♠ê♠❡ à ♣❛rt ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t 2 k (2m − k) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 2 k✱ ✈♦✐r ❬✶✷✵❪ ♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✳

❙❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡ s✬❡st ♠♦♥tré ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ▼❉▲ ❛ été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ ❞✐✛èr❡ ❞♦♥❝ ♣❡✉ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❆■❈ ❡t s❡ ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

p̂MDL = argmin
k∈[0,m−1]



−N (m− k) log




m−1∏

i=k

λ̂
1/(m−k−1)
i

1

m− k
m−1∑

i=k

λ̂i




+
1

2
k logN



. ✭✶✳✸✮



✶✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✼

❈❡ ❝r✐tèr❡✱ ♣❡✉t✱ ❞❡ ♠ê♠❡✱ s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❡♥
1

2
k (2m− k) logN ✳

p̂MDL r❡♣rés❡♥t❛♥t ❛✉ss✐ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ p✱ ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ▼❉▲✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❛✈❡❝ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❆■❈ ét❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❡♥ logN ✱ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ✉♥
♣❡✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝r✐tèr❡ q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬✾✹❪✱ ♥♦té
❘❆❉✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❜r✉✐t s❡r❛✐t ❝♦rré❧é✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ❛✉①
❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠❛✐s r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r k ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❡t s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

p̂RAD = argmax
k∈[1,m−1]





λk+1
m∑

i=2

λi

− ξk
m−1∑

i=1

ξi

> 0




. ✭✶✳✹✮

❛✈❡❝ ξk = 1− α (λk−µk)
µk

✱ µk = 1
m−k

m∑

i=k+1

λi ❡t α t❡❧ q✉❡ αmax
k

λk−µk

µk
= 1✳

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t
❣❛✉ss✐❡♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ♦ù ❧❡s tr♦✐s ❝r✐tèr❡s s♦♥t tr❛❝és✱ ♣♦✉r N = 1000

❡t m = 10✱ p = 4 ❛✈❡❝✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✱ ✉♥ ❘❙❇ ❞❡ 20 dB ❞é✜♥✐ ♣❛r 20 log10

(
Pd

Pb

)
✱

Pd ❡t Pb ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ❞✉ ❜r✉✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❜r✉✐t ♥✬❡st ♣❛s
❝♦rré❧é ✐❝✐✱ ♠❛✐s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❬✾✹❪ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ♥♦♥ ❜❧❛♥❝✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✾✹❪ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐é❡s ♣❛r ✶✵✵ ♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❆■❈ ❡t ▼❉▲ r❡♥✈♦✐❡♥t ♣♦✉r p̂ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t p̂ ❛tt❡✐♥t✱
s♦✐t ✐❝✐ ✹ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳ ◗✉❛♥t ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❘❆❉✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r p̂ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ s♦✐t ✐❝✐✱ ✹ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s tr♦✉✈❡♥t t♦✉t❡s tr♦✐s ❧❡ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ 4✳

✶✳✷✳✷ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②✲

s✐♠❡

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬■❉ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♦✉✱ ✈♦✐r❡ ❡t✱ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ p s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s P❈❆✮ ❬✾✼❪
♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ✭❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❙❱❉✮ ♦ù ❧✬■❉
s❡r❛ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✉♥ s❡✉✐❧✳ ❈❡
s❡✉✐❧ r❡st❡ à ✜①❡r ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛❝✐❧❡✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❞❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❜r✉✐t
❝♦♥♥✉❡s ♦✉ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s❛♥s ❜r✉✐t✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❡t r♦❜✉st❡s q✉✐ s❡ ❢♦♥❞❡♥t s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s
♣r✐♥❝✐♣❡s ♦♥t été ❛✈❛♥❝é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t r❛ss❡♠❜❧é❡s ❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s
❞♦♥♥❡r tr♦♣ ❞❡ ❞ét❛✐❧s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ré✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t
t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠♠é❡s ❡t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ❝❛r s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡
❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s✱ s✐ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s
s❡ ♠♦♥tr❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❛①✐♠✉♠ ◆♦✐s❡ ❋r❛❝t✐♦♥ ✭▼◆❋✮ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✷❪ ❡t s❡
♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❈❆✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❆■❈✱ ▼❉▲ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❬✾✹❪ ♣♦✉r N = 1000✱m = 10✱
p = 4✱ ❘❙❇ = 20dB

❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣rés❡♥ts ❡♥
❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❘❙❇✳ ▼❛✐s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ▼◆❋ s♦♥t ✈✐t❡ ❛tt❡✐♥t❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❍❛rs❛♥②✱ ❋❛rr❛♥❞ ❡t ❈❤❛♥❣ ✭❍❋❈✮ ❬✷✷❪ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ♣r♦♣♦s❡
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❧❡s p ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛✲
r✐❛♥❝❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t é❣❛❧❡s✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♥s✐❞éré❡s
❝♦♠♠❡ é❣❛❧❡s✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜r✉✐t✲❜❧❛♥❝❤✐✲
❍❋❈ ✭◆♦✐s❡✲❲❤✐t❡♥❡❞✲❍❋❈ ♥♦té❡ ◆❲❍❋❈✮ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ◆❲❍❋❈ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛
✈❡rs✐♦♥ ❜❧❛♥❝❤✐❡ ❞❡ ❍❋❈✱ ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❜❧❛♥❝❤✐❡✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❡t ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ❬✶✶❪✱ ♥♦♠♠é❡ ❍②s✐♠❡✱
q✉✐ ❡st✐♠❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s Y = [y1, . . . ,yN ]✳ ❯♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st✐♠❡ ❞✬❛❜♦r❞
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ♥♦té❡s Rd ❡t Rb✱ ♣✉✐s ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❙❱❉ s✉r
Rd ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs✳ Pk✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦✉s
❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① k ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♣♦✉r 1 ≤ k ≤ m✳ P⊥

k r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ❝❡❧✉✐ ❛ss♦❝✐é à Pk✳ p ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡st✐♠é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

p̂ = argmin
1≤k≤m

ȳTP⊥
k y + 2Tr(PkRb/N) , ✭✶✳✺✮

♦ù ȳ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✐t ȳ =

N∑

i=1

yi✳

❯♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐❢ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ss❡③ ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬✾✻❪✳ ❙✉r ❝❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐❢ ✐❧ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ❜♦♥s



✶✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ✾

rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉ ❧✬■❉ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 20✳ ❆✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ tr♦✉✈❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❧❡ ❜♦♥ ♦r❞r❡ p✱ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❜r✉✐t ❞❡ ❘❙❇ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
p✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣♦s❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞é❣r❛❞❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
s✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡ ❞♦♥♥❡
❞❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ✐❝✐✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❍❋❈ ❡t ◆❲❍❋❈ ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝♦♥st❛♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✉ ❜r✉✐t ❝♦♥s✐❞éré✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♣♦sés✳

✶✳✷✳✸ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s

❆ t✐tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s❡ ❢♦♥❞❡♥t s✉r ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡
✈♦❧✉♠❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧✬■❉✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❊♠♣✐r✐❝❛❧
■♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❊■❋✮ ❬✻✽❪ ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❧✬❆❈P
♠❛✐s ♥❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❝♦rré❧é❡s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬✹✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ s♣❡❝tr❡s
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞✐✛ér❡♥ts ♣✐①❡❧s✳ ▼❛✐s ❧❡ ♣❧✉s ❣r♦s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❡✱
❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

✶✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉

❞é♠é❧❛♥❣❡

▲❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐é à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡r✲
s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐s [y1, . . . ,yN ] s♦♥t r❡❣r♦✉♣és
❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♠❛❣❡ Y✱ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬✺✽❪✱
❬✺✼❪ ✿

Y = MS+B , ✭✶✳✻✮

♦ù M ∈ R
m×p ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱

❝♦♥s✐❞éré❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ S ∈ R
p×N ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣rés❡♥ts ❞❛♥s

❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ♦✉ ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ✭❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S ❡st ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✮✱ é❣❛❧❡♠❡♥t
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❡t ♦ù B ∈ C

m×N ✱ B =
[b1, . . . ,bN ]✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ♦❜t❡♥✉ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝✉❡✐❧❧✐❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r
❝❡ ❜r✉✐t s❡r❛ ♣❧✉s ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t é❝r✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ yi ✿

yi =

p∑

j=1

si,jmj + bi , ✭✶✳✼✮

♦ù si,j = [S]i,j ❡t mi,j = (mj)i = [M]i,j ✳ ❈❤❛q✉❡ mi,j ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡
❡t ❡st ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♣♦s✐t✐❢✳

❈♦♥♥❛✐ss❛♥t Y✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r M ❡t S✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ❝♦♠♠❡ t❡❧ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡
✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ U✱ s✐ M ❡t S s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s✱ MU ❡t U−1 S ♦✉ MU−1 ❡t US s♦♥t ❛✉ss✐
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ M ❡t S ✭✶✳✻✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬✉♥✐❝✐té ♥✬❡st



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛ss✉ré❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

◆♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té : ∀i ∈ [1, p] , ∀j ∈ [1, N ] si,j ≥ 0 ,

❙♦♠♠❡ é❣❛❧❡ à ✉♥ : ∀j ∈ [1, N ]

p∑

i=1

si,j = 1 . ✭✶✳✽✮

❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❤♦✐s✐❡ ✐❝✐✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ S

❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ i ❝♦♥s✐❞éré✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧ ❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ✐♠❛❣❡s
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡
✈✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱
❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ✧st❛t✐st✐q✉❡s✧ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r M ❡t S ❡t ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣❧✉tôt r❡❧❛t✐❢s à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡
✈♦❧✉♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸❪ r❡❣r♦✉♣❡ ✉♥ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t
❝❡rt❛✐♥❡s s♦♥t r❡♣r✐s❡s ✐❝✐✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s✉r ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ✐❞❡♥t✐✜é✱ ❡t ❝❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t
❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❘❙❇ ❞✉ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡✱ ❝✐té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét❛♣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡
ét❛♣❡ ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ M ❡t S ❡t
♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❜r✉✐t✱ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❝❡s ❡s♣❛❝❡s✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥té❡s ❝❛r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ♣❛s ❝❡t ❛ ♣r✐♦r✐✳

✶✳✸✳✶ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s

❯♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭■♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛♥❧②s✐s✱ ■❈❆✮ ❬✷✽❪ ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✹❪ ♣r♦✲
♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡
r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❖r ✐❝✐✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
é❣❛❧❡ à ✉♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✶❪ tr❛✐t❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛ss❡③ r❡str✐❝t✐✈❡ ❡t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s
r❡❝❤❡r❝❤❡♥t ✉♥ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❬✶✵❪ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧♦✐s à ♣r✐♦r✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡s s✉r
❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❡st ❛✉ss✐ s♦✉✈❡♥t s♦✉♠✐s à ❞❡ ❢♦rt❡s
❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❣❛✉ss✐❛♥✐té✳ ❈✬❡st ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✼❪ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②❡s✐❡♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
M ❡t S ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♠♦♥t✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛rt✐❝❧❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❬✶✸❪✱ q✉✐ ❞r❡ss❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❜❛②és✐❡♥♥❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ■❝✐✱ ✐❧ ♥✬❡st ❢❛✐t ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♥✐ s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ♥✐ s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡
s❡r♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳



✶✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ✶✶

✶✳✸✳✷ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣rés❡♥t❡♥t✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts✱ ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ♣♦✉r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡r ❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✿
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❡t ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿

argmin
M,S

‖Y −MS‖2F , s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✶✳✽✮. ✭✶✳✾✮

❙♦✐t J(M,S) = ‖Y −MS‖2F ✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ rè❣❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞❡s✲
❝❡♥t❡ t②♣❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡ ✭
◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ◆▼❋✮ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❛ été ♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❬✻✸❪✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❝r✐t ❥✉st❡ ❛♣rès✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✻❪
♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②✲
♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❬✼✼❪ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧ ♥♦♥✲♠é❧❛♥❣és ♦✉ ❞✐t ✧♣✉rs✧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥
s❡✉❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✱ ❤②♣♦t❤ès❡ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♠é✲
t❤♦❞❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs
❞❡s ♠✐♥✐♠❛s ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❡t ♥✬❛ss✉r❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♠❡ ✭✶✳✽✮✳

❈✐ ❞❡ss♦✉s ❡st ♣rés❡♥té ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✶✳✽✮✳
▲❡s ♠❛tr✐❝❡s M ❡t S s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝❤♦✐s✐❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ✭✶✳✽✮✱ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r
M0 ❡t S0✳ ▲❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ J(M,S) s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❛❧❝✉❧és ❝♦♠♠❡ s✉✐t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥
k✱ ♣♦✉r 0 < k ≤ kmax✱ kmax ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ✭❝❡ ♣♦✐♥t s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❧✉s
t❛r❞✮ ✿

∂J (M,S)

∂M
= (MS−Y)ST , ✭✶✳✶✵✮

∂J
(
M̄,S

)

∂S
= M̄T

(
M̄S− Ȳ

)
. ✭✶✳✶✶✮

❛✈❡❝✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t 1N ❡t 1p ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❡t p r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝♦♥st✐t✉és ❞❡
1✱ ❡t ✿

M̄ =

(
M

1N

)
❡t Ȳ =

(
Y

1p

)
. ✭✶✳✶✷✮

❈❡tt❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ✭✶✳✽✮✱ ❝♦♠♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✹✽❪✱ ❬✼✼❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❬✻✺❪✳
P✉✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ k ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s M ❡t S ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Mk ←Mk−1 + µMk−1

∂J(Mk−1,Sk−1)

∂M
, ✭✶✳✶✸✮

Sk ← Sk−1 + µSk−1

∂J(M̄k−1,Sk−1)

∂S
. ✭✶✳✶✹✮

♦ù µM ❡t µS r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣❛s ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✳ P❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉✲
❧❡r ❝❡s ♣❛s ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✱ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r J(M,S)✳
P❛r♠✐ ❝❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✸❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ♣❛s ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❛ss❡③ ❝❧❛ss✐q✉❡s ♠❛✐s ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❛s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❆r♠✐❥♦ ✭✈♦✐r ❧✬❛♥✲
♥❡①❡ ❆✳✷✮ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✼✼❪✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ kmax ♣❡✉t êtr❡ ✜①é ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♦✉ êtr❡
❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ J(M,S) ✈❛✉t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✜①é❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r
❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✻✺❪ ❡t ❬✺✶❪✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡❧❛ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ❛ss❡③ ❧♦♥❣s✱ ❞❡s ❧♦✐s à ♣r✐♦r✐ s♦♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❛✉ ✜♥❛❧ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts
s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳

❙✐ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆▼❋✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡✲
❧é❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❱♦❧✉♠❡ ❈♦♥str❛✐♥t✲◆▼❋ ✭▼❱❈✲◆▼❋✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r
J(M,S) ♠❛✐s ✿

f(M,S) =
1

2
J(M,S) + λK(M) ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✳✽✮, ✭✶✳✶✺✮

♦ù K(M) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ M✱ λ ∈ R ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ à ✜①❡r ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✭❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t
❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡① r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ♣❡✉t s❡
❢❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❬✼✼❪✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡

ré❞✉✐t❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❆❈P✳ ❆✐♥s✐✱ K(M) =
1

2(p− 1)!

∣∣∣∣
(
1T
p

M̃

)∣∣∣∣
2

✱ ❛✈❡❝ M̃ = UT
(
M− ν 1T

p

)
♦ù

ν ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ Y✱ ❡t ♦ù U✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
m×(p−1) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s p−1 ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ Y ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r P❈❆✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐ ♥✬❡st
q✉✬❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳

❊♥✜♥✱ t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✹❪ ✐♥tr♦✲
❞✉✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡té ♣♦✉r ❧❛ ◆▼❋✱ ♥♦té❡ P●◆▼❋ ✭Pr♦❥❡❝t❡❞ ●r❛❞✐❡♥t
▼❡t❤♦❞s ❢♦r ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣♦✉r ✐♥térêt ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t✱ ❛✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡s
Mk−1 + µMk−1

∂J(Mk−1,Sk−1)
∂M ❡t Sk−1 + µSk−1

∂J(M̄k−1,Sk−1)
∂S s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝❤♦✐s✐✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ss❡③ ✉t✐❧✐sé ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ◆✲❋■◆❉❘ ❬✶✷✸❪ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s
♣✉rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ❧❡s ♣✐①❡❧s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡✲
♥✐r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡① ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ❈❡s ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
✭❡t s♦♥t ❞❡s ♣✐①❡❧s ♣✉rs✮✳ ■❝✐✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ t❡❧❧❡ q✉❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ♣✐①❡❧ ♣✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❝❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①✳ ❨ s♦♥t ❞✐s♣♦sés ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐①❡❧s✱ ❞♦♥t tr♦✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♣✐①❡❧s ♣✉rs✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t tr♦✐s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞✉ s✐♠♣❧❡① ❝♦♥t❡♥✉ à ❧✬✐♥tèr✐❡✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥ts
❡①trê♠❡s ❧❡s tr♦✐s ✈r❛✐s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s tr♦✐s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
✉t✐❧✐sés ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❬✻✵❪✱ ❛✉①q✉❡❧s ♦♥t été ❛❥♦✉tés ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❝♦♥s✐❞éré ❡st m = 900 ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❡st 1000✳ ❉❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①✱ ❡t ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ◆✲❋■◆❉❘✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❱❡rt❡① ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭❱❈❆✮✱ ♣r♦♣♦sé❡
❞❛♥s ❬✽✷❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ét✉❞✐❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉①
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞é❥à tr♦✉✈és✱ ❧❡ ♣✐①❡❧ ❧❡ ♣❧✉s ❡①trê♠❡ ❛♣rès ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❡r❛ ❛❧♦rs ♣r✐s ❝♦♠♠❡
♥♦✉✈❡❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ r❡❣r♦✉♣❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛✲
❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ J (M,S)✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡ç✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♠❛❣❡ Y

s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❞❡ ✹ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞♦♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♦♥t
été ré❝✉♣érés s✉r ❬✻✵❪✳ ▲❡s ❘❙❇ ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r
❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ✿ ❧❡ ❘❙❇ ❡st ✐❝✐ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞✉ ❜r✉✐t✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✱ ✐❧ ✈❛r✐❡ ❞❡ 1 à 1

0.001 ✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ◆▼❋✶ ❡t ◆▼❋✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬✺✶❪ ❡t ❬✻✺❪ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♥t ❧❡s



✶✳✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❈❊❙ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✶✸

0.95

1
1.05

·1051
1.2

1.4

·105

1.25

1.3

1.35

1.4

1.45

·105
❙✐♠♣❧❡① ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

♣✐①❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❙✐♠♣❧❡① ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ p = 3✱ m = 900 ❡t N = 1000✱ ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❬✻✵❪✳

❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❛❥♦✉té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ f(M,S)✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r
q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ❡t q✉✬✐❧s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐ ✭✈✐s✐❜❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥tr❡ ◆▼❋✶ ❡t ◆▼❋✷✮✳ P♦✉r ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ N = 1000 ❡t
m = 96✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ét❛♥t ❢❛✐t ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❞✉ré❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ♣r❡♥❞r❡ N ❡t m ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡
♣❛s ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♦♥t été ♠♦②❡♥♥és à ♣❛rt✐r ❞❡ 10 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✶✳✹ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❈❊❙ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣❡✉t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s✳ ■❝✐✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❥à s✐✲
❣♥❛❧é✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬✺✽❪✱ ❬✺✼❪✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♠é❧❛♥❣é❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥sMS s♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞❡ t❡rr❛✐♥✱ t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ r❛ss❡♠❜❧és ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ M ❡t ❧❡✉r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣✐①❡❧s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s S✳
◗✉❛♥❞ ❛✉ ❜r✉✐t ♥♦té B ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞û à ❞✐✛ér❡♥ts ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❡t ❞♦♥❝ ♠♦❞é❧✐sé ❞❡
❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❛✉❝✉♥ ❛♣r✐♦r✐ ♥✬❡st ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ❜r✉✐t✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t
❣❛✉ss✐❡♥ ♣♦✉rr❛✐t s❡♠❜❧❡r ✉♥ ♣❡✉ tr♦♣ r❡str✐❝t✐❢✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝❛s ✉♥
♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉✐ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

✶✳✹✳✶ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❚♦❡✲

♣❧✐t③

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❑❡❧❦❡r ❡♥ ✶✾✼✵ ❞❛♥s ❬✺✺❪✱ ♣✉✐s ét✉❞✐é❡s
❞❛♥s ❬✸❪ ❡t ❬✶✻❪✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s
❞❡ r❛❞❛rs✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛tt❡♥❞r❡ ✷✵✵✹ ♣♦✉r q✉✬❖❧❧✐❧❛ ❬✽✺❪ é❧❛r❣✐ss❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡s ♣✉✐ss❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❞✐✈❡rs✐✜é❡s
❬✽✻❪✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
ré❡❧❧❡s ❛✈❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
r❡tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❬✻✼❪✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t✱ ✈♦✐❝✐ ✉♥ r❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s
♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡
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❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ J(M,S) ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s

▼❱❈✲◆▼❋
◆▼❋✶
◆▼❋✷
❱❈❆
P●◆▼❋

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ J(M,S) ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❛✈❡❝ ✿ N = 1000✱m = 96✱ s✉r ✐♠❛❣❡s
s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ❞❡ ❬✻✵❪ ❡t ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥✳

❙♦✐t x ∈ R
m ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C✱ C ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡

❡t ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ µ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡st ❞✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ré❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐é s✐ s❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ✿

f(x) =
1

(2π)m/2|C|1/2 exp

(
− (x− µ)

T
C−1 (x− µ)

2

)
. ✭✶✳✶✻✮

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥♦té ✿ x ∼ N (µ,C)

▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡
❙♦✐t z ∈ C

m ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C✱ C ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡t ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ µ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡st ❞✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é
s✐ s❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

f(z) =
1

(π)m|C| exp
(
− (z− µ)

H
C−1 ((z− µ)

)
. ✭✶✳✶✼✮

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥♦té ✿ z ∼ CN (µ,C)

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s ré❡❧❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ré❡❧❧❡
❙♦✐t x ∈ R

m ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡st ❞✐t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✈❡❝t❡✉r µ ∈ R

m✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ré❡❧❧❡✱ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C ∈ R
m×m ❡t ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ : R+ → R t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ Φx−µ ❞❡ x − µ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à
t→ Ψ(tT Ct) ♣♦✉r t♦✉t t ∈ R

m✳

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥♦té ✿ x ∼ Em(µ,C)✳



✶✳✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❈❊❙ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✶✺

▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✻❪ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✿ s✐ x ∼ Em(µ,C)✱
t❡❧ q✉❡ C ❡st ❞❡ r❛♥❣ k ≤ m ❛❧♦rs x ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x = µ+ r∆u(k) , ✭✶✳✶✽✮

♦ù ∆ ∈ R
m×k✱ ❞❡ r❛♥❣ k✱ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ C = ∆∆T ✱ u(k) ∈ R

k ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬❤②♣❡rs♣❤èr❡ ✉♥✐té Sk−1 ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Sk−1 = {x ∈ R
k\ ‖x‖ = 1} , ✭✶✳✶✾✮

❡t r ∈ R ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ u(k)✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❛r ❧❡✉r ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
❧♦rsq✉❡ C ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❧♦rsq✉❡ r ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
❈❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✬é❝r✐t ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t x 6= µ ❡t ♣♦✉r g✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡
♥♦♠♠é❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ✿

f(x) = cm,g |C|−1/2 g
(
(x− µ)

T
C−1 (x− µ)

)
, ✭✶✳✷✵✮

♦ù cm,g ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✿

cm,g =

(
(2π)m/2

Γ
(
m
2

)
∫ ∞

0

tm−1 g
(
t2
)
dt

)−1

. ✭✶✳✷✶✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✵✮ ❡t ✭✶✳✶✻✮ s♦♥t ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❛✈❡❝✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
g✳ ▲❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✹✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❬✽✺❪
❙♦✐t z ∈ C ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ t❡❧ q✉❡ z = x+ iy✱ x ∈ R

m✱ y ∈ R
m✱ i t❡❧ q✉❡ i2 = −1✳

❆❧♦rs z ❛ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ z̃ = vect(x,y) ∈
R

2m×1 ❛ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ré❡❧❧❡✳

▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ z̃ s✬é❝r✐t✱ ♣♦✉r z 6= µ ✿

fz̃(z) = cm,g |C|−1 g
(
(z− µ)

H
C−1 (z− µ)

)
, ✭✶✳✷✷✮

❛✈❡❝✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❬✻✼❪✱ ❝✬❡st à

❞✐r❡ C =

(
Cxx Cxy

Cyx Cyy

)
❡t µ =

(
µx

µy

)
✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s Cxx✱ Cyy✱ Cxy ❡t Cyx s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s

ré❡❧❧❡s✱ ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ Cxy = CH
yx✳ ❙♦✐❡♥t ✿ µ = µx + iµy✱ Γ = Cxx + Cyy + i (Cyx − Cxy)

❡t Σ = Cxx −Cyy + i (Cyx +Cxy)✱ Γ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡t Σ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲
❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

❆❧♦rs ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❡st ✿ z ∼ GCE(µz,Γ,Σ, g)✳

❱♦✐❝✐ tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

✖ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ❛✈❡❝

g(t) = exp(−t) , ✭✶✳✷✸✮

❡t cm,g = π−m ✱

✖ ❧❛ t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ à µ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés✱ ♦ù

g(t) =

(
1 +

2t

µ

)− 2m+µ
2

, ✭✶✳✷✹✮

❡t cm,g =
2m Γ

(
2m+µ

2

)

(π µ)m Γ(µ/2)
✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♣r❡♥❞r❡ µ = 1 r❡♥✈♦✐❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤② t❛♥❞✐s q✉❡ µ→∞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✳



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

✖ ❧❛ ❑✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ µ > 0 ✿

g(t) = t(µ−m)/2Kµ−m

(
2
√
µt
)
, ✭✶✳✷✺✮

Kµ−m(.) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡ss❡❧ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❞✬♦r❞r❡ µ − m✱ ❡t cm,g =
2µ(µ+m)/2

Γ(µ)πm ✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✺❪ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ Γ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C ❞❡ z✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
z ♣❡✉t s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ z̃ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✼❪✳ ❯♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✶❪✱ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♦✉
❝✐r❝✉❧❛✐r❡s✱ ❞♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s❡r❛ ✐❝✐ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✺✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❬✻✶❪
❈❡ s♦♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ z ∼ GCE(µz,Γ,0m×m, g)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡

❞✬é❝r✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ z ✿

f(z) = c2m,g 2
m |Σ|−1 g

[
2(z− µ)HC−1(z− µ)

]
. ✭✶✳✷✻✮

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣♦sé❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥és
❞❛♥s ❬✺✷❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✻✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡
❙♦✐t z ∈ C

m ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞
♦r❞r❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C✱ C ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t τ
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pτ ✳ ❆❧♦rs b =

√
τz ❛ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ b ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

fb(b) =
1

πm |C| hm
(
bH C−1 b

)
, ✭✶✳✷✼✮

♦ù hm
(
bH C−1 b

)
=

∫ +∞

0

t−m exp

(
−bH C−1 b

t

)
pτ (t) dt✱ z ❡st ❛♣♣❡❧é s♣❡❝❦❧❡ ❡t τ t❡①✲

t✉r❡✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡
❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✖ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r δ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❉✐r❛❝ ✿

pτ (t) = δ(t− 1) , ✭✶✳✷✽✮

✖ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ b > 0✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r

pτ (t) =
b2

2
exp

(
−b

2t

2

)
, ✭✶✳✷✾✮

❝✬❡st à ❞✐r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ τ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡
b2

2
✳

✖ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r

pτ (t) =
b2

2
t−2 exp

(
−b

2t

2

)
. ✭✶✳✸✵✮



✶✳✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❈❊❙ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✶✼

❉✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❬✺✷❪✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡
❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣♦sé❡s s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ pτ ♥✬❛✐t
✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❈❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞❡ ❜r✉✐ts✳ ❊❧❧❡s s❡r♦♥t ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

P♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ b s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧
❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥♦t❡r b =

√
τ z ♦ù z ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

C✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ z s❡r❛ ♣r✐s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ▲❛
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s b s❡r❛ ❛✐♥s✐ tr❛❞✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ b =

√
τ C1/2z✳ ❯♥❡

✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ s❡r❛ ❛❧♦rs ♠♦❞é❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t B ❞❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❈❊❙✳ ▲❡ ❜r✉✐t B ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ ✿

B = C1/2 XT1/2 , ✭✶✳✸✶✮

❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉❡ ✈♦✐❝✐ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✶

• T ∈ R
N×N ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t s✉r s❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏1, N❑✱

❧❡s τi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① τ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✳

• X ∈ R
m×N ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❞✬❡♥tré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡

♠♦②❡♥♥❡s ③ér♦ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✉♥✐té✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✷

• C ∈ C
m×m ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ✭✈♦✐r ❬✹✶❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ❡t ❝✐✲❛♣rès✮✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❛♥s ❧❡s
❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❡t ♥❡ ❞é❣r❛❞❡ ♣❛s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r s✐❣♥❛✉① ré❡❧s✳

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡
s♦♥t t♦✉s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ♦♥t été ❧❛r❣❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té❡s ✭ ✈♦✐r ❬✹✶❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡
❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❬✹✵❪ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✮ ✱ ❡t s♦♥t
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ t❡❧❧❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❬✶✹❪✱ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①
❬✹✼❪✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❬✶✶✾❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❬✶❪✳
■❝✐✱ C s❡r❛ s✉♣♣♦sé❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✱ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐s❝✉t❛❜❧❡ ♠❛✐s ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❬✾✸❪✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♣✐tr❡s ❡t s❡❝t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s s✐♥♦♥✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ré❛❧✐té ♣❤②✲
s✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✈♦♥t ❧❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛r❢♦✐s à ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s
rés✉❧t❛ts✳

✶✳✹✳✷ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r x ❞❡ t❛✐❧❧❡ m✱ L : x→ L(x)
❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ m×m ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ✿ ∀i, j ∈ ❏1,m❑, ([L(x)]i,j)i≤j =

xi−j ❡t ([L(x)]i,j)i>j = x⋆i−j ✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ×m✱ T (A) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ L(ǎ) ♦ù ǎ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ǎi, 1≤i≤m ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

i−✐è♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ A ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r m✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ ✿

T (A) =
1

m




∑

i=j

[A]i,j
∑

j=i+1

[A]i,j . . . [A]1,m

∑

i=j+1

[A]i,j
∑

i=j

[A]i,j
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳∑

i=j

[A]i,j




. ✭✶✳✸✷✮

❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r T ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✧t♦❡♣❧✐t③✐✜❝❛t✐♦♥✧ ✭r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥✮
❝♦♥s✐st❛♥t à r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✳

P♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s Y = [y1, . . . ,yN ] ❞❡ t❛✐❧❧❡ m×N ❝♦♥t❡♥❛♥t N ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s {yi}i∈❏1,N❑ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ p ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♠é❧❛♥❣és ❛✉①q✉❡❧s s✬❛❥♦✉t❡ ✉♥
❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

yi =

p∑

j=1

si,jmj +
√
τi C

1/2 xi , i ∈ ❏1, N❑ , ✭✶✳✸✸✮

♦ù✱ ❛✉tr❡♠❡♥t é❝r✐t ✿
Y = MS+C1/2 XT1/2 . ✭✶✳✸✹✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ C✱ s✉♣♣♦sé❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡✱ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡ ❡t ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✱ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ C =
L
(
[c1, . . . , cm]T

)
✱ ♦ù ❡♥❝♦r❡ ✿

C =




c1 c2 . . . cm
c⋆2 c1 . . . cm−1

✳ ✳ ✳
c⋆m c⋆m−1 . . . c1


 .

❊t ❝❡✱ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶ ❡t ✷ ✭✶✳✹✳✶✮✱ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❡st r❛❥♦✉té❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✸ ✿

• m ❡t N s♦♥t s✉♣♣♦sés ❣r❛♥❞s✱ ❡t ♠ê♠❡ t❡❧s q✉❡ N →∞✱ m→∞ ❛✈❡❝ cN =
m

N
→

N→∞
c > 0✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ C✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✉ ré❣✐♠❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❤②♣♦t❤ès❡ ✸✮✳ ❈❡ ré❣✐♠❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✐❣♥✐✜❡
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ m ❡t N s♦♥t ❣r❛♥❞s✱ ❡t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s❡ ❥✉st✐✜❡
♣❧✉tôt ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ❡♥❣❧♦❜❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥ ❜r✉✐t
❣❛✉ss✐❡♥✱ ❜❧❛♥❝✱ ❝♦♥♥✉ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❜r✉✐t✳ ▲❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ✐❝✐ q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡✱ ❡t q✉❡ ♥✐ ❧❡ ❜r✉✐t✱
♥✐ p✱ ♥✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s M✱ S ❡t ❧❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳

✶✳✺ ▲✐♠✐t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r

❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t
♣❛s t♦✉t❡s ✈ér✐✜é❡s✳



✶✳✺✳ ▲✐♠✐t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✶✾
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❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s

❆■❈
▼❉▲
❘❆❉

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ N = 1000✱ m = 10✱ p = 4✱ ❜r✉✐t ❈❊❙✳

✶✳✺✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs q✉✐ r❡♣♦s❡♥t

s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝♦rré❧é ❡♥ ❣r❛♥❞❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆■❈ t❡♥❞ à s✉r❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡t ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ♥✬❡st✐♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✶✳✻ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ à ❧❛
♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❢❛✉ss❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❆❉ ❬✾✹❪ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs é❣❛❧ à 1✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆■❈ ❡t ▼❉▲ s✉r❡st✐♠❡♥t ❝❡t ♦r❞r❡ à p̂ = 6✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✶✶✹❪ ♦♥t tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡
❞❡ ♣é♥❛❧✐té à ✜①❡r ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆■❈ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸
✭✶✳✹✳✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤é♦✲
r✐q✉❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ N → ∞ ❛✈❡❝ m ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❛ ❙❈▼ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡

s✉r❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ré❡❧❧❡ ❡♥
√

log(log(N))
N ✳ ❖r ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐ s♦✉s

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ✭✶✳✹✳✷✮ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲❡s
♠ét❤♦❞❡s ❆■❈✱ ▼❉▲ ❡t ❘❆❉ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❡♥ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s❛♥s
❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ❛ss✉r❛♥t ❧❡✉r ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳ ▼❛✐s ❝❡ t❡r♠❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜✲
t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙✳ ◗✉❛♥❞ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❆❉✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s
r♦❜✉st❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡ ❜r✉✐t
❈❊❙ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✱ ❡t ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❛✉ ré❣✐♠❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✶✳✺✳✷ ▼ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡ ❬✶✷❪✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù N →∞ ♣♦✉r m ✜①é✱
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ✭✶✳✹✳✷✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
❜r✉✐t ❡st ❈❊❙✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳

♣♦✉r ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥t ✿ ❍②s✐♠❡✶ ❡st ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r N = 1000✱ m = 96
❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❍②s✐♠❡✷ ❡st ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙✱
♣♦✉r N = 1000 ❡t m = 960✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❡st s♦✐t ❡st✐♠é ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❏✳◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ❡t ❏✳
❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❞❛♥s ❬✶✷❪✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛♥♥♦té❡ ❞✬✉♥ ✧❇✶✧✱ s♦✐t ❧❡ ✈r❛✐ ❜r✉✐t ❡st
♠✐s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍②s✐♠❡✳ ▲❡ ✈r❛✐ p ❡st ✐♥❞✐q✉é ❡♥ ❜❧❡✉✳

◗✉❡ ❧❡ ✈r❛✐ ❜r✉✐t s♦✐t ❢♦✉r♥✐ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❜✐❡♥
♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✭❍②s✐♠❡✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❜r✉✐t ♥✬❡st ❡♥
❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬✶✷❪ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❈❊❙ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡✷ ❇✶
q✉✐ tr♦✉✈❡ p̂ = 0 ♣♦✉r ❞❡s ❢♦rts ❘❙❇✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡✶✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡
❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡st✐♠é ❡t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❘❙❇
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❍②s✐♠❡✷✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❍②s✐♠❡✶ ❡t ❍②s✐♠❡✶ ❇✶ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t✱ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡
❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡st✐♠é✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡✱ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝
♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐ ❧✬✐♠❛❣❡
ré❡❧❧❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ✐❝✐ q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞ès q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜✐❡♥ ❡st✐♠é ♦✉ s✐ ❧❡s ❘❙❇ s♦♥t tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ tr♦✉✈❡r❛ ♣❛s ❧❡ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳

✶✳✺✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s t❡❧❧❡s q✉❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡
❡st ❝♦rré❧é❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ s✐♠♣❧❡① r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❈❡❝✐ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡✱ à ❞r♦✐t❡✱ s♦♥t
r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ♠✐s à ♣❛rt ❧❡ ❜r✉✐t q✉✐ ❡st ❝♦rré❧é
❢♦rt❡♠❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❝❛s ♠♦✐♥s ❡①trê♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❝♦rré❧é
❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W = L(ρ0, . . . , ρm−1)✱ ♣♦✉r ρi = 0.7i✱ i ∈ ❏0,m − 1❑✳ ❙✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s✱ ❧❡s
♣✐①❡❧s s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s é♣❛r♣✐❧❧és ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ é❝❤♦✉❡♥t✳



✶✳✺✳ ▲✐♠✐t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✷✶

1.25

1.4

1.3

1.3

1.2#105

1.35

1.1

#105

1

1.4

#105

1.051.041.030.9 1.021.011

Simplex des données

0.99

1.45

pixels

1

1.6 1.4

1.2

1.4 1.2

#105
#105

1.4

1.2 1

#105

Simplex des données

1 0.8

1.6

0.8 0.6

1.8

pixels

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ s✐♠♣❧❡①✱ N = 1000✱ m = 900✱ ❞♦♥♥é❡s
❝♦rré❧é❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ J(M,S) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r
❜r✉✐t ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞é❣r❛❞❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ◆▼❋✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✱ ❧❡ ❜r✉✐t
s✐♠✉❧é ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡s τi s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 1.1 ❡t ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ W = L(ρ0, . . . , ρm−1)✱ ♣♦✉r ρi = 0.99i✱ i ∈ ❏0,m − 1❑✳
▲❡ ❜r✉✐t ❡st ❞♦♥❝ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧é✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s s♦♥t N = 1000 ❡t m = 960✳
▲❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❬✻✵❪✱ ❡t ❧❡s ❘❙❇✱ ❞é✜♥✐s
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✱ ✈❛r✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ 1 ❡t 1

0.001 ✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❡st✐♠❛✲
t❡✉rs s♦♥t ❞é❣r❛❞é❡s✱ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❱❈❆✱ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ét❛✐t s✉♣♣♦sé ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥♥✉✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❛❥♦✉té❡s s✉r ❧❡ ✈♦✲
❧✉♠❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♥✬❛♣♣♦rt❡♥t r✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❱❈❆✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✬♦♥t ♣❧✉s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ M✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
∥∥∥M̂−M

∥∥∥
F
✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❣❛✉ss✐❡♥✱ N = 1000

❡t m = 96✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙✱ ❞❡ ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❘❙❇✱
❢♦r♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t✮ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥trés s✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s s♦♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✶✵ ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦✐✈❡♥t
r❡st❡r ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♥st❛♥ts s❡❧♦♥ ❧❡ ❘❙❇✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆▼❋✷ ❛ été
r❡t✐ré❡ ❝❛r ❞♦♥♥❛✐t ❞❡ tr♦♣ ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✶✵✱ ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t
❝❤❛♥❣és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❱❈❆✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts
♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡✱ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ M✳

❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts s♦♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡ M ❡t S✳ ▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛✐t ❝❡❧❧❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❝❡s
é❧é♠❡♥ts✳

✶✳✺✳✹ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

▲❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s♦♥t ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦rré❧é❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♣♦✉rt❛♥t r❡❝♦♥♥✉❡s



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡
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101

102
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❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ J(M,S) ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s

▼❱❈✲◆▼❋
◆▼❋✶
◆▼❋✷
❱❈❆
P●◆▼❋

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ J(M,S) ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❛✈❡❝ N = 1000 ❡t m = 960✱ s✉r ✐♠❛❣❡s
s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ❞❡ ❬✻✵❪ ❡t ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❈❊❙
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❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉r cN = 0.096
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❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉r cN = 0.96

▼❱❈✲◆▼❋
◆▼❋✶
❱❈❆
P●◆▼❋

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
∥∥∥M̂−M

∥∥∥
F
✳



✶✳✻✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✷✸

♣♦✉r ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té✱ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❧✉s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❢réq✉❡♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥trés
♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ s❛♥s
❢❛✐r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♣❛r❢♦✐s r❡str✐❝t✐✈❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ très ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣♦✉r ♥❡ ♣❧✉s êtr❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ✭✶✳✹✳✷✮ ♠❛✐s ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts
s❡r❛✐❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧♦♥❣s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs r✐sq✉❡ ❞✬êtr❡ ❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t
q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s✱ ❧✐é à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ t❡rr❛✐♥ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡st ❣r❛♥❞✳
❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉✈❡♥t ❛❞♦♣té❡ ❡st ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❊✳❘✳ ▼❛♥♦❧❛❦✐s ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✼✶❪✱ ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ré❞✉✐t❡s
♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡ ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡ ✈❡rs ✷✵✶✵ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✽❪✱ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡
♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s s❛♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ❧❛ ré❞✉✐r❡✳ ❊❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ❛❞❛♣tés✱ ❡t r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ✐♥✐t✐❛✲
❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❬✶✷✶❪✱ ❡❧❧❡ s❡ ❞é♠♦❝r❛t✐s❡ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ❞❡
❞♦♠❛✐♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❬✺❪ ♦✉ ❧❡s
té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❛♥s ✜❧ ❬✸✵❪✳

P♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❧✬✐♥térêt ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣❡r♠❡t ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬ét✉❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♠♦t✐✈é ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
❝❤❡r❝❤❛♥t à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳

✶✳✻ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

✶✳✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ tr❛✐t❡
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ✐❝✐ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❞é✜♥✐❡s
r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛r ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻✳✶✳ ▼❛tr✐❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥

❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé (Ω, C, Pr)✱ Pr ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡✳
❯♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ X ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ω ∈ Ω ♥♦té❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t X(ω)✱ s❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
♥♦té❡ X ❡♥ ♦♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❝❡✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s é❝r✐t✉r❡s✳

❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ♥❡ ❢✉t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ q✉❡ ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏✳ ❲✐s❤❛rt
❡♥ ✶✾✷✽ ❬✶✷✹❪✱ q✉✐ ét✉❞✐❛ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱
❞♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❲✐s❤❛rt✳ ❈❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t WWH ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ W ∈ C

m×m ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
❡❧❧❡s ❢✉r❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣❛r ❊✳ ❲✐❣♥❡r ❡♥ ✶✾✺✺ ❬✶✷✶❪✳ ❈❡ ❢✉t ❛❧♦rs ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ ❲✐❣♥❡r✱ ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
❞♦♠❛✐♥❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛ s♦✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ♦♥t ❛✐♥s✐ été ❞é✈❡❧♦♣♣és à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m s♦♥t ❣r❛♥❞s✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s s♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s
t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❬✷✼❪✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t r❛❞❛r ❬✽✾❪✱ ❧❛
✜♥❛♥❝❡ ❬✾✽❪✱ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① t❡❧s q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧
❬✹✺❪ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❬✻✷❪✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬② ❡st
❡♥❝♦r❡ q✉❡ très ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡t ❝❡❝✐ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❡st
q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t✱
♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ s❡♠❜❧❡ ❛✐♥s✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t ❛❞❛♣té❡✳ ❊❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✐♥s✐ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❝♦♠♠❡
♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✶✳✷✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡♥s✉✐t❡ ❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❡t ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ N t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♣♦✉r m ✜①é✱ ❧❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ ♦✉ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ M ❡t S s♦♥t ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t❡s✳ ▼❛✐s ❧♦rsq✉❡ N ❡t m t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❝♦♥st❛♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡
s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♥s✐st❛♥t❡s✳ ▲❡ ré❣✐♠❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ét✉❞✐é ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs N ❡t m s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❤❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱
❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❧✉tôt ♣♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① t❡❧s q✉❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ❡t s✉rt♦✉t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
m✳

✶✳✻✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ✐❝✐ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✉t✐❧❡ ❞❡
❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠é❡ Ĉ✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ✭✶✳✹✳✷✮✳ ■❧
❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱
♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✐ss✉❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡s
❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡t ❧❡s ♣❛rt✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s
rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥térêt ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❡♥s✉✐t❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❜r✉✐t ❞♦✐t ❞♦♥❝
êtr❡ ét✉❞✐é❡✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ❞é❥à été ♠❡♥é❡✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✸✵❪✱ ❬✼✺❪✱ ❬✼✻❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❬✸✶❪✳ ❈❡s ét✉❞❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❬✼✷❪✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ✶✾✻✼ ♣❛r ▼❛r❝❤❡♥❦♦ ❡t P❛st✉r q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s♦✐❡♥t N ✈❡❝t❡✉rs ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s [y1, . . . ,yN ] ∈ R ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ❛✈❡❝✱
♣♦✉r t♦✉t i ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❏1, N❑✱ yi ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡
❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C ∈ C

m×m✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s
♥♦♠❜r❡s st✐♣✉❧❡ q✉❡ ✿

∥∥∥∥∥
1

N

N∑

i=1

yi y
T
i −C

∥∥∥∥∥
p.s.→ 0 ❧♦rsq✉❡ N →∞ m ✜①é. ✭✶✳✸✺✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✱ ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✺✮ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ✿
∥∥∥∥∥
1

N

N∑

i=1

yi y
T
i −C

∥∥∥∥∥
p.s.
9 0 ❧♦rsq✉❡ N →∞ ❡tm→∞ ❛✈❡❝

m

N
→ c , c ∈ ❘+ , ✭✶✳✸✻✮

♠ê♠❡ s✐✱ t❡r♠❡ à t❡r♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❙❈▼✱ s♦✐t✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
N∑

i=1

yiy
T
i t❡♥❞ p.s. ✈❡rs

❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r C = Im✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s



✶✳✻✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✷✺
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distribution de Marchenko–Pastur 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ à ❣❛✉❝❤❡
cN = 0.01 ❡t à ❞r♦✐t❡ cN = 0.57✳

❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
1

N

N∑

i=1

yiy
T
i ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 1✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù s❡✉❧ N t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐
❡t m ❡st ✜①é✳ ❊❧❧❡s s❡r♦♥t ♥♦té❡s λ̂k ♣♦✉r k ∈ ❏0,m− 1❑ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡
✶✳✶✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s✱ ♣♦✉r N = 10000 ❡t m = 100✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✶✳✶✶✱ ♦ù N = 700 ❡t m = 400✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ré♣❛rt✐❡s ❛✉t♦✉r
❞❡ 1 ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s s✉✐✈❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù N
❡tm s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
r❡st❡ ❝♦♥♥✉❡ ✭❝✬❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✮✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞✉ ❜r✉✐t ♣♦✉r ❝❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲
P❛st✉r✱ s♦✐t A ∈ ❈m×m ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λk✱ k ∈ ❏0,m − 1❑ ✱ ❛❧♦rs
µA✱ ❧✬❡✳s✳❞✳ ✭❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❙♣❡❝tr❛❧❡ ❊♠♣✐r✐q✉❡✮ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿ µA = 1
m

m−1∑

k=0

δλk
✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✶✳ ▲♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❬✸✵❪
❙♦✐t Y ∈ C

m×N ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s

♥✉❧❧❡s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✉♥✐tés✳ ❆❧♦rs✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ✭✶✳✹✳✷✮✱ ❧✬❡✳s✳❞✳ ❞❡ ❧❛ ❙❈▼
1

N
YYH

❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fc ♥♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

fc(x) = (1− c−1)+ δ(x) +
1

2π c x

√
(x− a)+ (x− b)+ ✶]a,b[(x) , ✭✶✳✸✼✮

♦ù a = (1−√c)2✱ b = (1 +
√
c)

2
❡t δ(.) ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡♥ ③ér♦✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fc

❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✳

❯♥ ❝❛s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦♥tré✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ♦♥t
✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à σ2✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡✈✐❡♥t ]a, b[=]σ2(1−√c)2, σ2(1+√
c)2[✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs q✉✐ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧✬❡✳s✳❞✳ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡st

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ cN =
m

N
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ♣♦st✉❧❛t ❡st ❢❛✉①✳



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

5

6

7
·10−2

❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❉
❡♥

s✐
té

▲♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r

c = 0.001
c = 0.05
c = 0.2
c = 0.5

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
1

N
YYH ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷ ❡st r❡♣rés❡♥té✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✱
❛✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ✐❧❧✉str❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ P❧✉s ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r c ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵✱ ♣❧✉s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té à s✉♣♣♦rt ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❜♦r♥é ❡t ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳
❈❡ s✉♣♣♦rt ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r c ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸ ♠♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ m ❡t N
❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ♣♦✉r ✉♥
s✐❣♥❛❧ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐té✳ ❙✉r ❝❡tt❡
✜❣✉r❡✱ ❡♥ r♦✉❣❡✱ ❡st ❛✉ss✐ r❡♣rés❡♥té ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ✈✐s✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡
❧♦✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ❡t ♥♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs m ❡t N ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ N ✱ ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ N = 100 s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✮✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞é❥à ♣❧✉s✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬✸✵❪ ❡t ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳
▲✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ q✉✐ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s✱
♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❛♣rès✳

▼❛✐s ❛✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❡♥t
s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✉❡s
❛✉① ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉
❜r✉✐t✱ ❡t ❝❡✱ ♣♦✉r ♣♦s❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥ s❡✉✐❧ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡r❛ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉❡s ❛✉ ❜r✉✐t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❲✐s❤❛rt ❝❡♥tré❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s✳ ❈❡s ♠❛tr✐❝❡s✱
q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡✱ s♦♥t r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t
❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❙❈▼ ❡st ét✉❞✐é❡✳ ▲❡✉r ét✉❞❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✕ ▲♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❡t ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t
❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐té ❡t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ c = 0, 90✱ ❛✈❡❝✱ à ❞r♦✐t❡ N = 100 ❡t

m = 90✱ ❡t✱ à ❣❛✉❝❤❡✱ m = 900 ❡t N = 1000✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✷✳ ▲♦✐ ❞❡ ❚r❛❝②✲❲✐❞♦♠ ✿ ❙♦✐t Y ∈ C
m×N ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥ts ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s ♥✉❧❧❡s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✉♥✐tés✳ ❙♦✐t λ0 ❧❛ ♣❧✉s

❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡
1

N
YYH ✱ cN =

m

N
✱ bN = (1+

√
cN )2 ❡t σN = (1+

√
cN )c

4/3
N ✳ ❆❧♦rs✱

♣♦✉r t♦✉t x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ✿

P

(
m2/3 λ0,N − bN

σN
≥ x

)
→

N→∞
FTW (x), ✭✶✳✸✽✮

♦ù FTW (.) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❚r❛❝②✲❲✐❞♦♠✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

FTW (t) = exp

(
−
∫ +∞

t

(x− t)2 q(x) dx
)
, ✭✶✳✸✾✮

❛✈❡❝ q(.) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ P❛✐♥❧❡✈é ■■ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

q′′(x) = x q(x) + 2 q3(x),

q(x) ∼
x→∞

Ai(x),

❛✈❡❝ Ai(x) =
1

2π

∫
exp

(
i x t+

i t3

3

)
dt.

❈❡tt❡ ❧♦✐ ❡st tr❛❝é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ 1

NYYH ✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ✐❧ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s s❡ ré♣❛rt✐ss❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ♥✬❡st
♣❛s à q✉❡✉❡ ❧♦✉r❞❡✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❧♦✐ ❝❡♥tré❡✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐
❞❡ ♣ré❞✐r❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛✉ss❡ ❆❧❛r♠❡ ✭P❋❆✮ ❞♦♥♥é❡✱ q✉❡❧❧❡ s❡r❛ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ❚r❛❝②✲❲✐❞♦♠ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✳ ❯♥ ❝❛s ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✽❪✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s V = C1/2Y✱ C ∈ C

m×m

✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♥♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❆❧♦rs ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♠❛✐s ♣♦✉r



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡
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▲♦✐ ❞❡ ❚r❛❝②✲❲✐❞♦♠

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹ ✕ ▲♦✐ ❞❡ ❚r❛❝②✲❲✐❞♦♠ ❡t ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ cN = 0.57✳

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ bN ❡t σN q✉✐ ✈♦♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ C✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❛✐♥s✐ ✉t✐❧❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ P❋❆ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥t s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❛r❞✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱
Supp ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s
❙♦✐t µ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✜♥✐❡ ré❡❧❧❡✱ z ∈ C \ Supp(µ)✳ ❆❧♦rs ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s ❞❡ ❧❛

♠❡s✉r❡ µ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

mµ(z) =

∫
1

t− z µ(dt). ✭✶✳✹✵✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻✳✸✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s
❙♦✐t µ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✜♥✐❡ ré❡❧❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t a ❡t ♣♦✉r t♦✉t b ♣♦✐♥ts ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ µ✱

µ([a b]) = lim
ǫ→0

1

π

∫ b

a

■♠ [mµ(x+ i ǫ)] dx. ✭✶✳✹✶✮

❙✐ µ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té f ❡♥ x✱ ❛❧♦rs ✿

f(x) = lim
ǫ→0

1

π
■♠ [mµ(x+ i ǫ)] . ✭✶✳✹✷✮

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡✳s✳❞✳ ❞❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

Q̂m(λ) =
1

m
♯k, {λ̂k ≤ λ} ,

♥✬❡st✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à ét✉❞✐❡r ❬✼✺❪ ✭❘❛♣♣❡❧ ✿ ❧❡s λ̂k ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ❞❡
1

N

N∑

i=1

yiy
H
i ♣♦✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs yi ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ i ∈ ❏1, N❑✮✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ❛✐sé



✶✳✻✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✷✾

❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s ❞❡ Q̂m(λ)✱ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲

♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
1

N

N∑

i=1

yi y
H
i

♣✉✐sq✉❡ mQ̂m
(z) =

1

m

m−1∑

i=0

1

λ̂i − z
=

1

m
❚r



(

1

N

N∑

i=1

yi y
H
i − z ■m

)−1

 ♣♦✉r t♦✉t z ∈ C

+✱

C
+ = {z ∈ C|Im(z) > 0}✱ ❞✬♦ù s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✳

✶✳✻✳✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✬♦♥t
♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐té ❞✬ét✉✲
❞✐❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s✐❣♥❛❧
♥✬❡st ❝♦♥st✐t✉é q✉❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❡♥s✉✐t❡ q✉❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ❜r✉✐t✱ ❡t q✉❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♦✉ ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡✱ s♦♥t ❞✉❡s à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❊t
❝❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ t♦✉t❡ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ♣✉✐sq✉✬✐❧
❛ss✉r❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❜r✉✐t ♥❡ ♣❡✉t s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❧
❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❩✳ ❇❛✐ ❡t ❏✳❲✳ ❙✐❧✈❡rst❡✐♥ ❬✼❪✱ ❡t s✬♦❝❝✉♣❡ ❞✬✉♥ ❝❛s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✸✳ ❇❛✐ & ❙✐❧✈❡rst❡✐♥ ✶

• ❙♦✐t X ∈ C
m×N ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t

❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s ♥✉❧❧❡s✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✉♥✐tés ❡t ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✹ ✜♥✐s ❀

• s♦✐t C ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ×m ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✱ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

λi(C)✱ i ∈ ❏1,m❑✱ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡✳s✳❞✳ FC =
1

m

m∑

i=0

δλi(C) ❞❡ C ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✈❡rs ν ❀

• s♦✐t W =
1

N
C1/2XXH C1/2 ∈ C

m×m✳

❆❧♦rs✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ✭✶✳✹✳✷✮✱ s✐ ‖C‖✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡st ❜♦r♥é❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[a, b]✱ a > 0 ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ FC ❡t ❞❡ ν✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡
W ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡ ❞❛♥s [a, b] s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ❡st é❣❛❧❡ à ✶✳

❆✐♥s✐✱ ❣râ❝❡ à ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❞✉ ❜r✉✐t ❛ ✉♥ s✉♣♣♦rt ❝♦♥♥✉✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ µ✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ t♦✉❥♦✉rs ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✹✳ ❇❛✐ & ❙✐❧✈❡rst❡✐♥ ✷
❙♦✐t C ∈ C

m×m t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡✳s✳❞✳ ❞❡ C ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❡rs ν✳ ❊t s♦✐t W =
1

N
XHCX ∈ C

N×N ✳

❆❧♦rs µ
N

= 1
N

N∑

i=

δλi(W) ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❡rs µ ❞♦♥t ❧❛ tr❛♥s✲

❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s mµ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s C+ = {z ∈ C Im(z) > 0} ♣♦✉r t♦✉t z ∈ C
+

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

mµ(z) =

(
−z + c

∫
1

1 + tmµ(z)
ν(dt)

)−1

. ✭✶✳✹✸✮
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0
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·10−2

❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❉
❡♥
s✐
té

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r c = 0.09✱ ν = 1
3δ1 +

1
3δ5 +

1
3δ10✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✿
µ(x) = (1− c)✶[0,∞](x) + µ(x) ,

♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧✐❡r µ(x) ❡t µ(x)✱ ❧✬❡✳s✳❞✳ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r W ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ µ ❧✬❡st ♣♦✉r W✳ ■❧ ❡st
❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ W q✉❡ ❞❡ W✱ q✉✐
♥❡ ✈♦♥t ❞✐✛ér❡r q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥✉❧❧❡s✳ ❖r✱ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ µ
❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ét✉❞✐❡r q✉❡ µ✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐❡r ❧❡✉r ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡
❙t✐❡❧t❥❡s✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣❛ss❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ✿

mµ(z) = cmµ(z) + (c− 1)
1

z
. ✭✶✳✹✹✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❧♦rsq✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

ν =
1

3
δ1 +

1

3
δ5 +

1

3
δ10✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛q✉❡ts ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s✱

❛✉t❛♥t ❞❡ ♣❛q✉❡ts q✉❡ ν ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ✧③♦♥❡s✧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r c ❧❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❬✼✺❪✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡ c ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛❜✐❧✐té
s✉r ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ c ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞✱ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛q✉❡ts
❢✉s✐♦♥♥❡♥t✳ ❆✐♥s✐ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺ s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s tr♦✐s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❝❤♦✐s✐❡✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡r♠❡t
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❝❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡st❡ q✉❡ ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s ✈♦✉❧✉❡✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ■❧ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s✱ ❧❡s z ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ✿

z(mµ) = −
1

mµ
+ c

∫
t

1 + tmµ
d(ν) .

P✉✐s✱ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W ♦✉ W✳ ■❧s s♦♥t r❡♣r✐s ❞❛♥s ❬✼✽❪✱ ❬✶✵✶❪ ❡t ❬✸✵❪ ♥♦t❛♠♠❡♥t✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s ✐♥✈❡rs❡✱ ♣♦✉r r❡♣❛ss❡r à
❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ W✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t a, b ❞❡ µ ✿

µ(b)− µ(a) = ❧✐♠
ǫ→0

1

π

∫ b

a

■♠
[
mµ(x+ iǫ)

]
dx .

■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❞❡ mµ(z) ❧♦rsq✉❡ z ∈ C
+ → x ∈ R✳



✶✳✻✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✸✶

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✺✳ ❬✸✵❪
❙♦✐❡♥t W ∈ C

m×m ❡t µ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❆❧♦rs✱ ∀x ∈ R

+✱ lim
z→x
z∈C+

mµ(z) ❡①✐st❡ ❡t ❡st ♥♦té❡ m◦(x)✳ m◦ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R
⋆✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ µ✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té f(x) = µ(x) =
1

π
Im(m◦(x))✳

❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛❧♦rs✱ ∀x ∈ R
⋆ , f(x) > 0 ❬✸✵❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t

♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ m◦(x) à ♣❛rt✐r ❞❡ m✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✻✳ ❬✸✵❪
❙♦✐t Suppc ❧❡ s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡t s♦✐❡♥t ✿

• G =

{
mµ / mµ 6= 0 , − 1

mµ
∈ Supp(ν)

}

• xµ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r G ♣❛r xµ : mµ → −
1

mµ
+ c

∫
t

1 + tmµ
d(ν)✳

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R
⋆✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r m◦(x) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

• ❙✐ x ∈ Supp(µ)✱ ❛❧♦rs m◦(x) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r G t❡❧❧❡ q✉❡ Im(m◦(x)) > 0 ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ x = xµ(mµ)✳

• ❙✐ x ∈ Supp(µ)c✱ ❛❧♦rs m◦(x) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ s✉r G ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x =
xµ(mµ) t❡❧❧❡ q✉❡ x

′

µ(m
◦) > 0✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t mµ ∈ G✱ s✐ x
′

µ(mµ) > 0 ❛❧♦rs xµ(mµ) ∈ Suppc(µ)✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ µ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ③♦♥❡s ♦ù x
′

µ(mµ) > 0✳ ▲❡s
❜♦r❞s ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ µ s♦♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✿

1

m2
− c

∫
t2

(1 + tm)2)
ν(dt) = 0 ,

s♦✐t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ∫
t2m2

(1 + tm)2
ν(dt) =

1

c
. ✭✶✳✹✺✮

❉❡ ♣❧✉s✱ rés♦✉❞r❡ x
′′

µ(mµ) = 0 ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts ♣rés❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ rés✉♠é ❞❛♥s

❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ P✳ ❱❛❧❧❡t ❬✶✶✸❪✳ ❊t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✶✳✶✻✱ ♦ù
❡st r❡♣rés❡♥té ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ mµ✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
③♦♥❡s ♠✐s❡s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❡♥ r♦✉❣❡✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ c = 0.009 ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té✳ ▲❡s ❛✉tr❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ❞✉ s✉♣♣♦rt s♦♥t ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s
♣❛r ❧❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡♥ r♦✉❣❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻✳ ❉❡s ❛s②♠♣t♦t❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
✈✐s✐❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r mµ = −1✱ −1

5 ❡t −1
10 ✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ C✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ■❧ s❡r❛ r❡♣r✐s ❡t ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❡♥
t❛♥t q✉❡ t❤é♦rè♠❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●✲▼❯❙■❈✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✼✳ ❬✼✺❪

• ❙♦✐❡♥t c1 < . . . < cK ❧❡s K✱ K < m✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C✱

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té m1, . . . ,mk ❡t s♦✐t Mk =





k∑

j=1−1

mj + 1, . . . ,

k∑

j=1

mj



✱ ♣♦✉r

k ∈ ❏1, . . . ,m❑✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧❛ ♠ê♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

−1.4 −1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0

0

5

10

15

mµ

x

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻ ✕ ❩♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉ s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W✳

• ❙♦✐❡♥t λ1 ≤ . . . ≤ λm ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ W ❡t s♦✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r λ = (λ1 ≤ . . . ≤ λm)
T
✳

• ❙♦✐❡♥t µ1 ≤ . . . ≤ µm ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

(
diag(λ)− 1

N

√
λ
√
λ
T
)
✱

diag(λ) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t s✉r s❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ λ ❡t ❞❡s ③ér♦ ❛✐❧❧❡✉rs✳

• ❙♦✐❡♥t ❛✉ss✐ ĉk✱ k ∈ ❏1, . . . ,m❑ t❡❧s q✉❡

ĉk =
N

mk

∑

i∈M

(λi − µi)

❆❧♦rs✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ✭✶✳✹✳✷✮✱ ❡t s✐ ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ C ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss✉r❛♥t ❧❡✉r sé♣❛r❛❜✐❧✐té ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❤❛✉t ❡t ✈♦✐r ❬✸✵❪✮✱

∀k , ĉk − ck p.s.→ 0 ✭✶✳✹✻✮

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❧♦rsq✉❡
❝❡❧❧❡s ❞❡ W s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥térêt✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❡s ❧♦✐s
✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s m≪ N ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣❧✉s✳

✶✳✻✳✹ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙♣✐❦❡❞

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ✈❡♥❛♥t ❞✬êtr❡ ét✉❞✐é❡✱ ✐❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ q✉✐ s✬❛❥♦✉t❡r❛✐t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s s✉r ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

➚ ♣rés❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s✱



✶✳✻✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✸✸

✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❜r✉✐t✱ é✈✐❞❡♠♠❡♥t à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ❘❙❇ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é ♣♦✉r ❧❡✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ s♦rt✐r ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲
P❛st✉r✳ ▼❛✐s ❝❡ ♣♦✐♥t ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✽ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❙♣✐❦❡❞ ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛♥❣ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s m ❡t N ❡st ❛❥♦✉té❡ ❛✉ ❜r✉✐t W ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ■❧ ❢✉t
✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❬✺✹❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s♣✐❦❡❞✱ ❛❞❞✐t✐❢s ♦✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s✱
❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ Y = MS+B✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉
❜r✉✐t ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ B = X✱ X ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬é❧é♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ✭✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és✮ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳

❆❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ Γ =
1

N
MSSHMH +σ2Im✳ ▲❛

♣❛rt✐❡
1

N
MSSHMH ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é❡ à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Y = Γ1/2 Z , ✭✶✳✹✼✮

♦✉ Z ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m×N ❞✬é❧é♠❡♥ts ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡
❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐té✳ ❆❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✽✳ ❬✾❪

❙♦✐t Y = (P+ Im)
1/2

Z ♦ù Z ∈ C
m×N ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡♥tré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✐❞❡♥✲

t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐té ❡t ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✹ ✜♥✐✱
P ∈ C

m×m ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ r❛♥❣ p ✜①❡✳

❙♦✐❡♥t ω0 ≤ . . . ≤ ωp−1 ❡t λ̂0 ≤ . . . ≤ λ̂m−1 ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ P ❡t ❞❡
1

N
YYH

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❆❧♦rs ✿

❙✐ ωk >
√
c✱

λ̂k
a.s.→ (1 + ωk)

(
1 +

c

ωk

)
.

❙✐♥♦♥✱
λ̂k

a.s.→ (1 +
√
c)2 .

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✽ ❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ωk >

√
c ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉❡s ❛✉① ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ❝❡❧❧❡s
❞✉❡s ❛✉ ❜r✉✐t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✼ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ❧♦rsq✉❡
❞❡✉① ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s♦♥t ❛❥♦✉tés ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❘❙❇ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rt✳ ❉❡✉①
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s r❡ss♦rt❡♥t ❛❧♦rs à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❜r✉✐t✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❛s✱ ♦ù ✹ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ s♦♥t ♣rés❡♥ts s✉r
❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡t ♦ù ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✽✳ ▲❡✉r ♣♦s✐✲
t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ r♦✉❣❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛✉①q✉❡❧s s✬❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ωp−1 ❬✽❪✳

❙✐ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❝♦rré❧é✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡①✐st❡♥t✱
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞é♣❛ss❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❡st ❝♦♥♥✉✱ ❡♥



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

0 1 2 3 4 5
0

2 · 10−2

4 · 10−2

6 · 10−2

8 · 10−2

0.1

0.12

0.14

❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❉
❡♥
s✐
té

❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
▲♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0

0.2

0.4

0.6

0.8

❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❉
❡♥
s✐
té

❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
▲♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❡♥❦♦✲P❛st✉r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t q✉❛tr❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳



✶✳✼✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❘▼❚ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✸✺

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts✱ rés✉♠és
❞❛♥s ❬✷✸❪ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❡①♣❧♦✐tés ✐❝✐✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s ❞❡ s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s
r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ❛ ❞é❥à ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts✱ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s
♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✼ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❘▼❚ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝✲

tr❛❧❡

❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❡t ♣r✐♥❝✐♣❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡
♦♥t ❞é❥à été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐
❝❤♦✐s✐ ✐❝✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✹✻❪✱ ❬✶✼❪✱ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs
♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❧❡✉r s♣❡❝tr❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❙♣✐❦❡❞✳

▲❡ ❜r✉✐t ❡st ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
Σ = σ2Im✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ Y ❡st ♥♦té❡ Λ̂ ❡t ❛ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s λ̂1 ≤ . . . ≤ λ̂m✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞♦♥♥és t♦✉❥♦✉rs s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ✭✶✳✹✳✷✮✳ ▲❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ♣r♦♣r❡s ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ✭s♦♠♠❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s é❣❛❧❡s à ✉♥✱ ✳✳✳✮ s♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❬✹✻❪✱
❬✶✾❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ✿ ❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❚r❛❝②✲❲✐❞♦♠✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❧✐♠✐t❡ ω ♣♦✉r ✉♥❡ P❋❆ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦té❡ α✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ✐ss✉❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❡st

ω = σ2
(
1 +
√
c
)2

+
σ2 (1 +

√
c) c4/3

m2/3
F−1
TW (1− α) . ✭✶✳✹✽✮

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
s♦♥t ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡ s❡✉✐❧✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬✶✾❪ ✿

p̂Caw = min
k=1,...,m

(
λ̂k < σ2

(
βc
N2/3

s(α) +
(
1 +
√
c
)2
))
− 1 , ✭✶✳✹✾✮

❛✈❡❝ s(α) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❚r❛❝②✲❲✐❞♦♠✱ ❡t

βc = (1 +
√
c)
(
1 +
√
c−1
)1/3

✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐st❛♥t✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡s

❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❝✐✲❛♣rès✳

❊♥ ♥♦t❛♥t γ̂1 ≤ . . . ≤ γ̂r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Λ̂ ❞✉❡s ❛✉① ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ ∀i , γ̂i > 1 +

√
c✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t φ : x → (x + 1)(1 + c

x ) ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛
♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿

λ̂j →
N→∞

σ2 φ(γ̂j) a.s. , ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ j ≤ r , ✭✶✳✺✵✮

λ̂j →
N→∞

σ2 (1 +
√
c)2 a.s. , ♣♦✉r t♦✉t j > r , ✭✶✳✺✶✮

❝❡❝✐ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✧s♦rt❡♥t✧ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✹✻❪ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r δ = λ̂j − λ̂j+1

♣♦✉r j ∈ ❏1,m− 1❑ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✿

p̂Hal = min{j ∈ ❏1,m− 1❑ / δj+1 < dN} , ✭✶✳✺✷✮



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

♦ù dN ❡st ✉♥ s❡✉✐❧ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r p̂Hal ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t s✐ dN →
N→∞

0

❡t N2/3dN →
N→∞

∞ ✭✈♦✐r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾✵❪ ♣♦✉r ❧❡ ❞ét❛✐❧✮✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✾✵❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ dN =
4
√
2log(log(N))

N2/3
βc✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶✶✽❪✱ ❛♣♣❧✐q✉é ✐❝✐ à ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✿

p̂V in = argmax
j∈❏1,m❑

λ̂j−1

λ̂j
> ǫ , ✭✶✳✺✸✮

♦ù ǫ ❡st ✉♥ s❡✉✐❧ à ✜①❡r✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧✱ q✉✐✱ s✐ ♥♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t❡✱ ♣❡✉t ♠❡♥❡r à ✉♥❡ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥é❝éss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧✱ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ s♦✐t ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ s♦✐t ✜①é ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✭❝❡ q✉✐
♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣♦s❡r ♣r♦❜❧è♠❡✮✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✼❪✱
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♣❧✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❡st✐♠é❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳
❈❡❝✐ ♣rés✉♣♣♦s❡ ❞✬❛✈♦✐r ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❡st✐♠é ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❜r✉✐t✳

✶✳✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡

▼ê♠❡ s✐ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ❛❞❛♣tés à
❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs q✉✐ s♦✐❡♥t r♦❜✉st❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛❜❡rr❛♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ✐❝✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
r♦❜✉st❡s q✉✐ s❡r♦♥t r❡♣r✐s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❝♦♥s✐❞érés ❡st ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs✳ ■❧s s♦♥t ✐ss✉s ❞❡
❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❱r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❊▼❱✮✱ q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ s♦✐❡♥t [y1, . . . ,yN ] ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈❊❙
GCE(µ,Γ, g) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏1, N❑✱ f(y) = k |Σ|−1 g

((
y − µH

)
Σ−1

(
y − µH

))
✱

❛✈❡❝ k ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❣ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
s✬é❝r✐t ✿

L (µ,Σ) = k −N log (|Σ|) +
N∑

i=1

log
[
g
(
(yi − µ)

H
Σ−1 (yi − µ)

)]
. ✭✶✳✺✹✮

P❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ µ ❡t ❞❡ Σ✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❊▼❱ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥ µ̂ ❡t Σ̂ ✿

µ̂ =

N∑

i=1

−g′(ui)
g(ui)

yi

N∑

i=1

−g′(ui)
g(ui)

Σ̂ =
1

N

N∑

i=1

−g′(ui)
g(ui)

(yi − µ̂)(zi − µ̂)H , ✭✶✳✺✺✮



✶✳✽✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ✸✼

♦ù ui = (yi − µ̂)
H

Σ̂−1 (yi − µ̂) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏1, N❑✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ rés♦✉❞r❡
✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✳ ❱♦✐❝✐ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♦ù✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❊▼❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿

✖ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✿

∀i ∈ ❏1, N❑ , g(ui) = exp(−ui) ❡t
−g′(ui)
g(ui)

= 1 , ✭✶✳✺✻✮

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r Σ̂ ❧❛ ❙❈▼✳

✖ ♣♦✉r ❧❛ ❑✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

∀i ∈ ❏1, N❑ ,
−g′(ui)
g(ui)

=

√
µ

ui

Kµ−m−1 (2
√
µ t)

Kµ−m (2
√
µ t)

. ✭✶✳✺✼✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥♥✉❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✺✺✮ ♣❛r ✿

µ̂ =

N∑

i=1

v1(ui)yi

N∑

i=1

v1(ui)

Σ̂ =
1

N

N∑

i=1

v2
(
u2i
)
(yi − µ̂) (zi − µ̂)

H
, ✭✶✳✺✽✮

❛✈❡❝✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐ ✿ ui ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❝✬❡st à ❞✐r❡ ui =
(
(yi − µ̂)HΣ̂−1(yi − µ̂)

)1/2

♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏1, N❑✱ ❡t v1✱ v2 s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s✱ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❈❊❙ ét✉❞✐é❡ ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝✐té❡s ❝✐✲❛♣rès✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té
♦♥t été ♠♦♥tré ♣❛r ❘✳❆✳ ▼❛r♦♥♥❛ ❞❛♥s ❬✼✹❪ s♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t
✈ér✐✜é❡s ✿

❍②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛

• v1 ❡t v2 s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s✱ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r [0,∞[✳

• ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r Φ1 : x 7→ x v1(x) ❡t Φ2 : x 7→ x v2(x) s♦♥t ❜♦r♥é❡s✳

• ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ2 ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❡❧❧❡ ❧✬❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦ù Φ2(x) <
supx ≥ 0Φ2(x)✳

• ❙♦✐t Py ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① [y1, . . . ,yN ]✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ x0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r

t♦✉t ❤②♣❡r♣❧❛♥ H✱ dim(H) < 2m− 1 ❡t Py(H) ≤ 1− m

supx ≥ 0Φ2(x)
− x0✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✶✷❪ ❡t ❬✺✻❪✳

P♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❈❊❙✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❊▼❱ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s v1 ❡t v2✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✖ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐❞s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❊▼❱ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

v2(u
2) =

µ+ 2m

µ+ 2u2
❡t v1(u) = v2(u

2) . ✭✶✳✺✾✮



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

▼ê♠❡ s✐ ❝❤♦✐s✐r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ✐♥❝♦♥✲
♥✉❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡s
❡t ♣❧✉s r♦❜✉st❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs
s♦♥t ♠✐❡✉① ❛tté♥✉é❡s✳ ❱♦✐❝✐ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés✱ ❞♦♥t ✉♥ s❡r❛ r❡♣r✐s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿

✖ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❍✉❜❡r ❬✺✵❪ ❡t ❬✽✹❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿

v2
(
u2
){ 1/β s✐ u2 < k2 ,

k2/
(
u2 β

)
s✐♥♦♥.

✭✶✳✻✵✮

k2 ❡t β ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❥✉st❛❜❧❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
à ❛tté♥✉❡r✳ k ❡st ❞é✜♥✐ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ χ2 à 2m ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés✱ ❛✈❡❝ F2m

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2✱ q = F2m(2 k2)✳ ◗✉❛♥t ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ β✱
✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥♦♥ ❜✐❛✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❣❛✉ss✐❡♥✱ ❡t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐

❞✉ χ2 ✿ β = F2m+2(2k
2) + k2

1− q
m

✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q = 1 r❡♥✈♦✐❡ à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛

❙❈▼✳

✖ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r ✿

v1(u) =
1

u
❡t v2(u

2) =
m

u2
. ✭✶✳✻✶✮

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st✐♠❛t❡✉r ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❬✶✶✷❪✱ ❬✶✶✶❪✱ ❬✽✻❪ ❡t ❬✽✽❪✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t Σ̂FP

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❈❊❙✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

Σ̂FP =
m

N

N∑

i=1

yiy
H
i

yH
i Σ̂−1

FP yi

✭✶✳✻✷✮

❆❧♦rs ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥t s♦♥t ✈r❛✐s✱ ♣♦✉r µ ❝♦♥♥✉❡ ✿

• Σ̂FP ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ Σ ❬✽✼❪✱

• P♦✉r N ❣r❛♥❞✱ Σ̂FP ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❲✐s❤❛rt à mN
m+1 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✾ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ v2 ♣♦✉r tr♦✐s
❡st✐♠❛t❡✉rs ✿ ❧❛ ❙❈▼✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❍✉❜❡r ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱
♣❧✉s ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t q s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✱ ♣❧✉s ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥s✐❞éré ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❙❈▼✳ ❆
❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ q r❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧
♣❡✉t êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r q✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝✬❡st s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ q✉❡ s❡r❛ ♣♦rté ✉♥ ✐♥té✲
rêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣r✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧✐✜é❡
s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ✿

Σ̂ =
1

N

N∑

i=1

u
(
(yi − µ̂)

H
Σ̂−1 (yi − µ̂)

)
(yi − µ̂) (yi − µ̂)

H
, ✭✶✳✻✸✮

♦✉✱ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ✿

Σ̂ =
1

N

N∑

i=1

u
(
yH
i Σ̂−1yi

)
yi y

H
i , ✭✶✳✻✹✮

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛ ✶✳✽✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ ♥✬êtr❡ s❡♥s✐❜❧❡ à ❛✉❝✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s✉r ❧❡s yi✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ a ❡t
♣♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① [y1, . . . ,yN ] ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱

1

N

N∑

i=1

(ayi) (ayi)
H

(ayi)
H

Σ̂−1 (ayi)
=

1

N

N∑

i=1

yi y
H
i

yH
i Σ̂−1 yi

. ✭✶✳✻✺✮



✶✳✾✳ ❙②♥t❤ès❡ ✸✾
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v 2

❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs

❋P
q❂✵✳✶✵✷✷
q❂✵✳✾✾✾✽
q❂✶ ∼ ❙❈▼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs ♣♦✉r m = 10 ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ q ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❍✉❜❡r✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❝❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs ❛ été ét✉❞✐é❡✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥s✐s✲
t❛♥❝❡ ❞é♠♦♥tré❡ ❬✽✼❪✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ2 s❡r❛ ♥♦té❡ Φ✱ ❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ limN→∞Φ s❡r❛ ♥♦té❡ Φ∞✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❡r❛✐t ✐♥s✉✣s❛♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ m
❞❡s s♣❡❝tr❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐s ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s N ✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ✧ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✧ ✭♦✉ ✧s❤r✐♥❦❛❣❡✧✮ q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Σ̂shr(β) = (1− β) Σ̂+ β Im , ✭✶✳✻✻✮

♦ù ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ β ∈ [0, 1] ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ✜①❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts s♦✉❤❛✐tés✳ ❯♥ t❡❧
❡st✐♠❛t❡✉r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✶✳✻✺✮ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡ β ❝❤♦✐s✐✳ ❉❡ ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ❬✽✽❪ ♦♥t
♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ β ∈ [α, 1] ❛✈❡❝

α = max

(
0, 1− N

m

)
✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♠❛✐s

♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ré❡❧❧❡s ♦ù ❧❛ ③♦♥❡ s♣❛t✐❛❧❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❡st tr♦♣ ♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳

✶✳✾ ❙②♥t❤ès❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
■❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ♠♦❞é❧✐sé
❝♦♠♠❡ ❈❊❙✱ ❝♦rré❧é✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r✉✐t
❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥t été é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r
❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛ r❡♣r✐s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞❡ s❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♠❛❣❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞✉ ❝❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❘▼❚✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❡t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❙♦✉s ❝❡s
❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣❧✉s t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s r❡♥✈♦✐❡♥t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♠♦✐♥s ❜♦♥s q✉❡ ❝❡✉① s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s q✉✐ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦✉ q✉✐ ♦♥t
été ré❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ s✉r
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛ss♦❝✐és ❡t ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t s✉r ❧❡s ❜r✉✐ts ❈❊❙ ♦♥t été r❛♣♣❡❧é❡s✳
▲❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♦♥t été ❞é♠♦♥tré❡s ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
❝❤♦✐s✐✳ ▲❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❡t q✉❡❧q✉❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❘▼❚ ♦♥t été ❡①♣♦sés✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ✉t✐❧❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ s❡r❛
❞é♠♦♥tré ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s
✉t✐❧✐sé❡s ✿ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st s✉♣♣♦sé ✐♥❝♦♥♥✉✱ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❛✉ss✐ s✉♣♣♦sé❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱
❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✱ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✱ ❧❡✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st
✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s tr❛✐té❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❈❡❧✉✐✲
❝✐ ❡st s✉♣♣♦sé ❈❊❙ ❝♦rré❧é✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❝❛s ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞
❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t
❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ré✉ss✐r ❡♥s✉✐t❡ à ❧❡s sé♣❛r❡r✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡

❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s

❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❞✐✛ér❡♥t✱ ❝❡

❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ r❡✈❡♥❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❡ ❜r✉✐t✱ ❝❡

❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐é❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦✉t✐r ❛✉①
❞❡r♥✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞♦♥♥é❡s ❡♥

✐❧❧✉str❛t✐♦♥ q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s s✐♠✉❧é❡s✳

✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

❍②♣♦t❤ès❡ ✶

• T ∈ R
N×N ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t s✉r s❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏1, N❑✱

❧❡s τi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ τ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✳

• X ∈ R
m×N ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❞✬❡♥tré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡

♠♦②❡♥♥❡s ③ér♦ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✉♥✐té✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✷

• C ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m×m✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✸ ✿

• m ❡t N s♦♥t s✉♣♣♦sés ❣r❛♥❞s✱ ❛✈❡❝ cN =
m

N
→ c > 0 ❧♦rsq✉❡ N →∞ ❡t m→∞✳

▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s ♠❛✐s
❛❞❛♣té❡s ✐❝✐ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
q✉✐ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ■❧
❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ é♥♦♥❝é✳
❈❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s✱ q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é❥à été ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞✬❛✉tr❡s
❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❛❞❛♣t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✉ ❝❛s

✹✶



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ q✉✐ ♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t ♣❛s s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à
❡①✐st❛♥t❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳

✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t

♥♦♥ ❝♦rré❧é✱ ❞✬❡♥tré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡✲

♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✳

❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Y = MS+ σX , ✭✷✳✶✮

✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ Y✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ 1

NYY′✱ q✉✐ ❞é♣❛ss❡♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ✜①é s✉r ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ❚r❛❝②✲❲✐❞♦♠✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✐♥s✐ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❡st✐♠é p̂ ♣♦✉r ✉♥❡ P❋❆ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛✐♥s✐ à ❝♦♥s✐❞ér❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡✲
♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{
H0 : ❛✉ ♣❧✉s k ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
H1 : ❛✉ ♠♦✐♥s k + 1 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs

❛✈❡❝ k ∈ ❏0, min(m,N) − 1❑✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ✭❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❞❡ Y s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ✿ λ̂0 > ... > λ̂m−1✳ ➚
❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥ k✱ ❧❛ k✲✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥ s❡✉✐❧✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❥❡t❡r
♦✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

λ̂k
H1

≷
H0

ζN , ✭✷✳✷✮

❛✈❡❝✱ ♣♦✉r ✉♥❡ P❋❆ ✜①é❡ ❡t ♥♦té❡ α ✿

ζN = σ̂2(k)

(
bN +

σN

m2/3

(
F−1
TW (1− α)

)
)
, ✭✷✳✸✮

♦ù σ̂2(k) ❡st ❞é✜♥✐ ❝✐ ❛♣rès✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♣r❡♥❞ ✜♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t k t❡❧ q✉❡ λ̂k < ζN ✳ ▲✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❏✳ ❱✐♥♦❣r❛❞♦✈❛
❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬✶✶✻❪ ✿

p̂ = argmin
k

(
λ̂k < ζN

)
− 1 . ✭✷✳✹✮

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ̂2(k) ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✻✷❪ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé ❡t ❝♦♥s✐st❛♥t
❞❡ σ2✱ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s k+1 ❞❡r♥✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼✱ q✉✐ s♦♥t ❞♦♥❝✱ s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
H0 ❡st ✈ér✐✜é❡✱ é❣❛❧❡s à σ2✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ σ2 ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡
s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ρ̂j ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝✐✲❛♣rès ✿

σ̂2(k)− 1

m− k − 1




m−1∑

j=k+1

λ̂j +

k∑

j=0

(λ̂j − ρ̂j)


 = 0 ,

ρ̂2j − ρ̂j
(
λ̂j + σ̂2(k)− σ̂2(k)

m− k − 1

N

)
+ λ̂j σ̂

2(k) = 0 .



✷✳✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❝♦rré❧é✱ ❞✬❡♥tré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t

✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ✹✸

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❘❙❇✱ ❛✈❡❝ α = 0.01✱ m = 200✱
N = 400✳

RSB ✸✷ ✷✽ ✷✼ ✷✻ ✷✹ ✶✽
p̂ ✹✳✵✵ ✹✳✵✵ ✸✳✸✹ ✷✳✶✷ ✵✳✹✼ ✵

p̂AIC ✹✳✵ ✸✳✻✹ ✶✳✽ ✵✳✷✼ ✵ ✵
vp̂ ✵ ✵ ✵✳✷✼ ✵✳✷✺ ✵✳✷✼ ✵
vAIC ✵ ✵✳✷✸ ✵✳✹✵ ✵✳✷✵ ✵ ✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✱ ❘❙❇ = 27 ❞❇✱
m = 200✱ N = 400✳

PFA ✶ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✶
p̂ ✹✳✺✻ ✸✳✷✵ ✸✳✵✽

p̂AIC ✶✳✼ ✶✳✼ ✶✳✼
vp̂ ✵✳✷✺ ✵✳✸✵ ✵✳✷✺

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ σ̂2(k) q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❜✐❛✐sé
❞❡ σ2 ✿

σ̂2(0) =
1

m− k − 1

m−1∑

j=k+1

λ̂j .

❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r σ̂ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬✻✷❪✳

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ✷✳✶ ❡t ✷✳✷ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✳ P♦✉r ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
❞❡s s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ♦♥t été s✐♠✉❧és ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ yi✱ i ∈

❏1, N❑ s✬é❝r✐t yi =

p∑

j=1

si,jmj + σ xi ❛✈❡❝ mj = exp

(
2iπj

(
0, . . . ,

m− 1

m

)T
)
✳ ▲❡ ❘❙❇ ❡st

❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r j ✿ ❘❙❇ ❂ 20 log10(si,j)✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s
s✉r 100 t✐r❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ p = 4✱m = 200 ❡t N = 400✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ζN ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r
k = 10✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛✈❡❝ σ̂2(10)✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ♠♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❘❙❇✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦tés p̂ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆■❈✱ ♥♦té❡ p̂AIC ✳ ▲❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ♥♦té❡s vp̂
❡t vAIC ✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❝❡s ✶✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❛ P❋❆ ❡st ✜①é❡ à 0.01✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ♠♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ P❋❆✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ✉♥ ❘❙❇ ❞❡ 27 ❞❇✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s t❛❜❧❡❛✉① s♦♥t ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬✶✶✻❪ ❡t
♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆■❈✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ♥❡
❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛ts s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜♦♥s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✜❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳

✷✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t

❝♦rré❧é✱ ❞✬❡♥tré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐s✲

tr✐❜✉é❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞✉ t②♣❡ ✿

Y = MS+C1/2 X , ✭✷✳✺✮

♦✉ C ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡✳



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♣r✐s❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à ♣rés❡♥té❡s ♦✉ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❡♥❝♦r❡ ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡①♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s✱ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❢❛✐r❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉✐t❡✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✹ ré❞✉✐t❡

• {ck}k∈❏0,m−1❑ s♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❜s♦❧✉♠❡♥t s♦♠♠❛❜❧❡s✱ t❡❧s q✉❡ c0 6= 0✱ ❡t t❡❧s q✉❡

❧❛ ❧✐♠✐t❡
1

N

∑
δλi(C) ❧♦rsq✉❡ N →∞ ❡①✐st❡ ❡t ❡st ♥♦té❡ ν✳

• dist(λi(C), Supp(ν))→ 0 ❛✈❡❝ ν ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
1

N

∑
δλi(C) ❧♦rsq✉❡ N →∞✱

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C✱ ♣✉✐s ❞❡
r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❜❧❛♥❝❤✐❡s✳

❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✼✽❪✱ q✉✐ s✉♣♣♦s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❜r✉✐ts s❛♥s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❡t q✉✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t✱ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉✬❡✉①✱ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❜❧❛♥❝❤✐❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❜❧❛♥❝❤✐❡s✱ ❧❛ ❙❈▼ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s✱ ♥♦té❡s λ̂1 ≥ . . . ≥ λ̂K ✱ K ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜❧❛♥❝❤✐❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ P❋❆ ❝❤♦✐s✐❡✱ ♥♦té❡ α✱ ✐❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
s❡✉✐❧ s✉✐✈❛♥t ✿

ζ = TW−1(1− α) .
❆❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❬✼✽❪

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❛♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ p̂ < min(N,m) t❡❧ q✉❡ ✿

logm
λ̂p̂+1

N
− µ

σ
< ζ , ✭✷✳✻✮

❛✈❡❝

µ = µm,N,N ′ =

uÑ ′

τÑ ′

+
uÑ ′−1

τÑ ′−1

1

τÑ ′

+
1

τÑ ′−1

,

σ = σm,N,N ′ =
2

1

τÑ ′

+
1

τÑ ′−1

,

❡t Ñ ′ = min(m,N)
N ′ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

γÑ ′ = 2 sin−1

√
Ñ ′ + 0.5

2 Ñ ′ +N ′ −m+ |N −m|+ 1

φÑ ′ = 2 sin−1

√
Ñ ′ + |N −m|+ 0.5

2 Ñ ′ +N ′ −m+ |N −m|+ 1



✷✳✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❝♦rré❧é✱ ❞✬❡♥tré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t

✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ✹✺

τÑ ′ =




16
(
2 Ñ ′ +N ′ −m+ |N −m|+ 1

)2
1

sin2(φÑ ′ + γÑ ′) sinφÑ ′ sin γÑ ′




1/3

uÑ ′ = 2 log tan

(
φÑ ′ + γÑ ′

2

)

❖r ✐❝✐✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣♦sé q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥ ❛❝❝ès à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s s❛♥s ❡♥❞✲
♠❡♠❜❡rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞♦♥♥é à t✐tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢✱ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♦ù ❧❡ ❜r✉✐t ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❝♦♥♥✉✳

❊st✐♠❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ❞♦♥♥é❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❛ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té é❣❛✉① ♦✉
s✉♣ér✐❡✉rs à ✶✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●✲▼❯❙■❈✱ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✺❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡st ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❯❙■❈ ❧♦rsq✉❡ m ❡t N s♦♥t ❣r❛♥❞s✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♥✬❡st ♣❛s très ❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❡✉r t❛✐❧❧❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ rés✉♠é ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❡t ❞é❥à ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭✶✳✻✳✼✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷✳ ❬✼✺❪

• ❙♦✐❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s Y = C1/2 X✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s ♥✉❧❧❡s ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C✳ C
❛ K ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✐st✐♥❝t❡s λ1 < . . . < λK ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s m1, . . . ,mK ✳

• ❙♦✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Č = C1/2 XXH C1/2 ∈ ❈m×m✳

• ❙♦✐❡♥t λ̌1 ≤ . . . ≤ λ̌m ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Č ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r λ̌ =
(
λ̌1, . . . , λ̌m

)T
✳

• ❙♦✐t k ∈ ❏1,K❑✱ N =





k−1∑

j=1

mj + 1, . . . ,
k∑

j=1

mj



✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♦r❞r❡s ❞❡

♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳

• ❙♦✐❡♥t λ̂k =
N

mk

∑

i∈Nk

(λ̌i − µi)✱ ❛✈❡❝ µ1 ≤ . . . ≤ µm ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

diag(λ̌)− 1

N

√
λ̌
√
λ̌
T

✳

❆❧♦rs✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ✭✷✳✶✮ ❡t s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ sé♣❛r❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ C ❬✼✺❪✱

∀k, λ̂k − λ p.s.→ 0 . ✭✷✳✼✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●✲▼❯❙■❈ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡st✐♠é❡s λ̂k ♣♦✉r t♦✉t
k ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❝❡❧❧❡s ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s ❛✉ ❜r✉✐t✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●✲▼❯❙■❈ r♦❜✉st❡ ❛✱
♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✸❪✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Č ♣❛r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉✬à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣rès✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t
❜❧❛♥❝ ❝♦rré❧é✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ❡t ❞✬✉♥ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❧❡s ✉♥❡s ✈❡rs
❧❡s ❛✉tr❡s ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ♣rés ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ▼✲
❡st✐♠❛t❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❝♦rré❧é✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs✳ ➱t✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
❧✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

▲❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♦♥t ❞é❥à été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦✉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡ t❡st s✉✐✈❛♥t ✿
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ P❋❆ ✭❡♥ log10 ✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ζ ♣♦✉r ✸✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❡t à
❞r♦✐t❡ ✿ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✱ ♣♦✉r ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ m = 200✱

N = 1000 ❡t ✉♥❡ P❋❆ ❞❡ ✵✳✵✶✱ ❡♥ ✈❡rt ❧❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉rs✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✸✳ ❬✶✶✻❪

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸ ✭✷✳✶✮ ❡t ✹ ré❞✉✐t❡ ✭✷✳✸✮✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rré❧és à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡t q✉❡
‖MS‖

N <∞✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t λ̂0 ≥ . . . ≥ λ̂m ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s Y✱ ❛❧♦rs

p̂ = argmax
k

(
λ̂k−1,N

λ̂k,N
> 1 + ζ

)
, ✭✷✳✽✮

♣♦✉r k ∈ ❏0, . . . , L❏✱ L ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ L ≥ p ❡t λ̂−1,N =∞✱ ζ ✉♥ s❡✉✐❧ à ✜①❡r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✶✶✻❪✳

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❡ s❡✉✐❧ ζ q✉✐ r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧
❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ♣❛r ❧❡s
✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ P♦✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s s✐♠✉❧é❡s✱ ❡t✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t✐r❛❣❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❜r✉✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛❝❡r ❧❛ P❋❆ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡
❞❡ ✷✳✶✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❡✉✐❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ♣♦✉r ✸✵✵✵
❜r✉✐ts t✐rés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ P❋❆ ✈♦✉❧✉❡✱ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛❝❡r ❧❛ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
❉ét❡❝t✐♦♥ ✭P❞✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✱ t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s✐♠✉❧é❡✱ r❡♣rés❡♥té à ❞r♦✐t❡
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts
♠❛✐s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s
❬✶✵✽❪✳

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s s✉✣s❛♥t❡s✱ s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐✱ s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ r❡st❡ ❞❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s✱
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦rré❧és✱ ♥❡ s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡
♣ré❢ér❛❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ♥♦♥ ❝♦rré❧é ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡r✲
s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s τ
❝♦♠♠❡ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s t♦✉s é❣❛✉① à ✶✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ❝♦rré❧é ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉
❝❛s ❈❊❙ ❝♦rré❧é✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❈❊❙ ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ s♦♥t ❞♦♥❝
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡s à t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❈❊❙ r❡❣r♦✉♣❡✱ ❡t ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t
♣❛s ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❝✐tés ❛✉ ❞❡ss✉s✳



✷✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✹✼

✷✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t

❈❊❙

P♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙✱ ❡t s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✱ ✷ ✭✈♦✐r ✷✳✶✮ ❡t ✸ ✭✷✳✶✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré
❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✳✸✸✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

Y = MS+C1/2 XT1/2 ,

♦✉

yi =

p∑

j=1

si,jmj +
√
τi C

1/2 xi , i ∈ ❏1, N❑ . ✭✷✳✾✮

P♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ■❧ ❡st s✉♣♣♦sé
q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S = (si,j)i,j ∈ R

p×N ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ S = δHΓ1/2✱ ❛✈❡❝✱
δ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N × p✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ❡t Γ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ×N ✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✹

• {ck}k∈❏0,m−1❑ s♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❜s♦❧✉♠❡♥t s♦♠♠❛❜❧❡s✱ t❡❧s q✉❡ c0 6= 0✱ ❡t t❡❧s q✉❡

❧❛ ❧✐♠✐t❡
1

N

∑
δλi(C) ❧♦rsq✉❡ N →∞ ❡①✐st❡ ❡t ❡st ♥♦té❡ ν✳

• T ❛ s❡s ❡♥tré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡
✶ ✜♥✐s✳

• dist(λi(C), Supp(ν))→ 0 ❛✈❡❝ ν ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
1

N

∑
δλi(C) ❧♦rsq✉❡ N →∞✱

• ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ µN =
1

N

N∑

i=1

δτi ✈ér✐✜❡
∫
τ µN (dτ)

a.s.−→ 1

• ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τi s✉✐✈❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s à q✉❡✉❡ ♥♦♥ ❧♦✉r❞❡ t❡❧❧❡s q✉✬✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❣❛♠♠❛✱ ❙t✉❞❡♥t✱ ❞❡ P❛r❡t♦ ♦✉ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳

• ‖Γ‖ <∞ ❡t ‖M‖ <∞✳

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✬❛❜♦r❞ ❜❧❛♥❝❤✐r ❧❡
s✐❣♥❛❧ ♣❛r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
Ĉ✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r Y̌w = Ĉ−1/2 M S+ Ĉ−1/2 C1/2 XT1/2✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s r♦❜✉st❡s ♦✉ ♥♦♥✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
P✉✐s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❜❧❛♥❝❤✐ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ ❈❡tt❡
ét❛♣❡ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ s❡r❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❜♦♥
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛♥❛❧②sé❡s✱
s❡✉✐❧❧é❡s✱ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts✱ q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s
♣❛rt✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶✵✾❪✱ ❬✶✶✵❪ ❡t ❬✶✵✼❪✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té
❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ✈✐❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t ❞♦✐t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés✳

✷✳✹✳✶ ❇r✉✐t ❈❊❙ ✧❜❧❛♥❝✧

❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✱ ✉♥ ❝❛s ❞é❥à ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✸✹❪ ❡t
❬✷✾❪✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é ❡st ❞é❝r✐t✳ ❈❡ ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦✲
❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ Y = XT1/2✳

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✶ ✭✷✳✶✮ ❡t s✐ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❛❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡st✐✲
♠é❡ ♥❡ ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ T ♠♦❞✐✜❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❡t s❛♥s ♠ê♠❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡
❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t C✱ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ à ❞r♦✐t❡ ❞✉ s✉♣✲
♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❛✉tr❡ s❡✉✐❧ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s s♦♥t ❞✉❡s ❛✉① ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉ré q✉❡
t♦✉s ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞♦♥♥❡r♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞é♣❛ss❡r❛ ❝❡ s❡✉✐❧✱ ♣✉✐sq✉❡
❝❡❧❛ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❡✉r ❘❙❇ ❀ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❛ss✉r❡ q✉❡ s✐ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t s✐t✉é❡s ❛✉ ❞❡❧à✱
❡❧❧❡s s❡r♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ❞✉❡s à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳

❙♦✐❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦té❡s Y = XT1/2✱ ♦✉ yi =
√
τi xi ♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏1, N❑✱ ❝❡ q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té✱ ❛✉ ❜r✉✐t ❈❊❙ s❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C✳
■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐r ❧❡ ❜r✉✐t✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶ ✭✷✳✶✮✱ ✸ ✭✷✳✶✮ ❡t ✹ ✭✷✳✹✮
s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✺

• ▲❡s ❞♦♥♥é❡s x1, . . . ,xN s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τ1, . . . , τN ✱

• ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ǫ < 1 − Φ−1
∞ < 1 − c ❡t n > 0✱ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r N ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♣r❡sq✉❡

sûr❡♠❡♥t✱ µN ([0, n)) < ǫ✳

■❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s s✉♣♣♦sé q✉❡ ‖xi‖2F = m ♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏1, N❑✱ ♦✉ q✉❡ ❧❡s xi s♦♥t é❣❛✉① à
√
m

x̃i

‖x̃i‖F
❛✈❡❝ x̃i ∈ ❈m ❣❛✉ss✐❡♥✳

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ s✉r ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✭❧❛ ✜♥❛❧✐té ét❛♥t ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡
♦✉ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✮✱ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡ ❞❡ Σ ❡st ✉t✐❧✐sé✳
■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡t ❡st ♥♦té Σ̂ ✿

Σ =
1

N

N∑

i=1

u

(
1

m
yH
i Σ−1 yi

)
yiy

H
i , ✭✷✳✶✵✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛ ✭✶✳✽✮✱ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡s ✿

❍②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛ ♠♦❞✐✜é❡s

✭✐✮ u ✿ ❬✵✱ +∞✮ 7→ ✭✵✱ +∞✮ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱

✭✐✐✮ φ : x 7→ xu(x) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❜♦r♥é❡✱ ❡t ✈ér✐✜❡ lim
x→∞

φ(x) = Φ∞ > 1✱

✭✐✐✐✮ ❧✐♠
N−→∞

cN < Φ−1
∞ ✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✐✐✮ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛
✭✶✳✽✮ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❞♦✐t êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡t ❝❡❝✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✐❝✐ ❡st
❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

♣♦✉r t♦✉t a > b > 0✱ ❛❧♦rs ❧✐♠ s✉♣
t→∞

❧✐♠ s✉♣
N

ν((t,∞))

Φ(a t)− Φ(b t)
= 0 ♣✳s✳ ✳

❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τ1, . . . , τN ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ✱ ❡t ♣❡r✲
♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ♣✳s✳ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡①trê♠❡s ❞✉❡s à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T s❡r♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❛tté♥✉é❡s✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛ ❝❤♦✐s✐✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛



✷✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✹✾

❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ u

(
1

m
yH
i Σ−1 yi

)
❛✉① ✈❡❝t❡✉rs yi ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❬✸✹❪✱ ❬✾✶❪✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✹❪ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ à r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r
❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❈❡❝✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ Σ̂ ❡♥
❡♥❧❡✈❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s yi ✿

Σ̂i = Σ̂− 1

N
u

(
1

m
yH
i Σ̂−1 yi

)
yiy

H
i .

Σ̂i ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ yi q✉❡ ♣❛r Σ̂ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✵✮✱ éq✉❛t✐♦♥ q✉✐
❞é♣❡♥❞ ❞❡s yi✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s ♣♦✉r s✬❡♥ ❛✛r❛♥❝❤✐r✳ ▲❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ♠♦♥tr❡✱ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡✱
q✉❡ tr♦✉✈❡r ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✵✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠♦♥tr❡r s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❡t s♦♥ ✉♥✐❝✐té✱ r❡✈✐❡♥t
à ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ Σ̂ ✿

Σ̂ =
1

N

N∑

i=1

τi v (τi di) xi x
H
i , ✭✷✳✶✶✮

❛✈❡❝ di =
1

m
xH
i Σ̂i xi ❡t v : x 7→ (u ◦ h−1)(x)✱ h : x 7→ x

1− cΦ(x) ✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉✬à

tr♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r di✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r
❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s t❡r♠❡s xi ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✹❪ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ q✉✐ ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ di✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∥∥∥Σ̂− Ŝ

∥∥∥ p.s.→ 0 . ✭✷✳✶✷✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Ŝ =
1

N

N∑

i=1

v (τi ξ) τi xi x
H
i , ✭✷✳✶✸✮

❛✈❡❝ ψ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ : x 7→ x v(x)✱ ξ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

1

N

N∑

i=1

ψ(τi ξ)

1 + cN ψ(τi ξ)
= 1 . ✭✷✳✶✹✮

❆❧♦rs✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ̂ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ✿ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s
s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ s✉r ❈+ ✿

m(z) =

(
−z + ξ−1 1

N

N∑

i=1

ψ(τi ξ)

1 + c ξ−1 ψ(τi ξ)m(z)

)−1

. ✭✷✳✶✺✮

▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❜♦r♥é✱ ❡t ❛ ❞é❥à été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✭✶✳✹✸✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ s❡✉✐❧ t t❡❧ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ❞❡ Ŝ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ s❡ s❡✉✐❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ τi v(τi ξ) = ξ−1 ψ(τi ξ) < ξ−1 ψ∞ ❛✈❡❝

ψ∞ =
φ∞

(1− c φ∞)
✱ ❛❧♦rs ✿

Ŝ � φ∞
(1− c φ∞)

1

N

N∑

i=1

xi x
H
i . ✭✷✳✶✻✮

P✉✐s✱ ❞✬❛♣rès ❬✼❪✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ét❛♥t (1 +
√
c)2 ✿

∥∥∥Ŝ
∥∥∥ ≤ φ∞ (1 +

√
c)2

ξ (1− c φ∞)
. ✭✷✳✶✼✮



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ s❡✉✐❧ t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❬✷✾❪

t =
φ∞ (1 +

√
c)2

ξ (1− c φ∞)
. ✭✷✳✶✽✮

❈❡ s❡✉✐❧ ♣r❡♥❞ ❜✐❡♥ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τ1, . . . , τN à tr❛✈❡rs ξ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s♦♥t ❛❥♦✉tés ❛✉ ❜r✉✐t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r Y = MS+XT1/2✱
s✐ p≪ N ✱ ❛❧♦rs ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜és ❬✷✾❪✱ à ♣❛rt q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ p ❞❡
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞é♣❛ss❡r ❧❡ s❡✉✐❧ t✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❘❙❇ ❛ss❡③ é❧❡✈é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠é❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜r✉✐t✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡
❜r✉✐t ❡st ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡st
♥♦té❡ µ✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛✉ ❞❡❧à ❞✉ s❡✉✐❧ t✱ ❧❡s
♣❛rt✐❡s ❜r✉✐t ❡t s✐❣♥❛❧ ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✳ ▲❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❘❙❇ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✷✾❪✱ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ν✳

❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t rés✉♠és ❝✐✲❛♣rès ♣♦✉r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♣✉✐sq✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τ1, . . . , τN ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✮ ✿ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
p∑

j=1

si,jmj ♣♦✉r i ∈ ❏1, N❑✱ ❛✈❡❝ mj =
√

❘❙❇jaj ✱ ❘❙❇j ❧❡ ❘❙❇ ❞✉ j✐è♠❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✱ ❛❧♦rs

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̂ ✿ λj ✱ j ∈ J t❡❧ q✉❡ J = {j / λj > t} ✈ér✐✜❡♥t ✿

λj
p.s.→ Λj > t ♣♦✉r t♦✉t j t❡❧ q✉❡λj > t , ✭✷✳✶✾✮

♦ù Λj s♦♥t ❧❡s ✉♥✐q✉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡

−c
(
δ(Λj)

∫
v(τ ξ)

1 + δ(Λj) τ v(τ ξ)
ν(dτ)

)−1

= ❘❙❇j ,

❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ❘ [inf(Supp(µ)), sup(Supp(µ))] ✿

δ(x) = c

(
−x+

∫
v (t ξ)

1 + δ(Λ) t v (t ξ)
ν(dt)

)
.

❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s τ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜s❡r✈é❡s ❞❡s τi ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣❛r ❞❡s s♦♠♠❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ▼❛✐s
❡♥❝♦r❡ ❢❛✉t ✐❧ ❛✈♦✐r ❛❝❝ès ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s τi✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❝✐✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ p s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

p̂ = ♯{J } . ✭✷✳✷✵✮

✷✳✹✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♥✲r♦❜✉st❡ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ s❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿ Y = C1/2 XT1/2✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❝✐✲❛♣rès ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✹❪✳

➱t❛♣❡ ❞❡ ❇❧❛♥❝❤✐♠❡♥t

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♥ r♦❜✉st❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✬❛❜♦r❞ ĈSCM =
1

N
YYH q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

❛✐♥s✐ à ❧❛ ❙❈▼✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❝❛❧❝✉❧é✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ét❛♥t ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❜✐❛✐sé s✉✐✈❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ✭❧✬♦♣ér❛t❡✉r T ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✮ ✿

C̃SCM = T
(
ĈSCM

)
, ✭✷✳✷✶✮



✷✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✺✶

♦✉✱ ❛✉tr❡♠❡♥t é❝r✐t✱

[
C̃SCM

]
i,j

= [L(c̃SCM )]i,j ❛✈❡❝ c̃SCM,k =
1

mN

m−1∑

i=0

N−1∑

j=0

yi,j y
⋆
i+k,j ✶0≤i+k<m . ✭✷✳✷✷✮

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❜✐❛✐sé ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t
❞❡ ③ér♦ ♣♦✉r m ❣r❛♥❞✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st q✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé q✉✐ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❞✐✈✐s❡r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐❛✲
❣♦♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ĈSCM ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♠✐♥✐♠✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦✐♥s
✐❧ ② ❛ ❞✬é❧é♠❡♥ts s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♠♦✐♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐st❛♥t❡✱ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ✈❡rs ③ér♦✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❞♦♥♥❡r ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ♠♦✐♥s
❞❡ ♣♦✐❞s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s p ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s❡r❛ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❛tté♥✉é❡ ♣❛r ❝❡tt❡
ét❛♣❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♠✐♥✐♠✐sé❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ét❛♣❡
❛ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ét❛❜❧✐t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✳ ❈♦♥s✐st❡♥❝❡ ❞❡ C̃SCM

❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✱ ✷ ✭✷✳✶✮✱ ✸ ✭✷✳✶✮ ❡t ✹ ✭✷✳✹✮✱ ❡t ♣♦✉r Y = C1/2 XT1/2✱ ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✿

‖ C̃SCM − E[τ ]C ‖p.s.→ 0 . ✭✷✳✷✸✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ČSCM =
1

E[τ ]
C̃SCM ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜✐❛✐sé❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ❞❡

C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②✲

♣♦t❤ès❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✷✳✹✳✶ ♥✬❡st ✐❝✐ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡t ❛ss✉r❡ ♣✳s✳ ❧❛ ❝♦rr❡❝t❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦ù Y = MS + C1/2 XT1/2✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜✐❛✐sé✳ ▲❡ ❜✐❛✐s
❞é♣❡♥❞ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♠❛✐s ♣❡✉t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❬✶✶✾❪ ✳ ❆✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡t sé♣❛ré♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐é❡ ❛✉① ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❧❛ s♦✉str❛✐r❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s Y✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ tr❛❝❡
∥∥∥C̃SCM − E[τ ]C

∥∥∥ ♣♦✉r ❞❡s N ❛❧❧❛♥t ❞❡ 0 à 6000✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝♦♥st✐✲

t✉é ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥X ❝♦rré❧é ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③C = L
((
ρ0, ρ1, . . . , ρm−1

)T)

❛✈❡❝ ρ = 0.7✳ ▲❡s t❡①t✉r❡s {τi}i∈❏0,N−1❑ s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧♦✐s ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛
❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✉♥✐té✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈r❛✐❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C ❡t ČSCM ♣♦✉r c = 0.7✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ✷✳✹✳✶ ❡st ❛ss❡③
❧❡♥t✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✧❜❛♥❞✐♥❣✧ ♦✉ ❞❡ ✧t❛♣❡r✐♥❣✧ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✺❪✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♥✬❡st ✐❝✐ ♣❛s ❧✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s tr❛✐té✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ♠♦♥tr❡✱ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✷✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s t②♣❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ❧❡s ♠ê♠❡s
rés✉❧t❛ts q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❜r✉✐t ♠❛✐s ♣♦✉r c = 0.2 ❡t s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❊st r❛❥♦✉té❡✱ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❙❈▼
❡t ❧❛ ✈r❛✐❡ ♠❛tr✐❝❡ C✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❙❈▼ ♥❡ r❡♥✈♦✐❡ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t
❛✉❝✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠❡♥é❡ s✉r ❧❛ ❙❈▼✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶ ♣♦✉r c = 0.7 ❡t ♣♦✉r ❞❡s {τi}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❛♥t
✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ✭N ∈ ❏20, 6000❑✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ČSCM ❡t ❧❛ ❙❈▼✱ ♣♦✉r c = 0.2✱
ρ = 0.7✱ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳



✷✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✺✸

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ČSCM ❡st✐♠é❡✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❜❧❛♥❝❤✐ ✿ Y̌wSCM = Č
−1/2
SCM MS +

Č
−1/2
SCM C1/2 XT1/2✱ ❛✈❡❝ Y̌wSCM = [y̌wS0, ..., y̌wS N−1]✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

■❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❜❧❛♥❝❤✐❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡✉r ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ❊[XTXH ] ❡t ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❈❡tt❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡✱ ❡t ❝❡❝✐✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
✐s♦❧é❡s ♠❛✐s é❧❡✈é❡s ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ T ♥❡ ✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧tér❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠é❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱
♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ P♦✐♥t ❋✐①❡ ✭❋P✮ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❡♥
❢❛✐t à ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ■❝✐✱
❝❡tt❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✐t ❞❡
❚②❧❡r ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ✭ ❈❡tt❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❡t ♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s ♣♦rt❡r à ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳ ✮ ■❧ ❡st ♥♦té Σ̌SCM ❡t ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✿

Σ =
1

N

N∑

i=1

u

(
1

m
y̌H
wSi Σ

−1 y̌wSi

)
y̌wSiy̌

H
wSi , ✭✷✳✷✹✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛ ♠♦❞✐✜é❡s ✭✷✳✹✳✶✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ♣♦✉r r❛♣♣❡❧ ✿

✭✐✮ u ✿ ❬✵✱ +∞✭ 7→ ✭✵✱ +∞✭ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱

✭✐✐✮ φ : x 7→ xu(x) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❜♦r♥é❡✱ ❡t ✈ér✐✜❡ lim
x→∞

φ(x) = Φ∞ > 1✱

✭✐✐✐✮ lim
N−→∞

cN < Φ−1
∞ ✱

s❛❝❤❛♥t q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛ ✭✶✳✽✮ s✉✣s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✳

■❧ s✬❛❣✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ❜❧❛♥❝❤✐❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ Σ̌SCM ✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✲

♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ u

(
1

m
yH
i Σ−1 yi

)
❛✉① ✈❡❝t❡✉rs yi✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡t ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮✳ ❙♦✐t Yw ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
Yw = [yw0, . . . ,ywN−1] = C−1/2 MS + XT1/2✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❛ ❞é❥à été ♣r♦✉✈é✱ ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∥∥∥Σ̂− Ŝ

∥∥∥ p.s.→ 0 , ✭✷✳✷✺✮

♦ù Σ̂ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

Σ =
1

N

N∑

i=1

u

(
1

m
yH
wi Σ

−1 ywi

)
ywiy

H
wi . ✭✷✳✷✻✮

❆❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t Σ̌SCM ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ̌SCM

❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ét❛❜❧✐❡ ✿

∥∥∥Σ̌SCM − Ŝ

∥∥∥ p.s.→ 0 . ✭✷✳✷✼✮



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✹✱
❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇✳

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ̌SCM ét❛♥t ❧✐é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ Ŝ✱ ✐❧ ❞❡✲
✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs
♦✉ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛❧♦rs✱
❡t ✉♥ s❡✉✐❧ t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

t =
φ∞(1 +

√
c)2

ξ (1− c φ∞)
,

♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ̌SCM ✳ ❙♦✐❡♥t
λ̌SCM i✱ i ∈ ❏1,m❑ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌SCM ✳ ❙♦✐t JSCM = {i ∈ ❏1,m❑ / λ̌SCM i > t}✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st ❛❧♦rs ✿

p̂ = ♯{JSCM} . ✭✷✳✷✽✮

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ♥♦t❡r ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❡♥ tr✐❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ✿ λ̌SCM 1 ≥ . . . ≥ λ̌SCM m✱ ❡st ✿

p̂ = min
k

(
λ̌SCM k > t

)
. ✭✷✳✷✾✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌SCM

❡t ❞❡ Ŝ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❛♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧✱ ❡t ✐❧❧✉str❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷✳ ▲❡ s❡✉✐❧
t✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ∞✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛çé✱ ❡♥ r♦✉❣❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
u ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧✬❊▼❱ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τi✱ i ∈ ❏1, N❑✱ ❞✐str✐✲

❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳ ❆✐♥s✐✱ u : x 7→ 1 + α

x+ α
✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❡st ✜①é à 0.1✳ ▲❡

s❡✉✐❧ t ❛ ❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ t =
(1 + α) (1 +

√
c)2

ξ (1− c (1 + α))
✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌SCM s✉✐t ❝❡❧❧❡ ❞❡ Ŝ✱ ❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
♥❡ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ s❡✉✐❧ t✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
C ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♥♥✐❤✐❧❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s τ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s s✉✐✈✐❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

Σ =
1

N

N∑

i=1

u

(
1

m
yH
i Σ−1 yi

)
yiy

H
i , ✭✷✳✸✵✮

♥♦té❡ Σ̌✱ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌ ♥❡ s✉✐✈❡♥t
❡♥ ❡✛❡t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ✱ ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❡st ❞é♣❛ssé ♣❛r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛❧♦rs q✉✬❛✉❝✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♥✬❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻
♠♦♥tr❡ ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s τi✱ i ∈ ❏1, N❏✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡
❢❛ç♦♥ à ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧✬❊▼❱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s τi ❝♦♥♥✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
u ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ❧✬❊▼❱✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡
r❡q✉✐❡rt ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛✐♥s✐ ✐❧❧✉stré
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✱ ♦ù ❧❡ ❝❛s ❝❤♦✐s✐ ❡st ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t à
❧✬❊▼❱ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠❜❧❡ ♠♦✐♥s ✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù



✷✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✺✺
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·10−2 ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

Ŝ

Σ̌SCM

❙❡✉✐❧ t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Σ̌SCM ❡t Ŝ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ Y ❛ été ❜❧❛♥❝❤✐
♣❛r ČSCM ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t t ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱ τ = ✐♥✈❡rs❡

❣❛♠♠❛✱ α = 0.1✱ p = 0✳
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❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

Σ̌

Ŝ

❙❡✉✐❧ t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Σ̌ ❡t Ŝ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ Y ♥✬❛ ♣❛s été ❜❧❛♥❝❤✐
♣❛r ČSCM ✱ ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t t ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱ τ = ✐♥✈❡rs❡

❣❛♠♠❛✱ α = 0.1✱ p = 0✳
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·10−2 ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

Σ̌SCM

Ŝ

❙❡✉✐❧ t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Σ̌SCM ❡t Ŝ ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ t✱ ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱
N = 2000✱ τ = t2 − student✱ α = 0.1✱ p = 0✳

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌SCM s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞✉ s❡✉✐❧✱ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ ❡st ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✉♥ N ✭❡t ❞♦♥❝ ✉♥ m✮ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τ1, . . . τN ❡st ✐♥❝♦♥✲
♥✉❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

✷✳✹✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ r♦❜✉st❡ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é

❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❙❈▼ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❢♦r❝é❡ à êtr❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✶✮ ♣♦✉r
❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝❤♦✐s✐ s❡r❛✐t ✉♥ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s s♦✉r❝❡s MS✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r✳ ▲❡s ét❛♣❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡
ét❛♣❡ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❬✶✶✵❪ ❡t ❬✶✵✼❪✳

❈❛s ●é♥ér❛❧

➱t❛♣❡ ❞❡ ❇❧❛♥❝❤✐♠❡♥t

❙♦✐t C̃FP ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❜✐❛✐sé ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C t❡❧ q✉❡ C̃FP = T (ĈFP ) ♦ù
ĈFP ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉① ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs
❞❡ ▼❛r♦♥♥❛ ❬✼✹❪✮ ✿

Z =
1

N

N−1∑

i=0

u

(
1

m
yH
i Z−1 yi

)
yi y

H
i .



✷✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✺✼

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛
♠♦❞✐✜é❡s ✭✷✳✹✳✶✮✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠ê♠❡ ❡st✐♠❛t❡✉r q✉❡ C̃SCM ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ t②♣❡ ▼❛r♦♥♥❛✳ ❆❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r C̃FP ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✸✳ ❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ C̃FP

❙♦✐t C̃FP ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛❧♦rs✱ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✱ ✷ ✭✷✳✶✮✱ ✸ ✭✷✳✶✮ ❡t ✹
✭✷✳✹✮✱ ❡t ♣♦✉r Y = C1/2 XT1/2 ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ✈r❛✐ ✿

∥∥∥C̃FP − ❊ [v(τ ξ) τ ] C
∥∥∥ a.s.−→ 0 , ✭✷✳✸✶✮

♦ù v ❡t ξ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧ ✿

• u ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼❛rr♦♥♥❛ ✭✷✳✹✳✶✮

• h : x 7→ x

1− cN Φ(x)

• v : x 7→ (u ◦ h−1)(x)

• ψ : x 7→ x v(x)

• ξ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

1

N

N∑

i=1

ψ(τi ξ)

1 + cN ψ(τi ξ)
= 1 . ✭✷✳✸✷✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ČFP =
C̃FP

❊ [v(τ ξ) τ ]
❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✶✶✾❪ ❡t ❞❡ ❬✻✻❪✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇✳

Pr❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ✿ ❬✸✷❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ C̃SCM = φ−1(1) C̃FP ✱ ❛✈❡❝ φ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré✲
❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ φ(x) = xu(x)✱ ❡t C̃SCM ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✷✳✷✶✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❡st
❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r φ−1(1) = 1 ❡t C̃SCM = C̃FP ✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u : x 7→ 1 + α

x+ α
✱ ♦ù α ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ✜①❡r✳ ▼❛✐s ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡

❝❛s✱ ČSCM ❡t ČFP ❞✐✛èr❡♥t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ČSCM =
❊ [v(τ ξ) τ ]

❊(τ)
ČFP ✳

❙❡❝♦♥❞❡ r❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Y =
MS + C1/2 XT1/2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✐❣♥❛❧ s❡r❛ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛tté♥✉é❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦✲
❜✉st❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲❡ ❜✐❛✐s rés✉❧t❛♥t ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❬✻✼❪✳ ❈❡ ❜✐❛✐s ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❙◆❘ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❡t ♥❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ✐♠♣❛❝té ♣❛r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✸✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
ČFP ♣♦✉r ✉♥ c ✜①é✱ ❧♦rsq✉❡ N → ∞✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉①
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ❡t s♦♥t r❛♣♣❡❧és ✐❝✐ ✿ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ X

❝♦rré❧é ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ C = L
((
ρ0, ρ1, . . . , ρm−1

)T)
❛✈❡❝ ρ = 0.7✳ ▲❡s t❡①t✉r❡

{τi}i∈❏0,N−1❑ s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✉♥✐té✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✷✳✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ C ❡t
ČFP ❧♦rsq✉❡ c = 0.7✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡st❡ ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s Y ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❜❧❛♥❝❤✐❡s ❛✈❡❝ Č
−1/2
FP ✳

❙♦✐❡♥t Y̌wFP = [y̌wF0, ...y̌wF N−1] ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❜❧❛♥❝❤✐❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

Y̌wFP = Č
−1/2
FP Y ,

s♦✐t ✿ Y̌wFP = Č
−1/2
FP M δH Γ1/2 + Č

−1/2
FP C1/2 XT1/2 .



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

0 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000 6,000
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

‖C̃FP − ❊[v(τγ)τ ]C‖

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✸ ♣♦✉r c = 0.7 ❡t ♣♦✉r ❞❡s
{τi}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ✭N ∈ ❏20, 6000❑✮✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✮ s♦♥t ♠❡♥é❡s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ✉t✐❧✐sé ❡st
t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛✱ ♥♦té Σ̌FP ❡t ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Σ =
1

N

N−1∑

i=0

u

(
1

m
y̌H
wFi Σ

−1 y̌wFi

)
y̌wFi y̌

H
wFi . ✭✷✳✸✸✮

❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ Σ̌FP ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❜❧❛♥❝❤✐✳
❯♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦♣♦sé ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✹✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ̌FP

❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ét❛❜❧✐❡ ✿

∥∥∥Σ̌FP − Ŝ

∥∥∥ p.s.−→ 0 . ✭✷✳✸✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❢♦✉r♥✐❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇✱ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷✳

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

▲❡ ♠ê♠❡ s❡✉✐❧ t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡t❡♥✉ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ̌FP ✱ ❡t ❝❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✹✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❞é♥♦♠✲
❜r❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♦✉ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌FP ✱ ♥♦té❡s λ̌FP i , i ∈ ❏1,m❑✱
❡t ❛✈❡❝ JFP = {i ∈ ❏1,m❑ / λ̌FP i > t}✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st ❛❧♦rs ❡st✐♠é s❡❧♦♥ ✿

p̂ = ♯{JFP } , ✭✷✳✸✺✮
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Ŝ

Σ̌FP

❙❡✉✐❧ t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t Σ̌FP ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ t
♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱ τ ∼ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳

♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❡♥ ❝❧❛ss❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ✿ λ̌FP 1 ≥ . . . ≥ λ̌FP m ✿

p̂ = min
k

(λ̌FP k > t) . ✭✷✳✸✻✮

▲❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ♣♦✉r ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ρ = 0.7✱ m = 900
❡t N = 2000 s♦✐t c = 0.45✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧✬❊▼❱ ♣♦✉r ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τ1, . . . , τN ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳ ❆✐♥s✐✱ u : x 7→ 1 + α

x+ α
✱

❡t α ❡st ❡♥❝♦r❡ ❝❤♦✐s✐ é❣❛❧ à 0.1✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t Σ̌FP ✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
s✉♣❡r♣♦sé❡s ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳

◗✉❛♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❝❤♦✐s✐❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ❧✬❊▼❱✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡
❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ♣❧✉s r♦❜✉st❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✾ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ♦✉✱ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τi s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ t2✱ ♦ù t ❡st ✉♥❡ t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✾ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ Ŝ ❡t Σ̌FP ♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❜✐❡♥ s✉♣❡r♣♦sé❡s✳

❙♦✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ̃FP = Č
1/2
FP Σ̌FP Č

1/2
FP ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r s❛♥s ❛✈♦✐r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❜❧❛♥❝❤✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆❧♦rs ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ♥❡
❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
s✉r❡st✐♠❡r❛✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡s ♣✉rs ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ ❡t
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜❧❛♥❝❤✐❡s ❛✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ČFP ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❡st✐♠❡r C✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✹ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡✱ ❡t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ❞❡✉①
♠❛tr✐❝❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✳
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Ŝ

Σ̌FP

❙❡✉✐❧ t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ u✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t Σ̌FP ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ t ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱ τ = t2✱ t ∼ ❙t✉❞❡♥t
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❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

Č
1/2
FP Σ̌FP Č

1/2
FP

Ŝ

❙❡✉✐❧ t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t Σ̃FP ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♥♦♥
❜❧❛♥❝❤✐ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ t ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱ τ = t2✱ t ∼ ❙t✉❞❡♥t✳
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Y̌wFP Y̌H
wFP /N

Ŝ

❙❡✉✐❧ t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❙❈▼ ❞❡ Y̌wFP Y̌H

wFP /N ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ t ♣♦✉r ρ = 0.7✱ m = 900✱ N = 2000✱
τ ∼ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ♠❛tr✐❝❡s
Ŝ ❡t Σ̌FP ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✱ ❞✬✉♥ ❘❙❇ ❞❡ 10 ❞❇✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡
m1 ❞❡ ❝❡t ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st s✐♠✉❧é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ [m]j,1 = 10RSB/20 exp

(
2iπ j−1

m

)
✱

♣♦✉r j ∈ ❏1,m❑✳ ❈❡t ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡♥❣❡♥❞r❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛✉ ❞❡❧à ❞✉
s❡✉✐❧✱ ❡t s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞ét❡❝té✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s r❡st❡♥t ❜✐❡♥ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧✳

❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ s❡✉✐❧ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❈♦♠♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❡♥t
s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡st✐♠❛t❡✉r ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

❈❛s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r

▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r u : x 7→ 1

x
✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s t♦✉s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡
▼❛r♦♥♥❛ ♠♦❞✐✜é❡s ✭♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✹✳✶✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s ✈ér✐✜é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞❡ ▼❛r♦♥♥❛ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✽ s♦♥t ❡❧❧❡s✱ ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡s ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡
t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts✱ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s✳ ▲❡s ét❛♣❡s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝
✐❝✐ r❡♣r✐s❡s ✭❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s✮ ♠❛✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r✱ ♦✉ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é
❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ P♦✐♥t ❋✐①❡ ✭❋P✮✳ ❆tt❡♥t✐♦♥ t♦✉t❡❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Σ̌FP q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r ✭❧❛
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ P♦✐♥t✲❋✐①❡ ❛❞♠❡t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉
s✐❣♥❛❧ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s✮✳ ❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t s❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❡t ♠è♥❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s
t❤é♦rè♠❡s ♣rés❡♥tés ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❛ s✉✐t❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ré❝❡♥ts rés✉❧t❛ts ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❧❡s
❛rt✐❝❧❡s ❬✶✷✼❪ ❡t ❬✸✸❪✳

➱t❛♣❡ ❞❡ ❇❧❛♥❝❤✐♠❡♥t



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

2 · 10−2

4 · 10−2

6 · 10−2

8 · 10−2

0.1

❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

Ŝ

Σ̌FP

❙❡✉✐❧ t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ŝ ❡t Σ̌FP ❧♦rsq✉✬✉♥
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s✐❣♥❛❧✱ RSB = 10dB ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ t✱ ♣♦✉r ρ = 0.7✱

m = 900✱ N = 2000✱ τ ∼ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐r ❧❡ s✐❣♥❛❧✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ ❚②❧❡r✱ q✉✐ ❡st ❡♥s✉✐t❡ r❡❝t✐✜é✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❢♦r❝é à êtr❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✳ ▲❡ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
❚②❧❡r ĈTY L ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✽✼❪ ✿

Σ =
m

N

N∑

i=1

yi y
H
i

yH
i Σ−1 yi

. ✭✷✳✸✼✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
✐tér❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ĈTY L à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ Σ✳ P✉✐s✱ ĈTY L ❡st ❡♥s✉✐t❡ r❡❝t✐✜é
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✶✮✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ČTY L =

T
(
ĈTY L

)
✳ ❆❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✺✳ ❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ČTY L

❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✱ ✷ ✭♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✶✮✱ ✸ ✭♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✶✮ ❡t ✹ ✭♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✹✮✱ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈r❛✐❡ ✿

∥∥ČTY L −C
∥∥ p.s.→ 0 . ✭✷✳✸✽✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇ ❡t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✵✼❪✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦✉r c = 0.7 ❡t ❞❡s τi ❞✐str✐❜✉és
s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳ ▲❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s
♣ré❝é❞❡♥t ✷✳✹✳✶ ❡t ✷✳✹✳✸✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❛ ♣r✐♦r✐ ❥✉st✐✜é❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ČTY L ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛



✷✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✻✸

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

·104

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

N

❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♦❢ ČTY L

‖ČTY L −C‖

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸

♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

Y̌wTY L = Č
−1/2
TY L Y ,

s♦✐t ✿ Y̌wTY L = Č
−1/2
TY L M δH Γ1/2 + Č

−1/2
TY L C1/2 XT1/2 ,

❡t Y̌wTY L = [y̌wT1, . . . , y̌wTN ]✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❜❧❛♥❝❤✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❡st✐♠❛t❡✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❡st✐♠❡r C✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❜❧❛♥❝❤✐✳
❙♦✐t Σ̌TY L ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Σ =
m

N

N∑

i=1

y̌wTiy̌
H
wTi

y̌H
wTi Σ

−1 y̌wTi
. ✭✷✳✸✾✮

❙♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝw✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

Ŝw =
1

N
XXH . ✭✷✳✹✵✮

❆❧♦rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Ŝw s✉✐✈❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌TY L à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✻✳ ❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ̌TY L

❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✿
∥∥∥Σ̌TY L − Ŝw

∥∥∥ p.s.→ 0 . ✭✷✳✹✶✮



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✹ ❡t s❡ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✵✼❪✳

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Ŝw ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡rs ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✱ ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡st ❝♦♥♥✉ ❡t ❜♦r♥é✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ Σ̌TY L ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ✈❡rs ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙✐ ❝❡rt❛✐♥s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♦♥t ✉♥
❘❙❇ s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é✱ ✐❧ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❞ét❡❝t❡r✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲
P❛st✉r ét❛♥t ❜♦r♥é ♣❛r (1 +

√
c)2✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♠❡ s❡✉✐❧ s✉r ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌TY L✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s q✉✐ ❞é♣❛ss❡♥t ❞❡ ❝❡ s❡✉✐❧ s❡r❛ ❞♦♥❝
❧✐é ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿ s♦✐❡♥t λ̌TY L i ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌TY L ♣♦✉r i ∈ ❏1,m❑✳ ❙♦✐t JTY L =
{i ∈ ❏1,m❑ / λ̌TY L i > t}✳ ❆❧♦rs p ♣❡✉t s✬❡st✐♠❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

p̂ = ♯{JTY L} , ✭✷✳✹✷✮

♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ✿ λ̌TY L 1 ≥ . . . ≥ λ̌TY Lm ✿

p̂ = min
k

(λ̌TY Lk > t) . ✭✷✳✹✸✮

▲❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬êtr❡
♣rés❡♥tés✳ ❙✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙✱ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τ1, . . . , τN
s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ♣♦✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶✹ ❡t ✷✳✶✻ ❡t s✉✐✈❛♥t ✉♥❡
❧♦✐ t2✱ ♦ù t s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹ s♦♥t tr❛❝é❡s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌TY L ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✹ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛✈❡❝ ✉♥ ❘❙❇ ❂ ✶✵ ❞❇✳
❈❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s♦♥t s✐♠✉❧és ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉rs s♣❡❝tr❡s✱ ♣♦✉r

k ∈ ❏1, 4❑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✹ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ s♦♥t [m]j,k = 10RSB/20 exp
(
2iπ (k−1)(j−1)

m

)
✱

♣♦✉r j ∈ ❏1,m❑✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡ ❘❙❇ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❢❛✐❜❧❡✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉① ✹ s♦✉r❝❡s
❞✬êtr❡ ❞ét❡❝té❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✳

P♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛❝❡r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✛ér❡♥t ♠❛✐s ❡❧❧❡s
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ss✐ ✹ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛✈❡❝ ✉♥ ❘❙❇ ❂ ✸✵ ❞❇✱ ❡t s✐♠✉❧és ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✷✳✶✹✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡s q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❘❙❇ s♦♥t ♣❧✉s
é❧❡✈és✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❜r✉✐ts✱ ❝♦♠♠❡
✐❝✐✱ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τi ♥❡ s✉✐✈❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❝❤♦✐s✐❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✐❝✐ u : x → 1

x
r❡♥❞ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉①

❢❛❝t❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣✉✐sq✉❡
m

N

N∑

i=1

τi yi y
H
i√

τi yH
i Σ−1

√
τi yi

=
m

N

N∑

i=1

yi y
H
i

yH
i Σ−1 yi

♣♦✉r t♦✉t s❝❛❧❛✐r❡ τi✱ i ∈ ❏1, N❑✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❞♦♥❝ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞❡ τ ❝❤♦✐s✐s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ r❡♠❛rq✉❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ s✉♣❡r♣♦s❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r✱
❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❜❧❛♥❝❤✐ à ❧✬❛✐❞❡

❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ P♦✐♥t ✜①❡ ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❡st ❝❤♦✐s✐❡ é❣❛❧❡ à
1 + t

t+ x
✱ t = 0.1✳ ❉❛♥s ❝❡

❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❧✉s ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❝♦♠♠❡ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
q✉❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ❜r✉✐t✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st r❡♥❞✉❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s τi, i∈❏1,N❑✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ♠♦✐♥s ❧❛❜♦r✐❡✉s❡✱



✷✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✻✺
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❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌TY L

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Ŝw

❙❡✉✐❧

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
Σ̌TY L ♣♦✉r ✹ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❡ ❘❙❇❂✶✵ ❞❇✱ N = 2000✱ m = 900✱ c = 0.7✱ ❧❡s {τ}i∈❏1,N❑

s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳
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❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌TY L

❉✐str✐❜✉✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Ŝw

❙❡✉✐❧

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
Σ̌TY L ♣♦✉r ✹ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❡ ❘❙❇❂✸✵ ❞❇✱ N = 2000✱ m = 900✱ c = 0.7✱ ❧❡s {τ}i∈❏1,N❑

s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ t2✱ t ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥ ❙t✉❞❡♥t✲t✳



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s
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❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❋P

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Ŝw

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✲P❛st✉r ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t ❋P u(x) = 1+0.1

x+0.1 ✱ ♣♦✉r ✹
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞❡ RSB = 10dB✱ N = 2000✱ m = 900✱ c = 0.7✱ ❧❡s {τ}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐

✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳

❝❛r ❧❡ s❡✉✐❧ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ✈❛✉t (1+
√
c)2✳

▲❡ s❡✉❧ ♦❜st❛❝❧❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❧❡s ❘❙❇ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡
❡t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ♥♦♥✲❞ét❡❝t✐♦♥✳ ◗✉❛♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡✱ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❛♣rès ❬✼❪✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞û ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ q✉✬❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t
♣❛s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦sé ✐❝✐ ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❞é♣❛ss❡r❛✐❡♥t ❞✉ s❡✉✐❧✳



✷✳✺✳ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✻✼

✷✳✺ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs

❆✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ré✲
❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s
❞❡ ✜❣✉r❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ■❧ ❡st r❛♣♣❡❧é ❛✉ ❧❡❝t❡✉r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ♣♦✉r
✉♥ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ❜❧❛♥❝ ♦✉ ❝♦rré❧é✱ ❧❡ ❝❛s ❈❊❙ ét❛♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛s✳



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

✷✳✺✳✶ ❇r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❜❧❛♥❝

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✶ ✿

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Y

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❙❈▼
1

N
YYT ♦✉

1

N
YYH s✐ ❧❡ ❜r✉✐t s✐♠✉❧é ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ λ̂0 ≥ . . . ≥ λ̂m−1

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ✉♥❡ P❋❆ = α ❝❤♦✐s✐❡ k = 0

σ̂2(0) =
1

m− k − 1

m−1∑

k+1

λ̂j

ρ̂2j − ρ̂j
(
λ̂j + σ̂2(k)− σ̂2(k)

m− k − 1

N

)
+ λ̂j σ̂

2(k) = 0

❆ ✿ k = k + 1

σ̂(k)2 − 1

m− k − 1




m−1∑

j=k+1

λ̂j +
k∑

j=0

(λ̂j − ρ̂j)


 = 0

ρ̂2j − ρ̂j
(
λ̂j + σ̂2(k)− σ̂2(k)

m− k − 1

N

)
+ λ̂j σ̂

2(k) = 0

❚❛♥t q✉❡ σ̂ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ✿ ⇒ ❆

ζN = σ̂2(k)

(
bN +

σN

m2/3

(
F−1
TW (1− α)

)
)

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ = argmin
k

(
λ̂k < ζN

)

✷✳✺✳✷ ❇r✉✐t ❝♦rré❧é ✐✳✐✳❞✳ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡

▲❛ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐♥térêt ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✷ ✿

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Y

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❙❈▼
1

N
YYT ♦✉

1

N
YYH s✐ ❜r✉✐t s✐♠✉❧é ❝♦♠♣❧❡①❡

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ λ̂0 ≥ . . . ≥ λ̂m−1

❊t λ̂−1 =∞

❈❤♦✐① ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ζ

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ = argmax
k

(
λ̂k−1,N

λ̂k,N
> 1 + ζ

)



✷✳✺✳ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✻✾

✷✳✺✳✸ ❇r✉✐t ❈❊❙ ❜❧❛♥❝

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✸ ✿

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Y

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❙❈▼
1

N
YYH

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ λ̂0 ≥ . . . ≥ λ̂m−1

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡✉✐❧ t ❈❤♦✐① ❞❡ u
Φ(x) = xu(x) ❡t v(x) = u ◦ h−1 (x)
ψ(x) = x v(x)

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ξ ✿
1

N

N∑

i=1

ψ(τi ξ)

1 + cN ψ(τi ξ)
= 1

t =
φ∞(1 +

√
c)2

ξ (1− c φ∞)

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ = argmin
k

(
λ̂k < t

)

✷✳✺✳✹ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❘▼❚ ♥♦♥✲r♦❜✉st❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✹ ✿

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Y

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ĈSCM ←
1

N
YYH

C̃SCM ← T
(
ĈSCM

)

ČSCM ←
1

❊[τ ]
C̃SCM

❇❧❛♥❝❤✐♠❡♥t Y̌wSCM ← Č
−1/2
SCM Y

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ǫ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ 10−3✮
❈❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u
Σ̌SCM ← Im✱ ❡rr❡✉r = 1

❚❛♥t q✉❡ ❡rr❡✉r > ǫ

Σ̌2 ←
1

N

N∑

i=1

u

(
1

m
y̌H
wSi Σ̌

−1
SCM y̌wSi

)
y̌wSiy̌

H
wSi

❡rr❡✉r =
‖Σ̌2 − Σ̌SCM‖F
‖Σ̌SCM‖F

Σ̌SCM ← Σ̌2

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌SCM λ̌0 ≥ . . . ≥ λ̌m−1

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡✉✐❧ t =
φ∞ (1 +

√
c)2

ξ (1− c φ∞)

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ = argmin
k

(
λ̌k < t

)



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

✷✳✺✳✺ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❘▼❚ r♦❜✉st❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✺ ✿

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Y

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ĈFP ← Im
❈❤♦✐① ❞✬✉♥ ǫ✱ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ v
❡rr❡✉r = 1
❚❛♥t q✉❡ ❡rr❡✉r > ǫ

Ĉ2 ←
1

N

N∑

i=1

u

(
1

m
y̌H
i Ĉ−1

FP y̌i

)
y̌i y̌

H
i

❡rr❡✉r =
‖Ĉ2 − ĈFP ‖F
‖ĈFP ‖F

ĈFP ← Ĉ2

C̃FP ← T
(
ĈFP

)

ČFP ←
1

❊[v(τ γ) τ ]
C̃FP

❇❧❛♥❝❤✐♠❡♥t Y̌wFP ← Č
−1/2
FP Y

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ̌FP ← Im
❈❤♦✐① ❞✬✉♥ ǫ
❡rr❡✉r = 1
❚❛♥t q✉❡ ❡rr❡✉r > ǫ

Σ̌2 ←
1

N

N∑

i=1

u

(
1

m
y̌H
wFi Σ̌

−1
FP y̌wFi

)
y̌wFiy̌

H
wFi

❡rr❡✉r =
‖Σ̌2 − Σ̌FP ‖F
‖Σ̌FP ‖F

Σ̌2 ← Σ̌FP

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌FP λ̌0 ≥ . . . ≥ λ̌m−1

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡✉✐❧ t =
φ∞(1 +

√
c)2

ξ(1− cφ∞)

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ = argmin
k

(
λ̌k < t

)



✷✳✺✳ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✼✶

✷✳✺✳✻ ❆♣♣r♦❝❤❡ r♦❜✉st❡ ❘▼❚ ✿ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❚②❧❡r

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✻ ✿

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Y

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ĈTY L ← Im
❈❤♦✐① ❞✬✉♥ ǫ
❡rr❡✉r = 1
❚❛♥t q✉❡ ❡rr❡✉r > ǫ

Ĉ2 ←
m

N

N∑

i=1

y̌i y̌
H
i

y̌H
i Ĉ−1

TY L y̌i

❡rr❡✉r =

∥∥∥Ĉ2 − ĈTY L

∥∥∥
F

‖ĈTY L‖F
ĈTY L ← Ĉ2

ČTY L ← T
(
ĈTY L

)

❇❧❛♥❝❤✐♠❡♥t Y̌wTY L ← Č
−1/2
TY L Y

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ̌TY L ← Im
❈❤♦✐① ❞✬✉♥ ǫ
❡rr❡✉r = 1
❚❛♥t q✉❡ ❡rr❡✉r > ǫ

Σ̌2 ←
m

N

N∑

i=1

y̌wTiy̌
H
wTi

y̌H
wTi Σ̌

−1
TY L y̌wTi

❡rr❡✉r =
‖Σ̌2 − Σ̌FP ‖F
‖Σ̌TY L‖F

Σ̌2 ← Σ̌TY L

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Σ̌TY L λ̌0 ≥ . . . ≥ λ̌m−1

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡✉✐❧ t = (1 +
√
c)2

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ = argmin
k

(
λ̌k < t

)



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

✷✳✻ ❙②♥t❤ès❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞✲
♠❡♠❜❡rs✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és s♦♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à
♣✉❜❧✐és✱ à ♣❛rt ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ✜❣✉r❡s tr❛❝é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ■❧s ♦♥t été ✐❝✐ ❛❞❛♣tés
❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r t♦✉t ✉♥ ♣❛♥❡❧ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❡t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❡t ♣r♦✉✈és ❡♥ ❆♥♥❡①❡✱ ✐❧s ❞♦♥♥❡♥t
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶✵✽❪✱
❬✶✵✾❪✱ ❡t ❬✶✶✵❪✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ ♣❡✉ ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❞✬❡st✐♠❡r
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❡st✐♠é❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s

❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ré❡❧❧❡s✱ s✐♠✉❧é❡s ♦✉ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❞❡ ✈r❛✐s
s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

♣ré❝é❞❡♥ts s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ❛❞❛♣tés ❥✉sq✉✬✐❝✐ ❛✉ ❝❛s ❞❡

❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣tés à ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✸✳✶ ■♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✉ ❝❛s
❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ré❡❧❧❡s✱ s✐♠✉❧é❡s ❡t ❛✉ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❝♦♥str✉✐t❡s à
♣❛rt✐r ❞❡ s♣❡❝tr❡s ré❡❧s ♦❜t❡♥✉s s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✈❡rs❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣tés ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ré✉♥✐❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧✬❛❝❝ès à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ♦✉ à
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥✲❝♦rré❧é❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t é❝❛rté❡s ❡t ♥❡ ❢❡r♦♥t ♣❛s
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✸✳✶✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❘▼❚ ♥♦♥ ❈❊❙

❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ s❛♥s
❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥t✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢réq✉❡♥t ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
♦✉ ❛✈❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡
❜r✉✐t ♦✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳ ❙✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥♥✉❡✱ ❝✬❡st ❡♥ ❞✐r❡ ❡♥ ❛②❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❛
♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✸ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝❤♦✐s✐r ✉♥ s❡✉✐❧ ζ ✭✷✳✽✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
❝✐❜❧❡ ♦✉ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✈❛♥t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♦✉ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❝❛r ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs r❡❝❤❡r❝❤és✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r s❛♥s ❣r❛♥❞
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡
s❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs r❡❝❤❡r❝❤és ❡st ❝♦♥♥✉❡✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈é❣ét❛t✐♦♥✱ ✉♥❡

✼✸



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ■♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❧❛ ✈♦✐t✉r❡✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m = 167✱
N = 6561✳

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PFA en fonction du Seuil

Seuil

P
F

A

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ P❋❆ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧✱ m = 167✱ N = 21× 21✳

r♦✉t❡ ❡t ✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❧❛ s✉♣♣r✐♠❡r ❡t ❞❡ ❧❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ❧❛ r♦✉t❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ❡t
s❛♥s ❧❛ ✈♦✐t✉r❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♣❛s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♠❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞✐✛ér❡♥ts ❞✉ ❢♦♥❞ ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ s♦✐t ✐❝✐✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥té✱ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
❧❛ ✈♦✐t✉r❡✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❧✉s ❤❛✉t✳
P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✸✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s❡✉✐❧
ζ + 1✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❞✉ ❜r✉✐t ♦✉ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ ♣♦✉r
❡st✐♠❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s s❡✉✐❧s ❛ss♦❝✐és à ❞✐✛ér❡♥t❡s P❋❆✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡
s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

❈♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❛ss❡③ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡s ré❞✉✐t❡s✱ ✐❝✐ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 21 × 21 ♣✐①❡❧s✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ❢♦♥❞✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ P❋❆ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❡✉✐❧
❝❤♦✐s✐✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ à ❣❛✉❝❤❡✱ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②sé❡✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉❡r ✉♥❡ r♦✉t❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ s❡ tr♦✉✈❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s❛♥s ❧❛ ✈♦✐t✉r❡✱
❞❡ t❛✐❧❧❡ 81 × 81 q✉✐ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 21 × 21 à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡✱ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ P❋❆✲s❡✉✐❧✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ P❋❆✲s❡✉✐❧ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st tr❛❝é❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s❡✉✐❧ ❛❞❛♣té à ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡
♣♦✉r ✉♥❡ P❋❆ ❝❤♦✐s✐❡✳



✸✳✶✳ ■♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✼✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❘❛♣♣♦rts ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
81× 81× 167

❘❛♣♣♦rts ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
k ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻

avec voiture ✸✼ ✸✳✹ ✹✳✸ ✸✳✻ ✶✳✶ ✷✳✵
sans voiture ✶✻ ✸✳✶ ✹✳✸ ✸✳✸ ✶✳✸ ✷✳✵

▲✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ t❡sté❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ P❋❆ ❝❤♦✐s✐❡
❞❡ 0.05✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ 34.7✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r❛♣♣♦rts ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✷✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
λ̂k−1,N

λ̂k,N
♣♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs

❞❡ k > 1✳

❙✉r ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ❧❡ s❡✉❧ à ❞é♣❛ss❡r ❧❡ s❡✉✐❧✱ ✭❡♥
♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ k = 0✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠é ❡st ❛❧♦rs p̂ = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
s✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧✐❣♥❡✱ ❧❡ s❡✉❧ r❛♣♣♦rt à ❞é♣❛ss❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❡st ♣♦✉r k = 0 ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥
p̂ = 0 ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ s❛♥s ❧❛ ✈♦✐t✉r❡✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐❝✐ ♠❛✐s à ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✜①❡r ✉♥ s❡✉✐❧✳

✸✳✶✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣tés ❛✉ ❜r✉✐t ❈❊❙

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ♦ù ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ét✉❞✐é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s
❛ ♣r✐♦r✐✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✷✳✺✳✹✱ ✷✳✺✳✺ ❡t ✷✳✺✳✻ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳
❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été t❡stés ❛✈❡❝ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ✿ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t
❈❊❙ s✐♠✉❧é s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s✬❛❥♦✉t❡♥t ❞❡s s♣❡❝tr❡s s✐♠✉❧és✱ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t
❈❊❙ s✐♠✉❧é s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s✬❛❥♦✉t❡♥t ❞❡s s♣❡❝tr❡s ré❡❧s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬✻✵❪✱ ❡t ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ré❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬✸✺❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s
❞❡ ❉❙❖ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✉r ❜r✉✐t s✐♠✉❧é

❙♣❡❝tr❡s ❙✐♠✉❧és

▲❡s tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉és s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s✐♠✉❧é❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
sér✐❡ ❞❡ ✜❣✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧
✭✈♦✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✺✮ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ r♦❜✉st❡ ✭✈♦✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✹✮✳ ➚ ❝❡s
❝♦✉r❜❡s ❡st ❛❥♦✉té❡✱ à t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
r♦❜✉st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♠❛✐s s❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t Č−1/2Y✱ ♥♦té❡ ✧p̂ ❛✈❡❝ Σ̌NB✧✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❝❤♦✐s✐❡ ❡st u : x 7→ 1 + α

x+ α
✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❡st ❣é♥éré❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥

q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❛✈❡❝ C = L
((
ρ0, ρ1, . . . , ρm−1

)T)
✳ ▲❡s s♣❡❝tr❡s s♦♥t ❛✉ss✐

s✐♠✉❧és ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❛✈❡❝✱ ♣♦✉r j ∈ ❏1,m❑ ✿ [m]j,k =

10RSB/20 exp

(
2iπ

(j − 1)(k − 1)

m

)
✱ ♣♦✉r k ∈ ❏1, p❑ ✳ ❈❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✹ t✐r❛❣❡s ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❤♦✐s✐s s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿

• s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ✿ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s {τi}i∈❏1,N❑ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s
s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ 1 ❡t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 10✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
α ❛ été ✜①é ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ à 0.7✳ ❊♥✜♥✱ ρ = 0.7✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❜r✉✐t✱ à ❣❛✉❝❤❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s {τi}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❡♥t
✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ t2 ✭❝❛rré ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✮ ❡t à ❞r♦✐t❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳

• s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ✿ ❧❡s {τi}i∈❏1,N❑ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❡t
s✉✐✈❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ t2 ♣♦✉r t ∼ ❙t✉❞❡♥t✲t✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 100✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❛
été ✜①é é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ à 0.1✳ ❊t ❞❡ ♠ê♠❡✱ ρ = 0.7✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s {τi}i∈❏1,N❑ q✉✐ s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✲t
❛✉ ❝❛rré s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ♦ù s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s
❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❜r✉✐t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ❡t ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦rr❡❝ts à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❘❙❇ ❞❡ 0 ❞❇✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧s
s♦♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❘❙❇ ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✱ ❧❡s ❘❙❇ ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❞ét❡❝tés✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆■❈✱
❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◗✉❛♥t à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡
❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t
❢❛✉① s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬♦♥t ♣❛s été ❜❧❛♥❝❤✐❡s✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡ q✉✐ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s
✸✳✹ ❡t ✸✳✺✱ ♦ù ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s♦♥t ♠ê♠❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✻ ❡t ✸✳✼ s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r♦❜✉st❡ ❣é♥ér❛❧ ❡t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❚②❧❡r✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s m ❡t N ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡s ❛✉tr❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

• s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ✿ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s {τi}i∈❏1,N❑ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t
❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ 1 ❡t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 10✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡
α ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t ✜①é ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ à 0.1✳ ❊♥✜♥✱ ρ = 0.7✳

• s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ✿ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s {τi}i∈❏1,N❑ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t
❞✐str✐❜✉és ❡t s✉✐✈❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ t2 ♣♦✉r t ∼ ❙t✉❞❡♥t✲t✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 100✳ ▲❡
♣❛r❛♠ètr❡ α ❛✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ été ✜①é s✉❜❥❡❝t✐✈❡♠❡♥t à 0.1✳ ❊t ❞❡ ♠ê♠❡✱ ρ = 0.7✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r♦❜✉st❡s

q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ t②♣❡ u : x 7→ 1 + α

x+ α
✳ ❈❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❡♥ ❡✛❡t

♣❛r ❧✬✐♥s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s τ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ♥✬❡st ♣❛s✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❝❤♦✐s✐❡✳ ❈❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✻✳

❙♣❡❝tr❡s ❘é❡❧s

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ré❡❧s✱ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ❬✻✵❪✳ ❉❡✉① s♣❡❝tr❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ❡t s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❈❡s s♣❡❝tr❡s s♦♥t
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c = 0.2✱ p = 4✱ ρ = 0.7✱ {τ} ∼ t2 ❛✈❡❝ t ∼ ❙t✉❞❡♥t✲t ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é✱ m = 900✱
c = 0.45✱ p = 4✱ρ = 0.7✱ {τ} ∼ t2 ❛✈❡❝ t ∼ Student− t ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ré❡❧s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳

❝❡✉① ❞❡ ❧✬❆❝t✐♥♦❧✐t❡ ❡t ❞❡ ❙t♦♥✇❧❧❴P❧②✷❣r♥●r❛ss ✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❙t♦♥✇❧❧❴P❧②✷❣r♥●r❛ss
❡st ré♣été ❞❡✉① ❢♦✐s ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s ❛✉tr❡s s♣❡❝tr❡s s✬ét❡♥❞❛♥t
s✉r ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳

➚ ❝❡s s♣❡❝tr❡s ❡st ❛❥♦✉té ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s {τi}i∈❏1,N❑ s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐

✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 2✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ t❡❧ q✉❡ C = L
((
ρ0, ρ1, . . . , ρm−1

)T)
✈❛✉t

ρ = 0.7✱ ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u : x 7→ 1 + α

x+ α
❡st ✜①é à α = 0.1✳ ▲❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s m ❡t N ✈❛❧❡♥t m = 240 ❡t N = 1000✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ s♦♥t tr❛❝és ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts
♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ Σ̌FP ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✺✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ Σ̌SCM à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✹✱ ❝❡❧✉✐ Σ̌TY L à ✷✳✺✳✻ ❡t ♣♦✉r ✜♥✐r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ Σ̌TY L ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ss✐ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✻ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ ❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ✐❞é❛❧ ♦ù ❧❡ ❜r✉✐t ❈❊❙ s❡r❛✐t é❣❛❧ à XT1/2✳ ▲❡ ❘❙❇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t à 20 log10 P ❛✈❡❝ P ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐❢ ❞✉ s♣❡❝tr❡✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❡st ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✻✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❞ét❡❝t❡r
✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♣♦✉r ✉♥ ❘❙❇ ❞❡ 0 ❞❇✱ ❡t ❧❡ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs à ♣❛rt✐r ❞❡ 40 ❞❇✳ ▲❡s
♠ét❤♦❞❡s r♦❜✉st❡s ✷✳✺✳✺ ❡t ♥♦♥✲r♦❜✉st❡s ✷✳✺✳✹ s♦✉s✲❡st✐♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆■❈ ❧❡ s✉r❡st✐♠❡✳ ▲✬✐❞é❛❧ s❡r❛✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡
♣❧✉s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ❝❛s ❞✉ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✳ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ s✬❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s
♣r♦♣♦sé❡s ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❞❡ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✉r ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s

▲❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ t②♣❡s ❛ss❡③ ✈❛r✐és✳ ▲✬✐♠❛❣❡
■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡♥tr❡ 10 ❡t 16 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p̂ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é✱ m = 240✱
c = 0.24✱ p = 2✱ρ = 0.7✱ {τ} ∼ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

■♠❛❣❡s ■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s ❙❛❧✐♥❛s❆ P❛✈✐❛❯ ❈✉❜❡
p ✶✻ ✾ ✾ ✻

p̂AIC ✷✶✾ ✷✵✸ ✶✵✷ ✶✹✸
p̂Hysime ✶✾ ✶✹ ✻✵ ✶✾
p̂FP ✶✶ ✾ ✶ ✸
p̂TY L ✶✸ ✷ ✶✵ ✶✸

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✉r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✱ ❝❤❛q✉❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s t②♣❡s
❞❡ ❝✉❧t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ré♣❛rt✐s ♣❛r ③♦♥❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✸✳✶✵✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
✸✳✶✵ s✉r ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛✈✐❛✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t 9 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❞✐✛ér❡♥ts✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✳ ❈❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬✸✺❪✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ✸✳✶✶✱ ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s s❝è♥❡s ét✉❞✐é❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❧❛
♠ê♠❡ s❝è♥❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ r♦✉t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈♦✐t✉r❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ✈é❣ét❛t✐♦♥✱
❝♦♥t❡♥❛♥t ✻ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ t✐ré❡ ❞❡ ❬✸✺❪✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❙❛❧✐♥❛s✲❆✳

❈❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❞❡ t②♣❡s très ❞✐✛ér❡♥ts ❡t r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❜♦♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②✲
♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣r✐s❡s ❡♥ ✈✉❡ ❛ér✐❡♥♥❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
t❡stés s♦♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r♦❜✉st❡s ♣r♦♣♦sés ✷✳✺✳✺✱ ❛✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ p ♥♦té❡ p̂FP ❡t ✷✳✺✳✻✱
❞♦♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ p s❡r❛ ♥♦té❡ p̂TY L✳ P♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❝❡s ✐♠❛❣❡s
ré❡❧❧❡s✱ ✐❧s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ✐❝✐ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆■❈ ♣❛r p̂AIC ✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②✲
s✐♠❡ ❛✈❡❝ p̂Hysime✱ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✶❪ ❡t ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥té❡s s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ p
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ✭♣♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ r❡st❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❛ss❡③ s✉❜❥❡❝t✐✈❡✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ r♦✉❣❡ s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆■❈✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②s✐♠❡ ❞♦♥♥❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❯♥❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✧❈✉❜❡✧ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❙❛❧✐♥❛s❆ ✭à ❞r♦✐t❡✮



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛✐s s✉r❡st✐♠❡ s♦✉✈❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ✷✳✺✳✺ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à s♦✉s✲❡st✐♠❡r ❝❡ ♥♦♠❜r❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❝❛s
❞❡ ❚②❧❡r✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉tôt st❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ❞❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞✉ ❜r✉✐t s❡♠❜❧❡ ré❛❧✐st❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦✐♥s ❜♦♥s q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ✧❝❧❛s✲
s✐q✉❡s✧✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡s ét❛♥t ❞❡ t②♣❡s ❛ss❡③ ✈❛r✐és✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❧✉tôt ❝♦♥❝❧✉❛♥ts✱
❡t s♦♥t ✉♥ ❜♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❙✉r ❞❡s
✐♠❛❣❡s s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ♦✉✱
❡♥ t♦✉t ❝❛s✱ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❝r✐tèr❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs tr♦✉✈és✳ ➪ ♣❛rt ❝♦♠♣❛r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠é✲
t❤♦❞❡s ♦✉ ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡
♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ r❡❝❤❡r❝❤❡♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✈❛♥t ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❝✐✲❛✈❛♥t✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ♣❧✉s ✈ér✐✜❛❜❧❡s ❡t ♣❧✉s ✜❛❜❧❡s✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ❣r♦ss✐èr❡
❡rr❡✉r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠é ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ ♥❡ s❡♠❜❧❡r❛
♣❛s ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳

✸✳✷ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ❡♥ ✜♥❛♥❝❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐ss✉❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①✱ ❡t
♠ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬♦❝❝✉♣❡ ❛✈❛♥t t♦✉t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ t♦✉t ❛✉tr❡ ❣❡♥r❡✱ ❡t ❞✬❡♥ ❞é♠♦♥tr❡r
❧✬✉t✐❧✐té✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ r❛❞❛r✱ ❞✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ à t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t à ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♦✉ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

▲❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥ts s♦♥t ❛✐♥s✐ ❛♣♣❧✐q✉és à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ❡♥
✜♥❛♥❝❡ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ✉♥ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❛❝t✐❢s ✜♥❛♥❝✐❡rs✱ à s❛✈♦✐r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✈❛r✐été
♠❛①✐♠❛❧❡✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❛❞❛♣t❛❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts
t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡✳

✸✳✷✳✶ P❡t✐t❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛❝t✐❢s ✭♦✉ t✐tr❡s✮ ✜♥❛♥❝✐❡rs✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s à ❛❧❧♦✉❡r s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡
❝❡s ❛❝t✐❢s ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥ ❣❛✐♥ ♦✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡s ❝❤♦✐s✐s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐✲
♥❡r ❧❡ ♣♦✐❞s à ❞♦♥♥❡r à ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐❢ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥
❛❝t✐❢ ✜♥❛♥❝✐❡r ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t s♦♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ✭❞é✜♥✐ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❝✐✲❛♣rès✮ s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ t❡♠♣s ✜①❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱ ❛❧❧❛♥t ❞✬✉♥❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ éq✉✐✲♣♦♥❞éré❡ à ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭♦✉ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✮
❞❡ ❝r✐tèr❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ♦✉ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳



✸✳✷✳ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ❡♥ ✜♥❛♥❝❡ ✽✸

❯♥ r❡♥❞❡♠❡♥t✱ ♥♦té pt✱ ❡st ❧❡ t❛✉① ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r✐① ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts t−1 ❡t t✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ q✉✬✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t r(t) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

r(t) =
p(t)− p(t− 1)

p(t− 1)
. ✭✸✳✶✮

P♦✉r ✉♥ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ P ❞✬❛❝t✐❢s ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ N ❛❝t✐❢s ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ♥♦tés wi(t)✱
i ∈ ❏1, N❑ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❛t❡ t ✜①é❡✱ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t rP (t) s✬é❝r✐t ✿

rP (t) =
N∑

i=1

wi(t) ri(t) . ✭✸✳✷✮

▲❡ r✐sq✉❡✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❡st s♦✉✈❡♥t ♠❡s✉ré ♣❛r ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡s ♣♦rt❡✲
❢❡✉✐❧❧❡s✱ ❛♣♣❡❧é ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✳ ❙♦✐t rP = [rP (1), . . . , rP (T )]

T ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s t ∈ ❏1, T ❑ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ P ✱ ❛❧♦rs ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st t❡❧ q✉❡ rP = Rw✱ R ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ T ×N ❞❡s N ❛❝t✐❢s ♦❜s❡r✈és s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ t❡♠♣s T ❡t w ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞❡s N ♣♦✐❞s s✉♣♣♦sés ❝♦♥st❛♥ts s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ T ✳ ▲❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ P s✬é❝r✐t
❛❧♦rs ✿

VP =
√
wHΣw , ✭✸✳✸✮

♦ù Σ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ×N ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❛❝t✐❢s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡
Σ = ❊[RHR]✳

❯♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❍✳
▼❛r❦♦✇✐t③ ❬✼✸❪ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✺✵✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣é❡✱ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♠❡❛♥✲✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉
✭♦✉ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✜①é✮✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡
✭♦✉ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ r❡♥❞❡♠❡♥t✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❛❝t✐❢s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉ ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❡st✐✲
♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❛❝t✐❢s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❛tt❡♥❞✉s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ●❧♦❜❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❱❛r✐❛♥❝❡ ✭●▼❱✮✱ ❊q✉❛❧❧②✲❘✐s❦ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
✭❊❘❈✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ✈❛r✐été ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭❱❛r▼❛① ♦✉ ▼❉P ♣♦✉r ▼♦st ❉✐✈❡rs✐✜❡❞ P♦rt❢♦❧✐♦✮
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t très ét✉❞✐é❡s✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♣♦✐❞s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st r❡❝❤❡r❝❤é✳
P♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛t✐♦ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❧ q✉✬✉t✐❧✐sé ❡t ❞é✜♥✐
❝❤❡③ ❋✐❞❡❛s ❈❛♣✐t❛❧ q✉✐ ❡st ét✉❞✐é✳ ❈❡ r❛t✐♦ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

f(w,Σ) = max
w

N∑

i=1

wi(t) ri(t)

√
wT Σw

. ✭✸✳✹✮

❈✬❡st ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts Σ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱
❝❛r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥✳

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①♣♦sé❡ ❡t ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣❛r ❊✳ ❏❛② ❬✺✸❪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t
s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡ s❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣♦✐❞s à ❛ttr✐❜✉❡r ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛✲
r✐❛♥❝❡ Σ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❙❈▼✱ s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s sér✐❡s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ✭✉♥❡ sér✐❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✮✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ ♦♥t ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣❧✉s ❧❛r❣❡s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s N ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❡✉t ❛✉ss✐
êtr❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥✲❝♦♥s✐st❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳
▲✬✐❞é❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❊✳ ❏❛② ❡st ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✳

❙♦✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R = [r1, . . . , rN ] ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡
❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m × N ✳ P❛r♠✐ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ K ❢❛❝t❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
❣é♥ér❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈✐ ♣❛r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡
❝❡❧✉✐ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

rt = Bt ft +
√
τt C

1/2 xt ♣♦✉r t♦✉t t ∈ ❏1, N❑ , ✭✸✳✺✮

❛✈❡❝ Bt ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ×K ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té
❞❡s ❛❝t✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝t❡✉r à ✉♥ ✐♥st❛♥t t✱ ft✱ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
❢❛❝t❡✉rs à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ❡t s✉♣♣♦sé ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉t❡s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s✳ xt ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡
❞❡ t❛✐❧❧❡ m ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡ r❛②♦♥ ✉♥✱ C ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❞✉ ❜r✉✐t✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m×m✱ s✉♣♣♦sé❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✱ ❡t ❡♥✜♥ τt ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦s✐t✐✈❡s
r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ rés✉♠❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C✱ ❛✜♥
❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝❤♦✐s✐❡✳

✸✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ s✉✐✈✐❡

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❡st ❧❡ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❚②❧❡r ✭✷✳✸✼✮✱ ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ Ĉ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

C =
m

N

N∑

i=1

ri r
T
i

rTi C−1 ri
. ✭✸✳✻✮

❯♥❡ ❢♦✐s Ĉ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❛✉ss✐ ❢♦r❝é❡ à êtr❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✱ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ T ✿

Č = T
(
Ĉ
)
. ✭✸✳✼✮

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❡t ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
❝♦♥s✐st❛♥t✳ ▲❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❜❧❛♥❝❤✐s ✿ rw,i = Č−1/2 ri✳ P✉✐s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ Σ ❡st ❡st✐♠é❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜❧❛♥❝❤✐❡s ✿ Σ̌ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ Σ ✿

Σ =

N∑

i=1

rw,i r
T
w,i

rTw,i Σ
−1 rw,i

. ✭✸✳✽✮

❯♥❡ ❢♦✐s Σ̌ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝❤♦✐s✐❡✱ ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧❡s ♣♦✐❞s w ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

✸✳✷✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❛✐♥s✐ été ❝♦♠♣❛ré❡ ♣❛r ❊✳ ❏❛② ❡t ❛❧ ❬✺✸❪ ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢réq✉❡♠♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡s✳ ❉❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ♣♦sé❡s s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s wi✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s



✸✳✷✳ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ❡♥ ✜♥❛♥❝❡ ✽✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s

▼ét❤♦❞❡ ❘❡♥❞❡♠❡♥ts ❆♥♥✳ ❱♦❧❛t✐❧✐té ❆♥♥✳ ❘❛♣♣♦rt ❘❡♥❞✴❱♦❧ ▼❛① ❞r❛✇❞♦✇♥
❘▼❚ t②❧❡r ✾✳✼✶ ✪ ✶✷✳✾ ✪ ✵✳✼✺ ✺✵✳✹✶✪

❙❈▼ ✽✳✺✶ ✪ ✶✸✳✽✵ ✪ ✵✳✻✷ ✺✺✳✵✷ ✪
❘é❢ér❡♥❝❡ ✹✳✾✷ ✪ ✶✺✳✶✾ ✪ ✵✳✸✷ ✺✽✳✸✻ ✪

♣♦sé❡s s✉r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✿ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ é❣❛❧❡ à ✉♥ ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s
s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳ P♦✉r t❡st❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡s ♣r✐① ❞❡ ✹✵ ❛❝t✐❢s
s♦♥t ♦❜s❡r✈és ❡♥tr❡ ❏✉✐♥ ✷✵✵✵ ❡t ❏❛♥✈✐❡r ✷✵✶✽✳ ▲❡s ♣r✐① ♦❜s❡r✈és s♦♥t ❧❡s ♣r✐① à ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡
❞❡ ❧❛ ❜♦✉rs❡✱ ❞✐ts ♣r✐① ❞❡ ❝❧ôt✉r❡✳ ❈❡s ❛❝t✐❢s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❝♦♥st✐t✉és ❞✬❛❝t✐♦♥s
❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ♠ê♠❡ s❡❝t❡✉r✱ à ✉♥ ♠ê♠❡ ♣❛②s ♦✉ ❝♦♥str✉✐t s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐❞❡♥t✐✜é ❝♦♠♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♠❛r❝❤és ✜♥❛♥❝✐❡rs ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡
❢❛❝t❡✉r ▼♦♠❡♥t✉♠ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❱❛❧✉❡ ❬✻❪✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s q✉❛tr❡ s❡♠❛✐♥❡s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡st ❡st✐♠é❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és s✉r ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✳ P✉✐s ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t
✜①és s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡s q✉❛tr❡ s❡♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♠♣❛rés ❡♥tr❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❙❈▼ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡s ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s✱ ❡t ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❙❈▼ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♥♦té❡ ✧❘▼❚ ❚②❧❡r ❜❧❛♥❝❤✐✧✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✧❜❡♥❝❤♠❛r❦✧ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❙t♦①① ❘©❊✉r♦♣❡ ✻✵✵
❬✶✵✺❪✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✻✵✵ ❛❝t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ❞❡ ✶✼ ♣❛②s ❞✬❊✉r♦♣❡✳ ▲❡s ❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s
❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ✧♣❛②s✧✱ ✧s❡❝t❡✉rs✧ ❡t ✧❢❛❝t❡✉rs✧
s✉s✲❝✐tés ❡t ❞♦♥♥❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸ ❡st r❡♣rés❡♥té ❧❡ ✧t✉r♥♦✈❡r✧ ♦✉ r♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❛ ❞✉ êtr❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s t ❡t t + 1✱ s♦✐t
m∑

j=1

|wi,t+1 − wi,t|✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts à ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❧❡s

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ✐❝✐✱
t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛tr❡ s❡♠❛✐♥❡s✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s♦♥t ❛ss✉❥❡tt✐s à ❞❡s ❢r❛✐s ❞❡ tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ♦r❞r❡s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ❈❡ ✧t✉r♥♦✈❡r✧ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛
st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❢r❛✐s à ♣❛②❡r ♣♦✉r ♠♦❞✐✜❡r ❧❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ à ❝❤❛q✉❡ r❡❜❛❧❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐t❡s ❡t r❛ss❡♠❜❧é❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✸❪✳

❙✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐
❛❜♦✉t✐t à ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠♦✐♥s ❜r✉t❛❧❡s ❡t ❞♦♥❝ à ✉♥ ✧t✉r♥♦✈❡r✧ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧❛
❙❈▼✳ ❆ ♥♦t❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷ ♥❡ t✐❡♥♥❡♥t
♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❢r❛✐s ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❜❧❡✉❡ ❡t ✈❡rt❡ s❡r❛✐t ❞♦♥❝
❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✉ ✧❜❡♥❝❤♠❛r❦✧ q✉✐ ♥❡
♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❛✐s ❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✸✳✸ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♣♦r✲
t❡❢❡✉✐❧❧❡ rés✉❧t❛♥t✳ ■❧ ❝♦♠♣❛r❡ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t♦t❛❧❡✱ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❛♥♥✉❡❧s✱ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té
❛♥♥✉❡❧❧❡✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt
❡♥tr❡ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✧❞r❛✇❞♦✇♥✧ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ♣❡rt❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥r❡❣✐stré❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ♥♦té❡ ❘▼❚ ❚②❧❡r✳ ▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
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✸✳✸✳ ❙②♥t❤ès❡ ✽✼

❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s ❝r✐tèr❡s r❡❣❛r❞és✳ ▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❛î♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐❢s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t✱ ❡♥ ❣r❛♥❞❡
♣❛rt✐❡✱ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❙❈▼ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❜✐❡♥ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❛ ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞❡s s✐❣♥❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ✉♥❡
❜♦♥♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s s♦♥t
❜♦♥s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❛②❛♥t ❞é❥à été ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ ✈❛❧✐❞é❡✳

✸✳✸ ❙②♥t❤ès❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❝♦rré❧é ❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ r❡♥❢♦rç❛♥t
s♦♥ ✐♥térêt✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣r♦♣♦sés ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ▼✲
❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ✧❝❧❛ss✐q✉❡s✧✱ q✉✐
♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✱ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡✉✈❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬✐❧ ❛ été
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦r✲
t❡❢❡✉✐❧❧❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❈▼✱ s♦✉✈❡♥t s②sté♠❛t✐q✉❡✱ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r
❧❡ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r r❡❝t✐✜é ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❛❧♦rs
♠❡✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡ q✉✬✐❧ ❛ été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❡✉r ♣❡rt✐♥❡♥❝❡
❡t ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡

s♣❡❝tr❛❧

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬❛ttè❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st ❝♦♥♥✉✱ à ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧s s♦♥t ❧❡✉rs s♣❡❝tr❡s ❡t ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ✐❝✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡
s♣❡❝tr❛❧✱ q✉✐ s♦♥t ✐❝✐ r❡♥❞✉❡s r♦❜✉st❡s ♦✉ ♠♦❞✐✜é❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❘▼❚✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ②
❛✉r❛✐t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡❝✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s

✐♥✐t✐❛❧❡s✳

▲❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❝✉rr❡♥t ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ♦ù ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r✱ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣rés❡♥ts ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é✲
❞❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝♦♥♥❛îtr❡ ♣❛r ❛✈❛♥❝❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣rés❡♥ts
s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ♦✉ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s♣❡❝tr❛❧❡ r❡♥❞ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✳ ■❝✐✱ ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st s✉♣♣♦sé ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ■❧
♥✬② ❛ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉
♦✉ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡st✐♠é✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té
❞✉ s♣❡❝tr❡✱ ❞✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❧✐♠❛t✐q✉❡s ♦✉ à ❞✬❛✉tr❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✭❝♦♠♠❡
❞é❝r✐ts ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮✱ ♥✬❡♥ ❡st ✐❝✐ ♣❧✉s ✉♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❞✉✐ts ❞✬✉♥❡
❧✐❜r❛✐r✐❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♠❛✐s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡❝❤❡r❝❤é à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é ❣râ❝❡ à ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s♣❡❝tr❡✱ ❞❡✈r❛ ❛❧♦rs q✉❛♥t à ❡❧❧❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❡❝tr❛❧❡✳
▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t s❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ Y = MS+C1/2 XT1/2✱
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ Č ❡t ❞❡ p✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠❛✲
tr✐❝❡s M ❡t S✳ ❈❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡st✐♠é❡s s❡r♦♥t✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦té❡s M̂ ❡t Ŝ✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ S ❞♦✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦st✉❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✻

◆♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té : ∀i ∈ [1, p] , ∀j ∈ [1, N ] ŝi,j ≥ 0 ,

❙♦♠♠❡ é❣❛❧❡ à ✉♥ : ∀j ∈ [1, N ] ,

p∑

i=1

ŝi,j = 1 . ✭✹✳✶✮

✽✾



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t s♦♥t ❞✐✈✐sés ✐❝✐ ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té✲
❣♦r✐❡s ✿ ❞❡s ✐♠❛❣❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠♦❞éré ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s r❡t❡♥✉❡s ❡t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ p ≪ m✱ ❡t ❞❡s
✐♠❛❣❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ p ∼ m ♦✉ p < m✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❝✐❜❧❡s s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ♣r✐s❡s ❡♥ ❛ér♦♣♦rté✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
❝❛♣t❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t q✉❡ ❧✬ét❡♥❞✉❡ s♣❛t✐❛❧❡ r❡st❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s ❡st ♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t r❡♥❝♦♥tré✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs r❡❝❤❡r❝❤és s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✱
s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳

✹✳✶ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p≪ m

❈❡ ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s ❛ss❡③ ré♣❛♥❞✉ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ ♠ê♠❡
♦r❞r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❝❛s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s
♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ p ≪ m✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞ît❡s ✧❝❧❛ss✐q✉❡s✧ ❡t ❞❡ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❡r ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t
❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✹✳✶✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s

▲❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡t❡♥✉❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ❈✬❡st ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♠é❧✐♦ré q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛♣♣♦rts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✉r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ✈♦✐❝✐ ✉♥ r❛♣♣❡❧
s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s❡r✈✐r♦♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❡s
♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❱❈✲◆▼❋ s❡♠❜❧❡ s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ P♦✉r
r❛♣♣❡❧✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪✱ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❡t
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s M̂ ❡t Ŝ ✿

f(M̂, Ŝ) =
1

2
J
(
M̂, Ŝ

)
+ λK

(
M̂
)
, ✭✹✳✷✮

s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✹✱ ♦ù K(M̂) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡① ❞❡ ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ M✱ λ ∈ R ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ à ✜①❡r✳ ■❝✐✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
K(.) ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❥à ♣ré❝✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡

❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿ K(M̂) =
1

2 (c− 1)!

∣∣∣∣
(
1T
p

M̃

)∣∣∣∣
2

✱ ❛✈❡❝ M̃ = UT
(
M̂− ν1T

p

)
❡t ν

✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y✱ U✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
m× (p− 1) ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s p− 1 ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ Y ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r P❈❆✳ ❈❡tt❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡① ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣✉✐sq✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s❡r✈❛♥t à r❡str❡✐♥❞r❡ ❡t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣r✐s ♣❛r ❧❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱
❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ K r❡♠♣❧✐t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛r
✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡
✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡① ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ✐❧ ❛ ❧❡ ♠ér✐t❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡s ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ é❣❛❧❡s à
✉♥ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s M̂ ❡t Y ❧♦rs ❞❡s ét❛♣❡s
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S✳ ❈❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ♥♦té❡s M̄ ❡t Ȳ✱ ❡t s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿ ❛✈❡❝ 1N ❡t 1p ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❡t p r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ 1✱ t❡❧s



✹✳✶✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ≪ m ✾✶

q✉❡

M̄ =

(
M̂

δ1N

)
❡t Ȳ =

(
Y

δ1p

)
.

❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ δ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❛✐♥ ♠✐s❡ s✉r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❝r✐tèr❡✳ ▲❡
❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ 10 ❡t 20 s❡♠❜❧❡✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪✱ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ✐tér❛t✐❢✱ ♦ù✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ k✱ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s M̂ ❡t Ŝ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ✿

M̂k ← M̂k−1 + µ
M̂k−1

∂J
(
M̂k−1, Ŝk−1

)

∂M̂
, ✭✹✳✸✮

Ŝk ← Ŝk−1 + µ
Ŝk−1

∂J
(
M̄k−1, Ŝk−1

)

∂Ŝ
. ✭✹✳✹✮

▲❡s ♣❛s ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ µMk−1
❡t µSk−1

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❞♦♥♥❛♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❆r♠✐❥♦
❆✳✷✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t r❛❥♦✉té❡s ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧✱ q✉✐ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ J
❡t ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ω = 0.1 ✭❆✳✷✮✳ ■❝✐✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣❛s✱ ❧❡ ♣❛s ❡st ré❞✉✐t
❞❡ ♠♦✐t✐é ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♣❛s ❞❡ 1✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ s♦✐t ✈ér✐✜é✳ ◗✉❛♥t ❛✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✱ ❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ✐❝✐ ❛✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ◗✉❛♥t à ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ J ✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

J
(
M̂, Ŝ

)
=
∥∥∥Y − M̂ Ŝ

∥∥∥
2

F
. ✭✹✳✺✮

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❬✻✹❪✱ q✉✐✱ ♣♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ♣r♦✲
❥❡tt❡ ❛✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✶✮✱ s❡r❛ ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✹❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❡st ♣❛s r❛♣♣❡❧é ✐❝✐ ♣✉✐sq✉✬✐❧
♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡t q✉✬✐❧ ❛ été ♣r✐s t❡❧ q✉❡❧ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✹✳✶✳✷ ◆♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s

❉❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t
t♦✉t❡s ❞❡✉① s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❱❈✲◆▼❋✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ r♦✲
❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉① ♦✉t❧✐❡rs ❡t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐❡♥t ♣❛s ❛✉ ♠♦❞è❧❡
❝❤♦✐s✐✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛✈♦✐r
✉♥ ❡✛❡t ♥é❢❛st❡ s✉r ❝❡ ❝r✐tèr❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❡t s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r
❧❡ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t ❡t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊❧❧❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ C ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✱ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❡♥
❧❡ r❡♥❞❛♥t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t✳

▼ét❤♦❞❡ ❘♦❜✉st❡

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣♦✐❞s ❞❡
❍✉❜❡r ❬✺✵❪✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✻❪✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ‖ Y − M̂ Ŝ ‖2F ✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

argmin
M,S

∑

i,j

ρ
(
[Y]i,j − [M̂ Ŝ]i,j

)
, s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s , ✭✹✳✻✮



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✐✈❡rs❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✶✮✳
❆✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ υ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
✜①é ❣râ❝❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♦✉ à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡ à s❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ✿

ρ(u) =

{
u2 ♣♦✉r |u| ≤ υ/2
υ|u| − υ2/4 ♣♦✉r |u| > υ/2

✭✹✳✼✮

❈✬❡st ✐❝✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❍✉❜❡r ❛✉ ❝❛s ♠❛tr✐❝✐❡❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥s✉✐t❡
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

J
(
M̂, Ŝ

)
= ρ

((
Y − M̂ Ŝ

)
i,j

)
+ λK

(
M̂
)
. ✭✹✳✽✮

P✉✐s✱ s♦✐❡♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏1, N❑✱ yi = Msi + bi✱ ❛✈❡❝ si ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ S ❡t M(j, :)✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1× p✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M✱ ♣♦✉r t♦✉t
j ∈ ❏1,m❑✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭✹✳✽✮ r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡ M̂ ❡t Ŝ t❡❧❧❡s q✉✬à
❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

∀i , i ∈ ❏1, N❑ ŝi = argmin
ŝi

m∑

j=1

ρ
(
yi,j − M̂(j, :) ŝi

)
, ✭✹✳✾✮

∀j , j ∈ ❏1,m❑ M̂(j, :) = arg min
M̂(j,:)

(
N∑

k=1

ρ
(
yj,k − M̂(j, :) ŝk

)
+ λK

(
M̂
))

. ✭✹✳✶✵✮

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s Y ❡st t✐ré ♣♦✉r ❝♦♥st✐t✉❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M̂✳ ❯♥ s❡❝♦♥❞
✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ Y ❡st t✐ré ❡t r❛❥♦✉té à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M̂ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭✈♦✐r ❆✳✶✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ M̂ ❞é♣❛ss❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✳ ❯♥
tr♦✐s✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st ❡♥s✉✐t❡ t✐ré ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r p ❝♦❧♦♥♥❡s
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M̂✱ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡♥tr❡ ❧❡
♥♦✉✈❡❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❛❥♦✉té à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M̂ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é♣❛ss❡ ❧❡
s❡✉✐❧✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❡st ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✺❪✳ ❈❡
s❡✉✐❧ ❡st ✜①é ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❡t ✈❛ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r
q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r✐s ❝♦♠♠❡ s♣❡❝tr❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s♦♥t ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥ts
❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡❝✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t s✉rt♦✉t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ♣❧✉s ✈✐t❡ ✈❡rs ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M̂ ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t
❧❛ ♣s❡✉❞♦ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M̂ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s Y✳

P❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ✐❧ ♥❡ s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✐❝✐ q✉❡ ♣♦✉r Ŝ✱

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r M̂ ét❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ K
(
M̂
)
✳ ❈❡ t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ér✐✈é

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

∂K
(
M̂
)

∂M̂
=

1

(p− 1)!
|Z|2 UBT Z−T , ✭✹✳✶✶✮

♦ù Z =

(
1T
p

0(p−1)×p

)
+

(
0T
p−1×1

Ip−1

)
M̃✳

P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Ŝ✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡

❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ u =
∣∣∣yi,j − M̂(j, :) ŝi

∣∣∣
2

♣♦✉r t♦✉t j ∈ ❏1,m❑ ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏1, N❑✳



✹✳✶✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ≪ m ✾✸

• ❙✐ u ≤ υ

2
✿
∂ρ(u)

∂ŝi
= 2 M̂(j, :)

(
yi,j − M̂(j, :) ŝi

)
,

• ❙✐ u > υ
2 ✿

∂ρ(u)

∂ŝi
= λ
−M̂(j, :)

(
y⋆i,j − M̂(j, :) ŝi

)
−
(
yi,j − M̂(j, :) ŝi

)
M̂(j, :)

2
∣∣∣yi,j − M̂(j, :) ŝi

∣∣∣
✳

■❧ s✬❛❣✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ s♦♠♠❡r ❝❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♠❛✲
tr✐❝❡s M̂ ❡t Ŝ ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ❡♥ ❧❡s ♠❡tt❛♥t à ❥♦✉r s✉✐✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✹✮✳ ■❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡
✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♥❡ s❡ ❢❛ss❡ ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s M̂ ❡t Ŝ ♠❛✐s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s M̂ ❡t Ŝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❢♦rt❡♠❡♥t
❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❞✐✈❡rs❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥sér❡r ♣❧✉s

❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡
∂K

(
M̂
)

∂M̂
❞❛♥s ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ J ♣❛r r❛♣♣♦rt à M̂✳

❆rrêt

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♣♦✉r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ Y ❡t M̂ Ŝ✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ r❡s♣❡❝té✳

❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❞♦♥♥❡r ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠
❧♦❝❛❧ tr♦♣ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ❞✬êtr❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ♠✐♥✐♠❛✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
♠✐♥✐♠❛❧ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❝❛❧❝✉❧é✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ J ✱ ❡st à s♦♥
♠✐♥✐♠✉♠✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉ès q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❝♦♠♣té ❡st r❡♠✐s à ③ér♦✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ s✐ ❧❡
❝r✐tèr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐té✲
r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧ à r❡s♣❡❝t❡r ❡st r❡♠✐s à ③ér♦✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝♦♥t✐♥✉❡ ❀ t❛♥❞✐s q✉❡ s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r✱ ❝✬❡st q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠✐♥✐♠❛ ♥❡ s♦♥t
♣❛s à ♣r♦①✐♠✐té✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❝♦♠♣té ✈❛ ❞é♣❛ss❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧
❝❤♦✐s✐ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ s✬é❧♦✐❣♥❡r ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞♦♥♥❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à s✬❛rrêt❡r ❞ès q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♥❡ ❞é❝r♦✐t ♣❧✉s✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡✱ ❡t tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❧❛ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✳

▼ét❤♦❞❡ Pr♦❥❡té❡

❯♥❡ ❛✉tr❡ ✐❞é❡ q✉✐ ❢ût t❡sté❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Č ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❥❡t❡r ❡♥s✉✐t❡
s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜♦♥
❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ C✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❞é❝❧✐♥❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ s♦✐❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s Y ✿

Y = MS+C1/2 XT1/2 . ✭✹✳✶✷✮

❆❧♦rs✱ ❧❡ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Č ❞♦♥♥❡ ✿

Č−1/2Y = Č−1/2 MS+ Č−1/2 C−1/2 XT1/2 ,

❡t
1

N

(
Č−1/2 YYH Č−H/2

)
= U−1 ∆U ,



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

❛✈❡❝ ∆ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❜❧❛♥❝❤✐✱ ❡t U ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és✳

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ❝❡❧❧❡
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❝❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❜r✉✐t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s♦✉s
❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿
U = Us +Ub ♦ù Us ❡st ❧✐é ❛✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ ❡t Ub ❛✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❜r✉✐t✳

▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Us U
H
s Č−1/2 Y = Č−1/2MS+Ξ ,

♣✉✐s ✿ Yp = Č1/2 Us U
H
s Č−1/2 Y = MS+Ξ′ ,

❛✈❡❝ Ξ ❡t Ξ′ ❧❡ ❜r✉✐t rés✐❞✉❡❧✳

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❥❡té❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✿

J
(
M̂, Ŝ

)
=
∥∥∥Č1/2 Us U

H
s Č−1/2 Y − M̂ Ŝ

∥∥∥
2

F
+ λK

(
M̂
)
, ✭✹✳✶✸✮

t♦✉❥♦✉rs ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ tr❛♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣r❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ

✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M̂ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ Y q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✳

P❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❧✉✐ ♠ê♠❡ s✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✼✼❪✱ ♠✐s à

♣❛rt q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ♣r♦❥❡té❡s✳ ❆✐♥s✐✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❝❛❧❝✉❧é ✿

∂J
(
M̂k−1, Ŝk−1

)

∂M̂
=
(
M̂k−1 Ŝk−1 −Yp

)
ŜH
k−1 +

λ

(p− 1)!
|Z|2 UBT Z−T , ✭✹✳✶✹✮

∂J
(
M̄k−1, Ŝk−1

)

∂Ŝ
= M̄k−1

(
M̄k−1 Ŝk−1 − Ȳp

)
. ✭✹✳✶✺✮

P✉✐s ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s❡ ❢❛✐t ❣râ❝❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✹✮✳

❆rrêt
▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡st ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

✹✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡

P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♣♦sés✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ❡st
❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❈❆
✭ P✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s✱ ❞é❥à ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬✾✼❪✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❥✉st❡ à r❡❣❛r❞❡r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡t ♣♦✉rr❛✐t s❡♠❜❧❡r✱ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳



✹✳✶✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ≪ m ✾✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ P❈❆ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s ❬✸✺❪✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✱ ✹✳✸✱ ✹✳✺ ❡t ✹✳✼ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✺ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s✱ P❛✈✐❛ ❯✱ ❙❛❧✐♥❛s ❆ ❞❡ ❬✸✺❪
❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ✧❈✉❜❡✧✳ ❈❡s ✐♠❛❣❡s ♦♥t ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé❡s ❡t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✵ ❡t ✸✳✶✶✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞✉ ❜r✉✐t
❡t ♥✬❛♣♣♦rt❛♥t r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡✱ ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s été r❡♣rés❡♥té❡s✳ ❙✉r ❝❡rt❛✐♥❡s✱ s❡✉❧❡s ❧❡s tr♦✐s
♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s❡♠❜❧❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✹✳✸ ♦ù ❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à r✐❡♥✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡ss♦rt❡♥t ❡♥ ❜❧❛♥❝✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ r❡st❡ ❡st ♥♦✐r✳

➪ ♣❛rt ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♠❛❣❡ ✹✳✼ ♦ù ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡ s✉r ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✸ ❡t ❧❛ ✈é❣ét❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✷✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ♣❧✉s
♠✐t✐❣és✳ ❙✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ✹✳✶✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ♥❡ r❡ss♦rt❡♥t ♣❛s ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts
❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❞✐✛ér❡♥t✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ P❈❆ ❡t ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
♣❛s ❡♥ ❝❧❛✐r à t♦✉r ❞❡ rô❧❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
✐♠❛❣❡s✱ ❧❡ ❝♦♥st❛t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❈❆ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✿ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✹✳✻ ❡t ✹✳✹ q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s rés✉❧t❛♥t❡s
❞❡ ❧❛ P❈❆✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ P❈❆ ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s✳



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❱ér✐té t❡rr❛✐♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ P❈❆ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ P❛✈✐❛ ❯ ❬✸✺❪✳



✹✳✶✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ≪ m ✾✼
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ P❈❆ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❙❛❧✐♥❛s ❆ ❬✸✺❪✳



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❱ér✐té t❡rr❛✐♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■♥❞✐❛♥ P✐♥❡s✱ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ P❈❆ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈♦✐t✉r❡s✳



✹✳✶✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ≪ m ✾✾

◗✉❡❧q✉❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s q✉❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡s ❛❜♦♥✲
❞❛♥❝❡s✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ♣r♦♣♦s❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ✈♦♥t
êtr❡ ♣rés❡♥tés✳ ❈❡rt❛✐♥s s♦♥t ❛✉ss✐ ❡①♣❧♦✐tés ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪✳ ❈❡s ❝r✐tèr❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥
♣♦st✉❧❛t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✿ ✐❧ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s M ❡t S ré❡❧❧❡s✳
❈❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✐❝✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s
✉t✐❧✐s❡r s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐tr❛✐t ♣❛s ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ Y ❡t M̂Ŝ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
M ❡t s♦♥ ❡st✐♠é❡ M̂ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥tr❡ S ❡t s♦♥ ❡st✐♠é❡ Ŝ✱ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐s ✿ s♦✐t m = [m1, . . . ,mm]T

✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡t m̂ = [m̂1, . . . , m̂m]T ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
M̂ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ P❛r ✧❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✧ s✬❡♥t❡♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ m✱ ❡t ♥♦♥ à
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ m✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✭❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S✮ ❡st ❞♦♥♥é❡
à ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣rès ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ U✱ MU ❡t U−1 S ✈ér✐✜❡♥t
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✹ ❡t s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r
m̂ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r m q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M̂ q✉❡ m ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ s♦✐t s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S ❡t ŝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s✉r ❧❛
♠❛tr✐❝❡ Ŝ✳ ❙♦✐❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r x = [x1, . . . , xk]

T ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✱ p(x) = x/
∑

j

xj ✱

p̂ = p(x̂) ❡t D(x|x̂) =
∑

j

pj(x) log

(
pj(x)

p̂j(x)

)
✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝r✐tèr❡s

❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿

SAD = acos

(
mT m̂

‖m| ‖m̂‖

)
, ✭✹✳✶✻✮

SID = D (m| m̂) +D (m̂|m) , ✭✹✳✶✼✮

AID = D (s| ŝ) +D (ŝ|s) . ✭✹✳✶✽✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❛rt ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st✐♠é ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♦r✐❣✐✲
♥❛❧ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s✳ P❧✉s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜♦♥♥❡✱ ♣❧✉s ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❞♦✐t s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r
❞❡ ③ér♦✳ ▲❡s s❡❝♦♥❞s ✈❡❝t❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭✈♦✐r ❆✳✶✮ ❡♥tr❡
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡t ❧❡✉rs ❡st✐♠é❡s✳ P❧✉s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜♦♥♥❡✱ ♣❧✉s ❝❡s ❝r✐tèr❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐❜❧❡s✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝✐sé ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s
r♦t❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s M̂ ❡t Ŝ ♣♦✉r ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st✐♠é ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❆✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❙❆❉ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M̂ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡
♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈❡tt❡ ♠ê♠❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ ♣♦✉r ❛ss♦❝✐❡r
❝❤❛q✉❡ ❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠é❡ à ❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❱❈✲◆▼❋ ❡t P●◆▼❋ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s
❞❡ ❜r✉✐ts

❚②♣❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❇r✉✐t ●❛✉ss✐❡♥ ❇r✉✐t ❈❊❙ ✶ ❇r✉✐t ❈❊❙ ✷
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▼❱❈✲◆▼❋ ✵✳✺✷✶ ✵✳✹✸✾ ✷✳✺✶
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❙■❉
▼❱❈✲◆▼❋ ✵✳✼✻✽ ✵✳✷✼✾ ✷✼✳✷

P●◆▼❋ ✶✳✶✽ ✵✳✼✼✹ ✵✳✾✶✻

➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❱❈✲◆▼❋ ❡t P●◆▼❋ s❡r✈✐r♦♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ✉♥s ❞❡ ❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❱❈✲◆▼❋ ❡t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋ s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❣❛✉ss✐❡♥s ❡t ❈❊❙✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♠❡♥é❡s s✉r ❞❡s
✐♠❛❣❡s s✐♠✉❧é❡s✱ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s s✉r ❝✐♥q ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s
s✐♠✉❧é ❡st 64×64 ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡st ❞❡ 224✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t s✐♠✉❧é❡s ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ à ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ♦✉ ❈❊❙ s♦♥t ❛❥♦✉tés 4 ✈r❛✐s s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①
✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❬✺✾❪✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❘❙❇ ❞❡ 100 ❞é✜♥✐s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t s♦✐t é❣❛❧❡

à
1

❘❙❇2 ✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✶ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s τi s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐

✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ν = 2✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❈❊❙ ✷ ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s√
τi s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✲t✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ν = 3✳

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡♥ ❜r✉✐t ♥♦♥ ❣❛✉s✲
s✐❡♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❱❈✲◆▼❋✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P●◆▼❋✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ♠❛✐s ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞❡
♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❱❈✲◆▼❋✳ ❈❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡st ♠❡♥é
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪✱ ♣♦✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▼ê♠❡ s✐ ✐❝✐✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s
♣♦✉r r❡ss❡♠❜❧❡r ❛✉ ♣❧✉s ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋ ♦♥t été tr♦✉✈é❡s ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡✉rs s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱
❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ♦✉ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❞♦♥♥és✱ ❡t ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❛✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r ❧❡s
rés✉❧t❛ts✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ♠❛✐s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡t ♣♦✉r
✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❈❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥ts✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♠❡♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s
✐♠❛❣❡s s✐♠✉❧é❡s✱ N = 1200 ❡t m = 960 ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ s♦✐t c = 0.8✱ N = 4096 ❡t m = 224
♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ s♦✐t c = 0.05✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s
✐♠❛❣❡s ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❆■❉✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳



✹✳✶✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ≪ m ✶✵✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❱❈✲◆▼❋ ❡t P●◆▼❋ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s
❞❡ ❜r✉✐ts

❉✐♠❡♥s✐♦♥s c = 0.8 c = 0.05

❆■❉
▼❱❈✲◆▼❋ ✶✳✾✼ ✺✳✵✻❡✲✵✹

P●◆❋▼ ✷✳✵✵ ✺✳✸✵❡✲✵✹

❙❆❉
▼❱❈✲◆▼❋ ✵✳✸✺✻ ✵✳✺✷✶

P●◆❋▼ ✵✳✻✶✻ ✵✳✹✹✻

❙■❉
▼❱❈✲◆▼❋ ✵✳✷✼✷ ✵✳✼✻✽

P●◆❋▼ ✵✳✻✽✼ ✶✳✶✽

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥ ❜r✉✐t ♥♦♥ ❣❛✉s✲
s✐❡♥ ❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞é❣r❛❞❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s

▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞é❝r✐t❡s ❡t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡s
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ✐ss✉s ❞❡ ❬✻✵❪ q✉✐ s♦♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❧✬❆❝t✐♥♦❧✐t❡✱ ❧❛ ❙t❛✉r♦❧✐t❡✱ ❧✬■❧♠❡♥✐t❡ ❡t ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❙t♦♥✇❧❧P❧②✷❣r♥●r❛ss✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✐♠✉❧é❡ s♦♥t m = 960 ❡t N = 1200✳
▲❡ ❘❙❇ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❝❤❛q✉❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P t❡❧❧❡ q✉❡
P = 10RSB/10✳ ➪ ❝❤❛q✉❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ❛❥♦✉té ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T1/2 ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✲t✱ ❝❡ q✉✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥
❜r✉✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡st s✐♠✉❧é❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡
♣✐①❡❧ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❙✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ r❡❣❛r❞é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇✳ ❈❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤✐s✲
t♦❣r❛♠♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❡s ❘❙❇ ❝♦♥s✐❞érés ✈❛r✐❡♥t ❞❡ ✲✺✵ ❞❇ à
✺✵ ❞❇ ✭✲✺✵✱ ✲✸✼✱ ✲✷✹✱ ✲✶✶✱ ✷✱ ✶✺✱ ✶✹✱ ✷✻✱ ✸✽✱ ✺✵✮❞❇ ❡t s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❛❞♠✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ ✷✵✺✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
❘❙❇✱ ❧❡ tr❛❝é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✶✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❙❆❉✱
✐❧ ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té ✐❝✐ ❝❛r ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❱❈✲◆▼❋ ❡t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❘❙❇ ❞❡s ❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s✱ ✐❧ ♠❛♥q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❛r ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♥❡ r❡♥✈♦②❛✐❡♥t ♣❛s ✉♥ rés✉❧t❛t
❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ é✈❛❧✉é✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts
❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❱❈✲◆❋▼ ♣♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❆■❉✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ s♦♥t tr❛❝és ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♣♦✉r ❞❡s τi✱ i ∈ ❏1, N❑
s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✳ ▲❡s ❘❙❇ ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❛❧♦rs ❬✲✶✵ ❞❇✱ ✵ ❞❇✱ ✶✵ ❞❇✱ ✷✵ ❞❇✱
✸✵ ❞❇✱ ✹✵ ❞❇❪✳ ❙✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡✉❝❧✐✲
❞✐❡♥♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ét✉❞✐é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ tr❛❝❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ S ❡t Ŝ✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♦♥t ❞♦♥♥é ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✳



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❘♦❜✉st❡ ▼❱❈✲◆▼❋P●◆▼❋
0

50

100

150

200

▼❡t❤♦❞❡s

❙■❉

Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❘♦❜✉st❡ ▼❱❈✲◆▼❋P●◆▼❋
0

0.2

0.4

0.6

0.8

▼❡t❤♦❞❡s

❆■❉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❈r✐tèr❡s ❙■❉ ❡t ❙❆❉ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ré❡❧s✱
m = 960✱N = 1200✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❘❙❇ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❘♦❜✉st❡ ▼✐❛♦ P●◆▼❋
0

20

40

60

80

100

❙■❉

Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❘♦❜✉st❡ ▼✐❛♦ P●◆▼❋
0

0.2

0.4

0.6

❆■❉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❈r✐tèr❡s ❙■❉ ❡t ❆■❉ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ré❡❧s✱
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❉✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♦✉ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ‖ S− Ŝ ‖

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ S ❡t Ŝ ♣♦✉r m = 960✱N = 1200 ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❘❙❇✳

❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts✳ ❯♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛ été ♠❡♥é❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s τi✱ i ∈ ❏1, N❑
s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛✱ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

❙✉r ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇ ♥✬✐♥❞✉✐t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡s ❝r✐tèr❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♠♠❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪✱ ❡t ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ré❡❧❧❡s

P♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡♥❝♦♥tré ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ q✉✐ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛
✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡t ♣r❡♥❞ ❡♥
❝♦♠♣t❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✈♦✐❝✐ à ❣❛✉❝❤❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❬✶✷✽❪ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ s❝è♥❡ ✉r❜❛✐♥❡✱ ❧❛ ✶✵✵✐è♠❡ ❜❛♥❞❡
s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ Y−MS✳ ❈❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡✈r❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉ ❜r✉✐t ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ✐❝✐ ❞❡s
✈r❛✐❡s ♠❛tr✐❝❡s M ❡t S ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❖r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✹✳✶✶ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ♥✐ ♠ê♠❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r
❡♥ ❝❧❛✐r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ s♦❧ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❈❡tt❡ ✐♠❛❣❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ♣❧✉s à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
♣♦✉r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ r❡st❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ❡st ❛✉ss✐ r❡♣rés❡♥té❡ à ❞r♦✐t❡ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡
❞❡ MS ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣r♦❥❡té❡ s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✳
❈❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ♥❡ s❡ r❡ss❡♠❜❧❡♥t ♣❛s ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡t
❧❡✉r ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❈✉♣r✐t❡✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬✶✵✸❪ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❯♥❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❬✶✷✽❪✱ à ❣❛✉❝❤❡ Y −MS ✱ ❛✉
♠✐❧✐❡✉ Y ♣r♦❥❡té s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ ❡t à ❞r♦✐t❡ MS✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❱ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❈✉♣r✐t❡

rés✉❧t❛ts✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦✉s ✉♥ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❛t q✉✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ ♣♥❣✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ♣✉✐sq✉❡ r❡t✐r❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ r❡✈✐❡♥t à r❡t✐r❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳
❆✐♥s✐ ❞♦♥❝✱ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✹✳✶✷ ❡t ✹✳✶✸ s♦♥t tr❛❝és ❧❡s ✈ér✐tés t❡rr❛✐♥✱ ❡♥ s♣❡❝tr❡s ❡t ❛❜♦♥✲
❞❛♥❝❡s✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ✹✳✶✷ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❆❱■❘■❙ ❬✽✵❪✳

▲❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ P♦✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❛❞♠✐s ❡st ❞❡ ✷✵✵✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✹ ❡t ✹✳✶✺ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s
s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❊♥ ♦r❞♦♥♥é❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s ré✢❡❝t❛♥❝❡s✱ ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❧❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ♥✉♠ér♦té❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐é❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
mj ✱j ∈ ❏1, p❑ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❛♥s ♣❧✉s ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r
❧❡s ✐♠❛❣❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à t❡❧❧❡ ♦✉ t❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡r✲
t❛✐♥s s♣❡❝tr❡s ✿ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✈r❛✐s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❞❡✉① ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s✳ ▲❡s ❞❡✉① s♣❡❝tr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛ss❡③ ❜✐❡♥✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✼ ❡t ✹✳✶✽ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❡s
é❝❤❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✾✱ ✹✳✷✶ ❡t ✹✳✷✵ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s



✹✳✶✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ≪ m ✶✵✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❱ér✐té t❡rr❛✐♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❈✉♣r✐t❡ ✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✳

♠ét❤♦❞❡s ▼❱❈✲◆▼❋ ❡t P●◆▼❋✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾ ♥✬❡st r❡♣rés❡♥té q✉✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ❡t ❧❡s
❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❝❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❡♥❞♠❡♠✲
❜❡rs✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✷✸ ❡t ✹✳✷✷ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❱❈✲◆▼❋
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❡♥❧❡✈é❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆▼❋✳

❉✬❛♣rès t♦✉t❡s ❝❡s ✜❣✉r❡s✱ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡st ❛✐♥s✐ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❱❈✲◆❋▼ ♥❡ tr♦✉✈❡ ❛✉❝✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✱ ♥✐
❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❑❛♦❧✐♥✐t❡ ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s ❛✉tr❡s s♣❡❝tr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉s ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❑❛♦❧✐♥✐t❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
◆▼❋✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s
r❡ss❡♠❜❧❛♥t à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❈❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s r❡st❡♥t ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✧✈✐s✉❡❧❧❡s✧✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ♥♦♥ ♣❛s à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♠❛✐s ♣❛r
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ s♣❡❝tr❡ ♦❜t❡♥✉ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s❛♥s ♣❧✉s ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r à q✉❡❧❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ q✉✐✱ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❡
❘❙❇ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ s✉✐t✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s

❙✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❈✉♣r✐t❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❧❡ ♠✐❡✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝❡❧❧❡s q✉✐ ♦♥t ♠♦♥tré ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s♣❡❝tr❡s
ré❡❧s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❡t ♣r♦❥❡tt❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✱ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ◆▼❋✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❱❈✲◆▼❋✱ ♣♦✉rt❛♥t ♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ◆▼❋✱ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s s✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋ q✉✐ ♥❡ tr♦✉✈❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❜♦♥s s❡❧♦♥
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✬✐❧ ❡st ♠♦♥tré ✉♥ ✐♥térêt ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ‖Y−MS‖✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❈✉♣r✐t❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❆❜♦♥❞❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❥❡té❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣r♦❥❡té❡✳



✹✳✶✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ≪ m ✶✵✼
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❧✬❆❧✉♥✐t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❑❛♦❧✐♥✐t❡ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛
✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❥❡té❡✱ à ❣❛✉❝❤❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❥❡té❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ à

❞r♦✐t❡ ❧❡s ✈ér✐tés t❡rr❛✐♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳
❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡s s♦♥t à ③ér♦✳



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✕ ❆❜♦♥❞❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❱❈✲◆▼❋ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✱ rés✉❧t❛ts
s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳



✹✳✶✳ ❉é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ≪ m ✶✵✾

0 50 100 150 200
0

1,000

2,000

3,000

4,000

0 50 100 150 200
0

2,000

4,000

6,000

0 50 100 150 200
0

1,000

2,000

3,000

4,000

0 50 100 150 200
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
·105

0 50 100 150 200
0

2,000

4,000

6,000

0 50 100 150 200
0

1,000

2,000

3,000

4,000

0 50 100 150 200
0

2,000

4,000

6,000

0 50 100 150 200
0

1,000

2,000

3,000

4,000

0 50 100 150 200
0

2,000

4,000

6,000

0 50 100 150 200
0

2,000

4,000

6,000

0 50 100 150 200
0

1,000

2,000

3,000

4,000

0 50 100 150 200
0

2,000

4,000

6,000

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✕ ❆❜♦♥❞❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❈✉♣r✐t❡✳



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆▼❋ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸ ✕ ❆❜♦♥❞❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆▼❋ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈✉♣r✐t❡✳



✹✳✷✳ ▲✐♠✐t❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p < m ✶✶✶

▼ét❤♦❞❡ P●◆▼❋ ◆▼❋ ▼ét❤♦❞❡ Pr♦❥❡té❡ ▼ét❤♦❞❡ ❘♦❜✉st❡
‖Y −MS‖ ✾✳✼❡✷ ✼✳✼✽❡✸ ✶✳✾❡✻ ✹❡✹

▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P●◆❋▼ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♣❧✉s ✧✈✐✲
s✉❡❧s✧ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛tt❡♥t❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❞♦♥♥❡✳

❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s
❡✣❝❛❝❡s s❡❧♦♥ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s❡♠❜❧❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✳ ❈❡ s♦♥t
❞♦♥❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ✉♥ s♣❡❝tr❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s
❡t ❞♦♥♥❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ✉♥❡ ✈r❛✐❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✹✳✷ ▲✐♠✐t❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p < m

❈❡ ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ♦ù ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝✲
tr❛❧❡ s♦♥t ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣❧✉tôt ♣❡t✐t❡✱ ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs p ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❧✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❥✉sq✉✬✐❝✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡
❝❛s ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ❧❛ ❘▼❚ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝❛s ❞✉ ❞é✲
♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ❡t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ s❡❧♦♥ ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱
❞❡ s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐
❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù p < m✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
●✲▼❯❙■❈✱ ❝♦♠♠❡ rés✉♠é ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✶✺❪ ❡t ❬✼✺❪✳

✹✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡ss❡♠❜❧❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❥❡té❡✱ ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❡t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Č✳ ▲❛ s✉✐t❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✷✳✸✳✷ ❡t
✶✳✻✳✼✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♣♦✉r ✷✳✸✳✷✱ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c =
m

N
♣❡r♠❡t

❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✭✈♦✐r ❬✼✺❪✮ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ✿

• s♦✐❡♥t [ě1, . . . , ěK ] ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Č ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① K ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞✐st✐♥❝t❡s λ̌1, . . . , λ̌K ✱

• s♦✐❡♥t s1 ❡t s2 ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ m× 1✱

• s♦✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏1,m❑

θk(i) =

{
−φk(i) s✐ i /∈Mk

1 + ψk(i) s✐ i ∈Mk

❛✈❡❝

φk(i) =
∑

r∈Mk

(
λ̌r

λ̌k − λ̌r
− µ̂r

λ̌k − µ̂r

)

ψk(i) =
∑

r/∈Mk

(
λ̌r

λ̌k − λ̌r
− µ̂r

λ̌k − µ̂r

)
,



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

❡t ♣♦✉r t♦✉t r✱ µ̂r ❧❡s ✉♥✐q✉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞❡

1

m

m∑

k=1

λ̌k

λ̌k − µ̂
=

1

c
, ✭✹✳✶✾✮

❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ ❏1,K❑ ✿

η̌k =

m∑

i=1

θk(i) s
H
1 ěi ě

H
i s2 , ✭✹✳✷✵✮

s♦♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s η = sH1 ei e
H
i s2 ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s

✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ei ❞❡ C✳

❆✈❡❝ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❥❡té✱ ❡♥ ② ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts θk✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♥❡ s❡ ❢❛✐t ❛❧♦rs ♣❧✉s s✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
λ̌ ♠❛✐s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡s η̌✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❥❡té❡✳

▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✺❪ ♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✱
❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ✶✳✻✳✼✱ ❛ été t❡sté❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t
❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P●◆▼❋✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ♣♦✉r
❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s m = 30✱ N = 90 ❡t p = 24✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦♣♦sé❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣❛s ❝♦♥❝❧✉❛♥ts ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❥❡té❡ s❛♥s ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❘▼❚✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ♦ù p ≪ m✱ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛❧❝✉❧és s♦♥t é❣❛✉① à 1✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❜✐❡♥ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞♦♥❝ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
p < m✳

■❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✱ ❞❡ r❡❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬✼✺❪ ❡t ❞❡ ❬✶✶✺❪ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s
ré❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉①
q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ❧❛ ré❛❧✐té ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❜❛♥❞❡s ❡t ❞❡ ♣✐①❡❧s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s✳

✹✳✸ ❙②♥t❤ès❡

▲❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ s❛♥s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♥✐ ❞♦♥♥é❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
é✈✐❞❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ét❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s
❡✛❡❝t✉é❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ s✬❡♥ r❡ss❡♥t✐r❛✳ ●râ❝❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛ ♣✉ êtr❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré ♣✉✐sq✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st ♠✐❡✉① ❡st✐♠é✳ ❙✐ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉tôt ❜♦♥s✱ ♠❛✐s ♥✬❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥ts
q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡
❛✉① ✐♠❛❣❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❈❊❙ ❡t ❞♦♥♥❡r❛ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❥❡té❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❞♦♥♥❡ ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❈✉♣r✐t❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝r❛❧❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥
s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❞❡ r❡st❡r ❝r✐t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s
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♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s r♦❜✉st❡s ❛✉ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡
❝♦♥s✐❞éré✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞♦♥♥❡ ❞é❥à ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞é❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ s❛♥s ❛✈♦✐r à s❡ s♦✉❝✐❡r ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ét✉❞✐é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝❤❛♥❣❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡
❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ✈♦♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❜♦♥s q✉❡
❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ♠❛✐s ♠ê♠❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱
❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡
♠♦♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐s❝❡r♥❡r✱ s❛♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r à ❧❛ ❢♦✐s
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡
♠♦❞è❧❡✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t r❡♥❝♦♥tré ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✱ r❛❞❛r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥ ❝♦rré❧é✱ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡
❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s ❝♦♠♠❡
❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐tèr❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆■❈ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ▼❉▲✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✐♥s✐ ❛✉ss✐ ❛✉① s✐❣♥❛✉① ❣❛✉ss✐❡♥s ❜❧❛♥❝s ❡t à ❝❡✉①
❝♦rré❧és✱ ❛✉① s✐❣♥❛✉① ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥ ❜❧❛♥❝ ❡t ❝♦rré❧és✳ ❈❡t é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛❞r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢
❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s t❤é♦r✐q✉❡s
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ été ♣❡r♠✐s ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❛❣❡ ❡♥ ❝❡s t❡♠♣s ♦ù ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ♥✬❛
♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ♣♦♣✉❧❛✐r❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ♣♦✉rt❛♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞
✐♥térêt✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♦✉ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
✐ss✉❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡✳

❯♥❡ ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ ♦✉ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡
ét❛♣❡✱ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❡♥é❡✱
♣❡r♠❡t ❞✬❛♠❡♥❞❡r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ♦✛r❛♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞ît❡s ✧❝❧❛ss✐q✉❡s✧ ♦♥t été ♠♦♥tré❡s ✐♥❡✣❝❛❝❡s ❡t ✐♥❝♦♥s✐s✲
t❛♥t❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s✱ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳

❚r♦✐s ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱ t♦✉s tr♦✐s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✿

✖ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t
❛✈❡❝ ✿ s♦✐t ❧❛ ❙❈▼✱ s♦✐t ✉♥ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r✱ s♦✐t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r✱

✖ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ✿ s♦✐t ✉♥ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r s♦✐t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
❚②❧❡r✱

✖ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱

✖ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
❚②❧❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❡✉✐❧ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡t r♦❜✉st❡ s❛♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱

✖ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✳

✶✶✺



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧

❈❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s s❡ s♦♥t ♠♦♥tré❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡s ♦♥t été
❝♦♠♣❛ré❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r✱ ❡st
à ❧❛ ❢♦✐s ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❧✉s r♦❜✉st❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✬✉♥ ❤②♣♦✲
t❤ét✐q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ✈♦✐r❡ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ét✉❞✐é❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
❞♦♥❝ à ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ♣r✐♦r✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
♠♦♥tré❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✳ ▲❛ r♦❜✉st❡ss❡
❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ ❛t♦✉t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✱ ♣✉✐sq✉❡✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t
❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❈❊❙✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t✱ ♣❛r s❛ ❢♦r♠❡✱ s✬❛❞❛♣t❡r à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❜r✉✐ts✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ss❡③
❣é♥ér❛❧ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳

❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ✐❝✐ ♣r♦♣♦sé❡s✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡✉① ✐❞é❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿

✖ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧✱ ♣✉✐sq✉❡
❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ét❛♣❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥♥✉✳
❈❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳

✖ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s
❞❡ ❍✉❜❡r✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t
❡st✐♠é❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s❡❧♦♥ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞érés✳ ❯♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛ ❞é❥à été t✐ré❡ à ❝❡ s✉❥❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s②♥t❤ès❡ ❞✉
❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦✐♥s
❜♦♥♥❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s✱ ❡t s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ❝♦♥st❛♥ts✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡s à ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ét✉❞✐é❡✳ ❊❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ♠ê♠❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s é✈❛❧✉é❡s ♥❡ ❞♦♥♥❡
❞❡s rés✉❧t❛ts s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❜♦♥s ♦✉ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♠❛✉✈❛✐s✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡r
❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠ét❤♦❞❡✳

❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t ❞✉
❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ❧❛ s✉❜❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡ q✉✐ ❡st
r❡❝❤❡r❝❤é✱ ✉♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✉♥ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♦✉ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥
❡♥❞♠❡♠❜❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st r❡♥❞✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈ér✐✲
tés t❡rr❛✐♥s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s s❡❧♦♥ ❝❡ q✉✐
❡st r❡❝❤❡r❝❤é✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ✈❛r✐❡r ♣r❡sq✉❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡
❛✉ ❞♦✉❜❧❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥❝❤❡r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ à q✉♦✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❧❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs tr♦✉✈és✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❥✉❣é❡
✐♥s✉✣s❛♥t❡ s✐ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡st✐♠é❡ ❡st tr♦✉✈é❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ♦✉
tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❞❡s ❢r❡✐♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉r❛ été ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡r✲
s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❧❡s ✈ér✐tés t❡rr❛✐♥s ❛ss♦❝✐é❡s✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♠❡tt❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❝❡rt❛✐♥s ♦✉t✐❧s
❡t s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳



✹✳✸✳ ❙②♥t❤ès❡ ✶✶✼

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞❡ t♦✉t t②♣❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬é❧❛r❣✐r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛②❛♥t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦✉ ❞❡ t②♣❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ t②♣❡ ❈❊❙ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ✭♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♠❛✐s ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞❡
❣é♥ér❛❧✐s❡r à t♦✉t ❜r✉✐t ❈❊❙✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ très ❝♦♠♣❧❡①❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ s❡r❛✐t ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦✲
♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✿ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❈▼ ❡t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞✉ s❡✉✐❧ ❝❛❧❝✉❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs✳ ▲❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡✈❛♥t ✈ér✐✜❡r
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s q✉❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♥✐ ❧❛ ❙❈▼ ♥✐ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❚②❧❡r✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
♣♦✉✈♦✐r r❡❧❛①❡r ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s❛♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♥✬❛✐❡♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s ❞❡r♥✐❡rs
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p < m
s♦♥t ❡♥❝♦r❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❯♥❡ é❜❛✉❝❤❡ ❛ été ✐❝✐
♣r♦♣♦sé❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♠✐❡✉① ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♣♦✉rr❛✐t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❞❡s s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s✳

■❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♠❡♥❡r ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞♦♥♥❡r❛✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱
♣♦✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❝❤♦✐s✐✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦✐t êtr❡ à ❧❛ ❢♦✐s r♦❜✉st❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s✮ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s
✭♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té s❡r❛ ❞❡
r❡❣r♦✉♣❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❛✈❡❝ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♣r♦❥❡té❡s✳ ▲❡s ♣r❡✲
♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❡♥é❡s ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♣❧✉tôt ♠♦✐♥s ❜♦♥s
q✉❡ ❝❡✉① ❞é❥à ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥❡ s♦♥t ❛✐♥s✐ ♣❛s ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❛ été ❢❛✐t ✐❝✐ ❛✉❝✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ét❛♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❧❡s ❝❧❛ss❡r s❡❧♦♥ ❝❡ ❝r✐tèr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♥❡
♣❡r♠❡ttr❛✐t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ s❝è♥❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❡✉t êtr❡ ♣❛s ♣❡rt✐✲
♥❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ tr♦♣ ✈♦❧✉♠✐♥❡✉s❡s ♣♦✉r êtr❡
♣r✐s❡s ❡♥ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠ê♠❡ s❝è♥❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡
❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐♠❛❣❡s t②♣❡ ✈✐❞é♦✳

❊♥✜♥✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ✐❝✐ ♣❡✉✈❡♥t tr♦✉✈❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❢r✉❝t✉❡✉① ❞❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ à été ❢❛✐t ✐❝✐ ♣♦✉r
❧❛ ✜♥❛♥❝❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛✉① r❛❞❛r✱ ❙❚❆P ♦✉
❡♥❝♦r❡ s✐❣♥❛✉① ▼■▼❖✳





❆♥♥❡①❡ ❆

●é♥ér❛❧✐tés

❆✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

• ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥tr✐♥sèq✉❡✱ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❡t ❡✛❡❝t✐✈❡
▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ s✐❣♥❛❧ ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛✲

♠ètr❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ❞é♠é✲
❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ❊❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✳

◗✉❛♥t à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✳

• ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r

▲❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X ❡t Y s❡ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t ✿

KL(pX , pY ) =
∑

x∈S

pX(x) log

(
pX(x)

pY (x)

)
, ✭❆✳✶✮

♦ù x ❡t y s♦♥t ❞❡✉① ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ X ❡t Y ✱ pX ❡t pY ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ X
❡t Y ✱ ❡t S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♠✉♥ à X ❡t Y ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❝❡tt❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ❧♦rsq✉❡ PX = PY ✳

• ▼❛tr✐❝❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❙♦✐t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ A✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r

t♦✉t ✈❡❝t❡✉r x ♥♦♥ ♥✉❧✱ xTAx ≥ 0✳

• ▼♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
▲❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡

♥♦té❡ p.s. ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s Xn ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ✈❡rs X s✐

P

(
lim
n→∞

Xn = X
)
= 1 . ✭❆✳✷✮

• ❙✐♠♣❧❡①❡

✶✶✾



✶✷✵ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ●é♥ér❛❧✐tés

❉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥ p✲s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✐❝✐ ♣♦❧②è❞r❡✮ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡✳

❊♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ s♦✐t y ∈ R
m t❡❧ q✉❡ y = Ms+ b✱ M ∈ R

m,p✱ s ∈ R
p t❡❧ q✉❡

∀i ∈ ❏1, p❑✱ si ≥ 0 ❡t
p∑

i=1

si = 1✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ M ❞❡✜♥✐t ❧❡ p− 1

s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ R
m✳

❆✳✷ ▲❡♠♠❡s ❡t t❤é♦rè♠❡s

• ❘è❣❧❡ ❞✬❆r♠✐❥♦
P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ min

x
f(x)✱ ❛✈❡❝ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✱

s♦✐❡♥t dk ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ k ❡t αk ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✳ ❙♦✐t ω ∈ ]0, 1[ ❡t
∆f ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳ ❆❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❆r♠✐❥♦ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧
αk ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ f ✈❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ❞é❝r♦✐tr❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ω ❝❤♦✐s✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ s❡r❛ ✈ér✐✜é❡ ✿

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ω 〈∆f(xk),dk〉 . , ✭❆✳✸✮

❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ 〈·, ·〉 ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳

• ■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▼❛r❦♦✈
❙♦✐t z ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé (Ω,A,P)✳

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t a > 0 ✿

P(z ≥ a) ≤ ❊(z)

a
. ✭❆✳✹✮

• ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❈❛♥t❡❧❧✐
❙✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ (An)n≥0 ❞✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé

(Ω,A,P) ❡st ✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s❡ ré❛❧✐s❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t

❡st ♥✉❧❧❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t é❝r✐t ✿ s♦✐t (An)n≥0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ A✳ ❙✐
∑

n≥0

P (An) <∞ ❛❧♦rs

P ( ❧✐♠ s✉♣An) = 0✳



❆♥♥❡①❡ ❇

Pr❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s

❇✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❬✶✶✾❪✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t
q✉❡ ♣♦✉r Y = C1/2 XT1/2✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ s♦✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶ ❞❡ ❬✹✶❪ ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ A = L
(
(a0, . . . , am−1)

T
)

❞❡ t❛✐❧❧❡ m × m ❛✈❡❝ {ak}k∈❏0,m−1❑

❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❜s♦❧✉♠❡♥t s♦♠♠❛❜❧❡s ✭a−k = a∗k✮✱ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(.)

t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ [0, 2π]✱ f(λ) =
m−1∑

k=1−m

ak e
iλk ❡t Mf ❝❛r❛❝tér✐s❡ s♦♥ s✉♣ ❡ss❡♥t✐❡❧ ✿

‖A‖ ≤Mf = sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣∣∣

m−1∑

k=1−m

ak e
iλk

∣∣∣∣∣ . ✭❇✳✶✮

❘❛♣♣❡❧ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✿ s♦✐❡♥t Y = C1/2 XT1/2✱ ❡t s♦✐t T ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✳ δ ❡st
s✉♣♣♦sé❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❆❧♦rs✱ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✱ ✷ ✭✶✳✹✳✶✮✱ ✸ ✭✶✳✹✳✷✮ ❡t ✹ ✭✷✳✹✮✱ ❡t ❝♦♠♠❡

❧❡s ♠❛tr✐❝❡s T
(

1

N
YYH

)
❡t ❊[τ ]C s♦♥t ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✱ ❞✬❛♣rès ✭❇✳✶✮ ✿

∥∥∥∥T
(

1

N
YYH

)
− ❊[τ ]C

∥∥∥∥ ≤ sup
λ∈[0,2π)

|γ̂m(λ)− ❊[τ ] γm(λ)| , ✭❇✳✷✮

❛✈❡❝ γm(λ) =

m−1∑

k=1−m

ck,m ei k λ ♦ù c−k = c⋆k ❡t γ̂m(λ) =

m−1∑

k=1−m

čk,m ei k λ ♦ù č−k = č⋆k✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✿

▲❡♠♠❡ ❇✳✶✳✶✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té γ̂m(λ) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✿

γ̂m(λ) = dH
m(λ)

YYH

N
dm(λ) , ✭❇✳✸✮

❛✈❡❝ dm(λ) =
1√
m

(
1, e−i λ, . . . , e−i (m−1)λ

)T
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✶✷✶
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▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❆♥♥❡①❡ ❆✶ ❞❡ ❬✶✶✻❪✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✸✮ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

dH
m(λ)

YYH

N
dm(λ) =

1

mN

m−1∑

l,l′=0

e−i (l′−l)λ
[
YYH

]
l,l′

,

dH
m(λ)

YYH

N
dm(λ) =

m−1∑

k=1−m

e−i k λ 1

mN

m−1∑

i=0

N−1∑

j=0

yi,j y
⋆
i+k,j✶0≤i+k≤m ,

dH
m(λ)

YYH

N
dm(λ) =

m−1∑

k=1−m

čk e
−i k λ .

❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ✿

γ̂m(λ) = dH
m(λ)

YYH

N
dm(λ) ,

γ̂m(λ) = dH
m(λ)

C1/2 XTXH C1/2

N
dm(λ) . ✭❇✳✹✮

❙♦✐t ✿

γ̂noisem (λ) = dH
m(λ)

C1/2 XTXH C1/2

N
dm(λ)✳

❆❧♦rs ✭❇✳✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
∥∥∥∥T
(

1

N
YYH

)
− ❊[τ ]C

∥∥∥∥ ≤ sup
λ∈[0,2π)

|γ̂noisem (λ)− ❊[τ ] γm(λ)| . ✭❇✳✺✮

∥∥∥∥T
(

1

N
YYH

)
− ❊[τ ]C

∥∥∥∥ ≤ sup
λ∈[0,2π)

∣∣γ̂noisem (λ)− ❊
[
γ̂noisem (λ)

]∣∣

+ sup
λ∈[0,2π)

∣∣❊
[
γ̂noisem (λ)

]
− ❊(τ) γm(λ)

∣∣ .

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✭❇✳✻✮✳

❇✳✶✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ sup |❊ [γ̂noise

m
(λ)]− ❊(τ) γm(λ)| ♣♦✉r λ ∈ [0, 2π)

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❊
[
γ̂noisem (λ)

]
✿

▲❡♠♠❡ ❇✳✶✳✷✳

❊
[
γ̂noisem (λ)

]
= ❊[τ ]dH

m(λ)Cdm(λ) = ❊[τ ] γm(λ) . ✭❇✳✻✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✹✮ ❞♦♥♥❡ ✿ ❊
[
γ̂noisem (λ)

]
= dH

m(λ)❊

[
C1/2XTXHC1/2

N

]
dm(λ)✳

❙♦✐❡♥t V = C1/2X ❡t (V)i,j = vi,j ✳ ❆❧♦rs✱ ❊
[
γ̂noisem (λ)

]
= dH

m(λ)❊

[
VTVH

N

]
dm(λ)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡
(
❊
[
VTVH

])
ij

=

N∑

k=1

❊[τ ]❊
[
v∗j,k vik

]
❡t ck′ = ❊

[
vp,n v

∗
p+k′,n

]
✱ ❛❧♦rs

(
❊
[
VTVH

])
ij
=

N∑

k=1

❊[τ ] cj−i = N ❊[τ ] cj−i✳
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❊t ❝❡❝✐ ♠è♥❡ à ✿

❊
[
γ̂noisem (λ)

]
=
N ❊(τ)

N
dH
m(λ)Cdm(λ) = ❊[τ ] γm(λ) .

❆✐♥s✐✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ✭❇✳✻✮ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

sup
λ∈[0,2π)

∣∣❊
[
γ̂noisem (λ)

]
− ❊(τ) γm(λ)

∣∣

= sup
λ∈[0,2π)

| ❊(τ) γm(λ)− ❊(τ) γm(λ) |= 0 .

❈❡ t❡r♠❡ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ à ③❡r♦✳

❇✳✶✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ sup |γ̂noise

m
(λ)− ❊ [γ̂noise

m
(λ)]| ♣♦✉r λ ∈ [0, 2π)

P♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✲
♠❡♥ts ♦✉ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts
✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❈❛♥t❡❧❧✐ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❖r✱ ♣♦✉r
❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é s♦♥t ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡t❡♥✉❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬✶✶✻❪✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ λi ∈ [0, 2π) ❡t ✉♥
ré❡❧ x > 0✱ q✉❡ P

[∣∣γ̂noisem (λi)− ❊
[
γnoisem (λi)

]∣∣ > x
]
→ 0✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐❧ r❡st❡r❛ à ♠♦♥tr❡r

q✉❡ P

[
sup

λ∈[λi,λi+1)

∣∣γnoisem (λ)− γnoisem (λi)
∣∣ > x

]
→ 0 ❡t q✉❡

P

[
sup

λ∈[λi,λi+1)

∣∣❊γnoisem (λi)− ❊γnoisem (λ)
∣∣ > x

]
→ 0 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡

ét✉❞✐é ✈❡rs ③❡r♦✳

❙♦✐t ⌊·⌋ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ré❡❧✱ s♦✐t ✉♥ β > 2 ❡t s♦✐❡♥t I =[
0, . . . , ⌊Nβ⌋ − 1

]
✱ λi = 2π i

⌊Nβ⌋ ✱ i ∈ I✳ ❆❧♦rs ✿

sup
λ∈[0,2π)

∣∣γ̂noisem (λ)− ❊
[
γ̂noisem (λ)

]∣∣ 6 max
i∈I

sup
λ∈[λiλi+1]

∣∣γ̂noisem (λ)− γ̂noisem (λi)
∣∣

+max
i∈I

∣∣γ̂noisem (λi)− ❊
[
γ̂noisem (λi)

]∣∣

+max
i∈I

sup
λ∈[λiλi+1]

∣∣❊
[
γ̂noisem (λi)

]
− ❊

[
γ̂noisem (λ)

]∣∣ ,

△
= χ1 + χ2 + χ3 . ✭❇✳✼✮

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ β ♣r❡♥❞ ✐❝✐ t♦✉t❡ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✿ s✐ ♣❧✉s ❞❡ λi s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ s♦✐t s✐ ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ β ❡st ❣r❛♥❞✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ sup

λ∈[λiλi+1]

∣∣γ̂noisem (λ)− γ̂noisem (λi)
∣∣ ✈❡rs ③❡r♦ s❡r❛ ♣❧✉s

r❛♣✐❞❡ ✭♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡ ❞❡maxi∈I

∣∣γ̂noisem (λi)− ❊
[
γ̂noisem (λi)

]∣∣
s❡r❛ ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡✳ ❯♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡st ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r s✉r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ β✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✻❪ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s χ1 ❡t χ2 q✉✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r χ3✳

▲❡s ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✻❪ s♦♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❞❛♥s γ̂noisem (λ)
❡t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳

❙♦✐t ‖γ‖∞ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ : λ −→
∞∑

k=−∞

ck e
−ikλ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈

[0 2π)✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ χ1 ❡st ♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
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▲❡♠♠❡ ❇✳✶✳✸✳ ❯♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ A > 0 ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x > 0 ❡t ♣♦✉r
t♦✉t N s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱

P [χ1 > x] ≤ exp

(
−cN

2

aN

(
xNβ−2

A ‖γ‖∞
− log

(
xNβ−2

A ‖γ‖∞

)
− 1

))
,

♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ aN ∈ R
+ t❡❧ q✉❡ −cN2

aN
→

N→∞
0 ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬✶✶✻❪ s❛✉❢ s✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✿ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❡t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡✳

P♦✉rN ✜①é✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡①✐st❡ ✿
∥∥VN TVH

N

∥∥ 6 ‖T‖∞
∥∥VN VH

N

∥∥ ≤ ‖T‖∞ ‖C‖
∥∥∥XXH

∥∥∥
❡t ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ✿

∣∣γ̂noisem (λ)− γ̂noisem (λi)
∣∣ =

∣∣∣∣d
H
m(λ)

VTVH

N
dm(λ)− dH

m(λi)
VTVH

N
dm(λi)

∣∣∣∣ ,

s♦✐t ✿
∣∣γ̂noisem (λ)− γ̂noisem (λi)

∣∣ ≤ 2

N
|dm(λ)− dm(λi)| ‖C‖ ‖T‖∞

∥∥∥XXH
∥∥∥ .

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ét❛❜❧✐❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹

❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✻❪ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t c ♣❛r
c

‖T‖∞
❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

P [χ1 > x| ‖T‖∞] ≤ exp

(
− cN2

‖T‖∞

(
xNβ−2

A ‖γ‖∞
− log

(
xNβ−2

A ‖γ‖∞

)
− 1

))
.

◗✉❛♥t à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

P♦✉r N ♥♦♥ ✜①é✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡s τ ✱ à s❛✈♦✐r q✉✬✐❧s s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♣❛r♠✐ ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱
❣❛♠♠❛✱ ❙t✉❞❡♥t✱ ❞❡ P❛r❡t♦ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à q✉❡✉❡ ♣❧✉s
♦✉ ♠♦✐♥s ❧♦✉r❞❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s très r❡str✐❝t✐✈❡ ❡t ♣♦✉rr❛✐t
♠ê♠❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ❞✬❛✉tr❡s ❧♦✐s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trè♠❡s ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊①tr❡♠❡ ❱❛❧✉❡
❉✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❬✹✹❪ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ T✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ✈r❛✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r α > 1 ✿

P (‖T‖∞ > Nα) = 1− exp
(
− (1 + ζ Nα)

−1/ζ
)

s✐ ζ > 0 , ✭❇✳✽✮

♦✉ P (‖T‖∞ > Nα) = 1− exp (− exp (−Nα))) s✐ ζ = 0 , ✭❇✳✾✮

❛✈❡❝ ζ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s τ ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦✐s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s
❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ ❏0,m− 1❑✱ P (max(λi(T)) > Nα) →

N→∞
0 ♣♦✉r t♦✉t ζ ≥ 0✳

■❧ ❡st ❛❧♦rs t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ré❡❧ aN t❡❧ q✉❡ max(λi(T)) < aN ❛✈❡❝
−cN2

aN
→

N→∞
0 ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ χ2 ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ❇✳✶✳✹✳ P♦✉r t♦✉t N ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ aN ∈ R
+ ❛✈❡❝ −cN

aN
→

N→∞
0 ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t t❡❧ q✉❡ ✿

P [χ2 > x] ≤ 2Nβ exp

(
−cN
aN

(
x

‖γ‖∞
− log

(
x

‖γ‖∞
+ 1

)))
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❇✳✶✳✸ ♦✉ q✉❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ❞❡ ❬✶✶✻❪✱ ❛✈❡❝

c

aN
❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r✳



❇✳✷✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷ ✶✷✺

▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ χ3 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ❇✳✶✳✺✳ χ3 ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ χ3 ≤ A ‖γ‖∞ N−β+1 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✻❪✱ ❛♥

❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ t❡r♠❡
c

‖T‖∞
❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r✳

❈❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣r♦✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡

∀x ∈ R
+∗✱ P

[
sup

λ∈[0,2π)

∣∣γ̂noisem (λ)− ❊
[
γ̂noisem (λ)

]∣∣ > x

]
p.s.−→ 0✳

❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭❇✳✺✮ t❡♥❞ ✈❡rs ③❡r♦ ❧♦rsq✉❡ N t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ à
✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣rès✱ ❝❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳

❇✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ♣♦✉r Σ̌SCM ❡t Σ̌FP ✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Σ̌ s❡r❛
❛❞♦♣té❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❡st é❝r✐t❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳
❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮ ❡t ✭✷✳✸✸✮✱ ❛✈❡❝ y̌wi = Č−1/2 yi✱ Σ̌ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

Σ =
1

N

N−1∑

i=0

u

(
1

m
yH
i Č−1/2 Σ−1 Č−1/2 yi

)
× Č−1/2 yi y

H
i Č−1/2 .

❊♥ réé❝r✐✈❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s {y̌wi}i ✿

C−1/2Č1/2 ΣČ1/2 C−1/2 =
1

N

N−1∑

i=0

u

(
1

m
y̌H
wi

(
C−1/2 Č1/2 ΣČ1/2 C−1/2

)−1

y̌wi

)
× y̌wi y̌

H
wi .

❆❧♦rs✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥tr❡ Σ̌ ❡t Σ̂ ❡st ét❛❜❧✐❡ ✿

Σ̌ = Č−1/2 C1/2 Σ̂C1/2 Č−1/2 . ✭❇✳✶✵✮

❆✐♥s✐✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✼✮ ❡t ✭✷✳✸✹✮ ♣❡✉✈❡♥t s❡ réé❝r✐r❡ ✿
∥∥∥Σ̌− Ŝ

∥∥∥ ≤
∥∥∥Σ̌− Σ̂

∥∥∥ +
∥∥∥Σ̂− Ŝ

∥∥∥ . ✭❇✳✶✶✮

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ✭❇✳✶✶✮✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ŝ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✭✷✳✶✸✮ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ ∥∥∥Σ̂− Ŝ

∥∥∥ p.s.−→ 0 . ✭❇✳✶✷✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✵✮ ♣❡r♠❡ts ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✶✮ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∥∥∥Σ̌− Σ̂

∥∥∥ ≤
∥∥∥Č−1/2 C1/2 Σ̂C1/2 Č−1/2 − Σ̂C1/2 Č−1/2

∥∥∥+
∥∥∥Σ̂C1/2 Č−1/2 − Σ̂

∥∥∥ .

P✉✐s✱ ❛♣rès ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡ ❡t à ❣❛✉❝❤❡✱ ❝♦♠♠❡
∥∥Σ̌
∥∥ ❡st p.s. ❜♦r♥é❡ ❬✷✾❪✱ ❝❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✿

∥∥∥Σ̌− Σ̂

∥∥∥ ≤
∥∥∥Č−1/2 C1/2 − Im

∥∥∥
∥∥∥Σ̂
∥∥∥
(∥∥∥C1/2 Č−1/2

∥∥∥+ 1
)
.

❈♦♠♠❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ‖C‖ ❡st ❜♦r♥é✱ ‖Č‖ ❡st ❛✉ss✐ ❜♦r♥é ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ✈r❛✐❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s
❚❤é♦rè♠❡s ✷✳✹✳✷ ❡t ✷✳✹✳✹ ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡

∥∥C− Č
∥∥ p.s.−→ 0✳

❈❡❝✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳



✶✷✻ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ Pr❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s

❇✳✸ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✸

▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ČFP = T (ĈFP ) ♦ù T ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ à
❞é♠♦♥tr❡r ❞❡✈✐❡♥t ✿ ∥∥∥T (ĈFP )− ❊ [v(τξ) τ ] C

∥∥∥ p.s.−→ 0 . ✭❇✳✶✸✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿
∥∥∥T
(
ĈFP

)
− ❊ [v(τξ) τ ] C

∥∥∥ ≤
∥∥∥T
(
ĈFP − Ŝ

)∥∥∥+
∥∥∥T
(
Ŝ
)
− ❊ [v(τ ξ) τ ] C

∥∥∥ .

❊t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• Ŝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡
∥∥∥Σ̌− Ŝ

∥∥∥ p.s.−→ 0✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ Ŝ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Ŝ =
1

N

N∑

i=1

v (τi ξ) ywi y
H
wi ,

♦ù ❝❤❛q✉❡ ξ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✮ ❞❡ ✿

1 =
1

N

N∑

i=1

ψ(τi ξ)

1 + c ψ(τi ξ)
,

♦ù g : x 7→ x

1− c φ(x) ✱ v : x 7→ u o g−1(x) ❡t ψ : x 7→ x v(x)✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❞❡ Ŝ✱ Σ̌ r❡♣rés❡♥t❡ ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t Σ̌SCM ♦✉ Σ̌FP ✳

• P♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ A = T
(
(a0, . . . , am−1)

T
)

❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ✭a−k = a∗k✮✱ ❛❧♦rs γ̂
A(λ)

s❡r❛ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st✐♠é❡ ✿

γA(λ)
∆
=

m−1∑

k=1−m

ak e
i k λ .

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r
∥∥∥T
(
ĈFP

)
− ❊[v(τ ξ) τ ]C

∥∥∥ ❡♥

❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s T
(
ĈFP

)
❡t C s♦♥t ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

✭❇✳✶✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ✿
∥∥∥T
(
ĈFP

)
− ❊[v(τ ξ) τ ]C

∥∥∥ ≤ sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣γ̂Ŝ(λ)− γ❊[v(τ ξ) τ ]C(λ)
∣∣∣+
∥∥∥T
(
ĈFP − Ŝ

)∥∥∥ ,

≤ χ1 + χ2, ✭❇✳✶✹✮

❆✈❡❝ ✿ χ1 = sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣γ̂Ŝ(λ)− γ❊[v(τ ξ) τ ]C(λ)
∣∣∣ ❡t χ2 =

∥∥∥T (ĈFP − Ŝ)
∥∥∥✳

P❛rt ✶ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ χ1

▲❡ t❡r♠❡ χ1 ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣γ̂Ŝ(λ)− γ❊[v(τ ξ) τ ]C(λ)
∣∣∣ ≤ sup

λ∈[0,2π)

∣∣∣γ̂Ŝ(λ)− ❊
[
γ̂Ŝ(λ)

]∣∣∣

+ sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣❊
[
γ̂Ŝ(λ)

]
− γ❊[v(τ ξ) τ ]C(λ)

∣∣∣ ,

≤ χ11 + χ12 ,

♦ù χ11 = sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣γ̂Ŝ(λ)− ❊
[
γ̂Ŝ(λ)

]∣∣∣ ❡t χ12 = sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣❊
[
γ̂Ŝ(λ)

]
− γ❊[v(τ ξ) τ ]C(λ)

∣∣∣✳
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P❛rt ✶✳✶ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ χ11

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ χ11✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿

▲❡♠♠❡ ❇✳✸✳✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ✈ér✐✜és ✿

γ̂Ŝ(λ) = dH
m(λ) Ŝ dm(λ) , ✭❇✳✶✺✮

❡t ✿ ❊

[
γ̂Ŝ(λ)

]
= ❊ [v(τ ξ) τ ] dH

m(λ) Im dm(λ) , ✭❇✳✶✻✮

❛✈❡❝ dm(λ) =
1√
m

[
1, e−i λ, . . . , e−i (m−1)λ

]T
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❇✳✶✳✶✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ✿

γ̂Ŝ(λ) =

m−1∑

k=1−m

šk e
i k λ ,

=
1

mN

m−1∑

k=1−m

ei k λ
m−1∑

j=0

N−1∑

n=0

ŝj,n ŝ
⋆
j+k,n ✶0≤j+k<m ,

=
1

mN

m−1∑

l,l′=0

e−i (l′−l)λ
N−1∑

n=0

ŝl,n ŝ
⋆
l′,n = dH

m(λ) Ŝ dm(λ) .

❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❡st ♠♦♥tré❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❊
[
γ̂Ŝ(λ)

]
✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ D ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱

❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s {v(τi ξ)}i∈❏0,N−1❑✳ P✉✐s ✿

❊

[
γ̂Ŝ(λ)

]
= dH

m(λ)❊
[
Ŝ
]
dm(λ) ,

= dH
m(λ)❊

[
Yw DYH

w

N

]
dm(λ) .

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❊
[
Yw DYH

w

]
✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿

(
❊
[
Yw DYH

w

])
i,j

= ❊

[
N−1∑

n=0

v(τn ξ) yw i,n y
⋆
w j,n

]
,

=

N−1∑

n=0

❊ [v(τn ξ) τn] = N ❊ [v(τn ξ) τn] .

❊t ❛✐♥s✐ ✿ ❊
[
γ̂Ŝ(λ)

]
= ❊ [v(τ ξ) τ ] dH

m(λ) Im dm(λ)✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t χ11 ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r γ̂noise ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✱
s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ‖T‖∞ q✉✐ s❡r❛ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ‖T‖∞ ‖D‖∞ ♣♦✉r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ s❛♥s
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳

❆✐♥s✐✱ χ11
p.s.−→ 0 ❧♦rsq✉❡ m −→∞✳



✶✷✽ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ Pr❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s

P❛rt ✶✳✷ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ χ12

▲❡ ▲❡♠♠❡ ❇✳✸✳✶ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✺✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝r✐r❡ ✿

❊

[
γ̂Ŝ(λ)

]
= ❊ [v(τ ξ) τ ] dH

m(λ)Cdm(λ) .

❡t

❊ [v(τ ξ) τ ] γC(λ) = ❊ [v(τ ξ) τ ] dH
m(λ)Cdm(λ) .

❆✐♥s✐✱ χ12 = 0✳

P❛rt ✷ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ χ2 =
∥∥∥T
(
ĈFP − Ŝ

)∥∥∥

■❧ ❛ ❞é❥à été ♠♦♥tré✱ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✹❪✱ q✉❡
∥∥∥ĈFP − Ŝ

∥∥∥ p.s.−→ 0✳ ❙♦✐t J ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡

q✉❡ (J)j−i=1 = 1 ❡t 0 ♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs✳ Jk ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✶ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ kieme ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ✭❇✳✶✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ✿

∥∥∥T
(
ĈFP − Ŝ

)∥∥∥ ≤ sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣∣∣

m−1∑

k=1−m

(
f̌pk − šk

)
ei k λ

∣∣∣∣∣ .

❙♦✐t T
(
ĈFP

)
= L

((
f̌p0, . . . , f̌pm−1

)T)
♦ù f̌p−k = f̌p

∗
k ❡t T

(
Ŝ
)
= L

(
(š0, . . . , šm−1)

T
)

❛✈❡❝ š−k = š∗k✳ ❆❧♦rs ✿

sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣∣∣

m−1∑

k=1−m

(
f̌pk − šk

)
ei k λ

∣∣∣∣∣ = sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣∣∣

m−1∑

k=1−m

1

m

m∑

p−1

(
f̌pk − šk

)
ei k λ

✶0≤p+k≤m

∣∣∣∣∣ ,

= sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣∣∣Tr
((

ĈFP − Ŝ
) 1

m

m−1∑

k=1−m

(
JT
)k
ei k λ

)∣∣∣∣∣ .

❉❡ ♣❧✉s✱
1

m

m−1∑

k=1−m

(
JT
)k
ei k λ = dm(λ)dH

m(λ)✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ✿

∥∥∥T
(
ĈFP − Ŝ

)∥∥∥ ≤ sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣❚r
((

ĈFP − Ŝ
)
dm(λ)dH

m(λ)
)∣∣∣ ,

= sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣dH
m(λ)

(
ĈFP − Ŝ

)
dm(λ)

∣∣∣ .

P♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r x✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣dH
m(λ)

(
ĈFP − Ŝ

)
dm(λ)

∣∣∣ ≤ sup
‖x‖2=1

∣∣∣xH
(
ĈFP − Ŝ

)
x

∣∣∣ ,

❙♦✐t ✿

sup
λ∈[0,2π)

∣∣∣dH
m(λ)

(
ĈFP − Ŝ

)
dm(λ)

∣∣∣ ≤ sup
‖x‖2=1

∥∥∥
(
ĈFP − Ŝ

)
x

∥∥∥
2
≤
∥∥∥ĈFP − Ŝ

∥∥∥ .

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
∥∥∥T
(
ĈFP − Ŝ

)∥∥∥ ≤
∥∥∥ĈFP − Ŝ

∥∥∥✳ ❈♦♠♠❡
∥∥∥ĈFP − Ŝ

∥∥∥ p.s.−→ 0 ❛❧♦rs χ2
p.s.−→ 0

❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ t✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❛❝❤❡✈é❡✳
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❇✳✹ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✺

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✺ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✸❪✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♠❡♥é❡ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼❛r♦♥♥❛ ✭✶✳✽✮✱ ♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳
❙♦✐t ĈSCM = 1

NYYH ✳ ❆❧♦rs ✿

‖ ČTY L −C ‖ ≤ ‖ ČTY L −
1

❊(τ)
T (ĈSCM ) ‖ + ‖ 1

❊(τ)
T (ĈSCM )−C ‖ . ✭❇✳✶✼✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✭✷✳✹✳✶✮✱ q✉❡ ✿

‖ 1

❊(τ)
T (ĈSCM )−C ‖ p.s.→ 0 .

P♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✸❪ q✉❡ ✿ ‖ ˆCTY L−ĈSCM ‖
p.s.→ 0✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ❜r✉✐t ♣❡✉t ✐❝✐ s✬é❝r✐r❡ yi =

√
τiC

1/2xi✱ ❧❡s xi ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s

τi✱ ✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ‖ ĈTY L− 1
❊(τ)ĈSCM ‖p.s.→

0✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s xi ♣❛r ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s τi ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ĈTY L

♣✉✐sq✉❡ ❝❡s t❡r♠❡s s✬éq✉✐❧✐❜r❡♥t ❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ q✉✬à
❞✐✈✐s❡r ♣❛r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s (

√
τi)

2 ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❛✈❡❝ ✉♥
❜r✉✐t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ T ét❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✱

‖ T (ĈTY L)−
1

❊(τ)
T (ĈSCM ) ‖ p.s.→ 0 .

❈❡❝✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✭✷✳✹✳✺✮✳

❇✳✺ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✻

❙♦✐t Yw = C−1/2MS +XT1/2✱ ❡t Yw = [yw1, . . . ,YwN ]✳ ❙♦✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ̌w✱ ❧✬✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

Σ̌w =
m

N

N∑

i=1

ywiy
H
wi

yH
wi Σ̌

−1
w ywi

. ✭❇✳✶✽✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r r❛♣♣❡❧✱

Σ̌TY L =
m

N

N∑

i=1

ywiy
H
wi

yH
wi Σ̌

−1
TY L ywi

.

❆✐♥s✐✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t y̌wi ♣❛r C−1/2 Č
1/2
TY L ywi ♣♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡ 1 ≤ i ≤ N ✱ ✐❧ r❡st❡ ✿

C−1/2 Č
1/2
TY L Σ̌TY L Č

1/2
TY LC

−1/2 =
m

N

N∑

i=1

ywiy
H
wi

yH
wi

(
C−1/2Č

1/2
TY LΣ̌TY LČ

1/2
TY LC

−1/2
)−1

ywi

.

✭❇✳✶✾✮
❈❡tt❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ✿

Σ̌TY L = Č
−1/2
TY L C1/2 Σ̌w C1/2 Č

−1/2
TY L . ✭❇✳✷✵✮

P✉✐s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✶✮ ♣❡✉t s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖ Σ̌TY L − Ŝw ‖≤
∥∥Σ̌TY L − Σ̌w

∥∥+
∥∥∥Σ̌w − Ŝw

∥∥∥ . ✭❇✳✷✶✮



✶✸✵ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ Pr❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❛ ❞é❥à été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✼❪

q✉❡
∥∥∥Σ̌w − Ŝw

∥∥∥ p.s.→ 0✳

◗✉❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∥∥Σ̌TY L − Σ̌w

∥∥ ≤
∥∥∥Č−1/2

TY LC
1/2Σ̌wC

1/2Č
−1/2
TY L − Σ̌wC

1/2Č
−1/2
TY L

∥∥∥+
∥∥∥Σ̌wC

1/2Č
−1/2
TY L − Σ̌w

∥∥∥ .

P✉✐s✱ ❡♥ ❢❛❝t♦r✐s❛♥t à ❞r♦✐t❡ ❡t à ❣❛✉❝❤❡ ✿

∥∥Σ̌TY L − Σ̌w

∥∥ ≤
∥∥∥Č−1/2

TY LC
1/2 − Im

∥∥∥
∥∥Σ̌w

∥∥
(∥∥∥C1/2Č

−1/2
TY L

∥∥∥+ 1
)
.

❖r✱ ❝♦♠♠❡ ‖C‖ ❛ ✉♥ s✉♣♣♦rt ❜♦r♥é✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✺ ❛ss✉r❡ q✉❡
∥∥ČTY L

∥∥ ❡st ❛✉ss✐ à

s✉♣♣♦rt ❜♦r♥é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉❡
∥∥C− ČTY L

∥∥ p.s.−→ 0✳
❈❡❝✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
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❜r✉✐t ❈❊❙✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡✱ ♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❘és✉♠é ✿ ▲❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝✲
tr❛❧❡ ❡t s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s
❡♥ ❢♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♦ù ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ t❡♥❞ à ❛✉❣♠❡♥✲
t❡r ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
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♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡s✲
s✉s ♣❤②s✐q✉❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✱ r❡♥❢♦r❝❡♥t ❧❛ r✐✲
❝❤❡ss❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s s✉r ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❊①♣❧♦✐t❡r ❝❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❞❡♠❛♥❞❡ ❛❧♦rs ❞❡s ♦✉t✐❧s st❛t✐s✲
t✐q✉❡s ❛❞❛♣tés ❛✉① ❣r❛♥❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛✐s
❛✉ss✐ à ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❉❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✱ t❤é♦r✐❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡
❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡t r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ r♦✲
❜✉st❡ss❡✱ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s✱ s♦♥t ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳
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❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ s♦♥t ♣r♦♣♦sés✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣ré✲
s❡♥t❛♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡s
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♣r♦♣♦sé❡s✱ q✉✐ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡♥t ❞❡s ❞✐❢✲
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