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Introduction

Du fait du nombre croissant d’applications utilisant la bande des radio-fréquences
(RF, de 9 kHz a 300 GHz) du spectre électromagnétique (trafic amateur, liaisons sans
til satellitaires, GPS, GSM, Wi-Fj, 4G, ...), les sources micro-ondes de tres haute pureté
spectrale et de tres grande stabilité temporelle sont trés demandées. Parallelement,
les architectures classiques d’oscillateurs électroniques ont atteint leurs limites. L'uti-
lisation de l'optique dans ces oscillateurs permet de lever ces verrous et d’atteindre
des performances bien supérieures a celles de 1’électronique analogique et numérique.
Les travaux de recherche présentés dans ce manuscrit concernent 1’élaboration d"une
source micro-onde par voie optique en utilisant un micro-résonateur a modes de ga-
lerie (Whispering gallery mode - WGM). Pour cette application, deux architectures sont
possibles :

e celle de l'oscillateur opto-électronique (O%E) oti la ligne a retard est constituée
d’un micro-résonateur de haut facteur de qualité

e celle oi1 deux lasers "indépendants" sont combinés pour générer un signal micro-
onde par photomélange

Des modeles d’O’E ont été proposés par X. Yao et L. Maleki [1-4] & partir des an-
nées 1990 dans lesquels le signal RF module le signal optique et la boucle de contre-
reaction est une fibre optique, comme présenté sur la Figure 1. Nous notons 7 le re-
tard introduit par la propagation dans la fibre optique. Le facteur de qualité du signal
micro-onde est directement proportionnel a 7 :

Qrr = Af}{; = TTfRE (1)

ou frr est la fréquence micro-onde et Afgrr sa largeur spectrale. Ainsi, plus le retard
T sera élevé, plus 'oscillateur RF sera spectralement pur. Toutefois, 1'utilisation de la
fibre optique présente ses limites. Pour des retards 7 suffisament élevés, I’amplitude
décroit a cause des pertes dans la fibre (absorption, diffusion, ...) et 1a fibre capte toutes
les sources de bruit environnemental (vibrations mécaniques, acoustiques, tempéra-
ture,...), ce qui rend l'asservissement de plus en plus contraignant. De plus, la fibre
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FIGURE 1 — Architecture d’un O%E.

optique n’agit pas comme un filtre tres sélectif. L'idée est alors de remplacer la fibre
optique par un résonateur induisant un retard équivalent [5-7]. Le facteur de qualité

de l'oscillateur s’écrit alors comme :

frRE
f opt

ot Qopt est le facteur de qualité du résonateur optique et fopt la fréquence d’émission

QrrF = Qopt X ()

du laser. Dans cette configuration, la modulation par un signal micro-onde génere
deux bandes latérales de part et d’autre du spectre optique. La fonction de transfert
du résonateur doit nécessairement conserver ces bandes latérales, autrement dit la
fréquence micro-onde frr doit étre un multiple entier de I'intervalle spectral libre du
résonateur. Enfin, cette configuration offre davantage de liberté sur le choix de frr,
notamment pour obtenir un facteur de qualité Qg le plus élevé possible. Le CNES
s’intéresse aux oscillateurs ultra-stables pour les horloges. Il s’est fixé comme objec-
tif ! d’obtenir une solution alternative aux oscillateurs a quartz et présentant un bruit
de fréquence de —70 dBrad?/Hz a 1 Hz de la porteuse, ramené a 10 GHz.

Une deuxieme méthode de génération opto-hyper communément utilisée repose sur
le battement entre deux lasers décalés en fréquence et potentiellement indépendants
[3]. La fréquence d’émission du premier est notée v et celle du second v,. Chaque
laser possede son propre bruit de phase, contenu dans le terme ¢,(t) avec p = {1,2},
comme présenté sur la Figure 2. Afin de minimiser le bruit de phase du signal RF,
les signaux doivent avoir les mémes bruits de phase, autrement dit étre sensible aux

1. C’est le but a long terme du projet Shyro (Sources hyperfréquences a tres haute pureté spectrale
a base de mini-résonateurs optiques). Plus d'informations sur le wiki : https://wiki.univ-rennesi.
fr/foton/doku.php?id=projets:shyro:accueil


https://wiki.univ-rennes1. fr/foton/doku.php?id=projets:shyro:accueil
https://wiki.univ-rennes1. fr/foton/doku.php?id=projets:shyro:accueil

Ey = Ejgcos (2mvrt + ¢1(t))

Irp o< E1gFEo cos [271’ (Z/Q - V1) t+ ¢2(t) - ¢1(t>]
Photodiode

o— ) [
Coupleur
3dB l

Ey = Eygcos (2mvat + ¢a(t)) [ Signal RF @ fge=Iv,-v,| ]

FIGURE 2 - Principe du battement RF entre deux lasers décalés en fréquence.

mémes fluctuations. Ceci n’est possible que lorsque ces deux signaux sont issus de la
méme cavité : les fluctuations thermiques et mécaniques de I’ensemble vont induire
une gigue en fréquence identique sur les deux modes laser. Cependant, cette confi-
guration peut présenter de la compétition de mode puisque les modes puisent dans
un milieu & gain commun au méme milieu. Ainsi, il serait plus adéquat de parler
d’architecture du laser "doublement monomode" ot les efforts sont consacrés a mi-
nimiser la compétition et a rendre les deux modes indépendants. Les travaux de F.
Bretenaker et A. Le FLoch [3] en 1990 basés sur la résolution spatiale de deux modes
de polarisation orthogonaux via I’angle de walk-off ont permis 1’élaboration de source
micro-ondes accordables jusqu’au THz [9-11]. Pour nos expériences, nous utilisons la
symétrie sphérique du résonateur WGM pour obtenir deux effets lasers couplés sui-
vant deux équateurs différents. Sur ce principe, L. Xiao et al. ont obtenu en 2009 un
signal micro-onde a 10 GHz et de 22 kHz de largeur spectrale [12-14]. Le signal ob-
tenu a montré une dérive inférieure a 300 kHz ainsi que des fluctuations de puissance
de l'ordre de 1 dB pour un fonctionnement non asservi pendant 30 min. Ces résultats
doivent cependant étre complétés par des mesures de bruit d’intensité et de fréquence
du signal micro-onde, ce qui passe nécessairement par I’évaluation de ces bruits dans
le domaine optique et sur chaque mode laser. C’est donc autour de la dynamique du
laser WGM que ces travaux de recherche s’inscrivent.

Les micro-résonateurs WGM sont des structures a symétrie cylindrique ou sphérique
ol la réflexion totale interne le long d"une paroi incurvée permet de stocker 1’éner-
gie pendant une longue durée. A partir des travaux de Mie [15, 16] et de Lord Ray-
leigh [17, 18] sur les propriétés optiques de ces modes de propagation, les micro-
résonateurs WGM sont de plus en plus utilisés et leur propriété de confinement de la
lumieére mise a profit pour 1'étude d’effets non-linéaires a partir des années 1990 [19].
Ces résonateurs ont évidement suscité l'intérét de 1'étude de 1'effet laser au sein de
telles structures, notamment les travaux pionniers de C. Garret et al. [20] en 1961 por-
tant sur I'émission stimulée dans un cristal de CaF, dopé aux ions Samarium suivi
par HM. Tzeng et al. [21] en 1984 ot l'effet laser est obtenu dans des micro-gouttes
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d’éthanol et de rhodamine. Aujourd’hui, on trouve des lasers WGM dans diverses
géométries (sphere [22, 23], micro-disque [24-26] ou sphéroide tronqué [27]) en semi-
conducteur (InGaAsP, InGaAs, InGaN) ou en matériaux dopés aux ions de terres
rares (Si0y, CaF,, MgF,, ZBLAN, ZBLALiP dopés Er, Yb, Nd,...). La grande variété
des résonateurs WGM et des systémes de couplage a permis d’observer des phéno-
menes dépendant des matériaux utilisés et dont les performances sont aujourd’hui
bien comprises. Sandoghdar et al. ont ainsi obtenu en 1996 un laser WGM dans une
micro-sphere en silice dopée aux ions Neodyme et présentant un seuil laser de 200
nW [22]. Lin et Campillo [28] ont réalisé un micro-laser Raman dans des micro-gouttes
de disulfite de carbone avec seulement 3 photons de pompe. Outre I'aspect fondamen-
tal de ces résonateurs, ils peuvent également servir de capteur biochimique [29-31],
de température [32, 33] ou mécanique [34-36]. Cependant, dans toutes ces applica-
tions, le bruit intrinseque au résonateur est une limite incontournable. Dans le cas
d’un capteur basé sur 1'effet laser, ce bruit est défini par le bruit relatif d'intensité (Re-
lative Intensity Noise - RIN), densité spectrale des fluctuations du laser en exces par
rapport a une source poissonienne de méme puissance, i.e. bruit au dessus du bruit
quantique. Cependant, la dynamique du laser WGM est encore peu étudiée, que ce
soit dans des structures semi-conductrices ou de terres rares en matrice cristalline ou
vitreuse.

Ce manuscrit s’organise en six chapitres :

Le chapitre 1 s’attache a décrire les résonateurs dopés Erbium de facon générale en
prenant comme modeéle le résonateur en anneau monomode et en utilisant deux for-
malismes distincts. Les parametres importants tels que les facteurs de qualité et les
temps caractéristiques sont définis ainsi que les propriétés spectroscopiques des verres
utilisés et le processus de fabrication des micro-sphéres.

Le chapitre 2 est une étude théorique sur les résonateurs WGM. Les calculs effectués
amenent a différentes expressions du spectre WGM et du volume de mode.

Le chapitre 3 présente les différentes contributions au facteur de qualité du micro-
résonateur ainsi que le systéme de couplage utilisé dans les expériences que j’ai me-
nées.

Le chapitre 4 est un chapitre de généralités sur l'effet laser dans un systéme atomique
a trois niveaux et de classe B. Nous y développons les équations d’évolution qui nous



serviront par la suite.

Le chapitre 5 est consacré a 1’étude du RIN d’un laser WGM du point de vue théo-
rique et expérimental dans diverses configurations de couplage et de pompe. Le mo-
dele théorique propose une nouvelle approche du RIN d’un laser de classe B.

Le chapitre 6 est dédié aux expériences de couplage par rétrodiffusion dans un laser
WGM. Apreés avoir rappelé les régimes de fonctionnement, basés sur le gyro-laser a
I’état solide, nous présentons les mesures de corrélation entre les signaux co- et contra-

propagatifs couplés dans deux types de cavités laser WGM.
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1.1. Description d"un résonateur 9

Depuis 1997, le laboratoire Foton étudie les micro-résonateurs a mode de galerie,
que ce soit en régime laser [23,37,38], pour des applications en optique non-linéaire
[39,40] ou en optique hyper-fréquence [14]. Pour décrire ces résonateurs, une pre-
miére approche consiste a utiliser le modéle du résonateur en anneau. La premiére
section décrit brievement les propriétés de ces résonateurs, en régime actif et passif.
La deuxiéme section présente les propriétés des ions Erbium, dopant principal de nos
expériences, insérés dans une structure vitreuse. Enfin, la troisieme section est dédiée
au processus de fabrication des micro-spheres en verre dopé aux ions Erbium.

1.1 Description d’un résonateur

Dans cette section, nous décrivons les résonateurs ainsi que leurs propriétés impor-
tantes telles que le facteur de qualité, la finesse ou encore les temps caractéristiques.
Deux approches sont possibles pour décrire un résonateur en anneau couplé a une
ligne d’acces : une premiere approche matricielle - ou harmonique - utilisant le for-
malisme des fonctions de transfert [41], et une approche temporelle [42] basée sur
I'oscillateur harmonique amorti. A partir de ces études, nous établissons les différents
régimes de fonctionnement du résonateur en fonction des valeurs relatives des temps
caractéristiques. Enfin, nous réalisons une étude similaire en considérant deux réso-
nateurs en anneaux identiques couplés entre eux, ce dernier modele est appliqué au
cas d'un résonateur en anneau unique soumis a rétrodiffusion Rayleigh.

1.1.1 Fonction de transfert d’un résonateur

1.1.1.1 Approche matricielle

Cette approche a été développée par A. Yariv [41] et permet de connaitre la réponse
d’un systeme (ici optique) a une entrée sinusoidale dont la pulsation w est fixée.

Description de I’ensemble

Un résonateur en anneau (Fig. 1.1) de rayon a est couplé a une ligne d’acces, tous les
deux supposés monomodes et unidirectionnels. & est I’atténuation du champ sur un

~aL ol & est I'atténuation linéique (en m~1) et L = 27ra

tour de cavité telle que o = ¢
le périmetre du résonateur. Ej, et Eqyt sont respectivement les champs électriques en
entrée et sortie de ligne d’acces, E; est le champ couplé de la ligne d’acces vers le
résonateur et E; est le champ intra-cavité apres un tour. Nous notons ¢ = NwL/c

le déphasage acquis sur un tour de cavité avec N l'indice du matériau constituant le
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résonateur, w la pulsation du champ électrique Ej, et c la vitesse de la lumiere dans le
vide, p et k caractérisent le couplage entre le guide d’acces et la cavité.

FIGURE 1.1 — Schéma d’un résonateur en anneau couplé a une ligne d’acces.

Les champs sont reliés ensemble en considérant la matrice de transfert du coupleur :
Eout _ P LS Ein 1.1)
Eq jK o E>
ainsi que le déphasage acquis apres propagation sur une distance L :

E; = aEel? (1.2)

En supposant que le coupleur ne présente aucune perte (x> + p> = 1), la fonction de
transfert H (w) s’exprime alors comme :

H(w) = /T(w) Y@ = L‘W (1.3)
1— ap e](P(W)
ot T(w) est la fonction de transfert en intensité :
2., .2
T(w) = p° + a* —2ap cos ¢(w) (1.4)

1+ a2p? —2apcos ¢p(w)

La Figure 1.2 représente le spectre de la fonction de transfert en intensité T pour dif-
férentes valeurs du couple {a, p}. Cette fonction T peut étre mesurée expérimentale-
ment. Nous remarquons (Fig. 1.2) que T s’apparente a une fonction d’Airy et présente
un spectre de résonances espacées d'un intervalle spectral libre Aw = 27t/7, avec
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a.=0,80, p=0,80
@=0,99, p=0,80

: : e
sl A
NPT
e En [ A | A
0 N AR A

FIGURE 1.2 — Fonction de transfert en intensité T(w) d'un résonateur en anneau pour
différents couples {a, p}

l'indice
wo

1, = NgL/c le temps de parcours dans 'anneau et Ny = [N(w) + g—gw}

de groupe a wy.
Trois cas sont a distinguer en fonction de la valeur de a :

e & < 1:le résonateur présente des pertes, la fonction de transmission s’appa-
rente & une fonction d’Airy avec des creusements spectraux aux résonances. Ces
derniéres sont plus ou moins étroites et profondes en fonction de la valeur rela-
tive de p devant a. Le contraste est maximal lorsque & = p et, dans ce cas 1a, la
transmission a résonance T (wp + kAw) s’annule.

e a = 1:le résonateur ne présente aucune perte, la fonction de transmission est
constante (égale a 1) quelle que soit la pulsation w. Le résonateur agit alors
comme un déphaseur pur, a I'instar de 'interférometre de Gires-Tournois [43].

e & > 1:lerésonateur présente du gain, la fonction de transmission s’apparente a
une fonction d”Airy avec des pics aux résonances. Le résonateur agit comme un
amplificateur sélectif.

A partir du spectre de transmission au voisinage d une résonance, il est possible d’ob-
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tenir la largeur a mi-hauteur de celle-ci :

_ 2c(1—ap)

La finesse F d’une cavité est définie par :

]___Aw_ﬂ\/@

~ e I-ap (1.6)

ainsi que le facteur de qualité Q :
= = _<" 1.7
ow )\0 ( )

que l'on peut écrire en fonction du temps de parcours de cavité 1z, :

_on (Ve
Q—w0? <1_&0) (1.8)

F représente le nombre de tours effectués par les photons dans la cavité avant d’en

sortir tandis que Q est le rapport entre 1'énergie stockée sur 1'énergie perdue par cycle.
Le facteur de qualité Q d’une cavité couplée est directement reliée au couplage a la
ligne d’acces (p) ainsi qu’au terme de gain ou de pertes («). Plus la portion du signal
se couplant au résonateur est faible, plus p tend vers 1. De plus, pour des résonateurs
présentant de faibles pertes, le produit ap tend également vers 1. Lorsque cette pro-
priété est vérifiée, le dénominateur de I'équation 1.8 tend vers 0, exaltant d’autant le
facteur de qualité Q de la résonance.

1.1.1.2 Approche temporelle

Cette approche utilise le modele décrit par H. A. Haus [42]. L’ensemble est constitué
d’une cavité couplée a une ligne d’acces. siy(t) est le signal en entrée de ligne cou-
plée ponctuellement au résonateur avec un temps de vie caractéristique .. u(t) est le
champ intra-cavité et sout(t) est le signal en sortie de ligne. Au temps de vie du cou-
plage 7. nous adjoignons un temps de vie intrinséque 7y correspondant a I’atténuation
ou le gain du champ intra-cavité. si,, sout et # sont normalisés de telle sorte que |s|2
soit homogeéne a une puissance tandis que |u|2 représente 1'énergie intra-cavité. Les

champs présentent une dépendance en e /",

Le champ intra-cavité u obéit a I'équation d’évolution suivante :

% _ <_ij _ %) u(t) + \/gsm(t) (19)
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u(t) f

v

70

-y o

FIGURE 1.3 — Schéma d’une cavité sphérique couplée a une ligne d’acces, définition
des "champs" u(t), sin(t), Sout(t) et des temps de vie intrinseque 19 et extrinseque .

ou Tp est le temps de vie des photons. Il dépend des temps de vie caractéristiques du
champ 7, et 1 par la relation suivante :

1 2 2
— =4 = (1.10)
P T 1

Enfin, syt s’exprime en fonction de s, et u comme :
2
Sout(f) = —sin(t) + 1/ =u(t) (1.11)
Facteurs de qualité

La relation 1.10 permet de relier le facteur de qualité global Q a deux grandeurs, Q

et Qe

Q'=0Q,'+Q,’ (1.12)
avec :
Q = wotp (1.13)
Qo = wot/2 (1.14)
Qe = woTe/2 (1.15)

Qo et Q. sont respectivement les facteurs de qualité intrinseque et di au couplage. Ils
représentent le facteur de qualité global Q dans les cas asymptotiques ot le résonateur
est limité par ses pertes internes (7, ! = 0) et lorsque les pertes internes du résonateur
sont négligeables devant la fuite d’énergie par la ligne d’accés (7, L=0).

Solution stationnaire, fonction de transfert
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La solution stationnaire de 1’équation 1.9 permet d’exprimer la fonction de transfert
Hr1 comme :

S -
Hr(Q) = s°“t = /T(Q) /) (1.16)
in
ot ) = w — wy est le désaccord a résonance. T(Q)) et ¥(Q)) sont respectivement les
fonctions de transfert en intensité et en phase. T s’écrit comme :

2
(l — l) +0?
T(Q) = z@ Tlo . (1.17)
<—+—) +02
Te TO

La Figure 1.4 représente la fonction de transfert T(Q)) pour différentes valeurs du
rapport Ty /T, autour d'une résonance wy. On remarque que selon la valeur de 1/ e,
la résonance considérée est plus ou moins large et contrastée. En effet, la transmission
a résonance T(Q) = 0) s’exprime comme :

T -1\’
T(Q=0)= (TZ+T2) (1.18)
tandis que la largeur totale a mi hauteur éw des résonances est telle que :
2 2 2
G ) e
soit : 1
bw = - (1.20)

Plus le temps passé par les photons dans la cavité est important, plus la résonance est
étroite.

1.1.1.3 Lien entre les deux approches

On établit un lien formel entre les deux approches précédemment considérées en com-

parant les largeurs a mi-hauteur dans les deux cas : w = 1/7p dans I’'approche tem-
2 (1—«

porelle et bw = — ( =4
Vap

p= ) dans l’'approche matricielle. Le facteur de qualité global
L

Q permet de lier ces deux approches en posant :

1 1 2 [1- gp)
- = — 1.21
Q woTp woTL ( NZTY (1.21)

1 — ap se développe comme :

l—ap = (1-g) {1—%(1—p)]+(1—p) {1—%(1—&)} (1.22)
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Sectre de transmission

QeQ/oJ0

FIGURE 1.4 — Spectre de transmission T(Q)) autour d’une résonance pour différentes
valeurs de 19/ 7.

On reconnait dans l'expression 1.22 les développements limités de \/a et ,/p au pre-
mier ordre autour de 1. Cela revient a considérer que a et p sont tres proches de 1, ce
qui est '’hypothese fondamentale du développement de H. Haus [42] (résonateurs de
grande finesse). Il vient alors :

1 — _
1.2 [( &)\/ﬁ+ (1-p)ya (123)
Q woTL ap ap
c’est a dire :
1 1 1
o~ 4 1.24
0~ o (1.24)
avec :
1 11—«
— = — 1.25
0o N (1.25)
1 = 1-p (1.26)

Q P

Qo et Q, sont respectivement les facteurs de qualité intrinseque et extrinseque (ou de
couplage). Ils correspondent au facteur de qualité global Q (eq. 1.21) dans les cas par-
ticuliers respectifs d’un résonateur limité par ses pertes internes Qg (0 = 1) et d'un
résonateur limité par le couplage Q. (¢ = 1). Il convient néanmoins de noter que le
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lien entre les deux approches n’est que formel puisque le modele de Haus ne prend

pas en compte le temps de propagation dans le résonateur 7z !.

1.1.2 Les différents régimes de couplage

La valeur relative des pertes externes 7, par rapport aux pertes internes 1) permet
de définir différents comportements de la fonction de transfert en intensité, comme
nous l'avons remarqué sur la Figure 1.4. A partir de I'expression 1.18, on peut tracer
’évolution de la fonction de transfert en intensité a résonance T(Q) = 0) en fonction
de 7./ 1y, comme illustré sur la Figure 1.5.

60
«—iLaser|
% 40 4 Am,pl,ifi,ca,tion,% USRS SUPSTN I S
'E' sélective  : Sur-couplage Sous-couplage !
Q i i ‘ ‘
S 204N\
C
(@]
&
‘Q
fut 04
(0
c
.0
e
€
5 : : : :
S 4od
S
H H
: ouplage critique ‘
-60 : i - - i - i -
U, 0 Ut 2T, 3/, A
1t

0

FIGURE 1.5 — Transmission & résonance T(Q} = 0) pour différentes valeurs de 1/ 7,
définition des régimes de couplages.

On distingue 6 régimes distincts :

1. Sous-couplage
Ce régime est défini par 7. > 19, autrement dit Q. > Qo : les pertes du systéme
coupleur/résonateur sont gouvernées par celles du résonateur (pertes intrin-
séques). La courbe 7, = 579 de la Figure 1.4 présente un exemple de ce régime

1. Dans le modele de Haus, les couplages de sj, vers u et de u vers sout sont considérés comme
instantanés, ce qui n “est pas vraiment le cas puisque u se propage dans le résonateur pendant 77, avant
de se coupler a soyt.
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de couplage. La transmission a résonance (eq. 1.18) est telle que 0 < T(0) < 1
(voir Fig. 1.5).

2. Couplage critique
Ce régime est défini par 7. = 79, autrement dit Q. = Qo : les pertes internes
sont exactement égales aux pertes de la ligne d’acces. Le champ interne couplé
en sortie de ligne d’acces et le champ incident initial transmis s’annulent par
interférences destructives, si bien que la transmission a résonance (Fig. 1.5) est
telle que T(0) = 0: c’est le régime ot les résonances sont les plus contrastées

en régime passif.

3. Sur-couplage
Ce régime est défini par 7, < 79, autrement dit Q, < Qo : les pertes du sys-
teme coupleur/résonateur sont gouvernées par celles du coupleur (pertes ex-
trinseques). La courbe 19 = 57, de la Figure 1.4 présente un exemple de ce ré-
gime de couplage. La transmission a résonance (Fig. 1.5) est telleque 1 > T(0) > 0.
Ce régime est le cas inverse du sous-couplage.

4. Transparence
Ce régime est défini par 7, 1 = 0, autrement dit Q = Q, : le résonateur ne
présente pas de pertes internes, le seul terme de pertes est dii au couplage. La
transmission est constante quelle que soit la pulsation et vaut 1 (Fig. 1.4) : c’est
un systeme purement déphasant (interférometre de Gires-Tournois).

5. Amplification sélective

-1 1

Ce régime est caractérisé par —7, - < 7, < 0. C’est une situation ou le gain
compense les pertes internes de la cavité mais ne compense pas la totalité des

pertes. La transmission a résonance T(0) est supérieure a 1 (Fig. 1.5).

6. Régime laser

'« —771 < 0: le gain intra-cavité compense

Ce régime est caractérisé par 7,
a la fois les pertes internes et les pertes externes. Le seuil laser correspond a
Tp = —T.. La transmission diverge (Fig. 1.5) et le modele développé ici n’est plus
valable. Les chapitres 4, 5 et 6 sont dédiés a développer ce régime d’émission et

la dynamique qui I’accompagne.

1.1.3 Puissance intra-cavité

Avec nos conventions de la section 1.1.1, Ej;,, est le champ en entrée de ligne d’acces et
E; est le champ intra-cavité apres un tour de cavité (cf Figure 1.1). Ces deux quantités
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sont reliées par la relation :
E> B ].ngj(’)(w)
Ein 11— &pej#’(w)

Le facteur d’exaltation B est défini comme le quotient de la puissance intra-cavité sur

(1.27)

la puissance d’entrée ? :

E |? a* (1-p?)
= |==| = 1.2
Bl =5, | = T+ w0 — 2apcos (9(@)) 12
A résonance, B est maximal et vaut :
2 1— 2
B(wo) = M (1.29)
(1-2p)
Lorsque & — 1, on peut écrire :
1+p 2 4
B(wo)_l—gp_l—gp_ o (1.30)
Lorsque p — 1, B(wy) s’identifie a la finesse par :
2
B(wg) ~ %]-" (1.31)

Ainsi, plus la finesse F du résonateur considéré est grande, plus la densité de puis-
sance a l'intérieur du résonateur est importante, donnant lieu a l'apparition d’effets
non linéaires. Ceci n’a lieu que lorsque le terme ap est proche de 1 : la divergence du
dénominateur de B(wy) exalte la densité de puissance intra-cavité. Cette derniére est
maximale lorsque le temps de stockage des photons 7p est long et le temps de par-
cours de la cavité 17 est court. Il est donc nécessaire, pour obtenir une grande finesse,
d’avoir un intervalle spectral libre élevé, donc des résonateurs de petite taille. C’est la
raison pour laquelle nous utilisons des micro-résonateurs sphériques, dits résonateurs
amode de galerie, résonateurs en volume dont le diametre est de 1’ordre de la centaine
de micro-metres. Leur haut facteur de qualité, combiné a leur grande finesse donne
lieu a une durée d’interaction entre le milieu constituant la cavité et le champ élec-
tromagnétique importante, ce qui favorise l'apparition d’effets non-linéaires. Ces ré-
sonateurs sont des candidats tout trouvés pour I'étude d’effets non-linéaires avec peu
de photons [44,45] ou pour l'obtention de cavités lasers avec des seuils tres bas [22].
Le chapitre 2 développe les propriétés de ces résonateurs.

2. Une expression équivalente pour B consisterait a prendre le quotient de la puissance intra-cavité
sur la puissance de sortie :
jael (o) ?(1-p)  1-p? 1-p* 2

~

T2 1-2p+02 (1-ap)? 1-ap

B(wo) =

o — pe]"P(‘UO)
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1.1.4 Couplage de résonateurs

Le modele présentant le couplage de deux résonateurs, supposés identiques, permet
de dégager certaines propriétés utiles par la suite. Dans notre cas, lorsque un réso-
nateur est soumis a un couplage par rétrodiffusion Rayleigh le modele du couplage
de deux résonateurs identiques s’applique [46,47]. Nous considérons un couplage
ponctuel via un coupleur {py, 2} ou un temps de vie effectif 7,. Méme si 'effet de
rétrodiffusion n’est pas aussi simple dans la mesure ot le couplage s’opere sur la ca-
vité étendue (effet de rétroaction distribuée) [36,45], les effets observés s’apparentent
au modele présenté dans la mesure ot 1’on reste en régime linéaire, i.e. en dessous du

seuil laser. Le modéle présenté ici sera utilisé au chapitre 6.

Comme précédemment, la description du couplage de résonateurs peut suivre une
approche d’évolution temporelle pour les deux modes couplés ou matricielle. Dans
tous les cas, les modes u; et up ont les mémes parametres : mémes temps caractéris-
tiques T, 7. et Tp pour le modele temporel, mémes pertes « et taux de couplage {x,p}
pour le modele matriciel.

1.1.4.1 Approche temporelle

Le modele de Haus décrivant le couplage entre deux modes u; et u, revient a consi-
dérer deux oscillateurs harmoniques monomodes identiques couplés avec un temps
caractéristique T, représenté sur la Figure 1.6. Les équations d’évolution des ampli-
tudes des modes couplés sont [49,50] :

T P PRI -
i ( jwo 2TP> ul(f)+2Tbu2(t)+ Tesm(f) (1.32a)

du _ j g — b
B~ L+ (o 5 )l (1.32b)

ol uj et up sont les amplitudes des modes couplés, s;, est le signal en entrée de ligne
d’acces, wy est la pulsation de résonance en 1’absence de couplage, 1p est le temps de
vie des photons, T, est le temps de vie du couplage a la ligne d’acces, 1y le temps de
vie du champ dans la cavité isolée et T, est le temps de vie du couplage entre les deux

résonateurs (en puissance).

Les amplitudes des signaux de sortie syt et s, peuvent étre écrites sous la forme sui-
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Te sp(t)

70

Ul (t)

sin(t) Sout (t)

Te

FIGURE 1.6 — Schéma de deux cavités en anneaux identiques couplées a deux lignes
d’acces (configuration add/drop).

vante :

soult) = —sal8) +/ 20 (1.332)

Sb(t) = \/guz(t) (133b)

Les fonctions de transfert en transmission Hr et en réflexion Hg pour les champs

s’écrivent :
( 2 .
5 z <f“ i ?)
Hr = =& 1+ ¢ (1.34a)
Sin O — L + L i O+ i L
J 27, 2Tp J 27, 2Tp
.
o (%)
He = b _ 2% \ T (1.34b)
Sin il Q— L + L i[O+ L + L
L J 2Tb ZTp J 2Tb 2Tp

ou () = w — wy est le désaccord a résonance.
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FIGURE 1.7 — Fonction de transfert en intensité

Hr|? et |Hg|* de deux résonateurs en

anneaux sans pertes internes (1o — +00) couplés avec un temps de vie 7, = 7p/5
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FIGURE 1.8 — Fonction de transfert en intensité |’HT|2 et |’5’-[R|2 de deux résonateurs
en anneaux sans pertes internes (7p — +00) couplés avec un temps de vie 7, pour

Tp = Tp.
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Les poles des fonctions de transfert en intensité |’HT|2 et |H R|2 sont obtenus lorque
leur dénominateur est un minimum. On cherche alors les valeurs particulieres de ()

qui annulent sleur dérivée, ce qui donne :

40) [QZ — (%)2 + (%)2] =0 (1.35)

Les poles de |Hr|* et |#g|* sont donc :

Q =0

2 (1.36)
0O, = ii 1_(2)
2Tb Tp

La couplage leve la dégénérescence des modes u; et 1 en entrainant une séparation
des deux pulsations de résonances wy d"une quantité Aw telle que :

2
Aw =1y ]1- <E) (1.37)

La dégénérescence n’est levée qu’a partir du moment ou 7p > T, c’est a dire lorsque
le couplage n’est pas suffisant pour modifier le temps de vie global 7p obtenu en 1’ab-
sence de couplage. Lorsque Tp > T3, I'écart prend la forme Aw ~ 1/7,. Pour illustrer
cette derniere remarque, les Figures 1.7 et 1.8 présentent la levée de dégénérescence
due au couplage de deux résonateurs identiques autour d"une pulsation de résonance
(le temps de vie des photons est tel que 7. < 19 ol1 T, est supposé identique pour les
deux résonateurs, i.e. Tp >~ T,/2).

e La Figure 1.7 correspond au cas ou 7, = 7p/5. Le couplage est suffisament fort
pour résoudre les deux modes couplés par rétrodiffusion, entrainant une levée
de dégénérescence Aw ~ 1/T,.

e La Figure 1.8 correspond au cas ou 1, = Tp. Le couplage n’est pas suffisament
prononcé pour résoudre les modes couplés (maximal flatness).

1.1.4.2 Approche matricielle

Le modele matriciel consiste a considérer deux résonateurs en anneau identiques cou-
plés chacun a une ligne d’accés avec les mémes coefficients p; et x; et couplés entre
eux via les coefficients p; et x,. Le signal d’entrée E;, est couplé au premier résona-
teur. Aucun signal est introduit dans la ligne d’accés du deuxiéme résonateur, elle sert
a récupérer le signal rétrodiffusé Ej,.
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FIGURE 1.9 — Schéma représentatif de deux résonateurs en anneaux identiques couplés
par rétrodiffusion.

Dans cette approche, nous notons ,/a les pertes sur un demi-tour de cavité et ¢/2 le
déphasage associé sur cette méme distance. Tout calcul fait, la fonction de transfert en
réflexion Hr = E,/Ej, s’exprime comme :
_ —jriroaX

1 —2ap1p2X + a?p7X?

Hr (1.38)

oll nous avons noté X = ¢/¢.

En supposant. que le deuxiéme coupleur est sans pertes (03 + k3 = 1), on peut poser
P2 & jro = e*1%. La fonction de transfert en intensité | R|2 s’écrit alors :

4.2.2
H|? = e (1.39)
[1+a2p7 — 2apy cos (¢ — 0)] [1+a?pT — 2upy cos (¢ + )]

Dans le cas d'un couplage faible, po ~ 1, si bien que 6§ ~ x; < 1. On peut alors

développer ¢ £ en:

L NL ¢
§£6=Nawo— + — (Q + mxz) (1.40)
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ot () est le désaccord a résonance. Si w est proche de wy, on trouve :

1 2
cos (p+0) ~1— - [TL (Qig)} (1.41)
2 T,
Si l'on considere un résonateur sans pertes internes (¢ = 1) et avec un faible taux de
couplage (o1 — 1), il vient :
2
1—py o~ %1 (1.42)

La fonction de transfert en intensité s’exprime alors comme :

16%5 /]

2 2
2 2
H(g(mg)) 1+<%<g_g))
1 L K1 L

En procédant de la méme fagcon que précédemment, on cherche les valeurs de (2 qui

Hr|? (1.43)

annulent le dénominateur de |Hz|*. Il vient :

r N2\’ o\ 2
40 (—j) <—1) + 0% - (—2) =0 (1.44)
K] 2TL T,

Les poles de |Hg|? sont :

(1.45)
Q. =

La couplage sépare les deux modes propres initiaux, a l'origine situés en wp, d"une
quantité Aw telle que :

(1.46)

Cette levée de dégénérescence n’a lieu que si 2k, > 3. Les deux approches donnent
) L. 2
des expressions similaires pour |Hg|" :

‘H |2 _ Tg/TgTez
T 2 1) 2 1)’
1 QO— —— 1 O+ —
+TP< 2Tb) +TP( +2Tb>
16K2 /x4
2 2/ K9
Hel” =+ 5 2 ) 2
1+ (L (-2 1+ (2L (a+2
K% T, K% TL
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Par identification, on peut associer k1 et kp a Tp et 73 :

2T
> L
= - = 1.47
K1 - ( a)
53
= L 1.47b
K2 27, ( )

1.1.5 Conclusion

Le résonateur en anneau couplé a une ligne d’acces est un modele simple permettant
de décrire correctement les propriétés des résonateurs WGM que nous utilisons.

e Les cavités utilisées sont des micro-spheres de diametre autour de 100 um. Les
chapitres 2 et 3 décrivent les spécificités de ces cavités.

e Les temps caractéristiques 7. et 7y définissent le régime de couplage du résona-
teur. Dans la suite de nos études, nous travaillons en régime laser. Nous verrons
au chapitre 5 une méthode permettant de connaitre le temps de vie du couplage
en régime laser.

e Le couplage par rétrodiffusion est étudié au chapitre 6, en dessous et au dessus
du seuil laser. Le modele présenté ici n’est cependant plus valable dans le ré-
gime laser, ce qui nous ameéne a redéfinir le modele en prenant en compte les

spécificités de ce régime d’émission.

1.2 Propriétés spectroscopiques de I'ion Erbium

Dans cette section, nous rappelons la structure électronique de 1ion Erbium, dopant
principal des verres utilisés. Nous définissons également les grandeurs spectrosco-
piques utilisées dans la suite de ce manuscrit et caractérisons deux verres dopés sur
lesquels se basent nos expériences : les verres ZBLALIP et IOG.

1.2.1 Spectroscopie de 'ion Erbium Er>*

La structure électronique des ions de terres rares est un probleme traité dans de nom-
breux ouvrages. Nous donnons ici quelques généralités sur la structure atomique de
I'ion Erbium et de ses niveaux d’énergie. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer
aux ouvrages [51-55].
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1.2.1.1 Eléments de Physique atomique

Le Hamiltonien décrit 1’évolution temporelle de la fonction d’onde dans un systeme
atomique via l’équation de Schrodinger. Les valeurs propres qui en découlent donnent
les différents niveaux d’énergie. Le Hamiltonien total s’écrit :

H = HO + Wc + Wso + ch (1-48)

e Hy est le Hamiltonien non perturbé dans l’approximation du champ central
(électron dans le potentiel du noyau et d'un potentiel "moyen" créé par les autres
électrons). Il donne les énergies des sous-couches électroniques ns, np, nd, nf, ...
pour une couche électronique 1 donnée (n € IN™*). Dans le cas de I'ion Erbium
triplement ionisé Er>*, la couche électronique incompleéte est la couche 4f et
contient 11 électrons. C’est une couche interne aux couches 5s et 5p préalable-
ment remplies (regle de Klechovsky).

e W, correspond a la perturbation apportée par les interactions électroniques. 11
conduit a I'introduction des nombres quantiques L et S (respectivements mo-
ment angulaire total orbital et moment angulaire total de spin) et sépare le ni-
veau 4f en 271 sous-niveaux espacés d’environ 10* cm~!. Le niveau de plus
basse énergie est obtenu suivant la réegle de Hund, c’est le niveau *I.

e W, correspond a la perturbation apportée par le couplage spin-orbite (ou cou-
plage L — S dans notre cas). Chaque niveau 2°*1L est séparé en sous-niveaux
indexés par | (grand moment angulaire). Pour I’Erbium, le niveau 4] se scinde
en 4 sous-niveaux indexés par | = {% ; % ; % ; %} et séparés d’environ 100 cm~ L,

Le niveau fondamental est le niveau *I;5 /2-

e W correspond a la perturbation apportée par 'insertion de 1'ion dans une ma-
trice hote. Etant donné que le niveau 4f est interne aux couches 5s et 5p, il est
peu sensible a I'interaction avec les atomes de la matrice hote [55]. La correction
est donc faible (approximation de champ faible). Le champ statique cristallin leve
la dégénérescence de chaque sous-niveaux 2°*1L; par effet Stark dépendant de
la symétrie du site. Pour I'Erbium, les niveaux 4113 /o et L5 /2 se scindent en res-

pectivement 7 et 8 sous-niveaux Stark espacés d’environ 10 cm 1.

Pour compléter 1'étude sur le spectre d’émission de I'Erbium piégé dans une ma-
trice hote, on doit tenir compte de différents effets structuraux qui élargissent la raie
d’émission d"une transition atomique donnée. Ces phénomenes d’élargissement dé-
pendent de la nature de la matrice hote et modifient en conséquence le spectre d’émis-
sion.
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FIGURE 1.10 - Effet des différents Hamiltoniens sur les niveaux d’énergie de 1'ion
Erbium.
1.2.1.2 Mécanismes d’élargissement d’une transition électronique

La transition entre deux sous-niveaux Stark est due a différentes sources d’interac-

tions. Elles sont de type :
e radiative
e ion-ion
e ion-phonon

Pour de faibles concentrations de dopant, l'interaction ion-phonon est prédominante
devant les autres. C’est une interaction de type collisionnelle entre les électrons et les
phonons de la matrice hote. Le peuplement des phonons suit une loi de Bose-Einstein :

1
(Nphonon) = —g—— (1.49)
efsT —1
ou <Nph0n0ns> est le nombre moyen de phonons peuplant le niveau d’énergie hv, kp

la constante de Boltzmann et T la température. Pour des plus fortes concentrations
de dopants (> 102! cm~3), les interactions ions-ions apparaissent (relaxation croisée,

transfert assisté par phonon, up-conversion...).

En fonction de la structure dans laquelle l'ion est inséré, on distingue deux types
d’élargissements : homogene en structure critalline et inhomogeéne en structure vi-
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treuse.
Elargissement homogene dans une structure cristalline

Une structure cristalline est une structure ot une maille élémentaire est répétée de
facon ordonnée, comme représenté sur la Figure 1.11a. Si l'introduction d’impuretés
dans le cristal (i.e. des dopants) ne modifie pas I’environnement et la structure ponc-
tuelle du cristal, alors tous les ions actifs sont soumis au méme champ cristallin, de
sorte qu’ils absorbent ou émettent a la méme fréquence de résonance pour une tran-
sition donnée. La transition est alors homogéne.

La largeur homogene I';, de la transition dépend de la température T mais aussi de
I'énergie des phonons hv, qui dépend elle-méme de la composition chimique de la
matrice hote, qu’elle soit cristalline ou vitreuse. Elle est reliée au temps de vie des
cohérences optiques T, par la relation :

T, =1/7T» (1.50)

L’élargissement est dit homogene lorsque tous les sites ioniques subissent le méme
effet. Le cas du cristal parfait n’est en pratique pas réalisable et il subsiste quelques
dislocations. Chaque ion interagit avec un champ cristallin dans un environnement
qui lui est propre. L'unicité de chaque fréquence de résonance associée a un site cris-
tallin est la cause principale d'un élargissement inhomogene. Néanmoins, dans un
cristal, I’élargissement prédominant est homogene. A température donnée, le spectre
d’émission d"une collection d’ions actifs dans une matrice cristalline s’apparente a un

spectre de raies.
Elargissement inhomogeéene dans une structure vitreuse

Les différents arrangements cristallins au sein de la structure vitreuse entrainent 1'in-
teraction entre 1'ion , Erbium dans notre cas, et ce qu’on appelle le champ de ligand,
champ électrique local au site de 'ion. Cependant, une matrice vitreuse ne peut pas
étre considérée comme une structure cristalline. Prise indépendament, chaque maille
peut s’apparenter a celle d'un cristal, mais l’arrangement spatial des mailles (au mo-
tif identique) mises bout a bout ne 1’est absolument pas (Figure 1.11b) et entraine un
degré de désordre beaucoup plus marqué que dans la structure cristalline, méme sou-
mise aux dislocations dues au dopage (les Figures 1.12a et 1.12b illustrent le cas de
I’élargissement inhomogene dans une matrice vitreuse). De fait, une matrice vitreuse
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FIGURE 1.11 - Arrangement des mailles dans une structure (a) cristalline et (b) vitreuse
(tous les deux non dopés).

est soumise a un élargissement inhomogene. A température donnée, le spectre d’émis-
sion d"une collection d’ions actifs dans une matrice vitreuse s’apparente a un spectre
de bandes.

Ainsi, un ion terre-rare piégé en matrice cristalline ou matrice vitreuse n’aura pas
le méme spectre d’émission a cause de la nature de 'élargissement. La Figure 1.13
montre le spectre d’émission a 1064 nm de 'ion Nd®>* dans un cristal de YAG et dans
un verre de silice. On remarque la structure discréte du spectre de raies dans le cristal,
al'inverse du verre de silice ot1 'émission est tres large. Pour réduire la plage d’émis-

sion dans une matrice vitreuse, on peut travailler a basse température.

Les résonateurs WGM utilisés dans nos expériences sont fabriqués a partir d’échan-
tillons de verre dopés Erbium. Du fait de I'élargissement inhomogene, les spectres
d’absorption et d’émission présentent un spectre faiblement résolu. La suite de ce
chapitre est dédié a la caractérisation optique des différents verres utilisés.
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FIGURE 1.12 — (a) Dopants au sein d"une structure vitreuse et (b) élargissements ho-
mogenes des différents sites ioniques et élargissement inhomogeéne résultant.
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FIGURE 1.13 — Comparaison des spectre d’émission a 1064 nm de 'ion Nd>* inséré
dans un cristal de YAG et dans un verre de silice (I’échelle verticale a été ajustée sur
les deux spectres pour faciliter la comparaison). Figure extraite de [56].

1.2.2 Ion Erbium en matrice vitreuse

1.2.2.1 Verre fluoré : ZBLALiP

Le verre ZBLALIP [57] est un verre de la famille des fluoro-zirconates. Sa formule
chimique est :

51 ZrF, — 16 BaF, — 5 LaFs — 3 AlFs — 20 LiF — 5 PbF,
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Dans la littérature [56], nous obtenons les valeurs des élargissements homogene et
inhomogene pour 'ion Erbium dans une matrice vitreuse en verre fluoré :

élargissement inhomogene :  ~60 cm~!

élargissement homogene  : 20 —35 cm~!

Le taux de dopage en ErF; de nos échantillons pour ce verre varie de 0.01 a 6 mol%. Les
caractérisations spectroscopiques ont été réalisées sur un échantillon de verre dopé a
0.05 m0l% (0.945 x 10Y cm~3) avec un spectrométre de résolution 0.1 nm. Pour nos
expériences, le taux de dopage utilisé est de 0.1 mol%.

Absorption du ZBLALiP autour de 1550 nm

Le coefficient d’absorption a, en m~!, représente 1’atténuation du champ due a 1’ab-
sorption et la diffusion en volume et obéit a la loi de Beer-Lambert :

I(z) = I(0)e (1.51)

Ce parametre va nous permettre de calculer les sections efficaces d’émission o, et
d’absorption o, et ainsi au gain spectral, parametres trés important dans le cadre de
I'étude de 1'effet laser. Une mesure d’absorption linéique a été réalisée [56—60]. Nous
obtenons alors le spectre de la Figure 1.14. C’est de ce spectre que nous déduisons o,
et ..

Sections efficaces d’absorption et d’émission

La section efficace d’absorption o, est définie comme :
o

Mot

ol Niot est la densité totale de dopants. 0, n’est pas une section a proprement parler

o = (1.52)

mais représente une quantité spectroscopique, homogene a une surface, permettant
de quantifier la probabilité d’absorption d’un matériau, quelles que soient les pro-
priétés géométriques de la cible (longueur d’échantillon, section du faisceau d’excita-
tion, densité d’atomes, ...). La section efficace d’émission représente, elle, la probabilité
d’émission dans le materiau.

La théorie de Mc Cumber [61] permet de déterminer la section efficace d’émission o,
a partir de la section efficace d’absorption o :

71 I(y—
O = aez—ie"BT(v o) (1.53)
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FIGURE 1.14 — Coefficient d’atténuation linéique a du verre ZBLALiP dopé a
0.05 mol%.

ou Z; et Z; sont les fonctions de répartition des populations sur les sous-niveaux
Stark de I3/, et 415 /2, h 1a constante de Planck, kg la constante de Boltzmann, T
la température et vp la fréquence correspondant au gap d’énergie Ej entre les deux
sous-niveaux les plus bas de *I;3/, et I;5/,. Le rapport Z; / Z, suit une statistique de
Maxwell-Boltzmann avec les différents niveaux d’énergie :

8 _Hj
1 + Z e kBT
71 j=2
52; — —————?;————Ezf (1.54)
1+ Y e kT
j=2

Dans le cas de I’Erbium, 1’effet Stark scinde les niveaux %13 /o et 4115 /2 en respective-
ment 7 et 8 sous-niveaux dont les éclatement sont de 327.3 cm~! et 411 cm~!. Si l’'on
considere que les différents niveaux sont équidistants en énergie, en notant AE; la sé-
paration de deux niveaux sur *I;5 /2 et AE; celle de 415 /2, on obtient le diagramme
d’énergie représenté sur la Figure 1.15.
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FIGURE 1.15 — Effet Stark sur les
niveaux 4113/2 et 4[15/2 de E1’3+.

Les sections efficaces d’émission et d’absorption sont représentées sur la Figure 1.16.
La section efficace d’émission est calculée a partir de la section efficace d’absorption
et des niveaux d’énergie calculés précédemment.
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FIGURE 1.16 — Sections efficaces d’émission et d’absorption.

Le peuplement des niveaux suit une distribution de Maxwell-Boltzmann. Au sein
d’un méme multiplet (*I;3,, ou *I;5,,), les sous-niveaux de plus basse énergie sont
les plus peuplés car ils présentent une relaxation trés rapide (~ 1 ns) devant le temps
de vie des niveaux (~ 10 ms). La transition *I;3 /2 —4 15 /2 est assimilée a un systeme
a trois niveaux.
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FIGURE 1.17 — (a) Absorption des niveaux supérieurs de 'ion Erbium, (b)Visualisation
de la fluorescence a 550 nm.

En toute rigueur, certains processus d’interactions ions-ions sont présents. Le phéno-
meéne d’absorption par les niveaux supérieurs (up-conversion), représenté sur la Figure
1.17a, entraine une fluorescence autour de 550 nm dans ce verre, visible expérimenta-
lement (Figure 1.17b).

Gain spectral

Le gain spectral linéique (en m~1) G, est proportionnel a o et 0, ainsi qu’au taux
d’ions Erbium effectivement excités, noté p [62] :

Gy = Ng; [poe — (1 — p)oa] (1.55)

Le gain spectral est représenté sur la Figure 1.18 pour différents taux de pompage p et
pour un verre dopé a 0.05 mol%. On remarque que, pour de faibles valeur de p, le do-
maine ou le gain est positif a lieu préférentiellement autour de 1610 nm. En augmen-
tant progressivement le nombre d’ions d’Erbium excités, la plage spectrale devient
de plus en plus large et le maximum du gain se décale vers les longueur d’ondes les
plus courtes. Ainsi, dans ce verre, un faible taux de pompage donne un effet laser vers
1610 nm, tandis que pour un taux de pompage plus fort, 1'effet laser apparait préfé-
rentiellement autour de 1530 nm, dans la zone ot le gain est le plus élevé.

Temps de vie de la transition *I;3,, — *I15,»
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FIGURE 1.18 — Gain spectral pour différents taux de pompage p pour un échantillon
de verre dopé a 0.05 mol%.

La durée de vie des populations de la transition 4115 /2 —4 s /2 a été mesurée sur une
collection de verres massifs en ZBLALiP avec différents taux de dopages. Le temps
de vie de la transition est calculé en enregistrant la décroissance du signal de fluores-
cence de I’échantillon avec un photodétecteur (InGaAs) relié a un oscilloscope (Tek-
tronix TDS350). Les échantillons sont excités avec un laser Nd:YAG a 1064 nm pulsé
et doublé en fréquence. La Figure 1.19a, extraite de [57], présente les résultats de ces
mesures. On remarque que la réduction du verre a I’état de poudre diminue le temps
de vie de la transition. On peut également s’attendre a une diminution de ce temps
de vie apres un processus de fusion, nécessaire a I’'obtention de résonateurs en verre.
G. Nunzi-Conti et. al. [63] ont noté une diminution de 15% du temps de vie de la tran-
sition lorsque le verre est passé a I'état de microsphere dans un verre IOG-2, comme
le montre la Figure 1.19b. Si nous supposons que ce verre est suffisament proche du
ZBLALIP, nous pouvons considérer que la diminution du temps de vie de la transition
est la méme . Pour les taux de dopages utilisés, nous retenons un temps de vie T; de
10 ms dans le ZBLALIiP [40].

3. [63] montre également une diminution du temps de vie de 48% dans un verre Baccarat dopé
Erbium a 0.5 mol% lorsque le verre est réduit a I'état de microsphere.
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FIGURE 1.19 - (a) Temps de vie de la transition *I;3/, — *I15,, aprés excitation a
532 nm en fonction du taux de dopage pour des échantillons de verre ZBLALIP bruts
et réduits en poudre, Figure extraite de [57]. (b) Effet de la géométrie de 1’échantillon
sur le temps de vie de la transition 413 /2 — ‘L5 /2 de I'Erbium dans un verre I0G-2,
Figure extraite de [63].

1.2.2.2 Verre oxyde : IOG-1

Au cours de nos études, nous avons été amené a étudier le verre IOG-1 (particu-
lierement au chapitre 6). C’est un verre sodium-aluminophosphate industriel, de la
marque Schott, co-dopé aux ions Erbium et Ytterbium et dont la composition chi-
mique est [64] :
3 RyO3 — 60 P,Os — 24 NayO — 13 Al,O3

ott R représente Er>™ ou YB3 . Ce verre est dopé en ion Erbium a 1.15 mol% et en ion
Ytterbium a 4.73 mol%, soient des concentrations respectives de 1.0 et 4.0 x 102 cm 3.
La concentration d’ions Erbium est plus importante que dans le verre ZBLALIP (en-
viron dix fois plus), ce qui conduit notament a un seuil laser plus élevé.

Sections efficaces et gain spectral

Les mesures spectroscopiques n’ont pas été réalisées sur ce verre, aussi nous pren-
drons celles données par le fournisseur. Les sections efficaces d’émission et d’absorp-
tion du verre IOG-1 sont présentées sur la Figure 1.20 et sont issues de [64].

Le pic d’émission a lieu a 1542 nm et la section efficace d’émission a cette longueur
d’onde vaut 6.6 x 1072 ¢m? [64]. Le maximum de la section efficace d’émission du
verre JOG-1 est légerement plus importante que celui du verre ZBLALIP (Fig. 1.16).
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FIGURE 1.20 — Sections efficaces d’émission et d’absorption de 'Erbium dans un verre
IOG-1, Figure extraite de [64].

Nous n’avons pas pu tracer les courbes de gain spectral pour différents taux de pom-
page p car nous ne disposons pas de mesures précises de . et 0,. Néanmoins, on
constate (Fig. 1.20) que la section efficace d’émission présente une zone autour de
1600 nm ot elle n’est pas négligeable, contrairement a la section efficace d’absorption.
Ainsi, pour un taux de pompage p modéré, le verre IOG-1 présente un gain autour de
1600 nm plus important que le verre ZBLALIP. Pour un taux de pompage plus impor-
tant, le gain spectral est plus important autour de 1550 nm.

Temps de vie de la transition *I3,, — *I;5,»

Concernant la durée de vie de la transition *I;3 /2 — L5 /2 dans le verre IOG-1, Liu
et Pun [65] ont réalisé ces mesures dans des verres ayant différents taux de dopages
en Erbium et Ytterbium. Ces taux de dopages sont présentés dans le Tableau 1.1. Les
mesures de temps de vie de fluorescence ont été réalisées avec un monochromateur
(SPEX 500M), un chopper optique a 25 Hz (Digirad C-980), une photodiode en In-
GaAs et un oscilloscope (HP54600B). Les mesures et les ajustements théoriques sont
présentés sur la Figure 1.21. Sur les 4 verres, les temps de vie de la transitions sont
respectivement de 8.26, 9.18, 8.78 et 7.82 ms. Les temps de vie de cette transition sont
plus faibles dans le verre IOG-1 que dans le verre ZBLALIP. Le verre correspondant
le plus a celui utilisé dans nos expériences est le verre A, dont la durée mesurée de la
transition est de 8.26 ms (en verre brut). Lorsque ce verre est réduit a 1’état de sphéres,
en considérant que la réduction entraine une réduction de 10% sur le temps de vie
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initial [63], on peut s’attendre a un temps de vie de 7.02 ms.

TABLEAU 1.1 - Correspondance entre les concentrations en E3* et Y§+ et les échan-
tillons de la Figure 1.21 dans [65].

Echantillon || \V, £+ [10%0 cm—3] NYE* [10%° cm 3]
A 0.99 3.99
B 1.88 3.98
C 2.00 3.01
D 3.47 2.53

t =8.26%0.03 ms
meas
3 o)
s 10
=
K t =9.18%0.04 ms
c 2 5 meas
g 107 1074
1= O Experiment
Exponential decay fit
10 ; . . : : . 107 : . . . : .
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
10% 10°, ]
Sy Time (ms) Time (ms)

Ry ]
s 1" 10
> ¢
G =8.7810.06 Ms & =t
§ i62] meas 164 tmeas—7.8210.02 ms
£

107 , ; , , ; v 107 ; ; ; . ; .

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Time (ms) Time (ms)

FIGURE 1.21 — Mesure de la décroissance de la fluorescence de la transition
4115 /2 — 415 /2 dans 4 verres IOG-1 a l'état solide. Figure extraite de [65].

Remarque :

Les verres présentés dans ce chapitres peuvent étre utilisés pour I'étude de 'effet laser
dans un micro-résonateur WGM. Ces deux verres, bien que tous les deux dopés Er-
bium, peuvent présenter des différences notables au vu de la composition chimique
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de la matrice hote. Les chapitres 5 et 6 présentent les résultats de la dynamique du
laser dans ces deux types de verre.

1.3 Fabrication des micro-spheéres en verre

1.3.1 Fusion de poudre de verre a la torche plasma

Les micro-spheres sont réalisées a partir d’échantillon de verre brut avec différents
taux de dopage en ions Erbium et dans différentes matrices vitreuses (ZBLALiP et
IOG-1). Le verre est concassé et réduit en poudre, puis traverse un plasma. Le schéma
du dispositif est présenté sur la Figure 1.22. La flamme produite dépend de la puis-
sance du signal micro-onde ainsi que des débits d’Ar et d’O;. Avec ce systeme, on peut
obtenir des températures comprises entre 800 et plus de 2000 °C. La flamme chauffe
le verre pilé, le faisant dépasser sa température de transition vitreuse. Les gouttes de
verre sont alors en chute libre. A ce moment, les forces de tension superficielles qui
s’appliquent sur le verre fondu lui donnent naturellement une forme sphérique. En-
suite, les échantillons sont récoltés dans une boite de pétri.

Ce procédé physico-chimique est une trempe relativement violente et ne saurait étre
valable sur tout type de verre. Il faut s’assurer que le verre soumis a ces modifica-
tions instantanées de température puisse le supporter et s’affranchisse des éléments

limitants suivants :

e La sublimation de certaines especes chimiques constituant le verre donnent lieu
a la présence de bulles piégées a l'intérieur de la micro-sphere. Une telle situa-
tion exalte la diffusion et augmente considérablement les pertes internes et di-
minuent fortement le facteur de qualité Q du résonateur.

e La cristallisation du verre peut s’amorcer pour de fortes températures mais est
rapidement annulée a cause de la viscosité du verre ou a cause de la baisse ins-
tantanée de la température une fois que la flamme est dépassée. Dans de tels
cas, les amorces de cristallisation, piégées dans la cavité, exaltent également la
diffusion en volume.

e Si la poudre est versée trop rapidement dans le conduit de la torche, les nom-
breux échantillons peuvent fondre mutuellement et s’agglomérer pour former
un solide asphérique. Dans une moindre situation, si la poudre de verre est trop
volumineuse, 'ellipticité des échantillons récoltés s’en retrouve amplifiée.
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POUDRE
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H “. |
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ECRAN MICRO-ONDES

(a) (b)

FIGURE 1.22 — (a) Schéma et (b) photographie de la torche plasma micro-onde

En fonction de la composition du verre, les parametres de la torche plasma seront
différents (puissance micro-onde, débit d’O,, débit d’Ar). Les verres utilisés sont chi-
miquement stables, ce qui leur permet de conserver leur structure amorphe par ce
procédé (a partir du moment o1 la température de la flamme n’excede pas la tempé-

rature de sublimation de certains éléments composant la matrice vitreuse).

1.3.2 Collage de micro-sphere sur piédestal

Une fois les spheres obtenues, on passe a une étape de prospection au microscope
pour sélectionner une sphere présentant le moins d’aspérités de volume et de surface.
Cette étape est cruciale car le moindre défaut a I'intérieur du verre peut diffracter un
diffuser le champ intracavité et diminuer fortement le facteur de qualité Q du résona-
teur. La sphere choisie est ensuite sélectionnée a 1'aide d’une micropipette aspirante.
On procede aux étapes suivantes :

e L'ensemble est aligné a une fibre optique dont le diametre a été réduit aux alen-
tours de 50 um (Figure 1.23a) et ot 1’on a préalablement déposé une goutte de
colle sensible aux rayonnements UV. Cette fibre amincie fait office de piédestal
et permet de manipuler le micro-résonateur simplement.

e Une fois l'alignement réalisé, la sphére est rapprochée délicatement du piédes-
tal de fagon a ce que la goutte de colle puisse figer la sphere sur la fibre sans
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I'englober. L'ensemble est alors soumis au rayonnement d"une lampe UV pour
polymériser la colle et assurer un maintien du résonateur sur le piédestal (Figure
1.23b).

e Lorsque la sphere est insolée, I’aspiration est coupée et ’ensemble sphere-piédestal
et éloigné de la micro-pipette. On dispose ainsi d’'une micro-sphere montée sur

piédestal (Figure 1.23c).

(a) (b) (©

Alignement Contact et insolation Fin de I'aspiration

FIGURE 1.23 - Etapes de collage d"une microsphere sur un piédestal.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi les propriétés des résonateurs en anneau ainsi que
les propriétés spectroscopiques des matériaux utilisés. Nous avons également pré-
senté le processus de fabrication des micro-spheres en verre dopé Erbium. La propa-
gation de la lumiere dans de telles cavités et les propriétés optiques de tels modes
de propagation, appelés modes de galerie (WGM), font I'objet du chapitre 2. Le fac-
teur de qualité Q et les différents dispositifs de couplage au micro-résonateur sont
présentés au chapitre 3.
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Ce chapitre présente les propriétés principales des WGM dont nous nous servons
dans la suite de ce manuscrit. Nous nous attarderons a décrire le champ électroma-
gnétique circulant a I'intérieur de ces résonateurs pour en déduire les propriétés prin-
cipales et les différentes familles de modes. Dans un premier temps, nous utiliserons
le formalisme de 'optique géométrique pour décrire les modes de cavités puis nous
utiliserons une approche plus rigoureuse par le biais de 1’équation eikonale. Enfin,
le probleme électromagnétique exact est exposé ainsi que 1’analogie quantique. Une
fois le spectre WGM obtenu, nous présentons l’algorithme de calcul du volume de
mode et en obtenons une expression approchée a partir d’approximations faites sur
les expressions des champs précédemment obtenus.

2.1 Approche géométrique

Les micro-sphéres que nous utilisons pour nos expériences ont des diametres 22 com-
pris entre 50 et 200 ym. Le parametre de taille x = 271a/A permet de comparer la taille
du résonateur a la longueur d’onde du champ électromagnétique circulant a l'inté-
rieur. De ce fait, c’est un parametre clé permettant de justifier ou non de la validité
d’une approximation géométrique !. Dans notre cas, pour un champ électromagné-
tique de longueur d’onde dans le vide Ag = 1550 nm, le parameétre de taille corres-
pondant est compris entre 100 et 400. L’approximation géométrique est donc, dans
un premier temps, tout a fait justifiée pour commencer I’étude des micro-résonateurs
WGM?.

Nous considérons un rayon lumineux de longueur d’onde Ay = 1550 nm piégé dans
une sphere de rayon 4 telle que a4 > A et d’indice relatif N = Ngphere/ Nmilieuw avec
N > 1. Ce rayon reste confiné a l'intérieur de la sphere seulement s’il tombe sur le
plan tangent a un point du dioptre avec un angle d’incidence i supérieur a l'angle
de réflexion totale interne i, = arcsin(1/N). Par réflexions successives le long de la
paroi de la sphere, le chemin parcouru par le rayon se referme donnant lieu a un
phénomene d’interférences. Les interférences sont constructives si le chemin optique
associé est égal a un multiple entier, ordre d’interférence noté ¢, de la longueur d’onde.
¢ représente alors le nombre de cotés du polygone formé par la trajectoire empruntée
par le rayon dans la sphere, comme illustré sur la Figure 2.1 [66]. L'ensemble des

1. Le parametre de taille ftt introduit pour I'étude de la diffusion de la lumieére par des particules
sphériques par Gustave Mie en 1908 [15].

2. L'approximation géométrique n’est plus valable lorsque la propagation d’'une onde électroma-
gnétique s’effectue sur une distance de 'ordre de la longueur d’onde du rayonnement étudié ou lors-
qu’on s’intéresse plus particulierement a la phase de 1’onde.
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"

FIGURE 2.1 — Schéma représentatif de la trajectoire du rayon lumineux dans une
sphere de rayon a et d'indice relatif N

modes répondant a cette condition de retour en phase constitue le spectre des WGM.
Si le rayon se propage tres pres de la paroi, c’est a dire si i ~ 71/2, on peut considérer
que le chemin géométrique emprunté par le rayon est égal au périmetre de la sphere.
La condition d’interférences constructives s’exprime, avec le parameétre de taille x :

Nx=¢ 2.1)

Pour des valeurs plus faibles de i, le rayon pénétre plus profondément dans la sphere.
Plus ¢ sera faible, plus I'extension radiale du rayon lumineux sera importante. Cette
extension a une valeur limite, définissant ainsi une caustique interne : r{ = a cos <5 — i> ,
soit a/ N pour la valeur extréme de r;.

2.1.1 Position des résonances dans l’approximation géométrique

En terme de parametre de taille, la position des résonances est donnée par la condi-
tion d’interférence 2.1. L’approximation géométrique donne lieu a un spectre de réso-
nances séparées, dans 'espace de Fourier, d'une quantité A, dite "intervalle spectral

libre", définie par :
c

- 27tNa

Ao (2.2)

2.1.2 Analogie corpusculaire

L'indice ¢ correspond au nombre de réflexions totales internes subies par le rayon
lumineux sur un tour de cavité. Vue la symétrie sphérique du probléme et la trajectoire
du rayon, on peut définir un moment angulaire orbital L pour un photon issu de ce
rayon lumineux, comme illustré sur la Figure 2.2. Ce moment angulaire est défini par :

L=rxp (2.3)
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FIGURE 2.2 — Définition du moment angulaire L et de sa projection L, dans une sphere.

ou p = hk est la quantité de mouvement du photon et k son vecteur d’onde. L, r et p
forment un triedre direct et sont perpendiculaires entre eux, nous avons directement,
pour un photon de longueur d’onde A dans une sphere de rayon a et d'indice N :

IL| = iNx = il (2.4)

L'indice ¢ s’identifie a la norme du moment angulaire des photons associés au WGM.
Cependant, nous considérons ici un moment angulaire équivalent car £ n’a pas d’unité
(ou encore it = 1).

2.1.3 Conclusion de I'approche géométrique

Cette approche donne a un photon piégé dans un WGM un temps de stockage infini.
Une telle propriété n’est pas physiquement acceptable tant que I’on ne rentre pas dans
une description plus détaillée. Les résonateurs rencontrés dans ces travaux possédent
des diametres de 'ordre de la centaine de um.

2.2 Premiere approche ondulatoire

L’optique ondulatoire permet de décrire de maniere plus précise les propriétés des
WGM. Pour cela, on introduit un champ électrique qui s’écrit au point r (orienté par
rapport au centre de la sphere) :

E(r,t) = Eo(r) ¢ /lwt=S0) (2.5)
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ot S(r) est la phase accumulée sur le chemin optique entre les points |rp| et |r| :

S(r) = / 0 koN(s) ds 2.6)

s est I’abscisse curviligne et ko la norme du vecteur d’'onde dans le vide. Dans le cadre
de I’'approximation de I'optique géométrique, i.e. lorsque la longueur d’onde est "pe-
tite" devant les variations de 1'indice N(r), la relation de dispersion est remplacée par
I’équation eikonale [67]. En coordonnées sphériques, elle s’écrit :

S\ 1 [38\? 1 aS\? ., .,
(g) +r_2(¥) +r25in29 (%) =Nk 27)

La séparation des variables radiales, angulaires et azimutales s’applique sur S [65] en
posant :

S = 8r + So+ So
2.2.1 Analogie corpusculaire

VS se relie au moment angulaire L en considérant que S est l'action réduite telle que :
S = / p dr

Le moment angulaire équivalent associé au photon est tel que :
L=rxVS$S (2.8)

En exprimant L dans le réferentiel tournant, on identifie ses différentes composantes
en fonction de celle de VS et nous nous ramenons a un systeme de trois équations

différentielles : 4s
>
dg =Ly (2.9a)
+ = L 2.9b
< ( de sin? 6 (2.90)

qui décrivent le mouvement du rayon lumineux dans la sphere.

2.2.2 Mouvement angulaire

L’équation 2.9a exprime la conservation de la projection du moment angulaireL - u, = Ly
sur un axe de quantification, icil’axe u,. Le champ aura alors une dépendance en ¢ de
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la forme e/12? [68]. Le moment angulaire L est incliné d’un angle « par rapport a I’axe

Ly . . )
u, tel que & = arccos <m et est soumis a un mouvement de précessmn uniforme

autour de celui-ci.

L’équation 2.9b exprime la conservation de la norme du moment angulaire L, qui est
une constante du mouvement dans une sphere parfaite [65]. Le mouvement du champ
suivant ug est interprété comme une oscillation entre g +a et g — «. Au mouvement
de précession uniforme de L autour de u, est associé un mouvement de nutation.

2.2.3 Mouvement radial

Le mouvement radial (équation 2.9¢) est une oscillation entre deux valeurs extrémes

: : ) |L| a

qui sont les points de rebroussement donnés par r; = Nke = N et r, = a. On re-
0

trouve la valeur de la caustique interne pour r; et le rayon de la sphere pour r,, lieu

d’occurence de la réflexion totale interne.

Pour étre complet, étant donné qu’on travaille avec des angles supérieurs ou égaux
a I'angle de réflexion totale interne i., nous devons prendre en considération 1'effet
Goos-Hiinschen. Le déphasage induit par la réflexion totale, dépendant de la polarisa-
tion, décale latéralement le plan de réflexion initial (situé en a) d’une valeur ép et la
réflexion a lieu en aq¢ = a + Jp tel que :

\/stinzi—1>

(2.10)

) T
Nkydpcosi = 5 arctan ( Peos

N  pourunmode TE (E | ug; H || u,)
P = 2.11)
N-! pourunmode TM (E || u,; H || ug)

Pour des angles d’incidence proches de 71/2, il vient :

p
Nkodp ~ ——— 212
00p 7 (2.12)
La Figure 2.3 illustre la réflexion d’un rayon lumineux sur la surface de la sphere

lorsque I’angle d’incidence est supérieur a i..

Le fait que le déphasage induit soit dépendant de la polarisation, et par extension la
caustique externe, a pour conséquence que les modes TE et TM auront des fréquences
de résonances différentes.
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FIGURE 2.3 — Schéma de la trajectoire du trajet d'un rayon lumineux lors d'une ré-
flexion dans un plan équatorial de la sphere, illustration de 'effet Goos-Hiinchen.

2.2.4 Quantification des mouvements angulaires et radiaux

Une résonance est définie par un retour en phase sur chacune des composantes du
mouvement du rayon lumineux dans la sphere. Mathématiquement, imposer 1'éga-
lité de l'intégration des trois équations du systéme 2.9 le long d"une période spatiale
a un multiple entier de 27t permet de définir trois nombres entiers, chacun étant as-
socié a un mouvement particulier : # nombre radial,  nombre angulaire et m nombre

azimutal.

Outre la quantification du retour en phase, il faut également prendre en compte les
déphasages additionnels des différentes composantes, comme démontré par Landau
& Lifchitz dans 'ouvrage "Théorie des champs" [69]. Le passage du rayon lumineux
par une caustique ajoute un déphasage supplémentaire de —7r/2. Ce phénomeéne a
lieu en rq et aq¢ pour la variable radiale et en % —wet %T + a pour la variable angulaire.
L’intégration du systéme 2.9 permet de donner une expression pour les trois nombres

quantiques n, £ et m :

m = Ly (2.13a)

£+% =L (2.13b)
L Ly est

n—g = nf( : ) (2.13¢)

ou f est la fonction définie par :

S
f s = /11/1—%du = \/52—1—arccos<%> (2.14)

I1 convient de remarquer que les équations 2.13a et 2.13b sont les valeurs propres des
opérateurs L et Lz de la mécanique quantique dans I’approximation ot1 £ > 1 (et avec
h=1).
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Le nombre radial n est un nombre entier positif dont la valeur minimale est, selon
sa définition par 2.13c, égale a 1. Il correspond au nombre d’extréma du champ entre
la caustique interne et la caustique externe. Les nombres angulaire ¢ et azimutal m
définissent l’orientation du moment angulaire L dans la sphere et conditionnent 1’ex-
tension angulaire du WGM. m est la projection de L sur I'axe u,, il est compris entre
—/ et £. Le moment angulaire L est, lui, encadré par les valeurs des deux caustiques
11 et aef, tel que :

1
Xetf <+ 5 < NXef (2.15)

Compte tenu de I'équation 2.13c et du fait que la fonction f est strictement croissante

sur [1; +o0[, il vient ’encadrement suivant pour 7 :

1 +3 1
0 < n—- < p- V' N2 — 1 — arccos N (2.16)

4

Exemple

Prenons une micro-sphére de rayon a = 50 um en verre d'indice N = 1.49 ou circule
un champ électromagnétique de longueur d’onde A = 1550 nm. Le parametre de taille
vaut x >~ 203. Ceci donne un nombre ¢ compris entre 203 et 302 ainsi qu'un nombre n
pouvant aller jusqu’a 26.

2.2.5 Position des résonances dans I’approximation eikonale

L’équation 2.13c permet de déterminer la position des résonances :

1\ . T 1
Nxeff = (f + 5) f 1 —1 (7’1 — Z) (217)
l+3

Une expression analytique est possible pour Nx.¢ a partir du moment o1 ’'on peut
donner une forme approchée a f~1. Cette dernieére se développe en série de puissance
autour de 0 a partir de 1’expression 2.14. Tout calcul fait, on obtient :

F) =145 Gy)F +0() @2.18)

Ainsi, nous obtenons la position des résonances dans I’approximation eikonale pour
une sphere parfaite :

1 (+3\°
v (13)+ (5)

(2.19)
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qui devient, en prenant en compte la valeur de Jp :

(1 10\ B 1\]3 P

Entre deux modes |n,¢) et |n, ¢+ 1) de méme polarisation, nous retrouvons l'inter-

valle spectral libre "géométrique" Ay mais modifié d"un facteur g(¢) tel que :

1
o E)Nxeff o 1\3|m 1’1—}1
gll) = =5~ = 1 (6) [2 <g+%

Lorsque l'indice £ augmente, I’espacement entre les WGM A%+ diminue. Les WGM

3

(2.21)

ne sont pas espacés réguliérement. Dans la suite, nous nous réfererons a Ag en le

nommant "pseudo"” intervalle spectral libre.

2.2.6 Effet d’'une légere ellipticité

Les résonateurs utilisés en pratique ne sont jamais parfaits et présentent une ellipti-
cité résiduelle (inférieure au %). Une ellipticité, si petite soit elle, permet de lever la
dégénérescence en m dans le spectre des WGM. Pour modéliser un ellipsoide, nous
considérons une sphere dont 1’axe u, aurait subi une élongation. Le rayon paramé-
trique 7 de I’éllipsoide s’exprime comme [46] :

7(0) =a [1 + g (3 cos? 6 — 1)} (2.22)

ou 6 est I’angle polaire, a le rayon "moyen" de la sphere et e son ellipticité. e est définie
a partir des rayons polaire et équatorial, respectivement notés r, et 7 :

r —7’@
e= -t

- (2.23)

our, = 7(0 = 0)etr. = 7(0 = 7/2). L'expression 2.22 n’est valable que pour de
faibles ellipticités (¢ < 1%). Considérons un champ électromagnétique circulant dans
un ellipsoide de révolution et dont le moment angulaire L est orienté d"un angle « par
rapport a u; tel que cosa = L,/L, comme représenté sur la Figure 2.4. Sur un tour
de cavité, la trajectoire du rayon lumineux est une ellipse dont les demi-axes sont les
rayons r. et ry avec:

re = F(m/2—a) = a(l—k%—ecosza) (2.24)

En faisant 'approximation du périmetre de l'ellipse par p ~ 7(r, + r4) et en notant
po = 27a, le périmeétre de l'ellipse s’exprime :

P = po [1 + g (1 — 3cos? oc)] (2.25)
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FIGURE 2.4 — Représentation d"un ellipsoide de révolution d’axe u, de type prolate. Le
champ électromagnétique circulant dans ce résonateur est caractérisé par son moment
angulaire L et décrit une trajectoire elliptique d’axes r, et r,. L précesse” autour de 1’axe
u, avec un angle & = arccos (L;/L).

La correction au périmetre apportée par l'ellipticité modifie légerement la position de

la résonance :
Ap A _Av_ Ax

= = 2.26
po Ao Vo X0 (2.26)
Pour un mode tel que ¢ — |m| < ¢, on obtient :
Axyom e ¢ —|m|
i = [1 3 (T (2.27)

L'écart de position entre deux modes séparées d’une quantité |m’| — |m| = A|m| est

alors tel que :
Ax ox e
Alm| "¢ N

La position des résonances dans un ellipsoide tire son expression analytique de 'ex-

(2.28)

pression 2.20 corrigée de l'effet de I'ellipticité :

1
1 +1\° [3n 1\17 P e 0 — |m|
P 1 2 s Yo P e(q_
Nt = <£+2>+< 2 > [2 <n 4>] N2 -1 x[l+3<1 T )]
(2.29)
Cette expression n’est valable que pour des résonateurs de faible ellipticité, cependant

Gorodetsky et Fomin [70] ont montré que 1’approche eikonale permet de trouver les
positions des résonances pour des résonateurs présentant une forte ellipticité.

De la méme fagon que 'on définit la vitesse de groupe dans une structure dispersive

w ; .
par vg = —- otl k est le vecteur d’onde d’un champ en ¢*/¥?, la propagation sur la
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. ds .
coordonnée ¢ est définie par d—q) = m. On a dong, sur la coordonnée angulaire ¢ un
4

vecteur d’onde équivalent de norme |m|. La vitesse de groupe équivalente du moment
angulaire s’écrit alors comme :

Vo m 0 1
~ — = 2.30
a|m| ma={ ¢ 14 Tprec ( :
ol1 v = 5—. On rappelle le temps mis par la lumiére pour effectuer un tour de cavité :
2N 14
=N (2.31)
c Vo

Le rapport entre ces deux grandeurs est donc :

Tprec
1L

—e (2.32)

ce qui signifie que la lumiére circule dans le résonateur avec un mouvement de pré-
cession uniforme autour de l’axe u tres lent devant le temps mis pour parcourir le
périmetre de la cavité. Ceci justifie le fait que le rayon lumineux décrit effectivement
une ellipse sur un tour de cavité.

2.3 Le probleme électromagnétique exact

Dans cette section, nous exposons le probleme rigoureux des WGM. Nous décrivons
succintement les étapes de résolution en utilisant la méthode de Hansen [71] puis
développons les dépendances radiale et angulaire des champs électrique E(r,t) et
magnétique B(r, t).

2.3.1 Position du probleme

Le probléme électromagnétique exact nécessite de résoudre 1’'équation d’Helmholtz
pour le champ vectoriel U(r, t), représentant E(r, t) ou B(r, t) :

AU(r,t) +k*U(r,t) =0 (2.33a)
V-U(rt) =0 (2.33b)

ol k est le vecteur d’onde tel que ,/ejipw = Nw/c = 2N /Ay = Nk ol ¢ est la célé-
rité de la lumiere et A la longueur d’onde du champ dans le vide. La symétrie du pro-
bléme impose la résolution du probleme en coordonnées sphériques. Nous cherchons
a obtenir I'expression des champs a l'intérieur et a 1’'extérieur d’une sphere diélec-
trique de rayon a et d’indice relatif N en appliquant les lois de 1’électromagnétisme.
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Le caractere vectoriel des solutions exige de travailler avec le laplacien vectoriel en
coordonnées sphériques dont 1’expression est donnée par :

102 (rU,) 1 9%°U, 1 9°U, cotan @ol, 29U,

o TR dp? * r2sin? ¢ 062 2 dp 12 0g

2 dUy 2U, 2cotan P
r2sin¢ 00 r? r2 ¢

10% (ruy) N 19°Uy 1 U, | cotan @oU, 2 cotan ¢ Uy

AU = | 7 , gruz r21 09> r2sin’ ¢ 062 12 9d¢p 12 sing 90

12 84: ~ 2sin? (pu(’)

197 (rUg) | 10Uy 1 0%Uy | cotan @ Uy N 2,

r or? r2 dp?  y2gin? @ 002 2 d¢  2sin? @ 00
2 cotan o, 1 U,

r2 sin Q 00 72 sjn2 [
(2.34)

Cette expression bien compliquée de AU n’est pas résolvable dans un cas général
car chaque composante est une équation aux dérivées partielles faisant intervenir les
trois composantes de U. D’ailleurs, dans un systéme de coordonnées autre que car-
tésiennes, le systéme n’a pas de solution simple. Néanmoins, la méthode de Han-
sen [71,72] permet de trouver les solutions vectorielles a partir de 1’équation d’onde
scalaire.

2.3.2 L’équation d’onde scalaire

L’équation d’onde scalaire s’écrit :
AY(r) + K*¥(r) =0 (2.35)
En coordonnées sphériques, les solutions prennent la forme :

Yy (r,0,9) = f(r)Y;" (0, 9)

ou Y}" est’harmonique sphérique de degré £ et d’ordre m et f est une fonction radiale.

Dépendance angulaire
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En mécanique quantique, les harmoniques sphériques Y;" sont les fonctions propres
de l'opérateur "moment angulaire” L2 associées aux valeurs propres (¢ + 1). Elles

s’écrivent sous la forme :
Y(6,9) = CpPl" (co56) &7

avec Cy,, une constante de normalisation :

Co = (20+1) (6 —m)!
fm i ((+m)!

et P/ est la fonction de Legendre de degré ¢ définie pour m > 0 par :

Py(x) = (=1)™ (1 —x)"/? " Py(x) et P[m(x)==(—1)m‘—____%

dxm !

ou Py est le polyndme de Legendre :

l
Pu(x) = o (22 1))

Ces polyndmes sont orthogonaux sur [—1,1] :

1
ey = [ BroP(x) dx = 0

1 m).
P\ = [H?WWﬂ@dx: @ﬁﬁﬂb&ﬂ

Dépendance radiale

Lorsque 'on cherche des fonctions radiales de la forme :

re(r)

r

folr) =

I’équation différentielle de r s’écrit, au prix du changement de variable kr — p :

0! (0) + (0> = £+ 1)) re(p) = 0 (2.36)

qui est une équation de Riccati-Bessel. Ses solutions sont les fonctions de Riccati d’ordre
¢ de premiere et deuxiéme espece, notées respectivement ¢ et x; :

P = xlw) =[S @) 237)
xolx) = —xyi(x) = =[5 @) (238)
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ol j et y sont respectivement les fonctions de Bessel sphériques de premiere et deuxieme
espece et | et Y les fonctions de Bessel cylindriques de premiere et deuxieme espece.
La fonction radiale f, est une combinaison linéaire de ¢, et x, :

fo(kr) = “ll’e]gﬂ) _1_59@1517) (2.39)

ott {ay, B;} € C* Compte tenu de ce qui précede, la solution générale Y} de I'équa-
tion d’onde scalaire en coordonnées sphériques s’écrit :

w009 = ¥ (o250 620 v a0

=0m=—/¢
2.3.3 Laméthode de Hansen
Le probleme vectoriel nécessite de résoudre 1'équation d"Helmholtz :
AU+ KU =

En coordonnées sphériques, les solutions sont construites a partir de la solution de
I’équation d’onde scalaire ¥’ [71,72]. Ces trois solutions s’écrivent :

L" = V¥
Mjp = Li'Ar (2.41)
1

En utilisant le développement de Y}’ (équation 2.40), on obtient une expression simple
de L}', M’ et N}'. Elles impliquent "utilisation des trois harmoniques sphériques vec-
torielles, notées XJ', Y}’ et Zj' définies par :

XP = L gyrar
+1)

yr = L,y (2.42)
0(C+1)

7z = Y u

Ces fonctions vectorielles forment une base orthonormée. De plus, X}’ et Y|’ sont
toutes les deux orthoradiales (X' - r = Y’ - r = 0).
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X}, Y} et Z)}' s’écrivent également a partir de P}*(cos ) comme :

XM — Com ) (jSIZ:QP (cosB)ug + sin (P, ) (cos 9)114;) elme (2.43)

¢ (041
yn - Som (g 6(Py") (cos B)ug + j—— Py (cos B)u, | e™? (244)
—CymPl" (cos 8) " Pu, (2.45)

LZ@ Mzi et NT se réécrivent alors comme :

o= Jie+ )t (rkr) " kf) (kr)Z)! (2.46)
My = O+ 1) folkr)X) (2.47)
NP = ((0+1) (%%ﬁkr)yf + £(£+1)fgl(c1;r) Z?) (2.48)

Le champ U, solution de I’équation d’onde vectorielle en coordonnées sphériques, est

une combinaison linéaire de ces vecteurs :

U(r,0,¢) = ZZ( 7(r,6,9)+ B} (r9¢)+wNz(r9fp)> (2.49)

0m=—¢

ou {a}!, B 7}'} € ©.

2.3.4 Modes de galerie TE et TM dans une micro-sphere

Lorsque I’on considere des champs en un point r éloigné de toutes sources (V - E = 0
etV - B = 0),ils sont décrits par M}’ et N}’ seulement. Deux cas sont a considérer
en fonction de la nature du multipdle rayonné :

i) s’il est de nature électrique, le champ E est colinéaire a et le mode optique
i) s’il est de nature électrique, le champ E est colinéaire a M’ et | de optiq
considéré est transverse électrique (TE) :

E( ) Az/o Mé (1’ 9 q))

ol AZT/E est I'amplitude complexe du mode dépendant du point d’observation (i
a I'intérieur de la sphere, 0 en dehors). Le champ B(r) est, lui, colinéaire a Ny -

k
B()_] Az/oNE (1”9 (P)
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(i) s’il est de nature magnétique, le champ E est colinéaire a N/’ et le mode optique
considéré est transverse magnétique (T'M) :

E( ) Az/o Nf (1’ 9 qo)
Le champ B(r) est, lui, colinéaire a M’ :

k
B(r) =j— A,/o My (7,0, )

Mj' est purement orthoradiale tandis que N}’ est composite : elle posséde une com-
posante suivant u,, ug et u,. Suivant la polarisation du mode considéré, on congoit a
posteriori que E(r) ou B(r) soit colinéaire a MJ".

Les champs E(r) et B(r) se développent alors en fonction de X}, Y] et Z} :

r kr
E/E (r NJIGESY A?/Eo it X7 (r)

Mode TE
B/E(r) = ]\/ﬂ AlL [#YT@) + \/£(£+1)rigk;)z"1( )}
(2.50)
™ _ M ro(kr)
Eglm(r) = \/E(K—l—l)Al/o o Y7 (r) +4/0(0+1)——~ 12,2 ——-Z}' (1)
Mode TM

.
BET,%(r) = VIl +1) A?}g it )xf(r)
(2.51)

La Figure 2.5 donne trois exemples de distribution angulaire du vecteur de Poynting
associé a des modes TE. Nous avons considéré une sphére de rayona = 50 um et
d’indice N = 1.49, la longueur d’onde du champ électromagnétique est Ag = 1563 nm.
Les WGM sont caractérisés par n = 1et ¢ = 288. Les trois cas correspondent respecti-
vement a ¢ — |m| = 0 (Fig. 2.5a), ¢ — |m| = 1 (Fig. 2.5b) et £ — |m| = 2 (Fig. 2.5¢).

Les indices ¢ et m proviennent des harmoniques sphériques. ¢ est le nombre total de
passage par zéro, m est le nombre de passage par zéro sur une longitude (i.e. suivant
la direction u,) tandis que ¢ — |m| correspond au nombre de passage par zéro sur une
latitude (i.e. suivant la direction ug). Ainsi, plus ¢ — |m| augmente, plus le nombre de
lobes d’énergie augmente dans une coupe transverse de la sphere. Plus ¢ — |m| est
élevé, plus la distribution angulaire du champ dans la cavité est importante, donnant



60 Chapitre 2. Résonateur a modes de galerie

Distribution angulaire de | § * [u. arb.]
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FIGURE 2.5 — Distributions angulaires du vecteur de Poynting dans une sphere de
rayon a = 50 ym pour un mode TE tel que n =1, ¢ =288 et { — |m| =0 (a), 1 (b) et 2
().

lieu a des volumes de modes plus importants.

Remarque 1 : fonction radiale dans les deux milieux distincts

La fonction de Riccati-Bessel ), est irréguliére en 0, elle est donc inadaptée pour dé-
crire chaque champ a l'intérieur de la sphere. Ainsi, pour r < 4, on aura a; = 1 et
B; = 0 : la fonction radiale des champs est alors décrite seulement par 1,. En dehors
de la cavité, 'onde électromagnétique prend une nature évanescente jusqu’au point
de rebroussement correspondant a la caustique externe, I'onde redevient radiative des
que cette caustique est dépassée. Ces oscillations représentent les pertes par diffrac-
tion de la lumiere par une surface incurvée. En pratique, ces pertes sont tres faibles
devant les autres termes, si bien qu’on peut négliger la contribution de ¢, en dehors
de la sphere [66]. Cette approximation est d’autant plus vérifiée que le diameétre de la
sphére considérée est important.

Fort de cette derniere remarque, les champs E(r) et B(r) s’écrivent :
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ATE MXT(r) pourr < a
! kr
Ein(r) = (kor)
AlE M—OXT(r) pourr > a
Mode TE (& W (kr) k
K aTE | Y2 / po(kr)
N laAi [TYZi(r) +4/0(L+1) 12,2 Z’f(r)} pourr < a
By (r) =
l,m /
’ ko re | Xo(kor) / xe(kor) m
z;AO kor Y/ (r) +4/0(¢+1) 2 Zj'(r)| pourr>a
(2.52)
( ( /
v | Yo(kr) Po(kr)
o A; {TY?(r) +4/0(L+1) 12,2 Zj (r) pourr < a
o 1) = X k) k)
AM ék—YT(r)—i— 0(0+1) 22 Z}(r)| pourr>a
Mode TM \ 0" 0"
iEAiTM MX?(r) pourr < a
BZM(r) = v kr )
’m ko Xeo(kr
\ \ ZZAZ%’I ko7 X' (r) pourr>a
(2.53)
ol Py et xy sont les fonctions définies par 2.37 et 2.38.
Remarque 2 : analogie quantique du puits de potentiel
L’équation radiale 2.36 se réécrit sous la forme :
L(l+1
—Arp(r) + (k% —k(r)2 + —( 2 )> re(r) = k% ro(7)
N — (2.54)

—Ai’g(f’) + Veff(E/ V)?’g(l’) - E?’g(?’)

ce qui correspond formellement a 1’équation de Schrédinger indépendante du temps
d’une particule d’énergie k3 soumise a un pseudo-potentiel effectif Ve [73]. Le pseudo-
potentiel est un un potentiel en “poche” dii a deux contributions : la discontinuité de
l'indice 1 — N?(r) et le moment angulaire £(¢ + 1)/r?. On note que Vg dépend de
I'énergie k3 du mode considéré.

Les solutions de 1’équation V¢ = k% nous donnent la valeur des deux caustiques r; et
q eff 0 q
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12, respectivement interne et externe :

nlk) = i) = Niko 00+ 1)
(2.55)
nk) = Nnk) = o/l

Le champ confiné a l'intérieur de la sphere verra un puits de potentiel plus ou moins
étroit et plus ou moins profond en fonction de sa propre énergie, i.e. de sa longueur
d’onde via kg. Le nombre d’extréma du champ entre les deux caustiques est égal au
nombre radial n défini précédement (cf. § 2.2.3).

Pour une famille de modes d’indice ¢ donné, un puits relativement étroit ne pourra
confiner qu'un mode d’indice n = 1 si son énergie est assez faible. Cependant, si
I"énergie du mode augmente, i.e. si ’'on considére des modes aux longueurs d’ondes
plus courtes, alors le puits sera de plus en plus large (pour ce méme nombre /) et
d’autres modes d’indice n plus élevé pourront étre confinés. Ainsi, pour un méme
nombre ¢, les modes pouvant étre confinés (et correspondants auxmodesn = 1,2,3, ...)
ne seront pas localisés aux mémes endroits sur le spectre des WGM, dans le sens ot
ils auront des longueur d’ondes tres différentes.

veﬁ(r)/ E1

n=7

0.0 Microsphere Air

é I é I 10 l 12 I 14
r (um)

FIGURE 2.6 — Exemples de potentiels effectifs et de leurs fonctions radiales associées
pour n = 1 et n = 7 dans le cas d'un mode TE, ¢ = 100, se propageant dans une
micro-sphere de rayon a = 10 um et d’indice N = 1.45. Le premier mode est un
champ électromagnétique de longueur d’onde A,—; = 873.2 nm tandis que le second
esta A,—y = 674.0 nm
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A titre d’exemple, la Figure 2.6 représente deux exemples de fonction radiale se pro-
pageant dans une micro-sphere en silice de rayon a = 10 ym. Nous avons considéré
un mode TE caractérisé par un indice £/ = 100 pour n = 1 et n = 7. L’axe des ordon-
nées a été normalisé par rapport a I'énergie du mode |n = 1,¢ = 100). Cet exemple
permet de tirer quelques propriétés des WGM.

e pour r < rq : le potentiel effectif V¢ est infiniement supérieur a 1’énergie E du
mode considéré. La fonction d’onde associée a l'intérieur de la barriere de po-
tentiel est de type évanescente : exp +Nko(ry — 7).

e pour r; < r < a : du fait de la décroissance du potentiel en r=2, 'énergie du
mode devient supérieure a V¢ et la fonction d’onde devient oscillante : exp £jNkor.
C’est dans cette zone que les modes sont confinés (états liés).

e pour a < r < rp : la discontinuité due au changement de milieu entraine une
remontée de la valeur du potentiel V¢ au dessus de 1'énergie du mode consi-
déré en r = a. Ce mode voit alors une barriere de potentiel dont la largeur
décroit avec le nombre radial n. La fonction d’onde est de type évanescente :
exp —ko(r — a). A titre d’exemple, I'énergie E; est plus importante que Ej, si
bien que la barriere de potentiel vue par le mode n = 7 est bien plus courte
que celle vue par le monde 1 = 1. De ce fait, la probabilité de passage par effet
tunnel pour ce mode est plus importante (états quasi-liés).

e pour rp < r:apres la caustique externe, 1'énergie du mode redevient supérieure
au potentiel Vg et la fonction d’onde redevient de type oscillante. Il est a noter
que pour de faibles valeurs de 7, la portion d’énergie présente dans le milieu
extérieur est négligeable car la barriere de potentiel [a;7;] est tres large. Ceci
n’est plus valable pour de plus grandes valeurs de n o1 une partie du mode
s’échappe. Les WGM ne sont pas considérés comme des modes guidés mais
comme des modes a fuites.

2.3.5 Condition de résonance

En ne considérant que des WGM trés confinés (n = 1), nous pouvons négliger leur
partie radiative dans le milieu extérieur, ce qui revient a exprimer la fonction radiale
en dehors de la sphere exclusivement par x,. En procédant ainsi, on ne traite que des
WGM de haut facteur de qualité intrinséeque Qp. Quel que soit le mode considéré (TE
ou TM), la condition de résonance s’écrit, a partir des conditions de continuité des
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champs, comme :
Spilka) g (ka)
Ye(ka)  xe(ka)
ou P est le parametre de polarisation (P = N pour un mode TE et P = 1/N pour un

(2.56)

mode TM). Compte tenu de I'ordre ¢ élevé des fonctions, la solution ne peut étre que
numérique. Néanmoins, si I’on considére des résonateurs de grande taille (WGM tels
que ¢ > 1), les fonctions de Bessel et de Riccati sont remplacées par leurs développe-
ments asymptotiques en puissance de ¢ (développement de Debye) [74].

2.3.6 Approximation du spectre des modes de galerie

La condition de résonance 2.56 s’écrit également a partir des fonctions de Bessel |, et
de Neumann Y, d’ordre v = ¢ + % :

JL(ka) _ Yi(ka)
Ju(ka) Y, (ka)

avec ka = Nx. Du fait de la distribution radiale des WGM, nous avons encadré v

(2.57)

entre x et Nx (équation 2.15). Pour des modes tres bien confinés, |[Nx — v| est proche

3 1/3.

de zéro. Cette différence s’exprime” en v

Nx = v+ zv3 (2.58)
avec z = O(1). Pour v > 1, la condition de résonance 2.57 devient [74] :

PZ%Ai’(—Z%z) _ <z>2_1

i X

2.59
U%Ai(—23z) 25)

ol Ai est la fonction d’Airy et Ai” sa dérivée. Pour les spheres de grande taille (a > A),
puisque v > 1, l'effet de résonance n’est obtenu que lorsque V%Ai(—Z%Z) est proche
de zéro. Il faut donc que Ai(—Z%z) compense V3, C'est a dire que —23z soit proche
d’un zéro de la fonction d’airy Ai, noté «y, :

z = 273, (2.60)

ce qui nous permet de développer I'équation 2.58 en :

1
1 (+3\°
an/g = <£+§)+< 22> [ 4% (261)

o . . . . 1
3. La position des résonances dans I’approximation eikonale est Nx = v + zv3 avec

a3
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En comparant cette derniere expression a 1'équation 2.19, nous pouvons identifier a;,
avec l'indice radial n dans I'approche eikonale :

ny, = [377-[ (n — i)} ’ (2.62)

Dans sa these, E. Treussart [66] compare la valeur du nieme 7éro de la fonction d’Airy
avec son approximation dans 1’approche eikonale et constate que 1'erreur commise est
inférieure a 1% pour n = 1. De plus, 'erreur tend a diminuer lorsque n augmente. Il
s’avere que l'approximation utilisée est, au % d’erreur pres, une excellente approxi-

mation corrrespondant a nos situations en pratique.

Enfin, notons que les développements asymptotiques effectués dans cette approche
ont été poussés jusqu’a l'ordre 1. Si I’on effectue le calcul aux ordres supérieurs, on
prend en compte les phénomenes de dispersion d’ordre élevés. On montre que 1'équa-
tion 2.61 s’écrit [19,31,60,75] :

Nx = v+ alnv% + ag® + a_lnv_% + ... (2.63)

1 2 .
ouay, = 2 3wy, a9 = — eta_q, = 13—02_§tx%. Plus v est important, donc plus

p
VN2-1
les spheres sont de grande taille, plus le phénoméne de dispersion d’ordre élevé est

négligeable.

2.4 Spectre des modes de galerie

L’expression du spectre de position des résonances au deuxieme ordre en tenant compte
de l'ellipticité s’exprime comme :

1 [(e+1 P (-
Nx}’lj,f,m: €+§+< 22> “n—ﬁ X|:1+§(1—3(#>>:|

(2.64)
De cette expression, on peut extraire les écarts entre les différentes familles de modes.

Q=

2.4.1 Familles de modes

Pseudo-Intervalle Spectral Libre A/
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Pour les WGM d’une méme famille d’ordre radial n et méme polarisation, on définit
un pseudo-Intervalle Spectral Libre correspondant a A¢ = 1. Au premier ordre, pour

un indice radial n donné, il vient :
Ax|ppq =1 (2.65)

Ecart entre polarisation

L’écart entre les deux polarisation dans une sphere parfaite, a mémes indices n et ¢,
est défini par :
N2 -1

N (2.66)

Ax|pp =

Ecart entre deux familles d’ordre radial n différent

L’écart entre deux familles d’ordre radial # pour une méme polarisation et un méme
indice / est :

ONx
Ax|p, =~ WAH

Y23 -3
(£+%) (%) (n—%) An (2.67)

Cet écart dépend de l'indice n de la famille considéré ainsi que de l'indice /.

12

Effet de l'ellipticité

La levée de dégénerescence due a l'ellipticité du résonateur est, a 'ordre 1 :
AX|p ) = €A |m] (2.68)

La conversion de ces écarts dans 'espace de Fourier est obtenue en multipliant chaque
terme par le pseudo-intervalle spectral libre Ay :

NAx|py =1 Av|ppy = Ao
N2 -1 N2 —1
N Ax|sp = N Av|pp = N Ao
1 1 _1 4 1 2 3
1\3 /772\3 1\ ~3 1\3 /7
N Ax'An:l = (6 + 2) (3> (7’1 - 4> AV‘An:l = (6 + 2) (2> (1’[ 4
N AX|A|m|:1 e N AV‘A|W[‘—1 = ex AO
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2.4.2 Ordres de grandeur

Prenons I'exemple d"un champ électromagnétique de longueur d’'onde A ~ 1550 nm
piégé dans une sphere en ZBLALIP (dopée aux ions Erbium, N = 1.49), de rayon
a = 50 ym et d’ellipticité e = 0.1%. Le moment angulaire est tel que ¢ ~ 300.

e Le pseudo-intervalle spectral libre, écart spectral entre deux modes adjacents ¢
et { + 1 d’'une méme famille d’indice n vaut :

Ay ~ 640 GHz

e L’écart spectral entre deux polarisation TE et TM, pour un triplet {n, {, m} donné,

vaut :
AV|AP ~ 480 GHz

e ['écart spectral entre deux familles de modes n et n 4 1, pour un ¢ fixé, vaut :

Av|r,_1 ~ 7THz > 10 x A

e L'écart spectral entre deux modes |m| et |m + 1|, a n et ¢ fixés, vaut :

Remarques

Le spectre des WGM est un spectre complexe du fait des nombreuses familles de
modes qui le composent. La Figure 2.7a présente un spectre WG M théorique en consi-
dérant 3 familles de modes d’indices n différents (n = {1,2;3} pour les modes TE et
TM). La Figure 2.7b est un spectre de fluorescence issu d"une micro-sphére de 55 um
de rayon en verre ZBLALiP dopé aux ions Erbium autour de Ag = 1550 nm. Ce spectre
de fluorescence est digitalisé par les WGM. Une analyse fine permet de remonter a
différentes familles de modes. Il apparait que, autour d'une certaine plage spectrale,
des modes de différents ordres radiaux n existent mais aussi des modes de polari-
sation différentes ou encore des modes adjacents dus a ’ellipticité naturelle du réso-
nateur. Cependant, au vu des différents écarts spectraux calculés précédement, des
différentes familles de modes et de la résolution des analyseurs de spectres optiques
commerciaux (autour de 70 pm, i.e. 8 GHz autour de 1550 nm), une analyse plus fine
du spectre optique doit étre envisagée, notamment dans le cas d"un laser WG M.
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Alnm]

(a)

FIGURE 2.7 — (a) Spectre des WGM dans une sphere parfaite (¢ = 0) de rayon
a = 50 um et d'indice relatif N = 1.49 pour les familles de modes n = {1,2,3}
TE et TM, (b) Spectre de fluorescence issu d"une micro-sphére de 55 ym de rayon en
verre ZBLALIP dopé aux ions Erbium autour de Ag = 1550 nm.

2.5 Approximation des champs pour? > let/ — |m| <
14

Dans I'approximation des spheres de grande taille, c’est a dire pour £ > 1, les harmo-
niques sphériques X et Y, rappelées par les expressions 2.43 et 2.44, s’écrivent sous
la forme :

jm P}'(cos6)

m
i) = Cu (+1 s ug (2.70)
. jm PJ'(cosf)

~ 2.71
¢ (I') Emg +% sin 6 Uy ( )
v(r) = CgpuP/ (cosO)r (2.72)

Sous cette forme, nous exprimons alors les champs E et B pour les modes TE et TM
dans un cas général, puis pour le mode particulierement bien confiné |n = 1, ¢ = |m|),
que nous appelerons le "mode fondamental".
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2.5.1 Expression des champs E et B

Sous cette approximation, les champs E et B des modes TE et TM s’écrivent comme :

) 7’[ k}" m Ym(r)
ngn(r) ~ ]m/\?/% kr ¢+41 sginf)
Mode TE 1 (kr) 2 -
. r r
BUL() = JUC+ 1) AT Y (0

\

;

re(kr
EfM(r) ~ ((+1)A]f fk(z )Yé”(r)ur
Mode TM kr) m YJ'(r) (2.74)

r(f
B%\’f(r) ~ —\l(l+1) AIT/IXI p

£+% sin 0

\

Pour un mode TE le champ électrique E est tangentiel a la sphere tandis qu'’il est radial
pour un mode TM (et inversement pour le champ magnétique B).

2.5.2 Cas du mode fondamental

Pour avoir une idée de la solution "fondamentale" correspondant aux WGM les plus
confinés, nous nous attachons a décrire le champ électrique tel que n = 1 et £ = m.
Pour de tels ordres m, les fonctions de Legendre dont dépendent les champs s’écrivent
comme :

1\
P} (cosf) = %ﬁm sin’ 6 (2.75)

Pour des ordres ¢ > 1, il vient, en utilisant la formule de Stirling 4

1 .
i jte
Y/ (r) = CyyP{(cosb) ~ (%) siné(-)\e/ﬁ

Le mode TE le plus confiné a I'intérieur de la sphere s’exprime comme :

(2.76)

IS,

1 k 1 jle
EjL(r) ~ (€+§) A" x ml((rr) X (%) Sine—19\e/2_n e/ % uy

~ ~~
amplitude normalisée  dépendance radiale dépendance angulaire

(2.77)

4. asavoir :



70 Chapitre 2. Résonateur a modes de galerie

I (k)|
6,0x10° orla —— Approx. gaussienne
= T/
g - e
3 I I
o 5 | |
6 4,0)(10’ T T
u Y
) | |
© |
[} |
B 20x0° !
S o
C | I I
S | |
'.:_5' I I
% 0,0 / L L k
v rl/a max/a
(&)
0,90 ' 095 ' 1,00 ' 1,05
r/a
FIGURE 2.8 — Distribution radiale de l'intensité d’'un mode TE avec n = 1,

¢ = |m| = 288, A = 1562.76 nm dans une sphere de rayon a = 50 um et d’in-
dice relatif N = 1.49. r; est la caustique interne tandis que rmax est la position de
maximum de r;(kr)

e un développement limité de sin’ § autour de 77/2 donne :

214 2 >
(T ); ton |1 O oq_ 8 L%
sin <2—|—l9 cos 19_{1 2] ~1 ﬁz_e (2.78)
La dépendance angulaire du mode fondamental est une gaussienne centrée en

7t/2 et de demi-largeur a 1/e pour l'intensité de 1/ Ve (cf. Figure 2.5a).

e Une bonne estimation de la largeur en 1/e de la distribution radiale est la dis-
tance entre le maximum de 7/(7) (max = ‘12,1 /k, a’m étant le premier zéro de
la fonction jj(kr)) et la caustique interne (r; = (¢ +1/2)/k). Cette distance est
notée or. On peut raisonnablement approcher la fonction r,(r) par une fonction
gaussienne centrée en a; , / ko et de demi-largeur a 1/e pour l'intensité de 67 :

(V*Vmax)z

re(r) ~e 202 (2.79)
avec :
1 1\ 1 1\1/3
Fmax = 7 X (ﬁ + 5) + 1 X 0.8086 (6 + 5) (2.80)

N~ ~~

" or
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La Figure 2.8 représente la distribution radiale de l'intensité d"un mode TE tel
quen = letl = 288, correspondant a une longueur d’'onde A = 1563 nm piégée
dans une sphére de 50 um de rayon et d'indice relatif N = 1.49. On constate que
I"approximation gaussienne semble étre adéquate pour modéliser un tel mode.

Les largeurs totales en 1/¢, obtenues sur la Figure 2.8, sont de 1.73 um pour
la distribution réelle et 1.79 ym pour l'approximation gaussienne, soit un écart
relatif d’environ 3%. L’approximation gaussienne est suffisante pour modéliser
la distribution radiale d’'un mode fondamental |n = 1; ¢ = |m]).

Ainsi, le mode fondamental |n = 1; ¢ = |m|) se met sous la forme suivante :

(7’*7max)2

2,
ElE(r) > EfFe e e (Tel%y, (2.81)

2.6 Volume de mode

Le volume d'un WGM quantifie le confinement spatial du mode dans le résonateur.
De cette quantité, on estime le seuil d’apparition d’effets non linéaires, le facteur de
Purcell ou l'intensité lumineuse intra-cavité [76,77]. En ce qui nous concerne, nous
l"utiliserons pour calculer une "force de couplage" entre une population atomique et
un nombre de photons (cf. chap. 5). Ce volume est défini comme l'intégrale de la den-
sité d’énergie électromagnétique dans l'espace entier divisé par sa valeur maximale
prise dans le résonateur [/5] :

1

wmax

V=

/]R3 w(r) dr (2.82)
ou w est la densité d’énergie électromagnétique définie a partir des champs E et B
par:
o 1 8(1‘) 2 1 2
o) = 5 (5 [P + 5. B(r) 2:89)

Sinous considérons que les termes de pertes (par diffraction, diffusion, ...) sont négli-
geables, les contributions des champs E et B a w sont équivalentes [79]. On peut alors
réécrire I’équation 2.82 comme :
2

V= 50% /R3 e(r)% dr (2.84)
Dans la suite, nous présentons une procédure pour le calcul numérique du volume
de mode dans une micro-sphere de rayon a. Nous prenons le cas d'un mode TE. La
procédure pour un mode TM est rigoureusement identique mais en prenant le champ
B plutot que E et conduit aux mémes résultats.
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2.6.1 Calcul formel du volume de mode

L'intégrale de 1’équation 2.84 est prise sur le volume IR>. Plutét que de prendre le
volume de tout I'espace, nous choisissons 1'intégrale sur » borné de 0 a L. £ doit étre
suffisamment importante pour que le champ électromagnétique puisse étre considéré
comme nul au dela de cette distance. On peut alors séparer l'intégrale de ’équation
2.84 en deux intégrales sur des domaines distincts : le premier domaine, de 0 a a cor-
respond a l'intérieur de la sphere, le deuxieme, de a a £, pour le milieu environnant.

Volume intérieur et volume extérieur

Dans ces deux domaines, le champ E prend l'expression donnée par I'équation 2.52.

)V se développe alors comme :

_f](\f;gl)</ goN? | A] ‘7(:1 —|—/ Xz ) (/ / X} (% |sm(9d9dgo>
0 max

(2.85)

Nous reconnaissons la définition de la norme de ’harmonique sphérique X:

T 27T 5 . R
/0 /O X (r) *sin® dodg = (XI[XT) = 1 (2.86)

La contribution au volume du mode a l'intérieur de la sphere est notée V; tandis que
celle a I'extérieur est notée V,. En se servant des équations 2.37, 2.38 et de la propriété
des fonctions de Bessel [74] (F représente a la fois ] et Y) :
2
/ Xy (kx)? dx = - (B, (kx)® = 1 (k) By (kx)) (2.87)

Compte tenu des équations 2.52 et 2.57, V; et V, se développent comme :

C(0+1) {ATEIZ ma’

Vi Nk, E2 1 (]£2+l (ka) — Joa (ka)]H% (ku)) (2.88)
ey (AT e (T () 2
Yoo = TNk B, 4 Ypif Toa) | | Ve (FoL) =Yooy (oL)Yp 3 (KoL)
a? a?
= 72 Yoy (koa) + 7Yy (koa) Yy, 5 (koa) (2.89)

A ce stade du calcul, il nous reste a évaluer E2, ..

Evaluation de EZ ,,

Le maximum de E est situé a l'intérieur de la sphere. De I'équation 2.52, on en déduit
que:
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Py (kr)

Emax = /4 (L + 1)AZ-TE X max p

x max | X} (r)| (2.90)

e Le maximum de la fonction |¢,(kr)/kr| (ou encore |j,(kr)|) coincide avec celui
de j,(kr) et est obtenu lorsque la dérivée s’annule, autrement dit pour le premier
zéro de fj(kr), noté a ;. Cela revient a résoudre I'équation [74] :

(C+1)Jp3(x) =],y (x) = 0 (2.91)

Ce probleme ne peut étre résolu que numériquement. Concretement, on se place
en x = “2,1 et on recherche la valeur particuliere de x solution de I’'équation
2.91. Puisque l'on travaille dans I’approximation des spheres de grande taille
(ie. £ > 1), alors a ; se développe en [/4] :

1 1\ /3 1\ /3
ay, ~ (e + 5) 1+ 0.8086165 (z + E) — 0.236680 (e + 5)

1 -1 1 —-5/3
—0.20736 (e + E) +0.0233 <£ + 5) (2.92)

La valeur initiale x = a},; est un point de départ relativement proche de la solu-

tion du point de vue numérique.

e max |X}'(r)| est une fonction dépendant des polynomes de Legendre. Au vu
des ordres ¢ avec lesquels nous travaillons, ces fonctions ne sont plus représen-
table en virgule flottante. Pour s’en acquitter, on peut travailler avec les fonctions
semi-normalisées de Schmidt associées aux fonctions de Legendre S}’ telles que :

Vx €] —1,1] P! (x) = Dy, S} (x) (2.93)
avec
1 pourm =0
Do = 20 —m)! (2.94)

ce qui permet d’écrire :

X} ()2 = Sl

7 (mz + 1> ST 2(cosf) + ((6 +1)* - m2) S/% (cos )
sin

—24/(£+1)* — m2S (cos 0)S}. 1 (cos 9)] (2.95)
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avec:
20+1
in pourm =0
ConDln = 204 1 (2.96)
g, pourm >0

L’équation 2.95 ne peut étre résolue que numériquement. Pour obtenir la valeur
maximale de X', on procede par dichotomie dans un maillage de plus en plus
résolu de [0, 7] autour de 71/2.

Une fois que 'on connait les valeurs particulieres de 6 et r qui maximisent j,(kr) et
XJ'(r), on calcule le volume de mode en utilisant les équations 2.88, 2.89 et 2.90.

Le calcul numérique du volume de mode suit un algorithme qui suppose que l'on
connait le WGM a travers les nombres 7, ¢ et m. Ces derniers sont obtenus en résol-
vant la condition de résonance 2.56 et en comparant le spectre obtenu a un spectre de
transmission ou d’émission.

2.6.2 Calcul formel pour n = 1 et ¢/ = |m| : modeéle de F. Treussart

Bornes d’intégration

Dans [66], E. Treussart calcule l'intégrale du champ électrique sur tout le volume en
négligeant la contribution du champ au dela du #'*™¢ zéro a,, de la fonction radiale
fo(r). Cela revient a prendre :

kL — ay (2.97)

De cette facon, on néglige la contribution oscillante de 'onde en dehors de la sphere

et, puisque 4, , est toujours situé a I'extérieur de la sphere, on prend en compte 'effet

Goos-Hanchen. De cette fagon, on réintegre la partie evanescente dans le résonateur

en considérant un résonateur de rayon 4, ,, ce qui permet de calculer V de la fagon

suivante :

0 +1) |ATE
k3 EZ

max

YV~ / 0 " w2(0) dp (2.98)

Pour n =1, a;; prend la forme asymptotique suivante [74] :

1 1 1/3 1 -1/3
aZ,l ~ (f + E) + 1.8557571 <€ + E) + 1.033150 (f + §>

1 -1 —5/3 1 -7/3
—0.00397 (K + 5) —0.0908 <€ + E) +0.043 (5 + E) (2.99)
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Pour un WGM d’indice ¢ donné, on estime la valeur du premier zéro de la fonction
radiale par 1'équation 2.99. Compte tenu des propriétés des fonctions de Bessel [74] et
de la relation 2.37, il vient :

a3
apn a
/ . ¥7(p) dp = ;,1 Pagy) = —1]22(@,1) (2.100)
d’ou1 'expression du volume de mode :
(e+1) AT ey
V= i3 E2_ 2 —Ji (ag1) (2.101)

Il reste a évaluer la valeur de E2,,, dans l’équation 2.101.

Evaluation de Eax

L'évaluation de Emax suit la méme procédure qu’au paragraphe 2.6.1.

W(kV )

e Pour évaluer max , i.e. max [j;(kr)|, on prend la valeur de la fonction au

premier zéro° de sa der1vee jy, notéay,

(k)
kr

= max [jy(kr)| = j(ay,) (2.102)

ot a ; est donné par I"équation 2.92.

e Dans le cas ot ¢ = |m|, en injectant 'expression 2.76 dans 2.70 , il vient :

1
1 A . -1
X ~ | = 0 2.103
omax [xiw] = (4) maxlsin ) oy

=1

Pour un mode ¢ = |m| et n = 1, Emax prends la forme suivante :

1 (¢
Emax ~ (/L (L+1)AF x jy(ay;) x VT (E) (2.104)

ce qui donne, en injectant I’équation 2.103 dans 2.101, 'expression du volume de

2
3 .
1\ 2 5 (fi(ae)
V ~ (- ap | =7 (2.105)
k Ve T\ e (a (1 )
5. Pour s’en convaincre, il suffit de se rappeler que les fonctions de Bessel sphériques sont des

fonctions oscillantes amorties. La valeur maximale de la fonction est obtenue pour le premier zéro
de sa dérivée.

ST

mode :
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Sous nos hypotheses initiales (¢ > 1), jy(as;1) et ji(a; ;) se développent au premier
ordre [74] par les formes suivantes :

-2/3
jrlagy) ~ —1.1131028 (E - 5) (2.106)

l

—-1/3
je(ay,) =~ 0.6748851 (E + 5) (2.107)
Le volume de mode s’écrit alors sous forme réduite :

Ao\’ 2 11/6

2.6.3 Approximation du volume du mode fondamental a partir de
: 14
I’expression de E;(r)
Le mode fondamental est défini par 'expression 2.81. Le volume du mode s’apparente
a un tore de section elliptique gaussienne ot les demi-axes de 'ellipse sont respecti-

vement les demi-largeurs a 1/¢ ér et a60, comme illustré sur la Figure 2.9. ér est défini
par la relation 2.80.

La section S de ce faisceau s’écrit alors :

S = 71 xdrxadl

_ (;[_ON) ar x 0.8086 x (/6 (2.109)

Le volume de mode V est calculé en multipliant S par le périmetre emprunté par le
tore de lumiere, ici estimé par 2774 :

A
Yy = (ﬁ) 271202 x 0.8086 x (~1/° (2.110)
Ici, l'ellipse est supposée centrée en a. Si 1’on suppose de plus que le rayon a est trées
grand devant la longueur d’onde, ce qui revient a considérer ¢ > 1, alors ka ~ ¢, ce
qui permet de réécrire V comme :

A 3
V o~ (ﬁ) 2712 x 0.8086 x (11/6 (2.111)
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FIGURE 2.9 — Définition des axes du faisceau 