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Introduction

Du fait du nombre croissant d’applications utilisant la bande des radio-fréquences
(RF, de 9 kHz a 300 GHz) du spectre électromagnétique (trafic amateur, liaisons sans
til satellitaires, GPS, GSM, Wi-Fj, 4G, ...), les sources micro-ondes de tres haute pureté
spectrale et de tres grande stabilité temporelle sont trés demandées. Parallelement,
les architectures classiques d’oscillateurs électroniques ont atteint leurs limites. L'uti-
lisation de l'optique dans ces oscillateurs permet de lever ces verrous et d’atteindre
des performances bien supérieures a celles de 1’électronique analogique et numérique.
Les travaux de recherche présentés dans ce manuscrit concernent 1’élaboration d"une
source micro-onde par voie optique en utilisant un micro-résonateur a modes de ga-
lerie (Whispering gallery mode - WGM). Pour cette application, deux architectures sont
possibles :

e celle de l'oscillateur opto-électronique (O%E) oti la ligne a retard est constituée
d’un micro-résonateur de haut facteur de qualité

e celle oi1 deux lasers "indépendants" sont combinés pour générer un signal micro-
onde par photomélange

Des modeles d’O’E ont été proposés par X. Yao et L. Maleki [1-4] & partir des an-
nées 1990 dans lesquels le signal RF module le signal optique et la boucle de contre-
reaction est une fibre optique, comme présenté sur la Figure 1. Nous notons 7 le re-
tard introduit par la propagation dans la fibre optique. Le facteur de qualité du signal
micro-onde est directement proportionnel a 7 :

Qrr = Af}{; = TTfRE (1)

ou frr est la fréquence micro-onde et Afgrr sa largeur spectrale. Ainsi, plus le retard
T sera élevé, plus 'oscillateur RF sera spectralement pur. Toutefois, 1'utilisation de la
fibre optique présente ses limites. Pour des retards 7 suffisament élevés, I’amplitude
décroit a cause des pertes dans la fibre (absorption, diffusion, ...) et 1a fibre capte toutes
les sources de bruit environnemental (vibrations mécaniques, acoustiques, tempéra-
ture,...), ce qui rend l'asservissement de plus en plus contraignant. De plus, la fibre
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FIGURE 1 — Architecture d’un O%E.

optique n’agit pas comme un filtre tres sélectif. L'idée est alors de remplacer la fibre
optique par un résonateur induisant un retard équivalent [5-7]. Le facteur de qualité

de l'oscillateur s’écrit alors comme :

frRE
f opt

ot Qopt est le facteur de qualité du résonateur optique et fopt la fréquence d’émission

QrrF = Qopt X ()

du laser. Dans cette configuration, la modulation par un signal micro-onde génere
deux bandes latérales de part et d’autre du spectre optique. La fonction de transfert
du résonateur doit nécessairement conserver ces bandes latérales, autrement dit la
fréquence micro-onde frr doit étre un multiple entier de I'intervalle spectral libre du
résonateur. Enfin, cette configuration offre davantage de liberté sur le choix de frr,
notamment pour obtenir un facteur de qualité Qg le plus élevé possible. Le CNES
s’intéresse aux oscillateurs ultra-stables pour les horloges. Il s’est fixé comme objec-
tif ! d’obtenir une solution alternative aux oscillateurs a quartz et présentant un bruit
de fréquence de —70 dBrad?/Hz a 1 Hz de la porteuse, ramené a 10 GHz.

Une deuxieme méthode de génération opto-hyper communément utilisée repose sur
le battement entre deux lasers décalés en fréquence et potentiellement indépendants
[3]. La fréquence d’émission du premier est notée v et celle du second v,. Chaque
laser possede son propre bruit de phase, contenu dans le terme ¢,(t) avec p = {1,2},
comme présenté sur la Figure 2. Afin de minimiser le bruit de phase du signal RF,
les signaux doivent avoir les mémes bruits de phase, autrement dit étre sensible aux

1. C’est le but a long terme du projet Shyro (Sources hyperfréquences a tres haute pureté spectrale
a base de mini-résonateurs optiques). Plus d'informations sur le wiki : https://wiki.univ-rennesi.
fr/foton/doku.php?id=projets:shyro:accueil


https://wiki.univ-rennes1. fr/foton/doku.php?id=projets:shyro:accueil
https://wiki.univ-rennes1. fr/foton/doku.php?id=projets:shyro:accueil

Ey = Ejgcos (2mvrt + ¢1(t))

Irp o< E1gFEo cos [271’ (Z/Q - V1) t+ ¢2(t) - ¢1(t>]
Photodiode

o— ) [
Coupleur
3dB l

Ey = Eygcos (2mvat + ¢a(t)) [ Signal RF @ fge=Iv,-v,| ]

FIGURE 2 - Principe du battement RF entre deux lasers décalés en fréquence.

mémes fluctuations. Ceci n’est possible que lorsque ces deux signaux sont issus de la
méme cavité : les fluctuations thermiques et mécaniques de I’ensemble vont induire
une gigue en fréquence identique sur les deux modes laser. Cependant, cette confi-
guration peut présenter de la compétition de mode puisque les modes puisent dans
un milieu & gain commun au méme milieu. Ainsi, il serait plus adéquat de parler
d’architecture du laser "doublement monomode" ot les efforts sont consacrés a mi-
nimiser la compétition et a rendre les deux modes indépendants. Les travaux de F.
Bretenaker et A. Le FLoch [3] en 1990 basés sur la résolution spatiale de deux modes
de polarisation orthogonaux via I’angle de walk-off ont permis 1’élaboration de source
micro-ondes accordables jusqu’au THz [9-11]. Pour nos expériences, nous utilisons la
symétrie sphérique du résonateur WGM pour obtenir deux effets lasers couplés sui-
vant deux équateurs différents. Sur ce principe, L. Xiao et al. ont obtenu en 2009 un
signal micro-onde a 10 GHz et de 22 kHz de largeur spectrale [12-14]. Le signal ob-
tenu a montré une dérive inférieure a 300 kHz ainsi que des fluctuations de puissance
de l'ordre de 1 dB pour un fonctionnement non asservi pendant 30 min. Ces résultats
doivent cependant étre complétés par des mesures de bruit d’intensité et de fréquence
du signal micro-onde, ce qui passe nécessairement par I’évaluation de ces bruits dans
le domaine optique et sur chaque mode laser. C’est donc autour de la dynamique du
laser WGM que ces travaux de recherche s’inscrivent.

Les micro-résonateurs WGM sont des structures a symétrie cylindrique ou sphérique
ol la réflexion totale interne le long d"une paroi incurvée permet de stocker 1’éner-
gie pendant une longue durée. A partir des travaux de Mie [15, 16] et de Lord Ray-
leigh [17, 18] sur les propriétés optiques de ces modes de propagation, les micro-
résonateurs WGM sont de plus en plus utilisés et leur propriété de confinement de la
lumieére mise a profit pour 1'étude d’effets non-linéaires a partir des années 1990 [19].
Ces résonateurs ont évidement suscité l'intérét de 1'étude de 1'effet laser au sein de
telles structures, notamment les travaux pionniers de C. Garret et al. [20] en 1961 por-
tant sur I'émission stimulée dans un cristal de CaF, dopé aux ions Samarium suivi
par HM. Tzeng et al. [21] en 1984 ot l'effet laser est obtenu dans des micro-gouttes
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d’éthanol et de rhodamine. Aujourd’hui, on trouve des lasers WGM dans diverses
géométries (sphere [22, 23], micro-disque [24-26] ou sphéroide tronqué [27]) en semi-
conducteur (InGaAsP, InGaAs, InGaN) ou en matériaux dopés aux ions de terres
rares (Si0y, CaF,, MgF,, ZBLAN, ZBLALiP dopés Er, Yb, Nd,...). La grande variété
des résonateurs WGM et des systémes de couplage a permis d’observer des phéno-
menes dépendant des matériaux utilisés et dont les performances sont aujourd’hui
bien comprises. Sandoghdar et al. ont ainsi obtenu en 1996 un laser WGM dans une
micro-sphere en silice dopée aux ions Neodyme et présentant un seuil laser de 200
nW [22]. Lin et Campillo [28] ont réalisé un micro-laser Raman dans des micro-gouttes
de disulfite de carbone avec seulement 3 photons de pompe. Outre I'aspect fondamen-
tal de ces résonateurs, ils peuvent également servir de capteur biochimique [29-31],
de température [32, 33] ou mécanique [34-36]. Cependant, dans toutes ces applica-
tions, le bruit intrinseque au résonateur est une limite incontournable. Dans le cas
d’un capteur basé sur 1'effet laser, ce bruit est défini par le bruit relatif d'intensité (Re-
lative Intensity Noise - RIN), densité spectrale des fluctuations du laser en exces par
rapport a une source poissonienne de méme puissance, i.e. bruit au dessus du bruit
quantique. Cependant, la dynamique du laser WGM est encore peu étudiée, que ce
soit dans des structures semi-conductrices ou de terres rares en matrice cristalline ou
vitreuse.

Ce manuscrit s’organise en six chapitres :

Le chapitre 1 s’attache a décrire les résonateurs dopés Erbium de facon générale en
prenant comme modeéle le résonateur en anneau monomode et en utilisant deux for-
malismes distincts. Les parametres importants tels que les facteurs de qualité et les
temps caractéristiques sont définis ainsi que les propriétés spectroscopiques des verres
utilisés et le processus de fabrication des micro-sphéres.

Le chapitre 2 est une étude théorique sur les résonateurs WGM. Les calculs effectués
amenent a différentes expressions du spectre WGM et du volume de mode.

Le chapitre 3 présente les différentes contributions au facteur de qualité du micro-
résonateur ainsi que le systéme de couplage utilisé dans les expériences que j’ai me-
nées.

Le chapitre 4 est un chapitre de généralités sur l'effet laser dans un systéme atomique
a trois niveaux et de classe B. Nous y développons les équations d’évolution qui nous



serviront par la suite.

Le chapitre 5 est consacré a 1’étude du RIN d’un laser WGM du point de vue théo-
rique et expérimental dans diverses configurations de couplage et de pompe. Le mo-
dele théorique propose une nouvelle approche du RIN d’un laser de classe B.

Le chapitre 6 est dédié aux expériences de couplage par rétrodiffusion dans un laser
WGM. Apreés avoir rappelé les régimes de fonctionnement, basés sur le gyro-laser a
I’état solide, nous présentons les mesures de corrélation entre les signaux co- et contra-

propagatifs couplés dans deux types de cavités laser WGM.
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1.1. Description d"un résonateur 9

Depuis 1997, le laboratoire Foton étudie les micro-résonateurs a mode de galerie,
que ce soit en régime laser [23,37,38], pour des applications en optique non-linéaire
[39,40] ou en optique hyper-fréquence [14]. Pour décrire ces résonateurs, une pre-
miére approche consiste a utiliser le modéle du résonateur en anneau. La premiére
section décrit brievement les propriétés de ces résonateurs, en régime actif et passif.
La deuxiéme section présente les propriétés des ions Erbium, dopant principal de nos
expériences, insérés dans une structure vitreuse. Enfin, la troisieme section est dédiée
au processus de fabrication des micro-spheres en verre dopé aux ions Erbium.

1.1 Description d’un résonateur

Dans cette section, nous décrivons les résonateurs ainsi que leurs propriétés impor-
tantes telles que le facteur de qualité, la finesse ou encore les temps caractéristiques.
Deux approches sont possibles pour décrire un résonateur en anneau couplé a une
ligne d’acces : une premiere approche matricielle - ou harmonique - utilisant le for-
malisme des fonctions de transfert [41], et une approche temporelle [42] basée sur
I'oscillateur harmonique amorti. A partir de ces études, nous établissons les différents
régimes de fonctionnement du résonateur en fonction des valeurs relatives des temps
caractéristiques. Enfin, nous réalisons une étude similaire en considérant deux réso-
nateurs en anneaux identiques couplés entre eux, ce dernier modele est appliqué au
cas d'un résonateur en anneau unique soumis a rétrodiffusion Rayleigh.

1.1.1 Fonction de transfert d’un résonateur

1.1.1.1 Approche matricielle

Cette approche a été développée par A. Yariv [41] et permet de connaitre la réponse
d’un systeme (ici optique) a une entrée sinusoidale dont la pulsation w est fixée.

Description de I’ensemble

Un résonateur en anneau (Fig. 1.1) de rayon a est couplé a une ligne d’acces, tous les
deux supposés monomodes et unidirectionnels. & est I’atténuation du champ sur un

~aL ol & est I'atténuation linéique (en m~1) et L = 27ra

tour de cavité telle que o = ¢
le périmetre du résonateur. Ej, et Eqyt sont respectivement les champs électriques en
entrée et sortie de ligne d’acces, E; est le champ couplé de la ligne d’acces vers le
résonateur et E; est le champ intra-cavité apres un tour. Nous notons ¢ = NwL/c

le déphasage acquis sur un tour de cavité avec N l'indice du matériau constituant le
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résonateur, w la pulsation du champ électrique Ej, et c la vitesse de la lumiere dans le
vide, p et k caractérisent le couplage entre le guide d’acces et la cavité.

FIGURE 1.1 — Schéma d’un résonateur en anneau couplé a une ligne d’acces.

Les champs sont reliés ensemble en considérant la matrice de transfert du coupleur :
Eout _ P LS Ein 1.1)
Eq jK o E>
ainsi que le déphasage acquis apres propagation sur une distance L :

E; = aEel? (1.2)

En supposant que le coupleur ne présente aucune perte (x> + p> = 1), la fonction de
transfert H (w) s’exprime alors comme :

H(w) = /T(w) Y@ = L‘W (1.3)
1— ap e](P(W)
ot T(w) est la fonction de transfert en intensité :
2., .2
T(w) = p° + a* —2ap cos ¢(w) (1.4)

1+ a2p? —2apcos ¢p(w)

La Figure 1.2 représente le spectre de la fonction de transfert en intensité T pour dif-
férentes valeurs du couple {a, p}. Cette fonction T peut étre mesurée expérimentale-
ment. Nous remarquons (Fig. 1.2) que T s’apparente a une fonction d’Airy et présente
un spectre de résonances espacées d'un intervalle spectral libre Aw = 27t/7, avec
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a.=0,80, p=0,80
@=0,99, p=0,80

: : e
sl A
NPT
e En [ A | A
0 N AR A

FIGURE 1.2 — Fonction de transfert en intensité T(w) d'un résonateur en anneau pour
différents couples {a, p}

l'indice
wo

1, = NgL/c le temps de parcours dans 'anneau et Ny = [N(w) + g—gw}

de groupe a wy.
Trois cas sont a distinguer en fonction de la valeur de a :

e & < 1:le résonateur présente des pertes, la fonction de transmission s’appa-
rente & une fonction d’Airy avec des creusements spectraux aux résonances. Ces
derniéres sont plus ou moins étroites et profondes en fonction de la valeur rela-
tive de p devant a. Le contraste est maximal lorsque & = p et, dans ce cas 1a, la
transmission a résonance T (wp + kAw) s’annule.

e a = 1:le résonateur ne présente aucune perte, la fonction de transmission est
constante (égale a 1) quelle que soit la pulsation w. Le résonateur agit alors
comme un déphaseur pur, a I'instar de 'interférometre de Gires-Tournois [43].

e & > 1:lerésonateur présente du gain, la fonction de transmission s’apparente a
une fonction d”Airy avec des pics aux résonances. Le résonateur agit comme un
amplificateur sélectif.

A partir du spectre de transmission au voisinage d une résonance, il est possible d’ob-
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tenir la largeur a mi-hauteur de celle-ci :

_ 2c(1—ap)

La finesse F d’une cavité est définie par :

]___Aw_ﬂ\/@

~ e I-ap (1.6)

ainsi que le facteur de qualité Q :
= = _<" 1.7
ow )\0 ( )

que l'on peut écrire en fonction du temps de parcours de cavité 1z, :

_on (Ve
Q—w0? <1_&0) (1.8)

F représente le nombre de tours effectués par les photons dans la cavité avant d’en

sortir tandis que Q est le rapport entre 1'énergie stockée sur 1'énergie perdue par cycle.
Le facteur de qualité Q d’une cavité couplée est directement reliée au couplage a la
ligne d’acces (p) ainsi qu’au terme de gain ou de pertes («). Plus la portion du signal
se couplant au résonateur est faible, plus p tend vers 1. De plus, pour des résonateurs
présentant de faibles pertes, le produit ap tend également vers 1. Lorsque cette pro-
priété est vérifiée, le dénominateur de I'équation 1.8 tend vers 0, exaltant d’autant le
facteur de qualité Q de la résonance.

1.1.1.2 Approche temporelle

Cette approche utilise le modele décrit par H. A. Haus [42]. L’ensemble est constitué
d’une cavité couplée a une ligne d’acces. siy(t) est le signal en entrée de ligne cou-
plée ponctuellement au résonateur avec un temps de vie caractéristique .. u(t) est le
champ intra-cavité et sout(t) est le signal en sortie de ligne. Au temps de vie du cou-
plage 7. nous adjoignons un temps de vie intrinséque 7y correspondant a I’atténuation
ou le gain du champ intra-cavité. si,, sout et # sont normalisés de telle sorte que |s|2
soit homogeéne a une puissance tandis que |u|2 représente 1'énergie intra-cavité. Les

champs présentent une dépendance en e /",

Le champ intra-cavité u obéit a I'équation d’évolution suivante :

% _ <_ij _ %) u(t) + \/gsm(t) (19)
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u(t) f

v

70

-y o

FIGURE 1.3 — Schéma d’une cavité sphérique couplée a une ligne d’acces, définition
des "champs" u(t), sin(t), Sout(t) et des temps de vie intrinseque 19 et extrinseque .

ou Tp est le temps de vie des photons. Il dépend des temps de vie caractéristiques du
champ 7, et 1 par la relation suivante :

1 2 2
— =4 = (1.10)
P T 1

Enfin, syt s’exprime en fonction de s, et u comme :
2
Sout(f) = —sin(t) + 1/ =u(t) (1.11)
Facteurs de qualité

La relation 1.10 permet de relier le facteur de qualité global Q a deux grandeurs, Q

et Qe

Q'=0Q,'+Q,’ (1.12)
avec :
Q = wotp (1.13)
Qo = wot/2 (1.14)
Qe = woTe/2 (1.15)

Qo et Q. sont respectivement les facteurs de qualité intrinseque et di au couplage. Ils
représentent le facteur de qualité global Q dans les cas asymptotiques ot le résonateur
est limité par ses pertes internes (7, ! = 0) et lorsque les pertes internes du résonateur
sont négligeables devant la fuite d’énergie par la ligne d’accés (7, L=0).

Solution stationnaire, fonction de transfert
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La solution stationnaire de 1’équation 1.9 permet d’exprimer la fonction de transfert
Hr1 comme :

S -
Hr(Q) = s°“t = /T(Q) /) (1.16)
in
ot ) = w — wy est le désaccord a résonance. T(Q)) et ¥(Q)) sont respectivement les
fonctions de transfert en intensité et en phase. T s’écrit comme :

2
(l — l) +0?
T(Q) = z@ Tlo . (1.17)
<—+—) +02
Te TO

La Figure 1.4 représente la fonction de transfert T(Q)) pour différentes valeurs du
rapport Ty /T, autour d'une résonance wy. On remarque que selon la valeur de 1/ e,
la résonance considérée est plus ou moins large et contrastée. En effet, la transmission
a résonance T(Q) = 0) s’exprime comme :

T -1\’
T(Q=0)= (TZ+T2) (1.18)
tandis que la largeur totale a mi hauteur éw des résonances est telle que :
2 2 2
G ) e
soit : 1
bw = - (1.20)

Plus le temps passé par les photons dans la cavité est important, plus la résonance est
étroite.

1.1.1.3 Lien entre les deux approches

On établit un lien formel entre les deux approches précédemment considérées en com-

parant les largeurs a mi-hauteur dans les deux cas : w = 1/7p dans I’'approche tem-
2 (1—«

porelle et bw = — ( =4
Vap

p= ) dans l’'approche matricielle. Le facteur de qualité global
L

Q permet de lier ces deux approches en posant :

1 1 2 [1- gp)
- = — 1.21
Q woTp woTL ( NZTY (1.21)

1 — ap se développe comme :

l—ap = (1-g) {1—%(1—p)]+(1—p) {1—%(1—&)} (1.22)
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Sectre de transmission

QeQ/oJ0

FIGURE 1.4 — Spectre de transmission T(Q)) autour d’une résonance pour différentes
valeurs de 19/ 7.

On reconnait dans l'expression 1.22 les développements limités de \/a et ,/p au pre-
mier ordre autour de 1. Cela revient a considérer que a et p sont tres proches de 1, ce
qui est '’hypothese fondamentale du développement de H. Haus [42] (résonateurs de
grande finesse). Il vient alors :

1 — _
1.2 [( &)\/ﬁ+ (1-p)ya (123)
Q woTL ap ap
c’est a dire :
1 1 1
o~ 4 1.24
0~ o (1.24)
avec :
1 11—«
— = — 1.25
0o N (1.25)
1 = 1-p (1.26)

Q P

Qo et Q, sont respectivement les facteurs de qualité intrinseque et extrinseque (ou de
couplage). Ils correspondent au facteur de qualité global Q (eq. 1.21) dans les cas par-
ticuliers respectifs d’un résonateur limité par ses pertes internes Qg (0 = 1) et d'un
résonateur limité par le couplage Q. (¢ = 1). Il convient néanmoins de noter que le
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lien entre les deux approches n’est que formel puisque le modele de Haus ne prend

pas en compte le temps de propagation dans le résonateur 7z !.

1.1.2 Les différents régimes de couplage

La valeur relative des pertes externes 7, par rapport aux pertes internes 1) permet
de définir différents comportements de la fonction de transfert en intensité, comme
nous l'avons remarqué sur la Figure 1.4. A partir de I'expression 1.18, on peut tracer
’évolution de la fonction de transfert en intensité a résonance T(Q) = 0) en fonction
de 7./ 1y, comme illustré sur la Figure 1.5.

60
«—iLaser|
% 40 4 Am,pl,ifi,ca,tion,% USRS SUPSTN I S
'E' sélective  : Sur-couplage Sous-couplage !
Q i i ‘ ‘
S 204N\
C
(@]
&
‘Q
fut 04
(0
c
.0
e
€
5 : : : :
S 4od
S
H H
: ouplage critique ‘
-60 : i - - i - i -
U, 0 Ut 2T, 3/, A
1t

0

FIGURE 1.5 — Transmission & résonance T(Q} = 0) pour différentes valeurs de 1/ 7,
définition des régimes de couplages.

On distingue 6 régimes distincts :

1. Sous-couplage
Ce régime est défini par 7. > 19, autrement dit Q. > Qo : les pertes du systéme
coupleur/résonateur sont gouvernées par celles du résonateur (pertes intrin-
séques). La courbe 7, = 579 de la Figure 1.4 présente un exemple de ce régime

1. Dans le modele de Haus, les couplages de sj, vers u et de u vers sout sont considérés comme
instantanés, ce qui n “est pas vraiment le cas puisque u se propage dans le résonateur pendant 77, avant
de se coupler a soyt.
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de couplage. La transmission a résonance (eq. 1.18) est telle que 0 < T(0) < 1
(voir Fig. 1.5).

2. Couplage critique
Ce régime est défini par 7. = 79, autrement dit Q. = Qo : les pertes internes
sont exactement égales aux pertes de la ligne d’acces. Le champ interne couplé
en sortie de ligne d’acces et le champ incident initial transmis s’annulent par
interférences destructives, si bien que la transmission a résonance (Fig. 1.5) est
telle que T(0) = 0: c’est le régime ot les résonances sont les plus contrastées

en régime passif.

3. Sur-couplage
Ce régime est défini par 7, < 79, autrement dit Q, < Qo : les pertes du sys-
teme coupleur/résonateur sont gouvernées par celles du coupleur (pertes ex-
trinseques). La courbe 19 = 57, de la Figure 1.4 présente un exemple de ce ré-
gime de couplage. La transmission a résonance (Fig. 1.5) est telleque 1 > T(0) > 0.
Ce régime est le cas inverse du sous-couplage.

4. Transparence
Ce régime est défini par 7, 1 = 0, autrement dit Q = Q, : le résonateur ne
présente pas de pertes internes, le seul terme de pertes est dii au couplage. La
transmission est constante quelle que soit la pulsation et vaut 1 (Fig. 1.4) : c’est
un systeme purement déphasant (interférometre de Gires-Tournois).

5. Amplification sélective

-1 1

Ce régime est caractérisé par —7, - < 7, < 0. C’est une situation ou le gain
compense les pertes internes de la cavité mais ne compense pas la totalité des

pertes. La transmission a résonance T(0) est supérieure a 1 (Fig. 1.5).

6. Régime laser

'« —771 < 0: le gain intra-cavité compense

Ce régime est caractérisé par 7,
a la fois les pertes internes et les pertes externes. Le seuil laser correspond a
Tp = —T.. La transmission diverge (Fig. 1.5) et le modele développé ici n’est plus
valable. Les chapitres 4, 5 et 6 sont dédiés a développer ce régime d’émission et

la dynamique qui I’accompagne.

1.1.3 Puissance intra-cavité

Avec nos conventions de la section 1.1.1, Ej;,, est le champ en entrée de ligne d’acces et
E; est le champ intra-cavité apres un tour de cavité (cf Figure 1.1). Ces deux quantités



18 Chapitre 1. Description d"un résonateur en verre dopé aux ions Erbium

sont reliées par la relation :
E> B ].ngj(’)(w)
Ein 11— &pej#’(w)

Le facteur d’exaltation B est défini comme le quotient de la puissance intra-cavité sur

(1.27)

la puissance d’entrée ? :

E |? a* (1-p?)
= |==| = 1.2
Bl =5, | = T+ w0 — 2apcos (9(@)) 12
A résonance, B est maximal et vaut :
2 1— 2
B(wo) = M (1.29)
(1-2p)
Lorsque & — 1, on peut écrire :
1+p 2 4
B(wo)_l—gp_l—gp_ o (1.30)
Lorsque p — 1, B(wy) s’identifie a la finesse par :
2
B(wg) ~ %]-" (1.31)

Ainsi, plus la finesse F du résonateur considéré est grande, plus la densité de puis-
sance a l'intérieur du résonateur est importante, donnant lieu a l'apparition d’effets
non linéaires. Ceci n’a lieu que lorsque le terme ap est proche de 1 : la divergence du
dénominateur de B(wy) exalte la densité de puissance intra-cavité. Cette derniére est
maximale lorsque le temps de stockage des photons 7p est long et le temps de par-
cours de la cavité 17 est court. Il est donc nécessaire, pour obtenir une grande finesse,
d’avoir un intervalle spectral libre élevé, donc des résonateurs de petite taille. C’est la
raison pour laquelle nous utilisons des micro-résonateurs sphériques, dits résonateurs
amode de galerie, résonateurs en volume dont le diametre est de 1’ordre de la centaine
de micro-metres. Leur haut facteur de qualité, combiné a leur grande finesse donne
lieu a une durée d’interaction entre le milieu constituant la cavité et le champ élec-
tromagnétique importante, ce qui favorise l'apparition d’effets non-linéaires. Ces ré-
sonateurs sont des candidats tout trouvés pour I'étude d’effets non-linéaires avec peu
de photons [44,45] ou pour l'obtention de cavités lasers avec des seuils tres bas [22].
Le chapitre 2 développe les propriétés de ces résonateurs.

2. Une expression équivalente pour B consisterait a prendre le quotient de la puissance intra-cavité
sur la puissance de sortie :
jael (o) ?(1-p)  1-p? 1-p* 2

~

T2 1-2p+02 (1-ap)? 1-ap

B(wo) =

o — pe]"P(‘UO)
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1.1.4 Couplage de résonateurs

Le modele présentant le couplage de deux résonateurs, supposés identiques, permet
de dégager certaines propriétés utiles par la suite. Dans notre cas, lorsque un réso-
nateur est soumis a un couplage par rétrodiffusion Rayleigh le modele du couplage
de deux résonateurs identiques s’applique [46,47]. Nous considérons un couplage
ponctuel via un coupleur {py, 2} ou un temps de vie effectif 7,. Méme si 'effet de
rétrodiffusion n’est pas aussi simple dans la mesure ot le couplage s’opere sur la ca-
vité étendue (effet de rétroaction distribuée) [36,45], les effets observés s’apparentent
au modele présenté dans la mesure ot 1’on reste en régime linéaire, i.e. en dessous du

seuil laser. Le modéle présenté ici sera utilisé au chapitre 6.

Comme précédemment, la description du couplage de résonateurs peut suivre une
approche d’évolution temporelle pour les deux modes couplés ou matricielle. Dans
tous les cas, les modes u; et up ont les mémes parametres : mémes temps caractéris-
tiques T, 7. et Tp pour le modele temporel, mémes pertes « et taux de couplage {x,p}
pour le modele matriciel.

1.1.4.1 Approche temporelle

Le modele de Haus décrivant le couplage entre deux modes u; et u, revient a consi-
dérer deux oscillateurs harmoniques monomodes identiques couplés avec un temps
caractéristique T, représenté sur la Figure 1.6. Les équations d’évolution des ampli-
tudes des modes couplés sont [49,50] :

T P PRI -
i ( jwo 2TP> ul(f)+2Tbu2(t)+ Tesm(f) (1.32a)

du _ j g — b
B~ L+ (o 5 )l (1.32b)

ol uj et up sont les amplitudes des modes couplés, s;, est le signal en entrée de ligne
d’acces, wy est la pulsation de résonance en 1’absence de couplage, 1p est le temps de
vie des photons, T, est le temps de vie du couplage a la ligne d’acces, 1y le temps de
vie du champ dans la cavité isolée et T, est le temps de vie du couplage entre les deux

résonateurs (en puissance).

Les amplitudes des signaux de sortie syt et s, peuvent étre écrites sous la forme sui-
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Te sp(t)

70

Ul (t)

sin(t) Sout (t)

Te

FIGURE 1.6 — Schéma de deux cavités en anneaux identiques couplées a deux lignes
d’acces (configuration add/drop).

vante :

soult) = —sal8) +/ 20 (1.332)

Sb(t) = \/guz(t) (133b)

Les fonctions de transfert en transmission Hr et en réflexion Hg pour les champs

s’écrivent :
( 2 .
5 z <f“ i ?)
Hr = =& 1+ ¢ (1.34a)
Sin O — L + L i O+ i L
J 27, 2Tp J 27, 2Tp
.
o (%)
He = b _ 2% \ T (1.34b)
Sin il Q— L + L i[O+ L + L
L J 2Tb ZTp J 2Tb 2Tp

ou () = w — wy est le désaccord a résonance.
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FIGURE 1.7 — Fonction de transfert en intensité

Hr|? et |Hg|* de deux résonateurs en

anneaux sans pertes internes (1o — +00) couplés avec un temps de vie 7, = 7p/5
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FIGURE 1.8 — Fonction de transfert en intensité |’HT|2 et |’5’-[R|2 de deux résonateurs
en anneaux sans pertes internes (7p — +00) couplés avec un temps de vie 7, pour

Tp = Tp.
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Les poles des fonctions de transfert en intensité |’HT|2 et |H R|2 sont obtenus lorque
leur dénominateur est un minimum. On cherche alors les valeurs particulieres de ()

qui annulent sleur dérivée, ce qui donne :

40) [QZ — (%)2 + (%)2] =0 (1.35)

Les poles de |Hr|* et |#g|* sont donc :

Q =0

2 (1.36)
0O, = ii 1_(2)
2Tb Tp

La couplage leve la dégénérescence des modes u; et 1 en entrainant une séparation
des deux pulsations de résonances wy d"une quantité Aw telle que :

2
Aw =1y ]1- <E) (1.37)

La dégénérescence n’est levée qu’a partir du moment ou 7p > T, c’est a dire lorsque
le couplage n’est pas suffisant pour modifier le temps de vie global 7p obtenu en 1’ab-
sence de couplage. Lorsque Tp > T3, I'écart prend la forme Aw ~ 1/7,. Pour illustrer
cette derniere remarque, les Figures 1.7 et 1.8 présentent la levée de dégénérescence
due au couplage de deux résonateurs identiques autour d"une pulsation de résonance
(le temps de vie des photons est tel que 7. < 19 ol1 T, est supposé identique pour les
deux résonateurs, i.e. Tp >~ T,/2).

e La Figure 1.7 correspond au cas ou 7, = 7p/5. Le couplage est suffisament fort
pour résoudre les deux modes couplés par rétrodiffusion, entrainant une levée
de dégénérescence Aw ~ 1/T,.

e La Figure 1.8 correspond au cas ou 1, = Tp. Le couplage n’est pas suffisament
prononcé pour résoudre les modes couplés (maximal flatness).

1.1.4.2 Approche matricielle

Le modele matriciel consiste a considérer deux résonateurs en anneau identiques cou-
plés chacun a une ligne d’accés avec les mémes coefficients p; et x; et couplés entre
eux via les coefficients p; et x,. Le signal d’entrée E;, est couplé au premier résona-
teur. Aucun signal est introduit dans la ligne d’accés du deuxiéme résonateur, elle sert
a récupérer le signal rétrodiffusé Ej,.
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FIGURE 1.9 — Schéma représentatif de deux résonateurs en anneaux identiques couplés
par rétrodiffusion.

Dans cette approche, nous notons ,/a les pertes sur un demi-tour de cavité et ¢/2 le
déphasage associé sur cette méme distance. Tout calcul fait, la fonction de transfert en
réflexion Hr = E,/Ej, s’exprime comme :
_ —jriroaX

1 —2ap1p2X + a?p7X?

Hr (1.38)

oll nous avons noté X = ¢/¢.

En supposant. que le deuxiéme coupleur est sans pertes (03 + k3 = 1), on peut poser
P2 & jro = e*1%. La fonction de transfert en intensité | R|2 s’écrit alors :

4.2.2
H|? = e (1.39)
[1+a2p7 — 2apy cos (¢ — 0)] [1+a?pT — 2upy cos (¢ + )]

Dans le cas d'un couplage faible, po ~ 1, si bien que 6§ ~ x; < 1. On peut alors

développer ¢ £ en:

L NL ¢
§£6=Nawo— + — (Q + mxz) (1.40)
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ot () est le désaccord a résonance. Si w est proche de wy, on trouve :

1 2
cos (p+0) ~1— - [TL (Qig)} (1.41)
2 T,
Si l'on considere un résonateur sans pertes internes (¢ = 1) et avec un faible taux de
couplage (o1 — 1), il vient :
2
1—py o~ %1 (1.42)

La fonction de transfert en intensité s’exprime alors comme :

16%5 /]

2 2
2 2
H(g(mg)) 1+<%<g_g))
1 L K1 L

En procédant de la méme fagcon que précédemment, on cherche les valeurs de (2 qui

Hr|? (1.43)

annulent le dénominateur de |Hz|*. Il vient :

r N2\’ o\ 2
40 (—j) <—1) + 0% - (—2) =0 (1.44)
K] 2TL T,

Les poles de |Hg|? sont :

(1.45)
Q. =

La couplage sépare les deux modes propres initiaux, a l'origine situés en wp, d"une
quantité Aw telle que :

(1.46)

Cette levée de dégénérescence n’a lieu que si 2k, > 3. Les deux approches donnent
) L. 2
des expressions similaires pour |Hg|" :

‘H |2 _ Tg/TgTez
T 2 1) 2 1)’
1 QO— —— 1 O+ —
+TP< 2Tb) +TP( +2Tb>
16K2 /x4
2 2/ K9
Hel” =+ 5 2 ) 2
1+ (L (-2 1+ (2L (a+2
K% T, K% TL
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Par identification, on peut associer k1 et kp a Tp et 73 :

2T
> L
= - = 1.47
K1 - ( a)
53
= L 1.47b
K2 27, ( )

1.1.5 Conclusion

Le résonateur en anneau couplé a une ligne d’acces est un modele simple permettant
de décrire correctement les propriétés des résonateurs WGM que nous utilisons.

e Les cavités utilisées sont des micro-spheres de diametre autour de 100 um. Les
chapitres 2 et 3 décrivent les spécificités de ces cavités.

e Les temps caractéristiques 7. et 7y définissent le régime de couplage du résona-
teur. Dans la suite de nos études, nous travaillons en régime laser. Nous verrons
au chapitre 5 une méthode permettant de connaitre le temps de vie du couplage
en régime laser.

e Le couplage par rétrodiffusion est étudié au chapitre 6, en dessous et au dessus
du seuil laser. Le modele présenté ici n’est cependant plus valable dans le ré-
gime laser, ce qui nous ameéne a redéfinir le modele en prenant en compte les

spécificités de ce régime d’émission.

1.2 Propriétés spectroscopiques de I'ion Erbium

Dans cette section, nous rappelons la structure électronique de 1ion Erbium, dopant
principal des verres utilisés. Nous définissons également les grandeurs spectrosco-
piques utilisées dans la suite de ce manuscrit et caractérisons deux verres dopés sur
lesquels se basent nos expériences : les verres ZBLALIP et IOG.

1.2.1 Spectroscopie de 'ion Erbium Er>*

La structure électronique des ions de terres rares est un probleme traité dans de nom-
breux ouvrages. Nous donnons ici quelques généralités sur la structure atomique de
I'ion Erbium et de ses niveaux d’énergie. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer
aux ouvrages [51-55].
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1.2.1.1 Eléments de Physique atomique

Le Hamiltonien décrit 1’évolution temporelle de la fonction d’onde dans un systeme
atomique via l’équation de Schrodinger. Les valeurs propres qui en découlent donnent
les différents niveaux d’énergie. Le Hamiltonien total s’écrit :

H = HO + Wc + Wso + ch (1-48)

e Hy est le Hamiltonien non perturbé dans l’approximation du champ central
(électron dans le potentiel du noyau et d'un potentiel "moyen" créé par les autres
électrons). Il donne les énergies des sous-couches électroniques ns, np, nd, nf, ...
pour une couche électronique 1 donnée (n € IN™*). Dans le cas de I'ion Erbium
triplement ionisé Er>*, la couche électronique incompleéte est la couche 4f et
contient 11 électrons. C’est une couche interne aux couches 5s et 5p préalable-
ment remplies (regle de Klechovsky).

e W, correspond a la perturbation apportée par les interactions électroniques. 11
conduit a I'introduction des nombres quantiques L et S (respectivements mo-
ment angulaire total orbital et moment angulaire total de spin) et sépare le ni-
veau 4f en 271 sous-niveaux espacés d’environ 10* cm~!. Le niveau de plus
basse énergie est obtenu suivant la réegle de Hund, c’est le niveau *I.

e W, correspond a la perturbation apportée par le couplage spin-orbite (ou cou-
plage L — S dans notre cas). Chaque niveau 2°*1L est séparé en sous-niveaux
indexés par | (grand moment angulaire). Pour I’Erbium, le niveau 4] se scinde
en 4 sous-niveaux indexés par | = {% ; % ; % ; %} et séparés d’environ 100 cm~ L,

Le niveau fondamental est le niveau *I;5 /2-

e W correspond a la perturbation apportée par 'insertion de 1'ion dans une ma-
trice hote. Etant donné que le niveau 4f est interne aux couches 5s et 5p, il est
peu sensible a I'interaction avec les atomes de la matrice hote [55]. La correction
est donc faible (approximation de champ faible). Le champ statique cristallin leve
la dégénérescence de chaque sous-niveaux 2°*1L; par effet Stark dépendant de
la symétrie du site. Pour I'Erbium, les niveaux 4113 /o et L5 /2 se scindent en res-

pectivement 7 et 8 sous-niveaux Stark espacés d’environ 10 cm 1.

Pour compléter 1'étude sur le spectre d’émission de I'Erbium piégé dans une ma-
trice hote, on doit tenir compte de différents effets structuraux qui élargissent la raie
d’émission d"une transition atomique donnée. Ces phénomenes d’élargissement dé-
pendent de la nature de la matrice hote et modifient en conséquence le spectre d’émis-
sion.
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FIGURE 1.10 - Effet des différents Hamiltoniens sur les niveaux d’énergie de 1'ion
Erbium.
1.2.1.2 Mécanismes d’élargissement d’une transition électronique

La transition entre deux sous-niveaux Stark est due a différentes sources d’interac-

tions. Elles sont de type :
e radiative
e ion-ion
e ion-phonon

Pour de faibles concentrations de dopant, l'interaction ion-phonon est prédominante
devant les autres. C’est une interaction de type collisionnelle entre les électrons et les
phonons de la matrice hote. Le peuplement des phonons suit une loi de Bose-Einstein :

1
(Nphonon) = —g—— (1.49)
efsT —1
ou <Nph0n0ns> est le nombre moyen de phonons peuplant le niveau d’énergie hv, kp

la constante de Boltzmann et T la température. Pour des plus fortes concentrations
de dopants (> 102! cm~3), les interactions ions-ions apparaissent (relaxation croisée,

transfert assisté par phonon, up-conversion...).

En fonction de la structure dans laquelle l'ion est inséré, on distingue deux types
d’élargissements : homogene en structure critalline et inhomogeéne en structure vi-
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treuse.
Elargissement homogene dans une structure cristalline

Une structure cristalline est une structure ot une maille élémentaire est répétée de
facon ordonnée, comme représenté sur la Figure 1.11a. Si l'introduction d’impuretés
dans le cristal (i.e. des dopants) ne modifie pas I’environnement et la structure ponc-
tuelle du cristal, alors tous les ions actifs sont soumis au méme champ cristallin, de
sorte qu’ils absorbent ou émettent a la méme fréquence de résonance pour une tran-
sition donnée. La transition est alors homogéne.

La largeur homogene I';, de la transition dépend de la température T mais aussi de
I'énergie des phonons hv, qui dépend elle-méme de la composition chimique de la
matrice hote, qu’elle soit cristalline ou vitreuse. Elle est reliée au temps de vie des
cohérences optiques T, par la relation :

T, =1/7T» (1.50)

L’élargissement est dit homogene lorsque tous les sites ioniques subissent le méme
effet. Le cas du cristal parfait n’est en pratique pas réalisable et il subsiste quelques
dislocations. Chaque ion interagit avec un champ cristallin dans un environnement
qui lui est propre. L'unicité de chaque fréquence de résonance associée a un site cris-
tallin est la cause principale d'un élargissement inhomogene. Néanmoins, dans un
cristal, I’élargissement prédominant est homogene. A température donnée, le spectre
d’émission d"une collection d’ions actifs dans une matrice cristalline s’apparente a un

spectre de raies.
Elargissement inhomogeéene dans une structure vitreuse

Les différents arrangements cristallins au sein de la structure vitreuse entrainent 1'in-
teraction entre 1'ion , Erbium dans notre cas, et ce qu’on appelle le champ de ligand,
champ électrique local au site de 'ion. Cependant, une matrice vitreuse ne peut pas
étre considérée comme une structure cristalline. Prise indépendament, chaque maille
peut s’apparenter a celle d'un cristal, mais l’arrangement spatial des mailles (au mo-
tif identique) mises bout a bout ne 1’est absolument pas (Figure 1.11b) et entraine un
degré de désordre beaucoup plus marqué que dans la structure cristalline, méme sou-
mise aux dislocations dues au dopage (les Figures 1.12a et 1.12b illustrent le cas de
I’élargissement inhomogene dans une matrice vitreuse). De fait, une matrice vitreuse
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FIGURE 1.11 - Arrangement des mailles dans une structure (a) cristalline et (b) vitreuse
(tous les deux non dopés).

est soumise a un élargissement inhomogene. A température donnée, le spectre d’émis-
sion d"une collection d’ions actifs dans une matrice vitreuse s’apparente a un spectre
de bandes.

Ainsi, un ion terre-rare piégé en matrice cristalline ou matrice vitreuse n’aura pas
le méme spectre d’émission a cause de la nature de 'élargissement. La Figure 1.13
montre le spectre d’émission a 1064 nm de 'ion Nd®>* dans un cristal de YAG et dans
un verre de silice. On remarque la structure discréte du spectre de raies dans le cristal,
al'inverse du verre de silice ot1 'émission est tres large. Pour réduire la plage d’émis-

sion dans une matrice vitreuse, on peut travailler a basse température.

Les résonateurs WGM utilisés dans nos expériences sont fabriqués a partir d’échan-
tillons de verre dopés Erbium. Du fait de I'élargissement inhomogene, les spectres
d’absorption et d’émission présentent un spectre faiblement résolu. La suite de ce
chapitre est dédié a la caractérisation optique des différents verres utilisés.
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FIGURE 1.12 — (a) Dopants au sein d"une structure vitreuse et (b) élargissements ho-
mogenes des différents sites ioniques et élargissement inhomogeéne résultant.
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FIGURE 1.13 — Comparaison des spectre d’émission a 1064 nm de 'ion Nd>* inséré
dans un cristal de YAG et dans un verre de silice (I’échelle verticale a été ajustée sur
les deux spectres pour faciliter la comparaison). Figure extraite de [56].

1.2.2 Ion Erbium en matrice vitreuse

1.2.2.1 Verre fluoré : ZBLALiP

Le verre ZBLALIP [57] est un verre de la famille des fluoro-zirconates. Sa formule
chimique est :

51 ZrF, — 16 BaF, — 5 LaFs — 3 AlFs — 20 LiF — 5 PbF,
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Dans la littérature [56], nous obtenons les valeurs des élargissements homogene et
inhomogene pour 'ion Erbium dans une matrice vitreuse en verre fluoré :

élargissement inhomogene :  ~60 cm~!

élargissement homogene  : 20 —35 cm~!

Le taux de dopage en ErF; de nos échantillons pour ce verre varie de 0.01 a 6 mol%. Les
caractérisations spectroscopiques ont été réalisées sur un échantillon de verre dopé a
0.05 m0l% (0.945 x 10Y cm~3) avec un spectrométre de résolution 0.1 nm. Pour nos
expériences, le taux de dopage utilisé est de 0.1 mol%.

Absorption du ZBLALiP autour de 1550 nm

Le coefficient d’absorption a, en m~!, représente 1’atténuation du champ due a 1’ab-
sorption et la diffusion en volume et obéit a la loi de Beer-Lambert :

I(z) = I(0)e (1.51)

Ce parametre va nous permettre de calculer les sections efficaces d’émission o, et
d’absorption o, et ainsi au gain spectral, parametres trés important dans le cadre de
I'étude de 1'effet laser. Une mesure d’absorption linéique a été réalisée [56—60]. Nous
obtenons alors le spectre de la Figure 1.14. C’est de ce spectre que nous déduisons o,
et ..

Sections efficaces d’absorption et d’émission

La section efficace d’absorption o, est définie comme :
o

Mot

ol Niot est la densité totale de dopants. 0, n’est pas une section a proprement parler

o = (1.52)

mais représente une quantité spectroscopique, homogene a une surface, permettant
de quantifier la probabilité d’absorption d’un matériau, quelles que soient les pro-
priétés géométriques de la cible (longueur d’échantillon, section du faisceau d’excita-
tion, densité d’atomes, ...). La section efficace d’émission représente, elle, la probabilité
d’émission dans le materiau.

La théorie de Mc Cumber [61] permet de déterminer la section efficace d’émission o,
a partir de la section efficace d’absorption o :

71 I(y—
O = aez—ie"BT(v o) (1.53)
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FIGURE 1.14 — Coefficient d’atténuation linéique a du verre ZBLALiP dopé a
0.05 mol%.

ou Z; et Z; sont les fonctions de répartition des populations sur les sous-niveaux
Stark de I3/, et 415 /2, h 1a constante de Planck, kg la constante de Boltzmann, T
la température et vp la fréquence correspondant au gap d’énergie Ej entre les deux
sous-niveaux les plus bas de *I;3/, et I;5/,. Le rapport Z; / Z, suit une statistique de
Maxwell-Boltzmann avec les différents niveaux d’énergie :

8 _Hj
1 + Z e kBT
71 j=2
52; — —————?;————Ezf (1.54)
1+ Y e kT
j=2

Dans le cas de I’Erbium, 1’effet Stark scinde les niveaux %13 /o et 4115 /2 en respective-
ment 7 et 8 sous-niveaux dont les éclatement sont de 327.3 cm~! et 411 cm~!. Si l’'on
considere que les différents niveaux sont équidistants en énergie, en notant AE; la sé-
paration de deux niveaux sur *I;5 /2 et AE; celle de 415 /2, on obtient le diagramme
d’énergie représenté sur la Figure 1.15.
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FIGURE 1.15 — Effet Stark sur les
niveaux 4113/2 et 4[15/2 de E1’3+.

Les sections efficaces d’émission et d’absorption sont représentées sur la Figure 1.16.
La section efficace d’émission est calculée a partir de la section efficace d’absorption
et des niveaux d’énergie calculés précédemment.
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FIGURE 1.16 — Sections efficaces d’émission et d’absorption.

Le peuplement des niveaux suit une distribution de Maxwell-Boltzmann. Au sein
d’un méme multiplet (*I;3,, ou *I;5,,), les sous-niveaux de plus basse énergie sont
les plus peuplés car ils présentent une relaxation trés rapide (~ 1 ns) devant le temps
de vie des niveaux (~ 10 ms). La transition *I;3 /2 —4 15 /2 est assimilée a un systeme
a trois niveaux.
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FIGURE 1.17 — (a) Absorption des niveaux supérieurs de 'ion Erbium, (b)Visualisation
de la fluorescence a 550 nm.

En toute rigueur, certains processus d’interactions ions-ions sont présents. Le phéno-
meéne d’absorption par les niveaux supérieurs (up-conversion), représenté sur la Figure
1.17a, entraine une fluorescence autour de 550 nm dans ce verre, visible expérimenta-
lement (Figure 1.17b).

Gain spectral

Le gain spectral linéique (en m~1) G, est proportionnel a o et 0, ainsi qu’au taux
d’ions Erbium effectivement excités, noté p [62] :

Gy = Ng; [poe — (1 — p)oa] (1.55)

Le gain spectral est représenté sur la Figure 1.18 pour différents taux de pompage p et
pour un verre dopé a 0.05 mol%. On remarque que, pour de faibles valeur de p, le do-
maine ou le gain est positif a lieu préférentiellement autour de 1610 nm. En augmen-
tant progressivement le nombre d’ions d’Erbium excités, la plage spectrale devient
de plus en plus large et le maximum du gain se décale vers les longueur d’ondes les
plus courtes. Ainsi, dans ce verre, un faible taux de pompage donne un effet laser vers
1610 nm, tandis que pour un taux de pompage plus fort, 1'effet laser apparait préfé-
rentiellement autour de 1530 nm, dans la zone ot le gain est le plus élevé.

Temps de vie de la transition *I;3,, — *I15,»
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FIGURE 1.18 — Gain spectral pour différents taux de pompage p pour un échantillon
de verre dopé a 0.05 mol%.

La durée de vie des populations de la transition 4115 /2 —4 s /2 a été mesurée sur une
collection de verres massifs en ZBLALiP avec différents taux de dopages. Le temps
de vie de la transition est calculé en enregistrant la décroissance du signal de fluores-
cence de I’échantillon avec un photodétecteur (InGaAs) relié a un oscilloscope (Tek-
tronix TDS350). Les échantillons sont excités avec un laser Nd:YAG a 1064 nm pulsé
et doublé en fréquence. La Figure 1.19a, extraite de [57], présente les résultats de ces
mesures. On remarque que la réduction du verre a I’état de poudre diminue le temps
de vie de la transition. On peut également s’attendre a une diminution de ce temps
de vie apres un processus de fusion, nécessaire a I’'obtention de résonateurs en verre.
G. Nunzi-Conti et. al. [63] ont noté une diminution de 15% du temps de vie de la tran-
sition lorsque le verre est passé a I'état de microsphere dans un verre IOG-2, comme
le montre la Figure 1.19b. Si nous supposons que ce verre est suffisament proche du
ZBLALIP, nous pouvons considérer que la diminution du temps de vie de la transition
est la méme . Pour les taux de dopages utilisés, nous retenons un temps de vie T; de
10 ms dans le ZBLALIiP [40].

3. [63] montre également une diminution du temps de vie de 48% dans un verre Baccarat dopé
Erbium a 0.5 mol% lorsque le verre est réduit a I'état de microsphere.
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FIGURE 1.19 - (a) Temps de vie de la transition *I;3/, — *I15,, aprés excitation a
532 nm en fonction du taux de dopage pour des échantillons de verre ZBLALIP bruts
et réduits en poudre, Figure extraite de [57]. (b) Effet de la géométrie de 1’échantillon
sur le temps de vie de la transition 413 /2 — ‘L5 /2 de I'Erbium dans un verre I0G-2,
Figure extraite de [63].

1.2.2.2 Verre oxyde : IOG-1

Au cours de nos études, nous avons été amené a étudier le verre IOG-1 (particu-
lierement au chapitre 6). C’est un verre sodium-aluminophosphate industriel, de la
marque Schott, co-dopé aux ions Erbium et Ytterbium et dont la composition chi-
mique est [64] :
3 RyO3 — 60 P,Os — 24 NayO — 13 Al,O3

ott R représente Er>™ ou YB3 . Ce verre est dopé en ion Erbium a 1.15 mol% et en ion
Ytterbium a 4.73 mol%, soient des concentrations respectives de 1.0 et 4.0 x 102 cm 3.
La concentration d’ions Erbium est plus importante que dans le verre ZBLALIP (en-
viron dix fois plus), ce qui conduit notament a un seuil laser plus élevé.

Sections efficaces et gain spectral

Les mesures spectroscopiques n’ont pas été réalisées sur ce verre, aussi nous pren-
drons celles données par le fournisseur. Les sections efficaces d’émission et d’absorp-
tion du verre IOG-1 sont présentées sur la Figure 1.20 et sont issues de [64].

Le pic d’émission a lieu a 1542 nm et la section efficace d’émission a cette longueur
d’onde vaut 6.6 x 1072 ¢m? [64]. Le maximum de la section efficace d’émission du
verre JOG-1 est légerement plus importante que celui du verre ZBLALIP (Fig. 1.16).
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FIGURE 1.20 — Sections efficaces d’émission et d’absorption de 'Erbium dans un verre
IOG-1, Figure extraite de [64].

Nous n’avons pas pu tracer les courbes de gain spectral pour différents taux de pom-
page p car nous ne disposons pas de mesures précises de . et 0,. Néanmoins, on
constate (Fig. 1.20) que la section efficace d’émission présente une zone autour de
1600 nm ot elle n’est pas négligeable, contrairement a la section efficace d’absorption.
Ainsi, pour un taux de pompage p modéré, le verre IOG-1 présente un gain autour de
1600 nm plus important que le verre ZBLALIP. Pour un taux de pompage plus impor-
tant, le gain spectral est plus important autour de 1550 nm.

Temps de vie de la transition *I3,, — *I;5,»

Concernant la durée de vie de la transition *I;3 /2 — L5 /2 dans le verre IOG-1, Liu
et Pun [65] ont réalisé ces mesures dans des verres ayant différents taux de dopages
en Erbium et Ytterbium. Ces taux de dopages sont présentés dans le Tableau 1.1. Les
mesures de temps de vie de fluorescence ont été réalisées avec un monochromateur
(SPEX 500M), un chopper optique a 25 Hz (Digirad C-980), une photodiode en In-
GaAs et un oscilloscope (HP54600B). Les mesures et les ajustements théoriques sont
présentés sur la Figure 1.21. Sur les 4 verres, les temps de vie de la transitions sont
respectivement de 8.26, 9.18, 8.78 et 7.82 ms. Les temps de vie de cette transition sont
plus faibles dans le verre IOG-1 que dans le verre ZBLALIP. Le verre correspondant
le plus a celui utilisé dans nos expériences est le verre A, dont la durée mesurée de la
transition est de 8.26 ms (en verre brut). Lorsque ce verre est réduit a 1’état de sphéres,
en considérant que la réduction entraine une réduction de 10% sur le temps de vie
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initial [63], on peut s’attendre a un temps de vie de 7.02 ms.

TABLEAU 1.1 - Correspondance entre les concentrations en E3* et Y§+ et les échan-
tillons de la Figure 1.21 dans [65].

Echantillon || \V, £+ [10%0 cm—3] NYE* [10%° cm 3]
A 0.99 3.99
B 1.88 3.98
C 2.00 3.01
D 3.47 2.53

t =8.26%0.03 ms
meas
3 o)
s 10
=
K t =9.18%0.04 ms
c 2 5 meas
g 107 1074
1= O Experiment
Exponential decay fit
10 ; . . : : . 107 : . . . : .
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
10% 10°, ]
Sy Time (ms) Time (ms)

Ry ]
s 1" 10
> ¢
G =8.7810.06 Ms & =t
§ i62] meas 164 tmeas—7.8210.02 ms
£

107 , ; , , ; v 107 ; ; ; . ; .
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FIGURE 1.21 — Mesure de la décroissance de la fluorescence de la transition
4115 /2 — 415 /2 dans 4 verres IOG-1 a l'état solide. Figure extraite de [65].

Remarque :

Les verres présentés dans ce chapitres peuvent étre utilisés pour I'étude de 'effet laser
dans un micro-résonateur WGM. Ces deux verres, bien que tous les deux dopés Er-
bium, peuvent présenter des différences notables au vu de la composition chimique
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de la matrice hote. Les chapitres 5 et 6 présentent les résultats de la dynamique du
laser dans ces deux types de verre.

1.3 Fabrication des micro-spheéres en verre

1.3.1 Fusion de poudre de verre a la torche plasma

Les micro-spheres sont réalisées a partir d’échantillon de verre brut avec différents
taux de dopage en ions Erbium et dans différentes matrices vitreuses (ZBLALiP et
IOG-1). Le verre est concassé et réduit en poudre, puis traverse un plasma. Le schéma
du dispositif est présenté sur la Figure 1.22. La flamme produite dépend de la puis-
sance du signal micro-onde ainsi que des débits d’Ar et d’O;. Avec ce systeme, on peut
obtenir des températures comprises entre 800 et plus de 2000 °C. La flamme chauffe
le verre pilé, le faisant dépasser sa température de transition vitreuse. Les gouttes de
verre sont alors en chute libre. A ce moment, les forces de tension superficielles qui
s’appliquent sur le verre fondu lui donnent naturellement une forme sphérique. En-
suite, les échantillons sont récoltés dans une boite de pétri.

Ce procédé physico-chimique est une trempe relativement violente et ne saurait étre
valable sur tout type de verre. Il faut s’assurer que le verre soumis a ces modifica-
tions instantanées de température puisse le supporter et s’affranchisse des éléments

limitants suivants :

e La sublimation de certaines especes chimiques constituant le verre donnent lieu
a la présence de bulles piégées a l'intérieur de la micro-sphere. Une telle situa-
tion exalte la diffusion et augmente considérablement les pertes internes et di-
minuent fortement le facteur de qualité Q du résonateur.

e La cristallisation du verre peut s’amorcer pour de fortes températures mais est
rapidement annulée a cause de la viscosité du verre ou a cause de la baisse ins-
tantanée de la température une fois que la flamme est dépassée. Dans de tels
cas, les amorces de cristallisation, piégées dans la cavité, exaltent également la
diffusion en volume.

e Si la poudre est versée trop rapidement dans le conduit de la torche, les nom-
breux échantillons peuvent fondre mutuellement et s’agglomérer pour former
un solide asphérique. Dans une moindre situation, si la poudre de verre est trop
volumineuse, 'ellipticité des échantillons récoltés s’en retrouve amplifiée.
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POUDRE
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(a) (b)

FIGURE 1.22 — (a) Schéma et (b) photographie de la torche plasma micro-onde

En fonction de la composition du verre, les parametres de la torche plasma seront
différents (puissance micro-onde, débit d’O,, débit d’Ar). Les verres utilisés sont chi-
miquement stables, ce qui leur permet de conserver leur structure amorphe par ce
procédé (a partir du moment o1 la température de la flamme n’excede pas la tempé-

rature de sublimation de certains éléments composant la matrice vitreuse).

1.3.2 Collage de micro-sphere sur piédestal

Une fois les spheres obtenues, on passe a une étape de prospection au microscope
pour sélectionner une sphere présentant le moins d’aspérités de volume et de surface.
Cette étape est cruciale car le moindre défaut a I'intérieur du verre peut diffracter un
diffuser le champ intracavité et diminuer fortement le facteur de qualité Q du résona-
teur. La sphere choisie est ensuite sélectionnée a 1'aide d’une micropipette aspirante.
On procede aux étapes suivantes :

e L'ensemble est aligné a une fibre optique dont le diametre a été réduit aux alen-
tours de 50 um (Figure 1.23a) et ot 1’on a préalablement déposé une goutte de
colle sensible aux rayonnements UV. Cette fibre amincie fait office de piédestal
et permet de manipuler le micro-résonateur simplement.

e Une fois l'alignement réalisé, la sphére est rapprochée délicatement du piédes-
tal de fagon a ce que la goutte de colle puisse figer la sphere sur la fibre sans
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I'englober. L'ensemble est alors soumis au rayonnement d"une lampe UV pour
polymériser la colle et assurer un maintien du résonateur sur le piédestal (Figure
1.23b).

e Lorsque la sphere est insolée, I’aspiration est coupée et ’ensemble sphere-piédestal
et éloigné de la micro-pipette. On dispose ainsi d’'une micro-sphere montée sur

piédestal (Figure 1.23c).

(a) (b) (©

Alignement Contact et insolation Fin de I'aspiration

FIGURE 1.23 - Etapes de collage d"une microsphere sur un piédestal.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi les propriétés des résonateurs en anneau ainsi que
les propriétés spectroscopiques des matériaux utilisés. Nous avons également pré-
senté le processus de fabrication des micro-spheres en verre dopé Erbium. La propa-
gation de la lumiere dans de telles cavités et les propriétés optiques de tels modes
de propagation, appelés modes de galerie (WGM), font I'objet du chapitre 2. Le fac-
teur de qualité Q et les différents dispositifs de couplage au micro-résonateur sont
présentés au chapitre 3.
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Ce chapitre présente les propriétés principales des WGM dont nous nous servons
dans la suite de ce manuscrit. Nous nous attarderons a décrire le champ électroma-
gnétique circulant a I'intérieur de ces résonateurs pour en déduire les propriétés prin-
cipales et les différentes familles de modes. Dans un premier temps, nous utiliserons
le formalisme de 'optique géométrique pour décrire les modes de cavités puis nous
utiliserons une approche plus rigoureuse par le biais de 1’équation eikonale. Enfin,
le probleme électromagnétique exact est exposé ainsi que 1’analogie quantique. Une
fois le spectre WGM obtenu, nous présentons l’algorithme de calcul du volume de
mode et en obtenons une expression approchée a partir d’approximations faites sur
les expressions des champs précédemment obtenus.

2.1 Approche géométrique

Les micro-sphéres que nous utilisons pour nos expériences ont des diametres 22 com-
pris entre 50 et 200 ym. Le parametre de taille x = 271a/A permet de comparer la taille
du résonateur a la longueur d’onde du champ électromagnétique circulant a l'inté-
rieur. De ce fait, c’est un parametre clé permettant de justifier ou non de la validité
d’une approximation géométrique !. Dans notre cas, pour un champ électromagné-
tique de longueur d’onde dans le vide Ag = 1550 nm, le parameétre de taille corres-
pondant est compris entre 100 et 400. L’approximation géométrique est donc, dans
un premier temps, tout a fait justifiée pour commencer I’étude des micro-résonateurs
WGM?.

Nous considérons un rayon lumineux de longueur d’onde Ay = 1550 nm piégé dans
une sphere de rayon 4 telle que a4 > A et d’indice relatif N = Ngphere/ Nmilieuw avec
N > 1. Ce rayon reste confiné a l'intérieur de la sphere seulement s’il tombe sur le
plan tangent a un point du dioptre avec un angle d’incidence i supérieur a l'angle
de réflexion totale interne i, = arcsin(1/N). Par réflexions successives le long de la
paroi de la sphere, le chemin parcouru par le rayon se referme donnant lieu a un
phénomene d’interférences. Les interférences sont constructives si le chemin optique
associé est égal a un multiple entier, ordre d’interférence noté ¢, de la longueur d’onde.
¢ représente alors le nombre de cotés du polygone formé par la trajectoire empruntée
par le rayon dans la sphere, comme illustré sur la Figure 2.1 [66]. L'ensemble des

1. Le parametre de taille ftt introduit pour I'étude de la diffusion de la lumieére par des particules
sphériques par Gustave Mie en 1908 [15].

2. L'approximation géométrique n’est plus valable lorsque la propagation d’'une onde électroma-
gnétique s’effectue sur une distance de 'ordre de la longueur d’onde du rayonnement étudié ou lors-
qu’on s’intéresse plus particulierement a la phase de 1’onde.
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"

FIGURE 2.1 — Schéma représentatif de la trajectoire du rayon lumineux dans une
sphere de rayon a et d'indice relatif N

modes répondant a cette condition de retour en phase constitue le spectre des WGM.
Si le rayon se propage tres pres de la paroi, c’est a dire si i ~ 71/2, on peut considérer
que le chemin géométrique emprunté par le rayon est égal au périmetre de la sphere.
La condition d’interférences constructives s’exprime, avec le parameétre de taille x :

Nx=¢ 2.1)

Pour des valeurs plus faibles de i, le rayon pénétre plus profondément dans la sphere.
Plus ¢ sera faible, plus I'extension radiale du rayon lumineux sera importante. Cette
extension a une valeur limite, définissant ainsi une caustique interne : r{ = a cos <5 — i> ,
soit a/ N pour la valeur extréme de r;.

2.1.1 Position des résonances dans l’approximation géométrique

En terme de parametre de taille, la position des résonances est donnée par la condi-
tion d’interférence 2.1. L’approximation géométrique donne lieu a un spectre de réso-
nances séparées, dans 'espace de Fourier, d'une quantité A, dite "intervalle spectral

libre", définie par :
c

- 27tNa

Ao (2.2)

2.1.2 Analogie corpusculaire

L'indice ¢ correspond au nombre de réflexions totales internes subies par le rayon
lumineux sur un tour de cavité. Vue la symétrie sphérique du probléme et la trajectoire
du rayon, on peut définir un moment angulaire orbital L pour un photon issu de ce
rayon lumineux, comme illustré sur la Figure 2.2. Ce moment angulaire est défini par :

L=rxp (2.3)
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FIGURE 2.2 — Définition du moment angulaire L et de sa projection L, dans une sphere.

ou p = hk est la quantité de mouvement du photon et k son vecteur d’onde. L, r et p
forment un triedre direct et sont perpendiculaires entre eux, nous avons directement,
pour un photon de longueur d’onde A dans une sphere de rayon a et d'indice N :

IL| = iNx = il (2.4)

L'indice ¢ s’identifie a la norme du moment angulaire des photons associés au WGM.
Cependant, nous considérons ici un moment angulaire équivalent car £ n’a pas d’unité
(ou encore it = 1).

2.1.3 Conclusion de I'approche géométrique

Cette approche donne a un photon piégé dans un WGM un temps de stockage infini.
Une telle propriété n’est pas physiquement acceptable tant que I’on ne rentre pas dans
une description plus détaillée. Les résonateurs rencontrés dans ces travaux possédent
des diametres de 'ordre de la centaine de um.

2.2 Premiere approche ondulatoire

L’optique ondulatoire permet de décrire de maniere plus précise les propriétés des
WGM. Pour cela, on introduit un champ électrique qui s’écrit au point r (orienté par
rapport au centre de la sphere) :

E(r,t) = Eo(r) ¢ /lwt=S0) (2.5)
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ot S(r) est la phase accumulée sur le chemin optique entre les points |rp| et |r| :

S(r) = / 0 koN(s) ds 2.6)

s est I’abscisse curviligne et ko la norme du vecteur d’'onde dans le vide. Dans le cadre
de I’'approximation de I'optique géométrique, i.e. lorsque la longueur d’onde est "pe-
tite" devant les variations de 1'indice N(r), la relation de dispersion est remplacée par
I’équation eikonale [67]. En coordonnées sphériques, elle s’écrit :

S\ 1 [38\? 1 aS\? ., .,
(g) +r_2(¥) +r25in29 (%) =Nk 27)

La séparation des variables radiales, angulaires et azimutales s’applique sur S [65] en
posant :

S = 8r + So+ So
2.2.1 Analogie corpusculaire

VS se relie au moment angulaire L en considérant que S est l'action réduite telle que :
S = / p dr

Le moment angulaire équivalent associé au photon est tel que :
L=rxVS$S (2.8)

En exprimant L dans le réferentiel tournant, on identifie ses différentes composantes
en fonction de celle de VS et nous nous ramenons a un systeme de trois équations

différentielles : 4s
>
dg =Ly (2.9a)
+ = L 2.9b
< ( de sin? 6 (2.90)

qui décrivent le mouvement du rayon lumineux dans la sphere.

2.2.2 Mouvement angulaire

L’équation 2.9a exprime la conservation de la projection du moment angulaireL - u, = Ly
sur un axe de quantification, icil’axe u,. Le champ aura alors une dépendance en ¢ de
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la forme e/12? [68]. Le moment angulaire L est incliné d’un angle « par rapport a I’axe

Ly . . )
u, tel que & = arccos <m et est soumis a un mouvement de précessmn uniforme

autour de celui-ci.

L’équation 2.9b exprime la conservation de la norme du moment angulaire L, qui est
une constante du mouvement dans une sphere parfaite [65]. Le mouvement du champ
suivant ug est interprété comme une oscillation entre g +a et g — «. Au mouvement
de précession uniforme de L autour de u, est associé un mouvement de nutation.

2.2.3 Mouvement radial

Le mouvement radial (équation 2.9¢) est une oscillation entre deux valeurs extrémes

: : ) |L| a

qui sont les points de rebroussement donnés par r; = Nke = N et r, = a. On re-
0

trouve la valeur de la caustique interne pour r; et le rayon de la sphere pour r,, lieu

d’occurence de la réflexion totale interne.

Pour étre complet, étant donné qu’on travaille avec des angles supérieurs ou égaux
a I'angle de réflexion totale interne i., nous devons prendre en considération 1'effet
Goos-Hiinschen. Le déphasage induit par la réflexion totale, dépendant de la polarisa-
tion, décale latéralement le plan de réflexion initial (situé en a) d’une valeur ép et la
réflexion a lieu en aq¢ = a + Jp tel que :

\/stinzi—1>

(2.10)

) T
Nkydpcosi = 5 arctan ( Peos

N  pourunmode TE (E | ug; H || u,)
P = 2.11)
N-! pourunmode TM (E || u,; H || ug)

Pour des angles d’incidence proches de 71/2, il vient :

p
Nkodp ~ ——— 212
00p 7 (2.12)
La Figure 2.3 illustre la réflexion d’un rayon lumineux sur la surface de la sphere

lorsque I’angle d’incidence est supérieur a i..

Le fait que le déphasage induit soit dépendant de la polarisation, et par extension la
caustique externe, a pour conséquence que les modes TE et TM auront des fréquences
de résonances différentes.
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FIGURE 2.3 — Schéma de la trajectoire du trajet d'un rayon lumineux lors d'une ré-
flexion dans un plan équatorial de la sphere, illustration de 'effet Goos-Hiinchen.

2.2.4 Quantification des mouvements angulaires et radiaux

Une résonance est définie par un retour en phase sur chacune des composantes du
mouvement du rayon lumineux dans la sphere. Mathématiquement, imposer 1'éga-
lité de l'intégration des trois équations du systéme 2.9 le long d"une période spatiale
a un multiple entier de 27t permet de définir trois nombres entiers, chacun étant as-
socié a un mouvement particulier : # nombre radial,  nombre angulaire et m nombre

azimutal.

Outre la quantification du retour en phase, il faut également prendre en compte les
déphasages additionnels des différentes composantes, comme démontré par Landau
& Lifchitz dans 'ouvrage "Théorie des champs" [69]. Le passage du rayon lumineux
par une caustique ajoute un déphasage supplémentaire de —7r/2. Ce phénomeéne a
lieu en rq et aq¢ pour la variable radiale et en % —wet %T + a pour la variable angulaire.
L’intégration du systéme 2.9 permet de donner une expression pour les trois nombres

quantiques n, £ et m :

m = Ly (2.13a)

£+% =L (2.13b)
L Ly est

n—g = nf( : ) (2.13¢)

ou f est la fonction définie par :

S
f s = /11/1—%du = \/52—1—arccos<%> (2.14)

I1 convient de remarquer que les équations 2.13a et 2.13b sont les valeurs propres des
opérateurs L et Lz de la mécanique quantique dans I’approximation ot1 £ > 1 (et avec
h=1).
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Le nombre radial n est un nombre entier positif dont la valeur minimale est, selon
sa définition par 2.13c, égale a 1. Il correspond au nombre d’extréma du champ entre
la caustique interne et la caustique externe. Les nombres angulaire ¢ et azimutal m
définissent l’orientation du moment angulaire L dans la sphere et conditionnent 1’ex-
tension angulaire du WGM. m est la projection de L sur I'axe u,, il est compris entre
—/ et £. Le moment angulaire L est, lui, encadré par les valeurs des deux caustiques
11 et aef, tel que :

1
Xetf <+ 5 < NXef (2.15)

Compte tenu de I'équation 2.13c et du fait que la fonction f est strictement croissante

sur [1; +o0[, il vient ’encadrement suivant pour 7 :

1 +3 1
0 < n—- < p- V' N2 — 1 — arccos N (2.16)

4

Exemple

Prenons une micro-sphére de rayon a = 50 um en verre d'indice N = 1.49 ou circule
un champ électromagnétique de longueur d’onde A = 1550 nm. Le parametre de taille
vaut x >~ 203. Ceci donne un nombre ¢ compris entre 203 et 302 ainsi qu'un nombre n
pouvant aller jusqu’a 26.

2.2.5 Position des résonances dans I’approximation eikonale

L’équation 2.13c permet de déterminer la position des résonances :

1\ . T 1
Nxeff = (f + 5) f 1 —1 (7’1 — Z) (217)
l+3

Une expression analytique est possible pour Nx.¢ a partir du moment o1 ’'on peut
donner une forme approchée a f~1. Cette dernieére se développe en série de puissance
autour de 0 a partir de 1’expression 2.14. Tout calcul fait, on obtient :

F) =145 Gy)F +0() @2.18)

Ainsi, nous obtenons la position des résonances dans I’approximation eikonale pour
une sphere parfaite :

1 (+3\°
v (13)+ (5)

(2.19)
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qui devient, en prenant en compte la valeur de Jp :

(1 10\ B 1\]3 P

Entre deux modes |n,¢) et |n, ¢+ 1) de méme polarisation, nous retrouvons l'inter-

valle spectral libre "géométrique" Ay mais modifié d"un facteur g(¢) tel que :

1
o E)Nxeff o 1\3|m 1’1—}1
gll) = =5~ = 1 (6) [2 <g+%

Lorsque l'indice £ augmente, I’espacement entre les WGM A%+ diminue. Les WGM

3

(2.21)

ne sont pas espacés réguliérement. Dans la suite, nous nous réfererons a Ag en le

nommant "pseudo"” intervalle spectral libre.

2.2.6 Effet d’'une légere ellipticité

Les résonateurs utilisés en pratique ne sont jamais parfaits et présentent une ellipti-
cité résiduelle (inférieure au %). Une ellipticité, si petite soit elle, permet de lever la
dégénérescence en m dans le spectre des WGM. Pour modéliser un ellipsoide, nous
considérons une sphere dont 1’axe u, aurait subi une élongation. Le rayon paramé-
trique 7 de I’éllipsoide s’exprime comme [46] :

7(0) =a [1 + g (3 cos? 6 — 1)} (2.22)

ou 6 est I’angle polaire, a le rayon "moyen" de la sphere et e son ellipticité. e est définie
a partir des rayons polaire et équatorial, respectivement notés r, et 7 :

r —7’@
e= -t

- (2.23)

our, = 7(0 = 0)etr. = 7(0 = 7/2). L'expression 2.22 n’est valable que pour de
faibles ellipticités (¢ < 1%). Considérons un champ électromagnétique circulant dans
un ellipsoide de révolution et dont le moment angulaire L est orienté d"un angle « par
rapport a u; tel que cosa = L,/L, comme représenté sur la Figure 2.4. Sur un tour
de cavité, la trajectoire du rayon lumineux est une ellipse dont les demi-axes sont les
rayons r. et ry avec:

re = F(m/2—a) = a(l—k%—ecosza) (2.24)

En faisant 'approximation du périmetre de l'ellipse par p ~ 7(r, + r4) et en notant
po = 27a, le périmeétre de l'ellipse s’exprime :

P = po [1 + g (1 — 3cos? oc)] (2.25)
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FIGURE 2.4 — Représentation d"un ellipsoide de révolution d’axe u, de type prolate. Le
champ électromagnétique circulant dans ce résonateur est caractérisé par son moment
angulaire L et décrit une trajectoire elliptique d’axes r, et r,. L précesse” autour de 1’axe
u, avec un angle & = arccos (L;/L).

La correction au périmetre apportée par l'ellipticité modifie légerement la position de

la résonance :
Ap A _Av_ Ax

= = 2.26
po Ao Vo X0 (2.26)
Pour un mode tel que ¢ — |m| < ¢, on obtient :
Axyom e ¢ —|m|
i = [1 3 (T (2.27)

L'écart de position entre deux modes séparées d’une quantité |m’| — |m| = A|m| est

alors tel que :
Ax ox e
Alm| "¢ N

La position des résonances dans un ellipsoide tire son expression analytique de 'ex-

(2.28)

pression 2.20 corrigée de l'effet de I'ellipticité :

1
1 +1\° [3n 1\17 P e 0 — |m|
P 1 2 s Yo P e(q_
Nt = <£+2>+< 2 > [2 <n 4>] N2 -1 x[l+3<1 T )]
(2.29)
Cette expression n’est valable que pour des résonateurs de faible ellipticité, cependant

Gorodetsky et Fomin [70] ont montré que 1’approche eikonale permet de trouver les
positions des résonances pour des résonateurs présentant une forte ellipticité.

De la méme fagon que 'on définit la vitesse de groupe dans une structure dispersive

w ; .
par vg = —- otl k est le vecteur d’onde d’un champ en ¢*/¥?, la propagation sur la
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. ds .
coordonnée ¢ est définie par d—q) = m. On a dong, sur la coordonnée angulaire ¢ un
4

vecteur d’onde équivalent de norme |m|. La vitesse de groupe équivalente du moment
angulaire s’écrit alors comme :

Vo m 0 1
~ — = 2.30
a|m| ma={ ¢ 14 Tprec ( :
ol1 v = 5—. On rappelle le temps mis par la lumiére pour effectuer un tour de cavité :
2N 14
=N (2.31)
c Vo

Le rapport entre ces deux grandeurs est donc :

Tprec
1L

—e (2.32)

ce qui signifie que la lumiére circule dans le résonateur avec un mouvement de pré-
cession uniforme autour de l’axe u tres lent devant le temps mis pour parcourir le
périmetre de la cavité. Ceci justifie le fait que le rayon lumineux décrit effectivement
une ellipse sur un tour de cavité.

2.3 Le probleme électromagnétique exact

Dans cette section, nous exposons le probleme rigoureux des WGM. Nous décrivons
succintement les étapes de résolution en utilisant la méthode de Hansen [71] puis
développons les dépendances radiale et angulaire des champs électrique E(r,t) et
magnétique B(r, t).

2.3.1 Position du probleme

Le probléme électromagnétique exact nécessite de résoudre 1’'équation d’Helmholtz
pour le champ vectoriel U(r, t), représentant E(r, t) ou B(r, t) :

AU(r,t) +k*U(r,t) =0 (2.33a)
V-U(rt) =0 (2.33b)

ol k est le vecteur d’onde tel que ,/ejipw = Nw/c = 2N /Ay = Nk ol ¢ est la célé-
rité de la lumiere et A la longueur d’onde du champ dans le vide. La symétrie du pro-
bléme impose la résolution du probleme en coordonnées sphériques. Nous cherchons
a obtenir I'expression des champs a l'intérieur et a 1’'extérieur d’une sphere diélec-
trique de rayon a et d’indice relatif N en appliquant les lois de 1’électromagnétisme.
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Le caractere vectoriel des solutions exige de travailler avec le laplacien vectoriel en
coordonnées sphériques dont 1’expression est donnée par :

102 (rU,) 1 9%°U, 1 9°U, cotan @ol, 29U,

o TR dp? * r2sin? ¢ 062 2 dp 12 0g

2 dUy 2U, 2cotan P
r2sin¢ 00 r? r2 ¢

10% (ruy) N 19°Uy 1 U, | cotan @oU, 2 cotan ¢ Uy

AU = | 7 , gruz r21 09> r2sin’ ¢ 062 12 9d¢p 12 sing 90

12 84: ~ 2sin? (pu(’)

197 (rUg) | 10Uy 1 0%Uy | cotan @ Uy N 2,

r or? r2 dp?  y2gin? @ 002 2 d¢  2sin? @ 00
2 cotan o, 1 U,

r2 sin Q 00 72 sjn2 [
(2.34)

Cette expression bien compliquée de AU n’est pas résolvable dans un cas général
car chaque composante est une équation aux dérivées partielles faisant intervenir les
trois composantes de U. D’ailleurs, dans un systéme de coordonnées autre que car-
tésiennes, le systéme n’a pas de solution simple. Néanmoins, la méthode de Han-
sen [71,72] permet de trouver les solutions vectorielles a partir de 1’équation d’onde
scalaire.

2.3.2 L’équation d’onde scalaire

L’équation d’onde scalaire s’écrit :
AY(r) + K*¥(r) =0 (2.35)
En coordonnées sphériques, les solutions prennent la forme :

Yy (r,0,9) = f(r)Y;" (0, 9)

ou Y}" est’harmonique sphérique de degré £ et d’ordre m et f est une fonction radiale.

Dépendance angulaire
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En mécanique quantique, les harmoniques sphériques Y;" sont les fonctions propres
de l'opérateur "moment angulaire” L2 associées aux valeurs propres (¢ + 1). Elles

s’écrivent sous la forme :
Y(6,9) = CpPl" (co56) &7

avec Cy,, une constante de normalisation :

Co = (20+1) (6 —m)!
fm i ((+m)!

et P/ est la fonction de Legendre de degré ¢ définie pour m > 0 par :

Py(x) = (=1)™ (1 —x)"/? " Py(x) et P[m(x)==(—1)m‘—____%

dxm !

ou Py est le polyndme de Legendre :

l
Pu(x) = o (22 1))

Ces polyndmes sont orthogonaux sur [—1,1] :

1
ey = [ BroP(x) dx = 0

1 m).
P\ = [H?WWﬂ@dx: @ﬁﬁﬂb&ﬂ

Dépendance radiale

Lorsque 'on cherche des fonctions radiales de la forme :

re(r)

r

folr) =

I’équation différentielle de r s’écrit, au prix du changement de variable kr — p :

0! (0) + (0> = £+ 1)) re(p) = 0 (2.36)

qui est une équation de Riccati-Bessel. Ses solutions sont les fonctions de Riccati d’ordre
¢ de premiere et deuxiéme espece, notées respectivement ¢ et x; :

P = xlw) =[S @) 237)
xolx) = —xyi(x) = =[5 @) (238)
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ol j et y sont respectivement les fonctions de Bessel sphériques de premiere et deuxieme
espece et | et Y les fonctions de Bessel cylindriques de premiere et deuxieme espece.
La fonction radiale f, est une combinaison linéaire de ¢, et x, :

fo(kr) = “ll’e]gﬂ) _1_59@1517) (2.39)

ott {ay, B;} € C* Compte tenu de ce qui précede, la solution générale Y} de I'équa-
tion d’onde scalaire en coordonnées sphériques s’écrit :

w009 = ¥ (o250 620 v a0

=0m=—/¢
2.3.3 Laméthode de Hansen
Le probleme vectoriel nécessite de résoudre 1'équation d"Helmholtz :
AU+ KU =

En coordonnées sphériques, les solutions sont construites a partir de la solution de
I’équation d’onde scalaire ¥’ [71,72]. Ces trois solutions s’écrivent :

L" = V¥
Mjp = Li'Ar (2.41)
1

En utilisant le développement de Y}’ (équation 2.40), on obtient une expression simple
de L}', M’ et N}'. Elles impliquent "utilisation des trois harmoniques sphériques vec-
torielles, notées XJ', Y}’ et Zj' définies par :

XP = L gyrar
+1)

yr = L,y (2.42)
0(C+1)

7z = Y u

Ces fonctions vectorielles forment une base orthonormée. De plus, X}’ et Y|’ sont
toutes les deux orthoradiales (X' - r = Y’ - r = 0).
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X}, Y} et Z)}' s’écrivent également a partir de P}*(cos ) comme :

XM — Com ) (jSIZ:QP (cosB)ug + sin (P, ) (cos 9)114;) elme (2.43)

¢ (041
yn - Som (g 6(Py") (cos B)ug + j—— Py (cos B)u, | e™? (244)
—CymPl" (cos 8) " Pu, (2.45)

LZ@ Mzi et NT se réécrivent alors comme :

o= Jie+ )t (rkr) " kf) (kr)Z)! (2.46)
My = O+ 1) folkr)X) (2.47)
NP = ((0+1) (%%ﬁkr)yf + £(£+1)fgl(c1;r) Z?) (2.48)

Le champ U, solution de I’équation d’onde vectorielle en coordonnées sphériques, est

une combinaison linéaire de ces vecteurs :

U(r,0,¢) = ZZ( 7(r,6,9)+ B} (r9¢)+wNz(r9fp)> (2.49)

0m=—¢

ou {a}!, B 7}'} € ©.

2.3.4 Modes de galerie TE et TM dans une micro-sphere

Lorsque I’on considere des champs en un point r éloigné de toutes sources (V - E = 0
etV - B = 0),ils sont décrits par M}’ et N}’ seulement. Deux cas sont a considérer
en fonction de la nature du multipdle rayonné :

i) s’il est de nature électrique, le champ E est colinéaire a et le mode optique
i) s’il est de nature électrique, le champ E est colinéaire a M’ et | de optiq
considéré est transverse électrique (TE) :

E( ) Az/o Mé (1’ 9 q))

ol AZT/E est I'amplitude complexe du mode dépendant du point d’observation (i
a I'intérieur de la sphere, 0 en dehors). Le champ B(r) est, lui, colinéaire a Ny -

k
B()_] Az/oNE (1”9 (P)
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(i) s’il est de nature magnétique, le champ E est colinéaire a N/’ et le mode optique
considéré est transverse magnétique (T'M) :

E( ) Az/o Nf (1’ 9 qo)
Le champ B(r) est, lui, colinéaire a M’ :

k
B(r) =j— A,/o My (7,0, )

Mj' est purement orthoradiale tandis que N}’ est composite : elle posséde une com-
posante suivant u,, ug et u,. Suivant la polarisation du mode considéré, on congoit a
posteriori que E(r) ou B(r) soit colinéaire a MJ".

Les champs E(r) et B(r) se développent alors en fonction de X}, Y] et Z} :

r kr
E/E (r NJIGESY A?/Eo it X7 (r)

Mode TE
B/E(r) = ]\/ﬂ AlL [#YT@) + \/£(£+1)rigk;)z"1( )}
(2.50)
™ _ M ro(kr)
Eglm(r) = \/E(K—l—l)Al/o o Y7 (r) +4/0(0+1)——~ 12,2 ——-Z}' (1)
Mode TM

.
BET,%(r) = VIl +1) A?}g it )xf(r)
(2.51)

La Figure 2.5 donne trois exemples de distribution angulaire du vecteur de Poynting
associé a des modes TE. Nous avons considéré une sphére de rayona = 50 um et
d’indice N = 1.49, la longueur d’onde du champ électromagnétique est Ag = 1563 nm.
Les WGM sont caractérisés par n = 1et ¢ = 288. Les trois cas correspondent respecti-
vement a ¢ — |m| = 0 (Fig. 2.5a), ¢ — |m| = 1 (Fig. 2.5b) et £ — |m| = 2 (Fig. 2.5¢).

Les indices ¢ et m proviennent des harmoniques sphériques. ¢ est le nombre total de
passage par zéro, m est le nombre de passage par zéro sur une longitude (i.e. suivant
la direction u,) tandis que ¢ — |m| correspond au nombre de passage par zéro sur une
latitude (i.e. suivant la direction ug). Ainsi, plus ¢ — |m| augmente, plus le nombre de
lobes d’énergie augmente dans une coupe transverse de la sphere. Plus ¢ — |m| est
élevé, plus la distribution angulaire du champ dans la cavité est importante, donnant
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Distribution angulaire de | § * [u. arb.]
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FIGURE 2.5 — Distributions angulaires du vecteur de Poynting dans une sphere de
rayon a = 50 ym pour un mode TE tel que n =1, ¢ =288 et { — |m| =0 (a), 1 (b) et 2
().

lieu a des volumes de modes plus importants.

Remarque 1 : fonction radiale dans les deux milieux distincts

La fonction de Riccati-Bessel ), est irréguliére en 0, elle est donc inadaptée pour dé-
crire chaque champ a l'intérieur de la sphere. Ainsi, pour r < 4, on aura a; = 1 et
B; = 0 : la fonction radiale des champs est alors décrite seulement par 1,. En dehors
de la cavité, 'onde électromagnétique prend une nature évanescente jusqu’au point
de rebroussement correspondant a la caustique externe, I'onde redevient radiative des
que cette caustique est dépassée. Ces oscillations représentent les pertes par diffrac-
tion de la lumiere par une surface incurvée. En pratique, ces pertes sont tres faibles
devant les autres termes, si bien qu’on peut négliger la contribution de ¢, en dehors
de la sphere [66]. Cette approximation est d’autant plus vérifiée que le diameétre de la
sphére considérée est important.

Fort de cette derniere remarque, les champs E(r) et B(r) s’écrivent :
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ATE MXT(r) pourr < a
! kr
Ein(r) = (kor)
AlE M—OXT(r) pourr > a
Mode TE (& W (kr) k
K aTE | Y2 / po(kr)
N laAi [TYZi(r) +4/0(L+1) 12,2 Z’f(r)} pourr < a
By (r) =
l,m /
’ ko re | Xo(kor) / xe(kor) m
z;AO kor Y/ (r) +4/0(¢+1) 2 Zj'(r)| pourr>a
(2.52)
( ( /
v | Yo(kr) Po(kr)
o A; {TY?(r) +4/0(L+1) 12,2 Zj (r) pourr < a
o 1) = X k) k)
AM ék—YT(r)—i— 0(0+1) 22 Z}(r)| pourr>a
Mode TM \ 0" 0"
iEAiTM MX?(r) pourr < a
BZM(r) = v kr )
’m ko Xeo(kr
\ \ ZZAZ%’I ko7 X' (r) pourr>a
(2.53)
ol Py et xy sont les fonctions définies par 2.37 et 2.38.
Remarque 2 : analogie quantique du puits de potentiel
L’équation radiale 2.36 se réécrit sous la forme :
L(l+1
—Arp(r) + (k% —k(r)2 + —( 2 )> re(r) = k% ro(7)
N — (2.54)

—Ai’g(f’) + Veff(E/ V)?’g(l’) - E?’g(?’)

ce qui correspond formellement a 1’équation de Schrédinger indépendante du temps
d’une particule d’énergie k3 soumise a un pseudo-potentiel effectif Ve [73]. Le pseudo-
potentiel est un un potentiel en “poche” dii a deux contributions : la discontinuité de
l'indice 1 — N?(r) et le moment angulaire £(¢ + 1)/r?. On note que Vg dépend de
I'énergie k3 du mode considéré.

Les solutions de 1’équation V¢ = k% nous donnent la valeur des deux caustiques r; et
q eff 0 q
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12, respectivement interne et externe :

nlk) = i) = Niko 00+ 1)
(2.55)
nk) = Nnk) = o/l

Le champ confiné a l'intérieur de la sphere verra un puits de potentiel plus ou moins
étroit et plus ou moins profond en fonction de sa propre énergie, i.e. de sa longueur
d’onde via kg. Le nombre d’extréma du champ entre les deux caustiques est égal au
nombre radial n défini précédement (cf. § 2.2.3).

Pour une famille de modes d’indice ¢ donné, un puits relativement étroit ne pourra
confiner qu'un mode d’indice n = 1 si son énergie est assez faible. Cependant, si
I"énergie du mode augmente, i.e. si ’'on considére des modes aux longueurs d’ondes
plus courtes, alors le puits sera de plus en plus large (pour ce méme nombre /) et
d’autres modes d’indice n plus élevé pourront étre confinés. Ainsi, pour un méme
nombre ¢, les modes pouvant étre confinés (et correspondants auxmodesn = 1,2,3, ...)
ne seront pas localisés aux mémes endroits sur le spectre des WGM, dans le sens ot
ils auront des longueur d’ondes tres différentes.

veﬁ(r)/ E1

n=7

0.0 Microsphere Air

é I é I 10 l 12 I 14
r (um)

FIGURE 2.6 — Exemples de potentiels effectifs et de leurs fonctions radiales associées
pour n = 1 et n = 7 dans le cas d'un mode TE, ¢ = 100, se propageant dans une
micro-sphere de rayon a = 10 um et d’indice N = 1.45. Le premier mode est un
champ électromagnétique de longueur d’onde A,—; = 873.2 nm tandis que le second
esta A,—y = 674.0 nm
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A titre d’exemple, la Figure 2.6 représente deux exemples de fonction radiale se pro-
pageant dans une micro-sphere en silice de rayon a = 10 ym. Nous avons considéré
un mode TE caractérisé par un indice £/ = 100 pour n = 1 et n = 7. L’axe des ordon-
nées a été normalisé par rapport a I'énergie du mode |n = 1,¢ = 100). Cet exemple
permet de tirer quelques propriétés des WGM.

e pour r < rq : le potentiel effectif V¢ est infiniement supérieur a 1’énergie E du
mode considéré. La fonction d’onde associée a l'intérieur de la barriere de po-
tentiel est de type évanescente : exp +Nko(ry — 7).

e pour r; < r < a : du fait de la décroissance du potentiel en r=2, 'énergie du
mode devient supérieure a V¢ et la fonction d’onde devient oscillante : exp £jNkor.
C’est dans cette zone que les modes sont confinés (états liés).

e pour a < r < rp : la discontinuité due au changement de milieu entraine une
remontée de la valeur du potentiel V¢ au dessus de 1'énergie du mode consi-
déré en r = a. Ce mode voit alors une barriere de potentiel dont la largeur
décroit avec le nombre radial n. La fonction d’onde est de type évanescente :
exp —ko(r — a). A titre d’exemple, I'énergie E; est plus importante que Ej, si
bien que la barriere de potentiel vue par le mode n = 7 est bien plus courte
que celle vue par le monde 1 = 1. De ce fait, la probabilité de passage par effet
tunnel pour ce mode est plus importante (états quasi-liés).

e pour rp < r:apres la caustique externe, 1'énergie du mode redevient supérieure
au potentiel Vg et la fonction d’onde redevient de type oscillante. Il est a noter
que pour de faibles valeurs de 7, la portion d’énergie présente dans le milieu
extérieur est négligeable car la barriere de potentiel [a;7;] est tres large. Ceci
n’est plus valable pour de plus grandes valeurs de n o1 une partie du mode
s’échappe. Les WGM ne sont pas considérés comme des modes guidés mais
comme des modes a fuites.

2.3.5 Condition de résonance

En ne considérant que des WGM trés confinés (n = 1), nous pouvons négliger leur
partie radiative dans le milieu extérieur, ce qui revient a exprimer la fonction radiale
en dehors de la sphere exclusivement par x,. En procédant ainsi, on ne traite que des
WGM de haut facteur de qualité intrinséeque Qp. Quel que soit le mode considéré (TE
ou TM), la condition de résonance s’écrit, a partir des conditions de continuité des
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champs, comme :
Spilka) g (ka)
Ye(ka)  xe(ka)
ou P est le parametre de polarisation (P = N pour un mode TE et P = 1/N pour un

(2.56)

mode TM). Compte tenu de I'ordre ¢ élevé des fonctions, la solution ne peut étre que
numérique. Néanmoins, si I’on considére des résonateurs de grande taille (WGM tels
que ¢ > 1), les fonctions de Bessel et de Riccati sont remplacées par leurs développe-
ments asymptotiques en puissance de ¢ (développement de Debye) [74].

2.3.6 Approximation du spectre des modes de galerie

La condition de résonance 2.56 s’écrit également a partir des fonctions de Bessel |, et
de Neumann Y, d’ordre v = ¢ + % :

JL(ka) _ Yi(ka)
Ju(ka) Y, (ka)

avec ka = Nx. Du fait de la distribution radiale des WGM, nous avons encadré v

(2.57)

entre x et Nx (équation 2.15). Pour des modes tres bien confinés, |[Nx — v| est proche

3 1/3.

de zéro. Cette différence s’exprime” en v

Nx = v+ zv3 (2.58)
avec z = O(1). Pour v > 1, la condition de résonance 2.57 devient [74] :

PZ%Ai’(—Z%z) _ <z>2_1

i X

2.59
U%Ai(—23z) 25)

ol Ai est la fonction d’Airy et Ai” sa dérivée. Pour les spheres de grande taille (a > A),
puisque v > 1, l'effet de résonance n’est obtenu que lorsque V%Ai(—Z%Z) est proche
de zéro. Il faut donc que Ai(—Z%z) compense V3, C'est a dire que —23z soit proche
d’un zéro de la fonction d’airy Ai, noté «y, :

z = 273, (2.60)

ce qui nous permet de développer I'équation 2.58 en :

1
1 (+3\°
an/g = <£+§)+< 22> [ 4% (261)

o . . . . 1
3. La position des résonances dans I’approximation eikonale est Nx = v + zv3 avec

a3
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En comparant cette derniere expression a 1'équation 2.19, nous pouvons identifier a;,
avec l'indice radial n dans I'approche eikonale :

ny, = [377-[ (n — i)} ’ (2.62)

Dans sa these, E. Treussart [66] compare la valeur du nieme 7éro de la fonction d’Airy
avec son approximation dans 1’approche eikonale et constate que 1'erreur commise est
inférieure a 1% pour n = 1. De plus, 'erreur tend a diminuer lorsque n augmente. Il
s’avere que l'approximation utilisée est, au % d’erreur pres, une excellente approxi-

mation corrrespondant a nos situations en pratique.

Enfin, notons que les développements asymptotiques effectués dans cette approche
ont été poussés jusqu’a l'ordre 1. Si I’on effectue le calcul aux ordres supérieurs, on
prend en compte les phénomenes de dispersion d’ordre élevés. On montre que 1'équa-
tion 2.61 s’écrit [19,31,60,75] :

Nx = v+ alnv% + ag® + a_lnv_% + ... (2.63)

1 2 .
ouay, = 2 3wy, a9 = — eta_q, = 13—02_§tx%. Plus v est important, donc plus

p
VN2-1
les spheres sont de grande taille, plus le phénoméne de dispersion d’ordre élevé est

négligeable.

2.4 Spectre des modes de galerie

L’expression du spectre de position des résonances au deuxieme ordre en tenant compte
de l'ellipticité s’exprime comme :

1 [(e+1 P (-
Nx}’lj,f,m: €+§+< 22> “n—ﬁ X|:1+§(1—3(#>>:|

(2.64)
De cette expression, on peut extraire les écarts entre les différentes familles de modes.

Q=

2.4.1 Familles de modes

Pseudo-Intervalle Spectral Libre A/
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Pour les WGM d’une méme famille d’ordre radial n et méme polarisation, on définit
un pseudo-Intervalle Spectral Libre correspondant a A¢ = 1. Au premier ordre, pour

un indice radial n donné, il vient :
Ax|ppq =1 (2.65)

Ecart entre polarisation

L’écart entre les deux polarisation dans une sphere parfaite, a mémes indices n et ¢,
est défini par :
N2 -1

N (2.66)

Ax|pp =

Ecart entre deux familles d’ordre radial n différent

L’écart entre deux familles d’ordre radial # pour une méme polarisation et un méme
indice / est :

ONx
Ax|p, =~ WAH

Y23 -3
(£+%) (%) (n—%) An (2.67)

Cet écart dépend de l'indice n de la famille considéré ainsi que de l'indice /.

12

Effet de l'ellipticité

La levée de dégénerescence due a l'ellipticité du résonateur est, a 'ordre 1 :
AX|p ) = €A |m] (2.68)

La conversion de ces écarts dans 'espace de Fourier est obtenue en multipliant chaque
terme par le pseudo-intervalle spectral libre Ay :

NAx|py =1 Av|ppy = Ao
N2 -1 N2 —1
N Ax|sp = N Av|pp = N Ao
1 1 _1 4 1 2 3
1\3 /772\3 1\ ~3 1\3 /7
N Ax'An:l = (6 + 2) (3> (7’1 - 4> AV‘An:l = (6 + 2) (2> (1’[ 4
N AX|A|m|:1 e N AV‘A|W[‘—1 = ex AO
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2.4.2 Ordres de grandeur

Prenons I'exemple d"un champ électromagnétique de longueur d’'onde A ~ 1550 nm
piégé dans une sphere en ZBLALIP (dopée aux ions Erbium, N = 1.49), de rayon
a = 50 ym et d’ellipticité e = 0.1%. Le moment angulaire est tel que ¢ ~ 300.

e Le pseudo-intervalle spectral libre, écart spectral entre deux modes adjacents ¢
et { + 1 d’'une méme famille d’indice n vaut :

Ay ~ 640 GHz

e L’écart spectral entre deux polarisation TE et TM, pour un triplet {n, {, m} donné,

vaut :
AV|AP ~ 480 GHz

e ['écart spectral entre deux familles de modes n et n 4 1, pour un ¢ fixé, vaut :

Av|r,_1 ~ 7THz > 10 x A

e L'écart spectral entre deux modes |m| et |m + 1|, a n et ¢ fixés, vaut :

Remarques

Le spectre des WGM est un spectre complexe du fait des nombreuses familles de
modes qui le composent. La Figure 2.7a présente un spectre WG M théorique en consi-
dérant 3 familles de modes d’indices n différents (n = {1,2;3} pour les modes TE et
TM). La Figure 2.7b est un spectre de fluorescence issu d"une micro-sphére de 55 um
de rayon en verre ZBLALiP dopé aux ions Erbium autour de Ag = 1550 nm. Ce spectre
de fluorescence est digitalisé par les WGM. Une analyse fine permet de remonter a
différentes familles de modes. Il apparait que, autour d'une certaine plage spectrale,
des modes de différents ordres radiaux n existent mais aussi des modes de polari-
sation différentes ou encore des modes adjacents dus a ’ellipticité naturelle du réso-
nateur. Cependant, au vu des différents écarts spectraux calculés précédement, des
différentes familles de modes et de la résolution des analyseurs de spectres optiques
commerciaux (autour de 70 pm, i.e. 8 GHz autour de 1550 nm), une analyse plus fine
du spectre optique doit étre envisagée, notamment dans le cas d"un laser WG M.
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FIGURE 2.7 — (a) Spectre des WGM dans une sphere parfaite (¢ = 0) de rayon
a = 50 um et d'indice relatif N = 1.49 pour les familles de modes n = {1,2,3}
TE et TM, (b) Spectre de fluorescence issu d"une micro-sphére de 55 ym de rayon en
verre ZBLALIP dopé aux ions Erbium autour de Ag = 1550 nm.

2.5 Approximation des champs pour? > let/ — |m| <
14

Dans I'approximation des spheres de grande taille, c’est a dire pour £ > 1, les harmo-
niques sphériques X et Y, rappelées par les expressions 2.43 et 2.44, s’écrivent sous
la forme :

jm P}'(cos6)

m
i) = Cu (+1 s ug (2.70)
. jm PJ'(cosf)

~ 2.71
¢ (I') Emg +% sin 6 Uy ( )
v(r) = CgpuP/ (cosO)r (2.72)

Sous cette forme, nous exprimons alors les champs E et B pour les modes TE et TM
dans un cas général, puis pour le mode particulierement bien confiné |n = 1, ¢ = |m|),
que nous appelerons le "mode fondamental".
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2.5.1 Expression des champs E et B

Sous cette approximation, les champs E et B des modes TE et TM s’écrivent comme :

) 7’[ k}" m Ym(r)
ngn(r) ~ ]m/\?/% kr ¢+41 sginf)
Mode TE 1 (kr) 2 -
. r r
BUL() = JUC+ 1) AT Y (0

\

;

re(kr
EfM(r) ~ ((+1)A]f fk(z )Yé”(r)ur
Mode TM kr) m YJ'(r) (2.74)

r(f
B%\’f(r) ~ —\l(l+1) AIT/IXI p

£+% sin 0

\

Pour un mode TE le champ électrique E est tangentiel a la sphere tandis qu'’il est radial
pour un mode TM (et inversement pour le champ magnétique B).

2.5.2 Cas du mode fondamental

Pour avoir une idée de la solution "fondamentale" correspondant aux WGM les plus
confinés, nous nous attachons a décrire le champ électrique tel que n = 1 et £ = m.
Pour de tels ordres m, les fonctions de Legendre dont dépendent les champs s’écrivent
comme :

1\
P} (cosf) = %ﬁm sin’ 6 (2.75)

Pour des ordres ¢ > 1, il vient, en utilisant la formule de Stirling 4

1 .
i jte
Y/ (r) = CyyP{(cosb) ~ (%) siné(-)\e/ﬁ

Le mode TE le plus confiné a I'intérieur de la sphere s’exprime comme :

(2.76)

IS,

1 k 1 jle
EjL(r) ~ (€+§) A" x ml((rr) X (%) Sine—19\e/2_n e/ % uy

~ ~~
amplitude normalisée  dépendance radiale dépendance angulaire

(2.77)

4. asavoir :
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FIGURE 2.8 — Distribution radiale de l'intensité d’'un mode TE avec n = 1,

¢ = |m| = 288, A = 1562.76 nm dans une sphere de rayon a = 50 um et d’in-
dice relatif N = 1.49. r; est la caustique interne tandis que rmax est la position de
maximum de r;(kr)

e un développement limité de sin’ § autour de 77/2 donne :

214 2 >
(T ); ton |1 O oq_ 8 L%
sin <2—|—l9 cos 19_{1 2] ~1 ﬁz_e (2.78)
La dépendance angulaire du mode fondamental est une gaussienne centrée en

7t/2 et de demi-largeur a 1/e pour l'intensité de 1/ Ve (cf. Figure 2.5a).

e Une bonne estimation de la largeur en 1/e de la distribution radiale est la dis-
tance entre le maximum de 7/(7) (max = ‘12,1 /k, a’m étant le premier zéro de
la fonction jj(kr)) et la caustique interne (r; = (¢ +1/2)/k). Cette distance est
notée or. On peut raisonnablement approcher la fonction r,(r) par une fonction
gaussienne centrée en a; , / ko et de demi-largeur a 1/e pour l'intensité de 67 :

(V*Vmax)z

re(r) ~e 202 (2.79)
avec :
1 1\ 1 1\1/3
Fmax = 7 X (ﬁ + 5) + 1 X 0.8086 (6 + 5) (2.80)

N~ ~~

" or
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La Figure 2.8 représente la distribution radiale de l'intensité d"un mode TE tel
quen = letl = 288, correspondant a une longueur d’'onde A = 1563 nm piégée
dans une sphére de 50 um de rayon et d'indice relatif N = 1.49. On constate que
I"approximation gaussienne semble étre adéquate pour modéliser un tel mode.

Les largeurs totales en 1/¢, obtenues sur la Figure 2.8, sont de 1.73 um pour
la distribution réelle et 1.79 ym pour l'approximation gaussienne, soit un écart
relatif d’environ 3%. L’approximation gaussienne est suffisante pour modéliser
la distribution radiale d’'un mode fondamental |n = 1; ¢ = |m]).

Ainsi, le mode fondamental |n = 1; ¢ = |m|) se met sous la forme suivante :

(7’*7max)2

2,
ElE(r) > EfFe e e (Tel%y, (2.81)

2.6 Volume de mode

Le volume d'un WGM quantifie le confinement spatial du mode dans le résonateur.
De cette quantité, on estime le seuil d’apparition d’effets non linéaires, le facteur de
Purcell ou l'intensité lumineuse intra-cavité [76,77]. En ce qui nous concerne, nous
l"utiliserons pour calculer une "force de couplage" entre une population atomique et
un nombre de photons (cf. chap. 5). Ce volume est défini comme l'intégrale de la den-
sité d’énergie électromagnétique dans l'espace entier divisé par sa valeur maximale
prise dans le résonateur [/5] :

1

wmax

V=

/]R3 w(r) dr (2.82)
ou w est la densité d’énergie électromagnétique définie a partir des champs E et B
par:
o 1 8(1‘) 2 1 2
o) = 5 (5 [P + 5. B(r) 2:89)

Sinous considérons que les termes de pertes (par diffraction, diffusion, ...) sont négli-
geables, les contributions des champs E et B a w sont équivalentes [79]. On peut alors
réécrire I’équation 2.82 comme :
2

V= 50% /R3 e(r)% dr (2.84)
Dans la suite, nous présentons une procédure pour le calcul numérique du volume
de mode dans une micro-sphere de rayon a. Nous prenons le cas d'un mode TE. La
procédure pour un mode TM est rigoureusement identique mais en prenant le champ
B plutot que E et conduit aux mémes résultats.
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2.6.1 Calcul formel du volume de mode

L'intégrale de 1’équation 2.84 est prise sur le volume IR>. Plutét que de prendre le
volume de tout I'espace, nous choisissons 1'intégrale sur » borné de 0 a L. £ doit étre
suffisamment importante pour que le champ électromagnétique puisse étre considéré
comme nul au dela de cette distance. On peut alors séparer l'intégrale de ’équation
2.84 en deux intégrales sur des domaines distincts : le premier domaine, de 0 a a cor-
respond a l'intérieur de la sphere, le deuxieme, de a a £, pour le milieu environnant.

Volume intérieur et volume extérieur

Dans ces deux domaines, le champ E prend l'expression donnée par I'équation 2.52.

)V se développe alors comme :

_f](\f;gl)</ goN? | A] ‘7(:1 —|—/ Xz ) (/ / X} (% |sm(9d9dgo>
0 max

(2.85)

Nous reconnaissons la définition de la norme de ’harmonique sphérique X:

T 27T 5 . R
/0 /O X (r) *sin® dodg = (XI[XT) = 1 (2.86)

La contribution au volume du mode a l'intérieur de la sphere est notée V; tandis que
celle a I'extérieur est notée V,. En se servant des équations 2.37, 2.38 et de la propriété
des fonctions de Bessel [74] (F représente a la fois ] et Y) :
2
/ Xy (kx)? dx = - (B, (kx)® = 1 (k) By (kx)) (2.87)

Compte tenu des équations 2.52 et 2.57, V; et V, se développent comme :

C(0+1) {ATEIZ ma’

Vi Nk, E2 1 (]£2+l (ka) — Joa (ka)]H% (ku)) (2.88)
ey (AT e (T () 2
Yoo = TNk B, 4 Ypif Toa) | | Ve (FoL) =Yooy (oL)Yp 3 (KoL)
a? a?
= 72 Yoy (koa) + 7Yy (koa) Yy, 5 (koa) (2.89)

A ce stade du calcul, il nous reste a évaluer E2, ..

Evaluation de EZ ,,

Le maximum de E est situé a l'intérieur de la sphere. De I'équation 2.52, on en déduit
que:
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Py (kr)

Emax = /4 (L + 1)AZ-TE X max p

x max | X} (r)| (2.90)

e Le maximum de la fonction |¢,(kr)/kr| (ou encore |j,(kr)|) coincide avec celui
de j,(kr) et est obtenu lorsque la dérivée s’annule, autrement dit pour le premier
zéro de fj(kr), noté a ;. Cela revient a résoudre I'équation [74] :

(C+1)Jp3(x) =],y (x) = 0 (2.91)

Ce probleme ne peut étre résolu que numériquement. Concretement, on se place
en x = “2,1 et on recherche la valeur particuliere de x solution de I’'équation
2.91. Puisque l'on travaille dans I’approximation des spheres de grande taille
(ie. £ > 1), alors a ; se développe en [/4] :

1 1\ /3 1\ /3
ay, ~ (e + 5) 1+ 0.8086165 (z + E) — 0.236680 (e + 5)

1 -1 1 —-5/3
—0.20736 (e + E) +0.0233 <£ + 5) (2.92)

La valeur initiale x = a},; est un point de départ relativement proche de la solu-

tion du point de vue numérique.

e max |X}'(r)| est une fonction dépendant des polynomes de Legendre. Au vu
des ordres ¢ avec lesquels nous travaillons, ces fonctions ne sont plus représen-
table en virgule flottante. Pour s’en acquitter, on peut travailler avec les fonctions
semi-normalisées de Schmidt associées aux fonctions de Legendre S}’ telles que :

Vx €] —1,1] P! (x) = Dy, S} (x) (2.93)
avec
1 pourm =0
Do = 20 —m)! (2.94)

ce qui permet d’écrire :

X} ()2 = Sl

7 (mz + 1> ST 2(cosf) + ((6 +1)* - m2) S/% (cos )
sin

—24/(£+1)* — m2S (cos 0)S}. 1 (cos 9)] (2.95)
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avec:
20+1
in pourm =0
ConDln = 204 1 (2.96)
g, pourm >0

L’équation 2.95 ne peut étre résolue que numériquement. Pour obtenir la valeur
maximale de X', on procede par dichotomie dans un maillage de plus en plus
résolu de [0, 7] autour de 71/2.

Une fois que 'on connait les valeurs particulieres de 6 et r qui maximisent j,(kr) et
XJ'(r), on calcule le volume de mode en utilisant les équations 2.88, 2.89 et 2.90.

Le calcul numérique du volume de mode suit un algorithme qui suppose que l'on
connait le WGM a travers les nombres 7, ¢ et m. Ces derniers sont obtenus en résol-
vant la condition de résonance 2.56 et en comparant le spectre obtenu a un spectre de
transmission ou d’émission.

2.6.2 Calcul formel pour n = 1 et ¢/ = |m| : modeéle de F. Treussart

Bornes d’intégration

Dans [66], E. Treussart calcule l'intégrale du champ électrique sur tout le volume en
négligeant la contribution du champ au dela du #'*™¢ zéro a,, de la fonction radiale
fo(r). Cela revient a prendre :

kL — ay (2.97)

De cette facon, on néglige la contribution oscillante de 'onde en dehors de la sphere

et, puisque 4, , est toujours situé a I'extérieur de la sphere, on prend en compte 'effet

Goos-Hanchen. De cette fagon, on réintegre la partie evanescente dans le résonateur

en considérant un résonateur de rayon 4, ,, ce qui permet de calculer V de la fagon

suivante :

0 +1) |ATE
k3 EZ

max

YV~ / 0 " w2(0) dp (2.98)

Pour n =1, a;; prend la forme asymptotique suivante [74] :

1 1 1/3 1 -1/3
aZ,l ~ (f + E) + 1.8557571 <€ + E) + 1.033150 (f + §>

1 -1 —5/3 1 -7/3
—0.00397 (K + 5) —0.0908 <€ + E) +0.043 (5 + E) (2.99)
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Pour un WGM d’indice ¢ donné, on estime la valeur du premier zéro de la fonction
radiale par 1'équation 2.99. Compte tenu des propriétés des fonctions de Bessel [74] et
de la relation 2.37, il vient :

a3
apn a
/ . ¥7(p) dp = ;,1 Pagy) = —1]22(@,1) (2.100)
d’ou1 'expression du volume de mode :
(e+1) AT ey
V= i3 E2_ 2 —Ji (ag1) (2.101)

Il reste a évaluer la valeur de E2,,, dans l’équation 2.101.

Evaluation de Eax

L'évaluation de Emax suit la méme procédure qu’au paragraphe 2.6.1.

W(kV )

e Pour évaluer max , i.e. max [j;(kr)|, on prend la valeur de la fonction au

premier zéro° de sa der1vee jy, notéay,

(k)
kr

= max [jy(kr)| = j(ay,) (2.102)

ot a ; est donné par I"équation 2.92.

e Dans le cas ot ¢ = |m|, en injectant 'expression 2.76 dans 2.70 , il vient :

1
1 A . -1
X ~ | = 0 2.103
omax [xiw] = (4) maxlsin ) oy

=1

Pour un mode ¢ = |m| et n = 1, Emax prends la forme suivante :

1 (¢
Emax ~ (/L (L+1)AF x jy(ay;) x VT (E) (2.104)

ce qui donne, en injectant I’équation 2.103 dans 2.101, 'expression du volume de

2
3 .
1\ 2 5 (fi(ae)
V ~ (- ap | =7 (2.105)
k Ve T\ e (a (1 )
5. Pour s’en convaincre, il suffit de se rappeler que les fonctions de Bessel sphériques sont des

fonctions oscillantes amorties. La valeur maximale de la fonction est obtenue pour le premier zéro
de sa dérivée.

ST

mode :
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Sous nos hypotheses initiales (¢ > 1), jy(as;1) et ji(a; ;) se développent au premier
ordre [74] par les formes suivantes :

-2/3
jrlagy) ~ —1.1131028 (E - 5) (2.106)

l

—-1/3
je(ay,) =~ 0.6748851 (E + 5) (2.107)
Le volume de mode s’écrit alors sous forme réduite :

Ao\’ 2 11/6

2.6.3 Approximation du volume du mode fondamental a partir de
: 14
I’expression de E;(r)
Le mode fondamental est défini par 'expression 2.81. Le volume du mode s’apparente
a un tore de section elliptique gaussienne ot les demi-axes de 'ellipse sont respecti-

vement les demi-largeurs a 1/¢ ér et a60, comme illustré sur la Figure 2.9. ér est défini
par la relation 2.80.

La section S de ce faisceau s’écrit alors :

S = 71 xdrxadl

_ (;[_ON) ar x 0.8086 x (/6 (2.109)

Le volume de mode V est calculé en multipliant S par le périmetre emprunté par le
tore de lumiere, ici estimé par 2774 :

A
Yy = (ﬁ) 271202 x 0.8086 x (~1/° (2.110)
Ici, l'ellipse est supposée centrée en a. Si 1’on suppose de plus que le rayon a est trées
grand devant la longueur d’onde, ce qui revient a considérer ¢ > 1, alors ka ~ ¢, ce
qui permet de réécrire V comme :

A 3
V o~ (ﬁ) 2712 x 0.8086 x (11/6 (2.111)
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y [um]

FIGURE 2.9 — Définition des axes du faisceau elliptique gaussien pour le mode fonda-
mental.

L’écart relatif entre les expressions 2.111 et 2.108 est d’environ 5%. L'approximation
gaussienne pour le mode fondamental est donc justifiée. On peut toutefois remarquer
que l'approximation ak ~ { n’est pas tout a fait vraie. Le tore de lumiere n’est pas
exactement centré en a mais y est relativement proche. Le maximum de la fonction
radiale est situé en r = ‘12,1 /k, aussi le volume de mode s’écrit plutot :

A 3
V= (ﬁ) 27 (ay 1) x 0.8086 x £~/ (2.112)

Pour ¢ = 300, en calculant le développement asymptotique de ”2,11 il vient :

3
Y o~ (27);—01\7) 271% % 0.8086(1 + 0.03959) x ¢11/6 (2.113)

Le volume d"un tel WGM fondamental est d’environ L'erreur apportée par l'approxi-
mation a} 1 =~ £ au volume du mode fondamental est d’environ 4%, soit une erreur
commise devant I'expression 2.108 d’environ 9%. Les approximations successives sur
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les champs et les volumes de modes fournissent des résultats corrects a une erreur de
10% pres. Cependant, le modele n’est valable que pour le mode fondamental.

2.6.4 Ordre de grandeur du volume du mode fondamental

Le volume du mode fondamental |7 = 1; ¢ = |m|) dans une sphére derayona = 50 um
d’indice N = 1.49 autour de Ay = 1550 nm donne un nombre angulaire ¢ ~ 300. Le
volume de ce WGM est calculé en utilisant la relation 2.108 et vaut :

Vy—1,=m—300 = 2400 pm®
A titre de comparaison, le volume de la sphere vaut :
Viphere =~ 524000 pim’
Le volume de mode est tel que :
Vephere = 215 X Vi1 0=m=300

L’énergie électromagnétique est contenue dans 0.5% du volume total de la cavité.

2.7 Conclusion

Le confinement du champ électromagnétique par réflexion totale interne dans une ca-
vité sphérique de taille micrométrique amene a définir les modes de galerie présentant
a la fois un volume tres réduit et un confinement temporel important. Les différentes
familles de modes existant au sein de la cavité (modes longitudinaux repérés par ¢ et
modes transverses par n et £ — |m|) rendent la résolution du probléme électromagné-
tique exact complexe sans approximation supplémentaire. Le fait de se restreindre aux
WGM les plus confinés, ceux dont il est question dans nos expériences laser, permet
de simplifier le probléme initial, bien qu’il ne soit résolu que numériquement, tout
comme le calcul du volume de mode. Les résultats issus de cette étude seront utilisés
au chapitre 5 afin d’identifier le WGM en régime laser a partir du calcul du volume
de mode, ce dernier intervient dans le spectre de bruit d’intensité relatif du laser.
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3.1 Facteur de qualité

Le facteur de qualité Q d’une résonance quantifie le confinement temporel des pho-
tons dans la cavité. C’est la quantité définie par :

énergie stockée wo

2 . d = wolp = 5
energie peraue |g, yn cycle w

Q =2r (3.1)
avec wy la pulsation de résonance et 7p le temps de vie du photon dans la cavité. C’est
également le rapport entre la fréquence de résonance et sa largeur a mi-hauteur. Le
guidage par réflexion totale interne dans une cavité circulaire permet d’emmagasi-
ner efficacement la lumiére. Dans le cas d"une cavité résonante couplée a une ligne
d’acces, le facteur de qualité Q posséde une composante intrinseque Qo ainsi qu'une
composante liée au couplage Q, tels que :

Q! =0Qt+Q.! (3.2)

Dans un milieu linéaire, homogene et isotrope, le champ électromagnétique est sou-
mis a des pertes au cours de sa propagation, tendant a réduire 1'énergie qu’il trans-
porte. Nous pouvons alors écrire la variation de puissance sur une distance L comme :

P(L) = P(0)e *t (3.3)

ott a est le cofficient d’attenuation (en m 1) et L est la longueur de propagation consi-
dérée. Le facteur de qualité intrinséque Qg s’écrit :

21N
Qo = T

Plus « est négligeable, plus le temps de stockage de I'énergie dans le résonateur est

(3.4)

importante, exhaltant le facteur de qualité Qp. a rassemble différentes contributions :
X = Qdiff T Kabs T Xgurf + - (3-5)

Toutes ces différentes contributions participent au facteur de qualité intrinseque Qp :

LS S S
Qo Qaiff  Qabs  Qsurf

(3.6)

3.1.1 Pertes par diffraction

La contribution des pertes par diffraction au facteur de qualité Qg se quantifie par Qi
caractérisant les fuites a travers la barriére de potentiel due a la discontinuité de 1'in-
dice du milieu (cf. Fig. 2.6). Dans le cas de nos micro-spheres, nous avons ¢ ~ 302. En
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ne considérant que des ordres radianx n proches de 1, on a Nx ~ /. E. Treussart [66]
a montré qu'une double approximation Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) permet de
donner une forme approchée des champs en dehors de la sphere ainsi qu’au point de
transition.

Le WGM subit des pertes d’énergies compte tenu du fait qu’il redevient propageant
au dela de la caustique externe. Ces pertes, et donc le facteur de qualité Q¢ associé,
sont estimées en ne considérant que le premier terme du développement asympto-
tique en puissance de <€ + %) - (dit développement de Debye [74]) au voisinage du

point de transition x = ¢ + % :

10Xp {— (£+1/2)g (eﬁ/z)}

T (=)

__exp[(€+—1/2)g(z1%@>] (3.7b)

<(%>2 } 1)1/4

ol x est le parametre de taille et g la fonction définie par :

g s — —\/1—s?+argcosh (%) (3.8)

Po(x)

12

(3.7a)

12

xe(x)

Le facteur de qualité Qs est donné par I'amortissement du champ a travers la bar-
riere de potentiel, c’est a dire le rapport entre x, et i, (eq. 3.7a et 3.7b) :

Qaiff =~ %€2€g(1/N)—2 N2-1(x—) (3.9)

En développant Qs avec 2.64 (dans le cas ot1 e < 1), il vient :

1
Va1, (53
—2%y <2+(22) &Xn

2P

Qaiff x € eN (3.10)

Les pertes par diffraction augmentent avec l'indice radial n, ce qui confirme notre
analyse précédente : les modes d’indice radial n élevés sont moins bien confinés que
ceux d’indice proche de 1. Notons également que Qi d’'un mode TE sera légerement
supérieur a celui d"'un mode TM pour les mémes 7 et ¢:

Qg']?f 2(1-N—2
=dift _ 2(1-N7) 5 q (3.11)
diff
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Dans le cas d'une spheére de diametre 2a = 100 um en silice (N = 1.45) pour une
longueur d’onde A = 1550 nm et un mode TE, les calculs donnent ! :

Quiel,,—; = 2x10%
Quaifel oy = 4x10'

ce qui montre que, pour des sphéres dont le diameétre est proche de la centaine de
um, les pertes par diffraction ne sont pas la cause principale des pertes. Ce constat est
vérifié pour des diameétres de spheres 2a < 151 (~ 23 um autour de A = 1550 nm) ou
Qaife > 10

3.1.2 Pertes par absorption/diffusion

Le terme Qmat désigne les pertes dues a 1’absorption du champ par le milieu et par
diffusion due aux inhomogénéités internes.

TABLEAU 3.1 — Comparaison des coefficients d’absorption et facteurs de qualité cor-
respondant entre la silice et le verre ZBLALIP.

matériau “abs|1550 nm Qabs|1550 nm
dB.km™! cm~ ! ]

silice 0.17 395x 107 | 1.49 x 101!

ZBLALIP || 1.29 x 10% | 3.00 x 102 | 2.00 x 10°

Dans la silice, I'absorption et les inhomogénéités internes du matériau autour de
1550 nm ne constituent pas une source importantes de pertes, a l'inverse du ZBLALiP
ol elles sont limitantes. Cependant, lorsque ce verre est dopé aux ions Erbium, I'ex-
citation des niveaux supérieurs permet de considérer un gain intra-cavité pouvant

compenser ces pertes, voir méme jusqu’a obtenir un effet laser.

3.1.3 Pertes par inhomogénéités de surface

Les pertes par inhomogénéités de surface sont a distinguer des pertes par inhomo-
généités de volume (contenues dans Qmat) car elles dépendent essentiellement de la

1. Un tel facteur de qualité, pour n = 1, donne, a A = 1550 nm, un temps de vie
T ~ 16 x 10¥ s ~ 52 x 10?! années... Le mode n = 1 est donc exceptionnellement bien
confiné lorsqu’on ne considere que des pertes par diffraction pour une sphére de diametre 100 um.
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qualité de la surface de la micro-sphere. Cette derniere est davantage liée au proces-
sus de fabrication que de la chimie du matériau utilisé.

Dans sa these, S. Trébaol [46] compare les différents modeles d’évaluation de Q.. En
premiere approximation, le modele de Vernooy [80], justifié par Oraevski [81], relie la
granularité de la surface aux fluctuations de la perméabilité diélectrique € et donne,
pour une collection de diffuseurs de petite taile (¢B?> < A3), 'expression du facteur

de qualité Qgys :
N 3N2(N2 _|_2)2 )\7/2(2ﬂ)1/2
Qout = (B (NT— 1572 0?B2
ol 2a est le diametre de la sphere, B la longueur de corrélation des diffuseurs de

(3.12)

surface et ¢ leur hauteur moyenne. Les valeurs numériques de ¢ et B dépendent du
procédé de fabrication. Pour la silice, Vernooy et. al. ont obtenu, par microscopie a
force atomique, ¢ = 1.7 nm et B = 5 nm. Pour une sphere de diametre 2a = 100 um et
A = 1550 nm, on trouve :

Qeurf = 2.26 x 1019 (3.13)

Pour des valeurs relativement faibles de ¢, Q¢ ne sera pas prédominant. Néan-
moins, d’autres mécanismes de diffusion sont a considérer (contamination, couplage,
diffusion volumique, ...). D’autre part, ces valeurs de ¢ et B ne sont valables que pour
de la silice et non pour nos verres dopés Erbium.

Que ce soit une diffusion volumique ou de surface, la rétrodiffusion couple les modes
co- et contra-propagatifs et entraine une levée de dégénérescence proportionnelle a la
force de couplage [48]. Cette propriété sera étudiée plus en détail au chapitre 6 lorsque

le résonateur fonctionne en régime laser.

3.1.4 Bilan

Le Tableau 3.2 récapitule les différentes architectures des résonateurs WGM, leurs
matériaux, leurs dimensions ainsi que le facteur de qualité mesuré. Ce dernier a été
mesuré avec un couplage tel que Q, > Qo, si bien qu’il ne limite pas la valeur du
facteur de qualité global Q. On remarquera que les facteurs de qualité les plus élevés
sont obtenus pour des résonateurs de taille millimétrique. De maniére générale, les
résonateurs étudiés ne sont pas limités par les pertes par courbure (diffraction) ce
qui fait que le facteur le plus limitant est 1’état de surface. D’autre part, I'expression
3.12 favorise les résonateurs de "grande" taille lorsque 1’on consideére des défauts de
surface. Le facteur de qualité peut étre augmenté en employant des techniques de
polissage ou de recuit (majoritairement pour des "grands" résonateurs).
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TABLEAU 3.2 — Géométries des résonateurs WGM et leur facteur de qualité.

Matériaux Facteur Q
Forme Dimensions
(Fabrication) (Couplage)
Silice, ZBLALIP,
107 ~ 10°
a Sphere Chalcogénures | a =10 ~ 200 ym
(Prisme ou fibre effilée)
(Fusion)
Silice a =10 ~ 200 ym 108
2b
G - s Tore ‘ ‘ ‘
I (Fusion) 2b =5~ 10 ym (Fibre effilée)
: a LiNbO3 108
“ Sphéroide a>1mm
h 1 P CaFy, MgF,, ... > 3.1011
~ tronqué h > 100 ym
(Polissage) (Prisme)

Silice sur Silicium

2=01~4mm 10°
h I u Disque GaAs, ...
T\ h=2~10yum (Fibre effilée ou guide)

(Gravure)

3.2 Couplage a un micro-résonateur a modes de galerie

Dans un microrésonateur WGM, et particuliérement pour un laser WGM, on doit
penser un systeme de coulage permettant :

e d’exciter un mode de pompe ayant la densité de puissance la plus élevée, c’est a
dire les modes d’indices n et £ — |m| le moins élevé possible (idéalement n = 1,
¢ = |ml)

e de récupérer le mode o1 a lieu l'effet Laser (aux alentours de 1550 nm)

Comme l'indice radial des modes ciblés est proche de 1, ils ont une partie radiative
négligeable en dehors de la sphére. Le couplage par faisceau en espace libre est donc
proscrit. De plus, le mode laser ne peut pas étre récupéré de cette maniere. On doit
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donc passer a un autre systéeme de couplage utilisant la partie evanescente des WGM,
on parle de couplage par onde evanescente.

3.2.1 Couplage par onde evanescente

Ce type de couplage impose a la lumiere de se propager dans une structure ot I’'onde
est localement evanescente. En pratique, on utilise la réflexion totale frustrée dans un
prisme, une fibre biseautée ou une fibre dont le diametre a été réduit (fibre effilée ou
polie), comme représenté sur la Figure 3.1. Le point essentiel de ce type de couplage
est d’avoir un bon recouvrement entre les WGM et les modes du coupleur.

%
Z

(b)

Couplage par prisme Couplage par fibre biseautée
Q
— ; — T
(c) (d)
Couplage par fibre effilée Couplage par fibre polie

FIGURE 3.1 - Différentes méthodes de couplage par onde evanescente dans un micro-
résonateur WGM.

3.2.1.1 Couplage par prisme

Le couplage par prisme consiste a frustrer la réflexion totale interne d’un faisceau
envoyé sur le prisme en amenant le résonateur dans la zone ot11’'onde est evanescente.
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La condition d’accord de phase est réalisée en modifiant I’angle d’incidence. Cette
méthode historique [82,83] de couplage est robuste et tres sélective mais 1’alignement
est trés difficile a réaliser.

3.2.1.2 Couplage par fibre biseautée

Le couplage par fibre biseautée [34,55] repose également sur la réflexion totale interne
frustrée. Une fibre optique est biseautée de maniere a obtenir une onde evanescente en
sortie. L'alignement est moins contraignant que le couplage par prisme mais 1'indice

de la fibre utilisée restreint ce coupleur aux résonateurs en silice.

3.2.1.3 Couplage par taper

Une fibre effilée [56], en anglais taper, est une fibre optique dont le diametre a été consi-
dérablement réduit de sorte que la lumiére ne se propage plus que dans le guide (en
réalité, le coeur est si réduit qu’il est considéré comme absent). Dans cette zone, l’'onde
s’y propage sous forme evanescente. Ces coupleurs peuvent présenter de tres faibles
pertes et un taux de couplage excellent dans le WGM d’intérét. De plus, comme le
diametre de la fibre n’est pas constant, I'accord de phase est réalisé en changeant la
position du taper. Cependant, pour une méme distance entre la sphere et le guide,
I'accord de phase peut étre réalisé pour plusieurs modes longitudinaux [37,87]. C’est
ce type de coupleur qui est utilisé pour les expériences au laboratoire, il est compa-
tible a la fois pour les micro-résonateurs WGM en régime passif ou actif.

Au fur et a mesure de sa propagation dans le taper, le champ électromagnétique est
de plus en plus déconfiné. Sa constante de propagation f approchée [56,55] est :

2
Br~ \/ngJ% — (2"%) (3.14)

ou Ny est I'indice de la fibre, ko la constante de propagation dans le vide et p le rayon

du taper. Le couplage entre les modes du taper et les WGM est efficace lorsque les
constantes de propagation du guide B et du WGM fs sont tres proches. Pour les
modes les plus confinés, la constante de propagation s s’écrit [37] :

k¢
,Bs =

Xn,0,m

(3.15)

ou x est obtenu via 1’équation 2.64 (en considérant une sphere parfaite, i.e. ¢ = 0).
L'égalité des constantes de propagation S et f; nous permet de calculer le rayon
optimal du taper réalisant I’accord de phase total pour une longueur d’onde et un
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FIGURE 3.2 — Rayon optimal du taper en fonction du rayon de la sphere permettant
un bon accord de phase entre les modes du guides et les WGM pour n=1 a 4.

rayon de sphére donnés. La Figure 3.2 donne les valeurs optimales du rayon du taper
en fonction du rayon du micro-résonateur pour les familles de modes n = 1 a 4.
Pour exciter les WGM d’intérét, le taper doit avoir un rayon de l'ordre de 2 um a
1550 nm. Toutefois, la valeur donnée ici est a titre indicatif car 'expression 3.14 de B
n’est qu'une approximation. Il est également possible de tirer parti de la géométrie
du taper pour avoir une accordabilité de la constante de propagation ¢ en couplant
sur différentes zones du taper. Enfin, on fait varier le taux de couplage en modifiant
la distance entre le résonateur et le taper.

3.2.1.4 Couplage par pointe effilée

Lorsqu’une fibre effilée est étirée jusqu’a son point de rupture, on ne parle plus de
taper mais de pointe effilée. C’est un coupleur permettant simplement d’obtenir un
effet laser [37] ou pour la réalisation d'un laser bimode [14] et sera la configuration
privilégiée pour la génération RF. Le principe de la propagation dans un tel guide
reste cependant le méme que dans un taper mais elle s’Taccompagne de pertes plus
importantes et d'un couplage entre modes. Ces fibres sont plus courtes que les tapers
afin d’avoir une bonne tenue mécanique, ce qui entraine nécessairement qu’elles ne
soient pas adiabatiques.



88 Chapitre 3. Facteur de qualité et couplage

3.2.2 Propagation de la lumiere dans un taper

Dans cette section, nous détaillons les modes de propagation dans un taper. Les constantes
de propagation des modes guidés dans un tel guide sont déterminées en résolvant
I’équation d’Helmholtz en coordonnées cylindriques et en appliquant les conditions

de continuité aux limites.

3.2.2.1 Modes propres

Dans un milieu inhomogene, la propagation du champ électrique E(r, t) doit tenir
compte de I'inhomogénéité du milieu par un terme en N(r). L'équation de propaga-
tion de E dans un tel milieu s’écrit :

N\’ &?E )
AE — (?) a=V <E Y (mN )) (3.16)
Le terme a droite de I’équation 3.16 introduit des couplages entre les différentes com-
posantes de polarisation de E, ce qui rend 1'équation irrésolvable. Dans le cas de la
propagation dans un taper de rayon p, on peut contourner la difficulté du probleme
initial en étudiant la propagation dans deux milieux homogeénes d’indices N diffé-

rents et en utilisant les condtions de continuité a I'interface entre les deux milieux.

Dans le taper (en silice, N = 1.46) et dans le milieu extérieur (de 'air, N = 1), la pro-
pagation est homogene (sauf a l'interface). la composante longitudinale des champs
E et B obéit aux équations d’ondes suivantes :

AU, — lj—j% =0 pourr < a (3.17a)
AU, — Cl—z% =0 pourr > a (3.17b)

et les solutions recherchées sont de type :
E(r,t) = E(r,0) P> (3.18)

oll B = Negko est la constante de propagation et Ngg l'indice effectif du mode. On
montre [59] que les modes de propagation dans un tel guide sont les vecteurs propres
de I’équation de dispersion :

v\t N KL,(W) T U)K (W)
(N’ (W) - {wm(m +w1<m<w>} [u1m<u>+wr<m<w> (3.19)
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ou U, V et W sont les fréquences normalisées :

U = pkoy/N?2— N% (3.20a)

W = pkoy/ N2 —1 (3.20D)
V = pkoV/N2 -1 (3.20¢)

Jm est la fonction de Bessel de premiere espece et K, est la fonction de Bessel modi-
fiée de seconde espéce. Cette équation permet, pour un indice m donné, d’en déduire
l'indice effectif des modes.

e Pour m = 0, la composante longitudinale de E ou de B est nulle. Ces modes
sont transverses électriques (TE) ou transverses magnétiques (T M). Ces modes
présentent une symétrie circulaire puisqu’ils sont indépendants de 6.

e Pour m # 0, la composante longitudinale de E ou de B n’est pas nulle. Ce sont
les modes dits hybrides?, notés HE ou EH.

L’ensemble du probléeme est conditionné par la valeur du rayon de coeur p dont dé-
pendent U, V et W. L’équation 3.19 se résoud numériquement en fonction du diametre
du taper 2p, comme montré sur la Figure 3.3. On constate qu’il existe une valeur limite
pour le diametre du guide au dela de laquelle le taper devient multimode. Cette va-
leur critique est obtenue lorsque V est égale au premier zéro de la fonction de Bessel
(>~ 2.405), ce qui correspond a un diametre critique 2p. d’environ 1.2 um.

3.2.2.2 Intensité de I'onde evanescente

Nous prenons le cas d"une onde électromagnétique de longueur d’'onde Ay = 1550 nm
circulant dans un taper de diametre 20 = 1 um. Les courbes de dispersion (Figure 3.3)
montrent que ce taper est monomode, pour cette longueur d’onde : seul le mode HE;
est guidé. Afin d’évaluer la quantité d’énergie utilisable pour le couplage, on calcule
la densité de puissance, ou intensité (en W.m™2), dans une section transverse du taper.

L’intensité I de I'onde électromagnétique est la composante longitudinale du vecteur
de Poynting IT :

1 IT-u,
= 3.21
2uy P (3.21)

2. Dans 'approximation du guidage faible (dans une fibre optique, par exemple), les composantes
longitudinales des champs tendent vers 0 et les modes sont transverses électromagnétiques, ou encore
linearly polarized (LP)



90 Chapitre 3. Facteur de qualité et couplage

—m=0
—m=1 HE11
1,41
—_—m=2 // TE01
m=3 // — ?l\E/lZl
—_— = // 01
m=4 d 7 EH,,
134 m=> / -
——m= / / HElz

/
1,1 | /

N/

0,0 05 1,0 15 2,0 25 3,0

Indice effectif Neff

AN\

NN\

RN
DN

~
LN N\

NN

w
3
»
[=}

Diameétre du taper [pm]

FIGURE 3.3 — Indice effectif des modes du taper en fonction de son diametre,
Ag = 1550 nm, N = 1.45

ou P est une constante de normalisation :

P = 21% /]R2 -u, dS (3.22)
de sorte que la puissance totale soit de 1 W. Le profil de l'intensité en fonction de
la distance au centre du taper dans le plan z = 0 est représenté sur la Figure 3.4a
(la symétrie du mode fait que le profil est indépendant de 0). La distribution dans
I'ensemble du plan est représenté sur la Figure 3.4b o1 I'on a indiqué en pointillé I'in-
terface silice-air.

Dans cet exemple, 70% de la puissance se propage sous forme evanescente. Ce type de
coupleur est donc trés intéressant pour coupler de la lumiere dans un microrésonateur
WGM. 1l convient de remarquer que :

e Un taper monomode est obtenu lorsque son diametre est inférieur au diametre
critique 2p. (1.2 ym pour N = 1.46 et Ay = 1550 nm). Si I’on réduit davantage le
diametre, la constante de propagation en fera de méme (cf. Figure 3.3). Cepen-
dant, plus le taper est fin, plus il est fragile et sensible aux vibrations. La moindre
perturbation peut alors engendrer des pertes non négligeables. En pratique, les
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FIGURE 3.4 — (a) Densité de puissance en fonction du rayon dans un taper de rayon
p = 05um, A\yp = 1550 nm, (b) Densité de puissance dans la section du taper (les
pointillés indiquent la frontiére gaine-air). Les Figures sont extraites de [90].

tapers réalisés ont un diametre d’environ 1 um, ils offrent un bon compromis
entre un fort déconfinement du champ et un guidage suffisant.

e Le diameétre du taper n’est pas constant mais est une fonction décroissante de
z. L'aspect monomode du taper est relatif a la coordonnée z o1 I'on décide de
coupler, ce qui nous offre un certain degré de liberté quant a la constante de
propagation du mode de taper considéré. Ceci reste vrai lorsque la pente du
taper est douce et que les modes propres ne se couplent pas entre eux lors de la
propagation. Un tel taper est dit adiabatique.

3.2.3 Fabrication d"un taper

Les tapers sont réalisés a 1'aide d’un dispositif de fusion-étirage : on chauffe locale-
ment une zone et on applique une contrainte d’élongation aux rebords. Les tapers
sont réalisés a 1’aide d’un banc de fusion-étirage motorisé pourvu d"un chalumeau.

3.2.3.1 Banc de fusion-étirage

Le banc de fusion-étirage est schématisé sur la Figure 3.5 et est constitué des éléments
suivants :

e Une fibre optique SMF-28 est dénudée et fixée sur deux mors motorisés. Ces
derniers sont pilotés par ordinateur o1 1’'on impose la vitesse et 1’accélération du
mouvement de translation.

e La zone dénudée est approchée dans la flamme d’un chalumeau alimenté par
un mélange de butane et d’air, portant ’ensemble aux alentours de 1200 °C sur
une zone d’environ 5 mm.
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e Un laser a 1550 nm est injecté et le signal est photodétecté apres passage dans
la fibre et relié a un oscilloscope pour mesurer la transmission en temps réel

pendant 1’étirage.

LASER mors mors
- O) Oscilloscope
@ 1550 nm

N

Chalumeau

PC

FIGURE 3.5 — Banc de fusion-étirage.

La modélisation du profil longitudinal du taper est la suivante [90] :

2 L
roe n  pour 0<z< — (3.23a)
"z) = L L 2L h
rpe 2 pour 5 <z< > + 5 (3.23b)
L/2 h L/2
L >
fo r(z) Y 7
)
2W

FIGURE 3.6 — Profil longitudinal d"un taper.

Dans la zone £, le diametre du taper est constant, ce qui est important pour assurer un
bon taux de couplage. Plus le taper est long, plus le diametre de la zone la plus fine
est long. Cependant, on ne peut pas connaitre précisément la valeur du diametre du
taper. Pour en avoir une idée, on utilise la transition multimode-monomode du taper
lors de I’élongation.

3.2.3.2 Interférences entre modes

Lors du suivi en temps réel du signal détécté aprés passage dans le taper, on constate
que lorsque la fibre est trés peu amincie, le signal ne subit aucune modification. Ce-
pendant, apres une certaine distance d’élongation, des battements apparaissent. Ces
interférences sont dues a un couplage entre les modes transverses. Ceci n’arrive que
lorsque le coeur est tellement réduit que le guidage a lieu directement dans la gaine.
A ce moment 13, la différence entre I'indice de la gaine et 1'indice de l’air est suffisa-
ment élevée pour induire un couplage. Les modes vont alors se propager avec des
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constantes de propagation f; différentes. En sortie de taper, la fibre redevient mono-
mode et 'ont détecte I'énergie couplée dans le mode fondamental de la fibre (LPy;).
Le taper peut alors étre vu comme un interférometre de Mach-Zehnder ot les coef-
ticients de réflexion et de transmission dépendent des coefficients de couplage entre
les modes. Plus la fibre est étirée, plus les battements sont rapides, jusqu’a un mo-
ment ot ils disparaissent completement. C’est le moment ot le diametre critique 2p,
est dépassé : le taper est monomode. Les interférences, et particulierement le moment
ou elle s’arretent brutalement, permettent de connaitre précisément 1'instant ot1 I’'on
peut arréter d’étirer la fibre. La Figure 3.7 est un exemple de suivi a l'oscilloscope des
interférences entre les modes du taper pendant une élongation a vitesse constante, le
passage multimode-monomode a t = 49 s est mis en évidence dans le deuxieme en-

cart.
1.0 T T
CIJ E—
\g mrmum L
— 0.8 oss E— T
g _0.96
o 0.94
o 0.6 —o092 -
c
0.90
cC i
O 0.88
g 0.4 °% 0.94 1
E 0.92
2 02 0.90 |
© ' 0.88
—
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0.0 ' " —o8 " " "
46 47 48 49 50
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FIGURE 3.7 — Transmission en sortie du taper en fonction du temps, Ag = 1550 nm

Remarque sur le critére d’adiabaticité

Lorsqu’on considere la propagation d'un champ électromagnétique dans un taper, on
ne peut pas réellement parler de modes propres puisque ceux-ci ont été calculés pour
une fibre de diametre constant, or le diametre du taper évolue avec la distance longi-
tudinale z. Dans la partie rétrécie, ces modes sont des pseudo-modes propres du taper
et peuvent étre décrits a partir des modes propres de la fibre sous condition que la va-
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riation longitudinale du diametre, i.e. la pente, soit douce. Dans un tel cas, le mode
propre fondamental HE; de la fibre évolue lentement vers le pseudo mode fonda-
mental HE}; du taper sans perte d’énergie. A l'inverse, si la variation de diametre est
trop abrupte, le mode fondamental de la fibre se projette sur plusieurs pseudo-modes
propres du taper et des échanges d’énergie apparaissent. Si la fibre est monomode
alors il se projette sur des modes radiatifs (en dehors du guide) et la propagation s’ac-
compagne d’une forte atténuation. Un taper est alors non-adiabatique.

A partir de 'expression des pseudo-modes propres du taper dans le cas adiabatique
[89,90], il est possible d’exprimer les coefficients de couplage du ieme mode sur le jiéme
Cij et les longueur caractéristiques de battement Z;;. Le taper est adiabatique lorsqu'’il
satisfait le critere d’adiabaticité :

Ci]'Zi]' < 1 (3.24)

3.2.4 Fabrication d'une pointe effilée

Les pointes effilées sont des tapers mais 1’élongation continue jusqu’a la rupture de
la fibre. Elles sont réalisées a partir d"une soudeuse de fibres optiques programmable
de la marque Ericsson. C’est sur le méme principe de fusion et étirage que repose
cette soudeuse. Une différence de potentiel est appliquée entre les deux électrodes,
formant un arc électrique qui chauffe localement une fibre dénudée. Cette technique
permet de réaliser des pointes dont le diametre en bout de pointe est de 1’ordre de
1 pm sur une zone de 0.1 mm (zone de diametre constant) et étirées sur 1 mm. La
taible course des moteurs ne permet pas de réaliser des pointes effilées adiabatiques,
néanmoins la connectorisation est moins contraignante et les coupleurs réalisés sont

plus reproductibles.

3.2.5 Conclusion

Les tapers et pointes effilées peuvent servir des coupleurs de champ évanescent dans
un micro-résonateur WGM. Ils permettent d'insérer un champ de pompe mais égale-
ment d’extraire un champ laser avec le méme coupleur. Dans la suite de cette these,
nous utiliserons ces deux types de coupleurs pour I'étude de l'effet laser et pour des
expériences de rétrodiffusion.
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Un laser WGM dopé Erbium peut étre considéré comme un laser a 3 niveaux de classe
B. Dans ce chapitre, nous utilisons le formalisme de la matrice densité pour établir les
équations de Maxwell-Bloch. Sous certaines conditions, le systéme peut se réduire a
un ensemble de deux équations couplées. Enfin, nous donnons les ordres de grandeur
des parametres physiques du laser WGM dopé aux ion Erbium et nous le comparons
a un laser a fibre afin d’en souligner ses spécificités.

4.1 Rappel sur les grandeurs énergétiques

Nous effectuons ici un rappel des différentes grandeurs rencontrées dans ce chapitre
pour décrire le rayonnement issu d’un laser a trois niveaux.

e Puissance : la puissance P est une énergie (optique, électrique, mécanique, ...)
mesurée, ou émise, par unité de temps (en W = J.s~!). Elle peut également
étre exprimée en dBm, rapport logarithmique de la puissance mesurée sur une
puissance de 1 mW.

e Intensité : 'intensité instantanée I(r, ) est une puissance mesurée par unité de
surface (W.m~2). L/intégration de l'intensité optique sur la surface utile du dé-
tecteur donne la puissance mesurée. I est reliée au champ électrique E par la
relation :

I(r,t) = Neeg |E(x, t)]? (4.1)

ol N est I'indice du milieu, ¢ la vitesse de la lumiere, ¢¢ la permeabilité du vide
et E(r, f) un champ réel de la forme :
Eo(r,t) |
E(r,t) = Eo(r,t) cos(k - r — wt)e = (# pllkr—wh) | c.c.) e

ol Ey est I'enveloppe réelle, Ey 'enveloppe complexe, k le vecteur d’onde, w la
pulsation et e la polarisation du champ électrique.

Les photodétecteurs ont un temps de réponse 7, bien plus grand que la période
T = A/c de l'onde électromagnétique incidente. On doit alors moyenner le si-
gnal recu sur sa période et obtenir l'intensité moyenne a laquelle nous avons

acces expérimentalement :

(I(5,8)), = (I(t,1))7 = ~Neeo |Eo(x, 1) 42)

I
2

ot () 5; est 'opération "valeur moyenne" mesurée sur l'intervalle At.
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e flux de photons : le flux de photons ¢ correspond au nombre de photons tra-
versant une unité de surface S par unité de temps At (m~2s71). Il est relié a

'intensité par la relation :
I

Pt

e nombre de photons : le nombre de photons F d"un faisceau photodétecté cor-

(4.3)

respond au nombre de photons récoltés par le photodétecteur traversant une
surface S pendant un intervalle de temps At donné (c’est un nombre, il n"a donc
pas d'unité).

Par commodité, on choisit notre intervalle de temps At égal au temps de par-
cours de la cavité 17, qui vaut exactement NL/c ou L correspond a la longueur
de la cavité (L = 27ta pour une cavité circulaire). Avec cette définition, le flux de
photons est lié au nombre de photons F par la relation :

ou V est le volume du mode laser dans la cavité.

4.2 Equations de Maxwell-Bloch du laser

A partir des propriétés de la matrice densité d"un systeme atomique a trois niveaux et
de la propagation d"un champ électrique dans un tel milieu, nous nous ramenons a un
systeme de trois équations couplées permettant de décrire les différentes interactions
mises en jeu dans le processus d’émission laser : les équations de Maxwell-Bloch.

4.2.1 Equations d’évolution des populations et des cohérences

L’'Hamiltonien H représentant le systeme a trois niveaux est la somme de I’Hamilto-
nien sans interaction extérieure (i.e. non perturbé) Hy et de I'Hamiltonien d’interac-
tion dipolaire W;(t) = —d - E(t) [91]. On notera fiw; I'énergie du niveau [i) et d;; le
moment dipolaire électrique de la transition |i) — |})

th 0 0 0 —d01 : EL —doz . Ep
H = 0 hw1 0 + —d10 -EL 0 0 (4.5)
0 0 th —dz() . EP 0 0

Ep et Ep sont les champs électriques respectivement concernés par les transitions
|0) — |2) et |1) — |0). Ils correspondent au champ électrique de pompe et champ
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électrique de la transition laser.

L’évolution de la matrice densité est régie par 1’équation de Liouville - Von Neumann
[92]:

N R
i = [#4] (4.6)

Dans notre cas, les équations d’évolution des population p;; des niveau |i) corres-
pondent aux termes diagonaux de 'opérateur 4.6, les cohérences p;; | i sont les termes
restants.

Cependant, pour décrire 'interaction du systeme atomique avec le milieu extérieur,
nous devons introduire des termes phénoménologique tels que la relaxation des po-
pulations et le brouillage des cohérences. Ces derniers sont décrits par leur taux de
relaxation, ; pour les populations et 7;; pour les cohérences.

En développant les opérateur p et [H; p] dans 1’équation 4.6, nous obtenons les équa-
tions d’évolution suivantes :

0 .
% = % (do1010 — d10p01) - Er + % (do2020 — d20002) - Ep + 71011 (4.7a)
a .
a .
% - = % (do2p20 — d20002) - Ep — 72022 (4.7¢)
d , : .
% = —j(w1—wo)p10— %dm - EL (p11 — poo) — %doz -Epp12 — 710010 (4.7d)
———
w10
d _ - ,
% = —j(w2—wp)p20 - %dzo - Ep (022 — poo) — %dm ~ELp21 — Y20020  (4.7€)
——
woo
dp12
ot 4.7f
SET (&.79)

oll wyg et wyy sont les pulsations des transitions atomiques 1) — |0) et |0) — |2)
du systéme a trois niveaux (hw;; = ‘Ei — E]-‘). Les transitions non radiatives ont été
négligées, ce qui explique I'équation 4.7f.
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Les champs Ey, et Ep sont tels que :

(4.8a)

(4.8b)
Nous considérons que les cohérences oscillent a la méme fréquence que le champ
concerné par la transition :

~ e—ijt+~* eijt
oo = 20 - P10 (4.9a)

A —jwpt ~k ja)pt
P20 = P20 ¢ 2+ P20 © (4.9b)

. s . A . Ao
Comme la matrice densité est hermitique [92], 0ij = Pji- Nous développons les équa
tions d’évolution avec ces termes et ne conservons que les termes lents (approximation
quasi-résonante) pour obtenir les équations suivantes :

( a~ | ~ T * o~k 19 ' o~ % ~k T
% = ﬁ (do1p10EL — dinpioEL) + ﬁ (do2p20Ep — dippsoEp) + 11p11 (4.10a)
a~ . ok * o~k T
% = — 4]_7/'[ (dOlﬁlOEL - dOlPlOEL) — 7Y1P11 + Y2022 (410b)
p ' . i
BB = — L (dppnEp — dppioEr) — 1202 (4.10¢)

ot 4n

op T
% = ~ Mol —joLpro - %dloEL (P11 = Po0) (4.10d)
op N A

\ % = — 7201~ jop| P20 — %dZOEP (022 — Poo) (4.10¢)

wp — w wp — Wy
L 10et5p: P 0

10 720
du laser et de la pompe aux résonances atomiques.

ou dy, = représentent respectivement le désaccord réduit

4.2.2 Equation d’évolution du champ électrique

L’équation d’évolution du champ électrique dans un milieu linéaire, homogene et iso-
trope découle des équations de Maxwell et des relations constitutives [93,94]. En pré-
sence de terme de polarisation (la réponse du milieu est un terme d’émission stimulée)
et sous l'approximation des enveloppes lentement variables, I’équation de propaga-
tion s’écrit [95] :

oE L 1

FT —E(l—](sc)EL—i‘]

w =
P 411
280N2 ( )
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avec Tp = g9N?/ 0y le temps de décroissance de 1’énergie dans la cavité, i.e. temps de
vie des photons et ; = 27p (w — w,) est le désaccord réduit a résonance de cavité ot
we = koc/N etky = |k’/N

4.2.3 Equation d’évolution de la polarisation

La polarisation macroscopique |P| = P, évoluant a w, est donnée par :

P(r,t) = NiotTr [pd10] = Niot (01001 + Po1d10) (4.12)
En posant :
] j(kpz—wrt) D —j(kpz—wrt)
Pl t) — P(r,t)e +2P (r,t)e (4.13)
il vient :
D(r,t) = Niotdo1f1o (4.14)

et on peut dorénavant écrire I'équation de Maxwell-Bloch pour la polarisation :
oP 1 B2
T = ——(1-j5)P-~ E 41
5 7, 1 —70) P = ¢ ldon|[" ELV (4.15)

ou l'on a noté T, = 71701 le temps de vie caractéristique du dipole dq9, également
appelé temps de déphasage, temps de vie de la cohérence optique ou temps de cohé-
rence. y1g est proportionnelle a la largeur homogene de la transition considérée (cf.
chap. 1). La Figure 4.1 schématise le laser a trois niveaux.

4.2.4 Equation d’évolution de la densité d’inversion de population
Les populations sur les niveaux |i) sont notées :
Nii = Neotpii (4.16)

Puisque la relaxation du niveau |2) est quasiment instantanée, le niveau |2) se vide
trés rapidement sur le niveau |1) (cf Fig. 4.1) si bien qu’on peut considérer que la
population Ny, est nulle. La densité totale d’ions Nt s’écrit alors comme :

Neot = N1+ Noo (4.17)
et la densité d’inversion de population :

N = Ny — Ny (4.18)
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[ =0

%71

Ua¢P O'e¢L

0)

FIGURE 4.1 — Schéma du laser a trois niveaux.

puisque seuls les niveaux |1) et |0) sont peuplés '. Avec ces notations, nous pouvons
exprimer 1’équation d’évolution de N/ comme :

oN dp11  9poo
T = N (- ) 19

- _2]_h (do2f20Ep — dgpsoEp) Niot =271 N1 — 2]_h (PE} — P*Ey) (4.20)

—2Wp (sz */?/go) ~ 2WpNyo

En effectuant les changements de variables suivants :

Wp+m1 — %
il vient :
W= L e-m) - L (oE - PEy) (4.21)

qui est 1’équation de Maxwell-Bloch pour la densité d’inversion de population.

1. Nous avons négligé le phénomene d’absorption par les niveaux supérieurs (up-conversion)
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4.2.5 Les différentes classes de lasers

Les équations de Maxwell-Bloch s’écrivent :

(

E)EL . 1 . ~ . W ~
3 = "o (1—jéc)EL+j 26 Nzl (4.22a)
op 1 N ] ~
_at - = ip) (1 - ]5L) P — % |d01|2 ELN (4-22b)
oN 1 | ARe BEE
| 5 = (Mo —N) — 2]_h (PE; — P*E}) (4.22¢)

Ces équations constituent les équations de Maxwell-Bloch dans le cas d"un laser a trois
niveaux. Elles permettent de représenter la dynamique d’un laser sans autres consi-
dération que l'approximation des enveloppes lentement variables. Sous un apport
d’énergie extérieur (pompage), le milieu répond a I'excitation par une polarisation P.
Ce dernier terme va jouer le role de gain pour le champ E; via la fonction de transfert
de la cavité. C’est un intermédiaire entre \ et Ef, en général avec une dynamique tres
rapide. La relation d’autocompatibilité entre E; et A entraine un effet de rétroaction
sur le milieu actif. La Figure 4.2 illustre les relations entre \, P et E; de maniere sim-
plifiée.

pompage

T Ty 27p

[

N P = Er,

Milieu actif cavité |

FIGURE 4.2 — Schéma fonctionnel des équations de Maxwell-Bloch.

Ces équations n’ont pas de solution analytique dans un cas général. Pour résoudre
le systeme, on effectue un certain nombre d’approximations sur les temps de vie des
différentes variables. En effet, N/, P et E} évoluent avec des temps caractéristiques qui
leur sont propres :

E — Tp
p — T
N = T

En fonction de la vitesse a laquelle une variable atteint son état stationnaire, on peut
procéder, ou non, a certaines approximations modifiant ainsi le systéme d’équations
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de Maxwell-Bloch, définissant alors trois catégories, appelées classes de laser : A, B et
C.

e Pour un laser de classe C, 7p, T et T sont du méme ordre de grandeur.

e Pour un laser de classe B, 7p et T sont beaucoup plus grand que T : la polarisa-
tion atteint trés rapidement son état d’équilibre. On peut donc alors directement
remplacer P par sa valeur stationnaire et se retrouver avec un systéme de deux
équations a deux inconnues. On parle d’élimination adiabatique de la polarisation.

e Pour un laser de classe A, Tp est tres grand devant 7 et T;. De la méme fagon que
pour un laser de classe B, on peut éliminer adiabatiquement la polarisation et la
densité d'inversion de population.

4.3 Laser de classe B : des équations de Maxwell-Bloch

aux équations de débit

Dans notre cas, nous utilisons un laser dopé aux ions Erbium ou le temps de vie
du niveau excité est T; = 1 = 10 ms tandis que le temps de vie de cohérence
71701 = T, = 1 ps. La valeur tres élevée de T; entraine que le systeme a trois niveaux
rentre directement dans une dynamique de laser de classe B, et ce quel que soit le type
de cavité considérée.

Pour la suite des calculs, nous introduisons les sections efficaces d’émission 0. et d’ab-
sorption o, :

0
s Mol one (1 b, 4
e/a hNC&'o’)’lo/20 1+(S%/P 1+(5%/P

4.3.1 Simplification des équations de Maxwell-Bloch

4.3.1.1 Elimination adiabatique de la polarisation

La polarisation atteint trés rapidement son état stationnaire qui permet d’écrire P

- -‘d()l’Z 1 —|—j5L ~
P = — EIN 4.24
Py \1+ 62 L (424)

comme :
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La relaxation de la cohérence de la transition |0) — |2) est aussi tres rapide. L'équation
4.10e conduit alors a :

. Adoal? (1+i6
dofaoNwt = — oo < Jop

J fiyoo \ 1+ (512? ) Er (N2 = Noo) 4.25)

4.3.1.2 Population du niveau |2)

La transition |2) — |1) est non radiative et, de surcroit, trés rapide. Le niveau |2) se

0022

vide quasi-instantanément, si bien qu’on peut considérer —— = 0. En injectant les

ot
équations 4.24 et 4.25 dans 4.10b, nous obtenons :

_ (%

La relaxation est considérée comme instantanée, autrement dit , — +o0. On a alors

Nop < Nyo.

4.3.1.3 Equation d’évolution de la densité d’inversion de population

Au vu des considérations précédentes, ’'équation 4.22¢ devient :

oN 1
5 T 1 (M= N) =20 N (4.26)
avec . (P
. Ta®Pp — 11
Ny = <—(7a¢P n '}’1) Niot (4.27a)
1
- = ca¢p + 71 (4.27b)

43.14 Equation d’évolution du flux de photons

En injectant ’expression de P 4.24 dans 1'équation d’évolution de E 4.22a, on obtient :

oE 1 s CO o\
a_tL = —E(l—](sc)EL+ﬁ(1+]5L)ELN (4.28)

Pour une pulsation wy accordée sur une pulsation de cavité w, et sur une résonance
atomique wyp, I'équation 4.28 se réécrit :

oL _ (1,
g ( . N) oL (4.29)

L’ensemble des équations 4.26 et 4.29 forment les équations de débit d'un laser de
classe B, également appelées équations de Statz et DeMars [93,95-97].
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4.3.2 Inversion de population et nombre de photons

La densité d’inversion de population s’écrit :

N
N =
Vact
tandis que le flux de photons s’écrit :
¢ F
=NV

ou l'échelle de temps choisie est At = 17, N est le nombre d’ions Erbium, V est le
volume du mode laser et V. est le volume de la zone active (i.e. le volume du mode
de pompe alimentant le mode laser).

En considérant que le mode de pompe et le mode laser ont des longueurs d’onde
relativement proches et les mémes profils transverses (méme famille de mode 7 et
¢ — |m|), le recouvrement entre les modes est optimal. On peut alors considérer que
Vact = V. Les équations de débit s’écrivent alors [95] :

ON 1. A
— = —(No— N) —2xkFN 4.
Y = ( 0 ) K ( 30&)
oF F -
— = — — +«FN 4.30b
ot Tp T ( )
avec :
= —= 431
RN (4:31)
4.3.3 Solutions stationnaires
Ces solutions sont obtenues en posant — = 0 ot1 X représente N ou F. Deux couples

de solutions sont obtenues : en dessous du seuil laser (solution OFF) et au dessus
(solution ON) :

. 1
{Nopp — N (4.32) Ron = (4.33)
Forr = 0 4.32b LN
o (4320) Fon = 5— ( 2 —1) (4.33b)
KT NON

La Figure 4.3 montre I'évolution des solutions stationnaires en fonction du taux de
pompage normalisé r.
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solution "OFF' solution "ON"

/ '/
/ /
//

/

Inversion de population N
N\
4 suojoyd ap alquioN

0,0 0,5 1,0 15 2,0 25 3,0 35 4,0

Taux de pompage r

FIGURE 4.3 — Solutions stationnaires des équations de Statz et DeMars pour un laser a
trois niveaux.

Solution OFF : sous le seuil laser

La solution triviale de 1’équation 4.30b est F = 0, ce qui correspond au laser sous le
seuil. Dans un tel régime, I'inversion de population N croit avec le flux de photons de

pompe ¢p :

¢ ¢ Tapp — 71 ¢
N = N = | — | N
OFF 0 <(Ta Y ’Yl) tot
Le flux de photons de pompe absorbé par le milieu n’est pas suffisant pour engendrer
I"émission stimulée. La densité d’inversion de population augmente de fagon non li-
néaire avec le flux de photons de pompe.

Solution ON : au dessus du seuil laser
La deuxiéme solution de 1’équation 4.30b correspond au cas ou l'inversion de popu-

lation est constante quelle que soit la valeur de ¢p :

~ 1 NV
KTp COTp

On parle de gain verrouillé (gain clamping). Le nombre de photons en régime station-
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naire prend alors la forme :

Fox = g (b 1)
2xT \ Non

Le nombre de photons évolue linéairement avec le flux de photons de pompe ¢p :

1 Niot ) ( Niot ) }
F = — |W = -1 - = +1 4.34
ON e { P < Ron T Ron (4.34)

Cette expression n’est valable qu’au dessus du seuil, c’est a dire lorsque Ny < Non.
Lorsque Fon = 0, on est exactement au taux de pompage Wp correspondant au seuil
du laser.

Définition du seuil laser

L’égalité des deux solutions stationnaires du nombre de photons permet de définir le
taux de pompage au seuil Wp 11,. On a alors :

Niot + NON) (KTPNtot +1 )
Wor _ KTpNeot +1 435
PIh n (Ntot — Non kTpNiot — 1 (4:35)

Nous définissons le taux de pompage normalisé r comme le rapport entre le taux de
pompage et le taux de pompage au seuil :
Wp

r = 4.36
Wp h (4.36)

Avec cette définition, le nombre de photons au dessus du seuil s’écrit comme :
Fon = 2 (ktpRiot +1 4
ON = 5° (kTpNiot + 1) (r — 1) (4.37)

On définit également le degré d’excitation 7 tel que

N,
= (4.38)
NoN

qui, lui, n"évolue pas de manieére linéaire avec le taux de pompage normalisé 7.

Le nombre de photons en régime stationnaire au dessus du seuil s’écrit :

Fon = Fsat (77 - 1)



4.4. Application au laser a modes de galerie : ordres de grandeurs 109

avec Fsat = 1/2x7, il correspond au nombre de photons de saturation? de I'inversion
de population non saturée Np. L’ensemble des variables introduites dans I’étude de la
dynamique du laser a trois niveaux est résumé sur le Tableau 4.1.

TABLEAU 4.1 — Grandeurs utilisées dans 1’étude du laser a trois niveaux

Variable nom | définition
taux de pompage Wp TaPp
C Oe
tante d 1 X £ 0
constante de couplage NV
temps de récupération T (Wp+71)""
. . . ~ Wp -7 ~
d lat turé N —— | N,
inversion de population non saturée 0 (WP oy ) Nt
. 1
inversion de population au dessus du seuil | Non proy
P
Niot + N
taux de pompage au seuil Wpth | M1 ( ot i AON)
Niot — Non
. Wp
taux de pompage normalisé r
Wp,th
N
degré d’excitation n 0
Non
1
nombre de photons de saturation Fsat -
nombre de photons au dessus du seuil Fon | Fsat(n—1)

4.4 Application au laser a modes de galerie : ordres de

grandeurs

Nous prenons 'exemple d'un WGM laser a 1563 nm dans une microsphére de rayon
a = 50 ym d’indice de réfraction N = 1.49 telque n = 1 et { = |m| = 288. Le matériau

2. En présence de photons spontanés, Nog s'écrit :
No  _ No
14+2x7F 1+ Fit

Norr =
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utilisé est un verre ZBLALiP dopé aux ions Erbium a 0.1%, ce qui correspond a une
densité totale en ions Erbium Nt ~ 2 x 10%®° m 3. Le temps de vie des photons est
estimé a 50 ns. Le pseudo-ISL de cette cavité est de 640 GHz.

TABLEAU 4.2 — Valeurs numériques des parametres utilisées

Variable || laser WGM
N 1.49
Niot || 2x10®m™3
Ta 2 x 1072 2
Ue 3x 107 m?
Ty (v D) 10 ms
1> 1 ps
Tp 50 ns

4.4.1 Volume de mode

Comme développé au chapitre 3, le volume V d'un WGM laser vaut, dans le cas d'un

effet laser sur le mode fondamental (n = 1, ¢ = |m|) a 1563 nm dans une micro-sphére
de rayon a = 50 um :

V o~ 2384 um®
La section du faisceau dans la cavité est :

27a

~

~ 7.59 ym?

4.4.2 Inversion de population au seuil

La densité d’'inversion de population au seuil est telle que :

1 N 1
= = —— ~ 331x10%m>?
N KTpV COe Tp % "

La densité d’inversion de population au seuil est trés inférieure a la densité totale
d’ions Erbium dans la cavité (Niot/ N1, =~ 1.66 %).
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4.4.3 Puissance de pompe au seuil

Le flux de photons de pompe au seuil est tel que :

1 (Ntot + N1h
0eT1 \ Niot — Nth

¢pTh ) ~ 345 x 10 m2s!

La puissance de pompe au seuil correspondante est :

PP,Th = Flwp X S X ¢P,T]‘1 ~ 351 ‘MW

4.4.4 Puissance de sortie

Le flux de photons au dessus du seuil, pour un taux de pompage normalisé r = 1.5,
vaut :

Fon = %(mpmotﬁ) (r—1) = 60587 photons

soit une puissance de sortie lorsque les pertes sont essentiellement dues au coupleur

de sortie :

hieoF
Poye = “ON _ q54 4w
P

La faible puissance de sortie s’explique par le faible taux de couplage du coupleur
de sortie (7p). Méme si la puissance de pompe nécessaire pour obtenir 1'effet laser est
faible, peu de puissance est extraite de la cavité. On ne peut pas obtenir a la fois un
temps de vie des photons tp élevé et une puissance de sortie Pyt élevée.

4.4.5 Laser a fibre dopée Erbium

Pour comparer les valeurs obtenues avec une architecture laser connue et ayant une
dynamique similaire (classe B et dopage aux ions Erbium), nous utilisons le modele
du laser a fibre dopée aux ions Erbium.

Pompe LASER Fibre
dopée 3
@ 1480 nm Erbium  Réseaude t 180
Bragg
4%
4 Q@ [} 50
WDM WDM Isolateur
1480/1550 1480/1550 @ 1550 nm

FIGURE 4.4 — Architecture typique d"un laser a fibre monomode idéalisé.

La cavité est une fibre de longueur L = 60 m en silice dopée aux ions Erbium a 45 ppm
(soit une densité d’environ 3.56 x 10?3 m~3). L'indice relatif est N = 1.46. L'ISL d’une
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telle cavité est c/2NL, soit 1.7 MHz.

e Dans une telle fibre, les pertes internes sont essentiellement dues a I’absorption
du matériau a 1550 nm, de 'ordre de 0.2 dB.km !, soit 4.6 x 10> m~1. Cela équi-
vaut a un temps de vie intrinséque des photons 27 ~ 106ys.

e Pour un réseau de Bragg tel que le coefficient de réflexion en intensité R vaut
0.9, les pertes dues au couplage sont telles que :

1 4
fext = 57 In(R) ~878x10 tml
soit un temps de vie extrinséque des photons 27, ~ 5.5 s
e Le temps de vie des photons est exclusivement di au couplage :

p ~ 27T, = 53 us

e Sinous faisons I'approximation gaussienne du mode fondamental, la demi-largeur
a 1/e de l'intensité du champ, notée w, est estimée par la formule empirique de

w2
a

Marcuse [99] :
~ 0.650 + 1.619V "3 +2.879V

ol a est le rayon de coeur de la fibre et V est la fréquence normalisée du mode :

_ 2_ 2
V = ako\/ni—nj;

Pour une fibre de rayon de coeur a = 4 um, la rayon du mode vaut environ
3.24 um. La section S du faisceau vaut alors :

S ~ 329 um?

et le volume de mode :
Y ~ 1.98 mm3

e Les sections efficaces d’émission et d’absorption sont [56] :

- 25 2
Oal1a80 ym = 2% 1077 m

N 25 2
el1550 i = 4% 107" m

e La densité d’'inversion de population au seuil est telle que :

N~ 231x10% m™3
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e La puissance de pompe au seuil :

PP,Th ~ 1.10 mW

e Pour un taux de pompage normalisé r = 1.5, la puissance de sortie vaut :

Pout = 230 mW

4.4.6 Bilan

Les parametres importants des deux architectures laser sont exposés dans le Tableau
4.3. Dans un résonateur WGM, les champs évoluent dans une structure étroite, ce
qui réduit considérablement le volume de mode par rapport a une cavité a fibre. La
densité de puissance est alors plus importante pour une puissance équivalente. Ce
type de cavité nécessite une puissance moindre pour voir apparaitre des effets non
linéaires comme un laser : la puissance de seuil est pres de trois fois plus faible (bien
que le résonateur WGM soit en ZBLALIP, matériau ot les pertes sont relativement
importantes devant celles de la silice dopée). Enfin, le temps de vie des photons est
plus réduit mais la cavité est aussi beaucoup plus petite, ce qui augmente la finesse

du résonateur.

Le laser WGM présente, de part sa taille, des propriétés intéressantes pour l'intégra-
tion de sources optiques. De plus, le facteur de qualité élevé entraine nécessairement
des largeurs spectrales trées étroites. Leur trés faible volume de mode améne des ef-
fets non-linéaires non observés dans les lasers conventionnels, notamment sur le bruit

d’intensité comme nous le verrons dans le suite de ce manuscrit.

4.5 Conclusion

Le laser dopé Erbium est, de part son émission autour de 1550 nm (bande C des té-
lécoms), largement utilisé aujourd’hui. Son régime de fonctionnement et les mesures
spectroscopiques de l'ion Erbium sont dorénavant connues et sont 1'objet de nom-
breux ouvrages [56, 100]. Les parametres les plus importants sont le taux de pom-
page normalisé r et le temps de vie du photon 7p, I'un caractérisant le mécanisme de
pompage et 'autre la cavité résonante. Expérimentalement, la difficulté réside dans
I’évaluation de ces deux parametres. Dans un laser WGM, le couplage par onde eva-
nescente rend la mesure de la puissance de pompe effectivement absorbée difficile, et
plus particulierement en régime multimode ou1 la pompe est spectralement large. De
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TABLEAU 4.3 — Comparaison entre les parametres du laser WGM et le laser a fibre.

Variable laser WGM || laser a fibre
Pp 11, 350 uW 1mW
Pout (r = 1.5) 150 nW 2mW
Y 3400 um3 2 mm?®
Q 6 x 107 6 x 10°
ISL 640 GHz 2 MHz
F 4 % 10° 10

plus, en régime laser, la mesure du temps de vie du photon n’est pas accessible car le

résonateur ne fonctionne plus en régime linéaire [46,47, ]. Cependant, une mesure

de la densité spectrale de puissance (DSP) des fluctuations de la puissance du laser
autour de sa valeur moyenne permet de les estimer. Le chapitre 5 y est consacré.
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Les fluctuations de la puissance du laser autour de sa valeur moyenne ont plusieurs
origines. Elles sont :

e dues a I'environnement extérieur et au conditionnement
e inhérentes au laser seul (bruit intrinséque)

Le bruit intrinseque du laser est une caractéristique importante quelle que soit 'ap-
plication visée. En télécommunication, un bruit trop élevé est une limite a la détection
des différents symboles binaires ou donne la bande passante de modulation [102].
Pour des applications capteurs oti le signal du laser WGM est le transducteur, le bruit
du laser donne une estimation du seuil de détectivité et de 'amplitude des para-
metres a observer. Outre le coté applicatif, ’analyse du bruit d’amplitude du laser
permet d’accéder a un certain nombre d’informations sur les phénomenes d’interac-

tion matiere-rayonnement qui ont lieu dans la cavité [103-106].

Dans ce chapitre, nous étudions le bruit d’intensité d'un laser WGM de classe B. Le
modele théorique se base sur l’analyse classique du bruit d’intensité d'un laser. La
prise en compte des spécificités du laser WGM (volume de mode, temps de vie des
photons, ...) nécessite une étude plus approfondie ainsi que le développement d"un
nouveau modele analytique. Celui-ci est ensuite appliqué au laser WGM dopé aux
ions Erbium dans différentes configurations, en précisant la chaine de mesure utilisée.

5.1 Elements de photodétection

5.1.1 Introduction

La lumiere n’est pas mesurable directement mais doit nécessairement passer par une
étape de transduction ot I'information optique (amplitude et phase) est transposée
dans un domaine d’analyse conventionnel (chimique, thermique, électrique). Dans
ce qui suit, nous utilisons des détecteurs photoélectriques délivrant un courant pro-
portionnel a la puissance optique détectée. Le terme générique photodétecteur y fera
automatiquement référence.

En tant qu'onde électromagnétique, l'information complete sur la dynamique des
termes sources réside dans I'amplitude et la phase du champ. Cependant, les fré-
quences optiques sont de 1'ordre de 10'* Hz et les détecteurs de lumiere ne sont pas
sensibles aux variations rapides de l'intensité lumineuse. Un photodétecteur usuel est
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sensible a la moyenne temporelle de l'intensité lumineuse, intégrée sur le temps de
réponse Tg du photodétecteur :

L[ 2 1 2

(I(r,t)) = —/ Nceg |E(r, t)|”dt = =Ncey | Ep| (5.1)

R JO 2
Sinous considérons un photodétecteur de rendement quantique 7y, le photocourant i
généré par la détection de photons de pulsation w pendant un intervalle de temps At
est:

i(t) = Neld _ 2k pyy (5.2)

ou N, est le nombre de charges, g la charge d'un électron et P la puissance détec-

tée. Le photocourant généré est directement proportionnel a la puissance du champ
électromagnétique détecté. Il est caractérisé par sa valeur moyenne (i(t)) = iy et ses
fluctuations Ji(t), quantifiées par Iécart-type o;.

Enfin, notons que les mesures de bruit sont réalisées directement dans le domaine
spectral en utilisant un analyseur de spectre électrique (ASE). Cet appareil mesure la
densité spectrale de puissance (DSP) d"une tension électrique, c’est a dire la distri-
bution de la puissance électrique mesurée dans le domaine de Fourier. La DSP d'un
signal est reliée a la fonction d’autocorrélation de ce signal par le théoréme de Wiener-
Khintchine. Ces notions mathématiques sont rappelées a la section suivante.

5.1.2 Propriétés statistiques

Cette section est dédiée au rappel des notions mathématiques et théoremes associés
aux processus aléatoires rencontrés dans la pratique pour la modélisation du bruit
d’intensité d"un laser.

5.1.2.1 Processus aléatoire

On appelle processus aléatoire une variable aléatoire x qui dépend d'un parametre
continu, ¢, ot chaque trajectoire x(0;,t) appartient & un ensemble probabiliste (& un
instant ¢ fixé, x(0, ty) est une variable aléatoire). La Figure 5.1 montre un exemple de
deux trajectoires x(61,t) et x(6,,t) d'un méme processus aléatoire x.

5.1.2.2 Moments d’une variable aléatoire

La dispersion statistique d’une variable aléatoire x est quantifiée par ses moments
d’ordrenotin € IN*:

M, = (x") = /x”p(x) dx (5.3)
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x(el,t)
x(ez,t)

1,04

0,8

x(6,t) |

0,6 -
0,4
0,2
0,0

-0,2 4

x [u. arb.]

-0,4
-0,6 4
-0,8] X(6.t)

I
-1,0 !
180 185 190 195 200

t [u. arb.]

FIGURE 5.1 — Exemple de deux trajectoires d"un procesus aléatoire x.

p(x) est la loi de probabilité de la variable aléatoire x. En pratique, nous utiliserons
principalement 1'espérance E [x] et I’écart-type oy, définis par :

E[x] = /]Rxp(x) dx (5.4)

02 = [ (x—Ex]) p(x) dx (5.5)

5.1.2.3 Stationnarité

Le processus est dit stationnaire lorsque ses propriétés statistiques sont indépendantes
du temps. L'espérance d'une fonction de processus stationnaires xi(t1), x2(2), ... de-
vient invariante par translation :

E [f (x1(t)x2(ta)..)] = E [f (x1(t1 + Ab)xa(ts + AF)...)] (5.6)

Pour un tel processus, l'instant initial d’observation est arbitraire.

5.1.2.4 Ergodisme

Un processus est ergodique lorsque son espérance statistique E[x]| coincide avec sa
moyenne temporelle (x) :

(x) = lim — x(6,t) dt (5.7)
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5.1.2.5 Corrélation

Le degré de ressemblance entre deux variables aléatoires stationnaires x; et x; prises
chacune a deux instants différents t; et t, est contenu dans la fonction de corrélation

Tyix, (T) :
I, (T) = (x1(t1)x3(t2)) (5.8)

avec T = tp — t1. Lorsque xp = x1 on parle d’autocorrélation, dans le cas contraire on
parle d’intercorrélation.

5.1.2.6 Théoréeme de Wiener-Khintchine

Le théoreme de Wiener-Khintchine permet de relier la DSP d’un processus aléatoire
a sa fonction d’autocorrélation. Considérons le processus tronqué x7(t) tel que :

(

x(t) pourt € [~3; 7]

xr(t) =
0 sinon
\
Nous définissons 1'opérateur ( ) par :
1 .
(x(t)) = T / R x(t)dt  dans le domaine temporel
(*(w)) = _lim 1E[x7(w)] dansle domaine fréquentiel

T—4c0
ou:
i 1 —jwt
(w) = TFxr(t)] = E/]RxT(t)e] dt

Le théoreme de Wiener-Khintchine stipule que E [£7(w)] existe pour T — +o0 et que
la DSP de x(t) s’écrit comme la Transformée de Fourier de la fonction d’autocorréla-
tion de x(f) :

Se(w) = TF[(x(®)x*(t-1)] = (%)) (5.9)

Il se généralise & deux processus différents x ety et donne la DSP croisée Sy, (w) [107] :

Sw(w) = TF[{xMy (t—1))] = F(w)F(w)) (5.10)
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5.1.2.7 Théoréme de Wick-Isserlis

Ce théoréeme permet de calculer les fonctions de correlation d’ordre n (n € IN*, n > 2)
dans le cas de processus aléatoires particuliers. Pour une collection de processus aléa-
toires x; centrés et gaussiens !, la fonction de corrélation mutuelle d’ordre n s’écrit :

0 pour n impair
(x1(t1)x2(F2)wen (b)) =

( Zl)'('xl(tl)xz(tz)> (x3(t3)xa(ta)) ... (Xn—1(tn—1)xn(tx)) pour n pair
combinai:;bns

(5.11)

oun!! = nx(n—3)x(n—>5)x..x3.

Exemple pourn = 4:

(x1t(t1)x2(b2)x3(t3) xa(ta)) = (x1(f1)x2(f2)) (x3(ta)xa(ta)) + (x2(h1)x3(£3)) (x2(t2)xa(ta))
+ (x1(f1)xa(ts)) (x2(t2)x3(k))

Remarques :

e La DSP du photocourant correspond a la Transformée de Fourier de la fonction
d’autocorrélation du photocourant I';;(T) mesurée pendant une durée dt. C’est
la mesure donnée par un ASE en détection directe (a la valeur de résistance de
charge R de I’analyseur pres). En développant i(¢) autour de sa moyenne :

i(t) = io + 6i(t) (5.12)

) (5.13)

Le premier terme correspond a la composante continue (DC) tandis que le se-

la DSP de i s’écrit :

(5i(1)0i* (t — 7))
i2
0

Si(w) = i3 ((S(w) +TF [

cond correspond a la DSP des fluctuations S;;(w) de i(t). Comme le photocou-
rant est proportionnel a la puissance optique du signal photodétecté, Sy;(w) est,

1. Pour un processus gaussien, la densité de probabilité ¢ est la fonction :

(x=(x))?

p:x— e 272

1
oV 2
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a un facteur multiplicatif pres, la DSP des fluctuations de puissance du signal
optique. De maniere générale, le terme a évaluer est :

Ssu(w)
(u()?

ou U est une grandeur proportionnelle a la puissance optique reque (éclaire-

(5.14)

ment, photocourant, nombre de photons, ...). Dans le cas d’un laser, U(t) est
proportionnelle a la puissance optique du mode laser.

e Ssy(w) s’écrit encore :

lim - / /]Rz(suT(e,w)&uT (6, )p(8Ur, 6Ur") d6Ur d6Unr (5.15)

ol p((S/ll\T, (S/LI\T*) est la fonction de probabilité conjointe de SUr et (S/U\T* Ssu(w)
s’exprime donc en [unité de U]?.Hz 1. Le terme densité spectrale de puissance est
trompeur car ce n’est pas une puissance au sens physique mais au sens mathé-
matique (si par exemple U est une puissance, Ss;; s’exprime en W2.Hz~!). Dans
tous les cas, I'expression 5.14 est un rapport entre deux grandeurs quadratiques
identiques par unité de fréquence, il s’exprime en Hz !, %.Hz ! ou dB.Hz .

5.1.3 Représentation du bruit d’intensité

Origine des fluctuations

Le modéle classique considere la lumiére émise par les atomes comme une onde élec-
tromagnétique continue. Ceci n’est qu’une approximation grossiere de ce qui se passe
dans la matiére : les atomes émettent des trains d’ondes de durée de vie finie, notée
T, comme présenté sur la Figure 5.2. Cependant, les temps de réponse de détection
T sont bien supérieurs a la durée de vie de ces événements. Ainsi, sans photodétec-
tion adaptée, il n’est pas possible de percevoir chaque émission individuelle de pho-
ton. L’intégration de ces événements conduit a un signal de photodétection fluctuant
autour d’une valeur moyenne bien définie. Ces fluctuations ont des temps caractéris-
tiques supérieurs a tr. En outre, les fluctuations de type collisionel dues aux mouve-
ments des atomes ou encore les fluctuations mécaniques de 'ensemble perturbent le
processus d’émission et ajoutent du bruit supplémentaire, en amplitude et en phase.

Représentation du champ électrique dans le plan de Fresnel

Le champ électrique est décrit par [108,109] :

E(r,t) = Eg [X(r, t) cos(wt)ex + Y(r,t) sin(wt)ey] (5.16)
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FIGURE 5.2 — Variations temporelles du champ émis par un atome.

ou X et Y sont les quadratures du champ, définies par :

X(x, lex — Eio (E(r,t) + E* (1, 1)] (5.17a)
Y(r,t)ey = — ELO (E(r,t) — E* (1, 1)] (5.17b)

La phase du champ ¢(r, t) est également reliée aux quadratures :
¢(r, t) = arctan (ié: 2) (5.18)

Introduisons la variable sans dimensions « telle que :
a(r,t) = X(r,t)ex + Y(r,t)ey (5.19)

« représente 'orientation de E(r, t) dans un repere d’axes {ex, ey}. Ce plan est com-
munément appelé plan de Fresnel. Dans une telle représentation le champ complexe

est représenté par un vecteur d’amplitude a( = X(r,t)24 Y(r,t)? et de phase
¢(r,t) al'instant f en un point de I'espace r (dans le temps, ce vecteur tourne unifor-
mément autour de I’origine a la pulsation angulaire w).

Dans un cas idéal ot 'onde électromagnétique a une amplitude et une phase déter-
minées (g, ¢p), sa représentation dans le plan de Fresnel est un unique point, comme
illustré sur la Figure 5.3.
Lorsque le champ est soumis a des fluctuations, elles se retrouvent sur les quadratures
(0X et 8Y) et donc sur « et ¢. Une telle configuration donne une amplitude normalisée
telle que :

a(r,t) = ag+ oa(r,t) (5.20)

ot da(r, t) = \/6X2(x,t) + 6Y2(x,t), qui est nul en valeur moyenne.

Les fluctuations qui perturbent le point de fonctionnement, représenté par le vec-
teur &, ont lieu dans toutes les directions de 1'espace puisque dX(r,t) et 6Y(r,f) ne
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—> e,

FIGURE 5.3 - (a) Variations temporelle d'un champ électromagnétique purement si-
nusoidal et (b) sa représentation dans le plan de Fresnel. v est la fréquence de I'onde
électromagnétique émise.

prennent pas nécessairement les mémes valeurs a l'instant . Chaque réalisation du
signal va étre représenté par un point particulier dans le plan de Fresnel. Cependant,
les écart-types AX et AY vont entacher le point central d"une distribution radiale et
angulaire, correspondant respectivement au bruit d’amplitude et bruit de phase du
champ électromagnétique. Cette situation est illustrée sur la Figure 5.4 ou X et Y ont
les mémes propriétés statistiques.
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(a)

AX AY
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FIGURE 5.4 — (a) Variations temporelles d'un champ électromagnétique soumis a des
fluctuations pour plusieurs représentations, (b) et (c) sa représentation dans le plan
de Fresnel.
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5.2 Bruit de photodétection

5.2.1 Densité spectrale de puissance du bruit de photons

Lorsqu’on s’intéresse au bruit d’intensité d'un champ électromagnétique, le modele
ondulatoire de la lumiére n’est pas suffisant pour expliquer les phénoménes observés
expérimentalement. Il existe un bruit di a la statistique Poissonienne du champ émis,
i.e. un bruit d’origine quantique. Nous considérons un état quantique du champ, dit
état cohérent [110,111], pour calculer la limite quantique du bruit d’intensité. Un tel
état est un vecteur propre de 'opérateur annihilation, d, et s’écrit a partir de 1’état de
Fock a m photons, noté |m), comme :

2 m
la) = ;exp <—|(X7|> j% |m) (5.21)

avecm € IN* et |m) tel que:

@)" oy (522)
L |

ou 4t est 'opérateur création et |0) I'état fondamental (état a zéro photons).

m) =

L’opérateur nombre de photons, 1, est défini par :

i = a'a (5.23)

Appliqué sur l'état cohérent 5.21, en posant n = |oc|2, on obtient? les propriétés sui-
vantes :

() =n (5.24)
0w = Vn (5.25)

n € IN* est le nombre moyen de photons de 1état |«) et sa variance est /7. Un flux de
photons posséde, au sens mathématique, un bruit intrinséque de puissance 02 = n. Le
modeéle statistique servant a décrire le flux de photons introduit une limite de bruit ul-

time a laquelle il n’est pas possible de se soustraire * pour un état classique du champ.

2. en utilisant la définition de i et le commutateur de d et a* : [a%,4] =1

3. Cette remarque n’est pas vraie si l’on travaille avec des états comprimés. De tels états possedent la
propriété d’avoir une incertitude sur le nombre de photons inférieure a celle des états cohérents. Il n'y
a, dans ce cas, aucune violation du principe d’incertitude d’'Heisenberg puisque l'incertitude obtenue
sur la variable conjuguée au nombre de photons, la phase, s’en retrouve augmentée [108,111].
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Ramenée en terme de photocourant, la puissance des fluctuations dues a la distribu-
tion Poissonienne du flux de photons détecté s’exprime comme :

2

o2 = &gg = 20 (i) Af (5.26)

ol g est la charge élementaire, At est le temps d’intégration, Af est la bande passante
d’intégration (Af = 1/2At) et (i) est le photocourant issu de la photodétection des n
photons.

La DSP des fluctuations du signal s’exprime alors :
o2

Nsny = RA—’f = 2gR (i) (5.27)

ol R est la résistance de charge de I’analyseur de spectre. On parle de bruit de grenaille

ou Shot Noise. Ce bruit est linéaire avec le photocourant (i.e. la puissance du signal

optique) détecté.

5.2.2 Bruit thermique

Considérons un systeme électrique passif. A 1'équilibre thermodynamique, les gran-
deurs macroscopiques qui le définissent sont soumises a des fluctuations a cause de
l'agitation thermique. Dans le cas d"un systeme de photodétection, méme en I’absence
de signal incident, un courant est généré par le mouvement des porteurs de charge au
sein de la matiere, définissant un courant d’obscurité [112]. La DSP des fluctuations
due a I’agitation thermique s’exprime comme :

Nr, = -2 = 4kgT 5.28
Th Af B (5.28)
ol 02 est I'écart-type de la tension électrique aux bornes du systéme, Af est la bande
passante d’intégration, kp la constante de Boltzmann et T la température de l'en-
semble. Ce bruit est une constante dans I'espace de Fourier (bruit blanc).

5.2.3 Bruit en exceés

Le bruit en exces est un bruit intrinseque au laser qui quantifie le niveau de bruit
en exces par rapport au bruit intrinseque qu’aurait un flux de photons a distribution
Poissonienne de méme puissance. On utilise le bruit relatif d'intensité (RIN), qui est
un bruit normalisé par la puissance délivrée par le mode laser.
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La DSP du bruit en exces est reliée au RIN par :

RIN = NLCE; (5.29)
R (i)

Avec cette définition, le RIN est évalué dans le domaine électrique. Le bruit en exces

montre une dépendance quadratique avec le photocourant (i.e. la puissance du signal
optique) détecté.

5.2.4 Ensemble des contributions

Les différentes sources de bruits sont considérées comme indépendantes, si bien que
la DSP mesurée est la somme de toutes les DSP précédentes :

Nmes = NTh + NSN + Nexcés

La réalisation d'une chaine de détection est obligatoirement liée a une fonction de
transfert H(f), si bien que la DSP mesurée s’écrit :

Nmes = H(f) [NTh + NSN + Nexcés] (5-30)

5.3 Modele théorique du RIN d’un laser de classe B

5.3.1 Expressions générales

L’étude des fluctuations du nombre de photons et de l'inversion de population est
réalisée autour de leur valeur stationnaire au dessus du seuil laser (solution ON) du
systéme d’équations de débit. Le nombre de photons F et I'inversion de population N

s’écrivent :
N(t) = Non +6N(t) (5.31a)
F(t) = Fon +0F(t) (5.31b)

A partir des équations de Statz et DeMars 4.30a et 4.30b et des solutions stationnaires
au dessus du seuil (solution ON) 4.33a et 4.33b, on obtient les équations d’évolutions
des fluctuations N et OF :

N 7 2

2 = 15N — Z5F — 2k6NSF (5.32a)
ot T Tp

o6F n—1

D R F .
o ( = > SN + x6F6N (5.32b)

auxquelles on doit ajouter deux fonctions de Langevin. Ces fonctions, ¢ pour l'inver-
sion de population et {r pour le nombre de photons, sont des termes de bruit agissant
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comme des sources pour les fluctuations 6N et F (vibrations de la cavité, fluctuations
de température, fluctuations du pompage, ...).

5.3.1.1 Propriétés des termes sources

Les fonctions {n(t) et {r(t) sont les termes sources du bruit dont les caractéristiques
sont les suivantes (X représente N ou F) [95,97,107] :

e (x(t,0) est un processus stochastique ergodique, stationnaire et gaussien.

e Le processus est en moyenne nulle :
{ex(t) = 0

e Le processus est sans mémoire : la corrélation entre les deux évenements ¢x(¢)
et {x(t — 7) est vite perdue pour un retard T non nul. Cela se traduit par la
relation :

Cx()Cx(t—1)) = Dxxd()

out Dxx est un coefficient de diffusion et 5(7) la distribution de Dirac.

e Les processus sont indépendants : la corrélation entre les deux évenements ¢ ()
et &r(t — 7) est nulle* quel que soit le retard 7. Cela se traduit par la relation :

Cn()EE(t—T)) = (Gr(t)en(t—1)) = 0

Cette hypothése suit I'approche de E. Rosencher [97].

5.3.1.2 [Equations stochastiques couplées

Avec les termes sources, les équations 5.32a et 5.32b deviennent :

SN 2

S =~ gON = 0F = 2k0NOF +En(t) (5.33a)
dF  (n-—-1

= = ( = ) ON + kSFON + Cr(t) (5.33b)

4. En toute rigueur, {y et {r ne sont pas indépendants. Dans le cas du processus d’émission sponta-
née seul, lorsqu’un atome se désexcite a 1’état fondamental en émettant un photon spontané, 'inversion
de population diminue de une unité alors que le nombre de photon augmente également de une unité :
les effets sont donc tres corrélés (anticorrélation tres forte). L'émission spontanée est cependant un pro-
cessus particulier et d’autres termes de bruits prédominants affectent N et F de maniére indépendante
(température, vibrations de la cavité, ...) lorsque le laser n’est pas isolé de I'environnement extérieur.
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Dans le traitement usuel du RIN, les équations sont linéarisées, ce qui supprime les
termes croisés. Cette méthode largement utilisée [97,113,114] permet de remonter fa-
cilement a l'expression du RIN d’un laser de classe B . Cependant, compte tenu de
la valeur des volumes du mode fondamental V dans un micro-résonateur WGM par
rapport & un résonateur a fibre, x est plus important d"un facteur 10°. Ainsi, dans le
cas d’un micro-résonateur WGM, nous ne pouvons plus négliger les termes multi-
pliés par «.

Dans un cas général, ces équations ne trouvent pas de solution analytique simple. Ce-
pendant, un traitement perturbatif permet d’envisager des solutions physiquement
acceptables, a partir du moment ot la perturbation est faible devant les grandeurs at-
tachées au systeme d’équations couplées [51,91,97].

Remarque :

¢N et ¢r sont des intermédiaires de calcul dont nous connaissons seulement les mo-
ments statistiques. On raisonnera en terme de spectre puisque les DSP de ¢ et {r sont
égales a leurs coefficient de diffusion respectifs dans tout 1’espace de Fourier (bruits
blancs). On résoudra alors les équations dans le domaine de Fourier :

—jwbN = —g@—%ﬁ—ZKﬁf@ﬁwL& (5.34a)
P
—jwdF = (Uztfl)é/ﬂf—l—Kg?@(S/N—f—a: (5.34b)

ol ® est le produit de convolution.

5.3.2 Traitement perturbatif des termes couplés

Nous cherchons les solutions N et F sous la forme suivante :

+oo

N(t) = Non+ Y ARSN® (1) (5.35a)
k=1
+oo

F(t) = Fon+ Y_ ARSF® (1) (5.35b)
k=1

o A € [0;1]. Par approximations successives en identifiant terme a terme les puis-
sances de A on accede a SN et 6F("). Le développement commence a k = 1, le
premier ordre s’identifie aux termes en A2, le deuxiéme ordre aux termes en A3, etc...
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Le produit INJF s’écrit :

_ p+k () (¢
SF(t)0N(t) = lim lekZ)\ SEWP) (H)sNK (1) (5.36)

En se limitant a n = 2, il vient :
SE(ON(E) = A% (SFM(HaND (1)) +-A% (8P ())3ND (1) + 6F@ (OND (1) ) +A* (5F@ (1)oN (1))

Pour le premier ordre, nous ne conservons que les termes en A%. Les équations 5.34a
et 5.34b deviennent alors :

—jwsi = gif\r“) - TES?“) — 2K\ <57\l“) ® XI?(”) +iv  (5.37a)
P
—jwst = ('72;1) SN £ kA (5?(1) ® 5?](1)) +&F (5.37b)

Sil’on néglige les termes en A dans les équations 5.37a et 5.37b, cela revient a négliger
les termes en A" ot n > 2 dans les expressions 5.35a et 5.35b. C’est exactement comme
négliger les termes couplés dans le systeme initial d’équations couplées (en posant
Kk ~0):

—iwsN = ”5N()—35?(1)+§7V (5.38)
—jwst" = (172_7 >5N( & (5.38b)

Pour le deuxiéme ordre, on conserve les termes jusqu’a A3. On obtient alors, par iden-
2) =2
@ et OF 2
tions de I'inversion de population et du nombre de photons au deuxieme ordre :

tification, les équations d’évolution pour 6N , respectivement les fluctua-

(

—jw(S/N(Z) _ _5n® _ 255@ 5 sy 2 sV
T Tp
—2KA (XN(” 25F” + 5% g SF(”) (5.39)
- C <172—Tl) 8?15tV o an ™
+A ((S/N(l) 25 4+ o8 Sﬁ(”) (5.39b)

\

De la méme fagcon que précédement, nous pouvons négliger les termes en A. Il vient :

(2) (2) NPt

—jwsN? = - 15N _ 259 _osn @ 5F

5.40
- (5.400)

—jwdE® = (’72; )cﬁi(z)ﬂﬁ(”@@(” (5.40b)
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Par itérations successives, on peut trouver un systeme de deux équations couplées

donnant les fluctuations d’ordre n pourn > 1:

;

n—1 B
CjwsN" = N 25 o Y GEY @ 6N (5.41a)
T p p=1
oo (=1 (n) o (n=p)
jwdF = < e )(5N +xp§5F ®5N (5.41b)
qui devient apres réinjection :
[ ) o @] =) )
—~ (n . _ TP
SIN'' = =2 [ ) ] 2151: ® 6N (5.42a)
p_
KI\?(F‘U Ej(ra))
1 ; n—1
() T Jw (p) (n—p)
OF = x|Z OF"" ®ON (5.42b)
ko
\ Kr () Z(w)
. n—1 |
ou D(w) = ( )—w — jw=.
TTp T
Nous définissons la fonction A, telle que :
o (n=p)
SEP) (1) NP (1) = SE 6N
Z 0 = Z )® (w)
(5.43)

Ky et Kr sont les fonctions de transfert pour l'inversion de population et le nombre

de photons.

Les DSP des fluctuations de 6F et N d’ordre n sont calculées en utilisant le théoréme

de Wiener-Khintchine (eq. 5.9) :

< gN(n)

< gI\:(H)

2> ke
2> = |Kp(w

F{ | A )

(5.44a)

()|

(5.44b)
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5.3.3 RIN d’ordre 1

Dans le domaine de Fourier, le systeme 5.38 se réécrit :

(

— =8 (w) — jwin(w)

N - _w 5] ! (5.45a)
-1\ = T _ 0\ &E
—— | én(w) + (£ —jw) ¢r(w)

st = ( 2T ) - (a)<)T ) (5.45b)

Le RIN est défini comme la DSP des fluctuations du nombre de photons sur le carré
du nombre de photons. Au premier ordre, il s’écrit :

2 2
(1) n—1 VA
(1) 0 (%) owe [(9) ] P

Fon N D(w)|?

RIN® = (5.46)

Nous retrouvons ici 'expression classique du RIN d’un laser de classe B. En basse

fréquence, le RIN est constant tandis qu’a haute fréquence, il décroit en w 2.
n—1 D 72
T—) Dnn + (1) Dep
lim RIND (w) = (=) - (5.47)
w—0 (;7_—1)
TTp
lim RIND(w) = DFF (5.48)
w—r+00 wZ

Entre ces deux extrémes, le bruit subit un phénomene de résonance contenu dans
|D(w)/?. La distribution du bruit s’apparente a une Lorentzienne définie par une pul-
sation de résonance wsp et un amortissement 2I'. Ces quantités peuvent également
étre introduites en étudiant la stabilité de la solution stationnaire au dessus du seuil.
Au premier ordre et en négligeant les termes sources, 6N peut s’écrire sous la forme
d’un oscillateur harmonique amorti (5.32a et 5.32b) :

N 7 9N (n—-1
T R vty ( p— )(51\1_0 (5.49)
2r w412

La pulsation wgp est la pulsation naturelle de retour a I'équilibre du systéme laser
a trois niveau. C’est la pulsation des pics obtenus lorsque le laser est soumis a un
créneau de pompe, appelée pulsation de relaxation. Cette situation instable converge
vers un état stationnaire avec un temps caractéristique 1/T.
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FIGURE 5.5 — (a) Spectre de RIN théorique au premier ordre d"un laser de classe B
dopé Erbium pour r = 2, 7p = 150 ns, Ty = 10 ms, x = 0.025 s~ 1 (V =~ 2400 um?),
Dyy = 107 s71 et Dpr = 10 571, définition de la pulsation de relaxation wgp et de
I'amortissement I', (b) zoom autour de la fréquence de relaxation du laser.

Les niveaux de bruit du laser sont caractérisés par les coefficients de diffusion tandis
que la position de la pulsation de résonance dépend de la physique du matériau utilisé
et du temps de vie des populations. Compte tenu de la durée de vie des populations
du niveau 4113 /2, la fréquence de relaxation est située aux alentours de 100 kHz.

5.3.4 RIN d’ordre 2

_ 2
Le calcul du RIN d’ordre 2 nécessite le calcul de < ‘Az(w)’ > I1 correspond a la
Transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation de A;,(t). Formellement, elle
s’écrit :
(A2(t) Az (t — 1)) (5.50)

Remarque : dans un souci de simplification des notations, nous omettons d’explici-
ter la dépendance en t des variables complexes ainsi que la dépendance en t — T des
variables complexes comprenant un *.

Cette fonction se développe en fonction de 6F(1) et SN(1) sous la forme suivante :
(AyAS) = (SFMNMSFD*sN1)*) (5.51)

A cette étape du calcul, nous n’avons aucune connaissance sur la variable équivalente
Ay(t) ainsi que sur ses propriétés statistiques, de méme que nous n’avons aucune in-
formation sur la fonction de corrélation d’ordre 4. Néanmoins, en considérant que les
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variables 6F et N sont des bruits gaussiens (non blancs), on peut dans ce cas appli-
quer le théoreme de Wick-Isserlis (5.11), ce qui nous permet de nous ramener a des
produits de fonctions de correlation d’ordre 2, qui, elles, peuvent étre développées a
partir de celles de ¢n () et {r(t) que nous connaissons. Ainsi, la fonction d’autocorré-
lation de A;(t) se développe en :

(ArA35) = (SFWSNMY (sFO* Ny 4 (sFWSFM*) (sNDsND*)
+ (SFMsNM*) (sNDsFD*) (5.52)

Nous n’avons pas d’expression simple de JF et /N dans le domaine temporel. On
peut toutefois travailler dans le domaine de Fourier et utiliser le théoreme de Wiener-
Khintchine généralisé pour développer la DSP de Ay :

<\sz(w))2> - TF [<5F<U5N(1>><5F<1>*5N<1>*>]+<'5ﬁ(1>

N

C 6(w)

n <3F(1)(5/I\\I(1)*> ® <51\3(1)*(5/N(1)> (5.53)

s

—
AN
~

~\~

—~
~

Le premier terme est, dans le domaine de Fourier, le produit de convolution de deux
transformées de Fourier de fonction de corrélation toutes les deux prises en T = 0.
C’est donc la Transformée de Fourier d’un terme constant, c’est a dire une distribu-
tion de Dirac centrée en w = 0. Ce terme est une composante continue supprimée
expérimentalement qui n"apporte pas d’information pertinente au calcul, aussi nous

le négligerons pour le RIN d’ordre 2.

Les variables intermédiaires de calcul que sont ¢ et {r n’ont pas d’expression simple
car se sont des termes statistiques. Les calculs de (a) et (b) doivent alors étre dévelop-
pées en fonction de &y et & afin d’évaluer chaque contribution individuellement.
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5.3.4.1 calcul de (a)

2
et

2

On connait 'expression de 6N W OF W via les relations 5.45a et 5.45b. On dé-

veloppe (a) comme :

(5.54)

2
Di (1D(@)[? © w?[D(w)| %) + DanDir (@? [D(w)] ? @ w? [D(w)| ) +

= (L21) Dabre (@7 0 @) + (2) D (@ 0@ 20 D)) +
(
(

(5.55)

5.3.4.2 calcul de (b)

(1) =51

SN etson complexe conjugué. On doit alors dé-
velopper ces produits avant de les réaliser leur produit de convolution. A partir des
équations 5.45a et 5.45b, il vient :

(b) fais intervenir le produit 6F

(mha) = ([0 Eer (L) )] 267w s )] )

_ 1 2 (7 ‘ n—1 2
- (- 2 (@) pwr i (2 o+ 20 ) 659

et donc:

(b) = <(§1\:(1)(5/I\\](1)*>®<m(1)(§1\:(1)*>

= [T_P (E) Dpp]z (]D(w)|—2 ® |D(a))’_2> +

T

2
{<ﬂ2—;1) O+ %pD”r (D) ? [ D(w)| ) (5.57)
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)

— 2
Pour calculer < ‘Az(w) ’ >, on reporte les résultats précédents dans I'expression 5.53.

5.3.4.3 calcul de < '31\3(2)

Pour en alléger I'écriture, nous introduisons les variables intermédiaires suivantes :

Ui(w) = |D(w)|?®|D(w)|?
Ur(w) = w|D(w)|?@w|D(w)|
Us(w) = |D(w)|?®w?|D(w)|

Us(w) = W?|D(w)|?®w?|D(w)| >

Il vient alors :
(|B@[) = @ + ©

—1\? 2 /2\?
— Z/[l(CU) X (i’] ) DNNDFF+2(Z> (T_p) DIZ:F

- 2
1) oy 2
+ Up(w) X ( e )DNNJFTPDFF]

—1\?2 72\ 2 2
+ Us(w) X (%) D%\JN+(T—P) D%F"’(Z) DnNDrr

(5.58)

(2)

2
Enfin, on calcule < ‘31\3 > en se servant de 1’équation 5.44b :

<\SF<’”2> — Ike(@P | Al )

La Figure 5.6 est un exemple du deuxieme ordre du RIN d'un laser de classe B dopé

Erbium, calculé avec les mémes parametres que ceux de la Figure 5.5. Le RIN d’ordre
2 est composé de deux pics : le premier a wgp et le deuxieme a 2wy, ce sont les pulsa-
tions principales ot1 le RIN d’ordre 2 apporte une contribution significative. La réso-
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FIGURE 5.6 — Spectre du deuxiéme ordre du RIN théorique d'un laser de classe B
dopé Erbium pour r = 2, 7p = 150 ns, Ty = 10 ms, k = 0.025 s~1 (V =~ 2400 um?),
Dyy =107 sl et Dpp = 10 571

nance de I'ordre 2, correspondant a la deuxiéme harmonique de la pulsation de relaxa-
tion wgp, est contenue dans les fonctions intermédiaires, notées Uf;. Ce sont des pro-
duits de convolution de fonctions polynomiales du dénominateur D(w) de la fonction
de transfert du laser, qui contient le phénomene de résonance initial. Il n’est donc pas
surprenant d’observer des harmoniques de la pulsation de relaxation au vu des fonc-
tions obtenues.

Les termes U; sont capitaux car ce sont eux qui contiennent le terme de résonance
—_ 2
d’ordre 2. < ‘Az(w)’ > est une combinaison linéaire de ces variables pondérées par

des coefficients dépendant de D%F, D%\]N et DppDyn. Le calcul du RIN a l'ordre 2
permet de diminuer l'incertitude sur Dyy et Dpr qu’on pourrait obtenir avec le seul
modele d’ordre 1.
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5.3.5 RIN total

A partir de la définition de JF (eq. 5.35b), la DSP totale s’écrit, en utilisant le théoreme
de Wiener-Khintchine généralisé :

2 _m? __
(o) = () ) ([
Calculons les termes croisés <(§1\—” (1)51\—" (2)*> et <31\3 (1)*31\—” (2)>. En utilisant 1’équation
5.42b, il vient :

(V) = @)D (w) (Fw) o N ) )

En appliquant le théoréme de Wiener-Khintchine généralisé, on obtient :

2
> + <51\3(1)3F(2)*> + <SF(1)*5F(2)> (5.59)

<5?(”5ﬁ(2>*> = Kp(w)TF [(sFW (1) (sFW (2 — 1)oND (¢ — 7)) )]

Le dernier terme est la Transformée de Fourier d"une fonction de corrélation de trois
variables, toutes a statistique gaussienne. Il est donc nul par application du théo-
reme de Wick-Isserlis (eq. 5.11). Le méme raisonnement s’applique pour le terme

<(§?(1)*g[§(2)>.

Les DSP se somment sans subir de phénomene d’interférence (somme quadratique)
et le RIN total est la somme de chaque RIN calculé indépendamment :

RIN = RINW 4 RIN® (5.60)

En étendant le raisonnement jusqu’a 1’ordre , il vient :

n—4o00

RIN = Y RIN®W (5.61)
k=1

Le RIN total est finalement "simple" a calculer dans le sens ot il se réduit a la somme
de chaque contribution calculée indépendamment. La difficulté réside dans le calcul
des RIN d’ordres supérieurs. Ces derniers font intervenir des produits de convolu-
tion de fonctions de transfert relativement complexes et I’évaluation numérique de

ces quantités est nécessairement longue.

La Figure 5.7 est un exemple de simulation numérique obtenue lorsque 1’on considere
un laser dopé aux ions Erbium avec les mémes parameétres que précédemment. Le
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FIGURE 5.7 — Spectre du RIN théorique d’un laser de classe B dopé Erbium pour
r=2,1 =150 ns, T = 10 ms, k = 0.025 s~ (V ~ 2400 um?®), Dyny = 1017 s~ ! et
Drr = 10! 571 développé jusqu’a l'ordre 2.

RIN d’ordre 2 apporte une contribution non négligeable au RIN total a 2wsp, mais
sa contribution wsp, est négligeable devant le RIN du premier ordre a cette pulsation.
Signalons également que le RIN a 2wsp est inférieur au RIN a wsp d’environ 15 dB, ce
qui justifie a posteriori I’approche perturbative utilisée dans notre modele.

5.3.6 RIN d’ordres supérieurs

La DSP des fluctuations du nombre de photons a 'ordre 3 s’écrit :

() - ¢

que l'on développe avec les équations 5.42a et 5.42b :

(]6F @) 2> ~ Ike(@)*{

Le RIN d’ordre 3 nécessite le calcul de 16 fonctions intermédiaires (a l'instar des
U;(w)) qui sont des produits de convolution de polyndmes de degré 3 en w avec
D3(w). Le calcul des ordres du RIN supérieurs a 2 n’a pas été effectué.

)

® (Kn(w) Az (w))

Ke(w) (SF(Z) (@) © N (@) + 5FY () @ 58 (w))

(1)

)

K (w) (Xz(w) oo Y (w)) +OF
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5.4 La mesure du bruit d’intensité

La mesure de RIN est une mesure de DSP par détection directe. Le banc de mesure
est schématisé sur la Figure 5.8. Les composants utilisés sont les suivants :

e un Photodétecteur en InGaAs de rendement % ~1AW-1aA = 1550 nm. Sa
bande passante est de 1.2 GHz.

e un Amplificateur transimpédance de gain variable. Sa bande passante dépend
du calibre utilisé. On utilisera généralement un gain transimpédance de 106 V.A !
donnant une bande passante de 1.2 MHz.

e un filtre électrique passe-haut, noté DC-Block, dont la fréquence de coupure est
de 1 Hz.

e un Analyseur de Spectre Electrique de la marque Agilent dont la bande d’analyse
bas bruit est limité a 40 MHz.

Photodétecteur DC Block

1 1

i : .\ I\ I Analyseur de :
aser > | X .

| 7/ Spectre électrique | |

. L~ — |

1 1

1 1

Amplificateur
Transimpédance

FIGURE 5.8 — Schema du montage de mesure de RIN par détection directe.

Pour rappel, une mesure de DSP s’exprime :
Nmes - H(f) [NTh + NSN + Nexcés]

avec
Nexcos = Ri?RIN

Le RIN s’écrit donc a partir des autres contributions a la mesure de DSP comme :

= [ ) 62

L'évaluation des quantités H(f)Nry, et H(f)Nsy permet d’extraire le RIN d’une me-

sure de DSP. Il est évident que 1'évaluation du bruit thermique et du bruit de grenaille
doit se faire dans les mémes conditions expérimentales pour avoir le méme H(f). La
source de référence doit alors fournir une puissance du méme ordre de grandeur que
la puissance du laser dont on veut mesurer le RIN.



142 Chapitre 5. Bruit relatif d’intensité d"un laser a modes de galerie dopé Erbium

5.4.1 Mesure du bruit thermique

La mesure du bruit thermique est une mesure "a vide", i.e. sans aucun signal (optique).
C’est le niveau de signal minimal mesurable par la chaine de détection. La Figure 5.9
montre deux exemples de DSP de bruit thermique mesurée a deux calibres de gain
différents (10% et 10° V.A™1).

——G=10"V.A"
90— ‘ ——G=10°V.A"

-100

N -110 |

I

S, -120 1

s \T\‘\

=z

[y

N

I

= w
-140

-150

10 100 1k 10k 100k M 10M
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FIGURE 5.9 — Mesure du bruit thermique pour deux calibres différents.

On remarque que le spectre n’est pas homogene sur toute la bande d’analyse mais
possede sa distribution spectrale. Nous avons ici une chaine de détection complexe
composée d’amplificateurs et d’éléments de filtrage, contenus dans le terme H(f), il
n’est donc pas surprenant d’observer des écarts importants a I'équation 5.28.

e Pour de faibles gains, nous sommes limités par le bruit intrinseque de 1’analy-
seur de spectre électrique (les multiples pics entre 10 kHz et 100 kHz proviennent
de I'instrument). Cependant, pour un fort gain, le bruit da a I'amplificateur est
prédominant, notamment autour de la fréquence de coupure.

e A basse fréquence, nous mesurons un bruit en 1/f quel que soit le calibre uti-
lisé. Son origine proviendrait des fluctuations des composants électriques ac-
tifs [115-117]. Les nombreux pics en basse fréquence sont des harmoniques de
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FIGURE 5.10 — Estimation du bruit de grenaille : (a) DSP mesurées pour différentes
puissance, (b) normalisation

la fréquence fondamentale du réseau électrique (50 Hz). Plus le nombre d’ins-
truments branchés sur le secteur est important, plus ces pics sont nombreux et
intenses.

5.4.2 Estimation du shot noise

Le bruit de grenaille évolue de facon linéaire avec le photocourant. Ainsi, pour une
configuration expérimentale donnée, le bruit de grenaille normalisé par le photocou-
rant (et retranché du bruit thermique) H(f)Ngn norm, €St une constante multipliée par
la fonction de transfert du banc et vaut 2qRH(f). Pour 'évaluer, nous utilisons une
source de référence ot1 le RIN est nul ou négligeable devant le bruit de grenaille. Dans
notre cas, c’est une source large bande de la marque Anritsu. Les Figures 5.10a et 5.10b
donnent les DSP obtenues pour différents points de fonctionnement de la source.

On constate que les spectres de H( f) Ngn norm S€ superposent totalement et sont constants
entre 1 kHz et 1 MHz. Aux basses fréquences, le spectre est tres bruité, ce bruit pro-
vient des vibrations mécaniques du systéme de refroidissement de la source. A haute
fréquence, la décroissance est due au dépassement de la fréquence de coupure de
I"amplificateur transimpédance. Les mesures de RIN seront donc valides a partir de

1 kHz. Pour un gain de 10° V.A™!, H(f)Nsn norm est évalué a -58 dB.Hz 1.A~1.
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5.5 RIN d’un laser WGM

La mesure du RIN d’un laser WGM n’est pas aisée. Les microcavités de haute finesse
ne peuvent pas fournir un signal laser a la fois tres cohérent et tres intense, aussi le
gain électrique post-photodétection est nécessairement élevé, réduisant la bande pas-
sante d’analyse spectrale.

Les différentes familles de modes existant au sein de la microcavité sont nombreuses
et le spectre des WGM est trés dense, comme nous 'avons vu au chapitre 2. De plus,
I'écart entre les différents modes de familles différentes peut étre tres faible, d'une
part si l'ellipticité est peu marquée la levée de dégénérescence entre deux modes le
sera tout autant, d’autre part les familles de modes peuvent se recouper. Méme si
l'effet laser a préférentiellement lieu sur les modes d’indice n = 1, rien n’interdit les
familles de mode n = 2 ou n = 3 de dépasser le seuil laser. De plus, le gain inhomo-
gene de 'Erbium dans un verre fluoré autorise I’émission sur une bande relativement
large (cf chap. 1). Ainsi, un laser WGM rigoureusement monomode est difficilement
obtenable.

Considérons un effet laser multimode dont les modes laser sont définis par des nombres
n différents ou ¢ — |m| différents. Ces modes n’ont pas les mémes temps de vie Tp ni
les mémes volumes de mode V puisque leur confinement dépend de 1'indice radial
n et leur distribution angulaire de ¢ — |m]|. Ils ne sont d’ailleurs pas alimentés de la
méme fagon. En vertue de ces arguments, leurs fréquences de relaxation seront lége-
rement différentes. A I'inverse, un laser monomode n’aura qu'une seule fréquence de

relaxation puisqu’un seul mode dépasse le seuil (méme si le pompage est multimode).

Pour un couplage donné, plusieurs modes peuvent étre alimentés sans qu'un mode
ne soit prédominant. Dans cette situation, des échanges d’énergie apparaissent entre
les modes puisant dans le méme milieu a gain. Ces échanges s’effectuent sur des du-
rées relativemment longues. La Figure 5.11 illustre cette situation, les spectres ont été
mesurés avec un analyseur de spectre optique toutes les 2 min. Sur cette Figure, on
constate que le deuxieme mode apparait au bout de 10 min tandis que le premier mode
tend a s’évanouir. Au bout de 30 min, la situation inverse se produit : le deuxieme
mode s’atténue au profit du premier. Notons toutefois que, en raison des faibles puis-
sances et des faibles largeurs de raie des signaux optiques mesurés, la bande passante
vidéo de I'analyseur doit étre relativement faible pour rendre le rapport signal sur
bruit le plus élevé possible. Les mesures sont alors relativement longues (entre 30 sec
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FIGURE 5.11 — Compétition de modes d"un laser WGM, la durée entre chaque acqui-
sition est d’environ 2 min.

et 1 min par acquisition pour une video bandwidth de 100 Hz). Cette lente acquisition
donne une estimation de la dynamique maximale observable avec ce type d’appareil.
Il n’est donc pas possible d’observer des phénomeénes plus rapides avec un analyseur
de spectre optique. A I'inverse, les mesures de DSP a ’analyseur de spectre électrique
sont relativement rapides et ne permettent pas d’observer de tels phénomeénes. Un
spectre de RIN d’un effet laser a priori monomode peut en réalité présenter des insta-
bilités auxquelles la mesure n’est pas sensible.

5.5.1 Monomode v.s. multimode

Nous présentons un exemple typique d'un effet laser obtenu dans une sphére en verre
ZBLALIP dopée aux ions Erbium a 0.1 mol%, de diameétre 2a ~ 90 um et couplée par
taper. La puissance du laser est calculée a partir de la tension mesurée au voltmetre
et est estimée a P ~ 219 nW. Le signal obtenu est monomode a 'OSA (A ~ 1559 nm).
Cependant, a cause de la résolution limitée d'un tel appareil (70 pm, soit environ 10
GHz aux alentours de 1550 nm), il est nécessaire d’utiliser des outils d’analyse spec-
trale plus résolus.

Nous utilisons alors un Fabry-Perot d’analyse, qui est une cavité plan-concave dont
un des miroirs est monté sur un cristal piezo-électrique. Une rampe de tension est ap-
pliquée sur le cristal de facon a mesurer le spectre du laser sur un intervalle spectral
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libre de la cavité Fabry-Perot, sous réserve que la finesse F du Fabry-Perot d’analyse
soit plus importante que la finesse du mode a sonder (auquel cas la fonction d’ap-
pareil est mesurée). La résolution de 1'analyseur est de 100 MHz, ce qui est toujours
insuffisant pour mesurer la largeur de raie d'un laser WGM. Cependant, l'intervalle
spectral libre de cet analyseur Fabry-Perot est de 10 GHz. On peut donc mesurer le
spectre du laser WGM sur une bande spectrale plus étroite que ne le ferait un ana-
lyseur de spectre optique. La Figure 5.12a est une mesure du spectre du laser WGM
précédemment obtenu tandis que la Figure 5.12b est une mesure de largeur de raie a
I'auto-hétérodyneur retardé (DSH), interférometre de Mach-Zehnder déséquilibré.

Mesure a I'auto-hétérodyneur
74 u ~ 250 Ajustement de Voigt

Yien 10 / \k A =128KkHz

119 [ %200

107

10

Ve
Densité spectrale de puissance [u. arb.]

R .
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FIGURE 5.12 — (a) Spectre optique d'un laser WGM multimode mesuré au Fabry-
Perot d’analyse (b) Largeur de raie mesurée a 1'auto-hétérodyneur dans le domaine
éléctrique (9 est le désaccord a la fréquence de modulation du modulateur acousto-
optique).

On constate que, sur un intervalle spectral libre de la cavité Fabry-Perot, il y a au
moins 3 modes. Le laser WGM est donc multimode. La largeur de raie optique est
d’environ 65 kHz. Cependant, du fait de I’aspect multimode du laser, la largeur spec-
trale mesurée prend en compte les contributions de tous les modes. La mesure in-
diquée n’est donc pas représentative. Néanmoins nous avons une idée de 1'ordre de
grandeur de la largeur de raie du mode laser le plus large.

Nous procédons ensuite a une mesure de RIN du laser obtenu en utilisant le banc de
mesure présenté sur la Figure 5.8. Les résultats des mesures de DSP sont présentées
sur la Figure 5.13a et le spectre de RIN calculé a partir de ces mesures sur la Figure
5.13.
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FIGURE 5.13 — Spectre de RIN d'un laser WGM multimode : (a) DSP mesurées du la-
ser et du bruit thermique et DSP estimée du bruit de grenaille (par calcul), (b) Spectre
de RIN.

Le bruit de grenaille est calculé a partir de la calibration avec la source de référence
pour ce calibre de gain, estimé a —58 db.Hz~!.A~!. La puissance mesurée est d’envi-
ron 219 nW, donnant un bruit de grenaille d’environ —124.6 dBm.Hz L.

Le spectre de RIN obtenu est constitué de multiples pics entre 50 et 500 kHz, reflé-
tant le caractere multimode du laser. En basse fréquence, le bruit est blanc tandis qu’a
haute fréquence, le signal décroit (cet effet est moins marqué car il est masqué par la
coupure due a I'amplificateur transimpédance).

Remarque sur la normalisation

Le modele du RIN développé précédemment s’exprime comme la densité spectrale
de puissance des fluctuations de U (puissance, nombre de photons, flux de photons,
...) sur le carré de la valeur moyenne de U. Néanmoins, le modele a été développé sur
un laser monomode : il faut donc normaliser la DSP par le carré de la valeur moyenne
de U dans le mode laser, or le signal optique est multimode... On ne peut pas norma-
liser simplement par le carré du photocourant puisque c’est une mesure intégrée sur
toute la bande optique du photodétecteur (de 1300 a 1600 nm). La normalisation est
fausse tant que le signal optique n’est pas filtré autour du mode d’intérét avec notre
définition précédente du RIN. Cependant, le filtrage autour du mode d’intérét mo-
difie considérablement I'information sur la dynamique du laser : on passe d"un laser



148  Chapitre 5. Bruit relatif d’intensité d"un laser a modes de galerie dopé Erbium

multimode a un laser multimode filtré si bien que la dynamique globale est perdue.
De plus, le bruit de partition est tel que le bruit global est moins élevé que le bruit de
chaque mode pris séparément : les fluctuations se compensent a cause de la compéti-
tion de modes. On ne peut donc raisonnablement pas filtrer le signal. Le RIN du laser
précédent est donc largement sous-estimé.

Dans le cas d'un laser monomode, la difficulté est levée puisqu’il n’y a qu'un seul
mode laser, a partir du moment ou la puissance du laser est plus élevée que la puis-
sance de 1’émission spontanée, ce qu’on suppose étre le cas. Les prochaines sections
s’attachent a étudier le RIN d’un laser WGM en fonctionnement monomode pour
différents systemes de couplage : pointe effilée ou taper.

5.5.2 Pompe monomode v.s. pompe multimode

La pompe utilisée est un laser peuplant le niveau *I;3,, de I’Erbium. Elle doit émettre
aux alentours de 1480 nm et étre accordée sur un mode de cavité (les WGM de pompe).
A cause de effets thermiques, ’ensemble est soumis a des fluctuations importantes. La
pompe est alors choisie suffisament large pour que les WGM de pompe soient insen-
sibles a ces fluctuations et que le pompage soit le plus constant possible. Notre choix
s’est porté sur une diode laser a cavité étendue dont le spectre est présenté sur la Fi-
gure 5.14a. Nous disposons également d'une diode laser monomode a 1480 nm tres
cohérente (Av < 10 kHz), présentée sur la Figure 5.14b.

L’avantage d'un pompage multimode est que les nombreux modes de pompe sont
davantage susceptibles d’engendrer un effet laser qu'un pompage monomode. L’in-
convénient est que de nombreux modes peuvent alimenter un méme mode Laser si
bien que le taux de pompage n’évolue pas de maniere linéaire avec la puissance de
pompe. Un pompage monomode est plus intéressant dans la mesure ot le taux de
pompage est linéaire et 1'effet laser monomode est plus facile a obtenir, mais la condi-
tion sur la longueur d’onde de pompe est beaucoup plus contraignante et la moindre
fluctuation thermique éloigne la pompe du mode d’absorption. Sans asservissement

de la longueur de pompe sur un WGM, l'effet laser est tres sensible et peu reproduc-
tible.

5.5.3 Couplage par taper

Dans un premier temps, nous utilisons un couplage par taper, comme présenté au
chapitre 3. Le montage expérimental est schématisé sur la Figure 5.15.
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FIGURE 5.15 — Schema expérimental de I'étude du RIN d'un Laser WGM, couplage
par taper.

La pompe utilisée passe dans un isolateur optique puis dans un atténuateur variable
de fagon a travailler a un point de fonctionnement donné (i.e. pour ne pas modifier
le spectre de la pompe) puis dans un coupleur 90/10. 10% de la puissance initiale est
mesurée au puissancemetre (notée Pjo) tandis que 90% est injectée dans le taper. Ce
dernier vient coupler le signal de pompe dans la micro-sphére et le signal laser (co-
propagatif) est récupéré par ce méme coupleur. Un démultiplexeur permet de séparer
le signal laser du signal de pompe en sortie de taper avant la photodétection et I’ana-
lyse spectrale dans le domaine électrique.

Pour ces études, nous avons utilisé les deux pompes disponibles : la pompe mono-
mode et la pompe multimode.
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5.5.3.1 Pompe monomode

Le résonateur utilisé est une sphére en ZBLALIP dopée aux ions Erbium a 0.1 mol% et
de diametre 2a ~ 90 um. L'effet laser obtenu est centré a 1565.7 nm, la puissance inté-
grée estimée est de 129 nW. La Figure 5.16 présente le spectre de RIN d’un tel signal
ainsi que l'ajustement théorique correspondant au modele développé précédemment.
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FIGURE 5.16 — RIN d’un laser WGM en Er : ZBLALiP couplé par taper droit, pom-
page monomode : (a) spectre expérimental et ajustement théorique, (b) zoom autour
de la fréquence de relaxation.

Le spectre expérimental a été ajusté en utilisant les parametres suivants :
( r = 65=£0.1
7 = 47 +5uns
kK = (22402) x 107257}
Dyy = (1.5+0.5) x 1010572
| Drr = (3.0£0.6) x 104572

Les barres d’erreurs des parametres d’ajustement ont été obtenues en utilisant la mé-

thode suivante :

e 1% d’erreur sur r entraine un décalage de 1 kHz sur la fréquence de relaxation.

e 10 % d’erreur sur 7p entraine une erreur de 1.5 dB sur I'amplitude du pic a la

fréquence de relaxation.

e 30 % d’erreur sur Dyp entraine une erreur de 1 dB sur le bruit en basses fré-

quences.
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e 20 % d’erreur sur Drr entraine une erreur de 1 dB sur 'amplitude du pic a la
fréquence de relaxation.

e 10 % d’erreur sur k entraine une erreur de 1 dB sur I'amplitude relative du bruit
de la seconde harmonique sur le fondamental de la fréquence de relaxation.

La mesure du spectre expérimental et 1’ajustement réalisé amenent les commentaires

suivants :

e Le spectre obtenu est typique d'un laser de classe B ot le phénomene de ré-
sonance dii a la relaxation du laser est bien marqué, ici a 131 kHz. En basse
fréquence, le RIN n’est pas blanc mais est légerement distordu. Cela est proba-
blement d@ a une levée du bruit lorsquun deuxiéme mode est proche de dé-
passer le seuil. A tres basse fréquence, le RIN n’est pas évalué a cause de notre
source de référence, trés bruitée en dessous de 100 Hz. Au dela de la fréquence
de relaxation, le RIN suit bien une décroissance proportionnelle a 1/ f 2,

e Un effet remarquable est la présence de plusieurs pics entre 100 kHz et 1 MHz. A
premiére vue cela semble correspondre a la signature d"un effet laser multimode.
Cependant, ces pics sont présents aux harmoniques multiples de la fréquence de
relaxation (262 et 393 kHz, cf Fig. 5.16b). Ils correspondent aux ordres multiples
du RIN (ici les ordres 2 et 3) tels que développés dans notre modele théorique.

e L'ajustement théorique donne acces aux parametres v, Tp, Dyn et Drr. Le temps
de vie du photon (limité par le couplage) est estimé a 47 ns, ce qui donne un
facteur de qualité Q =~ 5.66 x 107. Cette valeur est cohérente avec celles ob-
tenues dans les travaux de A. Rasoloniaina [47] et V. Huet [101] sur les micro-
résonateurs en verre ZBLALiP dopés aux ions Erbium en régime d’amplification
sélective.

e Le RIN d’ordre 2 apparait bien comme une perturbation de l'ordre 1 puisque
le RIN a 2wsp, est inférieur de 20 dB au RIN a wsp. L'hypothese du traitement
perturbatif est donc bien appropriée et le modele est cohérent.

Remarques

L’amplitude du RIN du deuxieme ordre dépend fortement de la constante de cou-
plage x dont nous rappelons I'expression :
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e est connu des mesures spectroscopiques [55]. Le seul parametre expérimental dont
I'ajustement dépend est le volume de mode V. Il apparait donc comme un parametre
d’ajustement. Le seul moyen de le fixer est d’identifier parfaitement le WGM. Pour
cela, des expériences particuliéres d’analyse modale existent [118,119] mais le labora-
toire Foton ne dispose pas de ces bancs de mesure °. Du fait du couplage par taper, on
peut tout de méme restreindre les modes susceptibles de supporter un effet laser aux

familles n < 2et ¢ — |m| <6.

A partir des parametres géométriques de la cavité et de la longueur d’onde d’émis-
sion, on peut calculer les indices ¢/ des WGM pour n = 1 et n = 2. On s’apercoit que
les modes correspondant le plus aux mesures expérimentales sont les modes TE avec
A = 1565.57 nm et £ = 258 pour n = 1 et A = 1566.08 nm et £ = 249 pour n = 2. On
peut alors calculer les volumes des modes pour ces deux familles de modes ainsi que
le facteur x correspondant. Les résultats des calculs sont présentés sur le Tableau 5.1.
L’ajustement théorique de la Figure 5.16 correspond a x = 0.022 s~ 1. Cela correspon-
drait a un mode n = 1, £ = |m| + 1. De plus, la résolution numérique donne longueur
d’onde théorique pour n = 1 relativement proche de la valeur expérimentale.

TABLEAU 5.1 — Calcul numérique des volumes des modes V (en um?>) et des constantes
de couplage « (en s~!) pour des modes TE dans une sphere en ZBLALiP (N = 1.49)
de rayon a = 45 ym autour de A = 1565.7 nm.

l—|ml=0 | £—|ml=1 | L—|ml=2 | £—|m|=3 | {—|m|=4 | L{—|m|=5 | {—|m|=6
, 1966.37 um® | 2665.61 um> | 2969.08 um® | 3156.77 pm> | 3288.95 um® | 3385.55 um> | 3463.13 um®
"=
0.0307 s71 0.0227 s71 0.0203 571 0.0191 571 0.0184 571 0.0178 571 0.0174 571
, 2456.68 um® | 3331.99 um3 | 3704.98 um® | 3941.73 ym3 | 4102.83 um® | 4223.93 ym3 | 4321.52 um®
"=
0.0246 571 0.0181 571 0.0163 571 0.0153 571 0.0147 s~ 0.0143 571 0.0140 51

Signalons enfin que les valeurs de Dy et Drr ne sont que relatives a x de fagon a
ajuster au mieux le spectre expérimental. Il y a donc autant de valeurs de Dy et Drr
possibles que de x possibles.

5. La méthode du Shift over Broadening Ratio, présentée dans la these de Y. Candéla [119], permet

d’identifier I'indice radial # du WGM excité mais n’est pas utilisable en régime laser.
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5.5.3.2 Pompe multimode

Le résonateur utilisé est le méme que précédemment. L'effet laser obtenu a lieu a
1565.1 nm et la puissance intégrée estimée est de 105 nW. Les Figures 5.17a et 5.17b
présentent le spectre de RIN mesurée ainsi que leur ajustement théorique.
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FIGURE 5.17 — RIN d’un laser WGM couplé par taper, pompage multimode : (a)
spectre expérimental et ajustement théorique, (b) zoom autour de la fréquence de re-
laxation.

Les parameétres d’ajustement sont :
( r =38=£01
Tp = 100+ 10 ns
kK = (204£02) x 1072571
Dyy = (25+0.8) x 107 s72
| Drr = (85+1.7) x10%s72
La valeur de Dyy obtenue est plus importante qu’en utilisant un pompage mono-

mode. Cela provient de I'influence des autres WGM de pompe qui ne participent pas
a "émission stimulée et aménent du bruit. En revanche, la valeur de Dpr reste tres

proche de la configuration précédente.

De la méme fagon que précédemment, on calcule les volumes des différents WGM
autour de A = 1565.1 nm pour a = 45 ym. Comme la longueur d’onde du WGM laser
est trés proche de celle obtenue avec le pompage monomode, les valeurs de V et de
k sont les mémes que sur le Tableau 5.1. Pour la valeur de x issue de la simulation
numérique du spectre de RIN, il apparait que le WGM laser correspond a n = 1,
{—|m| =2.
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5.5.4 Couplage par pointe effilée

Pour coupler la pompe dans le résonateur, nous utilisons également une pointe effilée.
Ce type de couplage est bien adapté pour des expériences utilisant un laser WGM et
peut étre utilisé pour des applications potentielles en opto-hyperfréquences. Le mon-
tage expérimental est montré sur la Figure 5.18.

ISO AV’ PWM | Py

Pompe LASER }_ /

WDM
1480/1550

.) Analyseur de
spectre électrique

FIGURE 5.18 — Schema expérimental de 1'étude du RIN d'un laser WGM, couplage
par pointe effilée.

Le montage est le méme que précédemment, hormis le fait que la pointe récolte le si-
gnal laser contra-propagatif et le démultiplexeur est positionné en amont du systéme
de couplage. Nous n’avons pas obtenu d’effet laser avec un pompage monomode,
I’étude réalisée concerne seulement le pompage multimode.

Dans cette configuration, nous avons obtenu un effet laser a 1563.6 nm et de puis-
sance intégrée de 57 nW. Le spectre expérimental du RIN mesuré est présenté sur les
Figures 5.19 et 5.20. Dans cette configuration, on remarque :

e Le spectre du RIN suis clairement le modele d’un laser de classe B avec un bruit
blanc a basse fréquence (—82 dB.Hz '), un phénomeéne de relaxation (a 163 kHz)
et une décroissance du bruit en 1/ f2 a haute fréquence.

e Les harmoniques de la fréquence de relaxation sont également trés marquées ici
(jusqu’a la 3¥™¢ harmonique).

e La remontée du bruit a 35 kHz pourrait provenir d'un éventuel WGM proche
du seuil.
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Nous calculons les volumes des modes des familles considérées précédemment en re-
cherchant numériquement les WGM a partir du diametre et de la longueur d’onde
d’émission. On constate que les familles de modes les plus proches de la situation
expérimentale sont les modes TM avec A = 1562.77 nm et { = 243 pour n = 1 et
A = 1564.51 nm et { = 234 pour n = 2. Les volumes de modes et les constantes de

couplage sont présentées dans le Tableau 5.2.

TABLEAU 5.2 — Calcul numérique des volumes des modes V (en um?) et des constantes
de couplage x (en s~ !) pour des modes TM dans une sphere en ZBLALIP (N = 1.49)
de rayon a = 42.5 ym autour de A = 1563.6 nm.

C—|m|=0 | L—|m|=1 | L—|m|=2 | —|m|=3 | L—|m|=4 | £—|m|=5 | {—|m|=6
. 1762.84 um3 | 2390.90 um® | 2660.17 um® | 2824.35 ym® | 2941.86 um® | 3028.80 um® | 3094.41 pm®
n=
0.0343 571 0.0253 571 0.0227 s71 0.0214 571 0.0205 571 0.0199 s71 0.0195s71
) 2200.92 pm® | 2982.63 um® | 3317.15 um® | 3525.08 um® | 3668.99 um> | 3774.61 um® | 3859.02 yum®
n=
0.0274 571 0.0203 57! 0.0182s71 0.0171s7 1 0.0165 571 0.0160 571 0.0157 571

Numériquement, il n’est pas possible d’obtenir des valeurs de Dy et Drr pour x = 0.0343 s71,
c’est a dire en considérant le mode le plus confiné n = 1, ¢ = |m| car le couplage de

I'ordre 2 est trop important. D’un autre c6té, si 'on diminue Dyy ou Drr, le RIN

d’ordre 1 est modifié en fonction et ne correspond plus aux données expérimentales.

Par approximations successives, on obtient deux couples de valeurs de Dy et Drr,

I'un pour x = 0.025 s, I'autre pour x = 0.020 s~ 1. Les résultats des simulations nu-
mériques sont présentés sur les Figures 5.19 et 5.20.

Les parametres des ajustements sont les suivants :

( r =95£0.1
7 = 40+4ns
Ajustement 1 : Kk = (204+02) x 1072571

Dyy = (20+£0.6) x 10" 572
(1.54+0.3) x 10! 572
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FIGURE 5.19 — RIN d’un laser WGM couplé par pointe effilée, pompage multimode :
(a) spectre expérimental et premier ajustement théorique, (b) zoom autour de la fré-

quence de relaxation.
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FIGURE 5.20 — RIN d’un laser WGM couplé par pointe effilée, pompage multimode :
(a) spectre expérimental et deuxieme ajustement théorique, (b) zoom autour de la
fréquence de relaxation.
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Sur ces spectres, nous obtenons un écart entre le spectre expérimental et théorique au
niveau de la fréquence de relaxation d’environ 4.6 dB. Les valeurs données déduites
du modele théorique sont donc a prendre avec précautions devant cet écart relative-
ment important (65% en linéaire). une méthode d’automatisation des calculs numé-
riques pourrait réduire cet écart. Enfin, I’algorithme de calcul n’est pas optimisé et les
calculs sont relativement longs (notamment a cause des produits de convolution).

5.6 Conclusion

Dans le cadre de ces travaux de these, nous avons mesuré pour la premiere fois le
spectre de RIN d"un laser WGM. Le comportement inhabituel (et tres reproductible)
observé du spectre de RIN semble caractéristique des micro-résonateurs WGM et
nous a amené a développer un nouveau modele analytique pour le RIN d"un laser
de classe B. Ce modeéle, par I'introduction d"un terme non linéaire et basé sur une mé-
thode perturbative, permet un bon ajustement des spectres expérimentaux et fournit
des informations sur les termes sources mais également sur le volume de mode consi-
déré. Cette mesure présente donc un double intérét : quantifier les niveaux de bruit et
avoir une estimation de l'identité du WGM laser |n, ¢, |m|).

Les résultats des mesures de bruit sont résumés dans le Tableau 5.3. Les indices des
WGM sont obtenus en calculant numériquement les volumes de mode permettant un

bon ajustement via le terme x.

e De manieére générale, Dy semble plus élevé avec un couplage par pointe effi-
lée qu’avec un couplage par taper droit. Ce résultat n’est pas surprenant dans
la mesure ot le couplage par pointe effilée n’est pas adiabatique et induit des
couplages entre pseudo-modes propres du guide. Ces derniers pourraient ame-
ner du bruit supplémentaire sur l'inversion de population par 'intermédiaire
du pompage.

e Les termes Drr sont du méme ordre de grandeur quel que soit le systeme de cou-
plage utilisé. Nous notons toutefois une légere augmentation avec une pompe
multimode.

e Les WGM obtenus correspondent a des familles de modes présentant un indice
radial n proche de 1 (2 dans le pire des cas) ainsi qu'une valeur de ¢ — |m| re-
lativement faible (entre 0 et 1 pour la majorité des cas), ce qui correspond aux
WGM les mieux confinés.



158

Chapitre 5. Bruit relatif d'intensité d'un laser a modes de galerie dopé Erbium

TABLEAU 5.3 — Comparaison des termes parametres dynamiques du laser WGM pour
différents systemes de couplage et pompes.

couplage pompe | Dyn[s72] | Dr[s7? | r[@] [tplns] | Ql2] | [n&ml)p
monomode | 1.5 x10'® | 3.0x 10 | 65 47 5.7 x 107 | |1,258,257)
taper
multimode | 2.5x 107 | 85 x 10" | 3.9 100 || 1.2 x 108 | |1,258,256) ¢
monomode ? ? ? ? ? ?
multimode (1) | 2.0 x 10" | 1.5x 10 | 9.5 40 4.8 x 107 | [1,243,242) 1,
pointe effilée
|2,234,233) 7
multimode (2) | 1.2 x 10 | 50 x 10* | 9.5 40 4.8 x 107

11,243,239) 1,
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6.1 Position du probleme

Nous avons vu précédement que lorsqu’on utilise un sphéroide pour décrire un micro-
résonateur WGM, la dépendance en |m| dans le spectre de résonances s’exprime via
I'ellipticité du résonateur utilisé (chap. 2, eq. 2.29). Cependant, chaque mode subit
une dégénérescence supplémentaire, dite de Kramers, liée a la circulation du WGM
considéré (sens horaire/anti-horaire, lié au signe de m). Celle-ci est levée lorsqu'une
partie de I’énergie du mode horaire se couple au mode anti-horaire par rétrodiffu-
sion : le couplage entre les modes horaire |n, ¢, m) et anti-horaire |n, ¢, —m) entraine
un dédoublement de la résonance considérée en deux résonances distinctes dont la
séparation est proportionnelle a la force de couplage entre ces deux modes [45-50,83].
Le modele de deux oscillateurs harmoniques couplés prévoit exactement ce compor-
tement, comme présenté au chapitre 1, et est tout a fait adapté pour la description
du probleme en régime passif, que ce soit par un diffuseur ponctuel [30] ou par une
collection de diffuseurs [36]. L'expression de la force de couplage par rétrodiffusion

_27c | psci®
"=V Y ©1

ol psc est la densité des diffuseurs dans la cavité, & leur polarisabilité moyenne et V le

s’exprime [66,83] :

volume du mode |n, £, m) considéré.

L’effet de la rétrodiffusion dans un laser WGM dopé terres rares demeure aujourd hui
peu étudié et la dynamique spécifique de ce régime d’émission reste inconnue (citons
toutefois les travaux de He et. al. [30,120] ou la rétrodiffusion dans un laser WGM est
mise a profit pour utiliser le micro-laser en tant que capteur ultra-sensible). De nom-
breuses études relatent la dynamique du laser soumis a un couplage de modes par
rétrodiffusion dans des micro-lasers semi-conducteurs [121-127], mais la dynamique
du milieu s’éloigne de celle des lasers dopés terres rares et les modeles développés ne
peuvent pas petre appliqués a nos lasers WGM.

Le probleme du laser WGM soumis a rétrodiffusion envisage 1'existence de deux
champs électromagnétiques circulant en sens opposés :

E(zt) = % {El (z,t) e JWk) L Eo(2,1) e_j(‘*’“rkz)} e+ c.c (6.2)

ol z est ’abscisse curviligne. E; est le mode se propageant dans le sens des z posi-
tifs (mode co-propagatif) tandis que E; se propage dans le sens des z négatifs (mode
contra-propagatif). Le laser en anneau a l'état solide semble étre un modele adapté



162 Chapitre 6. Couplage de modes par rétrodiffusion

pour décrire nos lasers WGM. 1l fut sujet a de nombreuses études depuis les an-
nées 80, notamment en ce qui concerne le développement du gyro-laser a 1’état so-
lide [93,128-135], méme si la taille de ces lasers n’est absolument pas comparable a
celle de nos lasers WGM.

\/
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. — =
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FIGURE 6.1 — Schéma du laser en anneau de longueur de cavité L et d'indice N, p est
le coefficient de réflexion en intensité, T,y est la fonction de transmission de la cavité.

L’idée ici est de réécrire les équations du laser de classe B dopé Erbium en tenant
compte du couplage par rétrodiffusion, en s’inspirant tres largement des travaux de
S. Schwartz [131-133].

6.2 Modeéle analytique du couplage par rétrodiffusion

dans un laser a trois niveaux

6.2.1 Equations d’évolutions

Le modele du gyro-laser en anneau est similaire a celui du laser classique, développé
au chapitre 4, en insérant un terme supplémentaire contra-propagatif pour le champ

wt+kz)

etla polarisation en ¢~/ . Nous notons |u,) le mode propre indexé par p = {1,2}

tel que :
Ep e—j(wt—(—l)r’ﬂkz) — Ep |1/lp> (6.3)

ol p = 1 correspond au mode co-propagatif et p = 2 au mode contra-propagatif. L'ap-
proximation des enveloppes lentement variables appliquée a 1’'équation d'Helmholtz

donne :

dE . . -

p=
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Afin d’obtenir une équation de propagation pour chaque mode, nous projetons ’équa-
tion 6.4 sur les deux modes propres.

Projection sur les modes propres longitudinaux

Pour exprimer I’équation d’évolution du mode E1, nous multiplions 1'équation 6.4 par
e~ /¥ puis moyennons le long de la cavité [131,133,134]. Nous utilisons les relations :

Lclav , dz =1 6.5)
Lclav - ™ dz = 0 (6.6)

ainsi que la notation suivante :
Lclav  t (2)e™ dz = (f) 6.7)

Les relations précédentes et 'approximation des enveloppes lentement variables ap-
pliquées a 1'équation 6.4 amenent a 1'équation d’évolution de E; :

dE; 1

T 21’ —F, +] Ez +]—P1 (6.8)
avec :
1 o
T_P = 5 (6.9)
. w -<‘7>+
no= e+ (610)

L’équation d’évolution de E, est obtenue en procédant de la méme facon mais en
multipliant par e™/%?. Tl vient :

dE, 1

ol nous avons posé :
Remarques :
Le coefficient complexe ¥, tient compte des inhomogénéités spatiales des éléments

constituant la cavité (g, o). Il est interprété comme le taux de rétrodiffusion d’un mode
dans l'autre (en s~!). C’est une quantité complexe qui entraine un déphasage 6, sur
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le mode rétrodiffusé. Ce coefficient a une importance capitale dans le fonctionnement
du laser solide en anneau et dans la dynamique qui ’accompagne.

Les champs E; et E; ont, en I'absence de tout élément non réciproque, les mémes
pulsations propres wy, et temps de vie dans la cavité 7p. Par raison de symétrie, il en
est de méme pour ¥, méme si ces coefficients n’induisent pas le méme déphasage 0,.

6.2.2 Description du milieu atomique

Les équations d’évolution des cohérences et des populations dans un laser a trois
niveaux, développées au chapitre 4 sont également valables ici, sous réserve d’écrire
la cohérence de la transition |1) — |0) sous la forme :

p10 = ‘p%)‘ p—ilwt=kz) | ‘p%)‘ p—i(wttkz) 6.12)

Nous posons :

_ 1
N = —f N
L Jeav
le = l% N€$2jkzdz
L Jeav

7

N représente la valeur moyenne de la densité d’inversion de population au niveau de
la zone de gain! tandis que N , représente son harmonique a la fréquence spatiale
+2k.

Les polarisations P, sont ensuite calculées via la relation 4.14 :

Py = Niotdorpy}y (6.13)
Il vient : )
< Jdwl* (14760 ra o =
P = — E\N + EoN; 6.14a
1 ]h,y10 1+ 32 [Eq 2N ] ( )
5 diol” (1401 (- 5
P = — E\N> + EbN 6.14b
) ]h,y10 1+ 32 [EsN>2 + Ex N ( )

6.2.3 Inversion de population

L’équation de la densité d'inversion de population en présence des deux modes s’écrit :

%/’_1

~ . - 012
(No = N) — Neeo%e g i 4 ) pmikz[* A (6.15)

ot T fio

1. Dans notre cas, la longueur de la cavité est égale a la longueur du milieu a gain car la cavité est
dopée aux ions Erbium de maniére homogeéne.
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Contrairement a un laser unidirectionnel, I'introduction d"un mode contra-propagatif
supplémentaire en interaction avec le mode co-propagatif entraine, dans I'expression
de I’évolution de NV, un terme d’interférences rendant la résolution de I'équation dif-
férentielle beaucoup plus compliquée (c’est une dérivée partielle d car N" dépend de
z et de t a cause du terme d’interférences tandis que l’approximation des enveloppes
lentement variables nous a ammené a négliger la dépendance en z de E,). Néanmoins,
on peut s’affranchir de cette difficulté en exprimant la densité d’inversion de popula-
tion A/ comme la somme de sa valeur moyenne A\ et de son harmonique spatiale A7 ,
a £2k. On obtient alors deux équations d’évolution : une pour A et une pour N7, (la
deuxieme est obtenue par NV, = Nf,). De plus, lorsqu’on considére un faible taux
de pompage, N est proche de sa valeur au seuil et |E|2 est proportionnel au degré
d’excitation 7. En développant 6.15 au premier ordre en 7, il vient :

( - 2 1 p |2
dN 1 o N [ |E|+ |E
. _ _ 6.16
dt T No = N) T E2, (6.162)
dNi, 1 Nn ( E12E5;
£ o= —= — = 6.16b
dt TN1’2 T E2, ( )
N NcegoeT . . . ,e ,

ou E,; = ———— (introduit au chapitre 4). Le terme d’interférence est responsable de

hw L
la modulation spatiale du gain et n'intervient que dans l'expression de I’harmonique

a +2k tandis que la valeur moyenne des intensités n’est contenue que dans la valeur
moyenne du gain. Ces deux équations décrivent 1’évolution de la densité d’inversion
de population.

6.2.4 Deux systémes d’équations pour décrire le laser

Les variables E, et 4, sont des complexes. Pour séparer, dans les équations, les ampli-
tudes des phases, nous développons E jetyjen:

Eio = Ejpe o2 (6.17a)
Fip = yelCDT00 (6.17b)

En notant @ la différence de phase entre EietEy:
D =¢1—¢2 (6.18)

le systeme des équations du laser soumis a un couplage de mode par rétrodiffusion
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s’exprime comme :

dE; o Ei/ 1 COe - Y . coe E>

5= = > (Tp NN> 2E251n(CI>+91)+NL > CaV/\/cos(Zkz—HI)) dz
(6.19a)

dE, B Ex (1 COe Y . coe Eq j{

i 7<T—P W./\/> +§Elsm(<1>—|—92)+m7 CaV./\fcos (2kz + @) dz
(6.19Db)

dei v E> coe Ep .

il §E_1COS (P +61) ZNLE—ljgastm(Zkz-i—Cb) dz
(6.19¢)

de, v Eq coe Eq .

& — 25 (@ +6,) + SNLE, Cav/\/s.m (2kz + @) dz
(6.19d)

_ =12 g 2

dN :l(N_‘)_NTh |Ea|” + | B

dt 7 0 T E2,
(6.1%)

le,Z 1 NTh E1,2E§‘,1
- - _Nl 2 2

dt T EZ,

(6.19f)
Remarquons que N e /® se développe en :
Nlei‘P — lf{ N cos (2kz+®) dz + ]xlj{ N sin (2kz + @) dz
\L cav P \L cav P (6.20)

Re[ N e 0] Im[A; e 9]
Il en va de méme pour N e /®.

Dans certains cas, il est plus judicieux de travailler avec la somme et la différence des
carrés des modules des champs, notées respectivement Y et X :

Y = |E]
X = |E]|
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Le systéme 6.19 devient alors :

dY 1 coe Y2 _ X2 _ . o, .
at _ _y[ 2 _ e B e ]
i Y(TP /\/> — {’Ysm(@—k@l) v sin(P + 6,) ZN%e(/\Ge )
(6.21a)
dX 1 _ Y2 _ X2
ar X(?p - %N) T S [Wsin(q>+91) + ysin(® + 6,)
(6.21b)
do v [Y-X ,), % o, N
a@ar _ T (@ Y R ;
dt > Y+XCOS +61) + > cosq)+92 WNJm(N}e )
(6.21¢)
dN 1 N
WL ()
T T Esat
(6.21d)
dM; _ _1N1_NTh Y2 — X2 s
dt T 21 Egat
(6.21e)

Nous disposons de deux systémes d’équations couplées pour décrire le laser. Le pre-
mier systeme est préférable lorsque 1’on étudie le laser en dessous du seuil ainsi qu’en
régime unidirectionnel, i.e. lorsque I'amplitude d’un des modes est négligeable de-
vant l'autre. Dans les régimes d’émission auto-modulé et bidirectionnel, i.e. lorsque
les amplitudes sont du méme ordre de grandeur, il est préférable de travailler avec la

somme et la différence des intensités normalisées.

6.3 Modeles simplifiés

Dans cette section, nous prenons des hypotheses de départ trés fortes pour visuali-
ser simplement 1’effet des phénomeénes sur les modes co- et contra-propagatifs. Nous
nous intéressons a trois limites distinctes :

e sans rétrodiffusion ni réseau d’inversion de population
o effet du réseau d’inversion de population sans rétrodiffusion

o effet de la rétrodiffusion
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6.3.1 Absence de rétrodiffusion et de réseau d’inversion de popula-
tion

Cette configuration appelle les hypotheses suivantes :

E2:N1:N2:’)/:0 (6.22)

Le systéeme 6.19 devient identique a celui étudié au chapitre 4, qui est le modele clas-
sique d'un fonctionnement monomode unidirectionnel en I’absence de couplage par

rétrodiffusion. L'onde se propage dans la cavité selon un seul sens de parcours.

6.3.2 Effets du réseau d’inversion de population en I’absence de ré-

trodiffusion

6.3.2.1 Suivi adiabatique de I'inversion de population

Dans cette section, nous considérons que la densité d’'inversion de population suit
adiabatiquement les variations des champs Ej », ce qui est n’est pas notre cas en pra-
tique (c’est celui d"un laser de classe A) mais donne des résultats qui nous seront utiles
par la suite. Sous cette hypothese, la valeur stationnaire de A est, si l’'on suppose que
le taux de pompage r est proche de 1 :

N — No C NG |1 - E2 + E2 + 2E; E; cos (2kz + @)
sta N E2 + E3 + 2E1E; cos (2kz + ) EZ,
Egat
(6.23)
Nous pouvons alors calculer les quantités N et A :
_ E? + E3
N =Ny |1— 5 (6.24a)
152t
sa
E{E
N = —Np [ L2 (6.24b)
EZ,
sa
Les équations d’évolution des amplitudes des champs E, se réécrivent :
( dE2 E2 ]
co, co, co,
Sl =8 ( e Ny — —P> - ( eNO) ET —2( e/\/o) = (6.25a)
L sat |
dE3 5 | [ coe 0o E? e E3 ]
—= =E - —)-2 - 25b
i (o) G -G E] e
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qui deviennent, pour les intensité normalisées 7, = E f, JEZ,:

dz
o = Dla—piTi - poDo) (6.26a)
dZ.
d—tz = T [« — BoTy — P11 (6.26b)

1
ouwn = (,81 — T—) ,B1 = %Ng et B2 = 2f1. a est un terme de gain (ou de pertes), B,
P

un terme d’auto-saturation et B, un terme de saturation croisée. Ce systéeme d’équa-

tions non linéaires couplées adopte deux comportements différents en fonction de la
valeur relative de §, devant B [93]. Notons C une constante de couplage telle que :

- (&)

e si C < 1, les deux modes coexistent et échangent de 'énergie en dépit du fait
qu’ils entrent en compétition et puisent dans le méme milieu a gain.

e si C > 1, un des deux modes monopolise tout le gain disponible (Z;) au détri-
ment de l'autre (Z) . Dans ce cas, 7, < 7, la saturation croisée accentue la
différence d’intensité entre les deux modes, si bien que Z, tend vers 0.

Dans notre cas, B = 2B, donc C = 4. Les modes co- et contra-propagatifs ne
peuvent pas exister simultanément. L'un des deux mode s’accapare tout le gain au
détriment de l'autre. C’est un effet di au réseau d’'inversion de population. Il a donc
pour effet de stabiliser 1'émission unidirectionnelle.

6.3.2.2 Cas réaliste : inertie du milieu a gain

L’hypothése du suivi adiabatique des variations du champ par la densité d’inversion
de population ne correspond pas a un laser de classe B. En réalité, du fait du temps de
vie du niveau excité relativement élevé (~ 10 ms), le milieu a gain possede une inertie
qui ne lui permet pas de suivre les variations rapides du champ. La densité d’inver-
sion de population n’est donc sensible qu’aux valeurs stationnaires de 'amplitude
des champs Ej g et Ep 4. NV reste donc a sa valeur stationnaire :

N N
Niat = — 0 = 0 (6.27)
E? 4 E3 + 2E1Eostcos (2kz + ) a+ bcos(2kz + )
+ 7! /|
Egat
E?_+E2 2F: .E
01\1 a= 1 + 1,st 2,st et b — 1,st 2,5t.

E2 Egat

sat
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L'effet du réseau de population sur les mode E;, est contenu dans I'expression du

gain g1 :

COe

_ Eyq
812 = oNL

(]{ /\[stat dz 4+ — 7{ jv‘stat Ccos (ZkZ + q)) dZ) (628)
cav E1,2 cav

calcul de NV et V]

A partir des expressions de a et b, nous avons nécessairement a®> > b?, et ce quelle que
soient les valeurs de Ej 4 et E; st (au dessus ou en dessous du seuil laser) 2,

On integre z sur toute la zone de gain. Dans notre cas, le milieu actif constitue 'inté-
gralité de la cavité, autrement dit on integre de 0 & Leay Ol Leay = ¢A, £ étant le nombre
angulaire du WGM. Les fonctions a intégrer sont paires et 7r-périodiques, ce qui nous
permet de nous ramener a une intégration de 0 a 7t sur la variable x telle que x = 2kz:

No 20Ny [T dx
dz = 2
}[Cava—{—bcos(Zkz—l—Cb) z k Jo a+bcosx (629)
N cos(2kz + ®) 2Ny [T cosx
?{Lcav a + bcos(2kz + ®) dz = k Jo a+bcosx dx (6:30)
Puisque a? > b?, il vient [136] :
/” dx _ 2 Va? —b%tan(x/2)
———— = lim ———=arctan
0 a+bcosx =7 /g2 — B2 a+0b
T
— — (6.31)
/” osX 4. _ E_g/” dx
0 a-+bcosx b bJo a+bcosx
S L e — (6.32)
b 22 _ 12 '
L'intégration de A le long de la cavité permet de remonter au gain net :
L Ndz = M _ (6.33)

Lcav Lcav a2 - b2

La valeur de l'intégrale 6.32 est nécessairement négative puisque a> > b2, autrement
dit :

1 No a
N cos(2kz + @) dz = ——<——1> = N 6.34
tw o ( ) 5 o 1 (6.34)

2. Sil'on prend Ej ¢t = Ep ¢, il vient naturellement a®> = (1+0b)>
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Prenons le cas ot un mode est prédominant sur 'autre, par exemple E;. Nous pou-

E
vons réécrire 1'équation 6.28 en faisant intervenir le rapport Zoex1:

Eq
g1 = %(N - |N1|s) (6.35a)
COe [ - 1
= ﬁ</\/ — |M| g) (6.35b)

Dans le cas ou E; > Ej, et en I'absence de rétrodiffusion, le gain g; est beaucoup
moins impacté par le réseau d’inversion de population que ne I'est g;. Le réseau d’in-
version de population a tendance a diminuer le gain du mode le moins intense et
privilégier le mode prédominant.

6.3.3 Effets de la rétrodiffusion

En présence de couplage par rétrodiffusion, les gains g; et g» s’écrivent (via 6.28) :

_ COe o [COe Y Er

g9 = WN ( |N1| + sin (CI) + 91) > E1 (636&)
_ e ny_ [ U _ Eq

g = ZNN ( NG| sm (®+6p) > E, (6.36b)

Toujours dans le cas ot E; > Ej, I'introduction du parametre 7y peut modifier I'im-
pact du réseau d’inversion de population sur le gain de chaque mode. Si la force du
couplage par rétrodiffusion -y est suffisament élevée, le gain g1, bien que multiplié par

E—z, s’en retrouvera réduit. D’autre part, on remarque que l'effet de
1

la rétrodiffusion s’oppose au couplage par le gain dans 1’expression de g, et va aug-

I'infiniment petit

menter le gain du mode de plus faible amplitude.

Pour aller plus loin, nous poussons le raisonnement au point de négliger 1'effet du
couplage par le gain devant le couplage par rétrodiffusion. Nous montrons ici l'effet
de la rétrodiffusion sur le déphasage entre les modes co- et contra-propagatifs. Si 1’'on
considére que ces modes sont chacun sujets a un effet permettant de lever la dégéné-
rescence en fréquence (effet Sagnac, effet Fresnel-Fizeau, ...), alors les phases absolues
subissent une correction +=()/2. Nous établissons I’équation du déphasage relatif ® et
nous faisons tendre cette correction () vers 0 pour retomber a notre probléme initial.
Une hypothese supplémentaire consiste a considérer que les amplitudes des modes
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sont égales. Les équations d’évolution des phases ¢; et ¢ deviennent alors :

der _ 7 Q
F = E COS (CD + 01) + 5 (637&)
de2 _ 7 Q
ce qui donne 'équation d’évolution de P :
dﬁ:ﬂ—’ysin 01 — 02 sin CI>—|—7I+91+92 (6.38)
dt 2
qui est connue sous le nom d’équation d’Adler [93, 137] :
d® _ O — wypek Sin @ (6.39)
dt
)

Oll NOUS avoNns posé wWigck = 7y Sin

Les solutions stationnaires sont obtenues pour % = 0, ce qui impose a () I'encadre-

ment suivant :
— Wlock S Q S Wiock (640)

Lorsque () est compris dans l'intervalle Aw = 2wy, communément appelée zone
aveugle, le déphasage entre les modes E; et E, est constant et vaut :

= <91 ; o2 7r> (6.41)

Puisque le déphasage ® entre les modes E; et E; est indépendant du temps, la pul-

sation instantanée des modes est constante et le laser est verrouillé en fréquence. La

Figure 6.2 présente la résolution de 1'équation 6.38 pour plusieurs valeurs de éy =
)
B

L'effet de verrouillage en fréquence dépend fortement de la valeur du déphasage
dp du coefficient de rétrodiffusion. En effet, lorsque celle-ci est nulle, 'effet de ver-
rouillage en fréquence est supprimé et le systéme répond linéairement aux effets non
réciproques (contenus dans (). Lorsque dg augmente, 'effet de verrouillage est ob-
tenu, la zone aveugle est maximale pour éy = 7T et, dans ce cas, la fréquence de batte-
ment évolue en /O2 — 2. Aux fortes valeurs de (), l'effet de -y est négligeable.

Dans notre cas, il n'y a aucun effet justifiant I'introduction de (), méme si I’approche
utilisée reste valable. Les modes sont tous les deux a la pulsation wy. Le couplage par
rétrodiffusion entraine, lorsqu’il est suffisament fort, un effet de verrouillage automa-
tique car on est certain d’injecter au centre de la zone aveugle.
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FIGURE 6.2 — Variations de la fréquence de battement en fonction de la pulsation nor-
malisée )/ pour différentes valeurs du coefficient 56.

6.4 Régimes de fonctionnement du laser soumis a rétro-

diffusion

Le laser solide soumis a rétrodiffusion peut fonctionner sous trois régimes distincts :
e unidirectionnel
e bidirectionnel
e auto-modulé (non stationnaire)

et sont régis par la valeur du coefficient de rétrodiffusion 7. Les solutions des équa-
tions du laser dans ces différents régimes de fonctionnement sont détaillés dans I’An-
nexe A. Nous ne donnons ici que les résultats de ’analyse mathématiques et les com-
mentaires qui en découlent.



174 Chapitre 6. Couplage de modes par rétrodiffusion

6.4.1 Définition du seuil laser

La solution stationnaire correspondant a un pompage insuffisant pour dépasser le
seuil laser est telle que :

E, =0 (6.42a)
E, =0 (6.42b)
N =N (6.42¢)
N =0 (6.42d)

Toute I'énergie apportée par le pompage est transférée au gain mais celui ci n’est pas
suffisant pour compenser les pertes 7, ! pour les deux modes E; et E,. Un tel régime
de fonctionnement n’est stable qu’a partir du moment ou1 le gain non saturé est infé-

rieur aux pertes :

1
%Na <~ lsin (4)] (6.43)
Le seuil laser est défini, en présence de rétrodiffusion, par :

COe

1 .
AN = = = vsin (60)] =

(6.44)

TTL| =

Du fait de la rétrodiffusion, 1'énergie est redistribuée dans la cavité, ce qui a pour
effet d’abaisser le seuil laser. Cet effet est fortement dépendant du déphasage Jy, tout
comme pour le verrouillage en fréquence (Figure 6.2), maximal pour dy = 7, et nul
pour 69 =0

6.4.2 Premier régime stationnaire : monomode unidirectionnel

Dans ce régime, un mode prédomine sur 1'autre puisque le coefficient de rétrodif-
fusion 7y n’est pas assez élevé pour s’opposer a 'effet du réseau d’inversion de po-
pulation. Nous choisissons arbitrairement que le mode E; I'emporte sur E;. Sous ces
hypotheses, la solution du systeme d’équations du laser est la suivante :

E2 . ’YTZ/:)
R (6.45a)
Ef
- =1n-1 (6.45b)
Esat
sin(®+6,) =1 (6.45c¢)
N = N, (6.45d)
N = —Nmytpe /® (6.45e)
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/
YTp

n—1
a 1 dans notre cas. Ce constat va de paire avec le fait que nous avons considéré un

Le taux d’extinction d’un mode sur 'autre est donné par qui est trés inférieur

faible taux de rétrodiffusion <y. Dans ce régime, la somme des intensités normalisées

2
YTp o
1+(;7_1) ] ~ -1 (6.46)

Tout le gain disponible 77 — 1 est utilisé malgré la présence du réseau d’inversion de

Y vaut:
Y E? + E3
E2, E%,

sat sat

= (1-1)

population, représenté par Ni. On note toutefois que Cﬁe/\/l = —ye /?, qui est, par
définition, faible mais néanmoins présent. Dans ce régime d’émission, le réseau d’in-
version de population atténue un mode au profit du mode dominant qui récupere
tout le gain mis a disposition (mais comme y # 0, le mode E; reste présent).

L'étude de la stabilité des solutions obtenues montre que les racines du polynéme
caractéristique sont imaginaires pures et telles que :

M = T jwsp (6.47a)
Ny = P

ou wgp est la pulsation de relaxation du laser de classe B (cf chapitre 5, 5.49). Si une

(6.47b)

petite perturbation extérieure (i.e. du bruit) déstabilise le laser, le retour a 1’équilibre
s’effectue, dans le cas d’un laser de classe B, avec une fréquence caractéristique du
régime transitoire oscillant wsp/271. Dans le cas du régime d’émission monomode
unidirectionnel ou le taux de rétrodiffusion est faible, il existe non pas une unique
fréquence caractéristique du retour a 1’équilibre mais deux. La signature de ce régime
d’émission est donc présente dans le spectre de bruit d’intensité du laser.

L’étude de la stabilité des racines du polynéme caractéristique montre que ce régime
n’est stable que lorsque le taux de rétrodiffusion 7y satisfait la relation :

n—1 Wsp
— 4
To< 417), 2 (6.48)

Des que y devient supérieur a cette valeur limite, on ne peut plus considérer le régime
d’émission monomode unidirectionnel. Dans ce cas, puisque la rétrodiffusion permet

au deuxieme mode d’exister, d’autres régimes sont a prendre en considération.
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Pour finir, notons qu’en I'absence d’effets non-réciproques (aussi infimes soient-ils),
rien ne nous permet de statuer sur le sens de 1’émission laser. Ceci dépend de para-
metres aléatoires tels que la statistique de répartition des pertes au sein de la cavité
ou encore le bruit du laser.

6.4.3 Régime non-stationnaire : automodulation

s s ok . . .. Ep , o e
Considérons a présent le régime ot la condition I, < 1 n’est pas respectée, soit :
1

-1
y > 1= (6.49)
Tp
Puisque I'un des modes n’est plus privilégié par rapport a ’autre, on considere la si-
tuation ou1 les modes E; et E; sont potentiellement du méme ordre de grandeur.

On montre que 1'on peut écrire les intensités normalisées des modes E; et E; sous la
forme:
Ep _1v (DX
EZ 2 E2

sat sat

: E2° sin (7t + @) (6.50)

sat

ou Yy et Xp sont les enveloppes lentement variables de Y et X et sont définies par :

Yo

= (7 —1) — v sin(p)| Tp (6.51a)
sat

J2 - x2

+—5—— = 27|sin(d)| 1p (6.51b)

EZ

sat

La fréquence instantanée du laser ‘%‘t) est telle que :

vXo\/YZ — X3sin (7t + ¢)
do _ | 0“0 (6.52)

dr Y2 — XZsin (7t + @)

Les intensités des deux modes E7 et E3 battent en opposition de phase a la fréquence
des échanges par rétrodiffusion -y /27 et n’atteignent jamais de régime stationnaire.
C’est un régime intermédiaire out deux effets opposés, le réseau d’inversion de popu-
lation et la rétrodiffusion, agissent de concert et donnent lieu a des phénomeénes de
modulation. Il est a noter que le battement n’est pas un effet de compétition de modes
mais résulte de la dynamique de ce régime qui entraine une relation de phase parti-
culiere entre ces deux modes.
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Le contraste de modulation s’écrit :
_ \/1 (21l né)z
YO/ Egat

— 2 |sin(dg)| T \?
- \/1 - (17 —1—]sin(Jp)] Tlg) (6.53)

Pour de faibles valeurs de -y, a 17 fixé, le contraste est proche de 1, le battement est alors

Yo
X0

trés marqué, cela signifie que Yy = X, par conséquent, 6.51 entraine nécessairement
que la somme des intensités normalisées vaut 7 — 1, comme pour le régime d’émis-

sion unidirectionnel.

Lorsque <y croit, le contraste diminue de plus en plus jusqu’au atteindre 0. Cette situa-
tion correspond a la limite de stabilité du régime d’automodulation. A ce moment, 7y

1 n—1
_ — i 6.54
T T T jsin(d)) (n+z) " (6.54)

Lorsque le contraste de modulation est nul, les champs E; et E, sont totalement su-

prend la valeur :

perposés. Un tel régime de fonctionnement est étudié au paragraphe suivant.

6.4.4 Second régime stationnaire : bidirectionnel

Nous cherchons une solution de 6.21 dans la limite ot :

| X|
— 1 .
v < (6.55)
Les solutions stationnaires de ce régime d’émission sont :
(0o - o n+2
ep ey (11
N N = N N1h ( 3 ) (6.56b)
Y 2(n—1
— = (7 =1) (6.56¢)
Esat 3
X =0 (6.56d)
01+ 6
> — —<1+2+7r) (6.56¢)
\ 2
. ae e s .. Y ) L 2(n—1) ,
Dans ce régime d’émission, l'intensité normalisée —— est égale a — 5 tandis

sat
qu’elle vaut 7 — 1 en régime d’émission unidirectionnel. Dans cette situation le la-
ser n’utilise pas tout le gain disponible. Cela provient de la non-uniformité de gain
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qui fait apparaitre des zones ot 'amplification laser sera plus efficace que d’autres,
ce qui n’est pas le cas dans le régime d’émission unidirectionnel ou, puisque 7y est
assez faible, le gain est saturé uniformément. Comme mentionné précédement, la ré-
trodiffusion stabilise 1’émission bidirectionnelle et entraine une différence d’intensité
normalisée X nulle. Ceci n’est vrai qu’en I"absence d’éléments non-réciproques. Le dé-
phasage entre les modes est constant et dépend essentiellement de 0; et 6,. On parle
de verrouillage en fréquence des deux modes. Ce régime apparait des que y dépasse

: 1 n—1 .
la valeur seuil - , soit :
Tp [sin(dg)| \ 7 +2

. 1 N 1
7 |sin(dg)| > - <ﬁ) (6.57)
Il apparait donc dans l'inégalité 6.57 que ce régime d’émission est caractérisé par un
effet dii a la rétrodiffusion prédominant devant l'effet di au réseau d’inversion de po-
pulation. On constate effectivement l'effet stabilisateur de la rétrodiffusion sur I'émis-
sion bidirectionnelle.

6.5 Rétrodiffusion dans un laser WGM en verre oxyde

co-dopé Erbium/Ytterbium

6.5.1 Résultats préliminaires

L'effet laser a été étudié expérimentalement dans un verre oxyde co-dopé aux ions Er-
bium/Ytterbium. C’est un verre commercial (de la marque Schott) réputé pour fournir
un gain relativement élevé. Il apparait donc comme un bon candidat pour les appli-
cations potentielles.

Nous avons entrepris 1’analyse spectrale du RIN d'un laser WGM dans une micro-
sphere de 105 ym de diametre en verre IOG-1. La Figure 6.3 est un résultat typique
de mesure de DSP des fluctuations du photocourant du signal Laser détecté. La puis-
sance intégrée est estimée a 7.1 nW.

Ce spectre est constitué de deux zones distinctes : une premiere, notée I, de 100 Hz a
400 kHz et une seconde, notée 11, de 400 Hz a 40 MHz.

Dans la zone I, on observe un comportement type d"une DSP d’un laser de classe B :
un bruit blanc de 100 Hz a 10 kHz, un effet de résonance autour de 50 kHz, puis une
décroissance en f~2. Le bruit de grenaille est estimé a -139.5 dBm.Hz'. Le laser est
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FIGURE 6.3 — DSP des fluctuations du photocourant issu de la photodétection d'un
Laser WGM en verre IOG-1, sphere de diametre 22 = 105 um. La puissance Laser
mesurée au photodétecteur est de 7.1 nW.

plutdt multimode car 1'effet de résonance, autour de 50 kHz, est constitué de deux
pics de relaxation (et leurs harmoniques, comme développé au chapitre 5). Signalons
ici que la puissance mesurée est tout de méme relativement faible et le laser est déja
multimode. Avec ce type de verre, nous travaillerons préférentiellement a faible taux

de pompage.

En plus du comportement attendu de la DSP du laser WGM, nous constatons la pré-
sence d'un pic fortement marqué autour de 1.5 MHz dans la zone II. Il s’est avéré que
ce pic est peu sensible a la puissance de pompe mais tres sensible au taux de couplage
T, (comme le prévoit I'équation 1.37) ainsi qu’a la polarisation de la pompe. Cette fré-
quence particuliere présente dans le spectre de RIN pourrait étre la signature d'un
battement possible. Ce battement peut étre dii :

¢ a un fonctionnement bimode du laser a deux longueurs d’ondes indépendantes
e a un couplage par rétrodiffusion

La fréquence du battement observé, mesuré entre 1 et 30 MHz, est de I'ordre de la
levée de dégénérescence due au couplage par rétrodiffusion dans des micro-spheéres



180 Chapitre 6. Couplage de modes par rétrodiffusion

passives en silice [47,50], levée de dégénérescence qui dépend, elle aussi, du taux de
couplage .. Cela nous amene a penser que ce battement serait plutdt dit a un cou-
plage par rétrodiffusion.

Sil’hypothese d'un couplage par rétrodiffusion entre deux WGM lasers co- et contra-
propagatifs est avérée, alors le laser peut potentiellement fonctionner dans les trois
régimes présentés en section 6.4. Cependant, on constate sur la Figure 6.3 que la fré-
quence particuliere observée est bien supérieure a la fréquence de relaxation du laser.
La limite de stabilité du régime unidirectionnel est dépassée (équation 6.48), ce qui
suppose que le laser fonctionne :

e soit en régime d’auto-modulation
e s0it en régime bidirectionnel

Ces deux régimes se distinguent par le fait que, dans le régime d’auto-modulation, les
intensités des modes co- et contra-propagatifs sont modulés a la fréquence d’échanges
par rétrodiffusion -y /27 et sont en opposition de phase. A l'inverse, lorsque le laser
fonctionne en régime bidirectionnel, le contraste de modulation est tellement réduit
que les intensités des modes sont totalement superposées et les anti-corrélations sup-
primées. Si maintenant 1’hypothese d'un couplage par rétrodiffusion n’est pas véri-
tiée, les deux modes ne présentent aucune corrélation.

Quoiqu’il en soit, une mesure de corrélation entre les sighaux co- et contra-propagatifs
nous permettrait de déterminer le régime de fonctionnement du laser ainsi que l'ori-
gine du battement observé. Nous avons donc développé un banc de mesure de cor-
rélations entre les signaux co- et contra-propagatifs issus d’un laser WGM, présenté
sur la Figure 6.4. La comparaison des traces temporelles des signaux co- et contra-
propagatifs ainsi que de leur spectre de RIN permet de statuer sur 1'origine de ce
battement : des (anti)corrélations trés marquées seront synonyme d’un couplage par
rétrodiffusion tandis qu'une absence de corrélation signifierait un fonctionnement bi-
mode longitudinal. On notera toutefois que la valeur de la DSP du photocourant a
1.5 MHz est tout de méme inférieure a sa valeur au niveau de la résonance de relaxa-
tion (bruit intrinseque du laser).

6.5.2 Corrélations entre les signaux co- et contra-propagatifs

Le laser de pompe est une diode laser multimode émettant autour de 1480 nm et
excitant une micro-spheére de 105 um de diameétre en verre IOG-1 via un taper. Les
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FIGURE 6.4 — Montage expérimental pour I'étude des corrélations entre les signaux
co- et contra-propagatifs issus d"un laser WG M.

sighaux co- et contra-propagatifs, respectivement WGM+ et WGM— (cf Figure 6.4),
sont récupérés par cette méme ligne d’acces (un circulateur permet de rediriger le si-
gnal WGM — vers le dispositif d’analyse). Les deux signaux sont ensuite filtrés, puis
photodétectés. On s’assure d’avoir deux systémes de traitement du signal électrique
rigoureusement identiques, c’est pourquoi on utilise les mémes photodétecteurs ainsi
que les mémes amplificateurs transimpédance. Les tensions électriques, respective-
ment V; et V5, sont ensuite observés a 1’oscilloscope et leur trace temporelle est numé-

risée.

Le filtre optique accordable permet de conserver seulement le mode sur lequel le
battement a lieu. Une fois I'ensemble réglé sur le mode co-propagatif, on regle le
deuxiéme filtre sur la méme longueur d’onde pour le mode contra-propagatif. La Fi-
gure 6.5 est une mesure a 'OSA des spectres optiques de WGM+ et WGM—. Le filtre
optique est centré autour de 1564 nm, longueur d’onde commune aux deux spectres

mesurés.

Une fois que I'ensemble des filtres est réglé, on procede a une mesure de RIN des
signaux. La Figure 6.6 donne le spectre de RIN des deux signaux WGM+ et WGM —
photodétectés et amplifiés.

Les spectres de RIN sont totalement superposés, ce qui signifie que les modes La-
sers analysés ont les mémes propriétés de bruit et les mémes propriétés dynamiques :
mémes taux de pompage, temps de stockage des photons, facteur de qualité et vo-
lume de mode. Ce sont donc deux modes |n, ¢, £|m|), ce qui nous amene & penser que
c’est un couplage par rétrodiffusion qui s’opere ici.

Nous souhaitons connaitre les phases relatives des signaux co- et contra-propagatifs,
modulées a la fréquence d’échanges par rétrodiffusion (autour de 10 MHz ici). C’est
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FIGURE 6.5 — Spectres optiques des signaux WGM+ et WGM — mesurés a 'OS A.
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FIGURE 6.6 — Spectre de RIN des signaux co- et contra-propagatifs issus d'un laser
WGM en I0G-1.
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autour de cette fréquence que l'information est contenue. Néanmoins, les spectres de
RIN des signaux obtenus montrent que la puissance relative de la fréquence d’intérét
est inférieure a celle du bruit intrinseque du laser WGM d’environ 27 dB. Pour ré-
soudre cette limitation, nous pourvoyons chaque bras du systéme de détection d'un
filtre électrique passe-haut (PH) dont la fréquence de coupure est de 1 MHz. L'oscil-
loscope utilisé est un WaveMaster8500 LeCroy de 5 GHz de bande passante. Nous
prenons plusieurs mesures en modifiant la fenétre d’observation (donc la bande pas-
sante). Une fois que les acquisitions enregistrées, les données sont normalisées de la
fagon suivante :

z : V = v={v) (6.58)

ov

ot (V) est la moyenne de V et oy son écart-type. On note x = z(Vp) ety = z(V,).
En procédant ainsi, les corrélations sont davantage mises en avant. Nous calculons

ensuite numériquement la fonction d’intercorrélation I'y(7) :

Loy(r) = (Oyt-7) = [ xOy'(t-7)d (659)
La fonction de corrélation mutuelle normalisée ©y, est calculée en posant :

Ony(r) = ——20 (6.60)

T (0)Tyy (0)

6.5.2.1 Mesuresa G = 10° V.A1

La Figure 6.7 est un exemple de trace temporelle des tensions réduites x et y prises sur
un intervalle de 10 us. La fonction d’intercorrélation normalisée est présentées sur la
Figure 6.8.

Nous constatons que @y, présente une anticorrélation tres prononcée ainsi que des
oscillations ammorties (f;) et surmodulées (f,). Les fréquences de telles oscillations
sont telles que :

fi 703 kHz
f» = 12 MHz

12

La surmodulation & 12 MHz correspond a la fréquence de battement présente dans le
spectre de RIN des signaux observés. La fréquence de 703 kHz correspond a un ré-
sidu du bruit intrinseque du Laser non filtré par le filtre passe-haut. En effet, le tiers de
la fréquence mesurée correspond a la fréquence de relaxation des WGM |n, ¢, £ |m|)
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FIGURE 6.7 — Traces temporelles des tensions réduites x et y dans un micro-résonateur
enlOG-1,G=10°V.A™L.
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FIGURE 6.8 - (a) Fonction d’intercorrélation normalisée ©y, des signaux photodétectés
réduits, G = 10° V.A~1, (b) zoom autour de T = 0.

(environ 257 kHz sur le spectre de RIN, Figure 6.6 ). Pour s’en assurer, nous mesurons
la DSP des signaux électriques avec un DC Block et avec le filtre PH. La Figure 6.9
montre les résultats obtenus pour les modes co- et contra-propagatifs.

Malgré la présence du filtre PH, le résidu de bruit intrinseque du laser est tout de
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FIGURE 6.9 — Effet du filtre électrique utilisé sur le RIN des signaux électriques analy-
sés.

méme plus intense que la portion du signal a 12 MHz d’environ 5 dB, comme le
montre la Figure 6.9. Cependant, on constate que la présence du bruit intrinseque du
laser n’est pas limitante dans 1’observation des anticorrélations de O,y : I'anticorréla-
tion constatée est présente sur le résidu de bruit du laser. La corrélation est présente
quelle que soit la fréquence d’analyse considérée. Ainsi, toute information sur la cor-
rélation est également contenue dans le bruit d’intensité du laser, ce qui nous permet
de nous affranchir de I'étape de filtrage électrique et d’observer 1'effet escompté sans
augmenter les pertes, déja élevées.

Notre interprétation des observations sur les anticorrélations entre les modes co- et
contra-propagatifs est la suivante. Le phénomene de relaxation du laser de classe B
est un effet d(i au couplage entre les photons et le milieu amplificateur. Si, pour une
raison ou une autre, le flux de photons considéré est modulé, alors le couplage est
tel que cette modulation se retrouvera sur le gain et I'information sera retranscrite
sur le phénomene de relaxation. Apres réflexion, il n’est pas surprenant de retrou-
ver l'information sur la corrélation par l'intermédiaire de la fréquence de relaxation.
Le battement a 12 M Hz n’est pas di au couplage par le gain mais ce dernier permet
d’en visualiser l'effet. Toutefois, les mesures de corrélations n’ont été réalisées que
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sur un intervalle de temps restreint, c’est a dire pour une certaine plage de fréquence.
En basses et hautes fréquences, rien ne nous assure que les corrélations sur les bruits
des modes co- et contra-propagatifs proviennent également d'un couplage par rétro-
diffusion ou d’'un comportement particulier du laser. Des mesures complémentaires
sont a réaliser sur des durées d’observations différentes pour connaitre les différentes
origines des corrélations observées.

6.5.2.2 Mesuresa G =10°V.A1

Les amplificateurs transimpédance sont maintenant réglés sur un gain de 10® V.A~1.
L’augmentation du gain réduit la bande passante, passant a 1.8 MHz, et ne permet
plus d’observer la fréquence de modulation. On montre ici (expérimentalement) que
les anticorrélations peuvent étre observées malgré 1’absence de signe distinctif dans le
spectre de RIN. Nous avons procédé aux mémes mesures et avons obtenu la fonction
d’intercorrélation normalisée @, présentée sur la Figure 6.10.

Comme attendu, la surmodulation a haute fréquence n’apparait pas sur ®,,, néan-
moins l’anticorrélation est toujours fortement marquée en raison des arguments cités
précédement. Ainsi, méme si la signature du couplage par rétrodiffusion n’est pas vi-
sible dans le spectre de RIN (bande passante trop réduite), on peut tout de méme en
visualiser 'effet sur le bruit intrinseque du Laser. Ceci va nous permettre d’effectuer
les mémes mesures dans un Laser WGM en ZBLALiP oti nous n’avons pas obtenu de
signature de couplage de mode dans le spectre de RIN.

6.5.2.3 Confrontation Densité spectrale de puissance / intercorrélation

L’allure du RIN mesuré s’apparente a une Lorentzienne centrée en fs, (Fig. 6.9). Dans
le domaine temporel, la fonction d’autocorrélation est sa Transformée de Fourier in-
verse, qui est une fonction oscillante a fs, amortie et dont la constante d’amortisse-
ment est égale a la largeur a mi-hauteur de la Lorentzienne. On peut alors calculer ce

taux d’amortissement :
e par mesure directe sur le spectre de RIN

e par ajustement (arbitraire) de la fonction Oy, :

Oy (T) = Oxy(0) exp (—|fl|> cos (27t foT) (6.61)

c
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FIGURE 6.10 — Fonction d’intercorrélation des signaux photodétectés normalisés,
G =10°V.A"L

Ces deux mesures sont complémentaire, la méme quantité est évaluée mais dans deux
domaines différents. L'ajustement donne les résulats présentés sur la Figure 6.11 pour
T. =18 uset fy = 660 kHz.

Il est a noter que la fonction utilisée pour l'ajustement ne prend pas en compte le bruit
de fréquence de la résonance de relaxation alors que les mesures dans le domaine tem-
porel intégrent ce bruit suppplémentaire (bruit de pompe, bruit de couplage, ...). De
plus, les mesures effectuées dans le domaine temporel ont été filtrées électriquement,
de facon a n’obtenir que le bruit a haute-fréquence, comme obtenu sur la Figure 6.9.
L’ajustement ne concerne que le résidu du bruit intrinseque du laser, qui n’est pas
réellement Lorentzien. Le . obtenu n’est donc qu'une estimation de la largeur de la

troisiéme harmonique du pic de relaxation.

La mesure directe de la largeur du résidu de la troisieme harmonique donne une lar-
geur Af3 oy >~ 172 kHz, comme présenté sur la Figure 6.12.

1 .
A f3,exp est a comparer avec —-. Au final :
I

Afyexy =~ 172.3kHz

1 1
— ~ 176.8 kH
. Tx1.8x10"° z

soit une différence de 2.6 %. L'approximation Lorentzienne du résitu du spectre de
RIN est donc vérifiée puisque I'erreur commise sur I’amortissement ne dépasse pas
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FIGURE 6.11 — Fonction d’intercorrélation des signaux co- et contra-propagatifs nor-
malisés et ajustement théorique : T, = 1.8 us, fo = 660 kHz.

3%.

La fonction d’intercorrelation ©,, donne deux informations. Elle permet d’zavoir
les variations jointes des deux modes ainsi que les propriétés de chacun des modes
(fréquence de relaxation, amortissement). Les premiéres mesures réalisées ici ainsi
que l'observation effectuée sur 1’anticorrélation nous permet de statuer sur le régime
d’émission du micro-laser WGM en IOG-1. L'étude sur les corrélations entre les deux
bruits doit cependant étre poussée davantage, comme cela a été réalisé par De et. al.
dans un VECSEL de classe A [138].

6.5.2.4 Ordre de grandeur de ¥},

La transition entre le régime d’auto-modulation et le régime bidirectionnel a lieu
lorsque ¥ = ¥}im. Dans notre cas, il s’écrit comme :

1 17—1) 1
L= < 6.62
Vi Tp |59 <77+2 Tp | g (6.62)

Pour un temps de vie des photons 7p estimé a 50 s, il vient :

Yim < 3 MHz

= ” (6.63)
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FIGURE 6.12 — Largeur du résidu de bruit non filtré.

Par le spectre de RIN, nous mesurons »=- ~ 10 MHz, ce qui veut dire que &y doit
nécessairement satisfaire a la relation :

T
b9 < 03rad ~ 10 (6.64)

Puisque nous n’avons aucune information sur la valeur de dy, on ne peut pas don-
ner une valeur exacte de . Cependant, puisque nous mesurons la valeur de -y via
le spectre de RIN du laser fonctionnant en régime d’automodulation (information
apportée par la fonction d’intercorrélation ®y), alors on peut estimer la valeur maxi-
male de dg. On vérifie donc a posteriori que dy < 7. La faible valeur de dy rejette 7jim
au dela de 3 MHz.

Remarque :

En prenant v = 27 x 10 MHz et dy|,,, = 77/10, on obtient un ordre de grandeur de

max
la taille de la zone aveugle en utilisant les équations 6.40 et 6.41, soit une zone aveugle
surestimée de 40 x 10° rad.s 1. Cette valeur élevée de zone aveugle semble compromet-
tante vis a vis de 'utilisation du micro-laser WGM en tant que gyrolaser. Cependant,
S. Schwartz et. al. [133] ont obtenu une zone aveugle d’environ 0.5 X 10° rad.s~! avec

v = 10° rad.s~! et 6y = /78 dans un gyrolaser en Nd : YAG. Toutefois, l'expres-
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sion de la zone aveugle dans l'article cité ci-dessus est légerement différente. Pour
connaitre précisément la taille de la zone aveugle, il s’avére nécessaire de mesurer le
battement du laser lorsque la cavité est en rotation. Ces mesures n’ont pas été réalisées
car I'expérience nous éloignait du sujet initial.

6.5.2.5 Mesure de la transmission sous le seuil laser

On cherche ici a mesurer la levée de dégénérescence due au couplage par rétrodif-
fusion dans le spectre des WGM du micro-résonateur (cf. chap. 1, eq. 1.37 et 1.46).
Puisque 'on ne dispose pas d’OSA avec une résolution suffisante, le spectre des
WGM d’un micro-résonateur est accessible seulement sous le seuil laser par une mé-
thode de scan, comme cela a été présenté dans des travaux précédents [47, 50]. Le
montage expérimental est présenté sur les Figures 6.13 et 6.14.

e La pompe vient exciter le résonateur par pointe effilée tandis que le signal de
sonde est ammené par taper. Bien que l"utilisation d"un systeme de couplage dif-
térent pour la pompe et pour la sonde augmente les pertes globales du résona-
teur, en procédant ainsi, on s’assure d’avoir des taux de couplage indépendants
pour la pompe et pour la sonde, ce qui permet de changer le taux de couplage
du signal de sonde sans modifier le taux de pompage.

e Le générateur de fréquence (GF) génere un signal triangle d’amplitude £18 V
et de fréquence 30 Hz. Ce signal vient moduler la longueur d’onde du laser de
sonde. Le balayage lent de la sonde devant le temps de charge/décharge du
résonateur permet de mesurer son spectre en transmission. Pour ces réglages de
GF, la vitesse de balayage est de 0.31 MHz.us™!.

e La chaine de détection est pourvue d"un amplificateur optique (EDFA) et d'un
filtre optique accordable centré sur le mode d’intérét afin d’amplifier signal utile
et de supprimer I’émission spontanée amplifiée de 'EDFA.

Le spectre WGM obtenu par une méthode de scan sur un micro-résonateur en IOG-
1 est présenté sur la Figure 6.15. L'écart en fréquence mesuré est de 27 MHz, ce qui
correspond a I’ordre de grandeur des fréquences obtenues sur les spectre de RIN des
fluctuations du photocourant d'un laser WGM en verre I0G-1. L'ajustement théo-
rique (eq. 1.37) donne 19 = 14.5 ns, 7, = 64 ns et 7, = 6 ns, soit une levée de dégéné-
rescence d’environ 23 MHz. Dans ce type de résonateur, les pertes sont importantes
car elles sont gouvernées par ’absorption de I'Erbium. Le verre étant fortement dopé,
les résonances sont alors relativement larges, ce qui limite la plage d’écart spectral
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FIGURE 6.13 — Principe de la mesure du spectre en transmission d’un résonateur par
balayage lent de la fréquence v d'un laser accordable.
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FIGURE 6.14 — Montage expérimental de la mesure du spectre en transmission d"un
résonateur WGM en régime de compensation de pertes.

mesurable dans ce verre avec la méthode de scan, malgré le régime de compensation
de pertes.
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FIGURE 6.15 — Spectre de transmission d"un micro-résonateur WGM en verre I0G-1
pompé sous le seuil laser.

6.6 Rétrodiffusion dans un laser WGM en verre fluoré
dopé Erbium

Les mesures de couplage de modes par rétrodiffusion dans un micro-résonateur en
verre ZBLALIP (non dopé) montrent des écarts spectraux de 1’ordre de plusieurs cen-
taines de MHz (Figure 6.16), la signature du couplage de mode sort donc de notre fe-
nétre de mesure. Pour 1’étude du couplage par rétrodiffusion dans un laser WGM en
verre fluoré, il n’y a aucun moyen de savoir si le couplage par rétrodiffusion s’opere
par mesure directe du spectre de RIN a cause de notre bande passante tres réduite
(40 MHz, soit un ordre de grandeur en dessous de l'écart spectral obtenu en pas-
sif). Si I'effet a effectivement lieu, sa mesure est inaccessible. Cependant, une simple
mesure a 1’analyseur de spectre optique permet d’estimer si un mode laser WGM a
lieu dans les deux sens de parcours (sous condition d’avoir une bonne calibration des
outils d’analyse). Nous avons donc, pour 'étude du couplage de mode par rétrodif-
fusion dans un laser WGM en ZBLALIiP, cherché a obtenir un effet laser dont 'un des
modes était présent a la fois sur WGM+ et WGM—.

Les mesures de RIN des signaux filtrés ont été réalisées avec un gain trans impédance
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FIGURE 6.16 — Spectre de transmission d'un micro-resonateur WGM en verre ZBLA-
LiP non dopé et de diameétre 2a = 95 um.

de 10° V.A~! et sont présentés sur la Figure 6.18. Il n’est pas surprenant de retrouver
le comportement précédent. La superposition des spectres de RIN sur les signaux
filtrés permet de s’assurer qu’on observe effectivement les deux modes co- et contra-
propagatifs |n, ¢, £m). Notons toutefois que les spectres optiques WGM+ et WGM —
ne sont pas rigoureusement monomodes puisque deux résonances sont obtenues dans
les spectres de RIN. Les tensions électriques sont ensuite numérisées a 1’oscilloscope
et réduites selon la procédure 6.58. Les traces temporelles obtenues sont représentées
sur la Figure 6.19. Les fonctions d’intercorrélation normalisées sont calculées pour
différents fenétrages et affichés sur la Figure 6.20.

A la différence du verre IOG-1, les signaux WGM+ et WGM— issus d"un résonateur
en verre ZBLALIP oscillent a la fréquence de relaxation en phase. Le laser WGM en
ZBLALIP obtenu fonctionne donc comme un laser bidirectionnel tandis que celui en
IOG-1 est en régime d’auto-modulation.

L’ajustement 6.61 a été réalisé sur la fonction d’intercorrélation et est superposé aux
données expérimentales sur la Figure 6.21. Les parameétres d’ajustement sont 7. = 13 us
et fo = 125 kHz. Comme précédement, les mesures sont a comparer avec la fréquence
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FIGURE 6.17 — Spectres optiques des signaux WGM+ et WGM— mesurés a 'OS A.
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FIGURE 6.18 — Spectre de RIN des signaux co- et contra-propagatifs issus d'un laser
WGM en ZBLALIP.

de relaxation fs, du laser et a son amortissement I'. Nous obtenons :

feo = 1585kHz
fo = 125.0kHz
I = 260kHz
L o4s5kH:
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FIGURE 6.19 — Traces temporelles des tensions réduites x et y dans un micro-
résonateur en ZBLALIP, G = 10° V.A~ L.
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FIGURE 6.20 — Fonction d’intercorrélation des signaux photodétectés normalisés dans
un verre ZBLALIP, G = 10 V.A™1.

Les différences entre le modéle et les données expérimentales peuvent provenir :

e del’influence du deuxiéme mode sur la fonction d’intercorrélation. Nous n’avons
pas d’informations supplémentaires quant a la dynamique de compétition entre
les deux modes supposés et les mesures réalisées a 1’oscilloscope sont des me-
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FIGURE 6.21 - Fonction d’intercorrélation normalisée ©y, des signaux co- et contra-
propagatifs réduits et ajustement : 7. = 13 us, fo = 125 kHz.

sures intégrées sur des temps relativement courts.

e du bruit de fréquence de la résonance de relaxation (variations temporelles du
taux de pompage r ou du temps de vie du photon 7p via les variations du taux
de couplage ).

e de l'approximation Lorentzienne du RIN. En effet, la fonction n’est pas tout a
fait Lorentzienne (cf chap. 5, eq. 5.46) car I’amortissement de ce modele dépend
de la fréquence f d’observation.

Les remarques ci-dessus sont toutefois a prendre avec précautions puisque rien ne
justifie, autre que 1’allure de la fonction d’intercorrélation, I’ajustement par la fonction
donnée en 6.61. Néanmoins, la confrontation entre ce modele et les résultats expéri-
mentaux conforte nos hypotheses.

6.7 Conclusion sur I’étude du couplage de mode par ré-

trodiffusion

Le modele théorique de la dynamique du laser monomode soumis a un couplage par
rétrodiffusion a été réalisé et appliqué sur un laser Erbium. Cette étude nous a permis
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de montrer que le laser peut potentiellement fonctionner dans trois régimes d’émis-
sion différents : monomode unidirectionnel pour une rétrodiffusion "faible", automo-
dulé pour une rétrodiffusion "intermédiaire" et monomode bidirectionnel pour une

rétrodiffusion "forte".

La difficulté expérimentale de 1’étude du couplage par rétrodiffusion réside dans 1’ob-
servation de ces différents régimes et du spectre laser. En effet, nos outils d’analyse
spectrale ne nous permettent pas de mesurer le spectre du résonateur fonctionnant
en régime laser de maniére précise (précision de 1'ordre de la largeur de raie) et les
analyseurs de spectre optique ayant une résolution suffisante sont aujourd’hui trés
onéreux. Cependant, la mesure du spectre de RIN du laser WGM peut, dans certains
cas, renseigner sur un éventuel couplage par rétrodiffusion d’un des mode laser. La
mesure de la fonction d’intercorrélation permet de connaitre les phases relatives des
modes couplés et de statuer entre un régime d’automodulation et un régime mono-
mode bidirectionnel. De plus, méme si la bande passante électrique d’analyse, relati-
vement réduite, est inférieure a la fréquence d’échanges par rétrodiffusion, 'effet de
modulation est également visible sur la fréquence de relaxation du laser. Toutes ces
analyses ont été appliquées sur deux laser WGM : en IOG-1 et en ZBLALIP. Le premier
fonctionne en régime d’auto-modulation tandis que le second en régime d’émission
bidirectionnelle. Ainsi, en fonction du comportement souhaité, il est préférable d"uti-
liser tel ou tel type de verre.

On peut toutefois remarquer :

e Le verre IOG-1 peut-il adopter un régime d’émission bidirectionnel ? Comment
s’en assurer? Si la fréquence de couplage par rétrodiffusion est supérieure a
40 MHz alors le pic de modulation sort de notre plage d’analyse et le probleme
est le méme que celui d'un laser en verre ZBLALIP.

e Les mesures de RIN effectuées sur le verre ZBLALiP n’ont jamais fait apparaitre
de signature de couplage par rétrodiffusion. Aussi, on ne peut pas étre certain du
régime de fonctionnement du laser sans avoir au préalable mesuré la fonction

d’intercorrélation des signaux co- et contra-propagatifs.

Le probleme ici est de pouvoir controler précisément le taux de couplage d"un mode
sur l’autre. On peut alors supposer qu’une expérience de couplage d"un micro-résonateur
WGM avec une cavité externe (un miroir métallique) pour réinjecter un mode fuyant
dans le micro-résonateur [60, 139] sur le mode contra-propagatif pourrait répondre a
cette problématique. De plus, on peut augmenter la bande passante du systéme de
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détection en utilisant un analyseur de spectre ayant une plus grande bande passante
et ayant un bruit interne relativement bas ainsi qu’en utilisant un double étage d’am-
plification électrique (un amplificateur transimpédance suivi un amplificateur de ten-
sion). Les analyseur de spectre électriques bas bruit sont cependant encore onéreux
aujourd’hui.

Signalons que la mesure de RIN et la mesure de corrélations sont complémentaires
puisque la DSP d’un signal photodétecté n’est rien d’autre que la Transformée de Fou-
rier de sa fonction d’autocorrélation. Une mesure complémentaire de RIN de la diffé-
rence entre les signaux WGM+ et WGM— aurait donné des informations sur la cor-
rélation entre ces deux signaux : un signal nul serait synonyme d"une absence de cor-
rélation tandis qu'un signal non nul serait une signature de leur corrélation [109,140].
En notant i;(t) = i1 (t) — i2(t), la DSP de i, se calcule en effectuant la Transformée de
Fourier de sa fonction d’autocorrélation :

TF[Ga®)ig(t =) (f) = TFIa(t)i(t—1)) + (2(t)ia(t — 1)) — (2 (t)ia(t — 1)) — (2(t)ir (£ = 1))] (f)
Sid (f) = Si1 <f) + Siz (f) —2TF [riliz (T)] (f) (665)

ott le terme T F [T;,(7)] (f) est le spectre d’intercorrélation. Cette expression doit
cependant étre précisée au voisinage des fréquences de relaxation.

Le laser WGM présente, lorsqu’il est soumis a un couplage par rétrodiffusion, diffé-
rents comportements dépendant de la matrice hote dans laquelle les ions sont insérés.
Dans le cas d'un gyrolaser, la différence de fréquence entre les modes co- et contra-
propagatifs est proportionnelle a la vitesse de rotation de la cavité seulement si la
levée de dégénérescence due a I'effet Sagnac est plus importante que celle due au cou-
plage par rétrodiffusion [141]. Il apparait donc que le verre IOG-1 semble plus adapté
que le ZBLALIP en tant que micro-gyrolaser. Le résonateur WGM présentant la levée
de dégénérescence due a la rétrodiffusion Rayleigh la moins élevée est plus sensible
a la rotation de la cavité. Néanmoins, en régime laser, des effets de verrouillage en
fréquence et d’auto-modulation sont observés dans certains cas. Lorsque la cavité est
en rotation, les régimes d’émission observés a 1’arrét ne sont plus valables [131]. Des
études plus approfondies sur le micro-gyrolaser WGM en verre dopé aux ion Erbium
sont nécessaires pour conclure sur 'application potentielle du laser WGM en tant que
gyrolaser.



Conclusion générale

Dans ce document, nous avons présenté les résultats de nos études. La finalité étant
de réaliser une source micro-onde miniaturisée en utilisant un micro-laser WGM sup-
portant deux WGM indépendant, nous nous sommes intéressés a la caractérisation
dynamique d’un signal issu d'un laser WGM monomode et ne supportant que cet
unique WGM laser.

Nous avons présenté les micro-résonateurs WGM dopés Erbium et leurs propriétés
optiques et spectroscopiques. Ces résonateurs présentent naturellement des facteurs
de qualité Q élevés. Leur important temps de stockage des photons exaltent les in-
teractions avec le milieu actif amenant des propriétés non linéaires intéressantes. Ces
effets peuvent étre observés lorsque le résonateur WGM fonctionne en régime laser.

Nos lasers rentrent dans la catégorie des lasers de classe B a trois niveaux et sont
caractérisés par un phénomene de résonance de relaxation dans le spectre du bruit
d’intensité. L'approche conventionnelle de 1'étude du bruit permet d’associer cette
fréquence de résonance et sa largeur spectrale aux parametres dynamiques du La-
ser tels que le taux de pompage normalisé, le temps de vie des photons ou encore le
temps de vie du niveau atomique excité. Cette approche n’est pourtant pas suffisante
pour décrire les phénomeénes observés dans nos lasers présentant a la fois un fort
confinement spatial (volume de mode V réduit) et temporel (Q élevé). Ces propriétés
uniques amenent un couplage non linéaire fortement marqué entre les fluctuations du
nombre de photons et de I'inversion de population qui n’est pas pris en compte dans
le modele conventionnel. Nous avons alors proposé un modele analytique prenant en
compte ce couplage basé sur un développement perturbatif des populations et des
photons. Ce modele amene des harmoniques de la fréquence de relaxation du laser et
permet d’évaluer le volume de mode V du WGM Laser duquel on déduit les nombres
quantiques n, £ et m, permettant ainsi d’identifier clairement le WGM. Les résultats is-
sus de la confrontation théorie/expérience amenent des volumes de modes ainsi que
des facteurs de qualité tout a fait cohérents avec nos dispositifs d’excitation par onde
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evanescente. En utilisant le spectre de bruit d’intensité d’un laser WGM, nous pou-
vons ainsi estimer le volume de mode V ansi que le facteur de qualité Q d'un WGM

fonctionnant en régime laser.

Dans une seconde partie, nous avons étudié le couplage par rétrodiffusion intracavité
en régime laser. Ce régime a lieu lorsque deux modes couplés dépassent simultanné-
ment le seuil laser. Cette configuration particuliére a été obtenue dans un verre I0G-1
co-dopé aux ions Erbium et Ytterbium. En régime laser, deux types de couplage sont
possibles entre le couplage linéaire par rétrodiffusion intra-cavité et le couplage non-
linéaire par le gain. Le modele du gyro-laser a 1’état solide prévoit 1'existence de trois
régimes de fonctionnement en fonction de la force du couplage par rétrodiffusion de-
vant celle du couplage par le gain. Dans notre cas, la présence d"un pic de battement
autour de 10 MHz ainsi que la superposition des spectres de bruit d'intensité pour les
modes co- et contra-propagatifs serait la signature d’un régime d’auto-modulation.
Les anti-corrélations tres fortes entre les modes co- et contrapropagatifs observées
expérimentalement assurent que le laser fonctionne dans ce régime d’émission. De
plus, les mesures de spectre WGM en dessous du seuil laser ont montré une levée de
dégénérescence entre les modes co- et contra-propagatifs de 'ordre de la fréquence
de battement observée en régime laser dans ce type de verre, confortant 1'idée d'un
couplage par rétrodiffusion. Dans le verre ZBLALIP, la levée de dégénérescence due
a la rétrodiffusion est plus importante et entraine un régime d’émission bidirection-
nel entre les deux modes potentiellement couplés avec une absence d’anti-corrélation
mais des corrélations tres fortes. Ces expériences sont intéressantes pour des applica-
tions du laser WGM en tant que micro-gyrolaser, ce qui ouvre la voie a de nouvelles
études (effet de la rotation de la cavité sur les régimes d’émission obtenus, estimation
de la zone aveugle, impact des effets non-linéaires, sensibilité, rapport signal a bruit,
...). D’autre part, les régimes de fonctionnement du laser WGM pourraient étre étu-
diées en complétant ces études par 1'étude du couplage entre un laser WGM soumis
a rétrodiffusion intra-cavité avec des expériences de couplage avec une cavité externe
de facon a réinjecter une portion du signal dans la micro-cavité.

Enfin, la caractérisation complete du bruit du laser WGM monomode nécessite la me-
sure du bruit de fréquence du signal émis avant de s’intéresser au fonctionnement
doublement monomode pour la génération de micro-ondes. Les mesures de ces per-
formances permettraient d’envisager des améliorations possibles au systeme actuel
de fagon a réduire les sources de bruit du laser WGM comme l'isolation phonique ou
le type de couplage.



Annexe A

Détails des calculs de rétrodiffusion

Cette annexe présente le détails des calculs effectués pour I'étude du laser a mode
de galerie soumis au couplage par rétrodiffusion. Nous rappelons que, pour décrire
I'ensemble du systéme, nous disposons de deux systemes d’équations équivalents (cf
chapitre 6, 6.19 et 6.21). Le premier concerne les champs :

dEy Exfl  coe g Yo coe E>

— = -2 |=-N)-2E coe by

dt 5 (TP NN> 5 Easin(® +61) + 175 iavNcos(ZszrcI)) dz
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et le deuxiéme sur les somme Y et différence X des modules des champs au carré :

dY 1 - Y2 — X2 .
¥ = Y(T—P — %N) —— l’ysin(cb +601) — ysin(® +6,) — 2%9%(./\/1 e/®)
(A.2a)
dX 1 - Y2 — X2
X X(T—P - %N) S [rysm(q>+91) + oy sin(d + 6,)
(A.2b)
d 9 JY-X v [Y+X Y  coe. i
a2\ yrxOs@ T gy cos(® ) - e [y ImNI e )
(A.2¢0)
dN 1 - Nm (Y
T ?(NO_M_T(%)
(A.2d)
d_-/\/l _ _lNl_NTh Y2 — X2 J
dt T 2T E2,;
(A.2e)

En fonction de la situation considérée, on choisira A.1 ou A.2 de maniére a obtenir les
solutions stationnaires le plus simplement possible.

A.1 laser sous le seuil

Dans cette section, nous nous proposons d’étudier 'effet de la rétrodiffusion sur le
seuil laser. Comme la rétrodiffusion entraine une redistribution de I’énergie dans la
cavité, la définition de I'inversion de population au seuil doit étre redéfinie. Pour cela,
nous nous plagons sous le seuil laser et cherchons les conditions d’instabilité de ce
régime.

Sous le seuil, les solutions stationnaires sont :

E; =0 (A.3a)
E, =0 (A.3b)
Ni =0 (A.3¢)

N =N (A.3d)
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Le gain augmente progressivement avec 'apport d"un flux de photons de pompe jus-
qu’au moment ot la valeur d’instabilité est dépassée. Cependant, le gain est encore
trop faible pour compenser les pertes des modes E; et Ej.

Considérons les variations infinitésimales 6E1, 0E; et SN telles que :
X(t) = (X(t)) + 86X (t)e

ou (X(t)) est la solution stationnaire de X, X représentant E;, ou N. Nous recher-
chons les conditions pour que le systéme, lorsqu’il est soumis a de petites variations,
converge vers sa solution d’équilibre. Ceci implique :

Re(A) < 0 (A.4)

En développant les équations de A.1, nous obtenons, pour les quantités 6E;, §E; et N/
le systeme suivant :

d(SEl . 5E1 1 COe
T = T (T_p —N ) 5E2 sin ((I) + 91) (A5a)
doE, 6E, (1 coe )
dN ON
= = = A.
\ dt T ( SC)

La recherche des valeurs propres revient a diagonaliser la matrice suivante :

1 | coe v
——+=No—A —= D +0

= + ZNNO 5 sin (@ + 6,) 0

Y o L | coe (A.6)

= P+ 0 ——+=No— A

> sin (® + 6,) o + ZNNO 0
1

0 0 ———=A
T
1
La valeur propre triviale A = —— —n ‘entraine aucune implication sur la condition de

stabilité car elle est toujours negatlve Les autres valeurs propres sont telles que :
1 2 Y2
(——+—e/\/o— ) —i—zsin(cb—i—@l)sin(q)—i—@z) =0 (A7)

Le discriminant A de cette équation du second degré est :

2
A= % (cos (2@ + 61 + 6;) — cos (61 — 62)) (A.8)

La condition de stabilité est conditionnée par le signe de A :
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e sicos (20 + 01 + 6,) < cos (61 — 62), alors les valeurs propres sont :

B 1 COe Y \/cos (2® + 61 + 6,) — cos (61 — 67)
Ay = (ZTp ZNN()) + 12 5 (A.9)

et la condition de stabilité :

1 COe
— > — Al
- > N Ny (A.10)

Cette condition est identique a celle obtenue en 1’absence de rétrodiffusion. Au-
trement dit la rétrodiffusion n’a aucun effet sur la définition du seuil laser.

Remarque :

. . . -1 L. . . ,
Ici, les pertes (représentées par 7, *) sont supérieures au gain, le seuil laser n’est
pas dépassé.

e sicos (29 + 01 + 0,) > cos (01 — 07), alors les valeurs propres sont :

(1 coe .’y\/cos (20 + 61 + 6;) — cos (61 — 62)
Ay = (ZTp ZNNO) + 12 > (A11)

et la condition de stabilité est telle que :

1 coe cos (2® + 01 + 62) — cos (61 — 67)

Ly VAT :
= o 7\/ > <0 (A.12)

Elle doit étre vérifiée quelle que soit la valeur de ®. En ne conservant que la
solution donnant Re(A) < 0, on peut noter :

1 COe
e O

sin (@) ‘ <0 (A.13)

La limite de stabilité est atteinte lorsque :

COe 1
— >
NNO_TP v

sin <91 ; 92) ‘ (A.14)

qui n’est autre que la valeur de la densité d'inversion de population au seuil
N1, Sans perte de généralités, on posera :
P 8 P

1 , 1
NN === lsin(00)| = (A15)

ou 259 = 91 — 92.
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A.2 Régime d’émission unidirectionnel

A.21 Hypotheses de départ

Dans ce régime d’émission, la rétrodiffusion 7y est beaucoup moins influente que le ré-
seau d’inversion de population si bien qu'un mode est prédominant sur 1’autre. Nous
choisissons arbitrairement E; > E; et notons ¢ = E;/Ej, ce qui permet de négliger
les termes en &> des équations. Nous obtenons ainsi le nouveau systéme d’équations

d’évolution :
dEy  Ei/1 coe ¥ coe Ep jo
T = 5 ( NN> 2Ezs1n(©—|—91)—|- N o e < 1€ ) (A.16a)
dE,  Ex(1 coe 0% coe Eq j®
i 7(— WN) +oE sin (® + 6,) + w3 e (Nle ) (A.16b)
d v /(K Eq coe (E2 | Eq j®
% = "3 (E cos(® + 61) L, L cos(@ + 92)) N <E1 + = E, Jm(Nie/®)
(A.16¢)
V 1 _ E? + E3
v 1 (No— ) — N er 2 (A.16d)
dt T T EZ,.
dMNi 1 Nin (E12E21
2 _ _ 2 _ j® Al
dt TNLZ T ( E2, ) ‘ (A-16¢)

A.2.2 Densité moyenne d’inversion de population N/

Le seuil laser est dépassé, si bien que la densité d’inversion de population atteint sa
valeur au seuil :

1 1 )
L= L jsin(e)| (A17)
P P

COe COe
N = SN =
7 est tout de méme relativement faible, aussi Ny, est peu modifié par la rétrodiffusion.

A.2.3 Intensité normalisée du mode laser prédominant E,

) ) . — . 2
La solution stationnaire de A/ nous donne l'expression de |E;|” :

E% No T (Mot

£2 i gg! NTh

Aoy + 1) (r—1) (A.18)
sat

ou 77 est le degré d’excitation et r le taux de pompage.
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A.24 Harmonique a 2k de la densité d’inversion de population N\;

La solution stationnaire de N7 est telle que :

EZ
2

Esat

qui est un réel, ce qui nous permet de simplifier les équations d’évolution de Eq, E; et
dde Al6:

Nlejq) = —Nmn 3 (A.19)

)
dE; Ei1/1 coe COe E?E,
it R A —E ® A2
T > (TP N) psin (& +6;1) — NNTh E§at € (A.20a)
dE, Er(1 coe v cae E}
d=2 _ _Laf 1 e YE, sin (@ _ e A2
T 5 (TP N N) + ~Ei sin (® + 6,) NTh EZat € (A.20b)
dd v (Ey E,
2 T (22 os(@ ~ 21 cos(d A2
| @ > <E1 cos(P +07) E, L cos(® + 92)) (A.20c)

Notons également que, du fait de la dépendance de N en ¢, sa valeur est relativement
taible, ce qui n’est pas surprenant car comme E; > E, 'effet des interférences est
peu marqué et le réseau d’inversion de population peu contrasté. Néanmoins, on doit
expliciter I'expression de e.

A.2.5 Différence des phases ®

La solution stationnaire de ® est telle que :
cos (P +6,) = e*cos(®+6;) ~ 0 (A.21)
et donc:
sin(®+6,) = 1 = ¢ (A.22)

Pour connaitre le signe de ¢, il nous faut exprimer les solutions stationnaires de E; et

E; et déduire ¢ :
(

1 coe O E? ) ,
0 = —(——— d+0)— — A.23
<TP N N) yesin (P + 67) NTh (Egat € ( a)
1 e 7 O E?
0 = —¢g| —— = ——N e A.23b
\ <TP N ) " s <E§at ( )
Par identification entre A.23a et A.23b, nous trouvons la relation :
A E?
{ = Nt € (A.24)
N Y ! Egat

Comme ¢ > 0, on en déduit :

sin(®+6,) = ¢ = 1 (A.25)
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A.2.6 Amplitude du mode atténué

En tenant compte des expressions de Ny, (A.17), E% (A.18) et ¢ (A.25) dans A.24, nous
obtenons l'expression du rapport ¢ :

! ! -1
e = b2 _ T _ % (717 (Aﬁ+1>) < 1 (A.26)

EL -1 r-1 N
-1
Ainsi, ce régime n’est valide que dans la limite ot ¢y < 1 p
P
L'expression de N7 devient :
N1 = —Nmythe /@ (A.27)

A.2.7 Bilan

Les solutions stationnaires des variables décrivant le laser en régime d’émission mo-

nomode unidirectionnel sont :

E2 . 'yrl’,
7 (A.28a)
Ef
- =n—1 (A.28Db)
Esat

sin(®+6,) =1 (A.28¢)
N = Ny, (A.28d)
M = — Nmytpe '@ (A.28e)

A.2.8 Valeur limite de

Lorsque I'on étudie la stabilité des solutions A.16, nous sommes amenés a résoudre
’équation caractéristique suivante [131] :

(1) ()
(13 () 0273 () -0 e
P P

1 coe - L : :
oud = == WQN . Pour des variations de I'ordre de la pulsation de relaxation wsp,
P

A.29 se réécrit :

w? w?>
“sp 2 3% (A.30)
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A.30 admet deux racines simples A1 » et deux racines doubles A3 45 :

)\1/2 = &+ iwsp (A.31a)
.Wsp
)\3,4,5,6 = *+1i \/E (A.31b)

L’analyse de stabilité des solutions obtenues consiste a considérer de petites variations
dA autour des valeurs propres obtenues et d’établir une condition nécessaire pour que
le signe de la partie réelle de JA reste négatif. Une telle analyse n’est pas exposée ici et
nous nous contenterons d’exploiter le résultat directement. Le lecteur pourra s’orien-

ter vers les références [128, 131] pour plus de détails.
La limite de stabilité du régime d’émission unidirectionnelle s’écrit :

U_l_wsp
)

v = (A.32)

Des que 1y dépasse cette valeur limite, le laser sort du régime d’émission monomode

unidirectionnel et passe en régime d’auto-modulation.

A.3 Régime d’auto-modulation

A.3.1 Hypotheses de départ

On se place entre la zone unidirectionnelle et bidirectionnelle verrouillée en fréquence.
Lors de I'étude du régime d’émission unidirectionnel, un mode était fortement atté-
nué sur l'autre. Ce n’est plus vrai ici, si bien que le coefficient de rétrodiffusion sup-
pose :

n—1
Y > TIIJ (A.33)

Nous supposons également que dg < 1, ce qui nous permet d’alléger le systeme
d’équations du laser.

Etant donné que les amplitudes des deux champs E; et E; sont du méme ordre de
grandeurs, nous travaillons préférentiellement avec les variables Y et X.
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Sous ces hypothéses, les équations du laser deviennent, a I’ordre 1 :

dy = Y l_c_ae/\'[ —VY2- X2 frcos(cp)(ge_%%e(Nlejcb) (A34a)
dt Tp N N
d_X = _X<l_%/\7> —*/YZ—XZ’)/sin(QD) (A.34b)
d;{) — 24 Vo B Y COe i@
& A (X cos (P) — Ysin (P) (59) NN Jm(N1e’®)  (A34¢)
s 12/ (A.34d)
dt T T Esa’c
Y2 - x2 .
dM\; _ f\i B N VY2 - X " (A 3de)
\ dt T 2t Egat

Dans ce qui suit, on considére que la somme des intensitées normalisées Y n’est pas

affectée par la modulation de la densitée d’inversion de population A7 mais seule-
ment par sa valeur moyenne A/, a l'inverse de la différence des intensitées normali-
sées X. De plus, la valeur stationnaire de Nie % est réelle. Ces considérations nous
permettent de modifier le systeme A.34. Enfin, nous négligeons tous les termes mul-
tipliés par Jg. Il vient :

;

dYy 1 -
S - - Y(T_p _ C_I‘\T;N> (A.35a)
dX 1 COe \/ﬁ .
il ¢ —— WN — VY2 — X2y sin(P) (A.35b)
do X
E = —m')/ COS (q)) (A35C)
dN No—-N N, Y
v = 0 - TTh = (A.35d)
sat
Vi M N VY- X2 e (A.35¢)
dt T 2T E%,

\

A.3.2 Valeurs stationnaires des densités d’inversion de population

Les valeurs stationnaires de N et A/} sont :

e v 1
. (A.36)
N ef® — Nm VY- X2 (A.37)
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A.3.3 Modification des équations du laser et introduction de nou-

velles variables

En prenant en compte les valeurs stationnaires de N, le systéeme A.35 se réécrit :

( dY

halal A.38
T 0 (A.38a)
(11—)5 = — VY2 - X2ysin(®P) (A.38b)
do X
— = ————7ycos (P (A.38¢)
[ dt Y2 — X2 (@)
La résolution de A.38 nécéssite I'introduction de deux nouvelles variables U et V
telles que :
U = VY2—X2cos (D) (A.39)
V = —vVY2 - X2%sin (D) (A.40)
avec : 4
u
— = A 41
T, 0 (A.41a)
dv
— = —9X A41b
T, Y ( )
et satisfont la relation :
U>+v2=v>-Xx2 (A.42)

Ainsi, le systeme A.38 se résoud simplement au prix de l'introduction de deux équa-

tions supplémentaires :

Y =0 Y =Y
X = qV X = Xpsin (7t + @)
=
uUu =0 u = U
V = —X V = Xpcos(vt+¢)+ W

\ \

La relation A.42 permet de calculer les constantes d’intégration :

Uy = {\/YZ—X3 (A.43)

Vo = 0 (A.44)



A.3. Régime d’auto-modulation 211

avec { = +£1

On peut calculer les valeurs des intensitées normalisées des modes E; et Ej :

El,  Y+X
Egat 2
Y, , X
= 30 + 70 sin (vt + @) (A.45)

Les intensitées normalisées des modes E; et E; n’atteignent jamais un état station-
naires mais oscillent continuellement en opposition de phase a la pulsation vy méme
si leurs valeurs moyennes sont égales. Les valeurs de Y et X, doivent étre explicitées
a partir des équations d’évolution de Y et X.

A.3.4 Equations d’évolution de Y, et X

Yy et Xp sont des amplitudes lentement variables par rapport a la pulsation 7. On
trouve leurs expressions en moyennant A.35 sur plusieurs périodes.

L'équation d’évolution de N7 se réécrit avec les variables U et V :

dMV; o N Nin (U-i—iV)

(A.46)

dt —  © 2t \ E%,

27 .
En moyennant sur plusieurs périodes o on obtient la valeur moyenne de A :

YZ . XZ
Ay = N VIO 7 (A.47)

2 E?

sat

Les équations d’évolution de Yj et X se réécrivent au premier ordre en dy :
q 0 0 p

dYy 1 coe > > COe
— = — —_ - — — - — A4
dr YO (TP N N) C YO XO ’)’(59 N <N1> ( 8a)
dXO ]. CU-e —
=0 _ _ - € 48b
T Xo (Tp N N > (A )
Il vient alors les solutions :
COe ~ 1
Ve - A4
N N = (A.49a)
e N = 4 (A.49b)

N
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En se servant alors des équation A.35d, A.46 et A.49, il vient :

\/ Ye— X3 /
T = 2’)’ |59| p
sat
(A.50)
Y() Tl,:) ’
- = nN——= = 17—1—’)”(59‘”(
\ Egat TP P

A.3.5 Fréquence instantannée

En tenant compte des solutions précédement obtenues, 1’'équation d’évolution de ¢

vXoy/YZ — X3 sin (7t + )
o _ 4 0 "0 (A51)

dr Y2 — XZsin (vt + ¢)

s’écrit :

L’équation C(li—? = 0 n’admet pas de solution, autrement dit la fréquence instantanée
dépend toujours du temps.

A.3.6 Contraste de modulation

Les deux modes battent en opposition de phase a la pulsation <. Le contraste de mo-
X .
dulation est le rapport ?0. En injectant les solutions A.50 'une dans 1’autre, on obtient

I'expression du contraste de modulation :

p 2
:\/1_ ( 27 || Tp /) (A.52)
n—1—|d]|ntp

Pour de faibles valeurs de <, le contraste de modulation est égal a 1. Plus -y augmente,

X
Yo

plus le contraste diminue jusqu’au point o1 le battement n’est plus visible. Ceci per-
met de définir une valeur limite & -y, définissant ainsi la limite de stabilité du régime

d’émission doublement monomode :

1 11—1)
A.53
Z o] (n+2 (A.55)

On obtient le méme résultat en procédant a une analyse de stabilité [131]. Ici encore,
comme dans la définition de la zone aveugle du gyro-laser, on constate I'importance
du parametre éyp dans la dynamique du laser.
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A.3.7 Bilan

Les solutions stationnaires des variables décrivant le laser en régime d’auto-modulation

sont :

COe 1
-7e — — —_~ls
NNTh - v |9
COe -~ _ 1
NN N p
COe
e — —ls
(A 716
Y2_x2
\V 4o 0
— = 27 |d0| T
Egat
Y() TI/’
= - = = — 1 — || T
Egat T Tp n ’Y’ 6“ P
do B Cryxg./yg—xgsin(fyt+(p)
| dt YZ — X3 sin (7t + @)

A4 Régime d’émission bidirectionnelle verrouillée en

fréquence

A4.1 Hypotheses de départ

Dans ce régime, on suppose que les intensités des modes E; et E; sont équivalentes.
Cela se traduit par I'inégalité suivante :

X
2«1 A.54
v < (A.54)

On suppose également que la limite d’instabilité du régime d’auto-modulation est

1 n—1
A.55
T s (n+z> (A.55)

dépassée, si bien que :
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Sous ces hypotheses, A.2 devient, au premier ordre en Jy :

d_Y

dt 2

dX 1 COe ) .

T T—— N>—E[’ysm(cb—l—el)-i—’ysm(cb—l—@)
do 94 :

E = ﬂ (X COS ((D) — YSln (q)) 59) —

dN B No—N _NTh Y

dt T T EZ,
Vi . M N Y e

dt T 27 E?

sat

1 e\ Y[ . . e :
_ (T_ — %N> — {7 sin (@ 4 6;) — ysin (® + 6;) — 2%9%(/\66 )

(A.56a)

(A.56b)

(A.560)

(A.56d)

(A.56e)
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A.4.2 Calculs avec le coefficient complexe %

Par la suite, nous allons devoir utiliser un coefficient de rétrodiffusion effectif com-

plexe, noté ici y défini par :
=7 (e —el) = |3k (A57)

ott le module et I'argument de 6 sont :

7] = 2v]sin ()]
(A.58)
cos(6y) — cos(6)

tan (0) = sin(6;) — sin(6»)

La résolution du systéeme A.56 va nous conduire a calculer les deux termes suivants :

zlj <,7e jo 7*67@) _ 2lj|,7, (e j(@+0) _ ej(<I>+9)>

= 27 |sin (dg)|sin (P + 6) (A.59)
1 ; ; 1 , ,
25, 0P L sk ,—jP\ |4 j(@+0) j(@+6)
2<fye + e > 2],|'y| (e +e )

= 2 |sin (dg)| cos (P + 0) (A.60)

A.4.3 Valeurs stationnaires des densités d’inversion de population

La solution stationnaire de ’harmonique a £2k de la densité d’inversion de popula-

tion V7 est directe et vaut :

N Y
2 E2

sat

Niel® = (A.61)

La solution stationnaire de la valeur moyenne de la densité d’inversion de population

N est:

N = N (;7 - E‘; ) (A.62)

sat
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Le systeme A.56 se réduit alors a :

dY 1 COe Y Y ) .
bl ¥ ) == o _ o
T Y o N N1 (;7 Eﬁat> 5 {'y sin (® + 01) — ysin (® + 6;)
+ 2N ( Y )} (A.63a)
e Nl .
N E2,
dXx 1 COe Y ) .
R ' Y v @ A.
T X(TP NJ\/) 5 |:’)’Sln(®+91)+’)’51n( +6,) (A.63b)
%’ = - %(COS(CI)-l—Gl) —cos(CI)—|—92)) (A.63¢)

A.4.4 Valeur stationnaire de la différence des phases &

En développant sous forme exponentielle les fonctions cos(® + 6) et cos(P + 0;) et
en utilisant I'équation A.60 , il vient naturellement :

do
T - 7 |sin (dg)| cos (P + 6) (A.64)
Les solutions stationnaires de ® sont telles que :
D=0+ g (A.65)

. 7T . 12
L’étude de stabilité de ® permet de statuer sur le signe devant —. Pour cela, considé-
rons de faibles variations & < 1 autour de ®. L'équation A.64 se réécrit alors :

dg_f) = — |sin(dg)]| cos <5<I> + g) (A.66)
La seule solution stable est la solution "-", ainsi :
D= —6— g (A.67)
si bien que :
tan(®) — 1 sin(6;) —sin(6>) (A.68)

~ tan()  cos(f;) — cos(f)

A.4.5 Valeur stationnaire de la somme des intensitées normalisées
Y

En développant sous forme exponentielle les fonctions sin(P + 61) et sin(P + 6,) et
en utilisant A.59, il vient naturellement :

dY__ [1 COe

3Y .
ar Y e WNTh (’7 T2 E2 ) - |sm(59)|] (A.69)

sat
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En utilisant A.17, la solution stationnaire de Y s’écrit :

S = 20— 1) (A70)

sat

Remarque :

On peut développer 7 sin(® + 01) — y sin (P + 6,) de deux fagons :
01 + 92)

ysin(® +6;) —ysin (P +6,) = 29sin(dy) cos (CI)+ 5

= 2v|sin(dp)|sin (P + 0)

Sil’on suppose que 0 < §g < 5 alors on peut identifier les deux égalitées et poser :

R S (A.71)

A.4.6 Valeur stationnaire de la différence des intensitées normali-

sées X

L’équation d’évolution de X se réécrit :

dx 1 coe Y
o X[?p T (1)

En utilisant les équations A.70 et A.71, il vient :

01 + 0>
2

— Y7y cos(dp) sin (CID -+ ) (A.72)

dX X

_ — (1) 4 lsin(é)] (7 +2)
P

% = "3 (A.73)

Le solution stationnaire de X amene deux cas possibles :

solutionl: X = 0

. . = 1 17_1
solution2: v = Tp |sin(dg)| (’7+2)

Cependant, la solution 2 est en contradiction avec '’hypothese de départ. Il reste donc
seulement la solution X = 0 qui, elle, est conforme avec nos hypotheéses initiales.
Dans ce régime, la rétrodiffusion est suffisament forte pour stabiliser 1"émission bidi-
rectionnelle au point ot les intensitées des deux modes co- et contra-propagatifs sont
exactement égales.
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A.4.7 Retour sur les densités d'inversion de population

Les solutions stationnaires de A et ] peuvent se réécrire en utilisant I'équation A.70 :

N = N (”TH) (A.74)
Nie e = —N1h (WT_1> (A.75)

On notera la relation :
K+ Nie = N, (A76

A.4.8 Bilan

Les solutions stationnaires des variables décrivant le laser en régime d’émission bidi-

rectionnelle sont :
(

COe 1
— = — — 5
NNTh - v |0g|

Oe Oe Y
X = Lo (-5 )

Egat

N Y

Cep, = L~ >

N 2 Esat
Y 2

=z = 301
Egat 3
X =0

sin(6;) — sin(67)
x tan (®) = cos(Gi) — cos(67)
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