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DÉVELOPPEMENT D’UNE MÉTHODE DES FRONTIÈRES IMMERGÉES POUR 

L’ANALYSE ET LE CONTRÔLE DES ÉCOULEMENTS COMPRESSIBLES  

 

 

Résumé :  

 

Cette thèse s'inscrit dans le contexte de la simulation numérique et l'analyse des écoulements 

compressibles, notamment en géométrie complexe ou mobile. Dans ces situations, la mise en 

place d'un maillage représentant correctement le solide sans perte de précision des méthodes 

de discrétisation s'avère difficile. Une alternative est de travailler en maillage cartésien 

quelque que soit la géométrie du domaine d'écoulement en introduisant une approche aux 

frontières immergées.   

 

Dans ce contexte, on propose une amélioration et extension d'une méthode formulée pour la 

simulation des écoulements incompressibles. Les deux principales caractéristiques du modèle 

proposé sont d'une part l'intégration d'un nouveau terme de forçage des vitesses qui prend en 

compte les effets de pression et d'autre part l'intégration d'un nouveau terme de correction de 

température dans le traitement de l'équation de l'énergie.   

 

Cette méthode a été intégrée dans deux solveurs compressibles du code OpenFOAM : 

SonicFOAM et RhoCentralFOAM. La validation a été effectuée en considérant différents cas 

de complexité croissante sur des corps 2D fixes et mobiles, pour lesquels on a fait varier les 

nombres de Mach et de Reynolds. De plus, des cas mettant en jeu des transferts de chaleur 

pariétaux ont été étudiés. Les résultats ont été comparés à un grand nombre de données 

numériques et expérimentales issues de la littérature.   

 

Enfin, des études sur des configurations plus complexes tridimensionnelles ont été mises en 

place. Les bifurcations de régime d'écoulement de la sphère ont été investiguées quand le 

nombre de Mach augmente. Une sphère avec des parois non-adiabatiques a été également 

analysée. Une géométrie réaliste de drone a été simulée en régime compressible.  

  

Ces analyses mettent en évidence de nombreuses caractéristiques favorables de la méthode 

des frontières immergées en termes de précision, de flexibilité et de coût de calcul. 

 

 

Mots clés :  

 

Compressibilité ; Fluides, Dynamique des ; Méthodes des frontières immergées ; Navier-

Stokes, Équations de ; Transfert de chaleur ; Mach, Nombre de ; Reynolds, Nombre de ; Code 

OpenFOAM. 
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DEVELOPMENT OF AN IMMERSED BOUNDARY METHOD FOR THE 

ANALYSIS AND CONTROL OF COMPRESSIBLE FLOWS 

 

 

Abstract:  

This thesis is related to the numerical simulation and the analysis of compressible flows, 

especially in complex or mobile geometry. In these situations, the establishment of a mesh 

correctly representing the solid without loss of precision of discretization methods is difficult. 

An alternative is to use Cartesian mesh independently of the geometry of the flow domain by 

introducing an immersed boundary approach.  

  

In this context, we propose an improvement and extension of a method formulated for the 

simulation of incompressible flows. The two main characteristics of the proposed model are 

on the one hand the integration of a new velocity forcing term which takes into account the 

effects of pressure and on the other hand the integration of a new term of temperature 

correction in the treatment of the energy equation.  

  

This method has been integrated in two compressible solvers of OpenFOAM code: 

SonicFOAM and RhoCentralFOAM. The validation was carried out by considering different 

cases of increasing complexity on fixed and mobile 2D bodies, for which the Mach and 

Reynolds numbers were varied. In addition, cases involving parietal heat transfer have been 

studied. The results were compared to a large number of numerical and experimental data 

from the literature.  

  

Finally, studies on more complex three-dimensional configurations have been done. The flow 

regime bifurcations of the sphere have been investigated as the Mach number increases. A 

sphere with non-adiabatic walls was also analyzed. A realistic drone geometry was simulated 

in a compressible regime.  

  

These analyzes highlight many favorable features of the immersed boundary method in terms 

of accuracy, flexibility and computational cost. 

 

 

 

Keywords:  

 

Compressibility ; Fluid dynamics ; Immersed Boundary Methods ; Navier-Stokes equations; 

Heat transfer ; Mach number ; Reynolds number ; OpenFOAM Code. 
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Introduction

0.1 Écoulements compressibles : pertinence pour les appli-
cations industrielles

Les progrès technologiques récents dans les domaines de l'ingénierie du transport aérospa-
tial, du transport terrestre et de la défense ont permis d'obtenir des engins de plus en plus
performants et des structures de plus en plus complexes. Ainsi, le développement des méth-
odes d'analyse capables de traiter l'écoulement autour de ces structures est fondamental a�n
d'améliorer encore plus les performances de ces applications qui sont pertinentes pour un large
spectre d'applications industrielles. A�n de �xer les idées, prenons un cas d'exemple concret
dans chacun des domaines des transports terrestre et aérospatial et de la défense :

• Train à sustentation magnétique (MagLev) : c'est une nouvelle technologie des transports
ferroviaires basée sur le phénomène de "supraconductivité" dont le but est de faire léviter
un wagon a�n de réduire la consommation d'énergie à cause du frottement avec des rails
et augmenter la vitesse du train (Voir �gure 1). Ainsi, la modélisation de ce système néces-
site l'étude de l'écoulement autour d'une géométrie à la fois complexe et en mouvement.
L'optimisation géométrique de ces véhicules est un aspect fondamental du développement
parce que la réduction de la traînée même de quelques points de pourcentage entraînera
une réduction signi�cative de la consommation du carburant et facilitera le passage à une
consommation d'énergie verte dans les années à venir, et en particulier, en accord avec
les récentes lois européennes en matière d'environnement.

Figure 1 � Train à sustentation magnétique (MagLev).
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Figure 2 � Boeing 777X.

Figure 3 � Missile de défense hypersonique.

• Les avions de ligne avec des composants mobiles tels que les nouvelles ailes du Boeing
777X avec une extrémité d'aile mobile. Cette technologie permet l'accès à plus grands
nombres d'aéroports de taille plus petite et ainsi améliorer l'e�cacité des avions avec les
mêmes infrastructures (Voir �gure 2). Également, la modélisation de ces avions avec des
composants mobiles représente un grand dé� pour les constructeurs et les autorités de
certi�cation.

• Missile de défense hypersonique : A l'époque d'une course internationale aux armements,
la maîtrise de la technologie des missiles hypersoniques est vitale. L'écoulement autour
de ces engins implique plusieurs phénomènes comme le couplage thermique / dynamique
et l'interaction choc / couche limite (Voir �gure 3).

Dans cette perspective, les avancées en ingénierie des transports sont de plus en plus liées
à des con�gurations des écoulements compressibles.
Les méthodes d'analyse de ces écoulements peuvent être classées, en général, sous deux caté-
gories :

• Les méthodes expérimentales et principalement les études en sou�eries. Ce sont les méth-
odes les plus classiques mais qui restent incontournables. Néanmoins, elles présentent deux
inconvénients majeurs : la di�culté de la réalisation et le coût élevé des montages expéri-
mentaux. En plus, les mesures expérimentales sont souvent a�ectées par des incertitudes
qui peuvent être di�cilement éliminées ou contrôlées.

• Les méthodes numériques, des alternatives aux méthodes expérimentales qui prennent
de plus en plus de place avec l'avancée fulgurante des moyens de calcul informatiques.
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Figure 4 � Montage expérimental en sou�erie.

Malgré ce progrès, il reste beaucoup de pistes de développement à faire sur ces méthodes
numériques notamment pour le traitement des géométries complexes et mobiles.

La simulation précise de l'évolution de l'écoulement autour des engins est sans doute l'un des
problèmes les plus di�ciles dans les applications d'ingénierie du transport et de la défense. Ainsi,
une bonne prédiction de la topologie de l'écoulement permet une estimation précise des forces
aérodynamiques agissant sur l'engin, ce qui fournit un aperçu fondamental de l'optimisation de
la forme. De plus, une bonne estimation de l'écoulement est nécessaire pour estimer d'autres
aspects tels que le champ acoustique, ce qui peut améliorer les conditions du confort et de la
sécurité pour les passagers dans des applications du transport. Cependant, l'état de l'art en
simulation numérique a encore besoin d'un développement important pour devenir un outil
e�cace pour les applications avancées de l'ingénierie des transports et de la défense. Deux
principaux problèmes critiques doivent être abordés :

1. Le maillage des formes géométriques complexes. La représentation des caractéris-
tiques géométriques �nes dans les simulations classiques conformes au corps peut entraîner
des éléments de maillage trop déformés / étirés et des caractéristiques défavorables de la
qualité du maillage. Cet aspect problématique peut conduire à de mauvais résultats pré-
dictifs.

2. Mouvement du corps : Jusqu'à aujourd'hui, des lois de mouvement simples imposées
au corps peuvent nécessiter plusieurs remaillages pendant la simulation numérique. Ces
opérations entraînent des coûts de calcul importants.

0.2 Objectifs

C'est dans ce contexte d'étude d'aérodynamique externe compressible que se situent les
travaux menés durant cette thèse . Nous avons cherché à modéliser des écoulements compress-
ibles autour des géométries rigides, �xes ou en mouvement.
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Pour ce faire, nous avons choisi de développer une méthode des frontières immergées qui
consiste, en général, à utiliser un maillage cartésien non conforme au corps étudié et à modi�er
le système des équations Navier-Stokes a�n de prendre en compte les e�ets de la présence du
corps :

• le choix du maillage cartésien est fait pour pouvoir utiliser des schémas numériques simples
et contrôler l'erreur numérique.

• le choix du maillage non conforme est fait pour pouvoir traiter des géométries complexes
et mobiles sur des temps de calcul relativement courts.

Pendant le présent travail, on étudie une méthode IBM améliorée, conçue à l'origine pour des
écoulements incompressibles, qui est étendue aux écoulements compressibles avec des nouveaux
termes de forçage, relatifs en plus de la vitesse à la température, la pression et la masse volu-
mique.
Nous envisageons également de concevoir une librairie des frontières immergées capable d'être
implémentée dans les di�érents algorithmes des codes de calcul compressibles. Pour cette rai-
son, nous avons choisi de développer le travail de recherche dans le cadre de la plate-forme
numérique OpenFOAM. Ce logiciel est une librairie des codes C++ largement utilisée par la
communauté scienti�que pour l'analyse d'une vaste gamme des problèmes de la mécanique des
�uides. Ainsi, dans ce travail, on choisit d'appliquer notre méthode sur deux solveurs compress-
ibles d'OpenFOAM : sonicFOAM et rhoCentralFOAM avec deux architectures di�érentes.
L'objectif principal du travail de recherche est la validation des caractéristiques fondamentales
(précision, robustesse...) de la méthode numérique développée. Pour cette raison, les géométries
choisies pour les applications de cette nouvelle approche des frontières immergées sont prin-
cipalement le cylindre (pour les applications 2D) et la sphère (pour les applications 3D) qui
représentent des outils de modélisation incontournables notamment dans la phase d'avant-
projet. L'objectif de ces cas d'application classiques est la validation de la nouvelle approche
sur une large gamme des nombres de Mach et des nombres de Reynolds laminaires et également
sur di�érents types des conditions aux limites sur la température appliquée à la structure :

• Condition neutre (i.e. la surface du corps n'interagit pas directement avec l'écoulement
par rapport au transfert de chaleur).

• Condition de température imposée.

• Condition de �ux imposé.

D'autre part, on choisit d'analyser les écoulements autour des pro�ls d'ailes, �xes et en mou-
vement, à di�érents Ma et Re ce qui constitue un cas 2D complexe où l'on met en évidence les
atouts de la nouvelle méthode.
Finalement notre dernier objectif est de simuler et d'analyser l'écoulement autour d'un drone
ce qui constitue un cas complexe en écoulement tridimensionnel.

0.3 Plan de la Thèse

Pour commencer, nous introduirons les notions et les outils relatifs aux écoulements com-
pressibles et aux simulations numériques. Nous détaillerons par la suite les di�érentes approches
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des frontières immergées de la littérature relatives aux écoulements incompressibles et compress-
ibles.
Une fois ces approches introduites, nous commençons le développement de notre approche des
frontières immergées pour l'analyse des écoulements compressibles.
Dans le troisième chapitre de la thèse, on e�ectue une étude de validation sur des cas 2D (cylin-
dre et pro�l d'aile) où l'on étudie les principaux paramètres physiques de l'écoulement.
Finalement, les deux derniers chapitres sont consacrés à deux applications 3D de notre approche
IBM sur des problématiques physiques complexes :

• Chapitre 4 : Une étude de l'émergence des régimes des écoulements compressibles autour
d'une sphère en fonction des nombres de Mach et de Reynolds et une analyse de l'e�et
de la température imposée sur la sphère.

• Chapitre 5 : L'étude d'un écoulement compressible autour d'un drone.
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1.1 Les équations de Navier-Stokes pour les écoulements
compressibles

La méthode des frontières immergées, quelle que soit l'approche utilisée, est basée sur l'in-
troduction des termes de correction au sein des équations utilisées pour la représentation de
l'écoulement. En particulier, les équations de Navier-Stokes sont ici considérées. Ainsi, il est
important de bien identi�er la signi�cation physique de chacun des termes de ces équations a�n
d'en déduire les corrections nécessaires mathématiquement mais surtout des corrections qui
ont leur légitimité physique. C'est pourquoi dans ce paragraphe, on prend le soin de détailler
toutes les bases théoriques pour la détermination des termes sources dans notre approche des
frontières immergées.

Lois de conservation
D'une manière générale, on considère un volume de contrôle matériel V (t) et la surface totale
qui le limite, et on étudie la variation d'une grandeur extensive A(x, t) contenue dans ce volume
à l'instant t. Le bilan de cette grandeur extensive s'écrit :

D

Dt

∫
V (t)

A(x, t) dV +

∫
S(t)

ΦA.n ds =

∫
V (t)

PA dV (1.1)

avec :

• D
Dt

: la dérivée particulaire

• S : surface du domaine d'étude

• x : la position spatiale

• PA : taux de production volumique

• ΦA : �ux de di�usion de A à travers la surface S

Lorsque les quantités D
Dt
,S,PA et ΦA sont continues sur le domaine V (t), et en utilisant le

théorème de Stokes, le bilan local en un point M du domaine et à l'instant t s'en déduit :

∂A

∂t
+ div(Au + ΦA) = PA (1.2)

avec :

• u : Champ des vitesses

En mécanique des �uides compressibles, on s'intéresse à plusieurs bilans des quantités extensives
notamment le bilan de la masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie totale.

Bilan de masse
La grandeur extensive dans ce paragraphe est la masse contenue dans le volume de contrôle
V (t) et la grandeur intensive associée est la masse volumique locale ρ(x, t). Dans notre cas, on
considère qu'il n'y a pas ni de production de la masse au sein de l'écoulement ni de �ux de
di�usion ΦA à travers la surface du volume de contrôle V (t). Ainsi, le bilan de masse se réduit
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à :
Bilan global de la masse :

D

Dt

∫
V (t)

ρ(x, t) dV = 0 (1.3)

Bilan local de la masse :
∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0 (1.4)

Cette équation traduit la conservation de la masse en tout point du �uide. Cette propriété est
particulièrement importante dans le cas des méthodes des frontières immergées pour s'assurer
qu'il n'y a pas de fuite à travers l'interface �uide-solide.

Bilan de la quantité de mouvement
De la même façon, on obtient le bilan global de la quantité de mouvement :

D

Dt

∫
V (t)

ρu(x, t) dV =

∫
S(t)

[(−p I + τ) .n] ds+

∫
V (t)

[ρf(x, t)] dV (1.5)

avec :

• p : Champ de la pression

• τ : Tenseur des contraintes visqueuses

• f : Forces volumiques extérieures telles que la pesanteur ...

Comme le volume de contrôle V(t) est arbitraire, on peut transformer le bilan global 1.5 en
bilan local qui s'écrit :

D(ρu(x, t))
Dt

= grad(−p) + div(τ) + ρf(x, t) (1.6)

En combinant le bilan de la masse et le bilan de la quantité de mouvement, on trouve une
nouvelle formulation de ce dernier :

ρ
D(u(x, t))

Dt
= grad(−p) + div(τ) + ρf(x, t) (1.7)

Bilan de l'énergie totale
En appliquant le premier principe de la thermodynamique au volume de contrôle V (t), le bilan
global de l'énergie totale massique et s'écrit :

D

Dt

∫
V (t)

ρ(et(x, t)) dV =

∫
V (t)

[ρf(x, t).u+ q](x, t) dV+

∫
S(t)

[[(−p I+τ) .n] .u(x, t)] ds−
∫
S(t)

[r .n] dV

(1.8)
avec :

• q : terme source thermique volumique extérieur

• r : �ux de chaleur par conduction, calculé par la loi de Fourier (r = −λgrad(θ) avec λ
est la conductivité thermique).
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Comme le volume de contrôle V (t) est arbitraire, on peut transformer le bilan global de l'énergie
totale massique 1.8 en bilan local qui s'écrit :

ρ
D(et(x, t))

Dt
= − div(pu) + div(τu)− div(r) + ρf · u + q (1.9)

D'autre part, l'expression de l'énergie interne massique e s'écrit :

e(x, t) = et(x, t)−
1

2
u2(x, t) (1.10)

Ainsi le bilan local de l'énergie interne massique s'écrit :

ρ
D(e(x, t) +

1

2
u2(x, t)))

Dt
= − div(pu) + div(τu)− div(r) + ρf · u + q (1.11)

Finalement, l'équation de fermeture est l'équation d'état des gaz parfaits :

p =
ρRθ

M
(1.12)

avec :

• θ : Champ de la température

• R : Constante universelle des gaz parfaits

• M : Masse molaire

Il faut bien noter qu'on considère pour la suite du travail que le �uide est newtonien. Sous cette
hypothèse, le tenseur de contraintes visqueuses τ s'écrit :

τ = η div(u) I + 2µD (1.13)

avec :

• η et µ : Coe�cients de viscosité. Ils sont reliés par la relation : 2µ+ 3η = 0.

• D = sym[grad(u)] est le tenseur des taux de déformation.

Physique des écoulements compressibles

Ce système des équations aux dérivées partielles (EDP) qui fait intervenir plusieurs paramètres
physiques (vitesse, pression, température, masse volumique ...), traduit une physique spéci�que
aux écoulements compressibles.
Ces �uides compressibles peuvent être caractérisés déjà par leur compressibilité intrinsèque en
absence de tout écoulement qui se mesure via la vitesse de la propagation des ondes acoustiques
c :

c2 = (
∂p

∂ρ
)s (1.14)
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avec "s" désignant une transformation à entropie constante.
On établit ainsi une relation entre la pression et la masse volumique dans un milieu au repos et
on démontre que toute variation de pression se traduit par une variation de masse volumique
(ou de volume).
D'autre part, en se référant à l'équation de continuité 1.4, on démontre que le fait d'appliquer
une vitesse au �uide compressible provoque également une variation de la masse volumique (ou
de volume).
Ainsi, on constate qu'il y a une concurrence entre ces deux phénomènes. Par conséquent, on
dé�nit un paramètre adimensionnel pour juger de l'e�et de compressibilité dans un �uide en
mouvement, qui s'appelle le nombre de Mach Ma :

Ma =
u

c
(1.15)

En aérodynamique externe, on classi�e les écoulements compressibles en fonction du nombre
de Mach Ma :

• Écoulement subsonique : Pour cette catégorie, le nombre de Mach est compris entre 0.3 ≤
Ma ≤ Mac avec Mac est le nombre de Mach critique limite à partir duquel on observe
une apparition d'un point sonique. La valeur de ce Mach Mac dépend de la géométrie
étudiée. Les phénomènes observés dans cette catégorie des écoulements compressibles sont
similaires aux écoulements incompressibles mais avec des e�ets importants tels que par
exemple :

� L'in�uence sur le nombre de Reynolds de transition entre les écoulements laminaires
stationnaires et instationnaires.

� Les échanges de chaleur limités par l'augmentation de la température de l'écoulement
à cause de la compression du �uide.

Le domaine d'application de cette catégorie d'écoulement est large avec des applications
dans l'aviation civile , le transport terrestre ...

• Écoulement transsonique : qui se caractérise par l'apparition des chocs localisés sur le
corps étudiés et qui divise l'écoulement en zone subsonique et en zone supersonique.
Ainsi, plusieurs phénomènes complexes apparaissent notamment l'interaction choc-couche
limite. Pour cette catégorie, le nombre de Mach est compris entre Mac ≤Ma ≤ 1.4.
C'est le régime de vol des avions. On trouve cette catégorie d'écoulement également autour
des aubes des turbomachines.

• Écoulement supersonique : qui se caractérise par une onde de choc étendue qui sépare
une zone supersonique (Ma ≥ 1) et une zone subsonique (Ma < 1). Les phénomènes
spéci�ques à cette catégorie des écoulements compressibles sont plutôt focalisés sur la
forme et l'emplacement de l'onde de choc et son in�uence sur la topologie de l'écoulement
derrière ces discontinuités.
L'étude des écoulements supersoniques trouve son intérêt dans des applications militaires
(avions de chasses, missiles tactiques ...) et des applications spatiales.

• Écoulement hypersonique : où les ondes de choc et des autres variations des propriétés de
l'écoulement sont spécialement forts. Cette catégorie d'écoulement sort du cadre classique
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des équations de Navier-Stokes et nécessite un traitement spécial. Dans ce travail, les
écoulements hypersoniques ne seront par étudiés.

Il faut noter ici que pour les nombres de Mach très faibles (Ma ≤ 0.3), la variation de la masse
volumique est négligeable et l'écoulement est considéré incompressible. D'autre part, la couche
limite, qui se forme autour des corps, est fortement in�uencée par les e�ets de compressibilité.
Ces e�ets sont visibles sur deux paramètres clés :

• Le coe�cient de frottement : on constate une diminution du coe�cient de frottement
grâce à l'e�et de compressibilité.

• Le coe�cient de �ux de chaleur : contrairement au coe�cient de frottement, une augmen-
tation de compressibilité entraîne une augmentation de la température autour du corps
ce qui limite l'échange thermique et ainsi une diminution du coe�cient de �ux de chaleur.

Également, la transition laminaire-turbulente de la couche limite est in�uencée par les e�ets de
compressibilité via la modi�cation des gradients de la pression.
Finalement, on constate que les coe�cients aérodynamiques tels que le coe�cient de traînée
Cd et le coe�cient de portance Cl dépendent du nombre de Mach :

• Une augmentation de Cd à cause notamment d'un nouveau type de traînée spéci�que aux
écoulements compressibles qui s'appelle la traînée d'onde.

• Une augmentation de Cl avec le Ma via l'augmentation du coe�cient de pression Cp.

1.2 Méthodes numériques pour les écoulements compress-
ibles

Plusieurs méthodes numériques ont été développées pour l'analyse des écoulements com-
pressibles. Le fait de la présence des phénomènes liés à l'e�et de compressibilité tels que les
ondes acoustiques, ondes de chocs, ... nécessitent un traitement adapté à l'ensemble des prob-
lématiques présentes. La méthode des volumes �nis est l'une des approches les plus utilisées
pour résoudre les équations Navier-Stokes compressibles. On présente ainsi la discrétisation des
termes présents dans les bilans de conservation dans la cadre de la méthode des volumes �nis
sur une maille m et pour une variable A entre les instants n(∆t) et (n+ 1)(∆t) :

Terme instationnaire

∂

∂t

∫
Vm

AdV =
(An+1

m − Anm)

at
× Vm (1.16)

avec :

• Vm : le volume de la maille m

• Am : la valeur de A sur la maille m

• at : coe�cient qui résulte de la discrétisation numérique du terme temporel. Par exemple,
pour un schéma d'Euler at = ∆t et pour un schéma Backward at = 1.5×∆t.
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Terme de convection

∫
Sm

(uA) · dS =
∑
f

Sf · ufAf (1.17)

avec :

• Sm : les surfaces de la maille m

• f : le nombre de faces de la maille m

Terme de di�usion

∫
Sm

(µf∇(A)) · dS =
∑
f

µAfSf · (∇A)f (1.18)

avec :

• µf : coe�cient de di�usivité

• ∇(φ) : gradient de φ

Terme de pression

∫
Sm

pdS =
∑
f

Sfpf (1.19)

Dans ce travail, on choisit d'utiliser les solveurs volumes �nis d'OpenFOAM comme base pour
le développement numérique de la simulation des écoulements compressibles.

1.3 Solveurs compressibles d'OpenFOAM

OpenFOAM (Open source Field Operation And Manipulation) est un référentiel large et
évolutif de librairies C ++, publié sous licence publique GNU (GPL) et utilisant des modules
de calcul-parallèle. Il contient des solveurs relatifs aux di�érents domaines d'applications et
notamment pour les écoulements compressibles où chaque équation est résolue séparément en
traitant implicitement la variable inconnue dans l'équation et le reste des variables explicite-
ment. Des récentes activités de recherche académiques et industrielles ont été développées sur
la base des solveurs d'OpenFOAM [1, 2, 3] qui devient de plus en plus utilisé.
Dans cette section, on présente brièvement les deux architectures des solveurs compressibles
d'OpenFOAM : le solveur basé sur la masse volumique (Density-based solver :rhoCentralFoam)
et le solveur basé sur la pression (Pressure-based solver :sonicFoam).
Il faut noter que dans cette étape, les termes sources sont nuls.
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Density-based solver

On commence par la description du solveur rhoCentralFoam. Les schémas numériques de
Kurganov et Tadmor "KT" [4] et de Kurganov, Noelle et Petrova "KNP" [5] sont utilisés,
et permettent de capturer les caractéristiques des discontinuités / chocs tout en conservant
une formulation générale du schéma centré du second ordre. Avec ces schémas numériques,
l'intégration du terme convectif sur un volume de contrôle V s'écrit :∑

f

πfσf =
∑
f

βπf+σf+ + (1− β)πf−σf− + ωf (σf− − σf+) (1.20)

avec :

1. le �ux massique πf

2. la variable inconnue volumique σ = (ρu); (u(ρu)); (u(ρet))

3. f+ et f− représente les deux directions de �ux entrant et sortant, respectivement.

4. β le coe�cient du poids de f+ et f−

5. ωf le �ux massique di�usif de la vitesse maximale de propagation de chaque discontinuité

On note que dans cette formulation du terme convectif, les deux premiers termes sont relatifs
au débit de l'écoulement (la vitesse des particules) et le dernier terme traduit la contribution
de la propagation des ondes. De plus, la di�érence entre les deux schémas est dans la dé�nition
de ωf :

ωf =

{
0.5×max(ςf+; ςf−) ”KT”

0.25× (ςf+ + ςf−) ”KNP”
(1.21)

avec :

• ςf+ = max(cf+ | Sf | +πf+; cf− | Sf | +πf−; 0)

• ςf− = max(cf+ | Sf | −πf+; cf− | Sf | −πf−; 0)

• c : vitesse de son

La résolution numérique est ici e�ectuée avec un cycle combiné. Initialement, les termes de
viscosité et de �ux de chaleur sont négligés. Suite à cette première prédiction, des équations
d'évolution progressivement plus complètes sont considérées. Ainsi, les matrices φ′u, φu, φ′et et
φe utilisées ci-dessous représentent la discrétisation en volumes-�nis de :

1. l'équation de quantité de mouvement excluant le terme visqueux et le terme de la pression

2. l'équation de la quantité de mouvement

3. l'équation de l'énergie totale excluant le terme de �ux de chaleur

4. l'équation de l'énergie interne

Les coe�cients au, aet et ae résultent de la discrétisation numérique des termes temporels et
spatiaux. Les équations de Navier-Stokes sont ainsi résolues entre l'instant n et l'instant n+ 1
dans l'ordre suivant :
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1. L'équation de continuité 1.4 pour la masse volumique ρn+1 :

ρn+1 =
φρ(ρ

n,un)

aρ
(1.22)

2. L'équation de la quantité de mouvement 1.7 pour une estimation intermédiaire de la
quantité de mouvement (ρu)?. Dans cette étape, les termes de viscosité sont exclus :

(ρu)? =
φ′u((ρu)n)

au
− gradpn

au
(1.23)

3. Le champ des vitesses est ainsi calculé : u? = (ρu)?/ρn+1

4. L'équation de la quantité de mouvement, incluant les termes de viscosité, est résolue à
nouveau en combinant avec l'équation 1.23 :

ρn+1un+1 = ρn+1u? +
φu(ρn,un)

au
− φ′u((ρu)n)

au
(1.24)

5. Mise à jour de la quantité de mouvement : (ρu)n+1 = ρn+1un+1

6. L'équation de l'énergie 1.9 pour l'énergie totale (ρet)
? est résolue en excluant le terme de

�ux de chaleur.

(ρet)
? =

φ′et(u
n+1, (ρet)

n)

aet
− div(pnun)

aet
(1.25)

7. Mise à jour d'une estimation intermédiaire de l'énergie interne e? associée à (ρet)
? :

e? =
(ρet)

?

ρn+1
− 0.5(un+1 · un+1) (1.26)

et une estimation intermédiaire de la température θ? = e?/cv

8. Résolution de l'équation de l'énergie pour l'énergie interne en+1 incluant le terme de �ux
de chaleur :

ρn+1en+1 = ρn+1e? +
φe(ρ

n+1,un+1, en)

ae
− div(λ(θ?)grad(θ?))

ae
−
φ′et(u

n+1, (ρet)
n)

aet
(1.27)

9. Finalement, on met à jour le champ de la température θn+1 = en+1/cv et de la pression
pn+1 = ρn+1 · (rθn+1).

Pressure-based solver

Comme précédemment mentionné, sonicFoam est un solveur ségrégé basé sur l'équation
de Poisson et reposant sur une discrétisation implicite de la dérivée temporelle et une étape
implicite de la pression utilisant une décomposition des opérateurs (PIMPLE) et une résolution
itérative [6, 7]. Les di�érentes étapes de l'algorithme sont maintenant décrites pour l'évolu-
tion temporelle du pas de temps n à n + 1. Une première estimation des quantités ρ?, U? et



38 CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART

e? est calculée à travers une discrétisation en volumes �nis des équations 1.4 , 1.7 et 1.9 ,
respectivement :

ρ? =
φρ(ρ

n,un)

aρ
(1.28)

u? =
φu(ρ?,un)

au
− gradpn

au
(1.29)

e?t =
φet(ρ

?,u?, ent )

aet
− div(pnu?)

aet
(1.30)

Les termes φρ, φu et φe représentent les résultats de la discrétisation en volumes �nis pour
chaque terme à l'exception des termes liés à la pression et des termes de forçage (qui sont pour
l'instant considérés comme nuls). Les termes aρ, au et ae incluent des coe�cients résultant de
la discrétisation temporelle et éventuellement de la modélisation de la turbulence / sous-maille.
Deux aspects importants doivent être soulignés :

• Les équations 1.28, 1.29 et 1.30 ne sont pas résolues simultanément, mais elles sont stricte-
ment résolues dans l'ordre présenté en raison de leur structure imbriquée ;

• les équations sont résolues en utilisant le champ de pression calculé au précédent pas de
temps n.

La prédiction du nouveau champ de pression est obtenue par manipulation de l'équation
de la quantité de mouvement 1.7 via l'application de l'opérateur de divergence. L'équation de
Poisson résultante pour le champ de pression est :

div(gradp) = − ∂

∂t
div(ρu)− div(div(ρu⊗ u)) (1.31)

Le terme ∂div(ρu)/∂t, qui est égal à zéro dans les écoulements incompressibles, peut être
reformulé en utilisant l'équation 1.4 :

div(ρu) = −∂ρ
∂t

= −∂ρ
∂p

∂p

∂t
= −Ψ

∂p

∂t
(1.32)

avec Ψ = ∂ρ/∂p est le coe�cient de compressibilité normalisé. La combinaison des équations
1.31 et 1.32 fournit une équation d'évolution pour p, qui peut être discrétisée sous la forme
suivante :

p? =
φp(p

n, ρ?,u?)

ap
(1.33)

L'équation 1.33 permet l'avancement temporel de p. La boucle PIMPLE consiste en :

1. une résolution de l'équation 1.33, qui permet de mettre le champ de pression à un état
intermédiaire p?

2. les équations 1.28, 1.29 et 1.30 sont résolues en utilisant la valeur de p?. Les nouvelles
quantités physiques calculées sont utilisées pour fournir une nouvelle estimation pour le
champ de la pression.
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Cette boucle continue jusqu'à ce qu'un critère de convergence approprié dé�ni par l'utilisa-
teur soit satisfait. En raison de l'utilisation d'une quasi-équation de Poisson pour déterminer
la pression p, cet algorithme fonctionne mieux pour les nombres de Mach, où les e�ets de
compressibilité ne sont pas dominants.

1.4 Approches numériques pour l'aérodynamique externe
autour de géométrie complexe / mobile

La résolution des équations de Navier-Stokes pour des écoulements autour de géométrie com-
plexe montre des aspects problématiques qui doivent être gérés. Plusieurs approches numériques
ont été développées a�n de simuler l'écoulement autour des obstacles présents dans des envi-
ronnements non-con�nés.
Plusieurs axes de développement ont été élaborés notamment la grille du domaine de calcul où
il existe deux stratégies du maillage de la partie solide et de la partie �uide : conforme ou
indépendant.Les principales méthodes de l'approche du maillage conforme (ou adapté) sont :
la méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) et la méthode chimère. D'autre part la prin-
cipale méthode de l'approche du maillage indépendant (non conforme) est la méthode des
frontières immergées.

Méthode ALE

Cette méthode a été introduite par Noh [8] et elle se base sur une description hybride du
domaine de calcul en combinant les avantages de la description lagrangienne et de la description
eulérienne mais avec une vitesse de maillage arbitrairement dé�nie : les n÷uds de maillage se
déplacent avec le �uide d'une façon lagrangienne et les grandes déformations du maillage sont
gérées d'une façon eulérienne. La vitesse de maillage est déterminée de façon à minimiser les
déformations du maillage. La méthode a été développée par la suite pour des formulations
des di�érences �nies et des volumes �nis par Franck et Lazarus [9], Trulio [10] et Hirt et al
[11]. Cette méthode est largement utilisée dans la littérature pour l'analyse des interactions
�uide-solide. Cependant, elle est limitée à des déplacements ou à des déformations relativement
faibles. Elle a besoin également des procédures de remaillage dès que le corps est mobile.

Méthode Chimère

La méthode chimère est également une technique du maillage conforme introduite par J.L.
Steger et F.D.J. Benek [12]. Elle consiste à créer des sous-domaines indépendants qui se re-
joignent à leurs interfaces par interpolation et par conséquent les équations sont couplées via
des conditions de transmission (dans la méthode des éléments �nis) ou en imposant la conti-
nuité des �ux (dans le contexte des volumes �nis). Cette méthode trouve tout son intérêt dans
le cas des simulations impliquant des parties mobiles car les parties du maillage indépendantes
sont libres de se déplacer par rapport aux autres. Ainsi on n'a pas besoin de remailler à chaque
pas de temps, ce qui permet un gain de temps de calcul considérable mais avec une précision
limitée à cause de la discontinuité de maillage.
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Solide 

Fluide 

Figure 1.1 � Transformation de la surface de solide en points Lagrangiens sur une grille
cartésienne.

Méthode des frontières immergées

Les études de conception des valves arti�cielles menées par Peskin ont mis l'accent sur le
besoin de mettre en place un modèle numérique qui modélise l'écoulement autour des corps
mobiles tel que l'écoulement du sang autour de ces valves. Les méthodes de résolution clas-
siques des équations de Navier-Stokes proposées, entre autres, par Chorin [13] présentent des
limites pour traiter ces problématiques. Dans ce contexte, Peskin [14] développe en 1972 une
nouvelle méthode mieux adaptée à ce type de problème où la frontière physique du corps étudié
est remplacée par un champ de force qui impose à la partie �uide les même conditions que la
frontière réelle (Figure 1.1).
L'originalité de la méthode est le fait que le maillage de la partie �uide n'est pas adapté au corps
solide ce qui permet d'utiliser des maillages structurés même avec des géométries complexes et
d'autre part pouvoir traiter des géométries mobiles sans remaillage.

Par conséquent, chaque méthode possède des avantages et des inconvénients.
Dans cette thèse, on se focalise sur la méthode des frontières immergées parce
qu'elle permet :

• l'utilisation des schémas numériques précis grâce au maillage cartésien, parce
que le maillage ne se déforme pas et donc la precision des schémas peut être
contrôlée plus facilement.

• un calcul plus rapide notamment pour les géométries mobiles.

Nous développons, ainsi, une approche IBM bien adaptée pour l'analyse et le con-
trôle des écoulements compressibles notamment dans le cas des géométries com-
plexes et mobiles .
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1.5 Méthodes des frontières immergées

Dans cette partie, on détaillera les méthodes des frontières immergées développées aupara-
vant a�n de choisir la formulation qui servira de base au développement d'une nouvelle méthode
qui respecte les critères suivants :

• Une formulation valable pour les écoulements compressibles subsoniques, transsoniques
et supersoniques.

• Une formulation simple à implémenter.

• Une formulation capable de s'intégrer dans les di�érents types de solveurs compressibles.

1.5.1 Formulation originale de Peskin

On commence par la formulation originale de Peskin qui reste incontournable pour la com-
préhension de toutes les approches qui en découlent.
En fait, Peskin propose d'étudier l'écoulement du sang autour d'une valve 2D du coeur. Le do-
maine d'étude est maillé avec une grille cartésienne. La valve est représentée avec un ensemble
de points Lagrangiens. Il faut noter que d'une manière générale, les n÷uds du maillage cartésien
(les points Eulériens) ne coïncident pas avec les points Lagrangiens qui délimitent la valve.
Ainsi, le problème est modélisé par le système d'équations suivant :

F = M(X) (1.34)

f(x) =

∫
X∈∂D

F(X)δ(x−X) dX (1.35)

ρ
∂u
∂t

= P (−ρ (u.
−−→
grad)u + η

−−→
grad (div(u)) + f) (1.36)

div (
−−→
grad(p)) = − ρ div(u div(u)) (1.37)
dX
dt

=

∫
x∈D

u(x)δ(x−X) dx (1.38)

• L'équation 1.34 introduit le terme de forçage F. Cette force de correction est déterminée
à partir de la con�guration spatiale et les propriétés physiques de la frontière du corps qui
se regroupent au sein de la matrice M. Dans le cas des écoulements étudiés par Peskin,
la paroi de la valve est une frontière élastique ainsi elle est régie par la loi de Hooke.
A�n de calculer la force au niveau de chaque point LagrangienXk, on met en place un
système de liaisons bipolaires entre ce point et le reste des points Lagrangiens et Eulériens
(Figure 1.2). On la note Lki avec i l'indice du deuxième point de la liaison.
Deux types de liaisons peuvent être utilisés :

� "Corde" dans le cas des frontières élastiques

� "Barre" dans le cas des frontières mobiles

Chaque liaison est aussi caractérisée par une longueur au repos R0 et une raideur S. Ainsi,
pour une longueur R de Lki, la tension Tki, qui s'en est générée, est :
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Figure 1.2 � Schéma illustrant les forces de correction introduites par Peskin.

� Pour une liaison type "corde"

Tki =

{
S(R−R0) R ≥ R0

0 sinon
(1.39)

� Pour une liaison type "barre", Tki = S(R−R0) pour toute R.

Par la suite, le terme de forçage Fk au point Lagrangien Xk est la somme des tensions de
toutes les liaisons qui passent par ce point :

Fk =
∑
i

Tki (1.40)

• L'équation 1.35 représente la di�usion de la force, initialement calculée sur un point
Lagrangien, sur l'ensemble des points Eulériens du domaine de calcul. Ainsi, la fonction
delta représente une étape clé de la méthode. Peskin propose une expression de la fonction
δ qui permet de faire le lien entre les points Eulériens et les points Lagrangiens même
pour des parois en mouvement :

δh(r) =
1

16h2

{
2− |r| r ≤ 2h

0 sinon
(1.41)

avec :

� r : la distance entre le point Lagrangien et le point Eulérien.

� h : le pas spatial.

Cette fonction a été choisie parce qu'elle véri�e principalement deux conditions :
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� La continuité partout dans le domaine de calcul a�n de pouvoir traiter des frontières
mobiles et assurer la transformation entre les points Lagrangiens et Eulériens de
manière continue.

� La conservation de l'intégrale de toute fonction continue ϕ :

ϕ(Xk) =

∫
x∈D

ϕ(x)δ(x−Xk) dx (1.42)

• L'équation 1.36 introduit un opérateur de projection P qui est dé�ni par :

wD = P (w) (1.43)

si et seulement si

div(wD) = 0 et w = wD + div(ϕ) (1.44)

avec w et wD deux champs vectoriels et ϕ un champ scalaire. Les propriétés intéressantes
qui découlent de cette dé�nition sont :

� P est un opérateur linéaire

� P (divϕ) = 0 pour tout champ scalaire ϕ

� P (w) = w pour tout vecteur w à divergence nulle

Ainsi les propriétés de l'opérateur P assurent l'équivalence entre l'équation 1.36 et le
système des équations de continuité et de la quantité de mouvement parce que dans le cas
où le champ des vitesses est initialement à divergence nulle, alors il restera à divergence
nulle pour tout instant ultérieur.
L'avantage d'une telle formulation est sa capacité à résoudre séparément le champ des
vitesses 1.36 et par la suite le champ de la pression 1.37.
Cette reformulation des équations de Navier Stokes demeure une méthode très utilisée
pour étudier les écoulements incompressibles [14] et elle est développée également pour
étudier les écoulements compressibles notamment grâce aux travaux de Issa [6] et Chung
[15].

• L'équation 1.38 représente la condition de non glissement à la frontière de la valve.
Celle ci exprime la relation entre la position du point Lagrangien X et la vitesse des
points Eulériens qui l'entourent via une fonction δ.

Cette formulation a été testée avec succès sur l'écoulement autour des valves cardiaques mais
elle présente tout de même des faiblesses telles que :

• L'utilisation de cette fonction d'interpolation réduit la précision spatiale. Ainsi, [16, 17,
14, 18] ont proposé des nouvelles fonctions d'interpolation plus e�caces a�n d'augmenter
la précision de la méthode.

• La formulation est conditionnellement stable([19, 20]), ainsi, elle est très coûteuse à cause
de la restriction imposée au nombre de CFL du fait de la formulation explicite du schéma
numérique temporel. D'autre part, l'utilisation d'une formulation implicite permet d'avoir
un schéma inconditionnellement stable mais elle nécessite des sous-itérations supplémen-
taires très coûteuses également([21, 22]). A�n de contourner ce problème, des approches
semi-implicites ont été développées pour le calcul du terme de forçage([21, 22, 23, 24, 25])
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Par la suite, cette approche numérique, initialement développée pour traiter les frontières élas-
tiques, a été étendue pour les frontières rigides.
Il existe deux principales familles de méthodes des frontières immergées :

1. Les approches continues où le terme de forçage s'applique aux équations de Navier-Stokes
avant la discrétisation.

2. Les approches discrètes (directes et indirectes) où le terme de forçage s'applique aux
équations de Navier-Stokes discrètes.

1.5.2 Approches continues directes

Dans le cas des corps solides, il existe 3 formulations du terme de forçage :

1. La première approche est introduite par Goldstein et al. [26] et appelée "Méthode des
frontières virtuelles". En fait, le corps est considéré comme une surface virtuelle appliquant
une force sur le �uide qui impose une vitesse sur la surface du solide. Pour ce faire, il
propose un modèle d'oscillateur amorti inspiré de la théorie du contrôle des systèmes
linéaires où le terme de forçage se calcule d'une manière rétroactive de sorte que le champ
des vitesses dans la partie �uide est utilisé pour déterminer la force nécessaire([26],[27]).
Dans ce cas, le terme de forçage Fk au point Lagrangien Xk s'écrit :

Fk = −κ1
∫ t

0

(utarget − u)(τ) dτ − κ2(utarget − u) (1.45)

avec :

• utarget : la vitesse souhaitée au point Lagrangien Xk

• κ1 et κ2 : les deux constantes du modèle.

κ1 et κ2 doivent prendre des valeurs assez grandes a�n de bien forcer la vitesse au niveau
des points Lagrangiens à avoir des valeurs su�samment proches de zéro. Cette approche
a été testée sur un écoulement :

• autour du cylindre �xe à des nombres de Reynolds modérés Re = 550,

• dans un canal turbulent avec rainures.

Comme Goldstein a choisi la méthode spectrale pour l'étude de ces exemples, ainsi il a
construit un maillage qui coïncide avec les points Lagrangiens ce qui lui permet de ne pas
utiliser une fonction d'interpolation. Les résultats obtenus sont prometteurs avec cette
approche mais il reste des limites relatives à l'utilisation des coe�cients κ1 et κ2
Cette approche a été par la suite utilisée par Saiki et al. [18] avec un solveur des di�érences
�nies dont l'objectif est de supprimer les oscillations numériques parasites observées avec
l'approche de Goldstein et al. [26]. Ainsi, l'étape d'interpolation est incontournable surtout
dans le cas de simulation des frontières mobiles pour calculer les vitesses aux niveaux
des points Lagrangiens qui vont servir par la suite à calculer le terme de forçage dans
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l'équation 1.45. Pour ce faire, Saiki utilise une fonction bilinéaire qui s'écrit au point
Lagrangien Xk :

U(Xk) =



i+1,j+1∑
i,j

(xk − xi+1)(yk − yj+1)

(xi − xi+1)(yj − yj+1)
×Ui,j xi < xk et yi < yk

i+1,j+1∑
i,j

(xk − xi+1)(yk − yj−1)
(xi − xi+1)(yj − yj−1)

×Ui,j xi < xk et yi > yk

i+1,j+1∑
i,j

(xk − xi−1)(yk − yj+1)

(xi − xi−1)(yj − yj+1)
×Ui,j xi > xk et yi < yk

i+1,j+1∑
i,j

(xk − xi−1)(yk − yj−1)
(xi − xi−1)(yj − yj−1)

×Ui,j xi > xk et yi > yk

(1.46)

Cette approche a été utilisée a�n d'étudier l'écoulement :

• autour du cylindre �xe à des nombres de Reynolds modérés Re ≤ 400.

• autour du cylindre oscillant à Re = 200.

Également dans ces cas, les valeurs de ces constantes ont une in�uence sur la stabilité et
la rapidité de la convergence du modèle.

2. La deuxième approche est introduite par Lai et al. [17] et elle est inspirée directement
de la formulation pour les frontières élastiques où la force de tension (Loi de Hook) est
remplacée par une force de rappel (modélisation type ressort) (Voir �gure 1.3).

𝑭𝑲 

𝑿𝑘 

𝑿𝑲
𝒆  

Figure 1.3 � Terme de forçage entre la position du point Lagrangien actuelle (◦) et la position
souhaitée (?).
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Le terme de forçage Fk au point Lagrangien Xk s'écrit ainsi :

Fk = −κ3(Xk −Xe
k(t)) (1.47)

avec :

• Xk(t) : position e�ective du point Lagrangien Xk à l'instant t.

• Xe
k(t) : position souhaitée du point Lagrangien Xk à l'instant t.

• κ3 : raideur du ressort.

En fait, à chaque mouvement de la position du point Lagrangien Xk(t), une force de
rappel tend à le ramener à sa position de référence Xe

k(t). Ainsi, Xk(t) et X
e
k(t) sont reliés

durant la simulation par une sorte de ressort de raideur κ3. Cette constante doit prendre
des grandes valeurs a�n de respecter la rigidité du corps. Cependant, cette condition
entraîne des problèmes de stabilité sur le modèle. D'autre part, des faibles valeurs de κ3
engendrent des oscillations élastiques parasites. On note que cette approche peut être
interprétée comme une formulation particulière de l'approche de Goldstien (1.45) avec
κ2 = 0.
Lai et al. [17] ont implémenté la méthode dans un solveur de type di�érences �nies. La
fonction d'interpolation s'écrit au point Lagrangien Xk :

δh(r) =
1

8h


(

3− 2 | r | /h+
√

1 + 4 | r | /h− 4((| r | /h)2)
)

| r |≤ h[
5− 2 | r | /h−

√
−7 + 12 | r | /h− 4((| r | /h)2)

]
h ≤| r |≤ 2h

0 sinon
(1.48)

Cette approche a été testée sur un écoulement incompressible autour du cylindre pour
plusieurs nombres de Reynolds.

3. La troisième approche s'appelle méthode de pénalisation où le domaine de calcul est
modélisé comme un milieu poreux. Dans ce cas, l'écoulement est régi par le système
d'équations de Navier-Stokes/Brinkman [28]. Cette approche a été introduite par Arquis
et Caltagirone [29] pour calculer le terme de forçage Fk qui s'écrit au point Lagrangien
Xk :

Fk = κ4 × κ5(utarget − u) (1.49)

avec :

• κ4 : le paramètre de pénalisation ou le coe�cient de perméabilité qui permet de
dé�nir les parties solides et les parties �uides du domaine de calcul.

• κ5 : la fonction masque qui assure le passage entre la partie �uide et la partie solide.

Angot et al. [30] ont développé par la suite l'approche de pénalisation en proposant
une étude mathématique de l'implémentation de ce terme de forçage. On prouve que la
méthode présente plusieurs avantages tels que :

• la facilité de la mise en ÷uvre.

• la robustesse des calculs.
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• l'e�cacité des résultats.

Cependant, il existe des limites sur les coe�cients de la formulation de forçage (1.49) :

• κ4 doit être déterminé en fonction de la simulation a�n d'améliorer la précision de la
méthode et doit avoir une valeur assez importante dans le solide pour améliorer le
forçage mais pas trop pour garantir la stabilité du résultat. Angot et al. [30] montrent
que l'erreur due au paramètre de pénalisation est toujours négligeable devant l'erreur
d'approximation de l'approche numérique.

• κ5 doit éviter les points singuliers de forçage. Pour ce faire, Kevlahan et al. [31] pro-
posent d'utiliser la fonction de Heaviside ce qui améliore la régularité de la fonction
de forçage à l'interface �uide-solide. Par la suite, Gazzola et al. [32] introduisent la
fonction suivante :

κ5 =


0 d < −ε
1

2
[1 +

d

ε
+

1

π
sin(π × d

ε
)] |d| ≤ ε

1 d > −ε

(1.50)

avec :

� d la distance algébrique de l'interface �uide-solide
� ε la longueur de support des points Lagrangiens qui s'étale en général sur 4 à 5
mailles.

L'introduction de cette fonction assure la stabilité numérique de la méthode et évite
les oscillations numériques parasites [33].

La méthode a été introduite dans des codes spectraux ([31] et [34]), des codes d'éléments
�nis [35] et volumes �nis [36]. D'autre part, l'outil Level Set (une technique numérique
d'analyse des courbes et des surfaces. Elle consiste à repérer une interface entre deux
milieux par l'introduction de courbes de niveaux et permet notamment d'étudier le mou-
vement de la surface d'un corps déformable.) a été utilisé par [32],[37],[38] et [39] pour
capturer l'interface �uide-solide.
On note que cette approche peut être interprétée comme une formulation particulière de
l'approche de Goldstien (1.45) avec κ1 = 0.
Liu et al. [40] ont développé la méthode de pénalisation pour traiter les écoulements compressibles
régis par les équations de Navier-Stokes / Brinkman. En fait, ils démontrent qu'une ex-
tension directe de l'approche donne des résultats insatisfaisants à cause des ondes para-
sites transmises dans l'obstacle solide et qui entraînent une perte de masse et d'énergie.
Ainsi, ils proposent une nouvelle technique de pénalisation adaptée aux écoulements com-
pressibles et basée sur un modèle mathématique respectant les propriétés acoustiques de
l'écoulement. Dans cette approche, la pénalisation doit être appliquée aux équations de
continuité, de la quantité de mouvement et de l'énergie. Le système d'équations s'écrit
alors :

∂ρ

∂t
= −(1 + (

1

κ6
− 1)× κ5)div(ρu) (1.51)

∂ρu

∂t
+ div(ρu⊗ u) = −gradp+ divτ + κ7κ5 × (u− usouhaite) (1.52)
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∂ρet
∂t

+ div(ρ et u) = −div(pu) + div(τu) + div(λ(θ)gradθ)

− κ7κ5 × (θ − θsouhaite)
(1.53)

avec :

• usouhaite : la vitesse à imposer à la frontière �uide-solide

• θsouhaite : la température à imposer à la frontière �uide-solide

• κ6 : porosité du domaine de calcul

• κ7 : Coe�cient de perméabilité visqueuse

• κ8 : Coe�cient de perméabilité thermique

Cette approche a été testée avec succès sur des applications acoustiques avec des ondes de
faibles amplitudes. Liu précise que l'application de la méthode à des simulations des écoulements
compressibles plus généraux génère des résultats erronés.

En résumant, les formulations continues des termes de forçage ont prouvé leurs e�cacités avec
des résultats satisfaisants mais elles soufrent tout de même d'une limitation majeure due aux
coe�cients arbitraires qu'on doit déterminer pour chaque simulation. Ainsi, des approches
indirectes ont été développées a�n de contourner cette limitation. On présente, par la suite, les
approches indirectes les plus utilisées :

• L'approche Ghost-Cell

• L'approche Cut-Cell

• L'approche discrète directe

1.5.3 Approche discrète : Ghost-Cell

La méthode Ghost-Cell (Cellule-Fantôme) a été introduite par Tseng et Ferziger [41]. Cette
approche n'est pas basée sur le calcul d'un terme de forçage à introduire dans les équations
de Navier-Stokes, mais elle consiste plutôt à appliquer la condition souhaitée directement sur
certains points du maillage Eulérien. Ainsi, certains auteurs la classi�ent dans une catégorie
particulière qui s'appelle "les méthodes des interfaces a�nées".
L'idée principale ici est de calculer les grandeurs physiques (vitesse, pression et température)
sur des mailles dites fantômes ( c'est-à-dire à l'extérieur du domaine �uide) en prenant en
compte les conditions aux limites à imposer sur l'interface �uide-solide.
Pour ce faire, Tseng et al. [41] proposent l'algorithme suivant :

1. Repérer l'interface �uide-solide. Cette étape peut se faire grâce à la fonction Level Set.

2. Dé�nir l'ensemble des points fantômes. En se référant à la thèse de Cai [42], cet ensemble
de mailles doit respecter les critères suivants (Voir �gure 1.4) :

• La maille doit appartenir à la partie solide ou sur l'interface �uide-solide.

• Elle doit avoir au moins une maille voisine dans la partie �uide ou sur l'interface
�uide-solide.
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Figure 1.4 � Répartition des points Eulériens (•), des points Lagrangiens (◦) et des points
fantômes (�) autour de l'interface �uide-solide.

• Le centre de la maille doit appartenir à la partie solide.

3. Pour chaque cellule fantôme, un schéma d'interpolation, qui intègre implicitement les
conditions aux limites, est conçu. Cette étape est importante parce que le choix de ce
schéma va déterminer l'ordre de précision de la méthode. En fait, plusieurs approches
d'interpolations ont été utilisées auparavant. On détaillera ici les expressions des schémas
d'interpolations les plus utilisés dans les cas de simulations 2D, l'extension 3D étant
triviale :

• Le premier schéma d'interpolation utilisé par Tseng et al. [41] est un schéma linéaire.
Comme il est indiqué sur la �gure (1.5), on désigne les premiers points Eulériens
voisins de la cellule fantôme dans les deux directions où les valeurs des variables
physiques sont connues. Ainsi, pour toute variable physique de l'écoulement, l'ex-
pression de son interpolation linéaire s'écrit :

δlinaire = c0 + c1x+ c2y (1.54)

avec :
c0, c1 et c2 : les coe�cients de la fonction d'interpolation. Ils sont calculés avec les
valeurs de la variable physique aux points Eulériens x1 et x2 et la valeur souhaitée
au niveau du point Lagrangien. Finalement, la valeur de la variable est ainsi calculée
au niveau de la cellule fantôme grâce à la fonction d'interpolation δlinaire.

• Le deuxième schéma d'interpolation utilisé par Tseng et al. [41] est un schéma
quadratique. Comme il est indiqué sur la �gure (1.6) , pour appliquer cette in-
terpolation, on a besoin des valeurs des variables physiques sur les points Eulériens :
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𝒙𝟐 

Figure 1.5 � Schéma d'interpolation linéaire pour l'approche Ghost-Cell.

P1, P2 et P3 voisins de la cellule fantôme dans les deux directions. Dans ce cas,
l'interpolation d'une variable physique de l'écoulement s'écrit :

δquadratique = c0 + c1x+ c2y + c3xy (1.55)

avec :
c0, c1, c2 et c3 : les coe�cients de la fonction d'interpolation. Ils sont calculés avec les
valeurs de la variable physique aux points Eulériens x1, x2, x3 et la valeur souhaitée
au niveau du point Lagrangien. Par la suite, la valeur de la variable ainsi est cal-
culée au niveau de la cellule fantôme grâce à la fonction d'interpolation δquadratique.
Iaccarino et al. [43] montrent que l'utilisation d'un schéma d'interpolation linéaire
ou quadratique conduit à avoir des résultats satisfaisants dans le cas des écoulements
laminaires et des écoulements turbulents à un nombre de Reynolds élevé à condition
que le premier point Eulérien se situe dans la sous-couche visqueuse.

• Le troisième schéma d'interpolation a été utilisé par Majumdar et al. [44] . On
propose une interpolation plutôt dans les directions normales et tangentielles. En
fait, on cherche à appliquer une interpolation linéaire dans la direction tangentielle
et une interpolation quadratique dans la direction normale, ainsi, on garde les points
Eulériens x1, x2 et x3 utilisés par le schéma d'interpolation précèdent et on rajoute un
quatrième point x4 en fonction de la direction normale à l'interface et qui passe par
le point fantôme. Dans ce cas, l'interpolation d'une variable physique de l'écoulement
s'écrit :

δMajumdar = c0 + c1t+ c2n+ c3nt+ c4n
2 (1.56)

avec :

� n la coordonnée du point Eulérien dans la direction normale et t la coordonnée
du point Eulérien dans la direction tangentielle.
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Figure 1.6 � Schéma d'interpolation quadratique pour l'approche Ghost-Cell.

� c0, c1, c2, c3 et c4 : les coe�cients de la fonction d'interpolation. Ils sont calculés
avec les valeurs de la variable physique aux points Eulériens x1, x2, x3, x4 et
la valeur souhaitée au niveau du point Lagrangien. Par la suite, la valeur de la
variable est ainsi calculée au niveau de la cellule fantôme grâce à la fonction
d'interpolation δMajumdar.

4. Utiliser une formulation aux di�érences �nies des équations de Navier-Stokes avec une
boucle de prédiction-correction.

A�n de valider la méthode, elle a été testée sur plusieurs cas tels que :

• La simulation d'un écoulement turbulent autour d'un véhicule [45]

• L'étude d'un écoulement à travers une conduite rugueuse [46]

• Des applications de propulsions aquatiques [47]

• La simulation des géométries tridimensionnelles mobiles [48]

Cette approche a été également développée pour l'analyse des écoulements compressibles. Dans
un premier temps, [49], [50], [51] et [52] ont développé des approches pour les écoulements non
visqueux. Par la suite, Ghias et al. [53] ont repris les travaux de Majumdar et al. ([44] et [54])
et les étendent pour le traitement des écoulements compressibles visqueux bidimensionnels et
tridimensionnels. L'algorithme de l'approche a été reformulé pour pouvoir être appliqué sur
des maillages cartésiens et curvilignes. Ghias prouve que la méthode est précise à l'ordre 2
localement et globalement et il la teste pour étudier les écoulements compressibles autour d'un
cylindre circulaire 2D et 3D et autour d'un pro�l d'aile 2D et 3D.
Par la suite, Seo et al. [55] étendent la méthode de Ghias [53] avec une nouvelle interpolation
basée sur la méthode polynomiale de Luo et al. [56] et en augmentant le support des points
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Eulériens relatifs à chaque point fantôme ce qui améliore l'ordre de précision de la formula-
tion de base pour résoudre des problèmes aéro-acoustiques avec des corps complexes pour des
écoulements à faible nombre de Mach.
D'autre part, Takahashi et al. [57] et Mizuno et al. [58] ont développé une méthode pour
les écoulements supersoniques autour des géométries bidimensionnelles et tridimensionnelles
respectivement. Ils ont réussi à bien capturer l'onde de choc générée autour des di�érents ob-
stacles et à bien prédire la topologie de l'écoulement avec des bonnes estimations des coe�cients
aérodynamiques ( coe�cient de pression, coe�cient de traînée, coe�cient de portance ...).
Finalement, Boukharfane et al. [59] développent une méthode mixte : l'approche Ghost-Cell
pour la température, la pression et la densité et le forçage directe pour les vitesses. On note
que l'ordre de convergence de cette méthode est supérieure à 2
L'approche Ghost-Cell a été également utilisée pour des applications thermiques. Luo et al. [60]
[61] ont développé récemment une formulation a�n de pouvoir étudier l'in�uence d'un �ux de
chaleur extérieur. L'originalité de la méthode proposée reside dans le fait de prendre en compte
l'ensemble des conditions aux limites possibles du champ de la température :

1. Condition de Dirichlet. La valeur de la température à imposer au point fantôme GK s'écrit
en fonction de la valeur de température au point Lagrangien XK et au point miroir MK :

TGK
= 2× TXK

− TMK
(1.57)

2. Condition de Neumann. La valeur de la température à imposer au point fantôme GK

s'écrit en fonction de la valeur de �ux de chaleur au point Lagrangien (∂T
∂n

)XK
et la

température au point miroir MK : :

TGK
= TMK

+ dGM × (−∂T
∂n

)XK
(1.58)

avec : dGM la distance entre le point GK et le point MK .

1.5.4 Approche discrète : Cut-Cell

La méthode Cut-Cell (Cellule-Coupée) a été introduite par Clarke [62] pour étudier les
écoulements non-visqueux avec une approche volumes �nis. Elle consiste à modi�er les cellules
coupées par l'interface �uide-solide a�n d'appliquer directement les conditions aux limites sur
le solide. Pour ce faire, des bilans globaux de masse, de quantité de mouvement et d'énergie
doivent être e�ectués sur ces nouvelles cellules. Le fait que la méthode utilise une approche
volumes �nis, garantie que les lois de conservation locales et globales sont respectées.
Cette approche a été développée par la suite par Ye et al. [63] pour la simulation des écoulements
visqueux. Ils proposent l'algorithme suivant :

1. L'identi�cation des cellules du maillage traversées par l'interface du solide et pour chaque
cellule identi�ée, le repérage des points d'intersection entre les éléments du maillage Eu-
lérien et l'interface.

2. La modi�cation des cellules coupées par l'interface �uide-solide (Voir �gure 1.7) :

• Si le centre de la cellule se trouve dans le �uide, on élimine la partie solide.
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Figure 1.7 � Identi�cation des cellules coupées au niveau de l'interface �uide-solide.

• Si le centre de la cellule se trouve dans le solide, on rajoute la partie �uide à la cellule
�uide adjacente.

3. Le calcul du �ux de l'ensemble des variables physiques à travers les nouvelles mailles où
les bilans relatifs aux équations de Navier-Stokes s'appliquent à l'ensemble des faces de
la nouvelle cellule modi�ée. En fait, il existe deux types de faces possibles :

• Une face symétrique aux n÷uds du maillage ce qui permet d'e�ectuer la même
interpolation que les autres mailles du domaine �uide.

• Une face non symétrique aux n÷uds du maillage ce qui requiert une modi�cation du
schéma d'interpolation a�n de conserver le même ordre de precision.

Le schéma d'interpolation doit être choisi de façon à conserver l'ordre global du solveur.
Dans ce cas, ce schéma s'écrit :

δ = c0 + c1x+ c2y + c3xy + c4x
2 + c5y

2 (1.59)

avec :
c0, c1, c2, c3, c4 et c5 : les coe�cients de la fonction d'interpolation.

D'autre part, deux con�gurations de calcul des variables physiques sur les cellules sont envis-
agées :

• Une grille à variables colocalisées où toutes les variables sont calculées sur les faces de
chaque cellule [63].

• Une grille à variables décalées où la pression est calculée au centre de la cellule alors que
le reste des variables est estimé sur la face de la cellule [64],[65],[66].
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Cheny et Botella [64] montrent que l'utilisation d'une grille à variables décalées (Une grille
MAC) est plus adaptée à la méthode Cut-Cell parce qu'elle permet un couplage pression-
vitesse.
La méthode a été testée sur des cas écoulements bidimensionnels incompressibles tels que
[67],[68], [69] ; [70],[71],[47] et [72], également sur des cas tridimensionnels [73] et [74].
Cette approche a été par la suite développée pour l'analyse des écoulements compressibles non
visqueux par Yang et al. [75], par Hu et al. [76] pour les écoulements 2D visqueux et par Lauer
et al. [77] pour les écoulements 3D visqueux. Elle a été testée sur des écoulements laminaires
autour d'un cylindre circulaire �xe [78] et oscillant [79], [80], des écoulements transsoniques
autour des pro�ls d'ailes symétriques [80] et non symétriques [81] et des écoulements turbu-
lents autour des géométries 3D (cube et sphère) [82]. D'autres applications plus complexes ont
été analysées avec cette approche telles que l'étude de l'interaction entre le choc et un solide
déformable (barre et sphère déformables) [83], l'étude d'un écoulement à travers une soupape
d'injecteur [84] et l'étude de la combustion dans un cylindre avec piston et valves mobiles[85].
Malgré la pertinence de la méthode Cut-Cell, elle présente cependant 3 problèmes majeurs :

1. La première di�culté de l'approche se présente dans l'application à des simulations 3D en
raison des nombreuses possibilités de la forme géométrique des cellules coupées surtout
avec des géométries complexes ce qui rend l'algorithme de la méthode très lourd.

2. Le deuxième problème qui a�ecte les résultats est lié à l'apparition des oscillations numériques
parasites des champs de la pression et des contraintes de cisaillement sur le solide [81],[86].

3. Le dernier problème principal est la présence de très petites cellules, ce qui contraint le
pas de temps. Ainsi, plusieurs approches ont été développées pour résoudre ce problème :

• l'approche Cell-merging où les petites cellules sont physiquement fusionnées avec la
cellule voisine pour créer une cellule composée plus grande [63], [87].

• l'approche Cell linking où les petites mailles sont liées à une maille maître plus grande
pour former une paire maître / esclave et sur laquelle s'applique la correction [65].

• l'approche Cell mixing/redistribution où le �ux numérique provenant des petites
cellules est additionné aux �ux des cellules environnantes [66],[88].

1.5.5 Approche discrète directe

Pour remédier aux limites des approches frontières immergées présentées ci-dessus , une
méthode de forçage direct a été proposée pour traiter les écoulements autour des corps
rigides. Dans cette nouvelle formulation, les termes de forçage sont calculés sur la base
des équations de Navier-Stokes déjà discrétisées.
Cette approche a été initialement développée par Mohd-Yusof [89] et implémentée dans
un code spectral. Cette catégorie de codes o�re une précision élevée avec un schéma
numérique pseudospectral B-spline / Fourier de Kravchenko et al. [90] mais elle reste
limitée à des géométries relativement simples. Ainsi, Mohd-Yusof [89, 91] a eu recours
à la méthode des frontières immergées a�n d'étendre le champ d'application des codes
spectraux à des géométries complexes. On utilise un schéma temporel semi-implicite de
Cranck-Nicolson et un schéma de Runge-Kutta d'ordre 3 pour la discrétisation spatiale
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(les termes non-linéaires). Le terme de forçage s'écrit pour un temps intermédiaire entre
l'instant n et n+ 1 :

F =

α1H
(n−1) + α2H

n +∇P n − 1

Re
∇2Un +

1

∆t
(Utarget −Un) surS

0 Ailleurs
(1.60)

avec :

• H : Le terme de convection du bilan de la quantité de mouvement.

• α1 et α2 : Les coe�cients du schéma de Runge-Kutta.

• Utarget : la vitesse souhaitée sur l'interface solide-�uide.

A�n de calculer ce terme, il a développé une procédure d'interpolation adaptée à cette
approche spectrale a�n de conserver la meilleure précision. Les étapes de ce processus
sont :

• Discrétisation de la surface avec des points Lagrangiens qui appartiennent aux plans
B-spline a�n de garantir qu'ils coïncident avec les points de collocation de Fourier.
Grâce à cette propriété, le processus d'interpolation est moins coûteux.

• Pour chaque point Lagrangien, on modi�e la vitesse des points Eulériens qui l'en-
tourent de telle sorte qu'on garde les vitesses des points qui se trouvent dans le �uide
et qu'on inverse la valeur de la composante tangentielle de la vitesse des points qui
se trouvent à l'intérieur du solide(Voir �gure 1.8).
Les vitesses tangentielles sont par la suite pondérées a�n d'avoir une fonction de

Figure 1.8 � Schéma d'interpolation proposé par Mohd-Yusof.
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forçage avec une dérivée d'ordre 1 continue :

Vsolide =
Lsolide
Lfluide

Vfluide (1.61)

avec :

� Vsolide : la composante tangentielle de la vitesse du point Eulérien xs dans le
solide

� Vfluide : la composante tangentielle de la vitesse du point Eulérien xf dans le
�uide qui est symétrique à xs par rapport au point Lagrangien Xk

� Lsolide : la distance entre le point xs et Xk

� Lfluide : la distance entre le point xf et Xk

Fadlun et al.[92] reprennent le même principe de forçage direct mais avec un code qui
utilise la méthode des di�érences �nies. Ils proposent ainsi plusieurs schémas d'interpola-
tion, di�érents de celui de Mohd-Yusof[89] non adapté à la méthode des di�érences �nies,
a�n d'étudier leurs in�uences sur la précision de l'approche :

• On cherche le point Eulérien le plus proche du point Lagrangien et on calcule le
terme de forçage à ce niveau(Voir �gure 1.9.a). C'est l'approche la plus simple avec
un ordre de précision égal à zéro.

• Pour chaque cellule traversée par la frontière, on calcule un coe�cient de pondération

égal à χ =
V olume de la partie solide

V olume de la cellule
. Ainsi, le terme de forçage est égale à F2 = χ×

F1 avec F1 : le terme de forçage calculé avec le premier schéma d'interpolation(Voir
�gure 1.9.b).

• On calcule la vitesse au point Eulérien le plus proche de la frontière en utilisant
une interpolation linéaire sur les 3 cellules adjacentes à l'interface solide-�uide (Voir
�gure 1.9.c).

Fadlun et al.[92] testent l'ensemble des schémas d'interpolation présentés ci-dessus sur
une simulation de formation des vortex dans une tuyère curviligne et ils démontrent que
le troisième schéma d'interpolation est celui qui donne les résultats les plus précis.
D'autre part, kim et al [93] reformulent le forçage direct avec une approche explicite.
Pour ce faire, ils proposent un nouvel algorithme avec une étape de prédiction qui sert à
calculer le terme de forçage. Par la suite, ils proposent deux procédures d'interpolation
d'ordre 2 : unidirectionnelle et bidirectionnelle. En fait, on commence par chercher le
point Eulérien le plus proche de l'interface et on désigne l'ensemble des points Eulériens
qui l'entourent (Voir �gure 1.10). En suite, si au moins l'un des points de cet ensemble
se trouve dans le solide alors on applique une interpolation unidirectionnelle (Voir �gure
1.10)et si l'ensemble des points se trouve entièrement dans la partie �uide alors on applique
une interpolation bidirectionnelle (Voir �gure 1.11). Ainsi, pour une simulation 2D, la
fonction d'interpolation s'écrit :
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Figure 1.9 � Schémas d'interpolation proposé par Fadlun .

• Pour une procédure unidirectionnelle :

Utarget =


− xp − x1

y2
u2 0 < |xp − x1| ≤ |x2|

− (x5 − (xp − x1))u2 − (x2 − (xp − x1))u5

x5 − x2
|x5| < |xp − x1| < |x5|

(1.62)

• Pour une procédure bidirectionnelle :

Utarget =
(1− α1)u2 + (1− α1)(1− α2)u3 − α1(1− α2)u4

α1α2

(1.63)

avec :
α1 =

x3 − xp
x3 − x1

et α2 =
y4 − yp
y4 − y1

.

Uhlmann [94] prouve que les approches de Kim et al. [93] et Fadlun et al. [92] provo-
quent des oscillations parasites a�ectant la précision de la méthode. Ainsi, il développe
une nouvelle approche des frontières immergées dans le cadre d'étude des écoulements
incompressibles autour de plusieurs corps solides en mouvement.
L'originalité de la méthode proposée [94] consiste à garder la famille des fonctions d'in-
terpolation proposée par Peskin [14] et à l'utiliser dans une nouvelle formulation directe
et discrète du calcul des termes de forçage et leurs intégrations dans les équations de
Navier-Stokes. De ce fait, le passage entre les espaces Lagrangien et Eulérien est stable et
génère moins d'oscillations parasites que dans les approches directes présentées ci-dessus.
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Figure 1.10 � Schéma d'interpolation unidirectionnel proposé par Kim.

Méthode de Uhlmann

En fait, Ulhlman propose d'évaluer le terme de forçage directement sur le point Lagrang-
ien. Pour ce faire, il relie le terme de forçage F et la vitesse à imposer aux points La-
grangiens U(d) via une formulation générale de discrétisation de l'équation de la quantité
de mouvement entre un instant initial n et un instant intermédiaire n+ 1/2 :

Fn+1/2 =
U(d) −Un

∆t
−RHSn+1/2 (1.64)

avec RHS un terme qui regroupe les termes convectif, visqueux et de pression de bilan
de la quantité de mouvement.
En factorisant par le coe�cient de discrétisation temporelle ∆t, cette équation s'écrit sous
la forme :

Fn+1/2 =
U(d) −

∼
U

∆t
(1.65)

avec ∼
U = Un + ∆t×RHSn+1/2 (1.66)

On reconnaît une formulation classique de l'équation de la quantité de mouvement sans
le terme de forçage. Ainsi, F est proportionnel à la di�érence entre la vitesse désirée U(d)

et une première estimation de la vitesse sans le terme de forçage
∼
U.

Or, comme les équations de Navier-Stokes sont résolues sur les points Eulériens, l'équation
1.66 doit être réécrite :

∼
u = un + ∆t× rhsn+1/2 (1.67)

Par la suite le champ des vitesses calculées avec l'équation 1.67 sur l'espace Eulérien doit
être transformé sur l'espace Lagrangien. Cette transformation se fait avec une fonction
d'interpolation δh qui, pour Uhlmann, doit satisfaire ces conditions :
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Figure 1.11 � Schéma d'interpolation bidirectionnel proposé par Kim.

• Une fonction continue partout dans le domaine de calcul

• Une fonction d'ordre 2

• Le support de la fonction doit être relativement étroit a�n de minimiser le coût de
calcul

• La conservation de l'intégrale du terme de forçage et de son premier moment lors de
la transformation Eulérien-Lagrangien, c'est-à-dire :

∑
x∈V

f(x)h3 =

Np∑
m=1

∑
X∈Sm

F(X)∆Vm(X) (1.68)

∑
x∈V

x× f(x)h3 =

Np∑
n=1

∑
X∈Sn

X× F(X)∆Vn(X) (1.69)

avec : Np le nombre des corps solides présents dans le domaine de calcul et ∆Vn(X)
le volume élémentaire autour du point Lagrangien X du nime corps solide.
On déduit des deux égalités 1.68 et 1.69 deux conditions directes sur la fonction δh.
Pour tout point Lagrangien X on écrit :

∑
x∈V

δh(x−X)h3 = 1 (1.70)∑
x∈V

(x−X)× δh(x−X)h3 = 0 (1.71)
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La fonction candidate qui véri�e l'ensemble de ces conditions et que Uhlmann a choisi,
est la fonction d'interpolation introduite par Roma et al. [95] :

δh(x−X) =


1

3

(
1 +

√
−3(| x−X | /h)2 + 1

)
0 ≤ x−X ≤ 0.5h

1

6

[
5− 3(| x−X | /h)−

√
−3(1− (| x−X | /h))2 + 1

]
0.5h ≤ x−X ≤ 1.5h

0 sinon
(1.72)

Méthode de Pinelli. et al

Les di�érentes approches directes de la méthode des frontières immergées présentées ci-
dessus utilisent un maillage uniforme et cartésien. Or, pour étudier un écoulement avec
un nombre de Reynolds élevé, on a besoin d'un maillage très �n au niveau des parois des
corps présents dans le domaine de calcul a�n de pouvoir capturer la physique de l'écoule-
ment. Avec une grille uniforme, le calcul de ces cas devient très coûteux en terme de taille
du maillage, ainsi, on doit développer les méthodes existantes pour fonctionner avec des
maillages ra�nés.
Également, dans certains cas avec des frontières arrondies, l'utilisation des grilles cartési-
ennes peut ne pas être optimale car le ra�nement va s'étendre vers des zones où il n'est
pas nécessaire. La solution ici est d'utiliser un maillage curviligne dans les cas où l'utili-
sation d'une grille cartésienne est moins optimale.
C'est dans ce cadre que Pinelli et al [96] proposent une nouvelle approche capable de
s'intégrer dans plusieurs types de grilles : cartésienne ou curviligne , uniforme ou non-
uniforme. En fait, cette approche se base sur la méthode de Uhlmann pour la simplicité
du calcul du terme de forçage et sa capacité à examiner plusieurs types d'écoulement .
Ensuite, Pinelli intervient au niveau de la fonction d'interpolation parce que ce sont les
propriétés de cette fonction qui vont permettre l'extension de la méthode, initialement
développée pour un maillage cartésien et uniforme, vers d'autres types de maillage. Pour
ce faire, cette fonction doit satisfaire la conservation de l'intégrale du terme de forçage
ainsi que l'intégrale de tous ses moments jusqu'à l'ordre n. Ainsi, on se base sur la fonc-
tion introduite par Roma [95] et on suit la démarche proposée par Liu et al. [97] pour la

construction de la nouvelle fonction
∼
δd qui s'écrit :

∼
δd(x−X) =

n∑
i=0

bi(d)× (x−X)i × δd(x−X) (1.73)

où les coe�cients bi(d) sont déterminés à partir des relations de conservation des inté-
grales : ∑

x∈D

∼
δh(x−X)∆vm = 1 (1.74)

∑
x∈D

(x−X)i ×
∼
δh(x−X)∆vm = 0 (1.75)

Dans cette partie on développe le calcul pour un cas 2D et on prend les notations suiv-
antes :
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• Pour les points Eulériens x = (x, y)

• Pour les points Lagrangiens X = (X, Y )

• La largeur du support des fonctions
∼
δd et ∆d sont dx dans la direction

−→e x et dy dans
la direction −→e y

Dans ce cas, il faut que toutes les combinaisons linéaires (1,x,y) soient prises en compte

pour le calcul de
∼
δd. Donc, on a :

∼
δdx,dy(x−X, y − Y ) = [b0 + (x−X)b1 + (y − Y )b2 + (x−X)(y − Y )b3 +

(x−X)2b4 + (y − Y )2b5]δdx,dy(x−X, y − Y ) (1.76)

On commence par dé�nir le support spatial de
∼
δ. Pinelli propose de suivre l'algorithme

suivant pour chaque point Lagrangien que l'on note Xl :

• On choisit le point Eulérien xi,j le plus proche du Xl

• Pour chaque direction de l'espace, on désigne les deux n÷uds de la grille Eulérienne
qui se situent des deux cotés du xi,j. On forme ainsi un ensemble Nl de 3 points
Eulériens dans chaque direction de l'espace qui entoure le point LagrangienXl : Nl =
{xi+k,j+l} avec k, l ∈ {1, 0, 1}. On introduit par la suite les 4 grandeurs suivantes :

h+x (Xl) = max{|xi,j − xi−1,j| : xi,j, xi−1,j ∈ Nl}
h−x (Xl) = min{|xi,j − xi−1,j| : xi,j, xi−1,j ∈ Nl}
h+y (Xl) = max{|xi,j − xi,j−1| : xi,j, xi,j−1 ∈ Nl}
h−y (Xl) = min{|xi,j − xi,j−1| : xi,j, xi,j−1 ∈ Nl}

(1.77)

• En se basant sur ces grandeurs, on calcule les paramètres dxl et dyl de la fonction

d'interpolation
∼
δ : 

dxl = (
5

6
h+x (Xl) +

1

6
h−x (Xl) + εx(Xl))

dyl = (
5

6
h+y (Xl) +

1

6
h−y (Xl) + εy(Xl))

(1.78)

avec εx(Xl) et εy(Xl) des petites fractions supplémentaires a�n d'éviter que les points
Eulériens touchent la frontière du support ce qui engendre des problème de matrice
de moment singulier.

• On trace �nalement le support présenté dans la �gure 1.12.

Dans le cas 2D, il prend la forme d'un rectangle dont le centre est le point Lagrangien
Xl et les longueurs de ses arrêtes sont 3dxl dans la direction −→e x et 3dyl dans la
direction −→e y. L'ensemble Sl des points Eulériens associés au point Lagrangien Xl

est ainsi dé�ni par :

Sl = {x∧
i ,j

: |xi,j − xi,j| <
3

2
dxl et |yi,j − yi,j| <

3

2
dyl} (1.79)
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Figure 1.12 � Support de calcul de la fonction d'interpolation dans l'approche de Pinelli et
al. :(�) points Eulériens à l'extérieur du support, (�) points Eulériens dans le support,(•)
points Lagrangiens

Une fois le support de la fonction d'interpolation dé�ni, il reste à déterminer les coe�cients
(b1, b2, b3, b4, b5) à partir des équations 1.74 et 1.75 qui s'écrivent dans un cas 2D :

∑
x∈Sl

∼
δdx,dy(x−X, y − Y ))∆x∆y = 1 (1.80)

∑
x∈Sl

(x−X)×
∼
δdx,dy(x−X, y − Y )∆x∆y = 0 (1.81)

∑
x∈Sl

(y − Y )×
∼
δdx,dy(x−X, y − Y )∆x∆y = 0 (1.82)

∑
x∈Sl

(x−X)(y − Y )×
∼
δdx,dy(x−X, y − Y )∆x∆y = 0 (1.83)

∑
x∈Sl

(x−X)2 ×
∼
δdx,dy(x−X, y − Y )∆x∆y = 0 (1.84)

∑
x∈Sl

(y − Y )2 ×
∼
δdx,dy(x−X, y − Y )∆x∆y = 0 (1.85)

(1.86)

Ainsi,le calcul des coe�cients (b1, b2, b3, b4, b5) revient à résoudre le système :

M2D

−→
b = −→e 1 (1.87)



1.5. MÉTHODES DES FRONTIÈRES IMMERGÉES 63

avec −→e 1 est le premier vecteur unitaire de la base canonique R6. Par la suite, on écrit
l'équation 1.82 sous une forme matricielle :

m0,0 m1,0 m0,1 m1,1 m2,0 m0,2

m1,0 m2,0 m1,1 m2,1 m3,0 m1,2

m0,1 m1,1 m0,2 m1,2 m2,1 m0,3

m1,1 m2,1 m1,2 m2,2 m3,1 m2,3

m2,0 m3,0 m2,1 m3,1 m4,0 m2,2

m0,2 m1,2 m0,3 m1,3 m2,2 m0,4




b0
b1
b2
b3
b4
b5

 =


1
0
0
0
0
0

 (1.88)

avec :
mi,j =

∑
x∈Sl

(x−X)i(y − Y )j × δdx,dy(x−X, y − Y )∆x∆y (1.89)

Or, dans le cas des n÷uds très proches de la limite du support, on peut avoir des problèmes
dans la matrice à cause des moments singuliers. Pour l'éviter, Pinelli propose de modi�er
le système 1.87 en intégrant la matrice H l :

H lM l
2D(H l)−1

−→
b = −→e 1 (1.90)

avec :

H l = diag(1,
1

dxl
,

1

dyl
,

1

dxldyl
,

1

dx
2
l

,
1

dy
2
l

) (1.91)

Ainsi, le système se traite en deux étapes :

(a) On résout le système 1.90 pour le vecteur
−→∼
b = (H l)−1

−→
b

(b) On calcule par la suite le vecteur
−→
b = H l

−→∼
b

A ce stade, la fonction d'interpolation
∼
δ est entièrement dé�nie et on peut l'utiliser à la fois

pour transformer les grandeurs physiques de l'espace Eulérien vers l'espace Lagrangien et
vice versa.
Dans l'algorithme adopté par Pinelli, le recours à la fonction

∼
δ se fait à deux niveaux :

(a) Le champ des vitesses, initialement calculé avec les équations de Navier-Stokes sans
forçage, doit être interpolé sur les points Lagrangiens. La vitesse interpolée au point
Xl s'écrit :

U(Xl) =
∑
x∈Sl

u(x)×
∼
δdx,dy(x−X, y − Y )∆x∆y (1.92)

Le terme de forçage au point Lagrangien Xl est calculé par la suite avec une dis-
crétisation temporelle d'Euler :

F(Xl) =
Usouhaite −U(Xl)

∆t
(1.93)

avec Usouhaite est la vitesse à imposer sur le point Xl

(b) Le terme de forçage doit être di�usé sur les points Eulériens via l'expression :

f(x) =
∑
Xl∈∂D

F(Xl)×
∼
δdx,dy(x−X, y − Y )∆slεl (1.94)

avec :
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• ∆sl : longueur de l'arc entre Xl+1/2 et Xl+1/2

• εl : largeur caractéristique liée au choix des points Lagrangiens. Elle doit satis-
faire le système suivant :

A−→ε =
−→
1 (1.95)

avec : A ≡ al,k =
∑
x∈Sl

∼
δdx,dy(x−Xl, y − Yl)

∼
δdx,dy(x−Xk, y − Yk)∆x∆y

et
−→
1 est le vecteur unité.

1.6 Conclusion

Pour conclure, l'approche discrète directe introduite par Uhlmann [94] est la formulation
qui satisfait le plus les critères �xés au départ. Elle peut s'intégrer directement dans les
solveurs compressibles sans modi�er leurs architectures de base. En plus, avec un bon
choix de la fonction d'interpolation, on peut conserver le même ordre de précision des
schémas numériques utilisés pour la discrétisation des équations de Navier-Stokes, au
niveau de l'interface �uide-solide.
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L'objectif de la thèse est de concevoir une librairie des frontières immergées capable de
s'intégrer facilement dans les codes de simulations des écoulements compressibles. Ainsi,
on a besoin de plusieurs architectures des solveurs compressibles avec des sources acces-
sibles et modi�ables. On choisit donc de développer la librairie des frontières immergées
sur OpenFOAM.
Dans ce chapitre, on détaillera la formulation théorique des termes sources relatifs à notre
approche des frontières immergées pour les écoulements compressibles et l'implémentation
numérique de ces termes dans chaque solveur.

2.1 Formulation théorique

En écoulement compressible, les termes sources doivent prendre en compte la variation
du champ de la température, du champ de la pression (ou de la masse volumique) en plus
du champ des vitesses. Ainsi, les corrections des frontières immergées doivent s'appliquer
aux :

• Bilan de masse

• Bilan de quantité de mouvement

• Bilan d'énergie

Pour ce faire, l'approche est basée sur la communication entre deux espaces :

• L'espace Lagrangien qui contient les éléments nécessaires pour le calcul des termes
de corrections relatifs à chaque inconnue physique (vitesse, température, pression et
masse volumique). Cet espace contient principalement les marqueurs Lagrangiens de
la discrétisation de la géométrie étudiée. Mais comme la méthode peut prendre en
compte des conditions aux limites de type "Dirichlet" ou de type "Neumann" pour
chaque quantité physique, on propose ainsi la démarche suivante :

� Dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet, on calcule directement le
terme source aux points Lagrangiens.

� Dans le cas de conditions aux limites de Neumann, on a besoin de connaître la
valeur des di�érentes grandeurs physiques en un point "très proche" du point
Lagrangien. Pour ce faire, on associe à chaque point Lagrangien un vecteur
normal et un vecteur tangentiel au solide et un nouveau point dans la direction
normale qu'on appelle "point Neumann" (Voir �gure 2.1). Ainsi, on applique
également la fonction d'interpolation sur le point Neumann et on se servira de
ces valeurs pour le calcul des termes de forçage.

• L'espace Eulérien qui coïncide avec les éléments du maillage initial du domaine
d'étude et notamment le support relatif aux points Lagrangiens et aux points Neu-
manns. A ce niveau se fait la résolution des équations de Navier-Stokes modi�ées.

La communication entre ces deux domaines est assurée par une fonction δ dite fonction
de passage, et elle se fait à travers deux étapes :
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Figure 2.1 � Point Neumann XN
k relatif au point Lagrangien Xk.

• L'étape d'interpolation : Les quantités physiques dé�nies ou calculées sur les points
Eulériens sont interpolées sur les points Lagrangiens. Par la suite, les termes de
forçages seront calculés en utilisant ces quantités interpolées.

• L'étape de di�usion : Une fois le terme de forçage calculé sur les points Lagrangiens,
il se transfère sur les points Eulériens du maillage initial. Ce terme s'intègre par la
suite dans les équations de Navier-Stokes.

Dans ce chapitre, on va commencer par dé�nir la fonction de passage la plus adaptée à
notre méthode des frontières immergées. Par la suite, on développera les termes de forçage
des équations de Navier-Stokes relatifs à cette méthode.

2.1.1 Fonction de passage

Dans cette partie, on détermine l'opérateur mathématique d'interpolation le plus adéquat
dans le cas des écoulements compressibles. Ainsi, il doit satisfaire un ensemble de critères
tels que :

• Permettre de prédire correctement la présence de discontinuités des quantités physiques
( Des ondes de choc par exemple)

• Utilisation des maillages non-uniformes tels que le maillage étiré ...

• Conservation de l'ordre de précision de la discrétisation spatiale initiale

• un temps d'exécution raisonnable

Ainsi, le choix de la fonction d'interpolation δh est déterminant a�n de respecter l'ensemble
des critères :
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• Beyer et LeVeque [1] proposent la fonction la plus simple des opérateurs de passage
avec un support seulement à deux points :

δh(r) =

{
1− | r/h | | r |≤ h

0 sinon
(2.1)

Par la suite, ils ont proposé une nouvelle formulation d'ordre 2 de la fonction d'inter-
polation en appliquant un opérateur de lissage à la première fonction. Elle s'écrit :

δh(r) =
1

h


(

1− (
r

h
)2
)

| r |≤ h(
2− | 3r/h | +(

r

h
)2
]

h ≤| r |≤ 2h

0 sinon

(2.2)

Cette formulation présente un inconvénient majeur : sa dérivée première n'est pas
continue. En plus, la fonction n'est pas adaptée au maillage non uniforme.

• Saiki and Berigen [2] introduisent une fonction d'interpolation qui s'écrit :

δh(r) =
1

h

{
(2h+ r)/4h2 r ≤ 2h

0 sinon
(2.3)

C'est une fonction d'ordre 1 où la faible précision n'a�ecte que la région très proche
de l'espace Lagrangien. Cependant, plusieurs phénomènes physiques ont pu être
capturés avec succès notamment dans le cas d'écoulement incompressible autour
d'un cylindre à un nombre de Reynolds Re = 400 où sont capturées les allées de Von
Karman derrière le cylindre.
L'exécution de cette fonction est assez rapide parce qu'elle n'a besoin que de 2 points
Eulériens par direction mais le désavantage le plus important de cette méthode est
le fait qu'elle n'est pas adaptée à traiter les discontinuités.

• Après la première fonction de passage de l'approche originale de la méthode des
frontières immergées, Peskin [3] a développé une nouvelle fonction d'interpolation
qui s'écrit :

δh(r) =
1

h

{
(cos(πr/2h) + 1)/4h r ≤ 2h

0 sinon
(2.4)

C'est une fonction d'ordre 2 mais qui ne fonctionne pas en présence des discontinuités,
ce qui limite son utilisation dans le cas des écoulements compressibles.

• Lai et Peskin [4] ont introduit une nouvelle fonction d'interpolation qui contourne
l'inconvénient de la fonction de Beyer & Leveque [1] . Elle s'écrit :

δh(r) =
1

8h


(

3− 2 | r | /h+
√

1 + 4 | r | /h− 4((| r | /h)2)
)

| r |≤ h[
5− 2 | r | /h−

√
−7 + 12 | r | /h− 4((| r | /h)2)

]
h ≤| r |≤ 2h

0 sinon
(2.5)

Ainsi, la dérivée première de cette fonction d'interpolation est continue mais elle
n'est pas toujours adaptée pour être utilisée en maillages non uniformes.
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• Pinelli [5] a utilisé la fonction introduite par Roma et al. [6] :

δh(r) =


1

3

(
1 +

√
−3(| r | /h)2 + 1

)
0 ≤ r ≤ 0.5h

1

6

[
5− 3(| r | /h)−

√
−3(1− (| r | /h))2 + 1

]
0.5h ≤ r ≤ 1.5h

0 sinon

(2.6)

Cette fonction présente plusieurs avantages et notamment sa capacité à être utilisée
avec un maillage non-uniforme en gardant le même ordre de précision de la discréti-
sation initiale.
En fait, on a : ∑

l

δh(r − l) = 1 ∀ l ∈ ℵ (2.7)

Donc on a bien la propriété de conservation.

Pour conclure, le tableau 2.1 résume les propriétés des principales fonctions d'interpolation
utilisées au sein de la méthode des frontières immergées :

Fonction ordre Présence Dérivée Maillage Temps
d'interpolation de précision de discontinuité continue non-uniforme d'exécution

Saiki et Berigen [2] - - - - ++
Peskin [3] + - + - ++

Beyer & Leveque [1] + + - - +
Lai et Peskin [4] + + + - +
Pinelli et al. [5] + + + + +

Table 2.1 � Résumé des propriétés des fonctions d'interpolation : (-) critère non satisfait ; (+)
critère moyennement satisfait ; (++) critère satisfait

Ainsi, la fonction d'interpolation proposée par Pinelli et al. [5] (basée sur la fonction de
Roma et al. [6] et transformée avec la démarche de Liu et al. [7]) est retenue pour le reste
de ce travail.

L'étape de l'interpolation

D'une manière générale, l'interpolation d'une quantité physique G s'écrit en un point
Lagrangien Xs :

[G](Xs) = I[g]Xs =
∑
j∈Ds

(g)nj δh(xj −Xs)∆x (2.8)

avec :

• Ds : l'ensemble d'indice des points Eulériens du domaine

• g : la quantité physique à interpoler située en un point Eulérien

• xj −Xs : la distance entre un point Lagrangien et chacun des points Eulériens du
maillage
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• ∆x : quadrature Eulérienne qui est égale, dans le cas d'un maillage cartésien, à :
∆x = ∆x∆y∆z

• δh : la fonction d'interpolation

L'étape de di�usion

La di�usion des quantités physiques des points Lagrangiens vers les points Eulériens
du maillage se fait avec la même fonction d'interpolation. L'expression d'une quantité
physique g en un point Eulérien xs s'écrit :

g(xs) =
∑
k∈Ds

Gkδh(xs −Xk)εk (2.9)

avec :

• Ds : l'ensemble des points Lagrangiens dont le support associé contient le point
Eulérien xs

• εk : la quadrature Lagrangienne

La quadrature Lagrangienne est calculée en résolvant le système linéaire :

Aε = 1 (2.10)

avec les vecteurs ε = (ε1, . . . , εNs)
T et 1 = (1, . . . , 1)T ont la même dimension Ns où Ns

est le nombre des points Lagrangiens, et A est la matrice dé�nie par le produit :

Akl =
∑
j∈Dl

δh(xj −Xk)δh(xj −Xl) (2.11)

2.1.2 Formulation analytique des termes de forçage

Comme introduit précédemment, les termes de corrections relatifs à la méthode des fron-
tières immergées doivent être appliqués :

• au champ des vitesses a�n d'imposer une condition de Dirichlet au solide.

• au champ de température a�n d'imposer une condition de Neumann ou une condition
de Dirichlet au solide.

Formulation analytique du terme de forçage de bilan de quantité de mouve-
ment

On écrit l'équation de quantité de mouvement discrétisée en temps sur un point Eulérien
du maillage xs entre l'instant n et l'instant n+ 1 :

au (ρu)n+1 = φn+1/2
u − gradpn+1/2 + fn+1/2

u (2.12)

avec :
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• au : le coe�cient de discrétisation temporelle et spatiale

• φn+1/2
u : un terme de discrétisation calculé au temps intermédiaire n+

1

2
qui regroupe

le terme de convection et de viscosité

• gradpn+1/2 : terme de la pression au temps intermédiaire n+
1

2

• f
n+1/2
u : terme de la force extérieure. Dans notre cas, il représente le terme de forçage

à calculer au temps intermédiaire n+
1

2

Donc à partir de l'équation 2.12, le terme de forçage optimal est dérivé comme :

fn+1/2
u = au (ρu)d − φn+1/2

u + gradpn+1/2 (2.13)

avec (ρu)d désigne la valeur souhaitée pour la quantité de mouvement à l'instant n + 1
au point Eulérien xs.
En appliquant la transformation Eulérien-Lagrangien via la fonction de passage proposée
par Pinelli et al.[5], l'équation 2.13 se transforme en :

Fn+1/2
u = au (%U)d −Φn+1/2

u + gradP n+1/2 (2.14)

• %U : le terme de la quantité de mouvement souhaitée aux points Lagrangiens

• Φ
n+1/2
u : le terme de convection et de viscosité interpolée à l'instant n+

1

2

• gradP n+1/2 : le terme de la pression interpolée à l'instant n+
1

2

A ce niveau le terme de la pression interpolée ne respecte par la condition aux limites
de Neumann (c'est-à-dire un gradient normal de pression nul à la paroi). Ainsi pour
faire apparaître la composante normale du gradient, on projette le terme de pression de
l'équation 2.14 sur le repère de Frenet associé au point Lagrangien Xs :

gradP n+1/2 = gradP n+1/2−→ens + gradP n+1/2−→ets (2.15)

avec :

• −→ens : composante normale dans le repère de Frenet

• −→ens : composante tangentielle dans le repère de Frenet

or comme la composante normale du gradient du champ de la pression souhaitée gradP d−→ens
est nulle, donc en ajoutant ce terme, l'équation 2.15 s'écrit :

Fn+1/2
u = au (%U)d −Φn+1/2

u + gradP n+1/2−→ets − (gradP d − gradP n+1/2).−→ens (2.16)

D'autre part, si on ne prend pas en compte le terme de forçage et selon la même démarche,
l'équation 2.12 s'écrit :

au (ρu) = φn+1/2
u − gradpn+1/2 (2.17)

avec au (ρu) représente la quantité de mouvement sans prendre en compte le terme de
forçage.
Donc en appliquant l'opérateur d'interpolation, l'équation 2.17 se transforme en :

au (%U) = Φn+1/2
u − gradP n+1/2 (2.18)
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Dans ce travail de recherche, on considère que le champ de pression respecte la condition
sur le solide suivante :

gradP n+1/2.−→ens = 0 (2.19)

Ainsi, l'équation 2.18 s'écrit :

au (%U) = Φn+1/2
u − gradP n+1/2.−→ets (2.20)

Finalement, en combinant les deux équations 2.16 et 2.20, on trouve le terme de forçage
proposé pour le champ des vitesses :

Fn+1/2
u = au ((%U)d − (%U))− (gradP d − gradP n+1/2).−→ens (2.21)

Les avantages de cette formulation de forçage sont :

• Ce terme s'intègre naturellement aux solveurs ségrégués, où les variables de �ux ne
sont pas résolues simultanément et elles peuvent être obtenues via des boucles correc-
tives. Les nouvelles propositions exploitent cette fonctionnalité grâce à la séparation
de la contribution de la pression et donc il est censé être e�cace sur un plus grand
spectre d'architectures CFD

• Le calcul des termes (ρLU) et gradP n+1/2 est intégré dans la formulation classique
du solveur considéré, et une boucle complète supplémentaire sans addition du forçage
n'est plus exigée. Cela implique une réduction signi�cative des coûts de calcul associés
à la détermination du forçage Lagrangien F.

Formulation analytique du terme source de bilan d'énergie

Dans le cadre de l'analyse des écoulements compressibles, la spéci�cité de l'utilisation
de la méthode des frontières immergées est dans la nécessité d'ajouter des termes de
correction à l'équation d'énergie.
Comme montré dans le paragraphe 1.1, le travail de toutes les forces extérieures doit être
intégré dans le bilan de l'énergie totale. Ainsi, le premier terme de correction de l'équation
de l'énergie totale est le travail du terme de forçage de champ des vitesses présenté dans
le paragraphe 2.1.2. Le premier terme de forçage de l'équation de l'énergie totale s'écrit
en un point Eulérien xs :

wf = f .u (2.22)

D'autre part, la correction du champ de température doit s'e�ectuer au niveau de l'équa-
tion de l'énergie interne. Or pour la température il existe deux types de conditions aux
limites :

• Température imposée (Condition de Dirichlet)

• Flux de chaleur imposé (Condition de Neumann)
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Cas de la température imposée

On commence par déterminer le terme de forçage thermique dans le cas d'une condition
aux limites de Dirichlet. On reprend la même démarche que dans le cas de forçage du
champ des vitesses mais on change l'équation de quantité de mouvement par l'équation
de l'énergie interne :

ae (ρe)n+1 = φn+1/2
e + fn+1/2

u .un+1/2 + qn+1/2
e (2.23)

avec :

• ae : le coe�cient de discrétisation temporelle

• φe : un terme de discrétisation calculé au temps intermédiaire n+
1

2
qui regroupe les

terme de convection, du �ux de chaleur et de travail de la pression et du frottement.

• fn+1/2.un+1/2 : terme de travail de forçage du champ des vitesses au temps intermé-

diaire n+
1

2

• qn+1/2
e : le terme source dans l'équation d'énergie interne qui compte pour l'action
thermique associée à la surface du corps immergé, à calculer au temps intermédiaire

n+
1

2

Ainsi le terme de �ux de correction peut s'écrire en un point Eulérien xs :

qn+1/2
e = ae (ρe)d − φn+1/2

e − fn+1/2
u .un+1/2 (2.24)

où (ρe)d désigne la valeur souhaitée pour l'énergie interne à l'instant n + 1 au point Eu-
lérien xs.
En appliquant la transformation Eulérien-Lagrangien via l'opérateur d'interpolation pro-
posé par Pinelli et al.[5], l'équation 2.24 se transforme en :

Qn+1/2
e = ae (%E)d − Φn+1/2

e − Fn+1/2
u .Un+1/2 (2.25)

• (%E)d : le terme d'énergie interne souhaitée aux points Lagrangiens

• Φ
n+1/2
e : les termes de convection, de travail de la pression et du frottement et du

�ux de chaleur interpolés à l'instant n+
1

2

• F
n+1/2
u .Un+1/2 : le travail du forçage interpolé à l'instant n+

1

2

D'autre part, d'après l'équation 2.23 l'énergie interne sans prendre en compte le �ux de
correction thermique s'écrit en un point Eulérien xs :

ae (ρe)n+1 = φn+1/2
e + fn+1/2

u .un+1/2 (2.26)

Donc en appliquant l'opérateur d'interpolation, l'équation 2.26 se transforme en :

ae (%E)n+1 = Φn+1/2
e + Fn+1/2

u .Un+1/2 (2.27)
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où (%E)n+1 représente l'énergie interne interpolée en un point Lagrangien Xs sans prendre
en compte le �ux de correction thermique.
Ainsi, en combinant les deux équations 2.25 et 2.27, on trouve l'expression du �ux de
correction pour le champ de température :

Qn+1/2 = ae ((%E)d − (%E)) (2.28)

Or comme on a e = cvθ pour un gaz parfait ; donc on peut intégrer directement la
température imposée dans l'expression du �ux de correction pour le champ de température
dans ce cas. L'équation 2.28 se transforme en :

Qn+1/2 = ae %Cv(Θ
d −Θ) (2.29)

avec

• Cv : la capacité thermique à volume constant du �uide aux points Lagrangiens

• Θd : la température souhaitée aux points Lagrangiens

• Θ : la température interpolée aux points Lagrangiens

Cas du �ux de chaleur imposé

Dans ce paragraphe, on détermine le terme de forçage de l'équation d'énergie pour une
condition aux limites de type Neumann sur le champ des températures.
Goncalves [8] établit une relation entre la température et la vitesse au niveau de la paroi
dans le cas du �ux de chaleur imposé à travers la paroi (paroi adiabatique si le �ux de
chaleur est nul). La température sur un point Lagrangien xs s'écrit alors :

Θparoi = Θad +
Pr
CpL

U2
ad

2
(1 +

2Qp

τdUad
) (2.30)

avec :

• Θad : la température à la maille adjacente à la paroi

• Uad : la composante longitudinale de la vitesse à la maille adjacente à la paroi

• Pr : le nombre de Prandtl
• CpL : capacité thermique à pression constante du �uide

• Qp : �ux de chaleur pariétal souhaité

• τp : le frottement à la paroi

Ainsi, avec cette formulation de la température à la paroi, on peut ramener le problème
avec une condition aux limites type Neumann à un problème avec une condition aux
limites type Dirichlet et par la suite on va pouvoir utiliser la même démarche introduite
dans le paragraphe 2.1.2 pour déterminer le terme de forçage du champ de température.
L'équation 2.29 s'écrit de la même façon mais en changement la température souhaitée
Θd au point Lagrangien xs par la température à la paroi Θparoi :

Qn+1/2 = ae %CvL(Θparoi −Θ) (2.31)
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2.2 Implémentation numérique

Les solveurs créés seront décrits dans ce paragraphe en se basant sur les solveurs sonicFOAM
et rhoCentralFOAM et en intégrant les nouveaux termes de forçage relatifs à la nouvelle
approche des frontières immergées. Ces termes de forçage sont basés sur les développe-
ments pour les écoulements incompressibles de Constant et al. [9, 10]

2.2.1 IBM _ sonicFOAM

La structure du code est basée sur le schéma présenté dans la section 1.3, l'algorithme
passe par les étapes suivantes :

(a) Les équations de continuité et de quantité de mouvement discrétisées 1.28 - 1.29 sont
résolues, ce qui donne une première estimation de ρ?, u?.

(b) Une première estimation de la pression mise à jour p? est obtenue via l'équation 1.33.

(c) Les champs calculés aux étapes (1) et (2) sont interpolés sur les marqueurs Lagrang-
iens a�n d'obtenir l'ensemble des termes de forçage. Ces termes de forçage sont par la
suite di�usés sur l'espace Eulérien a�n de determiner la valeur des termes de forçage
pour chaque cellule du maillage.

(d) Le système entier est à nouveau résolu, en partant des quantités calculées à l'instant
n et incluant les termes de forçage. Les équations sont résolues itérativement jusqu'à
ce que la convergence soit atteinte :

ρn+1 =
φρ(ρ

?,u?)

aρ
(2.32)

un+1 =
φu(ρn+1,u?)

au
− gradp?

au
+

f

au
(2.33)

en+1 =
φe(ρ

n+1,un+1, e?)

ae
− div(p?un+1)

ae
+
φfe(f ,u

n+1)

ae
+
qe
ae

(2.34)

pn+1 =
φp(p

?, ρn+1,un+1)

ap
+
φfp(f)

ap
(2.35)

Dans ce cas, on n'a pas besoin de recalculer le terme f pendant la boucle PISO et il est
déterminé une seule fois au début de la boucle de résolution.

2.2.2 IBM _ rhoCentralFOAM

L'intégration de la méthode des frontières immergées dans le solveur rhoCentralFoam
présenté dans la section 1.3 est e�ectuée à travers les étapes suivantes :

(a) La première étape de prédiction en résolvant les équations 1.22 , 1.23 , 1.24 , 1.25 et
1.27 pour obtenir ρ? , e? et u? (et p? via l'équation d'état). L'ensemble des termes
de forçage est nul à cette étape.
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(b) Les grandeurs physiques ρ? , p?, e? et u? sont interpolées dans l'espace Lagrangien
et les termes de forçage sont ainsi calculés. Ce champ est par la suite di�usé sur le
maillage Eulérien, de sorte que la valeur des termes de forçage est déterminée sur
l'ensemble de l'espace Eulérien.

(c) Les équations 1.23 , 1.24 , 1.25 et 1.27 sont à nouveau résolues en incluant les termes
de forçage :

ρn+1 =
φρ(ρ

?,u?)

aρ
(2.36)

(ρu)?? =
φ′u((ρu)?)

au
− gradp?

au
(2.37)

(u)?? = (ρu)??/ρn+1 (2.38)

ρn+1un+1 = ρn+1u?? +
φu(ρ?,u?)

au
− φ′u((ρu)?)

au
+

f

au
(2.39)

(ρet)
?? =

φ′et((ρet)
?,u??)

aet
− div(p?u?)

aet
(2.40)

e?? = (ρet)
??/ρn+1 − 0.5((u)??.(u)??) (2.41)

θ?? = e??/cv (2.42)

ρn+1en+1 = ρn+1e?? +
φe(ρ

n+1,un+1, en)

ae
− div(λ(θ??)grad(θ??))

ae

−
φ′et((ρet)

?,u??)

aet
+
φfe(f ,u

n+1)

ae
+
qe
ae

(2.43)

(d) Finalement, la température θn+1 = en+1/Cv et la pression pn+1 = ρn+1 · (rθn+1) sont
mises à jour.

2.2.3 Librairies IBM compressibles

La libraire IBM comporte les fonctions nécessaires pour le calcul des termes de correc-
tion des frontières immergées. Ces fonctions peuvent être classées suivant trois catégories
principales :

• Les fonctions de "Maillage-IBM" : l'ensemble des fonctions qui manipule les points
Lagrangiens et leurs supports en points Eulériens et points Neumanns ainsi que les
quantités physiques associées à chacun de ces points.

• Les fonctions de "Forçage-IBM" : l'ensemble des fonctions de calcul de l'interpolation
et la di�usion des quantités physiques ainsi que le calcul des termes de correction.

• Les fonctions de "Interface-IBM" : l'ensemble des fonctions qui assure la liaison entre
la librairie IBM et le solveur utilisé.
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La validation des nouveaux solveurs est e�ectuée pour un écoulement 2D autour de deux
types de géométries (cylindre circulaire et pro�l d'aile) et avec trois conditions aux limites
sur la température (neutre "Pas de terme source dans l'équation d'énergie", température
imposée et �ux imposé). Ces cas tests classiques ont été largement étudiés dans la littéra-
ture pour un large spectre de valeurs de Re et Ma, et de nombreuses bases de données
sont disponibles pour la comparaison.

3.1 Écoulement compressible autour d'un cylindre cir-
culaire 2D

Dans cette première étape de validation nous considérons exclusivement l'e�et IBM sur
l'équation de quantité de mouvement, a�n de bien étudier le comportement de ce forçage.

3.1.1 Domaine de calcul

La taille du domaine de calcul est choisie pour être égale à [−16D, 48D] dans la direction
de l'écoulement (x) et [−16D, 16D] dans la direction verticale (y) avec D le diamètre
du cylindre. Le domaine physique a été déterminé à partir des résultats d'IBM obtenus
pour des écoulements incompressibles [1]. Le centre du cylindre circulaire est choisi pour
être à l'origine du référentiel (Figure 3.1). Des éléments du maillage hexaédrique ont
été choisis pour la discrétisation. Le domaine physique dans la zone centrale x × y ∈
[−D, D] × [−D, D] est discrétisé en éléments homogènes de taille ∆x = ∆y = 0.01D.
En dehors de cette région centrale, un déra�nement des éléments du maillage est imposé
(rapport entre les éléments voisins r = 1.05) dans les deux directions x et y. Le nombre
total d'éléments du maillage qui en résulte est égal à 1.5 × 105. De plus, les conditions
aux limites ont été soigneusement choisies pour chaque cas, en tenant compte du nombre
de Mach, et de sorte que leur e�et sur les résultats prévus puisse être considéré comme
négligeable. D'une manière générale, une condition d'entrée sur la vitesse est imposée en
amont (côté gauche), une condition de sortie de conservation de masse est imposée en aval
et les conditions de glissement / non-ré�exion sont choisies dans la direction verticale.
Pour chaque cas analysé, les principales quantités physiques sont comparées aux données
disponibles de la littérature. En particulier, les coe�cients aérodynamiques sont dé�nis
comme :

CD =
2Fx

ρ∞DU2
∞
, CL =

2Fy
ρ∞DU2

∞
(3.1)

où les forces Fx et Fy sont directement calculées sur les points Lagrangiens et projetées
dans la direction de l'écoulement x et la direction verticale y, respectivement. ρ∞ et U∞
représentent les grandeurs physiques asymptotiques imposées à l'entrée.
Pour notre méthode IBM, le coe�cient de traînée est directement calculé à l'aide des
informations disponibles sur les points Lagrangiens.
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Figure 3.1 � Domaine de calcul 2D utilisé pour la validation IBM.

3.1.2 Écoulement incompressible (Ma = 0.05,Re = 40 et 100)

En raison de l'e�et presque négligeable de la compressibilité dans ce cas, le solveur IBM−
sonicFoam est choisi pour l'investigation. Deux con�gurations sont étudiées pour les
nombres de Reynolds Re = 40 et Re = 100.

Pour Re = 40 l'écoulement est caractérisé par une région de recirculation laminaire sta-
ble (voir Figure 3.2) puisque le point critique d'instabilité de Bénard - von Kàrman n'est
pas atteint. Tous les paramètres géométriques caractéristiques et les coe�cients aérody-
namiques (coe�cient de traînée CD) montrent une bonne convergence avec les données
de la littérature rapportées dans le tableau 3.1. De plus, on observe que le coe�cient
de pression Cp = 2×(p−p∞)

ρ∞×U2
∞

est en bon accord avec les résultats de Stålberg [2] comme le
montre la �gure 3.3.

Pour Re = 100 on observe un comportement instationnaire caractérisé par un cycle
périodique de von Kàrman. Les résultats incluent aussi le nombre de Strouhal St = fD

U∞
,

où f est la fréquence de formation des structures instationnaires calculée en utilisant
l'évolution temporelle du coe�cient de portance CL. La comparaison montre un très bon
accord avec les résultats disponibles dans la littérature, voir Table 3.1.
De plus, les isocontours de la vorticité axiale instantanée sont représentés sur la �gure 3.4
et l'évolution temporelle du coe�cient de portance est illustrée sur la �gure 3.5(a).
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Figure 3.2 � Les isocontours de vorticité axiale et les lignes de courant pour l'écoulement
autour d'un cylindre circulaire pour Ma = 0.05 et Re = 40. Un zoom autour de la zone de
recirculation est a�ché.

Study CD xs a b αs Crms
l St

Present (Re=40) 1.58 2.35 0.7 0.6 53.7 - -
Tritton [3] (Exp.) 1.59 - - - - - -
Le et al. [4] (Num.) 1.56 2.22 - - 53.6 - -

Dennis & Chang [5] (Num.) 1.52 2.35 - - 53.8 - -
Coutanceau & Bouard [6] (Exp.) - 2.13 0.76 0.59 53.5 - -

Gautier et al. [7] (Exp.) 1.49 2.24 0.71 0.59 53.6 - -
Chiu et al. [8] (Num.) 1.52 2.27 0.73 0.6 53.6 - -

Taira & Colonius [9] (Num.) 1.54 2.30 0.73 0.60 53.7 - -
Brehm et al. [10] (Num.) 1.51 2.26 0.72 0.58 52.9 - -
Present (Re=100) 1.35 - - - - 0.237 0.164

Berger & Wille [11] (Exp.) - - - - - - 0.16-0.17
Le et al. [4] (Num.) 1.37 - - - - 0.228 0.160
White [12] (Theo.) 1.46 - - - - -

Stalberg et al. [2] (Num.) 1.32 - - - - 0.233 0.166
Russell & Wang. [13] (Num.) 1.38 - - - - 0.212 0.172

Chiu et al. [8] (Num.) 1.35 - - - - 0.214 0.167
Liu et al. [14] (Num.) 1.35 - - - - 0.240 0.165

Brehm et al. [10] (Num.) 1.32 - - - - 0.226 0.165

Table 3.1 � Comparaison des quantités caractéristiques d'écoulement autour d'un cylindre
circulaire avec les données disponibles dans la littérature pour Ma = 0.05. CD est le coe�cient
de traînée, CL est le coe�cient de portance, St le nombre de Strouhal, xs la longueur de
recirculation, (a, b) sont les longueurs caractéristiques de la zone de recirculation et αs est
l'angle de séparation. Les données sont fournies pour Re = 40 (en haut) et Re = 100 (en bas),
respectivement.
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Figure 3.3 � Coe�cient de pression Cp le long de la surface du cylindre, pour l'angle α ∈
[0, π]. Les résultats d'IBM sont comparés aux données disponibles dans la littérature, solution
stationnaire pour Ma = 0.05 et Re = 40.

Figure 3.4 � Isocontours de vorticité axiale de l'écoulement autour d'un cylindre circulaire,
solution instationnaire pour Ma = 0.05 et Re = 100. Un zoom autour de la région de sillage
est montré.
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Figure 3.5 � Évolution temporelle du coe�cient de portance Cl pour l'écoulement autour d'un
cylindre circulaire pour : (a) Ma = 0.05 Re = 100, (b) Ma = 0.3 Re = 300. ta est le temps
d'advection caractéristique dé�ni par ta = D/U∞.
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3.1.3 Écoulement subsonique (Ma = 0.3, Re = 300)

Le solveur IBM-sonicFoam est utilisé pour e�ectuer la présente investigation. Pour ce
cas, les e�ets de compressibilité ne sont plus négligeables, bien qu'ils ne pilotent pas
l'évolution du l'écoulement. On retrouve les observations de Takahashi et al. [15] concer-
nant le comportement bidimensionnel de ce cas, contrairement à ce qui est obtenu pour
des écoulements incompressibles au même Re. Les isocontours de vorticité axiale sont
représentés sur la �gure 3.6 et l'évolution temporelle du coe�cient de portance est tracée
sur la �gure 3.5 (b).

Figure 3.6 � Isocontours de vorticité de l'écoulement autour d'un cylindre circulaire,Ma = 0.3
et Re = 300.

Les résultats obtenus pour les quantités caractéristiques de l'écoulement sont comparés
à une simulation classique avec un maillage conforme à la géométrie disponible dans la
littérature [15] dans la Table 3.2. Les coe�cients globaux de l'écoulement correspondent
bien à la référence disponible, ce qui prouve la capacité du solveur IBM proposé pour la
simulation des écoulements légèrement compressibles.

Case CD Crms
l 4choc

Present (Ma=0.3) 1.5 0.566 -
Takahashi et al. [15] (Num.) 1.444 0.573

Present (Ma=2) 1.51 - 0.69
Takahashi et al. [15] (Num.) 1.55 - -

Billig. [16] (Theo.) - - 0.62

Table 3.2 � Coe�cient de traînée CD, L'écart type du coe�cient de portance Crms
l et emplace-

ment de front de choc 4choc, calculés pour l'écoulement autour d'un cylindre circulaire pour
Re = 300, Ma = 0.3 et Ma = 2. Les résultats obtenus sont comparés aux données disponibles
dans la littérature.
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3.1.4 Écoulement transsonique (0.8 ≤Ma < 1, Re = 100)

Dans ce cas, les e�ets de compressibilité deviennent importants et le solveur IBM-rhoCentralFoam
est ainsi choisi pour les simulations. On considère un écoulement transsonique autour d'un
cylindre à Re = 100 et pour les nombres de Mach Ma = 0.8 et Ma = 0.9. Le traitement
de ce cas nécessite un domaine de calcul et des conditions aux limites adaptés à ces prob-
lématiques. En fait, on élargit les dimensions du domaine de calcul utilisé dans les études
précédentes dans la directions transversales avec [−16D, 48D] dans la direction de l'é-
coulement (x) et [−100D, 100D] dans la direction verticale (y). Des éléments du maillage
hexaédrique ont été également choisis pour la discrétisation. Le domaine physique dans la
zone centrale x× y ∈ [−D, D]× [−D, D] est discrétisé en éléments homogènes de taille
∆x = ∆y = 0.01D. En dehors de cette région centrale, un déra�nement des éléments du
maillage est imposé (rapport entre les éléments voisins r = 1.05) dans les deux directions
x et y. Le nombre total d'éléments du maillage qui en résulte est égal à 2.5 × 105 (Voir
�gure 3.7). De plus, une condition d'entrée sur les valeurs totales de la pression et de la
température est imposée en amont (côté gauche), une condition de sortie de conservation
de masse est imposée en aval et les conditions de glissement / non-ré�exion sont égale-
ment choisies dans la direction verticale.
Les �gures 3.8 et 3.9 présentent les isocontours du nombre de Mach et de masse vo-

Figure 3.7 � Domaine de calcul 2D utilisé pour la validation IBM.

lumique, respectivement, pour cet écoulement transsonique. On identi�e bien la zone
supersonique et l'onde de choc et on souligne la capacité de notre solveur à capturer ces
phénomènes physiques même quand ils se produisent au niveau des points Lagrangiens
ce qui présente un grand dé� des méthodes des frontières immergées.
Il faut préciser que les petites �uctuations au bout de sillage sont dues à une convergence
incomplète et non à un comportement physique.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.8 � Isocontours du nombre de Mach pour un écoulement transonique autour d'un
cylindre circulaire à Re = 100 ; (a) et (b) Ma = 0.8, (c) et (d) Ma = 0.9.

3.1.5 Écoulement supersonique

Écoulement laminaire (Ma = 2.0, Re = 300)

Les forts e�ets de compressibilité induisent une régularisation de l'écoulement, qui est dans
ce cas stationnaire et bidimensionnel. Les isocontours de masse volumique dans le champ
proche du cylindre sont représentés sur la �gure 3.10. Le solveur IBM-rhoCentralFoam
capture avec succès le comportement stationnaire et symétrique de l'écoulement. De plus,
un choc en amont du cylindre circulaire est clairement obtenu.

La comparaison du coe�cient de traînée CD et de l'emplacement du front de choc 4shock

avec les données disponibles de la littérature [15, 16] est reportée dans le Tableau 3.2. On
constate qu'une bonne prédiction de l'écoulement est obtenue. De plus, la distribution
du coe�cient de pression est comparée aux données de Takahashi et al. [15] en Fig.3.11,
montrant à nouveau, une très bonne correspondance avec la référence disponible.

Écoulement turbulent (Ma = 1.7, Re = 2× 105)

Dans ce cas, on augmente le nombre de Reynolds a�n d'avoir un régime turbulent derrière
le cylindre. On n'utilise pas de modèle de turbulence pour l'investigation de ce cas et on
se limite juste à tester le comportement de notre solveur pour des nombres de Reynolds
élevés. Il faut noter que le cas de référence Al-Marouf et al. [17] n'utilise pas également
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.9 � Isocontours de masse volumique pour un écoulement transonique autour d'un
cylindre circulaire à Re = 100 ; (a) et (b) Ma = 0.8, (c) et (d) Ma = 0.9.

un modèle de turbulence.
Nous examinons l'écoulement supersonique autour d'un cylindre à un nombre de Mach
Ma = 1.7, et un nombre de Reynolds Re = 2× 105. La �gure 3.12 représente les champs
du nombre de Mach (a) et de masse volumique (b), obtenus après l'établissement d'un
régime permanent. Les valeurs obtenus de l'angle de séparation, de l'emplacement du choc
et du coe�cient de traînée sont présentées dans le tableau 3.3. Un bon accord entre nos
résultats est observé en comparaison avec d'autres données de la littérature numériques
[17, 18] et expérimentales [19].

Case CD αs 4choc

Present 1.37 111 1.035
Al-Marouf et al. [17] (Num.) 1.35 113 1.035
Tullio et al. [18] (Num.) 1.41 113 1.04
Bashkin et al. [19] (Expe.) 1.40 112 -

Table 3.3 � Coe�cient de traînée CD, l'angle de séparation αs et emplacement de front de choc
4choc, calculés pour l'écoulement autour d'un cylindre circulaire pourMa = 1.7 et Re = 2×105.
Les résultats obtenus sont comparés aux données disponibles dans la littérature.
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(a)

(b)

Figure 3.10 � (a) Isocontours de masse volumique et (b) Critère de Schlieren sont représentés
pour un écoulement autour d'un cylindre circulaire, Ma = 2.0, Re = 300.
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Figure 3.11 � Répartition du coe�cient de pression pour le cas Ma = 2, Re = 300. Les
résultats obtenus sont comparés aux données disponibles dans la littérature.

3.1.6 Écoulement autour d'un cylindre en mouvement

On s'intéresse dans ce paragraphe à l'analyse des écoulements compressibles autour de
géométries mobiles. L'approche des frontières immergées est notamment développée pour
ses capacités à traiter ce type de problèmes en aérodynamique externe.
L'algorithme des deux solveurs compressibles est légèrement modi�é pour pouvoir prendre
en compte le mouvement du corps :

• Une étape de prédiction avec une première estimation des champs des vitesses, tem-
pérature, pression et masse volumique.

• Calcul des nouvelles positions des points Lagrangiens avec l'équation de mouvement
imposé.

• Calcul des termes de forçage sur les nouvelles positions des points Lagrangiens.

• Une dernière étape avec la résolution des équations de Naviers-Stokes en rajoutant
les termes de forçage

Par la suite, on passe à la validation des capacités de nos solveurs pour la simulation des
écoulements autour d'obstacles en mouvement. Pour ce faire, nous nous concentrons sur
2 cas :

• Cylindre en oscillation forcée transversale

• Cylindre en oscillation forcée longitudinale

Oscillation forcée transversale (Ma = 0.05, Re = 500)

On étudie tout d'abord un écoulement incompressible autour d'un cylindre oscillant à
Ma = 0.05 et Re = 500. Constant et al. [1] montrent que cet écoulement est bidimen-
sionnel. L'objectif de ce cas test est la validation du solveur IBM − sonicFOAM sur ce
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(a)

(b)

Figure 3.12 � (a) Isocontours de Ma et (b) masse volumique sont représentés pour un écoule-
ment autour d'un cylindre circulaire, Ma = 1.7, Re = 200000.
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type de problématique. Le mouvement du cylindre est décrit par :

Yc(t) = Acos(2πfct) (3.2)

avec :

• Yc : Évolution instantanée de la position du centre du cylindre

• A : Amplitude des oscillations

• fc : Fréquence des oscillations

On choisit de reprendre les conditions utilisées par Constant et al. [1] avec une amplitude
A = 0.25×D et une fréquence fc = 0.975f0 avec f0 la fréquence de génération des struc-
tures instationnaires dans le cas d'un cylindre �xe avec le même Ma et Re.
A�n de déterminer la fréquence f0 de notre système, on e�ectue un calcul préliminaire
sur un cylindre �xe.
La �gure 3.13 montre l'évolution du nombre de Mach et de la vorticité autour du cylin-
dre sur une période pour un régime établi. On constate qu'on arrive bien à capter la
dynamique de l'écoulement.
De plus, nos résultats se comparent bien avec les données disponibles dans la littérature
et rapportées dans le tableau 3.4.
Finalement, on présente l'évolution temporelle du coe�cient de portance (Figure 3.14)

Cas CD Crms
l St

Present (Ma = 0.05,Re = 500) 1.486 1.42 0.23
Constant et al. [1] 1.515 1.41 0.228

Blackburn et Henderson [20] 1.445 1.27 0.228
Henderson. [21] 1.445 - -
Norberg. [22] - - 0.205

Table 3.4 � Coe�cient de traînée CD, Valeur e�cace du coe�cient de portance Crms
l et

nombre de Strouhal St, calculés pour l'écoulement autour d'un cylindre circulaire oscillant
pour Ma = 0.05 et Re = 500. Les résultats obtenus sont comparés aux données disponibles
dans la littérature.

et on la compare aux résultats de Constant et al. [1](Figure 3.15).

Oscillation forcée longitudinale (Ma = 0.05, Re = 100)

Dans cette partie, on modi�e l'orientation des oscillations du cylindre dans la même
direction que l'écoulement. On change également le nombre de Mach par rapport au
premier cas a�n de tester le deuxième solveur IBM − rhoCentralFOAM . On choisit de
simuler un écoulement à Ma = 0.05 et Re = 100 et on compare nos résultats avec les
données de l'étude de Örley et al. [23].
Le mouvement du cylindre est décrit par :

Xc(t) = Asin(2πfct) (3.3)

avec A = 0.14 × D et fc = 2 × f0. Également, on e�ectue un calcul préliminaire sur un
cylindre �xe a�n de déterminer la fréquence f0.
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(a) (e)

(b) (f)

(c) (g)

(d) (h)

Figure 3.13 � Iso-contours du nombre de Mach (a)-(d) et vorticité (e)-(h) pour un écoulement
autour d'un cylindre oscillant transversal Ma = 0.05 : (a) et (e) : t = 0.25T ; (b) et (f) :
t = 0.5T ;(c) et (g) : t = 0.75T ;(d) et (h) : t = 1.0T avec T : Temps de retournement des
lâchers instationnaires.
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Figure 3.14 � Évolution temporelle du coe�cient de portance Cl pour l'écoulement autour
d'un cylindre circulaire oscillant(transversal)

La �gure 3.16 montre l'évolution du Mach et de la vorticité autour du cylindre sur une
période pour un régime établi. En comparant avec la référence, on constate qu'on arrive
bien à capter la dynamique de l'écoulement.
De plus, la valeur du coe�cient de traînée se compare bien avec les données disponibles
dans la littérature et rapportées dans le tableau 3.5.

Cas CD Cmax
l

Present (Ma = 0.05,Re = 100) 1.65 0.85
Örley et al. [23] 1.73 0.93
Liao et al. [24] 1.71 0.95

Hurlbut et al. [25] 1.68 0.95
Su et al. [26] 1.7 0.97

Table 3.5 � Coe�cient de traînée CD et coe�cient de portance Cmax
l , calculés pour l'écoule-

ment autour d'un cylindre circulaire oscillant pour Ma = 0.05 et Re = 100. Les résultats
obtenus sont comparés aux données disponibles dans la littérature.

Finalement, on présente l'évolution temporelle de coe�cient de portance Cl (Voir la Figure
3.17). Il faut noter ici que la di�érence entre les valeurs maximales du coe�cient de
portance, rapportées dans le tableau 3.5, peut s'expliquer par la di�érence dans le calcul
de la fréquence f0. Les références bibliographiques ne donnent pour ce cas ni le calcul ni
la valeur de f0.
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Figure 3.15 � Comparaison du coe�cient de portance Cl avec les résultats de Constant et al.
[1]

3.2 Écoulement compressible autour d'un cylindre cir-
culaire chau�é 2D

On passe maintenant au test des solveurs IBM sur des écoulements autour d'un cylindre
chau�é circulaire, �xe et mobile. Dans cette étape de validation, on utilise les deux ter-
mes sources pour l'équation de la quantité de mouvement et l'équation d'énergie. C'est
également un cas test classique de validation bien documenté pour une large gamme des
Re, Ma et rapports de température rθ = θwall

θinlet
.

3.2.1 Domaine de calcul

Dans cette partie, on choisit de mailler le domaine de calcul avec 5 blocs comme indiqué
sur la Figure 3.18. Les dimensions du domaine de calcul sont : [−16D, 48D]×[−16D, 16D]
dans la direction longitudinale (x), transversale (y), respectivement. Le maillage est uni-
forme dans la zone centrale au voisinage du cylindre x × y ∈ [−D, D] × [−D, D] et de
taille ∆x = ∆y = 0.01D et le centre du cylindre est à l'origine du domaine en (0, 0).
En dehors de cette région, le maillage est étiré avec un facteur de 2. Le nombre total
d'éléments du maillage qui en résulte est égal à 1.1× 105.
D'autre part, les conditions aux limites ont été choisies de la même façon que celles de
la section précédente : Une condition d'entrée sur la vitesse est imposée en amont (côté
gauche) et une condition de sortie de conservation de masse est imposée en aval et les
conditions de glissement / non-ré�exion sont choisies dans la direction verticale.
Pour l'analyse de la partie thermique, le nombre local de Nusselt sur la surface du cylindre
est évalué par l'expression suivante :

• pour une température imposée :

Nuα =
1

θwall − θinlet
× ∂θ

∂ns
(3.4)
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(a) (e)

(b) (f)

(c) (g)

(d) (h)

Figure 3.16 � Iso-contours du nombre de Mach (a)-(d) et vorticité (e)-(h) pour un écoulement
autour d'un cylindre oscillant longitudinal Ma = 0.05 : (a) et (e) : t = 0.25T ; (b) et (f) :
t = 0.5T ;(c) et (g) : t = 0.75T ;(d) et (h) : t = 1.0T avec T : Temps de retournement des
lâchers instationnaires.
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Figure 3.17 � Évolution temporelle du coe�cient de portance Cl pour l'écoulement autour
d'un cylindre circulaire oscillant(longitudinal)

• pour un �ux imposé :

Nuα =
λ

qwallD
× ∂θ

∂ns
(3.5)

avec :

� λ : conductivité thermique

� qwall : �ux thermique imposé

� ns : vecteur sortant normal à la surface du cylindre

Par la suite, ces valeurs locales sont intégrées sur l'ensemble du cylindre pour obtenir le
nombre de Nusselt moyen. On reprend la dé�nition de Luo et al. [27] :

Nu =
1∑
∆s

∑
Nuα ×∆s (3.6)

avec ∆s le segment du cylindre relatif à l'angle α .
Le nombre moyen de Nusselt peut être utilisé dans le dimensionnement des nouvelles
applications a�n d'estimer le taux de transfert de chaleur du cylindre dans le cas de
température de paroi imposée ou pour estimer la température moyenne de surface du
cylindre pour le cas de �ux thermique imposé.

3.2.2 Écoulement stationnaire

Les deux solveurs IBM−sonicFoam et IBM−rhoCentralFoam sont choisis pour cette
investigation et trois con�gurations sont étudiées pour les trois types de conditions aux
limites :

• Neutre "Pas de terme source dans l'équation d'énergie" : (Ma = 0.05, Re = 20 et
Re = 40)
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Figure 3.18 � Domaine de calcul 2D utilisé pour la validation IBM.

• Température imposée : (Ma = 0.05, Re = 20 et 40), rθ = 2

• Flux imposé : (Ma = 0.4 et Re = 40), qparoi = −0.2W/m2

Les cas test ont été choisis en fonction de leur intérêt physique et des données disponibles
dans la littérature.

Écoulement Neutre

Cette étude de validation est e�ectuée pour un cylindre à Re = 20 et Re = 40. Ce
cas a été déjà analysé dans la section 3.1.2 mais on s'intéresse dans cette partie à une
représentation qualitative du pro�l de la température (Voir Figure 3.19) pour donner une
référence sans modèle thermique explicite. Seulement une condition aux limites de type
Dirichlet pour la vitesse et une condition aux limites de type Neumann pour la pression
sont appliquées sur le cylindre.

Température imposée rθ = 2

Nous nous intéressons maintenant à la validation de la méthode IBM proposée dans le cas
d'une température imposée sur le cylindre circulaire. Les �gures 3.20 (a) et (b) représen-
tent les iso-contours de la température pour Re = 20 et 40. Ces iso-contours montrent que
la présente méthode permet de capturer le transfert de chaleur et les lignes de courant
autour du cylindre indique une bonne représentation de la région de recirculation.
De plus, le tableau 3.6 présente le nombre de Nusselt moyen Nu de la présente étude et
des données de référence numériques et expérimentales. On remarque que notre approche



3.2. ÉCOULEMENT COMPRESSIBLE AUTOURD'UN CYLINDRE CIRCULAIRE CHAUFFÉ 2D107

(a) (b)

Figure 3.19 � Iso-contours de température et lignes de courant pour un écoulement autour
d'un cylindre circulaire neutre Ma = 0.05 : (a) Re = 20 et (b) Re = 40.

(a) (b)

Figure 3.20 � Iso-contours de température et lignes de courant pour un écoulement autour
d'un cylindre circulaire chau�é Ma = 0.05 : (a) Re = 20 et (b) Re = 40.
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Figure 3.21 � Variation du Nusselt sur la surface du cylindre pour Re = 20

numérique montre un meilleur accord avec les résultats expérimentaux [28] en comparai-
son des autres modèles numériques([29] et [30]).

Study Re = 20 Re = 40
Present results 2.42 2.8

Sparrow et al. [28] (Exp.) 2.21 3.08
Badr [31] 2.54 3.48

Dennis et al. [32] 2.52 3.43
Soares et al. [29] (Num.) 2.43 3.2
Bharti et al. [30] (Num.) 2.47 3.28

Table 3.6 � Comparaison du Nusselt moyen Nu sur la surface du cylindre pour Re = 20 et
Re = 40

D'autre part, on trace sur la �gure 3.21 l'évolution du nombre de Nusselt local Nuα sur
la surface du cylindre et on la compare au résultat de Luo et al. [27]. L'écart entre les
deux courbes est dû aux e�ets de la di�usivité thermique : Luo et al. [27] ont choisit un
coe�cient de di�usivité thermique constant alors que dans notre cas on utilise un modèle
de di�usivité thermique qui varie en fonction de la température.

Flux de chaleur imposé qparoi = −0.2W/m2

On s'intéresse maintenant à la simulation des écoulements compressibles avec un �ux de
chaleur imposé non nul. On choisit également de modi�er le nombre de Mach a�n d'in-
troduire les e�ets de compressibilité. Ainsi on utilise le solveur IBM − rhoCentralFoam
pour l'investigation de ce cas. Les �gures 3.22 montrent les isocontours de température
d'un écoulement compressible autour d'un cylindre à Ma = 0.4, Re = 40 et un �ux
de chaleur qparoi = −0.2W/m2. La �gure 3.22 (a) utilise notre approche IBM alors que
la �gure 3.22 (b) utilise un maillage conforme avec un solveur classique d'OpenFoam :
rhoCentralFoam. On observe qu'on arrive à prédire l'écoulement autour du cylindre avec
succès via notre solveur IBM. Les lignes de courant obtenues avec notre approche IBM
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(a) (b)

Figure 3.22 � Iso-contours et lignes de courant pour un écoulement autour d'un cylindre
circulaire à Ma = 0.4, Re = 40 et qparoi = −0.2W/m2 : (a) approche IBM et (b) maillage
conforme.

sont similaires aux ceux obtenus avec un solveur basé sur un maillage conforme. De plus,
le coe�cient de traînée Cd et les grandeurs caractéristiques de la boucle de recirculation :
la longueur de recirculation et l'angle de séparation se comparent bien entre nos résultats
IBM et les résultats obtenus avec rhoCentralFoam (Table 3.7).

Résultats CD xs αs
IBM 1.68 2.42 132

rhoCentralFoam 1.74 2.5 130

Table 3.7 � Comparaison des quantités caractéristiques d'écoulement autour d'un cylindre
circulaire avec un �ux de chaleur imposé qparoi = −0.2W/m2. CD est le coe�cient de traînée,
xs la longueur de recirculation et αs est l'angle de séparation.

3.2.3 Écoulement instationnaire(Ma = 0.025)

A�n de valider l'expression proposée du terme source pour l'équation d'énergie, nous
analysons un écoulement instationnaire autour d'un cylindre circulaire chau�é où le champ
de température a une in�uence signi�cative sur la topologie de l'écoulement, en particulier
lorsque le rapport de température rθ dépasse 1.1.
On choisit de simuler un écoulement instationnaire à Ma = 0.025, et avec deux rapports
de température rθ = {1.8, 3} et trois nombres de Reynolds Re = {100, 140, 260}.
Pour les di�érents cas, on observe un comportement instationnaire caractérisé par les
allées de von Kármán périodiques. Les isocontours de température et les lignes de courant
de l'écoulement sont représentés sur la �gure 3.23 (a)&(b) et l'évolution temporelle du
coe�cient de portance est représentée sur la �gure 3.23 (c)&(d).

Nous analysons aussi le nombre de Strouhal St = fD
U∞

, où f est la fréquence de génération
des structures tourbillonnaires calculée en utilisant l'évolution temporelle du coe�cient
de portance CL. La comparaison montre un accord relativement bon avec les résultats
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Figure 3.23 � Iso-contours et lignes de courant (à gauche) et évolution temporelle du coe�cient
de portance Cl (à droite) pour un écoulement autour d'un cylindre circulaire chau�é Ma =
0.025 : (a) et (c) Re = 100,rθ = 1.8 ; (b) et (d) Re = 260,rθ = 3.
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disponibles dans la littérature (un écart plus important est constaté pour des rθ grands),
voir Table 3.8.

Cas Re = 100 Re = 100 Re = 140 Re = 140 Re = 260 Re = 260
rθ = 1.8 rθ = 3 rθ = 1.8 rθ = 3 rθ = 1.8 rθ = 3

Present 0.142 0.122 0.155 0.133 0.18 0.165
De Palma et al. [33] (Num.) 0.143 - 0.161 0.14 0.187 0.178
Wang et al. [34] (Exp.) 0.144 - 0.159 - 0.185 -

Table 3.8 � Nombre de Strouhal St pour un écoulement instationnaire autour du cylindre
circulaire chau�é à Ma = 0.025

Nous observons que le nombre de Strouhal St (de même pour la fréquence f) diminue
pour les valeurs croissantes de rθ pour un Re donné.
En�n, le tableau 3.9 présente les quantités caractéristiques pour toutes les valeurs de rθ et
Re. On constate que la valeur moyenne du coe�cient de traînée Cd est peu in�uencée par
la température imposée. Par contre, la valeur maximale du coe�cient de portance Cmax

l

varie d'une manière signi�cative avec la valeur de la température imposée : elle diminue
quand rθ augmente.

Cas Re = 100 Re = 100 Re = 140 Re = 140 Re = 260 Re = 260
rθ = 1.8 rθ = 3 rθ = 1.8 rθ = 3 rθ = 1.8 rθ = 3

Cd 1.47 1.53 1.465 1.48 1.461 1.43
Cmax
l 0.17 0.07 0.26 0.12 0.42 0.3

Table 3.9 � Cd et Cmax
l pour un écoulement instationnaire autour du cylindre circulaire chau�é

à Ma = 0.025

3.2.4 Sensibilité aux e�ets de compressibilité (Re = 100 et rθ =
1.1)

Dans ce paragraphe, nous analysons l'in�uence de la compressibilité sur la topologie de
l'écoulement. Pour ce faire, nous étudions l'écoulement autour du cylindre chau�é pour
plusieurs nombres de Mach Ma = {0.05, 0.3, 0.5, 0.7}. On utilise le solveur IBM _ sonic-
FOAM pour les nombres de MachMa = {0.05, 0.3} et le solveur IBM _ rhoCentralFOAM
pour les nombres de Mach Ma = {0.5, 0.7}. A�n de nous concentrer uniquement sur la
compressibilité, nous choisissons la même valeur pour le nombre de Reynolds Re = 100
et le ratio de température rθ = 1.1.
Luo et al. [27] proposent d'analyser trois paramètres pour quanti�er les e�ets de la com-
pressibilité : coe�cient de trainée, nombre de Strouhal et nombre de Nusselt.
En e�et, dans ce cas, les e�ets de compressibilité ne sont plus négligeables et pilotent
l'évolution de l'écoulement.
La �gure 3.24 présente les iso-contours du nombre de Mach et de la température pour
l'ensemble des simulations Ma = {0.05, 0.3, 0.5, 0.7}.
Les résultats obtenus pour les quantités caractéristiques sont indiqués dans le tableau
3.10 :
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Study Cd Cmax
l St Nu

Present Ma = 0.05 1.42 0.17 0.17 5.4
Luo et al. [27] Ma = 0.05 1.38 - 0.171 6

Present Ma = 0.3 1.5 0.317 0.156 2.8
Luo et al. [27] Ma = 0.3 1.44 - 0.172 3

Present Ma = 0.5 1.637 0.236 0.16 1.6
Present Ma = 0.7 1.89 0.0933 0.161 1.1

Table 3.10 � Cd , Cmax
l et St pour l'ensemble des nombres de Mach (rθ = 1.1 et Re = 100)

• Pour le premier paramètre Cd, une augmentation de la compressibilité entraîne une
augmentation de la masse volumique et de la température au niveau du cylindre et
par conséquent une augmentation de la pression. Ainsi, augmenter la di�érence de
ces quantités entre l'amont et l'aval du cylindre entraîne une augmentation de la
traînée de pression et de la traînée visqueuse ( parce que la viscosité µ(θ) augmente
) et donc une augmentation du coe�cient de traînée totale.

• Pour le deuxième paramètre St, on retrouve les observations de Luo et al. [27] avec
un nombre de Strouhal St qui augmente légèrement avec le nombre de Mach.

• Pour le dernier paramètre Nu, l'augmentation de la température, due à l'e�et de
compressibilité, limite le transfert de chaleur qui entraîne une diminution du nombre
de Nusselt.

3.2.5 Écoulement autour d'un cylindre chau�é oscillant (Ma =
0.05, Re = 100)

Dans cette partie, on étudie un écoulement autour d'un cylindre oscillant dans la direction
de l'écoulement à Ma = 0.05 et Re = 100. On e�ectue la simulation avec le solveur IBM
_ sonicFOAM. Le mouvement du cylindre est décrit par :

Xc(t) = Asin(2πfct) (3.7)

avec A = 0.14×D et fc = 2× f0. On e�ectue un calcul préliminaire sur un cylindre �xe
a�n de déterminer la fréquence f0.
La �gure 3.25 montre l'évolution des iso-contours de la température et de la vorticité
autour du cylindre sur une période pour un régime établi. En comparant avec la référence,
on constate qu'on arrive bien à capter la dynamique de l'écoulement.
De plus, nos résultats se comparent bien avec les données de Luo et al.[27] rapportées
dans le tableau 3.11.

Cas Test Cd Cmax
l

rθ = 1.1 et Re = 100
present 1.7 0.84

Luo et al.[27] 1.68 0.95

Table 3.11 � Cd , Cmax
l et St pour le cas d'un cylindre oscillant chau�é
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figure 3.24 � Iso-contours du nombre de Mach et Température pour un écoulement autour
d'un cylindre circulaire chau�é : (a)-(b) Ma = 0.05 ; (c)-(d) Ma = 0.3 ; (e)-(f) Ma = 0.5 ;
(g)-(h) Ma = 0.7.
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(a) (e)

(b) (f)

(c) (g)

(d) (h)

Figure 3.25 � Iso-contours de vorticité (a)-(d) et température (e)-(h) pour un écoulement
autour d'un cylindre oscillant longitudinal Ma = 0.05 : (a) et (e) : t = 0.25T ; (b) et (f) :
t = 0.5T ;(c) et (g) : t = 0.75T ;(d) et (h) : t = 1.0T avec T : Temps de retournement des
lâchers instationnaires.
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Finalement, on présente l'évolution temporelle du coe�cient de portance (Figure 3.26)
(a) et on la compare aux résultats de Luo et al. [27](Figure 3.26) (b).

3.3 Écoulement compressible autour d'un pro�l d'aile
2D

Contrairement au cylindre circulaire, certains pro�ls d'ailes présentent un angle aigu au
niveau du bord de fuite di�cilement représentable avec un maillage cartésien non con-
forme à la géométrie. Ainsi, ce cas test est un vrai challenge pour la validation de notre
approche IBM et pour évaluer sa performance. Dans cette partie, on étudie l'écoulement
autour de plusieurs pro�ls NACA pour un large spectre de valeurs du nombre de Mach
et du nombre de Reynolds.

3.3.1 Domaine de calcul

La taille du domaine de calcul est choisie pour être égale à [−10Lc, 18Lc] dans la direction
de l'écoulement (x) et [−10Lc, 10Lc] dans la direction verticale (y) où Lc est la longueur
de la corde. Le centre de la corde est choisi pour être à l'origine du référentiel (Figure
3.27). Des éléments du maillage hexaédrique ont été choisis pour la discrétisation. Le
domaine physique dans la zone centrale x × y ∈ [−Lc, Lc] × [−Lc, Lc] est discrétisé en
éléments homogènes de taille ∆x = ∆y = 0.002D. En dehors de cette région centrale,
un déra�nement des éléments du maillage est imposé (rapport entre les éléments voisins
r = 1.05) dans les deux directions x et y. Le nombre total d'éléments du maillage qui en
résulte est égal à 1.6 × 105. D'autre part, des conditions aux limites similaires aux cas
précédents ont été choisies : une condition d'entrée sur la vitesse est imposée en amont
(côté gauche), une condition de sortie de conservation de masse est imposée en aval et les
conditions de glissement / non-ré�exion sont choisies dans la direction verticale.
Pour chaque cas analysé, les principales quantités physiques d'intérêt sont comparées aux
données disponibles de la littérature. Les coe�cients de traînée et de portance, pour un
pro�l d'aile, sont dé�nis par rapport à la longueur de la corde Lc :

CD =
2Fx

ρ∞LcU2
∞
, CL =

2Fy
ρ∞LcU2

∞
(3.8)

3.3.2 Écoulement incompressible (Ma = 0.05)

Comme pour les autres cas test de validation, on commence par un cas incompressible
avec le solveur IBM − sonicFoam. On reprend les travaux de Al-Maarouf et al. [17] avec
deux con�gurations :

(a) Une première con�guration est étudiée pour un écoulement autour d'un NACA
0008 à un angle d'attaque de 4◦ et à Ma = 0.05 et Re = 2 × 103. Cet écoulement
est caractérisé par un régime laminaire stationnaire. La �gure 3.28 représente les
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Figure 3.26 � (a) Évolution temporelle du coe�cient de portance Cl pour l'écoulement autour
d'un cylindre circulaire oscillant(longitudinal) et (b) comparaison du coe�cient de portance Cl
avec les résultats de Luo et al. [27].



3.3. ÉCOULEMENT COMPRESSIBLE AUTOUR D'UN PROFIL D'AILE 2D 117

Figure 3.27 � Domaine de calcul 2D utilisé pour la validation IBM.

iso-contours du nombre de Mach et les lignes de courant autour du pro�l d'aile et
notamment la zone de recirculation stationnaire.

Figure 3.28 � Les iso-contours du nombre de Mach et les lignes de courant autour d'un
NACA0008 (Ma = 0.05 ; Re = 2× 103 et un angle d'attaque de 4◦).

(b) Une deuxième con�guration est étudiée pour un écoulement autour d'un NACA
0018 à un angle d'attaque de 10◦ et à Ma = 0.05 et Re = 104. Cet écoulement
est caractérisé par un régime laminaire instationnaire. La �gure 3.29 représente les
iso-contours du nombre de Mach et les lignes de courant autour du pro�l d'aile. On
identi�e bien les allées de von Kàrman caractéristiques de ce régime d'écoulement.
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De plus, la �gure 3.30 montre l'évolution des iso-contours de Ma et de la vorticité
autour du pro�l d'aile sur une période pour un régime établi.

Les coe�cients de traînée, de portance et le nombre de Strouhal St sont comparés aux
résultats de simulations conformes au corps et à d'autres approches des frontières im-
mergées dans le tableau 3.12. Pour une résolution similaire (h la taille des éléments du
maillage proche du corps immergé) avec celle de Al-Maarouf et al. [17], on montre un
bon accord pour le coe�cient de traînée. Pour le coe�cient de portance CL, on trouve
une valeur intermédiaire entre les résultats de Al-Marouf et al.[17] et Zhang et Samtaney
[35]. D'autre part, on trace le coe�cient de portance sur l'extrados et l'intrados du pro�l

Cas test CD Cl St
Present (NACA 0008) h = 1/128 0.074 0.21
Al-Maarouf et al. [17] (h = 1/1024) 0.078 0.273 -
Kunz et Kroo [36] (h = 1/1024) 0.08 0.272 -
Mittal et al. [37] (h = 1/1024) 0.081 0.273 -

Present (NACA 0018) h = 1/128 0.142 0.44 0.723
Al-Maarouf et al. [17] (h = 1/128) 0.146 0.248 0.726
Al-Maarouf et al. [17] (h = 1/1024) 0.223 0.86 0.698
Zhang et Samtaney [35] (h = 1/1024) 0.22 0.798 0.653

Table 3.12 � Comparaison des quantités caractéristiques d'écoulement autour d'un pro�l d'aile
avec les données disponibles dans la littérature pourMa = 0.05. CD est le coe�cient de traînée,
CL est le coe�cient de portance, St le nombre de Strouhal. Les données sont fournies pour
NACA 0008 à un angle d'attaque de 4◦ et Re = 2× 103 (en haut) et NACA 0018 à un angle
d'attaque de 10◦ et Re = 104 (en bas), respectivement.

de l'aile. La �gure 3.31 montre un contour similaire avec les travaux de Al-Maarouf et
al.[17].

Figure 3.29 � Les iso-contours du nombre de Mach et les lignes de courant autour d'un
NACA0018 (Ma = 0.05 ; Re = 104 et un angle d'attaque de 10◦).
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(a) (e)

(b) (f)

(c) (g)

(d) (h)

Figure 3.30 � Iso-contours du nombre de Mach (a)-(d) et vorticité (e)-(h) pour un écoulement
autour d'un NACA0018 (Ma = 0.05 ; Re = 104 et un angle d'attaque de 10◦) : (a) et (e) :
t = 0.25T ; (b) et (f) : t = 0.5T ;(c) et (g) : t = 0.75T ;(d) et (h) : t = 1.0T avec T : Temps de
retournement des lâchers instationnaires.
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Figure 3.31 � Coe�cient de pression Cp le long de la surface de l'aile, pour l'abscisse ∈ [0, 1]
de la corde. Les résultats d'IBM sont comparés aux données disponibles dans la littérature [17].

(a) (b)

Figure 3.32 � (a) Les iso-contours du nombre de Mach et les lignes de courant et (b) le critère
Schlieren autour d'un NACA0012 (Ma = 0.8 ; Re = 500 et un angle d'attaque de 10◦).

3.3.3 Écoulement transsonique (Ma = 0.8, Re = 500)

On étudie dans ce paragraphe le cas d'un écoulement transsonique laminaire et station-
naire autour d'un pro�l d'aile NACA 0012 avec un Ma = 0.8, Re = 500 et un angle
d'attaque α = 10◦. La �gure 3.32 (a) montre les lignes de courant autour du pro�l d'aile.
On constate qu'une grande région de séparation apparaît sur la surface supérieure du
pro�l aérodynamique et cette zone de recirculation s'étend sur 50% de la corde sur la
surface supérieure ce qui correspond bien à l'observation de la littérature [38].
De plus, on trace le critère Schlieren autour du pro�l NACA(Voir �gure 3.32 (b)). On
détermine via cette visualisation la forme et la position du choc qui se trouve sur l'ex-
trados du pro�l. Ceci prouve encore une fois la capacité de notre approche à capturer les
ondes de choc au niveau des points Lagrangiens.
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Les coe�cients de traînée et de portance sont comparés aux résultats disponibles dans la
littérature et rapportés dans le tableau 3.13. Ils sont proches notamment de la fourchette
dé�nie par GAMM [39]. Ce petit décalage est dû à une résolution moins �ne que celle
utilisée dans les références bibliographiques.

Cas test CD Cl
Present (NACA 0012) 0.22 0.402

Qiu et al. [38] 0.2822 0.4323
Jawahar et Kamath [40] 0.27216 0.49394

GAMM [39] 0.243-0.2868 0.4145-0.517

Table 3.13 � Comparaison des quantités caractéristiques d'écoulement autour d'un pro�l d'aile
avec les données disponibles dans la littérature pourMa = 0.8, Re = 500 et un angle d'attaque
α = 10◦. CD est le coe�cient de traînée, CL est le coe�cient de portance

De plus, la �gure 3.33 montre la répartition du coe�cient de pression sur l'extrados et
l'intrados du pro�l. Elle se compare bien avec celle obtenue en utilisant une méthode du
maillage conforme [40] et une méthode des frontières immergées [38].
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Figure 3.33 � Coe�cient de pression Cp le long de la surface de l'aile, pour l'abscisse ∈ [0, 1]
de la corde. Les résultats d'IBM sont comparés aux données disponibles dans la littérature [38].

3.3.4 Écoulement supersonique (Ma = 2, Re = 1000)

On analyse dans ce paragraphe un écoulement supersonique laminaire stationnaire autour
d'un pro�l d'aile NACA 0012 avec Ma = 2, Re = 1000 et un angle d'attaque α = 10◦ .
La �gure 3.34 (a) montre les lignes de courant autour du pro�l d'aile. On note la forma-
tion d'un choc détaché en amont de l'obstacle.
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(a) (b)

Figure 3.34 � (a) Les iso-contours du nombre de Mach et les lignes de courant et (b) le critère
Schlieren autour d'un NACA0012 (Ma = 2 ; Re = 1000 et un angle d'attaque de 10◦).

De plus, on trace le critère Schlieren autour du pro�l a�n de déterminer la position et la
forme du choc (Voir �gure 3.34 (b)).

Les distributions des coe�cients de pression le long du pro�l sont données sur la �gure
3.35 où nos résultats coïncident bien avec la référence [33].
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Figure 3.35 � Coe�cient de pression Cp le long de la surface de l'aile, pour l'abscisse ∈ [0, 1]
de la corde. Les résultats d'IBM sont comparés aux données disponibles dans la littérature [33].

Les coe�cients de traînée et de portance et l'emplacement du choc se comparent bien
avec les résultats de De palma et al. [33] rapportés dans le tableau 3.14.
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Cas test CD Cl 4choc

Present (NACA 0012) 0.2 0.32 0.06
De Palma et al. [33] 0.24 0.33 0.0625

Table 3.14 � Comparaison des quantités caractéristiques d'écoulement autour d'un pro�l d'aile
avec les données disponibles dans la littérature pour Ma = 2, Re = 1000 et un angle d'attaque
α = 10◦. CD est le coe�cient de traînée, CL est le coe�cient de portance et 4choc est l'em-
placement du choc

3.3.5 Écoulement autour d'un pro�l d'aile en mouvement (Ma =
0.05)

Pour �nir avec ces cas de validation 2D, on étudie un écoulement autour d'un pro�l
NACA 0012 en mouvement de tangage à Ma = 0.05 et Re = 1.2× 104. Ainsi on utilise le
solveur IBM−sonicFOAM pour l'investigation de ce cas test. Le mouvement de tangage
par rapport au foyer du pro�l d'aile (qui se situe à un quart de corde derrière le bord
d'attaque), est décrit par :

θNACA(t) = θesin(2πfet) (3.9)

avec :

• θNACA : l'angle de l'oscillation du pro�l de l'aile avec un centre au quart-avant de la
corde

• θe : Amplitude des oscillations

• fe : Fréquence des oscillations de tangage

On choisit de reprendre les conditions utilisées par Al-Maarouf et al. [17] avec une ampli-

tude θe = 2◦ et une fréquence réduite freduite =
πLcfe
U∞

= π/2.

La �gure 3.36 montre l'évolution du nombre de Mach et de la vorticité autour du pro�l
NACA 0012 sur une période pour un régime établi. On constate qu'on arrive à bien
capter la dynamique de l'écoulement.
De plus, on compare la valeur moyenne du coe�cient de poussée CT = −CD aux résultats
disponibles dans la littérature. (Tableau 3.15).

Cas test CT
Present (NACA 0012) - 0.042
Al-Maarouf et al. [17] - 0.038
Koochesfahani [36] - 0.039

Ramamurti et Sandberg [37] - 0.041
Young et Lai [37] - 0.039

Table 3.15 � Comparaison du coe�cient de Poussée CT pour l'écoulement autour d'un pro�l
NACA 0012 en mouvement de tangage.
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Figure 3.36 � Iso-contours du nombre de Mach (a)-(d) et vorticité (e)-(h) pour un écoulement
autour d'un pro�l NACA 0012 oscillant Ma = 0.05 : (a) et (e) : t = 0.25T ; (b) et (f) :
t = 0.5T ;(c) et (g) : t = 0.75T ;(d) et (h) : t = 1.0T avec T : Temps de retournement des
lâchers instationnaires.
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4.1 Introduction

Dans le chapitre 3, on a présenté la validation de la nouvelle méthode des frontières im-
mergées pour l'analyse des écoulements compressibles avec des cas 2D pour une large
gamme de nombres de Mach (faiblement compressible, transsonique et supersonique)
et pour des nombres de Reynolds faibles et modérés. Nous proposons dans la suite
des chapitres l'analyse physique des applications tridimensionnelles. Dans ce chapitre,
on choisit d'étudier l'écoulement autour d'une sphère pour des nombres de Mach en-
tre Ma = 0.3 et Ma = 2 et des nombres de Reynolds entre Re = 50 et Re = 600.
En fait, la sphère est une géométrie de modélisation importante dans la prédiction des
écoulements compressibles tridimensionnels réels. L'outil numérique présente plusieurs
avantages par rapport à l'approche expérimentale, non seulement en terme de coût �-
nancier, mais surtout pour sa capacité à modéliser des situations réalistes industrielles
comme par exemple les e�ets de la forme de la rampe de lancement sur les gaz d'échappe-
ment d'un moteur-fusée. Pour l'analyse de cet écoulement, on constate la présence de
plusieurs phénomènes acoustiques, thermiques et dynamiques générés par l'interaction
entre l'écoulement et les particules solides. Également, cette modélisation est importante
dans les études de contrôle des écoulements supersoniques dans le domaine de l'ingénierie
spatiale ( réduire le �ux de chaleur et la traînée d'onde), dans le contrôle des missiles par
rotation et dans des applications en combustion.

4.2 Domaine de calcul

Le domaine de calcul utilisé pour cette simulation est : x × y × z = [−16D, 48D] ×
[−16D, 16D] × [−16D, 16D] avec D le diamètre de la sphère. Également, le centre de
la sphère et l'origine du domaine de calcul sont confondus. Deux maillages sont util-
isés pour l'analyse de cet écoulement. Un premier maillage moins ra�né, noté sphereA,
est composé par des éléments uniformes hexaédriques qui sont progressivement a�nés
à l'approche de la région de la sphère (Voir �gure 4.1). La taille des éléments est raf-
�née d'un facteur 2 dans chaque direction de l'espace aux interfaces entre les régions à
di�érentes résolutions. La région centrale la plus ra�née est dé�nie par les coordonnées
x × y × z = [−1.25D, 1.25D] × [−1.25D, 1.25D] × [−1.25D, 1.25D]. Dans cette région,
la résolution du maillage est ∆x = ∆y = ∆z = 1/64D. Ainsi, ce maillage est composé au
total de 5× 106 éléments.

Un deuxième maillage plus ra�né, noté sphereB , a été utilisé pour e�ectuer une analyse
plus précise des caractéristiques de la région proche paroi pour un nombre limité de valeurs
de Ma, Re. Le maillage est presque identique à sphereA, mais une région de résolution
plus élevée est introduite avec les coordonnées x×y×z = [−D, D]× [−D, D]× [−D, D].
Dans cette région, la résolution ∆x = ∆y = ∆z = 1/128D est imposée. Le nombre total
des éléments de maillage dans ce cas est 16× 106.

La taille des éléments de maillage dans la région de proche paroi a été sélectionnée con-
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formément aux recommandations de Johnson et Patel [1] :

∆xmin = ∆ymin = ∆zmin ≈
1.13√

Re× 10.0
(4.1)

Figure 4.1 � Visualisation des plans du maillage cartésien 3D utilisé pour le calcul de l'écoule-
ment autour d'une sphère.

A�n de fournir une représentation adéquate des caractéristiques physiques de l'écoule-
ment, le solveur IBM-sonicFoam est utilisé pour les Ma ≤ 0.3 et inversement le solveur
IBM-rhoCentralFoam est utilisé pour les Ma > 0.3.

Les simulations numériques ont été e�ectuées en utilisant la librairie de parallélisation
mpi disponible dans OpenFOAM et le domaine physique a été décomposé en 40 et 64
sous-domaines pour SphereA et SphereB, respectivement. Pour la simulation des régimes
stationnaires, la convergence des écoulements est obtenue après environ 90 heures pour
les simulations en utilisant le maillage SphereA et 150 heures pour les simulations en
utilisant le maillage SphereB. Pour les simulations instationnaires, le nombre CFL a été
�xé à 0.1. Les ressources de calcul requises pour e�ectuer un cycle complet de structure
instationnaire dans un régime établi sont en moyenne égales à 48 - 84 heures pour le
maillage SphereA et pour le maillage SphereB, respectivement.

4.3 Les régimes d'écoulement autour d'une sphère pour
des Reynolds laminaires

Pour les écoulements incompressibles, Johnson et Patel [1] ont étudié numériquement
et expérimentalement les structures d'écoulement autour d'une sphère à des nombres de
Reynolds allant jusqu'à 300. Trois régimes avec des bifurcations nettes ont été observés :
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(a) (b)

(c)

Figure 4.2 � Vorticité d'un écoulement autour de la sphère pour Ma = 0.4, (a) Re = 205
(État axisymétrique stationnaire), (b) Re = 250 (État planaire-symétrique stationnaire) et (c)
Re = 300 (État instationnaire). La composante de vorticité autour de l'axe y est tracée.

(a) Pour des nombres de Reynolds allant jusqu'à 200, le régime de l'écoulement est
axisymétrique.

(b) Le régime de l'écoulement devient stationnaire non axisymétrique (planaire-symétrique)
à des nombres de Reynolds entre 210 et 270.

(c) Un écoulement instable a été observé à des nombres de Reynolds supérieur à 270,
et les structures tourbillonnaires apparaissent d'une manière temporellement péri-
odique.

Ainsi, pour ces écoulements incompressibles, le nombre de ReynoldsRe est le seul paramètre
dont dépend la structure de l'écoulement.
En revanche, pour les écoulements compressibles, on doit prendre en compte les deux
paramètres : le nombre de Mach Ma et le nombre de Reynolds Re.
Pour un Ma progressivement plus élevé, les deux valeurs de Re de transition augmentent
par rapport à l'écoulent incompressible. Une représentation des caractéristiques quali-
tatives de ces trois régimes (Ma = 0, 4) est présentée sur la �gure 4.2 en utilisant les
isocontours de vorticité.
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(a) (b)

(c)

Figure 4.3 � Critère Q d'un écoulement autour d'une sphère pour Re=300, (a) Ma = 0.3
(Con�guration instationnaire), (b) Ma = 0.95 (Con�guration stationnaire) et (c) Ma = 2
(Con�guration stationnaire).

D'autre part, en �xant le même nombre de Reynolds pour un régime instationnaire à
faible nombre de Mach, on observe, en traçant le critère Q (voir Figure 4.3), des struc-
tures tourbillonnaires en forme de structure hairpin pour les écoulements subsoniques et
qui disparaissent à mesure que le nombre de Mach augmente. Ces structures hairpin dis-
paraissent totalement pour le nombre de Mach de 0,95. De plus, à ce nombre de Mach,
une onde de choc est formée en aval de la sphère.

A�n d'e�ectuer une étude rigoureuse de cette con�guration, on a eu recours à des sim-
ulations numériques directes (DNS) de l'écoulement autour de la sphère avec une base
de données de 120 simulations numériques dans l'espace paramétrique [Ma] × [Re] =
[0.3, 2]× [50, 600]. Les résultats sont comparés avec les données récentes rapportées dans
la littérature pour des simulations numériques avec un maillage conforme à la sphère et
des schémas numériques d'ordre élevé. Dans cette étude, nous clari�ons l'e�et du Mach et
du Reynolds sur le régime de l'écoulement, les grandeurs caractéristiques de l'écoulement
et les coe�cients aérodynamiques.
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4.4 Émergence des régimes caractéristiques des écoule-
ments laminaires compressibles : une étude paramétrique

On commence notre analyse par l'étude de cartographie de di�érents régimes d'écoulement
avec la variation des valeurs de Ma et Re. Les di�érents régimes observés via l'analyse
de la base de données de 120 simulations e�ectuées à l'aide du maillage SphereA sont
résumées sur la �gure 4.4.
Les écoulements axisymétriques et planaire-symétriques sont identi�és par la forme de
la boucle de recirculation autour de l'axe des x. Par ailleurs, les écoulements deviennent
instationnaires lorsqu'une évolution périodique du coe�cient de portance est observée.
Pour les écoulements subsoniques faiblement compressibles, les Reynolds de transition
sont similaires aux écoulements incompressibles. L'écoulement devient instationnaire pour
les nombres de Mach subsoniques aux nombres de Reynolds compris entre 280 et 300. Par
contre, l'écoulement est stationnaire pour les régimes transsoniques et supersoniques à
cette plage des nombres de Reynolds. Par conséquent, on constate que la topologie de
l'écoulement devient plus stable et axisymétrique lorsque le nombre de Mach augmente :
les deux Reynolds de transition se rapprochent avec le Mach en �nissant par se superposer
en régime transsonique avecMa ≈ 0.95. Pour des valeurs de Mach plus élevées, un régime
axisymétrique stationnaire est uniquement observé.
Finalement, il est important de noter que le plan de symétrie dans le régime stationnaire
planaire-symétrique résulte des phénomènes purement numériques.
La comparaison avec les données de haute précision réalisées par Sansica et al. [2] indique
que les nombres de Reynolds critiques de transition sont très similaires comme le montre
la �gure 4.5. Les di�érences maximales observées sont de l'ordre de ≈ 8% du nombre de
Reynolds. Ces di�érences maximales sont observées pour Ma ≈ 0.8, Re ≈ 250 où Sansica
et al. [2] ont fait l'hypothèse d'une évolution linéaire de la valeur seuil de transition
déterminée par l'analyse de stabilité à partir d'un nombre limité de simulations. Ceci
peut expliquer cette di�érence relativement faible dans les résultats. D'autre part, le très
grand nombre de simulations numériques d'IBM e�ectuées ici autour de la valeur du
paramètre Ma ≈ 1 montre que la disparition du régime planaire-symétrique est plutôt
brusque et non pas linéairement progressive.

Les résultats de la base de données ont été utilisés pour e�ectuer des analyses quantita-
tives des principales quantités physiques caractérisant les régimes d'écoulement.
On commence par l'analyse de l'angle de séparation αs et la longueur de recirculation xs.
L'angle αs est dé�ni par la position de changement de signe du gradient de vitesse sur la
surface de la sphère. Il est exprimé sous la forme d'un angle à partir du point d'arrêt du
côté amont de la sphère.D'autre part, la longueur de recirculation xs est exprimée comme
la distance entre la surface de la sphère et l'extrémité de la zone de recirculation. Dans
ce paragraphe, cette grandeur est normalisée par le diamètre de la sphère. La longueur
de séparation est déterminée à partir de la composante dans la direction x de la vitesse
d'écoulement du côté aval de la sphère. L'extrémité de la région de séparation est dé�nie
par la position pour laquelle le signe de la composante x de la vitesse passe du négatif au
positif.
Des cartes de l'angle de séparation αs et de la longueur de recirculation xs en fonction de
Re et Ma sont montrées sur les �gures 4.6(b) et 4.6(c).
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Figure 4.4 � Émergence de di�érents régimes caractéristiques pour l'écoulement autour d'une
sphère, en fonction de Re et Ma : (+) écoulement axisymétrique stationnaire, (•) écoulement
planaire-symétrique stationnaire, (×) Écoulement instationnaire périodique.

On observe que pour un même nombre de Reynolds, l'angle de séparation et la longueur
de recirculation changent de manière signi�cative en passant la région transsonique.
Lorsqu'on augmente le nombre de Mach, l'angle de séparation se déplace vers l'amont
dans le régime subsonique et vers l'aval pour les écoulements supersoniques. De plus, on
note un faible changement de l'angle de séparation dans le régime subsonique qui devient
plus important avec l'apparition de l'onde de choc. On peut expliquer ce comportement
par le con�nement imposé par la forme du choc sur l'écoulement derrière la sphère.
En revanche, la longueur de recirculation se déplace vers l'aval de la sphère pour les
écoulements subsoniques et se déplace vers l'amont pour les écoulements supersoniques.
De plus, on note un changement considérable de la longueur de recirculation pour l'ensem-
ble des nombres de Mach analysés et avec une augmentation importante dans le régime
transsonique.

La comparaison des résultats présents avec les données de Nagata et al. [3] montre d'a-
vantage l'e�cacité de la méthode IBM proposée (Voir la table 4.1).

D'autre part, la �gure 4.6(a) montre que le coe�cient de traînée totale (avec deux com-
posantes : la première est due à l'e�et de viscosité et la deuxième est due à l'e�et de
pression) augmente avec le nombre de Mach et diminue avec le nombre de Reynolds.
Pour un nombre de Reynolds donné, on observe une augmentation rapide du Cd en fonc-
tion du nombre de Mach en passant du régime subsonique au régime transsonique et une
diminution également rapide du Cd en passant du régime transsonique au régime super-
sonique. D'après l'étude faite par Nagata et al. [3], le coe�cient de traînée de frottement
augmente légèrement avec le Mach à cause du "chau�age aérodynamique". Ainsi, l'évo-
lution de la traînée totale est principalement due à la traînée de pression. On explique
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Figure 4.5 � Type de topologie d'écoulement subsonique : (+) écoulement axisymétrique
stationnaire, (•) écoulement planaire-symétrique stationnaire, (×) Écoulement instationnaire
périodique. Les lignes pointillées représentent les valeurs de seuil pour le changement de régime
d'écoulement, calculées par l'analyse de stabilité par Sansica et al. [2].

cette tendance d'évolution de Cd en fonction du Mach pour chaque régime d'écoulement
de la façon suivante :

• Pour l'écoulement subsonique, l'augmentation du Mach entraîne une augmentation
de la compression dans la partie amont de la sphère et par la suite le coe�cient Cd.

• Pour l'écoulement transsonique, l'apparition de l'onde de choc génère une nouvelle
composante de traînée dite "traînée d'onde" ce qui entraîne une augmentation bru-
tale de Cd dans ce régime.

• Pour l'écoulement supersonique, l'e�et de la pression diminue parce que l'écoule-
ment décélère derrière le choc. En revanche, cette légère diminution du coe�cient
de traînée de pression est compensée par une légère augmentation du coe�cient de
traînée de frottement.

4.5 Investigation de l'écoulement subsonique instation-
naire autour d'une sphère

Les con�gurations d'écoulement instationnaire sont analysées en utilisant le maillage le
plus ra�né SphereB pour les deux ensembles de paramètres (Ma, Re) = (0.3, 300) et (0.3,
600) a�n de mieux analyser les grandeurs caractéristiques de ce régime. Pour ces deux cas,
on obtient un comportement instationnaire comme le montre l'évolution dans le temps
du coe�cient de portance Cl représentée sur la �gure 4.7. La génération des tourbillons
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Figure 4.6 � (a) Coe�cient de trainée Cd, (b) l'angle de séparation αs et (c) la longueur de
recirculation xs en fonction de Re et Ma. Les données sont échantillonnées à partir d'une base
de données de 120 simulations.

se produit d'une manière périodique dans ce cas. Le coe�cient de traînée Cd et le nombre
de Strouhal St sont reportés dans la table 4.1. La comparaison de ces grandeurs avec
les données de la littérature numérique [3] et expérimentale [4] prouve le haut niveau de
performance du solveur IBM proposé.

4.6 Analyse plus �ne des régimes transoniques

Un nombre limité de simulations numériques ont été e�ectuées en utilisant le maillage
SphereB pour étudier plus en profondeur l'émergence de di�érents régimes de l'écoule-
ment transsonique avec Ma = 0.95. Nous rappelons que pour ce régime d'écoulement, la
transition du régime axisymétrique au régime instationnaire est brutale et se fait sans le
passage par un état stationnaire non axisymétrique. Deux simulations numériques à une
résolution élevée sont e�ectuées pour Re = 50 et Re = 600. Les isocontours de Mach
sont représentés sur la �gure 4.8 (a-b) pour les deux cas. Pour ce dernier, un choc en
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Cas Test CD xs St ∆shock

Ma=0.3 Present (Re=300) 0.703 2.05 0.123 -
Nagata et al. [3] (Num.) 0.68 2 0.128 -
Present (Re=600) 0.58 2.1 0.143 -
Krumins [4] (Exp.) 0.54 - - -

Ma=0.95 Present. (Re=50) 2.116 1.15 - -
Present (Re=600) 0.91 4.1 0.138 2.75 (choc en aval)
Krumins [4] (Exp.) 0.9 - - -

Ma=2 Present (Re=300) 1.39 1 - 0.2
Nagata et al. [3] (Num.) 1.41 1 - 0.2

Sugimoto et al. [5] (Ma = 2.1) 1.41 1 - 0.18
Heberle et al.[6] (Ma = 1.8) 1.41 1 - 0.2
Ambrosio et Wortman [7] 1.41 1 - 0.195
Present (Re=600) 1.27 1.1 - 0.18
Krumins [4] (Expe.) 1.17 - - -

Table 4.1 � Les quantités caractéristiques de l'écoulement autour de la sphère, obtenues avec
la simulation IBM et en utilisant la grille ra�née sphereB. Les résultats sont comparés aux
données disponibles dans la littérature. CD est le coe�cient de traînée moyen, xs est la longueur
de recirculation, St est le nombre de Strouhal et ∆shock est l'emplacement de choc.

aval de la sphère (la fermeture de la poche supersonique) peut être clairement observé
via le critère Q et le critère de Schlieren, qui sont rapportés sur la �gure 4.8 (c-d). De
plus, la comparaison des paramètres caractéristiques de l'écoulement avec les données de
la littérature [3, 4], qui sont rapportées dans la table 4.1, prouve à nouveau l'e�cacité de
la méthode IBM proposée.

4.7 Investigation de l'écoulement supersonique autour
d'une sphère

L'écoulement supersonique àMa = 2 est étudié dans ce paragraphe en utilisant le maillage
ra�né. Dans ce cas, les simulations numériques sont e�ectuées pour Re = 50, Re = 300 et
Re = 600, où les e�ets de compressibilité sont très forts et une con�guration axisymétrique
régulière est observée dans les trois cas.
L'analyse des principaux paramètres caractéristiques de l'écoulement, rapportés dans le
tableau 4.1, indique que toutes les quantités physiques se comparent bien avec les données
de la littérature [4, 3]. Les isocontours du nombre de Mach et le critère de Schlieren sont
tracés sur la �gure 4.16.

Le tableau 4.1 présente une comparaison de l'emplacement du choc avec les études précé-
dentes. Cet emplacement est dé�ni comme la distance entre le front l'onde de choc dé-
tachée et la surface de la sphère au point d'arrêt. Les présents résultats montrent que
l'onde du choc s'éloigne à mesure que le nombre de Reynolds diminue.On montre que les
résultats obtenus avec notre approche IBM au nombre de Reynolds de 300 concordent
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Figure 4.7 � Évolution temporelle de coe�cient de portance Cl de l'écoulement autour de la
sphère pour Ma = 0.3 et Re = 300.

bien avec les résultats expérimentaux de Sugimoto et al. [5] et Heberle et al.[6] et avec le
modèle semi-empirique de Ambrosio et Wortman [7].

4.8 Écoulement autour d'une sphère en rotation

Dans cette section, on étudie un écoulement subsonique autour d'une sphère en rotation.
La sphère tourne avec une vitesse angulaire constante ω autour de l'axe z. Le nombre de
Mach asymptotique en amont Ma∞ de la sphère dans le sens x et le nombre de Mach de
rotation Maω = ωD/2 caractérisant cet écoulement sont :

Ma∞ = 0.5 (4.2)

Maω = 0.5 (4.3)

Deux simulations sont e�ectuées pour Re = 200 et Re = 300, respectivement. Elles sont
comparées aux simulations IBM correspondant à l'écoulement autour d'une sphère �xe,
c'est-à-dire Maω = 0. La comparaison entre les quatre simulations est présentée sur les
�gures 4.10, 4.11 et 4.12 en utilisant le critère Q, les lignes de courant et les isocontours
de Ma. Pour le cas Re = 200, l'écoulement sans rotation imposée est stationnaire. En
revanche, la rotation de la sphère déclenche l'émergence d'un régime instationnaire, où
des structures tourbillonnaires sont périodiquement générées en aval. De plus, les lignes
de courant derrière la sphère perdent leur comportement symétrique.
Pour Re = 300, les deux con�gurations de l'écoulement sont instationnaires. Cependant,
l'e�et de la rotation est clairement visible dans l'évolution des quantités caractéristiques



140CHAPITRE 4. APPLICATION : ÉTUDE D'ÉCOULEMENT COMPRESSIBLE AUTOURD'UNE SPHÈRE

(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.8 � Simulation numérique d'un écoulement transsonique autour de la sphère pour
Ma = 0.95, en utilisant le maillage haute résolution sphereB. Les isocontours du nombre de
Mach Ma sont tracés pour (a) Re = 50 et (b) Re = 600, respectivement. Pour le deuxième cas,
un choc en aval est observé via (c) le critère Q et (d) le critère Schlieren.

(a) (b)

Figure 4.9 � Simulation numérique d'un écoulement supersonique autour de la sphère pour
Ma = 2, en utilisant le maillage haute résolution sphereB. (a) Les isocontours du nombre de
Mach Ma sont tracés pour Re = 300 et (b) le critère Schlieren pour Re = 600.
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de l'écoulement. En particulier, la boucle de recirculation n'est plus symétrique et un
e�et de portance est obtenu. Des caractéristiques plus intéressantes peuvent être déduites
par l'analyse des coe�cients aérodynamiques globaux reportés dans le tableau 4.2. D'une
manière générale, la rotation est responsable d'une augmentation de la valeur du coe�-
cient de traînée CD et du nombre de Strouhal St. De plus, la génération d'une force de
portance est également observée, ce que l'on appelle habituellement l'e�et Magnus.
L'analyse des résultats montre que le modèle IBM capture avec succès ce phénomène
physique.

Studies CD Cl Crms
l St

Re = 200
Maω = 0 0.87 0 - -
Maω = 0.5 1.02 0.5 0.46 0.17
Re = 300
Maω= 0 0.77 0.08 0.068 0.12
Maω= 0.5 0.92 0.47 0.45 0.22

Table 4.2 � Quantités physiques caractéristiques de l'écoulement autour d'une sphère en ro-
tation.

4.9 Transfert de chaleur

Nous étudions maintenant le cas d'un écoulement compressible autour d'une sphère avec
un transfert de chaleur avec le �uide.

4.9.1 Domaine de calcul

Dans ce chapitre, on utilise le maillage sphereA présenté dans le paragraphe 4.2 et
en prenant en compte les propriétés de l'écoulement étudié, on choisit le solveur IBM-
rhoCentralFoam pour cette étude.
De la même façon que le chapitre précédent, les simulations numériques ont été réalisées
en utilisant les librairies de parallélisation disponible dans OpenFOAM et le domaine
physique a été partitionné en 40 sous-domaines. Le temps de calcul est plus grand que
le chapitre précédent à cause des termes sources supplémentaires. Pour la simulation des
cas stationnaires, la convergence de l'écoulement est obtenue après environ 110 heures de
calcul. Pour les simulations instationnaires, le nombre CFL a été �xé à 0,1. Les ressources
de calcul requises pour e�ectuer une période complète dans un régime établi sont en
moyenne égales à 55 heures de calcul.

4.9.2 L'in�uence de rθ sur le régime de l'écoulement(Ma = 0.8,
Re = 300)

Nous avons choisi d'étudier un écoulement autour d'une sphère chau�ée pour Ma = 0.8
et Re = 300. Ce cas de test a été choisi en raison de l'émergence de l'ensemble des régimes



142CHAPITRE 4. APPLICATION : ÉTUDE D'ÉCOULEMENT COMPRESSIBLE AUTOURD'UNE SPHÈRE

(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.10 � Les structures tourbillonnaires pour un écoulement autour d'une sphère en
rotation pour Ma∞ = 0.5. Les con�gurations (a) Maω = 0, Re = 200, (b) Maω = 0, Re = 300,
(c) Maω = 0.5, Re = 200 et (d) Maω = 0.5, Re = 300 sont représentées, respectivement.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.11 � Les lignes de courants d'un écoulement autour d'une sphère en rotation pour
Ma∞ = 0.5. Les con�gurations (a)Maω = 0, Re = 200, (b)Maω = 0, Re = 300, (c)Maω = 0.5,
Re = 200 et (d) Maω = 0.5, Re = 300 sont représentées, respectivement.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.12 � Les isocontours du nombre de Mach d'un écoulement autour d'une sphère en
rotation pour Ma∞ = 0.5. Les con�gurations (a) Maω = 0, Re = 200, (b) Maω = 0, Re = 300,
(c) Maω = 0.5, Re = 200 et (d) Maω = 0.5, Re = 300 sont représentées, respectivement.
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(a) (b)

(c)

Figure 4.13 � Iso-contours de vorticité de l'écoulement autour de la sphère à Ma = 0.8
et Re = 300, (a) rθ = 2 (État stationnaire axisymétrique), (b) rθ = 1.5 (État stationnaire
planaire-symétrique) et (c) rθ = 0.5 (Régime instationnaire). Seulement la composante suivant
z de vorticité est représentée.

d'écoulement possibles en fonction du rapport de température rθ = θwall

θinlet
, ce qui représente

un cas de test de validation di�cile.
Dans ce cas, l'écoulement subit une transition d'un état axisymétrique stationnaire à une
con�guration planaire symétrique stationnaire et �nalement un régime instationnaire. La
�gure 4.13 représente les caractéristiques qualitatives de ces trois régimes en utilisant les
isocontours de vorticité.

Les isocontours du nombre de Mach Ma et de température sont représentés sur la �gure
4.14 pour 4 valeurs de rθ = {0.5; 1.1; 1.5; 2}.
Les résultats sont comparés avec des données récentes rapportées dans la littérature pour
des simulations numériques avec un maillage conforme et des schémas de discrétisation
d'ordre élevé [3] (Table 4.3) et avec les modèles de corrélations de :
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• Henderson [8] :

Cd = 24[Re+Ma

√
γ

2
{4.33 + (

3.65− 1.53rθ
1 + 0.353rθ

)exp(
−0.247Re

Ma

√
γ

2

)}]−1

+ exp(
−0.5Ma√

Re
)[0.2Ma8 + 0.1Ma2 +

4.5 + 0.38(0.03Re+ 0.48
√
Re)

1 + 0.03Re+ 0.48
√
Re

]

+ 0.6Ma

√
γ

2
[1− exp(−Ma

Re
)]

(4.4)

• Hermsen [9] :

Cd = 2 + (Cd0 − 2)exp(−0.37
√
γ
Ma

Re

1 +Re(12.278 + 0.548Re)

1 + 11.275Re
)

+

5.6

1 +Ma
+ 1.7

√
rθ

Ma
√
γ

exp(
−Re
2Ma

)

(4.5)

avec Cd0 le coe�cient de traînée incompressible.

A priori, les modèles de corrélations prennent en compte les e�ets de la température im-
posée mais après investigation, il s'avère que les termes relatifs aux e�ets de la température
sont négligeables devant les autres termes. Nagata et al. [3] expliquent ces constatations
par la manière dont ces relations ont été établies : Pour des Ma élevés et des Re bas, les
essais en sou�erie sont di�ciles, ainsi, les relations ont été construites en combinant des
données expérimentales, des formules théoriques et des corrections empiriques.

D'autre part, la �gure 4.15 montre la variation du nombre de Nusselt avec le paramètre
rθ. Nos résultats sont comparés avec les donnés disponibles de la littérature : [11], [12] et
[10]. On remarque que nos résultats se placent entre les derniers résultats numériques de
Nagata et al. et les modèles de Sauer [11] et de Fox et al. [12]. L'écart important entre
nos résultats et les modèles de Sauer [11] et Fox et al. [12] s'explique par le fait que ces
modèles empiriques négligent les e�ets de la température imposée.

4.9.3 Investigation d'écoulement supersonique autour d'une sphère
chau�ée

Un cas d'écoulement supersonique à Ma = 2, Re = 300 et rθ = 2 est étudié dans
ce paragraphe. Dans ce cas, les e�ets de compressibilité sont très forts et une con�gu-
ration axisymétrique régulière est observée. L'analyse des grandeurs caractéristiques de
l'écoulement rapportées dans le tableau 4.1, indique que toutes les quantités physiques se
comparent bien avec les données de la littérature [3]. L'écart entre les valeurs de nombres
de Nusselt s'explique par les mêmes raisons détaillées dans le paragraphe précédent.
D'autre part, une représentation qualitative via les isocontours du nombre de Mach Ma,
de température et de critère Schlieren est tracé sur la �gure 4.16.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figure 4.14 � Les isocontours du Ma et de température pour Ma = 0.8 et Re = 300 : (a)
rθ = 0.5 ;(b) rθ = 1 ;(c) rθ = 1.5 ;(d) rθ = 2
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Figure 4.15 � Variation du nombre de Nusselt en fonction de rθ pour Ma = 0.8

(a) (b)

(c)

Figure 4.16 � Simulation numérique d'un écoulement supersonique autour d'une sphère chauf-
fée à Ma = 2, Re = 300 et rθ = 2 : (a) Les isocontours du nombre de Mach (b) Les isocontours
de la température et (c) Le critère Schlieren.
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Studies CD xs St
Ma=0.8 Present (rθ = 0.5) 0.834 2.41 0.115
Re=300 Nagata et al. [10] (Num.) 0.75 2.35 0.11

Modèle de Henderson [8] 0.77 - -
Modèle de Hermsen [9] 0.87 - -
Present (rθ = 1.1) 0.895 2.9 0.104

Nagata et al. [10] (Num.) 0.81 2.8 0.105
Modèle de Hendersonl [8] 0.77 - -
Modèle de Hermsen [9] 0.87 - -
Present (rθ = 1.5) 0.93 3.18 0

Nagata et al. [10] (Num.) 0.85 3.1 0
Modèle de Henderson [8] 0.77 - -
Modèle de Hermsen [9] 0.87 - -
Present (rθ = 2) 0.99 3.4 0

Nagata et al. [10] (Num.) 0.91 3.35 0
Modèle de Henderson [8] 0.77 - -
Modèle de Hermsen [9] 0.87 - -

Table 4.3 � Grandeurs caractéristiques d'un écoulement compressible autour d'une sphère
chau�ée. Les résultats actuels sont comparés avec les données disponibles dans la littérature.
CD est le coe�cient de traînée moyen, xs est la longueur de recirculation et St est le nombre
de Strouhal.

Studies CD xs Nu ∆choc

Ma=2 Present (rθ = 2) 1.48 0.85 2.17 0.23
Re=300 Nagata [10] (Num.) 1.41 0.85 4.55 0.25

Fox et al. - - 14.133 -
Henderson Model 1.49 - - -

Table 4.4 � Grandeurs caractéristiques d'un écoulement supersonique autour d'une sphère
chau�ée.Les résultats actuels sont comparés avec les données disponibles dans la littérature.
CD est le coe�cient de traînée moyen, xs est la longueur de recirculation , Nu est le nombre
de Nusselt et ∆choc est l'emplacement du choc.
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5.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, on étudie l'écoulement compressible autour d'un drone. On
applique notre approche IBM sur une géométrie complexe et réaliste a�n d'analyser la
physique de l'écoulement autour du drone et de montrer la capacité de notre méthode à
traiter ces géométries.
Il faut bien noter que pour cette étude, on ajoute un modèle de paroi poreuse à notre
approche IBM a�n de contourner les problèmes générés par le fait que la génération du
maillage et des points Lagrangiens n'est pas couplée. OpenFOAM utilise la loi de Darcy-
Forchheimer où le terme source relatif au modèle de porosité fporosity s'écrit :

fporosity = −[νκ
′

+ 0.5 ‖ u ‖ κ′′
]u (5.1)

avec κ
′
et κ

′′
les coe�cients du modèle de Darcy-Forchheimer. Dans ce cas, on choisit des

valeurs de κ
′
très grandes par rapport à 1 et des valeurs nulles de κ

′′
.

Avec l'utilisation des deux approches, on évite les points de singularité associés aux con-
ditions initiales.

5.2 Domaine de calcul

Le domaine de calcul utilisé pour cette simulation est : x × y × z = [0, 20.48m] ×
[−2.56m, 2.56m]× [2.72m, 5.28m] et le drone se situe dans le bloc dé�ni par : x×y× z =
[1.65, 2.66m] × [−1.05m, 1.05m] × [4m, 4.17m]. Cette région centrale est la plus raf-
�née et la taille d'un élément du maillage dans cette zone est : ∆x = 0.0046m et
∆y = ∆z = 0.0023m. A partir de cette région, on construit 5 blocs avec un dé-ra�nement
d'un facteur de 2 à chaque passage d'une région à une autre (Voir Figures 5.1 et 5.2).

Le nombre total d'éléments du maillage est 17× 106 et le nombre des points Lagrangiens
est 21857.
Comme dans le cas de la sphère, les simulations numériques ont été e�ectuées en utilisant
la librairie de parallélisation mpi disponible dans OpenFOAM et le domaine physique a
été décomposé en 256 sous-domaines. On choisit un nombre CFL égal à 0.25 pour cette
simulation ce qui permet d'e�ectuer un cycle complet de lâchers instationnaires en régime
établi en 12 heures.
Les principales quantités physiques analysées dans ce chapitre sont les coe�cients aéro-
dynamiques de traînée et de portance :

CD =
2Fx

ρ∞SalaireU2
∞
, CL =

2Fz
ρ∞SalaireU2

∞
(5.2)

où les forces Fx et Fz sont directement calculées sur les points Lagrangiens et projetées
dans la direction de l'écoulement x et la direction verticale z, respectivement et Salaire est
la surface alaire du drone.
De plus, on dé�nit le coe�cient de pression par :

Cp =
2× (p− p∞)

ρ∞ ×U2
∞

(5.3)
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Figure 5.1 � Visualisation des plans du maillage dans les directions (y) et (z) utilisés pour le
calcul de l'écoulement autour d'un drone.

5.3 Investigation de l'écoulement subsonique instation-
naire autour d'un drone

On étudie un écoulement subsonique autour de ce drone à Ma = 0.4 et Re = 105. Le
calcul de nombre de Reynolds dans ce cas est basé sur une valeur moyenne de la corde
de l'aile. On trace la vorticité (Figure 5.3), le coe�cient de pression (Figure 5.4) et les
isocontours du nombre de Mach (Figure 5.5) autour des pro�ls d'aile correspondants aux
y = 0m; 0.3m; 0.6m; 0.9m. On observe un écoulement instationnaire derrière les ailes du
drone et on arrive à bien visualiser les allées de Von Karman caractéristiques de ce régime
d'écoulement. Le dé-ra�nement du maillage derrière l'aile du drone est la cause de la
disparition de ces structures instationnaires à la sortie du domaine de calcul.

D'autre part, le fuselage présente une forme rectangulaire à son extrémité arrière et non
pas une géométrie pro�lée comme les ailes. On trace les isocontours du nombre de Mach
(Figure 5.6) et les isocontours de vorticité (Figure 5.7) sur le plan z = 4.07. On observe
également un déclenchement des structures fortement instationnaires derrière le fuselage.

De plus, on trace le critère Q (Figure 5.8) et les lignes de courants (Figure 5.9) autour du
drone a�n de visualiser le comportement tridimensionnel des structures instationnaires
derrière le drone.

Finalement, on calcule les valeurs moyennes des coe�cients aérodynamiques de l'écoule-
ment en utilisant les formules 5.2 : CD = 0.04 et CL = 0.005. Le coe�cient CD correspond
à l'ordre du grandeur des valeurs de la littérature par contre le coe�cient CL est très faible.
Ainsi, on conclut qu'il faut continuer la simulation a�n de permettre l'établissement d'un
régime permanent autour du drone et bien évaluer les e�orts mécaniques.
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Figure 5.2 � Visualisation des plans du maillage dans les directions (x) et (z) utilisés pour le
calcul de l'écoulement autour d'un drone.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 5.3 � Isocontours de vorticité (y) de l'écoulement autour des pro�ls d'aile d'un drone,
Ma = 0.4 et Re = 105 : (a) y = 0m ; (b) y = 0.3m ; (c) y = 0.6m ; (d) y = 0.9m.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 5.4 � Coe�cient de pression de l'écoulement autour des pro�ls d'aile d'un drone,
Ma = 0.4 et Re = 105 : (a) y = 0m ; (b) y = 0.3m ; (c) y = 0.6m ; (d) y = 0.9m.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 5.5 � Isocontours de nombre de Mach de l'écoulement autour des pro�ls d'aile d'un
drone, Ma = 0.4 et Re = 105 : (a) y = 0m ; (b) y = 0.3m ; (c) y = 0.6m ; (d) y = 0.9m.
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Figure 5.6 � Isocontours de nombre de Mach de l'écoulement autour d'un drone à un plan
dé�ni par z = 4.07, Ma = 0.4 et Re = 105.

Figure 5.7 � Isocontours de vorticité de l'écoulement autour d'un drone à un plan dé�ni par
z = 4.07, Ma = 0.4 et Re = 105.
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Figure 5.8 � Critère Q d'un écoulement autour d'un drone, Ma = 0.4 et Re = 105.
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Figure 5.9 � Les lignes de courants d'un écoulement autour d'un drone,Ma = 0.4 et Re = 105.



Conclusion & perspectives

Dans cette thèse, nous avons proposé une nouvelle méthode des frontières immergées
pour l'analyse et le contrôle des écoulements compressibles. Les validations e�ectuées sur
plusieurs con�gurations ont montré les avantages en terme de précision, �exibilité et gain
en coût de calcul CPU de la méthode. Les applications e�ectuées montrent la capacité
de la méthode à traiter des con�gurations complexes et ouvrent des perspectives intéres-
santes pour de futures applications académiques et industrielles.

Après avoir introduit quelques notions relatives aux écoulements compressibles et détailler
les solveurs compressibles d'OpenFOAM, nous avons présenté les approches numériques
les plus utilisées pour l'analyse de l'aérodynamique externe autour de géométrie com-
plexe et mobile et nous avons choisi la méthode des frontières immergées qui correspond
le mieux à nos critères. Par la suite, nous avons e�ectué un état de l'art des di�érentes
approches IBM pour les écoulements incompressibles et compressibles. Nous avons dé-
taillé la formulation originale de Peskin, les approches continues directes, les approches
discrètes (Ghost-Cell et Cut-Cell) et les approches discrètes directes. Cette description
nous a permis de bien comprendre chaque méthode et choisir celle qui convient à nos
objectifs et aux contraintes d'implémentation.

Nous avons détaillé ensuite la méthode des frontières immergées, initialement proposée par
Constant et al. pour la simulation des écoulements incompressibles et basée sur les travaux
de Pinelli et al, que nous avons étendue au traitement des écoulements compressibles. Nous
avons implémenté notre nouvelle IBM dans les solveurs compressibles d'OpenFOAM :
sonicFOAM et rhoCentralFOAM. Les deux principales caractéristiques de la méthode
proposée sont :

• Un nouveau terme source de l'équation de la quantité de mouvement qui prend en
compte les e�ets du champ de pression.

• Un nouveau terme source de l'équation d'énergie.

A�n de valider l'approche IBM proposée et véri�er l'e�cacité de notre nouvelle méthode,
une étude de validation a été menée sur des cas test 2D avec une large gamme de nombres
de Mach et nombres de Reynolds et avec les di�érents types de conditions aux limites sur
la température.
Dans un premier temps, nous avons e�ectué une étude de l'écoulement compressible au-
tour d'un cylindre circulaire 2D �xe et mobile a�n de valider le terme source pour l'équa-
tion de quantité de mouvement.
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Dans un deuxième temps, on étudie l'écoulement autour d'un cylindre circulaire chau�é
2D avec deux types de conditions aux limites pour la température pour valider les deux
formulations de terme source pour l'équation d'énergie.
Par la suite, les tests de validation ont été étendus aux écoulements compressibles autour
de plusieurs pro�ls d'ailes �xes et en mouvement.
L'analyse met en évidence de nombreuses caractéristiques favorables de la méthode IBM :

• E�cacité : Pour chaque cas étudié, la simulation IBM a prédi avec succès la topologie
de l'écoulement et a montré un bon accord des quantités physiques étudiées avec les
résultats numériques et expérimentaux disponibles de la littérature. Ce niveau de
performance est intimement lié au terme de correction de la pression, qui permet de
prescrire des conditions plus sophistiquées dans la région de proche paroi. Malgré
le choix des cas classiques dans le présent travail de recherche, cette observation
ouvre de nouvelles voies de recherche pour le développement des approches frontières
immergées.

• Flexibilité : la méthode IBM s'est avérée très e�cace lorsqu'elle est implémentée dans
deux solveurs compressibles avec des architectures complètement di�érentes. Cet
aspect indique qu'une bonne performance devrait être obtenue avec notre librairie
IBM même si elle est implémentée dans d'autres codes numériques.

• Coûts de calcul : La détermination du forçage IBM exploite les fonctionnalités de
calcul récursif des algorithmes numériques, de sorte qu'une étape de prédiction com-
plète sans forçage IBM n'est plus nécessaire. Cet aspect o�re un progrès en matière
du coût de calcul par rapport aux précédentes approches IBM similaires.

Par la suite, une première application a été e�ectuée sur un écoulement compressible
autour d'une sphère. On a étudié notamment l'émergence des di�érents régimes d'é-
coulements compressibles laminaires. On a établi une relation entre le nombre de Mach,
le nombre de Reynolds et le régime d'écoulement (axisymétrique stationnaire, planaire-
symétrique stationnaire, instationnaire). De plus, on a également analysé, avec un maillage
plus �n, les grandeurs caractéristiques de l'écoulement (Cd, αs , xs) pour les régimes sub-
sonique, transsonique et supersonique. D'autre part, on a étudié l'in�uence des e�ets de
chau�age / refroidissement de la sphère sur le régime de l'écoulement.
En�n, une simulation d'un écoulement compressible instationnaire autour d'un drone a
été e�ectuée. On a analysé la performance aérodynamique de la conception du drone à
travers les outils de post-traitement et les coe�cients de traînée et de portance. On a
montré également la capacité de notre méthode à traiter ce type de géométrie complexe.
Ainsi, on considère que notre approche peut être utilisée prochainement comme un outil
d'étude avant-projet pour des applications industrielles.
Finalement, il serait intéressant par la suite de développer plusieurs axes :

• Implémentation d'un modèle de turbulence dans les fonctions de notre méthode des
frontières immergées.

• L'optimisation du maillage à l'intérieur des corps immergés a�n de minimiser les
pertes en coût de calcul.

• Le couplage et l'automatisation de la génération du maillage et les points Lagrang-
iens.
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• La création d'une librairie commune pour les fonctions IBM compressibles et incom-
pressibles et capable de s'intégrer dans toute architecture de solveur.
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Annexe A

Ordre de précision de la méthode

L'ordre de précision de la méthode IBM proposée est évalué via l'analyse d'un écoulement
autour d'un cylindre circulaire avec Ma = 0.05 et Re = 300. Les détails de calcul de ce
cas sont déjà présentés dans la section 3.1. Les données des travaux de Gautier et al. [1]
sont utilisées comme la solution de référence. L'ordre de précision de la méthode IBM
est étudié en utilisant les normes L2 et L∞. Les erreurs relatives à chacune de ces deux
normes s'écrivent pour une quantité physique φ :

eφL2
=‖ φ− φG ‖2 (A.1)

eφL∞
=‖ φ− φG ‖∞ (A.2)

où φG est la solution de référence [1].
L'analyse est e�ectuée en évaluant les résultats de quatre grilles du maillage di�érentes. La

résolution du maillage dans la région proche du cylindre est : ∆x = ∆y = {D
80

;
D

96
;
D

112
;
D

128
}

où D est le diamètre du cylindre. Le nombre correspondant de points Lagrangiens utilisés
est {252; 302; 352; 402}, respectivement.

Les résultats pour la composante de la vitesse ux sont présentés dans la �gure A.1. L'erreur
est calculée en sélectionnant des points à une distance de 0.52D du centre du cylindre. On
peut observer que l'ordre de précision est presque 2 pour la norme L2 et 1 pour la norme
L∞ . Ces résultats indiquent que la précision de la méthode originale [2] est conservée via
l'implémentation actuelle.

D'autre part, l'erreur sur le coe�cient de traînée CD est tracée dans la �gure A.2. Pour
notre méthode IBM, le coe�cient de traînée est directement calculé à l'aide des informa-
tions disponibles sur les points Lagrangiens. Pour cette quantité, l'ordre de précision est
légèrement supérieur à 1.
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Figure A.1 � Courbes d'ordre en norme L2 (a) et en norme L∞ (b) pour la composante de
la vitesse ux en fonction de la taille de l'élément du maillage. La ligne "- - -" (précision du
premier ordre) et la ligne "..." (précision du second ordre) sont incluses a�n d'estimer l'ordre
de précision de la méthode.

[2] A. Pinelli, I. Naqavi, U. Piomelli, and J. Favier. Immersed-boundary methods for gen-
eral �nite-di�erence and �nite-volume navier�stokes solvers. Journal of Computational
Physics, 229 :9073�9091, 2010.
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Figure A.2 � Courbe d'ordre pour le coe�cient de traînée CD. La ligne "- - -" (précision du
premier ordre) et la ligne "..." (précision du second ordre) sont incluses a�n d'estimer l'ordre
de précision de la méthode.



 

 

DÉVELOPPEMENT D’UNE MÉTHODE DES FRONTIÈRES IMMERGÉES POUR L’ANALYSE ET LE 

CONTRÔLE DES ÉCOULEMENTS COMPRESSIBLES  

 

Résumé :  

Cette thèse s'inscrit dans le contexte de la simulation numérique et l'analyse des écoulements compressibles, notamment 

en géométrie complexe ou mobile. Dans ces situations, la mise en place d'un maillage représentant correctement le 

solide sans perte de précision des méthodes de discrétisation s'avère difficile. Une alternative est de travailler en maillage 

cartésien quelque que soit la géométrie du domaine d'écoulement en introduisant une approche aux frontières 

immergées.   

Dans ce contexte, on propose une amélioration et extension d'une méthode formulée pour la simulation des écoulements 

incompressibles. Les deux principales caractéristiques du modèle proposé sont d'une part l'intégration d'un nouveau 

terme de forçage des vitesses qui prend en compte les effets de pression et d'autre part l'intégration d'un nouveau terme 

de correction de température dans le traitement de l'équation de l'énergie.   

Cette méthode a été intégrée dans deux solveurs compressibles du code OpenFOAM : SonicFOAM et 

RhoCentralFOAM. La validation a été effectuée en considérant différents cas de complexité croissante sur des corps 2D 

fixes et mobiles, pour lesquels on a fait varier les nombres de Mach et de Reynolds. De plus, des cas mettant en jeu des 

transferts de chaleur pariétaux ont été étudiés. Les résultats ont été comparés à un grand nombre de données numériques 

et expérimentales issues de la littérature.   

Enfin, des études sur des configurations plus complexes tridimensionnelles ont été mises en place. Les bifurcations de 

régime d'écoulement de la sphère ont été investiguées quand le nombre de Mach augmente. Une sphère avec des parois 

non-adiabatiques a été également analysée. Une géométrie réaliste de drone a été simulée en régime compressible.  

 Ces analyses mettent en évidence de nombreuses caractéristiques favorables de la méthode des frontières immergées 

en termes de précision, de flexibilité et de coût de calcul. 
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DEVELOPMENT OF AN IMMERSED BOUNDARY METHOD FOR THE ANALYSIS AND CONTROL OF 

COMPRESSIBLES FLOWS 

 

Abstract:  

This thesis is related to the numerical simulation and the analysis of compressible flows, especially in complex or mobile 

geometry. In these situations, the establishment of a mesh correctly representing the solid without loss of precision of 

discretization methods is difficult. An alternative is to use Cartesian mesh independently of the geometry of the flow 

domain by introducing an immersed boundary approach.  

 In this context, we propose an improvement and extension of a method formulated for the simulation of incompressible 

flows. The two main characteristics of the proposed model are on the one hand the integration of a new velocity forcing 

term which takes into account the effects of pressure and on the other hand the integration of a new term of temperature 

correction in the treatment of the energy equation.  

 This method has been integrated in two compressible solvers of OpenFOAM code: SonicFOAM and 

RhoCentralFOAM. The validation was carried out by considering different cases of increasing complexity on fixed and 

mobile 2D bodies, for which the Mach and Reynolds numbers were varied. In addition, cases involving parietal heat 

transfer have been studied. The results were compared to a large number of numerical and experimental data from the 

literature.  

 Finally, studies on more complex three-dimensional configurations have been done. The flow regime bifurcations of 

the sphere have been investigated as the Mach number increases. A sphere with non-adiabatic walls was also analyzed. 

A realistic drone geometry was simulated in a compressible regime.  

 These analyzes highlight many favorable features of the immersed boundary method in terms of accuracy, flexibility 

and computational cost. 
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