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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
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�������� ���� ��������� � ���� ������ �� � ������ ���� �� ������ ������� ���� ���� ��

������ ����� ������ ��� �� ������ �� ������

���� � ������� �������� ��� ��� ������ �������� �� ������� �� ����� ����������

���������� �� ������� ������ ��� ���������� �� ���������� ����� ��� ��������� ��������

��������� �� ��� ������ �� ��� caf (q) �� ��� f ���� �� ������������ q ���������� �����

� ���� a ��������� ����� ��� ������ �� ����������� ����� ���� ���� ��� �������� ���� a

�� ���� �� ���������� ��� f ���������������� ���� ������������ ��� ����� ����� ����� ���

������ ��� ������ �������� ��������� ��� �� ������� �� ��� ���� ���� ���������� �� �����

������ ������ �������� ���� ��� ������� ����� ������������� �� ��� �������� ���������� �����

������� ���������� ����� ���������� �� ������ ���� ��� ���� �������� �� ���������� ���

������ ���� ��� ������ �� ����������� ����������� � ����� ��� ��������� �������� ����

��� ���� � ����� �������� � ��� �������� ���� ����� ��� ������ �� ���������� ����� ���

�������� ��������� ������ ���� �������� �� ���������� ��������� ������� � ���� ��������

������� �������� �����

��� Af �� ��� ��� �� �������� ����� ���� �� �������� f �� ��� ������ ��� ���� naf ��

��� ������ �� ������ �������� �� ���� �������� ����� ���� a ���������� ��� ����� ���� ��
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��� f ��� ������������ qf ���������� ��

Cf (qf ) = min
(qaf )




�

a∈Af

nafcaf (qaf ) |
�

a∈Af

nafqaf ≥ qf



 � ����

�� ���������� ������ �������� �� ��� ������ qf � �������� � ������������ ��������

�� � ����� ���������� ���������� �� ��� ������� �������� ���� ��� �������� ������� ���

������ ����� ���������� ����� �� ������ ������ �� ���� ����� ��� f ����� �� ����� ���

������ Q−f �� ���������� ����������� �� ��� ����� �������� ��� ��������

qf ∈ argmax
q

P (Q−f + q)q − Cf (q),

����� P (Q) �� ��� ������� ������ ��������� ������� �� ��� ����� ������ Q �� ����������

����������� �� ��� ������ � ��������� ���������� ��������� ��� qf �� �������� ����� f

����� ��

P �(Q)qf + P (Q)− C �
f (qf ) = 0. ����

��� ������������ ���������� ��� ������ �������� �� ��� �������� ������� P (Q)+P �(Q)qf

�� ���������� �� ��� ��������� ���������� Q−f �� ��� ����� �����

P ��(Q)qf + P �(Q) < 0 ����

��� ��� qf ��� Q� ����� ���� ����������� ���� ���������� ������ ��� f �������������

��������

qf = Rf (Q−f ).

�� ��� ���� ������ �� ��� ���������� ��� ������� �� ����������� ����� ��������

�� ������� �� �� � ������������ ������������ ����� � F−������ q∗ = (q∗f ) ���� ����
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q∗f = Rf (Q
∗
−f ) ��� ��� f � ���� Q∗ = Q∗

−f + q∗f � �� ��� ����� �� ������� ������ ���� �

���� ����������� ������ �� ���� �� �������� ��� ����� ���� �� ���� �� ������������ �����

������� f �� ������� �� �� ����� ���� �� ������� ��������� ��� ������ Q∗
−f �� ����������

����������� �� ��� ������������ ��� ����� �������� �� ��������� ���������� �� ����

���������� �� ��������� �� ��� ����������������� ����������

��������� ��������� ������ �� ����� ���� ���� ������ ������� �� ���� ������� ����

�������� �� ��� ���� ����������� �� ��� ������ �������������� �������� ��������������

�������� ��� �� ������������� �� ��������� �� �� ��������� ������� �� ����������� �� ����

������ ���������� ����� ����� ������� ��� ����������� ������ ����� ���������� ��������

���������� ���� ��� ���� ����������� ������ ����� �� ���� ������� ��������� ������ �

������ �������� ����� ���� ���� �������� ���� ��� ���� ������������ �� ��� �������

����� ���� ��������� ������� ������ ���� ��� ���������� �� ������ ��������� �����

�������� ���� ���������� ��������

qf ∈ [qinff (0), qsupf (0)] ����

��� ����� f � ���� qinff (0) ≤ q∗f ≤ qsupf (0)� �������� ��� ���������� �� � ���� �����������

������� �� � ������ �������� ��������� �� ��� ���� ����� qinff (0) = q∗f = qsupf (0)� �� ����

�� ����� ���� ���������� �� �������� ��� ������ qinff (0) ��� qsupf (0) �� ����� ���� ���

���������� q∗f �� ��� ���� ������������ �� ���� ��� ����� �� �������� ���� � ���������

���� �� ��� ������������ ���� ��� ��� ��� (qinff (0), qsupf (0)) ����� ��� ��� �������� ����

(q∗f , q
∗
f )� �� ��� ������� �� ��� � ������ ������������ �� ����� ������� �������� q

inf
f (0) �������

����� �� ��� �� 0 ����� qsupf (0) ����� ������ �� ��� ����� ������ �� ��������� ������

�� ���������� ����������� �������� ���� ������ ���������� ������ ���� ��� �������������

�� ��������� ����������� �� ������ ���������� ���� ����� ��� ������������� �������� Rf
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�������� ��������� ����������������� �� f �������� ���� ��� ������ ��� ����� �� ��������

����� ����������� ���� �������� � ����� ������ ���� f ������������� �� �� ������ ��� ���

����������� ������� �������������� ���� ������

dqf = R�
f (q)dQ−f ����

�����

R�
f (q) = −

P �� (Q) qf + P � (Q)

P �� (Q) qf + 2P � (Q)− C ��
f (qf )

����

�� ������ �������� �� ��� ���������� ������ q = (qf ) ���������� ���� ��� ����� ����������

����� ����� ������� f ������� � ���������� ����� �� � ��� �������� [qinff (1), qsupf (1)]� ������

qinff (1) = Rf

�
�

k �=f

qsupk (0)

�
� qsupf (1) = Rf

�
�

k �=f

qinfk (0)

�
�

�� ��� ��������� �������� �� ��� ���� ����������� q∗� ���� ������ ������� ��

qinff (1)− q∗f = R�
f (q

∗)
�

k �=f

[qsupk (0)− q∗k] �

qsupf (1)− q∗f = R�
f (q

∗)
�

k �=f

�
qinfk (0)− q∗k

�
�

��� ���� ��������� ������� �� ����� ��������� ����� ������ ��������� �� �����������

��� ��� ������������� ���������� ��� ��� ������� ��� ��������� ��� ������� �� ��������
���� qinf

f
(1) ≤ qinf

f
(0) ���� �� ��� qinf

f
(1) = qinf

f
(0)� ���������� �� qsup

f
(1) ≥ qsup

f
(0) ���� �� ��� qsup

f
(1) = qsup

f
(0)� ���

������� ���� ������� �� ���� �� ���� qinf
f

(1) ≤ qinf
f

(0) ��� qsup
f

(1) ≥ qsup
f

(0)� ��� ���� ��������� ������� �� ����� ����

τ ≥ 1 �� ������������

��
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���� �� ��������� ���������� �� ���� ������� �������� ��




qinf1 (τ + 1)− q∗1
���

qinfF (τ + 1)− q∗F




= B




qsup1 (τ)− q∗1
���

qsupF (τ)− q∗F



�

��� 


qsup1 (τ + 1)− q∗1
���

qsupF (τ + 1)− q∗F




= B




qinf1 (τ)− q∗1
���

qinfF (τ)− q∗F




��� ��� τ ≥ 0� ���� B � F × F ������ ����� ����� ����� �� ��� f ��� ��� ������ R�
f (q

∗)

������ ��� �������� ����� ��� ��� f ��� ������� ����� �� 0�

��� ������� �� ������� ����������� ������ ��� ���� ����������� q∗ �� ��� ���� �� ���

�������� ������ �� B �� ���� ���� 1� �� ���� ���� ��� ���� ����������� �� ������� ��� ����

�������������� ������� ��� ���� ����� ��� ����� ��������� ������� ���������� ��������

���������� ���� ����� ����������� ������ ���� ����� �� ��� ���� ��� ����������� ��

������� ������� ��������� �� �� ������� ��������� ���� ����� ��� �������� ��������������

�������� ��� ��� ��������� ������� ��� �� ������ ������� ���� ���� ���������� ��� ����

����� ���� ������������ ��� ��������� ����������� ����� � ��������� ��� ����� �����������

�� ��� ��������

����������� �� ��� ���� ����������� �� ������� ��� ���� �������������� ������� ��

��� ���� ��

S(q∗) =
�

f

R�
f (q

∗)

R�
f (q

∗)− 1
< 1 ����

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

����� ��� ����� R�
f (q

∗) �� ����� �� ����� ����

C ��
f (q

∗
f )
�

a∈Af

naf

c��af (q
∗
af )

= 1�

������ �� ����� � �� ���������� ��� �������� ������ ��� ������ B ��� � ��������

������ ���� ���� 1 �� ��� ���� �� ���� �� ��������� ��� �������� ���������� �� C ��
f (q

∗
f ) �������

���� �������� ��� ����������� �������� ������� �� ��� ���� ������������ ������� �����

���� ������ C �
f (qf ) = λ� ����� λ �� ��� ������������ �������� ���������� ���������� ����

��� ���������� ���������� �� ����� ����������

C ��
f (qf ) =

dλ

dqf
�

��� ���������� ���������� ��� ������� ���� ���

λ = c�af (qaf ) ��� ��� a ∈ Af ���
�

a∈Af

nafqaf = qf

��� ����� f � �������������� ����� ���������� ���������� ������

dλ = c��af (qaf )dqaf ��� ��� a ∈ Af ���
�

a∈Af

nafdqaf = dqf

��� ����� f � ������������� ��� ���������� �� dqaf ���� ��� ���� �������� �� ������ ������

dλ
�

a∈Af

naf

c��af (qaf )
= dqf .

���� ��������� ��� ������ �

����������� � ����������� ��� ������� �� ���������� ��� �������� ������ �� ��� ����

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

�� ������������� ���������� ���������� ����������� ����� ��������� �� ��� ���� �����������

������� �� ���� ��� ��� ��� ��������� �� ��� ���������� �� �������
��R�

f (q
∗)
�� �� �����

������ �� 0� ���� ������� ���� ��� ����� �������� �� ��������� ������ ��������� �� ���

����������� ����� ��� ��������� �� ���� ���� ��� �� ������� �� ������� ��������� ���

�������� �� ��� ������ �� ���������� ���������� ��������� ��� ���� �������� �� ��� ��������

���������� �� ������� �� ���� ����� ����� �������� ���������� ���� ���� ����������

�������� ������� ����� ������� �� ���������� ����������� ���� ������ �� ������ ���������

����

����������� � ����� ��� ����� �� ��� ��������� ������������ �� ��������� �� ���� �

������ ��������� ��� ��� ������������ �� ��� ���������� �� ��� ���� ������������ ������

��� ���������� �� �� ������ �� ���� ��� ������ ������� ��� ����������� ���� �����������

����������� q∗ ��� ��� ������ �������� ����������� ������ �� �������� �� S(q∗) ��

������� ���� 1� ��� ����������� ��������� � ������������ ��������

��� ���������������� ������������

��� ������������ ���� �� ��� ��������� ������������ ������ �� ��� ���������� ����

����� ������ �� ������ ��� ���� �� ����������

P (Q) = δ0 − δQ� δ0 > 0� δ > 0� ����

���

caf (q) =
q2

2σaf

� σaf > 0�

��� ����� �������� ���� a ��� ������� f � �� ���� �������� ��� ���� �������� �������� �� ���

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

������� ���� ��

Cf (q) =
q2

2σf

, σf =
�

a∈Af

nafσaf � ����

��� ����� σf ��� �� ����������� �� �������� ���� ���� ��� �������� ���� C �
f (q) ����������

���� ���� ��� ��� ���������� C ��
f (q) ��� ���������� ���� σf ��� ��� ����� ���������� q�

����� Cf (0) = 0 � ������ ����� �� σf ������� � ���������� �������� ���� �� �����

���������� ������ ����� �� ���� �������� ������ �� �� �������� �� ��� ���������� σaf � ��

������� ��� �������� naf ���� ��� ���� �������� ��� �������� ��� ���������� ����������

����� ���� � ������� �������� �������� ��� ������� ���� ���� ���������� �� �������� ��

���������� ������� ���������� ����� ���� ���� ����� ���� � ���������� �����������

�������� �� � ������������� ���� ��������� �� ��� ���������� �� �������

∂R�
f (q)

∂σf

=
∂

∂σf

�
−

δσf

2δσf + 1

�
= −

δ

(2σδ + 1)2
< 0�

��� ���� ���� �������� ����� ������ �� ������� ���������� �� ��� ���������������� �����

������ �� ����������� �������� ������� ������� ������������ �� ��� ���� �����������

��� ��������� �� ���� ����������� ���� ��������� ��� ��� ����������� �� �� ��� ������

��������������� �������� ����������� �� ����������� ��

����������� �� �������� ��� �������� �� �� ���������� ���� a �������� �� ����

�������� f �� ��� ���������������� ������ ���� �������� ������� ������������ ��� ����

������������ ����� �� ��������� S(q∗)� ��� �� ��������� ��� ��������� ���������� Q∗ ��

������������

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

������ �� ��� ���������������� �������������

S(q∗) =
�

f

δσf

1 + 3δσf

��� Q∗ =

�

f

δ0 σf

1 + δσf

1 +
�

f

δ σf

1 + δσf

��� ���������� ��������� �� σf ������ ������ ��������� ���� σaf �� �� ���������� ��������

�������� �������� ����������� �� dσf > 0� ��� ������ �������� �

�� ���������� �������� ������� �� �������� �� ��� σf ������ ��� �������� �� ��������

���� � ���� ������� ���� ��� �������������� �� ���� ����� �� �������� ���� �� ��������

���� ������ ������ � ������ ���������� �� ������������ ��� ���� ����������� �����������

�� ����������� �� ��������� ����� �� ����� ���� ������� ��� ��������� �� �� ��������

������ ����� ������ ��������� ������� ������ ��������� �� ����� �������� �������� ���

������ ��������� ������� �� ��� ���� ���� ����� ����� ���� ���� ����� ������� � ������

������ ������� ��� ����������� ���� ����������� ��� ��� ������ ���������� �������

��� ���� ������ ������ �� �� ������� ��� ����� ���� �� ����������� � �������� �� ���������

������� ��� �������� �� ��� ���� ������

����������� �� �������� ��� �������� �� � ���� a �������� ���� �������� f �� ��������

f �� f � �= f � �� ��� ���������������� ������ ���� �������� ������� ���������� ��� ����

������������ ����� �� ������� S(q∗)� �� ��� ���� �� σf < σf �� �� ��������� ��� ���������

���������� Q∗ �� ����������� �� ��� ���� �� σf > σf ��

������ �� �� ������� �� ��� ����� �� ����������� � ��� ��� �������� ������������

����������� �� S(q∗) ��� Q∗� �� ��� ���������������� ������������� S(q∗) ��� Q∗ ���

���������� ������� ��������� �� σf ������ �� ������ ���������� ������ �� σaf �� � ��������

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

�������� �������� dnaf = −dnaf � = −1 ������ dσf = −σaf < 0 ��� dσf � = −dσf > 0�

��� ������ �������� �

��� �������� ������� �������� ��� ��������� ����������� �� ����������� � �� ����� ������

�������� ��� �������� ���� ����������� � ����� ��� ����� �� �� ������� ��� ������ �� ���

�������� ���������� �� ����������� � ����� ��� ������������ �������� f ������ �� ��������

���� ��� � ��������� ���� ������� �������� f � ���� ��� ��� ��� ���������� �������� ������ ��

�������� ���� ��� � ��������� ����� ����������� � ������� �� ��������� ��� ����������

�� ����� �������� ������� ��� �� ������ �� ������������ ����������� �� S(q∗) ��� Q∗�

���� �������� ��� ���������� ������� �� σaf � ���� ����� �� ��� ��� �������� ����������

���� ���� ��������� �� ��� �������� ���������� �� � ����� ����� ������ �� ����������

���� � ����������� ���� ����������� ���������� ������ �� ��� ������ ����

��� ��������� ���� ���������� ������������

��� ��������� ��������� ��������� �� ����������� � �������� ���� ��� ��������������

���������� �� ������� ����������� ������ � ���� ����������� ����� �� � ������ ����

�������� ��� ��� ��������� ������� �������� ��������� �� � ������� ������� �� ����� ������

��� ��� ������� �������� �� ��� �������� ������ ������ �� �������� �� ��� ����� �� ���

������� ��������� ����� ��� ���� ������������� �� ����� � ������ ������ �� �������

���� �� ���������� ��� ��� ����� �� ����������� �������� ������� ������ ���������

�� �������������� �������� �� � ��������� ���� ���� �� ���� ��������� �������������

������ ����� ������� ������ �������� ����� ��������� �� �������� ������ ������ ��������

������� ���������� ���� �� ��� �������� ������ ������� �� �������������� ������� ���

������� ����������� � ���� �������� � �������� ���� �� ��� ��������� �� ��� ��������

����� �� ����������� �� ������������ �������������� ��� ��� �������� ����� ���� �������

��
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��� ���� �� �� ������� ��������� �� ��� ����������� ������� ��� �������� ������ ��������

����� ��� ����������� �������� �� ��� ������� �� ����������� �� ��������� �����������

�� ����� �� ��������� ��� ���� ������ ���������� ���� ������� ������������ �� �����

��� � ������� �� ��� �������� ����� ���� ��� ������������� ����� ������� �� �� ������ ���

�������� ������ �� � ����� ������ ��� ������ ��� ���� m �m = 1, 2� �� Pm(Qm, Q−m)�

����� Qm ��� Q−m ����� ��� ��� ��������� ������� ��� ��� ��� ������ �� ��� ������

���� �� ������ ���� ��� ��� �� �������� ��������� ��� ��� ����� ��� ��������� �����������

�������� ����� ���� ���� ������ ��� �������� ������ ������ ��� ���� ������ ����������

�� �� ������� �� ��������� �� �������� ��� ���������� �� ������� ����� ��� ������

�������� ������������

���������� ��� �������� �� ������� P−m(Q−m, Qm) = Pm(Q−m, Qm) ��� ���

(Q−m, Qm) ��� ��� m�

���������� ��� �������� �� ������� ����� ��� f ��������� ���� 1 ��� � ������

��� F + f ��������� ���� 2� ����� σf = σF+f ��� ����� f = 1, . . . , F � ���� F ��� �����

������ �� �������� ��������� ��� ����� �����

���� f �� ������ m �������� qf ���� ��������� ��� ����� ����� ��� ��������� ����

������� Qm
−f �� ��� ����� ���� �� ������ m ��� ��� ��������� ���������� Q−m �� ���

����� ������� ��� ������������� ��� �� ������� qf = Rm
f

�
Qm

−f , Q
−m
�
� ����� �� ��������

��� ���� ��� ��� ��������� �� ��� ��� ����� ��� ������������ �� ���� �� �����������

�� ��� ��� �� ����� ��������� �� � ��������� ���� ����������� ����� q∗f = q∗F+f ���

����� f ≤ F � �� ����������� ��� ��������� ������ �� Q∗ �� ���� ����������� ���

�������� ������� �� ����������� �� ��������� ���������� �� ��� ������������ �� ���� ��

��
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����������� �� ��� ������ �� ��� ������� �����������

R�
f1(q

∗) =
∂Rm

f

∂Qm
−f

�
Q∗

−f , Q
∗
�
� ��� R�

f2(q
∗) =

∂Rm
f

∂Q−m

�
Q∗

−f , Q
∗
�

�� ��� ������������� �������� �� ���� f ��� F + f ���� ������� �� ��� ���� ��� ������

��������� ������������� �������� ������� ���� ���� �� ��� ������ �� ��� ����������

m ����� ��������� �� ���� ������ ����� ��� ��������� ��������� ����� �� ����������� �

��������

����������� �� � ��������� ���� ����������� �� ������� ��� ������ ��������������

������� �� ��� ���� ��
�

f≤F

R�
f1(q

∗) +R�
f2(q

∗)

R�
f1(q

∗)− 1
<

1

2
�

������ ��� ��� ������ B ���� ������� ��� �������� ������� �� ����������� �� �����

����� ���������� ��� �� � 2F × 2F ������ ����� f ��� ���� f ≤ F � ��

�
R�

f1 · · · R�
f1 0 R�

f1 · · · R�
f1 R�

f2 · · · R�
f2

�
�

����� ��� ����������� ��� ��������� �� � ��������� ���� ������������ ����� 0 �� �� f ���

������� ���������� ��� (F + f)��� ��� ��

�
R�

f2 · · · R�
f2 R�

f1 · · · R�
f1 0 R�

f1 · · · R�
f1

�
,

���� 0 �� (F + f)��� ������� ������ B �� ����������� �� ��� ���� �� ��� �������� ������

�� ��� �������� ������ −B �� ����� ���� 1� ��� e ���� ���������� e �� −B ��� v ���

��
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���������� 2F ������������ (v1, . . . , v2F )� ���� ev = −Bv� �� ����� ��� ��� f ≤ F �

evf −R�
f1vf = −

�

k≤F

R�
f1vk −

�

F<k≤2F

R�
f2vk

⇔ vf = −
R�

f1

e−R�
f1

�

k≤F

vk −
R�

f2

e−R�
f1

�

F<k≤2F

vk

���

vF+f = −
R�

f2

e−R�
f1

�

k≤F

vk −
R�

f1

e−R�
f1

�

F<k≤2F

vk�

������� ���� ���� ������

�

f≤F

vf = −
�

f≤F

R�
f1

e−R�
f1

�

k≤F

vk −
�

f≤F

R�
f2

e−R�
f1

�

F<k≤2F

vk

���
�

F<f≤2F

vF+f = −
�

F<f≤2F

R�
f2

e−R�
f1

�

k≤F

vk −
�

F<f≤2F

R�
f1

e−R�
f1

�

F<k≤2F

vk�

����� ��� �������� ���������� �� B �� �� ����� ���� ������������ ������� vf = vF+f ���

��� f ≤ F � ����� ��� ��� �������� ��������� ������ ��

�

f≤2F

vf = −
�

f≤2F

R�
f1 +R�

f2

e−R�
f1

�

k≤2F

vk�

����������� e �� −B ���� ��� ��������� ��

G(e) ≡ −
�

f≤2F

R�
f1 +R�

f2

e−R�
f1

− 1 = 0

��� �������� G �� ���������� ���������� ��� ��� e ≥ 0� ���� G(0) > 0 > −1 = G(+∞)�

����� �� ������������ � ������ e ≥ 0 �������� �� G(e) = 0� ���� �� ��� �������� �������

��
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����� G �� ����������� ���� ���������� �� ����� ���� 1 �� ��� ���� �� G(1) < 0�

−
�

f≤2F

R�
f1 +R�

f2

1−R�
f1

− 1 < 0�

��� ������ ������� ���� R�
fm = R�

(F+f)m ��� ����� f ≤ F ��� m� �

�� ��� �������� �� ������� ������� ������� ����������� � ���������� ��� �������������

������� ��� ���� ��� ������� �� ��� ������ ������ ����� �� ��� �� ��������� ��������

���� ��� ������ �� ��� ����� ������ �� ����������� ����� R�
f2(q

∗) = 0� ��� ���������

��������� ���� ������� �� S(q∗) < 1/2� ��� ��������� ��� ��� ��������� ����� S(q∗) �����

����� ��� ����������� �� �������� ������ �� �������� ��������� �� ��������� �� ��������

���� � ���������� �� ��� �������� ���� ��� ����������� �� � ����� ������ ������� ���

����������� ���� ����������� ������ �� ���������� ����� S(q∗) �� ����� 1 �� ��� �����

���� ��� ������ ���� ��� ����� �� ���� �� ���� � ���� �� ��� �������� ������� ����

��� ������� ����������� ����������� ���� �� �������� ���� ��� ��������� ��� ���� �� ���

�������� ������ ���� ���� ��� ������� ��� ��������� �� ����������� �������������

��� ������ ������������� ����� ������� �� � �������������� ��������� ����� ������

�� ���������� m ���� �� ������� ��� �������� �� ���� �� ��� ����� ����������� ��
��R�

f2(q
∗)
�� �� ����� ����� ��� ��������� �� ���� �� ���������� m ��� ���� ��������� �� ���

�������� ���������� �� ��� ��������� ����������� ��� �������� �� ���� �� ����������

m ������� ������� �� ������� �� ��� ����� ���� �� ���� ���� ���������� m ����� ���

�� ����� ���� ��� �������� ������ ������������ ���� �����

� ��������� ������������ �� ��� ������� ��������

��� ��������� ����������� ������� �� ��� ���� �������� ������� �������� ���� ���
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������� ��� ������ �� ����������� ���������� �� ��� ���� ����������� �� ���� �� ���

��������� ����� S(q∗) ���� ������� ��� ������� �� �������� ����������� �� ���������

���������� ������ ���� ������������ ��� ���� ����������� ���������� �� ���� � ���� ��

��� ��������� ����� �� ���������� ���� � ������� �������� ��� ����� �������� �� ������

��������� �������� ������� �� ��� ������������ ���� �������� ������ ���������� ���� ��

������������ �������� �������� �� � ������ ������ ������� ���� ��� ������ ����������

������� �� ����������� ������ ��� ���� ����������� ���������� �� ���� �� ��� ���� �� ���

������� ������� ��� ������ ����������� ������� ���� ������������ � ��� � ����������

���� ������ ������� ������ �� �������� �� ������ ���� ���� ����������� ����� ��� ����

��������� �������� ������ ������� ����������� ������ �������

��� ����

�� ������� ����������� ��� ������� ����������� ���� ����� �������� ���������

��������� �������� �� ��� ������ �� �������������� ���������� �� ��� ���� ����������

�� �������������� ������ ��� ��� ������� ��������� �������� ��� ��� ������� ����������

��� ��� ������� ������ ��� ����������� ������ �������

�������� ����� �� ��� ��� ������� ��������� ������� �������� ���� ������������ �����

����� ������� ����������� ��������� ��������� ������������ ��� ������ ������ ��� �����

��������� �������� ������������� �� �������� × �������� ����� ����� �������� �����������

��� � ������ �������� �� ����� ������ ������ ���� ���������� ���� �� ����� �� ��������

������ ������ �������� �� �� ��������� �� ��� ������� �������� ������� ��� ������ ����
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������� ���� ����� ��� ���� ������� ����� ������� ����� ����� �������

�� �� ������������ �����
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�� ��������� �� ������� �������� ������� ���������� ��������� ������� ������� �� ���� ��

��� ��������� ���� �� ����� �������� ��������� ����� ��� ������� ��������� �� ������ �

������� �� � ����� ����� �������� ������ ��� ������ �� � ������ ������ ��� ��������

� ����� ������� ������ � ��� � ���� ��� ���� �� ���� � ��������� ��� �������� ��

��� ��� ��� �������� ����������� �� �������� ����� ��� �� ������� ���� ��� �������

���������� ����� �������� ������� ���� �������� �� ���� �������� �������� �������

���� �������� �� ���� ��� ��������� ��������� ������ ��� ����������� ������� ������ ��

���������� �������� ����� ���������� ��� ����� �������

��� ����� �������� �� ���� ���� ����� �������� ������������ ���� ��� ������ ������

���������� ���� ���� ��� ���� �� ������ �������� ���� �������� ����� ��� ������ ����

���� ���� �� ���������� ��� ������ ���� �� ����� ����� ���������� ��� ��� ����������

������ ����� �������� ���� ������ � �������� ���� �������� �� �������� ��������� �� �����

�������� ��� �������� �� ������� �� ��� ���������� ����������� �� ��� ���� ��������
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���� ��� ���� ��������� ������� ��� ��� ������ �������� ���� ���� � ������� ������

������� ��� ����� �������� �� ����� �� ����� ��� ������ ����� ����� ������ �� ��������

��������� �� ����� �� ������ ���� � ���� ������ ���������� �� ������ ������� �� ����

������ � ��������� ���� ���������� ������ ���� ���� ���� �� ������� �� ������ ��������

����� �������� �� ����� �� ����� � ����� ������� ����� ������ �� ��� ���� ���������

�������� �� ��� �������� ������� ��� ������� ����� �� �� ������ ������ ������ ����

������ ��������� ������ �� ��������� ������ ���� ��� �������� �� � �������� ����������

�� ����� ��� ����������� ����� ���� ��� ������ �� ���� ���� ������ �������� � ����

���� �������� �� ��� ���� ����� �������� ��� ����� ����� �� �� ��� �� ���� �������� ������

� ��� �� ���� ����� �� ������� ���� ��� ������� ���� �� ����� � �������� ������� ����

������� ��� ��� ������� �� ��� ����� �������� �� ������ ������ ����� ��� ����� ���

��� ��� �� ��� ������ ���� ��� ����������� �� ���� ������� ������� ���� ������� ��������

������ �� ��� ������ ��� ��� �� ��������� �� ��� ����� ��� ���� ������������� ��� ��

������ ������ �������� ������ ���� ���� 12 ����� �� ��� 14����� ������ ������� �����

���������� ������ 379 �������

�� �������� ������ �� ������� ��� ������� ������ �� ���������� ������� � ������

����� ��� ��� ������������� ������� ���� ��� ����� ������� ���� ������ �� ������ ���

���� �� ����� 379 ��������� ��� �������� �� �������� ���� ��� ��������������� �� ������

��� ������������ ����������� ��� ���������� �� ��� ��������� ����������� ���������� ���

��������� �� ����� ��
�������� ��� ����� ��� �������� ����� ��� �������������� ������ ����� ����� �� ��� ������ �� ����� ����������� ���������

�� ������������������������
������� ��� �������� ����� ��� �������������� ������ ����� ����� �� ��� ������ �� ����� �����������
������ ����������� �� �������� ���� ������������� ��� ������������������
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���� ������� ����� ��� ���� � �� ���� ������� ����� ����� ����� �����

���� �������� ������� ��� ������� �� ���� �� ����� ����� ����� �����

����� ���������� ��� ����� �� ���� ����� ����� ��� ������

���� ������ ������
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��� �����
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cafst =
q2afst
2σafst

, ����

����� ������� �� � ����� ����� �������� �� �������� f � ����� � ���� a �������� ������

������ t �� ������� s� ���� ���� ��� ������� �������� ����������� ����� ��� ������

�� ���������� qafst �� � ������� ������� s� ����� �� ���� ������� ��� ��������� ����

Caft =
�

s

nafstcafst, ����

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

����� nafst ������� ��� ������ �� ����������� �� ����� ��� ���� ��������� ���� ��

�������� ��� ��������� σafst ���� ������ ��� ��������� ����� �� ��� ������� ������ ��

���� ��� �� ������� ���� ��������� ��

1

2σafst

= β0 ξft µs νa, ����

����� β0 �� � �������� ����� ξft ������ ������ ���� ��� ���� �������� ����� µs ���

νa ��� ������� ��� �������� ���� ������� ������������� ��� ���������� ���������������

�������� �� ξft ��� �� ������ �� ���������� ��� ���� �������� ���������� ���������

���������� ����� �� ��������� ����������� ���� �� ����� ��������� ������ ���� ����� ��

���� ������� ��� �������� ���� ������ ��� ���������� �� �� ���� ���������� ��� ��� ����

���� ������������ �������� ���� ���� ������ ������ �� �������� ��� ���������� �����

���� ��� ��������� ���� Caft ����� �� ���� �������

Caft = β0 ξft νa
�

s

µsnafstq
2
afst. ����

�� ����� ���� ���������� ���������� ������ �� ��������� ���������� ������ �� ����

������� ���� ��� ����� ������ ���� �������� ������� �� �������� �� ����������� �����

��� ������������ ξft ������� �� ��� �������� �� � ������ �������� �� ����� ��� ���� ������

����� �� �������� f ������ ������ t

log ξft = b log ����ft + (1− b) log �����ft + ξf + �������t + ����t, ����

����� ξf �� � ������� ���� ������ ��� �������t ��� ����t ��� ���� �������� ���

���������� �� ����� ������ ��� �� 1 ��� �� ��� �������� �� ����������� �� ������ ���

�� ����� �������

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

�� ��������� �� ����� �� ��� ���� �������� ����� ������������� ����� ������ �����

�������� ��������� �� � ������ ������������� �� ���� ���������� ������� ���� ������ µs

�� ��� ��������� �� ������ ����

µs = d0 + d1 ��������s + d2 �����������s,

����� ��������s �� ��� ������� ������ �������� �� ��� ������������ �������� �������

��� ������� ��� �����������s �� ��� ������� ����������� �� ��� ��������� ��� �������

������ ���� ��� ����� ������ �������

������ ��� ���� ���� ���������� �� �� ��������� ��

logCaft = log b0 + b log ����ft + (1− b) log �����ft

+ log

�
�

s

( 1 + d∗1 ��������s + d∗2 �����������s ) nafst q
2
afst

�

+ ξf + νg + �������t + ����t + εaft, ����

����� εaft �� �� ����� ����� ���� ���� ���� ��� �������� log b0 �� ��� ��� �� ��� ���

��������� log β0 ��� log d0 ���� ������ �� ��������� ����������� ���� ���� �������� ���

��� ���� �������� �������� ��� ��� ���������� ���������� d∗1 = d1/d0 ��� d∗2 = d2/d0�

��� ���� �������� � ���� ����������� ������� ��� �������� ��� �������� ���� ������ ξf ���

νa ���� �������� �� ���� ����������� ���� ���� ������� �� ���� ����� �� ���� ��������

��� �������� ���������� ������������� �� ���� ���������� ������� �������� �������������

�� ���������� ��� 29 �������� �������� ����� �� ��� �������� �� �� ������ ��������� ��

����� ��������������� ��� ��������� ������������ ����� �� ���� �������� ��� ��������
����������� �� ��� ���� ������� ������ �� ��� ���� ���������� �� ������ ��� ���� ������� ����� ��� �������� ������ ����

���� ������ ������� ��� ������ ������� ��� ��������� �� ��� ���� ������� ����� ���� ���������� ������ ������ �������
��� ������ ������� ��� �� ������� �������� ����� ������ ����� �������� ���� ���� �������� ����� ���� ����������������������
������ �� �������������� ������

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

���� ����� νa ���� � ���� ���������� �������� ����� ���� ����� νg �� �����

����� �� ������� ��� ��������� ���������� �� ��� ���� �������� �� ���� �������

��������� ����� ������� ���� ������������ ���������� ����������

��� ������� �� �� ��� �������� ���������� ����� ������ ���� � �������� ����������

������ �� ������ ����������� ����� �� ��������� ���� ���� � ������ ���� ������ ���

���� ��� ��� ���� ������� �� ��� ����� ��� ��� ������� ���������� ������ ����������

��������� �������� ���� ������ ��� ���� ������ ����������� ����� ����� ���� ��������

���������� ��������������� ������� ����� ���������� ��������������� ����� ����� ����

�� ��� ���������� �������� �� ����� ��� ������������ �� ������� ��� ���������� ������

�� ��������� ����������� �� ���� �������� ������� ��� ����� ��������� ����� �������

�������� � ���� �� �� ��� ����� ��� ��� �������� �� ������� ��� ��� ��� ������� ��������

����� ���� ������ ��� ��� ������� ����������� �� ��� �������� ������������� ��� ����

������ �� ��� ������� ������� �� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� �������� �� ��� ����

������� �������� ������� ���� �� ��� ������� �� ������� ��� �������� ������ �� �������

��� �������� �������� ������ ���� �������� ���� ������ ��� ����������� ���� ������� ����

�������� ������ �������� ������� �������� ����� �� ������� �������� ��� ���� ������� ���

���������� ����� ��� ��� ���� �� �������� ����� � ������� ����� ������ ����� �� ������

��������� ���� ������ �������� ��� �������� �� ��������� �� �������� ����� ����������

���������� ����� ������� ��� ���� �� ��� �������������� ������� ���� ����� �� � ����

���� ������������ �������� �� ��� ��������� ����� ������ �� ���� ������ ���������� ���

���� �� ���������� �� ��� �������� ������� ������ �������� �� ������� ������ ���������

�� ������������ �������� ��� ������ ����� ������ ��� ���������� ������� ���� �������

���� d2 ≤ 0� �� ����� ������ ���������� ���������� �� ���� ������ �� �������� ���� ���

������������ �� ����� ������ ��� ������� ���������� ��� ���� �������� �� ���� �����

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

����� ��� ��������� ���� �������� Caft

logCaft

��� ��� ���

�������� �log b0� �������� �������� ��������
������ ������ ������

log ���� �b� �������� �������� ��������
������ ������ ������

�������� �d∗
1
� ����� �������� ������

������ ������ ������

����������� �d∗
2
� ��������� ���������

������ ������

������� � ��������� ��������� ���������

������ ������ ������

������� � ��������� ��������� ���������

������ ������ ������

������� � ��������� ��������� ���������

������ ������ ������

�������� ����� ���� �νg� �� ��� ���

�������� ���� �ξf � ��� ��� ���

���� ���� �θ����� ��� ��� ���

���� ����� ����� �����

�������������� ����� ���� ����
��� � ���������� �� ��� �� ������

��� ���������� �� ��� �� ������ � � ���������� �� ��� ��� �����

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

��� ������

�� ����� ���� ��� ������ ������ ������������ �����

Qst = γ0
st + γstPst + ζs + �������t + ����t + νst, ����

����� Pst ��� Qst ��� ��� ������� ����� ����� ��� ��� ��������� �������� �� ����������

����������� �� ������� s ������ ������ t� ������ �������� ������� ���� ������ ζs

��� ����� �������� ������ ��� ���������� ��� ��������� �� ��� ���� �������� ���

��������� γ0
st ��� ��� ����� γst ��� ��� ���������� �� �� ���������� �� ������ ����

���� ������ �� ����� �������� ��� ���������� ���� �� ������ �� ������� ���������� ���1st

��� ���2st ���� ���1st ≤ ���2st� �� ���� ������ ���� ��� ����� ��� �������� ������ ��

���� ������� �� �� ������� ������� ��� ���� ���� ������ �������t ��� ����t �� ���

��������� ���������� �� ��� ����� γst� ��� ���� ����������� �� ��� ��������� ��� ���

����� ���

γ0
st = α0 + α1Pop

1
st + α2Pop

2
st, ����

���

γst = α3 + α4��������s + α5���
1
st + α6���

2
st + �������t + ����t. ����

������ ��� ������ �������� ���� �� �������� �� ���� ���� ��������� ��� ����� ����� ��

���� ��� ����� ������������� �� ����� �� ���� ���� ��� ����� ������������� �� ��� �����

Pst ��� ��� �������� Qst� �� ��������� ������� ���������� ����������� ����� �� ��� �� ��

���������� ��� ����� ����� ���� ��� �������� ������ ��� ����� ������� ��� ����������

������� ��� ����� ������� �� ���� ������

������ ��������� ��� ��������� �� �������� ����� ������� ����� ����� ���� �����

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

����� ��� ��������� ������ ��������

�� �� ����������

��� ��� ��� ���

�������� α0 ���������� ���������� ���������� ����������
������� ������� ������� �������

���1(α1(α2� ��������� ��������� ��������� ���������
������ ������ ������ ������

����� �α3� ��������� ��������� ��������� ���������
������ ������ ������ ������

�����×�������� �α4� �������� ��������
������ �������

�����×���� �α5� ������� ��������
������ ������

�����×���� �α6� �������� ��������
������ ������

���� ���� ��� ��� ��� ���
������� ���� ��� ��� ��� ���

R2 ����� ����� ����� �����

���� ����� ����� ����� �����

� ���� ������ ����� ������ ����� ������ �����
������������ �������� �� ����������� ��� � ���������� �� ��� �� ������

��� ���������� �� ��� �� ������ � � ���������� �� ��� ��� �����
���� ��� � ���� ����� �� ��������� ���� ��� � ������ ����� �� ��������

������ ���� ����� ���� ��������� ����� �� �������� ��� ������� �� ���� ������ �������

�� ������ ���� ������� ���� ���� 60 ������� �� ������ ������� ��� ����� �������� �� ���

������� ������ ����� �� ������� 1 ��� 2 �� ����� ��� �� ������� 3 ��� 4 �� ��� ���

������ ������ �� ���� ���� �� ������ ������� ��� ��� �������� �������������� �� �������

� ��� � ��� ����� ���������� �� ������� �� �� ����������� �� ����� ���������������� ���

������ ������������ �� ������� � ��� � ����������� �� ��� ������������ ��������� ��

����� ���� ��� �����

��� ������ ������������ ���� �������� ����� ��� ���� ����� ����� ������� �� ��� ������ ����� �� ��� ����� ���������
�����

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

��� ��������� ���������� ��� ������� ���������� ��� �� �� ��� �������� ����������

������ ��� ������ �� ������ �� ��� ���� �� ��� ���������� �� ��� ������ �� ������ ���

����������� �� �������� ��� ����������� ������� ��� ��� ����� ��������� �� ������� �����

���� ��� ����������� ��� ��� ������ ����� ���������� ���� ������� �� ��� ���������������

�� ��� ������� �� ����������� � ������ ���������� �� ��� ������ �� �� ��� �����������

������� � ���� ������� ������� �� ������ ������ ��� ��������� ���� �������������� ��

����������� ��������� ����������� �������� ���� � �������� ����������� �� ��� ������� ����

������� � ��� ��� �� ��� ������ �� ������������ ��������� �� �� ���������� ���� ������

�� ���� ������� �� ������ ��������� �� ���������� ����������� �� �������� ���� ������� ��

���� �����

��� ������������ �� ������ �� ������ ��������� �������� �� ��� ����� S(q∗) ����

������ �� δst = −1/γst ����� ��� �� ������ ��������� ���� ��� ������� �������� �� �����

��� �� ��� ������ �� ����� ��� ��� ������������ �� ������ 2� ��� � 1, 000�� ��������

������� ������� ������ ���� �������� ����������� �� � ��� � �������� ������������ ��

���� γst = −0.986+0.168×1+0.004×2+0.051×6 ���� ������� ��� ���� ���� �������

� ��������� �����

���� ��� ����� �������� ���� �� �������� ���� ���������� �� ���� ��� ��� ��������

���� ����� ������� ����� ��� ��������� �������� �� ����� �� ����� ��� ���������

��� �������� ���������� σafst ��� ��� ������������ �� ������ ������ �� ��������� �� ���

���� ����������� �� ��� ��������� ������� �� ����������� �� ��������� �������� ����������

�� �������� �� ��������� ��� ���������� β0� ξft� µs ��� νa ���� ������ �� ���� ���� �����

��������� ������ �������� �� ����� ��� ��� ����������� ���� �� ��� ���������� ��

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

���� ��������� �� ���� ���� ��� ����������� ������� ��� �������� ��� �������� ���� ������

������� ���� ��� ���������� σafst �� ��������� �� ��� ������ ����� �� ����������� �� ���

�������� ����� g ������ ���� ��� ��� ����� �� ��� �������� ���� a��� ��� ������� �� �����

�� ����� ��������� ������ �� ��� ������ ��������� γst = −1/δst ���� ������� �� ����

��� �������� ������� ���������� ��� ��� ������������ �� ������ ������ �� ����������

�� ��������� ���� ��� ��� ����������� ���� �� ������ �� ������� ��� ����� �� ��� ����

�������� �������� ���� ��� ���������� ��� ��������� ����� S(q∗)�

����� ��� ������ ������������ �������� ���������� ��� ���������

���� ��� ��� ������ ���� ��� ��� ����

����� ����� ���� ����� ����� ����� �����

����� ����� ���� ����� ����� ����� �����

������������� ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������

��������� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

��� �������� ���� ��� ������������ ��� ���������� ��������� ������� ��������� ����

��� ����� ������ �� ����������� ����������� � ����������� �� ��� ������� ������� ���

������� � ����� ������ ���������� �� ��� ������� �������� ������� �������� �� �������

��� �������� �� ��� �������� �������� ����� ����������� �� ������ (δst) �� �������������
����� �������� �� ��� �������� �� ���� �� ��� �� ��� �������� �� b0 = β0 + d0 ��������� ��� �������� ���� ����������

�� ��� ���������� �� ��� ������� ��������� µs ����� β0 ��� d0 ������ �� ��������� �����������
���� ��� ���� ��� ������� ������ �� ����������� ���������� �� ��� ����� ������ ��� ������������ �� ��� ���� ��������

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

����������� ��� �������� � ���� ������������� ������ �� ������� ����������� �� 1.609�

���� ��� � 1 ���� �������� �� ��� ���� ������� � 1/1.609 = 0.62 �������� �� ��� �������

������ �� ���������� ��� ����� ���� �� ������ �� ��� ��������

��� ������� ����������� �� ������ �������� ����� ��� ������������ �� ��� �����

�� ��� ������������� ���� �� ��� �������� × ������� × ������� ����� ������ ������ ��

���� �������������� ����� �� ����� ���� �������� ��� ����� �� ������� ���������� �������

�� ����� �������� �� ��� ���������� �� ������� ��� ������� ����� ������ −0.299� �����

�� ������� �������� ����� ���� ��������� 30 ���� ���������� ���� ��� ����������� ���

�������� �� ��������� 100 ���������� ����������� ��� ������ �� ����������� ����������

��� �� �������� ������ ��� ����� �� � ����� ����� �������������� ��������� ����� ���

�� ���������� �� ���� ���� � �������� ��� ������ �������� ���� ���� ������� ������

��������� �� ��� ���� ������������ ������� ��� �������� �� ���������� �� ��� ����

����������� �� ��� ��� �� �������������� �������� ������ �� ��� ��� ���� �� ��� ������ ��

��� ������������� ��������� �� ��� �������� ������ �� ��� �������� ��������� ���� ������

�� �������� �� ������ ���� ��� ������ ��������� �� ��� �� ��������� ���� ������� ��

�������� ���� �������� ���� ������ ��������� �� ���� ���� 4 ��������� ��������� ��������

������ ��� ������� ������������� ����� �� −0.31�

����� �� ������ �������� ����������� ����� ��� ��������� ��������� ������� ����� ��

����������� � ��� ����� ������� × �������

Sst =
�

f

δstσfst

1 + 3δstσfst

. ����

��� ����� �� ����� ���� 1 ��� ���� ��������� �� ������� 1 ��� ���� 9 ������� �� ���

������� × ������ ������������� �������� ��� ������ ������ �������� ��� ���� ������

�� ��� (σfst) ������������� ����� ��� σfst ≥ 0.965�

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

��� ��� ����� ��������� �� ��� ��������� ����� �� ��� ���� ���� ���� �������� 5 �������

�� ��� �������� �� ��� ��������� ����� ������� �������� ���������� �� 81 ������� �� ����

���������

����� �� �������� �� ���� � ���� �������� ������� �� ��� ������ ���� � ���� ���������

������ �� ������� ������� �� ��� ����������

log(Sst) = X �β + periodt + εst,

����� ��� ���������� ���� ��������� �� X ������� �� ��������� ����� ��������������� ��

���� �� ����������� ���������� ����������� ����������� �� ��� ���� ��������� �������

�� �������� ������� ��� ������ ������ ��������� ������� ���� ������ �� ��������������

�� ���������� ���� ����������� � ��� �� ���� � ���� �������� ����� ���������� �����

�� ��������� ��� ����� �� ���� ���� ����������� �� ��� ���������� �� ���� �����������

� �������� ���������� ���� �������� ��� ������������ ������������� ������� �������� ����

����� ��� ������ ������� �� ������ ��� ����� ������� ��� ������� �������� ���� ��� ���

������ ������� ��� ������ ����� ���� ���� 60 ������� �� ������ ������� ��� ��� ��������

�������� �������� ������� ����� ������� � ������ ����� �� ���������� ���� ����� �� ���

���� ��� ����������� �� ���������� �� �������� ����� �� � ������ ���� ��� ���� �� ������

��� �������� ������� �� ���� ���� ����������� � �� ���� ��� ���� � �������� ������

��������� �� � ������ ���������� �� � ������ ����� ����������� �� ������ ������ �� ���

������ �� ���������� ���� � ������ ��������� ������

�� ��� ��� �������� �������� �� ����������� ��������� �� ������ ��� �����������

�������� ������� ���� ������������ � ��� �� ����� ��� ��������� ����� �� ������ �� ������

���� � ������� ������ �� ������������ �� ��������� ����� ��� ������ �� �����������

������ ����� ��������� ���� ������ ������ ��������
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��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

����� ��� ������������ �� ��� ��������� �����

��������������
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��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

�� ���� ����� �� ��������� ��� ����������� ������� ���� ����� ������ ��������� �������

�� ���������� ������ ����� �� ��� ��������� ��������� ������ ��� ���������� ������� ��

��������� ����� ��������������� ���� ��� ���� �� ��� ���� ����������� ��� �������� ��

����� �� ������ �� �� ���������� ���� ���������� �� ��� ��������� ������ ��� ����������

��������� ���� ������ �� ��� 4 �������� ���� ��� �������� ������ ����� �� ��� �����

������� �������� �������� ����� ����� ����� ������ ���� ��� ��������� ����� ��

��������� �� ����� ������� × ������ � 4���������� ������ ����� f ��� ��������� �� 1

�� �������� f ������ ����� 5 ��������� �� ������ �� ��� ������� ������ ���� ������� ��� 0

���������� ����� �� � ������ ������ �� ����� �������� �� ���������� ��� ������ �����

�������� ������� ��� �������������� ������� �������� � ����� ����� ������ �� ������

����� �� 10��� ��� �������� ��� �� ���������� ������� �� ������ ������� ���������� ���

�������� �� ����� ��� ��� ������� ������ ������� ���������� �� ���������� �� 1� �� �������

���� ��� ��� ������������ �� ��� ������� ��� ���������� ���� �� ��� 10 �������� �������

������ ���� ��� ���� ������ ��������� ���������� ������ �������� 5� 9 ��� 10 �� ���� ������

����� ��� ������ ���� ��� �������� �������� ������� ������� 1 �������� �� ������ �����

��� �������� �������� ��������� ���� �������� � �������������� ������ �������� ��

��������� ������� �������� ���� ��� ������ ����� �� ��� ����� ������� ����� ��� ������

�������� ����� �� � ������� �������� �� ��� �������� �� �������� 3 ��� 7� ������������� ��

��� ������ ����� �������� ��� ������� ���� 10 ��������� ����� ����� �������� ���������

������ ��������� �� ��� ����� ������ �� �������� ��� ��� ������������ �� ������������

������ �������� �� ���� ������ ������ ���� ����� ������� ����� ����� ����� �������� ���
���� ��� ����� ������������ ������� ������ ��������� �� ������� ��� ��������� ������ ����� ������� ��� �����

����������� ���� ��� ������� �������� ��������� �� ���� ������� �� ����������� ��� ������� �� ��� ���������� �� � ������
����� ����� ik ����� ��� ���������� ������� ����������� i ��� ������� k� ���������� �� ���������� �� �� �������� ��� ���
�� 1 ��� ����� ����������� ������ × �������� ������� ���������� ������� ����������� i ��� ������� k ����������� �� ���
��������� ����� ����� ik �� 1 ����� ������� ik� ��� 0 ��� ��� k� �= k� �� ���������� �� ����� �� ����� ����� �� ��� i��� ���
������ 1/k� �� ����� ��� ������ ������� ����������� ������� �� ��������� ��� ��� ������� �� ��� k��� ������� ����� ���
��� ������������ �� ����� k ��� ��������� �� ��� ���� �� ���� ������� �� 1� ����� �� �������� �� ���� ��� ������� �����
���������� ����� ����� ����� �� �������� ��������� �� ��� ������� ���� ��� ������� �����������

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

������ �� ������������ �������� �������� ������ ���� �������� ���� �� ��� ���������

�������� �������� ���� ����������� ����� ����� ���������

����� ��� �������� ������� ���� ��� ���� ��������

������� �� �� �� �� ������������������ �������������� ������������������

� 1 100 0 0 0 1 83 1, 448

� 2 0 0 0 0 1 71 631

� 5 0 0 0 100 1 62 1, 071

� 8 100 0 100 0 1 57 738

� 10 100 17 8 100 0.580 57 719

� 9 100 100 0 0 1 56 957

� 4 0 100 0 15 0.740 50 486

� 7 100 100 100 5 0.920 43 614

� 3 0 0 100 32 0.570 30 490

�� 6 0 100 100 36 0.590 21 268

����� �� ���������� ����� ������ �� ��������� �������� �� ��� ��������� ����� ������

�� �������� 1� 3 ��� 7� �� ��� ��� ����� ���� ��� ��������� ������� ����������� �� ��������

2� 4 ��� 8� ��� � ����� ���� ������ ������� ����� �������� 5� 6� 9 ��� 10�� �������� ��

� ��� � ������� �� �������� ����� ������ ���� �������� �������� ���� ��� ���������

���� ������� ��� ������� ���� ������ �� ������� �� ��� �� ��� ������� ��������������

���� ��� ����� ����� ��� ������� �� ������ ������ �� �������� �� �������� �� �� � ��� ���

������� ����� ��������� �� ������� ��� �������� ������� ������ �������� ��� ���

�������� ���� ������ ��������� �������� �� ����� ������ ��� �������� �� ��������� ��

����������� ����� ����� ���� ������� ����� ����������� �������� ����������� �����������

��



��������� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������

������ � ���� ������������ ���� �� ��� � ���������� ������ �� ��� ��������� ����������

�������� �� �������� ��� ���������� ���� ��������� ��� ��� ������� �� ������� �����

��������� �� ��� ������������ �������� ������ ��� �������� ��������� ����� �� �� �� ��

��� ����� ���� ��������� ������ ��� ��������� �� � ����� ��� ��� ���� �� ������ ����

���������� �������� ��� �������� ������ ���� ����� ����� �� ��� ���� ���� ��� ��������

����������� ����� �� ��������� �������� ���� ��� ������� ������ ������� �����������

������������ ����������� ���� ����� ��������� �� ����� ���� ���� ��� ������ �� �������

��� ���� ��������� �� ������ �� ������ ����������� ���� ���������� ���� ����� ���������

����� ���� �������� ���� �� �� ����������� �� ���������� ��������� �� ��������� �����

�� ��� ����������� ���������� �������

��� ��������� ��� ���� �����������
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� ������ � �������� ������ ������� ������������ ��� ��������� i = 1.....N ���� ��� ����

������ ������� ����� j = 1.....J � ������� ������� �� ������� ��������������� ��� ��

���������� ��� ������������ ��������� ���������������� �� ��� ������� �� �������� i ���
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������� j �� ����� ���

Uij = x�

jβi − αilog(pij) + �ij ����

����� xj �� � J × 1 ������ �� ��� ��������������� �� ������� j ��� βi �� � J × 1 ������

�� ���������� �������� ��� ������ ������� ���������� ��� ��� �������� ����������������

����������� pij ������� ��� ����� ���� �� �������� i ��� ������� j��� αi �� � ������
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 vi, v ∼ N(0, 1) ����

����� �β̄� ᾱ� ������ �� � (J +1)× 1 ������ �� ���� ����������� Di �� � d× 1 ������ ��

�������� ��������� ��������������� ��� φ �� � (J+1)×d ������ �� ���������� ���������

��� ������ �� ��������� �������� ��������������� �� ��� ��������� �� ��� ��������� j

���������� ��� ������ vi �� � �������� ����� ������ ���� ��� �������� ������ ���������

���� ��������� ���������� ��������� ������������� ��������� ����� ��� ����������������

��� σ = (σβ�σα� ������ �� � (J +1)× 1 ������ �� �������� ���������� ������ ��� ����

����������� �� ���� ��������� �������� ��� ������ �� ���������� ��������������� Di ��������

�� ��������� ���� ������ ��� �������

�� ��� ������� ���� ���� ������ σ ����� � ������ �� ����� ����� �� �� ����������

������������� ��� ��� ���������� ��� �� ������� ���� �� �������� ����������� �����

������ ���� ���������� ���� � ������� ��� ���������� ������������� ������� ���������
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� �������� i ������� � ������� j �� ���� ������ ��������� ��� ������� ����� ��� ���������

������������� ����� ����� Uij = maxk∈Ci
Uik ����� Ci �� ��������� ��������� ������ ����

��������� ��� ����������� ���� ������ i ������� ������� j �� ����� �� ����� ��� �����

������ ���������� βi ��� αi��

li,j(βi,αi) = Pr

�
Uij = max

k∈Ci

Uik

�
=

exp
�
x�

jβi − αilog(pij)
�

�
k∈Ci

exp
�
x�

jβi − αilog(pik)
� ����

����� ��� ������ ���� �� ��� �������� ����� ���� ��� ���������� �� ��� ��������

������������ ��� ����� ���� �i,j�
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���� ��� ������������ �� αi ��� βi
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α
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β

lij (α,β) f(α)f(β)dαdβ ����

����� ��� ������������ �� αi ��� βi �� �������� ������� �� ���� ��� �� �������� �� ��
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s
yij
ij � �����

yij = 1 �� �������� i ����� ������ j ��� yij = 0 ���������� �������� ���� ����

���������� ������ �� ����������� �� ��� ������ �� ������� ��� ����������� ���� ����

������ �� ��� ������ ������� ��� ������� ����� �� ��������� ��� �������������� ��������

��� �� ������� �� ��������

L(θ) = yij

N�

i

�

j

log(sij) ����

����� θ �� ��� ������ �� ��� ��� ���������� �� �� ���������� �� �� �� ��� ��������

�� ����� ��� �������� ���� ������������ � ��� ���������� ������� ��������� ����� ������

��� ���������� ��� ���� ������ �� ���� � ������ ����� ��� ��� ������ vi ���� ���

�������� ������ ������������ �� ������ ��� ������� ������ ����������� ��� ��������

s̄ij =
1

R

exp
�
x�

j(β + σβv
r
i )− (α+ σαv

r
i )log(pij) + (x�

j , log(pij))ΠDi

�
�

k∈Ci
exp

�
x�

k(β + σβvri )− (α+ σαvri )log(pik) + (x�

j , log(pik))ΠDi

� ����

�� ��� ������� ���� �� �� ���������� ��������� ������������� �σ���� ��� ��������

���� ������� �� ��� ����������� ������ ������������

s̄ij =
1

R

exp
�
x�

jβ − αpij + (x�

j , log(pij))ΠDi

�
�

k∈Ci
exp (x�

kβ − αpik + (x�

k, log(pik))ΠDi)
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��� ������� ���� ���������� sij �� �������� ���� ��� ������������ �� ��� ����������

�������� L ������� �� ���� �� ��������� ������ �� ���������� θ���

������� ������ ��������� ��� �������� ��������� �� ����������� ��� ����� ����� ������������
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���� ���������� �� � ���������� ������ �� ������ ��� � ������� ���� �� �������� �� �

�� ������ �� ��� ����� �� ���� ������� ���� ����� ������������ ��� ����������� �� ���

����� ������������ �� ���������� ��� ����� ������ ����� �� ��� ������� j �� sj ≡
�

i sij/N �

����� sij �� ��� ����������� �� ��� �������� i ������ ��� ������� j ��� N �� ���

������ �� �������� �� �� ���� ���� ����� ��� ������� ������� ��������������� ��� ������������

��� ��������� ��� ��� ������� ��������������� ��� ��� ��� ���� ���� �� �������� ���

����� �� ��� ���������� ����� �������� �� ������� k �� ��� ����� �� ���������� ���������

����������� �� �������� ��� ������� j ���

δsij
δpik

pik =
δsij

δlog(pik)
=

�
−αisij(1− sij)

αisijsik
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���������
����
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N
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������ ����� ��� ��� ������� �� � �������������� δ �� ����� �� sδ ≡
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i

�
j∈δ sij/N � N

�� ��� ������ �� ������� �� ��� ����� ����� ��� δ �� ��� ����� �� ��� ��� �������� ����

��� ����� ��������������� ��� ����� �� �� ����� �������� ��� �������� ��������� δ �� ���

����� �� ��� ���������� ����������� �� �������� ���� ��� ����� δ ��

�

j∈δ

�

k∈δ
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∂pik

pik = −αi
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������ ��� ��� ��� ������� �� ��� ����� (sδ ≡
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�
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