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Introduction

Chaque année, des associations fêtent amèrement le jour du dépassement de la Terre
de plus en plus tôt dans l’année. Cette date correspond au jour de l’année auquel l’hu-
manité est supposée avoir consommé l’ensemble des ressources que la planète est capable
de régénérer en un an. Ce déséquilibre entre consommation et capacité de production est
dû à la fois à l’augmentation de la population, à l’évolution des modes de vie et à un ap-
pauvrissement des réserves de la Terre. L’épuisement des réserves naturelles est bien une
conséquence de la manière dont les ressources naturelles sont consommées (dilapidées ?)
par notre société. Pour ne prendre qu’un exemple, on constate que l’on épuise en à peine
deux siècles des réserves de pétrole qui ont mis des centaines de millions d’années à se
former. Ceci revient à dire que nous avons consommé le pétrole un million de fois plus
vite qu’il n’a été produit.

Cette situation nous conduit droit vers l’inconnu. Il n’est pas raisonnable de continuer
dans cette direction de consommation irréfléchie et il est nécessaire de revoir en profon-
deur la manière dont sont utilisées les ressources de la Nature. Notre devoir en tant que
scientifiques est de préparer la transition vers un mode de consommation de ressources
adapté aux modes de production, et inversement.

Au-delà de la problématique de la réduction de la consommation, une question per-
tinente est de savoir s’il existe des modes de production qui s’inscrivent dans les cycles
de la nature et sont en accord avec la capacité de la Terre. Dans cette optique, les or-
ganismes vivants font partie de la solution. En prenant du recul, tous les organismes
vivants transforment les molécules les unes en les autres. Les ressources dont nous avons
besoin pour vivre sont elles-mêmes des molécules. Ainsi, n’y a-t-il pas en les organismes
vivants un système potentiellement capable de produire nos ressources ? Depuis des mil-
liards d’années, les espèces vivantes prospèrent sur Terre en utilisant comme ressource
ce qui est produit par les autres espèces. L’objectif est d’inclure les transformations de
ressources de l’espèce humaine dans ce réseau de production et consommation.

Un moyen existant pour faire produire des composés à des organismes est de recourir à
la conception de souche. Cette méthode consiste à modifier des micro-organismes en leur
ajoutant ou leur retirant des fonctions. Typiquement, il s’agit de modifier le fonctionne-
ment du réseau métabolique (c’est-à-dire les réactions élémentaires que peuvent réaliser
les cellules), en agissant sur les gènes de la cellule. Les potentiels ouverts par la modi-
fication des organismes vivants sont immenses. Dans ce contexte, les micro-organismes
deviennent des usines moléculaires qu’il est possible d’enrichir en ajoutant les mécanismes
nécessaires aux transformations désirées. La conception de souche revient à choisir une
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10 Introduction

cellule dite châssis à laquelle on ajoute des gènes. Le châssis doit être suffisamment bien
connu et étudié pour pouvoir prédire le comportement une fois modifié par l’ajout de
gènes de synthèse. En particulier, tous les mécanismes intracellulaires doivent être suf-
fisamment connus pour qu’il soit possible d’en extrapoler le comportement dans une
souche modifiée. Ainsi, lors de la conception de souches, les chercheurs optimisent en
laboratoire le fonctionnement des cellules en trouvant la meilleure coordination des pro-
cessus intracellulaires. Les modifications prennent racine dans la biologie, c’est-à-dire le
fonctionnement connu et observé des souches. Les paramètres introduits sont relatifs à
ce comportement biologique. Les modèles de comportement de souche qui sont utilisés
peuvent contenir des milliers de variables et de paramètres.

Le passage à l’échelle préindustrielle se fait une fois qu’une souche suffisamment ef-
ficace a été assemblée en laboratoire. Ce passage d’échelle consiste à trouver l’environ-
nement adapté à une production optimale d’un composé d’intérêt par la souche. Typi-
quement, il peut s’agir de maintenir une concentration constante en un certain composé
dans l’environnement des souches. Pour une conduite efficace du procédé, des modèles
macroscopiques du fonctionnement des souches sont développés. Pour pouvoir être utilisé
en temps réel, ces modèles reposent sur un nombre de paramètres bien plus faible que
lors de l’étape de conception. Aussi, le rôle de la conduite du procédé étant d’optimiser
les conditions de culture, les modèles utilisés en conduite du procédé sont relatifs à l’évo-
lution de l’environnement des souches et ne décrivent le comportement des organismes
qu’à travers quelques variables. En ce sens, ils sont donc différents en termes de com-
plexité de ceux évoqués précédemment.

Ainsi, même si l’on voit s’accroitre de façon importante le nombre de petites molé-
cules qui sont bio-produites, le développement des bioprocédés reste long et coûteux.
La transition de la paillasse à l’échelle industrielle est un maillon faible de la chaîne de
développement. Une étude de 2016 [26] indique que des projets d’ingénierie métabolique
à l’échelle pilote (production en volume de quelques litres à une centaine) prennent un
peu plus de trois ans et appellent sur cette période au moins deux personnes par an
(soit six années-hommes). Le passage de la bio-production à l’échelle préindustrielle et
industrielle est souvent encore plus coûteux comme le démontre le projet d’ingénierie
métabolique de production de l’artémisinine par la bactérie Escherichia coli qui a néces-
sité plus de cent trente années-hommes pour être réalisé.

Pour pouvoir tester efficacement de nouvelles souches et de nouvelles modifications, il
est nécessaire de gérer efficacement la jonction entre l’optimisation de la conception de
souche et l’optimisation de la conduite du procédé. La biologie des systèmes propose une
logique cohérente aux deux étapes d’optimisation. En effet, la biologie des systèmes offre
une vision systémique de la structure et du comportement des organismes vivants. Cette
vision s’intègre parfaitement à l’approche systémique habituellement considérée pour la
conduite du procédé. Dans ce paradigme, la vie est décomposable en sous-systèmes (ou
processus) qui interagissent entre eux. L’émergence de cette vision permet de développer
une réelle ingénierie du vivant, et donc une modification en profondeur des cycles de dé-
veloppement des bioprocédés. L’optimisation de la conception de souche et de la conduite
du procédé revient alors à l’optimisation d’un système dans son ensemble. La perspec-
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tive attachée à la biologie des systèmes est une mutation vers une possible conception
assistée par ordinateur (CAO) des organismes vivants et des procédés. Cette promesse
résulte en grande partie des progrès actuels du champ biologique qui passe par l’accrois-
sement significatif de la compréhension du fonctionnement de la cellule microbienne aux
échelles cellulaire et subcellulaire et de la modélisation systémique de la cellule aux mêmes
échelles. Ce mouvement est accompagné par des progrès significatifs dans l’ingénierie des
génomes et dans les technologies d’observation et de quantification des processus vivants.
L’ensemble de ces éléments ouvre sans conteste la voie au développement d’une réelle
ingénierie des systèmes pour les microbes, incluant explicitement les étapes de design (in
silico), de mise en œuvre (l’implémentation des lois de commande du procédé) et de tests.

Les travaux développés dans cette thèse s’inscrivent dans la lignée de cette volonté
d’intégration de la biologie des systèmes. Nous proposons une approche alliant la concep-
tion de la souche et la conduite du procédé à proprement parlé. L’enjeu est de mettre
en œuvre une optimisation qui prenne simultanément en compte les contraintes atta-
chées aux deux étapes. Le but est de réduire les efforts d’intégration et de transition
entre optimisation de souche et conduite du procédé. En effet, l’approche classique en
deux temps laisse supposer qu’une partie de l’information se perd entre les travaux de
conception et ceux de conduite du procédé. L’objectif de cette thèse est de proposer une
manière de réduire cette perte d’information via une modélisation à l’interface entre les
deux disciplines.

L’objectif est d’optimiser le procédé via le contrôle de l’environnement (conduite du
procédé classique) et le comportement intracellulaire (optimisation de souche). Concrè-
tement, nous nous plaçons du point de vue de la conduite du procédé et nous souhaitons
proposer un modèle de procédé représentatif des processus intracellulaires. Pour cela, il
est nécessaire de déterminer les fondements d’une représentation d’un bioprocédé par
les processus intracellulaires des organismes impliqués dans le procédé macroscopique.
L’émergence de modèles cellulaires autonomes semble permettre la modélisation et l’op-
timisation de part et d’autre. Le but de ces travaux est d’explorer cette voie.

Au cours des chapitres de cette thèse, nous présentons les éléments de construction
d’un modèle à l’interface entre l’échelle intracellulaire et l’échelle macroscopique. Une
telle modélisation permet en effet de donner une origine intracellulaire aux phénomènes
observés à l’échelle macroscopique. Ainsi, il devient possible de pointer les processus
intracellulaires limitant le procédé à l’échelle macroscopique. En d’autres termes, l’op-
timisation d’un procédé macroscopique ne passe plus uniquement par l’optimisation de
paramètres macroscopiques mais aussi par l’optimisation de processus intracellulaires.
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Ce mémoire de thèse se structure en quatre chapitres et deux annexes.

Chapitre 1, Démarches usuelles pour la production d’un composé par bio-
procédé
Ce chapitre se focalise sur les techniques d’optimisation de bioprocédés. Il ne cherche pas
l’exhaustivité mais parcourt de manière orientée différentes méthodes qui seront utiles
dans la construction du modèle des chapitres suivants. Ainsi, on y présente des techniques
usuelles de construction de modèles macroscopiques, d’utilisation de ces modèles pour
l’optimisation de la conduite de procédé. On s’intéresse à des modèles intracellulaires
de différentes natures ainsi qu’aux utilisations de ces modèles pour l’optimisation de la
conception de souche. Dans ce chapitre, des tentatives de couplages entre modèles cellu-
laires et modèles de bioréacteurs sont aussi présentées. Leur but se rapproche du nôtre :
optimiser la conduite de procédé en prenant en compte le comportement intracellulaire.

Chapitre 2, Modélisation et optimisation du comportement de micro or-
ganismes
Ce chapitre présente un exemple de modélisation dynamical Resource Balance Analysis
(dRBA) qui est au cœur de cette thèse. L’exemple présenté dans ce chapitre est une
représentation agrégée d’une cellule bactérienne. L’idée est de déterminer les contraintes
structurelles de l’optimisation du comportement de micro-organismes comme des bacté-
ries. Dans ce chapitre, un problème d’optimisation de conduite du procédé est proposé
via le contrôle des processus intracellulaires, c’est-à-dire via une reconfiguration du com-
portement intracellulaire. A l’issue de ce chapitre, on propose une optimisation de la
conduite d’un procédé en agissant à tout instant sur le comportement des processus in-
tracellulaires.

Chapitre 3, Principe de conception rationnelle de souche
Ce chapitre poursuit les travaux du chapitre 2 en introduisant des contraintes de re-
configuration du comportement intracellulaire. On y introduit les notions de régulation
génétique. L’objectif est de ne plus optimiser le procédé macroscopique en agissant sur les
procédés intracellulaires mais sur les gènes de protéines catalysant les processus intracel-
lulaires. Ce chapitre présente aussi une optimisation du procédé via une optimisation des
conditions extracellulaires sous forme d’optimisation du débit d’un réacteur fed-batch.

Chapitre 4, Extension de l’approche à des descriptions cellulaires plus dé-
taillés
Ce dernier chapitre est une ouverture vers une extension de la méthode à des réseaux de
processus plus élaborés que le modèle agrégé des chapitres 2 et 3. Le principe de généra-
lisation de la méthode y est présenté avant de l’appliquer à un réseau plus détaillé que
le modèle agrégé, introduisant deux alternatives pour la dégradation du substrat. L’idée
de cet exemple est de montrer que la méthode appliqué à un réseau plus réaliste donne
des possibilités plus riches d’optimisation. En particulier, on réalise dans ce chapitre une
optimisation conjointe de la conception de gènes et du débit d’alimentation d’un réacteur
fed-batch.
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Annexe A, Introduction au fonctionnement d’une cellule bactérienne
Cette annexe rassemble les éléments de biologie cellulaire nécessaires à la compréhension
des développements de cette thèse. Elle s’adresse au lecteur curieux ou ayant besoin de
quelques rappels.

Annexe B, Un exemple d’utilisation du principe du maximum de Pontrya-
guine
Dans cette annexe, on développe une méthode de caractérisation analytique d’un pro-
blème de conduite du procédé. L’application de cette méthode est présentée sur un
modèle macroscopique standard de la littérature.

Les travaux présentés dans cette thèse ont donné lieu aux publications suivantes lors
de conférences internationales avec actes :

— ICSTCC 2016 : G. Jeanne, S. Tebbani, A. Goelzer, V. Fromion, D. Dumur.
Modelling and optimizing of metabolic pathways in bacteria, 20th IEEE Interna-
tional Conference on System Theory, Control and Computing (ICSTCC), Sinaia,
Roumanie, octobre 2016.

— MED 2017 : G. Jeanne, S. Tebbani, A. Goelzer, V. Fromion, D. Dumur. Optimi-
zation of a micro-organisms culture in a fedbatch bioreactor using an intracellular
model, 25th IEEE Mediterranean Conference on Control and Automation (MED),
La Valette, Malte, juillet 2017.

— FOSBE 2018 : G. Jeanne, A. Goelzer, S. Tebbani, D. Dumur, V. Fromion. Dyna-
mical resource balance models for bioreactor optimization, 7th IFAC Conference
on Foundation of Systems Biology in Engineering (FOSBE), Chicago, États-Unis,
aout 2018.

Ils ont également été présentés lors de la conférence internationale sans acte :
— Benelux Meeting 2018 : G. Jeanne, S. Tebbani, D. Dumur, A. Goelzer, V.

Fromion. Integration of protein dynamics on batch bioreactor control, 37th Benelux
Meeting on Systems and Control, Soesterberg, Pays-Bas, mars 2018.

Un article a été soumis à la conférence internationale avec actes suivante :
— CDC 2018 : G. Jeanne, A. Goelzer, S. Tebbani, D. Dumur, V. Fromion. Towards

a realistic and integrated strain design in batch bioreactor, 57th IEEE Conference
on Decision and Control, Miami Beach, Etats-Unis, décembre 2018.





Chapitre 1

Démarches usuelles pour la production

d’un composé par bioprocédé

Notre objectif est la production de composés d’intérêt par voie biologique, c’est-à-
dire utilisant les mécanismes des organismes vivants pour transformer un substrat en
un produit de plus grande valeur (y compris en biomasse). Ces techniques ne sont pas
nouvelles. La fermentation alcoolique, par exemple, est un bioprocédé utilisé depuis des
millénaires, pour produire entre autre, de la bière. Dès le IVème millénaire avant notre
ère, les sumériens buvaient de la bière dont ils maitrisaient la production. Cette trans-
formation revient à utiliser des levures pour produire de l’alcool à partir de sucre.

Dans ce chapitre, nous allons voir un ensemble de démarches usuelles pour optimiser
la bioproduction d’un composé. Nous commencerons par une approche macroscopique
liée à la conduite du procédé, en section 1.1. Elle consiste à établir un modèle descriptif et
prédictif du procédé à un niveau macroscopique. Puis nous utiliserons ces modèles pour
déduire la stratégie optimale de fonctionnement et la structure de commande permettant
de la suivre. Nous verrons que ces modèles macroscopiques peuvent devenir très complets
mais qu’ils restent limités pour décrire le facteur le plus déterminant du procédé : les
cellules.

Pour combler ce manque, nous verrons en section 1.2 une approche qui permet d’op-
timiser un bioprocédé en se concentrant avant tout sur les cellules. La compréhension
et la modélisation des micro-organismes sont fondamentales pour la compréhension et
l’optimisation du procédé. Nous parcourrons différentes techniques de modélisation, en
partant de modèles systémiques quasi-mécaniques, en passant par des modèles sous
contraintes pour finir sur des modèles autonomes qui allient contraintes mécaniques
(d’implémentation) et contraintes d’optimisation. Nous verrons également comment ces
modèles peuvent être utilisés pour optimiser des souches et que nous pouvons envisager
de les coupler à des réacteurs. Nous terminerons ce chapitre en établissant un cahier des
charges pour un modèle qui optimise le procédé en agissant sur son environnement et
sur son comportement intracellulaire.
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1.1 Approche « conduite du procédé »

Il s’agit de comprendre de quelles manières on peut modéliser et utiliser un modèle
macroscopique de bioréacteur pour optimiser un bioprocédé.

Optimiser un bioprocédé, c’est maximiser un critère portant sur la production de
biomasse et/ou d’un composé d’intérêt. On s’intéressera plus particulièrement à la bio-
production de composés d’intérêt.

Tous les bioprocédés que nous présentons s’opèrent en bioréacteur, c’est-à-dire dans
une phase aqueuse à laquelle il est possible d’ajouter ou de soutirer du milieu de culture.
On considère les modes de fonctionnement :

— batch : pas d’ajout, ni de soutirage de milieu réactionnel,
— fed-batch : ajout de milieu réactionnel au cours du temps,
— continu : ajout et soutirage de milieu réactionnel égaux à tout instant, de sorte

que le volume réactionnel ne varie pas.
Nous ne reprenons pas l’intégralité des techniques et des tentatives d’optimisation

de bioproduction, d’autant plus que la littérature est très riche dans cette thématique.
Nous nous focalisons sur l’aspect modélisation, optimisation et commande, au sens de
l’automatique. Les approches les plus usuelles dans la littérature sont présentées ici en
accord avec ce qui est développé dans les travaux de cette thèse.

1.1.1 Modèles macroscopiques phénoménologiques

Pour un même bioprocédé (ou d’une manière générale pour un même objet), il existe
autant de manière de le modéliser qu’il y a de modélisateurs. Tout modèle est approxi-
matif, on doit simplement connaître le niveau d’approximation atteint. Et en effet, un
modèle s’accompagne d’un domaine de validité et d’une finalité. Si l’on perd de vue la
finalité, on perd de vue le domaine de validité et on risque d’utiliser le modèle à tort.

Les finalités de modélisation peuvent être diverses. On peut, par exemple, établir un
modèle pour représenter ou résumer un phénomène connu, pour proposer une origine à
un phénomène, ou pour prédire un phénomène. La finalité pour laquelle on passe par
l’élaboration d’un modèle peut aussi être variée. On peut souhaiter agir sur le phéno-
mène que l’on modélise, détecter un écart à un comportement modélisé, retrouver une
ou plusieurs variables en transposant la modélisation, ou tout autre dessein propre au
modélisateur.

En tant que modélisateurs de bioprocédés, nous abordons la question des modèles
en cherchant ceux qui visent à agir sur le bioprocédé par des techniques d’automatique.
Nous allons également rencontrer des modèles qui n’ont pas été conçus pour cette finalité.

Il y a deux composantes principales aux modèles de bioprocédés, le bilan de matière
(il rend compte des échanges de matière entre les composés), et les expressions mathéma-
tiques des échanges (elles caractérisent les différents échanges en fonction des composés.)
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1.1.1.1 Schémas réactionnels & bilans de matière

Exemple introductif. Nous allons définir les notions de schéma réactionnel et de
bilan de matière au travers d’exemples.

Le premier exemple canonique est le cas d’une population de micro-organismes, X ,
qui croît en consommant un substrat unique, G, on peut écrire ceci comme :

G −→ X (1.1.1)

c’est une première manière de modéliser le phénomène de croissance.
Néanmoins, cette représentation ne rend pas compte de la conservation de la masse.

Pour cela, il est nécessaire d’introduire un coefficient de rendement, α, le coefficient de
conversion entre les deux entités, pour signifier que α moles (ou molécules) de G sont
nécessaires pour créer une mole (ou une cellule) de X :

α · G −→ 1 · X (1.1.2)

On note au-dessus de la flèche la vitesse de réaction, r. On obtient le schéma réac-
tionnel suivant :

α · G r,croissance−−−−−−→ 1 · X (1.1.3)

On n’a pas besoin de préciser ce que vaut la vitesse de réaction, r. On introduit X et
G les concentrations de X et G dans leur milieu respectif, un bilan de matière permet
d’aboutir aux équations différentielles suivantes [4] :

{
Ġ(t) = −α r(t)

Ẋ(t) = +1 r(t)
(1.1.4)

Cela suppose le système isolé (i.e. sans aucun échange avec l’extérieur), que le milieu est
homogène, et que seule cette réaction (1.1.3) a une influence sur G et X.

Exemple plus avancé. Donnons un exemple, adapté de [21], qui présente un système
de traitement des eaux par digestion anaérobie. Dans ce contexte, un substrat G1 est
consommé par une espèce bactérienne X1 pour croître à la vitesse r1. Cette croissance
est accompagnée d’une production d’un composé G2 et de CO2. Dans le même temps,
une seconde espèce bactérienne X2 consomme le composé G2 pour croître à la vitesse
r2. Sa croissance est accompagnée d’une production de CO2 et de CH4. Les schémas
réactionnels suivants résument les deux réactions de croissance :

{
αG1,1G1

r1−→ X1 + αG2,1G2 + αCO2,1CO2

αG2,2G2
r2−→ X2 + αCO2,2CO2 + αCH4,2CH4

(1.1.5)

avec αξ,1 et αξ,2 les coefficients de rendement assurant la conservation des différentes
espèces.

En supposant le système isolé et que les gaz restent dissous dans la phase aqueuse,
en notant C la concentration en CO2 dissous et M la concentration en méthane (CH4)
dissous, X1, X2, G1 et G2 respectivement les concentrations en X1, X2, G2 et G2, alors le
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système de réactions (1.1.5) est équivalent au bilan de matière présenté sous forme du
système d’équations différentielles suivant :







Ẋ1(t) = r1(t)

Ẋ2(t) = r2(t)

Ġ1(t) = −αG1,1r1(t)

Ġ2(t) = αG2,1r1(t)− αG2,2r2(t)

Ċ(t) = αCO2,1r1(t) + αCO2,2r2(t)

Ṁ(t) = αCH4,2r2(t)

(1.1.6)

On peut alors introduire la formulation matricielle générale :

ξ̇(t) = Ar(t) (1.1.7)

où ξ est le vecteur des concentrations des composés en présence, A la matrice des coef-
ficients de rendement, r le vecteur des vitesses de réaction.

Dans l’exemple (1.1.6), ξ(t) =











X1(t)
X2(t)
G1(t)
G2(t)
C(t)
M(t)











, A =











1 0
0 1

−αG1,1 0
αG2,1 −αG2,2

αCO2,1 αCO2,2

0 αCH4,2











, r(t) =

(
r1(t)
r2(t)

)

.

Avec ce formalisme, plus on souhaite rendre compte d’un nombre important de phé-
nomènes et de l’évolution d’un nombre important d’espèces, plus on ajoute de réactions
ou on fait figurer d’éléments dans les réactions.

Nous ne nous préoccuperons pas des échanges gazeux dans ces travaux, mais on peut
aussi introduire le dioxyde de carbone présent à l’état de gaz par opposition au dioxyde
de carbone dissous en phase aqueuse, en ajoutant le schéma réactionnel :

COdissous
2

qC−→ COgaz
2 (1.1.8)

avec qC la vitesse de transfert du CO2 de la phase liquide vers la phase gazeuse. Habituel-
lement, on introduit un vecteur q(t) d’échanges gazeux que l’on ajoute à la formulation
(1.1.7).

Nous ne développerons pas davantage la notion de gaz dans ces travaux.

Ajout et retrait de matière. Si le système n’est pas considéré isolé (échange de
matière avec l’extérieur), il faut introduire des facteurs qui prennent en compte ces
échanges dans le bilan de matière.

Supposons que le réacteur soit alimenté en milieu de culture par un débit Fin (en
L/h). Dans ce milieu, les concentrations en composés Ξ sont notées ξF . Supposons que
l’on soutire du milieu de culture avec un débit Fout (en L/h). Sous couvert que le milieu
soit homogène, on peut compléter l’équation (1.1.7) comme suit pour décrire le système :

d(ξV )

dt
(t) = Ar(t)V (t)

︸ ︷︷ ︸

échanges

+ ξFFin(t)
︸ ︷︷ ︸

ajout

− ξ(t)Fout(t)
︸ ︷︷ ︸

retrait

(1.1.9)
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avec V (t) le volume effectif du bioréacteur qui varie lui-même selon :

dV

dt
(t) = Fin(t)− Fout(t) (1.1.10)

Comme ξ(t) est le vecteur des concentrations en éléments Ξ par rapport au volume en
fonction du temps, l’équation (1.1.9) représente l’évolution temporelle des quantités de
matières (échanges de matière dus aux réactions, apport par le débit d’alimentation et
retrait par le débit de soutirage).

En ramenant aux variations de concentrations, on obtient :

d(ξV )

dt
(t) =

dξ

dt
(t)V (t) + ξ(t)

dV

dt
(t)

i.e.
d(ξV )

dt
(t) =

dξ

dt
(t)V (t) + ξ(t)(Fin(t)− Fout(t))

L’équation (1.1.9) devient alors :

dξ

dt
(t)V (t) + ξ(t)(Fin(t)− Fout(t)) = Ar(t)V (t) + ξFFin(t)− ξ(t)Fout(t)

ou encore,
dξ

dt
(t) = Ar(t) + (ξF − ξ(t))

Fin(t)

V (t)
(1.1.11)

Il peut paraitre surprenant que le débit soutiré Fout n’intervienne pas directement
dans l’évolution de la concentration de ξ. En fait : le soutirage est indépendant de la
nature du composé. Le fait de soutirer de la matière ne change pas les concentrations
des espèces en présence.

Pour conclure, on voit que l’on dispose d’un moyen de modéliser plus ou moins fi-
nement le procédé, en distinguant les espèces en présence et en détaillant les schémas
réacionnels, comme on l’a évoqué avec l’exemple du dioxyde de carbone aqueux et gazeux.

1.1.1.2 Expressions mathématiques des vitesses de croissance

Notion de taux spécifique de croissance. Le second pan de la modélisation de
bioprocédés est de donner une expression aux vitesses des réactions, i.e. au vecteur r de
l’équation (1.1.7). Nous allons chercher à donner à r(t) une expression en fonction des
concentrations, ξ(t), en partant du principe que ce sont les concentrations qui influencent
les vitesses de réaction (comme c’est le cas dans toute la théorie de la chimie) : r(t) =
r(ξ(t)).
Intéressons-nous dans un premier temps au phénomène de croissance.

Dès lors qu’une espèce est un des réactifs d’une réaction, (i.e. il est nécessaire pour
que la réaction se produise), il est possible de mettre en facteur sa concentration dans
la vitesse de la réaction. On tient ainsi compte du fait qu’en l’absence de réactif, il n’y
a pas de réaction.
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L’exemple canonique concerne la croissance. En notant rcroissance la vitesse de crois-
sance d’un organisme X de concentration X(t) à l’instant t, i.e. dX

dt
(t) = rcroissance, il

vient la factorisation suivante :

rcroissance(ξ(t)) = µ(ξ(t))X(t) (1.1.12)

où µ est, par définition, ce que l’on appelle le taux spécifique de croissance.
On a ainsi,

dX

dt
(t) = µ(ξ(t))X(t) (1.1.13)

et on retrouve la définition qui est parfois donnée pour le taux spécifique de croissance,
comme étant la dérivée logarithmique de la concentration en X ,

µ(ξ(t)) =
1

X(t)

d(X(t))

dt
=
d ln(X(t))

dt

Formule de Monod. Les travaux de Monod portent, en particulier, sur la caractéri-
sation mathématique de taux spécifique de croissance sur un unique substrat.

Dans ses travaux, Monod [60] mesure pour différentes concentrations de divers sub-
strats (glucose, fructose, mannose, ...) l’augmentation massique de colonies de différentes
espèces bactériennes (B. subtilis, E. coli, ...). Ses travaux ont montré que le taux spéci-
fique de croissance augmente avec la concentration en substrat et que ce taux est majoré
par une valeur maximale.

Mathématiquement, en notant G la concentration en substrat, les deux hypothèses
s’écrivent :

{

Croissance nulle si G = 0 : µ(G) ∝ G
Croissance suprémale quand G tend vers l’infini : µ(G) ∼

G→+∞
µmax

(1.1.14)

Ainsi, en introduisant µ̄(G)
∆
= µ(G)/G,







µ(G) = Gµ̄(G)

Gµ̄(G) ∼
G→+∞

µmax
(1.1.15)

Comme µmax est strictement positif (sinon, µ est nulle pour tout G), on peut écrire :

1

Gµ̄(G)
∼

G→+∞

1

µmax

ou encore,
µmax

Gµ̄(G)
= 1 + o(1)

G→+∞

µmax

µ̄(G)
= G+ o(G)

G→+∞

et alors,
µ̄(G)

µmax

=
1

G+ o(G)
G→+∞
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µ̄(G) =
µmax

G+ o(G)
G→+∞

(1.1.16)

Pour satisfaire cette équation, il suffit de prendre : o(G)
G→+∞

= KG = cste. C’est typi-

quement ce qui est supposé par la formule de Monod dans la formulation hyperbolique
suivante :

µMonod(G) =
µmaxG

G+KG

(1.1.17)

avec µmax le taux spécifique de croissance maximal, G la concentration en G et KG la
concentration de G pour laquelle le taux spécifique de croissance vaut la moitié de sa
valeur maximale, (µMonod(KG) = µmax/2) est appelée constante de demi-saturation. Un
exemple d’allure de taux spécifique de croissance de Monod est donné figure 1.1.
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Figure 1.1 – Allure d’un taux spécifique de croissance selon une relation de Monod par
rapport à la concentration G. µmax = 0,7h−1 et KG = 0,01mol.L−1.

Dès l’introduction de cette formule qui prit son nom, Monod indique que la constante
µmax est définie avec précision, tandis que pour KG, "l’expérience ne fournit qu’un ordre
de grandeur".

Cette expression est l’expression la plus répandue pour caractériser la croissance d’une
espèce sur un unique substrat, ici G.

Par la suite, elle a été étendue à d’autres organismes sur différents substrats.
L’intérêt de cette formulation est sa simplicité. De plus, elle intègre le fait que la crois-

sance ne peut se faire à concentration nulle en substrat et que la croissance est bornée
et tend asymptotiquement vers sa valeur maximale. La limitation de la croissance par le
substrat est ainsi modélisée.
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Il devient possible de raffiner l’expression du taux spécifique de croissance pour prendre
en compte d’autres phénomènes plus fins que la simple limitation. Pour ce faire, on mo-
difie l’expression prise pour o(G)

G→+∞

.

Plus on veut prendre en compte de phénomènes, comme par exemple (1.1.14), plus
on devra complexifier l’expression du taux spécifique de croissance.

Nous allons présenter quelques phénomènes et la manière dont ils sont modélisés.

Inhibition par un produit secondaire. Il a été observé des phénomènes d’inhibition
du taux spécifique de croissance par les produits secondaires. Ceci peut être pris en
compte dans la formulation du o(G)

G→+∞

dans la relation (1.1.16).

Par exemple, en notant C la concentration d’un composé secondaire qui est connu
pour limiter la croissance et en prenant o(G)

G→+∞

= C/KC + KG (avec KC et KG des

paramètres à déterminer) dans la relation (1.1.16), il vient :

µlimitation(G,C) =
µmax

G+ C/KC +KG

(1.1.18)

Ceci ne change pas l’adéquation aux observations qui sont faites dans (1.1.14) si l’on
se place à une concentration fixe en composé C (celle-ci passe alors dans la catégorie des
paramètres).

Par ailleurs, à concentration G fixée, le taux de croissance est décroissant en C et
tend même vers 0 lorsque C tend vers l’infini.

Biologiquement, le composé inhibant peut être de l’acétate, du lactate ou tout autre
composé connu pour bloquer la croissance.

Inhibition par la biomasse. Sur la même idée d’une croissance inhibée par une
grandeur du modèle, on peut citer le modèle de Contois [20] qui permet de représenter
une inhibition de la croissance par la concentration en biomasse X :

µContois(G,X) =
µmaxG

G+KGX
(1.1.19)

On note qu’ici, le o(G)
G→+∞

est choisi égal à KGX (avec KG paramètre à déterminer) qui

est négligeable devant G lorsque G tend vers +∞, toute chose restant égale par ailleurs.
Il s’agit bien d’une extension des observations de Monod.

On exprime ainsi le fait que le taux spécifique de croissance chute avec la concentra-
tion de la population. De cette manière on représente la difficulté d’accès aux ressources,
qui est supposée augmenter avec la concentration en biomasse.

Inhibition par le substrat. Des études faites à forte concentration de substrat com-
plètent les observations de Monod (1.1.14). On ajoute l’hypothèse que le taux spécifique
de croissance est croissant en G pour des valeurs faibles de concentration puis décroissant
pour des valeurs élevées de concentration [23].
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Cette inhibition par le substrat lui-même peut se modéliser par une expression dite
de Andrews donné par la formule suivante (elle est couramment appelée à tort relation
de Haldane alors que celle-ci est réservée aux expressions de taux de production, voir
infra) :

µAndrews(G) =
µmaxG

G+KG + G2

Ki

(1.1.20)

avec µmax, KG et Ki des constantes positives.

L’allure de cette fonction est donnée figure 1.2. On peut noter que µmax n’est pas
le taux spécifique de croissance maximal que peut atteindre le taux spécifique de crois-
sance. On peut noter qu’à faibles concentrations G, le taux spécifique de croissance est
très similaire à un modèle de Monod, mais lorsque G augmente, le taux spécifique de
diminue jusqu’à s’annuler lorsque G tend vers l’infini.
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Figure 1.2 – Allure d’un taux spécifique de croissance qui suit une relation de An-
drews par rapport à la concentration G. µmax = 0,7 h−1, KG = 0,01 mol.L−1 et
Ki = 0,5 mol.L−1. Comparaison avec une allure de Monod de paramètres identiques
(µmax = 0,7 h−1 et KG = 0,01 mol.L−1), en tirets.

Cette observation montre qu’en présence de trop de substrat, les cellules changent de
fonctionnement et finissent par s’écarter d’un comportement qui les mène à utiliser les
ressources disponibles de manière efficace.

Maintenance cellulaire. Pour finir on peut introduire dans les expressions littérales,
le phénomène de maintenance cellulaire, c’est-à-dire le fait qu’il y ait en permanence
besoin de ressources pour assurer d’autres tâches que la croissance cellulaire.
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C’est ce qui est pris en compte dans le modèle de Herbert qui pose pour formule
générale du taux spécifique de croissance [77] :

µHerbert(G) = max(µ(G)−m,0) (1.1.21)

avec µ(G) formulation initiale pour le taux spécifique de croissance spécifique et m
paramètre de maintenance positif. m représente un détournement des ressources de la
croissance vers les mécanismes de maintenance, de sorte que pour une concentration G
inférieure à une certaine constante Gm, la croissance soit nulle.
m est homogène à un taux spécifique de croissance, c’est-à-dire à un flux de matière

par unité de biomasse. Ce paramètre du modèle peut être vu comme le flux de matière
qui est nécessaire à la maintenance cellulaire, par unité de biomasse.

La figure 1.3 donne un exemple de taux spécifique de croissance de Monod et de
taux spécifique de croissance de Herbert fondé sur un Monod. On note que pour G ≤
0,01 mol.L−1, il n’y a pas de croissance.

G(mol:L!1)
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
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Figure 1.3 – Allure d’un taux spécifique de croissance qui suit une relation de Herbert
par rapport à la concentrationG. La formulation initiale de croissance est une formulation
de Monod avec µmax = 1,4 h−1 et KG = 0,01 mol.L−1. Le paramètres de maintenance
est m = 0,7 h−1. Comparaison avec une allure de Monod de paramètres µmax = 0,7 h−1

et KG = 0,01 mol.L−1, en tirets.

Résumé. En résumé, le taux spécifique de croissance d’un organisme par une réaction
de production de biomasse est donné par le produit de plusieurs facteurs représentant
l’activation, la limitation, la saturation et l’inhibition. Les principaux termes que l’on
trouve dans la littérature sont résumés dans le tableau 1.1.

Si deux sources sont nécessaires à la croissance d’un organisme, une source de carbone
et une source d’azote par exemple, et que la croissance est saturée lorsque leur concen-
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Table 1.1 – Quelques phénomènes que l’on peut modéliser à travers l’expression du taux
spécifique de croissance. Le composé dont il est question dans la première colonne du
tableau a pour concentration ξ. On se place dans le cas où le taux spécifique de croissance
est une fraction rationnelle des concentrations en présence. Il est envisageable de raffiner
les expressions en faisant appel à d’autres structures de formulations (typiquement des
formulations avec des exponentielles).

Phénomène Expression [Source]

Nécessité d’un composé µ = · · · × ξ [21]

Saturation µ = · · · × ξ

· · ·+ ξ

Inhibition par un composé µ = · · · × 1

ξ +Ki

[21]

µ =
· · ·

· · ·+ ξ/Ki

[1]

Maintenance µ(ξ) = max(µ(ξ)−m,0) [77]

tration est trop importante (i.e. qu’il y a des phénomènes de saturation) on pose comme
expression pour le taux spécifique de croissance :

µbisource(C,N) = µmax
C

C +KC

N

N +KN

(1.1.22)

où C et N sont respectivement les concentrations en sources carbonée et azotée, et µmax,
KC et KN sont des constantes à déterminer.

1.1.1.3 Expressions mathématiques des autres éléments des schémas réac-
tionnels

Cinétiques de production. De la même manière, on joue sur l’expression des dif-
férents taux de réaction en partant de considérations biologiques de nécessité, de satu-
ration, d’inhibition, etc. pour élaborer les expressions mathématique des cinétiques de
production.

Ainsi, pour une réaction de bioproduction d’un composé P , G p−→ P , catalysé par la
biomasse X de concentration X, on écrit :

dP

dt
= +p = +π(·)X (1.1.23)

avec P concentration du composé P , p vitesse de production, et π taux spécifique de
production (ramené par unité de biomasse).
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On exprime le fait que π dépend de plusieurs phénomènes en complexifiant son ex-
pression.

Par exemple, pour de nombreux composés, on remarque que le taux spécifique de
production suit une relation proche de celle introduite figure 1.2, c’est-à-dire avec une
concentration extérieure en substrat optimale pour la production.

On introduit la fonction de Haldane pour la production. C’est la même expression
que la relation de Andrews (1.1.20) qui est réservée à l’expression de la croissance :

π(G) =
πmaxG

G+KG +G2/Ki

(1.1.24)

On prend ainsi en compte qu’il existe une concentration de G pour laquelle le taux
de production par unité de biomasse (ou par cellule) est maximal. Cette concentration
particulière, Gmax, est la racine de la dérivée de la fonction π(·) :

0 =
dπ

dG
= πmax

(G+KG +G2/Ki)−G(1 + 2G/Ki)

(G+KG +G2/Ki)2

d’où,
KG −G2/Ki = 0

ou encore,
G =

√

KiKG (1.1.25)

Rendement des procédés. Un raffinement supplémentaire est apporté aux modèles
en faisant varier l’efficacité des procédés en fonction de paramètres extérieurs. Ceci re-
vient à modifier substantiellement le bilan de matière α · G → 1 · X en

α(G,X,...) · G → 1 · X

On pose alors que le nombre de moles de substrat G nécessaire à la formation d’une
mole de biomasse X n’est pas constant. Il évolue.

C’est une subtilité de modélisation discutée dans [1].

Biologiquement, on essaie de rendre compte qu’en fonction des conditions extérieures,
la croissance est plus ou moins efficace. Par exemple il est courant de distinguer la
croissance aérobie et anaérobie pour une même espèce et un même substrat.

1.1.1.4 Conclusion

Les modèles que l’on a parcourus dans cette section décrivent les variables macrosco-
piques du bioprocédé et en particulier modélisent le comportement des micro-organismes
en fonction de leur environnement. Dès lors, on envisagera le contrôle de l’environnement
pour agir sur le comportement des micro-organismes. C’est ce que nous allons voir dans
la section suivante.
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1.1.2 Utilisation des modèles pour la commande des bioprocédés
en vue de la production d’un composé d’intérêt

Nous allons parcourir un certain nombre de techniques qui proviennent du monde de
l’automatique et qui ont fait leurs preuves dans cette discipline.

La philosophie de l’automatique, consiste à diviser les grandeurs physiques en 4 caté-
gories :

— les paramètres, fixes par nature et sur lesquels on n’a pas d’influence,
— les variables de commande, qui évoluent au cours du temps et sur lesquelles on

peut agir,
— les perturbations, qui varient au cours du temps et sur lesquelles on n’a pas d’in-

fluence,
— les variables d’état, qui évoluent au cours du temps en fonction des paramètres,

des variables de commande et des perturbations. Les variables d’état caractérisent
le système à un instant donné. On peut essayer d’agir sur elles par le biais des
variables de commandes. Parmi les variables d’état, on peut distinguer les mesures
dont on dispose que l’on appelle les variables de sortie. On les distinguent des
variables d’état dont les valeurs ne sont pas toujours accessibles.

L’esprit de la commande d’un système revient à trouver les variables de commande
adéquates pour que les variables d’état ou de sortie atteignent un objectif désiré.

Avec le formalisme de l’automatique, les problèmes d’optimisation de bioprocédé
s’écrivent de la manière suivante :

max
u(t),tf

J = φ(x(tf ), tf ) +
∫ tf
t0
ψ(x(t), u(t), t)dt

sous contraintes,







dx

dt
(t) = f(x(t), u(t), t)

x(t0) = x0
h(x(t),u(t),t) ≥ 0, t ∈ [t0,tf ]
g(x(tf ), tf ) ≥ 0

(1.1.26)

— J est le critère à maximiser, décomposé en un critère terminal, φ, et un critère
intégral, ψ,

— t0 est l’instant initial, supposé fixe,
— tf est l’instant final du procédé, qui est a priori un paramètre que l’on cherche à

déterminer,
— x est le vecteur des variables d’état du système,
— u est le vecteur des variables de commande du système,
— f est la dynamique du système, c’est en particulier le modèle du système comme

on l’a vu à la section précédente,
— x0 est le vecteur des variables d’état à l’état initial, supposé connu,
— h regroupe les contraintes sur l’état et la commande à respecter à chaque instant,
— g regroupe les contraintes à l’état final.

A noter qu’en choisissant judicieusement g et h, on peut définir dans ce cadre des
contraintes d’égalité. Typiquement, la conjonction des contraintes x ≥ 3 et −x ≥ −3 est
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équivalente à x = 3.

Une première étape dans la recherche de la trajectoire optimale est de définir judi-
cieusement les fonctions h, g, φ et ψ.

Les éléments de (1.1.26) diffèrent selon le mode de fonctionnement. On donnera ici
quelques exemples en fonction du mode de fonctionnement batch, fed-batch et continu.

La dynamique du système est en grande partie la même d’un mode de fonctionnement
à l’autre. Les variables d’état du système sont les concentrations des espèces en présence,
et éventuellement le volume du milieu réactionnel pour le fed-batch et le mode continu.

Pour la définition de f , on reprend les éléments des relations (1.1.7), complétés dans
le cas du fed-batch et du continu par (1.1.10) (pour donner (1.1.11)). Il est possible
de compléter davantage la description du système par des variables d’état auxiliaires,
comme la consommation de substrat ou l’évolution d’une quantité secondaire.

Les commandes sont le débit d’alimentation Fin en mode de fonctionnement fed-
batch, complété éventuellement par le débit de soutirage Fout en continu. Il n’y a pas de
variables de commande en fonctionnement batch, car par définition il s’agit d’un mode
de fonctionnement autonome. L’optimisation porte alors seulement sur le temps final tf
et éventuellement les concentrations initiales des composés.

Les contraintes h sont des contraintes à respecter à tout instant. En fed-batch, on fait
figurer le fait que la commande Fin est bornée et que le volume du milieu est limité par
un volume maximal : {

Fmin ≤ Fin(t) ≤ Fmax

V (t) ≤ Vmax
(1.1.27)

La première contrainte porte sur la commande et la seconde porte sur l’état.
En mode de fonctionnement continu, la contrainte sur la commande suit la même for-

mule. Dans certains cas, on limitera également la concentration d’une espèce particulière
comme la biomasse.

Les contraintes g portent sur l’état final. Il s’agit de contraintes sur l’état final ou
de contraintes sur la valeur tf du temps final. On peut ainsi contraindre tf à valoir une
certaine valeur, ou à ne pas dépasser une durée maximale. En mode de fonctionnement
fed-batch, on peut formuler le fait que l’on souhaite consommer une certaine quantité
de substrat ou produire une certaine quantité de produit. En mode de fonctionnement
batch, on introduit ici le fait qu’à la fin de la culture tout le substrat est consommé.

Le vecteur d’état à l’instant initial, x0, est donné ici comme un paramètre du système
mais on peut l’ajouter aux variables d’optimisation. En mode de fonctionnement batch
et fed-batch, on peut, par exemple, optimiser la concentration initiale en substrat.

Enfin, le critère J est la grandeur à optimiser. On constate que dans la formulation
(1.1.26) J comprend une composante à l’instant final, φ, et une composante intégrale,
∫
ψ.

∫
ψ permet de contraindre une concentration ou une commande à être toujours la

plus petite ou la plus grande possible . La composante à l’instant final reflète un critère
de productivité. Ceci peut être la concentration ou la quantité de produit d’intérêt, éven-
tuellement ramené par unité de temps, par unité de substrat consommé, ou par unité de
produit secondaire.
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Après avoir traité de la philosophie de l’automatique on s’intéressera à la bioproduc-
tion d’un composé d’intérêt en mode de fonctionnement fed-batch. On traitera de la
stratégie à adopter pour maximiser la production d’un composé d’intérêt.

Öztürk et al. présentent différents types de stratégies mises en œuvre pour la culture
de B. subtilis en fed-batch [66]. Ils présentent la stratégie :

— par impulsion,
— par flux d’alimentation constant,
— par flux exponentiel,
— par flux linéaire,
— par optimisation hors-ligne
— par commande en boucle fermée.

Ce sont à ces deux dernières que nous allons nous intéresser pour la maximisation d’un
certain critère de productivité d’un composé d’intérêt car elles englobent toutes les autres,
d’un point de vue théorique. De plus, ces deux dernières approches sont les plus utilisées
dans la littérature.

Dans la suite, comme il est commun en automatique, on caractérisera tout d’abord
la trajectoire optimale au sens d’un certain critère. Cette caractérisation aura lieu hors-
ligne à partir d’un modèle du système. Puis, dans un deuxième temps, on cherchera
un moyen pour que le système réel (et non le modèle) suive cette trajectoire optimale.
Pour cela, nous bouclerons le système, c’est-à-dire que l’on définira la commande à lui
appliquer en fonction de son comportement réel.

1.1.2.1 Détermination hors-ligne de la trajectoire optimale

La première étape de l’optimisation d’un procédé consiste à chercher la trajectoire du
système qui maximise un certain critère.

Formulation sous forme du principe du maximum de Pontryaguine. La for-
mulation de Pontryaguine permet de déterminer l’ensemble des conditions nécessaires
que la solutions optimale doit satisfaire (1.1.26). Cette méthode est présentée en détail
dans [38], [81] ou [15]. L’annexe B présente les notations standards et une utilisation
canonique des conditions nécessaires d’optimalité de Pontryaguine pour la résolution
analytique d’un problème type (1.1.26).

Le principe du maximum de Pontryaguine affirme que la solution au problème (1.1.26)
est nécessairement solution du problème suivant :
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max
u(t),tf

L (t) = λ0ψ(x(t), u(t),t) + λ(t)⊤f(x(t),u(t),t) + η(t)⊤h(x(t),u(t),t)

sous contraintes,







dx

dt
(t) = f(x(t), u(t), t)

x(t0) = x0
h(x(t),u(t),t) ≥ 0, t ∈ [t0,tf ]
g(x(tf ), tf ) ≥ 0

dλ

dt
(t) = −∂L

∂x
(x∗(t), ν∗(t), λ(t), η(t))

λ(tf ) =
∂φ

∂x
(tf ) + α⊤ ∂g

∂x
(tf )

λ0 ≥ 0
η(t) ≥ 0, t ∈ [t0,tf ]
α ≥ 0
η(t)h(x(t),u(t),t) = 0, t ∈ [t0,tf ]
αg(x(tf ), tf ) = 0
h(x(t),u(t),t) ≥ 0, t ∈ [t0,tf ]
g(x(tf ), tf ) ≥ 0

(1.1.28)

L est appelé Lagrangien, il appartient à R. Le vecteur λ(t) est appelé vecteur des états
adjoints. Il est de la même dimension que x(t). Le vecteur η(t) est le vecteur des multi-
plicateurs associés aux contraintes. Il a autant de composantes qu’il y a de contraintes à
respecter à tout instant (même dimension que h). Le vecteur α est le vecteur des mul-
tiplicateurs associés aux contraintes terminales sur l’état. Il est de même dimension que g.

On constate que cette formulation est un problème aux deux bouts. En posant (x(t),λ(t))
le vecteur d’état décrivant le système, on a des contraintes sur x(t0) et sur λ(tf ).

Nous reviendrons sur cette formulation dans la suite de la thèse.

Méthodes de caractérisation de la trajectoire optimale. Dans [72], Srinivasan et
al. présentent une revue approfondie des techniques pour résoudre le problème (1.1.26).
Ils distinguent les méthodes analytiques et les méthodes numériques. Ces travaux sont
un outil précieux pour se familiariser avec les différentes méthodes.

Après avoir dérivé le principe du maximum de Pontryaguine et analysé ses consé-
quences et implications, les auteurs proposent différentes manières d’approcher la so-
lution du problème (1.1.26) par des méthodes numériques. La Table 1.2 regroupe ces
méthodes introduites en fonction de la manière dont on considère les états et les com-
mandes.

L’expression commande paramétrée (respectivement état paramétré) signifie que la
commande (l’état) est discrétisée et que ses valeurs aux instants de discrétisation sont
des paramètres d’optimisation.

Les méthodes de la colonne "Formulation directe" raisonnent sur une résolution du
problème (1.1.26). Les méthodes de la colonne "Formulation de Pontryaguine" se fondent
sur la résolution d’un problème (1.1.28).
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Une approche par "état continu, commande paramétré, formulation directe" consiste
à chercher les valeurs optimales des commandes uk à chaque instant de discrétisation
kT avec un état x(kT ) donné par une intégration de la dynamique ẋ = f(x(t), u(t),t)
entre (k − 1)T et kT avec une commande u(t) interpolée par rapport à la séquence de
commandes (uk).

Table 1.2 – Méthodes de caractérisation de la trajectoire optimale [72].
Formulation directe Formulation de Pontryaguine

État paramétré Approche simultanée (CP) Paramétrisation de l’état
Commande paramétrée ou Collocation et des adjoints
État continu Approche séquentielle (CVP) Méthode du gradient
Commande paramétrée
État continu Paramétrisation analytique Méthode de tir
Commande continue

C’est au cours des année 1990, grâce à la diffusion de l’informatique, que l’utilisa-
tion de méthodes numériques s’est démocratisée, Biegler a alors commencé à proposer
la conversion du problème d’optimisation de la trajectoire en dimension infinie, en un
problème non linéaire de dimension finie. Il a discrétisé la dynamique et les contraintes
puis a paramétré le problème par les commandes et les états à chaque pas de temps [20]
(formulation CP de la Table 1.2). Le problème non linéaire est résolu par approximations
quadratiques successives en introduisant les états adjoints de Lagrange (du problème en
dimension fini). C’est ce que l’on appelle la collocation, ou paramétrisation complète (par
opposition à la paramétrisation par variable de commande, ou CVP). Le problème résolu
n’est pas celui initial (1.1.26) mais on peut montrer que lorsque le pas d’échantillonnage
tend vers zéro, la solution du problème discrétisé tend vers la solution du problème op-
timal [6].

Trajectoires optimales pour la production d’un composé d’intérêt. Des exemples
d’optimisations sont disponibles dans [72]. Les exemples concernant la production d’un
composé d’intérêt montrent qu’il est préférable de faire croître la population de micro-
organismes avant de produire le composé d’intérêt.

Ce résultat s’applique ainsi au cas de maximisation de la productivité du procédé, dans
[51]. Le problème est ici formulé à l’aide du principe du maximum de Pontryaguine, sans
paramétrer la commande, ni l’état (méthode de tir) et avec deux débits d’alimentations,
l’un qui commande la croissance, l’autre la production. Ils montrent que l’optimum est
de croître puis de produire.

Les méthodes analytiques ont de la valeur si elles donnent une justification théorique
aux profils optimaux proposés. Ce qui ressort de la littérature est la difficulté de la
caractérisation de la trajectoire à cause de la linéarité du modèle vis-à-vis de la commande
Fin, comme présenté dans [67].
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Par ailleurs, lorsque le nombre de commande est plus grand que 1, il faut considérer
un plus grand nombre de cas, ce qui rend la caractérisation difficile. On trouve une dis-
cussion de ce point par exemple dans [51] ou [59].

Les méthodes qui paramètrent les commandes et l’état numériquement vont également
dans le sens d’une production qui succède à une croissance.

Cuthrell et Biegler ont appliqué la méthode de paramétrisation de l’état et de la com-
mande à un modèle de bioprocédé prenant en compte la croissance de micro-organisme
et la production d’un composé d’intérêt [20]. Dans ces conditions, ils montrent que l’op-
timum est d’abord de croître puis de produire à croissance nulle.

En résumé, la stratégie en deux temps (croissance puis production) semble être op-
timale pour maximiser la production d’un composé d’intérêt en utilisant les modèles
macroscopiques.

1.1.2.2 Méthodes de commande en boucle fermée

Il est important de comprendre que la résolution de problème d’optimisation de tra-
jectoire ne sert pas tant à trouver la fonction t 7→ u∗(t) optimale qu’à intégrer cette
commande et étudier la trajectoire de l’état x∗(t) définie comme :

{
x∗(t0) = x0
dx∗

dt
(t) = f(x∗(t), u∗(t),t)

(1.1.29)

En raison des écarts entre le modèle et l’objet réel, il n’est pas question d’espérer
retrouver les mêmes allures si l’on soumet le système réel et le modèle mathématique à
la commande optimale. En particulier, les perturbations que subit le système réel par
opposition au modèle mathématique vont dévier le système de la trajectoire attendue
par l’analyse du modèle.

Il est nécessaire de boucler la commande du système par rapport à son évolution réelle,
i.e. de le piloter en boucle fermée autour de la trajectoire optimale déterminée hors-ligne.
La trajectoire ainsi obtenue sera d’autant plus optimale que le modèle est représentatif
du système réel.

Nous allons nous intéresser à des méthodes qui permettent de commander l’état d’un
bioprocédé réel. On parlera de commande en boucle ouverte, ou commande optimale,
lorsque l’on appliquera telle quelle la commande calculée hors-ligne pour maximiser le
critère sur le modèle.

Pour placer le système réel à son optimum, on peut utiliser la trajectoire optimale sur
l’état définie en (1.1.29) et trouver à l’instant t la commande Fin(t) qui assure un écart
minimum entre l’état du procédé réel, x(t), et l’état de référence, x∗(t).

Plus précisément, en voyant la trajectoire x∗(t) comme une succession de références
à suivre sur des composantes de x∗, on peut chercher à suivre cette même succession de
références pour x. En clair, si la trajectoire x∗ est d’abord une phase où G = G1 puis
une phase où X = X2, on peut faire suivre au système réel la référence G = G1 jusqu’à
ce que X = X2 où l’on permute la référence à suivre sur X = X2.
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Figure 1.4 – Schéma de fonctionnement de la commande par suivi de références. L’op-
timisation hors-ligne permet de déterminer la référence à faire suivre aux composantes
de l’état du système.

La figure 1.4 présente sommairement le principe de fonctionnement de l’utilisation
de l’optimisation hors-ligne pour en déduire une trajectoire à suivre. Le système peut
être asservi autour de cette succession de références par un correcteur. Le défi est alors
de concevoir un correcteur efficace. Nous allons voir avec la commande linéarisante une
conception possible pour un correcteur simple et efficace.

Commande linéarisante. Une manière de concevoir le correcteur est d’utiliser la
commande de systèmes non linéaires et en particulier la commande linéarisante, comme
présentée dans [40] et mise en application dans [73]. Avec cette conception on montre le
passage d’une trajectoire optimale à une commande en boucle fermée pour maintenir le
procédé autour de cette trajectoire.

L’idée est de faire apparaître un comportement linéaire entre l’entrée et la référence à
suivre en introduisant une commande qui rende le système [commande → sortie à suivre]
équivalent à un certain nombre d’intégrateurs en série.

Cette approche est utilisée dans le cas de systèmes non linéaires affines en la com-
mande. Les bioprocédés décrits jusqu’ici où la commande est le débit d’alimentation,
vérifient bien cette hypothèse.

En prenant l’exemple d’une concentration ξi à réguler autour d’une valeur de référence,
si la variation de ξi suit la relation (1.1.11) :

dξi
dt

(t) = Ar(ξ(t)) + (ξi,F − ξi(t))
Fin(t)

V (t)

alors on pose Û(t) = Ar(ξ(t)) + (ξi,F − ξi(t))
Fin(t)

V (t)
de sorte que :

dξi
dt

(t) = Û(t)

Ensuite, on régule à l’aide d’un correcteur linéaire classique la commande Û(t) de
sorte à suivre la référence sur ξi. On peut introduire un régulateur proportionnel-intégral,
K(1 + 1

Tip
) en choisissant le temps caractéristique, Ti, de l’ordre de grandeur de celui du

temps de réponse souhaité, et le gain, K, pour avoir une dynamique de l’erreur de suivi
assez rapide.

On voit figure 1.5, que le correcteur global du système est composé de deux blocs. Le
premier est le correcteur linéaire défini ci-dessus ; le second est le bloc de linéarisation
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qui prend en entrées Û et l’état du système et qui renvoie la vraie commande Fin. Dans
notre cas, ce deuxième bloc est défini comme :

Fin(t) =
Û(t)− Ar(ξ(t))

(ξi,F − ξi(t))
V (t)

Figure 1.5 – Schéma de fonctionnement de la commande linéarisante.

Si l’on n’a pas accès directement à l’état que l’on souhaite, il est possible d’avoir
recours à un observateur dans la boucle de retour. C’est ce qui est développé dans [19]
où une preuve de stabilité est fournie.

Commande prédictive. Une autre stratégie intéressante est la commande prédictive.
Introduite entre autre dans [16] et [3], la commande prédictive est une optimisation

en temps réel qui vise à trouver la commande à appliquer à un système discret pour
maximiser un critère étant donné son état actuel et la trajectoire de référence calculée
hors-ligne.

On résout alors à chaque pas d’échantillonnage k un problème du type :

min
uk,...uk+nC

J(xk+1, ...xk+nH
, uk, ...uk+nC

)

sous contraintes,







..., xk−1, xk, connus

..., uk−2, uk−1, connus

xk+1, ...xk+nH
, prédits par xj+1 = f(xj, uj)

h(xj,..., xj+nH
, uj,..., uj+nC

) ≤ 0, ∀j

(1.1.30)

avec nH l’horizon de prédiction, nC l’horizon de commande, J le critère, f le modèle
de l’évolution du système, h des contraintes sur l’état et/ou la commande.

On infère ici la trajectoire à venir pour l’état du système.
Dans la fonction h on trouvera des conditions portant sur les bornes de la commande

ou des incréments de commande.
A chaque pas de temps, on résout un problème de ce type, ceci donne un vecteur de

commande à appliquer aux nC prochains pas d’échantillonnage,
(
uk uk+1 · · · uk+nC

)
,

dont on n’applique que la première composante, i.e. la commande uk. Puis on attend
l’instant d’échantillonnage suivant et on résout de nouveau le problème (1.1.30) pour
k = k + 1.

C’est le principe de l’horizon glissant ou horizon fuyant.
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L’avantage de cette méthode est que l’on peut avoir pris un modèle éloigné de la réalité
et voir que la commande permet d’atteindre un objectif satisfaisant. En effet, on peut
envisager une commande prédictive qui permet la prise en compte de la différence entre
la sortie mesurée et la sortie présumée du système dans la résolution du problème (1.1.30)
(voir partie bleue 1.6 ). Ce raffinement se révèle efficace dans le cadre des bioprocédés,
présentés dans [74]. Dans cet article, on présente les performances d’une commande
prédictive en tenant compte de la différence objet modèle comportant des incertitudes
sur le modèle et un bruit de mesure. Les résultats montrent une grande robustesse de la
méthode.

Figure 1.6 – Schéma de fonctionnement de la commande prédictive. En bleu, prise en
compte en temps réel de la différence entre le procédé réel et son modèle, comme présenté
dans [74].

La littérature est riche en application de commande prédictive aux bioprocédés. [74]
est un exemple dans lequel le modèle non linéaire est pris tel quel. On peut également
citer [58] qui linéarise le modèle, supposant que les variations sont assez lentes pour
pouvoir être linéarisées entre deux pas de temps.

Ce type de résolution à chaque pas d’échantillonnage est possible avec des ordinateurs
puissants et parce que l’on dispose de plusieurs minutes (voire dizaines de minutes) pour
les bioprocédés entre deux instants d’échantillonnage.

1.1.3 Conclusion sur l’approche macroscopique phénoménologique

Dans cette section, on a présenté la manière dont sont construits les modèles macro-
scopiques de la formulation des échanges (plus ou moins indépendants et plus ou moins
raffinés), à la formulation mathématique des cinétiques des réactions.

On s’est ensuite intéressé à la résolution de problème d’optimisation de bioproduction
de composés d’intérêt en agissant sur le milieu de culture au travers de la commande de
réacteurs fed-batch. Des profils optimaux calculés hors-ligne montrent que pour produire
un composé d’intérêt de manière optimale, il faut commencer par une phase de croissance
avant de passer à la production.
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On a ensuite vu que la séquence de commande issue directement de l’optimisation
était mise en défaut par les différences entre le procédé réel et son modèle. Des méthodes
de la commande prédictive ou de la commande linéarisante introduisent un bouclage qui
tient compte du procédé réel. Ce faisant, elles réduisent la dépendance au modèle. Ces
méthodes s’appliquent alors à un système réel.

Au vu de la modélisation, l’optimisation des bioprocédés ne peut se faire que par l’op-
timisation du milieu de culture, et donc par l’intermédiaire du débit d’ajout de matière
dans le cadre des réacteurs fed-batch.

Qu’en est-il du comportement des micro-organismes ? Est-il possible d’optimiser di-
rectement le comportement de ces derniers, par exemple par biologie de synthèse, pour
optimiser le bioprocédé dans son ensemble ? C’est ce que nous allons chercher à faire
dans la prochaine section.

1.2 Approche de type « conception de souche »

Les modèles macroscopiques présentés jusqu’ici intègrent des phénomènes complexes
et représentent les échanges entre différents composés en quelques relations mathéma-
tiques. La construction itérative que nous avons vu affine le comportement du modèle
au gré des besoins de son application.

Toutefois, les mécanismes intracellulaires à l’origine des observations macroscopiques
ne sont pas décrits dans ces modèles. Il est alors hors d’atteinte d’optimiser le compor-
tement des cellules en agissant sur ces mécanismes. On pense en particulier aux niveaux
d’expression des gènes ou à l’adaptation du fonctionnement cellulaire selon son envi-
ronnement. Pourtant, des modèles existent pour décrire le fonctionnement des micro-
organismes en se fondant sur les mécanismes intracellulaires. Des méthodes existent
également pour optimiser le comportement de micro-organismes et pour donner un sens
aux paramètres introduits. Dans cette section, on présente des modèles qui décrivent le
comportement des micro-organismes et comment on peut améliorer leur fonctionnement
en jouant sur les paramètres introduits dans la modélisation.

Après avoir présenté différents types de modèles, nous montrerons comment on les
utilise pour optimiser les souches puis les bioprocédés.

1.2.1 Modèles intracellulaires

On s’intéresse aux familles de modèles susceptibles de rendre compte du lien entre
structure, mécanismes et fonctionnement des micro-organismes. Cette partie fait appel
à des connaissances en mécanismes intracellulaires qui sont rappelées en annexe A de
cette thèse.

1.2.1.1 Modèles phénoménologiques

Premier jalon. La première famille de modèles de comportement des cellules est la
famille des modèles systémiques, quasi-mécaniques. Allen Marr reprend de manière théo-
rique les travaux expérimentaux de l’école de Copenhague dans l’article [57].
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Constatant que des mesures existent et que des comportements cellulaires généraux
se dégagent pour le taux spécifique de croissance (travaux de Monod), Marr entreprend
de construire un modèle de cellule qui permette de déterminer l’origine de la croissance
de Escherichia coli.

D’où vient la limite de la croissance bactérienne ? En 1990, cette question était très
polémique et ne faisait pas consensus au sein de la communauté des biologistes. La
théorie la plus répandue au moment où Marr publie ses travaux, revient à dire que la
croissance est limitée par le flux d’ATP que la cellule peut produire. Marr explique que le
moteur de la croissance est lié à la production des protéines. L’efficacité de l’appareil de
traduction étant limitée, la croissance est limitée de facto. Par ailleurs, Marr parvient, en
prenant des règles élémentaires de régulation, d’activation et de saturation en fonction du
taux spécifique de croissance, à prédire la composition interne des cellules bactériennes
en termes de ribosomes, de protéines non-ribosomales, d’acides aminés libres, d’ARN
de transferts chargés et non chargés, et de ppGpp (molécule jouant un rôle dans la
régulation de la traduction, voir annexe A). Ces prédictions sont confirmées par des
mesures expérimentales et quantitatives à différents taux spécifiques de croissance faites
par Bremer et Dennis [14]. Dans ces travaux, la ressource n’est pas directement prise
en compte. Marr montre que le taux spécifique de croissance ne peut être infini, et
il cherche les paramètres intracellulaires qui pourraient être modifiés pour augmenter le
taux spécifique de croissance maximal (par exemple le nombre de copies des gènes codants
pour les protéines ribosomales). Marr s’intéresse également à la réponse du système
cellulaire lors d’une augmentation ou diminution du taux spécifique de croissance. Il
réussit à prédire l’inertie des composants.

Distribution des ressources en fonction du taux spécifique de croissance et
limitations du taux spécifique de croissance. Les travaux de l’équipe de Terence
Hwa s’inscrivent dans la lignée de ceux de Marr. Leur objectif est de caractériser la
répartition des ressources entre les différents processus pour différentes conditions de
croissance, ou pour différentes valeurs de taux spécifique de croissance.

Dans [47], les auteurs étudient en fonction du taux spécifique de croissance, l’ex-
pression des gènes constitutifs et de ceux régulés positivement et négativement par un
gène lui-même constitutif. Ils trouvent alors un ensemble de profils fonctions du taux
de croissance pour les concentrations de protéine. Ces profils sont présentés pour des
cas généraux de régulations dans l’article de [45]. On y voit que la concentration d’une
protéine constitutive peut être :

— soit affine croissante ou décroissante en fonction du taux de croissance pour les
gènes constitutifs,

— soit hyperboliquement décroissante,
— soit globalement constante lors d’une régulation par un gène lui-même constitutif.
Dans une publication de 2010 [71] ils ajoutent à l’influence du taux spécifique de

croissance, l’influence des nutriments. Ils prédisent la concentration d’une protéine en
fonction de son rôle et des conditions intra- et extra-cellulaire (respectivement, le taux
spécifique de croissance et l’abondance en nutriments). Pour leur étude, ils partagent
l’ensemble des protéines en trois groupes :

— le groupe R de l’appareil de traduction,
— le groupe Q des protéines toujours présentes quelles que soient les conditions,
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— le groupe P des autres protéines.
Ils s’intéressent à la répartition de la matière entre ces trois groupes en fonction de la
qualité des nutriments et de l’efficacité des processus internes dont la traduction.

Leurs conclusions sont en accord avec l’intuition biologique : si la qualité des nu-
triments augmentent, la part de P diminue, la part de R augmente et la croissance
augmente. D’une manière équivalente, si l’efficacité de la traduction diminue, la part de
R augmente, la part de P diminue et le taux spécifique de croissance diminue également.
Ces résultats sont présentés figure 1.7.

Figure 1.7 – Répartitions massiques des trois groupes de protéines P, Q, R en fonction
du taux de croissance et de l’efficacité de traduction. Figure issue de [71].

Dans ce dernier travail, ils traitent aussi de l’influence d’une protéine de synthèse
inutile à la croissance ajoutée à la cellule. D’après eux, la croissance diminue d’autant
plus que l’on augmente la part d’une protéine inutile à la croissance.

En 2013, l’équipe de Terence Hwa divise le groupe des protéines P en un groupe
catabolique C et un groupe anabolique A [88]. Ils connaissent les mesures de chaque
groupe pour différents taux spécifiques de croissance et dans des conditions de substrats
différents. Ils se servent de ces mesures pour calibrer leur modèle puis prédisent le reste
des mesures.

Par exemple, ils utilisent la relation phénoménologique qui lie le taux spécifique de
croissance et la portion de ribosomes. Ils en déduisent que lorsque le milieu s’appauvrit,
ou qu’il est plus coûteux d’importer de la matière dans le compartiment intracellulaire, la
part de protéines dédiées au catabolisme augmente mais le taux spécifique de croissance
diminue.

Dans [46], ils retrouvent, comme dans Marr [57], une manière de limiter le taux spé-
cifique de croissance maximal : ils développent le groupe de traduction R en ribosomes
Rb et ARN de transfert T ; ils expriment le fait que les ribosomes sont utiles à la crois-
sance, que les ARN de transfert agissent sur l’efficacité des ribosomes et que ce sont les
proportions φ qui comptent (i.e. les concentrations massiques). Le taux spécifique de
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croissance est alors donné par :






µ = kR(φRb −K0) (a)

kR = kmax
R

φT

φT +KR

(b)
(1.2.1)

La relation (1.2.1.a), i.e. la relation affine entre quantité de ribosomes et taux spé-
cifique de croissance, est phénoménologique : le coefficient K0 provient d’observations
mais n’a pas de sens à proprement parlé. La relation (1.2.1.b) est issue de considérations
physico-biologiques.

En combinant ces équations avec un mélange d’autres considérations en partie phé-
noménologiques et en partie physico-biologiques, ils trouvent une borne sur le taux spé-
cifique de croissance.

En fait, les deux relations (1.2.1) sont suffisantes pour trouver une borne maximale
sur le taux spécifique de croissance. Si l’on considère φ ≤ 1 (par définition), on peut
écrire :

µ ≤ kmax
R

φT

φT +KR
︸ ︷︷ ︸

≤1

(φRb −K0)
︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ kmax
R

On note que, comme dans Marr [57], c’est la production des protéines qui limite la
croissance.

Pour conclure sur les travaux de modélisation de ce groupe, l’article [45] synthétise les
différentes expressions de gènes en fonction de leur caractère constitutif ou de la manière
dont ils sont régulés. Les concentrations modélisées montrent que la concentration en
protéine peut être affine (croissante ou décroissante et même constante), ou hyperboli-
quement décroissante. Des cas de bistabilité par rapport au taux spécifique de croissance
sont également à prévoir dans les cas de double inhibition.

Cette étude nous intéresse dans la conception de nouvelles souches pour orienter la
régulation quand un profil d’expression est établi en fonction du taux spécifique de crois-
sance.

Les travaux de cette équipe donnent de bonnes idées sur le fonctionnement des cellules.
Tant que l’on reste à une échelle descriptive, la manière dont les observations sont

utilisées pour dériver des règles générales est tout à fait licite. Toutefois, il est de fait
exclus de se servir des règles établies par ces méthodes pour une souche qui n’a pas été
étudiée au préalable. Typiquement, la modélisation développée ici utilise à la fois des
constantes physico-biologiques comme les efficacités de certains processus (par exemple,
kmax
R ) et des constantes artificielles (comme K0) qui proviennent de régressions sur des

mesures.
Les observations et les principes d’implémentation (qui viennent de la physique ou de

la biologie) se mélangent tout comme les paramètres artificiels et les paramètres physico-
biologiques.

Comme le cœur du raisonnement repose sur des observations il est difficilement envi-
sageable de généraliser l’approche à un organisme pour lequel des mesures n’ont pas été
calibrées, comme une souche modifiée par exemple.
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Un modèle de comportement dynamique de la cellule. Le modèle présenté dans
[85] se fonde sur les travaux et observations de l’équipe de Hwa. Il propose un ensemble
d’équations différentielles pour décrire l’évolution de la cellule en fonction de paramètres
issus en partie d’observation et en partie de causes physico-biologiques. Ces équations
décrivent l’évolution temporelle d’entités représentatives à savoir :

— un substrat interne,
— un pool d’énergie,
— un pool de ribosomes,
— une protéine de transport,
— une protéine métabolique,
— une protéine de maintenance,
— les 4 ARN messagers associés aux ribosomes et aux trois protéines susmentionnées,
— 4 entités correspondant aux complexes entre ribosomes et chaque messager.

L’intérêt de ce modèle est qu’il rend compte des interactions dans la cellule. Son caractère
descriptif est indéniable. L’inconvénient est qu’il ne permet pas de prédire l’impact des
modifications potentielles de souche au travers des paramètres qui peuvent ne pas avoir de
sens, ou dont on ne connait pas a priori la plage de modification possible. En particulier,
on ne peut pas anticiper l’impact de l’ajout d’un gène sur le taux spécifique de croissance.

Conclusion à propos des modèles systémiques. Les modèles que nous avons par-
courus jusqu’à présent ont pour but de décrire la cellule en en comprenant les enjeux, les
compromis et les interactions qui surviennent entre les différentes entités intracellulaires.

Néanmoins, on peut penser que cette approche systémique est trop rigide pour prédire
le comportement d’un micro-organisme mal connu. En effet, les modèles que nous avons
vus partent d’observations de tendances pour en déduire rationnellement des modes de
fonctionnement. Ces derniers ont l’air de décrire la cellule mais on doit revenir aux
observations pour justifier les résultats fournis par les modèles.

1.2.1.2 Modèles sous contraintes

Nous nous intéressons à présent à une vision orthogonale du fonctionnement cellulaire :
l’approche sous contraintes.

Historiquement, l’étude de la cellule est centrée sur les échanges plutôt que sur la
répartition de la matière entre les entités. Elle se focalise sur les réactions elles-mêmes
plutôt que sur les produits. Grâce au travail des biologistes, on a une idée précise des
réactions métaboliques qui ont lieu dans une cellule. On s’intéresse aux vitesses de réac-
tion de ces échanges, que l’on appelle flux et que l’on note en général ν. L’objectif est de
caractériser le plus précisément possible les flux cellulaires dans des conditions données.
Le problème est alors de trouver les flux de matière qui satisfont des contraintes de réa-
lisation, et dans cet espace des possibles, de choisir la répartition la plus vraisemblable
selon un critère.

Origine des modèles sous contraintes : la méthode FBA. La méthode FBA
(Flux Balance Analysis) cherche à caractériser l’état du réseau métabolique dans un mi-
lieu donné. Cette méthode est apparue au milieu des années 1990, dans l’article fondateur
[79].
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A la base, Varma et Palsson cherchent la répartition du réseau métabolique qui maxi-
mise la croissance en respectant des observations de divers flux extracellulaires. Ils ont
travaillé à partir des flux d’absorption d’oxygène et de glucose et sur les flux excrétés
quand ils pouvaient les mesurer. En notant Ωt la matrice stœchiométrique du réseau de
transport, ils affirment que le vecteur des flux ν doit satisfaire :

Ωt · ν = u (1.2.2)

avec u le vecteur qui contient les flux nets d’absorption, observés.
En supposant que le réseau métabolique est à l’équilibre (ce qui est le cas en phase de

croissance exponentielle) et que le taux spécifique de croissance est constant, ils posent :

dm

dt
(t) = Ω · ν = 0 (1.2.3)

avec m le vecteur des concentrations des différents métabolites, Ω la matrice stœchiomé-
trique de l’ensemble du réseau.

Ωi,j est alors le coefficient stœchiométrique du ième métabolite pour la jème réaction.
Pour le taux spécifique de croissance et la production de biomasse, on définit artifi-

ciellement une entité "biomasse", X, et une réaction :

c⊤m =
∑

i

cimi
µ,νbiomass−−−−−−→ X (1.2.4)

Le flux de cette réaction est noté soit µ, soit νbiomass. Les coefficients ci sont des
coefficients stœchiométriques de la réaction de production de biomasse.
µ ou νbiomass est ajouté au vecteur ν des flux, X est ajouté au vecteur m. La matrice

Ω est augmentée d’une ligne et d’une colonne pour prendre en compte X et la réaction
(1.2.4).

Dans la formulation classique des FBA, c’est le flux de la réaction (1.2.4) que l’on
cherche à maximiser.

Toutefois, dans [9], les auteurs discutent du critère et estiment que plusieurs cri-
tères peuvent finalement entrer dans une configuration vraisemblable : par exemple, la
maximisation du flux d’ATP ou la minimisation de la production de dioxyde de carbone.
Néanmoins, en maximisant deux critères différents sur le même réseau, les configurations
trouvées sont distinctes.

On choisi le taux spécifique de croissance comme critère à maximiser parce qu’il cor-
respond à la théorie de l’évolution, c’est-à-dire la théorie des avantages compétitifs entre
individus de la même espèce. On part de l’idée que les cellules qui optimisent leur crois-
sance instantanée ont un avantage si les conditions extérieures sont stables et propices à
la croissance. Dans le cas d’un milieu perturbé et dangereux, on pense que pour survivre,
les cellule maximiseraient plutôt leur défense face au danger.

Le problème de maximisation du taux spécifique de croissance sous contrainte du
respect de croissance exponentielle, et sous contrainte des flux observés d’absorption de
composés extracellulaires s’écrit dès lors :

max
ν∈Rm

+

νbiomass

sous contraintes

{
Ω · ν = 0
Ωt · ν = u

(1.2.5)
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La formulation plus générale, plus répandue dans la littérature et à celle-ci que nous
nous réfèrerons en parlant des FBA est la suivante :

max
ν∈Rm

νbiomass

sous contraintes

{
Ω · ν = 0 (1.2.6.a)
αi ≤ νi ≤ βi (1.2.6.b)

(1.2.6)

les αi et βi correspondent aux valeurs minimales et maximales que l’on autorise pour
les flux. L’intérêt est que l’on peut ici forcer une réaction à être irréversible (en posant
αi = 0 et βi = +∞). Dans le cas contraire, la réaction peut avoir lieu dans les deux sens,
comme c’est le cas pour les réactions de transport. On retrouve la formulation (1.2.5)
en augmentant le vecteur des flux ν par les combinaisons linéaires Ωt · ν et en prenant
αi = βi = ui pour ces flux.

On remarque donc que la formulation (1.2.6) est un problème d’optimisation linéaire.
Il est soluble par des méthodes classiques et la solution est soit unique, soit un sous en-
semble convexe de R

m avec m = dim(ν). De plus, le nombre de paramètres reste limité.

Dans un article de 1994 [80], les mêmes auteurs présentent une analyse de sensibilité de
leur modèle. Il apparait que les bornes αi et βi sont les paramètres les plus déterminants,
en particulier pour les flux d’absorption de substrat et d’oxygène. L’influence des valeurs
de Ω (et en particulier du vecteur c de définition de νbiomass) semble être secondaire,
comme présenté dans [9]. Dans cet article, on fait varier les paramètres de plus ou moins
20%. Les auteurs observent que l’influence des bornes est bien plus importante que
l’influence des coefficients de c.

Cette observation est un peu dérangeante car les paramètres qui ont le plus d’im-
portance n’ont pas de sens biologique. En effet, que signifie le fait qu’un flux est limité
par une valeur donnée ? On retrouve la même cohabitation que dans les travaux de Hwa
entre coefficients physico-biologiques (Ω) et coefficients phénoménologiques arbitraires
issus d’observations (αi, βi).

Jusqu’à présent, la détermination des flux ν est faite de manière statique, c’est-à-
dire pour des conditions stationnaires. Voyons à présent une formulation dynamique du
problème.

Formulation dynamique des FBA. Dans l’article fondateur [79], les auteurs pro-
posent une version dynamique discrète des FBA décrivant l’évolution de concentrations
extracellulaires lorsque l’on intègre les flux d’absorption, de sécrétion, et de croissance
sur chaque pas de temps.

A chaque pas de temps, on résout un problème (1.2.6) avec les bornes αi et βi données.
Le métabolisme (i.e. les concentrations en métabolites) est supposé à l’équilibre à chaque
instant d’échantillonnage et aucune contrainte n’est formulée sur les incréments des flux.

Ainsi, il n’y a pas de mémoire sur l’état du réseau entre deux pas de temps consécutifs.

En 2002, Mahadevan et al. [56] proposent deux approches dynamiques de la méthode
FBA en ajoutant une contrainte sur la dérivée des flux entre deux pas de temps. Ils



1.2. Approche de type « conception de souche » 43

ajoutent également une description des métabolites dans la caractérisation de l’état.
Deux formulations sont proposées, une dite dynamique et une autre dite séquentielle.

Dans la formulation séquentielle, la période de simulation est divisée en intervalles de
durée ∆T . Au début de chaque intervalle, on résout le problème suivant :

max
ν(t)

νbiomass(t)

sous contraintes







αi ≤ νi(t) ≤ βi

α̇i ≤
νi(t)− νi(t−∆T )

∆T
≤ β̇i

m(t+∆T ) = m(t) + Ω · ν(t)∆T
m(t+∆T ) ≥ 0

(1.2.7)

avec les mêmes notations que celles introduites jusqu’à présent, α̇i et β̇i les valeurs
minimales et maximales de variation des flux.

La formulation dynamique quant à elle consiste à résoudre l’unique problème suivant :

max
ν(t0),ν(t0+∆T ),...,ν(t0+N∆T )

J(ν(t0), ν(t0 +∆T ), . . . , ν(t0 +N∆T ))

s.c.







αi ≤ νi(t+ k∆T ) ≤ βi, k ∈ J0, NK

α̇i ≤
νi(t+ k∆T )− νi(t+ (k − 1)∆T )

∆T
≤ β̇i, k ∈ J1, NK

m(t+ (k + 1)∆T ) = m(t+ k∆T ) + Ω · ν(t+ k∆T )∆T, k ∈ J0, N − 1K
m(t+ k∆T ) ≥ 0, k ∈ J0, NK

(1.2.8)
où N est le nombre d’instants d’échantillonnage.

On constate que la formulation dynamique cherche à déterminer directement les tra-
jectoires des flux et des concentrations de métabolites sur toute la période de travail,
tandis que la méthode séquentielle cherche la meilleure stratégie sur les flux à chaque
instant d’échantillonnage afin d’optimiser un critère local. Pour ce faire, cette méthode
s’appuie sur l’état des flux et des métabolites à l’instant précédent.

La difficulté de l’approche dynamique est de trouver le critère à maximiser quand
on travaille sur toute la durée de la culture. Sachant que les micro-organismes semblent
appliquer une stratégie à courte échéance, il est difficile d’envisager qu’ils poursuivent un
but à long terme comme la maximisation de la biomasse à l’instant final. En revanche,
il est possible de recourir à un critère intégral qui prenne en compte une sorte d’effet
sans mémoire sur la croissance, pondérant les quantités de biomasse produite à chaque
instant par une exponentielle décroissante, soit :

J =
∑

k

µ(t+ k∆T ) exp(−t+ k∆T

τ
) (1.2.9)

avec τ un paramètre relatif à la mémoire du procédé.
Le taux spécifique de croissance à l’instant t a ainsi plus d’importance que le taux

spécifique de croissance à l’instant t+∆T .
C’est en jouant sur l’expression de ce critère que la méthode dynamique arrive à

surpasser l’approche séquentielle.
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Mais le problème décrit-il si bien les phénomènes sous-jacents ? La solution qui consiste
à introduire de nouveaux paramètres artificiels α̇i et β̇i est-elle vraiment la meilleure
solution pour décrire le fait que la configuration du réseau métabolique ne peut avoir
une évolution instantanée ? Il n’y a pas de réponse évidente.

Raffinement des FBA. Suite à l’article de Varma et Palsson [79], beaucoup d’articles
proposent des améliorations à cette méthode. Ils partent tous du fait que la formulation
initiale (1.2.6) est intéressante car simple et descriptive du métabolisme mais qu’elle ne
tient pas compte d’aspects cellulaires qui peuvent se révéler déterminants.

Sans chercher l’exhaustivité, les articles introduits ci-après présentent des exemples
de raffinements proposés à la méthode FBA afin de la rapprocher de la réalité physico-
biologique.

Lee et al. présentent dans [52] des avancées dans le raffinement des FBA. Outre le
changement de critère, l’ajout de contraintes sur la régulation des gènes (pour refléter le
fait que des réactions sont mutuellement exclusives, par exemple) et sur la thermodyna-
mique (car certaines réactions sont autant réalisables que d’autres mais bien plus lentes),
les auteurs présentent les défis qui subsistent pour faire coïncider les observations méta-
boliques et les prévisions des FBA. L’article concerne également les utilisations faites des
méthodes assimilées aux FBA pour le design de souche. Nous y reviendrons en section
1.2.2.

En 2012, Palsson et son équipe présentent une revue des méthodes d’analyses sous
contrainte de micro-organismes [53]. Une vraie phylogénie d’une centaine de méthodes
est présentée, permettant de distinguer des familles phylogénétiques de méthodes :

— les méthodes FBA avec contraintes biologiques
— les méthodes qui prennent en compte la thermodynamique
— les méthodes qui concilient les données omiques
— les méthodes qui prennent en compte les mécanismes de régulation
— les méthodes qui étudient en particulier le graphe associé au réseau métabolique
— les méthodes d’inférence de données manquantes
— les méthodes qui cherchent des ensembles d’optimums alternatifs possibles

Il demeure la question de donner un sens biologique aux paramètres introduits par les
modèles. Ceci permettrait d’avoir une formalisation autonome.

Un travail qui mérite une attention particulière est présenté dans [5]. La méthode
FBAwMC (pour Flux Balance Analysis with Molecular Crowding) y est introduite. Elle
va dans le sens d’une autonomie pour la modélisation de la cellule. Dans cette approche,
on parvient à faire correspondre un flux et l’entité qui le catalyse. Une contrainte générale
est donnée sur l’ensemble des entités, en affectant à chaque entité un volume et en
affirmant que le volume est limité. Typiquement,

{
νi = kiEi∑

i ℓiEi ≤ D
(1.2.10)
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avec νi le flux catalysé par la machinerie de concentration Ei, ki un paramètre d’efficacité
du processus Σi, ℓi l’encombrement de Ei et D l’encombrement maximal du cytosol.

On obtient la contrainte :
∑

i

ℓi
ki
νi ≤ D (1.2.11)

Cette contrainte globale, d’origine physico-biologique, s’ajoute aux contraintes sur les
bornes αi et βi, (1.2.6.b).

Le travail publié par Waldherr et al. dans [83] quant à lui, s’approche d’une for-
malisation autonome. Les auteurs présentent une méthode dite deFBA (pour dynamic
enzyme-cost Flux Balance Analysis). Se fondant sur les travaux des FBA dynamiques
de [56], les auteurs proposent un ensemble de contraintes sur l’efficacité des processus et
sur la place que prennent les machineries qui catalysent ces processus.

Cependant, les contraintes sur les bornes des flux (αi et βi) sont conservées donnant
l’impression d’une redondance sur les contraintes. Une discussion est faite sur l’aspect
dynamique comme nous l’avons faite en présentant [56] mais rien n’est dit sur la redon-
dance des flux. Difficile alors de comprendre ce qui provient des contraintes biologiques
et ce qui vient des contraintes artificielles sur les αi et βi.

Conclusion à propos des modèles sous contraintes. Les modèles sous contraintes
ont un potentiel de description mais les contraintes qu’ils introduisent paraissent artifi-
cielles. On ne distingue pas suffisamment ce qui est issu de la biologie et ce qui est lié
aux artifices introduits pour être conforme aux observations ou à des comportements
présupposés.

1.2.1.3 Modèles autonomes

Un modèle est dit autonome s’il peut être établi uniquement à partir de données
physico-biologiques. Les modèles autonomes remplacent les artifices mathématiques par
des considérations d’ordre biologique, et permettent de comprendre l’origine des phéno-
mènes qui ressortent des simulations.

Modélisation RBA. C’est avec cette idée qu’a été formulée en 2008 la méthode RBA
(pour Resource Balance Analysis, analyse de l’équilibre des ressources), [34]. Il s’agit de
rapprocher l’approche systémique et phénoménologique, d’une approche sous contraintes.
On peut voir cette méthode comme une optimisation sous contraintes systémiques, c’est-
à-dire que les contraintes introduites sont le reflet des sous-unités du système cellu-
laire. Les défauts des deux approches précédentes, systémiques et sous contraintes, sont
contournés : avec les modèles autonomes,

(i) il n’y a pas besoin d’introduire de paramètres artificiels comme c’est le cas avec
les méthodes sous contraintes précédentes,

(ii) la partie sous contrainte permet d’être confiant dans l’idée que la partie systémique
qui est introduite n’a pas besoin d’être complète pour être prédictive.

La modélisation RBA s’approche du fonctionnement réel des micro-organismes en po-
sant le problème sous la forme qui est mise en œuvre lors de la sélection naturelle. On
résout une succession de problèmes de faisabilité (qui sont tous convexes) à µ fixé, et on
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cherche le µ maximal qui donne lieu à une configuration intracellulaire faisable. On peut
jutifier, de nouveau, qu’entre deux populations de croissance légèrement différente, celle
qui a le taux spécifique de croissance instantané le plus élevé est prépondérante devant
l’autre en temps fini, les croissances étant exponentielles. Le problème RBA cherche fi-
nalement la configuration qui est probablement la plus répandue parmi les populations
de micro-organismes.

Pour les contraintes de faisabilité, les RBA en formulent quatre :
1) On suppose que tous les composés intracellulaires sont produits en quantités suffi-

santes par rapport à la demande de la cellule pour soutenir sa croissance. Ainsi, la
stœchiométrie générale est prise en compte, comme elle l’est dans la formulation
FBA.

2) On suppose que les constituants de l’appareil de traduction (ribosomes, facteur de
traduction, ...) sont présents en quantité suffisante dans la cellule pour produire
toutes les protéines, y compris celles de l’appareil de traduction. L’efficacité de
traduction est supposée limitée, éventuellement donnée par une fonction du taux
spécifique de croissance.

3) Les valeurs des flux de tous les processus intracellulaires sont limitées par la concen-
tration de la machinerie moléculaire catalysant la réaction, multipliée par l’effica-
cité de cette réaction. Cette contrainte se rapproche de la contrainte précédente.

4) La densité totale de protéine est limitée, ce qui signifie que l’accumulation de masse
conduit nécessairement à la croissance.

On peut formuler ces contraintes sous la forme suivante :






µξj =
∑

i Ωj,iνi (a)
µ
∑

i ℓEiEi ≤ kRER (b)
νi ≤ kiEi (c)
∑

i

ℓDEiEi ≤ D0 (d)

(1.2.12)

avec :
— ξj la concentration totale en entité Ξj,
— Ωj,i le nombre algébrique de Ξj produits par la réaction associée au flux νi,
— ℓEi le nombre d’acides aminés compris dans la machinerie moléculaire Ei,
— Ei la concentration en entité Ei,
— kR l’efficacité de production des protéines,
— νi le flux de la réaction catalysé par la machinerie Ei,
— ki l’efficacité du processus Σi,
— ℓDEi le nombre d’acides aminés équivalent de la machinerie Ei,
— D0 la densité de l’organisme considéré.

Les grandeurs ℓ et ℓD sont les mêmes pour les protéines mais peuvent différer pour
les complexes comme, par exemple, les ribosomes qui sont composés en partie d’ARN
ribosomaux. Ces ARN comptent dans ℓD mais pas dans ℓ, car ils participent à l’encom-
brement du cytosol mais ne doivent pas être assemblés par les ribosomes.

Les concentrations ξj sont soit fixées (éventuellement à zéro), soit déterminées en
fonction des entités Ei si Ξj est un élément constitutif de Ei.
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La contrainte (1.2.12.a) revient à limiter la demande en métabolite Ξi pour assurer la
croissance, par ce qui est produit. Les termes à gauche du signe ’=’ représentent la crois-
sance et ceux de droite les productions. Le terme de gauche de (1.2.12.b) est le nombre
d’acides aminés à assembler par unité de temps pour assurer une croissance µ. Il est
limité par la capacité des ribosomes à assembler les acides aminés (terme de droite). Les
contraintes (1.2.12.c) sont du même ordre que la contrainte (1.2.12.b) mais pour chaque
réaction catalysée par une entité Ei : le flux de la réaction est majoré par le produit
entre l’efficacité de la réaction et la concentration de cette entité. Enfin, la contrainte
(1.2.12.d) impose que la quantité en entité catalysant des réactions soit inférieure à la
densité maximale observée.

Une configuration cellulaire est alors un ensemble de flux, ν, un ensemble de concentra-
tions en machinerie E , E, et un taux spécifique de croissance, µ : (ν, E, µ). La faisabilité
d’une configuration cellulaire est satisfaite si les inégalités (1.2.12) sont satisfaites. On
cherche par dichotomie la valeur maximale, µmax, du taux spécifique de croissance pour
laquelle il existe une configuration (ν, E, µmax) faisable.

Ce qui est remarquable dans cette formulation est qu’elle se situe à la confluence
entre les modèles systémiques et les modèles sous contraintes. Elle cherche à la fois la
répartition des flux de réactions et la répartition des entités qui catalysent ces flux. C’est
un point avantageux par rapport aux modèles de type FBA qui ne permettent pas de
validation expérimentale quantitative. Là, on peut prédire une répartition en protéines
dans une certaine configuration extracellulaire, puis valider cette prédiction expérimen-
talement, en mesurant les quantités de chaque espèce et en comparant avec la prédiction.
C’est ce qui a été fait avec succès dans [35].

Un autre point fort de cette formulation est sa complexité algorithmique théorique.
Si l’on pose directement le problème maxµ sous contraintes (1.2.12), on voit que les
termes de demande en machineries moléculaires dans (1.2.12.b) sont quadratiques en les
variables d’optimisation (µ × Ei). Comme présenté dans [34], le fait de poser le pro-
blème en deux temps rend le problème semi-convexe : chaque problème de faisabilité
est convexe, et la recherche du µ maximal par dichotomie conserve la caractéristique de
semi-convexité.

Par ailleurs, la formulation des contraintes reste générale et systémique dans le sens
où ce que l’on dit a un sens à n’importe quelle échelle. Il est possible d’établir une
formulation RBA pour des procédés dans une cellule aussi bien que pour des organes
dans un organisme multicellulaire. Ce qui compte est la structure du problème, comme
présenté dans [33].

Travaux approchants. Certains auteurs ont essayé d’approcher une formulation aussi
autonome que celle des RBA. On a déjà évoqué la méthode deFBA introduite dans [83],
mais les contraintes RBA y sont mélangées aux contraintes FBA avec des bornes αi et
βi sur les flux. Ceci ne permet pas de classer cette méthode du côté des méthodes auto-
nomes car il n’est pas possible de construire un modèle de cellule uniquement à partir de
considérations physico-biologiques : on a nécessairement besoin de bornes pour les flux
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pour construire ce modèle.

De la même manière, les modèles CAFBA (Constrained Allocation Flux Balance Ana-
lysis) publié dans [61] et ME-Model (Metabolism & gene Expression models) publié dans
[64] remplacent tous les deux les contraintes sur les flux de la formulation FBA classique
par des contraintes sur les efficacités de processus et les concentrations des machineries
qui les catalysent. Ils introduisent aussi tous les deux une contrainte sur l’occupation li-
mitée des cellules par ces machineries. En revanche, ces contraintes sur l’occupation des
cellules sont dans les deux cas déduites d’observations empiriques (par exemple sur la
proportionnalité observée entre ARN et protéines (ME-Models), ou entre concentration
de ribosomes et taux spécifique de croissance (CAFBA)). Ceci ne permet donc pas non
plus de les classer dans la catégorie des modèles autonomes car il y a besoin d’observa-
tions propres à la cellule pour établir son modèle.

Aussi, ces articles ne permettent pas toujours de trancher entre ce qui est déduit des
observations et ce qui est déduit de la structure de la modélisation.

La méthode cFBA (conditional FBA) proposée dans [70] prédit la configuration d’un
organisme phototrophe sur une période d’une journée. Les auteurs ont repris les idées
directrices des RBA en libérant les contraintes sur les métabolites intermédiaires (précé-
demment présentées dans la première contrainte (1.2.12.a)) et en forçant la répartition
intracellulaire entre composés à être la même à t = 24h et à t = 0h. La maximisation
est faite sur l’accumulation de masse sur un jour. Ce travail semble adapté à l’étude
d’organisme n’atteignant jamais leur équilibre, comme c’est le cas pour les plantes ou
des micro-algues qui ne cessent d’osciller entre fonctionnement diurne et fonctionnement
nocturne.

Conclusion à propos des modèles autonomes. En conclusion, les modèles au-
tonomes sont, à notre connaissance, très peu nombreux et peu développés. Ils offrent
néanmoins un avantage significatifs pour l’étude des micro-organismes peu connus et
pour lesquels il n’est pas possible de définir des paramètres issus d’observations.

1.2.2 Utilisation des modèles intracellulaires pour l’optimisation
de souche et de bioprocédés

On a vu dans la section précédente différentes manières de modéliser une cellule.
La finalité de ces travaux est variée. Pour optimiser des bioprocédés, nous proposons
d’explorer l’utilisation de ces modèles pour la production d’un composé d’intérêt. Ceci
revient à modifier le comportement des micro-organismes, en jouant sur leurs gènes (de
manière statique ou dynamique) ou en incluant leur description dans une modélisation
de l’évolution du bioprocédé. Nous allons voir que la plupart du temps, la modélisation
FBA est celle qui est retenue pour représenter le comportement des micro-organismes.

1.2.2.1 Les modèles sous contraintes pour l’optimisation statique de souche

Dans [24], l’auteur propose plusieurs solutions pour augmenter le flux de production
d’un composé particulier. Il envisage :
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— L’activation sélective de l’expression de certains gènes qui vont dans le sens du
caractère désiré. Même si cette méthode semble la plus naturelle, l’auteur nous
met en garde en précisant que la sélection peut être difficile vu l’intrication des
fonctions des gènes.

— L’augmentation globale de l’expression d’une partie du réseau métabolique. Ceci
aurait tendance également à favoriser l’accumulation de biomasse en parallèle de
la production du composé d’intérêt. Le rendement ne serait pas significativement
meilleur.

— La réduction des phénomènes de rétroaction sur l’efficacité des réactions. Mais il
est difficile d’agir sur un grand nombre de réaction, à cause de l’intrication des
régulations métaboliques et génétiques (voir [32]).

La première approche est la plus naturelle à aborder avec la formulation FBA, qui
n’intègre pas les mécanismes de régulation. Il s’agit alors de chercher une modification
de souche en modifiant les bornes des flux αi et βi.

Les travaux de l’équipe de Costas Maranas dans les années 2000 ont popularisé cette
approche. Ils proposent une formulation à deux niveaux :

— au niveau supérieur, on cherche à maximiser le flux de production d’un composé,
— au niveau inférieur, on subit le fait que la cellule maximise son taux spécifique de

croissance instantané compte tenu de la stœchiométrie et les bornes sur les flux.
Nous présentons ici trois méthodes développées par cette équipe.

La méthode OptKnock, développée en 2003 et résumée dans l’article [18], est chronolo-
giquement la première de la série. En reprenant les mêmes notations que précédemment,
le problème peut s’écrire sous la forme suivante :

max
y
νprod

sous contraintes,







max
ν

µ avec :

{
Ω · ν = 0
αi(1− yi) ≤ νi ≤ βi(1− yi)∑

j

yj = κ

yj ∈ {0,1}

(1.2.13)

On s’autorise ici un nombre fixe, κ, d’extinctions de gènes qui correspondent à égaler les
flux à 0.

Cette formulation à deux niveaux est finalement un problème MILP (Mixed Integer
Linear Programming) étant donné que les contraintes sont toutes linéaires et que l’on
cherche des modifications y binaires et des flux éléments de R. Ce problème peut se
convertir en un problème d’optimisation à un seul niveau en augmentant les paramètres
d’optimisation (y,ν), puis en reformulant le problème d’optimisation sur le taux spéci-
fique de croissance par les conditions de dualité.

Si l’on exclut d’éteindre les gènes connus pour être nécessaires à la vie de la cellule,
on diminue drastiquement l’espace de recherche, et le problème semble se résoudre plus
aisément.

Les autres méthodes ne sont que des extensions de ce cas d’étude.
OptStrain [68], par exemple, envisage des délétions de gènes et des ajouts de voies

qui seraient favorables. Cette méthode se place dans le même cadre que OptKnock et
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propose de fixer les bornes de certains flux natifs à zéro et de fixer à des valeurs à déter-
miner des flux qui ne sont pas natifs, i.e. les flux de voies de synthèse.

OptForce [69] propose d’inactiver l’expression de gènes ou de les réguler positivement
ou négativement. En raisonnant sur les systèmes de régulation, on voit apparaitre des
stratégies équivalentes, comme par exemple augmenter l’expression d’un gène ou dimi-
nuer l’effet de son inhibiteur. Ces classes d’équivalence sont fournies par la méthode.

Des travaux s’inspirent de ces méthodes, comme notamment [55] qui cherche la confi-
guration génétique optimale par algorithme génétique, ou où la prise en compte de la
viabilité complète les contraintes classiques [84].

[39] donne une synthèse des méthodes développées entre 2003 et 2010. En conclusion
de cet article, on trouve une discussion sur le fait que l’optimisation dynamique est
incomparablement plus efficace que les méthodes d’optimisation statique car elle permet
d’envisager une succession de fonctionnement pour la cellule : passer d’une phase de
croissance à une phase de production, par exemple.

1.2.2.2 Optimisation dynamique

L’optimisation de souche statique, i.e. le fait d’agir sur les expressions des gènes, est un
moyen trop rigide d’agir sur les cellules. En effet, on a vu, pour le cas de la production
macroscopique de composés d’intérêt en bioprocédé, que la succession d’une phase de
croissance puis de production était préférable à une unique phase de croissance et de
production simultanée+6.

Il est donc préférable d’agir sur les cellules dynamiquement pour avoir une succession
de comportements différents.

C’est le problème auquel se confrontent les auteurs de l’article [27], qui sont en partie
ceux qui ont introduit la méthode dFBA dans [56]. Le problème est posé de la manière
suivante :

max
νm1 (t1),··· ,νm1 (tf ),··· ,νmnm

(t1),··· ,νmnm
(tf )

P (tf )

sous contraintes,







max
ν(tk)

µ(tk)

avec :







Ω · ν(tk) = 0
αi ≤ νi(tk) ≤ βi
νmi (tk) donné

Dynamique sur les substrats, le produit et la biomasse
αm
i ≤ νmi (tk) ≤ βm

i

(1.2.14)
où les éléments de νm sont les flux dont on autorise la manipulation. Les valeurs de ces
flux sont des paramètres pour les problèmes FBA de niveau inférieur, résolus à chaque
instant d’échantillonnage.

On reconnait une formulation dFBA séquentielle.



1.2. Approche de type « conception de souche » 51

La solution à ce problème réintroduit la stratégie en deux temps (croissance puis
production). Les auteurs ont remarqué que la transition entre les deux phases était
instantanée si l’on n’ajoute pas de contrainte explicite sur la différence νmi (tk)−νmi (tk−1)
comme on peut le voir dans certaines formulations dFBA.

Aussi, ils ont cherché l’instant de commutation ts entre les deux stratégies, en pré-
supposant que les configurations de croissance et de production étaient connues. Ceci
revient à chercher ts et tf solutions de :

max
ts,tf

P (tf )

sous contraintes,







max
ν(tk)

µ(tk)

avec :







Ω · ν(tk) = 0
αi ≤ νi(tk) ≤ βi
νmi (tk) = νm,−

i pour tk ≤ ts
νmi (tk) = νm,+

i pour tk > ts
Dynamique sur les substrats, le produit et la biomasse

(1.2.15)
avec les couples (νm,−

i ,νm,+
i ) connus pour tous les flux sur lesquels on suppose pouvoir

agir. La configuration ν− correspond à une configuration de croissance et celle ν+ à un
état de production. On force un flux nécessaire à la croissance à valoir 0 dans la phase
de croissance et on impose un flux de production à atteindre une certaine valeur dans la
configuration ν+.

Le temps de calcul pour résoudre le problème passe de l’ordre de l’heure à quelques
secondes. On ne cherche donc plus des trajectoires sur les flux mais des configurations
de croissance et de production.

Les configurations avant et après ts sont calculées par les méthodes d’optimisation
statiques de gènes vues précédemment. C’est ce qui est sous-entendu dans les articles.

La suite de ce travail se trouve dans [28] où cette fois, il est question d’optimiser la
consommation de substrat, avec l’idée que l’on commute entre deux fonctionnement à
un instant ts mais que l’on peut changer les micro-organismes de milieu de culture à tout
instant pour limiter les effets inhibants de composés présents dans le milieu.

Le travail présenté dans [41] explore l’utilisation d’un critère alternatif : la producti-
vité, i.e. le rapport entre la quantité produite de composé d’intérêt et le temps nécessaire
pour le produire. Ce critère est repris dans [42], où l’on connait à l’avance les flux que
l’on va substituer à l’instant ts, comme dans (1.2.15). Les contraintes qui ressortent du
problème interne sont une sorte de FBA augmentée de contraintes sur les protéines (cf.
[83]).

Les auteurs de [42] explorent différentes stratégies de modification de souche :
— la délétion de gènes statiques,
— la répression de l’expression de gène,
— la répression de flux métabolique,
— une combinaison de délétion statique avec une stratégie binaire sur la présence

d’oxygène dans le milieu.
En conclusion, la répression statique apparait plus efficace pour la production du com-
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posé d’intérêt (alors que l’on ne peut pas avoir deux phases), et les résultats numériques
ne paraissent pas en accord avec le fonctionnement observé de micro-organisme (pas de
phase exponentielle pour la phase supposée de croissance). Il n’y a pas dans cet article
de discussion sur la faisabilité de l’implémentation.

Donner la possibilité à des flux de commuter instantanément d’une valeur à une autre
(voire forcer les flux à évoluer de cette manière), revient à une sorte de transmutation
des protéines. Ceci équivaut à négliger l’inertie que subit une cellule (inertie due aux
protéines qu’elle produit dans son cytosol) ou à oublier le fait qu’une cellule ne peut se
défaire d’une protéine qu’en la diluant, c’est-à-dire en croissant.

Avec la formulation dFBA (1.2.15), on force la répartition des flux à commuter d’une
configuration à une autre. Comme un flux ne peut se faire sans sa protéine, il faut donc
que les protéines qui catalysent les flux qui basculent se métamorphosent instantanément
pour catalyser une réaction, puis une autre.

C’est biologiquement impossible.

Une autre approche pour traiter du problème de l’optimisation dynamique des cellules
est présentée dans [22].

Le modèle simplifié de la cellule qui y est décrit est repris de [30] et [87]. Cette mo-
délisation contient de nombreuses simplifications qui l’écartent de la réalité biologique.
La cellule y est décrite par deux processus : le métabolisme et l’appareil de traduction.
Le métabolisme produit un composé qui peut par la suite être transformé en protéines
du métabolisme ou en protéines de l’appareil de traduction en fonction d’un paramètre.
Les travaux présenté dans [30] et [87] cherchent une relation entre la composition en
protéines métaboliques et protéines de l’appareil de traduction qui soit fonction de la
concentration en substrat disponible pour croître. Ils supposent que le flux de consomma-
tion du composé intermédiaire est divisé entre α et (1−α) pour la partie métabolique et
la partie traduction. Cet α est ensuite traduit en fonction de paramètres intracellulaires.
Ainsi, le modèle semble autonome.

Dans [22], l’auteur ajoute une protéine de synthèse et cherche comment détourner
des ressources pour la produire. Étant donné que le modèle est simplifié, les auteurs ne
disposent pas de leviers réalistes pour ajouter un gène et pour que la cellule le trans-
crive puis le traduise naturellement. Ils sont obligés de recourir à des mécanismes pour
reconcevoir la souche entière de zéro, ou pour ajouter un nouvel appareil de traduction
qui fonctionne de manière orthogonale à l’appareil natif, en plus du gène codant pour la
fonction désirée.

Cette approche semble difficilement implémentable.

1.2.2.3 Couplage avec un modèle de bioréacteur

Pour conclure nous présentons maintenant une partie des couplages qui ont été entre-
pris entre modèles FBA et descriptions macroscopiques.

Une façon naturelle de coupler ces modèles est de partir d’un modèle macroscopique
où l’on suppose connus les états, c’est-à-dire les concentrations en substrats, en produits
et en biomasse. On donne en entrée ces concentrations à un modèle FBA, qui suppose
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que les cellules sont en régime quasi stationnaire et peuvent inférer un taux spécifique
de croissance et d’éventuels flux de production de produits. Cette logique est présentée
figure 1.8. C’est exactement ce qui est proposé dans [75] pour comprendre la production
de NADPH lors de la consommation de furfural.

Figure 1.8 – Schéma de fonctionnement du couplage entre un problème FBA et une
description. Les signaux sont discrétisés. A chaque pas de temps, le bloc de droite résout
un problème FBA discret.

L’auteur de [8] fait de même avec un modèle à deux sources dans le but de caractériser
proprement le mécanisme d’overflow.

[17] puis [76] proposent tous les deux de combiner la prédiction de l’état du méta-
bolisme faite par une méthode FBA (ou plutôt dFBA) avec une commande prédictive
en ligne. Dans [17], les performance de commande sont comparées avec une commande
prédictive sur modèle macroscopique et avec une commande en boucle ouverte. Dès lors
que les paramètres intracellulaires d’absorption de substrat ou d’oxygène s’écartent de
20% de leur valeur nominale, les modèles macroscopiques sont moins performants que la
commande prédictive couplée au modèle FBA.

C’est une perspective encourageante pour le couplage entre modèles intracellulaires
et modèles macroscopiques.

1.3 Conclusion du chapitre

Nous avons vu l’approche macroscopique classique de modélisation de bioprocédés par
les méthodes de génie des procédés, qui développent un bilan de matière plus ou moins
détailler pour rendre compte des échanges qui ont lieu dans le bioréacteur. Ces méthodes
donnent ensuite une formulation mathématique à la vitesse de chaque réaction introduite.
La formulation mathématique est plus ou moins riche en fonction des phénomènes qu’ils
prennent en compte.

Nous avons vu comment sont utilisés ces modèles pour définir des stratégies de com-
mande de réacteurs fed-batch pour la production de composés d’intérêt. Les problèmes
d’optimisation sont bien adaptés à la définition de stratégie de commande, mais qu’il
était nécessaire de boucler la réponse du bioprocédé réel, étant donné l’écart entre le
modèle et la réalité. Par exemple, la commande prédictive ou la commande linéarisante
permettent ce bouclage et le suivi de la trajectoire optimale.

Ces descriptions macroscopiques de bioprocédés sont d’une bonne fiabilité, mais ne
permettent pas d’agir sur le bioprocédés par le contrôle des cellules elles-mêmes. Pour
cela, il est nécessaire de définir plus clairement le rôle et le fonctionnement des cellules
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dans le bioprocédé. Les méthodes présentées dans la deuxième partie de ce chapitre,
répondent à ce problème.

En effet, nous avons présenté par la suite des modèles systémiques de micro-organismes
qui se focalisent sur le comportement des composants de la cellule dans des conditions de
fonctionnement général. D’autres modélisations s’appuient sur un critère d’optimalité du
comportement cellulaire, ce sont les méthodes dérivées de la formulation FBA. Le critère
relaxe la définition que l’on a des éléments de la cellule. En revanche, la formulation des
contraintes est un réel problème car il est aisé d’introduire des contraintes artificielles
dans le seul but de se rapprocher des observations biologiques.

Enfin, nous avons présentés les modèles autonomes qui allient une part de représen-
tation systémique et une part de représentation sous contrainte pour s’abstenir de faire
appel à des artifices de modélisation tout en gardant une certaine souplesse de modéli-
sation.

Pour finir, nous avons vu comment il était possible de faire appel à ces modélisa-
tions pour envisager l’optimisation de la bioproduction d’un composé d’intérêt. Nous
avons passé en revue des travaux qui s’intéressent à l’intervention au niveau des gènes
en supprimant ou en ajoutant des fonctions à la cellule, que ce soit de manière sta-
tique ou dynamique. Puis nous avons présenté des travaux qui mettent en relation des
modélisations de cellules sous contraintes avec une représentation macroscopique (et au-
tomaticienne) de bioprocédé.

La mise en parallèle des travaux de modélisation macroscopique de bioprocédé avec les
avancées en terme de modélisation intracellulaires nous mène à croire qu’il est pertinent
de coupler la description macroscopique d’un bioprocédé avec une représentation du
comportement des micro-organismes qui y prennent part. L’objectif est de pouvoir agir
sur le bioprocédé pour optimiser la conduite du procédé et la conception de la souche.

En conséquence, nous développons dans le chapitre suivant une modélisation qui com-
bine les deux échelles. Le cahier des charges à satisfaire est :

— La modélisation doit saisir les aspects dynamiques concernant l’évolution du mi-
lieu, du comportement des micro-organismes.

— La partie de la modélisation concernant les micro-organismes doit être autonome
et viser à limiter les artifices de modélisation. Elle doit également faire part des
contraintes biologiques qui agissent sur le comportement des micro-organismes.

— L’origine des phénomènes doit respecter la réalité. Le taux spécifique de croissance,
les rendements et les échanges de matière entre les micro-organismes et leur envi-
ronnement doivent être exclusivement le résultat de phénomènes intracellulaires.

— La modélisation doit prendre en compte le fait que les commandes du bioprocédés
sont à la fois des commandes de son environnement (typiquement, le débit d’ali-
mentation en milieu de culture) et des commandes du comportement cellulaire
(typiquement, l’expression des gènes).

— L’objectif de la modélisation n’est pas de prendre en compte la globalité du
comportement cellulaire mais d’en faire ressortir l’essence du fonctionnement. En
d’autres termes, la modélisation doit être simple. On doit comprendre dans quelles
conditions le couplage est envisageable.
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Aucune des modélisations passées en revue ici ne permet de satisfaire la totalité de
ces spécifications.

Le prochain chapitre présente les fondements d’une proposition de couplage qui repose
sur la méthode RBA.





Chapitre 2

Modélisation et optimisation du

comportement de micro-organismes

Dans le chapitre précédent, nous avons vu différentes approches classiques pour opti-
miser les bioprocédés : d’un côté les modèles macroscopiques adaptés à la commande et à
la régulation du milieu de culture, de l’autre les modèles intracellulaires sous contraintes
qui donnent une description fiable de la croissance et du comportement des micro-
organismes à l’échelle intracellulaire. Les modèles macroscopiques sont d’un grand in-
térêt par leur simplicité mais le rôle des cellules est limité à leur concentration dans
le milieu. Les modèles intracellulaires sont beaucoup plus précis sur la description des
cellules en intégrant les mécanismes essentiels de la Vie, mais leur complexité ne permet
pas de les utiliser pour la conduite du procédé en temps réel. Pour proposer une nouvelle
méthode d’optimisation de la bioproduction de composé d’intérêt à travers la conduite
du procédé et l’optimisation de souche, nous avons montré le besoin d’un modèle à la
confluence entre la description macroscopique du procédé et la description des méca-
nismes intracellulaires qui prendrait le meilleur des deux approches. L’objectif principal
de cette modélisation est alors de centrer la description du procédé macroscopique sur
les mécanismes intervenant à l’intérieur des cellules.

Cet objectif fait l’objet de ce chapitre, au sein duquel nous proposons une représen-
tation simplifiée et agrégée de la cellule. Dans un premier temps, en section 2.1, nous
présentons un modèle agrégé de la cellule qui capte l’essence du problème d’allocation
de ressource dans la cellule. Ce modèle sera utile pour comprendre les enjeux de notre
problème : l’optimisation de la bioproduction d’un composé d’intérêt en bioréacteur. Le
formalisme de ce modèle rend compte des principes généraux régissant le fonctionnement
des cellules et du couplage avec leur environnement. Une fois le modèle exposé, une étude
est proposée en section 2.2 pour montrer qu’il s’agit bien à la fois d’un prolongement
de modèles macroscopiques et dans le même temps de l’extension de modèles intracellu-
laires validés expérimentalement. Enfin, en section 2.3, nous proposons une solution au
problème d’optimisation de la production d’un composé d’intérêt en utilisant le modèle
développé auparavant. Ceci permet d’envisager la trajectoire optimale des processus in-
tracellulaires pris en compte dans l’aggrégation de la section 2.1. Nous donnons ainsi le
premier pas vers la résolution du problème global : l’optimisation de la production de
composé d’intérêt par le contrôle en temps réel des processus intracellulaires.

57
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2.1 Modèle agrégé

2.1.1 Objectifs de la modélisation et de l’agrégation

L’objectif est de réaliser le couplage entre un modèle macroscopique de bioréacteur
et un modèle intracellulaire de bactérie. Nous avons vu que les modèles macroscopiques
résument le fonctionnement très complexe des cellules à leur simple concentration dans
le milieu, alors même que des progrès phénoménaux sont réalisés en modélisation pour
comprendre et prédire le fonctionnement général des micro-organismes aux échelles in-
fracellulaires.

Pour coupler les deux approches, même si nous pourrions techniquement aborder un
modèle à l’échelle du génome et le coupler avec le milieu extérieur, nous ne souhaitons
pas nous intéresser en détail à la complexité de la cellule mais plutôt au principe de
fonctionnement de celle-ci. La cellule est en effet un système bien particulier, capable de
fabriquer tous ses composants (sa membrane, son ADN, ses protéines, etc., voir annexe A)
à partir des espèces chimiques à sa disposition dans son milieu (du glucose, du dioxygène,
des ions, etc.). C’est le principe même de la Vie et une condition nécessaire pour la
reproduction des organismes. C’est un élément que nous souhaitons faire ressortir de
notre modélisation.

En outre, les actions élémentaires que la cellule est en mesure de réaliser sont, pour la
quasi totalité, sujettes à l’action de protéines qui catalysent les processus intracellulaires.
Il est donc important que les protéines aient un rôle de première importance dans la
modélisation adoptée.

Au vu des considérations sur le manque d’autonomie des modèles intracellulaires de
la littérature présentés au chapitre précédent, il nous apparait nécessaire de développer
une nouvelle modélisation autonome et dynamique de la cellule.

Les contraintes biologiques auxquelles sont sujettes les cellules sont très complexes et
nous retiendrons l’ensemble de contraintes présentées dans le modèle RBA, qui se sont
avérées capter de manière autonome l’essence du problème d’allocation après validation
expérimentale [35].

2.1.2 Formalisation du problème

On considère une unique espèce bactérienne immergée dans un bioréacteur. Ce dernier
est supposé fonctionner en mode batch, c’est-à-dire sans ajout ou retrait de matière. Le
milieu, de volume constant noté V , est supposé parfaitement agité et homogène. On
considère qu’il n’y a qu’un substrat G disponible dans le milieu et qu’il est suffisant pour
assurer la croissance des bactéries.

Les bactéries sont supposées toutes identiques et on résume l’étude de la population
à un individu représentatif. On parlera indistinctement de la cellule, des cellules ou de
la population.
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Du point de vue de la biologie des systèmes, la cellule est décrite à travers trois
processus cellulaires principaux :

(i) le premier, noté ΣT , regroupe tous les processus cellulaires liés à l’import de ma-
tière et au catabolisme, c’est-à-dire les processus (principalement enzymatiques)
impliqués dans la production d’énergie et des briques élémentaires nécessaires à la
survie et à la croissance des bactéries ;

(ii) le second, noté ΣR, regroupe les processus nécessaires à la synthèse des protéines,
c’est-à-dire l’appareil de traduction, y compris les ribosomes et un grand nombre
de protéines accessoires, comme par exemple les facteurs d’élongation ;

(iii) le troisième, noté ΣB, comprend tous les processus cellulaires impliqués dans la
production de macrocomposants cellulaires qui ne sont pas des protéines comme
l’ADN, la membrane, la paroi cellulaire et les ARN.

Dans la suite, dans un but de lisibilité, nous supposons que les processus sont cataly-
sés par des machines moléculaires composées exclusivement de protéines. On notera Ei
la protéine qui catalyse la processus Σi.

Dans ce contexte, le substrat G est importé et transformé par ΣT , en un métabolite in-
terne S. Le métabolite S peut être utilisé indifféremment par ΣR et ΣB afin de construire
respectivement des protéines ou d’autres macrocomposants cellulaires B nécessaires à la
croissance cellulaire. Nous associons alors pour chaque unité de ET , ER et EB :

— un coût de ressource (notation introduite par la suite), correspondant au nombre
de S requis pour la construction de chaque unité,

— une efficacité, ki, du processus Σi.
Enfin, puisque le but du modèle est d’optimiser la production d’un produit d’intérêt

P , nous ajoutons un processus cellulaire supplémentaire, appelé ΣP et catalysé par la
protéine EP , pour produire P à partir de S et le sécréter dans le milieu. Nous associons
enfin à EP , son coût en ressources et son efficacité, kP .

On note νi le flux de matière qui passe à travers le procédé Σi.
En introduisant αi les coefficients de rendement des différents processus, les schémas

réactionnels s’écrivent comme suit :
— ΣT : 1·G νT−→ αT ·S : import de G depuis le milieu extracellulaire et production de S
— ΣP : 1 · S νP−→ αP · P : production et sécrétion de P à partir de S
— ΣB : 1 · S νB−→ αB · B : production des macrocomposants B à partir de S
— ΣR : 1 · S νR−→ αEi

· Ei : production des protéines catalysant le processus Σi, pour
i ∈ {T,P,B,R}. Ainsi, 1

αEi

est le coût en ressource de l’unité Ei introduit plus haut.
A noter que le processus ΣR est la conjonction des différents processus de production

de chaque protéine particulière. On divisera le flux νR qui passe à travers ΣR en quatre
flux, νEi

, qui produisent chacun une protéine, Ei :

νR = νET
+ νEB

+ νEP
+ νER

(2.1.1)

avec les schémas réactionnels unitaires, 1 · S νEi−−→ αEi
· Ei pour i ∈ {T,P,B,R}.

Le schéma figure 2.1 résume les transferts de matière entre les différentes entités.
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Figure 2.1 – Présentation des différents flux et processus intracellulaires du modèle
agrégé.

2.1.3 Dynamiques & contraintes

On cherche à caractériser l’évolution des concentrations des différents composés en
présence.

Concernant les composés G et P , on exprimera leur concentration en quantité de
matière par unité de volume du milieu de culture. L’unité de concentration est la mil-
limole par litre de réacteur (mmol.L−1). Les composés intracellulaires, S, B et les Ei,
seront eux caractérisés par leur quantité de matière ramenée par unité de masse sèche
de cellules. Ceci est justifié par le fait que les mesures sur les espèces intracellulaires sont
habituellement faites de cette manière. L’unité de concentration des espèces intracellu-
laire est alors : mol.g−1

CDW (mole par gramme de matière sèche, gram of Cell Dry Weight,
en anglais). Dans le but de ne pas introduire de coefficient de conversion, la biomasse,
notée X (comme classiquement dans la littérature relative à la conduite du procédé),
sera caractérisée par sa concentration en masse sèche par unité de volume du milieu de
culture, c’est à dire en gramme de masse sèche par litre de réacteur.
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Dans la suite, nous noterons G (respectivement P , S, B, EB, EP , ER et ET ) la
concentration de l’espèce G (respectivement P , S, B, EB, EP , ER et ET ).

2.1.3.1 Dynamiques de S et de G

En considérant le bilan de matière des différents processus pris en considération dans
la description, l’équation différentielle régissant l’évolution de la concentration S de S
est donnée par :

Ṡ(t) = αTνT (t)− νB(t)− νP (t)− νET
(t)− νEB

(t)− νEP
(t)− νER

(t)− µ(t)S(t)
(2.1.2)

Le terme −µ(t)S(t) prend en compte l’augmentation du volume de biomasse avec le
temps, avec µ(t) le taux spécifique de croissance, défini plus spécifiquement en section
2.1.4. C’est ce que l’on appelle le terme de dilution.
νT (t) est le flux positif de matière qui passe à travers le processus ΣT , c’est-à-dire la

quantité de G importée et transformée en S à l’instant t, par unité de biomasse et de
temps. On le retrouve également dans la dynamique de la concentration en G dans le
milieu extracellulaire :

Ġ(t) = −νT (t)X(t) (2.1.3)

Ce flux d’import est contraint par la capacité maximale du processus ΣT , qui vaut la
concentration de la protéine ET multipliée par son efficacité, kT , du processus ΣT . Ceci
mène à une première contrainte :

νT (t) ≤ kTET (t) =
vm,TG(t)

G(t) +KT +KSS(t)
ET (t) (2.1.4)

avec ET la concentration en protéines catalysant le processus ΣT . L’efficacité kT du
processus ΣT suit une cinétique du premier ordre par rapport à la concentration en G,
c’est-à-dire qu’elle est hyperbolique par rapport à la concentration G (asymptote linéaire
en G = 0 et asymptote horizontale en G → +∞). Les paramètres vm,T , KT et KS sont
tous positifs. vm,T est l’efficacité maximale du processus ΣT . KS introduit une inhibition
par le produit du processus, i.e. S. Ainsi, l’efficacité diminue lorsque la concentration en
S augmente.

2.1.3.2 Synthèse des macrocomposants B par ΣB

L’équation différentielle associée à la production de macrocomposants B est donnée
par :

Ḃ(t) = αBνB(t)− µ(t)B(t) (2.1.5)

avec νB le flux positif de matière qui passe à travers le processus ΣB, et −µ(t)B(t) le
terme de dilution.

La concentration des différents composés inclus dans B, c’est-à-dire l’ADN, les ARN,
les composés de la membrane et de la paroi, est périodique en fonction du cycle cellulaire.
Ainsi, si l’on raisonne sur un individu et sur un cycle cellulaire, il faudrait imposer une
contrainte de périodicité à la concentration B. Cependant, comme nous nous plaçons
à l’échelle de la population et sur une période de temps bien plus grande qu’un cycle
cellulaire, nous pouvons considérer que la concentration de B peut être assimilée à sa
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valeur moyenne sur le cycle cellulaire et supposée constante. Cette valeur moyenne est
supposée la même dans toutes les conditions de croissance, comme indiquée dans [65].

Ceci donne directement à partir de (2.1.5) la contrainte d’égalité entre production et
dilution de B :

νB(t) =
B0

αB

µ(t) (2.1.6)

où B0 est la concentration nominale en B.
De plus, la capacité du processus ΣB est limitée, ce qui mène à une deuxième contrainte

d’inégalité :

νB(t) ≤ kBEB(t) =
vm,BS(t)

S(t) +KB

EB(t) (2.1.7)

avec EB la concentration en protéines catalysant le processus ΣB et l’efficacité du proces-
sus ΣB, kB, qui suit une relation de Michaelis-Menten (justifiée par la suite) de coefficients
vm,B et KB par rapport au substrat de la réaction, S.

Dans le même esprit que (2.1.4), on pourrait introduire une inhibition par le produit
du processus, en l’occurrence B. Étant donné que la concentration en B est supposée
constante, ceci modifie la constante KB mais pas le modèle utilisé.

2.1.3.3 Synthèse de P par ΣP

D’une manière équivalente, l’équation différentielle associée à la production de P est
donnée par :

Ṗ (t) = αPνP (t)X(t) (2.1.8)

où le flux de production de P par unité de milieu de culture est le produit entre la
production de P par unité de volume cellulaire (αPνP ) et la concentration de cellule par
unité de milieu de culture (X).

Comme pour les autres processus, le flux νP est limité par l’efficacité du processus ΣP

comme suit :

νP (t) ≤ kPEP (t) =
vm,PS(t)

S(t) +KP

EP (t) (2.1.9)

avec EP la concentration en protéines catalysant ΣP et kP l’efficacité de ΣP , qui suit une
relation de Michaelis-Menten (justifiée par la suite) par rapport au substrat S.

2.1.3.4 Synthèse des protéines par ΣR

Enfin, toutes les protéines Ei, i ∈ {T,B,P,R} impliquées dans les processus cellulaires
sont produites par ΣR, ce qui conduit aux équations différentielles suivantes :

Ėi(t) = αEi
νEi

(t)− µ(t)Ei(t), i ∈ {T,B,P,R} (2.1.10)

où 1
αEi

est le coût nécessaire pour construire la protéine Ei à partir de S.
Une des conséquences de cette formulation est que l’on considère que la dilution

est prépondérante et même la seule manière de faire diminuer la concentration d’une
protéine. Les protéines étant des structures très stables dont la constante de temps de
dégradation est de l’ordre de plusieurs dizaines d’heures [2], on négligera donc dans cette
modélisation la dégradation active des protéines par les protéases.
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La contrainte de capacité du processus ΣR s’exprime cette fois sur la somme des flux
qui passent à travers, c’est-à-dire la somme des flux νEi

:

∑

P,B,R,T

νEi
(t) ≤ kRER(t) =

vm,RS(t)

S(t) +KR

ER(t) (2.1.11)

avec ER la concentration de la protéine qui catalyse le procédé ΣR et l’efficacité kR de
ΣR qui suit une relation de Michaelis-Menten par rapport à la concentration de S.

2.1.3.5 Justification biologique des efficacités

Le fait que l’efficacité de ΣR soit croissante avec la concentration de S et bornée permet
de rendre compte du fait que les ribosomes sont plus efficaces en milieux riches qu’en
milieux pauvres, comme indiqué dans [57] et [13] ; et par ailleurs que les concentrations
des métabolites sont globalement plus élevées en milieu riche qu’en milieu pauvre [7].

L’argument est légèrement différent pour les efficacités kB et kP qui sont aussi crois-
santes en S et bornées. Ceci fait écho au fait que les processus ΣB et ΣP sont des processus
catalytiques et que leurs efficacités suivent des cinétiques enzymatiques usuelles (en l’oc-
currence de type Michaelis-Menten par rapport au substrat de la réaction enzymatique).
La formulation de Michaelis-Menten provient quant à elle de la formulation des réactions
enzymatiques comme étant une succession de deux réactions dont une est irréversible.
En notant E la protéine qui catalyse une réaction de transformation d’un composé S
en un composé P , on peut introduire un composé CES qui est le complexe que forme la
protéine avec S. On peut alors détailler la réaction S → P comme suit :

E + S v1−−⇀↽−−
v−1

CES v2−→ E + P

où la première réaction est réversible (le complexe peut se désagréger) mais où la seconde
ne l’est pas (la protéine E ne peut transformer P en CES). Dès lors, en prenant pour les
vitesses de réaction v1 = k1[E ][S], v−1 = k−1[CES ], v2 = k2[E ][P ], où la notation entre
crochets signifie la concentration, et en supposant que l’espèce CES est à l’équilibre, on
peut montrer que la vitesse de la réaction S → P lorsque la concentration en P est nulle,

est donnée par v =
k2[S]

[S] + k2+k−1

k1

[E ]. C’est la formulation de Michaelis-Menten. Dès lors

que la concentration en P n’est pas nulle, la vitesse diminue.
Pour le processus ΣT on prend une efficacité proche de celle de Michaelis-Menten en

son substrat G avec un terme d’inhibition sur le produit du processus S (voir équation
(2.1.4)). Ce raffinement permet notamment de prendre explicitement en compte le fait
que l’augmentation de la concentration S rende plus difficile l’import de matière dans
l’enceinte de la cellule.

2.1.4 Focus sur l’expression du taux spécifique de croissance

Il a été montré que la densité intracellulaire de bactéries comme E. coli ou B. subtilis
est constante pour n’importe quelle condition de croissance et tout au long du cycle
cellulaire, voir [50] et [49]. Ainsi, en suivant l’approche de [57], qui permet d’exprimer
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la densité intracellulaire D0 comme étant le résultat des contributions des différents
composés peptiques (les protéines), il vient par définition de la densité :

∑

P,B,R,T

1

αEi

Ei(t) = D0 (2.1.12)

Les coûts 1
αEi

étant sans unité,D0 s’exprime de la même manière que les concentrations

Ei, i.e. en mol.g−1
CDW .

Pour maintenir sa densité constante, la cellule doit donc augmenter son volume si
de nouvelles protéines sont produites. Ceci revient à contraindre le taux spécifique de
croissance des bactéries selon :

µ(t) =
1

D0

∑

P,B,R,T

νEi
(t) (2.1.13)

En effet, en dérivant (2.1.12) par rapport au temps,

∑

P,B,R,T

1

αEi

Ėi(t) = 0

Puis, en substituant Ėi par leur expressions (2.1.10),

∑

P,B,R,T

1

αEi

(αEi
νEi

(t)− µ(t)Ei(t)) = 0

ou encore,
∑

P,B,R,T

νEi
(t) = µ(t)

∑

P,B,R,T

1

αEi

Ei(t)

︸ ︷︷ ︸

=D0, d’après (2.1.12)

On trouve bien la relation (2.1.13).

La relation (2.1.13) garantit le caractère autonome du modèle : le taux spécifique de
croissance est défini par des paramètres associés aux processus intracellulaires.

2.1.4.1 Évolution de la biomasse

D’après la définition du taux spécifique de croissance (2.1.13) et dû au fait qu’il n’y
a qu’une seule espèce bactérienne en présence dont la densité est supposée constante au
cours du temps, on peut affirmer que la quantité de cellules dans le réacteur, ainsi que
la concentration de cellules, X, par unité de réacteur, suit la relation suivante :

Ẋ(t) = µ(t)X(t) (2.1.14)
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2.1.4.2 Lien avec les travaux de Hwa [71]

On voit que l’on obtient une formule proche de celle des travaux de Hwa, présentés
au chapitre précédent. Pour rappel de la relation (1.2.1), le taux spécifique de croissance
est égal pour eux à :

µ(t) = k(φR(t)− φR,0(t))

où φR est la proportion massique de ribosomes dans le cytosol, φR,0 la proportion mas-
sique de ribosomes inactifs dans le cytosol, k est un coefficient proportionnel à l’efficacité
de traduction des ribosomes.

Par ailleurs, en combinant l’équation (2.1.13) avec la relation (2.1.11), on peut écrire :

µ(t) =
1

D0

∑

P,B,R,T

νEi
(t) ≤ 1

D0

kR(t)ER(t)

d’où,

µ(t) ≤ kR(t)
ER(t)

D0
︸ ︷︷ ︸

∝φR(t)

Ce qui est proche de la formule de Hwa donnée en (1.2.1) (µ = kR(φR − K0)). On
peut voir que l’on néglige dans notre modèle la part des ribosomes inactifs par rapport
aux travaux de l’équipe de Hwa. Cependant, nous n’imposons pas d’égalité stricte mais
voyons cette relation comme une limitation du système, exprimée sous la forme d’une
contrainte d’inégalité. C’est une contrainte de fonctionnement qui doit être satisfaite à
tout instant, quelles que soient les conditions. Elle provient de considérations physico-
biologiques, notamment sur l’efficacité des processus internes. Pour l’équipe de Hwa,
l’origine de leur formule provient d’observations et de mesures qui ont montré qu’en
croissance exponentielle, le nombre de ribosomes était plus ou moins proportionnel à la
valeur du taux spécifique de croissance. L’argument est bien différent.

D’une certaine manière, notre approche automaticienne nous fait voir le taux spéci-
fique de croissance comme une commande du système. C’est une grandeur qui va avoir
un impact sur la cellule en tant que système. Dans les travaux du groupe de Hwa, il
semblerait que leur approche soit plus physicienne et qu’ils voient le taux spécifique de
croissance comme un paramètre explicatif du système qu’ils subissent. Typiquement, ceci
les empêchent de prédire le comportement du système si l’on ajoute un processus.

2.1.5 Bilan du modèle

On souhaite écrire le système d’équations de (2.1.2) à (2.1.14) de manière compacte
en utilisant le formalisme générique de l’automatique : ẋ(t) = f(x(t),u(t),t) où x(t) est
le vecteur des variables d’état et u(t) est le vecteur des variables de commande. Ici, l’état
correspond aux concentrations et la commande est l’ensemble des flux des processus
intracellulaires. Le vecteur des variables de commande sera alors plutôt noté ν(t).

On pose

x(t) =
(
S(t) EB(t) EP (t) ER(t) ET (t) G(t) P (t) X(t)

)T
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et
ν(t) =

(
νT (t) νB(t) νP (t) νEB

(t) νEP
(t) νER

(t) νET
(t)

)T

On note n = dim(x) = 8 et m = dim(ν) = 7. On suppose que les concentrations
sont positives ou nulles ainsi que les flux. Ceci signifie notamment que les processus sont
irréversibles.

D’après les équations (2.1.2), (2.1.3), (2.1.8), (2.1.10) et (2.1.14) et en substituant le
taux spécifique de croissance µ par son expression (2.1.13) en fonction des commandes
νEi

, on peut écrire la dérivée temporelle de x comme suit :

d

dt
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(2.1.15)
où l’on a omis le paramètre temporel t par soucis de lisibilité et où F (x) est la matrice
d’évolution.

La dynamique du système s’écrit alors :

ẋ(t) = F (x(t))ν(t) (2.1.16)

Les contraintes d’efficacité des processus, (2.1.4), (2.1.7), (2.1.9), (2.1.11), s’écrivent
matriciellement sous la forme :







1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1







︸ ︷︷ ︸
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kT (G,S)ET

kB(S)EB

kP (S)EP

kR(S)ER







︸ ︷︷ ︸

,b(x)

(2.1.17)

et la contrainte (2.1.6) sur l’équilibre de B devient en substituant de nouveau µ par son
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expression en fonction des commandes νEi
:

(
0 αBD0

B0
0 −1 −1 −1 −1

)

︸ ︷︷ ︸

,L













νT
νB
νP
νEB

νEP

νER

νET













= 0 (2.1.18)

Au final, le problème s’écrit de manière compacte :






ẋ(t) = F (x(t))ν(t)
Aν(t) ≤ b(x(t))
Lν(t) = 0
x(t) ≥ 0
ν(t) ≥ 0

(2.1.19)

On appellera cet ensemble d’équations et de contraintes la modélisation dynamical
Resource Balance Analysis (dRBA) de la cellule.

Les paramètres du modèle sont :
— les coefficients de rendement αi, et les coûts des protéines 1

αEi

;
— la concentration cible en macrocomposants, B0 ;
— la densité intracellulaire, D0 ;
— les paramètres des efficacités des processus, Ki et vm,i.

2.1.6 Paramètres du modèle

Les paramètres du modèle sont donnés ci-dessous à titre d’exemple pour comprendre
la philosophie de l’agrégation. On cherche à avoir des valeurs qui ont un sens pour une
cellule la plus proche possible de B. subtilis. Si besoin, c’est-à-dire si les données ne sont
pas disponibles pour B. subtilis, on prendra les valeurs pour E. coli à défaut de mieux.
On utilisera pour cela des documents complémentaires fournis en annexe de l’article [65]
qui donnent une bonne partie de la composition intracellulaire pour B. subtilis à un taux
spécifique de croissance de 0,1 h−1.

2.1.6.1 Coefficients de rendement et coûts des processus

Les coefficients αξ sont les coefficients de rendement des réactions 1 · G −→ αT · S et
1 · S −→ αξ · ξ, ξ ∈ {P ,B,EB,ER, ET , EP}. Ainsi, par conservation de la masse, la masse
d’une mole de G vaut exactement la masse de αT moles de S. De même, la masse d’une
mole de S vaut la masse de αξ moles de ξ, pour ξ ∈ {P ,B,EB, ER, ET , EP}
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On a alors,






αT =
MG

MS

αP =
MS

MP

αB =
MS

MB

αEi
=
MS

MEi

i ∈ {P,B,R,T}

(2.1.20)

avec Mξ la masse molaire de l’espèce ξ.

Concernant le contenu de S, on suppose que l’entité S agrège les éléments nécessaires
à la construction des macrocomposants et des protéines (les métabolites). Plus spécifi-
quement, on suppose que les acides aminés libres, les nucléotides et les différentes formes
de dinucléotides (NAD, NADH, NADP, NADPH) font partie de cette entité.

En supposant que l’on a accès aux concentrations nominales des composants de S,
marquées d’un 0 en indice, et à leur masse molaire, la concentration nominale de S, S0,
est la somme des concentrations de ses constituants, et sa masse molaire est la moyenne
des masses molaires de ses constituants pondérée par la concentration relative de ce
constituant : 





S0 =
∑

ξ∈S

ξ0

MS =
∑

ξ∈S

ξ0
S0

Mξ

(2.1.21)

Concernant les acides aminés, [65] ne distingue pas la composition des protéines de la
composition des acides aminés libres. Cependant, ce qui nous intéresse pour caractériser
S sont uniquement les acides aminés libres. On se reporte alors au modèle de Marr [57]
qui prédit la composition de E. coli à différents taux spécifique de croissance et trouve
une concentration en acides aminés libres de 1 à 57 µmol.g−1

CDW en fonction des conditions
de croissance. On prendra comme valeur nominale, la valeur moyenne :

AAlibre
0 ≈ 25 µmol.g−1

CDW (2.1.22)

La masse molaire d’un acide aminé moyen est donnée dans [65] et est de l’ordre de :

MAA ≈ 129,1 g.mol−1 (2.1.23)

Les masses molaires et concentrations mesurées des nucléotides et dinucléotides sont
directement données par [65] et sont rappelées Table 2.1.

En appliquant la relation (2.1.21), pour S, on trouve :
{
S0 = 57 µmol.g−1

CDW

MS = 358 g.mol−1 (2.1.24)

D’autre part, dans la littérature, on trouveMglucose =MG = 180 g.mol−1. Par (2.1.20),
on en déduit :

αT = 0,50 (2.1.25)



2.1. Modèle agrégé 69

Table 2.1 – Masses molaires et concentrations mesurées [65] des constituants de S.
Composés Masses molaires Concentrations relevées

(g/mol) dans [65] (µmol.g−1
CDW )

NAD 662,4 16,2
AMP 345,2 4,7
ATP 503,2 3
ADP 424,2 2,6
CMP 321,2 1
NADP 740,4 0,9
CTP 479,1 0,5
GMP 361,2 0,5
GTP 519,1 0,4
CDP 400,2 0,3

NADPH 741,4 0,2
GDP 440,2 0,2

Acides aminés libres (éq. (2.1.23)) 129,1 25 (éq. (2.1.22))

Pour P , il s’agit d’une molécule proche d’un métabolite, on peut supposer qu’il a la
même masse molaire que S :

αP =
MS

MP

= 1 (2.1.26)

En ce qui concerne B, on peut regrouper sous cette entité ce qui constitue la membrane,
la paroi, les ARN et l’ADN de la cellule.
Une relation similaire à (2.1.21) s’applique pour la concentration et la masse molaire
équivalente de B.

Les constituants de B sont détaillés dans la Table 2.2.
Ainsi, {

B0 = 387 µmol.g−1
CDW

MB = 1013 g.mol−1 (2.1.27)

et finalement,

αB =
MS

MB

=
358

1013
= 0,35 (2.1.28)

En ce qui concerne les protéines, αEi
peut s’écrire en première approximation sous la

forme :

αEi
=
MS

MEi

=
MS

MAAℓEi
(2.1.29)

avec MAA la masse molaire d’un acide aminé moyen, ℓEi la longueur de la protéine Ei.
On reconnait ici le fait que 1

αEi

est proportionnel à la longueur de la protéine, qui est
une manière de quantifier le coût en ressources d’une protéine.

On prend pour les longueurs des protéines EB, ET et EP , la longueur moyenne des
protéines de Bacillus subtilis. Pour ER, on prend le nombre total d’acides aminés dans
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Table 2.2 – Masses molaires et concentrations mesurées [65] des constituants de B.
Composés Masses molaires Concentrations relevées

(g.mol−1) dans [65] (µmol.g−1
CDW )

ARN :
AMP 345,2 50,5
GMP 361,2 62,2
CMP 321,2 38,4
UMP 322,2 41,5

ADN :
dAMP 329,2 23
dGMP 345,2 17,4
dCMP 305,2 17,4
dTMP 320,2 22,9

Lipides (membrane) :
Monoglucosyldiacylglycerol 72 208,8 0,08575

Diglucosyldiacylglycerol 88 422,9 0,110292
Triglucosyldiacylglycerol 104 637 0,065833

Cardiolipin 133 389,9 0,004642
Phosphatidylglycerol 71 299,7 0,175859

Lysylphosphatidylglycerol 84 218 0,022057
Phosphatidylethanolmaine 68 198,7 0,559509
Composants de la paroi :

Peptidoglycane 991 101,82
Acide teichoique 11 313 10,9

un ribosome de B. subtilis : 





ℓEP = 360
ℓEB = 360
ℓER = 10100
ℓET = 360

(2.1.30)

ce qui conduit à {
αEP

= αEB
= αET

= 7,7.10−3

αER
= 2,7.10−4 (2.1.31)

2.1.6.2 Efficacité des processus

Pour KT , vm,T , vm,P , vm,B on choisit des valeurs cohérentes avec celles considérées
dans [35] (justifié plus loin).







KT = 5 µmol.g−1
CDW

vm,R = 20 000 h−1

vm,T = 420 h−1

vm,B = 750 h−1

vm,P = 750 h−1

(2.1.32)

KS, KP , KB rendent compte de l’impact qu’ont les constituants de S sur les effica-
cités métaboliques. Ceci n’est pas pris en compte par les RBA, qui ne décrivent pas les
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concentrations en métabolites. On prend des valeurs en accord avec l’ordre de grandeur
de la valeur nominale S0 de la concentration en S calculée en (2.1.24). On prendra







KS = 0,5 mmol.g−1
CDW

KP = 3 µmol.g−1
CDW

KB = 3 µmol.g−1
CDW

KR = 10 µmol.g−1
CDW

(2.1.33)

Les efficacités maximales vm,B et vm,T des protéines qui catalysent les processus ΣB

et ΣT sont plutôt dans la tranche basse des valeurs d’efficacité que l’on retrouve chez
Bacillus subtilis (ici, de l’ordre de 0,2-0,5 s−1, pour une efficacité médiane mesurée chez B.
subtilis de l’ordre de 7 s−1). On explique ce choix par le fait que l’on ait agrégé différents
processus enzymatiques et le fait que ce soit l’efficacité la plus faible qui détermine
l’efficacité d’une succession de réactions.

Par ailleurs, l’efficacité maximale de ΣR, vm,R, peut être assimilée à l’efficacité maxi-
male des ribosomes. Dans les RBA, cette efficacité est modulée par le taux spécifique de
croissance et prend des valeurs autour de 15 acides aminés par secondes, en accord avec
les observations faites dans [14]. En réalité, c’est la même valeur qui est retenue ici à un
facteur de conversion près entre les acides aminés et les éléments qui constituent S. En
effet, une équation fondamentale des RBA (énoncée au chapitre précédent, voir section
1.2.1.3) est la limitation du taux spécifique de croissance par la capacité des ribosomes
qui s’écrit :

µ(t)
∑

ℓEiEi(t) ≤ kRBA
R (t)ER(t) (2.1.34)

avec les mêmes notations que celles introduites jusque là, et kRBA
R l’efficacité des ribo-

somes, valant 15 AA/s (acides aminés par seconde). ℓEi = MS

MAA

1
αEi

est la longueur en
acides aminés de la protéine Ei, proportionnelle au coût de Ei en S.

De plus, pour les RBA, le régime quasi statique est atteint, ce qui signifie que Ėi(t) =
0. D’après la relation (2.1.10), νEi

(t) = 1
αEi

µ(t)Ei(t). Ainsi, la contrainte des RBA

(2.1.34) s’écrit avec notre formalisme :

MS

MAA

∑ 1

αEi

µ(t)Ei(t) ≤ kRBA
R (t)ER(t)

ou encore,
∑

νEi
(t) ≤ MAA

MS

kRBA
R (t)ER(t)

On reconnait là la contrainte d’efficacité du processus ΣR, (2.1.11), et on identifie :

MAA

MS

kRBA
R (t) = kR(t) =

vm,RS(t)

S(t) +KR

Numériquement, MAA

MS
kRBA
R = 129,1

358
15 = 5,4 s−1 et ramené en s−1, l’efficacité maximale

choisie pour le processus ΣR vaut vm,R = 20000/3600 = 5,5 s−1. La valeur choisie est
bien en accord.
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2.1.6.3 Densité intracellulaire

Enfin, pour la densité, on se réfère à la méthode RBA et aux mesures expérimentales
qui ont été faites sur B. subtilis. La densité intracellulaire en acides aminés par gramme
de poids sec est de l’ordre de DRBA = 6,67 mmolAA/gCDW , voir [35].

Il apparait cependant que la méthode RBA considère en plus de ce qui a été détaillé
précédemment, un pool de protéines, PG, qui s’expriment mais sans contribuer à la
croissance de l’organisme. Ces protéines sont manifestement des mécanismes dont sont
pourvues les cellules qui ont été sélectionnées au cours des millions d’années d’évolution
et de sélection naturelle, bien qu’ils ne lui servent pas à court terme pour croître. Il
s’agit notamment des mécanismes relatifs à la prévention des divers stress. Ces protéines
représentent à peu près la moitié des protéines et nous ne les avons pas considérées dans
notre modèle simplifié.

Il nous faut alors retrancher de la densitéDRBA la part des protéines qui ne contribuent
pas à la croissance, ainsi que la part des ribosomes qui participent à la production de
ces dernières.

Finalement, d’après les résultats de [35], ceci représente en moyenne 45% de la part
totale des protéines qu’il faut retirer, et on prend ainsi une densité pour l’ensemble des
protéines privé du sous-ensemble PG :

D
\PG

RBA = 3,68 mmolAA/gCDW

Encore une fois, il faut convertir cette densité en revenant aux formules :
{

D
\PG

RBA =
∑
ℓEiEi

D0 =
∑

1
αEi

Ei =
MAA

MS

∑
ℓEiEi

Ainsi,
D0 = 1,33 mmol.g−1

CDW (2.1.35)

2.1.6.4 Synthèse des paramètres du modèle

La table 2.3 synthétise les paramètres du modèle agrégé, c’est-à-dire les valeurs don-
nées équations (2.1.25), (2.1.26), (2.1.27), (2.1.28), (2.1.31), (2.1.32), (2.1.33), (2.1.35).

2.2 Comportement nominal du modèle

Le but de cette section est de caractériser le comportement nominal du modèle agrégé.
Comme pour les RBA et les FBA, on caractérise le comportement du modèle agrégé en
supposant qu’il cherche à maximiser la croissance instantanée des micro-organismes,
étant données des conditions extérieures invariantes.

Ce critère consistant à maximiser la croissance instantanée est examiné dans [9]. Le
but est simplement de proposer un critère raisonnable du point de vue évolutif pour
rendre compte du fait que les organismes qui ont subsisté jusqu’à nos jours sont ceux qui
ont le mieux survécu à l’évolution. Le "vrai" critère serait sans doute de maximiser la
"viabilité" sachant que les conditions extérieures peuvent varier d’une manière proche de
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Table 2.3 – Valeurs des paramètres pour le modèle agrégé
Paramètre Valeur

αT 0,50
αB 0,35
αP 1
αET

7,7.10−3
αEB

7,7.10−3
αEP

7,7.10−3
αER

2,7.10−4
B0 387 µmol.L−1
D0 1,33 mmol.L−1

vm,R 20 000 h−1

vm,T 420 h−1

vm,B 750 h−1

vm,P 750 h−1

KS 0,5 mmol.g−1
CDW

KP 3 µmol.g−1
CDW

KB 3 µmol.g−1
CDW

KR 10 µmol.g−1
CDW

KT 5 µmol.g−1
CDW

la façon dont elles ont pu varier dans la niche écologique des organismes que l’on consi-
dère. Ceci permettrait notamment de prédire l’ensemble des protéines qui s’expriment
sans servir à la croissance (voir le pool PG présenté ci-dessus). Cet aspect n’est pas dé-
veloppé dans ce document.

Dans notre cas, le comportement nominal du système est défini comme l’état station-
naire qui est atteint par une population de micro-organismes qui maximise sa croissance
dans un milieu de culture invariant, typiquement, dans lequel la concentration en G est
constante égale à G0. En reprenant les notations compactes introduites dans (2.1.19), on
cherche donc à résoudre le problème d’optimisation (ΠG0) suivant :

(ΠG0) :

max
(x̄,ν̄)∈Rn×m

µ = 1
D0

(
0 0 0 1 1 1 1

)
ν̄

sous contraintes







F (x̄)ν̄ = 0
Aν̄ ≤ b(x̄)
Lν̄ = 0
x̄ ≥ 0
ν̄ ≥ 0
Ḡ = G0

(2.2.1)

où l’état stationnaire x̄ est garanti par le fait que ˙̄x = F (x̄)ν̄ = 0, et ν̄ est la commande
à l’équilibre.

Par la suite, pour alléger les notations, on notera l’équilibre simplement x et ν au lieu
de x̄ et ν̄, respectivement.
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2.2.0.1 Considération générale sur l’optimum

Il est clair qu’à l’optimum, les contraintes d’inégalités entre les concentrations de pro-
téines et les flux doivent être saturées. En effet, en raisonnant par l’absurde, si dans
la configuration qui maximise la croissance, il y a un écart entre un flux et la capa-
cité maximale du procédé correspondant, cela signifie qu’il y a un excès de protéines
pour ce procédé. On peut alors diminuer la quantité de ressource allouée à ces protéines
tout en respectant la contrainte. On répartit alors entre tous les procédés participant à
la croissance la quantité de protéine qui a été retirée : on augmente ainsi la croissance,
ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle la configuration initiale maximise la croissance.

La contrainte Aν ≤ b(x) devient :

Aν = b(x)

Nous allons à présent caractériser mathématiquement l’optimum et montrer que l’on
retrouve alors des allures de modèles macroscopiques standards ainsi que ce qui peut
être obtenu par la méthode RBA.

2.2.1 Caractérisation à l’équilibre : lien avec un modèle macro-
scopique

Résolvons ici une série de problèmes (ΠG0) donnés par (2.2.1) pour différentes valeurs
de G0. Cette démarche est proche de l’élaboration des modèles macroscopiques, où des
cellules sont placées en réacteurs continus pour lesquels on fait varier le débit d’alimen-
tation normalisé par rapport au volume du réacteur. A l’équilibre, on note les diverses
concentrations dans le réacteur et on établit ainsi un modèle entre les grandeurs macro-
scopiques.

Nous allons manipuler les contraintes du problème (ΠG0) pour trouver des relations
simples entre les grandeurs. En particulier, on cherche à paramétrer le taux de crois-
sance en fonction des autres grandeurs lorsque les contraintes du problème (ΠG0) sont
satisfaites.

2.2.1.1 Caractérisation analytique

Soit G0 la concentration de G dans le réacteur. On résout analytiquement le problème
(ΠG0) donné par (2.2.1) avec les contraintes d’inégalités saturées Aν = b(x).

La contrainte (2.1.11) et la relation (2.1.13) donnent :
∑

P,B,R,T

νEi
= D0µ = kR(S)ER (2.2.2)

De même, (2.1.7) et (2.1.6) donnent :

νB =
B0

αB

µ = kB(S)EB (2.2.3)
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Puis, l’équilibre en S s’écrit grâce à l’équation (2.1.2) :

αTνT = νB + νP +
∑

P,B,R,T

νEi
+ µS

i.e. par les équations (2.2.2) et (2.2.3)

αTνT =
B0

αB

µ+ νP +D0µ+ µS

ou encore,

αTνT =
(B0

αB

+D0 + S
)

µ+ νP

et avec (2.1.4),

νT =
(B0

αB

+D0 + S
)

µ/αT + νP/αT = kT (G0,S)ET (2.2.4)

Par ailleurs, la densité,
∑

iEi/αEi
, étant constante, c.f. (2.1.12), on peut écrire :

D0µ

αER
kR(S)

︸ ︷︷ ︸

=ER/αER
, eq. (2.2.2)

+
B0

αB
µ

αEB
kB(S)

︸ ︷︷ ︸

=EB/αEB
, eq. (2.2.3)

+
(B0

αB
+D0 + S)µ/αT + νP/αT

αET
kT (G0,S)

︸ ︷︷ ︸

=ET /αET
, eq. (2.2.4)

+EP/αEP
= D0

En isolant les termes en µ, il vient :

µ =

D0 − EP/αEP
− νP
αTαET

kT (G0,S)

D0

αER
kR(S)

+
B0

αB

αEB
kB(S)

+
(B0

αB
+D0 + S)/αT

αET
kT (G0,S)

On note que EP et νP ont une influence négative sur la croissance. Ceci est cohérent
avec l’idée de compétition entre croissance et production.

Ainsi, pour maximiser la croissance, il est nécessaire d’avoir EP et νP = 0, quelle que
soit la valeur G0 : {

EP (G0) = 0, ∀G0

νP (G0) = 0, ∀G0
(2.2.5)

µ est alors donné comme une fonction de G0 et S uniquement :

µ =
D0

D0

αER
kR(S)

+
B0

αB

αEB
kB(S)

+
(B0

αB
+D0 + S)/αT

αET
kT (G0,S)

(2.2.6)

Concentration en S qui permet de maximiser le taux spécifique de croissance.
A G0 fixée, on cherche la concentration en S qui maximise µ sous contraintes de fonc-
tionnement possible des cellules.
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D’après les relations ci-dessus, si S ≥ 0 et µ ≥ 0, alors les contraintes x ≥ 0 et ν ≥ 0
du problème (2.2.1) sont satisfaites. Le domaine de définition (x,ν) ∈ R

n+m
+ se limite

donc à (µ,S) ∈ R
2
+.

Par ailleurs, d’après la relation (2.2.6), pour S = 0, on a µ = 0.
Montrons que pour S > 0 (i.e. à l’intérieur du domaine de définition), on peut trouver

un taux de croissance µ > 0 (i.e. meilleur que le la frontière du domaine de définition).
On cherche donc une concentration S > 0 telle que la dérivée de µ par rapport à S

s’annule :
∂µ

∂S
|G0,fixée(S) = 0

Il en est de même pour la dérivée de l’inverse du taux spécifique de croissance,
∂(1/µ)

∂S
=
∂µ

∂S
× −1

µ2
= 0 et on peut donc chercher S qui annule la dérivée de l’inverse de

µ, pour un taux spécifique de croissance non nul :

µ−1 =

D0

αER
kR(S)

+
B0

αB

αEB
kB(S)

+
(B0

αB
+D0 + S)/αT

αET
kT (G0,S)

D0

Par substitution des ki par leurs expressions, on en déduit :

µ−1 =
1

αER
vm,R

(1+KR/S)+
B0

αBαEB
D0vm,B

(1+KB/S)+
(B0

αB
+D0 + S)

αTαET
D0

(G0 +KT +KSS)

vm,TG0

qui peut s’écrire sous la forme générale :

µ−1 = α +
β

S
+ γ(G0)S

2 + δ(G0)S + η(G0)

où α et β sont des constantes, γ, δ, η des fonctions de G0. donc nécessairement,

∂µ−1

∂S
= 0 =

−β
S2

+ 2γ(G0)S + δ(G0)

i.e.
0 = 2γ(G0)S

3 + δ(G0)S
2 − β

avec 





γ(G0) =
1

G0

KS

αTαET
D0vm,T

δ(G0) =
1

G0

(B0/αB +D0)KS +KT + G0

αTαET
D0vm,T

β =
KR

αER
vm,R

+
KBB0

αBαEB
D0vm,B

Après substitution et en rassemblant les termes en G0, il vient :

G0 =
2KSS

3 + ((B0/αB +D0)KS +KT )S
2

αTαET
D0vm,T (

KR

αER
vm,R

+
KBB0

αBαEB
D0vm,B

)− S2

(2.2.7)
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Sous réserve d’existence, S(G0) est donnée par la réciproque de cette fonction. On va
montrer le caractère bijectif de cette application pour en déduire que la réciproque existe
bien.

La fonction G0(S) définie en (2.2.7) est le quotient d’une fonction de S croissante par
une fonction de S décroissante. G0(S) est donc croissante sur R+.

Dès lors que G0 et S sont des concentrations positives, le domaine de validité de cette
relation est restreint à S ∈ [0, Smax[ avec Smax la racine du dénominateur :

Smax =

√

αTαET
D0vm,T (

KR

αER
vm,R

+
KBB0

αBαEB
D0vm,B

) = 0,0701 mmol.g−1
CDW (2.2.8)

L’application

(
[0, Smax[ → R+

S 7→ G0(S)

)

est bijective. La fonction inverse G0 7→ S(G0)

définie sur R+ a un sens.

La relation (2.2.8) permet une étude préliminaire de l’impact des différents paramètres
sur la valeur de Smax. Ceci permet de s’assurer que le fonctionnement est cohérent en
première approximation. Si l’efficacité vm,T augmente, Smax augmente. A l’inverse, si les
efficacités vm,R ou vm,B augmentent, Smax diminue. Si D0 ou B0 augmentent, i.e. si la
demande en S est plus importante, alors Smax augmente. Ceci semble cohérent.

Biologiquement, étudier l’influence des paramètres sur Smax revient à se placer à une
concentrationG0 qui tend vers l’infini, i.e. dans un milieu où la ressource n’est pas limitée.
Quand on cherche à maximiser la croissance des micro-organismes dans ce milieu, on se
confronte au fait qu’une même ressource est partagée par plusieurs processus. Il faut
alors trouver l’équilibre dans l’allocation de ressource qui est faite à ces processus. En
faisant varier les paramètres, on observe l’influence des processus sur cet équilibre.

Ainsi, modifier les efficacités vm,i revient à modifier les processus Σi. On voit alors
que le composé S est un tampon entre le substrat G et les éléments à produire pour
assurer la croissance (les macrocomposants B et les protéines E). Si l’apport en substrat
diminue, ou si la demande en éléments à produire augmente, le résultat est le même : les
réserves de S diminuent. Ce comportement est bien en accord avec le fait que S soit une
sorte de métabolite qui a un rôle tampon entre le substrat G et les composés à produire
pour assurer la croissance.

D’autre part, pour S tendant vers 0, G est équivalent à un terme en S2. Autrement
dit, S devient proportionnel à la racine carré de G pour des faibles valeurs de G.

S(G) = O
G→0

(
√
G) (2.2.9)

Ceci sera analysé de nouveau plus loin.

Taux spécifique de croissance maximal en condition stationnaire. Le taux
spécifique de croissance maximal est ensuite donné en fonction de G en reportant l’ex-
pression S(G) (réciproque de la relation (2.2.7))dans l’équation (2.2.6). Il y a bien sûr
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un effet dû à S mais à S fixée, l’équation (2.2.6) s’écrit en fonction de G comme :

µ =
D0

D0

αER
kR(S)

+
B0

αB

αEB
kB(S)

+
(B0

αB
+D0 + S)/αT

αET

· G+KT +KSS

vm,TG

ou encore, en multipliant haut et bas par G :

µ =
D0G

(
D0

αER
kR(S)

+
B0

αB

αEB
kB(S)

)G+
(B0

αB
+D0 + S)/αT

αET
vm,T

(G+KT +KSS)

c’est-à-dire,

µ =
µmax(S)G

G+Kµ(S)
(2.2.10)

avec 





µmax(S) =
D0

D0

αER
kR(S)

+
B0

αB

αEB
kB(S)

+
(B0

αB
+D0 + S)/αT

αET
vm,T

Kµ(S) =

(B0

αB
+D0 + S)/αT

αET
vm,T

(KT +KSS)

D0

αER
kR(S)

+
B0

αB

αEB
kB(S)

+
(B0

αB
+D0 + S)/αT

αET
vm,T

(2.2.11)

Ces deux paramètres dépendent de S. Cependant, pour le taux spécifique de croissance
maximal, en injectant les expressions de kB(S) on peut trouver une relation du type

µmax(S) =
· · ·S

· · ·+ S
, qui est croissante en S. Comme S prend valeur dans [0, Smax[ avec

Smax définie en (2.2.8), ceci donne comme valeur maximale pour le taux spécifique de
croissance µmax

max = µmax(Smax). Avec les valeurs de nos paramètres, on trouve :

µmax
max = 0,67h−1

Cette valeur est asymptotiquement atteinte pour des concentrations de G qui tendent
vers l’infini. En effet, quand G tend vers l’infini, S tend vers Smax, alors Kµ(S) tend vers
Kµ(Smax) et, par la relation (2.2.10), on trouve que le taux spécifique de croissance est
équivalent à µmax(S) qui tend également vers µmax(Smax).

En revenant à la relation (2.2.6), et en considérant la concentration S comme un
paramètre, on peut étudier l’influence des différents paramètres et donc des différents
processus sur le taux spécifique de croissance.

Typiquement, si l’efficacité ki d’un processus Σi augmente (que ce soit par l’inter-
médiaire d’une concentration S ou d’un paramètre vm,i ou Ki), le taux spécifique de
croissance général, µ, augmente. Si la demande en macrocomposants B0 augmente, le
taux spécifique de croissance diminue. En revanche, si la densité D0 augmente, le taux
spécifique de croissance augmente. Cette observation tient au fait que si la densité est
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plus importante, la cellule dispose de plus de protéines pour accomplir ses fonctions, y
compris la croissance.

A concentration S fixée, on obtient une relation de Monod entre la croissance maxi-
male et la concentration extracellulaire en substrat G (relation (2.2.10)). Par ailleurs, on
note que les paramètres µmax et Kµ donnés en (2.2.11) prennent en compte la totalité
des paramètres introduits dans la modélisation. On a ainsi introduit les ingrédients es-
sentiels pour retrouver une formulation classique de taux spécifique de croissance en ne
faisant appel qu’à des considérations physico-biologiques et des paramètres qui ont un
sens biologique. A titre d’exemple, les coefficients (2.2.11) ne sont pas des paramètres
arbitraires mais ils ont bien une origine biologique.

2.2.1.2 Résolution numérique

Dans le but de valider l’étude analytique que nous venons de proposer, on résout
numériquement un ensemble de problèmes (ΠG0) donnés par l’équation (2.2.1) pour des
valeurs discrètes de G0, de manière complètement indépendante de l’étude analytique.

Le problème (2.2.1) est codé en Matlab et résolu à l’aide d’un solveur classique, comme
fmincon. On cherche alors un vecteur d’état et de commande (dimension n +m = 15)
qui satisfait un ensemble de contraintes non linéaires d’égalités et d’inégalités.

Il n’est pas utile de chercher la valeur de la concentration extracellulaire en P , car
cette concentration n’influence pas le comportement des micro-organismes. On peut in-
distinctement se placer à la valeur P = 0 mmol.L−1 ou P = 300 000 mmol.L−1. On
retire donc P des variables d’optimisation, diminuant ainsi la dimension de l’espace de
recherche. Il en va de même pour la valeur de X, que l’on peut fixer arbitrairement à
X = 1 gCDW .L

−1. Concernant la concentration G, il est raisonnable de la considérer
davantage comme un paramètre de l’optimisation que comme une variable à optimiser
(sachant que l’on impose G = G0). On ne cherche donc plus qu’un vecteur de dimension
(n− 3) +m = 12.

Tout d’abord, en accord avec l’analyse précédente (équation (2.2.5)) et avec la vision
que la production de P est antagoniste à la croissance, l’optimisation trouve quelle que
soit la concentration G0 : {

EP = 0
νEP

= 0
(2.2.12)

Ensuite, l’ensemble des concentrations optimales S pour les différents problèmes (ΠG0)
est donné en fonction de la valeur G0 par la figure 2.2. Une comparaison est donnée avec
les résultats de l’étude analytique.

On reconnaît là l’allure en racine carrée prédite analytiquement précédemment (2.2.9).
On n’atteint pas la borne Smax pour les valeurs de G choisies, les valeurs de S restent
bien inférieures à cette borne. D’autre part, les valeurs numériques sont du bon ordre de
grandeur (dizaine de micro mole par gramme de masse sèche) par rapport aux données
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Figure 2.2 – Concentration de S en fonction de la concentration de G maximisant le
taux spécifique de croissance. Solution numérique du problème (2.2.1) pour différentes
valeurs de G0.

expérimentales de [65] et aux calculs développés plus haut (2.1.24).

2.2.1.3 Analyse de l’allure µ(G0)

En ce qui concerne le taux spécifique de croissance, l’allure est donnée figure 2.3.

On retrouve une allure croissante bornée avec une asymptote linéaire à l’origine. C’est
bien en accord avec les observations de Monod [60]. D’autre part, l’ordre de grandeur de la
concentration de glucose G1/2 qui permet d’atteindre la moitié de la valeur maximale du
taux spécifique de croissance, µ(G1/2) =

µ(G0→+∞)
2

, est bien en accord avec les travaux de
Monod [60], c’est-à-dire une dizaine de micromoles par litre. En effet, on calcule d’après
la courbe présentée figure 2.3 :

G1/2 = 8,0 µmol.L−1 (2.2.13)

A noter que le taux spécifique de croissance tend bien asymptotiquement vers la va-
leur calculée analytiquement µmax

max = 0,67 h−1, lorsque G0 tend vers l’infini.

L’allure de la figure 2.3 est rassurante et nous conforte dans l’idée que la modélisation
proposée est réaliste. En effet, il n’était en rien garanti d’obtenir une allure croissante,
hyperbolique et saturée, pas tout à fait comme une allure de Monod (au sens de la
formule de Monod) mais dans l’idée des observations qui ont conduit Monod à établir
son modèle, comme expliqué au chapitre précédent [60].

En effet, contrairement à des articles comme [75] où un modèle intracellulaire est
couplé à un modèle de bioréacteur par l’intermédiaire du taux spécifique de croissance
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Figure 2.3 – taux spécifique de croissance maximal µ en fonction de la concentration
extracellulaire en G. Solution numérique du problème (2.2.1) pour différentes valeurs de
G0.

qui est une fonction de Monod, ici, on a bien retrouvé l’allure d’une cinétique de type
Monod en ne considérant que les phénomènes intracellulaires et le couplage n’est fait
que par le processus ΣT . On utilise pleinement le caractère autonome du taux spécifique
de croissance, comme expliqué précédemment.

2.2.1.4 Conclusion

Dans cette section, nous avons montré que notre modèle se comportait bien macro-
scopiquement de la même manière qu’un modèle macroscopique comme on a pu en voir
dans le chapitre précédent : le taux spécifique de croissance est bien croissant, asympto-
tiquement majoré par une valeur maximale.

De plus, les ordres de grandeur des paramètres sont en accord avec ceux des modèles
macroscopiques standards donnés dans la littérature.

Ceci nous pousse à avoir confiance en la pertinence des phénomènes qui ont été mo-
délisés à l’échelle intracellulaire. L’objectif de donner un sens aux paramètres de la mo-
délisation macroscopique est atteint.

2.2.2 Caractérisation à l’équilibre : lien avec le modèle RBA

Dans cette section, on cherche à retrouver les profils de concentrations des protéines Ei
en fonction du taux spécifique de croissance. En effet, il est connu que les concentrations
des protéines constitutives de la cellule dépendent du taux spécifique de croissance,
d’après des travaux comme ceux vus dans le chapitre précédent [44, 29, 45, 12]. On
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souhaite vérifier que la manière dont l’agrégation a été faite entre groupe de processus
conserve cette caractéristique.

2.2.2.1 Étude qualitative

De l’étude analytique précédente, et des équations (2.2.2), (2.2.3) et (2.2.4), on ex-
prime les concentrations en protéines en fonction du taux spécifique de croissance à
l’équilibre (et des concentrations en G et S) :







ER =
D0

kR(S)
µ (a)

EB =
B0

αBkB(S)
µ (b)

ET =
B0/αB +D0 + S

αTkT (G,S)
µ (c)

(2.2.14)

Cherchons, à G et S fixées, comment évoluent ces expressions. Elles sont toutes li-
néaires et croissantes en µ. Bien entendu, comme la densité est limitée, il n’y a qu’un
point de fonctionnement envisageable : celui pour lequel la somme des termes Ei/αEi

vaut la densité.

Pour la compréhension du modèle, on trace, figure 2.4, en fonction de µ, EB/αEB
+

ET/αET
d’une part et D0−ER/αER

d’autre part, à G et S fixées, i.e. pour des efficacités
fixées.
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Figure 2.4 – Allure de EB/αEB
+ ET/αET

et D0 − ER/αER
données par les équations

(2.2.14) pour différentes valeurs de µ et des efficacités ki fixées. En rouge, D0−ER/αER
,

l’efficacité kR est deux fois plus petite dans le cas du trait plein que dans le cas de la ligne
discontinue. De même, en bleu, EB/αEB

+ ET/αET
, l’efficacité kT est la même dans les

deux cas, kB est deux fois plus petite pour la ligne continue que pour la ligne discontinue.



2.2. Comportement nominal du modèle 83

On note qu’il n’y a qu’un point d’intersection, noté A sur la figure 2.4. Le taux spéci-
fique de croissance à cette intersection est le taux spécifique de croissance maximal que
la cellule ne peut dépasser pour des concentrations de G et de S fixées.

Étudions à présent l’influence des différents paramètres du modèle :
Si l’efficacité du processus ΣR, kR(S), augmente, la pente de ER diminue, et alors la

droite D0 − ER/αER
se redresse, donnant lieu à un nouveau point d’intersection entre

les deux droites, voir intersection B entre la ligne pointillée rouge et la ligne bleue en
trait plein sur la figure 2.4. En comparant par rapport au point d’intersection A, le point
B correspond à un taux spécifique de croissance plus important. De plus, la part de
protéines EB et ET est plus importante dans le cas B que dans le cas A (l’ordonnée du
point d’intersection est plus grande), la part de ribosomes est plus faible.

De même, si l’on augmente une des efficacités kB ou kT ou si l’on diminue la valeur
de B0, la pente de EB/αEB

+ ET/αET
diminue. Sur la figure 2.4, on a représenté le cas

où l’efficacité kB doublait par rapport à sa valeur de la ligne bleue en trait plein. Toutes
choses restant égales par ailleurs, le point de fonctionnement est à ce moment là le point
C.

Par rapport au point A, le taux spécifique de croissance est plus important bien que
la part de protéines des processus ΣB et ΣT soit plus faible (car l’ordonnée du point C
est plus faible que l’ordonnée du point A). La part de ribosomes est plus grande.

Ces observations (à S fixée) sont en accord avec ce qui a été prédit par la méthode
RBA. Si l’efficacité d’un processus augmente, le taux spécifique de croissance augmente.
Biologiquement, si l’efficacité d’un processus augmente, alors il y a besoin de moins de
ressource pour catalyser le processus correspondant et alors de la ressource peut être
distribuée entre tous les autres processus pour augmenter globalement la croissance.

Malgré tout, les non linéarités et l’imbrication de la concentration S dans les trois
efficacités compliquent quelque peu l’élaboration de conclusions. Par exemple, on voit
dans (2.1.7) et (2.1.11) que les efficacités kB et kR sont croissantes avec S. Comme S
est croissante avec G d’après l’étude analytique précédente, on s’attend à ce que les
efficacités kB et kR soient croissantes avec G.

Ainsi, si G augmente, kR augmente, par l’analyse précédente, la pente de D0−ER/αER

augmente et mène alors à une part de ribosomes plus faible. Dans le même temps, kB
augmente, et la pente de EB/αEB

+ ET/αET
diminue et mène à une part de ribosomes

plus importante... On ne peut pas conclure si la concentration en ER est croissante ou
décroissante avec la concentration de G. On peut toutefois affirmer que la contrainte de
densité mène à une imbrication du comportement des protéines à laquelle il est difficile
d’échapper.

2.2.2.2 Approche quantitative

On cherche l’évolution des concentrations en EB, ER et ET qui maximisent le taux
spécifique de croissance pour différentes concentrations extérieures en substratG. D’après
l’étude faite précédemment, et en particulier les équations (2.2.7) et (2.2.10), et avec les
équations rappelées en (2.2.14), on est capable de trouver la répartition intracellulaire
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en protéines qui maximise la croissance pour une concentration extérieure donnée de G.
On obtient les allures figure 2.5.
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Figure 2.5 – Les ratios Ei

αEi
D0

dans le cadre du modèle agrégé pour différentes concen-
trations extérieures de substrat G.

On voit que les allures ne sont pas monotones, comme l’étude qualitative précédente
le laissait penser.

Comme expliqué en début de section, pour caractériser notre modèle, il semble plus
raisonnable de tracer les allures de ces ratios en fonction du taux spécifique de croissance.
Il sera alors possible de comparer les tendances avec d’autres modélisations intracellu-
laires. On choisit comme référence le modèle RBA de [35] qui est validé expérimenta-
lement sur plusieurs points de fonctionnement. Comme cette modélisation est faite à
l’échelle du génome, il est nécessaire de procéder à une agrégation des protéines en pools
de protéines pour pouvoir effectuer une comparaison entre les deux modèles.

On forme ainsi trois groupes, R, T et B, qui représentent les trois protéines ER, ET et
EB du modèle agrégé.

— Dans le groupe R, on place les protéines ribosomales, les chaperones et les facteurs
de traduction, c’est-à-dire les protéines qui participent au processus de traduction
des protéines (voir définition du processus ΣR).

— Dans le groupe T, on agrège toutes les protéines de transport et d’assimilation
de carbohydrates, les protéines du métabolisme carboné central, de la respiration
aérobie, de synthèse d’ATP, et des voies de synthèse des acides aminés. Il s’agit
globalement des voies qui permettent de produire les composés présentés dans le
tableau 2.1, donc des voies qui transforment le substrat G en S.

— Le groupe B comprend toutes les protéines des voies de biosynthèse, dégradation
et conversion des nucléotides et déoxy-nucléotides (ARN et ADN), des voies de
dégradation des acides aminés, des voies de biosynthèse des vitamines et cofacteurs,
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et des voies de biosynthèse des lipides et des composants de la paroi cellulaire. Il
s’agit des réactions pour construire les ARN et les composés du tableau 2.2 à partir
de ceux du tableau 2.1.

De fait, on omet une partie des protéines, y compris le groupe de protéines PG dont il a
été question au moment de donner une valeur à la densité.

On résout numériquement une série de problème RBA [35] pour des milieux saturés
en ions et oxygène, et dans lequel le glucose est la seule source de carbone. Ce dernier
est supposé être le limitant de la croissance. On fait varier la concentration de glucose de
0 à 0,5 mmol.L−1 avec un pas de 0,1 µmol.L−1. On trace par la suite la masse relative
de chaque groupe par rapport à la masse totale des trois groupes en fonction du taux
spécifique de croissance, ce qui donne les courbes en traits discontinus figure 2.6.

On trace également les expressions (2.2.14) en fonction du taux spécifique de croissance
µ. Pour ce faire, on part d’un ensemble de concentrations de S variant de 0 à Smax

(expression donnée en (2.2.8)). On en déduit les concentrations de G correspondantes
par la formule (2.2.7), puis on trouve les taux spécifique de croissance correspondants
par la formule (2.2.6). Il reste à substituer les valeurs de S, G et µ dans (2.2.14) pour
avoir les concentrations des Ei.

Les proportions massiques des groupes R, T et B sont dans notre contexte les ratios
Ei/αEi

ΣEi/αEi

, c’est à dire la contribution de Ei dans la densité (se référer à la formule (2.1.12)).
Ils sont tracés en trait plein sur la figure 2.6.

7 (h!1)
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

ra
ti
o

E
i=

(,
E

i
D

0
)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

T R B

Figure 2.6 – En traits discontinus, la proportion massique des trois groupes B, R et T
pour la méthode RBA. En traits pleins, les ratios Ei

αEi
D0

dans le cadre du modèle agrégé.

Dans une première approximation, on peut voir que les comportements sont similaires :
la part de ET (et de protéines du groupe T) a tendance à diminuer avec le taux spécifique
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de croissance, tandis que les parts de ER et EB (et des protéines des groupes R et B)
augmentent avec le taux spécifique de croissance.

Les écarts sont de l’ordre de 5% entre la part de ET et la part du groupe T. Idem pour
la différence entre la part de ER et la part du groupe R. Pour le groupe B, les écarts sont
bien moindre, à peine 1%.

Pour une agrégation de plusieurs centaines de protéines en seulement 3 groupes, les
écarts sont acceptables. Par ailleurs, les écarts sont significatifs surtout pour des valeurs
de taux spécifique de croissance intermédiaires (µ = 0,1− 0,4 h−1). Pour des valeurs du
taux spécifique de croissance proches du taux spécifique maximal, l’écart entre le modèle
agrégé présenté ici et le modèle RBA n’est que de 2%.

2.2.2.3 Expression du taux spécifique de croissance en fonction de la concen-
tration extérieure en glucose calculé par les RBA

Pour aller encore plus loin dans la comparaison avec une méthode validée expérimen-
talement, on compare ici les allures des taux spécifique de croissance maximaux pour la
méthode RBA et pour notre modèle en fonction de la concentration en glucose (pour les
RBA) et en G (pour notre modèle) dans le milieu extérieur. Les résultats sont présentés
figure 2.7.
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Figure 2.7 – En trait plein, le taux spécifique de croissance maximal en fonction de
la concentration de glucose pour la méthode RBA ; en trait discontinu, un rappel de
la figure 2.3 i.e. le taux spécifique de croissance de la méthode dRBA. Au centre, un
agrandissement de la figure pour des valeurs de G0 de 0 à 0,1 mmol.L−1.

Il est intéressant de noter que la méthode RBA donne une expression du taux spé-
cifique de croissance en fonction de la concentration de glucose proche d’une formule
de Herbert (présenté en section 1.1.1.2 [77]), c’est-à-dire qui prend en compte une cer-
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taine forme de maintenance : quand la concentration de glucose est inférieure à une
concentration critique strictement positive, la croissance est rigoureusement nulle.

Les taux spécifique de croissance maximaux et les concentrations de substrat de demi-
saturation du taux spécifique de croissance sont du même ordre de grandeur pour la
méthode RBA à l’échelle du génome et pour notre modélisation donnée figure 2.3. Il y a
certes un écart pour les concentrations de substrat de demi-saturation du taux spécifique
de croissance mais on conserve un ordre de grandeur similaire (similaire également avec
les travaux de Monod [60]), ce qui est satisfaisant. Par ailleurs, on a bon espoir qu’en
détaillant les processus et en allant vers ce qui est fait avec la méthode RBA, on retrouve
directement un profil de taux de croissance qui prenne en compte la maintenance.

2.2.3 Conclusion des différentes comparaisons

Dans la section 2.2.1, on a étudié le comportement macroscopique de notre modèle
en régime quasi-stationnaire lorsqu’il maximise sa croissance instantanée. On a réussi à
retrouver un taux spécifique de croissance maximal croissant en fonction de la concen-
tration de substrat et asymptotiquement borné par une valeur maximale. Ceci est en
accord avec des modèles empiriques issus d’observations. On a pu étudier sommairement
l’impact des paramètres du modèle sur son comportement et constater que les tendances
qui se dégageaient étaient en accord avec les phénomènes biologiques.

Par ailleurs, dans la section 2.2.2, on a réussi à rapprocher notre modèle agrégé de
modèles intracellulaires plus fins et en particulier de la méthode RBA. Le fait que les
allures observées soient en accord entre notre modèle agrégé et la modélisation RBA
validée expérimentalement [35] nous conforte dans l’idée que le modèle agrégé est repré-
sentatif du comportement du modèle plus finement détaillé.

On a alors confiance en notre modèle pour considérer qu’il est une extension des mo-
dèles macroscopiques usuels, en apportant une description des processus intracellulaires.
De plus, les correspondances entre les processus intracellulaires introduits dans notre mo-
délisation et l’agrégation a posteriori de résultats de simulation de RBA nous conforte
dans l’idée que notre agrégation a un sens et qu’il est possible de restreindre l’étude du
comportement cellulaire à ces quelques processus agrégés.

Nous disposons à présent d’un modèle suffisamment représentatif et en accord avec les
modélisations existantes pour que son utilisation dans la résolution de problèmes d’op-
timisation de bioprocédé donne des solutions réalistes. On a bon espoir que l’utilisation
de notre modèle (extension des représentations classiques) donne des résultats qui soient
des extensions de ce qui aurait été trouvé par l’utilisation de représentations classiques.

2.3 Optimisation de la production du bioprocédé

Le caractère descriptif de notre modèle étant validé, on s’intéresse, dans cette partie,
à sa capacité prédictive en utilisant le modèle pour établir un scénario de commande
du bioprocédé pour maximiser la production d’un composé d’intérêt, P . Pour celà, on
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cherche les profils ν(t) en fonction du temps qui maximisent un critère de productivité en
accord avec la modélisation vue précédemment. On s’intéresse désormais à des situations
dynamiques, sans se restreindre au régime permanent comme on l’a fait jusqu’à présent.

2.3.1 Position du problème

En reprenant le formalisme compact introduit en (2.1.19), le problème que l’on cherche
ici à résoudre est de la forme :

max
ν(t),tf

J(P (tf ), tf )

sous contraintes







ẋ(t) = F (x(t))ν(t)
Aν(t) ≤ b(x(t))
Lν(t) = 0
x(t) ≥ 0
ν(t) ≥ 0
Γ(x(t0), x(tf ), tf ) = 0

(2.3.1)

où Γ est un ensemble de contraintes aux bornes que doivent respecter les concentrations
à l’instant initial et à l’instant final, tf , ainsi que des contraintes potentielles sur le temps
final. On reconnait là un problème de commande optimale.

2.3.1.1 Critère

Le critère J est le reflet de l’efficacité du procédé à produire le composé d’intérêt, P .
A noter que l’efficacité du procédé dépend à la fois de la quantité (ou indifféremment
de la concentration) de produit à la fin de la culture, mais également de la durée de
la culture. En effet, il est aisé d’imaginer un procédé qui dure des jours et des jours et
qui convertisse l’intégralité du substrat disponible en produit d’intérêt, le tout sous l’ac-
tion d’une seule et unique bactérie ne se reproduisant pas. Effectivement, toute quantité
de substrat qui sert à produire de la biomasse est de la matière qui ne devient pas du
composé d’intérêt. C’est donc une perte nette du point de vue de la production. Aussi
est-il souhaitable de ne pas produire du tout de biomasse si l’on cherche à maximiser
le transfert vers le composé d’intérêt. Néanmoins, ce n’est pas la solution convenable
pour le problème de la production de composé d’intérêt, ne serait-ce qu’en admettant
que notre modèle ne prenne pas en compte la mortalité probable des cellules. Nous y
reviendrons, en particulier au travers de la figure 2.10.

Dans la littérature, un compromis est classiquement trouvé en cherchant la solution
qui maximise le rendement du procédé par rapport à la durée de culture [83], c’est-à-dire :

J =
P (tf )

tf
(2.3.2)

où tf est le temps final.
De cette manière, la durée de culture représente une pression pour la solution qui doit

non seulement maximiser la production mais aussi en un temps le plus limité possible.
Il est à noter qu’un tel critère permet, de manière détournée, de représenter le stress

qui agit sur les cellules pour faire le plus vite possible ce qu’elles ont à faire. Entre une
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solution rapide et une plus lente, nous privilégierons ainsi la plus rapide pour se rappro-
cher de la réalité et des phénomènes de l’ordre de la sélection naturelle, qui favorise les
organismes aux taux de croissance les plus efficaces. Ceci se rapproche des remarques
faites sur la maximisation du taux spécifique de croissance, section 2.2.

D’un point de vue industriel, ce critère est aussi un bon indicateur de performance de
l’efficacité d’un procédé à convertir la matière disponible en composé d’intérêt, comme
rappelé dans [41].

2.3.1.2 Conditions aux bornes

On note t0 l’instant initial. En ce qui concerne les conditions aux bornes, pour décrire
le procédé, il suffit de fixer les concentrations extracellulaires, G(t0), X(t0), P (t0), ainsi
que la concentration intracellulaire, S(t0). On peut tout à fait laisser les concentrations de
protéines libres sous réserve qu’elles respectent la contrainte de densité :

∑

iEi(t0)/αEi
=

D0. Dans ces conditions, la densité intracellulaire reste égale à la densitéD0 à tout instant
puisque µ est défini pour maintenir constante la densité au sens

∑

iEi(t)/αEi
.

Les contraintes à l’instant initial s’écrivent :






G(t0), X(t0), P (t0), fixées
S(t0), fixée
∑

P,B,R,T

Ei(t0)
αEi

= D0

(2.3.3)

Concernant le temps final, tf , on restera général en prenant : 0 < tmin ≤ tf ≤ tmax

en choisissant tmin (resp. tmax) assez petit (resp. assez grand). Dans le cas où une des
deux bornes serait atteinte, on n’hésitera pas à la faire varier. L’objectif de tmin est de
s’assurer que le critère reste défini (i.e. d’éviter une division par zéro). La raison visant
à imposer un tmax sera exposée au moment d’établir la preuve d’existence. On veillera à
ce que tmax ne soit pas une contrainte forte sur l’optimisation.

En posant C0 et c0 telles que :






C0 =









1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 1

αEB

1
αEP

1
αER

1
αET

0 0 0









c0 =
(
S0 G0 P0 X0 D0

)T

(2.3.4)

avec S0 (respectivement G0, P0, X0) la concentration initiale fixée de S (respectivement
G, P , X), les contraintes (2.3.3) à l’instant initial s’écrivent :

C0x(t0) = c0

2.3.1.3 Simplification du problème

Lors de la phase de modélisation, nous avons précisé que les concentrations devaient
être positives ou nulles à tout instant. La question qui se pose est, au vu de la formulation
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du problème d’optimisation, de savoir s’il est nécessaire de conserver cette contrainte sur
l’état du système. En effet, comme discuté dans [38], les contraintes sur les trajectoires
des états sont difficiles à gérer dans le cadre d’un problème de commande optimale.

Nous allons voir qu’il est possible de remplacer cette contrainte x(t) ≥ 0, ∀t simple-
ment par G(tf ) ≥ 0. Cette contrainte sur l’état final sera bien plus facile à manipuler
lors de l’optimisation.

A partir du moment où les flux sont positifs et que X(t0) ≥ 0, par (2.1.14), X est
croissante et alors X(t) ≥ 0, ∀t. Ainsi, par (2.1.8) et avec νP positif, on trouve que P est
croissante et donc P (t0) ≥ 0 suffit pour affirmer que P (t) ≥ 0, ∀t.

La dérivée de G, donnée par (2.1.3), étant négative ou nulle (car νT et X ≥ 0), G
est décroissante, il suffit alors que G(t0) et G(tf ) soient positives pour que G(t) le soit à
tout instant.

Concernant les concentrations Ei, au vu de la dynamique (2.1.10), on peut affirmer
pour i ∈ {P,B,R,T} que : si Ei est positif à un instant particulier τ0, alors, cela est vrai
pour tout instant t ≥ τ0.

En effet, en raisonnant par l’absurde, s’il existe un instant τ2 pour lequel Ei est
strictement négatif, alors, par continuité, c’est qu’il existe un instant τ1 entre τ0 et τ2,
pour lequel Ei(τ1) est nul et de dérivée temporelle strictement négative. Or la dérivée de
Ei en τ1 s’écrit, d’après (2.1.10) : Ėi(τ1) = αEi

νEi
(τ1)− 0, qui est positive ou nulle. D’où

la contradiction.
Il suffit donc de contraindre Ei(t0) à être positif pour que Ei(t) soit positif pour tout

t ≥ t0.

Étant donné que l’on fixe S(t0) à une valeur S0 (positive), les efficacités kB(t0), kP (t0)
et kR(t0) sont toutes trois positives. De même, comme G(t0) est positive, kT (t0) est
positive.

Les contraintes (2.1.4), (2.1.7), (2.1.9) et (2.1.11) prises en t0, avec le fait que les νi(t0)
sont positifs, donnent alors la positivité des Ei(t0).

Il ne reste plus qu’à montrer que S(t) est positive à chaque instant. Raisonnons par
l’absurde. S(t) est absolument continue au vu de la relation (2.1.2). Ainsi, par continuité,
si S(t) n’est pas toujours positive, on peut trouver un ε ≥ 0 aussi petit que l’on veut et
un intervalle [τ1, τ2] tels que −ε < S(t) < 0, Ṡ(t) < 0, ∀t ∈ [τ1, τ2]. On suppose que ε est
plus petit que le minimum entre KR, KP et KB. Dès lors, kB(S(t)), kP (S(t)) et kR(S(t))
sont négatifs pour t ∈ [τ1, τ2]. Donc, d’après les contraintes (2.1.4), (2.1.7), (2.1.9) et
(2.1.11) et le fait que les νi(t) soient positifs, νP , νB, les νEi

et EP , EB et ER sont nuls
sur l’intervalle [τ1, τ2]. Comme tous les νEi

sont nuls, µ l’est aussi par la relation (2.1.13).
Ainsi, la dérivée temporelle de S s’écrit d’après (2.1.2) : Ṡ = αTνT (t) qui est positif, ce
qui contredit l’hypothèse selon laquelle Ṡ(t) < 0.

La concentration S(t) est bien positive pour tout t.
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En résumé, x(t) ≥ 0 peut être substitué, dans la formulation du problème, par :

G(tf ) ≥ 0 (2.3.5)

Matriciellement, on pose Cf , cf telles que :
{
Cf =

(
0 0 0 0 0 1 0 0

)

cf =
(
0
) (2.3.6)

et on écrira :
Cfx(tf ) ≥ cf

2.3.1.4 Formulation compacte

Une forme compacte du problème (2.3.1) est alors :

max
ν(t),tf

(

0 0 0 0 0 0 1
tf

0
)

x(tf )

s.c.







ẋ(t) = F (x(t))ν(t) (2.3.7.a)
Aν(t) ≤ b(x(t)) (2.3.7.b)
Lν(t) = 0 (2.3.7.c)
ν(t) ≥ 0 (2.3.7.d)

C0x(t0) = c0 (2.3.7.e)
Cfx(tf ) ≥ cf (2.3.7.f)

tmin ≤ tf ≤ tmax (2.3.7.g)

(2.3.7)

On cherche la solution à ce problème de commande optimale où :
— le critère porte sur l’état à l’instant final (formulation de Mayer) ;
— la dynamique est linéaire en la commande, (2.3.7.a) ;
— les contraintes sur la commande sont linéaires, (2.3.7.c) (2.3.7.d), ou dépendent de

l’état, (2.3.7.b) ;
— il y a des conditions sur l’état initial et l’état final, (2.3.7.e) et (2.3.7.f) ;
— le temps final est libre mais borné, (2.3.7.g).

Nous allons voir ce que nous pouvons dire de ce problème.

2.3.2 Commande optimale

Les contraintes sur la commande dépendant de l’état du système ne rentrent pas dans
le cadre habituellement considéré du principe du maximum de Pontryaguine. Ainsi, la
formulation du problème, bien que compacte, n’est pas si classique.

En effet, soient :
Ω(x) = {ν ∈ R

m
+ |Lν = 0, Aν ≤ b(x)} (2.3.8)

et
N(x) = {F (x)ν|ν ∈ Ω(x)}

pour un x donné, les variables de commande prennent valeur dans Ω(x). Dans ce contexte,
le principe du maximum est remplacé par des conditions plus avancées telles que celles
associées à un problème de Mayer où la dynamique du système est définie par une
inclusion différentielle non linéaire (voir par exemple [25] ou [81]).
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2.3.2.1 Existence

Il est cependant possible de prouver l’existence d’une solution au problème. Pour cela,
on applique le théorème de Fillipov-Cesari [38], qui garantit l’existence d’une solution
optimale mesurable sous réserve que l’état, la commande et le temps final soient bornés,
et que N(x) soit un ensemble convexe quel que soit x.

2.3.2.2 Preuve

Par conservation de la masse, la masse de chaque composé est majorée par mmax =
mG +mS +mP +ΣmEi

, où mξ est la quantité de ξ à l’instant initial. La population XV
étant par ailleurs croissante, et le volume du réacteur V étant constant, les concentrations
de chaque composé rapportées au volume de population sont bien majorées (i.e. S, Ei)
ainsi que les concentrations de chaque composé dont la concentration est rapportée au
volume du réacteur (i.e. G, P , X).

Dès lors, les contraintes d’efficacité des processus permettent de trouver des majorants
généraux pour les éléments de ν.

Le temps final tf est lui majoré par définition du problème par tmax.
Il reste à vérifier que la condition de Roxin est satisfaite, i.e. que N(x) est bien convexe

pour tout x ∈ R
n.

Soient x0 ∈ R
n, n1 et n2 deux éléments de N(x0). Il existe ν1 et ν2 dans Ω(x0) tels que

n1 = F (x0)ν1 et n2 = F (x0)ν2. Comme ν1 et ν2 sont dans Ω(x0), ils vérifient : Lν1 = 0,
Aν1 ≤ b(x0) et ν1 ∈ R

m
+ et de même pour ν2, Lν2 = 0, Aν2 ≤ b(x0) et ν2 ∈ R

m
+

Soient t ∈ [0,1], nm = tn1 + (1− t)n2 et νm = tν1 + (1− t)ν2.
— On a t > 0, 1− t > 0, ν1, ν2 ∈ R

m
+ donc on a bien νm ∈ R

m
+ ,

— Lνm = tLν1 + (1− t)Lν2 = 0,
— Aνm = tAν1 + (1− t)Aν2 ≤ tb(x0) + (1− t)b(x0) = b(x0)

ainsi, νm ∈ Ω(x0). Par ailleurs, F (x0)νm = tF (x0)ν1+(1− t)F (x0)ν2 = tn1+(1− t)n2 =
nm, donc nm est bien dans N(x0). D’où la convexité de N(x0), puis de tout N(x) pour
x ∈ R

n.
Ainsi, N(x) étant convexe pour tout x ; x, ν et tf étant bornés, on applique le théo-

rème de Filippov-Cesari et on conclut qu’il existe un triplet optimal (x∗(·),ν∗(·),t∗f ) avec
ν∗(·) mesurable. �

Ceci nous donne le fait que la commande optimale ν∗(t) existe et est mesurable. En
tant que telle, elle peut donc être approchée par une suite de fonctions en escaliers.

2.3.2.3 Dérivation de conditions nécessaires d’optimalité

Si l’on suppose en outre que la commande optimale a une certaine propriété de conti-
nuité, on peut essayer de déterminer un certain nombre de conditions nécessaires que
trajectoire optimale doit satisfaire, comme présenté dans [38]. Pour ce faire, il suffit de
supposer que la commande optimale ν∗ est continue à droite avec des limites à gauche.
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Introduisons l’Hamiltonien H défini par

H (x(t), ν(t), λ(t)) = λ(t)⊤F (x(t))ν(t) (2.3.9)

où λ appartient à R
n et est l’adjoint de l’état x.

Soit également L , le Lagrangien associé défini par

L (x(t), ν(t), λ(t), η1(t), η2(t), η3(t)) = H (x(t), ν(t), λ(t))

+η1(t)Lν(t) + η2(t)
⊤(b(x(t))− Aν(t)) + η3(t)

⊤ν(t)
(2.3.10)

où η1, η2, η3 sont les multiplicateurs associés aux contraintes.
Ensuite, si l’on pose (x∗(t), ν∗(t)) un couple optimal, alors, il existe une fonction

adjoint absolument continue par morceaux λ, des fonctions multiplicatrices continues
par morceaux η telles que :

(a) ν∗(t) = arg max
ν∈Ω(x∗(t))

H (x∗(t), ν, λ(t)) ;

(b) λ̇(t) = −∂L
∂x

(x∗(t), ν∗(t), λ(t), η1(t), η2(t), η3(t)) (cette équation est valable uni-

quement car il n’y a pas de contrainte pure sur l’état) ;

(c)
∂L

∂ν
(x∗(t), ν∗(t), λ(t), η1(t), η2(t), η3(t)) = 0 ;

(d) η1(t) ∈ R, η1(t)Lν
∗(t) = 0 ;

(e) η2(t) ∈ R
n2
+ , η2(t) ◦ [b(x∗(t))− Aν∗(t)] = 0n2×1, avec le produit matriciel terme à

terme de Hadamard noté ◦ ;
(f) η3(t) ∈ R

n3
+ , η3(t) ◦ ν∗(t) = 0n3×1 ;

(g) λ(t0) =
∂(α⊤

0 (C0x− c0))

∂x
, λ(tf ) =

∂(J + αf (Cfx− cf ))

∂x
avec α0 ∈ R

n0 et αf ∈
R+, avec n0 = dim(c0).

Habituellement, on peut arriver à trouver une expression de ν∗(t) en fonction de x(t)
et de λ(t) en partant de la condition (a). En fonction du signe de Hνi(t) =

∂H

∂νi
(t), ν∗i (t)

vaut soit sa valeur minimale (si Hνi(t) < 0), soit sa valeur maximale (si Hνi(t) > 0),
soit une valeur intermédiaire donnée par le reste des contraintes (si Hνi(t) = 0). Les
valeurs minimales et maximales sont données par rapport à l’ensemble Ω(x∗(t)), défini
en (2.3.8).

Ce qui complique la résolution ici, est le fait que les ensembles Ω(x∗(t)) ont des
valeurs extrémales qui sont définies par rapport à l’état mais surtout par rapport aux
commandes, à cause de la contrainte Aν ≤ b(x) et au fait que A ne soit pas inversible.
La caractérisation analytique semble compromise. Il faut se tourner vers d’autres types
de caractérisation de la solution optimale.

2.3.3 Formulation discrète

Les méthodes analytiques traditionnelles semblent compromises par la formulation
du problème et en particulier les contraintes entre l’état et la commande. En reprenant
l’idée que la commande optimale est mesurable, et approchable par des fonctions en es-
caliers, on se dirige alors vers des méthodes numériques pour résoudre le problème (2.3.7).
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L’idée est de convertir le problème de commande optimale de dimension infinie en
un problème non linéaire de dimension finie. Pour ce faire, on procède comme dans [6],
c’est-à-dire la discrétisation de la dynamique sur N + 1 pas de temps de t0 à tf puis
on cherche les valeurs des commandes et des états à ces instants de discrétisation. Le
pas de discrétisation vaut tf−t0

N
. Il convient de déterminer également des équivalents des

différentes contraintes pour ce cas discret.

2.3.3.1 Variable d’optimisation

La variable d’optimisation X comprend l’ensemble des états et commandes aux ins-
tants de discrétisation ainsi que le temps final :

X = {{xk, νk}k∈{0,...,N}, tf} ∈ R
(n+m)×(N+1)+1 (2.3.11)

xk est l’état du système discrétisé à l’instant tk = t0 + (tf − t0)
k
N

et νk la valeur de la
commande à tk.

xN est l’état à l’instant final et on cherche donc à maximiser
(

0 0 0 0 0 0 1
tf

0
)

xN .

Rapporté à X, on cherche à maximiser 1
tf
cTX avec c le ((n+m)×N + 7)-ième élément

de la base canonique de R
(n+m)×(N+1)+1.

2.3.3.2 Contrainte liée à la dynamique

La discrétisation du système peut être faite de différentes manières. La plus simple,
et qui sera utilisée ici, consiste à appliquer un bloqueur d’ordre zéro à la commande
entre deux pas de temps et à utiliser une formulation d’Euler explicite pour approcher
la dérivée de l’état entre deux pas de temps. On préfèrera augmenter le nombre de
pas d’échantillonnage plutôt que de complexifier la formulation, par exemple via une
approximation polynomiale de la commande entre deux pas d’échantillonnage et une
estimée xk+1 calculée par une formule plus élaborée, voir [73]. On veillera à choisir un
pas de discrétisation assez faible pour que le schéma d’Euler soit correct.

On considère que :

xk = xk−1 +
tf − t0
N

F (xk−1)νk−1 (2.3.12)

pour k ∈ J1, NK.
On pose Rk(X) = xk+1 − xk − tf−t0

N
F (xk)νk, la k-ième contrainte de raccord.

La contrainte sur la dynamique du système peut alors être remplacée par

ẋ(t) = F (x(t))ν(t)

∀t ∈ [t0, tf ]
→

xk = xk−1 +
tf−t0
N

F (xk−1)νk−1

∀k ∈ J1, NK
→ R(X) =






R1(X)
...

RN(X)




 = 0

(2.3.13)
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A noter que dans le cas d’un bloqueur d’ordre zéro pour estimer la dynamique, la
dernière commande νN n’intervient pas. Dans le formalisme développé dans la suite, on
présente le cas général, sans s’en soucier.

2.3.3.3 Autres contraintes

Les contraintes sur la commande et mixtes entre l’état et la commande deviennent
immédiatement :







ν(t) ≥ 0
Aν(t) ≤ b(x(t))
Lν(t) = 0
∀t ∈ [t0, tf ]

→







νk ≥ 0
Aνk ≤ b(xk)
Lνk = 0
∀k ∈ J1, NK

→







P ·X ≥ 0
A ·X ≤ b(X)
L ·X = 0

(2.3.14)

avec P, A et L des matrices construites par produits de Kronecker bien choisis, et b une
fonction matricielle de X bien choisie également.

A noter que le respect des contraintes aux instants de discrétisation ne garantit pas le
respect des contraintes entre ces instants. Il conviendra de vérifier a posteriori qu’il n’y
a pas de dépassement hors des instants de discrétisation.

2.3.3.4 Formulation discrète

Finalement les contraintes aux bornes deviennent :






C0x(t0) = c0
Cfx(tf ) ≥ cf
tmin ≤ tf ≤ tmax

→







C0x0 = c0
CfxN ≥ cf
tmin ≤ tf ≤ tmax

→







C0 ·X = c0
Cf ·X ≥ cf
tmin ≤ e(n+m)×(N+1)+1 ·X ≤ tmax

(2.3.15)
avec C0 et Cf des matrices bien choisies et e(n+m)×(N+1)+1 =

(
0 · · · 0 1

)
.

Le problème discrétisé est alors le suivant :

max
X∈R(n+m)×(N+1)+1

1
tf
cTX(tf )

s.c.







R(X) = 0
P ·X ≥ 0
A ·X ≤ b(X)
L ·X = 0
C0 ·X = c0
Cf ·X ≥ cf
tmin ≤ e(n+m)×(N+1)+1 ·X ≤ tmax

(2.3.16)

La question est tout de même de déterminer le lien qui existe entre les solutions au
problème de commande optimale (2.3.7) et au problème discrétisé (2.3.16). Une piste de
réponse se trouve section 10.4 de [6]. Il apparait qu’en affinant le pas de discrétisation,
la solution du problème (2.3.16) tend vers la solution du problème (2.3.7).

Ainsi, dans la mesure où les trajectoires solutions de (2.3.16) seront régulières, le risque
de converger vers une solution complètement différente restera maitrisé. On pourra ré-
duire le pas de discrétisation pour s’assurer que la solution obtenue n’est pas radicalement
différente.
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2.3.4 Résolution numérique

Le passage de (2.3.7) à (2.3.16) a été réalisé grâce au logiciel Bocop développé par une
équipe de l’INRIA [10]. Bocop est un logiciel de résolution de problème de commande
optimale par la méthode présentée en section 2.3.3 dite méthode directe. Une fois le pro-
blème écrit sous la forme d’un problème non linéaire de dimension finie, la solution est
trouvée par un algorithme du point intérieur. Il s’agit essentiellement d’une descente de
gradient du critère qui est augmenté d’un ensemble de pénalités relatives aux contraintes
d’égalités et d’inégalités. On se réfèrera à l’article [82] pour plus de détails.

Avec les conditions initiales G(t0) = 0,1 mmol/L, P (t0) = 0 mmol/L, X(t0) =
1 mgCDW/L, et S(t0) = 0,019 mmol/gCDW (pris en accord avec la figure 2.2), tmin =
0,1 h, tmax = 50 h, un nombre d’échantillonnage N = 100, et les paramètres de la table
2.3, on obtient les allures de la figure 2.8. En testant plusieurs initialisations au problème
d’optimisation, on trouve toujours la même solution. Le temps de résolution dépend lui
de l’initialisation (de quelques dizaines de secondes à quelques minutes).
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Figure 2.8 – Solution du problème (2.3.16).

Si l’on augmente le nombre de pas de discrétisation (tests effectués jusqu’à N = 1000),
les résultats sont inchangés. On passe cependant d’une résolution en quelques secondes
à plus d’une heure avec un ordinateur de bureau muni d’un processeur Intel Core i7. Par



2.3. Optimisation de la production du bioprocédé 97

ailleurs, nous nous sommes assurés que les résultats présentés dans ce chapitre étaient
indépendants des valeurs numériques choisies pour les conditions initiales. Pour peu que
l’on satisfasse la relation qui lie G à S à l’équilibre (équation (2.2.7)), on obtient des
allures similaires à celles présentées par la suite.

2.3.5 Analyse des résultats

On trouve les valeurs optimales suivantes :







P (tf ) = 32,6.10−3 mmol.L−1

tf = 7,66 h

P (tf )

tf
= 4,26.10−3 mmol.L−1.h−1

On obtient trois phases successives :
(i) La première, de t = 0h à t = 1,8h, est une phase de croissance exponentielle durant

laquelle les concentrations intracellulaires sont constantes. C’est bien un régime
quasi-statique dans la mesure où le taux spécifique de croissance est constant.
On retrouve la valeur du taux spécifique de croissance maximal que l’on puisse
obtenir à la concentration G = G(t0), c.f. figure 2.3. Les valeurs pour des concen-
trations intracellulaires en protéines et métabolite S correspondent à la solution
du problème statique (ΠG(t0)) (formulation (2.2.1)).

(ii) La deuxième phase, de t = 1,8h à t = 4,7h, est une période de transition durant
laquelle la configuration de la cellule change complètement. Le taux spécifique de
croissance diminue progressivement, la production du composé d’intérêt P com-
mence, mais ce qui est le plus important est la composition en protéines : tandis
que les concentrations en EB et ER diminuent, la concentration en EP augmente.
Celle en ET reste relativement constante avant de diminuer à son tour en fin de
phase. Les ressources sont dirigées vers le passage à une configuration favorable
pour produire le produit d’intérêt. Les flux νEi

vont clairement dans ce sens.
(iii) Enfin, la dernière phase, de t = 4,7h à t = 7,7h, est une période de production

pure du composé d’intérêt. La croissance est nulle, les concentrations intracellu-
laires en protéines sont fixes, permettant un transfert efficace de G à S puis de S
à P sans utiliser de ressource pour d’autres tâches. Les cellules sont ici de pures
machines catalytiques convertissant parfaitement G en P .

Comme on l’a vu au chapitre précédent, la première et la troisième phases sont clas-
siquement utilisées en bioproduction de composés d’intérêt en utilisant des modèles ma-
croscopiques phénoménologiques. Il est intéressant de constater qu’on retrouve la même
politique en partant de la description des processus intracellulaires.

En utilisant une modélisation FBA, c’est-à-dire sans prendre en compte le fait que
les bornes sur les flux (kiEi) résultent d’un compromis entre entités du même type (en
l’occurence, d’un compromis entre composés peptidiques), on arrive à retrouver les deux
phases de croissance (i) puis de production (iii). La phase de transition (ii) reste ce-
pendant absente des prédictions. On retrouve bien la même idée séquentielle dans la
solution au problème d’optimisation posé avec notre modèle. Un réel avantage de notre
approche par rapport aux méthodes présentes dans la littérature est la caractérisation
de cette phase de transition par des considérations physico-biologiques. En effet, les
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phases de transition obtenues par des méthodes FBA apparaissent grâce à l’introduc-
tion de limitations artificielles sur la dérivée temporelle des flux : des contraintes de

type α̇i ≤
νi(tk)− νi(tk−1)

tk − tk−1

≤ β̇i sont ajoutées au problème avec α̇i et β̇i des coefficients

supplémentaires déterminés de sorte à faire coïncider les résultats expérimentaux et les
simulations numériques. Dans notre travail, on obtient le phénomène de façon autonome
à travers les contraintes d’allocation de ressources.

Par ailleurs, sur le plan de la stratégie de la cellule lors du changement de phase (i) à
(ii), c’est-à-dire avant de modifier son programme interne, on note que la concentration
en S augmente. Ceci semble dû au fait que le flux de production de S est supérieur à
la somme des flux de consommation. En particulier, le flux de ΣR chute à cet instant.
Pour le reste, S(t) décroit au cours du temps, tout comme la concentration en substrat
extérieure, G(t).

On peut étudier les allures des concentrations en protéines en fonction du taux spéci-
fique de croissance, comme présenté figure 2.9.
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Figure 2.9 – Correspondance entre la concentration des protéines et le taux spécifique
de croissance pour la solution au problème (2.3.16).

On constate que la stratégie optimale revient à une sorte de correspondance plus ou
moins linéaire par morceaux entre les concentrations en protéines et le taux spécifique
de croissance. Nous reviendrons sur cette correspondance dans le chapitre suivant.



2.3. Optimisation de la production du bioprocédé 99

2.3.5.1 Retour sur le critère d’optimisation

Revenons sur le choix du critère, discuté au début de la section 2.3.1. On résout le
problème (2.3.16) en prenant comme critère à maximiser :

J0 = P (tf ) (2.3.17)

le temps final étant par ailleurs libre, borné par tmin et tmax. Le résultat obtenu par réso-
lution numérique est donné figure 2.10. On notera que la valeur du temps final est égale à
sa borne maximale (ici, 50h). Conformément à nos attentes, la population reste constante
à sa valeur initiale. La croissance est rigoureusement nulle et toutes les concentrations
restent constantes, égales à leur valeur à l’instant initial. Le choix des concentrations est
libre à l’instant initial, pourvu que (2.3.3) soit satisfaite.
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Figure 2.10 – Solution du problème (2.3.16) avec comme critère J0 = P (tf ).

La répartition optimale des protéines est alors :






ET = 1,03 mmol.g−1
CDW

EP = 0,30 mmol.g−1
CDW

EB = 0 mmol.g−1
CDW

ER = 0 mmol.g−1
CDW
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En effet, comme il n’y a pas de croissance, il n’y a pas besoin de ER ni de EB et les deux
protéines EP et ET sont nécessaires pour transformer G en S, puis S en P .

Cette simulation nous révèle la quantité maximale de P produite dans le cas d’une
conversion parfaite de G en P . On trouve en l’occurrence le rapport des masses molaires
MG/MP : on est bien dans le cas d’une conversion parfaite de masse entre G et P . Cette
borne maximale sur la production de P pourra être retenue comme référence :

Pr =
MG

MP

G(t0) (2.3.18)

A noter que l’on néglige ici la masse de S et des autres éléments qui pourraient être
convertis en P .

2.3.5.2 Phase de transition

La période de transition entre les deux phases exclusives de croissance et de production
mérite une attention particulière. Elle est le seul moyen dont le système dispose pour
faire évoluer sa configuration interne. Il est en effet connu que les protéines sont des
structures stables et qu’en phase de croissance, leur dégradation active est négligeable
devant la dilution (constante de temps de l’ordre de plusieurs heures [2]). Aussi, en
phase de croissance, il est possible de négliger leur dégradation, comme nous l’avons
fait dans (2.1.10). Le seul moyen de diminuer la place que prend une protéine dans
la cellule est de la diluer. Ce phénomène de dilution n’est pas instantané mais a un
temps caractéristique qui vaut 1/µ. De plus, la densité intracellulaire étant constante,
pour augmenter la concentration d’une protéine, il est nécessaire de faire de la place
en réduisant la concentration d’une autre protéine i.e. de diluer cette autre protéine.
Néanmoins, la production de protéine ne peut se faire instantanément car le taux de
production d’une protéine est majoré par la concentration en ribosome et l’efficacité de
ces derniers.

La phase de transition, (ii), est le reflet de l’inertie du système biologique et en par-
ticulier de la rémanence des protéines dans la cellule.

Par ailleurs, on peut noter que cette phase se décompose en une succession de plusieurs
sous-phases :

— Tout d’abord, la concentration intracellulaire en protéine ET augmente. La pro-
duction de ribosomes et de protéines EP est nulle ;

— Ensuite, la production de EP commence, en parallèle de la production de ET . En
effet, les deux processus ΣP et ΣT doivent être actifs pour transformer G en P .
Peu à peu, EP prend la place de EB et ER dans la répartition des protéines ;

— Enfin, la production de ET tombe à zéro, permettant à EP de gagner encore en
concentration.

Le rôle du processus ΣT est double. Il sert à produire S comme intermédiaire entre G
et P , mais aussi pour augmenter l’efficacité de tous les processus.
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2.3.5.3 Inertie des protéines

Pour se convaincre du rôle essentiel des protéines, on retire la contrainte sur l’inertie
de leur concentration. Toute chose restant inchangée par ailleurs, on autorise les flux de
production de protéines, νEi

, à être négatifs. Ainsi, on autorise les protéines à disparaître.

Montrons que dans ces conditions, il devient également possible de substituer une
protéine à une autre instantanément.

On suppose qu’à un instant ts on a une répartition (E1,E2) entre deux protéines. La
question est de savoir si l’on peut passer à la configuration (E1 + δ, E2 − δ) à ts + ε avec
ε > 0.

On a Ėi = νEi
− µEi, d’où,

{

E1(ts + ε) = E1(ts) +
∫ ts+ε

ts
(νE1(t)− µ(t)E1(t))dt

E2(ts + ε) = E2(ts) +
∫ ts+ε

ts
(νE2(t)− µ(t)E2(t))dt

.

Peut-on avoir :

{

δ =
∫ ts+ε

ts
(νE1(t)− µ(t)E1(t))dt

−δ =
∫ ts+ε

ts
(νE2(t)− µ(t)E2(t))dt

?

Par continuité, pour ε assez proche de 0, l’intégrande reste constante :
{

+δ = ε(νE1(ts)− µ(ts)E1(ts))
−δ = ε(νE2(ts)− µ(ts)E2(ts))

D’où, {
νE1(ts) = +δ/ε+ µ(ts)E1(ts)
νE2(ts) = −δ/ε+ µ(ts)E2(ts)

(2.3.19)

On retrouve qu’en imposant ν2 ≥ 0, il est nécessaire d’avoir µ > 0 pour faire diminuer
E2. Mais, si l’on retire la contrainte ν2 ≥ 0 et que l’on autorise ν2 à être négatif, on peut
prendre les formules (2.3.19) quels que soient µ, δ et ε, y compris pour un µ nul.

Par ailleurs, comme on a ajouté et retiré la même quantité de protéine, la substitution
n’a pas d’influence sur la densité intracellulaire et ce qui en provient.

On vient de montrer que l’on pouvait substituer une entité à une autre en relaxant la
contrainte sur la positivité des flux νEi

.

On trace figure 2.11 les mêmes allures qu’à la figure 2.8 mais pour la solution au
problème d’optimisation (2.3.16) dans lequel on a retiré la contrainte de positivité des
flux νEi

. La modélisation est alors dénommée dRBAu (pour dRBA unconstrained).

Sur ces courbes, on trouve la stratégie classique en deux temps : croissance puis pro-
duction. On note que la configuration de la cellule pendant la phase de croissance est
rigoureusement identique dans les deux cas, en accord avec les figures 2.3 et 2.6. L’instant
de bascule, ts, entre les deux stratégies est ts = 3,40 h et le temps de culture total est
de tf = 7,66 h.

Ces résultats sont plus proches de ce qui ressort des modèles classiques, que ce soit
des modèles macroscopiques ou des modèles fondés sur les FBA. Les non linéarités sur la
concentration en S introduisent cependant de légères modifications. Pour se rapprocher
encore davantage des FBA, on pourrait retirer l’influence de la concentration de S sur
les processus en prenant les efficacités ki indépendantes de la concentration S.
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Figure 2.11 – En rouge, solution du problème (2.3.16) où les flux νEi
peuvent être

négatifs (dRBAu). En gris clair, rappel de la figure 2.8, solution du problème dRBA.

2.3.5.4 Discussion sur les profils de production du composé d’intérêt

D’après la figure 2.11, les trajectoires P (t) sont très proches dans les cas où on prend
en compte les contraintes d’évolutions des machineries moléculaires (dRBA), et dans le
cas où on ne les prend pas en compte (dRBAu). Malgré cette observation macroscopique,
on peut voir que l’origine de ces deux profils est bien différents et donneraient lieu à des
conduites du procédé différentes.

En effet, ces expériences visent à trouver le fonctionnement optimal d’un procédé. En
particulier, on cherche à identifier le compromis entre croissance et production. Doivent-
elles être successives ou concomitantes ? La réponse en utilisant des modèles macrosco-
piques et des modèles reposant sur les FBA montrent qu’il est préférable de croître puis
de produire. Il est rassurant qu’en décrivant les processus intracellulaires, on conserve
cette même idée d’une croissance suivie d’une production.

Par ailleurs, la conduite du procédé est déterminée par les actions à effectuer sur le
procédé. C’est-à-dire qu’au delà du profil P (t), il est primordial de connaitre l’instant
optimal auquel la production de P doit commencer. Montrons qu’il est important de
prendre en compte les considérations de la section 2.1 pour la conduite du procédé en
tant que telle.
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Ce qui est déterminant est l’instant auquel la transition doit s’opérer. Certes, les
profils P (t) sont très proches mais les instants auxquels la production de P commence
sont différents. Dans le cas dRBA, la production commence en ts = 2,2 h, dans le cas
dRBAu, elle commence en ts = 3,4 h. En ayant sous-évalué la période de transition, on
se retrouve avec un résultat différent.

La figure 2.12 présente une expérience durant la production commence à ts = 3,4 h,
i.e. l’instant déterminé sans prendre en compte la phase de transition, mais où l’on prend
en compte l’évolution des concentrations des machineries qui catalysent les processus in-
tracellulaires. Cette expérience est appelée expérience D. Elle permet d’identifier la perte
d’optimalité due à une mauvaise identification de l’instant ts.

Table 2.4 – Valeurs optimales obtenues par les diverses méthodes.

tf P (tf ) X(tf ) ts
P (tf )

tf
(en h) (en µmol.L−1) (en mgCDW .L−1) (en h) (en µmol.L−1.h−1)

Référence absolue - 50 1,00 - 0
Méthode dRBA 7,66 32,6 7,31 2,22 4,26
Méthode dRBAu 7,24 33,2 7,07 3,40 4,59
L’expérience D 7,30 29,5 8,47 3,40 4,04

Les valeurs numériques sont données table 2.4. La référence absolue est la solution
du problème où le critère est maxP (tf ) (résultats présentés figure 2.10).Le paramètre
ts est, le cas échéant, l’instant auquel commence la production de P . On note un écart
de 10% entre la concentration de P prédite par dRBAu et l’expérience D. Par ailleurs,
par conservation de la matière, on note que l’expérience D conduit à produire plus de
biomasse que l’optimum donné par la méthode dRBA. Bien que le temps de culture soit
plus court pour l’expérience D que pour l’optimum de la méthode dRBA, le critère de
performance P (tf )/tf est meilleur avec la méthode dRBA.

La différence entre les deux tracés de la figure 2.12 pourrait expliquer certaines dif-
férences entre les expériences pratiques et les prédictions des différents modèles qui ne
tiennent pas compte des processus intracellulaires. Ceci fera l’étude du chapitre 4 où la
question de la production d’acétate sera spécifiquement abordée.

Le modèle développé dans ce chapitre prend tout son sens dans l’optimisation du bio-
procédé dans son ensemble. La prise en compte des contraintes sur les processus intracel-
lulaires introduit des contraintes sur le fonctionnement du bioprocédé dans son ensemble.

2.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, on a développé un modèle agrégé du comportement de cellules
bactériennes. Ce modèle a été couplé à un modèle d’évolution d’un bioréacteur opérant
en fonctionnement batch.
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Figure 2.12 – Évolutions des variables du système dans le cas où la dynamique des
protéines est négligée et où l’on peut substituer une protéine à une autre instantanément
(dRBAu) en gris, voir figure 2.11, et en bordeaux, dans le cas réaliste où les protéines
sont contraintes, voir figure 2.8, mais où l’on force la production de P à ne pas démarrer
avant ts = 3,4h (Expérience D, voir texte).

Des tests ont ensuite été effectués pour le rapprocher à la fois de modèles macrosco-
piques existants et du comportement de modèles intracellulaires détaillés validés expé-
rimentalement. Nous avons pu constater que le taux spécifique de croissance de notre
modèle suivait une relation de Monod. Ainsi, notre approche complète bien les modèles
macroscopiques usuels et n’est pas en désaccord avec ce qui a été observé depuis le milieu
du XXème siècle sur le plan macroscopique. Par ailleurs, on a montré que, malgré l’agré-
gation, la composition intracellulaire suivait les mêmes tendances et ordres de grandeur
que ce qui a pu être observé biologiquement à l’échelle intracellulaire. On peut donc dire
que les tests effectués ont été suffisamment concluants pour pouvoir considérer qu’il est
proche de la réalité tant du point de vue du comportement macroscopique que de celui
intracellulaire. Par construction, ce modèle sera appelé dRBA.

Dès lors, il devient possible de l’utiliser pour optimiser le procédé dans son ensemble.
Les variables de contrôle du bioprocédé sont les flux des processus intracellulaires y
compris ceux de l’expression des gènes. Le critère d’optimisation du bioprocédé est choisi
pour être la production de composé d’intérêt par unité de temps. Ce critère est à la fois
judicieux du point de vue de la rentabilité industrielle mais permet également d’exercer
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une pression sur les cellules en les forçant à aller le plus vite possible. La caractérisation
de l’optimum n’est pas triviale, nécessitant le recours à une discrétisation du problème
qui nous conduit à une solution numérique.

Cette solution présente un grand intérêt à plusieurs égards. Tout d’abord, on recon-
nait la politique traditionnelle de croissance puis de production qui est courante dans la
conduite de procédé, mais on constate également l’apparition d’une phase de transition
entre la croissance et la production. Cette phase de transition est due au fait que la
production tout comme la croissance sont des processus intracellulaires catalysés par des
protéines et qu’il y a besoin de changer la répartition de ces protéines pour passer d’un
processus à l’autre. Ce changement de répartition a besoin de temps et ne peut être fait
instantanément, comme supposé indirectement par les modèles de la littérature qui ne
font pas intervenir les protéines.

Se pose désormais la question de l’implémentation biologiquement réalisable de cette
trajectoire optimale. Comment peut-on contrôler en temps réel le flux qui passe à travers
les processus intracellulaires ? Cet aspect fait l’objet du prochain chapitre.





Chapitre 3

Principe de conception rationnelle de

souche

Nous avons étudié dans le chapitre précédent un modèle agrégé du fonctionnement de
la cellule qui a permis de poser un problème d’optimisation de bioprocédé en agissant
sur les processus intracellulaires. Nous avons pu trouver les profils optimaux des espèces
intracellulaires et des flux des différents processus intracellulaires. Les résultats se sont
révélés en accord avec les considérations usuelles de la littérature : une phase de crois-
sance exponentielle, une phase de transition et une phase de production pure.

Toutefois, cette étude a été réalisée en laissant libre les processus intracellulaires, ce
qui laisse supposer qu’il est possible de contrôler indépendamment chaque processus
intracellulaire en temps réel. D’un point de vue de la conduite du procédé, ce n’est pas
réaliste. Nous allons présenter dans ce chapitre une manière de formaliser ces contraintes
et optimiser la conception de souche pour une conduite du procédé réaliste, c’est-à-dire
qui demande un nombre limité d’actions lors de la conduite du procédé.

Comme nous allons le voir, certains processus intracellulaires sont régulés de manière
autonome par la cellule. En particulier, la régulation de la synthèse des protéines (i.e.
l’expression des gènes) peut être programmée de manière nominale par le taux spécifique
de croissance. Dans le but d’intervenir le moins possible sur le procédé, nous allons forcer
le comportement cellulaire optimal à être réaliste au niveau de l’implémentation dans la
cellule. L’objectif de ce chapitre est de comprendre la perte d’optimalité qu’entraine des
contraintes d’implémentation réalisables biologiquement.

En section 3.1, nous présentons un ensemble de contraintes lié à l’implémentation
réaliste de gènes dans la cellule. Cet ensemble de contrainte est ajouté à la formulation
du problème d’optimisation de la conception de bioprocédé en mode de fonctionnement
batch à la section 3.2. Ensuite, en section 3.3, nous proposons une formulation du même
problème en mode de fonctionnement fed-batch. Cette formulation nous permet d’envi-
sager l’optimisation de la conduite du procédé avec des cellules rationnellement modifiées
et également l’optimisation conjointe de la conduite du procédé et de la conception ra-
tionnelle de souche.
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3.1 Vers une conception rationnelle de souche

3.1.1 Éléments de mise en œuvre réaliste d’une stratégie de com-
mande de la cellule

Nous cherchons ici un moyen de mettre en œuvre la stratégie optimale que nous avons
présentée au chapitre précédent. Pour cela, on a notamment supposé pouvoir contrôler
en temps réel l’expression de tous les gènes.

D’un point de vue pratique, contrôler en temps réel l’expression d’un gène peut se
faire par l’intermédiaire de facteurs de transcription, via leur effecteur. En introduisant
un effecteur dans le milieu, celui-ci va se lier à un facteur de transcription particulier
présent dans la cellule. Le complexe effecteur-facteur de transcription va réagir avec le
promoteur du gène à transcrire et moduler la transcription du gène, soit en l’inhibant,
soit en la stimulant activement. Le nombre des facteurs de transcription connus à ce jour
reste limité [63]. Dès lors, il ne va être possible d’agir que sur un nombre très limité de
gènes.

Comme présenté dans [31], le réseau de régulation d’un organisme comme Bacillus sub-
tilis est très structuré. Outre les facteurs sigma qui permettent de changer complètement
de programme (voir annexe A), les quelques milliers de gènes se partagent finalement
un nombre restreint de régulation. En agissant directement sur ces régulations, il est
possible de choisir le programme que l’on souhaite que la bactérie effectue.

Comme indiqué en annexe A, un des mécanismes principaux qui permet à la cellule de
moduler l’expression de ses gènes est lié au taux spécifique de croissance. Nous pouvons
alors envisager d’adopter une commande de l’expression des gènes qui dépende du taux
spécifique de croissance. Ceci rend la commande du procédé réalisable. Nous appellerons
ces contraintes, des contraintes d’implémentation.

Concernant les processus métaboliques (ΣT , ΣB et ΣP dans le cadre du modèle agrégé),
dans la plupart des cas, dès lors qu’une protéine est au contact de son substrat, le
processus qu’elle catalyse se produit. Des exceptions peuvent avoir lieu, en particulier
via la régulation des processus par le produit du processus. Typiquement, un processus
de production d’un composé intracellulaire sera inactivé dès lors que la concentration de
ce composé atteint un seuil.

3.1.2 Relation entre νEi
et µ dans le cas d’un gène constitutif

L’objectif de cette partie est de donner une justification du lien entre les flux de
production de protéines et le taux spécifique de croissance. Nous donnons des éléments
biologiques qui permettent de justifier ces liens pour les gènes constitutifs, c’est-à-dire
qui ne sont pas régulés.

L’annexe A présente les étapes principales de la synthèse des protéines. On peut
rappeler le fait qu’un gène est transcrit par les ARN-Polymérases en un ARN messager
qui est ensuite traduit par les ribosomes en protéine.

Considérons un gène constitutif. On note gi son nombre de copies présentes dans la
cellule, mi(t) la concentration des ARN messagers issus de la transcription de ce gène à
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l’instant t, Ei(t) la concentration des protéines issus de la traduction des messagers de
ce même gène. La dynamique de mi(t) et Ei(t) s’écrit :

{
ṁi(t) = νmi

(t)− δmi(t)

Ėi(t) = νEi
(t)− µ(t)Ei(t)

(3.1.1)

où νmi
(t) est le flux de transcription du gène, νEi

est le flux de traduction des protéines,
δ est le taux de dégradation de l’ARN messager, µ(t) le taux spécifique de croissance.

Différents travaux comme ceux récents de Gerosa et al. [29] pour la transcription et
ceux de Borkowski et al. [11] [12] pour la traduction, permettent de déduire les expressions
suivantes des flux νmi

et νEi
:







νmi
(t) = αm,i

[Polf ]

[Polf ] +Km,i

gi

νEi
(t) = αE,i

[Rf ]

[Rf ] +KE,i

mi(t)
(3.1.2)

où [Polf ] est la concentration en ARN-Polymérase libres, [Rf ] est la concentration en
ribosomes libres, αm,i, Km,i, αE,i, KE,i sont des paramètres positifs.

En supposant que mi est à l’équilibre, on peut écrire :

mi =
1

δ
νmi

(3.1.3)

Puis, en injectant cette relation dans (3.1.2), il vient :

νEi
= αE,i

[Rf ]

[Rf ] +KE,i

1

δ
νmi

(3.1.4)

ou encore, d’après (3.1.2),

νEi
= αE,iαm,igi

1

δ

[Rf ]

[Rf ] +KE,i

[Polf ]

[Polf ] +Km,i

(3.1.5)

Par ailleurs, d’après les travaux de Bremer et Dennis [14], la concentration [Polf ]
est croissante avec le taux spécifique de croissance. De façon parallèle, les travaux de
Borkowski [11] montrent que la concentration [Rf ] est décroissante en fonction du taux
spécifique de croissance. De sorte que le flux νEi

est le produit entre :
— une fonction croissante par rapport au taux spécifique de croissance : [Polf ]

[Polf ]+Km,i

— une fonction décroissante par rapport au taux spécifique de croissance : [Rf ]

[Rf ]+KE,i

— un terme de modulation : αE,iαm,igi
1
δ

En fonction des paramètres KE,i et Km,i, on peut avoir des allures de νEi
en fonction

du taux spécifique de croissance qui sont soit croissantes, soit décroissantes, soit station-
naires, soit paraboliques (croissants puis décroissants, ou inversement).

De cette caractérisation, on conclut que le flux de production de protéine constitutives
peut être localement approximé par un polynôme en fonction du taux spécifique de
croissance.
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3.1.3 Choix de la paramétrisation pour le modèle agrégé

Nous revenons au modèle agrégé développé au chapitre précédent et souhaitons ca-
ractériser à présent la perte d’optimalité à forcer des gènes à être constitutifs. Pour
cela, il est possible d’ajouter au modèle les notions de messagers, de ribosomes libres,
d’ARN-polymérases, etc. comme on vient de le faire.

Néanmoins, pour rester dans un contexte général et simplifié, on va simplement ajou-
ter des contraintes entre les flux de production de protéines et le taux spécifique de
croissance. La question est de choisir une paramétrisation adaptée à la simplicité du
modèle agrégé.

Étant donnés les profils des concentrations en protéines en fonction du taux spécifique
de croissance donnés par la méthode RBA, c.f. figure 2.6 du chapitre précédent, on va
approcher les concentrations en protéines dans la cellule à l’état stationnaire par des
polynômes du deuxième ordre par rapport au taux spécifique de croissance :

Ēi(µ)/αEi
= aiµ

2 + biµ+ ci (3.1.6)

En passant la relation (2.1.10) (i.e. Ėi(t) = αEi
νEi

(t) − µ(t)Ei(t)) à l’équilibre, on
obtient :

αEi
ν̄Ei

= µĒi (3.1.7)

Ainsi, en reportant l’approximation polynomiale (3.1.6), on aboutit finalement à pa-
ramétrer les νEi

(t) à tout instant de la manière suivante :

νEi
(t) = νEi

(µ(t)) = aiµ(t)
3 + biµ(t)

2 + ciµ(t) (3.1.8)

3.1.4 Choix des gènes constitutifs dans le cadre du modèle agrégé

Il importe de déterminer quels gènes peuvent être considérés comme constitutifs dans
la modélisation agrégée.

La relation (3.1.8) établit une contrainte réaliste sur le flux de production des gènes
constitutifs. Dans le cas de notre modèle agrégé, on supposera que la protéine EB est une
protéine constitutive. En tant que protéine d’un processus d’import et de dégradation, on
peut considérer que la protéine ET est contrôlée par la présence ou l’absence de substrat
G dans le milieu. Comme notre étude est restreinte au cas où il n’y a que ce substrat G
dans le milieu, on considérera que ET est constitutive. Concernant les ribosomes, ER, il
semble difficile de négliger l’effet de la protéine relA (présenté en annexe A) sur la ré-
gulation de la production en machineries de traduction. On ne peut donc pas considérer
que ER soit constitutive.

Pour ce qui est de la protéine EP , nous allons supposer que son expression est donnée
par le taux de croissance (i.e. constitutive). Ainsi, il y aura simplement à concevoir
un gène et à l’introduire dans la cellule pour que la cellule produise EP . Pour étudier
l’impact d’actions supplémentaires, on pourra éventuellement envisager des techniques de
régulations supplémentaires pour EP , comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre.
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3.2 Problèmes d’optimisation de la conception de bio-
procédé batch

On se place en mode de fonctionnement batch. On suppose donc avoir peu de moyen
d’action sur le bioprocédé. L’objectif est alors de concevoir un procédé qui nécessite le
moins d’intervention possible. On va passer en revue plusieurs cas d’opération et on va
évaluer la perte de performance liée à l’autonomie de chacun. L’idée est de trouver un
compromis acceptable entre autonomie du procédé (le moins d’interventions extérieures)
et sa performance. Pour ce faire, on va repartir du problème (2.3.7) en ajoutant des
contraintes du type (3.1.8). Les cas vont différer les uns des autres en fonction de la
manière dont on va contraindre les polynômes (3.1.8). Leurs coefficients des polynômes
des gènes constitutifs vont être fixés a priori ou bien optimisés.

On étudie les quatre cas décrits dans la table 3.1. On lit dans la table les interventions
nécessaires pour chaque cas.

Table 3.1 – Cas d’études présentés dans ce chapitre.
Cas Interventions nécessaires

no 1 : Reconfiguration complète d’une souche Reconfigurer tous les gènes constitutifs
et introduction d’un gène de synthèse constitutif + Configurer le gène de synthèse

no 2 : Introduction d’un gène de synthèse constitutif Configurer le gène de synthèse
no 3 : Introduction d’un gène de synthèse constitutif Configurer le gène de synthèse

"activable" à un instant donné + Activer ce gène à un instant ts
no 4 : Introduction d’un gène de synthèse constitutif Configurer le gène de synthèse

avec action sur la croissance + Interrompre la croissance à un instant ts

3.2.1 Contraintes complémentaires pour l’autonomie de la cel-
lule

En plus des contraintes de type (3.1.8) à ajouter pour chaque protéine constitutive,
il est nécessaire d’adapter le problème d’optimisation. On se place dans le contexte
d’optimisation de la bioproduction d’un composé d’intérêt, comme au chapitre précédent.

3.2.1.1 Conditions initiales sur les concentrations en Ei
Concernant les concentrations initiales en protéines, on a dit qu’il fallait uniquement

contraindre la densité initiale à être égale à D0. A présent que les concentrations en pro-
téines constitutives sont liées à la valeur du taux spécifique de croissance, il est nécessaire
de contraindre les concentrations initiales en protéines constitutives comme suit :

Ei(t0)/αEi
= aiµ(t0)

2 + biµ(t0) + ci (3.2.1)

où µ(t0) est la valeur du taux spécifique de croissance à l’instant initial. On prend ainsi
en compte le fait que les protéines constitutives sont à l’équilibre.
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3.2.1.2 Écriture compacte du taux spécifique de croissance

Dans l’étude du chapitre précédent, on a volontairement retiré le taux spécifique de
croissance de la formulation du problème en le substituant par son expression en fonction
des flux de production de protéines, µ(t) = 1

D0

∑
νEi

(t). Dans les expressions (3.1.8) et
(3.2.1), on substitue µ par son expression en fonction des flux. Ces équations s’écrivent
en fonction des éléments de x et ν :

{
νEi

(ν(t)) = ai(
1
D0

∑
νEi

(t))3 + bi(
1
D0

∑
νEi

(t))2 + ci(
1
D0

∑
νEi

(t))

Ei(t0)/αEi
= ai(

1
D0

∑
νEi

(t0))
2 + bi(

1
D0

∑
νEi

(t0)) + ci
(3.2.2)

Pour simplifier et compacter les expressions, on utilisera la notation µ(t) en lieu et
place de 1

D0

∑

i νEi
(t).

3.2.1.3 Contrainte sur les flux νT , νP et νR

Dans la résolution précédente, les flux νT , νP et νR étaient libres, sous réserve de
respecter la contrainte d’efficacité des processus ΣT , ΣP et ΣR. Il est important de noter
que la résolution du problème d’optimisation a conduit à ne pas toujours saturer ces
contraintes. On a vu en particulier que le flux de production des protéines n’était pas
saturé dans la phase de production du composé d’intérêt. Techniquement, cela signifie
qu’il faudrait avoir un moyen d’action pour limiter l’efficacité des processus.

Comme on souhaite ne pas agir sur les micro-organismes pendant la durée du batch,
on va contraindre les flux à être égaux à leur borne. En particulier :







νT (t) = kT (G(t),S(t))ET (t)
νP (t) = kP (S(t))EP (t)∑

P,B,R,T

νEi
(t) = kR(S(t))ER(t)

(3.2.3)

Pour ce qui est de ΣB, on peut raisonnablement supposer que le flux est contrôlé par
la concentration en macrocomposants B. On conservera la contrainte

νB(t) ≤ kB(S(t))EB(t) (3.2.4)

On synthétise ces contraintes par la notation matricielle suivante :
{
A0ν(t) = b0(x(t)), pour la relation (3.2.3)
A1ν(t) ≤ b1(x(t)), pour la relation (3.2.4)

(3.2.5)

Ainsi, νP et νT ne sont plus des commandes du système mais des variables d’état
auxiliaires. On pourrait les retirer de la description du modèle en les remplaçant par
leur relation (3.2.3). Pour que le lien avec le chapitre précédent soit clair et éviter de
spécifier un nouveau système, nous continuerons à les considérer comme des variables de
commande.
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3.2.2 Reconfiguration complète d’une souche (Cas no 1)

Dans cette section, on s’intéresse au design réaliste complet d’une souche, c’est à dire
que l’on suppose que tous les flux de production de protéine suivent la relation (3.1.8)
et on cherche les coefficients ai, bi, ci pour EB, ET et EP . Avec les notations introduites
précédemment (voir chapitre 2), le problème à résoudre prend la forme :

max
νB(t), νER

(t), tf
aB , bB , cB
aT , bT , cT
aP , bP , cP

(

0 0 0 0 0 0 1
tf

0
)

x(tf )

s.c.







ẋ(t) = F (x(t))ν(t) (3.2.6.a)
A0ν(t) = b0(x(t)) (3.2.6.b0)
A1ν(t) ≤ b1(x(t)) (3.2.6.b1)
Lν(t) = 0 (3.2.6.c)
ν(t) ≥ 0 (3.2.6.d)

C0x(t0) = c0 (3.2.6.e)
Cfx(tf ) ≥ cf (3.2.6.f)

tmin ≤ tf ≤ tmax (3.2.6.g)

νEB
(t)− (aBµ(t)

3 + bBµ(t)
2 + cBµ(t)) = 0 (3.2.6.hB)

νET
(t)− (aTµ(t)

3 + bTµ(t)
2 + cTµ(t)) = 0 (3.2.6.hT )

νEP
(t)− (aPµ(t)

3 + bPµ(t)
2 + cPµ(t)) = 0 (3.2.6.hP )

EB(t0)/αEB
− (aBµ(t0)

2 + bBµ(t0) + cB) = 0 (3.2.6.iB)
ET (t0)/αET

− (aTµ(t0)
2 + bTµ(t0) + cT ) = 0 (3.2.6.iT )

EP (t0)/αEP
− (aPµ(t0)

2 + bPµ(t0) + cP ) = 0 (3.2.6.iP )

(3.2.6)

Dans cette configuration, le flux de production de ER est lui aussi contraint d’être
polynomial en fonction du taux spécifique de croissance. En effet, dans la contrainte
(3.2.6.c) figure la contrainte

∑

i νEi
= D0µ. Au vu des contraintes (3.2.6.h), il vient :

νER
(t) = −(aB + aP + aT )µ(t)

3 − (bB + bP + bT )µ(t)
2 + (D0 − cB − cP − cT )µ(t) (3.2.7)

Comme précédemment, ce problème est résolu à l’aide du logiciel Bocop [10], initialisé
avec la solution du chapitre précédent et les mêmes données numériques. Les résultats
sont présentés figure 3.1 où la solution optimale au problème dRBA du chapitre précé-
dent est rappelé. On se sert de cet optimum comme étalon.

Bien que les variables macroscopiques G et P aient des évolutions similaires dans
les deux cas, la stratégie intracellulaire est grandement différente. Le taux spécifique de
croissance n’est plus constant en début de simulation et n’est plus nul à la fin. En ce
qui concerne les flux, on constate que les allures sont globalement similaires entre les
deux cas, à la différence que la situation de reconfiguration de souche donne lieu à des
allures plus régulières. C’est également le cas pour les concentrations de protéines qui
ont quasiment les mêmes valeurs initiales (taux spécifique de croissance élevé) et qui
augmentent et diminuent de la même manière au premier ordre.

En résumé, l’écart entre les deux solutions est caractérisé par l’absence de phases
strictes (de croissance ou de production). Avoir rendu la cellule autonome ne lui permet
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Figure 3.1 – Comparaison entre la solution du problème d’optimisation en agissant
sur tous les processus (c.f. chapitre précédent) (en gris), et la solution au problème de
reconfiguration complète de souche (Cas no 1) (en rouge).

pas d’annuler brusquement ses flux : la cellule est contrainte de produire du produit à
tout instant et de croitre à tout instant. Ainsi, on ne retrouve plus de phases distinctes
de croissance puis de production comme précédemment.

Plus que les valeurs des coefficients ai, bi, ci, il est intéressant de représenter les allures
des flux de production de protéines en fonction du taux spécifique de croissance. Ceci
est représenté figure 3.2.

On note que le flux de production de la protéine EP est décroissant en fonction du taux
spécifique de croissance, de sorte qu’à croissance faible on ne produise quasiment que des
protéines EP et ET , c’est-à-dire les protéines nécessaires à la transformation de G en S
puis en P . Le flux de production de EB et ER sont des paraboles. Le flux de production
de ET est globalement croissant en µ. Pour des valeurs élevées de taux spécifique de
croissance, on retrouve des valeurs de flux sensiblement identiques à celles obtenues pour
les ratios Ei/(αEi

D0) lorsque l’on maximise le taux spécifique de croissance, voir figure
2.6 du chapitre précédent. Cependant, les allures générales des figures 3.2 et 2.6 du
chapitre précédent n’ont rien de comparable. En se limitant à n’utiliser que des gènes
constitutifs, il faudrait donc reconfigurer l’intégralité des gènes de la cellule. Ce n’est pas
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Figure 3.2 – Allure des flux νEi
(t) tracés en fonction du taux spécifique de croissance

µ(t), pour la solution au problème (3.2.6).

techniquement envisageable à ce jour.

3.2.3 Introduction d’un gène de synthèse constitutif (Cas no 2)

On va à présent supposer que le comportement d’une partie de la cellule est donné.
On suppose que l’on ajoute à cette cellule un gène de synthèse associé à la protéine EP .
Pour se dispenser du contrôle du bioprocédé en temps réel, on suppose que ce gène est
constitutif.

On résout donc le problème suivant :

max
νB(t), νER

(t), tf
aP , bP , cP

(

0 0 0 0 0 0 1
tf

0
)

x(tf )

sous contraintes du problème (3.2.6) et

{
(aB, bB, cB) = (aNB ,b

N
B ,c

N
B )

(aT , bT , cT ) = (aNT ,b
N
T ,c

N
T )

(3.2.8)

avec aNB , bNB , cNB (respectivement, aNT , bNT , cNT ) les coefficients de l’expression de EB (respec-
tivement, ET ) dans le cas nominal, c’est-à-dire lorsque la cellule maximise sa croissance.
Ils sont calculées en section 3.2.3.1.

Par le même argument que précédemment, ceci revient à dire que le flux de production
des ribosomes νER

(t) est polynomial par rapport à µ. On ne cherche donc que le profil
νB(t) et un nombre fini de paramètres. Outre la simplicité du contrôle du bioprocédé,
l’optimum de ce cas de figure est aussi plus simple à formuler.
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3.2.3.1 Détermination des coefficients polynomiaux dans le cas nominal

On cherche l’expression des flux en conditions nominales, i.e. lorsque les cellules maxi-
misent leur taux spécifique de croissance.
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Figure 3.3 – Rappel de la figure 2.6 du chapitre 2 et superposition avec les approxi-
mations polynomiales (degré 2) des concentrations de ET et EB en fonction du taux
spécifique de croissance. Les coefficients des polynômes sont donnés équation (3.2.9).

On revient à la figure 2.6 du chapitre précédent. Sur cette figure, on identifie, à
l’aide d’une méthode des moindres carrés les paramètres aNB , bNB , cNB et aNT , bNT , cNT qui
approximent le caractère quadratique des concentrations EB et ET . Les approximations
sont données figure 3.3. Par une régression des moindres carrés, on trouve les valeurs
suivantes pour les paramètres aNB , bNB , cNB et aNT , bNT , cNT :







aNB = −0,2327
aNT = 1,2304
bNB = 0,3288
bNT = −1,1641
cNB = 0,0145
cNT = 1,2531

(3.2.9)

D’après les relations (3.1.8) et (3.1.6), ces coefficients sont les mêmes pour les concen-
trations 1/(αEi

)Ei(µ) à l’équilibre et pour les flux νEi
(µ).

3.2.3.2 Résolution

A présent, on fixe les paramètres aNB , bNB , cNB et aNT , bNT , cNT aux valeurs (3.2.9) et
on résout le problème (3.2.8) avec Bocop en initialisant l’algorithme d’optimisation par
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la solution du cas no 1 sauf les coefficients aNP , bNP , cNP qui sont initialisés à des valeurs
proches de zéro pour que l’initialisation soit faisable. Les résultats sont présentés figure
3.4 où la solution du problème de reconfiguration complète est également rappelée.
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Figure 3.4 – Comparaison entre la solution au problème de reconfiguration complète de
souche (Cas no 1, en gris), et la solution au problème d’introduction d’un gène constitutif
(Cas no 2, en rouge).

Les profils sont aussi réguliers pour la solution au problème (3.2.8) que pour le pro-
blème (3.2.6). Simplement, on constate que la concentration de la protéine ET tend à
augmenter avec le temps, c’est-à-dire lorsque le taux spécifique de croissance diminue.
Ceci est bien en accord avec l’allure de la figure 3.3. En revanche, comme la concentration
de ET augmente, il y a moins de place disponible dans la cellule pour les protéines EP .
On voit ainsi que la concentration finale de EP est moitié moins importante dans le cas
no 2 que dans le cas no 1. La production du composé P est ainsi nécessairement moins
élevée dans le cas où moins de machineries EP ont été produites.

De la même manière que pour la figure 3.2, on peut s’intéresser aux allures des flux
de production de protéine en fonction du taux spécifique de croissance. Celles-ci sont
données figure 3.5. On reconnait les interpolations de la figure 3.3 pour νEB

et νET
. On

note également que la somme des flux de production de ER et EP équivaut au flux de pro-
duction de ER dans le cas d’une maximisation de la croissance instantanée. Ceci semble



118 Chapitre 3. Principe de conception rationnelle de souche

être raisonnable au vu du fait que la densité est limitée : si l’on ne produit pas ER, c’est
pour former EP . On retrouve ici le fait que la production de EP n’est pas aussi importante
à faible taux spécifique de croissance qu’elle l’est dans le cas d’une reconfiguration totale
de la cellule. En effet, comme le flux νET

est élevé lorsque le taux de croissance est faible,
le flux νEP

ne peut être aussi important à faible µ qu’il l’était dans le cas no 1.
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Figure 3.5 – Allure des flux νEi
(t) tracés en fonction du taux spécifique de croissance

µ(t), pour la solution au problème (3.2.8).

3.2.4 Introduction d’un gène de synthèse constitutif, activable à
un instant donné (Cas no 3)

Nous venons de définir une conception de souche qui mène à la conduite du procédé
en mode batch sans intervention extérieure. Il n’y a pas d’autre intervention à faire sur
le procédé que d’ajouter un gène convenablement conçu.

Tout en restant dans l’idée que l’on souhaite agir le moins possible sur le procédé au
cours du temps, on peut envisager de concevoir un gène de synthèse dont l’activité soit
déclenchable à un instant particulier. Autrement dit, on cherche, ici, un profil de νEP

(t)
tel que : {

νEP
(t) = 0, pour t ≤ ts

νEP
(t) = aPµ(t)

3 + bPµ(t)
2 + cPµ(t), pour t > ts

(3.2.10)

avec aP , bP , cP et ts quatre paramètres à déterminer.

Il est possible d’ajouter cette contrainte au problème (3.2.8), en ajoutant le paramètre
ts aux variables d’optimisation et la contrainte (3.2.10) en lieu et place la contrainte
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(3.2.8.hP ). La contrainte (3.2.8.iP ) est également remplacée par :

EP (t0) = 0 (3.2.11)
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Figure 3.6 – Comparaison entre la solution au problème de reconfiguration complète de
souche (Cas no 1, en gris), et la solution au problème d’introduction d’un gène constitutif
avec activation à un instant donné (Cas no 3, en rouge).

Le problème est résolu en utilisant le logiciel Bocop, avec ts initialisé à une valeur
proche de zéro. Les résultats sont présentés figure 3.6. La valeur optimale de ts est :
ts = 0,97 h−1. En comparant par rapport au cas no 2, on constate qu’il y a une phase
de croissance exponentielle à µ constant et pendant laquelle la configuration intracellu-
laire est constante : la cellule est en régime quasi-stationnaire. Par ailleurs, on retrouve
exactement la valeur du taux spécifique de croissance maximal atteignable pour une
concentration extérieure en substrat G égale à 0,1 mmol.L−1 (figure 2.3). La répartition
entre les Ei correspond également à celle obtenue pour cette valeur du taux spécifique
de croissance (figure 3.3). La phase de croissance exponentielle correspond donc à une
croissance maximale.

A ts = 0,97 h, la production de EP commence et on constate sur la figure 3.6 en haut
à droite (νEi

en fonction du temps) qu’elle se substitue à la production de ER.
Sur la figure 3.7 qui représente les flux de production de protéine en fonction du taux

spécifique de croissance, on retrouve l’effet de commutation entre EP et ER pour µ de
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l’ordre de 0,56 h−1. L’instant de permutation ts correspond d’une certaine manière à
une commutation entre deux stratégies. Comme pour le cas de la figure 3.5, la somme
des flux de production de EP et ER équivaut à la production de ER dans le cas de la
maximisation du taux spécifique de croissance. On constate que le profil de νEP

(µ) est
rigoureusement celui de ER/αER

pour la maximisation du taux spécifique de croissance.
Autrement dit, la solution optimale est de produire la protéine de synthèse à la place
des ribosomes.
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Figure 3.7 – Allure des flux νEi
(t) tracés en fonction du taux spécifique de croissance

µ(t), pour la solution au problème (3.2.8). On reconnait les interpolations de la figure
3.3 pour νEB

et νET
.

D’un point de vue de la conduite de procédé, la stratégie optimale est de faire croître
la population de micro-organismes de manière nominale jusqu’à un certain instant ts,
puis de substituer la production de ribosomes par des protéines qui catalysent la pro-
duction de composé d’intérêt. Ceci semble réalisable en bloquant à t = ts la production
de ribosomes. D’autre part, le promoteur du gène de synthèse pourrait dans ce cas être
fortement semblable au promoteur d’un gène d’une protéine ribosomale.

Un intérêt notoire est d’avoir une phase où le gène de synthèse n’est pas du tout
produit. Il faut toutefois reconnaitre que la différence macroscopique avec le cas où il
n’est pas possible d’activer à un instant donné la synthèse du gène de synthèse, ainsi
que le gain de productivité entre les deux cas, sont minimes. Cet aspect sera détaillé en
section 3.2.6. Il est raisonnable de penser que l’activation n’est pas ce qui est déterminant
pour la production du composé d’intérêt.
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3.2.5 Introduction d’un gène de synthèse constitutif avec action
sur la croissance (Cas no 4)

L’étude précédente a permis d’identifier une manière de retrouver la phase de crois-
sance exponentielle à un taux spécifique de croissance maximal. On cherche à présent
un moyen de faire apparaitre la phase de production de P sans croissance, c’est-à-dire
la dernière phase dans le cadre de l’optimisation du chapitre précédent. Pour cela, on
s’autorise à moduler l’efficacité du processus de production des protéines.

On autorise donc le flux du processus ΣR à ne pas valoir sa borne maximale. Ainsi, la
somme des flux de production de protéine peut être modulé, et avec elle le taux spécifique
de croissance. D’un point de vue de l’implémentation, il semble possible de moduler le
taux spécifique de croissance en carençant le milieu de culture en un élément secondaire
essentiel à la croissance des micro-organismes, par exemple en phosphore ou en azote.

Dans le problème (3.2.8), on modifie les contraintes (3.2.8.b0) et (3.2.8.b1) comme
suit :

(3.2.8.b0) :

{
νT (t) = kT (G(t),S(t))ET (t)
νP (t) = kP (S(t))EP (t)

(3.2.8.b1) :

{ ∑

P,B,R,T

νEi
(t) ≤ kR(S(t))ER(t)

νB(t) ≤ kB(S(t))EB(t)

(3.2.12)

Le résultat du problème d’optimisation avec ces contraintes et les mêmes conditions de
simulation et d’initialisation que le cas no 3, est donné figure 3.8. Cette fois-ci la différence
provient bien de la phase de production de P qui a lieu sans croissance, comme c’était
le cas pour l’optimisation sans contrainte d’implémentation au chapitre précédent. Il est
intéressant de retrouver également une augmentation de la concentration du pool interne
S au moment où la croissance est interrompue. Cette augmentation s’accompagne d’une
inhibition sur le flux νT mais est sans grande incidence sur le flux de production νP , qui
augmente même légèrement.

Finalement, le fait de pouvoir interrompre la croissance permet de produire moins de
biomasse et ainsi, par conservation de la masse, il y a plus de composé d’intérêt.

Les flux de production des Ei en fonction du taux spécifique de croissance ne sont
pas représentés. Il s’agit sensiblement des mêmes polynômes que ceux obtenus sans la
possibilité d’interrompre la croissance (figure 3.5).

3.2.6 Conclusion à propos de l’optimisation de procédé en mode
de fonctionnement batch

Pour fixer les idées sur les tentatives d’optimisation de procédé en mode de fonc-
tionnement batch, on regroupe dans le tableau 3.2 les caractéristiques quantitatives des
différentes solutions.



122 Chapitre 3. Principe de conception rationnelle de souche

Temps (h)

0 5 10

7
(h
!

1
)

0

0.2

0.4

0.6

Temps (h)

0 5 10

X
(g

C
D

W
:L
!

1
)

0

0.005

0.01

Temps (h)

0 5 10

P
(m

m
ol

:L
!

1
)

0

0.01

0.02

0.03

Temps (h)

0 5 10

G
(m

m
ol

:L
!

1
)

0

0.05

0.1

Temps (h)

0 5 10

S
(m

m
ol

:g
!

1
C

D
W

)

0

0.02

0.04

0.06

Temps (h)

0 5 10

8
i
(m

m
ol

:g
!

1
C

D
W

:h
!

1

0

1

2

3

Temps (h)

0 2 4 6 8 10

8
E

i
(m

m
ol

:g
!

1
C

D
W

:h
!

1
)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

P

B

R

T

Temps (h)

0 2 4 6 8 10

E
i=
,

E
i
(m

m
ol

:g
!

1
C

D
W

)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

P

B

R

T

Figure 3.8 – Comparaison entre la solution au problème de reconfiguration complète de
souche (Cas no 1, en gris), et la solution au problème d’introduction d’un gène constitutif
avec action sur la croissance (Cas no 4, en rouge).

On rappelle à titre d’étalon l’optimum trouvé au chapitre précédent (Contrôle en
temps réel de tous les processus intracellulaires). Cet étalon est un cas idéal qui est
difficilement réalisable en pratique, comme expliqué en introduction de ce chapitre. On
constate que le critère P (tf )/tf est maximisé lorsque l’optimisation a le plus de degrés de
liberté. La reconfiguration complète de la cellule donne des performances proches du cas
où tous les processus sont contrôlables. Les trois cas pour lesquels les flux de production
de ET et EB sont fixés donnent des résultats plus limités.

Entre la référence du chapitre précédent et le cas de reconfiguration complète, on perd
8% de performances générales (= 4,26−3,91

4,26
). L’introduction d’un gène de synthèse consti-

tutif dégrade le critère de plus de 13% (= 3,91−3,39
3,91

). Cette perte d’optimalité se répercute
sur la quantité de biomasse produite (9,5 mgCDW .L

−1 au lieu de 8,1 mgCDW .L
−1). Le

fait de pouvoir activer le gène à un instant donné ne permet pas de gagner réellement du
produit, mais plutôt de gagner du temps (8,10 h au lieu de 8,29 h pour produire la même
quantité de produit). Cependant, on constate que lorsque l’on permet à l’optimisation de
limiter la croissance par d’autres moyens que la quantité de ribosome, on est en mesure
de produire 6% de plus de produit (= 29,9−28,1

28,1
) en un temps comparable (8,27 h au lieu

de 8,29 h).
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Table 3.2 – Caractéristiques des solutions optimales pour les différents cas d’études.
Cas P (tf ) tf P (tf )/tf X(tf )

(µmol.L−1) (h) (µmol.L−1.h−1) (mgCDW .L−1)

Étalon : Contrôle en temps réel de tous 32,6 7,66 4,26 7,3
les processus intracellulaires

Cas no 1 :Reconfiguration complète 31,0 7,93 3,91 8,1

Cas no 2 : Introduction d’un gène 28,1 8,29 3,39 9,5
de synthèse constitutif

Cas no 3 : Introduction d’un gène 28,2 8,10 3,48 9,5
"activable"

Cas no 4 : Introduction d’un gène 29,9 8,27 3,62 8,7
avec action sur la croissance

Par ailleurs, nous avons identifié des moyens de mettre en œuvre certaines composantes
de la solution optimale où les processus intracellulaires sont tous contrôlables :

— la phase de croissance exponentielle sans production de composé d’intérêt est re-
trouvée en introduisant une activation sur le gène de production du composé d’in-
térêt.

— la phase de production pure de composé d’intérêt est retrouvée en inhibant la
croissance à un instant donné.

Ainsi, agir sur la croissance des micro-organismes améliore grandement la productivité
du procédé. On propose donc d’étudier à présent l’impact du mode de fonctionnement
fed-batch, c’est-à-dire le contrôle du procédé par l’ajout de substrat G.

3.3 Optimisation de la conception de bioprocédés fed-
batch

On a vu qu’agir sur le bioprocédé, par exemple pour interrompre la croissance à un
instant donné, permettait de gagner sur la productivité du bioprocédé. C’est pourquoi
on va à présent explorer en quoi le mode de fonctionnement fed-batch, c’est-à-dire l’ajout
potentiel de substrat au cours du procédé, peut permettre d’améliorer la bioproduction
d’un composé d’intérêt.

On se place en mode de fonctionnement fed-batch. Soit Fin(t) le débit d’alimentation
en milieu de culture, exprimé en L.h−1. On optimise le profil de Fin(t) en parallèle de la
conception d’un gène de synthèse. Nous allons présenter l’impact du mode de fonction-
nement sur le modèle. Puis nous allons définir une formalisation du problème qui soit
adapté à une comparaison avec le mode de fonctionnement batch. En effet, l’objectif de
cette section est de déterminer l’avantage de contrôler le fonctionnement par la concen-
tration en G disponible. Typiquement, on suppose disposer d’une certaine quantité de
substrat et on cherche à optimiser la manière dont elle est ajoutée au procédé pour maxi-
miser la production de produit. On aura ainsi étudié l’effet du mode de fonctionnement
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fed-batch sur la conduite optimale du procédé.

3.3.1 Adaptation générale du problème

Se placer en mode de fonctionnement fed-batch modifie sensiblement la dynamique
du système.

3.3.1.1 Dynamique du volume

Volume du réacteur. En fed-batch, on prend en compte l’augmentation de volume
du milieu de culture, V (t), comme suit :

V̇ (t) = Fin(t) (3.3.1)

On introduit classiquement une contrainte sur le volume maximal du milieu de culture :

V (t) ≤ Vmax, ∀t (3.3.2)

où Vmax est le volume maximal limitant le milieu de culture.
Comme V est croissant, on peut remplacer la contrainte (3.3.2) simplement par :

V (tf ) ≤ Vmax (3.3.3)

Par ailleurs, pour des raisons techniques, Fin(t) doit être borné. Soient Fmin et Fmax

les bornes minimale et maximale entre lesquelles doit être compris Fin à tout instant :

Fmin ≤ Fin(t) ≤ Fmax, ∀t (3.3.4)

Évolutions des concentrations extracellulaires. Le débit d’alimentation Fin(t)
et la variation temporelle du volume V (t) ont une influence sur les concentrations des
espèces P , G et sur l’expression de la concentration de la biomasse X(t).

Soit ξ(t) la concentration en composé Ξ exprimée en quantité de matière de Ξ ou en
masse de Ξ par rapport au volume V (t), on peut écrire :

dξ(t)V (t)

dt
=
dξ(t)

dt
V (t) + ξ(t)

V (t)

dt
= ϕprod.

ξ (t)− ϕcons.
ξ (t) + ϕalim.

ξ (t) (3.3.5)

où ϕcons.
ξ (respectivement ϕprod.

ξ ) est le flux absolu de Ξ consommé (respectivement pro-
duit) par les cellules à l’instant t, et ϕalim.

ξ est le flux absolu de Ξ apporté par l’alimen-
tation.

Posons ϕξ(t) = ϕprod.
ξ (t) − ϕcons.

ξ (t) + ϕalim.
ξ (t). En reportant l’équation (3.3.1) dans

l’équation (3.3.5), il vient :

dξ(t)

dt
V (t) + ξ(t)Fin(t) = ϕξ(t)

ou encore,
dξ(t)

dt
= ϕξ(t)

1

V (t)
− ξ(t)

Fin(t)

V (t)
(3.3.6)
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D’après les équations (2.1.3), (2.1.8) et (2.1.14) du chapitre précédent, concernant G,
P et X, les flux absolus de production et de consommation s’expriment de la manière
suivante, avec les mêmes notations que le chapitre précédent :







ϕcons.
G (t) = νT (t)X(t)V (t)

ϕprod.
P (t) = νP (t)X(t)V (t)

ϕprod.
X (t) = µ(t)X(t)V (t)

ϕprod.
G (t) = ϕcons.

P (t) = ϕcons.
X (t) = 0

(3.3.7)

Les flux absolus d’alimentation dépendent de la composition du milieu d’alimentation,
comme suit :

ϕalim.
ξ = ξFFin(t) (3.3.8)

où ξF est la concentration de Ξ dans le milieu d’alimentation.

On peut raisonnablement supposer qu’il n’est composé que de G (i.e. qu’il n’y a ni
biomasse, ni produit d’intérêt) et alors,







ϕalim.
G (t) = GFFin(t)

ϕalim.
P (t) = 0

ϕalim.
X (t) = 0

(3.3.9)

Ainsi, en reportant les relations (3.3.7) et (3.3.9) dans la relation générale (3.3.6), les
évolutions temporelles des quantités G(t), P (t) et X(t) sont données par :







Ġ(t) = −νT (t)X(t) + (GF −G(t))
Fin(t)

V (t)

Ṗ (t) = νP (t)X(t)− P (t)
Fin(t)

V (t)

Ẋ(t) = µ(t)X(t)−X(t)
Fin(t)

V (t)

(3.3.10)

Tant que l’on supposera qu’il n’y a pas de cellules dans le débit d’alimentation, les
concentrations des espèces intracellulaires ne seront pas impactées par le changement de
mode de fonctionnement.

3.3.1.2 Consommation de substrat

La consommation de substrat est définie comme la quantité de substrat qui a été
introduite dans le réacteur, i.e. qui a été en contact avec les cellules.

Dans notre cas, elle s’exprime sous la forme :

CG = G(t0)V (t0)
︸ ︷︷ ︸

quantité initiale

+

∫ tf

t0

GFFin(t)dt

︸ ︷︷ ︸

quantité introduite

où GF est la concentration de substrat du milieu d’alimentation.
En intégrant l’équation (3.3.1) entre t0 et tf ,

CG = G(t0)V (t0) +GF (V (tf )− V (t0)) (3.3.11)
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G(t0), GF , et V (t0) sont des paramètres du procédé mais peuvent éventuellement être
optimisés, comme nous le verrons au paragraphe 3.3.3.

Par ailleurs, on s’intéresse à des réacteurs pour lesquels la consommation de substrat
est limitée, c’est-à-dire que l’on introduit des contraintes du type :

CG ≤ C
max
G (3.3.12)

avec C max
G la consommation maximale autorisée en substrat G. Ceci est équivalent à :

G(t0)V (t0) +GF (V (tf )− V (t0)) ≤ C
max
G

ou encore,

V (tf ) ≤
C max
G + V (t0)(G(tf )−G(t0))

GF

(3.3.13)

Cette inégalité est un cas particulier de l’inégalité (3.3.2). Il y a même équivalence entre
limiter CG, limiter V (t) à chaque instant et limiter V (tf ). Cette équivalence se démontre
de manière immédiate par le calcul développé ci-dessus et car V (t) est croissant.

3.3.1.3 Modification du critère d’optimalité du procédé

On définit un critère d’optimalité associé au mode de fonctionnement fed-batch. On
cherche avant tout un critère qui permette d’évaluer l’intérêt de procéder en mode de
fonctionnement fed-batch par rapport aux procédés batch présentés jusqu’ici.

Le critère à optimiser peut alors être :

max J = maxP (tf )V (tf ) (3.3.14)

qui est la quantité de produit à l’instant final.
Ou, comme on l’a présenté en batch, le rendement par rapport au temps :

max J = max
P (tf )V (tf )

tf
(3.3.15)

Ou encore, on peut s’intéresser au rendement du procédé par rapport à la quantité de
G consommée :

max J = max
P (tf )V (tf )

CG

(3.3.16)

3.3.1.4 Synthèse du problème d’optimisation de bioproduction en mode de
fonctionnement fed-batch

Pour tester l’avantage du mode de fonctionnement fed-batch, on fixe la quantité de
substrat disponible :

C
max
G = 2 mmol (3.3.17)

Pour le reste, on prend les mêmes paramètres et valeurs initiales que précédemment.
Ainsi, la quantité initiale de G présente dans le réacteur est :

G(t0)V (t0) = 1 mmol = C
max
G /2 (3.3.18)
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De sorte que cette expérience revient à donner au procédé décrit section 3.2.3 le double
de substrat et à se demander de quelle manière il faut l’incorporer au milieu de culture.

Au vu de ces conditions, on choisit le critère (3.3.16) qui semble être un bon compromis
pour tester l’intérêt d’ajouter du substrat. Ceci nous permet de tester s’il y a un intérêt
à utiliser le substrat de l’alimentation ou s’il est préférable de faire des successions de
batch. Le problème d’optimisation du rendement du procédé de production d’un composé
d’intérêt en mode de fonctionnement fed-batch s’écrit dans notre cas, sous la forme
suivante :

max
Fin(t), νB(t), νER

(t)

ai, bi, ci, tf

P (tf )V (tf )

CG

sous contraintes identiques à (3.2.6) +







ẋ(t) = F (x(t))ν(t) + F1(x(t))Fin(t) (3.3.19.a)
Fmin ≤ Fin(t) ≤ Fmax (3.3.19.dF )

V (tf ) ≤ Vmax (3.3.19.fV )
CG ≤ C max

G (3.3.19.fC )
(3.3.19)

Les variables d’optimisation de ce problème sont les flux non contraints νER
(t), νB(t),

le débit d’alimentation Fin(t), le temps final tf et éventuellement les coefficients poly-
nomiaux ai, bi et ci de certains processus constitutifs. On considère que ces coefficients
sont soit fixés a priori, soit à optimiser.

3.3.2 Problème avec cellules connues à l’avance

On fixe dans un premier temps le comportement des cellules en reprenant la cellule
optimale de la section 3.2.3, c’est-à-dire la cellule dont les flux de production de ET et
EB sont des polynômes du taux spécifique de croissance de coefficients (3.2.9) et où le
flux de production de EP est également un polynôme (donné figure 3.4) de coefficients :







aP = −2,68
bP = 1,55
cP = −0,014

(3.3.20)

On considère que le volume initial du réacteur est :

V (t0) = 10 L (3.3.21)

que la concentration en G du milieu d’alimentation est :

GF = 3 mmol.L−1 (3.3.22)

On suppose que la contrainte VMAX n’est pas limitante par rapport à la contrainte sur
CG. On pourra prendre VMAX = 20 L, sachant que d’après (3.3.13), (3.3.17) et (3.3.22),
le volume ne peut excéder 13,34 L.

On pose également : {
Fmin = 0 L.h−1

Fmax = 1 L.h−1 (3.3.23)



128 Chapitre 3. Principe de conception rationnelle de souche

En initialisant le problème d’optimisation avec différentes valeurs de Fin constant à
tout instant, il vient la solution présentée figures 3.9 et 3.10. A noter que la borne maxi-
male, tmax, sur le temps final n’est pas atteinte. Dans le cas du résultat de la figure 3.9,
tf = 28,44 h et tmax = 50 h.
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Figure 3.9 – Allures de la solution au problème (3.3.19).

Le profil d’alimentation de la figure 3.10 a trois composantes :
— une impulsion à t = 4,9 h,
— un débit uniforme de t = 9,2 h à t = 27,9 h,
— un mode batch Fin = 0 sinon.

On constate que tout le substrat disponible a été consommé, ce qui revient à dire que
l’optimisation a choisi de transformer le gramme d’alimentation de G en plus du gramme
disponible à l’instant initial.

Analysons ce résultat. En termes de taux de croissance, l’impulsion a lieu lorsque
µ = 0,2 h−1. En se reportant à la figure 3.5, on constate qu’il s’agit de la valeur du taux
de croissance pour laquelle la production de ER est nulle. Aussi, le débit uniforme de la
deuxième phase correspond à maintenir la cellule dans une situation particulière où la
croissance est très faible et où la concentration intracellulaire en S est très proche de
zéro.

Ces observations laissent paraitre que pour maximiser la quantité de P produite,
l’optimisation tente de maximiser le flux νP (t) et de minimiser le taux spécifique de
croissance µ(t). D’une certaine manière, ceci revient à maximiser kP (S(t)) et EP (t) (dont
le produit est νP (t)), et à minimiser kR(t) et ER(t) (dont le produit est proportionnel à
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Figure 3.10 – Allures du débit d’alimentation pour la solution au problème (3.3.19).

µ(t)). En ajoutant du substrat à µ = 0,2 h−1, l’optimisation favorise la production de
cellules avec peu de ER, donc plus de EP . L’impulsion maximise en quelques sortes le
ratio EP/ER.

L’alimentation uniforme de la deuxième phase intervient à un instant où la concen-
tration de S est particulièrement faible. Nous allons montrer que ceci a tendance à
maximiser kP/kR.

En effet, à partir de 9,2 h, la concentration de S vaut moins de 0,8 µmol.g−1
CDW . En

injectant cette valeur dans les expressions de kP (S) et kR(S), on trouve :
{
kR(S = 0,8µmol.g−1

CDW ) = 7,4% kmax
R

kP (S = 0,8µmol.g−1
CDW ) = 21% kmax

P

ainsi,
kP (S = 0,8µmol.g−1

CDW )/kmax
P

kR(S = 0,8µmol.g−1
CDW )/kmax

R

= 2,84 (3.3.24)

Sachant qu’à la limite, pour S qui tend vers 0,

kP (S)/k
max
P

kR(S)/kmax
R

=
S +KR

S +KP

−−→
S→0

KR

KP

= 3,33 (3.3.25)

mais qu’alors, l’efficacité du processus ΣP tend également vers 0.
Il semble donc que la méthode d’optimisation considère qu’un compromis acceptable

soit de se placer à S = 0,8µmol.g−1
CDW pour maximiser le ratio kP/kR et avoir kP 6= 0.
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On constate que le mode fed-batch est pleinement utilisé pour placer la cellule à un
point de fonctionnement plus efficace pour un certain critère.

3.3.3 Optimisation conjointe du débit d’alimentation et de l’ex-
pression d’un gène de synthèse

Naturellement, se pose désormais la question de pouvoir optimiser conjointement le
débit d’alimentation et l’expression d’un gène de synthèse avec notre modèle en mode
de fonctionnement fed-batch.

La question sous-jacente est de trouver la manière optimale d’approvisionner le ré-
acteur en substrat. En définitive, le mode de fonctionnement fed-batch apporte-t-il un
avantage par rapport au mode de fonctionnement batch, dès lors que l’on autorise les
modifications de souche ?

Avec notre approche, le problème se formalise sous la forme suivante :

max
Fin(t), νB(t), νER

(t), tf
aP , bP , cP
G(t0), GF

J

avec les contraintes (3.3.19) et avec

{
(aB, bB, cB) = (aNB ,b

N
B ,c

N
B )

(aT , bT , cT ) = (aNT ,b
N
T ,c

N
T )

(3.3.26)

où les variables de commande sont le débit d’alimentation, les flux qui ne sont pas
contrôlés par la cellule, le temps final, les coefficients aP , bP , cP , ainsi que G(t0) et GF

c’est-à-dire les concentrations initiales et du milieu d’alimentation.
La quantité CG de la contrainte (3.3.19.fC ) est définie en (3.3.11). Elle dépend direc-

tement des paramètres d’optimisation G(t0) et GF .

J est le critère pour un procédé fed-batch. On pourra se référer aux critères présentés
en (3.3.14), (3.3.15) et (3.3.16). Nous allons voir que pour ces trois critères, le contrôle du
débit d’alimentation n’apporte pas de réel avantage par rapport à l’optimisation en batch.

3.3.3.1 Maximisation de la quantité produite : J = P (tf )V (tf )

Au chapitre précédent, on a vu la solution optimale en batch pour ce genre de critère
(section 2.3.5.1, figure 2.10) : il suffisait d’avoir une croissance nulle et de transformer
tout le substrat en produit.

Il est tout à fait possible de reproduire la même situation. En effet, pour garantir une
croissance nulle à l’instant initial, il suffit de prendre :







aP = −aB − aT
bP = −bB − bT
cP = D0 − cB − cT

(3.3.27)

de sorte que νER
(t) = 0, ∀t et en particulier à l’instant initial. Ainsi, la croissance est

nulle à l’instant initial t0 et le reste pendant toute la durée de l’expérience. Par ailleurs,
la concentration de EP à l’instant initial est non nulle.



3.3. Optimisation de la conception de bioprocédés fed-batch 131

Avec tf assez grand, on retrouve la situation dans laquelle tout le substrat est trans-
formé en produit. Le débit d’alimentation Fin n’intervient pas dans la caractérisation de
l’optimum.

D’après la conservation de la masse, cette solution conduit à une quantité de P pro-
duite :

P (tf )V (tf ) =
MG

MP

CG (3.3.28)

où MG (respectivement MP) est la masse molaire de G (respectivement P) et où CG

est la quantité de G consommée.

Ainsi, on conclut que Jopt =
MG

MP

CG.

La solution est optimale tant que CG = C max
G , quelle que soit la manière dont est

introduit le substrat G dans le réacteur.

3.3.3.2 Maximisation du rendement du procédé : J =
P (tf )V (tf )

CG

Pour caractériser la solution au problème (3.3.26) avec ce critère, on se place dans un
premier temps dans la situation où la consommation de substrat CG est fixée. Dans ce
cas, on est ramenée à la situation précédente : maxP (tf )V (tf ) sachant que CG = cste.

On vient de voir que la solution optimale à ce problème était indépendante du mode
de fonctionnement fed-batch et qu’une condition suffisante était de prendre les coeffi-
cients aP , bP cP selon (3.3.27), et Fin(t), GF et G(t0) de sorte à respecter la contrainte
sur CG.

Par ailleurs, d’après (3.3.28), pour chacun des problèmes particuliers, la valeur maxi-
male du critère est donnée par :

Jopt =
Popt(tf )Vopt(tf )

CG

=
MG

MP

Cette quantité est indépendante de la valeur de CG. Aucun choix particulier de CG

n’est donc privilégié.

Si l’on revient au problème général où la valeur de CG n’est pas fixée, on conclut que
la solution est indépendante de CG et du mode d’alimentation. Il suffit de transformer
tout le substrat en produit et ceci est possible en choisissant les coefficients aP , bP et cP
de sorte à ne rendre possible aucune croissance.

3.3.3.3 Maximisation du rendement temporel : J =
P (tf )V (tf )

tf

On va montrer que le mode de fonctionnement batch est optimal au sens de ce cri-
tère. En effet, nous allons montrer par l’absurde qu’il n’y a pas d’avantage à ajouter le
substrat au fur et à mesure par rapport au fait de l’avoir à disposition à l’instant initial.
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La configuration de ce problème est un cas particulier d’un problème batch dans
laquelle on relaxe la contrainte νT (t) = kT (G(t),S(t)ET (t) en νT (t) ≤ kT (G(t),S(t)ET (t).
Ce faisant, on autorise les cellules à importer au fur et à mesure le substrat.

On peut alors définir l’efficacité effective du processus ΣT comme étant l’efficacité du
kT,eff telle que :

νT (t) = kT,eff (t)ET (t) ≤ kT (G(t), S(t))ET (t)

S’ensuit la définition de la concentration effective en G, Geff (t) telle que :

kT,eff (t) = kT (Geff (t), S(t))

qui est la concentration en G minimale qui est effectivement utilisée par la souche à
l’instant t.

Comme kT est croissant en G, Geff (t) ≤ G(t).

Une partie du problème est de trouver l’allure optimale Geff,opt(t). Il faudra ensuite
trouver un profil Fin(t) qui puisse suivre cette allure quand on repassera au problème
(3.3.26).

Nous allons montrer que le profil Geff = G est optimal. Le profil Fin(t) à suivre sera
alors simplement Fin = 0.

On considère une trajectoire Geff,i telle qu’à l’instant t0, Geff,i(t0) < G(t0). On définit
alors la trajectoire Geff,e qui est égale à Geff,i en tout point sauf en t0 où Geff,e(t0) =
G(t0).

Montrons que substituer Geff,e à Geff,i conduit à une solution meilleure au sens du
critère J =

P (tf )V (tf )

tf
.

En prenant Geff,e > Geff,i, on augmente la concentration S en t0. Ainsi, on augmente
l’efficacité des processus ΣR et ΣP . Ceci conduit donc à une diminution du temps néces-
saire pour produire la même quantité de biomasse et de produit d’intérêt : pour la même
quantité P (tf ), tf est plus faible pour le cas Geff,e. On a bien amélioré le critère.

Ce qu’il fallait démontrer : Geff (t) = G(t), ∀t.

On a ainsi montré que le fonctionnement en batch avec la quantité maximale de sub-
strat introduite dès le début est meilleur du point de vue du critère J =

P (tf )V (tf )

tf
que tous

les fed-batch possibles. Il n’est donc pas pertinent d’étudier le mode de fonctionnement
fed-batch pour ce critère. On peut se contenter du batch.

3.3.3.4 Conclusion : un problème surparamétré

Au travers de ces trois exemples, nous avons montré que le problème d’optimisation
conjointe de la conception de souche et de la conduite du procédé en mode de fonctionne-
ment fed-batch revenait à un problème d’optimisation de conception de souche en mode
de fonctionnement batch. La simplicité de cette solution et la sorte d’équivalence entre
batch et fed-batch est à mettre sur le compte de la simplicité du modèle à ce stade.

D’après la littérature, le mode de fonctionnement fed-batch est privilégié dans la
conduite de procédé pour limiter les effets d’inhibition et de production de cofacteurs,
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contrôler les concentrations de composés secondaires, de pH, d’oxygène comme on peut
le lire dans [86]. Le modèle fondé sur l’agrégation développée au chapitre précédent ne
permet donc pas de révéler l’intérêt du mode de fonctionnement fed-batch par rapport
au mode de fonctionnement batch dans ce contexte. Il semble pertinent de raffiner le
modèle pour faire apparaitre un des effets cité dans [86].

3.4 Conclusion du chapitre

Le travail développé dans ce chapitre a permis de poser un cadre rigoureux pour la
conception rationnelle de souche en mode de fonctionnement batch et fed-batch. Nous
avons donné des réponses concrètes d’implémentations de stratégies optimales aux pro-
blèmes de conception rationnelle de souche et de conduite du procédé. A notre connais-
sance, cette intégration de contraintes d’implémentation biologique dans un problème de
contrôle du fonctionnement de bioprocédé, constitue une première dans la littérature. Le
rapprochement entre ces mêmes contraintes d’implémentation et une description dyna-
mique autonome des processus intracellulaires est également une première, bien que sur
un modèle agrégé.

Notre étude sur les solutions au problème de conception de souche en relaxant les
contraintes d’autonomie des processus intracellulaires nous a permis de comprendre sur
quels processus intracellulaires il était potentiellement intéressant d’agir pour améliorer
les performances d’un procédé. Nous avons vu qu’activer la production d’un gène à un
instant donné permettait de faire apparaitre une phase de croissance exponentielle pure
(i.e. sans production de composé d’intérêt). Nous avons aussi observé qu’agir sur le
processus de production des protéines en l’interrompant à partir d’un instant permettait
d’avoir une phase de production pure de composé d’intérêt sans dépenser de ressource
inutile en biomasse, ce qui procure un net avantage du point de vue du critère considéré.

Nous avons exploité le mode de fonctionnement fed-batch pour maximiser le rende-
ment de conversion en produit d’intérêt avec la souche de synthèse à laquelle un gène
de synthèse constitutif a été ajouté. La modélisation intracellulaire a permis lors de la
conduite du procédé de donner une interprétation qualitative de la trajectoire optimale
du débit d’alimentation. Ceci permettrait dans la suite d’envisager une loi de commande
en boucle fermée en accord avec le procédé réel.

Nous avons enfin envisagé d’optimiser conjointement la conduite du procédé et la
conception de souche. Une analyse théorique nous a montré qu’il n’y avait pas d’inté-
rêt à se placer en mode de fonctionnement fed-batch à ce stade d’agrégation. L’aspect
contrôle en temps réel qu’autorise le mode de fonctionnement fed-batch est plus inté-
ressant pour inhiber des processus intracellulaires que pour maintenir des conditions
extérieures à des valeurs adéquates.

Les travaux de ce chapitre ont permis de faire le tour de la question de l’optimisation
de la conduite du procédé et de la conception rationnelle de souche. Nous pouvons donc
entreprendre sereinement le passage à une échelle de description plus fine. Le prochain
chapitre y est consacré.





Chapitre 4

Extension de l’approche à des

descriptions cellulaires plus détaillées

Les deux chapitres précédents donnent une preuve de concept de la conception opti-
male rationnelle de souche adaptée à la conduite de procédé. L’objectif de ce chapitre
est de montrer qu’il est possible d’étendre la philosophie de la modélisation à une repré-
sentation plus élaborée du fonctionnement des micro-organismes.

Nous présentons en section 4.1 un cadre de généralisation de la démarche de modéli-
sation et de conception de souche (correspondant aux chapitres 2 et 3). L’objectif est de
pouvoir étendre l’approche à n’importe quel réseau de réactions intracellulaires.

En section 4.2, nous donnons un exemple d’application de ce protocole à une repré-
sentation simplifiée du métabolisme où deux processus réalisent la même fonction. Nous
verrons qu’en prenant une représentation plus riche du métabolisme, l’optimisation de
la production d’un composé d’intérêt est plus élaborée.

4.1 Éléments de généralisation

Dans cette section, nous nous intéressons à la formulation d’un problème d’optimisa-
tion de la production d’un composé d’intérêt en nous appuyant sur une représentation
plus détaillée du réseau de processus intracellulaires.

4.1.1 Protocole de construction d’une représentation dRBA

L’objectif de cette partie est de construire à partir d’un réseau de processus intra-
cellulaires, une représentation dRBA telle qu’elle a été présentée au chapitre 2 pour le
modèle agrégé. Le but de cette partie est d’établir un protocole général pour aboutir à
une formulation cohérente. L’objectif de la démarche est de comprendre quels éléments
sont nécessaires à la modélisation.

On suppose que le procédé est opéré dans le mode batch.

Données. On appelle R un réseau de réactions décrivant le fonctionnement d’une
cellule, c’est-à-dire un ensemble de processus. On suppose disposer d’une représentation
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de R sous forme d’une matrice de stœchiométrie étendue Ω, décrivant les échanges entre
composés intra et extracellulaires. Cette matrice n’agrège pas uniquement les échanges
intracellulaires mais également ceux avec le milieu extérieur. Pour fixer les idées, cette
matrice a autant de colonnes qu’il y a de processus, et autant de lignes qu’il y a de
composés chimiques intra et extracellulaires. On note nΣ le nombre de processus, nM le
nombre de composés. Par ailleurs, les processus ne sont pas uniquement des processus
métaboliques.

On note M l’ensemble des composés pris en compte dans la représentation. Cet en-
semble est divisé en deux sous-ensemble Mint et Mext qui regroupent respectivement
les métabolites intracellulaires et extracellulaires, respectivement de cardinal nMint

et
nMext

.
Ainsi, on introduit le vecteur Mint(t) des concentrations des métabolites intracellu-

laires et le vecteur Mext(t) des concentrations des métabolites extracellulaires. Soient
Ωint et Ωext les sous-matrices de Ω correspondant respectivement aux lignes des compo-
sés intracellulaires et extracellulaires.

En parallèle, pour chaque processus (noté Σi) du réseau R, on introduit :
— un flux de valeur νM,i(t),
— une machinerie moléculaire Ei catalysant le processus et pour laquelle on définit :

— une concentration intracellulaire Ei(t),
— une efficacité ki(t) du processus Σi,
— un coefficient d’encombrement volumique ℓEi

,
— un flux de production de la machinerie Ei, noté νEi

(t).
On regroupe les valeurs des flux νM,i(t) dans un vecteur νM(t), et dans un vecteur νE(t)

pour les flux de production νEi
(t). On pose aussi E(t) le vecteur des concentrations Ei(t).

Les concentrations intracellulaires sont en mmol.g−1
CDW et les concentrations extracel-

lulaires sont en mmol.L−1. Les flux sont exprimés en mmol.g−1
CDW .h

−1. Les efficacités
sont en h−1. Les coefficients d’encombrement n’ont pas d’unité mais représentent le vo-
lume d’une machinerie Ei en nombre d’acides aminés équivalents.

Processus de traduction. S’il n’est pas compris dans la représentation R, il est né-
cessaire d’ajouter un processus de traduction, ΣR, qui regroupe les sous-processus de
production de machineries moléculaires. Ce processus produit tous les flux du vecteur
νE(t). On associe à ce processus une machinerie moléculaire ER représentant toutes les
machineries impliqués dans la production des protéines (ribosomes, facteurs de traduc-
tion, ...). Sa concentration est notée ER(t), son efficacité est kR, son encombrement est
noté ℓER

. ER est produite par elle-même avec un flux νER
(t). ER(t) est ajoutée au vecteur

E(t) et son flux de production νER
est ajouté au vecteur νE(t).

On introduit une nouvelle matrice de stœchiométrie, ΩE, qui a autant de colonnes
qu’il y a de Ei (y compris ER, donc nΣ + 1) et autant de lignes qu’il y a de métabolites
internes i.e. nMint

. Le coefficient ΩE,i,j est le nombre de Mint,i nécessaire à la production
d’un Ej. Ces coefficients sont négatifs pour les cofacteurs produits lors de la synthèse de
Ej.
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Bilan de matière. De là, on écrit les bilans de matières pour les métabolites et les
machines moléculaires qui catalysent les processus de la manière suivante :







Ṁint(t) = ΩintνM(t) + ΩEνE(t)− µ(t)Mint(t)

Ė(t) = νE(t)− µ(t)E(t)

Ṁext(t) = ΩextνM(t)X(t)

(4.1.1)

avec µ(t) le taux spécifique de croissance et X(t) la concentration de biomasse dans
le milieu extérieur.

La relation suivante lie ces deux quantités :

Ẋ(t) = µ(t)X(t) (4.1.2)

µ(t) est exprimé en h−1, l’unité de X(t) est le gCDW .L
−1.

Contraintes d’efficacité des processus. Les efficacités et les concentrations des
machineries limitent les flux qui passent à travers les processus de la manière suivante :

νM(t) ≤ k(t) ◦ E\ER(t) (4.1.3)

où ◦ est le produit terme à terme de Hadamard, le vecteur k(t) regroupe les efficaci-
tés ki(t) des processus Σi, excepté ER et où E\ER est le vecteur des concentrations des
machineries Ei privé de ER.

Pour le processus ΣR et la machinerie ER, on pose :
∑

E

νEi
≤ kR(t)ER(t) (4.1.4)

où la somme porte bien sur tous les éléments de E , y compris ER, puisqu’ils sont tous
produits par ΣR, par définition.

Les efficacités des processus peuvent éventuellement être formulées sous la forme de
fonctions des concentrations des métabolites :

{
k(t) = k(M(t))
kR(t) = kR(M(t))

(4.1.5)

C’est ce qui a été fait dans le chapitre 2 lorsque l’on a formulé les efficacités des processus
comme des fonctions des concentrations S(t) et G(t).

Contraintes de régulation de composés internes. On complète les contraintes de
conception en contraignant certaines concentrations intracellulaires à être constantes au
cours du temps. Pour ce faire, comme on l’a fait pour le composé B au chapitre 2, on
contraint la dérivée de certaines concentrations à être nulle.
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Soit Mc l’ensemble des composés dont la concentration intracellulaire est connue pour
être constante. Soient Mc(t) le vecteur de ces concentrations, Mc,0 les concentrations no-
minales des composés internes constants. La contrainte de régulation de la concentration
des composés Mc s’écrit :

Ṁc(t) = ΩcνM(t)− ΩE,cνE(t)− µ(t)Mc,0 = 0 (4.1.6)

avec Ωc (respectivement ΩE,c) la sous-matrice de Ω (respectivement, de ΩE) correspon-
dant aux éléments de Mc parmi M.

Taux de croissance. Pour le taux de croissance, on reprend l’assertion selon laquelle
la densité intracellulaire est constante au cours du temps [49, 50]. Avec les coefficients
d’encombrement ℓEi

, et D0 la densité intracellulaire supposée connue, on a :

D0 = ℓ⊤EE(t) (4.1.7)

avec ℓE le vecteur qui regroupe les coefficients d’encombrement ℓEi
ordonnés comme le

vecteur E(t).
En dérivant cette relation par rapport au temps, on obtient :

0 = ℓ⊤EĖ(t)

et avec (4.1.1),
0 = ℓ⊤E(νE(t)− µ(t)E(t))

ou encore,
ℓ⊤EνE(t) = µ(t) ℓ⊤EE(t)

︸ ︷︷ ︸

=D0, (4.1.7)

c’est-à-dire,

µ(t) =
1

D0

ℓ⊤EνE(t) (4.1.8)

On a là un équivalent direct de la formule (2.1.13) qui avait été trouvée au chapitre 2.
On constate que les coefficients ℓE jouent le même rôle que les coefficients 1

αEi

du chapitre

2. En effet, nous avions rapproché les coefficients 1
αEi

des coût des Ei en ressources. Il en

est de même pour ℓEi
.

Contraintes d’expression rationnelle des gènes. Comme avancé au chapitre pré-
cédent, une manière de prendre en compte la régulation de l’expression des gènes par
le taux de croissance, c’est-à-dire le fait que certains gènes sont constitutifs, est de
contraindre les flux de production des machineries moléculaires à suivre une relation
de la forme :

νEi
(t) = νEi

(µ(t)) (4.1.9)

Jusqu’alors, nous avions pris νEi
sous forme polynomiale :

νEi
(t) = aµEi

µ(t)3 + bµEi
µ(t)2 + cµEi

µ(t) (4.1.10)

On note Eµ l’ensemble des machineries moléculaires qui sont constitutives.
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Matriciellement, avec T une matrice rectangulaire convenablement choisie ne compre-
nant que des 0 et un seul et unique 1 sur chaque ligne, et aµE (respectivement, bµE, cµE) le
vecteur des aµEi

(respectivement, bµEi
, cµEi

), la contrainte (4.1.10) s’écrit :

TνE(t) = µ(t)3aµE + µ(t)2bµE + µ(t)cµE (4.1.11)

Remarque sur les processus réversibles. Certains processus sont réversibles. Ceci
signifie que la même machinerie peut transformer le substrat en produit et le produit en
substrat. Pour inclure ce cas dans la modélisation actuelle sans compliquer davantage le
modèle, on peut procéder comme suit.

Soit Σ un processus réversible. On note ν le flux de ce processus, éventuellement
négatif. On a le schéma réactionnel suivant : S ν−→ P .

Avec k l’efficacité du processus et E la concentration de la machinerie E qui catalyse
le flux, on doit satisfaire à tout instant :

{
ν(t) ≤ k(t)E(t)
−ν(t) ≤ k(t)E(t)

On introduit ν+ et ν− deux flux positifs tels que : S ν+−⇀↽−
ν−

P . Ces deux flux sont

catalysés par la même machinerie E . Aussi, la somme de ces flux doit être inférieure à
k(t)E(t).

On doit donc respecter la relation suivante :

ν+(t) + ν−(t) ≤ k(t)E(t)

qui est une extension naturelle de la relation (4.1.3).

Par simplicité d’écriture, on considère dans la suite que tous les flux sont positifs, à
cette variation près.

Schéma de construction d’un modèle dRBA. La figure 4.1 présente une hiérarchie
entre les variables à définir pour poser le problème de conception rationnelle de souche.

Modèle dRBA. La modélisation du réseau R selon la méthode dRBA est donnée par
les équations (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.5), (4.1.6), (4.1.8), (4.1.11). En résumé,







Ṁint(t) = ΩintνM(t) + ΩEνE(t)− µ(t)Mint(t)

Ė(t) = νE(t)− µ(t)E(t)

Ṁext(t) = ΩextνM(t)X(t)

Ẋ(t) = µ(t)X(t)

(4.1.12)
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R

Composés M

Mint

Mc

Mc,0

Mint(t)

Mext

Mext(t)

Stœchiométrie Ω

Ωint Ωext

Processus Σ

νM(t) E

E(t) νE(t)

aµE bµE cµE

ℓE(t) kE(t)

kE(M)

ΩE

Figure 4.1 – Relations entre les variables utilisées dans le modèle.

sous contraintes,







νM(t) ≤ k(t) ◦ E\ER(t)∑

E

νEi
≤ kR(t)ER(t)

ki(t) = ki(M(t))
0 = ΩcνM(t)− ΩE,cνE(t)− µ(t)Mc,0

µ(t) = 1
D0
ℓ⊤EνE(t)

TνE(t) = µ(t)3aµE + µ(t)2bµE + µ(t)cµE

νE(t), νM(t) ≥ 0
Mint(t), E(t),Mext(t), X(t) ≥ 0

(4.1.13)

Comme présenté au chapitre 2, on peut réécrire formellement ce système de la manière
suivante :

ẋ(t) = F (x(t))ν(t)

sous contraintes,







Aν(t) ≤ b(x(t))
Lν(t) = 0
CaµE ,bµE ,cµE

(ν(t)) = 0

ν(t) ≥ 0
x(t) ≥ 0

(4.1.14)

avec 





ν(t) =
(
νE(t)

⊤ νM(t)⊤
)⊤

x(t) =
(
M⊤

int(t) E⊤(t) M⊤
ext(t) X(t)

)⊤

et avec CaµE ,bµE ,cµE
(ν(t)) = TνE(t)− ( 1

D0
ℓ⊤EνE(t))

3aµE − ( 1
D0
ℓ⊤EνE(t))

2bµE − ( 1
D0
ℓ⊤EνE(t))c

µ
E, la

contrainte d’expression rationnelle des gènes.

Les contraintes sur la limitation des flux sont regroupées dans Aν ≤ b(x(t)), les
contraintes sur l’équilibre des concentrations intracellulairesMc se retrouvent dans Lν(t) =
0. La définition du taux de croissance, µ(t) = 1

D0
ℓ⊤EνE(t), peut se substituer aux occur-

rences de µ(t) et n’a donc pas lieu d’apparaitre dans la définition du problème.
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4.1.2 Optimisation de la production d’un composé d’intérêt

On peut utiliser le modèle (4.1.14) pour optimiser la production d’un composé d’in-
térêt en respectant le réseau R.

On résout alors un problème du type :

max
ν(t),tf ,a

µ
E ,bµE ,cµE

J

sous contraintes







ẋ(t) = F (x(t))ν(t)
C0x(t0) = c0
Cfx(tf ) ≥ cf

Aν(t) ≤ b(x(t))
Lν(t) = 0
CaµE ,bµE ,cµE

(ν(t)) = 0

ν(t) ≥ 0
x(t) ≥ 0

(4.1.15)

où C0, c0, Cf et cF permettent de définir des contraintes sur l’état initial et final. En
particulier, on impose ℓ⊤EE(t0) = D0 et Mc(t0) =Mc,0.

J est le critère à maximiser. Typiquement, on pourra se référer à la discussion 2.3.1.1
et prendre un critère de rendement par rapport au temps :

J =
P (tf )

tf

ou tout simplement un critère du type :

J = P (tf )

où P est dans ce cas un élément de Mext.
On peut ajouter éventuellement des contraintes sur les paramètres aµE, bµE et cµE. Ainsi,

comme au chapitre 2, certains coefficients aµE, bµE et cµE peuvent être fixés à leurs valeurs
dans le cas nominal, c’est-à-dire lorsque la configuration du réseau maximise le taux
spécifique de croissance.

Dans tous les cas, il s’agit d’un problème de commande optimale avec des contraintes
linéaires et non-linéaires sur la commande, et des contraintes sur la commande dépendant
de l’état. La résolution de ce type de problème peut se faire comme précédemment par
discrétisation et utilisation d’une méthode de type collocation, par exemple à l’aide du
logiciel Bocop [10] utilisé précédemment.

4.1.3 Bilan

On a décrit une manière de poser le problème dRBA en mode de fonctionnement batch
pour un réseau métabolique R à condition de pouvoir définir les éléments regroupés figure
4.1.

Nous allons à présenter suivre ce protocole pour une représentation légèrement plus
élaborée du réseau métabolique que celle présentée au chapitre 2. Nous allons ainsi voir
l’influence d’un raffinement de modélisation sur la trajectoire optimale.
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4.2 Exemple d’un modèle à deux voies de synthèse de
l’énergie

Nous allons nous intéresser à un réseau qui dispose d’une alternative pour produire un
composé. Typiquement, cette alternative est présente au niveau de la synthèse de l’éner-
gie chez la plupart des organismes. On pense à la voie de la respiration (qui possède un
très bon rendement de conversion, mais qui est coûteuse en protéines et peu efficace) et
à la voie du débordement ou de l’overflow (dont la conversion de la matière est partielle,
mais qui a une bonne efficacité et qui est peu coûteuse en protéines) qui servent toutes
les deux à produire de l’ATP à partir d’un composé intermédiaire de la glycolyse : le
pyruvate. La voie de l’overflow correspond en général à la synthèse de produits comme
de l’acétate ou du lactate.

Dans cette section, nous définissons un réseau fictif qui reproduit cette alternative
entre deux voies parallèles (section 4.2.1). Nous caractérisons en section 4.2.2 le fonc-
tionnement de ce réseau qui maximise le taux spécifique de croissance. Enfin, en section
4.2.3, nous utilisons ce modèle pour résoudre des problèmes de conception de bioprocédé.

4.2.1 Éléments biologiques & Construction du modèle

Dans cette section, nous définissons le réseau R2voies associé à la configuration présen-
tée figure 4.1. Nous suivons la méthodologie de la section 4.1 pour représenter ce réseau.

Le réseau R2voies est une représentation de la cellule qui s’appuie sur le modèle agrégé
présenté au chapitre 2. Comme présenté sur la figure 4.2, on affine la description de la
voie de synthèse de S à partir de G. Pour ce faire, on introduit un composé intermé-
diaire, Y , ainsi que deux processus pour transformer Y en S : ΣCvC et ΣCvP . ΣCvC est un
processus de conversion supposée complète de la matière (Conversion Complète). ΣCvP

est un processus de conversion partielle (Conversion Partielle) de la matière donnant
lieu également à la production et la sécrétion dans le milieu extracellulaire d’un produit
secondaire, A.

En considérant que S est le produit du catabolisme, le composé Y mime le rôle d’un
composé intermédiaire du catabolisme. Les deux processus ΣCvC et ΣCvP miment les
voies de synthèse de l’énergie dont disposent les organismes pour synthétiser l’énergie,
respectivement la voie de la respiration et celle de l’overflow.

Avec le formalisme de la section 4.1.1, on définit :
{

Mint = {Y ,S,B}
Mext = {G,P ,A} (4.2.1)

avec les vecteurs de concentrations associés :
{

Mint(t) =
(
Y (t) S(t) B(t)

)⊤

Mext(t) =
(
G(t) P (t) A(t)

)⊤ (4.2.2)
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Figure 4.2 – Schéma du réseau R2voies

Pour simplifier la description intracellulaire, on suppose que les concentrations de tous
les métabolites intracellulaires sont constantes :

Mc = Mint (4.2.3)

Les flux des processus intracellulaires sont regroupés dans le vecteur νM(t) défini
comme suit :

νM(t) =
(
νT (t) νB(t) νP (t) νCvC(t) νCvP (t)

)⊤
(4.2.4)
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La stœchiométrie des processus est donnée par la matrice de stœchiométrie suivante :

Ω =

ΣT ΣB ΣP ΣCvC ΣCvP

Y
B
S
G
P
A











αT 0 0 −1 −1
0 αB 0 0 0
0 −1 −1 αS ραS

−1 0 0 0 0
0 0 αP 0 0
0 0 0 0 αA











(4.2.5)

ce qui revient à l’ensemble de schémas réactionnels suivant :
— ΣT : 1.G → αT .Y
— ΣB : 1.S → αB.B
— ΣP : 1.S → αP .P
— ΣCvC : 1.Y → αS.S
— ΣCvP : 1.Y → ραS.S + αA.A

où les αi sont des coefficients stœchiométriques. Le paramètre ρ est le rendement du
processus ΣCvP pour transformer Y en S.

La matrice Ω se décompose en

Ωint =





αT 0 0 −1 −1
0 αB 0 0 0
0 −1 −1 αS ραS



 (4.2.6)

et

Ωext =





−1 0 0 0 0
0 0 αP 0 0
0 0 0 0 αA



 (4.2.7)

Comme Mc = Mint, on a également :

Ωc = Ωint (4.2.8)

Enfin, les machineries moléculaires qui catalysent les processus Σi sont notées :

E = {ET , EB, EP , ECvC , ECvP , ER} (4.2.9)

dont les concentrations sont regroupées dans le vecteur E(t) défini comme suit :

E(t) =
(
ET (t) EB(t) EP (t) ECvC(t) ECvP (t) ER(t)

)⊤
(4.2.10)

Ces machineries catalysent les flux suivants :

νE(t) =
(
νET

(t) νEB
(t) νEP

(t) νECvC
(t) νECvP

(t) νER
(t)

)⊤
(4.2.11)

avec comme efficacités

k(Mint(t)) =
(
kT (G(t)) kB kP kCvC kCvP

)⊤
(4.2.12)
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avec

kT (G(t)) =
vTG(t)

G(t) +KT

(4.2.13)

Les autres efficacités sont supposées indépendantes de Mint.
L’efficacité kR est également supposée constante, indépendante de Mint.

On suppose que le seul composé qui entre dans la composition des machineries molé-

culaires est S. Avec α′
Ei

le coefficient stœchiométrique de la réaction : α′
Ei

· S νEi−−→ 1 · Ei
La matrice ΩE introduite au paragraphe 4.1.1 s’écrit :

ΩE =





0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

−α′
ET

−α′
EB

−α′
EP

−α′
ECvC

−α′
ECvP

−α′
ER



 (4.2.14)

et on a
ΩE,c = ΩE (4.2.15)

On va supposer que les encombrements ℓEi
des machineries Ei sont donnés par le

vecteur ℓE :
ℓE =

(
ℓET

ℓEB
ℓEP

ℓECvC
ℓECvP

ℓER

)⊤
(4.2.16)

Ces coefficients ℓEi
sont supposés être la longueur en acides aminés de Ei. Pour rester

dans un cadre de conservation de la matière, on suppose qu’ils sont proportionnels aux
coûts en S, c’est-à-dire :

ℓEi
∝ α′

Ei

En effet, en faisant le bilan de masse de l’équation α′
Ei

· S νEi−−→ 1 · Ei, il vient :

α′
Ei
MS = 1MEi

et avec ℓEi
la longueur en acides aminés de Ei,

α′
Ei
MS = ℓEi

MAA

avec MS (respectivement, MEi et MAA) la masse molaire du composé S (respectivement,
de Ei et d’un acide aminé).

On constate que la définition de αEi
donnée équation (2.1.10) du chapitre 2 est diffé-

rente de la définition que l’on donne ici des α′
Ei

. Plus précisément, en considérant que le
composé S est le même dans les deux modèles, α′

Ei
= 1

αEi

On prend les valeurs numériques du tableau 4.1. Ces valeurs sont reprises du modèle
agrégé. Les valeurs Y0 et S0 sont fixées à 0, dans le but de négliger leur influence sur le
modèle.

Comme dans la bactérie, on introduit une différence entre les deux processus ΣCvC

et ΣCvP en postulant que le processus correspondant à la respiration (ΣCvC) a besoin
de plus de machinerie pour produire le même flux que le processus mimant l’overflow
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Table 4.1 – Valeurs numériques.
Paramètre Valeur (unité) Paramètre Valeur (unité)

vT 420 (h−1) αT 0,5
kB 750 (h−1) αB 0,35
kP 750 (h−1) αP 1
kCvC 600 (h−1) αS 1
kCvP 5000 (h−1) ρ 0,8
kR 20000 (h−1) αA 0,2
KT 5,0.10−3 (mmol.L−1)
ℓT 180 α′

ET
64,9

ℓB 360 α′
EB

129,7
ℓP 360 α′

EP
129,7

ℓCvC 180 α′
ECvC

64,9
ℓCvP 60 α′

ECvP
21,6

ℓR 10100 α′
ER

3639,4
D0 1,33 (mmol.g−1

CDW ) B0 387 (µmol.g−1
CDW )

(ΣCvP ) : l’efficacité de la machinerie du processus de respiration est plus faible que celle du
processus d’overflow.Le composé A est supposé être rejeté dans le milieu extracellulaire.
Par conservation de la masse, le rendement du processus ΣCvP est moins bon que celui
ΣCvC .

Pour mimer l’effet de l’alternative entre les voies de respiration et de l’overflow, on
impose une efficacité, ki, plus importante et un coût en machineries moléculaires, α′

Ei
et

ℓi, plus faible pour le processus ΣCvP que pour le processus ΣCvC .

4.2.2 Caractérisation de l’état nominal du modèle

On caractérise ce modèle dans la situation où le taux spécifique de croissance est
maximisé. L’idée est de comprendre les interactions entre les processus et de voir de
quelle manière la ressource se répartit entre les machineries moléculaires.

Le but est aussi de caractériser les coefficients aµE, bµE et cµE, de la contrainte (4.1.11).

Comme dans la section 2.2.2 du chapitre 2, on cherche la configuration du réseau qui
maximise le taux spécifique de croissance en conditions extracellulaires stationnaires,
c’est-à-dire pour des concentrations de substrat constantes valant G0. On résout un
ensemble de problèmes (ΠG0) qui s’écrivent de la manière suivante :

(ΠG0) :

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

max
(x̄,ν̄)∈Rn×m

µ = 1
D0

(
1 1 1 1 1 1

)
ν̄E

sous contraintes







F (x̄)ν̄ = 0
Aν̄ ≤ b(x̄)
Lν̄ = 0
x̄ ≥ 0
ν̄ ≥ 0
Ḡ = G0

(4.2.17)
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où l’on cherche les concentrations à l’équilibre, x̄, et les flux à l’équilibre, ν̄, qui maxi-
misent le taux spécifique de croissance.

De la même manière qu’au chapitre 2, on résout numériquement un ensemble de pro-
blèmes (ΠG0) pour des valeurs G0 variant de 0 à 0,2 mmol.L−1, avec un pas de 0,01
mmol.L−1. La figure 4.3 représente le taux de croissance maximal atteignable pour une
concentration extérieure G = G0.

G0 (mmol:L!1)
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

7
(h
!

1
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Figure 4.3 – Taux spécifique de croissance maximal µ en fonction de la concentration
extracellulaire en G. Solution numérique du problème (4.2.17) pour différentes valeurs
de G0.

L’allure est proche de celle présentée en figure 2.3 pour le modèle agrégé. On retrouve
une allure hyperbolique, croissante et majorée, comme c’était le cas avec le modèle agrégé.

On souhaite examiner si cette allure suit une relation de Monod, µ = vG0

G0+K
avec des

paramètres v et K identifiables. Pour G0 > 0, montrons qu’il est équivalent de dire :
(i) µ(G0) suit une relation de Monod
(ii) la dérivée de 1/µ par rapport à 1/G0 existe et est constante

Si (i), i.e. µ(G0) =
vG0

G0 +K
, alors

1

µ(G0)
=
G0 +K

vG0

=
1

v
+
K

v

1

G0

Donc,
d 1
µ

d 1
G0

existe et vaut :

d 1
µ

d 1
G0

(G0) =
K

v
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indépendant de G0. D’où (ii).
Par ailleurs, si (ii), i.e.

d 1
µ

d 1
G0

(G0) = C, constante

alors, on peut intégrer entre Ga et G0 :

1

µ(G0)
− 1

µ(Ga)
=

∫ G0

Ga

Cd
1

G
= C

1

G0

− C
1

Ga

i.e.
1

µ(G0)
= C

1

G0

− C ′

avec C ′ une constante d’intégration. En prenant l’inverse de cette relation,

µ(G0) =
1

C 1
G0

+ C ′
=

G0

C + C ′G0

=
G0/C

′

C/C ′ +G0

(4.2.18)

c’est-à-dire que µ suit une relation de Monod. �
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Figure 4.4 – Dérivée
d 1
µ

d 1
G0

tracée en fonction de G0 pour la solution aux problèmes

(ΠG0) (4.2.17).

Dans le cas du taux spécifique de croissance de la figure 4.3, on trace la dérivée
d 1
µ

d 1
G0

en

fonction de G0 sur la figure 4.4. On obtient deux paliers correspondant à deux régimes.
Ainsi, l’allure de la figure 4.3 est en réalité la succession de deux allures de Monod que
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l’on peut écrire rigoureusement :

µ(G0) =







v1G0

K1 +G0

, si G ≤ Gs

v2G0

K2 +G0

, sinon
(4.2.19)

avec v1, v2, K1, K2 et Gs des paramètres intrinsèques au réseau R2voies, qu’il serait pos-
sible d’identifier.

L’évolution des concentrations des machineries moléculaires E en fonction du taux de
croissance présente également deux régimes (c.f. 4.5). A faible taux spécifique de crois-
sance (et faible concentration G0), le processus coûteux mais à fort rendement, ΣCvC , est
actif. Par contre, à taux de croissance (ou concentration G0) élevé, c’est le processus ΣCvP

qui est utilisé pour synthétiser. Dans les deux cas, l’autre processus est totalement inactif.
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Figure 4.5 – Répartition des Ei en fonction du taux de croissance pour la solution au
problème (4.2.17).

Ce changement de régime est en accord avec le fonctionnement observé des cellules
[33]. En effet, les cellules utilisent les processus d’overflow lors de phases d’abondance
de ressources. Ces processus d’overflow leur permettent un gain de taux de croissance
instantané. Dans la plupart des cas, les processus d’overflow ne sont pas utilisés quand
le substrat est limitant. Le compromis trouvé par les cellules pour maximiser leur taux
de croissance dépend donc de l’abondance en ressources. Le coût des ressources varie
en fonction de leur concentration extracellulaire : lorsqu’il y a peu de ressources, leur
coût est élevé et lorsqu’il y en a beaucoup, leur coût est plus faible. En abondance de
ressources, il est préférable d’utiliser une voie qui permet de gagner de la puissance de
croissance, même si le taux de conversion en biomasse est moins bon. En revanche, lors-
qu’il y a peu de ressources, le coût d’import est si élevé qu’il est préférable de ne pas
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faire de compromis sur le taux de conversion pour maximiser la croissance.

Pour caractériser le changement de régime, on trace sur la figure 4.6 en fonction de
la concentration G0 les taux spécifiques de croissance maximaux solutions du problème
(4.2.17) avec la contrainte additionnelle ECvC = 0 (courbe bleue), et avec la contrainte
additionnelle ECvP = 0 (courbe rouge). Le cas bleu (respectivement rouge) correspond
à forcer le réseau à utiliser uniquement le processus ΣCvP (respectivement ΣCvC) pour
synthétiser S. Les deux courbes s’intersectent en (G0;µ) = (0,015 mmol.L−1; 0,78 h−1).
Ces valeurs sont celles des changements de régime des figures 4.4 et 4.5.
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Figure 4.6 – Taux de croissance maximal µ en fonction de la concentration extracellu-
laire en G pour le cas où l’on impose ECvC = 0 et le cas où ECvP = 0.

A faible concentration de substrat, le processus ΣCvC est plus efficace pour croître que
le processus ΣCvP . A forte concentration de substrat, c’est l’inverse.

Observations analogues. Le comportement retrouvé ici à l’aide de considérations
physico-biologiques uniquement peut être rapproché d’observations semblables de la lit-
térature.

En effet, on retrouve cette prise en compte du fait que les cellules utilisent des voies
métaboliques moins rentables mais plus efficaces, par exemple dans les travaux [36]. Dans
ce modèle macroscopique phénoménologique, les cellules sont supposées utiliser différents
régimes (régime oxydatif et régime oxydo-fermentatif). En fonction des conditions ex-
térieures, la croissance est donnée par une combinaison de ces régimes. D’une manière
équivalente, lorsqu’il y a peu de ressources, la croissance se fait à fort taux de conversion
tandis qu’il y a production d’acétate en abondance de ressources.
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Pour aller plus loin, cet aspect peut être rapproché de phénomènes qui mènent les
cellules à reconfigurer un très grand nombre de gènes en fonction de la valeur du flux de
glycolyse. On pense aux phénomènes de répression catabolique [60] ou d’effet Warburg
[78]. Pour ne citer que deux effets, chez Bacillus subtilis, cela conduit à réprimer le cycle
de Krebs et à activer les enzymes produisant de l’acétate.

4.2.3 Utilisation du modèle pour la production de composé d’in-
térêt

Nous allons à présent utiliser le modèle du réseau R2voies développé en section 4.2.1
pour optimiser la production du composé d’intérêt P .

Comme cela a été fait aux chapitres 2 et 3 pour le modèle agrégé, nous allons envi-
sager plusieurs cas correspondant à des degrés différents de conduite du procédé. Pour
caractériser un optimum, nous envisageons de contrôler en temps réel tous les proces-
sus intracellulaires (cas no 1). Cette caractérisation est faite en mode de fonctionnement
batch. Puis, à l’aide de l’étude menée en section 4.2.2, nous réduisons le degré d’in-
terventions sur le procédé en fixant le comportement de certains processus à leur état
nominal (cas no 2). Ce cas d’étude sera aussi fait en mode de fonctionnement batch mais
nous supposerons pouvoir contrôler en temps réel le flux qui passe à travers le processus
ΣT . Pour finir, nous reprendrons le cas no 2 en mode de fonctionnement fed-batch en
supposant ne pouvoir agir sur le flux νT qu’à travers la concentration en G (contrôlable
par le débit d’alimentation du procédé). Ceci constituera le cas no 3.

4.2.3.1 Optimisation de la bioproduction en supposant que tous les proces-
sus sont contrôlables (Cas no 1)

On résout un problème du type (4.1.15) où ν(t), x(t), F , A, b et L sont définis d’après
la procédure de la section 4.1 avec le modèle du réseau R2voies introduit à la section 4.2.1.

Pour les conditions initiales, on suppose :






P (t0) = A(t0) = 0 mmol.L−1

G(t0) = 0,1 mmol.L−1

ℓ⊤EE(t0) = D0

Mc(t0) =Mc,0

(4.2.20)

Ceci permet de définir les paramètres C0 et c0 de la formulation (4.1.15).
On ne spécifie pas de condition finale particulière.
A ce stade, on ne considère pas non plus de contrainte d’implémentation CaµE ,bµE ,cµE

.

En résolvant ce problème avec Bocop [10] avec 100 pas d’échantillonnages et une
discrétisation implicite d’Euler, et en initialisant depuis plusieurs points où toutes les
concentrations sont constantes, on trouve la solution présentée figure 4.7.

Comme pour la solution optimale du modèle agrégé du chapitre 2, on retrouve trois
phases :
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Figure 4.7 – Trajectoire optimale, solution du problème de conception de souche de la
section 4.2.3.1.

(i) De t = 0 h à t = 1,21 h, les cellules sont en régime de croissance exponentielle. La
valeur du taux spécifique de croissance correspond à la valeur de la courbe µ(G0 =
G(t0)) dans le cas ECvP = 0, figure 4.6. Les concentrations E sont constantes.

(ii) De t = 1,21 h à t = 4,01 h, le taux de croissance diminue et la concentration
de la protéine EP augmente au détriment de celles des autres E . La répartition
intracellulaire des Ei change séquentiellement. D’abord, les concentrations de ER
et EB diminuent, puis celles de ECvC et ET diminuent également. La production de
P commence. Dans cette phase, la cellule passe d’une configuration de croissance
sans production à une configuration de production sans croissance.

(iii) De t = 4,01 h à t = 4,84 h, la croissance est nulle et la cellule est dans une
configuration stationnaire qui permet de transformer tout le substrat G restant en
produit d’intérêt P .

Le taux spécifique de croissance dans la phase (i) n’est pas le taux maximal que la
cellule peut atteindre à la concentration G0 = 0,1 mmol.L−1 (figure 4.3). On a µ =
0,89 h−1 au lieu de µ = 0,92 h−1. La répartition des machineries Ei n’est pas non plus
celle de la cellule à ce taux de croissance à l’état nominal (figure 4.5). En effet, les cellules
utilisent le processus ΣCvC au lieu du processus ΣCvP comme elles sont censés le faire
à cette concentration G pour maximiser leur croissance. On constate que le processus
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ΣCvP n’est pas du tout utilisé dans ce contexte. Le composé S est exclusivement produit
à partir du processus ΣCvC .

Ceci est à la fois contraire au comportement du cas nominal et également à l’idée que
l’on s’était faite de la phase de croissance avec le modèle agrégé : la phase de croissance
ne correspond pas tout à fait à une phase de croissance maximale. Il semblerait toutefois
que le choix du processus de conversion complète ΣCvC soit privilégié car il permet un
meilleur compromis entre conservation de la masse et vitesse de croissance.

Pour suivre la trajectoire présentée figure 4.7, il est nécessaire de contrôler en temps
réel les processus intracellulaires. Ce contrôle semble difficile à mettre en place. C’est
pourquoi on se dirige vers la prise en compte de contraintes d’implémentation, comme
au chapitre 3, pour établir une trajectoire optimale réaliste en termes de conduite du
procédé.

4.2.3.2 Optimisation réaliste de la bioproduction d’un composé d’intérêt
(Cas no 2)

On désire à présent étudier un mode de fonctionnement réaliste pour la maximisation
de la bioproduction d’un composé d’intérêt. Par "réaliste", on entend trouver une tra-
jectoire qu’il soit possible de suivre sans avoir à reconfigurer entièrement la cellule, ni
avoir à contrôler en temps réel chaque processus intracellulaire.

On propose de ne pas reconfigurer la partie catabolique de la cellule, i.e. les proces-
sus ΣT , ΣCvP et ΣCvC . Ainsi, on suppose que les flux de production des composés ET ,
ECvP et ECvC sont donnés par la configuration nominale établie en section 4.2.2, figure 4.5.

Pour prendre en compte le contrôle de l’expression des gènes ET , ECvP et ECvC par le
taux spécifique de croissance µ, on introduit trois relations (4.1.9) pour les trois entités
ET , ECvP et ECvC . Par rapport aux allures de la figure 4.5, il semble raisonnable de
paramétrer les flux de production de ces machineries, de la manière suivante :

νEi
=

{
µ(t)(aµEi,1

µ(t)2 + bµEi,1
µ(t) + cµEi,1

), si µ ≤ µs

µ(t)(aµEi,2
µ(t)2 + bµEi,2

µ(t) + cµEi,2
), sinon

(4.2.21)

où µs est la valeur du taux de croissance à laquelle on observe un changement de mode
de fonctionnement. On prendra µs = 0,78 h−1.

On identifie par une méthode des moindres carrés, les flux de production des ma-
chineries ET , ECvP et ECvC en fonction du taux spécifique de croissance sur la figure
4.5 :

pour µ ≤ 0,78 h−1,







νET
(µ) = µ(−0,70µ+ 1,33)

νECvC
(µ) = µ(0,26µ+ 0)

νECvP
(µ) = 0

(4.2.22)

pour µ > 0,78 h−1,







νET
(µ) = µ(−0,45µ+ 1,33)

νECvC
(µ) = 0

νECvP
(µ) = µ(0,01µ+ 0)

(4.2.23)
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Par ailleurs, on suppose ne pas agir sur les processus ΣCvC et ΣCvP . On force donc
leurs flux à valoir leurs bornes maximales, c’est-à-dire :

{
νCvP (t) = kCvPECvP (t)
νCvC(t) = kCvCECvC(t)

(4.2.24)

On laisse libre νT (t) ≤ kT (G(t))ET (t) pour une raison sur laquelle nous reviendrons
en section 4.2.3.3.
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Figure 4.8 – Trajectoire optimale, solution du problème de conception de souche de la
section 4.2.3.2.

Le cas no 2 correspond au cas no 1 complété des contraintes (4.2.22), (4.2.23), (4.2.24).
La trajectoire qui optimise ce problème est calculée dans les mêmes conditions que pour
le cas no 1 et est présentée figure 4.8. Les flux de production de protéines νE sont pré-
sentés en fonction du taux spécifique de croissance, figure 4.9.

Cette trajectoire ne présente plus que deux phases :
— de t = 0 h à t = 1,37 h, une phase de croissance exponentielle à une valeur de taux

spécifique de croissance µ = 0,77 h−1. La répartition des protéines correspond à
l’état nominal donné par la figure 4.5.
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Figure 4.9 – Flux de production des protéines νEi
en fonction du taux spécifique de

croissance µ pour la solution du problème de conception de souche de la section 4.2.3.2.

— de t = 1,37 h à t = 5,70 h, une phase qui ressemble à la phase de transition de la
section 4.2.3.1. La croissance diminue exponentiellement. La répartition intracel-
lulaire des machineries Ei change. La production de EB et ER est remplacée par la
production de EP .

Comme détaillé en section 4.2.3.4, la production de P est plus faible dans ce cas que
dans le cas no 1.

On se demande comment mettre en œuvre cette stratégie sur un bioprocédé réel. La
répartition des protéines étant en accord avec le comportement nominal dans la phase
de croissance, il n’y a pas de modification à faire dans ce sens.

L’allure de νEP
en fonction du taux spécifique de croissance est affine croissante,

modulo une activation à l’instant ts = 1,37 h. Cette allure est réalisable. Il suffit de
trouver un moyen d’activer le gène à t = 1,37 h.

On peut vérifier que le processus ΣR est toujours saturé, i.e. νR(t) = kRER(t). Ainsi,
il n’y a pas à agir sur l’efficacité des ribosomes. La seule mesure à prendre est de couper
leur production à ts = 1,37 h.

Il en est de même pour le processus ΣB.
En revanche, le flux du processus ΣT n’est jamais saturé : il va falloir agir sur le procédé

à tout instant. La section 4.2.3.3 présente une manière raisonnable de s’y prendre en mode
de fonctionnement fed-batch.

4.2.3.3 Conduite du procédé en fed-batch (Cas no 3)

Dans notre modélisation, on a supposé que l’efficacité du processus ΣT dépendait de
G(t), selon la relation (4.2.13). Le flux de ce processus est donc contrôlable par la concen-
tration G(t). On va ainsi contrôler le flux νT en se plaçant en mode de fonctionnement
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fed-batch.

On contraint νT (t) à valoir sa borne maximale :

νT (t) = kT (G(t))ET (t)

avec G(t) contrôlée par le débit d’alimentation, i.e. par conduite du procédé. On cherche
la manière optimale d’approvisionner le réacteur en substrat.

On adapte le problème de la section 4.2.3.2 pour le mode de fonctionnement fed-batch.
En reprenant le raisonnement de la section 3.3, on définit le débit d’alimentation du bio-
réacteur, Fin(t), et le volume du réacteur V (t). Pour les composés extracellulaires, on
ajoute un flux de dilution relatif à l’augmentation du volume du réacteur.

On pose CG la quantité de G consommée pendant la culture, définie selon (3.3.11) :

CG = G(t0)V (t0) +

∫ tf

t0

GFFin(t)dt (4.2.25)

où GF est la concentration en G du milieu d’alimentation.
On veut comparer la stratégie fed-batch avec la stratégie de la section 4.2.3.2, c’est-

à-dire en batch où tout le substrat G est introduit à t0 dans le réacteur.
On fixe V (t0) = 10L. Ainsi, la quantité de G consommée par le procédé batch vaut :

CG,batch = G(t0)V (t0) +

∫

0dt = 1 mmol (4.2.26)

On ajoute alors la contrainte CG = 1 mmol pour l’optimisation fed-batch. On laisse
ainsi la possibilité à l’optimisation de retrouver le profil batch.

On donne aussi la concentration GF :

GF = 1 mmol.L−1

La concentration initiale G(t0) est laissée libre.

Avec ces conditions, la solution au problème de maximisation du critère J =
P (tf )

tf
est

donnée figure 4.10 avec un rappel du cas no 2 en gris. La démarche de modélisation et de
résolution du problème est similaire à celle des cas no 1 et 2. L’algorithme d’optimisation
est initialisé avec un débit nul.

Pour les états intracellulaires, la trajectoire optimale du cas no 3 se confond avec la
trajectoire optimale de l’optimisation batch avec action sur le processus ΣT , cas no 2.
La différence porte sur les évolutions des concentrations extracellulaires et en particulier
sur le profil G(t). Étant donné que les comportements intracellulaires sont exactement
les mêmes, les différences entre les profils P (t) et X(t) sont dues à l’augmentation du
volume qui fait baisser les concentrations extracellulaires.



4.2. Exemple d’un modèle à deux voies de synthèse de l’énergie 157

Temps (h)

0 5

7
(h
!

1
)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Temps (h)

0 5

X
(g

C
D

W
:L
!

1
)

0

0.005

0.01

0.015

Temps (h)

0 5

P
(m

m
ol

:L
!

1
)

0

0.01

0.02

0.03

Temps (h)

0 5

G
&

A
(m

m
ol

:L
!

1
)

0

0.05

0.1

G

A

Temps (h)

0 5

8
i
(m

m
ol

:g
!

1
C

D
W

:h
!

1

0

1

2

3

4

Temps (h)

0 1 2 3 4 5 6

8
E

i
(m

m
ol

:g
!

1
C

D
W

:h
!

1
)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
P

B

R

T

CvC

CvP

Temps (h)

0 1 2 3 4 5 6

,
0 E

i
E

i
(m

m
ol

:g
!

1
C

D
W

)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

P

B

R

T

CvC

CvP

Figure 4.10 – En rouge, trajectoire optimale, solution cas no 3. En gris, rappel du cas
no 2.

Le profil G(t) se décompose en deux phases :
— Dans un premier temps, G est quasiment constante à une valeur qui correspond à

la valeur du taux de croissance µ = 0,78 h−1 à l’état nominal (figure 4.3).
— Dans un second temps, G décroit.

Le profil de Fin est donné figure 4.11. Il présente aussi deux phases dont la première est
une allure exponentielle. Elle permet de garder la concentration G relativement constante
dans un premier temps.

On peut donner une justification de l’optimalité du profil Fin en revenant au cas no 2,
dans lequel le flux νT est libre. On pose ν∗batchT le flux du processus ΣT dans le cas no 2.
A partir de ce flux, définissons l’efficacité effective du processus ΣT , kT,eff , comme suit :

kT,eff (t)ET (t) = ν∗batchT (t) ≤ kT (t)ET (t) (4.2.27)

D’après la relation (4.2.13), il vient la définition de Geff (t), la concentration effective
en G que la cellule utilise à l’instant t dans le cas no 2 :

kT,eff (t) =
vTGeff (t)

Geff (t) +KT

(4.2.28)
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Figure 4.11 – Allures du débit d’alimentation Fin, de la quantité de G consommée et
du volume effectif du bioréacteur pour le cas no 3.

Pour faire suivre l’allure ν∗batchT au flux νT en conditions fed-batch, il suffit de faire
suivre l’allure Geff (t) à la concentration en G. En traçant sur la figure 4.12 l’évolution
de la concentration Geff (t) pour la solution au cas no 2 et la concentration G(t) pour la
trajectoire optimale en fed-batch, on constate qu’elles sont très proches. Ainsi, on peut
conclure que le profil optimal Fin(t) et le paramètres G(t0) du cas no 3 sont bien définis
de sorte à suivre l’allure Geff (t) du cas no 2.

Expérimentalement, en utilisant Bocop et en partant de différents points initiaux, le
problème fed-batch de la section (4.2.3.3) est bien plus long à résoudre que le problème
batch de la section (4.2.3.2) (empiriquement, de l’ordre de l’heure au lieu de quelques
secondes).

La procédure ci-dessus permet de résoudre le problème en deux temps. D’abord, on
résout le problème en batch avec tout le substrat disponible dans le milieu à l’état initial.
Puis, en fonction des flux de consommation, on trouve le profil optimal de substrat en
fonction du temps. Enfin la trajectoire optimale du débit d’alimentation est celle qui
suit Geff . Cette procédure d’optimisation en fed-batch pourra être transposée et utilisée
dans le cas de la modélisation de l’inhibition par le substrat.

On a présenté ici un contrôle réaliste de l’expression des gènes et des conditions
extracellulaires pour la maximisation de la concentration de P (tf ) par unité de temps.

Il est intéressant de constater qu’on retrouve la même stratégie que pour l’optimisa-
tion de la conduite du procédé présentée dans [36], i.e. avec un modèle macroscopique
phénoménologique décrivant le même comportement nominal. En effet, dans ces travaux,
on cherche à maximiser la production de biomasse, et la stratégie revient à se placer à
la limite entre le régime oxydo-fermentatif et celui de respiration.
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Figure 4.12 – Comparaison entre la concentration effective Geff définie au cas no 2
en fonctionnement batch et la concentration G du cas no 3 en mode de fonctionnement
fed-batch.

4.2.3.4 Conclusion des problèmes d’optimisation

Au travers de ces trois cas, on a défini pour le réseau R2voies une procédure rationnelle
d’optimisation de la bioproduction d’un composé d’intérêt par conception de souche et
conduite du procédé. En effet, la modification de souche proposée à l’issue du cas no 3
revient à ajouter un gène dont on connait l’expression en fonction du taux de croissance,
et à activer ce gène à un instant donné. La conduite du procédé fed-batch revient à
suivre l’allure Geff donnée figure 4.12. On peut alors utiliser une technique de commande
linéarisante ou de commande prédictive pour suivre ce profil, comme présenté en 1.1.2.2.

Le tableau 4.2 présente la concentration finale en produit P , le temps final et la valeur
du critère pour les solutions optimales présentées en section 4.2.3.1, 4.2.3.2 et 4.2.3.3.

Table 4.2 – Valeurs numériques associées aux solutions optimales des cas no 1, no 2 et
no 3.

P (tf ) (µmol.L−1) tf (h) P (tf )

tf
(µmol.L−1.h−1)

Cas no 1 32,2 4,84 6,65
Cas no 2 21,2 5,70 3,72
Cas no 3 19,8 5,83 3,39

Le passage du cas no 1 au cas no 2 revient à une dégradation de performance de l’ordre
de 44%. Cette dégradation vient de l’implémentation de la régulation de l’expression
des gènes par le taux de croissance. En revanche, le passage du cas no 2 au cas no 3 est
quasiment neutre, comme cela a été discuté au point 4.2.3.3.
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4.2.4 Conclusions relatives au modèle à deux voies

Le modèle R2voies introduit dans cette section a permis de tester la procédure dé-
finie en 4.1. Nous avons défini avec succès le modèle avec le formalisme de la section
4.1. Ensuite, nous avons abordé des problèmes d’optimisation de conception de souche.
Comme au chapitre 2, nous avons d’abord trouvé la solution optimale étant données les
contraintes de fonctionnement de la cellule. Nous avons ensuite cherché la solution qui
maximise la productivité du composé d’intérêt et qui puisse être réalisée au travers de
la conception de gènes constitutifs.

Nous avons vu que le passage à un modèle plus détaillé pouvait permettre d’agir
différemment sur le procédé. En particulier, nous avons proposé une trajectoire optimale
pour le débit d’alimentation dans le cas d’un bioréacteur en mode de fonctionnement
fed-batch.

4.3 Conclusion du chapitre

Les travaux présentés dans ce chapitre sont encourageants pour donner une suite
à la modélisation développée aux chapitres 2 et 3. Nous avons détaillé un protocole
permettant de représenter selon la méthode dRBA n’importe quel réseau décrivant le
fonctionnement cellulaire. Ce faisant, nous avons établi la liste des paramètres à définir.
Cette étude permet de saisir quels éléments sont nécessaires pour définir la modélisation
sur un réseau. Finalement, il apparait que ce sont les mêmes éléments que ceux utilisés
par la méthode RBA statique : tous ces paramètres peuvent être établis sur une base
commune car ils proviennent tous de considérations physico-biologiques. On voit de nou-
veau que le modèle développé est bien un modèle autonome dans le sens où il n’y a pas
besoin d’avoir d’observations du fonctionnement de la cellule pour calibrer une partie
des paramètres.

La section 4.2 a considéré l’application de la méthode à un raffinement du modèle
agrégé du chapitre 2. Le processus de synthèse de S à partir de G a été divisé en
trois processus dont deux sont redondants. Cette section a permis de tester le proto-
cole de construction de modèle et de retrouver un mode de fonctionnement connu des
micro-organismes. Ce mode de fonctionnement est le rejet de cofacteurs en présence de
concentrations importantes de substrat. On appelle cela également processus de déborde-
ment (ou overflow). Nous avons été en mesure d’appliquer le protocole de construction
du modèle et avons effectivement retrouvé les modes de fonctionnement typiques des
micro-organismes.

Le raffinement du modèle a impacté la politique de la conduite du procédé. En effet,
la solution optimale au problème de maximisation de la production de composé d’intérêt
est plus élaborée ici qu’avec le modèle agrégé. En particulier, nous avons obtenu une
stratégie de contrôle en deux temps avec la régulation de la concentration extracellulaire
en substrat à une valeur constante dans le premier temps. Cette perspective est intéres-
sante et nous encourage à détailler davantage le modèle pour améliorer la conduite du
procédé.
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Au cours de cette thèse, nous avons cherché à intégrer les étapes d’optimisation de
la conduite de procédés avec les étapes de conception de souche. Pour ce faire, nous
avons défini un modèle à la jonction entre les deux domaines. Ainsi, nous avons posé
les bases d’une intégration rationnelle des processus intracellulaires dans l’optimisation
de la conduite de procédé. Ce faisant, nous avons rapproché les modèles de bioprocédé
des éléments biologiques sous-jacents. Cette intégration repose sur une modélisation de
bioprocédé qui est le cœur de ces travaux.

Dans le premier chapitre de ce manuscrit, nous avons vu des méthodes classiques
pour optimiser un bioprocédé. Elles consistent à développer un modèle macroscopique
des échanges entre les entités. Cette idée a été reprise au chapitre 2 pour élaborer un
modèle de bioprocédé qui englobe les aspects de conception de souche. Comme présenté
au chapitre 1, avec une vision du fonctionnement fondée sur les processus, la conception
de souche revient à modifier le fonctionnement des micro-organismes en trouvant les flux
optimaux des processus intracellulaires.

La modélisation que nous avons développée au chapitre 2 permet de formuler des
problèmes de conception de souche, à partir de considérations physico-biologiques Ce
modèle agrégé du fonctionnement d’une cellule bactérienne a été rapproché de modèles
phénoménologiques macroscopiques. En particulier, on a montré que l’allure du taux
spécifique de croissance en fonction de la concentration de substrat dans le milieu était
hyperbolique, croissante majorée, comme une allure classique de Monod. Par ailleurs,
on a vu que l’évolution du fonctionnement intracellulaire et la répartition des ressources
entre les processus était en accord avec des méthodes de modélisation fine du fonctionne-
ment des bactéries, en particulier la méthode RBA validée expérimentalement à l’échelle
du génome.

En résumé, le modèle développé au chapitre 2 correspond bien à une modélisation à
la jonction entre celles utilisées en conduite du procédé et en conception de souche.

A l’aide de ce modèle, nous avons proposé la formulation d’un problème d’optimi-
sation de la bioproduction d’un composé d’intérêt. En utilisant le modèle pour décrire
le procédé et en particulier le fonctionnement des organismes, nous avons été en me-
sure de proposer une trajectoire optimale qui satisfait les contraintes liées à la structure
des principaux mécanismes des micro-organismes. Nous avons trouvé une stratégie op-
timale étonnamment proche des stratégies optimales obtenues pour l’optimisation de la
production de composé d’intérêt formulées à l’aide de modèles macroscopiques. Nous
avons obtenu une stratégie en trois phases : croissance, transition, production. Par rap-
port à des modèles phénoménologiques à l’échelle intracellulaire, nous avons montré que
notre méthode permettait de caractériser la phase de transition à l’aide de considérations
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physico-biologiques. A notre connaissance, il s’agit d’une première dans la caractérisation
de la transition sans artifices phénoménologiques de modélisation.

A ce stade, la trajectoire concerne les flux et les états de tous les processus intracellu-
laires. Elle est optimale sous respect des contraintes structurelles des processus. Toutefois,
à ce stade, aucun élément n’est donné concernant la mise en œuvre de cette solution, en
particulier en terme de conduite du procédé. Le chapitre 3 lève le voile de l’implémenta-
tion. On y propose une manière d’implémenter le contrôle des processus intracellulaires
par la conception de gènes constitutifs des processus intracellulaires. Concrètement, on
observe dans ce chapitre la perte d’optimalité liée à l’ajout de contraintes réalistes sur le
contrôle de l’expression des gènes par le taux de croissance. Les trajectoires obtenues dans
ce chapitre sont ainsi respectueuses du fonctionnement des processus et des contraintes
d’implémentation réalistes. Cet ajout de contraintes de commande permet d’envisager
la conduite de procédé à partir de souche modifiée. On est alors en mesure de proposer
une loi de commande macroscopique qui s’appuie sur les processus intracellulaires.

Le dernier chapitre donne un cadre de généralisation de la méthode à des représenta-
tions plus détaillées du fonctionnement de micro-organismes. On applique en particulier
le protocole de généralisation à un réseau de processus qui mime le fonctionnement des
voies de synthèse de l’énergie dans les micro-organismes : un processus de conversion
parfaite du substrat en énergie qui est coûteux à mettre en place, et un processus de
conversion partielle qui est peu coûteux. L’extension de la modélisation à ce réseau a
permis de justifier la généralisation de la méthode. Par ailleurs, nous avons vu qu’en raf-
finant la modélisation, on raffinait également la trajectoire à suivre pour l’optimisation
du procédé.

Ces résultats nous encouragent à poursuivre sur cette voie pour traiter des sujets d’op-
timisation de bioprocédés, en particulier dans les cas où il y a la possibilité de modifier
les souches.

Une perspective naturelle à ces travaux au sens de la conduite du procédé serait d’im-
plémenter, en simulation, une loi de commande en mode de fonctionnement fed-batch, en
reprenant la trajectoire optimale obtenue en section 3.3.2 avec le modèle agrégé. Cette
trajectoire avait été obtenue avec l’utilisation du modèle à deux voies et via l’optimisa-
tion conjointe de la conduite du procédé et de la conception de souche (section 4.2.3.3).
L’idée serait de mettre en place une commande linéarisante ou une commande prédic-
tive (présentées en section 1.1.2.2) pour asservir le fonctionnement réel à la trajectoire
calculée hors-ligne. On comparerait alors les performances entre une loi de commande
fondée sur un modèle macroscopique classique et un modèle de processus intracellulaire,
comme développé dans cette thèse. Pour une comparaison entre modèles équivalents, on
calibrerait un modèle macroscopique sur les équilibres atteints par le modèle des pro-
cessus à l’équilibre (comme on l’a fait en section 2.2.1). Le modèle pourrait ensuite être
perturbé et on observerait l’intérêt de se baser sur les processus intracellulaires plutôt
que sur les observations macroscopiques pour commander le bioprocédé.

Si l’on souhaite utiliser la méthode développée dans ces travaux dans un cadre réel,
il est envisageable voire nécessaire de développer des techniques d’estimation d’état des
processus intracellulaires. En effet, jusqu’alors on a supposé que les états intracellulaires
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étaient parfaitement connus. Ceci n’a posé aucun problème pour la définition de trajec-
toires optimales, mais pour suivre ces trajectoires et déterminer la commande en boucle
fermée à appliquer au système, il faut connaitre l’évolution des états.

En lien avec cette définition d’observateurs et d’estimateurs, il serait bon de poursuivre
les travaux présentés dans [54] sur l’identifiabilité des paramètres. Ces travaux ont été dé-
veloppés au cours d’un projet interne au département Automatique de CentraleSupélec.
Ils présentent un protocole d’identification des paramètres d’une version intermédiaire
du modèle intracellulaire présenté [43]. Les étapes sont reprises de [37]. L’identification
du modèle est un point central pour l’estimation d’état. Mener une étude d’identifiabilité
est également intéressant pour étudier l’influence des paramètres du modèle sur les états.

Une perspective naturelle aux travaux développés dans cette thèse consiste à détailler
la modélisation pour prendre en compte le plus de processus possible, jusqu’à aller à
l’échelle du génome pour un organisme type, comme Bacillus subtilis ou Escherichia
coli. Au vu du protocole défini au chapitre 4, il ne semble pas y avoir de limitation
à cela. Comme ce modèle repose quasiment sur les mêmes entités que la modélisation
RBA, et qu’un modèle RBA existe pour B. subtilis à l’échelle du génome, il serait possible
d’étendre notre modèle à cet organisme. Le point bloquant pourrait être de définir les
efficacités des processus comme des fonctions des métabolites, mais comme nous l’avons
vu en section 4.2, prendre dans un premier temps des efficacités constantes permet tout
de même de caractériser le système.

Parmi les suites à donner à ces travaux, en restant à une échelle agrégée des proces-
sus intracellulaires, il serait bon de définir un processus de maintenance. Selon nous, la
maintenance peut être prise en compte de différentes manières. Comme dans les RBA,
on peut définir un ensemble de protéines à produire en permanence. On définit soit que
le flux de production de ces protéines doit être supérieur à un seuil, soit que la concen-
tration de ce groupe est fixe (ou représente une part fixe dans la densité). Comme on l’a
vu en comparant les allures du taux de croissance de notre modèle et du modèle RBA
(figure 2.7), cette prise en compte de la maintenance permettrait sans doute de retrouver
la possibilité de ne pas croître sans être à concentration nulle en substrat. Il se pourrait
alors que la prise en compte de ce phénomène modifie (voire simplifie) les allures des
trajectoires à suivre pour optimiser la bioproduction du composé d’intérêt.

Plus subtilement, la suite de ce travail consiste à remettre en question le critère utilisé
pour l’optimisation des bioprocédés. Nous avons discuté des différents critères en parti-
culier du rendement de production du produit par rapport au temps. Ce critère nous a
permis de retrouver des modes de fonctionnements classiques en conduite du procédé, en
particulier des phases exponentielles de croissance. Il peut paraître décevant de ne pas
avoir réussi à retrouver le même genre de comportement avec le critère de maximisation
du produit d’intérêt (max J = maxP (tf )).

Toutefois, des résultats intermédiaires non reproduits dans ce manuscrit ont révélé
que la prise en compte de la maintenance dans la modélisation des processus intracel-
lulaires couplée à la maximisation de la quantité de produit à l’instant final permettait
de retrouver des allures typiques (phase de croissance exponentielle suivie de production
du produit d’intérêt). Cette piste reste à explorer.
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Enfin, pour un raffinement supplémentaire de modélisation, on pourrait envisager la
prise en considération du fonctionnement de la cellule de manière plus détaillée. En parti-
culier en prenant en compte explicitement les messagers et le processus de transcription,
nous aurions une couche de détails supplémentaire qui permettrait de mettre en avant de
nouvelles stratégies de contrôle des processus. De la même façon, nous pourrions détailler
davantage les mécanismes de régulations intracellulaires afin de permettre une conception
de souche plus élaborée. La conception de souche reviendrait alors à définir un certain
nombre de gènes constitutifs et à définir les niveaux de régulation des processus.
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Annexe A

Introduction au fonctionnement d’une

cellule bactérienne

Cette annexe s’adresse en priorité au lecteur n’ayant pas de connaissance en biologie
et qui aurait besoin d’une mise à niveau initiale pour être en mesure de lire le manus-
crit présent. Nous donnons une représentation du fonctionnement général d’une cellule
vivante en centrant notre vision sur les mécanismes et comportements présentés dans le
corps de la thèse.

La vision développée est centrée sur le monde des bactéries, (procaryotes) et pré-
cisément sur l’espèce Bacillus subtilis. Les bactéries ne sont qu’une partie de tous les
organismes vivants qui sont réparties en trois domaines : les bactéries, les eucaryotes et
les archées. Néanmoins, la plupart des points présentés dans cette annexe sont d’ordre
général et s’appliquent à tout être vivant. Nous ne saurions que renvoyer le lecteur à des
références telles que [2] ou [48] pour de plus amples détails sur la manière dont fonc-
tionnent les processus que nous décrivons. Les pages Wikipedia en version anglaise, as-
sociées aux différents termes, mécanismes et principes présentés ci-après sont par ailleurs
souvent bien fournies et globalement de bonne qualité.

Une cellule est une entité capable de produire chacun de ses composants à l’aide
uniquement des composés disponibles dans son milieu. C’est le principe de la vie : se
contenter de ce qui est présent dans son environnement et en faire le meilleur usage
possible pour se reproduire. Avec cette vision idéaliste de cellules qui ne font que croître
en conditions parfaites de culture. La cellule ne fait rien d’autre que de produire une
cellule complète. C’est en un sens la définition que donne Schrödinger, pour qui la vie
est un système ouvert utilisant l’énergie de son environnement pour entretenir son ordre
intérieur, en somme un puits à entropie.

Le principe de la cellule à avoir à l’esprit est la conservation de la matière au ni-
veau atomique : chaque molécule qui entre dans une cellule est avant tout un ensemble
d’atomes. La cellule produit une nouvelle cellule à partir de ces atomes. Lorsque l’on
se représente le monde à cette échelle, il n’y a pas de distinction entre la physique et
la chimie : les réactions chimiques sont des transferts d’atomes, l’énergie se trouve sous
forme d’énergie mécanique, l’étude de la polarité des composés fait appels aux lois de
l’électrostatique, etc.
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A.1 Mode de vie des cellules bactériennes

Les cellules bactériennes considérées dans ce travail sont présentes en milieu aqueux
dans lequel elles consomment des nutriments qui permettant de croître.

En conditions favorables, on observe que les colonies bactériennes se développent
à taux de croissance constant, i.e. leur augmentation massique est proportionnelle à
leur masse. Mathématiquement, en notant X(t) la masse sèche de bactéries présente à
l’instant t dans un certain milieu favorable, il a donc été observé que :

Ẋ(t)

X(t)
, µ(t) = cste (A.1.1)

où Ẋ(t) est la dérivée temporelle de X(t) et où µ(t) est le taux spécifique de croissance.
En conditions favorables, cette quantité a été observée constante, posons µ0 sa valeur.
On a donc Ẋ(t) = µ0X(t), ou encore

X(t) = X(t0) exp(µ0(t− t0))

avec t0 un certain instant.
C’est ce que l’on appelle une phase exponentielle de croissance. La composition in-

tracellulaire est alors en moyenne constante. On parle ici de moyenne sur la population
bactérienne. Cette composition dépend du taux de croissance.

Lorsque les conditions ne sont pas réunies pour la croissance, typiquement lorsque
la quantité de nutriments est insuffisante, on a alors µ(t) = 0. Les cellules sont dites
en phase stationnaire. La population est alors constante, éventuellement décroissante
à cause de la mortalité des cellules Des comportements et des stratégies spécifiques à
chaque espèce de micro-organisme ont alors lieu comme la sporulation ou la formation de
biolfilm. La sporulation consiste pour un organisme à empaqueter son ADN en une spore
extrêmement résistante et à attendre que les conditions extérieures soient de nouveau
favorables à la croissance.

Les phases transitoires entre des phases de croissance ou entre des phases de croissance
et des phases stationnaires sont caractérisées par le changement de mode de fonctionne-
ment des cellules. Ce sont des phases difficiles à décrire et à prédire.

A.1.1 Échelles de temps et d’espace

Il est difficile de parler d’une bactérie en tant que cellule isolée, puisqu’il est difficile
d’identifier un individu particulier parmi la population, et que les bactéries se repro-
duisent en se dédoublant quasiment parfaitement. Dès lors, il est impossible de distinguer
la mère de la fille. Il reste plus raisonnable de parler de population cellulaire.

Pour la compréhension de l’objet, nous tentons néanmoins de définir ici des notions
d’espace et de temps pour un individu.

A.1.1.1 Quelques ordres de grandeur spatiaux

L’ordre de grandeur de la longueur caractéristique d’une bactérie est le micromètre,
10−6 m. Si l’on prend 10−10 m pour la longueur caractéristique d’un atome, 10−9 m
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pour la longueur caractéristique d’une molécule (un substrat ou un produit), une cellule
bactérienne est 1000 fois plus grande qu’une petite molécule. On voit alors qu’il y a besoin
d’intermédiaires pour "manipuler" les molécules et créer des cellules (i.e. se reproduire).
C’est là que les protéines entrent en jeu. Si l’on imagine qu’un acide aminé fait 10−9

m, que l’on suppose qu’une protéine contient 1000 acides aminés, et que cette protéine
est complètement recroquevillée, elle a alors la taille de 3

√
1000 = 10 acides aminés, soit

±10−8 m. Étant dix fois plus grande que les petites molécules à manipuler, on peut dire
que les protéines sont de bonnes candidates pour faire interagir des molécules entre elles
et produire l’ensemble des composés cellulaires.

Une analogie rapide nous mène à considérer un atelier (une cellule) qui ferait une di-
zaine de mètres de longueur caractéristique. Cet atelier contient des outils (les protéines)
qui sont 100 fois plus petits, de l’ordre de la dizaine de centimètres. Ces outils servent
finalement à construire des ateliers complets (des cellules) en ayant à leur disposition des
composés (les molécules) qui font quelques centimètres. La particularité de ces ateliers
est que les outils travaillent tout seuls et qu’ils sont tous faits de la même manière comme
nous allons le voir.

A.1.1.2 Temps caractéristiques intracellulaires

L’ordre de grandeur du taux de croissance µ défini équation (A.1.1) est de l’ordre de
0,1 à 1 h−1 pour des bactéries à croissance rapide comme Escherichia coli ou Bacillus
subtilis. La limite avec le régime stationnaire se situe vers 0,1 h−1 et en milieu particuliè-
rement riche (notamment en acides aminés), le taux de croissance peut monter jusqu’aux
alentours de 1,8 h−1. Pour des milieux composés de glucose et d’éléments essentiels (ions,
etc.), il atteint 0,5-0,6 h−1. A µ0 = 0,5 h−1, ceci signifie que le temps pour doubler la
population est de l’ordre de :

∆t =
ln(2)

µ0

≈ 1,3h (A.1.2)

On peut prendre cette valeur comme la "durée de vie" d’une cellule, le temps entre deux
duplications, aussi appelé temps de doublement.

Dans la cellule, certains composés sont très stables (comme les protéines ou l’ADN)
et d’autres ont des vitesses de dégradation plus élevées (comme les ARN ou les petites
molécules intermédiaires).

La dilution est le phénomène le plus lent intervenant dans les concentrations des com-
posés les plus stables. Le temps de dédoublement est alors la constante de temps la plus
grande à laquelle est sensible la variation de leurs concentrations. Dès lors, la constante
de temps la plus grande à laquelle est sensible la variation de la concentration est alors
le temps de doublement. On considèrera ainsi que l’équilibre des concentrations intracel-
lulaires en protéine est atteint au bout de 3 fois le temps de doublement (soit 4 heures
pour une croissance en milieu riche en glucose exclusivement).

Les composés instables ont des dynamiques beaucoup plus rapides. Par exemple, la
constante de temps associée à la dégradation des ARN est de quelques minutes (2-4
minutes).
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Les concentrations des molécules intermédiaires utilisées par la cellule pour construire
ses composants à partir du milieu de culture ont des constantes de temps aussi faibles.

En résumé, il y a plusieurs échelles de temps qui se juxtaposent au sein de la cellule.
Celles qui nous intéressent sont principalement l’échelle rapide, de l’ordre de la minute,
pour décrire les variations des petits composés, et l’échelle de l’ordre de l’heure pour
les composés stables comme les protéines et le taux de croissance. On peut ajouter une
échelle supplémentaire, de l’ordre de la dizaine d’heures pour décrire la culture en elle-
même.

A.1.2 Un moyen d’action commun : les protéines

Chez les organismes vivants, les protéines jouent un rôle essentiel dans la réalisation
des tâches élémentaires.

En effet, d’un point de vue thermodynamique, les réactions ayant lieu dans les cel-
lules ont des énergies d’activation plus ou moins élevées. C’est pourquoi on a besoin de
catalyseur pour rendre possible ces réactions. C’est le rôle des protéines.

A cette échelle, les réactions "chimiques" sont quasiment des réactions "physiques" :
les molécules s’assemblent, s’échangent des électrons (réactions d’oxydoréduction), se
transfèrent des groupements fonctionnels de l’une à l’autre, les liaisons covalentes peuvent
se rompre, des groupements fonctionnels peuvent se réarranger pour créer des isomères, ...
Toutes ces tâches sont accomplies en grande partie par les protéines, véritables ouvrières
pouvant s’assembler en complexes pour effectuer des tâches plus élaborées.

Grâce à la coordination de toutes ces tâches élémentaires que l’ensemble des éléments
de la cellule est construit.

A.1.2.1 Structure

Les protéines sont des successions de quelques centaines d’acides aminés. Les acides
aminés sont des métabolites qui comportent un groupe -COOH, un groupe -NH2 et une
chaîne latérale. Les deux groupes -COOH et -NH2 peuvent former des liaisons covalentes,
permettant aux acides aminés d’être assemblés les uns aux autres comme une chaînette.
Les chaînes latérales R interagissent entre elles (s’attirent ou se repoussent plus ou moins
en fonction de leur charge, de leur polarité et de leur forme) pour former des structures
en trois dimensions. Ces structures 3D peuvent prendre une infinité de formes en fonction
de la succession d’acides aminés. En général, le repliement en 3D va laisser apparaître
un site (une cavité) dans lequel la réaction est catalysée. C’est ce que l’on appelle le site
actif.

A.2 Les processus cellulaires nécessaires à la croissance
exponentielle

Nous nous focalisons sur la caractérisation des phases exponentielles car ce sont les ré-
gimes dans lesquels les cellules peuvent être utilisées pour la transformation de composés
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chimiques. Nous présentons ici les principaux processus intracellulaires qui ont lieu en
phase exponentielle et qui sont coordonnés pour assurer la croissance. Chaque processus
est une tâche essentielle mettant en jeu les différents composants intracellulaires. Pour
simplifier, une cellule bactérienne se compose d’une paroi extérieure, d’une membrane,
d’un chromosome d’ADN, d’ARN, de lipides, de métabolites, d’ions et de protéines. Les
ARN sont présents majoritairement sous trois formes : les ARN messagers (ARNm), les
ARN ribosomaux (ARNr), et les ARN de transfert (ARNt)

A.2.1 Échanges avec le milieu extérieur

L’origine de tout processus intracellulaire est l’import de matière depuis le milieu
extracellulaire. Cet échange avec l’extérieur est primordial car il fournit les molécules
nécessaires à la construction de tous les constituants de la cellule. L’interface physique
avec le milieu extérieur est la paroi, mais l’interface fonctionnelle est la membrane. En
effet, la paroi assure une structure à la cellule, en particulier contre les effets de la pression
osmotique. En fonction de la pression osmotique du milieu extérieur, la cellule pourrait
exploser ou imploser. La paroi s’oppose à ces effets. Par ailleurs, sa charge électrique
permet d’attirer des ions et composés chargés nécessaires à la croissance de la cellule. La
membrane n’a pas le même rôle. C’est ce que nous allons voir.

A.2.1.1 Structure de la membrane

La membrane est plus ou moins perméable aux molécules en fonction de leurs proprié-
tés physico-chimiques des molécules. Elle se compose de deux couches de phospholipides,
de longues molécules avec une tête hydrophile et une double queue hydrophobe. Elle
comprend également des protéines (pour le transfert de matière et de signaux entre le
milieu intérieur et extérieur) et des molécules comme des lipides (pour la rigidité). Parmi
les protéines, on citera les transporteurs de nutriments, les oxydases et ATPases impli-
quées dans la respiration aérobie ou encore divers complexes de protéines impliqués dans
la sécrétion de protéines. Parmi ces protéines se trouvent également celles assemblant la
membrane elle-même.

La membrane désigne donc ce compartiment entre les deux couches de phospholipides.
C’est un milieu relativement fluide qui permet la diffusion de composés. On parle du
cytosol pour désigner le milieu intracellulaire (membrane exclue).

A.2.1.2 Différents types d’échanges avec le milieu extérieur

L’échange le plus élémentaire passe par la différence de potentiel chimique qui pro-
voque un phénomène de diffusion. Ce phénomène est plus ou moins naturel en fonction
des propriétés des molécules. Typiquement, la membrane est totalement perméable aux
molécules hydrophobes (comme l’O2, le CO2, le N2), plutôt perméable aux petites mo-
lécules non chargées (comme l’eau, l’urée, le glycérol), plutôt imperméable aux grosses
molécules polaires non chargées (comme le glucose) et totalement imperméable aux ions
et molécules chargées en général.
Les molécules auxquelles la membrane n’est pas totalement perméable peuvent être im-
portées ou exportées par l’intermédiaire de protéines. Parmi elles, on peut distinguer les
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protéines canales et les protéines perméases. Les canaux permettent la diffusion de petites
espèces chimiques, en particulier des ions. Les perméases (ou translocases) quant à elles
assurent le transport de plus grosses molécules. Sans entrer dans les détails, parmi les
perméases, on peut distinguer les transporteurs passifs (qui n’ont pas besoin d’énergie
pour fonctionner) et les transporteurs actifs (qui ont besoin d’apport d’énergie, typi-
quement sous forme d’ATP (molécule d’adénosine triphosphate), pour faire passer des
molécules d’un côté à l’autre).

A.2.2 Le métabolisme : synthèse des métabolites et macrocom-
posants

Le métabolisme désigne l’ensemble des réactions de catabolisme (réactions chimiques
de dégradation de molécules qui fournissent de l’énergie) et d’anabolisme (réactions chi-
miques de synthèse/construction de molécules qui consomment de l’énergie) qui ont
lieu dans la cellule. Cette énergie dont il est question s’échange entre le catabolisme et
l’anabolisme au travers de la molécule d’ATP (adénosine triphosphate) essentiellement.
La réaction associée est la suivante : ATP → ADP + P, où ADP désigne l’adénosine
diphosphate, P est un atome de phosphate.

Figure A.1 – Réaction fondamentale d’échange d’énergie dans la cellule.

Cette relation physique est à la base des échanges énergétiques entre catabolisme
et anabolisme. Une autre source d’énergie repose sur le couple guanosine triphosphate
(GTP) et guanosine diphosphate (GDP) où une molécule de guanine remplace la molécule
d’adénine dans la réaction de la figure A.1. Comme nous le verrons, cette source d’énergie
est davantage utilisée pour la synthèse des protéines que pour le métabolisme.

A.2.2.1 Métabolites

Les petites molécules intervenant dans le métabolisme sont appelées des métabolites.
Ce sont en quelque sorte des formes intermédiaires entre les constituants essentiels de la
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cellule et les substrats présents dans l’environnement. D’un point de vue automatique, on
peut suggérer de les voir comme des capteurs de l’état du métabolisme, i.e. des réactions
qui ont lieu ou pas. Mais ces composés sont, par essence, voués à être transformés et
assemblés pour former de plus grandes unités : les macrocomposants. Typiquement,
les sucres (métabolites) s’assemblent pour former des polysaccharides, les acides gras
(métabolites) pour former des lipides, les acides aminés (métabolites) pour former des
protéines, les nucléotides (métabolites) pour former des acides nucléiques comme l’ADN
(acide désoxybo-nucléique) ou des ARN (acides ribo-nucléiques).

A.2.2.2 Macrocomposants

Parmi les macrocomposants, on distingue principalement la paroi, la membrane, l’ADN,
les ARN et les protéines. Nous présentons succinctement les mécanismes de synthèse de
la paroi, de le membrane et de l’ADN avant de nous intéresser plus en détail à la synthèse
des ARN et des protéines.

A.2.2.3 Synthèse de la paroi/membrane

La paroi est composée principalement de peptidoglycane, composé de chaînes car-
bonées et azotées, d’acides teichoïques et lipoteichoïques. Elle protège la cellule tout
en permettant le passage des nutriments vers la membrane. La paroi est assemblée au
cours de la phase de croissance par des complexes protéiques ancrés dans la membrane
et permettant ainsi le passage des composants à travers celle-ci.

A.2.2.4 Synthèse de l’ADN

L’ADN est l’essence de l’information génétique d’un organisme. Il contient toute l’in-
formation génétique permettant le fonctionnement de l’organisme. Cette information
génétique aussi appelée génome est divisé en gènes qui contiennent chacun l’information
pour une fonction précise.

L’ADN bactérien est présent dans la cellule sous la forme d’un unique chromosome
circulaire composé de deux brins formant une hélice et reliés par des liaisons hydrogènes.
Chaque brin est composé de nucléotides correspondant aux 4 bases azotées connues :
adénine (A), thymine (T), guanine (G) et cytosine (C). Les deux brins sont identiques
à la correspondance suivante près :







A→ T
T → A
G→ C
C → G

(A.2.1)

Lors de la croissance, un complexe de protéines appelé ADN-polymérase a pour rôle
d’assembler des déoxy-nucléotides (métabolites) pour former une copie du chromosome.
Cette opération est réalisée en ouvrant le chromosome et en complétant les deux brins
simples par une succession de déoxy-nucléotides selon la règle (A.2.1).
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A.2.3 Synthèse des ARN : la transcription

Les ARN sont des brins uniques de ribo-nucléosides. Ils sont composés des 4 bases A,
U, C, G, c’est-à-dire les mêmes que l’ADN où l’Uracile (U) remplace la Thymine (T). Il
existe trois grands types d’ARN : les ARN messagers, les ARN de transfert et les ARN
ribosomaux. Chacun a sa spécificité fonctionnelle, mais leur composition est la même.
La transcription est le nom donné à la synthèse des ARN.

Au même titre que les autres réactions de synthèse de macrocomposants, la transcrip-
tion est sujette à l’action d’un complexe de protéines appelé ARN-polymérase. L’ARN-
polymérase se fixe sur une séquence particulière appelée promoteur et située en amont du
gène (phase d’initiation). L’allongement de l’ARNm (phase d’élongation) s’effectue par
insertion de nucléotides (A,U,C,G) par lecture directe du code génétique (respectivement
T,A,G,C). La transcription s’arrête lorsque l’ARN-polymérase rencontre un terminateur
(séquence particulière de bases). L’ARN-polymérase se décroche alors de l’ADN. L’ARN
qui résulte de ce processus contient rigoureusement la même information que le gène qui
a été parcouru. De plus, un même gène peut être transcrits simultanément par plusieurs
ARN-polymérases.

L’ARN-polymérase est composée de plusieurs sous-unités protéiques et d’une petite
protéine particulière appelée facteur σ. Le facteur σ reconnaît la séquence promotrice du
gène et permet l’accrochage de l’ARN-polymérase sur le promoteur. Il est ensuite libéré
dans le cytosol dès la fin de la phase d’initiation de la transcription. Il existe différents
facteurs σ dans les bactéries qui sont en compétition pour former la forme active de
l’ARN-polymérase capable de s’accrocher sur l’ADN. Tant que le facteur σ ne s’est pas
détaché, la transcription n’est pas irréversible et l’ARN-polymérase peut se décrocher
du promoteur. Le promoteur est donc une région déterminante pour la transcription du
gène, en particulier pour le taux de production d’un ARN à partir d’un gène. Nous y
reviendrons dans la partie A.3.

Le cas des opérons : Un opéron est une succession de gènes sur l’ADN qui ont le
même promoteur et sont donc transcrits en même temps. Dès lors que l’ARN-polymérase
a terminé la transcription du premier gène, elle initie la transcription du suivant, et cæ-
tera. Généralement, les gènes qui se trouvent en opérons codent pour des protéines qui
ont des fonctions en cascade, par exemple des protéines impliquées dans la même voie
métabolique. En plaçant des gènes en opérons, on force leur expression à être simultanée.
Il suffit alors de réguler le promoteur de l’opéron pour réguler l’expression de tous les
gènes de l’opéron.

Étant donné les interactions entre les bases A, U, C, G, il est probable que des sé-
quences interagissent et que le brin se replie sur lui-même pour adopter une configuration
de double brin par endroits, et de boucles à d’autres. C’est ce que l’on appelle la structure
secondaire de l’ARN. Par ailleurs, des interactions peuvent avoir lieu entre des régions
de la structure secondaire de l’ARN pour mener à des repliements en trois dimensions,
c’est ce que l’on appelle la structure tertiaire de l’ARN. Ces structures sont importantes
car elles permettent jouer le rôle de régulation.
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A.2.4 Synthèse des protéines : la traduction

La traduction est le processus de synthèse de la protéine à partir de l’ARN messager.
Le principal acteur impliqué est un énorme complexe appelé ribosome. Il est composé
de deux sous-unités, appelées ribosome 30S et 50S, qui regroupent au total environ 50
protéines et trois ARNr. Le ribosome se fixe sur l’ARNm sur une séquence spécifique
appelée Ribosome Binding Sequence (RBS) (phase d’initiation). Le ribosome se déplace
le long de l’ARNm tout en produisant une chaîne peptidique. A chaque pas, le ribo-
some lit un codon (i.e. un triplet de nucléotides) dans la séquence codante et insère
l’acide aminé correspondant à la fin de la chaîne peptidique grâce à des ARNt chargés
(phase d’élongation). L’ARNt se compose d’une partie où l’acide aminé (AA) se fixe
(ARNt chargé), et d’une partie appelée anticodon assurant la correspondance entre le
code génétique porté par l’ARNm et l’acide aminé selon le tableau A.2. Enfin, lorsque
le ribosome rencontre un codon particulier, le codon STOP, la traduction s’arrête. La
chaîne polypeptidique est libérée dans le cytosol et le ribosome se décroche (phase de
terminaison). Pour assurer la traduction du messager, le ribosome est aidé par des fac-
teurs accessoires : les facteurs d’initiation qui vont aider le ribosome à reconnaître le
RBS et à engager la traduction, les facteurs d’élongation nécessaires à l’allongement de
la chaîne polypeptidique et à la translocation du ribosome le long de l’ARNm, et enfin
les facteurs de terminaison nécessaires au décrochage du ribosome à la fin du messager.
On parlera d’appareil de traduction l’ensemble des machineries moléculaires impliquées
dans la traduction. Le ribosome a également besoin d’énergie, principalement sous forme
de GTP selon la réaction GTP → GDP + P, et ce pour les trois phases de la traduction.

Remarque : Chaque ARN de transfert ne peut se lier qu’à un seul acide aminé. Autre-
ment dit, un codon correspond strictement à un seul acide aminé. La table donnée figure
A.2 donne la correspondance entre les codons de l’ARN messager et les acides aminés
de la protéine assemblée.

A l’image de la transcription, on notera que la phase d’initiation de la traduction
est réversible. Le ribosome, et plus spécifiquement le ribosome 30S en complexe avec les
facteurs d’initiation, se fixe au RBS due l’ARN messager, et cherche le premier codon
(codon start) (cf. figure A.3). Lors de cette phase, le complexe 30S-facteurs d’initiation
peut se décrocher. Lorsque l’ARNt correspondant au codon start se présente, la partie
50S est recrutée pour compléter le ribosome, les facteurs d’initiation sont relâchés. Cette
étape est irréversible et conclut la phase d’initiation. L’élongation de la traduction peut
commencer.

Après la traduction, la chaîne polypeptidique se replie sur elle-même pour former la
protéine fonctionnelle. Pour certaines protéines, ce repliement ne s’effectue pas tout seul
et nécessite d’autres protéines, appelées chaperonnes. Ces chaperonnes sont aussi néces-
saires pour ajouter certains cofacteurs, en particulier les ions Fe2+ au sein de clusters
fer-soufre.
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Figure A.2 – Table de correspondance entre codon et acide aminé.

A.2.5 Résumé

Schématiquement, tous les processus cellulaires sont catalysés par des protéines. L’ob-
jectif du réseau métabolique est de produire les précurseurs métaboliques et l’énergie
nécessaires à la croissance. Les autres processus cellulaires consomment des métabolites
et de l’énergie pour synthétiser les différents composants cellulaires. Parmi ces proces-
sus, on notera le statut particulier de l’appareil de traduction (et des ribosomes) dont
l’objectif est de produire des protéines. Il est bien évident que la cellule ne se limite pas
aux seuls processus cités ci-dessus. On citera notamment les processus impliqués dans
la maintenance de la pression osmotique, ou dans la prévention et la réponse au stress
(oxydatif, thermique, ...) que nous n’avons pas décrit ici.

A.3 Régulation de l’expression des gènes

Différents mécanismes existent pour réguler la vitesse avec laquelle se déroule une
réaction au sein d’une cellule. Nous ne prétendons pas en faire ici une revue complète
mais nous allons nous focaliser sur les régulations qui ont lieu d’une manière générale sur
les machineries moléculaires et principalement sur la synthèse des protéines. Les ARN
étant une étape intermédiaire à la production des protéines, nous allons également nous
intéresser aux mécanismes de régulation de la synthèse des ARN. Il y a plusieurs façons
de réguler la production des protéines. Certains paramètres sont généraux à la cellule,
d’autres sont particulier à un gène ou un messager.

A.3.1 Régulation d’un groupe de gènes

Il existe différents mécanismes de régulation permettant de moduler l’expression d’un
gène. On distinguera les mécanismes modulant l’initiation de l’élongation de la trans-
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Figure A.3 – Schéma présentant les étapes de l’initiation de la traduction. –
Source : https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Prokaryotic/

cription. Les régulations agissant au niveau de l’initiation de la transcription sont gé-
néralement les plus courantes et impliquent des protéines particulières, les facteurs de
transcription (FT) et les facteurs sigma.

Facteurs σ : Nous avons vu dans la section précédente que le facteur σ est un facteur
nécessaire à l’initiation de la transcription. Il existe un nombre restreint de facteurs σ
dans les bactéries et chacun ne peut se lier qu’à un certain nombre de promoteurs. Ainsi,
si un seul facteur σ est présent dans la cellule, seule une partie du génome peut être
transcrite puis traduite. En changeant le type de facteur σ produit, la cellule est capable
de changer intégralement de configuration.

Typiquement, le facteur σA peut se lier à tous les promoteurs de gènes qui codent
pour des protéines nécessaires en phase de croissance ; le facteur σK peut se lier à tous
les promoteurs de gènes qui codent pour un programme de sporulation (mode de fonction-
nement de Bacillus subtilis qui protège son ADN dans un spore extrêmement résistant) ;
d’autres facteurs sont exprimés et se lient à des gènes en condition de stress. Ce sont de
vrais programmes de fonctionnement et des moyens de réguler globalement le fonction-
nement de la cellule en activant un programme ou un autre.
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Si le type de facteur σ permet d’allumer ou d’éteindre des fonctions générales de la
cellule, il existe au sein d’un même type de facteur σ des motifs de fixation différents. Chez
la bactérie B. subtilis, 6 motifs différents pour le facteur σA ont été identifiés [62]. Ces
familles de motifs permettent de moduler l’affinité de la polymérase pour le promoteur,
et donc in fine de moduler la transcription du gène en fonction de la concentration de
l’ARN-polymérase libre.

Cette caractéristique nous intéresse particulièrement dans la conception de souche car
on dispose ici d’un moyen de pouvoir changer globalement les gènes qui sont exprimés,
tout simplement en concevant des promoteurs adaptés à un facteur σ particulier et en
exprimant ce facteur σ, qui est lui même une protéine.

Les facteurs de transcription (FT) : Un facteur de transcription est une protéine
qui augmente (activateur) ou diminue (répresseur) l’affinité de l’ARN-polymérase pour
son promoteur en se fixant sur des séquences spécifiques de l’ADN proches du promo-
teur. De plus, l’activité du facteur de transcription peut être modulée par un effecteur
(généralement un métabolite). L’effecteur module l’accrochage du FT sur l’ADN. Dans
certains cas, il peut stimuler ou au contraire empêcher l’accrochage du FT sur l’ADN.
Le résultat final sur la transcription du gène dépend donc d’une part de l’effet positif
ou négatif du FT, et d’autre part de l’effet positif ou négatif de l’effecteur sur le FT. Le
régulon associé à un régulateur correspond à l’ensemble des gènes sous le contrôle direct
de ce régulateur.

Les autres mécanismes de régulation génétique : Les mécanismes modulant
l’élongation de la transcription, autrefois minoritaires et peu étudiés, jouent en fait un
rôle central notamment dans la régulation des voies métaboliques. Le principe géné-
ral de ces régulations est le suivant. Après l’initiation, l’ARNm naissant possède deux
motifs particulier, un terminateur précoce, et un motif anti-terminateur (ou anti-anti-
terminateur) sur lequel l’élément régulateur va se fixer. L’effet de l’élément régulateur
dépend de la stabilité de l’ARNm naissant vis à vis de la boucle de terminaison. Soit le
terminateur est stable, et dans ce cas l’accrochage de l’élément régulateur va permettre
de le déstabiliser et ainsi d’autoriser la transcription. Soit le terminateur est instable,
et la transcription a lieu en l’absence d’élément régulateur. Les principaux éléments
régulateurs identifiés chez Bacillus subtilis sont :

— les ARNt non chargés : la transcription a lieu lorsque l’ARNt non chargé s’accroche
sur l’ARNm ;

— les métabolites : la transcription s’arrête généralement lorsque le métabolite est
fixé sur l’ARNm ;

— des protéines : ici il n’y a pas de règles générales concernant l’effet.

Le cas des gènes “constitutifs” : Toutefois la majorité des gènes d’une bactérie
comme Bacillus subtilis ne sont soumis à aucune régulation génétique. On dit alors
qu’ils sont constitutifs. Le seul mécanisme de régulation qui agit sur leur niveau d’ex-
pression est l’affinité entre le promoteur du gène et l’ARN-polymérase et l’affinité entre
les sous-unités 30S des ribosomes et la zone RBS du messager. Chaque gène possède une
affinité propre du promoteur vis-à-vis de l’ARN-polymérase, et du RBS vis-à-vis du ribo-
some 30S. Comme les concentrations des ARN-polymérases libres et des ribosomes libres
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dépendent du taux de croissance, l’expression du gène est également modulée par le taux
de croissance. A l’inverse des autres mécanismes de régulation qui peuvent dépendent de
conditions extérieures, la régulation de l’expression des gènes par le taux de croissance
est littéralement codée “en dur” dans la séquence ADN. Les nucléotides du promoteur
du gène et les nucléotides en amont de la partie codante d’un ARN messager sont donc
déterminants sur le niveau d’expression d’une protéine. Leur choix peut entièrement spé-
cifier l’expression d’une protéine particulière en fonction du taux de croissance. Grâce
à ce mécanisme, une cellule change de configuration en fonction du taux de croissance,
toute chose restant égale par ailleurs.

A.3.2 Régulation globale : la réponse stringente

Parmi les mécanismes globaux de régulations, les concentrations d’ARN-polymérases
et de ribosomes jouent donc un rôle important. Plus précisément, en modulant les concen-
trations d’ARN-polymérases libres et de ribosomes libres, l’expression de tous les gènes
de la cellule est impactée.
La concentration de GTP joue aussi un rôle important car c’est cette source d’énergie
qui est surtout utilisée pour la synthèse des protéines. Diminuer la concentration de GTP
revient d’une manière ou d’une autre à diminuer le nombre de ressources dirigées vers
l’appareil de traduction.

C’est ce que l’on observe en cas de pénurie de ressource ou de stress. Une protéine,
nommée relA, permet de mesurer l’activité des ribosomes. En cas de pénurie de res-
source, la quantité d’ARNt non chargée augmente. Statistiquement, cela signifie qu’un
nombre important d’ARNt non chargé entre dans le site actif du ribosome. Lorsqu’un
ARNt non chargé est détecté, la protéine RelA produit du guanosine pentaphosphate,
ppGpp à partir de GTP. La concentration de GTP diminue et avec elle la production
des ribosomes. Il y a moins de ressources utilisées pour produire des ribosomes, leur
concentration diminue jusqu’à ce que la concentration de l’appareil de traduction soit en
accord avec le chargement des ARN de transfert. Ce mécanisme de régulation est aussi
appelé “réponse stringente” dans la littérature. D’un point de vue de l’automatique, on
peut considérer ici que la concentration en ribosome est asservie à une valeur maximale
donnée par la capacité du métabolisme.





Annexe B

Un exemple d’utilisation du principe

du maximum de Pontryaguine

On présente dans cette annexe les étapes de résolution d’un problème d’optimisation
pour la maximisation de la production d’un composé d’intérêt, en s’inspirant d’un des
exemples présentés dans [72].

On suppose une croissance de biomasse qui suit une allure de Andrews et une pro-
duction de composé d’intérêt qui est tout simplement proportionnelle à la concentration
de biomasse en présence. En partant d’un réacteur n’ayant pas de substrat, la stratégie
optimale est de se placer à la concentration qui maximise le taux spécifique de crois-
sance (G =

√
KiKG, cf. formule (1.1.25)), puis lorsque la biomasse a atteint une certaine

concentration, de basculer vers G = 0 pour arrêter la croissance. La production étant
proportionnelle à la biomasse, il y a bien production dans cette dernière phase.

B.1 Position du problème

On considère le modèle de bioprocédé suivant :






Ẋ(t) = µm
G(t)

G(t) +KG + G(t)2

KI

X(t) − X(t)Fin(t)

V (t)

Ṗ (t) = πX(t) − P (t)Fin(t)

V (t)

Ġ(t) = −αµm
G(t)

G(t) +KG + G(t)2

KI

X(t)− βπX(t) +
(GF −G(t))Fin(t)

V (t)

V̇ (t) = Fin(t)

(B.1.1)

avec µm, KG, KI , π, α, β et GF des paramètres.
On pose

µ(G(t)) = µm
G(t)

G(t) +KG + G(t)2

KI

(B.1.2)

Et on cherche le profil Fin(t) qui maximise la concentration de produit à l’instant
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final :
max

Fin(t),tf
J = max

Fin(t),tf
P (tf ) (B.1.3)

On considère les contraintes suivantes sur le débit d’alimentation et l’instant final :
{

0 ≤ Fin(t) ≤ FMAX , ∀t
0 ≤ tf ≤ tMAX

(B.1.4)

On doit ajouter des contraintes de modélisation sur la positivité des concentrations
des entités (X(t), P (t) et G(t) ≥ 0). Toutefois, il suffit de contraindre G(t) ≥ 0 pour
que le taux spécifique de croissance µ soit positif et donc que X(t) soit a fortiori positif
si X(t0) > 0. Si X(t) est positif, P (t) l’est aussi.

On ajoute simplement la contrainte :

G(t) ≥ 0, ∀t (B.1.5)

B.2 Détermination des conditions nécessaires d’opti-
malité de Pontryaguine

L’objectif des conditions nécessaires de Pontryaguine est de caractériser la solution
optimale au problème défini ci-dessus. Pour ce faire, on ajoute des contraintes pour défi-
nir un nouveau problème pour lequel une solution au problème initial est nécessairement
solution. C’est une sorte d’extension des conditions de Lagrange ou de Karush-Kuhn-
Tucker, pour des problèmes d’optimisation en dimension infinie.

On pose donc le H , l’Hamiltonien défini comme suit :

H (x,u,λ, η) = λX(µ(G)X −X
Fin

V
) + λP (πX − P

Fin

V
) . . .

+λG(−αµ(G)X − βπX + (GF −G)
Fin

V
) + ηG

où x(t) est le vecteur d’état (X, P , G, V ), u(t) la commande du système (Fin(t)), λxi
(t)

le multiplicateur de l’état xi, η(t) le multiplicateur associé à la contrainte sur l’état à
respecter à chaque instant G(t) ≥ 0. Les multiplicateurs λ(t) sont absolument continus,
tandis que η est simplement continu par morceaux.

Les conditions nécessaires d’optimalité de Pontryaguine s’écrivent de la manière sui-
vante : Si F ∗

in(t) est une trajectoire optimale au problème défini à la section B.1, alors
elle est solution du problème suivant :
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max
Fin(t),tf

H (x,u,λ,η)

sous contraintes,







Ẋ = µ(G)X − XFin

V

Ṗ = πX − PFin

V

Ġ = −αµ(G)X − βπX +
(GF −G)Fin

V
V̇ = Fin

X(t0) = X0

P (t0) = P0

G(t0) = G0

V (t0) = V0
0 ≤ Fin(t) ≤ FMAX

0 ≤ tf ≤ tMAX

G(t) ≥ 0
η(t) ≥ 0
η(t)G(t) = 0

λ̇X = −∂H
∂X

λ̇P = −∂H
∂P

λ̇G = −∂H
∂G

λ̇V = −∂H
∂V

λX(tf ) =
∂J

∂X
(tf )

λP (tf ) =
∂J

∂P
(tf )

λG(tf ) =
∂J

∂G
(tf )

λV (tf ) =
∂J

∂V
(tf )

(B.2.1)

En omettant la dépendance au temps par souci de lisibilité et avec la notation ẋ , dx
dt

.
Ainsi, la dynamique des états adjoints λ s’écrit :







λ̇X = −∂H
∂X

= −λXµ(G) + λX
Fin

V
− λPπ + λGαµ(G) + λGβπ

λ̇P = −∂H
∂P

= +λP
Fin

V

λ̇G = −∂H
∂G

= −λXXµ′(G) + λGαµ
′(G)X + λG

Fin

V
+ η

λ̇V = −∂H
∂V

= − 1

V 2
(λXXFin + λPPFin + λG(G−GF )Fin)

(B.2.2)
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avec µ′(G) =
dµ

dG
, et avec comme conditions finales :







λX(tf ) =
∂J

∂X
(tf ) = 0

λP (tf ) =
∂J

∂P
(tf ) = 1

λG(tf ) =
∂J

∂G
(tf ) = 0

λV (tf ) =
∂J

∂V
(tf ) = 0

(B.2.3)

Par ailleurs, traduisons le fait que Fin maximise H . On voit que H est affine en Fin.
Ainsi, Fin maximise H , revient à la disjonction suivante :

— Soit
∂H

∂Fin

> 0 et alors sans condition supplémentaires, Fin(t) = FMAX ;

— Soit
∂H

∂Fin

< 0 et alors sans condition supplémentaires, Fin(t) = 0 ;

— Soit
∂H

∂Fin

= 0 et alors 0 < Fin(t) < FMAX .
avec

HFin
,
∂H

∂Fin

= −λXX
V

− λPP

V
+
λG(GF −G)

V
+ λV (B.2.4)

B.3 Caractérisation de l’arc singulier

Caractérisons la trajectoire, appelée arc singulier, t 7→ Fin,s(t) qui correspond au cas
où HFin

= 0. On s’intéresse au cas où la contrainte sur l’état G(t) ≥ 0 n’est pas saturée.
On suppose donc dans cette partie que η(t) = 0∀t.

Si HFin
(t) = 0 sur un intervalle de temps de mesure non nulle, alors, sa dérivée

temporelle est aussi nulle sur l’intérieur de cet intervalle :

d

dt
(HFin

) = 0 (B.3.1)

Pour faciliter les calculs, on peut dériver plutôt V (t)HFin
. En effet, si HFin

= 0 et
d

dt
(HFin

) = 0, alors,

d

dt
(V (t)HFin

) =
d

dt
(V (t))HFin

︸ ︷︷ ︸
=0

+V (t)
d

dt
(HFin

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

par ailleurs,

d

dt
(V (t)HFin

) =
d

dt
(−λXX − λPP + λG(GF −G) + λV V )

c’est-à-dire,

d

dt
(V (t)HFin

) = −λ̇XX − λXẊ − λ̇PP − λP Ṗ + λ̇G(GF −G)− λGĠ+ λ̇V V + λV V̇
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en substituant chaque dérivée temporelle par son expression,

d

dt
(V (t)HFin

) = λXµ(G)X − λX
Fin

V
X + λPπX − λGαµ(G)X − λGβπX

−λXµ(G)X + λXX
Fin

V

−λP
Fin

V
P − λPπX + λPP

Fin

V

+(G−GF )λXXµ
′(G)− (G−GF )αλGµ

′(G)X − (G−GF )λG
Fin

V

+λGαµ(G)X + λGβπX − λG(GF −G)
Fin

V

+λV Fin − λXX
Fin

V
− λPP

Fin

V
− λG(G−GF )

Fin

V

Avec les simplifications suivantes :

d

dt
(V (t)HFin

) = λXµ(G)X
︸ ︷︷ ︸

=♥

−λX
Fin

V
X

︸ ︷︷ ︸

=♦

+λPπX
︸ ︷︷ ︸

=�

−λGαµ(G)X
︸ ︷︷ ︸

=©

−λGβπX
︸ ︷︷ ︸

=△

−λXµ(G)X
︸ ︷︷ ︸

=−♥

+λXX
Fin

V
︸ ︷︷ ︸

=−♦

−λP
Fin

V
P

︸ ︷︷ ︸

=♠

−λPπX
︸ ︷︷ ︸

=−�

+λPP
Fin

V
︸ ︷︷ ︸

=−♠

+(G−GF )λXXµ
′(G)− (G−GF )αλGµ

′(G)X − (G−GF )λG
Fin

V

+λGαµ(G)X
︸ ︷︷ ︸

=−©

+λGβπX
︸ ︷︷ ︸

=△

−λG(GF −G)
Fin

V
︸ ︷︷ ︸

=♣

+λV Fin − λXX
Fin

V
− λPP

Fin

V
−λG(G−GF )

Fin

V
︸ ︷︷ ︸

=−♣

i.e.
d

dt
(V (t)HFin

) = (G−GF )λXXµ
′(G)− (G−GF )αλGµ

′(G)X

F (−(G−GF )λG
1

V
+ λV − λXX

1

V
− λPP

1

V
)

︸ ︷︷ ︸

=HFin
=0

ainsi,
d

dt
(V (t)HFin

) = (G−GF )λXXµ
′(G)− (G−GF )αλGµ

′(G)X

ou encore,
d

dt
(V (t)HFin

) = (G−GF )Xµ
′(G)(λX − αλG) (B.3.2)

Dès lors, la commande Fin,s(t) qui annule
d

dt
(V (t)HFin

) annule l’un des termes du

produit.
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— Soit G(t) = GF sur un intervalle de temps, et alors d’après la dynamique de G,
ceci revient à X(t) = 0.

— Soit X(t) = 0, et alors il n’y a pas biomasse, donc pas de bioprocédé.
— Soit µ′(G) = 0, et alors G =

√
KiKG, d’après la relation (1.1.25).

— Soit λX = αλG.
Montrons que ce dernier cas conduit à une commande hors du domaine de faisabilité.
Pour ce faire, on applique le résultat présenté dans [72] en calculant l’ordre de singula-
rité ξ relatif au terme λX − αλG du produit (B.3.2). Dans notre cas, ξ est le plus petit l
tel que dl

dtl
(λX−αλG) 6= 0. Si ξ = −∞, alors la commande Fs,in associée n’est pas faisable.

Si λX = αλG, alors en dérivant cette relation par rapport au temps,

λ̇X(t) = αλ̇G(t)

En substituant λ̇ par leur expression venant de (B.2.2) :

−λXµ(G) + λX
Fin

V
− λPπ+ λGαµ(G) + λGβπ = α(−λXXµ′(G) + λGαµ

′(G)X + λG
Fin

V
)

En simplifiant par λX(t) = αλG(t),

βλG = λP

Mais alors, les évolutions de λX et λG par rapport au temps s’écrivent :






λ̇X = λX
F

V

λ̇G = λG
F

V

Ce qui signifie que
d

dt
(λX + αλG) = (λX + αλG)

F

V
= 0

Ainsi, par argument de récurrence, quel que soit l,

dl

dtl
(λX + αλG) = 0

On trouve alors que l’ordre de singularité associé au terme λX −αλG est ξ = −∞. Ainsi,
la commande associée à ce terme n’est pas réalisable. En d’autres terme, on exclut le cas
λX = αλG de la recherche d’arc singulier.

Pour conclure cette caractérisation d’arc singulier, un seul cas est possible : Fin(t) =
Fin,s(t) telle que G =

√
KIKP . Exprimons alors Fin,s(t).

Si G(t) =
√
KIKP sur un intervalle de temps non nul, alors,

Ġ(t) = 0 = −αµ(
√

KIKP )
︸ ︷︷ ︸

=µmax

X(t)− βπX(t) +
(GF −

√
KiKG)Fin,s(t)

V (t)
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ou encore
(GF −

√
KiKG)

V (t)
Fin,s(t) = (αµmax + βπ)X(t)

finalement,

Fin,s(t) =
αµmax + βπ

GF −
√
KiKG

X(t)V (t) (B.3.3)

La commande singulière Fin,s(t) est proportionnelle à la quantité de biomasse X(t)V (t).

B.4 Caractérisation de la commande de suivi de contrainte
sur l’état

On caractérise ici la commande Fin,c(t) qui sature la contrainte sur l’état G(t) = 0
sur un intervalle de mesure non nulle.

Si G(t) = 0 sur un intervalle de temps non nul, alors :

Ġ(t) = 0 = −αµ(0)X(t)− βπX(t) +
(GF − 0)Fin,c(t)

V (t)

i.e.

Fin,c(t) =
βπ

GF

X(t)V (t)

De plus,

Ẋ(t) = µ(0)X(t)−X(t)
Fin,c(t)

V (t)

donc,

Ẋ(t) = −X(t)
V̇ (t)

V (t)

c’est-à-dire,
X(t)V (t) = constante

On pose X(t)V (t) = cX . De sorte que,

Fin,c(t) =
βπ

GF

cX = constante (B.4.1)

La commande Fin,c qui sature la contrainte G(t) = 0 est une commande constante.

B.5 Caractérisation de la trajectoire optimale

On peut conclure cette étude en disant que F (t) est une succession de phases de
différents types :

— Fin(t) = 0
— Fin(t) = Fin,s(t) donnée en (B.3.3)
— Fin(t) = Fin,c(t) donnée en (B.4.1)
— Fin(t) = FMAX



192 Annexe B. Un exemple d’utilisation du principe du maximum de Pontryaguine

On trouve numériquement la succession correcte et les instants de bascule entre les
différentes stratégies sur F .

Dans ce cas, avec les valeurs numériques du tableau B.1, on trouve que la succession
optimale est :

1- Fin(t) = FMAX

2- Fin(t) = Fin,s(t)
3- Fin(t) = FMAX

4- Fin(t) = 0
5- Fin(t) = Fin,c(t)

Table B.1 – Valeurs numériques utilisées, tirées de [72]).
Paramètre Valeur (unité)

µm 0,53 (h−1)
KG 1,2 (mmol.L−1)
KI 1,2 (mmol.L−1)
π 0,5 (mmol.h−1.g−1)
α 2,5 (mmol.g−1)
β 1 (mmol.mmol−1)
GF 20 (mmol.L−1)
X0 1 (g.L−1)
P0 0 (mmol.L−1)
G0 0 (mmol.L−1)
V0 2 (L)

FMAX 1 (L.h−1)
tMAX 10 (h)

B.6 Représentation de la trajectoire optimale

La figure B.1 représente l’allure de la trajectoire optimale obtenue par le programme
Bocop [10]. Dans cet exemple, on retrouve la succession des phases de croissance et de
production dont on a parlé au long de la thèse. On distingue les 5 phases présentées
ci-dessus :

— Dans un premier temps, la commande est maximale de sorte à ce que la concen-
tration G augmente et atteigne

√
KiKG = 5 mmol.L−1. Le taux de croissance µ

augmente également pour atteindre sa valeur maximale.
— Ensuite, on applique la commande singulière Fin,s(t) pour maintenir la concentra-

tion G à sa valeur
√
KiKG et µ à sa valeur maximale. L’allure Fin,s est exponen-

tielle, c’est bien le produit entre X(t) et V (t).
— La troisième phase correspond de nouveau à Fin(t) = FMAX . En réalité, il s’agit

de la commande singulière Fin,s qui bute sur la contrainte Fin(t) ≤ FMAX .
— La quatrième phase Fin(t) = 0 permet de faire chuter G et ainsi d’interrompre la

croissance µ. On passe d’un régime de croissance à un régime de production.
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— Une fois la concentration de G nulle, on applique la commande Fin,c qui main-
tient cette contrainte d’état saturée. Comme attendu, Fin,c est bien constante. On
constate que dans cette dernière phase, la concentration X est décroissante. Cette
décroissance est due à la dilution de la biomasse (à l’augmentation du volume).
La quantité X(t)V (t) est constante.

Par ailleurs, on constate que les multiplicateurs λ satisfont bien les conditions finales
(B.2.3).
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Figure B.1 – Trajectoire optimale obtenue par une méthode numérique de paramétri-
sation complète.
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