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Liste des notations

Nous rassemblons ici les principales notations utilisées dans ce document.

Ensembles

oF frontiére ou bord d’un sous-ensemble E de RY
|E|  mesure de Lebesgue de E
FE adhérence de F

Vecteurs et matrices

v!, A"  transposée du vecteur v, de la matrice A

vt vecteur orthogonal & v

U-v produit scalaire de u et v

A-B  produit scalaire de A et B, i.e., A- B := tr(A'B)
M : N produit doublement contracté de deux tenseurs

A-wv produit de la matrice A par le vecteur v
uAv  produit vectoriel de u et v
u®v  produit tensoriel de u et v

Opérateurs
tr trace d’une matrice ou d’un tenseur
|¥]] norme de x*

Vi gradient de x
div* divergence de *
rot * rotationnel de

1
][ f  valeur moyenne de f sur F, i.e.,][ f= —/ f(x) da.
E E Bl Jr

Elasticité
U champ de déplacement
Vu gradient du déplacement : matrice carrée d’ordre N
s
Ses composantes sont (Vu);; := 6—2’ i,j=1,...,N.
2
J

1
e(u)  partie symétrique du gradient de u, i.e., e(u) = §(Vu + (Vu)?)

, 1 8ul 8u]‘
Ses composantes sont notées e;;(u) := 5\ o + ek
J 7

Ve  gradient antisymétrique de u, i.e., V%u = §(Vu — (Vu)h)

VVu second gradient du déplacement : tenseur d’ordre 3
({9211,2‘
8.%']‘ 8.%'k .

Ses composantes sont (VVu)jp, :=

vil
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1.1. Contexte et motivations

Les matériaux composites sont des matériaux constitués de ’assemblage d’au moins deux
matériaux appelés constituants ou phases, possédant des propriétés physiques différentes. La
description de leur comportement macroscopique (ou effectif) est complexe parce qu’il n’est
pas possible de prendre en compte une a une les hétérogénéités présentes & 1’échelle micro-
scopique. La taille caractéristique des hétérogénéités est représentée par un petit parameétre
€ > 0. Pour décrire les propriétés macroscopiques d’un matériau composite, on fait appel
aux méthodes d’homogénéisation.

Dans cette thése, nous travaillons dans le cadre de 1’élasticité linéaire et nous nous in-
téressons aux matériaux composites élastiques périodiques. Les propriétés effectives de tels
matériaux sont connues : elles sont déterminées & partir des propriétés locales d’une période
[19, 14].

Pour étudier ’homogénéisation d’un composite élastique périodique, on peut utiliser soit
lapproche basée sur les équations aux dérivées partielles (EDP) décrivant ’équilibre du
matériau soit I’approche basée sur la formulation énergétique. Les équations qui gouvernent
I’équilibre d’un composite élastique périodique s’écrivent sous la forme :

dive. + f =0 dans Q + des conditions aux limites, (1.1)



x
avec o.(x) = A (—) s e(ug), ou  est le domaine occupé par le matériau, u. est le champ

€
de déplacement, e(u.) est la partie symétrique du gradient de u. et A, := A (E> est le
tenseur de rigidité du matériau. L’approche de I’homogénéisation basée sur les EDP8 consiste
a déterminer si la suite de solutions u. de (1.1) converge (dans un sens approprié) vers une
une limite u solution d’un probléme du type :

divo + f =0 dans Q, avec 0 = A : e(u), (1.2)

appelé probléme homogénéisé. Dans cette approche, on suppose le plus souvent que le pro-
bléme homogénéisé est de méme type que le probléme de départ. Quant & ’approche éner-
gétique, elle consiste a étudier la limite (dans un sens convenable) de I’énergie élastique du
matériau qui est une fonctionnelle de la forme :

E.(u) ::/QI/VE <§,Vu> dx, (1.3)

ou W, est la densité d’énergie qui est supposée étre une fonction quadratique positive de
Vu, dépendant périodiquement de la position.

Nous privilégions dans cette thése I’approche énergétique pour les raisons suivantes :

— lanalyse des propriétés du modéle (choix des espaces fonctionnels o rechercher les
solutions, existence et ou unicité de ces solutions, etc.) semble facile grace aux méthodes
directes du calcul des variations ;

— I’homogénéisation des fonctionnelles d’énergie ne présuppose pas la nature de la fonc-
tionnelle limite : on peut obtenir une fonctionnelle limite de nature complétement
différente de celle de la fonctionnelle de départ (ce que nous verrons par exemple au
chapitre 4 de cette these).

Lorsque le matériau composite est isotrope et posséde deux constituants, ses propriétés sont
décrites par une densité d’énergie de la forme :

T x 1 T
We (Z.Vu) = pe (2) le@IP + 32 (Z) fex(e(w)
ou e(u) est la partie symétrique du gradient de u, . et . sont les paramétres de Lamé avec

pe(y) = pe(Y)z=(y) + p2e (W) Lo\ z= (1), Ae(¥) = Me(¥)Lz:(y) + A2e(y) Loy 22 (¥),

ou Z¢ est la partie occupée par I'un des constituants. Le rapport p;./pee s’appelle le contraste
du matériau composite. Lorsque la densité d’énergie ne dépend pas de ¢, on dit que le maté-
riau est a faible contraste. En effet, dans ce cas, le contraste s’écrit pi1/p2, ot py et ug sont
deux constantes strictement positives. Cela signifie que les propriétés des deux constituants
ne sont pas trés différentes.

L’homogénéisation des matériaux composites a faible contraste est bien connu [19, 89, 59].
Elle consiste & prendre en compte le fait que la taille £ de la cellule périodique est beaucoup
plus petite par rapport a la taille caractéristique L du matériau considéré et & passer a la
limite lorsque le rapport ¢ := ¢/L tend vers 0. Cette approche, appelée homogénéisation
asymptotique, a été largement utilisée pour étudier notamment des problémes de conduction,
d’élasticité et d’électromagnétisme dans les cas statique et dynamique [77, 8, 70]. Lorsque
la densité d’énergie du matériau est une fonctionnelle convexe, ce qui est le cas en élasticité



linéaire, la densité d’énergie homogénéisée est caractérisée explicitement par le probléme de
minimisation suivant (appelé souvent probléme de cellule)

1

Whem(Vu) := inf {—
Y]

/ W(y,Vu+ Vo(y)) dy; v Y—périodique} , (1.4)
Y
ol Y désigne la cellule périodique.

Dans le cas du fort contraste, i.e., lorsque les propriétés des constituants sont dans des
rapports d’échelles trés différents [34] (par exemple, lorsqu’il y a des trous [93, Chapitre 16]),
la situation est complétement différente. En effet, la formule (1.4) ne peut pas s’appliquer
directement puisque, outre le paramétre e, d’autres petits parameétres sont présents. Le
comportement homogénéisé dépend fortement de la fagon dont on fait tendre ces petits
parameétres vers zéro. Les premiers travaux sur I’homogénéisation des composites a fort
contraste concernaient des problémes de conduction [93, 60] ou des effets non locaux sont
obtenus.

Récemment, dans le contexte de 1’élasticité linéaire, Camar-Eddine et Seppecher [29] ont
montré, en utilisant la méthode de Mosco-convergence, que toute fonctionnelle quadratique
positive, semi-continue inférieurement et objective (i.e. qui s’annule sur I’espace des mouve-
ments rigides) peut étre obtenue comme limite d’une suite de fonctionnelles de 1’élasticité
linéaire, c’est-a-dire une suite de fonctionnelles du type (1.3). Ce résultat montre en par-
ticulier que 'homogénéisation des matériaux élastiques hétérogénes a fort contraste peut
conduire & des matériaux dont les propriétés effectives sont totalement différentes de celles
des constituants des matériaux de départ. On peut par exemple obtenir des matériaux pos-
sédant des propriétés que I'on ne retrouve dans aucun matériau naturel. De tels matériaux
sont connus sous le nom de métamatériauxr ou matériauzr architecturés. Des exemples de tels
matériaux sont les matériaux possédant un coeflicient de Poisson négatif, appelés matériaux
auzétiques [57].

En considérant des matériaux élastiques périodiques renforcés par des fibres de grande
rigidité, Seppecher et Pideri [80], Bellieud et Bouchitté [18], Bellieud [17] ont montré que
I’homogénéisation des composites a fort contraste peut conduire & des matériaux dont 1’éner-
gie élastique dépend du premier et du second gradient du déplacement. De tels matériaux
sont appelés matériauxr de second gradient. Les modéles homogénéisés obtenus dans ces ar-
ticles entrent dans le cadre des modéles "couple-stress" [95, 96, 72, 71, 23]|. En effet, la
dépendance de 1’énergie homogénéisée par rapport au second gradient du déplacement se
limite & la dépendance par rapport au gradient de la partie antisymétrique de Vu seulement.
Nous préférons appeler matériaux de second gradient « incomplets » ces modéles qui rentrent
dans le cadre "couple-stress".

Les matériaux de second gradient possédent des propriétés que 'on ne trouve pas dans
les matériaux habituels [73, 47, 41, 15, 50]. Ces matériaux n’entrent pas dans le cadre de la
théorie de Cauchy puisque les interactions mécaniques internes ne peuvent pas étre décrites
par un tenseur de contrainte de Cauchy [45, 44, 42, 40]. Les modéles de second gradient
sont parmi les modéles de milieux continus généralisés les plus utilisés dans la littérature.
Ils sont utilisés pour régulariser des problémes de singularité aux interfaces qui peuvent
apparaitre dans les milieux poreux, en fracture, en endommagement, en plasticité, etc. |97,
4,83, 5,90, 101, 69]. Récemment, des résultats expérimentaux [66, 15, 50] ont montré que les
effets de second gradient sont difficiles & mesurer expérimentalement et aussi & interpréter
rigoureusement d’un point de vue microscopique.



On peut constater qu'un grand nombre de modéles de second gradient sont obtenus de
fagon phénoménologique ou en utilisant des méthodes heuristiques d’homogénéisation [51,
22]. Malgré la vaste littérature sur le sujet, il y a trés peu de résultats mathématiques |7, 91, 6]
conduisant & des matériaux de second gradient dits complets, c’est-a-dire, des matériaux
dont I’énergie effective peut dépendre de toutes les composantes du second gradient du
déplacement. De tels matériaux n’entrent pas dans le cadre des modéles "couple-stress". A
notre connaissance, des énergies effectives du type

E(u)z/g(%z—;%l)Z dz, (1.5)

ol up et x1 sont respectivement les (premiéres) composantes de u et x dans la méme direc-
tion, n’ont été obtenues jusqu’a présent que par homogénéisation de systémes discrets basés
sur des structures pantographiques [91]|. Les matériaux de second gradient dont ’énergie
effective s’écrit sous la forme (1.5) sont intéressants. En effet, la présence de termes du type
(0%uy/02%)? dans I'énergie effective montre que lorsque I'on impose une dilatation sur une
partie du matériau, cette dilatation se propagera dans tout le matériau.

L’homogénéisation de structures a fort contraste conduisant & des matériaux de second
gradient n’a pu étre traitée jusqu’a présent qu’a travers I’étude de quelques structures parti-
culiéres : des structures périodiques renforcées par des fibres de grande rigidité. Dans cette
thése, nous nous intéressons a la conception de nouveaux matériaux périodiques a fort
contraste dont I’homogénéisation peut conduire & des matériaux de second gradient. En
se basant sur des outils mathématiques d’homogénéisation, nous établissons une formule gé-
nérale qui permet de relier les propriétés macroscopiques d’un matériau composite au design
au niveau microscopique de sa structure interne. Les travaux de recherche menés dans cette
thése sont issus d’une collaboration entre le laboratoire Institut de Mathématiques de Toulon
et le Laboratoire de Mécanique et Acoustique de Marseille.

1.2. Structure de la thése

Ce manuscrit de thése est organisé en 7 chapitres de la maniére suivante :

Le chapitre 1 est constitué de cette introduction et de deux sections consacrées & une revue
des méthodes les plus utilisées en homogénéisation périodique. Nous mettons en évidence
les liens qui existent entre ces différentes méthodes & travers le probléme d’homogénéisa-
tion standard, c’est-a-dire, le probléme d’homogénéisation associé au probléme de diffusion

suivant : .
_div <A (—) Vu5> — f dans ©,
€
Ue € H&(Q),
ot Q est un ouvert borné de R (n > 1), f € H Q) et A(y) est une matrice symétrique
définie pour y € Y :=]0,1[", Y-périodique, coercive et bornée, c’est-a-dire qu’il existe deux
constantes 0 < a < 8 < 00 telles que

all€]? < A(y)¢ - € < BlIE|1?, VE e R vy € R™.

Dans le chapitre 2, nous présentons les types de structures qui font I’objet de notre étude.
Il s’agit de structures élastiques périodiques cylindriques, constituées d’'un arrangement pé-
riodique de parois minces soudées (voir figure 1.1). L’intérét de ces types de structures réside



dans la facilité de leur fabrication par impression 3D et la possibilité de les modéliser en dé-
formations planes comme des structures bidimensionnelles. Pour simplifier I’étude de leur
comportement asymptotique, nous les modélisons comme des structures basées sur un graphe
périodique €élargi.

FIGURE 1.1. — Prototype des structures étudiées

Dans le chapitre 3, nous considérons des structures périodiques bi- et tridimensionnelles
constituées d’un matériau élastique linéaire isotrope de grande rigidité. Nous modélisons ces
structures comme des structures basées sur un graphe périodique élargi. Nous montrons que
lorsque I’épaisseur du graphe tend vers zéro, on peut réduire I’étude des structures considérées
a I’étude d’un systéme discret correspondant & des réseaux périodiques de nceuds reliés par
des interactions élastiques de type extension-flexion en dimension 2 et du type extension-
flexion-torsion en dimension 3.

Le chapitre 4 est consacré & I’homogénéisation de réseaux périodiques avec interactions
élastiques tels qu’obtenus au chapitre 3. En supposant que les positions des nceuds dans la
cellule périodique de taille unité ne dépendent pas de €, nous montrons en utilisant les outils
de Gamma-convergence que 'homogénéisation de tels réseaux peut conduire & des matériaux
de second gradient, c’est-a-dire, des matériaux dont 1’énergie élastique dépend du premier et
du second gradient du déplacement au lieu de dépendre du premier gradient du déplacement
seulement. Nous établissons une formule générale d’homogénéisation donnée sous la forme
d’un probléme de minimisation (Théoréme 4.2). Ces résultats ont fait I'objet de I'article [1]. A
notre connaissance, cette étude est le premier résultat mathématique d’homogénéisation dans
lequel ’énergie homogénéisée peut dépendre de toutes les composantes du second gradient
du déplacement.

Dans le chapitre 5, nous décrivons de fagon détaillée ’algorithme qui permet de calculer
explicitement 1’énergie homogénéisée obtenue au chapitre 4. Nous explorons de nombreux
exemples de modeéles effectifs pouvant étre obtenus en appliquant nos résultats. Nous obte-
nons des modéles correspondant & des milieux de second gradient. Nous retrouvons aussi la
plupart des modéles classiques largement utilisés en mécanique comme les poutres d’Euler
ou de Timoshenko, les milieux de Cosserat, les plaques de Kirchhoff-Love ou de Mindlin-
Reissner. Ces résultats ont fait 'objet de article [2].



Le chapitre 6 est consacré a une étude expérimentale des matériaux architecturés fabriqués
par impression 3D. La géométrie de ces matériaux est basée sur des structures pantogra-
phiques. Cette étude vise & vérifier la faisabilité pratique des matériaux de second gradient.

Le chapitre 7 répond a la problématique du couplage entre les termes de premier et de
second gradient. Dans le chapitre 4, nous avons supposé que les positions des noeuds étaient
fixés dans une cellule périodique de taille . En remettant en cause cette hypothése, nous
montrons que ’homogénéisation de réseaux périodiques avec interactions élastiques peut
conduire & des modéles de second gradient oul les termes de premier et de second gradient
sont couplés.

1.3. Méthodes d’homogénéisation périodique

La littérature sur ’homogénéisation périodique est vaste. Nous citons entre autres [14,
19, 33, 34, 59, 89, 70]. Dans cette section, nous présentons les méthodes d’homogénéisation
périodique les plus utilisées dans la littérature qui sont la méthode des développements
asymptotiques, la convergence a deux échelles, 1’éclatement périodique, la G-convergence, la
H-convergence, la I'-convergence et la Mosco-convergence. Nous allons mettre en évidence
les liens qui existent entre ces méthodes.

Nous classons ces méthodes en deux catégories. La premiére catégorie regroupe les mé-
thodes qui servent & étudier la convergence des suites de solutions ou des suites de déplace-
ments admissibles (convergence a deux échelles et éclatement périodique) et la deuxiéme ca-
tégorie regroupe les méthodes qui servent a étudier la convergence des problémes d’équations
aux dérivées partielles ou des fonctionnelles (G-convergence, H-convergence, I'-convergence
et Mosco-convergence).

Pour des raisons de simplicité, nous choisissons de décrire ces méthodes d’homogénéisation
a travers le probléme de diffusion suivant :

{—div <A (g) Vug) — f dans Q, w6
Ug € Hol(Q),

ot Q est un ouvert borné de R (n > 1), f € H Q) et A(y) est une matrice symétrique
définie pour y € Y :=]0,1[", Y-périodique, coercive et bornée, c’est-a-dire qu’il existe deux
constantes 0 < a < 8 < 00 telles que

allg]]* < A(y)¢ - € < BIEIP, V€ € R™ Yy € R™. (1.7)

Définition 1.1. On dit quune fonction u. € HE(Q) est solution du probleme (1.6) si elle
vérifie

x
|4 (2) Tue- Vo da = (£0) vy Vo € HYE) (18)
L’identité (1.8) s’appelle la formulation faible du probleme (1.6).

Le probléme (1.6) est ’équation d’Euler-Lagrange associé au probléme de minimisation
suivant :

inf  J.(ve), avec Jo(ve) ::/

T
ve€HG(Q Q A (_> Ve - Ve dz — <f,ve>H—1(Q),H5(Q)-

3



Lemme 1.2 (voir [33]). Sous l’hypothése (1.7), le probléme (1.6) admet une unique solution
u. € HYH(Q) qui satisfait

1
el 1) < EHfHH—l(Q)- (1.9)

En introduisant 'opérateur A.: H(Q) — H~1(Q) défini par
, T
A u = —div (A <—) Vu) ,
€

on peut réécrire le probléme (1.6) sous la forme

ue € HY(Q). (1.10)

{A€u€ = f dans (2,
On suppose que la suite u. de solutions de (1.10) converge (dans un certain sens) vers
une limite u lorsque ¢ tend vers 0. Homogénéiser le probléme (1.10) revient a chercher un
opérateur A tel que u soit la solution du probléme

Au = f dans Q, (1.11)

avec les conditions aux limites convenables. Le probléme (1.11) s’appelle le probléme homogé-
néisé et le passage de (1.10) a (1.11) s’appelle le processus d’homogénéisation. Pour trouver
la forme explicite du probléme homogénéisé ou de I'opérateur homogénéisé A, on utilise le
plus souvent la méthode des développements asymptotiques [19, 89, 14] que nous décrivons
ci-dessous.

1.3.1. Méthode des développements asymptotiques

La méthode des développements asymptotiques consiste & proposer un ansatz pour la
solution u. du probléme (1.6) sous forme d’un développement en série de puissances de € du

type
T T 9 T
ue(x) = ug <x,g) + euq <x,g) + eus (x,g> + e (1.12)

x
ou les u;(z,y) sont des fonctions Y-périodiques en y := —. Les variables = et y supposées
€

indépendantes (séparation d’échelles) sont appelées respectivement variable lente et variable
rapide.

L’équation (1.6) fait intervenir des opérateurs différentiels qui vont agir sur les variables
x et y. Pour différencier ces opérateurs, on notera div,, V, (respectivement div,, V,) les
opérateurs divergence et gradient par rapport a x (respectivement par rapport a y). Lorsque

x
I’on applique 'opérateur gradient & des fonctions du type @ <x,—), on obtient
€

1
Vo (xf> —V,® <mf) + -V, <mf) . (1.13)
5 € € €
En utilisant (1.13), on obtient que

AD <x§) = [(e72A0 +c Ay + Ay)D] (x§> : (1.14)



ou
Apd = —divy(A(y)VyP),

A1D = — divy (A(y)V,®) — divy(A(y) Vo),
As®d = —div,(A(y) VD).

~—

Par conséquent, le probléme (1.10) devient

(e72A0 + e 'A1 + Ag)u. = f dans Q, (1.15)
u: € H}(Q). '
En substituant (1.12) dans (1.15), on obtient
672A0u0 + 671(A0u1 + Aluo) + (A0u2 + A1U1 + AQUO) + 0(6) = f (116)

En identifiant les termes de méme ordre en £ dans ’équation ci-dessus, on obtient les équa-
tions en cascade suivantes :

Alordre e72:  Aguy =0, (1.17)
A lordre et : Aguy 4+ Ajug =0, (1.18)
Alordre €% Agug + Ajug + Agug = J. (1.19)

Cette identification n’est pas justifiée ici mais doit I’étre a posteriori. On obtiendra la forme
explicite du probléme homogénéisé en résolvant les équations (1.17), (1.18), (1.19). La réso-
lution de ces équations constitue 'objet de la sous-section 1.4.1.

1.3.2. Convergence a deux échelles

La convergence a deux échelles est une notion de convergence introduite par Nguetseng
[76] et développée par Allaire [8]. Cette convergence est particuliérement bien adaptée aux
problémes issus de ’homogénéisation périodique [103, 21]. Elle permet aussi de justifier rigou-
reusement des résultats obtenus en utilisant la méthode des développements asymptotiques
(voir section 1.4).

Soit © un ouvert de R™ et Y :=]0,1[" le cube unité de R™. On note Cx(Y') 'espace des
fonctions Y -périodiques différentiables sur R™.

Définition 1.3. On dit qu’une suite de fonctions u. de L?(Q2) converge a deux échelles
(Q

vers u(z,y) € L?(Q x Y) si, pour toute fonction ¢ (x,y) € L*(Q; Cx(Y)), on a
. x
lim [ uc(z)y (x,—) dz = / / u(z,y)Y(xy) de dy. (1.20)
£=0Jq € oy

On dit que u est la limite a deux échelles de u., et on écrit us — u.

n

Remarque 1.4. Si on travaille sur un parallélépipéde Y := H]O,&-[ au lieu du cube unité,
=1

on doit multiplier le second membre de (1.20) par 1/]Y].



Nous énoncons les principales propriétés de la convergence a deux échelles. Les démons-
trations des résultats énoncés se trouvent dans |8, 76, 102, 30].

Théoréme 1.5. La limite a deux échelles est unique.

Démonstration. Supposons qu'une suite u. dans L?(Q) converge a deux échelles vers deux
limites différentes u et v dans L?(€2 x Y). Alors, pour toute fonction test ¢ € L?(€; Cx(Y)),
on a

lim [ wuc(x)y <x,§) dz :/Q/Yu(x,y)w(x,y) dz dy

e—0 [¢)
et

lim [ we(z)y <x,§) dz = /Q/Yv(x,y)l/}(x,y) dz dy.

e—0 9]
On en déduit que

/ / (u(a) — v(z.9))b(ay) dz dy = 0, ¥ p(zy) € L@ CF(Y)).
QJY

Ce qui implique que u(z,y) = v(x,y) pour presque tout (z,y) € Qx Y, puisque L*(2; Cx(Y))
est dense dans L?(Q2 x Y). O

On a le théoréme de compacité suivant.

Théoréme 1.6 ([8], Théoréme 1.2). Pour toute suite u. bornée dans L*(XY), il existe une
fonction u dans L?(Q2 x Y) telle que, G une sous-suite pres, u. —> u.

Le résultat suivant montre que la norme L? est semi-continue inférieurement par rapport
a la convergence a deux échelles.

Proposition 1.7. Soit u. une suite dans L?(Q2) telle que uz — u. Alors, on a
[ull2(@xyy < hfan_)iglfHueHm(Q)-

Il y a un lien étroit entre la convergence a deux échelles et la convergence faible classique.
Ce lien est donné par la proposition suivante.

Proposition 1.8 ([8], Proposition 1.6). Soit u. une suite dans L*(Y) telle que u. —>
u(z,y) € L2(Q x Y). Alors, on a

ue — ug(z) 1= /Yu(x,y) dy dans L*(Q). (1.21)

De plus, on a
tim e 2@ > Nl 2@ > ol (1.22)

Dans la proposition 1.8, l'assertion (1.21) signifie que si une suite u. converge a deux
échelles vers u, alors elle converge faiblement dans L?(Q2) vers la moyenne de u sur Y. Quant
a Passertion (1.22), elle signifie que la limite a deux échelles d’une suite u. contient plus
d’informations que la limite faible de cette suite. En particulier, la limite & deux échelles
peut capturer les oscillations de la suite u. & une échelle donnée, comme le montre I’exemple
suivant. Prenons la suite de fonctions u. définie par u.(z) := xsin (2”71) On peut montrer

que u. — 0 dans L%(] — 1,1]) et que ue — u(z,y) := zsin(27y) dans L*(] — 1,1[x]0,1[).



1

FIGURE 1.2. — La suite u. avec € = 55 (en bleu) et sa limite faible ug = 0 (en rouge).

xX*sin(2*pi*y)

, OO90  CO0O

Lo mNORI S 0I00

R
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FIGURE 1.3. — La limite & double échelle u(z,y) = x sin(27y).

Proposition 1.9. Soit ¢(z,y) une fonction appartenant a L*(Q;Cx(Y)). Alors, pour tout
>0, ¢(x,x/e) est une fonction mesurable sur S telle que

Jo(=2)]

;i_r% qu(aj,g) dx:/ﬂ/y¢>(:v,y) dz dy. (1.24)

Proposition 1.10. Soit ¢(z,y) une fonction appartenant a L?(Q; Cy(Y)). Alors, pour tout
e >0, ¢(x,x/e) est une fonction mesurable sur ) ; de plus, on a

@) < [lé(zy)llzr@icy(vy) = /921615 |p(z,y)| dz (1.23)

1/2
[0 (@2)] oy = o@Dy = ( /Q sup ¢(9)| dx) (1.25)
et
gi_rf(l) ) (qb (m,g))z dzx = /Q/Y(gb(:n,y))2 dz dy. (1.26)
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Proposition 1.11. Soit u(x,y) une fonction régulicre définie sur @ x R™, Y -périodique en

y. Alors, si elle existe, la limite a deux échelles . de us(x) :==u (x,%) est égale a la limite
€

L? faible de u, c’est-a-dire, @(x) :][ u(z,z) dz.
Z

Démonstration. Soit v(x,y,z) une fonction réguliére qui est Y-périodique en y et Z-périodique
en z. D’aprés la proposition 1.9, on sait que

v (:U z x) - / ][ v(x,y,2) dy dz dans L*(Q).
YJZ

Telg?

Ceci implique que pour toute fonction réguliére u(x,y) Y-périodique,

iii% Qu (x,g%) ) <x,§) dzr = /Q/Y][Zu(x,z)i/)(:c,y) dz dy dz.

On en déduit que la limite & deux échelles de u. est u(x) ::][ u(x,z) dz. O
Z

Dans tout ce qui suit, on désignera par H#(Y) I'espace des fonctions de H'(Y') qui sont
Y -périodiques.

Proposition 1.12. Soit u. une suite bornée dans H*(Q2). Alors, il existe ug(x) € H () et
ui(z,y) € LQ(Q;H#(Y)/R) telles que, & une sous-suite pres,

ue = up(z) et Vue = Vug(x) + Vyu(z,y).
Proposition 1.13. Soit u. une suite dans H*(Q) telle que
uellz2) S C et el|Vuellp2q) < C.
Alors, il existe u(x,y) € L*(; H#(Y)) telle que, a une sous-suite pres,
ue = u(z,y) et eVue = Vyu(z,y).
Proposition 1.14. Soit a € (0,1) et u. une suite dans H*(Q) telle que
[uellLz) < C et || Vue|[r2) < C.
Alors, il existe ug(z) € L?(Q) telle que ue — ug(x).

Proposition 1.15. Soit u. une suite bornée dans L?(2;R™) telle que divu. = 0. Alors, u.
converge a deur échelles vers u(x,y) € L2(Q x Y;R") telle que

divy u(z,y) =0 et / divy u(z,y) dy = 0.
Y

Proposition 1.16 (voir [102], p. 983). Si u. = u(x.y), alors pour tout A € LF(Y), on a

A(Z) ue = A@)uley).
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1.3.3. Méthode d’éclatement périodique

Dans [31], Cioranescu, Damlamian et Griso ont introduit la méthode d’éclatement pério-
dique. Cette méthode est une approche alternative & la convergence a deux échelles. Les
principales propriétés de cette méthode et leurs démonstrations se trouvent dans [32].

On considére un ouvert €2 et un parallélépipéde Y dans I'espace euclidien R™. Soit t1,. .. ,t,

des vecteurs linéairement indépendants dans R™. Pour tout z € R", il existe des entiers
N

uniques ki, ...k, tels que z — Z k;t; est un élément de Y. Par analogie avec les notations
i=1
utilisées dans la décomposition d’un réel (en partie entiére et partie fractionnaire), on définit

N
{z}y =2z—[z]y €Y avec [z]y:= Zkiti e7Z".

Alors, pour tout x € R™, on a la décomposition suivante :

=<l <2

Définition 1.17. Soit u une fonction dans L*(Q) (prolongée par zéro en dehors de §2). On
définit 'opérateur d’éclatement T.: L?(Q2) — L?>(Q x Y) par

Te(u)(z,y) == u (a [ﬂy +€y> , VT EQVyeY. (1.27)

Nous énoncons quelques propriétés de cet opérateur d’éclatement.

Proposition 1.18. i) T est un opémteur linéaire continu de L?(Q) dans L?>(2 x Y).
ii) Yu,w € L2(Q), on a Tz(uwv) = (v).
iii) Yu € LY (Q), on a / u dzx —/][ ) dz dy.
) Vo € Q, Yu € L*(Q), on a To(u) (z, {L}y) = u(z
v) Yu € L*(Q), on a ||7Z(U)||L2(Qxy) < lull g2 (o)
vi) Yu € Li(Y), onaTz(u(2)) (z.y) =u(y).
La propriété (iii) ci-dessus est I'une des propriétés intéressantes de 'opérateur d’éclatement.

Elle signifie que l'opérateur d’éclatement permet de transformer I'intégrale d’une fonction
sur {2 en une intégrale sur 2 x Y.

Proposition 1.19. Soit u. une suite dans L*(Q) et u € L*(Q). On a les assertions sui-
vantes :

i) Te(u) — u dans L*(€).
i) Siue — u dans L*(Y), alors To(us) — u dans L2(Q x Y).
i) Si ue — u dans L?(Y), alors To(uz) — u dans L*(Q x Y).
il

iv) Siu. est bornée et s’il existe 4 € L2(Q x Y) telle que To(uz) — 4 dans L*(Q x Y), alors

Ue —\][ a(-y) dy dans L*(Q).
Y
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v) Si To(us) — u dans L2(Q x Y) et limsuplue | z2() < [Jull2ixyy, alors Te(ue) — u
e—0
dans L*(Q x Y).
Proposition 1.20. Soit u. une suite bornée de L*(Q) et v € L*(Q). Alors

hm uev dz = / / <(ue)Te(v) do dy. (1.28)

Proposition 1.21. On a les pmpmetes sutvantes :
i) Vu € HY(Q), Vy(Te(u)) = eTo(Vau).
ii) Soit u. une suite dans H*(Q) telle que luellr2@) < C et el|Vuellp2iq) < C. Alors, il
existe une fonction i € L*(; H#(Y)) telle que, & une sous-suite pres,

eT-(Vaue) = Vyi dans L*(Q x Y).

i) Soit ue une suite qui converge faiblement vers u dans H'(Q). Alors, il existe une fonction
o€ L2(Q; H#(Y)/R) telle que, a une sous-suite pres,

T-(Vue) = Vu+ Vi dans L*(2 x Y).

Le résultat suivant montre le lien qui existe entre la convergence & deux échelles et la
méthode de ’éclatement périodique. Il montre que la convergence a deux échelles de la suite
ue vers u est équivalente a la convergence faible de la « suite éclatée » T (ug) vers u.

Proposition 1.22. Soit u. une suite bornée de L?(S). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Te(us) — u dans L2(QA x Y) ;

(i1) ue — u.

1.3.4. G-convergence

La notion de G-convergence est introduite par Spagnolo [92]. La lettre G vient du nom
Green, parce que la G-convergence correspond a la convergence de fonctions de Green. Pour
plus de détails, voir par exemple [25].

Soit 2 un ouvert borné de R” et «, 8 deux constantes telles que 0 < a < 8 < co. On note
S, I'ensemble des matrices n x n symétriques. On introduit ’ensemble M(«,3,£2) défini par

M(@.9) = {4 € L®(@:S) | allgl < A@)E - < [l6), V¢ € R” et pp. z € Q.

Définition 1.23. Soit (A:) une suite dans Ms(,5,2). On dit que A. G-converge vers

A* € My(a,5,92), et on note A, N A*, si pour tout f € H1(Q), la solution u. du
probléme

—div(A:Vue) = f dans Q, (1.29)
u. € HY(Q)

vérifie ue — u dans H}(Q), A:Vu. — A*Vu dans L*(Q;R™), ot u est la solution de
—div(fl*Vu) = f dans Q, (1.30)
u e Hy(Q).

Le tenseur A* est appelé la G-limite de la suite A;.
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Nous énongons les propriétés fondamentales de la G-convergence. Pour les démonstrations
des résultats, nous référons a [30, 39, 59, 92].

Proposition 1.24. 1) La G-limite est unique.
2) La G-limite est indépendante des conditions aux limites.
3) Si A. € My(a,3,) et A — A dans L*(Q), alors A <A

4) Soit Ae, B: € Ms(a,3,Q) telles que A. Gy A et B, Y, B*. Soitw C Q tel que A. = B.
dans w. Alors A* = B* sur w.

5) Si A. <5 A*, alors At %5 (A%,

6) Si A, <, A*, alors A;Vue - Vuez — A*Vu - Vu au sens des distributions dans €.
7) Si A. S5 A%, alors AcVu. — A*Vu dans L2(S;R™).

8) La G-limite A* satisfait l'inégalité de Voigt-Reuss :

< lim A;1>
e—0

ot les limites sont prises au sens de la convergence faible de L?().

1
< A* < lim A,,
e—0

On a le théoréme de compacité suivant.

Théoréme 1.25 (Compacité). L’ensemble Mg(«,[3,Q2) est compact au sens de la G-convergence,
i.e. de toute suite A, € Mg(a,3,Q2), on peut extraire une sous-suite qui G-converge vers

A* € My(a,8.02).

Remarque 1.26. Le Théoréme 1.25 prouve l'existence d’une G-limite A* pour une sous-
suite de la suite A. € M,(«,5,02) mais ne fournit aucune formule explicite pour A*. Néan-

moins, dans le cas ou Ac(x) est de la forme A.(z) := A<£), avec A € My(a,5,R") Y-
€

périodique, on peut trouver une formule explicite pour la G-limite & partir des solutions des
problémes dits problémes de cellule [19].

Remarque 1.27. Si une suite A; dans Mg(«,5,82) converge fortement dans L>°(£2;S,,) vers
une limite A, alors A. G-converge aussi vers cette limite A. Mais, la réciproque de ce résultat
est fausse comme le montre ’exemple suivant (en dimension n = 1). Soit  =]0,1] et f dans

L*(Q). On définit A, par
a si0<x< i,
At?(x) = .1 2
/8 S1 5 <zr< 17

avec 0 < a < 3. Soit u, la solution de

_d (Ae(x)du€> = f dans Q,

dx dx
u. € HE(Q).
1 .
D’aprés le lemme 1.2, on a ||ucl|giq) < —[|flln-1(q). Alors, a une sous-suite prés, on a
o

ue — ug dans H}(Q).
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d d
On pose 7, = A Alors, on a 1|2y < é”f”Hfl(Q) ot ——1 = f dans ©. On en
dx @ dx
déduit que la suite 7. est bornée dans H' (). Il existe donc une fonction ny € L?(12) telle que,
1 1 1
A une sous-suite prés, 7. — 1o dans L2(Q). Puisque A. € Mg(a,3,Q2), alors B < A(2) < -
o(z e
p-p- « € ), et & une sous-suite prés,
1 T .1 o .
AZ" = — — — dans L™(Q) faible-x,
e A
2a8
avec A* = moyenne harmonique de « et ().
P (moy q B)
D’autre part, on a A, — B := atf dans L*°(Q) faible-x. En passant a la limite au
1 d 1 d
sens des distributions dans 1’équation —n, = &, on obtient —ny = 2o ou encore
A, dz A* dz
*duo d’l’]o % . . .
n = A gt Or, 4 - f et A € My(o,5,2), on déduit que ug est la solution du
probléme
d duo
—— [ A*—— ) = f dans Q
dz < dz > J dans €,
ug € H&(Q)

Autrement dit, A* est la G-limite de A..

Cet exemple montre que la G-limite A* de A; est différente de la limite L>°(2) faible-* B
de A.. Il montre aussi que A* est l'inverse de la limite L>(f2) faible-* de la suite A-! (ce
résultat n’est vrai qu’en dimension 1).

Proposition 1.28 (|59], Théoréme 5.2). Soit (A;) C Ms(,53,02) telle A. G, A%, Siv. €

HY(Q) vérifie
ve — v dans HY(Q), —div(A.(z 4+ Vu.)) =g, (1.31)

oty z € L2(Q) et g € H-1(), alors on a
Aoz + Vo) = A*(z + V) dans L*(Q) et — div(A*(z + Vo)) = g.

Proposition 1.29. Soit A. € Ms(«a,5,92) telle que A, Gy A*. Alors
1) pour tout u € HE(Y), il eziste une suite u. € HE(Q) telle que u. — u dans H}(Q) et

lim/ A Vu. - Vu, de = / A*Vu - Vu dz; (1.32)
Q Q

e—0

2) pour tout u € H}(Q) et pour toute suite v. € Hi(Q) telle que v — u dans HE (),

lim | A:Vv. -V, dz > / A*Vu-Vu dz. (1.33)
Q

e—0 0

Démonstration. 1) La formulation faible de (1.29) s’écrit : trouver u. € HZ(Q) telle que

/ AVu. - Vo da = (f,Ve), Vo € Hy(Q).
Q
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1.

En particulier pour f = A*Vu € L?(€2), on obtient
/ AVu, -V dr = / A*Vu -V dz, Vo € H (Q). (1.34)
Q Q

D’aprés la définition de la G-convergence, on a u. — u dans Hol(Q) Alors, d’aprés le
théoréme de Rellich, Vu. — Vu dans L?(Q2). Par conséquent, en utilisant (1.34) avec
( = ue, on obtient

lim [ A.Vu.-Vu,dz =1lim | A*Vu-Vu, dz = / A*Vu - Vu dz.
e=0 Jq e—=0 Jo Q

Soit v. € HE() telle que v. — u dans HE (). Puisque A, est symétrique, la solution de
(1.34) est aussi la solution du probléme de minimisation

inf / <1A5Vw -Vw — A*Vu - Vw) dz.
weHL(Q) Jo \ 2

Alors, pour tout v, € H}(2), on a

1 1
—/ A Vv, - Vo, do — / A*Vu -V, dz > —/ A Vu, - Vue dz — / A*Vu - Vu, dz,
2 Ja Q 2 Ja 0

ou encore
1 1

—/ A Vv, -V, do > —/ A Vu, - Vu, dx —/ A*Vu - Vu, dz —i—/ A*Vu - Vo, dz.
2 Ja 2 Ja Q Q

En passant a la limite lorsque ¢ — 0 dans les deux membres de cette inégalité, on obtient

lim/ A Vv, - Vo, dx > / A*Vu - Vu dz. O
Q Q

e—0

3.5. H-convergence

La H-convergence est une notion de convergence introduite par Murat et Tartar [75]. C’est

une généralisation de la G-convergence pour les opérateurs linéaires non nécessairement
symétriques.

Pour o < 8 < o0, on note M(«,3,2) 'ensemble des matrices A € L>(2; M,,) vérifiant la

condition (1.7).
Définition 1.30. Soit (A:) C M(a,5,2). On dit que A. H-converge vers A* € M(«,3,Q),

et

on note A, A, A*, si pour tout f € H1(Q), la solution u. de

—div(A:Vue) = f dans Q,
ue € H (Q)

vérifie

u: — u dans HY(Q) et Ac.Vu. — A*Vu dans L*(Q;R"),

ot u est la solution de

—div(A*Vu) = f dans Q,
u € HLH(Q).
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La H-convergence posséde des propriétés analogues a celles de la G-convergence. Nous en
citons quelques-unes ici. Pour plus de détails, voir |39, 9].

Théoréme 1.31 (Compacité). Pour toute suite A. € M(a,3,Q), il existe A* € M(a,%,ﬁ)
telle que, a une sous-suite pres, A, — A*.

Proposition 1.32. 1) La H-limite est unique.

2) La H-limite est indépendante des conditions aux limites.

3) Soit Ac, B. deux suites dans M(a,[3,Q2) qui satisfont A. A, A*, B B oet A, = B,
sur un owvert w tel que w C 2. Alors, A* = B* sur w.

4) Si Ag A, A*, alors A! A, (A%

1.3.6. I'-convergence

La I'-convergence, introduite par De Giorgi [38], est une notion de convergence pour des
suites de fonctionnelles. C’est 'outil le mieux adapté pour étudier le comportement asymp-
totique d’une famille de problémes de minimisation dépendant d’un paramétre. Plus généra-
lement, la I'-convergence permet de répondre a la question suivante : étant donnée une suite
de problémes de minimisation associés & des fonctionnelles F., quelle topologie mettre sur
les fonctionnelles pour que la convergence de E. vers E assure la convergence des minima
(ou minimiseurs) de E. vers les minima (ou minimiseurs) de E?

Dans cette section, nous rappelons la définition et énongons les propriétés principales de
la I'-convergence dans un espace métrique. Pour plus de détails et pour les démonstrations
des résultats énoncés ci-dessous, nous référons aux ouvrages de Braides [24] et de Dal Maso
[35].

Définition 1.33. Soit (X,d) un espace métrique et E.: X — R une suite de fonctionnelles.
On dit que E. T'(d)-converge vers E : X — R si les deux conditions suivantes sont satis-
faites :

(i) (inégalité de la T'-limite inférieure) Pour tout u € X et pour toute suite u. qui converge

vers u dans X,
liminf E.(u:) > E(u); (1.35)
e—0

(i1) (inégalité de la T-limite supérieure) Pour tout u € X, il existe une suite u. qui converge

vers u dans X telle que
limsup Ee(u:) < E(u). (1.36)

e—0

I'(d
La fonctionnelle E est appelée la T'(d)-limite de E., et on écrit E. " g oou E = I'(d)-
lin(l) E.. Si aucune confusion n’est a craindre sur la distance d, on dira simplement que E est
E—r

la T'-limite de E., et on écrira E. Y EPowE= F—lin{l) E..
E—>
Pour des exemples de calcul de I'-limite, nous renvoyons le lecteur a [24, 35, 40].

Remarque 1.34. 1) On a la méme définition pour une suite de fonctionnelles E,, lorsque
n tend vers +o00.
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2) Les inégalités (1.35) et (1.36) déterminent la I'-limite de fagon unique.

3) L’inégalité de la I'-limite inférieure signifie que E est une borne inférieure pour la suite F.
dans le sens ou E(u) < E-(us)+o0(1) dés que u. — u. Lorsque cette inégalité est satisfaite,
on peut remplacer I'inégalité de la I'-limite supérieure par la condition suivante :

(i)’ il existe une suite u. telle que u. — u dans X et lin(l) E.(u:) = E(u).
E—
Toute suite vérifiant (ii)’ s’appelle une suite approximante.

Remarque 1.35. Du point de vue mécanique, si I’on regarde F. comme une suite d’énergies
élastiques et E comme ’énergie limite correspondante, alors le point (i) signifie que pour un
champ de déplacement u donné, 1’énergie élastique associée & tout champ de déplacement
ue convergeant vers u est plus grande que ’énergie limite calculée en u. Quant au point (ii),
il permet tout simplement d’assurer que l'inégalité (1.35) est optimale.

Remarque 1.36. La I'-limite dépend du choix de la convergence sur X (voir par exemple
[28, p. 14]). En particulier, si 'on munit X de deux distances d et d’ et I'on suppose que
la convergence sur (X,d) implique la convergence sur (X,d'), alors la I'(d)-limite sera plus
grande que la I'(d’)-limite. Cependant, il s’avére que la I'-limite ne dépend pas du choix de
la convergence dés lors que cette derniére est bien choisie pour assurer un résultat de relative
compacité pour toute suite u. vérifiant F.(u.) < M < +oo (voir sous-section 1.4.3).

Dans beaucoup d’applications dans cette thése, nous prendrons pour X l'un des espaces
de Hilbert suivants : (L*(Q), |-l z2() ou (H'(Q),[-lz1«)-

Remarque 1.37. Il n’existe pas de recette magique pour déterminer la I'-limite d’une suite
de fonctionnelles donnée. Ainsi, pour établir un résultat de I'-convergence, il faut utiliser la
stratégie suivante :

1. Choisir la convergence u. — u de fagon a assurer la relative compacité de toute suite
ue vérifiant F.(u.) < M,

2. Conjecturer la I'-limite F, par exemple en utilisant un développement asymptotique ;
3. Montrer 'inégalité de la I'-limite inférieure et I'inégalité de la I'-limite supérieure.

Pour montrer 'inégalité de la I'-limite inférieure, il suffit de ne considérer que des suites
telles que E:(u:) < M, sinon U'inégalité est triviale, et pour montrer I'inégalité de la I-limite
supérieure, il suffit de ne considérer que des fonctions u telles que E(u) < M.

Les deux résultats suivants sont des conséquences immédiates de la définition 1.33 (voir
[24, p. 23]).

Proposition 1.38. La I'-limite est une fonctionnelle semi-continue inférieurement (en
abrégé s.c.i.) sur X, c’est-a-dire, si E. T'-converge vers E, alors E(u) < limiélf E(u:) pour
E—

toute suite us qui converge vers u dans X .

Proposition 1.39. Soit F.: X — R une suite de fonctionnelles. On suppose que F. T'-
converge vers F'. Alors, pour toute fonctionnelle G: X — R par rapport a la topologie associée
a d, la suite (F: + G) T'-converge vers F' + G.
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Remarque 1.40. La propriété énoncée dans la proposition 1.39 s’appelle la stabilité de la I'-
convergence par rapport aux perturbations continues. Elle est trés utile dans de nombreuses
situations pratiques. En effet, au lieu d’étudier la I'-limite de la somme FE. := F; + G ou G
est continue, elle permet de ne se focaliser que sur la suite F;, puis de rajouter G au résultat
final. Mais, on ne pourra pas I'appliquer lorsque la fonctionnelle continue dépend de €, car
la I'-convergence n’est pas additive. En effet, en général, on a

I-lim(F; + G¢) # I'-lim F, + I'- lim G..
e—0 e—0 e—0
Proposition 1.41. Si F, L Eetsi hH(l] E. = F (convergence simple), alors E < F.
e—

Proposition 1.42. Si E. = E pour tout € > 0 (suite constante), alors E. L, E, ou E est
Uenveloppe semi-continue inférieure (ou la relazée) de E, c’est-a-dire la fonctionnelle définie
pour tout u € X par

E(u) := inf{liminf E(u.) : ue — u dans X}.

La proposition ci-dessus montre que la convergence simple ou la convergence uniforme
n’implique pas la I'-convergence.
Proposition 1.43 (Propriétés de fermeture).

(i) La T-limite d’une suite de fonctionnelles convezes est aussi une fonctionnelle conveze.

(ii) La T'-limite d’une suite de formes quadratiques est aussi une forme quadratique.
Théoréme 1.44. Si X est un espace métrique séparable (i.e. contient un sous-ensemble
dénombrable dense), la T'-convergence est séquentiellement compacte, ce qui signifie que, de

toute suite de fonctionnelles E. définies sur X et a valeurs dans R, on peut extraire une
sous-suite qui I'-converge.

Proposition 1.45. Une suite E. I'-converge vers E si et seulement si toute sous-suite E,
I'-converge vers E.

Théoréme 1.46 (Convergence des minimiseurs). Soit E., E: X — R des fonction-
nelles. Si les trois hypothéses suivantes sont satisfaites :
() B: = E;
(b) E-(us) = inf E.(ve);
ve€X
(c) ue = u dans X,

alors, on a E(u) = inf E(v).
veX
Démonstration. Soit v € X fixé. D’aprés (a), il existe une suite v, dans X telle que v. — v
et
E(v) > limsup E-(v.).

e—0

En utilisant (b), on obtient

E(v) > limsup F.(v;) > limsup F.(u:) > liminf E. (u.),
e—0 e—0 e—0
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L’hypotheése (c) et I'inégalité de la I'-limite inférieure donnent

liminf E.(u:;) > E(u).

e—0

Par conséquent, on a E(u) = in)f( E(v). O
ve

Définition 1.47. Soit X un espace métrique. On dit qu’une fonctionnelle E: X — R est
équi-coercive si pour tout o € R, il existe un compact K, de X tel que

{u e X;E(u) <a} C K,.

Proposition 1.48. Soit E. une suite de fonctionnelles qui I'-converge vers E. Si E. est
équi-coercive pour tout € > 0, alors E atteint son minimum sur X, et on a

in E(u) = lim inf E,(u).
mip B() = i fnf B (w

Cette proposition montre que la propriété d’équi-coercivité permet d’assurer que toute
suite de minima de E. converge vers un minimum de F.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoréme 1.46 et de la proposition 1.48

Proposition 1.49. Soit E. une suite de fonctionnelles telle que E. L\ E. Soit Uug une suite
relativement compacte telle que lin(l)(Es(ug) - igl(f E.) = 0. Alors, toute valeur d’adhérence u
E—

de ue vérifie E(u) = mi)r(l E(v). De plus, on a
ve

E(a) = lim E- (u.).

Nous examinons & présent le lien qui existe entre la I'-convergence et la G-convergence.
C’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 1.50. Soit F., F: H}(2) — [0, + oc] les fonctionnelles définies par :

1
F.(u) := i/ﬂAg(x)Vu -Vu dez,
1
F(u) := §/QA*VU -Vu dz.

St A, N A*, alors F, p pour la topologie faible de H} ().

Démonstration. Supposons que Ag Ny

(i) Montrons I'inégalité de la I'-limite supérieure. Soit u € H}(2) et soit u. € H(Q) la
solution du probléme

—div (Ae(z)Vue) = — div(A*Vu). (1.37)
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D’aprés les propriétés de la G-convergence (voir sous-section 1.3.4), on a u. — u dans
H} (), et par conséquent,

1 1 .
?_}n% 5/ As(x)Vue - Vu, do = ;I_I)I(l) 3 ), div(A.(2)Vue)u. dx

1
=lim - [ —div(A*Vu)u, dz
e—0 2 Q

1 1
= —/ —div(A*Vu)u dz = - / A*Vu - Vu dz.
2 Ja 2 Ja

On a donc exhibé une suite u. € H}(2) qui converge faiblement vers u dans H} () et
qui satisfait

lim F,(u.) = F(u).

e—0

(ii) Montrons l'inégalité de la T-limite inférieure. Soit w. € H}() telle que w. — u
dans H}(2). On sait que la solution u. de (1.37) est aussi solution du probléme de
minimisation

ve}%f(fz) {Fg(v) - /QA Vu - Vo dx}.

Donc, en particulier, on a
F.(w,) —/ A*Vu - Vw. de > F.(ue) — / A*Vu - Vue dz.
Q Q

En passant & la limite inférieure dans les deux membres de cette inégalité, on obtient

liminf F,(w.) > F(u).
e—0

Ce qui montre F. I'-converge vers F. ]

Remarque 1.51. Dans certaines situations, pour définir la T-limite (qui n’existe pas tou-
jours), on doit passer par deux notions intermédiaires : la I-limite inférieure et la T'-limite
supérieure. Ces deux notions sont définies comme suit.

Définition 1.52. Soit E.: X — R une famille de fonctionnelles et v € X. On définit la
I'-limite inférieure de E. au point u par

E™ (u) :=T-liminf E.(u) := inf {lim iélf E-(ug) : us — u dans X} (1.38)
E—r
et la I'-limite supérieure de E. au point u par

E*(u) :=I'-limsup E.(u) := inf {lim sup Ec(ue) : ue — u dans X} . (1.39)

e—0

Proposition 1.53 ([24], Proposition 1.28). Les fonctionnelles E~ et E™ sont semi-continues
inférieurement sur X.

Proposition 1.54. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) E=T-limE. ;
e—0
(i) B(u) = E~(u) = E*(u) pour tout u € X ;

(i1i) E satisfait l'inégalité de la T-limite inférieure, et pour tout n > 0, il existe une suite
ue qui converge vers u dans X telle que

lim sup Eq(u.) < E(u) + n; (1.40)
e—0
(iv) E satisfait l’inégalité de la T-limite inférieure et la condition (1.40) est satisfaite sur
un sous-ensemble dense D de X.

1.3.7. Mosco-convergence

La Mosco-convergence est une notion de convergence de fonctionnelles convexes introduite
par Mosco |74]. Dans cette section, nous rappelons la définition de la Mosco-convergence et
quelques-unes de ses propriétés.

Définition 1.55. Soit X un espace de Banach réflexif et soit E.: X — RU{+o00} une suite
de fonctionnelles convexes propres et semi-continue inférieurement. On dit que E. Mosco-
converge vers E: X — R U {400} conveze propre et semi-continue inférieurement, si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :

(M1) (inégalité de la Mosco-limite inférieure) Pour tout u € X et pour toute suite u. telle
que uz — u dans X,
liminf E.(u.) > E(u);
e—0

(M2) (inégalité de la Mosco-limite supérieure) Pour tout u € X, il existe une suite u. telle
que us — u dans X,

lim sup Ex(u.) < E(u).
e—0

La fonctionnelle E est appelée la Mosco-limite de E., et on écrit E. M .

Proposition 1.56. La Mosco-limite d’une suite de fonctionnelles quadratiques est une fonc-
tionnelle quadratique.

Remarque 1.57. La Mosco-convergence est équivalente & la "I'-limite inférieure faible et
I"-limite supérieure forte" convergence.

1.4. Exemple pédagogique : le probleme d’homogénéisation
standard

Dans cette section, nous allons appliquer les méthodes d’homogénéisation que nous venons
de décrire pour homogénéiser notre probléme modéle :

{—div <A (g) Vug) = f dans €, (1.41)
U € Hol(Q),
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avec f € H'(Q) et A € M;(a,ﬁ,R"), ol M;(Q,B,R") désigne ici 'ensemble des matrices
A(y) € My(a,5,R™) qui sont Y-périodiques.
L’objet de cette section est de démontrer le résultat d’homogénéisation suivant.

Théoréme 1.58. Soit u. la suite de solutions du probléme (1.41). Alors, u. — wu dans
H(Q), ot u est la solution du probleme homogénéisé

- div(fl}meu) = f dans Q, (142)
u € Hy(Q),
la matrice homogénéisée AM™ étant donnée par le probleme de minimisation
Aong.g— mt [ AQE+ V) (€4 Vo) dy, VEERY  (143)
vGH;#(Y) Y

avec H#(Y) = {w e HYY), w Y -périodique}.

La démonstration de ce théoréme peut se trouver dans les livres [19, 59, 30| ou l'on a
utilisé séparément les méthodes d’homogénéisation que nous venons de décrire. Nous allons
simplifier cette démonstration en combinant certaines méthodes parmi celles présentées a la
section 1.3.

1.4.1. Par la méthode des développements asymptotiques

Nous utilisons la méthode des développements asymptotiques pour obtenir une expres-
sion explicite du probléme homogénéisé correspondant au probléme (1.41). Nous reprenons
I’ansatz pour la solution u., c¢’est-a-dire,

ue(x) = up (CE,E) + euy (m,z) + %uy <x,£> +..., (1.44)
€ £ £

ou les u;(z,y) sont des fonctions Y-périodiques en y. Nous rappelons les problémes auxiliaires
obtenus a la sous-section 1.3.1 :

(Apup) <x,§> = 0 dans €, (1.45)
(Aour + Ajup) <x,§> = 0 dans €, (1.46)
(Agug + Aqug + Asug) <x,§> = f dans Q. (1.47)

Dans ces équations, x joue le role d’'un paramétre. Les inconnues ug, u1 et uo seront déter-
minées & I’aide des problémes aux limites périodiques suivants :

{— divy (A(y)Vyuo(z,y)) =0 dans Y,

1.48
y — up(x,y) Y-périodique; (1.48)

— divy (A Vyu (2.9)) = divy (A@)Vyuo(z.9)) + divy (A(y)Vauo(zy) dans Y,
y — ui(x,y) Y-peériodique;

(1.49)
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— divy (A(y)Vyus) = divy(A(y)Vaur) + divy (A(y)(Vyur + Vaug)) + f(x) dans Y,
y— ug(zy) Y-périodique.

(1.50)

Pour résoudre les problémes (1.48), (1.49) et (1.50), nous aurons besoin du résultat d’exis-

tence et d’unicité suivant appelé alternative ou lemme de Fredholm (voir [9, Lemme 1.3.21]
ou [39, Lemme 3.2|).

Lemme 1.59. Soit g € (H;#(Y))’ Alors, le probléme

—divy(A(y)Vyv) =g dansY, (1.51)
y—v(y) Y-périodique '
admet une unique solution v € H#(Y) st et seulement si
(9,1) =0, (1.52)

ot (-,-) désigne le crochet de dualité entre (H#(Y))’ et H#(Y)

1) Etude du probléme (1.48).

D’aprés la formule de Green et la périodicité de ug par rapport & y, la formulation faible
du probléme (1.48) s’écrit : trouver ug(z,) € H;%(Y) telle que

/Y AV uo(zy) - Vyoly) dy =0, Vg € HL(Y). (1.53)

D’aprés le lemme 1.59, le probléme (1.53) admet une unique solution wg(z,), & une
constante additive prés. En prenant ¢ = ug dans (1.53) et en utilisant la condition (1.7),
on obtient que Vyug(x,y) = 0. Ce qui implique que uy ne dépend pas de y, autrement
dit, il existe une fonction u(x) dépendant seulement de z, telle que

uo(z,y) = u(x). (1.54)

2) Etude du probléme (1.49).
Puisque V,ug = 0, le probléme (1.49) devient

—divy(A(y)Vyui(z,y)) = divy(A(y)Vu(z)) dans Y, (1.55)
y — ui(x,y) Y-peériodique. '
Notons (e;)1<i<n la base canonique de R™ et introduisons w(y) := (wi(y),...,wn(y)) €
R"”, olt chaque w; est solution du probléme suivant appelé probleme de cellule :
— div, (A(y) (e + Vy,(y)) = 0 dans Y,
e (1.56)
y — w;(y) Y-périodique,

dont la formulation faible est

/Y A)Vywily) - Vyply) dy = — /Y A(y)er - Vyoly) dy, Vo € HL(Y)/R.  (157)
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I1 est facile de vérifier que la fonctionnelle L: H 71% (Y)/R — R définie par

L(p) = — /Y A(y)er - V() dy

est linéaire continue. Alors, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme (1.57) admet
une unique solution w; € H# (Y)/R. Par linéarité, la solution u; du probléme (1.55) s’écrit
sous la forme :

- ou

ui(w.y) =Y _wi(y)5—(). (1.58)

i=1 i
En fait, u; est définie a 'addition d’une fonction de x prés, mais il n’est pas nécessaire
d’ajouter cette constante d’intégration ici. En effet, dans ce qui suit, seul V uq(x,y) jouera
un role.

Etude du probléme (1.50).
Le probléme (1.50) s’écrit :

— divy (A(y) Vyuz(z,y)) = divy(A(y) Vaui (z,y))
+ dive (A(y)(Vyui (z,y) + Vu)) + f (). (1.59)

C’est une équation posée sur Y d’inconnue wug. La fonction ug(x,y) étant Y-périodique
en g, on a

/ divy (A(y)Vyuz(z,y)) dy = / [A(y)Vyus(z,y)] - n ds =0,
Y )4

ou n est la normale unitaire extérieure & 0Y. Donc, d’aprés le lemme 1.59, le probléme
(1.59) admet une unique solution (& une constante additive prés) si et seulement si la
condition de compatibilité suivante

/Y [divy (A(y)Vaur(z,y)) + dive(A(y)(Vu + Vyui (z,y)) + f(z)] dy=0  (1.60)

est satisfaite. Le premier terme de (1.60) s’annule en vertu du théoréme de la divergence
et de la périodicité de uj(x,y). Par conséquent, I’équation (1.60) se réduit a

~aiv, ([ ATt V) a) = [ 1@ a=sw. oy

En utilisant la relation (1.58), on obtient
= ou
vyul (xay) = Z vywl(y)%(x%
i=1 ¢

et 'équation (1.61) devient

— div, </Y A(y)<W(£ﬂ) + ivywz(y)g—;(fﬂ)) dy) = f(=).
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Cette derniére équation peut se réécrire sous la forme

— div (A" Vu(z)) = f(z), (1.62)
ot A™™ est donné par
arome = [ A e+ ;@vywxy)) dy, V€ ER". (1.63)

On peut aussi caractériser Ahom par ses coefficients qui sont donnés par :
- ow;
A?jom - / (Alj(y) + Z Alk(y)—](y)> dy7 27] = 17 - (164)
Y 1 Oy

En prenant ¢ = w; dans (1.57), on obtient

/YA(y)(ei + Vywi(y)) - Vyw;i(y) dy =0, Vi,j=1,...,n. (1.65)

hom .

En utilisant cette équation, on obtient une autre expression de Ai]

om - Ow;
A = [ (50 + 3 Ant gt d
= [ A e+ ATy, - o) dy
= [ A+ V) e dy

- /Y Aw)ej + Vyw; () - (en + Vywi(y) dy.

Puisque A(y) est symétrique, on déduit que A?jom = A;-‘Z-Om pour tout (i,5) € {1,...,n}% La
matrice A"™ est donc symétrique. On définit la forme quadratique qui lui est associée par

Ahome ¢ = /Y A(y)(€ + Vywe(y)) - (€ + Vywe(y)) dy, ¥ € R”, (1.66)

oll wg est la solution (& une constante additive prés) du probléme

{— divy[A(y)(§ + Vywe(y))] = 0 dans Y, (1.67)

we € H(Y).

On remarque que (1.67) n’est rien d’autre que 1’équation d’Euler-Lagrange associée au pro-
bléme de minimisation

it [ AET T €40
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Autrement dit, wg coincide avec la solution du probléme de minimisation (1.43). Par unicité
de la solution du probléme (1.43), on obtient que

home ¢ . . .
A8 ueflirif(y)/yA(y)(g + Vyv) - (£ + Vyo) dy, V€ e R™

Il reste maintenant & trouver la condition aux limites satisfaite par ug. Puisqu’on traite
ici le cas de la condition aux limites de Dirichlet u. = 0 sur 0f2, ansatz (1.44) donne
(formellement) & I'ordre ° :

up(x,y) = u(x) = 0 sur .

Ainsi, le probléme homogénéisé s’écrit

{— div(A""Vu(z)) = f dans Q, (1.68)

u € H(Q).

Commentaires

Nous avons présenté la méthode des développements asymptotiques pour construire le
probléme homogénéisé correspondant au probléme (1.6). Bien que cette méthode fonctionne
dans des cas plus généraux que celui que nous traitons ici et qu’elle conduise & des résultats
corrects, elle ne peut pas constituer une preuve d’homogénéisation pour les raisons suivantes :

(1) elle ne fournit pas d’argument pour justifier rigoureusement ’ansatz postulé;

(2) il est techniquement difficile de préciser les conditions aux limites du probléme homogé-
néisé lorsque u. est donnée sous la forme (1.44).

Pour justifier rigoureusement les résultats obtenus de fagon heuristique par la méthode des
développements asymptotiques, nous allons appliquer les autres méthodes d’homogénéisa-
tion. C’est 'objet des sous-sections suivantes.

1.4.2. Par la G-convergence

Nous commencons par énoncer les deux résultats suivants.

Lemme 1.60 (|39], Lemme A.1.16). Toute fonction f € H#(Y)/R se prolonge par périodi-
cité en un élément de Hj R™).

Lemme 1.61 ([39], Lemme A.1.17). Soit g € L*(Y) tel que [, g- Vv = 0, pour tout
v € H;#(Y) Alors, g se prolonge par périodicité en un élément de L3 (R™), encore noté g,
tel que

—div(g) =0 dans D'(R").

X

Puisque A (z) := A (—) € Ms(a,B,Y), alors d’aprés le théoréme 1.25, il existe A* €
5

M (a,B,Y) telle que A, Ny Donc, démontrer le théoréme 1.58 revient & montrer que
A* = Al ot AP est 1a matrice définie par (1.43).
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(1) Montrons d’abord que 7. := A <—) Vu, — A"mYy dans L2(Q). D’aprés le lemme 1.2,
€

la suite u. des solutions de (1.41) satisfait

1
el 30 < aHfHHfl(Q)-

Alors, il existe une fonction u € H&(Q) telle que, & une sous-suite prés, u. — u dans
H}(Q). Par ailleurs, nous avons

176l 2 () = HA <g) Vue

B
@) < Blluellgio) < aHfHH—l(Q)-

Par conséquent, il existe n € L?(12) telle que, & une sous-suite prés,
n. —n dans L*(Q).

Nous réécrivons la formulation faible du probléme (1.41) qui est
/QA @) Vu. - Vo do = (f), Yo € HL(S), (1.69)
sous la forme suivante :
/Qn6 Vo dz = (fw), Yo € HY(Q).
En passant a la limite lorsque € — 0 dans cette derniére égalité, nous obtenons
/Qn Vv dz = (fv), Vv € HY(Q). (1.70)

Nous en déduisons que

—div(n) = f dans D'(Q). (1.71)

Pour finir la preuve, il reste & montrer que n = A""Vu. Soit w; € H#(Y)/]R la solution
du probléme de cellule

— divy, (A(y)(Vywi(y) + e;) =0 dans Y. (1.72)
D’apreés le lemme 1.60, w; se prolonge en un élément de HllO -(R™), que nous notons encore
wj. Pour tout j € {1,...,n}, nous considérons la suite de fonctions z;'- définie par
x
2; (%) = zj + cw; <g> p.p. x € R™ (1.73)

Nous avons immédiatement :

} 2
{z]€ — x; dans L7(Q), (1.74)

V25 —e; dans L3 ().
En appliquant le lemme 1.61 a g(y) := A(y)(e; + Vw;(y)), nous trouvons que 25 satisfait
I’équation

— div <A (g) vzg(x)) =0 dans D/(R"). (1.75)
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En multipliant (1.75) par v € HE(Q) et intégrant sur €2, nous obtenons

/QA <£) V25(z) - Vu(z) dz = 0. (1.76)

e

Soit ¢ € CF°(£2). En prenant successivement v = 25 dans (1.69) et v = pu. dans (1.76),
nous obtenons :

/QA@) Vu, - (V)25) dx+/ﬂA<§> Vue - (V£)p) de = (fzd),  (L77)

e

/QA (g) V5 (Ve)ue) dz + /Q A (f) V25 - (Vug)p) dz = 0. (1.78)

Puisque A est symétrique, alors nous avons l'identité

AA(%) V2t - (Viae)o) dx:/ﬂA(f) Vue - (V5)g) da.

En soustrayant (1.78) de (1.77), nous obtenons

x x o
/Q A(2) Vue - (Vo)) da = /Q A(2) V35 - (Vo) do = (F.25).¥0 € CF(9).
(1.79)
Nous pouvons passer a la limite dans (1.79) sans aucun probléme puisque A <§) Vue —
n dans L?(2) et (V)25 — (Vo)z; dans L2(9).

Nous avons :

Donc,

(a(2)v=) ~ /Y (Aij<y>+iAik<y>87§;iy)> dy = A" dans L*(€). (1.80)
2

(2

Par ailleurs, nous avons (Vp)u. — (Ve)u dans L?(€2). Or, Z; — x; dans H (), donc

=1

D’aprés (1.70) avec v = @z, I'équation (1.81) devient

. Ahpm 9. = ;—— . (0.
/Q;(mmj i w) (635,) dw /Q;maxi (pz;) dz, Vo € C5°(Q)

Ce qui implique que, pour tout j € {1,...,n},

“ ou
o Ahom Z% = ().
/Q <77] E e 3%) pdz =0, Vo e C;7(N)

i=1
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Nous en déduisons que
n

nj = hom ZAhom Ahomvu)]’ Vj € {1 n}7 p.p. dans Q,

U
i=1

cest-a-dire n = A"MVu. Ainsi, u € H}(Q) est 'unique solution de (1.42). Par unicité
de la G-limite, les convergences

u. — u dans H}(Q),
A (g) Vu, — A"y dans L?(Q)

ont lieu pour la suite u, entiére et non pas seulement pour des sous-suites.
(2) Montrons enfin que «a|£]|? < AMome . ¢ < B|€||%.
i) Soit £ € R™. Nous définissons

x) = Z@z?(x), p.p. x € R",

ol les 25(z) sont les fonctions définies par (1.73). D’aprés (1.74) et (1.80), nous
avons

Ve — ijxj =¢ -z dans L2(Q),

- (1.82)
Vo, — ¢ dans L2(9),
(AVv.); — (Ahomg), dans L2(Q), Vi=1,...n.
De plus, d’apres (1.75), nous avons
. z _ ! (mpn
—div <A (6) Vv€> =0 dans D'(R"). (1.83)

x
Montrons que A <—> Ve - Ve = Alome . ¢ Cest-a-dire que
€

e—0

lim A <A <§> Vo - Vv€> pdr = /Q(Ahomf e dr, YVoe P ().  (1.84)

En utilisant (1.83), nous obtenons

/Q <A < > Vg - Vve pdr = /Q A ;U Ve - Vgp) ve do — <div <A (g) Vv€> ,gov€>

:U
/ A - Vv€ Vgp)vedx

iO

D’aprés (1.82), nous avons

- /Q (4(2) Vo Vi) vz do — - /Q (Ahome . V(¢ - z) da = / (Ahome - €)e da,

Q
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nous en déduisons donc (1.84).
Par ailleurs, I'inégalité o/ ¢|? < A€ - € implique que

a/ Vo] 2p de < / <A (f) Vo, - vvg) o dz, Yo e CP(Q)p >0.  (1.85)
Q Q €

Par conséquent, en utilisant (1.84) et la semi-continuité inférieure de la norme sur
L?(9), on obtient par passage a la limite lorsque ¢ — 0 dans (1.85) :

a/ €)% dz < /(Ah‘””§ ) dx, Vo e C5 (), > 0. (1.86)
Q Q

Ce qui implique que «|£]|? < AMomE . € VE € R™.

ii) Montrons la deuxiéme inégalité. Nous avons
Abeme g / (€ + Vyw) - (€ + Vyw) dy
— [ A+ Vo0 € dy+ [ e+ Tyw) - Ty dy
= [ Awg-gay+ [ AwVyw-g i+ [ A@E+ 0Ty dy.
D’autre part,
[ AW+, Fywdy=0 = [ aw,u-gdy=- [ 407,090
donc
o= [ Awe-¢dy- [ AV vwdy< [ A€ dy < plel.
En rassemblant tous ces résultats, nous concluons que A* = Ahm € M, (a,5,0).

1.4.3. Par la I'-convergence et convergence a deux échelles
Puisque la matrice A est symétrique, notre probléme modéle
_div (A (f) Vug) — f dans Q,
€
u. € HH(Q)

est équivalent au probléme variationnel suivant : trouver u, € H&(Q) qui minimise la fonc-
tionnelle

J-(u) ::§/QA<§) Vu - Vu dz — (f.u) g-1q),m1 o)

En vertu de la propriété de stabilité de la I'-convergence par rapport aux perturbations
continues, nous nous concentrons uniquement sur ’énergie interne

E (u) = %/QA <§> Vu - Vu dz.

Nous avons donc a démontrer le théoréme suivant.
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Théoréme 1.62. Soit E. la suite de fonctionnelles définie par :

1 T , 1
B(u) = §/S]A(E>Vu-Vu de  siue Hy(Q),

+00 siu € L2(Q)\ H(Q).

(1.87)

Alors, E. T'-converge pour la topologie faible de H&(Q) vers la fonctionnelle EM™ définie par

1
5/ APy - Vu do siu € HY(Q),
= Q

EMom(y) = (1.88)
+oo siue L3(Q)\ H(Q),

ot Ah°™ est la matrice homogénéisée définie par (1.43).

Démonstration. (i) On montre d’abord un résultat de relative compacité pour toute suite
ue € HY(Q) telle que E.(u.) < M, avec 0 < M < oo. On introduit 1’ensemble

V:={ve H Q)| E.(v) < M}.

Soit u. € V. Alors, d’aprés la condition de coercivité (1.7) et I'inégalité de Poincaré
(B.1), on a

el oy = [ (fue? + V0P do < (14 C) [ [Vuf? da

2(1+Cp
< %E‘s(us)
- 2M(1 + Cp)’
o
ou Cp est la constante de Poincaré. Par conséquent, on a
2M(1+C
VCK:= {u e H(Q) | ull () < %}.

D’aprés le théoréme de Rellich (Théoréme A.24), 'ensemble K est compact dans L?(2),
autrement dit, 'ensemble V' est relativement compact dans L?().

(ii) Inégalité de la I-limite inférieure : Soit u. une suite dans H{ () qui converge faiblement
vers u dans HE(Q). Si E-(u.) = +oo, alors le résultat est trivial. On suppose alors
que E.(us) < M. D’aprés (i), il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que
el ) < C. Alors, d’aprés les propriétés de la convergence a deux échelles (voir
théoréme 1.13), il existe une fonction u; € L?(; H#(Y)/R) telle que, a une sous-suite
prés, Vue = Vu(x) + Vyui (z,y). Pour tout ¢ € L*(;Cx(Y)), on a :

Ogé/S)A(g)(vue_@)'(vua_‘P) dz

:%/ﬂA(%)Vug-Vua dx—/ﬂA(§>VUa-<ﬂd$+%/ﬂA(§)<P'<Pd90-

32



Donc, pour tout ¢ € L?(Q; Cx(Y)),

E-(u:) > /QA <§> Vu, - dz — % /QA (g) - dur. (1.89)

En passant & la limite inférieure dans cette inégalité et en utilisant les propriétés de la
convergence & deux échelles, on obtient

1
liminfEE(ue)Z//A(y)(Vu—l—Vyul)-godx dy——//A(y)gp-gpdx dy.
e—0 oJy 2 QJy

D’autre part, Pespace L?(Q; C4(Y)) étant dense dans L%(2 x Y), I'inégalité (1.89) est
aussi vraie pour une suite de fonctions réguliéres o, (z,y) Y-périodiques en y conver-
geant vers Vu(z) + Vyui(z,y) dans L*(Q x V). En prenant une telle suite, on obtient
par passage a la limite inférieure dans (1.89) :

1
liminf F, (u.) > 5/ / A(y)(Vu+ Vyur) - (Vu + Vyup) de dy
Y

e—0

_ %/ﬂ [/Y Ay)(Vu + Vyur) - (Vu + Vyur) dy] dz

2/
Q
—

- / Arem7y -V do = E"™(u).
2 Ja

v

inf { /YA(y)(Vu + V) - (Vu+ Vyv) dy }] dz

UEH#(Y)

(iii) Inégalité de la D-limite supérieure : Soit u € HE(Q2). Par un argument de densité, on
peut supposer que u € CG°(£2). Soit ui(y) € CgF(Y) une solution du probléeme de
minimisation

inf { / A(y)(Vu+ Vyv) - (Vu+ Vyv) dy } .

Y

veHL(Y)

L’existence de uj est assurée par la coercivité et la semi-continuité inférieure de la
fonctionnelle

v|—>/ )&+ Vyv) - (£ + Vo) dy, V€ € R™

On pose ue(x) := u(z) +euy (£). On a ue — u dans C§°(Q2). En outre, on a

/QA (g) Vue - Vu, dx

/ A (g) (Vu(z) + Vyur (x/e)) - (Vu(@) + Vyui (z/e)) da
Q

E (us) =

1
2
1
2

La fonction y — j(y) := Ay)(Vu + Vyu1) - (Vu + Vyup) étant Y-périodique, la suite de

fonctions j. définie par j.(z) := <—> converge faiblement dans L?(Q) vers [y i(y) dy. Par
5
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conséquent,

ii_)n% E.(us) = %/Q [/Y A(y)(Vu+ Vyur) - (Vu+ Vyup) dy] dx

_1/
=3/,

1
= —/ AhOmVu -Vu dz = E"™(u).
2 Ja

veEH

i {/A (Vu+V,0) - (Vu+V,0) dy}] dz

On conclut la preuve du théoréme par un argument de densité. ]

1.4.4. Par la méthode d'éclatement périodique

Nous partons de la formulation faible du probléme (1.41) qui s’écrit : trouver u. € Hg(Q)
telle que

/ A(f)vuew dz = (fo), Vv e HA(Q). (1.90)
o \&

D’aprés le lemme 1.2, la solution u. du probléme (1.90) est bornée dans H} (€2). Elle converge
donc faiblement dans H}(Q) vers une limite u € Hg (). D’aprés le théoréme de Rellich, on
a u: — u dans L%(Q). D’aprés les propriétés de I'éclatement périodique (voir sous-section
1.3.3), on a

Te(ue) — u dans L*(Q; HY(Y)), (1.91)

T-(Vue) = Vu+ Vyu; dans L*(Q x Y), avec u; € LQ(Q;H;&(Y)). (1.92)

En appliquant la formule d’intégration suivante

// zy) dz dy = /Qgp(m) dz, Vo € LY(Q)

a I’équation (1.90), on obtient

/ / (2.9) To(Vue) To(Vo) da dy = (£.0), Yo € H(Q),

ou encore

/ / T:(Vu )T (Vo) dx dy = (fv), Yo € H(Q), (1.93)

En utilisant (1.92) et la proposition 1.21, on obtient par passage a la limite dans (1.93) :
/ / )(Vu + Vyup)Vo de dy = (f,v), Yo € Hj(Q). (1.94)
Soit ve(x) := ep(x) (g) pour tout z € Q, ot ¢ € C°(Q) et ¢ € H#(Y) Alors, on a

ve — 0 dans H}(Q) et T2(V0:) = ¢(2)Vy1(y) uniformément sur  x Y. En prenant v = v,
dans (1.90), puis en passant a la limite dans (1.93), on obtient

/Q/YA(y)(Vu + Vyu1)p(x)Vyh(y) de dy =0, Vo € C5°(Q2), Vo € H#(Y)
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Par densité de C§°(2) ® H#(Y) dans L2(£); H#(Y)), on déduit que

/Q/YA(y)(Vu + Vyu1)Vyp dz dy =0, Vo € LQ(Q;H#(Y)). (1.95)

Cette derniére équation implique que uq dépend linéairement de Vu. Il existe donc une
fonction w(y) = (w1(y),. .. ,wn(y)) Y-périodique telle que

" du
u1($ay) = aka(y) (1-96)
k=1 Ok

D’aprés (1.94), (1.95) et (1.96), on déduit que le couple (u,u;) est I'unique solution du
systéme

—div, (/ A(y)(Vu + Vyu1)> = f dans Q,
Y
—divy (A(y)(Vu+ Vyur)) =0 dans Q x Y.,

(1.97)

Nous utilisons le résultat [8, Théoréme 2.3] qui montre que le systéme (1.97) est équivalent
a
{— div(A*Vu(z)) = f dans ©,

ue € Hy (),
avec
Ay = [ A+ Fyi0) - (e + Vs o) d,
ot w;, 1 = 1,...,n est la solution du probléme

—divy(A(y)(e; + Vywi(y))) =0 dans Y,
w;(y) Y-périodique.

Nous retrouvons le probléme de cellule et le probléme homogénéisé obtenus a la sous-section
1.4.1.

Commentaires : Nous ne démontrons pas ici le théoréme 1.58 par les méthodes de H-
convergence et de Mosco-convergence, la raison étant que dans ’exemple considéré, ces deux
méthodes sont respectivement équivalentes a la G-convergence et a la I'-convergence.

1.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un bref apercu des méthodes d’homogénéisation
périodiques les plus utilisées dans la littérature. A travers le probléme d’homogénéisation
standard, nous avons mis en évidence les liens qui existent entre ces différentes méthodes.
Nous avons en particulier montré que ces méthodes sont complémentaires. Dans la suite, la
stratégie que nous adopterons pour démontrer un résultat d’homogénéisation est de combiner
la méthode de la convergence a deux échelles (ou une variante) et la I'-convergence : nous
utiliserons la convergence & deux échelles pour étudier la convergence de suites de minimiseurs
et la I'-convergence pour étudier la convergence de fonctionnelles.
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2. Structures considérées

Sommaire

2.1. Périodicité . . . . . ...
2.2. Description d’un réseau périodique . . . . . . . . . ... ...

2.3. Hypothése sur le réseau : connectivité . . . . . . . . .. ... ..

2.4. Graphe périodique élargi. . . . . . . .. ...

2.5. Structures basées un graphe périodique élargi . . . .. .. . ..

2.6. Résultats connus sur ce type de structures . . . .. .. ... ..

Ce chapitre est consacré a la présentation des structures qui sont étudiées dans ce manus-

crit.

2.1. Périodicité

Nous introduisons une notion qui permet de classer les structures périodiques en fonction
du nombre de vecteurs de périodicité. Dans I'espace euclidien RY (N = 1, 2 ou 3), on parlera
de périodicité 1D, 2D, 3D lorsqu’'une cellule de référence est répétée selon un, deux, trois

vecteurs, respectivement. Pour fixer les idées, donnons quelques exemples.
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FIGURE 2.1. — Structure 2D avec une périodicité 1D
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FIGURE 2.2. — Structure 3D avec une périodicité 1D
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FI1GURE 2.3. — Structure 3D avec une périodicité 3D
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2.2. Description d'un réseau périodique

Pour des raisons de simplicité, on s’intéresse & un domaine parallélépipédique 2 formé
d’un grand nombre de cellules identiques a €Y, ol € est la taille caractéristique des cellules
et Y une cellule de référence dans laquelle la géométrie de la structure est décrite.

Dans I’espace euclidien RY, on appelle réseau périodique tout réseau constitué par :

— une cellule de référence Y contenant un nombre fini K de nceuds;

— une famille de m vecteurs de périodicité linéairement indépendants t,, a € {1,...,m}

avec 1 <m < 3.
On utilise I := (i1, ... ,im) € Z™ pour référencer (ou repérer) les différentes cellules du réseau
et s € {1,...,K} pour référencer les différents nceuds de chaque cellule. Les positions dans
RY des nceuds du réseau sont notées v, oit s = 1,...,K est le numéro associé au nceud dans
la cellule de référence.

AVAVAAVAV%V

AVA
VANAV.TANAYAY,
\WVAVAVAVAVAY,

FIGURE 2.4. — Exemple d’un réseau périodique bidimensionnel — cellule de référence en gris
avec un seul noeud (i.e. K =1).

Dans tout réseau périodique, la position d’'un noeud peut étre donnée en fonction de la
position du nceud correspondant dans la cellule de référence et des vecteurs de périodicité.
En supposant que e~! est un entier naturel, on introduit les nceuds

Yis = e(ys +itts + - imtm) avec I = (i1,...,ip) € Z™, (2.1)

ot (ys) est une famille de K vecteurs.

On utilise y7 := e(i1t1 +1i2t2 +1i3t3) comme point de référence de la cellule I. Sans perte de
généralité, on peut supposer que ’espace vectoriel R™ engendré par les vecteurs t, coincide
avec lespace engendré par les m premiers vecteurs de la base canonique (ep,...,en) de
I'espace RV,

Pour une cellule [ fixée, le nombre de cellules voisines (ou adjacentes) est égal a 3™ — 1.
On voit bien sur la figure 2.5 (lorsque m = 2) qu'une cellule I a 8 = 32 — 1 cellules voisines.
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I:(il—l,i2+1) I:(il,iz—i-l) I = (i1+1,i2+1)

cellule de référence

I= (il — 1,i2) I= (il,iz) I= (il + 1,i2)
3]
I=(i1—142—1) I=(i102—1) /T=(i1+12—1)

FIGURE 2.5. — Une cellule I et ses cellules voisines

Sans perte de généralité, on peut supposer qu'une cellule I est en interaction seulement avec
ses cellules voisines. En effet, on peut toujours choisir une cellule prototype assez grande
pour que cette hypothése soit vérifiée, comme illustré a la figure 2.6.

| & | 6|0 0 | 0|8 | ¢ o o |-
// g ? ] Ys ?/’7/&5/ /
o o[ e o e[ o | o | o A e o o
Y1 Y1 Y2 Y3 Y4
(a) Interactions a longue portée : 16 cellules (b) Interactions entre cellules voisines

(lignes bleues) : 4 cellules

FIGURE 2.6. — Deux points de vue pour décrire un méme réseau périodique : 1) avec une
"petite cellule" et des interactions a longue portée (figure (a)); 2) avec une
cellule assez grande pour respecter ’hypothése (figure (b)). C’est le deuxiéme
point de vue que nous adoptons.

En raison de la périodicité, nous considérerons seulement la moitié des cellules voisines.
En comptant la cellule I elle-méme, les cellules voisines sont les cellules de la forme I + p, o
p appartient & un ensemble P de cardinal n := (3™ + 1)/2. Lorsque m = 1, 2, 3, on choisit
respectivement :

P:.={0,1}, (2.2)
P.= {(070)7(170)7(071)7(171)7(17 - 1)}7
7) = {(07070)7(17070)7(07170)7(17170)7(17 - 170)7(07071)7(07171)7(0717 - 1)7
(17071)7(1707 - 1)7(17171)7(1717 - 1)7(17 - 171)7(17 - 17 - 1)} (2'4)
Dans tous les cas, respectant I’ordre donné ci-dessus, on identifie ’ensemble P avec {1,...,n},

et pour tout p = (p1,...,pm) € P, on note p := pity + -+ + pmlm, le vecteur correspondant
de sorte que yj,, . = yj, + ep. Pour chaque paire de noeuds distincts (yf,s,yﬂp &), on
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caractérise l'aréte correspondante [y .,y7 +p < par la longueur normalisée :

gp,s,s/ = 8_1Hy§+p,s’ - yis” (25)

. . . 2 £ 1> .
et le vecteur unitaire Tp,s,s!, Oriente de Yrs VOIS Yr i) o °

e e
Yi4p,s — YIs
€€p7s7s, .

Tp,s,s' *= (2.6)
Une autre facon de caractériser les arétes est de définir les matrices d’interaction AP. En
notant a, s« les coefficients de ces matrices d’interaction, on dira qu'une aréte connecte les
noeuds (1,s) et (I + p,s’) si et seulement si ap s ¢ # 0, et on posera a, s ¢ = 0 si les noeuds
(I,s) et (I 4+ p,s’) ne sont pas connectés (voir figure 2.7). On introduit Iensemble A des
multi-indices correspondant a toutes les arétes du réseau :

A:={(p,s,s) | peP1<s<K]1<s <K,uap,sg #0}.

p=3 p=4
Y2 Y2
° ®
At Y1
I +](0,1) | I+(L,1)
p¥F 1 p=
Y2 /fg
Y1 Y1
Cellule I | I+ (1,0)
p=>5
()
Y2
()
Y1
I+ (1’ - 1)

FIGURE 2.7. — Interactions entre une cellule et ses voisines : ici X =2 et m = 2.

Dans I'exemple de la figure 2.7, il y a cinq interactions non nulles, représentées par les lignes
bleues :
— Une interaction interne (i.e. p =1 = (0,0)) entre les noeuds y; et y2 (a1,1,2 # 0);
— Trois interactions avec la cellule de droite (i.e. p = 2 = (1,0)) entre le nceud y; de la
cellule I et les noeuds y; et yo de la cellule I + (1,0), entre le noeud yo de la cellule I
et le nceud yo de la cellule I + (1,0) (a2,1,1 #0, az12 # 0 et aga2 # 0);
— Une derniére interaction avec la cellule de dessus (i.e. p =3 = (0,1)) entre le nceud y,
de la cellule I et le noeud y; de la cellule I + (0,1) (a32,1 # 0).
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Y2

t1 | %1
[ ]

FIGURE 2.8. — Réseau correspondant & la figure 2.7

Il n’y a pas d’interactions entre la cellule I et les cellules voisines I + (1,1) et I 4+ (1, — 1),
mais de telles interactions auraient pu étre considérées. Les interactions avec les cellules de
gauche ou de dessous existent aussi, mais il n’est pas nécessaire de les fixer en raison de la
périodicité.
. . . 0 a a a
Les matrices d’interaction sont : A0:0) = < 1’1’2>, A0 — < 211 2’1’2>, A0 —

0 0 0 (2,22
0 0 0 0
(171) = (17_1) —
T e t)]

Remarque 2.1. Par convention, un nceud ne peut pas interagir avec lui-méme et on ne
compte pas deux fois une méme interaction. C’est pourquoi, la diagonale de la matrice d’in-
teraction interne A9 est nulle et que les autres matrices (pleines) ne sont pas symétriques.
En fait, seul le coefficient a; 12 a une signification dans la matrice A:0)  tandis que tous
les coefficients ont une signification dans les autres matrices. Dans ’exemple ci-dessus, on

compte au total 17 valeurs d’interaction. On peut d’ailleurs vérifier que le nombre total des
3"K - 1)K

valeurs d’interaction est égal a , ol on rappelle que m est le nombre de vecteurs

de périodicité et K est le nombre de noeuds dans la cellule de référence.

2.3. Hypothése sur le réseau : connectivité

Nous supposons que les arétes connectent tous les nceuds du réseau. On dit dans ce cas
que le réseau est connecté. Cette hypothése se traduit mathématiquement par : pour tous
p € Pet(ss) € {l,--- ,K}? il existe un chemin fini dans le réseau joignant le nceud y5 ,

au nceud y7, o, c’est-a-dire, une suite finie (s1,--- ,s,41) dans {1,--- K}, (p1,--- ,pr) dans
T

P, (€1, ,&) dans {—1,1} telle que s1 = s, 8,41 = ¢/, Zeipl- =pet
=1

{ei >0 = (pi,sisit1) € A, (2.7)

€ <0 = (pz‘73i+173i) e A.

Remarque 2.2. Les « relations » (2.7) indiquent le sens du chemin pour passer du nceud
Yy7,s au noeud y7 s Une illustration est donnée a la figure 2.9.
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WAL
AV

WAL
AL

Y3 Y3
Y2 Y2
Y1 Y1
(a) Sens habituel (b) Le chemin pour relier le

nceud y1 au neeud ys3

FIGURE 2.9. — Un exemple de chemin dans un réseau.

Sur la figure 2.9, le chemin décrit & gauche ne permet pas de passer directement du nceud
y1 au noeud y3. Pour joindre ces deux noeuds, il faut utiliser le chemin décrit & droite, qui
correspond a [(1,1,2),4+1], [(2,2,3),+1], [(3,3,1),+1], [(1,1,2),+1], [(2,1,2),—1], [(3,3,1),—1].

Remarque 2.3. Notons que pour des noeuds yis et y§ 4ps Qui sont a I'intérieur de (2,
le chemin les reliant est indépendant de I. Mais, pour des nceuds qui sont & la frontiére
de €2, il peut étre nécessaire de modifier le chemin. Pour éviter cela, nous supposons qu’il
existe toujours une famille finie de chemins dans laquelle il existe un chemin (au moins) qui
convient.

Nous donnons ici quelques exemples de réseaux non connectés et de réseaux connectés.

|

/

FIGURE 2.10. — Réseaux non connectés
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FIGURE 2.11. — Réseaux connectés

Remarque 2.4. Méme si le probléme de connectivité semble clair lorsque ’on considére
les figures 2.11 et 2.10, il n’est pas si facile de vérifier mathématiquement si une structure
quelconque est connectée ou non : des algorithmes algébriques pour vérifier la connectivité
sont donnés par Babuska et Sauter dans [13]. Dans toute la suite, nous nous limiterons a
décrire des structures connectées.

Pour concevoir des structures périodiques bi- et tridimensionnelles, la notion simple de réseau
périodique telle qu’elle est introduite a la section 2.2 n’est pas suffisante. On a besoin d’élargir
le réseau, c’est-a-dire d’introduire un paramétre d’épaisseur h.

2.4. Graphe périodique élargi
On note Z¢ I’ensemble des indices des cellules qui sont & l'intérieur de € :

T5 = {I € Z™ | 4 € Q}, (2.8)

o
G°¢ Densemble des nocuds des cellules incluses dans le domaine 2 et G¢ 'union des arétes
reliant les noeuds du graphe :

o K
F=U Ui ¢=U U b 29)

IeZe s=1 I€Z# (p,s,s’)eA

Remarque 2.5. Le cardinal de I’ensemble Z¢, noté N¢, est de I'ordre de e~™. En effet, le
volume de €) est égal au volume d’une cellule élémentaire €Y multiplié par le nombre de
cellules N¢. Puisque |eY| = e™|det(t1,. .. tm)|, alors |Q] = N |det(t1, ... ,tn)], et donc

1]

N¢E = .
em|det(ty, . .. tm)]

(2.10)

Nous introduisons ici une notation que nous utiliserons dans les chapitres qui viennent. La

valeur moyenne d’une quantité ¢; définie sur Z¢ sera notée par w1, i.e.,
1
1
Yor=g e~ o 1)
I Iels Iels

On appelle graphe élargi d’épaisseur h, ’ensemble {x € Q|d(z,G%) < g}, ol d désigne

la distance euclidienne.
Dans la suite, nous nous intéresserons au cas ott h = B¢2. Le graphe élargi sera donc

e N
Les « barres » wj s du graphe élargi sont définies par :
€ 5 € /852
Wipss =17 € QAT s YT1ps]) < - [ (2.13)
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FI1GURE 2.12. — Exemple de graphe périodique élargi

2.5. Structures basées un graphe périodique élargi

La notion de graphe périodique élargi permet de modéliser plus facilement les structures
périodiques (voir par exemple figure 2.13).

FIGURE 2.13. — Exemple d’une structure basée sur un graphe périodique

Définition 2.6. On dira qu’une structure basée sur un graphe périodique est connectée si
le graphe correspondant est connecté.

2.6. Reésultats connus sur ce type de structures

De nombreux travaux ont été consacrés & I'étude du comportement macroscopique des
structures minces périodiques. Nous nous contenterons de citer quelques-uns : [21, 104, 79,
67, 56, 61].

Dans [21], Bouchitté et Fragala ont étudié le comportement asymptotique de structures
périodiques constituées de barres d’épaisseur ¢. Ils ont identifié chaque structure périodique
avec une mesure positive pug sur R™. Ils ont montré qu’une condition d’existence de la fonc-
tionnelle homogénéisée est que la suite de mesures pgs converge faiblement vers une mesure
qui vérifie une propriété dite de connectivité. Ils ont ensuite montré que 1’énergie élastique
initiale T-converge vers une énergie de ’élasticité classique (i.e. de premier gradient).
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Dans [67], Martinsson et Babuska ont étudié '’homogénéisation de matériaux avec des mi-
crostructures périodiques en « treillis ». Ils ont fait ’analyse des équations régissant 1’équi-
libre de ces matériaux en utilisant la transformée de Fourier discréte. Ils ont montré que
lorsque la taille de la microstructure tend vers zéro, le modéle homogénéisé est soit un mo-
déle d’élasticité classique soit un modeéle de Cosserat.

Dans [61], Le Dret et Raoult ont modélisé le graphéne comme un réseau hexagonal formé
par des barres élastiques. En utilisant la I'-convergence, ils ont caractérisé le comportement
macroscopique du graphéne en grandes déformations. Ils ont obtenu un modéle effectif clas-
sique.

Dans [79], Pastukhova a étudié des structures constituées de plaques d’épaisseur h qui est

fonction de la taille € de la période. Elle a montré que lorsque lin(l) — =60 > 0, I'équation
=0 €

homogénéisée est une EDP d’ordre 4 par rapport au déplacement « transverse », autrement
dit elle a obtenu un modéle effectif de type second gradient.

Dans [56], Gonella et Ruzzene ont étudié les propriétés effectives des réseaux périodiques
bidimensionnels dans le cas dynamique. En appliquant une technique de troncature, ils ont
négligé les termes d’ordre en O(£3), ofl € est la taille de la période et ont obtenu des équations
de I'élasticité classique.

Dans [104], Zhikov et Pastukhova ont étudié¢ dans le cadre de 1'élasticité I’homogénéisation
de structures périodiques dépendant de deux paramétres géométriques h et €, ot h désigne
I’épaisseur des structures et € la taille de la période. Ils ont montré en utilisant la convergence

h(e
4 deux échelles, que lorsque lin% Q = 0 > 0, le modéle homogénéisé est non classique :
e— 9

I’équation homogénéisée est une équation différentielle ordinaire d’ordre 4.
L’approche que nous adopterons pour étudier ce type de structures sera basée sur une
combinaison de la méthode de la convergence & deux échelles avec la I'-convergence.
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3. Problemes de réduction totale ND-0D,
avec N =2 ou 3
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Nous considérons des structures élastiques basées sur un graphe périodique élargi d’épais-
seur h tel que nous venons de le décrire a la section 2.4. L’extérieur de ce graphe périodique
est vide. Ces structures sont constituées d’un matériau élastique linéaire isotrope homogéne.
On peut les caractériser par trois longueurs d’ordres de grandeur différents qui sont la taille
£ de la période, la taille caractéristique L du domaine €2 occupé par le graphe élargi et
I’épaisseur h des barres du graphe. Nous supposons que £ est petit devant L et que h est

l h
petit devant £. Nous introduisons les deux petits paramétres € := I L letd:= 7 < 1.

La limite € — 0 correspond & 'homogénéisation et la limite § — 0 correspond & une réduc-
tion de dimension. Les deux limites (¢ — 0 avec § > 0 fixé et 6 — 0 avec € > 0 fixé) ne
commutent pas [27]|. Dans ce chapitre, nous étudions le cas o les parameétres € et § tendent
simultanément vers zéro (concomitance entre homogénéisation et réduction de dimension).
Nous supposons que § = e avec 0 < 8 < 00, ce qui équivaut & h = £fe. En fait, c’est le cas
critique puisque les autres cas § < € et § > ¢ peuvent se déduire de nos résultats en faisant
tendre ultérieurement 3 vers zéro ou l'infini.

Nous spécifions les ordres de grandeur des coefficients de rigidité du matériau constituant
les barres du graphe élargi. Nous tenons a préciser que faire une hypothése sur la rigidité
élastique équivaut a faire une hypothése sur 'ordre de grandeur des forces extérieures appli-
quées. Puisque le volume des structures tend vers zéro lorsque § tend vers zéro, il est clair
que 'on a besoin d’une forte rigidité du matériau si I’on veut que les structures résistent a
des forces d’ordre 1.
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En utilisant les outils de I'-convergence, nous montrons deux résultats principaux. Dans la
section 3.2, nous montrons que lorsque les coefficients de Lamé du matériau sont de I'ordre
de 73, I’étude des structures bidimensionnelles peut se réduire a I'étude de systémes discrets
correspondant & des réseaux périodiques de nceuds reliés par des interactions élastiques de
type extension-flexion. Dans la section 3.3, nous montrons que lorsque les coeflicients de
Lamé sont de lordre de 7%, 'étude des structures tridimensionnelles peut se réduire a
I’étude de systémes discrets correspondant & des réseaux périodiques de nceuds reliés par des
interactions de type extension-flexion-torsion.

3.1. Convergence

Pour des raisons de simplicité, on suppose que 2] = 1. Nos hypothéses sur les ordres de
grandeur se résument & L = 1, £ = ¢ et h = . On notera alors 2 le graphe périodique
élargi.

Dans les sections suivantes, on aura a étudier le comportement des suites u® définies sur
différents domaines dépendant de . On doit donc préciser ce que signifie la phrase « u®
converge vers u ». Pour cela, on introduit 'opérateur de discrétisation m.: L*(Q5;RY) —
V. ot V. est l'ensemble des fonctions définies sur Z¢ x {1,...,K}, qui & tout champ u €
L%(QF; RY) associe la famille des valeurs moyennes (i); s € V. définie par

ir, ::][ ula) da, (3.1)

I,s

2
ou Bf = {m | d(z,y7 ) < %}

Définition 3.1. Soit (Z7)1cz= une suite de familles de vecteurs. On dit que (Z¢) converge
vers une fonction mesurable z, et on écrit Z¢ — z, lorsque la convergence faible-x suivante

j: 256y = 2(x) da (3.2)
I

a eu lieu lorsque € — 0, ou 0, désigne la mesure de Dirac au point y.

Définition 3.2. On dit qu’une suite de fonctions (u®) C L?(Q%;RY) converge vers u lorsque,
pour tout s € {1,..., K}, (4°)1,s — u au sens de la définition 3.1.

Lorsqu’il n’y aura pas de confusion & craindre, on écrira simplement u® — wu.
Nous énoncons ci-dessous quelques propriétés de cette notion de convergence.

Remarque 3.3. La convergence (3.2) signifie que pour toute fonction ¢ € C°(€2), on a

1im Y Zfo(uf) = /Q 2(@)p(x) dr. (3.3)
I

Lorsqu’elle est appliquée a des suites (Z¢) vérifiant j:||ZfH2 < C, cette convergence assure

I
I'existence d'une fonction z € L?(€) telle que & une sous-suite prés, Z° — z (voir [30, Lemme

10.1]). En vertu de (3.3), on peut remplacer dans (3.2) la mesure de Dirac dc par dys ou
par dy: . En effet, pour toute fonction continue ¢, on a P(Yiips) — PY7s) = o(1).
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Remarque 3.4. La convergence des mesures (3.2), lorsqu’elle a lieu pour tout s € {1,... K},
est a rapprocher avec la convergence a deux échelles telle que définie par Nguetseng [76] et
Allaire [8]. Ici, la variable discréte s joue le role de la variable rapide. Dans ce cas, pour toute
fonction convexe s.c.i. @, on a

LS
ligljélf 3} 74 SEZI o(Z7 ) > /Q@(z(:v)) dz (3.4)
(voir [20, Lemme 3.1]).

3.2. Le probleme de réduction 2D-0D

3.2.1. L’énergie élastique bidimensionnelle - dualité

L’énergie élastique &. est définie pour tout champ de déplacement u € L?(Qf;R?) par

% /g <“°He(“)”2 + &[U(@(u))]z) dz siu e H'(QF;R?),

E(u) == 2 (3.5)
100 sinon,
. o Ao . , ;
ou i = @ et A= 323 sont les coefficients de Lamé, avec pug > 0 et A\g + pog > 0. A ces

coefficients de Lamé, on associe le module d’Young Y et le coefficient de Poisson v définis
par :

Yo Apo(po + Ao)
=— ou Y= ———~
Be3 210 + Ao
A Ao
V= =1y = —
2u+ X T 2u+ Ao
On a les relations inverses :
Y vY
=—— et A= ——.
=50+ © 1- 12

L’énergie duale (ou complémentaire) est définie pour tout champ tensoriel symétrique o €
L2(Qe; RQXQ), par

(o) = B L02—7)\0 r(o))? T
£lo) = 52 | (%H I s >>) d.

Remarque 3.5. Ce probléme bidimensionnel peut étre interprété comme un probléme lié
a des structures tridimensionnelles cylindriques en déformations planes (voir section 3.3).
3.2.2. Conditions aux limites

Nous supposons que les forces extérieures sont appliquées seulement aux nceuds du graphe.
Nous considérons des conditions aux limites de bord libre, ce qui signifie que nous n’imposons
aucune condition sur les déplacements des nceuds.
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3.2.3. Enoncé du résultat principal

Le déplacement & 1’équilibre des structures considérées résulte de la minimisation de I’éner-
gie élastique & définie par (3.5). En utilisant les outils de I'-convergence, nous montrons que
les minimiseurs de 1’énergie £, convergent vers les minimiseurs d’une énergie discréte combi-
nant des effets d’extension et de flexion. Plus précisément, nous montrons que la I'-limite de
la suite d’énergies & est identique a celle de la suite d’énergies discrétes (E. + F) représen-
tant 1’énergie élastique d’un réseau de nceuds reliés par des interactions élastiques, o E.(U)
est I’énergie d’extension définie par

[y UI+p,s’ - UI,S 2
EW) = >, 5 T (3.6)
(I,p,s,s")EZeX.A

et F.(U,0) est 'énergie de flexion définie par

2
Qa / 2 U r—U 2
RUg) = Y -J&ﬁiéﬁ[3<a,+py-+efs- )
6 ’ ’ ep s.s! e DS,
(I,p,s,s")EZeX.A "

+ Orips — 01,52, (3.7)
ot Ur s et 05 5 sont respectivement le champ de déplacement et la rotation associés a chaque
2Yo
noeud (1,s) et ap ¢ = )
€p7s7s/

Ce résultat s’énonce comme suit.

Théoréme 3.6. Pour toute fonction mesurable u, on a :

(i) inf{liminf & (v°);u® — u} > inf {liminf(E.(U®) + F.(U%,6°)); U° — u},
ut ~ e—0 e—0

Ue,0¢
(#) inf{limsup & (v°);u® — u} < inf {limsup(E.(U%) + F:(U*,6°)); U® — u},
ut " 0 Us,0° " ¢—=0

ot &, E. et F. sont respectivement les fonctionnelles définies par (3.5), (3.6) et (3.7).

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin de certains résultats auxiliaires concernant
le comportement asymptotique d’un rectangle élastique mince puisque les arétes du graphe
élargi Q° sont des rectangles élancés. Ces derniers résultats peuvent étre trouvés dans la
littérature en utilisant des développements asymptotiques formels. Mais, ces développements
asymptotiques ne permettent pas de prendre en compte des termes d’ordre de grandeur
différents. Afin de prendre en compte les différents ordres de grandeur, nous démontrons ces
résultats en utilisant des estimations d’énergie, c’est-a-dire des encadrements. Nous allons
ensuite estimer I’énergie élastique des structures considérées, rectangle par rectangle.

3.2.4. Estimations pour un rectangle mince

L’objectif de cette sous-section est de montrer que chaque rectangle mince se comporte
asymptotiquement comme une barre élastique travaillant en extension et en flexion dont
I'énergie ¢lastique est décrite en annexe (voir Annexe C).
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Soit (e1,e2) la base orthonormée de R2. On considére le rectangle w := [—£/2,(/2] x [~h,h],

avec h < 1 A toute fonction u € H'(w;R?), on associe les quantités

1 [P 3 [
U(zy) := o /hu(xl,xg) dzg, O(x1) := ~93 - uy(x1,x9)xe dag,
3 rh
) = gy [ (walara) = Ualon)) (42 = a3) doo
et
1 1 Orug — Ooug
= — dzy d = — —_ = = dzy dzs.
W= — /B(O,h) u(z1,22) doy dzg, ¢ 3 /B(O,h) 5 (z1,29) dzy dag

Les quantités U(x1) et 6(x1) sont respectivement le déplacement moyen et la rotation
moyenne de la section rectangulaire. Les quantités W et ¢ sont respectivement le dépla-
cement moyen et la rotation moyenne des extrémités de la section. La quantité v(z1) est une
expression technique qu’on peut interpréter comme la "distorsion" de la section.

Z2

I

:78/2 Ilzf/Q

FIGURE 3.1. — La géométrie du rectangle.

Nous montrons dans le lemme suivant que les déplacements et rotations de la section
rectangulaire sont proches des déplacements et rotations aux extrémités.

Lemme 3.7. Il existe une constante C indépendante de h, telle que, pour tout u € H'(B(0,h);
on a
2 2 2_ C 2
@ -WE<e [ el d 100) =91 < g [ e ax

(0 W<c/ (w)|? de.

Démonstration. Par un changement d’échelle, on se raméne au cas ott h = 1. On procéde par
I’absurde en supposant qu'il existe une suite u™ € H'(B(0,1); R?) telle que fB(o 1) le(u™)||? d=
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tend vers 0 et que 'une au moins des quantités ||[U™(0) — W™|2, ||0™(0) — ¢™||?, |[v"(0)||? ne
tend pas vers 0. La fonction 4" := u" — W" — ¢"(—x9,x1) vérifie :
1 1 M — Dot
—/ " (x1,22) dozy dzg =0, —/ M(azl,m) dzq dzs = 0.
T JB(0,1) T JB(0,1) 2

En outre, f]_;(()71)||e(ﬂ”)\|2 dz = fB(O,l)He(u")H2 dz — 0. Alors, d’aprés 'inégalité de Korn
(B.6) qui est valide sur l’espace

Ro =14 w = (wy,wy) € H'(B(0,1); R?) t.q.][ w = 0,][ Ow; — Jyun =0,
B(0,1) B(0,1) 2

@™ converge fortement vers 0 dans H'(B(0,1); R?). La continuité de I'opérateur trace assure
que 4" tend vers 0 dans H'/2({0} x [~1,1];R?) et donc dans L?({0} x [-1,1];R?). Ceci
entraine que les quantités

1 1
Un(O) —W" = 5/ ﬂn(0,$2) da?g,
-1

31 IR
"™ (0) = Z/ (ug(o,@) — 5/ uy (0,y2) dy2> (1 —z2) day
-1 -1
et
3 1
0"(0) — ¢" = —3 /1 a7 (0,22)x2 dzo
tendent toutes vers 0, ce qui est en contradiction avec nos hypothéses. O

Soit deux réels k et k' tels que

L
/

0§k<1<k<%. (3.8)
En estimant I’énergie élastique rectangle par rectangle, on risque de la surestimer au voisinage
B(y5 ,,k'h) d’un neeud y5 . Pour éviter cette difficulté, il nous faudra diviser les coefficients
de Lamé (1, M) au Voisinaée d’un nceud par le nombre maximal de rectangles qui s’y joignent.

Cette procédure sera mise en place a la sous-section 3.2.5.
Sur le rectangle w, on considére les fonctions constantes par morceaux (/1,5\) définies par :

A si |z1| < £/2 — K'h,
(1:0) |21

(e, \)(z1,22) == {(k/mk)\) sinon.

On note (U~,0~,v7) et (U',07,0T) les valeurs respectives de (U,0,v) en z; = —g et
T = +£
1=+3

Les deux lemmes suivants donnent une estimation de ’énergie élastique d’un rectangle
mince. Nous établissons une borne inférieure et une borne supérieure de 1’énergie élastique
d’un rectangle en fonction des déplacements et rotations de ses extrémités.
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Lemme 3.8 (Borne inférieure de 1’énergie). Il existe une constante C dépendant uni-
quement de k et k', telle que, pour tout u € H'(w;R?),

i A Yh h _

[ (#lel? + Flis(e)?) do = 27 (1= 03 ) [ - U2

l
2 + -
B e R ) B (sl B CY)
3 l l

En mécanique, pour obtenir des bornes sur ’énergie primale, il est habituel de passer a
I’énergie duale en choisissant un champ de contraintes o statiquement admissible, c’est-a-
dire vérifiant dive = 0 sur w et o - n = 0 sur les deux grands cotés du rectangle w, ot n
est la normale unitaire extérieure. Nous allons donc démontrer 'inégalité (3.9) en utilisant
I’approche duale.

Démonstration. Quitte & ajouter un mouvement rigide a u, on peut se ramener au cas ou
U = Uy et Uy = U, = 0. Pour tout champ symétrique o € L?(w), on a (Annexe D) :

[ el + Jimew?) 2 = [ (Gl - st + [ o e 310)

On consideére le champ o défini par

— (a +2b(z1 + c)xa b(R? — x%)>

b(h? — z3) 0

2Y 3Y 0ot —0-

= — + = —_—— + - ==

avec a : EUl’b' 62(9 +0 ) etc: e

Il est facile de vérifier que ce champ o est a divergence nulle, i.e.,

do1y n do12 —0. doay n Joag _o.
ox1 Oxo ox1 0xo
S T (TR
On pose Y := % (qui prend les valeurs Y et kY'). En utilisant les relations
o+
1 A L S
— = = —=< € - = ~
4 8u(A+p) 2V 2 Y
on obtient
1 2 A 2 1 2 2
—|lo||* = —=——(tr(0))* = —= ((1 + v)||o||* — v(tr(o
4u” | 8,&()\+ﬂ)( (@) "% (@ +)lel* = v(tr(e)?)
1
=0 ((a+ 2b(zq + )x2)? + 2b%(1 + v)(h? — 23)?).

Par conséquent,

3 0/2

/w <$”"”2_m(tr(a))2> da = /Z/2 %(2@%

8h3b? 32h°
(.7]1+C)2+?(1+V)b2) dl’l.
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D’une part, on a

2 1 2k'h 0
_— day = —(0—2K'h) + _ L
/5/2 Y (1) ' Y( ) kY Y

et

U2 (21 + ) 92 (21 +0)? SRR
~———— dx :/ dx —i—/ — — =)z + )P dz
/6/2 Y(xl) ! —0/2 Y ! —0/2 <k‘Y Y)( ! ) !

2
= d
+/g/2k/h<ky y) o do

3 !
<Flabe (D)3

3 !
<5t ) 0+ (7))

<o (14250 3+ (%)),

(7))

On en déduit que

e ————
< hzje (1 + 2%%) + 4h3j [32—31/ (3 + <%)2> (1 + 12%%) + 4:—;}(1 +v) (1 i 2%’%)}

K hy [ha?  4h36® [ 0 6e\2\  6h2
141200 34 (¥ il 1 1/2
* H)[Y T3 (36Y<+(£>>+5Y>} (car ~1 <v <1/2)

ha%¢  4h3b* 3 6c\2 6 x 36 h?
(34 (5 +55%%)]

vy T3 36y 7 5 2

h2¢? 6c\2 216 h?
2 270 et eV
[ +o 27 <3+(e> + 5 £2>]
2

[cﬂ + b2%§2 (3+ (%)2> (1+ 44%)]

14 44h_2> Yh |:(2U1+)2 + %2(3(9+ +607)2 4+ (01 - 9_)2)}
2

| —

Q

(
(
< (1+12k—/
(
(

h n h? n —\2 + —\2
)=+ |eui) +§(3(9 +072+ (0" —07))).
On a donc établi 'estimation :

1 A
[ (G0 = == (u(0)?) do
w N4 8i1(\ + f1)

< (1 n 36%/%) % [(2U1+)2 v %2(3(9+ +07)2 4 (0 — 0‘)2)]. (3.11)
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Puisque le champ o est a divergence nulle, alors d’aprés la formule de Green, on a

— (a—|—2b< — g +c)x2)u1( — §,$2) dxo

9 3 4 3 4 3
— 2ha(2U7) — %(W +07) - hgbc(m )+ }; bt =)
2Yh| h? 2h?
= QU+ S (30T 4672+ (07— 07)?) - S )0 +607)]
2Yh h? h? /1
> +y2 . v + 1 p—)2 +_p\2) _ "M (Lot +
> (2U1)+3(3(9 L0+ (0t —607)?) £<h(v )2 RO +07)?)]
2Y h h? h h
S 2, R + 92 +_p\2) _ e+ 2
>~ (2U1)+3(1 f)(g(a +O07)2+ (0 9)) S0 v)}
h\2Yh h? h
s> (1 M2rh 2, + 92 +_p2) 2
> (1 g) - (U2 + (307 + 072+ (97 - 07)?) 20 v )?]
z2 6y?
La premiére inégalité est obtenue en utilisant I'inégalité de Young : xy < % + ER v§ > 0,

avec £ :=v" —v7, y: =0T + 60 et § := h. On a donc établi I'inégalité :

/waze(u) > (1—%) 257‘ v+ ]"; (3(9++9*)2+(9+—9*)2)—%(M—U*)Q]. (3.12)

En utilisant (3.10) et les inégalités (3.11) et (3.12), on obtient que

/Q ()| + 2fex(e()) dz

(1 4362 ﬁ) Yar [ 2U;H)? (3 OF +67)2 + (0 — 9*)2)}

h
kt/) ¢ 3
A S
> (1- <2+36%)Z>YZL Uiy + f; (30% +07 + (0" —07)?) - %w —oy?].
ce qui donne 'inégalité (3.9) avec C' =2+ 36% O

Lemme 3.9 (Borne supérieure de 1’énergie). Il eziste une constante C' dépendant uni-
quement de k, k' et v telle que, pour tous UT, U~ dans R? et 61, 6= dans R, il existe
u € H(w;R?) vérifiant

U™+ 60 (—xo,x1) sixy < —L/2+kh,
(1’171'2) = + + . /
Ut + 0" (—xo,21) sixy >L/2—Kh
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et

[ (illet? + Sl do

< S wr -+ (e +o -2 o)) e

Démonstration. Quitte & ajouter un mouvement rigide & u, on peut se ramener au cas ou
U =-U; et Uy —07k'h =Uy; + 60~ k'h = 0. Dans ce cas, l'inégalité 4 démontrer est

L(mamW+§m@mmﬁdx

<3 <1 + C%) [ A R e RN U D) TS

o%'h £ —2kh
7

ouy:=1-— . On introduit la fonction ¢, affine et continue par morceaux,

définie par
1 silz| <£€/2—2Kh,
pla) = g 0 < A2
0 silz|>¢/2—-FKh.

On définit ensuite u = (uj,u2) en posant

( ) U 4+ 60 (—zo,x1 +£/2) sizy < —L/2+FKh,
u(xy,29) 1=
b2 U++0+(—1‘2,1‘1—£/2) si x >£/2—/€/h,

L
et pour |z1] < 5 K'h,

1 /1222 40
uy(21,72) : = (U — U{)% — @<%(9+ +607)+ ﬁ(m —07) — 26 + 0*))@,
v /2x _ _ 422
ug(x1,x9) 1 = @(TI(HJF +07)+ (0T -0 )) <7; - €2>
() + =y (8T g o +_p- m_%
& (e(U1 U )22 (7 (0" +07) + 0ot —07)) 2 ).

Dans ce champ de déplacement wu, la fonction ¢ est introduite pour tenir compte de 'effet
Poisson, c’est-a-dire le rétrécissement si v > 0 ou I’élargissement si v < 0.

Il est facile de montrer que u appartient a H'(w;R?). En effet, u est de classe C! par
morceaux sur w, car ses composantes sont des fonctions polynomiales. D’aprés la proposition
A8, il suffit de montrer que u (ou sa trace) est continue sur w. Etudions la continuité de u
enzy =—{/2+Kkhetz =10/2—kh.

1) Continuité de u en x1 = —¢/2 + k'h.
e A gauche du point 1 = —¢/2+ k'h, on a :

u (—4/2 + k' hyzo) = uy (—v€/2,29) = Uy — 0 2,
ua(—4/2 + k' h,zo) = us(—v£/2,29) = Uy + 0" k'h = 0.
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e A droite du point 1 = —¢/2+ k'h, on a :
uy(—€/2 + K h,xo) = ui (—v4/2,22)

1 _
= —§(U1+ -Uy)

= U; — 9_1‘2,
us(—£/2 + K hirs) = ua(—76/2.22) = 0.

1

7 (32O +07) = 20207 —07) — 20T +607)) o

On donc la continuité de u en x; = £/2 + K'h.
2) Continuité de u en z1 = £/2 — k'h.
e A gauche du point z; =¢/2 — k'h, on a :

ur(0/2 — k' hyxo) = uy (v€/2,22)
1

7 (B3C2OT+07) + 20207 —07) — 20T +07)) o

1 -
= §(U1+ -Up)
:Ufr —9+$2,

ug(0/2 — K'hyxe) = uz(v4/2,22) = 0.
e A droite du point 1 =¢/2 — k'h, on a :

u1 (/2 — K hyze) = ui (v4/2,22) = U — 0T 2o,
uz(0/2 — K hyxe) = ua(y4/2,22) = Uy — 07 k'h = 0.

On a donc la continuité de u en z1 = ¢/2 — k’h. On en déduit la continuité de la fonction u
sur w.

Estimons maintenant I’énergie élastique associée a ce champ de déplacement . On calcule
les coeflicients du tenseur des déformations e(u) :

et (u) = % <€(U1+ Uy - (%(eﬁ L) 400t — e—))x2> ,
eaa (1) = _%wﬂ (e(Uf ~Uy) - (%w N RN Can 9—))@) ,
2e15(u) = —% <£(U1+ — Uy )y — (%(m +O07)+ 00T —07)) ?)
+ M(W + 67 )22

62

D’une part, on a

e ()? + (exa(w)?) + 5 (en(u) + en(w)? = =357 (w14 7522 00) + 50 = Prip(an)?)

_ 621 _ _ 2
X <€(U1+—U1 ) — (T(9++9 Y4+ L0 -0 )>x2> .
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Y1412
<pu(l+v?) == t
D) Su(+p?) =57

Puisque (1 + v*2p?(x

30 = e))) = G v (= ew)?)

2
V (vl —v)  2(1 —~%p(1))
SE( 14+v (1—y)21 )’
alors
(e (u))? + (ex2(w))?) + % (e11(u) + exa(u))?
—~20(x 621 2
(3.15)

X [—h,h] est majorée

L’intégrale du second membre de (3.15) sur [—¢/2 4+ 2k’'h,0/2 — 2k’ h]
par 'intégrale sur [—%g,%g] [—h,h] du méme terme avec ¢ = 1, c’est-a-dire par

(1222 (s s 2 000 )

¢

+ 2k'h, lintégrale du second membre de (3.15) est majorée

Y
2rz U aoe
< % (1 + %%) ((UfL — U7 )+ %2(3(0+ +607) 4 (0 — 0—)2)>
8k + 4’“/2) h) <(U1+ U+ %2(3(9+ FO)2+ (0T — 9)2)> .

Yh ,
— <1 + <2k A

IN

Lorsque —g +Kh <z < —5%

par
1Y 8k' h
—— ————— | x 2K'R? (¢U - U} 00T+ 07|+ 00t —607])h
72642< (1—1/)2€>X (|U1 U1|+<3| +o71+4 |>)
Yh3k'h 8k' h h?
< 1 o’ + _7r—\2 . + —\2 + _p—)\2
<7 ( (1_VW><(U1 UD)? + = (307 +07)7 + 0+ —07)?)
Yh 6k h h?
< I n + 2 + 1 p)2 +_92) )
< €(3k (1_V)2)€<(U1 U1)+3<3(9 +07)2+ (0 9)))
On obtient la méme inégalité lorsque & — 2k'h < xl <5 —Kkh.
_74 ,ona:

D’autre part, pour tout —g +kh= —%ﬁ <1 < — k’

2 2
e <4 (T3 (10 = U P+ 0187+ 0P 4 167

V212
<’yQ (\Uff —U P40 +67>+10" -6

_ o h? 9v2ht
o) e+ 2

4——

o7

N 9h?
B ) 16 0P + o

+9—|2>

o).



Donc, I'intégrale de 2ju(e12(u))? peut étre majorée par

v2h? _ _ h?\ 2v¢  18vh3
o (7 (0~ Ur P+ 0 + 0P 1% — 0 P)L ) 25+ S0t 0P
U232 - B h? 18/<:/’yh3 _
<sutr (2 (107 =P+ @ =01t -0 ) + e o)
S P I8K'YAN v g2 gt e g2) PP
< 8uss (w (!Ul —UT P+ (9 =)ot + o P+ 1ot —0 y)z>>
Yh 2 4h ) h?
L Eh ah — + .92 + _
< <|U1 S UT 4+ (1810 + 07 + |07 — 07 2)— )
Yh 2 6h ) h?
< rh —~ g2 gt
< W(yUl UT2 + (18J6% + 072 + |0+ — 07 [2) >
_Yh v? 108h

< 1xv Wi ((Ufr—Uf)2+%2((9++9)2+(9+—9)2)>.

14 2k v 108
(1—v)? 14+v k-

L’inégalité (3.14) est donc obtenue avec C' := 8K/ <1 +

3.2.5. Preuve du résultat principal

Nous pouvons désormais démontrer le théoréme 3.6.

Démonstration. On remarque que le nombre d’arétes se joignant en un noeud yi . est borné
par 9K 1. On pose k = (9K)~!. Il existe alors une borne inférieure uniforme 6,, > 0 pour les
angles entre ces différentes arétes. Pour éviter de compter plusieurs fois ’énergie au voisinage
d'un noeud y5 ,, on choisit un rayon k'h avec k' := (sin(f,,/2))~" de sorte que les rectangles
partageant le nceud y7 ; ne s’intersectent pas en dehors du disque D(y? &k'h) (voir Figure
3.2).

LL’QA

FIGURE 3.2. — Intersections des rectangles au voisinage d’une jonction

1. C’est le nombre maximal d’arétes qui partagent le méme nceud.
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On considére sur Q¢ les fonctions (i, 5\ définies par

(3 (@ (110,M0) si d(x,G%) > k' Be?,
(kpo,kXo) sinon.

Soit u® une suite de champs de déplacement d’énergie bornée (i.e. & (u®) < M) convergeant
vers une fonction u dans L?(£2;R?). La définition de I'énergie £ implique que u® appartient
a H'(QF;R?). En outre, I'inégalité

&) = 53 /Q (pollew )P + 22 (e da < M

Mp

min(po,40 + o)
nous permet de scinder Iénergie E.(u), et on obtient :

1 ~ 5
etz Y [ (i) + Fine ) do
(I,p,&s,s’)eIfx_A S? p,s,8!

implique que [q.[le(u®)|]* dz < Ce? avec C := . Le choix de k et k' (3.8)

ou S§ ps.s , désigne le rectangle de ligne moyenne [y§ YT i, o] et d’épaisseur 232, En appli-

quant le lemme 3.8 & chaque terme de la somme ci-dessus, on obtient

1 cp -
Ee(uf) 2@ (1 B €—€> Z ap,s,s' {((UE,;&S - UIE7P78,5’) ) TP,S7S’)2
m (I7p7s,s7s/)€1-8><./4

2.2
e pe
e+ e— 2 e+ e—
o 2€p 5.5 (/Ul7p7sys/ o v17p737s/) + 3 ( < (elp S s’ + 9 7p73 s’ )
e+ _T7E— L
— Q(Ulvpysvsl Ulypysvsl) Tpvsysl 2 ( (0€+ — g ))2 (3 16)
g / 7p7878 I7p7878l ’ :
p 878
e+ £— 8+ Ve~ 3 Al A 3 T
oll Ulps o> ULRS’S,, Ipss VLps.s: Hlps o> Hlpss désignent les quantités associées a u

sur le rectangle S7 . comme dans le lemme 3.8 et £, := min{¢, 5 ; (p,s,5") € A}.

D’autre part, le lemme 3.7 assure que, pour tout (p,s,s’), les quantités

2 — 2
Z” T~ 0Lal% ZH Fhss — Wpall® Z’ Vg Z’ Vsl
Z’E ]pss ¢Is 2 et Z‘a I,p,s,s' ¢?+p,s)’2

sont toutes majorées par g / le(u®)||? et donc par Ce? (ici, ¢5 , est la quantité associée
e )
I

a u® sur le disque B} ; comme dans le lemme 3.7). 11 est clair que ces majorations restent
vraies lorsque l'on somme sur (p,s,s’) € A. En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient

2

S e (@ — T T

(I,p,s,s")EZex.A

N

IN

_ 3
Z apysvsl((UIE,J;;,s,s’ - UIE,p,s,s’) ' Tpvsvs/)z + Cez. (317)
(I,p,S,SI)EIEXA
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En vertu de l'inégalité (3.16), le premier terme du membre de droite de (3.17) est majoré
par Ce, ou C est une constante indépendante de €. Par conséquent, on a

Z ap,&s'((a?-‘rp,s’ - ais) : Tp,s,s’)2
(I,p,s,s")EZex A

e+ £— 2 5
E : apvsysl((UI,p,s,s’ - Ul,p,s,s’) ’ Tpvsvsl) + Cez.
(I,p,s,s")€Zex A

IN

En traitant tous les termes dans (3.16) de la méme fagon, on aboutit a

1 B ~ 5262
E(uf) > 222 Z Ap.s,s' [((u‘}ﬂ),s/ — ) - Tp78781)2 + = <3 (6( Tips T P1s)
(I,p,s,s")ELex A

(ﬁIJrP,S/ - ﬂis) ’ T;,_s,s’ 2

-2 )+ (O — 67.0)7)| — CVE

£p7878l

> B (af) + Fe(u%,¢°) — CV/e.
Le passage a la limite inférieure dans cette derniére inégalité donne
lim inf #) > liminf(E. () + F-(u®,0°
iminf & (u”) > liminf(E. (a%) + Fz(a”,¢%))

> inf {liminf(E.(U) + F.(U%,6));U° — u}. (3.18)
(U=,0°) " =0
Ce qui démontre le point (i) puisque 'inégalité (3.18) est vraie pour toute suite (u) d’énergie
bornée convergeant vers u.
Soit u une fonction mesurable a valeurs vectorielles et (U€,0°) une suite d’énergie bornée
(i.e. E.(U®)+ F.(U®,0°) < M) telle que U® — u. Sur chaque rectangle S%
donne une fonction u?n 5.8 de classe C'! par morceaux, vérifiant

S le lemme 3.9
b b b

£ I3 €
Uf s+ 07 o(=22,71) sur By

€ £ £
U1+p,s/ + 91+p,s/(—x2,x1) sur Bl+p,s/’

u?,p,s,s’(xl ,$2) = {

et telle que

A s, CBe
/S (el )P FlerCetu D) do < B (14 ) (W = UF) - )’

I,p,s,s

5282 5 e € € 1 2 5 e \2
o (3(e05 s + 07 = T Ul = UF ) Tima) o+ (0540 — 07,7 |.

€p7878,

On définit u® sur Q° en posant u(z) = uf , , 4(2) si @ € S7, . Nos hypotheses sur la
géométrie du réseau et la définition de &’ rendent cette définition cohérente sur les jonctions
des différents rectangles. Par définition, on a @ = U¢, et donc u* — wu. En sommant

I'inégalité précédente sur les (I,p,s,s’) € Z¢ x A, on obtient

£.(uf) < (1 + %a) (E-(U?) + F.(U* 6°)).

m
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En passant & la limite supérieure dans cette inégalité, on obtient

inf limsup & (v) < limsup & (u®) < limsup(E.(U®) + F-(U,0%)). (3.19)

€
uT—uU 50 e—0 e—0

Ce qui démontre le point (ii) puisque I'inégalité (3.19) est vraie pour toute suite (6°) et pour
toute suite (U®) convergeant vers u. O

3.3. Le probléme de réduction 3D-0D

3.3.1. L’énergie élastique tridimensionnelle

Pour tout champ de déplacement u € L?(2%;R?), on définit 'énergie élastique £° par

L/QE (NOHG(U)HQ + &[tr(e(u))P) dr siue Hl(QE;Rg),

E%(u) = Pet 2 (3.20)
100 sinon,

ou = ﬁﬂ_ et A= W sont les coefficients de Lamé, avec g > 0 et 2ug + 3Ag > 0. A ces
coefficients de Lamé, on associe le module d’Young

Y 3o +2

Y:—04, ou Yp:= —MO( 0 + 2410)

Be Ao + 1o

et le coefficient de Poisson
A B Ao

= - = I/O = ="
2\ + 1) 2(Ao + o)
On a les relations inverses :

¢\ vy
2o1+v) T A —20)

ILL:

3.3.2. Réduction a un probléme discret

L’objectif de cette sous-section est de montrer que ’étude des structures tridimensionnelles
considérées peut se réduire a 1’étude d’un systéme discret correspondant & un réseau de nceuds
reliés par des interactions élastiques de type extension-flexion-torsion. Avant d’énoncer le
résultat principal, nous expliquons d’abord les différents types d’interactions.

Interactions en extension. Ces interactions sont déterminées par 14K? coefficients positifs
ap s s L'énergie d’extension s’écrit

— Qp,s,s'
By =Y Y B () (3.21)

I (ps,s')€EA
ou Y.
TBYo
Op,s,s' = 7 (3.22)
p7s7sl
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et (pu)1ps,s est la quantité définie par

UI+p,s’ - Ul,s

(pU)I7p7S78l :: f ! Tp7878, (3~23)

qu’on interpréte comme 1’élongation de la barre d’extrémités (I,s) et (I + p,s’).

Interactions en flexion/torsion. On attache a chaque noeud (/,s) de la structure un mouve-
ment rigide : outre le déplacement Uy s, chaque noeud est doté d'un vecteur rotation 2
0r,s. On introduit le vecteur (a)rp.s s défini par

UI—{—p,s’ - Ul,s

(QU)1ps,s' = Tps.sr A (3.24)

6€p78751

qu’on interpréte comme la rotation de la barre dont les extrémités sont les noeuds (7,s)
et (I + p,s'). Puisque que les interactions mécaniques doivent étre objectives?, alors
'interaction en flexion/torsion entre les noeuds (7,s) et (I +p,s’) doit étre une fonction
quadratique positive des deux vecteurs 075 — (av)rpss €t Oryps — (QU)1ps,s- On
peut représenter cette fonction quadratique par une matrice 6 x 6 positive. Ainsi, les
interactions en flexion /torsion sont déterminées par 42K 2 matrices positives B, C et D
dont les éléments By, s o/, Cp, 5 s €t D, s o sont eux-mémes des matrices 3 x 3. L’énergie
de flexion/torsion s’écrit donc sous la forme :

B '
FE(UG) = 3: > [(91,3 —(aU)1p,s,s') - % (01,5 — (QU)1p,s,5)
I (ps,s')€A
+ (01,5 - (O‘U)Lp,s,s/) ’ Cp,s,s/ ’ (01+p75’ - (O‘U)IJLS,S/) (3-25)
D ,
+ (Or4p,s — (QU)1,p,s,5') - p;S “(Or1p,s — (QU)1ps,s) |5
ou
Bp7s7s/ = Dp7s7sl = ap7s7sl(f(Id - Tp7s7s/ ® Tp7s7s/) + tTp7s7sl ® Tp7s7s/)’ (3-26)
2Cp,s,5 = p,s,s (f(Id = Tp 5.9 ® Tps,sr) — 2UTps 50 @ Tps.57)s (3.27)
avec 5
2
= ti = ———. 3.28
Fi=fh b= (3.25)

L’énergie élastique totale du réseau est donnée par la somme E°(U) + F<(U,0).

Nous montrons dans le théoréme suivant que la I'-limite de la suite des énergies élastiques
tridimensionnelles (3.20) est identique a la I'-limite de la suite des énergies discrétes (E€+F<),
ou EF et F* sont les énergies définies respectivement par (3.21) et (3.25).

2. En petites déformations, les rotations sont représentées par des matrices antisymétriques qui peuvent
étre aussi identifiées avec des vecteurs.

3. Ici, I'objectivité signifie 'invariance par ajout d’une valeur constante ® au champ 607 s et d’'un champ
® Ay s au champ de déplacement Ur s.

4. Le principe d’objectivité [52, p. 73] entraine que le rang de cette matrice ne peut pas étre supérieur a
5.
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Théoréme 3.10. Pour toute fonction mesurable u, on a :
(1) inf{liminf £ (u®);u® — u} > inf {liminf(E*(U®) + F°(U®,0°)); U° — u},
us e—0 Ue,0c° =0

(it) inf{limsup £°(u®);u® — u} < Uing {limsup(E*(U®) + F*(U*®,0°)); U® — u},
u® e—0 €,0°

e—0

ot %, E° et F© sont respectivement les fonctionnelles définies par (3.20), (3.21) et (3.25).

3.3.3. Estimations pour un cylindre mince

Soit (er,e2,e3) la base orthonormée de R3. On considére le cylindre C de longueur ¢, &

section circulaire de rayon r avec r < g, ie, C:= [—g,g] x D(0,r) avec

D(0,r) := {(w2,23) € R* | a5 4 a3 < r’}.
On note S(z1) la section transversale du cylindre C par rapport a 1 € [—¢/2,0/2], i.e.,
S(z1) := {x1} x D(0,r)

et on désigne par S~ := S(—£/2) et ST := S(£/2) les deux sections extrémes du cylindre.
A toute fonction u € H(C;R3) on associe les quantités :

1

U(zy): = —3 ” )u(ml,xg,:cg) dzo dzs, (3.29)
1
4 3 (w3uz(2) — waus(z))
0(z1) : = — —z3u () dzy dzs, (3.30)
r S(xl) xzul(x)
1 1 1
W:.=— u(zx) de, ¢ = —5 —rot(u) dz. 3.31
72 /B (=) 2 Jp(or) 2 @) (3.31)

Lemme 3.11. Il eziste une constante C indépendante de r telle que, pour tout u € H*(B(0,r); R3),
C
lu() -w|*<c le(u)||* dz, [6(0) — ¢ < —2/ le(w)|* da.
B(0,r) = JB(0,r)

Démonstration. Par un changement d’échelle, on se raméne au cas ot r = 1. Supposons que
les inégalités annoncées sont fausses. Alors, il existe une suite u” telle que | B(0,1) e(u™) dx
tend vers 0 et que I'une au moins des quantités ||[U™(0) — W™||?, |6™(0) — ¢"||? ne tend pas
vers 0. La fonction 4" := u"* — W™ — ¢™ A x vérifie :

1 1 1
—/ " dz =0, —/ —rot(a") de = 0.
™ JB(0,1) T JB(0,1) 2

le(@™)||* dz = / le(u™)||* dz — 0. D’aprés I'inégalité de Korn (B.6) qui
1)

)

De plus, /
B(07

est valide sur l'espace

R1:=1{ w = (w,wa,w3) € H'(B(0,1); R?) t.q.][ w = O,][ 1rot(w) = ,
B(0,1) B(0,1) 2
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@" converge fortement vers 0 dans H'(B(0,1); R3). La continuité de 'opérateur trace assure
que @" tend vers 0 dans H'2(S(0); R?) et donc dans L?(S(0);R3). Ceci implique que les
quantités

Un(O) - W = / ﬂn(0,$2,$3) d$2 d$3
5(0)

et
4 %(.%’3213(0,.%’2,.%’3) — .%'211?(0,1‘2,.%’3))
9”(0) - ¢n = —/ —xgﬂ?(o,xg,xg) d,IQ da?g
T S5(0) 1‘221?(0,.%’2,1‘3)
tendent vers 0. Ce qui conduit & une contradiction. O

Soit deux réels k et k' tels que

L
O§k<1<k’<§. (3.32)

Sur le cylindre C, on considére les fonctions constantes par morceaux (/1,5\) définies par

(1,) st x| < £/2 —FK'r,

3.33
(kp,kX)  sinon. (3:33)

(3. 3) (2,5) = {

On note (U~,07) et (UT,0T) les valeurs respectives de (U,0) en z1 = —£/2 et x1 = /2.

Lemme 3.12. ] existe une constante C qui dépend uniquement de k, k' et v, telle que, pour
tout u € H'(C;R3), on a

[(EeCI? + Jire)?) ar = Y57 (1 o8 [y - vpp

+ é(z&(e; + 05 — 27U2+ 2 UQ_)Z + (05 — 93—)2>
+ %2<3(0; Loy U Uy

U3 ) (0 —07)7) +

r
4 + 4u

(0F —67)7].
(3.34)

Démonstration. Quitte & ajouter un mouvement rigide a u, on peut se ramener au cas ou
U =-Uf, 00 =-607,U; =U) = Ug = U?:L = 0. Dans ce cas, I'inégalité & démontrer est

Y 2

/ (e IP + Ale(u)l?) do > X7 (1-cT) x

avec

2 T‘2

r _ — — _
X i= QU + T (8065 + 0507+ (0 — 050 43065 +6,)° + (65— 0,)°) + - (261)”
(3.35)

Pour tout champ symétrique o € L2(C), on a

~ 2 éreu2 _ ng—;rO’2 o:elu
/C(ﬂ”e(u)u +2[t(())]>2 /c(‘lﬂH | 4/2(3/~\+2ﬂ)(t( ))>+/c re(u).
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On choisit le champ o défini par

O11 012 013

c=1|o012 O 0 1,
J13 0 0
ou
o11 = ao + (bo + biz1)z2 + (co + c121) 23,
A 2
012 = —5 T3 — C1T273 + bya3,
013 = T2 = byxaxs + c1a3,
avec
2Y Y _ 6Y _
ag 1= 7U1+, b() = 7(9;—93 ), b1 = 6_2(9;_{_93 ),
Y 6Y 2Y
. + — . + — . +
Co = _7(62 _62 )7 C1 = _E_Q(QZ +62 )7 A__(1+V)€61

On vérifie aisément que divo = 0. En posant Y () := (3X + 21)/(ji + A) (qui prend les

valeurs Y et kY'), on obtient

1 2 Q_L el = v(tr(o))?
EHUH _ (tr(o)) =0 (L+v)ol* = v(tr(o))?)

4(3X\ + 211)
1
= W(U% + (24 20)(07, + 0i3))-

En intégrant par rapport a (ze,x3) € D(0,r), on obtient

i02—; r\o 2 i
/C<4ﬂ|| I s >>> d

o2 L
= L[ 29 T ) ,
a /5/2 2y [WT ao + 4 ((bo +b121)" + (co + c121) >

7TT’4

2 10 2 2
+ oL )AL+ )8 + cl)] dar.

D’une part, on a :

CE | 1 o2k'r 4 K
/ day = —(¢ = 2K'r) + " < (1+2 T),

—ty2 V(1) Y Y %7
2 (b + byay)? Y E r
_— < — 0 =+ —\2 + _ n—\2
/_e/z Y (x1) doy < 14 <1 +12 A g) (3(93 +05)°+ (65 —05) ),
42 (co + c121)? Y k' r
_— < — o =+ —\2 + _ p—\2 .
/5/2 Y (x1) doy < 14 <1 +12 A g) (3(92 +05)"+ (63 —05) )
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On en déduit que

iO'Q—; ro 2 x
/C<4ﬁu I~ et >>> d

k/ Y 2 2
< (1 + 12—T> r [(sz)2 + 1 (3(03+ 0302+ (05 —605)2 +3(6F +65)% + (6] — 0;)2>

ko) 20 4
s DT (g o 0 4 05)?)]
< (1120 G (3o B (G 4 55)
< (1D )
< (1 + (2 Yout 18%) %) Y;ZQX

D’autre part, puisque divo = 0, alors d’aprés la formule de Green, on a

/Caze(u):/ac(a-n)-u,

avec OC = S, USTUS™ et n la normale unitaire extérieure & OC, ou Sy, est la surface latérale
du cylindre. On a :

i) T3
—e9+ —eg sur Sy,
r r

n=A9e sur ST,
—eq sur S”.

On a o -n = 0 sur la surface latérale et o - e; = (011 012 013)". Donc :

/(:J:e(u):/g+(a-el)-u—/(J-el)-u

= / (o11u1 + 012U + O13U3) — / (o11u1 + 012U + O13U3)
S+

Or,
/ (o11u1 + o12u2 + O13U3)
S+

4 / A
— /S+ [(ao + (bo +b1§)ﬂ:2 + (co +01§)x3>u1 + (_ 53— c1wawy +b1x§>u2

A
+ <5.%'2 — bixoxs + 011'%)11,3] dxo dxs

oN Tt oN mrt mrd
= CL(]?TT'2U1+ —|— <b0 —|— b1§>79; — (CO —|— Cl§>79; — ATHY

+ /+(blx3 — 011'2)(.%'3UQ — 1‘2U3) dxo dxs
S

66



et

/ (o11u1 + o12u2 + 013U3)
5-

J4 / A
N /5— [(ao +(bo — b1§)x2 —(co = Cl§)$3)ul + < — 53:3 — c1x9x3 + b1x§>u2
A
+ (5$2 —bizoxs + clx%)ug} dzs dzs
- O\t o\t art

+ /+(b11‘3 — 01.%'2)(1'311,2 — .%'Qu;g) dxzo dzxg,
S

donc

rd l
/CJ ce(u) = agnr (U — Uy ) + 7TT<bo(6?§,F —05)+ 615(9; +03) — co(05 —65)

14
_ 015(9; + 62_) — A(G;L — 01_)) + /S+ (bl.%'g — 011'2)(1'311,2 — 1‘211,3) dxo dxs

— /(blxg — cle)(x3u2 — $QU3) d$2 d$3

r _ _ _ _
= T UI?+ (305 +05)7 + (0F — 03)% + 30605 + 072 + (65 — 6)?)
7,,2
+ 1140 (29?)} + /S+ (blﬁl?g — 61562)($3UQ — CCQU3) dzo dxs
— /_(b1$3 — clxg)(:vqu — $QU3) d,IQ d:l?g
Y r?

= X +/ (b1xs — c1x9)(x3ug — xous) dag das
14 g+

- / (biz3 — cr12)(wgue — wouz) dwo das
g

Par ailleurs, on a :

4
wr _
< fclfrT\Hf — 07|

/ c17o(z3us — Toug) da’
Stus-—

3Ynr _ _
< =167 —60)(65 +65)]
3Y 7r? _ _
< o (07 =072+ (65 +67)?)
3Yrrd (4+4v 4
-—%2<T2X+ﬁx
Y 3
< Z (8 +61)X
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et

4
nr _
< |b1|7“7|91+ — 01|

/ b1£l73(£l73UQ — CCQUg) dCCI
Stus—

3Yrrd _ _

< — 107 = 60)(65 +63)
3Y 7rd _ _

< i (05 =670+ (61 +6;)?)
Y 3

< %(8 +60)X,

donc

Par conséquent,

/c (,:Lue(u)yy? n %[tr(e(u))]Q) > Y?"Q (1 — % — <16 F120+ 14+ 9’%) %) X

S (1ep)x

Y

17 13 9k
— 4+ —v + ——. Ce qui termine la preuve du lemme 3.12. U

2 2 2k’

Lemme 3.13. I existe une constante C' qui dépend uniquement de k, k' et v, telle que, pour
tous U, U, 0% et 0= dans R3, il existe u € H'(C;R3) vérifiant

avec C =

U 40" Nz sizy < —L/2+FKTr,
Ut +0t ANz sixy >L0/2—FKr,

uw(x,r2,x3) = {

et

/C(/?LH(e(u))H2 + %{tr(e(u)))]z) do < Y;TZZ (
r <3(03+ o 2%)2 + (05 — 93—)2>

2
4
2 + -
" (algt - _oUs —Us
+4<3(92+92 2=

1+07) Wi —up)?

_l’_

)2 + (9+ _ 97)2> + T2 (9+ _ 97)2
2 2 4+4I/ 1 1 ‘
(3.36)

Démonstration. Quitte & ajouter un mouvement rigide, on peut se ramener au cas ot
Ut =-Uy,0f =-07,U; =U, =U =U; =0. (3.37)
Dans ce cas, I'inégalité & démontrer est

Y 2

l@mmmW+;mmmw)ms —(1+e7)x
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ot X est l'expression définie par (3.35).
On introduit la fonction continue et affine par morceaux ¢ définie par

1 silx| < €/2—2Kr,
p(z) = . )
0 silz|>¢/2—FkKr.

. 'r .
On pose maintenant v := 1 — 2— et on définit u en posant

l
U™ 460" Axy+£4/2x9,23) sixy < —L/2+ K,
Ut + 0%t A(x1 —0/2,29,x3) sixy > /2K,

w(xy,22,23) = {

et pour |z1]| < £/2 — k'r,

1

1222 40x _
ui(21,02,23) : = (U7 — Up) 2 ( —L (07 +65) + 71(9+ 9)-@2(9;%3))9@2

f 4(2
1 (1242 Az, , _
7 < 0F +05) + S ——(0F —05)—¢ (9;‘—1—«92)) 3,
2x _ 422
ug(r1,09,73) 1 = 822 < ! (05 +05) + (65 — 05 )> ( 2 1 €2>

yvp(x _ 6x _ N\ 22 — 22
- aven) (e(Uj—Ul Joa+ (2240 +07) + 0] - 07)) 25 3)

yvo(z1) (621 _ oF —o0;

TR < 5 (65 + 65 ) + £(05 — 0, ))$2$3 t = ms,

2z _ 422
uz(r1,72,23) 1 = 302 ( S(03 +07) + 0(0F — 0; )) < 7 ; 52)
_ re(z) + - 6r1 4 + a3 + a3
= <€(U1 Up s+ (2 GRS R G )2

yvp(zr) (621 _ _ 0 — 07

TR <7(6’§r +03) +0(035 — 05 ))902903 - 12

On vérifie aisément que la fonction u appartient a H'(C;R?) et satisfait les conditions (3.37)
(on utilise les définitions (3.29) et (3.30) pour vérifier ces conditions).
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Nous allons estimer I’énergie de déformation associée au champ de déplacement u. Les
composantes du tenseur des déformations e(u) sont :

6.%'1

en== (z(U1 —Up) + (= 05 +05) + €6 —07))a - (%(9; +05) + 005 —92)>x3>,

o == 222000 (i v+ (205 0 4005 -5
_ (6? (03 +65) + 0(6F — 6;))m3>,

ex = — 222 <€<U1+ ~UD)+ (6? (0 +63) + (05— 03) )

. (6:1 (03 +05) + £(65 — 92))353),

2e1s = 20 (65 1 07) (03— ) + 2005 + 0 )aas) + g .
_ ’Ymp{é(m) (f(Uf’ — U )ws + (%(9; +05) + £(05 — 93*)> 3 ; x%)
. % (G_jl(e; +03) + (05 — ;) ),
%3 = —3”52“) (165 +03) (23 + 23) + 2(6F + 03)wz3) — o 7 L,
- ree) <£(U1+ — U as + (205 +05) + 0605 67)) & ;x?’)
e (m

) 6$1 _ _
> (7(93+ +05) + 00T — 65 ));czxg,
€23 = 0.

D’une part, on a
2 2 2 A 2 1 4.2 9 Ao o2 2
plerr + ez +ez3) + 5 (e11 +e22 +e33)" = 27 p(1+ 29 v (1)) + 5 (1 —2y"vep(x1))
_ 6x _ _ 6x _ _ 2
x (f(Uf U+ (S0 +05) + 006 — 05))a = (165 +05) + 4065 — 05 >)x3> .

Y1+ 202
O 1 2422 < 1 22:_
r, u(1+ 29* 079 (21)) < p(l + 2v7) > 1+

Y v

STyt s Yp(1)))?
Y

2

v(1—2v) 421 —v)(1 —~%p(x1))
( 1+v * (1-2v)(1+4+v) >’

20— 2up(en))? =

<
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donc

N 1 v 421 —v)(1 —72p(21))
2 2 2 2 ——
p(eq; +exp +e33) + 5(611 + €22 +e33)° < 72645 <1 * (1-2v)(1+v)

6$1

x <£(U1+—Uf)+< 0F + 05 )+e(93+—eg))x2— (6x1(9++9 )+e(9;—e;))x3>2

L’intégrale du second membre sur [—£ + 2k'r,£ — 2k'r] x D(0,r) est majorée par I'intégrale

sur [_%7%] x D(0,r) du méme terme, c’est-a-dire par
1Y 41/2(1 —V)(l —72) 2,3 1714 9 37T’I“4 N . . .
g (U g mia ey ) (O UT UDR + 65 (360 + 0577 + 6F = 63)
+3(05 +05)2 + (65 — 9;)2»
Yrr? 1 160%(1 — )k r 2
< — (1 _ + _77—)\2 o 9+ 9,2 0+_972
-2 72( (1—2u)(1+y)€>((U1 U1)+4(3<3+3)+<3 3)

+ 365 + 032+ (05 — 07)?) ).

L'intégrale de 2ju(e?, + €2;) sur [—£ + 2k'r,5 — 2k'r] x D(0,r) est majorée par

4
YT e 2 3y 2mrS i 3’yu 76 4
2M( o (0 =00 + T (0 + 07 + g (9 + 05 ))

Y7T7°2’y r 32t 32
< "ot _ )2 + +
—ze(1+y)<4(6 —O S (05 46 S S +9)>
Y?TT’Q’)/ r2 _ Y 2 31/27’47 8X
< 0F —07)° + 5 =3
20 4+ 4v 20 202(1+4v)3r
Yrr? 2 n Yrr? 2 r
—97)2 —
20 4+4u(1 B 20 1+vl

Pour estimer I’énergie lorsque 1 appartient a [—£/24k'r,—€/24 2K r|U[€/2—2k'r £/2—K'r],
on utilise I'inégalité suivante :

el + e < e+ ) e = g gs e
On a
ef; < 1224 CUF —Up)?+ <36€2 (05 +05)% + (65 +‘9?>_)2>T2
(3662 (05 +05)* + £2(05 + 92)2>r2]
< 1232 <X+2(:;’24+4)X>
% (9 + %)X.
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De maniére analogue, on trouve que les quantités e3, et 633 sont toutes les deux majorées
par

107202 (p(1))? (9 N 96) X < 102012

7 ) Xs—(pm X
Ona:
(2e12)* < 92—;’2( 2005 +05)°r" +4(65 +6;)*r ) + 10%79)27”2
+ (1/<:O'7)2£4 <€2(U1+ — U2 + (3? (05 +05)2 + 1265 — 93)2>§)
(1/<:O’W)2£4 <36€2 (03 +65)° +£%(65 — 95)2)T4
< 92;’ (Ser +16:°X) + 10 ;40”)( + 1272252 (x+ i—;lX LOX + 3%2)( +4X)
< (901/ (1+ W> + 40 + 400 + 3?; > ‘2(—2

On obtient la méme majoration pour (2e;3)2.
En intégrant sur [—¢/2 + k'r, — £/2 + 2k'r] x D(0,r), on obtient

/l/l::% ' /D@,r) (lleqw + %[tr(e(u))ﬁ) dz

Y r2 10 96 1 39002\ X
< Kr—"r (9 ) 204012 + 90 (1 —) 40 + 40w <
< 7"2(1_2V) ( + + V2 + 90v +67 +40 4400 + —75— | 7
Yrr?r 4 390v
-X 1 k(1 48K") + 21 1 —k:’ 40 + 4
Y, 1_2U<(0+5 )(105 + 48K') + 213002 + 15 + +40 + 400 + 172 >
Yrr2r 1% 2025 39012
< X 1095 + —— k' + 240k + 40v + 213002 )
=20 ¢ 1—2y< TR Ay 2 T

On obtient la méme majoration lorsque 'on intégre sur [¢/2 — 2k'r.£/2 — k'r] x D(0,r).
Par conséquent, on obtient :

. A Yrr? v? (24 1602(1 — )k + 8v2(1 — v)k"™
/C (e + §[tr(e(u))]2) do < — X<1 + (1 — ST

2K’
1-—-2v

2025k’
_|_

(1095 +

39002
2
+ 240K + d0v + 21300° + = »Z)

On obtient donc l'inégalité (3.36) avec

2 N (2 +1612(1 — )k + 8v%(1 — v)k'

C =
1+v (1-2v)(1+v)
2k’ 2025k’ 39012
+ (1095 + + 240K + 400 + 213007 + 220 )
1-—2v k2
Ce qui termine la démonstration du lemme. ]
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Pour résumer, nous avons montré qu’il existe une constante C' dépendant uniquement de
k, k' et v, telle que

Y 2

T (1-c)z< /c (mr<e<u>>u2+§[tr<e<u>>>]2) do < —— (1+07) 2

= (Ut =U)-e1)* + 7«2((9— —ay) - B- (0T —ay)+ (0" —ay) - C-(0F — ay)

+((9+—04U) -D- (6+—04U)>,

ol ay = el/\U+ZU_,B:D: (Id—e1 ®ep) +
1
24+ 2v

4+4V€1®61 et C=(Id—e3®e1) —

e1 Xey.

3.3.4. Preuve du théoréme 3.10

Nous démontrons maintenant le résultat principal de cette section qui est le théoréeme
3.10.

Démonstration. On remarque que le nombre d’arétes se joignant en un noeud Y7 s est borné
par 27K. On pose k = (27K )~!. Il existe alors une borne inférieure uniforme 6,,, > 0 pour les
angles entre ces différentes arétes. Pour éviter de compter plusieurs fois ’énergie au voisinage
d’un neeud y5 ,, on choisit un rayon k'r avec k' := (sin(6,,,/2)) ! de sorte que les cylindres
partageant le noeud Y5 , ne s’intersectent pas en dehors de la boule B(y5 .,k'r).

Soit u¢ une suite de champs de déplacement d’énergie bornée (e &° (ua), < M) convergeant
vers une fonction u dans L?(; R3). L’inégalité

&) = g7 [ (mollelw?) P+ Fr(eu)?) do < M1

implique que u® appartient a H'(Q%;R3) et que / le(u®)||? dz < Ce* avec
Qe

Mp

C:=— )
min(gi,40 + 3 Xo)

Le choix (3.32) de k et &’ et la définition (3.33) de A et fi nous permettent de scinder 1’énergie,
et on obtient :

N A
ez Y [ (Al + it ?) a,
(I,p,s,s")EZex A Cl,p,s,S’

ou Cip,&s, est le cylindre d’axe [yf’s,yf+p7s,] et de rayon Be?. En appliquant le lemme 3.12

a chaque terme de la somme ci-dessus et en rappelant que a, s ¢ est défini par (3.22), on
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obtient

0112 0E) S pae[(Uhrs U0 o)’

(I,p,s,s")EZEX.A
+ 826 ((07 0 = (@) o) Bpssr - (0.0 = (07 )
(65 4 = (@07 o) - Cpsss - (O = (@07 0.)
- (B = (007 ) Dy (05 = (00)700)) |

2
1 0P Ulips — UL
2 ﬁ (1 B ) X Z ap7s,s ( p’sg =X Tpvsysl

(p,s,s’)EZE XA
2.2
+ B22((07,4 = (@) ) By 07,0 = (00)7 o)

+ (eis - (aU)?p,s,s’) ’ CP@SI ’ (6§+p78’ - (aU)?p,s,s’)

+ ( ;er,s/ - (aU)?p,s,s/) : D]LS,S' : (ai,p,s,s/ - (aU)ip,s,s’))]

> (1 - f€>(E€(U€) + FE (U 69)), (3.38)
m
ou Uf g, Uf+p78,, His, 0§+p o sont les quantités associées a u® sur le cylindre CIp 5,5 Comme
Ui s —Uf
Itps’  TLs

dans le lemme 3.12, (aU)§7p7S’S, = 5 A Tp.s,s' €6 Ly = min{l 5 or; (p,s,s") € A}.

6’€p7878,

Le passage a la limite inférieure dans I'inégalité (3.38) donne

lim iglf ES(u®) > lim inf(Ee(Ue) + FE(U*.0%))
E—
> (Umg {hmlnf(EE(Ua) + FE(U*,6°));U° — u}. (3.39)

Ce qui démontre le point (i) puisque I'inégalité (3.39) est vraie pour toute suite u® d’énergie
bornée convergeant vers u.

Soit u une fonction mesurable a valeurs vectorielles et (U€,0°) une suite d’énergie bornée
telle que U® — u. Sur chaque cylindre C§ pss le lemme 3.13 donne une fonction u?p, 58/ de
classe C'! par morceaux, satisfaisant

U (1) = {Umef sur B,
o ULips T 011ps A% sur By o,

et telle que

Be

£p7878l

5\ a ’
~ 2 2 D,S,8 2
L (et + lir(etus ) do < 2222 (14 0575 ) [(UF = U7 )

I,p,s,s’
+ B4 (050 — ()7 o) * Bpss - 07,0 = (00)7 )
+ (eis - (aU)ip7s,s’) ’ C]LS,S' ’ (ail—p,s’ - (aU)ip7s,s’)

(0 e — ()7 o) - Dpsso = (05 = (@0)7 ) ) |
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A 3 £ 3 3 - £ 3 € A 141
On définit u® sur Q° en posant u®(z) = u7,, (2) si z € C7 . Par définition, on a

u® = U*®, et donc u® — u. En sommant U'inégalité précédente sur les (I,p,s,s’) € Z° x A, on
obtient

1 CBe
Es(uf) < % Z <1 + ﬁ)ap@s/ |:((U15+p,s’ _ Uis) . Tp,s73’)2
(vavsysl)EIEXA p;s,s

+ 5254<( is - (aU)?,p,s,s’) “Bps,sr - (His - (aU)§7p7878/)
+ (Qis - (aUﬁ,p,s,s') “Cps,st - (ai,p,s,s/ o (aU)§7p7s,s/)

(05 = (O0)7 ) Dpssr (050 = (00)7 )|

2
1 CBe Uitps = Uls
= 2¢2 j: <1 * lpss ) Up,s,s’ < " Tp,s,s’
I 1<

3
+ 5252 <( is - (aU)?,p,s,s’) “Bp s, - (His - (aU)§7p7878/)

+ (eis - (O‘U)?p,&s’) : C]LS,S' : (ail—p,s/ - (O‘U)?p,&s’)

+ (aier,s’ - (aU)F},p,s,s/) ' Dp,s,s/ ' (6§+p,s’ - (aU)F}er,s/))]

< (1+ )=o) + F e ).

m

En passant & la limite supérieure dans cette inégalité, on obtient

inf limsup & (v°) < limsup £°(u®) < limsup(E°(U*) + F<(U*,0°)). (3.40)

ut=u ey e—0 e—0
Ce qui démontre le point (ii) puisque I'inégalité (3.40) est vraie pour toute suite (6°) et pour
toute suite (U®) convergeant vers u. O

3.4. Conclusion

Nous avons déterminé le comportement asymptotique des structures bi- et tridimension-
nelles basées sur un graphe périodique élargi. Sous certaines hypothéses spécifiques sur les
coefficients de Lamé du matériau constituant les barres du graphe, nous avons montré qu’on
peut réduire I'étude de structures considérées a I'étude de réseaux périodiques de nceuds
reliés par des interactions élastiques du type extension-flexion en dimension 2 et du type
extension-flexion-torsion en dimension 3, lorsque la taille € de la période et ’épaisseur h des
barres du graphe tendent simultanément vers zéro. Nous avons justifié nos résultats de réduc-
tion de dimension en utilisant des estimations d’énergie et les outils de I'-convergence. Ces
résultats nous permettront de simplifier I’étude de nos structures sans résoudre les problémes
variationnels 2D et 3D continus, comme nous le verrons au chapitre suivant.
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4. Homogénéisation de réseaux
périodiques avec interactions élastiques
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Dans ce chapitre, nous considérons des systémes discrets correspondant a des réseaux
périodiques de nceuds reliés par des interactions élastiques tels qu’obtenus au chapitre 3.
Nous étudions le comportement homogénéisé de ces systémes discrets en utilisant les outils
de I'-convergence. Nous allons montrer que I’homogénéisation de tels réseaux peut conduire
& des modéles de second gradient. Nous montrerons que les effets de second gradient peuvent
apparaitre au cours du processus d’homogénéisation et non pas comme des corrections du
modéle homogénéisé.

4.1. Réseaux bidimensionnels

4.1.1. Géomeétrie et interactions mécaniques

Soit t1, to deux vecteurs de périodicité linéairement indépendants dans I’espace euclidien
R?. Dans le parallélogramme (2 := {x1t1 +zats | (21,72) € [0;1]%}, nous considérons le réseau
périodique de nceuds formé par les points

Y5 o = e(ys + i1ty + doty) avec I := (i1,p) € Z? et s € {1,...,K}, (4.1)

)

en supposant que €~ est un entier naturel. Nous utilisons Y5 = e(i1t1 +iat2) comme point de
référence de la cellule I. Nous introduisons ’ensemble Z¢ des indices des cellules du réseau :

T° = {(z‘l,z‘Q) c (0,5*1)2}.
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Les énergies d’extension et de flexion s’écrivent (voir sous-section 3.2.3) :

[y UI+p,s’ - UI,S 2
EW) = >, 5 T ) (4:2)
(I,p,s,s")EZE XA

2
/ 2 U r—U 2
FE(U?H) = 52 E M [3 <91+p s+ 9[ s s Ls ’ TJ_S s’)
6 ’ ’ fp s.g € L
(I,p,s,s")ELex A Y

+ Orips — 01,52, (4.3)
L’énergie élastique totale du réseau est la somme de ces deux énergies :
E(U0) := E.(U) + F.(U,9). (4.4)

Notre objectif est de déterminer I’énergie homogénéisée correspondant a I’énergie discréte &,
en utilisant la I'-convergence.

4.1.2. Résultat d’homogénéisation

Dans cette section, nous déterminons la I'-limite £ de la suite d’énergies &£, définies par
(4.4). Nous considérons des conditions aux limites de frontiére libre. Dans ce cas, I’équilibre
de la structure ne peut étre atteinte que lorsque les forces externes appliquées sont équilibrées.
La solution d’un probléme d’équilibre est définie & un mouvement rigide global prés. Pour
assurer 1'unicité de la solution, nous supposons que

XUM =0 et }:91@ ~0. (4.5)
I I

Dans 'hypothése (4.5), le choix du nceud 1 est arbitraire. Une valeur moyenne des déplace-
ments de tous les noeuds aurait pu étre choisie (comme par exemple dans [1]).

Nous allons étudier le comportement d’une suite (U¢,0°) d’énergie bornée, c’est-a-dire
vérifiant £.(U¢,6°) < C ou C est une constante indépendante de e.

Nous introduisons le déplacement moyen défini par

1K
mj = 2 > U, (4.6)
s=1
et les quantités définies par :
Vg = e H(Uf s —my), X7, =€ H(miy, —mj). (4.7)

La quantité v7 , est la différence entre le déplacement U7 , et le déplacement moyen m3.
Nous introduisons aussi la quantité définie par

w = 4.8
Lpys,s’ 0 sinon, (48)

E {EQ(U}:‘H},S’ B Uis) “Tpss S (p,S,SI) €A,
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qu’on interpréte comme 1’élongation de la « barre » [yis,yﬁﬂj’s/] mise & ’échelle €.
En utilisant les définitions ci-dessus, on obtient

—1 £ € € £ €
€ (Ul—l—p,s’ - Ul,s) - UI—i—p,s’ — Vs + XI,p-

On peut donc réécrire les énergies E.(U®) et F.(U®,0%) sous les formes suivantes :

_ _ a’7/
B =Y Y () s (49)
I (ps,s’)eA

— a 1182 2
R 0) =Y 3 T [3(05 0 + 07— 20050
I (ps,s')eA
2
(05 — 0507 (4.10)
Tl !
;8,8
avec (aivx)pﬁvs/ = gp ’ (vier,S' B ’U?78 + X?,p)'
p7s7s/

Introduisons les analogues continus ' de E. et F.. Pour toutes fonctions 6, v et n définies
respectivement sur Q x {1,... . K}, Qx{1,... K} et QxP x{1,...,K}, de carré intégrable
par rapport a leur premiére variable et a valeurs respectivement dans R, R? et R?, nous
posons :

E(vn) = Y &) (@) da, (4.11)
Q (p,s,s’)EA
avec
Qp,s,s’ 2
gp,s,s’(van) = pT ((vs’ — Vs + np,s’) : Tp,s,s’) (4'12)
et
F(v,n,0) ::/ Z Fps,s(v,n,0)(z) de, (4.13)
L (p,s,s’)eA
avec
QAp,s,s’ 2 2
‘Fp,s,s/(v,naa) = % <3 (95/ + 93 - 2(051),77)17,8,5/) + (95/ - 93)2> ) (4'14)
T]i_s,s/

ol (twp)p,s,s' += (Vs — Vs + Tp,s).-

14 ,5,8’
Nous étendons clézs fonctionnelles E et F aux distributions en posant £ = 400 et F' = 400
lorsque les intégrandes ne sont pas de carré intégrable.
Pour toutes fonctions u dans L?(R?) et v dans L*(R? x {1,...,K}), nous posons au sens
des distributions, pour tout (p,s) € P x {1,...,K},

(Mu)p.s = Vu-p, (4.15)
1
(gu,v)p,s = VUS ‘p+ §VVu ‘PP (4_16)

1. Le lecteur qui désire comprendre les notations introduites et avoir un apercu formel de la fonctionnelle
limite peut commencer par le développement asymptotique formel donné & la section 7.3 du chapitre 7.
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Remarque 4.1. Notons que le tenseur (1), s est uniforme en s. Nous 'avons introduit avec
l'indice s, car nous voulons réutiliser la fonctionnelle £ définie précédemment avec (w,&u,0)
comme arguments au lieu d’introduire une nouvelle fonctionnelle. Comme les tenseurs 7, et
§u,w occupent la méme place en tant qu’arguments, ils doivent étre de méme ordre.

Le résultat principal de cette section est le résultat d’homogénéisation suivant.

Théoréme 4.2. La suite (&) définie par (4.4) T'-converge vers la fonctionnelle £ définie
par
E(u) == J;Izl;fe {E(w,{u,v) + F(vny,0); E(v,n,) = 0, /Q 01(z) dez = 0} (4.17)
st [qu(z) dz =0 et E(u) = +oo sinon, ot E et F sont les fonctionnelles définies par (4.11)
et (4.13), ny et &y sont les quantités définies par (4.15) et (4.16)). Ici, Uinfinimum est pris
sur toutes les distributions (w,v,0). Plus précisément, on a :
(i) (Compacité) Pour toute suite (U®,0%) d’énergie bornée (i.e. E.(U®,0°) < C), il existe
des fonctions mesurables u et 0 telles que, & une sous-suite prés, U — u et 5 — 0 ;
(ii) (Inégalité de la T'-limite inférieure) Pour toute suite (U¢,0%) telle que U® — u et
0 — 6, nous avons
liminf £.(U*,0°) > E(u);
e—0

(iii) (Inégalité de la T'-limite supérieure) Pour toute fonction u telle que £(u) < +oo,
il existe une suite (U¢,6°) telle que
U® — u et limsup & (U®,6%) < E(u),
e—0

ot la convergence U — u est comprise au sens de la définition 3.2.

Remarque 4.3. La contrainte E(v,n,) = 0 dans le théoréme 4.2 est équivalente & I’équation

(v —vs+ Vu-p)- Tp,s,s’ = 0 (4.18)

au sens des distributions, pour tout (p,s,s') € P x {1,...,K}2.

La propriété de stabilité de la I'-convergence et notre choix de convergence nous permettent
de traiter des problémes d’équilibre avec un champ continu f de forces extérieures. En effet,

le potentiel externe —(f,U%) := — j:f(yis) - U} 5 induit par un tel champ f correspond
1

& une perturbation continue de ’énergie &£, par rapport a la convergence considérée. Ainsi,

énergie & (U®,6°) — (f,U%) I'-converge vers E(u) — [, f(z) - u(z) dz.
Les sous-sections suivantes sont consacrées & la démonstration du théoréme 4.2.

4.1.3. Compacité des suites d’'énergie bornée

Dans cette sous-section, nous démontrons le point (i) du théoréme 4.2, c’est-a-dire, la
relative compacité des suites (U¢,0°) d’énergie bornée. Nous démontrons aussi la relative
compacité des suites associées m®, v, x° et wy ., définies respectivement par (4.6), (4.7)

t (4.8). Ce résultat de compacité est nécessaire pour assurer que toute suite de minima de
E-(U®,0%) converge vers un minimum de £(u). Sa démonstration est basée sur I’hypothése

de connectivité et une version discréte de 'inégalité de Korn (Lemme 4.4).
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Lemme 4.4 (Version discréte 2D de l’inégalité de Korn). Il eriste une constante
positive C' dépendant seulement de Q, telle que, pour toutes suites de familles (U§)reze,
(09)1eze satisfaisant, pour tout p € P,

Ul —Up
Yui=o Y#i-o XH%—GW
I I I
X(9§)2<C j:HUleer_UIE
I I c

La preuve de ce lemme est essentiellement basée sur 'inégalité de Korn standard appliquée
a une interpolation affine des déplacements des noeuds.

2
<1, (4.19)

on a

2
<C et j:HU;H? e (4.20)
I

Démonstration. Ici, C est une constante dépendant seulement de €2, dont la valeur peut
changer d’une ligne a une autre.

On divise d’abord 2 en 72 parallélogrammes O := y5 + £§2. On divise ensuite chaque
parallélogramme 7 en deux triangles en considérant les deux différents couples (pa,pg) de
directions distinctes dans {t1,t2} et les triangles associés de sommets (y7,y5 tpa YT tpa +pﬁ).

Q

FIGURE 4.1. — Décomposition du domaine €2

Sur chaque triangle, on définit I'interpolation affine &4 de U® en posant, pour tout 0 <
y<z<l,

U (Y7 + e(zpa +ypg)) = (1 = 2)UT + (2 = YUl p, + YU 1patps-

Il est facile de vérifier que ¢ appartient & H'(Q). Par ailleurs, il existe une constante C' > 0
telle que

U1 s ) = € YD IUF I (4.21)
1
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En effet, par un changement de variables, on a :

U 22 ) = 2ldet(t1,82)] 3 / / U (45 + e(apa + ypa)|? da dy
I€T¢

2
= 2{det(tr,12)] 3 / / (1= 2)Uf + (@ = 9)UFep, + 401y sp,) o dy

IeZs

2
+/ / . ((1 — YU+ (y —2)Uf4p, + :cU;+pa+pﬂ> dz dy]

= —|det tto)l 30 [((U5? + (UF 1,2 + U i) + UF - Ui,
Ie7¢

+Ur- U;+pa+pg +Ulip, - U;+pa+pa>
+ (U5 + W74+ Uk g2+ UF - Uk,
+Ur- U;+pa+p3 + Uﬁpg ) UI€+pa+pa>}'

1 1 1
En utilisant I'inégalité a® + b? + ¢ + ab+ ac + be > §a2 + 5()2 + 502 qui est vraie pour tout
(a,b,c) € R3, on obtient

1
HUEH%Q(Q) e _|det 7515t2 | Z |: UI Uv]—l—]ooé)2 + §(UI€+pB)2 + (UIE—I—pa—i-pB)Q
Iele
82 €112
> S Jdet(trt2) 3 UF|
Iele
>

det(tq,t
ettt = g
I

det(t1,t
On obtient donc l'inégalité (4.21) avec C' := %
Sur le triangle (yI’yI—f—pa’yI-f-pa-i-pB)’ on a
eVU® = (U]E_H,a - Ula) ®p2 + (Ula-l-pa—f—p,e o U16+pa) ®pf37 (4'22)

ol (pz,pz;) est la base duale de (pq,pg). Donc,

ee(U)|(pa ® pa) = (UIE—f—pa —Uf —e0; pé) * Pa;
i
ee(U)|(ps @ pg) = (Ul po+ps — Ul — €05 p5) - 03,
ee(U)|(pa ® P+ Pp @ pa) = Ufyp, — Ui — €07 p3) - g + (Ul paip, — Ui — €67 DF) - Pas
ot l'on a utilisé I'identité pé ‘D3 —}—pé P = 0. Il est clair que po ®pa, P3RDE; (Pa®Ps+PEODa)
forment une base de I’espace des matrices symétriques d’ordre 2. En utilisant (4.19) et en

sommant sur tous les triangles, on obtient que |le(U®)]? 1) < C. On peut alors utiliser
I'inégalité de Korn (B.6) sur 2 : il existe une constante C' dépendant seulement de et un
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mouvement rigide global R(y) := a® + B® -y (ol af est un vecteur constant et B® une
matrice antisymétrique) tels que |[U° — REH%I(Q) < C. En particulier, on a

IVU = B* |2y < C. (4.23)

D’apreés (4.22) et (4.23), on obtient pour toute direction p,, I'inégalité

U:e . 2
j: H St B pa
I

<C. 4.24
: <c (4.24)

D’aprés (4.35) et en utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient
NIB" - pa — 5 pil? < C. (4.25)
I
En utilisant la convexité de la fonction z + [|2[|?, il vient

|5 pe = X0t i <0
(e I Pa = -
I

Puisque j:@? = 0, on obtient || B - p,|? < C. En revenant a (4.25), on déduit l'inégalité
I

3:H9§ pL||? < €, qui est vraie pour toute direction p,. On en déduit que
1

j:(@?)z <C. (4.26)

I
Puisque I'on a aussi || B?||? < C, alors en utilisant 'inégalité triangulaire et (4.24), on obtient
Ue —_Us 2
j: e T <o (4.27)
€

I

Il est clair que U* — R est 'interpolation affine de U; — R® - y7 et on peut donc appliquer
I'inégalité (4.21) a ces fonctions. Elle donne Cj:HUIE — R 5| < |luf - REH%Q(Q), et par
1

conséquent, on a XHU; — R®-y5||> < C. En utilisant de nouveau la convexité de la fonction
I

2
x +— ||z|? et hypothése j:UI6 = 0, on obtient HRE : (j:yf) ‘ < C. On en déduit que
I I

|R||? < O, et par I'inégalité triangulaire, il vient
j:HU;H? <cC. (4.28)
I

On conclut la preuve du lemme en collectant (4.26), (4.27) et (4.28). O
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Lemme 4.5 (Compacité). Soit (U€,0°) une suite satisfaisant
j: Ui, =0, j: 05, =0 (4.29)
I I
et d’énergie bornée (i.e. E.(U%,0°) < C). Alors, les suites (XHUisH?), (j:( ?,5)2);
I I

(X hmil2), (Yoleral?), (NIl et (3 pa)?) sont bornées.
1 I I 1

Démonstration. Ici, C est une constante dépendant seulement de €2, dont la valeur peut
changer d’une ligne a une autre. L’inégalité £.(U%,0°) < C implique que E.(U¢) < C et
F.(U®,0°) < C. L’inégalité E.(U¢) < C donne directement

£

U , — U:e 2
X(W?,p,s,s')2 =e X <%j 'Tp78,s’> <C. (4.30)

1 1

L’inégalité F.(U¢,6°) < C implique que pour tout (p,s,s’) € A,

j::((g?—i—p,s’ - 6?5)2 < C (431)
1
et )
Us, , —Us
¥ <% k- 0;5> <c. (4.32)
I p7s7s

On prend maintenant (p,s,s’) dans P x {1,...,K}?. D’aprés I'’hypothése de connectivité (voir

section 2.3), il existe un chemin (s;,p;,e;)l_; connectant les nceuds (I,s) et (I + p,s’). On
j—1

pose pj := Z €;p;- D’aprés I'inégalité triangulaire, on a

i=1

2
X(aiﬁ-ﬁj,sj' - ?,8) < C7

1
par conséquent,
I€+ﬁj+1,8j+1 - UI€+ﬁj,Sj n . 2
3: € el o o ’ ij75j75j+l - 6[,5 < C. (4.33)
T Pj,S85,85+1

e . JJE € € e L .
On pose Uy , ;o :=Uj5, — 07 (54 —y5 )" Alors, on a:

rTE rTe __T7€ € e L
UI,S,J-{—p,s” - UI,S,J,S’ - UJ—l—p,s” - UJ,S’ - gepys/,s//al,sTp,s’,s”'

L’inégalité (4.33) donne

~ ~ 2
€ 77 ~
U1787[+ﬁj+175j+1 U1787[+pj75j 1 < C
. Tpv 57,8541 ~ .
5€pj, 5255957

I SJ',S]'+1
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Puisque (4.30) implique aussi

2
—2 7€ r7e
& 3 , ((Ul,s,uﬁm,sm ~ UlLsttp.s) 'ij75j78j+1> <C

I
on obtient )
-2 rTE rTE
€ j: “U17371+ﬁj+175]‘+1 B UI,SJH%SJ' <C
I
En utilisant de nouveau I'inégalité triangulaire, on obtient
-2 rre rTe 2
€ j: HUI,S,I—I—p,s’ - UI,s,I,s < c
I
ou encore )
-2 1
€ j: HUIEer,s/ - UIE,S - is(y§+p,s/ - yis) H <C. (434)
I
On se focalise temporairement sur le cas particulier ou s = s/ = 1, qui donne
U:e —Us¢ 2
I 1 1,1
j: —rl g pt|| <c (4.35)

I
En appliquant le lemme 4.4, on obtient XHH?I\P < C. En vertu de (4.31), cette inégalité
I

s’étend pour tout s € {1,... K} :
NoI65.J2 < c (4.36)
I
En utilisant I'inégalité (4.34), on obtient, pour tout (p,s,s’) € P x {1,... K},

2 YONUF 40— UFIP < C. (4.37)
I

Puisque le lemme 4.4 donne aussi j:HUIE,le < C, on obtient pour tout s € {1,...,K}, en

choisissant p =0 et s’ =1,

I

YIus.l2 < c. (4.39)

I
En prenant la valeur moyenne par rapport a s dans (4.38) et dans (4.37) (avec p = 0), on
obtient respectivement
Yolmil < c. Yli? <, (4.39)
I I

et en prenant la valeur moyenne par rapport a s et s’ dans (4.37), on obtient

IHX?,,,HQ <C. (4.40)
I

On conclut la preuve du lemme en collectant (4.30), (4.36), (4.38), (4.39) et (4.40). O

84



4.1.4. Résultat de convergence a deux échelles

Les estimations établies dans le lemme 4.5 impliquent que pour toute suite (U¢,0%) d’éner-
gie bornée, il existe des fonctions 6, u, v, x, et w, s dans L?(2) telles que, pour tout
s € {l,...,K} et a des sous-suites prés, on a

15 g g g £
0 = 0s, m° —=u, v;=vs, X, > Xp € W0 = Wpss (4.41)

Dans le lemme suivant, nous établissons certaines propriétés de ces différentes limites et les
relations qui existent entre elles. Nous suivons la méthode utilisée par Allaire dans [8] pour
établir les propriétés des limites & deux échelles.

Lemme 4.6. Soit (U¢,6°) une suite telle que E.(U%,0°) < C. Alors, on a
K
U — u, / u(z) dz =0, / 01(z) dx =0, sz =0 et xp=Vu-p. (4.42)
Q Q s=1

De plus, il existe des champs ws et X dans L?(R?) tels que, pour tout (p,s,s') € A,
1
Wps,s' = (ws/ —ws+ V(vy +A)-p+ §VVu “p- p) Tp.s,sl (4.43)

Démonstration. (i) La convergence v — vg implique que (US —m®) — 0, donc pour tout
s € {1,...,K}, U5 — u. En passant a la limite dans I’hypothése XUIEJ = 0, on
I
obtient /Qu(m) dxr = 0. De méme, en passant a la limite dans 'hypothése j: 0?1 =0,
I

on obtient / 01(z) dz = 0.
Q

K K
(ii) Le fait que Z v7 s = 0 implique clairement que Z vs(x) = 0.
s=1 s=1

(iii) Pour tout champ test régulier ¢ a support compact dans €2, on a

/Q xol®@) - 9la) da = lim Y7L ms,, — m3) - o(u5)

e—0

e—0

I
= lim j: my - 6_1(gp(y§_p) —o(y7)) (changement d’indice)
1

e—0

— lim j: ms - (=Vo(y) p+0(e))
I

. / u() - (Veo(z) - p) dz = / (Vu(z) - p) - olz) da.
Q

Q
On déduit que x, = Vu - p.

(iv) Pour caractériser la limite w,, 5 s, on introduit I’ensemble D 4 de familles de distributions
dans H~1(R?) défini par

Dy = {wp,s,s’ = (ws/ — Ws + VA- P) *Tp,s,s’s (pasasl) € -A7 Ws € L2(R2)7 A€ LQ(R2)} .
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Son orthogonal D4~ est I'ensemble des familles (Pp,s,s') (p,s,s1ea de fonctions dans
H'(R?) telles que, pour tout ¢, s ¢ € Da, Z (Ups.s'bp,ss) =0, ou (-,-) désigne

(p,s,s')EA
le crochet de dualité. On remarque que pour tout ¢ € D™, on a
> (Vo - P)Tpss =0, (4.44)
(p,s,s')EA
et pour tout (ws) € (L}(R%;R2))K
> (@ =) - o) ps, = 0. (4.45)

(p,s,s’)EA

On étend ¢ en posant ¢, 5 & = 0 lorsque (p,s,s’) ¢ A. On peut donc réécrire la derniére
équation sous la forme

Z (Tp7s7s/¢p7s7s/ - Tp7sl7s¢p7s/7s) = 0. (4-46)

(p,s,s")

D’une part, on a

2. Sras@pas@) dr =l Y] 3 WUhip~Uin) Cpas )

QO e—0
(p,s,8")€A (p,s,s’)

D’autre part, en utilisant des fonctions ¢, 5 ¢ vérifiant (4.44) et (4.46), on obtient

Z 672(U;+p78’ - U;,s) (Pp,s,s (YD) Tp,s,5)

I (p,s,s’)EA

Y S MW i) Ty~ ) G ) (447)
I (p,s,s’)EA

En utilisant (4.45), le premier terme dans (4.47) donne :

Y S e W i) G ) Te)

e—0
I (p,s,s’)eA
- gg% 3: Z gbp 8,8’ (y7- p) ¢p,s,8’(y§))7—p78,5')
I (p,s,s’)eA
- gg% j: Z vgbp,s s’ (yl) p)Tp,s,s/ + 0(6))
(p,s,s’)
- Z <US’ ($)7((_v¢p,878’ (z) - p)Tp,s,s/)>
(p,s,s’)EA

_ (T () (G (2)Tp5.) )

(p,s,s’)EA
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En utilisant (4.44), le deuxiéme terme dans (4.47) donne :

9 DI DI (TR RO 0 P

e—0

T e
- ;igg]j;(p 3 [ 05-p) — G W)

= lim 3: ) Z)A mi - [(~ & Ve w(t]) P+ 5VVOp ) PP e +00)
- ;iggj;( Z)A 5[ (5990w ) D)) +0)

g S%;E:{z;(m,((QVV%,&S/(@ D))

- (Z)A (39Vu() B By (0)70)).

Les résultats précédents montrent que
1
Wp,s,s" — (vvs’ P+ §vvu P p)a¢p,s,s’ =0,
pour tout ¢, s & € D4t a support compact dans . Autrement dit, la distribution
1
Wp,s,s" — Vug - p+ §Vvu PP | Tps,s’

est orthogonale & toutes les fonctions dans D4+ & support compact dans . Ces fonc-
tions étant denses dans D4t il existe des champs w, et A dans L?(R%;R?) tels que,
pour tout (p,s,s’) € A, on a

1
wp7578/ — (VUSI P + §VVu p- p> . Tp,s,s’ = (wsl — Wg + V- p) . Tp,s,s’

ou encore

1
Wp.s,s! = (ws/ —ws+ V(vgy +A)-p+ §VVu p- p) “Tps,sl O

4.1.5. Preuve du résultat d’homogénéisation

(i) (Inégalité de la I'-limite inférieure) : Soit (U¢,6°) une suite telle que U* — u
et 95 — 0. Si E.(U%,0°) = +oo, il n’y a rien & démontrer. On suppose donc que
E(U5,6°) < C. D’apres le lemme 4.6, on sait que les contraintes [ 61(z) dz = 0
et [ou(xz) dz = 0 sont satisfaites. D’aprés le méme lemme, on sait que v — v, et
Xp — 7u- Puisque I'énergie E.(U?) est bornée, e2E.(U?) tend vers 0 lorsque ¢ tend
vers (. D’aprés la remarque 3.4, on a

0 = liminf(e? E.(U?)) = lim inf(e2E.(v°,x%)) > E(v,n),
e—0 e—0
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ce qui donne la contrainte E(v,n,) = 0. On réécrit 'énergie E.(U?) sous la forme
p,s,s’ 2
EE(UE) = 3: Z p28 5 (W§7p7s,s/) .
I (ps,s')eA

L’énergie élastique totale s’écrit donc

_ _ Ap.s, s/ 3
E(vFX7) + Fa(v X°0°) = j;( Z;EA L2 [ R
p7s7s

2 1 2 2
- / ,(U§+p7s’ - Uis + Xip) : Tp7s,s’) + (Hil—p,s’ - 6?,5) >:| : (448)
p7878

En utilisant (4.41), (4.42), (4.43) et les remarques 3.3 et 3.4, on obtient
lim inf(B (o7, x7) + (0 300)) = [ 30 [ w0 ()% + Fop o (00 ()]
) 0, 2 >
p7878

> inf {E(w,§u7v+>\) + F’(v,nuﬁ)}. (4.49)

w,v,0

On obtient 'inégalité de la I'-limite inférieure en remarquant que
Fv—Anu,0) = F(v,ne,0) et E(v+A\n,) = E(v,n,) =0.

(Inégalité de la I-limite supérieure) : On considére une fonction u dans L%(Q)
telle que £(u) < +o00. Par un argument de densité, on peut supposer que u appar-
tient & C*°(Q). Puisque les fonctionnelles E et F sont coercives et semi-continues
inférieurement, on peut introduire les champs v, w, 6 appartenant & C*°(2) tels que
E(u) = E(w&up) + Fonu,0), E(vi) =0, [qu(z) dz =0 et [,6:(z) dz = 0. On
a déja remarqué (voir remarque 4.3) que la contrainte E(v,n,) = 0 est équivalente a
I’équation

(vg —vs+Vu-p) -1pss =0, V(p,s,s) €A (4.50)

On en déduit que
(vvs’ p—Vu,-p+VVu-p- p) *Tp,s,s’ — 0. (4'51)

Comme les fonctions u, vy, wi, 01 appartiennent a C°°(2) et vérifient [, u(x) dz =0
et [o01(z) dz =0, alors on a

M* = jf:(U(?ﬁ) +ev(yf) + efwi(yf)) = O(e) et t°:= 3;91(?/?) = 0(e).

On définit U® et 6° en posant
Uj s = uly) + evs(g) + tws(yf) — M° et 07, = 0(yf) — °. (4.52)

Il est clair que U® — u et 85 — 0. De plus, les vecteurs M*® et t° sont définis de telle

sorte que j: Upy = j:@il =0.0On a
I I

Ui e — Ui g = u(yfy,) —u(yf) + e(vs (y7s,) — vs(yD)) + 2 (we (45 1,) — ws(y7))
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et

(5 _ =2 € €
wl7p7sys/ =€ Tp,S,S/ ’ (Ul+p75/ o UI,S)

= Tpss - & 2 (W(YTsp) — uly?) + we (Yiy) — ws(y7)
+ 571(”5’ (nyrp) - US(nyrp)) + gil(US(yin) - US(yf))] .

En utilisant (4.50) et (4.51), on obtient

_ 1
<"'ﬁ,p,s,s’ = Tp,s,s’ * |:5 1Vu(y§) “p+ §Vvu(y§) ‘PP twy (yi-i-p) - ws(yi)
— = IVulyiy,) P+ Vou(i) - p| + 0(e)
1
= Tp,s,s’ * < - §Vvu(y§) "pP-p+ vvs(yf) “p+ ws’(yirp) - ws(?ﬁ)) + 0(8)

1
= Tpss' - <§VVu(y?) PP+ Vg (yp) - p+ ws (Y4p) — ws(yfr)> +O(e)
= Tp,s,s’ * (ws’(yi) - wa(y?) + (gu,v)p,s,s’(yf)) + 0(6)

Par conséquent,

a
lim E.(U°) = lim 3 E p’s’s es)?
e—0 e—0 ,p, ’

I (p,s,s’)eA
Qp s, s’ 2
- / > (o) = @)+ (Eundpor (@) )
Q 2
(p,s,s’)eA
Z p 5,8’ 7§u,v) dz = E(wagmv)' (453)

2 (p,5,5)€A

D’autre part, on a

6717—;,_575’ ’ (U;—i—p,s UI s) - ]i_s,s ’ <671(u(y§+p) - u(yf)) + st’(y?er) - vs(y§)> + 0(6)

= e (Vuly) D+ va7) — v(5)) + O).

Donc,

hr%F (US,0°) = / Fps.s(Vinu,0)(x) dz = F(v,n,,0). (4.54)
E—
(ps,s")eA

D’aprés les résultats (4.53) et (4.54), on a

lim gg(UE,GE) = E(wagu,v) + F(UanUne)
e—0

sous la contrainte que E(v,n,) = 0. Cela montre que la suite (U¢,6°) définie par (4.52)
est une suite approximante pour u, i.e., liH(l) E(US0°) = E(u). O
E—
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4.2. Réseaux tridimensionnels

L’objectif de cette section est d’étendre les résultats de la section 4.1 en dimension 3. Les
réseaux tridimensionnels peuvent étre utilisés pour simuler des matériaux tridimensionnels.
L’homogénéisation de ces réseaux tridimensionnels suit les mémes étapes que celle des ré-
seaux bidimensionnels. La seule différence est qu’en dimension 3, on doit prendre en compte
la torsion des barres.

4.2.1. Géométrie et interactions mécaniques

Dans le parallélépipéde Q = {x1t1 + zato + z3t3 : (v1,22,23) € [0;1]3} ou ¢y, to, t3 sont
trois vecteurs linéairement indépendants dans I’espace euclidien R?, nous considérons un
réseau périodique tridimensionnel de noeuds formé par les points

Y7 s = e(ys + i1t1 + dat2 +i3t3) avec I := (i1,iz,i3) € 73, (4.55)

ot I'on a supposé que £~ est un entier naturel. Nous utilisons Y5 = e(i1ty + ot + i3t3)
comme nceud de référence de la cellule I. L’ensemble des indices des cellules du réseau est
défini par

¢ = {(2‘1,2‘2,2‘3) € (0,5—1)3}.

A toutes fonctions a valeurs vectorielles U et 6 définies sur Z¢ x {1,...,K}, nous associons
les énergies obtenues a la sous-section 3.3.2, c’est-a-dire :

e 2 p,s,s' (Urips —Uls ?
Ef(U):=¢ > 5 - Tpsst | (4.56)
I (ps,s’)eA

FEUG) : =
j: Z |:(91,s - (aU)I,p,s,s’) : Bp,s,s’ : (‘9[,8 - (aU)I,p,s,s’)

I (ps,s’)eA

+ (91,3 - (aU)I,p,s,s’) : Cp,s,s’ : (af—l—p,s’ - (aU)I,p,s,s’)

+ (91+p78l - (aU)vavsvsl) ' Dpvsvsl ! (91+p78l - (aU)vavsvsl) ° (4'57)
L’énergie élastique totale des réseaux tridimensionnels est donc

E(U) = E*(U) + FE(U0). (4.58)

4.2.2. Résultat d’homogénéisation

Dans cette section, nous déterminons la I'-limite £ des fonctionnelles £ définies par (4.58).

A toute suite U®, nous associons la famille de vecteurs m37, v ; et x7 , définies par (4.6),
(4.7) et la famille de réels w7 ,  , définie par (4.8). En utilisant ces définitions, nous pouvons
réécrire les énergies E°(U¢) et F&(U¢,0°) sous les formes suivantes :

~ _ a / 2
B (v x") =7 3: Z pg,s ((/U?JFP,S/ — Vs + XTp) - TP,&S’) ) (4.59)
I (ps,s)€A
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- B,
FE(UsaXE?aE) = 3: Z [(ais - (af),x)p,&sl)) ’ % ’ ( is - (af},x)pys,s/))

+ ( is o (O‘f},x)pvs,S’)) ’ Cp,svs’ ’ (‘9§+p,8’ - (O‘f},x)pvsﬁ’)) (4.60)

D, .o
+ (‘9?+p,s’ - (O‘Z,x)p,&s”)) : % : (0§+p,s’ - (O‘Z,x)p,w’)) }7

Tp7s7sl

avec (aivx)pvsvs/ = N (Ui—l—p,s' B /U§75 + X?,p)'

gp s,s’

Introduisons maintenant les analogues continus de E. et F.. Pour toutes fonctions a valeurs
vectorielles (v,0) définies sur Q x {1,...,K} et n définie sur Q x P x {1,...,K}, de carré
intégrable par rapport & leurs premiéres variables, nous posons

E(vn) = /Q > Epss(vm)(z) da, (4.61)
(

p,s,8')EA
avec Gpss ,
Eps,s (V) = T((Us/ — Vs + Mps')  Tps,s') s (4.62)
et
F(vn,0) = > Fpssmd) (@) da, (4.63)
2 (p,s,5")eA
avec
P Bp,S,S/
fp,s,s/(v,naa) - = (93 - (av,n)p,S,s/) ) T ’ (93 - (O‘U,n)p,&s’)
+ (0s — (w)ps,s’) - Cpss (050 — (Qwy)p,s,s') (4.64)
D /
+ (95’ - (avﬂ7)p7878') ’ % : (95’ - (av,n)p,S,S’)

Tp7878l

et (wn)p.s,s' = A (Vg — Vs +1p sr).

oo
D,S,S - - ~ ~

Nous étendons les définitions de E et F aux distributions en posant £ = +oo et F' =
400 lorsque les intégrandes ne sont pas de carré intégrable. Pour toutes fonctions u et v

respectivement dans L?(R3) et L2(R3 x {1,...,K}), nous posons au sens des distributions,
pour tout (p,s) € P x {1,...,K},
(Mu)ps : = Vu - p, (4.65)
1
(Euw)ps = Vug-p+ §VVu ‘PP (4.66)

Nous avons le théoréme d’homogénéisation suivant.

Théoréme 4.7. La suite d’énergies E° définie par (4.58) I'-converge vers la fonctionnelle
définie par

E(u) == infg {E(w,{u,v) + F(vu,0); E(vn,) = 0,/ 01(z) dez = O} (4.67)
w,v, Q
si [qu(z) de =0 et E(u) := +oo sinon. Ici, Uinfinimum est pris sur toutes les distributions

(vw,0), E et F sont les fonctionnelles définies dans (4.61) et (4.63) et 0, &y sont les
quantités définies par (4.65) et (4.66).
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Nous ne donnons pas la démonstration du théoréme 4.7, car c’est la méme que celle
du théoréeme 4.2 & quelques modifications prés : dans la procédure d’homogénéisation, il
faut remplacer R? par R3 et Té&s, - (%) par 7,5 A (%), olt (x) désigne n’importe quelle
expression. De plus, les énoncés des résultats de compacité, de convergence a deux échelles
et les démonstrations de la I'-limite inférieure et de la I'-limite supérieure restent inchangées.
La seule chose qui change, c’est la démonstration de la version discréte 3D de 'inégalité de

Korn. Nous la donnons pour le bien du lecteur.

Lemme 4.8 (Version discréte 3D de I’inégalité de Korn). Il existe une constante posi-
tive C' dépendant seulement de Q telle que, pour toutes suites de familles (UF)reze, (07)reze
satisfaisant, pour tout p € P,

Yui=0, Yoi-0 Y

T T T
j:Hg;H? <C j: HM
T T ¢

Démonstration. Ici, C est une constante dépendant seulement de 2, dont la valeur peut

2

—07Ap|| <1, (4.68)

€ €
UI+p - Uj
g

on a

2
<C et j:HU;H? <. (4.69)
I

changer d’une ligne a une autre.

On divise d’abord € en ¢ 73 parallélépipédes Q7 = y7+e€2. On divise ensuite chaque paral-
lélépipéde €25 en six tétraédres en considérant les six différents couples (p;,p;,px) de directions
distinctes dans {¢1,t2,t3} et les jcétr.aédres assF)ciés de sommets (y?,y?+pi,y§+pi+pj ,y§+pi+pj +m).
Sur chaque tétraédre, on définit I'interpolation affine A€ de U en posant pour tout 0 < z <
y<xz<l1,

Il est facile de vérifier que U € H' (). Par ailleurs, il existe une constante C' > 0 telle que

1 1 1
R oy = ldet(tntadal [ [ [ 5 + e+ my + 2pi)) P o ay as
IeT¢

> oY |ui | (4.70)
I

A A £ £ £
Sur le tétraédre (yI,yI+pi,yI+pi+pJ_), on a

VU = (U;ﬂLpi —Ur)@p; + (U;+p¢+pj - U;+p¢) ®p; + (UI€+pi+pj+pk o UI€+pi+pj) ® Pk, (4.71)
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ol (pf,p;,pZ) est la base duale de (p;,p;,pr). Donc,

ee(U)|(pi @ pi
ee(U°)|(pj ® p;

) Ul+p 596 /\pz) Di,

)=
ee(U°)|(pk @ pr)

)

)

Ul+pz+pj U —eb7 A pj) - pjs

ee(U°)|(pi ® pj +pj @ pi
ee(U)|(pi @ pr + Pk @ pi

Ul+p 808 /\pl) pj + (U16+p¢+pj - Ula - 80? /\p]) * Diy
Ulyp, —Ur — b1 Api) - p
(UIerierjerk - UI€+pi+pj - 56; A pk) * Disy

ee(U)|(pj @ pr + Pk @ Pj) = (ULypi1p; — ULp, — €07 ADj) - P

(
(
(Ul+pz+pj+pk Ultpitp; = €01 ADk) - Pry
(
(

+ (UI€+pi+pj+pk - UI€+pi+pj — &b Apr) - pjs

ot 'on a utilisé I'identité (07 Ap)-p+ (7 A q) -p = 0 avec p, q¢ € {pi,pj,pr}. Il est clair que
Pi®pi, Pj@Pj, Pk @k, (Pi®Pj+pj®pi), (Pi@pr+pr®pi), (Pj@pr+pr®p;) forment une base
de l'espace des matrices symétriques d’ordre 3. En utilisant (4.68) et en sommant sur tous les
parallélépipédes, on obtient que ||e(2/®)||? 12(9) < C. On peut alors utiliser 'inégalité de Korn
(B.6) sur Q : il existe une constante C' dépendant seulement de §2 et un mouvement rigide
global R?(y) := a®+ B -y (o0 a® est un vecteur constant et B une matrice antisymétrique)
tels que ||U° — R‘SH%I(Q) < C. En particulier,

VU = B®||72(g) < C. (4.72)

D’apreés (4.71) et (4.72), on obtient pour toute direction p;, 'inégalité

Ue —Us¢ 2
j:: I 1 11
+p7 ) _ BE . pl
e
1

<C. (4.73)

D’aprés (4.68) et en utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient

X\\Bf-pi—eﬁApi\\Q <c. (4.74)
1

En utilisant la convexité de la fonction z + ||z[|?, on obtient

2
HBE-pi—XH?Am
1

Puisque j:@f =0, on a |[|B® - p;||* < C. En revenant & (4.74), on obtient
I

XI5 Apil? < .
1

Ces inégalités étant vraies pour toute direction p;, on déduit que

< XHBE pi — 07 Apil* < C.
T

Y512 < ¢ et B2 < C. (4.75)
1
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En utilisant 'inégalité triangulaire et (4.73), on obtient

b

I

2

Us. —Us
I T < (4.76)

€

D’autre part, il est clair que U — R® est I'interpolation affine de U;j — R® - y7 et on peut
appliquer 'inégalité (4.70) a ces fonctions. Cette inégalité donne Cj:HU}': - R yf|? <
I
\us — REH%Q(Q), et par conséquent, XHU} — R° - 45||> < C. En utilisant de nouveau la
I

2
convexité de la fonction z +— ||z||? et Phypothése j: U; = 0, on obtient HRe- < j: yf) H <C
I I
et donc ||R?||?> < C. D'ou,

Yz < c. (4.77)
1

On conclut la preuve du lemme en rassemblant (4.75), (4.76) et (4.77). O

4.3. Calcul explicite de I'énergie homogénéisée

Dans I’énergie limite que nous avons obtenue, c’est-a-dire,

w,v,0

£u) = inf, { Bw.6u) + Ploan0): Eon) =0, [ 1) do =0}

on doit calculer le minimum par rapport aux trois variables cinématiques v, w et 6. Les
minima par rapport & w et 6 peuvent étre calculés localement via des « problémes de cellule ».
Les solutions respectives dépendent linéairement de &, , et de (v,n,). La contrainte E(v,n,) =
0 se calcule aisément et donne v sous la forme

v=2"L-n,+0, (4.78)

ot L est un opérateur linéaire et © est un champ dans L?(f2) a valeurs dans le noyau
de Dénergie E. A travers la définition (4.15) de 7, et la définition (4.16) de &, on voit
directement que F(v,n,,0) et E(w,,,) dépendent respectivement de Vu et de VVu. On
peut donc écrire

E(w) = inf Vu,VVu,5,V5), 479
W=t | QVuTTusvi) (479

ou () est une forme quadratique positive.

A priori, cet infinimum par rapport & ¥ ne peut pas étre calculé localement a cause de la
présence de Vo dans I'intégrande. Ainsi, le modéle homogénéisé que 1’on obtient est a la fois
un modéle de milieu continu généralisé et un modéle de second gradient [48, 40]. Nous inter-
prétons la variable cinématique ¥ comme un micro-ajustement. Dans certains cas que nous
verrons au chapitre suivant, on peut calculer localement l'infinimum par rapport & ce micro-
ajustement. Dans ces cas, I’énergie homogénéisée £(u) devient une fonction quadratique de
Vu et VVu seulement.
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4.4. Conclusion

Nous avons établi une formule d’homogénéisation qui permet de caractériser le com-
portement homogénéisé des réseaux périodiques avec interactions élastiques. Nos résultats
montrent que ’homogénéisation de ces réseaux peut conduire a des modéles de second gra-
dient avec éventuellement une variable de micro-ajustement. Ils différent des résultats obte-
nus en supposant d’abord que les champs discrets définis sur les réseaux sont les traces des
champs macroscopiques puis en les substituant par un développement de Taylor dans I’éner-
gie (voir par exemple I’équation (4.46) dans [78]). Ce type d’approximation peut conduire
dans certains cas & une surestimation de 1’énergie.

Nos résultats montrent aussi que les termes de second gradient ne viennent pas de ’énergie
de flexion, mais seulement de I’énergie d’extension. On peut facilement s’en convaincre en
prenant 8 = 0, c’est-a-dire en négligeant la rigidité en flexion. Nous signalons que dans ce
cas, la compacité des suites d’énergie bornée n’est pas assurée. Donc, pour pouvoir appliquer
notre résultat d’homogénéisation dans cette situation, il faut ajouter un potentiel de confi-
nement, c’est-a-dire une énergie supplémentaire due & un systéme de forces extérieures qui

permet d’assurer la compacité. Par exemple, I’énergie due & un systéme de ressort de rap-
n

pel 3 Z(uf)2 est un potentiel de confinement pour notre résultat d’homogénéisation, mais
i=1

ce n'est pas une perturbation continue pour le résultat de I'-convergence (par rapport a la

convergence considérée). Néanmoins, notre résultat d’homogénéisation continuera a marcher,

moyennant une modification mineure de la démonstration.

Il faut noter que la formule d’homogénéisation obtenue dans ce chapitre n’est pas assez
explicite pour étre appliquée directement & tout type de réseau périodique. Nous donne-
rons dans le chapitre suivant l'algorithme détaillé qui rend explicite ’énergie homogénéisée
obtenue dans ce chapitre.
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5. Milieux continus généralisés et de
second gradient obtenus par
homogénéisation de réseaux périodiques
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Nous avons montré au chapitre 4 que I’homogénéisation de réseaux périodiques avec inter-
actions élastiques peut conduire a des milieux de second gradient. Nous rappelons 1’énergie
homogénéisée obtenue :

E(u) = inf {E(w,&up) + F(v,4,0); E(v,n,) = 0}

w,v,0

ou
1
wi=Vu-p et &, = —VVu-p-p+Vv-p,
Bem) = [ Epusloala) de.
(p,s,s’)eA
avec a ,
Eps,s (V) 1= %((US’ — Vs + Npst) - Tp,s,S’)zv
Fomd) = [ 3 Fposlvad)@)
Q (p,s,s’")eA
avec
Bp,s,s’
—Fp,s,s’(vmve) L= (65 - (av,n)p,s,s’) : T : (65 - (av,n)p,s,s’)

+ (93 - (av,n)p,s,s’) : Cp,s,s’ : (95’ - (av,n)p,s,s’)

D /
+ (O — (Qwp)p,s,s’) - % (O — (w)p,s,s')s
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Tp787sl

14 s,s’

Oﬁ (Oévyn)pvsvsl =
p;s,

par (3.26)-(3.27).
Dans ce chapitre, nous présentons d’abord de fagon détaillée ’algorithme qui permet

A (vsr —vs +1ps) €t les matrices By, s o, Cp s €t Dy s & sont définies

de calculer explicitement cette énergie homogénéisée. Nous explorons ensuite de nombreux
exemples de modeéles effectifs pouvant étre obtenus. Nous décrivons des exemples de réseaux
périodiques dont I’homogénéisation conduit & des modéles effectifs de poutres, membranes,
plaques, mais aussi & des matériaux 3D. Nous retrouvons la plupart des modéles classiques
largement utilisés en mécanique comme les poutres d’Euler ou de Timoshenko, les modéles
de Cosserat ou micromorphes, les plaques de Kirchhoff-Love ou de Mindlin-Reissner. Nous
obtenons également des modéles combinant les effets de second gradient et ceux de Cosserat.

5.1. Algorithme pour le calcul explicite de I'énergie
homogénéisée

Nous rappelons que dans les calculs qui ont mené & notre résultat d’homogénéisation
(Théoréme 4.2 ou Théoréme 4.7), nous avons supposé que la cellule de référence Y était de
taille 1. Pour décrire une structure périodique avec une cellule de référence qui n’est pas de
taille 1, il faut diviser toutes les quantités géométriques par |Y|'/™ (m étant le nombre de
vecteurs de périodicité) avant d’utiliser I’algorithme que nous allons décrire.

Nous rappelons aussi que les énergies E(v,n) et F (v,n,0) sont des formes quadratiques
positives de leurs variables respectives. Dans ces formes quadratiques, les variables v et 6
sont a priori des matrices vy ; et 05; de dimension K x 3, avec s € {1,..., K} et i € {1,2,3},
tandis que la variable 7 est un tenseur 7, s ; de dimension nx K x 3, avec p € P. Sans changer
la notation, nous identifions respectivement les variables v, 6 et n avec des vecteurs v, ),
0(s,) de taille 3K et 1, ;) de taille 3nK. De méme, nous identifions les quantités (Vu);
et (VVu); 4,y avec des vecteurs (Vu)(; ) de taille 3m et (VVu)(; , ) de taille 3m?.

5.1.1. Description de I'algorithme

Etape 1 : Réécriture des énergies d’extension et de flexion sous forme canonique.

Cette premiére étape est un simple processus d’assemblage. En développant les formes
quadratiques E(v,n) et F(v,n,0), on peut les réécrire sous la forme canonique (ou

tensorielle) :
~ 1
E(v,n):§/vt-A-v+nt-B-n—|—2vt-C-n,
Q
~ 1
F(v,n,@):5/vt-D-v—l—nt-E-77+9t-F-9+21)t-G-n+29t-H-v+29t-J-n,
Q
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ou les matrices A, B, C, D, E, F, G, H et J sont définies par :

Aining) == D (Gpsrij+ prsig) siT#s,
peEP

A(s i) Z A(s 1),(r,7)
r#s

B p,5.0),(r5) = 081 (¢7) # (p,5),
B(p787i)7(p757j) = Zap,r,s,i,j;
T

Cs,),(pyrj) = —Ap,srij SIT #£s,
Clo)p.s.d) =~ D Clo) o)
r#s
Doy ) 1= = 2 (Bpsiri + bprsig) sir #s,
peP
D(S,Z , ZD $,8),(r,J
r#s

E(p78,i),(q,7‘,j) = 0 Si N(q7/r) # (p78)7

E(pvsvi)v(pvsvj) = : :bp,r,s,i,ja
T

= _bp78,T,i,j SLr # 87

G i psid) = — 2, Gls.i) (o)

P

f')

3 S
=

r#£s
F(si),(rj) = 2 Z Cpsiryiyj SIT # S,
peP
F(si)(s.0) = Z (201778,8 ij T Z s,y T 4 m&m))
peEP

Hoi ) =~ 90 90 7tk (0 Oparti [+ Dprst) Tt s (a) # (95,
pEP Kkl lp.sr
Hsi)(s.5) = E:H(S, ri)
r#£s
(8:0),(psm7) Z Z €51k (b + C)p,s,riTpsrk SLT # 8,
peEP k|l p’s r
(s,2),(p,s ) = E E 6]lk< b + c)p,s,s,l,z + E d +c p,r,s,l,z) Tp,s,rk»
pEP k|l lp.s.s rs
avec
&p737r7i7j = ap,S,TTp,S,T,iTp,S,T,j’
et

By 1
bpsrig = P 7z Ciki€jY (b+2¢+ d)p s,k k! Tp,s,m i Tp,s,ml'
Tkl Ll P
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ol € est le symbole de Lévi-Civita défini par

+1 si(i,5,k) = (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2),
ek = § —1 si(i,4,k) = (1,3,2), (2,1,3), (3,2,1),

0 sinon.

Etape 2 : Calcul de la contrainte.
En utilisant les formes canoniques ci-dessus, il est facile de calculer le minimum de

E(v,n,) par rapport a la variable v. Lorsque ce minimum est atteint, le vecteur v
satisfait les équations d’Euler-Lagrange :

A-v+C-n=0.

Une solution possible ! est donnée par le vecteur v := —A* - C - n,, ot AT désigne
la matrice pseudo-inverse de A. Donc, la valeur minimale de 'énergie E(v,7,) est
fQ %WZ'X'WW ol

X:=B-C'-A"T.C. (5.1)
Le minimum de E~(w,§u7v) par rapport & w se calcule de la méme maniére. La valeur
minimale de I’énergie est fQ %(&w)t X &y
Nous introduisons l'opérateur linéaire L en posant, pour tous p € P, s € {1,...,K},
I1<iy<3etl<~y<n,

Lips.i), () 7= 0ig (P - 1), (5.2)
ou ¢ est le symbole de Kronecker (i.e., §;; = 1 sii = j et d;; = 0 sinon). Cet opérateur
nous permet d’écrire 7, en fonction de Vu :

Ny =L - Vu. (5.3)

Posons Q :=L!- X -Let K:= —A*t.C-L. Alors, la contrainte E(v,n,) =0 donne :
Q- -Vu=0, (5.4)

v=K- -Vu+7, avec 0 € Ker(A). (5.5)

Remarque 5.1. Nous remarquons que cette matrice Q aurait été la matrice de ri-
gidité homogénéisée des structures étudiées au chapitre 4 si nous avions supposé des
interactions moins rigides. Les structures homogénéisées seraient donc des milieux de
premier gradient. Autrement dit, Q est la matrice de rigidité de premier gradient ou
de premier ordre. Nous retrouvons des résultats obtenus récemment par Martinsson et
Babuska [68].

Puisque nous nous sommes intéressés a des structures constituées d’un matériau tres
rigide, nous devons nous focaliser uniquement sur le noyau de I'opérateur Q. En fait,
le noyau de Q est I’espace des déplacements possibles avec une énergie nulle. Notons
que le fait que les interactions mécaniques doivent étre objectives implique que Ker(Q)
contient au moins des matrices antisymétriques 2. Mais, dans certains cas, Ker(Q) peut
contenir d’autres éléments autres que des matrices antisymétriques.

1. Les propriétés du pseudo-inverse de Moore-Penrose impliquent que ce vecteur v appartient a 1’ortho-

gonal de Ker(A) et satisfait donc ka =0.
k
2. En disant qu’une matrice M de dimension 3 X m est antisymétrique, nous voulons dire que pour tous

1<~y <m, My + My, =0.
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Nous introduisons maintenant une base orthonormale (I/Vf)gl:1 de Ker(Q) avec m(5 —

m)/2 < d < 3m. La matrice P(; ) j) = Z Wé ,Y)W(Ej ) représente alors la projec-
£
tion orthogonale sur Ker(Q). Par conséquent, la contrainte (5.4) devient
Vu=P - Vu. (5.6)

Par ailleurs, pour représenter le vecteur ¥, nous introduisons une base (Vg)g:1 de
d

Ker(A), avec 3 < d < 3K. Nous posons § = Z be(x)VE, cest-a-dire, & = V - b avec
e=1

— v

V(Svi)vg T V(S,’l)

Remarque 5.2. La variable cinématique b introduite & cette étape représente le degré

de liberté interne v. Cette variable pourra jouer un roéle important dans la suite. En

effet, & cause du fort contraste et pour les géométries particuliéres que nous avons

considérées, ’ensemble sur lequel est défini © peut étre enrichi et la valeur de v (donc

de b) pourra avoir une influence importante sur I’énergie homogénéisée, comme nous

le verrons & la section 5.2.

Etape 3 : Calcul de la partie extensionnelle de I'énergie.
D’apreés la contrainte (5.4), nous avons (Vv)s ;. = Z(K(Sﬂ-),(jﬁ/)(VVu)jp,w)—i—(V@)s,m.

3
En utilisant (5.6) et en exprimant ¢ dans la base (V¢), nous pouvons réécrire &, ,, sous
la forme :
€uw =M VVu+N - Vb,
avec

1
M) Gor) = D DK (s 60) + 3P0 )P (100), G0 P
¢ k

_ /¢
N(pys7i)7(£77) - ‘/v(SJ)pfy'
, . .. = 1 ‘ .
Alors, I'énergie d’extension inf E(w,&, ) = 3 (Euw)" - X - &y devient
w Q

1
5/(VVu)t-Mt-X-M-VVzH—(Vb)t-Nt-X-N-Vb+2(VVu)t-Mt-X-N-Vb.
Q

Nous préférons réécrire cette énergie comme la somme de deux termes positifs :

inf B(w,6uy) = % / (VV) - R-VVu+ (Vb+T - VVW)'-S- (Vb+T-VVu), (5.7)
w Q

ou

S=N.XN, 7:=8"-N.XMet R=M.-XM-M.X-N-T.
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Etape 4 : Calcul de la partie flexionnelle de I'énergie.

Nous pouvons aisément calculer le minimum de F (v,nu,0) par rapport a 6. Lorsque ce
minimum est atteint, le vecteur @ satisfait le systéme d’équations algébriques suivant

F0+H-v+J-n,=0,

dont une solution est donnée par § := —F* . (H-v +J -n,). La valeur minimale est
donc
- 1
i%fF(v,nuﬁ) = 5/ [vt-(D—Ht-F+-H)-v+nZ-(E—Jt-F+-J)-nu
Q

+20" - (G—-H"-F'.J)-n,|.

En utilisant (5.6), nous remplacons 7, par L-Vu =L-P-Vuet v par K-P-Vu+V -b,
ce qui nous donne :

~ 1
i%fF(v,nu,H):5/bt-S-b—l—(Vu)t-Z-Vu—Fth-Y-Vu,
Q

avec

S:=V'.(D-H"-F"-H) V,

Z=P K. (D-H F"-H) K+L - (E-J -F".J) L
+K'-(G-H"-F'.J)-L+L'-(G'-J'"-F".K)-L)-P,

Y=V . (D-H" F'" H) -K+(G-H'"F".J)-L)P.

Nous réécrivons I’énergie ci-dessus comme la somme de deux termes positifs :

- 1
irglfF(v,nu,H) = 5/(Vu)t-R-Vu+(b+T-Vu)t-S-(b+T-Vu), (5.8)
Q

avec
T:=St.Y e¢¢ R:=Z-Y"' . T.

En collectant les résultats (5.7) et (5.8), nous obtenons
1
E(u) = i%f§ / [(VVu)t “R-VVu+ (Vb+ T -VVu)'-S- (Vb+ T -VVu)
Q
+(Vu)' " R-Vu+ (b+T-Vu)'-S-(b+T-Vu)|. (5.9)

Dans cette expression, l'intégrande apparait comme une forme quadratique dépendant
du premier et du second gradient du déplacement macroscopique u, de la variable
cinématique supplémentaire b que nous appelons micro-ajustement et de son gradient
Vb. A priori, Uinfinimum par rapport a la variable b dans 'expression de &(u) ne
peut pas étre calculé localement. Les équations d’équilibre sont un systéme linéaire
d’équations différentielles partielles couplant u et b. Ce systéme sera complétement
déterminé lorsque 'on fixe les matrices R, S, 7, R, S et T : les équations d’équilibre
correspondant respectivement a la minimisation de £ par rapport a u et b sont

div(div(R - VVu+ 8- (Vb+T - VVu))) —div(R-Vu+S - (b+ T - Vu)) = 0,
—div(S - (Vb+ T -VVu)+S- (b+T-Vu) =0
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avec les conditions au bord convenables.
Le modeéle effectif obtenu est & la fois un modéle de second gradient et un milieu continu
généralisé.

Etape 5 : Si possible, élimination de la variable supplémentaire.
11 est parfois possible d’éliminer la variable b dans (5.9), comme nous le verrons dans
quelques exemples & la section 5.2. C’est le cas lorsque pour tout champ wu, il existe un
champ b tel que

S-(Vb+T -VVu)=0 et S-(b+ T Vu)=0. (5.10)

Cette opération serait difficile & effectuer si I’on n’avait pas considéré des conditions
aux limites de bord libre. Il est clair que le champ b vérifiant (5.10) minimise 1’énergie
E(u). Si les équations (5.10) sont satisfaites, alors ’énergie homogénéisée se réduit a

1
E(u) = 3 / (VVu)!'-R-VVu+ (Vu)'-R-Vu sous la contrainte Q - Vu = 0. (5.11)
Q
Il ne faut pas croire que les cas ou le micro-ajustement ne peut pas s’éliminer ne sont
pas pertinents, bien au contraire. D’ailleurs, nous verrons dans les exemples donnés &
la section 5.2 que nous retrouvons plusieurs modéles de milieux continus généralisés
largement utilisés en mécanique.

5.1.2. Mise en ceuvre de l'algorithme

La mise en oeuvre de ’algorithme décrit ci-dessus est aisée, car les matrices qui entrent
en jeu sont des matrices de petites dimensions. On peut utiliser des logiciels comme Octave
ou MATLAB pour obtenir des résultats numériques ou comme Maxima pour obtenir des
résultats analytiques. Avant d’utiliser I’algorithme ci-dessus, on doit vérifier la connectivité
des structures et vérifier a la main I'existence ou la non-existence d’une solution pour les
équations (5.10). Si les équations (5.10) admettent une solution, alors le modéle homogénéisé
est un modéle de second gradient dont ’énergie est donnée par (5.11). Dans le cas contraire,
le modéle homogénéisé est un modéle de milieu continu généralisé dont I’énergie est donnée
par (5.9). Nous verrons ces différents cas dans les exemples qui viennent.

5.2. Exemples de milieux effectifs

Dans cette section, nous allons appliquer la procédure décrite a la section précédente a
différents réseaux périodiques bi et tridimensionnels. Pour fixer les idées, nous choisissons
toujours ay s » = 1 lorsque deux nceuds sont reliés par une interaction (i.e. lorsque ap s, # 0).
Cette hypothése signifie que les sections des barres sont différentes lorsque leurs longueurs
le sont. Nous choisissons toujours aussi f = 1 (et dans le cas 3D, t = %) Nous classons les
exemples que nous allons considérer en fonction de la dimension m = 1, 2, 3 de 'espace sur
lequel sera définie ’énergie homogénéisée. Cela nous permettra d’obtenir des modéles effectifs
de poutres, de membranes ou de plaques, ou des matériaux tridimensionnels. Dans le cas
m = 1 ou 2, nous considérons successivement des réseaux périodiques bi et tridimensionnels.
Nous écrivons I'énergie homogénéisée en fonction des composantes e;j(u) du tenseur des
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axjaxk

est possible de réécrire les résultats en fonction du gradient de la déformation V(e(u)).

déformations e(u) et des composantes du second gradient du déplacement VVu. Il

5.2.1. Poutres

Pour des raisons de simplicité, nous commencons par considérer des structures dans R?
avec un seul vecteur de périodicité (m = 1).

5.2.1.1. Poutre Warren 2D

Nous considérons la géométrie (voir figure 5.1) : @ = (0,1), K =2, y; = (0,0), y2 = (0,1),
t1 = (1,0), ai12 = a1,1 = a222 = az12 = 1; toutes les autres composantes a, ; o+ sont
nulles. Pour cette structure, la contrainte (5.6) donne e;(u) = 0 : la poutre est inextensible.
Une solution possible pour les équations (5.10) est b = 0. On obtient ’énergie homogénéisée

donnée par
1 1 622@ 2
E(u) == AM == d
=3 f A (G) o

avec A = % Cette énergie correspond a un modéle de poutre d’Euler-Bernoulli inextensible.

ety

FIGURE 5.1. — Poutre Warren 2D

5.2.1.2. Poutre périodique carrée

La géométrie est similaire a celle de I'exemple précédent (voir figure 5.2), mais nous sup-
primons les barres diagonales en posant ag 12 = 0.

ety

FIGURE 5.2. — Poutre périodique carrée

La contrainte (5.6) donne encore e;;(u) = 0. En revanche, 'énergie homogénéisée obtenue
ici est différente de celle obtenue précédemment. Elle est donnée par :

. 1 1 8()1 2 6b2 2 8UQ 2

En posant ¢ := by — by et 1) := by + bo, on obtient
1M1 ([ 0> o\ Ous 2
= inf = - — — 2| — — .
= o 2/0 [2 ((3961) B (5901) ! (5901 > .
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L’infinimum par rapport & ¥ peut se calculer localement : la solution est 1) = 0. Par contre,
Pinfinimum par rapport & ¢ ne peut pas se calculer localement. L’énergie homogénéisée

devient donc )
. 1 1 agp OUQ

avec)\:%etgzz

Cette énergie correspond a un modéle de poutre de Timoshenko inextensible. Il est connu
que ce modéle est non local (en w seulement). La partie qui reste du micro-ajustement
coincide avec la variable de Timoshenko qui s’interpréte généralement comme la « rotation »
de la section de la poutre.

5.2.1.3. Poutre pantographique

Les structures basées sur un pantographe ont été les premiéres structures utilisées pour
donner une interprétation microscopique d’un phénoméne spécifique aux modéles de second
gradient complet, appelé propagation de dilatation. Ces structures sont étudiées dans la
littérature en utilisant des techniques heuristiques d’homogénéisation |91, 85, 65], des outils
de la I'-convergence |7, 6|, des simulations numeériques [54, 98| et des essais mécaniques
[43, 99].

Nous considérons une poutre 2D avec une cellule constituée de six noeuds DYy = (1362,
Yo = —%62, Y3 = %61, Ys = %(361 + 2e39), y5 = %(361 — 2e9) et yg = 2e1. Un vecteur de
périodicité est t1 = e1. Les seules composantes non nulles des matrices Al et A? sont :

a1,1,3 =0a114 = Q1,23 =0A125 = A1 34 = G135 = A146 = @156 — 1,

(241 = Q2552 = 26,1 = 262 = 1.

Nous notons F, ., cette poutre (figure 5.3) qui se situe le long de la ligne (O,e;1) et qui
appartient au plan (eg,e2).

S

FIGURE 5.3. — Poutre pantographique P, .,

La condition (5.6) ne donne ici aucune contrainte. Une solution possible pour la condition
(5.10) est b= (1,0, — 3, — L L ) A (943, I énergie homogénéisée est

oy
1 1 62u1 2 82u2 2 8U1 2

E(u) =< AM == — ] +{( =— dzx 5.12

() 2/0 ( <8x% K Ox? ¢ 01 L (5.12)
avec \ = 2%’, wo= % et ¢ = 324. Nous retrouvons les résultats obtenus par Seppecher,
Alibert et dell'Isola [91], Alibert et Della Corte [6]. Les propriétés intéressantes de cette
structure pantographique sont étudiées dans [91]. Sa particularité repose sur le fait qu’une
dilatation imposée sur une partie de la poutre aura tendance & se propager sur toute la

82

2
F) , mais il est amorti par
x
1

poutre. Ce phénoméne de propagation est di au terme (
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Ouy s X X N :
le terme | —— ) . Cette compétition confére au modéle une longueur intrinséque qui vaut

31‘1
VA/C.
Expliquons ce phénoméne d’amortissement. Supposons que u; = uj (1), ug = ug = 0 et
fixons les conditions aux limites suivantes :

0
8—2(0) =1, libreen z; = 1.
Dans ce cas, I’énergie homogénéisée devient
1 /1
£ =5 [ M) + (@) dor.

L’équation d’équilibre est déterminée par 6&(u) = 0, c’est-a-dire :

/1()\1/1') Suf + Cuy duy =0
ou encore ’ .

/ (=l + ¢uh) ou) = 0.
Cela implique que ’

uf'(z1) = 2ul(z1) = V'(21) = XU($1)7 avec v 1= u.

A
On en déduit que v(z1) = exp(—+/¢/A 1). On a un taux d’amortissement qui vaut /¢/A.

5.2.1.4. Poutre Warren 3D

Dans les exemples précédents, nous n’avons traité que des poutres 2D. Nous donnons ici un
exemple d’une poutre 3D de type Warren qui conduira (par homogénéisation) & une poutre
d’Euler-Bernoulli. La géométrie (voir figure 5.4) est : Q@ = (0,1), K = 3, y1 = (0,0, — 3),

1 1 2
y2 = (0,0,3), y3 = (5@%)7 t1 = (1,0), a112 = a1,13 = @123 = A2,1,1 = G222 = (233 =
as 31 = a2 32 = 1; toutes les autres composantes des matrices Al et A2 sont nulles.

€t1 \

—

FIGURE 5.4. — Poutre Warren 3D

La condition (5.6) donne ejj(u) = 0 : la poutre est inextensible. Une solution possible
pour le micro-ajustement est b = 0. L’énergie homogénéisée est

1 1 32UQ 2 32U3 2
E(u) == AM == —_— d
=3 ( (5) () ) o
avec \ = % et ( = % Elle correspond & une poutre d’Euler-Bernoulli non dégénérée. Le fait

que les raideurs en flexion dans les deux directions transverses es et eg sont découplées est
di a la symétrie de la structure.
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5.2.2. Membranes
5.2.2.1. Réseau triangulaire régulier

Le réseau triangulaire régulier (figure 5.5) est déterminé par une cellule Y constituée d’un
seul nceud (K = 1), deux vecteurs t; = (1,0) et to = (—1/2,v/3/2) pour translater la cellule,
cinq matrices AP de taille 1 x 1 définissant les interactions entre le nceud de la cellule Y7 et
celui des cellules voisines Y7,. Ces matrices sont données par A = [0], A% = [1], A3 = [1],
At =[1] et A% =[0].

La contrainte Q - Vu = 0 porte uniquement sur e(u) et elle donne :

3 10 €11 (u)
3
% 1 3 0 . €292 (u) = 0.
0 0 4 €12 (u)

Remarque 5.3. On aurait pu trouver facilement la contrainte ci-dessus en remarquant que
s’ il n’y a qu’un noeud par cellule, la contrainte (vy —vs+Vu-p)-7, 5 & = 0 donne directement
(Vu-p)-p = 0. Cette derniére équation donne une contrainte qui porte uniquement sur e(u).
On retrouvera cette situation dans le cas de la grille carrée (voir paragraphe 5.2.2.2) et du
réseau cubique (voir paragraphe 5.2.4.1).

eto
\ et

FIGURE 5.5. — Le réseau triangulaire régulier

Le modéle homogénéisé obtenu correspond & matériau 2D isotrope dont les coefficients de
Lamé sont 4 = A = @ et le coefficient de Poisson est v = % Notre résultat concorde avec
le résultat obtenu récemment par Martinsson et Babuska [68].

Nous avons déja remarqué le fait que la matrice Q correspond & la matrice homogénéi-
sée qui aurait été obtenue si I'on avait supposé un ordre de grandeur plus faible pour les
interactions mécaniques. Puisque la matrice ci-dessus est non dégénérée et que £ = 0 pour
les mouvements rigides, on n’a donc pas besoin de calculs supplémentaires pour 1’énergie.
On obtient le méme résultat pour de nombreuses structures, comme par exemple, le réseau

kagomé (ou trihexagonal) étudié par Leung et Guest dans [64] (figure 5.6).
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FIGURE 5.6. — Réseau kagomé étudié par Leung et Guest

A partir de maintenant, nous nous focaliserons sur des structures possédant plus de degrés
de mobilité.

5.2.2.2. Grille carrée

La géométrie du treillis carré régulier (figure 5.7) est déterminée par une cellule constituée
d’un seul neeud (K = 1), deux vecteurs ¢; = (1,0) et to = (0,1) pour translater la cellule, et
cinq matrices AP de taille 1 x 1 définissant les interactions entre le nceud y7 ; et ses voisins

Y74p1 données par Al =10], A?2 =[1], A3 =[1], A* =[0] et A5 = [0].

eto

€t1

FIGURE 5.7. — Le réseau carré régulier et sa déformation admissible

La contrainte (5.6) donne eq1(u) = eg2(u) = 0 : la structure est inextensible dans les
directions e et eq, et seulement le cisaillement est possible. Le micro-ajustement b = 0 est
optimal. L’énergie homogénéisée est

1
= 5/ )\(elg(u))z dxl dCCQ,
Q
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avec A = 6. Le modéle homogénéisé est un matériau élastique classique i.e. de premier
gradient), contrairement a son analogue 1D, c’est-a-dire la poutre périodique carrée (voir
sous-section 5.2.1).

5.2.2.3. Grille carrée sans contraintes

Presque tous les exemples précédents présentent un comportement homogénéisé avec cer-
taines contraintes comme par exemple I'inextensibilité. Cet exemple vise & montrer qu’il est
possible d’éviter ces contraintes. Dans 1’exemple de la grille carrée, nous remplacons les in-
teractions directes par des zigzags (voir figure 5.8). Nous considérons une cellule constituée
de trois nceuds y; = (0,0), y2 = (0.5,0.3), y3 = (0.3,0.5). Toutes les composantes des cinq
matrices d’interactions AP de taille 3 x 3 sont nulles sauf a; 12 =a1,13 =a221 =a3z31 = 1.

€t2
ety

FIGURE 5.8. — Une structure carrée avec une énergie limite sans contrainte
La contrainte (5.6) disparait et I’énergie homogénéisée s’écrit

1

E(u) = 5/9 [)\(ell(u))Q + )\(GQQ(U))Q + C(€12(u))2] dzq dxo,

avec)\:%—oetg“:?).

Dans ce qui suit, pour des raisons de simplicité, nous ne chercherons pas a éviter toutes
les contraintes.

5.2.2.4. Structure en nid d’'abeilles

La structure en nid d’abeilles (figure 5.9) est définie par une cellule Y constituée de deux

neeuds (K = 2), deux vecteurs t; = (3, — @) et ty = (0,3/3) pour translater la cellule,
cing matrices AP de taille 2 x 2 définissant les interactions entre les nceuds de la cellule Y;
et ceux des cellules voisines Y7, ,. Toutes les composantes des matrices AP sont nulles, sauf
ail2 =agi2 =agz1 = L.

La contrainte (5.6) donne ejq(u) + eg2(u) = 0 : la structure est incompressible. Le micro-
ajustement peut étre calculé localement et I’énergie homogénéisée est

1

E£(u) = 5/9)\\\6(21)]]2 dzy s,

avec A = 9. Cette structure homogénéisée est un matériau bidimensionnel élastique classique.
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FIGURE 5.9. — La structure en nid d’abeilles

Plusieurs chercheurs [53, 46, 37, 36] ont étudié la structure en nids d’abeilles. Notre résultat
est en accord avec ceux obtenus par ces auteurs, bien que les hypothéses soient différentes.
En effet, dans les travaux cités, les raideurs en extension et en flexion étaient supposées de
méme ordre de grandeur. Par contre, notre résultat différe des résultats obtenus par Raoult,
Caillerie et Mourad [86], Le Dret et Raoult [61]. En effet, ces auteurs ont pris une raideur
en extension de méme ordre de grandeur que la notre et ont pris en compte la non-linéarité
géométrique de la structure.

5.2.2.5. Membrane "couple-stress"

Nous ajoutons une barre diagonale dans une cellule carrée sur deux dans I'exemple 5.2.2.2
(voir figure 5.10). Le nouveau réseau est alors défini par une cellule Y constituée de deux
neeuds (K = 2) : y; = (0,0), y2 = (0,1), deux vecteurs de périodicité ¢; = (1,0), t2 = (0,2)
et cinq matrices AP de dimension 2 x 2. Les seules composantes non nulles de ces matrices
sont @112 =ag1,1 = az22 =a212 =a3z21 = 1.

€t2

o

ety /

FIGURE 5.10. — Une structure en couches et sa déformation admissible

Cette structure lorsqu’elle est homogénéisée est soumise aux contraintes ey (u) = ego(u) =
0. Un micro-ajustement optimal peut étre obtenu et I’énergie homogénéisée est

2uy\
5(u) = %/ﬂ ()\ <67%2> +<(612(u))2> dzi dzo,

avec A = % et ( = %2. Du point de vue mécanique, les sous-structures horizontales se
comportent comme des poutres en flexion et leur résistance & la flexion est responsable du
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terme de second gradient dans 1’énergie homogénéisée. Le modéle homogénéisé obtenu entre
dans le cadre des modéles "couple-stress", c¢’est-a-dire que son énergie dépend du gradient
de la partie antisymétrique de Vu. En effet, en raison de la contrainte eq;(u) = 0, énergie
homogénéisée peut se réécrire sous la forme

E(u) = %/ﬂ <)\ (6%1 (g—zf - 2—2»2 + g(e12(u))2> dzy dzs.

Par ailleurs, on peut aussi la réécrire sous la forme

2
Elu) = % /Q <4)\ (8652(1“)> +<(e12(u))2> Az, dao.

Ainsi, le modeéle homogénéisé est doté de la longueur interne /4\/(.

5.2.2.6. Membrane pantographique

Cette structure est constituée par un réseau connecté de structures pantographiques tout
a fait similaires a celles étudiées au paragraphe 5.2.1.3. Elle est définie par une cellule Y
constituée de six nceuds (K = 6) : y;1 = (0,1), y2 = (0, — 1), y3 = (1,0), ya = (2,2),
ys = (2,—2), y¢ = (3,0), deux vecteurs de périodicité t; = (4,0), to2 = (—2,4) et cinq matrices
AP de dimension 6 x 6 définissant les interactions mécaniques. Les seules composantes non
nulles de ces matrices sont

a1,1,3 =04a1,14 = G123 = 0Aa1,25 = 4134 = A1,35 = 0146 = A1,56 — 1,

(241 = Q252 = 4261 = 262 = A315 = A442 = 1.

FIGURE 5.11. — La membrane pantographique

La contrainte (5.6) donne ega(u) = 0. Les déformations admissibles sont le cisaillement
et la dilatation horizontale. En effet, comme le montre la figure 5.12, ces déplacements
macroscopiques peuvent étre réalisés sans allonger aucune barre.

Un micro-ajustement satisfaisant (5.10) peut étre obtenu et I’énergie homogénéisée est

e<u>;/Q[«euw+o<em<u>>2+ﬂ<<%2§>2+<%2§>2+A<aii;;+m?§;2>2>})dm
(5.13
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FIGURE 5.12. — Les deux déformations admissibles de la membrane pantographique (la
flexion des barres n’est pas réprésentée ici) : & gauche le cisaillement, & droite
la dilatation horizontale.

Cette structure a été étudiée dans [1, 2|. C’est le prototype des modeéles de second gradient
complets. En effet, elle ne rentre pas dans le cadre des modéles "couple-stress" a cause du

)
similaire a élté décrit en détail dans [91]. En raison de la forte anisotropie de la structure, il
est difficile de distinguer les différentes longueurs intrinséques contenues dans le modéle.
Des structures basées sur des mécanismes pantographiques ont été largement étudiées
théoriquement [82], mais aussi du point de vue numérique [100, 58] et expérimental [81].
On peut remarquer que dans I’énergie homogénéisée (5.13), les termes de premier et de
second gradient sont découplés. Cela est en accord avec les résultats de Auffray, Bouchet
et Bréchet [12]|, de Poncelet et al. [84]. En effet, ces chercheurs ont montré que certaines
classes de symétrie de la microstructure induisent une absence de couplage entre les termes
de premier et de second gradient. Ces classes de symétries sont détaillées dans le chapitre
I1-3 de la thése de Auffray [11]. Parmi ces symétries, il y a la centrosymétrie et c’est cette
symétrie qu’on observe dans la membrane pantographique.

2 2
terme ( ) dans 'expression de I’énergie homogénéisée. Le comportement d’un modéle

5.2.2.7. Modéle de Cosserat

Nous considérons le réseau décrit dans la figure 5.13. C’est une structure plane dans
laquelle nous avons autorisé des interactions croisées. Il faut noter que dans le cas des inter-
actions croisées, le passage du continu vers le discret n’est pas conforme.

La cellule périodique du réseau est constituée de deux nceuds: y; = (0,0) et yo =
(1/2,1/2); les vecteurs de périodicité sont ¢ = (1,0) et to = (0,1). Toutes les composantes
des cing matrices AP de dimension 2 x 2 sont nulles, sauf aj 12 = a1, = a222 = a3 1,1 = 1.

La contrainte (5.6) donne encore eq;(u) = ez2(u) = 0 : le cisaillement est une déformation
admissible. L’énergie homogénéisée est de la forme

Ay \? gy uy\\?
E(u) = iréf%/ﬂ [C <8—;01> + 7y <<p (6—3; — 8—xl>> + ﬁ(elg(u))Ql dzq dxs
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F1GURE 5.13. — Une structure plane conduisant & un modéle de Cosserat

800 1600 56
759 v = 333 et k = —. La variable supplémentaire ¢ joue le réle d’une variable

de Cosserat. En considérant la figure 5.13, on peut comprendre que la rotation des barres
[yil,yfg] tend & étre uniforme et qu’elle est couplée avec le déplacement global puisque les
barres sont soudées a chaque noeud.

avec ( =

5.2.2.8. Modeéle combinant des effets de second gradient et de Cosserat

Nous combinons ici les structures de la figure 5.10 et celles de la figure 5.13 (voir figure 5.14).
La nouvelle cellule périodique est donc constituée de trois noeuds : y; = (0,0), y2 = (0,1) et
y3 = (1/2,3/2). Les vecteurs de périodicité sont t; = (1,0), ta = (0,2). Les composantes non
nulles des cinq matrices d’interaction AP de dimension 3 x 3 sont :

(112 = Q123 = A21,1 = 4212 = A233 = a321 = 1.

Vall) Vel Vall) Vel Vel Vel V4

AT

ol ol ol olelel
YV YV VYV VY

AT

ol ol ol ololel
Vall) Vel Vel Vel Vil Vel V4

FI1GURE 5.14. — Une structure plane conduisant a la fois a des effets de second gradient et
de Cosserat

La contrainte (5.6) est toujours ej;(u) = e22(u) = 0. Le cisaillement est une déformation
admissible. L’énergie homogénéisée est de la forme

. 1 82 2 8 a a 2
E(U):lgf§A[A<aT?> +<< Z) +7<¢——<a—zj—a—g>> +n(612(u))2] dzq dzs

800 1600 56

avec A = —, C = —— et k = —. Ce modéle combine les effets de second gradient
8 729’ 333 9

et ceux de Cosserat.
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5.2.3. Plaques

Jusqu’ici, nous n’avons considéré que des structures planes qui sont complétement dégé-
nérées par rapport au déplacement transverse. Nous considérons maintenant des structures
avec une épaisseur non nulle.

5.2.3.1. Plaque de Kirchhoff-Love

Le réseau considéré est constitué de deux réseaux triangulaires réguliers superposés (figure
5.15). Il est défini par une cellule Y constitué de deux nceuds (K = 2): y; = (0,0,0),
yo = (0,0,1); les vecteurs de périodicité t; = (1,0,0), t2 = (—1/2,/3/2,0); cinq matrices
AP 2 x 2. Les seules composantes non nulles de ces matrices sont aj 12 = a211 = a222 =
a212 = 0221 =0311=0322=0312=0321 = 0411 =0412 = 0421 = 0422 = L.

N7 5%
»s‘s‘ X

FI1GURE 5.15. — Une plaque de Kirchoff-Love

Le modéle homogénéisé est soumis aux contraintes ejj(u) = eg(u) = eja(u) = 0 (il est
indéformable en tant que membrane). Le micro-ajustement b = 0 est optimal et I’énergie

homogénéisée est
1

E(u) = 5/9 ()\HVVU;J,H? + C(Au3)2> dzy das

1
1 Ce modéle correspond & une plaque de Kirchhoff-Love en flexion,
isotrope et inextensible.

1
avec)\:§etC:

5.2.3.2. Plaque de Mindlin-Reissner

Nous considérons la méme géométrie que dans ’exemple précédent, mais nous supprimons
toutes les diagonales joignant les nceuds inférieurs aux nceuds supérieurs (voir figure 5.16).
Pour cela, il suffit de poser ag 12 = a221 = a3 12 = a321 = a4,12 = Ga21 = 1.

La contrainte d’inextensibilité ej;(u) = eg2(u) = ej2(u) = 0 est encore obtenue, mais le
micro-ajustement b ne peut pas étre éliminé complétement. L.’énergie homogénéisée contient
deux variables cinématiques supplémentaires qu’on peut écrire p = (¢1,92). Elle est donnée
par

't
£ =int 5 [ (NIVus = P + Clle(o)IP) don das
v 2 (9]

9 1
avec A = — et ( = =. Ce modéle correspond & une plaque de Mindlin-Reissner isotrope

[87, 88]. Dans la théorie de Mindlin-Reissner, la variable ¢ s’interpréte généralement comme
la rotation de la « fibre » qui est différente de la rotation de la « surface moyenne ».
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F1GURE 5.16. — Une plaque de Mindlin-Reissner

5.2.3.3. Plaque de Mindlin-Reissner généralisée

Nous ne sommes pas limités & la variable cinématique supplémentaire introduite dans
I’exemple précédent : nous considérons trois réseaux triangulaires superposés au lieu de deux
(voir figure 5.17). Le nouveau réseau est défini par une cellule Y constituée de trois nceuds :
y1 = (0,0,0), y2 = (0,0,1), y3 = (0,0, — 2). Les vecteurs de périodicité sont ¢; = (1,0,0),
ty = (—1/2,v/3/2,0). Les seules composantes non nulles des matrices AP sont aj12=0a113=
a1,1 = Q222 = G233 =0311 = A322 = (333 = G411 = A422 = a433 = L.

FIGURE 5.17. — Une plaque de Mindlin-Reissner généralisée

A la différence de la plaque de Mindlin-Reissner ci-dessus, nous obtenons ici un modéle
avec deux vecteurs "rotations" ¢ et ¢. L’énergie homogénéisée est de la forme

€(u) = inf % /Q (MIVus = I + ClIVus = ¥ + Qo). Vp,V¥) ) day g
ou () est une forme quadratique positive. Il ne nous parait pas utile de donner les valeurs
exactes de A et ( ainsi que 'expression de Q.

Si l'on avait considéré plusieurs couches, on obtiendrait des modéles avec plus de deux
variables cinématiques supplémentaires qui correspondent a des plaques de Mindlin-Reissner
généralisées, telles que décrites récemment par Lebée et Sab dans [63].
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Une autre fagon de généraliser les modéles de Reissner est de combiner les structures
décrites sur les figures 5.17 et 5.13 afin de combiner I'effet de Cosserat dans le plan obtenu au
paragraphe 5.2.2.7 et l'effet de Reissner. On aurait un modéle similaire & celui de Reissner,
mais avec une variable ¢ qui serait a valeurs dans R3, comme décrit par Altenbach et
Eremeyev [10].

5.2.3.4. Plaque de type origami

Nous considérons un réseau constitué de quatre nceuds : y; = (0,0,0), yo = (1,0,1), y3 =
(-1,1,0), y4 = (0,1,1), les vecteurs de périodicité sont t; = (2,0,0) et t2 = (0,2,0); les
coefficients non nuls des matrices d’interaction sont a112 = a1,1,3 = @123 = a124 = A1 34 =
221 = 0223 = G241 = (243 = (331 = 4332 = 4342 = Q441 = A523 = 1.

Ce réseau simule un pli de Miura qui s’avére avoir des propriétés mécaniques non conven-
tionnelles [62] : les noeuds correspondent aux coins du pli, tandis que les interactions corres-
pondent aux arétes et aux diagonales des faces (voir figure 5.18).

La cinématique de ce type de plaque est similaire a celle des plaques articulées avec des
barres rigides et avec des articulations rotules.

FIGURE 5.18. — Plaque de type origami

La contrainte (5.6) donne eja(u) = 0 et e1(u) = e22(u). Le micro-ajustement b = 0 est
optimal et I’énergie homogénéisée est

E(u) = % /Q (AQus)? + Clen(u) +en(w)?) day day

1 . .
avec A = — et ( = —. En ce qui concerne les déplacements membranaires, la seule défor-

mation admissible est une dilatation isotrope. La structure homogénéisée ne présente pas
d’effets de second gradient et elle est dégénérée par rapport aux déplacements transverses.
En effet, une courbure avec une énergie élastique nulle est possible & condition que la cour-
bure totale soit nulle (ce phénomeéne est visible lorsque 'on manipule ce type de plis). Du
point de vue mathématique, la compacité n’est pas assurée. On ne peut donc appliquer notre
résultat d’homogénéisation que lorsqu’il y a un potentiel de confinement, comme nous 1’avons
fait remarquer dans la conclusion du chapitre précédent.
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5.2.3.5. Plaque de type origami renforcée

Dans ’exemple précédent, les faces de la structure sont trés faciles & plier car elles sont
constituées par un parallélogramme avec une seule diagonale. Nous renfor¢ons chacune d’elles
en ajoutant un nceud hors plan et en reliant ce dernier aux quatre coins de la face. Nous
ajoutons les noeuds y5 = (0,0,1), yg = (1,0,0), y7 = (—1,1,1), ys = (0,1,0) et les interactions
a115 = a125 = @126 = 4135 = @137 = Q138 = A145 = A146 = (247 = 0261 =
a263 = a37,1 = G381 = G382 = as27 = 1. La contrainte reste inchangée, mais 1’énergie
homogénéisée £(u) devient

2 2 2
o (o () (e )+ ()
us  0us
(5 o

2
) + ((er1(u) + GQQ(U))2> dxq1 dxg

1
avec A = o1 W= To2 et ¢ = 14,06. La plaque homogénéisée obtenue est non dégénérée, car

on controle le déplacement transverse. Concernant le déplacement membranaire (up,uz), le
tenseur des déformations prend la forme d’une dilatation isotrope e(u) = k(z1,22) Id. On
remarque que les conditions de compatibilité |94, pp. 208-209] induisent des contraintes sur
les dérivées secondes de k. La partie de I'énergie correspondant au déplacement membranaire

(u1,uz) est
1 ok \2 Ok \2
L (M(G) +(50)7 ) +4¢k? ) ey das.
2 /Q ( < 63:1 + 63:2 + C 1 a2
La structure homogénéisée est donc dotée de la longueur intrinséque /A/C.

5.2.4. Matériaux

Il est difficile de dessiner et de décrire clairement des réseaux périodiques avec une périodi-
cité tridimensionnelle. En effet, le nombre de nceuds et d’arétes augmente considérablement.
Nous nous limitons & étudier le réseau cubique régulier et le réseau obtenu en remplacant
chaque « fibre » de ce réseau cubique par une structure pantographique comme décrit a la
sous-section 5.2.1.3.

5.2.4.1. Réseau cubique

Nous étendons I'exemple 5.2.2.2 en dimension 3 en considérant un réseau périodique (voir
figure 5.19) constitué d’un seul nceud (K = 1); trois vecteurs ¢; = (1,0,0), t2 = (0,1,0),
ts = (0,0,1) pour translater la cellule; quatorze matrices AP de dimension 1 x 1 définissant
les interactions entre le nceud yj ; et ses voisins y7, , ;. Ces matrices sont données par Al = 0],
A% = 1], A® = [1], A* = [1] et AP = [0] pour p > 4.

La contrainte (5.6) donne e (u) = ea(u) = es3(u) = 0. La structure est donc inextensible
dans les directions e, es et e3. Seul le cisaillement est possible. Le micro-ajustement b = 0
est optimal et ’énergie homogénéisée est

1

5(u)=§

/ Mle(w)||? dzy dzy das
Q
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FIGURE 5.19. — Le réseau cubique régulier

avec A = 3. Cette structure est un matériau élastique classique.

5.2.4.2. Pantographes tissés

Nous pouvons voir que la structure de la sous-sous-section 5.2.4.1 est constituée par trois
familles de fibres paralléles. Nous remplagons maintenant les fibres dans la direction ey par
des poutres pantographiques notées P, , et celles dans la direction ez ou e3 par des poutres
pantographiques notées respectivement P, ¢, et Pe, ¢, (comme sur la figure 5.3). Les poutres
P\ ey, Pey e, et Py o, partagent le méme nceud y3. La nouvelle structure est constituée d’une
cellule contenant 16 nceuds avec 24 arétes internes et 12 arétes reliant cette cellule aux cellules
voisines (voir figure 5.20).

FIGURE 5.20. — Pantographes tissés
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Le matériau effectif résultant de 'homogénéisation de cette structure n’est soumis & aucune
contrainte. Le micro-ajustement b = 0 est optimal. L’énergie homogénéisée est

= [ () () () () () ()

+&((e12(w))® + (er3(w))” + (e2s(w))?)
+ C((en(u))z + (622(11,))2 + (egg(u))z)] dzy dxs dxs
avec A = 2—23, = 62_3’ ¢ =324 et £ =~ 3,91. Nous obtenons ici un matériau tridimensionnel de

second gradient complet.

5.3. Conclusion

Nous avons présenté un algorithme qui permet de déterminer ’énergie homogénéisée des
structures basées sur un graphe périodique élargi. Cet algorithme s’avére trés pratique ou
flexible dans le sens ou il peut étre appliqué facilement pour déterminer le comportement
homogénéisé de nombreuses structures plus complexes que celles que nous avons étudiées
dans ce chapitre. Il permet d’ailleurs de concevoir des matériaux de second gradient et de
tester différentes structures en prenant en compte a la fois la dimension de I’espace physique
et la dimension de périodicité, comme c’est montré a la sous-section 5.2.1.

On peut constater que dans toutes les énergies homogénéisées obtenues dans ce chapitre,
les termes de premier et de second gradient ne sont pas couplés. Cette absence de couplage
est due au fait que les positions des noeuds étaient supposées fixes dans la cellule périodique
de taille unité. Nous montrerons au chapitre 7 que si 'on remet en cause cette hypothése,
on peut obtenir des modéles de second gradient couplant les termes de premier et de second
gradient.
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6. Etude expérimentale de matériaux
architecturés basés sur des structures
pantographiques
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Dans ce chapitre, nous présentons une étude expérimentale pour étudier la faisabilité
de matériaux de second gradient, c’est-a-dire des matériaux qui résistent aux variations
de déformation. La géométrie des matériaux architecturés que nous considérons est basée
sur des structures pantographiques. Nous avons en effet montré au chapitre 5 que 1’énergie
effective de ces structures est une énergie de second gradient. Nous comparons les résultats
théoriques avec les résultats expérimentaux.

6.1. Designs des éprouvettes

Nous avons considéré des structures concgues de telle maniére & ce que leur coeflicient
de Poisson effectif soit nul. Le fait que le coefficient de Poisson soit nul nous permettra
d’éviter lors des essais de traction le rétrécissement de ’éprouvette dans la direction per-
pendiculaire a la direction de l'effort appliqué. Les structures constituant les éprouvettes
sont cylindriques ! (voir figure 6.1). L’intérét principal de ces structures cylindriques réside
dans la facilité de leur fabrication par impression 3D et la possibilité de les modéliser en

1. Les éprouvettes sont cylindriques au sens ou les domaines sont de la forme w x (0,h) avec w un domaine
de R2.
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déformations planes comme des structures bidimensionnelles. Les éprouvettes fabriquées et
testées sont représentées a la figure 6.2.

FIGURE 6.1. — Structure pantographique
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FIGURE 6.2. — Structures pantographiques fabriquées par impression 3D

Les structures A, B et C correspondent au méme réseau. La structure D est obtenue a
partir de la structure C en éliminant un certain nombre de parois. Quant a la structure E,
elle est obtenue & partir de la structure C en renforgant les triangles par du matériau. En
d’autres termes, toutes les structures présentées ci-dessous ont la méme morphologie.

Il faut remarquer que la structure C est celle qui est étudiée théoriquement au paragraphe
5.2.2.6 du chapitre précédent.

Nous donnons dans le tableau ci-dessous les paramétres géométriques des éprouvettes qui
sont la taille £ de la période, ’épaisseur h des parois, la longueur L et la hauteur H.
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Structures Paramétres géométriques

Structure A | £ =24 mm, h = 1,2 mm, L = 180 mm, H = 164 mm
Structure B | £ =24 mm, h = 1,2 mm, L = 180 mm, H = 164 mm
Structure C | £ =24 mm, h = 0,6 mm, L = 240 mm, H = 216 mm
Structure D | £ =24 mm, h = 0,6 mm, L = 240 mm, H = 216 mm
Structure E | £ =24 mm, h = 0,6 mm, L = 240 mm, H = 216 mm

6.2. Description des essais

Grace aux designs choisis, le coefficient de Poisson effectif étant nul, le déplacement macro-
scopique est unidirectionnel et fonction de z; seulement. Dorénavant, on va considérer que
u est une fonction réelle d’une seule variable : u = u(x). D’aprés les résultats du paragraphe
5.2.2.6, I’énergie macroscopique de I’éprouvette déformée s’écrit

L
e =5 [ [0/@)F + &l @)] o

Nous appliquons différents types de conditions aux limites aux éprouvettes décrites & la sec-
tion précédente en fixant le déplacement de certains nceuds (condition de Dirichlet classique)
et soit i) en 'absence de doubles forces, c’est-a-dire d’un systéme de forces microscopiques
qui tendent a forcer la déformation des cellules sur le bord, soit ii) en bloquant suffisamment
de noeuds des cellules du bord pour bloquer I'extension de ces cellules. Ce faisant, nous
imposons au niveau macroscopique la condition de "Dirichlet fort" : w(0) = u/(0) = 0.

Dans une série @ d’expériences réalisée sur la structure A, nous effectuons un essai de
traction avec conditions de Dirichlet simples de chaque c6té, ce qui se traduit au niveau
macroscopique par u(0) = 0, u(L) = uyg.

Dans la série @ d’expériences réalisée sur la structure B, nous effectuons un essai de
traction sur la structure E avec conditions de Dirichlet forte d’'un co6té x = 0 et simple de
lautre z = L.

Dans la série @ d’expériences réalisée sur la structure "monobarre" (figure 6.3) et les
structures C, D et E (voir figure 6.2), on fixe les noeuds centraux imposant ainsi la condition
u = 0 sur la ligne centrale. On impose un déplacement sur les noeuds de droite sans appliquer
de doubles forces, ce qui se traduit du point de vue macroscopique par u(L) = ug et v’ (L) =
0. L’extrémité droite est entiérement libre.

En fait, les éprouvettes sont déja congues de telle maniére a tenir compte des actions
extérieures qu’on veut imposer, c’est pourquoi on a décrit directement les conditions aux
limites sur les éprouvettes qui y sont adaptées.

FIGURE 6.3. — Structure "monobarre"
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Ce troisiéme essai est d’un grand intérét. En effet, cette expérience, qui n’utilise pas de
conditions aux limites « exotiques », doit mettre en évidence le phénoméne de propagation
de dilatation tel qu'il est expliqué au paragraphe 5.2.1.3.

6.3. Dispositif matériel

6.3.1. Machine de fabrication additive

La fabrication additive (ou impression 3D) est un procédé d’assemblage de matériaux,
couche par couche, utilisé pour fabriquer des objets & partir de données de modeéles 3D. Le
logiciel utilisé pour pour créer les modéles 3D des éprouvettes est GMSH et le format de
fichier transmis & la machine d’impression 3D est de type STL.

Les éprouvettes sont fabriquées en utilisant la plateforme MAQ 3D de fabrication additive
de I’Université de Toulon. L’imprimante utilisée est Objet Connex 350 (voir figure 6.4).

FIGURE 6.4. — Imprimante Objet Connex 350.

Cette imprimante permet d’obtenir des piéces de dimension allant jusqu’a 342 x 342 x 200
mm. Elle permet aussi de fabriquer de produits assemblés complexes, de surfaces lisses ou
mates de trés bonne finition et des parois fines de 0,6 mm minimum. La résolution est de 16
microns.

6.3.1.1. Caractéristiques

— Format du plateau : 350 x 350 x 200 mm ;

— Format net de fabrication : 342 x 342 x 200 mm

— Epaisseur de couche : couches horizontales jusqu’a 16 microns ;

— Epaisseur minimale : 0,6 mm

— Résolution d’impression : axe X : 600 ppp; axe Y : 600 ppp; axe Z : 1600 ppp;
— Formats de fichiers : fichier STL, OBJDF et SLC;
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— Taille et poids de la machine : 1420 x 1120 x 1130 mm, 500 kg;
— Tétes d’impression : 8 unités, 92 buses par téte, 4 tétes pour le support, 4 pour la
matiére.

6.3.1.2. Fonctionnement

Le bloc d’'impression est composé de 8 tétes (chacune ayant 92 buses) : 4 tétes pour le
support et 4 pour la matiére (voir figure 6.5).

Bloc
Tétes d’impression d’impression

Axe X D
Lampe
\ UV (x2)

Plateau

FIGURE 6.5. — Schéma du bloc d’impression

La téte d’impression dépose un jet de matiére qui est écrasé par un rouleau en inox qui
renvoie I'excédent dans une poubelle et les lampes UV polymérisent la couche.

La piéce fabriquée sera posée sur une couche de support qui permettra de maintenir les
couches d’impression de la piéce. Ce support sera enlevé a la main, puis par jet d’eau sous
pression.

6.3.2. Matériaux utilisés pour I'impression 3D

Les matériaux utilisés pour fabriquer les éprouvettes sont des plastiques ABS VeroWhi-
tePlus RGD835 (matériau rigide et opaque) et TangoBlackPlus FLX980 (matériau de
type caoutchouc). En fait, nous n’avons pas testé ’éprouvette fabriquée a partir du maté-
riau de type caoutchouc car elle était trop souple. Nous donnons dans les tableaux ci-dessous
leurs caractéristiques principales.

VeroWhitePlus RGD835

ASTM | Units Metric
Tensile strength D-638-03 | MPa 50-65

Elongation at break | D-638-05 | % 10-25

Modulus of elasticity | D-638-04 | MPa | 2000-3000
Flexural strength D-790-03 | MPa 75-110
Flexural modulus D-790-04 | MPa | 2200-3200
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TangoBlackPlus FLX980

ASTM | Units | Metric
Tensile strength D-412 | MPa | 0.8-1.5

Elongation at break | D-412 % 170-220
Compressive set D-395 % 4-5

6.3.3. Machine d’essais

Les expériences mécaniques ont été réalisées a la halle d’essais du LMA. La machine
utilisée pour les essais est une machine hydraulique MTS 322 dont les caractéristiques sont :

— Force en traction/compression : 100 kN ;

— Déplacement du vérin : +/ — 80 mm;

— Maximum en fatigue : +/ — 5 mm.

FIGURE 6.6. — Machine d’essai hydraulique MTS 322.

Au cours de D'essai de traction, on enregistre le déplacement de I’éprouvette a ’aide d’une
caméra de 5 Mégapixels PCO Edge, la force de traction étant enregistrée par la machine
MTS 322. Les données expérimentales (i.e. images) sont traitées en repérant de maniére
manuelle la position des noeuds grace au logiciel GIMP.

6.3.4. Propriétés des matériaux

On a réalisé un essai de traction sur une éprouvette de longueur initiale L; = 241,27 mm.
Apres l'essai, on a une longueur finale Ly = 242,60 mm, c’est-a-dire, une élongation de 1,33
mm. On a constaté que I’éprouvette n’a retrouvé sa longueur initiale qu’aprés 55 minutes.
On peut donc conclure que les matériaux constituant les éprouvettes sont visco-élastiques.
Comme notre étude théorique est faite dans le cadre de I'élasticité, il nous faut minimiser
les effets visqueux en effectuant un essai suffisamment lent (15 min de montée en charge).
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6.4. Solution macroscopique théorique

Nous considérons que chaque paire de nceuds liés du « réseau » est reliée par une barre
unidimensionnelle suffisamment élancée, travaillant en extension et en flexion. Comme le
coefficient de Poisson est nul, considérant le champ de déplacement, sa composante perpen-
diculaire & la direction de la sollicitation est nulle. La solution est donc uniaxiale. D’aprés les
résultats obtenus au paragraphe 5.2.2.6 (équation (5.13)), I’énergie élastique de la structure
s’écrit sous la forme

e =5 [ (W@ + @) d, (6.)

ou L est la longueur de la structure. Le paramétre ¢, apparait comme une longueur intrin-
séque du matériau effectif.

6.4.1. Equation d’équilibre

Nous déterminons 'équation d’équilibre en utilisant le principe variationnel : ’équation
d’équilibre résulte de la minimisation de I’énergie élastique (6.1). La formulation variation-
nelle associée a ce probléme de minimisation s’écrit : pour tout champ admissible v,

L
/0 (W (@) (&) + pu” (2)0" (2)) dz = 0.

En intégrant par parties, on obtient successivement :
L
n /
| @) = @) ) da+ B (D) (1) = o (00 (0) =0

L
/0 (—u" (@) + Bou (@))o() de + (u/ (L) — By (L)o(L) + By’ (L)' (L)
— ((0) = Byt (0))0(0) + By’ (0 (0)) = 0.

On obtient sur (0,L) I’équation d’équilibre suivante
—u" + 2w =0 (6.2)

dont la solution générale s’écrit sous la forme

x /4

int _|_ 02€_$/€

u(zr) = cre nt 4 cgx + ¢y, (6.3)

ol c1, c2, c3 et cq sont des constantes d’intégration qui doivent étre déterminées a ’aide des
conditions aux limites.

6.4.2. Solutions analytiques du probleme homogénéisé

1) Dans la série @ d’expériences, la solution est évidente : u(z) = 2.
2) Dans la série @ d’expériences, les conditions aux limites

u(0) =0, u'(0) =0, u(L)=wuo, Lzu"(L)=0.
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donnent le systéme suivant :

c1+ca+tey =0
c1 — ¢ + linges =
ce® +ce ™+ csL +cy = ug
c1e® 4+ coe™ @ =0,

ou 'on a posé o := L/{ipe. On obtient :

upe ™ upe® up(e* +e7%) up(e™® —e®)
o 2= —_— e e

Ccl — —

avec

La solution s’écrit donc

(0} —Q
u(z) = 20 [ —eo(erbm 1) 4o (e b — 1)+ S0 ). (6.4)
D gint
3) Dans la série @ d’expériences, en considérant le domaine 2 de la forme Q = [—{,L] ou [

et L deux réels strictement positifs, la solution générale s’écrit sous la forme :

(6.5)

alex/gint + ble_x/gint + c1x + dl Si x < 0,
u(x) = z /b —x /¢ i
ae®tint 4 hoe int + cox+dy six>0.

Les conditions aux limites

02

1

A (=1) =0, v/ (=) — 2" (=1) =0, u(07) = 0, u(0") = 0,

1

u'(07) = ' (07), (Geu”)(07) = (Gueu”)(07), u(L) = uo, lineu (L) =0

in int

donnent le systéme suivant

are”* 4+ bie® =0
c1 =0
ay + by +dy =0
az + by + do =0
a; — by + lingcy = az — ba + lintC2
a; + by = ag + by
asel +boe P + oL +dy = uy
age? + boe™8 =0,
ol I'on a maintenant posé « := et B := L . On obtient :
lint lint

e (1 — ) ugpling
D

(1 — 625)u0€int
D

1— 2 1— 283 i
-y 0ty

; blz_

a1 =
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(1-— eQa)Eintuo em(l — eQa)&ntuo 2(1 - 62“+26)u0

= —-———— b p— p—
a D ) 2 D , C2 D ’
ou
D =2L(1 — 2 28) 4 4,0 (1 — 2)(1 — &2P).
La solution s’écrit donc :
_ o28yp.
M (e2a(ew/€im —1)— (e—ﬂﬁ/&m — 1)) six <0,

u(z) =
% ((e2a — 1)l (€% Gn — 1) — 28 (e=#/tmt — 1)) +2(1 — e2a+2ﬂ)x> six > 0.

6.4.3. Détermination de la longueur intrinséque

La longueur intrinséque a été obtenue au paragraphe 5.2.2.6 en supposant f =1et L = 1.
On sait que la partie de ’énergie dépendant du premier gradient est proportionnelle a f,
alors que la partie de I’énergie dépendant du second gradient n’en dépend pas. La longueur
intrinséque est donc proportionnelle a \/f. Il est facile de réécrire énergie de flexion (3.7)

sous la forme (3.25) en remplacant (3.28) par f = gﬁQ et ¢ = 0. Dong, la longueur intrinséque

po_ V3 V3 1 1
T ovaa T Vi« B 16V1ls
h  hL AL

exprimée dans une unité de longueur telle que L = 1. De plus, 5 = 27 s W, ou

est

|Y¢| est la taille de la cellule périodique. Finalement, on a

, 1
"T6VIT b

Cela donne pour les structures A, B, C, D et E :

Structures | Taille de la période et épaisseur | Longueur intrinséque
Structure A |Y¢| =576 mm?, h = 1,2mm Ling = 9,04 mm
Structure B |Y¢| =576 mm?, h = 1,2mm Ling = 9,04 mm
Structure C [Y¢| = 576 mm?, h = 0,6 mm Line = 18,09 mm
Structure D [Y¢| = 576 mm?, h = 0,6 mm Ling = 18,09 mm
Structure E [Y¢| = 576 mm?, h = 0,6 mm Ling = 18,09 mm

6.5. Simulation numérique des essais et validation des modéles
homogénéisés

Nous faisons une simulation numérique pour valider le modéle théorique. Cette simulation
est basée sur une étude globale directe sans homogénéisation de 1’énergie microscopique
E. + F; de I'éprouvette donnée par (4.4). L’éprouvette que nous avons considérée pour faire
la simulation numeérique est celle correspondant a la structure C (voir figure 6.2). Nous
déterminons les déplacements des noeuds de cette éprouvette en fonction de leurs positions
initiales via une simulation numérique. Nous faisons varier I’épaisseur h des barres de telle
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maniére que la longueur intrinséque #j,¢ ne varie pas. Nous faisons aussi varier le nombre de
cellules n; et n, dans les deux directions x et y, ot z correspond a la direction de traction et y
a la direction perpendiculaire. On remarque que 'énergie F. + F; est une forme quadratique
convexe de U et #. Sa minimisation est un probléme linéaire qu’on résout en utilisant le
logiciel Octave.

Résultats de la simulation numérique

La figure 6.7 représente la configuration au repos de la structure pantographique et sa
configuration déformée lorsque I'on applique des conditions de Dirichlet simples de chaque
coté. Les parametres sont h = 0,6 mm, n, = 8 et ny, = 4.

25

0 10 20 30

(a) Configuration au repos (b) Configuration déformée

FIGURE 6.7. — Configurations initiale et déformée de I’éprouvette avec des conditions de
Dirichlet simples de chaque coté.

On constate sur la figure 6.7 comme prévu que la déformation est sensiblement uniforme.
La figure 6.8 représente la configuration au repos de la structure pantographique et sa

configuration déformée lorsque l'on applique une condition de Dirichlet forte & gauche et
une condition de Dirichlet simple a droite, toujours avec h = 0,6 mm, n, = 8 et n, = 4.
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0 10 20 30

(a) Configuration au repos (b) Configuration déformée

FIGURE 6.8. — Configurations initiale et déformée de la structure avec une condition de Di-
richlet forte & gauche et une condition de Dirichlet simple & droite.

On peut constater sur la figure 6.8 que la déformation est plus importante pour les cellules
de droite.

Sur les figures 6.9, 6.10, 6.11 et 6.12, nous tracons les déplacements de tous les nceuds en
fonction de leurs positions initiales et les comparons aux solutions analytiques du probléme
macroscopique correspondantes. Sur les figures 6.9 et 6.11 ol n, = 8, on remarque une
dispersion importante sur les déplacements des nceuds. Par contre, sur les figures 6.10 et
6.12 ot n, = 60, on remarque que les pantographes se déplacent comme prévu. Cela met en
évidence I'influence du nombre de cellules dans la direction de traction sur le comportement
de la structure.
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O D-D simul. 8 ] a =] 8
— DD-D macro
— D-D macro g o g oo
di 8

@

x deformation (mm)
-~

2 L L | J
0 50 100 150 200

x position (mm)
FIGURE 6.9. — Déplacements des nceuds en fonction de leurs positions initiales avec h = 0,6
mm, n,; = 8, n, = 4. Dans la légende, D-D signifie Dirichlet simple de chaque
coté et DD-D signifie Dirichlet fort a gauche et Dirichlet simple a droite.

x deformation (mm)

2 L L | s
0 50 100 150 200

X position (mm)

FIGURE 6.10. — Déplacements des noeuds en fonction de leurs positions initiales avec n, = 60,
ny = 4.
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X DD-D simul.
—DD-D macro

8l

x deformation (mm)
L

2 | L 1 )
0 50 100 150 200
x position (mm)

FIGURE 6.11. — Déplacements des nceuds en fonction de leurs positions initiales avec h = 0,6
mm, n; = 8, ny, = 4.

X DD-D simul.
—DD-D macro|

x deformation (mm)

2 ik 1 L J
0 50 100 150 200
x position (mm)

FIGURE 6.12. — Déplacements des noeuds en fonction de leurs positions initiales avec h = 0,6
mm, n, = 60, n, = 4.
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La figure 6.13 montre le graphe a 1’échelle logarithmique en fonction de n, de 'erreur
maximale entre la solution numérique u™™ et la solution théorique u™?™°, c’est-a-dire la

— u(x;)|, le maximum étant pris sur tous les nceuds i de la structure.

num

(2

quantité max|u

(2

On constate que la pente de la droite représentant le logarithme de l'erreur maximale est

le & —1. Donc, 'erreur maximale est inversement proportionnelle & n,. En termes de la
taille ¢ de la période, cela signifie que cette erreur maximale est typiquement de l'ordre de

éga

a

tion, on s’attend

ou £ est la taille de la cellule

énéisa

éralement en homog

, car assez gén

£. On ne peut pas faire mieux

y

+ to(z/0)

)

X

(

du type u
dique, u’ est la solution microscopique et u est la solution macroscopique.

14

un comportement asymptotique de u

pério

-1 slope

X D-D
O DD-D

o
(10118 xew)boy

1.5

4.5

3.5

25

loa(nx)

FIGURE 6.13. — Graphe a I’échelle logarithmique de ’erreur maximale en fonction de n,.

Les résultats précédents montrent que le processus d’homogénéisation y compris dans
les termes de second gradient obtenus donne une description correcte des déplacements de

la structure méme lorsque le nombre de cellules n’est pas trés grand. On peut remarquer
qu’il est d’autant meilleur que le nombre de cellules est grand en effectuant des simulations

avec un nombre plus grand de cellules (nombre que 'on peut pas atteindre avec les outils

d’impression 3D dont nous disposons (voir figure 6.14)).

=4

40, n,

FIGURE 6.14. — Un grand nombre de cellules qu’on ne peut pas atteindre : n,
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6.6. Résultats expérimentaux

Nous montrons les résultats expérimentaux obtenus en réalisant les trois séries d’expé-
riences décrites a la section 6.2 et les comparons aux résultats théoriques.

La série @ d’expériences est réalisée en considérant la structure A (voir figure 6.2). Pour
ces structures, on a : h = 1,2 mm, £ = 24 mm et ¢;,; = 26,18 mm. La figure 6.15 montre les
déplacements des nceuds de cette structure en fonction de leurs positions initiales.

25 T T
solution theorique
O experience

20 i
Tl i
£ 15
12
g
[
Q
Kl
@10 F R
©

5t A

0 1 1 1

0 50 100 150 200

positions initiales (mm)

FIGURE 6.15. — Déplacements des noeuds de la structure A.

Sur la figure 6.15, on peut remarquer que la structure A présente un comportement li-
néaire. Il n’y a donc pas d’effets de second gradient présents dans cette structure.

La série @ d’expériences est réalisée en considérant la structure B. La figure 6.16 montre
les déplacements des nceuds de cette structure en fonction de leurs positions initiales.
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0 50 100 150 200
positions initiales (mm)

FIGURE 6.16. — Déplacements des noeuds de la structure B.

On remarque sur la figure 6.16 une erreur entre les données expérimentales et la solution
théorique. Ce phénoméne s’explique par le fait que la longueur intrinséque de cette structure
est plus petite que la taille £ de la cellule périodique.

La série @ d’expériences est réalisée en considérant les structures "monobarre", C, D et
E. Ces quatre structures ont les mémes paramétres géométriques : h = 0,6 mm, £ = 24 mm,
L = 180 mm. La longueur intrinséque est £ = 26,18 mm.

Les figures 6.17, 6.18, 6.19 et 6.20 montrent respectivement les déplacements des nceuds des
structures "monobarre", C, D et E en fonction de leurs positions initiales. Sur ces figures, la
position x = 0 correspond au centre de ’éprouvette. Sur les essais de traction correspondant
respectivement aux figures 6.17, 6.19 et 6.20, le déplacement maximal imposé est Upqz =
22,58 mm, Umgr = 9,2 MM, Upqe, = 10,8 mm, Up,q, = 19,4 mm, respectivement.
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FIGURE 6.17. — Déplacements des noeuds de la structure "monobarre".
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FIGURE 6.18. — Déplacements des noeuds de la structure C.
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FIGURE 6.19. — Déplacements des noeuds de la structure D.
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FIGURE 6.20. — Déplacements des noeuds de la structure E.
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On remarque sur les figures 6.18 et 6.19 que les courbes théoriques ajustent bien les
données expérimentales : il y a un bon accord entre les résultats prédits théoriquement et
les résultats expérimentaux.

6.7. Conclusion

Nous avons analysé expérimentalement le comportement macroscopique des matériaux ar-
chitecturés basés sur des structures pantographiques en faisant des essais de traction. Nous
avons comparé les résultats expérimentaux avec une simulation numérique sans homogénéisa-
tion et les résultats théoriques obtenus au paragraphe 5.2.2.6. Les résultats de la simulation
numérique ont mis en évidence les déformations admissibles des structures pantographiques
en fonction des conditions aux limites. De plus, ces résultats ont montré que lorsque le nombre
de cellules dans la direction de traction augmente, 1’écart entre le déplacement numérique et
le déplacement théorique diminue. Quant aux résultats expérimentaux, ils semblent étre en
bon accord avec les résultats théoriques. En effet, avec trés peu de mesures sur les déplace-
ments (10 valeurs), nous avons constaté que la courbe théorique correspondant au modeéle de
second gradient ajustait trés bien les données expérimentales. D’aprés les résultats observés
sur les figures 6.18 et 6.19, il semble que quelques-unes parmi les structures pantographiques
testées présentent & la fois des effets de premier et de second gradient au niveau macrosco-

pique.
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Dans le chapitre 5, nous avons obtenu des énergies homogénéisées de second gradient ot
les termes de premier et de second gradient sont découplés. Cette absence de couplage était
due au fait que les positions des nceuds étaient indépendantes de € dans la cellule unité.
Nous montrons dans ce chapitre que si on remet en cause cette hypothése, on peut obtenir
des modéles de second gradient couplant les termes de premier et de second gradient.

7.1. Description de la géométrie

Nous utilisons autant que possible les notations de la sous-section 4.2.1.

Dans le parallélépipéde Q := {x1t1+xoto+x3t3 : (x1,22,203) € [0,1]3} ot1 t1, ta, t3 sont trois
vecteurs linéairement indépendants dans I'espace euclidien R?, nous considérons un réseau
périodique formé par les nceuds

yis = €(y5 + ezs + 11t + 1oty + i3t3) avec (il,ig,ig) S Z3, (7.1)
ot (ys) et (zs) sont deux familles de K vecteurs.

Remarque 7.1. Notons que le paramétre ¢ joue ici un réle double :

1) il mesure le rapport entre la taille de la cellule périodique et celle du domaine € ;
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2) d’apres la formule (7.1), il mesure la vitesse de convergence des positions ys + £z5 des
neeuds dans une cellule élémentaire €Y vers leur position limite ys. On peut interpréter

zs comme une « perturbation » de y; comme c’est illustré sur la figure 7.1.

FIGURE 7.1. — Perturbation de y, en ys + €25

On introduit y§ := e(i1t; + iate + i3t3) comme point de référence de la cellule I et

I° = {(i1,i,i3) € (0,e71)%},

I’ensemble des indices des cellules de la structure.

Pour chaque paire de noeuds distincts (y§ YT tp ), on introduit le vecteur normalisé et le

vecteur unitaire correspondants :

€ €
e Ly, e e e e Yr4ps — Yis
p,S,8" T € Hyl—i—p7s’ - y[,s”? Tp,s7s’ T cle :
p7s7s/
En utilisant (7.1), on obtient l'expression
€ ys/_ys+p+5(zs/ _Zs)

T, ;=
Doy —ys + P Fe(ze — 25)|

pour laquelle on peut utiliser un développement de Taylor en € pour obtenir :

€ _ 2__¢e
Tp,s,s/ = Tp,s,s’ + €Pp,s,s’ +e wp,s,s”

avec ||’

ssll < C (C étant une constante indépendante de €) et

1

Pp,ss' = (Id = Ty, @ Tp,se0) - (257 = 25)

/€p7878l

1

ot 61’77578' = Hys' —Ys + p” et Tp,s,s' *— (ys’ —Ys+ p)-

€p7878,

7.2. Interactions mécaniques

(7.2)

La cinématique des réseaux considérés dans ce chapitre est la méme que celle des réseaux

considérés dans le chapitre 4. Cette cinématique est décrite a la sous-section 4.2.1.
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Les énergies d’extension et de flexion/torsion sont les formes quadratiques définies respec-
tivement par (voir sous-section 4.2.1) :

_ Q !
EU) =Y Y L 00)] e (7.3)
I (ps,s’)eA

B s,s’
F.(U) = 3, > [(9178 —(aU) 1 ps,s') - - pé (01,5 — () 1,p,s,57)
p,s,s")

I ( cA

+ (91,5 - (aU)I,p,s,s’) : Cp,s,s’ : (af—l—p,s’ - (aU)I,p,s,s’)

D s,s’
+ (91+p,s/ - (aU)I,p,s,s/) : % . (91+p,s’ - (aU)I,p,s,s/)] . (74)

Ici, (pu)ip,s,s €t (au)rp,ss sont les quantités définies respectivement dans (3.23) et (3.24)
ou il faut changer 7, s &+ en T;’&S,.
L’énergie élastique totale est donnée par

E(UW) = B.(U) + F.(U,9). (7.5)

7.3. Résultat d’homogénéisation

Nous déterminons dans cette section la I-limite £ la suite de fonctionnelles &, définie par
(7.5). Nous considérons les mémes conditions aux limites que celles de la sous-section 4.1.2
et associons a la suite U* les familles de vecteurs m7, v7 , x7 , définies par (4.6)-(4.7) et la
famille de réels win 5.8 définie par (4.8). En utilisant ces définitions, nous pouvons réécrire
les énergies E.(U¢) et F.(U®,0°) sous les formes suivantes :

~ _ a ’ 2
B o) =2 Y] P (Ui = VT X ) Thaw )+ (T)
I (ps,s)eA
n € E NE 5 € BZLS,S/ € 5
Fa(v X 76 ) = j: {( I,s — (av,x)l,p,s,s/) ' T : (61,5 - (ay,x)l,p,s,s’)
I (p,s,s’)eA
+ ( is - (ai,x)f,p,S,S’) “Cps,s (9§+p7s’ - (af},x)f,p,S,S’)
D, .o
+ ( ?—l—p,s’ - (ai,x)l,p,s,s’) ’ % : ( ?—l—p,s’ - (af},x)l,p,&sl) )
(7.7)
T;s s’
avec (O‘i,x)l,p,svs’ = A (vﬂp’s/ — vf,s + Xip)-

,S,8’

Nous nous intéressgns uniquement aux situations dans lesquelles I’énergie £.(U®,60°) est
bornée. Afin de trouver I'expression de I’énergie effective correspondant & I’énergie discréte
& définie par (7.5), nous effectuons des développements asymptotiques des variables cinéma-
tiques. Supposons qu'il existe des fonctions (u,vs,ws,0s) (pour tout s € {1,...,K}) de classe
C°, telles que

Ui o+ = ulyf) + evs(y7) + e*ws () + o(?),
01,5 = 0s(y7) + o(1).
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Alors, on a :

2
g
Ultps = ULs =eVulyp) - p+ 5 VVulyp) - p - p +e(vs (y7) +eVos (y1) - P — vs(y7))

+ &% (wy (y7) — ws(y7)) + o(?),
donc
_1(UI€+p,s Ui s) ps s = 5_1(U16+p,s/ - Uis) “Tps,s’ T (UIEer,s/ - UIEs) " Pp,s,s’
+e(Ulips —Uls)  @pss
= (vy (y7) — vs(¥7) + Vu(ys) - P)  Tps,s’
+ e (57) — wsyf) + Vo) P+ 5 VVu(yf) P B) Ty
+e(ve(y7) — vs(y7) + Vu(ys) - p) - ppss +0(e?).

Par conséquent,

6 ’ Tp7878,

€ € 2
apss <UI+ps Ul,s e >

ap,s,s (v (y7) = vs(y7) + Vu(y) - P) - Tps,e)* + 0(1)

I (p,s,s’) EA
I

(p,s EA

Z P (v (@) = 0,(@) + Vu(@) - P) - Tpse)? da +0(1). (7.5)

2
(p,s,s’)eA

I
@\

Puisque 1'énergie £.(U¢,6°) est bornée, alors e?E.(U¢) tend vers zéro. Cela implique que,
pour tout (p,s,s’) € A,
(v —vs + Vu-p)- Tp,s,s’ = 0. (7.9)

De cette équation, on déduit que
(Vug -p—=Vvs-p+VVu-p-p)- 7pss =0. (7.10)
En utilisant (7.9), on obtient que pour tout (p,s,s’) € A,

_2(U18+p,s UI s) p,s s = (ws’(y?) - ws(yﬁ) + V’US ( ) P+ Vvu( ) | S p) Tp,s,s’
+ (v (y7) = vs(y1) + Vu(yr) - P) - pps,s + 0(1),

et donc
apsst (Ufips = Uf ’
rwy=Y Y (i)
I (ps,s’)eA
a ’ 1
= Z % <<ws/ () —wy(z) + Vg (z) - p+ §VVu(x) ‘p- p> Tps.s
Q (p,s,s’)eA

+ (vg(2) — va(2) + Vula) - p) - ppaw) dx+o(L). (7.10)
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Nous pouvons maintenant introduire les analogues continus des fonctionnelles E. et F.. Pour

toutes fonctions a valeurs vectorielles (w,v,0) définies sur Q x {1,... ,K} et (§,n) définies sur
QxPx{l,...,K}, de carré intégrable par rapport & leurs premiéres variables, nous posons :
E(w,&v,m) Y Eav(wgum)(x) da, (7.12)
2 (p,s,s")eA
avec

a ’ 2
5P7878’(wa£,v’n) = 222 <(w5/ - ws + 51278’) “Tps,s' T (Vs — vs + 771),8’) ) pp7878’> ) (7.13)

2
et
F(u,n,0) : / Y. Fpsslwmh)(@) da, (7.14)
L (p,s,s")eA
avec
Bp7878l
Fps,s(0,0) : = (05 — (Qwp)p,s,s') - T2 (0s — (awn)p,s,s')
+ (0s = (wn)ps,s') - Cps,sr - (O = (Qwg)ps,s')
D /
+ (05 — (Qwn)ps,s') - p;s (05 = (cwy)p,s,s)s (7.15)
T, ’
avec (av,n)p,s,sl = gp’ﬁ(’us/ — Vg + np,s/)-
p7s7sl

Nous avons le résultat d’homogénéisation suivant.

Théoréme 7.2. La suite & définie par (7.5) I'-converge au sens du théoréme 4.2 vers la
fonctionnelle £ définie par :

E(u) = mf{ (0 s + om0 B 00) =0, [ 01(2) dxzo} (7.16)

w,v,0 Q

st / u(z) de =0 et E(u) = +oo sinon, ou linfinimum est pris sur toutes les distributions

)
(w,v,0). Nous rappelons que 1, et &, sont les quantités définies dans (4.65) et (4.66).

7.3.1. Relative compacité des suites d’énergie bornée

Nous avons les mémes résultats de la sous-section 4.1.3 en remplacant 7, o par 7'; e
1<
Nous les énongons ci-dessous.

Lemme 7.3. [l existe une constante positive C' dépendant seulement de Q telle que, pour
toute suite de familles (U§)reze, (07)1eze satisfaisant, pour tout p € P,

U:

j:U,_o j:e,_o XH Bt ginp
Us —Us¢ 2

Yo <o, |~

I I €

<C et j:HU;H? < (7.18)
I

2
<1, (7.17)

on a
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Lemme 7.4. Soit (U®,0°) satisfaisant (4.5) et telle que E.(U®,0°) < C, ou C est une

constante indépendante de . Alors, les suites <X||Ul,s” ) <j:||9 sl >, <j:\|m1|| ),
I I
(XHU%\P), <XHX§I,H2) et <j:(w§7p7875,)2) sont bornées.
I I I

7.3.2. Résultat de convergence a deux échelles

Une conséquence du lemme 7.4 est qu’il existe des fonctions 8, u, v, X, et wp s telles que,
pour tout s € {1,...,K} et a une sous-suite prés, on a

15 € g g £
O = 0s, m° —=u, vg—=vs, Xp = Xp € Wy = Wpss (7.19)

Nous établissons dans le lemme suivant quelques propriétés de ces limites.

Lemme 7.5. Soit une suite (U,0°) telle que E-.(U%,0°) < C. Alors, on a

K
U — u, / u(z) dz =0, / 01(x) dz =0, sz =0 et xp=Vu-p. (7.20)
Q Q s—1
En outre, il existe des champs ws et A dans L?(R3) tels que, pour tout (p,s,s') € A,

1
W s.s! = (ws/ —ws+V(vg +A)-p+ §VVu p- p> Tps,s' + (Vg —Vs+Vu-p)-ppss. (7.21)

Démonstration. Pour caractériser la limite w) s ¢, nous introduisons I'ensemble Dy de fa-
milles de distributions dans H~!(R3) défini par

DA = {wp,s,s/ = (ws’ — W + VA- p) *Tp,s,s’s (pasasl) € A? ws € LQ(RS)a A€ LQ(Rg)}
Nous avons déja remarqué dans (4.44) et (4.45) que, pour tout ¢ € D+,

Z (v¢p,s,s’ : p)Tp,s,s’ =0, (722)

(p,s,8")€A

et pour tout (w,) € L?(R3;R3)K

(ws — wg) - Tps.5/)Pp,s,s» = 0. (7.23)
(p,s,s")€A
Nous étendons ¢ en posant ¢, s+ = 0 lorsque (p,s,s’) ¢ A. Alors, nous pouvons réécrire
I'équation (7.23) comme
Z (Tp,s,5'Pp,s,5' = Tp,s',sPp,s',s) = 0 (7.24)
(p5,5")

D’une part, nous avons

> s @)pss (@ dx—hmj: > Ui ipw = Ui - (Gpos )T 0):

9] 7 e—0
(p,s,8")€A (p,s,s)€A
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D’autre part, en utilisant des fonctions ¢, ; o satisfaisant (7.22) et (7.24), nous obtenons :

Z 6_2(U16+p,s/ - Ula,s) : (gbp,s,sl(y?)T;,s,s’)

I (p,s,s’)EA

= j:: Z (8_1(U§+p,s’ - Uis) + E_z(m?-l—p - m?)) ' (¢p7578/(y§)75,s,s’)
I (ps,s’)eA

= j: Z (871(U§+p7s’ - U?,s) + 572(m§+p —m7))  (Pps,s (Y7)Tps,s')
I (ps,s’)eA

A Y Ol i+ e 0y = ) G ()
I (ps,s')EA

XY i — it My = D) - (B (U) T 0):
I (ps,s')€EA

Puisque la quantité Ess, est bornée et que vl+ps vls + e~ (mI+p m3) tend vers

vy (x) —vs(z)+Vu(z) p lorsque € tend vers zéro, le troisiéme terme dans la derniére somme
tend vers zéro.

Nous estimons maintenant séparément les deux termes restants. Pour ce faire, nous prenons

seulement des fonctions ¢, s ¢ a support compact dans €. D’apres la remarque 3.3, nous
avons :

109 DEED DI (A R AR R P
I (ps,s)eA

= Z <Us’ (x) — vs(az) + VU($) : pa(¢p,s,s/(x)pp,s,s/)> :

(p,s,8")€A

En utilisant (7.23), le premier terme devient

3 (e Wiy — V5) £ 2 — M) - (D (V) Tpss)

= Z UIer s’ v;,s/) + 671(1575’ - vis) + 672(m§+p - m?)) : (@p,s,s’(yi)Tp,s,s’)
- Z Uf-i-p s’ U?,s’) : (¢p,s,s’(y§)7p,s,s’) + 872(m§'+p - mf’) : (¢p,s,s’(y§)7p,s,s’)'
s )EA (p,s,8")EA
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Nous estimons le premier terme dans la somme ci-dessous par

gg% 3: Z UIer,s/ - vis) : (Qsp,s,s’(y;)Tp,s,s’)

I (p,s,s’)eA
- gg% 3: Z ¢p,s o (Y7 p) ¢p,s,s’(y§))7—p7sys/
I (p,s,s’)eA
Y Y v (Vo) - D] + 00
I (p,s,s’)eA
= > (e @),(~Vpss (@) P)pss))
(p,s,s’)eA
- Z <VUS p7(¢p,8,8 ( )Tp78,5,)> :
(p,s,s’)EA

Pour le deuxiéme terme, utilisant (7.23), nous obtenons :

YT S i, ) Gy 4 n)

I (p,s,s’)EA
= ;I_I)I(l) j[:: . S%;GA 572m§' : [((ﬁp,s,s’(y;fp) - (ﬁp,s’s/(y?))Tp,s,s’}
= ;l_f)%j: Z mi - [( - 871v¢p,s,s’(y§) Pt %VV(ﬁp,s,S’(y;) P p> Tp,s,S’] +0(e)
I (p,s,s’)EA

= lim j: ) Z)A mi - [(5Y90paw i) )] +O)
SRR (CATIER Y

(p,s,s’")eA
= Z <%VVU($) ‘P pa(¢p,s,s/($)7p7s,s/)> :

(p,s,s’)eA

Tous les résultats précédents montrent que la distribution
1
Wp,s,s" — (Vvs/ P+ §Vvu P p> *Tp,s,s’ — (Us’ — Vs + Vu - p) * Pp,s,s’

est orthogonale & toutes les fonctions réguliéres dans Dj & support compact dans §2. Puisque
ces fonctions sont denses dans D7, alors il existe des champs ws et A dans L*(R%R3) tel
que, pour tout (p,s,s’) € A,

1
Wp,s,s" = <ws’ — ws + V(Us’ + )\) p+ §VVU P p) “Tp,s,s’ T (vs’ —vs+ Vu- p) * Pp,s,s’ -

Ce qui conclut la preuve du lemme. O

145



7.3.3. Preuve du résultat d’homogénéisation

(i)

(Inégalité de la I'-limite inférieure) : Soit (U¢,0°) une suite telle que U — u et
6c — 0. Si E.(U%,6°) = +o0, alors il n’y a rien a démontrer. On suppose donc que
& (U6 6°) < C. D’aprés le lemme 7.5, on sait que les contraintes [, 61(z) dz = 0 et
fQ ) dz = 0 sont satisfaites. D’aprés le méme lemme, on a v — vy et Xp = M-
Comme E-(U?) est borné, alors e2E.(U?) tend vers 0. Par conséquent, on a

0 = liminf(¢2E. (U?)) = liminf(e2E. (v°,x%)) > E(v,74,0,0),

e—0 e—0

d’oul la contrainte E(v,nu,0,0) =0.

La définition (4.8) nous permet de réécrire E.(U¢) sous la forme j: Z %(wins’s,)?
I (ps,s)eA

Par suite, en utilisant (7.19), (7.20), (7.21), les remarques 3.3 et 3.4, on obtient

lim (B0 37) + (0 37.6))

a
e L (Wpys,s () Fps,s0 (0,10,0) ()| d
2
p7s7s
> ul)rzljfe {E(w7§u,v+)\7@777u) + F(Uanuae)} (725)

On obtient 'inégalité voulue en remarquant que
F(v = A\nu,0) = F(v,9u,0) et E(v + A14,0,0) = E(v,1,,0,0) = 0.

(Inégalité de la I'-limite supérieure) : Par un argument de densité, on considére
une fonction u € C* telle que £(u) < C < +o00. En vertu de la coercivité et de la semi-
continuité inférieure des fonctionnelles F et F, on peut introduire des champs (v,w,0)
appartenant a C>®(Q) tels que E(u) = E(w,fu,v,v,nu) + F(v,u,8), E(v,0,,0,0) = 0,
Jou(z) de =0 et [, 01(x) dz = 0. La contrainte E(v,74,0,0) = 0 implique que, pour
tout (p,s ) e A,

(vy —vs +Vu-p) Tpsse =0, (7.26)

et on déduit que
(Vug -p—Vus-p+VVu-p-p)-7pss =0. (7.27)

Puisque les fonctions u, vy, wy, 67 sont dans C*°(2) et satisfont fQ u(z) doz = 0,
Jo 01(x) dzz =0, alors les quantités

ME = Y ulyf) + evi(v) + Fun(yf) et = Y0 01(57)
I

1

sont des O(e).
On définit U® et 6° en posant
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Ut s == u(yp) +evs(yp) + 2w, (y5) — M® &t 07 s == 0s(y7) — t°. (7.28)
Il est clair que U® — wu et 65 — 0. De plus, comme les vecteurs M* et 6° sont définis de

telle sorte que j: Ui, = j: 071 =0, alors
I I

Ufypo — Ui s = u(yiy,) — uyp) + vy (451,) — vs(u7) + 2 (we (Y7e,) — ws(y7))-
En utilisant (7.2), on obtient
w?,p,s,s’ = E_Z(Ula-i-p,s UI $) T, p s,s'
= (7 (ulwF ) = ulyD) + 7 (0w (W7 4p) = vs(57,)
e 0 W) = 0 (0D) + (e (7 1) = s (W7)) - Ty
+ (7 (i) = uD) + (00 (47p) = vs() + W (1) = 0, (4))) - P
() = w0) + (0 (i) = vs(WF) + 2(we (1) = 0o (17) ) - s

Il est clair que le troisi¢me terme dans la somme ci-dessus tend vers zéro puisque ||y o[ <
C'. Alors, en utilisant (7.26) et (7.27), on obtient

1
W5 = (5YV1) PP+ Voo (47) - P+ (g (4 4) = 0s(0)) * Ty
+ (Vulyi) - P+ (o (¥ 4y) = vsW)) - ppssr + O)
= ((fu,v)p,s’(yf) + ws’(yirp) — Ws (y§)> *Tp,s,s’

(1) (U7) + 05 (471) = 0s(55) ) - Ppossr + O(E):

Par conséquent, en rappelant la définition (7.13), on a

. . apyswsl 2
i 20 =i S )
I (p,s,s’)EA

~ [ X fpurlwburon(@) do = Bwburo) (7.29)

(p,s,s’)eA

D’autre part, on a

e s AN Ul = Uls) = Tps0 (6‘1(U(yfr+p) —u(y) +vs (Yi4p) — vs(y§)> +0(e)
(Vulyi) - p+ 0w (u7) = vs()) + O(e).

= Tp7878, /\

Par conséquent,

gli%F(Ue 6°) = i Z Fopos.5 (01,0 () dz = F(v,0,,0). (7.30)
(p,s,s’)eA

L’inégalité de la I'-limite supérieure est obtenue en rassemblant (7.29) et (7.30).

147



7.4. Calcul explicite de I'énergie homogénéisée

7.4.1. Problémes de cellule

Dans I’énergie homogénéisée que nous avons obtenue, c’est-a-dire,

g(u) = ui)Izljfe {E(wygu,v,vanu) + F(Uaﬁu,O,O); E(Uaﬁu,oao) = O}a
on doit calculer le minimum par rapport aux variables v, w, 8. Puisque aucune dérivée de
w n’apparait dans 'expression de E(w,fuw,v,nu), le minimum par rapport & cette variable
peut se calculer localement. Il en est de méme pour 6. Par contre, le minimum par rapport
a la variable v ne peut pas se calculer localement puisque dans la définition de &, ,, il y a
le gradient de v. La contrainte E’(v,nu,0,0) = 0 entraine que v minimise E’(v,nu,0,0) et par
conséquent, il existe un opérateur linéaire L tel que v = L - Vu + A ou A est un champ a
valeurs dans le noyau de E. Une conséquence immédiate de ce dernier résultat est que la
contrainte E(U,UU,O,O) = 0 conduit & la contrainte suivante sur u :

E(L - Vu,n,,0,0) = 0.

On peut donc remplacer w, 8 et v par les solutions de ces problémes de cellule. La définition
de 1, et la dépendance de &, , vis-a-vis de Vv implique que I'énergie homogénéisée est une
fonction quadratique de Vu, VVu, A et VA :

E(u) = )\elLr%EQ)/QQ(Vu,VVu,)\,V)\),
ou (Q est une forme quadratique positive.

A priori, Uinfinimum par rapport & A ne peut pas étre calculé localement a cause de la
présence de son gradient dans l'expression de &(u).

Nous avons déja vu au chapitre 5 que ’homogénéisation de réseaux périodiques avec
interactions élastiques peut conduire & des modéles effectifs avec une variable cinématique
supplémentaire (par exemple, les modéles de Cosserat, Timoshenko et Reissner). Nous avons
donné dans ce méme chapitre l'algorithme général qui permet de calculer explicitement
I'énergie homogénéisée £(u) pour le cas particulier ou z; = 0. Nous ne ré-détaillons pas cet
de lalgorithme qui explicite la forme canonique de Pénergie limite d’extension E doit étre
changée. En effet, I’énergie limite d’extension obtenue dans ce chapitre est différente de celle
obtenue dans le chapitre 4.

7.4.2. Exemple : structure pantographique dissymétrique

Pour comprendre comment les termes de premier et de second gradient peuvent étre
couplés dans I’énergie homogénéisée, nous choisissons un exemple ot I'infinimum par rapport
a la variable A peut étre calculé localement. La structure que nous considérons est constituée
d’une cellule de référence Y contenant six nceuds : y; = (0,1,0), y2 = (0, — 1,0), y3 = (1,0,0),
ys = (2,2,0), y5 = (2, — 2,0), ys = (3,0,0). Les coefficients des matrices d’interaction sont
nuls sauf

a1,1,3 =0Aa114 = Q123 =0A125 = A1 34 = G135 = A146 = @156 — 1,
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(241 = Q252 = A26,1 = (262 = A3,1,5 = A442 = L.

La périodisation de la cellule Y selon le vecteur t; = 4e; donne la structure pantographique
qui est étudiée dans le cas z; = 0 au chapitre 5 (voir équation (4.55)). Nous avons montré que
I’énergie homogénéisée est une énergie de second gradient. Ici, nous modifions cette structure
en fixant

z4 = z5 = ey et z1 = z9 = 23 = z5 = 0, avec a > 0.

On obtient une nouvelle structure pantographique qui est légérement dissymétrique comme
illustré sur la figure 7.2).

FIGURE 7.2. — Poutre pantographique légérement dissymétrique

Pour obtenir une structure tridimensionnelle, nous rajoutons deux vecteurs de périodicité
to = —2e1 +4eg et t3 = e3 et connectons le noeud y3 de la poutre pantographique P, ., avec

le nceud y3 de la poutre pantographique P, ., en supposant que ag 33 = 1. Nous obtenons
la structure représentée sur la figure 7.3.
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FIGURE 7.3. — Structure pantographique 3D dissymétrique
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La contrainte E(v,7,,0,0) = 0 donne egy(u) = e33(u) = 0. L’énergie homogénéisée est

1 2 9 0%uq Oup\ 2 D%ug 2
00 = 3 [ [cCen)? + oten) (G —2050) + (57)
82“1 8U1 82@ 822,L2 2
20 7=+ o= —) )| der d
+7(3x18x2 + a(@xg + 8x1> T 895%) ﬂ 1 022
3 484 13

avecC:144,0:288,,u:%,7:E,m:ﬂ.

Cette énergie ressemble beaucoup a l’énergie obtenue au paragraphe 5.2.2.6. Mais, la
nouveauté ici c’est le couplage entre les termes de premier et de second gradient. Par ailleurs,
on remarque que si l’on fait tendre « vers 0, on retrouve ’énergie homogénéisée de la structure
pantographique étudiée au paragraphe 5.2.2.6.

7.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié I’homogénéisation de réseaux périodiques dans le
cas ol les positions des nceuds dans la cellule périodique de taille unité dépendent de e.
Nous avons obtenu une formule d’homogénéisation dans laquelle les termes de premier et de
second gradient sont couplés. Nous avons exhibé une structure particuliére qui est la structure
pantographique dissymétrique, mettant en évidence un tel couplage. A notre connaissance,
cette étude est le premier résultat mathématique ot un modéle de second gradient couplant
les termes de premier et de second gradient est obtenu par homogénéisation.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans ce travail de thése, nous nous sommes intéressés & l'obtention de métamatériaux
de second gradient par homogénéisation de matériaux composites élastiques périodiques a
fort contraste. Nous avons considéré des structures élastiques périodiques qui se modélisent
comme des structures basées sur un graphe périodique élargi. Nous avons montré que I’'étude
de ces structures peut se réduire a I’étude de modéles discrets de réseaux périodiques de
noeuds reliés par des interactions élastiques (chapitre 3).

Dans le chapitre 4, nous avons montré que I’homogénéisation des réseaux périodiques
obtenus au chapitre 3 peut conduire & des modéles de milieux continus généralisés et de
second gradient. Nous avons établi une formule générale d’homogénéisation donnée sous
forme d’un probléme de minimisation qui permet de relier les propriétés macroscopiques des
structures étudiées a partir de la connaissance de leur design. Cette formule est un outil pour
concevoir des matériaux de second gradient.

Dans le chapitre 5, nous avons décrit de facon détaillée I'algorithme qui rend explicite la
formule homogénéisée obtenue au chapitre 4. En appliquant notre résultat d’homogénéisation
a des structures pantographiques, nous avons obtenu des modéles homogénéisés de second
gradient ot les termes de premier et de second gradient sont découplés. Nous avons constaté
que cette absence de couplage était due au fait que nous avions supposé que les positions
des noeuds dans la cellule périodique de taille unité ne dépendaient pas de €. En remettant
en cause cette hypothése au chapitre 7, nous avons obtenu des modéles de second gradient
couplant les termes de premier et de second gradient.

Dans le chapitre 6, nous avons réalisé une étude expérimentale pour étudier la faisabilité
des matériaux de second gradient. La géométrie des matériaux étudiés était basée sur des
structures pantographiques. Les résultats expérimentaux sont en accord avec les résultats
théoriques obtenus au chapitre 5.

Perspectives

Les résultats obtenus dans ce travail ouvrent de nombreuses et diverses perspectives.

Perspectives théoriques

Nous avons montré un résultat général d’homogénéisation qui s’applique a une importante
classe de structures périodiques : les structures basées sur un graphe périodique. Mais, nos
hypothéses étaient faites seulement dans le cadre de I’élasticité linéaire. Une perspective im-
médiate est d’étendre ce résultat dans le cadre de I’élasticité non linéaire. Jusqu’a présent, les
modéles de second gradient non linéaires sont obtenus dans la littérature de fagon heuristique
[16, 43]. Ce résultat pourra s’établir en suivant la méme démarche que celle adoptée dans ce
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travail. En plus, il permettra de prendre en compte dans le processus d’homogénéisation les
non-linéarités qui apparaissent dans les microstructures.

Perspective numérique

Dans l'algorithme qui rend explicite la formule d’homogénéisation au chapitre 5, il reste
deux points & implémenter ou & automatiser : la connectivité des structures et ’existence ou
la non-existence des problémes de "localisation" de premier et de second gradient. Il serait
intéressant d’automatiser ces deux points dans le code qui calcule I’énergie homogénéisée
obtenue dans ce travail.

Perspectives expérimentales

Nous avons essayé au chapitre 6 d’obtenir des preuves expérimentales des effets de second
gradient pour les matériaux architecturés basés sur des structures pantographiques. Nous
avons trouvé quelques résultats encourageants. Il serait intéressant dans un travail futur de
chercher & optimiser les éprouvettes afin de maximiser les effets de second gradient.

Probléme ouvert

La I'-fermeture pour la classe des structures basées sur un graphe périodique est un pro-
bléme ouvert.
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A. Espaces de Sobolev

Dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, 2 désigne un ouvert borné de R™. Les
résultats énoncés dans cette annexe peuvent se trouver dans |3, 55, 26, 30].

On note L2() 'espace des fonctions définies sur 2 et de carré intégrable au sens de
Lebesgue. Muni du produit scalaire

(uw) = /Q w(z)v(z) de,

L?(9) est un espace de Hilbert. On note
3
lullzey = ( [ o) d)

Remarque A.1. 1) Pour une fonction & valeurs vectorielles u = (u1,...,u,) € (L*(Q))",

on note
HUHLQ(Q) = <ZHWH%?(Q)>
i=1

2) Pour une fonction a valeurs matricielles u = (u;;)1<i j<n € L*(€;R™ ™), on note

la norme correspondante.

2

NI

lull ) = | D2 lluijllizq)

i=1 j=1

On note C2°(22) ou D(N) 'espace des fonctions de classe C*° a support compact dans €.

Théoréme A.2. L’espace C°(Q) est dense dans L*(S)), ce qui signifie que pour tout u €
L2(9), il existe une suite u, € C°(Q) telle que

nEffOOHUn —ullp2() = 0.

Le résultat suivant est une conséquence du théoréme A.2.

Proposition A.3. Soit u € L?(Q). Si pour toute fonction ¢ € C°(R), on a

alors u = 0 presque partout dans 2.
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Définition A.4. Soit u une fonction de L*(Q). On dit que u est dérivable au sens de faible
s’il existe une fonction v = (vy,...,v,) € (L2(Q))" telle que, pour tout indice i € {1,...,n}
et pour toute fonction ¢ € C°(Q), on a

/Q u(m)gfi (2) dz = — /Q vi(2)6(x) da.

Chaque fonction v; est appelée la i-éme dérivée partielle faible de u et la fonction v est appelée

le gradient faible de w. On notera v; = T v = Vu.
T

Proposition A.5. Soit u une fonction de L*($)). S’il existe une constante C > 0 telle que,
pour toute fonction ¢ € C°(Q) et pour tout indice i € {1,...,n}, on a

99
/Qu(x) oz, (z) dz

alors u est dérivable au sens faible.

< Cl9ll2 (),

A.1. Espace H!(Q)
Définition A.6. L’espace de Sobolev H(QY) est défini par

ou
8-%'1'

HY(Q) = {u € L*(Q) tel que Vi € {1,...,n}, € LZ(Q)} ,

ou est la dérivée partielle faible de u au sens de la définition A.4.

8-%'1'

Proposition A.7. Muni du produit scalaire

(u,v) == /Q(u(x)v(x) + Vu(z) - Vou(z)) dz (A1)

et de la norme

ol gy = ( [P + [9u(@)P) dx)2 ,

Uespace H () est un espace de Hilbert.

Proposition A.8. Toute fonction continue sur 2, C' par morceaux et a support dans ,
appartient o H'(€2).

Définition A.9. Soit u € (L?(Q))". On dit que u admet une divergence au sens faible dans
L2(Y) s’il existe une fonction o € L2(Q) telle que, pour toute fonction ¢ € C(£)), on a

/Qu(m) -Vo(z) do = —/Qa(ac)¢(x) dz.

La fonction o est appelée la divergence faible de u, et on note o = div(u).

154



Proposition A.10. Soit u € (L*(Q))". S’il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute
fonction ¢ € C°(QY), on a

/Qu(x)-v¢(x) dz| < Cll|l 120,

alors u admet une divergence au sens faible.

Beaucoup de propriétés des espaces de Sobolev sur un ouvert 2 de R™ nécessitent une
certaine régularité du bord 0f.

Définition A.11. Soit Q un ouvert borné de R™. On dit que la frontiére O de € est
lipschitzienne (respectivement de classe C™ pour un certain m > 0) si pour tout x € 9%, il
existe un voisinage V de x dans R™ et un systéme de coordonnées orthogonal noté y = (y',yn,)

oty == (Y1, Yn—1), tels que :
i) V est un pavé dans ce systéme de coordonnées, i.e.,

V={y=yn) [VI<j<n —a <y; <a;}.
i1) 1l existe une application p lipschitzienne (respectivement de classe C™) définie sur
Vi={y |V1<j<n-1,-qa; <y, <a;}
et vérifiant :
lo(y)] < %" vy eV,
QNV={yeV iy <o)} 0ANV ={yeV [y, =y}

Remarque A.12. La définition ci-dessus signifie que dans un voisinage de chacun de ses
points, 0N) est le graphe d’une application lipschitzienne et que €2 se situe d’un seul coté
de sa frontiére. Par abus de langage, on dira qu’un ouvert borné €2 de R"™ est lipschitzien
(respectivement de classe C™) si sa frontiére est lipschitzienne (respectivement de classe

cm).
Proposition A.13. Tout ouvert convexe borné de R™ est lipschitzien.

Théoréme A.14. Si Q est un ouvert borné lipschitzien ou de classe C', alors C2°(Q) est
dense dans H(S2).

Proposition A.15. Soit Q2 un ouvert borné lipschitzien. Il existe un opérateur de prolonge-
ment
P: HY(Q) — HY(R")

linéaire continu tel que, pour tout u € HY(Q), la restriction de Pu a Q s’identifie d u.

Théoréme A.16 (de trace). Soit Q un ouvert borné lipschitzien. Alors, application

Y01 C°(Q) 2 u = g

se prolonge par continuité en une application linéaire de H'(Q2) dans L?(0)), notée encore
Yo. En particulier, il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction u € H'(),
on a

[ullz200) < Cllullm @)-
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Remarque A.17. Grace a ce théoréme de trace, on peut parler d’une valeur d’une fonction
de H(Q) sur le bord 9. La fonction vg(u) est appelée la trace de u sur 9.

Définition A.18. Soit Q un ouvert borné de R™ lipschitzien. On définit HY/?(0Q) comme
Uimage de Uapplication o définie par le théoréme A.16, c’est-a-dire, HY/2(0Q) = vo(H'(Q)).

A.2. Espace H}(Q)

Définition A.19. On définit ’espace de Sobolev HE(Q) comme Uadhérence de C°(SY) dans
H'(Q).

Remarque A.20. D’aprés la définition de espace C2°(£2), on peut voir H} () comme le
sous-espace de H'(f2) constitué de fonctions qui s’annulent sur 9.

Proposition A.21. Muni du produit scalaire (A.1), 'espace H}(2) est un espace de Hilbert.

Définition A.22. On définit H=1(Q) comme le dual de Uespace H(Q), c’est-a-dire ’en-
semble des fonctions continues sur HE(Q).

Théoréme A.23 (de De Rham). Soit Q un ouvert borné de R™. Soit f € H-(Q;R")
tel que (f,¢) = 0 pour toute fonction ¢ € C§°(S1;R™) a divergence nulle. Alors, il existe
u € L2(Q) telle que f = Vu. En outre, si Q) est connexe, alors la fonction u est unique a
une constante additive preés.

Pour la démonstration de ce théoréme, voir [55, Lemme 2.1].

Théoréme A.24 (Rellich). Soit Q un ouvert borné de R". Soit u, € HL(Y) une suite
bornée dans H (). Alors, il existe une fonction u € HE(Q) telle que, a une sous-suite pres,

Uy, — u dans L*(Q) et Vu, — Vu dans L*(Q) lorsque n — +o0.

Remarque A.25. Le théoréme de Rellich est valide pour les fonctions de H'(£2) & condition
que 'ouvert €2 soit « suffisamment régulier », par exemple lorsque €2 est lipschitzien ou de
classe C.
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B. Inégalités utiles

Définition B.1. On dit qu’un ouvert  de R™ est borné dans une direction s’il existe
un vecteur unitaire & € R™ et une constante a > 0 tels que

Qc{zeR" |z € [—a;al}.

B.1. Inégalités de Poincaré

Une inégalité de type Poincaré est une inégalité qui permet de majorer la norme L? d’une
fonction par la norme L? de son gradient. Il existe dans la littérature de nombreuses variantes
d’inégalités de type Poincaré.

Théoréme B.2 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de R™ (ou borné dans
une direction). Alors, il existe une constante Cp > 0 dite constante de Poincaré, qui dépend
de Q, telle que

ull 120 < CP[|VullL2(), Yu € Hg (). (B.1)

Remarque B.3. Une conséquence remarquable de I'inégalité de Poincaré (B.1) est que la

semi-norme 12
u = [Vull 2y = </Q|Vu|2 dx>

définit une norme sur H¢ (Q) équivalente & la norme Nl 71 () -

Théoréme B.4 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Soit 2 un ouvert borné connexe de
R™. Alors, il existe une constante positive C qui dépend uniquement de 2 telle que

A

L2(Q

) < O Vullfzq, Yu € H'(Q). (B.2)

B.2. Inégalités de Korn

Théoréme B.5 (La premiére inégalité de Korn). Soit 2 un ouvert borné de R™. Alors,
on a

IVullZ ) < 2lle)llZz ), Yu € Ho(R™). (B.3)
Pour la démonstration de ce théoréme, voir [30, Théoréme 3.1].

Théoréme B.6 (La deuxiéme inégalité de Korn). Soit 2 un ouvert borné de R™ lip-
schitzien. Il existe une constante Cx > 0 dite constante de Korn, dépendant de €2, telle
que

lulBrs gy < Crc (Il + o) 22y ) » Yu € HY(QR™). (B.4)
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Pour la démonstration de ce théoréme, voir |30, Théoréme 3.2].

Définition B.7 (Mouvement rigide). Soit Q un ouvert borné de R™. L’ensemble des
mouvements rigides sur ) est défini par :

R :={ve H(Q;R");e(v) = 0}.

On montre que tout élément de R peut s’écrire sous la forme v(x) = a+ M -z, ot a € R”
et M est une matrice antisymétrique n x n. Par ailleurs, on a la décomposition suivante :

HY(QRY) =Ra W, (B.5)
ou
W= {w € Hl(Q;R");]Z w =0 et][ Véw = O}.
Q Q

En effet, pour u € H(£;R™) donnée, on peut prendre v € R sous la forme :

v(x)=a+ M- (x—7), aveca:][

uetM:][Vau,
Q Q

T étant le centre de masse de €. Il est clair que la fonction w := u — v appartient a W. Par
définition de W, on voit bien que R N W = {0}.

Théoréme B.8 ([77], Théoréme 2.5). Soit Q un domaine borné de R™ lipschitzien et soit V
un sous-espace fermé de H*(Q) tel que VMR = {0} (i.e. V ne contient pas de mouvement
rigide non nul). Alors, il existe une constante K1 = K1(Q,V) telle que

[ullF oy < Kille(u)[72(q), Yu e V. (B.6)
Remarque B.9. Dans le théoréme B.8, on peut prendre pour V 1'un des espaces suivants :
V ={ve HY(Q); (v,;r) (@) = 0, Vr € R},

ou

V ={veH (Q);(vr)2q) =0,VreR}

Théoréme B.10. Soit Q un domaine borné de R™ lipschitzien. Alors, il existe une constante
positive Ko = Ko() telle que

|V —ﬁvau

Pour la démonstration de ce théoréme, voir [49].

< KZHQ(U)H%%Q)? vu € H'(Q;R"). (B.7)

2
‘L2(Q)

Corollaire B.11. Soit Q un domaine borné de R™ lipschitzien. Pour tout champ u €

H(Q;R™) tel que][ V% = 0, il existe une constante K3 telle que
Q

IVullZao < Kslle(w)Z2 - (B.8)
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C. Energie élastique d'une poutre
bidimensionnelle

On considére une poutre élastique de longueur ¢ (centrée a l'origine), chargée uniquement
en ses extrémités notés A et B. Chaque extrémité a deux degrés de liberté en translation
notés par (u,v) et un degré de liberté en rotation noté par 6, ot u est le déplacement axial et
v est le déplacement transverse. Dans le cadre des petites déformations, I’énergie élastique
de la poutre s’écrit :

/2

_ ﬁu,:ﬂQ
B, [Fuers

K,

20 ()] da,

ou Kj et Ky sont respectivement la raideur a I'extension et la raideur a la flexion.
Les conditions aux limites sont :

u(—0/2) = uq, u(l/2) = up, (C.1)
v(—L/2) = vy, v(¢/2) = vp, V'(—=£/2) = 04, V'(0/2) = 0p. (C.2)

Le déplacement a I’équilibre de la barre résulte de la minimisation de ’énergie de déformation
E. Les équations d’équilibre sont v’ = 0 et v*) = 0. On a donc

u(z) = ax+ B et v(x)=a+ br+ cx? + dad.

Les conditions (C.1) donnent aw = W et B = w. Donc,
2 K, K
2 1 2
— de = — — i
[y 5 @) e = e )

v +v4a _E(HB—HA) b— 3(vp —v4) B Op + 04 .-

2 8 20 4 7

1 UB — VA
et d = 72 (93+9A—27>. Donc,

Les conditions (C.2) donnent a =
05 —0a
20

t2 K. Koy [? K.
=2 v (z))? do = =2 / (2¢ + 6dz)* do = —2(3d2€3 + 4¢%0)
—0/2 2 2 —0/2 2

K. . 2
-5 <3 <93+9A—2%> + (05 —aA)2> .

Ainsi, ’énergie de la poutre devient

fop %[Kl(uB )+ K (3(05 + 04 - 2”32“)2 + (05— 04)°)].
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D. Energie élastique en contraintes

L’énergie d’'un matériau élastique linéaire isotrope s’écrit :

E(u) = /QW(e(u)) dz

ou 2 est le domaine occupé par le matériau et W est la densité d’énergie élastique définie
par :

W (e(u)) = plle(u)|* + %[tr(e(U))]Q-

On note e?(u) la partie déviatorique de e(u), i.e.

2

We(u)) = p||ed(u) + %tr(e(u))ld + %[tr(e(u))]2

NA+2
= pllet)? + =S fix(e(w)].

La forme conjuguée de W(e(u)) par rapport a e(u) est appelée la densité d’énergie complé-
mentaire. Elle est définie pour tout tenseur symétrique o par

W*(o) :=sup{o : e(u) — W(e(u))}. (D.1)
e(u)
L’énergie associée & W* est appelée I’énergie complémentaire.
D’aprés l'identité
d

s ed(u) + %tr(a) tr(e(u)), (D.2)

og:e(u)=0o
on obtient

(0) =sup {0+ 1) = el + 5 (o) n(e(w) — g P leet)

= suplo %) = )17} + sup { o) n(e) - 5 2 et

En utilisant (D.2), on trouve que

1 1 1
d d d 2 d|2 2 2
su o e \u)— uje(u = —||O = —||O — ——(tr(o
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et

1 NAX+2p 1 9
3 —t t -t = ———(t .
sup { 5050 1(e) - 5 0 e(0) } = i (o)
Ainsi,
* 1 2 A 2
= o - ——2—(¢ .
W (o) = ol = g (1)
On peut réécrire cette expression sous la forme
o L1Fv, o v 2
W) = S o) — L(tr(o))”
A 2u(N 2
avec v := —————— (le coefficient de Poisson) et Y := 2p(NA+ 20) (le module
2u+ (N —1)A 20+ (N —1)A

d’Young).
Une conséquence directe de (D.1) est I'inégalité suivante :

Wi(e(u)) + W*(o) — o : e(u) > 0.

En intégrant cette inégalité sur €2, on obtient :

[ (et + Jwten?) ae =~ [ (Lol - oy (o)) a
+ /Q o e(u) da. (D.3)
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Résumé

Ces derniéres décennies ont vu un renouveau d’intérét pour les matériaux composites
élastiques qui s’avérent trés utiles dans la conception de structures. Pour comprendre le
comportement macroscopique de ces matériaux, on fait appel aux méthodes d’homogénéi-
sation. Dans cette thése, nous nous intéressons a étudier rigoureusement le comportement
macroscopique des matériaux composites élastiques périodiques présentant des hétérogé-
néités a fort contraste dans le cadre de I’élasticité linéaire. Dans un premier temps, nous
étudions I’homogénéisation de structures périodiques constituées d’un matériau élastique
linéaire isotrope homogéne de grande rigidité. Sous certaines hypothéses sur la géométrie
des structures considérées, nous montrons que leur étude peut se réduire & 1’étude de sys-
témes discrets correspondant & des réseaux périodiques de noeuds reliés entre eux par des
interactions élastiques. Ensuite, en prenant en compte les différents ordres de grandeur des
raideurs en extension, en flexion et en torsion, nous montrons que 1’homogénéisation des
structures considérées peut conduire & des matériaux de « second gradient », c’est-a-dire,
des matériaux dont l’énergie élastique homogénéisée dépend des composantes du premier
gradient et du second gradient du champ de déplacement. Dans un deuxiéme temps, nous
réalisons des essais de traction sur des structures pantographiques pour étudier la faisabilité
des matériaux de second gradient.

Mots clés : Homogénéisation, composites, second gradient.

Abstract

Recent decades have seen renewed interest in elastic composite materials that are proving
to be very useful in structural design. To understand the macroscopic behavior of these
materials, we use homogenization methods. In this thesis, we are interested in rigorously
studying the macroscopic behavior of periodic elastic composite materials with high contrast
heterogeneities in the framework of linear elasticity. Firstly, we study the homogenization
of periodic structures made of a homogeneous isotropic linear elastic material with high
rigidity. Under certain hypotheses on the geometry of the considered structures, we show
that their study can be reduced to the study of discrete systems corresponding to frame
lattices. Then, taking into account the different orders of magnitude of extensional, flexural
and torsional stiffnesses, we show that the homogenization of the considered structures can
lead to second gradient materials, that is, materials whose homogenized elastic energy depend
on the components of the first gradient and the second gradient of the displacement field. In
a second step, we carry out tensile tests on pantographic structures to study the feasibility
of second gradient materials.

Keywords : Homogenization, composites, second gradient.
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