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Chapitre 1

Introduction

Dans un monde où les données disponibles à des fins scientifiques ou
sociales s’accumulent à un rythme exponentiel, la gestion, l’exploitation et
l’analyse de ce torrent de données sont devenues l’un des défis de notre
époque. Certaines d’entre elles prennent la forme de graphes, structures qui
apparaissent dans divers domaines : les neurosciences [1], les réseaux so-
ciaux [2], l’internet des objets [3] et les crypto-monnaies [4, 5] pour n’en
nommer que quelques-uns. Par conséquent, il existe une explosion de l’inté-
rêt pour les méthodes d’analyse de structures à domaine irrégulier tel que les
graphes et les réseaux [6, 7]. Il est donc nécessaire d’élaborer des approches
mathématiques et informatiques efficaces pour traiter et analyser ces graphes
et les données qu’ils contiennent.

Parmi les méthodes existantes, un grand nombre implique le laplacien
(de graphe) [8, 9, 10, 11, 12] :

‚ En tant qu’objet fondamental en mathématiques et physique, le lapla-
cien est connu et utilisé, à travers son étude spectrale pour extraire
des propriétés géométriques pertinentes d’une variété [13] ou d’un
graphe [14] et joue un rôle crucial dans les applications d’apprentis-
sage automatique comme le partitionnement spectral [12].

‚ Dans l’espace continu, les fonctions propres de l’opérateur de Laplace-
Beltrami obtenues par sa décomposition spectrale, constituent la gé-
néralisation de la base de Fourier pour les variétés [13, 15].

‚ Dans le cadre de l’espace discret, les vecteurs propres du laplacien de
graphe forment une base de Fourier orthonormale pour les fonctions
sur graphes [16, 17] lorsque les graphes sont considérés comme une
discrétisation ou comme un échantillonnage d’une variété [18, 19, 10,
11]. La valeur propre associée à chaque vecteur propre est liée à la
notion de fréquence [16].

Grâce à ces propriétés, le laplacien de graphe devient l’objet créant le lien
fondamental entre la théorie spectrale des graphes et le traitement du signal à
travers le cadre mathématique du "traitement du signal sur graphes" [16, 17].
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Ce cadre vise à étendre les concepts de traitement du signal traditionnel, tel
que le filtrage ou l’échantillonnage à des fonctions définies sur les sommets
d’un graphe.

Tout d’abord développé dans le cadre des graphes non dirigés, le traite-
ment de signal sur graphes considère le laplacien de graphe (combinatoire ou
normalisé) [14] comme élément central. Le laplacien de graphe est un opéra-
teur symétrique et semi-défini positif. Par le théorème spectral, le laplacien
de graphe admet une base orthonormale dont les vecteurs propres peuvent
être considérés comme les modes de Fourier sur graphe non dirigé et dont
les valeurs propres respectives sont associées à une notion de fréquence.

L’objectif de cette thèse est d’apporter des éléments de réponse à l’ex-
tension du cadre du traitement de signal sur graphes au cas des graphes
dirigés. L’extension du traitement de signal sur graphe dirigé est due au fait
que la plupart des structures de graphes que l’on retrouve dans les domaines
scientifiques ou sociaux sont dirigées. Dans le domaine des neurosciences, les
informations sensorielles circulent dans le cerveau de neurone à neurone à
travers des synapses. L’existence d’une synapse d’un neurone a à un neurone
b n’implique pas l’existence d’une synapse dans le sens opposé (de b vers a).
Dans le cas des réseaux sociaux, en particulier le réseau Twitter, les informa-
tions diffusées sont souvent dirigées d’un émetteur de l’information (followee
en anglais) vers le receveur de l’information (follower en anglais) et non né-
cessairement dans le sens opposé. Par conséquent, l’analyse des informations
associées à ces types de graphes dirigés nécessite également l’élaboration
d’approches mathématiques et donc au passage d’une extension du cadre du
traitement de signal sur graphes au cas des graphes dirigés.

Formellement, l’utilisation directe de l’élément central du traitement de
signal sur graphes, c’est-à-dire le laplacien de graphe, n’est plus appropriée.
Un graphe dirigé est naturellement représenté par une matrice d’adjacence
non symétrique. Il est toujours possible de définir naïvement un laplacien de
graphe dans le cas dirigé, mais les propriétés spectrales associées au laplacien
sur graphe non dirigé telles que l’obtention d’une base orthonormale et de
valeurs propres positives ou nulles réelles ne sont plus vérifiées dans le cas
des graphes dirigés. Il n’existe pas de consensus simple quant à une définition
d’un laplacien pour graphe dirigé et dont la variation des vecteurs propres
soit liée à une notion de fréquence. C’est le principal défi du traitement de
signal sur graphes dirigés et de cette thèse : quels sont les opérateurs de
référence associés à une analyse de Fourier qui permettraient probablement
de créer ce fameux lien entre les graphes dirigés et non dirigés ?

Un petit nombre de constructions de bases de Fourier sur graphes diri-
gés [20, 21, 22, 23] ont été proposées ces dernières années. Parmi ces construc-
tions, celle proposée par [20] se fonde sur la construction d’une base de Fou-
rier à partir des vecteurs propres de la matrice d’adjacence d’un graphe dirigé.
Les approches [23, 22] se fondent sur la construction d’une base de Fourier
orthonormale déterminée à travers la résolution d’un problème d’optimi-
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sation non convexe faisant intervenir une mesure de variation particulière.
Enfin, l’approche [21] se fonde sur la décomposition polaire de la matrice
d’adjacence d’un graphe dirigé.

Dans cette thèse, l’opérateur de marche aléatoire associé à une marche
aléatoire sur graphes [24, 25] est proposé comme opérateur de référence pour
étendre le cadre du traitement de signal sur graphes dirigés. Tout comme le
laplacien de graphe, l’opérateur de marche aléatoire est un opérateur lié à la
notion de diffusion. Par ailleurs, il est aussi bien défini sur graphe dirigé que
non dirigé. Sous hypothèse que l’opérateur de marche aléatoire soit diagona-
lisable, il admet potentiellement des vecteurs propres complexes conjugués
ainsi que des valeurs propres complexes conjuguées associées.

Notre cadre repose sur le fait que l’analyse variationnelle du vecteur
propre de l’opérateur de marche aléatoire à travers son énergie de Diri-
chlet [24] associée est liée à la partie réelle de sa valeur propre [26]. Par
conséquent, l’énergie de Dirichlet d’un vecteur propre donné de l’opérateur
de marche aléatoire sur un graphe dirigé peut être considérée comme sa fré-
quence, en utilisant la même analogie que dans [16], cette fois-ci pour les
graphes dirigés. Par cette analyse en fréquence, nous sommes en mesure de
proposer une base de Fourier pour des fonctions définies sur les sommets d’un
graphe fortement connexe dirigé. Par ailleurs, notre approche est cohérente
avec l’analyse de Fourier dans le cas non dirigé.

En considérant dorénavant l’opérateur de marche aléatoire comme un
opérateur de référence et ses vecteurs propres associés comme une base de
Fourier pour fonctions définies sur graphe dirigé, la dernière partie de notre
analyse harmonique sur graphe dirigé consiste à construire une analyse mul-
tirésolution.

En effet, les graphes complexes aussi bien dirigés que non dirigés pré-
sentent des structures à des échelles différentes. Motivées par l’efficacité de
l’analyse multirésolution en ondelettes dans le traitement de signal tradi-
tionnel [27] et la dimension à différentes échelles des graphes et des données
sur graphes, un certain nombre de constructions multirésolution sur graphes
ont émergé ces dernières années [28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37] dans
le cadre du traitement de signal sur graphe non dirigé. Dans le cas dirigé,
une seule analyse multirésolution redondante a été récemment proposée [21]
généralisant le cadre théorique introduit dans [31]. Face aux approches exis-
tantes d’analyse harmonique sur les graphes dirigés (c.à-d. analyse de Fou-
rier et analyse multirésolution), nous proposons donc une nouvelle analyse
harmonique construite autour de l’opérateur de marche aléatoire et dont
les constructions multirésolution généralisent les approches bien établies des
ondelettes spectrales [32, 31] et des ondelettes de diffusion [30, 38] sur les
graphes non dirigés.

La thèse est organisée en deux parties. La première partie comprenant le
chapitre 2 apporte une vue d’ensemble des résultats pertinents de l’analyse
harmonique, c’est-à-dire l’analyse de Fourier et les constructions multiréso-
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lution sur graphe non dirigé.
La seconde partie de la thèse est constituée des chapitres 3 et 4. Dans

le chapitre 3, nous abordons les notions de l’état de l’art des différentes ap-
proches de transformée de Fourier pour des fonctions définies sur les graphes
dirigés [20, 21, 22, 23]. Nous discutons également des éventuelles limites de
ces approches.

Le chapitre 4 correspond finalement à notre contribution où nous présen-
tons une nouvelle analyse harmonique pour des fonctions définies sur graphes
dirigés. Nos contributions sont les suivantes :

1. Stabilité de filtres sur graphes. Nous étudions la stabilité de filtres
sur graphes en proposant d’abord des bornes sur le conditionnement
sur des filtres en section 2.2.1 et ensuite en proposant des méthodes
d’approximation de filtres robustes vis-à-vis d’une perturbation addi-
tive d’un signal sur graphe en section 2.2.2.

2. Construction de bases de Fourier sur graphes dirigés. Nous
proposons l’opérateur de marche aléatoire associé à une marche aléa-
toire sur un graphe dirigé comme un opérateur de référence. Nous
déterminons une analyse en fréquence des vecteurs propres de l’opé-
rateur de marche aléatoire et déterminons une caractérisation varia-
tionnelle des vecteurs propres de l’opérateur de marche aléatoire à la
proposition 4.7.

3. Construction d’analyses multirésolution sur graphes dirigés.
Nous proposons une transformée en ondelettes redondantes spectrale
sur graphes dirigés à la section 7.1. Cette construction étend le cadre
des ondelettes spectrales sur graphes non dirigés [32] et des trames
d’ondelettes polynomiales [31]. Nous proposons une transformée en
ondelettes à échantillonnage critique à la section 7.2 généralisant le
cadre des ondelettes de diffusion [30, 38] au cas dirigé.

4. Efficience du cadre théorique à travers des applications. Le
développement de notre analyse harmonique sur graphes dirigés nous
amène à considérer des problèmes d’apprentissage semi-supervisés
avec régularisation de type `2 en section 6.1 et régularisation `1 en
section 7.3.3 et de modélisation de signaux par filtrage sur graphes
dirigés en section 6.2 mettant en évidence l’efficacité de notre cadre
théorique.

Ce manuscrit de thèse est une présentation détaillée de certains travaux
déjà publiés et d’autres en cours de publication.
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Chapitre 2

Généralités sur l’analyse
harmonique sur graphes non
dirigés

Dans ce chapitre, nous abordons les notions fondamentales de l’analyse
harmonique sur graphes non dirigés. Dans un premier temps, nous rappelle-
rons des notions essentielles de théorie des graphes non dirigés et les notions
fondamentales du traitement de signal sur graphes tels que la notion de fil-
trage sur graphes. Dans un second temps, nous introduirons les opérateurs
essentiels de l’analyse harmonique sur graphes non dirigés tels que l’opéra-
teur de marche aléatoire et le laplacien de graphe et ses variantes et nous
mentionnons leurs propriétés respectives. Cela nous amènera à introduire la
notion de transformée de Fourier sur graphes et son analyse fréquentielle.
Enfin, nous évoquerons la notion d’analyse multirésolution sur graphes non
dirigés en présentant la construction d’ondelettes spectrales sur graphes dont
la construction s’inspire de la construction en ondelettes continue dans le
traitement de signal classique.
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1 Motivation

L’analyse harmonique est l’étude de la décomposition d’une fonction
quelconque f : r0, 2πs Ñ R en fonctions sinusoïdales. L’analyse harmonique
est l’un des piliers des mathématiques dû à son impact dans de nombreux
domaines. Récemment, motivé par la nécessité d’analyser des données as-
sociées à des domaines non euclidiens tels que des variétés ou des graphes
et par l’efficacité de l’analyse harmonique sur des domaines réguliers (e.g.
images, séries temporelles), un nouveau cadre théorique a émergé utilisant
les concepts fondamentaux de l’analyse harmonique afin d’étudier les don-
nées sur des graphes. L’idée principale est simple : les sinus et cosinus inter-
viennent naturellement comme les fonctions propres de l’opérateur laplacien
(ou laplacien) ´∆ “ ´d2{dx2 sur l’intervalle r0, 2πs et sont également les
modes de Fourier. Le laplacien peut être considéré comme l’écart d’une fonc-
tion de sa moyenne locale, par exemple, en considérant l’approximation aux
différences finies pour le laplacien dans R2 :

´∆fpx, yq «
4

ε2

ˆ

fpx, yq ´
fpx` ε, yq ` fpx´ ε, yq ` fpx, y ` εq ` fpx, y ´ εq

4

˙

.

De manière générale, nous pouvons également considérer des fonctions
vivant sur des domaines plus complexes tels que les variétés riemanniennes.
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En effet, les fonctions propres de l’opérateur de Laplace-Beltrami (ou lapla-
cien de variété) constituent les modes de Fourier sur la variété. Par ailleurs,
la discrétisation de la variété nous amène à considérer une approximation de
celle-ci sous forme d’un graphe où l’approximation de l’opérateur de Laplace-
Beltrami sur ce graphe est appelée le laplacien de graphe. Ainsi, les vecteurs
propres du laplacien de graphe constituent l’approximation des fonctions
propres de l’opérateur de Laplace-Beltrami et forment une base de type
Fourier [18, 19] sur graphe. Ces considérations ont ainsi motivé l’émergence
d’une analyse harmonique sur graphes et la motivation du choix de l’opéra-
teur laplacien comme élément-clé de l’analyse harmonique sur des graphes.

2 Notions sur la théorie des graphes non dirigés

Un graphe est un objet mathématique composé d’un ensemble de som-
mets reliés entre eux par des arêtes. Tout au long de ce chapitre, nous consi-
dérons uniquement le cas des graphes non dirigés. Cette section contient les
principales définitions relatives aux graphes non dirigés [39, 40].

Définition 2.1. Un graphe simple (c’est-à-dire sans arêtes multiples) non
dirigé et non pondéré est un couple G “ pV, Eq où V constitue l’ensemble des
sommets et E Ď V ˆ V l’ensemble des arêtes, chaque arête étant une paire
de sommets non nécessairement distincts. Si u et v sont des sommets, nous
représentons une arête reliant les sommets u et v par e “ pu, vq.

Si e “ pu, vq forme une arête, alors nous disons que u et v sont adjacents
ou que v est voisin de u. Ceci est représenté par u „ v. Dans cette thèse, nous
étudierons exclusivement les graphes finis, c’est-à-dire des graphes dont l’en-
semble des sommets et l’ensemble des arêtes est fini. Ainsi le terme "graphe"
voudra toujours dire "graphe simple fini". Nous définissons par |V|, la cardi-
nalité de l’ensemble des sommets V, c’est-à-dire le nombre d’éléments dans
V. Le graphe G peut être représenté à travers sa matrice d’adjacence que
nous définissons de la manière suivante.

Définition 2.2 (Représentation algébrique d’un graphe non dirigé et non
pondéré). Soit G “ pV, Eq un graphe simple non dirigé et non pondéré où
V “ pv1, . . . , vN q et de cardinalité |V| “ N . La matrice d’adjacence A “

taiju1ďi,jďN P RNˆN se rapportant à cet ensemble de sommets est la matrice
N ˆN booléenne avec :

aij “

#

1 si pvi, vjq P E
0 sinon.

et la relation :
aij “ aji, @ i, j P t1, . . . , Nu. (2.1)
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Nous noterons que la relation (2.1) caractérise la notion de symétrie et
est exprimée sous forme matricielle par la relation :

AJ “ A,

où AJ est la matrice transposée de A.
Plus généralement, nous pouvons considérer le cas des graphes non dirigés

et pondérés. Nous définissons un graphe non dirigé et pondéré de la manière
suivante.

Définition 2.3. Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé et non pondéré et
w : V ˆ V Ñ R` une application qui associe une valeur wij “ wpvi, vjq à
chaque arête pvi, vjq. L’application w est appelée fonction de poids. Le triplet
G “ pV, E , wq est donc un graphe non dirigé et pondéré.

Un graphe non dirigé et pondéré G “ pV, E , wq peut être entièrement re-
présenté par sa matrice d’adjacence W “ twiju1ďi,jďN P RNˆN` . Si wij “ 0,
pour un couple pi, jq P t1, . . . , Nu2, alors il n’existe pas d’arête entre les som-
mets vi et vj . Nous définissons le degré (pondéré) d’un sommet vi P V comme
la somme des poids des arêtes associées à vi, c’est-à-dire di “

řN
j“1wij . Si le

graphe G est non pondéré, le degré d’un sommet est simplement le nombre
de sommets voisins à ce sommet. Dans ce chapitre, nous supposons les poids
de la matrice d’adjacence W positifs ou nuls.

Nous définissons la notion de chaîne dans un graphe non dirigé de la
manière suivante.

Définition 2.4. Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé. Une chaîne reliant
un sommet vi à un sommet vj est définie par une suite finie d’arêtes consé-
cutives, reliant vi à vj.

Nous définissons un graphe non dirigé connexe de la manière suivante.

Définition 2.5. Un graphe non dirigé G “ pV, Eq est connexe si chaque
sommet est accessible à partir de n’importe quel autre. Autrement dit, si
pour tout couple de sommets distincts pvi, vjq P V ˆ V il existe une chaîne
reliant vi à vj.

3 Généralités sur la théorie des opérateurs

Nous rappelons les notions essentielles de la théorie des opérateurs en
dimension finie nécessaires à la compréhension des prochaines sections [41,
42].

Dans cette section, H et H1 sont deux espaces de Hilbert de dimension
dimH “ N ă 8, dimH1 “ M ă 8 et e “ pe1, . . . , eN q est une base ortho-
normale de H. Pour tout vecteur donné x P H, ses coordonnées par rapport à
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e seront notées x1, . . . , xN , c’est-à-dire x “ x1e1`¨ ¨ ¨`xNeN et x le vecteur
colonne correspondant :

x “ px1, . . . , xN q
J.

Nous définissons la notion d’opérateur de la manière suivante.

Définition 2.6. Toute application linéaire continue T : HÑ H1 s’appelle un
opérateur. L’espace vectoriel LpH,H1q des applications linéaires continues de
H dans H1 est l’espace des opérateurs de H dans H1.

Par souci de simplicité, supposons H “ H1. Un opérateur linéaire T :
HÑ H est représenté par rapport à la base orthonormale e par une matrice
T P CNˆN tel que les tij P C de T s’expriment de la manière suivante :

tji “ xej , T eiy.

Nous définissons la notion d’opérateur adjoint de la manière suivante.

Définition 2.7. Soit T P LpH,Hq. Alors il existe un unique opérateur T ˚ P
LpH,Hq tel que :

xTx, yyH “ xx, T
˚yyH @x, y P H.

L’opérateur T ˚ s’appelle l’adjoint de T .

En dimension finie, l’opérateur T ˚, est représenté par la matrice conju-
guée et transposée T

J de T (ou seulement TJ si T P RNˆN ).

Définition 2.8. Si T P LpH,Hq est tel que T “ T ˚, on dit que l’opérateur
T est autoadjoint (ou hermitien).

Les opérateurs autoadjoints ont des propriétés particulièrement impor-
tantes que nous examinons.

Théorème 2.1 (Théorème spectral des opérateurs auto-adjoints [43]). Soit
H un espace de Hilbert de dimension dimH “ N ă 8 et T P LpH,Hq un
opérateur auto-adjoint. Alors il existe une base orthonormale tfnuNn“1 de H
et une suite de réels tλnuNn“1 tels que pour tout n P t1, . . . , Nu, Tfn “ λnfn
et pour tout x P H :

Tx “
N
ÿ

n“1

λnxx, fnyfn.

Nous définissons une isométrie de la manière suivante.

Définition 2.9. Soient H,H1 deux espaces de Hilbert. Une transformation
linéaire V : H ÞÑ H1 est une isométrie si et seulement si :

}Vpx´ yq}H1 “ }x´ y}H, @x, y P H.
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Nous définissons l’entrelacement entre deux opérateurs linéaires de la
manière suivante.

Définition 2.10. Soient H,H1 deux espaces de Hilbert. Une transformation
linéaire inversible bornée V P LpH,H1q entrelace un opérateur linéaire M P

LpH,Hq avec un opérateur linéaire S P LpH1,H1q si :

VM “ SV .

Les opérateurs linéaires M et S sont alors dits similaires.

Nous introduisons maintenant la notion d’opérateur semi-défini positif.

Définition 2.11. Soit T P LpH,Hq un opérateur auto-adjoint. L’opérateur
T est dit semi-défini positif si :

xx, Txy ě 0, @x P H.

4 Fondamentaux du traitement de signal sur graphes

Dans cette section, nous introduisons les aspects fondamentaux du trai-
tement de signal sur graphes [16, 17, 44].

4.1 Signaux sur graphes

Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé et f : V Ñ C une fonction définie
sur l’ensemble des sommets V “ pv1, . . . , vN q. Nous définissons un signal sur
graphe, noté f comme la représentation sous forme de vecteur colonne de la
fonction f appliquée en chacun des sommets vi P V, c’est-à-dire :

f “ pfpv1q, . . . , fpvN qq
J P CN .

Nous définissons la notion d’espace de fonctions définies sur les sommets
d’un graphe arbitraire de la manière suivante.

Définition 2.12 ([45]). Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé et µ : V Ñ
r0,8q une fonction sur V considérée comme une mesure sur V en posant
µpUq “

ř

xPU µpxq, U Ă V. Pour p P r1,8q, nous notons `qpV, µq, l’espace
de fonctions f : V Ñ C tel que

}f}`qpµ,Vq “

$

’

&

’

%

ˆ

ř

xPV |fpxq|
qµpxq

˙1{q

ă 8, q P r1,8q.

max
xPV

|fpxq|µpxq ă 8, q “ 8.

Nous supposons les fonctions sur G définies sur l’espace `2pV, µq. L’es-
pace `2pV, µq est l’espace de Hilbert de fonctions définies sur l’ensemble des
sommets V de G muni du produit scalaire suivant :

xf , gyµ “
ÿ

xPV
fpxqgpxqµpxq,

pour tout f , g P `2pV, µq et où fpxq est le complexe conjugué fpxq.
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4.2 Filtrage sur graphes

Un opérateur linéaire sur un graphe non dirigé G “ pV, Eq de cardinalité
|V| “ N est représenté par une matrice H P CNˆN qui agit sur un signal
sur graphe s P CN et produit un signal sur graphe s̃ P CN selon le produit
matrice vecteur :

s̃ “ Hs.

Dans le cadre du traitement de signal sur graphes et inspiré du traitement
de signal classique, on s’intéresse principalement à un type de filtres sur
graphes qui commutent avec un opérateur de référence sur graphe non dirigé
R, c’est-à-dire :

HR “ RH.

Nous définissons un filtre sur graphe H comme une somme finie polyno-
miale d’un opérateur de référence R, c’est-à-dire :

H “

T
ÿ

t“0

htR
t, ht P C, @t “ 0, . . . , T.

Le théorème suivant établit, sous une condition particulière, qu’un filtre
sur graphe commutant avec un opérateur de référence donné peut s’exprimer
comme un polynôme de celui-ci.

Théorème 2.2. Soit R un opérateur linéaire de référence sur un graphe non
dirigé G que nous supposons diagonalisable. Nous supposons également les
polynômes caractéristique et minimal de R égaux, c.-à-d. pRpxq “ mRpxq.
Alors un filtre sur graphe H qui commute avec R s’exprime comme une
somme finie polynomiale de R, c’est-à-dire :

H “

T
ÿ

t“0

htR
t, ht P C, @t “ 0, . . . , T.

Le théorème 2.2 indique que si un filtre H jouit des trois conditions
suivantes :

1. Commute avec un opérateur de référence R.

2. Diagonalisable.

3. Chacun des espaces propres est de dimension un.

alors le filtre peut s’exprimer comme une somme finie polynomiale de R. Ce
type de filtre sur graphe est appelé filtre linéairement invariant par rapport à
R (linear shift invariant en anglais) par Sandryhaila et Moura [44]. Cette no-
tion d’invariance linéaire par rapport à un opérateur de référence sur graphe
non dirigé semble assez restrictive dans la mesure où de nombreux opéra-
teurs de référence sur graphes n’admettent pas systématiquement des espaces
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propres de dimension égale à 1 mais éventuellement des espaces propres de
dimension supérieure à 1. Par contre, il sera toujours possible de construire
un filtre sur graphe comme une somme finie polynomiale d’un opérateur de
référence. Un tel filtre est toujours invariant par rapport à son opérateur de
référence. En revanche un filtre qui commute avec un opérateur de référence
ne respectant pas l’une des trois conditions énoncées ci-dessus ne peut pas
toujours s’exprimer comme un polynôme de cet opérateur de référence.

5 Opérateurs fondamentaux sur graphes non diri-
gés

L’analyse harmonique pour fonctions définies sur les sommets d’un graphe
non dirigé est principalement construite autour de l’opérateur laplacien ou de
ses variantes. Dans cette section, nous introduisons ces opérateurs fondamen-
taux ainsi que leurs propriétés nécessaires au cadre de l’analyse harmonique
sur graphe non dirigé.

5.1 Marche aléatoire sur graphes

L’opérateur de marche aléatoire est un des opérateurs centraux de l’ana-
lyse harmonique sur graphes [24] non dirigés notamment comme élément de
base dans le cadre de la réduction de dimension sur graphes [11] et de la
construction d’ondelettes sur graphes [30]. Dans cette section, nous intro-
duisons les définitions et les propriétés essentielles de l’opérateur de marche
aléatoire sur graphes non dirigés [46, 47, 48, 25, 49].

Définition 2.13. Une marche aléatoire sur un graphe non dirigé et pon-
déré G “ pV, E , wq est une chaîne de Markov homogène et réversible X “

pXnqně0 munie d’un espace d’états fini V et dont les probabilités de tran-
sition sont proportionnelles aux poids des arêtes. Notamment les entrées de
P “ tppx, yqux,yPV de la matrice de transition de X sur V sont :

ppx, yq “ PpXn`1 “ y|Xn “ xq.

Les entrées de P sont des probabilités, il en suit que :

ppx, yq ě 0 et
ÿ

yPV
ppx, yq “ 1, @x, y P V.

La matrice de transition P P RNˆN peut s’exprimer de la manière sui-
vante :

P “ D´1W,

où D “ diagtd1, . . . , dnu est la matrice diagonale des degrés des sommets et
W la matrice d’adjacence pondérée.
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Pour tout signal sur graphe f : V ÞÑ C, mesure µ : V Ñ r0,8q et états
x, y P V, on adopte les conventions suivantes [49] :

Pfpxq “
ÿ

yPV
ppx, yqfpyq,

µPpyq “
ÿ

xPV
µpxqppx, yq.

où f et µ sont les représentations vectorielles de f et µ respectivement.
Considérons l’application de la matrice de transition P P RNˆN à une

fonction f à sa droite. La valeur de Pf au sommet i correspond à la somme
des valeurs de f aux sommets voisins de i, pondérée par les valeurs de la
ligne i de P. Comme la somme des valeurs sur une ligne de P est toujours
égale à un, appliquer P sur une fonction à sa droite correspond à calculer
pour chaque sommet du graphe une moyenne des valeurs de la fonction
f aux sommets voisins. Étant donnée l’importance du moyennage local en
traitement du signal, cela suggère que l’opérateur de marche aléatoire P peut
être naturellement un élément central du traitement du signal sur graphes.

Nous définissons l’irréductibilité d’une marche aléatoire sur graphe de la
manière suivante.

Définition 2.14. On dit qu’une marche aléatoire X est irréductible si pour
tout x, y P V, la probabilité partant de x d’atteindre y est strictement positive,
autrement dit :

@x, y P V, Dm ă 8 : PpXn`m “ y|Xn “ xq ą 0.

Dans le cas des graphes connexes non dirigés, la marche aléatoire associée
est irréductible.

Nous définissons la périodicité de la manière suivante.

Définition 2.15. Soit X une marche aléatoire sur G. La période d’un état
x P V est :

%pxq “ pgcdtn P N` : ppnqpx, xq ą 0u.

Ainsi partant de x, la chaîne de Markov peut retourner à l’état x seule-
ment en un multiple près de la période %. L’état x est apériodique si %pxq “ 1
et périodique si %pxq ą 1.

Ayant défini les notions d’irréductibilité et de périodicité, nous sommes
en mesure de définir la notion d’ergodicité d’une marche aléatoire.

Définition 2.16. Soit X une marche aléatoire sur G. La marche aléatoire
X est ergodique si elle est irréductible et apériodique.

Nous énonçons la proposition concernant la distribution stationnaire d’une
marche aléatoire ergodique sur G.
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Proposition 2.1 ([25]). Soit G un graphe non dirigé à espace d’états fini V.
Si une marche aléatoire X munie de sa matrice de transition P est ergodique,
c.-à-d. irréductible et apériodique, les mesures Pnpx, .q convergent vers le
vecteur ligne π “ pπpv1q, . . . , πpvN qq P RN` quand n tend vers l’infini c.-à-d.
l’unique distribution stationnaire. Notamment, πP “ π, avec :

N
ÿ

i“1

πpviq “ 1, πpviq ě 0.

Définition 2.17. Une marche aléatoire est réversible par rapport à une me-
sure π si :

πpxqppx, yq “ πpyqppy, xq, @x, y P V.

Les marches aléatoires sur graphes non dirigés sont réversibles. Si nous
supposons la marche aléatoire X ergodique, alors la distribution stationnaire
associée π admet une forme analytique. Par conséquent, la marche aléatoire
associée admet une unique distribution stationnaire π définie par πpxq “
dx{dG où dx est le degré du sommet x et dG “

ř

xPV dx [49].

5.2 Laplaciens de graphe

Comme motivé à la section 1, le laplacien de graphe constitue la pierre
angulaire de l’analyse harmonique sur graphe non dirigé. Dans cette sec-
tion, nous présentons le laplacien de graphe, ses variantes ainsi que leurs
propriétés [14].

5.2.1 Laplacien combinatoire

Soit G “ pV, E , wq un graphe non dirigé et pondéré avec l’ensemble des
sommets V “ pv1, . . . , vN q et de cardinalité |V| “ N . Le graphe G est repré-
senté par sa matrice d’adjacence W P RNˆN` . Le laplacien combinatoire sur
G est représenté par la matrice L P RNˆN définie de la manière suivante :

L “ D´W, (2.2)

où la matrice D est la matrice diagonale des degrés des sommets de G, c’est-
à-dire D “ diagtd1, . . . , dNu. Les éléments de L sont donnés par :

Lij “

$

’

&

’

%

di si vi “ vj ,

´wij si pvi, vjq P E
0 sinon.
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5.2.2 Laplacien normalisé

Le laplacien normalisé sur un graphe non dirigé et pondéré G “ pV, E , wq
est représenté par la matrice L P RNˆN définie de la manière suivante :

L “ I´D´1{2WD´1{2. (2.3)

Les éléments de L sont donnés par :

Lij “

$

’

’

&

’

’

%

1 si vi “ vj ,

´
wij?
didj

si pvi, vjq P E

0 sinon.

Les laplaciens normalisé (2.3) et combinatoire (2.2) sont reliés de la
manière suivante

L “ D´1{2LD´1{2.

5.2.3 Laplacien marche aléatoire

Le laplacien marche aléatoire sur un graphe simple non dirigé et pondéré
G “ pV, E , wq dénoté LRW est défini de la manière suivante :

LRW “ I´D´1W “ I´P. (2.4)

Les laplaciens marche aléatoire (2.4) et combinatoire (2.2) sont reliés de
la manière suivante :

LRW “ D´1L.

Les laplaciens marche aléatoire et normalisé (2.3) sont également reliés
de la manière suivante :

L “ D1{2LRWD´1{2.

5.2.4 Propriétés

Les opérateurs laplaciens combinatoire (2.2), normalisé (2.3) et marche
aléatoire (2.4) sont munis d’avantageuses propriétés que nous abordons dans
cette section-ci.

Proposition 2.2. Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé. Les opérateurs la-
placiens combinatoire et normalisé définis en (2.2) et (2.3) sont auto-adjoints
pour l’espace `2pVq. L’opérateur laplacien marche aléatoire défini en (2.4) est
quant à lui auto-adjoint pour l’espace `2pV, πq où π est l’unique distribution
stationnaire associée à la marche aléatoire ergodique X .

En dimension finie, la proposition 2.2 signifie que les représentations ma-
tricielles des opérateurs laplaciens combinatoire (normalisé) et marche aléa-
toire sont symétriques respectivement dans les espaces `2pVq et `2pV, πq.
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Proposition 2.3 ([50]). Le laplacien combinatoire et son équivalent nor-
malisé sont semi définis positifs par rapport au produit scalaire induit par la
mesure de comptage. Le laplacien marche aléatoire est quant à lui semi défini
positif par rapport au produit scalaire associé à la mesure π.

Les propositions 2.2 et 2.3 permettent d’introduire la proposition sui-
vante.

Proposition 2.4 ([51]). Le laplacien combinatoire et son équivalent nor-
malisé sont tous deux auto-adjoints et semi définis positifs. Par le théo-
rème spectral, ces laplaciens admettent respectivement des bases orthonor-
males tφkuNk“1 et tϕkuNk“1 dans `2pVq associées aux valeurs propres tθkuNk“1

et tϑuNk“1 positives ou nulles satisfaisant la relation :

Lφk “ θkφk,

Lϕk “ ϑkϕk.

Le laplacien marche aléatoire admet une base orthonormale tχkuNk“1 dans
`2pV, πq et admet les mêmes valeurs propres que celles de L.

Démonstration. Les laplaciens combinatoire et normalisé, respectivement L
et L sont des opérateurs auto-adjoints et par le théorème spectral (théo-
rème 2.1), il existe respectivement des bases orthonormales tφkuNk“1 et tϕku

N
k“1

dans `2pVq associées à l’ensemble de valeurs propres tθkuNk“1 et tϑuNk“1 telles
que :

Lφk “ θkφk,

Lϕk “ ϑkϕk.

Par ailleurs, on en déduit par la proposition 2.3 que toutes les valeurs
propres tθkuNk“1 et tϑuNk“1 sont positives ou nulles.

Montrons que le laplacien marche aléatoire LRW et le laplacien normalisé
L possèdent les mêmes valeurs propres.

Soit χi “ Π´1{2ϕi où Π “ diagtπpv1q, . . . , πpvN qu, la matrice diagonale
de la mesure stationnaire. Nous avons Π proportionnel à D. Le vecteur χi
est un vecteur propre de LRW. En effet nous avons :

LRWχi “ Π´1{2Π1{2LRWΠ´1{2ϕi 9Π´1{2Lϕi “ ϑiχi.

Par conséquent, le laplacien marche aléatoire a les mêmes valeurs propres
que le laplacien normalisé.

Par ailleurs, la famille de vecteurs propres tχkuNk“1 forme une base or-
thonormée pour `2pV, πq. En effet, nous avons :

δij “ xϕi,ϕjy “ xΠ
1{2χi,Π

1{2χjy “ xχi,χjyπ.
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6 Transformées de Fourier sur graphes non dirigés

Soit L (resp. L) le laplacien combinatoire (resp. normalisé) défini sur
un graphe non dirigé G “ pV, Eq de cardinalité |V| “ N . La matrice L
(resp. L) est symétrique semi-définie positive. Étant en dimension finie, elle
est diagonalisable, c’est-à-dire que L (resp. L) admet la décomposition en
valeurs propres suivante :

L “ ΞΘΞJ, presp. L “ ΦΛΦJq

où Ξ “ rξ1, . . . , ξN s (resp. Φ “ rφ1, . . . ,φN s) est une matrice orthonormale
de vecteurs propres et Θ “ diagtθ1, . . . , θNu (resp. Λ “ diagtλ1, . . . , λNu)
est la matrice de valeurs propres non nécessairement distinctes. Étant donné
un signal sur le graphe s, sa transformée de Fourier notée ŝ “ rŝ1, . . . , ŝN s
est :

ŝ “ ΞJs presp. ŝ “ ΦJsq.

Les valeurs tŝjuNj“1 caractérisent le contenu du signal sur graphe s dans
le domaine de Fourier sur graphe et sont appelés coefficients de Fourier.

La matrice de vecteurs propres de L est habituellement choisie comme
base de type Fourier pour des signaux définis sur graphes non dirigés. De
manière analogue, la matrice de vecteurs propres du laplacien normalisé peut
également être choisie comme une base de type Fourier. Par conséquent, il
existe dans l’état de l’art plusieurs bases de Fourier pour signaux sur graphes
non dirigés.

Nous verrons dans les prochaines sections que le choix de la base de
Fourier est en partie associé au problème traité de traitement de signal sur
graphe et à l’espace de signaux sur graphe considéré. Contrairement au trai-
tement de signal classique, l’unicité de la base de Fourier sur graphe n’est
pas garantie comme nous le verrons également à la section 4 du chapitre 4.

La transformée de Fourier inverse correspondant à la matrice de chan-
gement de base Ξ est exprimée de la manière suivante :

s “ Ξŝ.

Elle reconstruit le signal originel en formant une combinaison linéaire des
vecteurs propres du laplacien pondérés par les coefficients de Fourier associés.

Dans la littérature du traitement de signal sur graphe, les bases de type
Fourier utilisées sont celles associées au laplacien combinatoire ou normalisé
dû à leurs symétries et ainsi à l’application du théorème spectral sur ces
opérateurs. Cependant, les vecteurs propres du laplacien marche aléatoire ne
sont habituellement pas utilisés comme base de type Fourier sur graphe non
dirigé. Cela est dû au fait que sa base ne soit pas pas orthogonale dans `2pVq.
Néanmoins, le laplacien marche aléatoire admet une base orthonormale dans
`2pV, πq. Ainsi les vecteurs propres de LRW constituent une base de Fourier
qui peut être choisie orthonormale pour des signaux sur graphes appartenant
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à l’espace `2pV, πq, tandis que la matrice de vecteurs propres de L (resp. L)
est une base de type Fourier orthonormale pour des signaux sur graphes
appartenant à l’espace `2pVq.

7 Analyse de Fourier sur graphes non dirigés

Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé de cardinalité |V| “ N . Dans la
section précédente, les vecteurs propres du laplacien et de ses variantes ont
été proposés comme base(s) de Fourier sur graphe non dirigé. Nous aimerions
caractériser respectivement l’aspect fréquentiel de ces bases de Fourier. Une
manière de caractériser l’aspect fréquentiel d’un signal sur graphe est d’en
mesurer la variation ou la régularité.

7.1 Régularité de signaux sur graphes

Le comportement d’un signal défini sur graphe non dirigé peut être ana-
lysé en mesurant sa régularité ou sa variation. Nous définissons tout d’abord
la "longueur du gradient" d’un signal sur graphe non dirigé de la manière
suivante.

Définition 2.18 ([24]). Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé et ν : E Ñ
r0,8q une mesure positive définie sur l’ensemble des arêtes E. La "longueur
du gradient" d’un signal sur graphe f : V Ñ C situé au sommet x P V sous
la mesure ν est :

|∇fpxq| “
ˆ

1

2

ÿ

yPV, x,yPE
|fpxq ´ fpyq|2νpx, yq

˙1{2

.

Intuitivement, la longueur du gradient du graphe mesure la variation
d’un signal sur graphe autour d’un sommet donné. La longueur du gradient
du graphe est donc une mesure de régularité locale. Nous introduisons la
variation quadratique d’un signal sur graphe comme mesure de régularité
globale.

Définition 2.19. Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé et ν : E Ñ r0,8q une
mesure positive définie sur l’ensemble des arêtes E. La variation quadratique
d’un signal sur graphe f : V Ñ C sur G est :

T Vpfq “ 1

2

ÿ

px,yqPE
νpx, yq|fpxq ´ fpyq|2.

Comme nous pouvons le remarquer, nous avons }|∇fpxq|}22 “ T Vpfq.
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Proposition 2.5 ([14]). Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé muni d’une
fonction de poids w : V ˆ V Ñ R`. La variation quadratique associée d’un
signal sur graphe f : V Ñ C sur G est :

T VLpfq “
1

2

ÿ

x,yPE
wpx, yq|fpxq ´ fpyq|2,

“ xf ,Lfy.

Comme le montre la proposition 2.5, la variation quadratique permettant
de mesurer la variation globale d’un signal sur graphe est une forme quadra-
tique faisant intervenir le laplacien combinatoire L. Une seconde variation
quadratique par rapport à une autre pondération a également été proposée.

Proposition 2.6 ([14]). Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé muni d’une
fonction de poids w : V ˆ V Ñ R`. La variation quadratique normalisée
associée d’un signal sur graphe f : V Ñ C sur G est :

T VLpfq “
1

2

ÿ

x,yPE
wpx, yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq
?
dx
´
fpyq
a

dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

,

“ xf ,Lfy.

Cette seconde variation quadratique est une forme quadratique faisant
intervenir le laplacien normalisé L. Une nouvelle variation quadratique asso-
ciée à une pondération différente est également proposée.

Proposition 2.7 ([25]). Soit G “ pV, Eq un graphe non dirigé muni d’une
fonction de poids w : V ˆ V Ñ R`. Soit X une marche aléatoire ergodique
sur G munie de sa matrice de transition P avec distribution stationnaire π.
La variation quadratique associée à la matrice de transition P d’un signal
sur graphe f : V Ñ C sur G est :

T VLRW
pfq “

1

2

ÿ

px,yqPE
ppx, yqπpxq|fpxq ´ fpyq|2,

“ xf ,LRWfyπ.

Cette dernière variation quadratique T VLRW
admet une forme quadra-

tique associée au produit scalaire de l’espace `2pV, πq et fait intervenir le
laplacien marche aléatoire LRW. Les variations quadratiques T VL et T VL
admettent toutes deux des formes quadratiques par rapport à l’espace `2pVq.

Nous introduisons maintenant le quotient de Rayleigh comme fonction-
nelle de la variation quadratique.

Définition 2.20. Soit H un espace de Hilbert de dimension dimH “ N ă 8

et T P LpH,Hq un opérateur auto-adjoint. Le quotient de Rayleigh de T est :

RT pxq “
xx, Txy

xx, xy
, @x P H.
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Par la définition du quotient de Rayleigh 2.20, nous pouvons introduire les
quotients de Rayleigh associés aux variations quadratiques T VL, T VL, T VLRW

de la manière suivante :

RLpfq “
T VLpfq
}f}2

, RLpfq “
T VLpfq
}f}2

, RLRW
pfq “

T VLRW
pfq

}f}2π
.

7.2 Analyse fréquentielle sur graphe non dirigé

Après avoir introduit différentes variations quadratiques sur graphe non
dirigé faisant intervenir les différents laplaciens ainsi que leurs quotients de
Rayleigh associés, nous sommes en mesure d’analyser la variation des vec-
teurs propres des bases de Fourier obtenues par la diagonalisation du lapla-
cien combinatoire ou de ses variantes.

Théorème 2.3 (Théorème min-max de Courant Fisher). Soient M une
matrice symétrique, tλiui“0,...,N´1 l’ensemble de ses valeurs propres rangées
par ordre croissant et tviui“0,...,N´1 une famille orthonormée de vecteurs
propres associés. Par le principe du Min-Max, on a :

λi “ inf
vKvectpv0,...,vi´1q

RMpvq.

Le théorème 2.3 permet ainsi la caractérisation variationnelle des valeurs
propres d’une matrice symétrique.

Proposition 2.8. Soit L le laplacien combinatoire défini sur un graphe non
dirigé G “ pV, Eq de cardinalité |V| “ N . Soit φ P RN un vecteur propre
quelconque de L associé à la valeur propre réelle θ. Le quotient de Rayleigh
associé est :

RLpφq “ θ.

La variation d’un vecteur propre φ du laplacien L mesurée par son quo-
tient de Rayleigh associé RLpφq est directement égale à sa valeur propre
correspondante associée θ. Par analogie à l’analyse de Fourier classique, φ
correspond au mode de type Fourier sur le graphe G et θ à la notion de
fréquence associée. De manière similaire, nous pouvons également caractéri-
ser de manière variationnelle les vecteurs propres de L et LRW.

Proposition 2.9. Soit L le laplacien normalisé défini sur un graphe non
dirigé G “ pV, Eq de cardinalité |V| “ N . Soit ϕ P RN un vecteur propre
quelconque de L associé à la valeur propre réelle ϑ. Le quotient de Rayleigh
associé est :

RLpϕq “ ϑ.

Proposition 2.10. Soit LRW le laplacien combinatoire défini sur un graphe
non dirigé G “ pV, Eq de cardinalité |V| “ N . Soit χ P RN un vecteur propre
quelconque de LRW associé à la valeur propre réelle ϑ. Le quotient de Rayleigh
associé est :

RLRW
pχq “ ϑ.
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8 Analyse multirésolution sur graphes non dirigés

Une multitude d’approches multi-échelles sur graphes non dirigés ont
émergé ces dernières années. Ces constructions incluent des ondelettes sur
graphes non pondérés [28] qui définissent les ondelettes en termes de dif-
fusion autour de chaque sommet, des ondelettes définies par lifting [52],
des ondelettes de type Haar sur graphes [29, 53, 34, 35], des ondelettes sur
graphes construites à partir du concept d’auto-encodeurs [33] ou récemment
la construction d’ondelettes sur graphes à partir de forêts aléatoires [37].

Dans cette section, nous présentons la construction d’ondelettes spec-
trales sur graphes proposée par Hammond et al. [32] et inspirée des trames de
diffusion polynomiales de Maggioni et Mhaskar [31]. Il s’agit d’une construc-
tion d’ondelettes et de fonctions d’échelle par filtrage. Tout d’abord, nous
rappelons les éléments nécessaires de la transformée en ondelettes continue
dans le cas du traitement de signal classique. Ces éléments motiveront la
construction d’ondelettes spectrales sur graphes.

8.1 La transformée en ondelettes continue classique

Une ondelette ψ est une fonction de L2pRq intégrable de moyenne nulle
qui oscille localement :

ż 8

´8

ψptqdt “ ψ̂p0q “ 0.

qui peut être dilatée/contractée (facteur d’échelle e P R˚`) et translatée (pa-
ramètre de localisation u P R) :

ψu,eptq “
1

e
ψ

ˆ

t´ u

e

˙

.

La transformée en ondelettes continue du signal f (avec une ondelette
dilatée/contractée de e et translatée de u) est donnée par :

Wfpu, eq “

ż 8

´8

1

e
ψ˚

ˆ

t´ u

e

˙

fptqdt “ xψu,e, fy

Le signal f peut-être reconstruit à partir de Wf pu, eq en employant la
relation suivante :

fptq “
1

Cψ

ż `8

0

ż `8

´8

Wf pu, eqψ

ˆ

t´ u

e

˙

du
de

e2
, (2.5)

avec

Cψ “

ż `8

0

|ψ̂pωq|2

ω
dω.

Cette constante Cψ doit être finie. C’est ce que l’on appelle la "condition
d’admissibilité". Cette condition implique que l’ondelette soit de moyenne
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nulle. La représentation intégrale permettant de reconstruire f (2.5) fait
intervenir des ondelettes correspondant à toutes les localisations temporelles
et à tous les facteurs d’échelle.

Cette méthode de construction de la transformée en ondelettes se dé-
roule en construisant les ondelettes directement dans le domaine du signal
par dilatation/contraction et translation. Cependant, l’application directe de
cette construction aux graphes est problématique. En effet, pour une fonc-
tion donnée définie sur les sommets d’un graphe, il n’est pas évident de
savoir comment définir ψpexq car x est un sommet du graphe et qu’il n’y a
pas d’interprétation de ex pour un scalaire réel e. Par ailleurs, la translation
t´u pose également problème. L’approche employée pour surmonter cet obs-
tacle est de travailler dans le domaine de Fourier du signal. En effet, dans la
transformée en ondelettes continue classique, la dilatation/contraction peut
s’effectuer dans le domaine de Fourier. Ainsi, l’expression résultante fournit
une base pour un procédé analogue sur graphes.

Pour un facteur d’échelle e fixe, la transformée en ondelettes peut être
interprétée comme un opérateur prenant la fonction f et retournant la fonc-
tion T efpuq “ Wf pu, eq. En d’autres termes, nous considérons le paramètre
de translation comme la variable indépendante de la fonction retournée par
l’opérateur T e. Si nous posons :

ψ̄epxq “
1

e
ψ˚

`

´
x

e

˘

. (2.6)

Nous voyons que cet opérateur est obtenu par convolution, c.-à-d. :

T efpuq “

ż 8

´8

1

e
ψ˚

ˆ

x´ u

e

˙

fpxqdx,

“

ż 8

´8

ψ̄epu´ xqfpxqdx,

“ pψ̄e ‹ fqpuq.

En prenant la transformée de Fourier et en appliquant le théorème de
convolution, on obtient :

yT efpωq “ ˆ̄ψepωqf̂pωq.

En utilisant les propriétés de facteurs d’échelle de la transformée de Fou-
rier et (2.6), nous avons :

ˆ̄ψepωq “ ψ̂˚peωq.

En combinant ceux-ci et en inversant la transformée nous obtenons :

T efpxq “
1

2π

ż 8

´8

exp piωxqψ̂peωqf̂pωqdω. (2.7)
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Dans l’expression de la transformée en ondelettes (2.7), le facteur d’échelle e
n’apparaît que dans l’argument de ψ̂peωq montrant que l’opération de di-
latation/contraction peut être complètement effectuée dans le domaine de
Fourier. L’expression (2.7) montre que la transformée de Fourier à chaque
échelle e peut être considérée comme un opérateur multiplicatif dans le do-
maine de Fourier, déterminé par des filtres qui sont obtenus à partir de la
dilatation/contraction d’un filtre de base ψ̂˚pωq. En écrivant δupxq “ δpx´uq,
on a :

pT eδuqpxq “
1

e
ψ˚

ˆ

u´ x

e

˙

.

8.2 Transformée en ondelettes spectrale

L’équivalent de la transformée de Fourier pour des fonctions définies sur
les sommets d’un graphe ayant été définie, il est maintenant possible de
définir la transformée en ondelettes spectrale sur graphes.

8.2.1 Ondelettes sur graphes

Soit G “ pV, Eq, un graphe simple non dirigé de cardinalité |V| “ N .
Nous définissons des ondelettes sur graphe de la manière suivante.

Définition 2.21 ([32]). Étant donnée une fonction g se comportant comme
un filtre passe-bande, c.-à-d. gp0q “ 0 et limxÑ8 gpxq “ 0, on définit un opé-
rateur d’ondelette de dilatation s, noté Ts

g comme une fonction du laplacien
L défini sur G, c’est-à-dire :

Ts
g “ gpsLq “ gpsΞΘΞT q “ ΞgpsΘqΞJ.

Une ondelette spectrale de dilatation s et centrée en un sommet vn est obtenue
en appliquant le filtre Ts

g à un δ-Kronecker au sommet vn, c’est-à-dire :

ψn,s “ Ts
gδn.

Enfin, étant donné un signal sur graphe f , les coefficients d’ondelettes asso-
ciés sont définis de la manière suivante :

Wf pn, sq “ xψn,s,fy “ pT
s
gfqpnq.

La transformée en ondelettes spectrale est obtenue à partir des opéra-
teurs d’ondelettes qui sont des fonctions du laplacien obtenues en utilisant
la représentation spectrale de l’opérateur (qui est l’équivalent de la transfor-
mée de Fourier sur graphe). Le facteur d’échelle s agit sur les valeurs propres,
c’est-à-dire les fréquences de Fourier sur graphe.
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8.2.2 Fonctions d’échelle sur graphes

Nous introduisons l’opérateur de fonction d’échelle qui est analogue à
l’opérateur d’ondelettes défini précédemment.

Définition 2.22 ([32, 31]). Étant donnée une fonction h se comportant
comme un filtre passe bas, c.-à-d. hp0q ą 0 et limxÑ8 hpxq “ 0, on défi-
nit un opérateur de fonction d’échelle de dilatation s, noté T sh comme une
fonction du laplacien L définie sur G, c’est-à-dire :

Ts
h “ hpsLq “ ΞhpsΘqΞJ.

Une fonction d’échelle spectrale de dilatation s et centrée en un sommet vn
est obtenue en appliquant le filtre Ts

g à un δ-Kronecker au sommet vn, c’est-
à-dire :

φn,s “ Ts
hδn.

Enfin, étant donné un signal sur graphe f , les coefficients d’échelle associés
sont définis de la manière suivante :

Wf pn, sq “ xφn,s,fy “ pT
s
hfqpnq.

L’introduction des fonctions d’échelle permet d’assurer une restauration
stable du signal sur graphe f à partir des coefficients d’ondelettes lorsque le
facteur d’échelle s est échantillonné à un nombre discret de valeurs tj .

8.2.3 Transformée en ondelettes sur graphes

Ayant défini les opérateurs d’ondelettes et de fonctions d’échelle sur
graphes, nous sommes en mesure d’introduire la notion de transformée en
ondelettes spectrale sur graphes.

Définition 2.23 ([32]). Étant donné :
‚ un ensemble d’échelles croissantes ttjuJj“1.
‚ une fonction passe bande g.
‚ une fonction passe bas h.
‚ un signal sur graphe f .

la transformée en ondelettes spectrale de f est caractérisée par la matrice
K P RNpJ`1qˆN définie de la manière suivante :

Kf “ rpTt1
g fq

J, pTt2
g fq

J, . . . , pTtJ
g fq

J, pTtJ
h fq

JsJ.

Lorsque les filtres sont bien choisis, c.-à-.d. de manière à définir une trans-
formée inversible, l’ensemble des fonctions d’échelles et ondelettes constitue
une trame.
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9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les aspects fondamentaux de l’ana-
lyse harmonique pour des signaux sur graphes non dirigés. Nous avons rap-
pelé que les vecteurs propres des opérateurs laplaciens combinatoire et nor-
malisé forment tous deux des bases de type Fourier orthonormales pour l’es-
pace de Hilbert `2pVq. Nous avons également rappelé que les vecteurs propres
du laplacien marche aléatoire comme base de type Fourier qui a la particula-
rité d’être orthonormale sur l’espace de Hilbert `2pV, πq. Ainsi, il est possible
de construire plusieurs transformées de Fourier sur graphes non dirigés à par-
tir de la décomposition spectrale des opérateurs laplaciens sur graphes non
dirigés. Nous avons également rappelé l’aspect fréquentiel des bases de Fou-
rier sur graphes dirigés en étudiant leurs variations sur graphes. Enfin, nous
avons présenté une construction d’ondelettes et de fonctions d’échelles par
filtrage introduite par [32].

L’analyse harmonique sur graphes non dirigés étant bien établie, est-il
possible d’étendre ce cadre pour l’analyse harmonique de signaux sur graphes
dirigés ? Il s’avère que l’extension de ce cadre n’est pas directe. Un graphe
dirigé est naturellement représenté par une matrice d’adjacence non symé-
trique. Il est toujours possible de définir naïvement un laplacien de graphe
dans le cas dirigé, mais les propriétés spectrales associées au laplacien sur
graphe non dirigé tel que l’obtention d’une base orthonormale et de valeurs
propres positives ou nulles réelles ne sont plus vérifiées dans le cas des graphes
dirigés.

Étendre l’analyse harmonique aux signaux sur graphes dirigés est le but
de cette thèse. Récemment, des approches ont été proposées pour étendre
l’analyse harmonique au cadre dirigé. Dans la partie II, nous présenterons
l’état de l’art de l’analyse de Fourier sur graphes dirigés à travers deux
approches dominantes. La partie III sera dédiée à notre contribution à la fois
théorique et expérimentale à l’analyse harmonique pour signaux sur graphes
dirigés.
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Deuxième partie

Analyse harmonique sur
graphes dirigés
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Chapitre 3

État de l’art sur les
propositions existantes en
analyse de Fourier sur graphes
dirigés

Dans ce chapitre, nous abordons les récentes avancées du problème de
construction de bases de type Fourier pour des fonctions définies sur les som-
mets d’un graphe dirigé. Contrairement au cas non dirigé où la construction
de base de Fourier sur graphes à partir des vecteurs propres du laplacien de
graphe ou ses équivalents est bien établie, le cas dirigé est plus discuté. Durant
ces dernières années, un faible nombre de bases de Fourier ont été proposées.
Nous pouvons regrouper ces constructions en deux types : celles construites
à partir d’un opérateur de référence sur graphes dirigés et celles construites
à partir de nouvelles mesures de variation sur graphes. Tout d’abord, nous
présentons les notions essentielles relatives aux graphes dirigés. Dans un se-
cond temps, nous discutons du premier cas et introduisons les constructions
et l’analyse de Fourier basées sur la matrice d’adjacence du graphe dirigé.
Enfin, nous abordons les méthodes de construction associées au second cas.
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1 Notions sur la théorie des graphes dirigés

De manière analogue à la section 2 du chapitre 2, nous introduisons les
notions fondamentales relatives aux graphes dirigés.

Définition 3.1. Un graphe simple (c.-à.d. sans arêtes multiples) dirigé et
non pondéré est un couple G “ pV, Eq où V constitue l’ensemble des sommets
et E Ď V ˆ V l’ensemble des arcs, chaque arc étant une paire de sommets
non nécessairement distincts. Si u et v sont des sommets, nous représentons
un arc reliant les sommets u et v par e “ pu, vq où u est appelé l’origine de
pu, vq et v est appelé l’extrémité.

Comme dans le cas des graphes non dirigés, nous considérons exclusive-
ment le cas des graphes finis. Nous définissons |V|, la cardinalité de l’ensemble
des sommets V, c’est-à-dire le nombre d’éléments dans V. Le graphe G peut
être représenté à travers sa matrice d’adjacence que nous définissons de la
manière suivante.

Définition 3.2 (Représentation algébrique d’un graphe dirigé et non pon-
déré). Soit G “ pV, Eq un graphe simple non dirigé et non pondéré où
V “ pv1, . . . , vN q et de cardinalité |V| “ N . La matrice d’adjacence A “

taiju1ďi,jďN P RNˆN se rapportant à cet ensemble de sommets est la matrice
N ˆN booléenne avec :

aij “

#

1 si pvi, vjq P E
0 sinon.

Contrairement aux graphes non dirigés, la condition de symétrie eq. (2.1)
n’est plus vérifiée dans le cas dirigé.

Plus généralement, nous pouvons considérer le cas des graphes dirigés
et pondérés. Nous définissons un graphe dirigé et pondéré de la manière
suivante.
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Définition 3.3. Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé et non pondéré et w :
V ˆ V Ñ R est une application qui associe une valeur wpvi, vjq à chaque arc
pvi, vjq. L’application w est appelé fonction de poids. Le triplet G “ pV, E , wq
est un graphe dirigé et pondéré.

Un graphe dirigé et pondéré G “ pV, E , wq peut être entièrement re-
présenté par sa matrice d’adjacence W “ twiju1ďi,jďN P RNˆN où wij “
wpvi, vjq. Par convention, si wij “ 0, pour tout i, j P t1, . . . , Nu, alors il
n’existe pas d’arc entre les sommets vi et vj . Nous définissons respectivement
le degré sortant et le degré entrant d’un sommet vi P V par d`i “

řN
j“1wij

et d´i “
řN
j“1wji. Nous utiliserons uniquement le degré sortant que nous

noterons di pour tout vi P V.
Nous définissons la notion de chemin, concept analogue à la notion de

chaîne (définition 2.4) dans un graphe dirigé.

Définition 3.4. Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé. Un chemin reliant un
sommet vi à un sommet vj est défini par une suite finie d’arcs consécutifs,
reliant vi à vj.

Nous définissons la connexité pour un graphe dirigé de la manière sui-
vante.

Définition 3.5. Un graphe dirigé G “ pV, Eq est connexe, si son graphe non
dirigé correspondant est connexe.

Nous définissons la notion de graphe fortement connexe de la manière
suivante.

Définition 3.6. Un graphe dirigé G “ pV, Eq est fortement connexe si chaque
sommet est accessible à partir de n’importe quel autre. Autrement dit, si pour
tout couple de sommets distincts pvi, vjq P V ˆ V il existe un chemin de vi à
vj et un chemin de vj à vi .

2 L’analyse de Fourier basée sur la matrice d’adja-
cence

L’analyse de Fourier construite à partir de la matrice d’adjacence d’un
graphe dirigé a été introduite tout d’abord par Sandryhaila et Moura [20]
dans la cadre du "traitement de signal sur graphes" [16, 44]. Cette analyse
de Fourier est effectuée à partir de la diagonalisation de la matrice d’adja-
cence. Récemment une alternative a été proposée par Mhaskar fondée sur
la décomposition en valeur singulières de la matrice d’adjacence [21]. Dans
un premier temps, nous présentons les aspects principaux de l’analyse de
Fourier selon Sandryhaila et Moura.
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2.1 L’analyse de Fourier selon Sandryhaila et Moura

Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé et non pondéré de cardinalité |V| “ N
caractérisé par sa matrice d’adjacence A P RNˆN . Dans leur cadre théorique,
la matrice d’adjacence est l’analogue sur graphe de l’opérateur de décalage
dans le traitement de signal classique et est appelée opérateur de décalage
sur graphe (ou graph shift en anglais).

2.1.1 La transformée de Fourier sur graphe

Soit A la matrice d’adjacence sur G. Dans ce cadre théorique, la matrice
d’adjacence A est considérée comme l’opérateur de référence sur graphe di-
rigé. La matrice d’adjacence A admet une décomposition de Jordan, c’est-
à-dire :

A “ VJV´1.

où V est la matrice formée des vecteurs de Jordan et J est la forme réduite
de Jordan de A.

Étant donné un signal sur graphe s, sa transformée de Fourier notée
ŝ “ rŝ1, . . . , ŝN s est :

ŝ “ V´1s.

Les valeurs tŝjuNj“1 de la transformée de Fourier du signal sur graphe s
caractérisent le contenu en fréquence du signal s. La transformée de Fourier
inverse sur graphe est donnée par :

s “ Vŝ.

Elle reconstruit le signal original à partir de ses contenus en fréquence en
construisant une combinaison linéaire des composantes en fréquence pondé-
rées par les coefficients de la transformée de Fourier du signal.

Si la matrice d’adjacence A est diagonalisable et si tous ses sous-espaces
propres sont de dimension 1, alors la base de Fourier est unique (à un scalaire
multiplicatif près pour chaque vecteur propre). Dans le cas contraire, c’est-
à-dire s’il existe un espace propre de dimension supérieure à 1, il n’y a plus
unicité de la base de Fourier.

2.1.2 Analyse de Fourier sur graphe

Sandryhaila et Moura déterminent une interprétation fréquentielle des
vecteurs de Jordan de la matrice d’adjacence A en étudiant leurs variations
à travers l’introduction d’une notion de régularité de signal sur graphe.

2.1.2.1 Régularité de signaux sur graphes Le comportement d’un
signal sur graphe dirigé peut être analysé en étudiant sa régularité. Dans ce
cadre, la régularité est analysée à partir de la mesure de variation suivante.
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Définition 3.7 ([44, 20]). Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé et non pondéré
de cardinalité |V| “ N caractérisé par sa matrice d’adjacence A P RNˆN .
La variation totale sur un graphe d’un signal sur graphe s est définie de la
manière suivante :

TVGpsq “ }s´Anorms}1.

où la version normalisée de la matrice d’adjacence, Anorm est définie de la
manière suivante :

Anorm “
1

|λmax|
A.

où λmax est la valeur propre maximale de A.

2.1.2.2 Analyse fréquentielle sur graphe La proposition suivante
établit un lien entre la régularité des vecteurs propres de la matrice d’adja-
cence A et les valeurs propres associées.

Proposition 3.1. Soit v un vecteur propre de la matrice d’adjacence A
associé à la valeur propre λ. La variation totale de v par rapport à la mesure
de régularité introduite à la définition 3.7 est :

TVpvq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1´
λ

|λmax|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

}v}1. (3.1)

Dans ce cadre, la variation des vecteurs propres est directement reliée aux
valeurs propres associées. Lorsque A n’est pas diagonalisable, Sandryhaila
et coll. proposent de continuer à utiliser la variation déf. 3.7 pour comparer
les variations des vecteurs propres généralisés formant la matrice V de la
forme de Jordan. Toutefois, le lien entre la variation d’un vecteur propre
généralisé v et la valeur propre correspondante (3.1) n’est valable que si v
est un vecteur propre (i.e. non généralisé).

Ordre des fréquences sur graphes A partir de cette interprétation fré-
quentielle des vecteurs propres de la matrice d’adjacence d’un graphe dirigé,
Sandryhaila et Moura déterminent un ordre des fréquences sur graphe di-
rigé. Le théorème suivant établit l’ordre relatif de deux fréquences sur graphe
réelles distinctes.

Théorème 3.1 ([20]). Soient deux valeurs propres distinctes λm, λn P R de
la matrice d’adjacence A avec les vecteurs propres correspondants vm et vn.
Si les valeurs propres sont ordonnées comme :

λm ă λn,

alors la variation de leur vecteurs propres satisfait la relation suivante :

TVGpvmq ą TVGpvnq.
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Par le théorème 3.1, si un graphe admet un spectre réel et ses valeurs
propres sont ordonnées de la manière suivante :

λ0 ą λ1 ą ¨ ¨ ¨ ą λM´1,

alors λ0 correspond à la plus basse fréquence et λM´1 à la plus haute. Le
théorème suivant étend le théorème 3.1 et établit un ordre relatif entre deux
fréquences distinctes correspondant à des valeurs propres complexes.

Théorème 3.2 ([20]). Soient deux valeurs propres distincts λm, λn P C de la
matrice d’adjacence A. Soient vm et vn les vecteurs propres correspondants.
Les variations totales de ces vecteurs propres satisfont :

TVGpvmq ă TVGpvnq,

si la valeur propre λm est plus proche de |λmax| sur le plan complexe que la
valeur propre λn.

Le théorème 3.2 montre donc que les fréquences d’un graphe dirigé dont
la matrice d’adjacence admet un spectre complexe sont ordonnées en fonction
de leur distance par rapport à λmax.

2.2 L’analyse de Fourier selon Mhaskar

Plus récemment, Mhaskar propose dans [21] une analyse en fréquence
pour des fonctions définies sur graphes dirigés construite à partir de la ma-
trice d’adjacence d’un graphe dirigé et pondéré.

2.2.1 Transformée de Fourier sur graphe

Soit G “ pV, E , wq un graphe dirigé et pondéré représenté par sa matrice
d’adjacence W P RNˆN . La matrice d’adjacence admet la décomposition en
valeurs singulières suivante :

W “ UΣV˚,

où U,V P CNˆN sont des matrices unitaires (orthogonales dans R) et Σ “

diagtσ1, ¨ ¨ ¨ , σNu est la matrice diagonale des valeurs singulières.
Dans ce cadre, Mhaskar choisit la matrice de vecteurs singuliers à gauche

U comme sa base de Fourier sur graphe dirigé. Étant donné un signal sur
graphe s, sa transformée de Fourier est :

ŝ “ U˚s,

où U˚ est la matrice de transformée de Fourier sur graphe. La transformée
de Fourier inverse sur graphe est donnée par :

s “ Uŝ.
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2.2.1.1 Analyse de Fourier sur graphe Pour toute matrice d’adja-
cence, nous avons la décomposition polaire suivante :

W “ RZ,

où R est une matrice symétrique semi-définie positive de même rang que
W et Z une matrice réelle unitaire. La décomposition en valeurs singulières
de W peut également être réécrite comme sa décomposition polaire de la
manière suivante :

W “ UΣV˚ “ UΣINV˚ “ UΣU˚UV˚ “ RZ, (3.2)

avec R “ UΣU˚ et Z “ UV˚.
Comme nous avons montré à l’équation (3.2), la matrice R “ UΣU˚

est une matrice symétrique semi-définie positive dont les valeurs propres
tσ1, . . . , σNu sont les valeurs singulières de W et U “ ru1, ¨ ¨ ¨ ,uN s la ma-
trice unitaire des vecteurs singuliers à gauche de W. Nous avons donc, d’après
le théorème 2.3 :

RRpukq “
xuk,Ruky

xuk,uky
“ σk, @k “ 1, . . . , N

Par conséquent, dans ce cadre, les vecteurs propres de R (ou vecteurs sin-
guliers de W) correspondent aux modes de type Fourier sur G et l’ensemble
tσ1, . . . , σNu correspond aux fréquences associées.

À partir de la décomposition polaire de la matrice d’adjacence de W et
l’interprétation fréquentielle des vecteurs singuliers de W à travers la matrice
R, Mhaskar est en mesure d’étendre son cadre d’analyse multirésolution de
trames de diffusion polynomiales [31] aux cas dirigé [21].

3 L’analyse de Fourier via une notion de variation
dirigée.

Cette section aborde les dernières approches de construction de bases de
Fourier sur graphes dirigés nécessitant l’utilisation de méthodes de résolu-
tion de problèmes d’optimisation non convexes. Récemment, deux approches
ont été introduites : celle de Sardellitti et coll. [23] et celle de Shafipour et
coll. [22]. Ces approches sont similaires et se fondent sur la minimisation de
l’extension continue du poids de la coupe du graphe [54, 55]. Nous abor-
derons plus en détail les principaux aspects des deux approches dans les
sous-sections suivantes.

3.1 L’analyse de Fourier selon Sardellitti et coll.

Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé caractérisé par sa matrice d’adjacence A.
Sardellitti et coll. proposent dans [23] de construire une base de Fourier sur
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graphes dirigés fondée sur la définition de variation suivante :

fpxq “
N
ÿ

i,j“1

ajirxi ´ xjs` “ GDVpxq, (3.3)

où rxs` désigne la partie positive de x : rxs` “ maxtx, 0u.
Dans leur cadre, cette fonction est appelée variation dirigée du graphe

(graph directed variation ou GDV en anglais) qui capture la directionnalité
des arcs de G. Formellement cette notion de variation introduite par Sardel-
litti et coll. représente l’extension convexe continue de Lovàsz du poids de la
coupe du graphe [23, 54, 55] et l’article [23] motive ce choix.

3.1.1 Construction de la base de Fourier sur graphes dirigés

Soit X “ rx1, . . . ,xN s P RNˆN l’ensemble des vecteurs de le base recher-
chée. Selon [23], la base de Fourier sur graphe dirigé est définie comme l’en-
semble de vecteurs orthonormaux dont la somme des variations dirigées (3.3)
est minimale, c’est-à-dire :

min
XPRNˆN

GDVpXq “
N
ÿ

k“1

GDVpxkq

s.c. XJX “ I, x1 “ b1.

où x1 est le vecteur constant et de norme unité, c.-à-d. }x1}
2 “ 1.

Bien que la fonction objective soit convexe, le problème d’optimisation
est non convexe en raison de la contrainte d’orthogonalité. Afin de résoudre
ce problème d’optimisation, Sardellitti et coll. suggèrent des stratégies d’op-
timisation [56, 57] permettant de résoudre le problème non convexe et non
différentiable.

3.2 L’analyse de Fourier selon Shafipour et coll.

Shafipour et coll. proposent également de construire une base de Fourier
orthonormale sur graphes dirigés [22] fondée sur l’extension de Lovàsz du
poids de la coupe du graphe dirigé (3.3). La différence notable avec l’ap-
proche [23] est que les modes de Fourier sont crées pour avoir des fréquences
réparties de manière quasi-uniforme dans tout le spectre de fréquences sur
graphe et ainsi mieux capturer les basses, moyennes et hautes fréquences.

Formellement, Shafipour et coll. proposent de construire une base ortho-
normale U “ ru1, . . . ,uN s P RNˆN pour les fonctions sur graphes dirigés.
Afin de couvrir tout le spectre des variations, le premier vecteur est défini
comme celui minimisant (3.3), i.e. le vecteur constant u1 “ umin de norme
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}u1} “ 1. Le dernier vecteur est uN “ umax où umax est défini de la manière
suivante :

umax “ argmax
}u}“1

GDVpuq.

Cela permet ainsi de couvrir l’ensemble des variations possibles des si-
gnaux, depuis le mode de fréquence 0, constant, à celui de plus haute fré-
quence sur le graphe.

Ensuite, pour déterminer les autres vecteurs de U, ils introduisent la
fonction de dispersion spectrale :

δpUq “
N´1
ÿ

i“1

rGDVpui`1q ´GDVpuiqs
2.

qui mesure le degré d’étalement des fréquences correspondantes sur le spectre
des fréquences.

3.2.1 Construction de la base de Fourier sur graphes dirigés

La base de Fourier sur graphes dirigés est construite à partir de la réso-
lution du problème d’optimisation suivant consistant à minimiser la fonction
de dispersion spectrale :

min
U

N
ÿ

i“1

rGDVpui`1q ´GDVpuiqs
2

s.c. UJU “ IN ,

u1 “ umin,

uN “ umax.

Tout comme l’approche [23], le problème d’optimisation est également
non convexe, dû aux contraintes d’orthogonalité. Afin de résoudre ce pro-
blème d’optimisation, Shafipour et coll. ont également développé des mé-
thodes pour résoudre ces problèmes d’optimisation avec contraintes d’ortho-
gonalité [58, 22].

4 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons passé en revue les différentes approches
existantes de construction de transformée de Fourier sur graphes dirigés. Ces
approches ont été reparties en deux catégories : les approches basées sur la
matrice d’adjacence [20, 21] et les approches basées sur la GDV (3.3) [23, 22].
Dans la littérature du traitement de signal sur graphes, les approches [23, 22]
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sont considérées comme des méthodes alternatives à la construction d’une
transformée de Fourier sur graphes dirigés de Sandryhaila et Moura [20].

Les deux approches [23, 22] montrent leurs limites face à l’approche de
Sandryhaila et Moura.

La méthode de Sardellitti et coll. [23] se limite aux signaux réels sur
graphes. Contrairement à l’approche de Sandryhaila et Moura s’appliquant
sur les signaux complexes sur graphes, leur approche ne parvient pas à dé-
terminer les exponentielles complexes comme base de Fourier dans le cas du
graphe cyclique. Sardellitti et coll. admettent par ailleurs que l’approche de
Sandryhaila et Moura [20] est plus appropriée pour concevoir une théorie de
filtrage de signaux sur graphes.

Dans [22], Shafipour et coll. proposent également la construction d’une
base de Fourier sur graphes dirigés en déterminant un ensemble de vec-
teurs orthonormaux suite à la minimisation d’un problème d’optimisation
non convexe. La spécificité de l’approche [22] est que les modes de Fourier
obtenus couvrent l’ensemble de la gamme de fréquences et sont répartis aussi
uniformément que possible dans le domaine spectral du graphe pour mieux
captures les basses, moyennes et hautes fréquences.

Concernant l’approche de Sandryhaila et Moura [44], nous pouvons rele-
ver certains problèmes. La matrice de changement de base n’est généralement
pas orthogonale et cela peut poser certains problèmes (notre approche pose
les mêmes problèmes et nous en discutons à la section 4). Dans cette ap-
proche, les valeurs propres sont complexes. Cela correspond dans leur cadre
à une rotation de phase en plus d’une variation d’amplitude. (Nous avons
également les mêmes problèmes et nous en discutons en section 5.2).

Dans le chapitre suivant ( chapitre 4) nous proposerons une analyse de
Fourier basée sur l’opérateur de marche aléatoire sur graphes dirigés. Dans
les applications, nous comparerons les performances de notre approche à
l’approche de Sandryhaila et Moura, approche alternative la plus appropriée
en théorie du signal sur graphes.
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Troisième partie

Contributions
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Chapitre 4

Analyse harmonique sur
graphes dirigés

Dans ce chapitre, nous introduisons une nouvelle analyse harmonique
pour des fonctions définies sur les sommets d’un graphe dirigé fortement
connexe où l’opérateur de marche aléatoire est la pièce angulaire. Dans un
premier temps, nous considérons l’ensemble des vecteurs propres de l’opéra-
teur de marche aléatoire comme une base non orthogonale du type Fourier
pour des fonctions sur des graphes dirigés. Nous avons déterminé une inter-
prétation fréquentielle en établissant un lien entre la variation des vecteurs
propres de l’opérateur de marche aléatoire obtenue à partir de leur énergie
de Dirichlet et la partie réelle de leurs valeurs propres associées. À partir de
cette base de Fourier appropriée, nous sommes en mesure d’aller plus loin et
de construire des analyses multi-échelles sur des graphes dirigés. Nous pro-
posons dans ce chapitre aussi bien une transformée en ondelettes redondante
qu’une transformée en ondelettes décimée en prolongeant le cadre des onde-
lettes de diffusion de Coifman et Maggioni pour des graphes dirigés. Le déve-
loppement de notre analyse harmonique sur des graphes dirigés nous amène
ainsi à considérer à la fois des problèmes d’apprentissage semi-supervisé et
des problèmes de modélisation de signaux sur des graphes appliqués sur des
graphes dirigés mettant en lumière l’efficience de notre cadre.
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1 Présentation du cadre théorique

Dans cette section, nous introduisons le cadre théorique nécessaire à la
compréhension du chapitre 4.

Soit G “ pV, E , wq un graphe pondéré et dirigé où V “ tv1, . . . , vNu est
l’ensemble des sommets de cardinalité |V| “ N et E Ď V ˆ V est l’ensemble
des arcs. Chaque arc eij “ pvi, vjq représente un lien dirigé du sommet vi
au sommet vj . La fonction de poids w : V ˆ V Ñ R` satisfait les conditions
suivantes :

#

wpvi, vjq ą 0 si eij P E ,
wpvi, vjq “ 0 si eij R E .
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Le graphe G est représenté par sa matrice d’adjacence pondérée W “

twiju1ďi,jďN P RNˆN` où wij “ wpvi, vjq. Dans le cadre théorique de ce
chapitre, le degré d’un sommet vi P V, noté di est associé exclusivement à
son degré sortant d`i défini en section 1 du chapitre 3.

Une limitation de notre cadre est qu’il s’applique seulement dans le
cas des graphes dirigés et pondérés avec des poids positifs ou nuls c.-à-d.
W “ twiju1ďi,jďN P RNˆN` . D’autres approches telles que celle de Sandry-
haila et Moura [44, 20] présentée en section 2.1 du chapitre 3 ou de Bauer [59]
s’appliquent dans le cas des graphes dirigés avec des poids positifs et négatifs,
par exemple dans le cas des neurosciences où l’on modélise les interactions
entre les neurones par un graphe dirigé et dont chaque arc a un poids soit po-
sitif négatif représentant le caractère excitateur ou inhibiteur de la synapse.
Cependant ces approches ne sont pas compatibles avec celles présentées ici.

Nous supposons à travers les sections théoriques de ce chapitre que le
graphe dirigé G est fortement connexe et que les opérateurs de marche
aléatoire sont diagonalisables. Ces deux conditions sont essentielles pour
notre cadre théorique. Nous reviendrons en détail tout au long de ce chapitre
sur ces deux conditions. Si le graphe dirigé n’est pas fortement connexe, la
méthode de construction de la matrice de Google [60] à partir de la matrice
d’adjacence originelle peut être appliquée afin d’assurer une connectivité
forte du graphe résultant.

De manière analogue au chapitre 2, on définit par f : V Ñ C, une fonction
définie sur les sommets d’un graphe dirigé G fortement connexe et f le signal
sur graphe correspondant. De même, nous supposons tout au long du chapitre
que les signaux sur graphes dirigés sont définis sur l’espace `2pV, µq défini au
chapitre 2, section 4.1.

2 Filtrage sur graphes dirigés

Dans la section 4.2 du chapitre 2, nous avons introduit des définitions
et propriétés basiques du filtrage sur graphes non dirigés. Ces propriétés
sont également valables dans le cas du filtrage sur graphes dirigés. Dans
la section suivante, nous abordons le problème de la stabilité de filtres sur
graphes dirigés.

2.1 Définitions

Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé. Supposons un opérateur de référence
sur graphe R diagonalisable dans C. D’après la définition de filtre que nous
avons retenue, un filtre sur graphe H peut s’exprimer comme une somme
finie polynomiale d’un opérateur de référence sur graphe R :

H “

T
ÿ

t“0

htR
t, ht P C, @t “ 0, . . . , T.
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Soit tEjumj“1 l’ensemble des espaces propres de R et tEju
m
j“1 l’ensemble

des projecteurs obliques correspondants, caractérisé par EiEj “ δijEj . Un
filtre sur graphe par rapport à un opérateur de référence diagonalisable R
est une combinaison linéaire des projecteurs spectraux :

H “

m
ÿ

j“1

γjEj , γj P C, Ej P CNˆN , @j “ 1, . . . ,m, (4.1)

où γj est la valeur propre de H associée à l’espace propre Ej .

2.2 Stabilité des filtres sur graphes

Dans cette section, nous nous intéressons à la stabilité des filtres sur
graphes. Généralement, nous constatons une forte sensibilité au bruit sur
les filtres construits à partir des opérateurs de référence sur graphe dirigés.
Les espaces propres des opérateurs de référence sur graphes dirigés ne sont
pas orthogonaux et par conséquent ceux des filtres sur graphes linéairement
invariant à ces opérateurs de référence ne le sont pas non plus. Un moyen
d’évaluer la stabilité des filtres est de considérer une perturbation d’un signal
sur graphe (que l’on suppose additive pour faciliter les calculs) et de regarder
comment cela affecte le résultat.

Dans cette section, notre objectif est double. Nous souhaitons :
‚ Établir des bornes sur le conditionnement d’un filtre sur graphe.
‚ Modifier un filtre sur graphe pour améliorer sa robustesse par rapport

à l’ajout d’un bruit additif sur un signal sur graphe.

2.2.1 Conditionnement de filtres sur graphes

Définition 4.1. Le conditionnement d’une matrice non singulière U, noté
κpUq est :

κpUq “ }U}}U´1},

où } ¨ } désigne la norme spectrale (ou la norme de Frobenius).

Un conditionnement large (typiquement κpUq ą 103q indique un mauvais
conditionnement de la matrice.

Proposition 4.1 (Caracterisation du conditionnement spectral (norme 2)).
Soit RN muni de la norme euclidienne }¨}. Soit U une matrice non singulière.
On note κ2pUq, le conditionnement associé à la norme induite par la norme
euclidienne sur RN .

1. Soit U P RNˆN une matrice non singulière. On note σN [resp. σ1]
la plus grande[resp. la plus petite] valeur propre de UJU (notons que
UJU est une matrice symétrique définie positive). Alors, nous avons :

κ2pUq “

c

σN
σ1
.
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2. Si de plus U est une matrice symétrique définie positive, alors nous
avons :

κ2pUq “
λN
λ1
.

où λN [resp. λ1] la plus grande[resp. la plus petite] valeur propre de
U.

Le théorème suivant établit une borne supérieure du conditionnement
d’un filtre sur graphe H.

Proposition 4.2. Soit R un opérateur de référence sur graphe, supposé
diagonalisable, c.-à-d. R “ QΛQ´1. Soit H un filtre sur graphe tel que
H “ QΓQ´1. Une borne supérieure du conditionnement en norme spectrale
de H, noté κ2pHq est

κ2pHq ď κ2
2pQq

γmax
γmin

.

où γmax [resp.γmin] est le module de la valeur propre de H de plus grand
[resp. petit] module.

Démonstration.

κ2pHq “ }H}2}H
´1}2

“ }QΓQ´1}2}QΓ´1Q´1}2

ď p}Q}2}Q
´1}2q

2}Γ}2}Γ
´1}2

ď κ2
2pQq

γmax
γmin

.

Le corollaire suivant établit une borne supérieure du conditionnement
d’un filtre sur graphe H sous l’hypothèse que ses valeurs propres soient conte-
nues dans une boule.

Corollaire 4.1. Soit R un opérateur de référence sur graphe, supposé dia-
gonalisable, c.-à-d. R “ QΛQ´1. Soit H un filtre sur graphe tel que H “

QΓQ´1. Nous supposons toute valeur propre γ P Γ appartient à la boule
fermée de centre µ P C et de rayon η|µ|, η P p0, 1q c.-à-d. γk P Bpµ, η|µ|q,
pour tout k. Une borne supérieure du conditionnement en norme spectrale de
H, κ2pHq est

κ2pHq ď κ2pQq
1` ηκ2pQq

1´ η
. (4.2)
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Démonstration.

}H}2 “ }QΓQ´1}2

“ }QpΓ´ µI` µIqQ´1}2

“ }QpΓ´ µIqQ´1 ` µI}2

ď }QpΓ´ µIqQ´1}2 ` |µ|

ď κ2pQqη|µ| ` |µ|,

}H}2 ď |µ|p1` ηκ2pQqq. (4.3)

}H´1}2 “ }QΓ´1Q´1}2

“ }QpΓ´ µI` µIq´1Q´1}2

“ }QpB` µIq´1Q´1}2, B “ Γ´ µI

“ }QpB´ p´µqIq´1Q´1}2,

“ }QpB´ βIq´1Q´1}2, β “ ´µ,

ď κ2pQq}pB´ βIq´1}2

ď κ2pQq}p´βq
´1pI´ ωBq´1}2, ω “ ´1{β

ď κ2pQq|β
´1|

8
ÿ

k“0

|ωk|}pΓ´ µIqk}2

ď κ2pQq|β
´1|

8
ÿ

k“0

|ωk||ηµ|k

}H´1}2 ď κ2pQq
1

|µ|
p1´ ηq´1. (4.4)

En multipliant les équations (4.3) et (4.4) entre elles, nous obtenons l’inéga-
lité désirée (4.2).

Nous pouvons également définir des bornes supérieures du conditionne-
ment d’un filtre sur graphe H en norme de Frobenius. Nous avons la relation
suivante [61] :

κF pHq

n
ď κ2pHq ď κF pHq,

où κF pHq “ }H}F }H
´1}F est le nombre de conditionnement en norme de

Frobenius.

Proposition 4.3. Soit R un opérateur de référence sur graphe, supposé dia-
gonalisable, c.-à-d. admettant une décomposition spectrale R “

řm
j“1 λjGj,

où Gj est le projecteur spectral de rang supérieur ou égal à un, associé
à la valeur propre λj. Soit H un filtre sur graphe qui s’exprime comme
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R “
řm
j“1 γjGj. Une borne supérieure du conditionnement en norme de

Frobenius κF pHq est :

κF pHq ď

ˆ m
ÿ

j“1

γj}Gj}F

˙ˆ m
ÿ

k“1

1

γk
}Gk}F

˙

. (4.5)

Démonstration.

κF pHq “ }H}F }H
´1}F ,

}H}F ď
m
ÿ

j“1

γj}Gj}F , (4.6)

}H´1}F ď

m
ÿ

k“1

1

γk
}Gk}F , (4.7)

En multipliant les équations (4.6) et (4.7) entre elles, nous obtenons l’inéga-
lité désirée (4.5).

2.2.2 Approximation de filtres sur graphes

Dans cette section, nous nous concentrons sur la modification de filtres
sur graphe dirigé pour améliorer leur robustesse.

2.2.2.1 Formulation du problème Soit H P RNˆN un filtre sur graphe
dirigé construit à partir d’un opérateur de référence sur graphe dirigé R. Soit
un signal sur graphe x P RNˆN . Nous cherchons à construire un filtre sur
graphe H̃ qui minimise la quantité suivante :

min
H̃

E

ˆ

}H̃s̃´Hs}22

˙

. (4.8)

où s̃ “ s` ε constitue le signal sur graphe bruité avec ε „ N p0,Σεq.
Nous proposons de résoudre le problème (4.8) pour deux types de condi-

tion sur le filtre H̃ :

1. H̃ est un opérateur sur graphe quelconque sans contrainte.

2. H̃ est un filtre construit à partir R de la manière suivante :

H̃ “

m
ÿ

j“1

νjGj .

2.2.2.2 Résolution du problème Nous résolvons le problème (4.8) se-
lon les deux cas.
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Cas 1 : pas de contraintes sur H̃ La solution du problème (4.8) est
H̃ “ HW où W est égale à :

W “ pssJqpssJ `Σεq
´1. (4.9)

L’opérateur H̃ n’est pas linéairement invariant à R et l’opérateur W
s’apparente à un filtre de Wiener adapté aux signaux sur graphes.

Cas 2 : H̃ “
řm
j“1 νjGj Dans ce second cas, nous réécrivons le problème

d’optimisation (4.8) de la manière suivante :

min
νj ,j“1,...,m

E

„
›

›

›

›

p

m
ÿ

j“1

pνj ´ γjqGjs`
m
ÿ

j“1

νjGjε

›

›

›

›

2

2



(4.10)

Nous cherchons à déterminer les valeurs propres νj , j “ 1, . . . ,m minimi-
sant le problème (4.10) et nous gardons les projecteurs spectraux inchangés.

La solution du problème (4.10) est :

ν “ pMs `Mεq
´1Msγ, (4.11)

où nous avons :

Ms “ tTrpG˚
kGlss

Jquk,l, Mε “ tTrpG˚
kGlΣεquk,l.

2.2.2.3 Exemple Dans cette section, nous abordons un exemple simple
de modification d’un filtre sur graphe dirigé à trois sommets et tentons de
comprendre comment les valeurs propres obtenues modifient le filtre. Soit
R P R3ˆ3 un opérateur de référence sur graphe que l’on suppose diagonali-
sable, c.-à-d.

R “ XΛX´1,

où X “ rx1,x2,x3s est la matrice de vecteurs propres, Λ “ diagtλ1, λ2, λ3u

la matrice diagonale de valeurs propres. On pose également Y “ X´1 tel
que :

y˚kx` “ δk`.

R est diagonalisable en trois espaces propres E1, E2, E3. de dimension un.
Nous supposons que les sous-espaces propres E1 et E2 forment un angle quel-
conque tandis que les sous-espaces propres E1, E3 sont orthogonaux et les
espaces propres E2, E3 également. L’opérateur de référence R admet ainsi la
décomposition spectrale suivante :

R “

3
ÿ

k“1

λkGk.
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où les projecteurs spectraux Gk, k “ 1, . . . , 3 associés à leurs espaces propres
respectifs Ek, k “ 1, . . . , 3 sont de rang 1 exprimés de la manière suivante :

Gk “ xky
˚
k , @k “ 1, . . . , 3.

Un filtre sur graphe H construit à partir de R s’exprime de la manière
suivante :

H “

3
ÿ

k“1

γkGk, γk P C

Nous cherchons à déterminer le filtre modifié H̃ qui minimise le pro-
blème (4.10). Nous supposons le signal sur graphe considéré s colinéaire
au vecteur propre x1, c.-à-d. “ αx1. Par ailleurs, nous supposons le bruit
ε „ N p0, σεIq. Les matrices Ms et Mε de la solution (4.11) sont :

Mε “ σεrD1 ` TrpG˚
1G2qpe1e

J
2 ` e2e

J
1 qs

où D1 est
D1 “ diagt}G1}

2
F , }G2}

2
F , }G3}

2
F u,

et
Ms “ α2}x1}

2e1e
J
1 “ ρe1e

J
1 , ρ “ α2}x1}

2. (4.12)

où pe1, e2, e3q est la base canonique dans R3. L’expression TrpG˚
1G2q peut

se réécrire de la manière suivante :

TrpG˚
1G2q “ xx1,x2yxy1,y2y.

“ cospx1,x2q}x1}2}x2}2 cospy1,y2q}y1}2}y2}2.

“ C cospx1,x2q cospy1,y2q, C “ }x1}2}x2}2}y1}2}y2}2.

Ainsi l’expression TrpG˚
1G2q est le produit des angles entre espaces propres

et espaces propres "complémentaires", c’est-à-dire les angles ente les images
des projecteurs et les angles entre leurs noyaux. L’angle entre les sous-espaces
propres E1 et E2 est caractérisé par le cosinus entre les projecteurs G1 et G2,
c’est à dire :

cospG1,G2q “
xG1,G2yF

}G1}F }G2}F
“

TrpG˚
1G2q

}G1}F }G2}F
.

“ cospx1,x2q cospy1,y2q.

La résolution du problème (4.10) donne les valeurs propres suivantes :

ν1 “
ρ

ρ` σε
}G1}

2
F

u

γ1

ν2 “
}G1}F

}G2}F

ρp1´ uq

cospG1,G2qpρu` σε}G1}
2
F q
γ1

ν3 “ 0.
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Figure 4.1 – Évolution des valeurs propres ν1 et ν2 en fonction de l’angle
entre les projecteurs spectraux G1 et G2.

où u est :
u “ 1`

1

tan2pG1,G2q
. (4.13)

Comme nous pouvons le remarquer, la valeur propre ν3 est nulle. Cela
était attendu étant donné que le signal sur graphe s vit dans le sous-espace
propre engendré par x1, c’est-à-dire E1 et que les espaces propres E1 et E3 sont
orthogonaux. Les seules valeurs propres non nulles sont les valeurs propres ν1

et ν2. Elles font toutes deux intervenir l’angle entre les sous-espaces propres
E1 et E2 à travers u introduit à l’équation (4.13). Par ailleurs elles sont
proportionnelles à la valeur propre γ1 dû au fait que le signal s est colinéaire
à x1. Grâce aux expressions analytiques des valeurs propres ν1, ν2, ν3, nous
pouvons étudier le comportement des valeurs propres en fonction de l’angle
formé par les sous-espaces propres E1 et E2.

La figure 4.1 nous montre l’évolution des valeurs propres ν1 et ν2 en fonc-
tion du cosinus entre les projecteurs spectraux G1 et G2. Lorsque le cosinus
entre les projecteurs spectraux G1 et G2 tend vers 0 panglepG1,G2q Ñ π{2q,
c’est-à-dire lorsque les espaces propres E1 et E2 sont orthogonaux, nous
avons :

ν1 “
ρ

ρ` σε}G1}
2
F

γ1.

ν2 “ 0.

ν3 “ 0.

Ainsi la valeur propre ν2 devient nulle, étant donné que le signal sur
graphe s vit dans le sous-espace propre E1 et que les espaces propres E1 et
E2 tendent à devenir orthogonaux.

Lorsque le cosinus entre les projecteurs spectraux G1 et G2 tend vers 1
panglepG1,G2q Ñ 0q, c’est-à-dire lorsque les espaces propres E1 et E2 sont
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colinéaires, nous avons :

ν1 “ γ1.

ν2 “ ´
}G1}F

}G2}F
γ1.

ν3 “ 0.

Ce cas est le cas extrême où l’opérateur est mal conditionné. Les valeurs
propres ν1 et ν2 se "compensent", c’est-à-dire que ν2 est l’opposé de ν1 mais
pondéré par le ratio des normes de Frobenius de G1 et G2. Par ailleurs
le paramètre du bruit σε disparaît car u Ñ 8 quand E1 et E2 deviennent
colinéaires.

3 Opérateurs fondamentaux sur graphes dirigés

Dans cette section, nous introduisons les opérateurs linéaires fondamen-
taux ainsi que leurs propriétés afin de développer une analyse harmonique
sur graphes dirigés.

3.1 Marche aléatoire sur graphes dirigés

Les propriétés générales des marches aléatoires ont été introduites au
chapitre 2, section 5.1. Ces propriétés introduites pour le cas non dirigé s’ap-
pliquent également dans le cas dirigé. Dans cette section, nous complétons
les notions apportées précédemment sur les marches aléatoires par des pro-
priétés supplémentaires relatives aux graphes dirigés. Nous définissons une
marche aléatoire sur un graphe dirigé de la manière suivante.

Définition 4.2. Une marche aléatoire sur un graphe dirigé G “ pV, E , wq
fortement connexe est une chaîne homogène de Markov X “ pXnqně0 non
nécessairement réversible munie d’un espace d’états fini V et dont les probabi-
lités de transition sont proportionnelles aux poids des arcs (supposés positifs,
cf section 1 de ce chapitre).

La matrice de transition P P RNˆN d’un graphe dirigé G fortement
connexe peut s’exprimer de la manière suivante :

P “ D´1W,

où D “ diagtd1, . . . , dnu est la matrice diagonale des degrés sortants des
sommets et W est la matrice d’adjacence pondérée.

En tant qu’opérateur appliqué à des signaux sur graphes dirigés, la ma-
trice de transition P réalise comme dans le cas non dirigé une opération de
moyennage local. En effet, la valeur de Pf au sommet i correspond à la
somme des valeurs de f aux sommets connectés à i, pondérée par les valeurs
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de la ligne i de P. Une particularité est que les sommets correspondant aux
poids non nuls de la ligne i de P sont les sommets enfants de i, i.e. ceux
qui sont destinations d’arcs provenant de i. De ce fait, en appliquant P à un
signal f , l’information à un sommet donné de f est propagée en direction
de ses parents et non de ses enfants, ce qui peut paraître contre-intuitif. En
pratique, il sera donc important de tenir compte de cette observation pour
orienter les arcs du graphe de telle manière que la direction de propagation
de l’information corresponde à l’application.

3.1.1 Irréductibilité

La notion d’irréductibilité est similaire au cas non dirigé, c’est-à-dire pour
toute marche aléatoire X , nous avons :

@x, y P V, Dm ă 8 : PpXn`m “ y|Xn “ xq ą 0.

L’irréductibilité de la chaîne de Markov X est équivalente à la forte
connexité du graphe G.

3.1.2 Réversibilité

Soit X “ pXnqně0 une chaîne de Markov discrète et M ą 0 l’horizon de
temps fini. Nous définissons la chaîne de Markov retournée dans le temps
X ˚ “ pX˚nq “ pXM´nq pour n “ 0, . . . ,M . Soit P˚ “ tp˚px, yqux,yPV la
matrice de transition associée à la chaîne de Markov X ˚. Elle vérifie :

p˚px, yq “ PpX˚n`1 “ y|X˚n “ xq “
PpXM´n´1 “ yq

PpXM´n “ xq
ppy, xq, @x, y P V.

Supposons que X est ergodique avec distribution stationnaire π. Alors la
chaîne de Markov retournée dans le temps X ˚ est également ergodique, de
distribution stationnaire π et les entrées p˚px, yq de P˚ sont

p˚px, yq “
πpyq

πpxq
ppy, xq, @x, y P V,

ou dans sa version matricielle

P˚ “ Π´1PJΠ, (4.14)

où Π “ diagtπpv1q, . . . , πpvN qu est la matrice diagonale de la distribution
stationnaire.

La marche aléatoire ergodique X avec sa matrice de transition P est
réversible si et seulement si nous avons la relation suivante :

P “ P˚.
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Remarque 4.1. Les marches aléatoires ergodiques sur des graphes non di-
rigés sont réversibles. Cela signifie que la matrice de transition associée à la
marche aléatoire retournée dans le temps X ˚, P˚ est égale à la matrice de
transition P de la marche aléatoire originelle X , c’est-à-dire P˚ “ P.

Remarque 4.2. Les marches aléatoires ergodiques définies sur graphes di-
rigés sont typiquement non réversibles. Néanmoins, des marches aléatoires
réversibles peuvent être construites sur des graphes dirigés en modifiant la
marche aléatoire ergodique non-réversible. Une telle modification est abordée
dans la section 3.2.2.

Introduisons l’espace de Hilbert `2pV, πq muni de son produit scalaire.

xf , gyπ “
ÿ

xPV
fpxqgpxqπpxq.

Dans cet espace de Hilbert, P˚ est l’adjoint de P, c.-à-d. xf ,Pgyπ “ xP˚f , gyπ,
pour tout f , g P `2pV, πq.

3.1.3 Périodicité

La notion de périodicité est donnée à la définition 2.15 du chapitre 2.
Dans certains cas, il est possible qu’une chaîne de Markov X soit irréductible
mais périodique et donc non-ergodique. Un moyen naturel de surmonter le
problème sera considéré à la section 3.2.1.

3.2 Généralisation de marches aléatoires

Soit une marche aléatoire X sur un graphe dirigé G, munie de sa matrice
de transition P. Nous sommes en mesure de construire de nouveaux types
de marches aléatoires basés sur P avec des objectifs variés.

3.2.1 Marches aléatoires paresseuses [49]

La périodicité d’une marche aléatoire X peut être surmontée en considé-
rant la version paresseuse de la marche aléatoire X . La matrice de transition
P̃ associée à la marche aléatoire paresseuse X̃ , basée sur P est exprimée de
la manière suivante :

P̃ “
I`P

2
.

La marche aléatoire paresseuse peut être vue comme une marche aléatoire sur
un graphe dirigé modifié G̃ où un arc provenant de chaque sommet de G à lui-
même est ajouté avec un poids égal au degré du sommet dans G. La marche
aléatoire paresseuse X̃ est toujours apériodique [51]. Ainsi lorsque G est
fortement connexe X̃ est également ergodique avec distribution stationnaire
π vérifiant π “ πP̃ “ πP.
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Plus généralement, nous définissons par P̃, la classe des matrices de tran-
sitions associée aux marches aléatoires paresseuses généralisées de la manière
suivante :

P̃ “
"

P̃γ : P̃γ “ p1´ γqP` γI

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γ P r0, 1q

*

.

Nous remarquons que les éléments P̃γ P P̃ partagent les mêmes espaces
propres que P. Par conséquent, les filtres sur graphe basés sur P̃γ sont éga-
lement des filtres sur graphe basés sur P.

3.2.2 Réversibilisation additive

À partir d’une marche aléatoire X , ergodique, de distribution stationnaire
π, non-réversible et munie de sa matrice de transition P, une réversibilisation
additive de X peut être construite [62], notée X̄ , dont la matrice de transition
est la moyenne entre P et sa version retournée dans le temps P˚ :

P̄ “
P`P˚

2
. (4.15)

X̄ est donc une marche aléatoire avec la même unique distribution sta-
tionnaire π.

Plus généralement, nous définissons par P̄ la classe des combinaisons
convexes entre la matrice de transition P et sa version retournée dans le
temps P˚ de la manière suivante :

P̄ “
"

P̄α : P̄α “ p1´ αqP` αP˚
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α P r0, 1s

*

. (4.16)

Nous noterons que les éléments P̄α P P partagent la même distribution
stationnaire π, mais pas les mêmes espaces propres. Nous noterons également
que toutes les marches aléatoires associées aux matrices de transition P̄α P P̄
sont non réversibles excepté pour α “ 1{2, c’est-à-dire. P̄1{2 “ P̄.

Remarque 4.3. Étant donnée une marche aléatoire ergodique pX ,P, πq,
nous noterons que toutes les versions paresseuses et réversibilisées, respecti-
vement P̃γ P P̃ et P̄α P P̄ partagent la même distribution stationnaire π.

Remarque 4.4. Comme généralisation des marches aléatoires, nous pou-
vons également considérer la réversibilisation multiplicative de la marche
aléatoire ergodique et non-réversible P, c’est-à-dire PP˚ qui est aussi une
chaîne de Markov réversible avec distribution stationnaire π. Elle est utile
par exemple pour définir les bornes de convergences de chaînes de Markov
non réversibles [62].

3.3 Laplaciens sur graphes dirigés

Dans cette section, nous présentons les équivalents sur graphes dirigés des
différentes versions de laplaciens [63, 64] évoquées au chapitre 2, section 5.2.
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3.3.1 Laplacien normalisé sur graphe dirigé

Nous introduisons le laplacien normalisé sur un graphe dirigé G exprimé
en fonction de la matrice de transition P d’une marche aléatoire ergodique
X sur G. Cet opérateur est défini de la manière suivante :

Définition 4.3 ([65, 66]). Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé de cardinalité
|V| “ N . Soit X une marche aléatoire ergodique sur G munie de sa matrice
de transition P et de sa distribution stationnaire π. Le laplacien normalisé
sur G est défini de la manière suivante :

L “ IN ´
Π1{2PΠ´1{2 `Π´1{2PJΠ1{2

2
, (4.17)

où IN est la matrice identité et Π “ diagtπpv1q, . . . , πpvN qu est la matrice
diagonale de la distribution stationnaire.

3.3.2 Laplacien marche aléatoire

Une autre définition est le laplacien marche aléatoire LRW, défini de la
manière suivante :

LRW “ I´ P̄. (4.18)

Le laplacien normalisé sur graphe dirigé L est relié au laplacien marche
aléatoire à travers la relation suivante :

L “ Π1{2LRWΠ´1{2. (4.19)

Plus généralement, nous définissons le laplacien marche aléatoire sur graphe
dirigé associé à sa matrice de transition P̄α P P̄ par :

LRW,α “ I´
P̄α ` P̄˚α

2
.

Dans la proposition suivante, nous montrons que le laplacien marche aléatoire
LRW,α est égal à LRW.

Proposition 4.4. Pour tout P̄α P P̄, nous avons :

LRW,α “ LRW, @α P r0, 1s. (4.20)

Démonstration.

LRW,α “ I´
P̄α ` P̄˚α

2

“ I´
αP` p1´ αqP˚ ` αP˚ ` p1´ αqP

2

“ I´
αpP`P˚q ` p1´ αqpP`P˚q

2

“ I´
P`P˚

2
“ LRW.
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3.3.3 Laplacien combinatoire

Le laplacien combinatoire sur graphe dirigé L est défini de la manière
suivante :

L “ Π´
ΠP`PJΠ

2
. (4.21)

Ce dernier est relié au laplacien marche aléatoire sur graphe dirigé à travers
la relation suivante :

L “ Π LRW.

Remarque 4.5. Comme mentionné dans la remarque 4.1, la matrice de
transition d’une marche aléatoire d’un graphe non dirigé est égale à la matrice
de transition de sa marche aléatoire retournée dans le temps. Par ailleurs, la
distribution stationnaire π admet une forme analytique comme mentionné à
la section 5.1 du chapitre 2. Par conséquent, les définitions (4.17), (4.18) et
(4.21) pour graphes non dirigés prolongent les définitions usuelles abordées à
la section 5.2 du chapitre 2 (à un scalaire multiplicatif près).

3.4 Opérateurs fondamentaux sur graphes dirigés et espaces
de Hilbert

Soient `2pVq et `2pV, πq les espaces de Hilbert associés respectivement à la
mesure de comptage et à la mesure stationnaire π de la marche aléatoire X .
Soit ϕ : `2pVq Ñ `2pV, πq l’application linéaire définie de la manière suivante :

ϕ : f Ñ Π´1{2f , @f P `2pVq. (4.22)

La proposition suivante indique que l’application linéaire ϕ est une iso-
métrie.

Proposition 4.5. La transformation linéaire ϕ : `2pVq ÞÑ `2pV, πq est une
isométrie.

Démonstration. Étant donné g,h P `2pVq, et la transformation linéaire ϕ,
nous avons par l’application de la définition (2.9) :

xϕpgq, ϕphqyπ “ xΠ
´1{2g,Π´1{2hyπ “ xg,hy.

Introduisons l’opérateur linéaire T P `2pVq défini de la manière suivante :

T “ Π1{2PΠ´1{2. (4.23)

La proposition suivante établit un lien d’entrelacement entre l’opérateur
linéaire T et P.

Proposition 4.6. L’ application linéaire ϕ entrelace l’opérateur T P `2pVq
et l’opérateur P P `2pV, πq.
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Démonstration. En appliquant la définition 2.10, nous avons :

ϕpTq “ Π´1{2T “ Π´1{2Π1{2PΠ´1{2 “ PΠ´1{2.

Ainsi les opérateurs T et P sont similaires par rapport à ϕ. De manière
similaire, le laplacien marche aléatoire LRW et le laplacien normalisé L sont
également similaires par rapport à ϕ.

4 Transformée de Fourier sur graphes dirigés

Soit P la matrice de transition d’une marche aléatoire ergodique X . Nous
supposons que P est diagonalisable, c’est-à-dire que P admet une décompo-
sition en valeurs propres suivante :

P “ ΞΘΞ´1,

où Ξ “ rξ1, . . . , ξN s est une matrice de changement de base avec ξj P
CN , j “ 1, . . . , N et Θ “ diagtϑ1, . . . , ϑNu est la matrice diagonale des
valeurs propres, non nécessairement distinctes. Étant donné un signal sur
graphe s, sa transformée de Fourier notée ŝ “ rŝ1, . . . , ŝN s est :

ŝ “ Ξ´1s.

Les valeurs tŝjuNj“1 caractérisent le contenu du signal sur graphe s dans le
domaine de Fourier sur graphe.

La transformée de Fourier sur graphe n’est pas définie de manière unique
comme cela dépend du choix de la matrice de changement de base Ξ. Tout
d’abord, tous les vecteurs propres sont définis par ξj à un scalaire multipli-
catif près. Ceci peut être facilement résolu en normalisant les vecteurs et en
rendant par exemple le premier coefficient non nul de chaque vecteur propre
réel et positif. Deuxièmement, chaque fois qu’il y a des espaces propres dont
la dimension est supérieure à 1, il y a des choix infinis pour les orientations
des vecteurs de la base dans ces espaces propres. Il n’y a généralement pas
de solution à ce deuxième problème. Cela implique que les valeurs des coeffi-
cients de Fourier individuels ŝj dans ces espaces propres sont plutôt dénuées
de sens. Cependant, elle n’affecte que les cas avec des espaces propres de
dimension supérieure à 1, ce qui n’est pas si courant dans les applications.

La transformée de Fourier inverse correspondant à la matrice de chan-
gement de base Ξ est exprimée de la manière suivante

s “ Ξŝ.

Elle reconstruit le signal originel à partir du contenu du signal en formant
une combinaison linéaire des modes de Fourier pondérés par leurs coefficients
de Fourier respectifs.
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Plus généralement, pour toute matrice de transition supposée diagonali-
sable P̄α P P̄, nous avons :

P̄α “ ΞαΘαΞ´1
α .

Par conséquent, nous pouvons construire une infinité de bases de type Fourier
tΞαuαPr0,1s pour des signaux sur graphes dirigés. Parmi ces bases de Fourier,
le cas α “ 1{2 est particulièrement intéressant dans la mesure où P̄1{2 “ P̄
est un opérateur auto-adjoint pour `2pV, πq. Cela implique qu’il existe une
matrice de changement de base orthonormale pour `2pV, πq, Ξ1{2, qui donne
le théorème suivant.

Théorème 4.1 (Théorème de Parseval généralisé). Étant donné une ma-
trice de changement de base Ξ1{2 de P̄ qui est orthonormale pour `2pV, πq,
la transformée de Fourier correspondante est un opérateur isométrique de
`2pV, πq à `2pt1, . . . , Nuq :

xΞ1{2x,Ξ1{2yyπ “ xx,yy, @x,y P `2pt1, . . . , Nuq. (4.24)

Démonstration. ΞJ1{2ΠΞ1{2 “ I ùñ xΞ1{2x,Ξ1{2yyπ “ xJΞJ1{2ΠΞ1{2y “

xJy “ xx,yy.

Une autre propriété intéressante de P̄ est que ses espaces propres sont
les mêmes que ceux du laplacien marche aléatoire LRW (4.18).

5 Analyse de Fourier sur graphes dirigés

Dans cette section, nous proposons une nouvelle analyse sur graphes di-
rigés différente des approches [20, 23, 22, 21] abordées au chapitre 3. Notre
approche se fonde sur l’étude de variations des vecteurs propres de l’opé-
rateur de marche aléatoire. Avant d’aborder cette analyse de Fourier plus
en profondeur, nous introduisons les éléments nous permettant d’étudier la
variation de signaux sur des graphes dirigés.

5.1 Régularité de signaux sur graphes

Tout comme sur graphe non dirigé, le comportement d’un signal défini
sur graphe dirigé peut également être analysé en mesurant sa régularité.
Nous définissions la "longueur du gradient" d’un signal sur graphe dirigé de
la manière suivante.

Définition 4.4 ([24]). Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé et ν : E Ñ r0,8q une
mesure positive définie sur l’ensemble des arcs E. La "longueur du gradient"
d’un signal sur graphe f : V Ñ C située au sommet x P V sous la mesure ν
est :
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|∇fpxq| “
ˆ

1

2

ÿ

yPV,px,yqPE
|fpxq ´ fpyq|2νpx, yq

˙1{2

.

Nous introduisons l’énergie de Dirichlet comme une mesure de régularité
globale d’un signal sur un graphe arbitraire fortement connexe.

Définition 4.5 ([25]). L’énergie de Dirichlet d’un signal sur graphe f : V Ñ
C associée à une marche aléatoire ergodique munie d’une matrice de transi-
tion P et de distribution stationnaire π sur un graphe fortement connexe G
est :

D2
π,Ppfq “

1

2

ÿ

px,yqPE
πpxqppx, yq|fpxq ´ fpyq|2, (4.25)

“ xf ,LRWfyπ.

Comme nous pouvons le remarquer,D2
π,Ppfq “ }∇f}22,ν où νpx, yq “ πpxqppx, yq

avec ppx, yq l’entrée px, yq de la matrice de transition P et πpxq la distribu-
tion stationnaire au sommet x. Pour toute matrice de transition P̄α P P̄,
l’énergie de Dirichlet est identique :

D2
π,P̄α

pfq “ D2
π,Ppfq “ xf ,LRWfyπ.

Nous introduisons également le quotient de Rayleigh d’un signal sur
graphe f : V Ñ C associé à l’énergie de Dirichlet D2

π,Ppfq

Rπ,Ppfq “
D2
π,Ppfq

}f}2π
.

Pour tout P̄α P P̄, nous avons :

Rπ,Ppfq “ Rπ,P̄αpfq.

5.2 Analyse fréquentielle sur graphes dirigés

La proposition suivante établit un lien clé entre la régularité des vecteurs
propres de la matrice de transition P de la marche aléatoire ergodique X et
leurs valeurs propres associées.

Proposition 4.7. Soit ξ P CN un vecteur propre d’une matrice de transi-
tion P d’une marche aléatoire ergodique X , avec distribution stationnaire π,
associé à la valeur propre ϑ P C. Le quotient de Rayleigh de ξ est donné par :

Rπ,Ppξq “ 1´Repϑq,

où Repϑq est la partie réelle de ϑ P C.
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Démonstration.

Rπ,Ppξq “
1

}ξ}2π

ˆ

xξ, ξyπ ´
1

2
xξ,Pξyπ ´

1

2
xξ,P˚ξyπ

˙

,

“
1

}ξ}2π

ˆ

}ξ}2π ´
ϑ` ϑ̄

2
}ξ}2π

˙

,

Rπ,Ppξq “
“

1´Repϑq
‰

.

La dernière proposition nous indique donc que la régularité d’un vecteur
propre quelconque ξ de P, décrit par son quotient de Rayleigh est associée
à la partie réelle de sa valeur propre respective ϑ. Plus généralement, la
régularité d’un vecteur propre quelconque ξα de P̄α P P̄ est caractérisée
exactement de la même manière en proposition 4.7, c’est-à-dire :

Rπ,Ppξαq “ 1´Repϑαq.

Donc nous sommes en mesure d’associer à chaque vecteur propre ξ de P
et plus généralement à tout vecteur propre ξα d’une matrice de transition
donnée P̄α P P̄, une valeur ω caractérisant sa variation que nous appelons
fréquence exprimée intuitivement de la manière suivante :

ω “ 1´Repϑq, ω P r0, 2s. (4.26)

Sur le contenu des sous espaces propres associés à la marche aléa-
toire

Les valeurs propres d’une matrice de transition ergodique P associées
à une marche aléatoire sur un graphe dirigé fortement connexe G sont soit
réelles, soit des paires complexes conjuguées pϑ, ϑ̄q P C2, ϑ “ α` iβ. Dans ce
qui suit, nous examinons comment ces espaces propres individuels peuvent
être compris les uns par rapport aux autres.

Considérons d’abord les paires d’espaces propres liés aux valeurs propres
conjuguées complexes α˘ iβ. En supposant que les espaces propres ont une
dimension égale à 1, les vecteurs propres peuvent être choisis comme com-
plexes conjuguées ξ, ξ̄ P CN . Ces vecteurs propres partagent la même fré-
quence 1´α et peuvent être considérés comme une généralisation des modes
de Fourier aux fréquences ω et ´ω en analyse de Fourier classique unidimen-
sionnelle. On peut également définir les modes de Fourier correspondants en
valeur réelle :

ξcos “
ξ ` ξ̄

2
, ξsin “

ξ ´ ξ̄

2i
,

qui généralisent les fonctions cosinus et sinus pour représenter les signaux
sur graphes. Comme pour la transformée de Fourier discrète, il y a aussi des
fréquences pour lesquelles le sous-espace de fréquence a une dimension égale
à un (la fréquence zéro et éventuellement la fréquence 1{2). Le cas des valeurs
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propres réelles dans le traitement de signal sur graphe peut être considéré
comme une généralisation de ces valeurs.

Lorsque les espaces propres ont une dimension supérieure à 1, la situa-
tion est similaire à l’analyse de Fourier classique multidimensionnelle où la
fréquence est un vecteur ω “ rω1, . . . , ωns

J.
Considérons maintenant deux valeurs propres avec la même partie réelle

mais des parties imaginaires non conjuguées différentes. En poursuivant
l’analogie avec l’analyse de Fourier classique, en deux dimensions les modes
de Fourier avec une fréquence donnée ω peuvent être considérés comme des
combinaisons linéaires de, disons, modes de Fourier vertical et horizontal avec
la même fréquence, qui sont deux différentes orientations. Ceci est illustré
dans la section 5.4.2 sur le graphe toroïdal dirigé.

5.3 Filtres sur graphes de type marche aléatoire

Dans notre cadre théorique, l’opérateur de référence est l’opérateur de
marche aléatoire P. En supposant P diagonalisable, nous pouvons repré-
senter un filtre sur graphe H comme une combinaison linéaire des projec-
teurs spectraux tEkumk“1 associés à P, comme défini à l’équation (4.1), c.-à-d.
R “ P,

H “

m
ÿ

k“1

γkEϑk , γk P C, k “ 1, . . . ,m.

Nous définissons également un filtre sur graphe de type marche aléatoire
Hω de la manière suivante :

Hω “
ÿ

ωPω

τωSω, τω P C.

où chaque τω est la réponse dépendant seulement de la fréquence ω P ω et
Sω est le projecteur associé à la fréquence ω défini de la manière suivante :

Sω “
ÿ

ϑ:1´Repϑq“ω

Eϑ. (4.27)

Soit h : ω ÞÑ R (ou C) la réponse en fréquence associé à la fréquence
ω P ω. Nous sommes également en mesure de construire un filtre sur graphe
de type marche aléatoire avec une réponse en fréquence Hω

Hω “
ÿ

ωPω

hpωqSω, ω P r0, 2s. (4.28)

Cette dernière définition permet de jouer avec la réponse en fréquence
en la translatant, la contractant ou la dilatant suivant l’axe de fréquence sur
graphe.
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5.4 Analyse de Fourier sur les groupes finis : un point de vue
traitement de signal sur graphe

Afin de montrer la cohérence de notre analyse de Fourier par rapport
au cas du traitement de signal classique, nous décrivons les propriétés des
versions dirigées de deux objets bien connus : le graphe cyclique associé
au groupe cyclique pZ{nZq et le graphe toroïdal étant le produit direct de
groupes cycliques c.-à-d. T “ pZ{n1Zq ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ pZ{nrZq [67].

5.4.1 Analyse de Fourier sur le graphe cyclique dirigé

Un graphe cyclique dirigé CN est un graphe avec N sommets qui forme
un cycle simple à travers tous les sommets et dont tous les arcs sont dirigés
dans la même direction. Le graphe cyclique dirigé CN est représenté par sa
matrice d’adjacence CN qui est circulante.

CN “

»

—

—

—

—

—

—

–

0 0 . . . 0 1
1 0 . . . 0 0

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 0

0 . . . 0 1 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

Comme la matrice des degrés sortants de CN est D “ IN , nous définissons
une marche aléatoire X sur CN dont la matrice de transition est caractérisée
par sa matrice d’adjacence, c.-à-d. P “ CN . La matrice de transition P est
diagonalisable, c.-à-d. P “ ΞΘΞ´1 avec Θ “ diagtϑ1, . . . , ϑNu P CNˆN la
matrice diagonale des valeurs propres où :

ϑk “ e2πipk´1q{N , k “ 1, . . . , N.

et Ξ “ rξ1, . . . , ξN s P CNˆN est la base de Fourier discrète

ξk “
1
?
N
r1, ϑ1

k, . . . , ϑ
N´1
k sJ k “ 1, . . . , N.

La marche aléatoire X est irréductible et périodique. Comme notre ana-
lyse fréquentielle n’est applicable que dans le cadre de marches aléatoires
ergodiques, nous avons besoin que X soit apériodique. Afin de surmonter
ce problème de périodicité, nous considérons la marche aléatoire paresseuse
d’ordre γ, c’est-à-dire X̃ est caractérisée par sa matrice de transition P̃γ P P̃
définie à la section 3.2.1 du chapitre 4. Par conséquent, le quotient de Ray-
leigh associé à un vecteur propre donné ξk est donné par :

Rπ,P̃γ pξkq “ p1´ γq
„

1´ cos

ˆ

2πpk ´ 1q

N

˙

“ ωk , k “ 1, . . . , N.

68



Ainsi, l’ordre fréquentiel tωkuNk“1 associé aux vecteurs propres tξkuNk“1

par le quotient de Rayleigh coïncide exactement avec l’approche classique
du traitement de signal.

En prenant la limite γ Ñ 0, on pourrait définir des fréquences pour la
marche aléatoire non paresseuse. Plus généralement, notre analyse de Fou-
rier marche parfaitement avec les marches aléatoires irréductibles mais pé-
riodiques un utilisant le même genre de limite.

5.4.2 Analyse de Fourier sur le graphe toroïdal dirigé

Un graphe toroïdal dirigé Tm,n est le produit cartésien de deux graphes
cycliques dirigés Cm et Cn, c’est-à-dire Tm,n “ Cm ˝ Cn. Nous introduisons les
définitions nécessaires à la compréhension de la section.

Définition 4.6 ([68]). Soient G “ pU , Eq et H “ pV,Fq deux graphes
dont les ensembles de sommets sont respectivement U “ pu1, . . . , unq et
V “ pv1, . . . , vmq. Le produit cartésien entre G et H est le graphe G ˝ H
avec l’ensemble de sommets U ˆ V pour lesquels les sommets x “ pui, vjq
et y “ pup, vqq sont adjacents si et seulement si ui “ up et pvj , vqq P F ou
vj “ vq et pui, upq P E.

Proposition 4.8 ( [68]). Soient G “ pU , Eq et H “ pV,Fq deux graphes. La
matrice d’adjacence du produit cartésien G ˝H, notée AG˝H est

AG˝H “ AG b I|W| ` I|V| bAH.

où b symbolise le produit de Kronecker.

Lemme 4.1. Soient λ1, . . . , λn les valeurs propres de AG et µ1, . . . , µm les
valeurs propres de AH. Alors les valeurs propres de AG˝H sont toutes les
valeurs propres λi ` µj pour tout 1 ď i ď n et 1 ď j ď m. Par ailleurs, si
u et v sont des vecteurs propres de AG et AH avec valeurs propres λ et µ
respectivement, alors le vecteur w “ ub v est un vecteur de propre de AG˝H
avec valeur propre λ` µ.

Graphe toroïdal dirigé

Soit Tm,n “ Cm ˝ Cn le graphe toroïdal dirigé caractérisé par sa matrice
d’adjacence ATm,n “ Cm b In ` Im b Cn. Les valeurs propres de Cm sont
λk “ e2iπpk´1q{m pour k P v1,mw et les vecteurs propres sont indiqués par
rφ1, . . . ,φms. De même, les valeurs propres de Cn sont µ` “ e2iπp`´1q{n pour
` P v1, nw et les vecteurs propres sont indiqués par rψ1, . . . ,ψns. Le graphe
toroïdal dirigé Tm,n est un graphe régulier de degré 2. Par conséquent, la
matrice des degrés sortants de Tm,n est DTm,n “ 2Imˆn. Nous définissons
donc une marche aléatoire X sur Tm,n avec la matrice de transition diago-
nalizable P “ D´1

Tm,nATm,n . Nous spécifions ses propriétés spectrales dans le
lemme suivant :
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Re

Im

Figure 4.2 – Distribution des valeurs propres de la matrice de marche
aléatoire d’un graphe toroïdal dirigé T6,4. Valeurs propres sur la ligne verte
pointillée : Repλgq “ ´0.25,@λg P Λg. Valeurs propres sur la ligne orange
pointillée : Repλoq “ 0.25,@λo P Λo.

Lemme 4.2. Soit Tm,n un graphe toroïdal dirigé et X la marche aléatoire
associée à une matrice de transition diagonalisable P. Le graphe toroïdal
dirigé Tm,n est un graphe dirigé régulier de degré 2. Par conséquent, le spectre
de P forme l’ensemble

σpPq “

"

ζi,j “
λi ` µj

2
, i P v1,mw, j P v1, nw

*

,

avec les vecteurs propres associés
"

φi bψj , i P v1,mw, j P v1, nw

*

.

Comme dans la section 5.4.1, la marche aléatoire associée X est irré-
ductible et périodique. Afin de surmonter ce problème de périodicité, nous
considérons une marche aléatoire paresseuse d’ordre γ, X̃ , avec matrice de
transition P̃γ P P̃ et distribution stationnaire π.

La figure 4.2 illustre la distribution des valeurs propres de la matrice
de transition d’un graphe toroïdal dirigé. Comme nous pouvons l’observer,
la distribution des valeurs propres est particulière. Nous désignons par Λg,
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Figure 4.3 – Représentation bidimensionnelle des vecteurs propres ξ28,49 et
ξ28,50 de la matrice de transition du toroïdal dirigé T54,36. L’axe est l’étiquette
d’un noeud dans Cm (resp. Cm) dans la direction x (resp. direction y) .

l’ensemble des valeurs propres se situant sur la ligne pointillée verte et Λo

l’ensemble des valeurs propres se situant sur la ligne pointillée orange. Les
ensembles Λg, et Λo, incluent respectivement des valeurs propres ayant la
même partie réelle et différentes parties imaginaires c.-à-d. RepΛgq “ ´0.25
et RepΛoq “ 0.25. Afin d’illustrer les idées discutées à la section 5.2, nous
exposons sur la figure 4.3 la représentation bidimensionnelle de certains
vecteurs propres de la matrice de transition d’un graphe toroïdal dirigé
T54,36. Les vecteurs propres sélectionnés ξ28,49 et ξ28,50 sont associés à des
valeurs propres ayant la même partie réelle, c’est-à-dire Repλpξ28,49qq “

Repλpξ28,50qq mais dont les parties imaginaires sont non conjugués, c’est-à-
dire Impλpξ28,49qq ‰ ˘Impλpξ28,50qq. Analytiquement, les quotients de Ray-
leigh des vecteurs propres sélectionnés sont égaux, comme expliqué dans la
section 5.2. Comme on peut le voir sur la figure 4.3, les vecteurs propres sé-
lectionnés ont une différence d’orientation. Cette différence d’orientation est
associée à l’influence des parties imaginaires des valeurs propres des vecteurs
propres sélectionnés.

6 Applications

Cette section est consacrée à l’illustration de notre cadre théorique à
travers les exemples d’apprentissage semi-supervisé et de modélisation de
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signal sur graphes dirigés. Dans notre cadre théorique, il s’avère que dans les
applications suivantes, nous pouvons travailler soit dans l’espace de Hilbert
`2pVq soit dans l’espace `2pV, πq où π est la mesure stationnaire d’une marche
aléatoire ergodique sur graphe (dirigé ou non). Par ailleurs, par les résultats
obtenus à la section 3.4, il existe une isométrie ϕ nous permettant de passer
de `2pVq à `2pV, πq. Par souci de simplicité, nous nous ramènerons toujours
à `2pVq. Il est plus pratique de travailler dans `2pVq car le produit scalaire
associé correspond au produit scalaire usuel entre des vecteurs de CN . Soit
un signal donné. On décide dans quel espace vit le signal. 0n fait donc un
choix arbitraire entre le fait que le signal vit dans un espace associé à la
mesure de comptage ou bien dans un espace associé à la mesure stationnaire
d’une marche aléatoire. Si on suppose que le signal vit dans `2pV, πq, on
convertit le signal dans `2pVq en utilisant l’application ϕ´1 définie de la
manière suivante :

ϕ´1 : f ÞÑ Π1{2f , @f P `2pV, πq. (4.29)

On effectue toutes les opérations nécessaires dans `2pVq. Nous retournons
ensuite dans l’espace `2pV, πq dans lequel le signal vivait originellement. Dans
`2pVq, l’opérateur T défini en (4.23) correspond à l’opérateur de marche
aléatoire et L est l’opérateur tel que xf ,Lfy est l’énergie de Dirichlet.

6.1 Apprentissage semi-supervisé sur des graphes dirigés via
régularisation de type `2

Nous discutons du problème d’apprentissage semi-supervisé sur graphe
dirigé avec terme de régularisation de type `2. Le problème suivant vise à
montrer l’efficacité et la pertinence de l’énergie de Dirichlet définie en (4.25)
comme terme de régularisation pour les signaux définis sur des graphes diri-
gés. Nous formulons le problème d’apprentissage semi-supervisé sur graphe
de la manière suivante.

6.1.1 Définition du problème

Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé fortement connexe où V “ tvjuNj“1 est
l’ensemble des sommets, E est l’ensemble des arcs et de cardinalité |V| “ N .
Le graphe dirigé G est représenté par la matrice d’adjacence W P RNˆN` .
Soit X la marche aléatoire sur G. La marche aléatoire X est représentée par
son opérateur de marche aléatoire P P RNˆN` d’unique distribution station-
naire π. Nous introduisons également Gsym la version symétrisée du graphe
dirigé G. Le graphe non dirigé Gsym est représenté par sa matrice d’adjacence
Wsym “ pW `WJq{2 P RNˆN` . Soit Xsym la marche aléatoire sur Gsym. La
marche aléatoire Xsym est représentée par son opérateur de marche aléatoire
Psym P RNˆN` avec unique distribution stationnaire πsym.
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Soit y une fonction étiquette définie sur l’ensemble V du graphe G comme
y : V Ñ t´1, 1u. On peut aussi voir un signal sur graphe y, écrit comme le
vecteur :

y “ rypv1q, . . . , ypvN qs
J.

Etant donné les valeurs des étiquettes ypvkqt1ďkďNu sur seulement un
sous-ensemble de sommets étiquetés U Ă V, le but est d’estimer les éti-
quettes des sommets non marqués restants. Il s’agit du problème d’appren-
tissage semi-supervisé sur graphes [69, 9]. Nous introduisons la formulation
du problème dans la section suivante.

6.1.2 Résolution du problème

Le problème d’apprentissage semi-supervisé sur graphes est formulé de
la manière suivante :

argmin
fPRN

 

c}Mlpf ´ yq}
2 ` %1}Muf}

2 ` %2Spfq
(

, c, %1, %2 ą 0. (4.30)

Le terme }Mlpf ´ yq}
2 est le terme de fidélité aux données étiquetées où

Ml “ diagtm1, . . . ,mNu est une matrice diagonale avec mi “ 1viPU , pour
tous les i “ 1 . . . , N (donc 0 sur les sommets avec étiquettes inconnues).
Dans le second terme }Muf}

2 apparaît Mu défini par Mu “ IN ´ Ml et
le troisième terme, Spfq est le terme de régularisation variationnelle défini
ainsi

Spfq “ xf ,Xfy, X P RNˆN

Le problème d’apprentissage semi-supervisé sur graphes est formulé de la
même manière pour le graphe dirigé G ou sa version symétrisée Gsym, excepté
que le terme de régularisation variationnelle Spfq diffère. Le problème (4.30)
est quadratique et convexe et admet donc une solution analytique. Dans la
prochaine section, nous présentons trois approches permettant de résoudre
le problème (4.30).

6.1.3 Méthodes

Dans cette section, nous présentons trois approches afin de résoudre le
problème d’apprentissage semi-supervisé sur graphes dirigés.

Méthode 1

Ici, nous introduisons une modification de (4.30), précédemment étudiée
par [69]. Dans cette approche, nous supposons le signal sur graphe y P `2pVq.
Le problème à résoudre est formulé de la manière suivante :

argmin
fP`2pVq

 

c}Mlpf ´ yq}
2 ` c}Muf}

2 ` %2SLpfq
(

, c, %2 ą 0 (4.31)
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où SLpfq “ xf ,Lfy est l’énergie de Dirichlet dans `2pVq.
La solution de (4.31), pour f P `2pVq est donc donnée par :

f˚ “ signe
“

pI` γLq´1Mly
‰

, γ “ %2{c, f˚ P `2pVq. (4.32)

Nous décidons également de traiter la même approche, sous la condition
où nous travaillons avec la version symétrisée du graphe dirigé G, c.-à-d.
Gsym.

Le problème dans le cas du graphe symétrisé Gsym est :

argmin
fP`2pVq

 

c}pMlpf ´ yq}
2 ` c}Muf}

2 ` %2SLsympfq
(

, c, %1, %2 ą 0, (4.33)

où SLsympfq “ xf ,Lsymfy et Lsym est le laplacien normalisé associé :

Lsym “ I´Π1{2
symPsymΠ´1{2

sym , Πsym “ diagtπsympv1q, . . . , πsympvN qu.

La solution de (4.33), pour f P `2pVq est donc donnée par :

f˚ “ signe
“

pI` γLsymq´1Mly
‰

, γ “ %2{c, f˚ P `2pVq. (4.34)

Méthode 2

Dans cette méthode, nous utilisons la formulation (4.31), excepté que le
signal sur graphe y P `2pV, πq. Nous définissons ỹ P `2pVq de la manière
suivante :

ỹ “ ϕ´1pyq “ Π1{2y, y P `2pV, πq.

Il nous suffit de résoudre problème (4.31) avec f̃ . Si nous remplaçons ỹ
dans l’équation (4.31), nous obtenons le problème d’optimisation suivant :

argmin
f̃P`2pVq

 

c}Mlpf̃ ´ ỹq}
2 ` c}Muf̃}

2 ` %2SLpf̃q
(

, c, %2 ą 0 (4.35)

avec f̃ “ ϕ´1pfq. En remplaçant ỹ par son expression, nous obtenons :

argmin
fP`2pV,πq

 

c}Mlpf ´ yq}
2
π ` c}Muf}

2
π ` %2SLRW

pfq
(

, c, %2 ą 0 (4.36)

où SLRW
pfq “ xf ,LRWfyπ, f P `2pV, πq.

La solution du problème (4.35) est donc :

f̃˚ “ signe
“

pI` γLq´1Mlỹ
‰

, γ “ %2{c, f˚ P `2pVq. (4.37)

Le signal sur graphe y appartenant à `2pV, πq, nous appliquons sur f̃˚

l’application isométrique ϕ afin de revenir dans `2pV, πq. Par conséquent le
résultat final est :
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f˚1 “ signe
“

ϕ
`

pI` γLq´1Mlỹ
˘‰

.

Si nous remplaçons ỹ par son expression, nous obtenons :

f˚ “ signe
“

pI` γLRWq
´1Mly

‰

, γ “ %2{c, f˚ P `2pV, πq. (4.38)

Tout comme la méthode 1, nous décidons également de traiter la méthode
2, sous la condition où nous travaillons avec la version symétrisée du graphe
dirigé G.

Nous avons donc le problème suivant :

argmin
f̃P`2pVq

 

c}Mlpf̃ ´ ỹq}
2 ` c}Muf̃}

2 ` %2SLsympf̃q
(

, c, %2 ą 0 (4.39)

avec f̃ “ ϕ´1pfq. En remplaçant ỹ par son expression, nous obtenons :

argmin
fP`2pV,πsymq

 

c}Mlpf ´ yq}
2
πsym ` c}Muf}

2
πsym ` %2SLRW,sym

pfq
(

, c, %2 ą 0

(4.40)
où SLRW,sym

pfq “ xf ,LRW,symfy, f P `2pV, πsymq et LRW,sym est le Laplacien
marche aléatoire associé défini de la manière suivante :

LRW,sym “ I´Psym.

La résultat final est donc :

f˚ “ signe
“

ϕ
`

pI` γLsymq´1Mlỹ
˘‰

.

Méthode 3

Nous comparons les méthodes 1 et 2 à la méthode proposée en traitement
de signal sur graphe [20]. Le même problème est résolu pour les graphes
dirigés en utilisant (4.30), écrit en [20] de la manière suivante :

argmin
f

 

c}Mlpf ´ yq}
2 ` %2SRM

pfq
(

, c, %2 ą 0, (4.41)

où SRM
pfq “ xf ,RMfy et RM “ pI´WnormqJpI´Wnormq, Wnorm étant

une version normalisée de la matrice adjacence telle que sa norme spectrale
soit égale à 1.

La solution de (4.41) est donnée par :

f˚ “ signe
“`

Ml ` γR´1
M

˘

y
‰

, γ “ %2{c, f˚ P `2pVq.

Nous résumons les différentes méthodes dans la table 4.1.
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Méthode G Gsym

Méthode 1 L Lsym

Méthode 2 LRW LRW,sym

Méthode 3 RM [44]

Table 4.1 – Table des différents opérateurs impliqués dans les méthodes
d’apprentissage semi-supervisé sur graphe selon G et Gsym.

6.1.4 Expériences

Considérons le jeu de données des blogs politiques de la campagne prési-
dentielle américaine de 2004 [70]. L’ensemble de données se compose de 1224
blogs politiques où chaque blog politique est associé à une orientation poli-
tique, qu’elle soit républicaine ou démocrate. Cet ensemble de données est
modélisé par un graphe G “ pV, Eq où chaque sommet v P V est associé à un
blog et un arc entre deux sommets tvi, vju indique la présence d’un lien du
blog associé au sommet vi vers le sommet vj . Les orientations politiques des
blogs sont modélisées par un signal sur graphe f0 “ tf0pv1q, . . . , f0pvN qu où
f0pviq P O où chaque sommet est associé à une étiquette appartient au jeu
O “ t´1, 1u caractérisant son orientation politique, l’orientation politique
associée aux Démocrates étant "+1" et l’orientation politique associée aux
Républicains étant "-1". Le graphe dirigé G associé aux blogs politiques n’est
pas fortement connexe. Notre cadre théorique nous amène à ne considérer
que des graphes fortement connexes. Par conséquent, nous considérons le
plus grand sous-graphe fortement connexe de G, noté par G1 “ pV 1, E 1q qui
est composé de |V 1| “ N 1 “ 793 sommets (donc environ 65 % de l’ensemble
de sommets V) et son signal sur graphe associé f 10. Les performances respec-
tives des approches (4.31), (4.35), (4.41) sur G1 et de leurs équivalents sur sa
version symétrisée, c.-à-d. (4.33) et (4.39) sont comparées en figure 4.4.

.

Simulations numériques

La figure 4.4 affiche la performance des approches semi-supervisées sur
graphe (4.31), (4.35), (4.41), (4.33) et (4.39). Le taux de performance est une
moyenne de 500 réalisations calculée en déterminant le paramètre γ P r0, 10s
sur l’ensemble des données d’entraînement donnant le meilleur taux de per-
formance. Tout d’abord, nous remarquons que pour toutes les proportions
d’étiquettes connues, les taux de performance des approches semi-supervisées
basées sur L,LRW et ses homologues symétriques Lsym,LRW,sym sont nette-
ment meilleurs que les taux de performance de l’approche semi-supervisée
basée sur RM . En haut à gauche de la figure 4.4, nous comparons les ap-
proches semi-supervisées impliquant les opérateurs L,LRW et RM . Le taux
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Figure 4.4 – Apprentissage semi-supervisé sur G1 des blogs politiques de la
campagne présidentielle américaine de 2004. Les notations Lnorm et Lnorm,sym

correspondent respectivement à L et Lsym .
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de performance de l’approche semi-supervisée associée à L est le meilleur
comparativement aux approches impliquant LRW,RM pour de faibles taux
d’étiquettes connues. De plus, l’approche du taux de performance associée
à L est légèrement meilleure que l’approche impliquant LRW. En haut à
droite de la figure 4.4, nous comparons les approches semi-supervisées im-
pliquant les opérateurs Lsym,LRW,sym et RM . De même, le taux de perfor-
mance de l’approche semi-supervisée associée à Lsym est légèrement meilleur
que celui de l’approche impliquant LRW. En bas à gauche de la figure 4.4,
nous comparons les approches semi-supervisées impliquant les opérateurs
LRW,LRW,sym et RM . Les taux de performance entre l’approche impliquant
LRW et LRW,sym sont presque identiques pour toute proportion d’étiquettes
connues ainsi qu’en bas à droite de la figure 4.4 comparant les approches
semi-supervisées impliquant LRW,LRW,sym et RM .

La comparaison des taux de performance des approches semi-supervisées
impliquant les différents opérateurs listés dans les table 4.1 associées à cet
exemple nous amène aux conclusions suivantes :

‚ Les approches d’apprentissage semi supervisées impliquant des éner-
gies de Dirichlet basées sur L and LRW (et leurs équivalents symé-
triques) donnent de meilleurs taux de performance que l’approche
proposée par Sandryhaila et Moura [44] basée sur RM . Par consé-
quent, des approches d’apprentissage semi-supervisé sur des graphes
dirigés aux énergies de Dirichlet basées sur l’opérateur de marche
aléatoire semblent plus appropriées.

‚ L’espace de Hilbert où l’on considère que le signal sur graphe vit a une
influence sur les taux de performance du problème semi-supervisé. Ici,
considérer le signal sur graphe y appartenant à `2pVq, ou considérer
de manière équivalente l’opérateur L dans le terme de régularisation
donne une meilleure performance que considérer le signal sur graphe
y appartenant à `2pV, πq ou considérer de manière équivalente l’opé-
rateur LRW dans le terme de régularisation.

6.2 Modélisation du signal sur des graphes dirigés par fil-
trage

Dans cette section, nous examinons une façon de modéliser les relations
entre les valeurs d’un signal sur graphe à l’aide d’un filtre sur graphe. Le
modèle est exprimé sous la forme d’un filtre sur graphe qui prend quelques
valeurs du signal sur graphe et reconstruit les autres valeurs. Une application
possible d’un tel modèle pourrait être la compression avec perte du signal,
où seule la connaissance du graphe, des coefficients du filtre sur graphe et de
quelques valeurs de signal permettrait de reconstruire l’ensemble du signal.
La différence majeure avec la précédente application est que nous supposons
le signal sur graphe entier connu.
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6.2.1 Formulation du problème

Sachant un signal aléatoire sur graphe y, nous souhaitons déterminer les
valeurs manquantes du signal en utilisant un filtre sur graphe H, exprimé
comme une somme polynomiale finie d’un opérateur de référence R P RNˆN .
Autrement dit :

H “

K
ÿ

k“0

θkR
k, θk P R, k “ 0, . . . ,K. (4.42)

Les coefficients du filtre sur graphe sont appris en résolvant le problème
d’optimisation suivant :

pθ “ argmin
θ“tθku

K
k“0PRK`1

E

„

}f0 ´

K
ÿ

k“0

θkR
ky}2µ



, (4.43)

où y “ ry1, . . . , yN s
J est une variable aléatoire multivariée indexée sur l’en-

semble des sommets V. Les variables aléatoires yj , j “ 1, . . . , N peuvent être
exprimées en yj “ εjf0j , où les εj sont supposés indépendants et Bernoulli
distribués avec les paramètres δj : εj „ Berpδjq. La variable aléatoire ε̄ définie
comme suit :

p “
1

N

N
ÿ

i“1

εi, (4.44)

est la proportion des valeurs connues de f0, toutes collectées en y. Ce signal
y peut être vu comme un échantillonnage aléatoire du signal sur graphe
f0 et Hy comme une reconstruction de f0 à partir de ces échantillons. Le
problème d’optimisation (4.43) correspond à la minimisation de l’erreur de
reconstruction avec un tel ensemble d’échantillons aléatoires.

6.2.2 Résolution du problème

La solution de (4.43) est :

pθ “ Z´1MQJf0,

où M “ diagtµ1, . . . , µNu est la matrice diagonale de la mesure associée µ,
Z la matrice où chaque entrée Zk` P Z est exprimée par :

Zk` “ Tr
`

rRksJMR`EpyyJq
˘

, @tk, `u P v0,Kw2,

et Q “ rq0, . . . , qKs P RNˆpK`1q où chaque vecteur qj est :

qj “ RjEpyq, @j P v0,Kw.
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6.2.3 Une exploration de la précision de la modélisation avec dif-
férents opérateurs sur graphes

La qualité de la reconstruction selon l’approche précédente dépend de
plusieurs facteurs : le choix de l’opérateur de référence R, l’ordre polynomial
du filtre K et la stratégie d’échantillonnage aléatoire définie par le para-
mètre de Bernoulli δk. Ici, nous évaluons principalement l’influence de R
et comparons deux stratégies d’échantillonnage possibles. A titre d’exemple,
nous considérons également l’ensemble des données des blogs politiques de
la campagne présidentielle américaine de 2004 [70], décrit à la section 6.1.4.
Les orientations politiques des blogs sont modélisées par un signal sur graphe
f0 “ tf0pv1q, . . . , f0pvN qu où chaque sommet vi a un label f0pviq P t´1, 1u
caractérisant son orientation politique. De même que dans la précédente ap-
plication, nous ne considérons que les graphes fortement connexes. Ainsi nous
considérerons le grand sous-graphe fortement connexe de G, noté G1 “ pV 1, E 1q
qui est fait de |V 1| “ N 1 “ 793 sommets et son signal associé f 10.

Nous comparerons la précision de reconstruction à l’aide d’une proportion
d’étiquettes correctement reconstruites obtenues par :

f̂ “ signep pHyq.

6.2.3.1 Modélisation du signal sur G1 Dans cette section, seule la
plus grande composante fortement connexe du graphe G1 est utilisée (voir
dans 6.2.4.1 comment étudier le même problème sur G).

Résolvons le problème (4.43) en apprenant un filtre sur graphe polyno-
mial avec K “ 10 sur G1. Nous considérons différents opérateurs de référence
possibles : ceux pour les graphes dirigés, dans l’ensemble tAnorm,P, P̄,T, T̄u
où Anorm est une version normalisée de la matrice adjacence dont la norme
spectrale est égale à un [20], P l’opérateur de marche aléatoire, P̄ sa ré-
versibilisation additive, T “ Π1{2PΠ´1{2 l’équivalent de P en `2pVq et
T̄ “ Π1{2P̄Π´1{2 ; et ceux pour les graphes non dirigés (ou symétriques),
dans l’ensemble tAsym,Psym,Tsymu où Asym est la version normalisée de
la matrice adjacence symétrique pA ` AJq{2, Psym l’opérateur de marche
aléatoire basé sur Asym et Tsym “ Π

1{2
symPsymΠ

´1{2
sym .

Les variables aléatoires yj , j “ 1, . . . , N 1 sont réparties dans l’un des deux
cas suivants :

1. Variables aléatoires yj “ εjf
1
0pvjq où εj „ Berppq avec p la proportion

des étiquettes connues.

2. Variables aléatoires yj “ εjf
1
0pvjq où εj „ Berpαπjq, tel que

ř

j Epεjq “
pN 1 avec p le pourcentage des étiquettes connues.

Les proportions d’étiquettes correctement reconstruites sont mesurées
pour différentes valeurs p en utilisant 500 réalisations de y.

On récapitule les différents cas traités dans la table 4.2.
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Figure 4.5 – (Cas 1) Gauche : Reconstruction du signal sur graphe f 10 sur
le sous-graphe G1. Droite : Reconstruction du signal sur graphe f 10 sur la
version symétrique de G1. .

Cas Distribution y Opérateurs de référence

Cas 1 yj “ εjf
1
0pvjq, εj „ Berppq Wnorm,P, P̄,T, T̄, Wnorm

sym ,Psym,Tsym

Cas 2 yj “ εjf
1
0pvjq, εj „ Berpαπjq,

ř

j Epεjq “ pN 1 Wnorm,P, P̄,T, T̄,Wnorm
sym ,Psym,Tsym

Table 4.2 – Table des différents cas sur le graphe dirigé G1.

Simulations numériques : Cas 1

Nous évaluons la performance de reconstruction du signal sur graphe f 10
à partir du signal sur graphe aléatoire y “ ry1, . . . , y

1

N s où yj “ εjf
1
0pvjq où

εj „ Berppq avec p la proportion des étiquettes connues à la figure 4.5.
Pour toutes les proportions p d’étiquettes connues, le taux moyen d’éti-

quettes correctement reconstruites dans le signal sur graphe f 10 d’un filtre
sur graphe polynomial appris de P ou P̄ est nettement meilleur que celui
basé sur un filtre sur graphe polynomial appris de Anorm si l’on considère
le sous-graphe G1 ou sa version symétrisée. De plus, la performance de re-
construction utilisant un filtre basé sur P est légèrement meilleure que celle
utilisant un filtre basé sur P̄.

La performance de reconstruction utilisant un filtre basé sur T est légère-
ment meilleure que celle basée sur un filtre sur graphe appris de P ou P̄ pour
des proportions p d’étiquettes connues élevées. Pour de petites proportions p
d’étiquettes connues, le taux moyen d’étiquettes correctement reconstruites
à partir d’un filtre sur graphe polynomial appris de T̄ est légèrement meilleur
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Figure 4.6 – (Cas 2) Gauche : Reconstruction du signal sur graphe f 10 sur
le sous-graphe G1. Droite : Reconstruction du signal graphe f 10 sur la version
symétrique de G1.

que ceux basés sur un filtre sur graphe appris de P ou P̄.
Nous remarquons également que la performance de reconstruction utili-

sant un filtre basé sur Tsym est identique à celle utilisant un filtre basé sur
Psym pour toutes les proportions p des étiquettes connues.

Simulations numériques : Cas 2

La performance de reconstruction du signal sur graphe f 10 à partir du si-
gnal sur graphe aléatoire y “ ry1, . . . , y

1

N s où yj “ εjf
1
0pvjq où εj „ Berpαπjq,

tel que
ř

j Epεjq “ pN 1 est évaluée à la figure 4.6. Nous observons une per-
formance significativement meilleure en utilisant un filtre basé sur P ou P̄
qu’en utilisant Anorm dans le cas où nous considérons soit le sous-graphe
G1 ou sa version symétrique et une performance légèrement meilleure avec
P plutôt que P̄. Pour toutes les proportions p d’étiquettes connues, le taux
moyen d’étiquettes correctement reconstruites est identique en utilisant soit
un filtre basé sur T ou T̄ sont meilleurs que l’utilisation d’un filtre basé sur
P ou P̄. Nous remarquons que la performance de reconstruction basée sur
Anorm a une grande variabilité et diminue même pour p plus grand.

Cas 1 vs. Cas 2

La performance de reconstruction utilisant un filtre basé sur P ou P̄ est
légèrement meilleure lorsque les échantillons du signal y sont sélectionnés
selon une distribution proportionnelle à la distribution fixe π (cas 2) que
lorsque la distribution est uniforme (cas 1). C’est aussi le cas en utilisant un
filtre basé sur T ou T̄. Ceci est attendu car les sommets avec des valeurs
πk plus grandes correspondent à des blogs mieux connectés, qui sont suscep-
tibles d’avoir une influence sur un plus grand nombre d’autres blogs. Bien
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que la performance de reconstruction utilisant un filtre basé sur Anorm soit
meilleure dans le cas 2 que dans le cas 1, la grande variabilité et la faible
performance à p grand dans le cas 2 suggèrent que ces filtres fournissent des
modèles du signal généralement plus mauvais. La meilleure performance de
reconstruction utilisant un filtre basé sur T ou T̄ par rapport à l’utilisation
d’un filtre basé sur P ou P̄ suggère que le signal sur graphe semble plus
approprié pour vivre dans `2pVq que `2pV, πq.

6.2.3.2 Modélisation du signal sur G1 avec P̄α P P̄ Ici nous consi-
dérons le même problème que dans la section précédente mais comparons
maintenant les performances en utilisant les opérateurs de référence P̄α P P̄
et leurs équivalents T̄α “ Π1{2P̄αΠ´1{2 P `2pVq. En d’autres termes, nous
comparons la performance si le signal sur graphe f 10 appartient à `2pV, πq ou
`2pVq. Les variables aléatoires yj , j “ 1, . . . , N 1 sont réparties dans l’un des
deux cas suivants :

1. Variables aléatoires yj “ εjf
1
0pvjq où εj „ Berppq avec p la proportion

des étiquettes connues.

2. Variables aléatoires yj “ εjf
1
0pvjq où εj „ Berpαπjq, tel que

ř

j Epεjq “
pN 1 avec p le pourcentage des étiquettes connues.

On récapitule les différents cas traités dans la table 4.3.

Cas Distribution y Opérateurs de référence

Cas 1.1 yj “ εjf
1
0pvjq, εj „ Berppq P̄α P P̄

Cas 1.2 yj “ εjf
1
0pvjq, εj „ Berppq T̄α,@α P r0, 1s

Cas 2.1 yj “ εjf
1
0pvjq, εj „ Berpαπjq,

ř

j Epεjq “ pN 1 P̄α P P̄

Cas 2.2 yj “ εjf
1
0pvjq, εj „ Berpαπjq,

ř

j Epεjq “ pN 1 T̄α,@α P r0, 1s

Table 4.3 – Table des différents cas traités.

Simulations numériques : Cas 1.1

Nous évaluons la performance de reconstruction de f 10 en fonction de α
dans la figure 4.7. Pour de petites proportions p d’étiquettes connues, on
remarque que la performance de reconstruction utilisant un filtre basé sur
P̄, α » 0.2 est la meilleure alors que pour des proportions supérieures p, la
performance de reconstruction utilisant un filtre basé sur P̄, α » 0.3 est la
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Figure 4.7 – (Cas 1.1) Reconstruction du signal sur graphe f 10 sur le sous-
graphe G1.
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Figure 4.8 – (Cas 1.2) Reconstruction du signal sur graphe f 10 sur le sous-
graphe G1.
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Figure 4.9 – (Cas 2.1) Reconstruction du signal sur graphe f 10 sur le sous-
graphe G1.

meilleure. Nous remarquons une moins bonne performance globale lorsque α
passe de α “ 0.5 à α “ 1.

Simulations numériques : Cas 1.2

Nous évaluons la performance de reconstruction de f 10 en fonction de
α dans la figure 4.8. Les performances de reconstruction utilisant un filtre
basé sur T̄α, α » 0.2 sont les meilleures sauf pour le taux p “ 0.01. Nous
remarquons une moins bonne performance globale lorsque α passe de α “ 0.5
à α “ 1.

Cas 1.1 vs Cas 1.2

Pour toutes les proportions p d’étiquettes connues, les performances de
reconstruction sont légèrement meilleures en utilisant des filtres basés sur
T̄α qu’en utilisant des filtres basés sur P̄α. De plus, l’étude des deux cas
précédents suggère que, pour ce signal, les filtres sur graphe basés sur P̄α

donnent de meilleurs résultats lorsque la combinaison convexe de P et P˚

implique davantage la marche aléatoire avant, c.-à-d. α P p0, 0.5q, que celle
renversée dans le temps, c.-à-d. α P p0.5, 1q.

Simulations numériques : Cas 2.1

Nous évaluons la performance de reconstruction de f 10 en fonction de
α en figure 4.9. Nous remarquons que les performances de reconstruction
utilisant un filtre basé sur P̄α, α » 0.3 sont les meilleures sauf pour les taux
p “ t0.01, 0.02u. Nous remarquons une moins bonne performance globale
lorsque α passe de α “ 0.5 à α “ 1. Ceci suggère que, pour ce signal, les filtres
sur graphe basés sur P̄α fonctionnent mieux lorsque la combinaison convexe
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Figure 4.10 – (Cas 2.2) Reconstruction du signal sur graphe f 10 sur le sous-
graphe G1.

de P et P implique plus la marche aléatoire avant, c’est-à-dire α P p0, 0.5q,
que celle renversée dans le temps, c’est-à-dire α P p0.5, 1q.

Simulations numériques : Cas 2.2

Nous évaluons la performance de reconstruction de f0 P `
2pVq en fonction

de α dans la figure 4.10. Pour toutes les proportions p d’étiquettes connues,
les performances de reconstruction utilisant un filtre basé sur P̄, α » 0.3
sont les meilleures. Comme dans les cas précédents, nous constatons une
performance globale plus faible lorsque α passe de α “ 0.5 à α “ 1.

6.2.4 Cas 2.1 vs. Cas 2.2

les performances de reconstruction sont légèrement meilleures en utilisant
des filtres basés sur P̄α qu’en utilisant des filtres basés sur T̄α lorsque les
échantillons dans y sont sélectionnés parmi une distribution proportionnelle
à la distribution fixe π que lorsque la distribution est uniforme. Inversement,
les performances de reconstruction sont légèrement meilleures en utilisant
des filtres basés sur T̄α qu’en utilisant des filtres basés sur P̄α lorsque la
distribution en y est uniforme. Par conséquent, la distribution des échan-
tillons a une influence sur la performance de reconstruction par l’utilisation
de filtres appris basés soit sur P̄α ou T̄α.

6.2.4.1 Modélisation du signal sur le graphe complet G. Nous
considérons maintenant le même problème sur l’ensemble du graphe G, et
nous devons traiter sa propriété de ne pas être fortement connexe, comme
l’exige notre cadre.
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Cas Distribution y Opérateurs de référence

Cas 1 yj “ εjf
1
0pvjq, εj „ Berppq Anorm,Pε,PG, P̄ε, P̄G,Tε,TG, T̄ε, T̄G

Table 4.4 – Table du cas traité.

En effet, certains sommets de G ont un degré sortant égal à zéro et
nous ne pouvons pas créer de matrice de transition directement à partir de
la matrice d’adjacence. Pour surmonter ce problème, nous proposons deux
approches qui rendent le graphe fortement connexe et la marche aléatoire
associée ergodique :

1. Perturbation de rang un : à partir de la matrice d’adjacence originelle
W, on construit une nouvelle matrice d’adjacence Wε comme suit :

Wε “ W ` εJ,

où J “ 11J{N est une matrice de rang un et ε est petit. La per-
turbation faible de la matrice adjacence W par la matrice J assure
que la marche aléatoire sur G est ergodique avec la mesure station-
naire πε et sa matrice de transition associée Pε bien définie. Pour nos
expériences, nous choisissons ε “ 10´4.

2. Construction de la matrice de Google de G [60]. Cela se fait en deux
étapes. Tout d’abord, nous construisons une matrice d’adjacence W̃
à partir de W en ajoutant un pour tous les sommets pendants, c’est-
à-dire les sommets sans arêtes. De W̃, nous pouvons construire la
matrice de transition S. Deuxièmement, nous définissons la matrice
Google PG comme suit :

PG “ p1´ γqS` γJ.

avec γ “ 0.85 r60s et distribution stationnaire πG.
Les variables aléatoires yj , j “ 1 . . . , N sont distribuées comme yj “

εjf0pvjq, εj „ Berppq. Pour chaque proportion d’étiquettes connues p, les
bons taux de reconstruction sont obtenus en calculant une moyenne de
500 signaux sur graphe de réalisation du signal y. Nous considérons l’en-
semble des opérateurs de référence tAnorm,Pε,PG, P̄ε, P̄Gu et l’ensemble
tTε,TG, T̄ε, T̄ε, T̄Gu.

On récapitule les différents cas traités dans la table 4.4.

Simulations numériques

La performance de reconstruction est montrée dans la figure 4.11. Pour
toutes les valeurs p, la performance de reconstruction utilisant des filtres
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Figure 4.11 – Reconstruction du signal sur graphe f0 sur G.

basés sur Anorm est significativement moins bonne qu’avec tous les autres
opérateurs de référence. Par rapport aux autres opérateurs de référence,
Anorm est le seul qui peut être utilisé sans modifier le graphe pour le rendre
fortement connecté. Pourtant, ses performances sont toujours pauvres.

Parmi les autres opérateurs de référence, on note une performance nette-
ment meilleure généralement en utilisant les réversibilisations P̄ε et P̄G par
rapport aux marches aléatoires irréversibles Pε et PG. De plus, la meilleure
performance de reconstruction est obtenue en utilisant un filtre basé sur T̄G

et la performance de reconstruction en utilisant un filtre basé sur T̄ε est
identique à T̄G pour un taux supérieur de labels connus. Ceci diffère des
résultats sur G1 où les deux auraient des performances similaires.

Enfin, la performance de la reconstruction ne dépend pas autant de l’ap-
proche que nous utilisons pour rendre le graphe fortement connexe. Il semble
toutefois que l’approche de Google surpasse légèrement l’approche de la per-
turbation de rang un, tant pour les marches aléatoires non réversibles que
pour leurs réversibilisations.

Modélisation de signal sur G avec P̄α P P̄

Ici nous considérons le même problème que dans la section précédente
mais comparons maintenant la performance en utilisant les opérateurs de
référence P̄α P P̄ et leurs équivalents respectifs T̄α “ Π1{2P̄αΠ´1{2 P

`2pVq. Les variables aléatoires yj , j “ 1 . . . , N sont distribuées comme yj “
εjf0pvjq, εj „ Berppq.

88



0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Rate known labels

0.76

0.78

0.8

0.82

0.84

0.86

0.88

0.9

0.92

0.94

R
e

c
o

n
s
tr

u
c
ti
o

n
 a

c
c
u

ra
c
y

Graph signal reconstruction G

α=0

α=0.1

α=0.2

α=0.3

α=0.4

α=0.5

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Rate known labels

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

R
e

c
o

n
s
tr

u
c
ti
o

n
 a

c
c
u

ra
c
y

Graph signal reconstruction G

α=0.5

α=0.6

α=0.7

α=0.8

α=0.9

α=1

Figure 4.12 – (Cas 1) Reconstruction du signal sur graphe f0 sur G.
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Figure 4.13 – (Cas 2) Reconstruction du signal sur graphe f0 sur G.

Cas Distribution y Opérateurs de référence

Cas 1 yj “ εjf0pvjq, εj „ Berppq P̄α P P̄

Cas 2 yj “ εjf0pvjq, εj „ Berppq T̄α,@α P r0, 1s

Table 4.5 – Table des différents cas traités.
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Simulations numériques : Cas 1

Nous évaluons la performance de reconstruction de f0 en fonction de α
dans la figure 4.12. Pour toutes les proportions p d’étiquettes connues, les
performances de reconstruction utilisant un filtre basé sur P̄α, α » 0.6 sont
les meilleures. Nous remarquons aussi que la performance de reconstruction
utilisant un filtre avec α P t0.7, 0.8u est meilleure que α » 0.5. Ceci suggère
que, pour ce signal, les filtres sur graphe basés sur P̄α fonctionnent mieux
lorsque la combinaison convexe de P et P implique plus la marche aléatoire
renversée dans le temps, c’est-à-dire α P p0.6, 0.8q, que celle avant, soit α P
p0, 10.5q.

Simulations numériques : Cas 2

Nous évaluons la performance de reconstruction de f0 en fonction de
α dans la figure 4.13. Pour toutes les proportions p d’étiquettes connues,
les performances de reconstruction utilisant un filtre basé sur T̄α, α » 0.5
sont les meilleures. Nous remarquons une moins bonne performance globale
lorsque α passe de α “ 0.5 à α “ 1.

Cas 1 vs Cas 2

Pour toutes les proportions p d’étiquettes connues, les performances de
reconstruction utilisant des filtres basés sur T̄α sont meilleures que celles
utilisant des filtres basés sur P̄α.

7 Analyses multi-résolution sur graphes dirigés

Dans les sections précédentes, nous avons proposé une base de Fourier
sur des graphes dirigés comme une base de vecteurs propres de la matrice
de transition d’une marche aléatoire ergodique sur le graphe et nous avons
établi une notion de fréquence en étudiant la variation des vecteurs propres
de la marche aléatoire. Nous sommes ainsi capables de construire des analyses
multi-échelles pour fonctions sur graphes dirigés.

Dans un premier temps, nous proposons des trames d’ondelettes cons-
truites à partir de bancs de filtres sur graphe d’analyse et de synthèse. Cette
construction multi-échelle est étroitement liée à la construction des trames
polynomiales de diffusion [31] et des ondelettes spectrales sur graphes [32].
Dans un second temps, nous proposons une construction d’ondelettes échan-
tillonnées de manière critique sur graphes dirigés qui généralise le cadre des
ondelettes de diffusion [30]. En utilisant la même remarque faite en début
de section 6, nos constructions en ondelettes sur graphes se font pour des
fonctions dans l’espace `2pVq.
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7.1 Transformée en ondelettes redondantes sur graphes di-
rigés

Dans cette section, nous proposons une transformée en ondelettes re-
dondantes sur graphes dirigés. Nous suivons la construction des ondelettes
spectrales sur graphes non dirigés [32] présentée en section 8.2 du chapitre 2
et des trames de diffusion polynomiales [31]. La nouveauté est la construction
de filtres à réponse fréquentielle comme combinaison linéaire de projecteurs
spectraux de la marche aléatoire.

Nous introduisons les éléments nécessaires à la construction des onde-
lettes redondantes sur graphes dirigés.

7.1.1 Cadre théorique

Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé fortement connexe de cardinalité |V| “
N . Sur G, on définit une marche aléatoire X supposée ergodique de distri-
bution stationnaire π et représentée par sa matrice de transition P P RNˆN .
Nous introduisons T “ Π1{2PΠ´1{2 P `2pVq, une matrice similaire à P.
Nous supposons T diagonalisable. Nous définissons un opérateur passe-bas
de la manière suivante.

Définition 4.7. Un opérateur passe-bas dilaté de t, HG
t P RNˆN sur un

graphe dirigé fortement connexe G est défini par :

HG
t “

p
ÿ

`“1

hptω`qSω` , t P N.

avec h : r0,8q Ñ R, une fonction avec une réponse en fréquence passe-bas, ωl
la fréquence sur graphe et Sω` le projecteur associé à la fréquence ωl (4.27).

La fonction d’échelle dilatée de t et translatée de y est définie par :

hGt,y “ HG
t δy,

où δy est la fonction delta Kronecker au sommet y P V.

Nous définissons un opérateur passe-bande de la manière suivante.

Définition 4.8. Un opérateur passe-bande dilaté de t, GG
t P RNˆN sur un

graphe dirigé fortement connexe G est défini de la manière suivante :

GG
t “

p
ÿ

`“1

gptω`qSω` , t P N.

avec g : r0,8q Ñ R, une fonction avec une réponse en fréquence passe-bande,
ωl la fréquence sur graphe et Sω` le projecteur associé à la fréquence ω` (4.27).

La fonction d’ondelette dilatée de t et translatée de y est défini par :

gGt,y “ GG
t δy,

où δy est la fonction delta Kronecker au sommet y P V.
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Ayant défini les opérateurs passe-bas et passe-bande sur graphes dirigés,
nous sommes en mesure de construire des bancs de filtres d’analyse et de
synthèse sur graphes dirigés.

Définition 4.9. Nous définissons un banc de filtres de synthèse K comme
l’ensemble d’un filtre passe-bas dilaté de tJ , HG

tJ
et d’une série de filtres passe

bande dilatés de manière croissante ttjuJj“1, tGtju
J
j“1 :

K “ tHG
tJ
,GG

t1
, . . . ,GG

tJ
u.

Définition 4.10. Nous définissons un banc de filtres d’analyse K̃ comme
l’ensemble d’un filtre dilaté de tJ , H̃G

tJ
et d’une sérié de filtres dilatés de

manière croissante ttjuJj“1, tG̃tju
J
j“1 :

K̃ “ tH̃G
tJ
, G̃G

t1
, . . . , G̃G

tJ
u,

où

H̃G
tJ
“

p
ÿ

`“1

h̃ptω`qSω` P RNˆN ,

et

G̃G
tj
“

p
ÿ

`“1

g̃ptω`qSω` P RNˆN , @j “ 1, . . . , J

Nous définissons également h̃t,k et g̃t,k comme des vecteurs ligne de la
manière suivante :

h̃t,k “ δJk H̃G
t , g̃t,k “ δJk G̃G

t .

Proposition 4.9. Sachant les bancs de filtres de synthèse et d’analyse, res-
pectivement K et K̃, la condition de reconstruction parfaite :

HG
tJ

H̃G
tJ
`

J
ÿ

j“1

GG
tj

G̃G
tj
“ I (4.45)

est garantie si et seulement si :

hptJω`qh̃ptJω`q `
J
ÿ

j“1

gptjω`qg̃ptjω`q “ 1, @` P t1, . . . , pu.

Démonstration.

HG
tJ

H̃G
tJ
`

J
ÿ

j“1

GG
tj

G̃G
tj
“

p
ÿ

`,`1“1

hptJω`qh̃ptJω`1qSω`Sω`1 `
J
ÿ

j“1

p
ÿ

`,`1“1

gptjω`qg̃ptjω`1qSω`Sω`1

“

p
ÿ

`“1

hptJω`qh̃ptJω`qSω` `
J
ÿ

j“1

p
ÿ

`“1

gptjω`qg̃ptjω`qSω`

“

p
ÿ

`“1

“

hptJω`qh̃ptJω`q `
J
ÿ

j“1

gptjω`qg̃ptjω`q
‰

Sω`
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Par conséquent, la conditioin (4.45) est garantie si et seulement si

hptJω`qh̃ptJω`q `
J
ÿ

j“1

gptjω`qg̃ptjω`q “ 1 @` “ 1 . . . , p.

Nous définissons une trame de la manière suivante.

Définition 4.11. Soit G “ pV, Eq un graphe dirigé. Une famille dénombrable
d’éléments tfkunk“1 P `

2pVq est dite être une trame si pour tout signal sur
graphe f P `2pVq nous avons :

A}f}2 ď
n
ÿ

k“1

|xf ,fky|
2 ď B}f}2,

pour des constantes 0 ă A ď B ă 8 qui sont appelées les bornes de la trame.

Nous introduisons la matrice rectangulaire K “ pHG
tJ
,GG

t1
, . . . ,GG

tJ
q P

RNˆNpJ`1q où :

K “

´

hGtJ ,1, . . . , h
G
tJ ,N

, gGt1,1, . . . , g
G
tJ ,1

, . . . , gGtJ ,N

¯

P RNˆNpJ`1q.

Nous introduisons la matrice rectangulaire K̃ “ pH̃G
tJ
, G̃G

t1
, . . . , G̃G

tJ
qJ P

RNpJ`1qˆN où :

K̃ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

h̃GtJ ,1
...

h̃GtJ ,N
g̃Gt1,1
...

g̃GtJ ,1
...

g̃GtJ ,N

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P RNpJ`1qˆN . (4.46)

Proposition 4.10. Soient K et K̃ respectivement les bancs de filtres de
synthèse et d’analyse. Nous assumons que les bancs de filtres K et K̃ vérifient
la condition de reconstruction parfaite. Par conséquent, K̃ est une trame
pour `2pVq avec borne inférieure de la trame 1{}K}2 et borne supérieure de
la trame }K̃}2.

Démonstration. Nous avons :

}K̃f}2 “
N
ÿ

k“1

|xh̃GtJ ,k,fy|
2 `

J
ÿ

j“1

N
ÿ

k“1

xg̃Gtj ,k,fy|
2.
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Par conséquent, nous pouvons écrire :

A}f}2 ď }K̃f}2 ď B}f}2, @f

ô A}f}2 ď
N
ÿ

k“1

|xh̃GtJ ,k,fy|
2 `

J
ÿ

j“1

N
ÿ

k“1

xg̃Gtj ,k,fy|
2 ď B}f}2, @f

où A “ 1{}K}2 et B “ }K̃}2.
La partie droite est obtenue par l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée

sur }K̃f}2. La partie gauche est obtenue par le fait que }f}2 “ }KK̃f}2 ď
}K}2}K̃f}2 et application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz . Par conséquent,
K̃ est une trame.

Définition 4.12 (Décomposition en ondelettes d’un signal sur graphe di-
rigé). Un signal sur graphe dirigé donné f P `2pVq peut s’exprimer de la
manière suivante :

f “
N
ÿ

k“1

xf , h̃tJ ,ky htJ ,k `
J
ÿ

j“1

N
ÿ

k“1

xf , g̃tj ,ky gtj ,k.

7.2 Transformée en ondelettes décimée sur graphes dirigés

7.2.1 Notations

Nous rappelons d’abord des notations nécessaires et utiles pour une com-
préhension claire de la construction des ondelettes de diffusion [30, 71]. Deux
notations sont introduites : l’une pour la représentation des transformations
linéaires sous forme de matrices, et l’autre pour la représentation des en-
sembles de vecteurs sous forme de matrices dont les colonnes correspondent
à un vecteur de l’ensemble donné. Ces notations ont été utilisées dans [30, 71]
sauf que nous adoptons une convention en vecteur colonne alors qu’une
convention en vecteur ligne a été utilisée dans [30, 71].

Soit V0 “ `2pVq l’espace des fonctions définies sur les sommets d’un
graphe dirigé G “ pV, Eq. Si L est une transformation linéaire de V0 sur V0,
rLsB2

B1
indique la matrice représentant la transformation linéaire L par rap-

port à la base du domaine de départ B1 et à la base du domaine d’arrivée B2.
Un ensemble de vecteurs X représentés dans une base donnée B sera écrit
sous la forme matricielle rXsB où les colonnes de rXsB sont les coordonnées
des vecteurs X dans le système de coordonnées défini par B. Généralement,
rB1sB2 “ rIsB2

B1
représente les vecteurs de base B1 en fonction de la base

B2. On notera que pour une base donnée B si les bases de départ et d’arri-
vée sont identiques, rIsBB “ I la matrice identité. Nous abuserons également
de cette notation si B2 couvre un sous-espace de l’espace couvert par B1.
Dans ce cas, rIsB2

B1
représentera le projecteur orthogonal de l’espace généré

par B1 sur l’espace généré par B2. Si B1 et B2 sont deux bases, les repré-
sentations de X dans B1 et B2 sont liées comme suit : rXsB2 “ rIs

B2
B1
rXsB1 .
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Si B1, B2, B2, B3, B4 sont des bases arbitraires, la représentation matricielle
de L par rapport au domaine de départ B1 et au domaine d’arrivée B2 des
différentes bases est exprimée de la manière suivante :

rLsB2
B1
“ rIsB2

B4
rLsB4

B3
rIsB3

B2
.

De plus, si B1 et B2 sont des vecteurs linéairement indépendants qui ne
couvrent pas tout l’espace V0 alors nous utiliserons toujours la notation
rLsB2

B1
, mais dans ce cas elle représente la restriction de la transformation

linéaire L au domaine de départ et d’arrivée couvrant B1 et B2.

7.2.2 Ondelettes de diffusion

La construction des ondelettes de diffusion [30, 71] permet une analyse
multirésolution des fonctions sur graphes généralisant le concept d’analyse
multirésolution classique [27]. Le point de départ de cette construction est un
opérateur de diffusion T. Comme pour l’analyse multirésolution classique,
les ondelettes de diffusion sont caractérisées par une famille de sous-espaces
imbriqués V0 Ě V1, . . .Vj Ě . . ., où chaque sous-espace Vj est représenté par
une fonction d’échelle Φj . Le complément de Vj`1 en Vj s’appelle Wj est
couvert par un ensemble d’ondelettes de diffusion Ψj . Nous précisons que
notre construction est adaptée également au cas biorthogonal [71].

7.2.3 Construction

La construction des ondelettes de diffusion se déroule avec un opérateur
de diffusion T défini sur un graphe dirigé fortement connexe G “ pV, Eq.
Dans le cadre originel des ondelettes de diffusion de Coifman et Maggioni
[30], le graphe est supposé non dirigé et ils suggèrent d’utiliser l’opérateur
de marche aléatoire réversible P.

Plus généralement, n’importe quel opérateur T peut être utilisé tant qu’il
s’agit d’un opérateur associé à une réponse en fréquence passe-bas lorsqu’il
est appliqué à des signaux sur graphe localisés. L’opérateur T doit se com-
porter comme un filtre passe-bas. Étant donné un graphe dirigé G, un choix
approprié est d’utiliser un opérateur T “ Π

1
2 PΠ´ 1

2 où P où P est l’opé-
rateur de marche aléatoire associé à une réponse en fréquence passe-bas par
rapport à la définition proposée dans la section 5. Si la matrice de transition
de la marche aléatoire n’est pas nécessairement un opérateur passe-bas, ce
sera par contre toujours le cas de la marche aléatoire paresseuse P̃1{2.

En supposant un ordre de sommets de V, T est initialement représenté
dans la base canonique Φ0 “ tδkukPV de V0 où δk est la fonction delta
de Kronecker appliquée au sommet k P V. En utilisant les notations de la
section 7.2.1, rTsΦ0

Φ0
est la représentation matricielle de l’opérateur linéaire T

par rapport à la base Φ0 dans son domaine de départ et Φ0 dans son domaine
d’arrivée.
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Les colonnes de la matrice rTsΦ0
Φ0

peuvent être décrites comme un en-
semble de fonctions rΦ1 “ t rφ1,kukPV représentées dans la base Φ0. Chaque
élément rφ1,k, k P V de rΦ1 correspond à l’action de T sur la fonction de
Kronecker δ au sommet k et est représenté comme r rφ1,ksΦ0 “ rTs

Φ0
Φ0
δk.

La propriété passe-bas de T entraîne que chaque élément rφ1,k de rΦ1 est
une fonction localisée autour de son sommet k dont le support s’étend à ses
voisins proches. En termes de construction d’ondelettes de diffusion, les élé-
ments rφ1,k, k P V sont donc interprétés comme des fonctions d’échelle. Étant
donné que le support de chaque élément rφ1,k couvre un petit voisinage autour
du sommet k, ces éléments rφ1,k peuvent généralement être bien approchés
par une combinaison linéaire des autres fonctions rφ1,l avec l ‰ k. L’étape
suivante de la construction est une étape de sélection du sous-ensemble de
colonnes [72].

Le but est de trouver un petit nombre de colonnes de Φ̃1, formant un
ensemble C tel que le }rΦ̃1sΦ0 ´ ΠCrΦ̃1sΦ0}β est aussi petit que possible où
ΠC est la matrice de projection sur l’espace couvert par les colonnes C et β
désigne la norme spectrale ou la norme de Frobenius.

Plus précisément, cette étape consiste à sélectionner un sous-ensemble
C “ t rφ1,k, k P I1u de rΦ1, |I1| ď |V| de sorte que le sous-espace défini repré-
sente le mieux possible les éléments de rΦ1. En termes classiques de traitement
du signal, cette étape est analogue à un sous-échantillonnage d’un ensemble
de fonctions d’échelle dans la transformée en ondelettes discrètes classique.
Coifman et Maggioni ont utilisé une approche gloutonne pour construire l’en-
semble I1 de manière itérative en utilisant une procédure d’orthogonalisation
de Gram-Schmidt modifiée [30].

Le sous-ensemble t rφ1,k, k P I1u couvre un sous-espace V1 qui correspond
au premier sous-espace d’approximation de l’analyse multirésolution. Nous
désignerons donc t rφ1,k, k P I1u comme Φ1, où Φ1 est par définition une base
de V1 qui est généralement non orthogonale. Les vecteurs de Φ1 sont les
fonctions d’échelle d’ordre 1.

Pour définir les échelles suivantes des fonctions d’échelle, nous consi-
dérons l’étape de compression 1 de l’opérateur de diffusion T sur le sous-
espace V1, c’est-à-dire sa restriction sur V1. Ce dernier peut être représenté
en Φ1 comme

rTsΦ1
Φ1
“ rIsΦ1

Φ0
rTsΦ0

Φ0
rIsΦ0

Φ1
.

où rIsΦ1
Φ0

représente la restriction de l’espace V0 à V1 (avec bases respectives
Φ0 et Φ1) et rIsΦ0

Φ1
représentant le plongement de V1 dans V0.

L’espace d’approximation suivant V2 Ă V1 et sa base associée Φ2 peuvent

1. Représenter T1 dans Φ1 peut être vu comme de la compression avec perte. Fonda-
mentalement, rTsΦ0

Φ0
« rIsΦ0

Φ1
rTsΦ1

Φ1
rIsΦ1

Φ0
.
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être obtenus de la même manière que la définition de V1 et sa base Φ1 sauf
que l’opérateur T2 est maintenant limité à V1 plutôt que T sur V0.

Les colonnes de rT2s
Φ1
Φ1
« prTsΦ1

Φ1
q2 peuvent être interprétées comme fonc-

tions d’échelle à l’échelle 2, rΦ2 “ t rφ2,ku, représenté dans la base Φ1. De ces
fonctions, nous extrayons un sous-ensemble Φ2 “ t rφ2,k, k P I2u tel que toute
fonction dans rΦ2 est bien approchée par une combinaison linéaire de fonc-
tions de Φ2.

Après j itérations de cette procédure, nous avons défini les sous-espaces
d’approximation Vj Ă Vj´1 Ă . . . Ă V1 avec les bases correspondantes
Φj ,Φj´1, . . . ,Φ1. A chaque étape, la base Φj est définie par sa représenta-
tion dans la base Φj´1 basée sur la restriction de l’opérateur T2j à Vj´1.
Pour représenter ces fonctions dans la base originale Φ0 de V0 nous pouvons
utiliser :

rΦjsΦ0 “ rIs
Φ0
Φj
“ rIsΦ0

Φ0
rIsΦ0

Φ1
. . . rIs

Φj´2

Φj´1
rIs

Φj´1

Φj
.

Puisque chaque fonction dans Φ0 est définie sur V0, chaque fonction sur
Φj l’est aussi. Ainsi, toute fonction dans l’espace d’approximation Vj peut
être étendue naturellement à l’espace entier V0.

En ce qui concerne la construction des ondelettes, nous proposons de
construire les bases d’ondelettes Ψj pour les sous-espacesWj en sélectionnant
un sous-ensemble des colonnes de l’opérateur passe bande rIVj´Φj`1Φ:j`1s

Φj
Φj

qui est le projecteur orthogonal sur le complément Vj`1 dans Vj . Les onde-
lettes capturent le détail perdu en passant de Vj à Vj`1. Comme notre cadre
s’inscrit dans un cadre bi-orthogonal, nous mentionnons que la construction
d’ondelettes dans le cadre biorthogonal, i.e dans [38] n’est pas abordée.

7.2.4 Généralisation avec opérateurs de moyennage arbitraires

Nous proposons une généralisation du cadre des ondelettes de diffusion
qui permet de le combiner par exemple avec la construction des ondelettes
présentée dans la section 7.1. L’idée est simplement de remplacer les puis-
sances de T comme opérateurs de fonction d’échelle multirésolution par des
filtres passe-bas plus arbitraires. Plus précisément, quand l’opérateur T2j

est utilisé pour définir l’espace d’approximation Vj`1 dans la section 7.2.3,
nous proposons d’utiliser un filtre sur graphe passe-bas Hj . Si les filtres sur
graphe Hj correspondent aux opérateurs de fonction d’échelles définis en
section 7.1 avec des échelles convenablement croissantes, cette approche per-
mettrait de réduire la redondance des ensembles de fonctions d’échelle. De
même, la même approche pourrait être utilisée pour réduire la redondance
des fonctions d’ondelettes définies également en section 7.1.
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Figure 4.14 – Fonctions d’échelle orthogonal et biorthogonal sur un graphe
cyclique dirigé C256.

7.3 Applications

Pour les sous-sections suivantes, les constructions multi-échelles commen-
ceront avec l’opérateur

T “ Π1{2P̄Π´1{2,

en tant qu’opérateur passe-bas. Comme mentionné dans la section 3.4, l’opé-
rateur T est l’équivalent de P̄ dans l’espace de Hilbert `2pVq et est adapté
aux applications pratiques.

7.3.1 Analyse multirésolution sur le graphe cyclique dirigé

Nous montrons un exemple d’analyse multirésolution sur le graphe cy-
clique CN avec N “ 256. Cette exemple a été analysé auparavant dans [30,
38]. La nouveauté est son adaptation au cas dirigé. Nous utilisons les mêmes
hypothèses que dans la section 5.4.1. Nous construisons des analyses mul-
tirésolutions orthogonales et biorthogonales sur CN à travers le cadre des
ondelettes de diffusion appliquées sur les puissances dyadiques de T, soit
tT2juJj“1. Nous fixons le nombre d’échelles à J “ 6.

La figure 4.14 montre les fonctions d’échelle orthogonales et biorthogo-
nales aux échelles 1, 3 et 5. Pour chaque échelle, nous représentons 3 fonctions
d’échelle.
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Figure 4.15 – Ondelettes orthogonales et biorthogonales sur le graphe cy-
clique dirigé C256.

La figure 4.15 montre les ondelettes orthogonales et biorthogonales aux
échelles 1, 3 et 5.

Nous remarquons, pour chaque échelle observée, que le support des fonc-
tions d’échelles orthogonales est plus large que le support des fonctions
d’échelle biorthogonales. Nous notons également aux échelles 3 et 5 que les
ondelettes biorthogonales ont un support légèrement plus petit que le support
des ondelettes orthogonales. Par ailleurs, nous remarquons que les fonctions
d’échelle orthogonales ont plus d’oscillations que leur versions biorthogo-
nales. Cela signifie que les fonctions d’échelle et ondelettes ont une mauvaise
localisation en fréquence. Les conclusions à propos de la localisation spatiale
des fonctions d’échelle sont identiques aux conclusions dans [38]. La nou-
veauté ici est que nous travaillons sur le graphe cyclique dirigé et que nous
montrons les ondelettes orthogonales et biorthogonales en plus de fonctions
d’échelle orthogonales et biorthogonales.

7.3.2 Analyse multirésolution sur la version dirigée du graphWatts-
Strogatz

Dans cette section, nous montrons un exemple d’analyse multirésolution
sur la version dirigé du modèle Watts-Strogatz. Le modèle Watts-Strogatz [73]
est un modèle de graphe aléatoire présentant les propriétés de petit monde,
y compris les courtes longueurs moyennes de trajet et les clusters élevés [74].
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Figure 4.16 – Fonctions d’échelle et ondelettes orthogonales sur G2 .

La construction d’un graphe dirigé provenant du modèle Watts-Strogatz
commence avec un graphe cyclique dirigé à N sommets. Chaque sommet
est connecté à ses k prochains sommets suivant la sens de l’orientation du
graphe cyclique dirigé. L’arc qui relie i à chacun de ses plus proches voisins
est rebranché au hasard avec une probabilité de p ou reste intact avec une
probabilité de 1´ p. Cette procédure est répétée cycliquement pour chaque
sommet successif jusqu’à ce que le sommet i soit à nouveau sélectionné. Nous
notons G „ DWSpN,K, βq un graphe construit suivant la version dirigée du
modèle Watts Strogatz avec N sommets, K plus proches voisins et une pro-
babilité de rebranchement β.

Ici, nous faisons des analyses multi-résolutions orthogonales et biortho-
gonales sur un graphe G2 „ DWSp256, 2, 0.02q. Les analyses multi-résolution
sont réalisées dans le cadre des ondelettes de diffusion appliquées sur les
puissances dyadiques de T, soit tT2juJj“1. Nous fixons le nombre d’échelles
à J “ 10.

La figure 4.16 montre les fonctions d’échelle orthogonales et les ondelettes
également à l’échelle 1,4 et 6. A chaque échelle, nous représentons 3 ou 4
fonctions d’échelle et d’ondelettes.

La figure 4.17 montre quelques fonctions d’échelle biorthogonale et des
ondelettes à l’échelle 1, 4 et 6 sur 10, localisées à différents sommets. Ils res-
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Figure 4.17 – Fonctions d’échelle et ondelettes biorthogonales sur G2.
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semblent à ce que l’on attend des fonctions d’échelle (fonctions d’agrégation
passe-bas) et des ondelettes (fonctions oscillantes localisées).

7.3.3 Apprentissage semi-supervisé sur graphes dirigés avec ré-
gularisation de type `1

Nous discutons de l’approche d’apprentissage semi-supervisé dans le cas
de fonctions sur graphes dirigés avec régularisation `1. Des approches précé-
dentes d’apprentissage semi-supervisé avec régularisation `1 sur graphes non
dirigés ont été étudiées à l’aide d’ondelettes spectrales sur graphes [75] ou
d’ondelettes de type spline sur graphe à échantillonnage critique [76].

Notre but est de montrer que la performance du problème d’appren-
tissage semi-supervisé avec la régularisation `1 est compétitive par rapport
aux approches existantes, par exemple le problème d’apprentissage semi-
supervisé étudié dans la section 6. Nous discutons du problème d’apprentis-
sage semi-supervisé suivant, toujours sur l’exemple de l’ensemble de données
des blogs politiques [70]. Nous utilisons les mêmes notations décrites dans la
section 6 et travaillons sur le sous-graphe G1. Le problème d’apprentissage
semi-supervisé avec régularisation de type `1 est :

w˚ “ argmin
w

}ỹ ´MKw}22 ` λ}w}1, λ P R`. (4.47)

Le signal sur graphe ỹ “ My est le signal sur graphe partiellement
étiqueté avec M “ tmijut1ďi,jďNu l’opérateur de masquage, c’est-à-dire la
matrice diagonale où mii “ 1viPO où O Ă V est le sous-ensemble des éti-
quettes connues. La matrice K “ pHJ ,G1, . . . ,GJq est le filtre de synthèse.
Si on met X “ MK, l’équation (4.47) peut être réécrite comme suit :

w˚ “ argmin
w

}ỹ ´Xw}22 ` λ}w}1, λ P R.

Cette dernière formulation est connue sous le nom de régression LASSO [77].
La formulation (4.47) est identique à la formulation du problème de restau-
ration du signal avec des transformées d’ondelettes redondantes [78], sauf
que K est ici le banc filtre de synthèse pour les fonctions définies sur des
graphes dirigés. Le problème d’apprentissage semi-supervisé avec régularisa-
tion `1 peut être résolu par exemple à partir de méthodes de gradient proxi-
mal [79, 80, 81]. En conséquence, le signal restauré indiqué par le symbole
f˚ est :

f˚ “ signepKw˚q.

Nous comparons les performances des formulations (4.47) et (4.30). La
formulation (4.47) doit construire le banc de filtres de synthèse K. Nous
choisissons de construire un banc de filtres de synthèse à deux échelles K “

pH2,G1,G2q où nous proposons une construction du noyau de chaleur [46]

Hj “ e´Ltj , tj “ 2j , j “ 1, 2.
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Figure 4.18 – Apprentissage semi-supervisé sur la plus grande composante
connexe du graphe des blogs politiques.

avec L le laplacien normalisé sur graphe dirigé (4.17) et les filtres passe
bandes sur graphe G1,G2 tels que

G2 “ H1 ´H2, G1 “ I´H1.

La figure 4.18 montre la performance de l’apprentissage semi-supervisé
entre la formulation (4.47) et (4.30) sur le plus grand graphe fortement
connexe obtenu des blogs politiques américains. Le taux de performance
est obtenu en faisant la moyenne de 200 réalisations et en déterminant les
paramètres associés à chacune des approches donnant les meilleurs taux de
performance.

Sur la figure 4.18, le taux de performance basé sur la pénalisation `1 des
coefficients d’ondelettes redondantes sur les graphes dirigés est compétitif
par rapport à la pénalisation `2 du terme Dirichlet pour tous les pourcen-
tages d’étiquettes connues. Plus précisément, pour un faible taux d’étiquettes
connues, le taux de performance basé sur la pénalisation `1 est légèrement
meilleur que le problème `2 et comme le taux d’étiquettes connues aug-
mente, le problème `1 (4.47) est concurrentiel comparativement au problème
`2 (4.30). Par conséquent, l’approche d’apprentissage semi-supervisé basée
sur la pénalisation `1 des coefficients d’ondelettes sur les graphes dirigés est
prometteuse afin de reconstruire les fonctions sur les graphes dirigés avec un
faible taux d’étiquettes connues.

Généralement, dans le traitement de signal classique les approches du
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type `1 en ondelettes surpassent les méthodes en variation `2 pour des si-
gnaux réguliers par morceaux. Particulièrement, si nous considérons des on-
delettes de Haar pour des signaux constant par morceaux. La moins bonne
performance de la méthode `1 sur graphes (4.47) par rapport à la méthode
`2 est probablement due au support assez large de nos fonctions d’ondelettes
(bien plus large que les ondelettes de Haar). Afin d’améliorer les performances
de la méthode (4.47), il pourrait être judicieux de construire de nouvelles on-
delettes avec une meilleure caractérisation espace-fréquence, et de choisir le
nombre d’échelles le plus approprié en fonction des caractéristiques du jeu
de données.
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Chapitre 5

Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse, nous avons présenté une nouvelle analyse harmonique
pour fonctions définies sur les sommets d’un graphe dirigé fortement connexe.
Nous avons proposé une analyse en fréquence pour des fonctions définies
sur un graphe dirigé. Cette analyse en fréquence est fondée sur l’étude de
la variation des vecteurs propres de l’opérateur de marche aléatoire décri-
vant une marche aléatoire ergodique sur ce graphe dirigé. À partir de cette
construction de bases de Fourier sur graphes dirigés, nous avons proposé une
construction d’ondelettes redondantes généralisant le cadre des ondelettes
spectrales sur graphes [32, 31] et une construction en ondelettes à échan-
tillonnage critique étendant le cadre des ondelettes de diffusion [30, 38] au
cas des graphes dirigés. Par ailleurs, notre analyse harmonique coïncide avec
le cadre de l’analyse harmonique sur graphes non dirigés par le lien qui existe
entre l’opérateur de marche aléatoire sur graphe non dirigé et les laplaciens de
graphe correspondants. Enfin, nous avons illustré notre analyse harmonique
à travers des exemples d’apprentissage semi-supervisé et de modélisation de
signaux sur graphes dirigés et montré la pertinence de notre cadre face aux
approches existantes.

Dans le cadre de cette thèse et plus généralement de l’analyse harmonique
sur graphes, quelques perspectives de recherche peuvent être émises :

Perspectives théoriques

‚ Analyse de Fourier et plongements de graphe dirigés. La li-
mite de graphes de taille infinie, en particulier des graphes dirigés
est une perspective de recherche intéressante à aborder. En effet,
l’étude de la limite de graphes non dirigés de taille infinie est déjà
bien établie [82, 83, 84]. Une des questions intéressantes serait d’étu-
dier le comportement asymptotique de l’analyse de Fourier lorsque
le nombre de sommets d’un graphe dirigé tend asymptotiquement
vers l’infini. Ces questions ont été déjà soulevées pour montrer la
convergence des vecteurs propres et valeurs propres du laplacien de
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graphe vers les fonctions propres et valeurs propres de l’opérateur de
Laplace-Beltrami lorsque le nombre de sommets tend vers l’infini sur
une variété sous-jacente [18]. Dans le cas des graphes dirigés, il serait
intéressant d’étudier tout d’abord les cas simples du graphe cyclique
dirigé et du graphe toroïdal dirigé vers leurs versions continues respec-
tives, c’est-à-dire si on fait tendre le nombre de sommets vers l’infini,
et d’établir un lien entre l’analyse de Fourier bien connue de ces ob-
jets continus avec leurs versions approximées par un graphe dirigé.
À partir de l’étude théorique de ces cas, cela nous apporterait éven-
tuellement des pistes pour étudier le cas de plongement de graphes
dirigés.
Le plongement d’un graphe dirigé est une question supplémentaire
qui pourrait faire suite à cette thèse, de la même manière que le
plongement d’un graphe non dirigé dans une variété a été abordé pré-
cédemment [19]. Dans certains cas, il y a un intérêt à considérer les
sommets d’un graphe non dirigé comme un échantillonnage d’une va-
riété sous-jacente et les arcs comme les observations macroscopiques
d’un noyau de diffusion entre des points voisins sur la variété. Dans
le cas des graphes dirigés, le graphe n’est a priori pas un échantillon-
nage d’un objet bien précis. Néanmoins dans le cas où on suppose que
l’objet est une variété, des approches [85, 86] ont discuté du plonge-
ment d’un graphe dirigé dans une variété en recouvrant les caracté-
ristiques essentielles du processus d’échantillonnage : géométrie de la
variété, distribution de l’échantillonnage et la directionnalité globale
sous l’hypothèse de limite d’un échantillon infini. Il serait intéressant
d’explorer ces pistes en profondeur et si possible de proposer une al-
ternative, la question de plongement d’un graphe dirigé étant loin
d’être résolue.
Une autre question importante serait de discuter de moyens de faire
le lien entre discret et continu. Dans le cadre non dirigé, des éléments
de réponses ont été apportés [18, 19] à travers la convergence entre
le laplacien de graphe et l’opérateur de Laplace. Un élément de piste
de recherche dans le cas dirigé pourrait être de partir de la marche
aléatoire sur le graphe dirigé et d’en déterminer la limite continue. Un
élément de réponse a été apporté par Hashimoto et al. [87, 88] pour
des graphes dirigés de type KNN (K-nearest neighbors directed graphs
en anglais) où la marche aléatoire convergerait vers un processus d’Îto.

‚ Réduction (multirésolution) de graphes dirigés. La réduction
de graphes est une question de recherche particulièrement intéressante
mais pour laquelle il n’existe pas de solution unique. En effet, dans le
cadre de l’analyse harmonique sur graphes, plusieurs des constructions
d’ondelettes proposent une analyse multirésolution de fonctions où les
différentes échelles sont représentées sur le même graphe [31, 32, 26].
Il est donc intéressant de proposer une construction multirésolution
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qui réduirait la dimension du signal (fonction sur le graphe) à chaque
échelle ainsi que du graphe en même temps. Dans le cas des graphes
bipartites, la méthode de sous-échantillonnage du signal sur un des
graphes coset a été étudiée et validée dans [89] pour des constructions
de bancs de filtres. Dans le cas des graphes arbitraires non dirigés, des
analyses multirésolution ont été proposées soit en divisant par deux
le nombre de sommets à chaque échelle puis en réduisant le graphe en
utilisant la réduction de Kron du laplacien de graphe [90], soit en fai-
sant une partition du graphe en sous-graphes connectés [35] puis en
réduisant le graphe en créant des super-sommets étant l’agrégation
du sous-graphe connecté. Mais ces approches ad hoc ne se généra-
lisent pas simplement à d’autres constructions d’ondelettes. Dans le
cas des ondelettes de diffusion [30, 38, 26], l’étape de compression de
l’opérateur lié à la notion de diffusion s’apparente à une réduction
en taille de l’opérateur et donc une réduction du graphe associé où
chaque sommet à l’échelle J serait constitué d’une sorte de combi-
naison des sommets à l’échelle J ´ 1. Lorsque l’opérateur en question
est un opérateur de marche aléatoire sur graphe non dirigé, il est
possible de partitionner les signaux sur graphes et de réduire (donc
sous-échantillonner) le nombre de sommets retenus, en se fondant sur
la dynamique à travers les échelles de plus en plus stationnaire de
la marche aléatoire sur le graphe non dirigé en question [91], ou de
faire un sous-échantillonnage en utilisant les arbres couvrant de poids
minimal issus de la marche aléatoire sur graphe [37].
Dans le cas de notre analyse multirésolution sur graphes dirigés, et en
utilisant l’opérateur issu de la réversibilisation additive de la marche
aléatoire ou son laplacien associé, il serait possible d’étendre les ap-
proches [91, 37, 90]. Par conséquent, les méthodes de réduction de
graphes pourraient être éventuellement employées pour l’étape de
"mise en commun" (pooling en anglais) dans la construction de ré-
seaux de neurones convolutifs sur graphes dirigés. L’approche utili-
sant la réduction de Kron n’a pas été abordée pour le cas des réseaux
convolutifs sur graphes non dirigés et serait une autre voie à explorer.

‚ Localisation spatiale des ondelettes sur graphes dirigés. La
question de la localisation spatiale des ondelettes n’a pas pu être abor-
dée dans cette thèse. Il s’agit d’une question théorique importante qui
demanderait à être analysée. La question de la localisation spatiale
des ondelettes a été abordée dans le cadre des ondelettes spectrales sur
graphes non dirigés dans [32] et plus récemment dans [92]. Il ne semble
pas possible d’étendre directement les propriétés de localisation spa-
tiale des ondelettes sur graphes dirigés en utilisant comme opérateur
de référence l’opérateur de marche aléatoire, excepté si les ondelettes
spectrales sont construites à partir de la réversibilisation additive de
la marche aléatoire sur le graphe dirigé. Par conséquent, analyser les
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propriétés de localisation spatiale des ondelettes construites à partir
de l’opérateur de marche aléatoire sur graphe dirigé reste un travail
pour le futur.

Perspectives appliquées

‚ Réseaux de neurones sur graphes dirigés. Les réseaux de neu-
rones sont des réalisations populaires de ces hiérarchies multi-couches
profondes. Les modèles d’apprentissage profond sont particulièrement
performants en ce qui concerne les signaux tels que la parole, les
images ou la vidéo dans lesquels il existe une structure euclidienne.
Ainsi dû à l’efficacité de l’apprentissage profond, il y a eu récemment
un intérêt grandissant d’appliquer les concepts d’apprentissage pro-
fond aux signaux vivant sur des structures non euclidiennes tels que
les graphes, de la même manière que l’on a pu constater l’efficacité des
ondelettes pour des signaux vivant sur des structures euclidiennes. Ce
cadre est appelé "apprentissage profond géométrique" [93] (geometric
deep learning en anglais). La première construction de réseaux de neu-
rones convolutifs sur graphes a été proposée par Bruna et coll. [94]
utilisant la définition de convolution dans le domaine spectral et fil-
trage à partir de la décomposition spectrale du laplacien de graphe
où les vecteurs propres constituent une base de Fourier sur graphe
non dirigé. D’autres constructions ont été proposées, fondées sur la
construction de filtres comme polynôme du laplacien de graphe [95]
ou de l’opérateur de marche aléatoire [96]. Toutes ces constructions
de réseaux de neurones convolutifs sur graphes ne s’appliquent jus-
qu’ici qu’aux graphes non dirigés. Par conséquent, un axe de recherche
future serait d’étendre le cadre des réseaux de neurones convolutifs
et de l’apprentissage profond en général au cas des graphes dirigés.
Récemment, une construction de réseaux de neurones profond sur
graphes dirigés a été proposée par Monti et coll. [97] qui resterait à
comparer à un cadre utilisant des filtres comme dans [95] mais avec
notre proposition d’opérateur de marche aléatoire comme opérateur
de référence.
En effet, dans notre cadre théorique, nous avons proposé l’opéra-
teur de marche aléatoire comme opérateur de référence pertinent
sur graphe dirigé et nous avons également proposé la classe de com-
binaisons convexes entre l’opérateur de marche aléatoire et sa ver-
sion retournée dans le temps P̄. Ainsi chaque élément de cette classe
peut également être considéré comme un opérateur de référence dont
les vecteurs propres constituent également une base de Fourier sur
graphes. Il serait ainsi possible de proposer une nouvelle construc-
tion de réseaux convolutifs sur graphes dirigés à partir de P̄ et de
la comparer avec la construction proposée par Monti et coll. [97].
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Dans la totalité des approches de réseaux de neurones sur graphes
non dirigés, les jeux de données sont des graphes de documents ini-
tialement dirigés. Ils considèrent exclusivement la version non dirigée
de ces graphes. Ainsi les approches adaptées aux graphes dirigés sem-
bleraient plus appropriées. Par ailleurs, la prédiction de liens dans un
réseau social Twitter, l’apprentissage d’entités et des relations dans
les "knowlegde graphs" sont potentiellement des pistes d’application
des réseaux de neurones sur graphes dirigés [98].

‚ Apprentissage par renforcement et bandits sur graphes Le do-
maine de l’apprentissage par renforcement sur graphes est enfin une
dernière perspective où les travaux de cette thèse pourraient servir.
Aujourd’hui l’apprentissage par renforcement est un domaine clé qui
a permis une avancée majeure en apprentissage automatisé (voire en
intelligence artificielle) avec des systèmes capables d’égaler ou de sur-
passer les performances humaines sur des tâches précises, à l’exemple
d’AlphaGo [99]. Le cadre de l’apprentissage par renforcement sur
graphes a émergé il y a une dizaine d’années avec les travaux de Maha-
devan et Maggioni, portant sur la résolution de processus markoviens
décisionnels pour apprendre les politiques optimales fondées sur le
laplacien sur graphe [100] et également sur une analyse multi-échelle
des processus markoviens décisionnels [101]. Récemment, les travaux
de Machado ont également porté sur une approche sur graphe de l’ap-
prentissage par renforcement [102]. Il serait intéressant d’étendre le
cadre de l’apprentissage par renforcement aux graphes dirigés grâce
à l’approche développée dans cette thèse et ce serait approprié pour
l’analyse de processus markoviens décisionnels.
L’apprentissage par renforcement s’appuie aussi sur des approches de
bandits [103] sur graphes. L’usage de la théorie des bandits est ré-
pandu dans le cadre des systèmes de recommandation (e.g. Spotify,
Netflix). Sur graphes non dirigés, l’approche des bandits sur graphes
d’un point de vue spectral a été analysée par Valko et coll. [104] à
travers l’analyse de Fourier des vecteurs propres du laplacien. Récem-
ment, dans le cadre du traitement de données sur graphes, le dévelop-
pement d’algorithmes de bandits sur graphes a été publié [105]. Un
exemple d’étude pourrait être la recommandation de produits à partir
du graphe des achats d’Amazon (co-purchasing network en anglais)
qui est un graphe dirigé. Il nous semble que l’adaptation d’algorithmes
de bandits à partir de notre cadre théorique sur graphes dirigés pour-
rait être appropriée.
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