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Résumeé :
Dans ce mémoire de thése, on étudie le morphisme de monoide p du monoide libre sur 'alphabet

des entiers N, a valeurs dans le groupe modulaire PSLs(7Z), considéré comme monoide, défini pour

0 -1
tout entier a par u(a) = ) 1) . Les nombres de Catalan apparaissent naturellement dans
a+

I’étude de sous-ensembles du noyau de pu.

Dans un premier temps, on met en évidence deux systémes de réécriture, I'un sur ’alphabet fini
{0,1}, Pautre sur l'alphabet infini des entiers N et on montre que ces deux systémes de réécriture
définissent des présentations de monoide de PSLy(Z) par générateurs et relations. Par ailleurs, on
introduit le morphisme d’indice associé a ’abélianisé du revétement universel de P.SLo(Z), le groupe
Bs des tresses & trois brins. Interprété dans deux contextes différents, le morphisme d’indice est
associé au nombre de "demi-tours". Ensuite, dans les quatriéme et cinquiéme parties, on dénombre
des sous-ensembles du noyau de p g1} et du noyau de p, bigradués par la longueur et l'indice. La
suite des nombres de Catalan et d’autres diagonales du triangle de Catalan interviennent simplement
dans les résultats. Enfin, on présente l'origine géométrique de cette étude : on explicite le lien entre
I’objectif premier de la thése qui était I’étude des polygones convexes entiers d’aire minimale et notre

intéret pour le monoide engendré par ces matrices particuliéres de PSLy(Z).

Summary :
In this thesis, we study a morphism of monoid u between the free monoid on the alphabet of

integers N and the modular group PSLy(Z) considered as a monoid, defined for all integer a by

1 a+1
the morphism p.

0 -1
p(a) = < ) . The Catalan Numbers arised naturally in the study of subsets of the kernel of

Firstly, we introduce two rewriting systems, one on the finite alphabet {0,1}, and the other on
the infinite alphabet of integers N. We proove that both of these rewriting systems defines a monoid
presentation of PSLs(7Z) by generators and relations. On another note, we introduce the morphism
of loop associated to the abelianised of the universal covering group of PSLy(Z), the group Bs of
braid group on 3 strands. In two different contexts, the morphism of loop is associated to the number
of "half-turns". Then, in the fourth and the fifth parts, we numerate subsets of the kernel of 19 13
and of the kernel of u, bi-graduated by the morphism of length and the morphism of loop. The
sequences of Catalan numbers and other diagonals of the Catalan triangle come into the results.
Lastly, we present the geometrical origin of this research : we detail the connection between our
first aim, which was the study of convex integer polygones of minimal area, and our interest for the

monoid generated by these particular matrices of PSLy(Z).
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Introduction

Les nombres de Catalan {1,1,2,5,14,42,132, ...} définis par

1 2n
Cp = —
ni\n-—1

interviennent de multiples facons en combinatoire énumérative. Entre autre, le n-iéme nombre

de Catalan ¢, compte le nombre :

e de triangulations d'un polygone convexe a n + 2 cotés.
e de plusieurs types d’arbres planaires
e de facons différentes de placer des parenthéses autour de n + 1 facteurs.

e de mots de Dyck de longueur 2n.

Dans son traité intitulé Catalan Number, Richard Peter Stanley propose au lecteur de
prouver l'équivalence de 214 objets combinatoires dénombrés par la suite des nombres de
Catalan.

Dans ce travail de recherche, les nombres de Catalan s’insérent dans deux nouveaux
contextes en lien avec le groupe modulaire PSLy(Z) et son revétement universel, le groupe
des tresses a trois brins Bs.

Plus précisément, on considére l'application de N dans PSLy(7Z) définie par

0 -1
Ma)zj:(l a+1>'

On pose X = N et on note X* le monoide libre sur I'alphabet Y. L’application u se
prolonge en un morphisme surjectif du monoide libre ¥* dans PSLy(Z) et se reléve de facon
naturelle en une application jip, : ¥ — B3 du monoide libre X* dans un sous-monoide du
monoide des tresses positives.

On étudie deux présentations de monoide, I'une sur 'alphabet ¥ = N, muni d’une relation

d’équivalence ~y et l'autre sur lalphabet {0,1} C X, muni de la relation d’équivalence
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~p induite par ~y5x. On montre que ces deux présentations sont isomorphes au quotient

B3/C ~ PSLs(Z) du groupe de tresse par son centre C.

Par ailleurs, 'extension naturelle de ’application a +— =2 définit le morphisme d’indice

Ind sur ¥*. 11 correspond & 1’abélianisé Bs/D(Bj3) du groupe des tresses a trois brins.

L7 ~ By By
Tlnd ieg l
\ PSL2 B3/C
E*/ [

Les nombres de Catalan apparaissent en regardant le noyau de 'application p, muni d’une

bigradation associée a la longueur et a I’abélianisé de Bs.

Ils interviennent également dans le noyau de jp- et dans les images réciproques de U et
de U? par yp-.

Dans une premiére partie sont mis en place les outils utiles pour ’étude, notamment sur
les systémes de réécriture et les présentations de monoide. On introduit les deux monoides
quotients particuliers, B*/ ~p sur 'alphabet B = {0,1} et ¥*/ ~x sur 'alphabet 3 = N.

Dans une deuxiéme partie, on montre que les morphismes induits par jyp- et p sur les

monoides quotients B*/ ~p et ¥*/ ~x sont bijectifs.

Dans la troisiéme partie, on montre que l'indice défini combinatoirement par

Ind : > — %QZ
w o H2AwW) - o(w))

n

ou A(w) désigne la longueur n d’un mot w = aqas - - - w, et o(w) = >_a; sa somme, s'interpréte
i=1

comme le nombre de tours d’'un mot de ¥ dans deux contextes différents.

On montre que, dans le plan euclidien usuel R?, I'indice d’'un mot w = apa,_1 - - asa;

du noyau de yp- correspond au nombre de tours qu’effectue une demi-droite dirigée par un

a; + 1
Aussi, dans le contexte des tresses a trois brins, I'indice d’'un mot du noyau de p évalue

0 -1
vecteur de R? par les applications linéaires successives ( >
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le nombre de tours de la tresse associée par le morphisme jip, défini par

fip,(a) = o103~ , pour tout entier a,
ol 01 et oy sont les générateurs de Bs. De plus, on met en évidence la corrrespondance

entre 'indice d’un mot et 'abélianisé de sa tresse associée.

Dans une quatriéme partie, on se concentre sur le noyau K de jyp- C B* et sur 'ensemble
K3*™ des mots du noyau, d’indice fixé et de longueur maximale.
En introduisant une factorisation unique dont les facteurs premiers sont des mots de
I'image réciproque u‘_Bl*(<U)) du sous-groupe cyclique d’ordre 3 de PSLy(Z) engendré par
0 -1

U=+ L1 ) on dénombre les mots du noyau Kp a longueur et indice fixés.

Puis, on étudie les mots de longueur maximale d’indice donné de K3F**. On explicite

une bijection entre les mots du noyau d’indice 7 a permutation cyclique prés et les arbres
3—réguliers & 2n sommets. En rajoutant une décoration sur ces arbres 3—réguliers précisant
le début du mot associé, on montre que le cardinal de I’ensemble des mots maximaux du
noyau d’indice § est donné par la somme c,_; + ¢, de deux nombres de Catalan consécutifs.

Enfin, en considérant les classes d’équivalence des mots maximaux & permutation cyclique
pres, on détermine trois types de mots maximaux dans le noyau : les mots simples, les mots
carrés (de la forme p?) et les mots cubes (de la forme p?). On dénombre ainsi les orbites
des mots simples, carrés et cubes de K35**. Le nombre total d’orbite correspond au nombre
d’arbres 3—réguliers non-enracinés, dénombrés par la suite référncée A001683 dans 'OEIS
[S]], initialement introduite par W.G.Brown dans un contexte d’énumération de triangulation

du disque dans [B].

Dans la cinquiéme partie, sur 'alphabet des entiers > = N, on vise a dénombrer les mots
du noyau Ky>* de u, & indice et longueur fixés.

En particulier, on montre que I'’ensemble des mots de longueurs k + 2 d’indice % est
dénombré par la suite des nombres de Catalan (cg)g>1.

Dans la sixiéme partie, on présente I'origine géométrique de cette étude. Initialement, on
s’est interessé aux polygones convexes entiers a n sommets d’aire minimale. Ce probléme est
résolu pour seulement quelques petites valeurs de n. C’est dans ce contexe, en paramétrant

un polygone d’aire minimale par un mot de longueur paire sur I'alphabet entier > = N qu’ont

-1
émergé les matrices de la forme ( L dans un premier temps dans SLy(Z).
a
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Puis dans un second temps, on a étudié le noyau du morphisme p : X* — PSLy(Z)
SLy(Z)/{£1}. Les mots du noyau de fi : ¥* — SLy(Z) sont alors les mots du noyau de
p o X* — PLy(Z) d’indice entier.

Enfin, la derniére partie contient quelques questions qui émanent de cette étude.



Chapitre 1

Présentation de monoide et systéme de

réécriture.

1 Monoide et morphisme de monoide.

Définition 1.1 Un monoide (M, *,e) est un ensemble M muni d’un produit associatif x

admettant un élément neutre e bilatéral.

Exemple 1.2

o L’ensemble des entiers naturels (N, +,0) est un monoide (commutatif).

o L’ensemble des entiers pairs 2N muni de la multiplication n’est pas un monoide; il

n’admet pas d’élément neutre.
e Un groupe (G, X, e) est un monoide dont tous les éléments admettent un inverse a droite
et un inverse & gauche.

En effet, si pour tout x € G, il existe d,g € G tel que xd = e et gr = e, alors

g = g(zd) = (gz)d = d. L’inverse & droite d et l'inverse & gauche g sont égaux. Donc

1

I’élément x est inversible, d'inverse x= =d = g.

Définition 1.3 Un morphisme de monoide d’un monoide (My, *1,e1) vers un monoide (May, xq, €3)

est une application ¢ de My vers My telle que

° p(e1) = e
e pour tous x,y de My, on a : p(x *1y) = @() *2 ©(y)

Définition 1.4 Un alphabet est un ensemble dont les éléments s’appellent les lettres.

Définition 1.5 Le monoide libre % sur un alphabet 33 est [’ensemble des mots finis composés
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de lettres de Y. La loi interne est la concaténation

* 0 X' x Y — 2

(w1, wy) = Wy kwy = wiwsy

et l’élément neutre est le mot vide (.

Tout élément du monoide libre X* s’écrit de facon unique sur ['alphabet 3.

Proposition 1.6 L’ensemble des morphismes d’un monoide libre 3* sur un alphabet X vers
un monoide (M, x,e) est en bijection avec les applications de 'alphabet 3 dans le monoide
(M, *,€).

L’extension naturelle d’une application ¢ : X — M est l'unique morphisme de monoide

défine par :

o* > — M
0 — e,

ay-ag--an > @ (a1 ag-c-an), = @(ar) x o(ag) * - - x plan).

Preuve : Etant donné un mot w non vide du monoide libre ¥*, il s’écrit de facon unique
sur l'alphabet ¥ sous la forme ajas---a, ou a; sont des lettres de . Le morphisme de
monoide ¢* coincide avec  sur X et on a : p*(aj-as- - a,) = ¢*(a1) * p*(az) *- - xp*(a,) =

o(ay) * -+ * p(a,). Ainsi, le morphisme ¢* est défini de maniére unique sur %*.

Pour simplifier, on notera ¢* = .

Exemple 1.7 Soit X un alphabet.

e Le morphisme longueur \ est l’extension naturelle de l'application constante ¥ — {1} C
{N,+,0). I est défini sur ¥* par :

A (20 — (N, +,0),
ap-as---a, — MNayp-ag---a,) =n.

e Si l'alphabet 3 est un sous-ensemble d’un monoide (M, x*,e), l'extension naturelle de

Uapplication identité sur X est le morphisme associé a la lot * :

o (2*,-,0) — (M, x*,e)

W=a;-ay---a, — o(W)=ay*ag*---*ap.

Dans le cas particulier oo, X2 C (N, 4,0), le morphisme o est le morphisme "somme".
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Pour ¥ = {0,1} C (N,+,0), l'extension naturelle de l'identité est le morphisme qui
compte le nombre de 1 dans l’écriture d’un mot de {0,1}*. Il est clair qu’il coincide avec

le morphisme "somme" par unicité de lextension naturelle (voir proposition (1.6)).

o Soit (A, (+,0),(x,1)) un anneau commutatif unitaire. On se place dans le groupe quo-
tient PSLy(A) = SLy(A)/{xLe} (muni du produit matriciel usuel et de I’élément neutre
I = +1,), considéré comme monoide. Etant donné une matrice M de SLy(A), on note
+M sa classe d’équivalence dans PSLy(A).
0 -1

Pour toute partie B de A, l'alphabet P = {+ L b1 ,b € B}, composé d’éléments

du monoide (PSLy(A),-,£15) est en bijection avec le sous-ensemble B. L’extension
0 -1

naturelle de application b — +
1 b+1

) correspond au produit matriciel :

i (B*,0) ~ (P*,-.0) — (PSLy(Z),,+I,)
by by — mbl)u(bQ)---u(bn):i(O ! )(0 ! )

1 b +1 1 b,+1

On étudie ce morphisme p dans la suite pour B =N C A = Z (voir chapitre II).

Remarque 1.8

e L’ensemble des monoides forme une catégorie, notée Mon, dont les objets sont les mo-
noides et les fleches sont les morphismes de monoides.
De méme, l'ensemble des groupes forme une catégorie, notée Grp, dont les objets sont

les groupes et les fléches sont les morphismes de groupes.

e Tout groupe peut étre considéré comme un monoide en "oubliant" les propriétés sur les
inverses. On définit le foncteur d’oubli M : Grp — Mon qui a tout groupe, associe le
monoide correspondant.

Etant donné un monoide (M, *,¢), on note I(M) ’ensemble des éléments inversibles a
gauche et a droite de M. Alors 1(M) forme un groupe. On dit que I est un foncteur de
Mon dans Grp. C’est l'adjoint a droite du foncteur M :

Grp Mon grp

(G, x,e)—Y = (G, x,e) —— (G, x,e)

\_/

Id
On a évidemment [(M(G))) = G pour tout groupe G.

e Dans le cas ot (M, -, e) est un monoide engendré par des générateurs inversibles, tous

ses €léments sont inversibles et le monoide M peut étre considéré comme étant un
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groupe : [(M) = M. En effet, si pour tout générateur g; € M, il existe g;* € M tel
que g;g;* = g; 'g; = e, alors tout élément w du monoide s’écrit sous forme d’un produit

de générateurs w = gy - go - - - g, €t son inverse dans M est w™! = g;l . -g;l -gl_l.

En particulier, tout monoide engendré par des éléments d’ordre fini est un groupe.
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2 Monoide quotient.

Définition 1.9

Une relation binaire R sur un ensemble E est une partie G de E X E. Pour tout (x,y) € G,
on dit que x est en relation avec y et l'on note rRy.

La relation inverse R™' d’une relation binaire R est ['ensemble des couples (y, ) tels que
zRy.

Pour tout entier k > 0, on note R* la relation binaire définie par (xR*y) < (il existe
Ty =X,T1,...,% =y tels que xoRxq, x1Rxo, ..., 1 Rxy).

Par convention, la relation binaire R° est la diagonale de E x E.

Une relation d’équivalence ~ sur un ensemble E est une relation binaire réflexive (Vo € E,
x ~x), symétrique (Vr,y € E, v ~y = y ~ x), et transitive (Vr,y, z€ E, x ~y ety ~z
=~ z)

La relation d’équivalence ~g (ou simplement ~) engendrée par une relation binaire R sur

un ensemble E, est la cloture réflexive et transitive de la relation symétrique RU R™! : ¢’est

Upso (RU R

Exemple 1.10 Pour tout entier n, la relation inverse de la relation binaire sur N définie
par (xRy < y = x +n) est la relation binaire sur N définie par (tR™'y & y=x —n). La
relation d’équivalence engendrée par cette relation binaire est la congruence modulo n, notée

:7L .

Définition 1.11 Soit ~ une relation d’équivalence sur un ensemble E.
La classe d’équivalence [x]. (ou simplement [x]) d’un élément x de E est l’ensemble des

éléments de E en relation avec x :

2] ={ye E |z ~y}.

Un représentant de [x] est un élément de la classe d’équivalence de x.
L’ensemble des classes d’équivalence de E forme une partition de E.
L’ensemble quotient de E par la relation R, noté E/R ou E/ ~, est le sous-ensemble des

parties P(E) de E formé des classes d’équivalence :
E/~=E/R={[z] € P(E) |z € E}.

Etant donnée une famille de représentants (x;)ier qui contient exactement un représentant

par classe d’équivalence, on a E/R ~ (x;)cr.

Exemple 1.12 La relation de congruence modulo 2, notée =, partitionne l’ensemble des

entiers en 2 classes d’équivalence : ’ensemble des entiers pairs et l’ensemble des entiers
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impairs. On représente canoniquement ces deux classes par leur plus petit élément 0 et 1.
Ainsi, Uensemble quotient est N/ =y~ {[0]; [1]}.

Proposition 1.13 La projection canonique m de E dans l’ensemble quotient E/R, qui a tout

élément de E associe sa classe d’équivalence (], :

m: E — FEJ/R
r — [z

est surjective.

Preuve : Par construction, E/R est 'image de I'application x — [z] dans P(E).

Définition 1.14 Soient E et F' deuz ensembles.
Une relation binaire R sur E est compatible avec une application f : E — F si et seule-

ment st pour tous x, y de E, on a :

xRy = f(z) = f(y).
Exemple 1.15

o La relation binaire Ry définie sur {0,1}* par (wRpw' < (w = p000s et w' = ps)) n'est
pas compatible avec le morphisme longueur X\ : B* — N car si wRyw' alors Mw') =
Aw) — 3 # AMw).

La relation binaire Ry est compatible avec le morphisme somme o : B* — N car si
wRpw' alors o(w') = o(p) + o(s) = o(w), avec w = p000s et w’ = ps.

o La relation binaire R, définie sur {0,1}* par (wWRw' < (w = pl0ls et w' = p00s))

n’est pas compatible avec les morphismes longueur et somme. En effet, si wRw', alors
Aw') = AMw) =1 # MNw) et o(w') =o(w) — 2 # o(w).

Proposition 1.16
Sotent E et F' deux ensembles et ~ une relation d’équivalence sur E compatible avec une

application f : E — F. Il existe une unique application f : E/ ~— F telle que f = fop:

E——F
r) /
E/ ~

On dit que Uapplication [ passe au quotient E/ ~.
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Définition 1.17 Une relation d’équivalence ~ sur un monoide (M, *, e) est compatible avec
la loi interne x si pour tous éléments x, x', y ety de M, on a : x ~ 2’ ety ~ ¢y =

xxy~a xy.

Exemple 1.18 On considére le monoide (Z /A7, +,[0]4).
La relation d’équivalence ~1 engendrée par la relation Ry = {(0,1),(2,3)} n'est pas com-
patible avec la loi +.

La relation d’équivalence ~o engendrée par la relation Ry = {(0,2),(1,3)} est compatible
avec la loi de ZJAZ et on a (ZJAZ)] ~o~= 7./27.

Proposition 1.19 Soit ~ une relation d’équivalence sur un monoide (M, *, e) compatible
avec la loi x de M. La loi x induit une unique loi * sur le quotient M/ ~ telle que pour tout
x,y de M, on a :

[z]x [y] = [z +y].

L’ensemble quotient M/ ~ muni de la loi induite x et de l’élément neutre |e] est un
monoide.

On dit que (M ~,x, le]) est le monoide quotient.

Remarque 1.20 La projection canonique m : M — M/ ~ est alors un morphisme de

monoide.

Exemple 1.21 L’addition du monoide (N, +,0) est compatible avec la relation de congruence

modulo n pour tout n > 0. Le monoide quotient induit (N/ =,,*,[0]) est isomorphe au
monoide (Z/nZ,+,0).

Définition 1.22 Une présentation d’un monoide (M, x*,e) est la donnée d’un ensemble de
générateurs G C M de M et d’une relation binaire R sur les générateurs, compatible avec la
concaténation dans G*, telle que le morphisme de G* dans M associé a 'inclusion G C M

passe au quotient et induit un isomorphisme entre G*/R et M :

G* Id

G*/R
Une présentation de monoide est notée (G|R), et on a : (G|R) ~ G*/R ~ M.

Exemple 1.23 La relation R définie par (zRy < y = x + 2) engendre la relation de
congruence =5 modulo 2. Le monoide quotient (N/ =5, %,[0]) admet la présentation de mo-
noide (N| =5) ou (N|R).
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Deuz autres exemples de monoides quotients décrits par une présentation de monoide sont

étudiés dans les sections (6) et (7) de ce chapitre.

3 Systéme de réécriture et monoide quotient.

Définition 1.24
Un mot w' est un facteur d’un mot w s’il existe deux mots wy et wy tels que w = wy-w' -wy.
Un facteur w' de w est un préfize st wy = 0 et est un suffize si wy = ().

Un facteur w' de w est un préfize strict si w; = 0 et wy # 0 et est un suffize strict si

wy =0 et wy # 0.

Définition 1.25

Un systeme de réécriture est la donnée d’un alphabet 33 et d’un ensemble de régles d’écriture
(ri)ier de la forme r; : w; — t;, pour i dans un ensemble I, ot w; et t; sont des mots du
monoide libre X%,

Une régle v - w — t s’applique a un mot W de ¥* si le mot w est un facteur de W.
Ainsi, le mot W est de la forme W = pws et il se réécrit W' = pts et on note W —r W’ ou
simplement W — W’

Ce systéme de réécriture est également noté (X|ry,i € I), (X,—) ou (X|R) avec R =
(h’)iel-

Définition 1.26
Soit (3| —) un systéme de réécriture.
e On note —* le k—iéme itéré de la régle de réécriture —. On a donc w —* w' s’il existe
une suite de k + 1 mots xo = w,xy1,..., 1, = W telle que v — T1 — X9 — -+ —> Ty
Par convention —° est la relation reflexive identité.
e On note —* la relation binaire |J, oy —*.

La relation —* est la cloture réflexive transitive de —.
e On note —~! la relation inverse de — telle que (w —~' w') & (W — w).
e On note < la relation binaire (—) U (—71) 1 st w <> w' alors w — w' ou w' — w.

e On note <>*, ou ~_,, ou simplement ~, la relation d’équivalence engendrée par — :
st w <* w' alors il existe une suile finie de mots rog = w,xy,..., 1, = W' telle que
To 4> Ty & e T

Proposition 1.27 Un systeme de réécriture (S|w; — t;,1 € I) définit une présentation de

monoide par générateurs et relations du monoide quotient (X*/ ~,-,0) ot ~ est la relation
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d’équivalence engendrée par la relation binaire
R = ((pwisaptis>7p7s € Z*al S I) CY x ¥
et la loi - est la loi induite sur le quotient.

/
. ) we~w
Preuve : 11 est clair que pour tous mots w, w’, z,z’ de X*, si . alors wr ~ w'z’.
T~
Donc la relation d’équivalence ~ engendrée par R est compatible avec la loi de concate-
nation. Ainsi, (X|R) est une présentation par générateurs et relations du monoide quotient

(X*/ ~,-,0) (voir proprosition (I.19)).

Exemple 1.28

1. Le groupe modulaire PSLy(Z) considéré comme monoide, admet la présentation ({s,t}|s* —
0,t> — 0) ( aussi noté par la présentation de groupe ({s,t}|s*,¢3)). Il est étudié dans le
chapitre (II).

2. Le monoide quotient B*/ ~p défini par le systéme de réécriture ({0,1}/000 — (), 101 —
00) est étudié dans la partie (6) de ce chapitre.

3. Le monoide quotient X%/ ~y défini par le systéme de réécriture (N|000 — (), a00b —
(a+0b),(a+1)0(b+ 1) — ab) est étudié dans la partie (7) de ce chapitre.

4 Morphisme d’'un monoide quotient dans un monoide.

Proposition 1.29 Soit ¥ un ensemble et M un monoide. La relation d’équivalence ~ en-
gendrée par les regles d’un systéme de réécriture (X|lw; — t;,i € I) est compatible avec
Pextension naturelle f d’une application de ¥ dans M si et seulement si pour tout i € I, on
a: f(w)=f(t).

Dans ce cas, l'extension naturelle f : ¥* — M passe au quotient */ ~= (S|w; — t;,1 €

I) : il existe un unique morphisme de monoide f tel que

s L Mm.

f

Preuve :
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D’aprés la proposition (1.27), la relation d’équivalence ~ engendrée par les régles de
réécriture est compatible avec la loi de concatenation du monoide libre X* et le systéme de
réécriture est une présentation du monoide quotient (X*/ ~, -, [0]).

De plus, Pextension naturelle f est un morphisme de monoide (voir proposition (I1.6)),
donc pour tous mots u, v tels que u ~ v, on a f(u) = f(v).

Donc la relation d’équivalence ~ est compatible avec I'extension f. Le morphisme f passe
au quotient ¥*/ ~ (voir proposition (1.19)).

Réciproquement, une fonction f qui passe au quotient vérifie f(w;) = f(t;) pour tout
1€ 1.

5 Propriété des systémes de réécriture.

Définition 1.30

e Un mot réduit (ou irréductible) d’un systéeme de réécriture (X|w; — t;,1 € I) est un mot

de ¥* qui ne contient pas de facteur dans l'ensemble (w;)cr.

o Un systéme de réécriture se termine s’il n’existe aucune suite infinie de mots (x,,), telle

que pour tout 1 € N, x; — x;11.

Exemple 1.31 Pour les trois exemples suivants, on se place sur l’alphabet {a,b}.

1. Le systeme de réécriture ({a,b}|a — b) se termine. En effet, étant donné un mot com-
portant des lettres a et b, on remplace les lettres a par des lettres b. Lorsqu’on obtient
un mot qui ne contient que des lettres b, la régle de réduction ne s’applique plus. 11 est

alors écrit sous forme réduite. Le systéme de réécriture se termine dans ’ensemble {b}*.

2. Le systeme de réécriture ({a,b}|a — b,b — a) ne se termine pas car il contient le cycle
infini -+ —a—b—>a—b— - ( Le graphe associé au systéeme de réécriture de la

facon évidente posséde une boucle).

3. Le systeme de réécriture ({a,b}|a — a®) ne se termine pas, il posséde des chaines infinies.

Par exemple : a — a*> = a®> = a* — -+

Proposition 1.32 Tout mot w d’un monoide quotient ¥*/ ~pg défini par un systéme de

rééeriture (3| —) qui se termine admet au moins une forme réduite w, telle que w —* w,.

Définition 1.33 Un bon ordre < sur un ensemble X est une relation d’ordre pour laquelle

tout sous-ensemble non vide de X admet un plus petit élément.

Exemple 1.34 La relation d’ordre usuelle < sur [’ensemble des entiers naturels N est un bon

ordre.
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Définition 1.35

Une relation d’ordre est bien fondée sur un ensemble s’il n’existe pas de suite infinie
strictement décroissante.

Une relation d’ordre < sur un ensemble X est totale si pour tous éléments x # y de X,

onaxr<youy<z.

Remarque 1.36 Tout bon ordre définit une relation d’ordre bien fondée.
Une relation d’ordre bien fondée est un bon ordre si et seulement si c’est une relation

d’ordre totale.

Définition 1.37 Un ordre < sur un monoide libre X* est compatible avec la loi de concaté-

nation st pour tous mots x,y,p, s de X%, st x <y alors prs < pys.

Exemple 1.38

o La relation d’ordre < usuelle sur l’ensemble des entiers relatifs Z. n’est pas un bon ordre

car elle n’est pas bien fondée.

o La relation R définie sur Z par xRy si et seulement si |x| < |y| est bien fondée. Mais ce

n’est pas un ordre total : par exemple, les entiers —2 et 2 ne sont pas ordonnés.

e La longueur d’un mot sur un monoide libre définit une relation d’ordre bien fondée

compatible avec la loi de concaténation.

St Ualphabet admet au moins deux lettres a et b, ce n’est pas un bon ordre car il n’est

pas total. Par exemple, les mots a® et ab ne sont pas strictement ordonnés.

Proposition 1.39 Un systeme de réécriture (S|w; — t;,1 € I) se termine s’il existe un ordre
bien fondé < sur le monoide libre 3* compatible avec la loi de concaténation, tel que t; < w;

pour toute régle de réécriture (w; — t;).

Preuve : On suppose que le systéme de réécriture ne se termine pas. Alors il existe une
suite infinie (z,), telle que pour tout n € N, z,, — x,,1. Comme la relation d’ordre est
compatible avec la loi de concaténation, pour tout n € N, on a x,,11 < z,. Impossible car <

est un ordre bien fondé.

O

Exemple 1.40 L’ordre défini par la longueur d’un mot \ sur le monoide libre {a,b}* est bien
fondé : un mot w' est plus petit qu’un mot w si et seulement si A(w') < A\(w).

Comme A(a) < A(ab) et A\(b) < A(ba), le systéme de réécriture ({a,b}|ab — a,ba — b) se
termine, généralement pas de facon unique : le mot aba par exemple admet deux mots réduits

a’ et a.
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Définition 1.41

e Un systeme de réécriture est confluent si pour tous mots w, xy et xy tels que w —
xl *
il existe un mot t tel que \t .
q 2 /*

e Un systeme de réécriture vérifie la propriété de Church-Rosser si pour tout couple de

w\it |
//:

w

mots (w,w') tel que w ~g W', il existe un mot t tel que

Exemple 1.42

o Le systéme de réécriture ({a,b}|la — b) du premier exemple de (1.31) est confluent :

lunique forme réduite d’un mot de longueur n est b".

e Le systeme de réécriture ({a,b}|la — b,a*> — a) nest pas confluent. Le mot a* admet

deuz formes réduites distinctes : b et b?.

e Le systéeme de réécriture ({a,b,c,d}|ab — ¢,ba — d,c — ab,d — ba) est confluent mais
ne se termine pas. Pour tout mot comportant les facteurs ab et ba, il existe au moins

deux réductions distinctes. Il est toujours possible de le réécrire sous sa forme initiale.

Proposition 1.43 Un systéme de réécriture est confluent si et seulement s’il vérifie la pro-

priété de Church-Rosser.

Preuve :
On suppose que le systéme de réécriture est confluent. On considére deux mots w, w’ tels
que w ~, w' : il existe une suite finie (z;)1<i<, telle que w =z <> x9 <> -+ > x, = W',

On montre par récurrence sur n qu’il existe un mot ¢ tel que x; —* t pour tout 1 < i < n.

x> L1 T
Pour n = 2, on a x; <> x. Donc soit — , Soit 9 — " Dans les deux
\ \*
T2 T2
33'1 *
cas, la confluence implique qu’il existe un mot ¢ tel que >t
T *
Zy

*
932&
et
xn—%

Tp—1

Pour n > 3, par récurrence, il existe un mot ¢’ tel que
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x
x
T —
Ainsi, si x,, — x,_1, alors on pose t =t et on a : : it’ =t
Tn—2 %

|

T2 x
: * /
Sinon, on a x,_1 — x, et il existe ¢ tel que ‘ 775 \
Tp—2 *
Ty t.
n—1 — . /*7
n
Donc le systéme vérifie la propriété de Church-Rosser.
/*
L’implication (Church-Rosser) = (confluence) est triviale car q implique
\
w~gw.
(I
Proposition 1.44 Tout mot d’un systéme de réécriture confluent qui se termine admet une

unique forme réduite.

Dans ce cas, on dit que le systéeme de réécriture est convergent.

Preuve : Tout mot d’un systéme de réécriture (X|R) qui se termine admet au moins une

forme réduite.

On suppose qu’'un mot w admet deux formes réduites : w . Par confluence,
W2

wl *

il existe un mot ¢ tel que >t . Comme w; et wq sont réduits, aucune régle de
wao *

réécriture ne s’applique. Donc w; = wy = t.

O

Définition 1.45 Une réduction mazimale d’un mot w par un systéme de réécriture (X|w; —
ti,i € I) est une suite finie de régle de réécriture (ou réductions) de {w; — t;,i € I} qui
réduit un mot de X* en un mot réduit w, : il eriste une suite d’indice 11, 1o,...1, avecn >0

et une suite de mots xo, T1,...T, € X* tels que w = xy —;, T1 —Hiy, Ta- - =i, Tp = Wy.

Remarque 1.46 La confluence d’un systéme de réécriture qui se termine n’implique pas
Vunicité d’une réduction mazimale. Par exemple, le systéme de réécriture ({a,b,c}la —

c,b—4 ) se termine et est confluent. Le mot ab se réduit de deuz facons différentes :

ab —1 cb —5 et ab —5 ac — 2.
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6 Le monoide quotient B*/ ~p sur B = {0, 1}.

Définition 1.47

On appelle réduction "demi-tour" (half-turn) la régle de rééeriture —, définie sur B* par
h = (000 — 0).

On appelle réduction "vallée" la régle de réécriture —, définie sur B* par
v= (101 — 00).

Remarque 1.48

o Ces regles de rééeriture sont appelées des réductions car elle réduisent strictement la

longueur des mots. On appellera expansions H, et expansion V', les régles de réécriture

: —1 _
inverses H=h"" etV = v 1.

e La réduction h doit son nom "demi-tour" ("half-turn”) de Uorigine géométrique de
létude (voir chapitre (VI)).

o La réduction v doit son nom au facteur 101 qui fait penser a une vallée : @\ /@

Notation : Sur lalphabet binaire B = {0,1}, on note ~p la relation d’équivalence

engendrée par les régles de réécritures Rg = (h,v) :
Rp = {h = (000 — 0),v= (101 — 00)}.

Remarque 1.49 D’apres la proposition (1.27), la relation d’équivalence ~p est compatible
avec la loi de concaténation du monoide libre B*. Le monoide quotient (B*/ ~p,-, < 0 >)
admet la présentation de monoide ({0,1}|Rp) = ({0,1}|h, v).

Proposition 1.50 Le monoide quotient (B*/ ~p, -, [0]) est un groupe.

Preuve : Les générateurs [0] et [1] du monoide quotient sont inversibles (voir remarque

(1.8)) :

comme 000 ~5 0 et 0101 ~5 1010 ~5 0, on a :

{ [0~ = [00],
(17 = [010].



7. LE MONOIDE QUOTIENT ¥*/ ~y. 21

7 Le monoide quotient >/ ~x.

Dans cette partie, on se place sur le monoide libre ¥* sur ’alphabet des entiers ¥ =N =
{0,1,2,3,...}.
On rappelle que la réduction "demi-tour" définie au (1.47) est la réduction h = (000 — 0).

Définition 1.51

On appelle réduction "vallée”, notée v, la regle de réécriture —, , définie sur X* pour
deuz entiers a et b par v, = ((a +1)0(b+ 1)) — ab).

On note v = Ua,beN Vap L'ensemble des réductions vgp.

On appelle réduction "goulet", notée u.p, la régle de réécriture —, , définie sur X* pour
deux entiers a et b par u,p = (a00b — a + b).

On note u=J, pen Yap L'ensemble des réductions ugp.

Remarque 1.52

e La longueur des mots diminue strictement via les régles de réécriture h, u et v. D’ot leur
nom de réduction. On appellera expansion H, expansion U et expansion V', les relations
inverses H=h"", U=u"'etV =v1

o Les réductions v, étendent la réduction v= (101 — 00) définie sur B* au monoide 3*.

Le facteur (a4 1)0(b+ 1) fait aussi penser a une vallée : b+1)
/
\

e La rédcution u tient son nom du facteur a00b, qus fait penser a un goulet : @
2/
\
Notation : Sur I'alphabet des entiers ¥ = N, on note ~y la relation d’équivalence engendrée

par les régles de réécritures Ry = (h,u,v) :
Ry, = {h = (000 — 0),u = (a00b = @ + b,a,b € N),v = ((a+1)0(b+ 1) — ab,a,b € N)}.

Remarque 1.53 D’apres la proposition (1.27), la relation d’équivalence ~y est compatible
avec la loi de concaténation du monoide libre X*. Le monoide quotient (3*/ ~x, -, [0]) admet

la présentation de monoide (X|Rx) = (X|h, u, v).

Proposition 1.54 Pour tous entiers a,b, la relation u,, = (a00b — a + b) appartient a la
relation d’équivalence engendrée par h = (000 — 0) et v= ((a + 1)0(b+ 1) — ab,a,b, € N).

Le monoide quotient (X*/ ~x, -, [0]) admet aussi la présentation (X|h, v).
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Preuve :

Pour a =0 ou b = 0, il est clair que la relation u,; est engendrée par la relation h.

Pour a,b > 1, la relation u,; est engendrée par h et v car on a :

a00b ~, (a+ 1)010b
= (a+1)010b
~ (a+1)00(b 1)
= (a+1)00(b—1)

~y (CL + b)@
~Lh a + b

Ainsi, les présentations (X|h,u,v) et (X|h,v) définissent le méme monoide quotient.

O
Lemme 1.55 Pour tout entier a, on a :
a+ 1~y 1(001)*
ot (001)° = @ par convention.
Preuve : Par récurrence sur a :
pour a = 0, il est clair que 1 ~x 1(001)°,
pour a > 0, on a :
a+1 ~, a001
~y  1(001)*71001
~s 1(001)*.
([

Proposition 1.56 Le monoide quotient (3*/ ~x, -, [0]) est un groupe.

Preuve : Comme 000 ~yx () et 1010 ~x 0101 ~x; (), les générateurs [0] et [1] admettent un
inverse a gauche et a droite. Ils sont donc inversibles et on a :

{ [0~ = [00],
[1]- = [010).

Le sous-monoide de ¥*/ ~y engendré par les éléments inversibles [0] et [1] est un groupe
(voir remarque (1.8)). Par le lemme (1.55), ce groupe contient les générateurs [a]x (¢ € N) du
monoide ¥*/ ~y.
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8 Un isomorphisme de monoide entre B*/ ~p et ¥*/ ~y.

On rappelle les présentations

B*/ ~p= (Bh = (000 = 0),v = (101 — 00))

et
¥*/ ~xe= (3|h = (000 = 0),v=((a+1)0(b+ 1) — ab,a,b € N))

des monoides quotients B*/ ~p et ¥*/ ~x.

Dans cette partie, on démontre le résultat suivant :
Théoreme 1.57 Les monoides B*/ ~p et ¥*/ ~x« sont isomorphes.

Preuve : La preuve fait intervenir les résultats intermédiaires suivants et sera une consé-

quence directe de la proposition (1.60).

Proposition 1.58
L’extension naturelle de Uinclusion v : B ={0,1} — X*/ ~x passe au quotient B*/ ~p .
0 —  [0]s
1 — [z
Le morphisme induit i : B*/ ~g— X%/ ~yx est surjectif.

Preuve : Tl est clair que [000]y; = [(]x, car h est une relation de la présentation de monoide
(X|h,v) et que [101]y = [00]y car v = vgq est une relation de la présentation de monoide
(X|h, v).

Donc, d’aprés la proposition (1.29), I'extension de l'inclusion ¢ passe au quotient et il
existe un unique morphisme de monoide ¢ tel que ¢t =i o 7.

La surjectivité résulte du lemme (1.55).

Proposition 1.59
L’extension naturelle de application k définie par k : by — B*/ ~p passe au
0 +— [0]g
1<a > [1(001)*]p

quotient ¥*/ ~x, avec la convention 1(001)° = 1.

Le morphisme induit k : X*/ ~x— B*/ ~p est surjectif.
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Preuve : Il est clair que £(000) = [000]5 = [0]5 = k(D) et k(101) = [101]p = [00] 5 = «(00)
car h et v sont des relations de la présentation de monoide (Blh,v).

Pour tous entiers a,b > 1, on a :

1(001)201(001)"]
1(001)27100101001(001)>1] 5
1(001)210000001(001)*~!] 5
1(001)2711(001)2 15

= k(ab).

k((a+1)0(b+1))

= |
= |
= |
= |

Donc, d’aprés la proposition (1.29), 'extension x passe au quotient et il existe un unique
morphisme de monoide < tel que Kk = ko T.
De plus, il est clair que les générateurs [0]p = k(0) et [1]p = k(1) de B*/ ~p sont dans

I'image de k. Donc k est surjective. Le morphisme induit & est lui aussi surjectif.

(I
Proposition 1.60
Les morphismes 1: B*)~p — Y/ ~y et L: X*/~y — B*/~p sont
0]p  +— [0z 0]z +— [0
1z —  [ls l[als = [1(001)*']p
réciproques l'un de 'autre.
Preuve : Par définition des applications ¢ et k, on a :
S~y — B ~p e
[0]s — [0]p — [0]s
la]s — [1(001)*7Yp +—— [1(001)* s = [a]y (Voir lemme 1.55).
O

9 Les formes réduites de B*/ ~p et de ¥X*/ ~y.

Lemme 1.61 Le langage L' sur B* composé de mots non vides commencant et terminant
par 1, sans facteurs 0 isolé et sans facteur 000 est engendré par Ualphabet {1(001)* k € N}

et on a :

£ = {|J{1(001)*3}1.{ J{1(001)*}}*

keN keN

avec la convention 1(001)° = 1.
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Preuve : Un mot de £ commence et termine par 1 et n’admet pas de facteur 0 isolé, ni
de facteur 000. Donc {{J,cn{1(001)*}}{U,en{1(001)*}}* C L.

Réciproquement, on considére un mot w du langage £’

Si le mot w n’a que des facteurs 1 isolés, alors il est de la forme 1(001)*, avec k > 0.

Sinon, il est de la forme w = ullwv tels que les mots ul et 1v sont dans le langage et
commencent et terminent par 1, sans zéro isolés et sans facteurs 000. Par récurrence sur le
nombre de 1 non isolés, ul et 1v sont dans le langage £’ et le mot w est dans 'ensemble

{Uken {1000 }H{Upen{1(001)"}}*.

Ainsi, un mot w du langage £ admet une unique factorisation de la forme
w = 1(001)*1(001)%2 - - - 1(001)"»
avec p > 1 et k; > 0 pour tout indice 1 < i < p.
O

Remarque 1.62 Le monoide L = {0} U L' est le monoide libre sur l’alphabet {1(001)* k €
N}. 1l est donc isomorphe ¢ X* (pour ¥ = N).

Proposition 1.63

Le systéme de réécriture (Blh,v) se termine et l'ensemble de ses mots réduits est :
Réduitg = {0,0,00} U {0,0,00}L'{0,0,00} (I.1)

avee £ = {Uyers {10014} }{Uyerr 100141}

Preuve : Le morphisme longueur A : B* — N définit une relation d’ordre bien fondée :
un mot w’ est plus petit qu'un mot w si et seulement si A(w’) < A(w). La longueur d’un
mot diminue strictement avec les régles de réécriture h et v. Donc le systéme de réécriture se
termine (voir proposition (1.39)).

Les mots réduits sont les mots du monoide libre {0, 1}* sans facteur 000 (sinon on peut
appliquer la réduction 000 — (), et sans zéro intérieur isolé (sinon on peut appliquer la
réduction 101 — 00).

Les mots réduits sans facteurs 1 sont ), 0 et 00.

Les mots avec au moins un facteur 1 sont les mots du langage £ défini au lemme (1.61)

avec éventuellement un ou deux zéro(s) au début et/ou a la fin. Ils sont donc de la forme
0% 1(001) - 1(001)%2 - - - 1(001)°" - 0f

avec d, f € {0,1,2}, n>1et e; > 0.
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Corollaire 1.64 La projection canonique de Réduitg dans B*/ ~p est surjective.

Preuve : Tout mot de B* admet au moins un représentant réduit pour ~g dans Réduitg.

O

Proposition 1.65 Le systeme de réécriture (S|h, u,v) se termine et ’ensemble de ses mots
réduits est :
Réduits, = {0,0,00} U {0, 0,00} {0,0,00} (1.2)

avec K = (N\ {0})" et K' = K\ {0}.

Preuve : Comme sur alphabet binaire (voir proposition (I1.63)), le morphisme longueur
A définit une relation d’ordre bien fondée sur X* et la longueur d’un mot diminue stricte-
ment avec les réductions h, v et u. Donc le systéme de réécriture se termine vers des mots
irréductibles de longueur minimale.

Les mots réduits sont les mots de X* sans facteur 000, sans zéro isolé intérieur, ni facteur
00 isolé intérieur. Autrement dit, sans zéro intérieur et sans triplet de zéros.

Les mots réduits sans facteurs non nuls sont (), 0 et 00.

Ceux comportant au moins un facteur non nuls sont les mots non vides sur I'alphabet
N\ {0} avec éventuellement 1 ou 2 zéros en début ou en fin de mot. Ce sont les mots de la
forme

0%aias - - - a,07

avec d et f dans {0, 1,2} et a; # 0 pour tout indice 1 < i < n.

Corollaire 1.66 La projection canonique de Réduits, dans ¥*/ ~y est surjective.

Preuve : Tout mot de X* admet au moins un représentant réduit pour ~y dans Réduits.

O

Proposition 1.67 L’ensemble Réduitg des mots réduits pour la présentation de monoide
(B|h,v) (voir proposition (1.63)) est en bijection avec 'ensemble Réduits, des mots réduits
pour la présentation de monoide (X|h, u,v) (voir proposition (1.65)) :

Réduity ~ Réduits.

Preuve : C'est clair avec la remarque (1.62) et la proposition (1.65).
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10 Reéductions maximales sur >.* et sur B*.

Dans la partie précédente, on a montré que les systémes de réécriture (Blh,v) et X|h, u, v}

se terminent dans leurs ensembles des mots réduits respectifs :
Reduits = {0,0,00} U {0,0,00}£/{0,0,00} ot £ = £\ {0} avec £ = ( U 1(001)’“)
keN
et

*

Réduits = {0, 0,00} U {0, 0,00}K'{0,0,00} ot K’ = K \ {0} avec K = (N \ {0})

Et on a
Réduitp ~ Réduits.

Ainsi, tout mot de ¥* (respectivement B*) admet au moins un représentant réduit pour
la relation d’équivalence ~y (respectivement ~p) et se réduit par une suite de réductions h,

u et v (respectivement h et v) a ce mot réduit de sa classe d’équivalence.

Exemple 1.68 Généralement, il existe plusieurs réductions maximales distinctes permettant
de réduire un mot @ un mot réduit.
Par exemple, sur B* C ¥X*, le mot w = 001010110110 se réduit par les réductions maxi-

males suivantes au mot réduit w, = 0010010 :
o w= 001?10110110 —y 0000011(%110 —, 0000010010 —4 0010010.
o W= 00101?110110 —, 00100010110 —4 0011?10010 —, 0010010.
o w= 001010119110 —y 00101910010 —5, 00100010010 —, 0010010.

Toutes ces réductions mazimales sont composées de 2 réductions v et 1 réduction h.
Autre exemple, sur X, le mot w = 1000102005 se réduit par les réductions mazimales

sutvantes (voir figure (1)) au mot réduit w, = 05 :
e w = 1000102005 —4 1102005 —, 1197 —y 196 —, 05.
Cette réduction mazimale comporte 1 réduction h, 1 réduction u et 2 réductions v .
e w = 1000102005 —, 1000197 —, 100006 —p, 1(T)6 —, 05.

Cette réduction mazimale comporte également 1 réduction h, 1 réduction u et 2 réductions

V.
o Aussi :w = 1000192005 —1 00001005 —p 1?1005 —, 00005 —4 05.

La, la réduction mazimale comporte 2 réductions h et 2 réductions v (pas de réduction

u).
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Proposition 1.69 Le nombre ny, de réductions h et la somme n,+n, du nombre de réductions
u et du nombre de réductions v dans une réduction d’un mot w de ¥* (respectivement de B*

avec n, = 0) 4 un mot réduit w, de Réduits, (repectivement de Réduilp) ne dépendent pas du

choiz de la réduction mazimale et on a :

n, =

lo(w) = a(w,)].

DN | —

et

1 1
np+ny, = g 2A(w) — o(w)] — 8 22X (w,.) — o(w,)].

Preuve :

Seule la réduction v modifie la somme d’un mot, qui augmente de 2. Donc o(w) —o(w,) =
2n,.

De plus, la longueur diminue de 3 par la réduction h et par la réduction u alors qu’elle
diminue de 1 avec la réduction v. D’ot AM(w) — A(w,) = 3(np + ny) + ny.



Chapitre 11

Deux présentations de PSL9(7Z) et leurs

formes réduites.

1 Remarques préliminaires sur PSLy(7Z)

Le groupe spécial linéaire SLy(Z) est I'ensemble des matrices 2 x 2 de déterminant 1 a

coefficients entiers.

Le groupe modulaire PSLy(Z) = SLy(Z)/{£12} est le quotient du groupe spécial linéaire
10 -1 0

o 1)1 o . }. Un élément de PSLy(Z) est une classe d’équi-
valence de SLy(Z) pour la relation M ~ —M et on note £M l'image d’une matrice M de
SLQ(Z) dans PSLQ(Z) .

par son centre £ = {

T SLQ(Z) — PSLQ(Z),
M — +M.

Le produit de deux éléments +A et £B de PSLy(Z) est alors donné par +AB.

0 -1 0 -1
Soient S = + (1 0 ) etU == <1 . ) dans PSLy(Z). Le groupe modulaire P.S Ly (Z)

est le produit libre
PSLy(Z) = (S|S?) = (U|U?) (voir [Se]). (IL.1)

Tout élément de PSLy(Z) admet un unique représentant réduit sur 'alphabet I' = {S, U}
pour la relation d’équivalence ~r engendrée par les régles de réécriture Rp = {5% — 0, U® —
P}. Les mots réduits sont formés d’une alternance d’éléments non vide de (S|S? — 0) ~ Z/27Z
et d’éléments non vide de (U|U% — 0) ~ Z /37 :

29
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PSLy(Z) ~ Réduity = {USU---SU pour n > 1,
1,6, € {0,1,2} et (I1.2)
e; € {1,2} pour 1 <i < n}.

Remarque I1.1 D’aprés la remarque (1.8) sur les catégories Mon et Grp, le groupe modu-
laire PSLo(Z) peut étre considéré comme un monoide, muni du produit matriciel usuel et de
lélément neutre I = +15. Dans la suite, le groupe PSLy(7) sera spécifié par la présentation
de groupe (ou de monoide) (U|Rr) = (S,U|S* =I1,U? = I).

Réciproquement, les générateurs S et U du monoide (S,U|S?* — 0,U3 = 0) sont d’ordre
fini, donc inversibles. C’est bien un groupe.

Pour simplifier les notations, le groupe modulaire et le monoide associé seront tous deux
notés PSLy(Z).

Lemme I1.2 Le langage J' sur Ualphabet T = {U, S} composé de mots non vides, com-
mencant par US et terminant par SU, sans facteurs U? et sans facteur S* est engendré par
Ualphabet {(US)*U,k > 1} et on a :

J ={J{wsyrvp{Jlws) vy

k>1 E>1

Preuve : 1l est clair que pour tout entier k¥ > 1, le mot (US)*U est dans le langage J'.
Donc

{UlosyofUJLws)y vy c 7.

k>1 E>1

Réciproquement, un mot W de J' s’écrit : W = USUSU®-.-U"SU avec n > 1, et
e; € {1,2}.

Si le mot W n’a que des facteurs U isolés, alors il est de la forme (US)*U, avec k > 1.

Sinon, il est de la forme W = W,UUW5 tel que les mots W1U et UW, sont dans le

langage J'. Par récurrence sur le nombre de facteur U?, le mot W est dans l’ensemble

(Ui {0 U HU {(US) U

Ainsi, un mot w du langage J' admet une factorisation de la forme
W= (US"uWws)=u---(Us)»u
avec p > 1 et k; > 1 pour tout indice 7. Il est facile de voir que cette factoristaion est unique.

O
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Remarque 11.3 Le monoide J = {0} U J’ est le monoide libre sur Ualphabet {(US)*U, k >
1}. 1l est isomorphe 4 ¥* (pour ¥ = N).

Proposition I1.4 L’ensemble Réduitr des mots réduits pour la présentation (I'|Rr) de PSLo(Z)

est en bijection avec [’ensemble
{I,U,U*}yU{l,U,U*}J'{1,U,U%}
ou J' = {Uk21{(US>,€U}}-{Uk21{(US>kU}}*-

Preuve : Les mots réduits sans facteur S sont les mots de {I,U, U%}.

Les mots réduits qui commencent et terminent par un facteur U sont les mots du langage
J' avec éventuellement un facteur U en début et fin de mot. Ce sont les mots de I’ensemble
{I,LU}J'{I,U}.

Un mot réduit W qui commence par S et termine par un facteur U est équivalent au mot
U*(UW) avec UW dans le langage J' et avec éventuellement un facteur U en fin de mot.
Donc 'ensemble des classes d’équivalences représentées par un mot réduit qui commence par
S et termine par un facteur U est en bijection avec 'ensemble {U?}J'{I,U}.

Un mot réduit W qui commence par U et termine par un facteur S est équivalent au mot
(WU)U? avec WU dans le langage J' et avec éventuellement un facteur U en début de mot.
Donc, 'ensemble des classes d’équivalences représentées par un mot réduit qui commence par
U et termine par un facteur S est en bijection avec I'ensemble {I,U}J'{U?}.

Enfin, un mot réduit W qui commence et termine par un facteur S est équivalent au
mot U>(UWU)U? avec UWU dans le langage J'. Donc I'ensemble des classes d’équivalences
représentées par un mot réduit qui commence et termine par un facteur S est en bijection
avec Pensemble {U?}J'{U?}.

D’ou le résultat.

2 Deéfinitions - Morphismes de monoides

Dans cette partie, on considére le monoide libre ¥* sur I'alphabet ¥ = N et on note

A X — N ; o F — N
e
-G, —> N ay - n > > A

les morphismes de monoides "longueur" et "somme" introduits dans l'exemple (1.7).
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Définition I1.5 Le morphisme de monoide p : 3* — PSLy(Z) est lextension naturelle de
Uapplication de ¥ dans PSLy(Z) définie par :

0 -1
p(a) ==+ (1 - 1) , pour tout entier a. (I1.3)

0 -1
Remarque 11.6 En particulier, on a u(0) = + (1 . ) =U.

—1
On vérifie aisément que u(l) = + (f 5 | = USU.
Ainst, 1(00)u(1)p(00) = UPUSUU? = S. Donc :
U = u(0),

(IL.4)
S = 1(00100).

Proposition I1.7 Le morphisme de monoide fi|;o 13- : {0,1} — PSLy(Z) est surjectif.
. 0 —1
Preuve : Les relations (I1.4) montrent que les générateurs S = + 1 0 et U =

0 —1
+ (1 . > de PSLy(Z) sont dans 'image de .

Comme S et U sont d’ordre fini, ils engendrent PSLy(Z) en tant que monoide (voir

remarque (1.8)).

Comme {0,1} C ¥ =N, on a:

Corollaire I1.8 Le morphisme de monoide p: 3* — PSLo(Z) est surjectif.

0 -1
Lemme I1.9 Soit a > 0 un entier. Le représentant réduit de la matrice p(a) = £ | a4 1)
a

dans l'ensemble Réduitr des mots réduits pour la présentation (I'|Rr) de PSLo(Z) est :
pu(a) = (US)*U. (IL.5)

Preuve : 1’égalité se vérifie facilement par récurrence.
De plus, pour tout entier a, le produit (US)*U ne comporte pas de facteurs S? ni de

facteurs U®. C’est donc bien une forme réduite pour la présentation (I'|Rr).
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3 Les monoides ¥X*/ ~y et B*/ ~p sont isomorphes a PSLy(Z).
Dans cette partie, on montre le résultat principal suivant :

Théoreme I1.10 Les groupes (ou monoides) PSLy(Z), X*/ ~x et B*/ ~p sont isomorphes.

Un isomorphisme entre B*/ ~p (respectivement ¥*/ ~y ) et PSLy(Z) est donné par

0 -1
M@_i<1a+J

pour a dans B ={0,1} (respectivement pour a dans ¥ = N).

Preuve :

Le résultat pour B*/ ~p est une conséquence des résultats intermédiaires suivants concer-
nant la surjectivité du morphisme pp« (proposition (I1.11)) et injectivité du morphisme
HRéduit,, (Proposition (IL.13)).

Le résultat pour ¥.*/ ~y est une conséquence de I'isomorphisme i entre ¥*/ ~y et B*/ ~p

(voir proposition (1.60)).

Proposition II.11 La relation d’équivalence ~p est compatible avec le morphisme pp-.
Le morphisme - passe au quotient B*/ ~pg. Le morphisme induit i : B*/ ~p—
PSLy(7) est surjectif.

Preuve : Comme on a u(000) = u(0) et p(101) = USUUUSU = USSU = UU = u(00),
la relation d’équivalence ~p engendrée par les régles de réécriture h et v est compatible avec
le morphisme p. On conclut avec la proposition (1.29).

Le morphisme induit est surjectif car yp- = fi o 7 I'est (voir proposition (I1.7)).

Remarque 11.12 Pour tout entier a, on a :
a a a+1 0 -1
u(1(001)*) = USU(UUUSU)* = (US)*™ U =pla+1) =+ L asal
a

Proposition 11.13 L’application I Réduit, ° Réduitg — PSLy(Z) est bijective.

Preuve :
L’ensemble des mots réduits du systéme (B|h, v) est Réduitg = {0,0,00}U{0,0,00}L'{0,0,00}
ou L' =L\ {0} avec L = ({1(001)1“7 ke N}) (voir proposition (1.63)).
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Le groupe modulaire PSS Ly(Z) est isomorphe a l'ensemble {I,U, U?}U{I, U, U*}K'{I,U,U?*}
o K' = K0\ {0} avee K = ({(US)U, k > 1})* (voir proposition (IL4)).

On a U\Réduit3<{@70>00}) = {I,U,U?} et T'application MRéduit, envoie les lettres de
I’alphabet {1(001)%, k € N} sur les lettres de {(US)*U, k > 1} (voir remarque (I1.12)). C’est

clairement une bijection.
]

Corollaire I1.14 du théoréme (I1.10). Le systéme de réécriture (B|h, v) (respectivement (¥|h, u,v))
est convergent : tout mot de B* (respectivement ¥* ) admet un unique représentant réduit dans

Réduitg (respectivement dans Réduits) et

Réduitg ~ (B|h,v) ~ B*/ ~p~ PSLy(Z)

<respectivement Réduits, ~ (X|h, u, v) ~ X"/ ~go~ PSLg(Z)).

Preuve : Voir proposition (1.44).

Remarque 11.15 Les systémes de réécriture (B|v) et (X|v) ne sont pas convergents.

Ces systéemes de réécriture se terminent car la longueur définit un ordre bien fondé et la
réduction v sur B* et sur X* réduit strictement la longueur des mots (voir proposition (1.39)).

Masis ils ne sont pas confluents; il n’y a pas unicité du mot réduit.

Par exemple, le mot 10101 de B* C X* qui n’est pas réduit pour la réduction v = vyo =
(101 — 00), se réduit par 10101 —, 1000 et 10101 —, 0001. Les deux mots distincts 1000 et
0001 sont réduits pour la réduction v.

Les mots réduits d’un méme mot pour la réduction v, n'ont pas forcément la méme
longueur, ni la méme somme. Par exemple, avec le mot 1010101 de B* C X*, on a :

1010101 —, 000101 —, 00000 et 1010101 —, 100001.

Sur ¥*, Punicité du mot réduit (voir corollaire (I1.14)) dans une classe d’équivalence pour

~y implique le lemme suivant :

Lemme I1.16 Soit w, un mot réduit pour ~yx, dans l’ensemble {(,0,00}U{@,0,00}{1}{1}*{(,0,00} C
Réduits,. Tout mot non réduit de la classe d’équivalence [w,]s de w, admet soit un zéro isolé

ntérieur, soit un facteur 000.

Preuve : Par ’absurde, on suppose qu’il existe des mots non réduits dans la classe d’équi-
valence [w,]s de w, sans zéro isolé intérieur et sans facteur 000 et on considére un tel mot w

de longueur minimal.
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Comme w n’est pas réduit, il posséde un couple de zéro isolé intérieur. Donc le mot w est
de la forme w = w;.a.0.0.b.w, ot a,b > 1. Les facteurs wy.a et b.ws n’ont pas de zéro isolé
intérieur et pas de facteur 000.

Le mot w se réduit via une réduction u au mot v’ = wy.(a + b).we. Le mot w’ est aussi
dans la classe d’équivalence [w,]s ; il ne posséde aucun zéro isolé intérieur et aucun facteur
000. I1 ne comporte pas non plus de couple de zéro intérieur car cela contredirait I’hypothése
de minimalité de w.

Donc, le mot w’ est réduit. Par uncité du mot réduit, on a w = w,. Or, w admet un facteur
a+0b > 2; il nest pas dans 'ensemble {(,0,00} U {0,0,00}{1}{1}*{0,0,00} C Réduits.
Contradiction.

O

Remarque 11.17 Le lemme précédent I1.16 itmplique que [’on peutl se passer de la réduction
u dans les classes d’équivalence des mots réduits ne comportant pas de facteurs a > 2. C’est

valable, en particulier, pour les mots de la classe [(]s.

Proposition I1.18
Soit w, un mot réduit dans 'ensemble {0,0,00} U {(,0,00}{1}{1}*{0,0,00} C Réduits.
Tout mot w de [w,]s, se réduit via une réduction mazimale composée de so(w) réductions
vet ¢ [2A(w) — o(w)] — § [2X\(w,) — o(w,)] réductions h.

Preuve : C’est une conséquence directe de la remarque (I1.17) et de la proposition (I1.69).
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Chapitre 111
Morphisme d’indice et demi-tour.

Soit w € ¥* un mot qui se réduit vers 'unique mot réduit de sa classe d’équivalence w,

avec ny réductions h, n, réductions v et n, réductions u. On a (voir proposition (1.69)) :

{ np+ng = 3 [2Mw) —o(w)] — § 2\ (w,) — o(w,)] (IT1.1)

[o(w) — o (w,)]
avec la possibilité de ne considérer que des réductions maximales sans réduction u pour les

classes d’équivalences des mots réduits de 'ensemble {0,0,00} U {0,0,00}{1}{1}*{0,0,00}
(voir proposition (II.18)).

Ty -

Respectivement, sur I'alphabet B, on a montré que les nombres de réduction h et v
dans une réduction maximale d’'un mot w € B* vers I'unique mot réduit w, de sa classe

d’équivalence vérifient les méme relations (avec n, = 0).

Dans une premiére partie, on définit de fagcon combinatoire le morphisme d’indice sur le
monoide libre ¥* oa ¥ = N (et sur le monoide libre B* on B = {0, 1} par restriction) a partir
du morphisme ¢ [2X — o] qui intervient dans la relation (IT1.1).

Dans la seconde partie, on définit le relévement fi : X* — SLy(Z), du morphisme p : ¥* —
—1
PSLy(7Z), qui a tout entier a associe la matrice ( 1) On montre que application
a
linéaire associée a la matrice ji(a) fait "tourner" une demi-droite dirigée par un vecteur de Z?
et que I'indice combinatoire d’un mot du noyau de p g+« s’interpréte en terme de demi-tours
que fait une demi-droite quelconque par les applications successives associées aux lettres du

mots.
Dans la troisiéme partie, on définit le relévement 1% du monoide libre ¥* dans le groupe
des tresses a trois brins B3 qui a tout entier a associe la tresse 01057“, ol 01,09 sont les

générateurs d’Artin du groupe Bjz. On montre que le morphisme d’indice Ind correspond &

I'abélianisé B$® de Bj.

37
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1 Définition et partition d’une partie de B* ou de X*.

Définition I11.1 Soit Ind le morphisme d’indice défini sur X* par :

Ind: ¥ — 7J12
1 (111.2)
2A(w) — o (w)]

w  — Ind(w) = D

On note Ind g« (ou simplement Ind) la restriction du morphisme d’indice & B*.
Soit X une partie de X*. On note X,, 'ensemble des mots de X d’indice n. Les sous-
ensembles (X,,),n € Z/12 forment une partition de X et on a X =, cz/10 Xn-

Remarque II1.2

e Le nombre de réductions h et u (respectivement h) d’une réduction mazimale d’un mot
de 3* (respectivement B*) vers l'unique mot réduit de sa classe d’équivalence est l’entier
donné par :

ny + ny = 2(Ind(w) — Ind(w,)) (voir proposition (1.69))

avec n, = 0 sur B*.

Ainsi, tout mot de la classe d’équivalence d’un mot réduit w, a un indice dans Ind(w,)+
iN. La classe d’équivalence [w,]s; (respectivement [w,|p) d’un mot réduit w, est parti-
tionnée en sous-ensembles
[wT]E = U [wT]Z,Ind(wT)-l—%
neN
(respectivement [w,]p = UneN[wT]Bvlnd(erg}
Pour simplifier les notations, lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on notera [wr]z,lnd(wr)Jr%

ou [wr]Bvlnd(er% par simplement [wr]lnd(w7.)+§'

e Deuxr mots non équivalents pour la relation d’équivalence ~y peuvent avoir le méme

=1

indice. Par exemple, les deur mots réduits 05 et 14 d’indice 4

ne sont pas équivalents

POUr ~x.

Remarque I11.3

1. Le morphisme d’indice est l'extension naturelle de Uapplication définie pour tout a €
> =N par:
2—a

Ind(a) = 5

2. On note ng le nombre de facteurs 0 et ny le nombre de facteurs 1 dans un mot w de B*.
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Ainsi, Uindice de w est aussi donnée par :

_ 2ng+my

Ind(w) D

Proposition I11.4

1. La réduction v est compatible avec le morphisme d’indice.

2. Les réductions h el u ne sont pas compatibles avec le morphisme d’indice.

Preuve : C’est clair avec la proposition (1.69) et la définition du morphisme d’indice.
Pour tous w et w' de ¥* D B*, si w —, w’ alors Ind(w) = Ind(w").

Pour tous w et w’ de ¥* D B*, si w —p, w' ou w —, w' alors Ind(w) = Ind(w') + %

O

Remarque IIL.5 Un sous-ensemble [wy]s ., (respectivement [w,|p.,) est stable par réduction
v el par la relation d’équivalence ~, engendrée par v.
La réduction h(w) ou u(w) d’un mot w de [wy]s,, est un mot de [wr]z,n—é et l’expansion

H(w) ou V(w) d’un mot w de [w,|s, est un mot de [wT]E’nJr%.

FI1GURE II1.1 — Partition de la classe [05]x; en sous-ensembles [05], pour n € 75 + 5.

w=10001020605

Exemple II1.6 Plusieurs réductions mazimales du mot w = 1000102005 d’indice % au mot

réduit w, = 05 d’indice 1—21 sont proposées dans 'exemple(1.68). Flles sont illustrées sur la

figure (1) et montrent différentes facons de réduire w vers w, dans les sous-ensembles [w;],,
avec n € I_zl + %N.
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2 Demi-tour d’un vecteur de R? par un mot du noyau de px.

Dans ce chapitre, on donne une interprétation géométrique de I'indice pour les mots du
noyau Ky (ou Kp).

Cela nécessite de travailler dans le plan euclidien dont la structure n’est évidemment pas
préservée par le groupe SLy(Z).

On utilise la structure euclidienne. Le choix d’un vecteur non nul e de ce plan euclidien
permet d’associer un angle 6. (w) de R & un mot w de X*. Cet angle 6. (w) dépend généralement
du choix du vecteur e, sauf pour les mots w du noyau ot 'angle 6. (w) ne dépend plus du choix
du vecteur e. On obtient de cette facon une fonction § = 6, : Ky — R. Plus précisément, on
obtient, :

O(w) = 2nInd(w),

pour tout mot w du noyau.

2.1 Définitions de 6..

Dans cette partie, on se place dans le plan euclidien usuel R2.
P o~ . o _ 0 -1
Définition II1.7 Soit fi Uapplication de ¥* = N dans S Ly (Z) définie par ji(a) = ( ) :

Remarque II1.8

e Pour tout entier a, linverse de fi(a) est donné par la matrice

. 4 fa+1 1
(@) —(_1 O>.

o L’extension naturelle de lapplication fi est Uapplication de ¥* dans SLo(Z) donnée par :
i > — SLy(7Z)
w=aiay - a, > p(w) = p(a)iaz) - ilan)

o Le morphisme [i est un relevement du morphisme p défini de ¥* dans PSLy(Z) (voir
chapitre (II)).

x
Pour tout vecteur non nul e de R?, o note e+ = ( y> le vecteur orthogonal a e = ( )
z Y

tel que la base (e, el) est directe.

Lemme I11.9 Soit a € ¥ = N.
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L’angle orienté A (e, fi(a)e) formé par un vecteur non nul e de R? et son image par l'ap-

plication linéaire i(a) est dans Uintervalle [—7, T].
Preuve :
. iy 2 / ~ )
Soit e = un vecteur non nul de R? et on note ¢ = fi(a)e = .
y r+(a+1)y

Le produit scalaire € - e = —zy + 2y + (a + 1)y* = (a + 1)y? est positif (éventuellement
503

nul). Donc I'angle orienté £(e, e’) est dans l'intervalle [—7, 7

Y

O

Définition II1.10 Soit e un vecteur non nul du plan vectoriel R%. On note 0, 'application qui

m™ T

a un entier a associe l'angle algébrique 0.(a) dans Uintervalle [—75, 5| défini par les vecteurs

e et fi(a)e :

)
o
g
|
INIE
o[

a +— 0O.(a) = 4A(e, fi(a)e).
Remarque III1.11

1. L’application 0. est bien définie pour tout e non nul (voir lemme (II1.9)).

2. L’extension naturelle de 0, sur le monoide libre est donnée par

g, ¥ — R
0 — 0
w— (am Upyp - al) — He(w) = Ge(al) + eﬁ(al)e<CL2) + 0ﬂ(a2a1)e(a3) .
4.+ eg(an_an---al)e(a”)

3. Le réel 0.(w) est une mesure de l'angle £(e, fi(w)e) (mod 27).

4. Comme [i est linéaire, pour tout entier a et tout vecteur e de R?, on a :

Dans cette partie, on démontre le résutat principal suivant :
Théoreme II1.12 Pour tout mot w du noyau Ks« et pour tout vecteur non nul e, on a :
0. (w) = 2w Ind(w).
En particulier, 0.(w) ne dépend pas du vecteur e et l'angle 0(w) = 0.(w) est dans 7.

La démonstration du théoréme est Pobjet de la section (2.4).
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2.2 Invariance sous l’expansion V.

Dans cette section, on montre que pour tout vecteur e de R?, I’angle 0, est invariant par
expansion V = (ab — (a+ 1)0(b+ 1)) (et par réduction v = (a + 1)0(b + 1) — ab)).

Définition I11.13 Le demi-plan fermé positif déterminé par un vecteur non nul e est le
demi-plan fermé formé des vecteurs € dont le produit scalaire e.€’ avec e est positif ou nul.

Pour tout vecteur €' dans le demi-plan fermé déterminé par e, Uangle A(e,e’') est dans
Uintervalle [—7/2,7/2]. On convient que £(e,0) = 0 et que le vecteur nul est dans le demi-
plan fermé positif.

Le demi-plan ouvert positif déterminé par un vecteur non nul e est le demi-plan ouvert
formé des vecteurs €' dont le produit scalaire e.e’ avec e est positif non nul.

Pour tout vecteur € dans le demi-plan ouvert déterminé par e, l’angle L(e,€’) est dans

Uintervalle | — w/2,7/2[. Le vecteur nul n’est pas dans le demi-plan ouvert positif.
Proposition II1.14 Pour tout vecteur non nul e du plan R?, et tous entiers a et b, on a :
f((a+1)0(b+1)) = fi(ab) et 0.((a+1)0(b+1)) = b.(ab).

Preuve : La démonstration n’est pas difficile, mais assez calculatoire.

1. Par simple calcul matriciel, on montre que

MW+wmmH»—ﬂMM—(‘4 ~o+ ) >.

a+1 (a+1)(b+1)—1

2. Soit e = (;) € R?. On note (eg, €1, €2, €3) = (e, u(b+1)e, @p(0(b+1))e, a((a+1)0(b+1))e)

et (eo, f1, f2) = (e, i(b)e, i(ab)e). Ainsi, on a :

- . -y

—z— (b+ 2)y>

.@:ﬁmw+nkzmmq:<x+@+wy

—x—(b+ 1)y
(a+Dz+[(a+1)b+1)—1]y

- _ -y
® ot fi=filbe= <x—|— (b+ 1)y>

On montre que le vecteur ¢y est dans le demi-plan fermé défini par le vecteur f; et les

o es=fi((a+1)0(b+1))e = ( ) = ji(ab)e = fa,

vecteurs eq, es et ez sont dans le demi-plan ouvert positif défini par le vecteur f; en

calculant leurs produits scalaires avec f; :
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o fieo=—zy+ay+ (b+1)y>=(b+1)y* >0,

2b+ 3 3
'f1-€1:y2+$2+(2b+3)xy+(b+1)(b+2)y2:(x+Ty)2+4y > 0,
2b+3 3
o frea=y? + a2+ (2 +3)ay + b+ Db+ 2y’ = (v + ——)*+ 7v° > 0,

o fies=(a+1)z*+2(a+1)(b+1)zy = (a+1)(b+1)%y* = (a+1)(z+ (b+ l)y)2 > 0.
Donc tous ces vecteurs sont dans un méme demi-plan fermé, et seul le vecteur eq peut
étre sur la frontiére du demi-plan.

Donc, les mesures de I'angle £(eg,e3) données par les sommes £ (eg,e1) + £L(e1,es) +
Les,e3) et L(eq, f1) + £(f1,e3)) sont dans l'intervalle | — 7, 7[. Donc les réels 0.((a +
1)0(b+ 1)) et 6.(ab), représentant l'angle £ (e, e3), sont égaux.

O

Corollaire I11.15 Pour tout vecteur ¢ € R?, la réduction v (et Uexpansion V) sur un mol

w de ¥* ne modifie pas l'angle 0.(w) : pour tous mots w et w' de ¥*,
st w —y, w' alors O.(w) = G, (w').

Preuve : On note w = pabs et w’ = p(a +1)0(b+ 1)s. On a :

He(w ) = ee(p(a + 1)O(b + 1)5) = 9 ( ) + eu(s e((a + 1) ( ) + 6 ((a+1)0 (b—i—l))ﬂ(s)e(p)
= 9@( ) (s) e(ab) =+ ‘9 (abs e(p)
= Qe(pabs) = 0. (w).

2.3 Comportement de 0, avec ’expansion H.

Dans cette section, on montre que le mot 000 "fait tourner" d’un demi-tour positivement
tout vecteur e du plan R? .
Ainsi, pour tout vecteur e € R?, I'angle 0.(w) d’'un mot w augmente de 7 par ’expansion

H. Le vecteur ji( H(w))e est obtenu en "ajoutant un demi-tour" au vecteur fi(w)e.

Lemme I11.16

Pour tout vecteur non nul e du plan vectoriel R%, on a :

0.(0) €10, 3.
2
2 2 / ~ -y
Preyve : Soit e = eR*. Onaete =je=
Yy x+ 1y

Le produit scalaire ¢’ - et = y? + 2% + zy = 5((x + y)? + 2% + y?) est strictement positif.
Donc l'angle orienté £(e,e’) est dans I'intervalle ]0,7[. Donc 6.(0) €0, 5] (voir lemme
(I11.9)).
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Proposition II1.17 Pour tout vecteur non nul e du plan R?, on a :
f(000) = —1 et 0.(000) = .

Preuve : On note (eq, e1, ea,e3) = (e, 1(0)e, 1(00)e, £(000)e).

e Par simple calcul matriciel, on obtient i(000) = —I. Donc ez = f1(000)e = —e et le réel
8.(000), qui mesure 'angle £(eq, e3), est dans 7 + 2Zr.

e D’aprés le lemme (II1.16), les angles orientés 6.(0) = L(ep,e1), 0.,(0) = L(eq,eq)
et 0.,(0) = £(e2,e3) sont dans l'intervalle |0, 7]. Donc I'angle 6.(000) = £(eq,e3) =
4(eo,e1) + L(e1, e2) + £(e2, 3) est dans I'intervalle ]0, 2.

Finalement, 6.(000) = 7.

O

Remarque I11.18 On peut réaliser Uapplication linéaire i(000) par déformation continue
d’un vecteur e de R? dans le sens positif d’un angle ©. On dit que le vecteur e tourne d’un

demi-tour par le mot 000.

A
~. 3
: .
. 2
2 e;
1 €, fo v
4 3 2 -1 0 1 2 3
€1
L f3 -1 "
o
-2 \
Ficure 1I1.2  —  (fie,(0), fiey (00), f1e, (000)) = (e1,ez,e3) avec e = (1,—2) et
(fif,(0), fif,(00), fif,(000)) = (f1, fo, f3) avec fo = (3,1) : les vecteurs eg et fy tournent d'un

demi-tour par le mot 000.

Corollaire III1.19 Pour tout vecteur e € R? et tous mots w et w' de X*, on a :
stw — g w alors 0. (w') = 0.(w) + 7.

Preuve : On note w = ps et w’ = p000s. On a :
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96(@0’) = (96(])0008) = 96(8) + eﬁ(s)e(OOO) + eﬁ(OOOS)e(p)
0c(s) + 7+ 0_s(s)e(p)
= 0c(s) + 7+ a(s)e(p)
O.(ps) + 1 = 0. (w) + .

2.4 Démonstration du théoréme IT11.12.

Les résultats intermédiaires des sections 2.2 et 2.3 sur les expansions V et H permettent
de montrer simplement le théoréme II1.12 en comptant le nombre d’expansions H du mot

vide vers un mot w du noyau Ky, :

Preuve du théoreme I11.12 :

D’aprés les corollaires (IIL.15) et (II1.19), pour tout vecteur e du plan R?, si un mot w est
obtenu avec n, expansions V' et ng expansion H sur un mot w’ alors 6.(w) = 0.(w') + ny.

Or, pour tout vecteur e de R?, on a 6.(f) = 0 et tout mot w du noyau Kx- s’obtient a partir

du mot vide avec 2Ind(w) expansions H (voir poposition I1.18)). D’ou 6. (w) = 2w Ind(w).

O

2.5 Remarques et compléments.

Sur l'alphabet B*, Deffet de rotation par les applications ji(a) (avec a € {0,1}), d’une
demi-droite eN, dirigée par un vecteur non nul e, est plus clair.

Dans cette section, on montre que sur l'alphabet B, pour toute lettre a € {0, 1}, une
demi-droite dirigée par un vecteur non nul e tourne dans le sens positif d’un angle positif
dans I'intervalle ]0, 7] , alors que sur I'alphabet X, parfois, la demi-droite tourne d’un angle

négatif.

1 / ~ 1 1
Par exemple, pour le vecteur ¢ = .k onae = p2e= 5 et e/ = —4 < 0.

Donc 6(2) est dans I'intervalle [—7, 0. La demi-droite eN ne tourne pas dans le sens positif
par lapplication linéaire fi(2).

Le lemme (II1.16) montre que pour tout vecteur e, la demi-droite fi(0)eN est I'image de
la demi-droite eN par une rotation d’angle 6.(0) €]0, 7].

Pour la lettre 1, on a :

Lemme II1.20

Pour tout vecteur non nul e du plan vectoriel R?, on a :
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71']‘

96(1) - [0, 5

Prewve : Onnote e = [ | et ¢ = a(l)e = ) de R? \ {0,0}.
Yy T+ 2y

Le produit scalaire €' - et = y* + 22 4+ 22y = (z + y)? est positif (éventuellement nul).
Donc 'angle orienté £ (e, €’) admet un représentant dans 'intervalle [0, 7].
Donc 6,(1) € [0, %] (voir lemme (II1.9)).

12
O

Ainsi, pour tout mot w de B*, et tout vecteur non nul e de R?, la demi-droite eN tourne
dans le sens positif d’un angle 6, (w).
Et d’aprés le théoréme I11.12, pour tout mot w du noyau Kpg-, et tout vecteur non nul e

de R?, la demi-droite eN tourne dans le sens positif d’un angle 2w Ind(w).

3 Indice et tour d’une tresse de Bs.

Dans cette partie, 'indice d’un mot est interprété dans le groupe des tresses. On associe
une tresse a trois brins aux générateurs a € N de X*. Dans ce contexte, I'indice d’'un mot du
noyau de pp- correspond au nombre de tours de la tresse centrale associée.

Plus généralement, on montre que I'indice d’un mot correspond & son image dans ’abé-

lianisé BS® = B3/D(Bs) du groupe des tresses a trois brins.

3.1 Définitions.

Définition II1.21 Soit P = {Pi, ..., P,} un ensemble de n points du disque unité ouvert de
C.

Un brin est le graphe d’une application b continue de [0, 1] dans le disque unité ouvert de
C, dont les extrémités b(0) et b(1) appartiennent a P.

Une tresse géométrique a n brins est la réunion de n brins disjoints.

Une tresse est ’ensemble des tresses géométriques équivalentes par déformations des brins
et de leurs extrémités sans décrocher leurs extrémités et sans que les brins ne se traversent.

Un diagramme de tresse (ou représentation) est la projection des brins de l'espace R3
d’une tresse sur le plan. On dit que deuz diagrammes sont équivalents (ou isotopes) s’ils

représentent la méme tresse.

Dans la suite, on ne considérera que des tresses a 3 brins.
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Définition I11.22 Le groupe des tresses a 3 brins, noté Bs, est donné par la présentation
de groupe ({o1,02}|0109017 = 090103), o les générateurs o1 et oy sont représentés par les

diagrammes de lresse suivant :

\ \

o1 = et 09 =

\ \

Let 051 des générateurs sont représentés par :

01_1 = / et oy = /

/ 2 /

Remarque IT1.23 Une tresse désigne une classe d’équivalence de mots et un diagramme de

Les inverses o

tresse (ou représentation) désigne un mot de cette classe d’équivalence.

Définition I11.24 La tresse unitée est la tresse triviale sans croisement.

Une représentation de tresse est positive si elle ne comporte aucun 0;1. Une tresse est
positive si elle admet une représentation positive.

L’ensemble des tresses positives, dont l’élement neutre est la tresse triviale, forment un
monoide noté B;. Le monoide des tresses positives & trois brins admel la présentation de
monoide

B; = <{O-170-2}’0-10-20'1 = 020102>.

Définition I11.25 La tresse de Garside a trois brins, définie par As = 0109071 correspond a
un diagramme ot les 3 brins font un demi-tour positif (voir figure II1.3)).

Le centre C du groupe des tresses Bs est l'ensemble des tresses qui commutent avec les
tresses de Bs. Le centre C' est le sous-groupe engendré par A2

Une tresse centrale est une tresse de C.

3.2 De B*={0,1}* vers Bj.

Définition II1.26 Soit i [’extension naturelle sur B* = {0,1}* de Uapplication de {0, 1}

dans le monoide des tresses positives a trois brins By définie par

/133 . B — Bgr
0 — o109 .
1 — o
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010201 =

FiGURre II1.3 — Les diagrammes de la tresse de Garside & 3 brins o10907 et de la tresse o90102 sont
isotopes. Les trois brins font 1 demi-tour positif.

> \
0— o109 = j et l—o01=

N

\

Remarque I11.27 L’image de i est le sous-monoide de By engendré par oy el 0,05.

Proposition II1.28 La tresse i3 (0%) = (0102) associée au mot 000 est la tresse positive

centrale A2 qui fail 1 tour el qui engendre le centre C.

Preuve : On a :
~ B3 _ 3 _ . 2 2
12 (OOO) = (010'2) = (010'201)<0'2010'2) = (O'10'201) = Ag

ou Aj est la tresse de Garside a 3 trois brins (voir définition (II1.3)).

La tresse fait deux demi-tours. Les brins reviennent a leurs positions initiales respectives.

(I
Proposition I11.29 La réduction r est compatible avec le morphisme fi>3.

Preuve : On a : (i%3(101) = 01(0102)01 = 01(010201) = (01020102 = (0102)? = iP2(00).

O

Proposition II1.30 La tresse a trois brins associée a un mot w du noyau de pyp- est une
tresse centrale.

Le nombre de tour de la tresse associée est 2Ind(w).

Preuve : L’expansion H augmente le nombre de tours de 1 tour et l’expansion V' ne
modifie pas la tresse associée.

Le mot vide est associée i la tresse triviale & 0 tour.
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Les mots du noyau sont obtenus & partir du mot vide avec 2/nd(w) expansions H et
o (w) expansions V (voir proposition (1.69)).

D’ou le résultat.

3.3 Extension du morphisme /% sur ¥*.

Le morphisme 1% s’étend naturellement 4 X* en posant
pt(a) = 01057
La réduction v sur X* est compatible avec le morphisme %3, On a :
i ((a+1)0(b+1)) = o105 Ho109)o108 0 = 0105 H090100) 080 = o108 o105 0 = iP5 (ab).
La réduction u enléve un tour (0102)3 a la tresse associée. En effet, on a :

ﬂBS(aOOb) = 0105_“(0102)(0102)0105_1) = 010%_“(0102)302_(’
et

pPa+b) = o105 ",

Remarque II1.31 Pour tout mot w de ¥*, la tresse i3 appartient auz tresses positives au
sens de P. Dehornoy (voir [D]).

3.4 Indice et abélianisé de Bs.

1

Le morphisme d’indice de ¥* dans {57 est donné par

Ind(w) = 1—12(2)\(111) ~o(w)

oll A est la longueur et o est le morphisme somme. En particulier, pour tout générateur

aceX=N,ona:
2—a
12

Ind(a) =

Dans cette partie, on explicite la relation entre le morphisme d’indice et I'abélianisé¢ BS°
du groupe des tresses a 3 brins.

Définition I11.32

Le commutateur de deuz éléments g et h d’un groupe G est [’élément [g, h] = ghg~*h™.
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Le groupe dérivé d’un groupe G, noté D(G) est le sous-groupe de G engendré par ['en-

semble des commutateurs de G :
D(G) ={ghg~'h",g9,h € G}.

Le groupe dérivée est un sous-groupe normal et ’abélianisé d’un groupe G est le quotient
G/D(G).
L’image d’un élément g de G dans G/D(G) est appelé 'abélianisé de g.

Définition II1.33 On note a le morphisme de groupe de Bs dans Z défini sur les générateurs
o1 et oy de Bs par

a(oy) = a(og) = 1.

Remarque I11.34 Le morphisme a est bien défini : la relation 010901 = 090105 du groupe
des tresses Bs est compatible avec le morphisme .

1l est clair que a est surjectif : pour tout entier n € Z, on a a(o}) = n.

Proposition I11.35
Le noyau de « est le groupe dérivé D(Bs) du groupe des tresses a trois brins.
Le morphisme o est un morphisme d’abélianisation du groupe des tresses a 3 brins.

L’abélianisé BS® = B3/ D(Bs) du groupe des tresses a trois brins est isomorphe a Z.

Preuve :

Il est clair que I'image d’un élément du commutateur par « est nul et D(B3) C Ker(a).

D’aprés la relation du groupe By, on a : 0,0, = 0, ‘05 'oy01. Donc o105 ' (et son inverse
o907 ') est dans le groupe dérivé. De méme, o] ‘o, et o, ‘o) sont dans D(Bs).

Une tresse W non triviale dans le noyau de o admet autant de facteurs de ’ensemble
{01, 09} que de facteurs de I'ensemble {o; ', 05 '}. Donc au moins deux facteurs de chacun de
ces ensembles sont consécutifs. Ainsi, une tresse W de Ker(«) s’écrit sous la forme W = pUs
avec ps € Ker(a) et U € {0105, 090, ", 07 09,0501} C D(G).

Par récurrence sur la longueur de W, on conclut que W est dans le groupe dérivé.

Remarque II1.36
Comme o1 = (0102_1)02, les deux générateurs oy et oo sont dans la méme classe d’équi-

valence modulo le groupe dérivé D(Bs3).

Proposition I11.37 Pour tout mot w de X*, l'entier 12Ind(w) correspond & ['abélianisé

a o iB(w) de la tresse i3 (w).
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Preuve : Pour tout générateur a de ¥*, on a :

ao ji®(a) = aloy0y) =2 — a = 12Ind(a).

51
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Chapitre IV

Modéle binaire : du noyau Kp vers les

nombres de Catalan

Dans ce chapitre, on étudie les mots du noyau Kp du morphisme surjectif pp- (voir

proposition I1.7) défini par :
HWB* : B — PSLQ(Z)
0 —1
0 — U=+
1 1

1 — USU=+ <(1) _21> avec S = + (? _01> € PSLy(Z).

Le noyau Kp est la classe d’équivalence [0]p (ou simplement [#]) du mot vide pour la
relation d’équivalence ~p engendrée par les réductions v = (101 — 00) et h = (0 — 000)
(voir proposition (I1.14)).

Le noyau Kp est stable par concaténation, par réductions v et h (et par expansions
V =v!1=(00— 101) et H=h"= (000 — 0)) et par permutations circulaires.

Il est partionné en sous-ensemble [@]g, pour n € N, par le morphisme d’indice
Indp.: B*={0,1}* — Z/12
1
w —  Ind(w) = D 2A(w) — o(w)] .
Sont répertoriés ci-dessous, les premiers mots du noyaux Kp a indice et longueur fixés :

53



54CHAPITRE IV. MODELE BINAIRE : DU NOYAU Kp VERS LES NOMBRES DE CATALAN

Ind | X\ | o | Mots de Kg de longueur \ et d’indice Ind Nombre card([0) rna)
de mots
0 010 0 1 1
1/2 310 000 1 5
4 12 0101, 1010 2
60 (000)2 1
1 7| 9 1010000, 0101000, 0010100, 0001010, . 51
0000101, 0100001, 1000010
10110100, 10101010, 10100101,
o | 01011010, 01010101, 00101101, "
11010010, 10010110,
01101001, 01001011
9 16 101101101,1101101110,011011011 3
90 (000)3 1
3/2 10107,  01010%, 021010°, 031010%, 191
10l 92 0410103, 0°1010%, 061010, 07101, 15
10*10%, 010*10%, 0210*10%, 0%10*10
0%10%1, 10710, 01071

Pour tout entier k, le mot (000)* est le mot du noyau K5 d’indice £ de somme minimale (et
de longueur minimale 3k). L’ensemble des mots du noyau d’indice g est stable par réduction

v et par expansion V = v~!. Mais la relation de réduction v = (101 — 00) n’est pas confluente

k
2

Iexpansion R sur le mot de longueur minimal. Ils sont obtenus récursivement a partir des

(voir remarque (I1.15)) et les éléments d’'indice & ne sont généralement pas engendrés par
mots d’indices inférieurs sur lesquels on effectue n expansions H, ce qui augmentent I'indice
de 7 et éventuellement d’autres expansions V.

Dans 'objectif de dénombrer les mots du noyau, on focalise sur les mots de B* de 'image

0 -1
réciproque du sous-groupe cyclique d’ordre 3 engendré par U = + 1) On appelle ces

mots des chateaux. On définit une factorisation canonique DD des chateaux avec des facteurs
"premiers" : la douve 0 et 'ensemble D des donjons.

Un donjon est un mot particulier de la forme 1v1, d’indice dans é(SN—i—Z). En remplacant
un facteur 101 d’un mot par un autre donjon, on construit des mots d’indices supérieurs qui

ne sont pas équivalents modulo v au mot de longueur minimale (000)F.

L’ensemble des chateaux d’indice donné  est fini; cet ensemble admet des mots maxi-

maux de longueur maximale (et de somme maximale). On montre que les zéros des chateaux
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maximaux sont isolés et on note, en notation condensée, les chateaux maximaux par la suite

d’entiers donnant les longueurs des blocs de 1 consécutifs.

A permutation prés, les chiteaux maximaux d’indice & sont en bijection avec 'ensemble
des arbres 3—réguliers & 2n + 2 sommets. Les mots du noyau peuvent alors étre considérés
comme des arbres 3—réguliers muni d’une décoration servant & indiquer le début des mots
circulaires correspondants. On montre que I’ensemble des mots maximaux du noyau d’indice
% est dénombré par la somme ¢, + cxy1 des deux nombres de Catalan consécutifs c; et

Ck+t1-

Ci-dessous sont énumeérées les premiers mots maximaux dans le noyau Kz en notation

condensée :
Indice A o M.ots.Mammaux card(K seis)
d’indice Ind 6
1/2 4 2 110,011 Co+Cy=2
1 9 6 2220, 1221, 0222 Ci+Cy=3
32320, 23230, 22321
3/2 14 10 13231, 12322, Co+C3=7

03232, 02323
423320, 332420, 324230, 323321,
242330, 233240, 232421,
994931, 223322,
2 19 14 142331, 133241, 132422, C3+Cy=19
124232, 123323,
042332, 033242, 032423,
024233, 023324
5/2 | 24 18 Cy+ Cs = 56
n/2 | 5n—1]|4n—2 Cn_1+0C,

Dans la derniére partie, on étudie des permutations circulaires selon une base W d’un
sous-monoide W* du noyau Kp. On montre qu'un chateau maximal du noyau Kp est soit
simple, soit un carré (de la forme p?), soit un cube (de la forme p?). Pour W = B = {0, 1},
On dénombre les orbites simples, les orbites carrées et les orbites cubes des sous-ensembles

3k+3

de mots d’indice =%z=, et on obtient pour 0 < k£ < 7:
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Nombre Nombre Nombre Nombre
k| Ind| X || dorbites | d’orbites | d’orbites total card(K %T%)
simples carrées cubes d’orbites
0 1/2] 4 0 1 0 1 2
1] 1 9 0 0 1 1 3
21 3/2| 14 0 1 0 1 7
310 2 |19 1 0 0 1 19
41 5/2 1 24 1 2 1 4 56
51 3 1|29 6 0 0 6 164
6 7/2| 34 14 5 0 19 561
71 4 |39 47 0 2 49 1859

1 Définitions préliminaires et représentations.

Dans cette partie, on introduit I’ensemble C des chateaux. Cette ensemble C contient le
noyau Kg. On définit, dans 'ensemble C des chateaux, des mots particuliers, appelés douves
et donjons. Ces mots jouent le role de facteurs premiers dans une factorisation unique appelée

factorisation DD.

1.1 Chateaux et partition (Ck)ke% de ’ensemble des chateaux.

Définition IV.1
L’ensemble des chateaux C est la pré-image C = ufBl*((U ) par le morphisme pyp- : B* —
PSLy(Z) du sous-groupe cyclique (U) d’ordre 3 de PSLy(Z).

Remarque 1V.2

1. Tous les sous-groupes cycliques d’ordre 3 de PSLo(Z) sont conjugués o (U).

2. Le systeme de réécriture (0, 1|h, v) est convergent (voir corollaire (11.14)). L’ unique forme

réduite d’un mot de B* est dans ensemble :

Réduity = {0,0,00} U {0,0,00}£'{0,0,00}

oi £ =k € N{1<oo1)k}(UkeN{uom)k})*.

Les mots réduits s’écrivent sur lalphabet {0,00,1(001)* k € N}. Leurs images par p

dans PSLy(Z) sont : pu(0) = £ <(1) _11), 1(00) = + <_11 _01> et u(1(001)%) =
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1 k+2
L’ensemble Réduitp des mots réduits est en bijection avec PSLy(Z) (voir proposition
(I11.13)).

0 -1
+ ( ) (voir remarque (11.12)).

3. L’ensemble {[0],[0],[00]} est limage réciproque de l’ensemble {I,U,U?} par lisomor-
phisme [i : B*/ ~p— PSLy(Z) (voir proposition (I11.10)). On a donc :

¢ = [0 U [0] U [00].

Les mots 0, 0 et 00 sont les seuls mots réduits qui sont des chdteau.

4. Tout chateau admet une réduction mazimale ¢ un mot de ’ensemble {(,0,00} avec n,
réductions v et ny, réductions h (voir proposition (1.69)).
La somme d’un chdteau est paire, égale a 2n,.

On rappelle que le morphisme d’indice Ind est défini par (voir au chapitre (II1)) :

Ind: B* — %Z
1
w  +— Ind(w) = 1 2A(w) — o(w)] .

Le nombre de réduction h d’un mot w vers l'unique mot réduit w, de sa classe d’équi-
valence est np, = 2Ind(w) — 2Ind(w,). Le morphisme d’indice partitionnne une classe
d’équivalence [w,| g, représentée par son unique mot réduit w,., en sous-ensembles [wr]md(erg
avecn € N.

Pour les chiteauz, comme Ind(0) =0, Ind(0) = % et Ind(00) = 3, on a :
0] = Upen Coxzr = Cosan,  [0] = Upen Cazae = Crzan et [00] = Uy Crzan = Caan.
On obtient la partition de [’ensemble des chateaur suivante :

C= C%(O+3N) U C%(1+3N) U C%(2+3N) = U Ca =Cu.

neN

ol3
oz

Chaque ensemble C% est stable par réductions v (et expansions V).

La réduction h(w) d’un chdteau w de Co est un chdteau du sous-ensemble Canzs, et

Vexpansion H(w) d’un chdteau w de Cnest un chateau du sous-ensemble CnTJrs.
Proposition IV.3 Pour tout entier n, 'ensemble Cx est fini.

Preuve :  Sur Dalphabet binaire {0,1}, la somme o(w) d’un mot w est majorée par
sa longueur A(w). Or Ind(w) = & [2A(w) — o(w)], donc 2A(w) = 12Ind(w) + o(w) <
12Ind(w) + Aw).
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Donc, & indice Ind(w) = § fixé, la longueur est majorée par

AMw) < 12Ind(w) = 2n.

Exemple IV.4 Pour n <4, les sous-ensembles C% sont :

Q

o = {0}, de cardinal 1,
C% = {0}, de cardinal 1,
C% = {00,101},de cardinal 2,
C% = {000, 1010,0101}, de cardinal 3,
C% = {0000, 10100,01010,00101, 101101}, de cardinal 5.

Remarque IV.5 La classe C% est stable par réductions v et par expansions V. Mais tous les
mots de la classe C% ne s’obtiennent généralement pas par des expansions V. sur le mot 0"
de longueur minimal de la classe, du fait que la réduction v n’est pas confluente sur la classe
Cn (voir remarque 11.15)).

Par exemple, le mot 10101010"° € C% se réduit vers les deux mots distincts suitvants,

tous deux réduits pour la réduction v :

1010000" % ——— 0"
10101010™°
1000010™—

Le chdteau 1000010~ du sous-ensemble C% est construit a partir d’un chdateau du sous-

ensemble d’indice inférieur Cn-s.
6

Pour construire les chateaux de fagon unique, on définit, dans la section (1.4), une factori-
sation unique sur C, appelée factorisation DD (Donjons/Douves), dont les facteurs "premiers"
sont la douve simple et les donjons. Ces mots particuliers sont définis dans la section (1.3).

Sous forme factorisée, les chateaux sont représentés par des chemins de Schroder (cf
digression suivante (1.2)).

1.2 Digression : chemins, nombres et mots de Schréder

Cette partie n’est pas indispensable pour la compréhension de la suite de I'étude.

Définition IV.6
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e Un chemin de Motzkin est un chemin du demi-plan supérieur reliant le point (0,0) au
point (n,0), par des pas Nord-Est (1,1), Sud-Est (1,—1) ou Est (1,0) (voir [WM]).
L’ensemble des chemins de Motzkin de longueur n est noté M., et l’ensemble des chemins

de Motzkin est M = J,,cy M.

e Un chemin de Schrider est un chemin de Motzkin avec des pas horizontauxr double :
dans le demi-plan supérieur, il relie le point (0,0) au point (2n,0) par des pas Nord-FEst
(1,1), Sud-Est (1,—1) ou double Est (2,0) (voir [WS]).

Remarque 1V.7

o Le nombre de chemins de Motzkin de longueur n (i.e : reliant (0,0) 4 (0,n)) est un
nombre fini M, appelé le nombre de Motzkin. La suite A001006 de I’OFEIS des nombres

de Motzkin commence par :

n |0]1]2]3|4]5 |6 7|8 | 9| 10 11
Mn 1124921 ]51 127 323|835 | 2188 | 5798

Un mot de Motzkin est un mot sur un alphabet A = {a,x, T} a trois lettres tels que x et
T interviennent dans le mot comme un parenthésage. L’ensemble des mots de Motzkin
M wvérifie I'équation

M =¢e+aM+ s MzM.
Les chemins de Motzkin sont en bijection avec les mots de Motzkin. La correspondance

entre mots de Motzkin et chemins de Motzkin s’oblient en notant un pas montant par

la lettre x, un pas descendant par la lettre T et un pas horizontal par la lettre a.
Ainsi, le nombre de Motzkin M, est égal au nombre de mots de Motzkin de longueur n.

Les premiers mots du langage de Motzkin sont :

n| M,

0] 1 |0

111 |a

2| 2 |aa,x

3| 4 |aaa,axr,rax,rxa

4| 9 | aaaa,xTaa,raal,aar®, arax, axTa, xaT0, TLTLT, TXTT

Le nombre de Motzkin Mn est aussi le nombre d’arbres unaires-binaires a n arcs, c’est-
a-dire d’arbres planaires enracinés od chaque neeud a soit un enfant (correspondant & la

lettre a), soit deux enfants (correspondant a une paire de parenthéses x, ).

e Pour tout entier n, le nombre de chemin de Schrider de longueur 2n est fini et le nombre
de Schréder r,, est le nombre de chemin de Schrider de longueur 2n. Les nombres de
Schrider correspondent a la suite A006318 de I’OEIS et les premiers de ces nombres

sont :
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O Ommm Q) i
OmmmQmmQu Q=) O—O— OO o0—O0——0——0——>0
O O, O i 5 A
OmmmQmmn(——O——O0 OmenO—O0—O0—O0 O O——O——Omm=O
O

O—O0—O0—CO===0O o0—O0——0——0——=0 o0—O0——0—0——>0
Ficure IV.1 - Les My = 9 chemins de Motzkin de longueur 4 et les My =
9 arbres unaires-binaires pour 4 arcs correspondants aux My = 9 mots de Motzkin

{aaaa, xTaa, xaax,aax®, axaZ, axTa, raZa, LTTT, LTTT}.

n|0[1/2]3]4] 5 6 7
T | 1]12]6]22190 ]394 | 1806 | 8558

Tout comme les chemins de Motzkin, les chemins de Schrider peuvent étre représentés
par des mots de longueurs 2n sur un alphabet & trois lettre {y,x, T} ou les lettres x et
T viennent par paires et la lettre y vient par couple yy. Le langage de Schroder R est

I’ensemble de mots défini par I’équation récursive
R=0+yyR+ xRTR.

Les premiers mots du langage rangés par longueur sont :

n| R,

0] 1 |e¢

1] 2 |yy, 27

21 6 | yyyy, yyrx, xTYY, TYYT, LTIT, TTTT

O (0] OO (o) (] (¢) o]
ey N N L—0—0N

FicUrE IV.2 — Les Ry = 6 chemins de Schroder de longueur 4 correspondants aux Ry = 6 mots de
Schroder {yyyy, yyzz, xZyy, xyy®, rTXT, TTTT.}

La correspondance entre mots de Schrider et chemin de Schroder s’obtient en notant un
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pas montant par la lettre x, un pas descendant par la lettre T et un pas horizontal double

par le facteur yy.

1.3 Douves, Donjons, chemins.

Les facteurs "premiers" qui interviennent dans la factorisation unique DD des chateaux
définie dans la partie suivante (1.4) sont la douve simple 0, et les donjons. Ces mots sont

définis par :

Définition IV.8

e Le mot 0 est appelée une douve.

e Un donjon est un chdteau de somme non nulle dont aucun préfize strict n’est un chateau.

On note D l’ensemble des donjons.

Lemme IV.9 Soit w un mot de B* et w € Réduitg le mot réduit de sa classe d’équivalence.

Sl existe deux mots réduits p et s de Réduitg tels que w = pls, alors il existe deux mots p
w = pls

et s de B* tels que ¢ p~pp

SNB§

Preuve : L’idée est que les réductions v et h ne produisent pas de facteur 1 et ne modifient
pas leur place dans un mot. Ainsi, si la forme réduite @ du mot w comporte un facteur 1,
alors le mot w lui-méme comporte ce méme facteur 1 et seuls les suffixes et préfixes ont été

réduits. On le montre par récurrence sur k = A(w) — A(w) > 0.

e Si k= Aw) — A(w) = 0, alors le mot w est réduit. On a w = W et on prend p = p et
5§ =35.
e Si k > 0, alors le mot w n’est pas réduit : il se réduit soit par une réduction v, soit par
une réduction h, en un mot équivalent w’ de longueur strictement inférieur qui satisfait
w' = p'ls
les méme hypothéses que w. Dong, il existe deux mots p’ et s’ tels que ¢ p/ ~p p
s'~p s
Enfin, le mot w s’obtient par une expansion V : (00 — 101) ou une expansion H : () —

000) sur w'. Elle s’applique

— soit sur le préfixe p’. Dans ce cas on obtient un préfixe p de w tel que p ~5 p' ~p p

et on garde le suffixe s = ¢ ~p §.

— soit sur le suffixe s’. Dans ce cas on obtient un suffixe s de w tel que s ~5 s’ ~p5 §

et on garde le préfixe p = p/ ~p p.
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Remarque IV.10 Ce lemme est spécifiquement lié au modéle binaire et au fait que les ex-
pansions H et V ne s’appliquent pas sur les facteurs 1. Les facteurs 1 sont comme des
"barrieres” : une expansion H ou V s’applique sur un mot pls, soit sur le facteur p situé
avant un facteur 1, soit sur le facteur s situé apres.

Cette propriété de relevement n’est plus vraie pour des mots irréductibles factorisés sous
la forme w = ps. Il n'existe pas toujours de mots p et s qui "relévent” le produit W = ps vers
un produit w = ps dans B* tel que p ~p p et s ~p 5. Par exemple, le mot w = 11011 est
équivalent au mot réduit u = 10.01. Ni le préfive p = 10, ni le suffize s = 01 ne se retrouve

dans Uécriture de w, quelque soit la factorisation de w.

Proposition IV.11 Un donjon est un chdleau de C%(2+3N) de la forme lul ot u est un

chdteau de C%(1+3N)-

Preuve : Un donjon est un chateau : il est équivalent a 0%, avec k € {0,1,2}.

Un donjon est un chateau de somme non nulle et de somme paire (voir remarque (IV.2-4)) :
il s’écrit sous la forme w = 0%1u107, avec d, f € N.

Sid# 0ousif#0, les préfixes stricts 0¢ et 091ul sont respectivement équivalents & 04
et 0¥*2/ ce qui contredit la définition d'un donjon. Donc d = f = 0 et le donjon w est de la

forme w = lul.

Alinsi, lul ~p 0"
= 010121010 ~p 0100*010
= u ~p 01010  pour ! € {0,1,2}.

Sil=0oul =2, alors le facteur u est équivalent au mot réduit 0110 ou au mot réduit
010010. D’aprés le lemme précédent (IV.9), il existe deux mots p et s de B* tel que u = pls
avec p ~g 0 et s ~g 10 ou s ~p 0010. Ainsi, le préfixe 1pl de w = lul est équivalent au
chateau 101 ~p 00. Impossible.

Donc | = 1. Le facteur intérieur u est équivalent a la douve 0 et le donjon w = 1ul est

équivalent au mot réduit 00.

Remarque IV.12
o Soit w = lul un donjon. De la définition d’un donjon, aucun préfize strict du facteur
intérieur u n’est équivalent a 01 pour ~p.
e D’apres la proposition précédente, tous les donjons sont des chdteauz de C%(2+3N).

Mais généralement, les chdteaur de C%(2+3N) ne sont pas des donjons. Par exemple, le

chateau 1010101 de C%(ngl) n’est pas un donjon puisqu’il admet un préfize strict 101
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équivalent a 00. D’ot :
D g Cl(2+3N)‘

5
o [’ensemble des donjons d’indice donné n’est pas stable par expansions V. Par exemple :
les expansions V' permettent de construire trois nouveauzr donjons (représentés dans
Vexemple IV.16) a partir du donjon 100001.
Mais en appliquant ’expansion V sur les 2 zéros au centre du mot, on obtient le chiteau

1010101, qui n’est pas un donjon.

o Le préfize 1 et le suffize 1 d’un donjon w = lul sont couplés : aucun préfive de u n’est
équivalent a 01 ; le préfive 1 du donjon w ne peut pas se réduire avec un facteur 1 de u.
La réduction v: (101 — 00) ne s’applique avec le premier 1 uniquement apres réduction
du facteur u en 0 et avec le suffixe 1, pour finalement réduire le donjon 1ul a 00.

Le préfize 1 et le suffire 1 d’un donjon w = 1lul sont complémentaires, comme des

parentheses.

Dans la suite, les donjons lul sont représentés par des chemins de Schroder (voir section
(1.2)) avec un pas horizontonal double pour les facteurs 0, un pas nord-est pour le premier
facteur 1 et un pas sud-est pour le dernier facteur 1.

De maniére équivalente, on note les donjons 1ul par des mots sur I’alphabet a trois lettres
T ={0,4, —} ou les lettres 0 restent inchangés et la lettre + pour le premier facteur 1 et la

lettre — pour le second facteur 1 couplé.

Exemple IV.13 Les donjons de somme 2 sont :
D Ind | T ={0+,-1} Chemin de Schrider
101 2
. 6 +0— e e
(le plus petit) de longueur 4

100001 +0000— ¢ g

de longueur 10

| Ut

10(000)*1 2+ 3k
(000)°1, +6 +0(000)F— | ¢ oo »
keN de longueur 6k + 4
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Remarque IV.14 Tous les chemins de Schroder ne correspondent pas a des donjons. Par

exemple :

1). les chemins qui commencent (et ceuz qui se terminent) par un pas horizontal ne sont pas
des représentations de donjons. En effet, les donjons commencent par un facteur 1 (et se

terminent par un facteur 1).

2). Les chemins comportant des pics m (noté +—) ne sont pas des représentations de

donjons. En effet, entre deux facteurs 1 couplés, se trouve un facteur u ~g 0 non vide.

3). Les chemins de Schroder commengant par , correspondants a des mots de
Schroder avec un préfize strict +0+, ne sont pas non plus des représentations de donjons.

Un tel chemin serait codé par un mot de préfize strict 101, qui est un donjon.

Remarque IV.15 Le choiz du pas double pour les facteurs 0 permet de représenter des mots
d’indice § donné par des chemins de Schroder de méme longueur 2n.

En effet, Uindice d’un mot est Ind(w) = 35(2ng +ny) (voir remarque (111.3)), d’ot 2ng +
ny = 12Ind = 2n.

Exemple IV.16

Les facteurs 00 et 101 d’indice % sont représentés par les chemins de Schrider de longueur

- N

5
6

Les 4 donjons d’indice 2 sont représentés par les chemins de Schrioder de longueur 10

sutvants :
Donjon 1101001 Donjon 1 001011
Dongjon 10000 1 Donjon 11011011

1.4 Factorisation DD (donjons/douves) des chateaux

Les facteurs "premiers", la douve simple et les donjons, permettent de définir une facto-

risation unique des chateaux, appelée factorisation DD :
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Lemme IV.17 Tout chédteau w admet une unique factorisation DD en donjons/douves de
la forme
w = O€0D1061D2062 cee 06”‘1Dn06"

ot D1, Dy, ...D,, est une suite de n > 0 donjons et eqy, ey, ...e, sont des entiers naturels.

Preuve : Par récurrence sur la somme paire 2s, s € N du chateau (voir remarque (IV.2-4)).

Pour s = 0, la factorisation DD de w est immédiate et unique : w = 0.

Pour s > 0, le chateau s’écrit sous la forme w = 0%1w’10/ ot 1wl est un chateau de

somme paire 2s > 0. Alors :

e si le facteur 1w'l est un donjon, alors 1w’ n’admet pas de préfixe strict qui soit un
chateau (en particulier, pas de préfixe strict qui soit un donjon). Le chateau w admet
'unique factorisation w = 09D;0/ avec le donjon D; = 1w'1.

e sinon, le chateau 1w'l admet un préfixe strict C; qui est un chateau de somme paire
0 < 2s; < 2s. On note 1w'l = C1Cs. Le suffixe Cy de 1w'l est un chateau de somme
0<o(Cy) =2(s—s1) < 2s.

Par récurrence, le chateau C4, qui commence par un facteur 1 et le chateau Cs, qui

termine par un facteur 1, admettent les uniques factorisations DD :
Cy = D,0" - - 0" D,,0% et Cy = 0°F,0% - - - 0" 5,
Ainsi, 'unique factorisation DD du chateau w est :
w = 0"D,0% - .. 0% D, 0% B0 - - 01 B, 07

O

Remarque IV.18 Un chiteau w écrit sous forme factorisée w = 0°° D0 D502 - - - 01 D,, 0"

02n+eo +e1+...en, (mod 3

est équivalent a ). Il est dans ’ensemble Cé((2n+eo+e1+...en)+3N)'

Corollaire TV.19 Soit w = 0°° D10 D50 - - - D,,0°* un chdteau de C% sous forme factorisée,
oun et (e, e, ...e,) sont des entiers et Dy, ..., D, sont des donjons. Pour toute suite ( f;)o<i<n
telle "0 o fi = D_iy € et toute permutation o de [0,n], le mot 070 Dy(1)0/1 Dy 2)0%2 - -+ D,y () 07
est un chdteau de l’ensemble C%.

2 Dénombrement des chateaux

2.1 Dénombrement des donjons

Equivalents au plus petit donjon 101 pour la relation d’équivalence ~p, les donjons sont
construits via des expansions V : 00 — 101 et H : ) — 000 sur le mot 101. Mais on
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n’exploitera pas ce point de vue car 'ensemble des donjons n’est pas stable par expansion V'
(voir remarque (IV.12)).

Pour construire récursivement 1’ensemble des donjons, on utilise I'unique factorisation
DD du facteur intérieur v d’un donjon 1ul de la forme v = 0°* Dy --- D,,0°*. Et on regarde
les possibilités pour les puissances des douves 0% pour que tous les facteurs stricts de 1ul ne
soient pas des chateaux.

On obtient ainsi une équation ensembliste de I'ensemble des donjons (voir proposition
(IV.20)). On en déduit la série génératrice du nombre de donjons a indice et somme donnés.

Puis, on explicite la fonction algébrique associée a cette série génératrice.

Proposition IV.20 L’ensemble D des donjons satisfait [’équation ensembliste récursive :

D=¢ 101 puU<1- {00UD}-{000UODUDO} -{00UD} -1 (IV.1)

Lemme IV.21 Pour tout entier k, ['unique donjon de somme 2 et d’indice % est 103++11,

Preuve : Si D est un donjon de somme o(w) = 2, alors il s’écrit w = lul avec o(u) = 0 et

u ~p 0. Donc il est clair que w est de la forme 10311,

O

Lemme IV.22 Soit n > 1 et soient ey, eq,...,e, des entiers et Dy, D, ..., D, des donjons.
Le mot 10°°D,0° D50% --- D01 est un donjon si et seulement si la puissance de la

premiere douve eg # 1 (mod 3) et le mot 109712 D,0% - .- D, 0°"1 est un donjon. .

Preuve :

Comme D; ~p 00, il est clair que le mot w = 10 D0 D50 - -- D,,0°"1 est équivalent
pour ~p au mot w’ = 10%F41+2D,0% ... D, 0°1. Donc le mot w est équivalent & 00 si et
seulement le mot w’ I'est aussi.

On note Dy = 1d;1 le donjon D;. Si eg =1 (mod 3), alors 0°° ~p 0 et le mot w n’est pas
un chateau. Donc eg # 1 (mod 3).

De plus, comme aucun préfixe strict de w n’est pas un chateau, il est clair qu’aucun préfixe
strict du mot w’ = 1041 +2D,0% ... D,,0°*1 n’est un chateau.

Ainsi, si w est un donjon, alors w’ = 10°7T¢1+2D,0% ... D, 0°*1 est un donjon.

Réciproquement, on suppose que le mot w’' = 10%+e1¥2D,0% ... D,0°1 est un donjon
avec ey # 1 (mod 3). Soit D; = 1d;1 un donjon.

Les préfixes stricts du mot w = 10°°D;0° D50 - - - D,,0°*1 sont de trois sortes :
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1. les préfixes stricts de la forme 10% avec k < ey. Ces préfixes sont de somme 1. Clairement,

ce ne sont pas des chateaux.

2. les préfixes stricts de la forme 10°1p ot 1p est un préfixe strict du donjon D;. Comme
eo # 1 (mod 3), le premier facteur 1 ne se réduit pas avec le préfixe 1 du donjon Dj.
Comme D; est un donjon, le préfixe 1 du facteur 1p ne se réduit pas par une réduction

v. Donc le préfixe 1°°1p n’est pas un chateau.

3. les préfixes de la forme 10°°D;p. Ils sont équivalents aux préfixes stricts 10°72p du

donjon w’. Donc ce ne sont pas des chateaux.

Donc le mot w = 100 D101 D50% - - - D,,0°*1 est un donjon.

O

Preuve de la proposition (IV.20) : On procéde par récurrence sur le nombre de donjon
dans la factorisation DD du facteur intérieur v d’un donjon w = lul. L’hérédité est assez
fastidieuse, avec de multiples cas (et sous-cas) a considérer.

Si w est un donjon de somme o(w) = 2, soit w = 101, soit w = 100(000)¥~1001 pour
k> 1 (voir lemme (IV.21)).

Si w = lul est un donjon de somme o(w) > 4 : la factorisation DD de son facteur
intérieur v admet au moins 1 donjon. On note u = 0°° D0 - - - 0",

D’aprés le lemme (IV.22), le mot w est un donjon si et seulement si w’ = 10012, - .. (1

est un donjon.
Par récurrence, comme eq + e; + 2 > 2, le donjon w’ n’est pas le donjon 101. Le donjon

w' est dans ’ensemble
{1- {o0UD}-{000UODUDO} -{00UD} -1}.

On considére alors trois situations distinctes possibles : soit le facteur intérieur u’ de
w’ = 1u’'l n’admet pas de donjon dans sa factorisation DD, alors le mot w’ est de la forme
100(000)*001 avec 3k + 4 = ey + e; + 2, soit v/ est de la forme 100(000)*.0D,.---1 avec
3k +3 = eg+e1 +2, enfin soit u’ est de la forme 100(000)*.D50. - - - 1 avec 3k +2 = ey +e1 +2.

1. Pour w' = 100.(000)*.001, on a :

soit w = 1.D1.(000)*.00 si ey = 0,

o si eg =3k; =0 (mod 3) alors
soit w = 1.00.(000)*~1.0D;.(000)%~*1.00.1.

soit w = 1.00.(000)F.Dy.1 si ky =k,

e si eg = 3k; +2 =2 (mod 3) alors
soit w = 1.00.(000)%*.D;0.(000)**~1.00.1.
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2. Pour w’ = 100(000)*.0Ds. -+ 1, on a :
soit w = 1D1(000)k0D2 -+ 1s1 €y = 0,
soit w = 1.00.(000)1~1.0D;.(000)**1.0D,. - - - 1.
o sieo =3k +2 =2 (mod 3) alors w = 100.(000)%.D;0.(000)**1=1.0D,. - - - .1,

e si g = 3k; =0 (mod 3) alors

3. Pour w’ = 100(000)*.D50.---1, on a :
soit w = 1D1(000)kD20 -+ 1s1 €y = 0,
s0it w = 1.00.(000)%1~1.0D;.(000)5~*1. Dy0. - - - 1.
o sicy =3k +2=2 (mod 3) alors w = 100.(000)**.D,0.(000)**1=1.D,0. - - - 1.

e si eg = 3k; =0 (mod 3) alors

Donc w est un donjon si et seulement siw € {1- {00 U D} - {000 U 0D U DO} - {00U D} -

1}.

Proposition IV.23
Pour tout entier 1,j, on note d; ; le nombre de donjons de somme 2i et d’indice % La

série génératrice D(x,y) = 37, oo di 2"y’ associce a (d; ;)i ; vérifie la relation de récurrence :

2 (v* + D)?
D:x(y +y1_y(y2+2D)). (IV.2)

Preuve :

Comme 20(0) = 0 et 6Ind(0)
Comme $o(1) = 5 et 6Ind(1) =
récurrence (IV.1)

1, un facteur 0 compte pour y dans la série génératrice.

1. un facteur 1 compte pour z!'/?y'/2. Avec 'équation de

D=¢ 101 pU<1- {00UD}-{000UODUDO} -{00UD} -1,

on obtient la série génératrice

1 1 1 1 1 1 1 1
D =2y -y-22y? +22y2 - (" + D) - O _(v° +2-yD))F - (y* + D) - w2y
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Corollaire IV.24 La série génératrice D(z,y) = Zz‘,jzo d; jx'y? associée a la famille (d; ;); ;

est la fonction algébrique :

1—y* = (y° = 1)? —dayB(2 + o)
2y(2 + z)

D(z,y) = (IV.3)

Preuve :
D’aprés la proposition précédente, la série génératrice vérifie I’équation polynomiale du

second degré :
D*(zy + 2y) + D(y* — 1) + xy* = 0.

11—y £ VA

_— A = 3 1)2 — 4a03(2
w2 1) avec (y ) zy*(2 4 x)

et VA = 1—1 =222+ 2) + o(y?).

Avec le signe + devant la racine, on a :

Donc  D(z,y) =

1
24z

D(W):2_2y3_2xy3<2+x)+0(y3): 1 )_yz(

2y(2 + ) y(2+zx — ) +oly’).

Ce qui ne correspond pas a notre cas. En effet, un donjon commmence et termine par un 1.

Donc il n’y a pas de donjon de somme 0 et les coefficients de 2%y sont tous nuls.

Avec le signe — devant la racine, on a :

22y’ (24 ) + o(y?)
D(x,y) = 2y(2 + z)

= 2y” + o(y?).

2
6’

nt d’indi rictement supérieur & 2 dan nsem
sont d’indice strictement supérie agdasl’ese ble

c’est le donjon 101 de somme 2. Les autres donjons
243N\{0}
-

On a bien un unique donjon d’indice

Le développement a 'ordre 26 par rapport a la variable y (la puissance est égale a 61nd)

est :
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D(z,y) = zy?
(2 + 222 + x)y®
(22° + 82" + 1123 + 622 + 2)y®
(527 + 302° + 702° + 80" + 4623 + 122 + z)y'?
(142° + 11228 + 37127 + 65825 + 6742° + 400" + 13023 + 2022 + z)y**
(422" + 4202'° + 180627 + 43682° + 652427
+621625 + 37662° + 14002 + 29523 + 302% + x)y1”
(13223 + 1584212 + 8382z + 2574020 + 5079027
+673442° + 6094827 + 374642° + 152602° + 39202 + 58123 + 4222 + x)y2°
+ (4292 + 60062 + 37752213 + 14071222 + 345972z + 590568210 + 717222x°
+6246242° + 38807427 + 16892425 + 4981225 + 9408z + 103623 + 5622 + z)y?3
+ (14302 + 2288020 + 1665952'° + 7307302 + 215415223 + 450850422
+6898892x!! + 783068020 + 661925027 + 41463842 + 1898358z + 6200042°
+139020z° + 20160z* + 17162 + 722% + z)y2®
+ o(y™).
Ci-dessous, un extrait des premiéres valeurs d; ; des nombres de donjons de somme 2i et

d’indice % :

+ o+ o+ o+ 4

+

1 6 11 8 2
1 12 46 80 70 30 5
1 20 130 400 674 658 371 112 14
130 295 1400 3766 6216 6524 4368 1806 420 42
1 42 581 3920 15260 37464 60948 67344 50790 25740 8382 1584 132.

On observe que les coefficients devant les plus grandes puissances de x sont les premiers
nombres de Catalan. Il est démontré dans la partie suivante que les donjons maximaux (de

somme maximale) sont dénombrés par la suite des nombres de Catalan.

Remarque 1V.25

e Les coefficients dyj sont tous nuls : il n’y a pas de donjon de somme nulle.

e Les coefficients d; i, et d;sk+1 sont tous nuls. En effet, les donjons sont équivalents au

mot réduits 00 et sont dans le sous-ensemble Iy, 3y .
o Les coeffcients dy o131, valent 1 (voir lemme (IV.22)).

o Les coefficients dgotsr pour k > 1 valent k(k +1).
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En effet, un donjon de somme 4 est de la forme w = 10710°*110/1. Une fois choisi le

3142

& pour 0 < I < k—1, on choisit une place parmi les

dongjon de intérieur d’indice
d+ f=3(k—1)—1 zéros.
Sid =0 (mod 3) alors f = 2 (mod 3), c¢’est bien un donjon. Si d = 2 (mod 3) alors
f =0 (mod 3), c’est bien un donjon. Si d =1 (mod 3) alors f =1 (mod 3), ce n'est
pas un donjon. Donc 2 places sur 3 sont possibles. Donc parmi les 3(k — 1) places, il y
a 2(k — 1) possibilités.

Done, dypiar =Yy 2(k —1) =232 j = k(k+1).

Remarque I1V.26 Au cumulé, les premiéres valeurs des nombres de donjons d’indice % ob-
tenus avec 0 < j < 10 expansions H sont :
D(1,y) = 1y +4y° + 28y® + 244y™ + 2380y + 24868y'" + 272188y

+  3080596y% + 35758828y2™ + 4233736363 + 5092965724y + O(y>?).
On obtient la série génératrice algébrique suivante :

1— 1P — \/of — 1y 1 1
M A it (IV.4)
6y
La suite des coefficients {1,4, 28,244, 2380, 24868, ...} est référencée A103211 dans I’OFIS
et est associée a la méme série génératrice avec y> = u (a4 un facteur y* pres) (cf [Sl]).
Ainsi, le nombre de donjons d’indice % est y. e 3¥ck, ot ¢y est le k—ieme nombre
k=0

D(1,y) =

de Catalan.

Remarque IV.27 A indice fizé différent de %, la somme des coefficients de degré pair en la

variable x est égale a la somme des coefficients degré impair. En effet, on a :

A=) - VY -2 +1+4°
2y

D(_lay) =

2
6’
donjons de somme 0 =2 (mod 4).

Done, pour tout indice % il y a autant de donjons de somme o =0 (mod 4) que de

2.2 Dénombrement des chateaux

On rappelle que tout chateau w s’obtient a partir du mot réduit w, € {0,0,00} de sa
classe d’équivalence, avec np = so(w) expansions R et ny = 2(Ind(w)—Ind(w,)) expansions
H (voir proposition (1.69)).

L’ensemble des chateaux C est partitionné par le morphisme d’indice en sous-ensemble

C%, pour k € N (voir chapitre (III)). Plus précisément, les pré-images de I, U et U? par le
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morphisme p : B* — PSLy(Z) sont partitionnées en sous-ensemble :

I = Ugen Coqs
pHU) = Uen Cris
pHU?) = Usen Cogsn

La factorisation DD permet d’écrire de facon unique les chateaux de C comme produit
de donjons de D et de la douve 0 (voir lemme (IV.17)).

Proposition IV.28 L’ensemble des chdateaux vérifie la relation :
C =0"{D0"}* (IV.5)

Preuve : Tout chateau admet une unique factorisation DD : 0°D,0°...0°~* D, 0" ou
n >0, (¢,) € Net D; € D. Donc I'ensemble des chateaux C s’injecte dans 'ensemble
0*{D0*}*.

Réciproquement, comme tout donjon de D est un chateau équivalent & 00, il est facile de

vérifier que tout mot de I’ensemble 0*{D0*}* est un chateau.
([

. . , . , , . _ . l J . . o
Proposition IV.29 La série génératrice C(z,y) = Zi,jZO ¢ jx'y’ associée au nombre d; j de

chateaux de somme 2i et d’indice % vérifie la relation :

1
1 —y—D(z,y)

Preuve : D’aprés la relation (IV.5), comme o(0) =0 et 6Ind(0) =1, on a :

C(r,y) =

1 1
C(x,y) = .
l—y

D’oi le résulat.

O

Corollaire IV.30 La série génératrice C(z,y) = Zi,jzo cijx'y’ associée au nombre d; ; de

chdteauzr de somme 2i et d’indice é est algébrique et on a :

2y(z + 2)
2y(1 —y)(x+2) + 93— 1+ /(43— 1)2 —dayd(x +2)

C(z,y) = (IV.6)
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. . , . , ’ . _ o z ] . . L
Proposition IV.31 La série génératrice C(x,y) = >, 5 cijz"y’ associée au nombre c¢;; de

chateaux de somme 2i et d’indice L vérifie la relation :

ZZ (n + S) D"(z,y)y’® (IV.7)

n>0 s>0

Preuve : Etant donné un chateau w, il admet une unique factorisation DD de la forme
w = 0D,0°...0-1D,0°» ou n > 0, (¢;) € Net D; € D. Donc un tel donjon comporte n
donjons et s = > e; douves, soit n + s facteurs premiers.
. . . n+s . -
Parmi n 4+ s emplacements possibles, il y a possibilités de choisir les places des
n

n donjons, les autres places étant complétés par les s douves 0. D’ou le résultat.

Avec la fonction algébrique (IV.6) ou avec la relation (IV.7) de la proposition précédente,

on obtient le développement et le développement au cumulé & indice donné suivant :

C(z,y) = 1 C(l,y)= 1
+y Ty
(14 2)y? 1242
+(1 + 2z)y? +3y3
+(1 + 3z + 2)y* +5y*
+(1 + 5z + 5a? + x3)y° +12¢°
+(1 4 7z + 1022 4 32%)y° +21y5
+(1+ 9z + 1822 + 1123 + 22)y” +41y7
+(1 + 122 + 3522 + 372 + 152 + 22°)y® +120y8
+(1 4 15z + 5522 + 74x3 + 392* + 72°)y° +191y°
+(1 + 18z + 8122 + 14223 + 1112* + 392° + 525)y1° +397y10
+O(y"). +0(y')

Remarque IV.32 Les premieres valeurs c; ; des nombres de chdateauz, de somme 2i et d’in-

dice % sont listées ci-dessous.
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7= 1 2 3 4 5 6 7 total
Co 1 1
6
C: 1 1
6
C% 1 1 2
C% 1 2 3
C% 1 3 1 5
C% 1 5 5 1 12
C% 1 7 10 3 21
C% 1 9 18 11 2 41
C% 1 12 35 37 15 2 120
C% 1 15 55 74 39 7 191
1 18 81 142 111 39 5 397

)
ol

Remarque 1V.33

1. Conformément a la remarque (IV.3), les premiéres classes d’équivalences C% sont fi-
nies et on peul extraire le nombre de donjons de somme mazimale a indice fizé %. Les

premieres valeurs sont rangées dans le tableau suivant, selon le reste de n modulo 3 :

k= 0 1 2 3 4 17
nombres de
chdteauz de n =3k 1 2 3 7 19 56
longueur n=3k+1 1 1 2 5 1 42
mazrimale n=3k+2 1 1 2 9 14 42
dans Cx

2. L’ensemble des chdteaux de somme mazximale & indice fixé, appelés chdateaur maximauz,

est étudié a la partie suivante. On montrera que le nombre de chdteaur maximaux d’in-

dice % et le nombre de chdteauxr mazimauzr d’indice %TH est le k-iéme nombre de
Catalan et le nombre de chdteaux maximaux d’indice 3"”7*3 est la sommme ci + cpyq de

deur nombres de Catalan consécutifs.

3. A partir de la série génératrice des chiteauz, on extrait la série génératrice d’un des
ensembles C%(O+3N)7 C%(1+3N) ou C%(2+3N).
Dans le premier cas, la série génératrice Cy des chdteauxr du noyeu Kp = Cé(%gN)
s’obtient avec Ueapression Co(z,y) = 5(C(z, jdy) + C(z, joy) + C(x,y)) ot jo est la
racine troisieme de ['unité #g} racine du polynéome 2% + z + 1.

De méme, la série génératrice Cy des chateaus de Cy gy, est - Ci(z,y) = 3(C(z, j3y)jo+

Clz, joy) 2 + Clz,y).

Et la série génératrice Cy des chateaur de C%(2+3N) est - Co(x,y) = 3(C(x, jgy)is +

C(z, joy)jo + C(z,y)).
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3 Mots maximaux - Nombres de Catalan

L’ensemble des chateaux est partitionné en sous-ensembles C%,n € N. Pour tout entier n,
ensemble Ca est finie (voir proposition (IV.3)) et admet des mots de somme maximale.

Dans cette partie, on étudie, les chateaux maximaux d’indice ¢ fixé. En particulier, on

montre que pour tout entier k, 'ensemble C3%% des chateaux maximaux d’indice % sont
6
les donjons maximaux.
Définition IV.34 Soit n € N.
Un chdteau d’indice % est dit mazimal s’il est de somme mazimale o, = max (o(w))
wECn/G
dans Uensemble fini Cx.
On note CmaX Uensemble des chateaur mazimaur d’indice § et on note C™™ = |, oy Cmax
lensemble des chdteaur mazimauz.
Un donjon d’indice 532 est dit mazimal s’il est de somme mazimale max  (o(D))

DeDNC3+2)/6
dans 'ensemble fini D () C(zri2)/6-

On note D525, l'ensemble des donjons mazximauz d’indice %T” et on note D™ = | J D??iz)—(%?)/
6 keN

l’ensemble des donjons mazimauz.

Remarque IV.35

1. Le morphisme d'indice est défini par Ind = 1—12(20 — ). Done les mots de somme maxi-

male d’indice § fixé sont aussi les mots de longueur mazimale d’indice %.
On note A\, la longueur des chiteauxr mazximauz et o, la somme des chdateaur maximaux
deCn. On a :

o, = 2M\, — 2n.
2. 1l est clair qu’on a linégalité :
max o(D)) < o: = max (o(w)).
DEDOC(3k+2)/6( ( >> = T3k wec(3k+2)/6( ( ))

L’égalité est démontrée dans la proposition (IV.41).

Dans un premier temps, on étudie les propriétés des chateaux maximaux et on montre

que les chateaux maximaux sont engendrés par l'expansion (0 — 101101) sur les chateaux
3x04+1 3x0+2 et 3x043
6 ° 6 6 -

maximaux d’indice
Ensuite, on montre qu’il existe une bijection naturelle des orbites de I'action de permuta-

3k+3 et ’ensemble des arbres

tion sur 'ensemble des chateaux maximaux du noyau d’indice
3— réguliers a 2k + 2 sommets.
Puis, on définit ’ensemble T4 des arbres 3— réguliers décorés (par une feuille ou par

une aréte orientée) et on montre que 'ensemble 77{d des arbres décorés a 2k 4 2 sommets est
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dénombré par la somme ci 4 cx11 de deux nombres de Catalan consécutifs et est en bijection
3k+3

o
Dans une derniére partie, on dénombre les orbites de I'action de permutation sur des sous-

avec Pensemble C3%% /6 des chateaux maximaux du noyau d’indice

ensembles de chateaux du noyau selon trois types : les orbites des mots simples, les orbites
des mots carrés (de la forme p?) et les orbites des mots cubes (de la forme p?). La suite du
nombre total d’orbites d’indice fixé est la suite du nombre d’arbres 3—réguliers référencée
A001683 dans "encyclopédie OEIS en ligne [S]].

3.1 ChAteaux maximaux

L’ensemble des chateaux est partitionné en sous-ensembles finis {C%, n € N} (voir propo-
sition (IV.3)). Pour tout entier n, le sous-ensemble Cz admet des mots de somme maximale.

Ces mots sont également de longueur maximale.

0

Exemple IV.36 Les premiers chateaur mazimauzr d’indice ¢, %, % et % sont :

o/e = {0} v = {0} e = {101} s = {0101, 1010}
Comme 101 est un donjon, il est clair que C3** = Dy*.
6 6

Dans cette section, on montre le résultat principal suivant :

Proposition IV.37 L’ensemble des chiteaur mazimauz C™* est l’ensemble des chateaux
obtenus par Uexpansion 0 — 101101 sur les premiers chdteaur mazimauz {0,101,0101, 1010}

et on note :

max — (0,0 — 101101),
6
max — (101,0 — 101101),
6

aes = (0101,1010,0 — 101101).

6

Lemme IV.38 Les zéros intérieurs d’un chiteau mazimal sont isolés : un chdteau mazimal
non vide est soit le chdteau 0, soit un mot de la forme 091101220 ---01°0/ avec n > 2,
d, f€{0,1} et g, -+, > 2.

Preuve : 11 est clair que si un chateau comporte un facteur 00, 'expansion V' : 00 — 101,
qui ne modifie pas I'indice, s’applique. Donc un tel chateau n’est pas maximal.

Un mot de la forme 041207, avec d, f € {0,1} et a > 1 est réduit pour les réductions v et h.
Il n’est pas dans I'ensemble {0, 0,00}, donc ce n’est pas un chateau. Donc un chateau maximal

non vide, différent du chateau maximal 0, admet au moins un facteur 0 isolé intérieur.
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Lemme IV.39 Un chdteau mazximal dindice > % admet un facteur 101101.
Plus précisément, un chdteau mazimal d’indice > % est de la forme 0712101220 - - - 010/

avecn >3, d,f € {0,1}, oy, > 1 et g, -+ a1 > 2, avec au moins un cas d’égalité.

Preuve :
D’aprés le lemme précédent (IV.38), les zéros d’un chateau maximal w d’indice > % sont

isolés. Un chateau maximal d’indice > % est un mot de la forme
w = 091101220 - - - 0120/ avecn > 2.d, f € {0,1} et a; > 1.

Le facteur intérieur 1101?20 - - - 01%" est aussi un chateau.
On montre par disjonction des cas, selon le nombre n de 0 intérieurs isolés qu’'un tel

chateau maximal admet un facteur intérieur 0110.

e Pour n = 2, le mot 09110120/ est un chateau si et seulement si o = ay = 1.

Sid= f =1, le chateau 0710107 = 01010, d’indice % n’est pas maximal car le chateau

101101, également d’indice % , est de longueur strictement supérieur. Donc les chateaux
maximaux de la forme 091910120/ sont les chateaux de 'ensemble {0101, 101, 1010},
d’indices < % Impossible.

Donc n > 3.

e Si o; > 3, pour tout indice 2 < ¢ < n — 1, alors le facteur intérieur 14101420 --- 01" est
équivalent au mot réduit 1*2710012272001%37200 - - - 1%=172001*»~ ¢ {(),0,00}. Donc ce
n’est pas un chateau. Impossible.

Donc il existe ¢ € [2,n — 1] tel que oy < 2.

e S'il existe i € [2,n — 1] tel que o; = 1 : sans perdre de généralité, on considére que
oy = 1.

Pour n = 3, le facteur intérieur 1410101 est équivalent au mot réduit 141Tes—1 &
{0,0,00}. Donc ce n’est pas un chateau. Impossible.

Pour n > 4, le facteur intérieur 1101013 est équivalent & :
1917100019 ~p 19171193000 ~p 1%1F22010.

Le chateau w' = 0911%2301001% - - - 120/ est équivalent & w, de méme indice que w et
de méme longueur que w. Mais w’ n’est pas maximal (voir proposition (IV.38)). Donc

le chateau w n’est pas maximal. Impossible.

Donc pour tout i € [2,n — 1], on a : oy > 2.
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Finalement, un chateau maximal d’indice > % est un mot de la forme 071*10120 - - - 0170/
avecn > 3,d, f € {0,1}, ay,, > 1 et ag, -+ , 1 > 2, avec au moins un cas d’égalité.

D’ou le résultat.

Preuve de la proposition (IV.87) : Soit i € {1,2,3}.

e Par récurrence sur £ > 0, on montre que C5%5 est I’ensemble image de C7'** par k
5 6

6

expansions 0 — 101101.

Pour k£ = 0, c’est clair.

Soit w un chateau maximal d’indice 22 pour k& > 1. D’aprés le lemme (IV.39 ), le

chateau w admet un facteur 101101. On note w = p101101s et A\(w) = L.

3(k—1)+i
6

il existe un chateau v’ de méme indice de longueur strictement supérieur > [ — 5. Ap-

Si le chateau v = p0Os, d’indice et de longueur | — 5, n’est pas maximal, alors
pliquant expansion (0 — 101101) sur un zéro du chateau v, on obtient un chateau w’
d’indice % de longueur I’ > [, strictement supérieur au chateau maximal w. Absurde.

Donc v est maximal.

Par récurrence, v est dans 'image de C7"** par k — 1 expansions 0 — 101101. Or,
6
par construction, v . mm w. Donc w est dans l'image de CT'** par k expansions
— 6
0 — 101101.

3k+i
6

0 — 101101 sur un mot de C7** . Il existe un chateau v obtenu par £ — 1 expansions
6

0 — 101101 sur un mot de CT** tel que v
6

e Réciproquement, on considére un chateau w, d’indice obtenu par k expansions

—
0101101
3(k—1)+i
Fa—
Si w n’est pas maximal de longueur | = A(w) alors il existe un chateau maximal w’

3k+1
6

facteur 101101. Notons w’ = p'101101s’. Le chateau v' = p/0s’ est de méme indice que

Par récurrence, v est un chateau maximal d’indice

d’indice et de longueur " > [. D’aprés le lemme (IV.39), le chateau w’ admet un

v et de longueur I’ — 5 strictement supérieur a la longueur [ — 5 du chateau maximal v.

Absurde. Donc w est maximal.
O

Corollaire 1V.40 Soit k un entier > 0. Les sommes et longueurs des chdteaux mazrimauz

sont :

(731%1:4/€ et )\%:516—1-1
Urﬂ%z:llk—i-Q et )\¥:5/€+3
U%T+3:4k+2 et )\31%3:5/€+4
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Preuve :
Il est clair que la somme d’un mot augmente de 4 par expansion (0 — 101101) et la

longueur augmente de 5.

(I
Corollaire IV.41 Les chateauxr mazimauz d’indice % sont des donjons. Et pour tout en-
tier k, on a :
max __ max
3k+2 — 3k+2
6 6

Preuve :

Tous les zéros des donjons sont intérieurs et tous les zéros des donjons maximaux sont
intérieurs et isolés par des 1.

Une expansion (0 — 101101) sur un zéro isolé intérieur remplace un facteur 101 (qui
est un donjon) par le donjon 11011011. D’aprés 1’équation récursive des donjons (IV.1), on

obtient un donjon.

Corollaire IV.42 On a :
5 = {0} U (D"

pEex _ {Cmex |
6

et
Krélax —_ I?)IiNax — {@} L ODmax L Dmaxo U (Dmax)?)'
6

Preuve :
Les deux premiers points sont clairs par la proposition (IV.37).

max

Pour la troisiéme relation, on a Kp** = {0} UCH%5 et selon le facteur 0 sur lequel on

applique 'expansion 0 — 101101 dans les mots 0101 e‘g 1010, on a :

max  — (101101101,0 — 101101) U01(0,0 — 101101)1 U 1(0,0 — 101101)10
6
Dot : KBax — Cumax — (pmax)3 | pmeax ) pmax()
6

Les unions sont disjointes car les chateaux de 0D™** sont les chateaux qui commencent
par 0 et terminent par 1. Ceux de D™*( sont ceux qui commencent par 1 et terminent par

0. Enfin, ceux de (D™#*)3 sont ceux qui commencent et terminent par 1.
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Remarque IV.43 En notation condensée, l’expansion 0 — 101101 s’écrit [ab] — (a +
1)2(b+1) et on a :

@ = [0] U ([121], [ab] — (a+ 1)2(b+ 1)),

B2 = ([11], [ab] = (a +1)2(b+ 1),
B2 = ([017, 7101, [ab] — (a+1)2(+1)).

L’indice d’un mot de B* augmente de 1/2 via lexpansion 0 — 101101 et la longueur du

mol augmente de 5. En notation condensée, la longueur du mot augmente de 1.

3.2 Permutation circulaire sur le noyau K et arbres 3-réguliers.

La somme o(w), la longueur A(w) et U'indice Ind(w) d’un mot w de B* sont invariants
par permutation circulaire.

Comme PSLy(Z) est un groupe, le noyau Kp de pp- est stable par permutations circu-
laires. En effet, si un mot ps est dans le noyau, alors p(ps) = u(p)u(s) = I donc p(sp) =
w(s)p(p) = I et sp est dans le noyau Kp.

Dans cette partie, tous les arbres sont des arbres finis (un arbre est un graphe simple sans

cycle). On montre le résultat principal suivant :

Proposition 1V.44 Les orbites des mots mazimauzr du noyau Kg pour l'action de permu-

tation circulaire est en bijection avec [’ensemble des arbres 3—réguliers.

Définition IV.45 Un arbre plan est un arbre plongé dans le plan orienté.

Un sommet de degré 1 est une feuille. Un sommet de degré > 1 est un sommet intérieur.

Définition IV.46 Un arbre n—régulier plan est un arbre plan dont les sommets sont soit
des feuilles (de degré 1), soit des sommets intérieurs de degré n.

Un arbre 3—régqulier plan a k sommets intérieurs est un arbre 3—régulier plan a 2k + 2
sommets. Un tel arbre posséde k + 2 feuilles et 2k + 1 arétes.

On note Ty, Uensemble des arbres 3—réguliers plans & k sommets intérieurs (2k + 2 som-

mets) et T = Uyso T Uensemble des arbres 3—réguliers plans finis.
Dans la suite, on considérera des arbres 3—réguliers plans finis.

Définition IV.47 L’expansion "pousse” de l'ensemble T, des arbres 3—réquliers a 2k + 2
sommets dans 'ensemble Tiy1 des arbres 3-réguliers a 2k + 4 sommets remplace une feuille

d’un arbre 3—régulier par un sommet intérieur o deuz fils de degré 1 (deuz feuilles) :
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l —
Pousse d'une feuille. A

FIGURE IV.3 — Pousse d’une feuille d’un arbre.

Proposition IV.48 L’ensemble des arbres plans finis 3—réguliers T est engendré par l’ex-

pansion "pousse” sur l'arbre 3—régulier & 2 sommets (2 feuilles reliées par 1 aréte).

Preuve :
L’unique arbre 3—régulier & 2 X 1 + 2 sommets est composé d’un sommet intérieur relié

par trois arétes a 3 feuilles. C’est la pousse de 'unique arbre 3—régulier & 2 sommets :

I —
Pousse

2 sommets 4 sommets

Par récurrence, pour tout entier k£ > 0, un arbre 3—régulier plan fini & 2(k+1)+2 sommets
admet un sommet intérieur relié¢ a deux feuilles : c’est la pousse d’un arbre 3—régulier plan

fini & 2k + 2 sommets.

O

Preuve de la proposition (IV.44) : On associe un mot de B* & un arbre 3-régulier par
lecture anti-horaire en associant 0 a une feuille et 1 a une aréte. Ainsi, ’expansion pousse

d’un arbre 3—régulier correspond a l'expansion (0 — 101101) (voir figure (IV.4)).

|
: Pousse
0 0-101101
2k+2 sommets 2(k+1)+2 sommets

FIGURE IV.4 — L’expansion "pousse" d’un arbre est associée a I’expansion (0 — 101101) sur Kp C
B*.
Les deux mots 0101 et 1010 sont dans la méme orbite pour l'action de permutation

circulaire. Leur orbite est associée a I'arbre 3-régulier l a 2 sommets. Par lecture anti-horaire,

selon si on commence par une feuille ou une aréte, on obtient le mot 0101 ou le mot 1010.
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Comme le noyau Kp est engendré par I’expansion (0 — 101101) sur les mots {0101,1010}
(voir proposition (IV.37)), & permutation prés, les chateaux du noyaux Kp est en bijection

avec I'ensemble des arbres engendrés par ’expansion pousse sur ’arbre 3—régulier a 2 som-

mets ] (voir proposition (IV.48)).

3.3 Arbres 3-réguliers plans finis décorés

Dans cette section, on définit et on dénombre des arbres 3—réguliers particuliers, appelés

les arbres décorés.

Définition IV.49 Un arbre enraciné est la donné d’un arbre et d’un sommet de arbre,
appelé la racine de [’arbre.

Les arétes sont orientés dans le sens de la racine vers les feuilles.

La racine est 'unique sommet n’admettant pas de parent. Tous les aulres sommets ad-
mettent un unique parent.

La racine et les sommets intérieurs admettent des fils (ses sommets adjacents).

Dans un arbre enraciné et ordonnée, les fils sont ordonnés : on parle du j—iéeme fils
d’un sommet intérieur. On parle aussi de sous-arbre adjacent et du j—iéme sous-arbre d’un
sommet intérieur.

Un arbre décoré est la donné d’un arbre planaire et d’une décoration, a savoir soit une
feuille de Uarbre, distinguée par une croix, soit une aréte orientée, distinguée par une fléche
sur ’aréte.

Pour tout entier k > 1, on note ’7;‘1 l’ensemble des arbres 3—réquliers plans finis décorés
a 2k 4+ 2 sommets.

On note T4 = U1 77€d l'ensemble des arbres 3—réguliers décorés.

On montre le résultat principal suivant :

Proposition IV.50 Pour tout entier k > 0, I’ensemble ﬁd des arbres 3—réquliers plans
finis décorés a 2k + 2 sommets est dénombré par la somme de deur nombres de Catalan
consécutifs :

card(ﬁd) = Cpy1 + Ck-

Preuve : La démonstration fait intervenir les résultats partiels suivants sur les sous ensembles
disjoints 7> et 71, des arbres 3—réguliers décorés par une feuille (proposition (IV.54)) et

des arbres 3—réguliers décorés par une aréte orientée (proposition (IV.63)).
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Définition IV.51 On note O linjection canonique d’oubli qui a un arbre 3—régulier décoré

associe le méme arbre 3—régulier pour lequel on oublie la notion de décroration :
or T4 — T

Remarque 1V.52 Dans le plan orienté, les arbres 3—réguliers décorés sont de 3 types :

o Soit l'arbre est décoré par une feuille. Cette feuille admet un unique fils et les sommets
intérieurs admettent 2 fils ordonnés.
Ainsi, un arbre décoré par une feuille est un arbre 3—régulier enraciné par cette feuille

(ou arbre binaire enraciné).

e Soit l'arbre est décoré par une aréte orientée dont l'origine est une feuille. Dans ce cas,

il est clair que Uarbre admet au moins 1 aréte et au moins 2 feuilles.

e Soit l'arbre est décoré par une aréte orientée dont l'origine est un sommet intérieur.
Le sommet intérieur admet trois sous-arbres ordonnés. On représentera un tel arbre en
placant ce sommet intérieur en haut et ses sous-arbres adjacents au dessous, le premier
sous-arbres déterminé par [’aréte ordonnée situé a gauche, le second sous-arbre au milieu

et le troisieme sous-arbre a droite.

L’ensemble 7> des arbres décorés par une feuille.

Définition IV.53 L’ensemble T, est l'ensemble des arbres 3—réguliers plans finis décorés
par une feuille & 2k + 2 sommets (ou arbres f-décorés a 2k + 2 sommets).

On note T* = ;50 T Uensemble des arbres 3—réquliers f-décorés.

| AN N

Co =1 arbre 3-régulier Cy =1 arbre 3-régulier
4 2x0+2 sommets, a 2x 142 sommets,
décoré par une feuille. décoré par une feuille.

C2 =2 arbres 3-réguliers
4 2% 2+2 sommets,
décorés par une feuille.

NSAR

C3 =5 arbres 3-réguliers & 2 X 3 +2 sommets, décorés par une feuille.

FIGURE IV.5 — Les arbres 3— réguliers f-décorés a 2, 4, 6 et 8 sommets de 7%, 7,7, 75 et T5".
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Proposition IV.54 L’ensemble T des arbres 3—réguliers plans finis f-décorés est dénombré

par la suite des nombres de Catalan et pour tout entier k, on a :

card(T,”) = ¢y,

1 2k
ot ¢y, est le k—iéme nombre de Catalan : ¢, = el <k> .

Preuve : Notons fi le nombre d’arbres 3—réguliers f-décorés.

L’unique arbre 3—régulier f-décoré a 2 sommets est 'arbre T Donc fy = 1.

Pour tout entier £ > 0, 'unique fils de la racine d’un arbre 3—régulier f-décoré a 2(k+1)+2
sommets admet deux sous-arbres ordonnés, un sous-arbre droit a 2k; + 2 sommets et un sous-
arbre gauche a 2ky + 2 sommets tels que 2(k + 1) +2 = 2k; + 2 4+ 2ko + 2 — 1 + 1. Donc
k =k + k. .

Donc fir1= > fofr = kzoszlfk—kl-

=

k1+ko=k
La suite fj satisfait la méme relation de récurrence que la suite des nombres de Catalan

n
{Cn—l—l = Zk:()ckcn—k

Co =1

O

Remarque IV.55 L’ensemble des arbres 3—réguliers f-décorés est clairement en bijection

avec lensemble des arbres trivalents plantés appelés "planted trivalent plane trees” dans [St2].

L’ensemble 71 des arbres décorés par une aréte orientée.

Définition IV.56

e Pour tout entier k > 1, on note 'ﬁj l’ensemble des arbres 3—réguliers plans finis a 2k+2
sommets, décorés par une aréte (ou arbres 3—réquliers a-décorés).
On note 7T = Uis1 7;T Pensemble des arbres 3—réguliers a-décorés.

e Pour tout entier k > 1, on note ’ﬁjf l’ensemble des arbres 3—régquliers plans finis a 2k+2
sommets, décorés par une aréte sortant d’une feuille (ou arbres 3—réguliers af-décorés).
On note T/ = U1 77jf l’ensemble des arbres 3—réguliers af-décorés.

e Pour tout entier k > 1, on note 7;“ I’ensemble des arbres 3—réguliers plans finis a 2k+2
sommets, décorés par une aréte sortant d’un sommet intérieur (ou arbres 3—réguliers
ai-décorés).

On note 711 = U1 ﬁTZ l'ensemble des arbres 3—réguliers ai-décorés.
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Remarque IV.57 Il est clair que 7'T = 77jfl_l7;ji pour tout entier k > 1 et 7t = 7MuTte

Proposition IV.58 L’ensemble TV des arbres 3—réguliers af-décorés est en bijection avec

Uensemble T des arbres 3—réguliers f-décorés. Et pour tout entier k, on a :

T =7

! )\ /é\

Co =1 arbre 3-régulier C1=1 arbre 3-régulier
af-décorés af-décorés
3 2x 042 sommets. a 2x1+42 sommets.

C2 =2 arbres 3-réguliers
af-décorés
4 2x2+2 sommets.

NN

C3=15 arbres 3-réguliers af-décorés & 2 X 3+ 2 sommets.

FIGURE IV.6 — Les arbres 3— réguliers af-décorés a 2, 4, 6 et 8 sommets de 76Tf, Tle, ’7'2Tf et 75Tf.

Preuve : 1l est clair que 'application de 7 dans 7 qui a un arbre décoré par une feuille
associe 'arbre décoré par 'aréte sortante de cette feuille est une bijection. L’application
réciproque est Iapplication de 7 dans ol qui & un arbre décoré par une aréte sortante

d’une feuille associe ’arbre décoré par cette feuille.

O

Corollaire IV.59 Pour tout entier k, ’ensemble TTf des arbres 3—réguliers af-décorés est

dénombré par la suite des nombres de Catalan : Pour tout entier k, on a :
card(’ﬁjf) =g
ot ¢y est le k—iéme nombre de Catalan.

Preuve : C’est une conséquence directe de la bijection mis en évidence a la proposition (IV.58)
et du cardinal de 7, donné a la proposition (IV.54).
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Définition IV.60 Soient ki, ko et k3 des entiers > 0. Soit k = k.l +ky+ks+1>1.
On appelle "greffe" Uapplication @ : T, < Ty x T — 77;2 qui assemble trois arbres
3—réquliers f-décorés (A1, As, As), en faisant coincider leurs racines de sorte que Ay soient

le sous-arbre gauche, Ay soit le sous-arbre central et Az soit le sous-arbre droit de 'arbre
ai-décoré @(Aq, Ay, As) :

T x T x T* —_— T

G LD

On note Y1, Yo el V3 les applications de 7;“ dans T qui a tout arbre 3—régqulier ai-décoré

®
Al A2 A

A3

A associe réciproqguement le premier, deuxiéme et troisieme sous-arbre de A.

Proposition IV.61 L’ensemble des arbres 3—réquliers ai-décorés est en bijection avec [’en-

semble des arbres 3—réguliers f-décorés au cube :

TTZ ~ (7—><)3‘

Et pour tous entiers k, ki, ko et ks tels que k = ki +ko+ks+1>1, ona:

T U Tk T
k1+hko+ks=k—1

Preuve : Pour tout arbre 3—régulier ai-décoré A, on a : @(Y(A),Ya(A), V3(A)) = A.

Et pour tous arbres 3—réguliers f-décorés A, Ay, As, on a: (Yq, Yo, V3)(®(A1, Ag, A3)) =
(A, Ay, Ag).

Considérant qu’une greffe de 3 arbres f-décorés a 2k, + 2, 2ky + 2 et 2k3 + 2 sommets
enléve la feuille de chacun de ces arbres f-décorés et crée un sommet intérieur, on obtient un
arbre ai-décoré a (2k1 +2— 1)+ 2k +2— 1)+ (2ks+2—1)+1=2(k; + ko + ks + 1)+ 2
sommets.

Corollaire IV.62 Pour tout entier k, ’ensemble 7;“ des arbres 3—réguliers ai-décorés est

dénombré par la suite des différences de deux nombres de Catalan consécutifs :
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NS A AN

c3—C=5-2=3 arpres
3-réguliers de T, ca—C3=14—-5=9 3rbres 3-réguliers de 75" .

F1GURE IV.7 — Les arbres 3— réguliers ai-décorés de 7'1T1, ’7’2Tl et 7§T1.

card(ﬁjz) = Chi1 — Ck
ol ¢ est le k—ieme nombre de Catalan.

Preuve : 11 est clair qu'un arbre 3—réguliers & 2 sommets n’a pas de sommet intérieur.
D’ou card(ﬁ]ﬁ) = 0.

Pour k£ > 1, d’apres les propositions (IV.54) et (IV.61), on a card(ﬂjl) = > Chy Chy Ches
k1+kot+ks=k—1
k=1 k—l—k

D'ou : card('ﬁjl) = > g D, ChkoClk—1—Fk1)—ka

k1=0 ko=0
k—1 n
= > CpChoky car ¢y =y, Cicpspourn=Fk—k; —1>0.
k1=0 1=0
k
= Z Cky1 Ck—k; — CkCo
k1=0
n
= Chy1— Ck car Cpp1 = . CiCp; pour n =k > 0.

=0

O

Proposition IV.63 Pour tout entier k > 1, l’ensemble ’77j des arbres 3—réguliers plans finis

a-décorés a 2k + 2 sommets est dénombré par la suite des nombres de Catalan :
AT =
card(T,' ) = k1.

Preuve : On a : ’TT = 7;T1 L ’ﬁjf. On conclut avec les propositions (IV.62) et (IV.59).

3.4 Les chateaux maximaux du noyau via les arbres 3—réguliers

Dans cette section, met en évidence une bijection entre I’ensemble 7T des arbres 3—réguliers

décorés et I'ensemble K des mots maximaux du noyau. On dénombre ainsi ’ensemble des
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mots maximaux du noyau en réinvestissant les résultats sur les arbres décorés de la partie

(3.3).

On associe a un arbre 3—régulier décoré, un mot maximal du noyau K g en associant a une
arréte la lettre 1 et a une feuille la lettre 0 et en contournant ’arbre dans le sens anti-horaire
a partir de la décoration, sans tenir compte des sommets intérieurs.

En notation condensée, on code un arbre binaire par des mots sur ’alphabet des entiers
non nuls {1,2,3,---} en comptant le nombre d’arétes entre deux feuilles, en partant de la
décoration, dans le sens anti-horaire.

La notation binaire et la notation condensée d’un arbre 3—régulier décoré est illustrée sur

la figure (IV.8) avec 'exemple d’un arbre 3—régulier f-décoré a 2 noeuds et 3 feuilles.

racine

L'arbre 3-régulier
[02323] = 01101110110111

a 2x2+4+2 sommets
décoré par une feuille.

plan orienté

FIGURE IV.8 — Lecture anti-horaire d’'un arbre 3—régulier décoré par une feuille.

Exemple IV.64

L’unique arbre 3—régulier décoré par une feuille a 2 x 042 sommets est l'arbre T, associé
au chdteau 0101.

L’unique arbre 3—régulier décoré par une aréte (sortant d’une feuille) a 2 x 0+2 sommets

est l’arbre +, associ€ au chdteau 1010.

Proposition IV.65 Soit k en entier > 0.

3k+3
6

par un 1) est en bijection avec l'ensemble T, des arbres 3—réquliers f-décorés a 2k + 2

1. L’ensemble des chateaur maximauzr dindice commengant par un 0 (et terminant

sommets.

k+3

2. L’ensemble des chdteaur mazimauzr d’indice > == terminant par un 0 (et commengant

par un 1) est en bijection avec l’ensemble ’Ejf des arbres 3—réquliers af-décorés a 2k + 2

sommets.
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3k+3

3. L’ensemble des chateaur mazimauz d’indice commencant et terminant par un 1 est

en bijection avec l’ensemble 77j des arbres 3—reguliers ai-décorés a 2k + 2 sommets.

Preuve : C’est une conséquence de la bijection entre les arbres 3—réguliers et les orbites
des chateaux maximaux du noyau a permutation prés de la proposition (IV.44) et la définition

des arbres décorés dont la décoration détermine le début du mot de Kp associé.

Corollaire TV.66 Soit k en entier > 0. On a :

card(C3%5 (0{0,1}*1) = card(C ‘;}ﬁ;ﬂl{o 1}40) = card(T,) = c,
et card(Cy2% (N 1{0,1}*1) = card(’ﬁj) = Cpy1— Ck

ot ¢ est le k—ieme nombre de Catalan.

Preuve : C’est une conséquence de la proposition (IV.65), de la proposition (IV.54) et
des corollaires (IV.59) et (IV.62).

O

Corollaire IV.67 L’ensemble KZ* des chiteaur mazimauz du noyau est en bijection avec

l’ensemble des arbres décorés et on a, pour tout entier k > 0 :

card(C5*) = cp—1 + ¢
6

ot ¢, est le k—iéme nombre de Catalan avec c_1 = 0.

Preuve : L’union suivante est disjointe :

B = {0} L (C2 (1) 040, 1171) L (CHES () 1{0,1370) L (CH2S () 1{0,1371).

3.5 Les chateaux maximaux de [0]p et [00]p.

Avec les relations ensemblistes entre K3 = E“Nax, 5‘}&‘1 et DM = C‘;;%ﬁ; de la propo-
sition (IV.42) de la section (3.1), et les résultats combinatoires sur I'ensemble des chateatx
maximaux du noyau Kp de la section (3.5), on en déduit des propriétés sur I'ensemble des

chateaux maximaux de [0]p et de [00].
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Proposition IV.68 Soit k en entier > 0.

1. L’ensemble des chateaur mazimauz d’indice %TJ“Q (Pensemble des donjons mazimaux)
est en bijection avec l'ensemble T, des arbres 3—réquliers enracinés par une feuille a k
noeuds.

2. L’ensemble des chdteauzr maximauz d’indice %

est en bijection avec l'ensemble T,

des arbres 3—réguliers enracinés par une feuille a k noceuds.

Preuve : C’est une conséquence du corollaire (IV.42) et de la proposition (IV.65).

O
Corollaire TV.69 Soit k en entier > 0.
card( I}L?‘l) = card( @) = ¢
Preuve : C’est une conséquence directe de la proposition (IV.68) et du corollaire (IV.66).
O

Le lemme suivant qui se déduit du corollaire IV.69, n’est pas nécessaire dans cette partie.
Il est utile pour le chapitre (V) sur le modéle entier sur lequel 'expansion V' = (ab —
(a+1)0(b+ 1)) est trés proche de I'expansion en notation condensée ab — (a + 1)2(b+ 1)

sur les chateaux maximaux.

Lemme IV.70 Soit  un entier.
L’ensemble des mots de longueur | > 3, engendrés par ’expansion ab — (a + 1)5(b+ 1),

sur le mot 000, est de cardinal ¢;_o, oU ¢, est le k—iéeme nombre de Catalan.

On a, avec la notation condensée (voir remarque (IV.43)) :
Caer = ([11]]ab = (a+1)2(b+ 1)) = {[11]} U ([222]]ab — (a + 1)2(b+ 1)).

Par le corollaire (IV.69), le lemme est vérifié pour § = 2.
Pour ¢ # 2, le résultat découle de la une bijection évidente entre 'ensemble ([222]]|ab —
(a+1)2(b+ 1)) et Uensemble ([600]|ab — (a+ 1)6(b+ 1)) par translation de § — 2.

4 Permutation circulaire sur un sous-monoide

4.1 Sous-monoide libre

Dans cette partie, on étudie des sous-monoides engendrés par des familles W = (w;);es

de mots sur 'alphabet binaire B* indéxées par un ensemble I dénombrable.
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Plus précisément, si le sous-monoide engendré est libre, tout mot de B* admet au plus
une factorisation dans W* et la famille W est une base du sous-monoide engendré W*. Le

sous-monoide engendré WW* s’identifie au monoide libre ™.

Définition IV.71 Soit ¥ un alphabet.

e Le monoide My, engendré par une famille de mots W = (w;);e;r de X* indéxée par un

ensemble I, est ['image du morphisme de monoide

11,12, .0y > Wi Wi,... W, .

o Une famille W = (W;);er est génératrice d’un sous-monoide M de X* si Im(pw) = M.

o Un famille W = (W;)er est libre si le morphisme de monoide oy est injectif.

Proposition IV.72 Soit W = (w;)ie; une famille de mots sur un alphabet ¥*.
Le sous-monoide My, engendré par W est libre de base W si et seulement si la famille

génératrice W de My, est libre. Dans ce cas, on note My, = W*.

Remarque IV.73 En théorie des langages, une famille libre est appelée un code. Les mots
du code sont les facteurs premiers du monoide engendré W* : tout mot de W* admet une
unique écriture dans la base W.

Le mot vide est dans le monoide engendré car ) = pw (0). Mais le mot vide n’appartient

jamais & une famillle libre (un code). Autrement, le mot vide aurait plusieurs factorisations

0=0.90.

Définition IV.74 Soit W une famille libre sur un alphabet . Soit w un mot du sous-
monoide W* de ¥*.

On appelle W —factorisation de w 'unique factorisation de w sur la famille libre W :
w = WiWsy...w, avec w; € W.
On appelle W —longueur de w le nombre de facteur w; dans sa W —factorisation, notée
Aw (w).
Exemple IV.75

1. Le famille W = {wy, we} = {00,000} n’est pas libre. Le morphisme pw n’est pas injectif,
on a : ey (1.1.1) = w} = 000000 = w3 = pu(2,2).

2. Soit k € N. Les mots de longueur nk, n € N, sur un alphabet ¥ forment un sous-monoide
libre de X%, engendré par les mots de longueur k.

Un mot w de longueur nk sur 'alphabet ¥ est de Wy—longueur n ( Ay, (w) = n).



92CHAPITRE IV. MODELE BINAIRE : DU NOYAU Kp VERS LES NOMBRES DE CATALAN

St Ualphabet 32 est fini, la famille libre Wy, des mots de longueur k est finie.
Pour k =1, la famille libre W7 est l'alphabet .

3. L’ensemble des mots Wig- = {108,k > 0} sur Ualphabet B = {0,1} est une famille
libre infini dénombrable. Le monoide libre engendré est I’ensemble des mots de ¥* qui
commencent par 1 (et le mot vide).

Preuve : Si un mot admet deux éeritures 1000102 - - - 10% et 10911072 - - - 107 sur la famille
Wios, avec i, jx € N, par unicité de la décomposition sur la base {0,1} du monoide libre
B*, on a :n=m eti = j, pour tout indice 1 < i < n. Ainsi le morphisme @w,,. est
injectif.

Donc la famille Wig« est libre et on a : Wiy = 1B* U {0}.

O

4. Par permutation des lettres 0 et 1, il est clair que ensemble des mots Wy~ = {01% k >
0} sur lalphabet B = {0,1} est une famille libre. Le monoide libre engendré est l’en-
semble des mots qui commencent par 0 (et le mot vide) et on a : Wy, ~ Wj. =
0B* U {0},

5. L’ensemble Wyi«gg = {1%01, k1 > 1} est une base infinie dénombrable de I’ensemble
des mots de B* qui commencent par 1 et qui terminent par 0 (et le mot vide) et on a :
Wiieoeo = 1B*0U {0}.

Par permutation des lettres 0 et 1, I'ensemble Woge1+1 = {018, k1 > 1} est une base de

lensemble des mots de B* qui commencent par 0 et qui terminent par 1 (et le mot vide)
et on a : Wll*O*O >~ WOO*l*l =0B*1U {@}

4.2 Permutations circulaires

Etant donné une famille libre W = {w;);cs, le groupe des entiers relatifs (Z, +,0) agit par

permutation circulaire sur les mots de W —longueur donné :

Définition IV.76 (W —Permutation circulaire) Soit (W;);cr une famille libre indézée par
un ensemble I C N. L’action de permutation circulaire du groupe additif (Z,4,0) sur le mo-
noide libre I* induit une action de permutation sur le monoide My, par décalage circulaire

a droite (translation o droite) :

Tw: L x W* — W
(1,11)1'11}2...11)“) — 1 ‘W (wlwg...wn) = (wnwlwg...wn,l)
Remarque IV.77 Sur lalphabet B = {0,1}, il est clair que le nombre de 0 et de 1 dans un

mot ne changent pas par permutation circulaire. Donc la somme o(w), la longueur \(w) et

Uindice Ind(w) d’un mot w de B* sont invariants par permutation circulaire.
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Proposition IV.78 Soit W une famille libre sur un alphabet 3.
L’ensemble des mots de W* de W —longueur donné est stable par l’action de permutation

circulaire.

Preuve : Comme 1 -y (wiws...w,) = (w,wiws...w,_1), par unicité de la W —factorisation

sur W* il est clair que Ay (1w (w)) = Ay (w).

O

Définition IV.79 (Orbite et Stabilisateur d’un mot par une W —permutation circulaire)

Soit W une famaille libre sur un alphabet X.

L’orbite Z -w w (ou simplement Zw) d’un mot w par une W— permutation circulaire est
l’ensemble des mots k -y w pour tout k € N.

Le stabilisateur Sty (w) d’un mot w par une W— permutation circulaire est [’ensemble

des entiers k € N tel que k -y w = w.

Notation : Pour simplifier les notations, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la famille
libre W considérée, on notera 7y (k,w) = k - w 'image d’un mot w par la W —permutation

circulaire, Zw 'orbite d’un mot w, et St(w) le stabilisateur d’'un mot w.

Proposition IV.80 Soit W une famille libre sur un alphabet . Pour tout mot w du sous-

monoide W*, l'orbite de w sous l’action de permutation circulaire est finie et on a :
St(w) = card(Zw)Z.

Preuve : Considérant la W —factorisation w = wyws - - - w,, d’'un mot w, I'orbite de w est
composée de mots de longueur finie Ay (w) sur Pensemble fini {wy,wy, - -, w,}. Donc 'orbite

de w est finie.
Tw: Z/St(w) — Zw

est une bijection, d’ou le résultat.
k — k-w

L’application
O

Proposition IV.81 Soit W une famille libre sur un alphabet 3. Le cardinal de orbite d’un

mot w de W* par une W —permutation circulaire divise sa W —longueur :

card(Zw) | Ay (w).

Preuve : 11 est clair que Ay (w) - w = w : le mot A\ (w) est dans le stabilisateur St(w) =
card(Zw).Z de w (voir proposition (IV.80)).
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O

Corollaire IV.82 Soit W une famille libre sur un alphabet 3.

Pour tout mot w de W*, il existe un mot p de W* tel que

Aw (w)
w = pcard(Zw) .

Preuve : On note m = card(Zw). Comme m | Ay (w), on note Ay (w) = km et la W —factorisation
de w est de la forme w = (wiwsa - -+ Wi ) (Wi 1Wing2 = Wom) =+ (W= 1)mt 1 W(k—1)m+2 * * * Whan)-

Comme m.w = w, on a :

(w(k:fl)erlw(k:fl)erQ T wkm) (w1w2 e 'wm) T (w(k72)m+lw(k72)m+2 o 'w(kfl)m)

= (wiwy - wy) (W1 Wiz« - Wap) -+ - (w(k—l)m—l—lw(k—l)m—f—Q W)

Par unicité de la W —factorisation, on a :

Wk—1)m+1W(k-1)ym+2 * * " Wgm = W1W2 * * - Wy, = *** = WE—2)m+1W(k—2)m+2 ** * W(k—1)m-

card(Zw)’

Dot : w = (wywy - - - wy,)k, avec k =

4.3 Action de W—permutation sur I’ensemble K3** des chateaux maximaux du

noyau.

Dans cette partie, on considére des familles libres particuliéres W = (W;);c; sur 'alphabet
binaire B = {0, 1} et on étudie les orbites des mots du noyau Kp du morphisme pp : B* —
PSLy(Z) par W—permutation circulaire.

De maniére générale, le noyau Kp est stable par décalage circulaire. Ainsi, pour toute
famille libre W, Pensemble W* N KB** est stable par W —permutation circulaire (voir pro-
position (IV.78)).

En particulier, ’ensemble des chateaux maximaux du noyau, d’indice fixé %TJF?’ (et de
longueur fixée) est stable par W —permutation circulaire.

Comme ’ensemble des chateaux maximaux est en bijection avec I’ensemble 74 des arbres
décorés (voir proposition (IV.67)), Paction de W-permutation sur les chateaux de W*N Kge®
induit une action de permutation circulaire sur les I’ensemble des arbres trivalents décorés.
L’ensemble des orbites des chateaux de W*NKE* pour I'action de W —permutation circulaire

s’injecte dans ’ensemble T des arbres 3—réguliers :
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W N K e Tf
{W — orbites des mots de W* N K} }¢ T

L’étude des orbites sous-’action de W-permutation circulaire pour des familles W parti-
culiéres génére une suite d’entiers particuliére {1,1,6,14,47, ...} définie & partir des nombres
de Catalan.

Lemme IV.83 Soit w un mot mazximal dans le noyau Kp.

Siw = ps avec p ou s € Kg alors p =10 ou s = 0.

Preuve : 1l est clair que si un mot du noyau s’écrit w = ps avec 'un des facteurs p ou s
dans le noyau alors 'autre facteur s ou p est aussi dans le noyau Kp car ug(p) = pp(p)us(s).
Donc les deux facteurs p et s sont des chateaux.

L’ensemble des chateaux maximaux vérifie 'équation récursive (voir corollaire (IV.42)) :
Kgiax — glﬁax — {@} |_| ODmaX |_| Dmaxo U (/Dmax):}'
6

On suppose que w = ps avec p, s # (). Comme un donjon n’admet pas de préfixe strict qui

soit un chateau, on a :
e si w = ps est dans 'ensemble 0D™** alors p = 0 et s € D™**. Donc p,s ¢ Kp.
e si w = ps est dans ’ensemble D™**0, alors p € D™ et s = 0. Donc p, s ¢ K.
e si w = ps est dans ensemble (D™2*)3 alors p, s € D™ U (D™)2, Donc p, s ¢ Kp.

Donc, soit p, soit s, est égale au mot vide.

O

Lemme IV.84 Soit W une famille libre sur lalphabet B = {0, 1}. Soit w un mot de K}J**.
S’il existe p #w € W* et k € N\ {0} tel que w = p*, alors k € {2,3}.

Preuve :

Soit p#£ w € W* et k € N\ {0} tel que w =p*. On a: up(w) = pup(p*) = us(p)* = I.

Donc, pup(p) est d’ordre fini dans le produit libre PSLy(Z) = (S|S?) x (U|U?), conjugué
al,asS, aUouaU? Donc, ug(p) est soit trivial et p est dans le noyau Kp, soit d’ordre 2
et p? est dans le noyau Kp, soit d’ordre 3 et p3 est dans le noyau Kp.

On note kg € {1,2,3} l'ordre de p. Ainsi, k > ky et le mot w s’écrit w = pF=*opko. D’apres
le lemme (IV.83), on a : p*~* = (). D’out k = ko € {1,2,3} et soit w = p (impossible), soit

w = p?, soit w = p°.
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O

Proposition IV.85 Soit W une famille libre sur l’alphabet B = {0, 1}. Pour tout mot maxi-
mal w du noyau Kp, il existe un mot p tel que
o soit w=p* et Card(Zw) = 3 w(w).
On dit que w est un carré. On note W [’ensemble des carrés du monoide W*.
e soit w=p* et Card(Zw) = s w(w).
On dit que w est un cube. On note W ’ensemble des cubes du monoide W*.
e soit w =10 et Card(Zw) =1,
o soit Card(Zw) = A\w(w).
Dans les deuz derniers cas, on dit que w est simple. On note W™ [’ensemble des mots

stmples du monoide W*.

Preuve :

Le cardinal de l'orbite Zw d'un mot w divise sa W—longueur Ay (w) (voir proposition
Ay (w)

(IV.81)). D’aprés le corollaire (IV.82), il existe un mot ¢ tel que w = geard@w),

Si card(Zw) < Aw (w) alors, d’aprés le lemme (IV.84), comme w est un mot maximal du
noyau, soit w = p? et card(Zw) = 2 soit w = p? et card(Zw) = )‘WT(W)

2
Sinon, card(Zw) = A(w).
(|

Remarque 1V.86 [] est clair que tout mot de ['orbite d’un mot simple est simple, tout mot
de l'orbite d’un mot carré est un carré et tout mot de ['orbite d’un mot cube est un cube.
On dit que ['orbite d’un mot simple est une orbite stmple, [’orbite d’un mot carré est une

orbite carrée et l'orbite d’un mot cube est une orbite cubique.

4.4 Permutation circulaire par la famille libre W; = {0,1}

Dans cette partie, on considére l'action de permutation circulaire par la famille libre
Wy = {0, 1} sur les mots maximaux du noyaux Kp. La Wi—longueur Ay, est identique a la
longueur \(w).

Comme W) = B, la famille W, est génératrice de B* et tous les mots maximaux du noyau

K sont dans le sous-monoide W engendré par W :
W* m Kmax _ Kmam
1 B —Hp -

L’ensemble des mots maximaux du noyau d’indice non nul est engendré par ’expansion

0 — 101101 sur les deux chateaux maximaux 1010 et 0101 d’indice % (voir proposition
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(IV.37)). L’ensemble des mots du noyau & permutation prés est en bijection avec I'ensemble
des arbres 3—réguliers T (voir proposition (IV.44)). Les arbres 3—réguliers sont engendrés
par l'expansion "pousse" (qui remplace une feuille par un sommet intérieur relié & deux
nouvelles feuilles) sur 'unique arbre 3—régulier & 2 sommets (une aréte et pas de sommets
intérieur) (voir proposition (IV.48)).

Ainsi, 'ensemble des orbites des mots maximaux du noyau pour la Wj;—permutation
circulaire est en bijection avec ’ensemble des arbres 3—réguliers. L’ensemble des mots de
W = K} est en bijection avec I'ensemble des arbres 3—réguliers décorés (soit pas une
feuille, soit par une aréte orientée).

Les orbites des mots maximaux du noyau sous 'action de Wj;permutation sont de trois
types : les orbites de mots simples, les orbites de carrés et les orbites de cubes (voir proposition
(IV.85)). On montre que 'arbre 3—régulier associé a une orbite carrée admet une symétrie
par rapport a une aréte centrale et I’arbre 3—régulier associé 4 une orbite cubique admet une
symétrie par rapport & un sommet intérieur (son centre).

En considérant séparément ces trois types d’orbites et les arbres 3—réguliers associés, on
dénombre les orbites simples, les orbites carrés et les orbites cubes des chateaux maximaux
du noyau sous l'action de W, permutation circulaire.

On obtient les premiéres valeurs des suites des nombres d’orbites simples, carrées et cu-
biques N,?rbl pour i € {1,2,3} d’indice % et de la suite (Sk), du nombre total d’orbites,
pour 0 < k < 7 suivantes :

Nombre Nombre Nombre Nombre

L Ind \ d.’orbltes d’or]i)ltes d’orbites total | card(Kmex)
simples carrées cubes d’orbites k2
N}?I‘bl Nkorb2 Nkorb3 S,

0 1/2 0 1 0 1

1 1 9 0 0 1 1

2 3/2 14 0 1 0 1

3 2 19 1 0 0 1 19

4 5/2 24 1 2 1 4 56

5 3 29 6 0 0 6 164

6 7/2 34 14 5 0 19 561

7 4 39 47 0 2 49 1859

k|l (k+1)/2| 5k+4 Ck + Cry1

Exemple 1V.87

1. Le sous-ensemble K3 = {0} a une orbite simple, pas d’orbite carrée, pas d’orbite cube.
6
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2. Le sous-ensemble K5* = {1010,0101} n’a pas d’orbite simple, une orbite carré et pas
6

d’orbite cube.

3. Le sous-ensemble K§** = {110110110,101101101,011011011} n’a pas d’orbite simple,

6
pas d’orbite carré el une orbite cube.

4. Le sous-ensemble K3** = {11101101110110, 01110110111011, 10111011011101, 11011101101110,
6
01101110110111, 10110111011011, 11011011101101} n’a pas d’orbite simple, une orbite

carré et pas d’orbite cube.

Les carrés.

Dans cette partie, on étudie les orbites des carrés de K™**. Les mots maximaux du noyau
K™ 3§ permutation prés sont en bijection avec les arbres 3—réguliers. En particulier, pour

les carrés, on montre que les arbres 3—réguliers sont symétriques par rapport a une aréte :

Définition IV.88

Un arbre 3—régulier est symétrique par rapport G une aréte s’il existe une aréte (l’aréte
centrale) telle que les deux sous-arbres binaires enracinés par les deux sommets de cette aréte
sont identiques.

Deux feuilles d’un arbre 3—régqulier symétrique par rapport o une aréte sont conjuguées
st elles sont situ’ees a la méme place dans les deux sous-arbres binaires enracinés issus des
deux sommets de l’aréte centrale.

La "double expansion pousse” d’un arbre symétrique remplace 2 fewilles conjuguées par
la pousse de chacune de ces deuz feuilles (une feuille est remplacée par un sommet intérieur

avec 2 arétes supplémentaires, reliées chacune a une nowvelle feuille).

Remarque 1V.89

1. Un arbre 3—régulier symétrique par rapport a une aréte a un nombre pair 2k > 0 de

sommets intérieurs.

2. Un arbre 3—régulier symétrique par rapport ¢ une aréte admet 4k+2 sommets. Les sous-

arbres binaires enracinés issus d’une aréte centrale admettent chacun 2k +1 sommels.

3. L’aréte centrale d’un arbre symétrique est unique. En effet, si un arbre symétrique admet
deux arétes centrales distinctes Ay et Ag, l'aréte Ay est dans un sous-arbre SA, issu de
lUaréte A;. Ce sous-arbre SA, contient un sous-arbre issu de Uaréte A, et admet donc

plus de 2k + 2 sommets. Absurde.

max

Lemme IV.90 Pour tout entier k et tous chdteaur mazimauz p et g de C5%5 on a :
6

les orbites des mots du noyau (1p)?* et (1q)* sont égales si et seulement si p = q.
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Preuve : Les mots p et ¢ sont obtenus par une successions d’expansions 0 — 101101 sur
le mot 0.

Les arbres 3—réguliers associés aux carrés (1p)? et (1¢)? sont obtenus par une succession
de "doubles expansions pousse" sur I'arbre 3—réguliers a 2 sommets associé au mot 1010.

Si les orbites des mots (1p)? et (1g)? sont égales, alors leurs arbres 3—réguliers associés
sont égaux.

Par unicité de I'aréte centrale, les sous-arbres binaires enracinés associés aux mots p et ¢
sont identiques. Donc p = q.

La réciproque est triviale.

O

Lemme IV.91 Tout carré de K™ d’indice > % est dans l'orbite d’un carré de la forme
(1p101101s)? avec p, s € B*.

3
2

corollaire IV.40)) et admet un facteur 101101 (voir proposition (IV.39)).
Donc un carré w d’indice > 1 est dans lorbite d’un carré w’ de la forme w’ = 101101s” avec
A(s') > 14 — 6 = 8 > 6. Donc le carré w' est de la forme w’ = (101101¢)? avec s’ = ¢t101101¢.

Comme K™ est stable par réduction 101101 — 0, le mot (0¢)? est un chateau maximal

Preuve : Tout chateau maximal d’indice > 2 est un mot de longueur 5k + 9 > 14 (voir

du noyau. Si t = 0, le mot (0t)? n’est pas dans le noyau. Si ¢t n’admet pas de facteur 1, le
mot (0t)? n’est pas maximal. Donc le facteur ¢ admet un facteur 1.

Finalement, le mot w est dans l'orbite d’un carré de la forme (1p101101s)?, avec slp = t.

O

Proposition IV.92 L’ensemble des orbites carrés de K™ est en bijection avec ['ensemble

des chateaux Canya .
6

Preuve : Dans un premier temps, on montre par deux récurrences que tout mot carré

de Klinf’f est dans Porbite d’un carré de la forme (1u)?, avec u € Canpa et qu’il n’y a pas de
6

2
carrés d’indice entier :

D’aprés les exemples (IV.87), le sous-ensemble K" admet une unique orbite carrée,
lorbite de (10)* (et 0 € C%). ’

Soit w un carré de K}:f’%‘ avec k > 1. D’aprés le lemme (IV.91), w est dans 'orbite d’un
carré de la forme w’ = (1p101101s)?. Comme K™ est stable par réduction 101101 — 0, le
carré w' est obtenu par deux expansions 0 — 101101 sur le carré (1p0s)? d’indice k — 1+ 1.
Par récurrence sur k, le carré (1p0s)? est dans Porbite d’un carré de la forme (1u)? avec

U € Cs-1)41.
6
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Ainsi, w est dans Porbite d'un mot (1u/)? ou «' est obtenu via Pexpansion 0 — 101101
sur un facteur 0 de u et u € C%TH.

Pour les carrés d’indice entier : d’aprés les exemples (IV.87), les sous-ensembles KJ"** et
K" n’ont pas de carré.

Etant donné un carré w € K™ d’indice k > 1, d’aprés le lemme (IV.91), le carré w est
dans l'orbite d’un carré de la forme w’ = (1p101101s)%. Comme K™ est stable par réduction
101101 — 0, le mot (1p0s)? est un carré de K"¥. Par récurrence, le sous ensemble K2
n’admet pas de carré. Absurde.

Par ailleur, deux chateaux p et ¢ distincts de C™* déterminent deux orbites carrées (1p)?

t (1g)? distinctes (voir lemme (IV.90)). Ainsi, une orbite carré de K™ admet un unique
représentant de la forme (1u)? ot u est un chateau de CWTH.

2

Réciproquement, tout mot maximal de la forme (1u)® ot u est un chateau de Cani1 est
6

un carré de K™mex,

D’ou le résultat.

2
Corollaire IV.93 Le nombre N,frb d’orbites carrés de K™, d’indice 5L, est :

orb® _ o 0 stk est impair,
2 ck stk est pair,
2

ol ¢, est le n—iéme nombre de Catalan sin est entier et ¢, =0 sin ¢ N.

Preuve : C’est une conséquence directe de la bijection de la proposition (IV.92) et du corollaire
(IV.69) sur le cardinal de C52Y .

6

k+1

Corollaire IV.94 Le nombre de carrés dans K™ d’indice *5= esl
S5k +4
card(Widh) = i Ck.
T2 2 2

Preuve : L’orbite d’un mot carré w est de cardinal @

La longueur d’un mot maximal w d’indice £ est 5k + 4 (voir corollaire (IV.40)).
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Les cubes.

Dans cette partie, on étudie les orbites des cubes de K™, Les arbres 3—réguliers associés
aux carrés sont symétriques par rapport a une aréte centrale. On montre que les arbres

3—réguliers associés aux cubes sont symétriques par rapport a un sommet :

Définition IV.95

Un arbre 3—réqulier est symétrique par rapport a un sommet intérieur s’il existe un som-
met intérieur (le centre) tel que les trois sous-arbres de ce sommet sont identiques.

Trois feuilles d’un arbre 3—régulier symétrique par rapport a un sommet sont conjuguées
st elles sont situées a la méme place dans les trois sous-arbres binaires enracinés issus du
centre.

La "triple expansion pousse” d’un arbre symétrique par rapport a un sommet remplace 3
feuilles conjuguées par la pousse de chacune de ces trois feuilles (une feuille est remplacée par

un sommet intérieur avec 2 arétes supplémentaires, reliées chacune a une nouvelle feuille).

Remarque IV.96

1. Un arbre 3—régulier symétrique par rapport a un sommet admet 3k + 1 sommets inté-

rieurs k > 0.

2. Un arbre 3—régulier symélrique par rapport ¢ un sommel admet 6k +4 sommets, k > 0.
Les sous-arbres binaires enracinés issus du centre admettent chacun 2k + 1 sommets,
k> 0.

3. Le centre d’un arbre symétrique est unique. En effet, si un arbre symétrigue admet deuz
centres distincts C et Cy, le centre Cy est dans un sous-arbre issu du centre Cy. Ce sous-
arbre contient un sous-arbre issu du centre C et admet donc plus de 2k + 2 sommets.

Absurde.

max

Lemme IV.97 Soit k un entier et p et q deuzr chdteaur mazimauz de C525 .
6

Les orbites des mots du noyau (1p1)? et (1¢q1)3 sont égales si et seulement si p = q.

Preuve : Les mots p et ¢ sont obtenus par une successions d’expansions 0 — 101101 sur
le mot 0.

Les arbres 3—réguliers associés aux cubes (1p1)3 et (1¢1)? sont obtenus par une succession
de "triples expansions pousse"” sur I’arbre 3—réguliers a 4 sommets associé au mot 101101101.

Si les orbites des mots (1p1)3 et (1¢q1)3 sont égales, leurs arbres 3—réguliers associés sont
égaux.

Par unicité du centre, les sous-arbres binaires enracinés associés aux mots 1pl et 1q1 sont
identiques. Donc p = q.

La réciproque est triviale.
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O

Lemme IV.98 Tout cube de K™ d’indice > 2 est dans 'orbite d’un cube de la forme
(1p101101s1)3 avec p, s € B*.

Preuve : Tout chateau maximal d’indice > 2 est un mot de longueur 5k +9 > 19 (voir
corollaire IV.40)) et admet un facteur 101101 (voir proposition (IV.39)).

Donc un cube w d’indice > 2 est dans l'orbite d’un cube w’ de la forme w’ = 1011015’
avec \(s') > 19 — 6 = 13 > 12. Donc le cube w' est de la forme w’ = (101101¢)3 avec
s’ =¢101101¢101101¢.

Comme K™ est stable par réduction 101101 — 0, le mot (0¢)* est un chateau maximal
du noyau.

Si ¢t =0, le mot (101101)% n’est pas maximal.

Si ¢t n’admet pas de facteur 1 le mot (0t)® n’est pas maximal.

Si le facteur ¢ commence par 0 alors le chateau (0t)® n’est pas maximal. Donc (0t)% est
un chéateau est la forme 01%v01%v01%v avec o > 1.

D’aprés le lemme (IV.39), on a : @ > 2. Donc ¢ admet au moins un facteur 11.

Finalement, le mot w est dans 'orbite d’un carré de la forme (1p101101s1)3, avec s11p = t.

O

Proposition IV.99 L’ensemble des orbites cubes de K™ est en bijection avec ’ensemble

des chiteauzr Csnia .
6

Preuve : La démonstration est semblable & celle de la proposition (IV.92) pour les carrés.

Dans un premier temps, on montre par deux récurrences que tout mot cube de K%3%%,

2
k > 1 est dans l'orbite d’un carré de la forme (1ul)?, avec u € Csnia et qu’il n’y a pas de
6

cube d’indice 37]“, ni d’indice L;l pour k > 0.

D’aprés les exemples (IV.87), le sous-ensemble K{"** admet une unique orbite carrée,
lorbite de (101)3 (et 0 € Caxos1).

Soit w un cube de K52 avec k > 1. D’aprés le lemme (IV.98), w est dans 'orbite d’un
carré de la forme w’ = (1p210110151)3. Comme K™% est stable par réduction 101101 — 0, le

cube w' est obtenu par deux expansions 0 — 101101 sur le cube (1p0s1)? de K™ d’indice

3k—1
2

avec U € Car—1)+1.
6

. Par récurrence sur k, le cube (1p0s1)? est dans l'orbite d'un cube de la forme (1ul)?

Ainsi, w est dans Iorbite d’'un mot (1u/1)3 ot u’ est obtenu via I'expansion 0 — 101101
sur un facteur 0 de u et v’ € C%ﬂ.
B avec @ € {0,1} : d’aprés les exemples (IV.87), les sous-

ensembles K", K7 et K3'** n’ont pas de cube.
2 2

Pour les cubes d’indice
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Etant donné un cube w € K™ d’indice 2. > 2. D’aprés le lemme (IV.98), w est dans
'orbite d’un cube de la forme w’ = (1p101101s1)3. Comme K™ est stable par réduction
101101 — 0, le mot (1p0s1)® est un cube de K"*¥. Par récurrence, le sous ensemble K2
n’admet pas de carré. Absurde.

Par ailleurs, deux chateaux p et ¢ distincts de C™* déterminent deux orbites cubes (1p1)3
et (1¢1)? distinctes (voir lemme (IV.97)).

Ainsi, une orbite cube de K™ admet un unique représentant de la forme (1u1)? ou u est
un chateau de C%.

Réciproquement, tout mot maximal de la forme (1u1)3 oul u est un chateau de C a1 est
un cube de K™,

D’ou le résultat.
O

3
Corollaire TV.100 Le nombre Nkorb d’orbites cubes des mots maximauzr du noyau, dindice

k+1 .
) est .

ol { 0 sik=32ouk=;0,
5 c

1 st k=31,
3

ol ¢, est le n—iéme nombre de Catalan sin est entier et ¢, =0 sin ¢ N.

Preuve : C’est une conséquence directe de la bijection de la proposition (IV.99) et du corollaire
(IV.69) sur le cardinal de C52Y .

6

O

Corollaire IV.101 Le nombre de cubes dans K5** d’indice % est

bk +4
card(Wh) = i Ch-1.
2 3 2
Preyve : L’orbite d’'un cube w est de cardinal @
La longueur d’un mot maximal w d’indice £ est 5k + 4 (voir corollaire (IV.40)).

O

Les mots simples.

Remarque IV.102 On utilsera la propriété suivante sur deux mombres de Catalan pour

simpifier les expressions :

(2k + 2)! 20k +1)(2k+1) (2K)! 4k +2
= Ck-

Crt1 = k+DIk+2) k+D(E+2) KE+D (k+2)
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1
Proposition IV.103 Le nombre de mots simples d’indice dans K™ est :

card(W%?) = (bk + 4)(l€ )

1 1
Cr — 50% — 50%)

ol ¢, est le n—iéme nombre de Catalan sin € N et ¢, =0 sin ¢ N.

Preuve :

L’ensemble des mots maximaux dans le noyau d’indice %
proposition (IV.63)).
Comme les ensembles disjoints W, W, et WU partitionne le noyau (voir proposition

(IV.85)), on obtient avec les propositQions (12\/.94) ot (IV.101) sur les carrés et les cubes du

noyau :

est de cardinal ¢, + ¢y (voir

5k 4+ 4 5k + 4
Ck — Ck—1.
2 2

3 T

card(Wh) = ¢ + Cry1 —
2

4k + 2 5k 44
(k 4__'—2)0’“ - (k _:_Q)Ck (voir remarque (IV.102)), d’ou le résultat.

Or,cp +cpp1 = +

O

1
Corollaire 1V.104 Le nombre Nkorb d’orbites simples de chiteau mazimauz du noyau d’in-

dice % est :

b 1 1 1
N = gt T gt 3o

ol ¢, est le n—iéme nombre de Catalan sin € N et ¢, =0 sin ¢ N.

Preuve : L’orbite d’'un mot simple w est de cardinal A(w).

La longueur d’un mot maximal w d’indice £ est 5k + 4 (voir corollaire (IV.40)).

Remarque IV.105 Les premiéres valeurs de la suite (Nkorbl)kzo sont :
(N,g"'b k>0 = 10,0,0,1,1,6,14,47,136,442, 1377,4522, .. .}.

Les orbites pour la Wi-permutation et les arbres 3—réguliers.

Proposition IV.106 Le nombre Nkorb d’orbites de chateau mazrimauzr du noyau d’indice

k+1 .
= est :

b 1 1 2
Nkor = k‘—i—2€k+ 5(2% -l—gc%,

ou ¢, est le n—ieme nombre de Catalan sin € N et ¢, = 0 sinon.
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Preuve : C’est une conséquence des propositions (IV.93), (IV.100) et (IV.104) sur les

ensembles disjoints des orbites simples, carrées et cubes.

Remarque IV.107 Les premiéres valeurs de la suite (Nkorb)kzo sont
(J\f,g”“b)k20 ={1,1,1,1,4,6,19,49, 150,442, 1424, .. .}.

Cette suite correspond & la suite référencée A001683 dans {’OEILS [Sl] correspondant au

nombre d’arbre 3—régulier a 2k + 2 sommets définie par la méme expression.

Pour tout entier k, le nombre k’ ¢, est un entier. Les entiers de la suite (k Ck)k>0

+ 2
sont appelées les "super ballot numbers", référencée A007054 dans I’OEIS [S].

+2

4.5 Permutation circulaire par la famille libre Wy;- = {01% k > 0}

Dans cette partie, on considére l'action de permutation circulaire par la famille libre
Wor- = {01% k > 0} sur les mots maximaux du noyaux Kp.

Comme W;;. est I'ensemble des mots de B* qui commence par 0, avec la proposition
(IV.42), on a :
Wg» N KF* = OD™*.
D’aprés la proposition (IV.66), I’ensemble des mots de W, N Kp® d’indice % est de
cardinal ¢, ou ¢ est le k—iéme nombre de Catalan.

Tout mot non vide maximum du noyau K™** admet un facteur 0. Donc ’ensemble des
orbites pour la Wy--permutation est I’ensemble des orbites pour la Wi-permutation circu-

laire.

Norb1

2
orbly o, carrées (NOTP

22 k>0 et cubes (

k+1
2

3
NP )5

pour la

Ainsi, les nombres d’orbites simples (
et le nombre total d’orbites (Sk)r>o de chateaux maximaux de noyau d’indice

Wo1+-permutation sont :

1
och- _ 1 . 1. _1
Nk: = k+20k 205 361@51,
2
NPT =gy
2
3
NOTbT o
3
1 1 2
Sk = ka+§C§+§Ck517

ol ¢, est le n—iéme nombre de catalan si n est entier et ¢, = 0 sinon.

La Wy«—longueur d’un mot w de W ., notée Agi«(w) est égale au nombre de facteur

k+1

0 dans un mot. Plus précisément, pour tout mot maximal w du noyau d’indice 3= (voir
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corollaire (IV.40)), on a :

Sk+4—(4k+2) = k+2.

/\01*(11)) = )\k21 — O'%

Ainsi, les nombres de mots simples, carrés et cubes pour la Wy - —permutation sont :

Proposition IV.108

card(Wsim N KB2%) = ¢ — %03 — %c%

2
card Weit N KRE) = 5Pey

2
card WP N Kix) = H2ewn

5 3
On a bien :
. . k+2 k42 k12 k42
card(WOl*ﬂK%):ck— 5 Ck ~ g Cigl 5 cx + 3 Cil = Gk

4.6 Permutation circulaire par la famille libre Wy- = {10* k > 0}

Dans cette partie, on considére l'action de permutation circulaire par la famille libre
Wig- = {10,k > 0} sur les mots maximaux du noyaux Kp.
Comme W. est ensemble des mots de B* qui commence par 1 (qui ne commence pas

par 0), avec la proposition (IV.42), on a :
Wi N K™ = Dm0 U (D)3,

Les chateaux maximaux sont des mots sans facteurs 00 Donc les mots de Wy, N KEZ** se
factorisent avec les facteurs premiers 1 et 10 de la famille Wyg-.

D’aprés la proposition (IV.66), I’ensemble des mots de W, N Kp* d’indice % est de
cardinal cxy 1 — ¢t + ¢ = Cga1 OU ¢, est le n—iéme nombre de Catalan.

Tout mot non vide maximum du noyau K™** admet un facteur 1. Donc I’ensemble des
orbites pour la Wjp--permutation est 'ensemble des orbites pour la Wi-permutation circu-
laire.

o b : orb' ; orb’ orb’

Ainsi, les nombres d’orbites simples (N )0, carrées (NP )i>o et cubes (N )i>o

k41

et le nombre total d’orbites (Sy)r>o de chateaux maximaux de noyau d’indice *3=, pour la

Wig+-permutation, sont :

( 1
NP e - oy — desn,
N]?rb = Cg,
3
N]?rb = Ck-1,
S 1 12
k = k+20k+§C§+§c%,
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ol ¢, est le n—iéme nombre de catalan si n est entier, et ¢, = 0 sinon.

La Wi« —longueur d'un mot w de Wi., notée Ajp«(w) est égale au nombre de facteur 1

dans un mot. Plus précisément, on a, pour tout mot maximal w du noyau d’indice k—‘gl (voir
corollaire (IV.40)) :
)\10*('[[}) = U% = 4]{5—1—2
Ainsi, les nombres de mots simples, carrés et cubes pour la Wip- —permutation sont :
Proposition IV.109
sim o 4k + 2 4k + 2 4k + 2
card(Wgt HK%L) = 4kk+ 220k S T e
card(Wsgr HK@) = 2—'— Ci
4k + 2
card WEP N K%)= i Cro1
= 3 3
On a bien, avec la formule (IV.102) :
. e 4k + 2 4k + 2 4k + 2 4k + 2 4k + 2
card(Wm*ﬂK%): k+26k_ 5 Gk~ 3 Cro + 5 cx + 3 Cit = Chi1.

4.7 Permutation circulaire par Wyg-1)» = {1(00%11)(00%21) - - - (00*"1), n, k; > 0}

Dans cette partie, on considére I'action de permutation circulaire par la famille libre
Wigoe1)- = {1(00%1)(00%1) - - - (00 1), n, k; > 0}

sur les mots maximaux du noyaux K.
Le sous-monoide Wf(oon)* est I’ensemble des mots de B* qui commence par 1 et termine

par 1. D’aprés la proposition (IV.42), on a :
WI*(OO*I)* ﬂ Kmax - (Dmax)g.

D’aprés la proposition (IV.66), I’ensemble des mots de Wf(oo*l)* N K™ d’indice % est

de cardinal c;11 — ¢ o ¢, est le n—iéme nombre de Catalan.

Tout mot non vide maximum du noyau K™ admet un facteur 101101 (voir proposition
(IV.39). Donc I'ensemble des orbites pour la Wy(gg1)«-permutation est ensemble des orbites
pour la Wi-permutation circulaire.

Ainsi, les nombres d’orbites simples (N,?rbl)kzo, carrées (Nkorbg)kzo et cubes (Nkorbg)kzo

k41

et le nombre total d’orbites Si>¢ de chateaux maximaux de noyau d’indice =, pour la

Wi(o0+1)=-permutation, sont :
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( bt
A L LS
N]?rb = Cg,
b3
N]?r = Ck3 s
S i 12
| 7k B RECE R e S

ol ¢, est le n—iéme nombre de catalan si n est entier, et ¢, = 0 sinon.

Un chateau maximal n’admet pas de facteur 00. Donc les mots de W) N K™ ad-
mettent uniquement des facteurs 1, 1(01)"™. De plus, d’aprés la proposition (IV.39), les chéa-
teaux maximaux admettent uniquement des facteurs 1 et 101.

Le nombre de facteur 101 dans la Wy (go-1)~ factorisation d’un mot w de 1*(00*1)* N K
est égal au nombre de facteur 0 dans w, c’est A(w) — o(w). La somme o(w) d’'un mot w
est la somme du nombre de facteur 1 dans la Wjo-1)- factorisation d'un mot w et du
double du nombre de facteur 101. Donc la Wy gg+1)- —longueur d’un mot w de W1(00*1)* est :
Mooy (w) = o(w) — (Mw) — o(w)) = 20(w) — MNw) = 2(4k + 2) — (5k + 4) = 3k (voir
corollaire (IV.40)). Donc :

101y (w) = 3k.

Ainsi, les nombres de mots simples, carrés et cubes pour la W gp+1)- —permutation sont :

Proposition IV.110

sim ax 3k 3k 3k
card(Wi(go-, HK%) = §k+ 50k~ 5 Ck ~ g Cen
card(Wsiioo-1y- K@) = ng
3
card(Wf(%%*l)* N K@) = g

On vérifie aisément avec la formule (IV.102) qu’on a bien :

3k
k+2

* max
card(Wigo-1)- m %) = Ck = Cki1 — Ck-



Chapitre V
Modéle entier : dénombrement de Ky .

Dans ce chapitre, on étudie les mots du noyau Ky (noté simplement K) du morphisme

surjectif p (voir corollaire (I1.8)) défini par :

p: X — PSLy(Z)

0 —1
0 — U==
—1 —1
a +— (US)“U:ﬂ:<O ) avecSzi(O )GPSLQ(Z).
1 a+1 1 0

Le noyau K est la classe d’équivalence du mot vide pour la relation d’équivalence ~y
engendrée par les régles de réécriture (ou réductions) v = ((a + 1)0(b + 1) — ab), u =
(a00b — a +b) et h = (000 — @) (voir proposition (I1.14)). Cette relation d’équivalence
est également engendrée par les réductions v et h. Dans la classe d’équivalence du mot vide
(le noyau K), tout mot se réduit au mot vide uniquement avec des réductions v et h. (voir
remarque (I1.17)). Dans ce chapitre, on ne considérera pas la réduction u.

Le noyau K est partitionné en sous-ensembles (Kzg)keN (ou simplement Kg) par le
morphisme d’indice

Ind: ©*=1{0,1,2,3,..}* — 7Z/12

w — Ind(w) = — 2A(w) — o(w)]

ol
Tout mot w du noyau se réduit au mot vide par des réductions maximales composées de
1o (w) réductions v et 2/nd(w) réductions h (voir proposition (II.18)). Réciproquement, tout
mot w du noyau s’obtient & partir du mot vide avec 3o(w) expansions V = v~! et 2Ind(w)
expansions H = h™'.
Un sous-ensemble K & est stable par réduction v et expansion V. Et si w est un mot

du sous-ensemble K, alors h(w) est dans le sous-ensemble K1 et H(w) est dans le sous-

109
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ensemble Kri1.
2
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Sont répertoriés ci-dessous, les premiers mots du noyaux K & indice et longueur fixés :

Ind | A o Mots du noyau Nombre
de mots
0 0 0 0 1
3 0 000 1
4 2 {0101, 1010} 2
1/2 15 4 {20110, 11020, 10201, 02011, 01102} 5
301110, 210210, 202020, 201201, 120120,
6 6 111030, 110301, 103011, 101102, 030111, 14
021021, 020202, 012012, 011103
[ | 201—-6
6 0 000000 1
{ . 5 1010000, 0101000, 0010100, 0001010, -
0000101, 0100001, 1000010
20000110, 11000020, 02000011, 01100002, 201010010,
11010010, 10010110, 10001020, 10000201, 10200001,
02010001, 01101001, 01001011, 01000102, 20110000,
8 4 11020000, 10201000, 10110100, 10101010, 10100101, 34
02011000, 01102000, 01020100, 01011010, 01010101,
00201100, 00110200, 00102010, 00101101, 00020110,
00011020, 00010201, 00002011, 00001102
[ |20—12
3k 0 03k 1
k/2
[ |2l —6k

1 Le sous-ensemble K: associé au demi-tour.
2

Dans cette partie, on dénombre les mots du noyau d’indice % a longueur donné :

Théoreme V.1 Le sous-ensemble K%, formé des mots du noyau K du morphisme p : 3* —

PSLy(Z), d’indice 5, admet c;_o mots de longueur | > 3, od ¢, =

nombre de Catalan.

1

n+1

2n ”
( > est le n—ieme
n

Preyve : Un mot w du sous-ensemble K% est obtenu avec 2/nd(w) = 1 expansion H et
o (w) expansions V = (ab — (a + 1)0(b + 1)) sur le mot vide.
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Il est clair que 'expansion V' ne s’applique pas sur le mot vide et on commence par
I'unique expansion H.
Ainsi, le sous-ensemble K 1 est engendré par 'expansion V sur le mot 000.

On conclut avec le lemme (IV.70) du chapitre (IV) sur le modéle binaire.

2 Réductions et Expansions sur Ky.

Les sous-ensembles K k, avec k € N, du noyau K sont stables par réductions v.

Comme pour le modéle binaire, le systéme de réécriture (X|v) termine mais n’est pas
confluent : un sous ensemble K & peut contenir plusieurs mots réduits pour v distincts.

Par exemple, le mot w = 01010101(000)*2 de la classe Kg, pour k > 2, se réduit vers les
deux mots réduits pour la réduction v (000)* et 0100001(000)*2.

Ainsi, pour tout k > 2, le sous-ensemble K & admet au moins deux mots réduits distincts
pour la réduction v.

Dans cette section, on spécifie les réductions et les expansions en ajoutant en indice la
position dans le mot du facteur sur lequel la régle de réécriture s’applique, afin de choisir un
chemin canonique dans les sous-ensembles K & reliant un mot du noyau au mot vide.

Ainsi, on peut choisir une réduction maximale canonique d’un mot du noyau et récipro-
quement une expansion canonique, dans 'objectif de dénombrer les mots du noyau a indice

et longueur donnés.

2.1 Définitions des réductions et expansions élémentaires.
Définition V.2 (Réductions et expansions élémentaires.)

o Une réduction élémentaire h ("half-turn”) d’indice i > 1 enléve ¢ un mot un facteur 000

situé en positions (1,1 + 1,1+ 2) : Pour tous mots p et s de X*, on a :

hi(p(T]OOS) = ps avec A(p) =i —1>0. (V.1)

k3

e Une expansion élémentaire H; pour v > 1 est [tnverse d’une réduction élémentaire h;.
L’expansion H; insére un facteur 000 dans un mot de longueur supérieur a ¢ — 1 en

positions (i,7+ 1,7+ 2) : Pour tous mots p et s, on a :

H;(ps) = hi'(ps) = pQOOS avec A(p) =i—1>0. (V.2)

2
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e Une réduction élémentaire v ("vallée") d’indice i > 1 remplace un facteur (a+1)0(b+1)
situé en positions (i,i+ 1,i+2) par un facteur ab en positions (i,i+1). Pour tous mots

p el s et tous entiers a et b, on a

vi(p(a+ 1)0(b+ 1)s) = pabs avec A(p) =i—12>0 (V.3)
)

e Une expansion élémentaire V' d’indice 1 > 1 est linverse d’une réduction élémentaire v
d’indice i. L’expansion V; remplace un facteur ab en positions (1,1 + 1) par un facteur
(a+1)0(b+ 1) en positions (i,i+ 1,i 4+ 2) : Pour tous mots p et s et tous entiers a et
b, on a

Vi(pabs) = v; * (pabs) = p(a + 1)0(b+ 1)s avec A(p) =i — 1 > 0. (V.4)
)
Exemple V.3 Avec le mot w = 100101001 du noyau K de longueur AN(w) =7, on a :
Vi(w) = 2010101001 V3(w) = 1010201001

H,(w) = 000100101010 Hs(w) = 100000101001 = Hs(w) = Hy(w)
Etant donné une suite de n expansions élémentaires (E;, E,,, ..., E; |,
{V, H}, on note simplement [E;,, Ey,,..., E; |,
E,, o FE;.

E;)) avec E €

s - E;,| Uezpansion composée E; o E;  o---o0

2.2 Propriétés.

Dans cette partie, on regarde localement des propriétés de composées d’expansions élé-
mentaires simples. Seul le corollaire (V.5) (et donc le lemme (V.4)) est utilisé dans la suite

du chapitre.

Les autres propriétés sont toutefois intéressantes pour comprendre le choix de la réduction

maximale canonique définie dans la section (3).

Lemme V.4 Soient deux entiers i et j tels que 1 <i < j. On a :
Vi, Vil = [Vi, Vil

De plus, pour tout mot w de A*, le mot [V, Vii1](w) admet au moins deuzs zéros intérieurs

1s0lés.

Preuve : En notant w = {ay....,a,}, on a :
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Sij>i+1lalors [V;,Vi[(w) = Vi(ar---a;--(a; +1)0(aj41 +1)---ap)
= a1 - (a; +1)0(aiy1 +1)--- (a; +1)0(ajy1 +1)-- - ay
= Vi, Viual(w).
Sij=i+1lalors [V}, Vi[(w) = Vi(ai....q;.a;41 +1.0.0;00 + 1....a,,)
= aj....a; + 1.0.a;41 + 2.0.a;42 + 1....a,
Vi, Vi (w).

O

On dit que 'on "permute" deux expansions V' méme si un des deux indices change lorque

que l'on remplace une expansion [V}, V;] par 'expansion d’indice croissant [V;, Vj44].

Corollaire V.5 Soit p € N. La composée de p expansions V est égale a la composée de p
expansions V d’indice croissant.
La suite d’expansions V' d’indices croissants permettant d’obtenir un mot w' a partir d’un

mot w est unique.

Preuve :
Etant donnée une suite de p expansions (V;;)i1<j<p, on peut "trier" les expansions en les

"permutant” deux & deux de sorte que si ¢;_y > 7;, on a :
Vi oo Viy 0o Vig, Vil = Vi o Vi Vi 100 Vi, | -

L’algorithme de tri consiste alors a placer la premiére occurence de I'expansion d’indice le
V

ip

plus petit i,, au début et & itérer le processus sur la suite (V;, 41, Vigs1, - -+ Vi i1y Vipesns -

de sorte que :
tTZ'(V;l, Vi27 s V; ) = (‘/;mv (tri(‘/;ﬁ-l’ V;z+17 s ‘/Z‘m71+17 Vim+17 SR ‘/jp))'

Ce processus de tri termine vers une suite expansions d’indices croissants : 'indice le plus
petit de la famille (V;, 11, Viyy1,.-- Vi, 141, Vi

S’il existe deux suites distinctes d’indices croissants telles que w’ = (V;,, V;

V;,) est supérieur ou égal & iy,.
Vi, )(w) =
(Vii, Vig, ..., Vj, )(w), quitte a changer le mot w par le mot (V;,Vi,,... Vi, ,)(w), on peut

m419

PRI

considérer que les premiers indices ¢ et j; sont différents. On suppose que i; < j;. De plus,

quitte a considérer le mot a;,a;, 41 - - - a, a la place du mot a;as - - - a,, on peut supposer que

n=1< j1~
On a alors  Fj(w) = (a; +1)0(az + 1)asz - - - a,
et Fj(w) = ay---aj,-1(aj, + 1)0(aj, 11 + 1aj 12 - ap.
Les suites d’indices étant croissantes, la premiére lettre du mot [V}, Vj,, ...,V J(w) située
en position 4; est a; alors que celle de du mot [V;,,Vj,,...,V; J(w) est > a; + 1. Absurde.

D’ou l'unicité.
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([l
Lemme V.6 Soient v et j deux entiers non nuls. On a :
[H;,Vigs] i 1<y
Vi, Hi] = § [Hi-1,Vj] si i>j+3 .
Vi,Hjz1) si i=j+2
Preuve : En notant w = {a;---a,}, on a :
Si 1<y alors [V}, H;|(w) = Hi(ay---a;—1--(a; +1)0(aj1 +1)---ay)
= a;---a;—1000---(a; +1)0(ajs1 +1)---ay
= Vips(ag---a;_1000---a;---a,)
— [Hi Vsl ().
Si i>j+43 alors [V}, Hi](w) = Hi(ar---(a; + 1)0(ajp1 +1)---a;—1---ap)
= ap---(a; +1)0(ajy1 +1)---a;-1000- - a,
= Vj(ay---ajaj41 - a;1000a; - - - ay)
= [Hi—1, Vj](w).
Si i=j+2 alors [V}, Hjol(w) = Hjialar---(a; +1)0(aj1 +1)---ay)
= ay---(a; +1)0000(aj11 +1)---ay,
= [V, Hjl(w).
([

Lemme V.7 Soit i un entier non nul. On a :
Vi, Hi1, Vigo] = [Hiz1, Vi, Vigal.

Preuve : Soit w = a;..a, un mot de ¥* et n > 4. On a :
Vi, Hip1, Viga] (w) = [Hij1, Vigo] (a1 -+ (a; + 1)0(aiy1 + 1) -+~ ay)
= Viia(ay---(a; +1)0000(a;p1 + 1) - - - ay)
= ap---(a; +1)01010(ajs1 + 1) - - - ay
= Viza(ar -+ (a; +1)0100(ait1) - - - an)
= [Vu V;'+4] ((11 -+ a;000a@;41 - - - an)
= [Hi-i-lu Vi, V;+4] (a1 @y an)

Lemme V.8 Soient v et 7 deux entiers non nuls. S1 7 <143, on a :

[H;, H;] si jedii+1,i4+2,i+3}

[Hj, His] st j<i

Preuve : En notant w = aq,...,a, avecn <1, on a:
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Si i<j<i+3 alors [H;,Hj](w) = Hj(a;---a;—1000---ay)
a ... az_lOOOOOO 7%

Si j<i alors [H;, H;](w) = Hj(a;---aj_1---a;—1000---a,)
= ar... aj_100() N ai_lOOO .. Qp
= [Hj, Hiys] (w).

3 Reéduction maximale canonique.

Dans cette partie, on définit une réduction maximale canonique d’un mot w du noyau K
vers le mot vide. Inversement, on définit une expansion canonique du mot vide vers un mot
w du noyau.

On a fait le choix de commencer par réduire un mot w d’un sous-ensemble K E Vers un
mot "réduit pour la réduction v" de Kk7 puis de "descendre" dans le sous—ensemble Kk 1
en enlevant un demi-tour 000. On itére ce procédé dans les sous-ensembles des mots d’ 1nd1ce
strictement inférieur & 5 jusqu’a obtenir le mot 000, qui se réduit uniquement par la réduction
ho au mot vide.

Généralement, un mot réduit pour v n’est pas le mot de longueur minimal de ’ensemble
K ks

On a la deux choix encore a faire : vers quel mot "réduit pour v" de Kg réduit-on un mot
non-réduit 7 Et vers quel mot de K% réduit-on un mot "réduit pour v" de Kg ?

On commence par étudier les mots réduits pour la réduction v d'un sous-ensemble

[S1ES

3.1 Minimum global et minimums locaux de Kg.

Proposition V.9 Pour tout entier k, le mot de [’ensemble K% de longueur minimale est le
mot (000)*. C’est également le mot de Ky de somme minimale.

Ce mot est appelé le minimum global du sous-ensemble K.
2

Définition V.10 Soit k un entier. Un minimum local non global (appelé simplement mini-
mum local dans la suite) de ’ensemble K% est un mot distinct du minimum global qui est

réduit pour la réduction v.

Remarque V.11 La somme d’un minimum local est un entier pair (voir proposition (1.69))
strictement positif.

1l est clair qu’un minimum local dans Kg n’admet pas de zéro isolé intérieur, sinon, la
réduction v s’appliquerait.

Le sous-ensemble Ko = {0} n’admet pas de minimum local .
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Comme tout mot de K% se réduit au mot 000 par des réductions v, le sous-ensemble K%
n’admet pas de minimum local non plus.

Pour k > 2, un minimum local de Kg est un mot non réduit pour le systéme de réécriture
(X | v, h) sans zéro isolé intérieur. Donc il admet au moins un facteur 000 (voir proposition
(I11.16)). Plus précisément, on a :

Proposition V.12 Soit k un entier > 2. Un minimum local d’un sous-ensemble K§ admet

au moins un facteur intérieur isolé 0P avec p > 4 et p =1 mod (3).

Si un minimum local w, de somme non nulle, n’admet aucun zéro intérieur, alors il est
de la forme 0%"3¢q, - - - a0/ 739 avec d et f € {0,1,2}, e,g € N et les a; € N\ {0}. Donc le
mot w se réduit au mot réduit 0%.a;...a;.07 de Réduits. Donc w n’est pas dans le noyau K.
Absurde.

Donc un minimum local admet des facteurs intérieurs isolés de la forme 0P avec p > 2.

Si tous les facteurs intérieurs isolés d’un minimum local de la forme 0 ont une puissance
p # 1 (mod 3), alors le minimum local se réduit par la réduction h & un mot sans zéro isolé
intérieur, sans facteur 000, avec éventuellement des facteurs 00 isolés intérieurs. Or, un tel
mot n’est pas dans le noyau (voir lemme (I1.16)).

D’ou le résultat.

Proposition V.13 Soient i, j et k trois entiers non nuls.
Si un mot w du sous-ensemble K admet un unique zéro isolé intérieur en position i alors
2

le mot H;(w) est un minimum local de K% si et seulement si j € {i — 1,4}.

Preuve : Insérer un facteur 000 juste avant ou juste aprés un 0 produit le méme mot.

Il est clair que le mot H; ;(w) = H;(w) est dans le sous-ensemble K et n’admet pas
de zéro isolé intérieur.

Sij ¢ {i—1,i}, I'expansion H; "conserve" le zéro isolé intérieur de w et H;(w) n’est pas

un minimum local.

O

Remarque V.14 Pourk > 2, la réciproque n’est pas vraie. Par exemple, le mot w = 1000010
de K% n‘admet pas de zéro intérieur isolé et le mot Ho(w) = 1000000010 est un minimum
local de K%.

Pour k =1, on montre que la réciproque est vraie :

Proposition V.15 Un mot de K; est un minimum local de K si et seulement si il est de
la forme pa0000bs avec p,s € ¥* et a,b € X\ {0} et le mot paObs est un mot de K% ayant

un unique zéro intérieur isolé (celui situé entre les facteurs a et b).
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Preuve : Un minimum local de K admet au moins un facteur 0% intérieur (voir propo-
sition (V.12)) avec k >4 et k =1 (mod 3). Si k > 4, I'indice est strictement supérieur a 1.
Donc un minimum local de K; admet un facteur 0000 intérieur isolé.

Il est de la forme pa0000bs avec paObs € K%.

Un mot w de K est obtenu par des expansions V' = ab — (a+ 1)0(b+ 1) sur le mot 000.
Donc le mot w n’admet pas de facteur 00 et n’a que des zéros isolés avec au moins un zéro
isolé intérieur.

Si le mot w admet plus de deux zéros isolés intérieurs, quelque soit ’endroit i ol on
applique une expansion H, le mot H;(w) admet au moins un zéro isolé intérieur et n’est pas
un minimum local. Ainsi, si pa0000bs est un minimum alors w = pa0Obs admet un unique zéro
intérieur isolé.

La réciproque est donnée par la proposition (V.13).

3.2 Réductions et expansions canonique.

En général, pour £ > 2, un mot w d’un sous-ensemble K se réduit vers différents mini-
mums locaux de Kg. :

Alors comment définir une réduction canonique parmi 'ensemble des réductions maxi-
males ?

Par exemple, le mot w = 10101010 se réduit par v aux minimaux locaux w; = 1000010
et wy = 000000. Ce mot w = 10101010 admet 4 réductions maximales distinctes vers le mot
vide :

1). la réduction [vy, hy, vy, hy], inverse de I'expansion [Hy, Vi, Hy, V4] :

w = 10101010 —,, 0001010 —p,, 1010 —,, 000 —,, 0,

2). la réduction [vi, vy, hy, hy], inverse de 'expansion [Hy, Hy, Vy, V4] -

w = 10101010 —,, 0001010 —,, 000000 —, 000 —, 0,

3). la réduction [vs, ha, vy, hy], inverse de 'expansion [Hy, Vi, Hy, V3] :

w = 10101010 —,, 1000010 —p, 1010 —,, 000 —,, 0,

4). et la réduction [vs,vq, hy, hy], inverse de I'expansion [Hy, Hy, Vi, Vs :

w = 10101010 —,. 1010000 —,, 000000 —, 000 —, 0.

Cette derniére réduction est la réduction canonique maximale de w. Elle est définie par :

Définition V.16 (Réduction canonique et réduction canonique maximale)

1. Pour tout entier k > 1, la réduction canonique d’un mot w du noyau Ky, dans un sous-
ensemble K est la suite de n réductions v;,, vi,, ... v;, telle que la suite wy,ws, . .. Wy, Wyt
2

de mots de K% définie par w = wy —,, Ws —ug, W3 = oo Wy~ Wni vérifie

’Uil
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e le mot w; est de la forme w; = p;a;0b;s; ot a;,b; € ¥\ {0} et A(pja;) =1,
e le suffize b;js; de w; n'admet pas de zéro isolé intérieur.
e le mot wy,41 est un minimum (local ou global) de K.

Autrement dit, la réduction canonique dans un sous-ensemble K est la famille de ré-
ductions v qui enlévent successivement le dernier zéro isolé intgrieur d’un mot, celus
situé le plus a droite.
2. Pour k =1, l"unique réduction de 'unique minimum 000 de K% dans Ky est hy.

Pour k > 2, la réduction canonique d’un minimum (local ou global) w d’un sous-ensemble
K dans le sous-ensemble Kir1 est 'expansion h d’indice i tel que pour w de la forme
w;paoks avec a € ¥\ {0} et2k >3, 0na:

ei=M\pa)+1

o le suffize s de w n’admet pas de facteur 000.
Autrement dit, la réduction canonique d’un sous-ensemble Kg dans le sous-ensemble

K1 est la réduction h qui enléve le facteur 000 le plus & gauche du facteur 0F avec

2
k > 3 situé le plus a droite dans la mot.

3. Pour tout entier k > 1, la réduction mazimale canonique d’un mot w de K est définie
2
récursivement par la composée des réductions canoniques dans Kr de w vers un mini-
2
mum w,, de K, de la réduction canonique du minimum w,, vers un mot w' de Kr—1 el
2 2

de la réduction mazimale canonique du mot w' du sous-ensemble Ki—1.
2

Exemple V.17

1. La réduction mazximale canonique du mot 2021010020 est la suite donnée par les réduc-

tions successives suivantes :
2021010020 —,, 202000020 —,, 11000020 —p, 11020 —,, 1010 —,, 000 —>p, 0.

Son expansion canonique est alors (Hy, Vi, Va, Hs, V1, Vy).

2. La réduction maximale canonique du mot 021020001000 est la suite des réductions sui-

vantes :

021020001000 —,, 02010001000 —,, 0100001000 —5, 0100001 —5p, 0101 —5,, 000 —>,
0.

Son expansion canonique est alors (Hy, Va, Hs, Hs, Vo, V3).

Remarque V.18 La réduction canonique dans un sous-ensemble Ki est une suite de réduc-
2
tions v d’indices décroissants.
Inversement, une expansion canonique dans un sous-ensemble Kr est une suite d’expan-
2

stons V. d’indices croissants.
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Pour k = 1, toute suite d’expansions V' d’indices croissants sur un minimum de K% est
une expansion canonique dans K% : le sous-ensemble K% admet un unique minimum 000
(voir proposition (V.5)).

Pour k > 2, la réciproque n’est pas vraie : le sous-ensemble Kg admet différents mini-
mums et il existe des suites expansions (V;,,Vi,,... Vi ) d’indices croissants qui ne sont pas
canoniques. Par exemple, la suite d’expansions d’indices croissants [V3] sur le mot réduit
1000010 de K n’est pas canonique. On a V3(1000010) = 10101010 alors que la réduction

canonique de 10101010 dans K% est [vs, v1] et son expansion canonique dans K% est [V1, Vs).

4 Le sous-ensemble K, associé au tour.

Dans cette partie, on étudie les réductions et expansions canoniques des mots de K; dans
I'objectif de dénombrer le nombre de mots de K; de longueur fixée.

Le cas général des sous-ensembles K & pour k > 3 n’est pas résolu dans cette recherche.

Deux points principaux, valables dans le sous-ensemble K, simplifient le probléme par

rapport aux sous-ensembles d’indice > 1 :

e Sans compter la premiére expansion H évidente ) — 5, 000, il n’y a qu’une seule expan-
sion H supplémentaire a effectuer pour obtenir les mots de K. De ce fait, il n’y a pas
plusieurs cas a considérer : selon si les demi-tours 000 supplémentaires sont rajoutés au
méme endroit ou s’ils sont séparées par d’autres facteurs dans le mot, et selon s’ils sont

rajoutés au méme moment ou s’il y a des expansions V' intermédiaires.

e Les minimums locaux se caractérisent simplement avec leur nombre de zéros isolés in-

térieurs.
Selon leurs expansions maximales canoniques, on classe les mots de K en 3 catégories :

1. Si le mot se réduit par sa réduction canonique au mot de longueur minimal 000000 de
K, alors son expansion maximale canonique est de la forme [Hy, Hy, Vi, Viy, ..., Vi, ] ol

la suite des indices (7;); est croissante.

2. Si le mot est un minimum local de K7, alors son expansion maximale canonique est de
la forme [Hy,V;,, Vi,, ..., Vi, Hi,4+1] ou la suite des indices (7;)1<;j<n est croissante. Et le
mot est de la forme 04p0000s0/ (voir proposition (V.12)) ot le mot 0%0ps0’ est un mot

de K1 avec un unique zéro isolé.
2

3. Si le mot se réduit par une suite non vide de réductions v d’indices décroissants a
un minimum local de K; alors son expansion maximale canonique est de la forme
(H1, Vi, Vi, oo, Vi His 1, Vi s Vi - -+, Vi, | ot les suites des indices (i5)1<<n €t (Kj)1<j<m

sont croissantes.
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4.1 Les mots de K; obtenus avec le minimum global 000000.

L’ensemble K; contient un unique mot de longueur 6, c’est le minimum global 000000.
Les mots de K7, de longueur [ > 7 dont la réduction canonique dans K; se termine au
minimum global 000000 sont construits par une suite de k = [ — 6 expansions V;,, Vi,, ..., V;,
d’indices croissants. On a :
Proposition V.19 La série génératrice associée aux nombres de mots de Ky de longueur

k+6 > 6 dont la réduction canonique dans K se termine au minimum global 000000, est :

D TiepapX*He

k>0
n+m\n—m+1 .
ot Ty.m = ( > —— est le triangle de Catalan.
’ n n-+1

Lemme V.20 Soient m,n deux entiers.
Le nombre 0,,, de suite croissante finie (ij)1<j<n telles que 1 < i; < j 4+ m pour tout

mdice 1 < j < n est donné par :

5 _[2n+m m+1
m,;n — “Lnt+mmn n—+m n+m+1

ot Ty = est le triangle de Catalan référencé A009766 dans I’OEIS

/1),

Preuve :

n+m>n—m+1

n n +

e Les conditions initiales sont triviales :
Pour n = 0, Punique suite est . Dol 6,0 = 1.
Pour n =1, comme 1 <¢; <m+1,0onad,; =m+1.

e Pour m=0,0nal<i <1+m=1.Donc le nombre de suite finie (i1, ...i,) telle que
i; < j+ 0 est égale au nombre de suite finie croissante (ki, .., k,—1) = (i2, ...in) telle que

kj =1i;41 < j+1pour tout 1 < j <n — 1. D’ou la relation de récurrence :
50771 - 51,n71- (VB)

e Pour m > 1, on distingue deux cas disjoints :
Si 71 = 1, alors le nombre de suite finie (i1, ...,4,) possibles est égale au nombre de suite
finie croissante (ki,..,k,—1) = (i2,...,4,) telle que k; = i;11 < j + 1+ m pour tout
1<j<n-—1 Doncily a dyt1,-1 possibilités.
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Sinon, ¢; > 1, pour tout indice 1 < j < n, on a: 2 < i; < j+ m. Cela revient a choisir
une suite croissante de n entiers k; tels que ¢; = k;+1et 1 < k; <j—1+m. Doncily
a Opm—15, possibilités.

Finalement, on obtient la relation de récurence :

5m,n = 5m+1,n71 + 5m71,n- (V6)
En posant T}, , = 6mnn avec 0 < n < m, (équivalent a 6, , = Tpymn), o0 obtient :
Tm,O = 6m,0 = 17
Thy = 5m71,1 =m,

Tm,m - 60,m = 5l,m—l = Tm,m—17

Tm,n = 5m—n,n = 6m—n+l,n—1 + 5m—n—1,n - Tm,n—l + Tm—l,n-

Ainsi, (T, x)o<k<n est le triangle de Catalan référencé A009766 (voir [S]]).

Les premiéres valeurs de d,,,, = Ty 41m,n sont :

m =0 1 1 2 ) 14 42 132 429
/// NS
m=1 1 2 5 14 42 132 429
V7
m =2 1 3 9 28 90 297
b7
m =3 1 4 14 48 165
V7

m =4 1 3 20 75

|
m =25 1/6/27
m =6 1 7

Preuve de la proposition (V.19) :

L’expansion canonique permettant d’obtenir un tel mot a partir du mot 000000 est une
suite (V;,, Vi,,... Vi) de k = [ — 6 expansions V d’indices croissants.

Réciproquement , les images du mot 000000 par deux suites distinctes de k expansions
d’indices croissants sont deux mots distincts (voir corollaire (V.5)).

On note w; = [V;,Vi,,...V;,](000000). L'indice i;1; de I'expansion Vj,,, est un entier

compris entre 1 et AM(w;) — 1, avec A(w;) = AMw;_1) + 1 = A(000000) + j = 6 + j.
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Donc les mots du noyau qui se réduisent canoniquement au minimum global 000000 de
K sont en bijection avec I'ensemble des suites croissantes (i;)i<j<j telles que 1 < 4, <
5+7=4+(j+1). On conclu avec le lemme (V.20) avec m = 4.

Remarque V.21
Pour tout entiers n,m > 0, on montre aisément que le nombre o,,, de suite croissante

finie (i;)1<j<n telles que 1 <i; < j+ m vérifie

5 (m+1)(2n +m)!
™ pl(n 4+ m 1)

A m fizé, la suite (Omn)n est la (m+1)—iéme ligne du triangle associée a la famille 0y, .
C’est aussi la (m + 1)—iéme diagonale du triangle de Catalan [?].

La fonction génératrice de cette suite (Omn)n>0 est donnée par (A. C. Robin - 2007) :
C(l’)m+1
1—+v1—-4x

ot C(x) = ————— est la fonction génératrice de la suite des nombres de Catalan.
x

Par exemple, les premiéres valeurs de la suite (04,,)n sont {1,5,20,75,...}.

4.2 Les minimums locaux non maximaux de K;.

Dans cette partie, on étudie et dénombre les minimums locaux de K;.
Un minimum local de K est un mot de la forme pa0000bs o, a,b € ¥\ {0} et paObs est
un mot de K 1 qui admet un unique zéro isolé (voir proposition V.15)).

Comment obtient-on tous les mots de K1 avec un unique zéro isolé ?
2

Proposition V.22 Soit k > 1.
Le sous-ensemble K% contient 2% mots de longueur k + 3 ayant un unique zéro intérieur

150lé.

Preuve : On note n; le nombre de mots de longueur £ ayant un unique zéro isolé intérieur.

Le sous-ensemble K% est {1010,0101}; il contient 2 mots ayant un unique zéro intérieur
isolé. Donc ng 1 = 2.

Soit w un mot de K% de longueur p > 4.

L’expansion V' augmente le nombe de zéros intérieurs isolés :

e Si on applique I'expansion V' sur un facteur ne contenant pas un zéro isolé intérieur,

alors le mot V' (w) a un zéro isolé intérieur de plus que le mot w.
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e Si on applique 'expansion sur un facteur contenant un zéro isolé intérieur, le mot V(w)

a le méme nombre de zéro isolé intérieur que le mot w.

Ainsi, si un mot w admet au moins deux zéros intérieurs isolés, pour tout expansion V,
le mot V(w) a plus de deux zéros isolés intérieurs.

Donc les mots ayant un unique zéro isolé intérieur de longueur k£ sont obtenus par une
expansion V' sur le zéro isolé (en position i) des mots ayant un unique zéro isolé de longueur
k — 1. Deux expansions sont possibles : V; et V;;1, et on obtient deux mots distincts (voir
proposition (V.5)).

D’ol n;, = 2np_1.
([l
Remarque V.23 L’expansion canonique d’un mot de K1 ayant un unique zéro 1solé inté-
2

rieur est une suite d’expansions V d’indices i1, 1o, . .
1<j<n-—1.

i tels que i1 —i; € {0,1} pour tout
Pour 1 < j <n—1, si 'expansion V;, remplace le facteur a0 ot 0 est l'unique zéro isolé
intérieur du mot alors i1 = 1. El st Uexpansion Vi, remplace le facteur 0b ou 0 est l'unique

z€ro isolé intérieur du mot alors ij41 = 1; + 1.

Corollaire V.24 Soit k > 1.

Le sous-ensemble K, contient 2¢ minimums locauz non globaux de longueur k + 6 > 7.

Preuve : C’est une conséquence directe des propositions (V.15) et (V.22).

Exemple V.25 Les premiers minimums locaux de Ky sont :

Longueur Minimums locaux de K Nombres

7 1000010 0100001 2

8 20000110 11000020 02000011 01100002 4

9 300001110 120000120 021000021 011100003 g

210000210 111000030 030000111 012000012

4000011110 3100002110 0112000013 0111100004

10 2200001210 2110000310 0130000112 0121000022 16
1300001120 1210000220 0220000121 0211000031
1120000130 1111000040 0400001111 0310000211

k+6 2k
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4.3 Les mots de K; obtenus avec les minimums locaux.

Dans cette partie, on considére les mots non minimaux canoniquement obtenus par une
suite d’expansions d’indices croissants sur les minimums locaux (non globaux).

Toutes les expansions d’indices croissants dans K7 ne sont pas canoniques (voir remarque
(V.18)). Dans cette partie, on étudie sous quelles conditions une expansion d’indice croissant
est canonique et on dénombre les mots non minimaux obtenus par une suite d’expansions
sur les minimums locaux.

On rappelle qu'un minimum local est un mot de la forme w = pa0000bs ot a,b € ¥\ {0}

et les mots pa et bs n’ont pas de zéro intérieur isolé (voir proposition (V.15)).

Proposition V.26 Soit pa0000bs un minimum local de Ky avec a,b € ¥\ {0} et p,s € X*.
Une suite de k expansions sur le minimum local pa0000bs est canonique si et seulement
st ¢’est la réunion d’une suite de ki expansions d’indices croissants sur le préfixe pa00 et ko

expansions d’indices croissants sur le suffixe 00bs avec ki + ko = k.

Preuve : Une suite d’expansions V' que 'on applique sur un mot w, d’indices croissants
(11,19, ...1x) est canonique si pour tout indice 1 < j < k, le zéro isolé le plus a doite du
mot [V;,,V;

iy -+ Vi;J(w) est & la position 4; + 1, de sorte que I'inverse de I'expansion soit la
réduction canonique de w.

Toute suite d’expansions d’indices croissants qui s’applique uniquement sur le facteur
pa00 du mot w ne produit pas de zéro isolé a droite de I'indice de la derniére expansion. Ces
expansions sont bien canoniques.

Aprés avoir effectué une telle suite d’expansions, on obtient un mot de la forme p’'c00bs,
avec ¢ € X et p/ € X%,

Comme b # 0, 'expansion Vj() n’est pas canonique. On obtient le mot p'(c+1)010b. Ce
mot posséde un zéro isolé d’indice strictement supérieur & \(p'c) + 1. La réduction canonique
de ce mot commence par Vypr.42. Ce n'est pas I'inverse de 'expansion V)y)0. Une telle
expansion n’est pas possible dans une suite d’expansions canonique.

Sur le mot p'c00bs, toute expansion d’indices croissants supérieurs a A\(p'c0) qui modifie
uniquement le facteur 00bs ne produit pas de zéro isolé intérieur a droite de la derniére
expansion. Ces expansions sont bien canoniques.

Finalement, les suites de k£ expansions canoniques sur un mot de la forme pa0000bs corres-
pondent aux suites de k; expansions d’indices croissants sur le facteur pa00 et ko expansions

d’indices croissants sur le facteur 00bs avec k = k; + ks.
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Proposition V.27 Soit w un minimum local de longueur | de K. La série génératrice du

nombre de mots de longueur | + k qui se réduisent canoniquement au minimum local w est :

E Thrr3x X' TF

k>0

00 (T m)nm>o0 est le triangle de Catalan.

Preuve : D’aprés la proposition (V.26), 'ensemble des expansions canoniques sur un mot
pa0000bs est la réunion d’une suite de k; expansions d’indices croissants sur le préfixe pa00 et
ks expansions d’indices croissants sur le suffixe 00bs avec k1 +ko = k. On note i = A(pa00) >
3et Iy = A(00bs) > 3 avec | = N(w) =13 + lo.

Le nombre d’expansions canoniques de k expansions V' sur le mot w est alors (voir lemme

(V.20)) :
D ook X0, XX

k1+k2>0

Avec la remarque (V.21), on obtient la fonction génératrice :
C(x)r71C(2)2 2t = C(x)' 2

associée & la série génératrice Y 6y s X'TF = ST 5, X
k>0 k>0

Lemme V.28 Pour tous entiers 0 <[ <k etn >0, on a :

l
> 2T =2 (”* ' 1) |

i=0 n+1
Preuve :

n+m n+m
On le montre par récurrence sur [ en constatant que 7, ,,, = ( ) — ( 1) avec
n n+

(n+m> =0sim=0.
n—+1
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0 , [+1
Pour [ =0, on a: SR, = 28,0 = 2%( LA " ) =2k ntlt .
i=0 n n+1 n—+1
I -1
Pour 1 <1<k, ona: >.28'T,, = 28T, + S 2T,

i=0 0
_ 2k71< n+1 B n+1 )+2k71+1 n+1
n n+1 n+1
_ 2k_l( n+1 B n+1 49 n+1 )
n n+1 n—+1
_ 2,%[( n+1 . n+1 )
n n+1

_ gk n+1
n+1)

Proposition V.29 La série génératrice du nombre de mots de longueur k+6 qui se réduisent

O

canoniquement a un minimum local non global de K, est :

2k + 3
2 Xk+6.
> (47)

k>0

Preuve : Pour [ > 1, il a y 2! minimums locaux de longueurs [+6 dans K (voir proposition
(V.24)).

Chaque minimum local permet de construire canoniquement dy;1¢_3 mots distincts de
longueur [ + 6 + k avec k > 0 (voir proposition (V.27)).
On obtient, en applicant le lemme (V.28) avecn=j+3, k=jetl=j—1:

, izl o 27+ 3 o 27+ 3 .
Z 2lTl+k+3,le+k+6 — ZZQJ_ZTJ'+3,'L'XJ+6 — 22 ( J =+ ) X]+6 — 22 ( J + ) X]+6

k>0,0>1 j>1i=0 i>1 \j+4 o\ j+4

27+ 3
avec ‘?+ =0 pour 7 =0.
Jj+4

4.4 Dénombrement des mots de K.

En regroupant les résultats partiels des parties précédentes, on dénombre ’ensemble des
mots de K a longueur fixé :
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Théoreme V.30 La série génératrice G, du sous-ensemble K; des mots du noyau K du

morphisme p : X* — PSIy(Z) est :

G, (X) = Z(Tk+4,k +2

k>0

00 (Thm)nm>o0 est le triangle de Catalan.

(

2k +3
k+4

)

Preuve : Par définition de la réduction maximale canonique, ’ensemble des mots de K

engendrés par des suites d’expansions V' sur le minimum global 000000 et 1’ensemble des

mots de K engendrés par des suites d’expansions V' sur un minimum local non global de K3

sont disjoints.

On conclut avec les propositions (V.19) et (V.29).

O

Exemple V.31 Les premiéres valeurs des nombres de mots dans le sous-ensemble K du

noyau K du morphisme pu : ¥* — PSLy(Z) sont :

longueur

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

Nombre de mots de K,

7

34

147

605

2431

9646

38012

149226

584630
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Chapitre VI
Origine géométrique de I’étude

Cette partie présente la motivation initiale de cette recherche. C’est le probléme d’optimi-

sation d’aire de polygones convexes entiers suivant qui nous a mené a introduire et a étudier

—1
I'ensemble des matrices de la forme ; de SL2(Z).
1 (a+1)

L’objectif de recherche de polygones d’aire minimaux n’a pas été poursuivi.

1 Espace affine et groupe affine

1.1 R? en tant qu’espace affine et groupe affine GA(R?)

On se place dans le plan affine R?lff sous-jacent au R—espace vectoriel Fy = R?, orienté
et muni de la structure euclidienne usuelle.
Parmi 'ensemble des applications affines de R?,; dans R, 'ensemble T(R?) des trans-

lations de ]Rgff dans R?Lff s’identifie a I'espace vectoriel E par 'isomorphisme naturelle

R? — T(R?)

T, E — E
v — .
p — 7(p)=p+v

Toute application affine f : R?lff — szf est la composée d’une application linéaire L
et d’une translation 7 : il existe une matrice L € My(R) et un vecteur 7 € R? tels que pour
tout point p de R?,; ona f(p) =70 L(p) = Lp+T.

L’application linéaire L ne dépend pas du choix de l'origine de 'espace affine; L est
appelée 'application linéaire associée & f.

Le vecteur 7 est I'image de l'origine O(0,0) de I'espace vectoriel Ey par f.

La translation dépend du choix de l'origine. Si on fixe un autre point my de I'espace

affine szf comme origine, pour tout point p de 'espace affine, il existe un vecteur v tel que

129
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p=mo+uvetona: L(p)=Luv+ (Lmy+ 7). La translation devient f(mg) = L.mg + 7.

Définition VI.1

L’ensemble des applications linéaires bijectives de R? dans R? muni de la loi de composi-
tion forme un groupe appelé le groupe linéaire, noté GL(R?).

L’ensemble des applications affines bijectives de Riff dans szf muni de la loi de compo-

sition forme un groupe appelé le groupe affine, noté GA(R?).

Proposition V1.2 Soit f une application affine de GA(R?) et L € GL(R?) son application
linéaire associée.

[ est bijective si et seulement si L l'est. Cest a dire :
f € GA(R?) & L € GL(R?).

On obtient la suite exacte :
1 - TRH)=R?* —» GAR?) — GLR?) — 1

T = f=7T0oLl — L

Le groupe quotient GA(R?)/R? est isomorphe au groupe GL(R?) et le groupe affine G A(R?)

se décompose en produit semi-direct :
GA(R?) = R* x GL(R?)

avec la loi produit (7, L).(7/,L') = (L.7/ + 7, L.L') pour tout 7 et 7/ € R? et pour tout L et
L' € GL(R?).

Dans la suite, on décrira le groupe affine du plan par des matrices 3 x 3 :

GA(R?) = R* x GLy(R) = {<§ I) avec L € GLy(R) et 7 € R?}

) (L T L 7 LL L+
muni de la loi . = .
0 1 0 1 0 1
Proposition VI.3 Soient f une application affine de GA(R?) et L € GL(R?) son application

linéaire associée.

o [ préserve lorientation si et seulement si det(L) > 0.

o [ préserve laire si et seulement si det(L) = +1.

Définition VI1.4
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L’ensemble des applications linéaires bijectives de R? dans R? de déterminant 1 est appelé
le groupe spécial linéaire, noté SLy(R).
L’ensemble des applications affines bijectives de szf dans ]Riff telles que ['application

linéaire associée L est de déterminant 1 forme un groupe appelé le groupe spécial affine de

R?, noté SA(R?).

1.2 Repéres affines du réseau Z? et groupe spécial affine SA(Z?).

Dans la suite, on se place dans le réseau Z? des points a coordonnées entiéres du plan
euclidien orienté usuel R2,

L’ensemble des translations de vecteurs de Z?* est isomorphe au réseau Z* ~ Z[i]. On
considérera parfois implicitement les points du réseau, les vecteurs entiers et les translations
du plan comme des entiers de Gauss.

Comme le déterminant d’une application linéaire bijective entiére est inversible dans Z, il
est égale & +1. Donc, I'ensemble des applications affines entiéres de G A(Z?) est 'ensemble des
applications spéciales linéaires entiéres SA(Z?). Laire est conservée par GA(Z*) = SA(Z?).

Dans la suite, on considére 1’'ensemble S A(Z?) des applications spéciales affines sur Ziff C
sz s muni de la loi induite par celle de GA(R?). Toute application spéciale affine entiére se

décompose sous la forme d’une somme d’une application spéciale linéaire entiére L € SLo(Z)

L
et d'une translation entiére 7 € Z2, de la forme (?) — (0 71—> . (?) et

L
SA(Z?) = 72 x SLy(7) = {(0 I) avec L € SLy(7Z) et T € 72},

Définition VI.5 Un repére affine de [’espace affine szf dans le plan orienté R? est la
donnée d’une Z—base (v,w) du réseau Z* et d'une origine t de l’ensemble affine Z2.

On note R ’ensemble des repéres affines.

Un repere affine (v, w,t) est direct si la base (v, w) est direct.

On note Rt C R l'ensemble des repéres affines directs.

Etant donné un repére affine (v,w,t) de Ziff, tout point P du plan ngf admet un unique

couple de coordonnées entiéres (z,y) € Z* déterminé par
P=t+42v+yw.
[’ensemble R des repéres affines du réseau entier Z? s’identifie &

R =~ {(v,w,t),v,w et t € Z* tel que Z* =t + Zv + Zw}
{(v,w,t),v,w et t € Z[i] tel que Z[i| =t + Zv + Zw}

12
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Dans la suite, on rappelle quelques propriétés élémentaires sur les Z—bases de sorte que :

Proposition V1.6 L’ensemble des reperes affines R et l'ensemble des reperes affines positifs
R* s’identifient a :
R = {(u,v,t) € (Z*)*/det(u,v) = +£1}

et
RY = {(u,v,t) € (Z*)?/det(u,v) = 1}.

Définition VI.7 Un vecteur V = (x,y) du réseau des entiers Z? est dit primitif si pged(z,y) =
1.

Remarque VI.8

1. Etant donnés A et B deuz points du réseau des entiers Z2. Un vecteur V = B — A est

primitif si et seulement si l'intérieur du segment [AB] n’admet pas de point du réseau :
[AB](NZ? = {A, B}.

2. Réciproquement, si le vecteur v (respectivement w) n'est pas primitif, le couple (v, w)
n’est pas une Z—base de 72. Pour toute origine t du plan entier, un point intérieur au

segment [t,t + v| (respectivement [t,t + w]|) n'a pas de coordonnées entiéres.

Proposition V1.9 L’aire du parallélogramme défini par deuxr vecteurs u et v du plan est

donnée par la valeur absolue de leur déterminant : A, = |det(u,v)].

Proposition VI.10 Soient u et v deux vecteurs entiers du plan. On a :
o Les vecteurs u et v sont colinéaires si et seulement si Ay, = 0.
o La famille (u,v) est une base du réseau des entiers si et seulement si A, , = 1.
e Dans le plan orienté, la famille (u,v) est directe si et seulement si det(u,v) > 0.

e Dans le plan orienté, la famille (u,v) est une base directe du réseau des entiers si et

seulement si det(u,v) = 1.

2 Polygones convexes entiers - Aires minimales

Définition VI.11

Un polygone entier (ou n—gone) est la classe d’équivalence pour les permutations cycliques
d’une suite de n points distincts P = {(P})o<j<n—1} du réseau Z? ~ 7Z[i] tel que trois points
consécutifs ne sont pas alignés.

Les points sont appelés les sommets du polygone. On considérera l’ensemble des indices j

modulo n.
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Un polygone conveze entier est un polygone entier dont les angles intérieurs £(Pjiq —
P;, P,y — Pj) sont strictement inférieurs & m (c’est a dire que le déterminant det(Pjiq —
P;, Pj_y — P;) est strictement positif).

Dans le plan affine euclidien orienté usuel, les translations de vecteurs a coefficients entiers
sont des isométries et conservent les angles, les distances et les aires. On s’intéresse aux
classes d’équivalence des n—gones convexes entiers modulo les translations. Ainsi, une classe
est définie par la suite des vecteurs (cotés) {(V})o<j<n—1}, avec V; € (Z%)\ (0,0) ~ Z[i]" tels
que Y72, V; = 0.

Le théoréme de Pick permet de calculer 1’aire d’un polygone entier & partir du nombre de

points intérieurs et du nombre de points sur le bord :

Théoreme VI.12 [Théoréme de G. Pick - 1899] L’aire d’un polygone entier P est donné

par la formule
b
- — 1
1+ 5

ot i est le nombre de points entiers intérieurs du polygone P et b est le nombre de points

entiers sur le bord OP du polygone P.
On cherche & minimiser I'aire d’un polygone convexe entier :

Définition VI.13 On considére la fonction a(n) qui  un entier n associe la plus petite aire
possible d’un n—gone entier.

Un n—gone d’aire a(n) est appelé polygone minimal.

Les valeurs de a(n) sont connues jusqu’a n = 14 :

n | 345 6] 78] 9 |10] 11 [12] 13 |14
a(n) |05 1]25|3[65[7]105]14]|21,5]24]325] 40

a(11) a été déterminé en 2006 par D. Olsezewska [O]. Au dela, seules quelques valeurs de

a(n) pour des entiers pairs sont connues :

n |16 18] 20 | 22 | 24 | 26 | 28 | 30 | 32 | 34 | 36
a(n) | 59 | 87 | 121 | 164 | 210 | 274 | 345 | 430 | 523 | 632 | 749

3 Lignes brisées convexes entiéres localement minimales

Dans le but de rechercher les n—gones minimaux, on définit les n—lignes brisées localement

minimales.

Définition VI.14
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e Une n— ligne brisée entiére (ou n—ligne brisée, ou simplement ligne brisée) | est une
suite de n + 1> 1 points du plan affine Z>.

On note | = (to, ty, ..., t,) pour n >0 avec t; € Z* ~ Z[i].
o Une ligne brisée | = (tg,ty,...,t,) est fermée si t, = t,.

e On note A(l) = A(to,t1,....,tn) le n + 1-gone délimité par la ligne brisée fermée | =
(tos t1s vyt o).

Définition VI.15

o Une n—ligne brisée | = (to,t1,...,t,) est localement conveze si pour tout 1 < j < j—1,
Vangle algébrique £(t;+1 —tj,t—1 — t;) est dans ’intervalle |0, 7].
Autrement dit, le déterminant det(t; — t,_1,tj41 — t;) est strictement positif.

o Une n—ligne brisée (to,t1,...,t,) est 1—minimale si pour tout 1 < j < n —1, les points
ti—1, tj, tj41 ne sont pas alignés et pour tout 0 < j < n —1, le segment t;1; —t; n’a pas

de points entiers intérieurs (c’est & dire que le vecteur t; 1 — t; est primitif).
o Une n—ligne brisée | = (tg,ty,...,t,) avec n > 2 est 2—minimale si
i) | est 1—minimale,

ii) et pour tout 0 < j < n — 1, le triangle défini par deur segments consécutifs

A(tj_1,t;,tjt1) n'a pas de point intérieur.

Remarque VI.16

e Etant donnée une ligne brisée localement convere 1—minimale | = (to,t1,...,t,) avec
n > 2, pour tout 1 <1 <n—1, le couple (t; —t;_1,tj11 —t;) forme une base directe du
réseau Z* et le triplet (t; —tj_1,t;41 — tj,tj_1) forme un repére affine direct du réseau
72

e D’apres le théoreme de Pick (VI.12), une ligne brisée | = (tg,ty,...,t,) est 2—minimale
si pour tout indice 1 < j < n —1, lUaire A; = |det(t; — t;_1,tj41 — t;)| délimitée par
le triangle A(tj_1,t;,tj41) est 3(a; — 1) od oy est le nombre de points entiers sur le

segment tj 1 —t;_1.

Remarque VI.17

o Unn—gone P = (P})o<j<n—1 est localement conveze si la ligne brisée (Py, Py, ..., Py_1, Py, P1)

[’est.

e Unn—gone P = (P})o<j<n—1 est convexe s’il est localement conveze et si la ligne brisée
(Po, Pr1,..., Pu_1, Po, P1) ne fait pas de boucle (autrement dit, le polygone est simple :

deur segments non consécutifs [P;, Pji1] et [Py, Pit1] sont disjoints).
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e Unn—gone P = (P})o<j<n—1 est 1—minimal si la ligne brisée (Py, P, ..., P,_1) lest.
La propriété de 1—minimalité est une condition nécessaire pour qu’un polygone convere
soit minimal. En effet, si un polygone convexe P n’est pas 1—minimal, alors il existe un
point P/, a coordonnées entieres sur un des cotés [P, Pj1] du n—gone.

Le polygone P = {Py, Py, ..., Pj,PJfH, Pjio,...,P,_1) est un n—gone convexe entier

d’aire inférieur o celle de P.

FiGURE VI.1 — Propriété locale de minimalité : la ligne brisée P = (P;)1<j<n n’est pas 1—minimal.
la ligne brisée 1—minimal Q = (Q;)1<j<n N'est pas 2—minimal.

e Unn—gone P = (Pj)o<j<n—1 est 2—minimal si la ligne brisée fermée (P, Py, dots, P,_1, Py, P1)
’est.
Avec la propriété locale de 2—minimalité, on affine la condition nécessaire pour qu’un

n—gone soit minimal (voir proposition suivante (VI.18)).
Proposition VI.18 Un polygone convezxe entier minimal est 2—minimal.

Preuve : On considére un polygone Q = {(Q;)o<j<n—1} (voir figure (VI.17)) qui vérifie la
propriété de 1—minimalité et qui n’est pas 2—minimal. Il existe une corde [Q;Q);+2] telle que
le triangle A; délimité par cette corde admet un point intérieur Q7.

Le polygone Q" = {Qo, Q1,...,Q;,Qy1,Qjr2,...,Qn_1) est un n—gone convexe entier
d’aire inférieur a celle de Q (voir figure (VI.17)).

4 Chainages positifs de repéres affines directs

4.1 Définition

L’ensemble R des repéres affines du réseau entier Z2 dans le plan orienté R? et I'ensemble

R* des repéres affines positifs s’identifie a (voir proposition (VL.6)) :

R = {(u,v,t) € (Z*)*/det(u,v) = £1}
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et
Rt = {(u,v,t) € (Z*)?/det(u,v) = 1}.

Définition VI.19 Soient o et 5 deux entiers.

Un chainage positif est une application affine

Ca,gi R — R
(v,w,t) — (VW) = (v,w,t).[a.f]

ot on considere les vecteurs entiers v, w et t comme des entiers de Gauss et [a.f] est la

matrice
-1 —(B+1) 1
apl=|a+1 (a+1)B+1)—1 0]. (VL1)
0 0 1

On note Chy l’ensemble des chainages positifs.

Remarque VI1.20 Pour tous entiers « et 3, le déterminant de la matrice [a.(] est 1. Donc
un chainage positif conserve lorientation et Cp5(RT) C RT.

Il est clair que la matrice [a.f] est inversible et que le déterminant de son inverse est 1.
Done C,5(R*) =R" .

En particulier, les vecteurs v' et w' sont primitifs et (v',w') est une base du réseau 7Z>.

Proposition VI.21 Etant donnés deus repéres affines directs R = (v, w,t) et R’ = (v/,w’,t)
du plan affine Z?, il existe un unique chainage positif C, g tel que (v, w',t') = Cyp(v,w,t)
si et seulement sit' =t+v et la ligne brisée | = (t,t +v,t+v+',t+v+w') est localement
conveze et 2—minimale.

On dit que les repéres R et R' sont chainés par le chainage C,,,.

Lemme VI1.22 Soient v, v’ et w trois vecteurs entiers tels que v + v = (a+ 1)w 0% « est
un entier.

Si (v, w) est une base du réseau Z* alors pour toute origine t, la ligne brisée (t,t +v,t +
v+ ') est 2—minimale.

De plus, si (v,w) est une base directe alors la ligne brisée est localement conveze.

Preuve : D’aprés la relation, il est clair que les vecteurs primitifs v et v’ ne sont pas
colinéaires. Donc pour toute origine ¢, la ligne brisée (¢,¢t + v, ¢t + v + v') est l-minimale.

De plus, comme w est primitif, le nombre de point sur le segment [t,t+v+v'] est a+2. Or,
Paire du triangle A(¢,t4v,t +v+v') est donnée par $|det(v,v')| = 3|det(v, v+ (o + 1)w)| =
Ha+1)|det(v,w)] = L(a+1).

Donc le triangle A(¢,¢ +v,t + v + v') n’a pas de point intérieur (voir remarque (VI.16)).
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Donc la ligne brisée (t,t + v,t 4+ v + v') est 2—minimale.
De plus, comme det(v,v') = (a+1)det(v, w), si la base (v, w) est directe, alors det(v,w) >

0 et la ligne brisée est convexe.

O
Preuve de la proposition V1.21 : Si (v, w',t') = C, 5(v,w,t), alors
v'=—v+(a+1)w, (VI.2)
w'=—B+ v+ [(a+1)(B+1) - 1w, (VL3)
t'=t+w. (VI1.4)

Par le lemme (VI.22), la relation (VI.2) implique que la ligne brisée (¢,t + v,t + v + ')
est convexe et 2—minimale.

D’aprés les relations (VI.2) et (VL.3), on a w+w' = (54 1)v". Donc par le lemme (VI.22),
avec l'origine ¢ + v, la ligne brisée (t + v,t +v +v',t + v+ w') est convexe et 2—minimale.

Réciproquement, si la ligne brisée (¢,t+v,t+v+v',t+v+w') est convexe et 2— minimale,
les repéres R = (v,w,t) et R’ = (v',w’,t 4 v) sont chainés par l'unique chainage C, 3 donné
par :

e « est le nombre de points intérieurs au segment [t,t + v + 0],

e 3 est le nombre de points intérieurs au segment [t + v — w,t + v + w'].

Ainsi, on a bien les relations (VIL.2), (VL.3) et (VI.4).

Exemple VI.23

2 1
Pour toute origine t, les deux reperes affines directes R = (v,w,t) = ( 3] ( 1) 1)

1 3 2
et R = (v, 0, t') = ((()) 7 (1> 4 (_3)), représentés sur la figure (V1.2), sont chainés

par le chainage Cy 3.
Définition VI.24 On appelle un n—chainage positif une suite de n chainages positifs (Co, g, , ...

Can,Bn)s avec () 1<j<n €l (Bj)1<j<n dans N. On note Ch’. l’ensemble des n—chainages posi-
tifs.

Remarque VI1.25 L’ensemble des n—chainages positifs muni de la loi de compostition et du

neutre I3 forme un monoide libre isomorphe a N2,
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| a/\= 2 B/A=3 \j

FicurE VI.2 — Chaine de deux repéres positifs R = (v, w,t) et R’ = (v/,w',t’) telle que v + v = 3w
(@ =2), w+w' =4 (8 = 3), donc de chainage Cs 3.

Corollaire VI1.26 de la proposition (VI.21)

Etant donnés n+ 1 repéres affines directs Ry = (vo, wo, to), Ry = (v1,wq,t1), ... et R, =
(Vn, W, t) du plan affine 72, il existe un unique n-chainage positif (Co, g, Cag oy - - - > Cay )
tel que (vj,w}, ;) = Cop(vj_1,wj—1,tj1) pour tout indice 1 < j < n si et seulement si
t; =tj_1+vj_1 et la ligne brisée | = (to, 11, t2, b, tn + wy,) est conveze et 2—minimale.

On dit que les repéres Ry, Ry ...R, forment une chaine positive de reperes directs. Ils

sont chainés par le chainage (Co, g,y -y Ca, 8, )-

Corollaire VI1.27 du corollaire (VI.26)

L’ensemble des chainages positifs Ch’, est isomorphe a ’ensemble des n—lignes brisées

2—minimales directes modulo le groupe affine GA(Z?).

Exemple VI1.28 D’aprés la proposition (VI.27), étant donné un repére affine direct, un éle-
ment du monoide Ch’_ peut étre représenté par une ligne brisée convexe 2—minimale, comme
dans Uezemple de la figure VI 3.

4.2 Décomposition d’un chainage

Pour tout entier a, on note fi(a) 'application linéaire de N dans SLo(Z) définie par :

- 0 -1
fi(a) = (1 o 1) (VL5)
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Vi2
12

F1GURE VL.3 — Exemple d’un chainage comportant des boucles. La ligne brisée représentée est I'image
de la base (vo,wo) = (1,2 +14) par le chainage Co2Co,3C0,1C2,0C1,0C0,0C1,0C2,0C1,0C0,0C1,0C02,0C2,0-

et on considére les applications affines (I, (1,0)) et (ji(a), (0,0)) de GA(Z?) = SLy(Z) x Z?

associées aux matrices T3 et [a] suivantes :

101 0 -1 0
Ts=10 1 0 et =11 a+1 0
001 0 0 1

Etant donnés deux entiers « et 3, la matrice [o.3] d’'un chainage C, 4 se factorise sous la

forme :

@8] = T5.[0][8] = 0 0 0 (VL6)

Cette décomposition d'un chainage C, g confére deux repéres directs intermédiaires entre

un repére R et son image R’ par le chainage C, 5 :

R = (v,w,t) — (v, w, ") »ﬁ (w,v', ) W R = (v, w',1).
3 a

Les bases des repéres intermédiaires sont adjacentes et directes.

4.3 Structure de monoide et morphismes sur le monoide X}

On considére sur I'alphabet ¥ = N le monoide libre ¥* muni de la loi de concaténation
et de I'élément neutre ().

On considére le sous-monoide libre X3 de X* composés des mots de longueur paire. On
note ¢ I'injection canonique X% < ¥,

L’ensemble des n—chainages Ch* = {(Ca 8., s Cangn), 1 > 0,a; et §; € N} est iso-
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morphe a ¥3. C’est un monoide libre. Il est naturel de noter un n—chainage Cy, ,, ..., Ca,, 3.,
par un mot sur I’alphabet ¥ = N de longueur pair de la forme a;0;...., 5,,.

On note C' le morphisme de monoide défini sur les générateurs de Ch ~ X par :

C: Chy — GA(Z? ~ Sl (Z) x Z?

0 — I3
~1 —(B+1) 1
a.f — C(a, B) = o, f] =|la+1l (a+1)(B+1)—1 0
0 0 1

Ainsi, pour un n—chainage, on a: C(ay.01, ..., an.0y) = [a1.01] ... [an.Bn] = T5. [ca] . [B1] ... T5. [ - [Bn]

1 0 0
I _ _
ou T3 = >0 |, la] = o) 0 | et [f] = Ap) 0 | (voir décomposition
00 1 00 1 00 1

(VL6)).

Proposition VI.29 Le morphisme C : Ch', — GA(Z?) = SLy(Z) x Z? est surjectif.
0 -1 11 )
Preuve : D’une part, les générateurs S = (1 0 ) et T = (O 1) de SLy(Z) (voir [Se|)

0 -1
et la matrice U = ST = (1 | > sont dans I'image de C'; par exemple :

e (C(0.0,1.0,0.0,0.0) = (S,(0,0)),

e (/(0.0,0.0,0.1) = (T, (0,0)),

e (/(0.0,1.0,0.0,0.1) = (U, (0,0)).

D’autre part, les pures translations dans chacune des directions canoniques sont dans

I'image de M ; par exemple :

C(1.0,0.0,0.2,0.1) = (1, (1,0)),
C(1.0,1.0,0.1,0.1) = (1,(0,1)),
C(0.1,0.2,0.1,0.0) = (1,(—1,0)),

e (C(0.1,0.1,1.0,1.0) = (Z, (0, —1)).

Donc SLsy(Z) x Z? est engendré par M(Ch*).

Y

Remarque VI.30 On note K¢ C % le noyau de C' : ChY, — GA(Z?).
Géométriquement, étant donné un repére direct Ry de R™ et un chainage (.01, - . By)

du noyau K¢, la ligne brisée convexe 2—minimale définie par les origines des repéres chainés
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{Ry, R1,...R,} se referme "parfaitement” : lorigine t,, du dernier repére R, est ['origine tg

du repére initial Ry, et la base (v, w,) du repére final R, est égale a la base (vg, wq) du repére
mnitial Ry.

ensemble des polygones convexes correspond, modulo le groupe affine , G l’ensemble

L’ ble d lyg d dulo le g Z?Lff il bl

des mots non vide du noyau Ko qui ne font pas de boucles.

Remarque VI.31 Soit  la projection canonique de GA(Z*) dans SLy(Z). On a :

moC: Chi ~%; — SLy(Z)
a.f o (e)(B)

Le noyau de mo C' est l’ensemble des mots de longueur pair dans le noyau de fi.

Etant donné un repére direct Ry de RT, un mot du noyau de m o C correspond & une
ligne brisée convexe 2—minimale définie par les origines des repéres chainés {Ro, Ry, ...R,}
telle que la base (v,,w,) du repére final R, est égale a la base (vg,wy) du repére initial Ry.
Généralement, le ligne brisée ne se referme pas : l'origine du dernier repére R, est différent
de lorigine du repére initial Ry.

L’ensemble des mots de X35 associés aux polygones convezes est inclu dans le noyau de [i.

Ce sont des mots non nuls du noyau de i de longueur pair qui font exactement 1 tour.

Remarque VI1.32 Toujours dans l'objectif d’étudier les polygones convexes entiers, on s’est
intéressé au morphisme p de ¥* dans PSLy(7Z). Le noyau de p contient le noyau de fi.

Les mots de longueur paire du noyau de p correspondent aux repéres chain’es tels que la
base (v, wy,) du dernier repére R, est soit égale a la base (vy,wo) du repére initiale Ry, soit

Popposé (—vg, —wy).

4.4 TIndice combinatoire et demi-tour sur les bases directes de Z>.

Dans la partie (IV), on montre que le noyau de p : ¥* — est la classe d’équivalence du
mot vide par la relation engendrée par les expansions R : (ab — a+1.0.b+ 1), H : () — 000)
et U : (a+ b — a000b).

En particulier, pour les mots du noyau, il n’est pas nécessaire de considérer I’expansion
U.

Ces expansions ne conservent pas la parité d’'un mot. On regarde localement les modifi-

cations sur les bases intermédiaires.

e Pour I'expansion H : étant donné une base directe By = (v,w) de Z?, on obtient, pour

le mot 000, la suite de bases (B;) suivante :
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By = (v,w) — B;=(w,—v+w)

[0]

ﬁ) By = (—v +w, —v)
— B3 = (—v,—w).
0] 3 ( v, w)

Ces bases sont directes et deux bases successives sont adjacentes. Les premiers vecteurs
des bases (respectivement les seconds vecteurs) sont dans le demi-plan positif déterminé
par v (respectivement w), rangés dans le méme ordre. On peut réaliser I'application
linéaire associée au mot 000 par déformation continue du vecteur v (respectivement w)
d’un demi-tour dans le sens positif.

On dit que la base By fait un demi-tour par le mot 000.

e Pour l'expansion V, étant donné une base directe By = (v, w) et deux entiers a, 3, on

obtient pour le mot af la suite des bases suivante :

By = (v, w) [—]> By = (v, w1) = (w, —v + (a + 1)w)

= By = (v, w3) = (—w + (a4 v, = (6 + Do+ [(a + (5 + 1) = Hw)

Et pour le mot (o +1)0(8+ 1), on a:

By=(v,w) — B} =(v},uw}) = (w,—v+ (a+2w)

[a+1]
ﬁ Bl = (vh,wh) = (—v+ (a+2)w, —v — (a + 1)w)
oy Ba= (W ws) = (—wt(a+ v, —(BF+ Do+ [(a+ (B +1) —1jw)

Ces bases sont directes et deux bases successives sont adjacentes. Les premiers vecteurs
v, v1, v2 des bases d’une part et les seconds vecteurs v, v}, vy, v4 d’autre part sont rangés dans
cet ordre. Comme v] = v; et v'3 = vy, le vecteur v}, est situé entre vy et vo. Donc les vecteurs

des bases sont rangés dans 1'ordre suivant :
/ /
On peut réaliser les applications linéaires associées aux mots a8 et (o + 1)0(8 + 1) par

déformation continue du vecteur v (respectivement w) suivant le méme angle de rotation.

Remarque VI1.33 L’indice conbinatoire d’un mot 151 - - - a, B, du noyau de p de longueur
pair compte le nombre d’expansion H et évalue le nombre de tour que que fait la ligne brisée

définie par l'image d’un repére affine Ry par le chainage (Co,p, - - Ca,g,)-
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St lindice est demi-entier, la ligne brisée ne fait pas un nombre de tour complet. Le mot
n’est pas dans le noyau de [i.

Le noyau de i est ’ensemble des mots du noyau p d’indice entier : Kery = [(]y.

Les polygones convexes entiers sont les lignes brisées qui se referment, obtenues par des

mots du noyau de i, de longueur pair et d’indice 1.
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Chapitre VII
Problémes ouverts.

Ce travail de recherche suggére plusieurs approfondissements et ouvertures. Dans cette

partie, on explicite quatre problémes ouverts qui émanent de cette étude.

1 Les mots non maximaux du noyau de jp-.

Dans le chapitre IV sur le modéle binaire lié a la présentation ({0,1}|h = (000 — (,v =
101 — 00) de PSLs(Z), I'étude est principalement orientée vers les mots maximaux du
noyau de ju g+ : B* = PSLy(Z) et plus généralement vers les chateaux maximaux de I'image

. 0 -1
réciproque ufBl*((], U,U?%)) avec U = (1 | )

La série génératrice des chateaux a somme 27 et indice % fixé met en évidence trois triangles
(Ci,3k+1)1§z’§2k; (Cz‘,2k+2)1§i§2k+1 et (Ci,3k+3)1§i§2k+1~

Les arbres 3-réguliers décorés ont permis d’expliciter les diagonales cop sk+1 €t Copt1,3k+2,
égales a la suite des nombres de Catalan, ainsi que la diagonale coxi1 3,13, €gale a la suite
des sommes de deux nombres de Catalan consécutifs.

Les premiéres valeurs des nombres de chateaux non vides du noyau Kpg sont :

1 2
1 7 10 3
1 15 95 74 39 7
1 26 175 485 650 442 147 19
1 40 425 1947 4636 6252 4935 2255 552 56

Peut-on caractériser les suites de nombres associées aux autres diagonales, aux lignes, aux
colonnes 7
Un sous-ensemble des mots du noyau Kp non maximaux peut-il s’interpréter simplement

par d’autres objets combinatoires 7

145
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2 Les mots du noyau de i d’indice > 1.

Dans le chapitre V, on dénombre les mots du noyau du morphisme p : ¥* — PSLy(Z)
d’indices % et 1 & longueur fixée.

1 2n

Le sous-ensemble K1 est dénombré par la suite des nombres de Catalan ¢, = el
2

n
Le k—iéme nombre de Catalan est égal a la somme d’une ligne du triangle de Catalan, et on

a : pour k > 1, le nombre de mots de longueur k£ + 2 dans le sous-ensemble K% est

k
C — E Tkﬂ"
=0

Le sous-ensemble K; est dénombré par une suite faisant intervenir le triangle de Catalan.

Le nombre de mot de K de longueur k + 6 est :

2k +3
Tiyap +2 .
(1)

Quand est-il pour les mots du noyau d’indice g >17

3 D’autres images réciproques ?

Dans cette étude, on s’est principalement intéressé aux mots des noyaux Kpg et Ky. On
a briévement vu, sur I'alphabet B, que les mots des images réciproques ,ufBl*(U ) et “E*(U 2)
ont des propriétés simples.

Y a t’il d’autres sous-ensembles A C PSLy(Z) dont I'image réciproque ,u‘_Bl* (A) dans B*

ou pu1(A) dans ¥* ait des propriétés remarquables ?

4 Généralisation aux tresses a n brins, n > 4.

Dans cette étude, on a déterminé deux présentations de monoide, I'un sur 'alphabet
Y = N et l'autre sur 'alphabet B = {0, 1}, isomorphes au quotient du groupe de tresse par
son centre By /C ~ PSLy(7Z).

L’ensemble des mots du monoide libre ¥* (respectivement B*) est bi-gradué par les mor-

phismes de longueur et d’indice, qui correspond & ’abélianisation du groupe des tresses.

Peut-on généraliser aux autres groupes de tresses B, pour n > 47
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5 Les polygones convexes minimaux.

Dans le chapitre VI, on a paramétré un n—gone complexe par des mots sur l'alphabet
> = N de longueur paire.

Réciproquement, existent-il des conditions simples pour que la ligne brisé associée a un
mot de longueur paire sur 'alphabet > = N soit un polygone convexe.

La "rotation" d’une ligne brisée est donnée par I’étude du noyau de p et par le morphisme
d’indice : le mot associé a un polygone convexe entier est un mot du noyau de j d’indice 1
(dans le sous-ensemble K7).

Comment déterminer, simplement, si un mot de K; correspond & une ligne brisée qui se
referme 7

Par ailleur, dans l'objectif de réduire le nombre de mots potentiellement associés a des
polygones convexes minimaux, peut-on déterminer une (des) condition(s) nécessaire(s) pour

quun mot de K de longueur paire corresponde & un polygone d’aire minimale ?
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