■♥t❡r•✉❞❡ ❙❛✉r❡③✲✈♦✉s tr♦✉✈❡r •❛ s♦•✉t✐♦♥ ✭❡ss❡♥t✐❡••❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✮ ❞❡ ❝❡tt❡ é♥✐❣♠❡ ✸ ❄ ❊••❡ ❡st ❝❛❝❤é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ' ✶ ' ✷ ' ✸ ' ✹ ' ✺ ' ✻ ' ✼ ' ✽ ' ✾ '✶✵
② ♠❛♣ c Ñ d P Ind U pCq ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ ❛ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ K Ñ Fctp∆ 1 , Cq✳ ❲❡ ✇✐•• ♥❡❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ s♠❛•• r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬❇•❲✷✱ ✸✳✾( Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✷ ✭❙tr✐❝t✐❢②✐♥❣ ♠❛♣s✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ •❡t f : c Ñ d ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ Ind U pCq✳ ▲❡t c : K Ñ C ❛♥❞ d : L Ñ C ❜❡ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ✇❤♦♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② c ❛♥❞ d ❛r❡ ❝♦•✐♠✐ts ✐♥ Ind U pCq✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ f : J Ñ Fctp∆ 1 , Cq ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ K c J pL G G pK o o f L d C Fctp∆ 1 , Cq ev1 G G ev0 o o C s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ♠❛♣s p K ❛♥❞ p L ❛r❡ ❝♦✜♥❛•✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t f ✐s t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ f ✳ Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ ❬❍❚❚✱ ✹✳✸✳✷✳✶✹( ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ K ❛♥❞ L ❛r❡ ✜•t❡r❡❞ ♣❛rt✐❛••② ♦r❞❡r❡❞ s❡ts✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② J 1 t❤❡ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t J 1 G G Fctp∆ 1 , Ind U pCqq{ f K Ĉ Fctp∆ 1 , Cq Ĉ L G G Fctp∆ 1 , Cq G G Fctp∆ 1 , Ind U pCqq ▲❡t ✉s ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t J 1 ✐s ✜•t❡r❡❞✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ♣❛rt✐❛••② ♦r❞❡r❡❞ ✜♥✐t❡ s❡t ❛♥❞ P Ź ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛••② ♦r❞❡r❡❞ s❡t P Y t8u✱ ✇❤❡r❡ 8 ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛• ❡•❡♠❡♥t✳ ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ P Ñ J 1 ✐s t❤❡ ❞❛t✉♠ ♦❢ ✷ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ P ˆt0u κ G G ( ( K c ( ( P ˆt1u λ G G B B L d B B P ˆ∆1 ψ G G C t8u ˆ∆1 G G P Ź ˆ∆1 G G Ind U pCq
▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② P `t❤❡ ♣❛rt✐❛••② ♦r❞❡r❡❞ s❡t P Y t`u ✇❤❡r❡ `✐s ❛ ♠❛①✐♠❛• ❡•❡♠❡♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ K ✐s ✜•t❡r❡❞✱ t❤❡ ♠❛♣ κ ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ κ 1 : P `ˆt0u Ñ K✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts l P L s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ cpκ 1 p`qq Ñ c Ñ d ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ dplq Ñ d✳ ❙✐♥❝❡ L ✐s ✜•t❡r❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛♣ λ 1 : P `ˆt1u Ñ L ❡①t❡♥❞✐♥❣ λ✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠♦r❡♦✈❡r ❝❤♦s❡ λ 1 p`q ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ l ✭✐❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ l Ñ λ 1 p`q ✐♥ L✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ cpκ 1 p`qq Ñ dplq Ñ dpλ 1 p`qq✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ψ 1 : 

P `ˆ∆ 1 Ñ C ❡①t❡♥❞✐♥❣ ψ✱ ✇❤✐❝❤ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t♦ P Ź `ˆ∆ 1 ✕ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❡t 8 ě `✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ P `Ñ J 1 ✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t J 1 ✐s ✜•t❡r❡❞✳ ❯s✐♥❣ ❬❍❚❚✱ ✹✳✸✳✷✳✶✹( ✇❡ ❞❡✜♥❡ J t♦ ❜❡ ❛ ✜•t❡r❡❞ ♣❛rt✐❛••② ♦r❞❡r❡❞ s❡t ✇✐t❤ ❛ ❝♦✜♥❛• ♠❛♣ J Ñ J 1 ✳ Pr♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣s J Ñ K ❛♥❞ J Ñ L ❛r❡ ❝♦✜♥❛• ✐s ♥♦✇ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤✐s ❛•s♦ ✐♠♣•✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ f : J Ñ Fctp∆ 1 , Cq ❤❛s ❝♦•✐♠✐t f ✐♥ Ind U pCq✳ |❡♠❛r❦ ✵✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ C ❛❞♠✐ts ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts t❤❡♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Ind U pCq ❡♠❜❡❞s ✐♥ t❤❡ V✲ ♣r❡s❡♥t❛❜•❡ ❝❛t❡❣♦r② Ind V pCq✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✹✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• 8✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ Pro U pCq ❛s t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② Pro U pCq " ´Ind U pC op q ¯op ■t s❛t✐s✜❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✉❛• t♦ t❤♦s❡ ♦❢ Ind U pCq✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✺ ✭s❡❡ ❬❍❚❚✱ ✶✳✷✳✽✳✹(✮✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② K Ź t❤❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ K ❜② ❢♦r♠❛••② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ✜♥❛• ♦❜•❡❝t✳ ❚❤✐s ✜♥❛• ♦❜•❡❝t ✇✐•• ❜❡ ❝❛••❡❞ t❤❡ ❝♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ K Ź ✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ •❡♠♠❛ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡s✉•ts ❢r♦♠ ▲✉r✐❡✬s ❬❍❚❚(✳ ▲❡♠♠❛ ✵✳✻ ✭❙t❛❜✐•✐s❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• ♣♦✐♥t❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❛•• s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r C Ñ C ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② C st ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ j : C Ñ C st s✉❝❤ t❤❛t ✭✐✮ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C st ✐s V✲s♠❛•• ❛♥❞ st❛❜•❡✳ ✭✐✐✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r j ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡s ❛•• •✐♠✐ts ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts ✇❤✐❝❤ ❡①✐st ✐♥ C✳ ✭✐✐✐✮ ❋♦r ❛♥② st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② D t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ Fct ex pC st , Dq Ñ Fct lex pC, Dq ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❢✉♥❝t♦rs ❛♥❞ •❡❢t ❡①❛❝t ❢✉♥❝t♦rs ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ✭✐✈✮ ❋♦r ❛♥② st❛❜•❡ ❝❛t❡❣♦r② D ✇✐t❤ ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r C Ñ D ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ •✐♠✐ts ✇❤✐❝❤ ❡①✐st ✐♥ C✱ t❤❡ s♠❛••❡st st❛❜•❡ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ D ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ C ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ C st ✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② K t❤❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ' Ð ' Ñ '✳ ▲❡t R ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦••❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛•• ❝♦❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s K Ź Ñ C ❛♥❞ t❤❡ ③❡r♦ H Ź " ' Ñ C ✐♥ C✳ ❲❡ t❤❡♥ s❡t ✸ C st " P tK,Hu R pCq ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❍❚❚✱ ✺✳✸✳✻✳✷(✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✭✐✐✐✮ ✐s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ •♦❝✳ ❝✐t✳✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C st ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ❛♥❞ ✐t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ t✇♦ ♥❛t✉r❛• ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ♠❛♣s C j G G C st G G PpCq
C st Ñ D •✐❢t✐♥❣ f ✳ ❊✈❡r② ♦❜•❡❝t ✐♥ C st ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❜♦t❤ ❛ ❝♦•✐♠✐t ❛♥❞ ❛ •✐♠✐t ♦❢ ♦❜•❡❝ts ♦❢ C✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t g ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❛t C st ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s♠❛••❡st ❢✉•• ❛♥❞ st❛❜•❡ s✉❜❝❛t❡❣♦r② D 1 ♦❢ D ❡①t❡♥❞✐♥❣ C✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛•s♦ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛• ♠❛♣ C st Ñ D 1 ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s✐•② s❡❡♥ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥✳ ▲❡♠♠❛ ✵✳✼✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t❡ V✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❛t✉r❛• ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s i : Pro U pCq Ñ Pro U Ind U pCq ❛♥❞ j : Ind U pCq Ñ Pro U Ind U pCq✳ ❲❡ ✇✐•• ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② k t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ C Ñ Pro U Ind U pCq✳ ■❢ ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ Pro U Ind U pCq ✐s ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡s ♦❢ i ❛♥❞ j✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡ ♦❢ k✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t x P Ind U pCq✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦✲♦❜•❡❝t y P Pro U pCq ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ f : x Ñ y✳ ▲❡t ȳ :

K op Ñ C ❜❡ ❛ ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ y ✐s ❛ •✐♠✐t ✐♥ Pro U pCq✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ f ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✐❛❣r❛♠ x : K op Ñ Ind U pCq t♦ ȳ : K op Ñ Ind U pCq✳ ❆♥ ✐♥✈❡rs❡ g : y Ñ x ♦❢ f t❤❡♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠❛♣ y k " ȳpkq Ñ x ❢♦r s♦♠❡ k P K s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦r♣❤✐s♠ x Ñ y k Ñ x ✐s ❤♦♠♦t♦♣✐❝ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ■❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t❡♥❡ss ❛♥❞ ❬❍❚❚✱ ✺✳✹✳✷✳✹( ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✽✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ▲❡t i : FctpC, Cat V 8 q Ñ FctpInd U pCq, Cat V 8 q ❞❡♥♦t❡ t❤❡ •❡❢t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② Ind U C t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r FctpC, Cat V 8 q i G G FctpInd U pCq, Cat V 8 q Ind U ˝´G G FctpInd U pCq, Cat V 8 q ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② Pro U C t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r FctpC, Cat V 8 q Pro U ˝´G G FctpC, Cat V 8 q G G FctpPro U pCq, Cat V 8 q
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②

Ind V C : FctpC, Cat V 8 q Ñ FctpInd V pCq, Cat 8 q Pro V C : FctpC, Cat V 8 q Ñ FctpPro V pCq, Cat 8 q |❡♠❛r❦ ✵✳✾✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✽ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s ❢♦••♦✇s✳ ❚♦ ❛♥② ❢✉♥❝t♦r f : C Ñ Cat V 8 ❛♥❞ ❛♥② ✐♥❞✲♦❜•❡❝t c ❝♦•✐♠✐t ♦❢ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ K c G G C G G Ind U pCq ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② Ind U C pf qpcq » Ind U pcolim f pcqq ✹ ❚♦ ❛♥② ♣r♦✲♦❜•❡❝t d •✐♠✐t ♦❢ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ K op d G G C G G Pro U pCq ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② Pro U C pf qpdq » lim Pro U pf p dqq ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✵✳ ▲❡t Cat V,st 8 
❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ Cat V 8 s♣❛♥♥❡❞ ❜② st❛❜•❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇✐t❤ ❡①❛❝t ❢✉♥❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✕ s❡❡ ❬❍❆•❣✱ ✶✳✶✳✹(✳ ▲❡t Cat V,st,id

8 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ Cat V,st 8 s♣❛♥♥❡❞ ❜② ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t❡ st❛❜•❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ |❡♠❛r❦ ✵✳✶✶✳ ■t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ❬❍❆•❣✱ ✶✳✶✳✹✳✻✱ ✶✳✶✳✸✳✻✱ ✶✳✶✳✶✳✶✸ ❛♥❞ ✶✳✶✳✹✳✹( t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs Ind U C ❛♥❞ Pro U C r❡str✐❝ts t♦ ❢✉♥❝t♦rs
Ind U C : FctpC, Cat V,st 8 q Ñ FctpInd U pCq, Cat V,st 8 q Pro U C : FctpC, Cat V,st 8 q Ñ FctpPro U pCq, Cat V,st 8 q 

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✷✳ •✐✈❡♥ ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② C ✇✐t❤ ❛•• ✜♥✐t❡ ❝♦♣
•❡♥t t♦ C ❛♥❞ • ❋♦r ❛♥② n✱ t❤❡ ❙❡❣❛• ♠❛♣s ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ C b xny Ñ pC b x1y q n » C n ✳ ✇❤❡r❡ C b xny ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✜❜r❡ ♦❢ p ❛t xny✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② Cat b,V 8 t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ V✲s♠❛•• s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ✕ s❡❡ ❬❍❆•❣✱ ✷✳✶✳✹✳✶✸(✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ✐s ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t♦r φ : Fin ˚Ñ Cat V 8 ✕ s❡❡ ❬❍❚❚✱ ✸✳✸✳✷✳✷( ✕ s✉❝❤ t❤❛t φpxnyq » C n ✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ C ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡ s❡ts µ : x2y Ñ x1y ♠❛♣♣✐♥❣ ❜♦t❤ 1 ❛♥❞ 2 t♦ 1 b " φpµq : C 2 Ñ C |❡♠❛r❦ ✵✳✶✺✳ ❚❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r Cat b,V 8 Ñ Cat V 8 ♣r❡s❡r✈❡s ❛•• •✐♠✐ts ❛s ✇❡•• ❛s ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ✕ s❡❡ ❬❍❆•❣✱ ✸✳✷✳✷✳✹ ❛♥❞ ✸✳✷✳✸✳✷(✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ ✲ ✭✈✐✐✮ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Ind U ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r Ind U : Cat b,V 8 Ñ Cat b,V 8 ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦•❞s ❢♦r Pro U ✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s Ind U ❛♥❞ Pro U t❤❡r❡❢♦r❡ r❡str✐❝t t♦
Ind U C : FctpC, Cat b,V 8 q Ñ FctpInd U pCq, Cat b,V 8 q Pro U C : FctpC, Cat b,V 8 q Ñ FctpPro U pCq, Cat b,V 8 q ✺ ✵✳✷ ❉❡r✐✈❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ s♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❡s✉•ts ❛❜♦✉t ❞❡r✐✈❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ k ✐s ❛ ✜❡•❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 0✳ ❋✐rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚♦ë♥ ❛♥❞ ❱❡③③♦s✐ ✐♥ ❬❍❆•✷(✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛•✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡♣•❛❝❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛•❣❡❜r❛s ♦✈❡r k ❜② ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ❣r❛❞❡❞ ❛•❣❡❜r❛s ✭♦r ❝❞❣❛✬s✮✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❬❚♦ë✸( ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r②✳

•❡♥❡r❛•✐t✐❡s ♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s ✿ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② cdga ď0 k t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝❞❣❛✬s ♦✈❡r k ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❞❡❣r❡❡✳ ■t ✐s t❤❡ p8, 1q✲•♦❝❛•✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡• ❝❛t❡❣♦r② ❛•♦♥❣ ✇❡❛❦ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ dAff k t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ cdga ď0 k ✳ ■t ✐s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡s ♦✈❡r k✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐•• ❛❞♦♣t ❛ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r ❝❞❣❛✬s✳ ❆ ❞❡r✐✈❡❞ ♣r❡st❛❝❦ ✐s ❛ ♣r❡s❤❡❛❢ dAff op k » cdga ď0 k Ñ sSets✳ ❲❡ ✇✐•• t❤✉s ✇r✐t❡ PpdAff k q ❢♦r t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ♣r❡st❛❝❦s✳ ❆ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ✐s ❛ ♣r❡st❛❝❦ ✇✐t❤ ❛ ❞❡s❝❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② dSt k t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s✳ ■t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ p´q `: PpdAff k q Õ dSt k ✇❤❡r❡ t❤❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t p´q `✐s ❝❛••❡❞ t❤❡ st❛❝❦✐✜❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r✳ |❡♠❛r❦ ✵✳✶✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ s❝❤❡♠❡s ♦r ✭♥♦♥ ❞❡r✐✈❡❞✮ st❛❝❦s ❡♠❜❡❞ ✐♥t♦ dSt k ✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳ ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s ❛❞♠✐ts ❛♥ ✐♥t❡r♥❛• ❤♦♠ MappX, Y q ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❛❝❦s X ❛♥❞ Y ✳ ■t ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t♦r cdga ď0 k Ñ sSets ❞❡✜♥❡❞ ❜② A Þ Ñ Map dSt k pX ˆSpec A, Y q ❲❡ ✇✐•• ❝❛•• ✐t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ st❛❝❦ ❢r♦♠ X t♦ Y ✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆rt✐♥ st❛❝❦s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✸✳ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❚♦ë✶✱ ✺✳✷✳✷(✮ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦✳

• ❲❡ s❛② t❤❛t X ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ 0✲❆rt✐♥ st❛❝❦ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ ❀

• ❲❡ s❛② t❤❛t X ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ n✲❆rt✐♥ st❛❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢❛♠✐•② pT α q ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ❛ s♠♦♦t❤ ❛t•❛s ψ : MappX d rM r´1ss, F q Ñ MappX, F q MappX,Gq MappX d rM r´1ss, Gq ▲❡t y P MappX, F q ˆMappX,Gq MappX d rM r´1ss, Gq ❛♥❞ •❡t x P MappX, F q ❜❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t αpyq P Mappx ˚LF {G , M q s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜❜r❡ ψ y ♦❢ ψ ❛t y ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛t❤s ❢r♦♠ 0 t♦ αpyq ✐♥ Mappx ˚LF {G , M q

u : ž T α Ñ X s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡r✈❡ ♦❢ u ❤❛s ✈❛•✉❡s ✐♥ ❞❡r✐✈❡❞ pn ´1q✲❆rt✐♥ st❛❝❦s ❀ • ❲❡ s❛② t❤❛t X ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ n✲❆rt✐♥ st❛❝❦ ❢♦r s♦♠❡ n✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② dSt Art k t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ dSt k s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦s✳ ❚♦ ❛♥② ❝❞❣❛ A ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② dgMod A ♦❢ ❞❣✲♠♦❞✉•❡s ♦✈❡r A✳ ❙✐♠✐•❛r•②✱ t♦ ❛♥② ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ X ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② QcohpXq ♦❢ q✉❛s✐❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛✈❡s✳ ■t ✐s ❛ U✲♣r❡s❡♥t❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉•❛ QcohpXq » lim Spec AÑX dgMod A ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② ♠❛♣ f : X Ñ Y ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ♣✉•• ❜❛❝❦ ❢✉♥❝t♦r f ˚: QcohpY q Ñ QcohpXq✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t♦r ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② f ˚✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛••② ❛ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ✻ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✹✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Qcoh t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Qcoh : dSt op k Ñ Pr L,U 8 ❋♦r ❛♥② X ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② Perf pXq Ă QcohpXq ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r Perf : dSt op k Ñ Cat U 8 |❡♠❛r❦ ✵✳✺✳ ❋♦r ❛♥② ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ X t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s QcohpXq ❛♥❞ Perf pXq ❛r❡ ❛❝t✉❛••② st❛❜•❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ Perf pXq Ñ QcohpXq ✐s ❡①❛❝t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② ♠❛♣ f : X Ñ Y t❤❡ ♣✉•• ❜❛❝❦ ❢✉♥❝t♦r f ˚♣r❡s❡r✈❡s ♣❡r❢❡❝t ♠♦❞✉•❡s ❛♥❞ ✐s ❛•s♦ ❡①❛❝t✳ ❆♥② ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ X ♦✈❡r ❛ ❜❛s✐s S ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① L X{S P QcohpXq✳ ■❢ X ✐❢ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐ts ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ✐s ♣❡r❢❡❝t L X{S P Perf pXq ❖❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ✿ ▲❡t A P cdga ď0 k ❛♥❞ •❡t M P dgMod ď´1 A ❜❡ ❛♥ A✲♠♦❞✉•❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❞❡❣r❡❡s✳ ▲❡t d ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ A Ñ A ' M ❛♥❞ s : A Ñ A ' M ❜❡ t❤❡ tr✐✈✐❛• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ A ❜② M r´1s t✇✐st❡❞ ❜② d ✐s t❤❡ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t A ' d M r´1s p G G A d A s G G A ' M ▲❡t ♥♦✇ X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ❛♥❞ M P QcohpXq ď´1 ✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② XrM s t❤❡ tr✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ X ❜② M ✳ ▲❡t ❛•s♦ d : XrM s Ñ X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✕ ✐❡ ❛ r❡tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ X Ñ XrM s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ X ❜② M r´1s t✇✐st❡❞ ❜② d ❛s t❤❡ ❝♦•✐♠✐t
ψ y » Ω 0,αpyq Mappx ˚LF {G , M q Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣•❡ ❣❡♥❡r❛•✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❍❆•✷✱ ✶✳✹✳✷✳✻(✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✈❡r② s✐♠✐•❛r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛• ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ XrM s d G G X X G G X d rM r´1ss
✼ ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠❛♣ α : MappX, F q MappX,Gq MappX d rM r´1ss, Gq Ñ Map X{´{G pXrM s, F q » Mappx ˚LF {G , M q ▲❡t Ω 0,αpyq Map X{´{G pXrM s, F q ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛t❤s ❢r♦♠ 0 t♦ αpyq✳ ■t ✐s t❤❡ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t Cat V,st 8 Ñ Cat V,st,id

Ω 0,αpyq Map X{´{G pXrM s, F q G G ˚αpyq ˚0 G G Map X{´{G pXrM s, F q ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛♣ αψ ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❤♦♠♦t♦♣✐❝ t♦ t❤❡ 0 ♠❛♣✳
❡♥❝❡✳ ❆ ♠❛♣ f : X Ñ Y ✐s ❝❛••❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ T ❛♥❞ ❛♥② ♠❛♣ T Ñ Y ✱ t❤❡ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t X ˆY T ✐s ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡✳ ❲❡ ✇✐•• s❛② t❤❛t ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ X ❤❛s ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ✐❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ♠♦r♣❤✐s♠ X Ñ XˆX ✐s ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡✳ |❡♠❛r❦ ✵✳✽✳ ❆ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ X ❤❛s ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ✐❢ ❢♦r ❛♥② A ❛♥❞ a t❤❡ ♠❛♣ ψpAq a ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✳ ❖♥❡ ❝♦✉•❞ ❛•s♦ r❡♣❤r❛s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ❛s ❢♦••♦✇s✳ ❆ st❛❝❦ ✐s ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡t❡❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ colim n Spec ´A{a n 1 , . . . , a n p ¯❛♥❞ Spec ´lim n A{ a n 1 , . . . , a n p ❊①❛♠♣•❡ ✵✳✾✳ ❆♥② ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❛♠♣•❡ ♦❢ ❛•❣❡❜r❛✐s✲ ❛❜•❡ st❛❝❦ ✐s t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s✳ ■♥ ❬❇❤❛(✱ ❇❤❛r❣❛✈ ❇❤❛tt ❣✐✈❡s s♦♠❡ ♠♦r❡ ❡①❛♠♣•❡s ♦❢ ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ✭♥♦♥✲❞❡r✐✈❡❞✮ st❛❝❦s ✕ ❛•t❤♦✉❣❤ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s•✐❣❤t•② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❤✐s✳ ❍❡ ♣r♦✈❡s t❤❛t ❛♥② q✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝t q✉❛s✐✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐❝ s♣❛❝❡ ✐s ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ❛♥❞ ❛•s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ✇✐t❤ ❡①❛♠♣•❡s ♦❢ ♥♦♥✲❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ st❛❝❦s✳ ▲❡t ✉s ♥❛♠❡ KpG m , 2q ✕ t❤❡ ❊✐•❡♥❜❡r❣✲▼❛❝•❛♥❡ ❝•❛ss✐❢②✐♥❣ st❛❝❦ ♦❢ G m ✕ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣•❡ ♦❢ ♥♦♥✲❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ st❛❝❦✳ ❆•❣❡❜r❛✐s❛❜✐•✐t② ♦❢ ❉❡•✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ st❛❝❦s ✐s ❛•s♦ •♦♦❦ ❛t ✐♥ ❬❉❆•✲❳■■(✳ ✽ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❈❛t❡❣♦r✐❝❛•r❡s✉•ts ✶✳✶ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts ✐♥ ❛ st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✷ ❝•❛✐♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Tate U 0 pCq ♦❢ ♣✉r❡ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts ✐♥ C ❛s t❤❡ ❢✉•• s✉❜✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ Pro U Ind U pCq s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ Ind U pCq ❛♥❞ Pro U pCq t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ❢✉♥❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Tate U 0 pCq ♦❜✈✐♦✉s•② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ •❡♠♠❛ ✵✳✻ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Tate U el pCq ♦❢ ❡•❡♠❡♥t❛r② ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts ✐♥ C ❛s t❤❡ ❝♦♠♣•❡t✐♦♥
8 ■t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ✖ ✐❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ✖ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Cat V,st 8 Tate U G G Cat V,st,id 8 r z Cat V 8 Pro U Ind U G G Cat V 8 |❡♠❛r❦ ✶✳✸✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡•② s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Tate U ♠❛♣ ❛♥② ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❛♥❞ ❡①❛❝t ❢✉♥❝t♦r C Ñ D ❜❡t✇❡❡♥ st❛❜•❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s t♦ ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ✭❛♥❞ ❡①❛❝t✮ ❢✉♥❝t♦r Tate U pCq Ñ Tate U pDq✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛• ♣r♦♣❡rt② ❢♦r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣✉r❡ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts✳ ❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② D ❛♥❞ ❛♥② ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ C G G Ind U pCq f Pro U pCq g G G D ✾ s✉❝❤ t❤❛t f ♣r❡s❡r✈❡s U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ g ♣r❡s❡r✈❡s U✲s♠❛•• ❝♦✜•t❡r❡❞ •✐♠✐ts t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛••② ✉♥✐q✉❡ ❢✉♥❝t♦r Tate U 0 pCq Ñ D s✉❝❤ t❤❛t f ❛♥❞ g ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦rs
Ind U pCq Ñ Tate U 0 pCq Ñ D Pro U pCq Ñ Tate U 0 pCq Ñ D ❚❤✐s ✉♥✐✈❡rs❛• ♣r♦♣❡rt② ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ ▼✐❝❤❛❡• •rö❝❤❡♥✐❣✱ ✇❤♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦r t❤❛♥❦s ❣r❡❛t•②✳ ❚♦ st❛t❡ ❢♦r♠❛••② t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ •❡t ✉s ✜① s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❡t i : 

Ind U pCq Ñ Tate U 0 pCq ❛♥❞ p : Pro U pCq Ñ Tate U 0 pCq ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ✐♥❝•✉s✐♦♥s✳ ▲❡t ❛•s♦ Fct t pTate U 0 pCq, Dq ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ FctpTate U 0 pCq, Dq s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤♦s❡ ❢✉♥❝t♦rs ξ s✉❝❤ t❤❛t • ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r ξi ♠❛♣s ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠s t♦ ❝♦•✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠s✳ • ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r ξp ♠❛♣s ❝♦✜•t❡r❡❞ •✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠s t♦ •✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠s✳ ▲❡t ❛•s♦ Fct m pC, Dq ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs g : C Ñ D s✉❝❤ t❤❛t • ❋♦r ❛♥② ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ K Ñ C✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞✐❛❣r❛♠ K Ñ C Ñ D ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ D✳ • ❋♦r ❛♥② ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ K op Ñ C✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞✐❛❣r❛♠ K op Ñ C Ñ D ❛❞♠✐ts ❛ •✐♠✐t ✐♥ D✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❋♦r ❛♥② p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② D✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡
•♦✐♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ α ❛♥❞ δ ❛r❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✳ ▲❡t ❛•s♦ τ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r Fct m pC, Dq » Fct c pIC, Dq FctpC,Dq Fct l pPC, Dq τ G G FctpIC, PpDqq FctpC,PpDqq Fct l pPC, PpDqq » FctpIC, PpDqq ✇❤❡r❡ Fct c ✭r❡s♣✳ Fct l ✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ✭r❡s♣✳ ❝♦✜•t❡r❡❞ •✐♠✐ts✮ ✇❤✐❝❤ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ (♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ D Ñ PpDq ♣r❡s❡r✈❡s •✐♠✐ts✳ ▲❡t θ ❜❡ t❤❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r Fct t pTC, Dq θ G G FctpTC, PpDqq ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r βδ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛•♦♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ✐♥❝•✉s✐♦♥ IC Ñ TC✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t βδθ ❤❛s ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡ ♦❢ τ ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r γατ ❤❛s ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡ ♦❢ θ✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ❣❡t ❛♥ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ f : Fct t pTC, Dq Õ Fct m pC, Dq : g ✶✵ ✇❤❡r❡ f ✐s •❡❢t ❛❞•♦✐♥t t♦ g✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r g ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ f g Ñ id X ✐s t❤❡♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ♦❜•❡❝ts ♦❢ TC ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣r♦✲♦❜•❡❝ts ♦r ✐♥❞✲♦❜•❡❝ts✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r f ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❈♦r♦••❛r② ✶✳✺✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ s♠❛••❡st st❛❜•❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ Ind U Pro U pCq ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ Ind U pCq ❛♥❞ Pro U pCq✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡♦r❡♠ ✶✳✹ ❛♥❞ •❡♠♠❛ ✵✳✻✳ |❡♠❛r❦ ✶✳✻✳ ❚❤❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r j : Tate U 0 pCq Ñ Pro U Ind U pCq ♣r❡s❡r✈❡s ❜♦t❤ t❤❡ •✐♠✐ts ❛♥❞ ❝♦•✐♠✐ts ✇❤✐❝❤ ❡①✐st ✐♥ Tate U 0 pCq✳ ▲❡t ✐♥❞❡❡❞ x : K Ñ Tate U 0 pCq ❜❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦•✐♠✐t x P Tate U 0 pCq✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② x 1 ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ j x ✐♥ Pro U Ind U pCq✳ ❲❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛♥② ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ y : L op Ñ Ind U pCq Map Pro U Ind U pCq px 1 , lim ȳq » colim l colim k Map Pro U Ind U pCq pj x, ȳq » colim l colim k Map Tate U 0 pCq px, ȳq » colim l Map Tate U 0 pCq px, ȳq » colim l Map Pro U Ind U pCq px, ȳq » colim l Map Pro U Ind U pCq px, ȳq » Map Pro U Ind U pCq px, lim ȳq ❲❡ s❤♦✇ s②♠♠❡tr✐❝❛••② t❤❛t t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ Tate U 0 pCq Ñ Ind U Pro U pCq ♣r❡s❡r✈❡s •✐♠✐ts✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t •✐♠✐ts ❛♥❞ ❝♦•✐♠✐ts t❤❛t ❡①✐st ✐♥ Tate U 0 pCq ❛r❡ ❡①❛❝t•② t❤♦s❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❡✐t❤❡r Ind U pCq ♦r Pro U pDq✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ r❡❢♦r♠✉•❛t❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛• ♣r♦♣❡rt② ❢r♦♠ t❤❡♦r❡♠ ✶✳✹ ❛s ❢♦••♦✇s✿ ❚❤❡ ❞❛t✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ C G G Ind U pCq f Pro U pCq g G G D s✉❝❤ t❤❛t f ♣r❡s❡r✈❡s ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ g ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦✜•t❡r❡❞ •✐♠✐ts ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t♦r Tate U 0 pCq Ñ D ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❜♦t❤ ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ ❝♦✜•t❡r❡❞ •✐♠✐ts ✇❤✐❝❤ ❡①✐st ✐♥ Tate U 0 pCq✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✼✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• st❛❜•❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ st❛❜•❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② Ind U pCq{ C ✇❤♦ ✜ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ C G G Ind U pCq G G Ind U pCq{ C " Pro U pCq G G Tate U pCq G G Ind U pCq{ C s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❤♦r✐③♦♥t❛• •✐♥❡s ❛r❡ ❝♦✜❜r❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ st❛❜•❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜① t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s I V C " Ind V pCq I V IC " Ind V Ind U pCq I V PC " Ind V Pro U pCq I V TC " Ind V Tate U pCq ❚❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ C G G Ind U pCq Pro U pCq G G Tate U pCq ✶✶ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ sq✉❛r❡ ✭✶✮ ♦❢ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❛❜•❡ st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s I V C G G I V IC G G f ε o o E p α o o I V PC G G g y y I V TC e o o y y G G E 1 a o o q y y ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣•❡t❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✇♦ •✐♥❡s✱ ❢r♦♠ •❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ❛r❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ t❤❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥ts ♦♥ t♦♣ ♦r ♦♥ t❤❡ •❡❢t ♦❢ t❤❡✐r r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ ❋r♦♠ ❬❇•❚✱ ✺✳✶✷ ❛♥❞ ✺✳✶✸( ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐s s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t p ❛♥❞ q ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❛ss❡rt✐♦♥s ✭❛✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r p ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r q ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭❛✮✳ ❯s✐♥❣ ❬❇•❚✱ ✺✳✺(✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❜♦t❤ a ❛♥❞ α ❛r❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✳ ■t t❤✉s s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ap » f α✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✇✐•• s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♦❜•❡❝t x P I V IC✱ ✐❢ εpxq ✈❛♥✐s❤❡s✱ t❤❡♥ s♦ ❞♦❡s ef pxq✳ ▲❡t x : K Ñ Ind U pCq ❞❡♥♦t❡ ❛ V✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤♦s❡ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ I V IC ✐s x✳ ▲❡t ❛•s♦ ȳ : L op Ñ C ❜❡ ❛ U✲s♠❛•• ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② y ✐ts •✐♠✐t ✐♥ Pro U pCq✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ef pxq ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Pro U pCq Ñ sSets ♠❛♣♣✐♥❣ y t♦ t❤❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t colim kPK colim lPL Map Ind U pCq pȳplq, xpkqq » colim lPL colim kPK Map Ind U pCq pȳplq, xpkqq ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ εpxq " 0 ✐♠♣•✐❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② c P C✱ t❤❡ s♣❛❝❡ colim kPK Map Ind U pCq pc, xq ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜•❡✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t ef pxq ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭❜✮✳ ❙✐♥❝❡ q ♣r❡s❡r✈❡s ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ a ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ z P I V TC ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ f pzq ❛♥❞ epzq ✈❛♥✐s❤✱ t❤❡♥ s♦ ❞♦❡s z✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ z ❛s ❛ ❢✉♥❝t♦r Tate U pCq op Ñ sSets ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜♥✐t❡ •✐♠✐ts ✇❤✐•❡ f pzq ❛♥❞ epzq ❛r❡ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② t♦ Ind U pCq op ❛♥❞ Pro U pCq✳ ❆s Tate U pCq ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♥❞✲ ❛♥❞ ♣r♦✲♦❜•❡❝ts ✉♥❞❡r ✜♥✐t❡ •✐♠✐ts ❛♥❞ r❡tr❛❝ts✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t z ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ 0✳ ❈♦r♦••❛r② ✶✳✽✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• st❛❜•❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❑✲t❤❡♦r② ♦❢ Tate U pCq ✐s t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ K✲t❤❡♦r② ♦❢ C✿ KpTate U pCqq » ΣKpCq |❡♠❛r❦ ✶✳✾✳ ❚❤✐s ❝♦r♦••❛r② ✐s ❛♥ 8✲❝❛t❡❣♦r✐❝❛• ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❙❤♦ ❙❛✐t♦ ✐♥ ❡①❛❝t 1✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐♥ ❬❙❛✐(✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s IC " Ind U pCq✱ PC " Pro U pCq ❛♥❞ TC " Tate U pCq✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❑✲t❤❡♦r② ❢✉♥❝t♦r ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦✜❜r❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ st❛❜•❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭s❡❡ ❬❇•❚✱ s❡❝t✳ ✾(✮✱ ✇❡ ❣❡t t✇♦ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s♣❡❝tr❛ KpCq Ñ KpICq Ñ K ´Ind U pCq { C KpPCq Ñ KpTCq Ñ K ´Ind U pCq { C ❚❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ KpPCq ❛♥❞ KpICq ✕ s✐♥❝❡ t❤♦s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦✉♥t❛❜•❡ s✉♠s ✕ ❝♦♥❝•✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ✶✷ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✵✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t♦r f : C op Ñ C✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r f ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r f : ´Pro V Ind U pCq ¯op Ñ Pro V Ind U pCq ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ✭❡•❡♠❡♥t❛r②✮ U✲❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts t♦ ✭❡•❡♠❡♥t❛r②✮ U✲❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts✳ ■❢ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✱ t❤❡♥ f ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ´Tate U pCq ¯op » Tate U pCq Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Pro V Ind U pCq ❤❛s ❛•• V✲s♠❛•• •✐♠✐ts ❛♥❞ ❝♦•✐♠✐ts ✖ ✐t ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛ V✲♣r❡s❡♥t❛❜•❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f ❛s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ C op Ñ C Ñ Pro V Ind U pCq ■t ♠❛♣s ♦❜•❡❝ts ♦❢ Ind U pCq t♦ ♦❜•❡❝ts ♦❢ Pro U pCq Ă Pro V pCq ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡s❡r✈❡s ♣✉r❡ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r f ❛•s♦ ♣r❡s❡r✈❡s ✜♥✐t❡ •✐♠✐ts✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t ✐t ♣r❡s❡r✈❡s ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts✳ |❡♠❛r❦ ✶✳✶✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐♥ ❛ ❝•♦s❡❞ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛• ❝❛t❡❣♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ♦❜•❡❝t ✐s ❞✉❛•✐s❛❜•❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t Pro V Ind U pCq ✐s ❛•s♦ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛•✳ ▲❡t f : C op Ñ C ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛• ❤♦♠ f p´q " Hom C p´, 1q ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r f ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s •❡♠♠❛ ✐s t❤❡♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Mapp f pxq, yq » Mapp1, x b yq ❢✉♥❝t♦r✐❛••② ✐♥ x, y P Pro V Ind U pCq✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✷✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Tate U : FctpC, Cat V,st 8 q i G G FctpInd U pCq, Cat V,st 8 q Tate U ˝´G G FctpInd U pCq, Cat V,st,id 8 q Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✸✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❋♦r ❛♥② ❡•❡♠❡♥t❛r② ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts X P Tate U el pCq t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ U✲s♠❛•• ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ X : K op Ñ Ind U pCq s✉❝❤ t❤❛t • ❚❤❡ ♦❜•❡❝t X ✐s ❛ •✐♠✐t ♦❢ X ✐♥ Pro U Ind U pCq ❛♥❞ • ❋♦r ❛♥② k P K t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ker `X Ñ Xpkq ˘: k{ K op Ñ Ind U pCq ❤❛s ✈❛•✉❡s ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡ ♦❢ C✳ |❡♠❛r❦ ✶✳✶✹✳ ❚♦ st❛t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛• ✇❛②✱ ❛♥② ❡•❡♠❡♥t❛r② ❚❛t❡ ♦❜•❡❝t X ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛❣r❛♠ lim α colim β X αβ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② α 0 ✱ t❤❡ ❦❡r♥❡• ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♣r♦•❡❝t✐♦♥ X Ñ colim β X α0β ✐s ❛❝t✉❛••② ❛ ♣r♦✲♦❜•❡❝t✳ ■t ✐♠♣•✐❡s t❤❛t ❛♥② ❡•❡♠❡♥t❛r② ❚❛t❡ ♦❜•❡❝t X ✜ts ✐♥t♦ ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ X p Ñ X Ñ X i ✇❤❡r❡ X p P Pro U pCq ❛♥❞ X i P Ind U pCq✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝❛••❡❞ ❛ •❛tt✐❝❡ ❢♦r X✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ •❛tt✐❝❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s ❡•❡♠❡♥t❛r② ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠♦r❡♦✈❡r ❞❡✜♥❡ ❛♥ 8✲❝❛t❡❣♦r✐❝❛• ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❛t♦✬s •r❛ss♠❛♥♥✐❛♥✿ ❛ ❢✉♥❝t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝t t♦ ✐ts ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ •❛tt✐❝❡s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❋♦r ❛♥② ❡•❡♠❡♥t❛r② ❚❛t❡ ♦❜•❡❝t X P Tate U el pCq✱ ✇❡ ✇✐•• ❝❛•• ❛ ❚❛t❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r X ❛♥② U✲s♠❛•• ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ X : K op Ñ Ind U pCq ❛s ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✸✳ ✶✸ Pr♦♦❢ ✭♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✸✮✳ ▲❡t D ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ Pro U Ind U pCq s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤♦s❡ ♦❜•❡❝ts X s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② D ♦❜✈✐♦✉s•② ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡s ♦❢ Ind U pCq ❛♥❞ Pro U pCq✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t D ✐s st❛❜•❡ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s st❛❜•❡ ❜② s❤✐❢ts ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ X Ñ X 0 Ñ X 1 ✐♥ Pro U Ind U pCq s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ X 0 ❛♥❞ X 1 ❛r❡ ✐♥ D✳ ▲❡t X0 : K op Ñ Ind U pCq ❛♥❞ X1 : L op Ñ Ind U pCq ❜❡ ❛ U✲s♠❛•• ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ✇❤♦♠ X 0 ❛♥❞ X 1 ❛r❡ •✐♠✐ts ✐♥ Pro U Ind U pCq✳ ❯s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ K " L ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ K op Ñ Fctp∆ 1 , Ind U pCqq ♦❢ ✇❤♦♠ t❤❡ ♠❛♣ X 0 Ñ X 1 ✐s ❛ •✐♠✐t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❦❡r♥❡•✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❞✐❛❣r❛♠ X : K op Ñ Ind U pCq ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐s ❛ •✐♠✐t✳ ■t ♦❜✈✐♦✉s•② s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳ ✶✳✷ ❆❞•✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❤❡r❡ ❛ r❡s✉•t ❛❜♦✉t ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ✉♥✐ts ❜❡t✇❡❡♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❆ tr✉st❢✉• r❡❛❞❡r ❝♦✉•❞ s❦✐♣ t❤✐s ♣❛rt ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡s✉•ts ✇❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ U✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ▲❡t s : C{ Cat U 8 Ñ Cat V 8 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t♦r C ❛♥❞ t t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t♦r pC Ñ Dq Þ Ñ D ✖ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ Cat U 8 Ñ Cat V 8 ✳ ❚❤❡ ❡✈❛•✉❛t✐♦♥ ♠❛♣ pCat U 8 q ∆ 1 ˆ∆1 Ñ Cat U 8 Ñ Cat V 8 ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ e : s Ñ t✳ ▲❡t ş t Ñ C{ Cat U 8 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ❝•❛ss❢②✐♥❣ t✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ❝•❛ss✐❢②✐♥❣ s ✐s t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ş s " C ˆC{Cat U 8 Ñ C{ Cat U 8 ✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣ E : ş s Ñ ş t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② e✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② F C t❤❡ ❢✉♥❝t♦r C op ˆş t ψ G G C op ˆ´C{ Cat U 8 ¯op ˆş t E G G `ş t ˘op ˆş t Map ş t G G sSets ✇❤❡r❡ ψ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛• ♦❜•❡❝t ♦❢ C{ Cat U 8 ✳ ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t♦r C Ñ D ❜❡t✇❡❡♥ U✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠❛♣ D Ñ ş t✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r C op ˆD G G C op ˆş t FC G G sSets ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r C op ˆD f op ,id G G D op ˆD Map D G G sSets Pr♦♦❢✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ θ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t♦rs ❛t ❤❛♥❞✳ ❚♦ ❛♥② ♣❛✐r pc, dq P C op ˆD✱ ✐t ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ Map D pf pcq, dq » Map ş tC ppf, f pcqq, pf, dqq Ñ Map ş tC ppid C , cq, pf, dqq ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❬❍❚❚✱ ✷✳✹✳✹✳✷(✮✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② Cat U,L 8 t❤❡ s✉❜✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ Cat U 8 ♦❢ ❛•• ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❜✉t ♦♥•② •❡❢t ❛❞•♦✐♥t ❢✉♥❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ U✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢✉♥❝t♦r M C : C { Cat U 8 Ñ Map C p´, ´q{ FctpC ˆCop , sSetsq ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t♦r f : C Ñ D t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Map D pf p´q, f p´qq✳ ■t r❡str✐❝ts t♦ ❛ ❢✉♥❝t♦r ε C : C { Cat U,L 8 Ñ id { FctpC, Cq ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t♦r f : C Ñ D ✇✐t❤ ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t g t❤❡ ✉♥✐t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ id Ñ gf ✳ ✶✹ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ C op ˆC ˆC{Cat U 8 E G G C op ˆş t FC G G sSets ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r C { Cat U 8 Ñ FctpC ˆCop , sSetsq ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• ♦❜•❡❝t id C ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Map C p´, ´q✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ M C : C { Cat U 8 Ñ Map C p´, ´q{ FctpC ˆCop , sSetsq ▲❡t i ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r FctpC, Cq Ñ FctpC, PpCqq » FctpC ˆCop , sSetsq ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ M C t♦ C{ Cat U,L 8 ❤❛s ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ r✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥t❛❜•❡ ❢✉♥❝t♦rs C ˆCop Ñ sSets✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ i ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ε C : C { Cat U,L 8 Ñ id { FctpC, Cq |❡♠❛r❦ ✶✳✹✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉❛• st❛t❡♠❡♥t t♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳ ◆❛♠❡•②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢✉♥❝t♦r Cat U 8{ C Ñ FctpC ˆCop , sSetsq { Map C p´, ´q ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝ts t♦ ❛ ❢✉♥❝t♦r η C : Cat U,L 8 { C Ñ FctpC, Cq { id C ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t f t♦ t❤❡ ❝♦✉♥✐t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ f g Ñ id C ✖ ✇❤❡r❡ g ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t ♦❢ f ✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t✳ ▲❡t D : pK Ź q op Ñ Cat V,L 8 ❜❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠✳ ▲❡t D ❜❡ ❛ •✐♠✐t ♦❢ K op Ñ pK Ź q op Ñ Cat V,L 8 ✳ ▲❡t ❛•s♦ C P Cat 8 ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ D✳ ■❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ❛❞♠✐ts K op ✲✐♥❞❡①❡❞ •✐♠✐ts t❤❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ❢✉♥❝t♦r f : C Ñ D ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ ❚❤✐s r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t ✐s t❤❡ •✐♠✐t ✐♥ FctpD, Cq ♦❢ ❛ K op ✲❞✐❛❣r❛♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② D✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ D ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ D : K op Ñ C{ Cat U 8 ✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ş pt C ˝Dq G G ş t K op D G G C{ Cat U 8 ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② D ❜❡✐♥❣ ❛ •✐♠✐t ♦❢ D✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✐❛❣r❛♠ D : K op Ñ Cat U 8 t♦ t ˝D✳ ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠❛♣ p : K op ˆD Ñ ş t ˝D✳ ▲❡t ✉s t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r C op ˆKop ˆD p G G C op ˆş t ˝D G G C op ˆş t F C G G sSets ❲❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r ψ P FctpK op , FctpD ˆCop , sSetsqq✳ ■t ♠❛♣s ❛ ✈❡rt❡① k P K t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Map D k pf k p´q, p k p´qq ✖ ✇❤❡r❡ f k : C Ñ D k ✐s Dpkq ❛♥❞ p k : D Ñ D k ✐s t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡✈❡r② k✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f k ❛❞♠✐ts r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t ψ ❤❛s ✈❛•✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉•• s✉❜✲❝❛t❡❣♦r② FctpD, Cq ♦❢ FctpD ˆCop , sSetsq s♣❛♥♥❡❞ ❜② r✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥t❛❜•❡ ❢✉♥❝t♦rs✿ ψ : K op Ñ FctpD, Cq ✶✺ ▲❡t g ❜❡ ❛ •✐♠✐t ♦❢ ψ✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ t❤❛t g ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t ♦❢ f : C Ñ D✳ ❲❡ ❝❛♥ ❜✉✐•❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛s ❢♦r ψ✱ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ pK Ź q op Ñ FctpC, Cq ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ µ : K op Ñ id C {FctpC, Cq✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ K op Ñ id C { FctpC, Cq Ñ FctpC, Cq ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ K op ψ Ñ FctpD, Cq ´˝f Ñ FctpC, Cq ❚❤❡ •✐♠✐t ♦❢ µ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ id C Ñ f g✳ ■t ❡①❤✐❜✐ts g ❛s ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ f ✳ ▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ✜•t❡r❡❞ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ❛♥❞ •❡t C : K Ñ Cat 8 ❜❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❋♦r ❛♥② k P K ✇❡ ✇✐•• ✇r✐t❡ C k ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Cpkq✳ ❲❡ ✇✐•• ❛•s♦ ✇r✐t❡ C ❢♦r ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ C✳ ❊✈❡r② ♦❜•❡❝t ♦❢ C ✐s ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛t •❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ❢✉♥❝t♦rs f k : C k Ñ C✳ ❋♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♦❜•❡❝ts ✐♥ C✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ x ❛♥❞ y ✐♥ C k ❢♦r s♦♠❡ k✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ Map C pf k pxq, f k pyqq » colim φ : kÑl Map C l p Cpφqpxq, Cpφqpyqq Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣•❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❛t ✜♥✐t❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛❝t ✐♥ Cat 8 ✳ Map C pf k pxq, f k pyqq » Mapp∆ 1 , Cq Mapp˚>˚,Cq tpf k pxq, f k pyqqu » colim φ : kÑl ˜Mapp∆ 1 , C l q Mapp˚>˚,C l q tp Cpφqpxq, Cpφqpyqqu » colim φ : kÑl Map C l p Cpφqpxq, Cpφqpyqq ▲❡♠♠❛ ✶✳✼✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ❛♥❞ •❡t C : K Ñ Cat V 8 ❜❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ V✲s♠❛•• ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① k P K t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C k " Cpkq ❛❞♠✐ts ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ C ♣r❡s❡r✈❡ ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts✳ ❋♦r ❛♥② k Ñ l P K✱ •❡t ✉s ✜① t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s colim C i G G Ind V pcolim Cq C l C k φ kl o o u k y y j k G G Ind V pC k q a k y y f kl G G Ind V pC l q g kl o o ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r a k ✐s Ind V pu k q✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r φ kl ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ Cpk Ñ lq✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f kl ✐s Ind V pφ kl q ❛♥❞ g kl ✐s ✐ts r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ ✭✐✮ ✭▲✉r✐❡✮ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② colim C ❛❞♠✐ts ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② k t❤❡ ❢✉♥❝t♦r u k ♣r❡s❡r✈❡s s✉❝❤ ❝♦•✐♠✐ts✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t a k ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t b k ✳ ✭✐✐✮ ✭▲✉r✐❡✮ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• ❢✉♥❝t♦r Ind V pcolim Cq Ñ colim Ind V p Cq P Pr L,V 8 ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤♦s❡ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ ❛•s♦ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ Ind V p Cq R ♦❢ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥ts Ind V p Cq R : K Ind V p Cq G G Pr L,V 8 » ´Pr R,V 8 ¯op ✶✻ ✭✐✐✐✮ ❋♦r ❛♥② k P K✱ t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ j k Ñ b k a k j k ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ µ k : k { K Ind V p Cq G G Ind V pC k q { Cat V,L 8 ε ˝jk G G j k{ FctpC k , Ind V pC k qq ■❢ ♠♦r❡♦✈❡r K ✐s U✲s♠❛•• ❛♥❞ ✐❢ ❢♦r ❛♥② k Ñ l P K✱ t❤❡ ♠❛♣ g kl : Ind V pC l q Ñ Ind V pC k q r❡str✐❝ts t♦ ❛ ♠❛♣ gkl : Ind U pC l q Ñ Ind U pC k q t❤❡♥ ✭✐✈✮ ❋♦r ❛♥② k P K t❤❡ ❢✉♥❝t♦r b k r❡str✐❝ts t♦ ❛ ❢✉♥❝t♦r bk : Ind U pCq Ñ Ind U pC k q✱ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ ãk " Ind U pu k q✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❢♦r ❛♥② k Ñ l t❤❡ ♠❛♣ gkl ✐s ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ fkl " Ind U pφ kl q✳ ✭✈✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐❛❣r❛♠ Ind U p Cq R : K op Ñ Cat 8 ♠❛♣♣✐♥❣ k Ñ l t♦ gkl ✇❤♦s❡ •✐♠✐t s❛t✐s✜❡s lim Ind U p Cq R » Ind U pcolim Cq ✭✈✐✮ ❋♦r ❛♥② k P K✱ t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ k Ñ bk ãk k ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ μk : k { K Ind U p Cq G G Ind U pC k q { Cat V,L 8 ε ˝ k G G k{ FctpC k , Ind U pC k qq ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣ C k Ñ Ind U pC k q✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ✐t❡♠ ✐s ❬❍❚❚✱ ✺✳✺✳✼✳✶✶(✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❍❚❚✱ ✺✳✺✳✼✳✶✵✱ ✺✳✺✳✸✳✹ ❛♥❞ ✺✳✺✳✸✳✶✽( ❛♥❞ ❬❍❆•❣✱ ✻✳✸✳✼✳✾(✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✭✐✐✐✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ k { K µ k G G j k{FctpC k , Ind V pC k qq G G Map C k p´, ´q{FctpC k ˆCop k , sSetsq ❚❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ θ : k { K C G G C k{Cat U 8 MC k G G Map C k p´, ´q{FctpC k ˆCop k , sSetsq ❋r♦♠ •❡♠♠❛ ✶✳✻✱ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ θ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Map C pu k p´q, u k p´qq » Map Ind V pCq piu k p´q, iu k p´qq » Map Ind V pCq pa k j k p´q, a k j k p´qq ✇❤❡r❡ C ❞❡♥♦t❡s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ C✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝•✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✐✐✐✮ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ✭✐✈✮✳ ▲❡t k Ñ l P K ❛♥❞ •❡t id Ñ g kl f kl ❞❡♥♦t❡ ❛ ✉♥✐t ❢♦r t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥✳ ■t r❡str✐❝ts t♦ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ id Ñ gkl fkl ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts gkl ❛s ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ fkl ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r b k r❡str✐❝ts t♦ bk ❛s ♣r♦♠✐s❡❞ t❤❡♥ bk ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ ãk ✳ ■t t❤✉s s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r b k i ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ✐♥❝•✉s✐♦♥ t k : Ind U pC k q Ñ Ind V pC k q✳ ❊✈❡r② ♦❜•❡❝t ♦❢ C ✐s ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡ ♦❢ u l ❢♦r s♦♠❡ k Ñ l P K✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② k Ñ l✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r b k iu l ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t k ✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ b k iu l » b k a l j l » g kl b l a l j l » g kl pcolim µ l q ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ µ l : l{ K Ñ j l{FctpC l , Ind V pC l qq ❢❛❝t♦rs ✐♥t♦ l { K μl G G l{ FctpC l , Ind U pC l qq t l G G j l{ FctpC l , Ind V pC l qq ❇❡❝❛✉s❡ g kl ✱ gkl ❛♥❞ t l ♣r❡s❡r✈❡ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r b k iu l ✐s t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ l { K μl G G l{ FctpC l , Ind U pC l qq t k gkl G G t k gkl l{ FctpC l , Ind V pC k qq ✶✼ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r t k ❛•s♦ ♣r❡s❡r✈❡s U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ b k iu l » t k pcolim gkl ˝μ l q ❚♦ ♣r♦✈❡ ✭✈✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❬❍❆•❣✱ ✻✳✷✳✸✳✶✽( t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ Ind U p Cq R ✳ ■t t❤❡♥ ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦❢ ✭✐✐✮ lim Ind V p Cq R » Ind V pcolim Cq r❡str✐❝ts t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❲❡ ✜♥❛••② ❞❡❞✉❝❡ ✭✈✐✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✐✐✐✮✳ ❈♦r♦••❛r② ✶✳✽✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ •❡t F : C Ñ Cat V,L 8 ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t♦r✳ ❋♦r ❛♥② c P C ❛♥❞ ❛♥② f : c Ñ d P Ind U pCq✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Ind U C pF qpf q : Ind U pF pcqq » Ind U C pF qpcq Ñ Ind U C pF qpdq ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ ✶✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❲❡ ✇✐•• ♥♦✇ ❡st❛❜•✐s❤ ❛ ❢❡✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛• r✉•❡s ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs Ind U ❛♥❞ Pro U ✳ ❆ tr✉st❢✉• r❡❛❞❡r ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② t❤❡♦r② ❝♦✉•❞ s❦✐♣ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ❢♦r t❤❡ r❡s✉•ts ✇❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✳ ▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ ❛ V✲s♠❛•• 8✲❝❛t❡❣♦r② C✳ ▲❡t s C : C ∆ 1 Ñ C ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t♦r ✇❤✐•❡ t C : C ∆ 1 Ñ C ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t♦r✳ ❯s✐♥❣ ❬❍❚❚✱ ✷✳✹✳✼✳✶✶ ❛♥❞ ✷✳✹✳✼✳✺( ✇❡ s❡❡ t❤❛t s C ✐s ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t C ✐s ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ •❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② U C : C op Ñ Cat V 8 t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② s C ✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② O C : C Ñ Cat V 8 t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t C ✳ |❡♠❛r❦ ✶✳✷✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r U C ♠❛♣ ❛♥ ♦❜•❡❝t c P C t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❛ ❝❛t❡❣♦r② c{ C ❛♥❞ ❛♥ ❛rr♦✇ c Ñ d t♦ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r d { C Ñ c { C ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r O C ♠❛♣ ❛♥ ♦❜•❡❝t c P C t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❛ ❝❛t❡❣♦r② C{ c ❛♥❞ ❛♥ ❛rr♦✇ c Ñ d t♦ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r C { c Ñ C { d ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Ind V C pO C q » O Ind V pCq ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Ind U C pO C q » O Ind U pCq |❡♠❛r❦ ✶✳✹✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✭✐✐✮ ✐♥ •❡♠♠❛ ✶✳✼✱ ✐❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ❛❞♠✐ts ❛•• ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ lim k Ind V pCq { c k » Ind V ˆcolim k C { c k ˙» Ind V pCq { c ✇❤❡r❡ t❤❡ •✐♠✐t ♦♥ t❤❡ •❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝t♦rs✳ ■❢ K ✐s U✲s♠❛•• ❛♥❞ ✐❢ Ind U pCq ❛❞♠✐ts ♣✉••❜❛❝❦s t❤❡♥ ✐t r❡str✐❝ts t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ lim k Ind U pCq { c k » Ind U pCq { c ▲❡t ✉s ❛•s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉❛• st❛t❡♠❡♥t t♦ •❡♠♠❛ ✶✳✸ ✐♥✈♦•✈✐♥❣ Pro U ✿ Pro U C pO C q » O Pro U pCq ✶✽ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ ❝❛t❡❣♦r② C{ Ind V pCq G G q Ind V pCq ∆ 1 source,target C ˆInd V pCq G G Ind V pCq ˆInd V pCq ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r q : C{ Ind V pCq Ñ C ˆInd V pCq Ñ Ind V pCq ✐s ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥✳ ▲❡t p ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ p : E Ñ Ind V pCq ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ O C ÕC : Ind V pCq Ñ Cat V 8 ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ ❢✉♥❝t♦r g : E Ñ C{ Ind V pCq ♦✈❡r Ind V pCq✳ ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✜❜❡r✇✐s❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ g ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ▲❡t D Ñ Ind V pCq ❞❡♥♦t❡ ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ❝•❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Ind V C pO C q » Ind V ˝´Õ C ¯: Ind V pCq Ñ Cat 8 ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦✈❡r Ind V pCq D Ð E » C { Ind V pCq Ñ Ind V pCq ∆ 1 ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡•❛t✐✈❡ ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ D Ñ Ind V pDq ∆ 1 ♦❢ C{ Ind V pCq Ñ Ind V pCq ∆ 1 ✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T : Ind V C pO C q Ñ O Ind V pCq ✳ ▲❡t ♥♦✇ c P Ind V pCq✳ ▲❡t c : K Ñ C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤♦s❡ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ Ind V pCq ✐s c✳ ❚❤❡ ♠❛♣ T pcq : Ind V ˆcolim k C { c k ˙Ñ Ind V pCq { c ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥❞✲❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛• ♠❛♣ f : colim k C { c k Ñ Ind V pCq { c ❋♦r ❡✈❡r② k P K✱ •❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② f k t❤❡ ♥❛t✉r❛• ❢✉♥❝t♦r f k : C { c k Ñ Ind V pCq { c ❯s✐♥❣ ❬❍❚❚✱ ✺✳✸✳✺✳✶✶(✱ t♦ ♣r♦✈❡ T pcq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❡❡ t❤❛t ✿ • t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs f k ❤❛✈❡ ✈❛•✉❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t ♦❜•❡❝ts✱ • t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✱ • ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r T pcq ✐s ❡ss❡♥t✐❛••② s✉r•❡❝t✐✈❡✳ ❚❤♦s❡ t❤r❡❡ ✐t❡♠s ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞•② ♣r♦✈❡❞✳ ❲❡ ✇✐•• st✐•• ❡①♣❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✳ ▲❡t t❤✉s d P Ind V pCq ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ d Ñ c ✐♥ Ind V pCq✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ V✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ d : L Ñ C ✇❤♦s❡ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ Ind V pCq ✐s d✳ ❋♦r ❡✈❡r② l P L t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ kplq s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ d l Ñ c ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ c kplq Ñ c✳ ❚❤✐s ✐♠♣•✐❡s t❤❛t d ✐s ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡ ♦❢ T pcq✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ S : Ind U C pO C q Ñ O Ind U pCq ✐s s✐♠✐•❛r t♦ t❤❛t ♦❢ T ✳ ■❢ c : K Ñ C ✐s U✲s♠❛•• t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ T pcq : Ind V ˆcolim k C { c k ˙" Ñ Ind V pCq { c r❡str✐❝ts t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Spcq : Ind U ˆcolim k C { c k ˙" Ñ Ind U pCq { c ✶✾ ▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❛•• ♣✉s❤♦✉ts✳ ❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ s C : C ∆ 1 Ñ C ✐s t❤❡♥ ❛•s♦ ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬❍❚❚✱ ✺✳✷✳✷✳✺(✳ |❡♠❛r❦ ✶✳✻✳ ■❢ C ✐s ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❛•• ♣✉••❜❛❝❦s✱ t❤❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t♦r t C : C ∆ 1 Ñ C ✐s ❛•s♦ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ■❢ C ❛❞♠✐ts ❛•• ♣✉s❤♦✉ts✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② U > C t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❝•❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ s C ✿ U > C : C Ñ Cat V 8 ■❢ C ❛❞♠✐ts ❛•• ♣✉••❜❛❝❦s✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② O Ĉ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❝•❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ t C ✿ O Ĉ : C op Ñ Cat V 8 ◆♦t❡ t❤❛t t❤♦s❡ t✇♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ •✐♥❦❡❞ ✿ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r O Ĉ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ U > C op ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r p´q op : Cat V 8 Ñ Cat V 8 ✳ |❡♠❛r❦ ✶✳✽✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r U > C ♠❛♣ ❛♥ ♦❜•❡❝t c t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❛ ❝❛t❡❣♦r② c{ C ❛♥❞ ❛ ♠❛♣ c Ñ d t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ´> c d : c { C Ñ d { C ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r O Ĉ ♠❛♣s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ c Ñ d t♦ t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ ❢✉♥❝t♦r ´d c : C { d Ñ C { c ▲❡♠♠❛ ✶✳✾✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• 8✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❛•• ♣✉s❤♦✉ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Ind V C pU > C q » U > Ind V pCq ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Ind U C pU > C q » U > Ind U pCq |❡♠❛r❦ ✶✳✶✵✳ ❯♥✇✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ •❡♠♠❛ ❛s ❢♦••♦✇s✳ ▲❡t c : K Ñ C ❜❡ ❛ ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ❢✉♥❝t♦r Ind U ˆcolim k ck{ C ˙Ñ c { Ind U pCq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✕ ✇❤❡r❡ c ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ c ✐♥ Ind U pCq✳ ❯s✐♥❣ r❡♠❛r❦ ✶✳✹✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ s✐♠✐•❛r st❛t❡♠❡♥t✳ ■❢ C ❛❞♠✐ts ♣✉••❜❛❝❦s t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Pro U C op pU > C op q » U > Pro U pC op q Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② s✐♠✐•❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ •❡♠♠❛ ✶✳✸✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❢♦r♠ t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ ❝❛t❡❣♦r② Ind V pCq{ C π G G Ind V pCq ∆ 1 source,target Ind V pCq ˆC G G Ind V pCq ˆInd V pCq ✷✵ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ q : Ind V pCq{ C Ñ Ind V pCq ˆC Ñ Ind V pCq ✐s ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ •❡♠♠❛ ✶✳✸ t❤❛t ✐t ✐s ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ U > C Ũ> C : Ind V pCq Ñ Cat V 8 ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r π ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ♠♦r♣❤✐s♠s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ũ> C Ñ U > Ind V pCq ✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T : Ind V C pU > C q Ñ U > Ind V pCq ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t T ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② c P Ind V pCq ❛♥❞ ❛♥② V✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ c : K Ñ C ✇❤♦s❡ ❝♦•✐♠✐t ✐s c✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝t♦r T pcq : Ind V ˆcolim k c k{ C ˙" Ñ c { Ind V pCq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❛ss✉♠❡ t❤❛t K ✐s ❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t c ❜❡•♦♥❣ t♦ C✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ❢✉♥❝t♦r c{ C Ñ c{ Ind V pCq ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t ♦❜•❡❝ts ♦❢ c{ Ind V pCq✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝t♦r T pcq : Ind V ´c{ C ¯Ñ c { Ind V pCq ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ✭s❡❡ ❬❍❚❚✱ ✺✳✸✳✺✳✶✶(✮✳ ▲❡t d P Ind V pCq ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ c Ñ d✳ ▲❡t d : L Ñ C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤♦s❡ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ Ind V pCq ✐s d✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ l 0 P L s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ c Ñ d ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ d l0 Ñ d✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ l 0{L Ñ C ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ F ❛♥❞ ✐ts ❝♦•✐♠✐t ✐♥ Ind V pCq ✐s d✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r F ✐s ❛•s♦ ❡ss❡♥t✐❛••② s✉r•❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ■t r❡str✐❝ts t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Ind U ´c{ C ¯Ñ c { Ind U pCq ▲❡t ✉s ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛• ❝❛s❡ c P Ind V pCq✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✐s Ind V ˆcolim k c k{ C ˙» lim k c k{ Ind V pCq » c { Ind V pCq ✇❤❡r❡ t❤❡ •✐♠✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦rs✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇♦r❦s ✇❤❡♥ r❡♣•❛❝✐♥❣ V ❜② U✱ ✉s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✶✳✼✱ ✐t❡♠ ✭✐✈✮✳ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✶✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❛•• ♣✉••❜❛❝❦s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② j t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ Ind U pCq Ñ IPpCq " Ind U Pro U pCq✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Υ C : Pro U C op pO Ĉ q Ñ O ÎPpCq ˝pj op q ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t♦rs pInd U pCqq op Ñ Cat U 8 |❡♠❛r❦ ✶✳✶✷✳ ❚♦ st❛t❡ t❤✐s •❡♠♠❛ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛••②✱ ❢♦r ❛♥② ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ c : K Ñ C✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r lim k Pro U ´C{ ck ¯Ñ IPpCq { jpcq ✇❤❡r❡ c ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ c ✐♥ Ind U pCq✳ ❚❤✐s •❡♠♠❛ ❤❛s ❛♥ ✐♥❞✲✈❡rs✐♦♥✱ ❛❝t✉❛••② ❡❛s✐❡r t♦ ♣r♦✈❡✳ ■❢ d : K op Ñ C ✐s ♥♦✇ ❛ ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r Ind U ˆcolim k C {d k ˙Ñ IPpCq { ipdq ✷✶ ✇❤❡r❡ d ✐s ❛ •✐♠✐t ♦❢ d ✐♥ Pro U pCq✳ ❚♦ st❛t❡ t❤❛t •❛st ❢❛❝t ❢♦r♠❛••②✱ ✐❢ C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❛•• ♣✉••❜❛❝❦s t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ξ C : Ind U C op pO Ĉ q Ñ O ÎPpCq ˝pi op q ✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ✐♥❝•✉s✐♦♥ Pro U pCq Ñ IPpCq✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Pro U ˝OĈ : C op Ñ Cat V 8 ✳ ■t ❝•❛ss✐✜❡s t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ F ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ Pro U pCq{ C F G G Pro U pCq ∆ 1 t Pro U pCq C G G Pro U pCq ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ✐♥❝•✉s✐♦♥ Pro U pCq Ñ IPpCq ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r f ✜tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ Pro U pCq{ C f G G F 7 7 IPpCq{ C G G IPpCq ∆ 1 t IPpCq C G G IPpCq ❋r♦♠ ❬❍❚❚✱ ✷✳✹✳✼✳✶✷( ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t f ♣r❡s❡r✈❡s ❈❛rt❡s✐❛♥ ♠♦r♣❤✐s♠s✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ u C ❢r♦♠ Pro U ˝OĈ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ C op ♦❢ O ÎPpCq ✳ ❙✐♥❝❡ O Pro U pCq ˝pj op q ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ C op ✭s❡❡ r❡♠❛r❦ ✶✳✹✮✱ t❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Υ C : Pro U C op pO Ĉ q Ñ O ÎPpCq ˝pj op q ❚♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② c P Pro U pCq✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝t♦r Υ C c ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② c P C t❤❡ ❢✉♥❝t♦r u C c ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✸✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t✳ ■❢ C ✐s ❛ q✉❛s✐✲❝❛t❡❣♦r② t❤❡♥ t❤❡ ♠❛♣ ∆ 1 Ñ ∆ 2 ' f G G ' Ñ ' f G G 9 9 ' ' U U ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥♥❡r ✜❜r❛t✐♦♥ p : C ∆ 2 Ñ C ∆ 1 ✳ ■❢ ♠♦r❡♦✈❡r C ❛❞♠✐ts ♣✉••❜❛❝❦s t❤❡♥ p ✐s ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✹✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ♣✉••❜❛❝❦s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② B Ĉ : ´C∆ 1 ¯op Ñ Cat 8 t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ p ♦❢ •❡♠♠❛ ✶✳✶✸✳ ■❢ D ✐s ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ♣✉s❤♦✉ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ s✐♠✐•❛r•② B > D : D ∆ 1 Ñ Cat 8 |❡♠❛r❦ ✶✳✶✺✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ 8✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ♣✉••❜❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r B Ĉ ♠❛♣s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ f : x Ñ y t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② f { `C{y ˘♦❢ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥s ♦❢ f ✳ ■t ♠❛♣s ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ x f G G y z g G G t ✷✷ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ f Ñ g ✐♥ C ∆ 1 t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝t♦r pz Ñ a Ñ tq Þ Ñ px Ñ a t y Ñ yq Pr♦♦❢ ✭♦❢ •❡♠♠❛ ✶✳✶✸✮✳ ❋♦r ❡✈❡r② 0 ă i ă n ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ Λ n i G G C ∆ 2 p ∆ n G G C ∆ 1 ✇❡ ♠✉st ❜✉✐•❞ ❛ •✐❢t ∆ n Ñ C ∆ 2 ✳ ❚❤❡ ❞❛t✉♠ ♦❢ s✉❝❤ ❛ •✐❢t ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ •✐❢t φ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ∆ 2 ˆΛn i ž ∆ 1 ˆΛn i ∆ 1 ˆ∆n G G C ∆ n ˆ∆2 G G φ V V ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ φ t❤❡♥ ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t C ✐s ❛ q✉❛s✐✲❝❛t❡❣♦r②✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t C ❛❞♠✐ts ♣✉••❜❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r p ✐s ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ ❡✈❡r② ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ∆ 2 ˆt1u ž ∆ 1 ˆt1u ∆ 1 ˆ∆1 f G G C ∆ 2 ˆ∆1 G G ❛❞♠✐ts ❛ •✐❢t ∆ 2 ˆ∆1 Ñ C ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ C ∆ 2 ✳ ▲❡t ✉s ✜① s✉❝❤ ❛ ❞✐❛❣r❛♠✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ C y 3 3 x G G a a z a G G a a y y c y y ❇❡❝❛✉s❡ C ✐s ❛ q✉❛s✐✲❝❛t❡❣♦r②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣•❡t❡ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛rr♦✇ a Ñ y✱ ❢❛❝❡s ❛♥❞ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ra, x, y, zs✳ ▲❡t g ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛♣ g : Λ 2 2 ãÑ ∆ 2 ˆt1u ž ∆ 1 ˆt1u ∆ 1 ˆ∆1 f Ñ C ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜✲❞✐❛❣r❛♠ y Ñ z Ð c✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ •✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠ b : ˚‹ Λ 2 2 Ñ C ✕ ✇❤❡r❡ ‹ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ •♦✐♥t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❬❍❚❚✱ ✶✳✷✳✽ (✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣•❛✐♥ sq✉❛r❡ y 3 3 x G G a a z a G G a a y y s s c y y ✷✸ ❢♦r♠s ❛ ♠❛♣ ā : t0u ‹ Λ 2 2 Ñ C✳ ❇❡❝❛✉s❡ b ✐s ❛ •✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛♣ ∆ 1 ‹ Λ 2 2 Ñ C ✇❤♦s❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t0u ‹ Λ 2 2 ✐s ā ❛♥❞ ✇❤♦s❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t1u ‹ Λ 2 2 ✐s b✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s t✇♦ t❡tr❛❤❡❞r❛ ra, b, c, zs ❛♥❞ ra, b, y, zs r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ y 1 1 x G G U U y y z b 1 1 q q a G G c c y y q q U U c y y ❈♦♠♣•❡t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ra, x, y, zs ✇❡ ❜✉✐•t ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❛t •❛st ❣❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❛♣ φ : ∆ 2 ˆ∆1 Ñ C✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ C ∆ 2 ✐s ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ∆ tn´1,nu ˆ∆2 φ 8 8 ∆ n ˆ∆1 ž Λ n n ˆ∆1 Λ n n ˆ∆2 G G C ∆ n ˆ∆2 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ •✐❢t ∆ n ˆ∆2 Ñ C✳ ▲❡t A ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜✲s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ♦❢ ∆ n ˆ∆1 ž Λ n n ˆ∆1 Λ n n ˆ∆2 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝✉tt✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ✈❡rt❡① x✳ ▲❡t B ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜✲s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ♦❢ ∆ n ˆ∆2 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝✉tt✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ✈❡rt❡① x✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ∆ 1 ‹ Λ 2 2 G G ∆ tn´1,nu ˆ∆2 φ 8 8 A G G ∆ n ˆ∆1 ž Λ n n ˆ∆1 Λ n n ˆ∆2 G G C B G G ∆ n ˆ∆2 ▲❡t ❛•s♦ E ❜❡ t❤❡ s✉❜✲s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ♦❢ A ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝✉tt✐♥❣ ♦✉t Λ 2 2 ❛♥❞ F t❤❡ s✉❜✲s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ♦❢ B ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝✉tt✐♥❣ ♦✉t Λ 2 2 ✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ A » E ‹ Λ 2 2 ❛♥❞ B » F ‹ Λ 2 2 ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ∆ 1 2 2 E G G C {g F ✷✹ ❚❤❡ ♠❛♣ E Ñ F ✐s s✉r•❡❝t✐✈❡ ♦♥ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆❞❞✐♥❣ ❝❡•• ❛❢t❡r ❝❡•• ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛•✐t② ♦❢ b✱ ✇❡ ❜✉✐•❞ ❛ •✐❢t F Ñ C {g ✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❛ •✐❢t B Ñ C✳ ❯s✐♥❣ ♥♦✇ t❤❛t ❢❛❝t t❤❛t C ✐s ❛ q✉❛s✐✲❝❛t❡❣♦r②✱ t❤✐s •✐❢ts ❛❣❛✐♥ t♦ ❛ s✉✐t❛❜•❡ ♠❛♣ ∆ n ˆ∆2 Ñ C ▲❡t D ❜❡ ❛ ✜•t❡r❡❞ ♣♦s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡❡ ❛s ❛ 1✲❝❛t❡❣♦r②✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ D{ D Ź t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤♦s❡ s❡t ♦❢ ♦❜•❡❝ts ✐s t❤❡ ❞✐s•♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜•❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ D ✕ ✐❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs x ď y✳ ❋♦r ❛♥② ♦❜•❡❝t x P D✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② x ď 8 t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜•❡❝t ♦❢ D{ D Ź ✳ ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ pa : x ď yq Ñ pb : z ď tq ✐♥ D{ D Ź ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ✐♥ D x a G G y z b G G t ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐♥❡q✉❛•✐t✐❡s x ď z ❛♥❞ y ď t✳ ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ px ď yq Ñ pz ď 8q ♦r px ď 8q Ñ pz ď 8q ✐s ❛♥ ✐♥❡q✉❛•✐t② x ď z ✐♥ D✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r♣❤✐s♠s px ď 8q Ñ pz ď tq✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r θ : D Ñ D{ D Ź x Þ Ñ px ď 8q ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✳ ❯s✐♥❣ ◗✉✐••❡♥✬s t❤❡♦r❡♠ ❆ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t D ✐s ✜•t❡r❡❞ ✭s♦ t❤❛t ✐ts ♥❡r✈❡ ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜•❡✮✱ ✇❡ s❡❡ θ ✐s ❝♦✜♥❛•✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛•s♦ ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r D ∆ 1 Ñ D { D Ź ▲❡t L ❜❡ t❤❡ ♥❡r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② D{ D Ź ❛♥❞ K t❤❡ ♥❡r✈❡ ♦❢ D✳ ❋♦r ❛♥② ♦❜•❡❝t x P D ✇❡ ❛•s♦ ❞❡✜♥❡ K x Ă K ∆ 1 t♦ ❜❡ t❤❡ ♥❡r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ D ∆ 1 s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜•❡❝ts y ď z ✇❤❡r❡ y ď x✳ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✻ ✭▲✉r✐❡✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ 8✲❝❛t❡❣♦r②✳ ▲❡t φ : K ∆ 1 Ñ C ❜❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❋♦r ❛♥② ✈❡rt❡① k P K✱ •❡t φ k ❞❡♥♦t❡ ❛ ❝♦•✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ K k Ñ K ∆ 1 φ Ñ C ❚❤❡♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ φ ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ♠❛♣ κ K ∆ 1 Ñ L κ Ñ C s✉❝❤ t❤❛t ✭✐✮ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝t♦r C κ{ Ñ C φ{ ✐s ❛ tr✐✈✐❛• ✜❜r❛t✐♦♥✳ ✭✐✐✮ ❋♦r ❛♥② ✈❡rt❡① k P K✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ p k{ Kq Ź Ñ L Ñ C ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠✳ |❡♠❛r❦ ✶✳✶✼✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ •❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❛••② st❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ colim kÑl φpk Ñ lq » colim kPK colim lP k{ K φpk Ñ lq ✇❤❡r❡ ❢♦r ❛♥② k Ñ k 1 ✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ colim lP k{ K φpk Ñ lq Ñ colim lP k 1 {K φpk 1 Ñ lq ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② colim lP k{ K φpk Ñ lq " Ð colim lP k 1 {K φpk Ñ k 1 Ñ lq Ñ colim lP k 1 {K φpk 1 Ñ lq Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ✐t❡♠ ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ❬❍❚❚✱ ✹✳✷✳✸✳✹( ❛♣♣•✐❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r D Ñ sSets{ K x Þ Ñ K x ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡♠✱ ✇❡ s✐♠♣•② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ x{ K Ñ K x ✐s ❝♦✜♥❛•✳ ✷✺ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✽✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• 8✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Ind V C ∆ 1 pB > C q » B > Ind V pCq ∆ 1 ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Ind U C ∆ 1 pB > C q » B > Ind U pCq ∆ 1 |❡♠❛r❦ ✶✳✶✾✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✧♣r♦✧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✽✳ ■❢ C ✐s ❛♥ 8✲❝❛t❡❣♦r② ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts ❛•• ♣✉••❜❛❝❦s t❤❡♥ Pro U pC op q ∆ 1 pB > C op q » B > Pro U pC op q |❡♠❛r❦ ✶✳✷✵✳ ❲❡ ❝❛♥ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛••② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✽ ❛s ❢♦••♦✇s✳ ❋♦r ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ f : x Ñ y ✐♥ Ind V pCq ❛♥❞ ❛♥② ❞✐❛❣r❛♠ f : K ˆ∆1 Ñ C ✇❤♦s❡ ❝♦•✐♠✐t ✐s f ✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ❢✉♥❝t♦r Ind V ˆcolim k xpkq { C { ȳpkq ˙Ñ x { Ind V pCq { y ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✕ ✇❤❡r❡ x " f p´, 0q ❛♥❞ ȳ " f p´, 1q✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛• ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿ Ind V ˆcolim k xpkq { C { ȳpkq ˙» Ind V ˆcolim kÑl xpkq { C { ȳplq ˙» Ind V ˆcolim k colim lP k{ K xpkq { C { ȳplq » lim k xpkq { Ind V ˆcolim lP k{ K C { yplq ˙» lim k xpkq { Ind V pCq { y » x { Ind V pCq { y Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡❛• ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Ind V ✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Ind U ✐s ✈❡r② s✐♠✐•❛r✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ ❝❛t❡❣♦r② Ind V pCq{ C{ Ind V pCq ψ G G Ind V pCq ∆ 2 p,q Ind V pCq ∆ 1 ˆC G G Ind V pCq ∆ 1 ˆInd V pCq ✇❤❡r❡ p ✐s ❛s ✐♥ •❡♠♠❛ ✶✳✶✸ ❛♥❞ q ✐s ✐♥❞✉❝❡s ❜② t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ t1u Ñ ∆ 2 ✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ Ind V pCq { C { Ind V pCq Ñ Ind V pCq ∆ 1 ✐s ❛ ❝♦❝❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ B > C B> C : Ind V ´C∆ 1 ¯» Ind V pCq ∆ 1 Ñ Cat V 8 ❚❤❡ ♠❛♣ ψ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ B> C Ñ B > Ind V pCq ∆ 1 ✳ ❚❤✐s ♥❛t✉r❛••② ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T : Ind V pB > C q » Ind V ˝´B > C ¯Ñ B > Ind V pCq ∆ 1 ▲❡t ♥♦✇ f : c Ñ d ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ Ind V pCq✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ❛♥❞ •❡t f : K Ñ C ∆ 1 s✉❝❤ t❤❛t f ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ f ✐♥ Ind V ´C∆ 1 ▲❡t φ : K ˆ∆1 Ñ C ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② f ✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② j : C Ñ Ind V pCq t❤❡ (♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ▲❡t p ❞❡♥♦t❡ ❛ ❝♦•✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠ pK ˆ∆1 q Ź Ñ Ind V pCq ❡①t❡♥❞✐♥❣ i˝φ✳ ❚❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ K » K ˆt1u Ñ K ˆ∆1 ✷✻ ✐s ❝♦✜♥❛• ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ p ✐s t❤✉s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ d✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ p t♦ K Ź » pK ˆt0uq Ź ❞❡✜♥❡s ❛ ❞✐❛❣r❛♠ c : K Ñ Ind V pCq{ d ✇❤♦s❡ ❝♦•✐♠✐t ✐s f ✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② c t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞✐❛❣r❛♠ c : K c G G Ind V pCq{ d G G Ind V pCq ∆ 1 » Ind V ´C∆ 1 ■t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ α : f Ñ c ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② p✳ ▲❡t ✉s r❡❝♦r❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✉s❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ c ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ C { d " Ind V pCq ∆ 1 Înd V pCqˆInd V pCq pC ˆtduq ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣ γ : K ∆ 1 ˆ∆1 ev,pr G G K ˆ∆1 φ G G C ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ḡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ K ∆ 1 Ñ C ∆ 1 ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ K id´G G K ∆ 1 ḡ G G C ∆ 1 ❡q✉❛•s f ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r h : K ∆ 1 ḡ G G C ∆ 1 B > C G G Cat V,fc 8 
Ind V G G Pr L,V 8 ✇❤❡r❡ Cat V,fc 8 ✐s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ V✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇✐t❤ ❛•• ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t K ✐s t❤❡ ♥❡r✈❡ ♦❢ ❛ ✜•t❡r❡❞ 1✲❝❛t❡❣♦r② D✳ ❯s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✶✳✶✻ ✭❛♥❞ ✐ts ♥♦t❛t✐♦♥s✮ ✇❡ ❣❡t ❛ ❞✐❛❣r❛♠ κ : L Ñ Pr L,V 8 s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛• ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s ´Pr L,V 8 ¯κ˝θ{ » ´Pr L,V 8 ¯κ{ » ´Pr L,V 8 ¯h{ » ´Pr L,V 8 ¯h˝id´{ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ α ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ♦❜ •❡❝t ♦❢ ´Pr L,V 8 ¯h˝id´{ » ´Pr L,V 8 ¯κ˝θ{ ■t ❞❡✜♥❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs K Ñ Pr L,V 8 A : κ ˝θ Ñ Ind V ˝U> C{ d pcq ▲❡t k ❜❡ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ K✳ ❯s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✶✳✸✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r A k ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ A ✐s t❤✉s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ t♦♦✳ ◆♦✇ ✉s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✶✳✾✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t T pf q ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② A K Ñ ´Pr L,V 8 ¯∆1 ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t T ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❲❡ ✇✐•• ✜♥✐s❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠♦r❡ r❡s✉•t✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ V✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ D ❜❡ ❛♥② p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ▲❡t g ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t♦r D Ñ C{ Cat V,L 8 ❛♥❞ •❡t g ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ g ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ❢✉♥❝t♦r C{ Cat V,L 8 Ñ Cat V 8 ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♦❜•❡❝t x P D✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② gpxq ❛❞♠✐ts ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts✳ ▲❡t ❛•s♦ α : O D Ñ g ❜❡ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ D ∆ 1 ş α G G tD ż g ~C ˆD F o o pr v v D ✷✼ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣ F ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② g✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r F ❛❞♠✐ts ❛ r❡•❛t✐✈❡ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t G ♦✈❡r D ✭s❡❡ ❬❍❆•❣✱ ✽✳✸✳✸(✮✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t♦r t D ❛❞♠✐ts ❛ s❡❝t✐♦♥ id ´✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♣ ∆ 1 Ñ ˚✳ ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r h : D Ñ C h : D id´G G D ∆ 1 G G ż g G G G C ˆD G G C ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② H : Ind U pDq Ñ Ind U pCq✱ ✉s✐♥❣ ❝♦r♦••❛r② ✶✳✽ H : Ind U pDq id´G G Ind U pDq ∆ 1 G G ż Ind U D pgq G G Ind U pCq ˆInd U pDq G G Ind U pCq ▲❡t ❛•s♦ I : Pro U pDq Ñ Pro U pCq ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐•❛r•②✱ ❜✉t ✉s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✿ I : Pro U pDq id´G G Pro U pDq ∆ 1 G G ż Pro U D pgq G G Pro U pCq ˆPro U pDq G G Pro U pCq ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✶✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t♦rs H ❛♥❞ Ind U phq : Ind U pDq Ñ Ind U pCq ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦rs I ❛♥❞ Pro U phq : Pro U pDq Ñ Pro U pCq ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t✳ |❡♠❛r❦ ✶✳✷✷✳ ❋♦r ❛♥ ❡♥•✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❡①❛♠♣•❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈✐t❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ •♦♦❦ ❛t r❡✲ ♠❛r❦ ✷✳✷✷ ♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✹✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡❛• ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ H ❛♥❞ Ind U phq✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s s✐♠✐•❛r✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ Ind U phq ❛♥❞ H t♦ D ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t ❀ ✭✐✐✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r H ♣r❡s❡r✈❡s U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ✐t❡♠ ✭✐✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ C ˆD G G Ind U pCq ˆInd U pDq ş g G G ş Ind U D pgq D G G Ind U pDq ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥s D Ñ ş g ❛♥❞ Ind U pDq Ñ ş Ind U D pgq ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜•❡✿ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❡s ş g G G ş Ind U D pgq D y y G G Ind U pDq y y ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥ts ş g Ñ C ˆD ❛♥❞ ş Ind U D pgq Ñ Ind U pCq ˆInd U pDq ❛r❡ ✇❡❛❦•② ❝♦♠♣❛t✐❜•❡✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ C ˆD G G 5 C Ind U pCq ˆInd U pDq ş g G G y y ş Ind U D pgq y y ✷✽ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs D h Ñ C Ñ Ind U pCq ❛♥❞ D Ñ Ind U pDq H Ñ Ind V pCq ❋♦r ❛♥② x P D✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ hpxq Ñ Hpxq ✐♥ Ind U pCq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝•✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✐t❡♠ ✭✐✮✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐t❡♠ ✭✐✐✮✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ •♦♦❦ ❛t ❛ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ x : K Ñ D✳ ▲❡t x ❞❡♥♦t❡ ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ x ✐♥ Ind U pDq✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② A t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ A " Ind U D pαq : O Ind U pDq Ñ Ind U D pgq " G ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t♦rs Ind U pDq Ñ Cat 8 ✳ ▲❡t ✉s ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② π ˚t❤❡ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t Gpxq Ñ Ind U pCq✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Hpxq » π ˚Ax pid x q✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦rs π ˚❛♥❞ A x ♣r❡s❡r✈❡ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ Hpxq ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ Ā : K x Ñ Ind U pDq { x Ax Ñ Gpxq πÑ Ind U pCq ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Hx : K ∆ 1 x∆ 1 G G D ∆ 1 G G ż g G G C ˆD G G C G G Ind U pCq ❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t K ✐s t❤❡ ♥❡r✈❡ ♦❢ ❛ ✜•t❡r❡❞ 1✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❯s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✶✳✶✻ ❛♥❞ ✐ts ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ Hx t♦ ❛ ♠❛♣ ζ : L Ñ Ind U pCq ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s Ind U pCq ζ˝θ{ » Ind U pCq ζ{ » Ind U pCq Hx{ » Ind U pCq Hx˝id´{ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Hx ˝id ´Ñ Ā✳ ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r✲ ♠❛t✐♦♥ ζ ˝θ Ñ Ā✳ ❯s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✶✳✼ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t Hpxq ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ K Ñ K ∆ 1 Hx Ñ Ind U pCq ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛•s K x Ñ D h Ñ C Ñ Ind U pCq✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥❝•✉❞❡ ✉s✐♥❣ ✐t❡♠ ✭✐✮✳ ✷✾ ✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ■♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s ❛♥❞ ❚❛t❡ st❛❝❦s ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡✈❡•♦♣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❚❛t❡ st❛❝❦s✳ ❚❤♦s❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜•❡❝ts ✇❤♦s❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✇❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❛❜•❡ t♦ ❞❡✜♥❡ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❢♦r♠s ♦♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❛•❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦s✳ ✷✳✶ ■♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② S ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ♦✈❡r s♦♠❡ ❜❛s❡ ✜❡•❞ k ❛♥❞ ❜② dSt S t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛s❡ S✳ ✷✳✶✳✶ ❈♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ♦❢ ❛ ♣r♦✲st❛❝❦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆ ♣r♦✲st❛❝❦ ♦✈❡r S ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ Pro U dSt S ✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Pro U dSt S ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣r♦✲st❛❝❦s ♦✈❡r R ✇✐t❤ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ t♦ S✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ▲❡t Perf : dSt op S Ñ Cat U 8 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ st❛❝❦ t♦ ✐ts ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② IPerf t❤❡ ❢✉♥❝t♦r IPerf " Ind U dSt op S pPerf q : pPro U dSt S q op Ñ Pr L 8 ✇❤❡r❡ Ind U ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✽✳ ❲❤❡♥❡✈❡r X ✐s ❛ ♣r♦✲st❛❝❦✱ ✇❡ ✇✐•• ❝❛•• IPerf pXq t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥❞✲❝♦♠♣•❡①❡s ♦♥ X✳ ■t ✐s U✲♣r❡s❡♥t❛❜•❡✳ ■❢ f : X Ñ Y ✐s ❛ ♠❛♣ ♦❢ ♣r♦✲st❛❝❦s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r IPerf pf q : IPerf pY q Ñ IPerf pXq ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ f I " IPerf pf q ❛♥❞ f I ˚✐ts r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✹✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♣r♦✲st❛❝❦ ❛♥❞ •❡t X : K op Ñ dSt S ❞❡♥♦t❡ ❛ U✲s♠❛•• ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐s ❛ •✐♠✐t ✐♥ Pro U dSt S ✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥❞✲♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s ♦♥ X ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② IPerf pXq " Ind U pcolim Perf p Xqq ■t t❤✉s ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ❬❍❆•❣✱ ✶✳✶✳✹✳✻ ❛♥❞ ✶✳✶✳✸✳✻( t❤❛t IPerf pXq ✐s st❛❜•❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛•s♦ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t IPerf pXq " colim IPerf p Xq P Pr L,V 8 ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ IPerf ˚p Xq : K Ñ dSt op S Ñ Pr L,V 8 » pPr R,V 8 q op ✸✶ ❆♥ ♦❜•❡❝t E ✐♥ IPerf pXq ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❛t✉♠ ♦❢ ❛♥ ♦❜•❡❝t p k˚E ♦❢ IPerf pX k q ❢♦r ❡❛❝❤ k P K ✖ ✇❤❡r❡ X k " Xpkq ❛♥❞ p k : X Ñ X k ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ✖ ❛♥❞ ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐•✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♣r♦✲st❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣r♦✲♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s PPerf pXq " pIPerf pXqq op ❚❤❡ ❞✉❛•✐t② Perf p´q " Ñ pPerf p´qq op ✐♠♣•✐❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ PPerf pXq » Pro U pcolim Perf p Xqq ✇❤❡♥❡✈❡r X : K op Ñ dSt S ✐s ❛ ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐s ❛ •✐♠✐t ✐♥ Pro U dSt S ✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Tate U P : pPro U dSt S q op Ñ Cat V,st,id 8 Tate U P " Tate U dSt op S pPerf q |❡♠❛r❦ ✷✳✼✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r Tate U P ♠❛♣s ❛ ♣r♦✲st❛❝❦ X ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❞✐❛❣r❛♠ X : K op Ñ dSt S t♦ t❤❡ st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② Tate U P pXq " Tate U pcolim Perf p Xqq ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Tate U P Ñ Pro U ˝IPerf ❋r♦♠ •❡♠♠❛ ✶✳✶✵ ✇❡ ❛•s♦ ❣❡t ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• Tate U P Ñ Ind U ˝PPerf ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽✳ ▲❡t Qcoh : dSt op S Ñ Cat V 8 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ t♦ ✐ts ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛✈❡s✳ ■t ♠❛♣s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❝❦s t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣✉••❜❛❝❦ ❢✉♥❝t♦r✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② IQcoh t❤❡ ❢✉♥❝t♦r IQcoh " Ind U dSt op S pQcohq : pPro U dSt S q op Ñ Cat V 8 ■❢ f : X Ñ Y ✐s ❛ ♠❛♣ ♦❢ ♣r♦✲st❛❝❦s✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② f I t❤❡ ❢✉♥❝t♦r IQcohpf q✳ ❲❡ ❛•s♦ ❞❡✜♥❡ IQcoh ď0 " Ind U dSt op S pQcoh ď0 q t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ♠♦❞✉•❡s✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✾✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ IPerf Ñ IQcoh ❀ ❢♦r ❛♥② ♠❛♣ f : X Ñ Y ♦❢ ♣r♦✲st❛❝❦s✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ IPerf pY q G G f I IQcohpY q f I IPerf pXq G G IQcohpXq ❚❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t♦rs ❞❡♥♦t❡❞ ❜② f I ❛r❡ t❤✉s ❝♦♠♣❛t✐❜•❡✳ ▲❡t ✉s ❛•s♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f I : IQcohpY q Ñ IQcohpXq ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ ❲❡ ♥❡①t s❤♦✇ t❤❛t ✐t s♦♠❡t✐♠❡s ❤❛s ♦♥❡✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ▲❡t f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ♣r♦✲st❛❝❦s✳ ■❢ Y ✐s ❛❝t✉❛••② ❛ st❛❝❦ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f I : IQcohpY q Ñ IQcohpXq ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ ✸✷ Pr♦♦❢✳ ■t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ❝♦r♦••❛r② ✶✳✽✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ▲❡t f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ♣r♦✲st❛❝❦s✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② f IQ ˚t❤❡ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ f I : IQcohpY q Ñ IQcohpXq ✐❢ ✐t ❡①✐sts✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✶✷✳ ■♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ IPerf pXq G G 5 C IQcohpXq IPerf pY q f I ˚y y G G IQcohpY q f IQ ẙy ■t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♣r♦✲st❛❝❦ ♦✈❡r S✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛• s❤❡❛❢ O X ♦❢ X ✐s t❤❡ ♣✉••✲❜❛❝❦ ♦❢ O S ❛•♦♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛• ♠❛♣ X Ñ S✳ ❊①❛♠♣•❡ ✷✳✶✹✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♣r♦✲st❛❝❦ ♦✈❡r S ❛♥❞ X : K op Ñ dSt S ❜❡ ❛ U✲s♠❛•• ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐s ❛ •✐♠✐t ✐♥ Pro U dSt S ✳ ▲❡t k ❜❡ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ K✱ •❡t X k ❞❡♥♦t❡ Xpkq ❛♥❞ •❡t p k ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ ♦❢ ♣r♦✲st❛❝❦s X Ñ X k ✳ ■❢ f : k Ñ l ✐s ❛♥ ❛rr♦✇ ✐♥ K✱ ✇❡ ✇✐•• ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② f t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ st❛❝❦s Xpf q✳ ❲❡ ❤❛✈❡ pp k q IQ ˚pO X q » colim f : kÑl f ˚OX l ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤✐s ✉s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✶✳✼ pp k q IQ ˚pO X q » pp k q IQ ˚pp k q I pO X k q » colim f : kÑl f ˚f ˚pO X k q » colim f : kÑl f ˚OX l ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ st❛❝❦ ♦✈❡r S✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r QcohpT q ď0 Ñ B > dSt op S pid T q » ´T { dSt T ¯op ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛❢ E t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ T Ñ T rEs Ñ T ✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❢✉♥❝t♦r✐❛• ✐♥ T ❛♥❞ ❛❝t✉❛••② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ex : Qcoh ď0 Ñ B > dSt op S pid ´q ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs dSt op S Ñ Cat V 8 ✕ r❡❝❛•• ♥♦t❛t✐♦♥ B > ❢r♦♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✹✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② Ex Pro t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ex Pro " Ind U dSt op S pExq : IQcoh ď0 Ñ Ind U dSt op S pB > dSt op S pid ´qq » B > pPro U dStS q op pid ´q ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t♦rs pPro U dSt S q op Ñ Cat 8 ✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐✲ t✐♦♥ ✶✳✶✽✳ ■❢ X ✐s ❛ ♣r♦✲st❛❝❦ ❛♥❞ E P IQcohpXq ď0 t❤❡♥ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② X Ñ XrEs Ñ X t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ E ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Ex Pro pXq✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✶✻✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t♦r✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♣r♦✲st❛❝❦ ❛♥❞ •❡t X : K op Ñ dSt S ❞❡♥♦t❡ ❛ U✲s♠❛•• ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐s ❛ •✐♠✐t ✐♥ Pro U dSt S ✳ ❋♦r ❡✈❡r② k P K ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝t♦r pQcohpX k qq op X k r´s G G X k{dSt X k ´ˆX k X G G X{ Pro U dSt X ❚❤✐s ✐s ❢✉♥❝t♦r✐❛• ✐♥ k ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r `colim Qcohp Xq ˘op Ñ X{ Pro U dSt X ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣•✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r Xr´s : pIQcohpXqq op Ñ X { Pro U dSt X ✸✸ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♣r♦✲st❛❝❦✳ • ❲❡ ✜♥❛••② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦✈❡r X ✿ DerpX, ´q " Map X{´{S pXr´s, Xq : IQcohpXq ď0 Ñ sSets • ❲❡ s❛② t❤❛t X ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r DerpX, ´q ✐s ❝♦r❡♣r❡s❡♥t❛❜•❡ ✕ ✐❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ L X{S P IQcohpXq s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② E P IQcohpXq ď0 DerpX, Eq » MappL X{S , Eq ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✳ ▲❡t dSt Art S ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ dSt S s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦s ♦✈❡r S✳ ❆♥ ❆rt✐♥ ♣r♦✲st❛❝❦ ✐s ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ Pro U dSt Art S ✳ ▲❡t dSt Art,lfp S t❤❡ ❢✉•• s✉❜✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ dSt Art S s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦s •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦✈❡r S✳ ❆♥ ❆rt✐♥ ♣r♦✲st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ Pro U dSt Art,lfp S Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✳ ❆♥② ❆rt✐♥ ♣r♦✲st❛❝❦ X ♦✈❡r S ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① L X{S ✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t X : K op Ñ dSt Art S ✐s ❛ U✲s♠❛•• ❝♦✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐s ❛ •✐♠✐t ✐♥ Pro U dSt Art S ✳ ❲❤❡♥ k ✐s ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ K✱ •❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② X k t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ Xpkq✳ ■❢ f : k Ñ l ✐s ❛♥ ❛rr♦✇ ✐♥ K✱ ✇❡ ✇✐•• ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② f : X l Ñ X k t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ st❛❝❦s Xpf q✳ ❚❤❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉•❛ L X{S " colim k p k L X k {S P Ind U `colim Qcohp Xq ˘» IQcohpXq ✇❤❡r❡ p k ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣ X Ñ X k ✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉•❛ st❛♥❞s p k IQ ˚LX{S » colim f : kÑl f ˚LX l {S ■❢ X ✐s ♠♦r❡♦✈❡r •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦✈❡r S✱ t❤❡♥ ✐ts ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ❜❡•♦♥❣s t♦ IPerf pXq✳ ❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ •❡t ✉s ✜① t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❢✉•• s✉❜✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛♥ 8✲❝❛t❡❣♦r② D✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ O D : d Þ Ñ D{ d t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t♦r D : D Ñ Cat 8 ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② O C D t❤❡ ✜❜❡r ♣r♦❞✉❝t O C D " O D DC : D Ñ Cat 8 |❡♠❛r❦ ✷✳✷✶✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r O C D : D Ñ Cat 8 ♠❛♣s ❛♥ ♦❜•❡❝t d P D t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❛ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦❜•❡❝ts ✐♥ C ♦✈❡r d C { d " pC ˆtduq D ˆD D ∆ 1 ❚❤❡ •❡♠♠❛ ✶✳✸ st✐•• ❤♦•❞s ✇❤❡♥ r❡♣•❛❝✐♥❣ O C ❜② O C D ✳ Pr♦♦❢ ✭♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ❞❡✜♥❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ λ : O pdSt Art S q op dSt op S Ñ Qcohp´q ❚♦ ❛♥② st❛❝❦ T ❛♥❞ ❛♥② ❆rt✐♥ st❛❝❦ U ♦✈❡r S ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ f : T Ñ U ✱ ✐t ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♠♣•❡① f ˚LU {S ♦♥ T ✳ ❆♣♣•②✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Ind U dSt op S ✇❡ ❣❡t ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ λ Pro λ Pro " Ind U dSt op S pλq : O pPro U dSt Art S q op pPro U dStS q op Ñ IQcohp´q ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐t t♦ X ✇❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r λ Pro X : ´X{ Pro U dSt Art S ¯op Ñ IQcohpXq ✸✹ ▲❡t ✉s s❡t L X{S " λ Pro X pXq P IQcohpXq✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ L X{S » colim k p k L X k {S ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✉♥✐✈❡rs❛• ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r DerpX, ´q ✐s t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ K op Ñ FctpIQcohpXq ď0 , sSetsq Map X{´{S pXr´s, Xq ❚❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ❢❛❝t♦rs ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ δ : K op Ñ Fct `colim Qcohp Xq ď0 , sSets ˘» lim FctpQcohp Xq ď0 , sSetsq ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r MappL X{S , ´q ✐s t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ K op µ G G lim FctpQcohp Xq ď0 , sSetsq G G FctpIQcohpXq ď0 , sSetsq ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛• ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ λ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ δ ❛♥❞ µ✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉•❛ ❢♦r p k IQ ˚LX{S ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ •❡♠♠❛ ✶✳✷✶ ❛♥❞ t❤❡ •❛st st❛t❡♠❡♥t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✷✷ ✭❛❜♦✉t •❡♠♠❛ ✶✳✷✶✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❝♦♠♣•❡① ♦❢ t❤❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ♦❢ ❛ ♣r♦✲st❛❝❦✳ ❖♥❡ ❝♦✉•❞ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r L 1 : dSt Art S op Ñ QcohpSq ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ π : Y Ñ S t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t ♠♦❞✉•❡ π ˚LY {S ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ✐t Ind U pL 1 q : Pro U dSt Art S op Ñ Ind U QcohpSq " IQcohpSq ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❜✉✐•❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ♦❢ ❛ ♣r♦✲st❛❝❦ ̟ : X Ñ S ❛s ❛❜♦✈❡ L X{S P IQcohpXq ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ̟ IQ ˚LX{S P IQcohpSq✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r L 2 : Pro U dSt Art S op Ñ IQcohpSq pX ̟ Ñ Sq Þ Ñ ̟ IQ ˚LX{S ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤♦s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ♣r❡❝✐s❡•② t❤❡ r♦•❡ ♦❢ •❡♠♠❛ ✶✳✷✶✳ ■t s❤♦✇s ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs Ind U pL 1 q ❛♥❞ L 2 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✷✸✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥❞✲q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t ♠♦❞✉•❡s ♦♥ ❛ ♣r♦✲st❛❝❦ ✐s ❜✉✐•❞ ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠❛r❦ t♦ ❤♦•❞✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✷✹✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❝t✉❛••② ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣r♦✲st❛❝❦ X✱ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t♦rs IQcohpXq ď0 ˆX{ dSt Art S Ñ sSets ❞❡✜♥❡❞ ❜② pE, Y q Þ Ñ Map X{´{S pXrEs, Y q pE, Y q Þ Ñ Map IQcohpXq pλ Pro X pY q, Eq ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t✳ ✸✺ ✷✳✶✳✷ ❈♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✺✳ ❆♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ✐s ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② IPdSt S " Ind U Pro U dSt S ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✻✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r PIPerf : pIPdSt S q op Ñ Cat V 8 ❛s PIPerf " Pro U pPro U dStS q op pIPerf q ✇❤❡r❡ Pro U ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✽✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② f PI t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f PI " PIPerf pf q : PIPerf pY q Ñ PIPerf pXq |❡♠❛r❦ ✷✳✷✼✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦✳ ▲❡t X : K Ñ Pro U dSt S ❞❡♥♦t❡ ❛ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ IPdSt S ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ PIPerf pXq » lim Pro U pIPerf p Xqq ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t f PI ˚✳ ■t ✐s t❤❡ ♣r♦✲❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t f I ˚t♦ f I ✳ ❚❤✐s r❡s✉•t ❡①t❡♥❞s t♦ ❛♥② ♠❛♣ f ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s s✐♥❝❡ t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥s ✐s st✐•• ❛♥ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✽✳ ▲❡t f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s✳ ■❢ Y ✐s ❛ ♣r♦✲st❛❝❦ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f PI : PIPerf pY q Ñ PIPerf pXq ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✾✳ ▲❡t f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s✳ ■❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f PI : PIPerf pY q Ñ PIPerf pXq ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② f PI ˚✳ Pr♦♦❢ ✭♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ■❢ ❜♦t❤ X ❛♥❞ Y ❛r❡ ♣r♦✲st❛❝❦s✱ t❤❡♥ f PI ˚" Pro U pf I ˚q ✐s r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ f PI " Pro U pf I q✳ ▲❡t ♥♦✇ X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ❛♥❞ •❡t X : K Ñ Pro U dSt S ❞❡♥♦t❡ ❛ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ IPdSt S ✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ f PI : PIPerf pY q Ñ PIPerf pXq » lim PIPerf p Xq ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t f PI ˚t❤❡♥ ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✵✳ ▲❡t X P IPdSt S ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ IPPerf pXq " pPIPerf pXqq op ✳ ■❢ X ✐s t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ IPdSt S ♦❢ ❛ ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ K Ñ Pro U dSt S t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ IPPerf pXq » limpInd U ˝PPerf ˝Xq ❚❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r Tate U IP pXq Ñ IPPerf pXq✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② p´q _ : IPPerf pXq Ñ pPIPerf pXqq op t❤❡ ❞✉❛•✐t② ❢✉♥❝t♦r✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✶✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Tate U IP : pIPdSt S q op Ñ Cat V,st,id 8 ❛s t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Tate U P ❛•♦♥❣ t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ pPro U dSt S q op Ñ pIPdSt S q op ✳ ■t ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Tate U IP Ñ PIPerf ❋♦r ❛♥② X P IPdSt S ✱ ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ Tate U IP pXq ✇✐•• ❜❡ ❝❛••❡❞ ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡ ♦♥ X✳ ✸✻ |❡♠❛r❦ ✷✳✸✷✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts✿ ❛ ♠♦❞✉•❡ E P PIPerf pXq ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣r♦✲st❛❝❦ U ❛♥❞ ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ f : U Ñ X P IPdSt S ✱ t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ f IP pEq ✐s ✐♥ Tate U P pU q✳ ▲❡t ✉s ❛•s♦ r❡♠❛r❦ ❤❡r❡ t❤❛t ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✸✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ♦✈❡r S✳ ❚❤❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦rs Tate U IP pXq G G PIPerf pXq p´q _ pIPPerf pXqq op ´Tate U IP pXq ¯op o o ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ p´q _ : Tate U IP pXq » ´Tate U IP pXq ¯op Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦r♦••❛r② ♦❢ •❡♠♠❛ ✶✳✶✵✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✹✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ PIQcoh : pIPdSt S q op Ñ Cat V 8 t♦ ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r PIQcoh " Pro U pPro U dStS q op pIQcohq ❋r♦♠ r❡♠❛r❦ ✵✳✶✺✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ X✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② PIQcohpXq ❛❞♠✐ts ❛ ♥❛t✉r❛• ♠♦♥♦✐❞❛• str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❛•s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜❢✉♥❝t♦r PIQcoh ď0 " Pro U pPro U dSt S q op pIQcoh ď0 q |❡♠❛r❦ ✷✳✸✺✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛• ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ X " colim α lim β X αβ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② PIQcohpXq " lim α Pro U Ind U ˆcolim β Perf pX αβ q ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✻✳ ▲❡t f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② f PI t❤❡ ❢✉♥❝t♦r PIQcohpf q✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ✐t ❡①✐sts✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② f PIQ ˚t❤❡ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ f PI ✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✼✳ ▲❡t f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s✳ ■❢ Y ✐s ❛❝t✉❛••② ❛ st❛❝❦✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝t♦r f PI ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② s✐♠✐•❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✽ ❜✉t ✉s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✸✽✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ PIPerf Ñ PIQcoh✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ f PI ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ♠❛♣ f : X Ñ Y ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥•② ❛ s♠❛•• ❛❜✉s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② s✉❝❤ ♠❛♣ f : X Ñ Y ✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥ts ❞r❛✇♥ ❜❡•♦✇ ❡①✐st✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥ PIPerf pY q G G f PI ˚ PIQcohpY q f PIQ PIPerf pXq G G Q Y PIQcohpXq ■t ✐s ❣❡♥❡r❛••② ♥♦t ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✾✳ ▲❡t Ex IP ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Pro U pPro U dStS q op pEx Pro q Ex IP : PIQcoh ď0 Ñ Pro U pPro U dStS q op ´B> pPro U dStS q op pid ´q¯» B > pIPdStS q op pid ´q ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs pIPdSt S q op Ñ Cat 8 ✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ r❡♠❛r❦ ✶✳✶✾✳ ■❢ X ✐s ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ❛♥❞ E P PIQcohpXq ď0 t❤❡♥ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② X Ñ XrEs Ñ X t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ E ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Ex IP pXq : PIQcohpXq ď0 Ñ ´X{ IPdSt X ¯op ✸✼ |❡♠❛r❦ ✷✳✹✵✳ ▲❡t ✉s ❞❡❝✐♣❤❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ▲❡t X " colim α lim β X αβ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ❛♥❞ •❡t E ❜❡ ❛ ♣r♦✲✐♥❞✲♠♦❞✉•❡ ♦✈❡r ✐t✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ E ✐s t❤❡ ❞❛t✉♠✱ ❢♦r ❡✈❡r② α✱ ♦❢ ❛ ♣r♦✲✐♥❞✲♦❜•❡❝t E α ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② colim β Qcoh ď0 pX αβ q✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ E α " lim γ colim δ E α γδ ✳ ❋♦r ❛♥② γ ❛♥❞ δ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ β 0 pγ, δq s✉❝❤ t❤❛t E α γδ ✐s ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡ ♦❢ Qcoh ď0 pX αβ0pγ,δq q✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ XrEs " colim α,γ lim δ lim βěβ0pγ,δq X αβ rE γδ s P IPdSt S ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦✳ • ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦♥ X DerpX, ´q " Map X{´{S pXr´s, Xq • ❲❡ s❛② t❤❛t X ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts L X{S P PIQcohpXq s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② E P PIQcohpXq ď0 DerpX, Eq » MappL X{S , Eq • ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t f : X Ñ Y ✐s ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s ❛♥❞ t❤❛t Y ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡①✳ ❲❡ s❛② t❤❛t f ✐s ❢♦r♠❛••② ét❛•❡ ✐❢ X ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ f ˚LY {S Ñ L X{S ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✷✳ ❆♥ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ♦✈❡r S ✐s ❛♥ ♦❜•❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② IPdSt Art S " Ind U Pro U dSt Art S ❆♥ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ IPdSt Art,lfp S " Ind U Pro U dSt Art,lfp S Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✸✳ ❆♥② ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ X ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① L X{S P PIQcohpXq ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t X : K Ñ Pro dSt Art S ✐s ❛ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ IPdSt Art S ✳ ❋♦r ❛♥② ✈❡rt❡① k P K ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② X k t❤❡ ♣r♦✲st❛❝❦ Xpkq ❛♥❞ ❜② i k t❤❡ str✉❝t✉r❛• ♠❛♣ X k Ñ X✳ ❋♦r ❛♥② f : k Ñ l ✐♥ K✱ •❡t ✉s ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② f t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ X k Ñ X l ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛•• k P K i k,PI L X{S » lim f : kÑl f I L X l {S P PIQcohpX k q ■❢ ♠♦r❡♦✈❡r X ✐s •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♥ L X{S ❜❡•♦♥❣s t♦ PIPerf pXq✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛•• t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ λ Pro ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ λ Pro " Ind U dSt op S pλq : O pPro U dSt Art S q op pPro U dStS q op Ñ IQcohp´q ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs pPro U dSt S q op Ñ Cat 8 ✳ ❆♣♣•②✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Pro U pPro U dStS q op ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ λ IP λ IP " Pro U pPro U dStS q op `λPro ˘: O pIPdSt Art S q op pIPdStS q op Ñ PIQcohp´q ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t♦rs pIPdSt S q op Ñ Cat 8 ✳ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ t♦ X ✇❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r λ IP X : ´X{ IPdSt Art S ¯op Ñ PIQcohpXq ✸✽ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ L X{S " λ IP X pXq✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ i k,PI L X{S » lim λ Pro X k p Xq » lim f : kÑl f I L X l {S ❢♦r ❡✈❡r② k P K✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉♥✐✈❡rs❛• ♣r♦♣❡rt②✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡✈❡r② k P K t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs Map X k {´{S pX k r´s, Xq ❛♥❞ Map PIQcohpX k q pi k,PI L X{S , ´q ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ PIQcohpX k q ď0 ✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ♣r♦✲❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ PIQcohpX k q ď0 ♦❢ t❤❡✐r r❡str✐❝t✐♦♥s IQcohpX k q ď0 Ñ sSets✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❢✉♥❝t♦r Map X k {´{S pX k r´s, Xq ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ Map X k {´{S pX k r´s, Xq : ´k{ K ¯op Ñ FctpIQcohpX k q ď0 , sSetsq ✇❤✐•❡ Map PIQcohpX k q pi k,PI L X{S , ´q ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t t♦ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ Map IQcohpX k q pλ Pro X k p Xq, ´q : ´k{ K ¯op Ñ FctpIQcohpX k q ď0 , sSetsq ❲❡ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ r❡♠❛r❦ ✷✳✷✹✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✹✳ ▲❡t X P IPdSt Art S ✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② π : X Ñ S t❤❡ str✉❝t✉r❛• ♠❛♣✳ ▲❡t ❛•s♦ LIP ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ´IPdSt Art S ¯op Ñ Pro U Ind U QcohpSq ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r pdSt Art S q op Ñ QcohpSq ♠❛♣♣✐♥❣ f : T Ñ S t♦ f ˚LT {S ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ π PIQ ˚LX{S » LIP pXq Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ π PIQ ˚✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✼✳ ❚❤❡ r❡s✉•t t❤❡♥ ❢♦••♦✇s ❜② ❛♣♣•②✐♥❣ •❡♠♠❛ ✶✳✷✶ t✇✐❝❡✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✺✳ ▲❡t X ❜② ❛♥ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦✈❡r S✳ ❲❡ ✇✐•• ❝❛•• t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ♦❢ X t❤❡ ✐♥❞✲♣r♦✲♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡① ♦♥ X T X{S " L _ X{S P IPPerf pXq ✷✳✶✳✸ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ♣r♦✲str✉❝t✉r❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✻✳ ▲❡t Y ❛♥❞ Z ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✐s tr✉❡ ✭✐✮ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣ MappZ, Y q Ñ lim n Mappτ ďn Z, Y q ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡❀ ✭✐✐✮ ■❢ Y ✐s q✲❆rt✐♥ ❛♥❞ Z ✐s m✲tr✉♥❝❛t❡❞ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ s♣❛❝❡ MappZ, Y q ✐s pm `qq✲tr✉♥❝❛t❡❞✳ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❜♦t❤ ✐t❡♠s r❡❝✉rs✐✈❡•② ♦♥ t❤❡ ❆rt✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ Z✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Z ❛✣♥❡ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❍❆•✷✱ ❈✳✵✳✶✵ ❛♥❞ ✷✳✷✳✹✳✻(✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉•t ✐s tr✉❡ ❢♦r n✲❆rt✐♥ st❛❝❦s✳ ▲❡t Z ❜❡ pn `1q✲ ❆rt✐♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛t•❛s u : U Ñ Z✳ ▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t ❢♦r k P N t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ τ ďk u : τ ďk U Ñ τ ďk Z ✐s ❛•s♦ ❛ s♠♦♦t❤ ❛t•❛s ✖ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ τ ďk U » U ˆZ τ ďk Z✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② U ' t❤❡ ♥❡r✈❡ ♦❢ u ❛♥❞ ❜② τ ďk U ' t❤❡ ♥❡r✈❡ ♦❢ τ ďk u✳ ❇❡❝❛✉s❡ k✲tr✉♥❝❛t❡❞ st❛❝❦s ❛r❡ st❛❜•❡ ❜② ✢❛t ♣✉••❜❛❝❦s✱ t❤❡ ❣r♦✉♣♦✐❞ τ ďk U ' ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ τ ďk pU ' q✳ ❲❡ ❤❛✈❡ MappZ, Y q » lim rpsP∆ MappU p , Y q » lim rpsP∆ lim k Mappτ ďk U p , Y q » lim k Mappτ ďk Z, Y q ❚❤❛t ♣r♦✈❡s ✐t❡♠ ✭✐✮✳ ■❢ ♠♦r❡♦✈❡r Z ✐s m✲tr✉♥❝❛t❡❞✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣•❛❝❡ U ❜② τ ďm U ✳ ■❢ ❢♦••♦✇s t❤❛t MappZ, Y q ✐s ❛ •✐♠✐t ♦❢ pm `qq✲tr✉♥❝❛t❡❞ s♣❛❝❡s✳ ❚❤✐s ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✐✐✮✳ ✸✾ ❲❡ ✇✐•• ✉s❡ t❤✐s ✇❡•• ❦♥♦✇♥ •❡♠♠❛✿ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✼✳ ▲❡t S : ∆ Ñ sSets ❜❡ ❛ ❝♦s✐♠♣•✐❝✐❛• ♦❜•❡❝t ✐♥ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡ts✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② rps P ∆ t❤❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t S p ✐s n✲❝♦❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ lim rpsP∆ S p Ñ lim rpsP∆ pďn`1 S p ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✽✳ ▲❡t X : N op Ñ dSt S ❜❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ s✉❝❤ t❤❛t ✭✐✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts m P N ❛♥❞ n P N s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② k P K t❤❡ st❛❝❦ Xpkq ✐s n✲❆rt✐♥✱ m✲tr✉♥❝❛t❡❞ ❛♥❞ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥❀ ✭✐✐✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ū : N ˆ∆1 Ñ dSt S s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ū t♦ N ˆt1u ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ X✱ ❡✈❡r② ♠❛♣ ūpkq : ūpkqp0q Ñ ūpkqp1q » Xpkq ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❛t•❛s ❛♥❞ t❤❡ •✐♠✐t lim k ūpkq ✐s ❛♥ ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✳ ■❢ Y ✐s ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠♦r♣❤✐s♠ colim Map `X, Y ˘Ñ Map `lim X, Y ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t r❡❝✉rs✐✈❡•② ♦♥ t❤❡ ❆rt✐♥ ❞❡❣r❡❡ n✳ ■❢ n ❡q✉❛•s 0✱ t❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣•❡ r❡❢♦r♠✉•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Y ✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❛t ❤❛♥❞ ✐s tr✉❡ ❢♦r s♦♠❡ n ❛♥❞ •❡t Xp0q ❜❡ pn `1q✲❆rt✐♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s ūpkq✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❞✐❛❣r❛♠ Z : N op ˆ∆op Ñ dSt S ◆♦t❡ t❤❛t Z ❤❛s ✈❛•✉❡s ✐♥ n✲❆rt✐♥ st❛❝❦s✳ ❚❤❡ •✐♠✐t lim k ūpkq ✐s ❛•s♦ ❛♥ ❛t•❛s ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ colim rpsP∆ lim kPN Zpkq p Ñ lim kPN colim rpsP∆ Zpkq p » lim X ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ✇r✐t❡ Map `lim X, Y ˘» Map ˆcolim rpsP∆ lim kPN Zpkq p , Y » lim rpsP∆ Map ˆlim kPN Zpkq p , Y » lim rpsP∆ colim kPN Map `Zpkq p , Y ❲❡ ❛•s♦ ❤❛✈❡ colim Map `X, Y ˘» colim kPN lim rpsP∆ Map `Zpkq p , Y ■t t❤✉s s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡ts colim kPN lim rpsP∆ Map `Zpkq p , Y ˘Ñ lim rpsP∆ colim kPN Map `Zpkq p , Y ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ▲❡t ✉s ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ Zpkq p ✐s m✲tr✉♥❝❛t❡❞✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ m✲ tr✉♥❝❛t❡❞ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s ❛•♦♥❣ ✢❛t ♠❛♣s✳ ▲❡t q ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t Y ✐s q✲❆rt✐♥✳ ❚❤❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t Mapp Zpkq p , Y q ✐s t❤❡♥ pm `qq✲❝♦❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✭•❡♠♠❛ ✷✳✹✻✮✳ ■t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ •❡♠♠❛ ✷✳✹✼ t❤❛t t❤❡ •✐♠✐t ❛t ❤❛♥❞ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ✹✵ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✾✳ ▲❡t M : N op Ñ sSets ❜❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❋♦r ❛♥② i P N ❛♥❞ ❛♥② ♣♦✐♥t x " px n q P lim M ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ 0 G G lim n 1 π i`1 p M pnq, x n q G G π i ´lim n M pnq, x ¯G G lim n π i p M pnq, x n q G G 0 ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❛t •❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬❍✐r(✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✵✳ ▲❡t M : N op ˆK Ñ sSets ❞❡♥♦t❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡ K ✐s ❛ ✜•t❡r❡❞ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t✳ ■❢ ❢♦r ❛♥② i P N t❤❡r❡ ❡①✐sts N i s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② n ě N i ❛♥❞ ❛♥② k P K t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ M pn, kq Ñ M pn ´1, kq ✐s ❛♥ i✲❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣ φ : colim kPK lim nPN M pn, kq Ñ lim nPN colim kPK M pn, kq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❲❡ r❡❝❛•• t❤❛t ❛♥ i✲❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦❢ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡ts ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦♥ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ •♦✇❡r ♦r ❡q✉❛• t♦ i✳ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t K ❛❞♠✐ts ❛♥ ✐♥✐t✐❛• ♦❜•❡❝t k 0 ✳ ▲❡t ✉s ✇r✐t❡ M nk ✐♥st❡❛❞ ♦❢ M pn, kq✳ ▲❡t ✉s ✜① i P N✳ ■❢ i ě 1✱ ✇❡ ❛•s♦ ✜① ❛ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t x P lim n M nk0 ✳ ❊✈❡r② ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣ ❜❡•♦✇ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t x ♦r ❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♣♦✐♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② x✳ ❲❡ ✇✐•• ♦♠✐t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ s❤♦rt ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s 0 G G colim k lim n 1 π i`1 pM nk q G G colim k π i ´lim n M nk ¯G G colim k lim n π i pM nk q G G 0 0 G G lim n 1 colim k π i`1 pM nk q G G π i ˆlim n colim k M nk ˙G G lim n colim k π i pM nk q G G 0 ❲❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ❡✈❡r② •✐♠✐t t♦ n ě N i`1 ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ •✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ s♦ ❛r❡ t❤❡ 1✲•✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ •❡❢t✳ ■❢ ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛• ♠❛♣s ♦♥ t❤❡ s✐❞❡s ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✱ ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ ♠✐❞❞•❡ ♠❛♣✳ ❚❤✐s ❜❡❣✐♥ tr✉❡ ❢♦r ❛♥② i✱ ✇❡ ❝♦♥❝•✉❞❡ t❤❛t φ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✶✳ ▲❡t X : N op Ñ dSt S ❜❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❲❡ s❛② t❤❛t X ✐s ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ ✐❢ ✭✐✮ ❋♦r ❛♥② k P N t❤❡ st❛❝❦ Xpkq ✐s ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥❀ ✭✐✐✮ ❋♦r ❛♥② k P N t❤❡ ♠❛♣ Xpk Ñ k `1q : Xpk `1q Ñ Xpkq ✐s ❛✣♥❡❀ ✭✐✐✐✮ ❚❤❡ st❛❝❦ Xp0q ✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❢ X ✐s t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ X ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣r♦st❛❝❦s✱ ✇❡ ✇✐•• ❛•s♦ s❛② t❤❛t X ✐s ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r X✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✷✳ ▲❡t X : N op Ñ dSt S ❜❡ ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠✳ ■❢ Y ✐s ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠♦r♣❤✐s♠ colim Map `X, Y ˘Ñ Map `lim X, Y ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ❛♥② n✱ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r τ ďn ♣r❡s❡r✈❡s s❤② ❞✐❛❣r❛♠s✱ •❡t ✉s ✉s❡ •❡♠♠❛ ✷✳✹✻ ❛♥❞ •❡♠♠❛ ✷✳✹✽ Mapplim X, Y q » lim n Mappτ ďn plim Xq, Y q » lim n Mapplim τ ďn X, Y q » lim n colim Mappτ ďn X, Y q ✹✶ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ colim Mapp X, Y q » colim lim n Mappτ ďn X, Y q ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣ φ : colim lim n Mappτ ďn X, Y q Ñ lim n colim Mappτ ďn X, Y q ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ •❡♠♠❛ ✷✳✺✵✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✮ ❋♦r ❛♥② i P N t❤❡r❡ ❡①✐sts N i P N s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② n ě N i ❛♥❞ ❛♥② k P N t❤❡ ♠❛♣ p n,k : Map `τďn Xpkq, Y ˘Ñ Map `τďn´1 Xpkq, Y ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ π j ✬s ❢♦r ❛♥② j ď i✳ ❋♦r ❛♥② ♠❛♣ f : τ ďn´1 Xpkq Ñ Y ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② F n,k pf q t❤❡ ✜❜r❡ ♦❢ p n,k ❛t f ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② s✉❝❤ f t❤❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t F n,k pf q ✐s i✲❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✳ ▲❡t t❤✉s f ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠❛♣s✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ τ ďn Xpkq ✐s ❛ sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ τ ďn´1 Xpkq ❜② ❛ ♠♦❞✉•❡ M rns✱ ✇❤❡r❡ M " ker ´Oτďn Xpkq Ñ O τďn´1 Xpkq ¯r´ns ◆♦t❡ t❤❛t M ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ 0✳ ■t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ Y ✕s❡❡ ♣r♦♣♦s✐✲ t✐♦♥ ✵✳✻ ✕ t❤❛t F n,k pf q ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ t❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ ❝•❛ss αpf q P G n,k pf q " Map O τ ďn´1 Xpkq pf ˚LY , M rn `1sq ♦❢ f ✈❛♥✐s❤❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ αpf q ✈❛♥✐s❤❡s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ F n,k pf q » Map O τ ďn´1 Xpkq pf ˚LY , M rnsq ❯s✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭✐✐✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Xpkq ✖ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts tr✉♥❝❛t✐♦♥ t♦♦ ✖ ✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ra, bs t❤❡ ❚♦r✲❛♠♣•✐t✉❞❡ ♦❢ L Y ✳ ❲❡ ❣❡t t❤❛t G n,k pf q ✐s ps `1q✲❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❢♦r s " a `n ´d ❛♥❞ t❤❛t F n,k pf q ✐s s✲❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐❢ αpf q ✈❛♥✐s❤❡s✳ ▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ ❤❡r❡ t❤❛t d ❛♥❞ a ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r k ♦r f ❛♥❞ t❤✉s ♥❡✐t❤❡r ❞♦❡s N i " i `d ´a ✭✇❡ s❡t N i " 0 ✐❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳ ❋♦r ❛♥② n ě N i ❛♥❞ ❛♥② f ❛s ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t G n,k pf q ✐s ❛t •❡❛st 1✲❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ ❝•❛ss αpf q t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛♥✐s❤❡s ❛♥❞ F n,k pf q ✐s ✐♥❞❡❡❞ i✲❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s ✭✶✮ ❛♥❞ ❝♦♥❝•✉❞❡s t❤✐s ♣r♦♦❢✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✸✳ ▲❡t PdSt shy S ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ Pro U dSt S s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦st❛❝❦s ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐t s❤② ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❊✈❡r② ♦❜•❡❝t X ✐♥ PdSt shy S ✐s t❤✉s t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ X : N op Ñ dSt S ✳ ❲❡ ✇✐•• s❛② t❤❛t X ✐s ♦❢ ❝♦t❛♥❣❡♥t t♦r✲❛♠♣•✐t✉❞❡ ✐♥ ra, bs ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ X : N op Ñ dSt S ❢♦r X s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦t❛♥❣❡♥t L Xpnq ✐s ♦❢ t♦r✲❛♠♣•✐t✉❞❡ ✐♥ ra, bs✳ ❲❡ ✇✐•• ❛•s♦ s❛② t❤❛t X ✐s ♦❢ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛t ♠♦st d ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ X ✇✐t❤ ✈❛•✉❡s ✐♥ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s ♦❢ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛t ♠♦st d✳ ❚❤❡ ♣r♦✲st❛❝❦ X ✇✐•• ❜❡ ❝❛••❡❞ q✲❆rt✐♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ✐t✱ ✇✐t❤ ✈❛•✉❡s ✐♥ q✲❆rt✐♥ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② C ra,bs d,q t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ PdSt shy S s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♦❜•❡❝ts ♦❢ ❝♦t❛♥❣❡♥t t♦r✲❛♠♣•✐t✉❞❡ ✐♥ ra, bs✱ ♦❢ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛t ♠♦st d ❛♥❞ q✲❆rt✐♥✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✹✳ ❚❤❡ •✐♠✐t ❢✉♥❝t♦r i shy : PdSt shy S Ñ dSt S ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❛♥❞ ❤❛s ✈❛•✉❡s ✐♥ ❆rt✐♥ st❛❝❦s✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦••♦✇s ❞✐r❡❝t•② ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✷✳ ✹✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✺✳ ❆ ♠❛♣ ♦❢ ♣r♦✲st❛❝❦s f : X Ñ Y ✐❢ ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐❛❣r❛♠ f : N op ˆ∆1 Ñ dSt k s✉❝❤ t❤❛t • ❚❤❡ •✐♠✐t ♦❢ f ✐♥ ♠❛♣s ♦❢ ♣r♦✲st❛❝❦s ✐s f ❀ • ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ N op ˆt0u Ñ dSt k ♦❢ f ✐s ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r X ❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ N op ˆt1u Ñ dSt k ✐s ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r Y ❀ • ❋♦r ❛♥② n✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ ♦❢ st❛❝❦s tnu ˆ∆1 Ñ dSt k ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳ ✷✳✶✳✹ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲str✉❝t✉r❡s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✻✳ ▲❡t IPdSt shy,b S ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ Ind U pPdSt shy S q s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❝♦•✐♠✐ts ♦❢ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠s K Ñ PdSt shy S ✇❤✐❝❤ ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ C ra,bs d,q ❢♦r s♦♠❡ ✹✲✉♣•❡t a, b, d, q✳ ❋♦r ❛♥② X P IPdSt shy,b S ✇❡ ✇✐•• s❛② t❤❛t X ✐s ♦❢ ❝♦t❛♥❣❡♥t t♦r✲❛♠♣•✐t✉❞❡ ✐♥ ra, bs ❛♥❞ ♦❢ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛t ♠♦st d ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ✭✐♥ Ind U pPdSt shy S q✮ ♦❢ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ K Ñ C ra,bs d,q ✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✼✳ ❚❤❡ ❝♦•✐♠✐t ❢✉♥❝t♦r Ind U pPdSt shy S q Ñ dSt S r❡str✐❝ts t♦ ❛ ❢✉•• ❢❛✐t❤❢✉• ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ IPdSt shy,b S Ñ dSt S ✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✽✳ ▲❡t a, b, d, q ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs ✇✐t❤ a ď b✳ ▲❡t T P PdSt shy S ❛♥❞ X : K Ñ C ra,bs d,q ❜❡ ❛ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❋♦r ❛♥② i P N t❤❡r❡ ❡①✐sts N i s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② n ě N i ❛♥❞ ❛♥② k P K✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ Mappτ ďn T, Xpkqq Ñ Mappτ ďn´1 T, Xpkqq ✐s ❛♥ i✲❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✺✾✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s •❡♠♠❛✱ ✇❡ ❛❝t✉❛••② ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r q✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜① i P N✳ ▲❡t k P K ❛♥❞ T : N Ñ dSt S ❜❡ ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r T ✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❤❡r❡ t❤❛t τ ďn T ✐s ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤♦s❡ •✐♠✐t ✐s τ ďn T ✳ ▲❡t ❛•s♦ Ȳk : N Ñ dSt S ❜❡ ❛ s❤② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r Xpkq✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ❛t ❤❛♥❞ ψ nk : Mappτ ďn T, Xpkqq Ñ Mappτ ďn´1 T, Xpkqq ✐s t❤❡♥ t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❝♦•✐♠✐ts lim pPN colim qPN Mappτ ďn T pqq, Ȳk ppqq Ñ lim pPN colim qPN Mappτ ďn´1 T pqq, Ȳk ppqq ▲❡t ♥♦✇ f ❜❡ ❛ ♠❛♣ τ ďn´1 T Ñ Xpkq✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❢❛♠✐•② ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s f p : ˚Ñ colim qPN Mappτ ďn´1 T pqq, Ȳk ppqq ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✜❜r❡ F nk pf q ♦❢ ψ nk ♦✈❡r f ✐s t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✜❜r❡s F p nk pf q ♦❢ t❤❡ ♠❛♣s ψ p nk : colim qPN Mappτ ďn T pqq, Ȳk ppqq Ñ colim qPN Mappτ ďn´1 T pqq, Ȳk ppqq ♦✈❡r t❤❡ ♣♦✐♥ts f p ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ •❡♠♠❛ ✷✳✹✾✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t F p nk pf q ✐s pi `1q✲ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② f ❛♥❞ ❛♥② p✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛♥ f ❛♥❞ s✉❝❤ ❛ p✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts q 0 P N s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ f p ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣ Mappτ ďn´1 T pq 0 q, Ȳk ppqq Ñ colim qPN Mappτ ďn´1 T pqq, Ȳk ppqq ✹✸ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t F p nk pf q ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t F p nk pf q » colim qěq0 G pq nk pf q ✇❤❡r❡ G pq nk pf q ✐s t❤❡ ✜❜r❡ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② f p ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ Mappτ ďn T pqq, Ȳk ppqq Ñ Mappτ ďn´1 T pqq, Ȳk ppqq ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛• ra, bs ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t♦r✲❛♠♣•✐t✉❞❡ ♦❢ L Ȳk ppq ❛♥❞ d ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦❤♦♠♦✲ •♦❣✐❝❛• ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ T pqq✳ ❲❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✷ t❤❛t G pq nk pf q ✐s t❤❡♥ pa `n ´dq✲ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ s❡t N i " i `d ´a `1✳ Pr♦♦❢ ✭♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✼✮✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦••♦✇✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✮ ❚❤❡ ❝♦•✐♠✐t ❢✉♥❝t♦r Ind U pPdSt shy S q Ñ PpdAff S q r❡str✐❝ts t♦ ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r η : IPdSt shy,b S Ñ PpdAff S q ✭✷✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r η ❤❛s ✈❛•✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ st❛❝❦s✳ ▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✮ ✜rst✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠s X : K Ñ PdSt shy S ❛♥❞ Ȳ : L Ñ PdSt shy S ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ Map Ind U pPdSt shy S q `colim X, colim Ȳ ˘» lim k Map Ind U pPdSt shy S q p Xpkq, colim Ȳ q ❛♥❞ Map PpdAff q `colim i shy X, colim i shy Ȳ ˘» lim k Map PpdAff q `ishy Xpkq, colim i shy Ȳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s r❡♣•❛❝❡ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ X ✐♥ PdSt shy S ❜② ❛ s✐♠♣•❡ ♦❜•❡❝t X P PdSt shy S ✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Ȳ ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ C ra,bs d,q ❢♦r s♦♠❡ a, b, d, q✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ φ : colim lPL Mappi shy X, i shy Ȳ plqq Ñ Map `ishy X, colim i shy Ȳ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣r❡st❛❝❦s✳ ■❢ i shy X ✐s ❛✣♥❡ t❤❡♥ φ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦•✐♠✐ts ✐♥ PpdAff S q ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t✇✐s❡✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t φ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✇❤❡♥❡✈❡r i shy X ✐s pq ´1q✲❆rt✐♥ ❛♥❞ •❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t i shy X ✐s q✲❆rt✐♥✳ ▲❡t u : U Ñ i shy X ❜❡ ❛♥ ❛t•❛s ♦❢ i shy X ❛♥❞ •❡t Z ' ❜❡ t❤❡ ♥❡r✈❡ ♦❢ u ✐♥ dSt S ✳ ❲❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ •❡♠♠❛ ✷✳✹✽ t❤❛t Z ' ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ PdSt shy S ✳ ❚❤❡ ♠❛♣ φ ✐s ♥♦✇ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ colim lPL Mappi shy X, i shy Ȳ plqq Ñ lim rpsP∆ colim lPL MappZ p , i shy Ȳ plqq » lim rpsP∆ Map `Zp , colim i shy Ȳ ˘» Mappi shy X, colim i shy Ȳ q |❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ •❡♠♠❛ ✷✳✹✻✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ st✉❞② t❤❡ ♠❛♣ colim lPL lim n Mappτ ďn i shy X, i shy Ȳ plqq Ñ lim rpsP∆ colim lPL lim n Mappτ ďn Z p , i shy Ȳ plqq ❆♣♣•②✐♥❣ •❡♠♠❛ ✷✳✺✽ ❛♥❞ t❤❡♥ •❡♠♠❛ ✷✳✺✵✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t φ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ lim n colim lPL lim rpsP∆ Mappτ ďn Z p , i shy Ȳ plqq Ñ lim n lim rpsP∆ colim lPL Mappτ ďn Z p , i shy Ȳ plqq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤❡ st❛❝❦ i shy Ȳ plq ✐s ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ q✲❆rt✐♥✱ ✇❤❡r❡ q ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ l✳ ◆♦✇ ✉s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✷✳✹✻ ❛♥❞ •❡♠♠❛ ✷✳✹✼✱ ✇❡ ❝♦♥❝•✉❞❡ t❤❛t φ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s ✭✶✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✷✮✳ ■❢ s✉✣❝❡s t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ PpdAff S q ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ i shy Ȳ ❛s ❛❜♦✈❡ ✹✹ ✐s ❛❝t✉❛••② ❛ st❛❝❦✳ ▲❡t H ' : ∆ op Y t´1u Ñ dAff S ❜❡ ❛♥ ❤②♣❡r❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ SpecpAq " H ´1✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ colim l lim rpsP∆ MappH p , i shy Ȳ plqq Ñ lim rpsP∆ colim l MappH p , i shy Ȳ plqq ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✶✮✱
❲❡ ✇✐•• ♥❡❡❞ ♦♥❡ •❛st •❡♠♠❛ ❛❜♦✉t t❤❛t ❝❛t❡❣♦r② IPdSt shy,b S ✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✻✵✳ ❚❤❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r IPdSt shy,b S X IPdAff S Ñ IPdSt S Ñ dSt S ♣r❡s❡r✈❡s ✜♥✐t❡ •✐♠✐ts✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡♠♣t② •✐♠✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ▲❡t t❤❡♥ X Ñ Y Ð Z ❜❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ IPdSt shy,b S X IPdAff S ✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st a ❛♥❞ b ❛♥❞ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ σ : K Ñ Fct ´Λ2 1 , C ra,bs 0,0 s✉❝❤ t❤❛t K ✐s ❛ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ IPdSt S ✐s X Ñ Y Ð Z✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠♦r❡♦✈❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t σ ❤❛s ✈❛•✉❡s ✐♥ FctpΛ 2 1 , Pro U pdAff S qq » Pro U pFctpΛ 2 1 , dAff S qq✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t X ˆY Z ✐s t❤❡ r❡❛•✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✲♣r♦✲❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ st❛❝❦s ✇✐t❤ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ♦❢ t♦r ❛♠♣•✐t✉❞❡ ✐♥ ra ´1, b `1s✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t X ˆY Z ✐s ❛❣❛✐♥ ✐♥ IPdSt shy,b S X IPdAff S ✳ ✷✳✷ ❙②♠♣•❡❝t✐❝ ❚❛t❡ st❛❝❦s ✷✳✷✳✶ ❚❛t❡ st❛❝❦s✿ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✜rst ♣r♦♣❡rt✐❡s ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦ ✐s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆ ❚❛t❡ st❛❝❦ ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ✕ s❡❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✸ ✕ ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡✳ ❊q✉✐✈❛•❡♥t•②✱ ❛♥ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❚❛t❡ ✐❢ ✐ts t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② dSt Tate k t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ IPdSt k s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❚❛t❡ st❛❝❦s✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❤❛s s❡✈❡r❛• ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✷✳✸✸✱ ✐❢ ❛ X ✐s ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐ts t❛♥❣❡♥t T X ❛♥❞ ✐ts ❝♦t❛♥❣❡♥t L X ♠❛❦❡s s❡♥s❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡s ♦✈❡r X✳ ❲❡ ✇✐•• ❡①♣•♦r❡ t❤❛t ♣❛t❤ ❜❡•♦✇✱ ❞❡✜♥✐♥❣ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❚❛t❡ st❛❝❦s✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❛t✐t② ✶ ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❛♥♦♠❛•② ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❑❱✷(✳ ■❢ X ✐s ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦✱ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♠❛♣ K Ñ B G m ✕ s❡❡ ❬❙❚❱( ❢♦r ✐ts ❢♦r♠❛• ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✕ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝•❛ss rdet X s P H 2 pO X q ✿ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❛♥♦♠❛•② ✕ s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ✶ ♦r ❚❛t❡♥❡ss ♦r ❚❛t✐t✉❞❡ ✹✺ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ♣r❡st❛❝❦s θ : Tate U Ñ K Tate ✇❤❡r❡ Tate U ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡st❛❝❦ A Þ Ñ Tate U pPerf pAqq ❛♥❞ K Tate : A Þ Ñ KpTate U pPerf pAqqq ✕ K ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ K✲t❤❡♦r② ❢✉♥❝t♦r✳ ❋r♦♠ ❝♦r♦••❛r② ✶✳✽ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ B K G G K Tate G G K Tate 0 ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ♣r❡st❛❝❦ K Tate 0 ✈❛♥✐s❤❡s ◆✐s♥❡✈✐❝❤✲•♦❝❛••②✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ θ✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ θ ❜② st❛❝❦✐❢②✐♥❣ ❜♦t❤ ❡♥❞s✱ ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st❛❝❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ B K✳ Pr♦♦❢✳ ■s s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❍❡♥s❡•✐❛♥ ❝❞❣❛ A✱ ✇❡ ❤❛✈❡ K ´1pPerf pAq » K 0 pTate U pPerf pAqqq » 0 ❆ ❝❞❣❛ A ✐s ❍❡♥s❡•✐❛♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ H 0 pAq ✐s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❇❛ss ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❣❡t K 0 pArtsq ' K 0 pArt ´1sq G G f K 0 pArt, t ´1sq G G g K ´1pAq G G h 0 K 0 pH 0 pAqrtsq ' K 0 pH 0 pAqrt ´1sq G G K 0 pH 0 pAqrt, t ´1sq G G K ´1pH 0 pAqq G G 0 ❙✐♥❝❡ K 0 ♦♥•② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡r✐✈❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ ✭s❡❡ ❬❲❛•✱ ✷✳✸✳✷(✮✱ ❜♦t❤ f ❛♥❞ g ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s♦ ✐s h✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s r❡str✐❝t t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡r✐✈❡❞ ❝❛s❡ ✕ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉r✐✱ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✼(✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❚❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ♠❛♣ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛♣ Tate U Ñ T Ñ B K Ñ KpG m , 2q ✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ st❛❝❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ Tate U ❛♥❞ KpG m , 2q ✐s t❤❡ ❊✐•❡♥❜❡r❣✲▼❛❝•❛♥❡ ❝•❛ss✐❢②✐♥❣ st❛❝❦✳ ❚♦ ❛♥② ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ X ✇✐t❤ ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡ E✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❛♥♦♠❛•② rdet E s P H 2 pX, O X q✱ ✐♠❛❣❡ ♦❢ E ❜② t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ MappX, Tate U q Ñ MappX, KpG m , 2qq |❡♠❛r❦ ✷✳✹✳ ❲❡ ❜✉✐•t ❤❡r❡ s♦♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♠❛♣ ❢♦r ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts✳ ❚❤♦s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♠❛♣s ❛•r❡❛❞② ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❬❖)✶(✳ ▲❡t ♥♦✇ X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦✳ ▲❡t ❛•s♦ R ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡❛•✐s❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r Pro U dSt k Ñ dSt k ✳ ▲❡t ✜♥❛••② X : K Ñ Pro U dSt k ❞❡♥♦t❡ ❛ U✲s♠❛•• ✜•t❡r❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤♦s❡ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ IPdSt k ✐s X✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ❢✉♥❝t♦r F X : lim Tate U P p Xq » Tate U IP pXq Ñ lim Tate U pR Xq ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ❛♥❞ E ❜❡ ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡ ♦♥ X✳ ▲❡t X 1 ❜❡ t❤❡ r❡❛•✐s❛t✐♦♥ ♦❢ X ✐♥ Ind U dSt k ❛♥❞ X 2 ❜❡ ✐ts ✐♠❛❣❡ ✐♥ dSt k ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❛♥♦♠❛•② ♦❢ E t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ F X pEq ❜② t❤❡ ♠❛♣ Map Ind U dSt k pX 1 , T q Ñ Map Ind U dSt k pX 1 , KpG m , 2qq » Map dSt k pX 2 , KpG m , 2qq ■♥ ♣❛rt✐❝✉•❛r ✐❢ X ✐s ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② rdet X s P H 2 pX 2 , O X2 q t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❛♥♦♠❛•② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐ts t❛♥❣❡♥t T X P Tate U IP pXq✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥❝•✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✹✻ ▲❡♠♠❛ ✷✳✻✳ ❚❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ dSt Tate k Ñ IPdSt k ♣r❡s❡r✈❡s ✜♥✐t❡ •✐♠✐ts✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ✜♥✐t❡ •✐♠✐t ♦❢ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛♥ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦✳ ▲❡t ♥♦✇ X Ñ Y Ð Z ❜❡ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❚❛t❡ st❛❝❦s✳ ❚❤❡ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t X ˆY Z pZ p X G G X g Z G G Y ✐s ❛♥ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦✳ ■t t❤✉s s✉✣❝❡s t♦ t❡st ✐❢ ✐ts t❛♥❣❡♥t T XˆY Z ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝❛rt❡s✐❛♥ sq✉❛r❡ ❝♦♥❝•✉❞❡s T XˆY Z G G p X T X p Z T Z G G p X g ˚TY ✷✳✷✳✷ ❙❤✐❢t❡❞ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❚❛t❡ st❛❝❦s ❲❡ ❛ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐s S ✐s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ r✐♥❣ k ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ③❡r♦✳ |❡❝❛•• ❢r♦♠ ❬P❚❱❱( t❤❡ st❛❝❦ ✐♥ ❣r❛❞❡❞ ❝♦♠♣•❡①❡s DR ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❝❞❣❛ ♦✈❡r k t♦ ✐ts ❣r❛❞❡❞ ❝♦♠♣•❡① ♦❢ ❢♦r♠s✳ ■t ❛❝t✉❛••② ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♠✐①❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡ |❤❛♠ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛•✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛•s♦ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡r❡ t❤❡ st❛❝❦ ✐♥ ❣r❛❞❡❞ ❝♦♠♣•❡①❡s NC w ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❝❞❣❛ t♦ ✐ts ❣r❛❞❡❞ ❝♦♠♣•❡① ♦❢ ❝•♦s❡❞ ❢♦r♠s✳ ❚❤♦s❡ t✇♦ st❛❝❦s ❛r❡ •✐♥❦❡❞ ❜② ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ NC w Ñ DR ❢♦r❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝•♦s✉r❡✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② A p , A p,cl : cdga ď0 k Ñ dgMod k t❤❡ ❝♦♠♣•❡①❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t p ✐♥ DRr´ps ❛♥❞ NC w r´ps r❡s♣❡❝t✐✈❡•②✳ ❚❤❡ st❛❝❦ A p ✇✐•• t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛♣ ❛ ❝❞❣❛ t♦ ✐ts ❝♦♠♣•❡①❡s ♦❢ p✲❢♦r♠s ✇❤✐•❡ A p,cl ✇✐•• ♠❛♣ ✐t t♦ ✐ts ❝•♦s❡❞ p✲❢♦r♠s✳ ❋♦r ❛♥② ❝❞❣❛ A✱ ❛ ❝♦❝②❝•❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n ♦❢ A p pAq ✐s ❛♥ n✲s❤✐❢t❡❞ p✲❢♦r♠s ♦♥ Spec A✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦rs A p,cl ❛♥❞ A p ❡①t❡♥❞ t♦ ❢✉♥❝t♦rs A p,cl , A p : dSt op k Ñ dgMod k ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② A p IP ❛♥❞ A p,cl IP t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s pIPdSt k q op Ñ Pro U Ind U dgMod k ♦❢ A p ❛♥❞ A p,cl ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡•②✳ ❚❤❡② ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛• ♣r♦•❡❝t✐♦♥ A p,cl IP Ñ A p IP ✳ ▲❡t X P IPdSt k ✳ ❆♥ n✲s❤✐❢t❡❞ ✭❝•♦s❡❞✮ p✲❢♦r♠ ♦♥ X ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ kr´ns Ñ A p IP pXq ✭r❡s♣✳ A p,cl IP pXq✮✳ ❋♦r ❛♥② ❝•♦s❡❞ ❢♦r♠ ω : kr´ns Ñ A p,cl IP pXq✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ kr´ns Ñ A p,cl IP pXq Ñ A p IP pXq ✐s ❝❛••❡❞ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❢♦r♠ ♦❢ ω✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✽✳ ■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❛♥② ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ X " colim α lim β X αβ ✐ts ❝♦♠♣•❡① ♦❢ ❢♦r♠s A p IP pXq " lim α colim β A p pX αβ q P Pro U Ind U dgMod k ❋♦r ❛♥② ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ X✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② PIQcohpXq ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠♦♥♦✐❞❛• str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉•❛r✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❞✉❝t E Þ Ñ Sym 2 PI pEq ❛s ✇❡•• ❛s ❛♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❞✉❝t E PI E " Sym 2 PI pEr´1sqr2s ✹✼ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✾✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ♦✈❡r k✳ ❚❤❡ ♣✉s❤✲❢♦r✇❛r❞ ❢✉♥❝t♦r π PIQ ˚: PIQcohpXq Ñ Pro V Ind V pdgMod k q ❡①✐sts ✭s❡❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✼✮ ❛♥❞ ♠❛♣s L X ^PI L X t♦ A 2 IP pXq✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉•❛r✱ ❛♥② 2✲❢♦r♠ kr´ns Ñ A 2 IP pXq ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ O X r´ns Ñ L X ^PI L X ✐♥ PIQcohpXq✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ❬P❚❱❱✱ ✶✳✶✹(✱ ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✹ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ λ IP PI λ IP " Pro U Ind U pλq PI Pro U Ind U pλq » Pro U Ind U pλ ^λq ✇❤❡r❡ λ IP ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✸✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦✳ ▲❡t ω : kr´ns Ñ A 2 IP pXq ❜❡ ❛♥ n✲s❤✐❢t❡❞ 2✲❢♦r♠ ♦♥ X✳ ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠❛♣ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡s ♦♥ X ω : T X Ñ L X rns ❲❡ s❛② t❤❛t ω ✐s ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐❢ t❤❡ ♠❛♣ ω ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❆ ❝•♦s❡❞ 2✲❢♦r♠ ✐s ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐❢ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❢♦r♠ ✐s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ❆ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❢♦r♠ ♦♥ ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦ ✐s ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝•♦s❡❞ 2✲❢♦r♠✳ ❆ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❚❛t❡ st❛❝❦ ✐s ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❢♦r♠✳ ✷✳✷✳✸ ▼❛♣♣✐♥❣ st❛❝❦s ❛❞♠✐t ❝•♦s❡❞ ❢♦r♠s ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐•• ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢r♦♠ ❬P❚❱❱( t♦ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ X ✐s ❛ ♣r♦✲ ✐♥❞✲st❛❝❦ ❛♥❞ Y ✐s ❛ st❛❝❦✱ t❤❡♥ MappX, Y q ✐s ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦✳ ❲❡ ✇✐•• t❤❡♥ ♥❡❡❞ ❛♥ ❡✈❛•✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r MappX, Y q ˆX Ñ Y ✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤✐s ❡✈❛•✉❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦♥•② •✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s colim α lim β colim ξ lim ζ MappX αζ , Y q ˆXβξ Ñ Y ❚♦ ❜✉✐•❞ t❤✐s ♠❛♣ ♣r♦♣❡r•②✱ ✇❡ ✇✐•• ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✷✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ♥❛t✉r❛• ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r φ : PIpCq Ñ pIPq 2 pCq ❜✉t t❤r❡❡ IPpCq Ñ pIPq 2 pCq✳ ❲❡ ✇✐•• ♦♥•② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ψ : IPpCq Ñ pIPq 2 pCq ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ (♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ PropCq Ñ PIpPropCqq✳ ▲❡t ✉s ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② ξ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r C Ñ pIPq 2 pCq✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡✈❛•✉❛t✐♦♥ ♠❛♣✳ ❲❡ ✇✐•• ✇♦r❦ ❢♦r ♥♦✇ ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛• ❜❛s✐s✳ ▲❡t t❤❡r❡❢♦r❡ X ❜❡ ❛ ♣r♦✲✐♥❞✲st❛❝❦ ♦✈❡r ❛ st❛❝❦ S✳ ▲❡t ❛•s♦ Y ❜❡ ❛ st❛❝❦✳ ❲❤❡♥❡✈❡r T ✐s ❛ st❛❝❦ ♦✈❡r S✱ t❤❡ s②♠❜♦• Map S pT, Y q ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛• ❤♦♠ ❢r♦♠ X t♦ Y ˆS ✐♥ dSt S ✳ ■t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈❛•✉❛t✐♦♥ ♠❛♣ ev : Map S pT, Y q ˆS T Ñ Y ˆS P dSt S ✳ ▲❡t y : dSt S Ñ dSt S ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r T Þ Ñ Y ˆT ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ EV : O dSt op S Ñ O dStS ˝yop ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t♦rs dSt op S Ñ Cat 8 ✳ ❋♦r ❛ st❛❝❦ X ♦✈❡r S✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r EV X : ´X{ dSt S ¯op Ñ dSt Y ˆX ✹✽ ♠❛♣s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ X Ñ T t♦ t❤❡ ♠❛♣ Map S pT, Y q Ŝ X G G Map S pX, Y q Ŝ X ev ˆpr G G Y ˆX ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Pro U dSt op S pEVq : O pInd U dStS q op Ñ Pro U dSt op S `Od St S ˝yop ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs pInd U dSt S q op Ñ Cat 8 ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ EV Ind t♦ ❜❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ EV Ind " Υ dSt op S ˝Pro U dSt op S pEVq ✇❤❡r❡ Υ dSt op S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ •❡♠♠❛ ✶✳✶✶✳ ❚♦ ❛♥② X P Ind U dSt S ✐t ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r EV Ind X : ´X{ Ind U dSt S ¯op Ñ IPdSt Y ˆX ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ▲❡t Y ❜❡ ❛ st❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ EV PI EV PI " Ξ Ind U dSt op S ˝Ind U pInd dStS q op pEV Ind q : O PIdStS Ñ O ÎP 2 dStS ˝yop ✇❤❡r❡ Ξ Ind U dSt op S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ r❡♠❛r❦ ✶✳✶✷✳ ❚♦ ❛♥② X P PIdSt S ✐t ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r EV PI X : ´X{ PIdSt S ¯op Ñ IP 2 dSt S{ Y ˆX ❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✈❛•✉❛t✐♦♥ ♠❛♣ ✐♥ IP 2 dSt S ev X,Y : ψ Map S pX, Y q Ŝ φX EV PI X pXq G G ξY ˆφX G G ξY ❲❡ ❛ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t S " Spec k✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛•• t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬P❚❱❱✱ ✷✳✶( ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹✳ ❆ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ X ✐s O✲❝♦♠♣❛❝t ✐❢ ❢♦r ❛♥② ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ T t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦•❞ • ❚❤❡ q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛❢ O XˆT ✐s ❝♦♠♣❛❝t ✐♥ QcohpX ˆT q ❀ • P✉s❤✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ❛•♦♥❣ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ X ˆT Ñ T ♣r❡s❡r✈❡s ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② dSt O k t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ dSt k s♣❛♥♥❡❞ ❜② O✲❝♦♠♣❛❝t ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺✳ ❆♥ O✲❝♦♠♣❛❝t ♣r♦✲✐♥❞✲st❛❝❦ ✐s ❛ ♣r♦✲✐♥❞✲♦❜•❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ O✲❝♦♠♣❛❝t ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② PIdSt O k t❤❡✐r ❝❛t❡❣♦r②✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✻✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t♦r PIdSt O k Ñ Fct `IPdSt k ˆ∆1 ˆ∆1 , pIPq 2 pdgMod k q op ❞❡✜♥✐♥❣ ❢♦r ❛♥② O✲❝♦♠♣❛❝t ♣r♦✲✐♥❞✲st❛❝❦ X ❛♥❞ ❛♥② ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ F ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ A p,cl IP 2 pψF ˆφXq G G A p,cl IP pψF q b k φO X A p IP 2 pψF ˆφXq G G A p IP pψF q b k φO X ✇❤❡r❡ A p,cl IP 2 ❛♥❞ A p IP 2 ❛r❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ A p,cl IP ❛♥❞ A p IP t♦ pIPq 2 dSt k Ñ pIPq 2 pdgMod op k q ✹✾ Pr♦♦❢✳ |❡❝❛•• ✐♥ ❬P❚❱❱✱ ♣❛rt ✷✳✶( t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② O✲❝♦♠♣❛❝t st❛❝❦ X ❛♥❞ ❛♥② st❛❝❦ F ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✿ NC w pF ˆXq G G NC w pF q b k O X DRpF ˆXq G G DRpF q b k O X ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ✇❡✐❣❤t p ❛♥❞ s❤✐❢t✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡t A p,cl pF ˆXq G G A p,cl pF q b k O X A p pF ˆXq G G A p pF q b k O X ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❢✉♥❝t♦r✐❛• ✐♥ ❜♦t❤ F ❛♥❞ X s♦ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❢✉♥❝t♦r dSt O k Ñ FctpdSt k ˆ∆1 ˆ∆1 , dgMod op k q ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦r♠ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r PIdSt O k Ñ PI Fct `Pro dSt k ˆ∆1 ˆ∆1 , PropdgMod op k q Ñ Fct `Pro dSt k ˆ∆1 ˆ∆1 , PI PropdgMod op k q Ñ Fct `IPdSt k ˆ∆1 ˆ∆1 , pIPq 2 pdgMod op k q ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ F ❛♥❞ ❛♥② O✲❝♦♠♣❛❝t ♣r♦✲✐♥❞✲st❛❝❦✱ ✐t ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ A p,cl IP 2 pψF ˆφXq G G ψA p,cl IP pF q b k φO X A p IP 2 pψF ˆφXq G G ψA p IP pF q b k φO X |❡♠❛r❦ ✷✳✶✼✳ ▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢♦r♠❛••② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛• ♠❛♣s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣s ❢r♦♠ ❬P❚❱❱(✿ Θ IP 2 pψF ˆφXq " lim α colim β lim γ colim δ ΘpF αδ ˆXβγ q Ñ lim α colim β lim γ colim δ ΘpF αδ q b pO X βγ q " ψΘ IP pF q b φO X ✇❤❡r❡ Θ ✐s ❡✐t❤❡r A p,cl ♦r A p ✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✳ ▲❡t F ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ❛♥❞ •❡t X ❜❡ ❛♥ O✲❝♦♠♣❛❝t ♣r♦✲✐♥❞✲st❛❝❦✳ ▲❡t η : O X Ñ kr´ds ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲k✲♠♦❞✉•❡s✳ ▲❡t ✜♥❛••② Θ ❜❡ ❡✐t❤❡r A p,cl ♦r A p ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❛♣ ż η : Θ IP 2 pψF ˆφXq G G ψΘ IP pF q b φO X id bφη G G ψΘ IP pF qr´ds ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✾✳ ▲❡t Y ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ❛♥❞ ω Y ❜❡ ❛♥ n✲s❤✐❢t❡❞ ❝•♦s❡❞ 2✲❢♦r♠ ♦♥ Y ✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ O✲ ❝♦♠♣❛❝t ♣r♦✲✐♥❞✲st❛❝❦ ❛♥❞ •❡t ❛•s♦ η : O X Ñ kr´ds ❜❡ ❛ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ MappX, Y q ❛❞♠✐ts ❛♥ pn ´dq✲s❤✐❢t❡❞ ❝•♦s❡❞ 2✲❢♦r♠✳ ✺✵ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Z t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ MappX, Y q✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ χkr´ns ωY G G χA 2,cl pY q ev ˚G G A 2,cl IP 2 pX ˆZq ş η G G ψA 2,cl IP pZqr´ds ✇❤❡r❡ χ : dgMod k ξ Ñ IPpdgMod op k q ψ Ñ pIPq 2 pdgMod op k q ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ✐♥❝•✉s✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ψ ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✱ t❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠❛♣ ✐♥ IPpdgMod op k q ξk G G A 2,cl IP pZqrn ´ds ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❛♥ pn ´dq✲s❤✐❢t❡❞ ❝•♦s❡❞ 2✲❢♦r♠ ♦♥ Z " MappX, Y q✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❢♦r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ χkr´ns ωY G G χA 2 pY q ev ˚G G A 2 IP 2 pX ˆZq ş η G G ψA 2 IP pZqr´ds |❡♠❛r❦ ✷✳✷✵✳ ▲❡t ✉s ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥❢♦r♠❛••② t❤❡ ❢♦r♠ ✐ss✉❡❞ ❜② t❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✾✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s X " lim α colim β X αβ ❛♥❞ Z αβ " MappX αβ , Y q✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛♣ η : colim α lim β O X αβ Ñ kr´ds ❋♦r ❛♥② α✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t❤❡r❡❢♦r❡ βpαq ❛♥❞ ❛ ♠❛♣ η αβpαq : O X αβpαq Ñ kr´ds ✐♥ dgModpkq✳ ❯♥✇✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ş η ω Y ξk G G A 2 IP pMappX, Y qqrn ´ds » lim α colim β A 2 pZ αβ qrn ´ds ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛• ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♣s k ω αβpαq G G A 2 pZ αβpαq qrn ´ds G G colim β A 2 pZ αβ qrn ´ds ✇❤❡r❡ ω αβpαq ✐s ❜✉✐•t ✉s✐♥❣ η αβpαq ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❬P❚❱❱(✳ ◆♦t❡ t❤❛t ω αβpαq ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❛♣ T X αβpαq b T X αβpαq Ñ O X αβpαq ✳ ❲❡ ❛•s♦ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✾ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠ ş η ω Y ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠❛♣ T Z b T Z Ñ O Z rn ´ds ✐♥ IPPpZq✳ ▲❡t ✉s ✜① α 0 ❛♥❞ ♣✉•• ❜❛❝❦ t❤❡ ♠❛♣ ❛❜♦✈❡ t♦ Z α0 ✳ ❲❡ ❣❡t colim αěα0 lim β g α0α p αβ pT Z αβ b T Z αβ q » i α0 pT Z b T Z q Ñ O Zα 0 rn ´ds ❚❤✐s ♠❛♣ ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛• ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♣s lim β g α0α p αβ pT Z αβ b T Z αβ q Ñ g α0α p αβpαq pT Z αβpαq b T Z αβpαq q Ñ g α0α p αβpαq pO X αβpαq qrn ´ds » O Xα 0 rn ´ds ✇❤❡r❡ g α0α ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❛• ♠❛♣ Z α0 Ñ Z α ❛♥❞ p αβ ✐s t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ Z α " lim β Z αβ Ñ Z αβ ✳ ✷✳✷✳✹ ▼❛♣♣✐♥❣ st❛❝❦s ❤❛✈❡ ❛ ❚❛t❡ str✉❝t✉r❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶✳ ▲❡t S ❜❡ ❛♥ O✲❝♦♠♣❛❝t ♣r♦✲✐♥❞✲st❛❝❦✳ ❲❡ s❛② t❤❛t S ✐s ❛♥ O✲❚❛t❡ st❛❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♣♦s❡t K ❛♥❞ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ S : K op Ñ Ind U dSt k s✉❝❤ t❤❛t ✭✐✮ ❚❤❡ •✐♠✐t ♦❢ S ✐♥ PIdSt k ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ S ❀ ✺✶ ✭✐✐✮ ❋♦r ❛♥② i ď j P K t❤❡ ♣r♦✲♠♦❞✉•❡ ♦✈❡r Spiq coker `O Spiq Ñ Spi ď jq ˚O Spjq ✐s tr✐✈✐❛• ✐♥ t❤❡ ♣r♦✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✕ ✐❡ ❜❡•♦♥❣ t♦ Qcohp Spiqq✳ ✭✐✐✐✮ ❋♦r ❛♥② i ď j P K t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ Spi ď jq ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛❣r❛♠ f : L ˆ∆1 Ñ dSt k s✉❝❤ t❤❛t • ❋♦r ❛♥② l P L t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥s f pl, 0q Ñ ˚❛♥❞ f pl, 1q Ñ ˚s❛t✐s❢② t❤❡ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r♠✉•❛ ❀ • ❋♦r ❛♥② l P L t❤❡ ♠❛♣ f plq s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉•❛❡ ❀ • ❋♦r ❛♥② m ď l P L t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ f pm ď l, 0q s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉•❛❡✳ |❡♠❛r❦ ✷✳✷✷✳ ❲❡ ✇✐•• ✉s✉❛••② ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣r♦✲✐♥❞✲st❛❝❦s S ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡①♣•✐❝✐t ❞✐❛❣r❛♠ ❛•r❡❛❞② s❛t✐s✲ ❢②✐♥❣ t❤♦s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t Y ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡t S ❜❡ ❛♥ O✲❝♦♠♣❛❝t ♣r♦✲✐♥❞✲st❛❝❦✳ ■❢ S ✐s ❛♥ O✲❚❛t❡ st❛❝❦ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ MappS, Y q ✐s ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t Z " MappS, Y q ❛s ❛♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦✳ ▲❡t S : K op Ñ Ind U dSt k ❜❡ ❛s ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② Z : K Ñ Pro U dSt k t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② i P K ❜② s i : Zpiq Ñ Z t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣✳ ▲❡t ✉s ✜rst r❡♠❛r❦ t❤❛t Z ✐s ❛♥ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t s i L Z ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡ ♦♥ Zpiq✱ ❢♦r ❛♥② i P K✳ ▲❡t ✉s ✜① s✉❝❤ ❛♥ i ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② Z i t❤❡ ♣r♦✲st❛❝❦ Zpiq✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ♠❛♣ s i L Z Ñ L Zi ■t ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ lim λ Pro Zi p Z| K ěi q f Ñ λ Pro Zi pZ i q ✇❤❡r❡ K ěi ✐s t❤❡ ❝♦♠♠❛ ❝❛t❡❣♦r② i{ K ❛♥❞ Z| K ěi ✐s t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ K ěi Ñ Z i{ Pro U dSt S ▲❡t φ i ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ φ i : `Kěi ˘op Ñ IPerf pZ i q ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❦❡r♥❡• ♦❢ f ✳ ■t ✐s ♥♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t φ i ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ Perf pZ i q✳ ▲❡t j ě i ✐♥ K ❛♥❞ •❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② g ij t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ Z i Ñ Z j ♦❢ ♣r♦✲st❛❝❦s✳ ▲❡t f : L ˆ∆1 Ñ dSt k r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛♣ Spi ď jq : Spjq Ñ Spiq P Ind U dSt k ❛s ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✐✮ ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶✳ ❯♣ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ L t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦✜♥❛• ♠❛♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ coker `O Spiq Ñ Spi ď jq ˚O Spjq ✐s ❡ss❡♥t✐❛••② ❝♦♥st❛♥t ✕ s❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✐✐✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② h : L op ˆ∆1 Ñ dSt k t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣r❛♠✱ s♦ t❤❛t g ij ✐s t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ h ✐♥ Pro U dSt k ✳ ❋♦r ❛♥② l P L ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② h l : Z il Ñ Z jl t❤❡ ♠❛♣ hplq✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Zi t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ l Þ Ñ Z il ❛♥❞ ❜② Zj t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ l Þ Ñ Z jl ✳ ▲❡t ❛•s♦ p l ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ Z i Ñ Z il ✺✷ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ φ i pjq Ñ colim l p l h l L Z jl Ñ colim l p l L Z il ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ψ ij t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❦❡r♥❡• ψ ij Ñ λ Pro Zi p Zj q Ñ λ Pro Zi p Zi q s♦ t❤❛t φ i pjq ✐s t❤❡ ❝♦•✐♠✐t colim ψ ij ✐♥ IPerf pZ i q✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ψ ij : L Ñ Perf pZ i q ✐s ❡ss❡♥t✐❛••② ❝♦♥st❛♥t ✭✉♣ t♦ ❛ ❝♦✜♥❛• ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦s❡ts✮✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ψ ij plq » p l L Z il {Z jl r´1s ▲❡t m Ñ l ❜❡ ❛ ♠❛♣ ✐♥ L ❛♥❞ t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ Z il Ñ Z im ✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ψ ij pm Ñ lq ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ♠❛♣ p l ξ ✇❤❡r❡ ξ ✜ts ✐♥ t❤❡ ✜❜r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Perf pZ il q t ˚LZim{Zjm r´1s G G ξ t ˚hm L Zjm G G t ˚LZim L Z il {Z jl r´1s G G h l L Z jl G G L Z il ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✉❛• ❞✐❛❣r❛♠ t ˚TZim{Zjm r1s o o y y t ˚hm T Zjm y y o o t ˚TZim y y T Z il {Z jl r1s o o h l T Z jl o o T Z il pσq ❯s✐♥❣ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛•♦♥❣ t❤❡ ♠❛♣s ❢r♦♠ S im ✱ S jm ❛♥❞ S jl t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t t❤❡ sq✉❛r❡ pσq ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ π ˚pid ˆsf m q ˚pid ˆsf m q ˚E π ˚pid ˆsq ˚pid ˆsq ˚E o o π ˚pid ˆfl q ˚pid ˆfl q ˚E y y π ˚E o o y y ✇❤❡r❡ π : Z il ˆSil Ñ Z il ✐s t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ s : S im Ñ S il ✐s t❤❡ ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② m Ñ l ❛♥❞ ✇❤❡r❡ E » ev ˚TY ✇✐t❤ ev : Z il ˆSil Ñ Y t❤❡ ❡✈❛•✉❛t✐♦♥ ♠❛♣✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡ ✇❡•• ❦♥♦✇♥ ❢❛❝t T MappX,Y q » pr ˚ev ˚TY ✇❤❡r❡ MappX, Y q MappX, Y q ˆX ev G G pr o o Y ❛r❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣s✳ ◆♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r♠✉•❛❡ ❛•♦♥❣ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠s s✱ f l ❛♥❞ f m ✇❡ ❣❡t t❤❛t pσq ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② π ˚♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ E b p ˚s˚fm˚OSjm E b p ˚s˚OSim o o E b p ˚fl˚OS jl y y E b p ˚OS il y y o o ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ s ˚fm˚OSjm s ˚OSim o o f l˚OS jl y y O S il o o y y ✺✸ ❚❤❡ ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✜❜r❡s ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✐✐✮✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ψ ij ✐s ❡ss❡♥t✐❛••② ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t Z ✐s ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦✳ ✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸ ▲♦♦♣ ❛♥❞ ❜✉❜❜•❡ s♣❛❝❡s ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐•• ❛t •❛st ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ ✐t ❛❞♠✐ts ❛ ❚❛t❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ st✉❞② t❤❡ ❜✉❜❜•❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥ ♦❜•❡❝t ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡✳ ❲❡ ✇✐•• t❤❡♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❜✉❜❜•❡ s♣❛❝❡ t♦ ❛❞♠✐t ❛ s②♠♣•❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ✸✳✶ ❋♦r♠❛• •♦♦♣s ✸✳✶✳✶ ❉❡❤②❞r❛t❡❞ ❛•❣❡❜r❛s ❛♥❞ ❞❡ |❤❛♠ st❛❝❦s ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛•❣❡❜r❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝❞❣❛✳ ❚❤✐s ❛••♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✇❡•• ❜❡❤❛✈❡❞ ❞❡ |❤❛♠ st❛❝❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ st❛❝❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✐•r❛❞✐❝❛• ♦❢ ❛ r✐♥❣ ✕ t❤❡ ✐❞❡❛• ♦❢ ♥✐•♣♦t❡♥t ❡•❡♠❡♥ts ✕ ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦t ♥✐•♣♦t❡♥t ✐ts❡•❢✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❡•♦✇ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛•t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛•❣❡❜r❛ ✕ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛•• t❤❡ ❞❡❤②❞r❛t❡❞ ❛•❣❡❜r❛ ✕ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥② ❝❞❣❛ A✱ s♦ t❤❛t A ✐s✱ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ❛ ♥✐•♣♦t❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❞❡❤②❞r❛t❡❞ ❛•❣❡❜r❛✳ ❲❤❡♥❡✈❡r A ✐s ✜♥✐t❡•② ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛• r❡❞✉❝❡❞ ❛•❣❡❜r❛✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡t A P cdga ď0 k ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts ❞❡❤②❞r❛t❡❞ ❛•❣❡❜r❛ ❛s t❤❡ ✐♥❞✲❛•❣❡❜r❛ A deh " colim I H 0 pAq{ I ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ✜•t❡r❡❞ ♣♦s❡t ♦❢ ♥✐•♣♦t❡♥t ✐❞❡❛•s ♦❢ H 0 pAq✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ I " 0 ❣✐✈❡s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣ A Ñ A deh ✐♥ ✐♥❞✲❝❞❣❛✬s✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❢✉♥❝t♦r✐❛• ✐♥ A✳ |❡♠❛r❦ ✸✳✷✳ ❲❤❡♥❡✈❡r A ✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ A deh ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛•❣❡❜r❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ A✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✐•r❛❞✐❝❛• ? A ♦❢ A ✐s ♥✐•♣♦t❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ A ✐s ❛♥② ❝❞❣❛✱ ✐t ✐s ❛ ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ♦❢ ❝❞❣❛✬s A α ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ A deh » colimpA α q red ✐♥ ✐♥❞✲❛•❣❡❜r❛s✳ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳ ❚❤❡ r❡❛•✐s❛t✐♦♥ B ♦❢ A deh ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛•❣❡❜r❛s ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛•❣❡❜r❛ A red ✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst r❡♠❛r❦ t❤❛t B ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥❞❡❡❞ ❛♥② ♥✐•♣♦t❡♥t ❡•❡♠❡♥t x ♦❢ B ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ♥✐•♣♦t❡♥t ❡•❡♠❡♥t ♦❢ A✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡•♦♥❣s t♦ ❛ ♥✐•♣♦t❡♥t ✐❞❡❛• pxq✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ ♦❢ ❛•❣❡❜r❛s A red Ñ B✳ ❚♦ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❛② t❤❛t ? A ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛•• ♥✐•♣♦t❡♥t ✐❞❡❛•s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♣r❡st❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts ❞❡ |❤❛♠ ♣r❡st❛❝❦ X dR ❛s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ cdga ď0 k p´q deh G G Ind U pcdga ď0 k q Ind U pXq G G Ind U psSetsq colim G G sSets ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡♥❞♦❢✉♥❝t♦r ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② PpdAff k q✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ X dR pAq " colim I X ´H0 pAq { I ✺✺ |❡♠❛r❦ ✸✳✺✳ ■❢ X ✐s ❛ st❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❞❣❛✬s ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡st❛❝❦ X dR ✐s t❤❡♥ t❤❡ •❡❢t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r cdga ď0,fp k Ñ sSets A Þ Ñ XpA red q ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ▲❡t f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ ♣r❡st❛❝❦s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦r♠❛• ❝♦♠♣•❡t✐♦♥ XY ♦❢ X ✐♥ Y ❛s t❤❡ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t XY G G X dR Y G G Y dR ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❜✈✐♦✉s•② ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r FC : PpdAff k q ∆ 1 Ñ PpdAff k q✳ |❡♠❛r❦ ✸✳✼✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ XY Ñ Y ✐s ❢♦r♠❛••② ét❛•❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② A P cdga ď0 k ❛♥❞ ❛♥② ♥✐•♣♦t❡♥t ✐❞❡❛• I Ă H 0 pAq t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ XY pAq Ñ XY `H0 pAq{ I ˘Ŷ pH 0 pAq{ I q Y pAq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ✸✳✶✳✷ ❍✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡s ❍❡r❡ ✇❡ ✜♥❛••② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡s✳ ❚♦ ❛♥② ❝❞❣❛ A ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛• ❝♦♠♣•❡t✐♦♥ V d A ♦❢ 0 ✐♥ A d A ✳ ❲❡ s❡❡ ✐t ❛s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ ✇❤♦s❡ r✐♥❣ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ArrX 1...d ss ✐s t❤❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦❢ ❢♦r♠❛• s❡r✐❡s ✐♥ d ✈❛r✐❛❜•❡s X 1 , . . . , X d ✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② U d A t❤❡ ♦♣❡♥ s✉❜s❝❤❡♠❡ ♦❢ V d A ❝♦♠♣•❡♠❡♥t❛r② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t 0✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs dSt k ˆcdga ď0 k Ñ sSets Ld V : pX, Aq Þ Ñ Map dSt k pV d A , Xq Ld U : pX, Aq Þ Ñ Map dSt k pU d A , Xq ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs Ld U ❛♥❞ Ld V ❛s ❢✉♥❝t♦rs dSt k Ñ PpdAff q✳ ❚❤❡② ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ Ld V Ñ Ld U ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ Ld t♦ ❜❡ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❢♦r♠❛• ❝♦♠♣•❡t✐♦♥ ♦❢ Ld V ✐♥t♦ Ld U ✿ Ld pXq " FC ´L d V pXq Ñ Ld U pXq ❲❡ ❛•s♦ ❞❡✜♥❡ L d ✱ L d U ❛♥❞ L d V ❛s t❤❡ st❛❝❦✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Ld ✱ Ld U ❛♥❞ Ld V r❡s♣❡❝t✐✈❡•②✳ ❲❡ ✇✐•• ❝❛•• L d pXq t❤❡ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ st❛❝❦ ✐♥ X✳ |❡♠❛r❦ ✸✳✾✳ ❚❤❡ st❛❝❦ L d V pXq ✐s ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❛♥❛•♦❣✉❡ t♦ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ❣❡r♠s ✐♥ X✱ ❛s st✉❞✐❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❉❡♥❡❢ ❛♥❞ ▲♦❡s❡r ✐♥ ❬❉▲(✳ |❡♠❛r❦ ✸✳✶✵✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ s❝❤❡♠❡ U d A ✐s t❤❡ ✭✜♥✐t❡✮ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s U d A " colim q colim i1,...,iq Spec ´ArrX 1...d ssrX ´1 i1...iq s ✇❤❡r❡ ArrX 1...d ssrX ´1 i1...iq s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦❢ ❢♦r♠❛• s❡r✐❡s •♦❝❛•✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs X ´1 i1 , . . . , X ´1 iq ✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ A✲♣♦✐♥ts ♦❢ L d pXq ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t L d pXqpAq » colim IĂH 0 pAq lim q lim i1,...,iq
❡• ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ A Ñ H 0 pAq{ I ❛s s♦♦♥ ❛s ❛t •❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ n i ✬s ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ |❡❝❛•• t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ s②♠❜♦• I ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥✐•♣♦t❡♥t ✐❞❡❛• ♦❢ H 0 pAq✳ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✼✮ ❛♥❞ •❡t t : T " SpecpAq Ñ X ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❛t•❛s✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ L d V pT q Ñ L d V pXq ✐s ❛♥ ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ st❛❝❦s✳ Pr♦♦❢✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ st✉❞② t❤❡ ♠❛♣ Ld V pT q Ñ Ld V pXq✳ ▲❡t B ❜❡ ❛ ❝❞❣❛✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ B✲♣♦✐♥t x : Spec B Ñ Ld V pXq✳ ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛ B✲♣♦✐♥t ♦❢ X Spec B Ñ SpecpBrrX 1...d ssq x Ñ X ❇❡❝❛✉s❡ t ✐s ❛♥ ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ét❛•❡ ♠❛♣ f : Spec C Ñ Spec B ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ Spec C c G G f T t Spec B G G X ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ C✲♣♦✐♥t ♦❢ Spec B ˆX T ✳ ❋♦r ❛♥② n P N✱ •❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② S n t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ Spec C n ✱ ❜② X n t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ Spec B n ❛♥❞ ❜② T n t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ T ˆX X n ✳ ❲❡ ✇✐•• ❛•s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❛t✉r❛• ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r ∆ n » t0, . . . , nu Ñ N✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛• ❞✐❛❣r❛♠ α 0 : Λ 2,2 ˆN > Λ 2,2 ˆ∆0 ∆ 2 ˆ∆0 Ñ dSt k ✐♥❢♦r♠❛••② ❞r♦✇♥ ❤❛s ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ S 0 3 3 G G . . . G G S n G G . . . X 0 G G . . . G G X n G G . . . T 0 y y G G . . . G G T n G G y y . . . ▲❡t n P N ❛♥❞ •❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜✉✐•t ❛ ❞✐❛❣r❛♠ α n : pΛ 2,2 ˆNq > Λ 2,2 ˆ∆n ∆ 2 ˆ∆n Ñ dSt k ❡①t❡♥❞✐♥❣ α n´1 ✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜✲❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ α n S n G G S n`1 T n G G T n`1 tn`1 X n`1 ✺✼ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛♣ t n`1 ✐s s♠♦♦t❤ ✭✐t ✐s ❛ ♣✉••❜❛❝❦ ♦❢ t✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣•❡t❡ t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ S n`1 Ñ T n`1 ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ sq✉❛r❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ dSt k ✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❞✐❛❣r❛♠ α n`1 ❡①t❡♥❞✐♥❣ α n ✳ ❲❡ ❣❡t r❡❝✉rs✐✈❡•② ❛ ❞✐❛❣r❛♠ α : ∆ 2 ˆN Ñ dSt k ✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ❛•♦♥❣ N✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ Spec C f G G colim n Spec C n G G T t Spec B G G colim n Spec B n G G SpecpBrrX 1...d ssq G G X ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ♠❛♣ φ : colim SpecpC n q Ñ SpecpBrrX 1...d ssq ˆX T ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ SpecpBrrX 1...d ssq ˆX T G G X SpecpBrrX 1...d ssq ˆT G G X ˆX ❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ♦❢ X ✐s ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ❛♥❞ t❤✉s s♦ ✐s t❤❡ st❛❝❦ SpecpBrrX 1...d ssq ˆX T ✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ φ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❛♣ SpecpCrrX 1...d ssq Ñ SpecpBrrX 1...d ssq X T |❡♠❛r❦ ✸✳✶✷✳ ▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ ❤❡r❡ t❤❛t ✐❢ X ✐s ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ st❛❝❦✱ t❤❡♥ Ld V pXq ✐s ❛ st❛❝❦✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Ld V pXq » L d V pXq ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✸✳ ▲❡t f : X Ñ Y ❜❡ ❛♥ ét❛•❡ ♠❛♣ ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦s✳ ❋♦r ❛♥② ❝❞❣❛ A P cdga ď0 k ❛♥❞ ❛♥② ♥✐•♣♦t❡♥t ✐❞❡❛• I Ă H 0 pAq✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ θ : Ld U pXqpAq G G Ld U pXq `H0 pAq{ I ˘L d U pY qpH 0 pAq{ I q Ld U pY qpAq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♠❛♣ θ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ •✐♠✐t ♦❢ ♠❛♣s µ : XpξAq G G X `ξ`H 0 pAq{ I ˘˘Ŷ pξpH 0 pAq{ I qq Y pξAq ✇❤❡r❡ ξA " ArrX 1...d ssrX ´1 i1...ip s ❛♥❞ ξpH 0 pAq{ I q ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐•❛r•②✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ ξpH 0 pAqq Ñ ξpH 0 pAq{ I q ✐s ❛•s♦ ❛ ♥✐•♣♦t❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ét❛•❡♥❡ss ♦❢ f t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ XpξpH 0 pAqqq G G X `ξ`H 0 pAq{ I ˘˘Ŷ pξpH 0 pAq{ I qq Y pξpH 0 pAqqq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ▲❡t ♥♦✇ n P N✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ XpξpA ďn qq G G X `ξ`H 0 pAq{ I ˘˘Ŷ pξpH 0 pAq{ I qq Y pξpA ďn qq ✺✽ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝❞❣❛ ξpA ďn`1 q » pξAq ďn`1 ✐s ❛ sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ξpA ďn q ❜② H ´n´1 pξAq✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ XpξpA ďn`1 qq " G G XpξpA ďn qq Ŷ pξpAďnqq Y pξpA ďn`1 qq ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ XpξpA ďn`1 qq G G X `ξ`H 0 pAq{ I ˘˘Ŷ pξpH 0 pAq{ I qq Y pξpA ďn`1 qq ✐s t❤✉s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ t♦♦✳ ❚❤❡ st❛❝❦s X ❛♥❞ Y ❛r❡ ♥✐•❝♦♠♣•❡t❡✱ ❤❡♥❝❡ µ ✐s ❛•s♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✕ r❡❝❛•• t❤❛t ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ X ✐s ♥✐•❝♦♠♣•❡t❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ❝❞❣❛ B ✇❡ ❤❛✈❡ XpBq » lim n XpB ďn q ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t θ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❈♦r♦••❛r② ✸✳✶✹✳ ▲❡t f : X Ñ Y ❜❡ ❛♥ ét❛•❡ ♠❛♣ ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦s✳ ❋♦r ❛♥② ❝❞❣❛ A P cdga ď0 k ❛♥❞ ❛♥② ♥✐•♣♦t❡♥t ✐❞❡❛• I Ă H 0 pAq✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ θ : Ld pXqpAq G G Ld pXq `H0 pAq{ I ˘L d pY qpH 0 pAq{ I q Ld pY qpAq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❉❡•✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ st❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ❞✐❛❣♦♥❛•✳ ▲❡t t : T Ñ X ❜❡ ❛♥ ét❛•❡ ❛t•❛s✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ L d pT q Ñ L d pXq ✐s ❛♥ ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ st❛❝❦s✳ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ ♣r❡st❛❝❦s Ld pT q Ñ Ld pXq✳ ▲❡t A P cdga ď0 k ✳ ▲❡t x ❜❡ ❛♥ A✲♣♦✐♥t ♦❢ Ld pXq✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t colim I Ld V pXq `H0 pAq{ I ˘L d U pXqpH 0 pAq{ I q Ld U pXqpAq ❚❤❡r❡ ❡①✐sts t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♥✐•♣♦t❡♥t ✐❞❡❛• I s✉❝❤ t❤❛t x ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ U d H 0 pAq{ I G G U d A V H 0 pAq{ I v G G X ❯s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✸✳✶✶ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ét❛•❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ψ : A Ñ B s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ v •✐❢ts t♦ ❛ ♠❛♣ u : V B{ J Ñ T ✇❤❡r❡ J ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ I ❜② ψ✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ Ld U pT q `H0 pBq{ J ˘L d U pXqpH 0 pBq{ J q Ld U pXqpBq ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ •❡♠♠❛ ✸✳✶✸✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ Ld pT qpBq✳ ❲❡ ♥♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜•❡ ✇✐t❤ x✳ ✺✾ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d " 1✱ •❡♠♠❛ ✸✳✶✸ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ▲❡t f : X Ñ Y ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ♠❛♣ ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦s✳ ❋♦r ❛♥② ❝❞❣❛ A P cdga ď0 k ❛♥❞ ❛♥② ♥✐•♣♦t❡♥t ✐❞❡❛• I Ă H 0 pAq✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ θ : L1 U pXqpAq G G L1 U pXq `H0 pAq{ I ˘L 1 U pY qpH 0 pAq{ I q L1 U pY qpAq ✐s ❡ss❡♥t✐❛••② s✉r•❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦••♦✇s✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❆rt✐♥ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ❞✐❛❣♦♥❛•✳ ▲❡t t : T Ñ X ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❛t•❛s✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ L 1 pT q Ñ L 1 pXq ✐s ❛♥ ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ st❛❝❦s✳ ❊①❛♠♣•❡ ✸✳✶✼✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐♠♣•✐❡s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t L 1 pB Gq » B L 1 pGq ❢♦r ❛♥② ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ G ✕ ✇❤❡r❡ B G ✐s t❤❡ ❝•❛ss✐❢②✐♥❣ st❛❝❦ ♦❢ G✲❜✉♥❞•❡s✳ ✸✳✶✳✸ ❚❛t❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❛♥♦♠❛•② ❲❡ s❛✇ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ t❤❛t t♦ ❛♥② ❚❛t❡ st❛❝❦ X✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❛♥♦♠❛•②✳ ■t ❛ ❝•❛ss ✐♥ H 2 pX, O X q✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ st❛❝❦ L d pXq ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❚❛t❡ st❛❝❦ ❛s s♦♦♥ ❛s X ✐s ❛✣♥❡✳ ❲❡ ✇✐•• ♠♦r❡♦✈❡r ❜✉✐•❞ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❛♥♦♠❛•② ♦♥ L d pXq ❢♦r ❛♥② q✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ s❝❤❡♠❡ X✳ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✽✳ ❋♦r ❛♥② B P cdga ď0 k ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs Ld U pSpec Bq, Ld pSpec Bq : cdga ď0 k Ñ sSets ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r IPdSt shy,b k X IPdAff k Ñ IPdSt k Ñ dSt k Ñ PpdAff q ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✻✮✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t Ld U pSpec Bq » L d U pSpec Bq ❛♥❞ Ld pSpec Bq » L d pSpec Bq✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst r❡♠❛r❦ t❤❛t Spec B ✐s ❛ r❡tr❛❝t ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ •✐♠✐t ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ •✐♥❡ A 1 ✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Ld U pSpec Bq ✐s✱ ✉♣ t♦ ❛ r❡tr❛❝t✱ ❛ ✜♥✐t❡ •✐♠✐t ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs Z d E : A Þ Ñ Map ´krY s, ArrX 1...d ssrX ´1 i1...iq s ✇❤❡r❡ E " ti 1 , . . . , i q u Ă F " t1, . . . , du✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r Z d E ✐s t❤❡ r❡❛•✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ✐♥❞✲♣r♦✲s❝❤❡♠❡ Z d E » colim n lim p Specpkra α1,...,α d , ´nδ i ď α i ď psq ✇❤❡r❡ δ i " 1 ✐❢ i P E ❛♥❞ δ i " 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ a α1,...,α d ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ X α1 1 . . . X α d d ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r Z d E ✐s t❤✉s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② IPdSt shy,b X IPdAff k ✳ ❚❤❡ r❡s✉•t ❛❜♦✉t Ld U pSpec Bq t❤❡♥ ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ •❡♠♠❛ ✷✳✻✵✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Ld pSpec Bq ✐s s✐♠✐•❛r✿ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐t ✐♥t♦ ❛ ✜♥✐t❡ •✐♠✐t ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs G d E : A Þ Ñ colim IĂH 0 pAq Map ´krY s, ArrX 1...d ssrX ´1 i1...iq s ? I ✇❤❡r❡ I ✐s ❛ ♥✐•♣♦t❡♥t ✐❞❡❛• ♦❢ H 0 pAq✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t G d E ✐s t❤❡ r❡❛•✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✲♣r♦✲s❝❤❡♠❡ G d E » colim n,m lim p Spec ´kra α1,...,α d , ´nδ i ď α i ď ps { J ✇❤❡r❡ J ✐s t❤❡ ✐❞❡❛• ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦•s a m α1,...,α d ✇✐t❤ ❛t •❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ α i ✬s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ✻✵ |❡♠❛r❦ ✸✳✶✾✳ ▲❡t n ❛♥❞ p ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ •❡t kpE, n, pq ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛♠✐•✐❡s pα 1 , . . . , α d q s✉❝❤ t❤❛t ´nδ i ď α i ď p ❢♦r ❛•• i✳ ❲❡ ❤❛✈❡ Z d E » colim n lim p pA 1 q kpE,n,pq ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✵✳ ❋r♦♠ •❡♠♠❛ ✸✳✶✽✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r L d : dAff fp k Ñ IPdSt k ✳ ■t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ♣r♦♣♦✲ s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ t❤❛t L d ✐s ❛ ❝♦st❛❝❦ ✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s✳ ❲❡ t❤✉s ❞❡✜♥❡ L d : dSt lfp k Ñ IPdSt k t♦ ❜❡ ✐ts •❡❢t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛•♦♥❣ t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ dAff fp k Ñ dSt lfp k ✕ ✇❤❡r❡ dSt lfp k ✐s p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❢✉♥❝t♦r L d ♣r❡s❡r✈❡s s♠❛•• ❝♦•✐♠✐ts ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ θ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r dSt lfp k L d G G IPdSt k |´| IP G G dSt k t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r L d ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ θ t♦ ❞❡r✐✈❡❞ ❉❡•✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ st❛❝❦s ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥✲ t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ θ : |L d p´q| IP Ñ L d p´q ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ θ t♦ ❛✣♥❡ ❞❡r✐✈❡❞ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✕ s❡❡ •❡♠♠❛ ✸✳✶✽✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t θ X ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥② ❉❡•✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ st❛❝❦ X ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✷✳ ▲❡t F ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✜♥✐t❡ s❡t✳ ❋♦r ❛♥② ❢❛♠✐•② pM D q ♦❢ ❝♦♠♣•❡①❡s ♦✈❡r k ✐♥❞❡①❡❞ ❜② s✉❜s❡ts D ♦❢ F ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ colim H‰EĂF à H‰DĂE M D » M F rd ´1s ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛• ♦❢ F ✭t❤❡ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠ ❛r❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♣r♦•❡❝t✐♦♥s✮✳ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♥❞ ❞♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t F ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t t1, . . . , du ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡•② ♦♥ d✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ d " 1 ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ▲❡t ♥♦✇ d ě 2 ❛♥❞ •❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s tr✉❡ ❢♦r F tdu✳ ▲❡t pM D q ❜❡ ❛ ❢❛♠✐•② ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ colim tduĹEĂF à H‰DĂE M D G G colim H‰EĂF tdu à H‰DĂE M D M tdu G G colim H‰EĂF à H‰DĂE M D ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ colim H‰EĂF tdu à H‰DĂE M D » M F tdu rd ´2s ❛♥❞ colim tduĹEĂF à H‰DĂE M D » M tdu ' ˜colim tduĹEĂF à tduĹDĂE M D ¸' ˜colim tduĹEĂF à H‰DĂE tdu M D » M tdu ' M F rd ´2s ' M F tdu rd ´2s ❚❤❡ r❡s✉•t ❢♦••♦✇s✳ ✻✶ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✸✳ ❋♦r ❛♥② B P cdga ď0 k ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ L d U pSpec Bq ✐s ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ •✐♥❡ A 1 ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① L L d U pA 1 q ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡✳ ❋♦r ❛♥② s✉❜s❡t D Ă F ✇❡ ❞❡✜♥❡ M p,n D t♦ ❜❡ t❤❡ ❢r❡❡ k✲❝♦♠♣•❡① ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦•s ta α1,...,α d , ´n ď α i ă 0 ✐❢ i P D, 0 ď α i ď p ♦t❤❡r✇✐s❡u ✐♥ ❞❡❣r❡❡ 0✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ •❡♠♠❛ ✸✳✶✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Z d E » colim n lim p Specpkr À DĂE M p,n D sq ❛♥❞ L d U pA 1 q » lim H‰EĂF Z d E ✇❤❡r❡ F " t1, . . . , du✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② π t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ L d U pA 1 q Ñ Spec k✱ ✇❡ ❣❡t L L d U pA 1 q » π ˚˜colim H‰EĂF lim n colim p à DĂE M p,n D ¸» π ˚˜lim n colim p colim H‰EĂF à DĂE M p,n D ❯s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✸✳✷✷ ✇❡ ❤❛✈❡ L L d U pA 1 q » π ˚ˆlim n colim p M p,n H ' M p,n F rd ´1s ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ M p,n H » M p,0 H ❛♥❞ M p,n F » M 0,n F ✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t L L d U pA 1 q ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ L d U pA 1 q✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ L d U pSpec Bq t❤❡♥ ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ •❡♠♠❛ ✷✳✻✵ ❛♥❞ ❢r♦♠ •❡♠♠❛ ✷✳✻✳ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✹✳ ▲❡t B Ñ C ❜❡ ❛♥ ét❛•❡ ♠❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❞❣❛✬s ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ f : L d U pSpec Cq Ñ L d U pSpec Bq ✐s ❢♦r♠❛••② ét❛•❡ ✕ s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✶✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ X " Spec B ❛♥❞ Y " Spec C✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ j : Map L d U pY q{´´L d U pY qr´s, L d U pY q ¯Ñ Map L d U pY q{´´L d U pY qr´s, L d U pXq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs PIQcohpL d pY qq ď0 Ñ sSets✳ ❙✐♥❝❡ L d U pY q ✐s ✐♥❞✲♣r♦✲❛✣♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ j Z : Map Z{´´Z r´s, L d U pY q ¯Ñ Map Z{´´Z r´s, L d U pXq ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs IQcohpZq ď0 Ñ sSets✱ ❢♦r ❛♥② ♣r♦✲❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ Z ❛♥❞ ❛♥② ♠❛♣ Z Ñ L d U pY q✳ ▲❡t ✉s ✜① E P IQcohpZq ď0 ✳ ❚❤❡ ♣r♦✲st❛❝❦ ZrEs ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦✲s❝❤❡♠❡✳ |❡❝❛•• t❤❛t ❜♦t❤ L d U pY q ❛♥❞ L d U pXq ❜❡•♦♥❣ t♦ IPdSt shy,b k ✳ ■t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✼ t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ j Z pEq ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ |j Z pEq| : Map |Z|{´`| ZrEs|, L d U pY q ˘Ñ Map |Z|{´`| ZrEs|, L d U pXq ✇❤❡r❡ | ´| ✐s t❤❡ r❡❛•✐s❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ dSt k ✳ ■t ♥♦✇ s✉✣❝❡s t♦ s❡❡ t❤❛t |ZrEs| ✐s ❛ tr✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ |Z| ❛♥❞ t♦ ✉s❡ •❡♠♠❛ ✸✳✶✸✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✳ ▲❡t Spec B ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ L d pSpec Bq ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡①✳ ❚❤✐s ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡✳ ❋♦r ❛♥② ét❛•❡ ♠❛♣ B Ñ C t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ f : L d pSpec Cq Ñ L d pSpec Bq ✐s ❢♦r♠❛••② ét❛•❡ ✕ s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✶✳ ✻✷ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✇r✐t❡ Y " Spec B✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② i : L d pY q Ñ L d U pY q t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ i ✐s ❢♦r♠❛••② ét❛•❡✱ t❤❡ r❡s✉•t ✇✐•• t❤❡♥ ❢♦••♦✇ ❢r♦♠ •❡♠♠❛ ✸✳✷✸ ❛♥❞ •❡♠♠❛ ✸✳✷✹✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ j : Map L d pY q{´´L d pY qr´s, L d pY q ¯Ñ Map L d pY q{´´L d pY qr´s, L d U pY q ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs PIQcohpL d pY qq ď0 Ñ sSets✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t j ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡✈❡r② ❛✣♥❡ ♣r♦✲s❝❤❡♠❡ X Ñ L d pY q t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs IQcohpXq ď0 Ñ sSets j X : Map X{´´X r´s, L d pY q ¯Ñ Map X{´´X r´s, L d U pY q ▲❡t ✉s ✜① E P IQcohpXq ď0 ✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ j X pEq ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ |j X pEq| : Map |X|{´`| XrEs|, L d pY q ˘Ñ Map |X|{´`| XrEs|, L d U pY q ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ s♣❛❝❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ dSt k ✳ ❚❤❡ ♠❛♣ |j X pEq| ✐s ❛ ♣✉••❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ f : Map |X|{´`| XrEs|, L d V pY q dR ˘Ñ Map |X|{´`| XrEs|, L d U pY q dR ■t ♥♦✇ s✉✣❝❡s t♦ s❡❡ t❤❛t |XrEs| ✐s ❛ tr✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ |X| ❛♥❞ t❤✉s f ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✭❜♦t❤ ♦❢ ✐ts ❡♥❞s ❛r❡ ❛❝t✉❛••② ❝♦♥tr❛❝t✐❜•❡✮✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛•• ❢r♦♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❛♥♦♠❛•② rDet L d pSpec Aq s P H 2 ´Ld pSpec Aq, O Ld pSpec Aq ■t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t T L d pSpec Aq P Tate U IP pL d pSpec Aqq t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♠❛♣✳ ❯s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❢✉♥❝t♦r✐❛• ✐♥ A✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s ét❛•❡ ❞❡s❝❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛♥② q✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ q✉❛s✐✲s❡♣❛r❛t❡❞ ✭❞❡r✐✈❡❞✮ s❝❤❡♠❡ ✭♦r ❉❡•✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ st❛❝❦ ✇✐t❤ ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ❞✐❛❣♦♥❛•✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡••✲❞❡✜♥❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❛♥♦♠❛•② rDet L d pXq s P H 2 ´Ld pXq, O Ld pXq |❡♠❛r❦ ✸✳✷✻✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ s✐♥❝❡ ❬❑❱✸( t❤❛t ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d " 1✱ ✐❢ rDet L 1 pXq s ✈❛♥✐s❤❡s✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛••② ♥♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛• ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ s❤❡❛✈❡s ♦❢ ❝❤✐r❛• ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ X✳ ✸✳✷ ❇✉❜❜•❡ s♣❛❝❡s ✸✳✷✳✶ ▲♦❝❛• ❝♦❤♦♠♦•♦❣② ❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❛ r❡s✉•t ❢r♦♠ ❬❙•❆✷✱ ➱①♣♦sé ✷(✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❢♦r♠✉•❛ ❢♦r •♦❝❛• ❝♦❤♦♠♦•♦❣② ✕ s❡❡ r❡♠❛r❦ ✸✳✻✳ ❲❡ ✇✐•• ✜rst ❞❡✈❡•♦♣ t✇♦ ❞✉❛•✐t② r❡s✉•ts ✇❡ ✇✐•• ♥❡❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦r♠✉•❛✳ ▲❡t A P cdga ď0 k ❜❡ ❛ ❝❞❣❛ ♦✈❡r ❛ ✜❡•❞ k✳ ▲❡t pf 1 , . . . , f p q ❜❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ A 0 ✇❤♦s❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ H 0 pAq ❢♦r♠ ❛ r❡❣✉•❛r s❡q✉❡♥❝❡✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② A n,k t❤❡ ❑♦③s✉• ❝♦♠♣•❡① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✉•❛r s❡q✉❡♥❝❡ pf n 1 , . . . , f n k q ❢♦r k ď p✳ ❲❡ s❡t A n,0 " A ❛♥❞ A n " A n,p ❢♦r ❛♥② n✳ ■❢ k ă p✱ t❤❡ ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ ❜② f n k`1 ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠ ϕ n k`1 ♦❢ A n,k ✳ |❡❝❛•• t❤❛t A n,k`1 ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ ϕ n k`1 ✿ A n,k ϕ n k`1 G G A n,k 0 G G A n,k`1 ▲❡t ✉s ♥♦✇ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝♦✉♣•❡ pn, kq✱ t❤❡ A✲♠♦❞✉•❡ A n,k ✐s ♣❡r❢❡❝t✳ ✻✸ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳ ▲❡t k ď p✳ ❚❤❡ A✲•✐♥❡❛r ❞✉❛• A _{ A n,k " RHom A pA n,k , Aq ♦❢ A n,k ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ A n,k r´ks❀ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t r❡❝✉rs✐✈❡•② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r k✳ ❲❤❡♥ k " 0✱ t❤❡ r❡s✉•t ✐s tr✐✈✐❛•✳ ▲❡t k ě 0 ❛♥❞ •❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t A _{ A n,k ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ A n,k r´ks✳ ▲❡t ✉s ❛•s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② a P A✱ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ ❜② a ❝♦♠♠✉t❡s A _{ A n,k " a _ A n,k r´ks a A _{ A n,k " A n,k r´ks ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s A n,k`1 r´k ´1s G G " A n,k r´ks " ϕ n k`1 G G A n,k r´ks " A _{ A n,k`1 G G A _{ A n,k pϕ n k`1 q _ G G A _{ A n,k ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ A ✐s ❛ ❢♦r♠❛• s❡r✐❡s r✐♥❣ ♦✈❡r A 1 ✿ A " A 1 rrf 1 , . . . , f p ss ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛♥② n✱ t❤❡ A 1 ✲♠♦❞✉•❡ A n ✐s ❢r❡❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♠❛♣ r n : A n Ñ A 1 ♠❛♣♣✐♥❣ f n 1 . . . f n p t♦ 1 ❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛t♦r t♦ ③❡r♦✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ A n " Ñ A _{ A1 n " RHom A1 pA n , A 1 q ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ A n b A1 A n ˆG G A n rn G G A 1 |❡♠❛r❦ ✸✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ A _{ A1 n Ñ A n ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❛❜♦✈❡✿ ✐t ♠❛♣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ α : A n Ñ A 1 t♦ t❤❡ s❡r✐❡ ÿ i αpf i qf n´1´i ✇❤❡r❡ i ✈❛r✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉♣•❡ts pi 1 , . . . , i p q ❛♥❞ ✇❤❡r❡ f i " f i1 1 . . . f ip p ✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r♠✉•❛✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ q✉❛s✐✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❞❡r✐✈❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ •❡t i : Z Ñ X ❜❡ ❛ ❝•♦s❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡•② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐❞❡❛• I Ă O X ✳ ▲❡t j : U Ñ X ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣•❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡♥ s✉❜s❝❤❡♠❡✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Ȳ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ N Ñ dSt X ❞❡✜♥❡❞ ❜② Ȳ pnq " Y n " Spec X ´OX{ I n ❋♦r ❛♥② n P N✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② i n : Y n Ñ X t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ✜① t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Qcoh ˚: dSt k Qcoh op G G ´Pr L,V 8 ¯op » Pr R,V 8 ■t ♠❛♣s ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ φ : S Ñ T t♦ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r φ ˚: QcohpSq Ñ QcohpT q✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t♦r ❛•s♦ ❛❞♠✐t ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② φ ! ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Qcoh ! : dSt op k Ñ Pr R,V 8 ✻✹ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳ ■t ✇✐•• ❛•s♦ ❜❡ ❤❛♥❞② t♦ ❞❡♥♦t❡ Qcoh ❜② Qcoh ˚✳ ❲❡ ✜♥❛••② s❡t t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s Qcohp Xq " lim Qcoh ˚p Ȳ q î˚G G QcohpXq îo o j ˚G G QcohpU q jo o Qcoh Z pXq g y y f •❛✐ts❣♦r② ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs fî ˚❛♥❞ î˚g t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r f t❤❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ î˚t ❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛•s♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ lim Qcoh ! p Ȳ q ĩ˚G G o o ĩ! QcohpXq ▲❡♠♠❛ ✸✳✹ ✭•❛✐ts❣♦r②✲|♦③❡♥❜•②✉♠✮✳ ▲❡t A P cdga ď0 k ❛♥❞ •❡t p ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ A p b A A p Ñ A p ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ colim n RHom A ˆAn b A A p , ´˙» colim něp RHom A ˆAn b A A p , ´˙" Ð RHom A pA p , ´q Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❬•|✱ ✼✳✶✳✺(✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r T " ĩ˚ĩ ! ✐s t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ N Ȳ G G dSt X Qcoh ˚G G Pr L,V 8 { QcohpXq η QcohpXq G G FctpQcohpXq, QcohpXqq { id ■t ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ❛ r✐❣❤t •♦❝❛•✐s❛t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ •♦❝❛• ❝♦❤♦♠♦•♦❣② ❢✉♥❝t♦r gf ✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ lim Qcoh ! p Ȳ q Ñ Qcoh Z pXq ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs t♦ QcohpXq✳ |❡♠❛r❦ ✸✳✻✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Hom OX p´, ´q t❤❡ ✐♥t❡r♥❛• ❤♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② QcohpXq✳ ■t ❝♦rr❡✲ s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❢✉♥❝t♦r QcohpXq op Ñ FctpQcohpXq, QcohpXqq✳ ❲❡ ♠♦r❡♦✈❡r ❤❛✈❡ ❛ ❣•♦❜❛• s❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r O ˚: dSt X Ñ QcohpXq op ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ φ : S Ñ X t♦ φ ˚OS ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r
Hom OX pO ˚p´q, ´q : dSt X Ñ FctpQcohpXq, QcohpXqq

✐s t❤❡♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ η QcohpXq ˝Qcoh ˚✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥ts✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛♥② q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t ♠♦❞✉•❡ M P QcohpXq✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ colim n Hom O X pO Yn , M q Ñ M Ñ j ˚j˚M ❛♥❞ t❤✉s ❣✐✈❡s ❛ ✭❢✉♥❝t♦r✐❛•✮ ❢♦r♠✉•❛ ❢♦r •♦❝❛• ❝♦❤♦♠♦•♦❣② H Z pM q » colim n Hom OX pO Yn , M q ■t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛•✐s❛t✐♦♥ t♦ ❞❡r✐✈❡❞ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❬❙•❆✷✱ ❊①♣♦sé ✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✻(✳ Pr♦♦❢ ✭♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✱ ❛♣♣•✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ α : T " ĩ˚ĩ ! Ñ id✳ ❲❡ ♠✉st ♣r♦✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣s T 2 Ñ T ✻✺ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t t♦ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ •❡♠♠❛ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r T ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ r✐❣❤t •♦❝❛•✐s❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② Qcoh T pXq t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ T ✲•♦❝❛• ♦❜•❡❝ts❀ ✐t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t♦rs✿ Qcoh T pXq u G G QcohpXq v o o s✉❝❤ t❤❛t vu » id ❛♥❞ uv » T ✳ ❯s✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ j ˚ĩ ˚✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r ψ : Qcoh T pXq Ñ Qcoh Y pXq s✉❝❤ t❤❛t u " gψ✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t ψ ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t ξ ❛♥❞ t❤❛t ψ " f u ❛♥❞ ξ " vg ❲❡ ✇✐•• ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ξ ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ▲❡t t❤❡r❡❢♦r❡ E P Qcoh Y pXq s✉❝❤ t❤❛t ξE " 0✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t E ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ ③❡r♦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ T gE " 0 ❛♥❞ i 1˚i ! 1 T gE » RHom OX pO Z , gEq✳ ❇❡❝❛✉s❡ O Z ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ Qcoh Y pXq ✖ s❡❡ ❬❚♦ë✷✱ ✸✳✼( ✖✱ t❤✐s ✐♠♣•✐❡s t❤❛t gE ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ U ✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ j ˚ĩ ˚✐♠♣•✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t♦r lim Qcoh ! p Ȳ q γ G G Qcoh Y pXq s✉❝❤ t❤❛t gγ » ĩ˚✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r ε " ĩ! g ✐s r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ γ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ gγε » ĩ˚ĩ ! g " T g » g ♣r♦✈❡s t❤❛t ε ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t γ ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ■s ✐t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ĩ˚✐ s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ▲❡t pE n q P lim Qcoh ! p Ȳ q✳ ❚❤❡ ❝♦•✐♠✐t colim n i n˚En ✈❛♥✐s❤❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ ❢♦r ❛♥② n✱ ❛♥② p P Z ❛♥❞ ❛♥② e : O Yn rps Ñ E n ✱ t❤❡r❡ ❡①✐st N ě n s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ f : h nN ˚OYn rps Ñ h nN ˚En Ñ E N ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦• h nN st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠❛♣ Ȳ pn ď N q✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t e ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛♣ O Yn rps G G h ! nN h nN ˚On rps h ! nN f G G h ! nN E N " E n ❚❤❡ ♣♦✐♥t e ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ③❡r♦ ❛♥❞ E n ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜•❡✳ ✸✳✷✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❜✉❜❜•❡ s♣❛❝❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✐t ❛❞♠✐ts ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❚❛t❡ st❛❝❦✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛• s♣❤❡r❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✐s t❤❡ ♣r♦✲✐♥❞✲st❛❝❦ Ŝd " lim n colim pěn SpecpA p ' Hom A pA n , Aqq » lim n colim pěn SpecpA p ' A n r´dsq ✇❤❡r❡ A " krx 1 , . . . , x d s ❛♥❞ A n " A{ px n 1 , . . . , x n d q ✳ |❡♠❛r❦ ✸✳✽✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ SpecpA p ' A n r´dsq ✐s s•✐❣❤t•② ❛❜✉s✐✈❡✳ ❚❤❡ ❝❞❣❛ A p ' A n r´ds ✐s ♥♦t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉•❛r✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ SpecpA p ' A n r´dsq ✐s ♥♦t ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡✳ ■t ❜❡❤❛✈❡s •✐❦❡ ♦♥❡ t❤♦✉❣❤✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r②✿ QcohpSpecpA p ' A n r´dsqq » dgMod Ap'Anr´ds ✻✻ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥❞✲♣r♦✲❛•❣❡❜r❛ O Ŝd " colim n lim pěn A p ' A n r´ds ✇❤❡r❡ A p ' A n r´ds ✐s t❤❡ tr✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ A p ❜② t❤❡ ♠♦❞✉•❡ A n r´ds✳ ❋♦r ❛♥② m P N✱ •❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Ŝd m t❤❡ ✐♥❞✲st❛❝❦ Ŝd m " colim pěm SpecpA p ' A m r´dsq ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ d✲❜✉❜❜•❡ st❛❝❦ ♦❢ T ❛s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ BpT q " Mapp Ŝd , T q : Spec B Þ Ñ colim n lim pěn T pB b pA p ' A n r´dsqq ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❝❞❣❛ A p ' A n r´ds ✐s ♥♦t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s s•✐❣❤t•② ❛❜✉s✐✈❡ ❛♥❞ ❜② T pB b pA p ' A n r´dsqq ✇❡ ♠❡❛♥ MappSpecpA p ' A n r´dsq ˆSpec B, Xq ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② BpT q t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ N Ñ Pro U dSt k ♦❢ ✇❤♦♠ BpT q ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ IPdSt k ✳ ▲❡t ✉s ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② B m pT q t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦✲st❛❝❦ B m pT q " Mapp Ŝd m , T q : Spec B Þ Ñ lim pěm T pB b pA p ' A m r´dsqq ❛♥❞ Bm pT q : tp P N|p ě mu op Ñ dSt S t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉•❛r B 0 pT q " Mapp Ŝd 0 , T q : Spec B Þ Ñ lim p T pB b A p q ❚❤♦s❡ st❛❝❦s ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣s B 0 pT q s0 G G BpT q r G G B 0 pT q B m pT q sm G G BpT q Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✳ ■❢ T ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡✱ t❤❡ ❜✉❜❜•❡ st❛❝❦ BpT q ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s BpT q G G L d V pT q L d V pT q G G L d U pT q Pr♦♦❢✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ V d k Ñ Ŝd ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ colim n lim pěn A p ' A n r´ds Ñ lim p A p ❇❡❝❛✉s❡ T ✐s ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡✱ ✐t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠❛♣ BpT q Ñ L d V pT q ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛• ♠♦r♣❤✐s♠ δ : BpT q Ñ L d V pT q Ld U pT q L d V pT q ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ t❤❛t δ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ T ✐s ❛ ✜♥✐t❡ •✐♠✐t ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ A 1 ✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ T " A 1 ✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t Z " L d V pA 1 q ˆLd U pA 1 q L d V pA 1 q✳ ■t ✻✼ ✐s t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s Z G G lim p Specpkra α1,...,α d , 0 ď α i ď psq lim p Specpkra α1,...,α d , 0 ď α i ď psq G G colim n lim p lim IĂJ Specpkra α1,...,α d , ´nδ iPI ď α i ď psq ✇❤❡r❡ J " t1, . . . , du ❛♥❞ δ iPI " 1 ✐❢ i P I ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❋♦r ❛♥② s✉❜s❡t K Ă J ✇❡ ❞❡✜♥❡ M p,n K t♦ ❜❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♣•❡① ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦•s ta α1,...,α d , ´n ď α i ă 0 ✐❢ i P K, 0 ď α i ď p ♦t❤❡r✇✐s❡u ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ Z G G lim p Spec ´krM p,0 H s lim p Spec ´krM p,0 H s ¯G G colim n lim p lim IĂJ Specpkr À KĂI M p,n K sq ❯s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✸✳✷✷ ✇❡ ❣❡t Z » colim n lim p Spec ´k" M p,0 H ' M 0,n J rds ı| ❡♠❛r❦ ✸✳✶✶✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣ lim p A p Ñ A 0 » k ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛• s❡r✐❡ t♦ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 0✳ ❚❤❡ plim A p q✲✐♥❞✲♠♦❞✉•❡ colim A n r´ds ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ t♦ kr´ds✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ O Ŝd Ñ k ' kr´ds ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠❛♣ S d Ñ Ŝd ✱ ✇❤❡r❡ S d ✐s t❤❡ t♦♣♦•♦❣✐❝❛• s♣❤❡r❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❛ r❛t❤❡r ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ B d pXq Ñ MappS d , Xq ✸✳✷✳✸ ■ts t❛♥❣❡♥t ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡ ❲❡ ❛•r❡❛❞② ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ t❤❛t t❤❡ ❜✉❜❜•❡ st❛❝❦ ✐s ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ ❛♥♦t❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡①✳ ❲❡ ✇✐•• ♥❡❡❞ ✐t ✇❤❡♥ ♣r♦✈✐♥❣ B d pT q ✐s s②♠♣•❡❝t✐❝✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❆rt✐♥ st❛❝❦ T ✐s •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✲ ♣r♦✲st❛❝❦ B d pT q ✐s t❤❡♥ ❛ ❚❛t❡ st❛❝❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❢♦r ❛♥② m P N ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ s mr ˚LB d pT q0 G G s mL B d pT q G G s mL B d pT q{ B d pT q0 ✇❤❡r❡ t❤❡ •❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❛♥ ✐♥❞✲♣❡r❢❡❝t ♠♦❞✉•❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❛ ♣r♦✲♣❡r❢❡❝t ♠♦❞✉•❡✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ✇✐•• ✇r✐t❡ B ✐♥st❡❛❞ ♦❢ B d pT q ❛♥❞ B m ✐♥st❡❛❞ ♦❢ B d pT q m ❢♦r ❛♥② m✳ ▲❡t ✉s ✜rst r❡♠❛r❦ t❤❛t B ✐s ❛♥ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t s mL B ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡ ♦♥ B m ✱ ❢♦r ❛♥② m P N✳ ❲❡ ✇✐•• ❛❝t✉❛••② ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ❡•❡♠❡♥t❛r② ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣ s mr ˚LB 0 Ñ s mL B ■t ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠❛♣ λ Pro B m pB 0 q f Ñ lim λ Pro B m p Běm pT qq ✻✽ ✇❤❡r❡ Běm pT q ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ BpT q t♦ tn ě mu Ă N✳ ▲❡t φ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ φ : tn P N|n ě mu op Ñ IPerf pB m pT qq ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦❦❡r♥❡• ♦❢ f ✳ ■t ✐s ♥♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t φ ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ Perf pB m pT qq✳ ▲❡t n ě m ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ •❡t g mn ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ B m pT q Ñ B n pT q✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡
s mr ˚LB 0 pT q » g mn s nr ˚LB 0 pT q Ñ g m,n L B n pT q Ñ φpnq ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ψpnq t❤❡ ❝♦✜❜❡r

s nr ˚LB 0 pT q Ñ L B n pT q Ñ ψpnq s♦ t❤❛t φpnq » g mn ψpnq✳ ❚❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ✭✐♥ IPerf pB n pT qq✮ ♦❢ ❛ ❝♦✜❜❡r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐❛❣r❛♠s tp P N|p ě nu op Ñ Perf pB n pT qq λ Pro B n pT q p B0 pT qq Ñ λ Pro B n pT q p Bn pT qq Ñ ψpnq ■t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ψpnq : tp P N|p ě nu op Ñ Perf pB n pT qq ✐s ✭❡ss❡♥t✐❛••②✮ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡t p P N✱ p ě n✳ ❚❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡① ψpnqppq ✜ts ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ t np ε np L B 0,p pT q Ñ π n,p L B n,p pT q Ñ ψpnqppq ✇❤❡r❡ t np : B n pT q Ñ B n,p pT q ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ε np : B n,p pT q Ñ B 0,p pT q ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ O Sn,p Ñ O S0,p ✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t ψpnqppq ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t np L B n,p pT q{ B 0,p pT q ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② q ě p ě n✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ ψpnqppq Ñ ψpnqpqq ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭t❤r♦✉❣❤ t nq ✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✜❜❡r✱ ✐♥ Perf pB n,q pT qq α npq ε np L B 0,p pT q G G pσq α npq L B n,p pT q
G G α npq L B n,p pT q{ B 0,p pT q ε nq α 0pq L B 0,p pT q ε nq L B 0,q pT q G G L B n,q pT q G G L B n,q pT q{ B 0,q pT q ✇❤❡r❡ α npq ✐s t❤❡ ♠❛♣ B n,q pT q Ñ B n,p pT q✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② pσq t❤❡ sq✉❛r❡ ♦♥ t❤❡

•❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛❜♦✈❡✳ ▲❡t ✉s ✜① ❛ ❢❡✇ ♠♦r❡ ♥♦t❛t✐♦♥s B n,p pT q ˆS0,p ϕnp a0p x x B n,q pT q ˆS0,p ψnpq o o G G B n,q pT q ˆS0,q ϕnq S 0,p ξnp B n,p pT q ˆSn,p anp x x B n,q pT q ˆSn,p o o bnpq G G y y B n,q pT q ˆSn,q anq y y ̟nq evnq 7 7 S n,p ̟np S n,p " S n,q βnpq o o T B n,p pT q B n,q pT q αnpq o o " B n,q pT q ✻✾ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ pσq ✐s t❤❡♥ ❞✉❛• t♦ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ α npq ε np ̟ 0p ˚ev 0p T T α npq ̟ np ˚ev np T T o o ε nq ̟ 0q ˚ev 0q T T y y ̟ nq ˚ev nq T T o o y y ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ̟ np ✭❢♦r ❛♥② n ❛♥❞ p✮ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r♠✉•❛✳ ❚❤✐s sq✉❛r❡ ✐s t❤✉s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ̟ nq ˚♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ψ npq ˚bnpq ˚bn pq ψ npq ev nq T T b npq ˚bn pq ev nq T T o o ϕ nq ˚ϕn q ev nq T T y y ev nq T T o o y y ❯s✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r♠✉•❛❡ ❛•♦♥❣ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ϕ nq ✱ b npq ❛♥❞ ψ npq ✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s •❛st sq✉❛r❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ pa nq β npq ˚ξnp ˚OS0,p q b pev nq T T q pa nq β npq ˚OSn,p q b pev nq T T q o o pa nq ξ nq ˚OS0,q q b pev nq T T q y y pa nq O Sn,q q b pev nq T T q o o y y ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ O Sn,q G G ξ nq ˚OS0,q β npq ˚OSn,p G G β npq ˚ξnp ˚OS0,p ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✜❜r❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛• ♠❛♣s ❛r❡ ❜♦t❤ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ A n r´ds ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛♥② q ě p ě n t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ ψpnqppq Ñ ψpnqpqq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ■t ✐♠♣•✐❡s t❤❛t L BpT q ✐s ❛ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡✳ ✸✳✷✳✹ ❆ s②♠♣•❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✭s❤✐❢t❡❞ ❜② d✮ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✸✳ ❆ss✉♠❡ T ✐s q✲s❤✐❢t❡❞ s②♠♣•❡❝t✐❝✳ ❚❤❡ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ B d pT q ❛❞♠✐ts ❛ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❚❛t❡ str✉❝t✉r❡ s❤✐❢t❡❞ ❜② q ´d✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② m P N ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ s mr ˚LB d pT q0 Ñ s mL B d pT q Ñ s mr ˚TB d pT q0 rq ´ds Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦✿ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ♠❛♣ r n : A n Ñ k " A 1 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ •❡♠♠❛ ✸✳✷ ❞❡✜♥❡s ❛ ♠❛♣ O Ŝd Ñ kr´ds✳ ❋r♦♠ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✾✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ pq ´dq✲s❤✐❢t❡❞ ❝•♦s❡❞ 2✲❢♦r♠ ♦♥ B d pT q✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✾ O B d pT q rq ´ds Ñ L B d pT q b L B d pT q ✐♥ PIPerf pB d pT qq✳ ▲❡t m P N✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ♠❛♣ O B d pT qm rq ´ds Ñ s mL B d pT q b s mL B d pT q ✼✵ ❛♥❞ t❤❡♥ s mT B d pT q b s mT B d pT q Ñ O B d pT qm rq ´ds ✐♥ IPPerf pB d pT q m q✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛♣ θ : s mT B d pT q{ B d pT q0 b s mT B d pT q{ B d pT q0 Ñ s mT B d pT q b s mT B d pT q Ñ O B d pT qm rq ´ds ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛r❦ ✷✳✷✵ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ✇❡ s❡❡ t❤❛t θ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ✭✈❛r②✐♥❣ n ❛♥❞ p✮ ̟ np ˚`E b E b ev np pT T b T T q ˘A G G ̟ np ˚pE b Erqsq B G G ̟ np ˚´O B d pT qnpˆSn,p rqs ✇❤❡r❡ E " a np ξ np ˚hnp ˚γ! n O A d ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣ A ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❢♦r♠ ♦♥ T ✳ ❚❤❡ ♠❛♣ B ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ O Sn,p ✳ ❚❤✐s s❤❡❛❢ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛ tr✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐❞❡❛• ξ np ˚hnp ˚γ! n O A d ❛♥❞ B t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ s mT B d pT q b s mT B d pT q{ B d pT q0 Ñ s mT B d pT q b s mT B d pT q Ñ O B d pT qm rq ´ds ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ s mT B d pT q0 b s mT B d pT q{ B d pT q0 ✳ ◆♦✇ ✉s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ✇❡ ❣❡t ❛ ♠❛♣ ♦❢ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❚❛t❡ ♠♦❞✉•❡s ♦✈❡r B d pT q m s mT B d pT q{ B d pT q0 G G τm s mT B d pT q G G s mr ˚TB d pT q0 s mr ˚LB d pT q0 rd ´qs G G s mL B d pT q rd ´qs G G s mL B d pT q{ B d pT q0 rd ´qs ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣s ♦♥ t❤❡ s✐❞❡s ❛r❡ ❞✉❛• ♦♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✣❝❡s t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ τ m : s mT B d pT q{ B d pT q0 Ñ s mr ˚LB d pT q0 rd ´qs ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t τ m ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ✐♥❞❡①❡❞ ❜② p ě m ♦❢ ♠❛♣s g pm t pp ´εp p L B d pT q0p Ñ T B d pT qpp{ B d pT q0p ▲❡t ✉s ✜① p ě m ❛♥❞ G " a pp ξ pp ˚OS0p ✳ ❚❤❡ ♠❛♣ F p : T B d pT qpp{ B d pT q0p Ñ ε pp L B d pT q0p ❛t ❤❛♥❞ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ T B d pT qpp{ B d pT q0p b ε pp T B d pT q0p » ̟ pp ˚`E b ev pp T T ˘b ̟ pp ˚`G b ev pp T T ̟ pp ˚`E b ev pp T T b G b ev pp T T ̟ pp ˚pE b Gqrqs ̟ pp ˚´O B d pT qppˆSpp ¯rqs O B d pT qpp rq ´ds ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥❝•✉❞❡ ✉s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✸✳✷✳ ✼✶ ✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❚❛♥❣❡♥t▲✐❡❛•❣❡❜r❛ ❲❡ ✇✐•• st✉❞② ✐♥ t❤✐s •❛st ❝❤❛♣t❡r t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ❜✉✐•❞s ❛ ▲✐❡ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① T X r´1s ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ X •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐•• ❛•s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡① E ♦♥ X✱ ✐ts ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ❞❡✜♥❡s ❛ ▲✐❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t T X r´1s ♦♥ E✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ k ✇✐•• ❜❡ ❛ ✜❡•❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ③❡r♦✳ •✐✈❡♥ A P cdga ď0 k ✱ ✇❡ ✇✐•• ✉s❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s • ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② dgMod A ♦❢ ✭✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮ ❞❣✲♠♦❞✉•❡s ♦✈❡r A ❀ • ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② cdga A ♦❢ ✭✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛s ♦✈❡r A ❀ • ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② cdga ď0 A ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛s ♦✈❡r A ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛••② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ ❀ • ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② dgAlg A ♦❢ ✭♥❡✐t❤❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ♥♦r ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛s ♦✈❡r A ❀ • ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② dgLie A ♦❢ ✭✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ♦✈❡r A✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡• ❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② dgMod A ✱ cdga A ✱ cdga ď0 A ✱ dgAlg A ❛♥❞ dgLie A t❤❡ ♠♦❞❡• ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ✹✳✶ ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ❛♥❞ ❢♦r♠❛• st❛❝❦s ♦✈❡r ❛ ❝❞❣❛ ■♥ t❤✐s ♣❛rt ✇❡ ✇✐•• ♠✐♠✐❝ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▲✉r✐❡✬s ❬❉❆•✲❳( ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ✭▲✉r✐❡✮✳ ▲❡t k ❜❡ ❛ ✜❡•❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ p8, 1q✲ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ C k : dgLie k Õ ´cdga k{ k ¯op : D k ❲❤❡♥❡✈❡r L ✐s ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛✿ ✭✐✮ ■❢ L ✐s ❢r❡❡•② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❣✲♠♦❞✉•❡ V t❤❡♥ t❤❡ ❛•❣❡❜r❛ C k pLq ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ tr✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ k ' V _ r´1s ✕ s❡❡ ❬❉❆•✲❳✱ ✷✳✷✳✼(✳ ✭✐✐✮ ■❢ L ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ L n ✐s ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛•✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ L Ñ D k C k L ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✕ s❡❡ ❬❉❆•✲❳✱ ✷✳✸✳✺(✳ ❚❤❡ ❣♦❛• ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s r❡s✉•t t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛• ❜❛s✐s✱ ♥❛♠❡•② ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r k ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ✭✐✮ ✇✐•• ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ♦✈❡r ❛♥② ❜❛s✐s✱ t❤❡ ❛♥❛•♦❣ ♦❢ ♣♦✐♥t ✭✐✐✮ ✇✐•• ♥❡❡❞ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛ t♦ ❜❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ A ✇✐•• ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛s❡ ✜❡•❞ k ✭st✐•• ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ③❡r♦✮✳ ✼✸ ✹✳✶✳✶ P♦✐♥❝❛ré✲❇✐r❦❤♦✛✲❲✐tt ♦✈❡r ❛ ❝❞❣❛ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ③❡r♦ ■♥ t❤✐s ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ P❇❲✲t❤❡♦r❡♠ ♦✈❡r ❛ ❝❞❣❛ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 0✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛ s✐♠♣•❡ ❣❡♥❡r❛•✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ♦❢ P❛✉• ▼✳ ❈♦❤♥ ♦✈❡r ❛ ❛•❣❡❜r❛ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 0 ✕ s❡❡ ❬❈♦❤✱ t❤❡♦r❡♠ ✷(✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r ❛ ✜❡•❞ k ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ③❡r♦✳ ❋♦r ❛♥② ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ L ♦✈❡r A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡s Sym A L Ñ U A L Pr♦♦❢✳ |❡❝❛•• t❤❛t U A L ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❛•❣❡❜r❛ str✉❝t✉r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ❡•❡♠❡♥t ♦❢ L ✐s ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥ U A L✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ L Ñ U A L t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❞❣✲❜✐❛•❣❡❜r❛s T A L Ñ U A L ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♠❛♣ Sym A L Ñ T A L ❣✐✈❡♥ ❜② x 1 b . . . b x n Þ Ñ 1 n! ÿ σ εpσ, xqx σp1q b . . . b x σpnq ✇❤❡r❡ σ ✈❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ S n ❛♥❞ ✇❤❡r❡ εp´, xq ✐s ❛ ❣r♦✉♣ ♠♦r♣❤✐s♠ S n Ñ t´1, `1u ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛•✉❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s pi jq εppi jq, xq " p´1q |xi||xj | ❲❡ ✜♥❛••② ❣❡t ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ A✲❞❣✲❝♦❛•❣❡❜r❛s φ : Sym A L Ñ U A L✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡ n ě 1 ❛♥❞ •❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ φ ❝♦♥t❛✐♥s U ďn´1 A L✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r x 1 s b . . . s b x n ❜② φ ✐s t❤❡ ❝•❛ss « 1 n! ÿ σ εpσ, xqx σp1q b . . . b x σpnq ff ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ « x 1 b . . . b x n `ÿ α ˘1 n! y α 1 b . . . b y α n´1 ff ✇❤❡r❡ y α i ✐s ❡✐t❤❡r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ x j ✬s ♦r s♦♠❡ ❜r❛❝❦❡t rx j , x k s✳ ❚❤✐s ✐♠♣•✐❡s t❤❛t U ďn A L ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ φ ❛♥❞ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✇ r❡❝✉rs✐✈❡•② t❤❛t φ ✐s s✉r•❡❝t✐✈❡ ✭t❤❡ ✜•tr❛t✐♦♥ ♦❢ U A L ✐s ❡①❤❛✉st✐✈❡✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ❛ s❡❝t✐♦♥ U A L Ñ Sym A L ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❢♦r♠✉•❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❈♦❤( ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝•✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ✹✳✶✳✷ ❆•❣❡❜r❛✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ Free A : dgLie A Õ dgMod A : Forget A ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ▲❡t dgMod f,ft,ě1 A ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ dgMod A s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ❞❣✲♠♦❞✉•❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛r❡ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡✳ ❆♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ dgMod f,ft,ě1 A ✐s t❤✉s ✭❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦✮ t❤❡ ❞❣✲♠♦❞✉•❡ n à i"1 A pi r´is ❢♦r s♦♠❡ n ě 1 ❛♥❞ s♦♠❡ ❢❛♠✐•② pp 1 , . . . , p n q ♦❢ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ▲❡t dgLie f,ft,ě1 A ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛• ✐♠❛❣❡ ♦❢ dgMod f,ft,ě1 A ✐♥ dgLie A ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Free✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛•• t❤❛t P Σ pCq st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s✐❢t❡❞ ❝♦♠♣•❡t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛t❡❣♦r② C ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❝♦♣r♦❞✉❝ts✳ ✼✹ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❚❤❡ (♦♥❡❞❛ ❢✉♥❝t♦rs dgMod A Ñ P Σ pdgMod f,ft,ě1 A q " Fct ˆ´´d gMod f,ft,ě1 A ¯op , sSets dgLie A Ñ P Σ pdgLie f,ft,ě1 A q " Fct ˆ´´d gLie f,ft,ě1 A ¯op , sSets ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ |❡♠❛r❦ ✹✳✺✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♠♣•✐❡s t❤❛t ❡✈❡r② ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ✐s ❝♦•✐♠✐t ♦❢ ❛ s✐❢t❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ♦❜•❡❝ts ✐♥ dgLie f,ft,ě1 A ✳ ◆♦t❡ ❛•s♦ t❤❛t t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐•❛r t♦ ❬❍❆•❣✱ ✻✳✷✳✷✳✶✻(✳ Pr♦♦❢✳ ❊✈❡r② ❞❣✲♠♦❞✉•❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ dgMod f,ft,ě1 A ❛♥❞ ♦❜•❡❝ts ♦❢ dgMod f,ft,ě1 A ❛r❡ ❝♦♠♣❛❝t ♣r♦•❡❝t✐✈❡ ✐♥ dgMod A ✭❛♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❝♦♠♣❛❝t ♣r♦•❡❝t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ✐t ❝♦r❡♣r❡s❡♥ts ♣r❡s❡r✈❡s s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❬❍❚❚✱ ✺✳✺✳✽✳✷✺( ♠❛❦❡s t❤❡ ✜rst ❢✉♥❝t♦r ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r Forget A ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré✲❇✐r❦❤♦✛✲❲✐tt t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷ ✐♠♣•✐❡s t❤❛t Forget A ✐s ❛ r❡tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r dgLie A UA G G dgAlg A G G dgMod A ❙✐♥❝❡ t❤❡ •❛tt❡r ♣r❡s❡r✈❡s s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ✭t❤❡ ❢✉♥❝t♦r U A ✐s ❛ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ ❬❍❆•❣✱ ✸✳✷✳✸✳✶(✮✱ s♦ ❞♦❡s Forget A ✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛rr✲❇❡❝❦ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❬❍❆•❣✱ ✻✳✷✳✵✳✻(✮ t❤❛t Forget A ✐s ♠♦♥❛❞✐❝✳ ❊✈❡r② ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ ❛ s✐♠♣•✐❝✐❛• ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ ✈❛•✉❡s ✐♥ t❤❡ p8, 1q✲ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❢r❡❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ✭s❡❡ ❬❍❆•❣✱ ✻✳✷✳✷✳✶✷(✮✳ ❋r♦♠ t❤♦s❡ t✇♦ ❢❛❝ts ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ ♦❜•❡❝ts ✐♥ dgLie f,ft,ě1 A ✳ ❚❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r Forget A ♣r❡s❡r✈❡s s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ ♦❜•❡❝ts ✐♥ dgLie f,ft,ě1 A ❛r❡ t❤✉s ❝♦♠♣❛❝t ♣r♦•❡❝t✐✈❡ ✐♥ dgLie A ✳ ❲❡ ❝♦♥❝•✉❞❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❬❍❚❚✱ ✺✳✺✳✽✳✷✺(✳ |❡♠❛r❦ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ dgMod A » P Σ pdgMod f,ft,ě1 A q ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ (♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛♥② n✱ t❤❡ s❤✐❢t ❢✉♥❝t♦r rns : dgMod A Ñ dgMod A ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t r´ns t♦ rns r´ns ˚: P Σ pdgMod f,ft,ě1 A q Ñ P Σ pdgMod f,ft,ě1 A q ❆s ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣•❡✱ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r dgLie A Ñ dgMod A ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ Free A ❛♥❞ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❡s dgLie A Forget A » P Σ pdgLie f,ft,ě1 A q Free Å dgMod A » P Σ pdgMod f,ft,ě1 A q |❡♠❛r❦ ✹✳✼✳ ❲❤❡♥❡✈❡r A Ñ B ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ cdga ď0 k ✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ sq✉❛r❡ ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ❝♦♠♠✉t❡s✿ dgLie A " Bb A ´ P Σ pdgLie f,ft,ě1 A q pBb A ´q! dgLie B " P Σ pdgLie f,ft,ě1 B q ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝t✉❛••② ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t♦rs cdga ď0 k Ñ Cat 8 ✳ ✼✺ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ş dgLie ❛♥❞ ş P Σ pdgLie f,ft,ě1 q✱ ❡❛❝❤ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ t♦ cdga ď0 k ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs A Þ Ñ dgLie A ❛♥❞ A Þ Ñ P Σ pdgLie f,ft,ě1 A q✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦✈❡r cdga ď0 k ✿ ş P Σ pdgLie f,ft,ě1 q " G G 9 9 ş dgLie z z cdga ď0 k ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs cdga ď0 k Ñ Pr L,U 8 ✇❤✐❝❤ ♠♦r❡♦✈❡r ❞❡s❝❡♥❞ t♦ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s✲ ❢♦r♠❛t✐♦♥ cdga ď0 k A A T T " Pr L,U 8 |❡♠❛r❦ ✹✳✾✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st❛❜•✐s❤❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs cdga ď0 k Ñ Pr L,U 8 ❜❡t✇❡❡♥ A Þ Ñ dgLie A ❛♥❞ A Þ Ñ P Σ pdgLie f,ft,ě1 A q✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ş dgLie ❛s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r②✳ • ❆♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❝♦✉♣•❡ pA, Lq ✇❤❡r❡ A P cdga ď0 k ❛♥❞ L P dgLie A ✳ • ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ pA, Lq Ñ pB, L 1 q ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ A Ñ B ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s L Ñ L 1 ■t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛• ❢✉♥❝t♦r π : ş dgLie Ñ cdga ď0 k ✳ ❋♦r ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ A Ñ B P cdga ď0 k ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str✐❝t ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝t♦r ´bA B : dgLie A Ñ dgLie B ✱ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t t♦ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t π ✐s ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝❛•• ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ş dgLie ❛♥② ♠❛♣ pA, Lq Ñ pB, L 1 q ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ♠❛♣ A Ñ B ✐s ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣ L Ñ L 1 ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ş dgLie t♦ ❜❡ t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❝❛• •♦❝❛•✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ş dgLie ❛•♦♥❣ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❯s✐♥❣ ❬❉❆•✲❳✱ ✷✳✹✳✶✾(✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s p : ş dgLie Ñ cdga ď0 k ✳ ❚❤✐s ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ p ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r dgLie : cdga ď0 k Ñ Cat V 8 ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❝❞❣❛ A t♦ dgLie A ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ A Ñ B t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✭❞❡r✐✈❡❞✮ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝t♦r✳ ■t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ s✉❜❢✉♥❝t♦r dgLie f,ft,ě1 : cdga ď0 k Ñ Cat U 8
▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② P Σ pdgLie f,ft,ě1 q ✐ts ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r ✇✐t❤

P Σ : Cat U 8 Ñ Cat V 8 ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ş dgLie f,ft,ě1 Ñ cdga ď0 k t❤❡ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r dgLie f,ft,ě1 ❛♥❞ ❜② ş P Σ pdgLie f,ft,ě1 q t❤❛t ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② P Σ pdgLie f,ft,ě1 q✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ş P Σ pdgLie f,ft,ě1 q ş dgLie f,ft,ě1 ş dgLie cdga ď0 k G g g F w w F0 o o ! ! Ô Ô 9 9 ✼✻ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r F 0 ❤❛s ❛ r❡•❛t✐✈❡ •❡❢t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ F ❛•♦♥❣ G ✭s❡❡ ❬❍❚❚✱ ✹✳✸✳✷✳✶✹(✮✳ ❋r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✇❡ ❣❡t t❤❛t F ✐s ❛ ✜❜r❡✇✐s❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ■t ♥♦✇ s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t F ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡♠❛r❦ ✹✳✼✳❲❡ ❣❡t t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs cdga ď0 k A A T T " Pr L,U 8 ❲❡ ♥♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥✈♦•✈❡❞ ❢✉♥❝t♦rs ♠❛♣ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ cdga ď0 k t♦ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤✐s ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ •♦❝❛•✐s❛t✐♦♥ cdga ď0 k ♦❢ cdga ď0 k ✳ ✹✳✶✳✸ ❆•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝ts ▲❡t A ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r k✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡✳ • ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② M ❝ pM q t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ M ✳ • ❲❡ ✇✐•• s❛② t❤❛t M ✐s ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐❛❣r❛♠ 0 Ñ A p0 " M 0 Ñ M 1 Ñ . . . ✇❤♦s❡ ❝♦•✐♠✐t ✐s M ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② n✱ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ M n Ñ M n`1 ✜ts ✐♥t♦ ❛ ❝♦❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ A pn`1 rns G G M n M ❝ pA pn`1 rnsq G G M n`1 |❡♠❛r❦ ✹✳✶✶✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❤❡r❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❡①♣•✐❝✐t ♠♦❞❡•✱ s♦ t❤❛t ❛♥② ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t ✐s ❝♦✜❜r❛♥t ✭s❡❡ •❡♠♠❛ ❜❡•♦✇✮✳ ❚❤✐s ✇✐•• ❛••♦✇ ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣•✐❝✐t•② t❤❡ ❞✉❛• ♦❢ ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t ✭s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ •❡♠♠❛ ✹✳✸✷✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ st❛t❡s t❤❛t ❛ ❞❣✲♠♦❞✉•❡ M ✐s ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t ✐❢ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ 0 ❜② ❣•✉✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡••s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ ✭❛•t❤♦✉❣❤ t❤❡ t♦t❛• ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡••s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐•② ✜♥✐t❡✮✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✷✳ ▲❡t φ : M Ñ N ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡s✳ • ■❢ M ✐s ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t t❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦✜❜r❛♥t✳ • ❆ss✉♠❡ ❜♦t❤ M ❛♥❞ N ❛r❡ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝ts✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ φ ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ ❢♦r ❛♥② ✜❡•❞ l ❛♥❞ ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ A Ñ l t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ φ k : M b A l Ñ N b A l ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ |❡♠❛r❦ ✹✳✶✸✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ •❡♠♠❛ ✐s ❛♥ ❛♥❛•♦❣✉❡ t♦ t❤❡ ✉s✉❛• ◆❛❦❛②❛♠❛ •❡♠♠❛✳ Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ M ✐s ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐❛❣r❛♠ M Ñ Q Ð P ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣ P Ñ Q ✐s ❛ tr✐✈✐❛• ✜❜r❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♠♦r♣❤✐s♠ M n Ñ M n`1 ✐s ❛ ❝♦✜❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ t❤✉s ✐s ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜•❡ ❢❛♠✐•② ♦❢ •✐❢ts pM n Ñ P q✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❛ •✐❢t M Ñ P ✳ ❚❤❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ M ✐s ❝♦✜❜r❛♥t✳ ▲❡t ♥♦✇ φ ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ M Ñ N ❜❡t✇❡❡♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝ts ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ φ l ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r ❛♥② ✜❡•❞ l ✉♥❞❡r A✳ |❡♣•❛❝✐♥❣ M ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ φ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛•s♦ ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t✮ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t N ✐s tr✐✈✐❛•✳ ◆♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡✳ ◆♦t✐❝❡ ❛•s♦ t❤❛t ❢♦r ❛♥② n t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ α ě´n : M ě´n n`1 Ñ M ě´n ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ 0 » H j ˆM b A l ˙» H j ˆMn b A l ✼✼ ✇❤❡♥❡✈❡r ´n ă j ď 0 ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② A Ñ l✳ ❙✐♥❝❡ H j pM n b A lq » 0 ✐❢ j ď ´n ´2 t❤❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ M n ✐s ♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ ♦❢ ❛♠♣•✐t✉❞❡ r´n ´1, ´ns✳ ❚❤✐s ✐♠♣•✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♣r♦•❡❝t✐✈❡ ♠♦❞✉•❡s P ❛♥❞ Q ✭✐❡ r❡tr❛❝ts ♦❢ s♦♠❡ ♣♦✇❡r ♦❢ A✮ ✜tt✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦✜❜r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❬❚❱(✮ P rns Ñ M n Ñ Qrn `1s ❚❤❡ ❞❣✲♠♦❞✉•❡ M n ✐s t❤❡♥ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛••② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ s ´8, ´ns✱ ❛♥❞ s♦ ✐s M ✳ ❚❤✐s ❜❡✐♥❣ tr✉❡ ❢♦r ❛♥② n ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t M ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜•❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t •❡♠♠❛ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❜❛s❡ A P cdga ď0 k t♦ ❜❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳ |❡❝❛•• t❤❛t A ✐s ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ ✐❢ H 0 pAq ✐s ❛♥❞ ✐❢ H ´npAq ✐s tr✐✈✐❛• ✇❤❡♥ n ✐s ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ♦✈❡r H 0 pAq ❢♦r ❛♥② n✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ A P cdga ď0 k ✱ ✇❡ ❛•✇❛②s ❤❛✈❡ H n pAq " 0 ❢♦r n ą 0✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✹✳ ❆ss✉♠❡ A ✐s ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳ ■❢ B ✐s ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ cdga ď0 A {A s✉❝❤ t❤❛t✿ • ❚❤❡ H 0 pAq✲❛•❣❡❜r❛ H 0 pBq ✐s ✜♥✐t❡•② ♣r❡s❡♥t❡❞✱ • ❋♦r ❛♥② n ě 1 t❤❡ H 0 pBq✲♠♦❞✉•❡ H ´npBq ✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡✱ t❤❡♥ t❤❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ L B{A b B A ✐s ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t✳ |❡♠❛r❦ ✹✳✶✺✳ ❚❤❡ •❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡ ✐s ❝•♦s❡•② r❡•❛t❡❞ t♦ ❬❍❆•❣✱ ✽✳✹✳✸✳✶✽(✳ Pr♦♦❢✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r pA Ñ B Ñ Aq Þ Ñ L B{A b B A ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦•✐♠✐ts✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t B ✐s ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t ✐♥ cdga ď0 A {A✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜✉✐•❞ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ B 0 Ñ B 1 Ñ . . . ✇❤♦s❡ ❝♦•✐♠✐t ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ B ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② n ě 1 t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ B n´1 Ñ B n ✜ts ✐♥t♦ ❛ ❝♦❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ ArR n´1 1 , . . . , R n´1 q s dR n´1 i "0 G G RiÞ ÑdUi B n´1 ArU n 1 , . . . , U n q , X n 1 , . . . , X n p s dX n j "0 G G B n ✇❤❡r❡ R n´1 i ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜•❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ´pn ´1q ❛♥❞ X n j ❛♥❞ U n i ❛r❡ ✈❛r✐❛❜•❡s ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ´n✳ ❲❡ ❜✉✐•❞ s✉❝❤ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ r❡❝✉rs✐✈❡•②✳ ▲❡t H 0 pBq -H 0 pAqrX 0 1 , . . . , X 0 p0 s { pR 0 1 , . . . , R 0 q0 q ❜❡ ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ H 0 pBq ❛s ❛ H 0 pAq✲❛•❣❡❜r❛✳ ▲❡t B 0 ❜❡ ArX 0 1 , . . . , X 0 p0 s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ φ 0 : B 0 Ñ B ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ X 0 1 , . . . , X 0 p0 ✐♥ B✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ H 0 pB 0 q Ñ H 0 pBq ✐s s✉r•❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐ts ❦❡r♥❡• ✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ✭❛s ❛ H 0 pAq✲♠♦❞✉•❡✮✳ ▲❡t n ě 1✳ ❆ss✉♠❡ φ n´1 : B n´1 Ñ B ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ • ■❢ n " 1 t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ H 0 pAq✲♠♦❞✉•❡s H 0 pB 0 q Ñ H 0 pBq ✐s s✉r•❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐ts ❦❡r♥❡• K 0 ✐s ❛ H 0 pAq✲♠♦❞✉•❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡✳ • ■❢ n ě 2✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ φ n´1 ✐♥❞✉❝❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s H ´ipB n´1 q Ñ H ´ipBq ♦❢ H 0 pAq✲ ♠♦❞✉•❡s ✐❢ i " 0 ❛♥❞ ♦❢ H 0 pBq✲♠♦❞✉•❡s ❢♦r 1 ď i ď n ´2✳ • ■❢ n ě 2 t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ H 0 pBq✲♠♦❞✉•❡s H ´n`1 pB n´1 q Ñ H ´n`1 pBq ✐s s✉r•❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐ts ❦❡r♥❡• K n´1 ✐s ❛ H 0 pBq✲♠♦❞✉•❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡✳ ✼✽ ▲❡t n ě 1✳ ▲❡t X n 1 , . . . , X n p ❜❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ H ´npBq ❛s ❛ H 0 pBq✲♠♦❞✉•❡ ❛♥❞ R n´1 1 , . . . , R n´1 q ❜❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ K n´1 ✳ ▲❡t B n ❜❡ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t✿ ArR n´1 1 , . . . , R n´1 q s dR n´1 i "0 G G RiÞ ÑdUi B n´1 ArU n 1 , . . . , U n q , X n 1 , . . . , X n p dX n k "0 G G B n ▲❡t r n´1 1 , . . . , r n´1 q ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ R n´1 1 , . . . , R n´1 q ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡•②✮ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ArR n´1 1 , . . . , R n´1 q s dR n´1 i "0 Ñ B n´1 Ñ B ❚❤❡r❡ ❡①✐st u n 1 , . . . , u n q P B s✉❝❤ t❤❛t du n i " r n´1 i ❢♦r ❛•• i✳ ❚❤♦s❡ u n 1 , . . . , u n q t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ X n 1 , . . . , X n p ✐♥ B ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ArU n 1 , . . . , U n q , X n 1 , . . . , X n p s dX n k "0 Ñ B ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ φ n : B n Ñ B✳ ■❢ n " 1 t❤❡♥ ❛ q✉✐❝❦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡s t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ H 0 pAq✲♠♦❞✉•❡s H 0 pB 1 q -H 0 pB 0 q { pR 0 1 , . . . , R 0 q q -H 0 pBq ■❢ n ě 2 t❤❡♥ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ B ě2´n n " Ñ B ě2´n n´1 ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠s H ´ipB n q » Ñ H ´ipBq ❛r❡ t❤✉s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ H 0 pBq✲♠♦❞✉•❡s ❢♦r i ď n ´2✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣❡t t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ H 0 pBq✲♠♦❞✉•❡s H ´n`1 pB n q -H ´n`1 pB n´1 q { pR n´1 1 , . . . , R n´1 q q -H ´n`1 pBq ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ θ : H ´npB n q Ñ H ´npBq ✐s s✉r•❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ H 0 pBq✲♠♦❞✉•❡ H ´npB n q ✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ H 0 pBq ✐s ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✱ t❤❡ ❦❡r♥❡• K n ♦❢ θ ✐s ❛•s♦ ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈✐t② ✐s ♣r♦✈❡♥ ❛♥❞ ✐t ♥♦✇ ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ colim n B n Ñ B ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✻✳ ▲❡t L ❜❡ ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r A✳ • ❲❡ ✇✐•• s❛② t❤❛t L ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ 0 " L 0 Ñ L 1 Ñ . . . Ñ L n " L s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♠♦r♣❤✐s♠ L i Ñ L i`1 ✜ts ✐♥t♦ ❛ ❝♦❝❛rt❡s✐❛♥ sq✉❛r❡ FreepAr´p i sq G G L i FreepM ❝ pAr´p i sqq G G L i`1 ✇❤❡r❡ p i ě 2✳ • ❲❡ ✇✐•• s❛② t❤❛t L ✐s ❣♦♦❞ ✐❢ ✐t ✐s q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛✳ • ❲❡ ✇✐•• s❛② t❤❛t L ✐s ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦✜❜r❛♥t ❛♥❞ ✐❢ ✐ts ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❣r❛❞❡❞ ♠♦❞✉•❡ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ à iě1 A ni r´is ✼✾ |❡♠❛r❦ ✹✳✶✼✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ❛♥❞ ♦❢ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝ts ❛r❡ ❝•♦s❡•② r❡•❛t❡❞✳ ❲❡ ✇✐•• s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ •❡♠♠❛ ✹✳✸✷ t❤❛t t❤❡ ❞✉❛• L _ ♦❢ ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ✐s ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ❞❣✲♠♦❞✉•❡✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✽✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡✳ • ❆♥② ✈❡r② ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ✐s ❛•♠♦st ✜♥✐t❡✳ • ❚❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❞❣✲♠♦❞✉•❡ ♦❢ ❛ ❝♦✜❜r❛♥t ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ✐s ❝♦✜❜r❛♥t✳ Pr♦♦❢✳ ❆♥② ❢r❡❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ Ar´ps ✇✐t❤ p ě 2 ✐s ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ✭✐t ✐s ❛❝t✉❛••② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦♥ k✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣✉s❤♦✉t ❞✐❛❣r❛♠ FreepAr´psq G G L FreepM ❝ pAr´psqq G G L 1 ❲❤❡♥❡✈❡r L ✐s ❛•♠♦st ✜♥✐t❡✱ s♦ ✐s L 1 ✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst ✐t❡♠✳ ▲❡t ♥♦✇ L ❜❡ ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r A✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❞❣✲♠♦❞✉•❡s L Ñ U A L✳ ❚❤❡ P♦✐♥❝❛ré✲❇✐r❦❤♦✛✲❲✐tt t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞❣✲♠♦❞✉•❡ U A L ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Sym A L✳ ❚❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ r❡tr❛❝t U A L Ñ L ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛• ♠♦r♣❤✐s♠ L Ñ U A L✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r U A : dgLie A Ñ dgAlg A ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦✜❜r❛♥t ♦❜•❡❝ts ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡s✉•t ♦❢ ❬❙❙(✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r dgAlg A Ñ dgMod A ✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ✐❢ L ✐s ❝♦✜❜r❛♥t ✐♥ dgLie A ✐t ✐s ❛•s♦ ❝♦✜❜r❛♥t ✐♥ dgMod A ✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✾✳ ▲❡t dgLie good A ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜✲p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ dgLie A s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s✳ |❡♠❛r❦ ✹✳✷✵✳ ❲❡ ♥❛t✉r❛••② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝•✉s✐♦♥ dgLie f,ft,ě1 A Ñ dgLie good A ✳ ✹✳✶✳✹ ❍♦♠♦•♦❣② ❛♥❞ ❝♦❤♦♠♦•♦❣② ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉❆•✲❳( ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s❡ ✐s ❛ ✜❡•❞✳ Pr♦♦❢s ❛r❡ s✐♠♣•❡ ❛✈❛t❛rs ♦❢ ▲✉r✐❡✬s ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛• ❜❛s❡ A✳ ▲❡t t❤❡♥ A ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ ♦✈❡r ❛ ✜❡•❞ k ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ③❡r♦✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✶✳ ▲❡t Arηs ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✭❝♦♥tr❛❝t✐❜•❡✮ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ A✲❞❣✲❛•❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♦♥❡ ❡•❡♠❡♥t η ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✲✶ s✉❝❤ t❤❛t η 2 " 0 ❛♥❞ dη " 1✳ ❋♦r ❛♥② A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ L✱ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t Arηs b A L ✐s st✐•• ❛♥ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❈❤❡✈❛••❡②✲❊✐•❡♥❜❡r❣ ❝♦♠♣•❡① ♦❢ L✿ H A pLq " U A ˆArηs b A L ˙b UA L A ✇❤❡r❡ U A : dgLie A Ñ dgAlg A ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t♦r s❡♥❞✐♥❣ ❛ ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ t♦ ✐ts ❡♥✈❡•♦♣✐♥❣ ❛•❣❡❜r❛✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛ str✐❝t ❢✉♥❝t♦r✿ H A : dgLie A Ñ A { dgMod A |❡♠❛r❦ ✹✳✷✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣•❡① H A pLq ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❛s ❛ ❣r❛❞❡❞ ♠♦❞✉•❡ t♦ Sym A pLr1sq✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛•❣❡❜r❛ ❜✉✐•t ♦♥ Lr1s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛•s ❞♦ ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ t❤♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ♦♥ H A pLq ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♦❜•❡❝ts ❜② t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉•❛✿ dpη.x 1 b . . . b η.x n q " ÿ iăj p´1q Tij η.rx i , x j s b η.x 1 b . . . b y η.x i b . . . b y η.x j b . . . b η.x n ´ÿ i p´1q Si η.x 1 b . . . b η.dpx i q b . . . b η.x n ✽✵ ✇❤❡r❡ η.x ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ Lr1s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ x P L✳ S i " i ´1 `|x 1 | `¨¨¨`|x i´1 | T ij " p|x i | ´1qS i `p|x j | ´1qS j `p|x i | ´1qp|x j | ´1q ❚❤❡ ❝♦❛•❣❡❜r❛ str✉❝t✉r❡ ♦♥ Sym A pLr1sq ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜•❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ❛♥❞ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛❜♦✈❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝♦❛•❣❡❜r❛ str✉❝t✉r❡ ♦♥ H A pLq ❣✐✈❡♥ ❢♦r x P L ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❜②✿ ∆pη.xq " η.x b 1 `1 b η.x Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✸✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r H A ♣r❡s❡r✈❡s q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✿ H A : dgLie A Ñ A { dgMod A Pr♦♦❢✳ ▲❡t L Ñ L 1 ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s✳ ❇♦t❤ H A pLq ❛♥❞ H A pL 1 q ❛r❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛• ✜•tr❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ H ďn A pLq ✭r❡s♣ L 1 ✮ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ✜•tr❛t✐♦♥ ♦❢ Sym A pLr1sq✳ ❇❡❝❛✉s❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ st❛❜•❡ ❜② ✜•t❡r❡❞ ❝♦•✐♠✐ts✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♠♦r♣❤✐s♠ H ďn A pLq Ñ H ďn A pL 1 q ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ n " 0 ✐s tr✐✈✐❛•✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ H ďn´1 A pLq Ñ H ďn´1 A pL 1 q t♦ ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❤♦rt ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s✿ 0 G G H ďn´1 A pLq G G H ďn A pLq G G Sym n A pLr1sq G G θ 0 0 G G H ďn´1 A pL 1 q G G H ďn A pL 1 q G G Sym n A pL 1 r1sq G G 0 ❚❤❡ ❜❛s❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛ A ✐s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ θ ✐s t❤✉s ❛ r❡tr❛❝t ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ Lr1s bn Ñ L 1 r1s bn ✭✇❤❡r❡ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r A✮✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✹✳ ▲❡t A Ñ B ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ cdga ď0 k ✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ sq✉❛r❡ ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✿ dgLie A Bb A ´ HA G G A{ dgMod A Bb A dgLie B H B G G B{ dgMod B Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦••♦✇s ❞✐r❡❝t•② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❈♦r♦••❛r② ✹✳✷✺✳ ▲❡t L ❜❡ ✐♥ dgLie A ❢r❡❡•② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❢r❡❡ ❞❣✲♠♦❞✉•❡ M ✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❈❤❡✈❛••❡②✲❊✐•❡♥❜❡r❣ ❝♦♠♣•❡① H A pLq ♦❢ L ✐s q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t❡❞ ❞❣✲♠♦❞✉•❡ A Ñ A ' M r1s✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉•t ♦✈❡r ❛ ✜❡•❞ ✐♥ ▲✉r✐❡✬s t❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✻✳ ▲❡t L ❜❡ ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ dgLie A ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛• ❈❤❡✈❛••❡②✲❊✐•❡♥❜❡r❣ ❝♦♠♣•❡① ♦❢ L ❛s t❤❡ ❞✉❛• ♦❢ ✐ts ❤♦♠♦•♦❣✐❝❛•✿ C A pLq " H A pLq _ " Hom A pH A pLq, Aq ■t ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛•❣❡❜r❛ str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ r❡♠❛r❦ ✹✳✷✷✮✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r✿ C A : dgLie A Ñ ´cdga A{ A ¯op ❜❡t✇❡❡♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ✽✶ |❡♠❛r❦ ✹✳✷✼✳ ❚❤❡ ❈❤❡✈❛••❡②✲❊✐•❡♥❜❡r❣ ❝♦❤♦♠♦•♦❣② ♦❢ ❛♥ ♦❜•❡❝t L ♦❢ dgLie f,ft,ě1 A ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡✳ ■t ✐♥❞❡❡❞ s✉✣❝❡s t♦ ❞✉❛•✐s❡ t❤❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ ❝♦r♦••❛r② ✹✳✷✺✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦❤♦♠♦•♦❣② ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ✐s ❛•s♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✽✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r C A ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ♠❛♣s ❝♦•✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ dgLie A t♦ •✐♠✐t ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ cdga A {A✳ Pr♦♦❢ ✭s❦❡t❝❤ ♦❢ ❛✮✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣•❡t❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✷ ✐♥ ❬❉❆•✲❳(✳ ❲❡ ✇✐•• ♦♥•② tr❛♥s❝r✐♣t ❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❆ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ A✲❞❣✲❛•❣❡❜r❛ B ✐s t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ B α ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❞❣✲ ♠♦❞✉•❡ ✐s t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❞❣✲♠♦❞✉•❡s✳ ■t ✐s t❤✉s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ 8✲❢✉♥❝t♦r dgLie A Ñ `cdga A {A ˘op Ñ `dgMod A {A ˘op ✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t♦r ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ pH A p´qq _ ✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ H A : dgLie A Ñ A{ dgMod A t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❝♦•✐♠✐ts✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✇✐•• ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ ♦♥•② t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r dgLie A Ñ A{ dgMod A Ñ dgMod A ✳ ❚❤✐s •❛st ❢✉♥❝t♦r ✐s t❤❡ ✭✜•t❡r❡❞✮ ❝♦•✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs H ďn A ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✸✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t H ďn A : dgLie A Ñ dgMod A ♣r❡s❡r✈❡s s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts✱ ❢♦r ❛♥② n✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✜❜❡r s❡q✉❡♥❝❡ H ďn´1 A Ñ H ďn A Ñ Sym n A pp´qr1sq ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r Sym A pp´qr1sq ♣r❡s❡r✈❡s s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ③❡r♦ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♣r♦✈❡s t❤❛t H A ♣r❡s❡r✈❡s s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts t♦♦✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝♦♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛• ♦❜•❡❝t ✐s ♦❜✈✐♦✉s•② ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ▲❡t L " L 1 > L 2 ❜❡ ❛ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ r❡♠❛r❦ ✹✳✺ t❤❛t L 1 ❛♥ L 2 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ♦❢ ♦❜•❡❝ts ♦❢ dgLie f,ft,ě1 A ✳ ■t ✐s t❤✉s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t H A ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t L " L 1 > L 2 ✇❤❡♥ L 1 ❛♥❞ L 2 ✭❛♥❞ t❤✉s L t♦♦✮ ❛r❡ ✐♥ dgLie f,ft,ě1 A ✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝♦❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ A G G A ' M 1 r1s A ' M 2 r1s G G A ' pM 1 ' M 2 qr1s ✇❤❡r❡ M 1 ❛♥❞ M 2 ❛r❡ ♦❜•❡❝ts ♦❢ dgMod f,ft,ě1 A ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ L 1 ❛♥❞ L 2 r❡s♣❡❝t✐✈❡•②✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✾✳ ❚❤❡ ❝♦•✐♠✐t✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r C A ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② D A ✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✵✳ ▲❡t B Ñ A ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ cdga ď0 k ✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ❝♦♠♠✉t❡s✿ dgLie good B CB G G Ab B ´ `cdga ď0 B {B ˘op Ab B dgLie good A CA G G `cdga ď0 A {A ˘op Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✹ ❣✐✈❡s ❜✐rt❤ t♦ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ A b B C B p´q Ñ C A pA b B ´q✳ ▲❡t L P dgLie good B ✳ ❚❤❡ B✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ C A pA b B Lq ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ C A ˆA b B L ˙» Hom B pH B pLq, Aq ❲❡ t❤✉s st✉❞② t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ φ L : A b B C B pLq Ñ Hom B pH B pLq, Aq ✽✷ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ L " FreepBr´psq ✇✐t❤ p ě 1✳ ■❢ B ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ✜❡•❞ k t❤❡♥ H k pLq ✐s ♣❡r❢❡❝t ✭❝♦r♦••❛r② ✹✳✷✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ φ L ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ■❢ B ✐s ❛♥② k✲❞❣✲❛•❣❡❜r❛ t❤❡♥ L ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ B b k Freepkr´psq ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝•✉❞❡ ✉s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✹ t❤❛t φ L ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛• ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥② ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ✐t ✐s ♥♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐❢ L 1 Ð L 0 Ñ L 2 ✐s ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s s✉❝❤ t❤❛t φ L1 ✱ φ L0 ❛♥❞ φ L2 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s t❤❡♥ s♦ ✐s φ L ✱ ✇✐t❤ L " L 1 > L0 L 2 ✳ ❯s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✽✱ ✇❡ s❡❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥ dgMod A ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t ❝♦♠♠✉t❡✳ ❈♦r♦••❛r② ✹✳✸✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r C A Free A : dgMod A Ñ dgLie A Ñ `cdga A {A ˘op ✐s ❡q✉✐✈❛✲ •❡♥t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r M Ñ A ' M _ r´1s✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② dgMod A ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥❞❡r ✭s✐❢t❡❞✮ ❝♦•✐♠✐ts ❜② dgMod f,ft,ě1 A ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦rs ❛t ❤❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♦♥ dgMod f,ft,ě1 A ❛♥❞ ❜♦t❤ ♣r❡s❡r✈❡ ❝♦•✐♠✐ts✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✷✳ ❆ss✉♠❡ A ✐s ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳ ▲❡t L ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r A✳ |❡❝❛•• D A ❢r♦♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✾✳ ❚❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ✉♥✐t L Ñ D A C A L ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ❛t ❤❛♥❞ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t✱ ❛s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❞❣✲♠♦❞✉•❡s✱ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ L Ñ L __ ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r Forget A D A : `cdga A {A ˘op Ñ dgLie A Ñ dgMod A ✐s r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ C A Free A ✳ ❯s✐♥❣ ❝♦r♦••❛r② ✹✳✸✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t Forget A D A ✐s r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r dgMod A p´q _ r´1s G G dgMod op A A'´G G `cdga A {A ˘op ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r p´q _ r´1s ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✱ ♥❛♠❡•② p´r1sq _ ✇❤✐•❡ A ' ´✐s •❡❢t ❛❞•♦✐♥t ✭❜❡✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣✬s✮ t♦ pA Ñ B Ñ Aq Þ Ñ A b B L B{A ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t Forget A D A ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ✿ pA Ñ B Ñ Aq Þ Ñ ˆA b B L B{A r1s ˙_ ❚❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ✉♥✐t L Ñ D A C A L ✐s t❤✉s ❞✉❛• t♦ ❛ ♠❛♣ f : L CA L{A b CA L A Ñ L _ r´1s ❆s s♦♦♥ ❛s L ✐s ❣♦♦❞ ❛♥❞ A ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣•❡① C A L s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ •❡♠♠❛ ✹✳✶✹✳ ❲❡ ❝❛♥ s❛❢❡•② ❛ss✉♠❡ t❤❛t L ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ L ✐s ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ✭❛s ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢❛♠✐•② pn i q ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❣r❛❞❡❞ ♠♦❞✉•❡s L " à iě1 A ni r´is ❚❤❡ ❞✉❛• L _ ♦❢ L ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥❛✐✈❡•② ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❞❣✲♠♦❞✉•❡ ♦❢ L ✐s ❝♦✜❜r❛♥t✮✳ ❚❤❡ ❞✉❛• L _ ✐s t❤❡♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ś iě1 A ni ris ✇✐t❤ ❛♥ ❡①tr❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛•✳ ❇❡❝❛✉s❡ A ✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡✱ ♦♥•② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛ ✜①❡❞ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ❞✉❛• L _ ✐s ❤❡♥❝❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ À iě1 A ni ris ✭✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛•✮✳ ❚❤❡ ❞❣✲♠♦❞✉•❡ L _ r´1s ✐s ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t✳ ❇♦t❤ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ f ❛r❡ t❤✉s ❛•♠♦st ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡s✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r f b A l ❢♦r ❛♥② ✜❡•❞ l ❛♥❞ ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ A Ñ l f b A l : `LCApLq{A b A ˘b A l Ñ pL b lq _ r´1s ✽✸ ❚❤❡ •❡♠♠❛ ✹✳✸✵ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ C A pLq b A l » C l pL b A lq ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ f b A l ✐s t❤✉s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ L C l pLb A lq{l b l Ñ pL b lq _ r´1s ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ ▲✉r✐❡✬s r❡s✉•t ✹✳✶ ✭✐✐✮✳ ❲❡ ❣❡t t❤❛t f ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ L Ñ D A C A L ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣ L Ñ L __ ✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t L Ñ L __ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❲❡ s❛✇ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ L _ » À iě1 A ni ris✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ L Ñ L __ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ à iě1 A ni r´is Ñ ź iě1 A ni r´is ❙✐♥❝❡ A ✐s ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✱ ✐t ✐s ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛••② ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❖♥❝❡ ♠♦r❡✱ ♦♥•② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ❛❝t✉❛••② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛ ✜①❡❞ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ |❡♠❛r❦ ✹✳✸✸✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛ A ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛••② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r t❤❛t •❡♠♠❛ t♦ ❜❡ tr✉❡✳ ❚❛❦✐♥❣ H 0 pAq ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ ❛♥❞ L " FreepA 2 r´1sq✱ t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ L Ñ L __ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ A ✐s ♥♦t ❝♦❤♦♠♦•♦❣✐❝❛••② ❜♦✉♥❞❡❞✳ ✹✳✶✳✺ ❋♦r♠❛• st❛❝❦ ♦✈❡r ❛ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥ A ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦❢ cdga ď0 k ✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✹✳ ▲❡t dgExt A ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ cdga ď0 A {A s♣❛♥♥❡❞ ❜❡ t❤❡ tr✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s A ' M ✱ ✇❤❡r❡ M ✐s ❛ ❢r❡❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✺✳ ❆ ❢♦r♠❛• st❛❝❦ ♦✈❡r A ✐s ❛ ❢✉♥❝t♦r dgExt Ñ sSets ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② dSt f A t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s✉❝❤ ❢♦r♠❛• st❛❝❦s✿ dSt f A " P Σ pdgExt op A q |❡♠❛r❦ ✹✳✸✻✳ ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② dSt f A ✐s U✲♣r❡s❡♥t❛❜•❡✳ ▲❡t A P cdga ď0 k ✳ ❋♦r ❛♥② ❢♦r♠❛• st❛❝❦ X ♦✈❡r A ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ´dgMod f,ft,ě1 A ¯op Ñ sSets M Þ Ñ XpA ' M _ q ❋r♦♠ X ❜❡✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛• st❛❝❦✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❛❜♦✈❡ ♣r❡s❡r✈❡s ✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ✐s ❤❡♥❝❡ ✭s❡❡ ♣r♦♣♦s✐✲ t✐♦♥ ✹✳✹✮ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡✿ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♦❢ X ❛t ✐ts ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♣♦✐♥t✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✼✳ ▲❡t A P cdga ď0 k ❛♥❞ •❡t S " Spec A✳ ❚❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛• st❛❝❦ X ♦✈❡r A ❛t t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♣♦✐♥t x ✐s t❤❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ T X{S,x r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r M Þ Ñ XpA ' M _ q |❡♠❛r❦ ✹✳✸✽✳ ❲❡ ✇✐•• •✐♥❦ t❤✐s t❛♥❣❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛• t❛♥❣❡♥t ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦s ✐♥ r❡♠❛r❦ ✹✳✶✺✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✾✳ ▲❡t A ❜❡ ✐♥ cdga ď0 k ❛♥❞ •❡t S " Spec A✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ F A : dgLie A Õ dSt f A : L A s✉❝❤ t❤❛t ✽✹ • ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r Forget A L A : dSt f A Ñ dgLie A Ñ dgMod A ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r X Þ Ñ T X{S,x r´1s ✇❤❡r❡ T X{S,x ✐s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ♦❢ X ♦✈❡r S ❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♣♦✐♥t x ♦❢ X✳ • ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r L A ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡s s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts✳ ■ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ dgExt op A ✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛••② ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ D A ✳ • ■❢ ♠♦r❡♦✈❡r A ✐s ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs L A ❛♥❞ F A ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✵✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❢♦r♠❛• st❛❝❦ ♦✈❡r A✳ ❚❤❡ ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ L A X ✇✐•• ❜❡ ❝❛••❡❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦❢ X ✭♦✈❡r A✮✳ Pr♦♦❢ ✭♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✾✮✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ✐t❡♠✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r C A r❡str✐❝ts t♦ ❛ ❢✉♥❝t♦r C A : dgLie f,ft,ě1 A Ñ dgExt op A ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ (♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r φ : dgLie f,ft,ě1 A Ñ dSt f A ✳ ❚❤✐s •❛st ❢✉♥❝t♦r ❡①t❡♥❞s ❜② s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts t♦ F A : dgLie A » P Σ pdgLie f,ft,ě1 A q Ñ dSt f A ❇❡❝❛✉s❡ C A ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r F A ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t L A ❣✐✈❡♥ ❜② r✐❣❤t✲❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❜② C A ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r dSt f A LA G G P Σ pdgLie f,ft,ě1 A q G G P Σ pdgMod f,ft,ě1 A q » dgMod A t❤❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r X Þ Ñ XpC A pFreep´qqq » XpA ' p´q _ r´1sq
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡♠❛r❦ ✹✳✻ ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst ✐t❡♠✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r

C A : ´dgLie f,ft,ě1 A ¯op Ñ dgExt A ✐s ❡ss❡♥t✐❛••② s✉r•❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣•✐❡s t❤❛t L A ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ P Σ pdgExt op A q i LA G G P Σ ´dgLie f,ft,ě1 A j PpdgExt op A q C Å G G P ´dgLie f,ft,ě1 A ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦rs i✱ j ❛♥❞ C Å ♣r❡s❡r✈❡ s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦ ❞♦❡s L A ✳ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❤✐r❞ ✐t❡♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ L A ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐t id Ñ L A F A ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ L A ❛♥❞ F A ♣r❡s❡r✈❡s s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ♦♥ ♣r♦•❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛❝t ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ♥❛♠❡•② ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s L P dgLie f,ft,ě1 A ✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ L Ñ L A F A L ✐s t❤❡♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ✉♥✐t L Ñ D A C A L✳ ❲❡ ❝♦♥❝•✉❞❡ ✇✐t❤ •❡♠♠❛ ✹✳✸✷ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❯♥t✐• t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐•• ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛• st❛❝❦ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ ▲✉r✐❡✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛• ♠♦❞✉•✐ ♣r♦❜•❡♠ ✐♥ ❬❉❆•✲❳(✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❜❛s❡ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛ A ✐s ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✶✳ ❆♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ A✲❞❣✲❛•❣❡❜r❛ B P cdga ď0 A {A ✐s ❝❛••❡❞ ❛rt✐♥✐❛♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s❡q✉❡♥❝❡ B " B 0 Ñ . . . Ñ B n " A ✽✺ ❛♥❞ ❢♦r 0 ď i ă n ❛♥ ✐♥t❡❣❡r p i ě 1 s✉❝❤ t❤❛t B i » B i`1 Ârεp i s A ✇❤❡r❡ Arε pi s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ tr✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ A ' Arp i s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② dgArt A t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ cdga ď0 A {A s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛rt✐♥✐❛♥ ❞❣✲❛•❣❡❜r❛s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✷✳ ❆ ❢♦r♠❛• ♠♦❞✉•✐ ♣r♦❜•❡♠ ♦✈❡r A ✐s ❛ ❢✉♥❝t♦r X : dgArt A Ñ sSets s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ✭❋✶✮ ❋♦r n ě 1 ❛♥❞ B P dgArt A {Arε n s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✿ X ˜B  rεns A ¸" Ñ XpBq XpArεnsq XpAq ✭❋✷✮ ❚❤❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t XpAq ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜•❡✳ ▲❡t Č dSt f A ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ PpdgArt op A q s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛• ♠♦❞✉•✐ ♣r♦❜•❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❝❝❡ss✐❜•❡ •♦❝❛•✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② PpdgArt op A q ♦❢ s✐♠♣•✐❝✐❛• ♣r❡s❤❡❛✈❡s ♦✈❡r dgArt op A ✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✸✳ ▲❡t A P cdga ď0 k ❜❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳ ❚❤❡ •❡❢t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r i : dgExt A Ñ dgArt A ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s j : dSt f A Ñ Č dSt f A Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐•• ❛❝t✉❛••② ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❢✉♥❝t♦r f : dgLie A Ñ dSt f A Ñ Č dSt f A ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r f ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t g " L A i ˚✳ •✐✈❡♥ n ě 1 ❛♥❞ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ B Ñ Arε n s Ð A ✐♥ dgArt A ✱ •❡♠♠❛ ✹✳✸✷ ✐♠♣•✐❡s t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ D A pBq > D A pArεnsq D A pAq " Ñ D A ˜B  rεns A ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❋♦r ❛♥② B P dgArt A t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ C A D A B Ñ B P `cdga ď0 A {A ˘op ✐s t❤❡♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛❝t✉❛••② ❛ ♠❛♣ ♦❢ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❝❞❣❛✬s B Ñ C A D A B✳ •✐✈❡♥ L P dgLie A t❤❡ ❢✉♥❝t♦r D ˚L : dgArt A Ñ sSets ❞❡✜♥❡❞ ❜② D ˚pBq " MappD A pBq, Lq ✐s ❛ ❢♦r♠❛• ♠♦❞✉•✐ ♣r♦❜•❡♠ ✭✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ id Ñ D ˚g ♦❢ 8✲❢✉♥❝t♦rs ❢r♦♠ dSt f A t♦ ✐ts❡•❢ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❣♦❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ g D ˚Ñ id ♦❢ 8✲❢✉♥❝t♦rs ❢r♦♠ dgLie A t♦ ✐ts❡•❢✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r g ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✱ s♦ ✐s f ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s♦ ✐s j✳ ✹✳✷ ❚❛♥❣❡♥t ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ❣•✉✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs ❜✉✐•t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t✳ ✽✻ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ℓ X ♦✈❡r X ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ♠♦❞✉•❡ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① T X r´1s ♦❢ X✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐❢ f : X Ñ Y ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦s •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❛♥❣❡♥t ▲✐❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ℓ X Ñ f ˚ℓY ✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡•②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t♦r X { dSt Art,lfp k Ñ ℓ X { dgLie X s❡♥❞✐♥❣ ❛ ♠❛♣ f : Ñ Y t♦ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ℓ X Ñ f ˚ℓY ✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ♠❛♣ ♦❢ q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛✈❡s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠❛♣ ✭s❤✐❢t❡❞ ❜② ´1✮✳ ✹✳✷✳✶ ❋♦r♠❛• st❛❝❦s ❛♥❞ ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ♦✈❡r ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ ▲❡t A Ñ B ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ cdga ď0 k ✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛❝t s❝❛•❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r B b A ´: dgExt A Ñ dgExt B ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ˆB b A ´˙! : dSt f A G G dSt f B o o : ˆB b A ´˙P r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ❢✉♥❝t♦r dSt f : cdga ď0 k Ñ Pr L,U 8 ♠❛♣♣✐♥❣ A t♦ dSt f A ✳ ❚❤❡r❡ ♠♦r❡♦✈❡r ❡①✐sts ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ F : dgLie Ñ dSt f Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛•• t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ş dgLie ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽✳ ■ts ♦❜•❡❝ts ❛r❡ ♣❛✐rs pA, Lq ✇❤❡r❡ A P cdga ď0 k ❛♥❞ L P dgLie A ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ş`c dga{ ´˘op t♦ ❜❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✭✶✲✮❝❛t❡❣♦r②✳ • ❆♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❛ ♣❛✐r pA, Bq ✇❤❡r❡ A P cdga ď0 k ❛♥❞ B P cdga A {A✳ • ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ pA, Bq Ñ pA 1 , B 1 q ✐s ❛ ♠❛♣ A Ñ A 1 t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ B 1 Ñ B b L A A 1 ♦❢ A 1 ✲❞❣✲❛•❣❡❜r❛s✳ ❋r♦♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✻✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r C : ş dgLie Ñ ş`c dga{ ´˘op ♣r❡s❡r✈✐♥❣ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ş dgLie C G G 6 6 ş`c dga{ ´˘op x x cdga ď0 k |❡str✐❝t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♣❛✐rs pA, Lq ✇❤❡r❡ L P dgLie f,ft,ě1 A ✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r ş dgLie f,ft,ě1 C G G ş dgExt op ❯s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✹✳✸✵✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s •❛st ❢✉♥❝t♦r ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ♠♦r♣❤✐s♠s ♦✈❡r cdga ď0 k ✳ ■t ❞❡✜♥❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t♦rs cdga ď0 k Ñ Cat U 8 ✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs ❛t ❤❛♥❞ ♠❛♣ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s t♦ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛• ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s✱ ✐t ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ •♦❝❛•✐s❛t✐♦♥ cdga ď0 k ♦❢ cdga ď0 k ✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ cdga ď0 k dgLie f,ft,ě1 A A dgExt op T T Cat U 8 ❈♦♠♣♦s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❢t❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r P Σ ✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ F : dgLie » P Σ pdgLie f,ft,ě1 q Ñ dSt f ✳ ✽✼ |❡♠❛r❦ ✹✳✸✳ ❚❤❡ •r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r F : ş dgLie G G ş dSt f ♦✈❡r cdga ď0 k ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛•s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r G : ş dgLie G G ş pcdga ď0 {´q op h G G ş dSt f ✇❤❡r❡ h ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ (♦♥❡❞❛ ❢✉♥❝t♦r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r F ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ r❡•❛t✐✈❡ •❡❢t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ G t♦ ş dgLie f,ft,ě1 ✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ F Ñ G✳ ❲❡ ✇✐•• ✉s❡ t❤❛t ❢❛❝t ❛ ❢❡✇ ♣❛❣❡s ❜❡•♦✇✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r dgLie : cdga ď0 k Ñ Pr L,U 8 ✐s ❛ st❛❝❦ ❢♦r t❤❡ ✛q❝ t♦♣♦•♦❣②✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r dgLie ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❣❡t❢✉• ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ dgMod✱ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ❞❣✲♠♦❞✉•❡s✳ ❚❤✐s ❢♦r❣❡t❢✉• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡s •✐♠✐ts✳ ❚❤✐s ✐♠♣•✐❡s t❤❛t dgLie ✐s ❛•s♦ ❛ st❛❝❦✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦✳ ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❢♦r♠❛• st❛❝❦s ♦✈❡r X ✐s dSt f X " lim Spec AÑX dSt f A ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ♦✈❡r X ✐s dgLie X " lim Spec AÑX dgLie A ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ •✐♠✐ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥ Pr L,U 8 ✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r F X : dgLie X Ñ dSt f X ■t ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t ❞❡♥♦t❡❞ ❜② L X ✳ |❡♠❛r❦ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r L X ♠❛② ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ✹✳✷✳✷ ❚❛♥❣❡♥t ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥✲ t❛t✐♦♥ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r C t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r②✳ • ❆♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❛ ♣❛✐r pA, F Ñ Gq ✇❤❡r❡ A ✐s ✐♥ cdga ď0 k ❛♥❞ F Ñ G ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡• ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s✐♠♣•✐❝✐❛• ♣r❡s❤❡❛✈❡s ♦✈❡r cdga ď0 A ✳ • ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ pA, F Ñ Gq Ñ pB, F 1 Ñ G 1 q ✐s t❤❡ ❞❛t✉♠ ♦❢ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ A Ñ B t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ F G G F 1 G G G G 1 ♦❢ ♣r❡s❤❡❛✈❡s ♦✈❡r cdga ď0 B ✽✽ ❲❡ s❡t ş PpdAff q ∆ 1 t♦ ❜❡ t❤❡ p8, 1q✲•♦❝❛•✐③❛t✐♦♥ ♦❢ C ❛•♦♥❣ ✇❡❛❦ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s ♦❢ ♣r❡s❤❡❛✈❡s✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• ❢✉♥❝t♦r ş PpdAff q ∆ 1 Ñ cdga ď0 k ✐s ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r A Þ Ñ PpdAff A q ∆ 1 ✳ ▲❡t D ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r②✳ • ❆♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❛ ♣❛✐r pA, F q ✇❤❡r❡ F ✐s ❛ s✐♠♣•✐❝✐❛• ♣r❡s❤❡❛❢ ♦✈❡r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♠♦r✲ ♣❤✐s♠s ✐♥ cdga ď0 A ✳ • ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ pA, F q Ñ pB, Gq ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ A Ñ B ❛♥❞ ❛ ♠❛♣ F Ñ G ❛s s✐♠♣•✐❝✐❛• ♣r❡s❤❡❛✈❡s ♦✈❡r pcdga ď0 B q op ∆ 1 ✳ ❲❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② ş P ´dAff ∆ 1 ¯t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ D ❜② •♦❝❛•✐③✐♥❣ ❛•♦♥❣ ✇❡❛❦ ❡q✉✐✈✲ ❛•❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• ❢✉♥❝t♦r ş P ´dAff ∆ 1 ¯Ñ cdga ď0 k ✐s ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✼✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❡•❛t✐✈❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ f : ż P ´dAff ∆ 1 ¯Õ ż PpdAff q ∆ 1 : g ♦✈❡r cdga ď0 k ✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡rs ❛s ❢♦••♦✇s✳ ▲❡t A P cdga ď0 k ✳ ❚❤❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t f A ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛❜•❡ ❢✉♥❝t♦rs✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t g A ♠❛♣s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ F Ñ G t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛❜•❡ s✐♠♣•✐❝✐❛• ♣r❡s❤❡❛❢ Mapp´, F Ñ Gq Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t♦r C Ñ D ♠❛♣♣✐♥❣ pA, F Ñ Gq t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r pS Ñ T q Þ Ñ MappS Ñ T, F Ñ Gq ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ t❤✐s ❢✉♥❝t♦r ✭r❡♣•❛❝✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ F Ñ G ✇✐t❤ ❛ ✜❜r❛♥t r❡♣•❛❝❡♠❡♥t✮✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r g : ż PpdAff q ∆ 1 Ñ ż P ´dAff ∆ 1 ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥s t♦ cdga ď0 k ✳ ▲❡t A ❜❡ ✐♥ cdga ď0 k ❛♥❞ •❡t g A ❜❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝t♦r PpdAff A q ∆ 1 Ñ P ´dAff ∆ 1 A ■t ♥❛t✉r❛••② ❛❞♠✐ts ❛ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t✳ ◆❛♠❡•② t❤❡ •❡❢t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ f A t♦ t❤❡ (♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ dAff ∆ 1 A Ñ PpdAff A q ∆ 1 ❋♦r ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ A Ñ B ✐♥ cdga ď0 k ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠♦r♣❤✐s♠ f B ˆˆB b A ´˙! X ˙Ñ ˆB b A ´˙! f A pXq ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❬❲❤❡♥ X " Spec A 1 Ñ Spec A 2 ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛❜•❡ t❤❡♥ ❜♦t❤ •❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ Spec B 1 Ñ Spec B 2 ✇❤❡r❡ B 1 " B b A A 1 ❛♥❞ B 2 " B b A A 2 (✳ ❲❡ ❝♦♠♣•❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✉s✐♥❣ ❬❍❆•❣✱ ✽✳✷✳✸✳✶✶(✳ ▲❡t ♥♦✇ ş ˚{PpdAff q Ñ cdga ď0 k ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❢✉♥❝t♦r A Þ Ñ SpecpAq{ PpdAff A q ♦❢ PpdAff q ∆ 1 ✳ ▲❡t ❛•s♦ ş PpdAff ˚q ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐•❛r•② t♦ ş PpdAff ∆ 1 q✳ ■t ✐s ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t♦r A Þ Ñ P ´Spec A { dAff A ✽✾ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽✳ ❚❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ •❡♠♠❛ ✹✳✼ ✐♥❞✉❝❡s ❛ r❡•❛t✐✈❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ż P `dAff ˚˘Õ ż ˚{PpdAff q ♦✈❡r cdga ď0 k ✳ ■t ♠♦r❡♦✈❡r ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ cdga ď0 k PpdAff ˚q A A ˚{PpdAff q T T Cat V 8 Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ż P ´dAff ∆ 1 ¯Ñ ż PpdAff ˚q ■t ❛❞♠✐ts ❛ ✜❜❡r✇✐s❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t✱ ♥❛♠❡•② t❤❡ •❡❢t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ✕ ✉s✐♥❣ ❬❍❆•❣✱ ✽✳✸✳✷✳✶✶( ✕ ❛ r❡•❛t✐✈❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t ż PpdAff ˚q Ñ ż P ´dAff ∆ 1 ❈♦♠♣♦s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡•❛t✐✈❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ •❡♠♠❛ ✹✳✼✱ ✇❡ ❣❡t ❛ r❡•❛t✐✈❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ ż PpdAff ˚q Õ ż PpdAff q ∆ 1 ❚❤❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ş ˚{PpdAff q ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❢✉♥❝t♦r ż ˚{PpdAff q Ñ ż PpdAff q ∆ 1 Ñ ż PpdAff ˚q ✐s ✐ts r❡•❛t✐✈❡ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ş PpdAff ˚q Ñ ş ˚{PpdAff q ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦❈❛rt❡✲ s✐❛♥ ♠♦r♣❤✐s♠s ♦✈❡r cdga ď0 k ✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ cdga ď0 k PpdAff ˚q A A ˚{PpdAff q T T Cat V 8 ❆s ❜♦t❤ ❢✉♥❝t♦rs ❛t ❤❛♥❞ ♠❛♣ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ ❝❞❣❛✬s t♦ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✐t ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ •♦❝❛•✐s❛t✐♦♥ cdga ď0 k ♦❢ cdga ď0 k ✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉♥❝t♦rs φ : X { PpdAff k q { X Ñ lim Spec AÑX Spec A { PpdAff A q ❛♥❞ θ : lim Spec AÑX Spec A { PpdAff A q Ñ lim Spec AÑX P `dAff ÅP r♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r φ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ X { PpdAff k q { X Ñ lim Spec AÑX Spec A { PpdAff k q { Spec A » lim Spec AÑX Spec A { PpdAff A q ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❝t♦r ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❢♦••♦✇s✳ ❋r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽ ✇❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r lim Spec AÑX P `dAff Å˘Ñ lim Spec AÑX Spec A { PpdAff A q ■t ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦•✐♠✐ts ❛♥❞ ❜♦t❤ •❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❛❜•❡✳ ■t t❤✉s ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t θ✳ ✾✵ |❡♠❛r❦ ✹✳✶✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r θ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❞r❛✇ t❤❡ ❝♦♠♠✉✲ t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✇❤❡r❡ S Ñ T ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✣♥❡ ❞❡r✐✈❡❞ s❝❤❡♠❡s✮ T {PpdAff k q{ T G G P `T {PpdAff k q{ T ˘G G P `T {dAff k{T S{ PpdAff k q{ S G G P `S{PpdAff k q{ S ˘G G P `S{dAff {S ❚❤❡ •❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ sq✉❛r❡ ❝♦♠♠✉t❡s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ sq✉❛r❡ ❛•s♦ ❝♦♠♠✉t❡s ❛s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛•♦♥❣ ❛ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❢✉♥❝t♦r ♣r❡s❡r✈❡s ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦r♠❛• ❝♦♠♣•❡t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r p´q f : X { PpdAff k q { X Ñ lim Spec AÑX PppdgExt A q op q ❛s t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❢✉♥❝t♦r X { PpdAff k q { X Ñ lim Spec AÑX Spec A { PpdAff A q Ñ lim Spec AÑX P `dAff ÅÑ lim Spec AÑX PppdgExt A q op q |❡♠❛r❦ ✹✳✶✷✳ ▲❡t u : S " Spec A Ñ X ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r u ˚p´q f ♠❛♣s ❛ ♣♦✐♥t❡❞ st❛❝❦ Y ♦✈❡r X t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r dgExt A Ñ sSets B Þ Ñ Map S{´{X pSpec B, Y q ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✸✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦✳ ▲❡t dSt ˚,Art X ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ X{ PpdAff q{ X s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤♦s❡ X Ñ Y Ñ X s✉❝❤ t❤❛t Y ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ ♦✈❡r X✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✹✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ p´q f t♦ dSt ˚,Art X ❤❛s ✐♠❛❣❡ ✐♥ dSt f X ✳ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r Y ✐s ❛ ♣♦✐♥t❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦ ♦✈❡r X t❤❡♥ Y f ✐s ❢♦r♠❛• ♦✈❡r X✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡♠❛r❦ ✹✳✶✵✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ❜❛s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉•t t❤❡♥ ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r Y Ñ X✳ |❡♠❛r❦ ✹✳✶✺✳ ▲❡t X " Spec A ❛♥❞ •❡t X y Ñ Y Ñ X P dSt ˚,Art X ✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t Y ✐s •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦✈❡r A✳ ❚❤❡ t❛♥❣❡♥t T Y f {X,y ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛• st❛❝❦ Y f ♦✈❡r X ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✼✮ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t T Y {X,y ♦❢ Y ❛t y ♦✈❡r X✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬❍❆•✷✱ ✶✳✹✳✶✳✶✹(✮✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① T Y {X,y ❝♦r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Der Y {X pX, p´q _ q : dgMod op A Ñ sSets M Þ Ñ Map X{´{X pXrM _ s, Y q ✇❤❡r❡ XrM _ s ✐s t❤❡ tr✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ SpecpA ' M _ q✳ ❯s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ✐t ✐s ❛❝t✉❛••② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Der Y {X pX, p´q _ q t♦ pdgMod f,ft,ě1 A q op ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢♦r♠❛• st❛❝❦ Y f ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t♦r dgExt A Ñ sSets B Þ Ñ Map X{´{X pSpec B, Y q ❖✉r ❝•❛✐♠ ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✼✳ ✾✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✻✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts t❛♥❣❡♥t ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ❛s t❤❡ X✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ℓ X " L X ´pX ˆXq f ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t X ˆX ✐s ❛ ♣♦✐♥t❡❞ st❛❝❦ ♦✈❡r X t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♣r♦•❡❝t✐♦♥✳ Pr♦♦❢ ✭♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ Y " X ˆX ❛♥❞ •❡t u : S " Spec A Ñ X ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❞❡✲ r✐✈❡❞ st❛❝❦ X ❤❛s ❛ ❣•♦❜❛• t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ u ˚ℓX " u ˚LX Y f Ñ L A pu ˚Y f q ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r u ˚Y f ♠❛♣s B ✐♥ dgExt A t♦ Map S{´{X pSpec B, X ˆXq » Map S{ pSpec B, Xq ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ✉s✐♥❣ ❝♦r♦••❛r② ✹✳✸✶ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ ♦❢ L A pu ˚Y f q t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉♥❝t♦r dgMod f,ft,ě1 A Ñ sSets M Þ Ñ Map S{ pSpecpA ' M _ r´1sq, Xq ❯s✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t X ❤❛s ❛ ❣•♦❜❛• t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ✇❡ ❝♦♥❝•✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ♠♦❞✉•❡ ♦❢ ℓ X ✐s ✐♥❞❡❡❞ T X r´1s✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r X { dSt Art,lfp Ñ dSt ˚,Art X ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ X Ñ Z t♦ t❤❡ st❛❝❦ X ˆZ ♣♦✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛♣❤ ♠❛♣ X Ñ X ˆZ ❛♥❞ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ t♦ X✳ ❈♦♠♣♦s✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t♦r ✇✐t❤ p´q f ❛♥❞ L X ✇❡ ✜♥❛••② ❣❡t t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ❢✉♥❝t♦r X { dSt Art,lfp Ñ ℓ X { dgLie X ❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t X ˆZ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ X ˆZ pZ ˆZq ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ Z ❤❛s ❛ ❣•♦❜❛• t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡①✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ L X ´pX ˆZq f ¯» u ˚ℓZ ▲❡t ✉s ✜♥❛••② ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ♠❛♣ ♦❢ q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛✈❡s ✐s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠❛♣ s❤✐❢t❡❞ ❜② ´1✳ ✹✳✷✳✸ ❉❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❢♦r♠❛• st❛❝❦s ❚❤❡ ❣♦❛• ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✼✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦•✐♠✐t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠♦♥♦✐❞❛• ❢✉♥❝t♦r Rep X : QcohpXq Ñ dgRep X pℓ X q ✇❤❡r❡ dgRep X pℓ X q ✐s t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ℓ X ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Rep X ✐s ❛ r❡tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ♥♦✇✱ •❡t ✉s st❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❛ ❢❡✇ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉•ts✳ ▲❡t A ❜❡ ❛♥② cdga ď0 k ❛♥❞ L P dgLie A ✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② dgRep A pLq ♦❢ r❡♣r❡s❡♥✲ t❛t✐♦♥s ♦❢ L ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛• ♠♦❞❡• str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s ❛r❡ ❡①❛❝t•② t❤❡ L✲❡q✉✐✈❛r✐❛♥t q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜❜r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ♠❛♣s s❡♥t ♦♥t♦ ✜❜r❛t✐♦♥s ❜② t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r t♦ dgMod A ✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✽✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② dgRep A pLq t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡• ❝❛t❡❣♦r② dgRep A pLq✳ ✾✷ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✾✳ ▲❡t L ❜❡ ❛♥ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ◗✉✐••❡♥ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥ f A L : dgMod C A L Õ dgRep A pLq : g A L •✐✈❡♥ ❜② f A L : V Þ Ñ U A ˆArηs b A L ˙b CA L V g A L : M Þ Ñ Hom L ˆUA ˆArηs b A L ˙, M ✇❤❡r❡ Arηsb A L ✐s ❛s ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹ ❛♥❞ Hom L ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣•❡① ♦❢ ❞❣✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ L✳ |❡♠❛r❦ ✹✳✷✵✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ g A L pM q ✐s ❛ ♠♦❞❡• ❢♦r t❤❡ ❝♦❤♦♠♦•♦❣② RHom L pA, M q ♦❢ L ✇✐t❤ ✈❛•✉❡s ✐♥ M ✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t f A L ❛♥❞ g A L ❛r❡ ❛❞•♦✐♥t ❢✉♥❝t♦rs ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r f A L ♣r❡s❡r✈❡s q✉❛s✐✲ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ✭s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✸✮ ❛♥❞ ✜❜r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ◗✉✐••❡♥ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥✳ |❡♠❛r❦ ✹✳✷✶✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② dgRep A pLq ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ■❢ M ❛♥❞ N ❛r❡ t✇♦ ❞❣✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ L✱ t❤❡♥ M b A N ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ❛❝t✐♦♥ ♦❢ L✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② dgMod C A L ✐s ❛•s♦ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛•✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ L✲❞❣✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s M ❛♥❞ N ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ g A L pM q b CA L g L pN q Ñ g A L ˆM b A N ❚❤✐s ♠❛❦❡s g A L ✐♥t♦ ❛ ✇❡❛❦ ♠♦♥♦✐❞❛• ❢✉♥❝t♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉•❛r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r g A L ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r dgLie L Ñ dgLie CApLq ✱ ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡❞ g A L ✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✷✳ ▲❡t L ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r A✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝t♦r f A L : dgMod CA L Ñ dgRep A pLq ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✳ Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ✇✐•• ✇r✐t❡ f ✐♥st❡❛❞ ♦❢ f A L ✳ ▲❡t B ❞❡♥♦t❡ C A L✳ ❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ f |Perf pBq ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✳ ▲❡t V ❛♥❞ W ❜❡ t✇♦ B✲❞❣✲♠♦❞✉•❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛♣ MappV, W q Ñ Mappf V, f W q✳ ❋✐①✐♥❣ V ✭r❡s♣✳ W ✮✱ t❤❡ s❡t ♦❢ W ✬s ✭r❡s♣✳ V ✬s✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s ♠❛♣ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✐s st❛❜•❡ ✉♥❞❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ s❤✐❢ts ❛♥❞ r❡tr❛❝ts✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ MappB, Bq Ñ Mappf B, f Bq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✐❢ ✇❡ •♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞❣✲♠♦❞✉•❡s ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ B " C A L✮✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t f : dgMod B Ñ dgRep A pLq ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✱ ✇❡ ♦♥•② ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t f ♣r❡s❡r✈❡s ♣❡r❢❡❝t ♦❜•❡❝ts✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t f B » A ✐s ♣❡r❢❡❝t ✐♥ dgRep A pLq✳ ❚❤❡ ✭♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮ A✲❞❣✲❛•❣❡❜r❛ U A pArηs b A Lq ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❝❡••✉•❛r ♦❜•❡❝t ✭❜❡❝❛✉s❡ L ✐s ❣♦♦❞✮ ❛♥❞ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ t♦ A✳ ❚❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r dgMod A Ñ dgMod left
UApLq t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡s❡r✈❡s ♣❡r❢❡❝t ♦❜•❡❝ts ✭s❡❡ ❬❚❱(✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ş dgLie op s✉❝❤ t❤❛t✿ 

• ❆♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❛ ♣❛✐r pA, Lq ✇✐t❤ A P cdga ď0 k ❛♥❞ ✇✐t❤ L P dgLie A ❛♥❞ • ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ pA, Lq Ñ pB, L 1 q ✐s ❛ ♠❛♣ A Ñ B t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ L 1 Ñ L b L A B ✐♥ dgLie B ✳ ✾✸ ■t ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t♦r ş dgLie op Ñ cdga ď0 k ✳ ▲♦❝❛•✐s✐♥❣ ❛•♦♥❣ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ż dgLie op Ñ cdga ď0 k ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r A Þ Ñ dgLie op A ✭s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽✮✳ ▲❡t Fin ˚❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡ s❡ts ✕ s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✸✳ ❋♦r n P N✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② xny t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t t˚, 1, . . . , nu ♣♦✐♥t❡❞ ❛t ˚✳ ▲❡t ş dgRep b ❜❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r②✳ • ❆♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❛ ❢❛♠✐•② pA, L, M 1 , . . . , M m q ✇✐t❤ A P cdga ď0 k ✱ ✇✐t❤ L P dgLie A ❛♥❞ ✇✐t❤ M i P dgRep A pLq✳ • ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ pA, L, M 1 , . . . , M m q Ñ pB, L 1 , N 1 , . . . , N n q ✐s t❤❡ ❞❛t✉♠ ♦❢ ❛ ♠❛♣ pA, Lq Ñ pB, L 1 q P ş dgLie op ✱ ♦❢ ❛ ♠❛♣ t : xmy Ñ xny ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡ s❡ts ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② 1 ď j ď n ♦❢ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠  iPt ´1 pjq M i b A B Ñ N j ♦❢ L 1 ✲♠♦❞✉•❡s✳ ■t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ş dgRep b Ñ ş dgLie op ˆFin ˚✳ ❲❡ ✇✐•• s❛② t❤❛t ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ş dgRep b ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ♠❛♣s ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡ s❡ts ❛♥❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♠❛♣s ♦❢ ❝❞❣❛✬s ❛♥❞ ♦❢ ❞❣✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛r❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ş dgRep b t❤❡ •♦❝❛•✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ş dgRep b ❛•♦♥❣ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ p : ş dgRep b Ñ ş dgLie op ˆFin ˚✭✉s✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❬❉❆•✲❳✱ ✷✳✹✳✷✾(✮✳ ▲❡t ♥♦✇ ş dgMod b Cp´q ❜❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r② • ❆♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❛ ❢❛♠✐•② pA, L, V 1 , . . . , V m q ✇✐t❤ A P cdga ď0 k ✱ ✇✐t❤ L P dgLie A ❛♥❞ ✇✐t❤ V i P dgMod CA L ✳ • ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ pA, L, V 1 , . . . , V m q Ñ pB, L 1 , W 1 , . . . , W n q ✐s t❤❡ ❞❛t✉♠ ♦❢ ❛ ♠❛♣ pA, Lq Ñ pB, L 1 q P ş dgLie op ✱ ♦❢ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡ s❡ts t : xmy Ñ xny ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② 1 ď j ď n ♦❢ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ C B L 1 ✲❞❣✲♠♦❞✉•❡s  iPt ´1 pjq V i b CA L C B L 1 Ñ W j ✳ ▲♦❝❛•✐s✐♥❣ ❛•♦♥❣ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ ♠♦❞✉•❡s✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s q : ş dgMod b Cp´q Ñ ş dgLie op ˆFin ˚✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✸✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥s p ❛♥❞ q ❞❡✜♥❡ ❢✉♥❝t♦rs dgRep, dgMod Cp´q : ż dgLie op Ñ Cat b,V 8 Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② ♦❜•❡❝t pA, Lq P ş dgLie op ✱ t❤❡ ♣✉••❡❞ ❜❛❝❦ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ż dgRep b ş dgLie op ˆFin ˚tpA, Lqu ˆFin ˚Ñ Fin ❞❡✜♥❡s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛• str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② dgRep A pLq ✕ s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✹✳ ❚❤❡ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ p ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t♦r ż dgLie op Ñ Cat b,V 8 ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❢✉♥❝t♦r ♠❛♣s q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s t♦ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡s✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢✉♥❝t♦r dgRep : ż dgLie op Ñ Cat b,V 8 ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ dgMod Cp´q ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳ ✾✹ ❲❡ ✇✐•• ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ❜✉✐•❞✐♥❣ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ t✇♦ ❢✉♥❝t♦rs✳ ▲❡t ✉s ❜✉✐•❞ ❛ ❢✉♥❝t♦r g : ş dgRep b Ñ ş dgMod b Cp´q • ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜•❡❝t pA, L, M 1 , . . . , M m q ✐s t❤❡ ❢❛♠✐•② pA, L, V 1 , . . . , V m q ✇❤❡r❡ V i ✐s t❤❡ C A L✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ g A L pM i q " Hom L ˆUA ˆArηs b A L ˙, M i • ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛rr♦✇  iPt ´1 pjq M i b A B Ñ N j ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ â g A L pM i q b CA L C B L 1 Ñg A L `â M i ˘b CA L C B L 1 Ñg B L 1 ˆâ M i b A B Ñg B L 1 pN q ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛♣ s❡♥❞s ❛ t❡♥s♦r λ b µ t♦ pλ b idq.µ ✇✐t❤ λ b id : U B ˆBrηs b B L 1 ˙Ñ U B ˆBrηs b A L ˙" U A ˆArηs b A L ˙b A B Ñ `â M i ˘b A B ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r g ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s g : ż dgRep b Ñ ż dgMod b Cp´q ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥s t♦ ş dgLie op ˆFin ˚✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✹✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r g ❛❞♠✐ts ❛ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t f r❡•❛t✐✈❡ t♦ ş dgLie op ˆFin ˚✳ ❚❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ş dgMod b Cp´q f G G p @ @ ş dgRep b q w w ş dgLie op ˆFin ✇❤❡r❡ f ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ♠♦r♣❤✐s♠s✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t f ✐s ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② ❛ ✭♠♦♥♦✐❞❛•✮ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ş dgLie op dgMod Cp´q B B dgRep S S f Cat b,V 8 Pr♦♦❢✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ✜① pA, L, xmyq ✐♥ ş dgLie op ˆFin ˚✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r g r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✜❜r❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛❞♠✐ts ❛ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t ✭s❡❡ •❡♠♠❛ ✹✳✶✾✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❤❡♥ pA, Lq Ñ pB, L 1 q ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ş dgLie op ✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ sq✉❛r❡s ♦❢ ♠♦♥♦✐❞❛• ❢✉♥❝t♦rs ❝♦♠♠✉t❡s ✉♣ t♦ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥s dgMod CA L f A L G G ´bC A L C B pLb A Bq dgRep A pLq ´bU A L U B pLb A Bq dgMod CB pLb A Bq f B Lb A B G G ´bC B pLb A Bq CB pL 1 q dgRep B pL b A Bq Forget dgMod C B L 1 f B L 1 G G dgRep B pL 1 q ✾✺ ❋♦r ❛♥② ❢❛♠✐•② pV 1 , . . . , V m q ♦❢ C A L✲❞❣✲♠♦❞✉•❡s✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠♦r♣❤✐s♠ `â f A L pV i q ˘b C A L C B L 1 Ñ f B L 1 ˆ`â V i ˘b A B ✐s ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t g s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❬❍❆•❣✱ ✽✳✸✳✷✳✶✶(✱ ❛❞♠✐ts ❛ r❡•❛t✐✈❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t f ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ♠♦r♣❤✐s♠s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ş dgMod b t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② • ❛♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❛ ❢❛♠✐•② pA, M 1 , . . . , M m q ✇❤❡r❡ A P cdga ď0 k ❛♥❞ M i P dgMod A • ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ pA, M 1 , . . . , M m q Ñ pB, N 1 , . . . , N n q ✐s t❤❡ ❞❛t✉♠ ♦❢ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ A Ñ B✱ ♦❢ ❛ ♠❛♣ t : xmy Ñ xny ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡ s❡ts ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② 1 ď j ď n ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡s b iPt ´1 pjq M i Ñ N j ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ş dgMod b Ñ cdga ď0 k ˆFin ˚✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ❢✉♥❝t♦rs ş dgRep b π G G g 8 8 ş dgMod b ˆcdga ď0 k ş dgLie op ρ u u ş dgMod b Cp´q ❝♦♠♣❛t✐❜•❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥s t♦ ş dgLie op ˆFin ˚✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r π ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❢♦r❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ▲✐❡ ❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐•❡ ρ ♠❛♣s ❛♥ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ M ❛♥❞ ❛♥ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ L t♦ t❤❡ C A L✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ M ✱ ✇❤❡r❡ C A L ❛❝ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛♣ C A L Ñ A✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ tr✐❛♥❣•❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ g Ñ ρπ✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ tr✐♣•❡ pA, L, V q ❜② gpA, L, V q " Hom L pU A pArηs b A Lq, V q ev1 G G V " ρπpA, L, V q ❲❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s ♠❛♣ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ C A L✲❛❝t✐♦♥✳ ▲♦❝❛•✐s✐♥❣ ❛•• t❤❛t ❛•♦♥❣ q✉❛s✐✲ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❡ ❣❡t ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ş dgMod b ˆcdga ď0 k ş dgLie op ş dgRep b ş dgMod b Cp´q ş dgLie op ˆFin π g g ρ w w g o o r ! ! q Ô Ô p 9 9 ✇❤❡r❡ p✱ q ❛♥❞ r ❛r❡ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥s ✕ s❡❡ ❬❉❆•✲❳✱ ✷✳✹✳✷✾( ✕ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❢❛❝❡ ✐s ✜••❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ g Ñ ρπ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✺✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r ρ ❛❞♠✐ts ❛ r❡•❛t✐✈❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t τ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r π ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ♠❛♣s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ τ Ñ πf ✕ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② g Ñ ρπ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❛❞•✉♥❝t✐♦♥s ✕ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ✾✻ |❡♠❛r❦ ✹✳✷✻✳ ■t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ •❡♠♠❛ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ş dgLie op dgMod Cp´q 7 7 dgRep G G dgMod W W Cat b,V 8 f π ❚❤✐s •❡♠♠❛ ❛•s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ πf ❛s t❤❡ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝t♦r ❛•♦♥❣ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛♣s C A L Ñ A✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t ρ ❛❞♠✐ts ❛ r❡•❛t✐✈❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t τ ✳ ❋♦r ❛♥② ♣❛✐r pA, Lq P ş dgLie op ✱ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r dgMod A Ñ dgMod C A L ❛❞♠✐ts ❛ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t✱ ♥❛♠❡•② t❤❡ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝t♦r ❛•♦♥❣ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛♣ C A L Ñ A✳ ❚❤✐s •❡❢t ❛❞•♦✐♥t ✐s ♠♦♥♦✐❞❛• ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ❢✉•✜• t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❬❍❆•❣✱ ✽✳✸✳✷✳✶✶(✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ τ Ñ πf ♠❛♣s ❛ tr✐♣•❡ pA, L, V q P ş dgMod Cp´q t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣ τ A L pV q " V b CA L A Ñ V b CA L U A ˆL b A Arηs ˙" π A L f A L pV q ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦❢ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s dAff ∆ 2 k Ñ ´Cat b,V 8 ¯op ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ X Ñ Y Ñ Z ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡s t♦ t❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② QcohpY q✳ ❲❡ ❢♦r♠ t❤❡ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝t C G G dAff ∆ 2 k p dAff k id´G G dAff ∆ 1 k ✇❤❡r❡ p ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ p0 Ñ 2q Ñ p0 Ñ 1 Ñ 2q✳ ❋✐♥❛•②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ D ❛s t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ C s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤♦s❡ tr✐❛♥❣•❡s Spec A Ñ Spec B Ñ Spec A ✇❤❡r❡ B P dgExt A ✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r F : D Ñ ´Cat b,V 8 ¯op ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r D Ñ dAff k ✐s ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r A Þ Ñ dgExt op A ✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ű dSt f Ñ dAff k t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Spec A Þ Ñ dSt f A " P Σ pdgExt op A q✳ ❚❤❡ (♦♥❡❞❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ dgExt op Ñ dSt f ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r D Ñ ű dSt f ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ L qcoh : ¿ dSt f Ñ ´Cat b,V 8 ¯op ❛s t❤❡ •❡❢t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ F ❛•♦♥❣ D Ñ ű dSt f ✳ ▲❡t ♥♦✇ X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② dSt f X ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❈❛rt❡s✐❛♥ s❡❝t✐♦♥s φ ❛s ❜❡•♦✇ ✕ s❡❡ ❬❍❚❚✱ ✸✳✸✳✸✳✷( ű dSt f dAff k{X φ X X G G dAff k ✾✼ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✼✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❢♦r♠❛• st❛❝❦s ♦✈❡r X✿ L X qcoh : dSt f X » Fct Cart dAff k ´dAff k{X , ű dSt f ¯Lqcoh G G Fct ´dAff k{X , ´Cat b,V 8 ¯op ¯colim G G ´Cat b,V 8 ¯op ■❢ Y P dSt f X t❤❡♥ L X qcoh pY q ✐s ❝❛••❡❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛• st❛❝❦ Y ♦✈❡r X✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐t ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡•② ❛s t❤❡ •✐♠✐t ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s L X qcoh pY q " lim Spec AÑX lim BPdgExt A Spec BÑYA dgMod B ✇❤❡r❡ Y A P dSt f A ✐s t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ ♦❢ Y ❛•♦♥❣ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ Spec A Ñ X✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ♦✈❡r X ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ s❡❝t✐♦♥ dgLie op X » Fct coC cdga ď0 k ˆ´dAff k{ X ¯op , ż dgLie op ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡✜♥❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✽✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ ▲✐❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦✈❡r X t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r dgRep X : dgLie op X Ñ Cat b,V 8 dgLie op X G G Fct ``dAff k{X ˘op , ş dgLie op ˘dgRep G G Fct ´`dAff k{X ˘op , Cat b,V 8 ¯lim G G Cat b,V 8 ■♥ ♣❛rt✐❝✉•❛r ❢♦r ❛♥② L P dgLie X ✱ t❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② dgRep X pLq " lim Spec AÑX dgRep A pL A q ✇❤❡r❡ L A P dgLie A ✐s t❤❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r A ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣✉••✐♥❣ ❜❛❝❦ L✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✾✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ dgLie op X L X qcoh pFX p´qq A A dgRep X T T Ψ Cat b,V 8 ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② L P dgLie X ✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦♥♦✐❞❛• ❢✉♥❝t♦r L X qcoh pF X Lq Ñ dgRep X pLq ✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦•✐♠✐ts✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐•• ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✵✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ F : dgLie Ñ dSt f t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r L qcoh : ˆ¿ dSt f ˙op Ñ Cat b,V 8 ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t♦r φ : ş dgLie op Ñ Cat b,V 8 ✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❛♥❞ ❝♦•✐♠✐t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ Ñ dgRep✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t E ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ş dgLie op s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ E Ñ cdga ď0 k ✐s ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❢✉♥❝t♦r A Þ Ñ ´dgLie f,ft,ě1 A ¯op Ă dgLie op A ✾✽ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r φ ✐s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ ψ t♦ E✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ψ ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r E G G ş dgLie op dgMod Cp´q G G Cat b,V 8 ❯s✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ dgMod Cp´q Ñ dgRep ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✹✱ ✇❡ ❣❡t α : ψ Ñ dgRep |E P Fct ´E, Cat b,V 8 ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✭✐✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r dgRep : ş dgLie op Ñ Cat b,V 8 ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ dgRep |E ✭✐✐✮ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ α ✐s ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡s ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ s✐♠♣•② ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✷✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥ A ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r dgRep A : dgLie op A Ñ Cat b,V 8 ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ s✐❢t❡❞ •✐♠✐ts✳ ❚❤✐s ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ❬❉❆•✲❳✱ ✷✳✹✳✸✷(✳ Pr♦♦❢ ✭♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✾✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ❛♥❞ L ❜❡ ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r X✳ |❡❝❛•• t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ L ❛s ❛ ❢✉♥❝t♦r L : ´dAff k{ X ¯op Ñ ż dgLie op ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ L X qcoh pFLq " lim φ˝L ❛♥❞ dgRep X pLq " lim dgRep ˝L✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✉•t ❢r♦♠ •❡♠♠❛ ✹✳✸✵✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♠✐s❡❞ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✼✳ Pr♦♦❢ ✭♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✼✮✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❜✉✐•❞ ❛ ❢✉♥❝t♦r ν X : QcohpXq Ñ L X qcoh ´pX ˆXq f ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② C t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞✐❛❣r❛♠s Spec A G G Spec B α G G Spec A X ✇❤❡r❡ A P cdga ď0 k ❛♥❞ B P dgExt A ✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• ❢✉♥❝t♦r C op Ñ Cat b,V 8 ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ❛s ❛❜♦✈❡ t♦ t❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② dgMod B ✳ ❯♥✇✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥t❡♠♣•❛t❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥♦✐❞❛• ❝❛t❡❣♦r✐❡s L X qcoh ´pX ˆXq f ¯» lim C dgMod B ❚❤❡ ♠❛♣s α ❛s ❛❜♦✈❡ ✐♥❞✉❝❡ ✭♦❜✈✐♦✉s•② ❝♦♠♣❛t✐❜•❡✮ ♣✉••❜❛❝❦ ❢✉♥❝t♦rs α ˚: QcohpXq Ñ dgMod B ✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ♠♦♥♦✐❞❛• ❢✉♥❝t♦r ν X : QcohpXq Ñ L X qcoh ´pX ˆXq f •♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✻ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠♦r♣❤✐s♠ θ : F X pℓ X q " F X L X ´pX ˆXq f ¯Ñ pX ˆXq f ✾✾ ◆♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✾✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r Rep X : QcohpXq νX G G L X qcoh ´pX ˆXq f ¯θ˚G G L X qcoh pF X pℓ X qq Ψ G G dgRep X pℓ X q ❆s ❡✈❡r② ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❢✉♥❝t♦rs ✐s ❜♦t❤ ♠♦♥♦✐❞❛• ❛♥❞ ❝♦•✐♠✐t ♣r❡s❡r✈✐♥❣✱ s♦ ✐s Rep X ✳ ❲❡ st✐•• ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t Rep X ✐s ❛ r❡tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r Θ X : dgRep X pℓ X q Ñ QcohpXq✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r Θ X Rep X QcohpXq νX G G L X qcoh ´pX ˆXq f ¯θ˚G G L X qcoh pF X pℓ X qq Ψ G G dgRep X pℓ X q ΘX G G QcohpXq ■t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ •❡♠♠❛ ✹✳✷✺ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r Θ X Ψ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ L X qcoh pF X pℓ X qq Ñ L X qcoh pXq » QcohpXq ❛•♦♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠♦r♣❤✐s♠ X Ñ F X pℓ X q ♦❢ ❢♦r♠❛• st❛❝❦s ♦✈❡r X✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t Θ X Rep X ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r QcohpXq ν X G G L X qcoh ´pX ˆXq f ¯α˚G G QcohpXq ✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ X Ñ pX ˆXq f ✳ ❯♥✇✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ν X ✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t♦r ♦❢ QcohpXq✳ ✹✳✷✳✹ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss✱ ♠♦❞✉•❡s ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t ♠❛♣s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✶✳ ▲❡t Perf ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ st❛❝❦ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❝❞❣❛ A t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛• 8✲❣r♦✉♣♦✐❞ ✐♥ t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② Perf pAq✳ ❋♦r ❛♥② ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ X✱ ✇❡ s❡t Perf pXq t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛• ❣r♦✉♣♦✐❞ ✐♥ Perf pXq✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s ❢r♦♠ X t♦ Perf ✐♥ dSt k ✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✷✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥② ♣❡r❢❡❝t ♠♦❞✉•❡ E ♦✈❡r X ✐s ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② ❛ ♠❛♣ φ E : X Ñ Perf ✳ ❋♦••♦✇✐♥❣ ❬❙❚❱(✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ♦❢ E ❛s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ φ E at E : T X Ñ φ E T Perf |❡♠❛r❦ ✹✳✸✸✳ ❲❡ ✇✐•• ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ φ E T Perf » EndpEqr1s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✹✳ ❚❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ♦❢ E s❤♦✉•❞ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ❛s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ at E : T X r´1s Ñ φ E T Perf r´1s » EndpEq ❲❡ ✇✐••✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛• ♦♥❡ ✕ s❡❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✻✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✹✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ E ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ♠♦❞✉•❡ ♦✈❡r X✱ t❤❡♥ t❤❡ ℓ X ✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ E ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✼ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ♦❢ E✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✺✳ ▲❡t A P cdga ď0 k ❛♥❞ L P dgLie f,ft,ě1 A ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r f A L : dgMod C A pLq Ñ dgRep A pLq ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ •❡♠♠❛ ✹✳✶✾ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Perf pC A Lq " Ñ dgRep A pLq dgMod A Perf pAq ✶✵✵ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✷ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f L t♦ ❜❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉•✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② C t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛t❡❣♦r② C " f A L pPerf pC A pLqqq ❋r♦♠ ▲✉r✐❡✬s ✇♦r❦ ✭❬❉❆•✲❳(✮ ♦✈❡r ❛ ✜❡•❞ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✹ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t C ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ L ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ A✲♠♦❞✉•❡ ✐s ✭❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦✮ A n ✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s st❛❜•❡ ✉♥❞❡r ♣✉s❤♦✉ts ❛♥❞ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r C Ñ dgMod A ❛•s♦ ♣r❡s❡r✈❡s ♣✉s❤♦✉ts ❛♥❞ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ♠♦❞✉•❡ ✐s ♣❡r❢❡❝t✳ |❡❝✐♣r♦❝❛••②✱ ❡✈❡r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ C ❤❛s ❛ ♣❡r❢❡❝t ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❝♦♠♣•❡①✳ Pr♦♦❢ ✭♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✹✮✳ ❚❤❡ s❤❡❛❢ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ φ E : X Ñ Perf ✳ ■ts ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ✐s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦r♣❤✐s♠ at E : T X r´1s Ñ φ E T Perf r´1s ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ▲✐❡ t❛♥❣❡♥t ♠❛♣ at E : ℓ X Ñ φ E ℓ Perf ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❤❡r❡ t❤❛t φ E ℓ Perf r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r❡s❤❡❛❢ ♦♥ dgLie X L Þ Ñ Gpd ˜LX qcoh pF X pLqq QcohpXq tEu ✇❤✐•❡ glpEq ✕ t❤❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦❢ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ E ✕ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉♥❝t♦r L Þ Ñ Gpd ˜dgRep X pLq QcohpXq tEu ✇❤❡r❡ Gpd ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❛♥② p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ✐ts ♠❛①✐♠❛• ❣r♦✉♣♦✐❞✳ ❲❡ ❣❡t ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✾ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ φ E ℓ Perf Ñ glpEq ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ♦✈❡r X✳ |❡str✐❝t✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛✣♥❡ ❞❡r✐✈❡❞ s❝❤❡♠❡ s : Spec A Ñ X✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t s ˚φE ℓ Perf ❛♥❞ s ˚glpEq » glps ˚Eq r❡s♣❡❝t✐✈❡•② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs pdgLie f,ft,ě1 A q op Ñ sSets L 0 Þ Ñ Perf pC A L 0 q PerfpAq tEu ❛♥❞ L 0 Þ Ñ Gpd ˜dgRep A pL 0 q dgMod A tEu ❚❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ❢✉♥❝t♦rs ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ •❡♠♠❛ ✹✳✸✺ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ at E : ℓ X Ñ glpEq ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ℓ X ♦♥ E✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✼ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ Perf pXq » MappX, Perf q✳ ❲❡ ✇✐•• ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✷ ♦❢ t❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ✉s✉❛• ♦♥❡✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t②✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② X p2q t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛• ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ X ✐♥ X ˆX t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐•• ❛•s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② i t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ X Ñ X p2q ❛♥❞ ❜② p ❛♥❞ q t❤❡ t✇♦ ♣r♦•❡❝t✐♦♥s X p2q Ñ X✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ i ˚LX Ñ O X p2q Ñ i ˚OX ✭✹✳✶✮ ❝•❛ss✐✜❡❞ ❜② ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ α : i ˚OX Ñ i ˚LX r1s✳ ❚❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛❢ E ✐s ✉s✉❛••② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝•❛ss ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ ✕ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❑▼( E » p ˚pi ˚OX b q ˚Eq Ñ p ˚pi ˚LX r1s b q ˚Eq » L X r1s b E ✭✹✳✷✮ ✶✵✶ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛♣ α✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ i ˚i˚OX Ñ L X r1s✳ ❉✉❛•✐s✐♥❣ ✇❡ ❣❡t β : T X r´1s Ñ Hom OX pi ˚i˚OX , O X q » p ˚i˚H om OX pi ˚i˚OX , O X q » p ˚Hom O X p2q pi ˚OX , i ˚OX q ❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♥❛t✉r❛••② ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r i ˚» p ˚p´b O X p2q i ˚OX q ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥ i ˚q˚» id✳ ❚❤✐s ❛❝t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣ β✱ ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❛♥② ♣❡r❢❡❝t ♠♦❞✉•❡ E ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ T X r´1s b E Ñ E✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❛♣ E Ñ E b L X r1s ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✭✹✳✷✮✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✻✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ •❡t E ❜❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡① ♦♥ X✳ ❚❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ♦❢ E ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✷ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts • ❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② L X qcoh ppX p2q q f q ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ QcohpX p2q q✳ • ❚❤❡ t❛♥❣❡♥t ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ L X ppX p2q q f q ✐s t❤❡ ❢r❡❡ ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② T X r´1s✳ ❲❡ ♠♦r❡♦✈❡r ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡ i : X p2q Ñ X ˆX ✐s t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥✳ QcohpXq Rep X D D G G q ˚9 9 L X qcoh ´pX ˆXq f ū G G dgRep X pℓ X q QcohpX p2q q G G i ˚P P dgRep X pFree X pT X r´1sqq G G QcohpXq ✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ X p2q Ñ X ˆX✳ ❋r♦♠ ✇❤❛t ♣r❡❝❡❞❡s✱ t❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ i ˚✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ QcohpX p2q q G G dgRep X pFree X pT X r´1sqq G G QcohpXq ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ •♦❝❛••②✳ ▲❡t t❤✉s a : Spec A Ñ X ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② L t❤❡ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ Free A pT X,a r´1sq✳ P✉••✐♥❣ ❜❛❝❦ ♦♥ A t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❣❡t dgMod CA L f A L G G dgRep A pLq G G dgMod A ✇❤❡r❡ f A L ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ L ♦♥ U A pL b A Arηsq t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛• ✐♥❝•✉s✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛• ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss α ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦••♦✇s C A L G G » Hom A pU A pL b A Arηsq, Aq » A ' L X,a G G A ' pL X,a b A Arηsq 0 G G L X,a r1s ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛• ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ✐s t❤✉s ❞✉❛• t♦ t❤❡ ✐♥❝•✉s✐♦♥ T X,a r´1s Ñ U A pL b A Arηsq✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r f A L ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥❝•✉❞❡ ✉s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✹✳ ✶✵✷ ✹✳✷✳✺ ❆❞•♦✐♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♦♥ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐•• ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✼✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦✳ ❚❤❡ ℓ X ✲♠♦❞✉•❡ Rep X pT X r´1sq ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❛❞•♦✐♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ℓ X ✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦✉♣•❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✹✱ ✐♠♣•✐❡s t❤❛t t❤❡ ❜r❛❝❦❡t ♦❢ ℓ X ✐s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡①✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ✐t✱ ✇❡ ✇✐•• ♥❡❡❞ ❛ ❢❡✇ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✽✳ ▲❡t A P cdga ď0 k ❛♥❞ L P dgLie A ✳ ❚♦ ❛♥② A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ L 1 ✇✐t❤ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ α : L Ñ L 1 ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ψ A L pL 1 q ♦❢ L ✕ ✐❡ t❤❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡ L 1 ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ L t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ α✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r ψ A L ♣r❡s❡r✈❡s q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ■t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ •♦❝❛•✐s❡❞ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts ❛ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t φ A L ✿ φ A L : dgRep A pLq Õ L { dgLie A : ψ A L Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r ψ A L ♣r❡s❡r✈❡s s♠❛•• •✐♠✐ts ❛♥❞ ❜♦t❤ ✐ts ❡♥❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ dgRep A pLq ❛♥❞ dgLie A ❛r❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ♦✈❡r dgMod A ✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ψ A L ✐s ❛❝❝❡ss✐❜•❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛• ω✳ ❚❤❡ r❡s✉•t ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ❬❍❚❚✱ ✺✳✺✳✷✳✾( ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✾✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ❝❞❣❛ ❛♥❞ L 0 ❜❡ ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r A✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ L 0{dgLie A C A G G ψ A L 0 8 8 u `cdga A {C A L 0 ˘op dgRep A pL 0 q g A L 0 pp´q _ q G G `dgMod CA L0 ˘op CA L0'p´qr´1s T T ✇❤❡r❡ g A L0 ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ •❡♠♠❛ ✹✳✶✾✳ Pr♦♦❢✳ ▲❡t α : L 0 Ñ L ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦r♣❤✐s♠ Sym A pL 0 r1sq b A Lr1s α Ñ Sym A pLr1sq b A Lr1s Ñ Sym A pLr1sq ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ Hom A pSym A pLr1sq, Aq Ñ Hom A pSympL 0 r1sq b Lr1s, Aq » Hom A pSym A pL 0 r1sq, L _ r´1sq ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ♠❛♣ ♦❢ ❣r❛❞❡❞ ♠♦❞✉•❡s δ L : C A L Ñ g A L0 pL _ qr´1s✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛•s✳ |❡❝❛•• t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s S i ❛♥❞ T ij ❢r♦♠ r❡♠❛r❦ ✹✳✷✷✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ δpdξqpη.x 1 b . . . b η.x n qpη.y n`1 q " ÿ iďn`1 p´1q Si`1 ξpη.y 1 b . . . b η.dy i b . . . b η.y n`1 q `ÿ iăjďn`1 p´1q Tij ξpη.ry i , y j s b η.y 1 b . . . b y η.y i b . . . b y η.y j b . . . b η.y n`1 q `dpξpη.y 1 b . . . b η.y n`1 qq ✇❤❡r❡ y i ❞❡♥♦t❡s αx i ✱ ❢♦r ❛♥② i ď n✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ pdpδξqqpη.x 1 b . . . b η.x n q " ÿ iďn p´1q Si`1 δξpη.x 1 b . . . b η.dx i b . . . b η.x n q `ÿ iăjďn p´1q Tij δξpη.rx i , x j s b η.x 1 b . . . b y η.x i b . . . b y η.x j b . . . b x n q `ÿ iďn p´1q p|xi|`1qSi x i ' δξpη.x 1 b . . . b y η.x i b . . . b η.x n q `dpδξpη.x 1 b . . . b η.x n qq ✶✵✸ ✇❤❡r❡ ' ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ L 0 ♦♥ L _ ✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ pdpδξqqpη.x 1 b . . . b η.x n qpη.y n`1 q " ÿ iďn p´1q 
◆♦✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ δpdξqpη.x 1 b . . . b η.x n qpη.y n`1 q ´pdpδξqqpη.x 1 b . . . b η.x n qpη.y n`1 q ✇❡ ❣❡t p´1q Sn`1`1 ξpη.y 1 b . . . b η.y n b η.dy n`1 q `dpξpη.y 1 b . . . b η.y n`1 qq ´dpδξpη.x 1 b . . . b η.x n qqpη.y n`1 q " 0 ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t δ L ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❝♦♠♣•❡①❡s C A L Ñ g A L0 pL _ qr´1s✳ ■t ✐s ♠♦r❡♦✈❡r A✲•✐♥❡❛r✳ ❖♥❡ ❝❤❡❝❦s ✇✐t❤ ❣r❡❛t ❡♥t❤✉s✐❛s♠ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ❢✉♥❝t♦r✐❛• ✐♥ L ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ş ˚{dgLie ❛s ❢♦••♦✇s • ❆♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❛ tr✐♣•❡ pA, L, L Ñ L 1 q ✇❤❡r❡ A P cdga ď0 k ❛♥❞ L Ñ L 1 P dgLie A ✳ • ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ pA, L, L Ñ L 1 q Ñ pB, L 1 , L 1 Ñ L 1 1 q ✐s t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✕ ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ A Ñ B ✐♥ cdga ď0 k ✱ ✕ ❆ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ L 1 G G L b A B L 1 1 L 1 b A B o o ❚❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ t♦ ş ˚{dgLie Ñ ş dgLie op ✳ ❚❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉• ❢✉♥❝t♦r L{ dgLie A Ñ dgRep A pLq ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t♦r Ad s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ tr✐❛♥❣•❡ ❝♦♠♠✉t❡s ş ˚{dgLie Ad G G 7 7 ş dgRep y y ş dgLie op ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ş pcdga{ Cp´q q op ❛s ❢♦••♦✇s • ❆♥ ♦❜•❡❝t ✐s ❛ tr✐♣•❡ pA, L, Bq ✇❤❡r❡ pA, Lq P ş dgLie op ❛♥❞ B ✐s ❛ ❝❞❣❛ ♦✈❡r A ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ B Ñ C A L ❀ • ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ pA, L, Bq Ñ pA 1 , L 1 , B 1 q ✐s ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ A G G B G G C A L A 1 G G B 1 G G C A 1 L 1 ✇❤❡r❡ C A L Ñ C A 1 L 1 ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦r♣❤✐s♠ L 1 Ñ L b L A A 1 ✳ ✶✵✹ ▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ ❤❡r❡ t❤❛t C ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r χ : ş ˚{dgLie Ñ ş pcdga{ Cp´q q op ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥s t♦ ş dgLie op ✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ dgRep A pLq Ñ pcdga A {C A L q op V Þ Ñ C A L ' g A L pV _ qr1s ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r θ : ż dgRep Ñ ż ´cdga { Cp´q ¯op ❛♥❞ •❡♠♠❛ ✹✳✸✾ ❣✐✈❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ θAd Ñ χ✳ ▲♦❝❛•✐s✐♥❣ ❛•♦♥❣ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❡ ❣❡t ❛ t❤❡t❛❡❞r♦♥ ş ˚{dgLie ş dgRep ş pcdga{ Cp´q q op ş dgLie op Ad 9 9 χ w w θ o o r ! ! q Ô Ô p 9 9 ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❢❛❝❡ ✐s ✜••❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ θAd Ñ χ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✵✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r Ad ❛❞♠✐ts ❛ r❡•❛t✐✈❡ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t φ ♦✈❡r ş dgLie op ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ θ Ñ θAdφ Ñ χφ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ •❡♠♠❛ ✹✳✸✽ ❛♥❞ ❬❍❆•❣✱ ✽✳✸✳✷✳✶✶(✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❡ ✜① ❛ ♣❛✐r pA, Lq P ş dgLie op ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ dgRep A pLq G G 9 9 `cdga A {C A L ˘op L{ dgLie A U U ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② dgRep A pLq ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦•✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s U A L b N ✱ ✇❤❡r❡ N P dgMod A ✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ t❤❡ •♦✇❡r ❢✉♥❝t♦rs ♠❛♣ ❝♦•✐♠✐ts t♦ •✐♠✐ts✳ ❙✐♥❝❡ φ A L pU A L b N q » L > Free A pN q✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t t♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ C A L ' N _ r´1s Ñ C A L ' g A L ppU A L b N q _ r´1sq ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s N _ r´1s G G β C A L ' N _ r´1s G G C A L " g A L ppU A L b N q _ r´1sq G G C A L ' g A L ppU A Lq _ r´1sq G G C A L ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs p´q _ ❛♥❞ g A L ppU A L b ´q_ r´1sq ❢r♦♠ dgMod A t♦ dgMod op A ❛r❡ ❜♦t❤ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t t♦ s❛♠❡ ❢✉♥❝t♦r✱ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ β ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ş dgMod f,ft,ě1 Cp´q G G ş dgMod Cp´q f G G ş dgRep ✶✵✺ |❡♠❛r❦ ✹✳✹✶✳ ❉✉❛•✐t② ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✷ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r ş dgMod f,ft,ě1 Cp´q G G ş dgRep θ G G ş pcdga{ Cp´q q op ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r pA, L, M q Þ Ñ C A L À M _ r´1s✳ ▼♦
β X : L X qcoh pF X ℓ X q ˆ∆1 Ñ F X pℓ X q { dSt f X ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r β X p´, 0q ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✱ ♥❛♠❡•② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r F X pℓ X q{ dSt f X LX G G ℓ X {dgLie X AdX G G dgRep X pℓ X q gX G G L X qcoh pFℓ X q ✇❤✐•❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ r❡♠❛r❦ ✹✳✹✶✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r
Mappβ X p´, 1q, pX ˆXq f q ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ν X pT X r´1sq ✇❤❡r❡ ν X ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t♦r QcohpXq Ñ L X qcoh ppX ˆXq f q ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✼✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ν X pT X r´1sq Ñ g X Ad X L X ppX ˆXq f q » g X Ad X pℓ X q ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ Rep X pT X r´1sq " f X ν X pT X r´1sq Ñ Ad 

  ❞ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛••② ✉♥✐q✉❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s r✐❞❞•❡✳ ■t ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ①✈✐ •❛st ✐t❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❍❆•❣✱ ✻✳✸✳✶✳✶✵(✳ ▲✉r✐❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❍❚❚✱ ✺✳✸✳✺✳✶✺( t❤❛t ❛♥

  ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐s t❤❡ (♦♥❡❞❛ ❢✉♥❝t♦r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡s❡r✈❡s •✐♠✐ts ✇❤✐❝❤ ❡①✐st ✐♥ C✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t j ❛•s♦ ♣r❡s❡r✈❡s t❤♦s❡ •✐♠✐ts✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r j ♣r❡s❡r✈❡s ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐ts ✇❤✐❝❤ ❡①✐st ✐♥ C✳ ❆♥② ♦❜•❡❝t ♦❢ C st ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ ♦❜•❡❝ts ✐♥ C✳ ■ts s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ ♦❜•❡❝ts✳ ❚❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r C st Ñ C st ✐s t❤✉s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❈♦r♦••❛r② ❬❍❆•❣✱ ✶✳✹✳✷✳✷✼( ✐♠♣•✐❡s t❤❛t C st ✐s st❛❜•❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✐✈✮✳ ▲❡t f : C Ñ D ❜❡ ❛s r❡q✉✐r❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♣♦✐♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛••② ✉♥✐q✉❡ ❢✉♥❝t♦r g :

  r♦❞✉❝ts✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② P Σ pCq ✐ts ❝♦♠♣•❡t✐♦♥ ✉♥❞❡r s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts✳ |❡❝❛•• ✭s❡❡ ❬❍❚❚(✱ ♣❛rt ✺✳✺✳✽✮ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② Fct ˆpC op , sSetsq ♦❢ p8, 1q✲❢✉♥❝t♦rs ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❙②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❲❡ ✇✐•• ♠❛❦❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ •❛st ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛s ❞❡✈❡•♦♣❡❞ ✐♥ ❬❍❆•❣(✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❛ ✭✈❡r②✮ q✉✐❝❦ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤♦s❡ ♦❜•❡❝ts✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✸✳ ▲❡t Fin ˚❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡ s❡ts✳ ❋♦r ❛♥② n P N✱ ✇❡ ✇✐•• ❞❡♥♦t❡ ❜② xny t❤❡ s❡t t˚, 1, . . . , nu ♣♦✐♥t❡❞ ❛t ˚✳ ❋♦r ❛♥② n ❛♥❞ i ď n✱ t❤❡ ❙❡❣❛• ♠❛♣ δ i : xny Ñ x1y ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② δ i pjq " 1 ✐❢ j " i ❛♥❞ δ i pjq " ˚♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✹✳ ✭s❡❡ ❬❍❆•❣✱ ✷✳✵✳✵✳✼(✮ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❆ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛• str✉❝t✉r❡ ♦♥ C ✐s t❤❡ ❞❛t✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❜r❛t✐♦♥ p : C b Ñ Fin ˚s✉❝❤ t❤❛t • ❚❤❡ ✜❜r❡ ❝❛t❡❣♦r② C b x1y ✐s ❡q✉✐✈❛

X

  d rM r´1ss " colimf : Spec AÑX SpecpA ' f ˚d f ˚M r´1sq ■t ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛• ♠♦r♣❤✐s♠ X Ñ X d rM r´1ss ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦•❡❝t✐♦♥s p ❛s ❛❜♦✈❡✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✻ ✭❖❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦♥ st❛❝❦s✮✳ ▲❡t F Ñ G ❜❡ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ❛♥❞ •❡t M P QcohpXq ď´1 ✳ ▲❡t d ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ d P Map X{´p XrM s, Xq ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ s✐♠♣•✐❝✐❛• s❡ts

  ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ f : Ω 0,αpyq Map X{´{G pXrM s, F q Ñ ψ y ■t ♥♦✇ s✉✣❝❡s t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ X✬s ❢♦r ✇❤✐❝❤ f ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❡✈❡r② ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✐s st❛❜•❡ ❜② ❝♦•✐♠✐ts✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t•② ❬❍❆•✷✱ ✶✳✹✳✷✳✻( ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s tr✐✈✐❛•✳ ❆•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ st❛❝❦s ✿ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ ❛♥❞ A ❜❡ ❛ ❝❞❣❛✳ ▲❡t a " pa 1 , . . . , a p q ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡•❡♠❡♥ts ♦❢ A 0 ❢♦r♠✐♥❣ ❛ r❡❣✉•❛r s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ H 0 pAq✳ ▲❡t A{ a n 1 , . . . , a n p ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❑♦③s✉• ❝♦♠♣•❡① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣✉•❛r s❡q✉❡♥❝❡ pa n 1 , . . . , a n p q✳ ■t ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❞❣❛ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠❛♣ ✐s ✉s✉❛••② ♥♦t ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✼✳ ❆ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ X ✐s ❝❛••❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐s❛❜•❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥② A ❛♥❞ ❛♥② r❡❣✉•❛r s❡q✉❡♥❝❡ a t❤❡ ♠❛♣ ψpAq a ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•

  s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Tate U pCq ♦❢ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts ✐♥ C ❛s t❤❡ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t✐♦♥ ♦❢ Tate U el pCq✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❡①❛❝t ❢✉♥❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s Tate U el pCq Ñ Tate U pCq Ñ Pro U Ind U pCq |❡♠❛r❦ ✶✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t Tate U pCq ✐s V✲s♠❛••✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ Tate U p´q ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r

Fct t pTate U 0

 0 pCq, Dq G G Fct m pC, Dq Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s s❤♦rt❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✿ IC " Ind U pCq PC " Pro U pCq T " Tate U 0 pCq PIC " Pro U pInd U pCqq |❡❝❛•• t❤❛t PpDq ❞❡♥♦t❡s t❤❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s✐♠♣•✐❝✐❛• ♣r❡s❤❡❛✈❡s ♦♥ D✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r FctpPIC, PpDqq Ñ FctpTC, PpDqq ❛❞♠✐ts ❛ •❡❢t ❛❞•♦✐♥t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ •❡❢t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r FctpPIC, PpDqq Ñ FctpIC, PpDqq ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞•♦✐♥t✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ✜① t❤❡✐r ♥♦t❛t✐♦♥ FctpTC, PpDqq δ G G FctpPIC, PpDqq β ❛❞•♦✐♥ts ❜❡✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡✐r r✐❣❤t ❛❞

  Si`1 ξpη.y 1 b . . . b η.dy i b . . . b η.y n b η.y n`1 q `ÿ iăjďn p´1q Tij ξpη.ry i , y j s b η.y 1 b . . . b y η.y i b . . . b y η.y j b . . . b η.y n b η.y n`1 q `ÿ iďn p´1q p|yi|`1qSi`p|yi|´1`Sn`1q|yi| ξpη.y 1 b . . . b y η.y i b . . . η.y n b η.ry n`1 , y i sq `dpδξpη.x 1 b . . . b η.x n qqpη.y n`1 q

  r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t♦r ż dgMod fft,ě1 q op ❤❛s ✈❛•✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉•• s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ş ˚{dgLie good ✳ ❯s✐♥❣ •❡♠♠❛ ✹✳✸✵✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ż dgMod f,ft,ě1 Cp´q ş dgLie op ż pdgLie f,ft,ě1 q op Ñ ż pcdga { Cp´q q op ş dgLie op ż pdgLie f,ft,ě1 q op ♣r❡s❡r✈❡s ❝♦❈❛rt❡s✐❛♥ ♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❲❡ ✜♥❛••② ❣❡t ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ş pdgLie f,ft,ě1 q op dgMod f,ft,•s♦ ❛ (♦♥❡❞❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ pcdga{ Cp´q q op Ñ SpecpCp´qq{ dSt f ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t G : dgMod f,ft,ě1 Cp´q Ñ SpecpCp´qq { dSt f ▲❡t ✉s r❡❝❛•• r❡♠❛r❦ ✹✳✸✳ ■t ❞❡✜♥❡s ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ζ : dgMod f,ft,ě1 Cp´q ˆ∆1 Ñ SpecpCp´qq { dSt f s✉❝❤ t❤❛t ζp´, 0q » Fφf ❛♥❞ ζp´, 1q » G » hθf ✳ ❲❡ ❛r❡ ❛t •❛st r❡❛❞② t♦ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✼✳ Pr♦♦❢ ✭♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✼✮✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜② s✐❢t❡❞ ❝♦•✐♠✐ts✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♥❛t✉r❛• tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ β : L qcoh pFp´qqˆ∆ 1 Ñ Fp´q{ dSt f ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs ş dgLie op Ñ Cat V 8 ✳ ▲❡t ♥♦✇ X ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❆rt✐♥ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦ •♦❝❛••② ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ❢✉♥❝t♦r

  X pℓ X q✳ ■t ♥♦✇ s✉✣❝❡s t♦ t❡st ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛✈❡s ♦♥ X✱ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡✳ ❇♦t❤ t❤❡ •❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ T X r´1s✳ ✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✺ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ■♥ t❤✐s •❛st ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐•• ❡①♣♦s❡ ❛ ❢❡✇ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❛✉t❤♦r ✇♦✉•❞ •✐❦❡ t♦ ♣✉rs✉❡✳ ✺✳✶ ❆ s②♠♣•❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡ ❲❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ✐❢ X ✐s ❛ s②♠♣•❡❝t✐❝ st❛❝❦✱ ❞♦❡s ✐ts ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡ L d pXq ✐♥❤❡r✐ts ❛ ❚❛t❡ s②♠♣•❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺ t❤❛t L d pXq ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✧•♦❝❛•✧ ❚❛t❡ str✉❝t✉r❡✳ Pr♦❜•❡♠ ✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ n✲s❤✐❢t❡❞ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦✳ ❉♦❡s t❤❡ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡ L d pXq ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✇✐t❤ ✈❛•✉❡s ✐♥ X ❛❞♠✐t ❛♥ pn ´d `1q✲s❤✐❢t❡❞ s②♠♣•❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ❛s ❛ •♦❝❛••② ❚❛t❡ st❛❝❦❄ ❖♥❡ ✇❛② ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ L d V pXq Ñ L d U pXq✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ❣r♦✉♣♦✐❞ ♦❜•❡❝t Z ' ✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ X ✐s ❛✣♥❡✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s Z 1 ♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♣♦✐❞ ✐s B d pXq ❛♥❞ ❛❞♠✐ts ❛ ❝•♦s❡❞ ❢♦r♠ ❛s s♦♦♥ ❛s X ❤❛s ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❣r♦✉♣♦✐❞ ♦❜•❡❝t ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜•❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝•♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦ t❤❛t ✐t s❤♦✉•❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝•♦s❡❞ ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t✳ ❖♥❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡✲ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❣r♦✉♣♦✐❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝❛t❡❣♦r② ✕ s♦♠❡t❤✐♥❣ •✐❦❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❆rt✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s ✕ s❤♦✉•❞ ❜❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ L d pXq✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ st❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠ ♦♥ L d pXq ✐s ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡♥❝♦✉♥t❡rs s❡✈❡r❛• ♣r♦❜•❡♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❛t t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♦❢ L d pXq ✐s ♦♥•② ❦♥♦✇ t♦ ❜❡ ❛ •♦❝❛••② ❚❛t❡ ♦❜•❡❝t ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐•② ❣•♦❜❛••②✱ s♦ t❤❛t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✇✐t❤ ✐ts ❞✉❛•✱ t❤❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t✱ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛••② ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ②❡t✳ ✺✳✷ ❆ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡ ♦✈❡r ❛ ✈❛r✐❡t② ❆s ✇❡ ❡①♣•❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐t ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❬❑❱✶( t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡ ✭✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❝✉r✈❡✳ ■t ♠♦r❡♦✈❡r ❛❞♠✐ts ❛ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛••♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ✉s❡ s♦♠❡ •♦❝❛•✲t♦✲❣•♦❜❛• ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❛•s♦ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❬•▲(✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡ ♦✈❡r ❛ ✈❛r✐❡t② V ✕ s❛② ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✕ t❤❡♥ ♥❛t✉r❛••② ♣♦♣s ✉♣✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉•t② •✐❡s ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣r♦♣❡r•② t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❢♦r♠❛• ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛• ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ V Ñ V ˆV ✳ ■♥ ❬❑❱✶(✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡❞ ✐t ❛s ❛ •♦❝❛••② r✐♥❣❡❞ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉•❞ ❛•s♦ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ s❡tt✐♥❣✿ ❢♦r ❛♥② ❝❞❣❛ A ✇✐t❤ ♠♦r♣❤✐s♠ u : Spec A Ñ V ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❛❝❡ Spec A ✇✐t❤ ❛ s❤❡❛❢ ♦❢ ❝❞❣❛✬s O Γu Γu ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❢♦r♠❛• ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ Γ u ♦❢ u✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥❡♠❡♥t pu : Spec A Ñ V q Þ Ñ Map ´{V ppSpec A, O Γu Γu q, Xq ✶✵✼ ✇❤❡♥ X ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ ♦✈❡r V ✱ s❤♦✉•❞ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡ ♦✈❡r V ✳ ❆•t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇♦✉•❞ ♦♥•② ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ❢♦r ❛♥ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ X✱ ♦♥❡ ❝♦✉•❞ ❣✐✈❡ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ét❛•❡ ❞❡s❝❡♥t✳ ❆♥❞ ✇❤❛t ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❄ ❚❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❤♦✉•❞ ❛••♦✇ ✉s t♦ ❜✉✐•❞ ❛♥ ♦❜•❡❝t ♦✈❡r t❤❡ |❛♥ s♣❛❝❡ ♦❢ V ✱ ❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤✐s ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡ ♦✈❡r V ✳ ■ts |❛♥ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦•✐♠✐t ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ st❛❝❦s RanpV q " colim IPFin ։ V I ✇❤❡r❡ Fin ։ ✐s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✜♥✐t❡ s❡ts ❛♥❞ s✉r•❡❝t✐✈❡ ♠❛♣s✳ ❲❡ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜•❡♠ ■ ✇♦✉•❞ •✐❦❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✳ Pr♦❜•❡♠ ✷✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ♣r♦♣❡r ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ❚❤❡r❡ s❤♦✉•❞ ❜❡ ❛ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♠♦♥♦✐❞ π : LpXq RanpV q Ñ RanpV q ✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ tv 1 , . . . , v p u ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ V ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ `Ld pXq ˘p G G LpXq RanpV q π ˚v1,...,vp G G RanpV q ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❛❞♠✐t ❛ ✢❛t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✕ ✐❡ t❤❡ ♠❛♣ π ✐s t❤❡ ♣✉••❜❛❝❦ ♦❢ ❛ ♠❛♣ Z Ñ RanpV q dR ✳ ❲❤❡♥ V ✐s ❈❛•❛❜✐✲(❛✉✱ t❤✐s ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♠♦♥♦✐❞ ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜•❡✱ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♣•❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ❆ •♦❝❛•✲t♦✲❣•♦❜❛• ❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✉•❞ ❛••♦✇ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s②♠♣•❡❝t✐❝ ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ✭✢❛t✮ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❤♦♠♦•♦❣② H V ♦❢ LpXq RanpV q ✳ ❚❤✐s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❝♦✉•❞ ❛•s♦ ❜❡ •✐♥❦❡❞ t♦ s♦♠❡ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❤✐r❛• ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❢♦••♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑❛♣r❛♥♦✈❛ ❛♥❞ ❱❛ss❡r♦t ✐♥ ❬❑❱✸(✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇♦✉•❞ ❜❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❝❤✐r❛• ❛♥❞ ✈❡rt❡① ❛•❣❡❜r❛s ✇♦✉•❞ ❜❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❤♦♣❡s t♦ ❢♦••♦✇ t❤♦s❡ ✐❞❡❛s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ •✐♦✈❛♥♥✐ ❋❛♦♥t❡ ❛♥❞ ▼✐❦❤❛✐• ❑❛♣r❛♥♦✈✳ ✺✳✸ ▲♦❝❛• ❣❡♦♠❡tr② ❆♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐s t❤❡ ❞❡✈❡•♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ s♦✲❝❛••❡❞ •♦❝❛• ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• st❛❝❦s ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛• ✐♥❞✲♣r♦✲str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s ❤❛s s♦♠❡ ❣♦♦❞ ❢❡❛t✉r❡s ❜✉t s❡❡♠❡❞ ❛ ❜✐t t✐❣❤t ❢♦r s♦♠❡ ♣✉r♣♦s❡s✳ ◆❛♠❡•②✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛•❣❡❜r❛ kpptqq ♦❢ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ❜❛s❡ ✜❡•❞ k ❞♦❡s ♥♦t ✜t ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♥♦ r❡❛s♦♥✐❜•❡ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ kpptqq ❛♥❞ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ ✕ ❛s ♦♥❡ ✇♦✉•❞ ✇❛♥t ✕ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ •♦❝❛•✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦✲❛•❣❡❜r❛✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜•❡♠ ❛r✐s❡s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ✧•♦♦♣s✧✱ ✐❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ s❝❤❡♠❡ U d k ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ Pr♦❜•❡♠ ✸✳ ■s t❤❡r❡ ❛ ♥❛t✉r❛• ❣❡♦♠❡tr✐❝❛• ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❢♦r♠❛• ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ •✐✈❡s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡s❄ ❚❤✐s ♣r♦❜•❡♠ ❝♦✉•❞ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿ t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ✐s ❛♥ ❛•❣❡❜r❛ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s ♦✈❡r k✿ kpptqq " colim n lim p krts { t n`p ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣s krts{ t n`p Ñ krts{ t n`pp´1q ✐s ♥❛t✉r❛••② ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❛•❣❡❜r❛s ❜✉t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣s krts { t n`p Ñ krts { t pn`1q`p ✶✵✽ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ ❜② t ❛♥❞ t❤✉s ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❜✉✐•❞ ❛ ❣❡♦♠❡tr② ♦♥ t❤❡ s✐t❡ ♦❢ ❛•❣❡❜r❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥❞✲♣r♦✲✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✱ ♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡•② ✐♥ ✐♥❞✲ ♣r♦✲♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s ♦✈❡r k✳ ❚❤♦s❡ ❛•❣❡❜r❛s ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛• ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣•❡① ❛♥❞ ❛♥ ét❛•❡ t♦♣♦•♦❣② t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r✐s❡s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② dAff IP " pCAlgpIPPpkqqq op t❤✐s ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛•❣❡❜r❛s ✐♥ ✐♥❞✲♣r♦✲♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② PpdAff IP q ❛❞♠✐ts ❛ •♦❝❛•✐s❛t✐♦♥ dSt IP ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ét❛•❡ t♦♣♦•♦❣②✳ ❲❡ ✇✐•• ❝❛•• ♦❜•❡❝ts ✐♥ dSt IP •♦❝❛• ✭❞❡r✐✈❡❞✮ st❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛• ♠♦♥♦✐❞❛• ✐♥❝•✉s✐♦♥ i : dgMod k » Ind U pPerf pkqq Ñ IPPpkq ❞❡✜♥❡s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r PpdAff IP q Ñ PpdAff q ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝❡♥❞s t♦ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ st❛❝❦s ❢♦r t❤❡ ét❛•❡ t♦♣♦•♦❣② ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s✿ i ˚: dSt IP Ñ dSt✳ ❆♥② •♦❝❛• st❛❝❦ ❤❡♥❝❡ ❛❞♠✐ts ❛♥ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛•s♦ ❛ •❛① ♠♦♥♦✐❞❛• r❡❛•✐s❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ρ : IPPpkq Ñ dgMod k ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ρ ˚: dSt Ñ dSt IP ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r ρ ˚✐s ❢✉••② ❢❛✐t❤❢✉• ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s ✐♥t♦ •♦❝❛• st❛❝❦s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ s♦ ❝❛••❡❞ •♦❝❛• st❛❝❦s ✐s t❤❛t ✐t s❤♦✉•❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❢✉••② ❛♥❞ ♣r♦♣❡r•② t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❢♦r♠❛• ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✕ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♦♥ dAff IP r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② kpptqq ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛••②✱ •❡t f : SpecpA{ I q Ñ Spec A ❜❡ ❛ ❝•♦s❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡s✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛• I ✐s ✜♥✐t❡•② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡•❡♠❡♥ts pa 1 , . . . , a n q✳ ❚❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❢♦r♠❛• ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛♣ f ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣•✉❡✐♥❣ ✐♥❞✲♣r♦✲♣❡r❢❡❝t ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ s✉❝❤ ❛s colim n lim p A { pa i1 . . . a i k q n`p ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❛t ♦❢ A✳ ❚❤♦s❡ ✐♥❞✲♣r♦✲✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s ❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡ ♦❜•❡❝ts ✐♥ ♦✉r s✐t❡ dAff IP ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣•✉❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ ♣r♦✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ♠♦❞✐♥❣ ♦✉t✱ ✇❤✐•❡ t❤❡ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ♠✉•t✐♣•②✐♥❣ ❜② a i1 . . . a in ✳ ❚❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❢♦r♠❛• ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ f ✐s t❤❡♥ t❤❡ •♦❝❛• st❛❝❦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ •♦❝❛• ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❤♦✉•❞ ❣❡♥❡r❛•✐③❡ t♦ ❛ r❡❛s♦♥✐❜•❡ ❝•♦s❡❞ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥✐t❡•② ♣r❡s❡♥t❡❞ s❝❤❡♠❡s✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣✉♥❝t❡r❡❞ ❢♦r♠❛• ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡ L d IP pXq ✐♥ X ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛• ❤♦♠ ✕ ✐♥ dSt IP ✕ ❢r♦♠ Â1 t0u t♦ ρ ˚X ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ρ ˚pL d IP pXqq ✐s ♥❛t✉r❛••② ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ L d U pXq ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ s②♠♣•❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝♦✉•❞ t❤❡♥ ❢♦••♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ❛s ✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✾✳ ❚❤✐s ❛••❡❣❡❞ •♦❝❛• ❣❡♦♠❡tr② ✇♦✉•❞ ❛•s♦ ❣✐✈❡ ❛ ✇❡••✲❜❡❤❛✈❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡ ♦✈❡r ❛ ✈❛r✐❡t② V ✱ ❛s ✇❡•• ❛s ✐ts ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✇♦✉•❞ ❛•s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ •✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s •♦❝❛• ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥ts ✜❡•❞s✱ ✐♥❝•✉❞✐♥❣ ❇❡✐•✐♥s♦♥✬s ❛❞è•❡s✱ r✐❣✐❞ ❛♥❛•②t✐❝ ♦r ❛❞✐❝ s♣❛❝❡s✳ ✶✵✾ ✶✶✵ ◆♦t❛t✐♦♥s❣•♦ss❛r② A p pXq,A p,cl pXq ❈♦♠♣•❡① ♦❢ k✲♠♦❞✉•❡s ♦❢ ✭❝•♦s❡❞✮ p✲❢♦r♠s ♦♥ X ♣✳✹✻ A p IP pXq,A p,cl IP pXq Pr♦✲✐♥❞✲❝♦♠♣•❡① ♦❢ k✲♠♦❞✉•❡s ♦❢ ✭❝•♦s❡❞✮ p✲❢♦r♠s ♦♥ X ♣✳✹✻ B > C ❋✉♥❝t♦r C ∆ 1 Ñ Cat V 8 ♠❛♣♣✐♥❣ c Ñ d P C t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② c{ C{ d ✕ ✇✐t❤ ♣✉s❤❢♦r✇❛r❞ ❢✉♥❝t♦rs ♣✳✷✷ B Ĉ ❋✉♥❝t♦r pC ∆ 1 q op Ñ Cat V 8 ♠❛♣♣✐♥❣ c Ñ d P C t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② c{ C{ d ✕ ✇✐t❤ ♣✉••❜❛❝❦ ❢✉♥❝t♦rs ♣✳✷✷ B d pXq ■♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ♦❢ ❜✉❜❜•❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✐♥ X ♣✳✻✻ Cat U 8 ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ U✲s♠❛•• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ♣✳✶ Cat b,V 8 ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ U✲s♠❛•• s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛• p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ♣✳✺ Cat V,st 8 ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ V✲s♠❛•• st❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ♣✳✺ Cat V,st,id 8 ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ V✲s♠❛•• st❛❜•❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝♦♠♣•❡t❡ p8, 1q✲ ❝❛t❡❣❡②✲❊✐•❡♥❜❡r❣ ❝♦❤♦♠♦•♦❣② ❝♦♠♣•❡① ♦❢ t❤❡ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ L ♣✳✼✾ dAff k ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❛✣♥❡ s❝❤❡♠❡s ♦✈❡r k ♣✳✻ dgExt A ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ tr✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ A ♣✳✽✷ dgLie A ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛s ♣✳✼✶ dgMod A ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ A✲❞❣✲♠♦❞✉•❡s ♣✳✻ dgRep A pLq ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛•❣r❡❜r❛ L ♣✳✾✵ dSt k ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ st❛❝❦s ♦✈❡r k ♣✳✻ dSt Art k ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞❡r✐✈❡❞ ❆rt✐♥ st❛❝❦s ♦✈❡r k ♣✳✻ dSt f A ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ❢♦r♠❛• st❛❝❦s ♦✈❡r A ♣✳✽✷ dSt Tate S ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ❚❛t❡ st❛❝❦s ♦✈❡r S ♣✳✹✹ FctpC,Dq ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs C Ñ D ♣✳✶ Fin ˚❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡ s❡ts ♣✳✺ F X ❋✉♥❝t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦✈❡r X t♦ ❛ ❢♦r♠❛• st❛❝❦ ♣✳✽✻ Ind U pCq ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ U✲s♠❛•• ✐♥❞✲♦❜•❡❝ts ✐♥ C ♣✳✷ Ind U C ■♥❞✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r t♦ Ind U pCq ♣✳✹ IPdSt shy,b S ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ s❤② ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦s ♦✈❡r S ♣✳✹✷ IPerf pXq ❉❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥❞✲♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s ♦♥ X ♣✳✸✵ IQcohpXq ❉❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥❞✲q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛✈❡s ♦♥ X ♣✳✸✶ KpCq,KpCq ❈♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✮ K✲t❤❡♦r② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ C ♣✳✶✷ K Ź ❙✐♠♣•✐❝✐❛• s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ K ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ✜♥❛• ♦❜•❡❝t ♣✳✸ L X{S ❈♦t❛♥❣❡♥t ✭♣r♦✲✮✭✐♥❞✲✮❝♦♠♣•❡① ♦❢ X ♦✈❡r S ♣✳✼✱ ✸✸✱ ✸✼ L X ❋✉♥❝t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛• st❛❝❦ ♦✈❡r X t♦ ✐ts t❛♥❣❡♥t ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♣✳✽✻ ℓ X ❚❛♥❣❡♥t ▲✐❡ ❛•❣❡❜r❛ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦ X ♣✳✾✵ ✶✶✶ L d pXq ❙t❛❝❦ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d •♦♦♣s ✐♥ X ♣✳✺✺ L d pXq ■♥❞✲♣r♦✲st❛❝❦ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d •♦♦♣s ✐♥ X ♣✳✻✵ L X qcoh pY q ❉❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t❤❡ X✲❢♦r♠❛• st❛❝❦ Y ♣✳✾✻ Map C pc,dq ▼❛♣♣✐♥❣ s♣❛❝❡ ❢r♦♠ c t♦ d ✐♥ C ♣✳✶ MappX,Y q ▼❛♣♣✐♥❣ st❛❝❦ ❢r♦♠ X t♦ Y ♣✳✻ O C ❋✉♥❝t♦r C Ñ Cat V 8 ♠❛♣♣✐♥❣ c P C t♦ t❤❡ ♦✈❡r❝❛t❡❣♦r② C{ c ♣✳✶✽ O Ĉ ❋✉♥❝t♦r C op Ñ Cat V 8 ✱ c Þ Ñ C{ c ✕ ✇✐t❤ ♣✉••❜❛❝❦ ❢✉♥❝t♦rs ♣✳✷✵ Perf pXq ❉❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s ♦♥ X ♣✳✼ PIPerf pXq ❉❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣r♦✲✐♥❞✲♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s ♦♥ X ♣✳✸✺ PIQcohpXq ❉❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣r♦✲✐♥❞✲q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛✈❡s ♦♥ X ♣✳✸✻ PPerf pXq ❉❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣r♦✲♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s ♦♥ X ♣✳✸✶ PpCq ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣r❡s❤❡❛✈❡s ♦✈❡r C ♣✳✶ Pr L,U 8 ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ U✲♣r❡s❡♥t❛❜•❡ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ♣✳✶ Pro U pCq ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ U✲s♠❛•• ♣r♦✲♦❜•❡❝ts ✐♥ C ♣✳✸ Pro U C Pr♦✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r t♦ Pro U pCq ♣✳✹ P Σ pCq ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ s✐❢t❡❞ ♦❜•❡❝ts ✐♥ C ♣✳✺ QcohpXq ❉❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ q✉❛s✐✲❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛✈❡s ♦♥ X ♣✳✼ sSets ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ s♣❛❝❡s ♣✳✶ Tate U pCq ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts ✐♥ C ♣✳✾ Tate U 0 pCq ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣✉r❡ ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts ✐♥ C ♣✳✾ Tate U el pCq ❈❛t❡❣♦r② ♦❢ ❡•❡♠❡♥t❛r② ❚❛t❡ ♦❜•❡❝ts ✐♥ C ♣✳✾ U C ❋✉♥❝t♦r C op Ñ Cat V 8 ♠❛♣♣✐♥❣ c P C t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❝❛t❡❣♦r② c{ C ♣✳✶✽ U > C ❋✉♥❝t♦r C Ñ Cat V 8 ✱ c Þ Ñ c{ C ✕ ✇✐t❤ ♣✉s❤❢♦r✇❛r❞ ❢✉♥❝t♦rs ♣✳✷✵ X dR ❉❡ |❤❛♠ ♣r❡st❛❝❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ X ♣✳✺✹ XrM s ❚r✐✈✐❛• sq✉❛r❡ ③❡r♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ X ❜② M ❊✳ ❇❡r❣♥❡r✿ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ p8, 1q✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■♥ ❚♦✇❛r❞ ❍✐❣❤❡r ❈❛t❡❣♦r✐❡s✱ ■▼❆ ✈♦•✉♠❡s ✐♥ ▼❛t❤✳ ❛♥❞ ❆♣♣•✳✱ ♣❛❣❡s ✻✾✕✽✸✳ ✷✵✶✵✳ ❬❇•❚( ❆♥❞r❡✇ ❏✳ ❇•✉♠❜❡r❣✱ ❉❛✈✐❞ •❡♣♥❡r ❛♥❞ •♦♥ç❛•♦ ❚❛❜✉❛❞❛✿ ❆ ✉♥✐✈❡rs❛• ❝❤❛r❛❝t❡r✐✲ ③❛t✐♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❑✲t❤❡♦r②✳ •❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t♦♣♦•♦❣②✱ ✷✵✶✵✳ ❬❇•❲✶( ❖•✐✈❡r ❇rä✉♥•✐♥❣✱ ▼✐❝❤❛❡• •rö❝❤❡♥✐❣ ❛♥❞ ❏❡ss❡ ❲♦•❢s♦♥✿ ❆ ❣❡♥❡r❛•✐③❡❞ ❈♦♥t♦✉✲ ❈❛rrèr❡ s②♠❜♦• ❛♥❞ ✐ts r❡❝✐♣r♦❝✐t② •❛✇s ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ✷✵✶✹✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬ ❤tt♣✿ ✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴♣❞❢✴✶✹✶✵✳✸✹✺✶✳♣❞❢(✳ ❬❇•❲✷( ❖•✐✈❡r ❇rä✉♥•✐♥❣✱ ▼✐❝❤❛❡• •rö❝❤❡♥✐❣ ❛♥❞ ❏❡ss❡ ❲♦•❢s♦♥✿ ❚❛t❡ ♦❜ •❡❝ts ✐♥ ❡①❛❝t ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ✷✵✶✹✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬❤tt♣✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴♣❞❢✴✶✹✵✷✳✹✾✻✾✳♣❞❢(✳ ❬❇❤❛( ❇❤❛r❣❛✈ ❇❤❛tt✿ ❆•❣❡❜r❛✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚❛♥♥❛❦❛ ❞✉❛•✐t②✳ ✷✵✶✹✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬ ❤tt♣✿✴✴❛r①✐✈✳ ♦r❣✴❛❜s✴✶✹✵✹✳✼✹✽✸(✳ ❬❈❈( ❈❛r•♦s ❈♦♥t♦✉✲❈❛rrèr❡✿ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ •♦❝❛•❡✱ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❜✐✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ✉♥✐✈❡rs❡• ❡t s②♠❜♦•❡ ♠♦❞éré✳ ❈✳ |✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér✳ ■ ▼❛t❤✳✱ ✸✶✽✭✽✮ ♣♣✳✼✹✸✕✼✹✻✱ ✶✾✾✹✳ ❬❈❋❑( ■♦♥✉t ❈✐♦❝❛♥✲❋♦♥t❛♥✐♥❡ ❛♥❞ ▼✐❦❤❛✐• ❑❛♣r❛♥♦✈✿ ❉❡r✐✈❡❞ ◗✉♦t s❝❤❡♠❡s✳ ❆♥♥❛•❡s ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ •✬➱❝♦•❡ ◆♦r♠❛•❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡✱ ✸✹✭✸✮ ♣♣✳✹✵✸✕✹✹✵✱ ✷✵✵✶✳ ❬❈♦❤( P❛✉• ▼✳ ❈♦❤♥✿ ❆ r❡♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ❇✐r❦❤♦✛✲❲✐tt t❤❡♦r❡♠✳ ❏♦✉r♥❛• ♦❢ t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✭✸✽✮ ♣♣✳✶✾✸✕✷✵✸✱ ✶✾✻✸✳ ❬❉❆•✲❳( ❏❛❝♦❜ ▲✉r✐❡✿ ❉❡r✐✈❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ❳✿ ❋♦r♠❛• ▼♦❞✉•✐ Pr♦❜•❡♠s✳ ✷✵✶✶✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳❤❛r✈❛r❞✳❡❞✉✴⑦•✉r✐❡✴♣❛♣❡rs✴❉❆•✲❳✳♣❞❢ (✳ ❬❉❆•✲❳■■( ❏❛❝♦❜ ▲✉r✐❡✿ ❉❡r✐✈❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ❳■■✿ Pr♦♣❡r ♠♦r♣❤✐s♠s✱ ❝♦♠♣•❡t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ •r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❡①✐st❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠✳ ✷✵✶✶✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳❤❛r✈❛r❞✳❡❞✉✴ ⑦•✉r✐❡✴♣❛♣❡rs✴❉❆•✲❳■■✳♣❞❢(✳ ❬❉▲( ❏❛♥ ❉❡♥❡❢ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ▲♦❡s❡r✿ •❡r♠s ♦❢ ❛r❝s ♦♥ s✐♥❣✉•❛r ❛•❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ ♠♦t✐✈✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ■♥✈❡♥t✐♦♥❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✶✸✺ ♣♣✳✷✵✶✕✷✸✷✱ ✶✾✾✾✳ ❬❉r✐( ❱•❛❞✐♠✐r ❉r✐♥❢❡•❞✿ ■♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞•❡s ✐♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ✭❆♥ ✐♥✲ tr♦❞✉❝t✐♦♥✮✳ ✷✵✵✹✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬❤tt♣✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴♠❛t❤✴✵✸✵✾✶✺✺(✳ ❬•▲( ❉❡♥♥✐s •❛✐ts❣♦r② ❛♥❞ ❏❛❝♦❜ ▲✉r✐❡✿ ❲❡✐•✬s ❝♦♥•❡❝t✉r❡ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡•❞s✳ ✷✵✶✹✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳❤❛r✈❛r❞✳❡❞✉✴⑦•✉r✐❡✴♣❛♣❡rs✴t❛♠❛❣❛✇❛✳♣❞❢ (✳ ❬•|( ❉❡♥♥✐s •❛✐ts❣♦r② ❛♥❞ ◆✐❝❦ |♦③❡♥❜•②✉♠✿ ❉• ✐♥❞s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥ r❡♣r❡✲ s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✈♦•✉♠❡ ✻✶✵ ♦❢ ❈♦♥t❡♠♣✳ ▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ✶✸✾✕✷✺✶✳ ❆▼❙✱ ✷✵✶✹✳ ❬❍❆•✷( ❇❡rtr❛♥❞ ❚♦ë♥ ❛♥❞ •❛❜r✐❡•❡ ❱❡③③♦s✐✿ ❍♦♠♦t♦♣✐❝❛• ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ■■✿ ❣❡♦♠❡tr✐❝ st❛❝❦s ❛♥❞ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦•✉♠❡ ✶✾✸ ♦❢ ▼❡♠♦✐rs ♦❢ t❤❡ ❆▼❙✳ ✷✵✵✽✳ ✶✶✸ ❬❍❆•❣( ❏❛❝♦❜ ▲✉r✐❡✿ ❍✐❣❤❡r ❛•❣❡❜r❛✳ ❋❡❜✳ ✶✺✱ ✷✵✶✷✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳❤❛r✈❛r❞✳ ❡❞✉✴⑦•✉r✐❡✴♣❛♣❡rs✴❍✐❣❤❡r❆•❣❡❜r❛✳♣❞❢(✳ ❬❍✐r( P❤✐•✐♣ ❙✳ ❍✐rs❝❤❤♦r♥✿ ❚❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ •✐♠✐t ♦❢ ❛ t♦✇❡r ♦❢ ✜❜r❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✹✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲♠❛t❤✳♠✐t✳❡❞✉✴⑦♣s❤✴♥♦t❡s✴•✐♠❢✐❜r❛t✐♦♥s✳♣❞❢ (✳ ❬❍♦✈( ▼❛r❦ ❍♦✈❡②✿ ▼♦❞❡• ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✈♦•✉♠❡ ✻✸ ♦❢ ▼❛t❤✳ ❙✉r✈❡②s ❛♥❞ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ❙♦❝✐❡t②✱ ✶✾✾✾✳ ❬❍❚❚( ❏❛❝♦❜ ▲✉r✐❡✿ ❍✐❣❤❡r t♦♣♦s t❤❡♦r②✱ ✈♦•✉♠❡ ✶✼✵ ♦❢ ❆♥♥❛•s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙t✉❞✐❡s✳ Pr✐♥❝❡✲ t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✾✳ ❬❑❛♣( ▼✐❦❤❛✐• ❑❛♣r❛♥♦✈✿ |♦③❛♥s❦②✲❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✈✐❛ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦ ▼❛t❤✳✱ ✶✶✺✭✶✮ ♣♣✳✼✶✕✶✶✸✱ ✶✾✾✾✳ ❬❑▼( ❆•❡①❛♥❞❡r ❑✉③♥❡ts♦✈ ❛♥❞ ❉✐♠✐tr✐ ▼❛r❦✉s❤❡✈✐❝❤✿ ❙②♠♣•❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦♥ ♠♦❞✉•✐ s♣❛❝❡s ♦❢ s❤❡❛✈❡s ✈✐❛ t❤❡ ❆t✐②❛❤ ❝•❛ss✳ ❏♦✉r♥❛• ♦❢ •❡♦♠❡tr② ❛♥❞ P❤②s✐❝s✱ ✺✾ ♣♣✳✽✹✸✕✽✻✵✱ ✷✵✵✾✳ ❬❑♦♥( ▼❛①✐♠ ❑♦♥ts❡✈✐❝❤✿ ❊♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛• ❝✉r✈❡s ✈✐❛ t♦r✉s ❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❚❤❡ ♠♦❞✉•✐ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✉r✈❡s✱ ✈♦•✉♠❡ ✶✷✾ ♦❢ Pr♦❣r❡ss ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✸✸✺✕✸✻✽✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ✶✾✾✹✳ ❬❑❱✶( ▼✐❦❤❛✐• ❑❛♣r❛♥♦✈ ❛♥❞ ❊r✐❝ ❱❛ss❡r♦t✿ ❱❡rt❡① ❛•❣❡❜r❛s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛• •♦♦♣ s♣❛❝❡✳ ✷✵✵✶✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬❤tt♣✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴♠❛t❤✴✵✶✵✼✶✹✸(✳ ❬❑❱✷( ▼✐❦❤❛✐• ❑❛♣r❛♥♦✈ ❛♥❞ ❊r✐❝ ❱❛ss❡r♦t✿ ❋♦r♠❛• •♦♦♣s ■■✿ ❆ •♦❝❛• |✐❡♠❛♥♥✲|♦❝❤ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛• ❣❡r❜❡s✳ ✷✵✵✺✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬ ❤tt♣✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴♠❛t❤✴✵✺✵✾✻✹✻(✳ ❬❑❱✸( ▼✐❦❤❛✐• ❑❛♣r❛♥♦✈ ❛♥❞ ❊r✐❝ ❱❛ss❡r♦t✿ ❋♦r♠❛• •♦♦♣s ■❱✿ ❈❤✐r❛• ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ♦♣❡r❛t♦rs✳ ✷✵✵✻✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬❤tt♣✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴♠❛t❤✴✵✻✶✷✸✼✶(✳ ❬▼P( ❱✐♥❝❡♥t❡ ▼✉ñ♦③ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s❝♦ Pr❡s❛s✿ •❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦♥ •♦♦♣ ❛♥❞ ♣❛t❤ s♣❛❝❡s✳ Pr♦❝✳ ■♥❞✐❛♥ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳✱ ✶✷✵✭✹✮ ♣♣✳✹✶✼✕✹✷✽✱ ✷✵✶✵✳ ❬❖)✶( ❉❡♥✐s ❖s✐♣♦✈ ❛♥❞ ❳✐❡✇❡♥ )❤✉✿ ❆ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛• ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ P❛rs❤✐♥ r❡❝✐♣r♦❝✐t② •❛✇s ♦♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❆•❣❡❜r❛ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✱ ✭✺✮ ♣♣✳✷✽✾✕✸✸✼✱ ✷✵✶✶✳ ❬❖)✷( ❉❡♥✐s ❖s✐♣♦✈ ❛♥❞ ❳✐❡✇❡♥ )❤✉✿ ❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❈♦♥t♦✉✲❈❛rrèr❡ s②♠❜♦• ❛♥❞ r❡❝✐✲ ♣r♦❝✐t② •❛✇s✳ ✷✵✶✸✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬❤tt♣✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴♣❞❢✴✶✸✵✺✳✻✵✸✷✳♣❞❢(✳ ❬Pr❡( ▲✉✐❣✐ Pr❡✈✐❞✐✿ •❡♥❡r❛•✐③❡❞ ❚❛t❡ s♣❛❝❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ (❛•❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✶✵✳❬P❚❱❱( ❚♦♥② P❛♥t❡✈✱ ❇❡rtr❛♥❞ ❚♦ë♥✱ ▼✐❝❤❡• ❱❛q✉✐é ❛♥❞ •❛❜r✐❡•❡ ❱❡③③♦s✐✿ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛♥ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦❞✉•✐ ■✿ ❙❤✐❢t❡❞ s②♠♣•❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ P✉❜•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ •✬■❍❊❙✱ ✷✵✶✶✳ ❬❙❛✐( ❙❤♦ ❙❛✐t♦✿ ❖♥ Pr❡✈✐❞✐✬s ❞❡•♦♦♣✐♥❣ ❝♦♥•❡❝t✉r❡ ❢♦r ❑✲t❤❡♦r②✳ ✷✵✶✸✱ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❬ ❤tt♣✿ ✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴✶✷✵✸✳✵✽✸✶(✳ ❬❙•❆✷( ❆•❡①❛♥❞❡r •r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✿ ❈♦❤♦♠♦•♦❣✐❡ •♦❝❛•❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ❡t t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ▲❡❢s❝❤❡t③ •♦❝❛✉① ❡t ❣•♦❜❛✉①✳ ✶✾✻✷✳ ❬❙❙( ❙t❡❢❛♥ ❙❝❤✇❡❞❡ ❛♥❞ ❇r♦♦❦❡ ❊✳ ❙❤✐♣•❡②✿ ❆•❣❡❜r❛s ❛♥❞ ♠♦❞✉•❡s ✐♥ ♠♦♥♦✐❞❛• ♠♦❞❡• ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ Pr♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✽✵ ♣♣✳✹✾✶✕✺✶✶✱ ✷✵✵✵✳ ❬❙❚❱( ❚✐♠♦ ❙❝❤ür❣✱ ❇❡rtr❛♥❞ ❚♦ë♥ ❛♥❞ •❛❜r✐❡•❡ ❱❡③③♦s✐✿ ❉❡r✐✈❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❞❡✲ t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣•❡①❡s✱ ❛♥❞ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ♠❛♣s ❛♥❞ ❝♦♠♣•❡①❡s✳ ✷✵✶✸✳ ✶✶✹ ❬❚♦ë✶( ❇❡rtr❛♥❞ ❚♦ë♥✿ ❙✐♠♣•✐❝✐❛• Pr❡s❤❡❛✈❡s ❛♥❞ ❉❡r✐✈❡❞ ❆•❣❡❜r❛✐❝ •❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ❈|▼ ❇❛r❝❡•♦♥❛✱ ❡❞✐t♦r✿ ❙✐♠♣•✐❝✐❛• ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦♣❡r❛❞s ❛♥❞ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ✱ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❈♦✉rs❡s ✐♥ ▼❛t❤✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ✷✵✶✵✳ ❬❚♦ë✷( ❇❡rtr❛♥❞ ❚♦ë♥✿ ❉❡r✐✈❡❞ ❆③✉♠❛②❛ ❛•❣❡❜r❛s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r t✇✐st❡❞ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✽✾ ♣♣✳✺✽✶✕✻✺✷✱ ✷✵✶✷✳ ❬❚♦ë✸( ❇❡rtr❛♥❞ ❚♦ë♥✿ ❉❡r✐✈❡❞ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❊▼❙ ❙✉r✈❡② ✐♥ ▼❛t❤✳ ❙❝✐✳✱ ✷✵✶✹✳ ❬❚❱( ❇❡rtr❛♥❞ ❚♦ë♥ ❛♥❞ ▼✐❝❤❡• ❱❛q✉✐é✿ ▼♦❞✉•✐ ♦❢ ♦❜•❡❝ts ✐♥ ❞❣✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❆♥♥❛•❡s s❝✐❡♥✲ t✐✜q✉❡s ❞❡ •✬❊◆❙✱ ✹✵ ♣♣✳✸✽✼✕✹✹✹✱ ✷✵✵✼✳ ❬❲❛•( ❋r✐❡❞❤❡•♠ ❲❛•❞❤❛✉s❡♥✿ ❆•❣❡❜r❛✐❝ ❑✲t❤❡♦r② ♦❢ s♣❛❝❡s✳ ■♥ ❆•❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ❣♦❡♠❡tr✐❝ t♦♣♦•♦❣②✱ ✈♦•✉♠❡ ✶✶✷✻ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ✸✶✽✕✹✶✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✽✸✳ ✶✶✺

  Map ´Spec ´ArrX 1...d ssrX ´1 i1...iq s ArrX 1...d ssrX ´1 i1...iq s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❡r✐❡s ÿ n1,...,n d a n1,...,n d X n1 1 . . . X n d d ✇❤❡r❡ a n1,...,n d ✐s ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥

? I ¯, X ✺✻ ✇❤❡r❡ ArrX 1...d ssrX ´1 i1...iq s ? I ✐s t❤❡ s✉❜✲❝❞❣❛ ♦❢