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❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦&❛♥❣❡♥&✱ ♦❜❥❡& ❝❡♥&+❛❧ ❞❡ ❧❛ ❣6♦♠6&+✐❡ ❞6+✐✈6❡✳ ❊♥ &❛♥& 4✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ♥✬❡:& ❡♥ ❣6♥6+❛❧

♣❧✉: ❝♦♥❝❡♥&+6 ❡♥ ❞❡❣+6 0✳ $♦✉+ ❧❡ ♠❡&&+❡ ❡♥ +❡❧❛&✐♦♥ ❛✈❡❝ :♦♥ ❞✉❛❧✱ ✐❧ ❢❛✉& ❞♦♥❝ ❛✈♦✐+ +❡❝♦✉+& F ✉♥

❞6❝❛❧❛❣❡✱ ♣❡+♠❡&&❛♥& ❞❡ ❢❛✐+❡ ❝♦G♥❝✐❞❡+ ❧❡: ❛♠♣❧✐&✉❞❡:✳ ❯♥❡ ❢♦+♠❡ :②♠♣❧❡❝&✐4✉❡ ❡:& ❞♦♥❝ ✉♥❡ 2✲❢♦+♠❡

❢❡+♠6❡ ❞6❝❛❧6❡ ❡& ♥♦♥✲❞6❣6♥6+6❡✳ ❉❛♥: ♥♦&+❡ ❝❛:✱ ❧✬❡:♣❛❝❡ ❞❡: ❧❛❝❡&: ❢♦+♠❡❧: ❡:& ♥♦♥ :❡✉❧❡♠❡♥& ❞6+✐✈6✱

♠❛✐: 6❣❛❧❡♠❡♥& ❞❡ ❞✐♠❡♥:✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ $♦✉+ ❝♦♥&♦✉+♥❡+ ❝❡ ♣+♦❜❧L♠❡✱ ♥♦✉: :&+✉❝&✉+❡+♦♥: ❧❡ ❝♦&❛♥❣❡♥&

❛✜♥ 4✉✬✐❧ :❡ ♣❧✐❡ :❛♥: ❤✐:&♦✐+❡ F ❧❛ ❞✉❛❧✐&6 ✿ ❧❡ ❝♦&❛♥❣❡♥& ❡:& ❛❧♦+: ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛&❡✳

▲❡: ❡:♣❛❝❡: ✈❡❝&♦+✐❡❧: ❞❡ ❚❛&❡ :♦♥& ❛♣♣❛+✉: ❝❤❡③ ❜✐❡♥ ❞❡: ❛✉&❡✉+:✳ ❖♥ ♥♦♠♠❡+❛ ♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡

▲❡❢:❝❤❡&③✱ ❚❛&❡✱ ❇❡✐❧✐♥:♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦+❡ ❉+✐♥❢❡❧❞ ✭✈♦✐+ ❬❉+✐❪✮✳ ▲✬✐❞6❡ ❡:& ❧❛ :✉✐✈❛♥&❡ ✿ ✉♥ ❡:♣❛❝❡ ✈❡❝&♦+✐❡❧ V

❞❡ ❞✐♠❡♥:✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣❡✉& R&+❡ ❝♦♥:✐❞6+6 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡:♣❛❝❡ ✈❡❝&♦+✐❡❧ &♦♣♦❧♦❣✐4✉❡ ❞✐:❝+❡&✳ ❙♦♥ ❞✉❛❧ V ˚
❡:&

❛❧♦+: ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐&❡ ❧✐♥6❛✐+❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝&❡✳ ❉❡ ♣❧✉:✱ ❧❡ ❞✉❛❧ &♦♣♦❧♦❣✐4✉❡ ❞❡ V ˚
♥✬❡:& ❛✉&+❡

4✉❡ V ✳ ❯♥ ❡:♣❛❝❡ ✈❡❝&♦+✐❡❧ ❞❡ ❚❛&❡ ❡:& ❡♥✜♥ ❧✬❡①&❡♥:✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡:♣❛❝❡ ❞✐:❝+❡& ♣❛+ ✉♥ ❡:♣❛❝❡ ❧✐♥6❛✐+❡♠❡♥&

❝♦♠♣❛❝&✳ ❈❡❧❛ ♣❡+♠❡& ❞✬✐❞❡♥&✐✜❡+ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡:♣❛❝❡: ✈❡❝&♦+✐❡❧: 4✉✐✱ ❜✐❡♥ 4✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥:✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱

:❡ ❝♦♠♣♦+&❡♥& ❜✐❡♥ ♣❛+ +❛♣♣♦+& F ❧❛ ❞✉❛❧✐&6✳ $❧✉: +6❝❡♠♠❡♥&✱ ❖❧✐✈❡+ ❇+U✉♥❧✐♥❣✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ●+V❝❤❡♥✐❣

❡& ❏❡::❡ ❲♦❧❢:♦♥ ✭✈♦✐+ ❬❇●❲✷❪✮ ♦♥& ❞6✈❡❧♦♣♣6 ✉♥❡ &❤6♦+✐❡ ❣6♥6+❛❧❡ ♣♦✉+ ❧❡: ♦❜❥❡&: ❞❡ ❚❛&❡ F ✈❛❧❡✉+

❞❛♥: ✉♥❡ ❝❛&6❣♦+✐❡ ❡①❛❝&❡✳

❉❛♥# ❝❡&&❡ &❤(#❡

❉❛♥: ❝❡&&❡ &❤L:❡✱ ♥♦✉: ❞6✜♥✐+♦♥: ❧❡: ❡:♣❛❝❡: ❞❡ ❧❛❝❡&: ❞❡ ❞✐♠❡♥:✐♦♥ :✉♣6+✐❡✉+❡✱ ❡♥ ❣6♥6+❛❧✐:❛♥& ❧❛

❞6✜♥✐&✐♦♥ ❞❡ ❑❛♣+❛♥♦✈ ❡& ❱❛::❡+♦&✳ ◆♦✉: ❛♣♣+♦❝❤❡+♦♥: ❡♥:✉✐&❡ ❧❛ 4✉❡:&✐♦♥ :②♠♣❧❡❝&✐4✉❡✳ ❙♦✐& X ✉♥

:❝❤6♠❛ ❞❡ ♣+6:❡♥&❛&✐♦♥ ✜♥✐❡ ✭:❛♥: ❤②♣♦&❤L:❡ ❞❡ ❧✐::✐&6✮✳ ❖♥ ❞6✜♥✐& ❧✬❡:♣❛❝❡ LdpXq ❞❡: ❧❛❝❡&: ❢♦+♠❡❧:
❞❡ ❞✐♠❡♥:✐♦♥ d ❞❛♥: X ❝♦♠♠❡ :✉✐&✳ ❙♦✐& ❞✬❛❜♦+❞ LdV pXq ❧✬❡:♣❛❝❡ ❞❡: ♠♦+♣❤✐:♠❡: ❡♥&+❡ ❧❡ ✈♦✐:✐♥❛❣❡
❢♦+♠❡❧ ❞❡ 0 ❞❛♥: Ad ❡& X✳ ■❧ :✬❛❣✐& ❞✬✉♥❡ ✈❡+:✐♦♥ :✉♣6+✐❡✉+❡ ❞❡: ❡:♣❛❝❡: ❞✬❛+❝: ❢♦+♠❡❧: 6&✉❞✐6: ♣❛+

❡①❡♠♣❧❡ ♣❛+ ❏❛♥ ❉❡♥❡❢ ❡& ❋+❛♥^♦✐: ▲♦❡:❡+ ❞❛♥: ❬❉▲❪✳ ❙♦✐& ❡♥:✉✐&❡ LdU pXq ❧✬❡:♣❛❝❡ ❞❡: ♠♦+♣❤✐:♠❡:
❞❡♣✉✐: ❧❡ ✈♦✐:✐♥❛❣❡ ❢♦+♠❡❧  ♣♦✐♥% ❞❡ 0 ❞❛♥: Ad ✈❡+: X✳ ▲✬❡:♣❛❝❡ ❞❡: ❧❛❝❡&: ❢♦+♠❡❧: LdpXq ❡:& ❛❧♦+: ❧❡
✈♦✐:✐♥❛❣❡ ❢♦+♠❡❧ ❞❡ LdV pXq ❞❛♥: LdU pXq✳

▲❛ ❝♦♠♣+6❤❡♥:✐♦♥ ❞❡ ❝❡: &+♦✐: ♦❜❥❡&: ❡:& ❛✉ ❝_✉+ ❞❡ ❝❡: &+❛✈❛✉①✳ ▲❡ ♣+✐♥❝✐♣❛❧ ♣+♦❜❧L♠❡ ❡:&

❞❡ ❞♦♥♥❡+ ✉♥❡ ❞6✜♥✐&✐♦♥ :❡♥:6❡ ❞✉ ✈♦✐:✐♥❛❣❡ ❢♦+♠❡❧ 6♣♦✐♥&6 ❞❡ 0 ❞❛♥: Ad✳ ■❧ ❡:& ❛✐:6 ❞❡ ❞6❝+✐+❡ :❛

❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡

HnpÂd r t0uq “

$
’&
’%

krrX1, . . . , Xdss ✐❢ n “ 0

pX1 . . . Xdq´1krX´1
1 , . . . , X´1

d s ✐❢ n “ d´ 1

0 ♦&❤❡+✇✐:❡

♠❛✐: ❧❡ ❞6✜♥✐+ ❛✈❡❝ &♦✉&❡ :❛ :&+✉❝&✉+❡ ♥✬❡:& ♣❛: ❛✉::✐ ❛✐:6✳ ◆♦✉: ♣♦✉✈♦♥: ♥6❛♥♠♦✐♥: ❞6❝+✐+❡ ❧❡: ♠♦+✲

♣❤✐:♠❡: ❞❡♣✉✐: ❝❡ ✈♦✐:✐♥❛❣❡ ❢♦+♠❡❧ 6♣♦✐♥&6✳ ❈❡❧❛ ♣❡+♠❡& ✉♥❡ ❞6✜♥✐&✐♦♥ ❞❡ LdU pXq ♣✉✐: ❞❡ ❧✬❡:♣❛❝❡ ❞❡:
❧❛❝❡&: ❢♦+♠❡❧:✳

❈❡& ♦❜❥❡& ❣6♦♠6&+✐4✉❡ ❡:& ❞❡ ❞✐♠❡♥:✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❯♥❡ ♣❛+&✐❡ ❞❡ ❝❡&&❡ 6&✉❞❡ ❡:& &♦✉+♥6❡ ✈❡+: ❧✬✐❞❡♥&✐✲

✜❝❛&✐♦♥ ❞❡ :&+✉❝&✉+❡ :✉♣♣❧6♠❡♥&❛✐+❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠6❧✐♦+❡+ :♦♥ ❝♦♠♣♦+&❡♠❡♥&✳ ❱♦✐❝✐ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ +6:✉❧&❛&

❞❛♥: ❝❡&&❡ ❞✐+❡❝&✐♦♥✳

❚❤"♦$%♠❡ ✶ ✭✈♦✐+ ♣+♦♣♦:✐&✐♦♥ ✸✳✷✶✮✳ ▲✬❡)♣❛❝❡ ❞❡) ❧❛❝❡%) ❢♦/♠❡❧) ❞❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ d ❞❛♥) ✉♥ )❝❤ ♠❛ X

❡)% /❡♣/ )❡♥% ♣❛/ ✉♥ ✐♥❞✲♣/♦✲)❝❤ ♠❛ ❞ /✐✈ ✳ ❉❡ ♣❧✉)✱ ❧❡ ❢♦♥❝%❡✉/ X ÞÑ LdpXq )❛%✐)❢❛✐% ❧❛ ❞❡)❝❡♥%❡

 %❛❧❡✳

❙♦✉❧✐❣♥♦♥: ✐❝✐ ❧❛ ♥6❝❡::✐&6 ❞❡ ❧❛ :&+✉❝&✉+❡ ❞6+✐✈6❡ ✿ ❞L: ❧♦+: 4✉❡ X ❡:& ✉♥ :❝❤6♠❛✱ ❧❡: ♣❛+&✐❡:

♥♦♥✲❞6+✐✈6❡: ❞❡ LdpXq✱ LdU pXq ❡& LdV pXq :♦♥& ✐:♦♠♦+♣❤❡: :✐ d ě 2✳ ▲❛ ❣6♦♠6&+✐❡ ❞6+✐✈6❡ ♥♦✉: ♣❡+♠❡&

6❣❛❧❡♠❡♥& ❞❡ ❞6✜♥✐+ ❧✬❡:♣❛❝❡ ❞❡: ❧❛❝❡&: ❢♦+♠❡❧: ♣♦✉+ ❞❡: ♦❜❥❡&: X ♣❧✉: ❣6♥6+❛✉① ✿ ❧❡: ❝❤❛♠♣: ✭❞6+✐✈6:✮✳

❊♥ ♣❛+&✐❝✉❧✐❡+✱ ❧❡ ❝❛: ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❝❧❛::✐✜❛♥& X “ BG ❡:& ❝♦✉✈❡+& ♣❛+ ♥♦&+❡ ❞6✜♥✐&✐♦♥✳ ❇✐❡♥ :c+✱ ❞❛♥:

✉♥ &❡❧ ❝❛:✱ ❧✬❡:♣❛❝❡ ❞❡: ❧❛❝❡&: ❢♦+♠❡❧: ♥✬❡:& ♣❧✉: ✉♥ ✐♥❞✲♣+♦✲:❝❤6♠❛ ❞6+✐✈6✱ ♠❛✐: ♣❧✉&d& ✉♥ ✐♥❞✲♣+♦✲

❝❤❛♠♣ ❞6+✐✈6✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥: ❧❡ ❝❛: ♦e d “ 1 ❡& X ❡:& ✉♥ :❝❤6♠❛ ❧✐::❡✱ ♦♥ ♠✉♥✐& ❧✬❡:♣❛❝❡ ❞❡: ❧❛❝❡&: ❢♦+♠❡❧:

❞❡ ❑❛♣+❛♥♦✈ ❡& ❱❛::❡+♦& ❞✬✉♥❡ :&+✉❝&✉+❡ ❞6+✐✈6❡✳ ■❧ ❛ &♦✉&❡❢♦✐: 6&6 ❝♦♥❥❡❝&✉+6 ❞❛♥: ❬●❘✱ ✾✳✷✳✶✵❪ 4✉❡

❝❡&&❡ :&+✉❝&✉+❡ ❞6+✐✈6❡ :❡+❛✐& &+✐✈✐❛❧❡ ❧♦+:4✉❡ X ❡:& :❝❤6♠❛ ❛✣♥❡ ❧✐::❡✳ ●❛✐&:❣♦+② ❡& ❘♦③❡♥❜❧②✉♠ ♦♥&

♣+♦✉✈6 ❧❡✉+ ❝♦♥❥❡❝&✉+❡ ❞❛♥: ❧❡ ❝❛: ♦e X ❡:& ✉♥ ❣+♦✉♣❡ ❛❧❣6❜+✐4✉❡✳

①



▲❛ ❞#♠♦♥'()❛(✐♦♥ ❞✉ (❤#♦)-♠❡ ✶ ❡'( ❢♦♥❞#❡ '✉) ✉♥ ❧❡♠♠❡ ✐♠♣♦)(❛♥(✳ ❉❛♥' ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♥♦✉' ✐❞❡♥(✐✲

✜♦♥' ✉♥❡ '♦✉'✲❝❛(#❣♦)✐❡ ♣❧❡✐♥❡ C ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡' ✐♥❞✲♣)♦✲❝❤❛♠♣' ❞#)✐✈#' ❞❡ (❡❧❧❡ '♦)(❡ ;✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝(❡✉) ❞❡

)#❛❧✐'❛(✐♦♥ ❞❡ C ❞❛♥' ❧❡' ❝❤❛♠♣' ❞#)✐✈#' '♦✐( ♣❧❡✐♥❡♠❡♥( ✜❞-❧❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞#)✐✈# LdpXq ❡'( ❛❧♦)' ❞❛♥'
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1❣❛❧❡♠❡♥# ❧❡ #❤1♦0,♠❡ ✷ ✭✈♦✐0 #❤1♦0,♠❡ ✶✳✹ ❡# ❝♦0♦❧❧❛✐0❡ ✶✳✽✮✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❤❛♣✐#0❡ ✷✱ ♥♦✉- ♠❡##♦♥- ❡♥ ♣❧❛❝❡

❧❛ #❤1♦0✐❡ ❞❡- ✐♥❞✲♣0♦✲❝❤❛♠♣- ❣1♦♠1#0✐5✉❡-✳ ◆♦✉- ❞1✜♥✐0♦♥- ❞❡ ♣❧✉- ❧❡- ❝❤❛♠♣- ❞❡ ❚❛#❡ -②♠♣❧❡❝#✐5✉❡-

❡# ♠♦♥#0❡0♦♥- 5✉❡❧5✉❡-✲✉♥❡- ❞❡ ❧❡✉0- ♣0♦♣0✐1#1-✳ ◆♦✉- ❝♦♥-#0✉✐0♦♥- ❡♥ ♣❛0#✐❝✉❧✐❡0 ❧❛ ❝❧❛--❡ ❞1#❡0♠✐✲

♥❛♥#❡ ✭✈♦✐0 ❞1✜♥✐#✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ◆♦✉- ❡♥ ✈❡♥♦♥- ❛✉ ❝❤❛♣✐#0❡ ✸ ❞❛♥- ❧❡5✉❡❧ ♥♦✉- ❞1✜♥✐--♦♥- ❡♥✜♥ ❧❡- ❡-♣❛❝❡-

❞❡ ❧❛❝❡#- ❢♦0♠❡❧- ❞❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ -✉♣10✐❡✉0❡ ❡# ❞1♠♦♥#0♦♥- ❧❡ #❤1♦0,♠❡ ✶ ✭✈♦✐0 ♣0♦♣♦-✐#✐♦♥ ✸✳✷✶✮✳ ◆♦✉- ②

✐♥#0♦❞✉✐0♦♥- ❧✬❡-♣❛❝❡ ❞❡- ❜✉❧❧❡- ❡# ♠♦♥#0❡0♦♥- ❧❡ #❤1♦0,♠❡ ✸ ✭✈♦✐0 #❤1♦0,♠❡ ✸✳✶✸✮✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❤❛♣✐#0❡ ✹✱

♥♦✉- ♥♦✉- ❝♦♥❝❡♥#0❡0♦♥- -✉0 ❧❛ ❞1♠♦♥-#0❛#✐♦♥ ❞✉ #❤1♦0,♠❡ ✹ ✭✈♦✐0 #❤1♦0,♠❡ ✹✳✶ ❡# #❤1♦0,♠❡ ✹✳✶✼✮✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥- ❧❡ ❞❡0♥✐❡0 ❝❤❛♣✐#0❡✱ ♥♦✉- ❞1✈❡❧♦♣♣❡0♦♥- ❧❡- ♣✐-#❡- ❞❡ 0❡❝❤❡0❝❤❡ ♣❛0 ❧❡-5✉❡❧❧❡- ❧✬❛✉#❡✉0 ❡-#

✐♥#10❡--1✳

①✐✈



❘❡♠❡#❝✐❡♠❡♥'( ✿

❏❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡&❛✐ ♣❛& &❡♠❡&❝✐❡& *♦✉, ❝❡✉① .✉✐✱ ❝❧1♠❡♥*,✱ ♠❡ ♣❛&❞♦♥♥❡&♦♥* ❞✬❛✈♦✐& ♦✉❜❧✐1 ❞❡ ❧❡, ♠❡♥✲

*✐♦♥♥❡& ✐❝✐✳

❏❡ &❡♠❡&❝✐❡ ❡♥,✉✐*❡✱ ❧❡ ♣❧✉, ❝❤❛✉❞❡♠❡♥* ❞✉ ♠♦♥❞❡✱ ❇❡&*&❛♥❞✱ ♣♦✉& ♠✬❛✈♦✐&✱ ♣❛& ♦&❞&❡ ❞✬✐♠♣♦&✲

*❛♥❝❡✱ ♣❛②1 ❧❡ ❝❛❢1 ❡* *♦✉* ❛♣♣&✐,✳ ❈❡, .✉❡❧.✉❡, ❛♥♥1❡, ♦♥* 1*1 ♣♦✉& ♠♦✐ ❧✬♦❝❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❞1❝♦✉✈&✐& ✉♥❡

❢&❛❝*✐♦♥ ❞❡, ♠❛*❤1♠❛*✐.✉❡, ❡* ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞❡, ♠❛*❤1♠❛*✐❝✐❡♥,✳ ❇❡&*&❛♥❞ ❛ ❥♦✉1 ✉♥ &>❧❡ ♣&✐♠♦&❞✐❛❧ ❞❛♥,

❝❡* ❛♣♣&❡♥*✐,,❛❣❡✱ ❛✉ *&❛✈❡&, ❞❡, ❤❡✉&❡,✱ ❞❡, ✐❞1❡, ❡* ❞❡, ❝♦♥,❡✐❧, .✉✬✐❧ ♠✬❛ ❞♦♥♥1,✳ ■❧ ❛ ,✉ ❛♣♣♦&*❡&

❞❡, &1♣♦♥,❡, ❛✉① ♠❛✐♥*❡, .✉❡,*✐♦♥, .✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ❛✈♦✐&✳ ❏❡ ❧❡ &❡♠❡&❝✐❡ 1❣❛❧❡♠❡♥* ♣♦✉& ,♦♥ ,♦✉*✐❡♥ ❡* ,♦♥

❛**✐*✉❞❡✱ *❛&✐,,❛♥* ,❛♥, 1❣❛❧ *♦✉*❡ ,♦✉&❝❡ ❞❡ ,*&❡,,✱ ❛✐♥,✐ .✉❡ ♣♦✉& ,♦♥ ❛♠✐*✐1✳

▼✐❦❤❛✐❧ ❑❛♣&❛♥♦✈ ❡* ❈❛&❧♦, ❙✐♠♣,♦♥✱ .✉✐ ♦♥* ❛❝❝❡♣*1 ❞❡ &❡❧✐&❡ ❝❡**❡ *❤E,❡ ♠1&✐*❡♥* ♠❛ ♣❧✉,

♣&♦❢♦♥❞❡ ❣&❛*✐*✉❞❡✳ ❈✬❡,* ✉♥ ❤♦♥♥❡✉& .✉❡ ❞❡ &❡❝❡✈♦✐& ✉♥ &❛♣♣♦&* ❞❡ ❝❡, ,✐ ❣&❛♥❞, ♠❛*❤1♠❛*✐❝✐❡♥,✱

❡* .✉✬✐❧, ❢❛,,❡♥* ♣❛&*✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉&②✳ ❏❡ &❡♠❡&❝✐❡ 1❣❛❧❡♠❡♥* ❉❛♠✐❡♥ ❈❛❧❛.✉❡✱ ❉❡♥♥✐, ●❛✐*,❣♦&② ❡*

●❛❜&✐❡❧❡ ❱❡③③♦,✐✱ ❞♦♥* ❧❛ ♣&1,❡♥❝❡ ❞❛♥, ❧❡ ❥✉&② ♠✬❤♦♥♦&❡ *♦✉* ❛✉*❛♥*✳

❯♥ ♠❡&❝✐ *♦✉* ♣❛&*✐❝✉❧✐❡& K ❉❛♠✐❡♥✱ .✉✐ ❛ ,✉❜✐ ,❛♥, ❜&♦♥❝❤❡& ♠❡, ♥♦♠❜&❡✉,❡, ✐♥*&✉,✐♦♥, ❞❛♥, ,♦♥

❜✉&❡❛✉✳ ❈❡, ❤❡✉&❡, ❞❡ ❞✐,❝✉,,✐♦♥ ♦♥* ❣&❛♥❞❡♠❡♥* ♣❛&*✐❝✐♣1 K ♠❛ ❝♦♠♣&1❤❡♥,✐♦♥ ❞❡ ❝❡&*❛✐♥, ♣&♦❜❧E♠❡,✱

♠❛*❤1♠❛*✐.✉❡, ♦✉ ♥♦♥✳

❏❡ &❡♠❡&❝✐❡ 1❣❛❧❡♠❡♥* ▼✐❦❤❛✐❧ ❑❛♣&❛♥♦✈✱ ❏❛♠❡, ❲❛❧❧❜&✐❞❣❡ ❡* ●✐♦✈❛♥♥✐ ❋❛♦♥*❡ ♣♦✉& ♠♦♥ ,1❥♦✉&

K ❧✬■N▼❯✳ ❈❡**❡ ,❡♠❛✐♥❡ *♦❦②♦O*❡ ❢✉* ♦♥✲♥❡✲♣❡✉*✲♣❧✉, ❡♥&✐❝❤✐,,❛♥*❡✱ *❛♥* ♠❛*❤1♠❛*✐.✉❡♠❡♥* .✉❡

❝✉❧*✉&❡❧❧❡♠❡♥*✳

■❧ ❡,* ❣&❛♥❞ *❡♠♣, ❞❡ &❡♠❡&❝✐❡& ♠❡, ❝❛♠❛&❛❞❡,✱ .✉✐✱ ,♦✉, ❧❡ ❥♦✉❣ ❞✉ ♠P♠❡ ❤♦♠♠❡✱ ♦♥* ♣❛&*❛❣1

❛✈❡❝ ♠♦✐ *❛♥* ❞❡ ,❛✈♦✐&✱ ❞❡ ❞✐,❝✉,,✐♦♥, ❡* ❞❡ ❜♦♥, ♠♦♠❡♥*,✳ ▼❡&❝✐ K ✈♦✉,✱ ❆♥*❤♦♥②✱ ▼❛&❝♦✱ ❡* ❙❛♠✉❡❧ ✦

▲❡✉& ♣&1,❡♥❝❡✱ *♦✉& K *♦✉&✱ K ♠❡, ❝>*1, ❞❛♥, ❝❡**❡ ❛✈❡♥*✉&❡ ❛ 1❝❧❛✐&❝✐ ❜✐❡♥ ❞❡, ♣♦✐♥*, ❡* ♣❡&♠✐, ❞❡

♣❛&❧❡&✱ ❞✬1❣❛❧ K 1❣❛❧✱ ❞❡ .✉❡❧.✉❡, .✉❡,*✐♦♥, ♠❛*❤1♠❛*✐.✉❡,✳

N♦✉& ❝❧♦&❡ ❝❡**❡ ♣&❡♠✐E&❡ ✈❛❣✉❡ ❞❡ ❣&❛*✐*✉❞❡✱ ❥❡ *✐❡♥, K &❡♠❡&❝✐❡& *♦✉, ❝❡, ♠❛*❤1♠❛*✐❝✐❡♥, ❛✈❡❝

.✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦❝❝❛,✐♦♥ ❞✬1❝❤❛♥❣❡&✳ ❯♥❡ ❧✐,*❡ ❡①❤❛✉,*✐✈❡ ❡,* ❤♦&, ❞❡ ♣&♦♣♦,✱ ♠❛✐, ❥❡ ♥♦♠♠❡&❛✐ *♦✉* ❞❡

♠P♠❡ ▼✐❝❤❡❧ ❱❛.✉✐1✱ ●❛❜&✐❡❧❡ ❱❡③③♦,✐✱ ➱*✐❡♥♥❡ ▼❛♥♥✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ●&U❝❤❡♥✐❣✱ ❏♦❤♥ ❈❛❧❛❜&❡,❡✱ ❱❛❧❡&✐♦

▼❡❧❛♥✐✱ ▼❛✉&♦ N♦&*❛✱ ❡*❝✱ ,❛♥, ♦✉❜❧✐❡& *♦✉, ♠❡, ❝♦❧❧E❣✉❡, ❞❡ ❧✬■✸▼✳

➚ *♦✉, ♠❡, ❛♠✐, ❞♦❝*♦&❛♥*,✱ ❛✈❡❝ .✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛&*❛❣1 ❜✐❡♥ ♣❧✉, .✉✬✉♥ &❡♣❛, .✉♦*✐❞✐❡♥✱ ❥❡ ❞✐, ♠❡&❝✐✳

❯♥❡ ♣❡♥,1❡ ♣❛&*✐❝✉❧✐E&❡ K ❊❧,❛ ♣♦✉& ❝❡, .✉❡❧.✉❡, ❛♥♥1❡, ❞❡ ❢&❛♥❝❤❡ ❛♠✐*✐1✳ ▲✬❛♠✐*✐1 ❞❡ ❚✉♦♥❣✲❍✉②✱

❞❡ ❈❤&✐,*♦♣❤❡ ❡* ❞❡ ●❛✉*✐❡& ♠✬❡,* ♣&1❝✐❡✉,❡✳ ❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡&❛✐ ♣❛, ❞❡ ♣❛&❧❡& ❞❡ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ➱*✐❡♥♥❡✱ ▼②✲

&✐❛♠✱ ❏❡❛♥✱ ▼❛*❤✐❡✉✱ ❏♦✉❜✐♥❡✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ▼✐❝❦❛❡❧✱ ❈❤&✐,*✐❛♥✱ ❆♥✐,✱ ❆♠✐♥❛✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ❈♦&❛❧✐❡✱

◗✉❡♥*✐♥✱ N❛✉❧ ♦✉ ❞❡ ❚❤1♦✳

❏❡ &❡♠❡&❝✐❡ 1❣❛❧❡♠❡♥* ♠❡, ❛♠✐, ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❛*❡ ❆❧❡①✱ ❆❧✐❝❡✱ ■✈❛♥ ❡* ▼❛❞❡❧✐♥❡✱ ❡* *♦✉, ❝❡✉① ❛✈❡❝

.✉✐ ❥✬❛✐ ♣✉ ♣❛&*❛❣❡& ❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬✉♥ ❛♠♣❤✐*❤1\*&❡✳ ❈✐*♦♥, ❛✉,,✐ ❋❧♦&✐❛♥✱ ❘♦♠1♦ ❡* N✐❡&&❡✳ ▼❡, ❝♦❧♦❝❛*❛✐&❡,

♦♥* ❜✐❡♥ ❡♥*❡♥❞✉ ❡✉ ❧❡✉& &>❧❡ ❞❛♥, ❝❡**❡ ❛✈❡♥*✉&❡✱ ,♦✉♣❛♣❡, ❞❡ ❞1❝♦♠♣&❡,,✐♦♥ ♣❛&❢♦✐, ❜✐❡♥ ♥1❝❡,,❛✐&❡,✳

▼❡&❝✐ ▲✉❞♦✈✐❝ ❡* ❆❞❡❧✐♥❡ ✦

▼❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♠1&✐*❡ *♦✉* ❛✉*❛♥* ❞❡ ❣&❛*✐*✉❞❡✳ ▼❛♠❛♥✱ N❛♣❛

✷

✱ ♠❡&❝✐ ❞✬P*&❡ ♠❡, ♣❛&❡♥*, ✦ ❏❡ &❡♠❡&❝✐❡

1❣❛❧❡♠❡♥* ♠❡, ❢&E&❡,✱ ,^✉&✱ ♣✐E❝❡, &❛♣♣♦&*1❡, ❡* *❡♥❞&❡, ♣❡*✐*, ♠❛&♠♦*, ✿ ❆❧❡①❛♥❞&❡✱ ❆❧❧②,♦♥✱ ❏❡❛♥♥❡✱

▲✉❝✐❧❡ ❡* ❙♦❧✐♥❡✱ ▼❛❣❛❧✐✱ ❚❤♦♠❛, ❡* N❛❜❧♦✱ ❘♦♠1♦ ❡* ❙❛♥❞&✐♥❡✳ ❏❡ ♠❡ ♣❡&♠❡*, ❡♥✜♥ ❞❡ &❡♠❡&❝✐❡&

▼②&✐❛♠ .✉✐ ❛ ,✉ ♠❡ ,♦✉*❡♥✐& ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡, ❛♥♥1❡,✳

✷
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❈♦♥#❡①#

❈♦♥#✐❞❡'✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡'❡♥+✐❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ M ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ +❤❡ #♣❛❝❡ ♦❢ #♠♦♦+❤ ❧♦♦♣# LpMq ✐♥ M ✳ ■+ ✐#

❛ ❝❡♥+'❛❧ ♦❜❥❡❝+ ♦❢ #+'✐♥❣ +❤❡♦'②✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ✐❢ M ✐# #②♠♣❧❡❝+✐❝ +❤❡♥ #♦ ✐# LpMq ✕ ♠♦'❡ ♣'❡❝✐#❡❧②
<✉❛#✐✲#②♠♣❧❡❝+✐❝ #✐♥❝❡ ✐+ ✐# ♥♦+ ♦❢ ✜♥✐+❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✕ #❡❡ ❢♦' ✐♥#+❛♥❝❡ ❬▼@❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥+❡'❡#+❡❞ ❤❡'❡

✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜'❛✐❝ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ +❤❛+ '❡#✉❧+✳

❚❤❡ ✜'#+ <✉❡#+✐♦♥ ✐# +❤❡♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✇❤❛+ ✐# ❛♥ ❛❧❣❡❜'❛✐❝ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ +❤❡ #♣❛❝❡ ♦❢ #♠♦♦+❤ ❧♦♦♣#❄

❆♥ ❛♥#✇❡' ❛♣♣❡❛'❡❞ ✐♥ ✶✾✾✹ ✐♥ ❈❛'❧♦# ❈♦♥+♦✉✲❈❛''K'❡✬# ✇♦'❦ ✭#❡❡ ❬❈❈❪✮✳ ❍❡ #+✉❞✐❡# +❤❡'❡ GmpCpptqqq✱
#♦♠❡ #♦'+ ♦❢ ❤♦❧♦♠♦'♣❤✐❝ ❢✉♥❝+✐♦♥# ✐♥ +❤❡ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐✈❡ ❣'♦✉♣ #❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ ✉#❡# ✐+ +♦ ❞❡✜♥❡ +❤❡ ❢❛♠♦✉#

❈♦♥+♦✉✲❈❛''K'❡ #②♠❜♦❧✳ ❚❤✐# ✐# +❤❡ ✜'#+ ♦❝❝✉''❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦"♠❛❧ ❧♦♦♣ '♣❛❝❡ ❦♥♦✇♥ +♦ +❤❡ ❛✉+❤♦'✳ ❚❤✐#

✐❞❡❛ ✇❛# +❤❡♥ ❣❡♥❡'❛❧✐#❡❞ +♦ ❛❧❣❡❜'❛✐❝ ❣'♦✉♣# ❛# +❤❡ ❛✣♥❡ ❣'❛##♠❛♥✐❛♥ GrG “ GpCpptqqq{GpCrrtssq #❤♦✇
✉♣ ❛♥❞ ❣♦+ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ +❤❡ ❣❡♦♠❡+'✐❝ ▲❛♥❣❧❛♥❞# ♣'♦❣'❛♠✳ ■♥ +❤❡✐' ♣❛♣❡' ❬❑❱✶❪✱ ▼✐❦❤❛✐❧ ❑❛♣'❛♥♦✈

❛♥❞ ➱'✐❝ ❱❛##❡'♦+ ✐♥+'♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ #+✉❞✐❡❞ +❤❡ ❢♦'♠❛❧ ❧♦♦♣ #♣❛❝❡ ♦❢ ❛ #♠♦♦+❤ #❝❤❡♠❡ X✳ ■+ ✐# ❛♥

✐♥❞✲#❝❤❡♠❡ LpXq ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ +❤✐♥❦ ♦❢ ❛# +❤❡ #♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝+✐♦♥# SpecCpptqq Ñ X✳ ❚❤✐# ❝♦♥#+'✉❝+✐♦♥

#+'♦♥❣❧② ✐♥#♣✐'❡❞ +❤❡ ♦♥❡ ♣'❡#❡♥+❡❞ ✐♥ +❤✐# +❤❡#✐#✳ ❑❛♣'❛♥♦✈ ❛♥❞ ❱❛##❡'♦+ ♠♦'❡♦✈❡' ❡♥❞♦✇ +❤❡ ❢♦'♠❛❧

❧♦♦♣ #♣❛❝❡ ✇✐+❤ ❛ ❢❛❝+♦'✐#❛+✐♦♥ #+'✉❝+✉'❡ ❛♥❞ ❧✐♥❦ ✐+ ✇✐+❤ ✈❡'+❡① ❛❧❣❡❜'❛# ❛♥❞✱ ✐♥ ❬❑❱✸❪✱ ✇✐+❤ ❝❤✐'❛❧

❞✐✛❡'❡♥+✐❛❧ ♦♣❡'❛+♦'#✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉# ♦♥ ❤✐❣❤❡' ❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ❢♦'♠❛❧ ❧♦♦♣#✳ ❚❤❡'❡ ❛'❡ ❛+ ❧❡❛#+ +✇♦ ✇❛②# ♦❢ ❝♦♥#✐❞❡'✐♥❣

+❤❡♠✳ ❚❤❡ ✜'#+ ♦♥❡ ❝♦♥#✐#+# ✐♥ '❡♣❧❛❝✐♥❣ Cpptqq ✇✐+❤ #♦♠❡ d✲❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝+✐♦♥ ✜❡❧❞ Cppt1qq . . . pptdqq✱
❛# ✇❛# ❞♦♥❡ ❢♦' ❇❡✐❧✐♥#♦♥✬# ❛❞K❧❡# ❛# ✇❡❧❧ ❛# ❤✐❣❤❡' ❈♦♥+♦✉✲❈❛''K'❡ #②♠❜♦❧# ✕ #❡❡ ❬❖❩✷❪ ❢♦' ❞✐♠❡♥#✐♦♥

2 ❛♥❞ ❬❇●❲✶❪ ❢♦' ❤✐❣❤❡' ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✳ ❚❤✐# ✈❡'② ❢'✉✐+❢✉❧ ✐❞❡❛ '❡<✉✐'❡# ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♦'❞❡'✐♥❣ +❤❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♦'❞✐♥❛+❡# t1, . . . , td✳ ❚❤❡ ❛✉+❤♦' ❧✐❦❡# +♦ +❤✐♥❦ ♦❢ ❛❞K❧❡# ❛# ♠❛♣# ♦✉+ ♦❢ #♦♠❡ ❢♦'♠❛❧ +♦'✉# ♦❢ ❞✐♠❡♥#✐♦♥

d ✕ ✇✐+❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✢❛❣✱ ❝♦''❡#♣♦♥❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ♦'❞❡'✐♥❣ ♦❢ +❤❡ ✈❛'✐❛❜❧❡# t1, . . . , tn ✕ ❜✉+ ♥♦+ ♦✉+ ♦❢ ❛ ❢♦'♠❛❧

#♣❤❡'❡✳ ❚❤❡ #❡❝♦♥❞ ✇❛② ✐# +❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉#❡ ✐♥ +❤✐# +❤❡#✐#✳ ■+ ❝♦♥#✐#+# ✐♥ ❝♦♥#✐❞❡'✐♥❣ +❤❡ ❢♦'♠❛❧

❧♦♦♣ #♣❛❝❡ ❛# ❛ ❞❡'✐✈❡❞ ❣❡♦♠❡+'✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝+✳ ❚❤❡ ❛✉+❤♦' ❧❡❛'♥❡❞ ❛❢+❡' ✇'✐+✐♥❣ ❞♦✇♥ +❤✐# +❤❡#✐# +❤❛+

▼✐❦❤❛✐❧ ❑❛♣'❛♥♦✈ ❤❛❞ ❛♥ ✉♥♣✉❜❧✐#❤❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥+ ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤✐# ❞❡'✐✈❡❞ ❛♣♣'♦❛❝❤ ✇❛# ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❍❡ ❤✐#

❣'❛+❡❢✉❧ +♦ ❑❛♣'❛♥♦✈ ❢♦' ❧❡++✐♥❣ ❤✐♠ '❡❛❞ +❤♦#❡ ♥♦+❡#✱ ❜♦+❤ ✐♥#♣✐'❡❞ ❛♥❞ ✐♥#♣✐'✐♥❣✳ ❉❡'✐✈❡❞ ❛❧❣❡❜'❛✐❝

❣❡♦♠❡+'② ❛♣♣❡❛'❡❞ ✐♥ #❡✈❡'❛❧ #+❡♣#✳ ❋✐'#+ ▼❛①✐♠ ❑♦♥+#❡✈✐❝❤ #♦♠❡❤♦✇ ♣'❡❞✐❝+❡❞ +❤❡✐' ❡①✐#+❡♥❝❡ ✐♥

❬❑♦♥❪✳ ■♦♥✉+ ❈✐♦❝❛♥✲❋♦♥+❛♥✐♥❡ ❛♥❞ ▼✐❦❤❛✐❧ ❑❛♣'❛♥♦✈ +❤❡♥ ✐♥+'♦❞✉❝❡❞ +❤❡ ✜'#+ ❢♦'♠❛❧ ❞❡✜♥✐+✐♦♥ ♦❢ ❛

❞❡'✐✈❡❞ ❣❡♦♠❡+'✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝+✿ ❞❣✲#❝❤❡♠❡# ❛♥❞ ❞❣✲♠❛♥✐❢♦❧❞# ✕ #❡❡ ❬❈❋❑❪✳ ❇❡'+'❛♥❞ ❚♦`♥ ❛♥❞ ●❛❜'✐❡❧❡

❱❡③③♦#✐ +❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❢✉❧❧② ❡<✉✐♣♣❡❞ +❤❡♦'② ♦❢ ❞❡'✐✈❡❞ ✭❤✐❣❤❡'✮ #+❛❝❦# ✉#✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛+❡❣♦'✐❡# ✐♥

❬❍❆●✷❪✳ ❚❤❡ #✉❜❥❡❝+ +❤❡♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ +'❡♠❡♥❞♦✉#❧② ✇✐+❤ +❤❡ ✇♦'❦ ♦❢ ❏❛❝♦❜ ▲✉'✐❡ ❛♥❞ ❤✐# #❡'✐❡# ♦❢

❉❆● ♣❛♣❡'#✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✉#❡ ❬❉❆●✲❳❪✳ ❍❡ ❛❧#♦ ♠♦❞❡'♥✐③❡❞ +❤❡ +❤❡♦'② ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥❞

✉#✐♥❣ p8, 1q✲❝❛+❡❣♦'② +❤❡♦'② ✕ #❡❡ ❬❍❚❚❪ ❛♥❞ ❬❍❆❧❣❪✳
❖♥❝❡ +❤❡ ✭❤✐❣❤❡' ❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧✮ ❢♦'♠❛❧ ❧♦♦♣ #♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞✱ +❤❡ #❡❝♦♥❞ <✉❡#+✐♦♥ ✜♥❛❧❧② ❝♦♠❡# ✉♣✿

+❤❡ ❢♦'♠❛❧ ❧♦♦♣ #♣❛❝❡ ✐# ❛♥ ✐♥✜♥✐+❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ❞❡'✐✈❡❞ ❣❡♦♠❡+'✐❝ ♦❜❥❡❝+✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ +❤❡♥ +❛❧❦

❛❜♦✉+ #②♠♣❧❡❝+✐❝ ❢♦'♠#❄ ❚❤❡ ❢♦'♠❛❧✐#♠ ❢♦' ✭#❤✐❢+❡❞✮ #②♠♣❧❡❝+✐❝ ❢♦'♠# ♦✈❡' ✜♥✐+❡ ❞❡'✐✈❡❞ #+❛❝❦# ✇❛#

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❚♦♥② @❛♥+❡✈✱ ❇❡'+'❛♥❞ ❚♦`♥✱ ▼✐❝❤❡❧ ❱❛<✉✐d ❛♥❞ ●❛❜'✐❡❧❡ ❱❡③③♦#✐ ✐♥ ❬@❚❱❱❪✳ ❖♥❡

❝♦'❡ ❢❡❛+✉'❡ ♦❢ ❞❡'✐✈❡❞ ❛❧❣❡❜'❛✐❝ ❣❡♦♠❡+'② ✐# +❤❡ ❝♦+❛♥❣❡♥+ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❞❡'✐✈❡❞ ✈❡'#✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✉#✉❛❧

❝♦+❛♥❣❡♥+✳ ❋♦' ❛ 2✲❢♦'♠ +♦ ❜❡ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡'❛+❡❞✱ ♦♥❡ #❤♦✉❧❞ ✐♥+'♦❞✉❝❡ ❛ #❤✐❢+ #♦ +❤❛+ +❤❡ ❛♠♣❧✐+✉❞❡#

♦❢ +❤❡ ❝♦+❛♥❣❡♥+ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐+# #❤✐❢+❡❞ ❞✉❛❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ■♥ ♦✉' #✐+✉❛+✐♦♥✱ +❤❡ ❢♦'♠❛❧ ❧♦♦♣ #♣❛❝❡ ✐#

♥♦+ ✜♥✐+❡❧② ♣'❡#❡♥+❡❞✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐+❤ ✐+# ✐♥✜♥✐+❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ✭❝♦✮+❛♥❣❡♥+✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥+✐❢② #♦♠❡ ♠♦'❡

#+'✉❝+✉'❡✿ ✐+ ✐# ❛ ❚❛+❡ ♠♦❞✉❧❡✳

❚❛+❡ ✈❡❝+♦' #♣❛❝❡# ❛♣♣❡❛'❡❞ ✐♥ ❏♦❤♥ ❚❛+❡✬# +❤❡#✐#✱ ❛♥❞ ✇❡'❡ +❤❡♥ ✉#❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡'❛❧✐#❡❞ ❜② #❡✈❡'❛❧

❛✉+❤♦'#✳ ▲❡+ ✉# ❝✐+❡ ❤❡'❡ ❆❧❡①❛♥❞❡' ❇❡✐❧✐♥#♦♥ ♦' ❱❧❛❞✐♠✐' ❉'✐♥❢❡❧❞ ✭#❡❡ ❬❉'✐❪✮✳ ❚❤❡ ❝♦'❡ ✐❞❡❛ ✐# +♦

❝♦♥#✐❞❡' ❛♥ ✐♥✜♥✐+❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ✈❡❝+♦' #♣❛❝❡ V ❛# ❛ ❞✐#❝'❡+❡ +♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ #♣❛❝❡✳ ■+# ❞✉❛❧ V ˚
✐# +❤❡♥

❝♦♥#✐❞❡'❡❞ ❛# ❛ +♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝+♦' #♣❛❝❡✳ ❉✉❛❧✐#✐♥❣ ♦♥❝❡ ♠♦'❡ ♦♥ ❣❡+# V ❜❛❝❦✳ ❚❛+❡ ✈❡❝+♦' #♣❛❝❡# ❛'❡

+❤❡♥ +❤❡ ❡①+❡♥#✐♦♥# ♦❢ ❛ ❞✐#❝'❡+❡ +♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝+♦' #♣❛❝❡ ❜② +❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ♦♥❡✳ ❖♥❡ ❣❡+# ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢

❞✉❛❧✐#❛❜❧❡ ✕ ❛❧+❤♦✉❣❤ ✐♥✜♥✐+❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ✕ ✈❡❝+♦' #♣❛❝❡#✳ ▼♦'❡ '❡❝❡♥+❧②✱ ❖❧✐✈❡' ❇'e✉♥❧✐♥❣✱ ▼✐❝❤❛❡❧

●'f❝❤❡♥✐❣ ❛♥❞ ❏❡##❡ ❲♦❧❢#♦♥ ✭#❡❡ ❬❇●❲✷❪✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❣❡♥❡'❛❧ +❤❡♦'② ❢♦' ❚❛+❡ ♦❜❥❡❝+# ✐♥ ❡①❛❝+

❝❛+❡❣♦'✐❡#✳

①✈✐✐



■♥ "❤✐% "❤❡%✐%

■♥ "❤✐% "❤❡%✐%✱ ✇❡ ❣❡♥❡*❛❧✐③❡ "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ ❑❛♣*❛♥♦✈ ❛♥❞ ❱❛%%❡*♦" "♦ ❤✐❣❤❡* ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❧♦♦♣% ✕

✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦" ❤❛✈❡ ❛♥ ❡9✉✐✈❛❧❡♥" ✐♥ ❞✐✛❡*❡♥"✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡"*② ✕ ❛♥❞ ❛♣♣*♦❛❝❤ "❤❡ %②♠♣❧❡❝"✐❝ 9✉❡%"✐♦♥✳

❋♦* X ❛ %❝❤❡♠❡ ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣*❡%❡♥"❛"✐♦♥✱ ♥♦" ♥❡❝❡%%❛*✐❧② %♠♦♦"❤✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ LdpXq✱ "❤❡ %♣❛❝❡ ♦❢ ❢♦*♠❛❧

❧♦♦♣% ♦❢ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ d ✐♥ X✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ LdV pXq "❤❡ %♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣% ❢*♦♠ "❤❡ ❢♦*♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉*❤♦♦❞ ♦❢

0 ✐♥ Ad "♦ X✳ ❚❤✐% ✐% ❛ ❤✐❣❤❡* ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ✈❡*%✐♦♥ ♦❢ "❤❡ %♣❛❝❡ ♦❢ ❣❡*♠% ♦❢ ❛*❝% ❛% %"✉❞✐❡❞ ❜② ❏❛♥

❉❡♥❡❢ ❛♥❞ ❋*❛♥D♦✐% ▲♦❡%❡* ✐♥ ❬❉▲❪✳ ▲❡" ❛❧%♦ LdU pXq ❞❡♥♦"❡ "❤❡ %♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣% ❢*♦♠ ❛ ♣✉♥❝$✉%❡❞ ❢♦*♠❛❧

♥❡✐❣❤❜♦✉*❤♦♦❞ ♦❢ 0 ✐♥ A
d

"♦ X✳ ❚❤❡ ❢♦*♠❛❧ ❧♦♦♣ %♣❛❝❡ LdpXq ✐% "❤❡ ❢♦*♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡"✐♦♥ ♦❢ LdV pXq ✐♥

LdU pXq✳ ❯♥❞❡*%"❛♥❞✐♥❣ "❤♦%❡ "❤*❡❡ ✐"❡♠% ✐% "❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ "❤✐% ✇♦*❦✳ ❚❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ✐% ♠❛✐♥❧② "♦

❣✐✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣✉♥❝"✉*❡❞ ❢♦*♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉*❤♦♦❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ d✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡%❝*✐❜❡

✇❤❛" ✐"% ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② %❤♦✉❧❞ ❜❡✿

HnpÂd r t0uq “

$
’&
’%

krrX1, . . . , Xdss ✐❢ n “ 0

pX1 . . . Xdq´1krX´1
1 , . . . , X´1

d s ✐❢ n “ d´ 1

0 ♦"❤❡*✇✐%❡

❜✉" ❞❡✜♥✐♥❣ "❤✐% ♣✉♥❝"✉*❡❞ ❢♦*♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉*❤♦♦❞ ✇✐"❤ ❛❧❧ ✐"% %"*✉❝"✉*❡ ✐% ❛❝"✉❛❧❧② ♥♦" ❛♥ ❡❛%② "❛%❦✳

◆❡✈❡*"❤❡❧❡%%✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡%❝*✐❜❡ ✇❤❛" ♠❛♣% ♦✉" ♦❢ ✐" ❛*❡✱ ❤❡♥❝❡ "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ LdU pXq ❛♥❞ "❤❡ ❢♦*♠❛❧

❧♦♦♣ %♣❛❝❡✳ ❚❤✐% ❣❡♦♠❡"*✐❝ ♦❜❥❡❝" ✐% ♦❢ ✐♥✜♥✐"❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛*" ♦❢ "❤✐% %"✉❞② ✐% ❛✐♠❡❞ ❛" ✐❞❡♥"✐❢②✐♥❣

%♦♠❡ %"*✉❝"✉*❡✳ ❍❡*❡ ❝♦♠❡% "❤❡ ✜*%" *❡%✉❧" ✐♥ "❤❛" ❞✐*❡❝"✐♦♥✳

❚❤❡♦$❡♠ ✶ ✭%❡❡ ♣*♦♣♦%✐"✐♦♥ ✸✳✷✶✮✳ ❚❤❡ ❢♦%♠❛❧ ❧♦♦♣ /♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ d ✐♥ ❛ /❝❤❡♠❡ X ✐/ %❡♣%❡/❡♥$❡❞

❜② ❛ ❞❡%✐✈❡❞ ✐♥❞✲♣%♦✲/❝❤❡♠❡✳ ▼♦%❡♦✈❡%✱ $❤❡ ❢✉♥❝$♦% X ÞÑ LdpXq /❛$✐/✜❡/ $❤❡ 9$❛❧❡ ❞❡/❝❡♥$ ❝♦♥❞✐$✐♦♥✳

❲❡ ✉%❡ ❤❡*❡ ♠❡"❤♦❞% ❢*♦♠ ❞❡*✐✈❡❞ ❛❧❣❡❜*❛✐❝ ❣❡♦♠❡"*② ❛% ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❇❡*"*❛♥❞ ❚♦T♥ ❛♥❞

●❛❜*✐❡❧❡ ❱❡③③♦%✐ ✐♥ ❬❍❆●✷❪✳ ❚❤❡ ❛✉"❤♦* ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ "♦ ❡♠♣❤❛%✐③❡ ❤❡*❡ "❤❛" "❤❡ ❞❡*✐✈❡❞ %"*✉❝"✉*❡

✐% ♥❡❝❡%%❛*② %✐♥❝❡✱ ✇❤❡♥ X ✐% ❛ %❝❤❡♠❡✱ "❤❡ ✉♥❞❡*❧②✐♥❣ %❝❤❡♠❡% ♦❢ LdpXq✱ LdU pXq ❛♥❞ LdV pXq ❛*❡

✐%♦♠♦*♣❤✐❝ ❛% %♦♦♥ ❛% d ě 2✳ ▲❡" ✉% ❛❧%♦ ♥♦"❡ "❤❛" ❞❡*✐✈❡❞ ❛❧❣❡❜*❛✐❝ ❣❡♦♠❡"*② ❛❧❧♦✇❡❞ ✉% "♦ ❞❡✜♥❡

LdpXq ❢♦* ♠♦*❡ ❣❡♥❡*❛❧ X✬%✱ ♥❛♠❡❧② ❛♥② ❞❡*✐✈❡❞ %"❛❝❦✳ ■" ❢♦* ✐♥%"❛♥❝❡ ✇♦*❦ ❢♦* X ❛ ❝❧❛%%✐❢②✐♥❣ %"❛❝❦

BG ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜*❛✐❝ ❣*♦✉♣✳ ■♥ "❤♦%❡ ❝❛%❡%✱ "❤❡ ❢♦*♠❛❧ ❧♦♦♣ %♣❛❝❡ LdpXq ✐% ♥♦ ❧♦♥❣❡* ❛ ❞❡*✐✈❡❞ ✐♥❞✲♣*♦✲

%❝❤❡♠❡ ❜✉" ❛♥ ✐♥❞✲♣*♦✲%"❛❝❦✳ ❚❤❡ ❝❛%❡ d “ 1 ❛♥❞ X ✐% ❛ %♠♦♦"❤ %❝❤❡♠❡ ❣✐✈❡% ❛ ❞❡*✐✈❡❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥"

♦❢ ❑❛♣*❛♥♦✈ ❛♥❞ ❱❛%%❡*♦"✬% ❞❡✜♥✐"✐♦♥✳ ❚❤✐% ❞❡*✐✈❡❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥" ✐% ❝♦♥❥❡❝"✉*❡❞ "♦ ❜❡ "*✐✈✐❛❧ ✇❤❡♥

X ✐% ❛ %♠♦♦"❤ ❛✣♥❡ %❝❤❡♠❡ ✐♥ ❬●❘✱ ✾✳✷✳✶✵❪✳ ●❛✐"%❣♦*② ❛♥❞ ❘♦③❡♥❜❧②✉♠ ❛❧%♦ ♣*♦✈❡ ✐♥ ❧♦❝✳ ❝✐$✳ "❤❡✐*

❝♦♥❥❡❝"✉*❡ ❤♦❧❞% ✇❤❡♥ X ✐% ❛♥ ❛❧❣❡❜*❛✐❝ ❣*♦✉♣✳

❚❤❡ ♣*♦♦❢ ♦❢ "❤❡♦*❡♠ ✶ ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠♣♦*"❛♥" ❧❡♠♠❛✳ ❲❡ ✐❞❡♥"✐❢② ❛ ❢✉❧❧ %✉❜✲❝❛"❡❣♦*② C ♦❢ "❤❡

❝❛"❡❣♦*② ♦❢ ✐♥❞✲♣*♦✲%"❛❝❦% %✉❝❤ "❤❛" "❤❡ *❡❛❧✐%❛"✐♦♥ ❢✉♥❝"♦* C Ñ dStk ✐% ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧✳ ❲❡ "❤❡♥ ♣*♦✈❡

"❤❛" ✇❤❡♥❡✈❡* X ✐% ❛ ❞❡*✐✈❡❞ ❛✣♥❡ %❝❤❡♠❡✱ "❤❡ %"❛❝❦ LdpXq ✐% ✐♥ "❤❡ ❡%%❡♥"✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ C ❛♥❞ ✐% "❤✉%

❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐"❤ ❛♥ ❡//❡♥$✐❛❧❧② ✉♥✐:✉❡ ✐♥❞✲♣*♦✲%"*✉❝"✉*❡ %❛"✐%❢②✐♥❣ %♦♠❡ ♣*♦♣❡*"✐❡%✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡*❛❧✐%❛"✐♦♥

"♦ ❛♥② X ✐% ♠❛❞❡ ✉%✐♥❣ ❛ ❞❡%❝❡♥" ❛*❣✉♠❡♥"✳ ◆♦"❡ "❤❛" ❢♦* ❣❡♥❡*❛❧ X✬%✱ "❤❡ ✐♥❞✲♣*♦✲%"*✉❝"✉*❡ ✐% ♥♦"

❦♥♦✇♥ "♦ %❛"✐%❢② ♥✐❝❡ ♣*♦♣❡*"✐❡% ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇❛♥" "♦ ❤❛✈❡✱ ❢♦* ✐♥%"❛♥❝❡ ♦♥ "❤❡ "*❛♥%✐"✐♦♥ ♠❛♣% ♦❢ "❤❡

❞✐❛❣*❛♠%✳
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❤✐❣❤❡& ❞✐♠❡♥2✐♦♥2✱ ✇✐(❤ ❤✐❣❤❡& ❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡2 ♦❢ ❝❤✐&❛❧ ♦♣❡&❛(♦&2 ❛♥❞ ✈❡&(❡① ❛❧❣❡❜&❛2✳ ❚❤✐2

❛✉(❤♦& ♣❧❛♥2 ♦♥ 2(✉❞②✐♥❣ (❤✐2 ✐♥ ❛ ❢✉(✉&❡ ✇♦&❦✳

❆♥♦(❤❡& ❢❡❛(✉&❡ ♦❢ ❚❛(❡ ♠♦❞✉❧❡2 ✐2 ❞✉❛❧✐(②✳ ■( ♠❛❦❡2 ♣❡&❢❡❝( 2❡♥2❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡2 ♣&♦♣❡&❧②✳ ❯2✐♥❣

(❤❡ (❤❡♦&② ♦❢ 2②♠♣❧❡❝(✐❝ ❞❡&✐✈❡❞ 2(❛❝❦2 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② \❛♥(❡✈✱ ❚♦]♥✱ ❱❛N✉✐^ ❛♥❞ ❱❡③③♦2✐ ✐♥ ❬\❚❱❱❪✱ ✇❡

❛&❡ (❤❡♥ ❛❜❧❡ (♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥♦(✐♦♥ ♦❢ 2②♠♣❧❡❝(✐❝ ❚❛(❡ 2(❛❝❦✿ ❛ ❚❛(❡ 2(❛❝❦ Z ❡N✉✐♣♣❡❞ ✇✐(❤ ❛ ✭n✲2❤✐❢(❡❞✮

❝❧♦2❡❞ 2✲❢♦&♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡2 ❛♥ ❡N✉✐✈❛❧❡♥❝❡
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♦❢ ❚❛$❡ ♠♦❞✉❧❡* ♦✈❡, Z ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $❛♥❣❡♥$ ❛♥❞ ✭*❤✐❢$❡❞✮ ❝♦$❛♥❣❡♥$ ❝♦♠♣❧❡①❡* ♦❢ Z✳

❚♦ ♠❛❦❡ ❛ *$❡♣ $♦✇❛,❞ ♣,♦✈✐♥❣ $❤❛$ LdpXq ✐* ❛ *②♠♣❧❡❝$✐❝ ❚❛$❡ *$❛❝❦✱ ✇❡ ❛❝$✉❛❧❧② *$✉❞② $❤❡

❜✉❜❜❧❡ *♣❛❝❡ BdpXq ✕ *❡❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ✸✳✾✳ ❲❤❡♥ X ✐* ❛✣♥❡✱ ✇❡ ❣❡$ ❛♥ ❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡

BdpXq » L
d
V pXq ˆ

L
d
U pXq

L
d
V pXq

❲❡ $❤❡♥ ♣,♦✈❡ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡*✉❧$

❚❤❡♦$❡♠ ✸ ✭*❡❡ $❤❡♦,❡♠ ✸✳✶✸✮✳ ■❢ X ✐# ❛♥ n✲#❤✐❢(❡❞ #②♠♣❧❡❝(✐❝ #(❛❝❦ (❤❡♥ (❤❡ ❜✉❜❜❧❡ #♣❛❝❡ BdpXq
✐# ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐(❤ ❛ #(5✉❝(✉5❡ ♦❢ pn´ dq✲#❤✐❢(❡❞ #②♠♣❧❡❝(✐❝ ❚❛(❡ #(❛❝❦✳

❚❤❡ ♣,♦♦❢ ♦❢ $❤✐* ,❡*✉❧$ ✐* ❜❛*❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧❛**✐❝❛❧ ♠❡$❤♦❞✳ ❚❤❡ ❜✉❜❜❧❡ *♣❛❝❡ ✐* ✐♥ ❢❛❝$✱ ❛* ❛♥ ✐♥❞✲

♣,♦✲*$❛❝❦✱ $❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ *$❛❝❦ ❢,♦♠ ✇❤❛$ ✇❡ ❝❛❧❧ $❤❡ ❢♦,♠❛❧ *♣❤❡,❡ Ŝd ♦❢ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ d $♦ X✳ ❚❤❡,❡ ❛,❡

$❤❡,❡❢♦,❡ $✇♦ ♠❛♣*

BdpXq BdpXq ˆ Ŝd
ev //proo X

❚❤❡ *②♠♣❧❡❝$✐❝ ❢♦,♠ ♦♥ BdpXq ✐* $❤❡♥

ş
Ŝd ev

˚ ωX ✱ ✇❤❡,❡ ωX ✐* $❤❡ *②♠♣❧❡❝$✐❝ ❢♦,♠ ♦♥ X✳ ❚❤❡ ❦❡②

❛,❣✉♠❡♥$ ✐* $❤❡ ❝♦♥*$,✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤✐* ✐♥$❡❣,❛$✐♦♥ ♦♥ $❤❡ ❢♦,♠❛❧ *♣❤❡,❡✱ ✐❡ ♦♥ ❛♥ ♦,✐❡♥$❡❞ ♣,♦✲✐♥❞✲*$❛❝❦

♦❢ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ d✳

❚❤✐* ♠❡$❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦$ ✇♦,❦ ♦♥ LdpXq✱ *✐♥❝❡ $❤❡ ♣✉♥❝$✉,❡❞ ❢♦,♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉,❤♦♦❞ ❞♦❡* ♥♦$

❤❛✈❡ ❛* ♠✉❝❤ *$,✉❝$✉,❡ ❛* $❤❡ ❢♦,♠❛❧ *♣❤❡,❡✿ ✐$ ✐* ♥♦$ ❦♥♦✇♥ $♦ ❜❡ ❛ ♣,♦✲✐♥❞✲*❝❤❡♠❡✳ ◆❡✈❡,$❤❡❧❡**✱

$❤❡♦,❡♠ ✸ ✐* ❛ ✜,*$ *$❡♣ $♦✇❛,❞ ♣,♦✈✐♥❣ $❤❛$ LdpXq ✐* *②♠♣❧❡❝$✐❝✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥*✐❞❡, $❤❡ ♥❡,✈❡ Z‚ ♦❢

$❤❡ ♠❛♣ LdV pXq Ñ LdU pXq✳ ■$ ✐* ❛ ❣,♦✉♣♦✐❞ ♦❜❥❡❝$ ✐♥ ✐♥❞✲♣,♦✲*$❛❝❦* ✇❤♦*❡ *♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣* ✐* BdpXq✳
❚❤❡ ❛✉$❤♦, ❡①♣❡❝$* $❤❛$ $❤✐* ❣,♦✉♣♦✐❞ ✐* ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡ ✐♥ *♦♠❡ *❡♥*❡ ✇✐$❤ $❤❡ *②♠♣❧❡❝$✐❝ *$,✉❝$✉,❡ *♦

$❤❛$ LdU pXq ✇♦✉❧❞ ✐♥❤❡,✐$ ❛ *②♠♣❧❡❝$✐❝ ❢♦,♠ ❢,♦♠ ,❡❛❧✐*✐♥❣ $❤✐* ❣,♦✉♣♦✐❞✳ ❖♥❡ $❤❡ ♦$❤❡, ❤❛♥❞✱ ✐❢

LdU pXq ✇❛* ♣,♦✈❡♥ $♦ ❜❡ *②♠♣❧❡❝$✐❝✱ $❤❡♥ $❤❡ ✜❜,❡ ♣,♦❞✉❝$ ❞❡✜♥✐♥❣ BdpXq *❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ▲❛❣,❛♥❣✐❛♥

✐♥$❡,*❡❝$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜✉❜❜❧❡ *♣❛❝❡ ✇♦✉❧❞ $❤❡♥ ✐♥❤❡,✐$ ❛ *②♠♣❧❡❝$✐❝ *$,✉❝$✉,❡ ❢,♦♠ $❤❛$ ♦♥ LdpXq✳
■♥ $❤❡ ❧❛*$ ❝❤❛♣$❡,✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉* ♦♥ ❛ ❞✐✛❡,❡♥$ ♣,♦❜❧❡♠✳ ❲❤❡♥❡✈❡, X ✐* ❛ ✈❛,✐❡$② ♦, ❛ *❝❤❡♠❡✱

✐$* *❤✐❢$❡❞ $❛♥❣❡♥$ ❝♦♠♣❧❡① TX r´1s ❤❛* ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ *✉*♣❡❝$❡❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✭✇❡❛❦✮ ▲✐❡ ❜,❛❝❦❡$✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

$❤❡ ❆$✐②❛❤ ❝❧❛**✳ ■♥ ❬❑❛♣❪✱ ❑❛♣,❛♥♦✈ ♣,♦✈❡❞ $❤❛$ *$❛$❡♠❡♥$ ❢♦, X ❛ *♠♦♦$❤ ✈❛,✐❡$②✳ ❍❡ ♠♦,❡♦✈❡,

*❤♦✇❡❞ $❤❛$ ❛♥② B✉❛*✐✲❝♦❤❡,❡♥$ ♠♦❞✉❧❡ ♦✈❡, X ✐* ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐$❤ ❛ ♥❛$✉,❛❧ ▲✐❡ ❛❝$✐♦♥ ♦❢ TX r´1s✳ ❲❡

✇✐❧❧ ♣,♦✈❡ ✐♥ ❝❤❛♣$❡, ✹ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❚❤❡♦$❡♠ ✹✳ ▲❡( X ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜5❛✐❝ ❞❡5✐✈❡❞ #(❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐(❡ ♣5❡#❡♥(❛(✐♦♥ ♦✈❡5 ❛ ✜❡❧❞ k ♦❢ ❝❤❛5❛❝✲

(❡5✐#(✐❝ ③❡5♦✳ ❚❤❡ #❤✐❢(❡❞ (❛♥❣❡♥( ❝♦♠♣❧❡① TX r´1s P QcohpXq ❛❞♠✐(# ❛ ▲✐❡ #(5✉❝(✉5❡ ✭(❤❡♦5❡♠ ✹✳✶✮✳

▼♦5❡♦✈❡5✱ (❤❡ ❢♦5❣❡(❢✉❧ ❢✉♥❝(♦5 dgRepXpTX r´1sq Ñ QcohpXq ✕ ❢5♦♠ (❤❡ p8, 1q✲❝❛(❡❣♦5② ♦❢ ▲✐❡ 5❡♣✲

5❡#❡♥(❛(✐♦♥# ♦❢ TX r´1s (♦ (❤❡ ❞❡5✐✈❡❞ ❝❛(❡❣♦5② ♦❢ E✉❛#✐✲❝♦❤❡5❡♥( ♠♦❞✉❧❡# ♦✈❡5 X ✕ ❛❞♠✐(# ❛ #❡❝(✐♦♥

✭(❤❡♦5❡♠ ✹✳✶✼✮✳ ❚❤❡ ❛❝(✐♦♥ ♦♥ ❛ #❤❡❛❢ E ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② ✐(# ❆(✐②❛❤ ❝❧❛## TX r´1s b E Ñ E✳

❚❤✐* ✐♥ ♣❛,$✐❝✉❧❛, ❛♣♣❧✐❡* $♦ ♥♦♥✲*♠♦♦$❤ ✈❛,✐❡$✐❡*✱ *❝❤❡♠❡* ♦, ❝❧❛**✐❢②✐♥❣ *$❛❝❦*✳ ❚♦ ♣,♦✈❡ $❤❡✲

♦,❡♠ ✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥$,♦❞✉❝❡ $❤❡ ❝❛$❡❣♦,② dStfX ♦❢ *♦ ❝❛❧❧❡❞ ❢♦,♠❛❧ *$❛❝❦* ♦✈❡, ❛ *$❛❝❦ X ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛♥

❛❞❥✉♥❝$✐♦♥

FX : dgLieX Õ dStfX : LX

❚❤❡ ▲✐❡ *$,✉❝$✉,❡ ♦♥ TX r´1s ✐* $❤❡♥ $❤❡ ✐♠❛❣❡ $❤,♦✉❣❤ LX ♦❢ $❤❡ ❢♦,♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ X Ñ XˆX✳ ▲❡$ ✉* ❡♠♣❤❛*✐③❡ ❤❡,❡ $❤❛$ $❤❡ ❛❞❥✉♥❝$✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐* ✉*✉❛❧❧② ♥♦$ ❛♥ ❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

■$ ✐* $❤♦✉❣❤✱ ✇❤❡♥ X ✐* ❜♦$❤ ❛✣♥❡ ❛♥❞ ♥♦❡$❤❡,✐❛♥✳

❚❤❡ *❡❝♦♥❞ ♣❛,$ ♦❢ $❤❡♦,❡♠ ✹ ✐* ♣,♦✈❡❞ ❜② ❝♦♥*$,✉❝$✐♥❣ ❛♥ ❛❝$✐♦♥ ♦❢ TX r´1s ♦♥ $❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦

❢✉♥❝$♦, ∆˚ : QcohpXˆXq Ñ QcohpXq✱ ✇❤❡,❡ ∆ ✐* $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ X✳ ❚❤✐* ❛❝$✐♦♥ ✐* ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ *♦✲

❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐✈❡,*❛❧ ❆$✐②❛❤ ❝❧❛** ♦❢ X✳ ■$ $❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇* $❤❛$ TX r´1s ❛❝$* ♦♥ $❤❡ ❢✉♥❝$♦, idQcohpXq » ∆˚q˚
✱

✇❤❡,❡ q ✐* ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ♣,♦❥❡❝$✐♦♥* X ˆX Ñ X✳
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❞✐❛❣#❛♠ K Ñ Fctp∆1, Cq✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛❢(❡#✇❛#❞) (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )♠❛❧❧ #❡✜♥❡♠❡♥( ♦❢ (❤✐) )(❛(❡♠❡♥(✱

✐♥)♣✐#❡❞ ❜② ❬❇●❲✷✱ ✸✳✾❪

)$♦♣♦,✐.✐♦♥ ✵✳✷ ✭❙(#✐❝(✐❢②✐♥❣ ♠❛♣)✮✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ V✲&♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦,② ❛♥❞ ❧❡" f : c Ñ d ❜❡ ❛

♠♦,♣❤✐&♠ ✐♥ IndUpCq✳ ▲❡" c̄ : K Ñ C ❛♥❞ d̄ : L Ñ C ❜❡ U✲&♠❛❧❧ ✜❧"❡,❡❞ ❞✐❛❣,❛♠& ♦❢ ✇❤♦♠ ,❡&♣❡❝"✐✈❡❧②

c ❛♥❞ d ❛,❡ ❝♦❧✐♠✐"& ✐♥ IndUpCq✳ ❚❤❡,❡ ❡①✐&"& ❛ U✲&♠❛❧❧ ✜❧"❡,❡❞ ❞✐❛❣,❛♠ f̄ : J Ñ Fctp∆1, Cq ❛♥❞ ❛
❝♦♠♠✉"❛"✐✈❡ ❞✐❛❣,❛♠

K

c̄

��

J
pL //pKoo

f̄

��

L

d̄

��
C Fctp∆1, Cq ev1 //ev0oo C

&✉❝❤ "❤❛" ❜♦"❤ ♠❛♣& pK ❛♥❞ pL ❛,❡ ❝♦✜♥❛❧✱ ❛♥❞ &✉❝❤ "❤❛" f ✐& "❤❡ ❝♦❧✐♠✐" ♦❢ f̄ ✳

)$♦♦❢✳ ❯)✐♥❣ ❬❍❚❚✱ ✹✳✸✳✷✳✶✹❪ ✇❡ ❝❛♥ ❛))✉♠❡ (❤❛( ❜♦(❤ K ❛♥❞ L ❛#❡ ✜❧(❡#❡❞ ♣❛#(✐❛❧❧② ♦#❞❡#❡❞ )❡()✳

▲❡( ✉) ❞❡♥♦(❡ ❜② J 1
(❤❡ ✜❜#❡ ♣#♦❞✉❝(

J 1

��

// Fctp∆1, IndUpCqq{f

��
K

Ĉ

Fctp∆1, Cq
Ĉ

L // Fctp∆1, Cq // Fctp∆1, IndUpCqq

▲❡( ✉) ✜#)( ♣#♦✈❡ (❤❛( J 1
✐) ✜❧(❡#❡❞✳ ▲❡( P ❜❡ ❛ ♣❛#(✐❛❧❧② ♦#❞❡#❡❞ ✜♥✐(❡ )❡( ❛♥❞ PŹ

❞❡♥♦(❡ (❤❡

♣❛#(✐❛❧❧② ♦#❞❡#❡❞ )❡( P Y t8u✱ ✇❤❡#❡ 8 ✐) ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥(✳ ❆ ♠♦#♣❤✐)♠ P Ñ J 1
✐) (❤❡ ❞❛(✉♠ ♦❢

✷



❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐✈❡ ❞✐❛❣+❛♠

P ˆ t0u κ //

��

K

c̄

��
P ˆ t1u λ //

**
L d̄

**
P ˆ ∆1

ψ
//

��

C

��
t8u ˆ ∆1 // PŹ ˆ ∆1 // IndUpCq

▲❡" ✉$ ❞❡♥♦"❡ ❜② P` "❤❡ ♣❛-"✐❛❧❧② ♦-❞❡-❡❞ $❡" P Y t`u ✇❤❡-❡ ` ✐$ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥"✳ ❇❡❝❛✉$❡ K ✐$

✜❧"❡-❡❞✱ "❤❡ ♠❛♣ κ ❡①"❡♥❞$ "♦ ❛ ♠♦-♣❤✐$♠ κ1 : P` ˆt0u Ñ K✳ ❚❤❡-❡ ❡①✐$"$ l P L $✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞

♠❛♣ c̄pκ1p`qq Ñ c Ñ d ❢❛❝"♦-$ "❤-♦✉❣❤ d̄plq Ñ d✳ ❙✐♥❝❡ L ✐$ ✜❧"❡-❡❞✱ "❤❡-❡ ✐$ ❛ ♠❛♣ λ1 : P` ˆ t1u Ñ L

❡①"❡♥❞✐♥❣ λ✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠♦-❡♦✈❡- ❝❤♦$❡ λ1p`q ❣-❡❛"❡- "❤❛♥ l ✭✐❡ ✇✐"❤ ❛ ♠❛♣ l Ñ λ1p`q ✐♥ L✮✳ ❯$✐♥❣

"❤❡ ♠❛♣ c̄pκ1p`qq Ñ d̄plq Ñ d̄pλ1p`qq✱ ✇❡ ❣❡" ❛ ♠♦-♣❤✐$♠ ψ1 : P` ˆ ∆1 Ñ C ❡①"❡♥❞✐♥❣ ψ✱ ✇❤✐❝❤ ❜②

❝♦♥$"-✉❝"✐♦♥ ❡①"❡♥❞$ "♦ PŹ
` ˆ ∆1

✕ ✇❤❡-❡ ✇❡ $❡" 8 ě `✳ ❚❤✐$ ❞❡✜♥❡$ ❛ ♠♦-♣❤✐$♠ P` Ñ J 1
✱ ♣-♦✈✐♥❣

"❤❛" J 1
✐$ ✜❧"❡-❡❞✳ ❯$✐♥❣ ❬❍❚❚✱ ✹✳✸✳✷✳✶✹❪ ✇❡ ❞❡✜♥❡ J "♦ ❜❡ ❛ ✜❧"❡-❡❞ ♣❛-"✐❛❧❧② ♦-❞❡-❡❞ $❡" ✇✐"❤ ❛

❝♦✜♥❛❧ ♠❛♣ J Ñ J 1
✳ I-♦✈✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ♠❛♣$ J Ñ K ❛♥❞ J Ñ L ❛-❡ ❝♦✜♥❛❧ ✐$ ♥♦✇ $"-❛✐❣❤"❢♦-✇❛-❞✳

❚❤✐$ ❛❧$♦ ✐♠♣❧✐❡$ "❤❛" "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣-❛♠ f̄ : J Ñ Fctp∆1, Cq ❤❛$ ❝♦❧✐♠✐" f ✐♥ IndUpCq✳

❘❡♠❛$❦ ✵✳✸✳ ◆♦"❡ "❤❛" ✇❤❡♥ C ❛❞♠✐"$ ✜♥✐"❡ ❝♦❧✐♠✐"$ "❤❡♥ "❤❡ ❝❛"❡❣♦-② IndUpCq ❡♠❜❡❞$ ✐♥ "❤❡ V✲

♣-❡$❡♥"❛❜❧❡ ❝❛"❡❣♦-② IndVpCq✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✵✳✹✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ V✲$♠❛❧❧ 8✲❝❛"❡❣♦-②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ProUpCq ❛$ "❤❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦-②

ProUpCq “
´
IndUpCopq

¯op

■" $❛"✐$✜❡$ ♣-♦♣❡-"✐❡$ ❞✉❛❧ "♦ "❤♦$❡ ♦❢ IndUpCq✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✵✳✺ ✭$❡❡ ❬❍❚❚✱ ✶✳✷✳✽✳✹❪✮✳ ▲❡" K ❜❡ ❛ $✐♠♣❧✐❝✐❛❧ $❡"✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦"❡ ❜② KŹ
"❤❡ $✐♠♣❧✐❝✐❛❧

$❡" ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢-♦♠ K ❜② ❢♦-♠❛❧❧② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝"✳ ❚❤✐$ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝" ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ "❤❡ ❝♦♥❡ ♣♦✐♥"

♦❢ KŹ
✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐$ ❛ ❞✐-❡❝" ❝♦♥$❡P✉❡♥❝❡ ♦❢ -❡$✉❧"$ ❢-♦♠ ▲✉-✐❡✬$ ❬❍❚❚❪✳

▲❡♠♠❛ ✵✳✻ ✭❙"❛❜✐❧✐$❛"✐♦♥✮✳ ▲❡( C ❜❡ ❛ V✲+♠❛❧❧ ♣♦✐♥(❡❞ ❝❛(❡❣♦$② ✇✐(❤ ❛❧❧ +✉+♣❡♥+✐♦♥+✳ ▲❡( ✉+ ❛++✉♠❡

(❤❛( (❤❡ +✉+♣❡♥+✐♦♥ ❢✉♥❝(♦$ C Ñ C ✐+ ❛♥ ❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡$❡ ❡①✐+(+ ❛♥ p8, 1q✲❝❛(❡❣♦$② Cst
✇✐(❤ ❛ ♠❛♣

j : C Ñ Cst
+✉❝❤ (❤❛(

✭✐✮ ❚❤❡ ❝❛(❡❣♦$② Cst
✐+ V✲+♠❛❧❧ ❛♥❞ +(❛❜❧❡✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝(♦$ j ✐+ ❢✉❧❧② ❢❛✐(❤❢✉❧ ❛♥❞ ♣$❡+❡$✈❡+ ❛❧❧ ❧✐♠✐(+ ❛♥❞ ✜♥✐(❡ ❝♦❧✐♠✐(+ ✇❤✐❝❤ ❡①✐+( ✐♥ C✳

✭✐✐✐✮ ❋♦$ ❛♥② +(❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛(❡❣♦$② D (❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣

FctexpCst,Dq Ñ FctlexpC,Dq

❜❡(✇❡❡♥ ❡①❛❝( ❢✉♥❝(♦$+ ❛♥❞ ❧❡❢( ❡①❛❝( ❢✉♥❝(♦$+ ✐+ ❛♥ ❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

✭✐✈✮ ❋♦$ ❛♥② +(❛❜❧❡ ❝❛(❡❣♦$② D ✇✐(❤ ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐(❤❢✉❧ ❢✉♥❝(♦$ C Ñ D ♣$❡+❡$✈✐♥❣ ✜♥✐(❡ ❝♦❧✐♠✐(+ ❛♥❞ ❧✐♠✐(+

✇❤✐❝❤ ❡①✐+( ✐♥ C✱ (❤❡ +♠❛❧❧❡+( +(❛❜❧❡ +✉❜❝❛(❡❣♦$② ♦❢ D ❝♦♥(❛✐♥✐♥❣ (❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ C ✐+ ❡9✉✐✈❛❧❡♥( (♦

Cst
✳

/0♦♦❢✳ ▲❡" ✉$ ❞❡♥♦"❡ ❜② K "❤❡ $✐♠♣❧✐❝✐❛❧ $❡" ❝♦--❡$♣♦♥❞✐♥❣ "♦ ❛ ❞✐❛❣-❛♠ ‚ Ð ‚ Ñ ‚✳ ▲❡" R ❞❡♥♦"❡

"❤❡ ❝♦❧❧❡❝"✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦❝❛-"❡$✐❛♥ ❞✐❛❣-❛♠$ KŹ Ñ C ❛♥❞ "❤❡ ③❡-♦ HŹ “ ‚ Ñ C ✐♥ C✳ ❲❡ "❤❡♥ $❡"

✸



Cst “ P
tK,Hu
R

pCq ✉!✐♥❣ %❤❡ ♥♦%❛%✐♦♥ ♦❢ ❬❍❚❚✱ ✺✳✸✳✻✳✷❪✳ ◆♦%❡ %❤❛% ✭✐✐✐✮ ✐! ♣7♦✈❡♥ ✐♥ ❧♦❝✳ ❝✐'✳✳ ❚❤❡

❝❛%❡❣♦7② Cst
✐! ♣♦✐♥%❡❞ ❛♥❞ ✐% ❝♦♠❡! ✇✐%❤ %✇♦ ♥❛%✉7❛❧ ❢✉❧❧② ❢❛✐%❤❢✉❧ ♠❛♣!

C
j // Cst // PpCq

✇❤♦!❡ ❝♦♠♣♦!✐%❡ ✐! %❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❢✉♥❝%♦7 ❛♥❞ %❤❡7❡❢♦7❡ ♣7❡!❡7✈❡! ❧✐♠✐%! ✇❤✐❝❤ ❡①✐!% ✐♥ C✳ ■% ❢♦❧❧♦✇! %❤❛%

j ❛❧!♦ ♣7❡!❡7✈❡! %❤♦!❡ ❧✐♠✐%!✳ ❇② ❞❡✜♥✐%✐♦♥✱ %❤❡ ❢✉♥❝%♦7 j ♣7❡!❡7✈❡! ✜♥✐%❡ ❝♦❧✐♠✐%! ✇❤✐❝❤ ❡①✐!% ✐♥ C✳

❆♥② ♦❜❥❡❝% ♦❢ Cst
✐! ❛ ✜♥✐%❡ ❝♦❧✐♠✐% ♦❢ ♦❜❥❡❝%! ✐♥ C✳ ■%! !✉!♣❡♥!✐♦♥ ✐! %❤❡7❡❢♦7❡ %❤❡ ❝♦❧✐♠✐% ♦❢

%❤❡ !✉!♣❡♥!✐♦♥! ♦❢ %❤♦!❡ ♦❜❥❡❝%!✳ ❚❤❡ !✉!♣❡♥!✐♦♥ ❢✉♥❝%♦7 Cst Ñ Cst
✐! %❤✉! ❛♥ ❡G✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❈♦7♦❧❧❛7②

❬❍❆❧❣✱ ✶✳✹✳✷✳✷✼❪ ✐♠♣❧✐❡! %❤❛% Cst
✐! !%❛❜❧❡✳

❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉! ♦♥ %❤❡ ❛!!❡7%✐♦♥ ✭✐✈✮✳ ▲❡% f : C Ñ D ❜❡ ❛! 7❡G✉✐7❡❞✳ ❇❡❝❛✉!❡ ♦❢ %❤❡ %❤✐7❞ ♣♦✐♥%✱

%❤❡7❡ ✐! ❛♥ ❡!!❡♥%✐❛❧❧② ✉♥✐G✉❡ ❢✉♥❝%♦7 g : Cst Ñ D ❧✐❢%✐♥❣ f ✳ ❊✈❡7② ♦❜❥❡❝% ✐♥ Cst
❝❛♥ ❜❡ ✇7✐%%❡♥ ❛! ❜♦%❤

❛ ❝♦❧✐♠✐% ❛♥❞ ❛ ❧✐♠✐% ♦❢ ♦❜❥❡❝%! ♦❢ C✳ ■% ❢♦❧❧♦✇! %❤❛% g ✐! ❢✉❧❧② ❢❛✐%❤❢✉❧ ❛♥❞ %❤❡♥ %❤❛% Cst
❝♦♥%❛✐♥! %❤❡

!♠❛❧❧❡!% ❢✉❧❧ ❛♥❞ !%❛❜❧❡ !✉❜❝❛%❡❣♦7② D1
♦❢ D ❡①%❡♥❞✐♥❣ C✳ ❚❤❡7❡ ✐! ❛❧!♦ ❛ ✉♥✐✈❡7!❛❧ ♠❛♣ Cst Ñ D1

✇❤✐❝❤ ✐! ❡❛!✐❧② !❡❡♥ %♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥✈❡7!❡ %♦ %❤❡ ✐♥❝❧✉!✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✵✳✼✳ ▲❡' C ❜❡ ❛♥ ✐❞❡♠♣♦'❡♥' ❝♦♠♣❧❡'❡ V✲2♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦4②✳ ❲❡ ❝♦♥2✐❞❡4 '❤❡ ♥❛'✉4❛❧

❡♠❜❡❞❞✐♥❣2 i : ProUpCq Ñ ProU IndUpCq ❛♥❞ j : IndUpCq Ñ ProU IndUpCq✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧2♦ ❞❡♥♦'❡ ❜②

k '❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ C Ñ ProU IndUpCq✳ ■❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝' ♦❢ ProU IndUpCq ✐2 ✐♥ ❜♦'❤ '❤❡ ❡22❡♥'✐❛❧ ✐♠❛❣❡2 ♦❢

i ❛♥❞ j✱ '❤❡♥ ✐' ✐2 ✐♥ '❤❡ ❡22❡♥'✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ k✳

'(♦♦❢✳ ▲❡% x P IndUpCq✳ ▲❡% ✉! ❛!!✉♠❡ %❤❡7❡ ❡①✐!%! ❛ ♣7♦✲♦❜❥❡❝% y P ProUpCq ❛♥❞ ❛♥ ❡G✉✐✈❛❧❡♥❝❡

f : x Ñ y✳ ▲❡% ȳ : Kop Ñ C ❜❡ ❛ ❝♦✜❧%❡7❡❞ ❞✐❛❣7❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ y ✐! ❛ ❧✐♠✐% ✐♥ ProUpCq✳ ❚❤❡ ❡G✉✐✈❛❧❡♥❝❡
f ✐♥❞✉❝❡! ❛ ♠♦7♣❤✐!♠ ❢7♦♠ %❤❡ ❝♦♥!%❛♥% ❞✐❛❣7❛♠ x : Kop Ñ IndUpCq %♦ ȳ : Kop Ñ IndUpCq✳ ❆♥

✐♥✈❡7!❡ g : y Ñ x ♦❢ f %❤❡♥ ✐♥❞✉❝❡! ❛ ♠❛♣ yk “ ȳpkq Ñ x ❢♦7 !♦♠❡ k P K !✉❝❤ %❤❛% %❤❡ ❝♦♠♣♦!✐%❡

♠♦7♣❤✐!♠ x Ñ yk Ñ x ✐! ❤♦♠♦%♦♣✐❝ %♦ %❤❡ ✐❞❡♥%✐%②✳ ■❞❡♠♣♦%❡♥% ❝♦♠♣❧❡%❡♥❡!! ❛♥❞ ❬❍❚❚✱ ✺✳✹✳✷✳✹❪

✜♥✐!❤ %❤❡ ♣7♦♦❢✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✵✳✽✳ ▲❡% C ❜❡ ❛ V✲!♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛%❡❣♦7②✳ ▲❡%

i : FctpC,CatV8q Ñ FctpIndUpCq,CatV8q

❞❡♥♦%❡ %❤❡ ❧❡❢% ❑❛♥ ❡①%❡♥!✐♦♥ ❢✉♥❝%♦7✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦%❡ ❜② IndU

C %❤❡ ❝♦♠♣♦!✐%❡ ❢✉♥❝%♦7

FctpC,CatV8q i // FctpIndUpCq,CatV8q IndU ˝´ // FctpIndUpCq,CatV8q

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦%❡ ❜② ProU

C %❤❡ ❝♦♠♣♦!✐%❡ ❢✉♥❝%♦7

FctpC,CatV8q ProU ˝´ // FctpC,CatV8q // FctpProUpCq,CatV8q

❲❡ ❞❡✜♥❡ %❤❡ !❛♠❡ ✇❛②

IndV

C : FctpC,CatV8q Ñ FctpIndVpCq,Cat8q
ProV

C : FctpC,CatV8q Ñ FctpProVpCq,Cat8q

❘❡♠❛4❦ ✵✳✾✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ✵✳✽ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛! ❢♦❧❧♦✇!✳ ❚♦ ❛♥② ❢✉♥❝%♦7 f : C Ñ CatV8 ❛♥❞ ❛♥②

✐♥❞✲♦❜❥❡❝% c ❝♦❧✐♠✐% ♦❢ ❛ ❞✐❛❣7❛♠

K
c̄ // C // IndUpCq

✇❡ ❝♦♥!%7✉❝% ❛♥ p8, 1q✲❝❛%❡❣♦7②

IndU

C pfqpcq » IndUpcolim fpc̄qq

✹



❚♦ ❛♥② ♣&♦✲♦❜❥❡❝, d ❧✐♠✐, ♦❢ ❛ ❞✐❛❣&❛♠

Kop d̄ // C // ProUpCq

✇❡ ❛44♦❝✐❛,❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛,❡❣♦&②

ProU

C pfqpdq » limProUpfpd̄qq

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✵✳✶✵✳ ▲❡, CatV,st8 ❞❡♥♦,❡ ,❤❡ 4✉❜❝❛,❡❣♦&② ♦❢ CatV8 4♣❛♥♥❡❞ ❜② 4,❛❜❧❡ ❝❛,❡❣♦&✐❡4 ✇✐,❤

❡①❛❝, ❢✉♥❝,♦&4 ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡♠ ✕ 4❡❡ ❬❍❆❧❣✱ ✶✳✶✳✹❪✳ ▲❡, CatV,st,id8 ❞❡♥♦,❡ ,❤❡ ❢✉❧❧ 4✉❜❝❛,❡❣♦&② ♦❢ CatV,st8
4♣❛♥♥❡❞ ❜② ✐❞❡♠♣♦,❡♥, ❝♦♠♣❧❡,❡ 4,❛❜❧❡ ❝❛,❡❣♦&✐❡4✳

❘❡♠❛$❦ ✵✳✶✶✳ ■, ❢♦❧❧♦✇4 ❢&♦♠ ❬❍❆❧❣✱ ✶✳✶✳✹✳✻✱ ✶✳✶✳✸✳✻✱ ✶✳✶✳✶✳✶✸ ❛♥❞ ✶✳✶✳✹✳✹❪ ,❤❛, ,❤❡ ❢✉♥❝,♦&4 IndU

C ❛♥❞

ProU

C &❡4,&✐❝,4 ,♦ ❢✉♥❝,♦&4

IndU

C : FctpC,CatV,st8 q Ñ FctpIndUpCq,CatV,st8 q
ProU

C : FctpC,CatV,st8 q Ñ FctpProUpCq,CatV,st8 q

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✵✳✶✷✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ p8, 1q✲❝❛,❡❣♦&② C ✇✐,❤ ❛❧❧ ✜♥✐,❡ ❝♦♣&♦❞✉❝,4✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦,❡ ❜② PΣpCq
✐,4 ❝♦♠♣❧❡,✐♦♥ ✉♥❞❡& 4✐❢,❡❞ ❝♦❧✐♠✐,4✳ ❘❡❝❛❧❧ ✭4❡❡ ❬❍❚❚❪✱ ♣❛&, ✺✳✺✳✽✮ ,❤❛, ,❤✐4 ✐4 ,❤❡ p8, 1q✲❝❛,❡❣♦&②
FctˆpCop, sSetsq ♦❢ p8, 1q✲❢✉♥❝,♦&4 ♣&❡4❡&✈✐♥❣ ✜♥✐,❡ ♣&♦❞✉❝,4✳

❙②♠♠❡%.✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ p8, 1q✲❝❛%❡❣♦.✐❡5✿ ❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉4❡ ✐♥ ,❤❡ ❧❛4, ❝❤❛♣,❡& ♦❢ ,❤❡ ,❤❡♦&② ♦❢

4②♠♠❡,&✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ p8, 1q✲❝❛,❡❣♦&✐❡4 ❛4 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❍❆❧❣❪✳ ▲❡, ✉4 ❣✐✈❡ ❛ ✭✈❡&②✮ P✉✐❝❦ &❡✈✐❡✇ ♦❢

,❤♦4❡ ♦❜❥❡❝,4✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✵✳✶✸✳ ▲❡, Fin˚
❞❡♥♦,❡ ,❤❡ ❝❛,❡❣♦&② ♦❢ ♣♦✐♥,❡❞ ✜♥✐,❡ 4❡,4✳ ❋♦& ❛♥② n P N✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦,❡

❜② xny ,❤❡ 4❡, t˚, 1, . . . , nu ♣♦✐♥,❡❞ ❛, ˚✳ ❋♦& ❛♥② n ❛♥❞ i ď n✱ ,❤❡ ❙❡❣❛❧ ♠❛♣ δi : xny Ñ x1y ✐4 ❞❡✜♥❡❞
❜② δipjq “ 1 ✐❢ j “ i ❛♥❞ δipjq “ ˚ ♦,❤❡&✇✐4❡✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✵✳✶✹✳ ✭4❡❡ ❬❍❆❧❣✱ ✷✳✵✳✵✳✼❪✮ ▲❡, C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛,❡❣♦&②✳ ❆ 4②♠♠❡,&✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ 4,&✉❝,✉&❡
♦♥ C ✐4 ,❤❡ ❞❛,✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦❈❛&,❡4✐❛♥ ✜❜&❛,✐♦♥ p : Cb Ñ Fin˚

4✉❝❤ ,❤❛,

• ❚❤❡ ✜❜&❡ ❝❛,❡❣♦&② C
b
x1y ✐4 ❡P✉✐✈❛❧❡♥, ,♦ C ❛♥❞

• ❋♦& ❛♥② n✱ ,❤❡ ❙❡❣❛❧ ♠❛♣4 ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ❡P✉✐✈❛❧❡♥❝❡ C
b
xny Ñ pCb

x1yqn » Cn✳

✇❤❡&❡ C
b
xny ❞❡♥♦,❡ ,❤❡ ✜❜&❡ ♦❢ p ❛, xny✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦,❡ ❜② Catb,V

8 ,❤❡ p8, 1q✲❝❛,❡❣♦&② ♦❢ V✲4♠❛❧❧
4②♠♠❡,&✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ p8, 1q✲❝❛,❡❣♦&✐❡4 ✕ 4❡❡ ❬❍❆❧❣✱ ✷✳✶✳✹✳✶✸❪✳

❙✉❝❤ ❛ ❝♦❈❛&,❡4✐❛♥ ✜❜&❛,✐♦♥ ✐4 ❝❧❛44✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝,♦& φ : Fin˚ Ñ CatV8 ✕ 4❡❡ ❬❍❚❚✱ ✸✳✸✳✷✳✷❪ ✕ 4✉❝❤

,❤❛, φpxnyq » Cn✳ ❚❤❡ ,❡♥4♦& ♣&♦❞✉❝, ♦♥ C ✐4 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ,❤❡ ♠❛♣ ♦❢ ♣♦✐♥,❡❞ ✜♥✐,❡ 4❡,4 µ : x2y Ñ x1y
♠❛♣♣✐♥❣ ❜♦,❤ 1 ❛♥❞ 2 ,♦ 1

b “ φpµq : C2 Ñ C

❘❡♠❛$❦ ✵✳✶✺✳ ❚❤❡ ❢♦&❣❡,❢✉❧ ❢✉♥❝,♦& Catb,V
8 Ñ CatV8 ♣&❡4❡&✈❡4 ❛❧❧ ❧✐♠✐,4 ❛4 ✇❡❧❧ ❛4 ✜❧,❡&❡❞ ❝♦❧✐♠✐,4

✕ 4❡❡ ❬❍❆❧❣✱ ✸✳✷✳✷✳✹ ❛♥❞ ✸✳✷✳✸✳✷❪✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✐, ❢♦❧❧♦✇4 ❢&♦♠ ,❤❡♦&❡♠ ✵✳✶ ✲ ✭✈✐✐✮ ,❤❛, ,❤❡ ❢✉♥❝,♦& IndU

✐♥❞✉❝❡4 ❛ ❢✉♥❝,♦&

IndU : Catb,V
8 Ñ Catb,V

8

❚❤❡ 4❛♠❡ ❤♦❧❞4 ❢♦& ProU
✳ ❚❤❡ ❝♦♥4,&✉❝,✐♦♥4 IndU

❛♥❞ ProU
,❤❡&❡❢♦&❡ &❡4,&✐❝, ,♦

IndU

C : FctpC,Catb,V
8 q Ñ FctpIndUpCq,Catb,V

8 q
ProU

C : FctpC,Catb,V
8 q Ñ FctpProUpCq,Catb,V

8 q

✺



✵✳✷ ❉❡%✐✈❡❞ ❛❧❣❡❜%❛✐❝ ❣❡♦♠❡0%②

❲❡ ♣#❡$❡♥& ❤❡#❡ $♦♠❡ ❜❛❝❦❣#♦✉♥❞ #❡$✉❧&$ ❛❜♦✉& ❞❡#✐✈❡❞ ❛❧❣❡❜#❛✐❝ ❣❡♦♠❡&#②✳ ▲❡& ✉$ ❛$$✉♠❡ k ✐$ ❛ ✜❡❧❞

♦❢ ❝❤❛#❛❝&❡#✐$&✐❝ 0✳ ❋✐#$& ✐♥&#♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚♦;♥ ❛♥❞ ❱❡③③♦$✐ ✐♥ ❬❍❆●✷❪✱ ❞❡#✐✈❡❞ ❛❧❣❡❜#❛✐❝ ❣❡♦♠❡&#② ✐$ ❛

❣❡♥❡#❛❧✐$❛&✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜#❛✐❝ ❣❡♦♠❡&#② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ #❡♣❧❛❝❡ ❝♦♠♠✉&❛&✐✈❡ ❛❧❣❡❜#❛$ ♦✈❡# k ❜② ❝♦♠♠✉&❛&✐✈❡

❞✐✛❡#❡♥&✐❛❧ ❣#❛❞❡❞ ❛❧❣❡❜#❛$ ✭♦# ❝❞❣❛✬$✮✳ ❲❡ #❡❢❡# &♦ ❬❚♦;✸❪ ❢♦# ❛ #❡❝❡♥& $✉#✈❡② ♦❢ &❤✐$ &❤❡♦#②✳

●❡♥❡#❛❧✐'✐❡( ♦♥ ❞❡#✐✈❡❞ ('❛❝❦( ✿ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ ❜② cdgaď0
k &❤❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦#② ♦❢ ❝❞❣❛✬$ ♦✈❡# k

❝♦♥❝❡♥&#❛&❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲♣♦$✐&✐✈❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❣#❡❡✳ ■& ✐$ &❤❡ p8, 1q✲❧♦❝❛❧✐$❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛&❡❣♦#②
❛❧♦♥❣ ✇❡❛❦ ❡M✉✐✈❛❧❡♥❝❡$✳ ▲❡& ✉$ ❞❡♥♦&❡ dAffk &❤❡ ♦♣♣♦$✐&❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦#② ♦❢ cdgaď0

k ✳ ■& ✐$ &❤❡

❝❛&❡❣♦#② ♦❢ ❞❡#✐✈❡❞ ❛✣♥❡ $❝❤❡♠❡$ ♦✈❡# k✳ ■♥ &❤✐$ &❤❡$✐$✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞♦♣& ❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡♥&✐♦♥ ❢♦#

❝❞❣❛✬$✳

❆ ❞❡#✐✈❡❞ ♣#❡$&❛❝❦ ✐$ ❛ ♣#❡$❤❡❛❢ dAff
op
k » cdgaď0

k Ñ sSets✳ ❲❡ ✇✐❧❧ &❤✉$ ✇#✐&❡ PpdAffkq ❢♦#
&❤❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦#② ♦❢ ❞❡#✐✈❡❞ ♣#❡$&❛❝❦$✳ ❆ ❞❡#✐✈❡❞ $&❛❝❦ ✐$ ❛ ♣#❡$&❛❝❦ ✇✐&❤ ❛ ❞❡$❝❡♥& ❝♦♥❞✐&✐♦♥✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ ❜② dStk &❤❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦#② ♦❢ ❞❡#✐✈❡❞ $&❛❝❦$✳ ■& ❝♦♠❡$ ✇✐&❤ ❛♥ ❛❞❥✉♥❝&✐♦♥

p´q` : PpdAffkq Õ dStk

✇❤❡#❡ &❤❡ ❧❡❢& ❛❞❥♦✐♥& p´q`
✐$ ❝❛❧❧❡❞ &❤❡ $&❛❝❦✐✜❝❛&✐♦♥ ❢✉♥❝&♦#✳

❘❡♠❛$❦ ✵✳✶✳ ❚❤❡ ❝❛&❡❣♦#✐❡$ ♦❢ ✈❛#✐❡&✐❡$✱ $❝❤❡♠❡$ ♦# ✭♥♦♥ ❞❡#✐✈❡❞✮ $&❛❝❦$ ❡♠❜❡❞ ✐♥&♦ dStk✳

❉❡✜♥✐'✐♦♥ ✵✳✷✳ ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦#② ♦❢ ❞❡#✐✈❡❞ $&❛❝❦$ ❛❞♠✐&$ ❛♥ ✐♥&❡#♥❛❧ ❤♦♠ MappX,Y q ❜❡&✇❡❡♥
&✇♦ $&❛❝❦$ X ❛♥❞ Y ✳ ■& ✐$ &❤❡ ❢✉♥❝&♦# cdgaď0

k Ñ sSets ❞❡✜♥❡❞ ❜②

A ÞÑ MapdStkpX ˆ SpecA, Y q

❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ✐& &❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ $&❛❝❦ ❢#♦♠ X &♦ Y ✳

❚❤❡#❡ ✐$ ❛ ❞❡#✐✈❡❞ ✈❡#$✐♦♥ ♦❢ ❆#&✐♥ $&❛❝❦$ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜#$& ❣✐✈❡ ❛ #❡❝✉#$✐✈❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥✳

❉❡✜♥✐'✐♦♥ ✵✳✸✳ ✭$❡❡ ❢♦# ✐♥$&❛♥❝❡ ❬❚♦;✶✱ ✺✳✷✳✷❪✮ ▲❡& X ❜❡ ❛ ❞❡#✐✈❡❞ $&❛❝❦✳

• ❲❡ $❛② &❤❛& X ✐$ ❛ ❞❡#✐✈❡❞ 0✲❆#&✐♥ $&❛❝❦ ✐❢ ✐& ✐$ ❛ ❞❡#✐✈❡❞ ❛✣♥❡ $❝❤❡♠❡ ❀

• ❲❡ $❛② &❤❛& X ✐$ ❛ ❞❡#✐✈❡❞ n✲❆#&✐♥ $&❛❝❦ ✐❢ &❤❡#❡ ✐$ ❛ ❢❛♠✐❧② pTαq ♦❢ ❞❡#✐✈❡❞ ❛✣♥❡ $❝❤❡♠❡$ ❛♥❞
❛ $♠♦♦&❤ ❛&❧❛$

u :
ž

Tα Ñ X

$✉❝❤ &❤❛& &❤❡ ♥❡#✈❡ ♦❢ u ❤❛$ ✈❛❧✉❡$ ✐♥ ❞❡#✐✈❡❞ pn´ 1q✲❆#&✐♥ $&❛❝❦$ ❀

• ❲❡ $❛② &❤❛& X ✐$ ❛ ❞❡#✐✈❡❞ ❆#&✐♥ $&❛❝❦ ✐❢ ✐& ✐$ ❛♥ n✲❆#&✐♥ $&❛❝❦ ❢♦# $♦♠❡ n✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ ❜② dStArt
k &❤❡ ❢✉❧❧ $✉❜❝❛&❡❣♦#② ♦❢ dStk $♣❛♥♥❡❞ ❜② ❞❡#✐✈❡❞ ❆#&✐♥ $&❛❝❦$✳

❚♦ ❛♥② ❝❞❣❛ A ✇❡ ❛$$♦❝✐❛&❡ &❤❡ ❝❛&❡❣♦#② dgModA ♦❢ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡$ ♦✈❡# A✳ ❙✐♠✐❧❛#❧②✱ &♦ ❛♥② ❞❡#✐✈❡❞

$&❛❝❦ X ✇❡ ❝❛♥ ❛$$♦❝✐❛&❡ ❛ ❞❡#✐✈❡❞ ❝❛&❡❣♦#② QcohpXq ♦❢ M✉❛$✐❝♦❤❡#❡♥& $❤❡❛✈❡$✳ ■& ✐$ ❛ U✲♣#❡$❡♥&❛❜❧❡
p8, 1q✲❝❛&❡❣♦#② ❣✐✈❡♥ ❜② &❤❡ ❢♦#♠✉❧❛

QcohpXq » lim
SpecAÑX

dgModA

▼♦#❡♦✈❡#✱ ❢♦# ❛♥② ♠❛♣ f : X Ñ Y ✱ &❤❡#❡ ✐$ ❛ ♥❛&✉#❛❧ ♣✉❧❧ ❜❛❝❦ ❢✉♥❝&♦# f˚ : QcohpY q Ñ QcohpXq✳
❚❤✐$ ❢✉♥❝&♦# ❛❞♠✐&$ ❛ #✐❣❤& ❛❞❥♦✐♥&✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ ❜② f˚✳ ❚❤✐$ ❝♦♥$&#✉❝&✐♦♥ ✐$ ❛❝&✉❛❧❧② ❛ ❢✉♥❝&♦#
♦❢ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦#✐❡$✳

✻



❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✵✳✹✳ ▲❡" ✉$ ❞❡♥♦"❡ ❜② Qcoh "❤❡ ❢✉♥❝"♦-

Qcoh : dSt
op
k Ñ PrL,U8

❋♦- ❛♥② X ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥"✐❢② ❛ ❢✉❧❧ $✉❜❝❛"❡❣♦-② PerfpXq Ă QcohpXq ♦❢ ♣❡-❢❡❝" ❝♦♠♣❧❡①❡$✳ ❚❤✐$ ❞❡✜♥❡$
❛ ❢✉♥❝"♦-

Perf : dSt
op
k Ñ CatU8

❘❡♠❛$❦ ✵✳✺✳ ❋♦- ❛♥② ❞❡-✐✈❡❞ $"❛❝❦ X "❤❡ ❝❛"❡❣♦-✐❡$ QcohpXq ❛♥❞ PerfpXq ❛-❡ ❛❝"✉❛❧❧② $"❛❜❧❡ ❛♥❞
✐❞❡♠♣♦"❡♥" ❝♦♠♣❧❡"❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦-✐❡$✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉$✐♦♥ PerfpXq Ñ QcohpXq ✐$ ❡①❛❝"✳ ▼♦-❡♦✈❡-✱ ❢♦-
❛♥② ♠❛♣ f : X Ñ Y "❤❡ ♣✉❧❧ ❜❛❝❦ ❢✉♥❝"♦- f˚

♣-❡$❡-✈❡$ ♣❡-❢❡❝" ♠♦❞✉❧❡$ ❛♥❞ ✐$ ❛❧$♦ ❡①❛❝"✳

❆♥② ❞❡-✐✈❡❞ ❆-"✐♥ $"❛❝❦ X ♦✈❡- ❛ ❜❛$✐$ S ❛❞♠✐"$ ❛ ❝♦"❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡① LX{S P QcohpXq✳ ■❢ X ✐❢

❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣-❡$❡♥"❛"✐♦♥✱ "❤❡♥ "❤❡ ✐"$ ❝♦"❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡① ✐$ ♣❡-❢❡❝"

LX{S P PerfpXq

❖❜,%-✉❝%✐♦♥ %❤❡♦-② ✿ ▲❡" A P cdgaď0
k ❛♥❞ ❧❡" M P dgModď´1

A ❜❡ ❛♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥❝❡♥"-❛"❡❞ ✐♥

♥❡❣❛"✐✈❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❣-❡❡$✳ ▲❡" d ❜❡ ❛ ❞❡-✐✈❛"✐♦♥ A Ñ A‘M ❛♥❞ s : A Ñ A‘M ❜❡ "❤❡ "-✐✈✐❛❧

❞❡-✐✈❛"✐♦♥✳ ❚❤❡ $C✉❛-❡ ③❡-♦ ❡①"❡♥$✐♦♥ ♦❢ A ❜② M r´1s "✇✐$"❡❞ ❜② d ✐$ "❤❡ ✜❜-❡ ♣-♦❞✉❝"

A‘dM r´1s p //

��

A

d

��
A

s // A‘M

▲❡" ♥♦✇ X ❜❡ ❛ ❞❡-✐✈❡❞ $"❛❝❦ ❛♥❞ M P QcohpXqď´1
✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦"❡ ❜② XrM s "❤❡ "-✐✈✐❛❧ $C✉❛-❡

③❡-♦ ❡①"❡♥$✐♦♥ ♦❢ X ❜② M ✳ ▲❡" ❛❧$♦ d : XrM s Ñ X ❜❡ ❛ ❞❡-✐✈❛"✐♦♥ ✕ ✐❡ ❛ -❡"-❛❝" ♦❢ "❤❡ ♥❛"✉-❛❧ ♠❛♣

X Ñ XrM s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ $C✉❛-❡ ③❡-♦ ❡①"❡♥$✐♦♥ ♦❢ X ❜② M r´1s "✇✐$"❡❞ ❜② d ❛$ "❤❡ ❝♦❧✐♠✐"

XdrM r´1ss “ colim
f : SpecAÑX

SpecpA‘f˚d f
˚M r´1sq

■" ✐$ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐"❤ ❛ ♥❛"✉-❛❧ ♠♦-♣❤✐$♠ X Ñ XdrM r´1ss ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② "❤❡ ♣-♦❥❡❝"✐♦♥$ p ❛$ ❛❜♦✈❡✳

3-♦♣♦,✐%✐♦♥ ✵✳✻ ✭❖❜$"-✉❝"✐♦♥ "❤❡♦-② ♦♥ $"❛❝❦$✮✳ ▲❡( F Ñ G ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜$❛✐❝ ♠♦$♣❤✐2♠ ♦❢ ❞❡$✐✈❡❞

2(❛❝❦2✳ ▲❡( X ❜❡ ❛ ❞❡$✐✈❡❞ 2(❛❝❦ ❛♥❞ ❧❡( M P QcohpXqď´1
✳ ▲❡( d ❜❡ ❛ ❞❡$✐✈❛(✐♦♥

d P MapX{´pXrM s, Xq

❲❡ ❝♦♥2✐❞❡$ (❤❡ ♠❛♣ ♦❢ 2✐♠♣❧✐❝✐❛❧ 2❡(2

ψ : MappXdrM r´1ss, F q Ñ MappX,F q ˆ
MappX,Gq

MappXdrM r´1ss, Gq

▲❡( y P MappX,F q ˆMappX,Gq MappXdrM r´1ss, Gq ❛♥❞ ❧❡( x P MappX,F q ❜❡ (❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣✳ ❚❤❡$❡
❡①✐2(2 ❛ ♣♦✐♥( αpyq P Mappx˚LF {G,Mq 2✉❝❤ (❤❛( (❤❡ ✜❜$❡ ψy ♦❢ ψ ❛( y ✐2 ❡;✉✐✈❛❧❡♥( (♦ (❤❡ 2♣❛❝❡ ♦❢

♣❛(❤2 ❢$♦♠ 0 (♦ αpyq ✐♥ Mappx˚LF {G,Mq

ψy » Ω0,αpyq Mappx˚
LF {G,Mq

3-♦♦❢✳ ❚❤✐$ ✐$ ❛ $✐♠♣❧❡ ❣❡♥❡-❛❧✐$❛"✐♦♥ ♦❢ ❬❍❆●✷✱ ✶✳✹✳✷✳✻❪✳ ❚❤❡ ♣-♦♦❢ ✐$ ✈❡-② $✐♠✐❧❛-✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛

♥❛"✉-❛❧ ❝♦♠♠✉"❛"✐✈❡ $C✉❛-❡

XrM s d //

��

X

��
X // XdrM r´1ss

✼



■! ✐♥❞✉❝❡( ❛ ♠❛♣

α : MappX,F q ˆ
MappX,Gq

MappXdrM r´1ss, Gq Ñ MapX{´{GpXrM s, F q » Mappx˚
LF {G,Mq

▲❡! Ω0,αpyq MapX{´{GpXrM s, F q ❞❡♥♦!❡ !❤❡ (♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛!❤( ❢0♦♠ 0 !♦ αpyq✳ ■! ✐( !❤❡ ✜❜0❡ ♣0♦❞✉❝!

Ω0,αpyq MapX{´{GpXrM s, F q //

��

˚

αpyq
��

˚ 0 // MapX{´{GpXrM s, F q

❚❤❡ ❝♦♠♣♦(✐!❡ ♠❛♣ αψ ✐( ❜② ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ❤♦♠♦!♦♣✐❝ !♦ !❤❡ 0 ♠❛♣✳ ❚❤✐( ❞❡✜♥❡( ❛ ♠♦0♣❤✐(♠

f : Ω0,αpyq MapX{´{GpXrM s, F q Ñ ψy

■! ♥♦✇ (✉✣❝❡( !♦ (❡❡ !❤❛! !❤❡ ❝❛!❡❣♦0② ♦❢ X✬( ❢♦0 ✇❤✐❝❤ f ✐( ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♥!❛✐♥( ❡✈❡0② ❞❡0✐✈❡❞

❛✣♥❡ (❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✐( (!❛❜❧❡ ❜② ❝♦❧✐♠✐!(✳ ❚❤❡ ✜0(! ❛((❡0!✐♦♥ ✐( ❡①❛❝!❧② ❬❍❆●✷✱ ✶✳✹✳✷✳✻❪ ❛♥❞ !❤❡ (❡❝♦♥❞

♦♥❡ ✐( !0✐✈✐❛❧✳

❆❧❣❡❜%❛✐(❛❜❧❡ ()❛❝❦( ✿ ▲❡! X ❜❡ ❛ ❞❡0✐✈❡❞ (!❛❝❦ ❛♥❞ A ❜❡ ❛ ❝❞❣❛✳ ▲❡! a “ pa1, . . . , apq ❜❡ ❛

(❡:✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥!( ♦❢ A0
❢♦0♠✐♥❣ ❛ 0❡❣✉❧❛0 (❡:✉❡♥❝❡ ✐♥ H0pAq✳ ▲❡! A{an1 , . . . , anp ❞❡♥♦!❡ !❤❡ ❑♦③(✉❧

❝♦♠♣❧❡① ❛((♦❝✐❛!❡❞ ✇✐!❤ !❤❡ 0❡❣✉❧❛0 (❡:✉❡♥❝❡ pan1 , . . . , anp q✳ ■! ✐( ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐!❤ ❛ ❝❞❣❛ (!0✉❝!✉0❡✳ ❚❤❡0❡

✐( ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣

ψpAqa : colim
n

X
´
A{an1 , . . . , anp

¯
Ñ X

´
lim
n
A{an1 , . . . , anp

¯

❚❤✐( ♠❛♣ ✐( ✉(✉❛❧❧② ♥♦! ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❉❡✜♥✐)✐♦♥ ✵✳✼✳ ❆ ❞❡0✐✈❡❞ (!❛❝❦ X ✐( ❝❛❧❧❡❞ ❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡ ✐❢ ❢♦0 ❛♥② A ❛♥❞ ❛♥② 0❡❣✉❧❛0 (❡:✉❡♥❝❡ a

!❤❡ ♠❛♣ ψpAqa ✐( ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❆ ♠❛♣ f : X Ñ Y ✐( ❝❛❧❧❡❞ ❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡ ✐❢ ❢♦0 ❛♥② ❞❡0✐✈❡❞ ❛✣♥❡ (❝❤❡♠❡ T ❛♥❞ ❛♥② ♠❛♣ T Ñ Y ✱

!❤❡ ✜❜0❡ ♣0♦❞✉❝! X ˆY T ✐( ❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ (❛② !❤❛! ❛ ❞❡0✐✈❡❞ (!❛❝❦ X ❤❛( ❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐❢ !❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠♦0♣❤✐(♠ X Ñ XˆX
✐( ❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡✳

❘❡♠❛$❦ ✵✳✽✳ ❆ ❞❡0✐✈❡❞ (!❛❝❦ X ❤❛( ❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐❢ ❢♦0 ❛♥② A ❛♥❞ a !❤❡ ♠❛♣ ψpAqa ✐(

❢✉❧❧② ❢❛✐!❤❢✉❧✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧(♦ 0❡♣❤0❛(❡ !❤❡ ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✳ ❆ (!❛❝❦ ✐(

❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡ ✐❢ ✐! ❞♦❡( ♥♦! ❞❡!❡❝! !❤❡ ❞✐✛❡0❡♥❝❡ ❜❡!✇❡❡♥

colim
n

Spec
´
A{an1 , . . . , anp

¯
❛♥❞ Spec

´
lim
n
A{an1 , . . . , anp

¯

❊①❛♠♣❧❡ ✵✳✾✳ ❆♥② ❞❡0✐✈❡❞ ❛✣♥❡ (❝❤❡♠❡ ✐( ❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡✳ ❆♥♦!❤❡0 ✐♠♣♦0!❛♥! ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛❧❣❡❜0❛✐(✲

❛❜❧❡ (!❛❝❦ ✐( !❤❡ (!❛❝❦ ♦❢ ♣❡0❢❡❝! ❝♦♠♣❧❡①❡(✳ ■♥ ❬❇❤❛❪✱ ❇❤❛0❣❛✈ ❇❤❛!! ❣✐✈❡( (♦♠❡ ♠♦0❡ ❡①❛♠♣❧❡( ♦❢

❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡ ✭♥♦♥✲❞❡0✐✈❡❞✮ (!❛❝❦( ✕ ❛❧!❤♦✉❣❤ ♦✉0 ❞❡✜♥✐!✐♦♥ (❧✐❣❤!❧② ❞✐✛❡0( ❢0♦♠ ❤✐(✳ ❍❡ ♣0♦✈❡( !❤❛!

❛♥② :✉❛(✐✲❝♦♠♣❛❝! :✉❛(✐✲(❡♣❛0❛!❡❞ ❛❧❣❡❜0❛✐❝ (♣❛❝❡ ✐( ❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❧(♦ ♣0♦✈✐❞❡( ✇✐!❤ ❡①❛♠♣❧❡(

♦❢ ♥♦♥✲❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡ (!❛❝❦(✳ ▲❡! ✉( ♥❛♠❡ KpGm, 2q ✕ !❤❡ ❊✐❧❡♥❜❡0❣✲▼❛❝❧❛♥❡ ❝❧❛((✐❢②✐♥❣ (!❛❝❦ ♦❢ Gm ✕

❛( ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥♦♥✲❛❧❣❡❜0❛✐(❛❜❧❡ (!❛❝❦✳ ❆❧❣❡❜0❛✐(❛❜✐❧✐!② ♦❢ ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦0❞ (!❛❝❦( ✐( ❛❧(♦ ❧♦♦❦ ❛!

✐♥ ❬❉❆●✲❳■■❪✳

✽



❈❤❛♣$❡& ✶

❈❛"❡❣♦&✐❝❛❧ &❡*✉❧"*

✶✳✶ ❚❛$❡ ♦❜❥❡❝$*

■♥ "❤✐% %✉❜%❡❝"✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❝❛"❡❣♦0② ♦❢ ❚❛"❡ ♦❜❥❡❝"% ✐♥ ❛ %"❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦0②✳ ❲❡ ♣0♦✈❡

"❤❡♦0❡♠ ✷ ❝❧❛✐♠❡❞ ✐♥ "❤❡ ✐♥"0♦❞✉❝"✐♦♥✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ V✲%♠❛❧❧ %"❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦0②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❝❛"❡❣♦0② TateU0 pCq ♦❢ ♣✉0❡

❚❛"❡ ♦❜❥❡❝"% ✐♥ C ❛% "❤❡ ❢✉❧❧ %✉❜✲❝❛"❡❣♦0② ♦❢ ProU IndUpCq %♣❛♥♥❡❞ ❜② "❤❡ ✐♠❛❣❡% ♦❢ IndUpCq ❛♥❞

ProUpCq "❤0♦✉❣❤ "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢✉♥❝"♦0%✳ ❚❤❡ ❝❛"❡❣♦0② TateU0 pCq ♦❜✈✐♦✉%❧② %❛"✐%✜❡% "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥% ♦❢

❧❡♠♠❛ ✵✳✻ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❝❛"❡❣♦0② TateUelpCq ♦❢ ❡❧❡♠❡♥"❛0② ❚❛"❡ ♦❜❥❡❝"% ✐♥ C ❛% "❤❡ ❝♦♠♣❧❡"✐♦♥

TateUelpCq “
´
TateU0 pCq

¯st

❲❡ ❛❧%♦ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❝❛"❡❣♦0② TateUpCq ♦❢ ❚❛"❡ ♦❜❥❡❝"% ✐♥ C ❛% "❤❡ ✐❞❡♠♣♦"❡♥" ❝♦♠♣❧❡"✐♦♥ ♦❢ TateUelpCq✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧ ❡①❛❝" ❢✉♥❝"♦0% ❜❡"✇❡❡♥ %"❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦0✐❡%

TateUelpCq Ñ TateUpCq Ñ ProU IndUpCq

❘❡♠❛$❦ ✶✳✷✳ ◆♦"❡ "❤❛" TateUpCq ✐% V✲%♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥%"0✉❝"✐♦♥ TateUp´q ❞❡✜♥❡% ❛ ❢✉♥❝"♦0

CatV,st8 Ñ CatV,st,id8

■" ❝♦♠❡% ✇✐"❤ ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧ ✖ ✐❡ ♣♦✐♥"✇✐%❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧ ✖ ♥❛"✉0❛❧ "0❛♥%❢♦0♠❛"✐♦♥

CatV,st8
TateU

//

��

CatV,st,id8

��rz
CatV8

ProU IndU

// CatV8

❘❡♠❛$❦ ✶✳✸✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛"❡❧② %❡❡ "❤❛" "❤❡ ❢✉♥❝"♦0 TateU ♠❛♣ ❛♥② ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧ ❛♥❞ ❡①❛❝" ❢✉♥❝"♦0

C Ñ D ❜❡"✇❡❡♥ %"❛❜❧❡ ❝❛"❡❣♦0✐❡% "♦ ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧ ✭❛♥❞ ❡①❛❝"✮ ❢✉♥❝"♦0 TateUpCq Ñ TateUpDq✳
▲❡" ✉% ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ ✉♥✐✈❡0%❛❧ ♣0♦♣❡0"② ❢♦0 "❤❡ ❝❛"❡❣♦0② ♦❢ ♣✉0❡ ❚❛"❡ ♦❜❥❡❝"%✳ ❚❤❡ ♥❡①" "❤❡♦0❡♠

%"❛"❡% "❤❛" ❢♦0 ❛♥② p8, 1q✲❝❛"❡❣♦0② D ❛♥❞ ❛♥② ❝♦♠♠✉"❛"✐✈❡ ❞✐❛❣0❛♠

C //

��

IndUpCq

f

��
ProUpCq g

// D

✾



 ✉❝❤ $❤❛$ f ♣'❡ ❡'✈❡ U✲ ♠❛❧❧ ✜❧$❡'❡❞ ❝♦❧✐♠✐$ ❛♥❞ g ♣'❡ ❡'✈❡ U✲ ♠❛❧❧ ❝♦✜❧$❡'❡❞ ❧✐♠✐$ $❤❡'❡ ❡①✐ $ 

❛♥ ❡  ❡♥$✐❛❧❧② ✉♥✐4✉❡ ❢✉♥❝$♦' TateU0 pCq Ñ D  ✉❝❤ $❤❛$ f ❛♥❞ g ❛'❡ '❡ ♣❡❝$✐✈❡❧② ❡4✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ $❤❡

❝♦♠♣♦ ✐$❡ ❢✉♥❝$♦' 

IndUpCq Ñ TateU0 pCq Ñ D

ProUpCq Ñ TateU0 pCq Ñ D

❚❤✐ ✉♥✐✈❡' ❛❧ ♣'♦♣❡'$② ✇❛ ❞✐ ❝♦✈❡'❡❞ ❞✉'✐♥❣ ❛ ❞✐ ❝✉  ✐♦♥ ✇✐$❤ ▼✐❝❤❛❡❧ ●';❝❤❡♥✐❣✱ ✇❤♦♠ $❤❡ ❛✉$❤♦'

$❤❛♥❦ ❣'❡❛$❧②✳ ❚♦  $❛$❡ ❢♦'♠❛❧❧② $❤✐ ♣'♦♣❡'$②✱ ❧❡$ ✉ ✜①  ♦♠❡ ♥♦$❛$✐♦♥ ✳ ▲❡$ i : IndUpCq Ñ TateU0 pCq
❛♥❞ p : ProUpCq Ñ TateU0 pCq ❞❡♥♦$❡ $❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥❝❧✉ ✐♦♥ ✳ ▲❡$ ❛❧ ♦ FcttpTateU0 pCq,Dq ❞❡♥♦$❡ $❤❡

❢✉❧❧  ✉❜❝❛$❡❣♦'② ♦❢ FctpTateU0 pCq,Dq  ♣❛♥♥❡❞ ❜② $❤♦ ❡ ❢✉♥❝$♦' ξ  ✉❝❤ $❤❛$

• ❚❤❡ ❝♦♠♣♦ ✐$❡ ❢✉♥❝$♦' ξi ♠❛♣ ✜❧$❡'❡❞ ❝♦❧✐♠✐$ ❞✐❛❣'❛♠ $♦ ❝♦❧✐♠✐$ ❞✐❛❣'❛♠ ✳

• ❚❤❡ ❝♦♠♣♦ ✐$❡ ❢✉♥❝$♦' ξp ♠❛♣ ❝♦✜❧$❡'❡❞ ❧✐♠✐$ ❞✐❛❣'❛♠ $♦ ❧✐♠✐$ ❞✐❛❣'❛♠ ✳

▲❡$ ❛❧ ♦ FctmpC,Dq ❞❡♥♦$❡ $❤❡ ❝❛$❡❣♦'② ♦❢ ❢✉♥❝$♦' g : C Ñ D  ✉❝❤ $❤❛$

• ❋♦' ❛♥② ✜❧$❡'❡❞ ❞✐❛❣'❛♠ K Ñ C✱ $❤❡ ❝♦♠♣♦ ✐$❡ ❞✐❛❣'❛♠ K Ñ C Ñ D ❛❞♠✐$ ❛ ❝♦❧✐♠✐$ ✐♥ D✳

• ❋♦' ❛♥② ❝♦✜❧$❡'❡❞ ❞✐❛❣'❛♠ Kop Ñ C✱ $❤❡ ❝♦♠♣♦ ✐$❡ ❞✐❛❣'❛♠ Kop Ñ C Ñ D ❛❞♠✐$ ❛ ❧✐♠✐$ ✐♥

D✳

❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✹✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ V✲&♠❛❧❧ &"❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦,②✳ ❋♦, ❛♥② p8, 1q✲❝❛"❡❣♦,② D✱ "❤❡ ,❡&",✐❝"✐♦♥

❢✉♥❝"♦, ✐♥❞✉❝❡& ❛♥ ❡7✉✐✈❛❧❡♥❝❡

FcttpTateU0 pCq,Dq // FctmpC,Dq

)$♦♦❢✳ ▲❡$ ✉  ❤♦'$❡♥ $❤❡ ♥♦$❛$✐♦♥ ✿

IC “ IndUpCq PC “ ProUpCq T “ TateU0 pCq PIC “ ProUpIndUpCqq

❘❡❝❛❧❧ $❤❛$ PpDq ❞❡♥♦$❡ $❤❡ p8, 1q✲❝❛$❡❣♦'② ♦❢  ✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♣'❡ ❤❡❛✈❡ ♦♥ D✳ ❚❤❡ '❡ $'✐❝$✐♦♥ ❢✉♥❝$♦'

FctpPIC,PpDqq Ñ FctpTC,PpDqq ❛❞♠✐$ ❛ ❧❡❢$ ❛❞❥♦✐♥$ ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ❧❡❢$ ❑❛♥ ❡①$❡♥ ✐♦♥✳ ❚❤❡ '❡ $'✐❝$✐♦♥

❢✉♥❝$♦' FctpPIC,PpDqq Ñ FctpIC,PpDqq ❛❞♠✐$ ❛ '✐❣❤$ ❛❞❥♦✐♥$✱ ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ '✐❣❤$ ❑❛♥ ❡①$❡♥ ✐♦♥✳

▲❡$ ✉ ✜① $❤❡✐' ♥♦$❛$✐♦♥

FctpTC,PpDqq
δ //

FctpPIC,PpDqq
β //

γ
oo FctpIC,PpDqq

α
oo

$❤❡ ❧❡❢$ ❛❞❥♦✐♥$ ❜❡✐♥❣ '❡♣'❡ ❡♥$❡❞ ❛❜♦✈❡ $❤❡✐' '✐❣❤$ ❛❞❥♦✐♥$✳ ◆♦$❡ $❤❛$ ❜♦$❤ α ❛♥❞ δ ❛'❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐$❤❢✉❧✳

▲❡$ ❛❧ ♦ τ ❞❡♥♦$❡ $❤❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐$❤❢✉❧ ❢✉♥❝$♦'

FctmpC,Dq » FctcpIC,Dq ˆ
FctpC,Dq

FctlpPC,Dq τ // FctpIC,PpDqq ˆ
FctpC,PpDqq

FctlpPC,PpDqq » FctpIC,PpDqq

✇❤❡'❡ Fctc ✭'❡ ♣✳ Fctl✮ ❞❡♥♦$❡ $❤❡ ❝❛$❡❣♦'② ♦❢ ❢✉♥❝$♦' ♣'❡ ❡'✈✐♥❣ ✜❧$❡'❡❞ ❝♦❧✐♠✐$ ✭'❡ ♣✳ ❝♦✜❧$❡'❡❞

❧✐♠✐$ ✮ ✇❤✐❝❤ ❡①✐ $ ✐♥ $❤❡  ♦✉'❝❡✳ ❲❡ ✉ ❡ ❤❡'❡ $❤❛$ $❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ D Ñ PpDq ♣'❡ ❡'✈❡ ❧✐♠✐$ ✳

▲❡$ θ ❜❡ $❤❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐$❤❢✉❧ ❢✉♥❝$♦'

FcttpTC,Dq θ // FctpTC,PpDqq

❚❤❡ ❝♦♠♣♦ ✐$❡ ❢✉♥❝$♦' βδ ✐ ♥♦$❤✐♥❣ ❜✉$ $❤❡ '❡ $'✐❝$✐♦♥ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥❝❧✉ ✐♦♥ IC Ñ TC✳ ■$

❢♦❧❧♦✇ $❤❛$ βδθ ❤❛ ✐♠❛❣❡ ✐♥ $❤❡ ❡  ❡♥$✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ τ ✳ ❖♥ $❤❡ ♦$❤❡' ❤❛♥❞✱ $❤❡ ❢✉♥❝$♦' γατ ❤❛ ✐♠❛❣❡

✐♥ $❤❡ ❡  ❡♥$✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ θ✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ❣❡$ ❛♥ ❛❞❥✉♥❝$✐♦♥

f : FcttpTC,Dq Õ FctmpC,Dq : g

✶✵



✇❤❡#❡ f ✐% ❧❡❢( ❛❞❥♦✐♥( (♦ g✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝(♦# g ✐% ❡2✉✐✈❛❧❡♥( (♦ (❤❡ #❡%(#✐❝(✐♦♥ ❢✉♥❝(♦# ❛♥❞ (❤❡ ✉♥✐(

(#❛♥%❢♦#♠❛(✐♦♥ fg Ñ idX ✐% (❤❡♥ ❛♥ ❡2✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱ ❛% ♦❜❥❡❝(% ♦❢ TC ❛#❡ ❡✐(❤❡# ♣#♦✲♦❜❥❡❝(%

♦# ✐♥❞✲♦❜❥❡❝(%✱ (❤❡ #❡%(#✐❝(✐♦♥ ❢✉♥❝(♦# f ✐% ❝♦♥%❡#✈❛(✐✈❡✳ ■( ❢♦❧❧♦✇% (❤❛( (❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❞❥✉♥❝(✐♦♥ ✐% ❛♥

❡2✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❈♦"♦❧❧❛"② ✶✳✺✳ ❚❤❡ ❝❛%❡❣♦(② ♦❢ ❚❛%❡ ♦❜❥❡❝%- ✐- ❡/✉✐✈❛❧❡♥% %♦ %❤❡ -♠❛❧❧❡-% -%❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦%❡♥%

❝♦♠♣❧❡%❡ ❢✉❧❧ -✉❜❝❛%❡❣♦(② ♦❢ IndU ProUpCq ❣❡♥❡(❛%❡❞ ❜② %❤❡ ✐♠❛❣❡- ♦❢ IndUpCq ❛♥❞ ProUpCq✳
)"♦♦❢✳ ❚❤✐% ❢♦❧❧♦✇% ❢#♦♠ (❤❡♦#❡♠ ✶✳✹ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ ✵✳✻✳

❘❡♠❛(❦ ✶✳✻✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐(❤❢✉❧ ❢✉♥❝(♦# j : TateU0 pCq Ñ ProU IndUpCq ♣#❡%❡#✈❡% ❜♦(❤ (❤❡ ❧✐♠✐(% ❛♥❞
❝♦❧✐♠✐(% ✇❤✐❝❤ ❡①✐%( ✐♥ TateU0 pCq✳ ▲❡( ✐♥❞❡❡❞ x̄ : K Ñ TateU0 pCq ❜❡ ❛ ❞✐❛❣#❛♠ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐(% ❛ ❝♦❧✐♠✐(

x P TateU0 pCq✳ ▲❡( ✉% ❞❡♥♦(❡ ❜② x1
❛ ❝♦❧✐♠✐( ♦❢ j x̄ ✐♥ ProU IndUpCq✳ ❲❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦# ❛♥② ❝♦✜❧(❡#❡❞

❞✐❛❣#❛♠ y :̄ Lop Ñ IndUpCq

MapProU IndUpCqpx1, lim ȳq » colim
l

colim
k

MapProU IndUpCqpj x̄, ȳq » colim
l

colim
k

MapTateU

0pCqpx̄, ȳq

» colim
l

MapTateU

0pCqpx, ȳq » colim
l

MapProU IndUpCqpx, ȳq

» colim
l

MapProU IndUpCqpx, ȳq » MapProU IndUpCqpx, lim ȳq

❲❡ %❤♦✇ %②♠♠❡(#✐❝❛❧❧② (❤❛( (❤❡ ✐♥❝❧✉%✐♦♥ TateU0 pCq Ñ IndU ProUpCq ♣#❡%❡#✈❡% ❧✐♠✐(%✳ ■( ❢♦❧❧♦✇% (❤❛(
❧✐♠✐(% ❛♥❞ ❝♦❧✐♠✐(% (❤❛( ❡①✐%( ✐♥ TateU0 pCq ❛#❡ ❡①❛❝(❧② (❤♦%❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢#♦♠ ❞✐❛❣#❛♠ ✐♥ ❡✐(❤❡# IndUpCq ♦#
ProUpDq✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ #❡❢♦#♠✉❧❛(❡ (❤❡ ✉♥✐✈❡#%❛❧ ♣#♦♣❡#(② ❢#♦♠ (❤❡♦#❡♠ ✶✳✹ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿ ❚❤❡ ❞❛(✉♠

♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉(❛(✐✈❡ %2✉❛#❡

C //

��

IndUpCq

f

��
ProUpCq g

// D

%✉❝❤ (❤❛( f ♣#❡%❡#✈❡% ✜❧(❡#❡❞ ❝♦❧✐♠✐(% ❛♥❞ g ♣#❡%❡#✈❡% ❝♦✜❧(❡#❡❞ ❧✐♠✐(% ✐% ❡2✉✐✈❛❧❡♥( (♦ (❤❛( ♦❢ ❛ ❢✉♥❝(♦#

TateU0 pCq Ñ D ♣#❡%❡#✈✐♥❣ ❜♦(❤ ✜❧(❡#❡❞ ❝♦❧✐♠✐(% ❛♥❞ ❝♦✜❧(❡#❡❞ ❧✐♠✐(% ✇❤✐❝❤ ❡①✐%( ✐♥ TateU0 pCq✳
)"♦♣♦,✐.✐♦♥ ✶✳✼✳ ▲❡% C ❜❡ ❛ V✲-♠❛❧❧ -%❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦%❡♥% ❝♦♠♣❧❡%❡ p8, 1q✲❝❛%❡❣♦(②✳ ❚❤❡(❡ ✐- ❛
-%❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦%❡♥% ❝♦♠♣❧❡%❡ p8, 1q✲❝❛%❡❣♦(② IndUpCq{C ✇❤♦ ✜%- ✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐✈❡ ❞✐❛❣(❛♠

C //

��

IndUpCq //

��

IndUpCq{C
“

ProUpCq // TateUpCq // IndUpCq{C

-✉❝❤ %❤❛% %❤❡ %✇♦ ❤♦(✐③♦♥%❛❧ ❧✐♥❡- ❛(❡ ❝♦✜❜(❡ -❡/✉❡♥❝❡- ✐♥ %❤❡ ❝❛%❡❣♦(② ♦❢ -%❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦%❡♥% ❝♦♠♣❧❡%❡

p8, 1q✲❝❛%❡❣♦(✐❡-✳
)"♦♦❢✳ ▲❡( ✉% ✜① (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦(❛(✐♦♥%

IVC “ IndVpCq IVIC “ IndV IndUpCq
IVPC “ IndV ProUpCq IVTC “ IndV TateUpCq

❚❤❡ ❝♦♠♠✉(❛(✐✈❡ %2✉❛#❡

C //

��

IndUpCq

��
ProUpCq // TateUpCq

✶✶



✐♥❞✉❝❡& '❤❡ &)✉❛+❡ ✭✶✮ ♦❢ ❛❞❥✉♥❝'✐♦♥& ❜❡'✇❡❡♥ ♣+❡&❡♥'❛❜❧❡ &'❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦+✐❡&

IVC
//

��

IVIC
//

f

��

ε
oo E

p

��

α
oo

IVPC
//

g

OO

IVTC
e

oo

OO

//
E 1

a
oo

q

OO

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡'❡ ♦♥ '❤❡ +✐❣❤' &✉❝❤ '❤❛' '❤❡ '✇♦ ❧✐♥❡&✱ ❢+♦♠ ❧❡❢' '♦ +✐❣❤'✱ ❛+❡ ❡①❛❝' &❡)✉❡♥❝❡&✳ ❲❡

❤❛✈❡ +❡♣+❡&❡♥'❡❞ ❤❡+❡ '❤❡ ❧❡❢' ❛❞❥♦✐♥'& ♦♥ '♦♣ ♦+ ♦♥ '❤❡ ❧❡❢' ♦❢ '❤❡✐+ +✐❣❤' ❛❞❥♦✐♥'✳ ❋+♦♠ ❬❇●❚✱ ✺✳✶✷

❛♥❞ ✺✳✶✸❪ ✇❡ &❡❡ '❤❛' ✐& &✉✣❝❡& '♦ ♣+♦✈❡ '❤❛' p ❛♥❞ q ❛+❡ ❡)✉✐✈❛❧❡♥❝❡&✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣+♦✈❡ '❤❡ &✉✣❝✐❡♥'

❛&&❡+'✐♦♥&

✭❛✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦+ p ✐& ❢✉❧❧② ❢❛✐'❤❢✉❧✳

✭❜✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦+ q ✐& ❝♦♥&❡+✈❛'✐✈❡✳

▲❡' ✉& &'❛+' ✇✐'❤ ❛&&❡+'✐♦♥ ✭❛✮✳ ❯&✐♥❣ ❬❇●❚✱ ✺✳✺❪✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ '❤❛' ❜♦'❤ a ❛♥❞ α ❛+❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐'❤❢✉❧✳ ■'

'❤✉& &✉✣❝❡& '♦ ♣+♦✈❡ '❤❡ ❡)✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ap » fα✳ ❚♦ ❞♦ &♦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ &❤♦✇ '❤❛' ❢♦+ ❛♥② ♦❜❥❡❝' x P IVIC✱

✐❢ εpxq ✈❛♥✐&❤❡&✱ '❤❡♥ &♦ ❞♦❡& efpxq✳ ▲❡' x̄ : K Ñ IndUpCq ❞❡♥♦'❡ ❛ V✲&♠❛❧❧ ✜❧'❡+❡❞ ❞✐❛❣+❛♠ ✇❤♦&❡

❝♦❧✐♠✐' ✐♥ IVIC ✐& x✳ ▲❡' ❛❧&♦ ȳ : Lop Ñ C ❜❡ ❛ U✲&♠❛❧❧ ❝♦✜❧'❡+❡❞ ❞✐❛❣+❛♠✳ ❲❡ ❞❡♥♦'❡ ❜② y ✐'& ❧✐♠✐' ✐♥

ProUpCq✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ efpxq ✐& '❤❡ ❢✉♥❝'♦+ ProUpCq Ñ sSets ♠❛♣♣✐♥❣ y '♦ '❤❡ &✐♠♣❧✐❝✐❛❧ &❡'

colim
kPK

colim
lPL

MapIndUpCqpȳplq, x̄pkqq » colim
lPL

colim
kPK

MapIndUpCqpȳplq, x̄pkqq

❖♥ '❤❡ ♦'❤❡+ ❤❛♥❞✱ '❤❡ ❛&&✉♠♣'✐♦♥ εpxq “ 0 ✐♠♣❧✐❡& '❤❛' ❢♦+ ❛♥② c P C✱ '❤❡ &♣❛❝❡

colim
kPK

MapIndUpCqpc, x̄q

✐& ❝♦♥'+❛❝'✐❜❧❡✳ ■' ❢♦❧❧♦✇& '❤❛' efpxq ✈❛♥✐&❤❡&✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦❝✉& ♦♥ ❛&&❡+'✐♦♥ ✭❜✮✳ ❙✐♥❝❡ q ♣+❡&❡+✈❡&

❡①❛❝' &❡)✉❡♥❝❡& ❛♥❞ a ✐& ❢✉❧❧② ❢❛✐'❤❢✉❧✱ ✐' &✉✣❝❡& '♦ ♣+♦✈❡ '❤❛' ✐❢ z P IVTC ✐& &✉❝❤ '❤❛' ❜♦'❤ fpzq
❛♥❞ epzq ✈❛♥✐&❤✱ '❤❡♥ &♦ ❞♦❡& z✳ ❲❡ ❝❛♥ &❡❡ z ❛& ❛ ❢✉♥❝'♦+ TateUpCqop Ñ sSets ♣+❡&❡+✈✐♥❣ ✜♥✐'❡

❧✐♠✐'& ✇❤✐❧❡ fpzq ❛♥❞ epzq ❛+❡ ✐'& +❡&'+✐❝'✐♦♥ +❡&♣❡❝'✐✈❡❧② '♦ IndUpCqop ❛♥❞ ProUpCq✳ ❆& TateUpCq ✐&

❣❡♥❡+❛'❡❞ ❜② ✐♥❞✲ ❛♥❞ ♣+♦✲♦❜❥❡❝'& ✉♥❞❡+ ✜♥✐'❡ ❧✐♠✐'& ❛♥❞ +❡'+❛❝'&✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ '❤❛' z ✐& ❡)✉✐✈❛❧❡♥' '♦

0✳

❈♦"♦❧❧❛"② ✶✳✽✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ V✲&♠❛❧❧ &"❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦"❡♥" ❝♦♠♣❧❡"❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦0②✳ ❚❤❡ &♣❡❝"0✉♠ ♦❢

♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝"✐✈❡ ❑✲"❤❡♦0② ♦❢ TateUpCq ✐& "❤❡ &✉&♣❡♥&✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝"✐✈❡ K✲"❤❡♦0② ♦❢ C✿

KpTateUpCqq » ΣKpCq

❘❡♠❛0❦ ✶✳✾✳ ❚❤✐& ❝♦+♦❧❧❛+② ✐& ❛♥ 8✲❝❛'❡❣♦+✐❝❛❧ ✈❡+&✐♦♥ ♦❢ ❛ '❤❡♦+❡♠ ♦❢ ❙❤♦ ❙❛✐'♦ ✐♥ ❡①❛❝' 1✲❝❛'❡❣♦+✐❡&

✐♥ ❬❙❛✐❪✳

)"♦♦❢✳ ▲❡' ✉& ✉&❡ '❤❡ ♥♦'❛'✐♦♥& IC “ IndUpCq✱ PC “ ProUpCq ❛♥❞ TC “ TateUpCq✳ ❇❡❝❛✉&❡ '❤❡

❑✲'❤❡♦+② ❢✉♥❝'♦+ ♣+❡&❡+✈❡& ❝♦✜❜+❡ &❡)✉❡♥❝❡& ♦❢ &'❛❜❧❡ ❝❛'❡❣♦+✐❡& ✭&❡❡ ❬❇●❚✱ &❡❝'✳ ✾❪✮✱ ✇❡ ❣❡' '✇♦ ❡①❛❝'

&❡)✉❡♥❝❡& ✐♥ '❤❡ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦+② ♦❢ &♣❡❝'+❛

KpCq Ñ KpICq Ñ K

´
IndUpCq{C

¯

KpPCq Ñ KpTCq Ñ K

´
IndUpCq{C

¯

❚❤❡ ✈❛♥✐&❤✐♥❣ ♦❢ KpPCq ❛♥❞ KpICq ✕ &✐♥❝❡ '❤♦&❡ ❝❛'❡❣♦+✐❡& ❝♦♥'❛✐♥ ❝♦✉♥'❛❜❧❡ &✉♠& ✕ ❝♦♥❝❧✉❞❡& '❤❡

♣+♦♦❢✳

✶✷



▲❡♠♠❛ ✶✳✶✵✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ V✲&♠❛❧❧ &"❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦,② ✇✐"❤ ❛ ❢✉♥❝"♦, f : Cop Ñ C✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦, f

✐♥❞✉❝❡& ❛ ❢✉♥❝"♦,

f̃ :
´
ProV IndUpCq

¯op

Ñ ProV IndUpCq

✇❤✐❝❤ ♠❛♣& ✭❡❧❡♠❡♥"❛,②✮ U✲❚❛"❡ ♦❜❥❡❝"& "♦ ✭❡❧❡♠❡♥"❛,②✮ U✲❚❛"❡ ♦❜❥❡❝"&✳

■❢ ♠♦,❡♦✈❡, "❤❡ ❢✉♥❝"♦, f ✐& ❛♥ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ "❤❡♥ f̃ ✐♥❞✉❝❡& ❛♥ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡

´
TateUpCq

¯op

» TateUpCq

'(♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❛%❡❣♦(② ProV IndUpCq ❤❛* ❛❧❧ V✲*♠❛❧❧ ❧✐♠✐%* ❛♥❞ ❝♦❧✐♠✐%* ✖ ✐% ✐* %❤❡ ♦♣♣♦*✐%❡ ❝❛%❡❣♦(②

♦❢ ❛ V✲♣(❡*❡♥%❛❜❧❡ ❝❛%❡❣♦(②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ %❤❡ ❢✉♥❝%♦( f̃ ❛* %❤❡ ❡①%❡♥*✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦♠♣♦*✐%✐♦♥

C
op Ñ C Ñ ProV IndUpCq

■% ♠❛♣* ♦❜❥❡❝%* ♦❢ IndUpCq %♦ ♦❜❥❡❝%* ♦❢ ProUpCq Ă ProVpCq ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡(*❛ ❛♥❞ %❤❡(❡❢♦(❡ ♣(❡*❡(✈❡*
♣✉(❡ ❚❛%❡ ♦❜❥❡❝%*✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝%♦( f̃ ❛❧*♦ ♣(❡*❡(✈❡* ✜♥✐%❡ ❧✐♠✐%*✳ ■% ❢♦❧❧♦✇* %❤❛% ✐% ♣(❡*❡(✈❡* ❚❛%❡ ♦❜❥❡❝%*✳

❘❡♠❛,❦ ✶✳✶✶✳ ❆**✉♠❡ %❤❛% %❤❡ ❝❛%❡❣♦(② C ✐♥ ❛ ❝❧♦*❡❞ *②♠♠❡%(✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛%❡❣♦(② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡(②

♦❜❥❡❝% ✐* ❞✉❛❧✐*❛❜❧❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ *❡❡♥ %❤❛% ProV IndUpCq ✐* ❛❧*♦ *②♠♠❡%(✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧✳ ▲❡% f : Cop Ñ C

❜❡ %❤❡ ❢✉♥❝%♦( ❞❡✜♥❡❞ %❤(♦✉❣❤ %❤❡ ✐♥%❡(♥❛❧ ❤♦♠

fp´q “ HomCp´, 1q

❚❤❡ ❢✉♥❝%♦( f̃ ♦❢ %❤❡ ♣(❡✈✐♦✉* ❧❡♠♠❛ ✐* %❤❡♥ *❛%✐*✜❡* %❤❡ ❡A✉✐✈❛❧❡♥❝❡

Mappf̃pxq, yq » Mapp1, xb yq

❢✉♥❝%♦(✐❛❧❧② ✐♥ x, y P ProV IndUpCq✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✶✳✶✷✳ ▲❡% C ❜❡ ❛ V✲*♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛%❡❣♦(②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ %❤❡ ❢✉♥❝%♦(

TateU : FctpC,CatV,st8 q i //FctpIndUpCq,CatV,st8 q TateU ˝´ //FctpIndUpCq,CatV,st,id8 q

'(♦♣♦2✐/✐♦♥ ✶✳✶✸✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ V✲&♠❛❧❧ &"❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦,②✳ ❋♦, ❛♥② ❡❧❡♠❡♥"❛,② ❚❛"❡ ♦❜❥❡❝"& X P
TateUelpCq "❤❡,❡ ❡①✐&"& ❛ U✲&♠❛❧❧ ❝♦✜❧"❡,❡❞ ❞✐❛❣,❛♠ X̄ : Kop Ñ IndUpCq &✉❝❤ "❤❛"

• ❚❤❡ ♦❜❥❡❝" X ✐& ❛ ❧✐♠✐" ♦❢ X̄ ✐♥ ProU IndUpCq ❛♥❞

• ❋♦, ❛♥② k P K "❤❡ ❞✐❛❣,❛♠ ker
`
X̄ Ñ X̄pkq

˘
: k{Kop Ñ IndUpCq ❤❛& ✈❛❧✉❡& ✐♥ "❤❡ ❡&&❡♥"✐❛❧ ✐♠❛❣❡

♦❢ C✳

❘❡♠❛,❦ ✶✳✶✹✳ ❚♦ *%❛%❡ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣(♦♣♦*✐%✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥❢♦(♠❛❧ ✇❛②✱ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥%❛(② ❚❛%❡ ♦❜❥❡❝% X ❝❛♥

❜❡ (❡♣(❡*❡♥%❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛❣(❛♠ limα colimβ Xαβ *✉❝❤ %❤❛% ❢♦( ❛♥② α0✱ %❤❡ ❦❡(♥❡❧ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣(♦❥❡❝%✐♦♥

X Ñ colimβ Xα0β ✐* ❛❝%✉❛❧❧② ❛ ♣(♦✲♦❜❥❡❝%✳ ■% ✐♠♣❧✐❡* %❤❛% ❛♥② ❡❧❡♠❡♥%❛(② ❚❛%❡ ♦❜❥❡❝% X ✜%* ✐♥%♦ ❛♥

❡①❛❝% *❡A✉❡♥❝❡

Xp Ñ X Ñ Xi

✇❤❡(❡ Xp P ProUpCq ❛♥❞ Xi P IndUpCq✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①❛❝% *❡A✉❡♥❝❡ ✐* ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❧❛%%✐❝❡ ❢♦( X✳ ❚❤❡
❡①✐*%❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛%%✐❝❡* ❝❤❛(❛❝%❡(✐*❡* ❡❧❡♠❡♥%❛(② ❚❛%❡ ♦❜❥❡❝%*✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠♦(❡♦✈❡( ❞❡✜♥❡ ❛♥ 8✲❝❛%❡❣♦(✐❝❛❧
✈❡(*✐♦♥ ♦❢ ❙❛%♦✬* ●(❛**♠❛♥♥✐❛♥✿ ❛ ❢✉♥❝%♦( ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❚❛%❡ ♦❜❥❡❝% %♦ ✐%* ❝❛%❡❣♦(② ♦❢ ❧❛%%✐❝❡*✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✶✳✶✺✳ ▲❡% C ❜❡ ❛ V✲*♠❛❧❧ *%❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛%❡❣♦(②✳ ❋♦( ❛♥② ❡❧❡♠❡♥%❛(② ❚❛%❡ ♦❜❥❡❝% X P
TateUelpCq✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❛ ❚❛%❡ ❞✐❛❣(❛♠ ❢♦( X ❛♥② U✲*♠❛❧❧ ❝♦✜❧%❡(❡❞ ❞✐❛❣(❛♠ X̄ : Kop Ñ IndUpCq ❛*
✐♥ ♣(♦♣♦*✐%✐♦♥ ✶✳✶✸✳

✶✸



 !♦♦❢ ✭♦❢ ♣$♦♣♦%✐'✐♦♥ ✶✳✶✸✮✳ ▲❡' D ❞❡♥♦'❡ '❤❡ ❢✉❧❧ %✉❜❝❛'❡❣♦$② ♦❢ ProU IndUpCq %♣❛♥♥❡❞ ❜② '❤♦%❡

♦❜❥❡❝'% X %❛'✐%❢②✐♥❣ '❤❡ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣$♦♣♦%✐'✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛'❡❣♦$② D ♦❜✈✐♦✉%❧② ❝♦♥'❛✐♥% ❜♦'❤ '❤❡

❡%%❡♥'✐❛❧ ✐♠❛❣❡% ♦❢ IndUpCq ❛♥❞ ProUpCq✳ ■' %✉✣❝❡% '♦ ♣$♦✈❡ '❤❛' D ✐% %'❛❜❧❡ ❜② ❡①'❡♥%✐♦♥✳ ❲❡ %❡❡

'❤❛' ✐' ✐% %'❛❜❧❡ ❜② %❤✐❢'% ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ '❤✉% ❝♦♥%✐❞❡$ ❛♥ ❡①❛❝' %❡A✉❡♥❝❡ X Ñ X0 Ñ X1 ✐♥ ProU IndUpCq
%✉❝❤ '❤❛' ❜♦'❤ X0 ❛♥❞ X1 ❛$❡ ✐♥ D✳ ▲❡' X̄0 : K

op Ñ IndUpCq ❛♥❞ X̄1 : L
op Ñ IndUpCq ❜❡ ❛ U✲%♠❛❧❧

❝♦✜❧'❡$❡❞ ❞✐❛❣$❛♠% ♦❢ ✇❤♦♠ X0 ❛♥❞ X1 ❛$❡ ❧✐♠✐'% ✐♥ ProU IndUpCq✳ ❯%✐♥❣ ♣$♦♣♦%✐'✐♦♥ ✵✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥

❛%%✉♠❡ K “ L ❛♥❞ '❤❛' ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛❣$❛♠ Kop Ñ Fctp∆1, IndUpCqq ♦❢ ✇❤♦♠ '❤❡ ♠❛♣ X0 Ñ X1 ✐% ❛

❧✐♠✐'✳ ❈♦♥%✐❞❡$✐♥❣ '❤❡ ♣♦✐♥'✇✐%❡ ❦❡$♥❡❧✱ ✇❡ ❣❡' ❛ ❞✐❛❣$❛♠ X̄ : Kop Ñ IndUpCq ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐% ❛ ❧✐♠✐'✳

■' ♦❜✈✐♦✉%❧② %❛'✐%✜❡% '❤❡ $❡A✉✐$❡❞ ♣$♦♣❡$'②✳

✶✳✷ ❆❞❥✉♥❝)✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐) )-❛♥.❢♦-♠❛)✐♦♥

❲❡ ♣$♦✈❡ ❤❡$❡ ❛ $❡%✉❧' ❛❜♦✉' ❛❞❥✉♥❝'✐♦♥ ✉♥✐'% ❜❡'✇❡❡♥ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦$✐❡%✳ ❆ '$✉%'❢✉❧ $❡❛❞❡$ ❝♦✉❧❞ %❦✐♣

'❤✐% ♣❛$' ❛♥❞ $❡❢❡$ '♦ '❤❡ $❡%✉❧'% ✇❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✳

▲❡' C ❜❡ ❛ U✲%♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦$②✳ ▲❡' s : C{CatU8 Ñ CatV8 ❞❡♥♦'❡ '❤❡ ❝♦♥%'❛♥' ❢✉♥❝'♦$ C ❛♥❞

t '❤❡ '❛$❣❡' ❢✉♥❝'♦$ pC Ñ Dq ÞÑ D ✖ ❝♦♠♣♦%❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ✐♥❝❧✉%✐♦♥ CatU8 Ñ CatV8✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛'✐♦♥

♠❛♣

pCatU8q∆1 ˆ ∆1 Ñ CatU8 Ñ CatV8

❞❡✜♥❡ ❛ ♥❛'✉$❛❧ '$❛♥%❢♦$♠❛'✐♦♥ e : s Ñ t✳ ▲❡'

ş
t Ñ C{CatU8 ❞❡♥♦'❡ '❤❡ ❝♦❈❛$'❡%✐❛♥ ✜❜$❛'✐♦♥ ❝❧❛%%❢②✐♥❣

t✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ❝❧❛%%✐❢②✐♥❣ s ✐% '❤❡ ♣$♦❥❡❝'✐♦♥

ş
s “ C ˆC{CatU8 Ñ C{CatU8✳ ❲❡ ❝❛♥ '❤✉% ❝♦♥%✐❞❡$ '❤❡ ♠❛♣

E :
ş
s Ñ

ş
t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② e✳

❉❡✜♥✐*✐♦♥ ✶✳✶✳ ▲❡' ✉% ❞❡♥♦'❡ ❜② FC '❤❡ ❢✉♥❝'♦$

Cop ˆ
ş
t

ψ // Cop ˆ
´
C{CatU8

¯op

ˆ
ş
t

E // `ş
t
˘op ˆ

ş
t

Mapş
t // sSets

✇❤❡$❡ ψ ✐% ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ♦❜❥❡❝' ♦❢

C{CatU8✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳ ▲❡" f ❜❡ ❛ ❢✉♥❝"♦* C Ñ D ❜❡"✇❡❡♥ U✲-♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦*✐❡-✳ ■" ✐♥❞✉❝❡- ❛ ♠❛♣ D Ñ
ş
t✳

▼♦*❡♦✈❡* "❤❡ ❢✉♥❝"♦*

Cop ˆ D // Cop ˆ
ş
t

FC // sSets

✐- ❡9✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ❢✉♥❝"♦*

Cop ˆ D
fop,id // Dop ˆ D

Map
D // sSets

 !♦♦❢✳ ❚❤❡$❡ ✐% ❜② ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ❛ ♥❛'✉$❛❧ '$❛♥%❢♦$♠❛'✐♦♥ θ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ '✇♦ ❢✉♥❝'♦$% ❛' ❤❛♥❞✳ ❚♦ ❛♥②

♣❛✐$ pc, dq P Cop ˆ D✱ ✐' ❛%%♦❝✐❛'❡% '❤❡ ♥❛'✉$❛❧ ♠❛♣

MapDpfpcq, dq » Mapş
tC

ppf, fpcqq, pf, dqq Ñ Mapş
tC

ppidC , cq, pf, dqq

✇❤✐❝❤ ✐% ❛♥ ❡A✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭%❡❡ ❬❍❚❚✱ ✷✳✹✳✹✳✷❪✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦'❡ ❜② CatU,L8 '❤❡ %✉❜✲❝❛'❡❣♦$② ♦❢ CatU8 ♦❢ ❛❧❧ ❝❛'❡❣♦$✐❡% ❜✉' ♦♥❧② ❧❡❢' ❛❞❥♦✐♥' ❢✉♥❝'♦$%

❜❡'✇❡❡♥ '❤❡♠✳

 !♦♣♦1✐*✐♦♥ ✶✳✸✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ U✲-♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦*②✳ ❚❤❡*❡ ❡①✐-"- ❛ ❢✉♥❝"♦*

MC :
C{CatU8 Ñ MapCp´,´q{FctpC ˆ C

op, sSetsq

♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝"♦* f : C Ñ D "♦ "❤❡ ❢✉♥❝"♦* MapDpfp´q, fp´qq✳ ■" *❡-"*✐❝"- "♦ ❛ ❢✉♥❝"♦*

εC :
C{CatU,L8 Ñ id{FctpC, Cq

♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝"♦* f : C Ñ D ✇✐"❤ ❛ *✐❣❤" ❛❞❥♦✐♥" g "❤❡ ✉♥✐" "*❛♥-❢♦*♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❛❞❥✉♥❝"✐♦♥ id Ñ gf ✳

✶✹



 !♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥%✐❞❡( )❤❡ ❝♦♠♣♦%✐)✐♦♥

Cop ˆ C ˆ C{CatU8
E // Cop ˆ

ş
t

FC // sSets

■) ✐♥❞✉❝❡% ❛ ❢✉♥❝)♦(

C{CatU8 Ñ FctpC ˆ C
op, sSetsq

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ )❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ ♦❜❥❡❝) idC ✐% )❤❡ ❢✉♥❝)♦( MapCp´,´q✳ ❲❡ ❣❡) )❤❡ (❡7✉✐(❡❞

MC :
C{CatU8 Ñ MapCp´,´q{FctpC ˆ C

op, sSetsq

▲❡) i ❞❡♥♦)❡ )❤❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐)❤❢✉❧ ❢✉♥❝)♦(

FctpC, Cq Ñ FctpC,PpCqq » FctpC ˆ C
op, sSetsq

❚❤❡ (❡%)(✐❝)✐♦♥ ♦❢ MC )♦
C{CatU,L8 ❤❛% ✐♠❛❣❡ ✐♥ )❤❡ ❝❛)❡❣♦(② ♦❢ (✐❣❤) (❡♣(❡%❡♥)❛❜❧❡ ❢✉♥❝)♦(% CˆCop Ñ

sSets✳ ■) )❤❡(❡❢♦(❡ ❢❛❝)♦(% )❤(♦✉❣❤ i ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡% )❤❡ ❢✉♥❝)♦(

εC :
C{CatU,L8 Ñ id{FctpC, Cq

❘❡♠❛$❦ ✶✳✹✳ ❚❤❡(❡ ✐% ❛ ❞✉❛❧ %)❛)❡♠❡♥) )♦ ♣(♦♣♦%✐)✐♦♥ ✶✳✸✳ ◆❛♠❡❧②✱ )❤❡(❡ ❡①✐%)% ❛ ❢✉♥❝)♦(

CatU8{C Ñ FctpC ˆ C
op, sSetsq{MapCp´,´q

✇❤✐❝❤ (❡%)(✐❝)% )♦ ❛ ❢✉♥❝)♦(

ηC : CatU,L8 {C Ñ FctpC, Cq{idC
♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❧❡❢) ❛❞❥♦✐♥) f )♦ )❤❡ ❝♦✉♥✐) )(❛♥%❢♦(♠❛)✐♦♥ fg Ñ idC ✖ ✇❤❡(❡ g ✐% )❤❡ (✐❣❤) ❛❞❥♦✐♥) ♦❢ f ✳

 !♦♣♦&✐(✐♦♥ ✶✳✺✳ ▲❡( K ❜❡ ❛ U✲+♠❛❧❧ ✜❧(❡$❡❞ +✐♠♣❧✐❝✐❛❧ +❡(✳ ▲❡( D̄ : pKŹqop Ñ CatV,L8 ❜❡ ❛ ❞✐❛❣$❛♠✳

▲❡( D ❜❡ ❛ ❧✐♠✐( ♦❢ Kop Ñ pKŹqop Ñ CatV,L8 ✳ ▲❡( ❛❧+♦ C P Cat8 ❜❡ (❤❡ ❝♦♥❡ ♣♦✐♥( ♦❢ D̄✳ ■❢ (❤❡

❝❛(❡❣♦$② C ❛❞♠✐(+ Kop
✲✐♥❞❡①❡❞ ❧✐♠✐(+ (❤❡♥ (❤❡ ♥❛(✉$❛❧ ❢✉♥❝(♦$ f : C Ñ D ❛❞♠✐(+ ❛ $✐❣❤( ❛❞❥♦✐♥(✳ ❚❤✐+

$✐❣❤( ❛❞❥♦✐♥( ✐+ (❤❡ ❧✐♠✐( ✐♥ FctpD, Cq ♦❢ ❛ Kop
✲❞✐❛❣$❛♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② D̄✳

 !♦♦❢✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣(❛♠ D̄ ❝♦((❡%♣♦♥❞% )♦ ❛ ❞✐❛❣(❛♠ D̃ : Kop Ñ C{CatU8✳ ▲❡) ✉% ❝♦♥%✐❞❡( )❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦
❞✐❛❣(❛♠ ş

ptC ˝ D̃q //

��

ş
t

��
Kop D̃ // C{CatU8

❚❤❡ ❝❛%❡❣♦(② D ❜❡✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐% ♦❢ D̃✱ %❤❡(❡ ✐1 ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛%✉(❛❧ %(❛♥1❢♦(♠❛%✐♦♥ ❢(♦♠ %❤❡ ❝♦♥1%❛♥%

❞✐❛❣(❛♠ D : Kop Ñ CatU8 %♦ t ˝ D̃✳ ■% ✐♥❞✉❝❡1 ❛ ♠❛♣ p : Kop ˆ D Ñ
ş
t ˝ D̃✳ ▲❡% ✉1 %❤❡♥ ❝♦♥1✐❞❡( %❤❡

❝♦♠♣♦1✐%❡ ❢✉♥❝%♦(

Cop ˆKop ˆ D
p // Cop ˆ

ş
t ˝ D̃ // Cop ˆ

ş
t

FC // sSets

❲❡ ❣❡% ❛ ❢✉♥❝%♦( ψ P FctpKop,FctpD ˆ Cop, sSetsqq✳ ■% ♠❛♣1 ❛ ✈❡(%❡① k P K %♦ %❤❡ ❢✉♥❝%♦(

MapDk
pfkp´q, pkp´qq ✖ ✇❤❡(❡ fk : C Ñ Dk ✐1 D̃pkq ❛♥❞ pk : D Ñ Dk ✐1 %❤❡ ♣(♦❥❡❝%✐♦♥✳ ❋♦( ❡✈❡(② k✱

%❤❡ ❢✉♥❝%♦( fk ❛❞♠✐%1 (✐❣❤% ❛❞❥♦✐♥%✳ ■% ❢♦❧❧♦✇1 %❤❛% ψ ❤❛1 ✈❛❧✉❡1 ✐♥ %❤❡ ❢✉❧❧ 1✉❜✲❝❛%❡❣♦(② FctpD, Cq ♦❢
FctpD ˆ Cop, sSetsq 1♣❛♥♥❡❞ ❜② (✐❣❤% (❡♣(❡1❡♥%❛❜❧❡ ❢✉♥❝%♦(1✿

ψ : Kop Ñ FctpD, Cq

✶✺



▲❡" g ❜❡ ❛ ❧✐♠✐" ♦❢ ψ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣.♦✈❡ "❤❛" g ✐1 ✐♥❞❡❡❞ ❛ .✐❣❤" ❛❞❥♦✐♥" ♦❢ f : C Ñ D✳ ❲❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞✱ ✉1✐♥❣

"❤❡ 1❛♠❡ ♣.♦❝❡11 ❛1 ❢♦. ψ✱ ❛ ❞✐❛❣.❛♠

pKŹqop Ñ FctpC, Cq

✇❤✐❝❤ ❝♦..❡1♣♦♥❞1 "♦ ❛ ❞✐❛❣.❛♠ µ : Kop Ñ idC{FctpC, Cq✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦1✐"✐♦♥

Kop Ñ idC{FctpC, Cq Ñ FctpC, Cq

✐1 ♠♦.❡♦✈❡. ❡:✉✐✈❛❧❡♥" "♦

Kop ψÑ FctpD, Cq ´˝fÑ FctpC, Cq
❚❤❡ ❧✐♠✐" ♦❢ µ "❤❡.❡❢♦.❡ ❞❡✜♥❡1 ❛ ♥❛"✉.❛❧ ".❛♥1❢♦.♠❛"✐♦♥ idC Ñ fg✳ ■" ❡①❤✐❜✐"1 g ❛1 ❛ .✐❣❤" ❛❞❥♦✐♥" "♦

f ✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳ ▲❡" K ❜❡ ❛ ✜❧"❡'❡❞ )✐♠♣❧✐❝✐❛❧ )❡" ❛♥❞ ❧❡" C̄ : K Ñ Cat8 ❜❡ ❛ ❞✐❛❣'❛♠✳ ❋♦' ❛♥② k P K
✇❡ ✇✐❧❧ ✇'✐"❡ Ck ✐♥)"❡❛❞ ♦❢ C̄pkq✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧)♦ ✇'✐"❡ C ❢♦' ❛ ❝♦❧✐♠✐" ♦❢ C̄✳ ❊✈❡'② ♦❜❥❡❝" ♦❢ C ✐) ✐♥ "❤❡

❡))❡♥"✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛" ❧❡❛)" ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢✉♥❝"♦') fk : Ck Ñ C✳ ❋♦' ❛♥② ♣❛✐' ♦❢ ♦❜❥❡❝") ✐♥ C✱ ✇❡

❝❛♥ ❛))✉♠❡ "❤❡② ❛'❡ "❤❡ ✐♠❛❣❡) ♦❢ x ❛♥❞ y ✐♥ Ck ❢♦' )♦♠❡ k✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

MapCpfkpxq, fkpyqq » colim
φ : kÑl

MapCl
pC̄pφqpxq, C̄pφqpyqq

'(♦♦❢✳ ❚❤✐1 ✐1 ❛ 1✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥✱ ✉1✐♥❣ "❤❛" ✜♥✐"❡ 1✐♠♣❧✐❝✐❛❧ 1❡"1 ❛.❡ ❝♦♠♣❛❝" ✐♥ Cat8✳

MapCpfkpxq, fkpyqq » Mapp∆1, Cq ˆ
Mapp˚>˚,Cq

tpfkpxq, fkpyqqu

» colim
φ : kÑl

˜
Mapp∆1, Clq ˆ

Mapp˚>˚,Clq
tpC̄pφqpxq, C̄pφqpyqqu

¸

» colim
φ : kÑl

MapCl
pC̄pφqpxq, C̄pφqpyqq

▲❡♠♠❛ ✶✳✼✳ ▲❡" K ❜❡ ❛ V✲)♠❛❧❧ ✜❧"❡'❡❞ )✐♠♣❧✐❝✐❛❧ )❡" ❛♥❞ ❧❡" C̄ : K Ñ CatV8 ❜❡ ❛ ❞✐❛❣'❛♠ ♦❢ V✲)♠❛❧❧

❝❛"❡❣♦'✐❡)✳ ▲❡" ✉) ❛))✉♠❡ "❤❛" ❢♦' ❡❛❝❤ ✈❡'"❡① k P K "❤❡ ❝❛"❡❣♦'② Ck “ C̄pkq ❛❞♠✐") ✜♥✐"❡ ❝♦❧✐♠✐") ❛♥❞
"❤❛" "❤❡ "'❛♥)✐"✐♦♥ ♠❛♣) ✐♥ "❤❡ ❞✐❛❣'❛♠ C̄ ♣'❡)❡'✈❡ ✜♥✐"❡ ❝♦❧✐♠✐")✳ ❋♦' ❛♥② k Ñ l P K✱ ❧❡" ✉) ✜① "❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦"❛"✐♦♥)

colim C̄
i // IndVpcolim C̄q

Cl Ck
φkloo

uk

OO

jk

// IndVpCkq

ak

OO

fkl //
IndVpClq

gkl

oo

✇❤❡'❡ "❤❡ ❢✉♥❝"♦' ak ✐) Ind
Vpukq✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦' φkl ✐) "❤❡ "'❛♥)✐"✐♦♥ ♠❛♣ C̄pk Ñ lq✱ "❤❡ ❢✉♥❝"♦' fkl ✐)

IndVpφklq ❛♥❞ gkl ✐) ✐") '✐❣❤" ❛❞❥♦✐♥"✳
✭✐✮ ✭▲✉'✐❡✮ ❚❤❡ ❝❛"❡❣♦'② colim C̄ ❛❞♠✐") ✜♥✐"❡ ❝♦❧✐♠✐") ❛♥❞ ❢♦' ❛♥② k "❤❡ ❢✉♥❝"♦' uk ♣'❡)❡'✈❡) )✉❝❤

❝♦❧✐♠✐")✳ ■" ❢♦❧❧♦✇) "❤❛" ak ❛❞♠✐") ❛ '✐❣❤" ❛❞❥♦✐♥" bk✳

✭✐✐✮ ✭▲✉'✐❡✮ ❚❤❡ ♥❛"✉'❛❧ ❢✉♥❝"♦' IndVpcolim C̄q Ñ colim IndVpC̄q P PrL,V8 ✐) ❛♥ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤♦)❡

"✇♦ ❝❛"❡❣♦'✐❡) ❛'❡ ❛❧)♦ ❡C✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ❧✐♠✐" ♦❢ "❤❡ ❞✐❛❣'❛♠ IndVpC̄qR ♦❢ '✐❣❤" ❛❞❥♦✐♥")

IndVpC̄qR : K
IndVpC̄q //PrL,V8 »

´
PrR,V8

¯op

✶✻



✭✐✐✐✮ ❋♦" ❛♥② k P K✱ '❤❡ ❛❞❥✉♥❝'✐♦♥ '"❛♥/❢♦"♠❛'✐♦♥ jk Ñ bkakjk ✐/ ❛ ❝♦❧✐♠✐' ♦❢ '❤❡ ❞✐❛❣"❛♠

µk :
k{K

IndVpC̄q // Ind
VpCkq{CatV,L8

ε ˝jk // jk{FctpCk, IndVpCkqq

■❢ ♠♦"❡♦✈❡" K ✐/ U✲/♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐❢ ❢♦" ❛♥② k Ñ l P K✱ '❤❡ ♠❛♣ gkl : IndVpClq Ñ IndVpCkq "❡/'"✐❝'/ '♦
❛ ♠❛♣ g̃kl : IndUpClq Ñ IndUpCkq '❤❡♥

✭✐✈✮ ❋♦" ❛♥② k P K '❤❡ ❢✉♥❝'♦" bk "❡/'"✐❝'/ '♦ ❛ ❢✉♥❝'♦" b̃k : IndUpCq Ñ IndUpCkq✱ "✐❣❤' ❛❞❥♦✐♥' '♦
ãk “ IndUpukq✳ ▼♦"❡♦✈❡" ❢♦" ❛♥② k Ñ l '❤❡ ♠❛♣ g̃kl ✐/ ❛ "✐❣❤' ❛❞❥♦✐♥' '♦ f̃kl “ IndUpφklq✳

✭✈✮ ❚❤❡"❡ ❡①✐/'/ ❛ ❞✐❛❣"❛♠ IndUpC̄qR : Kop Ñ Cat8 ♠❛♣♣✐♥❣ k Ñ l '♦ g̃kl ✇❤♦/❡ ❧✐♠✐' /❛'✐/✜❡/

lim IndUpC̄qR » IndUpcolim C̄q

✭✈✐✮ ❋♦" ❛♥② k P K✱ '❤❡ ❛❞❥✉♥❝'✐♦♥ '"❛♥/❢♦"♠❛'✐♦♥ ̃k Ñ b̃kãk ̃k ✐/ ❛ ❝♦❧✐♠✐' ♦❢ '❤❡ ❞✐❛❣"❛♠

µ̃k :
k{K

IndUpC̄q // Ind
UpCkq{CatV,L8

ε ˝̃k // ̃k{FctpCk, IndUpCkqq

✇❤❡"❡ ̃k ✐/ '❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣ Ck Ñ IndUpCkq✳

 !♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜()* ✐*❡♠ ✐) ❬❍❚❚✱ ✺✳✺✳✼✳✶✶❪✳ ❚❤❡ )❡❝♦♥❞ ✐) ❛ ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ ❬❍❚❚✱ ✺✳✺✳✼✳✶✵✱ ✺✳✺✳✸✳✹ ❛♥❞

✺✳✺✳✸✳✶✽❪ ❛♥❞ ❬❍❆❧❣✱ ✻✳✸✳✼✳✾❪✳ ❈♦♥❝❡(♥✐♥❣ ✭✐✐✐✮✱ ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡( *❤❡ ❝♦❧✐♠✐* ♦❢ *❤❡ ❞✐❛❣(❛♠

k{K µk // jk{FctpCk, IndVpCkqq // MapCk
p´,´q{FctpCk ˆ C

op
k , sSetsq

❚❤✐) ❞✐❛❣(❛♠ ✐) ❡F✉✐✈❛❧❡♥* *♦

θ : k{K C̄ // Ck{CatU8
MCk // MapCk

p´,´q{FctpCk ˆ C
op
k , sSetsq

❋(♦♠ ❧❡♠♠❛ ✶✳✻✱ *❤❡ ❝♦❧✐♠✐* ♦❢ θ ✐) *❤❡ ❢✉♥❝*♦(

MapCpukp´q, ukp´qq »MapIndVpCqpiukp´q, iukp´qq
»MapIndVpCqpakjkp´q, akjkp´qq

✇❤❡(❡ C ❞❡♥♦*❡) ❛ ❝♦❧✐♠✐* ♦❢ C̄✳ ❚❤✐) ❝♦♥❝❧✉❞❡) *❤❡ ♣(♦♦❢ ♦❢ ✭✐✐✐✮ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉) ♦♥ ✭✐✈✮✳

▲❡* k Ñ l P K ❛♥❞ ❧❡* id Ñ gklfkl ❞❡♥♦*❡ ❛ ✉♥✐* ❢♦( *❤❡ ❛❞❥✉♥❝*✐♦♥✳ ■* (❡)*(✐❝*) *♦ ❛ ♥❛*✉(❛❧

*(❛♥)❢♦(♠❛*✐♦♥ id Ñ g̃klf̃kl ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐*) g̃kl ❛) ❛ (✐❣❤* ❛❞❥♦✐♥* *♦ f̃kl✳ ❯)✐♥❣ *❤❡ )❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐)♠✱

✐❢ *❤❡ ❢✉♥❝*♦( bk (❡)*(✐❝*) *♦ b̃k ❛) ♣(♦♠✐)❡❞ *❤❡♥ b̃k ✐) ✐♥❞❡❡❞ ❛ (✐❣❤* ❛❞❥♦✐♥* *♦ ãk✳ ■* *❤✉) )✉✣❝❡) *♦

♣(♦✈❡ *❤❛* *❤❡ ❢✉♥❝*♦( bki ❢❛❝*♦() *❤(♦✉❣❤ *❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥❝❧✉)✐♦♥ tk : IndUpCkq Ñ IndVpCkq✳ ❊✈❡(②

♦❜❥❡❝* ♦❢ C ✐) ✐♥ *❤❡ ❡))❡♥*✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ul ❢♦( )♦♠❡ k Ñ l P K✳ ■* ✐) *❤❡(❡❢♦(❡ ❡♥♦✉❣❤ *♦ )❡❡ *❤❛* ❢♦(

❛♥② k Ñ l✱ *❤❡ ❢✉♥❝*♦( bkiul ❢❛❝*♦() *❤(♦✉❣❤ tk✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉*❡

bkiul » bkaljl » gklblaljl » gklpcolimµlq

❚❤❡ ❞✐❛❣(❛♠ µl : l{K Ñ jl{FctpCl, IndVpClqq ❢❛❝*♦() ✐♥*♦

l{K µ̃l // ̃l{FctpCl, IndUpClqq tl // jl{FctpCl, IndVpClqq

❇❡❝❛✉)❡ gkl✱ g̃kl ❛♥❞ tl ♣(❡)❡(✈❡ U✲)♠❛❧❧ ✜❧*❡(❡❞ ❝♦❧✐♠✐*)✱ *❤❡ ❢✉♥❝*♦( bkiul ✐) *❤❡ ❝♦❧✐♠✐* ♦❢ *❤❡ ❞✐❛❣(❛♠

l{K µ̃l // ̃l{FctpCl, IndUpClqq tkg̃kl // tkg̃kl̃l{FctpCl, IndVpCkqq

✶✼



❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) tk ❛❧,♦ ♣)❡,❡)✈❡, U✲,♠❛❧❧ ✜❧'❡)❡❞ ❝♦❧✐♠✐', ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

bkiul » tkpcolim g̃kl ˝ µ̃lq

❚♦ ♣)♦✈❡ ✭✈✮✱ ✇❡ ✉,❡ ❬❍❆❧❣✱ ✻✳✷✳✸✳✶✽❪ '♦ ❞❡✜♥❡ '❤❡ ❞✐❛❣)❛♠ IndUpC̄qR✳ ■' '❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇, '❤❛' '❤❡
❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✭✐✐✮

lim IndVpC̄qR » IndVpcolim C̄q
)❡,')✐❝', '♦ '❤❡ )❡B✉✐)❡❞ ❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡❞✉❝❡ ✭✈✐✮ ❢)♦♠ '❤❡ ✭✐✐✐✮✳

❈♦"♦❧❧❛"② ✶✳✽✳ ▲❡& C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦.② ❛♥❞ ❧❡& F : C Ñ CatV,L8 ❜❡ ❛ ❢✉♥❝&♦.✳ ❋♦. ❛♥② c P C ❛♥❞

❛♥② f : c Ñ d P IndUpCq✱ &❤❡ ❢✉♥❝&♦.

IndU

C pF qpfq : IndUpF pcqq » IndU

C pF qpcq Ñ IndU

C pF qpdq

❛❞♠✐&9 ❛ .✐❣❤& ❛❞❥♦✐♥&✳

✶✳✸ ❈♦♠♣✉(❛(✐♦♥ (❡❝❤♥✐/✉❡0

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❡,'❛❜❧✐,❤ ❛ ❢❡✇ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ )✉❧❡, ❢♦) '❤❡ ❢✉♥❝'♦), IndU
❛♥❞ ProU

✳ ❆ ')✉,'❢✉❧ )❡❛❞❡)

♥♦' ✐♥'❡)❡,'❡❞ ✐♥ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦)② '❤❡♦)② ❝♦✉❧❞ ,❦✐♣ '❤✐, ,✉❜,❡❝'✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ❢♦) '❤❡ )❡,✉❧', ✇❤❡♥
♥❡❡❞❡❞✳ ▲❡' ✉, ,'❛)' ✇✐'❤ ❛ V✲,♠❛❧❧ 8✲❝❛'❡❣♦)② C✳ ▲❡' sC : C

∆1 Ñ C ❞❡♥♦'❡ '❤❡ ,♦✉)❝❡ ❢✉♥❝'♦) ✇❤✐❧❡

tC : C
∆1 Ñ C ❞❡♥♦'❡ '❤❡ '❛)❣❡' ❢✉♥❝'♦)✳ ❯,✐♥❣ ❬❍❚❚✱ ✷✳✹✳✼✳✶✶ ❛♥❞ ✷✳✹✳✼✳✺❪ ✇❡ ,❡❡ '❤❛' sC ✐, ❛ ❈❛)'❡,✐❛♥

✜❜)❛'✐♦♥ ❛♥❞ tC ✐, ❛ ❝♦❈❛)'❡,✐❛♥ ✜❜)❛'✐♦♥✳

❉❡✜♥✐.✐♦♥ ✶✳✶✳ ❧❡' C ❜❡ ❛ V✲,♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦)②✳ ▲❡' ✉, ❞❡♥♦'❡ ❜② UC : C
op Ñ CatV8 '❤❡ ❢✉♥❝'♦)

❝❧❛,,✐✜❡❞ ❜② sC ✳ ▲❡' ✉, ❞❡♥♦'❡ ❜② OC : C Ñ CatV8 '❤❡ ❢✉♥❝'♦) ❝❧❛,,✐✜❡❞ ❜② tC ✳

❘❡♠❛.❦ ✶✳✷✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) UC ♠❛♣ ❛♥ ♦❜❥❡❝' c P C '♦ '❤❡ ❝♦♠♠❛ ❝❛'❡❣♦)② c{C ❛♥❞ ❛♥ ❛))♦✇ c Ñ d '♦

'❤❡ ❢♦)❣❡'❢✉❧ ❢✉♥❝'♦)

d{C Ñ c{C
❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) OC ♠❛♣ ❛♥ ♦❜❥❡❝' c P C '♦ '❤❡ ❝♦♠♠❛ ❝❛'❡❣♦)② C{c ❛♥❞ ❛♥ ❛))♦✇ c Ñ d '♦ '❤❡ ❢♦)❣❡'❢✉❧

❢✉♥❝'♦)

C{c Ñ C{d
▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳ ▲❡& C ❜❡ ❛ V✲9♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦.②✳ ❚❤❡.❡ ✐9 ❛ ♥❛&✉.❛❧ ❡>✉✐✈❛❧❡♥❝❡

IndV

C pOCq » OIndVpCq

■& ✐♥❞✉❝❡9 ❛♥ ❡>✉✐✈❛❧❡♥❝❡

IndU

C pOCq » OIndUpCq

❘❡♠❛.❦ ✶✳✹✳ ❇❡❝❛✉,❡ ♦❢ ✭✐✐✮ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✶✳✼✱ ✐❢ '❤❡ ❝❛'❡❣♦)② C ❛❞♠✐', ❛❧❧ ✜♥✐'❡ ❝♦❧✐♠✐', '❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

lim
k

IndVpCq{ck » IndV

ˆ
colim
k

C{ck

˙
» IndVpCq{c

✇❤❡)❡ '❤❡ ❧✐♠✐' ♦♥ '❤❡ ❧❡❢' ❤❛♥❞ ,✐❞❡ ✐, ❝♦♠♣✉'❡❞ ✉,✐♥❣ ❜❛,❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝'♦),✳ ■❢ K ✐, U✲,♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐❢

IndUpCq ❛❞♠✐', ♣✉❧❧❜❛❝❦, '❤❡♥ ✐' )❡,')✐❝', '♦ ❛♥ ❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡

lim
k

IndUpCq{ck » IndUpCq{c

▲❡' ✉, ❛❧,♦ ♥♦'❡ '❤❛' '❤❡)❡ ✐, ❛ ❞✉❛❧ ,'❛'❡♠❡♥' '♦ ❧❡♠♠❛ ✶✳✸ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ProU
✿

ProU

C pOCq » OProUpCq

✶✽



 !♦♦❢✳ ▲❡" ✉$ ✜&$" ❝♦♥$✐❞❡& "❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❝❛"❡❣♦&②

C{IndVpCq //

q

��

IndVpCq∆1

source,target

��
C ˆ IndVpCq // IndVpCq ˆ IndVpCq

❚❤❡ ❢✉♥❝"♦& q : C{IndVpCq Ñ C ˆ IndVpCq Ñ IndVpCq ✐$ ❛ ❝♦❈❛&"❡$✐❛♥ ✜❜&❛"✐♦♥✳ ▲❡" p ❞❡♥♦"❡ "❤❡

❝♦❈❛&"❡$✐❛♥ ✜❜&❛"✐♦♥ p : E Ñ IndVpCq ❝❧❛$$✐✜❡❞ ❜② "❤❡ ❡①"❡♥$✐♦♥ ♦❢ OC

ÕC : IndVpCq Ñ CatV8

❚❤❡&❡ ✐$ ❛ ♥❛"✉&❛❧ ♠♦&♣❤✐$♠ ❢✉♥❝"♦& g : E Ñ C{IndVpCq ♦✈❡& IndVpCq✳ ■" ✐♥❞✉❝❡$ ❛♥ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡

✜❜❡&✇✐$❡ ❛♥❞ "❤❡&❡❢♦&❡ g ✐$ ❛♥ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ▲❡" D Ñ IndVpCq ❞❡♥♦"❡ ❛ ❝♦❈❛&"❡$✐❛♥ ✜❜&❛"✐♦♥ ❝❧❛$$✐❢②✐♥❣
"❤❡ ❢✉♥❝"♦&

IndV

C pOCq » IndV ˝
´
ÕC

¯
: IndVpCq Ñ Cat8

❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛❣&❛♠ ♦❢ ❝♦❈❛&"❡$✐❛♥ ✜❜&❛"✐♦♥ ♦✈❡& IndVpCq

D Ð E » C{IndVpCq Ñ IndVpCq∆1

❲❡ ❝♦♥$✐❞❡& "❤❡ &❡❧❛"✐✈❡ ❑❛♥ ❡①"❡♥$✐♦♥ D Ñ IndVpDq∆1

♦❢

C{IndVpCq Ñ IndVpCq∆1

✳ ❲❡ "❤✉$ ❤❛✈❡

"❤❡ &❡<✉✐&❡❞ ♥❛"✉&❛❧ "&❛♥$❢♦&♠❛"✐♦♥ T : IndV

C pOCq Ñ OIndVpCq✳

▲❡" ♥♦✇ c P IndVpCq✳ ▲❡" c : K Ñ C ❜❡ ❛ V✲$♠❛❧❧ ✜❧"❡&❡❞ ❞✐❛❣&❛♠ ✇❤♦$❡ ❝♦❧✐♠✐" ✐♥ IndVpCq ✐$ c✳
❚❤❡ ♠❛♣

T pcq : IndV

ˆ
colim
k

C{ck

˙
Ñ IndVpCq{c

✐$ ❡<✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ✐♥❞✲❡①"❡♥$✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✉♥✐✈❡&$❛❧ ♠❛♣

f : colim
k

C{ck Ñ IndVpCq{c
❋♦& ❡✈❡&② k P K✱ ❧❡" ✉$ ❞❡♥♦"❡ ❜② fk "❤❡ ♥❛"✉&❛❧ ❢✉♥❝"♦&

fk : C{ck Ñ IndVpCq{c
❯$✐♥❣ ❬❍❚❚✱ ✺✳✸✳✺✳✶✶❪✱ "♦ ♣&♦✈❡ T pcq ✐$ ❛♥ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✐" $✉✣❝❡$ "♦ $❡❡ "❤❛" ✿

• "❤❡ ❢✉♥❝"♦&$ fk ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡$ ✐♥ ❝♦♠♣❛❝" ♦❜❥❡❝"$✱

• "❤❡ ❢✉♥❝"♦& f ✐$ ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧✱

• ❛♥❞ "❤❡ ❢✉♥❝"♦& T pcq ✐$ ❡$$❡♥"✐❛❧❧② $✉&❥❡❝"✐✈❡✳
❚❤♦$❡ "❤&❡❡ ✐"❡♠$ ❛&❡ $"&❛✐❣❤"❢♦&✇❛&❞❧② ♣&♦✈❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ $"✐❧❧ ❡①♣❛♥❞ "❤❡ "❤✐&❞ ♦♥❡✳ ▲❡" "❤✉$ d P
IndVpCq ✇✐"❤ ❛ ♠❛♣ d Ñ c ✐♥ IndVpCq✳ ❚❤❡&❡ ❡①✐$"$ ❛ V✲$♠❛❧❧ ✜❧"❡&❡❞ ❞✐❛❣&❛♠ d : L Ñ C ✇❤♦$❡

❝♦❧✐♠✐" ✐♥ IndVpCq ✐$ d✳ ❋♦& ❡✈❡&② l P L "❤❡&❡ ❡①✐$"$ ❛♥ kplq $✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ♠❛♣ dl Ñ c ❢❛❝"♦&$ "❤&♦✉❣❤

ckplq Ñ c✳ ❚❤✐$ ✐♠♣❧✐❡$ "❤❛" d ✐$ ✐♥ "❤❡ ❡$$❡♥"✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ T pcq✳
❚❤❡ ❝♦♥$"&✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛"✉&❛❧ "&❛♥$❢♦&♠❛"✐♦♥ S : IndU

C pOCq Ñ OIndUpCq ✐$ $✐♠✐❧❛& "♦ "❤❛" ♦❢ T ✳ ■❢
c : K Ñ C ✐$ U✲$♠❛❧❧ "❤❡♥ "❤❡ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡

T pcq : IndV

ˆ
colim
k

C{ck

˙
„Ñ IndVpCq{c

&❡$"&✐❝"$ "♦ "❤❡ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡

Spcq : IndU

ˆ
colim
k

C{ck

˙
„Ñ IndUpCq{c

✶✾



▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ V✲&♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦,② ✇✐"❤ ❛❧❧ ♣✉&❤♦✉"&✳ ❚❤❡ ❈❛,"❡&✐❛♥ ✜❜,❛"✐♦♥

sC : C
∆1 Ñ C

✐& "❤❡♥ ❛❧&♦ ❛ ❝♦❈❛,"❡&✐❛♥ ✜❜,❛"✐♦♥✳

'(♦♦❢✳ ❚❤✐# ✐# ❛ ❝♦♥#❡)✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬❍❚❚✱ ✺✳✷✳✷✳✺❪✳

❘❡♠❛,❦ ✶✳✻✳ ■❢ C ✐# ❛♥ p8, 1q✲❝❛7❡❣♦9② ✇✐7❤ ❛❧❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦#✱ 7❤❡♥ 7❤❡ 7❛9❣❡7 ❢✉♥❝7♦9

tC : C
∆1 Ñ C

✐# ❛❧#♦ ❛ ❈❛97❡#✐❛♥ ✜❜9❛7✐♦♥✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✶✳✼✳ ▲❡7 C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛7❡❣♦9②✳ ■❢ C ❛❞♠✐7# ❛❧❧ ♣✉#❤♦✉7#✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦7❡ ❜② U>
C 7❤❡

❢✉♥❝7♦9 ❝❧❛##✐❢②✐♥❣ 7❤❡ ❝♦❈❛97❡#✐❛♥ ✜❜9❛7✐♦♥ sC ✿

U>
C : C Ñ CatV8

■❢ C ❛❞♠✐7# ❛❧❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦#✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦7❡ ❜② Oˆ
C
7❤❡ ❢✉♥❝7♦9 ❝❧❛##✐❢②✐♥❣ 7❤❡ ❈❛97❡#✐❛♥ ✜❜9❛7✐♦♥ tC ✿

Oˆ
C
: Cop Ñ CatV8

◆♦7❡ 7❤❛7 7❤♦#❡ 7✇♦ ❝♦♥#79✉❝7✐♦♥# ❛9❡ ♦❢ ❝♦✉9#❡ ❧✐♥❦❡❞ ✿ 7❤❡ ❢✉♥❝7♦9 Oˆ
C
✐# 7❤❡ ❝♦♠♣♦#✐7✐♦♥ ♦❢ U>

Cop

✇✐7❤ 7❤❡ ❢✉♥❝7♦9 p´qop : CatV8 Ñ CatV8✳

❘❡♠❛,❦ ✶✳✽✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝7♦9 U>
C ♠❛♣ ❛♥ ♦❜❥❡❝7 c 7♦ 7❤❡ ❝♦♠♠❛ ❝❛7❡❣♦9② c{C ❛♥❞ ❛ ♠❛♣ c Ñ d 7♦ 7❤❡

❢✉♥❝7♦9

´ >
c
d : c{C Ñ d{C

❚❤❡ ❢✉♥❝7♦9 Oˆ
C
♠❛♣# ❛ ♠♦9♣❤✐#♠ c Ñ d 7♦ 7❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❢✉♥❝7♦9

´
d̂
c : C{d Ñ C{c

▲❡♠♠❛ ✶✳✾✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ V✲&♠❛❧❧ 8✲❝❛"❡❣♦,② ✇✐"❤ ❛❧❧ ♣✉&❤♦✉"&✳ ❚❤❡,❡ ✐& ❛ ♥❛"✉,❛❧ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡

IndV

C pU>
Cq » U>

IndVpCq

■" ✐♥❞✉❝❡& ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡

IndU

C pU>
Cq » U>

IndUpCq

❘❡♠❛,❦ ✶✳✶✵✳ ❯♥✇✐♥❞✐♥❣ 7❤❡ ❞❡✜♥✐7✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ #7❛7❡❞ 7❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛ ❛# ❢♦❧❧♦✇#✳ ▲❡7 c̄ : K Ñ C ❜❡

❛ ✜❧7❡9❡❞ ❞✐❛❣9❛♠✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢✉♥❝7♦9

IndU

ˆ
colim
k

c̄k{C
˙

Ñ c{IndUpCq

✐# ❛♥ ❡)✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✕ ✇❤❡9❡ c ✐# ❛ ❝♦❧✐♠✐7 ♦❢ c̄ ✐♥ IndUpCq✳ ❯#✐♥❣ 9❡♠❛9❦ ✶✳✹✱ ✇❡ ❝❛♥ #❤♦✇# 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
#✐♠✐❧❛9 #7❛7❡♠❡♥7✳ ■❢ C ❛❞♠✐7# ♣✉❧❧❜❛❝❦# 7❤❡♥ 7❤❡9❡ ✐# ❛♥ ❡)✉✐✈❛❧❡♥❝❡

ProU

CoppU>
Copq » U>

ProUpCopq

'(♦♦❢✳ ❚❤✐# ✐# ✈❡9② #✐♠✐❧❛9 7♦ 7❤❡ ♣9♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶✳✸✳ ▲❡7 ✉# ✜9#7 ❢♦9♠ 7❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❝❛7❡❣♦9②

IndVpCq{C
π //

��

IndVpCq∆1

source,target

��
IndVpCq ˆ C // IndVpCq ˆ IndVpCq

✷✵



❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ q : IndVpCq{C Ñ IndVpCq ˆ C Ñ IndVpCq ✐+ ❛ ❝♦❈❛./❡+✐❛♥ ✜❜.❛/✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ +❤♦✇
/❤❡ +❛♠❡ ✇❛② ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ /❤❡ ♣.♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶✳✸ /❤❛/ ✐/ ✐+ ❝❧❛++✐✜❡❞ ❜② /❤❡ ❡①/❡♥+✐♦♥ ♦❢ U>

C

Ũ
>
C : IndVpCq Ñ CatV8

❚❤❡ ❢✉♥❝/♦. π ♣.❡+❡.✈❡+ ❝♦❈❛./❡+✐❛♥ ♠♦.♣❤✐+♠+ ❛♥❞ /❤❡.❡❢♦.❡ ✐♥❞✉❝❡+ ❛ ♥❛/✉.❛❧ /.❛♥+❢♦.♠❛/✐♦♥ Ũ
>
C Ñ

U>
IndVpCq✳ ❚❤✐+ /.❛♥+❢♦.♠❛/✐♦♥ ❡①/❡♥❞+ /♦ ❛ ♥❛/✉.❛❧ /.❛♥+❢♦.♠❛/✐♦♥

T : IndV

C pU>
Cq Ñ U>

IndVpCq

❚♦ ♣.♦✈❡ /❤❛/ T ✐+ ❛♥ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✐/ +✉✣❝❡+ /♦ ♣.♦✈❡ /❤❛/ ❢♦. ❡✈❡.② c P IndVpCq ❛♥❞ ❛♥② V✲+♠❛❧❧

✜❧/❡.❡❞ ❞✐❛❣.❛♠ c : K Ñ C ✇❤♦+❡ ❝♦❧✐♠✐/ ✐+ c✱ /❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝/♦.

T pcq : IndV

ˆ
colim
k

ck{C
˙

„Ñ c{IndVpCq

✐+ ❛♥ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

▲❡/ ✉+ ✜.+/ ❛++✉♠❡ /❤❛/ K ✐+ ❛ ♣♦✐♥/ ❛♥❞ /❤✉+ /❤❛/ c ❜❡❧♦♥❣ /♦ C✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢✉♥❝/♦.

c{C Ñ c{IndVpCq ✐+ ❢✉❧❧② ❢❛✐/❤❢✉❧ ❛♥❞ ✐/+ ✐♠❛❣❡ ✐+ ❝♦♥/❛✐♥❡❞ ✐♥ /❤❡ ❝❛/❡❣♦.② ♦❢ ❝♦♠♣❛❝/ ♦❜❥❡❝/+ ♦❢
c{IndVpCq✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝/♦.

T pcq : IndV

´
c{C

¯
Ñ c{IndVpCq

✐+ /❤❡.❡❢♦.❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐/❤❢✉❧ ✭+❡❡ ❬❍❚❚✱ ✺✳✸✳✺✳✶✶❪✮✳ ▲❡/ d P IndVpCq ✇✐/❤ ❛ ♠❛♣ c Ñ d✳ ▲❡/ d : L Ñ C

❜❡ ❛ V✲+♠❛❧❧ ✜❧/❡.❡❞ ❞✐❛❣.❛♠ ✇❤♦+❡ ❝♦❧✐♠✐/ ✐♥ IndVpCq ✐+ d✳ ❚❤❡.❡ ❡①✐+/ +♦♠❡ l0 P L +✉❝❤ /❤❛/ /❤❡
♠❛♣ c Ñ d ❢❛❝/♦.+ /❤.♦✉❣❤ dl0 Ñ d✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣.❛♠ l0{L Ñ C ✐+ ✐♥ /❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ F ❛♥❞ ✐/+ ❝♦❧✐♠✐/ ✐♥

IndVpCq ✐+ d✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝/♦. F ✐+ ❛❧+♦ ❡++❡♥/✐❛❧❧② +✉.❥❡❝/✐✈❡ ❛♥❞ /❤✉+ ❛♥ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■/ .❡+/.✐❝/+ /♦ ❛♥

❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡

IndU

´
c{C

¯
Ñ c{IndUpCq

▲❡/ ✉+ ❣♦ ❜❛❝❦ /♦ /❤❡ ❣❡♥❡.❛❧ ❝❛+❡ c P IndVpCq✳ ❚❤❡ /❛.❣❡/❡❞ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐+

IndV

ˆ
colim
k

ck{C
˙

» lim
k

ck{IndVpCq » c{IndVpCq

✇❤❡.❡ /❤❡ ❧✐♠✐/ ✐+ ❝♦♠♣✉/❡❞ ✉+✐♥❣ /❤❡ ❢♦.❣❡/❢✉❧ ❢✉♥❝/♦.+✳ ❚❤❡ +❛♠❡ ❛.❣✉♠❡♥/ ✇♦.❦+ ✇❤❡♥ .❡♣❧❛❝✐♥❣

V ❜② U✱ ✉+✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✶✳✼✱ ✐/❡♠ ✭✐✈✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✶✶✳ ▲❡& C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦.② ✇✐&❤ ❛❧❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦6✳ ▲❡& ✉6 ❞❡♥♦&❡ ❜② j &❤❡ ✐♥❝❧✉6✐♦♥

IndUpCq Ñ IPpCq “ IndU ProUpCq✳ ❚❤❡.❡ ✐6 ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐&❤❢✉❧ ♥❛&✉.❛❧ &.❛♥6❢♦.♠❛&✐♦♥

ΥC : ProU

CoppOˆ
C

q Ñ Oˆ
IPpCq ˝pjopq

❜❡&✇❡❡♥ ❢✉♥❝&♦.6 pIndUpCqqop Ñ CatU8

❘❡♠❛.❦ ✶✳✶✷✳ ❚♦ +/❛/❡ /❤✐+ ❧❡♠♠❛ ♠♦.❡ ✐♥❢♦.♠❛❧❧②✱ ❢♦. ❛♥② ✜❧/❡.❡❞ ❞✐❛❣.❛♠ c̄ : K Ñ C✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛

❢✉❧❧② ❢❛✐/❤❢✉❧ ❢✉♥❝/♦.

lim
k

ProU

´
C{̄ck

¯
Ñ IPpCq{jpcq

✇❤❡.❡ c ✐+ ❛ ❝♦❧✐♠✐/ ♦❢ c̄ ✐♥ IndUpCq✳ ❚❤✐+ ❧❡♠♠❛ ❤❛+ ❛♥ ✐♥❞✲✈❡.+✐♦♥✱ ❛❝/✉❛❧❧② ❡❛+✐❡. /♦ ♣.♦✈❡✳ ■❢
d̄ : Kop Ñ C ✐+ ♥♦✇ ❛ ❝♦✜❧/❡.❡❞ ❞✐❛❣.❛♠✱ /❤❡♥ /❤❡.❡ ✐+ ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐/❤❢✉❧ ❢✉♥❝/♦.

IndU

ˆ
colim
k

C{d̄k

˙
Ñ IPpCq{ipdq

✷✶



✇❤❡#❡ d ✐% ❛ ❧✐♠✐) ♦❢ d̄ ✐♥ ProUpCq✳ ❚♦ %)❛)❡ )❤❛) ❧❛%) ❢❛❝) ❢♦#♠❛❧❧②✱ ✐❢ C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛)❡❣♦#② ✇✐)❤ ❛❧❧
♣✉❧❧❜❛❝❦% )❤❡♥ )❤❡#❡ ✐% ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐)❤❢✉❧ ♥❛)✉#❛❧ )#❛♥%❢♦#♠❛)✐♦♥

ΞC : IndU

CoppOˆ
C

q Ñ Oˆ
IPpCq ˝piopq

✇❤❡#❡ i ✐% )❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥❝❧✉%✐♦♥ ProUpCq Ñ IPpCq✳

 !♦♦❢✳ ▲❡) ✉% ✜#%) ❝♦♥%✐❞❡# )❤❡ ❢✉♥❝)♦# ProU ˝Oˆ
C
: Cop Ñ CatV8✳ ■) ❝❧❛%%✐✜❡% )❤❡ ❈❛#)❡%✐❛♥ ✜❜#❛)✐♦♥

F ❞❡✜♥❡❞ ❛% )❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦

ProUpCq{C
F

��

// ProUpCq∆1

t
ProUpCq

��
C // ProUpCq

❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥❝❧✉%✐♦♥ ProUpCq Ñ IPpCq ❞❡✜♥❡% ❛ ❢✉♥❝)♦# f ✜))✐♥❣ ✐♥ )❤❡ ❝♦♠♠✉)❛)✐✈❡ ❞✐❛❣#❛♠

ProUpCq{C
f //

F

%%

IPpCq{C //

��

IPpCq∆1

tIPpCq

��
C // IPpCq

❋#♦♠ ❬❍❚❚✱ ✷✳✹✳✼✳✶✷❪ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ )❤❛) f ♣#❡%❡#✈❡% ❈❛#)❡%✐❛♥ ♠♦#♣❤✐%♠%✳ ■) )❤❡#❡❢♦#❡ ❞❡✜♥❡% ❛ ♥❛)✉#❛❧

)#❛♥%❢♦#♠❛)✐♦♥ uC ❢#♦♠ ProU ˝Oˆ
C
)♦ )❤❡ #❡%)#✐❝)✐♦♥ )♦ Cop

♦❢ Oˆ
IPpCq✳ ❙✐♥❝❡ O

ˆ
ProUpCq ˝pjopq ✐% )❤❡ #✐❣❤)

❑❛♥ ❡①)❡♥%✐♦♥ ♦❢ ✐)% #❡%)#✐❝)✐♦♥ )♦ Cop
✭%❡❡ #❡♠❛#❦ ✶✳✹✮✱ )❤✐% ❞❡✜♥❡% )❤❡ #❡K✉✐#❡❞ ♥❛)✉#❛❧ )#❛♥%❢♦#♠❛)✐♦♥

ΥC : ProU

CoppOˆ
C

q Ñ Oˆ
IPpCq ˝pjopq

❚♦ %❡❡ )❤❛) ❢♦# ❛♥② c P ProUpCq✱ )❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝)♦# ΥC
c ✐% ❢✉❧❧② ❢❛✐)❤❢✉❧✱ ✐) %✉✣❝❡% )♦ %❡❡ )❤❛) ❢♦# ❛♥②

c P C )❤❡ ❢✉♥❝)♦# uCc ✐% ❢✉❧❧② ❢❛✐)❤❢✉❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ♦❜✈✐♦✉%✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✶✸✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ %✐♠♣❧✐❝✐❛❧ %❡"✳ ■❢ C ✐% ❛ .✉❛%✐✲❝❛"❡❣♦3② "❤❡♥ "❤❡ ♠❛♣ ∆1 Ñ ∆2

‚ f // ‚ Ñ ‚ f //
''

‚
‚

77

✐♥❞✉❝❡% ❛♥ ✐♥♥❡3 ✜❜3❛"✐♦♥ p : C∆2 Ñ C∆1

✳ ■❢ ♠♦3❡♦✈❡3 C ❛❞♠✐"% ♣✉❧❧❜❛❝❦% "❤❡♥ p ✐% ❛ ❈❛3"❡%✐❛♥

✜❜3❛"✐♦♥✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✶✳✶✹✳ ▲❡) C ❜❡ ❛♥ p8, 1q✲❝❛)❡❣♦#② ✇✐)❤ ♣✉❧❧❜❛❝❦%✳ ▲❡) ✉% ❞❡♥♦)❡ ❜②

Bˆ
C
:

´
C
∆1

¯op

Ñ Cat8

)❤❡ ❢✉♥❝)♦# ❝❧❛%%✐✜❡❞ ❜② )❤❡ ❈❛#)❡%✐❛♥ ✜❜#❛)✐♦♥ p ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✸✳ ■❢ D ✐% ❛♥ p8, 1q✲❝❛)❡❣♦#② ✇✐)❤
♣✉%❤♦✉)%✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ %✐♠✐❧❛#❧②

B>
D : D∆1 Ñ Cat8

❘❡♠❛3❦ ✶✳✶✺✳ ▲❡) C ❜❡ ❛♥ 8✲❝❛)❡❣♦#② ✇✐)❤ ♣✉❧❧❜❛❝❦%✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝)♦# Bˆ
C
♠❛♣% ❛ ♠♦#♣❤✐%♠ f : x Ñ y

)♦ )❤❡ ❝❛)❡❣♦#②

f {̀ C{y
˘
♦❢ ❢❛❝)♦#✐%❛)✐♦♥% ♦❢ f ✳ ■) ♠❛♣% ❛ ❝♦♠♠✉)❛)✐✈❡ %K✉❛#❡

x
f

//

��

y

��
z

g // t

✷✷



 ❡❡♥ ❛ ❛ ♠♦&♣❤✐ ♠ f Ñ g ✐♥ C∆1

*♦ *❤❡ ❜❛ ❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝*♦&

pz Ñ a Ñ tq ÞÑ px Ñ a
t̂
y Ñ yq

 !♦♦❢ ✭♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✸✮✳ ❋♦& ❡✈❡&② 0 ă i ă n ❛♥❞ ❡✈❡&② ❝♦♠♠✉*❛*✐✈❡ ❞✐❛❣&❛♠

Λni
//

��

C∆2

p

��

∆n // C∆1

✇❡ ♠✉ * ❜✉✐❧❞ ❛ ❧✐❢* ∆n Ñ C∆2

✳ ❚❤❡ ❞❛*✉♠ ♦❢  ✉❝❤ ❛ ❧✐❢* ✐ ❡<✉✐✈❛❧❡♥* *♦ *❤❛* ♦❢ ❛ ❧✐❢* φ ✐♥ *❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞

❝♦♠♠✉*❛*✐✈❡ ❞✐❛❣&❛♠

∆2 ˆ Λni

ž

∆1ˆΛn
i

∆1 ˆ ∆n //

��

C

��
∆n ˆ ∆2 //

φ

88

˚
❚❤❡ ❡①✐ *❡♥❝❡ ♦❢ φ *❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇ ❢&♦♠ *❤❡ ❢❛❝* *❤❛* C ✐ ❛ <✉❛ ✐✲❝❛*❡❣♦&②✳

▲❡* ✉ ♥♦✇ ❛  ✉♠❡ *❤❛* C ❛❞♠✐* ♣✉❧❧❜❛❝❦ ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝*♦& p ✐ ❛ ❈❛&*❡ ✐❛♥ ✜❜&❛*✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

❡✈❡&② ❝♦♠♠✉*❛*✐✈❡ ❞✐❛❣&❛♠

∆2 ˆ t1u
ž

∆1ˆt1u
∆1 ˆ ∆1

f //

��

C

��
∆2 ˆ ∆1 // ˚

❛❞♠✐* ❛ ❧✐❢* ∆2 ˆ ∆1 Ñ C ✇❤✐❝❤ ❝♦&&❡ ♣♦♥❞ *♦ ❛ ❈❛&*❡ ✐❛♥ ♠♦&♣❤✐ ♠ ♦❢ C∆2

✳ ▲❡* ✉ ✜①  ✉❝❤ ❛

❞✐❛❣&❛♠✳ ■* ❝♦&&❡ ♣♦♥❞ *♦ ❛ ❞✐❛❣&❛♠ ✐♥ C

y

!!
x //

==

z

a //

==OO

c

OO

❇❡❝❛✉ ❡ C ✐ ❛ <✉❛ ✐✲❝❛*❡❣♦&②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡*❡ *❤❡ ❞✐❛❣&❛♠ ❛❜♦✈❡ ✇✐*❤ ❛♥ ❛&&♦✇ a Ñ y✱ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛

*❡*&❛❤❡❞&♦♥ ra, x, y, zs✳ ▲❡* g ❞❡♥♦*❡ *❤❡ ♠❛♣

g : Λ2
2 ãÑ ∆2 ˆ t1u

ž

∆1ˆt1u
∆1 ˆ ∆1 fÑ C

❝♦&&❡ ♣♦♥❞✐♥❣ *♦ *❤❡  ✉❜✲❞✐❛❣&❛♠ y Ñ z Ð c✳ ❇② ❛  ✉♠♣*✐♦♥✱ *❤❡&❡ ❡①✐ * ❛ ❧✐♠✐* ❞✐❛❣&❛♠ b̄ : ˚‹Λ2
2 Ñ

C ✕ ✇❤❡&❡ ‹ ❞❡♥♦*❡ *❤❡ ❥♦✐♥* ❝♦♥ *&✉❝*✐♦♥✱  ❡❡ ❬❍❚❚✱ ✶✳✷✳✽ ❪✳ ◆♦*❡ *❤❛* *❤❡ ♣❧❛✐♥  <✉❛&❡

y

!!
x //

==

z

a //

==OO

II

c

OO

✷✸



❢♦"♠$ ❛ ♠❛♣ ā : t0u ‹ Λ2
2 Ñ C✳ ❇❡❝❛✉$❡ b̄ ✐$ ❛ ❧✐♠✐. ❞✐❛❣"❛♠✱ .❤❡"❡ ❡①✐$.$ ❛ ♠❛♣ ∆1 ‹ Λ2

2 Ñ C ✇❤♦$❡

"❡$."✐❝.✐♦♥ .♦ t0u ‹Λ2
2 ✐$ ā ❛♥❞ ✇❤♦$❡ "❡$."✐❝.✐♦♥ .♦ t1u ‹Λ2

2 ✐$ b̄✳ ❚❤✐$ ❞❡✜♥❡$ .✇♦ .❡."❛❤❡❞"❛ ra, b, c, zs
❛♥❞ ra, b, y, zs "❡♣"❡$❡♥.❡❞ ❤❡"❡

y

��
x //

77 OO

z

b

��

GG

a //

??OO

GG

77

c

OO

❈♦♠♣❧❡.✐♥❣ ✇✐.❤ .❤❡ ❞♦.❡❞ .❡."❛❤❡❞"♦♥ ra, x, y, zs ✇❡ ❜✉✐❧. ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❛. ❧❛$. ❣❡. .❤❡ "❡;✉✐"❡❞ ♠❛♣

φ : ∆2 ˆ ∆1 Ñ C✳ ❚♦ ♣"♦✈❡ .❤❛. .❤❡ ✉♥❞❡"❧②✐♥❣ ♠♦"♣❤✐$♠ ♦❢ C∆2

✐$ ❛ ❈❛".❡$✐❛♥ ♠♦"♣❤✐$♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡

.♦ $❡❡ .❤❛. ❢♦" ❡✈❡"② ❝♦♠♠✉.❛.✐✈❡ ❞✐❛❣"❛♠

∆tn´1,nu ˆ ∆2

��

φ

&&
∆n ˆ ∆1

ž

Λn
nˆ∆1

Λnn ˆ ∆2 //

��

C

∆n ˆ ∆2

.❤❡"❡ ❡①✐$.$ ❛ ❧✐❢. ∆n ˆ ∆2 Ñ C✳ ▲❡. A ❞❡♥♦.❡ .❤❡ $✉❜✲$✐♠♣❧✐❝✐❛❧ $❡. ♦❢

∆n ˆ ∆1
ž

Λn
nˆ∆1

Λnn ˆ ∆2

❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝✉..✐♥❣ ♦✉. .❤❡ ✈❡".❡① x✳ ▲❡. B ❞❡♥♦.❡ .❤❡ $✉❜✲$✐♠♣❧✐❝✐❛❧ $❡. ♦❢ ∆nˆ∆2
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝✉..✐♥❣

♦✉. .❤❡ ✈❡".❡① x✳ ❲❡ ❣❡. ❛ ❝♦♠♠✉.❛.✐✈❡ ❞✐❛❣"❛♠

∆1 ‹ Λ2
2

//

��

∆tn´1,nu ˆ ∆2

��

φ

&&
A //

��

∆n ˆ ∆1
ž

Λn
nˆ∆1

Λnn ˆ ∆2 //

��

C

B // ∆n ˆ ∆2

▲❡. ❛❧$♦ E ❜❡ .❤❡ $✉❜✲$✐♠♣❧✐❝✐❛❧ $❡. ♦❢ A ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝✉..✐♥❣ ♦✉. Λ2
2 ❛♥❞ F .❤❡ $✉❜✲$✐♠♣❧✐❝✐❛❧ $❡. ♦❢ B

♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❝✉..✐♥❣ ♦✉. Λ2
2✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ A » E ‹ Λ2

2 ❛♥❞ B » F ‹ Λ2
2 ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✉.❛.✐✈❡ ❞✐❛❣"❛♠

∆1

  ��
E //

��

C{g

F

✷✹



❚❤❡ ♠❛♣ E Ñ F ✐' '✉)❥❡❝,✐✈❡ ♦♥ ✈❡),✐❝❡'✳ ❆❞❞✐♥❣ ❝❡❧❧ ❛❢,❡) ❝❡❧❧ ✉'✐♥❣ ,❤❡ ✜♥❛❧✐,② ♦❢ b̄✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❧✐❢,

F Ñ C{g✳ ❲❡ ,❤❡)❡❢♦)❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐❢, B Ñ C✳ ❯'✐♥❣ ♥♦✇ ,❤❛, ❢❛❝, ,❤❛, C ✐' ❛ =✉❛'✐✲❝❛,❡❣♦)②✱ ,❤✐' ❧✐❢,'

❛❣❛✐♥ ,♦ ❛ '✉✐,❛❜❧❡ ♠❛♣ ∆n ˆ ∆2 Ñ C

▲❡, D ❜❡ ❛ ✜❧,❡)❡❞ ♣♦'❡,✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ '❡❡ ❛' ❛ 1✲❝❛,❡❣♦)②✳ ▲❡, ✉' ❞❡✜♥❡ D{DŹ
,❤❡ ❝❛,❡❣♦)② ✇❤♦'❡

'❡, ♦❢ ♦❜❥❡❝,' ✐' ,❤❡ ❞✐'❥♦✐♥, ✉♥✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ '❡, ♦❢ ♦❜❥❡❝,' ❛♥❞ ,❤❡ '❡, ♦❢ ♠♦)♣❤✐'♠' ♦❢ D ✕ ✐❡ ,❤❡ '❡, ♦❢

♣❛✐)' x ď y✳ ❋♦) ❛♥② ♦❜❥❡❝, x P D✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦,❡ ❜② x ď 8 ,❤❡ ❝♦))❡'♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝, ♦❢

D{DŹ
✳ ❆

♠♦)♣❤✐'♠ pa : x ď yq Ñ pb : z ď tq ✐♥ D{DŹ
✐' ❜② ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ❛ ❝♦♠♠✉,❛,✐✈❡ '=✉❛)❡ ✐♥ D

x a
//

��

y

��
z

b // t

✇❤✐❝❤ ,❤❡)❡❢♦)❡ ❝♦))❡'♣♦♥❞' ,♦ ✐♥❡=✉❛❧✐,✐❡' x ď z ❛♥❞ y ď t✳ ❆ ♠♦)♣❤✐'♠ px ď yq Ñ pz ď 8q ♦)
px ď 8q Ñ pz ď 8q ✐' ❛♥ ✐♥❡=✉❛❧✐,② x ď z ✐♥ D✳ ❚❤❡)❡ ❛)❡ ♥♦ ♠♦)♣❤✐'♠' px ď 8q Ñ pz ď tq✳ ❚❤❡
❢✉♥❝,♦)

θ :
D Ñ D{DŹ

x ÞÑ px ď 8q
✐' ❢✉❧❧② ❢❛✐,❤❢✉❧✳ ❯'✐♥❣ ◗✉✐❧❧❡♥✬' ,❤❡♦)❡♠ ❆ ❛♥❞ ,❤❡ ❢❛❝, ,❤❛, D ✐' ✜❧,❡)❡❞ ✭'♦ ,❤❛, ✐,' ♥❡)✈❡ ✐'

❝♦♥,)❛❝,✐❜❧❡✮✱ ✇❡ '❡❡ θ ✐' ❝♦✜♥❛❧✳ ❚❤❡)❡ ✐' ❛❧'♦ ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐,❤❢✉❧ ❢✉♥❝,♦)

D∆1 Ñ D{DŹ

▲❡, L ❜❡ ,❤❡ ♥❡)✈❡ ♦❢ ,❤❡ ❝❛,❡❣♦)② D{DŹ
❛♥❞ K ,❤❡ ♥❡)✈❡ ♦❢ D✳ ❋♦) ❛♥② ♦❜❥❡❝, x P D ✇❡ ❛❧'♦ ❞❡✜♥❡

Kx Ă K∆1

,♦ ❜❡ ,❤❡ ♥❡)✈❡ ♦❢ ,❤❡ ❢✉❧❧ '✉❜❝❛,❡❣♦)② ♦❢ D∆1

'♣❛♥♥❡❞ ❜② ,❤❡ ♦❜❥❡❝,' y ď z ✇❤❡)❡ y ď x✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✶✻ ✭▲✉)✐❡✮✳ ▲❡" C ❜❡ ❛♥ 8✲❝❛"❡❣♦*②✳ ▲❡" φ : K∆1 Ñ C ❜❡ ❛ ❞✐❛❣*❛♠✳ ❋♦* ❛♥② ✈❡*"❡① k P K✱
❧❡" φk ❞❡♥♦"❡ ❛ ❝♦❧✐♠✐" ❞✐❛❣*❛♠ ❢♦* "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣

Kk Ñ K∆1 φÑ C

❚❤❡♥ "❤❡ ❞✐❛❣*❛♠ φ ❢❛❝"♦*: "❤*♦✉❣❤ :♦♠❡ ♠❛♣ κ

K∆1 Ñ L
κÑ C

:✉❝❤ "❤❛"

✭✐✮ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝"♦* Cκ{ Ñ Cφ{ ✐: ❛ "*✐✈✐❛❧ ✜❜*❛"✐♦♥✳

✭✐✐✮ ❋♦* ❛♥② ✈❡*"❡① k P K✱ "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ pk{KqŹ Ñ L Ñ C ✐: ❛ ❝♦❧✐♠✐" ❞✐❛❣*❛♠✳

❘❡♠❛*❦ ✶✳✶✼✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢♦)♠❛❧❧② ',❛,❡❞ ❛' ❛♥ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡

colim
kÑl

φpk Ñ lq » colim
kPK

colim
lPk{K

φpk Ñ lq

✇❤❡)❡ ❢♦) ❛♥② k Ñ k1
✱ ,❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦)♣❤✐'♠ colim

lPk{K φpk Ñ lq Ñ colim
lPk1{K φpk1 Ñ lq ✐' ❣✐✈❡♥ ❜②

colim
lPk{K

φpk Ñ lq „Ð colim
lPk1{K

φpk Ñ k1 Ñ lq Ñ colim
lPk1{K

φpk1 Ñ lq

'(♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡①✐',❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ❞✐❛❣)❛♠ ❛♥❞ ,❤❡ ✜)', ✐,❡♠ ❢♦❧❧♦✇' ❢)♦♠ ❬❍❚❚✱ ✹✳✷✳✸✳✹❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ,♦ ,❤❡

❢✉♥❝,♦)

D Ñ sSets{K
x ÞÑ Kx

❋♦) ,❤❡ '❡❝♦♥❞ ✐,❡♠✱ ✇❡ '✐♠♣❧② ♦❜'❡)✈❡ ,❤❛, ,❤❡ ✐♥❝❧✉'✐♦♥

x{K Ñ Kx ✐' ❝♦✜♥❛❧✳

✷✺



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✶✽✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ V✲&♠❛❧❧ 8✲❝❛"❡❣♦,② ✇✐"❤ ✜♥✐"❡ ❝♦❧✐♠✐"&✳ ❚❤❡,❡ ✐& ❛ ♥❛"✉,❛❧ ❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡

IndV

C∆1 pB>
Cq » B>

IndVpCq∆1

■" ✐♥❞✉❝❡& ❛♥ ❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡

IndU

C∆1 pB>
Cq » B>

IndUpCq∆1

❘❡♠❛,❦ ✶✳✶✾✳ ❚❤❡&❡ ✐( ❛ ✧♣&♦✧ ❝♦✉♥0❡&♣❛&0 ♦❢ ♣&♦♣♦(✐0✐♦♥ ✶✳✶✽✳ ■❢ C ✐( ❛♥ 8✲❝❛0❡❣♦&② ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐0(

❛❧❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦( 0❤❡♥

ProU

pCopq∆1 pB>
Copq » B>

ProUpCopq

❘❡♠❛,❦ ✶✳✷✵✳ ❲❡ ❝❛♥ (0❛0❡ ✐♥❢♦&♠❛❧❧② ♣&♦♣♦(✐0✐♦♥ ✶✳✶✽ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✳ ❋♦& ❛♥② ♠♦&♣❤✐(♠ f : x Ñ y ✐♥

IndVpCq ❛♥❞ ❛♥② ❞✐❛❣&❛♠ f̄ : K ˆ ∆1 Ñ C ✇❤♦(❡ ❝♦❧✐♠✐0 ✐( f ✱ 0❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢✉♥❝0♦&

IndV

ˆ
colim
k

x̄pkq{C{ȳpkq
˙

Ñ x{IndVpCq{y

✐( ❛♥ ❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✕ ✇❤❡&❡ x̄ “ f̄p´, 0q ❛♥❞ ȳ “ f̄p´, 1q✳ ❚❤❡ ♣&♦♦❢ ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦&♠❛❧

❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥✿

IndV

ˆ
colim
k

x̄pkq{C{ȳpkq
˙

» IndV

ˆ
colim
kÑl

x̄pkq{C{ȳplq
˙

» IndV

ˆ
colim
k

colim
lPk{K

x̄pkq{C{ȳplq
˙

» lim
k

x̄pkq{IndV

ˆ
colim
lPk{K

C{yplq
˙

» lim
k

x̄pkq{IndVpCq{y » x{IndVpCq{y

 !♦♦❢✳ ▲❡0 ✉( ❞❡❛❧ ✇✐0❤ 0❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ IndV
✳ ❚❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ IndU

✐( ✈❡&② (✐♠✐❧❛&✳ ▲❡0 ✉( ❝♦♥(✐❞❡& 0❤❡

♣✉❧❧❜❛❝❦ ❝❛0❡❣♦&②

IndVpCq{C{IndVpCq
ψ //

��

IndVpCq∆2

p,q

��
IndVpCq∆1 ˆ C // IndVpCq∆1 ˆ IndVpCq

✇❤❡&❡ p ✐( ❛( ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✸ ❛♥❞ q ✐( ✐♥❞✉❝❡( ❜② 0❤❡ ✐♥❝❧✉(✐♦♥ t1u Ñ ∆2
✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣

IndVpCq{C{IndVpCq Ñ IndVpCq∆1

✐( ❛ ❝♦❝❛&0❡(✐❛♥ ✜❜&❛0✐♦♥ ❝❧❛((✐✜❡❞ ❜② 0❤❡ ❡①0❡♥(✐♦♥ ♦❢ B>
C

B̃
>
C : IndV

´
C
∆1

¯
» IndVpCq∆1 Ñ CatV8

❚❤❡ ♠❛♣ ψ 0❤❡&❡❢♦&❡ ✐♥❞✉❝❡( ❛ ♥❛0✉&❛❧ 0&❛♥(❢♦&♠❛0✐♦♥ B̃
>
C Ñ B>

IndVpCq∆1 ✳ ❚❤✐( ♥❛0✉&❛❧❧② ❡①0❡♥❞( 0♦

0❤❡ &❡B✉✐&❡❞ 0&❛♥(❢♦&♠❛0✐♦♥

T : IndVpB>
Cq » IndV ˝

´
B̃

>
C

¯
Ñ B>

IndVpCq∆1

▲❡0 ♥♦✇ f : c Ñ d ❜❡ ❛ ♠♦&♣❤✐(♠ ✐♥ IndVpCq✳ ▲❡0 K ❜❡ ❛ V✲(♠❛❧❧ ✜❧0❡&❡❞ (✐♠♣❧✐❝✐❛❧ (❡0 ❛♥❞ ❧❡0

f̄ : K Ñ C∆1

(✉❝❤ 0❤❛0 f ✐( ❛ ❝♦❧✐♠✐0 ♦❢ f̄ ✐♥

IndV

´
C
∆1

¯

▲❡0 φ : Kˆ∆1 Ñ C ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② f̄ ✳ ▲❡0 ✉( ❞❡♥♦0❡ ❜② j : C Ñ IndVpCq 0❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ▲❡0 p̄

❞❡♥♦0❡ ❛ ❝♦❧✐♠✐0 ❞✐❛❣&❛♠ pKˆ∆1qŹ Ñ IndVpCq ❡①0❡♥❞✐♥❣ i˝φ✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉(✐♦♥ K » Kˆt1u Ñ Kˆ∆1

✷✻



✐! ❝♦✜♥❛❧ ❛♥❞ )❤❡ ❝♦♥❡ ♣♦✐♥) ♦❢ p̄ ✐! )❤✉! ❡/✉✐✈❛❧❡♥) )♦ d✳ ❚❤❡ 3❡!)3✐❝)✐♦♥ ♦❢ p̄ )♦ KŹ » pK ˆ t0uqŹ

❞❡✜♥❡! ❛ ❞✐❛❣3❛♠ c̄ : K Ñ IndVpCq{d ✇❤♦!❡ ❝♦❧✐♠✐) ✐! f ✳ ▲❡) ✉! ❞❡♥♦)❡ ❜② c̃ )❤❡ ❝♦♠♣♦!✐)❡ ❞✐❛❣3❛♠

c̃ : K
c̄ //IndVpCq{d //IndVpCq∆1 » IndV

´
C∆1

¯

■) ❝♦♠❡! ✇✐)❤ ❛ ♥❛)✉3❛❧ )3❛♥!❢♦3♠❛)✐♦♥ α : f̄ Ñ c̃ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② p̄✳ ▲❡) ✉! 3❡❝♦3❞ ❢♦3 ❢✉3)❤❡3 ✉!❡ )❤❛) )❤❡

❞✐❛❣3❛♠ c̄ ❢❛❝)♦3! )❤3♦✉❣❤

C{d “ IndVpCq∆1 ˆ
IndVpCqˆIndVpCq

pC ˆ tduq

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥!✐❞❡3 )❤❡ ♠❛♣

γ : K∆1 ˆ ∆1
ev,pr //K ˆ ∆1

φ //C

❛♥❞ ❞❡♥♦)❡ ḡ )❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ K∆1 Ñ C∆1

✳ ◆♦)❡ )❤❛) )❤❡ ❝♦♠♣♦!✐)✐♦♥

K
id´ // K∆1 ḡ // C∆1

❡/✉❛❧! f̄ ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ )❤❡ ❢✉♥❝)♦3

h̄ : K∆1 ḡ //C∆1 B>
C //CatV,fc8

IndV

//PrL,V8

✇❤❡3❡ CatV,fc8 ✐! )❤❡ ❝❛)❡❣♦3② ♦❢ V✲!♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛)❡❣♦3✐❡! ✇✐)❤ ❛❧❧ ✜♥✐)❡ ❝♦❧✐♠✐)!✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛!!✉♠❡ )❤❛)

K ✐! )❤❡ ♥❡3✈❡ ♦❢ ❛ ✜❧)❡3❡❞ 1✲❝❛)❡❣♦3② D✳ ❯!✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✻ ✭❛♥❞ ✐)! ♥♦)❛)✐♦♥!✮ ✇❡ ❣❡) ❛ ❞✐❛❣3❛♠

κ : L Ñ PrL,V8 !✉❝❤ )❤❛) ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛)❡❣♦3✐❝❛❧ ❡/✉✐✈❛❧❡♥❝❡!

´
PrL,V8

¯
κ˝θ{

»
´
PrL,V8

¯
κ{

»
´
PrL,V8

¯
h̄{

»
´
PrL,V8

¯
h̄˝id´ {

❚❤❡ ♥❛)✉3❛❧ )3❛♥!❢♦3♠❛)✐♦♥ α ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥❞✉❝❡! ❛♥ ♦❜❥❡❝) ♦❢

´
PrL,V8

¯
h̄˝id´ {

»
´
PrL,V8

¯
κ˝θ{

■) ❞❡✜♥❡! ❛ ♥❛)✉3❛❧ )3❛♥!❢♦3♠❛)✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝)♦3! K Ñ PrL,V8

A : κ ˝ θ Ñ IndV ˝U>
C{dpc̄q

▲❡) k ❜❡ ❛ ✈❡3)❡① ♦❢ K✳ ❯!✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✶✳✸✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ )❤❛) )❤❡ ❢✉♥❝)♦3 Ak ✐! ❛♥ ❡/✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞

)❤❡ ♥❛)✉3❛❧ )3❛♥!❢♦3♠❛)✐♦♥ A ✐! )❤✉! ❛♥ ❡/✉✐✈❛❧❡♥❝❡ )♦♦✳ ◆♦✇ ✉!✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✶✳✾✱ ✇❡ !❡❡ )❤❛) T pfq ✐!

❡/✉✐✈❛❧❡♥) )♦ )❤❡ ❝♦❧✐♠✐) ♦❢ )❤❡ ❞✐❛❣3❛♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② A

K Ñ
´
PrL,V8

¯∆1

■) ❢♦❧❧♦✇! )❤❛) T ✐! ❛♥ ❡/✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✜♥✐!❤ )❤✐! !❡❝)✐♦♥ ✇✐)❤ ♦♥❡ ♠♦3❡ 3❡!✉❧)✳ ▲❡) C ❜❡ ❛ V✲!♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛)❡❣♦3② ✇✐)❤ ✜♥✐)❡

❝♦❧✐♠✐)! ❛♥❞ D ❜❡ ❛♥② p8, 1q✲❝❛)❡❣♦3②✳ ▲❡) g ❜❡ ❛ ❢✉♥❝)♦3 D Ñ C{CatV,L8 ❛♥❞ ❧❡) g̃ ❞❡♥♦)❡ )❤❡

❝♦♠♣♦!✐)✐♦♥ ♦❢ g ✇✐)❤ )❤❡ ♥❛)✉3❛❧ ❢✉♥❝)♦3

C{CatV,L8 Ñ CatV8✳ ❲❡ ❛!!✉♠❡ )❤❛) ❢♦3 ❛♥② ♦❜❥❡❝) x P D✱

)❤❡ ❝❛)❡❣♦3② g̃pxq ❛❞♠✐)! ✜♥✐)❡ ❝♦❧✐♠✐)!✳ ▲❡) ❛❧!♦ α : OD Ñ g̃ ❜❡ ❛ ♥❛)✉3❛❧ )3❛♥!❢♦3♠❛)✐♦♥✳ ❲❡

❝♦♥!✐❞❡3 )❤❡ ❞✐❛❣3❛♠

D∆1

ş
α //

tD

��

ż
g̃

~~

C ˆ D
Foo

pr

vv
D

✷✼



✇❤❡#❡ $❤❡ ♠❛♣ F ✐) ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② g✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝$♦# F ❛❞♠✐$) ❛ #❡❧❛$✐✈❡ #✐❣❤$ ❛❞❥♦✐♥$ G ♦✈❡# D ✭)❡❡ ❬❍❆❧❣✱

✽✳✸✳✸❪✮✳ ❚❤❡ )♦✉#❝❡ ❢✉♥❝$♦# tD ❛❞♠✐$) ❛ )❡❝$✐♦♥ id´ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② $❤❡ ♠❛♣ ∆1 Ñ ˚✳ ■$ ✐♥❞✉❝❡) ❛ ❢✉♥❝$♦#
h : D Ñ C

h : D
id´ // D∆1 //

ż
g̃

G // C ˆ D // C

❲❡ ❞❡✜♥❡ $❤❡ )❛♠❡ ✇❛② H : IndUpDq Ñ IndUpCq✱ ✉)✐♥❣ ❝♦#♦❧❧❛#② ✶✳✽

H : IndUpDq
id´ // IndUpDq∆1 //

ż
IndU

Dpg̃q // IndUpCq ˆ IndUpDq // IndUpCq

▲❡$ ❛❧)♦ I : ProUpDq Ñ ProUpCq ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ )✐♠✐❧❛#❧②✱ ❜✉$ ✉)✐♥❣ ♣#♦♣♦)✐$✐♦♥ ✶✳✺✿

I : ProUpDq
id´ //ProUpDq∆1 //

ż
ProU

Dpg̃q //ProUpCq ˆ ProUpDq //ProUpCq

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✶✳ ❚❤❡ #✇♦ ❢✉♥❝#♦*+ H ❛♥❞ IndUphq : IndUpDq Ñ IndUpCq ❛*❡ ❡.✉✐✈❛❧❡♥#✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝#♦*+
I ❛♥❞ ProUphq : ProUpDq Ñ ProUpCq ❛*❡ ❡.✉✐✈❛❧❡♥#✳

❘❡♠❛*❦ ✶✳✷✷✳ ❋♦# ❛♥ ❡♥❧✐❣❤$❡♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ $❤✐) ❝♦♥)$#✉❝$✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈✐$❡ $❤❡ #❡❛❞❡# $♦ ❧♦♦❦ ❛$ #❡✲

♠❛#❦ ✷✳✷✷ ♦# ♣#♦♣♦)✐$✐♦♥ ✷✳✹✹✳

'(♦♦❢✳ ▲❡$ ✉) ❞❡❛❧ ✇✐$❤ $❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ H ❛♥❞ IndUphq✱ $❤❡ ♦$❤❡# ♦♥❡ ✐) )✐♠✐❧❛#✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣#♦✈❡ $❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )✉✣❝✐❡♥$ ❝♦♥❞✐$✐♦♥)

✭✐✮ ❚❤❡ #❡)$#✐❝$✐♦♥) ♦❢ ❜♦$❤ IndUphq ❛♥❞ H $♦ D ❛#❡ ❡O✉✐✈❛❧❡♥$ ❀

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝$♦# H ♣#❡)❡#✈❡) U✲)♠❛❧❧ ✜❧$❡#❡❞ ❝♦❧✐♠✐$)✳

❚♦ ♣#♦✈❡ ✐$❡♠ ✭✐✮✱ ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡# $❤❡ ❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡ ❞✐❛❣#❛♠

C ˆ D //

��

IndUpCq ˆ IndUpDq

��ş
g̃ //

��

ş
IndU

Dpg̃q

��
D // IndUpDq

❚❤❡ )❡❝$✐♦♥) D Ñ
ş
g̃ ❛♥❞ IndUpDq Ñ

ş
IndU

Dpg̃q ❛#❡ ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡✿ $❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣#❛♠ ❝♦♠♠✉$❡)

ş
g̃ // ş IndU

Dpg̃q

D

OO

// IndUpDq

OO

▼♦#❡♦✈❡# $❤❡ #✐❣❤$ ❛❞❥♦✐♥$)

ş
g̃ Ñ C ˆD ❛♥❞

ş
IndU

Dpg̃q Ñ IndUpCq ˆ IndUpDq ❛#❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡✿
$❤❡#❡ ✐) ❛ ♥❛$✉#❛❧ $#❛♥)❢♦#♠❛$✐♦♥

C ˆ D //

#+

IndUpCq ˆ IndUpDq

ş
g̃ //

OO

ş
IndU

Dpg̃q

OO
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■! ❢♦❧❧♦✇& !❤❛! ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛!✉-❛❧ !-❛♥&❢♦-♠❛!✐♦♥ ❜❡!✇❡❡♥ !❤❡ ❢✉♥❝!♦-&

D
hÑ C Ñ IndUpCq ❛♥❞ D Ñ IndUpDq HÑ IndVpCq

❋♦- ❛♥② x P D✱ !❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ hpxq Ñ Hpxq ✐♥ IndUpCq ✐& ❛♥ ❡7✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐& ❝♦♥❝❧✉❞❡& !❤❡ ♣-♦♦❢

♦❢ ✐!❡♠ ✭✐✮✳

▲❡! ✉& ♥♦✇ ♣-♦✈❡ !❤❡ ✐!❡♠ ✭✐✐✮✳ ■! &✉✣❝❡& !♦ ❧♦♦❦ ❛! ❛ U✲&♠❛❧❧ ✜❧!❡-❡❞ ❞✐❛❣-❛♠ x̄ : K Ñ D✳ ▲❡!

x ❞❡♥♦!❡ ❛ ❝♦❧✐♠✐! ♦❢ x̄ ✐♥ IndUpDq✳ ▲❡! ✉& ❞❡♥♦!❡ ❜② A !❤❡ ♥❛!✉-❛❧ !-❛♥&❢♦-♠❛!✐♦♥

A “ IndU

Dpαq : OIndUpDq Ñ IndU

Dpg̃q “ G

❜❡!✇❡❡♥ ❢✉♥❝!♦-& IndUpDq Ñ Cat8✳ ▲❡! ✉& ❛❧&♦ ❞❡♥♦!❡ ❜② π˚ !❤❡ -✐❣❤! ❛❞❥♦✐♥! Gpxq Ñ IndUpCq✳ ❇②

❞❡✜♥✐!✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Hpxq » π˚Axpidxq✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝!♦-& π˚ ❛♥❞ Ax ♣-❡&❡-✈❡ U✲&♠❛❧❧ ✜❧!❡-❡❞ ❝♦❧✐♠✐!& ❛♥❞

Hpxq ✐& !❤❡-❡❢♦-❡ !❤❡ ❝♦❧✐♠✐! ♦❢ !❤❡ ❞✐❛❣-❛♠

Ā : K
x̄Ñ IndUpDq{x

AxÑ Gpxq π˚Ñ IndUpCq

❲❡ ❝♦♥&✐❞❡- !❤❡ ❢✉♥❝!♦-

H̄x : K∆1 x̄∆1

// D∆1 //
ż
g̃ // C ˆ D // C // IndUpCq

❲❡ ❝❛♥ ❛&&✉♠❡ !❤❛! K ✐& !❤❡ ♥❡-✈❡ ♦❢ ❛ ✜❧!❡-❡❞ 1✲❝❛!❡❣♦-②✳ ❯&✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✻ ❛♥❞ ✐!& ♥♦!❛!✐♦♥&✱ ✇❡

❡①!❡♥❞ H̄x !♦ ❛ ♠❛♣

ζ : L Ñ IndUpCq
❛♥❞ ❡7✉✐✈❛❧❡♥❝❡&

IndUpCqζ˝θ{ » IndUpCqζ{ » IndUpCqH̄x{ » IndUpCqH̄x˝id´ {

❯&✐♥❣ !❤❡ ♣-♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛!✉-❛❧ !-❛♥&❢♦-♠❛!✐♦♥ H̄x ˝ id´ Ñ Ā✳ ■! ✐♥❞✉❝❡& ❛ ♥❛!✉-❛❧ !-❛♥&❢♦-✲

♠❛!✐♦♥ ζ ˝ θ Ñ Ā✳ ❯&✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✶✳✼ ✇❡ &❡❡ !❤❛! ✐! ✐& ❛♥ ❡7✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■! ❢♦❧❧♦✇& !❤❛! Hpxq ✐& ❛ ❝♦❧✐♠✐!

♦❢ !❤❡ ❞✐❛❣-❛♠

K Ñ K∆1 H̄xÑ IndUpCq

✇❤✐❝❤ ❡7✉❛❧& K
x̄Ñ D

hÑ C Ñ IndUpCq✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✉&✐♥❣ ✐!❡♠ ✭✐✮✳

✷✾
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❈❤❛♣$❡& ✷

■♥❞✲♣%♦✲'(❛❝❦'❛♥❞❚❛(❡ '(❛❝❦'

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ "❤❡ "❤❡♦*② ♦❢ ❚❛"❡ %"❛❝❦%✳ ❚❤♦%❡ ❛*❡ ✐♥✜♥✐"❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡"*✐❝

♦❜❥❡❝"% ✇❤♦%❡ "❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡① ✐% ❛ ❚❛"❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❲✐"❤ "❤❡ %❡""✐♥❣ ✇❡ ❛*❡ "❤❡♥ ❛❜❧❡ "♦ ❞❡✜♥❡ %②♠♣❧❡❝"✐❝

❢♦*♠% ♦♥ ✐♥✜♥✐"❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜*❛✐❝ %"❛❝❦%✳

✷✳✶ ■♥❞✲♣(♦✲*+❛❝❦*

❚❤"♦✉❣❤♦✉& &❤✐( (❡❝&✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ ❜② S ❛ ❞❡"✐✈❡❞ (&❛❝❦ ♦✈❡" (♦♠❡ ❜❛(❡ ✜❡❧❞ k ❛♥❞ ❜② dStS &❤❡

❝❛&❡❣♦"② ♦❢ ❞❡"✐✈❡❞ (&❛❝❦ ♦✈❡" &❤❡ ❜❛(❡ S✳

✷✳✶✳✶ ❈♦%❛♥❣❡♥% ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❛ ♣0♦✲2%❛❝❦

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆ ♣"♦✲(&❛❝❦ ♦✈❡" S ❛♥ ♦❜❥❡❝& ♦❢ ProU dStS ✳

❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✳ ◆♦&❡ &❤❛& &❤❡ ❝❛&❡❣♦"② ProU dStS ✐( ❡?✉✐✈❛❧❡♥& &♦ &❤❡ ❝❛&❡❣♦"② ♦❢ ♣"♦✲(&❛❝❦( ♦✈❡" R

✇✐&❤ ❛ ♠♦"♣❤✐(♠ &♦ S✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✳ ▲❡& Perf : dSt
op
S Ñ CatU8 ❞❡♥♦&❡ &❤❡ ❢✉♥❝&♦" ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ (&❛❝❦ &♦ ✐&( ❝❛&❡❣♦"② ♦❢

♣❡"❢❡❝& ❝♦♠♣❧❡①❡(✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ ❜② IPerf &❤❡ ❢✉♥❝&♦"

IPerf “ IndU

dSt
op
S

pPerfq : pProU dStSqop Ñ PrL8

✇❤❡"❡ IndU
✇❛( ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ✵✳✽✳ ❲❤❡♥❡✈❡" X ✐( ❛ ♣"♦✲(&❛❝❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ IPerfpXq &❤❡

❞❡"✐✈❡❞ ❝❛&❡❣♦"② ♦❢ ✐♥❞✲❝♦♠♣❧❡①❡( ♦♥ X✳ ■& ✐( U✲♣"❡(❡♥&❛❜❧❡✳ ■❢ f : X Ñ Y ✐( ❛ ♠❛♣ ♦❢ ♣"♦✲(&❛❝❦(✱

&❤❡♥ &❤❡ ❢✉♥❝&♦"

IPerfpfq : IPerfpY q Ñ IPerfpXq
❛❞♠✐&( ❛ "✐❣❤& ❛❞❥♦✐♥&✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ f˚

I “ IPerfpfq ❛♥❞ f I˚ ✐&( "✐❣❤& ❛❞❥♦✐♥&✳

❘❡♠❛$❦ ✷✳✹✳ ▲❡& X ❜❡ ❛ ♣"♦✲(&❛❝❦ ❛♥❞ ❧❡& X̄ : Kop Ñ dStS ❞❡♥♦&❡ ❛ U✲(♠❛❧❧ ❝♦✜❧&❡"❡❞ ❞✐❛❣"❛♠ ♦❢

✇❤♦♠ X ✐( ❛ ❧✐♠✐& ✐♥ ProU dStS ✳ ❚❤❡ ❞❡"✐✈❡❞ ❝❛&❡❣♦"② ♦❢ ✐♥❞✲♣❡"❢❡❝& ❝♦♠♣❧❡①❡( ♦♥ X ✐( ❜② ❞❡✜♥✐&✐♦♥

&❤❡ ❝❛&❡❣♦"②

IPerfpXq “ IndUpcolimPerfpX̄qq
■& &❤✉( ❢♦❧❧♦✇( ❢"♦♠ ❬❍❆❧❣✱ ✶✳✶✳✹✳✻ ❛♥❞ ✶✳✶✳✸✳✻❪ &❤❛& IPerfpXq ✐( (&❛❜❧❡✳ ◆♦&❡ &❤❛& ✐& ✐( ❛❧(♦ ❡?✉✐✈❛❧❡♥&
&♦ &❤❡ ❝♦❧✐♠✐&

IPerfpXq “ colim IPerfpX̄q P PrL,V8

■& ✐( &❤❡"❡❢♦"❡ ❡?✉✐✈❛❧❡♥& &♦ &❤❡ ❧✐♠✐& ♦❢ &❤❡ ❞✐❛❣"❛♠

IPerf˚pX̄q : K Ñ dSt
op
S Ñ PrL,V8 » pPrR,V8 qop

✸✶



❆♥ ♦❜❥❡❝' E ✐♥ IPerfpXq ✐) '❤❡+❡❢♦+❡ '❤❡ ❞❛'✉♠ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝' pk˚E ♦❢ IPerfpXkq ❢♦+ ❡❛❝❤ k P K ✖

✇❤❡+❡ Xk “ X̄pkq ❛♥❞ pk : X Ñ Xk ✐) '❤❡ ♥❛'✉+❛❧ ♣+♦❥❡❝'✐♦♥ ✖ ❛♥❞ ♦❢ )♦♠❡ ❝♦♠♣❛'✐❜✐❧✐'✐❡) ❜❡'✇❡❡♥

'❤❡♠✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✺✳ ▲❡' X ❜❡ ❛ ♣+♦✲)'❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐') ❞❡+✐✈❡❞ ❝❛'❡❣♦+② ♦❢ ♣+♦✲♣❡+❢❡❝' ❝♦♠♣❧❡①❡)

PPerfpXq “ pIPerfpXqqop

❚❤❡ ❞✉❛❧✐'② Perfp´q „Ñ pPerfp´qqop ✐♠♣❧✐❡) '❤❡ ❡@✉✐✈❛❧❡♥❝❡

PPerfpXq » ProUpcolimPerfpX̄qq

✇❤❡♥❡✈❡+ X̄ : Kop Ñ dStS ✐) ❛ ❝♦✜❧'❡+❡❞ ❞✐❛❣+❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐) ❛ ❧✐♠✐' ✐♥ ProU dStS ✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✻✳ ▲❡' ✉) ❞❡✜♥❡ '❤❡ ❢✉♥❝'♦+ TateUP : pProU dStSqop Ñ CatV,st,id8

TateUP “ TateUdStop
S

pPerfq

❘❡♠❛$❦ ✷✳✼✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦+ TateUP ♠❛♣) ❛ ♣+♦✲)'❛❝❦ X ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❞✐❛❣+❛♠ X̄ : Kop Ñ dStS '♦ '❤❡

)'❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦+②
TateUPpXq “ TateUpcolimPerfpX̄qq

❚❤❡+❡ ✐) ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢✉❧❧② ❢❛✐'❤❢✉❧ ♥❛'✉+❛❧ '+❛♥)❢♦+♠❛'✐♦♥

TateUP Ñ ProU ˝ IPerf

❋+♦♠ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✵ ✇❡ ❛❧)♦ ❣❡' ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐'❤❢✉❧

TateUP Ñ IndU ˝PPerf

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✽✳ ▲❡' Qcoh : dSt
op
S Ñ CatV8 ❞❡♥♦'❡ '❤❡ ❢✉♥❝'♦+ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❞❡+✐✈❡❞ )'❛❝❦ '♦ ✐') ❞❡+✐✈❡❞

❝❛'❡❣♦+② ♦❢ @✉❛)✐✲❝♦❤❡+❡♥' )❤❡❛✈❡)✳ ■' ♠❛♣) ❛ ♠♦+♣❤✐)♠ ❜❡'✇❡❡♥ )'❛❝❦) '♦ '❤❡ ❛♣♣+♦♣+✐❛'❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦

❢✉♥❝'♦+✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦'❡ ❜② IQcoh '❤❡ ❢✉♥❝'♦+

IQcoh “ IndU

dSt
op
S

pQcohq : pProU dStSqop Ñ CatV8

■❢ f : X Ñ Y ✐) ❛ ♠❛♣ ♦❢ ♣+♦✲)'❛❝❦)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦'❡ ❜② f˚
I '❤❡ ❢✉♥❝'♦+ IQcohpfq✳ ❲❡ ❛❧)♦ ❞❡✜♥❡

IQcohď0 “ IndU

dSt
op
S

pQcohď0q

'❤❡ ❢✉♥❝'♦+ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝'✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡)✳

❘❡♠❛$❦ ✷✳✾✳ ❚❤❡+❡ ✐) ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐'❤❢✉❧ ♥❛'✉+❛❧ '+❛♥)❢♦+♠❛'✐♦♥ IPerf Ñ IQcoh ❀ ❢♦+ ❛♥② ♠❛♣ f : X Ñ Y

♦❢ ♣+♦✲)'❛❝❦)✱ '❤❡+❡ ✐) '❤❡+❡❢♦+❡ ❛ ❝♦♠♠✉'❛'✐✈❡ ❞✐❛❣+❛♠

IPerfpY q //

f˚
I

��

IQcohpY q

f˚
I

��
IPerfpXq // IQcohpXq

❚❤❡ '✇♦ ❢✉♥❝'♦+) ❞❡♥♦'❡❞ ❜② f˚
I ❛+❡ '❤✉) ❝♦♠♣❛'✐❜❧❡✳ ▲❡' ✉) ❛❧)♦ )❛② '❤❛' '❤❡ ❢✉♥❝'♦+

f˚
I : IQcohpY q Ñ IQcohpXq

❞♦❡) ♥♦) ♥❡❡❞ '♦ ❤❛✈❡ ❛ +✐❣❤' ❛❞❥♦✐♥'✳ ❲❡ ♥❡①' )❤♦✇ '❤❛' ✐' )♦♠❡'✐♠❡) ❤❛) ♦♥❡✳

,-♦♣♦/✐%✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ▲❡) f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ♣$♦✲/)❛❝❦/✳ ■❢ Y ✐/ ❛❝)✉❛❧❧② ❛ /)❛❝❦ )❤❡♥ )❤❡ ❢✉♥❝)♦$

f˚
I : IQcohpY q Ñ IQcohpXq ❛❞♠✐)/ ❛ $✐❣❤) ❛❞❥♦✐♥)✳

✸✷



 !♦♦❢✳ ■! ❢♦❧❧♦✇& ❢'♦♠ ❝♦'♦❧❧❛'② ✶✳✽✳

❉❡✜♥✐*✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ▲❡! f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ♣'♦✲&!❛❝❦&✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦!❡ ❜② f
IQ
˚ !❤❡ '✐❣❤! ❛❞❥♦✐♥! !♦

f˚
I : IQcohpY q Ñ IQcohpXq ✐❢ ✐" ❡①✐%"%✳

❘❡♠❛)❦ ✷✳✶✷✳ ■♥ !❤❡ &✐!✉❛!✐♦♥ ♦❢ ♣'♦♣♦&✐!✐♦♥ ✷✳✶✵✱ !❤❡'❡ ✐& ❛ ♥❛!✉'❛❧ !'❛♥&❢♦'♠❛!✐♦♥

IPerfpXq //

#+

IQcohpXq

IPerfpY q

fI
˚

OO

// IQcohpY q

f
IQ
˚

OO

■! ❞♦❡& ♥♦! ♥❡❡❞ !♦ ❜❡ ❛♥ ❡@✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❉❡✜♥✐*✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ▲❡! X ❜❡ ❛ ♣'♦✲&!❛❝❦ ♦✈❡' S✳ ❚❤❡ &!'✉❝!✉'❛❧ &❤❡❛❢ OX ♦❢ X ✐& !❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ ♦❢ OS

❛❧♦♥❣ !❤❡ &!'✉❝!✉'❛❧ ♠❛♣ X Ñ S✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✹✳ ▲❡! X ❜❡ ❛ ♣'♦✲&!❛❝❦ ♦✈❡' S ❛♥❞ X̄ : Kop Ñ dStS ❜❡ ❛ U✲&♠❛❧❧ ❝♦✜❧!❡'❡❞ ❞✐❛❣'❛♠ ♦❢

✇❤♦♠ X ✐& ❛ ❧✐♠✐! ✐♥ ProU dStS ✳ ▲❡! k ❜❡ ❛ ✈❡'!❡① ♦❢ K✱ ❧❡! Xk ❞❡♥♦!❡ X̄pkq ❛♥❞ ❧❡! pk ❞❡♥♦!❡ !❤❡

✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ ♦❢ ♣'♦✲&!❛❝❦& X Ñ Xk✳ ■❢ f : k Ñ l ✐& ❛♥ ❛''♦✇ ✐♥ K✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧&♦ ❞❡♥♦!❡ ❜② f !❤❡ ♠❛♣

♦❢ &!❛❝❦& X̄pfq✳ ❲❡ ❤❛✈❡

ppkqIQ˚ pOXq » colim
f : kÑl

f˚OXl

❖♥❡ ❝❛♥ &❡❡ !❤✐& ✉&✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✶✳✼

ppkqIQ˚ pOXq » ppkqIQ˚ ppkq˚
I pOXk

q » colim
f : kÑl

f˚f
˚pOXk

q » colim
f : kÑl

f˚OXl

❉❡✜♥✐*✐♦♥ ✷✳✶✺✳ ▲❡! T ❜❡ ❛ &!❛❝❦ ♦✈❡' S✳ ▲❡! ✉& ❝♦♥&✐❞❡' !❤❡ ❢✉♥❝!♦'

QcohpT qď0 Ñ B>
dSt

op
S

pidT q »
´
T {dStT

¯op

♠❛♣♣✐♥❣ ❛ @✉❛&✐✲❝♦❤❡'❡♥! &❤❡❛❢ E !♦ !❤❡ &@✉❛'❡ ③❡'♦ ❡①!❡♥&✐♦♥ T Ñ T rEs Ñ T ✳ ❚❤✐& ❝♦♥&!'✉❝!✐♦♥ ✐&

❢✉♥❝!♦'✐❛❧ ✐♥ T ❛♥❞ ❛❝!✉❛❧❧② ❝♦♠❡& ❢'♦♠ ❛ ♥❛!✉'❛❧ !'❛♥&❢♦'♠❛!✐♦♥

Ex: Qcohď0 Ñ B>
dSt

op
S

pid´q

♦❢ ❢✉♥❝!♦'& dSt
op
S Ñ CatV8 ✕ '❡❝❛❧❧ ♥♦!❛!✐♦♥ B>

❢'♦♠ ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ✶✳✶✹✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦!❡ ❜② ExPro
!❤❡

♥❛!✉'❛❧ !'❛♥&❢♦'♠❛!✐♦♥

ExPro “ IndU

dSt
op
S

pExq : IQcohď0 Ñ IndU

dSt
op
S

pB>
dSt

op
S

pid´qq » B>
pProU dStSqoppid´q

❜❡!✇❡❡♥ ❢✉♥❝!♦'& pProU dStSqop Ñ Cat8✳ ❚❤❡ ❡@✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦♥ !❤❡ '✐❣❤! ✐& !❤❡ ♦♥❡ ❢'♦♠ ♣'♦♣♦&✐✲

!✐♦♥ ✶✳✶✽✳ ■❢ X ✐& ❛ ♣'♦✲&!❛❝❦ ❛♥❞ E P IQcohpXqď0
!❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦!❡ ❜② X Ñ XrEs Ñ X !❤❡

✐♠❛❣❡ ♦❢ E ❜② !❤❡ ❢✉♥❝!♦' ExPropXq✳

❘❡♠❛)❦ ✷✳✶✻✳ ▲❡! ✉& ❣✐✈❡ ❛ ❞❡&❝'✐♣!✐♦♥ ♦❢ !❤✐& ❢✉♥❝!♦'✳ ▲❡! X ❜❡ ❛ ♣'♦✲&!❛❝❦ ❛♥❞ ❧❡! X̄ : Kop Ñ dStS
❞❡♥♦!❡ ❛ U✲&♠❛❧❧ ❝♦✜❧!❡'❡❞ ❞✐❛❣'❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐& ❛ ❧✐♠✐! ✐♥ ProU dStS ✳ ❋♦' ❡✈❡'② k P K ✇❡ ❝❛♥

❝♦♠♣♦&❡ !❤❡ ❢✉♥❝!♦' ♠❡♥!✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐!❤ !❤❡ ❜❛&❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝!♦'

pQcohpXkqqop
Xkr´s // Xk{dStXk

´ˆXk
X
// X{ProU dStX

❚❤✐& ✐& ❢✉♥❝!♦'✐❛❧ ✐♥ k ❛♥❞ ✇❡ ❣❡! ❛ ❢✉♥❝!♦'

`
colimQcohpX̄q

˘op Ñ X{ProU dStX ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①!❡♥❞

❛♥❞ ♦❜!❛✐♥ ❛ ♠♦'❡ ❡①♣❧✐❝✐! ❞❡&❝'✐♣!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ &@✉❛'❡ ③❡'♦ ❡①!❡♥&✐♦♥ ❢✉♥❝!♦'

Xr´s : pIQcohpXqqop Ñ X{ProU dStX

✸✸



❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✼✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ ♣&♦✲)"❛❝❦✳

• ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❢✉♥❝"♦& ♦❢ ❞❡&✐✈❛"✐♦♥) ♦✈❡& X ✿

DerpX,´q “ MapX{´{SpXr´s, Xq : IQcohpXqď0 Ñ sSets

• ❲❡ )❛② "❤❛" X ❛❞♠✐") ❛ ❝♦"❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡① ✐❢ "❤❡ ❢✉♥❝"♦& DerpX,´q ✐) ❝♦&❡♣&❡)❡♥"❛❜❧❡ ✕ ✐❡ "❤❡&❡
❡①✐)") ❛ LX{S P IQcohpXq )✉❝❤ "❤❛" ❢♦& ❛♥② E P IQcohpXqď0

DerpX,Eq » MappLX{S , Eq

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✽✳ ▲❡" dStArt
S ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ❢✉❧❧ )✉❜✲❝❛"❡❣♦&② ♦❢ dStS )♣❛♥♥❡❞ ❜② ❞❡&✐✈❡❞ ❆&"✐♥ )"❛❝❦)

♦✈❡& S✳ ❆♥ ❆&"✐♥ ♣&♦✲)"❛❝❦ ✐) ❛♥ ♦❜❥❡❝" ♦❢ ProU dStArt
S ✳ ▲❡" dSt

Art,lfp
S "❤❡ ❢✉❧❧ )✉❜✲❝❛"❡❣♦&② ♦❢ dStArt

S

)♣❛♥♥❡❞ ❜② ❞❡&✐✈❡❞ ❆&"✐♥ )"❛❝❦) ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣&❡)❡♥"❛"✐♦♥ ♦✈❡& S✳ ❆♥ ❆&"✐♥ ♣&♦✲)"❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢

✜♥✐"❡ ♣&❡)❡♥"❛"✐♦♥ ✐) ❛♥ ♦❜❥❡❝" ♦❢ ProU dSt
Art,lfp
S

,-♦♣♦/✐%✐♦♥ ✷✳✶✾✳ ❆♥② ❆#$✐♥ ♣#♦✲)$❛❝❦ X ♦✈❡# S ❛❞♠✐$) ❛ ❝♦$❛♥❣❡♥$ ❝♦♠♣❧❡① LX{S✳ ▲❡$ ✉) ❛))✉♠❡

$❤❛$ X̄ : Kop Ñ dStArt
S ✐) ❛ U✲)♠❛❧❧ ❝♦✜❧$❡#❡❞ ❞✐❛❣#❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐) ❛ ❧✐♠✐$ ✐♥ ProU dStArt

S ✳ ❲❤❡♥

k ✐) ❛ ✈❡#$❡① ♦❢ K✱ ❧❡$ ✉) ❞❡♥♦$❡ ❜② Xk $❤❡ ❞❡#✐✈❡❞ ❆#$✐♥ )$❛❝❦ X̄pkq✳ ■❢ f : k Ñ l ✐) ❛♥ ❛##♦✇ ✐♥ K✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧)♦ ❞❡♥♦$❡ ❜② f : Xl Ñ Xk $❤❡ ♠❛♣ ♦❢ )$❛❝❦) X̄pfq✳ ❚❤❡ ❝♦$❛♥❣❡♥$ ❝♦♠♣❧❡① ✐) ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡
❢♦#♠✉❧❛

LX{S “ colim
k

p˚
kLXk{S P IndU

`
colimQcohpX̄q

˘
» IQcohpXq

✇❤❡#❡ pk ✐) $❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣ X Ñ Xk✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦#♠✉❧❛ )$❛♥❞)

pk
IQ
˚ LX{S » colim

f : kÑl
f˚LXl{S

■❢ X ✐) ♠♦#❡♦✈❡# ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐$❡ ♣#❡)❡♥$❛$✐♦♥ ♦✈❡# S✱ $❤❡♥ ✐$) ❝♦$❛♥❣❡♥$ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❧♦♥❣) $♦ IPerfpXq✳

❇❡❢♦&❡ ♣&♦✈✐♥❣ "❤✐) ♣&♦♣♦)✐"✐♦♥✱ ❧❡" ✉) ✜① "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦"❛"✐♦♥

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✵✳ ▲❡" C ❜❡ ❛ ❢✉❧❧ )✉❜✲❝❛"❡❣♦&② ♦❢ ❛♥ 8✲❝❛"❡❣♦&② D✳ ❚❤❡&❡ ✐) ❛ ♥❛"✉&❛❧ "&❛♥)❢♦&♠❛"✐♦♥

❢&♦♠ OD : d ÞÑ D{d "♦ "❤❡ ❝♦♥)"❛♥" ❢✉♥❝"♦& D : D Ñ Cat8✳ ❲❡ ❞❡♥♦"❡ ❜② OC

D "❤❡ ✜❜❡& ♣&♦❞✉❝"

OC

D “ OD
D̂

C : D Ñ Cat8

❘❡♠❛#❦ ✷✳✷✶✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦& OC

D : D Ñ Cat8 ♠❛♣) ❛♥ ♦❜❥❡❝" d P D "♦ "❤❡ ❝♦♠♠❛ ❝❛"❡❣♦&② ♦❢ ♦❜❥❡❝")

✐♥ C ♦✈❡& d

C{d “ pC ˆ tduq ˆ
DˆD

D
∆1

❚❤❡ ❧❡♠♠❛ ✶✳✸ )"✐❧❧ ❤♦❧❞) ✇❤❡♥ &❡♣❧❛❝✐♥❣ OC ❜② OC

D✳

,-♦♦❢ ✭♦❢ "❤❡ ♣&♦♣♦)✐"✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝♦"❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡) ❛ ♥❛"✉&❛❧ "&❛♥)❢♦&♠❛"✐♦♥

λ : O
pdStArt

S qop
dSt

op
S

Ñ Qcohp´q

❚♦ ❛♥② )"❛❝❦ T ❛♥❞ ❛♥② ❆&"✐♥ )"❛❝❦ U ♦✈❡& S ✇✐"❤ ❛ ♠❛♣ f : T Ñ U ✱ ✐" ❛))♦❝✐❛"❡) "❤❡ H✉❛)✐✲❝♦❤❡&❡♥"

❝♦♠♣❧❡① f˚LU{S ♦♥ T ✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ "❤❡ ❢✉♥❝"♦& IndU

dSt
op
S
✇❡ ❣❡" ❛ ♥❛"✉&❛❧ "&❛♥)❢♦&♠❛"✐♦♥ λPro

λPro “ IndU

dSt
op
S

pλq : O
pProU dStArt

S qop
pProU dStSqop Ñ IQcohp´q

❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐" "♦ X ✇❡ ❣❡" ❛ ❢✉♥❝"♦&

λPro
X :

´
X{ProU dStArt

S

¯op

Ñ IQcohpXq

✸✹



▲❡" ✉$ $❡" LX{S “ λPro
X pXq P IQcohpXq✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❞❡✜♥✐"✐♦♥ "❤❡ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡

LX{S » colim
k

p˚
kLXk{S

▲❡" ✉$ ♥♦✇ ❝❤❡❝❦ "❤❛" ✐" $❛"✐$✜❡$ "❤❡ 6❡1✉✐6❡❞ ✉♥✐✈❡6$❛❧ ♣6♦♣❡6"②✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦6 DerpX,´q ✐$ "❤❡ ❧✐♠✐"
♦❢ "❤❡ ❞✐❛❣6❛♠ Kop Ñ FctpIQcohpXqď0, sSetsq

MapX{´{SpXr´s, X̄q

❚❤✐$ ❞✐❛❣6❛♠ ❢❛❝"♦6$ ❜② ❞❡✜♥✐"✐♦♥ "❤6♦✉❣❤ ❛ ❞✐❛❣6❛♠

δ : Kop Ñ Fct
`
colimQcohpX̄qď0, sSets

˘
» limFctpQcohpX̄qď0, sSetsq

❖♥ "❤❡ ♦"❤❡6 ❤❛♥❞✱ "❤❡ ❢✉♥❝"♦6 MappLX{S ,´q ✐$ "❤❡ ❧✐♠✐" ♦❢ ❛ ❞✐❛❣6❛♠

Kop
µ // limFctpQcohpX̄qď0, sSetsq // FctpIQcohpXqď0, sSetsq

❚❤❡ ✉♥✐✈❡6$❛❧ ♣6♦♣❡6"② ♦❢ "❤❡ ♥❛"✉6❛❧ "6❛♥$❢♦6♠❛"✐♦♥ λ ❞❡✜♥❡$ ❛♥ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ δ ❛♥❞ µ✳ ❚❤❡

❢♦6♠✉❧❛ ❢♦6 pk
IQ
˚ LX{S ✐$ ❛ ❞✐6❡❝" ❝♦♥$❡1✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶✳✷✶ ❛♥❞ "❤❡ ❧❛$" $"❛"❡♠❡♥" ✐$ ♦❜✈✐♦✉$✳

❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✷ ✭❛❜♦✉" ❧❡♠♠❛ ✶✳✷✶✮✳ ❚❤❡6❡ ❛6❡ "✇♦ ✇❛②$ ♦❢ ❝♦♥$"6✉❝"✐♥❣ "❤❡ ✉♥❞❡6❧②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ "❤❡

❝♦"❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❛ ♣6♦✲$"❛❝❦✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜6$" ❝♦♥$✐❞❡6 "❤❡ ❢✉♥❝"♦6

L
1 : dStArt

S

op Ñ QcohpSq

♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❞❡6✐✈❡❞ ❆6"✐♥ $"❛❝❦ π : Y Ñ S "♦ "❤❡ 1✉❛$✐✲❝♦❤❡6❡♥" ♠♦❞✉❧❡ π˚LY {S ❛♥❞ ❡①"❡♥❞ ✐"

IndUpL1q : ProU dStArt
S

op Ñ IndU QcohpSq “ IQcohpSq

❚❤❡ $❡❝♦♥❞ ♠❡"❤♦❞ ❝♦♥$✐$"$ ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ "❤❡ ❝♦"❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❛ ♣6♦✲$"❛❝❦ ̟ : X Ñ S ❛$ ❛❜♦✈❡

LX{S P IQcohpXq

❛♥❞ ❝♦♥$✐❞❡6✐♥❣ ̟
IQ
˚ LX{S P IQcohpSq✳ ❚❤✐$ ❞❡✜♥❡$ ❛ ❢✉♥❝"♦6

L
2 :

ProU dStArt
S

op Ñ IQcohpSq
pX ̟Ñ Sq ÞÑ ̟

IQ
˚ LX{S

❈♦♠♣❛6✐♥❣ "❤♦$❡ "✇♦ ❛♣♣6♦❛❝❤❡$ ✐$ ♣6❡❝✐$❡❧② "❤❡ 6♦❧❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶✳✷✶✳ ■" $❤♦✇$ ✐♥❞❡❡❞ "❤❛" "❤❡ ❢✉♥❝"♦6$

IndUpL1q ❛♥❞ L2
❛6❡ ❡1✉✐✈❛❧❡♥"✳

❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✸✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❞❡6✐✈❡❞ ❝❛"❡❣♦6② ♦❢ ✐♥❞✲1✉❛$✐✲❝♦❤❡6❡♥" ♠♦❞✉❧❡$ ♦♥ ❛ ♣6♦✲$"❛❝❦ ✐$

❜✉✐❧❞ ❢♦6 "❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣6♦♣♦$✐"✐♦♥ ❛♥❞ 6❡♠❛6❦ "♦ ❤♦❧❞✳

❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✹✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❝"✉❛❧❧② ♣6♦✈❡♥ "❤❛" ❢♦6 ❛♥② ♣6♦✲$"❛❝❦ X✱ "❤❡ "✇♦ ❢✉♥❝"♦6$

IQcohpXqď0 ˆX{dStArt
S Ñ sSets

❞❡✜♥❡❞ ❜②

pE, Y q ÞÑ MapX{´{SpXrEs, Y q
pE, Y q ÞÑ MapIQcohpXqpλPro

X pY q, Eq

❛6❡ ❡1✉✐✈❛❧❡♥"✳

✸✺



✷✳✶✳✷ ❈♦%❛♥❣❡♥% ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✲♣3♦✲4%❛❝❦

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✺✳ ❆♥ ✐♥❞✲♣&♦✲()❛❝❦ ✐( ❛♥ ♦❜❥❡❝) ♦❢ )❤❡ ❝❛)❡❣♦&②

IPdStS “ IndU ProU dStS

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✻✳ ▲❡) ✉( ❞❡✜♥❡ )❤❡ ❢✉♥❝)♦& PIPerf : pIPdStSqop Ñ CatV8 ❛(

PIPerf “ ProU

pProU dStSqoppIPerfq

✇❤❡&❡ ProU
✇❛( ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ✵✳✽✳ ❲❤❡♥❡✈❡& ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦&♣❤✐(♠ f : X Ñ Y ♦❢ ✐♥❞✲♣&♦✲()❛❝❦(✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦)❡ ❜② f˚
PI )❤❡ ❢✉♥❝)♦&

f˚
PI “ PIPerfpfq : PIPerfpY q Ñ PIPerfpXq

❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✼✳ ▲❡) X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣&♦✲()❛❝❦✳ ▲❡) X̄ : K Ñ ProU dStS ❞❡♥♦)❡ ❛ U✲(♠❛❧❧ ✜❧)❡&❡❞ ❞✐❛❣&❛♠

♦❢ ✇❤♦♠ X ✐( ❛ ❝♦❧✐♠✐) ✐♥ IPdStS ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❞❡✜♥✐)✐♦♥

PIPerfpXq » limProUpIPerfpX̄qq

❛❞♠✐)( ❛ &✐❣❤) ❛❞❥♦✐♥) fPI
˚ ✳ ■) ✐( )❤❡ ♣&♦✲❡①)❡♥(✐♦♥ ♦❢ )❤❡ &✐❣❤) ❛❞❥♦✐♥) f I˚ )♦ f

˚
I ✳ ❚❤✐( &❡(✉❧) ❡①)❡♥❞(

)♦ ❛♥② ♠❛♣ f ♦❢ ✐♥❞✲♣&♦✲()❛❝❦( (✐♥❝❡ )❤❡ ❧✐♠✐) ♦❢ ❛❞❥✉♥❝)✐♦♥( ✐( ()✐❧❧ ❛♥ ❛❞❥✉♥❝)✐♦♥✳

+,♦♣♦.✐%✐♦♥ ✷✳✷✽✳ ▲❡( f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣$♦✲1(❛❝❦1✳ ■❢ Y ✐1 ❛ ♣$♦✲1(❛❝❦ (❤❡♥ (❤❡ ❢✉♥❝(♦$

f˚
PI : PIPerfpY q Ñ PIPerfpXq ❛❞♠✐(1 ❛ $✐❣❤( ❛❞❥♦✐♥(✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✾✳ ▲❡) f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣&♦✲()❛❝❦(✳ ■❢ )❤❡ ❢✉♥❝)♦&

f˚
PI : PIPerfpY q Ñ PIPerfpXq

❛❞♠✐)( ❛ &✐❣❤) ❛❞❥♦✐♥)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦)❡ ✐) ❜② fPI
˚ ✳

+,♦♦❢ ✭♦❢ )❤❡ ♣&♦♣♦(✐)✐♦♥✮✳ ■❢ ❜♦)❤ X ❛♥❞ Y ❛&❡ ♣&♦✲()❛❝❦(✱ )❤❡♥ fPI
˚ “ ProUpf I˚q ✐( &✐❣❤) ❛❞❥♦✐♥)

)♦ f˚
PI “ ProUpf˚

I q✳ ▲❡) ♥♦✇ X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣&♦✲()❛❝❦ ❛♥❞ ❧❡) X̄ : K Ñ ProU dStS ❞❡♥♦)❡ ❛ U✲(♠❛❧❧

✜❧)❡&❡❞ ❞✐❛❣&❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐( ❛ ❝♦❧✐♠✐) ✐♥ IPdStS ✳ ❲❡ )❤❡♥ ❤❛✈❡

f˚
PI : PIPerfpY q Ñ PIPerfpXq » limPIPerfpX̄q

❚❤❡ ❡①✐()❡♥❝❡ ♦❢ ❛ &✐❣❤) ❛❞❥♦✐♥) fPI
˚ )❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇( ❢&♦♠ ♣&♦♣♦(✐)✐♦♥ ✶✳✺✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✵✳ ▲❡) X P IPdStS ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ IPPerfpXq “ pPIPerfpXqqop✳ ■❢ X ✐( )❤❡ ❝♦❧✐♠✐) ✐♥

IPdStS ♦❢ ❛ ✜❧)❡&❡❞ ❞✐❛❣&❛♠ K Ñ ProU dStS )❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

IPPerfpXq » limpIndU ˝PPerf ˝X̄q

❚❤❡&❡ ✐( )❤❡&❡❢♦&❡ ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐)❤❢✉❧ ❢✉♥❝)♦& TateUIPpXq Ñ IPPerfpXq✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦)❡ ❜②

p´q_
: IPPerfpXq Ñ pPIPerfpXqqop

)❤❡ ❞✉❛❧✐)② ❢✉♥❝)♦&✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✶✳ ▲❡) ✉( ❞❡✜♥❡ )❤❡ ❢✉♥❝)♦& TateUIP : pIPdStSqop Ñ CatV,st,id8 ❛( )❤❡ &✐❣❤) ❑❛♥

❡①)❡♥(✐♦♥ ♦❢ TateUP ❛❧♦♥❣ )❤❡ ✐♥❝❧✉(✐♦♥ pProU dStSqop Ñ pIPdStSqop✳ ■) ✐( ❜② ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ❡♥❞♦✇❡❞
✇✐)❤ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢✉❧❧② ❢❛✐)❤❢✉❧ ♥❛)✉&❛❧ )&❛♥(❢♦&♠❛)✐♦♥

TateUIP Ñ PIPerf

❋♦& ❛♥② X P IPdStS ✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝) ♦❢ Tate
U

IPpXq ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❚❛)❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦♥ X✳
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❘❡♠❛$❦ ✷✳✸✷✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❤❛)❛❝*❡)✐,❡ ❚❛*❡ ♦❜❥❡❝*,✿ ❛ ♠♦❞✉❧❡ E P PIPerfpXq ✐, ❛ ❚❛*❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ ❢♦) ❛♥② ♣)♦✲,*❛❝❦ U ❛♥❞ ❛♥② ♠♦)♣❤✐,♠ f : U Ñ X P IPdStS ✱ *❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ f˚
IPpEq ✐, ✐♥

TateUPpUq✳
▲❡* ✉, ❛❧,♦ )❡♠❛)❦ ❤❡)❡ *❤❛*

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✸✳ ▲❡( X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣$♦✲0(❛❝❦ ♦✈❡$ S✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐(❤❢✉❧ ❢✉♥❝(♦$0

TateUIPpXq // PIPerfpXq
p´q_

pIPPerfpXqqop
´
TateUIPpXq

¯op
oo

❤❛✈❡ (❤❡ 0❛♠❡ ❡00❡♥(✐❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ (❤✉0 ❤❛✈❡ ❛♥ ❡;✉✐✈❛❧❡♥❝❡

p´q_
: TateUIPpXq »

´
TateUIPpXq

¯op

'(♦♦❢✳ ❚❤✐, ✐, ❛ ❝♦)♦❧❧❛)② ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✵✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✸✹✳ ▲❡* ✉, ❞❡✜♥❡ PIQcoh : pIPdStSqop Ñ CatV8 *♦ ❜❡ *❤❡ ❢✉♥❝*♦)

PIQcoh “ ProU

pProU dStSqoppIQcohq

❋)♦♠ )❡♠❛)❦ ✵✳✶✺✱ ❢♦) ❛♥② ✐♥❞✲♣)♦✲,*❛❝❦ X✱ *❤❡ ❝❛*❡❣♦)② PIQcohpXq ❛❞♠✐*, ❛ ♥❛*✉)❛❧ ♠♦♥♦✐❞❛❧

,*)✉❝*✉)❡✳ ❲❡ ❛❧,♦ ❞❡✜♥❡ *❤❡ ,✉❜❢✉♥❝*♦)

PIQcohď0 “ ProU

pProU dStSqoppIQcohď0q

❘❡♠❛$❦ ✷✳✸✺✳ ▲❡* ✉, ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❢♦)♠❛❧ ❞❡,❝)✐♣*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐*✐♦♥✳ ❚♦ ❛♥ ✐♥❞✲♣)♦✲,*❛❝❦ X “
colimα limβ Xαβ ✇❡ ❛,,♦❝✐❛*❡ *❤❡ ❝❛*❡❣♦)②

PIQcohpXq “ lim
α

ProU IndU

ˆ
colim
β

PerfpXαβq
˙

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✸✻✳ ▲❡* f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣)♦✲,*❛❝❦,✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦*❡ ❜② f˚
PI *❤❡ ❢✉♥❝*♦)

PIQcohpfq✳ ❲❤❡♥❡✈❡) ✐* ❡①✐,*,✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦*❡ ❜② f
PIQ
˚ *❤❡ )✐❣❤* ❛❞❥♦✐♥* *♦ f˚

PI✳

'(♦♣♦3✐/✐♦♥ ✷✳✸✼✳ ▲❡( f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣$♦✲0(❛❝❦0✳ ■❢ Y ✐0 ❛❝(✉❛❧❧② ❛ 0(❛❝❦✱ (❤❡♥ (❤❡

✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝(♦$ f˚
PI ❛❞♠✐(0 ❛ $✐❣❤( ❛❞❥♦✐♥(✳

'(♦♦❢✳ ❚❤✐, ✐, ✈❡)② ,✐♠✐❧❛) *♦ *❤❡ ♣)♦♦❢ ♦❢ ♣)♦♣♦,✐*✐♦♥ ✷✳✷✽ ❜✉* ✉,✐♥❣ ♣)♦♣♦,✐*✐♦♥ ✷✳✶✵✳

❘❡♠❛$❦ ✷✳✸✽✳ ❚❤❡)❡ ✐, ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐*❤❢✉❧ ♥❛*✉)❛❧ *)❛♥,❢♦)♠❛*✐♦♥ PIPerf Ñ PIQcoh✳ ❯,✐♥❣ *❤❡ ,❛♠❡

♥♦*❛*✐♦♥ f˚
PI ❢♦) *❤❡ ✐♠❛❣❡, ♦❢ ❛ ♠❛♣ f : X Ñ Y ✐, *❤❡)❡❢♦)❡ ♦♥❧② ❛ ,♠❛❧❧ ❛❜✉,❡✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ ❢♦) ❛♥②

,✉❝❤ ♠❛♣ f : X Ñ Y ✱ ❢♦) ✇❤✐❝❤ *❤❡ )✐❣❤* ❛❞❥♦✐♥*, ❞)❛✇♥ ❜❡❧♦✇ ❡①✐,*✱ *❤❡)❡ ✐, ❛ ♥❛*✉)❛❧ *)❛♥❢♦)♠❛*✐♦♥

PIPerfpY q //

fPI
˚

��

PIQcohpY q

f
PIQ
˚

��
PIPerfpXq //

3;

PIQcohpXq

■* ✐, ❣❡♥❡)❛❧❧② ♥♦* ❛♥ ❡J✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✸✾✳ ▲❡* ExIP ❞❡♥♦*❡ *❤❡ ♥❛*✉)❛❧ *)❛♥,❢♦)♠❛*✐♦♥ ProU

pProU dStSqoppExProq

ExIP : PIQcohď0 Ñ ProU

pProU dStSqop
´
B>

pProU dStSqoppid´q
¯

» B>
pIPdStSqoppid´q

♦❢ ❢✉♥❝*♦), pIPdStSqop Ñ Cat8✳ ❚❤❡ ❡J✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦♥ *❤❡ )✐❣❤* ❤❛♥❞ ,✐❞❡ ✐, *❤❡ ♦♥❡ ♦❢ )❡♠❛)❦ ✶✳✶✾✳

■❢ X ✐, ❛♥ ✐♥❞✲♣)♦✲,*❛❝❦ ❛♥❞ E P PIQcohpXqď0
*❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦*❡ ❜② X Ñ XrEs Ñ X *❤❡ ✐♠❛❣❡

♦❢ E ❜② *❤❡ ❢✉♥❝*♦)

ExIPpXq : PIQcohpXqď0 Ñ
´
X{IPdStX

¯op

✸✼



❘❡♠❛$❦ ✷✳✹✵✳ ▲❡& ✉( ❞❡❝✐♣❤❡. &❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥✳ ▲❡& X “ colimα limβ Xαβ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣.♦✲(&❛❝❦ ❛♥❞

❧❡& E ❜❡ ❛ ♣.♦✲✐♥❞✲♠♦❞✉❧❡ ♦✈❡. ✐&✳ ❇② ❞❡✜♥✐&✐♦♥ E ✐( &❤❡ ❞❛&✉♠✱ ❢♦. ❡✈❡.② α✱ ♦❢ ❛ ♣.♦✲✐♥❞✲♦❜❥❡❝& Eα

✐♥ &❤❡ ❝❛&❡❣♦.② colimβQcohď0pXαβq✳ ▲❡& ✉( ❞❡♥♦&❡ Eα “ limγ colimδ E
α
γδ✳ ❋♦. ❛♥② γ ❛♥❞ δ✱ &❤❡.❡ ✐(

❛ β0pγ, δq (✉❝❤ &❤❛& Eαγδ ✐( ✐♥ &❤❡ ❡((❡♥&✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Qcohď0pXαβ0pγ,δqq✳ ❲❡ &❤❡♥ ❤❛✈❡

XrEs “ colim
α,γ

lim
δ

lim
βěβ0pγ,δq

XαβrEγδs P IPdStS

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✹✶✳ ▲❡& X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣.♦✲(&❛❝❦✳

• ❲❡ ❞❡✜♥❡ &❤❡ ❢✉♥❝&♦. ♦❢ ❞❡.✐✈❛&✐♦♥( ♦♥ X

DerpX,´q “ MapX{´{SpXr´s, Xq

• ❲❡ (❛② &❤❛& X ❛❞♠✐&( ❛ ❝♦&❛♥❣❡♥& ❝♦♠♣❧❡① ✐❢ &❤❡.❡ ❡①✐(&( LX{S P PIQcohpXq (✉❝❤ &❤❛& ❢♦.

❛♥② E P PIQcohpXqď0

DerpX,Eq » MappLX{S , Eq

• ▲❡& ✉( ❛((✉♠❡ &❤❛& f : X Ñ Y ✐( ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣.♦✲(&❛❝❦( ❛♥❞ &❤❛& Y ❛❞♠✐&( ❛ ❝♦&❛♥❣❡♥&

❝♦♠♣❧❡①✳ ❲❡ (❛② &❤❛& f ✐( ❢♦.♠❛❧❧② B&❛❧❡ ✐❢ X ❛❞♠✐&( ❛ ❝♦&❛♥❣❡♥& ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ &❤❡ ♥❛&✉.❛❧ ♠❛♣

f˚LY {S Ñ LX{S ✐( ❛♥ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✹✷✳ ❆♥ ❆.&✐♥ ✐♥❞✲♣.♦✲(&❛❝❦ ♦✈❡. S ✐( ❛♥ ♦❜❥❡❝& ✐♥ &❤❡ ❝❛&❡❣♦.②

IPdStArt
S “ IndU ProU dStArt

S

❆♥ ❆.&✐♥ ✐♥❞✲♣.♦✲(&❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐&❡ ♣.❡(❡♥&❛&✐♦♥ ✐( ❛♥ ♦❜❥❡❝& ♦❢

IPdSt
Art,lfp
S “ IndU ProU dSt

Art,lfp
S

+,♦♣♦.✐%✐♦♥ ✷✳✹✸✳ ❆♥② ❆$*✐♥ ✐♥❞✲♣$♦✲0*❛❝❦ X ❛❞♠✐*0 ❛ ❝♦*❛♥❣❡♥* ❝♦♠♣❧❡①

LX{S P PIQcohpXq

▲❡* ✉0 ❛00✉♠❡ *❤❛* X̄ : K Ñ ProdStArt
S ✐0 ❛ U✲0♠❛❧❧ ✜❧*❡$❡❞ ❞✐❛❣$❛♠ ♦❢ ✇❤♦♠ X ✐0 ❛ ❝♦❧✐♠✐* ✐♥

IPdStArt
S ✳ ❋♦$ ❛♥② ✈❡$*❡① k P K ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦*❡ ❜② Xk *❤❡ ♣$♦✲0*❛❝❦ X̄pkq ❛♥❞ ❜② ik *❤❡ 0*$✉❝*✉$❛❧

♠❛♣ Xk Ñ X✳ ❋♦$ ❛♥② f : k Ñ l ✐♥ K✱ ❧❡* ✉0 ❛❧0♦ ❞❡♥♦*❡ ❜② f *❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ Xk Ñ Xl✳ ❲❡ ❤❛✈❡

❢♦$ ❛❧❧ k P K
i˚k,PILX{S » lim

f : kÑl
f˚
I LXl{S P PIQcohpXkq

■❢ ♠♦$❡♦✈❡$ X ✐0 ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐*❡ ♣$❡0❡♥*❛*✐♦♥ *❤❡♥ LX{S ❜❡❧♦♥❣0 *♦ PIPerfpXq✳

+,♦♦❢✳ ▲❡& ✉( .❡❝❛❧❧ &❤❡ ♥❛&✉.❛❧ &.❛♥(❢♦.♠❛&✐♦♥ λPro
❢.♦♠ &❤❡ ♣.♦♦❢ ♦❢ ♣.♦♣♦(✐&✐♦♥ ✷✳✶✾

λPro “ IndU

dSt
op
S

pλq : O
pProU dStArt

S qop
pProU dStSqop Ñ IQcohp´q

♦❢ ❢✉♥❝&♦.( pProU dStSqop Ñ Cat8✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ &❤❡ ❢✉♥❝&♦. ProU

pProU dStSqop ✇❡ ❞❡✜♥❡ &❤❡ ♥❛&✉.❛❧

&.❛♥(❢♦.♠❛&✐♦♥ λIP

λIP “ ProU

pProU dStSqop
`
λPro

˘
: O

pIPdStArt
S qop

pIPdStSqop Ñ PIQcohp´q

❜❡&✇❡❡♥ ❢✉♥❝&♦.( pIPdStSqop Ñ Cat8✳ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ &♦ X ✇❡ ❣❡& ❛ ❢✉♥❝&♦.

λIPX :
´
X{IPdStArt

S

¯op

Ñ PIQcohpXq

✸✽



❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ LX{S “ λIPX pXq✳ ❇② ❞❡✜♥✐+✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡

i˚k,PILX{S » limλPro
Xk

pX̄q » lim
f : kÑl

f˚
I LXl{S

❢♦0 ❡✈❡0② k P K✳ ▲❡+ ✉3 ♥♦✇ ♣0♦✈❡ +❤❛+ ✐+ 3❛+✐3✜❡3 +❤❡ ❡①♣❡❝+❡❞ ✉♥✐✈❡03❛❧ ♣0♦♣❡0+②✳ ■+ 3✉✣❝❡3 +♦

❝♦♠♣❛0❡ ❢♦0 ❡✈❡0② k P K +❤❡ ❢✉♥❝+♦03

MapXk{´{SpXkr´s, Xq ❛♥❞ MapPIQcohpXkqpi˚k,PILX{S ,´q

❞❡✜♥❡❞ ♦♥ PIQcohpXkqď0
✳ ❚❤❡② ❛0❡ ❜♦+❤ ♣0♦✲❡①+❡♥3✐♦♥3 +♦ PIQcohpXkqď0

♦❢ +❤❡✐0 0❡3+0✐❝+✐♦♥3

IQcohpXkqď0 Ñ sSets✳ ❚❤❡ 0❡3+0✐❝+❡❞ ❢✉♥❝+♦0 MapXk{´{SpXkr´s, Xq ✐3 ❛ ❝♦❧✐♠✐+ ♦❢ +❤❡ ❞✐❛❣0❛♠

MapXk{´{SpXkr´s, X̄q :
´
k{K

¯op

Ñ FctpIQcohpXkqď0, sSetsq

✇❤✐❧❡ MapPIQcohpXkqpi˚k,PILX{S ,´q ✐3 ❛ ❝♦❧✐♠✐+ +♦ +❤❡ ❞✐❛❣0❛♠

MapIQcohpXkqpλPro
Xk

pX̄q,´q :
´
k{K

¯op

Ñ FctpIQcohpXkqď0, sSetsq

❲❡ ✜♥✐3❤ +❤❡ ♣0♦♦❢ ✇✐+❤ 0❡♠❛0❦ ✷✳✷✹✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✹✹✳ ▲❡" X P IPdStArt
S ✳ ▲❡" ✉% ❞❡♥♦"❡ ❜② π : X Ñ S "❤❡ %",✉❝"✉,❛❧ ♠❛♣✳ ▲❡" ❛❧%♦ L̃IP

❞❡♥♦"❡ "❤❡ ❢✉♥❝"♦, ´
IPdStArt

S

¯op

Ñ ProU IndU QcohpSq

♦❜"❛✐♥❡❞ ❜② ❡①"❡♥❞✐♥❣ "❤❡ ❢✉♥❝"♦, pdStArt
S qop Ñ QcohpSq ♠❛♣♣✐♥❣ f : T Ñ S "♦ f˚LT {S✳ ❚❤❡♥ ✇❡

❤❛✈❡ π
PIQ
˚ LX{S » L̃IPpXq

 !♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡①✐3+❡♥❝❡ ♦❢ π
PIQ
˚ ✐3 ❞❡❞✉❝❡❞ ❢0♦♠ ♣0♦♣♦3✐+✐♦♥ ✷✳✸✼✳ ❚❤❡ 0❡3✉❧+ +❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇3 ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣

❧❡♠♠❛ ✶✳✷✶ +✇✐❝❡✳

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✹✺✳ ▲❡+ X ❜② ❛♥ ❆0+✐♥ ✐♥❞✲♣0♦✲3+❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐+❡ ♣0❡3❡♥+❛+✐♦♥ ♦✈❡0 S✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧

+❤❡ +❛♥❣❡♥+ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ X +❤❡ ✐♥❞✲♣0♦✲♣❡0❢❡❝+ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥ X

TX{S “ L
_
X{S P IPPerfpXq

✷✳✶✳✸ ❯♥✐'✉❡♥❡** ♦❢ ♣.♦✲*0.✉❝0✉.❡

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✻✳ ▲❡" Y ❛♥❞ Z ❜❡ ❞❡,✐✈❡❞ ❆,"✐♥ %"❛❝❦%✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐% ",✉❡

✭✐✮ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣

MappZ, Y q Ñ lim
n

MappτďnZ, Y q

✐% ❛♥ ❡;✉✐✈❛❧❡♥❝❡❀

✭✐✐✮ ■❢ Y ✐% q✲❆,"✐♥ ❛♥❞ Z ✐% m✲",✉♥❝❛"❡❞ "❤❡♥ "❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ %♣❛❝❡ MappZ, Y q ✐% pm` qq✲",✉♥❝❛"❡❞✳
 !♦♦❢✳ ❲❡ ♣0♦✈❡ ❜♦+❤ ✐+❡♠3 0❡❝✉03✐✈❡❧② ♦♥ +❤❡ ❆0+✐♥ ❞❡❣0❡❡ ♦❢ Z✳ ❚❤❡ ❝❛3❡ ♦❢ Z ❛✣♥❡ ✐3 ♣0♦✈❡❞ ✐♥

❬❍❆●✷✱ ❈✳✵✳✶✵ ❛♥❞ ✷✳✷✳✹✳✻❪✳ ❲❡ ❛33✉♠❡ +❤❛+ +❤❡ 0❡3✉❧+ ✐3 +0✉❡ ❢♦0 n✲❆0+✐♥ 3+❛❝❦3✳ ▲❡+ Z ❜❡ pn ` 1q✲
❆0+✐♥✳ ❚❤❡0❡ ✐3 ❛♥ ❛+❧❛3 u : U Ñ Z✳ ▲❡+ ✉3 0❡♠❛0❦ +❤❛+ ❢♦0 k P N +❤❡ +0✉♥❝❛+✐♦♥ τďku : τďkU Ñ τďkZ
✐3 ❛❧3♦ ❛ 3♠♦♦+❤ ❛+❧❛3 ✖ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ τďkU » U ˆZ τďkZ✳ ▲❡+ ✉3 ❞❡♥♦+❡ ❜② U‚ +❤❡ ♥❡0✈❡ ♦❢ u ❛♥❞
❜② τďkU‚ +❤❡ ♥❡0✈❡ ♦❢ τďku✳ ❇❡❝❛✉3❡ k✲+0✉♥❝❛+❡❞ 3+❛❝❦3 ❛0❡ 3+❛❜❧❡ ❜② ✢❛+ ♣✉❧❧❜❛❝❦3✱ +❤❡ ❣0♦✉♣♦✐❞
τďkU‚ ✐3 ❡R✉✐✈❛❧❡♥+ +♦ τďkpU‚q✳ ❲❡ ❤❛✈❡

MappZ, Y q » lim
rpsP∆

MappUp, Y q » lim
rpsP∆

lim
k

MappτďkUp, Y q » lim
k

MappτďkZ, Y q

❚❤❛+ ♣0♦✈❡3 ✐+❡♠ ✭✐✮✳ ■❢ ♠♦0❡♦✈❡0 Z ✐3 m✲+0✉♥❝❛+❡❞✱ +❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ 0❡♣❧❛❝❡ U ❜② τďmU ✳ ■❢ ❢♦❧❧♦✇3 +❤❛+
MappZ, Y q ✐3 ❛ ❧✐♠✐+ ♦❢ pm` qq✲+0✉♥❝❛+❡❞ 3♣❛❝❡3✳ ❚❤✐3 ✜♥✐3❤❡3 +❤❡ ♣0♦♦❢ ♦❢ ✭✐✐✮✳

✸✾



❲❡ ✇✐❧❧ ✉&❡ '❤✐& ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✼✳ ▲❡" S : ∆ Ñ sSets ❜❡ ❛ ❝♦'✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♦❜❥❡❝" ✐♥ '✐♠♣❧✐❝✐❛❧ '❡"'✳ ▲❡" ✉' ❛''✉♠❡ "❤❛" ❢♦2

❛♥② rps P ∆ "❤❡ '✐♠♣❧✐❝✐❛❧ '❡" Sp ✐' n✲❝♦❝♦♥♥❡❝"✐✈❡✳ ❚❤❡♥ "❤❡ ♥❛"✉2❛❧ ♠♦2♣❤✐'♠

lim
rpsP∆

Sp Ñ lim
rpsP∆
pďn`1

Sp

✐' ❛♥ ❡7✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✽✳ ▲❡" X̄ : Nop Ñ dStS ❜❡ ❛ ❞✐❛❣2❛♠ '✉❝❤ "❤❛"

✭✐✮ ❚❤❡2❡ ❡①✐'"' m P N ❛♥❞ n P N '✉❝❤ "❤❛" ❢♦2 ❛♥② k P K "❤❡ '"❛❝❦ X̄pkq ✐' n✲❆2"✐♥✱ m✲"2✉♥❝❛"❡❞
❛♥❞ ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣2❡'❡♥"❛"✐♦♥❀

✭✐✐✮ ❚❤❡2❡ ❡①✐'"' ❛ ❞✐❛❣2❛♠ ū : Nˆ∆1 Ñ dStS '✉❝❤ "❤❛" "❤❡ 2❡'"2✐❝"✐♦♥ ♦❢ ū "♦ Nˆ t1u ✐' ❡7✉✐✈❛❧❡♥"
"♦ X̄✱ ❡✈❡2② ♠❛♣ ūpkq : ūpkqp0q Ñ ūpkqp1q » X̄pkq ✐' ❛ '♠♦♦"❤ ❛"❧❛' ❛♥❞ "❤❡ ❧✐♠✐" limk ūpkq ✐'
❛♥ ❡♣✐♠♦2♣❤✐'♠✳

■❢ Y ✐' ❛♥ ❛❧❣❡❜2❛✐❝ ❞❡2✐✈❡❞ '"❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣2❡'❡♥"❛"✐♦♥ "❤❡♥ "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦2♣❤✐'♠

colimMap
`
X̄, Y

˘
Ñ Map

`
lim X̄, Y

˘

✐' ❛♥ ❡7✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

)*♦♦❢✳ ▲❡' ✉& ♣3♦✈❡ '❤❡ &'❛'❡♠❡♥' 3❡❝✉3&✐✈❡❧② ♦♥ '❤❡ ❆3'✐♥ ❞❡❣3❡❡ n✳ ■❢ n ❡=✉❛❧& 0✱ '❤✐& ✐& ❛ &✐♠♣❧❡

3❡❢♦3♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✜♥✐'❡ ♣3❡&❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ Y ✳ ▲❡' ✉& ❛&&✉♠❡ '❤❛' '❤❡ &'❛'❡♠❡♥' ❛' ❤❛♥❞ ✐& '3✉❡ ❢♦3

&♦♠❡ n ❛♥❞ ❧❡' X̄p0q ❜❡ pn ` 1q✲❆3'✐♥✳ ❈♦♥&✐❞❡3✐♥❣ '❤❡ ♥❡3✈❡& ♦❢ '❤❡ ❡♣✐♠♦3♣❤✐&♠& ūpkq✱ ✇❡ ❣❡' ❛
❞✐❛❣3❛♠

Z̄ : Nop ˆ ∆op Ñ dStS

◆♦'❡ '❤❛' Z̄ ❤❛& ✈❛❧✉❡& ✐♥ n✲❆3'✐♥ &'❛❝❦&✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐' limk ūpkq ✐& ❛❧&♦ ❛♥ ❛'❧❛& ❛♥❞ '❤❡ ♥❛'✉3❛❧ ♠❛♣

colim
rpsP∆

lim
kPN

Z̄pkqp Ñ lim
kPN

colim
rpsP∆

Z̄pkqp » lim X̄

✐& '❤❡3❡❢♦3❡ ❛♥ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ✇3✐'❡

Map
`
lim X̄, Y

˘
» Map

ˆ
colim
rpsP∆

lim
kPN

Z̄pkqp, Y
˙

» lim
rpsP∆

Map

ˆ
lim
kPN

Z̄pkqp, Y
˙

» lim
rpsP∆

colim
kPN

Map
`
Z̄pkqp, Y

˘

❲❡ ❛❧&♦ ❤❛✈❡

colimMap
`
X̄, Y

˘
» colim

kPN
lim

rpsP∆
Map

`
Z̄pkqp, Y

˘

■' '❤✉& &✉✣❝❡& '♦ ♣3♦✈❡ '❤❛' '❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦3♣❤✐&♠ ♦❢ &✐♠♣❧✐❝✐❛❧ &❡'&

colim
kPN

lim
rpsP∆

Map
`
Z̄pkqp, Y

˘
Ñ lim

rpsP∆
colim
kPN

Map
`
Z̄pkqp, Y

˘

✐& ❛♥ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ▲❡' ✉& ♥♦'✐❝❡ '❤❛' ❡❛❝❤ Z̄pkqp ✐& m✲'3✉♥❝❛'❡❞✳ ■' ✐& ✐♥❞❡❡❞ ❛ ✜❜3❡ ♣3♦❞✉❝' ♦❢ m✲
'3✉♥❝❛'❡❞ ❞❡3✐✈❡❞ &'❛❝❦& ❛❧♦♥❣ ✢❛' ♠❛♣&✳ ▲❡' q ❜❡ ❛♥ ✐♥'❡❣❡3 &✉❝❤ '❤❛' Y ✐& q✲❆3'✐♥✳ ❚❤❡ &✐♠♣❧✐❝✐❛❧

&❡' MappZ̄pkqp, Y q ✐& '❤❡♥ pm ` qq✲❝♦❝♦♥♥❡❝'✐✈❡ ✭❧❡♠♠❛ ✷✳✹✻✮✳ ■' ❢♦❧❧♦✇& ❢3♦♠ ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✼ '❤❛' '❤❡
❧✐♠✐' ❛' ❤❛♥❞ ✐& ✐♥ ❢❛❝' ✜♥✐'❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ '❤❡ 3❡=✉✐3❡❞ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

✹✵



▲❡♠♠❛ ✷✳✹✾✳ ▲❡" M̄ : Nop Ñ sSets ❜❡ ❛ ❞✐❛❣(❛♠✳ ❋♦( ❛♥② i P N ❛♥❞ ❛♥② ♣♦✐♥" x “ pxnq P lim M̄ ✱

✇❡ ❤❛✈❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝" 8❡9✉❡♥❝❡

0 // lim
n

1πi`1pM̄pnq, xnq // πi
´
lim
n
M̄pnq, x

¯
// lim
n
πipM̄pnq, xnq // 0

❆ ♣"♦♦❢ ♦❢ %❤❛% ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦" ✐♥1%❛♥❝❡ ✐♥ ❬❍✐"❪✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✺✵✳ ▲❡" M : Nop ˆ K Ñ sSets ❞❡♥♦"❡ ❛ ❞✐❛❣(❛♠✱ ✇❤❡(❡ K ✐8 ❛ ✜❧"❡(❡❞ 8✐♠♣❧✐❝✐❛❧ 8❡"✳

■❢ ❢♦( ❛♥② i P N "❤❡(❡ ❡①✐8"8 Ni 8✉❝❤ "❤❛" ❢♦( ❛♥② n ě Ni ❛♥❞ ❛♥② k P K "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦(♣❤✐8♠

Mpn, kq Ñ Mpn´ 1, kq ✐8 ❛♥ i✲❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡ "❤❡♥ "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣

φ : colim
kPK

lim
nPN

Mpn, kq Ñ lim
nPN

colim
kPK

Mpn, kq

✐8 ❛♥ ❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ (❡❝❛❧❧ "❤❛" ❛♥ i✲❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ 8✐♠♣❧✐❝✐❛❧ 8❡"8 ✐8 ❛ ♠♦(♣❤✐8♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡8

✐8♦♠♦(♣❤✐8♠8 ♦♥ "❤❡ ❤♦♠♦"♦♣② ❣(♦✉♣8 ♦❢ ❞✐♠❡♥8✐♦♥ ❧♦✇❡( ♦( ❡9✉❛❧ "♦ i✳

*+♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛11✉♠❡ %❤❛% K ❛❞♠✐%1 ❛♥ ✐♥✐%✐❛❧ ♦❜❥❡❝% k0✳ ▲❡% ✉1 ✇"✐%❡ Mnk ✐♥1%❡❛❞ ♦❢ Mpn, kq✳
▲❡% ✉1 ✜① i P N✳ ■❢ i ě 1✱ ✇❡ ❛❧1♦ ✜① ❛ ❜❛1❡ ♣♦✐♥% x P limnMnk0 ✳ ❊✈❡"② ❤♦♠♦%♦♣② ❣"♦✉♣ ❜❡❧♦✇ ✐1

❝♦♠♣✉%❡❞ ❛% x ♦" ❛% %❤❡ ♥❛%✉"❛❧ ♣♦✐♥% ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② x✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐% %❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡ %♦ %❤❡ ❜❛1❡ ♣♦✐♥%✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦"♣❤✐1♠ ♦❢ 1❤♦"% ❡①❛❝% 1❡B✉❡♥❝❡1

0 // colim
k

lim
n

1πi`1pMnkq //

��

colim
k

πi

´
lim
n
Mnk

¯
//

��

colim
k

lim
n
πipMnkq

��

// 0

0 // lim
n

1 colim
k

πi`1pMnkq // πi

ˆ
lim
n

colim
k

Mnk

˙
// lim
n

colim
k

πipMnkq // 0

❲❡ ❝❛♥ "❡1%"✐❝% ❡✈❡"② ❧✐♠✐% %♦ n ě Ni`1✳ ❯1✐♥❣ %❤❡ ❛11✉♠♣%✐♦♥ ✇❡ 1❡❡ %❤❛% %❤❡ ❧✐♠✐%1 ♦♥ %❤❡ "✐❣❤%

❤❛♥❞ 1✐❞❡ ❛"❡ %❤❡♥ ❝♦♥1%❛♥% ❛♥❞ 1♦ ❛"❡ %❤❡ 1✲❧✐♠✐%1 ♦♥ %❤❡ ❧❡❢%✳ ■❢ ❢♦❧❧♦✇1 %❤❛% %❤❡ ✈❡"%✐❝❛❧ ♠❛♣1 ♦♥

%❤❡ 1✐❞❡1 ❛"❡ ✐1♦♠♦"♣❤✐1♠1✱ ❛♥❞ 1♦ ✐1 %❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♠❛♣✳ ❚❤✐1 ❜❡❣✐♥ %"✉❡ ❢♦" ❛♥② i✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ %❤❛% φ

✐1 ❛♥ ❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❉❡✜♥✐2✐♦♥ ✷✳✺✶✳ ▲❡% X̄ : Nop Ñ dStS ❜❡ ❛ ❞✐❛❣"❛♠✳ ❲❡ 1❛② %❤❛% X̄ ✐1 ❛ 1❤② ❞✐❛❣"❛♠ ✐❢

✭✐✮ ❋♦" ❛♥② k P N %❤❡ 1%❛❝❦ X̄pkq ✐1 ❛❧❣❡❜"❛✐❝ ❛♥❞ ♦❢ ✜♥✐%❡ ♣"❡1❡♥%❛%✐♦♥❀

✭✐✐✮ ❋♦" ❛♥② k P N %❤❡ ♠❛♣ X̄pk Ñ k ` 1q : X̄pk ` 1q Ñ X̄pkq ✐1 ❛✣♥❡❀

✭✐✐✐✮ ❚❤❡ 1%❛❝❦ X̄p0q ✐1 ♦❢ ✜♥✐%❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥1✐♦♥✳

■❢ X ✐1 %❤❡ ❧✐♠✐% ♦❢ X̄ ✐♥ %❤❡ ❝❛%❡❣♦"② ♦❢ ♣"♦1%❛❝❦1✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧1♦ 1❛② %❤❛% X̄ ✐1 ❛ 1❤② ❞✐❛❣"❛♠ ❢♦" X✳

*+♦♣♦5✐2✐♦♥ ✷✳✺✷✳ ▲❡" X̄ : Nop Ñ dStS ❜❡ ❛ 8❤② ❞✐❛❣(❛♠✳ ■❢ Y ✐8 ❛♥ ❛❧❣❡❜(❛✐❝ ❞❡(✐✈❡❞ 8"❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐"❡

♣(❡8❡♥"❛"✐♦♥ "❤❡♥ "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦(♣❤✐8♠

colimMap
`
X̄, Y

˘
Ñ Map

`
lim X̄, Y

˘

✐8 ❛♥ ❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

*+♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦" ❛♥② n✱ %❤❡ %"✉♥❝❛%✐♦♥ ❢✉♥❝%♦" τďn ♣"❡1❡"✈❡1 1❤② ❞✐❛❣"❛♠1✱ ❧❡% ✉1 ✉1❡ ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✻
❛♥❞ ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✽

Mapplim X̄, Y q » lim
n

Mappτďnplim X̄q, Y q

» lim
n

Mapplim τďnX̄, Y q » lim
n

colimMappτďnX̄, Y q

✹✶



❖♥ "❤❡ ♦"❤❡& ❤❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

colimMappX̄, Y q » colim lim
n

MappτďnX̄, Y q

❛♥❞ ✇❡ ❛&❡ "♦ +"✉❞② "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣

φ : colim lim
n

MappτďnX̄, Y q Ñ lim
n

colimMappτďnX̄, Y q

❇❡❝❛✉+❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✷✳✺✵✱ ✐" +✉✣❝❡+ "♦ ♣&♦✈❡ "❤❡ ❛++❡&"✐♦♥

✭✶✮ ❋♦& ❛♥② i P N "❤❡&❡ ❡①✐+"+ Ni P N +✉❝❤ "❤❛" ❢♦& ❛♥② n ě Ni ❛♥❞ ❛♥② k P N "❤❡ ♠❛♣

pn,k : Map
`
τďnX̄pkq, Y

˘
Ñ Map

`
τďn´1X̄pkq, Y

˘

✐♥❞✉❝❡+ ❛♥ ❡@✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦♥ "❤❡ πj ✬+ ❢♦& ❛♥② j ď i✳

❋♦& ❛♥② ♠❛♣ f : τďn´1X̄pkq Ñ Y ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦"❡ ❜② Fn,kpfq "❤❡ ✜❜&❡ ♦❢ pn,k ❛" f ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ "♦ ♣&♦✈❡
"❤❛" ❢♦& ❛♥② +✉❝❤ f "❤❡ +✐♠♣❧✐❝✐❛❧ +❡" Fn,kpfq ✐+ i✲❝♦♥♥❡❝"✐✈❡✳ ▲❡" "❤✉+ f ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ "❤♦+❡ ♠❛♣+✳ ❚❤❡
❞❡&✐✈❡❞ +"❛❝❦ τďnX̄pkq ✐+ ❛ +@✉❛&❡ ③❡&♦ ❡①"❡♥+✐♦♥ ♦❢ τďn´1X̄pkq ❜② ❛ ♠♦❞✉❧❡ M rns✱ ✇❤❡&❡

M “ ker
´
OτďnX̄pkq Ñ Oτďn´1X̄pkq

¯
r´ns

◆♦"❡ "❤❛" M ✐+ ❝♦♥❝❡♥"&❛"❡❞ ✐♥ ❞❡❣&❡❡ 0✳ ■" ❢♦❧❧♦✇+ ❢&♦♠ "❤❡ ♦❜+"&✉❝"✐♦♥ "❤❡♦&② ♦❢ Y ✕+❡❡ ♣&♦♣♦+✐✲

"✐♦♥ ✵✳✻ ✕ "❤❛" Fn,kpfq ✐+ ♥♦" ❡♠♣"② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ "❤❡ ♦❜+"&✉❝"✐♦♥ ❝❧❛++

αpfq P Gn,kpfq “ MapOτďn´1X̄pkq
pf˚

LY ,M rn` 1sq

♦❢ f ✈❛♥✐+❤❡+✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✐❢ αpfq ✈❛♥✐+❤❡+✱ "❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡@✉✐✈❛❧❡♥❝❡

Fn,kpfq » MapOτďn´1X̄pkq
pf˚

LY ,M rnsq

❯+✐♥❣ ❛++✉♠♣"✐♦♥+ ✭✐✐✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✇❡ ❤❛✈❡ "❤❛" X̄pkq ✖ ❛♥❞ "❤❡&❡❢♦&❡ ✐"+ "&✉♥❝❛"✐♦♥ "♦♦ ✖ ✐+ ♦❢ ✜♥✐"❡

❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ d✳ ▲❡" ✉+ ❞❡♥♦"❡ ❜② ra, bs "❤❡ ❚♦&✲❛♠♣❧✐"✉❞❡ ♦❢ LY ✳ ❲❡ ❣❡" "❤❛" Gn,kpfq ✐+
ps` 1q✲❝♦♥♥❡❝"✐✈❡ ❢♦& s “ a` n´ d ❛♥❞ "❤❛" Fn,kpfq ✐+ s✲❝♦♥♥❡❝"✐✈❡ ✐❢ αpfq ✈❛♥✐+❤❡+✳ ▲❡" ✉+ &❡♠❛&❦
❤❡&❡ "❤❛" d ❛♥❞ a ❞♦ ♥♦" ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡✐"❤❡& k ♦& f ❛♥❞ "❤✉+ ♥❡✐"❤❡& ❞♦❡+ Ni “ i` d´ a ✭✇❡ +❡" Ni “ 0

✐❢ "❤✐+ @✉❛♥"✐"② ✐+ ♥❡❣❛"✐✈❡✮✳ ❋♦& ❛♥② n ě Ni ❛♥❞ ❛♥② f ❛+ ❛❜♦✈❡✱ "❤❡ +✐♠♣❧✐❝✐❛❧ +❡" Gn,kpfq ✐+ ❛" ❧❡❛+"
1✲❝♦♥♥❡❝"✐✈❡✳ ❚❤❡ ♦❜+"&✉❝"✐♦♥ ❝❧❛++ αpfq "❤❡&❡❢♦&❡ ✈❛♥✐+❤❡+ ❛♥❞ Fn,kpfq ✐+ ✐♥❞❡❡❞ i✲❝♦♥♥❡❝"✐✈❡✳ ❚❤✐+
♣&♦✈❡+ ✭✶✮ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡+ "❤✐+ ♣&♦♦❢✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✺✸✳ ▲❡" PdSt
shy
S ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ❢✉❧❧ +✉❜❝❛"❡❣♦&② ♦❢ ProU dStS +♣❛♥♥❡❞ ❜② "❤❡ ♣&♦+"❛❝❦+

✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐" +❤② ❞✐❛❣&❛♠+✳ ❊✈❡&② ♦❜❥❡❝" X ✐♥ PdSt
shy
S ✐+ "❤✉+ "❤❡ ❧✐♠✐" ♦❢ ❛ +❤② ❞✐❛❣&❛♠ X̄ : Nop Ñ

dStS ✳

❲❡ ✇✐❧❧ +❛② "❤❛" X ✐+ ♦❢ ❝♦"❛♥❣❡♥" "♦&✲❛♠♣❧✐"✉❞❡ ✐♥ ra, bs ✐❢ "❤❡&❡ ❡①✐+"+ ❛ +❤② ❞✐❛❣&❛♠ X̄ : Nop Ñ
dStS ❢♦& X +✉❝❤ "❤❛" ❡✈❡&② ❝♦"❛♥❣❡♥" LX̄pnq ✐+ ♦❢ "♦&✲❛♠♣❧✐"✉❞❡ ✐♥ ra, bs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧+♦ +❛② "❤❛" X
✐+ ♦❢ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❛" ♠♦+" d ✐❢ "❤❡&❡ ✐+ ❛ +❤② ❞✐❛❣&❛♠ X̄ ✇✐"❤ ✈❛❧✉❡+ ✐♥ ❞❡&✐✈❡❞ +"❛❝❦+ ♦❢

❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❛" ♠♦+" d✳ ❚❤❡ ♣&♦✲+"❛❝❦ X ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ q✲❆&"✐♥ ✐❢ "❤❡&❡ ✐+ ❛ +❤② ❞✐❛❣&❛♠

❢♦& ✐"✱ ✇✐"❤ ✈❛❧✉❡+ ✐♥ q✲❆&"✐♥ ❞❡&✐✈❡❞ +"❛❝❦+✳ ▲❡" ✉+ ❞❡♥♦"❡ ❜② C
ra,bs
d,q "❤❡ ❢✉❧❧ +✉❜❝❛"❡❣♦&② ♦❢ PdSt

shy
S

+♣❛♥♥❡❞ ❜② ♦❜❥❡❝"+ ♦❢ ❝♦"❛♥❣❡♥" "♦&✲❛♠♣❧✐"✉❞❡ ✐♥ ra, bs✱ ♦❢ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❛" ♠♦+" d ❛♥❞
q✲❆&"✐♥✳

❚❤❡♦-❡♠ ✷✳✺✹✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐( ❢✉♥❝(♦. ishy : PdSt
shy
S Ñ dStS ✐/ ❢✉❧❧② ❢❛✐(❤❢✉❧ ❛♥❞ ❤❛/ ✈❛❧✉❡/ ✐♥ ❆.(✐♥

/(❛❝❦/✳

0-♦♦❢✳ ❚❤✐+ ❢♦❧❧♦✇+ ❞✐&❡❝"❧② ❢&♦♠ ♣&♦♣♦+✐"✐♦♥ ✷✳✺✷✳

✹✷



❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✺✺✳ ❆ ♠❛♣ ♦❢ ♣&♦✲()❛❝❦( f : X Ñ Y ✐❢ ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♠♠❡&(✐♦♥ ✐❢ )❤❡&❡ ❡①✐()( ❛ ❞✐❛❣&❛♠

f̄ : Nop ˆ ∆1 Ñ dStk

(✉❝❤ )❤❛)

• ❚❤❡ ❧✐♠✐) ♦❢ f̄ ✐♥ ♠❛♣( ♦❢ ♣&♦✲()❛❝❦( ✐( f ❀

• ❚❤❡ &❡()&✐❝)✐♦♥ Nopˆt0u Ñ dStk ♦❢ f̄ ✐( ❛ (❤② ❞✐❛❣&❛♠ ❢♦& X ❛♥❞ )❤❡ &❡()&✐❝)✐♦♥ Nopˆt1u Ñ dStk
✐( ❛ (❤② ❞✐❛❣&❛♠ ❢♦& Y ❀

• ❋♦& ❛♥② n✱ )❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ ♦❢ ()❛❝❦( tnu ˆ ∆1 Ñ dStk ✐( ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♠♠❡&(✐♦♥✳

✷✳✶✳✹ ❯♥✐'✉❡♥❡** ♦❢ ✐♥❞✲♣0♦✲*10✉❝1✉0❡*

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✺✻✳ ▲❡) IPdSt
shy,b
S ❞❡♥♦)❡ )❤❡ ❢✉❧❧ (✉❜❝❛)❡❣♦&② ♦❢ IndUpPdSt

shy
S q (♣❛♥♥❡❞ ❜② ❝♦❧✐♠✐)(

♦❢ U✲(♠❛❧❧ ✜❧)❡&❡❞ ❞✐❛❣&❛♠( K Ñ PdSt
shy
S ✇❤✐❝❤ ❢❛❝)♦&( )❤&♦✉❣❤ C

ra,bs
d,q ❢♦& (♦♠❡ ✹✲✉♣❧❡) a, b, d, q✳ ❋♦&

❛♥② X P IPdSt
shy,b
S ✇❡ ✇✐❧❧ (❛② )❤❛) X ✐( ♦❢ ❝♦)❛♥❣❡♥) )♦&✲❛♠♣❧✐)✉❞❡ ✐♥ ra, bs ❛♥❞ ♦❢ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧

❞✐♠❡♥(✐♦♥ ❛) ♠♦() d ✐❢ ✐) ✐( )❤❡ ❝♦❧✐♠✐) ✭✐♥ IndUpPdSt
shy
S q✮ ♦❢ ❛ ❞✐❛❣&❛♠ K Ñ C

ra,bs
d,q ✳

❚❤❡♦-❡♠ ✷✳✺✼✳ ❚❤❡ ❝♦❧✐♠✐( ❢✉♥❝(♦, IndUpPdSt
shy
S q Ñ dStS ,❡-(,✐❝(- (♦ ❛ ❢✉❧❧ ❢❛✐(❤❢✉❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

IPdSt
shy,b
S Ñ dStS✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✺✽✳ ▲❡( a, b, d, q ❜❡ ✐♥(❡❣❡,- ✇✐(❤ a ď b✳ ▲❡( T P PdSt
shy
S ❛♥❞ X̄ : K Ñ C

ra,bs
d,q ❜❡ ❛ U✲-♠❛❧❧

✜❧(❡,❡❞ ❞✐❛❣,❛♠✳ ❋♦, ❛♥② i P N (❤❡,❡ ❡①✐-(- Ni -✉❝❤ (❤❛( ❢♦, ❛♥② n ě Ni ❛♥❞ ❛♥② k P K✱ (❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞
♠❛♣

MappτďnT, X̄pkqq Ñ Mappτďn´1T, X̄pkqq
✐- ❛♥ i✲❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❘❡♠❛,❦ ✷✳✺✾✳ ❋♦& )❤❡ ♣&♦♦❢ ♦❢ )❤✐( ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ❛❝)✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦) ♥❡❡❞ )❤❡ ✐♥)❡❣❡& q✳

3-♦♦❢✳ ▲❡) ✉( ✜① i P N✳ ▲❡) k P K ❛♥❞ T̄ : N Ñ dStS ❜❡ ❛ (❤② ❞✐❛❣&❛♠ ❢♦& T ✳ ❲❡ ♦❜(❡&✈❡ ❤❡&❡ )❤❛)

τďnT̄ ✐( ❛ (❤② ❞✐❛❣&❛♠ ✇❤♦(❡ ❧✐♠✐) ✐( τďnT ✳ ▲❡) ❛❧(♦ Ȳk : N Ñ dStS ❜❡ ❛ (❤② ❞✐❛❣&❛♠ ❢♦& X̄pkq✳ ❚❤❡
♠❛♣ ❛) ❤❛♥❞

ψnk : MappτďnT, X̄pkqq Ñ Mappτďn´1T, X̄pkqq
✐( )❤❡♥ )❤❡ ❧✐♠✐) ♦❢ )❤❡ ❝♦❧✐♠✐)(

lim
pPN

colim
qPN

MappτďnT̄ pqq, Ȳkppqq Ñ lim
pPN

colim
qPN

Mappτďn´1T̄ pqq, Ȳkppqq

▲❡) ♥♦✇ f ❜❡ ❛ ♠❛♣ τďn´1T Ñ X̄pkq✳ ■) ❝♦&&❡(♣♦♥❞( )♦ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦&♣❤✐(♠(

fp : ˚ Ñ colim
qPN

Mappτďn´1T̄ pqq, Ȳkppqq

▼♦&❡♦✈❡&✱ )❤❡ ✜❜&❡ Fnkpfq ♦❢ ψnk ♦✈❡& f ✐( )❤❡ ❧✐♠✐) ♦❢ )❤❡ ✜❜&❡( F pnkpfq ♦❢ )❤❡ ♠❛♣(

ψ
p
nk : colim

qPN
MappτďnT̄ pqq, Ȳkppqq Ñ colim

qPN
Mappτďn´1T̄ pqq, Ȳkppqq

♦✈❡& )❤❡ ♣♦✐♥)( fp✳ ❯(✐♥❣ )❤❡ ❡①❛❝) (❡J✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✾✱ ✐) (✉✣❝❡( )♦ ♣&♦✈❡ )❤❛) F
p
nkpfq ✐( pi` 1q✲

❝♦♥♥❡❝)✐✈❡ ❢♦& ❛♥② f ❛♥❞ ❛♥② p✳ ❋♦& (✉❝❤ ❛♥ f ❛♥❞ (✉❝❤ ❛ p✱ )❤❡&❡ ❡①✐()( q0 P N (✉❝❤ )❤❛) )❤❡ ♠❛♣ fp
❢❛❝)♦&( )❤&♦✉❣❤ )❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣

Mappτďn´1T̄ pq0q, Ȳkppqq Ñ colim
qPN

Mappτďn´1T̄ pqq, Ȳkppqq

✹✸



❲❡ ❞❡❞✉❝❡ %❤❛% F
p
nkpfq ✐) ❡*✉✐✈❛❧❡♥% %♦ %❤❡ ❝♦❧✐♠✐%

F
p
nkpfq » colim

qěq0
G
pq
nkpfq

✇❤❡1❡ G
pq
nkpfq ✐) %❤❡ ✜❜1❡ ❛% %❤❡ ♣♦✐♥% ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② fp ♦❢ %❤❡ ♠❛♣

MappτďnT̄ pqq, Ȳkppqq Ñ Mappτďn´1T̄ pqq, Ȳkppqq

❚❤❡ ✐♥%❡1✈❛❧ ra, bs ❝♦♥%❛✐♥) %❤❡ %♦1✲❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ LȲkppq ❛♥❞ d ✐) ❛♥ ✐♥%❡❣❡1 ❣1❡❛%❡1 %❤❛♥ %❤❡ ❝♦❤♦♠♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ ♦❢ T̄ pqq✳ ❲❡ )❛✇ ✐♥ %❤❡ ♣1♦♦❢ ♦❢ ♣1♦♣♦)✐%✐♦♥ ✷✳✺✷ %❤❛% Gpqnkpfq ✐) %❤❡♥ pa ` n ´ dq✲
❝♦♥♥❡❝%✐✈❡✳ ❲❡ )❡% Ni “ i` d´ a` 1✳

 !♦♦❢ ✭♦❢ %❤❡♦1❡♠ ✷✳✺✼✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣1♦✈❡ %❤❡ )✉✣❝✐❡♥% ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛))❡1%✐♦♥)

✭✶✮ ❚❤❡ ❝♦❧✐♠✐% ❢✉♥❝%♦1 IndUpPdSt
shy
S q Ñ PpdAffSq 1❡)%1✐❝%) %♦ ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐%❤❢✉❧ ❢✉♥❝%♦1

η : IPdSt
shy,b
S Ñ PpdAffSq

✭✷✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝%♦1 η ❤❛) ✈❛❧✉❡) ✐♥ %❤❡ ❢✉❧❧ )✉❜❝❛%❡❣♦1② ♦❢ )%❛❝❦)✳

▲❡% ✉) ❢♦❝✉) ♦♥ ❛))❡1%✐♦♥ ✭✶✮ ✜1)%✳ ❲❡ ❝♦♥)✐❞❡1 %✇♦ U✲)♠❛❧❧ ✜❧%❡1❡❞ ❞✐❛❣1❛♠) X̄ : K Ñ PdSt
shy
S ❛♥❞

Ȳ : L Ñ PdSt
shy
S ✳ ❲❡ ❤❛✈❡

Map
IndUpPdSt

shy
S

q
`
colim X̄, colim Ȳ

˘
» lim

k
Map

IndUpPdSt
shy
S

qpX̄pkq, colim Ȳ q

❛♥❞

MapPpdAffq
`
colim ishyX̄, colim ishyȲ

˘
» lim

k
MapPpdAffq

`
ishyX̄pkq, colim ishyȲ

˘

❲❡ ❝❛♥ %❤✉) 1❡♣❧❛❝❡ %❤❡ ❞✐❛❣1❛♠ X̄ ✐♥ PdSt
shy
S ❜② ❛ )✐♠♣❧❡ ♦❜❥❡❝% X P PdSt

shy
S ✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛))✉♠❡ %❤❛%

Ȳ ❢❛❝%♦1) %❤1♦✉❣❤ C
ra,bs
d,q ❢♦1 )♦♠❡ a, b, d, q✳ ❲❡ ❤❛✈❡ %♦ ♣1♦✈❡ %❤❛% %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦1♣❤✐)♠

✐) ❛♥ ❡*✉✐✈❛❧❡♥❝❡

φ : colim
lPL

MappishyX, ishyȲ plqq Ñ Map
`
ishyX, colim ishyȲ

˘

✇❤❡1❡ %❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ )♣❛❝❡) ❛1❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✐♥ ♣1❡)%❛❝❦)✳ ■❢ ishyX ✐) ❛✣♥❡ %❤❡♥ φ ✐) ❛♥ ❡*✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉)❡

❝♦❧✐♠✐%) ✐♥ PpdAffSq ❛1❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ♣♦✐♥%✇✐)❡✳ ▲❡% ✉) ❛))✉♠❡ %❤❛% φ ✐) ❛♥ ❡*✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇❤❡♥❡✈❡1 ishyX
✐) pq ´ 1q✲❆1%✐♥ ❛♥❞ ❧❡% ✉) ❛))✉♠❡ %❤❛% ishyX ✐) q✲❆1%✐♥✳ ▲❡% u : U Ñ ishyX ❜❡ ❛♥ ❛%❧❛) ♦❢ ishyX ❛♥❞

❧❡% Z‚ ❜❡ %❤❡ ♥❡1✈❡ ♦❢ u ✐♥ dStS ✳ ❲❡ )❛✇ ✐♥ %❤❡ ♣1♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✽ %❤❛% Z‚ ❢❛❝%♦1) %❤1♦✉❣❤ PdSt
shy
S ✳

❚❤❡ ♠❛♣ φ ✐) ♥♦✇ ❡*✉✐✈❛❧❡♥% %♦ %❤❡ ♥❛%✉1❛❧ ♠❛♣

colim
lPL

MappishyX, ishyȲ plqq Ñ lim
rpsP∆

colim
lPL

MappZp, ishyȲ plqq

» lim
rpsP∆

Map
`
Zp, colim ishyȲ

˘
» MappishyX, colim ishyȲ q

❘❡♠❡♠❜❡1✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✻✱ ✐% )✉✣❝❡) %♦ )%✉❞② %❤❡ ♠❛♣

colim
lPL

lim
n

MappτďnishyX, ishyȲ plqq Ñ lim
rpsP∆

colim
lPL

lim
n

MappτďnZp, ishyȲ plqq

❆♣♣❧②✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✷✳✺✽ ❛♥❞ %❤❡♥ ❧❡♠♠❛ ✷✳✺✵✱ ✇❡ )❡❡ %❤❛% φ ✐) ❛♥ ❡*✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐❢ %❤❡ ♥❛%✉1❛❧ ♠♦1♣❤✐)♠

lim
n

colim
lPL

lim
rpsP∆

MappτďnZp, ishyȲ plqq Ñ lim
n

lim
rpsP∆

colim
lPL

MappτďnZp, ishyȲ plqq

✐) ❛♥ ❡*✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ )%❛❝❦ ishyȲ plq ✐) ❜② ❛))✉♠♣%✐♦♥ q✲❆1%✐♥✱ ✇❤❡1❡ q ❞♦❡) ♥♦% ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ l✳ ◆♦✇
✉)✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✻ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✼✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ %❤❛% φ ✐) ❛♥ ❡*✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐) ♣1♦✈❡) ✭✶✮✳ ❲❡ ♥♦✇

❢♦❝✉) ♦♥ ❛))❡1%✐♦♥ ✭✷✮✳ ■❢ )✉✣❝❡) %♦ )❡❡ %❤❛% %❤❡ ❝♦❧✐♠✐% ✐♥ PpdAffSq ♦❢ %❤❡ ❞✐❛❣1❛♠ ishyȲ ❛) ❛❜♦✈❡

✹✹



✐! ❛❝$✉❛❧❧② ❛ !$❛❝❦✳ ▲❡$ H‚ : ∆op Y t´1u Ñ dAffS ❜❡ ❛♥ ❤②♣❡0❝♦✈❡0✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ SpecpAq “ H´1✳

❲❡ ❤❛✈❡ $♦ ♣0♦✈❡ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡8✉✐✈❛❧❡♥❝❡

colim
l

lim
rpsP∆

MappHp, ishyȲ plqq Ñ lim
rpsP∆

colim
l

MappHp, ishyȲ plqq

❯!✐♥❣ $❤❡ !❛♠❡ ❛0❣✉♠❡♥$! ❛! ❢♦0 $❤❡ ♣0♦♦❢ ♦❢ ✭✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

colim
l

lim
rpsP∆

MappHp, ishyȲ plqq » colim
l

lim
rpsP∆

lim
n

MappτďnHp, ishyȲ plqq

» lim
n

colim
l

lim
rpsP∆

MappτďnHp, ishyȲ plqq

» lim
n

lim
rpsP∆

colim
l

MappτďnHp, ishyȲ plqq

» lim
rpsP∆

colim
l

lim
n

MappτďnHp, ishyȲ plqq

» lim
rpsP∆

colim
l

MappHp, ishyȲ plqq

❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ♦♥❡ ❧❛!$ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✉$ $❤❛$ ❝❛$❡❣♦0② IPdSt
shy,b
S ✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✻✵✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐)❤❢✉❧ ❢✉♥❝)♦- IPdSt
shy,b
S X IPdAffS Ñ IPdStS Ñ dStS ♣-❡/❡-✈❡/ ✜♥✐)❡

❧✐♠✐)/✳

()♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ❛♥ ❡♠♣$② ❧✐♠✐$ ✐! ♦❜✈✐♦✉!✳ ▲❡$ $❤❡♥ X Ñ Y Ð Z ❜❡ ❛ ❞✐❛❣0❛♠ ✐♥ IPdSt
shy,b
S X

IPdAffS ✳ ❚❤❡0❡ ❡①✐!$ a ❛♥❞ b ❛♥❞ ❛ ❞✐❛❣0❛♠

σ : K Ñ Fct
´
Λ2
1, C

ra,bs
0,0

¯

!✉❝❤ $❤❛$ K ✐! ❛ U✲!♠❛❧❧ ✜❧$❡0❡❞ !✐♠♣❧✐❝✐❛❧ !❡$ ❛♥❞ $❤❡ ❝♦❧✐♠✐$ ✐♥ IPdStS ✐! X Ñ Y Ð Z✳ ❲❡

❝❛♥ ♠♦0❡♦✈❡0 ❛!!✉♠❡ $❤❛$ σ ❤❛! ✈❛❧✉❡! ✐♥ FctpΛ2
1,ProUpdAffSqq » ProUpFctpΛ2

1,dAffSqq✳ ❲❡

❞❡❞✉❝❡ $❤❛$ $❤❡ ✜❜0❡ ♣0♦❞✉❝$ X ˆY Z ✐! $❤❡ 0❡❛❧✐!❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥❞✲♣0♦✲❞✐❛❣0❛♠ ✐♥ ❞❡0✐✈❡❞ ❛✣♥❡

!$❛❝❦! ✇✐$❤ ❝♦$❛♥❣❡♥$ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ $♦0 ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ✐♥ ra ´ 1, b ` 1s✳ ■$ ❢♦❧❧♦✇! $❤❛$ X ˆY Z ✐! ❛❣❛✐♥ ✐♥

IPdSt
shy,b
S X IPdAffS ✳

✷✳✷ ❙②♠♣❧❡❝)✐❝ ❚❛)❡ -)❛❝❦-

✷✳✷✳✶ ❚❛%❡ '%❛❝❦'✿ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ❛♥❞ ✜0'% ♣0♦♣❡0%✐❡'

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛$ ❛ ❚❛$❡ !$❛❝❦ ✐!✳

❉❡✜♥✐0✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆ ❚❛$❡ !$❛❝❦ ✐! ❛ ❞❡0✐✈❡❞ ❆0$✐♥ ✐♥❞✲♣0♦✲!$❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐$❡ ♣0❡!❡♥$❛$✐♦♥ ✇❤♦!❡

❝♦$❛♥❣❡♥$ ❝♦♠♣❧❡① ✕ !❡❡ ♣0♦♣♦!✐$✐♦♥ ✷✳✹✸ ✕ ✐! ❛ ❚❛$❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❊8✉✐✈❛❧❡♥$❧②✱ ❛♥ ❆0$✐♥ ✐♥❞✲♣0♦✲!$❛❝❦

❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐$❡ ♣0❡!❡♥$❛$✐♦♥ ✐! ❚❛$❡ ✐❢ ✐$! $❛♥❣❡♥$ ❝♦♠♣❧❡① ✐! ❛ ❚❛$❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦$❡ ❜② dStTatek

$❤❡ ❢✉❧❧ !✉❜❝❛$❡❣♦0② ♦❢ IPdStk !♣❛♥♥❡❞ ❜② ❚❛$❡ !$❛❝❦!✳

❚❤✐! ♥♦$✐♦♥ ❤❛! !❡✈❡0❛❧ ❣♦♦❞ ♣0♦♣❡0$✐❡!✳ ❋♦0 ✐♥!$❛♥❝❡✱ ✉!✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✷✳✸✸✱ ✐❢ ❛ X ✐! ❛ ❚❛$❡ !$❛❝❦

$❤❡♥ ❝♦♠♣❛0✐♥❣ ✐$! $❛♥❣❡♥$ TX ❛♥❞ ✐$! ❝♦$❛♥❣❡♥$ LX ♠❛❦❡! !❡♥!❡✱ ✐♥ $❤❡ ❝❛$❡❣♦0② ♦❢ ❚❛$❡ ♠♦❞✉❧❡!

♦✈❡0 X✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦0❡ $❤❛$ ♣❛$❤ ❜❡❧♦✇✱ ❞❡✜♥✐♥❣ !②♠♣❧❡❝$✐❝ ❚❛$❡ !$❛❝❦!✳

❆♥♦$❤❡0 ❝♦♥!❡8✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❛$✐$②

✶

✐! $❤❡ ❡①✐!$❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡$❡0♠✐♥❛♥$❛❧ ❛♥♦♠❛❧② ❛! ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❑❱✷❪✳

■❢ X ✐! ❛ ❚❛$❡ !$❛❝❦✱ $❤❡♥ ✉!✐♥❣ $❤❡ ❞❡$❡0♠✐♥❛♥$ ♠❛♣ K Ñ BGm ✕ !❡❡ ❬❙❚❱❪ ❢♦0 ✐$! ❢♦0♠❛❧ ❞❡✜♥✐$✐♦♥

✕ ✇❡ ❣❡$ ❛ ❝❧❛!! rdetX s P H2pOˆ
Xq ✿ $❤❡ ❞❡$❡0♠✐♥❛♥$❛❧ ❛♥♦♠❛❧② ✕ !❡❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ✷✳✺✳

✶

♦! ❚❛$❡♥❡'' ♦! ❚❛$✐$✉❞❡

✹✺



▲❡" ✉$ ❝♦♥$✐❞❡* "❤❡ ♥❛"✉*❛❧ ♠♦*♣❤✐$♠ ♦❢ ♣*❡$"❛❝❦$

θ : TateU Ñ KTate

✇❤❡*❡ TateU ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ♣*❡$"❛❝❦ A ÞÑ TateUpPerfpAqq ❛♥❞ KTate : A ÞÑ KpTateUpPerfpAqqq ✕ K

❞❡♥♦"✐♥❣ "❤❡ ❝♦♥♥❡❝"✐✈❡ K✲"❤❡♦*② ❢✉♥❝"♦*✳ ❋*♦♠ ❝♦*♦❧❧❛*② ✶✳✽ ✇❡ ❣❡" ❛♥ ❡①❛❝" $❡=✉❡♥❝❡

BK // KTate // KTate
0

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ♣$❡%&❛❝❦ KTate
0 ✈❛♥✐%❤❡% ◆✐%♥❡✈✐❝❤✲❧♦❝❛❧❧②✳ ■& ❢♦❧❧♦✇% &❤❛& &❤❡ ♠❛♣ θ̃✱ ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢$♦♠

θ ❜② %&❛❝❦✐❢②✐♥❣ ❜♦&❤ ❡♥❞%✱ ❢❛❝&♦$% &❤$♦✉❣❤ &❤❡ %&❛❝❦ ❛%%♦❝✐❛&❡❞ &♦ BK✳

&'♦♦❢✳ ■$ $✉✣❝❡$ "♦ ♣*♦✈❡ "❤❛" ❢♦* ❛♥② ❍❡♥$❡❧✐❛♥ ❝❞❣❛ A✱ ✇❡ ❤❛✈❡

K´1pPerfpAq » K0pTateUpPerfpAqqq » 0

❆ ❝❞❣❛ A ✐$ ❍❡♥$❡❧✐❛♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ H0pAq ✐$✳ ❯$✐♥❣ "❤❡ ❇❛$$ ❡①❛❝" $❡=✉❡♥❝❡$✱ ✇❡ ❣❡"

K0pArtsq ‘K0pArt´1sq //

f

��

K0pArt, t´1sq //

g

��

K´1pAq //

h

��

0

K0pH0pAqrtsq ‘K0pH0pAqrt´1sq // K0pH0pAqrt, t´1sq // K´1pH0pAqq // 0

❙✐♥❝❡ K0 ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞$ ♦♥ "❤❡ ♥♦♥✲❞❡*✐✈❡❞ ♣❛*" ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ $❝❤❡♠❡ ✭$❡❡ ❬❲❛❧✱ ✷✳✸✳✷❪✮✱ ❜♦"❤ f ❛♥❞ g ❛*❡

✐$♦♠♦*♣❤✐$♠$ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ $♦ ✐$ h✳ ❲❡ ❝❛♥ "❤✉$ *❡$"*✐❝" "♦ "❤❡ ♥♦♥✲❞❡*✐✈❡❞ ❝❛$❡ ✕ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❬❉*✐✱ "❤❡♦*❡♠ ✸✳✼❪✳

❉❡✜♥✐.✐♦♥ ✷✳✸✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❚❛"❡ ❞❡"❡*♠✐♥❛♥"❛❧ ♠❛♣ ❛$ "❤❡ ❝♦♠♣♦$✐"❡ ♠❛♣

TateU Ñ T Ñ BK Ñ KpGm, 2q

✇❤❡*❡ T ✐$ "❤❡ $"❛❝❦ ❛$$♦❝✐❛"❡❞ "♦ TateU ❛♥❞ KpGm, 2q ✐$ "❤❡ ❊✐❧❡♥❜❡*❣✲▼❛❝❧❛♥❡ ❝❧❛$$✐❢②✐♥❣ $"❛❝❦✳
❚♦ ❛♥② ❞❡*✐✈❡❞ $"❛❝❦ X ✇✐"❤ ❛ ❚❛"❡ ♠♦❞✉❧❡ E✱ ✇❡ ❛$$♦❝✐❛"❡ "❤❡ ❞❡"❡*♠✐♥❛♥"❛❧ ❛♥♦♠❛❧② rdetEs P
H2pX,Oˆ

Xq✱ ✐♠❛❣❡ ♦❢ E ❜② "❤❡ ♠♦*♣❤✐$♠

MappX,TateUq Ñ MappX,KpGm, 2qq

❘❡♠❛$❦ ✷✳✹✳ ❲❡ ❜✉✐❧" ❤❡*❡ $♦♠❡ ❞❡"❡*♠✐♥❛♥" ♠❛♣ ❢♦* ❚❛"❡ ♦❜❥❡❝"$✳ ❚❤♦$❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡"❡*♠✐♥❛♥" ♠❛♣$

❛❧*❡❛❞② ❛♣♣❡❛*❡❞ ✐♥ ❬❖❩✶❪✳

▲❡" ♥♦✇ X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣*♦✲$"❛❝❦✳ ▲❡" ❛❧$♦ R ❞❡♥♦"❡ "❤❡ *❡❛❧✐$❛"✐♦♥ ❢✉♥❝"♦* ProU dStk Ñ dStk✳

▲❡" ✜♥❛❧❧② X̄ : K Ñ ProU dStk ❞❡♥♦"❡ ❛ U✲$♠❛❧❧ ✜❧"❡*❡❞ ❞✐❛❣*❛♠ ✇❤♦$❡ ❝♦❧✐♠✐" ✐♥ IPdStk ✐$ X✳ ❲❡

❤❛✈❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢✉♥❝"♦*

FX : limTateUPpX̄q » TateUIPpXq Ñ limTateUpRX̄q

❉❡✜♥✐.✐♦♥ ✷✳✺✳ ▲❡" X ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣*♦✲$"❛❝❦ ❛♥❞ E ❜❡ ❛ ❚❛"❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦♥ X✳ ▲❡" X 1
❜❡ "❤❡ *❡❛❧✐$❛"✐♦♥

♦❢ X ✐♥ IndU dStk ❛♥❞ X2
❜❡ ✐"$ ✐♠❛❣❡ ✐♥ dStk✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❞❡"❡*♠✐♥❛♥"❛❧ ❛♥♦♠❛❧② ♦❢ E "❤❡

✐♠❛❣❡ ♦❢ FXpEq ❜② "❤❡ ♠❛♣

MapIndU dStk
pX 1, T q Ñ MapIndU dStk

pX 1,KpGm, 2qq » MapdStkpX2,KpGm, 2qq

■♥ ♣❛*"✐❝✉❧❛* ✐❢ X ✐$ ❛ ❚❛"❡ $"❛❝❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦"❡ ❜② rdetX s P H2pX2,Oˆ
X2 q "❤❡ ❞❡"❡*♠✐♥❛♥"❛❧ ❛♥♦♠❛❧②

❛$$♦❝✐❛"❡❞ "♦ ✐"$ "❛♥❣❡♥" TX P TateUIPpXq✳

▲❡" ✉$ ❝♦♥❝❧✉❞❡ "❤✐$ $❡❝"✐♦♥ ✇✐"❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✹✻



▲❡♠♠❛ ✷✳✻✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉(✐♦♥ dStTatek Ñ IPdStk ♣+❡(❡+✈❡( ✜♥✐.❡ ❧✐♠✐.(✳

'(♦♦❢✳ ▲❡" ✉$ ✜&$" ♥♦"✐❝❡ "❤❛" ❛ ✜♥✐"❡ ❧✐♠✐" ♦❢ ❆&"✐♥ ✐♥❞✲♣&♦✲$"❛❝❦$ ✐$ ❛❣❛✐♥ ❛♥ ❆&"✐♥ ✐♥❞✲♣&♦✲$"❛❝❦✳

▲❡" ♥♦✇ X Ñ Y Ð Z ❜❡ ❛ ❞✐❛❣&❛♠ ♦❢ ❚❛"❡ $"❛❝❦$✳ ❚❤❡ ✜❜&❡ ♣&♦❞✉❝"

X ˆY Z

pZ

��

pX // X

g

��
Z // Y

✐$ ❛♥ ❆&"✐♥ ✐♥❞✲♣&♦✲$"❛❝❦✳ ■" "❤✉$ $✉✣❝❡$ "♦ "❡$" ✐❢ ✐"$ "❛♥❣❡♥" TXˆY Z ✐$ ❛ ❚❛"❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝❛&"❡$✐❛♥ $<✉❛&❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡$

TXˆY Z
//

��

p˚
XTX

��
p˚
ZTZ

// p˚
Xg

˚TY

✷✳✷✳✷ ❙❤✐❢&❡❞ )②♠♣❧❡❝&✐❝ ❚❛&❡ )&❛❝❦)

❲❡ ❛$$✉♠❡ ♥♦✇ "❤❛" "❤❡ ❜❛$✐$ S ✐$ "❤❡ $♣❡❝"&✉♠ ♦❢ ❛ &✐♥❣ k ♦❢ ❝❤❛&❛❝"❡&✐$"✐❝ ③❡&♦✳ ❘❡❝❛❧❧ ❢&♦♠ ❬A❚❱❱❪

"❤❡ $"❛❝❦ ✐♥ ❣&❛❞❡❞ ❝♦♠♣❧❡①❡$ DR ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❝❞❣❛ ♦✈❡& k "♦ ✐"$ ❣&❛❞❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❢♦&♠$✳ ■" ❛❝"✉❛❧❧②

❝♦♠❡$ ✇✐"❤ ❛ ♠✐①❡❞ $"&✉❝"✉&❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② "❤❡ ❞❡ ❘❤❛♠ ❞✐✛❡&❡♥"✐❛❧✳ ❚❤❡ ❛✉"❤♦&$ ❛❧$♦ ❞❡✜♥❡❞ "❤❡&❡

"❤❡ $"❛❝❦ ✐♥ ❣&❛❞❡❞ ❝♦♠♣❧❡①❡$ NCw
♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❝❞❣❛ "♦ ✐"$ ❣&❛❞❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❝❧♦$❡❞ ❢♦&♠$✳ ❚❤♦$❡ "✇♦

$"❛❝❦$ ❛&❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛ ♠♦&♣❤✐$♠ NCw Ñ DR ❢♦&❣❡""✐♥❣ "❤❡ ❝❧♦$✉&❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦"❡ ❜② Ap,Ap,cl : cdgaď0
k Ñ dgModk "❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡$ ♦❢ ✇❡✐❣❤" p ✐♥ DRr´ps ❛♥❞

NCwr´ps &❡$♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ $"❛❝❦ Ap
✇✐❧❧ "❤❡&❡❢♦&❡ ♠❛♣ ❛ ❝❞❣❛ "♦ ✐"$ ❝♦♠♣❧❡①❡$ ♦❢ p✲❢♦&♠$ ✇❤✐❧❡ Ap,cl

✇✐❧❧ ♠❛♣ ✐" "♦ ✐"$ ❝❧♦$❡❞ p✲❢♦&♠$✳ ❋♦& ❛♥② ❝❞❣❛ A✱ ❛ ❝♦❝②❝❧❡ ♦❢ ❞❡❣&❡❡ n ♦❢ AppAq ✐$ ❛♥ n✲$❤✐❢"❡❞

p✲❢♦&♠$ ♦♥ SpecA✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦&$ Ap,cl
❛♥❞ Ap

❡①"❡♥❞ "♦ ❢✉♥❝"♦&$

Ap,cl, Ap : dSt
op
k Ñ dgModk

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✼✳ ▲❡" ✉$ ❞❡♥♦"❡ ❜② A
p
IP ❛♥❞ A

p,cl
IP "❤❡ ❡①"❡♥$✐♦♥$

pIPdStkqop Ñ ProU IndU dgModk

♦❢ Ap
❛♥❞ Ap,cl

✱ &❡$♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② ❝♦♠❡ ✇✐"❤ ❛ ♥❛"✉&❛❧ ♣&♦❥❡❝"✐♦♥ A
p,cl
IP Ñ A

p
IP✳

▲❡" X P IPdStk✳ ❆♥ n✲$❤✐❢"❡❞ ✭❝❧♦$❡❞✮ p✲❢♦&♠ ♦♥ X ✐$ ❛ ♠♦&♣❤✐$♠ kr´ns Ñ A
p
IPpXq ✭&❡$♣✳

A
p,cl
IP pXq✮✳ ❋♦& ❛♥② ❝❧♦$❡❞ ❢♦&♠ ω : kr´ns Ñ A

p,cl
IP pXq✱ "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ kr´ns Ñ A

p,cl
IP pXq Ñ A

p
IPpXq

✐$ ❝❛❧❧❡❞ "❤❡ ✉♥❞❡&❧②✐♥❣ ❢♦&♠ ♦❢ ω✳

❘❡♠❛+❦ ✷✳✽✳ ■♥ "❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥✱ ✇❡ ❛$$♦❝✐❛"❡ "♦ ❛♥② ✐♥❞✲♣&♦✲$"❛❝❦ X “ colimα limβ Xαβ ✐"$

❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❢♦&♠$

A
p
IPpXq “ lim

α
colim
β

AppXαβq P ProU IndU dgModk

❋♦& ❛♥② ✐♥❞✲♣&♦✲$"❛❝❦ X✱ "❤❡ ❞❡&✐✈❡❞ ❝❛"❡❣♦&② PIQcohpXq ✐$ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐"❤ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦♥♦✐❞❛❧
$"&✉❝"✉&❡✳ ■♥ ♣❛&"✐❝✉❧❛&✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡$ ❛ $②♠♠❡"&✐❝ ♣&♦❞✉❝" E ÞÑ Sym2

PIpEq ❛$ ✇❡❧❧ ❛$ ❛♥ ❛♥"✐$②♠♠❡"&✐❝
♣&♦❞✉❝"

E
P̂I
E “ Sym2

PIpEr´1sqr2s

✹✼



❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✾✳ ▲❡" X ❜❡ ❛♥ ❆'"✐♥ ✐♥❞✲♣'♦✲-"❛❝❦ ♦✈❡' k✳ ❚❤❡ ♣✉-❤✲❢♦'✇❛'❞ ❢✉♥❝"♦'

π
PIQ
˚ : PIQcohpXq Ñ ProV IndVpdgModkq

❡①✐-"- ✭-❡❡ ♣'♦♣♦-✐"✐♦♥ ✷✳✸✼✮ ❛♥❞ ♠❛♣- LX ^PI LX "♦ A2
IPpXq✳ ■♥ ♣❛'"✐❝✉❧❛'✱ ❛♥② 2✲❢♦'♠ kr´ns Ñ

A2
IPpXq ❝♦''❡-♣♦♥❞- "♦ ❛ ♠♦'♣❤✐-♠ OX r´ns Ñ LX ^PI LX ✐♥ PIQcohpXq✳

)$♦♦❢✳ ❚❤✐# ❢♦❧❧♦✇# ❢(♦♠ ❬+❚❱❱✱ ✶✳✶✹❪✱ ❢(♦♠ ♣(♦♣♦#✐3✐♦♥ ✷✳✹✹ ❛♥❞ ❢(♦♠ 3❤❡ ❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡

λIP
P̂I
λIP “ ProU IndUpλq

P̂I
ProU IndUpλq » ProU IndUpλ^ λq

✇❤❡(❡ λIP ✐# ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ 3❤❡ ♣(♦♦❢ ♦❢ ♣(♦♣♦#✐3✐♦♥ ✷✳✹✸✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ▲❡3 X ❜❡ ❛ ❚❛3❡ #3❛❝❦✳ ▲❡3 ω : kr´ns Ñ A2
IPpXq ❜❡ ❛♥ n✲#❤✐❢3❡❞ 2✲❢♦(♠ ♦♥ X✳ ■3

✐♥❞✉❝❡# ❛ ♠❛♣ ✐♥ 3❤❡ ❝❛3❡❣♦(② ♦❢ ❚❛3❡ ♠♦❞✉❧❡# ♦♥ X

ω : TX Ñ LX rns

❲❡ #❛② 3❤❛3 ω ✐# ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡(❛3❡ ✐❢ 3❤❡ ♠❛♣ ω ✐# ❛♥ ❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❆ ❝❧♦#❡❞ 2✲❢♦(♠ ✐# ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡(❛3❡ ✐❢

3❤❡ ✉♥❞❡(❧②✐♥❣ ❢♦(♠ ✐#✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ❆ #②♠♣❧❡❝3✐❝ ❢♦(♠ ♦♥ ❛ ❚❛3❡ #3❛❝❦ ✐# ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡(❛3❡ ❝❧♦#❡❞ 2✲❢♦(♠✳ ❆ #②♠♣❧❡❝3✐❝

❚❛3❡ #3❛❝❦ ✐# ❛ ❚❛3❡ #3❛❝❦ ❡9✉✐♣♣❡❞ ✇✐3❤ ❛ #②♠♣❧❡❝3✐❝ ❢♦(♠✳

✷✳✷✳✸ ▼❛♣♣✐♥❣ )*❛❝❦) ❛❞♠✐* ❝❧♦)❡❞ ❢♦3♠)

■♥ 3❤✐# #❡❝3✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①3❡♥❞ 3❤❡ ♣(♦♦❢ ❢(♦♠ ❬+❚❱❱❪ 3♦ ✐♥❞✲♣(♦✲#3❛❝❦#✳ ◆♦3❡ 3❤❛3 ✐❢ X ✐# ❛ ♣(♦✲

✐♥❞✲#3❛❝❦ ❛♥❞ Y ✐# ❛ #3❛❝❦✱ 3❤❡♥ MappX,Y q ✐# ❛♥ ✐♥❞✲♣(♦✲#3❛❝❦✳ ❲❡ ✇✐❧❧ 3❤❡♥ ♥❡❡❞ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛3✐♦♥
❢✉♥❝3♦( MappX,Y q ˆ X Ñ Y ✳ ■3 ❛♣♣❡❛(# 3❤❛3 3❤✐# ❡✈❛❧✉❛3✐♦♥ ♠❛♣ ♦♥❧② ❧✐✈❡# ✐♥ 3❤❡ ❝❛3❡❣♦(② ♦❢

✐♥❞✲♣(♦✲✐♥❞✲♣(♦✲#3❛❝❦#

colim
α

lim
β

colim
ξ

lim
ζ

MappXαζ , Y q ˆXβξ Ñ Y

❚♦ ❜✉✐❧❞ 3❤✐# ♠❛♣ ♣(♦♣❡(❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ 3❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡♠❛(❦✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✶✷✳ ▲❡3 C ❜❡ ❛ ❝❛3❡❣♦(②✳ ❚❤❡(❡ ✐# ♦♥❡ ♥❛3✉(❛❧ ❢✉❧❧② ❢❛✐3❤❢✉❧ ❢✉♥❝3♦(

φ : PIpCq Ñ pIPq2pCq

❜✉3 3❤(❡❡ IPpCq Ñ pIPq2pCq✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❝♦♥#✐❞❡( 3❤❡ ❢✉♥❝3♦(

ψ : IPpCq Ñ pIPq2pCq

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② 3❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ PropCq Ñ PIpPropCqq✳ ▲❡3 ✉# ❛❧#♦ ❞❡♥♦3❡ ❜② ξ 3❤❡ ♥❛3✉(❛❧ ❢✉❧❧②
❢❛✐3❤❢✉❧ ❢✉♥❝3♦( C Ñ pIPq2pCq✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥#3(✉❝3 3❤❡ (❡9✉✐(❡❞ ❡✈❛❧✉❛3✐♦♥ ♠❛♣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✇♦(❦ ❢♦( ♥♦✇ ♦♥ ❛ ♠♦(❡ ❣❡♥❡(❛❧

❜❛#✐#✳ ▲❡3 3❤❡(❡❢♦(❡ X ❜❡ ❛ ♣(♦✲✐♥❞✲#3❛❝❦ ♦✈❡( ❛ #3❛❝❦ S✳ ▲❡3 ❛❧#♦ Y ❜❡ ❛ #3❛❝❦✳ ❲❤❡♥❡✈❡( T ✐# ❛

#3❛❝❦ ♦✈❡( S✱ 3❤❡ #②♠❜♦❧ MapSpT, Y q ✇✐❧❧ ❞❡♥♦3❡ 3❤❡ ✐♥3❡(♥❛❧ ❤♦♠ ❢(♦♠ X 3♦ Y ˆS ✐♥ dStS ✳ ■3 ❝♦♠❡#

✇✐3❤ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛3✐♦♥ ♠❛♣ ev : MapSpT, Y q ˆS T Ñ Y ˆ S P dStS ✳

▲❡3 y : dStS Ñ dStS ❞❡♥♦3❡ 3❤❡ ❢✉♥❝3♦( T ÞÑ Y ˆ T ❚❤❡(❡ ❡①✐#3# ❛ ♥❛3✉(❛❧ 3(❛♥#❢♦(♠❛3✐♦♥

EV: OdSt
op
S

Ñ Oˆ
dStS

˝yop

❜❡3✇❡❡♥ ❢✉♥❝3♦(# dSt
op
S Ñ Cat8✳ ❋♦( ❛ #3❛❝❦ X ♦✈❡( S✱ 3❤❡ ❢✉♥❝3♦(

EVX :
´
X{dStS

¯op

Ñ dStYˆX

✹✽



♠❛♣# ❛ ♠♦%♣❤✐#♠ X Ñ T (♦ (❤❡ ♠❛♣

MapSpT, Y q
Ŝ
X //MapSpX,Y q

Ŝ
X

ev ˆ pr//Y ˆX

▲❡( ✉# ❝♦♥#✐❞❡% (❤❡ ♥❛(✉%❛❧ (%❛♥#❢♦%♠❛(✐♦♥

ProU

dSt
op
S

pEVq : OpIndU dStSqop Ñ ProU

dSt
op
S

`
Oˆ

dStS
˝yop

˘

♦❢ ❢✉♥❝(♦%# pIndU dStSqop Ñ Cat8✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ EV
Ind

(♦ ❜❡ (❤❡ ♥❛(✉%❛❧ (%❛♥#❢♦%♠❛(✐♦♥

EVInd “ ΥdSt
op
S ˝ ProU

dSt
op
S

pEVq

✇❤❡%❡ ΥdSt
op
S
✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛# ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✶✳ ❚♦ ❛♥② X P IndU dStS ✐( ❛##♦❝✐❛(❡# ❛ ❢✉♥❝(♦%

EVInd
X :

´
X{IndU dStS

¯op

Ñ IPdStYˆX

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ▲❡( Y ❜❡ ❛ #(❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ (❤❡ ♥❛(✉%❛❧ (%❛♥#❢♦%♠❛(✐♦♥ EVPI

EVPI “ ΞIndU dSt
op
S ˝ IndU

pInddStSqoppEVIndq : OPIdStS Ñ Oˆ
IP2dStS

˝yop

✇❤❡%❡ ΞIndU dSt
op
S
✐# ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ %❡♠❛%❦ ✶✳✶✷✳ ❚♦ ❛♥② X P PIdStS ✐( ❛##♦❝✐❛(❡# ❛ ❢✉♥❝(♦%

EVPI
X :

´
X{PIdStS

¯op

Ñ IP2dStS{Y ˆX

❲❡ (❤❡♥ ❞❡✜♥❡ (❤❡ ❡✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♠❛♣ ✐♥ IP2dStS

evX,Y : ψMapSpX,Y q
Ŝ
φX

EVPI
X pXq //ξY ˆ φX //ξY

❲❡ ❛##✉♠❡ ♥♦✇ (❤❛( S “ Spec k✳ ▲❡( ✉# %❡❝❛❧❧ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ❢%♦♠ ❬>❚❱❱✱ ✷✳✶❪

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✹✳ ❆ ❞❡%✐✈❡❞ #(❛❝❦ X ✐# O✲❝♦♠♣❛❝( ✐❢ ❢♦% ❛♥② ❞❡%✐✈❡❞ ❛✣♥❡ #❝❤❡♠❡ T (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦♥❞✐(✐♦♥# ❤♦❧❞

• ❚❤❡ E✉❛#✐✲❝♦❤❡%❡♥( #❤❡❛❢ OXˆT ✐# ❝♦♠♣❛❝( ✐♥ QcohpX ˆ T q ❀

• >✉#❤✐♥❣ ❢♦%✇❛%❞ ❛❧♦♥❣ (❤❡ ♣%♦❥❡❝(✐♦♥ X ˆ T Ñ T ♣%❡#❡%✈❡# ♣❡%❢❡❝( ❝♦♠♣❧❡①❡#✳

▲❡( ✉# ❞❡♥♦(❡ ❜② dStOk (❤❡ ❢✉❧❧ #✉❜❝❛(❡❣♦%② ♦❢ dStk #♣❛♥♥❡❞ ❜② O✲❝♦♠♣❛❝( ❞❡%✐✈❡❞ #(❛❝❦#✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✺✳ ❆♥ O✲❝♦♠♣❛❝( ♣%♦✲✐♥❞✲#(❛❝❦ ✐# ❛ ♣%♦✲✐♥❞✲♦❜❥❡❝( ✐♥ (❤❡ ❝❛(❡❣♦%② ♦❢ O✲❝♦♠♣❛❝(

❞❡%✐✈❡❞ #(❛❝❦#✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦(❡ ❜② PIdStOk (❤❡✐% ❝❛(❡❣♦%②✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✻✳ ❚❤❡#❡ ✐% ❛ ❢✉♥❝+♦#

PIdStOk Ñ Fct
`
IPdStk ˆ ∆1 ˆ ∆1, pIPq2pdgModkqop

˘

❞❡✜♥✐♥❣ ❢♦# ❛♥② O✲❝♦♠♣❛❝+ ♣#♦✲✐♥❞✲%+❛❝❦ X ❛♥❞ ❛♥② ✐♥❞✲♣#♦✲%+❛❝❦ F ❛ ❝♦♠♠✉+❛+✐✈❡ %6✉❛#❡

A
p,cl

IP2pψF ˆ φXq //

��

A
p,cl
IP pψF q bk φOX

��
A
p

IP2pψF ˆ φXq // Ap
IPpψF q bk φOX

✇❤❡#❡ A
p,cl

IP2 ❛♥❞ A
p

IP2 ❛#❡ +❤❡ ❡①+❡♥%✐♦♥% ♦❢ A
p,cl
IP ❛♥❞ A

p
IP +♦

pIPq2dStk Ñ pIPq2pdgMod
op
k q

✹✾



 !♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ ✐♥ ❬(❚❱❱✱ ♣❛-. ✷✳✶❪ .❤❡ ❝♦♥5.-✉❝.✐♦♥ ❢♦- ❛♥② O✲❝♦♠♣❛❝. 5.❛❝❦ X ❛♥❞ ❛♥② 5.❛❝❦ F ♦❢

❛ ❝♦♠♠✉.❛.✐✈❡ ❞✐❛❣-❛♠✿

NCwpF ˆXq //

��

NCwpF q bk OX

��
DRpF ˆXq // DRpF q bk OX

❚❛❦✐♥❣ .❤❡ ♣❛-. ♦❢ ✇❡✐❣❤. p ❛♥❞ 5❤✐❢.✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡.

Ap,clpF ˆXq //

��

Ap,clpF q bk OX

��
AppF ˆXq // AppF q bk OX

❚❤✐5 ❝♦♥5.-✉❝.✐♦♥ ✐5 ❢✉♥❝.♦-✐❛❧ ✐♥ ❜♦.❤ F ❛♥❞ X 5♦ ✐. ❝♦--❡5♣♦♥❞5 .♦ ❛ ❢✉♥❝.♦-

dStOk Ñ FctpdStk ˆ ∆1 ˆ ∆1,dgMod
op
k q

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦-♠ .❤❡ ❢✉♥❝.♦-

PIdStOk Ñ PIFct
`
ProdStk ˆ ∆1 ˆ ∆1,PropdgMod

op
k q

˘

Ñ Fct
`
ProdStk ˆ ∆1 ˆ ∆1,PIPropdgMod

op
k q

˘

Ñ Fct
`
IPdStk ˆ ∆1 ˆ ∆1, pIPq2pdgMod

op
k q

˘

❇② ❝♦♥5.-✉❝.✐♦♥✱ ❢♦- ❛♥② ✐♥❞✲♣-♦✲5.❛❝❦ F ❛♥❞ ❛♥② O✲❝♦♠♣❛❝. ♣-♦✲✐♥❞✲5.❛❝❦✱ ✐. ✐♥❞✉❝❡5 .❤❡ ❝♦♠♠✉.❛.✐✈❡

❞✐❛❣-❛♠

A
p,cl

IP2pψF ˆ φXq //

��

ψA
p,cl
IP pF q bk φOX

��
A
p

IP2pψF ˆ φXq // ψAp
IPpF q bk φOX

❘❡♠❛$❦ ✷✳✶✼✳ ▲❡. ✉5 -❡♠❛-❦ .❤❛. ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢♦-♠❛❧❧② ❞❡5❝-✐❜❡ .❤❡ ❤♦-✐③♦♥.❛❧ ♠❛♣5 ✉5✐♥❣ .❤❡ ♠❛♣5 ❢-♦♠

❬(❚❱❱❪✿

ΘIP2pψF ˆ φXq “ lim
α

colim
β

lim
γ

colim
δ

ΘpFαδ ˆXβγq

Ñ lim
α

colim
β

lim
γ

colim
δ

ΘpFαδq b pOXβγ
q “ ψΘIPpF q b φOX

✇❤❡#❡ Θ ✐% ❡✐&❤❡# Ap,cl
♦# Ap

✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✽✳ ▲❡& F ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✲♣#♦✲%&❛❝❦ ❛♥❞ ❧❡& X ❜❡ ❛♥ O✲❝♦♠♣❛❝& ♣#♦✲✐♥❞✲%&❛❝❦✳ ▲❡& η : OX Ñ
kr´ds ❜❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ✐♥❞✲♣#♦✲k✲♠♦❞✉❧❡%✳ ▲❡& ✜♥❛❧❧② Θ ❜❡ ❡✐&❤❡# Ap,cl

♦# Ap
✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ &❤❡ ✐♥&❡❣#❛&✐♦♥

♠❛♣ ż

η

: ΘIP2pψF ˆ φXq //ψΘIPpF q b φOX

id bφη //ψΘIPpF qr´ds

❚❤❡♦-❡♠ ✷✳✶✾✳ ▲❡" Y ❜❡ ❛ ❞❡&✐✈❡❞ )"❛❝❦ ❛♥❞ ωY ❜❡ ❛♥ n✲)❤✐❢"❡❞ ❝❧♦)❡❞ 2✲❢♦&♠ ♦♥ Y ✳ ▲❡" X ❜❡ ❛♥ O✲

❝♦♠♣❛❝" ♣&♦✲✐♥❞✲)"❛❝❦ ❛♥❞ ❧❡" ❛❧)♦ η : OX Ñ kr´ds ❜❡ ❛ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥❞✲♣&♦✲)"❛❝❦ MappX,Y q
❛❞♠✐") ❛♥ pn´ dq✲)❤✐❢"❡❞ ❝❧♦)❡❞ 2✲❢♦&♠✳

✺✵



 !♦♦❢✳ ▲❡" ✉$ ❞❡♥♦"❡ ❜② Z "❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥❞✲♣1♦✲$"❛❝❦ MappX,Y q✳ ❲❡ ❝♦♥$✐❞❡1 "❤❡ ❞✐❛❣1❛♠

χkr´ns ωY //χA2,clpY q ev˚
//A2,cl

IP2pX ˆ Zq
ş
η //ψA2,cl

IP pZqr´ds

✇❤❡1❡ χ : dgModk
ξÑ IPpdgMod

op
k q ψÑ pIPq2pdgMod

op
k q ✐$ "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥❝❧✉$✐♦♥✳ ◆♦"❡ "❤❛" $✐♥❝❡

"❤❡ ❢✉♥❝"♦1 ψ ✐$ ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧✱ "❤✐$ ✐♥❞✉❝❡$ ❛ ♠❛♣ ✐♥ IPpdgMod
op
k q

ξk //A2,cl
IP pZqrn´ ds

❛♥❞ "❤❡1❡❢♦1❡ ❛ ❛♥ pn´ dq✲$❤✐❢"❡❞ ❝❧♦$❡❞ 2✲❢♦1♠ ♦♥ Z “ MappX,Y q✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡1❧②✐♥❣ ❢♦1♠ ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜②

"❤❡ ❝♦♠♣♦$✐"✐♦♥

χkr´ns ωY //χA2pY q ev˚
//A2

IP2pX ˆ Zq
ş
η //ψA2

IPpZqr´ds

❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✵✳ ▲❡" ✉$ ❞❡$❝1✐❜❡ ✐♥❢♦1♠❛❧❧② "❤❡ ❢♦1♠ ✐$$✉❡❞ ❜② "❤❡♦1❡♠ ✷✳✶✾✳ ❲❡ $❡" "❤❡ ♥♦"❛"✐♦♥$

X “ limα colimβ Xαβ ❛♥❞ Zαβ “ MappXαβ , Y q✳ ❇② ❛$$✉♠♣"✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛♣

η : colim
α

lim
β

OXαβ
Ñ kr´ds

❋♦1 ❛♥② α✱ "❤❡1❡ ❡①✐$"$ "❤❡1❡❢♦1❡ βpαq ❛♥❞ ❛ ♠❛♣ ηαβpαq : OXαβpαq
Ñ kr´ds ✐♥ dgModpkq✳ ❯♥✇✐♥❞✐♥❣

"❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥$✱ ✇❡ $❡❡ "❤❛" "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢♦1♠

ş
η
ωY

ξk //A2
IPpMappX,Y qqrn´ ds » limα colimβA

2pZαβqrn´ ds

✐$ "❤❡ ✉♥✐✈❡1$❛❧ ♠❛♣ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢1♦♠ "❤❡ ♠❛♣$

k
ωαβpαq //A2pZαβpαqqrn´ ds //colimβA

2pZαβqrn´ ds

✇❤❡1❡ ωαβpαq ✐$ ❜✉✐❧" ✉$✐♥❣ ηαβpαq ❛♥❞ "❤❡ ♣1♦❝❡❞✉1❡ ♦❢ ❬G❚❱❱❪✳ ◆♦"❡ "❤❛" ωαβpαq ❝❛♥ ❜❡ $❡❡♥ ❛$ ❛
♠❛♣ TXαβpαq

b TXαβpαq
Ñ OXαβpαq

✳ ❲❡ ❛❧$♦ ❦♥♦✇ ❢1♦♠ "❤❡♦1❡♠ ✷✳✾ "❤❛" "❤❡ ❢♦1♠

ş
η
ωY ✐♥❞✉❝❡$ ❛

♠❛♣

TZ b TZ Ñ OZrn´ ds
✐♥ IPPpZq✳ ▲❡" ✉$ ✜① α0 ❛♥❞ ♣✉❧❧ ❜❛❝❦ "❤❡ ♠❛♣ ❛❜♦✈❡ "♦ Zα0

✳ ❲❡ ❣❡"

colim
αěα0

lim
β
g˚
α0α

p˚
αβpTZαβ

b TZαβ
q » i˚α0

pTZ b TZq Ñ OZα0
rn´ ds

❚❤✐$ ♠❛♣ ✐$ "❤❡ ✉♥✐✈❡1$❛❧ ♠❛♣ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢1♦♠ "❤❡ ♠❛♣$

lim
β
g˚
α0α

p˚
αβpTZαβ

b TZαβ
q Ñ g˚

α0α
p˚
αβpαqpTZαβpαq

b TZαβpαq
q

Ñ g˚
α0α

p˚
αβpαqpOXαβpαq

qrn´ ds » OXα0
rn´ ds

✇❤❡1❡ gα0α ✐$ "❤❡ $"1✉❝"✉1❛❧ ♠❛♣ Zα0
Ñ Zα ❛♥❞ pαβ ✐$ "❤❡ ♣1♦❥❡❝"✐♦♥ Zα “ limβ Zαβ Ñ Zαβ ✳

✷✳✷✳✹ ▼❛♣♣✐♥❣ )*❛❝❦) ❤❛✈❡ ❛ ❚❛*❡ )*1✉❝*✉1❡

❉❡✜♥✐*✐♦♥ ✷✳✷✶✳ ▲❡" S ❜❡ ❛♥ O✲❝♦♠♣❛❝" ♣1♦✲✐♥❞✲$"❛❝❦✳ ❲❡ $❛② "❤❛" S ✐$ ❛♥ O✲❚❛"❡ $"❛❝❦ ✐❢ "❤❡1❡

❡①✐$" ❛ ♣♦$❡" K ❛♥❞ ❛ ❞✐❛❣1❛♠ S̄ : Kop Ñ IndU dStk $✉❝❤ "❤❛"

✭✐✮ ❚❤❡ ❧✐♠✐" ♦❢ S̄ ✐♥ PIdStk ✐$ ❡K✉✐✈❛❧❡♥" "♦ S ❀

✺✶



✭✐✐✮ ❋♦" ❛♥② i ď j P K &❤❡ ♣"♦✲♠♦❞✉❧❡ ♦✈❡" S̄piq

coker
`
OS̄piq Ñ S̄pi ď jq˚OS̄pjq

˘

✐1 &"✐✈✐❛❧ ✐♥ &❤❡ ♣"♦✲❞✐"❡❝&✐♦♥ ✕ ✐❡ ❜❡❧♦♥❣ &♦ QcohpS̄piqq✳

✭✐✐✐✮ ❋♦" ❛♥② i ď j P K &❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ S̄pi ď jq ✐1 "❡♣"❡1❡♥&❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛❣"❛♠

f̄ : Lˆ ∆1 Ñ dStk

1✉❝❤ &❤❛&

• ❋♦" ❛♥② l P L &❤❡ ♣"♦❥❡❝&✐♦♥1 f̄pl, 0q Ñ ˚ ❛♥❞ f̄pl, 1q Ñ ˚ 1❛&✐1❢② &❤❡ ❜❛1❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦"♠✉❧❛ ❀
• ❋♦" ❛♥② l P L &❤❡ ♠❛♣ f̄plq 1❛&✐1✜❡1 &❤❡ ❜❛1❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣"♦❥❡❝&✐♦♥ ❢♦"♠✉❧❛❡ ❀
• ❋♦" ❛♥② m ď l P L &❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ f̄pm ď l, 0q 1❛&✐1✜❡1 &❤❡ ❜❛1❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣"♦❥❡❝&✐♦♥
❢♦"♠✉❧❛❡✳

❘❡♠❛'❦ ✷✳✷✷✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉1✉❛❧❧② ✇♦"❦ ✇✐&❤ ♣"♦✲✐♥❞✲1&❛❝❦1 S ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐& ❞✐❛❣"❛♠ ❛❧"❡❛❞② 1❛&✐1✲

❢②✐♥❣ &❤♦1❡ ❛11✉♠♣&✐♦♥1✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✷✸✳ ▲❡+ ✉- ❛--✉♠❡ +❤❛+ Y ✐- ❛ ❞❡'✐✈❡❞ ❆'+✐♥ -+❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐+❡ ♣'❡-❡♥+❛+✐♦♥✳ ▲❡+

S ❜❡ ❛♥ O✲❝♦♠♣❛❝+ ♣'♦✲✐♥❞✲-+❛❝❦✳ ■❢ S ✐- ❛♥ O✲❚❛+❡ -+❛❝❦ +❤❡♥ +❤❡ ✐♥❞✲♣'♦✲-+❛❝❦ MappS, Y q ✐- ❛ ❚❛+❡

-+❛❝❦✳

 !♦♦❢✳ ▲❡& Z “ MappS, Y q ❛1 ❛♥ ✐♥❞✲♣"♦✲1&❛❝❦✳ ▲❡& S̄ : Kop Ñ IndU dStk ❜❡ ❛1 ✐♥ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✷✶✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ ❜② Z̄ : K Ñ ProU dStk &❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣"❛♠ ❛♥❞ ❢♦" ❛♥② i P K ❜② si : Z̄piq Ñ Z̄ &❤❡

✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣✳

▲❡& ✉1 ✜"1& "❡♠❛"❦ &❤❛& Z ✐1 ❛♥ ❆"&✐♥ ✐♥❞✲♣"♦✲1&❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐&❡ ♣"❡1❡♥&❛&✐♦♥✳ ■& 1✉✣❝❡1 &♦

♣"♦✈❡ &❤❛& s˚
i LZ ✐1 ❛ ❚❛&❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦♥ Z̄piq✱ ❢♦" ❛♥② i P K✳ ▲❡& ✉1 ✜① 1✉❝❤ ❛♥ i ❛♥❞ ❞❡♥♦&❡ ❜② Zi &❤❡

♣"♦✲1&❛❝❦ Z̄piq✳
❲❡ ❝♦♥1✐❞❡" &❤❡ ❞✐✛❡"❡♥&✐❛❧ ♠❛♣

s˚
i LZ Ñ LZi

■& ✐1 ❜② ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ❡H✉✐✈❛❧❡♥& &♦ &❤❡ ♥❛&✉"❛❧ ♠❛♣

limλPro
Zi

pZ̄|Kěiq fÑ λPro
Zi

pZiq

✇❤❡"❡ Kěi
✐1 &❤❡ ❝♦♠♠❛ ❝❛&❡❣♦"②

i{K ❛♥❞ Z̄|Kěi
✐1 &❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣"❛♠

Kěi Ñ Zi{ProU dStS

▲❡& φi ❞❡♥♦&❡ &❤❡ ❞✐❛❣"❛♠

φi :
`
Kěi˘op Ñ IPerfpZiq

♦❜&❛✐♥❡❞ ❛1 &❤❡ ❦❡"♥❡❧ ♦❢ f ✳ ■& ✐1 ♥♦✇ ❡♥♦✉❣❤ &♦ ♣"♦✈❡ &❤❛& φi ❢❛❝&♦"1 &❤"♦✉❣❤ PerfpZiq✳
▲❡& j ě i ✐♥ K ❛♥❞ ❧❡& ✉1 ❞❡♥♦&❡ ❜② gij &❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ Zi Ñ Zj ♦❢ ♣"♦✲1&❛❝❦1✳ ▲❡& f̄ : Lˆ∆1 Ñ

dStk "❡♣"❡1❡♥&1 &❤❡ ♠❛♣ S̄pi ď jq : S̄pjq Ñ S̄piq P IndU dStk ❛1 ✐♥ ❛11✉♠♣&✐♦♥ ✭✐✮ ✐♥ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✷✶✳

❯♣ &♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ L &❤"♦✉❣❤ ❛ ❝♦✜♥❛❧ ♠❛♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛11✉♠❡ &❤❛& &❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣"❛♠

coker
`
OS̄piq Ñ S̄pi ď jq˚OS̄pjq

˘

✐1 ❡11❡♥&✐❛❧❧② ❝♦♥1&❛♥& ✕ 1❡❡ ❛11✉♠♣&✐♦♥ ✭✐✐✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦&❡ ❜② h̄ : Lop ˆ∆1 Ñ dStk &❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣"❛♠✱

1♦ &❤❛& gij ✐1 &❤❡ ❧✐♠✐& ♦❢ h̄ ✐♥ ProU dStk✳ ❋♦" ❛♥② l P L ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ ❜② hl : Zil Ñ Zjl &❤❡ ♠❛♣ h̄plq✳
▲❡& ✉1 ❞❡♥♦&❡ ❜② Z̄i &❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐❛❣"❛♠ l ÞÑ Zil ❛♥❞ ❜② Z̄j &❤❡ ❞✐❛❣"❛♠ l ÞÑ Zjl✳ ▲❡& ❛❧1♦ pl ❞❡♥♦&❡

&❤❡ ♣"♦❥❡❝&✐♦♥ Zi Ñ Zil

✺✷



❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝( )❡*✉❡♥❝❡

φipjq Ñ colim
l

p˚
l h

˚
l LZjl

Ñ colim
l

p˚
l LZil

▲❡( ✉) ❞❡♥♦(❡ ❜② ψij (❤❡ ❞✐❛❣3❛♠ ♦❜(❛✐♥❡❞ ❛) (❤❡ ❦❡3♥❡❧

ψij Ñ λPro
Zi

pZ̄jq Ñ λPro
Zi

pZ̄iq
)♦ (❤❛( φipjq ✐) (❤❡ ❝♦❧✐♠✐( colimψij ✐♥ IPerfpZiq✳ ■( )✉✣❝❡) (♦ ♣3♦✈❡ (❤❛( (❤❡ ❞✐❛❣3❛♠ ψij : L Ñ
PerfpZiq ✐) ❡))❡♥(✐❛❧❧② ❝♦♥)(❛♥( ✭✉♣ (♦ ❛ ❝♦✜♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦)❡()✮✳ ❇② ❞❡✜♥✐(✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ψijplq » p˚
l LZil{Zjl

r´1s
▲❡( m Ñ l ❜❡ ❛ ♠❛♣ ✐♥ L ❛♥❞ t (❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ Zil Ñ Zim✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ψijpm Ñ lq ✐) ❡*✉✐✈❛❧❡♥( (♦
(❤❡ ♠❛♣ p˚

l ξ ✇❤❡3❡ ξ ✜() ✐♥ (❤❡ ✜❜3❡ )❡*✉❡♥❝❡ ✐♥ PerfpZilq

t˚LZim{Zjm
r´1s //

ξ

��

t˚h˚
mLZjm

��

// t˚LZim

��
LZil{Zjl

r´1s // h˚
l LZjl

// LZil

❲❡ ❝♦♥)✐❞❡3 (❤❡ ❞✉❛❧ ❞✐❛❣3❛♠

t˚TZim{Zjm
r1s oo

OO
t˚h˚

mTZjmOO
oo t˚TZimOO

TZil{Zjl
r1s oo h˚

l TZjl
oo TZil

pσq

❯)✐♥❣ ❜❛)❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ (❤❡ ♠❛♣) ❢3♦♠ Sim✱ Sjm ❛♥❞ Sjl (♦ (❤❡ ♣♦✐♥(✱ ✇❡ ❣❡( (❤❛( (❤❡ )*✉❛3❡ pσq ✐)
❡*✉✐✈❛❧❡♥( (♦

π˚pidˆsfmq˚pidˆsfmq˚E π˚pidˆsq˚pidˆsq˚Eoo

π˚pidˆflq˚pidˆflq˚E

OO

π˚Eoo

OO

✇❤❡3❡ π : Zil ˆ Sil Ñ Zil ✐) (❤❡ ♣3♦❥❡❝(✐♦♥✱ ✇❤❡3❡ s : Sim Ñ Sil ✐) (❤❡ ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② m Ñ l ❛♥❞

✇❤❡3❡ E » ev˚ TY ✇✐(❤ ev : Zil ˆSil Ñ Y (❤❡ ❡✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♠❛♣✳ ◆♦(❡ (❤❛( ✇❡ ✉)❡ ❤❡3❡ (❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥

❢❛❝( TMappX,Y q » pr˚ ev˚ TY ✇❤❡3❡

MappX,Y q MappX,Y q ˆX
ev //proo Y

❛3❡ (❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣)✳

◆♦✇ ✉)✐♥❣ (❤❡ ♣3♦❥❡❝(✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛)❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦3♠✉❧❛❡ ❛❧♦♥❣ (❤❡ ♠♦3♣❤✐)♠) s✱ fl ❛♥❞ fm ✇❡ ❣❡(

(❤❛( pσq ✐) ❡*✉✐✈❛❧❡♥( (♦ (❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② π˚ ♦❢ (❤❡ )*✉❛3❡

E b p˚s˚fm˚OSjm
E b p˚s˚OSim

oo

E b p˚fl˚OSjl

OO

E b p˚OSil

OO

oo

❲❡ (❤❡3❡❢♦3❡ ❢♦❝✉) ♦♥ (❤❡ ❞✐❛❣3❛♠

s˚fm˚OSjm
s˚OSim

oo

fl˚OSjl

OO

OSil
oo

OO

✺✸



❚❤❡ ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ❝♦✜❜0❡1 ✐1 ❛♥ ❡2✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✉1✐♥❣ ❛11✉♠♣,✐♦♥ ✭✐✐✮✳ ■, ❢♦❧❧♦✇1 ,❤❛, ,❤❡

❞✐❛❣0❛♠ ψij ✐1 ❡11❡♥,✐❛❧❧② ❝♦♥1,❛♥,✱ ❛♥❞ ,❤✉1 ,❤❛, Z ✐1 ❛ ❚❛,❡ 1,❛❝❦✳

✺✹



❈❤❛♣$❡& ✸

▲♦♦♣❛♥❞❜✉❜❜❧❡ *♣❛❝❡*

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛" ❧❛%" ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ %"✉❞② "❤❡ ❤✐❣❤❡* ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❢♦*♠❛❧ ❧♦♦♣ %♣❛❝❡%✳ ❲❡ ✇✐❧❧

♣*♦✈❡ ✐" ❛❞♠✐"% ❛ ❚❛"❡ %"*✉❝"✉*❡ ❛♥❞ "❤❡♥ %"✉❞② "❤❡ ❜✉❜❜❧❡ %♣❛❝❡✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝" ❞❡✜♥❡❞ ✉%✐♥❣ "❤❡ ❢♦*♠❛❧

❧♦♦♣ %♣❛❝❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ "❤❡♥ ♣*♦✈❡ "❤❡ ❜✉❜❜❧❡ %♣❛❝❡ "♦ ❛❞♠✐" ❛ %②♠♣❧❡❝"✐❝ %"*✉❝"✉*❡✳

✸✳✶ ❋♦%♠❛❧ ❧♦♦♣*

✸✳✶✳✶ ❉❡❤②❞(❛*❡❞ ❛❧❣❡❜(❛. ❛♥❞ ❞❡ ❘❤❛♠ .*❛❝❦.

■♥ "❤✐% ♣❛*"✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ *❡✜♥❡♠❡♥" ♦❢ "❤❡ *❡❞✉❝❡❞ ❛❧❣❡❜*❛ ❛%%♦❝✐❛"❡❞ "♦ ❛ ❝❞❣❛✳ ❚❤✐% ❛❧❧♦✇% ✉% "♦

❞❡✜♥❡ ❛ ✇❡❧❧ ❜❡❤❛✈❡❞ ❞❡ ❘❤❛♠ %"❛❝❦ ❛%%♦❝✐❛"❡❞ "♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐"❡ %"❛❝❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐"❤♦✉" ❛♥② ♥♦❡"❤❡*✐❛♥

❛%%✉♠♣"✐♦♥✱ "❤❡ ♥✐❧*❛❞✐❝❛❧ ♦❢ ❛ *✐♥❣ ✕ "❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦❢ ♥✐❧♣♦"❡♥" ❡❧❡♠❡♥"% ✕ ✐% ❛ ♣*✐♦*✐ ♥♦" ♥✐❧♣♦"❡♥" ✐"%❡❧❢✳

❚❤❡ ❝♦♥%"*✉❝"✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ❣✐✈❡% ❛♥ ❛❧"❡*♥❛"✐✈❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ *❡❞✉❝❡❞ ❛❧❣❡❜*❛ ✕ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ "❤❡

❞❡❤②❞*❛"❡❞ ❛❧❣❡❜*❛ ✕ ❛%%♦❝✐❛"❡❞ "♦ ❛♥② ❝❞❣❛ A✱ %♦ "❤❛" A ✐%✱ ✐♥ %♦♠❡ %❡♥%❡✱ ❛ ♥✐❧♣♦"❡♥" ❡①"❡♥%✐♦♥ ♦❢

✐"% ❞❡❤②❞*❛"❡❞ ❛❧❣❡❜*❛✳ ❲❤❡♥❡✈❡* A ✐% ✜♥✐"❡❧② ♣*❡%❡♥"❡❞✱ "❤✐% ❝♦♥%"*✉❝"✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡% ✇✐"❤ "❤❡ ✉%✉❛❧

*❡❞✉❝❡❞ ❛❧❣❡❜*❛✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡" A P cdgaď0
k ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐"% ❞❡❤②❞*❛"❡❞ ❛❧❣❡❜*❛ ❛% "❤❡ ✐♥❞✲❛❧❣❡❜*❛ Adeh “

colimI H
0pAq{I ✇❤❡*❡ "❤❡ ❝♦❧✐♠✐" ✐% "❛❦❡♥ ♦✈❡* "❤❡ ✜❧"❡*❡❞ ♣♦%❡" ♦❢ ♥✐❧♣♦"❡♥" ✐❞❡❛❧% ♦❢ H0pAq✳ ❚❤❡

❝❛%❡ I “ 0 ❣✐✈❡% ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣ A Ñ Adeh ✐♥ ✐♥❞✲❝❞❣❛✬%✳ ❚❤✐% ❝♦♥%"*✉❝"✐♦♥ ✐% ❢✉♥❝"♦*✐❛❧ ✐♥ A✳

❘❡♠❛$❦ ✸✳✷✳ ❲❤❡♥❡✈❡* A ✐% ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣*❡%❡♥"❛"✐♦♥✱ "❤❡♥ Adeh ✐% ❡E✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ *❡❞✉❝❡❞ ❛❧❣❡❜*❛

❛%%♦❝✐❛"❡❞ "♦ A✳ ■♥ "❤❛" ❝❛%❡✱ "❤❡ ♥✐❧*❛❞✐❝❛❧

?
A ♦❢ A ✐% ♥✐❧♣♦"❡♥"✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱ ✐❢ A ✐% ❛♥② ❝❞❣❛✱ ✐" ✐% ❛

✜❧"❡*❡❞ ❝♦❧✐♠✐"% ♦❢ ❝❞❣❛✬% Aα ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣*❡%❡♥"❛"✐♦♥✳ ❲❡ "❤❡♥ ❤❛✈❡ Adeh » colimpAαqred ✐♥ ✐♥❞✲❛❧❣❡❜*❛%✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳ ❚❤❡ $❡❛❧✐+❛,✐♦♥ B ♦❢ Adeh ✐♥ ,❤❡ ❝❛,❡❣♦$② ♦❢ ❛❧❣❡❜$❛+ ✐+ ❡4✉✐✈❛❧❡♥, ,♦ ,❤❡ $❡❞✉❝❡❞ ❛❧❣❡❜$❛

Ared✳

-.♦♦❢✳ ▲❡" ✉% ✜*%" *❡♠❛*❦ "❤❛" B ✐% *❡❞✉❝❡❞✳ ■♥❞❡❡❞ ❛♥② ♥✐❧♣♦"❡♥" ❡❧❡♠❡♥" x ♦❢ B ❝♦♠❡% ❢*♦♠ ❛

♥✐❧♣♦"❡♥" ❡❧❡♠❡♥" ♦❢ A✳ ■" "❤❡*❡❢♦*❡ ❜❡❧♦♥❣% "♦ ❛ ♥✐❧♣♦"❡♥" ✐❞❡❛❧ pxq✳ ❚❤✐% ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❛"✉*❛❧ ♠❛♣ ♦❢

❛❧❣❡❜*❛% Ared Ñ B✳ ❚♦ %❡❡ "❤❛" ✐" ✐% ❛♥ ✐%♦♠♦*♣❤✐%♠✱ ✐" %✉✣❝❡% "♦ %❛② "❤❛"

?
A ✐% "❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧

♥✐❧♣♦"❡♥" ✐❞❡❛❧%✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✹✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ ♣*❡%"❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐"% ❞❡ ❘❤❛♠ ♣*❡%"❛❝❦ XdR ❛% "❤❡ ❝♦♠♣♦%✐"✐♦♥

cdgaď0
k

p´qdeh // IndUpcdgaď0
k q

IndUpXq// IndUpsSetsq colim // sSets

❚❤✐% ❞❡✜♥❡% ❛♥ ❡♥❞♦❢✉♥❝"♦* ♦❢ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦*② PpdAffkq✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❞❡✜♥✐"✐♦♥

XdRpAq “ colim
I

X
´
H0pAq{I

¯

✺✺



❘❡♠❛$❦ ✸✳✺✳ ■❢ X ✐& ❛ &(❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐(❡ ♣0❡&❡♥(❛(✐♦♥✱ (❤❡♥ ✐( ✐& ❞❡(❡0♠✐♥❡❞ ❜② (❤❡ ✐♠❛❣❡& ♦❢ (❤❡ ❝❞❣❛✬&

♦❢ ✜♥✐(❡ ♣0❡&❡♥(❛(✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣0❡&(❛❝❦ XdR ✐& (❤❡♥ (❤❡ ❧❡❢( ❑❛♥ ❡①(❡♥&✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❢✉♥❝(♦0

cdga
ď0,fp
k Ñ sSets

A ÞÑXpAredq

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✻✳ ▲❡( f : X Ñ Y ❜❡ ❛ ❢✉♥❝(♦0 ♦❢ ♣0❡&(❛❝❦&✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ (❤❡ ❢♦0♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡(✐♦♥ X̂Y ♦❢ X

✐♥ Y ❛& (❤❡ ✜❜0❡ ♣0♦❞✉❝(

X̂Y
//

��

XdR

��
Y // YdR

❚❤✐& ❝♦♥&(0✉❝(✐♦♥ ♦❜✈✐♦✉&❧② ❞❡✜♥❡& ❛ ❢✉♥❝(♦0 FC: PpdAffkq∆1 Ñ PpdAffkq✳

❘❡♠❛$❦ ✸✳✼✳ ❚❤❡ ♥❛(✉0❛❧ ♠❛♣ X̂Y Ñ Y ✐& ❢♦0♠❛❧❧② B(❛❧❡✱ ✐♥ (❤❡ &❡♥&❡ (❤❛( ❢♦0 ❛♥② A P cdgaď0
k ❛♥❞

❛♥② ♥✐❧♣♦(❡♥( ✐❞❡❛❧ I Ă H0pAq (❤❡ ♠♦0♣❤✐&♠

X̂Y pAq Ñ X̂Y

`
H0pAq{I

˘
ˆ

Y pH0pAq{Iq
Y pAq

✐& ❛♥ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

✸✳✶✳✷ ❍✐❣❤❡) ❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❢♦)♠❛❧ ❧♦♦♣ -♣❛❝❡-

❍❡0❡ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡ (❤❡ ❤✐❣❤❡0 ❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ ❢♦0♠❛❧ ❧♦♦♣ &♣❛❝❡&✳ ❚♦ ❛♥② ❝❞❣❛ A ✇❡ ❛&&♦❝✐❛(❡ (❤❡

❢♦0♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡(✐♦♥ V dA ♦❢ 0 ✐♥ AdA✳ ❲❡ &❡❡ ✐( ❛& ❛ ❞❡0✐✈❡❞ ❛✣♥❡ &❝❤❡♠❡ ✇❤♦&❡ 0✐♥❣ ♦❢ ❢✉♥❝(✐♦♥& ArrX1...dss
✐& (❤❡ ❛❧❣❡❜0❛ ♦❢ ❢♦0♠❛❧ &❡0✐❡& ✐♥ d ✈❛0✐❛❜❧❡& X1, . . . , Xd✳ ▲❡( ✉& ❞❡♥♦(❡ ❜② UdA (❤❡ ♦♣❡♥ &✉❜&❝❤❡♠❡ ♦❢

V dA ❝♦♠♣❧❡♠❡♥(❛0② ♦❢ (❤❡ ♣♦✐♥( 0✳ ❲❡ (❤❡♥ ❝♦♥&✐❞❡0 (❤❡ ❢✉♥❝(♦0& dStk ˆ cdgaď0
k Ñ sSets

L̃
d
V : pX,Aq ÞÑ MapdStkpV dA , Xq

L̃
d
U : pX,Aq ÞÑ MapdStkpUdA, Xq

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✽✳ ▲❡( ✉& ❝♦♥&✐❞❡0 (❤❡ ❢✉♥❝(♦0& L̃dU ❛♥❞ L̃dV ❛& ❢✉♥❝(♦0& dStk Ñ PpdAffq✳ ❚❤❡② ❝♦♠❡

✇✐(❤ ❛ ♥❛(✉0❛❧ ♠♦0♣❤✐&♠ L̃dV Ñ L̃dU ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ L̃d (♦ ❜❡ (❤❡ ♣♦✐♥(✇✐&❡ ❢♦0♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡(✐♦♥ ♦❢ L̃dV ✐♥(♦

L̃dU ✿

L̃
dpXq “ FC

´
L̃
d
V pXq Ñ L̃

d
U pXq

¯

❲❡ ❛❧&♦ ❞❡✜♥❡ Ld✱ LdU ❛♥❞ LdV ❛& (❤❡ &(❛❝❦✐✜❡❞ ✈❡0&✐♦♥ ♦❢ L̃d✱ L̃dU ❛♥❞ L̃dV 0❡&♣❡❝(✐✈❡❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧

LdpXq (❤❡ ❢♦0♠❛❧ ❧♦♦♣ &(❛❝❦ ✐♥ X✳

❘❡♠❛$❦ ✸✳✾✳ ❚❤❡ &(❛❝❦ LdV pXq ✐& ❛ ❤✐❣❤❡0 ❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ (♦ (❤❡ &(❛❝❦ ♦❢ ❣❡0♠& ✐♥ X✱ ❛& &(✉❞✐❡❞

❢♦0 ✐♥&(❛♥❝❡ ❜② ❉❡♥❡❢ ❛♥❞ ▲♦❡&❡0 ✐♥ ❬❉▲❪✳

❘❡♠❛$❦ ✸✳✶✵✳ ❇② ❞❡✜♥✐(✐♦♥✱ (❤❡ ❞❡0✐✈❡❞ &❝❤❡♠❡ UdA ✐& (❤❡ ✭✜♥✐(❡✮ ❝♦❧✐♠✐( ✐♥ ❞❡0✐✈❡❞ &(❛❝❦&

UdA “ colim
q

colim
i1,...,iq

Spec
´
ArrX1...dssrX´1

i1...iq
s
¯

✇❤❡0❡ ArrX1...dssrX´1
i1...iq

s ❞❡♥♦(❡ (❤❡ ❛❧❣❡❜0❛ ♦❢ ❢♦0♠❛❧ &❡0✐❡& ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛( (❤❡ ❣❡♥❡0❛(♦0& X´1
i1
, . . . , X´1

iq
✳

■( ❢♦❧❧♦✇& (❤❛( (❤❡ &♣❛❝❡ ♦❢ A✲♣♦✐♥(& ♦❢ LdpXq ✐& ❡C✉✐✈❛❧❡♥( (♦ (❤❡ &✐♠♣❧✐❝✐❛❧ &❡(

L
dpXqpAq » colim

IĂH0pAq
lim
q

lim
i1,...,iq

Map
´
Spec

´
ArrX1...dssrX´1

i1...iq
s
?
I
¯
, X

¯

✺✻



✇❤❡#❡ ArrX1...dssrX´1
i1...iq

s
?
I
✐% &❤❡ %✉❜✲❝❞❣❛ ♦❢ ArrX1...dssrX´1

i1...iq
s ❝♦♥%✐%&✐♥❣ ♦❢ %❡#✐❡%

ÿ

n1,...,nd

an1,...,nd
Xn1

1 . . . Xnd

d

✇❤❡#❡ an1,...,nd
✐% ✐♥ &❤❡ ❦❡#♥❡❧ ♦❢ &❤❡ ♠❛♣ A Ñ H0pAq{I ❛% %♦♦♥ ❛% ❛& ❧❡❛%& ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ni✬% ✐% ♥❡❣❛&✐✈❡✳

❘❡❝❛❧❧ &❤❛& ✐♥ &❤❡ ❝♦❧✐♠✐& ❛❜♦✈❡✱ &❤❡ %②♠❜♦❧ I ❞❡♥♦&❡% ❛ ♥✐❧♣♦&❡♥& ✐❞❡❛❧ ♦❢ H0pAq✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✶✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ ❞❡&✐✈❡❞ ❆&"✐♥ +"❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣&❡+❡♥"❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ❛❧❣❡❜&❛✐+❛❜❧❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭+❡❡

❞❡✜♥✐"✐♦♥ ✵✳✼✮ ❛♥❞ ❧❡" t : T “ SpecpAq Ñ X ❜❡ ❛ +♠♦♦"❤ ❛"❧❛+✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ LdV pT q Ñ LdV pXq ✐+
❛♥ ❡♣✐♠♦&♣❤✐+♠ ♦❢ +"❛❝❦+✳

'(♦♦❢✳ ■& %✉✣❝❡% &♦ %&✉❞② &❤❡ ♠❛♣ L̃dV pT q Ñ L̃dV pXq✳ ▲❡& B ❜❡ ❛ ❝❞❣❛✳ ▲❡& ✉% ❝♦♥%✐❞❡# ❛ B✲♣♦✐♥&

x : SpecB Ñ L̃dV pXq✳ ■& ✐♥❞✉❝❡% ❛ B✲♣♦✐♥& ♦❢ X

SpecB Ñ SpecpBrrX1...dssq xÑ X

❇❡❝❛✉%❡ t ✐% ❛♥ ❡♣✐♠♦#♣❤✐%♠✱ &❤❡#❡ ❡①✐%& ❛♥ @&❛❧❡ ♠❛♣ f : SpecC Ñ SpecB ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✉&❛&✐✈❡

❞✐❛❣#❛♠

SpecC
c //

f

��

T

t

��
SpecB // X

■& ❝♦##❡%♣♦♥❞% &♦ ❛ C✲♣♦✐♥& ♦❢ SpecBˆX T ✳ ❋♦# ❛♥② n P N✱ ❧❡& ✉% ❞❡♥♦&❡ ❜② Sn &❤❡ %♣❡❝&#✉♠ SpecCn✱

❜② Xn &❤❡ %♣❡❝&#✉♠ SpecBn ❛♥❞ ❜② Tn &❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ T ˆXXn✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧%♦ ❝♦♥%✐❞❡# &❤❡ ♥❛&✉#❛❧ ❢✉❧❧②

❢❛✐&❤❢✉❧ ❢✉♥❝&♦# ∆n » t0, . . . , nu Ñ N✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛&✉#❛❧ ❞✐❛❣#❛♠

α0 : Λ
2,2 ˆ N >

Λ2,2ˆ∆0
∆2 ˆ ∆0 Ñ dStk

✐♥❢♦#♠❛❧❧② ❞#♦✇♥ ❤❛% ❛ ❝♦♠♠✉&❛&✐✈❡ ❞✐❛❣#❛♠

S0

��

!!

// . . . // Sn //

��

. . .

X0
// . . . // Xn

// . . .

T0

OO

// . . . // Tn //

OO

. . .

▲❡& n P N ❛♥❞ ❧❡& ✉% ❛%%✉♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜✉✐❧& ❛ ❞✐❛❣#❛♠

αn : pΛ2,2 ˆ Nq >
Λ2,2ˆ∆n

∆2 ˆ ∆n Ñ dStk

❡①&❡♥❞✐♥❣ αn´1✳ ❚❤❡#❡ ✐% ❛ %✉❜✲❞✐❛❣#❛♠ ♦❢ αn

Sn //

��

Sn`1

Tn // Tn`1

tn`1

��
Xn`1

✺✼



❙✐♥❝❡ %❤❡ ♠❛♣ tn`1 ✐* *♠♦♦%❤ ✭✐% ✐* ❛ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ t✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡%❡ %❤✐* ❞✐❛❣7❛♠ ✇✐%❤ ❛ ♠❛♣

Sn`1 Ñ Tn`1 ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐✈❡ *9✉❛7❡✳ ❯*✐♥❣ %❤❡ ❝♦♠♣♦*✐%✐♦♥ ✐♥ dStk✱ ✇❡ ❣❡% ❛ ❞✐❛❣7❛♠ αn`1

❡①%❡♥❞✐♥❣ αn✳ ❲❡ ❣❡% 7❡❝✉7*✐✈❡❧② ❛ ❞✐❛❣7❛♠ α : ∆2 ˆ N Ñ dStk✳ ❚❛❦✐♥❣ %❤❡ ❝♦❧✐♠✐% ❛❧♦♥❣ N✱ ✇❡ ❣❡%

❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐✈❡ ❞✐❛❣7❛♠

SpecC

f

��

// colimn SpecCn

��

// T

t

��
SpecB // colimn SpecBn // SpecpBrrX1...dssq // X

❚❤✐* ❞❡✜♥❡* ❛ ♠❛♣ φ : colimSpecpCnq Ñ SpecpBrrX1...dssq ˆX T ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ %❤❡ ❝❛7%❡*✐❛♥ ❞✐❛❣7❛♠

SpecpBrrX1...dssq ˆX T //

��

X

��
SpecpBrrX1...dssq ˆ T // X ˆX

❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ X ✐* ❛❧❣❡❜7❛✐*❛❜❧❡ ❛♥❞ %❤✉* *♦ ✐* %❤❡ *%❛❝❦ SpecpBrrX1...dssq ˆX T ✳ ❚❤❡ ♠♦7♣❤✐*♠ φ

%❤❡7❡❢♦7❡ ❞❡✜♥❡* %❤❡ 7❡9✉✐7❡❞ ♠❛♣

SpecpCrrX1...dssq Ñ SpecpBrrX1...dssq
X̂
T

❘❡♠❛$❦ ✸✳✶✷✳ ▲❡% ✉* 7❡♠❛7❦ ❤❡7❡ %❤❛% ✐❢ X ✐* ❛♥ ❛❧❣❡❜7❛✐*❛❜❧❡ *%❛❝❦✱ %❤❡♥ L̃dV pXq ✐* ❛ *%❛❝❦✱ ❤❡♥❝❡

%❤❡ ♥❛%✉7❛❧ ♠❛♣ ✐* ❛♥ ❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡

L̃
d
V pXq » L

d
V pXq

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✸✳ ▲❡( f : X Ñ Y ❜❡ ❛♥ +(❛❧❡ ♠❛♣ ♦❢ ❞❡$✐✈❡❞ ❆$(✐♥ 4(❛❝❦4✳ ❋♦$ ❛♥② ❝❞❣❛ A P cdgaď0
k ❛♥❞

❛♥② ♥✐❧♣♦(❡♥( ✐❞❡❛❧ I Ă H0pAq✱ (❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣

θ : L̃dU pXqpAq // L̃dU pXq
`
H0pAq{I

˘
ˆ

L̃
d
U pY qpH0pAq{Iq

L̃
d
U pY qpAq

✐4 ❛♥ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

'(♦♦❢✳ ❚❤❡ ♠❛♣ θ ✐* ❛ ✜♥✐%❡ ❧✐♠✐% ♦❢ ♠❛♣*

µ : XpξAq // X
`
ξ
`
H0pAq{I

˘˘
ˆ

Y pξpH0pAq{Iqq
Y pξAq

✇❤❡7❡ ξA “ ArrX1...dssrX´1
i1...ip

s ❛♥❞ ξpH0pAq{Iq ✐* ❞❡✜♥❡❞ *✐♠✐❧❛7❧②✳ ❚❤❡ ♥❛%✉7❛❧ ♠❛♣ ξpH0pAqq Ñ
ξpH0pAq{Iq ✐* ❛❧*♦ ❛ ♥✐❧♣♦%❡♥% ❡①%❡♥*✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢7♦♠ %❤❡ E%❛❧❡♥❡** ♦❢ f %❤❛% %❤❡ ♠❛♣

XpξpH0pAqqq // X
`
ξ
`
H0pAq{I

˘˘
ˆ

Y pξpH0pAq{Iqq
Y pξpH0pAqqq

✐* ❛♥ ❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ▲❡% ♥♦✇ n P N✳ ❲❡ ❛**✉♠❡ %❤❛% %❤❡ ♥❛%✉7❛❧ ♠❛♣

XpξpAďnqq // X
`
ξ
`
H0pAq{I

˘˘
ˆ

Y pξpH0pAq{Iqq
Y pξpAďnqq

✺✽



✐! ❛♥ ❡%✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝❞❣❛ ξpAďn`1q » pξAqďn`1 ✐! ❛ !%✉❛/❡ ③❡/♦ ❡①3❡♥!✐♦♥ ♦❢ ξpAďnq ❜② H´n´1pξAq✳
❲❡ 3❤✉! ❤❛✈❡ 3❤❡ ❡%✉✐✈❛❧❡♥❝❡

XpξpAďn`1qq „ // XpξpAďnqq ˆ
Y pξpAďnqq

Y pξpAďn`1qq

❚❤❡ ♥❛3✉/❛❧ ♠❛♣

XpξpAďn`1qq // X
`
ξ
`
H0pAq{I

˘˘
ˆ

Y pξpH0pAq{Iqq
Y pξpAďn`1qq

✐! 3❤✉! ❛♥ ❡%✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 3♦♦✳ ❚❤❡ !3❛❝❦! X ❛♥❞ Y ❛/❡ ♥✐❧❝♦♠♣❧❡3❡✱ ❤❡♥❝❡ µ ✐! ❛❧!♦ ❛♥ ❡%✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✕

/❡❝❛❧❧ 3❤❛3 ❛ ❞❡/✐✈❡❞ !3❛❝❦ X ✐! ♥✐❧❝♦♠♣❧❡3❡ ✐❢ ❢♦/ ❛♥② ❝❞❣❛ B ✇❡ ❤❛✈❡

XpBq » lim
n
XpBďnq

■3 ❢♦❧❧♦✇! 3❤❛3 θ ✐! ❛♥ ❡%✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❈♦"♦❧❧❛"② ✸✳✶✹✳ ▲❡" f : X Ñ Y ❜❡ ❛♥ &"❛❧❡ ♠❛♣ ♦❢ ❞❡-✐✈❡❞ ❆-"✐♥ 1"❛❝❦1✳ ❋♦- ❛♥② ❝❞❣❛ A P cdgaď0
k

❛♥❞ ❛♥② ♥✐❧♣♦"❡♥" ✐❞❡❛❧ I Ă H0pAq✱ "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣

θ : L̃dpXqpAq // L̃dpXq
`
H0pAq{I

˘
ˆ

L̃
dpY qpH0pAq{Iq

L̃
dpY qpAq

✐1 ❛♥ ❡;✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

*"♦♣♦,✐.✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ ❞❡-✐✈❡❞ ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦-❞ 1"❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣-❡1❡♥"❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ❛❧❣❡❜-❛✐1❛❜❧❡

❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ▲❡" t : T Ñ X ❜❡ ❛♥ &"❛❧❡ ❛"❧❛1✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ LdpT q Ñ LdpXq ✐1 ❛♥ ❡♣✐♠♦-♣❤✐1♠ ♦❢

1"❛❝❦1✳

*"♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇♦/❦ ♦♥ 3❤❡ ♠❛♣ ♦❢ ♣/❡!3❛❝❦! L̃dpT q Ñ L̃dpXq✳ ▲❡3 A P cdgaď0
k ✳ ▲❡3 x ❜❡ ❛♥ A✲♣♦✐♥3

♦❢ L̃dpXq✳ ■3 ❝♦//❡!♣♦♥❞! 3♦ ❛ ✈❡/3❡① ✐♥ 3❤❡ !✐♠♣❧✐❝✐❛❧ !❡3

colim
I

L̃dV pXq
`
H0pAq{I

˘
ˆ

L̃
d
U pXqpH0pAq{Iq

L̃
d
U pXqpAq

❚❤❡/❡ ❡①✐!3! 3❤❡/❡❢♦/❡ ❛ ♥✐❧♣♦3❡♥3 ✐❞❡❛❧ I !✉❝❤ 3❤❛3 x ❝♦♠❡! ❢/♦♠ ❛ ❝♦♠♠✉3❛3✐✈❡ ❞✐❛❣/❛♠

Ud
H0pAq{I

��

// UdA

��
VH0pAq{I v

// X

❯!✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✶ ✇❡ ❣❡3 ❛♥ D3❛❧❡ ♠♦/♣❤✐!♠ ψ : A Ñ B !✉❝❤ 3❤❛3 3❤❡ ♠❛♣ v ❧✐❢3! 3♦ ❛ ♠❛♣ u : VB{J Ñ T

✇❤❡/❡ J ✐! 3❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ I ❜② ψ✳ ❚❤✐! ❞❡✜♥❡! ❛ ♣♦✐♥3 ✐♥

L̃dU pT q
`
H0pBq{J

˘
ˆ

L̃
d
U pXqpH0pBq{Jq

L̃
d
U pXqpBq

❇❡❝❛✉!❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✸✱ ✇❡ ❣❡3 ❛ ♣♦✐♥3 ♦❢ L̃dpT qpBq✳ ❲❡ ♥♦✇ ♦❜!❡/✈❡ 3❤❛3 3❤✐! ♣♦✐♥3 ✐! ❝♦♠♣❛3✐❜❧❡

✇✐3❤ x✳

✺✾



■♥ "❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ d “ 1✱ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✸ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ▲❡" f : X Ñ Y

❜❡ ❛ '♠♦♦"❤ ♠❛♣ ♦❢ ❞❡9✐✈❡❞ ❆9"✐♥ '"❛❝❦'✳ ❋♦9 ❛♥② ❝❞❣❛ A P cdgaď0
k ❛♥❞ ❛♥② ♥✐❧♣♦"❡♥" ✐❞❡❛❧ I Ă H0pAq✱

"❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣

θ : L̃1
U pXqpAq // L̃1

U pXq
`
H0pAq{I

˘
ˆ

L̃
1
U pY qpH0pAq{Iq

L̃
1
U pY qpAq

✐' ❡''❡♥"✐❛❧❧② '✉9❥❡❝"✐✈❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣9♦♣♦'✐"✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇'✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✶✻✳ ▲❡" X ❜❡ ❛♥ ❆'"✐♥ ❞❡'✐✈❡❞ +"❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣'❡+❡♥"❛"✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐"❤ ❛❧❣❡❜'❛✐+❛❜❧❡

❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ▲❡" t : T Ñ X ❜❡ ❛ +♠♦♦"❤ ❛"❧❛+✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ L1pT q Ñ L1pXq ✐+ ❛♥ ❡♣✐♠♦'♣❤✐+♠ ♦❢

+"❛❝❦+✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✼✳ ❚❤❡ ♣9♦♣♦'✐"✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐♠♣❧✐❡' ❢♦9 ✐♥'"❛♥❝❡ "❤❛" L1pBGq » BL1pGq ❢♦9 ❛♥② ❛❧❣❡❜9❛✐❝

❣9♦✉♣ G ✕ ✇❤❡9❡ BG ✐' "❤❡ ❝❧❛''✐❢②✐♥❣ '"❛❝❦ ♦❢ G✲❜✉♥❞❧❡'✳

✸✳✶✳✸ ❚❛%❡ '%(✉❝%✉(❡ ❛♥❞ ❞❡%❡(♠✐♥❛♥%❛❧ ❛♥♦♠❛❧②

❲❡ '❛✇ ✐♥ '✉❜'❡❝"✐♦♥ ✷✳✷✳✶ "❤❛" "♦ ❛♥② ❚❛"❡ '"❛❝❦ X✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛''♦❝✐❛"❡ ❛ ❞❡"❡9♠✐♥❛♥"❛❧ ❛♥♦♠❛❧②✳ ■" ❛

❝❧❛'' ✐♥ H2pX,Oˆ
Xq✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣9♦✈❡ ✐♥ "❤✐' '✉❜'❡❝"✐♦♥ "❤❛" "❤❡ '"❛❝❦ LdpXq ✐' ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐"❤ ❛ '"9✉❝"✉9❡

♦❢ ❚❛"❡ '"❛❝❦ ❛' '♦♦♥ ❛' X ✐' ❛✣♥❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♠♦9❡♦✈❡9 ❜✉✐❧❞ ❛ ❞❡"❡9♠✐♥❛♥"❛❧ ❛♥♦♠❛❧② ♦♥ LdpXq ❢♦9

❛♥② G✉❛'✐✲❝♦♠♣❛❝" ❛♥❞ '❡♣❛9❛"❡❞ '❝❤❡♠❡ X✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✽✳ ❋♦' ❛♥② B P cdgaď0
k ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣'❡+❡♥"❛"✐♦♥✱ "❤❡ ❢✉♥❝"♦'+

L̃
d
U pSpecBq, L̃dpSpecBq : cdgaď0

k Ñ sSets

❛'❡ ✐♥ "❤❡ ❡++❡♥"✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ "❤❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧ ❢✉♥❝"♦'

IPdSt
shy,b
k X IPdAffk Ñ IPdStk Ñ dStk Ñ PpdAffq

✭+❡❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ✷✳✺✻✮✳ ■" ❢♦❧❧♦✇+ "❤❛" L̃dU pSpecBq » LdU pSpecBq ❛♥❞ L̃dpSpecBq » LdpSpecBq✳

 !♦♦❢✳ ▲❡" ✉' ✜9'" 9❡♠❛9❦ "❤❛" SpecB ✐' ❛ 9❡"9❛❝" ♦❢ ❛ ✜♥✐"❡ ❧✐♠✐" ♦❢ ❝♦♣✐❡' ♦❢ "❤❡ ❛✣♥❡ ❧✐♥❡ A1
✳ ■"

❢♦❧❧♦✇' "❤❛" "❤❡ ❢✉♥❝"♦9 L̃dU pSpecBq ✐'✱ ✉♣ "♦ ❛ 9❡"9❛❝"✱ ❛ ✜♥✐"❡ ❧✐♠✐" ♦❢ ❢✉♥❝"♦9'

ZdE : A ÞÑ Map
´
krY s, ArrX1...dssrX´1

i1...iq
s
¯

✇❤❡9❡ E “ ti1, . . . , iqu Ă F “ t1, . . . , du✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦9 ZdE ✐' "❤❡ 9❡❛❧✐'❛"✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ✐♥❞✲♣9♦✲'❝❤❡♠❡

ZdE » colim
n

lim
p

Specpkraα1,...,αd
,´nδi ď αi ď psq

✇❤❡9❡ δi “ 1 ✐❢ i P E ❛♥❞ δi “ 0 ♦"❤❡9✇✐'❡✳ ❚❤❡ ✈❛9✐❛❜❧❡ aα1,...,αd
❝♦99❡'♣♦♥❞' "♦ "❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥"

♦❢ Xα1

1 . . . Xαd

d ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦9 ZdE ✐' "❤✉' ✐♥ "❤❡ ❝❛"❡❣♦9② IPdStshy,b X IPdAffk✳ ❚❤❡ 9❡'✉❧" ❛❜♦✉"

L̃dU pSpecBq "❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇' ❢9♦♠ ❧❡♠♠❛ ✷✳✻✵✳ ❚❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ L̃dpSpecBq ✐' '✐♠✐❧❛9✿ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦'❡ ✐" ✐♥"♦ ❛

✜♥✐"❡ ❧✐♠✐" ♦❢ ❢✉♥❝"♦9'

GdE : A ÞÑ colim
IĂH0pAq

Map
´
krY s, ArrX1...dssrX´1

i1...iq
s
?
I
¯

✇❤❡9❡ I ✐' ❛ ♥✐❧♣♦"❡♥" ✐❞❡❛❧ ♦❢ H0pAq✳ ❲❡ "❤❡♥ ♦❜'❡9✈❡ "❤❛" GdE ✐' "❤❡ 9❡❛❧✐'❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐♥❞✲♣9♦✲'❝❤❡♠❡

GdE » colim
n,m

lim
p

Spec
´
kraα1,...,αd

,´nδi ď αi ď ps{J
¯

✇❤❡9❡ J ✐' "❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❡♥❡9❛"❡❞ ❜② "❤❡ '②♠❜♦❧' amα1,...,αd
✇✐"❤ ❛" ❧❡❛'" ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ αi✬' ♥❡❣❛"✐✈❡✳

✻✵



❘❡♠❛$❦ ✸✳✶✾✳ ▲❡& n ❛♥❞ p ❜❡ ✐♥&❡❣❡-. ❛♥❞ ❧❡& kpE, n, pq ❞❡♥♦&❡ &❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡. pα1, . . . , αdq
.✉❝❤ &❤❛& ´nδi ď αi ď p ❢♦- ❛❧❧ i✳ ❲❡ ❤❛✈❡

ZdE » colim
n

lim
p

pA1qkpE,n,pq

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✷✵✳ ❋-♦♠ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✽✱ ✇❡ ❣❡& ❛ ❢✉♥❝&♦- L
d : dAff

fp
k Ñ IPdStk✳ ■& ❢♦❧❧♦✇. ❢-♦♠ ♣-♦♣♦✲

.✐&✐♦♥ ✸✳✶✺ &❤❛& L
d
✐. ❛ ❝♦.&❛❝❦ ✐♥ ✐♥❞✲♣-♦✲.&❛❝❦.✳ ❲❡ &❤✉. ❞❡✜♥❡

L
d : dSt

lfp
k Ñ IPdStk

&♦ ❜❡ ✐&. ❧❡❢& ❑❛♥ ❡①&❡♥.✐♦♥ ❛❧♦♥❣ &❤❡ ✐♥❝❧✉.✐♦♥ dAff
fp
k Ñ dSt

lfp
k ✕ ✇❤❡-❡ dSt

lfp
k ✐. p8, 1q✲❝❛&❡❣♦-② ♦❢

❞❡-✐✈❡❞ .&❛❝❦. ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐&❡ ♣-❡.❡♥&❛&✐♦♥✳ ❚❤✐. ♥❡✇ ❢✉♥❝&♦- L
d
♣-❡.❡-✈❡. .♠❛❧❧ ❝♦❧✐♠✐&. ❜② ❞❡✜♥✐&✐♦♥✳

+,♦♣♦.✐%✐♦♥ ✸✳✷✶✳ ❚❤❡$❡ ✐* ❛ ♥❛,✉$❛❧ ,$❛♥*❢♦$♠❛,✐♦♥ θ ❢$♦♠ ,❤❡ ❝♦♠♣♦*✐,❡ ❢✉♥❝,♦$

dSt
lfp
k

L
d

// IPdStk
|´|IP // dStk

,♦ ,❤❡ ❢✉♥❝,♦$ Ld✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ,❤❡ $❡*,$✐❝,✐♦♥ ♦❢ θ ,♦ ❞❡$✐✈❡❞ ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦$❞ *,❛❝❦* ♦❢ ✜♥✐,❡ ♣$❡*❡♥✲

,❛,✐♦♥ ✇✐,❤ ❛❧❣❡❜$❛✐*❛❜❧❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐* ❛♥ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

+,♦♦❢✳ ❚❤❡-❡ ✐. ❜② ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ❛ ♥❛&✉-❛❧ &-❛♥.❢♦-♠❛&✐♦♥

θ : |Ldp´q|IP Ñ L
dp´q

▼♦-❡♦✈❡-✱ &❤❡ -❡.&-✐❝&✐♦♥ ♦❢ θ &♦ ❛✣♥❡ ❞❡-✐✈❡❞ .❝❤❡♠❡ ♦❢ ✜♥✐&❡ ♣-❡.❡♥&❛&✐♦♥ ✐. ❛♥ ❡I✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✕ .❡❡

❧❡♠♠❛ ✸✳✶✽✳ ❚❤❡ ❢❛❝& &❤❛& θX ✐. ❛♥ ❡I✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦- ❛♥② ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦-❞ .&❛❝❦ X ❢♦❧❧♦✇. ❢-♦♠

♣-♦♣♦.✐&✐♦♥ ✸✳✶✺✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✷✳ ▲❡, F ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣,② ✜♥✐,❡ *❡,✳ ❋♦$ ❛♥② ❢❛♠✐❧② pMDq ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❡* ♦✈❡$ k ✐♥❞❡①❡❞ ❜②
*✉❜*❡,* D ♦❢ F ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

colim
H‰EĂF

à
H‰DĂE

MD » MF rd´ 1s

✇❤❡$❡ d ✐* ,❤❡ ❝❛$❞✐♥❛❧ ♦❢ F ✭,❤❡ ♠❛♣* ✐♥ ,❤❡ ❝♦❧✐♠✐, ❞✐❛❣$❛♠ ❛$❡ ,❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣$♦❥❡❝,✐♦♥*✮✳

+,♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♥❞ ❞♦ ❛..✉♠❡ &❤❛& F ✐. &❤❡ ✜♥✐&❡ .❡& t1, . . . , du ❛♥❞ ✇❡ ♣-♦❝❡❡❞ -❡❝✉-.✐✈❡❧② ♦♥ d✳

❚❤❡ ❝❛.❡ d “ 1 ✐. ♦❜✈✐♦✉.✳ ▲❡& ♥♦✇ d ě 2 ❛♥❞ ❧❡& ✉. ❛..✉♠❡ &❤❡ .&❛&❡♠❡♥& ✐. &-✉❡ ❢♦- F r tdu✳ ▲❡&

pMDq ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ❛. ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦❝❛-&❡.✐❛♥ ❞✐❛❣-❛♠

colim
tduĹEĂF

à
H‰DĂE

MD
//

��

colim
H‰EĂFrtdu

à
H‰DĂE

MD

��
Mtdu // colim

H‰EĂF

à
H‰DĂE

MD

❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❛..✉♠♣&✐♦♥

colim
H‰EĂFrtdu

à
H‰DĂE

MD » MFrtdurd´ 2s

❛♥❞

colim
tduĹEĂF

à
H‰DĂE

MD » Mtdu ‘
˜

colim
tduĹEĂF

à

tduĹDĂE
MD

¸
‘

˜
colim

tduĹEĂF

à

H‰DĂErtdu
MD

¸

» Mtdu ‘MF rd´ 2s ‘MFrtdurd´ 2s

❚❤❡ -❡.✉❧& ❢♦❧❧♦✇.✳

✻✶



▲❡♠♠❛ ✸✳✷✸✳ ❋♦" ❛♥② B P cdgaď0
k ♦❢ ✜♥✐#❡ ♣&❡'❡♥#❛#✐♦♥✱ (❤❡ ✐♥❞✲♣"♦✲/(❛❝❦ L

d
U pSpecBq ✐/ ❛ ❚❛(❡

/(❛❝❦✳

'(♦♦❢✳ ▲❡# ✉' ✜&'# ❢♦❝✉' ♦♥ #❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ #❤❡ ❛✣♥❡ ❧✐♥❡ A1
✳ ❲❡ ❤❛✈❡ #♦ ♣&♦✈❡ #❤❛# #❤❡ ❝♦#❛♥❣❡♥#

❝♦♠♣❧❡① LLd
U

pA1q ✐' ❛ ❚❛#❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❋♦& ❛♥② '✉❜'❡# D Ă F ✇❡ ❞❡✜♥❡ M
p,n
D #♦ ❜❡ #❤❡ ❢&❡❡ k✲❝♦♠♣❧❡①

❣❡♥❡&❛#❡❞ ❜② #❤❡ '②♠❜♦❧'

taα1,...,αd
,´n ď αi ă 0 ✐❢ i P D, 0 ď αi ď p ♦#❤❡&✇✐'❡u

✐♥ ❞❡❣&❡❡ 0✳ ❋&♦♠ #❤❡ ♣&♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ZdE » colim
n

lim
p

SpecpkrÀDĂEM
p,n
D sq ❛♥❞ L

d
U pA1q » lim

H‰EĂF
ZdE

✇❤❡&❡ F “ t1, . . . , du✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦#❡ ❜② π #❤❡ ♣&♦❥❡❝#✐♦♥ L
d
U pA1q Ñ Spec k✱ ✇❡ ❣❡#

LLd
U

pA1q » π˚
˜

colim
H‰EĂF

lim
n

colim
p

à
DĂE

M
p,n
D

¸
» π˚

˜
lim
n

colim
p

colim
H‰EĂF

à
DĂE

M
p,n
D

¸

❯'✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✷ ✇❡ ❤❛✈❡

LLd
U

pA1q » π˚
ˆ
lim
n

colim
p

M
p,n
H ‘M

p,n
F rd´ 1s

˙

▼♦&❡♦✈❡&✱ ✇❡ ❤❛✈❡ M
p,n
H » M

p,0
H ❛♥❞ M

p,n
F » M

0,n
F ✳ ■# ❢♦❧❧♦✇' #❤❛# LLd

U
pA1q ✐' ❛ ❚❛#❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦♥ #❤❡

✐♥❞✲♣&♦✲'#❛❝❦ L
d
U pA1q✳ ❚❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ LdU pSpecBq #❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇' ❢&♦♠ ❧❡♠♠❛ ✷✳✻✵ ❛♥❞ ❢&♦♠ ❧❡♠♠❛ ✷✳✻✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✹✳ ▲❡( B Ñ C ❜❡ ❛♥ 6(❛❧❡ ♠❛♣ ❜❡(✇❡❡♥ ❝❞❣❛✬/ ♦❢ ✜♥✐(❡ ♣"❡/❡♥(❛(✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣

f : LdU pSpecCq Ñ L
d
U pSpecBq ✐/ ❢♦"♠❛❧❧② 6(❛❧❡ ✕ /❡❡ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ✷✳✹✶✳

'(♦♦❢✳ ▲❡# ✉' ❞❡♥♦#❡ X “ SpecB ❛♥❞ Y “ SpecC✳ ❲❡ ❤❛✈❡ #♦ ♣&♦✈❡ #❤❛# #❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣

j : MapLd
U

pY q{´

´
L
d
U pY qr´s,LdU pY q

¯
Ñ MapLd

U
pY q{´

´
L
d
U pY qr´s,LdU pXq

¯

✐' ❛♥ ❡J✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝#♦&' PIQcohpLdpY qqď0 Ñ sSets✳ ❙✐♥❝❡ L
d
U pY q ✐' ✐♥❞✲♣&♦✲❛✣♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥

&❡'#&✐❝# #♦ #❤❡ '#✉❞② ♦❢ #❤❡ ♠♦&♣❤✐'♠

jZ : MapZ{´

´
Zr´s,LdU pY q

¯
Ñ MapZ{´

´
Zr´s,LdU pXq

¯

♦❢ ❢✉♥❝#♦&' IQcohpZqď0 Ñ sSets✱ ❢♦& ❛♥② ♣&♦✲❛✣♥❡ '❝❤❡♠❡ Z ❛♥❞ ❛♥② ♠❛♣ Z Ñ L
d
U pY q✳ ▲❡# ✉' ✜①

E P IQcohpZqď0
✳ ❚❤❡ ♣&♦✲'#❛❝❦ ZrEs ✐' ✐♥ ❢❛❝# ❛♥ ❛✣♥❡ ♣&♦✲'❝❤❡♠❡✳ ❘❡❝❛❧❧ #❤❛# ❜♦#❤ L

d
U pY q ❛♥❞

L
d
U pXq ❜❡❧♦♥❣ #♦ IPdSt

shy,b
k ✳ ■# ❢♦❧❧♦✇' ❢&♦♠ #❤❡ ♣&♦♦❢ ♦❢ #❤❡♦&❡♠ ✷✳✺✼ #❤❛# #❤❡ ♠♦&♣❤✐'♠ jZpEq ✐'

❡J✉✐✈❛❧❡♥# #♦

|jZpEq| : Map|Z|{´
`
|ZrEs|,LdU pY q

˘
Ñ Map|Z|{´

`
|ZrEs|,LdU pXq

˘

✇❤❡&❡ | ´ | ✐' #❤❡ &❡❛❧✐'❛#✐♦♥ ❢✉♥❝#♦& ❛♥❞ #❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ '♣❛❝❡' ❛&❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ✐♥ dStk✳ ■# ♥♦✇ '✉✣❝❡'

#♦ '❡❡ #❤❛# |ZrEs| ✐' ❛ #&✐✈✐❛❧ 'J✉❛&❡ ③❡&♦ ❡①#❡♥'✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❞❡&✐✈❡❞ ❛✣♥❡ '❝❤❡♠❡ |Z| ❛♥❞ #♦ ✉'❡

❧❡♠♠❛ ✸✳✶✸✳

'(♦♣♦-✐/✐♦♥ ✸✳✷✺✳ ▲❡( SpecB ❜❡ ❛ ❞❡"✐✈❡❞ ❛✣♥❡ /❝❤❡♠❡ ♦❢ ✜♥✐(❡ ♣"❡/❡♥(❛(✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✲♣"♦✲/(❛❝❦

L
dpSpecBq ❛❞♠✐(/ ❛ ❝♦(❛♥❣❡♥( ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤✐/ ❝♦(❛♥❣❡♥( ❝♦♠♣❧❡① ✐/ ♠♦"❡♦✈❡" ❛ ❚❛(❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❋♦" ❛♥②

6(❛❧❡ ♠❛♣ B Ñ C (❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ f : LdpSpecCq Ñ L
dpSpecBq ✐/ ❢♦"♠❛❧❧② 6(❛❧❡ ✕ /❡❡ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ✷✳✹✶✳

✻✷



 !♦♦❢✳ ▲❡" ✉$ ✇&✐"❡ Y “ SpecB✳ ▲❡" ✉$ ❞❡♥♦"❡ ❜② i : LdpY q Ñ L
d
U pY q "❤❡ ♥❛"✉&❛❧ ♠❛♣✳ ❲❡ ✇✐❧❧

♣&♦✈❡ "❤❛" "❤❡ ♠❛♣ i ✐$ ❢♦&♠❛❧❧② 6"❛❧❡✱ "❤❡ &❡$✉❧" ✇✐❧❧ "❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇ ❢&♦♠ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✸ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✹✳

❚♦ ❞♦ $♦✱ ✇❡ ❝♦♥$✐❞❡& "❤❡ ♥❛"✉&❛❧ ♠❛♣

j : MapLdpY q{´

´
L
dpY qr´s,LdpY q

¯
Ñ MapLdpY q{´

´
L
dpY qr´s,LdU pY q

¯

♦❢ ❢✉♥❝"♦&$ PIQcohpLdpY qqď0 Ñ sSets✳ ❚♦ ♣&♦✈❡ "❤❛" j ✐$ ❛♥ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥$✐❞❡& ❢♦& ❡✈❡&②

❛✣♥❡ ♣&♦✲$❝❤❡♠❡ X Ñ L
dpY q "❤❡ ♠♦&♣❤✐$♠ ♦❢ ❢✉♥❝"♦&$ IQcohpXqď0 Ñ sSets

jX : MapX{´

´
Xr´s,LdpY q

¯
Ñ MapX{´

´
Xr´s,LdU pY q

¯

▲❡" ✉$ ✜① E P IQcohpXqď0
✳ ❚❤❡ ♠♦&♣❤✐$♠ jXpEq ✐$ ❡=✉✐✈❛❧❡♥" "♦

|jXpEq| : Map|X|{´
`
|XrEs|,LdpY q

˘
Ñ Map|X|{´

`
|XrEs|,LdU pY q

˘

✇❤❡&❡ "❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ $♣❛❝❡ ❛&❡ ❝♦♠♣✉"❡❞ ✐♥ dStk✳ ❚❤❡ ♠❛♣ |jXpEq| ✐$ ❛ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ "❤❡ ♠❛♣

f : Map|X|{´
`
|XrEs|,LdV pY qdR

˘
Ñ Map|X|{´

`
|XrEs|,LdU pY qdR

˘

■" ♥♦✇ $✉✣❝❡$ "♦ $❡❡ "❤❛" |XrEs| ✐$ ❛ "&✐✈✐❛❧ $=✉❛&❡ ③❡&♦ ❡①"❡♥$✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❞❡&✐✈❡❞ ❛✣♥❡ $❝❤❡♠❡ |X|
❛♥❞ "❤✉$ f ✐$ ❛♥ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❜♦"❤ ♦❢ ✐"$ ❡♥❞$ ❛&❡ ❛❝"✉❛❧❧② ❝♦♥"&❛❝"✐❜❧❡✮✳

▲❡" ✉$ &❡❝❛❧❧ ❢&♦♠ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ✷✳✺ "❤❡ ❞❡"❡&♠✐♥❛♥"❛❧ ❛♥♦♠❛❧②

rDetLdpSpecAqs P H2
´
L
dpSpecAq,Oˆ

LdpSpecAq

¯

■" ✐$ ❛$$♦❝✐❛"❡❞ "♦ "❤❡ "❛♥❣❡♥" TLdpSpecAq P TateUIPpLdpSpecAqq "❤&♦✉❣❤ "❤❡ ❞❡"❡&♠✐♥❛♥" ♠❛♣✳ ❯$✐♥❣
♣&♦♣♦$✐"✐♦♥ ✸✳✷✺✱ ✇❡ $❡❡ "❤❛" "❤✐$ ❝♦♥$"&✉❝"✐♦♥ ✐$ ❢✉♥❝"♦&✐❛❧ ✐♥ A✱ ❛♥❞ ❢&♦♠ ♣&♦♣♦$✐"✐♦♥ ✸✳✶✺ ✇❡ ❣❡"

"❤❛" ✐" $❛"✐$✜❡$ 6"❛❧❡ ❞❡$❝❡♥"✳ ❚❤✉$✱ ❢♦& ❛♥② =✉❛$✐✲❝♦♠♣❛❝" ❛♥❞ =✉❛$✐✲$❡♣❛&❛"❡❞ ✭❞❡&✐✈❡❞✮ $❝❤❡♠❡ ✭♦&

❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦&❞ $"❛❝❦ ✇✐"❤ ❛❧❣❡❜&❛✐$❛❜❧❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❞❡"❡&♠✐♥❛♥"❛❧ ❛♥♦♠❛❧②

rDetLdpXqs P H2
´
L
dpXq,Oˆ

LdpXq

¯

❘❡♠❛$❦ ✸✳✷✻✳ ■" ✐$ ❦♥♦✇♥ $✐♥❝❡ ❬❑❱✸❪ "❤❛" ✐♥ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ d “ 1✱ ✐❢ rDetL1pXqs ✈❛♥✐$❤❡$✱ "❤❡♥ "❤❡&❡ ❛&❡
❡$$❡♥"✐❛❧❧② ♥♦ ♥♦♥✲"&✐✈✐❛❧ ❛✉"♦♠♦&♣❤✐$♠$ ♦❢ $❤❡❛✈❡$ ♦❢ ❝❤✐&❛❧ ❞✐✛❡&❡♥"✐❛❧ ♦♣❡&❛"♦&$ ♦♥ X✳

✸✳✷ ❇✉❜❜❧❡ (♣❛❝❡(

✸✳✷✳✶ ▲♦❝❛❧ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣②

❚❤✐$ $✉❜$❡❝"✐♦♥ ✐$ ✐♥$♣✐&❡❞ ❜② ❛ &❡$✉❧" ❢&♦♠ ❬❙●❆✷✱ ➱①♣♦$6 ✷❪✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❢♦&♠✉❧❛ ❢♦& ❧♦❝❛❧ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣②

✕ $❡❡ &❡♠❛&❦ ✸✳✻✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜&$" ❞❡✈❡❧♦♣ "✇♦ ❞✉❛❧✐"② &❡$✉❧"$ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛❢"❡&✇❛&❞$✱ ❛♥❞ "❤❡♥ ♣&♦✈❡

"❤❡ ❢♦&♠✉❧❛✳

▲❡" A P cdgaď0
k ❜❡ ❛ ❝❞❣❛ ♦✈❡& ❛ ✜❡❧❞ k✳ ▲❡" pf1, . . . , fpq ❜❡ ♣♦✐♥"$ ♦❢ A0

✇❤♦$❡ ✐♠❛❣❡$ ✐♥ H0pAq
❢♦&♠ ❛ &❡❣✉❧❛& $❡=✉❡♥❝❡✳

▲❡" ✉$ ❞❡♥♦"❡ ❜② An,k "❤❡ ❑♦③$✉❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛$$♦❝✐❛"❡❞ "♦ "❤❡ &❡❣✉❧❛& $❡=✉❡♥❝❡ pfn1 , . . . , fnk q ❢♦&
k ď p✳ ❲❡ $❡" An,0 “ A ❛♥❞ An “ An,p ❢♦& ❛♥② n✳ ■❢ k ă p✱ "❤❡ ♠✉❧"✐♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❜② fnk`1 ✐♥❞✉❝❡$ ❛♥

❡♥❞♦♠♦&♣❤✐$♠ ϕnk`1 ♦❢ An,k✳ ❘❡❝❛❧❧ "❤❛" An,k`1 ✐$ ✐$♦♠♦&♣❤✐❝ "♦ "❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ ϕ
n
k`1✿

An,k
ϕn

k`1 //

��

An,k

��
0 // An,k`1

▲❡" ✉$ ♥♦✇ &❡♠❛&❦ "❤❛" ❢♦& ❛♥② ❝♦✉♣❧❡ pn, kq✱ "❤❡ A✲♠♦❞✉❧❡ An,k ✐$ ♣❡&❢❡❝"✳

✻✸



▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳ ▲❡" k ď p✳ ❚❤❡ A✲❧✐♥❡❛+ ❞✉❛❧ A
_{A
n,k “ RHomApAn,k, Aq ♦❢ An,k ✐0 ❡1✉✐✈❛❧❡♥" "♦ An,kr´ks❀

'(♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣&♦✈❡ )❤❡ +)❛)❡♠❡♥) &❡❝✉&+✐✈❡❧② ♦♥ )❤❡ ♥✉♠❜❡& k✳ ❲❤❡♥ k “ 0✱ )❤❡ &❡+✉❧) ✐+ )&✐✈✐❛❧✳

▲❡) k ě 0 ❛♥❞ ❧❡) ✉+ ❛++✉♠❡ )❤❛) A
_{A
n,k ✐+ ❡7✉✐✈❛❧❡♥) )♦ An,kr´ks✳ ▲❡) ✉+ ❛❧+♦ ❛++✉♠❡ )❤❛) ❢♦& ❛♥②

a P A✱ )❤❡ ❞✐❛❣&❛♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♠✉❧)✐♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❜② a ❝♦♠♠✉)❡+

A
_{A
n,k

„

a_

��

An,kr´ks

a

��
A

_{A
n,k

„
An,kr´ks

❲❡ ♦❜)❛✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡7✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❛❝) +❡7✉❡♥❝❡+

An,k`1r´k ´ 1s //

„

An,kr´ks

„

ϕn
k`1 // An,kr´ks

„

A
_{A
n,k`1

// A
_{A
n,k

pϕn
k`1q_

// A
_{A
n,k

❚❤❡ +)❛)❡♠❡♥) ❛❜♦✉) ♠✉❧)✐♣❧✐❝❛)✐♦♥ ✐+ +)&❛✐❣❤)❢♦&✇❛&❞✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳ ▲❡" ✉0 ❛00✉♠❡ A ✐0 ❛ ❢♦+♠❛❧ 0❡+✐❡0 +✐♥❣ ♦✈❡+ A1✿

A “ A1rrf1, . . . , fpss

■" ❢♦❧❧♦✇0 "❤❛" ❢♦+ ❛♥② n✱ "❤❡ A1✲♠♦❞✉❧❡ An ✐0 ❢+❡❡ ♦❢ ✜♥✐"❡ "②♣❡ ❛♥❞ "❤❛" "❤❡+❡ ✐0 ♠❛♣ rn : An Ñ A1

♠❛♣♣✐♥❣ fn1 . . . f
n
p "♦ 1 ❛♥❞ ❛♥② ♦"❤❡+ ❣❡♥❡+❛"♦+ "♦ ③❡+♦✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡

An
„Ñ A

_{A1
n “ RHomA1

pAn, A1q

❣✐✈❡♥ ❜② "❤❡ ♣❛✐+✐♥❣

An bA1
An

ˆ // An
rn // A1

❘❡♠❛+❦ ✸✳✸✳ ◆♦)❡ )❤❛) ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣&❡++ )❤❡ ✐♥✈❡&+❡ A
_{A1
n Ñ An ♦❢ )❤❡ ❡7✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛❜♦✈❡✿ ✐) ♠❛♣ ❛

❢✉♥❝)✐♦♥ α : An Ñ A1 )♦ )❤❡ +❡&✐❡ ÿ

i

αpf iqfn´1´i

✇❤❡&❡ i ✈❛&✐❡+ )❤&♦✉❣❤ )❤❡ ✉♣❧❡)+ pi1, . . . , ipq ❛♥❞ ✇❤❡&❡ f i “ f i11 . . . f
ip
p ✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦❝✉+ ♦♥ )❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦&♠✉❧❛✳ ▲❡) X ❜❡ ❛ 7✉❛+✐✲❝♦♠♣❛❝) ❛♥❞ 7✉❛+✐✲+❡♣❛&❛)❡❞

❞❡&✐✈❡❞ +❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ❧❡) i : Z Ñ X ❜❡ ❛ ❝❧♦+❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡ ❛ ✜♥✐)❡❧② ❣❡♥❡&❛)❡❞ ✐❞❡❛❧ I Ă OX ✳

▲❡) j : U Ñ X ❞❡♥♦)❡ )❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥)❛&② ♦♣❡♥ +✉❜+❝❤❡♠❡✳

▲❡) ✉+ ❞❡♥♦)❡ ❜② Ȳ )❤❡ ❞✐❛❣&❛♠ N Ñ dStX ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Ȳ pnq “ Yn “ SpecX

´
OX{In

¯

❋♦& ❛♥② n P N✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦)❡ ❜② in : Yn Ñ X )❤❡ ✐♥❝❧✉+✐♦♥✳ ▲❡) ✉+ ✜① )❤❡ ♥♦)❛)✐♦♥

Qcoh˚ : dStk
Qcohop

//
´
PrL,V8

¯op

» PrR,V8

■) ♠❛♣+ ❡✈❡&② ♠♦&♣❤✐+♠ φ : S Ñ T )♦ )❤❡ ❢♦&❣❡)❢✉❧ ❢✉♥❝)♦& φ˚ : QcohpSq Ñ QcohpT q✳ ❚❤✐+ ❢✉♥❝)♦&
❛❧+♦ ❛❞♠✐) ❛ &✐❣❤) ❛❞❥♦✐♥)✱ ❞❡♥♦)❡❞ ❜② φ!✳ ❲❡ ❞❡♥♦)❡ ❜②

Qcoh! : dSt
op
k Ñ PrR,V8

✻✹



 ❤❡ ❝♦%%❡&♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❛❣%❛♠✳ ■ ✇✐❧❧ ❛❧&♦ ❜❡ ❤❛♥❞②  ♦ ❞❡♥♦ ❡ Qcoh ❜② Qcoh˚
✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② &❡  ❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦ ❛ ✐♦♥&

QcohpX̂q “ limQcoh˚pȲ q
ı̂˚

// QcohpXq
ı̂˚oo j˚

//
QcohpUq

j˚

oo

QcohZpXq

g

OO

��
f

●❛✐ &❣♦%② ❤❛& ♣%♦✈❡♥  ❤❡ ❢✉♥❝ ♦%& f ı̂˚ ❛♥❞ ı̂˚g  ♦ ❜❡ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡&✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝ ♦% f  ❤❡♥ ❝♦%%❡&♣♦♥❞&  ♦

ı̂˚  ❤%♦✉❣❤  ❤✐& ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧&♦ ❢♦%♠  ❤❡ ❛❞❥✉♥❝ ✐♦♥

limQcoh!pȲ q
ı̃˚ //oo
ı̃!

QcohpXq

▲❡♠♠❛ ✸✳✹ ✭●❛✐ &❣♦%②✲❘♦③❡♥❜❧②✉♠✮✳ ▲❡" A P cdgaď0
k ❛♥❞ ❧❡" p ❜❡ ❛ ♣♦*✐"✐✈❡ ✐♥"❡❣❡.✳ ❚❤❡ ♥❛"✉.❛❧

♠♦.♣❤✐*♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② "❤❡ ♠✉❧"✐♣❧✐❝❛"✐♦♥ Ap bA Ap Ñ Ap ✐* ❛♥ ❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡

colim
n

RHomA

ˆ
An b

A
Ap,´

˙
» colim

něp
RHomA

ˆ
An b

A
Ap,´

˙
„Ð RHomApAp,´q

'(♦♦❢✳ ❙❡❡ ❬●❘✱ ✼✳✶✳✺❪✳

'(♦♣♦,✐.✐♦♥ ✸✳✺✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦. T “ ı̃˚ ı̃! ✐* "❤❡ ❝♦❧✐♠✐" ♦❢ "❤❡ ❞✐❛❣.❛♠

N
Ȳ //dStX

Qcoh˚ //PrL,V8 {QcohpXq
ηQcohpXq //FctpQcohpXq,QcohpXqq{id

■" ✐* ♠♦.❡♦✈❡. ❛ .✐❣❤" ❧♦❝❛❧✐*❛"✐♦♥ ❡6✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❢✉♥❝"♦. gf ✳ ❚❤✐* ✐♥❞✉❝❡* ❛♥

❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡

limQcoh!pȲ q Ñ QcohZpXq
❝♦♠♠✉"✐♥❣ ✇✐"❤ "❤❡ ❢✉♥❝"♦.* "♦ QcohpXq✳

❘❡♠❛.❦ ✸✳✻✳ ▲❡ ✉& ❞❡♥♦ ❡ ❜② HomOX
p´,´q  ❤❡ ✐♥ ❡%♥❛❧ ❤♦♠ ♦❢  ❤❡ ❝❛ ❡❣♦%② QcohpXq✳ ■ ❝♦%%❡✲

&♣♦♥❞&  ♦ ❛ ❢✉♥❝ ♦% QcohpXqop Ñ FctpQcohpXq,QcohpXqq✳ ❲❡ ♠♦%❡♦✈❡% ❤❛✈❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ &❡❝ ✐♦♥

❢✉♥❝ ♦% O˚ : dStX Ñ QcohpXqop ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ♠♦%♣❤✐&♠ φ : S Ñ X  ♦ φ˚OS ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦&✐ ❡ ❢✉♥❝ ♦%

HomOX
pO˚p´q,´q : dStX Ñ FctpQcohpXq,QcohpXqq

✐&  ❤❡♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥  ♦ ηQcohpXq ˝ Qcoh˚✱ ✉&✐♥❣  ❤❡ ✉♥✐:✉❡♥❡&& ♦❢ %✐❣❤ ❛❞❥♦✐♥ &✳

■ ❢♦❧❧♦✇&  ❤❛ ❢♦% ❛♥② :✉❛&✐✲❝♦❤❡%❡♥ ♠♦❞✉❧❡ M P QcohpXq✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝ &❡:✉❡♥❝❡

colim
n

HomOX
pOYn

,Mq Ñ M Ñ j˚j
˚M

❛♥❞  ❤✉& ❣✐✈❡& ❛ ✭❢✉♥❝ ♦%✐❛❧✮ ❢♦%♠✉❧❛ ❢♦% ❧♦❝❛❧ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣②

HZpMq » colim
n

HomOX
pOYn

,Mq

■ ✐& ❛ ❣❡♥❡%❛❧✐&❛ ✐♦♥  ♦ ❞❡%✐✈❡❞ &❝❤❡♠❡& ♦❢ ❬❙●❆✷✱ ❊①♣♦&P ✷✱ ❚❤P♦%Q♠❡ ✻❪✳

'(♦♦❢ ✭♦❢  ❤❡ ♣%♦♣♦&✐ ✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✜%& & ❛ ❡♠❡♥ ❢♦❧❧♦✇& ❢%♦♠  ❤❡ ♣%♦♦❢ ♦❢ ♣%♦♣♦&✐ ✐♦♥ ✶✳✺✱ ❛♣♣❧✐❡❞  ♦

 ❤❡ ♦♣♣♦&✐ ❡ ❛❞❥✉♥❝ ✐♦♥✳ ▲❡ ✉& ❝♦♥&✐❞❡%  ❤❡ ❛❞❥✉♥❝ ✐♦♥ ♠♦%♣❤✐&♠ α : T “ ı̃˚ ı̃! Ñ id✳ ❲❡ ♠✉& ♣%♦✈❡

 ❤❛ ❜♦ ❤  ❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣&

T 2 Ñ T

✻✺



❛!❡ ❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡*✳ ❲❡ ❝❛♥ !❡*-!✐❝- -♦ -❤❡ ❛✣♥❡ ❝❛*❡ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇* ❢!♦♠ ❧❡♠♠❛ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝-♦! T ✐*

-❤❡!❡❢♦!❡ ❛ !✐❣❤- ❧♦❝❛❧✐*❛-✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦-❡ ❜② QcohT pXq -❤❡ ❝❛-❡❣♦!② ♦❢ T ✲❧♦❝❛❧ ♦❜❥❡❝-*❀ ✐- ❝♦♠❡*

✇✐-❤ ❢✉♥❝-♦!*✿

QcohT pXq
u //

QcohpXq
v

oo

*✉❝❤ -❤❛- vu » id ❛♥❞ uv » T ✳ ❯*✐♥❣ ♥♦✇ -❤❡ ✈❛♥✐*❤✐♥❣ ♦❢ j˚ ı̃˚✱ ✇❡ ❣❡- ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢✉❧❧② ❢❛✐-❤❢✉❧

❢✉♥❝-♦! ψ : QcohT pXq Ñ QcohY pXq *✉❝❤ -❤❛- u “ gψ✳ ■- ❢♦❧❧♦✇* -❤❛- ψ ❛❞♠✐-* ❛ !✐❣❤- ❛❞❥♦✐♥- ξ

❛♥❞ -❤❛-

ψ “ fu ❛♥❞ ξ “ vg

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣!♦✈❡ -❤❛- -❤❡ ❢✉♥❝-♦! ξ ✐* ❝♦♥*❡!✈❛-✐✈❡✳ ▲❡- -❤❡!❡❢♦!❡ E P QcohY pXq *✉❝❤ -❤❛- ξE “ 0✳

❲❡ ♥❡❡❞ -♦ ♣!♦✈❡ -❤❛- E ✐* ❡#✉✐✈❛❧❡♥- -♦ ③❡!♦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ TgE “ 0 ❛♥❞ i1˚i
!
1TgE » RHomOX

pOZ , gEq✳
❇❡❝❛✉*❡ OZ ✐* ❛ ❝♦♠♣❛❝- ❣❡♥❡!❛-♦! ♦❢ QcohY pXq ✖ *❡❡ ❬❚♦H✷✱ ✸✳✼❪ ✖✱ -❤✐* ✐♠♣❧✐❡* -❤❛- gE ✐*

*✉♣♣♦!-❡❞ ♦♥ U ✳ ■- -❤❡!❡❢♦!❡ ✈❛♥✐*❤❡*✳

❚❤❡ ✈❛♥✐*❤✐♥❣ ♦❢ j˚ ı̃˚ ✐♠♣❧✐❡* -❤❡ ❡①✐*-❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝-♦!

limQcoh!pȲ q γ //QcohY pXq

 ✉❝❤ $❤❛$ gγ » ı̃˚✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝$♦, ε “ ı̃!g ✐ ,✐❣❤$ ❛❞❥♦✐♥$ $♦ γ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥

gγε » ı̃˚ ı̃
!g “ Tg » g

♣,♦✈❡ $❤❛$ ε ✐ ❢✉❧❧② ❢❛✐$❤❢✉❧✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ $♦ ♣,♦✈❡ $❤❛$ γ ✐ ❝♦♥ ❡,✈❛$✐✈❡✳ ■ ✐$ ❡♥♦✉❣❤ $♦ ♣,♦✈❡ $❤❛$

ı̃˚ ✐ ❝♦♥ ❡,✈❛$✐✈❡✳ ▲❡$ pEnq P limQcoh!pȲ q✳ ❚❤❡ ❝♦❧✐♠✐$

colim
n

in˚En

✈❛♥✐ ❤❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦, ❛♥② n✱ ❛♥② p P Z ❛♥❞ ❛♥② e : OYn
rps Ñ En✱ $❤❡,❡ ❡①✐ $ N ě n  ✉❝❤ $❤❛$ $❤❡

♥❛$✉,❛❧ ♠♦,♣❤✐ ♠ f : hnN˚OYn
rps Ñ hnN˚En Ñ EN ✈❛♥✐ ❤❡ ✳ ❚❤❡  ②♠❜♦❧ hnN  $❛♥❞ ❢♦, $❤❡ ♠❛♣

Ȳ pn ď Nq✳ ❲❡ ❦♥♦✇ $❤❛$ e ✐ $❤❡ ❝♦♠♣♦ ✐$❡ ♠❛♣

OYn
rps // h!nNhnN˚On

rps
h!
nNf // h!nNEN “ En

❚❤❡ ♣♦✐♥$ e ✐ $❤❡,❡❢♦,❡ ③❡,♦ ❛♥❞ En ✐ ❝♦♥$,❛❝$✐❜❧❡✳

✸✳✷✳✷ ❉❡✜♥✐(✐♦♥ ❛♥❞ ♣-♦♣❡-(✐❡.

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❤❡,❡ $❤❡ ❜✉❜❜❧❡  ♣❛❝❡✱ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢,♦♠ $❤❡ ❢♦,♠❛❧ ❧♦♦♣  ♣❛❝❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣,♦✈❡ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$

 ❡❝$✐♦♥ ✐$ ❛❞♠✐$ ❛  $,✉❝$✉,❡ ♦❢  ②♠♣❧❡❝$✐❝ ❚❛$❡  $❛❝❦✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✼✳ ❚❤❡ ❢♦,♠❛❧  ♣❤❡,❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥ d ✐ $❤❡ ♣,♦✲✐♥❞✲ $❛❝❦

Ŝd “ lim
n

colim
pěn

SpecpAp ‘ HomApAn, Aqq » lim
n

colim
pěn

SpecpAp ‘Anr´dsq

✇❤❡,❡ A “ krx1, . . . , xds ❛♥❞ An “ A{pxn1 , . . . , xnd q✳

❘❡♠❛$❦ ✸✳✽✳ ❚❤❡ ♥♦$❛$✐♦♥ SpecpAp ‘ Anr´dsq ✐  ❧✐❣❤$❧② ❛❜✉ ✐✈❡✳ ❚❤❡ ❝❞❣❛ Ap ‘ Anr´ds ✐ ♥♦$

❝♦♥❝❡♥$,❛$❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦ ✐$✐✈❡ ❞❡❣,❡❡ ✳ ■♥ ♣❛,$✐❝✉❧❛,✱ $❤❡ ❞❡,✐✈❡❞  $❛❝❦ SpecpAp ‘ Anr´dsq ✐ ♥♦$ ❛

❞❡,✐✈❡❞ ❛✣♥❡  ❝❤❡♠❡✳ ■$ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ♦♥❡ $❤♦✉❣❤✱ ,❡❣❛,❞✐♥❣ ✐$ ❞❡,✐✈❡❞ ❝❛$❡❣♦,②✿

QcohpSpecpAp ‘Anr´dsqq » dgModAp‘Anr´ds

✻✻



▲❡" ✉$ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ✐♥❞✲♣,♦✲❛❧❣❡❜,❛

OŜd “ colim
n

lim
pěn

Ap ‘Anr´ds

✇❤❡,❡ Ap ‘Anr´ds ✐$ "❤❡ ",✐✈✐❛❧ $4✉❛,❡ ③❡,♦ ❡①"❡♥$✐♦♥ ♦❢ Ap ❜② "❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Anr´ds✳ ❋♦, ❛♥② m P N✱

❧❡" ✉$ ❞❡♥♦"❡ ❜② Ŝdm "❤❡ ✐♥❞✲$"❛❝❦

Ŝdm “ colim
pěm

SpecpAp ‘Amr´dsq

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✾✳ ▲❡" T ❜❡ ❛ ❞❡,✐✈❡❞ ❆,"✐♥ $"❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ d✲❜✉❜❜❧❡ $"❛❝❦ ♦❢ T ❛$ "❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

✐♥❞✲♣,♦✲$"❛❝❦

BpT q “ MappŜd, T q : SpecB ÞÑ colim
n

lim
pěn

T pB b pAp ‘Anr´dsqq

❆❣❛✐♥✱ "❤❡ ❝❞❣❛ Ap‘Anr´ds ✐$ ♥♦" ❝♦♥❝❡♥",❛"❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦$✐"✐✈❡ ❞❡❣,❡❡✳ ❚❤✐$ ♥♦"❛"✐♦♥ ✐$ "❤✉$ $❧✐❣❤"❧②
❛❜✉$✐✈❡ ❛♥❞ ❜② T pB b pAp ‘Anr´dsqq ✇❡ ♠❡❛♥

MappSpecpAp ‘Anr´dsq ˆ SpecB,Xq

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦"❡ ❜② B̄pT q "❤❡ ❞✐❛❣,❛♠ N Ñ ProU dStk ♦❢ ✇❤♦♠ BpT q ✐$ ❛ ❝♦❧✐♠✐" ✐♥ IPdStk✳ ▲❡" ✉$

❛❧$♦ ❞❡♥♦"❡ ❜② BmpT q "❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣,♦✲$"❛❝❦

BmpT q “ MappŜdm, T q : SpecB ÞÑ lim
pěm

T pB b pAp ‘Amr´dsqq

❛♥❞ B̄mpT q : tp P N|p ě muop Ñ dStS "❤❡ ❝♦,,❡$♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❛❣,❛♠✳ ■♥ ♣❛,"✐❝✉❧❛,

B0pT q “ MappŜd0, T q : SpecB ÞÑ lim
p
T pB bApq

❚❤♦$❡ $"❛❝❦$ ❝♦♠❡ ✇✐"❤ ♥❛"✉,❛❧ ♠❛♣$

B0pT q s0 // BpT q r // B0pT q

BmpT q sm // BpT q

*+♦♣♦-✐%✐♦♥ ✸✳✶✵✳ ■❢ T ✐# ❛♥ ❛✣♥❡ #❝❤❡♠❡ ♦❢ ✜♥✐-❡ -②♣❡✱ -❤❡ ❜✉❜❜❧❡ #-❛❝❦ BpT q ✐# -❤❡ ♣5♦❞✉❝- ✐♥

✐♥❞✲♣5♦✲#-❛❝❦#

BpT q //

��

L
d
V pT q

��
L
d
V pT q // LdU pT q

*+♦♦❢✳ ❚❤❡,❡ ✐$ ❛ ♥❛"✉,❛❧ ♠❛♣ V dk Ñ Ŝd ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② "❤❡ ♠♦,♣❤✐$♠

colim
n

lim
pěn

Ap ‘Anr´ds Ñ lim
p
Ap

❇❡❝❛✉$❡ T ✐$ ❛❧❣❡❜,❛✐$❛❜❧❡✱ ✐" ✐♥❞✉❝❡$ ❛ ♠❛♣ BpT q Ñ L
d
V pT q ❛♥❞ "❤✉$ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠♦,♣❤✐$♠

δ : BpT q Ñ L
d
V pT q ˆ

L
d
U pT q

L
d
V pT q

❲❡ ✇✐❧❧ ♣,♦✈❡ "❤❛" δ ✐$ ❛♥ ❡4✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ◆♦"❡ "❤❛" ❜❡❝❛✉$❡ T ✐$ ❛ ✜♥✐"❡ ❧✐♠✐" ♦❢ ❝♦♣✐❡$ ♦❢ A1
✱ ✇❡ ❝❛♥

,❡$",✐❝" "♦ "❤❡ ❝❛$❡ T “ A1
✳ ▲❡" ✉$ ✜,$" ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ ✜❜,❡ ♣,♦❞✉❝" Z “ L

d
V pA1q ˆLd

U
pA1q L

d
V pA1q✳ ■"

✻✼



✐! "❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ ✐♥❞✲♣1♦✲!"❛❝❦!

Z //

��

lim
p

Specpkraα1,...,αd
, 0 ď αi ď psq

��
lim
p

Specpkraα1,...,αd
, 0 ď αi ď psq // colim

n
lim
p

lim
IĂJ

Specpkraα1,...,αd
,´nδiPI ď αi ď psq

✇❤❡1❡ J “ t1, . . . , du ❛♥❞ δiPI “ 1 ✐❢ i P I ❛♥❞ 0 ♦"❤❡1✇✐!❡✳ ❋♦1 ❛♥② !✉❜!❡" K Ă J ✇❡ ❞❡✜♥❡ M
p,n
K "♦

❜❡ "❤❡ ❢1❡❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♥❡1❛"❡❞ ❜② "❤❡ !②♠❜♦❧!

taα1,...,αd
,´n ď αi ă 0 ✐❢ i P K, 0 ď αi ď p ♦"❤❡1✇✐!❡u

❲❡ "❤❡♥ ❤❛✈❡ "❤❡ ❝❛1"❡!✐❛♥ ❞✐❛❣1❛♠

Z //

��

limp Spec
´
krMp,0

H s
¯

��
limp Spec

´
krMp,0

H s
¯

// colimn limp limIĂJ SpecpkrÀKĂIM
p,n
K sq

❯!✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✷ ✇❡ ❣❡"

Z » colim
n

lim
p

Spec
´
k

”
M

p,0
H ‘M

0,n
J rds

ı¯

❘❡♠❛$❦ ✸✳✶✶✳ ▲❡" ✉! ❝♦♥!✐❞❡1 "❤❡ ♠❛♣ limpAp Ñ A0 » k ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❢♦1♠❛❧ !❡1✐❡ "♦ ✐"! ❝♦❡✣❝✐❡♥"

♦❢ ❞❡❣1❡❡ 0✳ ❚❤❡ plimApq✲✐♥❞✲♠♦❞✉❧❡ colimAnr´ds ✐! ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐"❤ ❛ ♥❛"✉1❛❧ ♠❛♣ "♦ kr´ds✳ ❚❤✐!

✐♥❞✉❝❡! ❛ ♠♦1♣❤✐!♠ OŜd Ñ k ‘ kr´ds ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠❛♣ Sd Ñ Ŝd✱ ✇❤❡1❡ Sd ✐! "❤❡ "♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ !♣❤❡1❡

♦❢ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ d✳ ❲❡ "❤❡♥ ❤❛✈❡ ❛ 1❛"❤❡1 ♥❛"✉1❛❧ ♠♦1♣❤✐!♠

BdpXq Ñ MappSd, Xq

✸✳✷✳✸ ■$% $❛♥❣❡♥$ ✐% ❛ ❚❛$❡ ♠♦❞✉❧❡

❲❡ ❛❧1❡❛❞② ❦♥♦✇ ❢1♦♠ ♣1♦♣♦!✐"✐♦♥ ✷✳✷✸ "❤❛" "❤❡ ❜✉❜❜❧❡ !"❛❝❦ ✐! ❛ ❚❛"❡ !"❛❝❦✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡1❡ ❛♥♦"❤❡1

❞❡❝♦♠♣♦!✐"✐♦♥ ♦❢ ✐"! "❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡①✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ✐" ✇❤❡♥ ♣1♦✈✐♥❣ BdpT q ✐! !②♠♣❧❡❝"✐❝✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✶✷✳ ▲❡( ✉* ❛**✉♠❡ (❤❛( (❤❡ ❆$(✐♥ *(❛❝❦ T ✐* ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐(❡ ♣$❡*❡♥(❛(✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✲

♣$♦✲*(❛❝❦ BdpT q ✐* (❤❡♥ ❛ ❚❛(❡ *(❛❝❦✳ ▼♦$❡♦✈❡$ ❢♦$ ❛♥② m P N ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝( *❡=✉❡♥❝❡

s˚
mr

˚LBdpT q0
// s˚
mLBdpT q

// s˚
mLBdpT q{ BdpT q0

✇❤❡$❡ (❤❡ ❧❡❢( ❤❛♥❞ *✐❞❡ ✐* ❛♥ ✐♥❞✲♣❡$❢❡❝( ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ (❤❡ $✐❣❤( ❤❛♥❞ *✐❞❡ ✐* ❛ ♣$♦✲♣❡$❢❡❝( ♠♦❞✉❧❡✳

 !♦♦❢✳ ❚❤1♦✉❣❤♦✉" "❤✐! ♣1♦♦❢✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇1✐"❡ B ✐♥!"❡❛❞ ♦❢ BdpT q ❛♥❞ Bm ✐♥!"❡❛❞ ♦❢ BdpT qm ❢♦1

❛♥② m✳ ▲❡" ✉! ✜1!" 1❡♠❛1❦ "❤❛" B ✐! ❛♥ ❆1"✐♥ ✐♥❞✲♣1♦✲!"❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣1❡!❡♥"❛"✐♦♥✳ ■" !✉✣❝❡!

"♦ ♣1♦✈❡ "❤❛" s˚
mLB ✐! ❛ ❚❛"❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦♥ Bm✱ ❢♦1 ❛♥② m P N✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❝"✉❛❧❧② ♣1♦✈❡ "❤❛" ✐" ✐! ❛♥

❡❧❡♠❡♥"❛1② ❚❛"❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥!✐❞❡1 "❤❡ ♠❛♣

s˚
mr

˚
LB0

Ñ s˚
mLB

■" ✐! ❜② ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ❡F✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ♥❛"✉1❛❧ ♠❛♣

λPro
Bm

pB0q fÑ limλPro
Bm

pB̄ěmpT qq

✻✽



✇❤❡#❡ B̄ěmpT q ✐% &❤❡ #❡%&#✐❝&✐♦♥ ♦❢ B̄pT q &♦ tn ě mu Ă N✳ ▲❡& φ ❞❡♥♦&❡ &❤❡ ❞✐❛❣#❛♠

φ : tn P N|n ě muop Ñ IPerfpBmpT qq

♦❜&❛✐♥❡❞ ❛% &❤❡ ❝♦❦❡#♥❡❧ ♦❢ f ✳ ■& ✐% ♥♦✇ ❡♥♦✉❣❤ &♦ ♣#♦✈❡ &❤❛& φ ❢❛❝&♦#% &❤#♦✉❣❤ PerfpBmpT qq✳ ▲❡&
n ě m ❜❡ ❛♥ ✐♥&❡❣❡# ❛♥❞ ❧❡& gmn ❞❡♥♦&❡ &❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ BmpT q Ñ BnpT q✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝&
%❡:✉❡♥❝❡

s˚
mr

˚
LB0pT q » g˚

mns
˚
nr

˚
LB0pT q Ñ g˚

m,nLBnpT q Ñ φpnq
▲❡& ✉% ❞❡♥♦&❡ ❜② ψpnq &❤❡ ❝♦✜❜❡#

s˚
nr

˚
LB0pT q Ñ LBnpT q Ñ ψpnq

%♦ &❤❛& φpnq » g˚
mnψpnq✳ ❚❤✐% %❡:✉❡♥❝❡ ✐% ❡:✉✐✈❛❧❡♥& &♦ &❤❡ ❝♦❧✐♠✐& ✭✐♥ IPerfpBnpT qq✮ ♦❢ ❛ ❝♦✜❜❡#

%❡:✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐❛❣#❛♠% tp P N|p ě nuop Ñ PerfpBnpT qq

λPro
BnpT qpB̄0pT qq Ñ λPro

BnpT qpB̄npT qq Ñ ψ̄pnq

■& %✉✣❝❡% &♦ ♣#♦✈❡ &❤❛& &❤❡ ❞✐❛❣#❛♠ ψ̄pnq : tp P N|p ě nuop Ñ PerfpBnpT qq ✐% ✭❡%%❡♥&✐❛❧❧②✮ ❝♦♥%&❛♥&✳
▲❡& p P N✱ p ě n✳ ❚❤❡ ♣❡#❢❡❝& ❝♦♠♣❧❡① ψ̄pnqppq ✜&% ✐♥ &❤❡ ❡①❛❝& %❡:✉❡♥❝❡

t˚npε
˚
npLB0,ppT q Ñ π˚

n,pLBn,ppT q Ñ ψ̄pnqppq

✇❤❡#❡ tnp : BnpT q Ñ Bn,ppT q ✐% &❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣#♦❥❡❝&✐♦♥ ❛♥❞ εnp : Bn,ppT q Ñ B0,ppT q ✐% ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
&❤❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ OSn,p

Ñ OS0,p
✳ ■& ❢♦❧❧♦✇% &❤❛& ψ̄pnqppq ✐% ❡:✉✐✈❛❧❡♥& &♦

t˚npLBn,ppT q{ B0,ppT q

▼♦#❡♦✈❡#✱ ❢♦# ❛♥② q ě p ě n✱ &❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ ψ̄pnqppq Ñ ψ̄pnqpqq ✐% ♦❜&❛✐♥❡❞ ✭&❤#♦✉❣❤ t˚nq✮ ❢#♦♠ &❤❡

❝♦✜❜❡#✱ ✐♥ PerfpBn,qpT qq

α˚
npqε

˚
npLB0,ppT q //

pσq

α˚
npqLBn,ppT q

��

// α˚
npqLBn,ppT q{ B0,ppT q

��

ε˚
nqα

˚
0pqLB0,ppT q

��
ε˚
nqLB0,qpT q // LBn,qpT q // LBn,qpT q{ B0,qpT q

✇❤❡#❡ αnpq ✐% &❤❡ ♠❛♣ Bn,qpT q Ñ Bn,ppT q✳ ▲❡& ✉% ❞❡♥♦&❡ ❜② pσq &❤❡ %:✉❛#❡ ♦♥ &❤❡ ❧❡❢& ❤❛♥❞ %✐❞❡
❛❜♦✈❡✳ ▲❡& ✉% ✜① ❛ ❢❡✇ ♠♦#❡ ♥♦&❛&✐♦♥%

Bn,ppT q ˆ S0,p

ϕnp

��

a0p

xx

Bn,qpT q ˆ S0,p

ψnpq

��

oo // Bn,qpT q ˆ S0,q

ϕnq

��

S0,p

ξnp

��

Bn,ppT q ˆ Sn,p

anpxx

Bn,qpT q ˆ Sn,poo bnpq //

yy

Bn,qpT q ˆ Sn,q

anqyy
̟nq

��

evnq

%%
Sn,p

̟np

��

Sn,p
“

��

Sn,q
βnpqoo T

Bn,ppT q Bn,qpT q
αnpqoo

“ Bn,qpT q

✻✾



❚❤❡ ❞✐❛❣'❛♠ pσq ✐) *❤❡♥ ❞✉❛❧ *♦ *❤❡ ❞✐❛❣'❛♠

α˚
npqε

˚
np̟0p˚ ev˚

0p TT α˚
npq̟np˚ ev˚

np TT
oo

ε˚
nq̟0q˚ ev˚

0q TT

OO

̟nq˚ ev˚
nq TT

oo

OO

▼♦'❡♦✈❡'✱ *❤❡ ❢✉♥❝*♦' ̟np ✭❢♦' ❛♥② n ❛♥❞ p✮ )❛*✐)✜❡) *❤❡ ❜❛)❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦'♠✉❧❛✳ ❚❤✐) ):✉❛'❡ ✐) *❤✉)

❡:✉✐✈❛❧❡♥* *♦ *❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ̟nq˚ ♦❢ *❤❡ ):✉❛'❡

ψnpq˚bnpq˚b
˚
npqψ

˚
npq ev

˚
nq TT bnpq˚b

˚
npq ev

˚
nq TT

oo

ϕnq˚ϕ
˚
nq ev

˚
nq TT

OO

ev˚
nq TT

oo

OO

❯)✐♥❣ ♥♦✇ *❤❡ ♣'♦❥❡❝*✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛)❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦'♠✉❧❛❡ ❛❧♦♥❣ *❤❡ ♠♦'♣❤✐)♠) ϕnq✱ bnpq ❛♥❞ ψnpq✱ ✇❡ )❡❡

*❤❛* *❤✐) ❧❛)* ):✉❛'❡ ✐) ❛❣❛✐♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥* *♦

pa˚
nqβnpq˚ξnp˚OS0,p

q b pev˚
nq TT q pa˚

nqβnpq˚OSn,p
q b pev˚

nq TT qoo

pa˚
nqξnq˚OS0,q

q b pev˚
nq TT q

OO

pa˚
nqOSn,q

q b pev˚
nq TT qoo

OO

❲❡ *❤❡'❡❢♦'❡ ❢♦❝✉) ♦♥ *❤❡ ❞✐❛❣'❛♠

OSn,q
//

��

ξnq˚OS0,q

��
βnpq˚OSn,p

// βnpq˚ξnp˚OS0,p

❇② ❞❡✜♥✐*✐♦♥✱ *❤❡ ✜❜'❡) ♦❢ *❤❡ ❤♦'✐③♦♥*❛❧ ♠❛♣) ❛'❡ ❜♦*❤ ❡:✉✐✈❛❧❡♥* *♦ Anr´ds ❛♥❞ *❤❡ ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞
❜② *❤❡ ❞✐❛❣'❛♠ ❛❜♦✈❡ ✐) ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣'♦✈❡♥ *❤❛* ❢♦' ❛♥② q ě p ě n *❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣

ψ̄pnqppq Ñ ψ̄pnqpqq ✐) ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■* ✐♠♣❧✐❡) *❤❛* LBpT q ✐) ❛ ❚❛*❡ ♠♦❞✉❧❡✳

✸✳✷✳✹ ❆ %②♠♣❧❡❝,✐❝ %,.✉❝,✉.❡ ✭%❤✐❢,❡❞ ❜② d✮

■♥ *❤✐) )✉❜)❡❝*✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣'♦✈❡ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✸✳ ❆!!✉♠❡ T ✐! q✲!❤✐❢)❡❞ !②♠♣❧❡❝)✐❝✳ ❚❤❡ ✐♥❞✲♣2♦✲!)❛❝❦ BdpT q ❛❞♠✐)! ❛ !②♠♣❧❡❝)✐❝ ❚❛)❡
!)2✉❝)✉2❡ !❤✐❢)❡❞ ❜② q ´ d✳ ▼♦2❡♦✈❡2✱ ❢♦2 ❛♥② m P N ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝) !❡<✉❡♥❝❡

s˚
mr

˚
LBdpT q0 Ñ s˚

mLBdpT q Ñ s˚
mr

˚
TBdpT q0rq ´ ds

)$♦♦❢✳ ▲❡* ✉) )*❛'* ✇✐*❤ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡♠❛'❦✿ *❤❡ '❡)✐❞✉❡ ♠❛♣ rn : An Ñ k “ A1 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷

❞❡✜♥❡) ❛ ♠❛♣ OŜd Ñ kr´ds✳ ❋'♦♠ *❤❡♦'❡♠ ✷✳✶✾✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ pq ´ dq✲)❤✐❢*❡❞ ❝❧♦)❡❞ 2✲❢♦'♠ ♦♥ BdpT q✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦'♣❤✐)♠ ❢'♦♠ *❤❡♦'❡♠ ✷✳✾

OBdpT qrq ´ ds Ñ LBdpT q b LBdpT q

✐♥ PIPerfpBdpT qq✳ ▲❡* m P N✳ ❲❡ ❣❡* ❛ ♠❛♣

OBdpT qmrq ´ ds Ñ s˚
mLBdpT q b s˚

mLBdpT q

✼✵



❛♥❞ #❤❡♥

s˚
mTBdpT q b s˚

mTBdpT q Ñ OBdpT qmrq ´ ds

✐♥ IPPerfpBdpT qmq✳ ❲❡ ❝♦♥+✐❞❡, #❤❡ ❝♦♠♣♦+✐#❡ ♠❛♣

θ : s˚
mTBdpT q{ BdpT q0 b s˚

mTBdpT q{ BdpT q0 Ñ s˚
mTBdpT q b s˚

mTBdpT q Ñ OBdpT qmrq ´ ds

❯+✐♥❣ #❤❡ ,❡♠❛,❦ ✷✳✷✵ ❛♥❞ #❤❡ ♣,♦♦❢ ♦❢ ♣,♦♣♦+✐#✐♦♥ ✸✳✶✷ ✇❡ +❡❡ #❤❛# θ ✐+ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② #❤❡ ♠♦,♣❤✐+♠+

✭✈❛,②✐♥❣ n ❛♥❞ p✮

̟np˚
`
E b E b ev˚

nppTT b TT q
˘ A // ̟np˚pE b Erqsq B // ̟np˚

´
OBdpT qnpˆSn,p

rqs
¯

✇❤❡,❡ E “ a˚
npξnp˚hnp˚γ

!
nOAd ❛♥❞ #❤❡ ♠❛♣ A ✐+ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② #❤❡ +②♠♣❧❡❝#✐❝ ❢♦,♠ ♦♥ T ✳ ❚❤❡ ♠❛♣ B

✐+ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② #❤❡ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ✐♥ OSn,p
✳ ❚❤✐+ +❤❡❛❢ ♦❢ ❢✉♥❝#✐♦♥+ ✐+ ❛ #,✐✈✐❛❧ +@✉❛,❡ ③❡,♦ ❡①#❡♥+✐♦♥ ♦❢

❛✉❣♠❡♥#❛#✐♦♥ ✐❞❡❛❧ ξnp˚hnp˚γ
!
nOAd ❛♥❞ B #❤❡,❡❢♦,❡ ✈❛♥✐+❤❡+✳ ■# ❢♦❧❧♦✇+ #❤❛# #❤❡ ♠♦,♣❤✐+♠

s˚
mTBdpT q b s˚

mTBdpT q{ BdpT q0 Ñ s˚
mTBdpT q b s˚

mTBdpT q Ñ OBdpT qmrq ´ ds

❢❛❝#♦,+ #❤,♦✉❣❤ s˚
mTBdpT q0 b s˚

mTBdpT q{ BdpT q0 ✳ ◆♦✇ ✉+✐♥❣ ♣,♦♣♦+✐#✐♦♥ ✸✳✶✷ ✇❡ ❣❡# ❛ ♠❛♣ ♦❢ ❡①❛❝#

+❡@✉❡♥❝❡+ ✐♥ #❤❡ ❝❛#❡❣♦,② ♦❢ ❚❛#❡ ♠♦❞✉❧❡+ ♦✈❡, BdpT qm

s˚
mTBdpT q{ BdpT q0

//

τm

��

s˚
mTBdpT q

//

��

s˚
mr

˚TBdpT q0

��
s˚
mr

˚LBdpT q0rd´ qs // s˚
mLBdpT qrd´ qs // s˚

mLBdpT q{ BdpT q0rd´ qs

✇❤❡,❡ #❤❡ ♠❛♣+ ♦♥ #❤❡ +✐❞❡+ ❛,❡ ❞✉❛❧ ♦♥❡ #♦ ❛♥♦#❤❡,✳ ■# #❤❡,❡❢♦,❡ +✉✣❝❡+ #♦ +❡❡ #❤❛# #❤❡ ♠❛♣

τm : s˚
mTBdpT q{ BdpT q0 Ñ s˚

mr
˚LBdpT q0rd ´ qs ✐+ ❛♥ ❡@✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ♦❜+❡,✈❡ #❤❛# τm ✐+ ❛ ❝♦❧✐♠✐#

✐♥❞❡①❡❞ ❜② p ě m ♦❢ ♠❛♣+

g˚
pmt

˚
pp

´
ε˚
ppLBdpT q0p Ñ TBdpT qpp{ BdpT q0p

¯

▲❡# ✉+ ✜① p ě m ❛♥❞ G “ a˚
ppξpp˚OS0p

✳ ❚❤❡ ♠❛♣ Fp : TBdpT qpp{ BdpT q0p Ñ ε˚
ppLBdpT q0p ❛# ❤❛♥❞ ✐+

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② #❤❡ ♣❛✐,✐♥❣

TBdpT qpp{ BdpT q0p b ε˚
ppTBdpT q0p » ̟pp˚

`
E b ev˚

pp TT

˘
b̟pp˚

`
Gb ev˚

pp TT

˘

��
̟pp˚

`
E b ev˚

pp TT bGb ev˚
pp TT

˘

��
̟pp˚pE bGqrqs

��

̟pp˚

´
OBdpT qppˆSpp

¯
rqs

��
OBdpT qpprq ´ ds

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✉+✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳

✼✶



✼✷



❈❤❛♣$❡& ✹

❚❛♥❣❡♥%▲✐❡❛❧❣❡❜*❛

❲❡ ✇✐❧❧ %&✉❞② ✐♥ &❤✐% ❧❛%& ❝❤❛♣&❡/ &❤❡ &❛♥❣❡♥& ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❛ ❞❡/✐✈❡❞ ❆/&✐♥ %&❛❝❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ &❤❡♦/❡♠

❜✉✐❧❞% ❛ ▲✐❡ %&/✉❝&✉/❡ ♦♥ &❤❡ %❤✐❢&❡❞ &❛♥❣❡♥& ❝♦♠♣❧❡① TX r´1s ♦❢ ❛ ❞❡/✐✈❡❞ ❆/&✐♥ %&❛❝❦ X ❧♦❝❛❧❧② ♦❢
✜♥✐&❡ ♣/❡%❡♥&❛&✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧%♦ ♣/♦✈❡ &❤❛& ❢♦/ ❛♥② ♣❡/❢❡❝& ❝♦♠♣❧❡① E ♦♥ X✱ ✐&% ❆&✐②❛❤ ❝❧❛%% ❞❡✜♥❡% ❛

▲✐❡ ❛❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &❛♥❣❡♥& TX r´1s ♦♥ E✳ ■♥ &❤✐% ❝❤❛♣&❡/✱ k ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❛/❛❝&❡/✐%&✐❝ ③❡/♦✳ ●✐✈❡♥
A P cdgaď0

k ✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉%❡ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦&❛&✐♦♥%

• ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦/② dgModA ♦❢ ✭✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡% ♦✈❡/ A ❀

• ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦/② cdgaA ♦❢ ✭✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮ ❝♦♠♠✉&❛&✐✈❡ ❞❣✲❛❧❣❡❜/❛% ♦✈❡/ A ❀

• ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦/② cdgaď0
A ♦❢ ❝♦♠♠✉&❛&✐✈❡ ❞❣✲❛❧❣❡❜/❛% ♦✈❡/ A ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦♥❝❡♥&/❛&❡❞

✐♥ ♥♦♥ ♣♦%✐&✐✈❡ ❞❡❣/❡❡ ❀

• ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦/② dgAlgA ♦❢ ✭♥❡✐&❤❡/ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥♦/ ❝♦♠♠✉&❛&✐✈❡✮ ❞❣✲❛❧❣❡❜/❛% ♦✈❡/ A ❀

• ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦/② dgLieA ♦❢ ✭✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜/❛% ♦✈❡/ A✳

❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ &❤♦%❡ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦/✐❡% ❛♣♣❡❛/% ❛% &❤❡ ✉♥❞❡/❧②✐♥❣ p8, 1q✲❝❛&❡❣♦/② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛&❡❣♦/②✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦&❡ ❜② dgModA✱ cdgaA✱ cdga

ď0
A ✱ dgAlgA ❛♥❞ dgLieA &❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛&❡❣♦/✐❡%✳

✹✳✶ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜*❛+ ❛♥❞ ❢♦*♠❛❧ +1❛❝❦+ ♦✈❡* ❛ ❝❞❣❛

■♥ &❤✐% ♣❛/& ✇❡ ✇✐❧❧ ♠✐♠✐❝ ❛ ❝♦♥%&/✉❝&✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▲✉/✐❡✬% ❬❉❆●✲❳❪

❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✶ ✭▲✉/✐❡✮✳ ▲❡" k ❜❡ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❛,❛❝"❡,✐."✐❝ ③❡,♦✳ ❚❤❡,❡ ✐. ❛♥ ❛❞❥✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ p8, 1q✲
❝❛"❡❣♦,✐❡.✿

Ck : dgLiek Õ

´
cdgak{k

¯op

: Dk

❲❤❡♥❡✈❡, L ✐. ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜,❛✿

✭✐✮ ■❢ L ✐. ❢,❡❡❧② ❣❡♥❡,❛"❡❞ ❜② ❛ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡ V "❤❡♥ "❤❡ ❛❧❣❡❜,❛ CkpLq ✐. ❡=✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ",✐✈✐❛❧ .=✉❛,❡
③❡,♦ ❡①"❡♥.✐♦♥ k ‘ V _r´1s ✕ .❡❡ ❬❉❆●✲❳✱ ✷✳✷✳✼❪✳

✭✐✐✮ ■❢ L ✐. ❝♦♥❝❡♥",❛"❡❞ ✐♥ ♣♦.✐"✐✈❡ ❞❡❣,❡❡ ❛♥❞ ❡✈❡,② ✈❡❝"♦, .♣❛❝❡ Ln ✐. ✜♥✐"❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✱ "❤❡♥ "❤❡

❛❞❥✉♥❝"✐♦♥ ♠♦,♣❤✐.♠ L Ñ Dk Ck L ✐. ❛♥ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✕ .❡❡ ❬❉❆●✲❳✱ ✷✳✸✳✺❪✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐% &♦ ❡①&❡♥❞ &❤✐% /❡%✉❧& &♦ ♠♦/❡ ❣❡♥❡/❛❧ ❜❛%✐%✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❝♦♠♠✉&❛&✐✈❡ ❞❣✲❛❧❣❡❜/❛ ♦✈❡/ k

❝♦♥❝❡♥&/❛&❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦%✐&✐✈❡ ❞❡❣/❡❡✳ ❚❤❡ ❡①✐%&❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ❛❞❥✉♥❝&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❡ ♣♦✐♥& ✭✐✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣/♦✈❡❞

♦✈❡/ ❛♥② ❜❛%✐%✱ &❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♦❢ ♣♦✐♥& ✭✐✐✮ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ &❤❡ ❜❛%❡ ❞❣✲❛❧❣❡❜/❛ &♦ ❜❡ ♥♦❡&❤❡/✐❛♥✳

❚❤/♦✉❣❤♦✉& &❤✐% %❡❝&✐♦♥✱ A ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✉&❛&✐✈❡ ❞❣✲❛❧❣❡❜/❛ ❝♦♥❝❡♥&/❛&❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲♣♦%✐&✐✈❡ ❞❡❣/❡❡

♦✈❡/ &❤❡ ❜❛%❡ ✜❡❧❞ k ✭%&✐❧❧ ♦❢ ❝❤❛/❛❝&❡/✐%&✐❝ ③❡/♦✮✳

✼✸



✹✳✶✳✶ #♦✐♥❝❛)*✲❇✐)❦❤♦✛✲❲✐11 ♦✈❡) ❛ ❝❞❣❛ ✐♥ ❝❤❛)❛❝1❡)✐61✐❝ ③❡)♦

■♥ "❤✐% ✜'%" ♣❛'"✱ ✇❡ ♣'♦✈❡ "❤❡ /❇❲✲"❤❡♦'❡♠ ♦✈❡' ❛ ❝❞❣❛ ♦❢ ❝❤❛'❛❝"❡'✐%"✐❝ 0✳ ❚❤❡ ♣'♦♦❢ ✐% ❛ %✐♠♣❧❡

❣❡♥❡'❛❧✐%❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❛" ♦❢ /❛✉❧ ▼✳ ❈♦❤♥ ♦✈❡' ❛ ❛❧❣❡❜'❛ ✐♥ ❝❤❛'❛❝"❡'✐%"✐❝ 0 ✕ %❡❡ ❬❈♦❤✱ "❤❡♦'❡♠ ✷❪✳

❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✷✳ ▲❡" A ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✉"❛"✐✈❡ ❞❣✲❛❧❣❡❜/❛ ♦✈❡/ ❛ ✜❡❧❞ k ♦❢ ❝❤❛/❛❝"❡/✐3"✐❝ ③❡/♦✳ ❋♦/ ❛♥② ❞❣✲▲✐❡

❛❧❣❡❜/❛ L ♦✈❡/ A✱ "❤❡/❡ ✐3 ❛ ♥❛"✉/❛❧ ✐3♦♠♦/♣❤✐3♠ ♦❢ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡3

SymA L Ñ UA L

)$♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ "❤❛" UA L ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐"❤ ❛ ❜✐❛❧❣❡❜'❛ %"'✉❝"✉'❡ %✉❝❤ "❤❛" ❛♥ ❡❧❡♠❡♥" ♦❢ L ✐%

♣'✐♠✐"✐✈❡ ✐♥ UA L✳ ❚❤❡ ♠♦'♣❤✐%♠ L Ñ UA L "❤❡'❡❢♦'❡ ✐♥❞✉❝❡% ❛ ♠♦'♣❤✐%♠ ♦❢ ❞❣✲❜✐❛❧❣❡❜'❛% TA L Ñ
UA L ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦%❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ %②♠♠❡"'✐③❛"✐♦♥ ♠❛♣ SymA L Ñ TA L ❣✐✈❡♥ ❜②

x1 b . . .b xn ÞÑ 1

n!

ÿ

σ

εpσ, x̄qxσp1q b . . .b xσpnq

✇❤❡'❡ σ ✈❛'✐❡% ✐♥ "❤❡ ♣❡'♠✉"❛"✐♦♥ ❣'♦✉♣ Sn ❛♥❞ ✇❤❡'❡ εp´, x̄q ✐% ❛ ❣'♦✉♣ ♠♦'♣❤✐%♠ Sn Ñ t´1,`1u
❞❡"❡'♠✐♥❡❞ ❜② "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥ "❤❡ ♣❡'♠✉"❛"✐♦♥% pi jq

εppi jq, x̄q “ p´1q|xi||xj |

❲❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡" ❛ ♠♦'♣❤✐%♠ ♦❢ A✲❞❣✲❝♦❛❧❣❡❜'❛% φ : SymA L Ñ UA L✳ ▲❡" ✉% "❛❦❡ n ě 1 ❛♥❞ ❧❡" ✉%

❛%%✉♠❡ "❤❛" "❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ φ ❝♦♥"❛✐♥% U
ďn´1
A L✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ %②♠♠❡"'✐❝ "❡♥%♦'

x1
s
b . . .

s
b xn

❜② φ ✐% "❤❡ ❝❧❛%% «
1

n!

ÿ

σ

εpσ, x̄qxσp1q b . . .b xσpnq

ff

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ '❡✇'✐""❡♥ «
x1 b . . .b xn `

ÿ

α

˘ 1

n!
yα1 b . . .b yαn´1

ff

✇❤❡'❡ yαi ✐% ❡✐"❤❡' %♦♠❡ ♦❢ "❤❡ xj ✬% ♦' %♦♠❡ ❜'❛❝❦❡" rxj , xks✳ ❚❤✐% ✐♠♣❧✐❡% "❤❛" U
ďn
A L ✐% ✐♥ "❤❡ ✐♠❛❣❡

♦❢ φ ❛♥❞ ✇❡ "❤❡'❡❢♦'❡ %❤♦✇ '❡❝✉'%✐✈❡❧② "❤❛" φ ✐% %✉'❥❡❝"✐✈❡ ✭"❤❡ ✜❧"'❛"✐♦♥ ♦❢ UA L ✐% ❡①❤❛✉%"✐✈❡✮✳

❚❤❡'❡ ✐% ♠♦'❡♦✈❡' ❛ %❡❝"✐♦♥

UA L Ñ SymA L

❢♦' ✇❤✐❝❤ ❛ ❢♦'♠✉❧❛ ✐% ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❈♦❤❪ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡% "❤❡ ♣'♦♦❢✳

✹✳✶✳✷ ❆❧❣❡❜)❛✐❝ 1❤❡♦)② ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜)❛6

▲❡" ✉% ❝♦♥%✐❞❡' "❤❡ ❛❞❥✉♥❝"✐♦♥ FreeA : dgLieA Õ dgModA : ForgetA ♦❢ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦'✐❡%✳

❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✹✳✸✳ ▲❡" dgMod
f,ft,ě1
A ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ❢✉❧❧ %✉❜✲❝❛"❡❣♦'② ♦❢ dgModA %♣❛♥♥❡❞ ❜② "❤❡ ❢'❡❡

❞❣✲♠♦❞✉❧❡% ♦❢ ✜♥✐"❡ "②♣❡ ✇❤♦%❡ ❣❡♥❡'❛"♦'% ❛'❡ ✐♥ ♣♦%✐"✐✈❡ ❞❡❣'❡❡✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝" ♦❢ dgMod
f,ft,ě1
A ✐% "❤✉%

✭❡N✉✐✈❛❧❡♥" "♦✮ "❤❡ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡

nà
i“1

Apir´is

❢♦' %♦♠❡ n ě 1 ❛♥❞ %♦♠❡ ❢❛♠✐❧② pp1, . . . , pnq ♦❢ ♥♦♥ ♥❡❣❛"✐✈❡ ✐♥"❡❣❡'%✳

▲❡" dgLie
f,ft,ě1
A ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ❡%%❡♥"✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ dgMod

f,ft,ě1
A ✐♥ dgLieA ❜② "❤❡ ❢✉♥❝"♦' Free✳

▲❡" ✉% '❡❝❛❧❧ "❤❛" PΣpCq %"❛♥❞% ❢♦' "❤❡ %✐❢"❡❞ ❝♦♠♣❧❡"✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛"❡❣♦'② C ✇✐"❤ ✜♥✐"❡ ❝♦♣'♦❞✉❝"%✳
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 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❢✉♥❝+♦,-

dgModA Ñ PΣpdgMod
f,ft,ě1
A q “ Fctˆ

´´
dgMod

f,ft,ě1
A

¯op

, sSets
¯

dgLieA Ñ PΣpdgLief,ft,ě1
A q “ Fctˆ

´´
dgLie

f,ft,ě1
A

¯op

, sSets
¯

❛,❡ ❡.✉✐✈❛❧❡♥❝❡- ♦❢ p8, 1q✲❝❛+❡❣♦,✐❡-✳

❘❡♠❛,❦ ✹✳✺✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣+♦♣♦,✐.✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡, .❤❛. ❡✈❡+② ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜+❛ ✐, ❝♦❧✐♠✐. ♦❢ ❛ -✐❢+❡❞ ❞✐❛❣+❛♠ ♦❢

♦❜❥❡❝., ✐♥ dgLie
f,ft,ě1
A ✳ ◆♦.❡ ❛❧,♦ .❤❛. .❤✐, ♣+♦♣♦,✐.✐♦♥ ✐, ✈❡+② ,✐♠✐❧❛+ .♦ ❬❍❆❧❣✱ ✻✳✷✳✷✳✶✻❪✳

 !♦♦❢✳ ❊✈❡+② ❞❣✲♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❛, .❤❡ ❝♦❧✐♠✐. ♦❢ ❛ ❞✐❛❣+❛♠ ✐♥ dgMod
f,ft,ě1
A ❛♥❞ ♦❜❥❡❝.,

♦❢ dgMod
f,ft,ě1
A ❛+❡ ❝♦♠♣❛❝. ♣+♦❥❡❝.✐✈❡ ✐♥ dgModA ✭❛♥ ♦❜❥❡❝. ✐, ❝♦♠♣❛❝. ♣+♦❥❡❝.✐✈❡ ✐❢ .❤❡ ❢✉♥❝.♦+

✐. ❝♦+❡♣+❡,❡♥., ♣+❡,❡+✈❡, ,✐❢.❡❞ ❝♦❧✐♠✐.,✮✳ ❚❤❡ ♣+♦♣♦,✐.✐♦♥ ❬❍❚❚✱ ✺✳✺✳✽✳✷✺❪ ♠❛❦❡, .❤❡ ✜+,. ❢✉♥❝.♦+ ❛♥

❡J✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❢♦+❣❡.❢✉❧ ❢✉♥❝.♦+ ForgetA ✐, ❜② ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ❝♦♥,❡+✈❛.✐✈❡✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱ .❤❡ L♦✐♥❝❛+M✲❇✐+❦❤♦✛✲❲✐..

.❤❡♦+❡♠ ✹✳✷ ✐♠♣❧✐❡, .❤❛. ForgetA ✐, ❛ +❡.+❛❝. ♦❢ .❤❡ ❝♦♠♣♦,✐.❡ ❢✉♥❝.♦+

dgLieA
UA // dgAlgA

// dgModA

❙✐♥❝❡ .❤❡ ❧❛..❡+ ♣+❡,❡+✈❡, ,✐❢.❡❞ ❝♦❧✐♠✐., ✭.❤❡ ❢✉♥❝.♦+ UA ✐, ❛ ❧❡❢. ❛❞❥♦✐♥. ❛♥❞ .❤❡♥ ✉,❡ ❬❍❆❧❣✱ ✸✳✷✳✸✳✶❪✮✱

,♦ ❞♦❡, ForgetA✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ✉,✐♥❣ .❤❡ ❇❛++✲❇❡❝❦ .❤❡♦+❡♠ ✭,❡❡ ❬❍❆❧❣✱ ✻✳✷✳✵✳✻❪✮ .❤❛. ForgetA ✐, ♠♦♥❛❞✐❝✳

❊✈❡+② ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜+❛ ❝❛♥ .❤✉, ❜❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❛, ❛ ❝♦❧✐♠✐. ♦❢ ❛ ,✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞✐❛❣+❛♠ ✇✐.❤ ✈❛❧✉❡, ✐♥ .❤❡ p8, 1q✲
❝❛.❡❣♦+② ♦❢ ❢+❡❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜+❛, ✭,❡❡ ❬❍❆❧❣✱ ✻✳✷✳✷✳✶✷❪✮✳ ❋+♦♠ .❤♦,❡ .✇♦ ❢❛❝., ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ .❤❛. ❡✈❡+②

❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜+❛ ✐, ❛ ❝♦❧✐♠✐. ♦❢ ♦❜❥❡❝., ✐♥ dgLie
f,ft,ě1
A ✳ ❚❤❡ ❢♦+❣❡.❢✉❧ ❢✉♥❝.♦+ ForgetA ♣+❡,❡+✈❡, ,✐❢.❡❞

❝♦❧✐♠✐., ❛♥❞ ♦❜❥❡❝., ✐♥ dgLie
f,ft,ě1
A ❛+❡ .❤✉, ❝♦♠♣❛❝. ♣+♦❥❡❝.✐✈❡ ✐♥ dgLieA✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✉,✐♥❣ ♦♥❝❡

♠♦+❡ ❬❍❚❚✱ ✺✳✺✳✽✳✷✺❪✳

❘❡♠❛,❦ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ❡J✉✐✈❛❧❡♥❝❡ dgModA » PΣpdgMod
f,ft,ě1
A q ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② .❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ■.

❢♦❧❧♦✇, .❤❛. ❢♦+ ❛♥② n✱ .❤❡ ,❤✐❢. ❢✉♥❝.♦+ rns : dgModA Ñ dgModA ❝♦++❡,♣♦♥❞, .♦ .❤❡ ❝♦♠♣♦,✐.✐♦♥

✇✐.❤ .❤❡ ❧❡❢. ❛❞❥♦✐♥. r´ns .♦ rns

r´ns˚ : PΣpdgMod
f,ft,ě1
A q Ñ PΣpdgMod

f,ft,ě1
A q

❆, ❛♥♦.❤❡+ ❡①❛♠♣❧❡✱ .❤❡ ❢♦+❣❡.❢✉❧ ❢✉♥❝.♦+ dgLieA Ñ dgModA ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② .❤❡ ❝♦♠♣♦,✐.✐♦♥ ✇✐.❤

FreeA ❛♥❞ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣+❛♠ ❝♦♠♠✉.❡,

dgLieA

ForgetA

��

»
PΣpdgLief,ft,ě1

A q

Free˚
A

��
dgModA

»
PΣpdgMod

f,ft,ě1
A q

❘❡♠❛,❦ ✹✳✼✳ ❲❤❡♥❡✈❡+ A Ñ B ✐, ❛ ♠♦+♣❤✐,♠ ✐♥ cdgaď0
k ✱ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,J✉❛+❡ ♦❢ p8, 1q✲❝❛.❡❣♦+✐❡,

❝♦♠♠✉.❡,✿

dgLieA
„

BbA´
��

PΣpdgLief,ft,ě1
A q

pBbA´q!
��

dgLieB
„

PΣpdgLief,ft,ě1
B q

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣+♦♣♦,✐.✐♦♥ ❛❝.✉❛❧❧② ♣+♦✈❡, .❤❛. .❤✐, ❝♦♠❡, ❢+♦♠ ❛ ♥❛.✉+❛❧ .+❛♥,❢♦+♠❛.✐♦♥ ❜❡.✇❡❡♥

❢✉♥❝.♦+, cdgaď0
k Ñ Cat8✳

✼✺



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✽✳ ❚❤❡#❡ ❛#❡ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦#✐❡+
ş
dgLie ❛♥❞

ş
PΣpdgLief,ft,ě1q✱ ❡❛❝❤ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐'❤

❛ ❝♦❈❛#'❡+✐❛♥ ✜❜#❛'✐♦♥ '♦ cdgaď0
k ✱ #❡+♣❡❝'✐✈❡❧② #❡♣#❡+❡♥'✐♥❣ '❤❡ ❢✉♥❝'♦#+ A ÞÑ dgLieA ❛♥❞ A ÞÑ

PΣpdgLief,ft,ě1
A q✳ ❚❤❡#❡ ✐+ ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦✈❡# cdgaď0

k ✿

ş
PΣpdgLief,ft,ě1q „ //

''

ş
dgLie

zz
cdgaď0

k

❚❤✐+ ✐♥❞✉❝❡+ ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝'♦#+ cdgaď0
k Ñ PrL,U8 ✇❤✐❝❤ ♠♦#❡♦✈❡# ❞❡+❝❡♥❞ '♦ ❛ ♥❛'✉#❛❧ '#❛♥+✲

❢♦#♠❛'✐♦♥

cdgaď0
k

))
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❘❡♠❛#❦ ✹✳✾✳ ❚❤✐& ♣(♦♣♦&✐*✐♦♥ ❡&*❛❜❧✐&❤❡& ❛♥ ❡0✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝*♦(& cdgaď0
k Ñ PrL,U8 ❜❡*✇❡❡♥ A ÞÑ

dgLieA ❛♥❞ A ÞÑ PΣpdgLief,ft,ě1
A q✳

 !♦♦❢✳ ▲❡* ✉& ❞❡✜♥❡

ş
dgLie ❛& *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛*❡❣♦(②✳

• ❆♥ ♦❜❥❡❝* ✐& ❝♦✉♣❧❡ pA,Lq ✇❤❡(❡ A P cdgaď0
k ❛♥❞ L P dgLieA✳

• ❆ ♠♦(♣❤✐&♠ pA,Lq Ñ pB,L1q ✐& ❛ ♠♦(♣❤✐&♠ A Ñ B ❛♥❞ ❛ ♠♦(♣❤✐&♠ ♦❢ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜(❛&

L Ñ L1

■* ❝♦♠❡& ✇✐*❤ ❛ ♥❛*✉(❛❧ ❢✉♥❝*♦( π :
ş
dgLie Ñ cdgaď0

k ✳ ❋♦( ❛♥② ♠♦(♣❤✐&♠ A Ñ B P cdgaď0
k ✱ *❤❡(❡ ✐& ❛

&*(✐❝* ❜❛&❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝*♦( ´ bA B : dgLieA Ñ dgLieB ✱ ❧❡❢* ❛❞❥♦✐♥* *♦ *❤❡ ❢♦(❣❡*❢✉❧ ❢✉♥❝*♦(✳ ■* ❢♦❧❧♦✇&

*❤❛* π ✐& ❛ ❝♦❈❛(*❡&✐❛♥ ✜❜(❛*✐♦♥✳ ▲❡* ✉& ❝❛❧❧ ❛ 0✉❛&✐✲✐&♦♠♦(♣❤✐&♠ ✐♥

ş
dgLie ❛♥② ♠❛♣ pA,Lq Ñ pB,L1q

♦❢ ✇❤✐❝❤ *❤❡ ✉♥❞❡(❧②✐♥❣ ♠❛♣ A Ñ B ✐& ❛♥ ✐❞❡♥*✐*② ❛♥❞ *❤❡ ♠❛♣ L Ñ L1
✐& ❛ 0✉❛&✐✲✐&♦♠♦(♣❤✐&♠✳ ❲❡

❞❡✜♥❡

ş
dgLie *♦ ❜❡ *❤❡ p8, 1q✲❝❛*❡❣♦(✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛*✐♦♥ ♦❢

ş
dgLie ❛❧♦♥❣ 0✉❛&✐✲✐&♦♠♦(♣❤✐&♠&✳ ❯&✐♥❣

❬❉❆●✲❳✱ ✷✳✹✳✶✾❪✱ ✇❡ ❣❡* ❛ ❝♦❈❛(*❡&✐❛♥ ✜❜(❛*✐♦♥ ♦❢ p8, 1q✲❝❛*❡❣♦(✐❡& p :
ş
dgLie Ñ cdgaď0

k ✳

❚❤✐& ❝♦❈❛(*❡&✐❛♥ ✜❜(❛*✐♦♥ p ❞❡✜♥❡& ❛ ❢✉♥❝*♦( dgLie : cdgaď0
k Ñ CatV8 ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❝❞❣❛ A *♦

dgLieA ❛♥❞ ❛ ♠♦(♣❤✐&♠ A Ñ B *♦ *❤❡ ❝♦((❡&♣♦♥❞✐♥❣ ✭❞❡(✐✈❡❞✮ ❜❛&❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝*♦(✳ ■* ❝♦♠❡& ✇✐*❤

❛ &✉❜❢✉♥❝*♦(

dgLief,ft,ě1 : cdgaď0
k Ñ CatU8

▲❡* ✉& ❞❡♥♦*❡ ❜② PΣpdgLief,ft,ě1q ✐*& ❝♦♠♣♦&✐*❡ ❢✉♥❝*♦( ✇✐*❤

PΣ : CatU8 Ñ CatV8

▲❡* ✉& ❞❡♥♦*❡ ❜②

ş
dgLief,ft,ě1 Ñ cdgaď0

k *❤❡ ❝♦❈❛(*❡&✐❛♥ ✜❜(❛*✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② *❤❡ ❢✉♥❝*♦( dgLief,ft,ě1

❛♥❞ ❜②

ş
PΣpdgLief,ft,ě1q *❤❛* ❝❧❛&&✐✜❡❞ ❜② PΣpdgLief,ft,ě1q✳

❲❡ ❣❡* ❛ ❞✐❛❣(❛♠

ş
PΣpdgLief,ft,ě1q

ş
dgLief,ft,ě1

ş
dgLie

cdgaď0
k

G

gg
F
ww

F0

oo

�� ��''

✼✻



❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) F0 ❤❛+ ❛ )❡❧❛'✐✈❡ ❧❡❢' ❑❛♥ ❡①'❡♥+✐♦♥ F ❛❧♦♥❣ G ✭+❡❡ ❬❍❚❚✱ ✹✳✸✳✷✳✶✹❪✮✳ ❋)♦♠ ♣)♦♣♦+✐'✐♦♥ ✹✳✹

✇❡ ❣❡' '❤❛' F ✐+ ❛ ✜❜)❡✇✐+❡ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■' ♥♦✇ +✉✣❝❡+ '♦ ♣)♦✈❡ '❤❛' F ♣)❡+❡)✈❡+ ❝♦❈❛)'❡+✐❛♥

♠♦)♣❤✐+♠+✳ ❚❤✐+ ✐+ ❛ ❝♦♥+❡C✉❡♥❝❡ ♦❢ )❡♠❛)❦ ✹✳✼✳❲❡ ❣❡' '❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝'♦)+

cdgaď0
k

))
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❲❡ ♥♦✇ ♦❜+❡)✈❡ '❤❛' ❜♦'❤ '❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢✉♥❝'♦)+ ♠❛♣ C✉❛+✐✲✐+♦♠♦)♣❤✐+♠+ ♦❢ cdgaď0
k '♦ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡+

♦❢ ❝❛'❡❣♦)✐❡+✳ ■' ❢♦❧❧♦✇+ '❤❛' '❤✐+ ♥❛'✉)❛❧ ')❛♥+❢♦)♠❛'✐♦♥ ❢❛❝'♦)+ '❤)♦✉❣❤ '❤❡ ❧♦❝❛❧✐+❛'✐♦♥ cdgaď0
k ♦❢

cdgaď0
k ✳

✹✳✶✳✸ ❆❧♠♦() ✜♥✐)❡ ❝❡❧❧✉❧❛1 ♦❜❥❡❝)(

▲❡' A ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✉'❛'✐✈❡ ❞❣✲❛❧❣❡❜)❛ ♦✈❡) k✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✶✵✳ ▲❡' M ❜❡ ❛♥ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡✳

• ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦'❡ ❜② M❝pMq '❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥❡ ♦❢ '❤❡ ✐❞❡♥'✐'② ♦❢ M ✳

• ❲❡ ✇✐❧❧ +❛② '❤❛' M ✐+ ❛♥ ❛❧♠♦+' ✜♥✐'❡ ❝❡❧❧✉❧❛) ♦❜❥❡❝' ✐❢ '❤❡)❡ ✐+ ❛ ❞✐❛❣)❛♠

0 Ñ Ap0 “ M0 Ñ M1 Ñ . . .

✇❤♦+❡ ❝♦❧✐♠✐' ✐+ M ❛♥❞ +✉❝❤ '❤❛' ❢♦) ❛♥② n✱ '❤❡ ♠♦)♣❤✐+♠ Mn Ñ Mn`1 ✜'+ ✐♥'♦ ❛ ❝♦❝❛)'❡+✐❛♥

❞✐❛❣)❛♠

Apn`1rns //

��

Mn

��
M❝pApn`1rnsq // Mn`1

❘❡♠❛$❦ ✹✳✶✶✳ ❲❡ ❝❤♦♦+❡ ❤❡)❡ '♦ ✉+❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐' ♠♦❞❡❧✱ +♦ '❤❛' ❛♥② ❛❧♠♦+' ✜♥✐'❡ ❝❡❧❧✉❧❛) ♦❜❥❡❝' ✐+

❝♦✜❜)❛♥' ✭+❡❡ ❧❡♠♠❛ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤✐+ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉+ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ ❡①♣❧✐❝✐'❧② '❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛♥ ❛❧♠♦+' ✜♥✐'❡

❝❡❧❧✉❧❛) ♦❜❥❡❝' ✭+❡❡ '❤❡ ♣)♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✷✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ❛❜♦✈❡ +'❛'❡+ '❤❛' ❛ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡ M ✐+ ❛♥

❛❧♠♦+' ✜♥✐'❡ ❝❡❧❧✉❧❛) ♦❜❥❡❝' ✐❢ ✐' ✐+ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ 0 ❜② ❣❧✉✐♥❣ ❛ ✜♥✐'❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❝❡❧❧+ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❡❣)❡❡

✭❛❧'❤♦✉❣❤ '❤❡ '♦'❛❧ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❝❡❧❧+ ✐+ ♥♦' ♥❡❝❡++❛)✐❧② ✜♥✐'❡✮✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✷✳ ▲❡( φ : M Ñ N ❜❡ ❛ ♠♦$♣❤✐.♠ ♦❢ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡.✳

• ■❢ M ✐. ❛♥ ❛❧♠♦.( ✜♥✐(❡ ❝❡❧❧✉❧❛$ ♦❜❥❡❝( (❤❡♥ ✐( ✐. ❝♦✜❜$❛♥(✳

• ❆..✉♠❡ ❜♦(❤M ❛♥❞ N ❛$❡ ❛❧♠♦.( ✜♥✐(❡ ❝❡❧❧✉❧❛$ ♦❜❥❡❝(.✳ ❚❤❡ ♠♦$♣❤✐.♠ φ ✐. ❛ <✉❛.✐✲✐.♦♠♦$♣❤✐.♠

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦$ ❛♥② ✜❡❧❞ l ❛♥❞ ❛♥② ♠♦$♣❤✐.♠ A Ñ l (❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ φk : M bA l Ñ N bA l

✐. ❛ <✉❛.✐✲✐.♦♠♦$♣❤✐.♠✳

❘❡♠❛$❦ ✹✳✶✸✳ ❚❤❡ +❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥' ✐♥ '❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛ ✐+ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ '♦ '❤❡ ✉+✉❛❧ ◆❛❦❛②❛♠❛ ❧❡♠♠❛✳

/0♦♦❢✳ ❆++✉♠❡ M ✐+ ❛♥ ❛❧♠♦+' ✜♥✐'❡ ❝❡❧❧✉❧❛) ♦❜❥❡❝'✳ ▲❡' ✉+ ❝♦♥+✐❞❡) ❛ ❞✐❛❣)❛♠ M Ñ Q Ð P ✇❤❡)❡

'❤❡ ♠❛♣ P Ñ Q ✐+ ❛ ')✐✈✐❛❧ ✜❜)❛'✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♠♦)♣❤✐+♠ Mn Ñ Mn`1 ✐+ ❛ ❝♦✜❜)❛'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡)❡ '❤✉+ ✐+

❛ ❝♦♠♣❛'✐❜❧❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧✐❢'+ pMn Ñ P q✳ ❚❤✐+ ❣✐✈❡+ ✉+ ❛ ❧✐❢' M Ñ P ✳ ❚❤❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡ M ✐+ ❝♦✜❜)❛♥'✳

▲❡' ♥♦✇ φ ❜❡ ❛ ♠♦)♣❤✐+♠ M Ñ N ❜❡'✇❡❡♥ ❛❧♠♦+' ✜♥✐'❡ ❝❡❧❧✉❧❛) ♦❜❥❡❝'+ ❛♥❞ '❤❛' '❤❡ ♠♦)♣❤✐+♠

φl ✐+ ❛ C✉❛+✐✲✐+♦♠♦)♣❤✐+♠ ❢♦) ❛♥② ✜❡❧❞ l ✉♥❞❡) A✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ M ✇✐'❤ '❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ φ ✭✇❤✐❝❤ ✐+ ❛❧+♦ ❛♥

❛❧♠♦+' ✜♥✐'❡ ❝❡❧❧✉❧❛) ♦❜❥❡❝'✮ ✇❡ ♠❛② ❛++✉♠❡ '❤❛' N ✐+ ')✐✈✐❛❧✳ ◆♦'✐❝❡ ✜)+' '❤❛' ❛♥ ❛❧♠♦+' ✜♥✐'❡ ❝❡❧❧✉❧❛)

♦❜❥❡❝' ✐+ ❝♦♥❝❡♥')❛'❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦+✐'✐✈❡ ❞❡❣)❡❡✳ ◆♦'✐❝❡ ❛❧+♦ '❤❛' ❢♦) ❛♥② n '❤❡ ')✉♥❝❛'✐♦♥ ♠♦)♣❤✐+♠

αě´n : Mě´n
n`1 Ñ Mě´n

✐+ ❛ C✉❛+✐✲✐+♦♠♦)♣❤✐+♠✳ ❲❡ '❤❡♥ ❤❛✈❡

0 » Hj
ˆ
M b

A
l

˙
» Hj

ˆ
Mn b

A
l

˙

✼✼



✇❤❡♥❡✈❡% ´n ă j ď 0 ❛♥❞ ❢♦% ❛♥② A Ñ l✳ ❙✐♥❝❡ HjpMn bA lq » 0 ✐❢ j ď ´n´ 2 /❤❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡ Mn

✐5 ♣❡%❢❡❝/ ❛♥❞ ♦❢ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ r´n´ 1,´ns✳ ❚❤✐5 ✐♠♣❧✐❡5 /❤❡ ❡①✐5/❡♥❝❡ ♦❢ /✇♦ ♣%♦❥❡❝/✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡5 P ❛♥❞

Q ✭✐❡ %❡/%❛❝/5 ♦❢ 5♦♠❡ ♣♦✇❡% ♦❢ A✮ ✜//✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦✜❜%❡ 5❡>✉❡♥❝❡ ✭5❡❡ ❬❚❱❪✮

P rns Ñ Mn Ñ Qrn` 1s

❚❤❡ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡ Mn ✐5 /❤❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦♥❝❡♥/%❛/❡❞ ✐♥ ❞❡❣%❡❡ s ´ 8,´ns✱ ❛♥❞ 5♦ ✐5 M ✳ ❚❤✐5

❜❡✐♥❣ /%✉❡ ❢♦% ❛♥② n ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ /❤❛/ M ✐5 ❝♦♥/%❛❝/✐❜❧❡✳

❚❤❡ ♥❡①/ ❧❡♠♠❛ %❡>✉✐%❡5 /❤❡ ❜❛5❡ A P cdgaď0
k /♦ ❜❡ ♥♦❡/❤❡%✐❛♥✳ ❘❡❝❛❧❧ /❤❛/ A ✐5 ♥♦❡/❤❡%✐❛♥ ✐❢

H0pAq ✐5 ♥♦❡/❤❡%✐❛♥ ❛♥❞ ✐❢ H´npAq ✐5 /%✐✈✐❛❧ ✇❤❡♥ n ✐5 ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ♦❢ ✜♥✐/❡ /②♣❡ ♦✈❡% H0pAq ❢♦%
❛♥② n✳ ◆♦/❡ /❤❛/ 5✐♥❝❡ A P cdgaď0

k ✱ ✇❡ ❛❧✇❛②5 ❤❛✈❡ HnpAq “ 0 ❢♦% n ą 0✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✹✳ ❆!!✉♠❡ A ✐! ♥♦❡(❤❡*✐❛♥✳ ■❢ B ✐! ❛♥ ♦❜❥❡❝( ♦❢ cdgaď0
A {A !✉❝❤ (❤❛(✿

• ❚❤❡ H0pAq✲❛❧❣❡❜*❛ H0pBq ✐! ✜♥✐(❡❧② ♣*❡!❡♥(❡❞✱

• ❋♦* ❛♥② n ě 1 (❤❡ H0pBq✲♠♦❞✉❧❡ H´npBq ✐! ♦❢ ✜♥✐(❡ (②♣❡✱

(❤❡♥ (❤❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡ LB{A bB A ✐! ❛♥ ❛❧♠♦!( ✜♥✐(❡ ❝❡❧❧✉❧❛* ♦❜❥❡❝(✳

❘❡♠❛*❦ ✹✳✶✺✳ ❚❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡ ✐5 ❝❧♦5❡❧② %❡❧❛/❡❞ /♦ ❬❍❆❧❣✱ ✽✳✹✳✸✳✶✽❪✳

'(♦♦❢✳ ❇❡❝❛✉5❡ /❤❡ ❢✉♥❝/♦% pA Ñ B Ñ Aq ÞÑ LB{A bB A ♣%❡5❡%✈❡5 ❝♦❧✐♠✐/5✱ ✐/ 5✉✣❝❡5 /♦ ♣%♦✈❡ /❤❛/

B ✐5 ❛♥ ❛❧♠♦5/ ✜♥✐/❡ ❝❡❧❧✉❧❛% ♦❜❥❡❝/ ✐♥ cdgaď0
A {A✳ ❚❤✐5 ♠❡❛♥5 ✇❡ ❤❛✈❡ /♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞✐❛❣%❛♠

B0 Ñ B1 Ñ . . .

✇❤♦5❡ ❝♦❧✐♠✐/ ✐5 ❡>✉✐✈❛❧❡♥/ /♦ B ❛♥❞ 5✉❝❤ /❤❛/ ❢♦% ❛♥② n ě 1 /❤❡ ♠♦%♣❤✐5♠ Bn´1 Ñ Bn ✜/5 ✐♥/♦ ❛

❝♦❝❛%/❡5✐❛♥ ❞✐❛❣%❛♠

ArRn´1
1 , . . . , Rn´1

q sdRn´1
i “0 //

Ri ÞÑdUi

��

Bn´1

��
ArUn1 , . . . , Unq , Xn

1 , . . . , X
n
p sdXn

j “0 // Bn

✇❤❡%❡ Rn´1
i ✐5 ❛ ✈❛%✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡❣%❡❡ ´pn´ 1q ❛♥❞ Xn

j ❛♥❞ U
n
i ❛%❡ ✈❛%✐❛❜❧❡5 ✐♥ ❞❡❣%❡❡ ´n✳

❲❡ ❜✉✐❧❞ 5✉❝❤ ❛ ❞✐❛❣%❛♠ %❡❝✉%5✐✈❡❧②✳ ▲❡/

H0pBq – H0pAqrX0
1 , . . . , X

0
p0

s{pR0
1, . . . , R

0
q0

q

❜❡ ❛ ♣%❡5❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ H0pBq ❛5 ❛ H0pAq✲❛❧❣❡❜%❛✳ ▲❡/ B0 ❜❡ ArX0
1 , . . . , X

0
p0

s ❡>✉✐♣♣❡❞ ✇✐/❤ ❛ ♠♦%♣❤✐5♠
φ0 : B0 Ñ B ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦5❡/ %❡♣%❡5❡♥/❛/✐✈❡5 ♦❢ X0

1 , . . . , X
0
p0
✐♥ B✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦%♣❤✐5♠

H0pB0q Ñ H0pBq ✐5 5✉%❥❡❝/✐✈❡ ❛♥❞ ✐/5 ❦❡%♥❡❧ ✐5 ♦❢ ✜♥✐/❡ /②♣❡ ✭❛5 ❛ H0pAq✲♠♦❞✉❧❡✮✳
▲❡/ n ě 1✳ ❆55✉♠❡ φn´1 : Bn´1 Ñ B ❤❛5 ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ 5❛/✐5✜❡5 /❤❡ ♣%♦♣❡%/✐❡5✿

• ■❢ n “ 1 /❤❡♥ /❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦%♣❤✐5♠ ♦❢ H0pAq✲♠♦❞✉❧❡5 H0pB0q Ñ H0pBq ✐5 5✉%❥❡❝/✐✈❡ ❛♥❞ ✐/5
❦❡%♥❡❧ K0 ✐5 ❛ H0pAq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ✜♥✐/❡ /②♣❡✳

• ■❢ n ě 2✱ /❤❡♥ /❤❡ ♠♦%♣❤✐5♠ φn´1 ✐♥❞✉❝❡5 ✐5♦♠♦%♣❤✐5♠5 H´ipBn´1q Ñ H´ipBq ♦❢ H0pAq✲
♠♦❞✉❧❡5 ✐❢ i “ 0 ❛♥❞ ♦❢ H0pBq✲♠♦❞✉❧❡5 ❢♦% 1 ď i ď n´ 2✳

• ■❢ n ě 2 /❤❡♥ /❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦%♣❤✐5♠ ♦❢ H0pBq✲♠♦❞✉❧❡5 H´n`1pBn´1q Ñ H´n`1pBq ✐5 5✉%❥❡❝/✐✈❡
❛♥❞ ✐/5 ❦❡%♥❡❧ Kn´1 ✐5 ❛ H0pBq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ✜♥✐/❡ /②♣❡✳

✼✽



▲❡" n ě 1✳ ▲❡" Xn
1 , . . . , X

n
p ❜❡ ❣❡♥❡'❛"♦'* ♦❢ H´npBq ❛* ❛ H0pBq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ Rn´1

1 , . . . , Rn´1
q ❜❡

❣❡♥❡'❛"♦'* ♦❢ Kn´1✳ ▲❡" Bn ❜❡ "❤❡ ♣✉*❤♦✉"✿

ArRn´1
1 , . . . , Rn´1

q sdRn´1
i “0 //

Ri ÞÑdUi

��

Bn´1

��
ArUn1 , . . . , Unq , Xn

1 , . . . , X
n
p sdXn

k “0 // Bn

▲❡" rn´1
1 , . . . , rn´1

q ❜❡ "❤❡ ✐♠❛❣❡* ♦❢ Rn´1
1 , . . . , Rn´1

q ✭'❡*♣❡❝"✐✈❡❧②✮ ❜② "❤❡ ❝♦♠♣♦*✐"❡ ♠♦'♣❤✐*♠

ArRn´1
1 , . . . , Rn´1

q sdRn´1
i “0 Ñ Bn´1 Ñ B

❚❤❡'❡ ❡①✐*" un1 , . . . , u
n
q P B *✉❝❤ "❤❛" duni “ rn´1

i ❢♦' ❛❧❧ i✳ ❚❤♦*❡ un1 , . . . , u
n
q "♦❣❡"❤❡' ✇✐"❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

❝♦*❡" '❡♣'❡*❡♥"❛"✐✈❡* ♦❢ Xn
1 , . . . , X

n
p ✐♥ B ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♠♦'♣❤✐*♠

ArUn1 , . . . , Unq , Xn
1 , . . . , X

n
p sdXn

k “0 Ñ B

✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡* ❛ ♠♦'♣❤✐*♠ φn : Bn Ñ B✳

■❢ n “ 1 "❤❡♥ ❛ >✉✐❝❦ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♣'♦✈❡* "❤❡ ✐*♦♠♦'♣❤✐*♠ ♦❢ H0pAq✲♠♦❞✉❧❡*

H0pB1q – H0pB0q{pR0
1, . . . , R

0
qq – H0pBq

■❢ n ě 2 "❤❡♥ "❤❡ "'✉♥❝❛"❡❞ ♠♦'♣❤✐*♠ Bě2´n
n

„Ñ Bě2´n
n´1 ✐* ❛ >✉❛*✐✲✐*♦♠♦'♣❤✐*♠ ❛♥❞ "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞

♠♦'♣❤✐*♠* H´ipBnq »Ñ H´ipBq ❛'❡ "❤✉* ✐*♦♠♦'♣❤✐*♠* ♦❢ H0pBq✲♠♦❞✉❧❡* ❢♦' i ď n´2✳ ❲❡ "❤❡♥

❣❡" "❤❡ ✐*♦♠♦'♣❤✐*♠ ♦❢ H0pBq✲♠♦❞✉❧❡*

H´n`1pBnq – H´n`1pBn´1q{pRn´1
1 , . . . , Rn´1

q q – H´n`1pBq

❚❤❡ ♥❛"✉'❛❧ ♠♦'♣❤✐*♠ θ : H´npBnq Ñ H´npBq ✐* *✉'❥❡❝"✐✈❡✳ ❚❤❡ H0pBq✲♠♦❞✉❧❡ H´npBnq ✐* ♦❢ ✜♥✐"❡
"②♣❡ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉*❡ H0pBq ✐* ♥♦❡"❤❡'✐❛♥✱ "❤❡ ❦❡'♥❡❧ Kn ♦❢ θ ✐* ❛❧*♦ ♦❢ ✜♥✐"❡ "②♣❡✳ ❚❤❡ '❡❝✉'*✐✈✐"② ✐*

♣'♦✈❡♥ ❛♥❞ ✐" ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇* "❤❛" "❤❡ ♠♦'♣❤✐*♠ colimnBn Ñ B ✐* ❛ >✉❛*✐✲✐*♦♠♦'♣❤✐*♠✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✶✻✳ ▲❡" L ❜❡ ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜'❛ ♦✈❡' A✳

• ❲❡ ✇✐❧❧ *❛② "❤❛" L ✐* ✈❡'② ❣♦♦❞ ✐❢ "❤❡'❡ ❡①✐*"* ❛ ✜♥✐"❡ *❡>✉❡♥❝❡

0 “ L0 Ñ L1 Ñ . . . Ñ Ln “ L

*✉❝❤ "❤❛" ❡❛❝❤ ♠♦'♣❤✐*♠ Li Ñ Li`1 ✜"* ✐♥"♦ ❛ ❝♦❝❛'"❡*✐❛♥ *>✉❛'❡

FreepAr´pisq //

��

Li

��
FreepM❝pAr´pisqq // Li`1

✇❤❡'❡ pi ě 2✳

• ❲❡ ✇✐❧❧ *❛② "❤❛" L ✐* ❣♦♦❞ ✐❢ ✐" ✐* >✉❛*✐✲✐*♦♠♦'♣❤✐❝ "♦ ❛ ✈❡'② ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜'❛✳

• ❲❡ ✇✐❧❧ *❛② "❤❛" L ✐* ❛❧♠♦*" ✜♥✐"❡ ✐❢ ✐" ✐* ❝♦✜❜'❛♥" ❛♥❞ ✐❢ ✐"* ✉♥❞❡'❧②✐♥❣ ❣!❛❞❡❞ ♠♦❞✉❧❡ ✐*

✐*♦♠♦'♣❤✐❝ "♦ à
iě1

Anir´is

✼✾



❘❡♠❛$❦ ✹✳✶✼✳ ❚❤❡ ♥♦)✐♦♥+ ♦❢ ❛❧♠♦+) ✜♥✐)❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜6❛+ ❛♥❞ ♦❢ ❛❧♠♦+) ✜♥✐)❡ ❝❡❧❧✉❧❛6 ♦❜❥❡❝)+ ❛6❡

❝❧♦+❡❧② 6❡❧❛)❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ +❡❡ ✐♥ )❤❡ ♣6♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✷ )❤❛) )❤❡ ❞✉❛❧ L_
♦❢ ❛♥ ❛❧♠♦+) ✜♥✐)❡ ❞❣✲▲✐❡

❛❧❣❡❜6❛ ✐+ ❛♥ ❛❧♠♦+) ✜♥✐)❡ ❝❡❧❧✉❧❛6 ❞❣✲♠♦❞✉❧❡✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✽✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛00❡$1✐♦♥0 ❛$❡ 1$✉❡✳

• ❆♥② ✈❡$② ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜$❛ ✐0 ❛❧♠♦01 ✜♥✐1❡✳

• ❚❤❡ ✉♥❞❡$❧②✐♥❣ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦✜❜$❛♥1 ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜$❛ ✐0 ❝♦✜❜$❛♥1✳

()♦♦❢✳ ❆♥② ❢6❡❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜6❛ ❣❡♥❡6❛)❡❞ ❜② +♦♠❡ Ar´ps ✇✐)❤ p ě 2 ✐+ ❛❧♠♦+) ✜♥✐)❡ ✭✐) ✐+ ❛❝)✉❛❧❧②

♦❜)❛✐♥❡❞ ❜② ❜❛+❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢6♦♠ ❛♥ ❛❧♠♦+) ✜♥✐)❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜6❛ ♦♥ k✮✳ ❈♦♥+✐❞❡6✐♥❣ ❛ ♣✉+❤♦✉) ❞✐❛❣6❛♠

FreepAr´psq //

��

L

��
FreepM❝pAr´psqq // L1

❲❤❡♥❡✈❡6 L ✐+ ❛❧♠♦+) ✜♥✐)❡✱ +♦ ✐+ L1
✳ ❚❤✐+ ♣6♦✈❡+ )❤❡ ✜6+) ✐)❡♠✳

▲❡) ♥♦✇ L ❜❡ ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜6❛ ♦✈❡6 A✳ ❚❤❡6❡ ✐+ ❛ ♠♦6♣❤✐+♠ ♦❢ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡+ L Ñ UA L✳ ❚❤❡

F♦✐♥❝❛6G✲❇✐6❦❤♦✛✲❲✐)) )❤❡♦6❡♠ +)❛)❡+ )❤❛) )❤❡ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡ UA L ✐+ ✐+♦♠♦6♣❤✐❝ )♦ SymA L✳ ❚❤❡6❡ ✐+

)❤❡6❡❢♦6❡ ❛ 6❡)6❛❝) UA L Ñ L ♦❢ )❤❡ ✉♥✐✈❡6+❛❧ ♠♦6♣❤✐+♠ L Ñ UA L✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝)♦6 UA : dgLieA Ñ dgAlgA
♣6❡+❡6✈❡+ ❝♦✜❜6❛♥) ♦❜❥❡❝)+ ❛♥❞ ✉+✐♥❣ ❛ 6❡+✉❧) ♦❢ ❬❙❙❪✱ +♦ ❞♦❡+ )❤❡ ❢♦6❣❡)❢✉❧ ❢✉♥❝)♦6 dgAlgA Ñ dgModA✳

❲❡ )❤❡6❡❢♦6❡ ❞❡❞✉❝❡ )❤❛) ✐❢ L ✐+ ❝♦✜❜6❛♥) ✐♥ dgLieA ✐) ✐+ ❛❧+♦ ❝♦✜❜6❛♥) ✐♥ dgModA✳

❉❡✜♥✐0✐♦♥ ✹✳✶✾✳ ▲❡) dgLie
good
A ❞❡♥♦)❡ )❤❡ +✉❜✲p8, 1q✲❝❛)❡❣♦6② ♦❢ dgLieA +♣❛♥♥❡❞ ❜② ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡

❛❧❣❡❜6❛+✳

❘❡♠❛$❦ ✹✳✷✵✳ ❲❡ ♥❛)✉6❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❧✉+✐♦♥ dgLie
f,ft,ě1
A Ñ dgLie

good
A ✳

✹✳✶✳✹ ❍♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜4❛5

❚❤❡ ❝♦♥)❡♥) ♦❢ )❤✐+ +❡❝)✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉❆●✲❳❪ ✇❤❡♥ )❤❡ ❜❛+❡ ✐+ ❛ ✜❡❧❞✳ F6♦♦❢+ ❛6❡ +✐♠♣❧❡

❛✈❛)❛6+ ♦❢ ▲✉6✐❡✬+ ♦♥ ❛ ♠♦6❡ ❣❡♥❡6❛❧ ❜❛+❡ A✳ ▲❡) )❤❡♥ A ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✉)❛)✐✈❡ ❞❣✲❛❧❣❡❜6❛ ❝♦♥❝❡♥)6❛)❡❞

✐♥ ♥♦♥✲♣♦+✐)✐✈❡ ❞❡❣6❡❡ ♦✈❡6 ❛ ✜❡❧❞ k ♦❢ ❝❤❛6❛❝)❡6✐+)✐❝ ③❡6♦✳

❉❡✜♥✐0✐♦♥ ✹✳✷✶✳ ▲❡) Arηs ❞❡♥♦)❡ )❤❡ ✭❝♦♥)6❛❝)✐❜❧❡✮ ❝♦♠♠✉)❛)✐✈❡ A✲❞❣✲❛❧❣❡❜6❛ ❣❡♥❡6❛)❡❞ ❜② ♦♥❡

❡❧❡♠❡♥) η ♦❢ ❞❡❣6❡❡ ✲✶ +✉❝❤ )❤❛) η2 “ 0 ❛♥❞ dη “ 1✳ ❋♦6 ❛♥② A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜6❛ L✱ )❤❡ )❡♥+♦6 ♣6♦❞✉❝)

Arηs bA L ✐+ +)✐❧❧ ❛♥ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜6❛ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ )❤✉+ ❞❡✜♥❡ )❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈❤❡✈❛❧❧❡②✲❊✐❧❡♥❜❡6❣

❝♦♠♣❧❡① ♦❢ L✿

HApLq “ UA

ˆ
Arηs b

A
L

˙
b

UA L
A

✇❤❡6❡ UA : dgLieA Ñ dgAlgA ✐+ )❤❡ ❢✉♥❝)♦6 +❡♥❞✐♥❣ ❛ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜6❛ )♦ ✐)+ ❡♥✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛❧❣❡❜6❛✳ ❚❤✐+

❝♦♥+)6✉❝)✐♦♥ ❞❡✜♥❡+ ❛ +)6✐❝) ❢✉♥❝)♦6✿

HA : dgLieA Ñ A{dgModA

❘❡♠❛$❦ ✹✳✷✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① HApLq ✐+ ✐+♦♠♦6♣❤✐❝ ❛0 ❛ ❣$❛❞❡❞ ♠♦❞✉❧❡ )♦ SymApLr1sq✱ )❤❡ +②♠♠❡)6✐❝

❛❧❣❡❜6❛ ❜✉✐❧) ♦♥ Lr1s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡6❡♥)✐❛❧+ ❞♦ ♥♦) ❝♦✐♥❝✐❞❡ )❤♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ♦♥ HApLq ✐+ ❣✐✈❡♥ ♦♥

❤♦♠♦❣❡♥♦✉+ ♦❜❥❡❝)+ ❜② )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦6♠✉❧❛✿

dpη.x1 b . . .b η.xnq “
ÿ

iăj
p´1qTijη.rxi, xjs b η.x1 b . . .b yη.xi b . . .b yη.xj b . . .b η.xn

´
ÿ

i

p´1qSiη.x1 b . . .b η.dpxiq b . . .b η.xn

✽✵



✇❤❡#❡ η.x ❞❡♥♦'❡( '❤❡ ♣♦✐♥' ✐♥ Lr1s ❝♦##❡(♣♦♥❞✐♥❣ '♦ x P L✳

Si “ i´ 1 ` |x1| ` ¨ ¨ ¨ ` |xi´1|
Tij “ p|xi| ´ 1qSi ` p|xj | ´ 1qSj ` p|xi| ´ 1qp|xj | ´ 1q

❚❤❡ ❝♦❛❧❣❡❜#❛ ('#✉❝'✉#❡ ♦♥ SymApLr1sq ✐( ❝♦♠♣❛'✐❜❧❡ ✇✐'❤ '❤✐( ❞✐✛❡#❡♥'✐❛❧ ❛♥❞ '❤❡ ✐(♦♠♦#♣❤✐(♠ ❛❜♦✈❡

✐♥❞✉❝❡( ❛ ❝♦❛❧❣❡❜#❛ ('#✉❝'✉#❡ ♦♥ HApLq ❣✐✈❡♥ ❢♦# x P L ❤♦♠♦❣❡♥♦✉( ❜②✿

∆pη.xq “ η.xb 1 ` 1 b η.x

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✷✸✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) HA ♣)❡+❡)✈❡+ -✉❛+✐✲✐+♦♠♦)♣❤✐+♠+✳ ■' ✐♥❞✉❝❡+ ❛ ❢✉♥❝'♦) ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡

❝♦))❡+♣♦♥❞✐♥❣ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦)✐❡+✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦'❡ '❤❡ +❛♠❡ ✇❛②✿

HA : dgLieA Ñ A{dgModA

 !♦♦❢✳ ▲❡' L Ñ L1
❜❡ ❛ :✉❛(✐✲✐(♦♠♦#♣❤✐(♠ ♦❢ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜#❛(✳ ❇♦'❤ HApLq ❛♥❞ HApL1q ❛#❡

❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐'❤ ❛ ♥❛'✉#❛❧ ✜❧'#❛'✐♦♥ ❞❡♥♦'❡❞ Hďn
A pLq ✭#❡(♣ L1

✮ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② '❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✜❧'#❛'✐♦♥ ♦❢

SymApLr1sq✳ ❇❡❝❛✉(❡ :✉❛(✐✲✐(♦♠♦#♣❤✐(♠( ❛#❡ ('❛❜❧❡ ❜② ✜❧'❡#❡❞ ❝♦❧✐♠✐'(✱ ✐' ✐( ❡♥♦✉❣❤ '♦ ♣#♦✈❡ '❤❛'
❡❛❝❤ ♠♦#♣❤✐(♠ Hďn

A pLq Ñ Hďn
A pL1q ✐( ❛ :✉❛(✐✲✐(♦♠♦#♣❤✐(♠✳ ❚❤❡ ❝❛(❡ n “ 0 ✐( '#✐✈✐❛❧✳ ▲❡' ✉( ❛((✉♠❡

Hďn´1
A pLq Ñ Hďn´1

A pL1q '♦ ❜❡ ❛ :✉❛(✐✲✐(♦♠♦#♣❤✐(♠✳ ❚❤❡#❡ ❛#❡ (❤♦#' ❡①❛❝' (❡:✉❡♥❝❡(✿

0 // Hďn´1
A pLq //

��

Hďn
A pLq //

��

Symn
ApLr1sq //

θ

��

0

0 // Hďn´1
A pL1q // Hďn

A pL1q // Symn
ApL1r1sq // 0

❚❤❡ ❜❛(❡ ❞❣✲❛❧❣❡❜#❛ A ✐( ♦❢ ❝❤❛#❛❝'❡#✐('✐❝ ③❡#♦ ❛♥❞ '❤❡ ♠♦#♣❤✐(♠ θ ✐( '❤✉( ❛ #❡'#❛❝' ♦❢ '❤❡ :✉❛(✐✲

✐(♦♠♦#♣❤✐(♠ Lr1sbn Ñ L1r1sbn
✭✇❤❡#❡ '❤❡ '❡♥(♦# ♣#♦❞✉❝' ✐( '❛❦❡♥ ♦✈❡# A✮✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✷✹✳ ▲❡' A Ñ B ❜❡ ❛ ♠♦)♣❤✐+♠ ✐♥ cdgaď0
k ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +-✉❛)❡ ✐+ ❝♦♠♠✉'❛'✐✈❡✿

dgLieA

BbA´
��

HA // A{dgModA

BbA´
��

dgLieB
HB // B{dgModB

 !♦♦❢✳ ❚❤✐( ❢♦❧❧♦✇( ❞✐#❡❝'❧② ❢#♦♠ '❤❡ ❞❡✜♥✐'✐♦♥✳

❈♦!♦❧❧❛!② ✹✳✷✺✳ ▲❡' L ❜❡ ✐♥ dgLieA ❢)❡❡❧② ❣❡♥❡)❛'❡❞ ❜② +♦♠❡ ❢)❡❡ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡ M ✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧

❈❤❡✈❛❧❧❡②✲❊✐❧❡♥❜❡)❣ ❝♦♠♣❧❡① HApLq ♦❢ L ✐+ -✉❛+✐✲✐+♦♠♦)♣❤✐❝ '♦ '❤❡ ♣♦✐♥'❡❞ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡ A Ñ A‘M r1s✳

 !♦♦❢✳ ❚❤✐( ❛ ❝♦♥(❡:✉❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ♣#❡✈✐♦✉( ♣#♦♣♦(✐'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡ ❝♦##❡(♣♦♥❞✐♥❣ #❡(✉❧' ♦✈❡# ❛ ✜❡❧❞ ✐♥

▲✉#✐❡✬( '❤❡♦#❡♠ ✹✳✶✳

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✹✳✷✻✳ ▲❡' L ❜❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝' ♦❢ dgLieA✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ '❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈❤❡✈❛❧❧❡②✲❊✐❧❡♥❜❡#❣

❝♦♠♣❧❡① ♦❢ L ❛( '❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ✐'( ❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧✿

CApLq “ HApLq_ “ HomApHApLq, Aq

■' ✐( ❡:✉✐♣♣❡❞ ✇✐'❤ ❛ ❝♦♠♠✉'❛'✐✈❡ ❛❧❣❡❜#❛ ('#✉❝'✉#❡ ✭(❡❡ #❡♠❛#❦ ✹✳✷✷✮✳ ❚❤✐( ❞❡✜♥❡( ❛ ❢✉♥❝'♦#✿

CA : dgLieA Ñ
´
cdgaA{A

¯op

❜❡'✇❡❡♥ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦#✐❡(✳

✽✶



❘❡♠❛$❦ ✹✳✷✼✳ ❚❤❡ ❈❤❡✈❛❧❧❡②✲❊✐❧❡♥❜❡1❣ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝8 L ♦❢ dgLie
f,ft,ě1
A ✐9 ❝♦♥❝❡♥81❛8❡❞ ✐♥

♥♦♥ ♣♦9✐8✐✈❡ ❞❡❣1❡❡✳ ■8 ✐♥❞❡❡❞ 9✉✣❝❡9 8♦ ❞✉❛❧✐9❡ 8❤❡ ?✉❛9✐✲✐9♦♠♦1♣❤✐9♠ ❢1♦♠ ❝♦1♦❧❧❛1② ✹✳✷✺✳ ❚❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣1♦♣♦9✐8✐♦♥ ♣1♦✈❡9 8❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜1❛ ✐9 ❛❧9♦ ❝♦♥❝❡♥81❛8❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲

♣♦9✐8✐✈❡ ❞❡❣1❡❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✷✽✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝-♦$ CA ♦❢ p8, 1q✲❝❛-❡❣♦$✐❡2 ♠❛♣2 ❝♦❧✐♠✐- ❞✐❛❣$❛♠2 ✐♥ dgLieA -♦ ❧✐♠✐-

❞✐❛❣$❛♠2 ♦❢ cdgaA{A✳

 !♦♦❢ ✭9❦❡8❝❤ ♦❢ ❛✮✳ ❋♦1 ❛ ❝♦♠♣❧❡8❡ ♣1♦♦❢✱ 8❤❡ ❛✉8❤♦1 1❡❢❡19 8♦ 8❤❡ ♣1♦♦❢ ♦❢ ♣1♦♣♦9✐8✐♦♥ ✷✳✷✳✶✷ ✐♥

❬❉❆●✲❳❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② 81❛♥9❝1✐♣8 ❤❡1❡ 8❤❡ ♠❛✐♥ ❛1❣✉♠❡♥89✳

❆ ❝♦♠♠✉8❛8✐✈❡ A✲❞❣✲❛❧❣❡❜1❛ B ✐9 8❤❡ ❧✐♠✐8 ♦❢ ❛ ❞✐❛❣1❛♠ Bα ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ 8❤❡ ✉♥❞❡1❧②✐♥❣ ❞❣✲

♠♦❞✉❧❡ ✐9 8❤❡ ❧✐♠✐8 ♦❢ 8❤❡ ✉♥❞❡1❧②✐♥❣ ❞✐❛❣1❛♠ ♦❢ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡9✳ ■8 ✐9 8❤✉9 ❡♥♦✉❣❤ 8♦ ❝♦♥9✐❞❡1 8❤❡

❝♦♠♣♦9✐8❡ 8✲❢✉♥❝8♦1 dgLieA Ñ
`
cdgaA{A

˘op Ñ
`
dgModA{A

˘op
✳ ❚❤✐9 ❢✉♥❝8♦1 ✐9 ❡?✉✐✈❛❧❡♥8 8♦

pHAp´qq_
✳ ■8 ✐9 8❤❡♥ ❡♥♦✉❣❤ 8♦ ♣1♦✈❡ HA : dgLieA Ñ A{dgModA 8♦ ♣1❡9❡1✈❡ ❝♦❧✐♠✐89✳

❚♦ ❞♦ 9♦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜198 ❢♦❝✉9 ♦♥ 8❤❡ ❝❛9❡ ♦❢ 9✐❢8❡❞ ❝♦❧✐♠✐89✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ ♦♥❧② 8♦ ❜❡ ♣1❡9❡1✈❡❞ ❜② 8❤❡

❝♦♠♣♦9✐8❡ ❢✉♥❝8♦1 dgLieA Ñ A{dgModA Ñ dgModA✳ ❚❤✐9 ❧❛98 ❢✉♥❝8♦1 ✐9 8❤❡ ✭✜❧8❡1❡❞✮ ❝♦❧✐♠✐89

♦❢ 8❤❡ ❢✉♥❝8♦19 Hďn
A ❛9 ✐♥81♦❞✉❝❡❞ ✐♥ 8❤❡ ♣1♦♦❢ ♦❢ ♣1♦♣♦9✐8✐♦♥ ✹✳✷✸✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ 8♦ ♣1♦✈❡ 8❤❛8

Hďn
A : dgLieA Ñ dgModA ♣1❡9❡1✈❡9 9✐❢8❡❞ ❝♦❧✐♠✐89✱ ❢♦1 ❛♥② n✳ ❚❤❡1❡ ✐9 ❛ ✜❜❡1 9❡?✉❡♥❝❡

Hďn´1
A Ñ Hďn

A Ñ Symn
App´qr1sq

❚❤❡ ❢✉♥❝8♦1 SymApp´qr1sq ♣1❡9❡1✈❡9 9✐❢8❡❞ ❝♦❧✐♠✐89 ✐♥ ❝❤❛1❛❝8❡1✐98✐❝ ③❡1♦ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✉❝8✐✈❡ ♣1♦❝❡99

♣1♦✈❡9 8❤❛8 HA ♣1❡9❡1✈❡9 9✐❢8❡❞ ❝♦❧✐♠✐89 8♦♦✳

❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ 8♦ 81❡❛8 8❤❡ ❝❛9❡ ♦❢ ✜♥✐8❡ ❝♦♣1♦❞✉❝89✳ ❚❤❡ ✐♥✐8✐❛❧ ♦❜❥❡❝8 ✐9 ♦❜✈✐♦✉9❧② ♣1❡9❡1✈❡❞✳ ▲❡8

L “ L1 >L2
❜❡ ❛ ❝♦♣1♦❞✉❝8 ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜1❛9✳ ❲❡ ♣1♦✈❡❞ ✐♥ 1❡♠❛1❦ ✹✳✺ 8❤❛8 L1

❛♥ L2
❝❛♥ ❜❡ ✇1✐88❡♥

❛9 9✐❢8❡❞ ❝♦❧✐♠✐89 ♦❢ ♦❜❥❡❝89 ♦❢ dgLie
f,ft,ě1
A ✳ ■8 ✐9 8❤✉9 ❡♥♦✉❣❤ 8♦ ♣1♦✈❡ 8❤❛8 HA ♣1❡9❡1✈❡ 8❤❡ ❝♦♣1♦❞✉❝8

L “ L1 > L2
✇❤❡♥ L1

❛♥❞ L2
✭❛♥❞ 8❤✉9 L 8♦♦✮ ❛1❡ ✐♥ dgLie

f,ft,ě1
A ✳ ❚❤✐9 ❝♦11❡9♣♦♥❞9 8♦ 8❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦❝❛18❡9✐❛♥ ❞✐❛❣1❛♠

A //

��

A‘M 1r1s

��
A‘M2r1s // A‘ pM 1 ‘M2qr1s

✇❤❡1❡ M 1
❛♥❞ M2

❛1❡ ♦❜❥❡❝89 ♦❢ dgMod
f,ft,ě1
A ❣❡♥❡1❛8✐♥❣ L1

❛♥❞ L2
1❡9♣❡❝8✐✈❡❧②✳

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✹✳✷✾✳ ❚❤❡ ❝♦❧✐♠✐8✲♣1❡9❡1✈✐♥❣ ❢✉♥❝8♦1 CA ❜❡8✇❡❡♥ ♣1❡9❡♥8❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛8❡❣♦1✐❡9 ❛❞♠✐89 ❛

1✐❣❤8 ❛❞❥♦✐♥8 ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦8❡ ❜② DA✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✵✳ ▲❡- B Ñ A ❜❡ ❛ ♠♦$♣❤✐2♠ ♦❢ cdgaď0
k ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣$❛♠ ♦❢ p8, 1q✲❝❛-❡❣♦$✐❡2

❝♦♠♠✉-❡2✿

dgLie
good
B

CB //

AbB´
��

`
cdgaď0

B {B
˘op

AbB´
��

dgLie
good
A

CA // `cdgaď0
A {A

˘op

 !♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣1♦♣♦9✐8✐♦♥ ✹✳✷✹ ❣✐✈❡9 ❜✐18❤ 8♦ ❛ ♥❛8✉1❛❧ 81❛♥9❢♦1♠❛8✐♦♥ A bB CBp´q Ñ CApA bB ´q✳
▲❡8 L P dgLie

good
B ✳ ❚❤❡ B✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡ CApAbB Lq ✐9 ❡?✉✐✈❛❧❡♥8 8♦

CA

ˆ
Ab
B
L

˙
» HomBpHBpLq, Aq

❲❡ 8❤✉9 98✉❞② 8❤❡ ♥❛8✉1❛❧ ♠♦1♣❤✐9♠

φL : Ab
B
CBpLq Ñ HomBpHBpLq, Aq

✽✷



▲❡" ✉$ ❝♦♥$✐❞❡* "❤❡ ❝❛$❡ ♦❢ "❤❡ ❢*❡❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜*❛ L “ FreepBr´psq ✇✐"❤ p ě 1✳ ■❢ B ✐$ "❤❡ ❜❛$❡

✜❡❧❞ k "❤❡♥ HkpLq ✐$ ♣❡*❢❡❝" ✭❝♦*♦❧❧❛*② ✹✳✷✺✮ ❛♥❞ "❤❡ ♠♦*♣❤✐$♠ φL ✐$ ❛♥ ❡>✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■❢ B ✐$ ❛♥②

k✲❞❣✲❛❧❣❡❜*❛ "❤❡♥ L ✐$ ❡>✉✐✈❛❧❡♥" "♦ B bk Freepkr´psq ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✉$✐♥❣ ♣*♦♣♦$✐"✐♦♥ ✹✳✷✹ "❤❛"

φL ✐$ ❛♥ ❡>✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❚♦ ♣*♦✈❡ "❤❡ ❣❡♥❡*❛❧ ❝❛$❡ ♦❢ ❛♥② ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜*❛ ✐" ✐$ ♥♦✇ ❡♥♦✉❣❤ "♦ ❡♥$✉*❡ "❤❛" ✐❢ L1 Ð
L0 Ñ L2 ✐$ ❛ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜*❛$ $✉❝❤ "❤❛" φL1

✱ φL0
❛♥❞ φL2

❛*❡ ❡>✉✐✈❛❧❡♥❝❡$ "❤❡♥ $♦ ✐$

φL✱ ✇✐"❤ L “ L1 >L0
L2✳ ❯$✐♥❣ ♣*♦♣♦$✐"✐♦♥ ✹✳✷✽✱ ✇❡ $❡❡ ✐" ❝❛♥ ❜❡ "❡$"❡❞ ✐♥ dgModA ✐♥ ✇❤✐❝❤ "❡♥$♦*

♣*♦❞✉❝" ❛♥❞ ✜❜*❡ ♣*♦❞✉❝" ❝♦♠♠✉"❡✳

❈♦"♦❧❧❛"② ✹✳✸✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦'✐)❡ ❢✉♥❝)♦- CA FreeA : dgModA Ñ dgLieA Ñ
`
cdgaA{A

˘op
✐' ❡.✉✐✈❛✲

❧❡♥) )♦ )❤❡ ❢✉♥❝)♦- M Ñ A‘M_r´1s✳

*"♦♦❢✳ ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦*② dgModA ✐$ ❣❡♥❡*❛"❡❞ ✉♥❞❡* ✭$✐❢"❡❞✮ ❝♦❧✐♠✐"$ ❜② dgMod
f,ft,ě1
A ✳ ❚❤❡

❢✉♥❝"♦*$ ❛" ❤❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♦♥ dgMod
f,ft,ě1
A ❛♥❞ ❜♦"❤ ♣*❡$❡*✈❡ ❝♦❧✐♠✐"$✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✷✳ ❆''✉♠❡ A ✐' ♥♦❡)❤❡-✐❛♥✳ ▲❡) L ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜-❛ ♦✈❡- A✳ ❘❡❝❛❧❧ DA ❢-♦♠

❞❡✜♥✐)✐♦♥ ✹✳✷✾✳ ❚❤❡ ❛❞❥✉♥❝)✐♦♥ ✉♥✐) L Ñ DA CA L ✐' ❛ .✉❛'✐✲✐'♦♠♦-♣❤✐'♠✳

*"♦♦❢✳ ▲❡" ✉$ ✜*$" ♣*♦✈❡$ "❤❛" "❤❡ ♠♦*♣❤✐$♠ ❛" ❤❛♥❞ ✐$ ❡>✉✐✈❛❧❡♥"✱ ❛$ ❛ ♠♦*♣❤✐$♠ ♦❢ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡$✱

"♦ "❤❡ ♥❛"✉*❛❧ ♠♦*♣❤✐$♠ L Ñ L__
✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦$✐"❡ ❢✉♥❝"♦* ForgetADA :

`
cdgaA{A

˘op Ñ dgLieA Ñ
dgModA ✐$ *✐❣❤" ❛❞❥♦✐♥" "♦ CA FreeA✳ ❯$✐♥❣ ❝♦*♦❧❧❛*② ✹✳✸✶✱ ✇❡ $❡❡ "❤❛" ForgetADA ✐$ *✐❣❤" ❛❞❥♦✐♥"

"♦ "❤❡ ❝♦♠♣♦$✐"❡ ❢✉♥❝"♦*

dgModA
p´q_r´1s// dgMod

op
A

A‘´ // `cdgaA{A
˘op

❚❤❡ ❢✉♥❝"♦* p´q_r´1s ❛❞♠✐"$ ❛ *✐❣❤" ❛❞❥♦✐♥"✱ ♥❛♠❡❧② p´r1sq_
✇❤✐❧❡ A ‘ ´ ✐$ ❧❡❢" ❛❞❥♦✐♥" ✭❜❡✇❛*❡ ♦❢

"❤❡ ♦♣✬$✮ "♦

pA Ñ B Ñ Aq ÞÑ Ab
B
LB{A

■" ❢♦❧❧♦✇$ "❤❛" ForgetADA ✐$ ❡>✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ❢✉♥❝"♦* ✿

pA Ñ B Ñ Aq ÞÑ
ˆ
Ab
B
LB{Ar1s

˙_

❚❤❡ ❛❞❥✉♥❝"✐♦♥ ✉♥✐" L Ñ DA CA L ✐$ "❤✉$ ❞✉❛❧ "♦ ❛ ♠❛♣

f : LCA L{A b
CA L

A Ñ L_r´1s

❆$ $♦♦♥ ❛$ L ✐$ ❣♦♦❞ ❛♥❞ A ♥♦❡"❤❡*✐❛♥✱ "❤❡ ❝♦♠♣❧❡① CA L $❛"✐$✜❡$ "❤❡ ✜♥✐"❡♥❡$$ ❝♦♥❞✐"✐♦♥$ ♦❢

❧❡♠♠❛ ✹✳✶✹✳ ❲❡ ❝❛♥ $❛❢❡❧② ❛$$✉♠❡ "❤❛" L ✐$ ✈❡*② ❣♦♦❞✳ ❇❡❝❛✉$❡ L ✐$ ❛❧♠♦$" ✜♥✐"❡ ✭❛$ ❛ ❞❣✲▲✐❡

❛❧❣❡❜*❛✮✱ "❤❡*❡ ✐$ ❛ ❢❛♠✐❧② pniq ♦❢ ✐♥"❡❣❡*$ ❛♥❞ ❛♥ ✐$♦♠♦*♣❤✐$♠ ♦❢ ❣-❛❞❡❞ ♠♦❞✉❧❡$

L “
à
iě1

Anir´is

❚❤❡ ❞✉❛❧ L_
♦❢ L ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉"❡❞ ♥❛✐✈❡❧② ✭$✐♥❝❡ "❤❡ ✉♥❞❡*❧②✐♥❣ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ L ✐$ ❝♦✜❜*❛♥"✮✳ ❚❤❡

❞✉❛❧ L_
✐$ "❤❡♥ ✐$♦♠♦*♣❤✐❝ "♦

ś
iě1A

niris ✇✐"❤ ❛♥ ❡①"*❛ ❞✐✛❡*❡♥"✐❛❧✳ ❇❡❝❛✉$❡ A ✐♥ ❝♦♥❝❡♥"*❛"❡❞ ✐♥

♥♦♥ ♣♦$✐"✐✈❡ ❞❡❣*❡❡✱ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐"❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ "❡*♠$ ❝♦♥"*✐❜✉"❡ "♦ ❛ ✜①❡❞ ❞❡❣*❡❡ ✐♥ "❤✐$ ♣*♦❞✉❝"✳ ❚❤❡

❞✉❛❧ L_
✐$ ❤❡♥❝❡ ❡>✉✐✈❛❧❡♥" "♦

À
iě1A

niris ✭✇✐"❤ "❤❡ ❡①"*❛ ❞✐✛❡*❡♥"✐❛❧✮✳ ❚❤❡ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡ L_r´1s ✐$
❤❡♥❝❡ ❛♥ ❛❧♠♦$" ✜♥✐"❡ ❝❡❧❧✉❧❛* ♦❜❥❡❝"✳ ❇♦"❤ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ♦❢ "❤❡ ♠♦*♣❤✐$♠ f ❛*❡ "❤✉$ ❛❧♠♦$"

✜♥✐"❡ ❝❡❧❧✉❧❛* A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡$✳ ■" ✐$ "❤❡♥ ❡♥♦✉❣❤ "♦ ❝♦♥$✐❞❡* f bA l ❢♦* ❛♥② ✜❡❧❞ l ❛♥❞ ❛♥② ♠♦*♣❤✐$♠

A Ñ l

f b
A
l :

`
LCApLq{A bA

˘
b
A
l Ñ pLb lq_r´1s

✽✸



❚❤❡ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✵ ❣✐✈❡- ✉- /❤❡ ❡0✉✐✈❛❧❡♥❝❡ CApLq bA l » ClpL bA lq ❛♥❞ /❤❡ ♠♦5♣❤✐-♠ f bA l ✐- /❤✉-

❡0✉✐✈❛❧❡♥/ /♦ /❤❡ ♠♦5♣❤✐-♠

LClpLbAlq{l b l Ñ pLb lq_r´1s
❚❤✐- ❝❛-❡ ✐- ❡0✉✐✈❛❧❡♥/ /♦ ▲✉5✐❡✬- 5❡-✉❧/ ✹✳✶ ✭✐✐✮✳ ❲❡ ❣❡/ /❤❛/ f ✐- ❛♥ ❡0✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ /❤❛/ /❤❡ ❛❞❥✉♥❝/✐♦♥

♠♦5♣❤✐-♠ L Ñ DA CA L ✐- ❡0✉✐✈❛❧❡♥/ /♦ /❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣ L Ñ L__
✳

❲❡ ♥♦✇ ♣5♦✈❡ /❤❛/ L Ñ L__
✐- ❛♥ ❡0✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ -❛✇ ❛❜♦✈❡ /❤❡ ❡0✉✐✈❛❧❡♥❝❡ L_ » À

iě1A
niris✳

❚❤❡ ♥❛/✉5❛❧ ♠♦5♣❤✐-♠ L Ñ L__
/❤❡5❡❢♦5❡ ❝♦55❡-♣♦♥❞- /♦ /❤❡ ♠♦5♣❤✐-♠

à
iě1

Anir´is Ñ
ź

iě1

Anir´is

❙✐♥❝❡ A ✐- ♥♦❡/❤❡5✐❛♥✱ ✐/ ✐- ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❖♥❝❡ ♠♦5❡✱ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐/❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ /❡5♠-

❛❝/✉❛❧❧② ❝♦♥/5✐❜✉/❡ /♦ ❛ ✜①❡❞ ❞❡❣5❡❡ ❛♥❞ /❤❡ ♠❛♣ ❛❜♦✈❡ ✐- ❛ 0✉❛-✐✲✐-♦♠♦5♣❤✐-♠✳

❘❡♠❛$❦ ✹✳✸✸✳ ❚❤❡ ❜❛-❡ ❞❣✲❛❧❣❡❜5❛ A ♥❡❡❞- /♦ ❜❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦5 /❤❛/ ❧❡♠♠❛ /♦ ❜❡ /5✉❡✳

❚❛❦✐♥❣ H0pAq ♥♦❡/❤❡5✐❛♥ ❛♥❞ L “ FreepA2r´1sq✱ /❤❡ ❛❞❥✉♥❝/✐♦♥ ♠♦5♣❤✐-♠ ✐- ❡0✉✐✈❛❧❡♥/ /♦

L Ñ L__

✇❤✐❝❤ ✐- ♥♦/ ❛ 0✉❛-✐✲✐-♦♠♦5♣❤✐-♠ ✐❢ A ✐- ♥♦/ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞✳

✹✳✶✳✺ ❋♦&♠❛❧ *+❛❝❦ ♦✈❡& ❛ ❞❣✲❛❧❣❡❜&❛

❚❤5♦✉❣❤♦✉/ /❤✐- -❡❝/✐♦♥ A ✇✐❧❧ ❞❡♥♦/❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝/ ♦❢ cdgaď0
k ✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✸✹✳ ▲❡# dgExtA ❞❡♥♦#❡ #❤❡ ❢✉❧❧ +✉❜✲❝❛#❡❣♦1② ♦❢ cdgaď0
A {A +♣❛♥♥❡❞ ❜❡ #❤❡ #1✐✈✐❛❧ +6✉❛1❡

③❡1♦ ❡①#❡♥+✐♦♥+ A ‘ M ✱ ✇❤❡1❡ M ✐+ ❛ ❢1❡❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ✜♥✐#❡ #②♣❡ ❝♦♥❝❡♥#1❛#❡❞ ✐♥ ♥♦♥ ♣♦+✐#✐✈❡

❞❡❣1❡❡✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✸✺✳ ❆ ❢♦1♠❛❧ +#❛❝❦ ♦✈❡1 A ✐+ ❛ ❢✉♥❝#♦1 dgExt Ñ sSets ♣1❡+❡1✈✐♥❣ ✜♥✐#❡ ♣1♦❞✉❝#+✳ ❲❡

✇✐❧❧ ❞❡♥♦#❡ ❜② dStfA #❤❡ p8, 1q✲❝❛#❡❣♦1② ♦❢ +✉❝❤ ❢♦1♠❛❧ +#❛❝❦+✿

dStfA “ PΣpdgExt
op
A q

❘❡♠❛$❦ ✹✳✸✻✳ ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛#❡❣♦1② dStfA ✐+ U✲♣1❡+❡♥#❛❜❧❡✳

▲❡# A P cdgaď0
k ✳ ❋♦1 ❛♥② ❢♦1♠❛❧ +#❛❝❦ X ♦✈❡1 A ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥+✐❞❡1 #❤❡ ❢✉♥❝#♦1

´
dgMod

f,ft,ě1
A

¯op

Ñ sSets

M ÞÑXpA‘M_q

❋1♦♠ X ❜❡✐♥❣ ❛ ❢♦1♠❛❧ +#❛❝❦✱ #❤❡ ❢✉♥❝#♦1 ❛❜♦✈❡ ♣1❡+❡1✈❡+ ✜♥✐#❡ ♣1♦❞✉❝#+ ❛♥❞ ✐+ ❤❡♥❝❡ ✭+❡❡ ♣1♦♣♦+✐✲

#✐♦♥ ✹✳✹✮ 1❡♣1❡+❡♥#❡❞ ❜② ❛♥ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡✿ #❤❡ #❛♥❣❡♥# ♦❢ X ❛# ✐#+ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥#✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✸✼✳ ▲❡# A P cdgaď0
k ❛♥❞ ❧❡# S “ SpecA✳ ❚❤❡ #❛♥❣❡♥# ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❛ ❢♦1♠❛❧ +#❛❝❦ X ♦✈❡1

A ❛# #❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥# x ✐+ #❤❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡ TX{S,x 1❡♣1❡+❡♥#✐♥❣ #❤❡ ♣1♦❞✉❝#✲♣1❡+❡1✈✐♥❣ ❢✉♥❝#♦1

M ÞÑ XpA‘M_q

❘❡♠❛$❦ ✹✳✸✽✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧✐♥❦ #❤✐+ #❛♥❣❡♥# ✇✐#❤ #❤❡ ✉+✉❛❧ #❛♥❣❡♥# ♦❢ ❞❡1✐✈❡❞ ❆1#✐♥ +#❛❝❦+ ✐♥ 1❡♠❛1❦ ✹✳✶✺✳

,-♦♣♦/✐%✐♦♥ ✹✳✸✾✳ ▲❡( A ❜❡ ✐♥ cdgaď0
k ❛♥❞ ❧❡( S “ SpecA✳ ❚❤❡$❡ ✐0 ❛♥ ❛❞❥✉♥❝(✐♦♥

FA : dgLieA Õ dStfA : LA

0✉❝❤ (❤❛(

✽✹



• ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) ForgetA LA : dStfA Ñ dgLieA Ñ dgModA ✐+ ❡,✉✐✈❛❧❡♥' '♦ '❤❡ ❢✉♥❝'♦) X ÞÑ
TX{S,xr´1s ✇❤❡)❡ TX{S,x ✐+ '❤❡ '❛♥❣❡♥' ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ X ♦✈❡) S ❛' '❤❡ ♥❛'✉)❛❧ ♣♦✐♥' x ♦❢ X✳

• ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) LA ✐+ ❝♦♥+❡)✈❛'✐✈❡ ❛♥❞ ♣)❡+❡)✈❡+ +✐❢'❡❞ ❝♦❧✐♠✐'+✳ ■'+ )❡+')✐❝'✐♦♥ '♦ dgExt
op
A ✐+

❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❡,✉✐✈❛❧❡♥' '♦ DA✳

• ■❢ ♠♦)❡♦✈❡) A ✐+ ♥♦❡'❤❡)✐❛♥ '❤❡♥ '❤❡ ❢✉♥❝'♦)+ LA ❛♥❞ FA ❛)❡ ❡,✉✐✈❛❧❡♥❝❡+ ♦❢ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦)✐❡+✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✹✵✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ ❢♦'♠❛❧ *"❛❝❦ ♦✈❡' A✳ ❚❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜'❛ LAX ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ "❤❡ "❛♥❣❡♥"

▲✐❡ ❛❧❣❡❜'❛ ♦❢ X ✭♦✈❡' A✮✳

*+♦♦❢ ✭♦❢ ♣'♦♣♦*✐"✐♦♥ ✹✳✸✾✮✳ ▲❡" ✉* ♣'♦✈❡ "❤❡ ✜'*" ✐"❡♠✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦' CA '❡*"'✐❝"* "♦ ❛ ❢✉♥❝"♦'

CA : dgLie
f,ft,ě1
A Ñ dgExt

op
A

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦*❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞❡✜♥❡* ❛ ❢✉♥❝"♦' φ : dgLie
f,ft,ě1
A Ñ dStfA✳ ❚❤✐* ❧❛*"

❢✉♥❝"♦' ❡①"❡♥❞* ❜② *✐❢"❡❞ ❝♦❧✐♠✐"* "♦

FA : dgLieA » PΣpdgLief,ft,ě1
A q Ñ dStfA

❇❡❝❛✉*❡ CA ♣'❡*❡'✈❡* ❝♦♣'♦❞✉❝"*✱ "❤❡ ❢✉♥❝"♦' FA ❛❞♠✐"* ❛ '✐❣❤" ❛❞❥♦✐♥" LA ❣✐✈❡♥ ❜② '✐❣❤"✲❝♦♠♣♦*✐♥❣

❜② CA✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦*✐"❡ ❢✉♥❝"♦'

dStfA
LA // PΣpdgLief,ft,ě1

A q // PΣpdgMod
f,ft,ě1
A q » dgModA

"❤❡♥ ❝♦''❡*♣♦♥❞* "♦ "❤❡ ❢✉♥❝"♦'

X ÞÑ XpCApFreep´qqq » XpA‘ p´q_r´1sq

❚❤❡ ✉*❡ ♦❢ '❡♠❛'❦ ✹✳✻ ♣'♦✈❡* "❤❡ ✜'*" ✐"❡♠✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦'

CA :
´
dgLie

f,ft,ě1
A

¯op

Ñ dgExtA

✐* ❡**❡♥"✐❛❧❧② *✉'❥❡❝"✐✈❡✳ ❚❤✐* ✐♠♣❧✐❡* "❤❛" LA ✐* ❝♦♥*❡'✈❛"✐✈❡✳ ▲❡" ✉* ❝♦♥*✐❞❡' "❤❡ ❝♦♠♠✉"❛"✐✈❡

❞✐❛❣'❛♠

PΣpdgExt
op
A q

i

��

LA // PΣ

´
dgLie

f,ft,ě1
A

¯

j

��

PpdgExt
op
A q

C˚
A // P

´
dgLie

f,ft,ě1
A

¯

❚❤❡ ❢✉♥❝"♦'* i✱ j ❛♥❞ C˚
A ♣'❡*❡'✈❡ *✐❢"❡❞ ❝♦❧✐♠✐"* ❛♥❞ "❤❡'❡❢♦'❡ *♦ ❞♦❡* LA✳ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉* ♦♥ "❤❡ "❤✐'❞

✐"❡♠✳ ❇❡❝❛✉*❡ LA ✐* ❝♦♥*❡'✈❛"✐✈❡✱ ✐" *✉✣❝❡* "♦ ♣'♦✈❡ "❤❛" "❤❡ ✉♥✐" id Ñ LAFA ✐* ❛♥ ❡H✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡

❜♦"❤ LA ❛♥❞ FA ♣'❡*❡'✈❡* *✐❢"❡❞ ❝♦❧✐♠✐"*✱ "❤✐* ❝❛♥ ❜❡ "❡*"❡❞ ♦♥ ♣'♦❥❡❝"✐✈❡ ❝♦♠♣❛❝" ❣❡♥❡'❛"♦'*✱ ♥❛♠❡❧②

❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜'❛* L P dgLie
f,ft,ě1
A ✳ ❚❤❡ ♠♦'♣❤✐*♠ L Ñ LAFAL ✐* "❤❡♥ ❡H✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ❛❞❥✉♥❝"✐♦♥

✉♥✐" L Ñ DA CA L✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐"❤ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✷ ✉*✐♥❣ "❤❡ ♥♦❡"❤❡'✐❛♥ ❛**✉♠♣"✐♦♥✳

❯♥"✐❧ "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ "❤✐* *❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉* ♦♥ ♣'♦✈✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ♦❢ ❛ ❢♦'♠❛❧

*"❛❝❦ ✐* ❡H✉✐✈❛❧❡♥" "♦ ▲✉'✐❡✬* ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦'♠❛❧ ♠♦❞✉❧✐ ♣'♦❜❧❡♠ ✐♥ ❬❉❆●✲❳❪✱ ❛* *♦♦♥ ❛* "❤❡ ❜❛*❡

❞❣✲❛❧❣❡❜'❛ A ✐* ♥♦❡"❤❡'✐❛♥✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✹✶✳ ❆♥ ❛✉❣♠❡♥"❡❞ A✲❞❣✲❛❧❣❡❜'❛ B P cdgaď0
A {A ✐* ❝❛❧❧❡❞ ❛'"✐♥✐❛♥ ✐❢ "❤❡'❡ ✐* *❡H✉❡♥❝❡

B “ B0 Ñ . . . Ñ Bn “ A

✽✺



❛♥❞ ❢♦% 0 ď i ă n ❛♥ ✐♥'❡❣❡% pi ě 1 *✉❝❤ '❤❛'

Bi » Bi`1 ˆ
Arεpi s

A

✇❤❡%❡ Arεpis ❞❡♥♦'❡ '❤❡ '%✐✈✐❛❧ *1✉❛%❡ ③❡%♦ ❡①'❡♥*✐♦♥ A‘Arpis✳
❲❡ ❞❡♥♦'❡ ❜② dgArtA '❤❡ ❢✉❧❧ *✉❜❝❛'❡❣♦%② ♦❢ cdgaď0

A {A *♣❛♥♥❡❞ ❜② '❤❡ ❛%'✐♥✐❛♥ ❞❣✲❛❧❣❡❜%❛*✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✹✷✳ ❆ ❢♦%♠❛❧ ♠♦❞✉❧✐ ♣%♦❜❧❡♠ ♦✈❡% A ✐* ❛ ❢✉♥❝'♦%

X : dgArtA Ñ sSets

*❛'✐*❢②✐♥❣ '❤❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥*✿

✭❋✶✮ ❋♦% n ě 1 ❛♥❞ B P dgArtA{Arεns '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❛'✉%❛❧ ♠♦%♣❤✐*♠ ✐* ❛♥ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡✿

X

˜
B ˆ
Arεns

A

¸
„Ñ XpBq ˆ

XpArεnsq
XpAq

✭❋✷✮ ❚❤❡ *✐♠♣❧✐❝✐❛❧ *❡' XpAq ✐* ❝♦♥'%❛❝'✐❜❧❡✳

▲❡'

Č
dStfA ❞❡♥♦'❡ '❤❡ ❢✉❧❧ *✉❜❝❛'❡❣♦%② ♦❢ PpdgArt

op
A q *♣❛♥♥❡❞ ❜② '❤❡ ❢♦%♠❛❧ ♠♦❞✉❧✐ ♣%♦❜❧❡♠*✳ ❚❤✐* ✐*

❛♥ ❛❝❝❡**✐❜❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣%❡*❡♥'❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦%② PpdgArt
op
A q ♦❢ *✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♣%❡*❤❡❛✈❡* ♦✈❡%

dgArt
op
A ✳

*+♦♣♦-✐%✐♦♥ ✹✳✹✸✳ ▲❡" A P cdgaď0
k ❜❡ ♥♦❡"❤❡'✐❛♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢" ❑❛♥ ❡①"❡♥0✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐♥❝❧✉0✐♦♥ ❢✉♥❝"♦'

i : dgExtA Ñ dgArtA ✐♥❞✉❝❡0 ❛♥ ❡4✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦'✐❡0

j : dStfA Ñ Č
dStfA

*+♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❝'✉❛❧❧② ♣%♦✈❡ '❤❛' '❤❡ ❝♦♠♣♦*❡❞ ❢✉♥❝'♦%

f : dgLieA Ñ dStfA Ñ Č
dStfA

✐* ❛♥ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦% f ❛❞♠✐'* ❛ %✐❣❤' ❛❞❥♦✐♥' g “ LAi
˚
✳

●✐✈❡♥ n ě 1 ❛♥❞ ❛ ❞✐❛❣%❛♠ B Ñ Arεns Ð A ✐♥ dgArtA✱ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✷ ✐♠♣❧✐❡* '❤❛' '❤❡ ♥❛'✉%❛❧

♠♦%♣❤✐*♠

DApBq >
DApArεnsq

DApAq „Ñ DA

˜
B ˆ
Arεns

A

¸

✐* ❛♥ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❋♦% ❛♥② B P dgArtA '❤❡ ❛❞❥✉♥❝'✐♦♥ ♠♦%♣❤✐*♠ CADAB Ñ B P
`
cdgaď0

A {A
˘op

✐* '❤❡♥ ❛♥ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ◆♦'❡ '❤❛' ✐' ✐* ❛❝'✉❛❧❧② ❛ ♠❛♣ ♦❢ ❛✉❣♠❡♥'❡❞ ❝❞❣❛✬* B Ñ CADAB✳ ●✐✈❡♥

L P dgLieA '❤❡ ❢✉♥❝'♦% D˚ L : dgArtA Ñ sSets ❞❡✜♥❡❞ ❜② D˚pBq “ MappDApBq, Lq ✐* ❛ ❢♦%♠❛❧

♠♦❞✉❧✐ ♣%♦❜❧❡♠ ✭✇❡ ✉*❡ ❤❡%❡ '❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ♥❛'✉%❛❧ ♠♦%♣❤✐*♠ id Ñ D˚ g ♦❢ 8✲❢✉♥❝'♦%*

❢%♦♠ dStfA '♦ ✐'*❡❧❢ ✐* '❤❡%❡❢♦%❡ ❛♥ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ *❛♠❡ ❣♦❡* ❢♦% '❤❡ ♠♦%♣❤✐*♠ gD˚ Ñ id ♦❢

8✲❢✉♥❝'♦%* ❢%♦♠ dgLieA '♦ ✐'*❡❧❢✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦% g ✐* ❛♥ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ *♦ ✐* f ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ *♦ ✐* j✳

✹✳✷ ❚❛♥❣❡♥( ▲✐❡ ❛❧❣❡❜-❛

❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉* ♦♥ ❣❧✉✐♥❣ '❤❡ ❢✉♥❝'♦%* ❜✉✐❧' ✐♥ '❤❡ ♣%❡✈✐♦✉* *❡❝'✐♦♥✱ ♣%♦✈✐♥❣ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *'❛'❡♠❡♥'✳
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❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✶✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ ❞❡&✐✈❡❞ ❆&"✐♥ +"❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣&❡+❡♥"❛"✐♦♥✳ ❚❤❡♥ "❤❡&❡ ✐+ ❛ ▲✐❡

❛❧❣❡❜&❛ ℓX ♦✈❡& X ✇❤♦+❡ ✉♥❞❡&❧②✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ✐+ ❡;✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❡ +❤✐❢"❡❞ "❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡① TX r´1s ♦❢
X✳

▼♦&❡♦✈❡& ✐❢ f : X Ñ Y ✐+ ❛ ♠♦&♣❤✐+♠ ❜❡"✇❡❡♥ ❛❧❣❡❜&❛✐❝ +"❛❝❦+ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣&❡+❡♥"❛"✐♦♥ "❤❡♥

"❤❡&❡ ✐+ ❛ "❛♥❣❡♥" ▲✐❡ ♠♦&♣❤✐+♠ ℓX Ñ f˚ℓY ✳ ▼♦&❡ ♣&❡❝✐+❡❧②✱ "❤❡&❡ ✐+ ❛ ❢✉♥❝"♦&

X{dStArt,lfp
k Ñ ℓX{dgLieX

+❡♥❞✐♥❣ ❛ ♠❛♣ f : X Ñ Y "♦ ❛ ♠♦&♣❤✐+♠ ℓX Ñ f˚ℓY ✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡&❧②✐♥❣ ♠❛♣ ♦❢ ;✉❛+✐✲❝♦❤❡&❡♥" +❤❡❛✈❡+
✐+ ✐♥❞❡❡❞ "❤❡ "❛♥❣❡♥" ♠❛♣ ✭+❤✐❢"❡❞ ❜② ´1✮✳

✹✳✷✳✶ ❋♦&♠❛❧ *+❛❝❦* ❛♥❞ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜&❛* ♦✈❡& ❛ ❞❡&✐✈❡❞ ❆&+✐♥ *+❛❝❦

▲❡" A Ñ B ❜❡ ❛ ♠♦'♣❤✐+♠ ✐♥ cdgaď0
k ✳ ❚❤❡'❡ ✐+ ❛♥ ❡①❛❝" +❝❛❧❛' ❡①"❡♥+✐♦♥ ❢✉♥❝"♦' BbA´ : dgExtA Ñ

dgExtB ❛♥❞ "❤❡'❡❢♦'❡ ❛♥ ❛❞❥✉♥❝"✐♦♥

ˆ
B b

A
´

˙

!

: dStfA
//
dStfBoo :

ˆ
B b

A
´

˙˚

)$♦♣♦+✐-✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡&❡ ✐+ ❛ ♥❛"✉&❛❧ ❢✉♥❝"♦& dStf : cdgaď0
k Ñ PrL,U8 ♠❛♣♣✐♥❣ A "♦ dStfA✳ ❚❤❡&❡

♠♦&❡♦✈❡& ❡①✐+"+ ❛ ♥❛"✉&❛❧ "&❛♥+❢♦&♠❛"✐♦♥ F : dgLie Ñ dStf

)$♦♦❢✳ ▲❡" ✉+ '❡❝❛❧❧ "❤❡ ❝❛"❡❣♦'②

ş
dgLie ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ♣'♦♦❢ ♦❢ ♣'♦♣♦+✐"✐♦♥ ✹✳✽✳ ■"+ ♦❜❥❡❝"+ ❛'❡ ♣❛✐'+

pA,Lq ✇❤❡'❡ A P cdgaď0
k ❛♥❞ L P dgLieA✳

❲❡ ❞❡✜♥❡

ş`
cdga{́

˘op
"♦ ❜❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭✶✲✮❝❛"❡❣♦'②✳

• ❆♥ ♦❜❥❡❝" ✐+ ❛ ♣❛✐' pA,Bq ✇❤❡'❡ A P cdgaď0
k ❛♥❞ B P cdgaA{A✳

• ❆ ♠♦'♣❤✐+♠ pA,Bq Ñ pA1, B1q ✐+ ❛ ♠❛♣ A Ñ A1
"♦❣❡"❤❡' ✇✐"❤ ❛ ♠❛♣ B1 Ñ B bL

A A1
♦❢

A1
✲❞❣✲❛❧❣❡❜'❛+✳

❋'♦♠ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ✹✳✷✻✱ ✇❡ ❣❡" ❛ ❢✉♥❝"♦' C:
ş
dgLie Ñ

ş`
cdga{́

˘op
♣'❡+❡'✈✐♥❣ H✉❛+✐✲✐+♦♠♦'♣❤✐+♠+✳ ❚❤✐+

✐♥❞✉❝❡+ ❛ ❞✐❛❣'❛♠ ♦❢ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦'✐❡+
ş
dgLie

C //

$$

ş`
cdga{́

˘op

xx
cdgaď0

k

❘❡+"'✐❝"✐♥❣ "♦ "❤❡ ❢✉❧❧ +✉❜❝❛"❡❣♦'② +♣❛♥♥❡❞ ❜② ♣❛✐'+ pA,Lq ✇❤❡'❡ L P dgLie
f,ft,ě1
A ✱ ✇❡ ❣❡" ❛ ❢✉♥❝"♦'

ş
dgLief,ft,ě1 C // ş dgExtop

❯+✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✵✱ ✇❡ +❡❡ "❤❛" "❤✐+ ❧❛+" ❢✉♥❝"♦' ♣'❡+❡'✈❡+ ❝♦❈❛'"❡+✐❛♥ ♠♦'♣❤✐+♠+ ♦✈❡' cdgaď0
k ✳ ■"

❞❡✜♥❡+ ❛ ♥❛"✉'❛❧ "'❛♥+❢♦'♠❛"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ❢✉♥❝"♦'+ cdgaď0
k Ñ CatU8✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦"❤ "❤❡ ❢✉♥❝"♦'+ ❛" ❤❛♥❞

♠❛♣ H✉❛+✐✲✐+♦♠♦'♣❤✐+♠+ "♦ ❝❛"❡❣♦'✐❝❛❧ ❡H✉✐✈❛❧❡♥❝❡+✱ ✐" ❢❛❝"♦'+ "❤'♦✉❣❤ "❤❡ ❧♦❝❛❧✐+❛"✐♦♥ cdgaď0
k ♦❢

cdgaď0
k ✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛"✉'❛❧ "'❛♥+❢♦'♠❛"✐♦♥

cdgaď0
k

dgLief,ft,ě1

))

dgExtop

66��
CatU8

❈♦♠♣♦+✐♥❣ ✇✐"❤ "❤❡ +✐❢"❡❞ ❡①"❡♥+✐♦♥ ❢✉♥❝"♦' PΣ✱ ✇❡ ❣❡" ❛ ♥❛"✉'❛❧ "'❛♥+❢♦'♠❛"✐♦♥ F : dgLie »
PΣpdgLief,ft,ě1q Ñ dStf ✳
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❘❡♠❛$❦ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ●'♦)❤❡♥❞✐❡❝❦ ❝♦♥/)'✉❝)✐♦♥ ❞❡✜♥❡/ ❛ ❢✉♥❝)♦'

F :
ş
dgLie // ş dStf

♦✈❡' cdgaď0
k ✳ ◆♦)❡ )❤❛) ✇❡ ❛❧/♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣♦/✐)❡ ❢✉♥❝)♦'

G :
ş
dgLie // şpcdgaď0{́ qop h // ş dStf

✇❤❡'❡ h ✐/ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢'♦♠ )❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❢✉♥❝)♦'✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝)♦' F ✐/ ❜② ❞❡✜♥✐)✐♦♥ )❤❡ '❡❧❛)✐✈❡ ❧❡❢) ❑❛♥

❡①)❡♥/✐♦♥ ♦❢ )❤❡ '❡/)'✐❝)✐♦♥ ♦❢ G )♦

ş
dgLief,ft,ě1

✳ ■) ❢♦❧❧♦✇/ )❤❛) ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛)✉'❛❧ )'❛♥/❢♦'♠❛)✐♦♥

F Ñ G✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉/❡ )❤❛) ❢❛❝) ❛ ❢❡✇ ♣❛❣❡/ ❜❡❧♦✇✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝-♦$

dgLie : cdgaď0
k Ñ PrL,U8

✐0 ❛ 0-❛❝❦ ❢♦$ -❤❡ ✛2❝ -♦♣♦❧♦❣②✳

 !♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝)♦' dgLie ✐/ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐)❤ ❛ ❢♦'❣❡)❢✉❧ ♥❛)✉'❛❧ )'❛♥/❢♦'♠❛)✐♦♥ )♦ dgMod✱ )❤❡ /)❛❝❦

♦❢ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡/✳ ❚❤✐/ ❢♦'❣❡)❢✉❧ )'❛♥/❢♦'♠❛)✐♦♥ ✐/ ♣♦✐♥)✇✐/❡ ❝♦♥/❡'✈❛)✐✈❡ ❛♥❞ ♣'❡/❡'✈❡/ ❧✐♠✐)/✳ ❚❤✐/

✐♠♣❧✐❡/ )❤❛) dgLie ✐/ ❛❧/♦ ❛ /)❛❝❦✳

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✹✳✺✳ ▲❡) X ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜'❛✐❝ ❞❡'✐✈❡❞ /)❛❝❦✳ ❚❤❡ p8, 1q✲❝❛)❡❣♦'② ♦❢ ❢♦'♠❛❧ /)❛❝❦/ ♦✈❡' X ✐/

dStfX “ lim
SpecAÑX

dStfA

❚❤❡ p8, 1q✲❝❛)❡❣♦'② ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜'❛/ ♦✈❡' X ✐/

dgLieX “ lim
SpecAÑX

dgLieA

✇❤❡'❡ ❜♦)❤ ❧✐♠✐)/ ❛'❡ )❛❦❡♥ ✐♥ PrL,U8 ✳ ❚❤❡'❡ ✐/ ❛ ❝♦❧✐♠✐) ♣'❡/❡'✈✐♥❣ ❢✉♥❝)♦'

FX : dgLieX Ñ dStfX

■) ❛❞♠✐)/ ❛ '✐❣❤) ❛❞❥♦✐♥) ❞❡♥♦)❡❞ ❜② LX ✳

❘❡♠❛$❦ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝)♦' LX ♠❛② ♥♦) ❝♦♠♠✉)❡ ✇✐)❤ ❜❛/❡ ❝❤❛♥❣❡✳

✹✳✷✳✷ ❚❛♥❣❡♥( ▲✐❡ ❛❧❣❡❜-❛ ♦❢ ❛ ❞❡-✐✈❡❞ ❆-(✐♥ 3(❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐(❡ ♣-❡3❡♥✲

(❛(✐♦♥

▲❡) ✉/ ❝♦♥/✐❞❡' C )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛)❡❣♦'②✳

• ❆♥ ♦❜❥❡❝) ✐/ ❛ ♣❛✐' pA,F Ñ Gq ✇❤❡'❡ A ✐/ ✐♥ cdgaď0
k ❛♥❞ F Ñ G ✐/ ❛ ♠♦'♣❤✐/♠ ✐♥ )❤❡ ♠♦❞❡❧

❝❛)❡❣♦'② ♦❢ /✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♣'❡/❤❡❛✈❡/ ♦✈❡' cdgaď0
A ✳

• ❆ ♠♦'♣❤✐/♠ pA,F Ñ Gq Ñ pB,F 1 Ñ G1q ✐/ )❤❡ ❞❛)✉♠ ♦❢ ❛ ♠♦'♣❤✐/♠ A Ñ B )♦❣❡)❤❡' ✇✐)❤ ❛

❝♦♠♠✉)❛)✐✈❡ /H✉❛'❡

F //

��

F 1

��
G // G1

♦❢ ♣'❡/❤❡❛✈❡/ ♦✈❡' cdgaď0
B

✽✽



❲❡ "❡#

ş
PpdAffq∆

1

#♦ ❜❡ #❤❡ p8, 1q✲❧♦❝❛❧✐③❛#✐♦♥ ♦❢ C ❛❧♦♥❣ ✇❡❛❦ ❡2✉✐✈❛❧❡♥❝❡" ♦❢ ♣6❡"❤❡❛✈❡"✳ ❚❤❡
♥❛#✉6❛❧ ❢✉♥❝#♦6

ş
PpdAffq∆

1

Ñ cdgaď0
k ✐" ❛ ❝♦❈❛6#❡"✐❛♥ ✜❜6❛#✐♦♥ ❝❧❛""✐✜❡❞ ❜② #❤❡ ❢✉♥❝#♦6 A ÞÑ

PpdAffAq∆1

✳

▲❡# D ❞❡♥♦#❡ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛#❡❣♦6②✳

• ❆♥ ♦❜❥❡❝# ✐" ❛ ♣❛✐6 pA,F q ✇❤❡6❡ F ✐" ❛ "✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♣6❡"❤❡❛❢ ♦✈❡6 #❤❡ ♦♣♣♦"✐#❡ ❝❛#❡❣♦6② ♦❢ ♠♦6✲
♣❤✐"♠" ✐♥ cdgaď0

A ✳

• ❆ ♠♦6♣❤✐"♠ pA,F q Ñ pB,Gq ✐" ❛ ♠♦6♣❤✐"♠ A Ñ B ❛♥❞ ❛ ♠❛♣ F Ñ G ❛" "✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♣6❡"❤❡❛✈❡"

♦✈❡6 pcdgaď0
B qop∆

1

✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦#❡ ❜②

ş
P

´
dAff∆1

¯
#❤❡ p8, 1q✲❝❛#❡❣♦6② ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢6♦♠ D ❜② ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✇❡❛❦ ❡2✉✐✈✲

❛❧❡♥❝❡"✳ ❚❤❡ ♥❛#✉6❛❧ ❢✉♥❝#♦6

ş
P

´
dAff∆1

¯
Ñ cdgaď0

k ✐" ❛ ❝♦❈❛6#❡"✐❛♥ ✜❜6❛#✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✼✳ ❚❤❡#❡ ✐% ❛ #❡❧❛(✐✈❡ ❛❞❥✉♥❝(✐♦♥

f :

ż
P

´
dAff∆1

¯
Õ

ż
PpdAffq∆

1

: g

♦✈❡# cdgaď0
k ✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡%❝#✐❜❡❞ ♦♥ (❤❡ ✜❜❡#% ❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ▲❡( A P cdgaď0

k ✳ ❚❤❡ ❧❡❢( ❛❞❥♦✐♥( fA ✐%

❣✐✈❡♥ ♦♥ ♠♦#♣❤✐%♠% ❜❡(✇❡❡♥ ❛✣♥❡ %❝❤❡♠❡% (♦ (❤❡ ❝♦##❡%♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦#♣❤✐%♠ ♦❢ #❡♣#❡%❡♥(❛❜❧❡ ❢✉♥❝(♦#%✳

❚❤❡ #✐❣❤( ❛❞❥♦✐♥( gA ♠❛♣% ❛ ♠♦#♣❤✐%♠ F Ñ G (♦ (❤❡ #❡♣#❡%❡♥(❛❜❧❡ %✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♣#❡%❤❡❛❢

Mapp´, F Ñ Gq

'(♦♦❢✳ ▲❡# ✉" ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝#♦6 C Ñ D ♠❛♣♣✐♥❣ pA,F Ñ Gq #♦ #❤❡ ❢✉♥❝#♦6

pS Ñ T q ÞÑ MappS Ñ T, F Ñ Gq

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡6✐✈❡ #❤✐" ❢✉♥❝#♦6 ✭6❡♣❧❛❝✐♥❣ #❤❡6❡❢♦6❡ F Ñ G ✇✐#❤ ❛ ✜❜6❛♥# 6❡♣❧❛❝❡♠❡♥#✮✳ ❲❡ ❣❡# ❛

❢✉♥❝#♦6

g :

ż
PpdAffq∆

1

Ñ
ż
P

´
dAff∆1

¯

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉#❡" ✇✐#❤ #❤❡ ♣6♦❥❡❝#✐♦♥" #♦ cdgaď0
k ✳ ▲❡# A ❜❡ ✐♥ cdga

ď0
k ❛♥❞ ❧❡# gA ❜❡ #❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝#♦6

PpdAffAq∆1 Ñ P

´
dAff∆1

A

¯

■# ♥❛#✉6❛❧❧② ❛❞♠✐#" ❛ ❧❡❢# ❛❞❥♦✐♥#✳ ◆❛♠❡❧② #❤❡ ❧❡❢# ❑❛♥ ❡①#❡♥"✐♦♥ fA #♦ #❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

dAff∆1

A Ñ PpdAffAq∆1

❋♦6 ❛♥② ♠♦6♣❤✐"♠ A Ñ B ✐♥ cdgaď0
k ✱ #❤❡6❡ ✐" ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦6♣❤✐"♠

fB

ˆˆ
B b

A
´

˙

!

X

˙
Ñ

ˆ
B b

A
´

˙

!

fApXq

✇❤✐❝❤ ✐" ❛♥ ❡2✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❬❲❤❡♥ X “ SpecA1 Ñ SpecA2
✐" 6❡♣6❡"❡♥#❛❜❧❡ #❤❡♥ ❜♦#❤ ❧❡❢# ❛♥❞ 6✐❣❤# ❤❛♥❞

"✐❞❡" ❛6❡ ❡2✉✐✈❛❧❡♥# #♦ SpecB1 Ñ SpecB2
✇❤❡6❡ B1 “ B bA A

1
❛♥❞ B2 “ B bA A

2
❪✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡#❡

#❤❡ ♣6♦♦❢ ✉"✐♥❣ ❬❍❆❧❣✱ ✽✳✷✳✸✳✶✶❪✳

▲❡# ♥♦✇

ş ˚{PpdAffq Ñ cdgaď0
k ❞❡♥♦#❡ #❤❡ ❝♦❈❛6#❡"✐❛♥ ✜❜6❛#✐♦♥ ❝❧❛""✐✜❡❞ ❜② #❤❡ "✉❜❢✉♥❝#♦6

A ÞÑ SpecpAq{PpdAffAq ♦❢ PpdAffq∆1

✳ ▲❡# ❛❧"♦

ş
PpdAff˚q ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ "✐♠✐❧❛6❧② #♦

ş
PpdAff∆1q✳ ■#

✐" ❝❧❛""✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝#♦6

A ÞÑ P

´
SpecA{dAffA

¯

✽✾



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✽✳ ❚❤❡ ❛❞❥✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✹✳✼ ✐♥❞✉❝❡2 ❛ 3❡❧❛)✐✈❡ ❛❞❥✉♥❝)✐♦♥

ż
P

`
dAff˚˘

Õ

ż
˚{PpdAffq

♦✈❡3 cdgaď0
k ✳ ■) ♠♦3❡♦✈❡3 ✐♥❞✉❝❡2 ❛ ♥❛)✉3❛❧ )3❛♥2❢♦3♠❛)✐♦♥

cdgaď0
k

PpdAff˚q
))

˚{PpdAffq
66��
CatV8

 !♦♦❢✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ %❤❡ '❡(%'✐❝%✐♦♥ ❢✉♥❝%♦'ż
P

´
dAff∆1

¯
Ñ

ż
PpdAff˚q

■% ❛❞♠✐%( ❛ ✜❜❡'✇✐(❡ ❧❡❢% ❛❞❥♦✐♥%✱ ♥❛♠❡❧② %❤❡ ❧❡❢% ❑❛♥ ❡①%❡♥(✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉%❡( ✇✐%❤ ❜❛(❡ ❝❤❛♥❣❡✳

❚❤✐( ❞❡✜♥❡( ✕ ✉(✐♥❣ ❬❍❆❧❣✱ ✽✳✸✳✷✳✶✶❪ ✕ ❛ '❡❧❛%✐✈❡ ❧❡❢% ❛❞❥♦✐♥%

ż
PpdAff˚q Ñ

ż
P

´
dAff∆1

¯

❈♦♠♣♦(✐♥❣ ✇✐%❤ %❤❡ '❡❧❛%✐✈❡ ❛❞❥✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✹✳✼✱ ✇❡ ❣❡% ❛ '❡❧❛%✐✈❡ ❛❞❥✉♥❝%✐♦♥

ż
PpdAff˚q Õ

ż
PpdAffq∆1

❚❤❡ ❧❡❢% ❛❞❥♦✐♥% ❢❛❝%♦'( %❤'♦✉❣❤

ş ˚{PpdAffq ❛♥❞ %❤❡ ❝♦♠♣♦(❡❞ ❢✉♥❝%♦'
ż

˚{PpdAffq Ñ
ż
PpdAffq∆1 Ñ

ż
PpdAff˚q

✐( ✐%( '❡❧❛%✐✈❡ '✐❣❤% ❛❞❥♦✐♥%✳ ■% ❢♦❧❧♦✇( %❤❛% %❤❡ ❢✉♥❝%♦'

ş
PpdAff˚q Ñ

ş ˚{PpdAffq ♣'❡(❡'✈❡( ❝♦❈❛'%❡✲
(✐❛♥ ♠♦'♣❤✐(♠( ♦✈❡' cdgaď0

k ✳ ❲❡ ❣❡% ❛ ♥❛%✉'❛❧ %'❛♥(❢♦'♠❛%✐♦♥

cdgaď0
k

PpdAff˚q
))

˚{PpdAffq
66��
CatV8

❆( ❜♦%❤ ❢✉♥❝%♦'( ❛% ❤❛♥❞ ♠❛♣ K✉❛(✐✲✐(♦♠♦'♣❤✐(♠( ♦❢ ❝❞❣❛✬( %♦ ❡K✉✐✈❛❧❡♥❝❡( ♦❢ ❝❛%❡❣♦'✐❡(✱ ✐% ❢❛❝%♦'(

%❤'♦✉❣❤ %❤❡ ❧♦❝❛❧✐(❛%✐♦♥ cdgaď0
k ♦❢ cdga

ď0
k ✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✾✳ ▲❡) X ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜3❛✐❝ ❞❡3✐✈❡❞ 2)❛❝❦✳ ❚❤❡3❡ ❛3❡ ❢✉♥❝)♦32

φ : X{PpdAffkq{X Ñ lim
SpecAÑX

SpecA{PpdAffAq

❛♥❞

θ : lim
SpecAÑX

SpecA{PpdAffAq Ñ lim
SpecAÑX

P
`
dAff˚

A

˘

 !♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝%♦' φ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜② %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥(%'✉❝%✐♦♥✿

X{PpdAffkq{X Ñ lim
SpecAÑX

SpecA{PpdAffkq{SpecA » lim
SpecAÑX

SpecA{PpdAffAq

❚❤❡ (❡❝♦♥❞ ❢✉♥❝%♦' ✐( ❝♦♥(%'✉❝%❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✳ ❋'♦♠ ♣'♦♣♦(✐%✐♦♥ ✹✳✽ ✇❡ ❣❡% ❛ ❢✉♥❝%♦'

lim
SpecAÑX

P
`
dAff˚

A

˘
Ñ lim

SpecAÑX

SpecA{PpdAffAq

■% ♣'❡(❡'✈❡( ❝♦❧✐♠✐%( ❛♥❞ ❜♦%❤ ❧❡❢% ❛♥❞ '✐❣❤% ❤❛♥❞ (✐❞❡( ❛'❡ ♣'❡(❡♥%❛❜❧❡✳ ■% %❤✉( ❛❞♠✐%( ❛ '✐❣❤% ❛❞❥♦✐♥%

θ✳

✾✵



❘❡♠❛$❦ ✹✳✶✵✳ ◆♦&❡ &❤❛& &❤❡ ❢✉♥❝&♦. θ ❝♦♠♠✉&❡0 ✇✐&❤ ❜❛0❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❞.❛✇ &❤❡ ❝♦♠♠✉✲

&❛&✐✈❡ ❞✐❛❣.❛♠ ✭✇❤❡.❡ S Ñ T ✐0 ❛ ♠♦.♣❤✐0♠ ❜❡&✇❡❡♥ ❛✣♥❡ ❞❡.✐✈❡❞ 0❝❤❡♠❡0✮

T {PpdAffkq{T //

��

P
`
T {PpdAffkq{T

˘ //

��

P
`
T {dAffk{T

˘

��
S{PpdAffkq{S // P

`
S{PpdAffkq{S

˘ // P
`
S{dAff{S

˘

❚❤❡ ❧❡❢& ❤❛♥❞ 0✐❞❡ 0?✉❛.❡ ❝♦♠♠✉&❡0 ❜② ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ❜❛0❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ .✐❣❤& ❤❛♥❞ 0✐❞❡ 0?✉❛.❡ ❛❧0♦

❝♦♠♠✉&❡0 ❛0 &❤❡ .❡0&.✐❝&✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ❢❛✐&❤❢✉❧ ❢✉♥❝&♦. ♣.❡0❡.✈❡0 ❜❛0❡ ❝❤❛♥❣❡✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✶✶✳ ▲❡& X ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜.❛✐❝ ❞❡.✐✈❡❞ 0&❛❝❦✳ ▲❡& ✉0 ❞❡✜♥❡ &❤❡ ❢♦.♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡&✐♦♥ ❢✉♥❝&♦.

p´qf : X{PpdAffkq{X Ñ lim
SpecAÑX

PppdgExtAqopq

❛0 &❤❡ ❝♦♠♣♦0❡❞ ❢✉♥❝&♦.

X{PpdAffkq{X Ñ lim
SpecAÑX

SpecA{PpdAffAq

Ñ lim
SpecAÑX

P
`
dAff˚

A

˘

Ñ lim
SpecAÑX

PppdgExtAqopq

❘❡♠❛$❦ ✹✳✶✷✳ ▲❡& u : S “ SpecA Ñ X ❜❡ ❛ ♣♦✐♥&✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝&♦. u˚p´qf ♠❛♣0 ❛ ♣♦✐♥&❡❞ 0&❛❝❦ Y ♦✈❡.

X &♦ &❤❡ ❢✉♥❝&♦. dgExtA Ñ sSets

B ÞÑ MapS{´{XpSpecB, Y q

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✶✸✳ ▲❡& X ❜❡ ❛ ❞❡.✐✈❡❞ ❆.&✐♥ 0&❛❝❦✳ ▲❡& dSt
˚,Art
X ❞❡♥♦&❡ &❤❡ ❢✉❧❧ 0✉❜✲❝❛&❡❣♦.② ♦❢

X{PpdAffq{X 0♣❛♥♥❡❞ ❜② &❤♦0❡ X Ñ Y Ñ X 0✉❝❤ &❤❛& Y ✐0 ❛ ❞❡.✐✈❡❞ ❆.&✐♥ 0&❛❝❦ ♦✈❡. X✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✹✳ ❚❤❡ $❡)*$✐❝*✐♦♥ ♦❢ p´qf *♦ dSt
˚,Art
X ❤❛) ✐♠❛❣❡ ✐♥ dStfX ✳

./♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ &♦ ♣.♦✈❡ &❤❛& ✇❤❡♥❡✈❡. Y ✐0 ❛ ♣♦✐♥&❡❞ ❛❧❣❡❜.❛✐❝ 0&❛❝❦ ♦✈❡. X &❤❡♥ Y f
✐0 ❢♦.♠❛❧ ♦✈❡.

X✳ ❇❡❝❛✉0❡ ♦❢ .❡♠❛.❦ ✹✳✶✵✱ ✐& 0✉✣❝❡0 &♦ &.❡❛& &❤❡ ❝❛0❡ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ❜❛0❡✳ ❚❤❡ .❡0✉❧& &❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇0 ❢.♦♠

&❤❡ ❡①✐0&❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜0&.✉❝&✐♦♥ &❤❡♦.② ❢♦. Y Ñ X✳

❘❡♠❛$❦ ✹✳✶✺✳ ▲❡& X “ SpecA ❛♥❞ ❧❡& X
yÑ Y Ñ X P dSt

˚,Art
X ✳ ▲❡& ✉0 ❛00✉♠❡ &❤❛& Y ✐0 ❧♦❝❛❧❧② ♦❢

✜♥✐&❡ ♣.❡0❡♥&❛&✐♦♥ ♦✈❡. A✳ ❚❤❡ &❛♥❣❡♥& TY f{X,y ♦❢ &❤❡ ❢♦.♠❛❧ 0&❛❝❦ Y f
♦✈❡. X ✭0❡❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ✹✳✸✼✮ ✐0

❡?✉✐✈❛❧❡♥& &♦ &❤❡ &❛♥❣❡♥& TY {X,y ♦❢ Y ❛& y ♦✈❡. X✳ ❇② ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ✭0❡❡ ❬❍❆●✷✱ ✶✳✹✳✶✳✶✹❪✮✱ &❤❡ &❛♥❣❡♥&

❝♦♠♣❧❡① TY {X,y ❝♦.❡♣.❡0❡♥&0 &❤❡ ❢✉♥❝&♦.

DerY {XpX, p´q_q : dgMod
op
A Ñ sSets

M ÞÑ MapX{´{XpXrM_s, Y q

✇❤❡.❡ XrM_s ✐0 &❤❡ &.✐✈✐❛❧ 0?✉❛.❡ ③❡.♦ ❡①&❡♥0✐♦♥ SpecpA‘M_q✳ ❯0✐♥❣ ♣.♦♣♦0✐&✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ✐& ✐0

❛❝&✉❛❧❧② ❞❡&❡.♠✐♥❡❞ ❜② &❤❡ .❡0&.✐❝&✐♦♥ ♦❢ DerY {XpX, p´q_q &♦ pdgMod
f,ft,ě1
A qop✳ ❖♥ &❤❡ ♦&❤❡. ❤❛♥❞✱

&❤❡ ❢♦.♠❛❧ 0&❛❝❦ Y f
✐0 &❤❡ ❢✉♥❝&♦.

dgExtA Ñ sSets

B ÞÑ MapX{´{XpSpecB, Y q

❖✉. ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇0 ❢.♦♠ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ✹✳✸✼✳

✾✶



❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✶✻✳ ▲❡" X ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜(❛✐❝ +"❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣(❡+❡♥"❛"✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐"+ "❛♥❣❡♥" ▲✐❡

❛❧❣❡❜(❛ ❛+ "❤❡ X✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜(❛

ℓX “ LX

´
pX ˆXqf

¯

✇❤❡(❡ "❤❡ ♣(♦❞✉❝" X ˆX ✐+ ❛ ♣♦✐♥"❡❞ +"❛❝❦ ♦✈❡( X "❤(♦✉❣❤ "❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ "❤❡ ✜(+" ♣(♦❥❡❝"✐♦♥✳

+,♦♦❢ ✭♦❢ "❤❡♦(❡♠ ✹✳✶✮✳ ▲❡" ✉+ ❞❡♥♦"❡ Y “ X ˆ X ❛♥❞ ❧❡" u : S “ SpecA Ñ X ❜❡ ❛ ♣♦✐♥"✳ ❚❤❡ ❞❡✲

(✐✈❡❞ +"❛❝❦ X ❤❛+ ❛ ❣❧♦❜❛❧ "❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ "❤❡ ♥❛"✉(❛❧ ♠♦(♣❤✐+♠ u˚ℓX “ u˚LXY f Ñ LApu˚Y fq
✐+ ❛♥ ❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦( u˚Y f

♠❛♣+ B ✐♥ dgExtA "♦

MapS{´{XpSpecB,X ˆXq » MapS{pSpecB,Xq

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ✉+✐♥❣ ❝♦(♦❧❧❛(② ✹✳✸✶ "❤❛" "❤❡ ✉♥❞❡(❧②✐♥❣ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ LApu˚Y fq "❤❡(❡❢♦(❡ (❡♣(❡+❡♥"+
"❤❡ ❢✉♥❝"♦(

dgMod
f,ft,ě1
A Ñ sSets

M ÞÑ MapS{pSpecpA‘M_r´1sq, Xq

❯+✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ "❤❛" X ❤❛+ ❛ ❣❧♦❜❛❧ "❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡① ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ "❤❛" "❤❡ ✉♥❞❡(❧②✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ℓX
✐+ ✐♥❞❡❡❞ TX r´1s✳

▲❡" ✉+ ♥♦✇ ❝♦♥+✐❞❡( "❤❡ ❢✉♥❝"♦(

X{dStArt,lfp Ñ dSt
˚,Art
X

♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ♠♦(♣❤✐+♠ X Ñ Z "♦ "❤❡ +"❛❝❦ XˆZ ♣♦✐♥"❡❞ ❜② "❤❡ ❣(❛♣❤ ♠❛♣ X Ñ XˆZ ❛♥❞ ❡♥❞♦✇❡❞

✇✐"❤ "❤❡ ♣(♦❥❡❝"✐♦♥ ♠♦(♣❤✐+♠ "♦ X✳ ❈♦♠♣♦+✐♥❣ "❤✐+ ❢✉♥❝"♦( ✇✐"❤ p´qf ❛♥❞ LX ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡" "❤❡

✇❛♥"❡❞ ❢✉♥❝"♦(

X{dStArt,lfp Ñ ℓX{dgLieX
❖❜+❡(✈✐♥❣ "❤❛" X ˆ Z ✐+ ❡B✉✐✈❛❧❡♥" "♦ X ˆZ pZ ˆ Zq ❛♥❞ ❜❡❝❛✉+❡ Z ❤❛+ ❛ ❣❧♦❜❛❧ "❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡①✱

✇❡ ❞❡❞✉❝❡

LX

´
pX ˆ Zqf

¯
» u˚ℓZ

▲❡" ✉+ ✜♥❛❧❧② ♥♦"❡ "❤❛" "❤❡ ✉♥❞❡(❧②✐♥❣ ♠❛♣ ♦❢ B✉❛+✐✲❝♦❤❡(❡♥" +❤❡❛✈❡+ ✐+ "❤❡ "❛♥❣❡♥" ♠❛♣ +❤✐❢"❡❞ ❜②

´1✳

✹✳✷✳✸ ❉❡&✐✈❡❞ ❝❛,❡❣♦&✐❡/ ♦❢ ❢♦&♠❛❧ /,❛❝❦/

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ "❤✐+ +✉❜+❡❝"✐♦♥ ✐+ "♦ ♣(♦✈❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❚❤❡♦,❡♠ ✹✳✶✼✳ ▲❡" X ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜(❛✐❝ +"❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐"❡ ♣(❡+❡♥"❛"✐♦♥✳ ❚❤❡(❡ ✐+ ❛ ❝♦❧✐♠✐" ♣(❡+❡(✈✐♥❣

♠♦♥♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝"♦(

RepX : QcohpXq Ñ dgRepXpℓXq

✇❤❡(❡ dgRepXpℓXq ✐+ "❤❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦(② ♦❢ (❡♣(❡+❡♥"❛"✐♦♥+ ♦❢ ℓX ✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ "❤❡ ❢✉♥❝"♦( RepX ✐+ ❛

(❡"(❛❝" ♦❢ "❤❡ ❢♦(❣❡"❢✉❧ ❢✉♥❝"♦(✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♣(♦✈❡ "❤✐+ "❤❡♦(❡♠ ❛" "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ "❤❡ +✉❜+❡❝"✐♦♥✳ ❋♦( ♥♦✇✱ ❧❡" ✉+ +"❛"❡ ❛♥❞ ♣(♦✈❡ ❛ ❢❡✇

✐♥"❡(♠❡❞✐❛"❡ (❡+✉❧"+✳ ▲❡" A ❜❡ ❛♥② cdgaď0
k ❛♥❞ L P dgLieA✳ ❚❤❡ ❝❛"❡❣♦(② dgRepApLq ♦❢ (❡♣(❡+❡♥✲

"❛"✐♦♥+ ♦❢ L ✐+ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐"❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛"♦(✐❛❧ ♠♦❞❡❧ +"(✉❝"✉(❡ ❢♦( ✇❤✐❝❤ ❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡+ ❛(❡ ❡①❛❝"❧② "❤❡

L✲❡B✉✐✈❛(✐❛♥" B✉❛+✐✲✐+♦♠♦(♣❤✐+♠+ ❛♥❞ ❢♦( ✇❤✐❝❤ "❤❡ ✜❜(❛"✐♦♥+ ❛(❡ "❤♦+❡ ♠❛♣+ +❡♥" ♦♥"♦ ✜❜(❛"✐♦♥+ ❜②

"❤❡ ❢♦(❣❡"❢✉❧ ❢✉♥❝"♦( "♦ dgModA✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✶✽✳ ▲❡" ✉+ ❞❡♥♦"❡ ❜② dgRepApLq "❤❡ ✉♥❞❡(❧②✐♥❣ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦(② ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛"❡❣♦(②
dgRepApLq✳

✾✷



▲❡♠♠❛ ✹✳✶✾✳ ▲❡" L ❜❡ ❛♥ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜+❛✳ ❚❤❡+❡ ✐/ ❛ ◗✉✐❧❧❡♥ ❛❞❥✉♥❝"✐♦♥

fAL : dgModCA L
Õ dgRepApLq : gAL

●✐✈❡♥ ❜②

fAL : V ÞÑ UA

ˆ
Arηs b

A
L

˙
b

CA L
V

gAL : M ÞÑ HomL

ˆ
UA

ˆ
Arηs b

A
L

˙
,M

˙

✇❤❡+❡ ArηsbAL ✐/ ❛/ ✐♥ /✉❜/❡❝"✐♦♥ ✹✳✶✳✹ ❛♥❞ HomL ❞❡♥♦"❡/ "❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❞❣✲+❡♣+❡/❡♥"❛"✐♦♥/

♦❢ L✳

❘❡♠❛+❦ ✹✳✷✵✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ gAL pMq ✐+ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦0 1❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② RHomLpA,Mq ♦❢ L ✇✐1❤ ✈❛❧✉❡+ ✐♥

M ✳

()♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢❛❝1 1❤❛1 fAL ❛♥❞ gAL ❛0❡ ❛❞❥♦✐♥1 ❢✉♥❝1♦0+ ✐+ ✐♠♠❡❞✐❛1❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝1♦0 fAL ♣0❡+❡0✈❡+ :✉❛+✐✲

✐+♦♠♦0♣❤✐+♠+ ✭+❡❡ 1❤❡ ♣0♦♦❢ ♦❢ ♣0♦♣♦+✐1✐♦♥ ✹✳✷✸✮ ❛♥❞ ✜❜0❛1✐♦♥+✳ ❚❤✐+ ✐+ 1❤❡0❡❢♦0❡ ❛ ◗✉✐❧❧❡♥ ❛❞❥✉♥❝1✐♦♥✳

❘❡♠❛+❦ ✹✳✷✶✳ ❚❤❡ ❝❛1❡❣♦0② dgRepApLq ✐+ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐1❤ ❛ +②♠♠❡10✐❝ 1❡♥+♦0 ♣0♦❞✉❝1✳ ■❢ M ❛♥❞ N ❛0❡

1✇♦ ❞❣✲0❡♣0❡+❡♥1❛1✐♦♥+ ♦❢ L✱ 1❤❡♥ M bA N ✐+ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐1❤ 1❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛❝1✐♦♥ ♦❢ L✳ ❚❤❡ ❝❛1❡❣♦0②

dgModCA L
✐+ ❛❧+♦ +②♠♠❡10✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧✳ ▼♦0❡♦✈❡0✱ ❢♦0 ❛♥② ♣❛✐0 ♦❢ L✲❞❣✲0❡♣0❡+❡♥1❛1✐♦♥+ M ❛♥❞ N ✱

1❤❡0❡ ✐+ ❛ ♥❛1✉0❛❧ ♠♦0♣❤✐+♠

gAL pMq b
CA L

gLpNq Ñ gAL

ˆ
M b

A
N

˙

❚❤✐+ ♠❛❦❡+ gAL ✐♥1♦ ❛ ✇❡❛❦ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝1♦0✳ ■♥ ♣❛01✐❝✉❧❛0✱ 1❤❡ ❢✉♥❝1♦0 gAL ❞❡✜♥❡+ ❛ ❢✉♥❝1♦0 dgLieL Ñ
dgLieCApLq✱ ❛❧+♦ ❞❡♥♦1❡❞ gAL ✳

()♦♣♦-✐/✐♦♥ ✹✳✷✷✳ ▲❡" L ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜+❛ ♦✈❡+ A✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢✉♥❝"♦+

fAL : dgModCA L
Ñ dgRepApLq

♦❢ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦+✐❡/ ✐/ ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧✳

()♦♦❢✳ ■♥ 1❤✐+ ♣0♦♦❢✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇0✐1❡ f ✐♥+1❡❛❞ ♦❢ fAL ✳ ▲❡1 B ❞❡♥♦1❡ CA L✳ ❲❡ ✜0+1 ♣0♦✈❡ 1❤❛1

1❤❡ 0❡+10✐❝1✐♦♥ f|PerfpBq ✐+ ❢✉❧❧② ❢❛✐1❤❢✉❧✳ ▲❡1 V ❛♥❞ W ❜❡ 1✇♦ B✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡+✳ ❚❤❡0❡ ✐+ ❛ ♠❛♣

MappV,W q Ñ MappfV, fW q✳ ❋✐①✐♥❣ V ✭0❡+♣✳ W ✮✱ 1❤❡ +❡1 ♦❢ W ✬+ ✭0❡+♣✳ V ✬+✮ +✉❝❤ 1❤❛1 1❤✐+ ♠❛♣ ✐+ ❛♥

❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐+ +1❛❜❧❡ ✉♥❞❡0 ❡①1❡♥+✐♦♥+✱ +❤✐❢1+ ❛♥❞ 0❡10❛❝1+✳ ■1 ✐+ 1❤❡0❡❢♦0❡ +✉✣❝✐❡♥1 1♦ ♣0♦✈❡ 1❤❛1 1❤❡

♠❛♣ MappB,Bq Ñ MappfB, fBq ✐+ ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇+ ❢0♦♠ 1❤❡ ❞❡✜♥✐1✐♦♥ ✭✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛1

1❤❡ ❞❣✲♠♦❞✉❧❡+ ♦❢ ♠♦0♣❤✐+♠+✱ 1❤❡♥ ❜♦1❤ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ❛0❡ :✉❛+✐✲✐+♦♠♦0♣❤✐❝ 1♦ B “ CA L✮✳

❚♦ ♣0♦✈❡ 1❤❛1 f : dgModB Ñ dgRepApLq ✐+ ❢✉❧❧② ❢❛✐1❤❢✉❧✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ 1♦ ♣0♦✈❡ 1❤❛1 f ♣0❡+❡0✈❡+

♣❡0❢❡❝1 ♦❜❥❡❝1+✳ ■1 +✉✣❝❡+ 1♦ ♣0♦✈❡ 1❤❛1 fB » A ✐+ ♣❡0❢❡❝1 ✐♥ dgRepApLq✳ ❚❤❡ ✭♥♦♥ ❝♦♠♠✉1❛1✐✈❡✮

A✲❞❣✲❛❧❣❡❜0❛ UApArηs bA Lq ✐+ ❛ ✜♥✐1❡ ❝❡❧❧✉❧❛0 ♦❜❥❡❝1 ✭❜❡❝❛✉+❡ L ✐+ ❣♦♦❞✮ ❛♥❞ ✐+ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐1❤ ❛

♠♦0♣❤✐+♠ 1♦ A✳ ❚❤❡ ❢♦0❣❡1❢✉❧ ❢✉♥❝1♦0 dgModA Ñ dgModleft
UApLq 1❤❡0❡❢♦0❡ ♣0❡+❡0✈❡+ ♣❡0❢❡❝1 ♦❜❥❡❝1+

✭+❡❡ ❬❚❱❪✮✳

▲❡1 ✉+ ❝♦♥+✐❞❡0 1❤❡ ❝❛1❡❣♦0②

ş
dgLieop +✉❝❤ 1❤❛1✿

• ❆♥ ♦❜❥❡❝1 ✐+ ❛ ♣❛✐0 pA,Lq ✇✐1❤ A P cdgaď0
k ❛♥❞ ✇✐1❤ L P dgLieA ❛♥❞

• ❆ ♠♦0♣❤✐+♠ pA,Lq Ñ pB,L1q ✐+ ❛ ♠❛♣ A Ñ B 1♦❣❡1❤❡0 ✇✐1❤ ❛ ♠❛♣ L1 Ñ LbL

A B ✐♥ dgLieB ✳

✾✸



■! ✐# ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐!❤ ❛ ❢✉♥❝!♦.

ş
dgLieop Ñ cdgaď0

k ✳ ▲♦❝❛❧✐#✐♥❣ ❛❧♦♥❣ 3✉❛#✐✲✐#♦♠♦.♣❤✐#♠#✱ ✇❡ ♦❜!❛✐♥ ❛

❝♦❈❛.!❡#✐❛♥ ✜❜.❛!✐♦♥ ♦❢ p8, 1q✲❝❛!❡❣♦.✐❡#
ż
dgLieop Ñ cdgaď0

k

❝❧❛##✐✜❡❞ ❜② !❤❡ ❢✉♥❝!♦. A ÞÑ dgLie
op
A ✭#❡❡ !❤❡ ♣.♦♦❢ ♦❢ ♣.♦♣♦#✐!✐♦♥ ✹✳✽✮✳

▲❡! Fin˚
❞❡♥♦!❡ !❤❡ ❝❛!❡❣♦.② ♦❢ ♣♦✐♥!❡❞ ✜♥✐!❡ #❡!# ✕ #❡❡ ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ✵✳✶✸✳ ❋♦. n P N✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦!❡

❜② xny !❤❡ ✜♥✐!❡ #❡! t˚, 1, . . . , nu ♣♦✐♥!❡❞ ❛! ˚✳ ▲❡!

ş
dgRepb

❜❡ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛!❡❣♦.②✳

• ❆♥ ♦❜❥❡❝! ✐# ❛ ❢❛♠✐❧② pA,L,M1, . . . ,Mmq ✇✐!❤ A P cdgaď0
k ✱ ✇✐!❤ L P dgLieA ❛♥❞ ✇✐!❤ Mi P

dgRepApLq✳

• ❆ ♠♦.♣❤✐#♠ pA,L,M1, . . . ,Mmq Ñ pB,L1, N1, . . . , Nnq ✐# !❤❡ ❞❛!✉♠ ♦❢ ❛ ♠❛♣ pA,Lq Ñ pB,L1q Pş
dgLieop✱ ♦❢ ❛ ♠❛♣ t : xmy Ñ xny ♦❢ ♣♦✐♥!❡❞ ✜♥✐!❡ #❡!# ❛♥❞ ❢♦. ❡✈❡.② 1 ď j ď n ♦❢ ❛ ♠♦.♣❤✐#♠Â
iPt´1pjq Mi bA B Ñ Nj ♦❢ L1

✲♠♦❞✉❧❡#✳

■! ❝♦♠❡# ✇✐!❤ ❛ ♣.♦❥❡❝!✐♦♥ ❢✉♥❝!♦.

ş
dgRepb Ñ

ş
dgLieop ˆ Fin˚

✳ ❲❡ ✇✐❧❧ #❛② !❤❛! ❛ ♠♦.♣❤✐#♠ ✐♥ş
dgRepb

✐# ❛ 3✉❛#✐✲✐#♦♠♦.♣❤✐#♠ ✐❢ !❤❡ ✉♥❞❡.❧②✐♥❣ ♠❛♣# ♦❢ ♣♦✐♥!❡❞ ✜♥✐!❡ #❡!# ❛♥❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜.❛#

❛.❡ ✐❞❡♥!✐!✐❡# ❛♥❞ ✐❢ !❤❡ ♠❛♣# ♦❢ ❝❞❣❛✬# ❛♥❞ ♦❢ ❞❣✲.❡♣.❡#❡♥!❛!✐♦♥# ✐! ❝♦♥!❛✐♥# ❛.❡ 3✉❛#✐✲✐#♦♠♦.♣❤✐#♠#✳

▲❡! ✉# ❞❡♥♦!❡ ❜②

ş
dgRepb

!❤❡ ❧♦❝❛❧✐#❛!✐♦♥ ♦❢

ş
dgRepb

❛❧♦♥❣ 3✉❛#✐✲✐#♦♠♦.♣❤✐#♠#✳ ❚❤✐# ❞❡✜♥❡# ❛

❝♦❈❛.!❡#✐❛♥ ✜❜.❛!✐♦♥ p :
ş
dgRepb Ñ

ş
dgLieop ˆ Fin˚

✭✉#✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❬❉❆●✲❳✱ ✷✳✹✳✷✾❪✮✳

▲❡! ♥♦✇

ş
dgModb

Cp´q ❜❡ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛!❡❣♦.②

• ❆♥ ♦❜❥❡❝! ✐# ❛ ❢❛♠✐❧② pA,L, V1, . . . , Vmq ✇✐!❤ A P cdgaď0
k ✱ ✇✐!❤ L P dgLieA ❛♥❞ ✇✐!❤ Vi P

dgModCA L
✳

• ❆ ♠♦.♣❤✐#♠ pA,L, V1, . . . , Vmq Ñ pB,L1,W1, . . . ,Wnq ✐# !❤❡ ❞❛!✉♠ ♦❢ ❛ ♠❛♣ pA,Lq Ñ pB,L1q Pş
dgLieop✱ ♦❢ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ♣♦✐♥!❡❞ ✜♥✐!❡ #❡!# t : xmy Ñ xny ❛♥❞ ❢♦. ❡✈❡.② 1 ď j ď n ♦❢ ❛ ♠♦.♣❤✐#♠

♦❢ CB L
1
✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡#

Â
iPt´1pjq Vi bCA L CB L

1 Ñ Wj ✳

▲♦❝❛❧✐#✐♥❣ ❛❧♦♥❣ 3✉❛#✐✲✐#♦♠♦.♣❤✐#♠# ♦❢ ♠♦❞✉❧❡#✱ ✇❡ ❣❡! ❛ ❝♦❈❛.!❡#✐❛♥ ✜❜.❛!✐♦♥ ♦❢ p8, 1q✲❝❛!❡❣♦.✐❡#
q :

ş
dgModb

Cp´q Ñ
ş
dgLieop ˆ Fin˚

✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✸✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦❈❛)*❡+✐❛♥ ✜❜)❛*✐♦♥+ p ❛♥❞ q ❞❡✜♥❡ ❢✉♥❝*♦)+

dgRep, dgModCp´q :

ż
dgLieop Ñ Catb,V

8

()♦♦❢✳ ❋♦. ❛♥② ♦❜❥❡❝! pA,Lq P
ş
dgLieop✱ !❤❡ ♣✉❧❧❡❞ ❜❛❝❦ ❝♦❈❛.!❡#✐❛♥ ✜❜.❛!✐♦♥

ż
dgRepb ˆş

dgLieopˆFin˚
tpA,Lqu ˆ Fin˚ Ñ Fin˚

❞❡✜♥❡# ❛ #②♠♠❡!.✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ #!.✉❝!✉.❡ ♦♥ !❤❡ p8, 1q✲❝❛!❡❣♦.② dgRepApLq ✕ #❡❡ ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ✵✳✶✹✳ ❚❤❡

❝♦❈❛.!❡#✐❛♥ ✜❜.❛!✐♦♥ p ✐# !❤❡.❡❢♦.❡ ❝❧❛##✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝!♦.

ż
dgLieop Ñ Catb,V

8

▼♦.❡♦✈❡.✱ !❤✐# ❢✉♥❝!♦. ♠❛♣# 3✉❛#✐✲✐#♦♠♦.♣❤✐#♠# ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜.❛# !♦ ❡3✉✐✈❛❧❡♥❝❡#✳ ❍❡♥❝❡ ✐! ❢❛❝!♦.#

!❤.♦✉❣❤ ❛ ❢✉♥❝!♦.

dgRep :

ż
dgLieop Ñ Catb,V

8

❚❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ dgModCp´q ✐# ✐#♦♠♦.♣❤✐❝✳

✾✹



❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❢♦❝✉* ♦♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♥❛/✉0❛❧ /0❛♥*❢♦0♠❛/✐♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ /❤♦*❡ /✇♦ ❢✉♥❝/♦0*✳ ▲❡/ ✉* ❜✉✐❧❞

❛ ❢✉♥❝/♦0 g :
ş
dgRepb Ñ

ş
dgModb

Cp´q

• ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝/ pA,L,M1, . . . ,Mmq ✐* /❤❡ ❢❛♠✐❧② pA,L, V1, . . . , Vmq ✇❤❡0❡ Vi ✐* /❤❡
CA L✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡

gAL pMiq “ HomL

ˆ
UA

ˆ
Arηs b

A
L

˙
,Mi

˙

• ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛00♦✇
Â

iPt´1pjq Mi bA B Ñ Nj ✐* /❤❡ ❝♦♠♣♦*✐/✐♦♥

â
gAL pMiq b

CA L
CB L

1 ÑgAL
`â

Mi

˘
b

CA L
CB L

1

ÑgBL1

ˆâ
Mi b

A
B

˙

ÑgBL1 pNq
✇❤❡0❡ /❤❡ *❡❝♦♥❞ ♠❛♣ *❡♥❞* ❛ /❡♥*♦0 λb µ /♦ pλb idq.µ ✇✐/❤

λb id : UB

ˆ
Brηs b

B
L1

˙
Ñ UB

ˆ
Brηs b

A
L

˙
“ UA

ˆ
Arηs b

A
L

˙
b
A
B Ñ

`â
Mi

˘
b
A
B

❚❤❡ ❢✉♥❝/♦0 g ✐♥❞✉❝❡* ❛ ❢✉♥❝/♦0 ♦❢ p8, 1q✲❝❛/❡❣♦0✐❡*

g :

ż
dgRepb Ñ

ż
dgModb

Cp´q

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉/❡* ✇✐/❤ /❤❡ ❝♦❈❛0/❡*✐❛♥ ✜❜0❛/✐♦♥* /♦

ş
dgLieop ˆ Fin˚

✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✷✹✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) g ❛❞♠✐'. ❛ ❧❡❢' ❛❞❥♦✐♥' f )❡❧❛'✐✈❡ '♦

ş
dgLieop ˆ Fin˚

✳ ❚❤❡)❡ ✐.

'❤❡)❡❢♦)❡ ❛ ❝♦♠♠✉'❛'✐✈❡ ❞✐❛❣)❛♠ ♦❢ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦)✐❡.
ş
dgModb

Cp´q
f //

p
((

ş
dgRepb

q
wwş

dgLieop ˆ Fin˚

✇❤❡)❡ f ♣)❡.❡)✈❡. ❝♦❈❛)'❡.✐❛♥ ♠♦)♣❤✐.♠.✳ ■' ❢♦❧❧♦✇. '❤❛' f ✐. ❝❧❛..✐✜❡❞ ❜② ❛ ✭♠♦♥♦✐❞❛❧✮ ♥❛'✉)❛❧

')❛♥.❢♦)♠❛'✐♦♥

ş
dgLieop

dgModCp´q

**

dgRep

55
f
��

Catb,V
8

 !♦♦❢✳ ❲❤❡♥❡✈❡0 ✇❡ ✜① pA,L, xmyq ✐♥
ş
dgLieopˆFin˚

✱ /❤❡ ❢✉♥❝/♦0 g 0❡*/0✐❝/❡❞ /♦ /❤❡ ✜❜0❡ ❝❛/❡❣♦0✐❡*

❛❞♠✐/* ❛ ❧❡❢/ ❛❞❥♦✐♥/ ✭*❡❡ ❧❡♠♠❛ ✹✳✶✾✮✳ ▼♦0❡♦✈❡0 ✇❤❡♥ pA,Lq Ñ pB,L1q ✐* ❛ ♠♦0♣❤✐*♠ ✐♥
ş
dgLieop✱

/❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *E✉❛0❡* ♦❢ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝/♦0* ❝♦♠♠✉/❡* ✉♣ /♦ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡E✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② /❤❡

❛❞❥✉♥❝/✐♦♥*

dgModCA L

fA
L //

´bCA LCBpLbABq

��

dgRepApLq

´bUA LUBpLbABq
��

dgModCBpLbABq
fB
LbAB //

´bCBpLbABqCBpL1q

��

dgRepBpLbA Bq

Forget

��
dgModCB L1

fB
L1 // dgRepBpL1q

✾✺



❋♦" ❛♥② ❢❛♠✐❧② pV1, . . . , Vmq ♦❢ CA L✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡/✱ 1❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦"♣❤✐/♠

`â
fAL pViq

˘
b

CA L
CB L

1 Ñ fBL1

ˆ`â
Vi

˘
b
A
B

˙

✐/ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❡5✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐/ ♣"♦✈❡/ 1❤❛1 g /❛1✐/✜❡/ 1❤❡ "❡5✉✐"❡♠❡♥1/ ♦❢ ❬❍❆❧❣✱ ✽✳✸✳✷✳✶✶❪✱ ❛❞♠✐1/ ❛

"❡❧❛1✐✈❡ ❧❡❢1 ❛❞❥♦✐♥1 f ✇❤✐❝❤ ♣"❡/❡"✈❡/ ❝♦❈❛"1❡/✐❛♥ ♠♦"♣❤✐/♠/✳

▲❡1 ✉/ ❞❡♥♦1❡ ❜②

ş
dgModb

1❤❡ ❝❛1❡❣♦"②

• ❛♥ ♦❜❥❡❝1 ✐/ ❛ ❢❛♠✐❧② pA,M1, . . . ,Mmq ✇❤❡"❡ A P cdgaď0
k ❛♥❞ Mi P dgModA

• ❛ ♠♦"♣❤✐/♠ pA,M1, . . . ,Mmq Ñ pB,N1, . . . , Nnq ✐/ 1❤❡ ❞❛1✉♠ ♦❢ ❛ ♠♦"♣❤✐/♠ A Ñ B✱ ♦❢ ❛ ♠❛♣

t : xmy Ñ xny ♦❢ ♣♦✐♥1❡❞ ✜♥✐1❡ /❡1/ ❛♥❞ ❢♦" ❛♥② 1 ď j ď n ♦❢ ♠♦"♣❤✐/♠ ♦❢ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡/

b
iPt´1pjq

Mi Ñ Nj

❚❤❡"❡ ✐/ ❛ ♥❛1✉"❛❧ ♣"♦❥❡❝1✐♦♥

ş
dgModb Ñ cdgaď0

k ˆ Fin˚
✳ ❲❡ ❤❛✈❡ 1❤"❡❡ ❢✉♥❝1♦"/

ş
dgRepb π //

g
&&

ş
dgModb ˆcdgaď0

k

ş
dgLieop

ρ
uuş

dgModb
Cp´q

❝♦♠♣❛1✐❜❧❡ ✇✐1❤ 1❤❡ ♣"♦❥❡❝1✐♦♥/ 1♦

ş
dgLieop ˆ Fin˚

✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝1♦" π ✐/ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❢♦"❣❡11✐♥❣ 1❤❡ ▲✐❡

❛❝1✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ρ ♠❛♣/ ❛♥ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡ M ❛♥❞ ❛♥ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜"❛ L 1♦ 1❤❡ CA L✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡ M ✱ ✇❤❡"❡

CA L ❛❝1/ 1❤"♦✉❣❤ 1❤❡ ❛✉❣♠❡♥1❛1✐♦♥ ♠❛♣ CA L Ñ A✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ 1"✐❛♥❣❧❡ ❞♦❡/ ♥♦1 ❝♦♠♠✉1❡✱ ❜✉1 ✇❡

❤❛✈❡ ❛ ♥❛1✉"❛❧ 1"❛♥/❢♦"♠❛1✐♦♥ g Ñ ρπ✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ 1"✐♣❧❡ pA,L, V q ❜②

gpA,L, V q “ HomLpUApArηs bA Lq, V q ev1 // V “ ρπpA,L, V q

❲❡ ❝❤❡❝❦ 1❤❛1 1❤✐/ ♠❛♣ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♠♠✉1❡/ ✇✐1❤ 1❤❡ CA L✲❛❝1✐♦♥✳ ▲♦❝❛❧✐/✐♥❣ ❛❧❧ 1❤❛1 ❛❧♦♥❣ 5✉❛/✐✲

✐/♦♠♦"♣❤✐/♠/✱ ✇❡ ❣❡1 ❛ 1❡1"❛❤❡❞"♦♥

ş
dgModb ˆcdgaď0

k

ş
dgLieop

ş
dgRepbş

dgModb
Cp´q

ş
dgLieop ˆ Fin˚

π
ggρ

ww

g
oo

r

��
q

��
p

''

✇❤❡"❡ p✱ q ❛♥❞ r ❛"❡ ❝♦❈❛"1❡/✐❛♥ ✜❜"❛1✐♦♥/ ✕ /❡❡ ❬❉❆●✲❳✱ ✷✳✹✳✷✾❪ ✕ ✇❤❡"❡ 1❤❡ ✉♣♣❡" ❢❛❝❡ ✐/ ✜❧❧❡❞ ✇✐1❤

1❤❡ ♥❛1✉"❛❧ 1"❛♥/❢♦"♠❛1✐♦♥ g Ñ ρπ ❛♥❞ ✇❤❡"❡ 1❤❡ ♦1❤❡" ❢❛❝❡/ ❛"❡ ❝♦♠♠✉1❛1✐✈❡✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✺✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) ρ ❛❞♠✐'. ❛ )❡❧❛'✐✈❡ ❧❡❢' ❛❞❥♦✐♥' τ ❛♥❞ '❤❡ ❢✉♥❝'♦) π ♣)❡.❡)✈❡. ❝♦❈❛)'❡.✐❛♥

♠❛♣.✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ '❤❡ ♥❛'✉)❛❧ ')❛♥.❢♦)♠❛'✐♦♥ τ Ñ πf ✕ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② g Ñ ρπ ❛♥❞ ❜② '❤❡ ❛❞❥✉♥❝'✐♦♥. ✕

✐. ❛♥ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

✾✻



❘❡♠❛$❦ ✹✳✷✻✳ ■% ❢♦❧❧♦✇* ❢+♦♠ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛ %❤❡ ❡①✐*%❡♥❝❡ ♦❢ ♥❛%✉+❛❧ %+❛♥*❢♦+♠❛%✐♦♥*

ş
dgLieop

dgModCp´q

%%
dgRep //

dgMod

99
Catb,V

8

f��

π��

❚❤✐* ❧❡♠♠❛ ❛❧*♦ ❞❡*❝+✐❜❡* %❤❡ ❝♦♠♣♦*✐%❡ πf ❛* %❤❡ ❜❛*❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝%♦+ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ♠❛♣*

CA L Ñ A✳

 !♦♦❢✳ ▲❡% ✉* ✜+*% ♣+♦✈❡ %❤❛% ρ ❛❞♠✐%* ❛ +❡❧❛%✐✈❡ ❧❡❢% ❛❞❥♦✐♥% τ ✳ ❋♦+ ❛♥② ♣❛✐+ pA,Lq P
ş
dgLieop✱ %❤❡

❢♦+❣❡%❢✉❧ ❢✉♥❝%♦+ dgModA Ñ dgModCA L
❛❞♠✐%* ❛ ❧❡❢% ❛❞❥♦✐♥%✱ ♥❛♠❡❧② %❤❡ ❜❛*❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢✉♥❝%♦+ ❛❧♦♥❣

%❤❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ♠❛♣ CA L Ñ A✳ ❚❤✐* ❧❡❢% ❛❞❥♦✐♥% ✐* ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉%❡* ✇✐%❤ ❜❛*❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ■%

%❤❡+❡❢♦+❡ ❢✉❧✜❧ %❤❡ ❛**✉♠♣%✐♦♥* ♦❢ ❬❍❆❧❣✱ ✽✳✸✳✷✳✶✶❪✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥❛%✉+❛❧ %+❛♥*❢♦+♠❛%✐♦♥ τ Ñ πf ♠❛♣*

❛ %+✐♣❧❡ pA,L, V q P
ş
dgModCp´q %♦ %❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣

τAL pV q “ V b
CA L

A Ñ V b
CA L

UA

ˆ
Lb
A
Arηs

˙
“ πALf

A
L pV q

✇❤✐❝❤ ✐* ❛♥ ❡H✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡*✳

▲❡% ✉* ❝♦♥*✐❞❡+ %❤❡ ❢✉♥❝%♦+ ♦❢ p8, 1q✲❝❛%❡❣♦+✐❡*

dAff∆2

k Ñ
´
Catb,V

8

¯op

♠❛♣♣✐♥❣ ❛ *❡H✉❡♥❝❡ X Ñ Y Ñ Z ♦❢ ❞❡+✐✈❡❞ ❛✣♥❡ *❝❤❡♠❡* %♦ %❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ p8, 1q✲❝❛%❡❣♦+② QcohpY q✳
❲❡ ❢♦+♠ %❤❡ ✜❜+❡ ♣+♦❞✉❝%

C //

��

dAff∆2

k

p

��

dAffk
id´

// dAff∆1

k

✇❤❡+❡ p ✐* ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② %❤❡ ✐♥❝❧✉*✐♦♥ p0 Ñ 2q Ñ p0 Ñ 1 Ñ 2q✳ ❋✐♥❛❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ D ❛* %❤❡ ❢✉❧❧

*✉❜❝❛%❡❣♦+② ♦❢ C *♣❛♥♥❡❞ ❜② %❤♦*❡ %+✐❛♥❣❧❡* SpecA Ñ SpecB Ñ SpecA ✇❤❡+❡ B P dgExtA✳ ❲❡ ❣❡%

❛ ❢✉♥❝%♦+

F : D Ñ
´
Catb,V

8

¯op

◆♦%❡ %❤❛% %❤❡ ❢✉♥❝%♦+ D Ñ dAffk ✐* ❛ ❈❛+%❡*✐❛♥ ✜❜+❛%✐♦♥ ❝❧❛**✐✜❡❞ ❜② %❤❡ ❢✉♥❝%♦+ A ÞÑ dgExt
op
A ✳

▲❡% ✉* ❞❡♥♦%❡ ❜②

ű
dStf Ñ dAffk %❤❡ ❈❛+%❡*✐❛♥ ✜❜+❛%✐♦♥ ❝❧❛**✐✜❡❞ ❜② %❤❡ ❢✉♥❝%♦+ SpecA ÞÑ

dStfA “ PΣpdgExt
op
A q✳ ❚❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ♥❛%✉+❛❧ %+❛♥*❢♦+♠❛%✐♦♥ dgExtop Ñ dStf ❞❡✜♥❡* ❛ ❢✉♥❝%♦+

D Ñ
ű
dStf ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

Lqcoh :

¿
dStf Ñ

´
Catb,V

8

¯op

❛* %❤❡ ❧❡❢% ❑❛♥ ❡①%❡♥*✐♦♥ ♦❢ F ❛❧♦♥❣ D Ñ
ű
dStf ✳

▲❡% ♥♦✇ X ❜❡ ❛ ❞❡+✐✈❡❞ *%❛❝❦✳ ❚❤❡ ❝❛%❡❣♦+② dStfX ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✺ ✐* ❡H✉✐✈❛❧❡♥% %♦ %❤❡

❝❛%❡❣♦+② ♦❢ ❈❛+%❡*✐❛♥ *❡❝%✐♦♥* φ ❛* ❜❡❧♦✇ ✕ *❡❡ ❬❍❚❚✱ ✸✳✸✳✸✳✷❪

ű
dStf

��
dAffk{X

φ
::

// dAffk

✾✼



❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✷✼✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ ❞❡&✐✈❡❞ )"❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❢✉♥❝"♦& ♦❢ ❞❡&✐✈❡❞ ❝❛"❡❣♦&② ♦❢ ❢♦&♠❛❧

)"❛❝❦) ♦✈❡& X✿

LXqcoh : dStfX » FctCart
dAffk

´
dAffk{X,

ű
dStf

¯ Lqcoh // Fct
´
dAffk{X,

´
Catb,V

8

¯op¯
colim //

´
Catb,V

8

¯op

■❢ Y P dStfX "❤❡♥ LXqcohpY q ✐) ❝❛❧❧❡❞ "❤❡ ❞❡&✐✈❡❞ ❝❛"❡❣♦&② ♦❢ "❤❡ ❢♦&♠❛❧ )"❛❝❦ Y ♦✈❡& X✳ ❲❡ ❝❛♥

❞❡)❝&✐❜❡ ✐" ♠♦&❡ ✐♥"✉✐"✐✈❡❧② ❛) "❤❡ ❧✐♠✐" ♦❢ )②♠♠❡"&✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦&✐❡)

LXqcohpY q “ lim
SpecAÑX

lim
BPdgExtA
SpecBÑYA

dgModB

✇❤❡&❡ YA P dStfA ✐) "❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ Y ❛❧♦♥❣ "❤❡ ♠♦&♣❤✐)♠ SpecA Ñ X✳

❚❤❡ )❛♠❡ ✇❛②✱ "❤❡ ♦♣♣♦)✐"❡ ❝❛"❡❣♦&② ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜&❛) ♦✈❡& X ✐) ❡?✉✐✈❛❧❡♥" "♦ "❤❛" ♦❢ ❝♦❈❛&"❡)✐❛♥

)❡❝"✐♦♥

dgLie
op
X » FctcoC

cdgaď0
k

ˆ´
dAffk{X

¯op

,

ż
dgLieop

˙

❲❡ ❝❛♥ "❤✉) ❞❡✜♥❡

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✷✽✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ ❞❡&✐✈❡❞ )"❛❝❦✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❢✉♥❝"♦& ♦❢ ▲✐❡ &❡♣&❡)❡♥"❛"✐♦♥) ♦✈❡& X "♦

❜❡ "❤❡ ❝♦♠♣♦)✐"❡ ❢✉♥❝"♦& dgRepX : dgLie
op
X Ñ Catb,V

8

dgLie
op
X

// Fct
``
dAffk{X

˘op
,
ş
dgLieop

˘ dgRep// Fct
´`

dAffk{X
˘op

,Catb,V
8

¯
lim // Catb,V

8

■♥ ♣❛&"✐❝✉❧❛& ❢♦& ❛♥② L P dgLieX ✱ "❤✐) ❞❡✜♥❡) ❛ )②♠♠❡"&✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦&②

dgRepXpLq “ lim
SpecAÑX

dgRepApLAq

✇❤❡&❡ LA P dgLieA ✐) "❤❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜&❛ ♦✈❡& A ♦❜"❛✐♥❡❞ ❜② ♣✉❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ L✳

,-♦♣♦/✐%✐♦♥ ✹✳✷✾✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ ❞❡&✐✈❡❞ )"❛❝❦✳ ❚❤❡&❡ ✐) ❛ ♥❛"✉&❛❧ "&❛♥)❢♦&♠❛"✐♦♥

dgLie
op
X

LX
qcohpFXp´qq

))

dgRepX

66
Ψ
��

Catb,V
8

▼♦&❡♦✈❡&✱ ❢♦& ❛♥② L P dgLieX ✱ "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝"♦& LXqcohpFXLq Ñ dgRepXpLq ✐) ❢✉❧❧②
❢❛✐"❤❢✉❧ ❛♥❞ ♣&❡)❡&✈❡) ❝♦❧✐♠✐")✳

❚♦ ♣&♦✈❡ "❤✐) ♣&♦♣♦)✐"✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✵✳ ❚❤❡ ♥❛"✉&❛❧ "&❛♥)❢♦&♠❛"✐♦♥ F : dgLie Ñ dStf "♦❣❡"❤❡& ✇✐"❤ "❤❡ ❢✉♥❝"♦&

Lqcoh :

ˆ¿
dStf

˙op

Ñ Catb,V
8

❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝"♦& φ :
ş
dgLieop Ñ Catb,V

8 ✳ ❚❤❡&❡ ✐) ❛ ♣♦✐♥"✇✐)❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐"❤❢✉❧ ❛♥❞ ❝♦❧✐♠✐" ♣&❡)❡&✈✐♥❣

♥❛"✉&❛❧ "&❛♥)❢♦&♠❛"✐♦♥ φ Ñ dgRep✳

,-♦♦❢✳ ▲❡" E ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ❢✉❧❧ )✉❜❝❛"❡❣♦&② ♦❢

ş
dgLieop )✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦❈❛&"❡)✐❛♥ ✜❜&❛"✐♦♥

E Ñ cdgaď0
k ✐) ❝❧❛))✐✜❡❞ ❜② "❤❡ )✉❜❢✉♥❝"♦&

A ÞÑ
´
dgLie

f,ft,ě1
A

¯op

Ă dgLie
op
A

✾✽



❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) φ ✐+ ❜② ❝♦♥+')✉❝'✐♦♥ '❤❡ )✐❣❤' ❑❛♥ ❡①'❡♥+✐♦♥ ♦❢ ✐'+ )❡+')✐❝'✐♦♥ ψ '♦ E ✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ '❤❡

)❡+')✐❝'✐♦♥ ψ ✐+ ❜② ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ❡8✉✐✈❛❧❡♥' '♦ '❤❡ ❝♦♠♣♦+✐'❡ ❢✉♥❝'♦)

E // ş dgLieop
dgModCp´q // Catb,V

8

❯+✐♥❣ '❤❡ ♥❛'✉)❛❧ ')❛♥+❢♦)♠❛'✐♦♥ dgModCp´q Ñ dgRep ❢)♦♠ ♣)♦♣♦+✐'✐♦♥ ✹✳✷✹✱ ✇❡ ❣❡'

α : ψ Ñ dgRep|E P Fct
´
E ,Catb,V

8

¯

❲❡ ✇✐❧❧ ♣)♦✈❡ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +✉✣❝✐❡♥' ❝♦♥❞✐'✐♦♥+✳

✭✐✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) dgRep :
ş
dgLieop Ñ Catb,V

8 ✐+ '❤❡ )✐❣❤' ❑❛♥ ❡①'❡♥+✐♦♥ ♦❢ ✐'+ )❡+')✐❝'✐♦♥ dgRep|E

✭✐✐✮ ❚❤❡ ♥❛'✉)❛❧ ')❛♥+❢♦)♠❛'✐♦♥ α ✐+ ♣♦✐♥'✇✐+❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐'❤❢✉❧ ❛♥❞ ♣)❡+❡)✈❡+ ✜♥✐'❡ ❝♦❧✐♠✐'+✳

❈♦♥❞✐'✐♦♥ ✭✐✐✮ +✐♠♣❧② ❢♦❧❧♦✇+ ❢)♦♠ ♣)♦♣♦+✐'✐♦♥ ✹✳✷✷✳ ❚♦ ♣)♦✈❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✭✐✮✱ ✐' +✉✣❝❡+ '♦ +❡❡ '❤❛'

✇❤❡♥ A ✐+ ✜①❡❞✱ '❤❡ ❢✉♥❝'♦)

dgRepA : dgLie
op
A Ñ Catb,V

8

❝♦♠♠✉'❡+ ✇✐'❤ +✐❢'❡❞ ❧✐♠✐'+✳ ❚❤✐+ ❢♦❧❧♦✇+ ❢)♦♠ ❬❉❆●✲❳✱ ✷✳✹✳✸✷❪✳

 !♦♦❢ ✭♦❢ ♣)♦♣♦+✐'✐♦♥ ✹✳✷✾✮✳ ▲❡' X ❜❡ ❛ ❞❡)✐✈❡❞ +'❛❝❦ ❛♥❞ L ❜❡ ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜)❛ ♦✈❡) X✳ ❘❡❝❛❧❧ '❤❛'

✇❡ ❝❛♥ +❡❡ L ❛+ ❛ ❢✉♥❝'♦)

L :
´
dAffk{X

¯op

Ñ
ż
dgLieop

❇② ❞❡✜♥✐'✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ LXqcohpFLq “ limφ˝L ❛♥❞ dgRepXpLq “ limdgRep ˝L✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ '❤❡ )❡+✉❧'
❢)♦♠ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✵✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣)♦✈❡ '❤❡ ♣)♦♠✐+❡❞ '❤❡♦)❡♠ ✹✳✶✼✳

 !♦♦❢ ✭♦❢ '❤❡♦)❡♠ ✹✳✶✼✮✳ ▲❡' ✉+ ✜)+' ❜✉✐❧❞ ❛ ❢✉♥❝'♦)

νX : QcohpXq Ñ LXqcoh

´
pX ˆXqf

¯

▲❡' ✉+ ❞❡♥♦'❡ ❜② C '❤❡ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦)② ♦❢ ❞✐❛❣)❛♠+

SpecA // SpecB

α

��

// SpecA

X

✇❤❡)❡ A P cdgaď0
k ❛♥❞ B P dgExtA✳ ❚❤❡)❡ ✐+ ❛ ♥❛'✉)❛❧ ❢✉♥❝'♦) C

op Ñ Catb,V
8 ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❞✐❛❣)❛♠

❛+ ❛❜♦✈❡ '♦ '❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ p8, 1q✲❝❛'❡❣♦)② dgModB ✳ ❯♥✇✐♥❞✐♥❣ '❤❡ ❞❡✜♥✐'✐♦♥+✱ ✇❡ ❝♦♥'❡♠♣❧❛'❡ ❛♥

❡8✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛'❡❣♦)✐❡+

LXqcoh

´
pX ˆXqf

¯
» lim

C
dgModB

❚❤❡ ♠❛♣+ α ❛+ ❛❜♦✈❡ ✐♥❞✉❝❡ ✭♦❜✈✐♦✉+❧② ❝♦♠♣❛'✐❜❧❡✮ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❢✉♥❝'♦)+ α˚ : QcohpXq Ñ dgModB ✳

❚❤✐+ ❝♦♥+')✉❝'✐♦♥ ❞❡✜♥❡+ '❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝'♦)

νX : QcohpXq Ñ LXqcoh

´
pX ˆXqf

¯

●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ '♦ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ✹✳✶✻ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦)♣❤✐+♠

θ : FXpℓXq “ FXLX

´
pX ˆXqf

¯
Ñ pX ˆXqf

✾✾



◆♦✇ ✉$✐♥❣ (❤❡ ❢✉♥❝(♦- ❢-♦♠ ♣-♦♣♦$✐(✐♦♥ ✹✳✷✾✱ ✇❡ ❣❡( ❛ ❝♦♠♣♦$✐(❡ ❢✉♥❝(♦-

RepX : QcohpXq νX // LXqcoh

´
pX ˆXqf

¯
θ˚

// LXqcohpFXpℓXqq Ψ // dgRepXpℓXq

❆$ ❡✈❡-② ♦♥❡ ♦❢ (❤♦$❡ ❢✉♥❝(♦-$ ✐$ ❜♦(❤ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❛♥❞ ❝♦❧✐♠✐( ♣-❡$❡-✈✐♥❣✱ $♦ ✐$ RepX ✳ ❲❡ $(✐❧❧ ❤❛✈❡ (♦

♣-♦✈❡ (❤❛( RepX ✐$ ❛ -❡(-❛❝( ♦❢ (❤❡ ❢♦-❣❡(❢✉❧ ❢✉♥❝(♦- ΘX : dgRepXpℓXq Ñ QcohpXq✳ ❲❡ ❝♦♥$✐❞❡-
(❤❡ ❝♦♠♣♦$✐(❡ ❢✉♥❝(♦- ΘX RepX

QcohpXq νX // LXqcoh

´
pX ˆXqf

¯
θ˚

// LXqcohpFXpℓXqq Ψ // dgRepXpℓXq ΘX // QcohpXq

■( ❢♦❧❧♦✇$ ❢-♦♠ ❧❡♠♠❛ ✹✳✷✺ (❤❛( (❤❡ ❝♦♠♣♦$✐(❡ ❢✉♥❝(♦- ΘXΨ ✐$ ❡?✉✐✈❛❧❡♥( (♦ (❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦

LXqcohpFXpℓXqq Ñ LXqcohpXq » QcohpXq

❛❧♦♥❣ (❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦-♣❤✐$♠ X Ñ FXpℓXq ♦❢ ❢♦-♠❛❧ $(❛❝❦$ ♦✈❡- X✳ ■( ❢♦❧❧♦✇$ (❤❛( ΘX RepX ✐$

❡?✉✐✈❛❧❡♥( (♦ (❤❡ ❝♦♠♣♦$✐(❡ ❢✉♥❝(♦-

QcohpXq νX // LXqcoh

´
pX ˆXqf

¯
α˚

// QcohpXq

✇❤❡-❡ α ✐$ (❤❡ ♠♦-♣❤✐$♠ X Ñ pX ˆXqf ✳ ❯♥✇✐♥❞✐♥❣ (❤❡ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ νX ✱ ✇❡ $❡❡ (❤❛( (❤✐$ ❝♦♠♣♦$✐(❡
❢✉♥❝(♦- ✐$ ❡?✉✐✈❛❧❡♥( (♦ (❤❡ ✐❞❡♥(✐(② ❢✉♥❝(♦- ♦❢ QcohpXq✳

✹✳✷✳✹ ❆$✐②❛❤ ❝❧❛++✱ ♠♦❞✉❧❡+ ❛♥❞ $❛♥❣❡♥$ ♠❛♣+

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✸✶✳ ▲❡( Perf ❞❡♥♦(❡ (❤❡ ❞❡-✐✈❡❞ $(❛❝❦ ♦❢ ♣❡-❢❡❝( ❝♦♠♣❧❡①❡$✳ ■( ✐$ ❞❡✜♥❡❞ ❛$ (❤❡ $(❛❝❦

♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❝❞❣❛ A (♦ (❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ 8✲❣-♦✉♣♦✐❞ ✐♥ (❤❡ p8, 1q✲❝❛(❡❣♦-② PerfpAq✳ ❋♦- ❛♥② ❞❡-✐✈❡❞ $(❛❝❦
X✱ ✇❡ $❡( PerfpXq (♦ ❜❡ (❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❣-♦✉♣♦✐❞ ✐♥ PerfpXq✳ ■( ✐$ ❡?✉✐✈❛❧❡♥( (♦ $♣❛❝❡ ♦❢ ♠♦-♣❤✐$♠$
❢-♦♠ X (♦ Perf ✐♥ dStk✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✸✷✳ ▲❡( X ❜❡ ❛ ❞❡-✐✈❡❞ ❆-(✐♥ $(❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐(❡ ♣-❡$❡♥(❛(✐♦♥✳ ❆♥② ♣❡-❢❡❝( ♠♦❞✉❧❡

E ♦✈❡- X ✐$ ❝❧❛$$✐✜❡❞ ❜② ❛ ♠❛♣ φE : X Ñ Perf ✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❙❚❱❪✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ (❤❡ ❆(✐②❛❤ ❝❧❛$$ ♦❢ E ❛$

(❤❡ (❛♥❣❡♥( ♠♦-♣❤✐$♠ ♦❢ φE
atE : TX Ñ φ˚

ETPerf

❘❡♠❛$❦ ✹✳✸✸✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣-♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡?✉✐✈❛❧❡♥❝❡ φ˚
ETPerf » EndpEqr1s ✐♥ (❤❡ ♣-♦♦❢ ♦❢ ♣-♦♣♦$✐(✐♦♥ ✹✳✸✹✳

❚❤❡ ❆(✐②❛❤ ❝❧❛$$ ♦❢ E $❤♦✉❧❞ ❜❡ (❤♦✉❣❤( ❛$ (❤❡ ❝♦♠♣♦$✐(✐♦♥

atE : TX r´1s Ñ φ˚
ETPerf r´1s » EndpEq

❲❡ ✇✐❧❧✱ ❛( (❤❡ ❡♥❞ ♦❢ (❤✐$ $❡❝(✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛-❡ (❤✐$ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❆(✐②❛❤ ❝❧❛$$ ✇✐(❤ (❤❡ ✉$✉❛❧ ♦♥❡ ✕

$❡❡ ♣-♦♣♦$✐(✐♦♥ ✹✳✸✻✳

,-♦♣♦/✐%✐♦♥ ✹✳✸✹✳ ▲❡( X ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜$❛✐❝ /(❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐(❡ ♣$❡/❡♥(❛(✐♦♥✳ ❲❤❡♥ E ✐/ ❛ ♣❡$❢❡❝(

♠♦❞✉❧❡ ♦✈❡$ X✱ (❤❡♥ (❤❡ ℓX✲❛❝(✐♦♥ ♦♥ E ❣✐✈❡♥ ❜② (❤❡ (❤❡♦$❡♠ ✹✳✶✼ ✐/ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② (❤❡ ❆(✐②❛❤ ❝❧❛// ♦❢

E✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✺✳ ▲❡( A P cdgaď0
k ❛♥❞ L P dgLie

f,ft,ě1
A ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝(♦$

fAL : dgModCApLq Ñ dgRepApLq

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✹✳✶✾ ✐♥❞✉❝❡/ ❛♥ ❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡

PerfpCA Lq „Ñ dgRepApLq ˆ
dgModA

PerfpAq

✶✵✵



 !♦♦❢✳ ❲❡ ♣#♦✈❡❞ ✐♥ ♣#♦♣♦)✐*✐♦♥ ✹✳✷✷ *❤❡ ❢✉♥❝*♦# fL *♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❢❛✐*❤❢✉❧✳ ▲❡* ✉) ❞❡♥♦*❡ ❜② C *❤❡

✐♠❛❣❡ ❝❛*❡❣♦#②

C “ fAL pPerfpCApLqqq
❋#♦♠ ▲✉#✐❡✬) ✇♦#❦ ✭❬❉❆●✲❳❪✮ ♦✈❡# ❛ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❢#♦♠ ♣#♦♣♦)✐*✐♦♥ ✹✳✷✹ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ *❤❛* C ❝♦♥*❛✐♥) ❛♥②

#❡♣#❡)❡♥*❛*✐♦♥ ♦❢ L ✇❤♦)❡ ✉♥❞❡#❧②✐♥❣ A✲♠♦❞✉❧❡ ✐) ✭❡G✉✐✈❛❧❡♥* *♦✮ An✳ ▼♦#❡♦✈❡# *❤❡ ❝❛*❡❣♦#② C ✐) )*❛❜❧❡

✉♥❞❡# ♣✉)❤♦✉*) ❛♥❞ ✜❜#❡ ♣#♦❞✉❝*)✳ ❚❤❡ ❢♦#❣❡*❢✉❧ ❢✉♥❝*♦# C Ñ dgModA ❛❧)♦ ♣#❡)❡#✈❡) ♣✉)❤♦✉*) ❛♥❞

✜❜#❡ ♣#♦❞✉❝*)✳ ❚❤❡ ❝❛*❡❣♦#② C *❤❡#❡❢♦#❡ ❝♦♥*❛✐♥) ❛♥② #❡♣#❡)❡♥*❛*✐♦♥ ✇❤♦)❡ ✉♥❞❡#❧②✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ✐)

♣❡#❢❡❝*✳ ❘❡❝✐♣#♦❝❛❧❧②✱ ❡✈❡#② #❡♣#❡)❡♥*❛*✐♦♥ ✐♥ C ❤❛) ❛ ♣❡#❢❡❝* ✉♥❞❡#❧②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✳

 !♦♦❢ ✭♦❢ *❤❡ ♣#♦♣♦)✐*✐♦♥ ✹✳✸✹✮✳ ❚❤❡ )❤❡❛❢ E ❝♦##❡)♣♦♥❞) *♦ ❛ ♠♦#♣❤✐)♠ φE : X Ñ Perf ✳ ■*) ❆*✐②❛❤

❝❧❛)) ✐) *❤❡ *❛♥❣❡♥* ♠♦#♣❤✐)♠

atE : TX r´1s Ñ φ˚
ETPerf r´1s

■♥ ♦✉# )❡**✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡* ❛ ▲✐❡ *❛♥❣❡♥* ♠❛♣

atE : ℓX Ñ φ˚
EℓPerf

❲❡ ♦❜)❡#✈❡ ❤❡#❡ *❤❛* φ˚
EℓPerf #❡♣#❡)❡♥*) *❤❡ ♣#❡)❤❡❛❢ ♦♥ dgLieX

L ÞÑ Gpd

˜
LXqcohpFXpLqq ˆ

QcohpXq
tEu

¸

✇❤✐❧❡ glpEq ✕ *❤❡ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜#❛ ♦❢ ❡♥❞♦♠♦#♣❤✐)♠) ♦❢ E ✕ #❡♣#❡)❡♥*) *❤❡ ❢✉♥❝*♦#

L ÞÑ Gpd

˜
dgRepXpLq ˆ

QcohpXq
tEu

¸

✇❤❡#❡ Gpd ❛))♦❝✐❛*❡) *♦ ❛♥② p8, 1q✲❝❛*❡❣♦#② ✐*) ♠❛①✐♠❛❧ ❣#♦✉♣♦✐❞✳ ❲❡ ❣❡* ❢#♦♠ ♣#♦♣♦)✐*✐♦♥ ✹✳✷✾
❛ ♠♦#♣❤✐)♠ φ˚

EℓPerf Ñ glpEq ♦❢ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜#❛) ♦✈❡# X✳ ❘❡)*#✐❝*✐♥❣ *♦ ❛♥ ❛✣♥❡ ❞❡#✐✈❡❞ )❝❤❡♠❡
s : SpecA Ñ X✱ ✇❡ ❣❡* *❤❛* s˚φ˚

EℓPerf ❛♥❞ s
˚glpEq » glps˚Eq #❡)♣❡❝*✐✈❡❧② #❡♣#❡)❡♥* *❤❡ ❢✉♥❝*♦#)

pdgLief,ft,ě1
A qop Ñ sSets

L0 ÞÑ PerfpCA L0q ˆ
PerfpAq

tEu ❛♥❞ L0 ÞÑ Gpd

˜
dgRepApL0q ˆ

dgModA

tEu
¸

❚❤❡ ♥❛*✉#❛❧ *#❛♥)❢♦#♠❛*✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❡*✇❡❡♥ *❤♦)❡ ❢✉♥❝*♦#) ✐) *❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✺ ❛♥❞ ✐) *❤✉) ❛♥

❡G✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ *❤❡#❡❢♦#❡ ❤❛✈❡

atE : ℓX Ñ glpEq
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❛❝*✐♦♥ ♦❢ ℓX ♦♥ E✳ ❚❤✐) ❝♦♥)*#✉❝*✐♦♥ ❝♦##❡)♣♦♥❞) *♦ *❤❡ ♦♥❡ ♦❢ *❤❡♦#❡♠ ✹✳✶✼ *❤#♦✉❣❤

*❤❡ ❡G✉✐✈❛❧❡♥❝❡ PerfpXq » MappX,Perfq✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❢♦❝✉) ♦♥ ❝♦♠♣❛#✐♥❣ ♦✉# ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ✹✳✸✷ ♦❢ *❤❡ ❆*✐②❛❤ ❝❧❛)) ✇✐*❤ ❛ ♠♦#❡ ✉)✉❛❧ ♦♥❡✳

▲❡* X ❜❡ ❛ )♠♦♦*❤ ✈❛#✐❡*②✳ ▲❡* ✉) ❞❡♥♦*❡ ❜② Xp2q
*❤❡ ✐♥✜♥✐*❡)✐♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉#❤♦♦❞ ♦❢ X ✐♥ X ˆ X

*❤#♦✉❣❤ *❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧)♦ ❞❡♥♦*❡ ❜② i *❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ X Ñ Xp2q
❛♥❞ ❜②

p ❛♥❞ q *❤❡ *✇♦ ♣#♦❥❡❝*✐♦♥) Xp2q Ñ X✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝* )❡G✉❡♥❝❡

i˚LX Ñ OXp2q Ñ i˚OX ✭✹✳✶✮

❝❧❛))✐✜❡❞ ❜② ❛ ♠♦#♣❤✐)♠ α : i˚OX Ñ i˚LX r1s✳ ❚❤❡ ❆*✐②❛❤ ❝❧❛)) ♦❢ ❛ G✉❛)✐✲❝♦❤❡#❡♥* )❤❡❛❢ E ✐) ✉)✉❛❧❧②
♦❜*❛✐♥❡❞ ❢#♦♠ *❤✐) ❡①*❡♥)✐♦♥ ❝❧❛)) ❜② ❝♦♥)✐❞❡#✐♥❣ *❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ ✕ )❡❡ ❢♦# ✐♥)*❛♥❝❡ ❬❑▼❪

E » p˚pi˚OX b q˚Eq Ñ p˚pi˚LX r1s b q˚Eq » LX r1s b E ✭✹✳✷✮

✶✵✶



❋!♦♠ $❤❡ ♠❛♣ α✱ ✇❡ ❣❡$ ❛ ♠♦!♣❤✐-♠ i˚i˚OX Ñ LX r1s✳ ❉✉❛❧✐-✐♥❣ ✇❡ ❣❡$

β : TX r´1s Ñ HomOX
pi˚i˚OX ,OXq » p˚i˚ HomOX

pi˚i˚OX ,OXq » p˚ HomO
Xp2q

pi˚OX , i˚OXq

❚❤❡ !✐❣❤$ ❤❛♥❞ -✐❞❡ ♥❛$✉!❛❧❧② ❛❝$- ♦♥ $❤❡ ❢✉♥❝$♦! i˚ » p˚p´bO
Xp2q

i˚OXq ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥ i˚q˚ » id✳ ❚❤✐-

❛❝$✐♦♥✱ $♦❣❡$❤❡! ✇✐$❤ $❤❡ ♠❛♣ β✱ ❛--♦❝✐❛$❡- $♦ ❛♥② ♣❡!❢❡❝$ ♠♦❞✉❧❡ E ❛ ♠♦!♣❤✐-♠ TX r´1s b E Ñ E✳

■$ ❝♦!!❡-♣♦♥❞- $♦ ❛ ♠❛♣ E Ñ E b LX r1s ✇❤✐❝❤ ✐- ❡9✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ $❤❡ ❆$✐②❛❤ ❝❧❛-- ✐♥ $❤❡ -❡♥-❡ ♦❢ ✭✹✳✷✮✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✸✻✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ %♠♦♦"❤ ❛❧❣❡❜+❛✐❝ ✈❛+✐❡"② ❛♥❞ ❧❡" E ❜❡ ❛ ♣❡+❢❡❝" ❝♦♠♣❧❡① ♦♥ X✳ ❚❤❡

❆"✐②❛❤ ❝❧❛%% ♦❢ E ✐♥ "❤❡ %❡♥%❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ✹✳✸✷ ❛♥❞ "❤❡ ❝♦♥%"+✉❝"✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ❛+❡ ❡?✉✐✈❛❧❡♥" "♦ ♦♥❡

❛♥♦"❤❡+✳

 !♦♦❢✳ ❲❡ ✜!-$ ♦❜-❡!✈❡ $❤❡ $✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝$-

• ❚❤❡ ❞❡!✐✈❡❞ ❝❛$❡❣♦!② LXqcohppXp2qqfq ✐- ❡9✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ QcohpXp2qq✳

• ❚❤❡ $❛♥❣❡♥$ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜!❛ LXppXp2qqfq ✐- $❤❡ ❢!❡❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜!❛ ❣❡♥❡!❛$❡❞ ❜② TX r´1s✳

❲❡ ♠♦!❡♦✈❡! ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡ ❞✐❛❣!❛♠✱ ✇❤❡!❡ i : Xp2q Ñ X ˆX ✐- $❤❡ ✐♥❝❧✉-✐♦♥✳

QcohpXq

RepX

,,
//

q˚

''

LXqcoh

´
pX ˆXqf

¯

u˚

��

// dgRepXpℓXq

��
QcohpXp2qq //

i˚

22dgRepXpFreeXpTX r´1sqq // QcohpXq

✇❤❡!❡ u ✐- $❤❡ ♥❛$✉!❛❧ ♠♦!♣❤✐-♠ Xp2q Ñ X ˆX✳

❋!♦♠ ✇❤❛$ ♣!❡❝❡❞❡-✱ $❤❡ ❆$✐②❛❤ ❝❧❛-- ❛!✐-❡- ❢!♦♠ ❛♥ ❛❝$✐♦♥ ♦♥ i˚✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ $❤✉- ❢♦❝✉- ♦♥ $❤❡
❝♦♠♣♦-✐$❡

QcohpXp2qq // dgRepXpFreeXpTX r´1sqq // QcohpXq

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ -$✉❞✐❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✳ ▲❡$ $❤✉- a : SpecA Ñ X ❜❡ ❛ ♠♦!♣❤✐-♠✳ ▲❡$ ✉- ❞❡♥♦$❡ ❜② L $❤❡

A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜!❛ FreeApTX,ar´1sq✳ E✉❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ ♦♥ A $❤❡ ❢✉♥❝$♦!- ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❣❡$

dgModCA L

fA
L // dgRepApLq // dgModA

✇❤❡!❡ fAL ✐- ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ❛❝$✐♦♥ ♦❢ L ♦♥ UApL bA Arηsq $❤!♦✉❣❤ $❤❡ ♥❛$✉!❛❧ ✐♥❝❧✉-✐♦♥✳ ❖♥ $❤❡ ♦$❤❡!
❤❛♥❞✱ $❤❡ ✉♥✐✈❡!-❛❧ ❆$✐②❛❤ ❝❧❛-- α ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❛- ❢♦❧❧♦✇-

CA L //

»
��

HomApUApLbA Arηsq, Aq
»
��

A‘ LX,a
//

��

A‘ pLX,a bA Arηsq

��
0 // LX,ar1s

❚❤❡ ✉♥✐✈❡!-❛❧ ❆$✐②❛❤ ❝❧❛-- ✐- $❤✉- ❞✉❛❧ $♦ $❤❡ ✐♥❝❧✉-✐♦♥ TX,ar´1s Ñ UApL bA Arηsq✳ ■$ ❢♦❧❧♦✇- $❤❛$
$❤❡ ❛❝$✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② $❤❡ ❢✉♥❝$♦! fAL ✐- ✐♥❞❡❡❞ ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ❆$✐②❛❤ ❝❧❛--✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✉-✐♥❣

♣!♦♣♦-✐$✐♦♥ ✹✳✸✹✳

✶✵✷



✹✳✷✳✺ ❆❞❥♦✐♥* +❡♣+❡.❡♥*✐♦♥

■♥ "❤✐% %✉❜%❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉% ♦♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %"❛"❡♠❡♥"✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✸✼✳ ▲❡" X ❜❡ ❛ ❞❡&✐✈❡❞ ❆&"✐♥ +"❛❝❦✳ ❚❤❡ ℓX✲♠♦❞✉❧❡ RepXpTX r´1sq ✐+ ❡6✉✐✈❛❧❡♥" "♦
"❤❡ ❛❞❥♦✐♥" &❡♣&❡+❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ ℓX ✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣6♦♣♦%✐"✐♦♥✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐"❤ ♣6♦♣♦%✐"✐♦♥ ✹✳✸✹✱ ✐♠♣❧✐❡% "❤❛" "❤❡ ❜6❛❝❦❡" ♦❢ ℓX ✐% ❛% ❡①♣❡❝"❡❞

❣✐✈❡♥ ❜② "❤❡ ❆"✐②❛❤ ❝❧❛%% ♦❢ "❤❡ "❛♥❣❡♥" ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚♦ ♣6♦✈❡ ✐"✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛ ❢❡✇ ❝♦♥%"6✉❝"✐♦♥%✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✽✳ ▲❡" A P cdgaď0
k ❛♥❞ L P dgLieA✳ ❚♦ ❛♥② A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜&❛ L1

✇✐"❤ ❛ ♠♦&♣❤✐+♠

α : L Ñ L1
✇❡ ❛++♦❝✐❛"❡ "❤❡ ✉♥❞❡&❧②✐♥❣ &❡♣&❡+❡♥"❛"✐♦♥ ψAL pL1q ♦❢ L ✕ ✐❡ "❤❡ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡ L1

✇✐"❤ "❤❡

❛❝"✐♦♥ ♦❢ L "❤&♦✉❣❤ "❤❡ ♠♦&♣❤✐+♠ α✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦& ψAL ♣&❡+❡&✈❡+ 6✉❛+✐✲✐+♦♠♦&♣❤✐+♠+✳ ■" ✐♥❞✉❝❡+ ❛

❢✉♥❝"♦& ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❧♦❝❛❧✐+❡❞ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦&✐❡+✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐"+ ❛ ❧❡❢" ❛❞❥♦✐♥" φAL ✿

φAL : dgRepApLq Õ
L{dgLieA : ψAL

 !♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"♦6 ψAL ♣6❡%❡6✈❡% %♠❛❧❧ ❧✐♠✐"% ❛♥❞ ❜♦"❤ ✐"% ❡♥❞% ❛6❡ ♣6❡%❡♥"❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛"❡❣♦6✐❡%✳
❙✐♥❝❡ ❜♦"❤ dgRepApLq ❛♥❞ dgLieA ❛6❡ ♠♦♥❛❞✐❝ ♦✈❡6 dgModA✱ "❤❡ ❢✉♥❝"♦6 ψAL ✐% ❛❝❝❡%%✐❜❧❡ ❢♦6 "❤❡

❝❛6❞✐♥❛❧ ω✳ ❚❤❡ 6❡%✉❧" ❢♦❧❧♦✇% ❢6♦♠ ❬❍❚❚✱ ✺✳✺✳✷✳✾❪

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✾✳ ▲❡" A ❜❡ ❛ ❝❞❣❛ ❛♥❞ L0 ❜❡ ❛ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜&❛ ♦✈❡& A✳ ❚❤❡&❡ ✐+ ❛ ♥❛"✉&❛❧ "&❛♥+❢♦&♠❛"✐♦♥

L0{dgLieA
CA //

ψA
L0 &&

KS
`
cdgaA{CA L0

˘op

dgRepApL0q
gAL0

pp´q_q
// `dgModCA L0

˘op
CA L0‘p´qr´1s

66

✇❤❡#❡ gAL0
✇❛% ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✹✳✶✾✳

 !♦♦❢✳ ▲❡" α : L0 Ñ L ❜❡ ❛ ♠♦'♣❤✐+♠ ♦❢ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜'❛+✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦+✐"❡ ♠♦'♣❤✐+♠

SymApL0r1sq b
A
Lr1s αÑ SymApLr1sq b

A
Lr1s Ñ SymApLr1sq

✐♥❞✉❝❡+ ❛ ♠♦'♣❤✐+♠

HomApSymApLr1sq, Aq Ñ HomApSympL0r1sq b Lr1s, Aq » HomApSymApL0r1sq, L_r´1sq

❚❤✐+ ❞❡✜♥❡+ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ❣#❛❞❡❞ ♠♦❞✉❧❡+ δL : CA L Ñ gAL0
pL_qr´1s✳ ▲❡" ✉+ ♣'♦✈❡ "❤❛" ✐" ❝♦♠♠✉"❡+ ✇✐"❤

"❤❡ ❞✐✛❡'❡♥"✐❛❧+✳ ❘❡❝❛❧❧ "❤❡ ♥♦"❛"✐♦♥+ Si ❛♥❞ Tij ❢'♦♠ '❡♠❛'❦ ✹✳✷✷✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉"❡ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞

δpdξqpη.x1 b . . .b η.xnqpη.yn`1q “
ÿ

iďn`1

p´1qSi`1ξpη.y1 b . . .b η.dyi b . . .b η.yn`1q

`
ÿ

iăjďn`1

p´1qTijξpη.ryi, yjs b η.y1 b . . .b yη.yi b . . .b yη.yj b . . .b η.yn`1q

` dpξpη.y1 b . . .b η.yn`1qq

✇❤❡'❡ yi ❞❡♥♦"❡+ αxi✱ ❢♦' ❛♥② i ď n✳ ❖♥ "❤❡ ♦"❤❡' ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

pdpδξqqpη.x1 b . . .b η.xnq “
ÿ

iďn
p´1qSi`1δξpη.x1 b . . .b η.dxi b . . .b η.xnq

`
ÿ

iăjďn
p´1qTijδξpη.rxi, xjs b η.x1 b . . .b yη.xi b . . .b yη.xj b . . .b xnq

`
ÿ

iďn
p´1qp|xi|`1qSixi ‚ δξpη.x1 b . . .b yη.xi b . . .b η.xnq

` dpδξpη.x1 b . . .b η.xnqq

✶✵✸



✇❤❡#❡ ‚ ❞❡♥♦'❡( '❤❡ ❛❝'✐♦♥ ♦❢ L0 ♦♥ L
_
✳ ❲❡ '❤✉( ❤❛✈❡

pdpδξqqpη.x1 b . . .b η.xnqpη.yn`1q “
ÿ

iďn
p´1qSi`1ξpη.y1 b . . .b η.dyi b . . .b η.yn b η.yn`1q

`
ÿ

iăjďn
p´1qTijξpη.ryi, yjs b η.y1 b . . .b yη.yi b . . .b yη.yj b . . .b η.yn b η.yn`1q

`
ÿ

iďn
p´1qp|yi|`1qSi`p|yi|´1`Sn`1q|yi|ξpη.y1 b . . .b yη.yi b . . . η.yn b η.ryn`1, yisq

` dpδξpη.x1 b . . .b η.xnqqpη.yn`1q

◆♦✇ ❝♦♠♣✉'✐♥❣ '❤❡ ❞✐✛❡#❡♥❝❡ δpdξqpη.x1 b . . .b η.xnqpη.yn`1q ´ pdpδξqqpη.x1 b . . .b η.xnqpη.yn`1q ✇❡
❣❡'

p´1qSn`1`1ξpη.y1 b . . .b η.yn b η.dyn`1q
` dpξpη.y1 b . . .b η.yn`1qq ´ dpδξpη.x1 b . . .b η.xnqqpη.yn`1q “ 0

■' ❢♦❧❧♦✇( '❤❛' δL ✐( ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♠♦#♣❤✐(♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❡( CA L Ñ gAL0
pL_qr´1s✳ ■' ✐( ♠♦#❡♦✈❡# A✲❧✐♥❡❛#✳

❖♥❡ ❝❤❡❝❦( ✇✐'❤ ❣#❡❛' ❡♥'❤✉(✐❛(♠ '❤❛' ✐' ✐( ❛ ❞❡#✐✈❛'✐♦♥✳ ❚❤✐( ❝♦♥('#✉❝'✐♦♥ ✐( ♠♦#❡♦✈❡# ❢✉♥❝'♦#✐❛❧ ✐♥

L ❛♥❞ ✇❡ ❣❡' '❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ♥❛'✉#❛❧ '#❛♥(❢♦#♠❛'✐♦♥✳

▲❡' ✉( ❞❡✜♥❡ '❤❡ ❝❛'❡❣♦#②

ş ˚{dgLie ❛( ❢♦❧❧♦✇(

• ❆♥ ♦❜❥❡❝' ✐( ❛ '#✐♣❧❡ pA,L,L Ñ L1q ✇❤❡#❡ A P cdgaď0
k ❛♥❞ L Ñ L1 P dgLieA✳

• ❆ ♠♦#♣❤✐(♠ pA,L,L Ñ L1q Ñ pB,L1, L1 Ñ L1
1q ✐( '❤❡ ❞❛'❛ ♦❢

✕ ❆ ♠♦#♣❤✐(♠ A Ñ B ✐♥ cdgaď0
k ✱

✕ ❆ ❝♦♠♠✉'❛'✐✈❡ ❞✐❛❣#❛♠

L1 //

��

LbA B

��
L1
1 L1 bA Boo

❚❤✐( ❝❛'❡❣♦#② ❝♦♠❡( ✇✐'❤ ❛ ❝♦❈❛#'❡(✐❛♥ ♣#♦❥❡❝'✐♦♥ '♦

ş ˚{dgLie Ñ
ş
dgLieop✳ ❚❤❡ ❢♦#❣❡'❢✉❧ ❢✉♥❝'♦#

L{dgLieA Ñ dgRepApLq ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝'♦# Ad (✉❝❤ '❤❛' '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '#✐❛♥❣❧❡ ❝♦♠♠✉'❡(
ş ˚{dgLie Ad //

%%

ş
dgRep

yyş
dgLieop

▲❡' ✉( ❞❡✜♥❡ '❤❡ ❝❛'❡❣♦#②

ş
pcdga{Cp´qqop ❛( ❢♦❧❧♦✇(

• ❆♥ ♦❜❥❡❝' ✐( ❛ '#✐♣❧❡ pA,L,Bq ✇❤❡#❡ pA,Lq P
ş
dgLieop ❛♥❞ B ✐( ❛ ❝❞❣❛ ♦✈❡# A ✇✐'❤ ❛ ♠❛♣

B Ñ CA L ❀

• ❆ ♠♦#♣❤✐(♠ pA,L,Bq Ñ pA1, L1, B1q ✐( ❛ ❝♦♠♠✉'❛'✐✈❡ ❞✐❛❣#❛♠

A

��

// B //

��

CA L

��
A1 // B1 // CA1 L1

✇❤❡#❡ CA L Ñ CA1 L1
✐( ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦#♣❤✐(♠ L1 Ñ LbL

A A
1
✳

✶✵✹



▲❡" ✉$ %❡♠❛%❦ ❤❡%❡ "❤❛" C ✐♥❞✉❝❡$ ❛ ❢✉♥❝"♦% χ :
ş ˚{dgLie Ñ

ş
pcdga{Cp´qqop ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉"❡$ ✇✐"❤

"❤❡ ♣%♦❥❡❝"✐♦♥$ "♦

ş
dgLieop✳ ❚❤❡ ❝♦♥$"%✉❝"✐♦♥ dgRepApLq Ñ pcdgaA{CA Lqop

V ÞÑ CA L‘ gAL pV _qr1s

❞❡✜♥❡$ ❛ ❢✉♥❝"♦%

θ :

ż
dgRep Ñ

ż ´
cdga{Cp´q

¯op

❛♥❞ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✾ ❣✐✈❡$ ❛ ♥❛"✉%❛❧ "%❛♥$❢♦%♠❛"✐♦♥ θAd Ñ χ✳ ▲♦❝❛❧✐$✐♥❣ ❛❧♦♥❣ <✉❛$✐✲✐$♦♠♦%♣❤✐$♠$✱ ✇❡

❣❡" ❛ "❤❡"❛❡❞%♦♥ ş
{̊dgLie

ş
dgRep

ş
pcdga{Cp´qqop

ş
dgLieop

Ad

''
χ

ww

θ
oo

r

��
q

��
p

''

✇❤❡%❡ "❤❡ ✉♣♣❡% ❢❛❝❡ ✐$ ✜❧❧❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ♥❛"✉%❛❧ "%❛♥$❢♦%♠❛"✐♦♥ θAd Ñ χ ❛♥❞ "❤❡ ♦"❤❡% ❢❛❝❡$ ❛%❡

❝♦♠♠✉"❛"✐✈❡✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✵✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝'♦) Ad ❛❞♠✐'. ❛ )❡❧❛'✐✈❡ ❧❡❢' ❛❞❥♦✐♥' φ ♦✈❡)
ş
dgLieop✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ '❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞

♥❛'✉)❛❧ ')❛♥.❢♦)♠❛'✐♦♥ θ Ñ θAdφ Ñ χφ ✐. ❛♥ ❡5✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

'(♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜%$" $"❛"❡♠❡♥" ✐$ ❛ ❝♦♥$❡<✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✽ ❛♥❞ ❬❍❆❧❣✱ ✽✳✸✳✷✳✶✶❪✳ ❚♦ ♣%♦✈❡ "❤❡ $❡❝♦♥❞

♦♥❡✱ ✇❡ ✜① ❛ ♣❛✐% pA,Lq P
ş
dgLieop ❛♥❞ $"✉❞② "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥❛"✉%❛❧ "%❛♥$❢♦%♠❛"✐♦♥

dgRepApLq //

''

`
cdgaA{CA L

˘op

L{dgLieA

77

��

❚❤❡ ❝❛"❡❣♦%② dgRepApLq ✐$ ❣❡♥❡%❛"❡❞ ✉♥❞❡% ❝♦❧✐♠✐"$ ♦❢ "❤❡ ❢%❡❡ %❡♣%❡$❡♥"❛"✐♦♥$ UA L b N ✱ ✇❤❡%❡

N P dgModA✳ ❇♦"❤ "❤❡ ✉♣♣❡% ❛♥❞ "❤❡ ❧♦✇❡% ❢✉♥❝"♦%$ ♠❛♣ ❝♦❧✐♠✐"$ "♦ ❧✐♠✐"$✳ ❙✐♥❝❡ φ
A
LpUA LbNq »

L > FreeApNq✱ ✇❡ ❝❛♥ %❡$"%✐❝" "♦ ♣%♦✈✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦%♣❤✐$♠

CA L‘N_r´1s Ñ CA L‘ gAL ppUA LbNq_r´1sq

✐$ ❛♥ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦%♣❤✐$♠ ❜❡"✇❡❡♥ ❡①❛❝" $❡<✉❡♥❝❡$

N_r´1s //

β

��

CA L‘N_r´1s

��

// CA L

“
��

gAL ppUA LbNq_r´1sq // CA L‘ gAL ppUA Lq_r´1sq // CA L

❙✐♥❝❡ "❤❡ ❢✉♥❝"♦%$ p´q_
❛♥❞ gAL ppUA Lb ´q_r´1sq ❢%♦♠ dgModA "♦ dgMod

op
A ❛%❡ ❜♦"❤ ❧❡❢" ❛❞❥♦✐♥"

"♦ $❛♠❡ ❢✉♥❝"♦%✱ "❤❡ ♠♦%♣❤✐$♠ β ✐$ ❛♥ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

▲❡" ✉$ ♥♦✇ ❝♦♥$✐❞❡% "❤❡ ❢✉♥❝"♦%

ş
dgMod

f,ft,ě1

Cp´q
// ş dgModCp´q

f // ş dgRep

✶✵✺



❘❡♠❛$❦ ✹✳✹✶✳ ❉✉❛❧✐(② ❛♥❞ ♣-♦♣♦/✐(✐♦♥ ✹✳✷✷ ♠❛❦❡ (❤❡ ❝♦♠♣♦/✐(❡ ❢✉♥❝(♦-

ş
dgMod

f,ft,ě1

Cp´q
// ş dgRep

θ // şpcdga{Cp´qqop

❡7✉✐✈❛❧❡♥( (♦ (❤❡ ❢✉♥❝(♦- pA,L,Mq ÞÑ CA L
À
M_r´1s✳

▼♦-❡♦✈❡-✱ (❤❡ ❝♦♠♣♦/✐(❡ ❢✉♥❝(♦-

ż
dgMod

f,ft,ě1

Cp´q ˆş
dgLieop

ż
pdgLief,ft,ě1qop Ñ

ż
dgRep ˆş

dgLieop

ż
pdgLief,ft,ě1qop

Ñ
ż

˚{dgLie ˆş
dgLieop

ż
pdgLief,ft,ě1qop

❤❛/ ✈❛❧✉❡/ ✐♥ (❤❡ ❢✉❧❧ /✉❜❝❛(❡❣♦-② ♦❢ ❣♦♦❞ ❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜-❛/

ş ˚{dgLiegood✳ ❯/✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✹✳✸✵✱ ✇❡ /❡❡

(❤❛( (❤❡ ❢✉♥❝(♦-ż
dgMod

f,ft,ě1

Cp´q ˆş
dgLieop

ż
pdgLief,ft,ě1qop Ñ

ż
pcdga{Cp´qqop ˆş

dgLieop

ż
pdgLief,ft,ě1qop

♣-❡/❡-✈❡/ ❝♦❈❛-(❡/✐❛♥ ♠♦-♣❤✐/♠/✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡( ❛ ♥❛(✉-❛❧ (-❛♥/❢♦-♠❛(✐♦♥

ş
pdgLief,ft,ě1qop

dgMod
f,ft,ě1

Cp´q

**

pcdga{Cp´qqop
44��
CatV8

❚❤❡-❡ ✐/ ❛❧/♦ ❛ ❨♦♥❡❞❛ ♥❛(✉-❛❧ (-❛♥/❢♦-♠❛(✐♦♥ pcdga{Cp´qqop Ñ SpecpCp´qq{dStf ❛♥❞ ✇❡ ❣❡(

G : dgMod
f,ft,ě1

Cp´q Ñ SpecpCp´qq{dStf

▲❡( ✉/ -❡❝❛❧❧ -❡♠❛-❦ ✹✳✸✳ ■( ❞❡✜♥❡/ ❛ ♥❛(✉-❛❧ (-❛♥/❢♦-♠❛(✐♦♥

ζ : dgMod
f,ft,ě1

Cp´q ˆ ∆1 Ñ SpecpCp´qq{dStf

/✉❝❤ (❤❛( ζp´, 0q » Fφf ❛♥❞ ζp´, 1q » G » hθf ✳

❲❡ ❛-❡ ❛( ❧❛/( -❡❛❞② (♦ ♣-♦✈❡ ♣-♦♣♦/✐(✐♦♥ ✹✳✸✼✳

 !♦♦❢ ✭♦❢ ♣-♦♣♦/✐(✐♦♥ ✹✳✸✼✮✳ ❊①(❡♥❞✐♥❣ (❤❡ ♣-❡❝❡❞✐♥❣ ❝♦♥/(-✉❝(✐♦♥ ❜② /✐❢(❡❞ ❝♦❧✐♠✐(/✱ ✇❡ ❣❡( ❛ ♥❛(✉-❛❧

(-❛♥/❢♦-♠❛(✐♦♥ β : LqcohpFp´qqˆ∆1 Ñ Fp´q{dStf ♦❢ ❢✉♥❝(♦-/
ş
dgLieop Ñ CatV8✳ ▲❡( ♥♦✇ X ❞❡♥♦(❡

❛♥ ❆-(✐♥ ❞❡-✐✈❡❞ /(❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦❢ ✜♥✐(❡ ♣-❡/❡♥(❛(✐♦♥✳ ❲❡ ❣❡( ❛ ❢✉♥❝(♦-

βX : LXqcohpFXℓXq ˆ ∆1 Ñ FXpℓXq{dStfX
❖♥ (❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ (❤❡ ❢✉♥❝(♦- βXp´, 0q ❛❞♠✐(/ ❛ -✐❣❤( ❛❞❥♦✐♥(✱ ♥❛♠❡❧② (❤❡ ❢✉♥❝(♦-

FXpℓXq{dStfX
LX // ℓX{dgLieX

AdX // dgRepXpℓXq gX // LXqcohpFℓXq

✇❤✐❧❡ ♦♥ (❤❡ ♦(❤❡- ❤❛♥❞✱ ✉/✐♥❣ -❡♠❛-❦ ✹✳✹✶✱ (❤❡ ❢✉♥❝(♦-

MappβXp´, 1q, pX ˆXqfq

✐/ -❡♣-❡/❡♥(❡❞ ❜② νXpTX r´1sq ✇❤❡-❡ νX ✐/ (❤❡ ❢✉♥❝(♦- QcohpXq Ñ LXqcohppX ˆXqfq ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ (❤❡

♣-♦♦❢ ♦❢ (❤❡♦-❡♠ ✹✳✶✼✳ ❲❡ (❤❡-❡❢♦-❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦-♣❤✐/♠

νXpTX r´1sq Ñ gXAdXLXppX ˆXqfq » gXAdXpℓXq
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠♦-♣❤✐/♠ RepXpTX r´1sq “ fXνXpTX r´1sq Ñ AdXpℓXq✳ ■( ♥♦✇ /✉✣❝❡/ (♦ (❡/( ♦♥ (❤❡

✉♥❞❡-❧②✐♥❣ 7✉❛/✐✲❝♦❤❡-❡♥( /❤❡❛✈❡/ ♦♥ X✱ (❤❛( ✐( ✐/ ❛♥ ❡7✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❇♦(❤ (❤❡ ❧❡❢( ❛♥❞ -✐❣❤( ❤❛♥❞ /✐❞❡/

❛-❡ ❡7✉✐✈❛❧❡♥( (♦ TX r´1s✳

✶✵✻
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■♥ "❤✐% ❧❛%" ❝❤❛♣"❡+✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣♦%❡ ❛ ❢❡✇ +❡%❡❛+❝❤ ❞✐+❡❝"✐♦♥% "❤❡ ❛✉"❤♦+ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ "♦ ♣✉+%✉❡✳

✺✳✶ ❆ $②♠♣❧❡❝+✐❝ $+-✉❝+✉-❡ ♦♥ +❤❡ ❢♦-♠❛❧ ❧♦♦♣ $♣❛❝❡

❲❡ ❛♣♣+♦❛❝❤❡❞ ✐♥ "❤✐% "❤❡%✐% "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 7✉❡%"✐♦♥✿ ✐❢ X ✐% ❛ %②♠♣❧❡❝"✐❝ %"❛❝❦✱ ❞♦❡% ✐"% ❢♦+♠❛❧ ❧♦♦♣

%♣❛❝❡ LdpXq ✐♥❤❡+✐"% ❛ ❚❛"❡ %②♠♣❧❡❝"✐❝ %"+✉❝"✉+❡✳ ❲❡ %❤♦✇❡❞ ✐♥ ♣+♦♣♦%✐"✐♦♥ ✸✳✷✺ "❤❛" LdpXq ✐%

❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐"❤ ❛ ✧❧♦❝❛❧✧ ❚❛"❡ %"+✉❝"✉+❡✳

 !♦❜❧❡♠ ✶✳ ▲❡" X ❜❡ ❛♥ n✲'❤✐❢"❡❞ '②♠♣❧❡❝"✐❝ ❞❡1✐✈❡❞ ❆1"✐♥ '"❛❝❦✳ ❉♦❡' "❤❡ ❢♦1♠❛❧ ❧♦♦♣ '♣❛❝❡ LdpXq
♦❢ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ d ✇✐"❤ ✈❛❧✉❡' ✐♥ X ❛❞♠✐" ❛♥ pn ´ d ` 1q✲'❤✐❢"❡❞ '②♠♣❧❡❝"✐❝ '"1✉❝"✉1❡✱ ❛' ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❚❛"❡
'"❛❝❦❄

❖♥❡ ✇❛② ♦❢ ❛♣♣+♦❛❝❤✐♥❣ "❤✐% ✐%%✉❡ ✐% ❜② ❝♦♥%✐❞❡+✐♥❣ "❤❡ ♥❡+✈❡ ♦❢ "❤❡ ♠♦+♣❤✐%♠ LdV pXq Ñ LdU pXq✳
❚❤✐% ❞❡✜♥❡% ❛ ❣+♦✉♣♦✐❞ ♦❜❥❡❝" Z‚ ✐♥ ✐♥❞✲♣+♦✲%"❛❝❦%✳ ❲❡ %❤♦✇❡❞ "❤❛" ✇❤❡♥ X ✐% ❛✣♥❡✱ "❤❡ %♣❛❝❡

♦❢ ♠♦+♣❤✐%♠% Z1 ♦❢ "❤✐% ❣+♦✉♣♦✐❞ ✐% BdpXq ❛♥❞ ❛❞♠✐"% ❛ ❝❧♦%❡❞ ❢♦+♠ ❛% %♦♦♥ ❛% X ❤❛% ♦♥❡✳ ❚❤✐%

❣+♦✉♣♦✐❞ ♦❜❥❡❝" ✐% ♠♦+❡♦✈❡+ ❡①♣❡❝"❡❞ "♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛"✐❜❧❡ ✇✐"❤ "❤❡ ❝❧♦%❡❞ ❢♦+♠ %♦ "❤❛" ✐" %❤♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡

❛ ❝❧♦%❡❞ ❢♦+♠ ♦♥ "❤❡ 7✉♦"✐❡♥"✳ ❖♥❡ ❝♦+❡ ✐❞❡❛ ♦❢ "❤✐% ❝♦♥%"+✉❝"✐♦♥ ✐% "❤❛" "❤❡ 7✉♦"✐❡♥" ♦❢ "❤❡ ❢♦+❡✲

♠❡♥"✐♦♥❡❞ ❣+♦✉♣♦✐❞ ✐♥ "❤❡ +✐❣❤" ❝❛"❡❣♦+② ✕ %♦♠❡"❤✐♥❣ ❧✐❦❡ "❤❡ ❝❛"❡❣♦+② ♦❢ ❆+"✐♥ ✐♥❞✲♣+♦✲%"❛❝❦% ✕

%❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡7✉✐✈❛❧❡♥" "♦ LdpXq✳
▼♦+❡♦✈❡+✱ %"❛"✐♥❣ ❛♥❞ ♣+♦✈✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ❢♦+♠ ♦♥ LdpXq ✐% ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡+❛"❡ ❡♥❝♦✉♥"❡+% %❡✈❡+❛❧

♣+♦❜❧❡♠%✳ ❚❤❡ ✜+%" ♦♥❡ ✐% "❤❛" "❤❡ "❛♥❣❡♥" ♦❢ LdpXq ✐% ♦♥❧② ❦♥♦✇ "♦ ❜❡ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❚❛"❡ ♦❜❥❡❝" ❜✉" ♥♦"

♥❡❝❡%%❛+✐❧② ❣❧♦❜❛❧❧②✱ %♦ "❤❛" ❝♦♠♣❛+✐♥❣ "❤❡ "❛♥❣❡♥" ✇✐"❤ ✐"% ❞✉❛❧✱ "❤❡ ❝♦"❛♥❣❡♥"✱ ❞♦❡% ♥♦" +❡❛❧❧② ♠❛❦❡

%❡♥%❡ ②❡"✳

✺✳✷ ❆ ❢♦-♠❛❧ ❧♦♦♣ $♣❛❝❡ ♦✈❡- ❛ ✈❛-✐❡+②

❆% ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ✐♥"+♦❞✉❝"✐♦♥✱ ✐" ❛♣♣❡❛+❡❞ ✐♥ ❬❑❱✶❪ "❤❛" "❤❡ ❢♦+♠❛❧ ❧♦♦♣ %♣❛❝❡ ✭✐♥ ❞✐♠❡♥%✐♦♥

1✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡+ ❛ ❝✉+✈❡✳ ■" ♠♦+❡♦✈❡+ ❛❞♠✐"% ❛ ❢❛❝"♦+✐③❛"✐♦♥ %"+✉❝"✉+❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉% "♦ ✉%❡ %♦♠❡

❧♦❝❛❧✲"♦✲❣❧♦❜❛❧ ❛+❣✉♠❡♥"✳ ❚❤✐% %"+❛"❡❣② ❛❧%♦ ♠❛❦❡% "❤❡ ❝♦+❡ ♦❢ ❬●▲❪✳ ❚❤❡ 7✉❡%"✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ "❤❡

❢♦+♠❛❧ ❧♦♦♣ %♣❛❝❡ ♦✈❡+ ❛ ✈❛+✐❡"② V ✕ %❛② ♦❢ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ d ✕ "❤❡♥ ♥❛"✉+❛❧❧② ♣♦♣% ✉♣✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧"② ❧✐❡%

✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣+♦♣❡+❧② "❤❡ ♣✉♥❝"✉+❡❞ ❢♦+♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉+❤♦♦❞ ♦❢ "❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ V Ñ V ˆ V ✳ ■♥

❬❑❱✶❪✱ "❤❡ ❛✉"❤♦+% ❞❡✜♥❡❞ ✐" ❛% ❛ ❧♦❝❛❧❧② +✐♥❣❡❞ %♣❛❝❡✳ ❚❤✐% ❛♣♣+♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧%♦ ♠❛❦❡ %❡♥%❡ ✐♥ "❤❡

❞❡+✐✈❡❞ %❡""✐♥❣✿ ❢♦+ ❛♥② ❝❞❣❛ A ✇✐"❤ ♠♦+♣❤✐%♠ u : SpecA Ñ V ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥%✐❞❡+ "❤❡ %♣❛❝❡ SpecA

✇✐"❤ ❛ %❤❡❛❢ ♦❢ ❝❞❣❛✬% OΓ̂urΓu
❝♦++❡%♣♦♥❞✐♥❣ "♦ "❤❡ ♣✉♥❝"✉+❡❞ ❢♦+♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉+❤♦♦❞ ♦❢ "❤❡ ❣+❛♣❤ Γu

♦❢ u✳ ❚❤❡ ❛%%✐❣♥❡♠❡♥"

pu : SpecA Ñ V q ÞÑ Map´{V ppSpecA,OΓ̂urΓu
q, Xq
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✇❤❡♥ X ✐% ❛ ❞❡(✐✈❡❞ ❛✣♥❡ %❝❤❡♠❡ ♦✈❡( V ✱ %❤♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ %♦♠❡ %♦(2 ♦❢ ❢♦(♠❛❧ ❧♦♦♣ %♣❛❝❡ ♦✈❡( V ✳

❆❧2❤♦✉❣❤ 2❤✐% ❞❡✜♥✐2✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ♠❛❦❡ %❡♥%❡ ❢♦( ❛♥ ❛✣♥❡ %❝❤❡♠❡ X✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ❜(♦❛❞❡(

❞❡✜♥✐2✐♦♥ ❜② ❡♥❢♦(❝✐♥❣ ;2❛❧❡ ❞❡%❝❡♥2✳ ❆♥❞ ✇❤❛2 ♦❢ 2❤❡ ❢❛❝2♦(✐③❛2✐♦♥ %2(✉❝2✉(❡❄ ❚❤❡ %❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢

❝♦♥%2(✉❝2✐♦♥ %❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉% 2♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝2 ♦✈❡( 2❤❡ ❘❛♥ %♣❛❝❡ ♦❢ V ✱ ❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❢❛❝2♦(✐%❛2✐♦♥

%2(✉❝2✉(❡ ♦♥ 2❤✐% ❢♦(♠❛❧ ❧♦♦♣ %♣❛❝❡ ♦✈❡( V ✳ ■2% ❘❛♥ %♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ❛% 2❤❡ ❝♦❧✐♠✐2 ✐♥ 2❤❡ ❝❛2❡❣♦(②

♦❢ %2❛❝❦%

RanpV q “ colim
IPFin։

V I

✇❤❡(❡ Fin։ ✐% 2❤❡ ❝❛2❡❣♦(② ♦❢ ✜♥✐2❡ %❡2% ❛♥❞  ✉"❥❡❝&✐✈❡ ♠❛♣%✳ ❲❡ ❝♦♠❡ 2♦ 2❤❡ %❡❝♦♥❞ ♣(♦❜❧❡♠ ■ ✇♦✉❧❞

❧✐❦❡ 2♦ ✐♥✈❡%2✐❣❛2❡✳

 !♦❜❧❡♠ ✷✳ ▲❡& V ❜❡ ❛  ♠♦♦&❤ ❛♥❞ ♣"♦♣❡" ✈❛"✐❡&② ♦❢ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥ d✳ ❚❤❡"❡  ❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢❛❝&♦"✐③❛&✐♦♥

♠♦♥♦✐❞ π : LpXqRanpV q Ñ RanpV q ✐♥ ✐♥❞✲♣"♦✲ &❛❝❦  ✉❝❤ &❤❛&✱ ❢♦" ❛♥② ❝♦♥✜❣✉"❛&✐♦♥ tv1, . . . , vpu ♦❢

♣♦✐♥& ✐♥ V ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❛"&❡ ✐❛♥ ❞✐❛❣"❛♠

`
LdpXq

˘p //

��

LpXqRanpV q

π

��
˚ v1,...,vp

// RanpV q

▼♦"❡♦✈❡"✱ &❤✐ ❢❛❝&♦"✐③❛&✐♦♥  &"✉❝&✉"❡ ✐ ❡①♣❡❝&❡❞ &♦ ❛❞♠✐& ❛ ✢❛& ❝♦♥♥❡❝&✐♦♥ ✕ ✐❡ &❤❡ ♠❛♣ π ✐ &❤❡

♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ ❛ ♠❛♣ Z Ñ RanpV qdR✳

❲❤❡♥ V ✐% ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉✱ 2❤✐% ❢❛❝2♦(✐③❛2✐♦♥ ♠♦♥♦✐❞ ✐% ♠♦(❡♦✈❡( ❡①♣❡❝2❡❞ 2♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛2✐❜❧❡✱ ✐♥ %♦♠❡

%❡♥%❡✱ ✇✐2❤ 2❤❡ %②♠♣❧❡❝2✐❝ %2(✉❝2✉(❡✳ ❆ ❧♦❝❛❧✲2♦✲❣❧♦❜❛❧ ❛(❣✉♠❡♥2 %❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉% 2♦ ❞❡✜♥❡ ❛ %②♠♣❧❡❝2✐❝

❢♦(♠ ♦♥ 2❤❡ ✭✢❛2✮ ❢❛❝2♦(✐③❛2✐♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣② HV ♦❢ LpXqRanpV q✳
❚❤✐% ❢❛❝2♦(✐%❛2✐♦♥ %2(✉❝2✉(❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧%♦ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ 2♦ %♦♠❡ ❤✐❣❤❡( ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❝❤✐(❛❧ ❞✐✛❡(❡♥2✐❛❧

♦♣❡(❛2♦(%✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❤❡ ✇♦(❦ ♦❢ ❑❛♣(❛♥♦✈❛ ❛♥❞ ❱❛%%❡(♦2 ✐♥ ❬❑❱✸❪✳ ❖❢ ❝♦✉(%❡✱ 2❤❡ ✜(%2 %2❡♣ ✐♥ 2❤✐%

❞✐(❡❝2✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 2♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐2✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛2 ❤✐❣❤❡( ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❝❤✐(❛❧ ❛♥❞ ✈❡(2❡① ❛❧❣❡❜(❛% ✇♦✉❧❞

❜❡✳ ❚❤❡ ❛✉2❤♦( ❤♦♣❡% 2♦ ❢♦❧❧♦✇ 2❤♦%❡ ✐❞❡❛% 2♦❣❡2❤❡( ✇✐2❤ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❋❛♦♥2❡ ❛♥❞ ▼✐❦❤❛✐❧ ❑❛♣(❛♥♦✈✳

✺✳✸ ▲♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡+,②

❆♥♦2❤❡( ❞✐(❡❝2✐♦♥ 2❤❡ ❛✉2❤♦( ✐% ✐♥2❡(❡%2❡❞ ✐♥ ✐% 2❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥2 ♦❢ ❛ %♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡2(②✳ ■♥ 2❤✐%

2❤❡%✐%✱ ✇❡ ❡♥❝♦✉♥2❡(❡❞ ✐♥✜♥✐2❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ %2❛❝❦% ✇✐2❤ ❛ ♥❛2✉(❛❧ ✐♥❞✲♣(♦✲%2(✉❝2✉(❡✳ ❚❤✐% 2❤❡♦(② ♦❢

✐♥❞✲♣(♦✲%2❛❝❦% ❤❛% %♦♠❡ ❣♦♦❞ ❢❡❛2✉(❡% ❜✉2 %❡❡♠❡❞ ❛ ❜✐2 2✐❣❤2 ❢♦( %♦♠❡ ♣✉(♣♦%❡%✳ ◆❛♠❡❧②✱ 2❤❡ ❢❛❝2

2❤❛2 2❤❡ ❛❧❣❡❜(❛ kpptqq ♦❢ ▲❛✉(❡♥2 %❡(✐❡% ♦✈❡( 2❤❡ ❜❛%❡ ✜❡❧❞ k ❞♦❡% ♥♦2 ✜2 ✐♥ 2❤✐% ❝♦♥2❡①2✳ ❚❤❡(❡ ✐%

✐♥❞❡❡❞ ♥♦ (❡❛%♦♥✐❜❧❡ ✐♥❞✲♣(♦✲%2❛❝❦% (❡♣(❡%❡♥2✐♥❣ kpptqq ❛♥❞ (❡♠❡♠❜❡(✐♥❣ ✕ ❛% ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✇❛♥2 ✕ 2❤❛2 ✐2
✐% ✐♥ ❢❛❝2 ❛ ❧♦❝❛❧✐%❛2✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣(♦✲❛❧❣❡❜(❛✳ ❚❤❡ %❛♠❡ ♣(♦❜❧❡♠ ❛(✐%❡% ♦❢ ❝♦✉(%❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥%✐❞❡(✐♥❣ ❤✐❣❤❡(

❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ✧❧♦♦♣%✧✱ ✐❡ 2❤❡ ❞❡(✐✈❡❞ %❝❤❡♠❡ Udk ❛% ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣2❡( ✸✳

 !♦❜❧❡♠ ✸✳ ■ &❤❡"❡ ❛ ♥❛&✉"❛❧ ❣❡♦♠❡&"✐❝❛❧ ❝♦♥&❡①& ✐♥ ✇❤✐❝❤ &❤❡ ♣✉♥❝&✉"❡❞ ❢♦"♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉"❤♦♦❞ ❧✐✈❡ 

❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡ ❄

❚❤✐% ♣(♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥%✇❡(❡❞ ✇✐2❤ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜%❡(✈❛2✐♦♥✿ 2❤❡ (✐♥❣ ♦❢ ▲❛✉(❡♥2 %❡(✐❡% ✐% ❛♥

❛❧❣❡❜(❛ ✐♥ 2❤❡ ❝❛2❡❣♦(② ♦❢ ✐♥❞✲♣(♦✲✈❡❝2♦( %♣❛❝❡% ♦✈❡( k✿

kpptqq “ colim
n

lim
p
krts{tn`p

✇❤❡(❡ 2❤❡ ♠❛♣% krts{tn`p Ñ krts{tn`pp´1q
✐% ♥❛2✉(❛❧❧② ❛ ♠♦(♣❤✐%♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜(❛% ❜✉2 2❤❡ 2(❛♥%✐2✐♦♥ ♠❛♣%

krts{tn`p Ñ krts{tpn`1q`p
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❛!❡ ❣✐✈❡♥ ❜② )❤❡ ♠✉❧)✐♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❜② t ❛♥❞ )❤✉2 ❞♦ ♥♦) ♣!❡2❡!✈❡ )❤❡ ♣!♦❞✉❝)✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❤❡!❡ ✐2 )♦ ❜✉✐❧❞

❛ ❣❡♦♠❡)!② ♦♥ )❤❡ 2✐)❡ ♦❢ ❛❧❣❡❜!❛2 ✐♥ )❤❡ ❝❛)❡❣♦!② ♦❢ ✐♥❞✲♣!♦✲✈❡❝)♦! 2♣❛❝❡2✱ ♦! ♠♦!❡ ♣!❡❝✐2❡❧② ✐♥ ✐♥❞✲

♣!♦✲♣❡!❢❡❝) ❝♦♠♣❧❡①❡2 ♦✈❡! k✳ ❚❤♦2❡ ❛❧❣❡❜!❛2 ❝♦♠❡ ✇✐)❤ ❛ ♥❛)✉!❛❧ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦)❛♥❣❡♥) ❝♦♠♣❧❡①

❛♥❞ ❛♥ ;)❛❧❡ )♦♣♦❧♦❣② )❤❡!❡❢♦!❡ ❛!✐2❡2✳

▲❡) ✉2 ❞❡♥♦)❡ ❜② dAff IP “ pCAlgpIPPpkqqqop )❤✐2 ♦♣♣♦2✐)❡ ❝❛)❡❣♦!② ♦❢ ❝♦♠♠✉)❛)✐✈❡ ❛❧❣❡❜!❛2 ✐♥

✐♥❞✲♣!♦✲♣❡!❢❡❝) ❝♦♠♣❧❡①❡2✳ ❚❤❡ ❝❛)❡❣♦!② PpdAff IPq ❛❞♠✐)2 ❛ ❧♦❝❛❧✐2❛)✐♦♥ dStIP ✇✐)❤ !❡2♣❡❝) )♦ )❤❡

;)❛❧❡ )♦♣♦❧♦❣②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ♦❜❥❡❝)2 ✐♥ dStIP ❧♦❝❛❧ ✭❞❡!✐✈❡❞✮ 2)❛❝❦2✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ✐♥❝❧✉2✐♦♥

i : dgModk » IndUpPerfpkqq Ñ IPPpkq ❞❡✜♥❡2 ❛ !❡2)!✐❝)✐♦♥ ❢✉♥❝)♦!

PpdAff IPq Ñ PpdAffq

✇❤✐❝❤ ❞❡2❝❡♥❞2 )♦ ❛ !❡2)!✐❝)✐♦♥ ❢✉♥❝)♦! ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ❝❛)❡❣♦!② ♦❢ 2)❛❝❦2 ❢♦! )❤❡ ;)❛❧❡ )♦♣♦❧♦❣② ♦♥ ❜♦)❤

2✐❞❡2✿ i˚ : dStIP Ñ dSt✳ ❆♥② ❧♦❝❛❧ 2)❛❝❦ ❤❡♥❝❡ ❛❞♠✐)2 ❛♥ ✉♥❞❡!❧②✐♥❣ ❞❡!✐✈❡❞ 2)❛❝❦✳ ❚❤❡!❡ ✐2 ❛❧2♦ ❛

❧❛① ♠♦♥♦✐❞❛❧ !❡❛❧✐2❛)✐♦♥ ❢✉♥❝)♦! ρ : IPPpkq Ñ dgModk ✇❤✐❝❤ )❤❡♥ ❞❡✜♥❡2 ❛ !❡2)!✐❝)✐♦♥ ❢✉♥❝)♦!

ρ˚ : dSt Ñ dStIP

❚❤❡ ❢✉♥❝)♦! ρ˚
✐2 ❢✉❧❧② ❢❛✐)❤❢✉❧ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡2 ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡!✐✈❡❞ 2)❛❝❦2 ✐♥)♦ ❧♦❝❛❧ 2)❛❝❦2✳

❖♥❡ ♦❢ )❤❡ ❡①♣❡❝)❡❞ ❢❡❛)✉!❡ ♦❢ )❤✐2 ❣❡♦♠❡)!② ♦❢ 2♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ 2)❛❝❦2 ✐2 )❤❛) ✐) 2❤♦✉❧❞ ❝♦♥)❛✐♥

❡✈❡!②)❤✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞ )♦ ❞❡✜♥❡ ❢✉❧❧② ❛♥❞ ♣!♦♣❡!❧② )❤❡ ♣✉♥❝)✉!❡❞ ❢♦!♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉!❤♦♦❞ ✕ ❛2 )❤❡ ❢✉♥❝)♦!

♦♥ dAff IP !❡♣!❡2❡♥)❡❞ ❜② kpptqq ✐♥ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ 1✳ ▼♦!❡ ❣❡♥❡!❛❧❧②✱ ❧❡) f : SpecpA{Iq Ñ SpecA ❜❡ ❛

❝❧♦2❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❛✣♥❡ 2❝❤❡♠❡2✳ ▲❡) ✉2 ❛22✉♠❡ )❤❛) )❤❡ ✐❞❡❛❧ I ✐2 ✜♥✐)❡❧② ❣❡♥❡!❛)❡❞ ❜② ❡❧❡♠❡♥)2

pa1, . . . , anq✳ ❚❤❡ ♣✉♥❝)✉!❡❞ ❢♦!♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉!❤♦♦❞ ❛22♦❝✐❛)❡❞ )♦ )❤❡ ♠❛♣ f ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ♦❜)❛✐♥❡❞ ❜②

❣❧✉❡✐♥❣ ✐♥❞✲♣!♦✲♣❡!❢❡❝) ✈❡❝)♦! 2♣❛❝❡ 2✉❝❤ ❛2

colim
n

lim
p
A{pai1 . . . aikqn`p

❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐)❤ ❛ ♠✉❧)✐♣❧✐❝❛)✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② )❤❛) ♦❢ A✳ ❚❤♦2❡ ✐♥❞✲♣!♦✲✈❡❝)♦! 2♣❛❝❡2 ❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡ ♦❜❥❡❝)2

✐♥ ♦✉! 2✐)❡ dAff IP ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣❧✉❡❞✳ ■♥ )❤✐2 ❞❡✜♥✐)✐♦♥✱ )❤❡ ♠❛♣2 ✐♥ )❤❡ ♣!♦✲❞✐!❡❝)✐♦♥ ❛!❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

♠♦❞✐♥❣ ♦✉)✱ ✇❤✐❧❡ )❤❡ ♠❛♣2 ✐♥ )❤❡ ✐♥❞✲❞✐!❡❝)✐♦♥ ❛!❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ♠✉❧)✐♣❧②✐♥❣ ❜② ai1 . . . ain ✳ ❚❤❡ ♣✉♥❝)✉!❡❞

❢♦!♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉!❤♦♦❞ ♦❢ f ✐2 )❤❡♥ )❤❡ ❧♦❝❛❧ 2)❛❝❦ !❡♣!❡2❡♥)❡❞ ❜② )❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛✣♥❡ 2❝❤❡♠❡ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐2

❝♦♥2)!✉❝)✐♦♥ 2❤♦✉❧❞ ❣❡♥❡!❛❧✐③❡ )♦ ❛ !❡❛2♦♥✐❜❧❡ ❝❧♦2❡❞ ✐♠♠❡!2✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ ✜♥✐)❡❧② ♣!❡2❡♥)❡❞ 2❝❤❡♠❡2✳

❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣✉♥❝)❡!❡❞ ❢♦!♠❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉!❤♦♦❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ )❤❡ ❢♦!♠❛❧ ❧♦♦♣ 2♣❛❝❡ LdIPpXq
✐♥ X ❛2 )❤❡ ✐♥)❡!♥❛❧ ❤♦♠ ✕ ✐♥ dStIP ✕ ❢!♦♠ Â1 r t0u )♦ ρ˚X✳ ◆♦)❡ )❤❛) )❤❡ !❡2)!✐❝)✐♦♥ ρ˚pLdIPpXqq
✐2 ♥❛)✉!❛❧❧② ❡K✉✐✈❛❧❡♥) )♦ LdU pXq ❛2 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣)❡! ✸✳ ❚❤❡ 2②♠♣❧❡❝)✐❝ 2)!✉❝)✉!❡ ❝♦✉❧❞ )❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇✱

✉2✐♥❣ )❤❡ 2❛♠❡ 2)!❛)❡❣② ❛2 ✐♥ )❤❡♦!❡♠ ✷✳✶✾✳

❚❤✐2 ❛❧❧❡❣❡❞ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡)!② ✇♦✉❧❞ ❛❧2♦ ❣✐✈❡ ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❝♦♥2)!✉❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❢♦!♠❛❧ ❧♦♦♣ 2♣❛❝❡

♦✈❡! ❛ ✈❛!✐❡)② V ✱ ❛2 ✇❡❧❧ ❛2 ✐)2 ❢❛❝)♦!✐2❛)✐♦♥ 2)!✉❝)✉!❡✳ ❚❤❡ ❛✉)❤♦! ✇♦✉❧❞ ❛❧2♦ ❜❡ ✐♥)❡!❡2)❡❞ ✐♥ 2)✉❞②✐♥❣

)❤❡ ❧✐♥❦2 ❜❡)✇❡❡♥ )❤✐2 ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡)!② ❛♥❞ ❞✐✛❡!❡♥)2 ✜❡❧❞2✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❇❡✐❧✐♥2♦♥✬2 ❛❞S❧❡2✱ !✐❣✐❞ ❛♥❛❧②)✐❝

♦! ❛❞✐❝ 2♣❛❝❡2✳
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◆♦"❛"✐♦♥&❣❧♦&&❛)②

AppXq,Ap,clpXq ❈♦♠♣❧❡① ♦❢ k✲♠♦❞✉❧❡+ ♦❢ ✭❝❧♦+❡❞✮ p✲❢♦/♠+ ♦♥ X ♣✳✹✻

A
p
IPpXq,Ap,cl

IP pXq 4/♦✲✐♥❞✲❝♦♠♣❧❡① ♦❢ k✲♠♦❞✉❧❡+ ♦❢ ✭❝❧♦+❡❞✮ p✲❢♦/♠+ ♦♥ X ♣✳✹✻

B>
C ❋✉♥❝7♦/ C∆1 Ñ CatV8 ♠❛♣♣✐♥❣ c Ñ d P C 7♦ 7❤❡ ❝❛7❡❣♦/② c{C{d ✕

✇✐7❤ ♣✉+❤❢♦/✇❛/❞ ❢✉♥❝7♦/+

♣✳✷✷

Bˆ
C

❋✉♥❝7♦/ pC∆1qop Ñ CatV8 ♠❛♣♣✐♥❣ c Ñ d P C 7♦ 7❤❡ ❝❛7❡❣♦/②

c{C{d ✕ ✇✐7❤ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❢✉♥❝7♦/+
♣✳✷✷

BdpXq ■♥❞✲♣/♦✲+7❛❝❦ ♦❢ ❜✉❜❜❧❡+ ♦❢ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ d ✐♥ X ♣✳✻✻

CatU8 ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ U✲+♠❛❧❧ p8, 1q✲❝❛7❡❣♦/✐❡+ ♣✳✶

Catb,V
8 ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ U✲+♠❛❧❧ +②♠♠❡7/✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ p8, 1q✲❝❛7❡❣♦/✐❡+ ♣✳✺

CatV,st8 ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ V✲+♠❛❧❧ +7❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛7❡❣♦/✐❡+ ♣✳✺

CatV,st,id8 ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ V✲+♠❛❧❧ +7❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦7❡♥7 ❝♦♠♣❧❡7❡ p8, 1q✲
❝❛7❡❣♦/✐❡+

♣✳✺

cdgaď0
A ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ ❝❞❣❛✬+ ♦✈❡/ A ♣✳✻

cdgaA ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝❞❣❛✬+ ♦✈❡/ A ♣✳✼✶

CA L ❈❤❡✈❛❧❧❡②✲❊✐❧❡♥❜❡/❣ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ 7❤❡ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜/❛

L

♣✳✼✾

dAffk ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ ❞❡/✐✈❡❞ ❛✣♥❡ +❝❤❡♠❡+ ♦✈❡/ k ♣✳✻

dgExtA ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ 7/✐✈✐❛❧ +K✉❛/❡ ③❡/♦ ❡①7❡♥+✐♦♥+ ♦❢ A ♣✳✽✷

dgLieA ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣❡❜/❛+ ♣✳✼✶

dgModA ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ A✲❞❣✲♠♦❞✉❧❡+ ♣✳✻

dgRepApLq ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ /❡♣/❡+❡♥7❛7✐♦♥+ ♦❢ 7❤❡ A✲❞❣✲▲✐❡ ❛❧❣/❡❜/❛ L ♣✳✾✵

dStk ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ ❞❡/✐✈❡❞ +7❛❝❦+ ♦✈❡/ k ♣✳✻

dStArt
k ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ ❞❡/✐✈❡❞ ❆/7✐♥ +7❛❝❦+ ♦✈❡/ k ♣✳✻

dStfA ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ ❢♦/♠❛❧ +7❛❝❦+ ♦✈❡/ A ♣✳✽✷

dStTateS ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ ❚❛7❡ +7❛❝❦+ ♦✈❡/ S ♣✳✹✹

FctpC,Dq ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ ❢✉♥❝7♦/+ C Ñ D ♣✳✶

Fin˚
❈❛7❡❣♦/② ♦❢ ♣♦✐♥7❡❞ ✜♥✐7❡ +❡7+ ♣✳✺

FX ❋✉♥❝7♦/ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜/❛ ♦✈❡/ X 7♦ ❛ ❢♦/♠❛❧ +7❛❝❦ ♣✳✽✻

IndUpCq ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ U✲+♠❛❧❧ ✐♥❞✲♦❜❥❡❝7+ ✐♥ C ♣✳✷

IndU

C ■♥❞✲❡①7❡♥+✐♦♥ ❢✉♥❝7♦/ 7♦ IndUpCq ♣✳✹

IPdSt
shy,b
S ❈❛7❡❣♦/② ♦❢ +❤② ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥❞✲♣/♦✲+7❛❝❦+ ♦✈❡/ S ♣✳✹✷

IPerfpXq ❉❡/✐✈❡❞ ❝❛7❡❣♦/② ♦❢ ✐♥❞✲♣❡/❢❡❝7 ❝♦♠♣❧❡①❡+ ♦♥ X ♣✳✸✵

IQcohpXq ❉❡/✐✈❡❞ ❝❛7❡❣♦/② ♦❢ ✐♥❞✲K✉❛+✐✲❝♦❤❡/❡♥7 +❤❡❛✈❡+ ♦♥ X ♣✳✸✶

KpCq,KpCq ❈♦♥♥❡❝7✐✈❡ ✭/❡+♣✳ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝7✐✈❡✮ K✲7❤❡♦/② +♣❡❝7/✉♠ ♦❢ C ♣✳✶✷

KŹ
❙✐♠♣❧✐❝✐❛❧ +❡7 ♦❜7❛✐♥❡❞ ❢/♦♠ K ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝7 ♣✳✸

LX{S ❈♦7❛♥❣❡♥7 ✭♣/♦✲✮✭✐♥❞✲✮❝♦♠♣❧❡① ♦❢ X ♦✈❡/ S ♣✳✼✱ ✸✸✱ ✸✼

LX ❋✉♥❝7♦/ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❢♦/♠❛❧ +7❛❝❦ ♦✈❡/ X 7♦ ✐7+ 7❛♥❣❡♥7 ▲✐❡ ❛❧❣❡❜/❛ ♣✳✽✻

ℓX ❚❛♥❣❡♥7 ▲✐❡ ❛❧❣❡❜/❛ ♦❢ 7❤❡ +7❛❝❦ X ♣✳✾✵
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LdpXq ❙!❛❝❦ ♦❢ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ d ❧♦♦♣, ✐♥ X ♣✳✺✺

L
dpXq ■♥❞✲♣3♦✲,!❛❝❦ ♦❢ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ d ❧♦♦♣, ✐♥ X ♣✳✻✵

LXqcohpY q ❉❡3✐✈❡❞ ❝❛!❡❣♦3② ♦❢ !❤❡ X✲❢♦3♠❛❧ ,!❛❝❦ Y ♣✳✾✻

MapCpc,dq ▼❛♣♣✐♥❣ ,♣❛❝❡ ❢3♦♠ c !♦ d ✐♥ C ♣✳✶

MappX,Y q ▼❛♣♣✐♥❣ ,!❛❝❦ ❢3♦♠ X !♦ Y ♣✳✻

OC ❋✉♥❝!♦3 C Ñ CatV8 ♠❛♣♣✐♥❣ c P C !♦ !❤❡ ♦✈❡3❝❛!❡❣♦3② C{c ♣✳✶✽

Oˆ
C

❋✉♥❝!♦3 Cop Ñ CatV8✱ c ÞÑ C{c ✕ ✇✐!❤ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❢✉♥❝!♦3, ♣✳✷✵

PerfpXq ❉❡3✐✈❡❞ ❝❛!❡❣♦3② ♦❢ ♣❡3❢❡❝! ❝♦♠♣❧❡①❡, ♦♥ X ♣✳✼

PIPerfpXq ❉❡3✐✈❡❞ ❝❛!❡❣♦3② ♦❢ ♣3♦✲✐♥❞✲♣❡3❢❡❝! ❝♦♠♣❧❡①❡, ♦♥ X ♣✳✸✺

PIQcohpXq ❉❡3✐✈❡❞ ❝❛!❡❣♦3② ♦❢ ♣3♦✲✐♥❞✲I✉❛,✐✲❝♦❤❡3❡♥! ,❤❡❛✈❡, ♦♥ X ♣✳✸✻

PPerfpXq ❉❡3✐✈❡❞ ❝❛!❡❣♦3② ♦❢ ♣3♦✲♣❡3❢❡❝! ❝♦♠♣❧❡①❡, ♦♥ X ♣✳✸✶

PpCq ❈❛!❡❣♦3② ♦❢ ♣3❡,❤❡❛✈❡, ♦✈❡3 C ♣✳✶

PrL,U8 ❈❛!❡❣♦3② ♦❢ U✲♣3❡,❡♥!❛❜❧❡ p8, 1q✲❝❛!❡❣♦3✐❡, ♣✳✶

ProUpCq ❈❛!❡❣♦3② ♦❢ U✲,♠❛❧❧ ♣3♦✲♦❜❥❡❝!, ✐♥ C ♣✳✸
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