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Chapter 1
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♥❡$✇♦0❦&✳ ❚❤❡② ❛0❡ ❛❧&♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ 0❡❝❡♥$ ❛❝❝❡&& ♥❡$✇♦0❦&✱ ❡✳❣✳✱ F❛&&✐✈❡ ❖♣$✐❝❛❧ ◆❡$✇♦0❦&

✭F❖◆&✮ ❬✷✶❪✳

■♥ ❝♦♥$0❛&$✱ $❤❡ ❲❉▼ $❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧$ ♦♥ $❤❡ ❝♦♥❝❡♣$ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ 0♦✉$✐♥❣✱

0❡❢❡00✐♥❣ $♦ ❛& ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✲0♦✉$❡❞ ❲❉▼ ♥❡$✇♦0❦✳ ■♥ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✲0♦✉$❡❞ ❲❉▼ ♥❡$✇♦0❦✱

$❤❡ ♥♦❞❡& ❛0❡ ✐♥$❡0❝♦♥♥❡❝$❡❞ $❤0♦✉❣❤ ❛ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ♣♦✐♥$✲$♦✲♣♦✐♥$ ❲❉▼ ❧✐♥❦& ✐♥ ❛ ♠❡&❤

$♦♣♦❧♦❣②✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐& ❡M✉✐♣♣❡❞ ✇✐$❤ ❛ &❡$ ♦❢ $0❛♥&♠✐$$❡0& ❛♥❞ 0❡❝❡✐✈❡0& ❢♦0 $0❛♥&♠✐$$✐♥❣

♦0 0❡❝❡✐✈✐♥❣ ❧✐❣❤$✲&✐❣♥❛❧&✱ ❛♥❞ ♦♣$✐❝❛❧ ❝0♦&&✲❝♦♥♥❡❝$& ✭❖❳❈&✮ $♦ &✇✐$❝❤ ✭0♦✉$❡✮ $❤❡ &✐❣♥❛❧&✳

❆& ❧♦♥❣ ❛& ❛♥② $✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧& ❞♦ ♥♦$ &❤❛0❡ $❤❡ &❛♠❡ ✜❜❡0 ❧✐♥❦ ❛♥②✇❤❡0❡ ♦♥ $❤❡ ♥❡$✇♦0❦✱

$❤❡② ❝❛♥ ✉&❡ $❤❡ &❛♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✳ ❚❤✐& ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ 0❡✉&❡ ❢❡❛$✉0❡ 0❡&✉❧$& ✐♥ ❛ $0❡♠❡♥❞♦✉&

0❡❞✉❝$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤& 0❡M✉✐0❡❞ ❢♦0 ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✇✐❞❡ ❛0❡❛ ♥❡$✇♦0❦& ✭❲❆◆✮

♦♣$✐❝❛❧ ♥❡$✇♦0❦&✳ ❚❤✐& ❦✐♥❞ ♦❢ ❲❉▼ ♥❡$✇♦0❦ ✐& ♠♦0❡ &♦♣❤✐&$✐❝❛$❡❞ $❤❛♥ $❤❡ ❜0♦❛❞❝❛&$✲❛♥❞✲

&❡❧❡❝$ ❲❉▼ ♥❡$✇♦0❦& ❛& ♠♦0❡ ♥❡$✇♦0❦ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧✐$✐❡& ❛0❡ 0❡M✉✐0❡❞✿ 0♦✉$✐♥❣✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤

❛&&✐❣♥♠❡♥$✱ ♠✉❧$✐❝❛&$✐♥❣✱ $0❛✣❝ ❣0♦♦♠✐♥❣✱ ❡$❝✳ ❆ ❜0✐❡❢ ✐♥$0♦❞✉❝$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❛0❝❤✐$❡❝$✉0❡ ♦❢

$❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✲0♦✉$❡❞ ❲❉▼ ♥❡$✇♦0❦& ✐& ❣✐✈❡♥ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ &✉❜&❡❝$✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ $❤❡ $❤❡&✐&

❞❡❛❧& ✇✐$❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✲0♦✉$❡❞ ❲❉▼ ♥❡$✇♦0❦&✱ ✇❡ ✉&❡ $❤❡ $❡0♠ ❲❉▼ ♥❡$✇♦0❦& $♦ ✐♥❞✐❝❛$❡

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✲0♦✉$❡❞ ❲❉▼ ♥❡$✇♦0❦& ✐♥ $❤❡ 0❡&$ ♦❢ $❤❡ $❤❡&✐&✳

✶✳✷✳✷ ❲❉▼ ◆❡(✇♦+❦ ❆+❝❤✐(❡❝(✉+❡

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❲❉▼ ♥❡$✇♦0❦ ✐& &❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✳ ■♥ ❣❡♥❡0❛❧✱ ❛ $②♣✐❝❛❧ ❲❉▼ ♥❡$✇♦0❦

✐& ❝♦♠♣♦&❡❞ ❢0♦♠ $❤0❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$&✿ ♦♣$✐❝❛❧ ❝0♦&&✲❝♦♥♥❡❝$&✱ ✜❜❡0 ❧✐♥❦& ❛♥❞ ❛❝❝❡&& ♥♦❞❡&

✭♦0 ❡❞❣❡ ♥♦❞❡&✮✳

• ❖♣$✐❝❛❧ ❝0♦&&✲❝♦♥♥❡❝$& ✭❖❳❈&✮ ❛0❡ ✐♥ ❝❤❛0❣❡ ♦❢ $❤❡ ♠♦&$ ✐♠♣♦0$❛♥$ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧✐$✐❡& ♦❢

$❤❡ ❝♦0❡ ♥❡$✇♦0❦&✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿ ♠✉❧$✐♣❧❡①✐♥❣✱ ❞❡♠✉❧$✐♣❧❡①✐♥❣✱ 0♦✉$✐♥❣✱ &✇✐$❝❤✐♥❣✱ ❝♦♥✲

✈❡0$✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤&✱ ❡$❝✳ ❚❤0♦✉❣❤ ❞❡♠✉❧$✐♣❧❡①✐♥❣ $❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐❣❤$ &✐❣♥❛❧✱ ❛♥ ❖❳❈

❝❛♥ &✇✐$❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ $❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤& ❛$ ❛♥ ✐♥♣✉$ ♣♦0$ $♦ ❛ ♣❛0$✐❝✉❧❛0 ♦✉$♣✉$ ♣♦0$✱

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦❢ $❤❡ ♦$❤❡0 ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤&✳ ❙♦♠❡ ♣❛0$✐❝✉❧❛0 ❖❳❈& ❝❛♥ ❛❧&♦ &✇✐$❝❤ ❛ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣$❤ $♦ &❡✈❡0❛❧ ♦✉$♣✉$ ♣♦0$& &✐♠✉❧$❛♥❡♦✉&❧② ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❧✐❣❤$ &♣❧✐$$❡0 $♦ &✉♣♣♦0$

♠✉❧$✐❝❛&$ &❡0✈✐❝❡&✳



✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ❚❊❈❍◆■❈❆▲ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ❖◆ ❲❉▼ ◆❊❚❲❖❘❑❙

• ❖♣#✐❝❛❧ ✜❜❡+ ❧✐♥❦. ❝❛++② #❤❡ ❧✐❣❤#✲.✐❣♥❛❧. ❢♦+ ❡♥❞✲#♦✲❡♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥. ❢+♦♠ .❡♥❞❡+.

#♦ +❡❝❡✐✈❡+.✱ ♣+♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤✲.♣❡❡❞ #+❛♥.♠✐..✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✳ ❖❢#❡♥✱ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ✐. ❜✉♥❝❤❡❞

❢+♦♠ ♠✉❧#✐♣❧❡ ✜❜❡+. .✉❝❤ #❤❛# #❤❡② ❛+❡ ❛❜❧❡ #♦ ♦✛❡+ ❛ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❝♦♥❝✉++❡♥# ❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛#✐♦♥. #❤+♦✉❣❤♦✉# #❤❡ ♥❡#✇♦+❦.✱ ❛. ✇❡❧❧ ❛. #♦ .#+❡♥❣#❤❡♥ #❤❡ ♥❡#✇♦+❦ .✉+✈✐✈❛❜✐❧✐#②

❛♥❞ +❡❧✐❛❜✐❧✐#②✳ ❊❛❝❤ ✜❜❡+ .✉♣♣♦+#. ❛ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ♦♣#✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧. ♦+ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤.✳

• ❆❝❝❡.. ♥♦❞❡. ✭♦+ ❡❞❣❡ ♥♦❞❡.✮ ♣❧❛② #❤❡ +♦❧❡. ❛. ✐♥#❡+♠❡❞✐❛#❡ ✐♥#❡+❢❛❝❡. ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡

❝♦+❡ ❲❉▼ ♥❡#✇♦+❦. ❛♥❞ #❤❡ ♥♦♥✲♦♣#✐❝❛❧ ❝❧✐❡♥# ♥❡#✇♦+❦. ✭♦+ ❡❞❣❡ ♥❡#✇♦+❦. .✉❝❤

❛. ■E✴▼E▲❙✱ ❙❖◆❊❚ ♦+ ❆❚▼ ♥❡#✇♦+❦.✮✳ ❆♥ ❛❝❝❡.. ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐#❤❡+ ❛ .❡♥❞❡+

♦+ ❛ +❡❝❡✐✈❡+ ✐♥ ❛ ❝❡+#❛✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥✳ ❆# #❤❡ .❡♥❞❡+ .✐❞❡✱ ✐# ❛❣❣+❡❣❛#❡. #❤❡ ❧♦✇

.♣❡❡❞ #+❛✣❝. ❛# ✐♥♣✉# ♣♦+# ❛♥❞ ♣❡+❢♦+♠. #❤❡ ❡❧❡❝#+✐❝❛❧✲♦♣#✐❝❛❧ ✭❊✴❖✮ ❝♦♥✈❡+.✐♦♥✳

▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❛# #❤❡ +❡❝❡✐✈❡+ .✐❞❡✱ ✐# ♣❡+❢♦+♠. #❤❡ #+❛✣❝ ❞✐.❛❣❣+❡❣❛#✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣#✐❝❛❧✲

❡❧❡❝#+✐❝❛❧ ✭❖✴❊✮ ❝♦♥✈❡+.✐♦♥✳
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O/E

E/O

O/E

E/O

O/E

E/O

OXC

OXC

OXC

OXC

Access Node

Lightpath 2

Client 

Subnetwork

Client 

Subnetwork

Client 

Subnetwork

Access Node

OXC
Lightpath 1

❋✐❣✉+❡ ✶✳✷ ✕ ❆ #②♣✐❝❛❧ ❲❉▼ ♦♣#✐❝❛❧ ♥❡#✇♦+❦ ❛+❝❤✐#❡❝#✉+❡ ❬✷❪

❚♦ .✉♣♣♦+# ♣♦✐♥#✲#♦✲♣♦✐♥# ❝♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐+ ♦❢ ♥♦❞❡. ✐♥ ❲❉▼ ♥❡#✇♦+❦✱

❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛❧❧✲♦♣#✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ #✇♦ ❛❝❝❡.. ♥♦❞❡. ❝❛❧❧❡❞ ❧✐❣❤$✲♣❛$❤ ✐. ❡.#❛❜❧✐.❤❡❞✳

❆ ❧✐❣❤#✲♣❛#❤ ♠❛② ♣❛.. ♠✉❧#✐♣❧❡ ❧✐♥❦. ✉.✐♥❣ #❤❡ .❛♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ✇✐#❤♦✉# ✉♥❞❡+❣♦✐♥❣ ❛♥②

❖❊❖ ❝♦♥✈❡+.✐♦♥ ❛# ❛♥② ✐♥#❡+♠❡❞✐❛#❡ ♥♦❞❡. ❬✷✷❪✳ ❚❤✉.✱ ❛ ❧✐❣❤#✲♣❛#❤ ✐. ❛❜❧❡ #♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛.

❤✐❣❤ ❛. #❤❡ ❝❛♣❛❝✐#② ♦❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❡✳❣✳✱ ♦♥ #❤❡ ♦+❞❡+ ♦❢ ❤✉♥❞+❡❞. ●❜♣.✮ ❬✶✽❪✳

❍♦✇❡✈❡+✱ ❧✐❣❤#♣❛#❤. ♠✉.# ❝♦♠♣❧② #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥.#+❛✐♥#. ❬✷✷❪✿

• ❉✐)$✐♥❝$ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❝♦♥)$0❛✐♥$✿ ❚✇♦ ❧✐❣❤#✲♣❛#❤. ❝❛♥♥♦# ✉.❡ #❤❡ .❛♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ✐♥

❝♦♠♠♦♥ ❧✐♥❦.✳ ❚❤✐. ✐. ❛❧.♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❝❧❛)❤ ❝♦♥)$0❛✐♥$ ❬✷✸✱ ✷✹❪✳

• ❲❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❝♦♥$✐♥✉✐$② ❝♦♥)$0❛✐♥$✿ ■♥ #❤❡ ❛❜.❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❝♦♥✈❡+.✐♦♥✱ ❛❧❧

#❤❡ ❧✐♥❦. ♦♥ ❛ ❧✐❣❤#✲♣❛#❤ ♠✉.# ✉.❡ #❤❡ .❛♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤✳



✶✳✷✳ ❲❉▼ ◆❊❚❲❖❘❑❙ ✾

❚❤❡$❡ ❝♦♥$()❛✐♥($ ❞✐$(✐♥❣✉✐$❤ (❤❡ ❲❉▼ ♥❡(✇♦)❦$ ✇✐(❤ ()❛❞✐(✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝()✐❝❛❧ ♥❡(✇♦)❦$✳

❚❤❡ ♣)♦♣❡)(✐❡$ ♦❢ ❲❉▼ ♥❡(✇♦)❦$ ❛♥❞ )❡❧❛(❡❞ ✐$$✉❡$ ❛)❡ ❞❡(❛✐❧❡❞ ✐♥ (❤❡ ♥❡①( $✉❜$❡❝(✐♦♥$✳

✶✳✷✳✸ ❖♣&✐❝❛❧ ❈,♦..✲❈♦♥♥❡❝& ❉❡✈✐❝❡.

■♥ ♦♣(✐❝❛❧ ❲❉▼ ♥❡(✇♦)❦$✱ (❤❡ $✇✐(❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡$ ❛)❡ ✐♥❞✐$♣❡♥$❛❜❧❡ (♦ ❡①♣❧♦✐( ❛ ❣)❡❛(

♣♦(❡♥(✐❛❧ ()❛♥$♠✐$$✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ♦♣(✐❝❛❧ ✜❜❡)$✳ ❚♦❣❡(❤❡) ✇✐(❤ (❤❡ ♦♣(✐❝❛❧ ♥❡(✇♦)❦ ❡✈♦✲

❧✉(✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛$ ❜❡❡♥ ✇✐(♥❡$$❡❞ ♦❢ ❛ ❣)❡❛( ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥( ♦❢ ❞✐✈❡)$❡ (②♣❡$ ♦❢ ♦♣(✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡$

❢)♦♠ ♦♣(✐❝❛❧ ❧✐♥❡ (❡)♠✐♥❛❧$ ✭❖▲❚$✮✱ ♦♣(✐❝❛❧ ❛❞❞✴❞)♦♣ ♠✉❧(✐♣❧❡①❡)$ ✭❖❆❉▼$✮✱ (♦ ♦♣(✐❝❛❧

❝)♦$$✲❝♦♥♥❡❝($ ✭❖❳❈$✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ♦❢ (❤❡ ✐♥()♦❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡$❡ ❞❡✈✐❝❡$ ❛✐♠$ ❛( ❡✛❡❝✲

(✐✈❡❧② ✉(✐❧✐③✐♥❣ (❤❡ ♥❡(✇♦)❦ )❡$♦✉)❝❡$ ❛$ ✇❡❧❧ ❛$ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ (❤❡ ♥❡(✇♦)❦ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐$

$✉❜$❡❝(✐♦♥ ❞❡$❝)✐❜❡$ $❡✈❡)❛❧ (②♣✐❝❛❧ ♦♣(✐❝❛❧ ❝)♦$$✲❝♦♥♥❡❝( ❛)❝❤✐(❡❝(✉)❡$ ✇❤✐❝❤ $❡)✈❡ ❛$ (❤❡

❜❛$✐$ ❢♦) $(✉❞②✐♥❣ ❆❖▼❘ ✐♥ (❤❡ (❤❡$✐$✳

●❡♥❡#❛❧ ❈#♦((✲❈♦♥♥❡❝+( ❆#❝❤✐+❡❝+✉#❡

❚❤❡ ❖❳❈$ ♣)♦✈✐❞❡ (❤❡ $✇✐(❝❤✐♥❣ ❛♥❞ )♦✉(✐♥❣ ❢✉♥❝(✐♦♥$ (❤❛( $✉♣♣♦)( ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥$

❜❡(✇❡❡♥ ❡❞❣❡ ♥♦❞❡$✳ ❆♥ N × N ❖❳❈ $✉♣♣♦)(✐♥❣ W ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤$ ✐$ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❡❞ ❜② N

✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❞❡♠✉❧(✐♣❧❡①❡)$✱ W N ×N ♦♣(✐❝❛❧ $✇✐(❝❤❡$ ✭❖❙❲$✮ ❛♥❞ N ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ♠✉❧(✐✲

♣❧❡①❡)$✱ ❛$ $❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸ ❬✷❪✳ ❊❛❝❤ ✐♥♣✉( ♣♦)( ✐$ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❞❡♠✉❧(✐♣❧❡①❡)

❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦✉(♣✉( ♣♦)( ✐$ ♣)❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❞❡♠✉❧(✐♣❧❡①❡)✳ W ❖❙❲$ ❛)❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥

(❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✇✐(❤ ❡❛❝❤ ♦♥❡ )❡$♣♦♥$✐❜❧❡ ❢♦) ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❢)♦♠ λ1 (♦ λW ✳ ❙✐♥❝❡ (❤❡$❡ ❖❙❲$

❛)❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( (♦ ❡❛❝❤ ♦(❤❡)✱ ❛♥ ❖❳❈ ❝❛♥ ❝)♦$$✲❝♦♥♥❡❝( (❤❡ $❛♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤$ ❢)♦♠ ❛♥

✐♥♣✉( (♦ ❛♥② ♦✉(♣✉(✱ ✇❤❡)❡ (❤❡ ❝♦♥♥❡❝(✐♦♥ ♣❛((❡)♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ✐$ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( ♦❢

(❤❡ ♦(❤❡)$✳ ❇② ❛♣♣)♦♣)✐❛(❡❧② ❝♦♥✜❣✉)✐♥❣ (❤❡ ❖❳❈$ ❛❧♦♥❣ (❤❡ ♣❤②$✐❝❛❧ ♣❛(❤✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝✲

(✐♦♥$ ✭❡✳❣✳✱ ❧✐❣❤(♣❛(❤$✮ ♠❛② ❜❡ ❡$(❛❜❧✐$❤❡❞ ❜❡(✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐) ♦❢ ❛❝❝❡$$ ♥♦❞❡$ ♦❢ (❤❡ ❲❉▼

♥❡(✇♦)❦✳

❚❤❡)❡ ❛)❡ ❞✐✛❡)❡♥( (❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡$ (♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥( ❖❙❲$✱ ❛♥❞ (❤✉$✱ ❞✐✛❡)❡♥( (②♣❡$ ♦❢ ❖❳❈$
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♥❡+✇♦$❦✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ +❤❡ ♣$♦❜❧❡♠. ✐♥+♦ +✇♦ .❝❡♥❛$✐♦.✿  ✐♥❣❧❡✲'❡(✉❡ * ♦$ ♠✉❧*✐♣❧❡✲'❡(✉❡ * ✳
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❝❛.❡✱ ♣♦..✐❜❧② ❝♦♥.✐❞❡$❡❞ +$❛✣❝ +②♣❡. ❝❛♥ ❜❡✿  *❛*✐❝ ✭+❤❡ ✐♥❢♦$♠❛+✐♦♥ ♦❢ $❡,✉❡.+. ❛$❡ ❦♥♦✇♥

✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✮ ♦$ ❞②♥❛♠✐❝ ✭+❤❡ $❡,✉❡.+. ❛$$✐✈❡ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ +❤❡ ♥❡+✇♦$❦. ✐♥ ❛ .+♦❝❤❛.+✐❝ ♠❛♥♥❡$✮✳
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$❡.♣❡❝+ +♦ +❤❡ $❡,✉❡.+ ♠✉❧+✐♣❧✐❝✐+②✱ $❡.✉❧+✐♥❣ ✐♥  ✐♥❣❧❡✲'❡(✉❡ * ❝❧❛.. ❛♥❞ ♠✉❧*✐♣❧❡✲'❡(✉❡ *
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❙✐♥❝❡ %❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤/ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡(❡♥% ✐♥ %❤❡ ❧✐♥❦/✱ ✇❡ ❞❡♥♦%❡ w(e) %❤❡ /❡% ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣%❤/ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❜❡( e ∈ A✳ ❆❧/♦✱ ❡❛❝❤ ✜❜❡( e ∈ A ✐/ ❛//♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ ❛ ♣♦/✐%✐✈❡

♥✉♠❜❡( c(e) (❡♣(❡/❡♥%✐♥❣ %❤❡ ❝♦/% ♦❢ ✉/✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ✐♥ e✳ ❋♦( /✐♥❣❧❡✲(❡H✉❡/% ❝❛/❡✱ ❛

(❡H✉❡/% ✐/ ❞❡♥♦%❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐( r = (s,D)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s ∈ V ✐/ %❤❡ /♦✉(❝❡ ❛♥❞ D ⊂ V ✐/ %❤❡ /❡%

♦❢ ❞❡/%✐♥❛%✐♦♥/✳ ❋♦( ♠✉❧%✐♣❧❡✲(❡H✉❡/% ❝❛/❡✱ ❛ /❡% ♦❢ (❡H✉❡/%/ ✐/ ❣✐✈❡♥ ❜② R = {ri, i = 1, 2, ..}✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ ri = {(si, Di) : si ∈ V,Di ⊂ V \ {si}}✳

■♥ ❣❡♥❡(❛❧✱ %❤❡ (♦✉%❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ✐/ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡%(✐❝/✳

• ◆✉♠❜❡% ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤0 ✉0❡❞ ✿ %❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤/ (❡H✉✐(❡❞ ❢♦( ❛ ♠✉❧%✐❝❛/%

/❡//✐♦♥✳ ■% ✐/ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ❛/ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤/ ❛♠♦♥❣ %❤♦/❡ (❡H✉✐(❡❞

✐♥ ❛❧❧ %❤❡ ❧✐♥❦/✳ ❚♦ /❤♦(%❡♥ %❤❡ %❡(♠✱ ✇❡ ✉/❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ ❝♦♥0✉♠♣.✐♦♥ %♦ ✐♥❞✐❝❛%❡ %❤❡

♥✉♠❜❡( ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤/ ✉/❡❞✳
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• ❲❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦+' ✿ #❤❡ ❝♦(# ♦❢ ✉(✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ✐♥ ❛ ✜❜❡4✳ ❲❡ ❛❧(♦ ❛((✉♠❡ #❤❛# ✐♥ ❛

✜❜❡4✱ #❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❝♦(# ✐( #❤❡ (❛♠❡ ❢♦4 ❡✈❡4② ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤✳

• ❚♦'❛❧ ❝♦+' ✿ #❤❡ (✉♠ ♦❢ #❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❝♦(#( ♦❢ ❛❧❧ #❤❡ ❧✐♥❦( ✐♥ #❤❡ ♠✉❧#✐❝❛(# 4♦✉#❡✳

• ❊♥❞✲'♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛② ✿ #❤❡ (✉♠ ♦❢ #❤❡ ❞❡❧❛② ♦♥ #❤❡ ❝♦♥(❡❝✉#✐✈❡ ❧✐♥❦( ❢4♦♠ #❤❡ (♦✉4❝❡

#♦ #❤❡ ❞❡(#✐♥❛#✐♦♥✳ ■# ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② (✇✐#❝❤✐♥❣✱ #4❛♥(♠✐((✐♦♥ ❛♥❞ ♣4♦♣❛❣❛#✐♦♥

❝♦♠♣♦♥❡♥#(✳ ■♥ ♣4❛❝#✐❝❡✱ #❤❡ ♣4♦♣❛❣❛#✐♦♥ ❞❡❧❛② ✐( ♦❢#❡♥ ♣4♦♣♦4#✐♦♥❛❧ #♦ #❤❡ ❞✐(#❛♥❝❡

♦❢ #❤❡ ❧✐♥❦✳ ❙♦♠❡#✐♠❡( ✇❡ ✉(❡ #❤❡ ❛❜❜4❡✈✐❛#✐♦♥ ❞❡❧❛② ❢♦4 ❡♥❞✲#♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛②✳

• ❇❧♦❝❦✐♥❣ ♣5♦❜❛❜✐❧✐'② ✿ #❤❡ 4❛#✐♦ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ 4❡@✉❡(#( ✭❞❡(#✐♥❛#✐♦♥(✮ ❜❧♦❝❦❡❞

❛♥❞ #❤❡ #♦#❛❧ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ 4❡@✉❡(#( ✭❞❡(#✐♥❛#✐♦♥(✮✳

❲✐#❤ ❛❧❧ ♦❢ #❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦#❛#✐♦♥(✱ #❤❡ ❛❧❧✲♦♣#✐❝❛❧ ♠✉❧#✐❝❛(# ♣4♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦4♠❛❧❧②

❞❡✜♥❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✳

 !♦❜❧❡♠ ✶✳✶✳ ●❡♥❡#❛❧ ❆❖▼ )#♦❜❧❡♠✿

• ■♥/0❛♥❝❡✿ ❆ ❲❉▼ ♥❡'✇♦5❦ 5❡♣5❡+❡♥'❡❞ ❜② ❛ +❡①'✉♣❧❡ (G,S,C,W, c, w)❀ ❛ ♠✉❧'✐❝❛+'

5❡?✉❡+' r = (s,D) ✭❢♦5 +✐♥❣❧❡✲5❡?✉❡+' ❝❛+❡✮ ♦5 ❛ +❡' ♦❢ ♠✉❧'✐❝❛+' 5❡?✉❡+'+ R = {ri, i =

1, 2, ..} ✭❢♦5 ♠✉❧'✐♣❧❡✲5❡?✉❡+' ❝❛+❡✮✳

• ❙♦❧✉0✐♦♥✿ ❆ +❡' ♦❢ ♠✉❧'✐❝❛+' 5♦✉'❡+ ♦5✐❣✐♥❛'❡❞ ❢5♦♠ '❤❡ +♦✉5❝❡✭+✮ ❝♦✈❡5✐♥❣ ❛❧❧ '❤❡

❞❡+'✐♥❛'✐♦♥+ ❛♥❞ +❛'✐+❢②✐♥❣ '❤❡ ♦♣'✐❝❛❧ ❝♦♥+'5❛✐♥'+✳

• ❖❜❥❡❝0✐✈❡✿ ❱❛5✐♦✉+ ♦❜❥❡❝'✐✈❡+ ❝❛♥ ❜❡✿ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤+ ✉+❡❞✱

❛♥❞✴♦5 ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡ '♦'❛❧ ❝♦+'✱ ❛♥❞✴♦5 ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣5♦❜❛❜✐❧✐'②✱ ✇✐'❤✴✇✐'❤♦✉'

❝♦♥+✐❞❡5✐♥❣ ❞❡❧❛② ❜♦✉♥❞+✳

✶✳✼ ❘❡%❡❛'❝❤ ❈♦♥-'✐❜✉-✐♦♥%

❚❤❡ ♠❛❥♦4 ❝♦♥#4✐❜✉#✐♦♥( ♦❢ #❤✐( #❤❡(✐( ✇♦4❦ ❛4❡ (✉♠♠❛4✐③❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✳

✶✳ ❲❡ ✐❞❡♥#✐❢② #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ 4♦✉#❡ (#4✉❝#✉4❡( ❢♦4 ❆❖▼❘ ♣4♦❜❧❡♠( ✉♥❞❡4 ❤❡#❡4♦❣❡♥❡♦✉(

♠❡(❤ ❲❉▼ ♥❡#✇♦4❦(✳ ❆( (❤♦✇♥ ✐♥ #❤❡ #❤❡(✐(✱ #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ (♦❧✉#✐♦♥( ❛4❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡4

❜❛(❡❞ ♦♥ ❝♦♥✈❡♥#✐♦♥❛❧ ❧✐❣❤#✲#4❡❡(✱ ❜✉# ❛ ♠♦4❡ ❣❡♥❡4❛❧ #4❡❡✲❧✐❦❡ (#4✉❝#✉4❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤✐✲

❡5❛5❝❤②✳ ❙♦♠❡ ♦❢ ♦♣'✐❝❛❧ ❤✐❡5❛5❝❤② ❢♦4♠( 4❡❛❧✐③❡❞ ❢♦4 ❲❉▼ ♠✉❧#✐❝❛(#✐♥❣ ❛4❡ ❧✐❣❤#✲

#4❛✐❧(✱ ❧✐❣❤#✲❤✐❡4❛4❝❤✐❡(✱ ❧✐❣❤#✲(♣✐❞❡4 ❤✐❡4❛4❝❤✐❡(✳ ❚❤❡ ❡①❛❝# ❛♥❞ ❤❡✉4✐(#✐❝ ❛❧❣♦4✐#❤♠(

♣4♦♣♦(❡❞ ✐♥ #❤❡ #❤❡(✐( ❛4❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛(❡❞ ♦♥ ❤✐❡4❛4❝❤②✳

✷✳ ❋♦4 (✐♥❣❧❡✲4❡@✉❡(# ✇✐#❤ (♣❛4(❡✲(♣❧✐##✐♥❣ ❝❛(❡✱ ✇❡ ♣4♦♣♦(❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥# ❤❡✉4✐(#✐❝ ❛❧❣♦✲

4✐#❤♠ #♦ ♣4♦❞✉❝❡ ❛ ❣♦♦❞ #4❛❞❡♦✛ (♦❧✉#✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❝♦♥(✉♠♣#✐♦♥✱ ❝❤❛♥♥❡❧

❝♦(# ❛♥❞ ❡♥❞✲#♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛②✳
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❝❤❛♣0❡&' ✶✱ ✷✱ ✸✮ ♣&♦✈✐❞❡' ❛ ❝♦♠♣&❡❤❡♥'✐✈❡ ❜❛❝❦❣&♦✉♥❞ ✐♥ ❛❧❧ 0❤❡ ♥❡❝❡''❛&② ♣&❡❧✐♠✐♥❛&✐❡'

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❲❉▼ 0❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣&♦✉♥❞✱ ♠❛0❤❡♠❛0✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❧✐0❡&❛0✉&❡ &❡✈✐❡✇

❢♦& 0❤❡ ❆❖▼❘ ♣&♦❜❧❡♠'✳ 9❛&0 ■■ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈❤❛♣0❡& ✹ ❛♥❞ ❈❤❛♣0❡& ✺✮ ♣&❡'❡♥0' 0❤❡ ❝♦♥✲

0&✐❜✉0✐♦♥' ♦♥ '✐♥❣❧❡✲&❡.✉❡'0 ❝♦♥0❡①0✿ ❈❤❛♣0❡& ✹ ❢♦& '♣❛&'❡ '♣❧✐00✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐0② ❛♥❞ ❈❤❛♣0❡& ✺

❢♦& ♥♦♥✲'♣❧✐00✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐0②✳ 9❛&0 ■■■ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈❤❛♣0❡& ✻✮ ♣&❡'❡♥0' 0❤❡ ❝♦♥0&✐❜✉0✐♦♥' ♦♥

♠✉❧0✐♣❧❡✲&❡.✉❡'0 ❝♦♥0❡①0✳ ❚❤❡ ❞❡0❛✐❧' ❛❜♦✉0 0❤❡♠ ❛&❡ ♦&❣❛♥✐③❡❞ ❛' ❢♦❧❧♦✇'✳

• ❈❤❛♣0❡& ✷ ♣&❡'❡♥0' ♠❛0❤❡♠❛0✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧' ❢♦& 0❤❡ ❆❖▼❘ ♣&♦❜❧❡♠'✳ ❖♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐'

❢♦& 0❤❡ ♥❡0✇♦&❦ ❛♥❞ 0❤❡ ♦0❤❡& ✐' ❢♦& &♦✉0❡ '0&✉❝0✉&❡✳ ❋♦& ♥❡0✇♦&❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❣&❛♣❤

♠♦❞❡❧' ❛&❡ ❞✐'❝✉''❡❞✿ ♣❤②'✐❝❛❧✲0♦♣♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❧❛②❡&❡❞✲❣&❛♣❤ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡

✈✐❡✇' 0❤❡ ♥❡0✇♦&❦ ❛0 0❤❡ ✜❜❡& ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❧❡ 0❤❡ ♦0❤❡& ❡❧❛❜♦&❛0❡' ✐0 ❛0 0❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤

❧❡✈❡❧✳ ❆❧0❤♦✉❣❤ ♣❤②'✐❝❛❧✲0♦♣♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❢❛❝✐❧✐0❛0❡ 0❤❡ &♦✉0✐♥❣✱ ❧❛②❡&❡❞✲❣&❛♣❤

♠♦❞❡❧ &❡✢❡❝0' ♠♦&❡ ❡①❛❝0❧② 0❤❡ ♥❡0✇♦&❦ '0❛0❡✳ ❚♦ ✐❞❡♥0✐❢② 0❤❡ ❡①❛❝0 ♦♣0✐❝❛❧ ♠✉❧0✐❝❛'0

&♦✉0❡'✱ ❛ 0&❡❡✲❧✐❦❡ '0&✉❝0✉&❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤✐❡$❛$❝❤② ✐' ❛♥❛❧②③❡❞ ❞❡❡♣❧②✳ ❍✐❡&❛&❝❤② ❝❛♥ ♠♦❞❡❧

❛❧❧ 0❤❡ ♣♦''✐❜❧❡ &♦✉0❡' ✐♥ ❛❧❧✲♦♣0✐❝❛❧ ♠✉❧0✐❝❛'0 &♦✉0✐♥❣ ✉♥❞❡& ❞✐✛❡&❡♥0 &♦✉0✐♥❣ ❝❛'❡'✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 0❤❡ ❡①✐'0✐♥❣ ❧✐❣❤0✲'0&✉❝0✉&❡' ❧✐❦❡ ❧✐❣❤0✲0&❡❡' ♦& ❧✐❣❤0✲❢♦&❡'0 ❛' ✇❡❧❧ ❛' ♠♦&❡

❣❡♥❡&❛❧ ❢♦&♠' '✉❝❤ ❛' ❧✐❣❤0✲'♣✐❞❡&'✱ ❧✐❣❤0✲'♣✐❞❡& ❤✐❡&❛&❝❤✐❡'✱ ♠✉❧0✐λ✲❧✐❣❤0✲0&❛✐❧'✳

• ❈❤❛♣0❡& ✸ ♣&♦✈✐❞❡' ❛ ❝♦♠♣&❡❤❡♥'✐✈❡ ❧✐0❡&❛0✉&❡ &❡✈✐❡✇ ❢♦& ❜♦0❤ '✐♥❣❧❡✲&❡.✉❡'0 ❆❖▼❘

❛♥❞ ♠✉❧0✐♣❧❡✲&❡.✉❡'0 &♦✉0✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ❛''✐❣♥♠❡♥0 ✭▼❈❘❲❆✮✳ ❚❤❡ '0❛0❡✲♦❢✲

0❤❡✲❛&0 ❛♣♣&♦❛❝❤❡' ❛♥❞ &❡❧❛0❡❞ ✇♦&❦'✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①❛❝0 '♦❧✉0✐♦♥' ❛♥❞ ❤❡✉&✐'0✐❝ ❛❧❣♦✲

&✐0❤♠' ❛&❡ &❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❛ 0♦♣✲❞♦✇♥ ❢❛'❤✐♦♥ &❡'♣❡❝0✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣&♦♣&✐❛0❡ ❝❧❛''✐✜❝❛0✐♦♥✳

❊'♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✇❡ ♣&♦♣♦'❡ '❡✈❡&❛❧ ♥♦✈❡❧ ♣&♦♣♦'✐0✐♦♥' ❢♦& ✐❞❡♥0✐❢②✐♥❣ ❡①❛❝0 '♦❧✉0✐♦♥' ❢♦&

❆❖▼❘ ♣&♦❜❧❡♠' ✉♥❞❡& ✈❛&✐♦✉' ♦♣0✐❝❛❧ ❝♦♥'0&❛✐♥0'✳



✶✳✽✳ ❖❯❚▲■◆❊ ❖❋ ❚❍❊ ❉■❙❙❊❘❚❆❚■❖◆ ✷✼

• ❈❤❛♣&❡( ✹ ♣(❡*❡♥&* ♦✉( ✜(*& ♣(♦♣♦*❡❞ ❤❡✉(✐*&✐❝ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ❢♦( ❆❖▼❘ ✐♥ *♣❛(*❡ *♣❧✐&✲

&✐♥❣ ❝❛*❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ❛✐♠* ❛& ✜♥❞✐♥❣ ❛ &(❛❞❡✲♦✛ *♦❧✉&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ ♥✉♠❜❡% ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣-❤/ ✉/❡❞✱ -♦-❛❧ ❝♦/- ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛②✳ ❖✉( ♣(♦♣♦*✐&✐♦♥ ♠❛❦❡* *❡✈❡(❛❧ ✐♠✲

♣(♦✈❡♠❡♥&* ♦♥ &❤❡ ▼❡♠❜❡(✲❋✐(*& ❛❧❣♦(✐&❤♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ &❤❡ ♣(✐♦(✐&② ♠♦❞❡❧ ♦❢ &❤❡ ❧✐♥❦*

❜❡✐♥❣ ❛❞❞❡❞ ❛♥❞ &❤❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥*&(✉❝&✐♥❣ &❤❡ ❧✐❣❤&✲&(❡❡✳ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ (❡*✉❧&* *❤♦✇ &❤❛&

♦✉( ♣(♦♣♦*❡❞ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ♣(♦✈✐❞❡* ❛ ❜❡&&❡( &(❛❞❡♦✛ *♦❧✉&✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛(✐*♦♥ ✇✐&❤ &❤❡

✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❤❡✉(✐*&✐❝ ❛❧❣♦(✐&❤♠*✳

• ❈❤❛♣&❡( ✺ ✐* ❞❡❞✐❝❛&❡❞ ❢♦( ❆❖▼❘ ♣(♦❜❧❡♠* ✇✐&❤♦✉& *♣❧✐&&❡(* ✇✐&❤ ❛(❜✐&(❛(✐❧② ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤* ✐♥ &❤❡ ❧✐♥❦*✳ ❋✐(*&✱ &❤❡ ♣(♦❜❧❡♠* ❛(❡ ❢♦(♠✉❧❛&❡❞ ✐♥&♦ &✇♦ *✉❜♣(♦❜✲

❧❡♠* ✇✐&❤ (❡*♣❡❝& &♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤*

✉*❡❞ ❛♥❞ &❤❡ &♦&❛❧ ❝♦*&✳ ❚❤❡♥ ✇❡ *❤♦✇ &❤❛& &❤❡ ❡①❛❝& *♦❧✉&✐♦♥* ❢♦( ❜♦&❤ *✉❜♣(♦❜❧❡♠*

❝♦((❡*♣♦♥❞ &♦ ❛ ❤✐❡(❛(❝❤② ❜❛*❡❞ ♦♥ *♣✐❞❡( ❝❛❧❧❡❞ /♣✐❞❡%✲❜❛/❡❞ ❤✐❡%❛%❝❤②✳ ❚❤❡ &✇♦

*✉❜♣(♦❜❧❡♠* ❛(❡ &❤❡♥ ♣(♦✈❡❞ &♦ ❜❡ ◆J✲❤❛(❞✳ ❆♥ ■▲J ❢♦(♠✉❧❛&✐♦♥ &♦ ✜♥❞ &❤❡ ❡①❛❝&

*♦❧✉&✐♦♥ ❢♦( ❡❛❝❤ *✉❜♣(♦❜❧❡♠ ✐* &❤❡(❡❢♦(❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❆❧*♦✱ *❡✈❡(❛❧ ❡✣❝✐❡♥& ❤❡✉(✐*&✐❝

❛❧❣♦(✐&❤♠* &♦ ❝♦♠♣✉&❡ &❤❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛&❡ *♦❧✉&✐♦♥* ❛(❡ ♣(♦♣♦*❡❞ ❢♦( ❡❛❝❤ *✉❜♣(♦❜❧❡♠✳

❚❤❡♦(❡&✐❝❛❧ ❛♥❛❧②*✐* ❛♥❞ *✐♠✉❧❛&✐♦♥ (❡*✉❧&* *❤♦✇ &❤❛& &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ *♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡

♣(♦❜❧❡♠* ✐* ❛ *❡& ♦❢ ❧✐❣❤&✲*♣✐❞❡( ❤✐❡(❛(❝❤✐❡*✳ ❆❧❧ &❤❡ (❡♣♦(&❡❞ (❡*✉❧&* ❛(❡ *✉♣♣♦(&❡❞

❜② ❡①&❡♥*✐✈❡ ❛♥❞ ❝❛(❡❢✉❧ *✐♠✉❧❛&✐♦♥*✳

• ❈❤❛♣&❡( ✻ ♣(❡*❡♥&* ♦✉( ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥ ♦♥ ❆❖▼ ✇✐&❤ ♠✉❧&✐♣❧❡ (❡O✉❡*&* ♣(❡*❡♥& &♦❣❡&❤❡(

✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦(❦*✱ ❦♥♦✇♥ ❛* ▼❈❘❲❆ ♣(♦❜❧❡♠*✳ ●✐✈❡♥ ❛ *♣❛(*❡ *♣❧✐&&✐♥❣ ❲❉▼ ♥❡&✲

✇♦(❦✱ ❛♥❞ ❛ *❡& ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤*✱ ✇❡ ✐♥✈❡*&✐❣❛&❡ &❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣(♦✈✐*✐♦♥✐♥❣

❛ *❡& ♦❢ ♠✉❧&✐❝❛*& (❡O✉❡*&* *✐♠✉❧&❛♥❡♦✉*❧② ✇❤✐❝❤ ❛✐♠* ❛& ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ &❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣

♣(♦❜❛❜✐❧✐&②✳ ❚✇♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧* ❛(❡ &❛❦❡♥ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥&✿ ❢✉❧❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣%♦❜❛❜✐❧✐-② ❛♥❞

♣❛%-✐❛❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣%♦❜❛❜✐❧✐-②✳ ❆* &❤❡ ♣(♦❜❧❡♠* ❛(❡ ◆J✲❤❛(❞✱ ✇❡ ♣(♦♣♦*❡ &♦ *❡❛(❝❤ ❢♦( &❤❡

♦♣&✐♠❛❧ *♦❧✉&✐♦♥* ❜② ♠❡❛♥* ♦❢ ■▲J ❢♦(♠✉❧❛&✐♦♥ ❜❛*❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤&✲❤✐❡(❛(❝❤✐❡*✳ ❊*♣❡❝✐❛❧❧②✱

✇❡ ♣(♦♣♦*❡ *❡✈❡(❛❧ ❡✣❝✐❡♥& ❛❞❛♣-✐✈❡ ❤❡✉(✐*&✐❝ ❛❧❣♦(✐&❤♠* &♦ ❝♦♠♣✉&❡ ❧✐❣❤&✲❤✐❡(❛(❝❤✐❡*

❜❛*❡❞ ♦♥ ❧❛②❡(❡❞ ❣(❛♣❤ ♠♦❞❡❧✳ ❊①&❡♥*✐✈❡ *✐♠✉❧❛&✐♦♥* (❡✈❡❛❧ &❤❛& ♦✉( ❛❞❛♣&✐✈❡ ❛❧❣♦✲

(✐&❤♠* ❛(❡ ❛❜❧❡ &♦ ❝♦♠♣✉&❡ ❝❧♦*❡✲♦♣&✐♠❛❧ *♦❧✉&✐♦♥* ❛♥❞ &❤❡② ♦✉&♣❡(❢♦(♠ ✜①❡❞ ❛♣✲

♣(♦❛❝❤❡*✳ ❚❤❡ (❡*✉❧&* ❛❧*♦ *❤♦✇ &❤❛& ✐& ✐* ♠♦(❡ ❛❞✈❛♥&❛❣❡♦✉* &♦ ♣(♦✈✐*✐♦♥ ♠✉❧&✐♣❧❡

♠✉❧&✐❝❛*& ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥* ✇✐&❤ ❧✐❣❤&✲❤✐❡(❛(❝❤✐❡*✱ ❛* &❤❡② ❛(❡ ❛❜❧❡ &♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛&❡

♠♦(❡ (❡O✉❡*&* ❛♥❞ ❞❡*&✐♥❛&✐♦♥* ❝♦♠♣❛(❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❧✐❣❤&✲&(❡❡ *♦❧✉&✐♦♥*✳

• ❈❤❛♣&❡( ✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡* &❤❡ &❤❡*✐* ✇♦(❦ ❛♥❞ ✐♥&(♦❞✉❝❡ *❡✈❡(❛❧ ♣❡(*♣❡❝&✐✈❡* ❢♦( &❤❡ ❢✉&✉(❡

*&✉❞②✳
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Chapter 2

❆❖▼❘ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❘♦✉#✐♥❣ ✐♥ ♥❡#✇♦)❦+ ❝♦♥+✐+#+ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ )♦✉#❡ ❢)♦♠ +❡♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡+ #♦ )❡❝❡✐✈✐♥❣ ♥♦❞❡+ ✐♥

#❤❡ ♣❤②+✐❝❛❧ ♥❡#✇♦)❦ #♦♣♦❧♦❣②✳ ❆+ ❛ )❡+✉❧#✱ #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ )♦✉#❡ +#)✉❝#✉)❡ +❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛)❧②

✐❞❡♥#✐✜❡❞✳ ❊✈❡♥ #❤♦✉❣❤ ❧♦#+ ♦❢ ♠❡#❤♦❞+✱ ❛♣♣)♦❛❝❤❡+ ❛♥❞ ❛❧❣♦)✐#❤♠+ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣)♦♣♦+❡❞ ❢♦)

♠✉❧#✐❝❛+#✐♥❣ ✐♥ ❲❉▼ ♥❡#✇♦)❦+✱ #❤❡)❡ ❛)❡ +#✐❧❧ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ❞❡❡♣ +#✉❞② ❢♦) ♦♣#✐♠❛❧ )♦✉#❡+✳ ❚❤❡

❡①✐+#✐♥❣ ❛♣♣)♦❛❝❤❡+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤#✲♣❛#❤+✱ ❧✐❣❤#✲#)❡❡+ ♦) ❧✐❣❤#✲❢♦)❡+# ♠♦❞❡❧+ ❛)❡ ✐♥+✉✣❝✐❡♥# #♦

❞❡+❝)✐❜❡ #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ )♦✉#❡+✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ♦❢ #❤❡ #❤✐+ ❝❤❛♣#❡) ✐+ #♦ ❞❡✈❡❧♦♣ #❤❡ ❡①❛❝#

♦♣#✐❝❛❧ ♠✉❧#✐❝❛+# )♦✉#❡+ ❜❛+❡❞ ♦♥ #❤❡ ❝✉))❡♥#❧② ♣)♦♣♦+❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ ❤✐❡#❛#❝❤②✳ ❙✐♥❝❡

❤✐❡)❛)❝❤② ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ #❤❡ ❝❧♦+❡ )❡❧❛#✐♦♥+❤✐♣ ✇✐#❤ ❣)❛♣❤+✱ ✇❡ ✜)+# ❞✐+❝✉++ +♦♠❡ #②♣✐❝❛❧

❣)❛♣❤ ♠♦❞❡❧+ ❢♦) ❲❉▼ ♥❡#✇♦)❦+✳ ❇❛+❡❞ ♦♥ #❤❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡)❛)❝❤②✱ ✈❛)✐♦✉+ ❢♦)♠+ ♦❢

✐# ✐♥ ♦♣#✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭❝❛❧❧❡❞ ♦♣)✐❝❛❧ ❤✐❡#❛#❝❤✐❡+✮ ❛)❡ ❞❡+❝)✐❜❡❞✳ ❆+ ✇✐❧❧ ❜❡ +❤♦✇♥ ✐♥ #❤❡

❝❤❛♣#❡)✱ ❛❧❧ #❤❡ ❡①✐+#✐♥❣ +#)✉❝#✉)❡+ ❜❡❧♦♥❣ #♦ +♦♠❡ #②♣❡+ ♦❢ #❤❡ ♦♣#✐❝❛❧ ❤✐❡)❛)❝❤✐❡+✳

✷✳✶ ●$❛♣❤ ▼♦❞❡❧- ❢♦$ ❲❉▼ ◆❡2✇♦$❦-

❘❡❝❛❧❧ #❤❛# ❲❉▼ ♥❡#✇♦)❦+ ❝♦♥+✐+# ♦❢ ❛ +❡# ♦❢ ♥♦❞❡+ ✐♥#❡)❝♦♥♥❡❝#❡❞ #♦ ❡❛❝❤ ♦#❤❡) ❜②

#❤❡ ♦♣#✐❝❛❧ ✜❜❡) ❧✐♥❦+✱ #❤❡)❡❢♦)❡ #❤❡② ❛)❡ ✇❡❧❧✲+✉✐#❡❞ #♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥+ ♦❢ ❣)❛♣❤+✳ ■♥

❢❛❝#✱ +❡✈❡)❛❧ ❣)❛♣❤ ♠♦❞❡❧+ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣)♦♣♦+❡❞ ✐♥ #❤❡ ❧✐#❡)❛#✉)❡ ❢♦) #❤❡ ❆❖▼❘ ♣)♦❜❧❡♠+

✇✐#❤ ❞✐✛❡)❡♥# ❧❡✈❡❧+ ♦❢ ❞❡#❛✐❧+✳ ◆♦#❡ #❤❛#✱ ❤♦✇❡✈❡)✱ ♥♦ +✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐+ +✉✐#❛❜❧❡ ❢♦) ❛❧❧ #❤❡

♥❡#✇♦)❦ ❝♦♥✜❣✉)❛#✐♦♥+✳ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ❛ +✉✐#❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦) ❛ +♣❡❝✐✜❝ ❆❖▼❘ ♣)♦❜❧❡♠ ❛♥❞✴♦) ❛

❝❡)#❛✐♥ ❲❉▼ ♥❡#✇♦)❦ ✐+ #❤❡)❡❢♦)❡ ❡++❡♥#✐❛❧✳

✷✳✶✳✶ #❤②&✐❝❛❧ ❚♦♣♦❧♦❣② ▼♦❞❡❧&

❚❤❡ ✈❡)② ✜)+# ❛##❡♠♣# ♦♥ #❤❡ ✐++✉❡ ♦❢ ❆❖▼❘ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐+ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❲❉▼ ♥❡#✇♦)❦ #♦

❛ ❣)❛♣❤ ❜❛+❡❞ ♦♥ #❤❡ ♥❡#✇♦)❦ ♣❤②+✐❝❛❧ )♦♣♦❧♦❣②✳ ❆❝❝♦)❞✐♥❣❧②✱ ❛ ❲❉▼ ♥❡#✇♦)❦ ✐+ ♠♦❞❡❧❡❞

❜② ❡✐#❤❡) ❛♥ ✉♥❞✐#❡❝)❡❞ ❣#❛♣❤ ♦) ❛ ❞✐#❡❝)❡❞ ❣#❛♣❤✳ ❋♦) #❤❡ ✉♥❞✐)❡❝#❡❞ ❣)❛♣❤ ♠♦❞❡❧✱ ❡❛❝❤

✷✾
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✈❡$%❡① $❡♣$❡(❡♥%( ❛ ♥❡%✇♦$❦ ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ $❡♣$❡(❡♥%( ❛ ♥❡%✇♦$❦ ❧✐♥❦ ❜❡%✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐$

♦❢ ♥♦❞❡(✳ ❲❤❡$❡❛( ❢♦$ %❤❡ ❞✐$❡❝%❡❞ ❣$❛♣❤ ♠♦❞❡❧✱ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ✐( ♠❛♣♣❡❞ ❜② %✇♦ ♦♣♣♦(✐%❡ ❛$❝(✱

❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛$❝ $❡♣$❡(❡♥%( ❛ ♥❡%✇♦$❦ ✜❜❡#✳ ◆♦%❡ %❤❛% %❤✐( ❛♣♣$♦❛❝❤ ♥❡❡❞( ❛ ♣$❡$❡<✉✐(✐%❡ %❤❛%

❛❧❧ %❤❡ ♥❡%✇♦$❦ ❧✐♥❦( ♠✉(% ❝♦♥%❛✐♥ %❤❡ (❛♠❡ (❡% ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤( ✐♥ ❜♦%❤ ❞✐$❡❝%✐♦♥(✱ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❝❛❧❧❡❞ %❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ,②♠♠❡*#✐❝ ❝❛(❡✳ ❆♠♦♥❣ %❤❡ %✇♦ ♠♦❞❡❧(✱ ✉♥❞✐$❡❝%❡❞ ❣$❛♣❤( ❝❛♥

❢❛❝✐❧✐%❛%❡ %❤❡ $♦✉%❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ (♦❧✉%✐♦♥( ❢❛(%❡$ %❤❛♥ %❤❡ ❞✐$❡❝%❡❞ ♦♥❡(✳

❋♦$ ✐♥(%❛♥❝❡✱ ❝♦♠♣✉%✐♥❣ %❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦(% ❙%❡✐♥❡$ %$❡❡ ❬✸✶❪ ✐( ❡❛(✐❡$ ✐♥ ❛♥ ✉♥❞✐$❡❝%❡❞

❣$❛♣❤ ✇❤❡$❡ %❤✐( ◆D✲❤❛$❞ ♣$♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛%❡❞ ❛♥❞ (❡✈❡$❛❧ ❣♦♦❞ ❤❡✉$✐(%✐❝( ❡①✐(%

❛♥❞ ♣❡$♠✐% %♦ ❝♦♠♣✉%❡ ❣✉❛$❛♥%❡❡❞ %$❡❡(✳ ❲❤❡$❡❛( %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ✐( ♠♦$❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛%❡❞

❛♥❞ ❤❛$❞❡$ ✐♥ ❛ ❞✐$❡❝%❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ◆❡✈❡$%❤❡❧❡((✱ ❜② %❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥%❛❣❡ ♦❢ %$❛♥(♠✐((✐♦♥ ✐♥ ❜♦%❤

❞✐$❡❝%✐♦♥( ✭❛$❝(✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✱ ✐♥ (♦♠❡ ❝♦♥(%$❛✐♥❡❞ $♦✉%✐♥❣ ❝❛(❡(✱ %❤❡ ❞✐$❡❝%❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐( ♠♦$❡

❜❡♥❡✜❝✐❛❧ (✐♥❝❡ ✐% ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❞✐(❝♦✈❡$ ♠♦$❡ (♦❧✉%✐♦♥( (♦ %❤❛% ❛ ❜❡%%❡$ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦(❡♥✳

❚♦ ✐❧❧✉(%$❛%❡ %❤❡ ♣♦✐♥%✱ ❧❡% ✉( ❝♦♥(✐❞❡$ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ (❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶❛✱ ❛

(②♠♠❡%$✐❝ ❲❉▼ ♥❡%✇♦$❦ ❤❛✈✐♥❣ %❤❡ (❛♠❡ (❡% ♦❢ %❤$❡❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤( ✭λ1, λ2, λ3✮✳ ❆((✉♠❡

%❤❛% %❤❡ ❝♦(% ♦❢ %❤❡ ❧✐♥❦( ✭❜✱❡✮ ✐( ❡<✉❛❧ %♦ ✶ ✭✉♥✐% ❝♦(%✮✱ ❛❧❧ %❤❡ ♦%❤❡$ ❧✐♥❦( ❤❛✈❡ ❧✐♥❦

❝♦(%( ♦❢ ✷✳ ❚❤❡ %✇♦ ♣❤②(✐❝❛❧ %♦♣♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧( ❛$❡ (❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶❜ ✭✉♥❞✐$❡❝%❡❞ ❣$❛♣❤✮✱

❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✶❝ ✭❞✐$❡❝%❡❞ ❣$❛♣❤✮✳ ❚♦ ✐❧❧✉(%$❛%❡ ❤♦✇ %❤❡(❡ ♠♦❞❡❧( ❝❛♥ ❤❡❧♣ %♦ (♦❧✈❡ ❛ $♦✉%✲

✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠✱ ❧❡% ✉( ❝♦♥(✐❞❡$ ❛ ♣$♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦(% $♦✉%❡ ❢♦$ ❛ ♠✉❧%✐❝❛(%

❞❡♠❛♥❞ (a, {d, e}) $❡<✉❡(%❡❞ ❢$♦♠ %❤❡ (♦✉$❝❡ a %♦ %❤❡ %✇♦ ❞❡(%✐♥❛%✐♦♥( d, e✳ ❲✐%❤♦✉% ❛♥②

❝♦♥(%$❛✐♥%(✱ %❤❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦(% $♦✉%❡ ❝♦$$❡(♣♦♥❞( %♦ ❛ ❙%❡✐♥❡$ %$❡❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥(✐(%( ♦❢ %❤❡

❡❞❣❡(✿ (a, b), (b, d), (b, e) ✭✇❤✐❝❤ ✐( ♥♦% (❤♦✇♥ ✐♥ %❤❡ ✜❣✉$❡✮✳ ❚$✐✈✐❛❧❧②✱ %❤✐( ❙%❡✐♥❡$ %$❡❡ ✐(

❡❛(✐❡$ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✐♥ %❤❡ ✉♥❞✐$❡❝%❡❞ ♠♦❞❡❧ %❤❛♥ ✐♥ %❤❡ ❞✐$❡❝%❡❞ ♠♦❞❡❧✳

◆♦✇ ❧❡% ✉( ✐♠♣♦(❡ ❛ ❝♦♥(%$❛✐♥% ❜② (✉♣♣♦(✐♥❣ %❤❛% ♥♦❞❡ b ❞♦❡( ♥♦% ❤❛✈❡ (♣✐%%✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐%②

✭✐✳❡✳✱ b ✐( ❛♥ ▼■✲❖❳❈✮✳ ❖❢ ❝♦✉$(❡✱ %❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥%✐♦♥❡❞ ♦♣%✐♠❛❧ %$❡❡ ❞♦❡( ♥♦% ❡①✐(%✳ ❆(

(❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶❜✱ %❤❡ (♦❧✉%✐♦♥ ❝♦$$❡(♣♦♥❞✐♥❣ %♦ ❛♥ ✉♥❞✐$❡❝%❡❞ ❙%❡✐♥❡$ %$❡❡ ✇✐%❤ %❤❡ %♦%❛❧

❝♦(% ♦❢ ✼✱ ✇❤❡$❡❛( ❛ ❞✐$❡❝%❡❞ ❙%❡✐♥❡$ %$❡❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❞✐$❡❝%❡❞ ❣$❛♣❤ ❛( (❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✷✳✶❝ ❤❛( %❤❡ %♦%❛❧ ❝♦(% ♦❢ ✻✳ ❖❜✈✐♦✉(❧②✱ %❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ (❤♦✇( %❤❛% ❞✐$❡❝%❡❞ ❣$❛♣❤( ❛$❡

♠♦$❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ %❤❛♥ ✉♥❞✐$❡❝%❡❞ ♦♥❡( ✉♥❞❡$ ❝♦♥(%$❛✐♥❡❞ $♦✉%✐♥❣ ❝❛(❡(✳
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✭❛✮ ❆ $②♠♠❡()✐❝ ❲❉▼ ♥❡(✇♦)❦
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✭❜✮ ❆♥ ✉♥❞✐)❡❝(❡❞ ❙(❡✐♥❡) ()❡❡

❝♦♠♣✉(❡❞ ✐♥ ❛♥ ✉♥❞✐$❡❝'❡❞ ❣$❛♣❤

♠♦❞❡❧
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✭❝✮ ❆ ❞✐)❡❝(❡❞ ❙(❡✐♥❡) ()❡❡ ❝♦♠✲

♣✉(❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐$❡❝'❡❞ ❣$❛♣❤ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❆ (②♠♠❡%$✐❝ ❲❉▼ ♥❡%✇♦$❦ ❛♥❞ ✐%( %✇♦ ♣❤②(✐❝❛❧ %♦♣♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧(



✷✳✶✳ ●❘❆&❍ ▼❖❉❊▲❙ ❋❖❘ ❲❉▼ ◆❊❚❲❖❘❑❙ ✸✶

❍♦✇❡✈❡'✱ '♦✉*✐♥❣ ❜❛0❡❞ ♦♥ ♣❤②0✐❝❛❧ *♦♣♦❧♦❣② ✐0 ♥♦* ❛❧✇❛②0 ❢❡❛0✐❜❧❡ 0✐♥❝❡ *❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤

❛00✐❣♥♠❡♥* ✭❲❆✮ *❛0❦ ♠❛② ♥♦* ✜♥❞ *❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤0 '❡?✉✐'❡❞ ❜② *❤❡ ❝♦♠♣✉*❡❞

'♦✉*❡✳ ❚❤✐0 ✐0 ❜❡❝❛✉0❡ *❤❡ ♣❤②0✐❝❛❧ *♦♣♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧0 ❞♦ ♥♦* '❡✢❡❝* *❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐*② ♦❢ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣*❤0 ✐♥ *❤❡ ❧✐♥❦0 ✇❤✐❝❤ ✐0 ❝♦♥*✐♥✉♦✉0❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉'✐♥❣ *❤❡ ❘❲❆ ♣'♦❝❡00✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

✇❤❡♥ 0♦♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤0 ❛'❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❢♦' 0♦♠❡ ❞❡♠❛♥❞0✱ *❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐*② ❜❡✲

❝♦♠❡0 ✉♥❡✈❡♥ ♦' ♥♦♥"②♠♠❡&'✐❝✱ ❤❡♥❝❡ ♠❛❦✐♥❣ *❤❡ ♣❤②0✐❝❛❧ *♦♣♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧0 ♥♦ ❧♦♥❣❡' ✈❛❧✐❞✳

❚♦ ♦✈❡'❝♦♠❡ *❤✐0 ❧✐♠✐*❛*✐♦♥✱ ❛♥♦*❤❡' ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛♣♣'♦❛❝❤ ❤❛0 ❜❡❡♥ ♣'♦♣♦0❡❞ ❛0 ❞✐0❝✉00❡❞

✐♥ *❤❡ ♥❡①* 0✉❜0❡❝*✐♦♥✳

✷✳✶✳✷ ▲❛②❡'❡❞ ●'❛♣❤ ▼♦❞❡❧/

❆* *❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ❧❡✈❡❧✱ ❛ ❲❉▼ ♥❡*✇♦'❦ ❝❛♥ ❜❡ 0❡❡♥ ❛0 *❤❡ ❝♦❧❧❡❝*✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡'0✱ ❡❛❝❤

'❡♣'❡0❡♥*0 *❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐*② ♦❢ ❛ 0♣❡❝✐✜❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤✳ ❚❤✐0 ♦❜0❡'✈❛*✐♦♥ ❣✐✈❡0 '✐0❡ *♦ *❤❡ ❧❛②❡'❡❞

❣'❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐*❤ ✈❛'✐♦✉0 ✈❛'✐❛♥*0 ❢♦' ❞✐✛❡'❡♥* ❧❡✈❡❧0 ♦❢ ❞❡*❛✐❧0✳ ❆0 ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ ✜'0* ❡♥❞❡❛✈♦'0

♦♥ *❤✐0 ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ✐♥&❡'❝♦♥♥❡❝&❡❞✲❧❛②❡'❡❞✲❣'❛♣❤ ✭■▲●✮ ♠♦❞❡❧ ✇❛0 ♣'♦♣♦0❡❞ ✐♥ ❬✾❪ *♦ 0♦❧✈❡

*❤❡ ✉♥✐❝❛0* ❘❲❆ ♣'♦❜❧❡♠0✳ ❚❤✐0 ✇❛0 *❤❡ ✜'0* ❝♦♠♣❧❡*❡ ♠♦❞❡❧ *❤❛* ❝❛♥ '❡♥❞❡' ❝❧♦0❡❧② *❤❡

❲❉▼ ♥❡*✇♦'❦0 '❡❣❛'❞✐♥❣ *❤❡ ♣'❡0❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ❝♦♥✈❡'*❡'0 ❬✼❪✳

■♥ *❤✐0 ♠♦❞❡❧✱ *❤❡ ♦♣*✐❝❛❧ ♥❡*✇♦'❦ ❝♦♥0✐0*0 ♦❢ ❝♦'❡ ♥♦❞❡0 ✭♦' '♦✉*❡' ♥♦❞❡0✮ ❛♥❞ ❛❝❝❡00

♥♦❞❡0✳ ❆ ✉♥✐❝❛0* '❡?✉❡0* 0*❛'*0 ❢'♦♠ ❛♥ ❛❝❝❡00 ♥♦❞❡ ❛♥❞ *❡'♠✐♥❛*❡0 ❛* ❛♥♦*❤❡' ❛❝❝❡00

♥♦❞❡✳ ❙♦ ❛♥ ■▲● ✐0 ❝♦♥0*'✉❝*❡❞ '❡❧❛*✐✈❡❧② 0*'❛✐❣❤*❢♦'✇❛'❞✳ ❋✐'0*✱ ❞✉♣❧✐❝❛*❡ *❤❡ ❝♦'❡ ♥❡*✇♦'❦

*♦♣♦❧♦❣② ♦♥*♦ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ✭❧❛②❡'✮✳ ❚❤❡ ❞✐'❡❝*❡❞ ❡❞❣❡0 ❝♦♥♥❡❝*✐♥❣ *❤❡ '♦✉*❡' ♥♦❞❡0 ✐♥

❡❛❝❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ❛'❡ ❝❛❧❧❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❡❞❣❡"✳ ❚❤❡♥✱ 0♣❧✐* ❛❝❝❡00 ♥♦❞❡0 ✐♥*♦ *✇♦ ♣❛'*0✿ 0♦✉'❝❡0

❛♥❞ ❞❡0*✐♥❛*✐♦♥0✳ ◆❡①*✱ ❝♦♥♥❡❝* *❤❡ *✇♦ ♣❛'*0 *♦ *❤❡ *♦♣♦❧♦❣② ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡'✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥♥❡❝*

*❤❡ ❧❛②❡'0 *♦ ❡❛❝❤ ♦*❤❡' *❤'♦✉❣❤ *❤❡ ❝♦♥✈❡'&❡' ❡❞❣❡" '❡♣'❡0❡♥*✐♥❣ *❤❡ ♣♦00✐❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤

❝♦♥✈❡'0✐♦♥ ❛* *❤❡ ❝♦'❡ ♥♦❞❡0✳ ❋✐❣✳ ✷✳✷ ✐❧❧✉0*'❛*❡0 *❤❡ ■▲● ♠♦❞❡❧ ❢♦' ❛ ❣✐✈❡♥ ❲❉▼ ♥❡*✇♦'❦

✇❤♦0❡ ♣❤②0✐❝❛❧ *♦♣♦❧♦❣② ✐0 0❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷❛✳ ■* ✐0 ❛00✉♠❡❞ ✐♥ *❤✐0 ♠♦❞❡❧ *❤❛* ❡❛❝❤ ♥❡*✇♦'❦

❧✐♥❦ ❤❛0 *✇♦ ✭♦♣♣♦0✐*❡✮ ❞✐'❡❝*❡❞ ✜❜❡'0✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ '♦✉*❡' ❤❛0 ❈ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ❝♦♥✈❡'*❡'0 ✐♥0✐❞❡

✐♥ ♦'❞❡' *♦ 0✉♣♣♦'* ✉♣ *♦ |C| ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ❝♦♥✈❡'0✐♦♥0✳ ❚❤❡ ✜'0* *✇♦ ❧❛②❡'0 ♦❢ *❤❡ ♦✉*♣✉* ■▲●

❛'❡ 0❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷❜✳ ◆♦*❡ *❤❛* *❤❡ ❞✐'❡❝*❡❞ ❝♦♥✈❡'*❡' ❡❞❣❡0 (ci, c
′
i) ❛'❡ 0❤❛'❡❞ ❛♠♦♥❣

*❤❡ '♦✉*❡' ♥♦❞❡0 ri0 ❛* *❤❡ ❧❛②❡'0✳

❍♦✇❡✈❡'✱ *❤✐0 ♠♦❞❡❧ ✐0 ?✉✐*❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✉❡ *♦ ❧♦*0 ♦❢ ♥♦❞❡0 ❛♥❞ ❛'❝0 ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ ♣❛'*✐❝✉❧❛'✱

*❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♥♦❞❡0 ✐♥ ❛♥ ■▲● ✐0 |R|× |W |+2|R|+2|A| ❛♥❞ *❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❞✐'❡❝*❡❞ ❡❞❣❡0

✐0 |E| = |L| × |W | + 2|R| × |W | + |R|✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✿ R ✐0 *❤❡ 0❡* ♦❢ ❝♦'❡ ♥♦❞❡0✱ A ✐0 *❤❡

0❡* ♦❢ ❛❝❝❡00 ♥♦❞❡0✱ |L| ✐0 *❤❡ 0❡* ♦❢ ❞✐'❡❝*❡❞ ✜❜❡'0 ✐♥ *❤❡ ♥❡*✇♦'❦✱ ❛♥❞ W ✐0 *❤❡ 0❡* ♦❢

0✉♣♣♦'*❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤0 ♣❡' ❧✐♥❦✳ ❚❤✐0 ♠❛❦❡0 *❤❡ '♦✉*❡ ❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧*✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛*❡

*❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*②✱ *❤❡ "✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥&❡'❝♦♥♥❡❝&❡❞✲❧❛②❡'❡❞✲❣'❛♣❤ ✭❙■▲●✮ ♠♦❞❡❧ ✐0 *❤❡♥ ♣'♦♣♦0❡❞

✭❛❧0♦ ✐♥ ❬✾❪✮ ❜② ❡❧✐♠✐♥❛*✐♥❣ *❤❡ ❛❝❝❡00 ♥♦❞❡ ♣❛'*0 ❛♥❞ '❡♣❧❛❝✐♥❣ *❤❡ ❞✐'❡❝*❡❞ ❝♦♥✈❡'*❡' ❡❞❣❡0

❜② ✉♥❞✐'❡❝*❡❞ ✐♥*❡'✲❧❛②❡' ❡❞❣❡0 ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❞✉♣❧✐❝❛*❡0 ♦❢ ❝♦'❡ ♥♦❞❡0✳
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❚♦ ❛♣♣❧② (❤✐+ ❙■▲● ♠♦❞❡❧✱ (❤❡ 4♦✉(✐♥❣ ❛❧❣♦4✐(❤♠+ ❤❛✈❡ (♦ (❛❦❡ ❝❤❛4❣❡ ✐♥ (✇♦ ❝♦♠✲

♣❧❡♠❡♥(❛4② ♠✐++✐♦♥+✳ ❋✐4+(✱ ✇❤❡♥❡✈❡4 ❛ ❧✐❣❤(✲♣❛(❤ 4❡?✉❡+( ❜❡(✇❡❡♥ ❛♥ ❛❝❝❡++ ♥♦❞❡ ♣❛✐4✱

❡✳❣✳✱ (s, d)✱ ❛44✐✈❡+✱ ❛❞❞ (❤❡ ❡①(4❛ ❛4❝+ ❝♦♥♥❡❝(✐♥❣ (❤❡+❡ ❛❝❝❡++ ♥♦❞❡+ (♦ (❤❡✐4 ❝♦44❡+♣♦♥❞✐♥❣

❛((❛❝❤❡❞ 4♦✉(❡4+ (♦ (❤❡ ❧❛②❡4❡❞ ❣4❛♣❤✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♠❛✐♥(❛✐♥ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❝♦♥✈❡4(❡4 ❝♦✉♥(❡4 ❢♦4

❡❛❝❤ ❝♦4❡ ♥♦❞❡ ✐♥ ♦4❞❡4 (♦ ❦❡❡♣ (4❛❝❦ ♦❢ (❤❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❝♦♥✈❡4(❡4+ ♦❢

(❤❛( ♥♦❞❡ ✇❤❡♥ 4♦✉(✐♥❣✳ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ✐❧❧✉+(4❛(❡+ (❤❡ ❙■▲● ♠♦❞❡❧ ❢♦4 (❤❡ +❛♠❡ ♥❡(✇♦4❦ (♦♣♦❧♦❣②

❛+ ❋✐❣✳ ✷✳✷❛✱ ✇✐(❤ (❤❡ ♣4❡+❡♥❝❡ ♦❢ ❛ 4❡?✉❡+( ❢4♦♠ ❛❝❝❡++ ♥♦❞❡ A (♦ C✳

❘❡❣❛4❞✐♥❣ (❤❡ ✇❡✐❣❤( ❛++✐❣♥♠❡♥( ❢♦4 (❤❡ ❡❞❣❡+ ✐♥ (❤❡ ■▲●✴❙■▲● ♠♦❞❡❧+✱ (❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤

❡❞❣❡+ ✭♦4 ✐♥(4❛✲❧❛②❡4 ❡❞❣❡+✮ ❛4❡ ❛++✐❣♥❡❞ ✇✐(❤ ❛ ♣♦+✐(✐✈❡ ✈❛❧✉❡ 4❡♣4❡+❡♥(✐♥❣ (❤❡ ❝♦+( ♦❢ ✉+✐♥❣

❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ✭✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❝♦+(✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡4(❡4 ❡❞❣❡+ ✭♦4 ✐♥(❡4✲❧❛②❡4 ❡❞❣❡+✮ ❝❛♥

❜❡ ❛++✐❣♥❡❞ ✇✐(❤ ❛ ♣♦+✐(✐✈❡ ✈❛❧✉❡ (♦ 4❡♣4❡+❡♥( (❤❡ ❝♦♥✈❡4+✐♦♥ ❝♦+(✳ ❲❤❡♥❡✈❡4 ♦❝❝✉♣✐❡❞✱

(❤❡② ✭✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❡❞❣❡+ ♦4 ❝♦♥✈❡4(❡4 ❡❞❣❡+✮ +❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛++✐❣♥❡❞ ✐♥✜♥✐(② (♦ ♣4❡✈❡♥( (❤❡♠

❢4♦♠ 4❡✉+✐♥❣✳
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❋✐❣✉4❡ ✷✳✷ ✕ ■❧❧✉+(4❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ■▲● ♠♦❞❡❧✿ ✭❛✮ ❛ ♥❡(✇♦4❦ (♦♣♦❧♦❣②✱ ✭❜✮ ❛♥ ✐♥(❡4❝♦♥♥❡❝(❡❞✲

❧❛②❡4❡❞✲❣4❛♣❤ ❬✾❪

❖4✐❣✐♥❛(❡❞ ❢4♦♠ (❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ■▲● ♠♦❞❡❧✱ +❡✈❡4❛❧ ♠♦❞❡❧+ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦4 ▼❈❘❲❆

♣4♦❜❧❡♠+✳ ❆♠♦♥❣ (❤❡♠ ❛4❡ (❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤✲❧❛②❡0❡❞ ❣0❛♣❤ ✭▼❲▲●✮ ♠♦❞❡❧ ❬✺✹❪✱ (❤❡

❡①♣❛♥❞❡❞ ❣0❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ❬✺✺❪ ❛♥❞ (❤❡ ❧❛②❡0❡❞✲0♦✉,✐♥❣ ❣0❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ❬✶✵❪✳ ■♥ ❢❛❝(✱ (❤❡② ❝❛♥ ❜❡

+❡❡♥ ❛+ (❤❡ ❛❢♦4❡♠❡♥(✐♦♥❡❞ ❙■▲● ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦4❞❡4 (♦ ❛❝❝❡++ ❛❧❧ (❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤+ ❢♦4 4♦✉(✐♥❣✱

(❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ +❡( ✐+ ❛❝❝❡++❡❞ ✐♥ +♦♠❡ ♣4❡❞❡(❡4♠✐♥❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤✲+❡❛4❝❤ ♦4❞❡4 ♦4 ✈✐❛ (❤❡

✐♥(❡4✲❧❛②❡4 ❡❞❣❡+ 4❡♣4❡+❡♥(✐♥❣ (❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❝♦♥✈❡4+✐♦♥ ❛( (❤❡ ❲❈✲❖❳❈+ ❬✶✵✱✺✺❪✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹

✐❧❧✉+(4❛(❡+ (✇♦ ♣♦++✐❜❧❡ ❧❛②❡4❡❞ ❣4❛♣❤ ♠♦❞❡❧+ ✇✐(❤ 4❡+♣❡❝( (♦ ♥♦♥ ❛♥❞ :♣❛0:❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤

❝♦♥✈❡4+✐♦♥ ❢♦4 ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦♥+②♠♠❡(4✐❝ ❲❉▼ ♥❡(✇♦4❦✳ X❛4(✐❝✉❧❛4❧②✱ ❋✐❣✳ ✷✳✹✭❜✮ +❤♦✇+ ❛ ❧❛②✲

❡4❡❞ ❣4❛♣❤ ✇✐(❤♦✉( ❲❈✲❖❳❈+❀ ✇❤❡4❡❛+ ❋✐❣✳ ✷✳✹✭❝✮ ♣4❡+❡♥(+ ❛♥(❤❡4 ❧❛②❡4❡❞ ❣4❛♣❤ ❢♦4 ✇❤✐❝❤

♥♦❞❡+ ✷ ❛♥❞ ✺ ❛4❡ +✉♣♣♦+❡❞ (♦ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡,❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❝♦♥✈❡4+✐♦♥✳
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❋✐❣✉%❡ ✷✳✸ ✕ ■❧❧✉,-%❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❙■▲● ♠♦❞❡❧

✷✳✶✳✸ ❖%❤❡( ●(❛♣❤ ▼♦❞❡❧0

❆♣❛%- ❢%♦♠ -❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧,✱ ,❡✈❡%❛❧ ♠♦%❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛-❡❞ ♦♥❡, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣%♦♣♦,❡❞ ❢♦%

❞✐✛❡%❡♥- ♣✉%♣♦,❡,✳ ❆♠♦♥❣ -❤❡♠✱ -❤❡ ❣❡♥❡#✐❝ ❣#❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ❬✺✻❪ ♣%♦♣♦,❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡- ❛❧✳ ❛♥❞

-❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ❣#❛♣❤ ✭❲●✮ ♠♦❞❡❧ ♣%♦♣♦,❡❞ ❜② ❈✐♥❦❧❡% ❬✺✼❪ ❛%❡ -❤❡ ♠♦,- ❝♦♠♣❧❡-❡ ♠♦❞❡❧,

-❤❛- ❛❧❧♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐✛❡%❡♥- ❧❡✈❡❧, ♦❢ -❤❡ ♥❡-✇♦%❦ ❤❡-❡%♦❣❡♥❡✐-② ✭,♣❛%,❡✲❧✐♠✐-❡❞ ,♣❧✐--✐♥❣

❛♥❞ ,♣❛%,❡✲❧✐♠✐-❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ❝♦♥✈❡%,✐♦♥✮✳ L❛%-✐❝✉❧❛%❧②✱ -❤❡ ❣❡♥❡%✐❝ ❣%❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡

,❡❡♥ ❛, ❛ ❧❛②❡%❡❞ ❣%❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐-❤ ❤✐❣❤❡% ❞❡❣%❡❡ ♦❢ ❞❡-❛✐❧,✱ ❛♥❞ ✐- ❝❛♥ %❡♥❞❡% ✈❛%✐♦✉, ♥♦❞❛❧

❛%❝❤✐-❡❝-✉%❡, ✭▼❆❲✱ ▼❙❉❲ ❬✽❪ ❛, ♠❡♥-✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣-❡% ✶✮✳ ❲❤❡%❡❛,✱ -❤❡ ❲● ♠♦❞❡❧ ❝❛♥

%❡♣%❡,❡♥- ✈❛%✐♦✉, -②♣❡, ♦❢ ♥♦❞❡,✿ ❖❆❉▼,✱ ❖❳❈,✱ ✇✐-❤✴✇✐-❤♦✉- ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ❝♦♥✈❡%,✐♦♥✳

❚❤❡,❡ ♠♦❞❡❧, ❝❛♥ ❤❡❧♣ %❡,♦❧✈❡ ♠❛♥② ♣%♦❜❧❡♠, ❜❡,✐❞❡, ❘❲❆✱ ,✉❝❤ ❛, ♣❧❛❝❡♠❡♥- ♦❢ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣-❤ ❝♦♥✈❡%-❡%, ❛♥❞ ❧✐❣❤- ,♣❧✐--❡%, ❛♣♣❧②✐♥❣ -❤❡ ❣❡♥❡%✐❝ ❣%❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ❬✺✽❪✱ ♦% ♠✉❧-✐❝❛,-

%♦✉-✐♥❣ ♣%♦-❡❝-✐♦♥✱ -%❛✣❝ ❣%♦♦♠✐♥❣ ♦% ♣❤②,✐❝❛❧ ✐♠♣❛✐%♠❡♥- ❜❛,❡❞ %♦✉-✐♥❣ ❛♣♣❧②✐♥❣ -❤❡

❲● ♠♦❞❡❧ ❬✺✵❪✳ ❆♥♦-❤❡% ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❣#❛♣❤ ✇❛, ♣%♦♣♦,❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇, -♦

♠♦❞❡❧ ✈❛%✐♦✉, ♥❡-✇♦%❦ ❝♦♥✜❣✉%❛-✐♦♥, ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ,♣❛%,❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ❝♦♥✈❡%,✐♦♥✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤

❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐-②✱ ❛♥❞ ,♦♠❡ %❡❧❛-❡❞ ♠❡-%✐❝,✳ ❚❤✐, ✇❛, ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ ,♦❧✈❡ -❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

-❤❡ -♦-❛❧ ❝♦,- ✇✐-❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❧❛②✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ❞✉❡ -♦ -❤❡✐% ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡-❛✐❧,✱ -❤❡,❡ ♠♦❞❡❧,

❛%❡ ^✉✐-❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛-❡❞ ❞✉❡ -♦ ❧♦-, ♦❢ ✈❡%-✐❝❡, ❛♥❞ ❛%❝, ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ -❤❡ %♦✉-✐♥❣

❞✐✣❝✉❧-✳ ❙✐♥❝❡ -❤✐, -❤❡,✐, ❢♦❝✉,❡, ♦♥ ❆❖▼❘ ♣%♦❜❧❡♠✱ ❢♦% -❤❡ ♣✉%♣♦,❡ ♦❢ ❢❛❝✐❧✐-❛-✐♥❣ -❤❡

%♦✉-❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦- ,✉♣♣♦,❡ -♦ ✐♥✈❡,-✐❣❛-❡ -❤❡,❡ ♠♦❞❡❧, ❢✉%-❤❡%✳ ❚❤❡ %❡❛❞❡% ✐,

❡♥❝♦✉%❛❣❡❞ -♦ %❡❢❡% -♦ -❤❡ ❛❢♦%❡♠❡♥-✐♦♥❡❞ %❡❢❡%❡♥❝❡, ❢♦% ♠♦%❡ ❞❡-❛✐❧,✳

✷✳✶✳✹ ❚✇♦ ❘♦✉%✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡0 ❇❛0❡❞ ♦♥ ▲❛②❡(❡❞ ●(❛♣❤0

❚✇♦ ❞✐✛❡%❡♥- %♦✉-✐♥❣ ,❝❤❡♠❡, ❝❛♥ ❜❡ ✉,❡❞ -♦ ❝♦♠♣✉-❡ -❤❡ %♦✉-❡, ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛-❡ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣-❤, ❜❛,❡❞ ♦♥ -❤❡ ❧❛②❡%❡❞ ❣%❛♣❤ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ -❤❡ ✜%,- ,❝❤❡♠❡✱ -❤❡ %♦✉-✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ,❡✲
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❆ ♥♦♥-②♠♠❡0$✐❝ ❲❉▼ ♥❡0✇♦$❦ ✭❛✮ ❛♥❞ 0❤❡ 0✇♦ ✈❛$✐❛♥0- ✇✐0❤✴✇✐0❤♦✉0 ❲❈✲

❖❳❈- ♦❢ 0❤❡ ❧❛②❡$❡❞ ❣$❛♣❤ ♠♦❞❡❧- ✭❜✱ ❝✮ ❬✶✵❪

K✉❡♥0✐❛❧❧② ✐♥ ❛ ❧❛②❡$✲0♦✲❧❛②❡$ ♦$❞❡$ ❜② ✉-✐♥❣ -♦♠❡ ♣$❡❞❡0❡$♠✐♥❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤✲*❡❛+❝❤ *❝❤❡♠❡✳

❙❡✈❡$❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤✲-❡❛$❝❤ -❝❤❡♠❡- ✇❡$❡ ♣$♦♣♦-❡❞ ✐♥ ❬✶✵✱✺✺❪✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈❖◆❙❊❘❱❆❚■❱❊✱

❖8❚■▼■❙❚■❈✱ ❋■❳❊❉ ❛♥❞ ❘❆◆❉❖▼✳ ■♥ ❢❛❝0✱ ❛♥ ❛❧❣♦$✐0❤♠ $✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡$ ✭♦$

✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ❣$❛♣❤✮ 0❛❦❡- ❛❧♠♦-0 0❤❡ -❛♠❡ ✭♦❢0❡♥ ❧❡--✮ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥❛❧ 0✐♠❡ ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐0❤

$✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ♣❤②-✐❝❛❧ 0♦♣♦❧♦❣② ❣$❛♣❤✳ ❙♦ 0❤✐- $♦✉0✐♥❣ -❝❤❡♠❡ ✐- 0✐♠❡✲❡✣❝✐❡♥0✳ ■♥ 0❤❡ -❡❝♦♥❞

-❝❤❡♠❡✱ 0❤❡ $♦✉0✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐-❤❡❞ ♦♥ ❛ ❢✉❧❧ ❧❛②❡+❡❞ ❣+❛♣❤ ✭❛ ❧❛②❡$❡❞ ❣$❛♣❤ ❛00❛❝❤❡❞

✇✐0❤ ♣*❡✉❞♦ ✈❡+'✐❝❡* ❛♥❞ ♣*❡✉❞♦ ❛+❝* ✇❤✐❝❤ ✐- ♣$❡-❡♥0❡❞ -❤♦$0❧②✮✳ ■♥ 0❤✐- -❝❤❡♠❡✱ ❡✈❡$②

✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ❣$❛♣❤ ✭❧❛②❡$✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡--❡❞ ❛♥❞ ❞❡0❡$♠✐♥❡❞ ❜② 0❤❡ $♦✉0✐♥❣ ✐0-❡❧❢✱ ✇✐0❤♦✉0

0❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛♥② ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤✲-❡❛$❝❤ -❝❤❡♠❡✳ ❚♦ ❞✐-0✐♥❣✉✐-❤ 0❤❡ 0✇♦ -❝❤❡♠❡-✱ ✇❡ ♥❛♠❡ 0❤❡

✜$-0 -❝❤❡♠❡ ❲❛✈❡❧❡♥❣0❤ ●$❛♣❤ ❜❛-❡❞ $♦✉0✐♥❣ ✭♦$ ❲●✲$♦✉0✐♥❣✮✱ ❛♥❞ 0❤❡ -❡❝♦♥❞ -❝❤❡♠❡

▲❛②❡$ ●$❛♣❤ ❜❛-❡❞ $♦✉0✐♥❣ ✭♦$ ▲●✲$♦✉0✐♥❣✮✳ ■♥ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥-0$❛0❡ ❤♦✇ 0❤❡ 0✇♦

$♦✉0✐♥❣ -❝❤❡♠❡- ❝♦♠♣✉0❡ 0❤❡ ♠✉❧0✐❝❛-0 $♦✉0❡ ❢♦$ ❛ ❣✐✈❡♥ $❡K✉❡-0✳

▲❡0 ✉- ✜$-0 ❡①❛♠✐♥❡ 0❤❡ ❲●✲$♦✉0✐♥❣ -❝❤❡♠❡ 0❤$♦✉❣❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥-✐❞❡$ ❛ ❲❉▼

♥❡0✇♦$❦ ❛♥❞ ❛ $❡K✉❡-0 r = (1, {3, 4, 5}) ❛- -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✳ ❋♦$ -✐♠♣❧✐❝✐0②✱ ✇❡ -✉♣♣♦-❡ 0❤❛0

❛❧❧ 0❤❡ ♥♦❞❡- ❛$❡ ♠✉❧0✐❝❛-0 ❝❛♣❛❜❧❡ ✭▼❈ ♥♦❞❡-✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 0❤❡ 0✇♦ ♥♦❞❡- ✷ ❛♥❞ ✺ ❤❛✈✐♥❣

✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ❝♦♥✈❡$-✐♦♥ ✭▼❈✲❲❈ ♥♦❞❡-✮✳ ❆❧-♦✱ ❛❧❧ 0❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ❡❞❣❡- ❛$❡ ❛--✐❣♥❡❞ ❛

✇❡✐❣❤0 ✭✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ❝♦-0✮ ♦❢ ✶✱ ❛♥❞ ❛❧❧ 0❤❡ ❝♦♥✈❡$0❡$ ❡❞❣❡- ❛$❡ ❛--✐❣♥❡❞ ❛ ✇❡✐❣❤0 ✭✇❛✈❡❧❡♥❣0❤

❝♦♥✈❡$-✐♦♥ ❝♦-0✮ ♦❢ ✷✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② ❛ ✜①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤✲-❡❛$❝❤ ♦$❞❡$ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 0❤❡ $♦✉0✐♥❣ ✐♥ 0❤❡

❧❛②❡$ ❣$❛♣❤ ✐- ✜$-0 ♦♣❡$❛0❡❞ ✐♥ 0❤❡ ✜$-0 ❧❛②❡$✱ ❛♥❞ 0❤❡♥ 0❤❡ -❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ -♦ ♦♥✳ ❆❝❝♦$❞✐♥❣❧②✱

0❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦-0 $♦✉0❡ ✐- ❝♦♠♣♦-❡❞ ♦❢ 0❤❡ 0✇♦ 0$❡❡- ✐♥ ❜♦❧❞ ❛$❝-✱ ❛♥❞ ❤❛- 0❤❡ 0♦0❛❧ ❝♦-0

♦❢ ✼ ❛- -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳



✷✳✶✳ ●❘❆&❍ ▼❖❉❊▲❙ ❋❖❘ ❲❉▼ ◆❊❚❲❖❘❑❙ ✸✺

❋♦$ %❤❡ ▲●✲$♦✉%✐♥❣✱ %♦ ❛❝❝❡22 ❛❧❧ %❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤2✱ ❛ ❢✉❧❧ ❧❛②❡&❡❞ ❣&❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ❡①%❡♥❞2

❛ ❧❛②❡$❡❞ ❣$❛♣❤ ❜② ❛❞❞✐♥❣ 2♦♠❡ 2✉♣♣❧❡♠❡♥%❛$② ♣+❡✉❞♦ ✈❡&.✐❝❡+ ❛♥❞ ♣+❡✉❞♦ ❛&❝+ ❤❛2 %♦

❜❡ ❝♦♥2%$✉❝%❡❞✳ ❋✐$2%✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ♣+❡✉❞♦ +♦✉&❝❡ s′ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝% ✐% %♦ ❡✈❡$② ❞✉♣❧✐❝❛%❡ ♦❢ %❤❡

2♦✉$❝❡ ✐♥ ❛❧❧ %❤❡ ❧❛②❡$2 ❜② ♣2❡✉❞♦ ③❡$♦✲❝♦2% ❛$❝2✳ ▲✐❦❡✇✐2❡✱ ✇❡ ❛❞❞ ♦♥❡ ♣+❡✉❞♦ ❞❡+.✐♥❛.✐♦♥

d′ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❞❡2%✐♥❛%✐♦♥ d ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝% %❤❡ ❞✉♣❧✐❝❛%❡2 ♦❢ d ✐♥ ❛❧❧ %❤❡ ❧❛②❡$2 %♦ d′ ❛❧2♦ ❜②

♣2❡✉❞♦ ③❡$♦✲❝♦2% ❛$❝2✳ ❚❤❡ $♦✉%✐♥❣ ♥♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ %♦%❛❧❧② ✐♥ %❤❡ ❢✉❧❧ ❧❛②❡$❡❞ ❣$❛♣❤✱ ❢♦$

%❤❡ ♣+❡✉❞♦ ♠✉❧.✐❝❛+. &❡3✉❡+. r′ = (s′, D′) $❛%❤❡$ %❤❛♥ %❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ $❡A✉❡2% r = (s,D)✳

❇❛❝❦ %♦ %❤❡ ❝♦♥2✐❞❡$✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ♠✉❧%✐❝❛2% %$❡❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❢✉❧❧ ❧❛②❡$❡❞

❣$❛♣❤ ✐2 %❤❡ ♦♥❡ 2❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✳ ❚❤❡ $❡❛❧ ♠✉❧%✐❝❛2% $♦✉%❡ ✐2 %❤❡♥ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② ♣$✉♥✐♥❣

❛❧❧ %❤❡ ♣2❡✉❞♦ ✈❡$%✐❝❡2 ❛♥❞ ♣2❡✉❞♦ ❛$❝2✳ ■% ✐2 2❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✭❜✮ ✇✐%❤ %❤❡ %♦%❛❧ ❝♦2% ♦❢ ✺✳

❚❤❡ ▲●✲$♦✉%✐♥❣ ✐2 ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣%❡$ ✺ %♦ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ❝♦2%✲♠✐♥✐♠✉♠ $♦✉%❡ ✐♥ %❤❡

❝❛2❡ ♦❢ ♥♦♥ 2♣❧✐%%✐♥❣ ❛♥❞ ❛$❜✐%$❛$② ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐%②❀ ❛♥❞ %❤❡ %✇♦ $♦✉%✐♥❣ 2❝❤❡♠❡2

❛$❡ ❞❡❡♣❧② ❡✈❛❧✉❛%❡❞ ✐♥ ♣$♦✈✐2✐♦♥✐♥❣ ♠✉❧%✐♣❧❡ $❡A✉❡2%2 %❤❛% ✐2 ♣$❡2❡♥%❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣%❡$ ✻✳
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❋✐❣✉&❡ ✷✳✼ ✕ ❘♦✉.❡ ❝♦♠♣✉.❛.✐♦♥ ❜② ▲●✲&♦✉.✐♥❣ 9❝❤❡♠❡

✷✳✷ ❍✐❡%❛%❝❤② ▼♦❞❡❧ .♦ ❙♦❧✈❡ ❆❖▼❘ 4%♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥.✐♦♥❛❧ &♦✉.❡ ❝♦♠♣✉.❛.✐♦♥ ♦❢.❡♥ ❜❛9❡9 ♦♥ 9✉❜✲❣&❛♣❤9 9✉❝❤ ❛9 ♣❛.❤9 ♦& .&❡❡9

.❤❛♥❦9 .♦ .❤❡✐& ❡①❝❧✉9✐♦♥ ♦❢ &❡❞✉♥❞❛♥. ❡❞❣❡9 ✭❛&❝9✮✳ ■♥ ❛❧❧✲♦♣.✐❝❛❧ ♥❡.✇♦&❦9✱ .❤❡② ❛&❡ &❡✲

❛❧✐③❡❞ ❛9 ❧✐❣❤.✲♣❛.❤9 ❬✷✷❪ ✭❢♦& ✉♥✐❝❛9. ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥✮ ❛♥❞ ❧✐❣❤.✲.&❡❡9 ❬✹❪ ✭❢♦& ♠✉❧.✐❝❛9.

❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥✮✳ ▲✐❣❤.✲♣❛.❤ ✐9 ❛ ♣♦✐♥.✲.♦✲♣♦✐♥. ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ❜❡.✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐& ♦❢ ♥♦❞❡9

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧✐❣❤. 9✐❣♥❛❧ ♣&♦♣❛❣❛.❡9 ❛❧❧✲♦♣.✐❝❛❧❧② ✇✐.❤♦✉. 9✉✛❡&✐♥❣ ❢&♦♠ ❛♥② ♦♣.♦❡❧❡❝.&♦♥✐❝

❝♦♥✈❡&9✐♦♥✳ ▲✐❣❤.✲.&❡❡ ✐9 ❛ ♣♦✐♥.✲.♦✲♠✉❧.✐♣♦✐♥. ❡①.❡♥9✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤.✲♣❛.❤ .♦ 9✉♣♣♦&. ♠✉❧.✐❝❛9.

❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ .❤❡ .&❛♥9♠✐99✐♦♥ ❢&♦♠ ❛ 9♦✉&❝❡ .♦ ♠✉❧.✐♣❧❡ ❞❡9.✐♥❛.✐♦♥9 ❝❛♥ 9❤❛&❡

❝♦♠♠♦♥ ❧✐♥❦9✳ L&❡✈✐♦✉9 &❡9❡❛&❝❤ ❤❛9 ♣♦✐♥.❡❞ ♦✉. .❤❛. ❧✐❣❤.✲.&❡❡ ✐9 .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ 9♦❧✉.✐♦♥ ✐♥

9✉♣♣♦&.✐♥❣ ❛❧❧✲♦♣.✐❝❛❧ ♠✉❧.✐❝❛9.✐♥❣ ❬✹✱ ✶✸✱ ✹✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ .❤✐9 ♠❛② ♥♦. ❜❡ ❛❧✇❛②9 ❝♦&&❡❝. ✐♥

❝♦♥9.&❛✐♥❡❞ &♦✉.✐♥❣ ❝❛9❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ .❤✐9 .❤❡9✐9 ✇✐❧❧ 9❤♦✇ .❤❛. ❛ ♠♦&❡ ❣❡♥❡&❛❧ .&❡❡✲❧✐❦❡

9.&✉❝.✉&❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤✐❡#❛#❝❤② ✐9 .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ 9♦❧✉.✐♦♥ ❢♦& ❆❖▼❘ ♣&♦❜❧❡♠9✳ ■♥ .❤✐9 9❡❝.✐♦♥✱ ✜&9.

✇❡ ❜&✐❡✢② ❞❡9❝&✐❜❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②9❡ .❤❡ ❛❞✈❛♥.❛❣❡9 ♦❢ ❤✐❡&❛&❝❤②✱ .❤❡♥ ✐♥.&♦❞✉❝❡ 9❡✈❡&❛❧ 9♣❡❝✐❛❧

❢♦&♠9 ♦❢ ❤✐❡&❛&❝❤✐❡9 .♦ 9♦❧✈❡ ❆❖▼❘ ♣&♦❜❧❡♠9✳

✷✳✷✳✶ ❍✐❡&❛&❝❤② ✐♥ ●&❛♣❤.

■♥ ❝♦♥9.&❛✐♥❡❞ &♦✉.✐♥❣ ❝❛9❡✱ .❤❡ 9♦❧✉.✐♦♥ ❞♦❡9 ♥♦. ♥❡❝❡99❛&✐❧② ❜❛9❡ ♦♥ 9✉❜✲❣&❛♣❤9 ✭❡✳❣✳✱

♣❛.❤9✱ .&❡❡9✮ ❜✉. ♦♥ ❛♥② .②♣❡9 ♦❢ 9.&✉❝.✉&❡9 .❤❛. &❡.❛✐♥ .❤❡ ❝♦♥♥❡❝.✐✈✐.② ❛♥❞ 9♣❛♥♥✐♥❣ ♣&♦♣✲

❡&.✐❡9✳ ❇❛9❡❞ ♦♥ .❤✐9 ♦❜9❡&✈❛.✐♦♥✱ .❤❡ ❝♦♥❝❡♣. ❤✐❡#❛#❝❤② ✇❛9 ♣&♦♣♦9❡❞ ❜② ▼♦❧♥❛& ✐♥ ❬✻✵❪ .♦

&❡♣❧❛❝❡ .❤❡ .&❛❞✐.✐♦♥❛❧ 9♦❧✉.✐♦♥9✳ ■. ✐9 ❛ ❣&❛♣❤✲&❡❧❛.❡❞ 9.&✉❝.✉&❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❤♦♠♦♠♦&✲

♣❤✐9♠ ♦❢ ❛ .&❡❡ ✐♥ ❛ ❣&❛♣❤✳ ❆ ❤✐❡&❛&❝❤② ✐♥ ❣&❛♣❤9 ✇❛9 ❞❡✜♥❡❞ ❛9 ❢♦❧❧♦✇9 ❬✻✵❪✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳ ▲❡( T = (W,F ) ❛♥❞ G = (V,E) ❜❡ (✇♦ ❣#❛♣❤0✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ T ✐0 ❛ (#❡❡

❝❛❧❧❡❞ (❤❡ ❜❛0❡ ❣#❛♣❤✱ ❛♥❞ G ✐0 (❤❡ (❛#❣❡( ❣#❛♣❤✳ ❆ ❤♦♠♦♠♦#♣❤✐0♠ h : W → V ♠❛♣0



✷✳✷✳ ❍■❊❘❆❘❈❍❨ ▼❖❉❊▲ ❚❖ ❙❖▲❱❊ ❆❖▼❘ 0❘❖❇▲❊▼ ✸✼

❡❛❝❤ ✈❡%&❡① ✐♥ W &♦ ❛ ✈❡%&❡① ✐♥ V +✉❝❤ &❤❛& &❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣%❡+❡%✈❡+ &❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②✱ ✐✳❡✳✱

(u, v) ∈ F ⇒ (h(u), h(v)) ∈ E✳ ❚❤❡ &%✐♣❧❡& (T, h,G) ❞❡✜♥❡+ ❛ ❤✐❡%❛%❝❤② H ✐♥ G✳

❋✐❣✳ ✷✳✽ ❣✐✈❡* ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ h ❢3♦♠ ❛ 43❡❡ T 4♦ ❛ 4❛3❣❡4 ❣3❛♣❤ G ❢♦3 ❛

❤✐❡3❛3❝❤② H✳ ❊❛❝❤ ✈❡34❡① ♦❢ 43❡❡ T ✐* ❛**♦❝✐❛4❡❞ ✇✐4❤ ❛ ✉♥✐<✉❡ ✈❡34❡① ♦❢ G✳ ■♥ 4❤❡ 3❡✈❡3*❡

❞✐3❡❝4✐♦♥✱ *♦♠❡ ✈❡34✐❝❡* ♦❢ G ❛3❡ ♠❛♣♣❡❞ ❢3♦♠ *❡✈❡3❛❧ ✈❡34✐❝❡* ✐♥ T ✭❡✳❣✳✱ ✈❡34❡① e✮✳ ❆* ✇❡

❝❛♥ *❡❡✱ 4❤❡ ❤✐❡3❛3❝❤② H ✐* ♥♦4 ❛ *✉❜❣3❛♣❤ ♦❢ G ❜✉4 3❡♠❛✐♥* 4❤❡ ❝♦♥♥❡❝4✐✈✐4② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

✉*❡❞ ❛* ❛ *♣❛♥♥✐♥❣ *43✉❝4✉3❡ ❢♦3 ✭♠✉❧4✐❝❛*4✮ 3♦✉4✐♥❣✳ ❊*♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ 4❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ h ✐*

✐♥❥❡❝4✐✈❡✱ 4❤❡ ❤✐❡3❛3❝❤② ❝♦33❡*♣♦♥❞* 4♦ ❛ 43❡❡✳ ❚❤✉*✱ 43❡❡ ✐* ❛ *♣❡❝✐❛❧ ❝❛*❡ ♦❢ ❤✐❡3❛3❝❤②✳

❚♦ ❞✐*4✐♥❣✉✐*❤ 4❤❡ ♦❝❝✉33❡♥❝❡* ✐♥ ❤✐❡3❛3❝❤② H ❛**♦❝✐❛4❡❞ ✇✐4❤ 4❤❡ *❛♠❡ ✈❡34❡① v ✐♥

G✱ ✇❡ ❧❛❜❡❧ 4❤❡♠ ❛* v1, v2, ..., vk ✐♥ T ❛♥❞ ❛❧*♦ ✐♥ H✳ ❚❤❡ ❞❡❣3❡❡ ♦❢ ❛ ✈❡34❡① ♦❝❝✉33❡♥❝❡

vi ✐♥ 4❤❡ ❤✐❡3❛3❝❤② H ✐* ❞❡✜♥❡❞ ❛* 4❤❡ ❞❡❣3❡❡ ♦❢ 4❤❡ ❝♦33❡*♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡34❡① ♦❝❝✉33❡♥❝❡ vi

✐♥ 4❤❡ ❜❛*❡ ❣3❛♣❤ T ✳ ■♥ ♣❛34✐❝✉❧❛3✱ ❧❡4 vi ❜❡ ❛ ✈❡34❡① ✐♥ T ❛**♦❝✐❛4❡❞ ✇✐4❤ v ∈ V ✱ 4❤❡

❞❡❣3❡❡ ♦❢ 4❤❡ ✈❡34❡① ♦❝❝✉33❡♥❝❡ vi ✐♥ H ✭dH(vi)✮ ✐* ❡<✉❛❧ 4♦ 4❤❡ ❞❡❣3❡❡ ♦❢ vi ✐♥ T ✭dT (v
i)✮✿

dH(vi) = dT (v
i)✳
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❋✐❣✉3❡ ✷✳✽ ✕ ▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ✈❡34✐❝❡* ❢♦3 ❛ ❤✐❡3❛3❝❤②

❇② 3❡❧❛①✐♥❣ ❢3♦♠ 43❡❡ *43✉❝4✉3❡ 3❡*43✐❝4✐♦♥✱ *♣❛♥♥✐♥❣ ❤✐❡3❛3❝❤✐❡* ♣3♦✈✐❞❡* ♠♦3❡ *♦❧✉✲

4✐♦♥* ✐♥ ❝♦♠♣❛3✐*♦♥ ✇✐4❤ *♣❛♥♥✐♥❣ 43❡❡*✱ 4❤❡3❡❜② 3❡*✉❧4✐♥❣ ✐♥ ♠♦3❡ ✢❡①✐❜❧❡ *♦❧✉4✐♦♥* ❢♦3

4❤❡ 3♦✉4✐♥❣✳ ❆* ♣♦✐♥4❡❞ ♦✉4 ✐♥ ❬✻✵❪ ✭♣♣✳ ✶✾✲✷✵✮✱ ✐♥ *♦♠❡ ❝♦♥*43❛✐♥❡❞ 3♦✉4✐♥❣ ♣3♦❜❧❡♠*✱ ❛

*♣❛♥♥✐♥❣ ❤✐❡3❛3❝❤② *❛4✐*❢②✐♥❣ 4❤❡ ❝♦♥*43❛✐♥4* ♠❛② ❡①✐*4 ❡✈❡♥ ✐❢ *♣❛♥♥✐♥❣ 43❡❡* ❞♦ ♥♦4❀ ♦3

✇❤❡♥ *♣❛♥♥✐♥❣ 43❡❡* ❡①✐*4✱ 4❤❡ ♦♣4✐♠❛❧ *♣❛♥♥✐♥❣ 43❡❡ *♦❧✉4✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠♦3❡ ❡①♣❡♥*✐✈❡ 4❤❛♥

4❤❡ ♦♣4✐♠❛❧ *♣❛♥♥✐♥❣ ❤✐❡3❛3❝❤② ♦♥❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸ ❢♦3 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ■♥ 4❤❡ ♥❡①4 *✉❜*❡❝4✐♦♥✱

✇❡ ❛♥❛❧②*❡ 4❤✐* ❡✈❛❧✉❛4✐♦♥ ❞❡❡♣❧② ❜② ✐♥43♦❞✉❝✐♥❣ ✈❛3✐♦✉* 4②♣❡* ♦❢ *♣❛♥♥✐♥❣ ❤✐❡3❛3❝❤✐❡* ❢♦3

❆❖▼❘ ♣3♦❜❧❡♠* ✉♥❞❡3 ♦♣4✐❝❛❧ ❝♦♥*43❛✐♥4*✳

✷✳✷✳✷ ❖♣$✐❝❛❧ ❍✐❡+❛+❝❤✐❡- $♦ ❙♦❧✈❡ ❈♦♥-$+❛✐♥❡❞ ❆❖▼ 6+♦❜❧❡♠-
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❡①♣)❡33❡❞ ❜② ♠❡❛♥3 ♦❢ ❤✐❡)❛)❝❤②✳
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✜)3$ ❢❛❝$♦)✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ T ✐♥$♦ $❤)❡❡ $②♣❡3✿ ❛ ♣❛$❤✱ ❛ ❣❡♥❡)❛❧ $)❡❡✱ ♦) ❛ 3♣✐❞❡) ✭❛ 3♣❡❝✐❛❧ $)❡❡

❤❛✈✐♥❣ ❛$ ♠♦3$ ♦♥❡ ❜)❛♥❝❤ ✈❡)$❡① ❬✻✶❪✮✳ ❲❤❡)❡❛3✱ ❢♦) $❤❡ 3❡❝♦♥❞ ❢❛❝$♦)✱ ❤♦♠♦♠♦)♣❤✐3♠ h

❝❛♥ ❜❡ ✐♥❥❡❝%✐✈❡ ♦) ♥♦♥✲✐♥❥❡❝%✐✈❡✳ ❆❝❝♦)❞✐♥❣❧②✱ $❤❡ ❞✐✛❡)❡♥$ $②♣❡3 ♦❢ ♦♣$✐❝❛❧ ❤✐❡)❛)❝❤✐❡3 ❝❛♥

❜❡ ❝❧❛33✐✜❡❞ ❛3 ❞❡♣✐❝$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❉✐✛❡$❡♥- ♦♣-✐❝❛❧ ❤✐❡$❛$❝❤✐❡4 ❢♦$ ❝♦♥4-$❛✐♥❡❞ ❆❖▼ ♣$♦❜❧❡♠4

■♥ ❣❡♥❡$❛❧✱ -❤❡ ✐♥❥❡❝-✐✈❡ ❤♦♠♦♠♦$♣❤✐4♠ $❡4✉❧-4 ✐♥ ❛ 4✉❜✲❣$❛♣❤ ♦❢ -❤❡ -❛$❣❡- ❣$❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤

❝♦$$❡4♣♦♥❞4 -♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② $♦✉-❡ ❧✐❦❡ ♣❛$❤ ♦$ $&❡❡ ❛4 -❤❡ ♦✉-♣✉- ❤✐❡$❛$❝❤②❀ ✇❤❡$❡❛4 ♥♦♥✲
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❜❛4❡❞ ♦♥ ❤✐❡$❛$❝❤② ❛4 ♦♣$✐❝❛❧ ❤✐❡&❛&❝❤✐❡1✳ ❆❧❧ ♦❢ -❤❡ ♦♣-✐❝❛❧ ❤✐❡$❛$❝❤✐❡4 ❛$❡ ❡❧❛❜♦$❛-❡❞ ✐♥

-❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✷✳✷✳✷✳✶ #❛%❤✲❇❛)❡❞ ❍✐❡.❛.❝❤✐❡)

■♥ 4♦♠❡ ❝♦♥4-$❛✐♥❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ $♦✉-✐♥❣ ❝❛4❡4✱ -❤❡ ❝♦♥4-$❛✐♥- ✐4 ✐♠♣♦4❡❞ ♦♥ -❤❡ ❛❜4❡♥❝❡

♦❢ ❛♥② 4♣❧✐--❡$4 ✐♥ -❤❡ ♦♣-✐❝❛❧ 4✇✐-❝❤❡4✳ ❚❤✐4 ❝♦♥4-$❛✐♥- ♣$❡❝❧✉❞❡4 ❜$❛♥❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡4 ✭✐✳❡✳✱
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♥♦❞❡& ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❣,❡❡ ♠♦,❡ .❤❛♥ .✇♦✮ ✐♥ .❤❡ ♠✉❧.✐❝❛&. ,♦✉.❡&✳ ■❢ ✐. ✐& .❤❡ ❝❛&❡✱ ❛ ♣❛.❤ ❜❛&❡❞

&♦❧✉.✐♦♥ ✐& ♦♥❡ ♦❢ .❤❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡&✳ ❚,❛❞✐.✐♦♥❛❧❧②✱ .❤❡ ♣❛.❤ ❜❛&❡❞ &♦❧✉.✐♦♥ ❛♣♣❡❛,& ❛&

.❤❡ ❛❢♦,❡♠❡♥.✐♦♥❡❞ ❧✐❣❤$✲♣❛$❤ &.,✉❝.✉,❡✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✇✐.❤ .❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐.② ♦❢ ❤✐❡,❛,❝❤②✱ &❡✈❡,❛❧

❡①.❡♥&✐♦♥& ♦❢ ❧✐❣❤.✲♣❛.❤ ❛,❡ ♥♦✇ ♣♦&&✐❜❧❡✳

▲❡. ✉& ❜❛❝❦ .♦ .❤❡ ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡,❛,❝❤②✱ ✇❤❡♥ .❤❡ .,❡❡ T ,❡❞✉❝❡& .♦ ❛ ♣❛.❤✱ .❤❡ ❤♦♠♦✲

♠♦,♣❤✐&♠ h ❞❡✜♥❡& ❛ &♣❡❝✐❛❧ ❤✐❡,❛,❝❤② ❛& ✇❡ ♥❛♠❡ ♣❛$❤✲❜❛)❡❞ ❤✐❡,❛,❝❤②✳ ■❢ h ✐& ✐♥❥❡❝.✐✈❡✱

✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ ✈❡,.❡① ♦❢ .❤❡ .❛,❣❡. ❣,❛♣❤ G ✐& ❛&&♦❝✐❛.❡❞ ✭✐❢ ❛♥②✮ ✇✐.❤ ♦♥❧② ✈❡,.❡① ♦❢ .❤❡ .,❡❡ T ✱

.❤❡ ♦✉.♣✉. ❤✐❡,❛,❝❤② ,❡.❛✐♥& .❤❡ ♣❛.❤ &.,✉❝.✉,❡✱ ❛♣♣❡❛,✐♥❣ ❛& ❧✐❣❤$✲♣❛$❤ ♦, )❡♠✐✲❧✐❣❤$✲♣❛$❤

✐♥ .❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥. ♦❢ .❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥.❛.✐♦♥ ✐♥ ❲❉▼ ♥❡.✇♦,❦&✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ ❧✐❣❤$✲♣❛$❤

♦, ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✲❝♦♥$✐♥✉♦✉) ❝❤❛♥♥❡❧ ✐& .❤❡ ❛❧❧✲♦♣.✐❝❛❧ .,❛♥&♠✐&&✐♦♥ ♣❛.❤ ❜❡.✇❡❡♥ .✇♦ ❡♥❞

♥♦❞❡& ,❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ ✇✐.❤♦✉. &✉✛❡,✐♥❣ ❛♥② ♦♣.✐❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ ❝♦♥✈❡,✲

&✐♦♥ ❛& ✇❡❧❧ ❛& ❖❊❖ ❝♦♥✈❡,&✐♦♥ ❬✷✷❪✳ ❆ )❡♠✐✲❧✐❣❤$♣❛$❤ ♦, ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✲❝♦♥✈❡,$❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐&

.❤❡ ❧✐❣❤.✲♣❛.❤ ✉&✐♥❣ &❡✈❡,❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤& ✇✐.❤ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦&&✐❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ ❝❤❛♥❣❡& ✐♥ .❤❡

♣❛.❤ ❛. &♦♠❡ ✐♥.❡,♠❡❞✐❛.❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ ❝♦♥✈❡,.✐❜❧❡ ♥♦❞❡& ❬✻✷❪✳ ■♥ .❤✐& .❤❡&✐&✱ ✇❡ ♥❛♠❡ .❤❡

)❡♠✐✲❧✐❣❤$♣❛$❤ ❛& ♠✉❧$✐λ✲❧✐❣❤$✲♣❛$❤✳

■♥ ❝♦♥.,❛&.✱ ✐❢ ❤♦♠♦♠♦,♣❤✐&♠ h ✐& ♥♦♥✲✐♥❥❡❝.✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ ✈❡,.❡① ♦❢ .❤❡ .❛,❣❡. ❣,❛♣❤ G

❝❛♥ ❜❡ ❛&&♦❝✐❛.❡❞ ✇✐.❤ &❡✈❡,❛❧ ✈❡,.✐❝❡& ♦❢ .❤❡ ♣❛.❤ T ✱ .❤❡ ♦✉.♣✉. ❤✐❡,❛,❝❤✐❡& ♣,❡&❡♥. .✇♦

♣♦&&✐❜❧❡ ♥♦♥✲❡❧❡♠❡♥$❛,② ,♦✉.❡ &.,✉❝.✉,❡&✿ .,❛✐❧ ❛♥❞ ✇❛❧❦✳ ❘❡❝❛❧❧ .❤❛.✱ ✐♥ .❡,♠& ♦❢ ❣,❛♣❤

.❤❡♦,②✱ ❛ .,❛✐❧ ✐& ❛ ❣❡♥❡,❛❧ ❝❛&❡ ♦❢ ❛ ♣❛.❤ ✇✐.❤ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ,❡♣❡.✐.✐♦♥ ♦❢ ✈❡,.✐❝❡& ❜✉. ♥♦. ❡❞❣❡&❀

❛♥❞ ❛ ✇❛❧❦ ✐& ❛ ❣❡♥❡,❛❧ ❝❛&❡ ♦❢ ❛ .,❛✐❧ ✇✐.❤ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦&&✐❜❧❡ ,❡♣❡.✐.✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡& ❬✻✸❪ ✭♣✳

✻✮✳ ■. ✐& ❡❛&② .♦ &❡❡ .❤❛. ❛❧❧ ♦❢ .❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♣❛$❤✲❜❛)❡❞ ❤✐❡,❛,❝❤②✳ ■♥ .❡,♠&

♦❢ ❲❉▼ ♥❡.✇♦,❦&✱ .❤❡&❡ &.,✉❝.✉,❡& ❛,❡ ,❡❛❧✐③❡❞ ❛& ❧✐❣❤$✲$,❛✐❧ ✭.❤❡ ❛❧❧✲♦♣.✐❝❛❧ .,❛✐❧ ❜❡.✇❡❡♥

.✇♦ ❡♥❞ ♥♦❞❡& ,❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤✮✱ ♦, ♠✉❧$✐λ✲❧✐❣❤$✲$,❛✐❧ ✭.❤❡ .,❛✐❧ ✉&✐♥❣ &❡✈❡,❛❧

✇❛✈❡❧❡♥❣.❤&✮✳ ❊&♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❛ ♠✉❧.✐λ✲❧✐❣❤.✲✇❛❧❦ ✐& ❛ ❣❡♥❡,❛❧ ❝❛&❡ ♦❢ ♠✉❧.✐λ✲❧✐❣❤.✲.,❛✐❧ ✇❤❡♥ ✐.

.,❛✈❡,&❡& ❛ &❛♠❡ ❧✐♥❦ &❡✈❡,❛❧ .✐♠❡& ✭✉&✐♥❣ &❡✈❡,❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤&✮✳ ◆♦.❡ .❤❛.✱ ❤♦✇❡✈❡,✱ .❤✐&

.❤❡&✐& &✉♣♣♦&❡ .♦ ✇♦,❦ ✐♥ &✐♥❣❧❡✲✜❜❡, ♥❡.✇♦,❦&✱ ✐✳❡✳✱ .❤❡,❡ ✐& ❛. ♠♦&. ♦♥❡ ✉♥✐❞✐,❡❝.✐♦♥❛❧

✜❜❡, ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐,❡❝.✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❦✱ &♦ ❛ ❧✐♥❦ ✐& .,❛✈❡,&❡❞ ❛. ♠♦&. .✇✐❝❡ ✐♥ ❜♦.❤ ❞✐,❡❝.✐♦♥& ✇✐.❤

.❤❡ &❛♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤✳ ❙✉❜&❡V✉❡♥.❧②✱ .❤❡ ❧✐♥❦ ❝❛♥ ❜❡ .,❛✈❡,&❡❞ ♠♦,❡ .❤❛♥ ♦♥❝❡ ✐♥ .❤❡ &❛♠❡

❞✐,❡❝.✐♦♥ ✐✛ ❞✐✛❡,❡♥. ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤& ❛,❡ ✉&❡❞ ✭✇✐.❤ ♣♦&&✐❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ ❝♦♥✈❡,&✐♦♥✮✳

▲❡. ✉& ❝♦♥&✐❞❡, ❛ ❲❉▼ ♥❡.✇♦,❦ ❝♦♥&✐&.✐♥❣ ♦❢ ❛❝❝❡&& ♥♦❞❡& ✭❆✱ ❇✱ ❈✱ ❉✱ ❊✮ ❛♥❞ ❝♦,❡

,♦✉.❡,& ❛& &❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✳ ❚❤,❡❡ ❡①❛♠♣❧❡& ♦❢ ♣❛.❤✲❜❛&❡❞ ❤✐❡,❛,❝❤② ✐♥❝❧✉❞❡✿ ❛ ❧✐❣❤.✲♣❛.❤

❝♦♥♥❡❝.✐♥❣ ♥♦❞❡ ❆ .♦ ♥♦❞❡ ❇ ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ λ1✱ ❛ ❧✐❣❤.✲.,❛✐❧ ❢,♦♠ ❈ .♦ ❊ ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤

λ2✱ ❛♥❞ ♠✉❧.✐λ✲❧✐❣❤.✲✇❛❧❦ ❢,♦♠ ❆ .♦ ❉ ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤& λ3 ❛♥❞ λ1✳

✷✳✷✳✷✳✷ ❚#❡❡✲❇❛(❡❞ ❍✐❡#❛#❝❤✐❡(

▲✐❣❤0✲❚#❡❡✱ ▲✐❣❤0✲❋♦#❡(0 ❛♥❞ ▲✐❣❤0✲❍✐❡#❛#❝❤②

❚❤❡ ♦,✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ♦❢ ♣,♦♣♦&✐♥❣ .❤❡ ❝♦♥❝❡♣. ♦❢ ❤✐❡,❛,❝❤② ✐& .♦ &♦❧✈❡ ❝♦♥&.,❛✐♥❡❞

♠✉❧.✐❝❛&. ,♦✉.✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ,❡❧❛.❡& .♦ .❤❡ .,❛♥&♠✐&&✐♦♥ ❢,♦♠ ❛ &♦✉,❝❡ .♦ ♠✉❧.✐♣❧❡ ❞❡&.✐♥❛✲
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❋✐❣✉&❡ ✷✳✶✵ ✕ ■❧❧✉./&❛/✐♦♥ ♦❢ .❡✈❡&❛❧ ♣❛/❤✲❜❛.❡❞ ❤✐❡&❛&❝❤✐❡.✿ ✭❛✮ ❛ ❧✐❣❤/✲♣❛/❤ ❢&♦♠ ❆ /♦ ❇✱

❛ ❧✐❣❤/✲/&❛✐❧ ❢&♦♠ ❈ /♦ ❊✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ♠✉❧/✐λ✲❧✐❣❤/✲✇❛❧❦ ❢&♦♠ ❆ /♦ ❉

/✐♦♥. ❝♦♥❝✉&&❡♥/❧②✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ /❤❡ ❜❛.❡ ❣&❛♣❤ T ✐. ❛..✉♠❡❞ /♦ ❜❡ ❛ /&❡❡ ❛. ✐♥❞✐❝❛/❡❞ ✐♥

/❤❡ ❤✐❡&❛&❝❤②✬. ❞❡✜♥✐/✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛& /♦ /❤❡ ❛♥❛❧②.✐. ❢♦& ♣❛/❤✲❜❛.❡❞ ❤✐❡&❛&❝❤②✱ ❞✐✛❡&❡♥/ /②♣❡.

♦❢ /&❡❡✲❜❛.❡❞ ❤✐❡&❛&❝❤✐❡. ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡/❤❡& /❤❡ ❤♦♠♦♠♦&♣❤✐.♠ h ✐.

✐♥❥❡❝/✐✈❡ ♦& ♥♦♥✲✐♥❥❡❝/✐✈❡✳

❲✐/❤ ✐♥❥❡❝/✐✈❡ ❤♦♠♦♠♦&♣❤✐.♠ h✱ /❤❡ ♦✉/♣✉/ ❤✐❡&❛&❝❤② &❡/❛✐♥. ❛ /&❡❡✳ ■♥ /❡❝❤♥✐❝❛❧ ❲❉▼

♥❡/✇♦&❦ ♣♦✐♥/ ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐/ ✐. &❡❛❧✐③❡❞ ❛. ❛ ❧✐❣❤$✲$&❡❡ ❬✹❪✳ ❆ ❧✐❣❤/✲/&❡❡ ✐. ❛ ❣❡♥❡&❛❧ ❡①/❡♥.✐♦♥ ♦❢

❛ ❧✐❣❤/✲♣❛/❤ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇. ❜&❛♥❝❤✐♥❣ ❛/ .♦♠❡ ✐♥/❡&♠❡❞✐❛/❡ ♥♦❞❡.✳ ❚❤❡.❡ ❜&❛♥❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡.

♠✉./ ❜❡ ❡T✉✐♣♣❡❞ ✇✐/❤ ❧✐❣❤/✲.♣❧✐//❡&. ❡❛&❧✐❡& ♠❡♥/✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣/❡& ✶✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐♥❦.

❢&♦♠ /❤❡ .❡♥❞❡& /♦ &❡❝❡✐✈❡&. ❝❛♥ ❜❡ .❤❛&❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐❣❤/✲/&❡❡✱ ✐/ ❤❛. ❜❡❡♥ ❝♦♥.✐❞❡&❡❞ ❛. ♦♣/✐❝❛❧

.♦❧✉/✐♦♥ ❢♦& ♠✉❧/✐❝❛./✐♥❣ ✐♥ ❲❉▼ ♥❡/✇♦&❦. ❬✹✱✶✸✱✹✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛. ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣/❡& ✶✱

.♣❛&.❡ .♣❧✐//✐♥❣ ✐. ♠♦&❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❝✉&&❡♥/ ❲❉▼ /❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♠❡❛♥✐♥❣ /❤❛/ ♦♥❧② ❛ .✉❜.❡/

♦❢ ♥♦❞❡. ❤❛✈✐♥❣ ❧✐❣❤/✲.♣❧✐//❡&.✳ ❈♦♥.❡T✉❡♥/❧②✱ ❛ .✐♥❣❧❡ ❧✐❣❤/✲/&❡❡ ♠❛② ♥♦/ .✉✣❝❡ /♦ ❝♦✈❡& ❛❧❧

/❤❡ ❞❡./✐♥❛/✐♦♥. ✐♥ ❛ ♠✉❧/✐❝❛./ &❡T✉❡./✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣/ ❧✐❣❤$✲❢♦&❡*$ ✇❛. ♣&♦♣♦.❡❞ ❬✹✽❪ /♦

&♦✉/❡ /❤❡ &❡T✉❡./✳ ❆❝❝♦&❞✐♥❣❧②✱ ❛ ❧✐❣❤/✲❢♦&❡./ ✐. ❛ .❡/ ♦❢ ❧✐❣❤/✲/&❡❡. &♦♦/❡❞ ❛/ /❤❡ ♠✉❧/✐❝❛./

.♦✉&❝❡ .❤❛&✐♥❣ .♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐♥❦.✱ ❤❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ❧✐❣❤/✲/&❡❡ ✉.✐♥❣ ❛ ❞✐./✐♥❝/ ✇❛✈❡❧❡♥❣/❤ /♦

&❡.♣❡❝/ /❤❡ ❞✐*$✐♥❝$ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❝♦♥*$&❛✐♥$✳

❋✐❣✳ ✷✳✶✶ ❞❡♠♦♥./&❛/❡. ❛ ❝♦♥❝❡♣/ ♦❢ ❧✐❣❤/✲/&❡❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤/✲❢♦&❡./ ❢♦& /✇♦ ❞✐✛❡&❡♥/ ❝♦♥✜❣✲

✉&❛/✐♦♥.✳ ■♥ /❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♠✉❧/✐❝❛./ &❡T✉❡./ ❝♦♥.✐./. ♦❢ ❛ .♦✉&❝❡ s /&②✐♥❣ /♦ &❡❛❝❤ ❢♦✉&

❞❡./✐♥❛/✐♦♥. (d1, d2, d3, d4) ✐♥ ❛ .✐♠♣❧❡ ❲❉▼ /♦♣♦❧♦❣②✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✭❛✮✱ ❛❧❧ /❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♥♦❞❡.

❛&❡ ♠✉❧/✐❝❛./ ❝❛♣❛❜❧❡ ✭▼❈✲❖❳❈.✮✱ ❛ ❧✐❣❤/✲/&❡❡ ✐. ❡♥♦✉❣❤ /♦ ❝❛&&② .✐❣♥❛❧ ❢&♦♠ /❤❡ .♦✉&❝❡

/♦ /❤❡ ❞❡./✐♥❛/✐♦♥.✱ ✉.✐♥❣ ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣/❤✳ ■♥ ❝♦♥/&❛./✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✭❜✮✱ /✇♦ ♠✐❞❞❧❡ ♥♦❞❡.

❛&❡ ♠✉❧/✐❝❛./ ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ✭▼■✲❖❳❈.✮✱ /✇♦ ❧✐❣❤/✲/&❡❡. ❝♦♠♣♦.✐♥❣ ❛ ❧✐❣❤/✲❢♦&❡./ ❛&❡ &❡T✉✐&❡❞✱

✉.✐♥❣ /✇♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣/❤.✳

■♥ ❢❛❝/✱ ❧✐❣❤/✲/&❡❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤/✲❢♦&❡./ ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❤✐❡&❛&❝❤② ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ /&❡❡ /♦

❛ /♦♣♦❧♦❣② ❣&❛♣❤✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ✐❧❧✉./&❛/❡. .✉❝❤ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢&♦♠ ❞✐✛❡&❡♥/ ❜❛.❡ /&❡❡. ❢♦& /❤❡

♠❡♥/✐♦♥❡❞ ❧✐❣❤/✲/&❡❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤/✲❢♦&❡./✳ ❙✉❜.❡T✉❡♥/❧②✱ ✉♥❞❡& ❤✐❡&❛&❝❤② ♣♦✐♥/ ♦❢ ✈✐❡✇✱ /❤❡.❡

/✇♦ ./&✉❝/✉&❡. ❛&❡ .♦♠❡ ❦✐♥❞. ♦❢ ❛ ❤✐❡&❛&❝❤②✳
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❋✐❣✉&❡ ✷✳✶✶ ✕ ▲✐❣❤-✲-&❡❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤-✲❢♦&❡5- ❢♦& ❞✐✛❡&❡♥- ❲❉▼ ❝♦♥✜❣✉&❛-✐♦♥5

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�������	

�
�

✭❛✮ ▼❛♣♣✐♥❣ ❢♦* +❤❡ ❧✐❣❤+✲+*❡❡

�
�

�
�

������	
��
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

✭❜✮ ▼❛♣♣✐♥❣ ❢♦* +❤❡ ❧✐❣❤+✲❢♦*❡1+

❋✐❣✉&❡ ✷✳✶✷ ✕ ▼❛♣♣✐♥❣ ❢♦& -❤❡ ❧✐❣❤-✲-&❡❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤-✲❢♦&❡5- ♠❡♥-✐♦♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶

❍♦✇❡✈❡&✱ ❧✐❣❤-✲-&❡❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤-✲❢♦&❡5- ❛&❡ ❜❛5❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤-✲-&❡❡ ✇❤✐❝❤ ♣&❡✈❡♥-5 ♥♦❞❡5 ❢&♦♠

❜❡✐♥❣ ✈✐5✐-❡❞ ♠♦&❡ -❤❛♥ ♦♥❝❡ ✐❢ ✉5✐♥❣ ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤✳ ■♥ ❢❛❝-✱ ❛♥ ♦♣-✐❝❛❧ ❝&♦55 ❝♦♥♥❡❝-

✭❖❳❈✮ ✐♥ ❲❉▼ ♥❡-✇♦&❦5 ❝♦♥5✐5-5 ♦❢ ♠✉❧-✐♣❧❡ ✐♥♣✉- ♣♦&-5 ❛5 ✇❡❧❧ ❛5 ♦✉-♣✉- ♣♦&-5✱ ✇❤✐❝❤

❛❧❧♦✇5 ❧✐❣❤- 5✐❣♥❛❧ ♦♥ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ -♦ -&❛✈❡&5❡ -❤❡ ❖❳❈ -❤&♦✉❣❤ ❛♥② ✐♥♣✉- ♣♦&- -♦ ❛♥②

♦✉-♣✉- ♣♦&- ♣&♦✈✐❞❡❞ ♥♦ ❝♦♥✢✐❝- ♦❝❝✉&5✳ ❚❤✐5 ♠❡❛♥5 -❤❛- ❛♥ ❖❳❈ ❝❛♥ ❜❡ -&❛✈❡&5❡❞ ♠♦&❡

-❤❛♥ ♦♥❝❡ ✇✐-❤ ✉5✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ✇❤❡♥❡✈❡& ♥❡❡❞❡❞✳ ❆5 ❛ &❡5✉❧-✱ -&❡❡ 5-&✉❝-✉&❡

✐5 ♥♦- ❣❡♥❡&❛❧ ❡♥♦✉❣❤ -♦ &❡♣&❡5❡♥- -❤❡ 5-&✉❝-✉&❡ ♦❢ -❤❡ ♣♦55✐❜❧❡ ♣❤②5✐❝❛❧ &♦✉-❡ ❢♦& ♠✉❧-✐✲

❝❛5-✐♥❣✳ ❆ ❣❡♥❡&❛❧ ❤✐❡&❛&❝❤② ♦✈❡&❝♦♠❡5 -❤✐5 ❧✐♠✐-❛-✐♦♥✳ ■- ✐5 ♦❜-❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲✐♥❥❡❝'✐✈❡

❤♦♠♦♠♦&♣❤✐5♠ ❢&♦♠ ❛ -&❡❡ -♦ ❛ ❣&❛♣❤ &❡♣&❡5❡♥-✐♥❣ ❛ ❲❉▼ ♣❤②5✐❝❛❧ ♥❡-✇♦&❦ -♦♣♦❧♦❣②✳ ■♥

5✉♣♣♦&-✐♥❣ ❆❖▼✱ ❛ ❤✐❡&❛&❝❤② &❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ 5✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ✐5 ❝❛❧❧❡❞ ❧✐❣❤'✲❤✐❡,❛,❝❤② ❬✻✹❪✳

❚✇♦ ❞✐✛❡&❡♥- ✈✐❡✇5 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦& ✉♥❞❡&5-❛♥❞✐♥❣ ❛ ❧✐❣❤-✲❤✐❡&❛&❝❤②✳ ❖♥❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ ❧✐❣❤-✲

❤✐❡&❛&❝❤② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥5✐❞❡&❡❞ ❛5 ❛ ❧✐❣❤-✲-&❡❡ ❢♦❧❞❡❞ ✐♥5✐❞❡ -❤❡ -♦♣♦❧♦❣② ❣&❛♣❤✳ ❖♥ -❤❡ ♦-❤❡&

❤❛♥❞✱ ✐- ❝❛♥ ❛❧5♦ ❜❡ 5❡❡♥ ❛5 ❛♥ ❡①-❡♥5✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤-✲-&❛✐❧ ✇✐-❤ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❜&❛♥❝❤✐♥❣ ❛- 5♦♠❡

✐♥-❡&♠❡❞✐❛-❡ ✈❡&-✐❝❡5✳

❈♦♥5✐❞❡& -❤❡ ♥❡-✇♦&❦ -♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ -❤❡ ♥♦❞❡5 ❛&❡ ▼■✲❖❳❈5 ❡①❝❡♣-

♥♦❞❡ ✶✱ ❛♥ ❛&&✐✈❛❧ ♠✉❧-✐❝❛5- &❡T✉❡5- (s, {d1, d2})✳ ❚❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ❧✐❣❤-✲-&❡❡ 5♦❧✉-✐♦♥ ✐5 5❤♦✇♥

✐♥ -❤❡ ❞❛5❤✲❞♦--❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✭❛✮✮ ✇✐-❤ -❤❡ -♦-❛❧ ❝♦5- ♦❢ ✼ ✭5✉♣♣♦5❡❞ -❤❛- ❛❧❧ ❧✐♥❦5

❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡♥-✐❝❛❧ ❝♦5-✮✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛ ❧✐❣❤-✲❤✐❡&❛&❝❤② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✉5✐♥❣ ❞✐✛❡&❡♥- ✐♥❣&❡55✲

❡❣&❡55 ✜❜❡&5 ❝&♦55✐♥❣ ♥♦❞❡ ✸ ❛5 5❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✭❜✮ ✇✐-❤ -❤❡ -♦-❛❧ ❝♦5- ♦❢ ✻✳ ❚❤❡ 5♦❧✉-✐♦♥
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❝❛♥ %&✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣-♦✈❡❞ ❜② ❛♥♦&❤❡- ❧✐❣❤&✲❤✐❡-❛-❝❤② &❤❛& ✉&✐❧✐③❡% &❤❡ ❧✐♥❦% ✐♥ ❜♦&❤ ❞✐-❡❝&✐♦♥%

❛% %❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✭❝✮ ✇✐&❤ &❤❡ &♦&❛❧ ❝♦%& ♦❢ ✺ ✭✇❡ %✉♣♣♦%❡❞ &✇♦ ✜❜❡-% ✐♥ ❡✈❡-② ❧✐♥❦✮✳

❖❜✈✐♦✉%❧②✱ &❤❡ ❧✐❣❤&✲❤✐❡-❛-❝❤② %♦❧✉&✐♦♥ ♦✉&♣❡-❢♦-♠% &❤❡ ❧✐❣❤&✲&-❡❡ %♦❧✉&✐♦♥✳

 

 

 

(a) light-tree 

1 

3 2 

5 4 d2 

d1 

 s 

(b) light-hierarchy 1 

1 

3 2 

5 4 d2 

d1 

 s 

(c) light-hierarchy 2 

1 

3 2 

5 4 d2 

d1 

 s 

❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✸ ✕ ▲✐❣❤&✲❤✐❡-❛-❝❤② %♦❧✉&✐♦♥ ✈❡-%✉% ❧✐❣❤&✲&-❡❡ %♦❧✉&✐♦♥

▼✉❧#✐λ✲▲✐❣❤#✲❚*❡❡ ❛♥❞ ▼✉❧#✐λ✲▲✐❣❤#✲❍✐❡*❛*❝❤②

■♥ %♦♠❡ ❝❛%❡%✱ &❤❡ %♦❧✉&✐♦♥ ✐% ♥♦& ❛ ❧✐❣❤&✲&-❡❡ ♥♦- ❛ ❧✐❣❤&✲❤✐❡-❛-❝❤②✱ ❜✉& ❛ ♠✉❧#✐λ✲

❧✐❣❤#✲#(❡❡ ♦- ❛ ♠✉❧#✐λ✲❧✐❣❤#✲❤✐❡(❛(❝❤②✳ ❆ ♠✉❧#✐λ✲❧✐❣❤#✲#(❡❡ ✭❧✐❣❤#✲❤✐❡(❛(❝❤②✮ ✐% ❛ ❧✐❣❤&✲&-❡❡

✭❧✐❣❤&✲❤✐❡-❛-❝❤②✮ ✉%✐♥❣ %❡✈❡-❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤%✱ ✇✐&❤ &❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❝♦♥✈❡-&❡-% ❛& &❤❡

✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❝❤❛♥❣❡%✳ ❚❤❡%❡ ♠✉❧&✐λ✲❧✐❣❤&✲%&-✉❝&✉-❡% ❛-❡ ✉%❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤%

❛-❡ ♥♦& &❤❡ %❛♠❡ ✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦-❦ ❧✐♥❦% ✭✐✳❡✳✱ &❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ♥♦♥%②♠♠❡&-✐❝ ❝❛%❡✮✳ ❚-✐✈✐❛❧❧②✱

❛ ♠✉❧&✐λ✲❧✐❣❤&✲&-❡❡ ✐% ❛ %♣❡❝✐❛❧ ❝❛%❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧&✐λ✲❧✐❣❤&✲❤✐❡-❛-❝❤②✳ ❆ ❧✐❣❤&✲❢♦-❡%& ❝❛♥ ❛❧%♦ ❜❡

❝♦♥%✐❞❡-❡❞ ❛% ❛ ♠✉❧&✐λ✲❧✐❣❤&✲❤✐❡-❛-❝❤②✳

❋✐❣✳ ✷✳✶✹✭❛✮ ✐❧❧✉%&-❛&❡% ❛ ♠✉❧&✐λ✲❧✐❣❤&✲&-❡❡ ✇✐&❤ &❤❡ %✉♣♣♦-& ♦❢ &❤❡ ❝-♦%%✲❝♦♥♥❡❝& ✭♥♦❞❡ ✷✮

❤❛✈✐♥❣ ❜♦&❤ %♣❧✐&&✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❝♦♥✈❡-%✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐&② ✭▼❈✲❲❈ ♦- ✈✐-&✉❛❧ %♦✉-❝❡ ❬✻✺❪✮❀

❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✭❜✮ ♣-❡%❡♥&% ❛ ♠✉❧&✐λ✲❧✐❣❤&✲❤✐❡-❛-❝❤② ✇✐&❤ &❤❡ %✉♣♣♦-& ♦❢ ▼❈✲❲❈ ❛& ♥♦❞❡ ✶✳

✷✳✷✳✷✳✸ ❙♣✐❞❡*✲❇❛8❡❞ ❍✐❡*❛*❝❤✐❡8

❲❤❡♥ &❤❡ ❜❛%❡ ❣-❛♣❤ T ✐% ❛ &-❡❡ ✇✐&❤ ❛& ♠♦%& ♦♥❡ ❜-❛♥❝❤✐♥❣ ✈❡-&❡①✱ ✐✳❡✳✱ T ✐% ❛ /♣✐❞❡(

❬✻✶✱✻✻❪✱ -♦♦&❡❞ ❛& &❤❡ ❜-❛♥❝❤✐♥❣ ✈❡-&❡① ✭❝♦--❡%♣♦♥❞✐♥❣ &♦ &❤❡ ♠✉❧&✐❝❛%& %♦✉-❝❡✮✱ &❤❡ &-✐♣❧❡

(T, h,G) ❞❡✜♥❡% ❛ %♣❡❝✐❛❧ ❤✐❡-❛-❝❤②✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐& /♣✐❞❡(✲❜❛/❡❞ ❤✐❡(❛(❝❤②✳ ❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✺ %❤♦✇%
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(a) A multi-l light-tree (b) A multi-l light- hierarchy 
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❝❛♥ ❜❡ )❤❡ ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣ ❡①)❡♥❞❡❞ &♦✉)❡/ ✉/✐♥❣ ♠✉❧)✐♣❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤/✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ /❡) ♦❢

♠✉❧)✐λ✲❧✐❣❤)✲)&❡❡/✱ ♠✉❧)✐λ✲❧✐❣❤)✲❤✐❡&❛&❝❤✐❡/✱ ❡)❝✳ ❯♥❞❡& ❤❡)❡&♦❣❡♥❡♦✉/ ❲❉▼ ♥❡)✇♦&❦/✱ )❤❡

/♦❧✉)✐♦♥/ ❝❛♥ ❜❡ )❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡/❡ ✈❛&✐♦✉/ /)&✉❝)✉&❡/✳

❑❡② ♣♦✐♥'( ♦❢ ❈❤❛♣'❡- ✷

• ❚✇♦ ❣&❛♣❤ ♠♦❞❡❧/ ❢♦& ❲❉▼ ♥❡)✇♦&❦/ ❛&❡ ❛♥❛❧②/❡❞✿ )♦♣♦❧♦❣② ❣&❛♣❤ ♠♦❞❡❧

❛♥❞ ❧❛②❡&❡❞ ❣&❛♣❤ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧❛②❡&❡❞ ❣&❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ♣❧❛②/ ❛♥ ✐♠♣♦&)❛♥)

&♦❧❡ ✐♥ &♦✉)❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥✳

• ❆ )&❡❡✲❧✐❦❡ /)&✉❝)✉&❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤✐❡#❛#❝❤② ✐/ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ✈❛&✐♦✉/ ❢♦&♠/ ♦❢

♦♣)✐❝❛❧✲❤✐❡&❛&❝❤✐❡/ ❛&❡ ✐♥)&♦❞✉❝❡❞ )♦ /♦❧✈❡ ❝♦♥/)&❛✐♥❡❞ ❆❖▼❘ ♣&♦❜❧❡♠/✳

❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐)② ♦❢ ❤✐❡&❛&❝❤② ♣❡&♠✐)/ )♦ ✐❞❡♥)✐❢② ❡①❛❝) /♦❧✉)✐♦♥/ ❢♦& ❞✐✛❡&❡♥)
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Chapter 3

▲✐"❡$❛"✉$❡ ❘❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ,$♦♣♦/✐"✐♦♥/

▼❛♥② ♣♦&&✐❜❧❡ ❆❖▼ ♣-♦❜❧❡♠& ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉♥❞❡- ❞✐✛❡-❡♥4 ♦♣4✐❝❛❧ ❝♦♥&4-❛✐♥4&✳ ■♥

❢❛❝4✱ ❛ ❧♦4 ♦❢ ♥❡4✇♦-❦ ♠♦❞❡❧& ❛♥❞ &♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣-♦❛❝❤❡& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣-♦♣♦&❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❧✐4❡-❛4✉-❡✳

❆ &✐♥❣❧❡ 4❤❡&✐& ❝❛♥♥♦4 ❝♦✈❡- ❛❧❧ ♦❢ 4❤❡ ♣-♦❜❧❡♠& ✇✐4❤ ❛❧❧ 4❤❡ ♣♦&&✐❜❧❡ &❝❡♥❛-✐♦&✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡✱

✇❡ ❢♦❝✉& 4❤❡ 4❤❡&✐& ♦♥ &♦♠❡ 4②♣✐❝❛❧ ♥❡4✇♦-❦ ❝♦♥✜❣✉-❛4✐♦♥&✳

❲❡ -❡✈✐❡✇ 4❤❡ ❧✐4❡-❛4✉-❡ ✇♦-❦& ✐♥ ❛ 4♦♣✲❞♦✇♥ ❢❛&❤✐♦♥✳ ❚♦ 4❤✐& ❡♥❞✱ 4❤❡ ♣-♦❜❧❡♠& ❛-❡ ✜-&4

❝❧❛&&✐✜❡❞ ✐♥4♦ ❣-♦✉♣& ❜❛&❡❞ ♦♥ 4❤❡ ♠♦&4 ✐♠♣♦-4❛♥4 ❝♦♥&4-❛✐♥4&✳ ❚❤❡ 4②♣✐❝❛❧ ❡①✐&4✐♥❣ ✇♦-❦&

❛-❡ 4❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✇✐4❤ -❡&♣❡❝4 4♦ 4❤❡ &♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣-♦❛❝❤❡&✳ ❊&♣❡❝✐❛❧❧②✱ 4❤❡ ❝❤❛♣4❡- ❝♦♥❝❧✉❞❡&

❜② ✐❞❡♥4✐❢②✐♥❣ 4❤❡ ❡①❛❝4 &♦❧✉4✐♦♥& ❢♦- &❡✈❡-❛❧ &✐♥❣❧❡✲-❡C✉❡&4 ❆❖▼❘ ♣-♦❜❧❡♠& ✉♥❞❡- 4②♣✐❝❛❧

❤❡4❡-♦❣❡♥❡♦✉& ❝♦♥✜❣✉-❛4✐♦♥& ❜❛&❡❞ ♦♥ 4❤❡ ♦♣4✐❝❛❧ ❤✐❡-❛-❝❤✐❡& ♠❡♥4✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣4❡- ✷✳

✸✳✶ #$♦❜❧❡♠ ❈❧❛,,✐✜❝❛0✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❧✈✐♥❣ ❆♣♣$♦❛❝❤❡,

❖♥❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛4✐♦♥ ♦❢ ❆❖▼ ♣-♦❜❧❡♠& ❛♥❞ ❡①✐&4✐♥❣ &♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣-♦❛❝❤❡& ❛-❡ &❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ❋♦- 4❤❡ &❛❦❡ ♦❢ &✐♠♣❧✐❝✐4②✱ 4❤❡ ❝♦♥❝❡-♥& -❡❣❛-❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣4❤ ❝♦♥✈❡-&✐♦♥ ❛♥❞

✇❛✈❡❧❡♥❣4❤ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐4② ❛-❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢-♦♠ 4❤❡ ✜❣✉-❡✳ ❆❧&♦✱ 4❤❡ ♦❜❥❡❝4✐✈❡& ♦❢ 4❤❡ ♣-♦❜❧❡♠&

✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡&❝-✐❜❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❙❡❝4✐♦♥ ✸✳✷ ❜❡❧♦✇✮ ❛-❡ ♥♦4 &♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ 4❤❡ ✜❣✉-❡✱ ❜✉4 4❤❡②

❛-❡ 4❛❦❡♥ ✐♥4♦ ❛❝❝♦✉♥4 ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥✈❡&4✐❣❛4❡ ❡❛❝❤ ♣-♦❜❧❡♠✳

✸✳✷ ❙✐♥❣❧❡✲❘❡<✉❡,0 ❆❖▼❘

❆ ❧♦4 ♦❢ ✇♦-❦& ✐♥ 4❤❡ ❧✐4❡-❛4✉-❡ ❝♦♥&✐❞❡-❡❞ 4❤❡ &✐♥❣❧❡✲-❡C✉❡&4 ❆❖▼❘ ❝❧❛&& ❬✻✱ ✷✼✱ ✹✽✱

✺✾✱ ✻✹✱ ✻✼✕✼✶❪✳ ❆❧4❤♦✉❣❤ -♦✉4✐♥❣ ❛ &✐♥❣❧❡ ♠✉❧4✐❝❛&4 -❡C✉❡&4 ❞♦❡& ♥♦4 -❡✢❡❝4 4❤❡ -❡❛❧✐&4✐❝

&❝❡♥❛-✐♦&✱ ✐4 ❝❛♥ ❜❡ &❡-✈❡❞ ❛& ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥4❛❧ ❜-✐❝❦ ❢♦- ❛ ❧❛4❡- ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✭✐✳❡✳✱ ❢♦- 4❤❡ ❝❛&❡

✇✐4❤ ♠✉❧4✐♣❧❡ -❡C✉❡&4& ♣-❡&❡♥4 4♦❣❡4❤❡-✮✳ ❆❧&♦✱ &✐♥❝❡ 4❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣4❤ ❛&&✐❣♥♠❡♥4 ✐& ♦❢4❡♥

✹✼
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✶ ✕ ❆❖▼ ♣&♦❜❧❡♠ ❝❧❛66✐✜❝❛8✐♦♥ ❛♥❞ 6♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣&♦❛❝❤❡6

♥♦8 8❛❦❡♥ ✐♥8♦ ❛❝❝♦✉♥8 ❢♦& 6✐♥❣❧❡ ♠✉❧8✐❝❛68✱ 8❤❡ ❢♦❝✉6 ✐6 ♠❛✐♥❧② ♦♥ 8❤❡ &♦✉8✐♥❣ ♣❛&8 ✉♥❞❡&

8❤❡ ♥❛♠❡ ❆❖▼❘✳

■♥ 8❤❡ 6✐♥❣❧❡ ♠✉❧8✐❝❛68 ❝❛6❡✱ 8❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ❝♦♥6✐686 ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ 8❤❡ &♦✉8❡6 ❢&♦♠ 8❤❡ 6♦✉&❝❡

8♦ 8❤❡ 6❡8 ♦❢ ❞❡68✐♥❛8✐♦♥6 6❛8✐6❢②✐♥❣ ♦♣8✐❝❛❧ ❝♦♥68&❛✐♥86 ❛♥❞ 8❛&❣❡8✐♥❣ ❛ 6♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝8✐✈❡✳

❚❤❡ &♦✉8❡ 68&✉❝8✉&❡6 ❛♥❞ 8❤❡ ♠❡8❤♦❞ 8♦ ❝♦♠♣✉8❡ 8❤❡♠ ❞❡♣❡♥❞6 68&♦♥❣❧② ♦♥ 8❤❡ ❝❛♣❛❝✐8②

♦❢ 8❤❡ ♥❡8✇♦&❦ ♥♦❞❡6✳ ❋♦& 8❤❡ ❢✉❧❧✲6♣❧✐88✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉&❛8✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛❧❧ 8❤❡ ♥♦❞❡6 ❤❛✈❡ ❢✉❧❧

6♣❧✐88✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐8②✱ 8❤❡ &♦✉8❡ ❝♦♠♣✉8❛8✐♦♥ &❡❞✉❝❡6 8♦ 8&❛❞✐8✐♦♥❛❧ &♦✉8✐♥❣ ✇✐8❤♦✉8 ❝♦♥68&❛✐♥86✳

❆❝❝♦&❞✐♥❣❧②✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦68 ❧✐❣❤8✲8&❡❡ ✭✉6✉❛❧❧② ❛♥ ❛♣♣&♦①✐♠❛8❡❞ ❙8❡✐♥❡& 8&❡❡✮ ❝♦♠♣✉8❡❞ ✐♥

8❤❡ 8♦♣♦❧♦❣② ❣&❛♣❤ ✐6 ♦❢8❡♥ ♣&❡❢❡&❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ 8❤✐6 ❝♦♥✜❣✉&❛8✐♦♥ ✐6 6♦ ❡①♣❡♥6✐✈❡ 8❤❛8 ♥♦♥❡

♦❢ ♣&❛❝8✐❝❛❧ ♥❡8✇♦&❦6 ✐6 ❛✛♦&❞❛❜❧❡✳ ❆♥♦8❤❡& ❡①8&❡♠❡ ✐6 8❤❡ ♥♦♥✲6♣❧✐88✐♥❣ ❝❛6❡ ❛&✐6✐♥❣ ✇❤❡♥

♥♦♥❡ ♦❢ 8❤❡ ♥♦❞❡6 ✐6 ❡M✉✐♣♣❡❞ ✇✐8❤ ❧✐❣❤8✲6♣❧✐88❡&6✳ ❚❤❡ &♦✉8❡ ✐6 ♥♦ ❧♦♥❣ ❜❛6❡❞ ♦♥ 8&❡❡6✱ ❜✉8

♦♥ ❛ ♣❛8❤6 ✇✐8❤ 8❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❚❛❈✲❖❳❈6✳ ❚❤❡ 8✇♦ ♠❡♥8✐♦♥❡❞ ❝♦♥✜❣✉&❛8✐♦♥6 ❤❛✈❡ 8❤❡✐& ♦✇♥

♣&♦6 ❛♥❞ ❝♦♥6✱ &❡❣❛&❞✐♥❣ 8❤❡ ❝❛♣✐8❛❧ ❡①♣❡♥❞✐8✉&❡6 ✭❈❆P❊❳✮ ❛♥❞ 8❤❡ ♦♣❡&❛8✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐8✉&❡6

✭❖P❊❳✮ ❬✶❪✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ 8❤❡ ♠♦&❡ &❡❛❧✐68✐❝ ❝♦♥✜❣✉&❛8✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ 6♣❛&6❡ 6♣❧✐88✐♥❣✱ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡

❛ ❜❡88❡& 8&❛❞❡✲♦✛ ❜❡8✇❡❡♥ 8❤❡ 8✇♦ ❡①♣❡♥6❡6✳ ❯♥❞❡& 6♣❛&6❡ 6♣❧✐88✐♥❣✱ 8❤❡ &♦✉8❡ ❝❛♥ 8❛❦❡
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"❤❡ -✐❣♥❛❧ 1❡❛❝❤❡- "♦ ❛ ❚❛❈✲❖❳❈ ❤❛✈✐♥❣ ♠✉❧"✐♣❧❡ ❞♦✇♥-"1❡❛♠ ❧✐♥❦-✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ "❤❡♠ ✐-

❢♦1✇❛1❞❡❞✳ ❲❤❡♥ "❤❡ ❢♦1✇❛1❞❡❞ -✐❣♥❛❧ 1❡❛❝❤❡- "♦ "❤❡ ❧❡❛❢✲♥♦❞❡ ♦❢ "❤❡ "1❡❡✱ ✐" ❝❛♥ ❜❡ ❢♦1✲

✇❛1❞❡❞ ❜❛❝❦ "♦ "❤❡ ♣1❡✈✐♦✉- ❧✐♥❦ ✐♥ "❤❡ ♦♣♣♦-✐"❡ ❞✐1❡❝"✐♦♥✳ ❇② "❤❛" ✇❛②✱ "❤❡ -✐❣♥❛❧ ❝❛♥

1❡❛❝❤ ❛❧❧ "❤❡ 1❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡-"✐♥❛"✐♦♥-✳

❋✐❣✳ ✸✳✷ ❞❡♠♦♥-"1❛"❡- ❛ ♠✉❧"✐♣❧❡✲❞❡-"✐♥❛"✐♦♥ "1❛✐❧ ❝♦♠♣✉"❡❞ ❜② "❤❡ ▼❉❚ ❛❧❣♦1✐"❤♠

✐♥ ❛ ❲❉▼ ♥❡"✇♦1❦ ✇❤♦-❡ "♦♣♦❧♦❣② ✐- -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷❛✳ ❙✉♣♣♦-❡ "❤❛" ❛❧❧ "❤❡ ❧✐♥❦- ❛1❡

❜✐❞✐1❡❝"✐♦♥❛❧✱ "❤❡ 1❡D✉❡-" r = (s,D)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ D = {2, 5, 6, .., 12, 13}✱ "❤❡ ▼❉❚ ✐- ❣✐✈❡♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✸✳✷❜✳

❆❧"❤♦✉❣❤ ❤❛✈✐♥❣ "❤❡ ❜❡♥❡✜" ♦❢ ✉-✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣"❤ ❛♥❞ ♦♥❡ "1❛♥-♠✐""❡1✱ "❤✐- ❛❧✲

❣♦1✐"❤♠ ✐- ♥♦" ❝♦-"✲❡✛❡❝"✐✈❡✳ ❉✉❡ "♦ ♠✉❧"✐"✉❞❡ ♦❢ 1♦✉♥❞✲"1✐♣ "1❛✈❡1-✐♥❣✱ ❛ ❧❛1❣❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢

✜❜❡1- ✐- "1❛✈❡1-❡❞ ✐♥ ❜♦"❤ ❞✐1❡❝"✐♦♥-✱ ❤❡♥❝❡ "❤❡ "♦"❛❧ ❝♦-" ❛♥❞ "❤❡ ❞✐❛♠❡"❡1 ✭"❤❡ ❞❡❧❛②✮ ❝❛♥

❜❡ ✈❡1② ❤✐❣❤✳ ❚♦ ✐♠♣1♦✈❡ "❤❡ "♦"❛❧ ❝♦-"✱ ✐" ✐- ♥❡❝❡--❛1② "♦ 1❡❞✉❝❡ "❤❡ 1♦✉♥❞✲"1✐♣ "1❛✈❡1-✐♥❣✳

▼♦1❡♦✈❡1✱ ✐" ✐- ✇♦1"❤ ♥♦"✐♥❣ "❤❛"✱ "❤❡ -♦✉1❝❡ ❝❛♥ ✐♥❥❡❝" "❤❡ ❧✐❣❤" -✐❣♥❛❧ ❜② ♠✉❧"✐♣❧❡ "1❛♥-✲

♠✐""❡1- ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥"❧②✳ ❇② "❛❦✐♥❣ "❤✐- ❢❡❛"✉1❡ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥"✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥-✐❞❡1❛❜❧② 1❡❞✉❝❡

"❤❡ 1❡✈❡1-❛❧ ❛1❝- ✭♥❡❡❞❡❞ "♦ ❜❛❝❦"1❛❝❦ "♦ "❤❡ -♦✉1❝❡✮✱ "❤❡♥ "❤❡ "♦"❛❧ ❝♦-" ❛♥❞ "❤❡ ❞✐❛♠❡"❡1

❝❛♥ ❛❧-♦ ❜❡ 1❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐- ✐- "❤❡ ✐❞❡❛ "♦ ♠❛❦❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡1-✐♦♥ ♦❢ ▼❉❚ ❛❧❣♦1✐"❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞

▼▼❉❚ "❤❛" ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐-❝✉--❡❞ ❧❛"❡1 ✐♥ ❙✉❜-❡❝"✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ✐♥ "❤✐- ❝❤❛♣"❡1✳
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✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ■❧❧✉,-$❛-✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ▼❉❚

✸✳✷✳✷✳✷ ❙♣✐❞❡(✲❇❛,❡❞ ▼♦❞❡❧ ❬✹✾❪

❚❤❡ ♠✉❧-✐❝❛,-✐♥❣ ✉♥❞❡$ ❲❉▼ ♥❡-✇♦$❦, ✇✐-❤ ♦♥❧② ❚❛❈ ❝$♦,,✲❝♦♥♥❡❝-, ✇✐-❤♦✉- ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣-❤ ❝♦♥✈❡$,✐♦♥ ✇❛, ❛❧,♦ ✐♥✈❡,-✐❣❛-❡❞ ✐♥ ❬✹✾❪✳ ❯♥❧✐❦❡ -❤❡ ❛♣♣$♦❛❝❤ ♦❢ ❬✻❪ -❤❛- ❜❛,❡❞ ♦♥

❧✐❣❤-✲-$❛✐❧✱ -❤❡ ❛✉-❤♦$ ❜❛,❡❞ -❤❡ ♠✉❧-✐❝❛,- $♦✉-❡ ♦♥ ❧✐❣❤$✲❢♦(❡*$✳ ❇② -❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥-❛❣❡ ♦❢ ♠✉❧✲

-✐♣❧❡ -$❛♥,♠✐--❡$, ❛- -❤❡ ,♦✉$❝❡✱ ❡❛❝❤ ❧✐❣❤-✲-$❡❡ ✐♥ -❤❡ ❧✐❣❤-✲❢♦$❡,- ✐, ❡①❛❝-❧② ❛ ❧✐❣❤$✲*♣✐❞❡(

$♦♦-❡❞ ❛- -❤❡ ,♦✉$❝❡ ✉,✐♥❣ ❛ ,✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣-❡$ ✷✮✳ ❙♦ -❤❡ ,♦❧✉-✐♦♥ ❢♦$ -❤❡ ♣$♦❜✲

❧❡♠ ✐, ✐♥❞❡❡❞ ❛ *❡$ ♦❢ ❧✐❣❤$✲*♣✐❞❡(*✳ ❚❤❡ ❛✉-❤♦$ -$✐❡❞ -♦ ❝♦♠♣✉-❡ ❛ ❧✐❣❤-✲❢♦$❡,- ✇❤✐❝❤ ✉,❡, ❛

♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤, ❛♥❞ ❤❛, ❛ ❧♦✇ -♦-❛❧ ❝♦,-✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ✇❛, ❢♦$♠✉❧❛-❡❞ ❛,

❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦,- ❢✉♥❝-✐♦♥ -❛❦✐♥❣ -✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥- ♠❡-$✐❝,✿ -❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤, ✉,❡❞

❛♥❞ -❤❡ -♦-❛❧ ❝♦,-✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ -❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤, ✐, ❛,,✐❣♥❡❞ ✇✐-❤ ❛ ❤✐❣❤❡$ ✇❡✐❣❤-✳

❚❤❡ ❛✉-❤♦$ ♣$♦♣♦,❡❞ -✇♦ ❤❡✉$✐,-✐❝ ❛❧❣♦$✐-❤♠,✱ ♥❛♠❡❧② ❋❛$-❤❡,-✲✜$,- ●$❡❡❞② ✭❋●✮ ❛♥❞

◆❡❛$❡,-✲✜$,- ●$❡❡❞② ✭◆●✮✱ ❜❛,❡❞ ♦♥ -❤❡ ,❤♦$-❡,- ♣❛-❤ -$❡❡ ✭❙S❚✮✳ ❚❤❡ -✇♦ ❛❧❣♦$✐-❤♠,

,❡♣❛$❛-❡ -❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ❣$❛♣❤ ✐♥-♦ W ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ❣$❛♣❤, Gi, i = 1, 2..W ✭-❤❡ ,❛♠❡ ,❡- ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣-❤, W ✐, ❛,,✉♠❡❞ -♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❡✈❡$② ♥❡-✇♦$❦ ❧✐♥❦✮✳ ❚❤✐, ❣$❛♣❤ ,❡♣❛$❛-✐♦♥

✐, ,✐♠✐❧❛$ -♦ -❤❡ ❝♦♥,-$✉❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❧❛②❡$❡❞ ❣$❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ♠❡♥-✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣-❡$ ✷✳ ❚❤❡

❛❧❣♦$✐-❤♠, ✇♦$❦ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✿ ❝♦♠♣✉-❡ ❛ ❙S❚ ❢$♦♠ -❤❡ ,♦✉$❝❡ -♦ -❤❡ ❞❡,-✐♥❛-✐♦♥,✱ ❦❡❡♣

,♦♠❡ ♣❛-❤, ✐♥ -❤❡ -$❡❡ ❛♥❞ $❡$♦✉-❡ -❤❡ ❞❡,-✐♥❛-✐♦♥, -❤❛- ✐♥-❡$❢❡$❡ -❤❡ ,♣❧✐--✐♥❣ ❝♦♥,-$❛✐♥-✳

❋♦$ ❡❛❝❤ $❡$♦✉-✐♥❣✱ ❛ ♣❛✐$ ♦❢ ❞❡,-✐♥❛-✐♦♥ ♥♦❞❡, ✐, ,❡❧❡❝-❡❞✿ ♦♥❡ -♦ ❜❡ -❤❡ ❝♦♥♥❡❝$✐♥❣ ♥♦❞❡

❛♥❞ -❤❡ ♦-❤❡$ -♦ ❜❡ -❤❡ ❝♦♥♥❡❝$❡❞ ♥♦❞❡✳ ❚❤✐, ✐, -❤❡ ♣♦✐♥- ❧❡❛❞✐♥❣ -♦ -❤❡ -✇♦ ♣$♦♣♦,❡❞

❤❡✉$✐,-✐❝,✳ ❋● ,❡❧❡❝-, -❤❡ ❝♦♥♥❡❝$✐♥❣ ♥♦❞❡ ❛, -❤❡ ❢❛$-❤❡,- ❞❡,-✐♥❛-✐♦♥ $❡,✐❞❡❞ ✐♥ ❛ ,✉❜-$❡❡

♦❢ -❤❡ ❙S❚✱ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦♥♥❡❝$❡❞ ♥♦❞❡ ❛, -❤❡ ❢❛$-❤❡,- ✉♥(❡❛❝❤❡❞ ❞❡,-✐♥❛-✐♦♥✳ ❲❤❡$❡❛,✱ ◆●

,❡❧❡❝-, -❤❡ ❝♦♥♥❡❝$✐♥❣ ♥♦❞❡ ❛, -❤❡ ♥❡❛$❡,- ❞❡,-✐♥❛-✐♦♥ $❡,✐❞❡❞ ✐♥ ❛ ,✉❜-$❡❡ ♦❢ -❤❡ ❙S❚✱ ❛♥❞

-❤❡ ❝♦♥♥❡❝$❡❞ ♥♦❞❡ ❛, -❤❡ ♥❡❛$❡,- ✉♥(❡❛❝❤❡❞ ❞❡,-✐♥❛-✐♦♥✳ ❚❤❡♥ -❤❡ $❡$♦✉-✐♥❣ ✐, ❡✐-❤❡$ ❞♦♥❡

✐♥ -❤❡ ❝✉$$❡♥- ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ❣$❛♣❤ ✭Gi✮ ♦$ -❤❡ ♦-❤❡$ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ❣$❛♣❤, Gi, i = 1, 2, ..., i+ 1

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣$♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡--❡$ ❝♦,- $❡,♣❡❝-✐♥❣ -❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦,- ❢✉♥❝-✐♦♥✳ ❉❡-❛✐❧,

❛❜♦✉- -❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ -❤❡ ❣✐✈❡♥ $❡❢❡$❡♥❝❡✳ ❙✐♠✉❧❛-✐♦♥ $❡,✉❧-, ,❤♦✇❡❞ -❤❛- ❋● ✐, ❜❡--❡$

-❤❛♥ ◆● ❛♥❞ -❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥-✐♦♥❡❞ ▼❉❚ ❤❡✉$✐,-✐❝✳
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❚❤❡ ♣&❡✈✐♦✉+❧② ♠❡♥0✐♦♥❡❞ ❧✐❣❤0✲0&❛✐❧ ♦& ❧✐❣❤0✲❢♦&❡+0 ♠♦❞❡❧ ❞♦❡+ ♥♦0 0❛❦❡ ✐♥0♦ ❛❝❝♦✉♥0
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❝❛♣❛❝✐#②✱ ♦♥❧② (♦♠❡ ❝❤✐❧❞+❡♥ ❛+❡ ❦❡♣#✱ ❛♥❞ #❤❡ ♦#❤❡+ ♠✉(# ❜❡ +❡✲+♦✉#❡❞✳ ❋♦+ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ #❤❡

❜+❛♥❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡ ♦❝❝✉+( ❛# ❛♥ ▼■✲❖❳❈✱ #❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤✐❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣#✱ ❛♥❞ ❛❧❧ #❤❡ ♦#❤❡+

❝❤✐❧❞+❡♥ ✭❛♥❞ (✉❜✲#+❡❡( +♦♦#❡❞ ❛# #❤❡ ▼■ ♥♦❞❡✮ ♠✉(# ❜❡ +❡✲+♦✉#❡❞ ❡✐#❤❡+ ❛# ❛♥ ▼❈ ♥♦❞❡

❛❧♦♥❣ #❤❡ (❤♦+#❡(# ♣❛#❤( #♦ #❤❡ (♦✉+❝❡ ✭❘✷❙✮✱ ♦+ #♦ ❛♥② ♦#❤❡+ ♥♦❞❡ ♦♥ #❤❡ #+❡❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❛♥ ▼❈ ♥♦❞❡ ♦+ ❛ ❧❡❛❢ ▼■ ♥♦❞❡✮ ✐❢ ♣♦((✐❜❧❡ ✭❘✷❆✮✳ ❖❜✈✐♦✉(❧②✱ #❤❡ ❡♥❞✲#♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛② ♦❢



✺✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❚❊❘❆❚❯❘❊ ❘❊❱■❊❲ ❆◆❉ #❘❖#❖❙■❚■❖◆❙

❘✷❙ ✐& ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ 3❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣3❤& ✉&❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♥❦ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡1② ❤✐❣❤✱

❜❡❝❛✉&❡ ❞♦✇♥&31❡❛♠ ❜1❛♥❝❤❡& ♦❢ ❛♥ ▼■ ♥♦❞❡ ❤❛✈❡ 3♦ ❝♦♥♥❡❝3 3♦ 3❤❡ &♦✉1❝❡ ♦♥ ❞✐✛❡1❡♥3

✇❛✈❡❧❡♥❣3❤&✳ ❚❤✐& ❛❧&♦ 1❡&✉❧3& ✐♥ ❤✐❣❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣3❤ ❝♦&3✳ ■♥ ❝♦♥31❛&3✱ ❘✷❆ ❝♦♥&✉♠❡& ❢❡✇❡1

✇❛✈❡❧❡♥❣3❤& ❛♥❞ ❧♦✇❡1 ✇❛✈❡❧❡♥❣3❤ ❝♦&3✱ ❜✉3 ♣1♦❞✉❝❡& ❤✐❣❤❡1 ❞✐❛♠❡3❡1 ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ 3❤❡ ❡♥❞✲

3♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛②✮ ❝♦♠♣❛1❡❞ ✇✐3❤ ❘✷❙✳

▼❡♠❜❡$✲❋✐$() ✭▼❋✮ ❛♥❞ ▼❡♠❜❡$✲❖♥❧② ✭▼❖✮ ❬✹✽❪

▼❡♠❜❡1✲❋✐1&3 ❛❧❣♦1✐3❤♠ ✐& ❛❧&♦ ❜❛&❡❞ ♦♥ ❙H❚ ✇❤✐❧❡ 3❛❦✐♥❣ ♠❡♠❜❡1&❤✐♣ ✐♥❢♦1♠❛3✐♦♥

✐♥3♦ ❝♦♥&✐❞❡1❛3✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦1✐3❤♠ ❝♦♥&31✉❝3& 3❤❡ &♣❛♥♥✐♥❣ 31❡❡ ❧✐♥❦ ❜② ❧✐♥❦ ❜② ❉✐❥❦&31❛✬&

❛❧❣♦1✐3❤♠✳ ❚❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛3❡ ❧✐♥❦& ✭❝❛❧❧❡❞ ❢$✐♥❣❡ ❧✐♥❦(✮ ❛1❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ✐♥ ❛ ♣1✐♦1✐3② L✉❡✉❡ ❛♥❞

✐3❡1❛3✐✈❡❧② ❛❞❞❡❞ 3♦ 3❤❡ 31❡❡ ✐♥ &✉❝❤ ❛ ✇❛② 3❤❛3 3❤❡ ❧✐♥❦ ❧❡❛❞✐♥❣ 3♦ ❛ ♠❡♠❜❡1 ❤❛& ❛ ❤✐❣❤❡1

♣1✐♦1✐3②✳ ❲❤❡♥❡✈❡1 ❛ ❧✐♥❦ ✐& ❛❞❞❡❞✱ 3❤❡ 31❡❡ ✐& ❛❞❥✉&3❡❞ ✐♥ ♦1❞❡1 3♦ ❡♥&✉1❡ 3❤❡ 31❡❡ ❡①3❡♥❞❡❞

❢1♦♠ ❛♥ ▼❈ ♥♦❞❡ ♦1 ❛ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡✳ ■❢ 3❤✐& ✐& ✈✐♦❧❛3❡❞✱ 3❤❡ ❛✛❡❝3❡❞ ♥♦❞❡& ❛♥❞ ❧✐♥❦& ♠✉&3

❜❡ ❞❡3❛❝❤❡❞ ❢1♦♠ 3❤❡ 31❡❡✱ ❛♥❞ ✇❛✐3 ❢♦1 3❤❡ ❢✉3✉1❡ ❡①♣❛♥&✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ 3❤❡ ❞❡&3✐♥❛3✐♦♥&

❛1❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❛ &✉♣♣❧❡♠❡♥3❛1② &3❡♣ ✐& ♥❡❡❞❡❞ 3♦ ♣1✉♥❡ ❛❧❧ 3❤❡ ❧✐♥❦& 3❤❛3 ❞♦❡& ♥♦3 ❧❡❛❞ 3♦

❛♥② ♠❡♠❜❡1✳ ❆& ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪✱ ▼❋ ❛❝❤✐❡✈❡& ❛ ❜❡33❡1 ✇❛✈❡❧❡♥❣3❤ ❝♦♥&✉♠♣3✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦&3

✐♥ ❝♦♠♣❛1✐&♦♥ 3♦ ❘✷❆✱ ❛♥❞ ♣1♦❞✉❝❡& ❛ ❣♦♦❞ 31❛❞❡✲♦✛ ❛♠♦♥❣ ♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡ ♠❡31✐❝& ✭✐✳❡✳✱

✇❛✈❡❧❡♥❣3❤ ❝♦♥&✉♠♣3✐♦♥✱ 3♦3❛❧ ❝♦&3✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛②✱ ❛♥❞ ❞❡❧❛②✮ ❝♦♠♣❛1❡❞ ✇✐3❤ 3❤❡ ♦3❤❡1

❛❧❣♦1✐3❤♠&✳

❖♥ 3❤❡ ♦3❤❡1 ❛♣♣1♦❛❝❤✱ ▼❡♠❜❡1✲❖♥❧② ✐& ❛ 3②♣✐❝❛❧ ❤❡✉1✐&3✐❝ 3♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 3❤❡ 3♦3❛❧ ❝♦&3

✇❤✐❝❤ ✐& ❜❛&❡❞ ♦♥ 3❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ H❛3❤ ❍❡✉1✐&3✐❝ ✭▼H❍✮ ♣1♦♣♦&❡❞ ✐♥ ❬✼✸❪ ❝♦♥&✐❞❡1✐♥❣ 3❤❡

&♣❧✐33✐♥❣ ❝♦♥&31❛✐♥3✳ ▼❖ ❜❡❣✐♥& 3♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠✉❧3✐❝❛&3 ❧✐❣❤3✲31❡❡ ✭✐♥✐3✐❛❧✐③❡❞ ❜② 3❤❡ &♦✉1❝❡✮

❜② ❛❞❞✐♥❣ 3❤❡ ❞❡&3✐♥❛3✐♦♥& 3♦ 3❤❡ 31❡❡ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ❥✉&3 ✇✐3❤ 3❤❡ &❤♦13❡&3 ♣❛3❤& ✭3❤❡ ❝❧♦&❡&3✱

3❤❡ ✜1&3✮✳ ❚♦ ♠❡❡3 3❤❡ &♣❛1&❡ &♣❧✐33✐♥❣ ❝♦♥&31❛✐♥3✱ 3❤❡ ❡①♣❛♥&✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ♠✉❧3✐❝❛&3 31❡❡ ✐&

❥✉&3 ♣♦&&✐❜❧❡ ❢1♦♠ 3❤❡ &♦✉1❝❡✱ 3❤❡ ▼❈ ♥♦❞❡& ♦1 3❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡&✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡♠❜❡1 ✐&

❛❞❞❡❞ ♦♥❡ ❛3 ❛ 3✐♠❡✱ 3❤❡ ♣1✉♥✐♥❣ &3❡♣ ✐& ♥♦3 ♥❡❝❡&&❛1②✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝✉11❡♥3 31❡❡ ❝❛♥♥♦3 ❜❡

❣1♦✇♥ ❛♥② ♠♦1❡✱ ✐3 ✐& 3❡1♠✐♥❛3❡❞ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❧✐❣❤3✲31❡❡ ♦♥ ❛♥♦3❤❡1 ✇❛✈❡❧❡♥❣3❤ ✐& &3❛13❡❞

✉♥3✐❧ ❛❧❧ 3❤❡ ❞❡&3✐♥❛3✐♦♥& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦✈❡1❡❞✳ ❆❝❝♦1❞✐♥❣ 3♦ ❬✹✽❪✱ 3❤❡ ❧✐❣❤3✲❢♦1❡&3 ❝♦♠♣✉3❡❞

❜② ▼❖ ❤❛& ❛ ❧♦✇ ✇❛✈❡❧❡♥❣3❤ ✉&❛❣❡ ❛♥❞ 3♦3❛❧ ❝♦&3✳

❱✐$)✉❛❧ ❙♦✉$❝❡ ❇❛(❡❞ ❍❡✉$✐()✐❝ ✭❱❙✲✶✮ ❬✻✺❪

■♥ 3❤✐& &❝❤❡♠❡✱ 3❤❡ ✈✐13✉❛❧ &♦✉1❝❡& ✭❱❙✮ ❛1❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛& 3❤❡ ♥♦❞❡& ♣♦&&❡&&✐♥❣ ❜♦3❤ ❧✐❣❤3

&♣❧✐33✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣3❤ ❝♦♥✈❡1&✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐3✐❡&✳ ❙♦✱ ❢♦✉1 3②♣❡& ♦❢ ♥♦❞❡& 3❤❛3 ✇❡1❡ 3❛❦❡♥

✐♥3♦ ❝♦♥&✐❞❡1❛3✐♦♥ ✐♥ ❬✻✺❪ ✭&♦13❡❞ ❞❡&❝❡♥❞✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 3❤❡✐1 ❝❛♣❛❜✐❧✐3②✮✿ ♥♦❞❡& ✇✐3❤

❜♦3❤ ❝❛♣❛❜✐❧✐3✐❡& ✭❱❙ ♥♦❞❡&✮✱ ♥♦❞❡& ✇✐3❤ ♦♥❧② &♣❧✐33✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐3② ✭▼❈ ♥♦❞❡&✮✱ ♥♦❞❡& ✇✐3❤

♦♥❧② ✇❛✈❡❧❡♥❣3❤ ❝♦♥✈❡1&✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐3② ✭❲❈ ♥♦❞❡&✮ ❛♥❞ ♥♦❞❡& ✇✐3❤♦✉3 &♣❧✐33✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣3❤ ❝♦♥✈❡1&✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐3✐❡& ✭▼■ ♥♦❞❡&✮✳ ◆♦3❡ 3❤❛3 ❡✈❡1② ♥♦❞❡ ❤❛& ❚❛❈ ❝❛♣❛❝✐3②✳
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❇❛$✐❝❛❧❧②✱ *❤❡ ❱✐.*✉❛❧ ❙♦✉.❝❡ ❇❛$❡❞ ❍❡✉.✐$*✐❝ ✭❞❡♥♦*❡❞ ❛$ ❱❙✲✶ ✮ ✐$ $✐♠✐❧❛. *♦ ▼❡♠❜❡(✲

❖♥❧② ❛❧❣♦.✐*❤♠ ✇✐*❤ *✇♦ ✐♠♣.♦✈❡♠❡♥*$✳ ❋✐.$*✱ ✇❤❡♥ ❛ ❞❡$*✐♥❛*✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ .❡❛❝❤❡❞ ❢.♦♠

♠♦.❡ *❤❛♥ ♦♥❡ ❡①♣❛♥❞❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▼❈ ♥♦❞❡$ ♦. ▼■ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡$✮ ✇✐*❤ *❤❡ $❛♠❡

❞✐$*❛♥❝❡✱ *❤❡ ❡①♣❛♥❞❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ✇✐*❤ ❤✐❣❤❡$* ♣.✐♦.✐*② ✇✐❧❧ ❜❡ $❡❧❡❝*❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥ *❤❡

$❤♦.*❡$* ♣❛*❤ ❢.♦♠ ❛ ❜❡✐♥❣✲❛❞❞❡❞ ❞❡$*✐♥❛*✐♦♥ *♦ *❤❡ ♥❡❛.❡$* ❡①♣❛♥❞❛❜❧❡ ♥♦❞❡ *.❛✈❡.$❡$

❛♥② ♥♦♥✲❧❡❛❢ ▼■ ♥♦❞❡✱ *❤❡ ❱❙ ♥♦❞❡$ ❛.❡ ❝♦♥$✐❞❡.❡❞ ✐❢ ✐* ❝❛♥ .❡❞✉❝❡ *❤❡ ❝♦$* ❛♥❞✴♦. *❤❡

♥✉♠❜❡. ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤$ ✉$❡❞✳ ❚❤❡ .❡❛❞❡. ✐$ ❡♥❝♦✉.❛❣❡❞ *♦ .❡❢❡. *♦ ❬✻✺❪ ❢♦. ♠♦.❡ ❞❡*❛✐❧$✳

▲❡* ✉$ ❝♦♥$✐❞❡. *❤❡ $♦❧✉*✐♦♥$ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❜② ▼❖ ❛♥❞ ❱❙✲✶ ♦♥ *❤❡ ◆❙❋ ♥❡*✇♦.❦ *♦♣♦❧♦❣②

✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✺ ✐$ *❤❡ ♦♥❧② ❱❙ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♠✉❧*✐❝❛$* .❡O✉❡$* (❂✭✹✱ ④✻✱ ✼✱ ✶✶✱ ✶✸⑥✮✱

❛❧❧ *❤❡ ❧✐♥❦$ ❤❛✈❡ *❤❡ $❛♠❡ ❝♦$* ✭✉♥✐*② ❝♦$*✮✳ ❚❤❡ $♦❧✉*✐♦♥$ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❜② ▼❖ ❛♥❞ ❱❙✲✶ ❛.❡

♣❧♦**❡❞ ✐♥ ❋✐❣$✳ ✸✳✹❛ ❛♥❞ ✸✳✹❜✱ .❡$♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ❆$ ✐* ✐$ $❤♦✇♥✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉$❡ ♦❢ *❤❡ ❱❙ ♥♦❞❡

✺✱ ❱❙✲✶ ❤❡✉.✐$*✐❝ ❝❛♥ $❛✈❡ ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♠♣❛.❡❞ ✇✐*❤ ▼❖✳
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✭❜✮ ♠✉❧'✐λ✲❧✐❣❤'✲❤✐❡+❛+❝❤② ❝♦♠♣✉'❡❞ ❜② ❱❙✲✶

❤❡✉+✐-'✐❝

❋✐❣✉.❡ ✸✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛.✐$♦♥ ♦❢ *❤❡ $♦❧✉*✐♦♥$ ❝♦♠♣✉*❡❞ ❜② ▼❖ ❛♥❞ ❱❙✲✶ ✐♥ ◆❙❋ ♥❡*✇♦.❦

●(❛♣❤ ❘❡♥❡✇❛❧ ✫ ❉✐9:❛♥❝❡ <(✐♦(✐:② ▲✐❣❤:✲❤✐❡(❛(❝❤② ❛❧❣♦(✐:❤♠ ✭●❘❉<✲▲❍✮ ❬✾✶❪

■♥ ❬✾✶❪✱ *❤❡ ❛✉*❤♦.$ ❛❧$♦ ♣.♦♣♦$❡❞ ❛ ❤❡✉.✐$*✐❝ ❝❛❧❧❡❞ ●.❛♣❤ ❘❡♥❡✇❛❧ ✫ ❉✐$*❛♥❝❡ \.✐♦.✐*②

▲✐❣❤*✲❤✐❡.❛.❝❤② ❛❧❣♦.✐*❤♠ ✭●❘❉<✲▲❍ ✮ *♦ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ❧✐❣❤*✲❤✐❡.❛.❝❤② ❢♦. $♣❛.$❡ $♣❧✐**✐♥❣

❲❉▼ ♥❡*✇♦.❦$✳ ■♥ ❢❛❝*✱ ●❘❉<✲▲❍ ✐$ ❛♥ ✐♠♣.♦✈❡♠❡♥* ❜❛$❡❞ ♦♥ ▼❡♠❜❡.✲❖♥❧② ❤❡✉.✐$*✐❝

❬✹✽❪ *♦ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ❧✐❣❤*✲❤✐❡.❛.❝❤✐❡$ ❢♦. ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✉❧*✐❝❛$* .❡O✉❡$*✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦.✐*❤♠ ❝♦♠♣✉*❡$

❧✐❣❤*✲❤✐❡.❛.❝❤✐❡$ ❜② ✐*❡.❛*✐✈❡❧② ❛❞❞✐♥❣ ❞❡$*✐♥❛*✐♦♥$ *❤.♦✉❣❤ *❤❡ $❤♦.*❡$* ♣❛*❤$ ❢.♦♠ *❤❡

❝✉..❡♥* ❧✐❣❤*✲❤✐❡.❛.❝❤② ▲❍✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ✉♥❧✐❦❡ ▼❖ *❤❛* ❝♦♠♣✉*❡$ *❤❡ $❤♦.*❡$* ♣❛*❤ ✐♥ *❤❡

♦.✐❣✐♥❛❧ ❣.❛♣❤✱ ●❘❉<✲▲❍ ❝♦♠♣✉*❡$ ✐* ✐♥ *❤❡ .❡♥❡✇❛❧ ❣.❛♣❤ Gi ✭G0 ✐$ *❤❡ ♦.✐❣✐♥❛❧ ❣.❛♣❤✮✳

●❘❉<✲▲❍ ❣❡♥❡.❛*❡$ Gi+1 ❜② ❡①❝❧✉❞✐♥❣ *❤❡ ❡❞❣❡$ ✐♥❝✐❞❡♥* *♦ ❛♥② ♥♦♥✲❧❡❛❢ ▼■✲♥♦❞❡$ ✐♥

*❤❡ ♣❛*❤ ✐♥ ♦.❞❡. *♦ ♠❛❦❡ ❢✉❧❧ ✉$❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡❣.❡❡ ▼■✲❖❳❈$ *♦ ❝♦♠♣✉*❡ ❧✐❣❤*✲❤✐❡.❛.❝❤✐❡$✳

❚❤❡ $✐♠✉❧❛*✐♦♥$ .❡$✉❧*$ $❤♦✇❡❞ *❤❛* ●❘❉<✲▲❍ ♦✉*♣❡.❢♦.♠$ ▼❖ ✐♥ *❡.♠$ ♦❢ *❤❡ ♥✉♠❜❡.

♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ✉$❡❞✳

▲❡* ✉$ ❝♦♥$✐❞❡. *❤❡ $♦❧✉*✐♦♥$ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❜② ▼❖ ❛♥❞ ●❘❉<✲▲❍ ♦♥ *❤❡ ◆❙❋ ♥❡*✇♦.❦

*♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ♠✉❧*✐❝❛$* .❡O✉❡$* (❂✭✹✱ ④✻✱ ✼✱ ✶✶✱ ✶✸⑥✮✱ ❛❧❧ *❤❡ ❧✐♥❦$ ❤❛✈❡ *❤❡
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"❛♠❡ ❝♦"( ✭✉♥✐(② ❝♦"(✮✳ ❚❤❡ "♦❧✉(✐♦♥" ♦❜(❛✐♥❡❞ ❜② ▼❖ ❛♥❞ ●❘❉%✲▲❍ ❛5❡ ♣❧♦((❡❞ ✐♥

❋✐❣"✳ ✸✳✹❛ ❛♥❞ ✸✳✹❜✱ 5❡"♣❡❝(✐✈❡❧②✳ ❆" ✐( ✐" "❤♦✇♥✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉"❡ ♦❢ (❤❡ ✹✲❞❡❣5❡❡ ▼■ ♥♦❞❡ ✻✱

●❘❉%✲▲❍ ❝♦♥"✉♠❡" ❥✉"( ❛ "✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ✇❤✐❧❡ ▼❖ ♥❡❡❞" (✇♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤" (♦ ❝♦✈❡5

(❤❡ ❞❡"(✐♥❛(✐♦♥"✳
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✭❜✮ ▲✐❣❤'✲❤✐❡+❛+❝❤② ❝♦♠♣✉'❡❞ ❜② ●❘❉:✲▲❍

❋✐❣✉5❡ ✸✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛5✐"♦♥ ♦❢ (❤❡ "♦❧✉(✐♦♥" ❝♦♠♣✉(❡❞ ❜② ▼❖ ❛♥❞ ●❘❉L✲▲❍ ✐♥ ◆❙❋ ♥❡(✇♦5❦

❈♦"❡✲❇❛'❡❞ ❘♦✉+✐♥❣

❆♥♦(❤❡5 ❡✛❡❝(✐✈❡ ❛♣♣5♦❛❝❤ ❢♦5 ♠✉❧(✐❝❛"( 5♦✉(✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦+❡✲❜❛/❡❞ +♦✉2✐♥❣✱ ✐" (♦ ❜✉✐❧❞

❛ ❝♦5❡ (5❡❡ "✉55♦✉♥❞❡❞ ❜② (❤❡ ♣♦✇❡5❢✉❧ ♥♦❞❡" ✭❤❛✈✐♥❣ ▼❈ ❛♥❞✴♦5 ❲❈✮ ✐♥ (❤❡ ♥❡(✇♦5❦"✱

❛♥❞ (❤❡♥ ❝♦♥♥❡❝( ❡❛❝❤ ♦❢ (❤❡ 5❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡"(✐♥❛(✐♦♥ ♥♦❞❡" (♦ (❤❡ (5❡❡ "❡♣❛5❛(❡❧②✳ ❱❛5✐♦✉"

❛❧❣♦5✐(❤♠" ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣5♦♣♦"❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛5❡ ❞✐✛❡5❡♥( ❢5♦♠ ❡❛❝❤ ♦(❤❡5 ✐♥ (❤❡ ❝♦5❡ (5❡❡ ❝♦♥✲

"(5✉❝(✐♦♥ ❛" ✇❡❧❧ ❛" "(5❛(❡❣✐❡" ❢♦5 (❤❡ ♦(❤❡5 ♥♦❞❡" (♦ ❥♦✐♥ ✐♥ (❤❡ ❝♦5❡✳ ❲❡ 5❡✈✐❡✇ ❤❡5❡❛❢(❡5

(②♣✐❝❛❧ ❛❧❣♦5✐(❤♠"✿ ❆❧❧✲❖♣(✐❝❛❧ ▼✉❧(✐❝❛"( ❍❡✉5✐"(✐❝ ✭❆❖▼❍✮ ❬✺✹❪✱ ❖♥✲❚5❡❡ ▼❈ ♥♦❞❡ ❋✐5"(

✭❖❚▼❈❋✮✱ ◆❡❛5❡"( ▼❈ ♥♦❞❡ ❋✐5"( ✭◆▼❈❋✮ ❬✻✾❪✱ ❈♦&'✲❊✛❡❝'✐✈❡ ▼✉❧'✐❝❛&'✐♥❣ ❯&✐♥❣ ❙♣❧✐'✲

'❡8& ✭▼❯❙✮ ❬✼✵❪✱ ❙♣❛8&❡ ❙♣❧✐''✐♥❣ ▼✉❧'✐❝❛&' ❘♦✉'✐♥❣ ❍❡✉8✐&'✐❝ ✭❙❙▼❘❍✮ ❬✾✺❪✱ ▼✉❧'✐❝❛&'

❈❛♣❛❜❧❡ ◆♦❞❡ ❋✐8&' ❍❡✉8✐&'✐❝ ✭▼❈◆❋❍✮ ❬✼✶❪✱ ❛♥❞ ❱✐8'✉❛❧ &♦✉8❝❡ ❜❛&❡❞ 8♦✉'✐♥❣ ✭❱❙✲✷✮ ❬✾✻❪✳

■♥ '❤❡&❡ ❛❧❣♦8✐'❤♠&✱ ▼❈✲❖❳❈& ❛8❡ &✉♣♣♦&❡❞ '♦ ❜❡ ❡N✉✐♣♣❡❞ ✇✐'❤ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥✈❡8✲

&✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ '❤❡ ♣♦✇❡8❢✉❧ ♥♦❞❡& &✐♠♣❧② 8❡❢❡8 '♦ '❤❡&❡ ▼❈✲❖❳❈& ✐♥ '❤❡ ♥❡'✇♦8❦✱ ❛♥❞ '❤❡

❝♦8❡ '8❡❡ ✐& 8❡❢❡88❡❞ '♦ ▼❈✲'8❡❡✳

❆❧❧✲❖♣%✐❝❛❧ ▼✉❧%✐❝❛+% ❍❡✉.✐+%✐❝ ✭❆❖▼❍✮ ❬✺✹❪

❆❖▼❍ ✜8&' ❞✐✈✐❞❡& '❤❡ ♠✉❧'✐❝❛&' ♠❡♠❜❡8& ✐♥'♦ '✇♦ ❣8♦✉♣&✿ ▼❈ ❣8♦✉♣ ✭❝♦♥'❛✐♥& ♦♥❧②

▼❈ ♥♦❞❡& ❛''❛❝❤❡❞ ✇✐'❤ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ ♥♦❞❡&✱ ♦8 ▼❈ ♠❡♠❜❡. ♥♦❞❡&✮ ❛♥❞ ▼■ ❣8♦✉♣ ✭❝♦♥'❛✐♥&

♦♥❧② ▼■& ❛''❛❝❤❡❞ ✇✐'❤ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ ♥♦❞❡&✱ ♦8 ▼■ ♠❡♠❜❡. ♥♦❞❡&✮✳ ❆♥ ▼❈ '8❡❡ ✭❝♦8❡ '8❡❡✮

✐& ❝♦♥&'8✉❝'❡❞ ❛8♦✉♥❞ '❤❡ ▼❈ ❣8♦✉♣✳ ❚❤❡♥ ❛ ✇❤♦❧❡ ♠✉❧'✐❝❛&' ❧✐❣❤'✲❢♦8❡&' ✐& ❝♦♠♣❧❡'❡❞ ❜②

❝♦♥♥❡❝'✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐♥ '❤❡ ▼■ ❣8♦✉♣ ✐♥'♦ '❤❡ ♥❡❛8❡&' ▼❈ ♥♦❞❡ ♦♥ '❤❡ ▼❈

'8❡❡✳ ❚❤❡ '♦'❛❧ ❝♦&' ♦❢ ❛ ♠✉❧'✐❝❛&' 8♦✉'❡ ✭❧✐❣❤'✲❢♦8❡&'✮ ✐& '❤❡ &✉♠ ♦❢ '❤❡ ❝♦&' ♦❢ '❤❡ ▼❈ '8❡❡

❛♥❞ '❤❡ ❝♦&' ♦❢ '❤❡ ♣❛'❤& ❝♦♥♥❡❝'✐♥❣ '❤❡ 8❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥&✳ ❍♦✇❡✈❡8✱ ❆❖▼❍ ❥✉&'
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7♣❧✐33✐♥❣ ❝♦♥731❛✐♥3 ✐7 ❝♦♠♣✉3❡❞ ✐♥ 3❤❡ ❛✉①✐❧✐❛1② ❣1❛♣❤ ✐♥ 7✉❝❤ ❛ ✇❛② 3❤❛3 ♣❛3❤7 ❝♦♥7✐73✐♥❣

♠♦1❡ ▼❈✲❖❳❈7 ❛1❡ ❣✐✈❡♥ ❤✐❣❤❡1 ♣1✐♦1✐3②✳ ❚❤❡ 1♦✉3✐♥❣ 31❡❡ ✐7 ❝♦♠♣✉3❡❞ ❜② 1❡♣❧❛❝✐♥❣ 3❤❡

❡❞❣❡7 ✐♥ 3❤❡ ❛✉①✐❧✐❛1② ❣1❛♣❤ ❜② 3❤❡ ♣❛3❤7 ✐♥ 3❤❡ ♦1✐❣✐♥❛❧ ❣1❛♣❤✳

❚❤❡ 7✐♠✉❧❛3✐♦♥ ✐♥ ❬✼✶❪ 7❤♦✇❡❞ 3❤❛3 3❤❡ ▼❈◆❋❍ ♦✉3♣❡1❢♦1♠7 ▼❡♠❜❡1✲❖♥❧② ❬✹✽❪ ❛♥❞

◆▼❈❋ ❬✻✾❪ ✐♥ 3❡1♠7 ♦❢ 3♦3❛❧ ❝♦73 ❛♥❞ 3❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣3❤7 ✉7❡❞✱ ❡7♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐3❤ 3❤❡

7♠❛❧❧ ♣❡1❝❡♥3❛❣❡ ♦❢ ❱❙ ♥♦❞❡7 ❛♥❞✴♦1 ❛ ❧❛1❣❡ ♣❡1❝❡♥3❛❣❡ ♦❢ ❞❡73✐♥❛3✐♦♥7✳

❱✐#(✉❛❧ $♦✉#❝❡ ❜❛$❡❞ #♦✉(✐♥❣ ✭❱❙✲✷✮ ❬✾✻❪

❆♥♦3❤❡1 ✈✐13✉❛❧ 7♦✉1❝❡ ❜❛7❡❞ 1♦✉3✐♥❣ ✭❞❡♥♦3❡❞ ❛7 ❱❙✲✷ ✮ ✇❛7 ♣1♦♣♦7❡❞ ✐♥ ❬✾✻❪✱ ❤♦✇❡✈❡1

✐3 ❜❡❧♦♥❣7 3♦ ❝♦1❡✲❜❛7❡❞ 1♦✉3✐♥❣ 7❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❜❛7✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐3 ✐♥❞❡❡❞ 3❤❡ 7❛♠❡ ❛7 3❤❡ ❝♦#❡✲

❜❛$❡❞ (#❡❡ 1♦✉3✐♥❣ ❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡ ♣1♦♣♦7❡❞ ❢♦1 ■X ♠✉❧3✐❝❛73 7✇✐3❝❤✐♥❣ ❬✾✼❪✳ ■3 ❝♦♥7✐737 ♦❢ 3✇♦

♣❤❛7❡7 ❛7 ❢♦❧❧♦✇7✳ ■♥ 3❤❡ ♥❡3✇♦1❦ ♣❛13✐3✐♦♥ ♣❤❛7❡✱ ❡✈❡1② ♥♦❞❡ ✐♥ 3❤❡ ♥❡3✇♦1❦ ♥❡❡❞7 3♦

✜♥❞ ❛ 7❤♦13❡73 ♣❛3❤ 3♦ 3❤❡ ♥❡❛1❡73 ❱❙ ❛♥❞ ❡73❛❜❧✐7❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝3✐♦♥ 3♦ ✐3✳ ■♥ 3❤✐7 ✇❛②✱ 3❤❡

♥❡3✇♦1❦ ✐7 ♣❛13✐3✐♦♥❡❞ ✐♥3♦ 1❡❣✐♦♥7✱ ❡❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ 31❡❡ 1♦♦3❡❞ ❛3 ❛ ❱❙✳ ❚❤❡ ❱❙7 ❛1❡

✐♥3❡1❝♦♥♥❡❝3❡❞ 3♦ ❡❛❝❤ ♦3❤❡1 ❜② ❛ ♣1❡✲❡73❛❜❧✐7❤❡❞ ❝♦♥♥❡❝3✐♦♥✳ ■♥ 3❤❡ 31❡❡ ❣❡♥❡1❛3✐♦♥ ♣❤❛7❡✱

✇❤❡♥ ❛ 1❡Y✉❡73 ❛11✐✈❡7✱ 3❤❡ 7♦✉1❝❡ ✜173 ❡73❛❜❧✐7❤❡7 ❛ ❝♦♥♥❡❝3✐♦♥ 3♦ ❛ ❱❙ ❝❛❧❧❡❞ X1✐♠❛1②

❱❙ ✭X❱❙✮✳ ❚❤✐7 X❱❙ ❝♦♥♥❡❝37 3♦ 3❤❡ ♦3❤❡1 ❱❙7✱ 3❤❡♥ 3❤❡7❡ ❱❙7 ❡73❛❜❧✐7❤ ❝♦♥♥❡❝3✐♦♥ 3♦

3❤❡✐1 ♦✇♥ 1❡❣✐♦♥7✳ ■♥ 3❤✐7 ✇❛②✱ 3❤❡ ♠✉❧3✐❝❛73 31❡❡ ✐7 ❜✉✐❧3 ❢❛73❡1 7✐♥❝❡ 3❤✐7 ♣❤❛7❡ ♠❛❦❡7 ✉7❡



✸✳✸✳ ▼❯▲❚■'▲❊✲❘❊◗❯❊❙❚ ▼❈❘❲❆ '❘❖❇▲❊▼❙ ✻✶

♦❢ $❤❡ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$② ♣-♦✈✐❞❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣-❡✈✐♦✉0 ♣❤❛0❡✳ ❚❤✐0 0❝❤❡♠❡ ❞✐✛❡-0 ❢-♦♠ $❤❡ ♦$❤❡- ✐♥

$❤❛$✱ $❤❡ ♠✉❧$✐❝❛0$ $-❡❡ ✐0 ❱❙✲❜❛0❡❞ -❛$❤❡- $❤❛♥ 0♦✉-❝❡✲❜❛0❡❞✳ ❆♠♦♥❣ $❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥$❛❣❡0

♦❢ ❱❙✲❜❛0❡❞ -♦✉$✐♥❣ ❛-❡ $❤❡ ❧❡00 0❡$✲✉♣ $✐♠❡ ❢♦- ❛ ♠✉❧$✐❝❛0$ $-❡❡ ❛♥❞ 0✐♠♣❧❡- ♣-♦❝❡❞✉-❡

❢♦- ❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❞✐$✐♦♥ ♦- ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧$✐❝❛0$ ❣-♦✉♣✳ ❲❤✐❧❡ $❤❡ ❞✐0❛❞✈❛♥$❛❣❡ ✐0 ❞✉❡ $♦ $❤❡

♦✈❡-❤❡❛❞ -❡0♦✉-❝❡ -❡0❡-✈❛$✐♦♥ ❢♦- ❡0$❛❜❧✐0❤♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ❱❙0✳

✸✳✸ ▼✉❧%✐♣❧❡✲❘❡+✉❡,% ▼❈❘❲❆ 01♦❜❧❡♠,

❲❡ 0✇✐$❝❤ ♦✉- ❢♦❝✉0 ♦♥ ❛ ♠♦-❡ -❡❛❧✐0$✐❝ 0❝❡♥❛-✐♦0 ✇❤❡♥ ♠✉❧$✐♣❧❡ -❡@✉❡0$0 $♦❣❡$❤❡-

♣-❡0❡♥$ ✐♥ $❤❡ ♥❡$✇♦-❦0✳ ❯♥❧✐❦❡ $❤❡ 0✐♥❣❧❡✲-❡@✉❡0$ -♦✉$✐♥❣ ♣-♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ $-✐❡0 $♦ ♦♣$✐♠✐③❡

$❤❡ -❡@✉❡0$ ✐$0❡❧❢✱ ♠✉❧$✐♣❧❡✲-❡@✉❡0$ ❝❛0❡ ❛$$❡♠♣$0 $♦ ❛❝❤✐❡✈❡ $❤❡ ♦♣$✐♠❛❧✐$② ❛0 ❛ ✇❤♦❧❡✱

❣✐✈✐♥❣ -✐0❡ $♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣-♦❜❧❡♠✳ ❙✐♥❝❡ ✐$ -❡❧❛$❡0 $♦ ❜♦$❤ -♦✉$✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣$❤ ❛00✐❣♥♠❡♥$✱ ✇❡ ✐♥✈❡0$✐❣❛$❡ $❤❡ $✇♦ $❛0❦0✿ -♦✉$✐♥❣ ✭❘✮ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❛00✐❣♥♠❡♥$

✭❲❆✮✳ ❋♦- $❤❡ ❝♦♥0✐0$❡♥❝②✱ ✇❡ ✉0❡ $❤❡ ❛❝-♦♥②♠ ▼❈❘❲❆ ❢♦- ♠✉❧$✐♣❧❡✲-❡@✉❡0$ -♦✉$✐♥❣ ❛♥❞

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❛00✐❣♥♠❡♥$✳

❆❝❝♦-❞✐♥❣ $♦ $-❛✣❝ $②♣❡0✱ ▼❈❘❲❆ ♣-♦❜❧❡♠0 ❝❛♥ ❜❡ -♦✉❣❤❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ $✇♦ ❝❛$❡✲

❣♦-✐❡0✿  !❛!✐❝ ▼❈❘❲❆ ♣+♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ▼❈❘❲❆ ♣+♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 0$❛$✐❝ $-❛✣❝

♦- ❞②♥❛♠✐❝ $-❛✣❝✱ -❡0♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❇❛0❡❞ ♦♥ -♦✉$✐♥❣ ❛♣♣-♦❛❝❤❡0✱ $❤-❡❡ ❛♣♣-♦❛❝❤❡0 ❛-❡ ♣-♦✲

♣♦0❡❞✿ ✜①❡❞ +♦✉!✐♥❣✱ ✜①❡❞✲❛❧!❡+♥❛!❡ +♦✉!✐♥❣ ♦- ❛❞❛♣!✐✈❡ +♦✉!✐♥❣✳ ❋♦- ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❛00✐❣♥♠❡♥$✱

$❤❡-❡ ❛❧0♦ ❡①✐0$ 0❡✈❡-❛❧ ❛♣♣-♦❛❝❤❡0 $❤❛$ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡$❛✐❧❡❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ 0✉❜0❡❝$✐♦♥0✳

✸✳✸✳✶ ❙$❛$✐❝ ▼❈❘❲❆ -.♦❜❧❡♠4 ✈❡.4✉4 ❉②♥❛♠✐❝ ▼❈❘❲❆ -.♦❜❧❡♠4

❋♦- $❤❡ 0$❛$✐❝ ▼❈❘❲❆ ♣-♦❜❧❡♠0✱ ❛ 0❡$ ♦❢ -❡@✉❡0$0 ✐0 ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦-❡❤❛♥❞ ❛♥❞ $❤❡②

-❡♠❛✐♥ ✐♥ $❤❡ ♥❡$✇♦-❦ ✐♥ ❛ -❡❧❛$✐✈❡❧② ❧♦♥❣✲$❡-♠ ♣❡-✐♦❞✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡ $❤❡ -♦✉$❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦✛✲❧✐♥❡✳ ■♥ $❤✐0 0❝❡♥❛-✐♦✱ $❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ✐0 ♠❛✐♥❧② $♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ $❤❡ ♥❡$✇♦-❦

-❡0♦✉-❝❡0 ❝♦♥0✉♠♣$✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ $❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤0 ✉0❡❞✱ ❛♥❞✴♦- $❤❡ $♦$❛❧ ❝♦0$ ♦❢ ❛❧❧

$❤❡ ❧✐♥❦0 ✉0❡❞✮ ✇✐$❤ $❤❡ ❛00✉♠♣$✐♦♥ $❤❛$ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐$② ✐0 0✉✣❝✐❡♥$ $♦ -♦✉$❡ ❛❧❧

$❤❡ -❡@✉❡0$0✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ♣-❛❝$✐❝❛❧ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥0 ♦♥ $❤❡ ✜❜❡- $❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♦♣$✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡0

-❡0$-✐❝$ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤0 0✉♣♣♦-$❡❞ ✐♥ ❛ ✜❜❡-✳ ❋♦- ✐♥0$❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝♦-❡

♦♣$✐❝❛❧ ♥❡$✇♦-❦0✱ ❛ ✜❜❡- ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❧$✐♣❧❡①❡❞ ♦♥ $❤❡ ♦-❞❡- ♦❢ ✽✵✲✶✵✵ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤0 ❬✶✶❪✳ ■♥ $❤✐0

❝❛0❡✱ ❞✉❡ $♦ ❧❛❝❦ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤0✱ ♥♦$ ❛❧❧ $❤❡ -❡@✉❡0$0 -♦✉$❡❞✳ ❚❤❡ -❡@✉❡0$0 ♥♦$ -♦✉$❡❞ ❛-❡

❝❛❧❧❡❞ ❜❧♦❝❦❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ♦❢ 0$❛$✐❝ ▼❈❘❲❆ ♣-♦❜❧❡♠0 ✐♥ $❤✐0 ❝❛0❡ ✐0 $♦ ♠❛①✐♠✐③❡ $❤❡

$♦$❛❧ ♥✉♠❜❡- ♦❢ -❡@✉❡0$0 ♣-♦✈✐0✐♦♥❡❞✱ ♦- ❡@✉✐✈❛❧❡♥$❧②✱ $♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ $❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ -❡@✉❡0$0

❜❧♦❝❦❡❞ ✭✐✳❡✳✱ $♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ $❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐!②✮✳ ■♥ ❢❛❝$✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ -❡0♦✉-❝❡0 ✐♠♣❧✐❡0
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❢$♦♠ 8$♦♣♦.✐%✐♦♥ ✸✳✺✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❛ ❧✐❣❤%✲.♣✐❞❡$✲❤✐❡$❛$❝❤② ♠❛② ♥♦% .✉✣❝✐❡♥% %♦ ❝♦✈❡$ ❛❧❧ %❤❡

❞❡.%✐♥❛%✐♦♥.✳ ❚❤✉.✱ ✐♥ %❤✐. ❝❛.❡✱ ❛ .❡% ♦❢ ❧✐❣❤%✲.♣✐❞❡$✲❤✐❡$❛$❝❤✐❡. ❢♦$♠. %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ .♦❧✉%✐♦♥.✳

■♥ %❤❡ ❝❛.❡ ✇✐%❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❝♦♥✈❡$.✐♦♥✱ %❤❡ $♦✉%❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉.❡ ♦❢ ♣♦..✐❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤

❝♦♥✈❡$.✐♦♥ %♦ ❜❡♥❡✜% ❢$♦♠ ❧♦✇❡$ ❝♦.%✳ ❚❤✐. ❧❡❛❞. %♦ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ .♦❧✉%✐♦♥. ❛. ❛ .❡% ♦❢

♠✉❧%✐λ✲❧✐❣❤%✲.♣✐❞❡$✲❤✐❡$❛$❝❤✐❡.✳

✸✳✹✳✸ ❙♣❛&❡ ❙♣❧✐**✐♥❣

✸✳✹✳✸✳✶ ❲❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❙②♠♠❡+0✐❝ ❈❛4❡

50♦♣♦4✐+✐♦♥ ✸✳✼✳ ❚❤❡ ❝♦(# ♦♣#✐♠❛❧ (♦❧✉#✐♦♥( ❢♦' ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ (②♠♠❡#'✐❝ ❆❖▼❘ ♣'♦❜❧❡♠(

✉♥❞❡' (♣❛'(❡ (♣❧✐##✐♥❣ ✐( ❛ ❧✐❣❤#✲❤✐❡'❛'❝❤② '❡❣❛'❞❧❡(( ♦❢ ♣♦((✐❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❝♦♥✈❡'(✐♦♥ (✉♣✲

♣♦'#✳

❚❤❛♥❦. %♦ %❤❡ .❛♠❡ .❡% ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤. ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ %❤❡ ❧✐♥❦. ✭✐♥ ❜♦%❤ ❞✐$❡❝%✐♦♥.✮✱

♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉.❡❞ %♦ ❝♦✈❡$ ❛❧❧ %❤❡ ❞❡.%✐♥❛%✐♦♥.✱ $❡❣❛$❞❧❡.. ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤

❝♦♥✈❡$.✐♦♥✳ ❚♦ .❛%✐.❢② ❛ ♠✉❧%✐❝❛.% $❡F✉❡.% ✉.✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤✱ ❛ ❧✐❣❤%✲❤✐❡$❛$❝❤②

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇. ❜❛❝❦%$❛❝❦✐♥❣ ❛% .♦♠❡ ♥♦❞❡. ✐. ❛❧✇❛②. ❢❡❛.✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛ .✐♥❣❧❡ ❧✐❣❤%✲%$❡❡ ♠❛②

♥♦%✳ ■♥ %❤❡ ❝❛.❡ %❤❛% ❜♦%❤ .♦❧✉%✐♦♥. ❛$❡ ❢❡❛.✐❜❧❡✱ ❛ ❧✐❣❤%✲❤✐❡$❛$❝❤② ❝❛♥ ♣$♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦✇❡$ ❝♦.%

%❤❛♥ ❛ ❧✐❣❤%✲%$❡❡ ❛. ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸ ✭❈❤❛♣%❡$ ✷✮✳

✸✳✹✳✸✳✷ ❲❛✈❡❧❡♥❣+❤ ◆♦♥4②♠♠❡+0✐❝ ❈❛4❡

50♦♣♦4✐+✐♦♥ ✸✳✽✳ ❚❤❡ ❝♦(# ♦♣#✐♠❛❧ (♦❧✉#✐♦♥( ❢♦' ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ♥♦♥(②♠♠❡#'✐❝ ❆❖▼❘ ♣'♦❜✲

❧❡♠( ✉♥❞❡' (♣❛'(❡ (♣❧✐##✐♥❣ ✇✐#❤♦✉# ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❝♦♥✈❡'(✐♦♥ ✐( ❛ (❡# ♦❢ ❧✐❣❤#✲❤✐❡'❛'❝❤✐❡(❀ ❛♥❞

#❤❡② ❛'❡ ❛ (❡# ♦❢ ♠✉❧#✐λ✲❧✐❣❤#✲❤✐❡'❛'❝❤✐❡( ✇✐#❤ #❤❡ (✉♣♣♦'# ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❝♦♥✈❡'(✐♦♥✳

❲✐%❤♦✉% ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❝♦♥✈❡$%❡$.✱ %❤❡ ♠✉❧%✐❝❛.% $♦✉%❡ ❝❛♥♥♦% ♣$♦♣❛❣❛%❡ %❤❡ ❧✐❣❤% ❝$♦..✐♥❣

%❤❡ ❧❛②❡$.✳ ❚♦ ❝♦✈❡$ ❛❧❧ %❤❡ ❞❡.%✐♥❛%✐♦♥. ♦$ %♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡$ ❝♦.% ✉♥❞❡$ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♦❢ ❧✐♠✐%❡❞

✇❛✈❡❧❡♥❣%❤. ❛♥❞ ❧❛❝❦ ♦❢ .♣❧✐% ♥♦❞❡.✱ %❤❡ $❡♣❡%✐%✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡. ❛$❡ ❧✐❦❡❧② %♦ ❜❡ ♦❝❝✉$$❡❞✳ ■❢ ✐% ✐.

%❤❡ ❝❛.❡✱ ❛ ❧✐❣❤%✲❤✐❡$❛$❝❤② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ .♦♠❡ ❧❛②❡$✳ ❖%❤❡$✇✐.❡✱ %❤❡ $❡.✉❧% .❤♦✉❧❞ ❜❡

❛ ❧✐❣❤%✲%$❡❡ ✇❤✐❝❤ ✐. ✐♥❞❡❡❞ ❛ .♣❡❝✐❛❧ ❧✐❣❤%✲❤✐❡$❛$❝❤②✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ %❤❡ ❝♦.% ♦♣%✐♠❛❧ .♦❧✉%✐♦♥.

✐. ❛ (❡# ♦❢ ❧✐❣❤#✲❤✐❡'❛'❝❤✐❡(✳

❲✐%❤ .♣❛$.❡ ♦$ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❝♦♥✈❡$.✐♦♥✱ %❤❡$❡ ❛$❡ ❝♦♥♥❡❝%✐♦♥. ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❧❛②❡$.

❛% ❲❈✲❖❳❈.✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ $♦✉%❡ ❝❛♥ ✉.❡ .❡✈❡$❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤. ❜② ❝$♦..✐♥❣ %❤❡

❧❛②❡$.✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ♥♦❞❡ ♠❛② ❜❡ ✈✐.✐%❡❞ ♠♦$❡ %❤❛♥ ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ %❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤. ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✱

%❤❡ .♦❧✉%✐♦♥ ❛ (❡# ♦❢ ♠✉❧#✐λ✲❧✐❣❤#✲❤✐❡'❛'❝❤✐❡(✳
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■♥ $❤✐' '❡❝$✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥$❡❞ ♦✉$ $❤❛$ $❤❡ '$2✉❝$✉2❡' ♦❢ ♦♣$✐♠❛❧ '♦❧✉$✐♦♥' ❢♦2 '✐♥❣❧❡✲

2❡8✉❡'$ ❆❖▼❘ ♣2♦❜❧❡♠' ❛2❡ ❤✐❡2❛2❝❤✐❡'✱ ❛♥❞ '♣❡❝✐✜❡❞ $❤❡♠ ✉♥❞❡2 '♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥'$2❛✐♥$'✳

❚❤❡ 2❡'✉❧$' ❛2❡ '✉♠♠❛2✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❊①❛❝$ '♦❧✉$✐♦♥' ❢♦2 $②♣✐❝❛❧ '✐♥❣❧❡✲2❡8✉❡'$ ❆❖▼❘ ♣2♦❜❧❡♠'

❲❛✈❡❧❡♥❣'❤

❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐'②

❲❛✈❡❧❡♥❣'❤

❈♦♥✈❡/0✐♦♥

❋✉❧❧ ❙♣❧✐''✐♥❣

❙♣❛/0❡

❙♣❧✐''✐♥❣

◆♦ ❙♣❧✐''✐♥❣

❙②♠♠❡$%✐❝

❋✉❧❧ ❲❈

❛ ❧✐❣❤$✲$2❡❡ ❛ ❧✐❣❤$✲❤✐❡2❛2❝❤② ❛ ❧✐❣❤$✲'♣✐❞❡2✲

❤✐❡2❛2❝❤②

❙♣❛%/❡ ❲❈

◆♦ ❲❈

◆♦♥/②♠♠❡$%✐❝

❋✉❧❧ ❲❈

❛ ♠✉❧$✐λ✲
❧✐❣❤$✲$2❡❡

❛ '❡$ ♦❢ ♠✉❧$✐λ✲
❧✐❣❤$✲❤✐❡2❛2❝❤✐❡'

❛ '❡$ ♦❢ ♠✉❧$✐λ✲❧✐❣❤$✲
'♣✐❞❡2✲❤✐❡2❛2❝❤✐❡'

❙♣❛%/❡ ❲❈

❛ '❡$ ♦❢ ♠✉❧$✐λ✲
❧✐❣❤$✲❤✐❡2❛2❝❤✐❡'

◆♦ ❲❈ ❛ ❧✐❣❤$✲❢♦2❡'$

❛ '❡$ ♦❢ ❧✐❣❤$✲

❤✐❡2❛2❝❤✐❡'

❛ '❡$ ♦❢ ❧✐❣❤$✲'♣✐❞❡2✲

❤✐❡2❛2❝❤✐❡'

❑❡② ♣♦✐♥'0 ♦❢ ❈❤❛♣'❡/ ✸

• ❆ ❝♦♠♣2❡❤❡♥'✐✈❡ ❧✐$❡2❛$✉2❡ 2❡✈✐❡✇ ♦♥ ❆❖▼ ♣2♦❜❧❡♠' ❛2❡ ♣2❡'❡♥$❡❞ ✇✐$❤

2❡'♣❡❝$ $♦ ❛♥ ❛♣♣2♦♣2✐❛$❡ ❝❧❛''✐✜❝❛$✐♦♥✳

• ❊①❛❝$ '♦❧✉$✐♦♥' ❢♦2 $②♣✐❝❛❧ '✐♥❣❧❡✲2❡8✉❡'$ ❆❖▼❘ ♣2♦❜❧❡♠' ❛2❡ ✐❞❡♥$✐✜❡❞

✇✐$❤ $❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❤✐❡2❛2❝❤✐❡'✳
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Chapter 4

❆♥ ■♠♣%♦✈❡❞ ❍❡✉%✐-.✐❝ ❆❧❣♦%✐.❤♠ ❢♦%

❙♣❛%-❡ ❙♣❧✐..✐♥❣

▼✉❧#✐❝❛'#✐♥❣ ✇✐#❤ '♣❛-'❡ '♣❧✐##✐♥❣ ❲❉▼ ♥❡#✇♦-❦' ❤❛' -❡❝❡✐✈❡❞ ❛ '♣❡❝✐❛❧ ❛##❡♥#✐♦♥ ❢-♦♠

#❤❡ ❧✐#❡-❛#✉-❡ ❜❡❝❛✉'❡ ♦❢ ✐#' ✐♥#❡-❡'#' ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡'✳ ❆♠♦♥❣ ♦#❤❡-'✱ #❤❡ ❝♦'#✲❡✣❝✐❡♥# ❛♥❞

❞❡❧❛② '❡♥'✐#✐✈❡ -♦✉#❡' ❛-❡ ♦❢#❡♥ ❞❡'✐-❛❜❧❡✳ ❚❤✐' ❝❤❛♣#❡- ✐' ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ #❤❡ ❡✛♦-#' ♦❢ ✐♠♣-♦✈✐♥❣

#❤❡ ❡①✐'#✐♥❣ ✇♦-❦' ❢♦- ❜❡##❡- '♦❧✉#✐♦♥'✳ A❛-#✐❝✉❧❛-❧②✱ ✇❡ ♠❛❦❡ '❡✈❡-❛❧ ✐♠♣-♦✈❡♠❡♥#' ♦♥ ❛

✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❤❡✉-✐'#✐❝ ❢♦- ❛ ❜❡##❡- #-❛❞❡✲♦✛ '♦❧✉#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ -❡'♦✉-❝❡ ❝♦♥'✉♠♣#✐♦♥ ❛♥❞ #❤❡

❡♥❞✲#♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛②✳

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
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❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ♣4✐♦4✐0② R✉❡✉❡ ✐+ ♠❛♥❛❣❡❞ ♠♦4❡ ❡✣❝✐❡♥0❧② 0❤❛0 ♣❡4♠✐0+ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜❡+0 ❝❛♥❞✐❞❛0❡

❧✐♥❦ ❢4♦♠ ▼■ ♥♦❞❡+✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐0❛0❡+ 0❤❡ ♣4♦❝❡++ ♦❢ 0❤❡ 04❡❡ 4❡♣❛✐4✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥0

0❡❝❤♥✐R✉❡ ✐+ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ 0♦ ♣4♦❝❡++ ✉+❡❧❡++ ❧✐♥❦+ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉0✐♥❣ 0❤❡ ❧✐❣❤0✲04❡❡✳

❖♥❡ 0❤✐♥❣ 0♦ ♥♦0✐❝❡ ❤❡4❡ ✐+ 0❤❛0✱ 0❤❡ ♦♣0✐♠❛❧ 4♦✉0❡ ❢♦4 +♣❛4+❡ +♣❧✐00✐♥❣ ❝❛+❡ ❝♦44❡+♣♦♥❞+

0♦ ❛ +❡0 ♦❢ ❧✐❣❤0✲❤✐❡4❛4❝❤✐❡+ ✐♥+0❡❛❞ ♦❢ ❧✐❣❤0✲04❡❡+ ✭❝❢✳ ❙❡❝0✐♦♥ ✸✳✹✱ ❈❤❛♣0❡4 ✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡4✱ +✐♥❝❡

0❤❡ ♣✉4♣♦+❡ ♦❢ ♦✉4 ♣4♦♣♦+❛❧ ✐+ 0♦ ✐♠♣4♦✈❡ 0❤❡ ❡①✐+0✐♥❣ ✇♦4❦+✱ +♦ ✇❡ ♣4♦♣♦+❡ 0♦ ❝♦♠♣✉0❡

❧✐❣❤0✲04❡❡+ ❢♦4 ❡❛+❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛4✐+♦♥ ✇✐0❤ 0❤❡ ❝♦✉♥0❡4♣❛40✳



✹✳✷✳ #❘❖❇▲❊▼ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ✼✾

❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ +❡-✉❧(- ❛♥❞ ❝♦♠♣❛+✐-♦♥ ♣♦✐♥( ♦✉( (❤❛( ♦✉+ ♣+♦♣♦-✐(✐♦♥ ♣+♦✈✐❞❡- (❤❡ ❧♦✇❡-(

✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❝♦♥-✉♠♣(✐♦♥✱ ❛ ❧♦✇ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❧♦✇ (♦(❛❧ ❝♦-( ❛♠♦♥❣ (❤❡ ❝♦♥-✐❞❡+❡❞

❛❧❣♦+✐(❤♠-✳ ❊-♣❡❝✐❛❧❧②✱ ♦✉+ ❛❧❣♦+✐(❤♠ ✇♦+❦- ❜❡((❡+ ✇✐(❤ ✈❡+② -♣❛+-❡ -♣❧✐((✐♥❣✱ ❛♥❞✴♦+ ✇✐(❤ ❛

❧❛+❣❡ ♠✉❧(✐❝❛-( ❣+♦✉♣ -✐③❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛+✐-♦♥ (♦ (❤❡ ❝❧❛--✐❝❛❧ ❛❧❣♦+✐(❤♠-✱ ❛♥❞ ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝(❡❞

♥❡(✇♦+❦-✳

✹✳✷ #$♦❜❧❡♠ ❋♦$♠✉❧❛-✐♦♥

❆ ❲❉▼ ♥❡(✇♦+❦ ✇✐(❤ -♣❛+-❡ -♣❧✐((✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐(② ✇✐(❤♦✉( ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❝♦♥✈❡+-✐♦♥ ❛♥❞

✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ -②♠♠❡(+✐❝ ✐- -✉♣♣♦-❡❞ ✐♥ (❤✐- ❝❤❛♣(❡+✳ ❚❤❡ ♥❡(✇♦+❦ (♦♣♦❧♦❣② ✐- ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥

✉♥❞✐+❡❝(❡❞ ❣+❛♣❤ G = (V,E)✳ ❆♥② ❧✐♥❦ e ∈ E ✐- ❛--♦❝✐❛(❡❞ ✇✐(❤ (✇♦ ♣♦-✐(✐✈❡ ✈❛❧✉❡- c(e)

❛♥❞ d(e)✳ c(e) +❡♣+❡-❡♥(- (❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦-( ✭♦+ ❝♦-(✱ ❢♦+ -❤♦+(✮ ❛♥❞ d(e) ❞❡♥♦(❡-

(❤❡ ♣+♦♣❛❣❛(✐♦♥ ❞❡❧❛② ✭♦+ ❞❡❧❛②✱ ❢♦+ -❤♦+(✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✳ ❇♦(❤ ♦❢ (❤❡♠ ❛+❡ ❛❞❞✐(✐✈❡ ❛❧♦♥❣

❛ ❧✐❣❤(✲♣❛(❤ LPu,v✳ ❲❡ ❝♦♥-✐❞❡+ (❤❡ ♠✉❧(✐❝❛-( +❡H✉❡-( r = (s,D) ❢+♦♠ (❤❡ -♦✉+❝❡ ♥♦❞❡

s (♦ (❤❡ -❡( ♦❢ ❞❡-(✐♥❛(✐♦♥- D = {d1, d2, ..., dn} ⊂ V ✱ s /∈ D✳ ❚♦ ❡①♣+❡-- -♣❛+-❡ -♣❧✐((✐♥❣

❝❛♣❛❝✐(②✱ ❧❡( S ⊂ V ❜❡ (❤❡ -❡( ♦❢ ▼❈ ♥♦❞❡- ✐♥ (❤❡ ♥❡(✇♦+❦✱ ♦♥❧② (❤❡ ♥♦❞❡- ✐♥ S ❝❛♥

❜+❛♥❝❤✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐( (❤❡  ♣❛# ❡  ♣❧✐''✐♥❣ ❝♦♥ '#❛✐♥'✳ ❉✉❡ (♦ -♣❛+-❡ -♣❧✐((✐♥❣ ❝♦♥-(+❛✐♥(✱ ✐( ✐-

❧✐❦❡❧② (❤❛( ❛ -✐♥❣❧❡ ❧✐❣❤(✲(+❡❡ ♠❛② ♥♦( ❜❡ -✉✣❝✐❡♥( (♦ -♣❛♥ ❛❧❧ (❤❡ ❞❡-(✐♥❛(✐♦♥-✳ ❚❤❡+❡❢♦+❡✱

❛ ❧✐❣❤(✲❢♦+❡-( F = {LTi, i = 1, . . . , k} ❝♦♠♣♦-❡❞ ❢+♦♠ k ✭♥♦( ❡❞❣❡✲❞✐-❥♦✐♥(✮ ❧✐❣❤(✲(+❡❡- ✇✐❧❧

❜❡ ❜✉✐❧(✳ ❉✉❡ (♦ (❤❡ ❞✐ '✐♥❝' ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥ '#❛✐♥'✱ (❤❡ ❧✐❣❤(✲(+❡❡- ♠✉-( ❜❡ ❛--✐❣♥❡❞ ✇✐(❤

❞✐✛❡+❡♥( ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤-✳ ❚❤✉-✱ (❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤- +❡H✉✐+❡❞ ❢♦+ (❤❡ ♠✉❧(✐❝❛-( +❡H✉❡-(

r ✐- ❡H✉❛❧ (♦ (❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❧✐❣❤(✲(+❡❡- ✐♥ F ✿

num❴wave(F ) = k ✭✹✳✶✮

❚❤❡ '♦'❛❧ ❝♦ ' ♦❢ (❤❡ ❢♦+❡-( F ✐- (❤❡ -✉♠ ♦❢ (❤❡ ❝♦-( ♦❢ ❛❧❧ (❤❡ ❧✐♥❦- ✐♥ (❤❡ ❧✐❣❤(✲❢♦+❡-(✿

total❴cost(F ) =
∑

i∈[1,k]

∑

e∈LTi

c(e) ✭✹✳✷✮

▲❡( LPs,di ❜❡ (❤❡ ❧✐❣❤(✲♣❛(❤ ❢+♦♠ (❤❡ -♦✉+❝❡ s (♦ ❞❡-(✐♥❛(✐♦♥ di✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛② ✐-

❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ❜②✿

max❴delay(F ) = max
di∈D

∑

e∈LPs,di

d(e) ✭✹✳✸✮

❲✐(❤ ❛❧❧ (❤❡ ♥♦(❛(✐♦♥- ♠❡♥(✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ (❤❡ ❝♦♥❝❡+♥❡❞ ❆❖▼❘ ♣+♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ -(❛(❡❞ ❛-

❢♦❧❧♦✇-✳

• ■♥"#❛♥❝❡✿ ❆ ❲❉▼ ♥❡(✇♦+❦ (G,S)✿ G = (V,E) +❡♣+❡-❡♥(✐♥❣ ♥❡(✇♦+❦ (♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞

S ⊂ V ✐- ❛ -❡( ♦❢ ▼❈ ♥♦❞❡-❀ ❛ ♠✉❧(✐❝❛-( +❡H✉❡-( r = (s,D)
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• ❙♦❧✉$✐♦♥✿ ❆ ❧✐❣❤'✲❢♦+❡-' F -❛'✐-❢②✐♥❣ '❤❡ '❤+❡❡ ❝♦♥-'+❛✐♥'-✿ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥'✐♥✉✐'②

❝♦♥.'/❛✐♥'✱ ❞✐.'✐♥❝' ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥.'/❛✐♥' ❛♥❞ .♣❛/.❡ .♣❧✐''✐♥❣ ❝♦♥.'/❛✐♥'✳

• ❖❜❥❡❝$✐✈❡✿ ❆ '+❛❞❡✲♦✛ -♦❧✉'✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤. ✉.❡❞✱ '♦'❛❧ ❝♦.'✱ ❛♥❞

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛②

❚♦ -✐♠♣❧✐❢②✱ ❛- ✐♥ ❬✹✽✱ ✾✵❪✱ ✐♥ '❤✐- -'✉❞②✱ ✇❡ ❛--✉♠❡ '❤❛' ❛❧❧ '❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤- ✐♥ ❛ ❧✐♥❦

❤❛- '❤❡ -❛♠❡ ❝♦-'✱ ❛♥❞ '❤❡ ❝♦-' ✉-✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ♦♥ ❞✐✛❡+❡♥' ❧✐♥❦- ✐- '❤❡ -❛♠❡ ❛- ✇❡❧❧✳

■♥ ❛❞❞✐'✐♦♥✱ '❤❡ ♣+♦♣❛❣❛'✐♦♥ ❞❡❧❛② ✐- ❛❧-♦ '❤❡ -❛♠❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✳ ❲✐'❤ '❤✐- ❛--✉♠♣'✐♦♥✱ ❢♦+

❡✈❡+② ❧✐♥❦ e✱ c(e) = 1 ✉♥✐' ❝♦.' ❛♥❞ d(e) = 1 ✉♥✐' ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ '♦'❛❧ ❝♦.' ✐- ♥♦✇ +❡❞✉❝❡❞ '♦

'❤❡ '♦'❛❧ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❜+❛♥❝❤❡- ✭❧✐♥❦-✮ ♦❢ '❤❡ ❢♦+❡-'✱ ❛♥❞ '❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛② ✐- '❤❡ ❞✐❛♠❡'❡+

♦❢ '❤❡ ❧✐❣❤'✲❢♦+❡-' ✭✐✳❡✳✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❤♦♣- ❢+♦♠ '❤❡ -♦✉+❝❡ '♦ '❤❡ ❞❡-'✐♥❛'✐♦♥-✮✳

✹✳✸ ▼❡♠❜❡'✲❙♣❧✐--❡'✲❋✐'/- ❆❧❣♦'✐-❤♠

❙✐♥❝❡ ▼❡♠❜❡+✲❋✐+-' ❛❧❣♦+✐'❤♠ ❬✹✽❪ ♣❧❛②- ❛ +♦❧❡ ❛- ❛ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ❢♦+ ♦✉+ ♣+♦♣♦-❡❞ ♣+♦♣♦✲

-✐'✐♦♥✱ ✇❡ ✜+-' ❞❡-❝+✐❜❡ ✐' ✐♥ ♠♦+❡ ❞❡'❛✐❧-✱ '❤❡♥ ❛♥❛❧②-❡ ✐' ❢♦+ ♣♦--✐❜❧❡ ✐♠♣+♦✈❡♠❡♥'-✳ ❚❤❡

♣+♦♣♦-❡❞ ❛❧❣♦+✐'❤♠ ✐- ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛- '❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ '❤❡ ✐♠♣+♦✈❡♠❡♥'- ❛' '❤❡ ❡♥❞ ♦❢

'❤✐- -❡❝'✐♦♥✳

✹✳✸✳✶ ▼❡♠❜❡(✲❋✐(,- ❆❧❣♦(✐-❤♠

❚❤✐- ❤❡✉+✐-'✐❝ ✐♥❝+❡♠❡♥'❛❧❧② -❡❧❡❝'- '❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛'❡ ❧✐♥❦- ❝❛❧❧❡❞ ❢/✐♥❣❡ ❧✐♥❦. ❢+♦♠ '❤❡

'♦♣♦❧♦❣② ❣+❛♣❤ '♦ ❝♦♥-'+✉❝'- ❧✐❣❤'✲'+❡❡-✳ ❆ ❢/✐♥❣❡ ❧✐♥❦ ✐- ❞❡✜♥❡❞ ❛- ❛ ❧✐♥❦ ❛❞❥❛❝❡♥' '♦ ❛

♥♦❞❡ ✐♥ '❤❡ ❝✉++❡♥' '+❡❡ ✇✐'❤♦✉' ❢♦+♠✐♥❣ ❛ ❝②❝❧❡ ✇✐'❤ ❡❞❣❡- ♦❢ '❤❡ '+❡❡ ♦+ '❤❡ ❡①✐-'✐♥❣
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+♦ ❣✐✈❡ ❤✐❣❤❡' ♣'✐♦'✐+② +♦ ❧✐♥❦- ❧❡❛❞✐♥❣ +♦ ▼❈ ♥♦❞❡-✳

❋✐♥❛❧❧②✱ +❤❡ degree ♦❢ +❤❡ ♥♦❞❡- ❛❧-♦ ❤❛- ❛ -✐❣♥✐✜❝❛♥+ ❡✛❡❝+ ♦♥ +❤❡ @✉❛❧✐+② ♦❢ +❤❡ ♠✉❧✲

+✐❝❛-+ +'❡❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ +❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐+② +❤❛+ ❛ ❤✐❣❤✲❞❡❣'❡❡ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ +♦ ♦+❤❡' ❞❡-+✐♥❛+✐♦♥-

♥♦+ ②❡+ -♣❛♥♥❡❞ ✐- ❤✐❣❤❡'✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ❤✐❣❤✲❞❡❣'❡❡ ▼■ ♥♦❞❡- ❛'❡ ❧✐❦❡❧② +♦ ♣'♦❞✉❝❡ ♠♦'❡ ▼■❇

♥♦❞❡- ✐♥ +❤❡ '❡-✉❧+❛♥+ ❧✐❣❤+✲+'❡❡✱ '❡-✉❧+✐♥❣ ✐♥ ♠♦'❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤- ♥❡❡❞❡❞ +♦ ❝♦✈❡' ❛❧❧ +❤❡

❞❡-+✐♥❛+✐♦♥-✳ ❚❤❛+ ♠❡❛♥- +❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❝♦♥-✉♠♣+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤✳ ❚❤✉-✱ ❣✐✈✐♥❣ ❤✐❣❤❡'

♣'✐♦'✐+② +♦ +❤❡ ❤✐❣❤❡'✲❞❡❣'❡❡ ♥♦❞❡- ❝❛♥ ❧❡❛❞ +♦ ❧♦✇❡' ❡♥❞✲+♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛②✳ ■♥ ❝♦♥+'❛-+✱ ✉-✐♥❣

❢'❡@✉❡♥+❧② ▼■ ♥♦❞❡- ✇✐+❤ -♠❛❧❧❡' ❞❡❣'❡❡ ♣'♦❜❛❜❧② ✐♠♣❧✐❡- ❤✐❣❤❡' ❞❡❧❛② ❜✉+ ❧♦✇❡' ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣+❤ ❝♦♥-✉♠♣+✐♦♥✳

❋'♦♠ +❤✐- ❢❛❝+✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❤✐❣❤❡' ♣'✐♦'✐+② +♦ ❧✐♥❦- ❧❡❛❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ▼❈ ♥♦❞❡- ✇✐+❤ ❤✐❣❤❡'

❞❡❣'❡❡✱ ❛♥❞ +❤❡♥ ▼■ ♥♦❞❡- ✇✐+❤ -♠❛❧❧❡' ❞❡❣'❡❡ ✭✇❤❡♥ +❤❡② ❤❛✈❡ +❤❡ -❛♠❡ h ❛♥❞ member✮✳

❇② +❤✐- ✇❛②✱ +❤❡ ❡♥❞✲+♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛② ❛♥❞ +❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❝♦♥-✉♠♣+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳

❈♦♠❜✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡-❡ ❛❢♦'❡♠❡♥+✐♦♥❡❞ ❡❧❡♠❡♥+-✱ +❤❡ ♥❡✇ ♣'✐♦'✐+② ♦❢ ❢'✐♥❣❡ ❧✐♥❦- ❝❛♥ ❜❡

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ +❤❡ ♦'❞❡' ♦❢✿ ❁h, member, MC, degree❃✳ ■♥ ♣❛'+✐❝✉❧❛'✱ ❛ ❧✐♥❦ ✭vi, ui✮ ❤❛✈❡

❤✐❣❤❡' ♣'✐♦'✐+② +❤❛♥ ✭vj , uj✮ ✐❢✿

• h(ui) < h(uj)❀

• ♦' ✇❤❡♥ h(ui) = h(uj)✱ ui ✐- ❛ ♠❡♠❜❡#✱ ❜✉+ uj ✐- ♥♦+❀

• ♦' ✇❤❡♥ h(ui) = h(uj) ❛♥❞ ✐❢ +❤❡✐' ♠❡♠❜❡'-❤✐♣- ❛'❡ +❤❡ -❛♠❡✱ ui ✐- ▼❈ ❛♥❞ uj ✐-

▼■❀

• ♦' ✇❤❡♥ ❛❧❧ +❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝'✐+❡'✐❛ ❛'❡ +❤❡ -❛♠❡✱ ✐❢ ❜♦+❤ ❛'❡ ▼❈ ♥♦❞❡-✱ +❤❡♥ ui ❤❛- ❤✐❣❤❡'

❞❡❣'❡❡❀ ♦+❤❡'✇✐-❡✱ ✐❢ ❜♦+❤ ❛'❡ ▼■ ♥♦❞❡-✱ +❤❡♥ ui ❤❛- -♠❛❧❧❡' ❞❡❣'❡❡✳

❚♦ ✈❡'✐❢② +❤❡ ❛♥❛❧②-✐- ❛♥❞ +❤❡ ♥❡✇ ♣'✐♦'✐+② ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛''✐❡❞ ♦✉+ -❡'✐❡- ♦❢ -✐♠✉✲

❧❛+✐♦♥- ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ♦'❞❡' ♦❢ +❤❡ ♠❡♥+✐♦♥❡❞ ❢❛❝+♦'- ✇❡'❡ ♣❡'♠✉+❡❞✱ +❤❡♥ +❤❡ @✉❛❧✐+② ♦❢ ❡❛❝❤

♦✉+❝♦♠❡ ❝♦''❡-♣♦♥❞✐♥❣ +♦ ❡❛❝❤ ♣❡'♠✉+❛+✐♦♥ ✇❛- ❡✈❛❧✉❛+❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛'❡❞ +♦❣❡+❤❡'✳ ❚❤❡

-✐♠✉❧❛+✐♦♥ '❡-✉❧+- '❡✈❡❛❧❡❞ +❤❛+ +❤❡ ♦'❞❡' ❁h, member, MC, degree❃ ✇♦'❦- ❜❡-+ ❛♠♦♥❣

+❤❡ ❛❧+❡'♥❛+✐✈❡-✳ ❉❡+❛✐❧- ♦❢ +❤❡ -✐♠✉❧❛+✐♦♥- ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦✉' +❡❝❤♥✐❝❛❧ '❡♣♦'+ ❬✶✵✼❪✳

❚♦ ❜❡++❡' ✈✐-✉❛❧✐③❡ +❤❡ ❡✛❡❝+ ♦❢ +❤❡ ♥❡✇ ♣'✐♦'✐+② ♠♦❞❡❧✱ ❧❡+ ✉- ❝♦♥-✐❞❡' +❤❡ ♥❡+✇♦'❦

✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✇❤❡'❡ +❤❡ ▼❈ ♥♦❞❡- ✭✹✱ ✻✱ ✾✮ ❛'❡ ❞'❛✇♥ ✐♥ ❝✐'❝❧❡-✱ ❛♥❞ +❤❡ ♦+❤❡' ▼■ ♥♦❞❡- ✐♥

-@✉❛'❡-

✷

✳ ❙✉♣♣♦-❡ +❤❛+ +❤❡ ♠✉❧+✐❝❛-+ '❡@✉❡-+ r = (6, {1, 2, 3, 5, 7, 8, 10, 11})✱ +❤❡ ❞❡-+✐♥❛✲

+✐♦♥- ❛'❡ -❤❛❞❡❞ ✐♥ ❣'❡②✳

❚❤❡ ❧✐❣❤+✲❢♦'❡-+ ❝'❡❛+❡❞ ❜② +❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ ▼❡♠❜❡'✲❋✐'-+ ✐- -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷❛✳ ■+ ❝♦♥-✐-+- ♦❢

✷ ❧✐❣❤+✲+'❡❡-✱ ✭✐✳❡✳✱ +❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤- ✉-❡❞ ✐- ✷✱ ♦' ♥✉♠❴✇❛✈❡ ❂ ✷✮✱ ✇✐&❤ &❤❡ &♦&❛❧

♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❜0❛♥❝❤❡3 ✐3 ✶✵ ✭✐✳❡✳✱  ♦ ❛❧❴❝♦& ❂ ✶✵✮✱ ❛♥❞ &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❤♦♣3 ❢0♦♠

&❤❡ 3♦✉0❝❡ &♦ ❞❡3&✐♥❛&✐♦♥3 ✐3 ✸ ✭✐✳❡✳✱ ♠❛①❴❞❡❧❛② ❂ ✸✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷❜✱ &❤❡ ❧✐❣❤&✲❢♦0❡3& ❝0❡❛&❡❞

✷

■♥ ❣#❛♣❤' #❡♣#❡'❡♥)✐♥❣ ❲❉▼ ♥❡)✇♦#❦'✱ ▼❈ ♥♦❞❡' ❛#❡ ❞#❛✇♥ ✐♥ ❝✐#❝❧❡'✱ ❛♥❞ ▼■ ♥♦❞❡' ❛#❡ ❞#❛✇♥ ✐♥

'6✉❛#❡'✳ ❚❤✐' ✐' ❛♣♣❧✐❡❞ )♦ )❤❡ ✇❤♦❧❡ )❤❡'✐'✳



✹✳✸✳ ▼❊▼❇❊❘✲❙)▲■❚❚❊❘✲❋■❘❙❚ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ✽✸

❋✐❣✉&❡ ✹✳✶ ✕ ❆ ♥❡.✇♦&❦ .♦ ❝♦♥3✐❞❡&

❜② ▼❡♠❜❡&✲❋✐&3. ✇✐.❤ .❤❡ ♥❡✇ ♣&✐♦&✐.② ♠♦❞❡❧ ❝♦♥.❛✐♥3 ♦♥❡ ❧✐❣❤.✲.&❡❡ ❤❛✈✐♥❣ ♥✉♠❴✇❛✈❡ ❂

✶✱ (♦(❛❧❴❝♦,( ❂ ✾✱ ❛♥❞ ♠❛①❴❞❡❧❛② ❂ ✹✳ ❙♦✱ ❡✈❡♥ .❤♦✉❣❤ .❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ ❝♦♥3✉♠♣.✐♦♥ ❛♥❞

.♦.❛❧ ❝♦3. ❛&❡ ❜❡..❡& ✇✐.❤ .❤❡ ♥❡✇ ♣&✐♦&✐.② ♠♦❞❡❧✱ .❤❡ ❞❡❧❛② ✐3 ❤✐❣❤❡&✳ ❚♦ ❢✉&.❤❡& ✐♠♣&♦✈❡

.❤❡ 3♦❧✉.✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐.❤ .❤❡ 3❡❝♦♥❞ ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥. ❛3 ❞❡3❝&✐❜❡❞ ✐♥ .❤❡ ♥❡①. 3✉❜3❡❝.✐♦♥✳

✭❛✮ ❖$✐❣✐♥❛❧ ▼❡♠❜❡$✲❋✐$/0 ✭❜✮ ▼❡♠❜❡$✲❋✐$/0 ✇✐0❤ ◆❡✇ 4$✐✲

♦$✐0② ▼♦❞❡❧

✭❝✮ ▼❡♠❜❡$✲❋✐$/0 ✇✐0❤ ◆❡✇ ❯♣❞❛0✐♥❣ ❇✉❜✲

❧✐♥❦/

✭❞✮ ▼❡♠❜❡$✲❙♣❧✐00❡$✲❋✐$/0

❋✐❣✉&❡ ✹✳✷ ✕ ❊✛❡❝. ♦❢ .❤❡ ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥.3 .♦ .❤❡ &❡3✉❧.❛♥. ❧✐❣❤.✲❢♦&❡3.3

✹✳✸✳✸ ❯♣❞❛'✐♥❣ ❇✉❞✲▲✐♥❦0

❲❤❡♥ ✉♣❞❛.✐♥❣ ❢&✐♥❣❡ ❧✐♥❦3 ✭3.❡♣ ✺✮ ❢&♦♠ ❛ ♥♦❞❡✱ 3❛②✱ ♥♦❞❡ v✱ ▼❡♠❜❡&✲❋✐&3. ❛❧❣♦&✐.❤♠

❛❞❞3 ❛❧❧ .❤❡ ♣♦33✐❜❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥. ❧✐♥❦3 ♦❢ v .♦ .❤❡ ❢&✐♥❣❡ ❧✐♥❦ 3❡. L &❡❣❛&❞❧❡33 .♦ ✐.3 3♣❧✐..✐♥❣

❝❛♣❛❝✐.②✳ ■. ✐3 ✇♦&.❤ ♥♦.✐♥❣ .❤❛.✱ ✐❢ v ✐3 ❛♥ ▼❈ ♥♦❞❡✱ .❤❡&❡ ✐3 ♥♦ ♣&♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐❢ ✐. ✐3



✽✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❋❖❘ ❙#❆❘❙❊ ❙#▲■❚❚■◆●

❛♥ ▼■ ♥♦❞❡✱ ✐+ ❝❛♥ -✉♣♣♦0+ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤✐❧❞✱ ✐❢ ❛❧❧ +❤❡ ♣♦--✐❜❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥+ ❧✐♥❦- ❛0❡ ❛❞❞❡❞✱ ✐+ ✐-

❧✐❦❡❧② +❤❛+ ❧❡-- ❝❤❛♥❝❡ ❢♦0 ♦+❤❡0 ✭❜❡++❡0✮ ❧✐♥❦- +♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ +♦ L✳ ▲❡+ ✉- ❡①♣❧❛✐♥ +❤✐- ♣♦✐♥+ ✐♥

❞❡+❛✐❧ ❜② ❝♦♥-✐❞❡0✐♥❣ +❤❡ +♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ▼❡♠❜❡0✲❋✐0-+✳ ❙✉♣♣♦-❡ +❤❛+

❛+ ✜0-+ ▼❡♠❜❡0✲❋✐0-+ -❡❧❡❝+ ❧✐♥❦ ✭✻✱✺✮ ❢0♦♠ +❤❡ -♦✉0❝❡✱ +❤❡0❡ ❛0❡ ❢♦✉0 ♣♦--✐❜❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥+

❢0✐♥❣❡ ❧✐♥❦- ❢0♦♠ ♥♦❞❡ ✺✿ ✭✺✱✶✮✱ ✭✺✱✷✮✱ ✭✺✱✸✮ ❛♥❞ ✭✺✱✽✮✳ ■❢ ❛❧❧ ♦❢ +❤❡-❡ ❧✐♥❦- ❛0❡ ❛❞❞❡❞ +♦ ❢0✐♥❣❡

❧✐♥❦ -❡+ L✱ +❤❡♥ ✇❤❡♥ ✉♣❞❛+✐♥❣ L ❢0♦♠ ♥♦❞❡ ✹✱ +❤❡0❡ ✐- ♥♦ ❝❤❛♥❝❡ ❢♦0 +❤❡ ✭❜❡++❡0✮ ❧✐♥❦-

✭✹✱✶✮ ❛♥❞ ✭✹✱✷✮ +♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ +♦ L ❜❡❝❛✉-❡ +❤❡② ❤❛✈❡ +❤❡ -❛♠❡ ♣0✐♦0✐+② +♦ ✭✺✱✶✮ ❛♥❞ ✭✺✱✷✮✳

❚❤✐- ✐- ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ❦❡② 0❡❛-♦♥- ♠❛❦✐♥❣ ▼❡♠❜❡0✲❋✐0-+ ✐♥❡✣❝✐❡♥+✳

❈♦♥-❡N✉❡♥+❧②✱ ✐+ ✐- ♠♦0❡ 0❡❛-♦♥❛❜❧❡ +♦ ❛❞❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧✐♥❦ ❢0♦♠ ❛♥ ▼■ ♥♦❞❡ ♣0♦✈✐❞❡❞ +❤❛+

+❤❡ -❡❧❡❝+❡❞ ❧✐♥❦ ♠✉-+ ❤❛✈❡ +❤❡ ❤✐❣❤❡-+ ♣0✐♦0✐+②✳ ❇② +❤✐- ✇❛②✱ ✇❤❡♥ -❡❧❡❝+✐♥❣ +❤❡ ❤✐❣❤❡-+

♣0✐♦0✐+② ❧✐♥❦ ❢0♦♠ L ✐♥ ♦0❞❡0 +♦ ❛❞❞ +♦ +❤❡ ♠✉❧+✐❝❛-+ +0❡❡✱ ✇❡ ❥✉-+ ❣♦ -+0❛✐❣❤+✲❢♦0✇❛0❞ ✇✐+❤✲

♦✉+ ❛♥② ❜0❛♥❝❤✲❝✉++✐♥❣ ♦0 ❧✐♥❦✲0❡♠♦✈✐♥❣ ✭❝❢✳ -+❡♣ ✹ ♦❢ ▼❋ ❛❧❣♦0✐+❤♠ ✐♥ ❙✉❜-❡❝+✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳

▼♦0❡♦✈❡0✱ +❤❡0❡ ❛0❡ ❝❤❛♥❝❡- ❢♦0 ♦+❤❡0 ❛❞❥❛❝❡♥+ ♥♦❞❡- ♦❢ v +♦ ❜❡ ❡♥❞✲♥♦❞❡- ♦❢ ♦+❤❡0 ❢0✐♥❣❡

❧✐♥❦-✳

❚♦ +❤✐- ❡♥❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣+ ❝❛❧❧❡❞ ❜✉❞✲❧✐♥❦ +❤❛+ ✐- N✉❛-✐✲❡N✉✐✈❛❧❡♥+ +♦ ❢0✐♥❣❡

❧✐♥❦✳ ❆ ❜✉❞✲❧✐♥❦ ✭❇▲✮ ✐- -✐♠✐❧❛0 +♦ ❛ ❢0✐♥❣❡ ❧✐♥❦ ❡①❝❡♣+ +❤❛+ ❢0♦♠ ❛♥ ▼■ ♥♦❞❡ +❤❡0❡ ✐- ♦♥❧②

♦♥❡ ♣♦--✐❜❧❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦ ✭✇❤❡0❡❛- +❤❡0❡ ♠❛② ❜❡ ♠♦0❡ +❤❛♥ ♦♥❡ ❢0✐♥❣❡ ❧✐♥❦✮✳ ❋♦0♠❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛

♥❡+✇♦0❦ (G,S)✱ ❛ 0❡N✉❡-+ ♠✉❧+✐❝❛-+ r = (s,D) ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❞❡0✲❝♦♥-+0✉❝+✐♦♥ +0❡❡ T ✱ ❛ ❜✉❞✲❧✐♥❦

✐- ❛♥ ❞✐0❡❝+❡❞ ❡❞❣❡ (x, y) -✉❝❤ +❤❛+ x ∈ V (T ) ❛♥❞ y /∈ V (T ) ❛♥❞ ✐❢ x /∈ S ✭✐✳❡✳✱ x ✐- ❛♥ ▼■

♥♦❞❡✮ +❤❡♥ +❤❡ ❞❡❣0❡❡ ♦❢ x ✐♥ T ✐- ✶✳ ❚❤❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦ -❡+ ✐- ✉♣❞❛+❡❞ ✐♥ -✉❝❤ ❛ ✇❛② +❤❛+✿

✶✳ ❋0♦♠ ❛♥② ▼■ ♥♦❞❡ ✐♥ T ✱ +❤❡ ♦♥❧② -❡❧❡❝+❡❞ ❜✉❞✲❧✐♥❦ ✐- +❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐+❤ ❤✐❣❤❡-+ ♣0✐♦0✐+②

❛♠♦♥❣ ♣♦--✐❜❧❡ ❧✐♥❦- ❛❞❥❛❝❡♥+ +♦ ✐+✳

✷✳ ❆+ ❛♥② +✐♠❡✱ ❛ ❜✉❞✲❧✐♥❦ (x, y) ✐- +❤❡ ❧✐♥❦ +❤❛+ ❤❛- +❤❡ ❤✐❣❤❡-+ ♣0✐♦0✐+② ❛♠♦♥❣ +❤♦-❡

♣♦--✐❜❧❡ ❧✐♥❦- ❧❡❛❞✐♥❣ +♦ ♥♦❞❡ y✳ ❚❤✉-✱ ✇❤❡♥ ✉♣❞❛+✐♥❣ ❛ ❜✉❞✲❧✐♥❦ (x, y)✱ ✐❢ +❤❡0❡ ❛0❡

❧✐♥❦- (x′, y) ❛❧0❡❛❞② ✐♥ +❤❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦ -❡+✱ +❤❡ -❡❧❡❝+❡❞ ❧✐♥❦ ✐- +❤❡ ♦♥❡ +❤❛+ ❤❛- ❤✐❣❤❡-+

♣0✐♦0✐+②✱ ❛♥❞ +❤❡ ♦+❤❡0 ♠✉-+ ❜❡ 0❡♠♦✈❡❞ ❢0♦♠ +❤❡ -❡+✳

❯-✐♥❣ +❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣+ ♦❢ ❜✉❞✲❧✐♥❦- ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ +❤❡ ✇❛② +❤❡② ❛0❡ ✉♣❞❛+❡❞ ❛- ♠❡♥+✐♦♥❡❞

❛❜♦✈❡ +♦ +❤❡ ♥❡+✇♦0❦ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✱ +❤❡ 0❡-✉❧+❛♥+ ❧✐❣❤+✲❢♦0❡-+ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ -✐♥❣❧❡ ❧✐❣❤+✲+0❡❡ ✐-

❝0❡❛+❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ +♦+❛❧ ❝♦-+ ♦❢ ✾✱ ❛♥❞ +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛② ♦❢ ✸ ❛- -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷❝✳ ❚❤✐-

✐- +❤❡ ❜❡-+ +0❛❞❡♦✛ -♦❧✉+✐♦♥ ❛♠♦♥❣ +❤❡ ♦+❤❡0-✳

❍♦✇❡✈❡0✱ +❤❡0❡ ❛0❡ ❝❛-❡- ✇❤❡0❡ +❤❡ ❤❡✉0✐-+✐❝ ❝❛♥ ❧❡❛❞ +♦ ✉-❡❧❡-- ❜0❛♥❝❤❡- ✐♥ +❤❡ ❝♦♠✲

♣✉+❡❞ ❧✐❣❤+✲+0❡❡ ❢0♦♠ ▼■ ♥♦❞❡-✳ ❚❤❡-❡ ✉♥♥❡❝❡--❛0② ❜0❛♥❝❤❡- ♥❡❡❞ +♦ ❜❡ 0❡-♦❧✈❡❞ ❜② ❛

-♣❡❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐-♠ +❤❛+ ✐- ❞❡+❛✐❧❡❞ ✐♥ +❤❡ ♥❡①+ -✉❜-❡❝+✐♦♥✳

✹✳✸✳✹ #$✉♥✐♥❣ ❯*❡❧❡** ❇$❛♥❝❤❡*

❆- ♠❡♥+✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇✐+❤ +❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣0✐♦0✐+② ♦❢ +❤❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦-✱ ✐♥ -♦♠❡ ❝❛-❡- ♦✉0

❤❡✉0✐-+✐❝ ❝♦✉❧❞ ❞✐0❡❝+ +❤❡ +0❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❤❡ -❛♠❡ 0♦✉+❡ ❢♦0 ❞✐✛❡0❡♥+ ✐+❡0❛+✐♦♥- ✐♥ ❝♦♥✲



✹✳✸✳ ▼❊▼❇❊❘✲❙)▲■❚❚❊❘✲❋■❘❙❚ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ✽✺

"#$✉❝#✐♥❣ ❧✐❣❤#✲#$❡❡✳ ■❢ ♥♦#❤✐♥❣ "❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡✱ #❤✐" ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ #❤❡ ❛❧❣♦$✐#❤♠ "✉✛❡$ ❢$♦♠

✐♥✜♥✐#❡ ❧♦♦♣" ✇✐#❤♦✉# #❡$♠✐♥❛#✐♦♥✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ✐# ❝❧❡❛$✱ ❧❡# ✉" ❝♦♥"✐❞❡$ #❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ #❤❡

#♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳ ❋♦$ #❤❡ #♦♣♦❧♦❣② "❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❛✮✱ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ #♦ #❤❡ ♥❡✇ ♣$✐✲

♦$✐#② ♠♦❞❡❧ ❞❡"❝$✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ #❤❡ ❛❧❣♦$✐#❤♠ "❡❧❡❝#" ❜✉❞✲❧✐♥❦" ✐♥ #❤❡ ♦$❞❡$ ♦❢

❁(0, 1), (0, 2), (1, 4), (2, 5), (4, 8), (4, 9)❃ #♦ ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ ✜$"# #$❡❡ ❛" "❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❜✮

✭♥♦#❡ #❤❛# #❤❡ "♦✉$❝❡ ✐" ❛❧✇❛②" ❝♦♥"✐❞❡$❡❞ ❛" ❛♥ ▼❈ ♥♦❞❡ ❛" ♣$❡"✉♠❡❞✮✳ ❆❢#❡$ ♣$✉♥✐♥❣

✉"❡❧❡"" ❜$❛♥❝❤❡"✱ #❤❡ ✜$"# #$❡❡ ✐♥❝❧✉❞❡" #❤❡ ♣❛#❤ ❁0, 1, 4, 8❃✳ ■❢ ♥♦#❤✐♥❣ ✐" ❞♦♥❡✱ #❤❡

❛❧❣♦$✐#❤♠ ✇✐❧❧ "#♦♣" ❛♥❞ ✐# ✐" #❤❡ ♦♥❧② #$❡❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ❛❧#❤♦✉❣❤ #❤❡$❡ ❛$❡ #✇♦ ♠♦$❡

❞❡"#✐♥❛#✐♦♥" ②❡# #♦ ❜❡ "♣❛♥♥❡❞✳ ❚❤✐" ✐" ❜❡❝❛✉"❡✱ #❤❡ "#$✐❝#❡$ $✉❧❡ ❢♦$ ✉♣❞❛#✐♥❣ ❜✉❞✲❧✐♥❦"

♣$❡✈❡♥#" #❤❡ ❤❡✉$✐"#✐❝ ❢$♦♠ ❛❞❞✐♥❣ ♦#❤❡$ ❜✉❞✲❧✐♥❦" ❢$♦♠ ▼■ ♥♦❞❡" ✭✶ ❛♥❞ ✷ ❛" ✐♥ #❤❡ ❡①❛♠✲

♣❧❡✮✳ ❆" ❛ $❡"✉❧#✱ ✐# ❣✐✈❡" ♥♦ ❝❤❛♥❝❡ ❢♦$ ♦#❤❡$ ❞❡"#✐♥❛#✐♦♥" ✭♥♦❞❡" ✼ ❛♥❞ ✶✵ ✐♥ #❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮

#♦ ❜❡ ✈✐"✐#❡❞✳

❘❡❛❧✐③✐♥❣ #❤❡ "✐#✉❛#✐♦♥✱ ✇❡ ❡Q✉✐♣ #❤❡ ❤❡✉$✐"#✐❝ ✇✐#❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥# #❡❝❤♥✐Q✉❡ #♦ $❡✲❞✐$❡❝#

#❤❡ #$❡❡ ✐♥ "✉❝❤ ❝❛"❡"✿ ✇❤❡♥ #❤❡ #$❡❡ ❝❛♥♥♦# ❣$♦✇ ♠♦$❡✱ ❛❧❧ #❤❡ ✉"❡❧❡"" ❜$❛♥❝❤❡" ✭❜$❛♥❝❤❡"

#❤❛# ❞♦ ♥♦# ❧❡❛❞ #♦ ❛♥② ♠❡♠❜❡$✮ ✐♥ #❤❡ ❝✉$$❡♥# #$❡❡ ❛" ✇❡❧❧ ❛" ✐♥ #❤❡ ❣$❛♣❤ ♠✉"# ❜❡ ♣$✉♥❡❞✳

❚❤❡ ♣$✉♥✐♥❣ ✐" ♦♣❡$❛#❡❞ ✐♥ ❛ ❜♦##♦♠✲✉♣ ♠❛♥♥❡$ ❢$♦♠ #❤❡ ♥♦♥✲♠❡♠❜❡$ ❧❡❛✈❡" ✉♣ #♦ #❤❡

$♦♦# ♦❢ #❤❡ ❝✉$$❡♥# #$❡❡✳ ■# ✇✐❧❧ ❜❡ "#♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ $❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❞❡"#✐♥❛#✐♦♥✱ ♦$ ❛ ▼❈ ❜$❛♥❝❤✐♥❣

♥♦❞❡ ✐♥ #❤❡ ❝✉$$❡♥# #$❡❡✱ ♦$ ❛♥ ▼■ ♥♦❞❡ #❤❛# ❝❛♥ ❧❡❛❞ #♦ ♦#❤❡$ ♥♦❞❡" ✐♥ #❤❡ ❣$❛♣❤✳ ❚❤❡♥

#❤❡ ❇▲ "❡# ✐" $❡✲✉♣❞❛#❡❞ ❢$♦♠ ▼■ ♥♦❞❡" ✭✐❢ ❛♥②✮ ❛# ✇❤✐❝❤ #❤❡ ♣$✉♥✐♥❣ "#♦♣"✳ ❇② #❤✐" ✇❛②✱

#❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥#✐♦♥❡❞ "✐#✉❛#✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤✐" ♣$✉♥✐♥❣ ♣$♦❝❡"" ✐" ✐♠♣❧❡♠❡♥#❡❞ ✐♥ #❤❡

❛❧❣♦$✐#❤♠ ❛" ❞❡"❝$✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦$✐#❤♠ ✹✳✶✱ ❧✐♥❡" ✶✸✕✷✵✳

❇❛❝❦ #♦ #❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ "✉♣♣♦"❡ #❤❛# #❤❡ ❛❧❣♦$✐#❤♠ ❝❤♦♦"❡" ❜✉❞✲❧✐♥❦ ✭✶✱✹✮ ❜❡❢♦$❡

✭✷✱✺✮✳ ❆❢#❡$ #❤❡ ❛❧❣♦$✐#❤♠ "❡❧❡❝#" ❜✉❞✲❧✐♥❦ ✭✶✱✹✮✱ ❢$♦♠ ♥♦❞❡ ✹✱ ❧✐♥❦" ✭✹✱✽✮ ❛♥❞ ✭✹✱✾✮ ❝❛♥ ❜❡

❛❞❞❡❞ #♦ #❤❡ ❇▲"✱ ✇❤❡$❡❛" ❢$♦♠ ♥♦❞❡ ✺✱ #❤❡$❡ ✐" ♥♦ ♠♦$❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛#❡❞ ✭#❤❡

❧✐♥❦ ✭✺✱✾✮ ❝❛♥♥♦# ❜❡ ✉♣❞❛#❡❞ ❜❡❝❛✉"❡ ✐#" ♣$✐♦$✐#② ✐" ♥♦# ❤✐❣❤❡$ #❤❛♥ ❜✉❞✲❧✐♥❦ ✭✹✱✾✮ #❤❛# ✐"

❛❧$❡❛❞② ✐♥ ❇▲"✮✳ ❇❡"✐❞❡"✱ ♥♦❞❡ ✺ ✐" ♥♦# ❛ ❞❡"#✐♥❛#✐♦♥✱ "♦ ♥♦❞❡ ✺ ❛♥❞ ✐#" ❛❞❥❛❝❡♥# ❧✐♥❦" ♠✉"#

❜❡ ♣$✉♥❡❞ ❢$♦♠ #❤❡ #$❡❡ ❛" ✇❡❧❧ ❛" ❢$♦♠ #❤❡ ❣$❛♣❤✳ ❆❢#❡$ ♣$✉♥✐♥❣ ♥♦❞❡ ✺✱ ♥♦❞❡ ✷ ✐" #❛❦❡♥

✐♥#♦ ❝♦♥"✐❞❡$❛#✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ #❤❡$❡ ✐" ❛♥ ♦#❤❡$ ♣♦""✐❜❧❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦ ✭✷✱✻✮ ❢$♦♠ ♥♦❞❡ ✷✱ ✐# "❤♦✉❧❞

♥♦# ❜❡ ♣$✉♥❡❞✳ ❇❡"✐❞❡"✱ ❜❡❝❛✉"❡ ♥♦❞❡ ✷ ✐" ▼■✱ #❤❡ ❛❧❣♦$✐#❤♠ $❡✲✉♣❞❛#❡" #❤❡ ❇▲" ❢$♦♠ ✐#

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦ ✭✷✱✻✮ ✐" ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦$✐#❤♠ #❤❡♥ ❛❞❞" ❜✉❞✲❧✐♥❦" ✭✷✱✻✮✱ ❛♥❞ ✭✻✱✶✵✮ #♦

#❤❡ #$❡❡✳ ■# #❤❡♥ ❝❤♦♦"❡" ❜✉❞✲❧✐♥❦" ✭✹✱✽✮ ❛♥❞ #❤❡♥ ✭✹✱✾✮ #♦ ❛❞❞ #♦ #❤❡ #$❡❡✳ ❙✐♠✐❧❛$❧②✱ ♥♦❞❡ ✾

❛♥❞ ✐#" ❛❞❥❛❝❡♥# ❧✐♥❦" ❛$❡ ♣$✉♥❡❞ ❢$♦♠ #❤❡ #$❡❡ ❛♥❞ #❤❡ ❣$❛♣❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ #❤❡ ❛❧❣♦$✐#❤♠ "#♦♣"

✇✐#❤ #❤❡ ✜$"# #$❡❡ ❛" "❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❝✮✳

■♥ ♦$❞❡$ #♦ ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ ♥❡①# #$❡❡✱ ❛❢#❡$ ❝♦♠♣❧❡#❡❧② ❝♦♥"#$✉❝#✐♥❣ ❛ #$❡❡✱ #❤❡ ❛❧❣♦$✐#❤♠

♠✉"# ♣$✉♥❡ ✉"❡❧❡"" ♣❛$#" ♦❢ #❤❡ ❣$❛♣❤ #❤❛# ❝❛♥♥♦# ❣$♦✇ ❛♥② #$❡❡✳ ❋♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ #❤❡ "✉❜✲

❣$❛♣❤ ❝♦$$❡"♣♦♥❞✐♥❣ #♦ #❤❡ ✜$"# #$❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❝✮ ♠✉"# ❜❡ ♣$✉♥❡❞ ❢$♦♠ #❤❡ ❣$❛♣❤✳ ❚❤✐"

♣$✉♥✐♥❣ ✐" ❛❧"♦ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ✐♥ ❛ ❜♦##♦♠✲✉♣ ♠❛♥♥❡$ ❛" ❞❡"❝$✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋✐$"#✱ $❡♠♦✈❡ ❢$♦♠

#❤❡ ❣$❛♣❤ #❤❡ ♥♦❞❡" #❤❛# ❛$❡ ❧❡❛✈❡" ✐♥ #❤❡ ❝✉$$❡♥# #$❡❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤✐❧❡ #❤❡$❡ ❡①✐"#" ❛ ❧❡❛❢ ✐♥

#❤❡ ❝✉$$❡♥# #$❡❡✱ ❛♥❞ ✐# ✐" ❛❧"♦ ❛ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ♦❢ #❤❡ ❣$❛♣❤✱ #❤❡♥ $❡♠♦✈❡ ✐# ❢$♦♠ #❤❡ ❣$❛♣❤
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❛♥❞ %❤❡ %(❡❡ ❛) ✇❡❧❧✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ %❤✐) %♦ %❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦❞❡) ✽✱ ✶✵✱ ✹✱ ✻✱ ✷ ✭❛♥❞ %❤❡✐( ❛❞❥❛❝❡♥%

❧✐♥❦)✮ ❛(❡ ✐♥ %✉(♥ (❡♠♦✈❡❞ ❢(♦♠ %❤❡ ❣(❛♣❤✳ ❚❤❡ (❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛(% ♦❢ %❤❡ ❣(❛♣❤ ✐) )❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✹✳✸✭❞✮✳ ❚❤✉)✱ %❤❡ )❡❝♦♥❞ %(❡❡ ✐) %❤❡♥ ❝(❡❛%❡❞ ❛) )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❡✮✳ ❚❤✐) ♣(✉♥✐♥❣

♣(♦❝❡)) ✐) )❤♦✇♥ ✐♥ %❤❡ ❞❡)❝(✐♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛❧❣♦(✐%❤♠ ✐♥ %❤❡ ♥❡①% )❡❝%✐♦♥ ✭❝❢✳ ❆❧❣♦(✐%❤♠ ✹✳✶✱

❧✐♥❡) ✷✷✕✷✺✮✳

❋✐❣✉(❡ ✹✳✸ ✕ ❉❡♠♦♥)%(❛%✐♦♥ ♦❢ ♣(✉♥✐♥❣ ✉)❡❧❡)) ❜(❛♥❝❤❡)

✹✳✸✳✺ ▼❡♠❜❡(✲❙♣❧✐..❡(✲❋✐(0. ❆❧❣♦(✐.❤♠

❈♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♠♣(♦✈❡♠❡♥%) (❡)✉❧%) ✐♥ %❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦(✐%❤♠✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐%

▼❡♠❜❡(✲❙♣❧✐%%❡(✲❋✐()%✱ ♦( ▼❙❋ ✐♥ )❤♦(%✳ ❚❤❡ (❡)✉❧%❛♥% ❢♦(❡)% ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▼❙❋

%♦ %❤❡ ♥❡%✇♦(❦ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✐) )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷❞✳ ❆) ✐% ✐) )❤♦✇♥✱ %❤✐) ❧✐❣❤%✲❢♦(❡)% ✐♥❝❧✉❞❡)

❛ )✐♥❣❧❡ ❧✐❣❤%✲%(❡❡ ✇✐%❤ %❤❡ %♦%❛❧ ❝♦)% ♦❢ ✶✵✱ ❛♥❞ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛② ♦❢ ✷✳ ■% ✐) %❤❡ ❜❡)%

%(❛❞❡✲♦✛ )♦❧✉%✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛(✐)♦♥ %♦ %❤❡ ♣(❡✈✐♦✉) ❧✐❣❤%✲❢♦(❡)%)✳

❚❤❡ ❞❡)❝(✐♣%✐♦♥ ♦❢ ▼❡♠❜❡(✲❙♣❧✐%%❡(✲❋✐()% ❆❧❣♦(✐%❤♠ ✐) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦(✐%❤♠ ✹✳✶✳ ❚❤❡

♣(♦❝❡❞✉(❡ ❯♣❞❛$❡❇▲ ❢♦( ✉♣❞❛%✐♥❣ ❜✉❞✲❧✐♥❦) ✐) ❢♦❧❧♦✇❡❞ (✐❣❤% ❛❢%❡(✳

■♥ %❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ❧✐♥❡) ✽✕✶✾✱ %❤❡ %(❡❡ T ❣(♦✇) ❛) ♠✉❝❤ ❛) ♣♦))✐❜❧❡ ❜❛)❡❞ ♦♥ %❤❡

❣(❛♣❤ G′
❜② ❝❤♦♦)✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡)% ♣(✐♦(✐%② ❧✐♥❦ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦))✐❜❧❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦)✳ ❉✉(✐♥❣ %❤✐) %✐♠❡✱

%❤❡ ❢♦' ❧♦♦♣ ✐♥ ❧✐♥❡) ✶✷✕✶✻ ♣(✉♥❡) ✈❡(%✐❝❡) ❛♥❞ (❡❧❛%❡❞ ❜(❛♥❝❤❡) ❢(♦♠ %❤❡ %(❡❡ ❛♥❞ ❢(♦♠

%❤❡ ❣(❛♣❤ %❤❛% ❝❛♥♥♦% ❣(♦✇ ♠♦(❡✳ ❆❢%❡( ♣(✉♥✐♥❣ ❜(❛♥❝❤❡)✱ %❤❡(❡ ✐) ❛♥ ✐♠♣♦(%❛♥% )%❡♣ %♦

(❡✲✉♣❞❛%❡ %❤❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦ )❡% ❢(♦♠ ❛♥ ▼■ ♥♦❞❡ ✭❧✐♥❡ ✶✼✮ ✐♥ ♦(❞❡( %♦ (❡✲❞✐(❡❝% %❤❡ ❧✐❣❤%✲%(❡❡ %♦
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✹✳✶ ▼❡♠❜❡&✲❙♣❧✐,,❡&✲❋✐&., ❆❧❣♦&✐,❤♠

■♥♣✉&✿ ❆ ♥❡,✇♦&❦ (G,S) ❛♥❞ ❛ ♠✉❧,✐❝❛., .❡..✐♦♥ (s,D)
❖✉&♣✉&✿ ❆ ❧✐❣❤, ❢♦&❡., F .❛,✐.❢②✐♥❣ (s,D)
✶✿ G′ ← G❀ ④▼❛❦❡ G′

❛ ❝♦♣② ♦❢ G⑥

✷✿ BL← ∅❀ ④BL ✐. ,❤❡ ❢&✐♥❣❡ ❧✐♥❦ .❡,⑥

✸✿ D′ ← D❀ ④D′
✐. .❡, ♦❢ ❞❡.,✐♥❛,✐♦♥. ②❡, ,♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞⑥

✹✿ F ← ∅❀ T ← ∅❀
✺✿ ✇❤✐❧❡ D′ 6= ∅ ❞♦
✻✿ V (T )← {s}❀ E(T )← ∅❀
✼✿ ❯♣❞❛,❡❇▲✭s,BL✮④■♥✐,✐❛❧✐③❡ ❢&✐♥❣❡ ❧✐♥❦ .❡, BL ❢&♦♠ s⑥
✽✿ ✇❤✐❧❡ L 6= ∅ ❞♦
✾✿ ❈❤♦♦.❡ ❛ ❢&✐♥❣❡ ❧✐♥❦ e = {v, u} ✇✐,❤ ❤✐❣❤❡., ♣&✐♦&✐,②

✶✵✿ V (T )← V (T ) ∪ {u}❀ E(T )← E(T ) ∪ {e}❀
✶✶✿ ❯♣❞❛,❡❇▲✭u,BL✮❀④❯♣❞❛,❡ ❢&✐♥❣❡ ❧✐♥❦ .❡, BL ❢&♦♠ u⑥
✶✷✿ ❢♦$ ❡✈❡&② ♥♦❞❡ x ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ♣❛,❤ Pu,s ❢&♦♠ u ,♦ s ❞♦
✶✸✿ ✐❢ x /∈ D′

❛♥❞ x ✐. ❛ ❧❡❛❢ ♦❢ T ,❤❛, ❞♦ ♥♦, ❧❡❛❞ ,♦ ❛♥② ❢&✐♥❣❡ ❧✐♥❦. &❤❡♥

✶✹✿ ❞❡❧❡,❡ x ❛♥❞ ✐,. ❛❞❥❛❝❡♥, ❡❞❣❡. ❢&♦♠ T ❛♥❞ G′

✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✻✿ ❡♥❞ ❢♦$

✶✼✿ ✐❢ x ✐. ❛♥ ▼■ ♥♦❞❡✱ &❤❡♥ ❯♣❞❛,❡❇▲✭x,BL✮❀ ④❘❡✲✉♣❞❛,❡ BL ❢&♦♠ ▼■ ♥♦❞❡ x⑥
✶✽✿ ✐❢ u ∈ D′

&❤❡♥ D′ ← D′ \ {u}❀
✶✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✷✵✿ T ′ ← T ④▼❛❦❡ T ′
❛ ❝♦♣② ♦❢ T⑥❀

✷✶✿ F ← F ∪ T ❀
✷✷✿ ❉❡❧❡,❡ ❢&♦♠ T ′

❛♥❞ G′
,❤❡ ❧❡❛✈❡. ♦❢ T ′

❛♥❞ ,❤❡✐& ❛❞❥❛❝❡♥, ❡❞❣❡.

✷✸✿ ✇❤✐❧❡ ,❤❡&❡ ❡①✐.,. ❛ ❧❡❛❢ l ∈ T ′
❛♥❞ l ✐. ❛❧.♦ ❛ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ♦❢ G′

❞♦

✷✹✿ ❞❡❧❡,❡ l ❛♥❞ ✐,. ❛❞❥❛❝❡♥, ❡❞❣❡. ❢&♦♠ T ′
❛♥❞ G′

✷✺✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✷✻✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

6$♦❝❡❞✉$❡ ❯♣❞❛,❡❇▲✭v,BL✮④✉♣❞❛,❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦ .❡,BL ❢&♦♠ v⑥

❢♦$ ❡✈❡&② ❛❞❥❛❝❡♥, ❧✐♥❦ e = (v, u) ❞♦
✐❢ ∃u /∈ T ❛♥❞ 6 ∃e′ = (v′, u) ∈ BL
♦& ∃e′ ∈ BL ❤❛. ❧♦✇❡& ♣&✐♦&✐,② &❤❡♥

✐❢ v ✐. ❛♥ ▼❈ ♥♦❞❡ &❤❡♥

BL← BL ∪ {e}❀
✐❢ ∃e′ ∈ BL ❤❛. ❧♦✇❡& ♣&✐♦&✐,② &❤❡♥ BL← BL \ {e′}❀

❡❧8❡

✜♥❞ e∗ ✇✐,❤ ❤✐❣❤❡., ♣&✐♦&✐,② ❛♠♦♥❣ e❀
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦$

✐❢ v ✐. ❛♥ ▼■ ♥♦❞❡ &❤❡♥

BL← BL ∪ {e∗}❀
✐❢ ∃e′ ∈ BL ❤❛. ❧♦✇❡& ♣&✐♦&✐,② &❤❡♥ BL← BL \ {e′}❀

❡♥❞ ✐❢



✽✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❋❖❘ ❙#❆❘❙❊ ❙#▲■❚❚■◆●

❣"♦✇ ❢"♦♠ ❛♥♦)❤❡" ❜✉❞✲❧✐♥❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ )❤❡ )"❡❡ ✐7 ❝♦♥7)"✉❝)❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ )♦ )❤❡ ❢♦"❡7)✱

✐♥7)"✉❝)✐♦♥7 ✐♥ ❧✐♥❡7 ✷✷✕✷✺ ♣"✉♥❡ ✈❡")✐❝❡7 ❛♥❞ "❡❧❛)❡❞ ❡❞❣❡7 ❢"♦♠ T ❛♥❞ G′
)❤❛) ❛"❡ ♥♦

❧♦♥❣❡" ♥❡❝❡77❛"② )♦ ❝♦♥)✐♥✉❡ )❤❡ ❢♦"❡7) ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ )♦ ✐❧❧✉7)"❛)❡ )❤❡ )"❡❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥ ♦❢ ▼❙❋ ❛❧❣♦"✐)❤♠ ✐7 7❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳

❋✐❣✳ ✹✳✹✭❛✮ "❡♣"❡7❡♥)7 ❛ ♥❡)✇♦"❦ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧)✐❝❛7) "❡E✉❡7)✳ ❋✐❣✳ ✹✳✹✭❜✮ 7❤♦✇7 )❤❡ ✜"7) )"❡❡ ✐♥

✇❤✐❝❤ ✈❡")✐❝❡7 ✸✱ ✶✱ ✹ ❛♥❞ ✺ ❛"❡ ♥♦) ❞❡7)✐♥❛)✐♦♥7✳ ❚❤❡7❡ ✈❡")✐❝❡7 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ "❡♠♦✈❡❞ ❜② )❤❡

❧♦♦♣ ♦❢ ❧✐♥❡ ✽✳ ❚❤❡♥ )❤❡ ♣"♦❝❡❞✉"❡ ❯♣❞❛$❡❇▲ ✐7 ✐♥✈♦❦❡❞ )♦ "❡✲✉♣❞❛)❡ )❤❡ ❜✉❞✲❧✐♥❦ ❢"♦♠ ▼■

♥♦❞❡ ✷✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤)✲)"❡❡ ❝♦♥)✐♥✉❡ )♦ ❝♦✈❡" ✽✱ ✾✱ ✶✵ ❛♥❞ ✶✶ ❛7 7❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✭❝✮✳ ■) ✐7 )❤❡

❛❝)✉❛❧ ✜"7) ❧✐❣❤)✲)"❡❡✳ ❆❢)❡" )❤❛)✱ ✈❡")✐❝❡7 ✾✱ ✶✶ ❛♥❞ )❤❡♥ ✶✵ ❛"❡ ❞❡❧❡)❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ 7❡❝♦♥❞

)"❡❡ ❝♦""❡7♣♦♥❞✐♥❣ )♦ )❤❡ ♣❛)❤ ❁0, 2, 6, 7, 8❃ ✐7 ❝"❡❛)❡❞ ❛7 7❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✭❞✮✳

� �

�

�

�

�

�

�� ��	

� �

�

�

�

�

�

�� ��	


�� 

�


�� 
��

� �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�� ��	

�

�

������������������

��������������������

������

���������
 !�"#!�����������
$��������������%��%�	�������

❋✐❣✉"❡ ✹✳✹ ✕ ■❧❧✉7)"❛)✐♦♥ ♦❢ ▼❙❋ ❛❧❣♦"✐)❤♠

✹✳✸✳✻ ❚❤❡ ❈♦))❡❝+♥❡-- ♦❢ ▼❙❋ ❆❧❣♦)✐+❤♠

❚❤❡ ❛❧❣♦"✐)❤♠ ✐7 ❝♦""❡❝) ❛♥❞ ❞❡)❡"♠✐♥✐7)✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✉"✐♥❣ )❤❡ ❡①❡❝✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❛❧❣♦✲

"✐)❤♠✱ )❤❡ ❣"❛♣❤ G′
"❡♠❛✐♥7 ❝♦♥♥❡❝)❡❞✳ ❚❤✐7 ✐7 ❜❡❝❛✉7❡ )❤❡ ♣"✉♥✐♥❣ ♣"♦❝❡77 ♠❛❦✐♥❣ ♦♥

❧❡❛✈❡7 ♦❢ T ′
♦" ❧❡❛❢ ✈❡")✐❝❡7 ♦❢ G′

❞♦❡7 ♥♦) ❛✛❡❝) )❤❡ ❝♦♥♥❡❝)❡❞♥❡77 ♦❢ )❤❡ ❣"❛♣❤ G′
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❛♥❞ ▼❈ ♥♦❞❡) ❛*❡ )❡❧❡❝-❡❞ ❢*♦♠ N ✲✶ *❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡)✳ ❚❤❡ ❞❡)-✐♥❛-✐♦♥) ❛♥❞ ▼❈ ♥♦❞❡)

❛*❡ ❞✐)-*✐❜✉-❡❞ ✉♥✐❢♦*♠❧② -❤*♦✉❣❤♦✉- -❤❡ ♥❡-✇♦*❦✳ ❋♦* ❛ ❣✐✈❡♥ )♦✉*❝❡✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✉❧-✐❝❛)-

❣*♦✉♣ )✐③❡✱ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ▼❈ ♥♦❞❡)✱ ✶✵✵ *❛♥❞♦♠ ♠✉❧-✐❝❛)- )❡))✐♦♥) ❛*❡ ❣❡♥❡*❛-❡❞✳
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❛❧❧ -❤❡ *❡)✉❧-) ❛) )❤♦✇♥ ✐♥ -❤❡ ✜❣✉*❡)✳
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❋✐❣✳ ✹✳✻ )❤♦✇) -❤❡ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡) ♦❢ ❛❧❧ -❤❡ ❛❧❣♦*✐-❤♠) ♦♣❡*❛-❡❞ ✐♥ ◆❙❋◆❊❚ ❛♥❞ ▲♦♥❣✲

❤❛✉❧ ♥❡-✇♦*❦ ♦♥ -❤❡ -❤*❡❡ ♠❡-*✐❝)✳ ❋✐*)-✱ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡) ♦♥ -❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤) ✉)❡❞

❛*❡ )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻❛ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✻❜✳ ❲❤❡♥ -❤❡ ❣*♦✉♣ )✐③❡ ✐♥❝*❡❛)❡)✱ ▼❙❋ ❦❡❡♣) -❤❡ ❧♦✇✲

❡)- ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ❝♦♥)✉♠♣-✐♦♥ ❝♦♥)-❛♥- ❛*♦✉♥❞ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭✶✮✳ ■- ♦✉-♣❡*❢♦*♠) ▼❋✱

❡)♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ -❤❡ ❣*♦✉♣ )✐③❡ ❜❡❝♦♠❡) ❧❛*❣❡✳ ❆) )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻❛✱ ✇❤❡♥ -❤❡ ❣*♦✉♣ )✐③❡

✐) ✶✸ ✭✶✵✵✪✮✱ -❤❡ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ -✇♦ ♣❡❛❦) ❛- ✸✷✳✺✪✳ ❚❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ ✐♠♣*♦✈❡♠❡♥-

♦❜-❛✐♥❡❞ ❢♦* ❛❧❧ -❤❡ ❣*♦✉♣ )✐③❡) ✐) ✶✷✳✹✪✳ ❙✐♠✐❧❛* *❡)✉❧-) ❝❛♥ ❜❡ )❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻❜ ✇✐-❤

▲♦♥❣❤❛✉❧ ♥❡-✇♦*❦✱ -❤❡ ❝♦**❡)♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠♣*♦✈❡♠❡♥- ✈❛❧✉❡) ❛*❡✿ ✷✾✳✷✪ ❛♥❞ ✶✺✳✸✪✳ ❋♦* -❤❡

-♦-❛❧ ❝♦)-✱ ❛) )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✻❞✱ ❛❧❧ -❤❡ ❛❧❣♦*✐-❤♠) ❡①♣❡*✐❡♥❝❡ ✐♥❝*❡❛)✐♥❣

❝♦)- ✇❤❡♥ -❤❡ ❣*♦✉♣ )✐③❡ ✐♥❝*❡❛)❡)✳ ❆❧)♦✱ ▼❙❋ ♣*♦✈✐❞❡) ❛ ❜❡--❡* -♦-❛❧ ❝♦)- -❤❛♥ ▼❋ ✭✇✐-❤

-❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛✐♥ ♦❢ ✽✪ ✐♥ ◆❙❋◆❊❚ ❛♥❞ ✼✪ ✐♥ ▲♦♥❣❤❛✉❧ ♥❡-✇♦*❦✮✳ ❲❤❡♥ ❣*♦✉♣ )✐③❡

❜❡❝♦♠❡) ❧❛*❣❡*✱ ▼❙❋ ✐) ❝❧♦)❡ -♦ -❤❡ ❜❡)- *❡❢❡*❡♥❝❡ ❝♦)- *❡)✉❧-❡❞ ❢*♦♠ ▼❖✳ ❋♦* -❤❡ ❞❡❧❛②

✭❋✐❣✳ ✹✳✻❡ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✻❢✮✱ ▼❙❋ ♣*♦✈✐❞❡) ❛ ❜❡--❡* ❞❡❧❛② -❤❛♥ ▼❋ ✭✇✐-❤ -❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ ❣❛✐♥

♦❢ ✸✳✺✪ ✐♥ ◆❙❋◆❊❚ ❛♥❞ ✻✳✻✪ ✐♥ ▲♦♥❣❤❛✉❧ ♥❡-✇♦*❦✮✳ ❊)♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✐- ♣❡*❢♦*♠) ❜❡--❡* -❤❛♥

❘❡✷❆ ❛♥❞ ▼❖ ✐♥ ◆❙❋◆❊❚✳
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❋♦$ %❤❡ ❞❡♥*❡$ ❈❖❙❚✲✷✸✾ ♥❡%✇♦$❦✱ %❤❡ $❡*✉❧%* ❛$❡ *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣*✳ ✹✳✽❛✱✹✳✽❝ ❛♥❞ ✹✳✽❡✳

❆* ♣$❡*❡♥%❡❞✱ ▼❙❋ ✭%♦❣❡%❤❡$ ✇✐%❤ ▼❖ ❛♥❞ ❘❡✷❆✮ $❡*✉❧%* ✐♥ %❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤

❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡%%❡$ %❤❛♥ ▼❋❀ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛② ✐* ❝❧♦*❡ %♦ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ❞❡❧❛② ♦❢

❘❡✷❙ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❜❡%%❡$ %❤❛♥ ▼❋❀ ✇❤✐❧❡ %❤❡ %♦%❛❧ ❝♦*% ✐* %❤❡ *❛♠❡ ❛* ▼❋✳

■♥ *❤♦$%✱ ✇✐%❤ %❤❡ *♣❛$*❡ *♣❧✐%%✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐%②✱ ▼❙❋ ❛❧❣♦$✐%❤♠ ♦✉%♣❡$❢♦$♠* ▼❋ ❝♦✉♥%❡$✲

♣❛$%✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ %❤❡ ❛❧❣♦$✐%❤♠*✱ ✐% ♣$♦❞✉❝❡* %❤❡ ❧♦✇❡*% ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥✱ ❛ ❧♦✇

%♦%❛❧ ❝♦*% ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❡♥❞✲%♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛②✳ ❊*♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✐%* ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ✐* ❜❡%%❡$ ✇❤❡♥ %❤❡ ❣$♦✉♣

*✐③❡ ✐* ❧❛$❣❡ ❛♥❞ ✐* ♠♦$❡ ❛❞✈❛♥%❛❣❡♦✉* %❤❡ ❞❡♥*❡$ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ♥❡%✇♦$❦✳

✹✳✹✳✸ ❊✛❡❝' ♦❢ ❙♣❧✐''✐♥❣ ❈❛♣❛❝✐'②

❚❤✐* *✉❜*❡❝%✐♦♥ ♣$❡*❡♥%* %❤❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡* ♦❢ %❤❡ ❛❧❧ %❤❡ ❛❧❣♦$✐%❤♠* ✈❡$*✉* *♣❧✐%%✐♥❣ ❝❛✲

♣❛❝✐%② ✭♦$ %❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ▼❈ ♥♦❞❡*✮✱ %❤❡$❡❜② ❡✈❛❧✉❛%✐♥❣ %❤❡ ♣$♦♣♦*❡❞ ❤❡✉$✐*%✐❝ ✐♥ ❝❛♣❛$✐*♦♥

%♦ %❤❡ ♦%❤❡$*✳ ❚❤❡ *❡%%✐♥❣* ❢♦$ ❡❛❝❤ %♦♣♦❧♦❣② ✐* ❣✐✈❡♥ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✳

• ❋♦$ ◆❙❋◆❊❚✱ %❤❡ ❣$♦✉♣ *✐③❡ ✐* *❡% ❛% ✶✵ ♥♦❞❡* ✭✼✼✪✮ ✇❤✐❧❡ %❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ▼❈ ♥♦❞❡*

✈❛$✐❡* ❢$♦♠ %❤❡ ❧✐*% ✭✶✱ ✷✱ ✸✱ ✳✳✱ ✶✸✮✳

• ❋♦$ ❯❙ ▲♦♥❣❤❛✉❧ ♥❡%✇♦$❦✱ %❤❡ ❣$♦✉♣ *✐③❡ ✐* *❡% ❛% ✷✹ ♥♦❞❡* ✭✽✾✪✮ ✇❤✐❧❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

▼❈ ♥♦❞❡* ✈❛$✐❡* ❢$♦♠ %❤❡ ❧✐*% ✭✸✱ ✻✱ ✾✱ ✳✳✱ ✷✼✮✳

• ❋♦$ ❊✉$♦♣❡❛♥ ❈❖❙❚✲✷✸✾ ♥❡%✇♦$❦✱ %❤❡ ❣$♦✉♣ *✐③❡ ✐* *❡% ❛% ✽ ♥♦❞❡* ✭✽✵✪✮ ✇❤✐❧❡ %❤❡

♥✉♠❜❡$ ♦❢ ▼❈ ♥♦❞❡* ✈❛$✐❡* ❢$♦♠ %❤❡ ❧✐*% ✭✶✱ ✷✱ ✸✱ ✳✳✱ ✶✵✮✳

❚❤❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ $❡*✉❧%* ❝♦♥❞✉❝%❡❞ ✐♥ ◆❙❋◆❊❚ ❛♥❞ ▲♦♥❣❤❛✉❧ ♥❡%✇♦$❦ ❛$❡ *❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✹✳✼✳ ❆❝❝♦$❞✐♥❣ %♦ ❋✐❣✳ ✹✳✼❛ ❛♥❞ ✹✳✼❜✱ ▼❙❋ $❡%❛✐♥* %❤❡ ❜❡*% ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥

❝♦♥*%❛♥% ❛$♦✉♥❞ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭✶✮✳ ■% ❡✈❡♥ ♣❡$❢♦$♠* ❜❡%%❡$ %❤❛♥ ▼❖ ❛% ✈❡$② *♣❛$*❡

*♣❧✐%%✐♥❣✳ ❋♦$ %❤❡ %♦%❛❧ ❝♦*% ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✹✳✼❝ ❛♥❞ ✹✳✼❞✮ ❛♥❞ %❤❡ ❡♥❞✲%♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛② ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✹✳✼❡

❛♥❞ ✹✳✼❢✮ ✇❤✐❧❡ ▼❖ ❛❝❤✐❡✈❡* %❤❡ ❧♦✇❡*% %♦%❛❧ ❝♦*% ❜✉% %❤❡ ❤✐❣❤❡*% ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❘❡✷❙✱ ✐♥

❝♦♥%$❛*%✱ ♣$♦❞✉❝❡* %❤❡ ❧♦✇❡*% ❞❡❧❛② ❜✉% %❤❡ ❤✐❣❤❡*% %♦%❛❧ ❝♦*%✱ ▼❙❋ ♣$♦✈✐❞❡* ❛ ❣♦♦❞ %$❛❞❡✲

♦✛ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %✇♦ ♠❡%$✐❝* ✇❤❡♥ ❛❧✇❛②* $❛♥❦✐♥❣ *❡❝♦♥❞ ✐♥ %❤♦*❡ ♠❡%$✐❝*✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐% ❛❧✇❛②*

♦✉%♣❡$❢♦$♠* ▼❋✳ ■♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$✱ ♦♥ ❛✈❡$❛❣❡✱ ▼❙❋ ❛❝❤✐❡✈❡* ✶✷✪ ✭✐♥ ◆❙❋◆❊❚✮ ❛♥❞ ✶✻✪ ✭✐♥

▲♦♥❣❤❛✉❧ ♥❡%✇♦$❦✮ ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥ ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐%❤ ▼❋✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥

%❤❡ %✇♦ ✐* ❝❧❡❛$❡$ ✇❤❡♥ %❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ▼❈ ♥♦❞❡* ✐* *♠❛❧❧ ✭*♣❛$*❡ *♣❧✐%%✐♥❣✮✳

❋♦$ %❤❡ ❈❖❙❚✲✷✸✾ ♥❡%✇♦$❦✱ %❤❡ ❜❡%%❡$ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ *❡❡♥ ❢♦$ ▼❙❋ ❛* *❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✹✳✽❜✱✹✳✽❞ ❛♥❞ ✹✳✽❢✳ ❲✐%❤ %❤❡ ❧❛$❣❡ ❣$♦✉♣ *✐③❡ ✭✽✵✪✮✱ ▼❙❋ ❛♣♣❡❛$* %❤❡ ❜❡*% ♦♥❡ ✇❤❡♥

❛❝❤✐❡✈✐♥❣ %❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥ ✭%♦❣❡%❤❡$ ✇✐%❤ ▼❖ ❛♥❞ ❘❡✷❆✮✱ ♥❡❛$❧②

%❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ❡♥❞✲%♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛② ❛* ❘❡✷❙ ✭❋✐❣✳ ✹✳✽❢✮✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ *❧✐❣❤%❧② ❜❡%%❡$ %♦%❛❧ ❝♦*%

❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐%❤ ▼❋ ✭❋✐❣✳ ✹✳✽❞✮✳

■♥ *❤♦$%✱ ✇❤❡♥ %❤❡ ❣$♦✉♣ *✐③❡ ✐* *❡% ✜①❡❞ ❛% ❤✐❣❤ ♣❡$❝❡♥%❛❣❡✱ ▼❙❋ ❛❝❤✐❡✈❡* %❤❡ ❜❡*%
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■♥ $❤✐' ❝❤❛♣$❡,✱ $❤❡ ❆❖▼❘ ♣,♦❜❧❡♠' ✐♥ '♣❛,'❡ '♣❧✐$$✐♥❣ ❲❉▼ ♥❡$✇♦,❦' ✇✐$❤♦✉$ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣$❤ ❝♦♥✈❡,'✐♦♥ ✇❡,❡ ✐♥✈❡'$✐❣❛$❡❞ ❛♥❞ $❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦,✐$❤♠' ❢♦, ❧✐❣❤$✲❢♦,❡'$ ❝♦♥'$,✉❝$✐♦♥

✇❡,❡ ❛❧'♦ ❡✈❛❧✉❛$❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❛❧❣♦,✐$❤♠ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞ $,❛❞❡♦✛ ❛♠♦♥❣ ❝♦'$✱ ❞❡❧❛②

❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❝♦♥'✉♠♣$✐♦♥✱ ✇❡ ♣,♦♣♦'❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦,✐$❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ▼❡♠❜❡,✲❙♣❧✐$$❡,✲❋✐,'$

✭▼❙❋✮✳ ▼❙❋ ✐' ❜❛'❡❞ ♦♥ $❤❡ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ♦❢ ▼❡♠❜❡,✲❋✐,'$ ❛❧❣♦,✐$❤♠✱ ♠❛❦✐♥❣ '❡✈❡,❛❧ ✐♠✲

♣,♦✈❡♠❡♥$' ♦♥ $❤❡ ♣,✐♦,✐$② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ $❤❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥'$,✉❝$✐♥❣ ❧✐❣❤$✲$,❡❡'✳ ▼❙❋ ♥♦$ ♦♥❧②

❝♦♥'✐❞❡, $❤❡ ♠❡♠❜❡,'❤✐♣ ❜✉$ ❛❧'♦ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ▼❈ ♥♦❞❡' ❛♥❞ ❞❡❣,❡❡ ♦❢
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♦✉$♣❡,❢♦,♠' ▼❡♠❜❡,✲❋✐,'$ ✐♥ ❛❧❧ $❤❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ♠❡$,✐❝'✳ ❆♠♦♥❣ $❤❡ ♦$❤❡,'✱ ▼❙❋ ❛❝❤✐❡✈❡'

$❤❡ ❧♦✇❡'$ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❝♦♥'✉♠♣$✐♦♥✱ ❛ ❧♦✇ $♦$❛❧ ❝♦'$ ✭,❛♥❦' '❡❝♦♥❞✱ ❜❡❤✐♥❞ ▼❡♠❜❡,✲❖♥❧②✮

❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❡♥❞✲$♦✲❡♥❞ ❞❡❧❛② ✭❛❧'♦ ,❛♥❦' '❡❝♦♥❞✱ ❥✉'$ ❜❡❤✐♥❞ ❘❡,♦✉$❡✲$♦✲❙♦✉,❝❡✮✳ ■♥ ❣❡♥❡,❛❧✱

▼❙❋ ♣,♦✈✐❞❡' ❛ ❣♦♦❞ $,❛❞❡✲♦✛ ❛♠♦♥❣ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ♠❡$,✐❝' ✐♥ '♣❛,'❡ '♣❧✐$$✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐$② ❛♥❞

✇✐$❤ $❤❡ ❧❛,❣❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❞❡'$✐♥❛$✐♦♥'✳ ❊'♣❡❝✐❛❧❧②✱ ▼❙❋ ✇♦,❦' ❜❡$$❡, ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝$❡❞

♥❡$✇♦,❦' ✭❡✳❣✳✱ ❊✉,♦♣❡❛♥ ❈❖❙❚✲✷✸✾ ♥❡$✇♦,❦✮✳
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❋✐,'$ ❛❧❣♦,✐$❤♠✳ ❋✐,'$✱ ❛ ♥❡✇ ♣,✐♦,✐$② ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣' $♦ ❜❡$$❡, ❡①♣❧♦,❡

$❤❡ ♣♦''✐❜❧❡ ▼❈ ♥♦❞❡'✱ $❤❡,❡❢♦,❡ ,❡❞✉❝✐♥❣ $❤❡ ❝♦'$ ❛♥❞ $❤❡ ❞❡❧❛②✳ ❙❡❝♦♥❞✱

❛ ♣,✐♦,✐$② O✉❡✉❡ ✐' ♠❛♥❛❣❡❞ ♠♦,❡ ❡✣❝✐❡♥$❧② $❤❛$ ♣❡,♠✐$' ♦♥❧② ♦♥❡ ❜❡'$

❝❛♥❞✐❞❛$❡ ❧✐♥❦ ❢,♦♠ ▼■ ♥♦❞❡'✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐$❛$❡' $❤❡ ♣,♦❝❡'' ♦❢ $❤❡ $,❡❡ ,❡♣❛✐,✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ '♣❡❝✐❛❧ ❤❡✉,✐'$✐❝ ✐' ♣,♦♣♦'❡❞ $♦ ♣,✉♥❡ $❤❡ ✉'❡❧❡'' ❜,❛♥❝❤❡'✱ ✇❤✐❝❤

❤❡❧♣' $❤❡ $,❡❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ $♦ O✉✐❝❦❧② ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❢❡❛'✐❜❧❡ '♦❧✉$✐♦♥✳
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Chapter 5

❆❖▼❘ ✇✐&❤♦✉& ❙♣❧✐&&❡./ ❛♥❞

❈♦♥✈❡.&❡./

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ❞❡✈♦'❡# '♦ ✐♥✈❡#'✐❣❛'❡ '❤❡ ❆❖▼❘ ♣)♦❜❧❡♠# ✇✐'❤♦✉' #♣❧✐''❡)# ❛♥❞ ❝♦♥✈❡)'✲

❡)# ✇✐'❤ ❛)❜✐')❛)✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤# ✐♥ '❤❡ ❧✐♥❦#✳ ❲❡ ❛✐♠ ❛' ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡ ♥❡'✇♦)❦

)❡#♦✉)❝❡# ✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❝❤❛)❛❝'❡)✐③❡❞ ❜② '✇♦ ♠❡')✐❝#✿ '❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤# ✉#❡❞ ❛♥❞

'❤❡ '♦'❛❧ ❝♦#'✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤$✲&♣✐❞❡*✲❤✐❡*❛*❝❤② ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣'❡) ✷ ✐# ❞✐#❝✉##❡❞ ✐♥ ❞❡'❛✐❧ ❢♦)

'❤❡ ❡①❛❝' #♦❧✉'✐♦♥# ♦❢ '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠#✳ ❆♥ ■▲E ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥ ❜❛#❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤'✲#♣✐❞❡)✲❤✐❡)❛)❝❤②

✐# ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ '♦ ✜♥❞ '❤❡ ❡①❛❝' #♦❧✉'✐♦♥✱ ❛♥❞ #❡✈❡)❛❧ ❡✣❝✐❡♥' ❤❡✉)✐#'✐❝ ❛❧❣♦)✐'❤♠# ❛)❡ ❛❧#♦

♣)♦♣♦#❡❞ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ '❤❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛'❡ #♦❧✉'✐♦♥#✳ ❚❤❡♦)❡'✐❝❛❧ ❛♥❛❧②#✐# ❛♥❞ #✐♠✉❧❛'✐♦♥ )❡✲

#✉❧'# #❤♦✇ '❤❛' '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ #♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ ✐# ❛ #❡' ♦❢ ❧✐❣❤'✲#♣✐❞❡)✲❤✐❡)❛)❝❤✐❡#

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' '♦ '❤❡ ❢♦❝✉# ❡✐'❤❡) ♦♥ '❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤# ✉#❡❞ ♦) '❤❡ '♦'❛❧ ❝♦#'✳

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❆♠♦♥❣ '❤❡ ♦♣'✐❝❛❧ ❝♦♥#')❛✐♥'#✱ '❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐'② ♦❢ ❧✐❣❤' #♣❧✐''❡)# ✐♥ '❤❡ #✇✐'❝❤❡# ✐# ♦❢'❡♥

'❤❡ ♠♦#' ❞✐✣❝✉❧' ♦♥❡ ❞✉❡ '♦ ♠❛♥② )❡❛#♦♥#✳ ❋✐)#'✱ #♣❧✐''❡)# ❛)❡ ❡①♣❡♥#✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛'❡❞

✐♥ ❢❛❜)✐❝❛'✐♦♥✳ ❇❡#✐❞❡#✱ #♣❧✐''✐♥❣ ❝❛✉#❡# #✐❣♥✐✜❝❛♥' ♣♦✇❡) ❧♦##

✶

✳ ❆❧#♦✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥✈❡)'❡)#

❛)❡ #'✐❧❧ ✐♠♠❛'✉)❡✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡✱ ✇❡ ❛##✉♠❡ ♥❡✐'❤❡) #♣❧✐''❡)# ♥♦) ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥✈❡)'❡)# ♣)❡#❡♥'

✐♥ '❤✐# #'✉❞②✳ ❋♦)'✉♥❛'❡❧②✱ ♠✉❧'✐❝❛#'✐♥❣ ✐♥ ❲❉▼ ♥❡'✇♦)❦# ✇✐'❤♦✉' #♣❧✐''❡)# ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤

❝♦♥✈❡)'❡)# ✐# #'✐❧❧ ❢❡❛#✐❜❧❡ ✇✐'❤ '❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❚❛❈ ❝)♦##✲❝♦♥♥❡❝'# ♣)♦♣♦#❡❞ ✐♥ ❬✻❪✳

■♥ ❢❛❝'✱ ♠✉❧'✐❝❛#'✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥✲#♣❧✐''✐♥❣ ❲❉▼ ♥❡'✇♦)❦# ✇✐'❤♦✉' ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥✈❡)'❡)#

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ #'✉❞✐❡❞ ✐♥ #❡✈❡)❛❧ ✇♦)❦# ❬✻✱ ✹✾✱ ✽✻✱ ✽✼❪ ❛# ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ❡❛)❧✐❡) ✐♥ ❙✉❜#❡❝'✐♦♥ ✸✳✷✳✷

✭❈❤❛♣'❡) ✸✮✳ ❚❤❡#❡ ✇♦)❦# ✇❡)❡ ❜❛#❡❞ ♦♥ ❡✐'❤❡) ❧✐❣❤'✲♣❛'❤# ❬✽✻✱✽✼❪✱ ❧✐❣❤'✲')❛✐❧# ❬✻❪✱ ♦) ❧✐❣❤'✲

✶

■♥ "❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛*❡✱ "❤❡ ♣♦✇❡/ ❧♦** ✐* ✐♥✈❡/*❡❧② ♣/♦♣♦/"✐♦♥❛❧ "♦ "❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ *♣❧✐" *✐❣♥❛❧* ❛" "❤❡ ♦✉"❣♦✐♥❣

♣♦/"* ❬✺❪

✾✼



✾✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆❖▼❘ ❲■❚❍❖❯❚ ❙#▲■❚❚❊❘❙ ❆◆❉ ❈❖◆❱❊❘❚❊❘❙

"♣✐❞❡'" ❬✹✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ 1❤❡'❡ ✐" ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ❞❡❡♣ ✐♥✈❡"1✐❣❛1✐♦♥ ♦♥ 1❤❡ ❜❡"1 ❧✐❣❤1✲"1'✉❝1✉'❡" ❢♦'

1❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❛" ✇❡❧❧ ❛" ❡✣❝✐❡♥1 ❛❧❣♦'✐1❤♠" 1♦ ✜♥❞ 1❤❡ ❡①❛❝1 "♦❧✉1✐♦♥"✳

■♥ ❛❞❞✐1✐♦♥✱ ❛❧❧ ♦❢ 1❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣'❡✈✐♦✉" ✇♦'❦" ❛""✉♠❡ 1❤❡ "❛♠❡ "❡1 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤" ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥ ❛❧❧ 1❤❡ ♥❡1✇♦'❦ ❧✐♥❦" ✭✐✳❡✳✱  ②♠♠❡$%✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❞✐ $%✐❜✉$✐♦♥✮✳ ❘❡❣❛'❞✐♥❣ 1❤❡ ♦♣1✐♠✐③❛✲

1✐♦♥ ♦❜❥❡❝1✐✈❡✱ 1❤❡"❡ ✇♦'❦" ❛✐♠❡❞ ❛1 ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ 1❤❡ ♥❡1✇♦'❦ '❡"♦✉'❝❡" 1❛❦✐♥❣ ❜♦1❤ 1❤❡

♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤" ❛♥❞ 1❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤ 1♦1❛❧ ❝♦"1 ✐♥1♦ ❛❝❝♦✉♥1✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 1❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣1❤" ✐" ❛""✐❣♥❡❞ ✇✐1❤ ❛ ❢♦❝✉" ✇❡✐❣❤1✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✐♥ "♦♠❡ ♣'❛❝1✐❝❛❧ ❆❖▼❘ ❝❛"❡"✱ 1❤❡

♦♣1✐❝❛❧ ♥❡1✇♦'❦" ❛'❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐1❤ ❛'❜✐1'❛'② ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤" ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✳ ■♥ "✉❝❤ ❝❛"❡"✱

♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ 1❤❡ 1♦1❛❧ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❧✐♥❦" ✐" ♠♦'❡ ✐♠♣♦'1❛♥1 1❤❛♥ 1❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤"✳

❚❤✐" ❝❤❛♣1❡' ❛✐♠" ❛1 ✜❧❧✐♥❣ 1❤❡ ❤♦❧❡" ✐♥ ❧✐1❡'❛1✉'❡ ✇♦'❦" ❢♦' '♦✉1✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥✲"♣❧✐11✐♥❣

❲❉▼ ♥❡1✇♦'❦"✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✜'"1✱ ✇❡ ❝♦♥"✐❞❡' ❛ ❣❡♥❡'❛❧ ❝❛"❡ ✇✐1❤ ❛'❜✐1'❛'② ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤

❞✐"1'✐❜✉1✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥"✐❞❡' 1❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦❜❥❡❝1✐✈❡ ❢✉♥❝1✐♦♥ ❡✐1❤❡' ❢♦❝✉"❡❞ ♦♥ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣1❤ ❝♦♥"✉♠♣1✐♦♥ ♦' ♦♥ 1♦1❛❧ ❝♦"1✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ✇❡ ✐❞❡♥1✐❢② 1❤❡ ❡①❛❝1 "♦❧✉1✐♦♥ ❢♦' 1❤❡

♣'♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉1❡ ✐1 ❜❛"❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛♣♣'♦♣'✐❛1❡ ■▲P ❢♦'♠✉❧❛1✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ "❡✈❡'❛❧ ❤❡✉'✐"✲

1✐❝ ❛❧❣♦'✐1❤♠" ❛'❡ ♣'♦♣♦"❡❞ 1♦ ❛♣♣'♦①✐♠❛1❡❧② ❝♦♠♣✉1❡ 1❤❡ '♦✉1❡"✳ ❱❛'✐♦✉" "✐♠✉❧❛1✐♦♥" ❛'❡

❝♦♥❞✉❝1❡❞ 1♦ "✉♣♣♦'1 ❛♥② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ♦✉1❝♦♠❡✳

❚❤❡ '❡"1 ♦❢ 1❤✐" ❝❤❛♣1❡' ✐" ♦'❣❛♥✐③❡❞ ❛" ❢♦❧❧♦✇"✳ ■♥ ❙❡❝1✐♦♥ ✺✳✷✱ 1✇♦ ✈❛'✐❛♥1" ♦❢ 1❤❡

❝♦♥❝❡'♥❡❞ ♣'♦❜❧❡♠ ❛'❡ ❢♦'♠✉❧❛1❡❞✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ◆✉♠❜❡' ♦❢ ❲❛✈❡❧❡♥❣1❤" ❋✐'"1 ✭▼◆❲❋✮ ❛♥❞

▼✐♥✐♠✉♠ ❚♦1❛❧ ❈♦"1 ❋✐'"1 ✭▼❚❈❋✮✳ ❙❡❝1✐♦♥ ✺✳✸ ✐❞❡♥1✐✜❡" 1❤❡ ❡①❛❝1 "♦❧✉1✐♦♥" ❢♦' 1❤❡ 1✇♦

♣'♦❜❧❡♠"✳ ❙❡❝1✐♦♥ ✺✳✹ ❞✐"❝✉""❡" 1❤❡✐' ❤❛'❞♥❡"" ✇✐1❤ '❡❣❛'❞ 1♦ 1❤❡ ❞❡✜♥❡❞ "♦❧✉1✐♦♥"✳ ❙❡❝✲

1✐♦♥ ✺✳✺ ❞❡✈❡❧♦♣" ❛♥ ■▲P ❢♦'♠✉❧❛1✐♦♥ ❜❛"❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤1✲"♣✐❞❡'✲❤✐❡'❛'❝❤✐❡" 1♦ ❝♦♠♣✉1❡ ❡①❛❝1

"♦❧✉1✐♦♥"✳ ❙❡❝1✐♦♥ ✺✳✻ ✐♥1'♦❞✉❝❡" ❛♥ ❛❧❣♦'✐1❤♠ 1♦ "♦❧✈❡ ▼◆❲❋ ♣'♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❙❡❝1✐♦♥ ✺✳✼

♣'❡"❡♥1" 1✇♦ ♦1❤❡' ❤❡✉'✐"1✐❝" 1♦ "♦❧✈❡ ▼❚❈❋ ♣'♦❜❧❡♠✳ ❙❡❝1✐♦♥ ✺✳✽ "✉♠♠❛'✐❡" 1❤❡ ✐♠♣♦'1❛♥1

❝♦♥1'✐❜✉1✐♦♥" ♣'❡"❡♥1❡❞ ✐♥ 1❤✐" ❝❤❛♣1❡'✳

✺✳✷ #$♦❜❧❡♠ ❋♦$♠✉❧❛-✐♦♥

❆ ❲❉▼ ♥❡1✇♦'❦ 1♦♣♦❧♦❣② ✐" ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❞✐'❡❝1❡❞ ❣'❛♣❤ G = (V,A)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ V '❡♣✲

'❡"❡♥1" ❛ "❡1 ♦❢ ♥♦❞❡" ❛♥❞ A '❡♣'❡"❡♥1" ❛ "❡1 ♦❢ ❞✐'❡❝1❡❞ ✜❜❡'"✳ ❲❡ ❛""✉♠❡ 1❤❛1 1❤❡'❡ ❛'❡

❛1 ♠♦"1 1✇♦ ✜❜❡'" ❜❡1✇❡❡♥ ❡✈❡'② ♥♦❞❡ ♣❛✐'✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✜❜❡' ❤❛" ❛'❜✐1'❛'✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣1❤"✳ ▲❡1 W ❜❡ 1❤❡ "❡1 ♦❢ ❛❧❧ 1❤❡ ♣♦""✐❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤" ✐♥ 1❤❡ ♥❡1✇♦'❦ ✭❛♥❞ ❢♦' 1❤❡ "❛❦❡

♦❢ ♣'❡"❡♥1❛1✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧"♦ ✉"❡ W ❢♦' 1❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ 1❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤" |W | ❛" ✇❡❧❧✮✳ ❙✐♥❝❡ 1❤❡

♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤" ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡'❡♥1 ✐♥ 1❤❡ ✜❜❡'"✱ ✇❡ ❞❡♥♦1❡ w(a) 1❤❡ "❡1 ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✇❛✈❡❧❡♥❣1❤" ✐♥ ✜❜❡' a ∈ A✿ w(a) ⊆ W, ∀a ∈ A✳ ❆❧"♦✱ ✇❡ ❛""✉♠❡ 1❤❛1 ❡❛❝❤ ✜❜❡' a ✐"

❛""♦❝✐❛1❡❞ ✇✐1❤ ❛ ♣♦"✐1✐✈❡ ♥✉♠❜❡' c(a) '❡♣'❡"❡♥1✐♥❣ 1❤❡ ❝♦"1 ♦❢ ✉"✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤ ✭❡✳❣✳✱

✇❛✈❡❧❡♥❣1❤ ❝♦"1✮ ♦♥ 1❤❛1 ✜❜❡'✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ✐❧❧✉"1'❛1❡" ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥❡1✇♦'❦ ✇✐1❤ ❞✐✛❡'❡♥1

❞✐"1'✐❜✉1✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤" ✐♥ 1❤❡ ✜❜❡'"✳

●✐✈❡♥ ❛ ♠✉❧1✐❝❛"1 '❡^✉❡"1 ❞❡♥♦1❡❞ ❜② r = (s,D)✱ 1❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❝♦♥"✐"1" ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛

♠✉❧1✐❝❛"1 '♦✉1❡ F "1❛'1✐♥❣ ❛1 1❤❡ "♦✉'❝❡ s 1❤❛1 "♣❛♥" 1❤❡ ❞❡"1✐♥❛1✐♦♥" D ❛♥❞ 1❛'❣❡1✐♥❣



✺✳✷✳ #❘❖❇▲❊▼ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ✾✾
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❋✐❣✉%❡ ✺✳✶ ✕ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❲❉▼ ♥❡5✇♦%❦

❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝5✐✈❡✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❦ ✉?❡❞ ✐♥ F ✐? ❛??✐❣♥❡❞ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣5❤ ?✉❝❤ 5❤❛5 ✐5 ?❛5✐?✜❡? 5❤❡

❛❢♦%❡♠❡♥5✐♦♥❡❞ ❝♦♥?5%❛✐♥5?✳ ❲✐5❤♦✉5 ❧♦?? ♦❢ ❣❡♥❡%❛❧✐5②✱ ?✉♣♣♦?❡ 5❤❛5 F ❝♦♥?✐?5? ♦❢ ?❡✈❡%❛❧

❧✐❣❤5✲?5%✉❝5✉%❡?✱ ✇✐5❤ ❡❛❝❤ ✉?✐♥❣ ❛ ❞✐?5✐♥❝5 ✇❛✈❡❧❡♥❣5❤✳ ❙✐♥❝❡ 5❤❡%❡ ✐? ♥♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣5❤ ❝♦♥✲

✈❡%5❡%✱ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣5❤ ?❤♦✉❧❞ ❜❡ %❡5❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛❧❧ 5❤❡ ❧✐♥❦? ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐❣❤5✲?5%✉❝5✉%❡ ✭✇❛✈❡❧❡♥❣'❤

❝♦♥'✐♥✉✐'② ❝♦♥.'/❛✐♥'✮✱ ❛♥❞ 5❤❡ ❧✐❣❤5✲?5%✉❝5✉%❡? ?❤❛%✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐♥❦ ♠✉?5 ✉?❡ ❞✐✛❡%❡♥5

✇❛✈❡❧❡♥❣5❤? ✭❞✐.'✐♥❝' ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥.'/❛✐♥'✮ ✭❝❢✳ ❙✉❜?❡❝5✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮✳

❇❡?✐❞❡?✱ F ♠✉?5 ❝♦♠♣❧② ❛ ?✉♣♣❧❡♠❡♥5❛%② ❝♦♥?5%❛✐♥5 ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❣/❡❡ ❝♦♥.'/❛✐♥' ✿ ❡✈❡%②

♥♦❞❡ ❡①❝❡♣' '❤❡ .♦✉/❝❡ ✉?❡❞ ✐♥ ❛♥② ❧✐❣❤5✲?5%✉❝5✉%❡ ?❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❣%❡❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 5✇♦✱ ♦%

❡M✉✐✈❛❧❡♥5❧②✱ 5❤❡%❡ ✐? ♥♦ ❜%❛♥❝❤✐♥❣ ✈❡%5✐❝❡? ✭❡①❝❡♣5 ❛5 5❤❡ ?♦✉%❝❡✮ ✐♥ ❛❧❧ 5❤❡ ❧✐❣❤5✲?5%✉❝5✉%❡?✳

❆? ❛♥❛❧②?❡❞ ✐♥ ❙✉❜?❡❝5✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❈❤❛♣5❡% ✷✮✱ ?✉❝❤ ❛ ♠✉❧5✐❝❛?5 %♦✉5❡ F ❝♦%%❡?♣♦♥❞? 5♦ ❛

.♣✐❞❡/✲❜❛.❡❞ ❤✐❡/❛/❝❤②✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❧✐❣❤5✲?5%✉❝5✉%❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐5❤❡% ❛ ❧✐❣❤5✲?♣✐❞❡% ♦% ❛ ❧✐❣❤5✲?♣✐❞❡%✲

❤✐❡%❛%❝❤②✳

❚❤✐? ❝❤❛♣5❡% ❝♦♥?✐❞❡%? 5❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ 5❤❡ ♥❡5✇♦%❦ %❡?♦✉%❝❡? ✇❤✐❝❤ ❛%❡

❝❤❛%❛❝5❡%✐③❡❞ ❜② 5❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣5❤? ✉?❡❞ ❛♥❞ 5❤❡ 5♦5❛❧ ❝♦?5✳ ❆??✉♠❡ 5❤❛5 F ❝♦♥?✐?5?

♦❢ K ❧✐❣❤5✲?5%✉❝5✉%❡? Ti✱ i = 1, . . . ,K✱ 5❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣5❤? ♥❡❡❞❡❞ 5♦ ♣❡%❢♦%♠ 5❤❡

♠✉❧5✐❝❛?5 %❡M✉❡?5 r ✐? ❡M✉❛❧ 5♦ K✿

num❴wave(F ) = K

❚❤❡ 5♦5❛❧ ❝♦?5 ✐? 5❤❡ ❝♦?5 ♦❢ F ✱ ❝❛❧❝✉❧❛5❡❞ ❜② 5❤❡ ?✉♠♠❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ❝♦?5? ♦❢ ❛❧❧ 5❤❡ ❧✐❣❤5✲

?5%✉❝5✉%❡? Ti✿

total❴cost(F ) =
K∑

i=1

cost(Ti) =
K∑

i=1

∑

a∈Ti

c(a)

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦❜❥❡❝5✐✈❡ ❢✉♥❝5✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣%❡??❡❞ ❛?✿

α · num❴wave(F ) + β · total❴cost(F ) ✭✺✳✶✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ 5❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥5? ✭α, β✮ %❡♣%❡?❡♥5 5❤❡ ✐♠♣♦%5❛♥❝❡ ♦❢ 5❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣5❤? ✉?❡❞

❛♥❞ 5❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣5❤ 5♦5❛❧ ❝♦?5✱ %❡?♣❡❝5✐✈❡❧②✳



✶✵✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆❖▼❘ ❲■❚❍❖❯❚ ❙#▲■❚❚❊❘❙ ❆◆❉ ❈❖◆❱❊❘❚❊❘❙

❋#♦♠ &❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✺✳✶✱ &✇♦ ❡①&#❡♠✐&② 8✉❜♣#♦❜❧❡♠8 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡#✐✈❡❞

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ &❤❡ ❢♦❝✉8 ❡✐&❤❡# ♦♥ ♦♥❡ ♦# &❤❡ ♦&❤❡# ❝♦♠♣♦♥❡♥&✿ ✶✮ ▼✐♥✐♠✉♠ ◆✉♠❜❡* ♦❢

❲❛✈❡❧❡♥❣2❤4 ❋✐*42 ✭▼◆❲❋✮✿ ✜♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤8 ✉8❡❞ ✜#8&✱ &❤❡♥

8❡❛#❝❤✐♥❣ ❢♦# &❤❡ ♠✉❧&✐❝❛8& #♦✉&❡ ❤❛✈✐♥❣ &❤❡ ❧❡❛8& &♦&❛❧ ❝♦8&❀ ❛♥❞ ✷✮ ▼✐♥✐♠✉♠ ❚♦2❛❧ ❈♦42

❋✐*42 ✭▼❚❈❋✮✿ ✜♥❞✐♥❣ &❤❡ ❧❡❛8& ❝♦8& ♠✉❧&✐❝❛8& #♦✉&❡ ✉8✐♥❣ ❛8 ❢❡✇ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤8 ❛8

♣♦88✐❜❧❡✳ ❇② 8❡&&✐♥❣ ❛♣♣#♦♣#✐❛&❡ ✈❛❧✉❡8 &♦ &❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&8✱ &❤❡ &✇♦ ♣#♦❜❧❡♠8 ❝❛♥ ❜❡ 8&❛&❡❞

❢♦#♠❛❧❧② ❛8 ❢♦❧❧♦✇8✳

 !♦❜❧❡♠ ✺✳✶✳ ◆♦♥✲$♣❧✐((✐♥❣ ❆❖▼❘ ♣.♦❜❧❡♠$✿

• ■♥$(❛♥❝❡✿ ❛ ❞✐*❡❝2❡❞ ❣*❛♣❤ G = (V,A)✱ ❛ *❡?✉❡42 ✭s,D✮✱ ❛ 4❡2 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣2❤4 W ✱ ❛

♠❛♣♣✐♥❣ w✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦42 ❢✉♥❝2✐♦♥ c

• ❙♦❧✉(✐♦♥✿ ❛ 4❡2 ♦❢ ❧✐❣❤2✲42*✉❝2✉*❡4 {Ti, i = 1, . . . ,K} 4❛2✐4❢②✐♥❣ 2❤❡ 2❤*❡❡ ❝♦♥42*❛✐♥24✿

✇❛✈❡❧❡♥❣2❤ ❝♦♥2✐♥✉✐2② ❝♦♥42*❛✐♥2✱ ❞✐42✐♥❝2 ✇❛✈❡❧❡♥❣2❤ ❝♦♥42*❛✐♥2 ❛♥❞ ❞❡❣*❡❡ ❝♦♥42*❛✐♥2✳

• ❖❜❥❡❝(✐✈❡✿ ♠✐♥✐♠✐③❡ 2❤❡ ♦❜❥❡❝2✐✈❡ ❢✉♥❝2✐♦♥ ✺✳✶ ✇✐2❤✿

✶✳ α = 1 +W ×
∑

a∈A c(a) ❛♥❞ β = 1 ✭❢♦* ▼◆❲❋✮ ♦*

✷✳ α = 1 ❛♥❞ β = 1 +W ✭❢♦* ▼❚❈❋✮✳

■♥ &❤❡ ♥❡①& &✇♦ 8❡❝&✐♦♥8✱ &❤❡ ❡①❛❝& ❧✐❣❤&✲8&#✉❝&✉#❡ ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ✐♥ &❤❡ ❙♦❧✉2✐♦♥ ✐8 ✐❞❡♥&✐✜❡❞

✭❙❡❝&✐♦♥ ✺✳✸✮✱ ❛♥❞ &❤❡ ❤❛#❞♥❡88 ♦❢ &❤❡ &✇♦ ♣#♦❜❧❡♠8 ✇✐&❤ #❡8♣❡❝& &♦ &❤❡ ❞❡✜♥❡❞ 8&#✉❝&✉#❡

✐8 ❞✐8❝✉88❡❞ ✭❙❡❝&✐♦♥ ✺✳✹✮✳

✺✳✸ ❊①❛❝' ❙♦❧✉'✐♦♥.

❋✐#8&✱ ✇❡ ❝♦♥8✐❞❡# &❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ◆✉♠❜❡# ♦❢ ❲❛✈❡❧❡♥❣&❤8 ❋✐#8& ✭▼◆❲❋✮ ♣#♦❜❧❡♠✳

❚❤❡♦!❡♠ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♦♣2✐♠❛❧ 4♦❧✉2✐♦♥4 ❢♦* 2❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ 2❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣2❤4 ✐♥ ♥♦♥✲4♣❧✐22✐♥❣ ❲❉▼ ♥❡2✇♦*❦4 ✐4 ❛ 4❡2 ♦❢ ❧✐❣❤2✲4♣✐❞❡*✲❤✐❡*❛*❝❤✐❡4✳

J*♦♦❢✳ ❆8 ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙✉❜8❡❝&✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❈❤❛♣&❡# ✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ &❤❛& ❛❧❧ ♣♦88✐❜❧❡

8♦❧✉&✐♦♥8 ❢♦# &❤❡ ♥♦♥✲8♣❧✐&&✐♥❣ ❆❖▼❘ ♣#♦❜❧❡♠8 ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ 8♣✐❞❡#✲❜❛8❡❞ ❤✐❡#❛#✲

❝❤②✳ ■♥ ❲❉▼ ♠✉❧&✐❝❛8&✐♥❣✱ ✐& ❝❛♥ ❜❡ #❡❛❧✐③❡❞ ❛8 ❡✐&❤❡# ❛ 8❡& ♦❢ ❧✐❣❤2✲4♣✐❞❡*4 ♦# ❛ 8❡& ♦❢

❧✐❣❤2✲4♣✐❞❡*✲❤✐❡*❛*❝❤✐❡4✳ ❙✐♥❝❡ ❧✐❣❤&✲8♣✐❞❡#✲❤✐❡#❛#❝❤② ✐8 ❛ ❣❡♥❡#❛❧ ❝❛8❡ ♦❢ ❧✐❣❤&✲8♣✐❞❡#✱ ❡✈❡#②

8♦❧✉&✐♦♥ ❜❛8❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤&✲8♣✐❞❡# ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥8✐❞❡#❡❞ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ &♦ ❧✐❣❤&✲8♣✐❞❡#✲❤✐❡#❛#❝❤②✳ ❙♦

&♦ ♣#♦✈❡ ❚❤❡♦#❡♠ ✺✳✶✱ ✐& ✐8 8✉✣❝✐❡♥& &♦ ♣♦✐♥& ♦✉& &❤❛& &❤❡ ❧✐❣❤&✲8♣✐❞❡# 8♦❧✉&✐♦♥ ❞♦❡8 ♥♦&

❣✉❛#❛♥&❡❡ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ 8♦❧✉&✐♦♥✳ ❚♦ &❤✐8 ❡♥❞✱ ❧❡& ✉8 ❝♦♥8✐❞❡# ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳

❚❤❡ ♥❡&✇♦#❦ &♦♣♦❧♦❣② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷❛ ✇❤❡#❡ &❤❡#❡ ❛#❡ &✇♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤8 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥

❛❧❧ &❤❡ ❧✐♥❦8✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❝♦8& ♦♥ ❡✈❡#② ❛#❝ ✐8 ❛88✉♠❡❞ &♦ ❜❡ ✉♥✐&② ✭✶✮✳ ❚❤❡ ♠✉❧&✐❝❛8&

#❡U✉❡8& ✐♥❝❧✉❞❡ &❤❡ 8♦✉#❝❡ s ❛♥❞ &❤❡ 8❡& ♦❢ ❞❡8&✐♥❛&✐♦♥8D = {a, d, e, f}✳ ❚✇♦ 8♦❧✉&✐♦♥8 ❜❛8❡❞

♦♥ ❧✐❣❤&✲8♣✐❞❡# ✭▲❙✮ ❛♥❞ ❜❛8❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤&✲8♣✐❞❡#✲❤✐❡#❛#❝❤② ✭▲❙❍✮ ❛#❡ 8❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷❜ ❛♥❞



✺✳✸✳ ❊❳❆❈❚ ❙❖▲❯❚■❖◆❙ ✶✵✶

❋✐❣✳ ✺✳✷❝✱ *❡,♣❡❝.✐✈❡❧②✳ ❆, ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷❜✱ .✇♦ ▲❙, ✭✇✐.❤ ❡❛❝❤ ✉,✐♥❣ ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤✮

❛*❡ *❡>✉✐*❡❞✱ ,♦ .✇♦ ❞✐✛❡*❡♥. ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤, ❛*❡ ♥❡❡❞❡❞ .♦ ,♣❛♥ ❛❧❧ .❤❡ ❞❡,.✐♥❛.✐♦♥,✳ ❲❤❡*❡❛,

♦♥❧② ♦♥❡ ▲❙❍ ✭❤❡♥❝❡ ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤✮ ✐, ,✉✣❝✐❡♥. .♦ ,♣❛♥ ❛❧❧ .❤❡ ❞❡,.✐♥❛.✐♦♥, ,❛.✐,❢②✐♥❣

.❤❡ ❛❢♦*❡♠❡♥.✐♦♥❡❞ ❞❡❣#❡❡ ❝♦♥'(#❛✐♥( ❛, ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷❝✳ ❇❡,✐❞❡,✱ .✇♦ ,♦❧✉.✐♦♥, ❤❛✈❡

.❤❡ ,❛♠❡ .♦.❛❧ ❝♦,. ♦❢ ✶✵✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ .❤✐, ❝❛,❡✱ .❤❡ ❧✐❣❤.✲,♣✐❞❡* ,♦❧✉.✐♦♥ ✐, ♥♦. ♦♣.✐♠❛❧✳ ❙♦

❚❤❡♦*❡♠ ✺✳✶ ❢♦❧❧♦✇,✳
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✭❜✮ ▲❙ ❜❛.❡❞ .♦❧✉&✐♦♥
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✭❝✮ ▲❙❍ ❜❛.❡❞ .♦❧✉&✐♦♥

❋✐❣✉*❡ ✺✳✷ ✕ ▲❙❍ ❜❛,❡❞ ,♦❧✉.✐♦♥ ✈❡*,✉, ▲❙ ❜❛,❡❞ ,♦❧✉.✐♦♥ ❢♦* .❤❡ ,❛♠❡ ♠✉❧.✐❝❛,. *❡>✉❡,.

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥,✐❞❡* .❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❚♦.❛❧ ❈♦,. ❋✐*,. ✭▼❚❈❋✮ ♣*♦❜❧❡♠✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ '♦❧✉(✐♦♥' ❢♦# (❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ (❤❡ (♦(❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤

❝♦'( ✐♥ ♥♦♥✲'♣❧✐((✐♥❣ ❲❉▼ ♥❡(✇♦#❦' ✐' ❛ '❡( ♦❢ ❧✐❣❤(✲'♣✐❞❡#✲❤✐❡#❛#❝❤✐❡'✳

<#♦♦❢✳ ■. ✐, ❦♥♦✇♥ .❤❛. .❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦,. ♠✉❧.✐❝❛,. *♦✉.❡ ❝♦**❡,♣♦♥❞, .♦ .*❡❡ ,.*✉❝.✉*❡✱

,✐♥❝❡ .❤❡*❡ ✐, ♥♦ *❡❞✉♥❞❛♥. ❡❞❣❡ ✭❛*❝✮ ❝*❡❛.❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✇✐.❤♦✉. ,♣❧✐..❡*,✱ .❤❡ ♥♦❞❡, ✭❡①❝❡♣.

.❤❡ ,♦✉*❝❡✮ ❝❛♥♥♦. ❤❛✈❡ ❞❡❣*❡❡ ❣*❡❛.❡* .❤❛♥ .✇♦✳ ❚♦ ❣✉❛*❛♥.❡❡ .❤✐, ❞❡❣*❡❡ ❝♦♥,.*❛✐♥.✱ .❤❡

,♦❧✉.✐♦♥ ✐, ❛ ,♣✐❞❡*✲❜❛,❡❞ ❤✐❡*❛*❝❤②✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥.♦ ❛❝❝♦✉♥. .❤❡ ✉♥✐❝✐.② ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤,✱ .❤❡

,♦❧✉.✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ .❤*❡❡ .②♣❡,✿ ❛ ,❡. ♦❢ ❧✐❣❤.✲,♣✐❞❡*,✱ ❛ ,❡. ♦❢ ❡❞❣❡✲❞✐,❥♦✐♥. ♣❛.❤, ♦* ❛ ,❡.

♦❢ ❛*❝✲❞✐,❥♦✐♥. .*❛✐❧, *♦♦.❡❞ ❛. .❤❡ ,♦✉*❝❡✳ ■♥ ❢❛❝.✱ ❛❧❧ ♦❢ .❤❡♠ ❛*❡ ❞✐✛❡*❡♥. ❢♦*♠, ♦❢ ❧✐❣❤.✲

,♣✐❞❡*✲❤✐❡*❛*❝❤✐❡,✳ ❚❤❡ ✜*,. ♦♥❡ ✭❛ ,♣✐❞❡*✮ ❝♦**❡,♣♦♥❞, .♦ ✐♥❥❡❝.✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣ h✱ ❛♥❞ .❤❡ .✇♦

❧❛..❡* ♦♥❡, ❝♦**❡,♣♦♥❞ .♦ ♥♦♥✲✐♥❥❡❝.✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣ h✳ ❚♦ ♣*♦✈❡ ❚❤❡♦*❡♠ ✺✳✷✱ ✐. ✐, ,✉✣❝✐❡♥.

.♦ ♣♦✐♥. ♦✉. .❤❛. ❧✐❣❤.✲,♣✐❞❡*, ❞♦❡, ♥♦. ❣✉❛*❛♥.❡❡ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ ,♦❧✉.✐♦♥✳ ❚❤✐, ✐, ,❤♦✇♥ ✐♥

.❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦✇✳

❋✐❣✳ ✺✳✸ ✐❧❧✉,.*❛.❡, .❤*❡❡ ♣♦,,✐❜❧❡ ,♦❧✉.✐♦♥, ❢♦* .❤❡ *❡>✉❡,. (s, {d1, d2}) ♦♥ .❤❡ ,❛♠❡

♥❡.✇♦*❦✳ ❆,,✉♠❡ .❤❛. ❡✈❡*② ❧✐♥❦ ✐, ✉♥❞✐*❡❝.❡❞ ❛♥❞ ❤❛, ✉♥✐.② ❝♦,.✳ ❆♠♦♥❣ .❤❡♠✱ ❋✐❣✳ ✺✳✸❝

,❤♦✇, .❤❡ ❝♦,. ♦♣.✐♠❛❧ ,♦❧✉.✐♦♥ .❤❛. .❤❡ ❧✐❣❤.✲,♣✐❞❡* ❜❛,❡❞ ,♦❧✉.✐♦♥ ♥❡✈❡* ✜♥❞✳

❙♦ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ ,♦❧✉.✐♦♥ ❛❧✇❛②, ❛ ,❡. ♦❢ ❧✐❣❤.✲,♣✐❞❡*✲❤✐❡*❛*❝❤✐❡,✳

❍♦✇❡✈❡*✱ .❤❡ .✇♦ ❛❢♦*❡♠❡♥.✐♦♥❡❞ ♣*♦❜❧❡♠, ✭▼◆❲❋ ❛♥❞ ▼❚❈❋✮ ♠❛② ♥♦. ❜❡ ♦♣.✐♠✐③❡❞

❛. .❤❡ ,❛♠❡ .✐♠❡✳ ❚❤✐, ✐, ,.❛.❡❞ ❜② .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳ ■♥ ♥♦♥✲'♣❧✐((✐♥❣ ❲❉▼ ♥❡(✇♦#❦'✱ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ '♦❧✉(✐♦♥ ❢♦# (❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ ♦❢

♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ (❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤' ❞♦❡' ♥♦( ♥❡❝❡''❛#✐❧② ♠✐♥✐♠✐③❡ (❤❡ (♦(❛❧ ❝♦'(✱ ❛♥❞

✈✐❝❡ ✈❡#'❛✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ ❉✐✛❡$❡♥- ▲❙❍ ❜❛3❡❞ 3♦❧✉-✐♦♥3 ❢♦$ -❤❡ 3❛♠❡ ♠✉❧-✐❝❛3- $❡;✉❡3-

 !♦♦❢✳ ❈♦♥3✐❞❡$ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤-✲3♣✐❞❡$✲❤✐❡$❛$❝❤② ❜❛3❡❞ 3♦❧✉-✐♦♥ ❝♦♥3✐3-3

♦❢ ❛ ❧✐❣❤-✲-$❛✐❧ -❤❛- 3♣❛♥3 ❛❧❧ ❞❡3-✐♥❛-✐♦♥3 ♥♦❞❡3 ✐♥ -❤❡ ♦$❞❡$ ❁s, 0, 1, 0, 2, 0, 3, 0, ..., k−

2, 0, k − 1, 0, k❃✳ ❙♦ ❥✉3- ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ✐3 3✉✣❝✐❡♥- ❢♦$ -❤✐3 -$❛✐❧✳ ■♥ ♦-❤❡$ ✇♦$❞3✱

-❤✐3 ❧✐❣❤-✲3♣✐❞❡$✲❤✐❡$❛$❝❤② ✐3 ♦♣-✐♠❛❧ ✐♥ -❡$♠3 ♦❢ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤3✳ ■♥ ❝♦♥-$❛3-✱ -❤❡

❧✐❣❤-✲3♣✐❞❡$ ❜❛3❡❞ 3♦❧✉-✐♦♥ ❝♦$$❡3♣♦♥❞3 -♦ -❤❡ 3❡- ♦❢ ❧✐❣❤-✲♣❛-❤3 ④❁3✱ ✵✱ ✶❃✱ ❁3✱ ✵✱ ✷❃✱ ❁3✱

✵✱ ✸❃✱✳✳✳✱ ❁3✱ ✵✱ ❦✲✶❃✱ ❁3✱ ✵✱ ❦❃⑥✳ ❆❧❧ -❤❡3❡ ❧✐❣❤-✲♣❛-❤3 3❤❛$❡ ❧✐♥❦ (s, 0)✳ ❙♦ -❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣-❤3 ♥❡❡❞❡❞ -♦ ♣❡$❢♦$♠ ♠✉❧-✐❝❛3- ✐3 ❡;✉❛❧ -♦ k✳

❙✉♣♣♦3❡ -❤❛- -❤❡ ❝♦3- ♦❢ ❛$❝ (s, 0) ✐3 ❡;✉❛❧ -♦ ✶✱ ❛❧❧ -❤❡ ♦-❤❡$3 ❤❛✈❡ ❝♦3-3 ♦❢ ✶✵✳

❆❝❝♦$❞✐♥❣❧②✱ -❤❡ ❧✐❣❤-✲3♣✐❞❡$✲❤✐❡$❛$❝❤② ❝♦♥3✉♠❡3 cost(LSH) = 1 + 2 × (k − 1) × 10 +

10) = 20 × (k − 1) + 11✳ ❲❤❡$❡❛3✱ -❤❡ ❧✐❣❤-✲3♣✐❞❡$ ❜❛3❡❞ 3♦❧✉-✐♦♥ ❝♦♥3✉♠❡3 cost(LS) =

k × 1 + k × 10 = 11 × k✳ ❖❜✈✐♦✉3❧②✱ cost(LSH) > cost(LS), ∀k > 1✳ ❋✉$-❤❡$♠♦$❡✱ ✇❤❡♥

k > 1, cost(LS) ✐3 -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ❝♦3-✳ ❍❡♥❝❡✱ -❤❡ ❧❡♠♠❛ ❢♦❧❧♦✇3✳

3

✵

✶ ✷ ✸

❦✲✷ ❦✲✶ ❦

❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ ❆ ♥❡-✇♦$❦ G = (V,A)✱ ❛ 3♦✉$❝❡ ♥♦❞❡ s ❛♥❞ ❛ 3❡- D = {1 , 2 , 3 , ... , k−1 , k }✳

✺✳✹ #$♦❜❧❡♠ ❈♦♠♣❧❡①✐.②

❘❡❣❛$❞✐♥❣ -❤❡ ❡①❛❝- 3♦❧✉-✐♦♥3 ❜❛3❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤-✲3♣✐❞❡$✲❤✐❡$❛$❝❤②✱ -❤✐3 3❡❝-✐♦♥ ❞✐3❝✉33❡3 -❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐-② ♦❢ -❤❡ -✇♦ ♠❡♥-✐♦♥❡❞ ♣$♦❜❧❡♠3✳



✺✳✹✳ #❘❖❇▲❊▼ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨ ✶✵✸

✺✳✹✳✶ ▼◆❲❋ ()♦❜❧❡♠

❋✐%&'✱ ✇❡ ❞✐&❝✉&& '❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ♦❢ ▼◆❲❋ ♣%♦❜❧❡♠✳ ❆ ❞❡❝✐&✐♦♥ ✈❡%&✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ▼◆❲❋

♣%♦❜❧❡♠ ✉&✐♥❣ ❣%❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣%❡&&❡❞ ❛& ❢♦❧❧♦✇&✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✶✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ◆✉♠❜❡( ♦❢ ❲❛✈❡❧❡♥❣0❤2 ❋✐(20 ✭▼◆❲❋✮ 6(♦❜❧❡♠✿

• ■◆❙❚❆◆❈❊✿ ❆ ❞✐*❡❝-❡❞ ❣*❛♣❤ G = (V,A) *❡♣*❡2❡♥-✐♥❣ ❛ ♥❡-✇♦*❦ -♦♣♦❧♦❣②✱ ❛ 2♦✉*❝❡

s ∈ V ✱ ❛ 2❡- ♦❢ ❞❡2-✐♥❛-✐♦♥2 D✱ k ∈ N✱ ❛♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞ B ∈ N✳

• ◗❯❊❙❚■❖◆✿ ❉♦❡2 -❤❡*❡ ❡①✐2- ❛ 2❡- ♦❢ k -*❛✐❧2 2-❛-✐♥❣ ❢*♦♠ s -❤❛- ❝♦♥-❛✐♥2 ❛- ♠♦2- B

❛*❝2 ❛♥❞ ❝♦✈❡*2 ❛❧❧ ❞❡2-✐♥❛-✐♦♥2 ✐♥ D❄

❲❡ ✇✐❧❧ ♣%♦✈❡ '❤❡ ▼◆❲❋ ♣%♦❜❧❡♠ '♦ ❜❡ ◆@✲❝♦♠♣❧❡'❡ ❜② %❡❞✉❝✐♥❣ '❤❡ ▼✉❧'✐♣❧❡✲

❉❡&'✐♥❛'✐♦♥ ▼✐♥✐♠✉♠✲❈♦&' ❚%❛✐❧ ✭▼❉▼❈❚✮ ♣%♦❜❧❡♠ ❬✻❪ '♦ ✐'✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✷✳ ▼✉❧0✐♣❧❡✲❉❡20✐♥❛0✐♦♥ ▼✐♥✐♠✉♠✲❈♦20 ❚(❛✐❧ ✭▼❉▼❈❚✮ 6(♦❜❧❡♠✿

• ■◆❙❚❆◆❈❊✿ ❆ ❞✐*❡❝-❡❞ ❣*❛♣❤ H = (VH , EH) *❡♣*❡2❡♥-✐♥❣ ❛ ♥❡-✇♦*❦ -♦♣♦❧♦❣②✱ ❛

2♦✉*❝❡ x ∈ VH ✱ ❛ 2❡- ♦❢ ❉❡2-✐♥❛-✐♦♥ U ⊆ VH \ {x} ❛♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞ C ∈ N✳

• ◗❯❊❙❚■❖◆✿ ❉♦❡2 -❤❡*❡ ❡①✐2- ❛ -*❛✐❧ 2-❛*-✐♥❣ ❢*♦♠ ♥♦❞❡ x -❤❛- ❝♦♥-❛✐♥2 ❛- ♠♦2- C

❛*❝2 ❛♥❞ -*❛✈❡*2❡2 ❛❧❧ ❞❡2-✐♥❛-✐♦♥2 ✐♥ U ❛- ❧❡❛2- ♦♥❝❡❄

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❤❡♦%❡♠ ♣%♦✈✐❞❡& ❛♥ ✐♥&✐❣❤' ✐♥'♦ '❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ♦❢ '❤❡ ▼◆❲❋ ♣%♦❜❧❡♠✳

❚❤❡♦-❡♠ ✺✳✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ◆✉♠❜❡* ♦❢ ❲❛✈❡❧❡♥❣-❤2 ❋✐*2- ♣*♦❜❧❡♠ ✐2 ◆I✲❝♦♠♣❧❡-❡✳

I*♦♦❢✳ ❈❧❡❛%❧②✱ ▼◆❲❋ ∈ ◆@ &✐♥❝❡ ❛ &♦❧✉'✐♦♥ ❢♦% ✐' ❝❛♥ ❜❡ ✈❡%✐✜❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ '✐♠❡✳ ❲❡

✇✐❧❧ '%❛♥&❢❡% '❤❡ ▼❉▼❈❚ ♣%♦❜❧❡♠ '♦ ▼◆❲❋ ♣%♦❜❧❡♠ ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡ ♦❢ ▼❉▼❈❚ ♣%♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❛ ❞✐%❡❝'❡❞ ❣%❛♣❤ H = (VH , EH)✱ ❛

✈❡%'❡① x ∈ H ❛ &❡' ♦❢ ✈❡%'✐❝❡& U ⊆ VH \ {x} ❛♥❞ C ∈ N✱ ✇❡ ❝%❡❛'❡ ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡ ♦❢

▼◆❲❋ ♣%♦❜❧❡♠ ❛& ❢♦❧❧♦✇&✳ ❋✐%&'✱ ✇❡ ❞✉♣❧✐❝❛'❡ '❤❡ ❣%❛♣❤ H ✐♥'♦ k ❝♦♣✐❡&✱ ♥❛♠❡❧② H1 =

(V1, E1)✱ H2 = (V2, E2)✱ ✳✳✳✱ Hk = (Vk, Ek)✳ ❆❝❝♦%❞✐♥❣❧②✱ x ✐& ❞✉♣❧✐❝❛'❡❞ ✐♥'♦ ✈❡%'✐❝❡&

x1, x2, .., xk✱ ❛♥❞ '❤❡ &❡' ♦❢ ✈❡%'✐❝❡& U ✐& ❞✉♣❧✐❝❛'❡❞ ✐♥'♦ k &❡'& U1, U2, ..., Uk✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛❞❞

'✇♦ ♥❡✇ ✈❡%'✐❝❡& s, z ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝' '❤❡♠ ❜② '❤❡ ❛%❝ (s, z)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥♥❡❝' z '♦ ❛❧❧ '❤❡

✈❡%'✐❝❡& xi, i = 1, 2, ..., k ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♣② ♦❢ Hi ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✺✳✺✮✳ ■♥ &❤♦%'✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥&'❛♥❝❡

♦❢ ▼◆❲❋ ♣%♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧②✿ G = (V,A)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ V = V1 ∪ V2... ∪ Vk ∪ {s} ∪ {z} ❛♥❞

E = E1 ∪E2...∪Ek ∪ (s, z)∪ (z, x1)∪ (z, x2)∪ ...∪ (z, xk)}✳ ❲❡ ❝♦♥&✐❞❡% s ❛& ❛ &♦✉%❝❡✱ ❛♥❞

❞❡✜♥❡ D = U1 ∪U2 ∪ ...∪Uk ❛& ❛ &❡' ♦❢ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥&✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ B = k× (C +2)✳ ❈❧❡❛%❧②✱

'❤✐& ✐& ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲'✐♠❡ %❡❞✉❝'✐♦♥✳

❲❡ ♥♦✇ ♣%♦✈❡ '❤❛' '❤❡%❡ ❡①✐&'& ❛ &♦❧✉'✐♦♥ ❢♦% '❤❡ ✐♥&'❛♥❝❡ ♦❢ ▼◆❲❋ ♣%♦❜❧❡♠ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ '❤❡%❡ ❡①✐&'& ❛ &♦❧✉'✐♦♥ ❢♦% '❤❡ ✐♥&'❛♥❝❡ ♦❢ ▼❉▼❈❚ ♣%♦❜❧❡♠✳
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✶✳ ❙✉♣♣♦(❡ *❤❛* *❤❡-❡ ✐( ❛ *-❛✐❧ T (*❛-*❡❞ ❢-♦♠ x✱ *❤❛* ❝♦♥*❛✐♥( ❛* ♠♦(* C ❛-❝( ❛♥❞

*-❛✈❡-(❡( ❛❧❧ ✈❡-*✐❝❡( ✐♥ U ❛* ❧❡❛(* ♦♥❝❡✳ ■* ✐♠♣❧✐❡( *❤❛* ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥* Hi ❤❛( ❛ *-❛✐❧

Ti (*❛-*❡❞ ❢-♦♠ xi✱ *❤❛* ❝♦♥*❛✐♥( ❛* ♠♦(* C ❛-❝( ❛♥❞ *-❛✈❡-(❡( ❛❧❧ ✈❡-*✐❝❡( ✐♥ Ui ❛*

❧❡❛(* ♦♥❝❡✳ ❊❛❝❤ *-❛✐❧ Ti ❝♦♥❝❛*❡♥❛*❡❞ ✇✐*❤ ❛ ♣❛*❤ ✐♥ *❤❡ ❢♦-♠ ❁s, z, xi❃ ❛* ✈❡-*❡①

xi -❡(✉❧*( ✐♥ ❛ ♥❡✇ *-❛✐❧ T ′
i (*❛-*❡❞ ❢-♦♠ s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥*❛✐♥( ❛* ♠♦(* C + 2 ❛-❝( ❛♥❞

*-❛✈❡-(❡( ❛❧❧ ✈❡-*✐❝❡( ✐♥ Ui ❛* ❧❡❛(* ♦♥❝❡✳ ❚❤✉(✱ ❛ (❡* ♦❢ k *-❛✐❧( T ′
i , i = 1, 2, .., k ❞❡✜♥❡(

❛ (♦❧✉*✐♦♥ ❢♦- ▼◆❲❋ ♣-♦❜❧❡♠✳

✷✳ ❈♦♥✈❡-(❡❧②✱ (✉♣♣♦(❡ *❤❡-❡ ❡①✐(*( k *-❛✐❧( (*❛-*✐♥❣ ❛* s *❤❛* ❝♦✈❡-( ❛❧❧ ✈❡-*✐❝❡( ✐♥ D ✐♥

G✱ ❝♦♥*❛✐♥( ❛* ♠♦(* B ❛-❝( ❛♥❞ ❝♦✈❡-( ❛❧❧ ❞❡(*✐♥❛*✐♦♥( ✐♥ D✳ ❙✐♥❝❡ *❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥*(

Hi, i = 1, 2, ..., k ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ -❡❛❝❤❡❞ ❢-♦♠ s ❜② ❛ ♣❛*❤ ✐♥ *❤❡ ❢♦-♠ ❁s, z, xi❃✱ *♦ ❝♦✈❡-

❛❧❧ *❤❡ ❞❡(*✐♥❛*✐♦♥( ✐♥ D✱ k ❞✐✛❡-❡♥* *-❛✐❧( ❛-❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❊❛❝❤ ♦❢ *❤❡(❡ *-❛✐❧( ✐♠♣❧✐❡(

*❤❛* *❤❡-❡ ♠✉(* ❜❡ ❛ *-❛✐❧ (*❛*❡❞ ❢-♦♠ xi✱ *❤❛* ❝♦♥*❛✐♥( ❛* ♠♦(* Ci ❛-❝( ❛♥❞ *-❛✈❡-(❡(

❛❧❧ ✈❡-*✐❝❡( ✐♥ Ui ❛* ❧❡❛(* ♦♥❝❡✳ ■* ✐( ♦♥❧② *❤❡ ❝❛(❡ ✐❢ *❤❡-❡ ❡①✐(*( ❛ (♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ▼❈▼❉❚

♣-♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧② ❛ *-❛✐❧ ❢-♦♠ x *❤❛* ❝♦♥*❛✐♥( ❛* ♠♦(* C ❛-❝( ❛♥❞ *-❛✈❡-(❡( ❛❧❧ ✈❡-*✐❝❡(

✐♥ U ❛* ❧❡❛(* ♦♥❝❡✳

❙✐♥❝❡ ▼❈▼❉❚ ♣-♦❜❧❡♠ ✐( ◆J✲❝♦♠♣❧❡*❡✱ ▼◆❲❋ ♣-♦❜❧❡♠ ✐( ◆J✲❝♦♠♣❡*❡✳
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❋✐❣✉-❡ ✺✳✺ ✕ ■❧❧✉(*-❛*✐♦♥ ♦❢ *-❛♥(❢♦-♠❛*✐♦♥ ❢-♦♠ ❣-❛♣❤ H = (VH , EH) ❢♦- ❣-❛♣❤ G = (V,A)



✺✳✹✳ #❘❖❇▲❊▼ ❈❖▼#▲❊❳■❚❨ ✶✵✺

✺✳✹✳✷ ▼❚❈❋ ()♦❜❧❡♠

◆♦✇ ✇❡ ❞✐)❝✉)) ,❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ♦❢ ,❤❡ )❡❝♦♥❞ ♣5♦❜❧❡♠✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❚♦,❛❧ ❈♦), ❋✐5),

✭▼❚❈❋✮✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❚♦)❛❧ ❈♦-) ❋✐/-) ♣/♦❜❧❡♠ ✐- ◆3✲❤❛/❞✳

3/♦♦❢✳ ❚♦ ♣5♦✈❡ ,❤❡ ◆A✲❤❛5❞♥❡)) ♦❢ ▼❚❈❋ ♣5♦❜❧❡♠✱ ✐, ✐) )✉✣❝✐❡♥, ,♦ ♣5♦✈❡ ,❤❡ ♣5♦❜❧❡♠

♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ,♦,❛❧ ❝♦), ✉)✐♥❣ W ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤) ✐) ◆A✲❤❛5❞✳ ❚♦ ,❤✐) ❡♥❞✱ ✇❡ ✜5), ♠♦❞❡❧ ,❤❡

♣5♦❜❧❡♠ ✉)✐♥❣ ,❤❡ ❧❛②❡5❡❞ ❣5❛♣❤ ♠♦❞❡❧✱ ,❤❡♥ ,❤❡ ◆A✲❤❛5❞ ♣5♦♦❢ ✐) ❢♦❧❧♦✇❡❞✳

●✐✈❡♥ ❛ ❞✐5❡❝,❡❞ ❣5❛♣❤ G = (V,A) 5❡♣5❡)❡♥,✐♥❣ ,❤❡ ♣❤②)✐❝❛❧ ,♦♣♦❧♦❣②✱ ❛ )❡, W 5❡♣5❡✲

)❡♥,✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦))✐❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤) ❞✐),5✐❜✉,❡❞ ❛5❜✐,5❛5✐❧② ✐♥ ,❤❡ ♥❡,✇♦5❦ ❧✐♥❦)✱ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧,✐❝❛),

5❡J✉❡), r = (s,D)✱ ✇❡ ❝♦♥),5✉❝, ❛ ❢✉❧❧ ❧❛②❡5❡❞ ❣5❛♣❤ G′ = (V ′, A′) ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣)❡✉❞♦ )♦✉5❝❡

s′ ❛♥❞ ,❤❡ )❡, D′
♦❢ ,❤❡ ♣)❡✉❞♦ ❞❡),✐♥❛,✐♦♥) ✭❝❢✳ ❈❤❛♣,❡5 ✷✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉)✐♦♥✱ ,❤❡ ,❡5♠)

✧♥♦❞❡✧ ❛♥❞ ✧❧✐♥❦✧ ❛5❡ ✉)❡❞ ❢♦5 ,❤❡ ♣❤②)✐❝❛❧ ,♦♣♦❧♦❣② G✱ ✇❤❡5❡❛) ,❤❡ ,❡5♠) ✧✈❡5,❡①✧ ❛♥❞

✧❛5❝✧ ❛5❡ ✉)❡❞ ❢♦5 ,❤❡ ❧❛②❡5❡❞ ❣5❛♣❤ G′
✳ G′

❝♦♥)✐),) ♦❢ W ❧❛②❡5)✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡5 i✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡

v ∈ V ✐) ♠❛♣♣❡❞ ,♦ ❛ ✈❡5,❡① vi✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ (u, v) ∈ A ✐) ♠❛♣♣❡❞ ,♦ ❛♥ ❛5❝ (ui, vi) ∈ A′

✐❢ ,❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ λi ✐) ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❧✐♥❦ (u, v)✳ ❲❡ ❛❞❞ ❛ ♣)❡✉❞♦ )♦✉5❝❡ s′ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝, ✐, ,♦

❡✈❡5② ❞✉♣❧✐❝❛,❡ si ♦❢ ,❤❡ )♦✉5❝❡ ✐♥ ❛❧❧ ,❤❡ ❧❛②❡5) ❜② ③❡5♦✲❝♦), ♣)❡✉❞♦ ❛5❝) (s′, si)✳ ▲✐❦❡✇✐)❡✱

❢♦5 ❡❛❝❤ ❞❡),✐♥❛,✐♦♥ d✱ ✇❡ ❛❞❞ ♦♥❡ ♣)❡✉❞♦ ❞❡),✐♥❛,✐♦♥ d′ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝, ,❤❡ ❞✉♣❧✐❝❛,❡) di ♦❢

d ,♦ d′ ❛❧)♦ ❜② ③❡5♦✲❝♦), ♣)❡✉❞♦ ❛5❝) (di, d′)✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ D′ = {d′1, d
′
2, .., d

′
|D|} ,❤❡ )❡, ♦❢ ,❤❡

♣)❡✉❞♦ ❞❡),✐♥❛,✐♦♥)✳ ❆) ❛ 5❡)✉❧,✱ ,❤❡ ❧❛②❡5❡❞ ❣5❛♣❤ G′ = (V ′, A′) ✐♥❝❧✉❞❡) ❛ ✈❡5,❡① )❡, V ′

♦❢ )✐③❡ |V ′| = |V | ×W + 1+ |D| ❛♥❞ ❛♥ ❛5❝ )❡, A′
♦❢ )✐③❡ |A′| = |A| ×W +W +W × |D|✳

❋✐❣✳ ✺✳✻❜ ❣✐✈❡) ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧❛②❡5❡❞ ❣5❛♣❤ ❝♦♥),5✉❝,❡❞ ❢5♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❡,✇♦5❦ ✇✐,❤ ,❤❡

♠✉❧,✐❝❛), 5❡J✉❡), r = (1, {3, 4, 5}) )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻❛✳
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✭❜✮ ❆ ❧❛②❡,❡❞ ❣,❛♣❤ ♦❢ ●✬

❋✐❣✉5❡ ✺✳✻ ✕ ■❧❧✉),5❛,✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ▼❚❈❋ ♣5♦❜❧❡♠ ✉)✐♥❣ ❧❛②❡5❡❞ ❣5❛♣❤



✶✵✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆❖▼❘ ❲■❚❍❖❯❚ ❙#▲■❚❚❊❘❙ ❆◆❉ ❈❖◆❱❊❘❚❊❘❙

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ◆❡,✇♦/❦ 1❛/❛♠❡,❡/3

G = (V,A) ❆ ❞✐/❡❝,❡❞ ❣/❛♣❤ /❡♣/❡3❡♥,✐♥❣ ,❤❡ ♥❡,✇♦/❦ ,♦♣♦❧♦❣②

W ❚❤❡ 3❡, ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤3 ✭❛❧3♦ ❞❡♥♦,❡ ❢♦/ |W |✮
λ ❆ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ λ ∈W
waλm,n waλm,n = 1 ✐❢ ,❤❡/❡ ✐3 ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ λ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐♥❦ (m,n) ∈ A❀

waλm,n = 0✱ ♦,❤❡/✇✐3❡✳

cm,n ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ❝♦3, ♦❢ ❧✐♥❦ (m,n)
α ❆♥ ✐♥,❡❣❡/✱ α ∈ {1, 1 +W ×

∑
(m,n)∈A cm,n}

β ❆♥ ✐♥,❡❣❡/✱ β ∈ {1, 1 +W}
In(m) ❚❤❡ 3❡, ♦❢ ♥♦❞❡3 ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐♥❦3 ,♦ ♥♦❞❡ m ✐♥ G
Out(m) ❚❤❡ 3❡, ♦❢ ♥♦❞❡3 ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♦✉,❣♦✐♥❣ ❧✐♥❦3 ❢/♦♠ ♥♦❞❡ m ∈ V
(s,D) ❆ ♠✉❧,✐❝❛3, /❡D✉❡3,

Indeg(m) ❚❤❡ ✐♥ ❞❡❣/❡❡ ♦❢ ♥♦❞❡ m
Outdeg(m) ❚❤❡ ♦✉, ❞❡❣/❡❡ ♦❢ ♥♦❞❡ m

❚❤❡ ▼❚❈❋ ♣/♦❜❧❡♠ ♥♦✇ ✐3 ,/❛♥3❢♦/♠❡❞ ,♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦3, ♠✉❧,✐❝❛3, ,/❡❡ ❢♦/

,❤❡ /❡D✉❡3, r′ = (s′, D′) ✐♥ ,❤❡ ❧❛②❡/❡❞ ❣/❛♣❤ G′
✱ 3✉❝❤ ,❤❛,✿

• ,❤❡ 3♦✉/❝❡ s′ ❛♥❞ ,❤❡ ✈❡/,✐❝❡3 si ❝❛♥ ❜/❛♥❝❤ ✇✐,❤♦✉, ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣/❡❡✱ ,❤❡ ✈❡/,✐❝❡3 di

❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛, ♠♦3, ,✇♦ 3✉❝❝❡33♦/3 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ 3✉❝❝❡33♦/ ✐3 d′✱ ∀i = 1, 2, ..,W ✱

• ❛♥❞ ,❤❡ ♦,❤❡/ ✈❡/,✐❝❡3 ❝❛♥♥♦, ❜/❛♥❝❤✳

■♥ ♦,❤❡/ ✇♦/❞3✱ ,❤❡ ▼❚❈❋ ♣/♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡3 ,❤❡ ❉❡❣/❡❡ ❇♦✉♥❞❡❞ ❉✐/❡❝,❡❞ ❙,❡✐♥❡/ ,/❡❡

♣/♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐3 ◆1✲❤❛/❞ ❬✼✷❪✳ ❙♦ ,❤❡ ,❤❡♦/❡♠ ❢♦❧❧♦✇3✳

✺✳✺ ■▲$ ❋♦'♠✉❧❛,✐♦♥ ❇❛0❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤,✲0♣✐❞❡'✲❤✐❡'❛'❝❤✐❡0

■♥ ,❤✐3 3❡❝,✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦/♠✉❧❛,❡ ,❤❡ ❝♦♥3✐❞❡/✐♥❣ ♣/♦❜❧❡♠ ✇✐,❤ ,❤❡ 3♦❧✉,✐♦♥ ❝♦//❡3♣♦♥❞✐♥❣

,♦ ❛ 3❡, ♦❢ ❧✐❣❤$✲&♣✐❞❡*✲❤✐❡*❛*❝❤✐❡&✳ ▲❡, ✉3 /❡❝❛❧❧ ,❤❛, ❡❛❝❤ ▲❙❍ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦3❡❞ ❜② ❛ 3❡,

♦❢ /♦♦,❡❞ ❛/❝✲❞✐3❥♦✐♥, ,/❛✐❧3 ✭❛♥❞ ,❤✉3✱ ❡❛❝❤ /❡D✉✐/✐♥❣ ❛ ❞✐3,✐♥❝, ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤✮✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❡

✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ❝❛♥ ♠❛② ♥♦, 3✉✣❝✐❡♥, ,♦ ❝♦✈❡/ ❛❧❧ ,❤❡ ❞❡3,✐♥❛,✐♦♥3✱ 3❡✈❡/❛❧ ▲❙❍3 ✭✐✳❡✳✱ 3❡✈❡/❛❧

✇❛✈❡❧❡♥❣,❤3✮ ♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✳

✺✳✺✳✶ ◆❡%✇♦(❦ *❛(❛♠❡%❡(- ❛♥❞ ■▲* ❱❛(✐❛❜❧❡-

❆❧❧ ,❤❡ ♥❡,✇♦/❦ ♣❛/❛♠❡,❡/3 ❛/❡ ♣/❡3❡♥,❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ❛♥❞ ,❤❡ ■▲1 ✈❛/✐❛❜❧❡3 ❛/❡ 3❤♦✇♥

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ❥✉3, ❜❡❧♦✇✳ ❏✉3, ❛ ♥♦,✐❝❡ ❢♦/ ✈❛/✐❛❜❧❡3 waλm,n✱ ✇❡ ✉3❡ ,❤❡♠ ,♦ /❡♣/❡3❡♥, ,❤❡

❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐,② ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ λ ♦♥ ,❤❡ ❧✐♥❦ (m,n)✱ ✐✳❡✳✱ waλm,n = 1 ✐❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ λ ✐3 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥ ❧✐♥❦ (m,n) ∈ A❀waλm,n = 0✱ ♦,❤❡/✇✐3❡✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ■▲. ❱❛0✐❛❜❧❡2

Lλ
m,n ❇✐♥❛0② ✈❛0✐❛❜❧❡✿ Lλ

m,n = 1 ✐❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣;❤ λ ✐2 ✉2❡❞ ♦♥ ❧✐♥❦ (m,n) ♦♥

✇❛✈❡❧❡♥❣;❤ λ❀ Lλ
m,n = 0✱ ♦;❤❡0✇✐2❡✳

F λ
m,n ❈♦♠♠♦❞✐;② ✢♦✇✱ ✐♥;❡❣❡0 ✈❛0✐❛❜❧❡✿ ❞❡♥♦;❡2 ;❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❞❡2;✐♥❛;✐♦♥2

2❡0✈❡❞ ❜② ❧✐♥❦ (m,n) ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣;❤ λ✳
w(λ) ❇✐♥❛0② ✈❛0✐❛❜❧❡✿ w(λ) ❂ ✶ ✐❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣;❤ λ ✐2 ✉2❡❞ ❜② ;❤❡ ❧✐❣❤;✲;0❛✐❧2❀

w(λ) = 0✱ ♦;❤❡0✇✐2❡✳

✺✳✺✳✷ ■▲% ❋♦(♠✉❧❛-✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦❜❥❡❝;✐✈❡ ❝♦♠♣0✐2❡2 ;✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥;2✿ ;❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣;❤2 0❡K✉✐0❡❞

❛♥❞ ;❤❡ ;♦;❛❧ ❝♦2;✳ ❚❤❡ (α, β)✲♥♦;❛;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ♦❜❥❡❝;✐✈❡ ✭2❡❡ ❛❧2♦ ;❤❡ ♦❜❥❡❝;✐✈❡ ❢✉♥❝;✐♦♥ ✺✳✶✮

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣0❡22❡❞ ❛2 ❢♦❧❧♦✇2✳

Minimize : α ·
∑

λ∈W

w(λ) + β ·
∑

λ∈W

∑

n∈V

∑

m∈Out(n)

cm,n · L
λ
m,n ✭✺✳✷✮

❲❡ ❢♦❝✉2 ♦♥ ♦♥❡ ♦0 ;❤❡ ♦;❤❡0 ❝♦♠♣♦♥❡♥; ❜② 2❡;;✐♥❣ ;❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (α, β)✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ;♦

♠✐♥✐♠✐③❡ ;❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣;❤2 ✜02;✱ 2❡;✿ (α = 1 +W ·
∑

(m,n)∈A cm,n, β = 1)❀ ;♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ;❤❡

;♦;❛❧ ❝♦2; ✜02;✱ 2❡;✿ (α = 1, β = 1 +W )✳

❚❤✐2 ♦❜❥❡❝;✐✈❡ ❢✉♥❝;✐♦♥ ✐2 2✉❜❥❡❝; ;♦ ❛ 2❡; ♦❢ ❝♦♥2;0❛✐♥;2 ✇❤✐❝❤ ❛0❡ ❧✐2;❡❞ ❜❡❧♦✇✳

▲❙❍ ❙#$✉❝#✉$❡ ❈♦♥+#$❛✐♥#+

❉✐2;✐♥❝; ✇❛✈❡❧❡♥❣;❤ ❝♦♥2;0❛✐♥;✿

Lλ
m,n ≤ waλm,n, ∀(m,n) ∈ A, ∀λ ∈W ✭✺✳✸✮

❙♦✉0❝❡ ❝♦♥2;0❛✐♥;✿

∑

λ∈W

∑

m∈In(s)

Lλ
m,s = 0 ✭✺✳✹✮

1 ≤
∑

λ∈W

∑

n∈Out(s)

Lλ
s,n ≤ |D| ✭✺✳✺✮

❉❡2;✐♥❛;✐♦♥ ❝♦♥2;0❛✐♥;✿

1 ≤
∑

λ∈W

∑

m∈In(d)

Lλ
m,d ≤ |D| − 1, ∀d ∈ D ✭✺✳✻✮
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❉❡❣&❡❡ ❝♦♥*+&❛✐♥+✿

∑

n∈Out(m)

Lλ
m,n ≤

∑

n∈In(m)

Lλ
n,m, ∀λ ∈W, ∀m ∈ V \ {s} ✭✺✳✼✮

◆♦♥✲♠❡♠❜❡& ♥♦❞❡* ❝♦♥*+&❛✐♥+✿

∑

n∈Out(m)

Lλ
m,n =

∑

n∈In(m)

Lλ
n,m, ∀λ ∈W, ∀m ∈ V \ (s ∪D) ✭✺✳✽✮

❘❡❧❛+✐♦♥*❤✐♣ ❜❡+✇❡❡♥ Lλ
m,n ❛♥❞ w(λ)✿

w(λ) ≥ Lλ
m,n, ∀m,n ∈ V, ∀λ ∈W ✭✺✳✾✮

w(λ) ≤
∑

m∈V

∑

n∈V

Lλ
m,n, ∀λ ∈W ✭✺✳✶✵✮

❈♦♥*+&❛✐♥+ ✺✳✸ *❡&✈❡* +✇♦ ♣✉&♣♦*❡*✿ ✶✴ +♦ ❣✉❛&❛♥+❡❡ +❤❛+ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ♦♥ ❛ ❧✐♥❦ ♠❛② ❜❡

✉*❡❞ ♣&♦✈✐❞❡❞ +❤❛+ ✐+ ✐* ❛✈❛✐❧❛❜❧❡❀ ✷✴ +♦ ♣&❡✈❡♥+ +✇♦ ▲❙❍* ❢&♦♠ ✉*✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤

♦♥ ❛ ❧✐♥❦✱ +❤❡&❡❜② ❣✉❛&❛♥+❡❡✐♥❣ +❤❡ ❞✐*+✐♥❝+ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❝♦♥*+&❛✐♥+✳ ❈♦♥*+&❛✐♥+* ✺✳✹ ❛♥❞ ✺✳✺

❡♥*✉&❡ +❤❛+ +❤❡ *♦✉&❝❡ s ♠✉*+ ♥♦+ ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐♥❦* ✐♥ ❛♥ ▲❙❍✱ ❜✉+ ♠✉*+ ❤❛✈❡ ❛+

❧❡❛*+ ♦♥❡ ♦✉+❣♦✐♥❣ ❧✐♥❦ ♦♥ *♦♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❛♥❞ +❤❡ +♦+❛❧ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♦✉+❣♦✐♥❣ ❧✐♥❦* ❢&♦♠ s

*❤♦✉❧❞ ♥♦+ ❡①❝❡❡❞ +❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞❡*+✐♥❛+✐♦♥*✱ ✐✳❡✳✱ |D|✳

❈♦♥*+&❛✐♥+ ✺✳✻ ❣✉❛&❛♥+❡❡* +❤❛+ ❡❛❝❤ ❞❡*+✐♥❛+✐♦♥ *❤♦✉❧❞ ❜❡ *♣❛♥♥❡❞ ✐♥ ❛+ ❧❡❛*+ ♦♥❡ ▲❙❍

❜✉+ ❛+ ♠♦*+ |D| − 1 ▲❙❍*✳ ❋♦& ✐♥*+❛♥❝❡✱ ❧❡+ ✉* *❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛* *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼ ✇❤❡&❡

❞❡*+✐♥❛+✐♦♥ d1 ✐* *♣❛♥♥❡❞ ❜② |D| − 1 ▲❙❍*✳

�

�
�

�

�
�

�
�

�
���

			

❋✐❣✉&❡ ✺✳✼ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ +♦ ✐❧❧✉*+&❛+❡ ❝♦♥*+&❛✐♥+ ✺✳✻

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ +❤❡ ♥♦❞❡* ❛&❡ ▼■ ♥♦❞❡* ❤❛✈✐♥❣ ❚❛❈ ♦♣+✐♦♥✱ +❤❡② ❝❛♥ ❜❡ +&❛♥*✐+❡❞ *❡✈❡&❛❧

+✐♠❡* ♣&♦✈✐❞❡❞ +❤❛+ +❤❡ *✐❣♥❛❧* ❛&❡ ♣❛**❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡&❡♥+ ♣♦&+ ♣❛✐&*✳ ❚❤✉*✱ ❝♦♥*+&❛✐♥+ ✺✳✼ ✐*

♥❡❝❡**❛&② +♦ ❡♥*✉&❡ +❤❛+ +❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♦✉+❣♦✐♥❣ ❧✐♥❦* *❤♦✉❧❞ ♥♦+ ❡①❝❡❡❞ +❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢

✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦♥❡* ❢♦& ❡✈❡&② ▲❙❍✳ ■♥ ♦+❤❡& ✇♦&❞*✱ ❡✈❡&② ♥♦❞❡ ✐♥ ❛♥ ▲❙❍ *❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞❡❣&❡❡

♥♦+ ❡①❝❡❡❞❡❞ ✷✳ ❈♦♥*+&❛✐♥+ ✺✳✽ ♠❛❦❡* *✉&❡ +❤❛+ ♥♦♥✲♠❡♠❜❡& ♥♦❞❡* ❝❛♥ ❜❡ ❡✐+❤❡& ♥♦+ ✉*❡❞

♦& *❡&✈❡❞ ♦♥❧② ❛* ✐♥+❡&♠❡❞✐❛+❡ ♥♦❞❡*✳ ■♥ +❤✐* ❝❛*❡✱ +❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♦✉+❣♦✐♥❣ ❧✐♥❦* ✐* ❡W✉❛❧ +♦
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#❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦♥❡0 ✐♥ ❡✈❡*② ▲❙❍✳ ❈♦♥0#*❛✐♥#0 ✺✳✼ ❛♥❞ ✺✳✽ ❛❧0♦ ✐♠♣❧② #❤❛# ♦♥❧②

❞❡0#✐♥❛#✐♦♥0 ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡0✳ ❈♦♥0#*❛✐♥#0 ✺✳✾ ❛♥❞ ✺✳✶✵ ✐♥❞✐❝❛#❡ #❤❛# ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ λ ✐0 ✉0❡❞

✐♥ ❛♥ ▲❙❍ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛# ❧❡❛0# ♦♥❡ ❧✐♥❦ ✉0❡0 ✐#✳

❍♦✇❡✈❡*✱ #❤❡ ❛❜♦✈❡ 0❡# ♦❢ ❝♦♥0#*❛✐♥#0 ✐0 ♥♦# ❡♥♦✉❣❤ #♦ ❣✉❛*❛♥#❡❡ #❤❡ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ♦❢

#❤❡ ▲❙❍0 ❛0 0❤♦✇♥ ✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ▲❡# ✉0 0❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✽✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽❛✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♥❡#✇♦*❦

#♦♣♦❧♦❣② ✐0 ❣✐✈❡♥ ✇✐#❤ #❤❡ ♠✉❧#✐❝❛0# *❡E✉❡0# r = (s, {d1, d2, d3})✳ ❚❤❡ *❡0✉❧# ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣

#❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥0#*❛✐♥#0 ✐0 0❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽❜ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Lλ1

s,d1
= Lλ1

d2,d3
= Lλ1

d3,d2
= 1✱ ❛♥❞ ❛❧❧

#❤❡ ♦#❤❡* ✈❛*✐❛❜❧❡0 Lλ
m,n = 0✳ ■# ✐0 ❡❛0② #♦ ✈❡*✐❢② #❤❛# #❤❡0❡ ✈❛❧✉❡0 ❛*❡ 0❛#✐0✜❡❞ ❛❧❧ #❤❡ ❛❜♦✈❡

▲❙❍ ❝♦♥0#*❛✐♥#0✳ ❯♥❢♦*#✉♥❛#❡❧②✱ #❤❡ *❡0✉❧# ✐0 ♥♦# ❝♦**❡❝#✱ ❜❡❝❛✉0❡ #❤❡ *❡0✉❧#❛♥# 0#*✉❝#✉*❡

✐0 ♥♦# ❝♦♥♥❡❝#❡❞ ✭d2, d3 ❛*❡ ♥♦# *❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢*♦♠ #❤❡ 0♦✉*❝❡ s✮✳ ❚♦ 0♦❧✈❡ #❤✐0 ♣*♦❜❧❡♠✱ ✇❡

✉0❡ #❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐#② ♠❡#❤♦❞ #❤❛# ✐0 ♣*♦♣♦0❡❞ ✐♥ ❬✾✸❪✳ ❲❡ ✐♥#*♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦#❤❡* ✈❛*✐❛❜❧❡✱ ❝♦♠✲

♠♦❞✐#② ✢♦✇ F λ
m,n✱ ❛0 #❤❡ 0✉♣♣♦*# ♦❢ #❤❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ L

λ
m,n ✐♥ ♦*❞❡* #♦ ♠❛❦❡ 0✉*❡ #❤❡ ❝♦♥#✐♥✉✐#②

❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ♦❢ #❤❡ *❡0✉❧#❛♥# ▲❙❍0✳
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❋✐❣✉*❡ ✺✳✽ ✕ ❛✮ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♥❡#✇♦*❦ #♦♣♦❧♦❣②✳ ❜✮ ❚❤❡ ❢❛✐❧❡❞ *❡0✉❧#✳ ❝✮ ❚❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ 0♦❧✉#✐♦♥✳

❈♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❈♦♥)%*❛✐♥%)

∑

λ∈W

∑

n∈Out(s)

F λ
s,n = |D| ✭✺✳✶✶✮

∑

λ∈W

∑

n∈In(d)

F λ
n,d =

∑

λ∈W

∑

n∈Out(d)

F λ
d,n + 1, ∀d ∈ D ✭✺✳✶✷✮

∑

n∈In(d)

F λ
n,d − 1 ≤

∑

n∈Out(d)

F λ
d,n ≤

∑

n∈In(d)

F λ
n,d, ∀λ ∈W, ∀d ∈ D ✭✺✳✶✸✮

∑

n∈In(m)

F λ
n,m =

∑

n∈Out(m)

F λ
m,n, ∀λ ∈W, ∀m ∈ V \ (s ∪D) ✭✺✳✶✹✮

F λ
m,n ≥ Lλ

m,n, ∀m,n ∈ V, ∀λ ∈W ✭✺✳✶✺✮

F λ
m,n ≤ |D| · L

λ
m,n, ∀m,n ∈ V, ∀λ ∈W ✭✺✳✶✻✮



✶✶✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆❖▼❘ ❲■❚❍❖❯❚ ❙#▲■❚❚❊❘❙ ❆◆❉ ❈❖◆❱❊❘❚❊❘❙

❈♦♥%&'❛✐♥& ✺✳✶✶ ✐♥❞✐❝❛&❡% &❤❛& &❤❡ %✉♠ ♦❢ ✢♦✇% ❡♠✐&&❡❞ ❜② &❤❡ %♦✉'❝❡ ✐% ❡7✉❛❧ &♦ &❤❡

♥✉♠❜❡' ♦❢ ❞❡%&✐♥❛&✐♦♥% ✐♥ &❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠✉❧&✐❝❛%& %❡%%✐♦♥✳ ❈♦♥%&'❛✐♥&% ✺✳✶✷ ❛♥❞ ✺✳✶✸ ❡♥%✉'❡ &❤❛&

❡❛❝❤ ❞❡%&✐♥❛&✐♦♥ ♠✉%& ❜❡ ❝♦♥%✉♠❡❞ &♦&❛❧❧② ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ✢♦✇ ✐♥ ❛❧❧ &❤❡ ▲❙❍%✳ ❚❤❡%❡

❝♦♥%&'❛✐♥&% ❛❧%♦ ❣✉❛'❛♥&❡❡ &❤❛& ❡❛❝❤ ❞❡%&✐♥❛&✐♦♥ ✐% '❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢'♦♠ &❤❡ %♦✉'❝❡✳ ❊7✉❛&✐♦♥ ✺✳✶✹

❡♥%✉'❡% &❤❛& ♥♦♥✲♠❡♠❜❡' ♥♦❞❡% ❛'❡ ♦♥❧② %❡'✈❡❞ ❛% ✐♥&❡'♠❡❞✐❛&❡ ♥♦❞❡% ✇✐&❤♦✉& ❝♦♥%✉♠✐♥❣

❛♥② ✢♦✇%✳ ❊7✉❛&✐♦♥% ✺✳✶✺ ❛♥❞ ✺✳✶✻ ✐♥❞✐❝❛&❡ &❤❛& ❛ ❧✐♥❦ %❤♦✉❧❞ ❝❛''② ❛ ♣♦%✐&✐✈❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢

✢♦✇% ✐❢ ✐& ✐% ✉%❡❞ ✐♥ ❛♥ ▲❙❍✱ ❛♥❞ &❤✐% ♥✉♠❜❡' %❤♦✉❧❞ ♥♦& ❡①❝❡❡❞ &❤❡ &♦&❛❧ ✢♦✇% ❡♠✐&&❡❞ ❜②

&❤❡ %♦✉'❝❡✳

■& ✐% ✇♦'&❤ ♥♦&✐♥❣ &❤❛& ✇✐&❤ &❤❡ %✉♣♣❧❡♠❡♥&❛'② ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&② ❝♦♥%&'❛✐♥&%✱ &❤❡ ❝♦♥%&'❛✐♥&%

✺✳✺ ❛♥❞ ✺✳✻ ❛'❡ ♥♦✇ '❡❧❛①❡❞✳

▲✐❣❤$✲❙♣✐❞❡* ❙$*✉❝$✉*❡ ❈♦♥0$*❛✐♥$

◆♦&❡ &❤❛& &❤❡ ❛❜♦✈❡ ■▲K ❢♦'♠✉❧❛&✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ &♦ ❝♦♠♣✉&❡ &❤❡ ▲❙ %♦❧✉&✐♦♥✱ ♣'♦✈✐❞❡❞

&❤❛& &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥%&'❛✐♥& ❢♦' ▲❙ %❤♦✉❧❞ ❜❡ %❛&✐%✜❡❞✳ ❋♦' ▲❙ %&'✉❝&✉'❡%✱ &❤❡'❡ ✐% ❛& ♠♦%&

♦♥❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛'❝ &♦ ❡✈❡'② ♥♦❞❡ ✭❡①❝❡♣& &❤❡ %♦✉'❝❡✮ ❢♦' ❡✈❡'② ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤✳ ❚❤✉%✱ &♦

❛❞❥✉%& ■▲K ❢♦'♠✉❧❛&✐♦♥ ❢♦' ▲❙ %♦❧✉&✐♦♥✱ ✇❡ ❥✉%& ❛❞❞ ♦♥❡ ♠♦'❡ ❝♦♥%&'❛✐♥& ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿

∑

n∈In(m)

Lλ
n,m ≤ 1, ∀λ ∈W, ∀m ∈ V \ {s} ✭✺✳✶✼✮

✺✳✺✳✸ ❊✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♦❢ ❊①❛❝( ❙♦❧✉(✐♦♥0

❚❤✐% %❡❝&✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛&❡% &❤❡ ❧✐❣❤&✲%♣✐❞❡'✲❤✐❡'❛'❝❤② ✭▲❙❍✮ %♦❧✉&✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛'✐%♦♥ ✇✐&❤ &❤❡

❧✐❣❤&✲%♣✐❞❡' ✭▲❙✮ ❝♦✉♥&❡'♣❛'& ❢♦' &❤❡ ❝♦♥❝❡'♥❡❞ ♣'♦❜❧❡♠% ❜② %✐♠✉❧❛&✐♦♥%✳

✺✳✺✳✸✳✶ ❙✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❙❡$$✐♥❣0

❲❡ ❝❛''② ♦✉& ❛ %❡'✐❡% ♦❢ %✐♠✉❧❛&✐♦♥% ✇✐&❤ '❛♥❞♦♠ ❣'❛♣❤% ❣❡♥❡'❛&❡❞ ❜② ✉%✐♥❣ ▲❊❉❆ ❧✐✲

❜'❛'② ❬✶✵✽❪✳ ■♥ ❢❛❝&✱ ❛❧❧ &❤❡ '❛♥❞♦♠ ❣'❛♣❤% ❣❡♥❡'❛&❡❞ ✐♥ &❤❡ &❤❡%✐% ❛'❡ %✐♠♣❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♥&❛✐♥✐♥❣

♥♦ ❧♦♦♣% ♦' ♠✉❧&✐♣❧❡ ❡❞❣❡%✴❛'❝%✮✳ ▲❊❉❆ ❣❡♥❡'❛&❡% '❛♥❞♦♠ ❣'❛♣❤% ❜❛%❡❞ ♦♥ G(n,m)✲♠♦❞❡❧✳

❆ ❣'❛♣❤ ✐♥ &❤✐% ♠♦❞❡❧ ❝♦♥%✐%&% ♦❢ n ♥♦❞❡% ❛♥❞ m '❛♥❞♦♠ ❡❞❣❡%✴❛'❝%✳ ❆ '❛♥❞♦♠ ❡❞❣❡ ✐%

❣❡♥❡'❛&❡❞ ❜② %❡❧❡❝&✐♥❣ ❛ '❛♥❞♦♠ ❡❧❡♠❡♥& ❢'♦♠ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛&❡ %❡& C ❞❡✜♥❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿

• C ✐% ✐♥✐&✐❛❧✐③❡❞ &♦ &❤❡ %❡& ♦❢ ❛❧❧ n(n − 1) ♣❛✐'% ♦❢ ❞✐%&✐♥❝& ♥♦❞❡% ✭&♦ ❣✉❛'❛♥&❡❡ ♥♦

❧♦♦♣%✮✳

• ❯♣♦♥ %❡❧❡❝&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐' (u,w) ❢'♦♠ C &❤❡ ♣❛✐' (u,w) ✐% '❡♠♦✈❡❞ ❢'♦♠ C ✭&♦ ❣✉❛'❛♥&❡❡

♥♦ ♠✉❧&✐♣❧❡ ❡❞❣❡%✴❛'❝%✮✳

❙✐♥❝❡ ■▲K ♣'♦❣'❛♠% ❞♦ ♥♦& %❝❛❧❡ ✇❡❧❧✱ ✇❡ &❡%& ✇✐&❤ '❡❧❛&✐✈❡❧② %♠❛❧❧ ❣'❛♣❤% ✐♥ ✇❤✐❝❤ &❤❡

♥✉♠❜❡' ♦❢ ♥♦❞❡% |V | ∈ {20, 30, 40, 50}✳ ❚♦ ❣✉❛'❛♥&❡❡ '❡❧❛&✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛✈❡'❛❣❡ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣'❡❡
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♦❢ #❡❛❧✐()✐❝ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡)✇♦#❦(

✷

✱ )❤❡ ❣#❛♣❤( ❛#❡ ❣❡♥❡#❛)❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✳ ❋✐#()✱ ✇❡ ❣❡♥❡#❛)❡

#❛♥❞♦♠ ✉♥❞✐#❡❝)❡❞ (✐♠♣❧❡ ❣#❛♣❤( (✉❝❤ )❤❛) )❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❡❞❣❡( ✐( ❡8✉❛❧ )♦ )✇♦ )✐♠❡(

)❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ♥♦❞❡(✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥(✐❞❡# ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❛( )✇♦ #❡✈❡#(❡❧②✲❞✐#❡❝)❡❞ ❛#❝(✳ ❙♦ ❡❛❝❤

❣❡♥❡#❛)❡❞ #❛♥❞♦♠ ❣#❛♣❤ ✐( ❝♦♥(✐❞❡#❡❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡#❛❣❡ ❞❡❣#❡❡ ♦❢ ✹✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐)② ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣)❤( ♦♥ ❡❛❝❤ ❛#❝ ✐( )❤❡♥ ❝♦♥)#♦❧❧❡❞ ❜② )❤❡ ❜✐♥❛#② ✈❛#✐❛❜❧❡( waλm,n ✇❤♦(❡ ✈❛❧✉❡( ❛#❡

#❛♥❞♦♠❧② ❛((✐❣♥❡❞ ✐♥ ④✵✱✶⑥✳ ❚❤❡ ❝♦()( ♦❢ ❛#❝( ❛#❡ #❛♥❞♦♠❧② (❡❧❡❝)❡❞ ✐♥ )❤❡ (❡) ♦❢ ✐♥)❡❣❡#

{1, 2, .., 20} ✭♥♦)❡ )❤❛) )✇♦ #❡✈❡#(❡ ❛#❝( ❜❡)✇❡❡♥ ❛ (❛♠❡ ♥♦❞❡ ♣❛✐# ❞♦ ♥♦) ♥❡❝❡((❛#② ❤❛✈❡

)❤❡ (❛♠❡ ❝♦()✮✳ ❚❤❡ (❡) ♦❢ ❞❡()✐♥❛)✐♦♥( D ❛#❡ ❛❧(♦ #❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦(❡♥ ✇✐)❤ ❞✐✛❡#❡♥) (✐③❡

|D| ∈ {10%, 20%, .., 50%} ✭♦❢ |V |✮✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱ ❢♦# ❡❛❝❤ ❣#♦✉♣ (✐③❡ |D|✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝) ✈❛#✐♦✉(

(✐♠✉❧❛)✐♦♥( ❛♥❞ (❡❧❡❝) ✶✵✵ (✉❝❝❡((❢✉❧ ✐♥()❛♥❝❡(✱ ❡❛❝❤ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡#❡♥) #❛♥❞♦♠ ❣#❛♣❤✱ ❞✐✛❡#❡♥)

(♦✉#❝❡ ❛♥❞ ❞❡()✐♥❛)✐♦♥ (❡)✳ ❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛)❡ )❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥)❡#✈❛❧( ✭❈■(✮ ❢♦# ❛❧❧ )❤❡

#❡(✉❧)(✳ ❙✐♥❝❡ )❤❡ ❈■( ❛#❡ #❡❧❛)✐✈❡❧② ♥❛##♦✇✱ )❤❡② ❛#❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✇❡ ❥✉() (❤♦✇ )❤❡ ♠❡❛♥(

✭❛✈❡#❛❣❡ ✈❛❧✉❡( ❝❛❧❝✉❧❛)❡❞ ❢#♦♠ ✶✵✵ #❡(✉❧)(✮ ✐♥ )❤❡ #❡(✉❧)✐♥❣ )❛❜❧❡✳

❚❤❡ ■▲P ♣#♦❣#❛♠( ❛#❡ (♦❧✈❡❞ ✇✐)❤ ❈P▲❊❳ ❛♥❞ #✉♥ ♦♥ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐)❤ ■♥)❡❧ ❈♦#❡ ✐✸✱

✷✳✷✵●❍③ ♣#♦❝❡((♦# ❛♥❞ ✹●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ■▲P( ❛#❡ #✉♥ ❢♦# ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ♦♥❡✲❤♦✉# ❡❛❝❤ #✉♥✳ ■❢

)❤❡ (♦❧✈❡# ❝❛♥♥♦) ✜♥❞ )❤❡ ♦♣)✐♠❛❧ (♦❧✉)✐♦♥ ✇✐)❤✐♥ ♦♥❡ ❤♦✉#✱ )❤❡ 8✉❛(✐✲♦♣)✐♠❛❧ (♦❧✉)✐♦♥ ✐(

❛❝❝❡♣)❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ❣❛♣ ♦❢ ✶✪ )♦ )❤❡ ♦♣)✐♠❛❧✳ ❖)❤❡#✇✐(❡✱ )❤❡ ✐♥()❛♥❝❡ ✐( ❝♦♥(✐❞❡#❡❞ ❢❛✐❧❡❞

❛♥❞ ♦✉# ♣#♦❣#❛♠ ❞✐#❡❝)( )❤❡ ■▲P( )♦ #✉♥ ♦♥ ❛♥♦)❤❡# ✐♥()❛♥❝❡✳

◆♦)❡ )❤❛)✱ ❢♦# )❤❡ ❝♦♥(✐()❡♥❝②✱ )❤❡ ♠❡)❤♦❞ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝)✐♥❣ (✐♠✉❧❛)✐♦♥( ✇✐)❤ ■▲P( ♠❡♥✲

)✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭❣❡♥❡#❛)✐♥❣ #❛♥❞♦♠ ❣#❛♣❤(✱ ❝❛❧❝✉❧❛)✐♥❣ ❈■( ❜✉) ❥✉() (❤♦✇✐♥❣ )❤❡ ♠❡❛♥(✱ ❛♥❞

♦♣❡#❛)✐♥❣ (✐♠✉❧❛)✐♦♥( ✇✐)❤ ❈P▲❊❳✮ ✐( ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ )❤❡ (❛♠❡ ♠❛♥♥❡# ✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡❝)✐♦♥(✳

❋♦# ❡❛❝❤ (✐♠✉❧❛)✐♦♥ ✐♥()❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉)❡ )✇♦ ❡①❛❝) (♦❧✉)✐♦♥( ❢♦# )❤❡ )✇♦ ❝♦##❡(♣♦♥❞✲

✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠( ✭▼◆❲❋ ❛♥❞ ▼❚❈❋✮✳ ❇❡(✐❞❡(✱ (✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥(✐❞❡# )❤❡ ❛#❜✐)#❛#② ❞✐()#✐❜✉)✐♦♥

♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤( ✭✇❛✈❡❧❡♥❣)❤ ♥♦♥(②♠♠❡)#✐❝ ❝❛(❡✮✱ ✐) ✐( ✐♥)❡#❡()✐♥❣ )♦ ❝♦♠♣✉)❡ )❤❡ ❛❜"♦❧✉&❡❧②

♦♣)✐♠❛❧ (♦❧✉)✐♦♥( ❝♦♠♣✉)❡❞ ✐♥ )❤❡ ❝♦##❡(♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉❧❧② "②♠♠❡&+✐❝ ♥❡)✇♦#❦( ✭✐✳❡✳✱ )❤❡ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣)❤ (②♠♠❡)#✐❝ ❝❛(❡✮✳ ❚❤❡(❡ ❛❜(♦❧✉)❡❧② ♦♣)✐♠❛❧ (♦❧✉)✐♦♥( ❝❛♥ ❜❡ (❡#✈❡❞ ❛( )❤❡ #❡❢❡#❡♥❝❡(

❢♦# )❤❡ (♦❧✉)✐♦♥( ✐♥ )❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤ ♥♦♥(②♠♠❡)#✐❝ ❝❛(❡(✳ ■) ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② (✐♠♣❧② (❡))✐♥❣

❛❧❧ )❤❡ ✈❛#✐❛❜❧❡( waλm,n = 1, ∀λ ∈W, ∀(m,n) ∈ A✳

✺✳✺✳✸✳✷ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥ ❘❡/✉❧*/

❚❤❡ ♦✈❡#❛❧❧ (✐♠✉❧❛)✐♦♥ #❡(✉❧)( ❛#❡ ♣#❡(❡♥)❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡ )❛❜❧❡ ✐( ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥)♦

)✇♦ ❤❛❧✈❡(✳ ❚❤❡ ❧❡❢)✲❤❛❧❢ ♦❢ )❤❡ )❛❜❧❡ (❤♦✇( )❤❡ #❡(✉❧)( ♦♥ )❤❡ ▼◆❲❋ ♣#♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ )❤❡

#✐❣❤)✲❤❛❧❢ (❤♦✇( )❤❡ #❡(✉❧)( ♦♥ )❤❡ ▼❚❈❋ ♣#♦❜❧❡♠✳ ❋♦# ❡❛❝❤ ♣#♦❜❧❡♠✱ )✇♦ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡

♠❡)#✐❝( ✭♥✉♠❜❡# ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤( ✉(❡❞✱ ❛♥❞ )♦)❛❧ ❝♦()✮ ❛#❡ (❤♦✇♥✳ ❘❡❣❛#❞✐♥❣ )❤❡ ♥♦)❛)✐♦♥(

❢♦# )❤❡ ❝♦❧✉♠♥(✿ ▲❙ ✐( ❢♦# ❧✐❣❤)✲(♣✐❞❡# (♦❧✉)✐♦♥(✱ ▲❙❍ ✐( ❢♦# ❧✐❣❤)✲(♣✐❞❡#✲❤✐❡#❛#❝❤② (♦❧✉)✐♦♥(✱

wave ց ✐( ❢♦# )❤❡ ♣❡#❝❡♥)❛❣❡ ❞❡❝#❡❛(❡ ♦❢ ▲❙❍ (♦❧✉)✐♦♥( )♦ ▲❙❍ (♦❧✉)✐♦♥( ♦♥ )❤❡ ♥✉♠❜❡#

♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤( ✉(❡❞✱ ❛♥❞ cost ց ✐( ❢♦# )❤❡ ♣❡#❝❡♥)❛❣❡ ❞❡❝#❡❛(❡ ♦❢ ▲❙❍ (♦❧✉)✐♦♥( )♦ ▲❙❍

✷

❚❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣%❡❡ ✐, ❝♦♠♠♦♥❧② ❢%♦♠ ✷✳✺ 4♦ ✸ ✐♥ ♠♦,4 ❯❙ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡4✇♦%❦,✱ ❛♥❞ ✐4 ✐, ✸✳✺ ✐♥

❊✉%♦♣❡❛♥ ♥❡4✇♦%❦, ❬✶✶❪✳



✶✶✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆❖▼❘ ❲■❚❍❖❯❚ ❙#▲■❚❚❊❘❙ ❆◆❉ ❈❖◆❱❊❘❚❊❘❙

"♦❧✉&✐♦♥" ♦♥ &♦&❛❧ ❝♦"&✳ ■♥ &❤❡ &❛❜❧❡✱ ❛❧"♦ ✐♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &❛❜❧❡" ♦❢ &❤✐" ❝❤❛♣&❡5✱ wave ց

❛♥❞ costց ❛5❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡❞ ❜② "✉❜&5❛❝&✐♥❣ ✭&❤❡ ✈❛❧✉❡" ♦❢✮ ▲❙❍ "♦❧✉&✐♦♥" ❢5♦♠ ▲❙ "♦❧✉&✐♦♥"

❛♥❞ &❤❡♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② ▲❙ "♦❧✉&✐♦♥"✳ ❚❤✐" ♠❡❛♥"✱ ✐❢ wave ց ♦5 cost ց ❛5❡ ♣♦"✐&✐✈❡✱ ▲❙❍

"♦❧✉&✐♦♥" ❛5❡ ❜❡&&❡5 ✭❧♦✇❡5 ✈❛❧✉❡"✮ &❤❛♥ ▲❙ "♦❧✉&✐♦♥"✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡5"❛✳ ❇❡"✐❞❡"✱ ❢♦5 ❡❛❝❤

"❡5✐❡" ♦❢ ❣5❛♣❤" ✇✐&❤ "❛♠❡ "✐③❡ ✭⑤❱⑤✮✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡ &❤❡ ❛✈❡5❛❣❡ ✈❛❧✉❡" ❢♦5 ❡❛❝❤ ♠❡&5✐❝ ✇✐&❤

❞✐✛❡5❡♥& ❣5♦✉♣ "✐③❡"✱ ❞❡♥♦&❡❞ ❜② avg✳ ❲❡ ❛❧"♦ ❝❛❧❝✉❧❛&❡ &❤❡ ♦✈❡5❛❧❧ ❛✈❡5❛❣❡ ✐♥ &❤❡ ❧❛"& &✇♦

5♦✇"✱ ❞❡♥♦&❡❞ ❜② avg(avg)✳

◆♦&❡ &❤❛& ✈❛❧✉❡" ✐♥ ❜♦❧❞ ✇✐&❤ ❛ "&❛5 ❝♦55❡"♣♦♥❞ &♦ &❤❡ ❛❜"♦❧✉&❡ ❛✈❡5❛❣❡ ♦♣&✐♠❛❧ "♦❧✉&✐♦♥"

❢♦5 "②♠♠❡&5✐❝ ♥❡&✇♦5❦"✱ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡" ✐♥ ❜♦❧❞ ✇✐&❤♦✉& "&❛5 ❝♦55❡"♣♦♥❞ &♦ ❛✈❡5❛❣❡ ♦♣&✐♠❛❧

"♦❧✉&✐♦♥" ❢♦5 ♥♦♥"②♠♠❡&5✐❝ ♥❡&✇♦5❦"✳ ❋♦5 &❤❡ ✜5"& 5❡♠❛5❦✱ ❢♦5 ❛♥② ✐♥"&❛♥❝❡✱ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧

♥✉♠❜❡5 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ✉"❡❞ ✐" ❛❧✇❛②" 5❡"✉❧&❡❞ ❢5♦♠ ▼◆❲❋ "✐❞❡✱ ✇❤✐❧❡ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ❝♦"&

"♦❧✉&✐♦♥ ❛❧✇❛②" ❝♦♠❡ ❢5♦♠ &❤❡ ▼❚❈❋ "✐❞❡✳ ❙♦ &❤❡ ♦✈❡5❛❧❧ 5❡"✉❧&" ❛5❡ ❝5❡❞✐❜❧❡✳ ❋✉5&❤❡5♠♦5❡✱

&❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡" ❛❧✇❛②" ♦❝❝✉5 ✐♥ ▲❙❍ ❝♦❧✉♠♥" ✭❝♦❧✉♠♥ ✸ ❢♦5 ▼◆❲❋ ♣5♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥

✶✷ ❢♦5 ▼❚❈❋ ♣5♦❜❧❡♠✮✳ ❚❤✐" 5❡✈❡❛❧" &❤❛& ▲❙❍ ❜❛"❡❞ "♦❧✉&✐♦♥" ❛5❡ ♦♣&✐♠❛❧ ❢♦5 &❤❡ &✇♦

♣5♦❜❧❡♠"✳

▲❡& ✉" ❢♦❝✉" ♦♥ &❤❡ ❧❡❢&✲❤❛❧❢✳ ❆" ✐& ✐" ❡①♣❡❝&❡❞✱ &❤❡ ❧✐❣❤&✲"♣✐❞❡5✲❤✐❡5❛5❝❤② ✐" ❛❧✇❛②"

❜❡&&❡5 &❤❛♥ ❧✐❣❤&✲"♣✐❞❡5 ✐♥ &❡5♠" ♦❢ &❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤" ✉"❡❞✱ ❡"♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣&❤ ♥♦♥"②♠♠❡&5✐❝ ❝❛"❡"✳ ■♥ ♣❛5&✐❝✉❧❛5✱ &❤❡ ❛✈❡5❛❣❡ "❛✈✐♥❣ ♣❡5❝❡♥&❛❣❡ ♦♥ &❤❡ ♥✉♠❜❡5

♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤" ✉"❡❞ ♦❢ ▲❙❍ "♦❧✉&✐♦♥ &♦ &❤❛& ♦❢ ▲❙ "♦❧✉&✐♦♥ ✐" ✶✹✳✺✪ ✭❛& ⑤❱⑤ ❂ ✷✵✮✱ ✶✺✳✼✪

✭❛& ⑤❱⑤ ❂ ✸✵✮✱ ✶✼✳✻✪ ✭❛& ⑤❱⑤ ❂ ✹✵✮ ❛♥❞ ✶✻✳✻✪ ✭❛& ⑤❱⑤ ❂ ✺✵✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡5❛❧❧ ❛✈❡5❛❣❡ ♦♥ &❤✐"

"❛✈✐♥❣ ♣❡5❝❡♥&❛❣❡ ✐" ✶✻✳✶✪✳ ❚❤✐" ✐" ❜❡❝❛✉"❡ ✐♥ ❣❡♥❡5❛❧✱ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ &❤❡ 5❡♣❡&✐&✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡"✱

♠♦5❡ ❞❡"&✐♥❛&✐♦♥" ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✈❡5❡❞ ❜② ❛♥ ▲❙❍ &❤❛♥ ❜② ❛♥ ▲❙✳ ❚❤❡5❡❢♦5❡✱ ✐♥ &❡5♠" ♦❢ &❤❡

♥✉♠❜❡5 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤" ✉"❡❞✱ ▲❙❍ "♦❧✉&✐♦♥ 5❡W✉✐5❡" ❢❡✇❡5 ♦5 ❛& ♠♦"& ❡W✉❛❧ &♦ &❤❡ ♥✉♠❜❡5

♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤" ♥❡❡❞❡❞ ❜② ▲❙ "♦❧✉&✐♦♥✳ ❚❤✐" ✐" ❝♦♠♣❛&✐❜❧❡ ✇✐&❤ ❚❤❡♦5❡♠ ✺✳✶✳ ■♥ ❝♦♥&5❛"&✱

&❤❡ ✐♠♣5♦✈❡♠❡♥& ♦♥ &♦&❛❧ ❝♦"& ✐" ♥♦& "&❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐& ✐" ✇♦5"❡ ✐♥ &❤❡ ❝❛"❡" ✇✐&❤ "♠❛❧❧ ❣5❛♣❤"
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❝♦♥✜❣✉%❛0✐♦♥'✿ '②♠♠❡&#✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲'②♠♠❡&#✐❝ ✐♥ 0❡%♠' ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ❞✐'0%✐❜✉0✐♦♥✳

✺✳✻✳✶ ❯%❡❢✉❧ ❈♦♥❝❡♣/%

❚❤✐' '✉❜'❡❝0✐♦♥ ♣%❡'❡♥0' '♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣0' ✉'❡❞ ✐♥ ♦✉% ❛❧❣♦%✐0❤♠✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✸✳ ❉✐"❡❝%❡❞ ❙❤♦"%❡*% +❛%❤ ❚"❡❡ ✭❉❙+❚✮✿ ❆ ❞✐#❡❝&❡❞ &#❡❡ #♦♦&❡❞ ❛& &❤❡

♠✉❧&✐❝❛'& '♦✉#❝❡ ❝♦♥'✐'&✐♥❣ ♦❢ &❤❡ '❤♦#&❡'& ♣❛&❤' ❢#♦♠ &❤❡ '♦✉#❝❡ &♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ❞❡'&✐♥❛&✐♦♥'✳

❆ ❉❙W❚ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉0❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛♥② '❤♦%0❡'0 ♣❛0❤ ❛❧❣♦%✐0❤♠'✱ ❡✳❣✳✱ ❉✐❥❦'0%❛✬'

❛❧❣♦%✐0❤♠✳

❚♦ %❡♣%❡'❡♥0 0❤❡ ❝♦♥✢✐❝0' ❛♠♦♥❣ 0❤❡ 0%❛✐❧' ❝♦♠♣✉0❡❞ ✐♥ ❛ ❣%❛♣❤✱ ✇❡ ✉'❡ 0❤❡ ❝♦♥❝❡♣0 ♦❢

❝♦♥✢✐❝& ❣#❛♣❤ ❛' ❢♦❧❧♦✇'✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✹✳ ❈♦♥✢✐❝% ❣"❛♣❤✿ ❆ ❝♦♥✢✐❝& ❣#❛♣❤ ❜❡&✇❡❡♥ &#❛✐❧' ✐' ❣✐✈❡♥ ❜② GC = (T,E)✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ T ✐' ❛ '❡& ♦❢ ♥♦❞❡' ❝♦##❡'♣♦♥❞✐♥❣ &♦ &❤❡ &#❛✐❧' ❛♥❞ E ✐' ❛ '❡& ♦❢ ❡❞❣❡' '✉❝❤ &❤❛&



✺✳✻✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙ ❋❖❘ ▼◆❲❋ 3❘❖❇▲❊▼ ✶✶✺

e = {t, p} ∈ E ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (❤❡+❡ ✐, ❛ ❝♦♥✢✐❝( ❜❡(✇❡❡♥ (+❛✐❧ t ❛♥❞ (+❛✐❧ p✱ ✐✳❡✳✱ (❤❡ (✇♦ (+❛✐❧,

,❤❛+❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛+❝✳

❆# ✜%&#✱ #❤❡ #%❛✐❧& ❛%❡ ❞✐%❡❝#❡❞ ♣❛#❤& ❡①#%❛❝#❡❞ ❢%♦♠ #❤❡ ❉❙6❚✱ &♦ #❤❡ ❝♦♥✢✐❝#& ❜❡#✇❡❡♥

#❤❡ #%❛✐❧& ✭✐❢ ❛♥②✮ ❥✉&# ♦❝❝✉% ❢%♦♠ #❤❡ ♣%❡✜①❡& ♦❢ #❤❡ #%❛✐❧&✳ ❇❡❝❛✉&❡ ♦❢ #❤✐& ♣%♦♣❡%#②✱ ❡❛❝❤

♦❢ ❝♦♥♥❡❝#❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥#& ✐♥ #❤❡ ❝♦♥✢✐❝# ❣%❛♣❤ ❝♦%%❡&♣♦♥❞& #♦ ❛ &✉❜#%❡❡ ♦❢ #❤❡ ❉❙6❚

✭❋✐❣✳ ✺✳✾✮✳

❙❡✈❡%❛❧ ♣%♦♣❡%#✐❡& %❡❣❛%❞✐♥❣ #❤❡ ❝♦♥✢✐❝# ❣%❛♣❤ ❛%❡ ❞✐&❝✉&&❡❞ ✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

 !♦♣❡!%② ✺✳✶✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝(❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥( ✐♥ ❛ ❝♦♥✢✐❝( ❣+❛♣❤ GC ✐, ❛ ❝❧✐7✉❡

✸

♦❢ GC ✳ ❲❡

❝❛❧❧ ✐( (❤❡ ❝♦♥✢✐❝( ❝❧✐7✉❡✳

:+♦♦❢✳ ❚%✐✈✐❛❧❧②✱ ✐❢ #❤❡ &❤❛%❡❞ ❛%❝& ♦❢ ❝♦♥✢✐❝#✐♥❣ #%❛✐❧& ❛%❡ #❤❡ ♣%❡✜①❡& ♦❢ #❤❡ #%❛✐❧&✱ #❤❡♥

❝♦♥✢✐❝#& ❛%❡ #%❛♥&✐#✐✈❡ ✭✐❢ #❤❡%❡ ✐& ❛ ❝♦♥✢✐❝# ❜❡#✇❡❡♥ T1 ❛♥❞ T2 ❛♥❞ ❜❡#✇❡❡♥ T2 ❛♥❞ T3✱

#❤❡♥ #❤❡%❡ ✐& ❛ ❝♦♥✢✐❝# ❜❡#✇❡❡♥ T1 ❛♥❞ T3✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ #❤❡ #%❛✐❧& ✐♥ #❤❡ &❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝#❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥# &❤❛%❡ #❤❡ ✜%&# ❛%❝ ❢%♦♠ #❤❡ &♦✉%❝❡✳ ❙♦ 6%♦♣❡%#② ✺✳✶ ❢♦❧❧♦✇&✳

❲❡ ❝❛❧❧ #❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ♥♦❞❡& ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✐I✉❡ ❛& #❤❡ ❝❛%❞✐♥❛❧✐#② ♦❢ #❤❛# ❝❧✐I✉❡✳

 !♦♣❡!%② ✺✳✷✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤, ♥❡❡❞❡❞ (♦ ❛,,✐❣♥ (♦ ❛❧❧ (❤❡ (+❛✐❧, +❡,♣❡❝(✐♥❣ (❤❡

❞✐,(✐♥❝( ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤ ❝♦♥,(+❛✐♥( ✐, ❡7✉❛❧ (♦ (❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❝♦❧♦+, ♥❡❡❞❡❞ (♦ ❝♦❧♦+ ❛❧❧ (❤❡ ♥♦❞❡,

✐♥ (❤❡ ❝♦♥✢✐❝( ❣+❛♣❤❀ ❛♥❞ ✐( ✐, ❡7✉❛❧ (♦ (❤❡ ❝❛+❞✐♥❛❧✐(② ♦❢ (❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐7✉❡ ✐♥ (❤❡ ❝♦♥✢✐❝(

❣+❛♣❤✳

:+♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② #❤❡ ❛♣♣%♦❛❝❤ ♣%♦♣♦&❡❞ ✐♥ ❬✶✵✶❪ ❢♦% ❛&&✐❣♥✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤& #♦ #❤❡ #%❛✐❧&

✐♥ #❤✐& ♣%♦❜❧❡♠ ❛& ❡❛%❧✐❡% ♠❡♥#✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙✉❜&❡❝#✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ✭❈❤❛♣#❡% ✸✮✳ ❆❝❝♦%❞✐♥❣❧②✱ #❤❡

♥✉♠❜❡% ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤& ♥❡❡❞❡❞ #♦ ❛&&✐❣♥ #♦ ❛❧❧ #❤❡ #%❛✐❧& ✐& ❡I✉❛❧ #♦ #❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❝♦❧♦%&

♥❡❡❞❡❞ #♦ ❝♦❧♦% ❛❧❧ #❤❡ ✈❡%#✐❝❡& ✐♥ #❤❡ ❝♦♥✢✐❝# ❣%❛♣❤ &✉❝❤ #❤❛# ♥♦ #✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥# ✈❡%#✐❝❡&

%❡❝❡✐✈❡& #❤❡ &❛♠❡ ❝♦❧♦%✳

❇❡&✐❞❡&✱ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ #♦ 6%♦♣❡%#② ✺✳✶✱ ❛❧❧ #❤❡ ✈❡%#✐❝❡& ✐♥ #❤❡ ❝♦♥✢✐❝# ❣%❛♣❤ ❛%❡ &❡❧❢✲

♦%❣❛♥✐③❡❞ ✐♥#♦ &❡♣❛%❛#❡ ❝❧✐I✉❡&✳ ❙♦ #❤❡ ❝♦❧♦%& ❝❛♥ ❜❡ %❡✉&❡❞ ❛♠♦♥❣ #❤❡ ❝❧✐I✉❡&✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤

❝❧✐I✉❡ ✐& ❛ ❝♦♠♣❧❡#❡ ❣%❛♣❤✱ #❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❝♦❧♦%& ♥❡❡❞❡❞ #♦ ❝♦❧♦% ❛❧❧ #❤❡ ✈❡%#✐❝❡& ✐♥ ❛ ❝❧✐I✉❡

✐& ❡I✉❛❧ #♦ #❤❡ ❝❛%❞✐♥❛❧✐#② ♦❢ #❤❛# ❝❧✐I✉❡✳ ❚❤✉& #♦ ❛&&✐❣♥ #♦ ❝♦❧♦% ❛❧❧ #❤❡ ♥♦❞❡&✱ #❤❡ ♥✉♠❜❡%

♦❢ ❝♦❧♦%& ✭♦% #❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤&✮ ♥❡❡❞❡❞ ✐& ❡I✉❛❧ #♦ #❤❡ ❝❛%❞✐♥❛❧✐#② ♦❢ #❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❝❧✐I✉❡ ♦❢ #❤❡ ❝♦♥✢✐❝# ❣%❛♣❤✳ ❙♦ 6%♦♣❡%#② ✺✳✷ ❤♦❧❞&✳

❆& ❛ &❡I✉❡♥❝❡ ♦❢ 6%♦♣❡%#② ✺✳✷✱ #❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ #❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ✉&❡❞ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣#❤& ❢♦% ▼◆❲❋ ♣%♦❜❧❡♠ ✐& %❡❞✉❝❡❞ #♦ #❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ #❤❡ ❝❛%❞✐♥❛❧✐#② ♦❢ #❤❡

♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐I✉❡ ✐♥ #❤❡ ❝♦♥✢✐❝# ❣%❛♣❤✳

❋✐❣✳ ✺✳✾ ✐❧❧✉&#%❛#❡& ❛ &❡# ♦❢ #%❛✐❧& ❝♦♠♣♦&✐♥❣ ❛ ❉❙6❚ ❢♦% #❤❡ ♠✉❧#✐❝❛&# %❡I✉❡&# r ❂

✭s✱ {d1, d2, d3, d4}) ❛♥❞ #❤❡ %❡&✉❧#✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝# ❣%❛♣❤✳ ■♥✐#✐❛❧❧②✱ #❤❡ #%❛✐❧& ❛♣♣❡❛% ❛& ♣❛#❤& ❛&

✸

❆ ❝❧✐$✉❡ ♦❢ ❛ ❣+❛♣❤ ● ✐/ ❛ ❝♦♠♣❧❡1❡ /✉❜❣+❛♣❤ ♦❢ ● ❬✻✸❪
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Light−trails
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✾ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❉❙6❚ ❛♥❞ ✐:; ❝♦♥✢✐❝: ❣&❛♣❤

;❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾❛✱ :❤❡&❡ ❛&❡ :✇♦ ❝❧✐A✉❡; ❝♦&&❡;♣♦♥❞✐♥❣ :♦ :✇♦ ;✉❜:&❡❡; ✭&♦♦:❡❞ ❛: a ❛♥❞ c✮✳

✭◆♦:❡ :❤❛: ❛&❝; (d4, c) ❛♥❞ (c, d3) ❛&❡ ♥♦: ✐♥ :❤❡ ❉❙6❚✱ :❤❡② ❛&❡ ✐♥ :❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❣&❛♣❤ :❤❛:

❝❛♥ ❜❡ ✉;❡❞ :♦ &❡&♦✉:❡ :❤❡ :&❛✐❧;✳✮ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐A✉❡ ✐; ❝♦♠♣♦;❡❞ ❢&♦♠ ♣❛:❤; T1, T2, T3

✇❤✐❝❤ ;:❛&: ❢&♦♠ :❤❡ ;♦✉&❝❡ ❛♥❞ :❡&♠✐♥❛:❡ ❛: :❤❡ ❞❡;:✐♥❛:✐♦♥; d1, d2, d3✱ &❡;♣❡❝:✐✈❡❧②✳ ❚❤&❡❡

✇❛✈❡❧❡♥❣:❤; ✭♠❛&❦❡❞ ❛; &❡❞✱ ❣&❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡✮ ❛&❡ ♥❡❡❞❡❞ :♦ ❛;;✐❣♥ :♦ :❤❡ :❤&❡❡ :&❛✐❧;✳ ❚❤❡

;❡❝♦♥❞ ❝❧✐A✉❡ ✭❝♦♠♣♦;❡❞ ❢&♦♠ ♦♥❧② ♣❛:❤ T4✮ ❝❛♥ &❡✲✉;❡ ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣:❤ :❤❛: ✇❡&❡ ❛;;✐❣♥❡❞

:♦ :❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐A✉❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾❜✱ ♣❛:❤ T3 ✐; &❡♣❧❛❝❡❞ ❜② :❤❡ ❝♦♥❝❛:❡♥❛:✐♦♥ ♦❢ ♣❛:❤ T4 ❛♥❞

:❤❡ ❡①:❡♥❞❡❞ ♣❛:❤ ❁d4, c, d3❃✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥✢✐❝: ❣&❛♣❤ ✐; ;❤♦✇♥ ❥✉;: ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣:❤; ♥❡❡❞❡❞ :♦ ❛;;✐❣♥ :♦ ❛❧❧ :❤❡ :&❛✐❧; ✐; ♥♦✇ &❡❞✉❝❡❞ :♦ :✇♦✳ ❇② :❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥:❛❣❡

♦❢ :❤❡ ❡①:❡♥❞❡❞ ♣❛:❤ ❁d4, c, d3❃✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐♠✐♥✐;❤ :❤❡ ❝❛&❞✐♥❛❧✐:② ♦❢ :❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥✢✐❝:✱

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞✐♠✐♥✐;❤ :❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣:❤; &❡A✉✐&❡❞✳

❆♣❛&: ❢&♦♠ :❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❝❡♣:;✱ ;♦♠❡ ♠♦&❡ ♥♦:❛:✐♦♥; ❛&❡ ✉;❡❞ ✐♥ :❤❡ ❛❧❣♦&✐:❤♠ ❞❡;❝&✐♣✲

:✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿

•  ❡"♠✐♥❛❧ ♦❢ ❛ :&❛✐❧ ✐; :❤❡ ❧❡❛❢✲♥♦❞❡ ♦❢ ✐:✳

• ✜") ❞❡) ✐♥❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛ :&❛✐❧ T ✐; :❤❡ ✜&;: ❞❡;:✐♥❛:✐♦♥ ♦♥ :❤❡ ;✉❜♣❛:❤ ❢&♦♠ :❤❡ ♥❡❛&❡;:

❜&❛♥❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐♥ :❤❡ ❉❙6❚ :♦ :❤❡ :❡&♠✐♥❛❧ ♦❢ T ✳

• P (u, v)✿ :❤❡ ❞✐&❡❝:❡❞ ♣❛:❤ ❢&♦♠ ♥♦❞❡ u :♦ ♥♦❞❡ v✳

• ❛"❝✲❞✐)❥♦✐♥ ♣❛ ❤✿ :❤❡ ♣❛:❤ ❞♦❡; ♥♦: ;❤❛&❡ ❛&❝; ✇✐:❤ ❛♥② ❡①✐;:✐♥❣ :&❛✐❧;✳

• ❡① ❡♥❞❡❞ ♣❛ ❤✿ :❤❡ ♣❛:❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉;❡❞ :♦ ❡①:❡♥❞ ❛ :&❛✐❧✳

❚♦ ✐❧❧✉;:&❛:❡ :❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦:❛:✐♦♥;✱ ❧❡: ✉; ❝♦♥;✐❞❡& ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ;❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✳ ❚❤❡

❉❙6❚ ✐; ❝♦♠♣♦;❡❞ ❢&♦♠ :❤&❡❡ :&❛✐❧;✿ T1 ❂ ❁s✱ ✶✱ ✹✱ ✻❃✱ T2 ❂ ❁s✱ ✶✱ ✸✱ ✺✱ ✼❃✱ ❛♥❞ T3 ❂
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❁s✱ ✷❃✳ ❚❤❡ ✜!"# ❞❡"#✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ ,-❛✐❧ T1 ✐1 ♥♦❞❡ ✹✱ 1✐♥❝❡ ✐, ✐1 ,❤❡ ✜-1, ❞❡1,✐♥❛,✐♦♥ ❝♦✉♥,❡❞

❢-♦♠ ,❤❡ ♥❡❛-❡1, ❜-❛♥❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡ ✭♥♦❞❡ ✶✮ ,♦ ✐,1 #❡!♠✐♥❛❧ ✭♥♦❞❡ ✻✮✳ ❙✐♠✐❧❛-❧②✱ ,❤❡ ✜-1,

❞❡1,✐♥❛,✐♦♥1 ♦❢ ,-❛✐❧1 T2✱ T3 ❛-❡ ,❤❡✐- ,❡-♠✐♥❛❧1✿ ♥♦❞❡ ✼ ❛♥❞ ♥♦❞❡ ✷✱ -❡1♣❡❝,✐✈❡❧②✱ 1✐♥❝❡ ,❤❡-❡

✐1 ♥♦ ♦,❤❡- ❞❡1,✐♥❛,✐♦♥1 ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡♠ ❛♥❞ ,❤❡ ♥❡❛-❡1, ❜-❛♥❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡1✳

❆♠♦♥❣ ,✇♦ ❡①#❡♥❞❡❞ ♣❛#❤" ♦-✐❡♥,✐♥❣ ,♦ ❞❡1,✐♥❛,✐♦♥ ✹✱ ♣❛,❤ ❁✷✱ ✸✱ ✹❃ ✐1 ❛♥ ❛!❝✲❞✐"❥♦✐♥#

♣❛#❤ ✇✐,❤ ❛❧❧ ,❤❡ ❡①✐1,✐♥❣ ,-❛✐❧1✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛,❤ ❁✷✱ ✸✱ ✺✱ ✹❃ ✐1 ❛♥ ❛-❝✲1❤❛-❡❞ ♣❛,❤ 1✐♥❝❡ ✐, 1❤❛-❡1

,❤❡ ❛-❝ ✭✸✱ ✺✮ ✇✐,❤ ,❤❡ ❡①✐1,✐♥❣ ,-❛✐❧ T2✳ ❖♥❧② ❛-❝✲❞✐1❥♦✐♥, ♣❛,❤1 ❛-❡ ✉1❡❢✉❧ ✐♥ -❡-♦✉,✐♥❣ ,❤❡

,-❛✐❧1 ✐♥ ♦✉- ❛❧❣♦-✐,❤♠✳ ❚❤✐1 ✐1 ❜❡❝❛✉1❡ ✐❢ ,❤❡ ❛-❝✲1❤❛-❡❞ ♣❛,❤1 ❛-❡ ✉1❡❞✱ ,❤❡ ❝♦♥✢✐❝, 1,✐❧❧

-❡♠❛✐♥1✳ ❋♦- ✐♥1,❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ✉1❡ ♣❛,❤ ❁✷✱ ✸✱ ✺✱ ✹❃✱ ❛❧,❤♦✉❣❤ ,❤❡ ,-❛✐❧ ❁s✱ ✶✱ ✹✱ ✻❃ ✐1

-❡♠♦✈❡❞✱ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥✢✐❝, ✐1 ❝-❡❛,❡❞ ❛, ,❤❡ 1❤❛-❡❞ ❛-❝ ✭✸✱ ✺✮ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ♥❡✇ ,-❛✐❧ ❁s✱ ✷✱ ✸✱

✺✱ ✹✱ ✻❃ ❛♥❞ ,❤❡ ❡①✐1,✐♥❣ ,-❛✐❧ T2✳
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❋✐❣✉-❡ ✺✳✶✵ ✕ ❚❤❡ ❉❙P❚ ❛♥❞ ,✇♦ ❡①,❡♥❞❡❞ ♣❛,❤1

✺✳✻✳✷ ❆❧❣♦(✐*❤♠ ❋(❛♠❡✇♦(❦

■♥❢♦-♠❛❧❧②✱ ,❤❡ ❣❡♥❡-❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ,❤❡ ❛❧❣♦-✐,❤♠ ✐1 ,♦ ❞✐♠✐♥✐1❤ ,❤❡ ❝❛-❞✐♥❛❧✐,② ♦❢ ,❤❡ ♠❛①✲

✐♠❛❧ ❝❧✐R✉❡ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥✢✐❝, ❣-❛♣❤ ✉♥,✐❧ ✐, ❝❛♥♥♦, ❜❡ -❡❞✉❝❡❞✳

❚❤❡ ❛❧❣♦-✐,❤♠ 1,❛-,1 ❢-♦♠ ❛ 1❡, ♦❢ ❞✐-❡❝,❡❞ ,-❛✐❧1 ✭❛, ✜-1,✱ ♣❛,❤1 ✐♥ ,❤❡ ❉❙P❚✮✳ ❚❤❡

❝❧✐R✉❡1 ❛-❡ ,❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❛♥❞ ♦-❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♣-✐♦-✐,② R✉❡✉❡✳ ❆, ❡❛❝❤ ✐,❡-❛,✐♦♥✱ ,❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❝❧✐R✉❡ ✐1 ✐❞❡♥,✐✜❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ,-❛✐❧ ✐1 1❡❧❡❝,❡❞ ,♦ -❡-♦✉,❡✳

❲❡ ❝❛❧❧ ,❤❡ 1❡❧❡❝,❡❞ ,-❛✐❧ !❡!♦✉#❡❞ #!❛✐❧✳ ❙❡✈❡-❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐1♠1 ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ,♦ 1❡❧❡❝,

,❤✐1 ,-❛✐❧✳ ❆❢,❡- ,❤❛,✱ ,❤❡ ❛❧❣♦-✐,❤♠ ❧♦♦❦1 ❢♦- ❛❧❧ ,❤❡ ❡①✐1,✐♥❣ ,-❛✐❧1 ❛♥❞ ✜♥❞ ♦♥❡ 1✉❝❤ ,❤❛,

,❤❡-❡ ❡①✐1,1 ❛♥ ❡①#❡♥❞❡❞ ♣❛#❤ ❢-♦♠ ,❤❡ ,❡-♠✐♥❛❧ ♦❢ ✐, ,♦ ,❤❡ ✜!"# ❞❡"#✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ -❡-♦✉,❡❞

,-❛✐❧✳ ❚❤❡ ,-❛✐❧ ❢♦✉♥❞ ❛, ,❤✐1 1,❡♣ ✐1 ❝❛❧❧❡❞ ,❤❡ !❡!♦✉#✐♥❣ #!❛✐❧✳ ❚❤❡ ❡①,❡♥❞❡❞ ♣❛,❤ 1❤♦✉❧❞

❜❡ ,❤❡ 1❤♦-,❡1, ♣❛,❤ ❛♠♦♥❣ ,❤❡ ♦,❤❡-1 ❛♥❞ ❛-❝✲❞✐1❥♦✐♥, ✇✐,❤ ❛❧❧ ,❤❡ ❡①✐1,✐♥❣ ,-❛✐❧1✳ ❚❤❡♥

-❡♣❧❛❝❡ ,❤❡ -❡-♦✉,❡❞ ,-❛✐❧ ❜② ,❤❡ ♥❡✇ ,-❛✐❧ ✇❤✐❝❤ ✐1 ,❤❡ ❝♦♥❝❛,❡♥❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ -❡-♦✉,✐♥❣

,-❛✐❧✱ ,❤❡ ❡①,❡♥❞❡❞ ♣❛,❤ ❛♥❞ ,❤❡ 1✉❜♣❛,❤ ❢-♦♠ ,❤❡ ✜-1, ❞❡1,✐♥❛,✐♦♥ ,♦ ,❤❡ ,❡-♠✐♥❛❧ ♦❢ ,❤❡

-❡-♦✉,❡❞ ,-❛✐❧✳ ❚❤❡ ❝❛-❞✐♥❛❧✐,② ♦❢ ,❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐R✉❡ ✐1 -❡❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦-✐,❤♠



Cmax

Cmax

Cmax

H

Ci

T10, T12, T13 T12

T12 P (10, 8)

T12 T
′

12 = T10 ∪ P (10, 8) ∪ P (8, 12)

T
′

12 T
′′

12

T7, T11 T11

T ′
11
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✺✳✶ ❋❛$%❤❡(% ❋✐$(%

■♥♣✉&✿ ❆ ❞✐$❡❝%❡❞ ❝♦♥♥❡❝%❡❞ ❣$❛♣❤ G✱ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤( W ✱ ❛ ♠✉❧%✐❝❛(%

$❡9✉❡(% r = (s,D)✳
❖✉&♣✉&✿ ❆ (❡% ♦❢ ❧✐❣❤%✲(♣✐❞❡$✲❤✐❡$❛$❝❤✐❡( H✱ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤( ✉(❡❞

✶✿ ❝♦♥(%$✉❝% %❤❡ ❉❙>❚ ❢$♦♠ s ❝♦✈❡$✐♥❣ ❛❧❧ ❞❡(%✐♥❛%✐♦♥( ✐♥ D✳

✷✿ ✐♥✐%✐❛❧✐③❡ T ❜② ❛ (❡% ♦❢ ♣❛%❤( ❢$♦♠ s %♦ %❤❡ ❧❡❛✈❡( ♦❢ %❤❡ ❉❙>❚✳

✸✿ ✐❢ %❤❡$❡ ✐( ♥♦ ❜$❛♥❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐♥ %❤❡ ❉❙>❚ &❤❡♥

✹✿ $❡&✉$♥ ❁T, 1❃ ④$❡%✉$♥ T ❛( %❤❡ ❉❙>❚ ✉(✐♥❣ ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤⑥

✺✿ ❡♥❞ ✐❢

✻✿ ❝❛❧❝✉❧❛%❡ ❝❧✐9✉❡( Ci, i = 1, 2, .., nc✿ nc ✐( %❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ (✉❜✲%$❡❡( $♦♦%❡❞ ❛% %❤❡ (✉❝❝❡((♦$(

♦❢ s ✐♥ %❤❡ ❉❙>❚✳

✼✿ ♦$❣❛♥✐③❡ %$❛✐❧( ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✐9✉❡ Ci ❜② ❛ ♣$✐♦$✐%② 9✉❡✉❡ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❞❡"❝❡♥❞✐♥❣ ♦(❞❡(

♦❢ ❧❡♥❣%❤(

✽✿ ♦$❣❛♥✐③❡ ❝❧✐9✉❡( ❜② ❛ ♣$✐♦$✐%② 9✉❡✉❡ PQ ❜② %❤❡✐$ ❝❛$❞✐♥❛❧✐%✐❡(

✾✿ G′ ← G \ T ④G′
✐( ❝$❡❛%❡❞ ❜② $❡♠♦✈✐♥❣ ❢$♦♠ G ❛$❝( ✉(❡❞ ❜② %$❛✐❧( ✐♥ T⑥

✶✵✿ ✇❤✐❧❡ PQ 6= ∅ ❞♦
✶✶✿ ✜♥❞ %❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐9✉❡ Cmax ❢$♦♠ PQ
✶✷✿ ❢♦$ i← 1 to |Cmax| ❞♦
✶✸✿ ✐❞❡♥%✐❢② %❤❡ %❡$♠✐♥❛❧ li ❛♥❞ %❤❡ ✜$(% ❞❡(%✐♥❛%✐♦♥ fi ♦❢ Ti

✶✹✿ ✜♥❞ %❤❡ ❝♦♥♥❡❝%♦$ c ❛♠♦♥❣ s ❛♥❞ ❛❧❧ %❤❡ %❡$♠✐♥❛❧( lk ♦❢ ❛❧❧ %❤❡ ❡①✐(%✐♥❣ %$❛✐❧(

❜② %❤❡ ❛$❝✲❞✐(❥♦✐♥% (❤♦$%❡(% ♣❛%❤( ✐♥ %❤❡ ❢♦$♠ P (c, fi) ✐♥ G′

✶✺✿ ✐❢ c ✐( ❢♦✉♥❞ &❤❡♥ ❜$❡❛❦

✶✻✿ ❡♥❞ ❢♦$

✶✼✿ ✐❢ c ✐( ♥♦% ❢♦✉♥❞ &❤❡♥ ❜$❡❛❦

✶✽✿ ✐❢ c = s &❤❡♥
✶✾✿ Tj ← P (s, fi) ∪ P (fi, li) ④❝$❡❛%❡ ❛ ♥❡✇ %$❛✐❧ Tj⑥

✷✵✿ T ← T ∪ {Tj} ④❛♥❞ ❛❞❞ ✐% %♦ %❤❡ (❡% T⑥
✷✶✿ ❡❧9❡

✷✷✿ ④✐❢ ❛ %❡$♠✐♥❛❧ lk ✐( (❡❧❡❝%❡❞✱ ❧❡% Tk ❜❡ %❤❡ ❝♦$$❡(♣♦♥❞✐♥❣ (♦✉*✐♥❣ *(❛✐❧⑥

✷✸✿ T ′
k ← Tk ∪ P (lk, fi) ∪ P (fi, li)❀ T ← T ∪ {T ′

k}
✷✹✿ T ← T \ {Ti}❀ Cmax ← Cmax \ {Ti} ④$❡♠♦✈❡ %❤❡ %$❛✐❧ Ti ❢$♦♠ T ❛♥❞ Cmax⑥

✷✺✿ |Cmax| = |Cmax| ✲ ✶ ④❞❡❝$❡❛(❡ %❤❡ ❝❛$❞✐♥❛❧✐%② ♦❢ ❝❧✐9✉❡ Cmax ❜② ✶⑥

✷✻✿ ✐❢ |Cmax| = 1 &❤❡♥ $❡♠♦✈❡ Cmax ❢$♦♠ PQ
✷✼✿ ❡❧9❡ ✉♣❞❛%❡ %❤❡ ♥❡✇ ❝❛$❞✐♥❛❧✐%② |Cmax| ❢♦$ %❤❡ Cmax ✐♥ PQ
✷✽✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✸✵✿ ✐❢ |Cmax| > W &❤❡♥

✸✶✿ $❡&✉$♥ ❋❆▲❙❊

✸✷✿ ❡♥❞ ✐❢

✸✸✿ H = ConstructLSH(T, |Cmax|) ④❝♦♥(%$✉❝% ❛ (❡% ♦❢ ▲❙❍( H ❢$♦♠ %❤❡ ✜♥❛❧ %$❛✐❧( ❛♥❞

❛((✐❣♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤( %♦ %❤❡♠ ✉(✐♥❣ ❆❧❣♦$✐%❤♠ ✺✳✷⑥

✸✹✿ $❡&✉$♥ ❁H, |Cmax|❃
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✺✳✷ ❈♦♥&'(✉❝'▲❙❍✭T, n✮

■♥♣✉&✿ ❆ &❡' ♦❢ ✜♥❛❧ '(❛✐❧& T ✱ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤& n
❖✉&♣✉&✿ ❆ &❡' ♦❢ ❧✐❣❤'✲&♣✐❞❡(✲❤✐❡(❛(❝❤✐❡& H
H ← ∅
❢♦$ i← 1 to n ❞♦
Li ← ∅ ④✐♥✐'✐❛❧✐③❡ ❛ ❧✐❣❤'✲&♣✐❞❡(✲❤✐❡(❛(❝❤② Li⑥

♠♦✈❡ ♦♥❡ '(❛✐❧ ✭&❡❧❡❝' ❛(❜✐'(❛(✐❧②✮ ❢(♦♠ ❡✈❡(② ♥♦"✲❡♠♣"② ❝❧✐E✉❡ '♦ Li

H ← H ∪ Li

❛&&✐❣♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ λi '♦ ❛❧❧ '❤❡ '(❛✐❧& ✐♥ Li

❡♥❞ ❢♦$

$❡&✉$♥ H

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✺✳ ❋❋ ❛❧❣♦,✐"❤♠ "❛❦❡0 O(D× (logD)2× (V log V +A)) "✐♠❡✹ "♦ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡

",❛✐❧0 ❢♦, ▼◆❲❋ ♣,♦❜❧❡♠✳

9,♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦&❡ '❤❛' '❤❡ ♣(✐♦(✐'② E✉❡✉❡ PQ ♦❢ ❝❧✐E✉❡& ❛♥❞ '❤❡ ♣(✐♦(✐'② E✉❡✉❡& ♦❢ '(❛✐❧& ✐♥

❡❛❝❤ ❝❧✐E✉❡ Ci ❛(❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥'❡❞ ❜② ❜✐♥❛(② ❤❡❛♣& ❬✶✵✾❪✳ ❋♦( '❤❡ ❜✐♥❛(② ❤❡❛♣ ♦❢ &✐③❡ n✱ ✐'

'❛❦❡& '✐♠❡ O(log n) '♦ ❛❞❥✉&' '❤❡ ❤❡❛♣ ✭❡✳❣✳✱ ✧✐♥&❡('✧✱ ✧❞❡❧❡'❡✧✱ ✧❝❤❛♥❣❡ ♣(✐♦(✐'②✧✮ ❛❢'❡(

❡①'(❛❝'✐♥❣ '❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✲♣(✐♦(✐'② ❡❧❡♠❡♥'✳

❚♦ ✜♥❞ '❤❡ ❝❧✐E✉❡ Cmax '❛❦❡& '✐♠❡ O(log nc)✱ ✇✐'❤ nc '❤❡ '♦'❛❧ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❝❧✐E✉❡&✳ ❙✐♥❝❡

♦♥❧② ❝❧✐E✉❡& ✇✐'❤ ❝❛(❞✐♥❛❧✐'② ❣(❡❛'❡( '❤❛♥ ♦♥❡ &❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉' ✐♥'♦ PQ✱ nc ✐& ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

|D|/2✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ '❤❡ ✇♦(&' ❝❛&❡✱ ✐' '❛❦❡ '✐♠❡ O(log(D/2)) '♦ ✜♥❞ '❤❡ ❝❧✐E✉❡ Cmax✳ ❙✐♠✐❧❛(❧②✱

'♦ ✜♥❞ '(❛✐❧ Ti '♦ ♣(♦❝❡&& ✐♥ ❝❧✐E✉❡ Cmax '❛❦❡& '✐♠❡ O(logCmax) ✇✐'❤ |Cmax| ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

'❤❡ '♦'❛❧ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥& |D|✳ ❙♦ ✐♥ '❤❡ ✇♦(&' ❝❛&❡✱ ✐' '❛❦❡ '✐♠❡ O(logD) '♦ ✜♥❞ Ti

✐♥ ❝❧✐E✉❡ Cmax✳ ❆& ❛ (❡&✉❧'✱ ✐' '❛❦❡& '✐♠❡ O(log(D/2) × logD) = O((logD)2) '♦ ✜♥❞ Ti✳

◆♦'❡ '❤❛'✱ ❤♦✇❡✈❡(✱ '❤❡ '✇♦ ✉♣♣❡( ❜♦✉♥❞& ❢♦( PQ ❛♥❞ Cmax ❞♦❡& ♥♦' ❝♦♠❡ ❛' '❤❡ &❛♠❡

'✐♠❡✳ ■♥ ❢❛❝'✱ '❤❡② ❛(❡ E✉❛&✐✲(❡✈❡(&❡❧② ♣(♦♣♦('✐♦♥❛❧✳ ❇❡&✐❞❡&✱ '❤❡ '✇♦ E✉❡✉❡& ❣❡' &♠❛❧❧❡(

❛❢'❡( ❛ '(❛✐❧ ✐& (❡♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤✉&✱ ❢(♦♠ '❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥'❛'✐♦♥✬& ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐' '❛❦❡& ❧❡&& '✐♠❡

'❤❛♥ '❤❛' ✐♥ '❤❡ ✇♦(&' ❝❛&❡✳

❋♦( ❡❛❝❤ &❡❧❡❝'❡❞ '(❛✐❧ Ti✱ '♦ ✐❞❡♥'✐❢② '❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛'❡ ❝♦♥♥❡❝'♦( c ❛♠♦♥❣ '❤❡ &♦✉(❝❡ s

❛♥❞ '❤❡ '❡(♠✐♥❛❧& ♦❢ Tk& ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♥♥❡❝' '♦ '❤❡ ✜(&' ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ fi ♦❢ Ti ❜② ❛(❝✲❞✐&❥♦✐♥'

&❤♦('❡&' ♣❛'❤&✱ '❤❡ ❉✐❥❦&'(❛✬& ❛❧❣♦(✐'❤♠ &❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉&❡❞ ♦♥❝❡✳ ❚❤✐& ✐& ❜❡❝❛✉&❡✱ s ♦( '❤❡

'❡(♠✐♥❛❧& ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐('✉❛❧❧② ❣❛'❤❡(❡❞ ❛♥❞ ✈✐❡✇❡❞ '♦❣❡'❤❡( ❛& ❛ ✈✐('✉❛❧ &♦✉(❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ❜②

❝♦♥♥❡❝'✐♥❣ '❤❡ &♦✉(❝❡ '♦ '❤❡♠ ❜② ③❡(♦✲❝♦&' ❛(❝&✮✱ ❛♥❞ ✐' ✐& &✉✣❝✐❡♥' '♦ ✜♥❞ '❤❡ ❝♦♥♥❡❝'♦(

c ❜② ❝♦♥&'(✉❝'✐♥❣ ❛ &❤♦('❡&' ♣❛'❤ ❢(♦♠ '❤❡ ✈✐('✉❛❧ &♦✉(❝❡ '♦ fi ✐♥ G′
✳ ❚❤❡ '✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'②

♦❢ ❉✐❥❦&'(❛✬& ❛❧❣♦(✐'❤♠ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ ❛ &❤♦('❡&' ♣❛'❤ ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦ ✈❡('✐❝❡& (c, li) ✐♥ '❤❡ ❣(❛♣❤

G′ = (V ′, A′) ✭✐♠♣❧❡♠❡♥'❡❞ ❜② ❛ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❤❡❛♣✮ ✐& O(V ′ log V ′ + A′) ❬✶✶✵❪ ✐♥ '❤❡ ✇♦(&'

❝❛&❡✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ &❤♦('❡&' ♣❛'❤ ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦ ✈❡('✐❝❡& ✐& ♦❢'❡♥ ❜❡''❡(

'❤❛♥ ❢♦( '❤❡ &✐♥❣❧❡✲&♦✉(❝❡ &❤♦('❡&' ♣❛'❤ ♣(♦❜❧❡♠ ❬✶✵✽❪✳ ❙✐♥❝❡ '❤❡(❡ ❛(❡ |D| ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥&✱

✹

❚♦ ♠❛❦❡ &❤❡ ❖ ♥♦&❛&✐♦♥+ ♠♦,❡ ,❡❛❞❛❜❧❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦& +❤♦✇ &❤❡ +❡& ❝❛,❞✐♥❛❧✐&② ♥♦&❛&✐♦♥ &♦ ,❡♣,❡+❡♥& &❤❡

♥✉♠❜❡, ♦❢ ❡❧❡♠❡♥&+ ✐♥ &❤❡ +❡&✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉+❡ V ✐♥+&❡❛❞ ♦❢ |V |✳
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✭❞✮ ❘❡♣❧❛❝❡ T11 ❜② T
′

11

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✷ ✕ ■❧❧✉-.$❛.✐♦♥ ♦❢ ❋❛$.❤❡-. ❋✐$-. ❤❡✉$✐-.✐❝

♠❡❛♥✐♥❣ .❤❛. ❛. ♠♦-. |D| .$❛✐❧- ❝❛♥ ❜❡ ♣$♦❝❡--❡❞✳ ■♥ ♦.❤❡$ ✇♦$❞-✱ ✐. .❛❦❡- ❛. ♠♦-. |D| .✐♠❡

.♦ ♣$♦❝❡-- ❛❧❧ .❤❡ .$❛✐❧-✳ ❍❡♥❝❡ .❤❡ ❉✐❥❦-.$❛✬- ❛❧❣♦$✐.❤♠ ♥❡❡❞- .♦ $✉♥ ❛. ♠♦-. |D| .✐♠❡-✳

❖✈❡$❛❧❧✱ ❋❋ ❛❧❣♦$✐.❤♠ .❛❦❡- ❛. ♠♦-. O(D× (logD)2 × (V ′ log V ′ +A′)) .✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ G′

❤❛- C✉❛-✐✲-❛♠❡ -✐③❡ .♦ G✱ .❤❡ .✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐.② ✐- O(D × (logD)2 × (V log V + A))✳ ❚❤❡

❛❝.✉❛❧ ❝♦♠♣✉.❛.✐♦♥ .✐♠❡ ✐-✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ ♦❢.❡♥ ❜❡..❡$ ❢♦$ .❤❡ ❛❢♦$❡♠❡♥.✐♦♥❡❞ $❡❛-♦♥-✳



✶✷✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆❖▼❘ ❲■❚❍❖❯❚ ❙#▲■❚❚❊❘❙ ❆◆❉ ❈❖◆❱❊❘❚❊❘❙

✺✳✻✳✹ $❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛1✐♦♥

■♥ $❤✐' '✉❜'❡❝$✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛$❡ ♦✉1 ❤❡✉1✐'$✐❝' ✐♥ ❝♦♠♣❛1✐'♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①❛❝$ '♦❧✉$✐♦♥'

❝♦♠♣✉$❡❞ ❢1♦♠ ■▲8 ❢♦1♠✉❧❛$✐♦♥'✳ ❲❡ ❛❧'♦ ❝♦♠♣❛1❡ ♦✉1 ❛❧❣♦1✐$❤♠' ✇✐$❤ $❤❡ $✇♦ ❡①✐'$✲

✐♥❣ ❤❡✉1✐'$✐❝' ♣1♦♣♦'❡❞ ❢♦1 $❤❡ '❛♠❡ ♣1♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡② ❛1❡ ❋❛1$❤❡'$✲✜1'$ ●1❡❡❞② ✭❋●✮ ❛♥❞

◆❡❛1❡'$✲✜1'$ ●1❡❡❞② ✭◆●✮ ♣1♦♣♦'❡❞ ✐♥ ❬✹✾❪ ❜❛'❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤$✲'♣✐❞❡1' ❛' ❡❛1❧✐❡1 ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ✐♥

❙✉❜'❡❝$✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ✭❈❤❛♣$❡1 ✸✮✳ ◆♦$❡ $❤❛$ $❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ✇❛' ❢♦1♠✉❧❛$❡❞ ❛' ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦'$

❢✉♥❝$✐♦♥ $❛❦✐♥❣ $✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ♠❡$1✐❝' ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$✿ total❴cost(F )+α′ ∗num❴wave(F )✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ F ✐' $❤❡ ❧✐❣❤$✲❢♦1❡'$ ✉♥❞❡1 ❝♦♥'$1✉❝$✐♦♥✱ ❛♥❞ num❴wave(F ) ✐' $❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤' $❤❛$ ❤❛' ❜❡❡♥ ✉'❡❞ '♦ ❢❛1✳ ❆❝❝♦1❞✐♥❣ $♦ ❬✹✾❪✱ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ α′
✐' ❛❞❞❡❞ $♦ $❤❡

❝♦'$ ♦❢ ♥❡✇ ❧✐❣❤$✲$1❡❡ ❡✈❡1② $✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❤❛' $♦ ❜❡ ✐♥$1♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✉'✱ $♦ ❧❡$ $❤❡

❤❡✉1✐'$✐❝' $♦ ❢♦❝✉' ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❝♦♥'✉♠♣$✐♦♥ ✜1'$ $❤❡♥ $❤❡ $♦$❛❧ ❝♦'$ ♦❢ ❧✐❣❤$✲$1❡❡'✱ ✐$ ✐'

'✉✣❝✐❡♥$ $♦ '❡$✿ α′ =
∑

(m,n)∈A cm,n ✭$❤❡ '✉♠♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❝♦'$ ♦❢ ❛❧❧ $❤❡ ❛1❝'✮✳ ❚❤✐' '❡$$✐♥❣ ✐'

❡S✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ $❤❡ '❡$$✐♥❣✿ α = 1+W ·
∑

(m,n)∈A cm,n ❢♦1 $❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✺✳✶ ♣1❡'❡♥$❡❞

✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✺✳✷✳ ❇② '✉❝❤ '❡$$✐♥❣'✱ ❛❧❧ $❤❡ ❛❧❣♦1✐$❤♠' ✭■▲8' ❛♥❞ ❤❡✉1✐'$✐❝'✮ $❡♥❞ $♦ ❡①♣❧♦1❡

❛❧❧ $❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐♥❦' ✐♥ $❤❡ ❛❧1❡❛❞② ♦1 ❝✉11❡♥$❧② ✉'❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❣1❛♣❤' ❜❡❢♦1❡ ✉'✐♥❣ ❛

♥❡✇ ♦♥❡✱ ❤❡♥❝❡ $❛1❣❡$✐♥❣ $❤❡ ❝♦♥'✐❞❡1✐♥❣ ♦❜❥❡❝$✐✈❡✳

✺✳✻✳✹✳✶ ❍❡✉(✐*+✐❝ ❙♦❧✉+✐♦♥* ✈❡(*✉* ❊①❛❝+ ❙♦❧✉+✐♦♥*

❲❡ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ $✇♦ ♣1♦♣♦'❡❞ ❤❡✉1✐'$✐❝' ✭❋❋ ❛♥❞ ◆❋✮ ❛♥❞ $❤❡ $✇♦ ❝♦✉♥$❡1♣❛1$' ✭❋●

❛♥❞ ◆●✮ ✈❡1'✉' $❤❡ ❡①❛❝$ '♦❧✉$✐♦♥' ❝♦♠♣✉$❡❞ ❜② $❤❡ ■▲8 ❢♦1♠✉❧❛$✐♦♥' ❢♦1 ▼◆❲❋ ♣1♦❜❧❡♠

♠❡♥$✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✺✳✺✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ❙✉❜'❡❝$✐♦♥ ✺✳✺✳✸✱ ❢♦1 ■▲8 ♣1♦❣1❛♠' ✇❡ ❥✉'$ $❡'$ ✇✐$❤

1❡❧❛$✐✈❡❧② '♠❛❧❧ ❣1❛♣❤' ✐♥ ✇❤✐❝❤ $❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ♥♦❞❡' |V | = {20, 30, 40, 50}✳ ■♥ ♦1❞❡1 $♦

'✐♠✉❧❛$❡ $❤❡ 1❡❛❧✐'$✐❝ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡$✇♦1❦' ✇✐$❤ ❧♦✇ ❛✈❡1❛❣❡ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣1❡❡✱ ✜1'$ ✇❡ ❣❡♥❡1❛$❡

1❛♥❞♦♠ ♦!✐❡♥%❡❞ '✐♠♣❧❡ ❣1❛♣❤' ✭✇❤✐❝❤ ❤❛' ♥❡✐$❤❡1 '❡❧❢✲❧♦♦♣' ♥♦1 ✷✲❝②❝❧❡'✮ '✉❝❤ $❤❛$ |A| =

2 × |V |✳ ❚❤❡♥✱ $♦ ❝1❡❛$❡ ❣❡♥❡1❛❧ ❞✐1❡❝$❡❞ ❣1❛♣❤'✱ ✇❡ 1❛♥❞♦♠❧② ❛❞❞ m ∈ {0, 1, 2, .., |A|}

1❡✈❡1'❡ ❛1❝' ♦❢ $❤❡ ❡①✐'$✐♥❣ ❛1❝' $♦ $❤❡ ❣1❛♣❤'✳ ❚❤❡ ❝♦'$' ♦❢ ❛1❝' ❛1❡ 1❛♥❞♦♠❧② '❡❧❡❝$❡❞ ❢1♦♠

$❤❡ '❡$ ♦❢ ✐♥$❡❣❡1 {1, 2, .., 20}✱ ❛♥❞ $❤❡ '❡$ ♦❢ ❞❡'$✐♥❛$✐♦♥' D ❛1❡ ❛❧'♦ 1❛♥❞♦♠❧② '❡❧❡❝$❡❞ ✇✐$❤

❞✐✛❡1❡♥$ '✐③❡ |D| = {10%, 20%, .., 50%} ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ♥♦❞❡'✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤'

W ✐' ✜①❡❞ $♦ ✶✵✳ ❘❡❝❛❧❧ $❤❛$ ✭❛' ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ❛$ $❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝$✐♦♥ ✺✳✻✮✱ $❤❡ ♥❡$✇♦1❦'

❛1❡ '✉♣♣♦'❡❞ $♦ ❜❡ ♥❡✐$❤❡1 '②♠♠❡%!✐❝ ♥♦1 ❛!❜✐%!❛!✐❧② ♥♦♥'②♠♠❡%!✐❝ ❜✉$ '❡♠✐✲'②♠♠❡%!✐❝✳

❚❤❛$ ✐'✱ ❛❧❧ $❤❡ ❣1❛♣❤' ❛1❡ ❣❡♥❡1❛$❡❞ ❞✐1❡❝$❡❞ ✭❜✉$ ♥♦$ ♦❜❧✐❣❛$♦1✐❧② ❜✐❞✐1❡❝$❡❞✮✱ ❛♥❞ ❛❧❧ $❤❡

✜❜❡1' ❤❛✈❡ $❤❡ '❛♠❡ '❡$ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤'✳ ❋♦1 ❡❛❝❤ ❣1♦✉♣ '✐③❡ |D|✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝$ 1❡❞✉♥❞❛♥$

'✐♠✉❧❛$✐♦♥' ❛♥❞ '$♦♣ ✇❤❡♥ 1❡❛❝❤✐♥❣ ✶✵✵ '✉❝❝❡''❢✉❧ '✐♠✉❧❛$✐♦♥'❀ ❡❛❝❤ '✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✐' 1✉♥ ♦♥

❛ ❞✐✛❡1❡♥$ 1❛♥❞♦♠ ❣1❛♣❤✱ ❞✐✛❡1❡♥$ '♦✉1❝❡ ❛♥❞ ❞❡'$✐♥❛$✐♦♥ '❡$✳ ❚✇♦ ♠❡$1✐❝' ❛1❡ $❛❦❡♥ ✐♥$♦

❛❝❝♦✉♥$ ❛1❡ $❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤' ✉'❡❞ ❛♥❞ $❤❡ $♦$❛❧ ❝♦'$✳

❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡ $❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥$❡1✈❛❧' ✭❈■'✮ ❢♦1 ❛❧❧ $❤❡ 1❡'✉❧$'✳ ❙✐♥❝❡ ❈■' ❛1❡ 1❡❧❛✲

$✐✈❡❧② ♥❛11♦✇✱ ❛♥❞ $♦ ♠❛❦❡ $❤❡ ❝♦♠♣❛1✐'♦♥ ❡❛'✐❡1✱ ✇❡ ❥✉'$ '❤♦✇ $❤❡ ❛✈❡1❛❣❡ ✈❛❧✉❡' ❝❛❧❝✉✲

❧❛$❡❞ ♦♥ ✶✵✵ ✐♥'$❛♥❝❡' ✐♥'$❡❛❞ ♦❢ '❤♦✇✐♥❣ ❈■'✳ ❆❧❧ $❤❡ 1❡'✉❧$' ❛1❡ ♣1❡'❡♥$❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹



✺✳✻✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙ ❋❖❘ ▼◆❲❋ 3❘❖❇▲❊▼ ✶✷✸

✐♥ ✇❤✐❝❤ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡1 ❛2❡ ♠❛2❦❡❞ ✐♥ ❜♦❧❞ ❛♥❞ ✇✐(❤ 1(❛21✱ (❤❡ ❧♦✇❡1( ✈❛❧✉❡1 ❜✉( ♥♦(

♦♣(✐♠❛❧ ❛2❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳ ❚❤✐1 ✐1 ❜❡❝❛✉1❡ ❢♦2 ▼◆❲❋ ♣2♦❜❧❡♠✱ ✐❢ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡1 ❝♦✉❧❞ ❜❡

♦❜(❛✐♥❡❞✱ ✐( ✐1 ❥✉1( (❤❡ ❝❛1❡ ❢♦2 (❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤1 ✉1❡❞✱ ♥♦( (❤❡ ❝❛1❡ ❢♦2 (♦(❛❧

❝♦1(✳ ❋♦2 ❡❛❝❤ 1❡2✐❡1 ♦❢ ❣2❛♣❤1 ✇✐(❤ 1❛♠❡ 1✐③❡ ✭⑤❱⑤✮✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛(❡ (❤❡ ❛✈❡2❛❣❡ 2❛(✐♦ ♦❢ ❡❛❝❤

❤❡✉2✐1(✐❝ 1♦❧✉(✐♦♥ (♦ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ 1♦❧✉(✐♦♥✱ ❛♥❞ 1❤♦✇ ✐♥  ❛"✐♦ 2♦✇1 ✐♥ (❤❡ (❛❜❧❡✳ ❚❤❡1❡ 2❛(✐♦1
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❲❡ ❝♦♠♣❛*❡ +❤❡ ❢♦✉* ❛❢♦*❡♠❡♥+✐♦♥❡❞ ❛❧❣♦*✐+❤♠4 ✭❋●✱ ◆●✱ ❋❋ ❛♥❞ ◆❋✮ ✐♥ ❧❛*❣❡* *❡✲

❛❧✐4+✐❝ ♥❡+✇♦*❦4✳ ❙✐♥❝❡ +❤❡ ❛❧❣♦*✐+❤♠4 ❋● ❛♥❞ ◆● ❛*❡ 4✉♣♣♦4❡❞ +♦ ✇♦*❦ ✇✐+❤ ✉♥❞✐*❡❝+❡❞

❣*❛♣❤4✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❧✐♥❦4 ❛*❡ ❛❧❧ ❜✐❞✐*❡❝+✐♦♥❛❧✱ +♦ ❜❡ ❢❛✐*✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡❞ +❤❡ 4✐♠✉❧❛+✐♦♥4 ✐♥+♦

+✇♦ 4❡++✐♥❣4✳ ■♥ +❤❡ ✜*4+ 4❡++✐♥❣✱ ❛❧❧ +❤❡ ❛❧❣♦*✐+❤♠4 ❛*❡ *✉♥ ♦♥ ✉♥❞✐*❡❝+❡❞ ❣*❛♣❤4✳ ■♥ +❤❡

4❡❝♦♥❞ 4❡++✐♥❣✱ +❤❡② ❛*❡ *✉♥ ♦♥ ❛*❜✐+*❛*② ❞✐*❡❝+❡❞ ❣*❛♣❤4✳ ❚❤❡ ❧❛++❡* *❡♣*❡4❡♥+4 ❜❡++❡* *❡❛❧

❛*❜✐+*❛*② ♥❡+✇♦*❦ 4+❛+❡4✳ ❇❡4✐❞❡4 +✇♦ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ♠❡+*✐❝4✿ +❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤4 *❡✲

H✉✐*❡❞ ❛♥❞ +❤❡ +♦+❛❧ ❝♦4+✱ +❤❡ ❞✐❛♠❡+❡* ♦❢ +❤❡ *❡4✉❧+❛♥+ *♦✉+❡4 ✭❧✐❣❤+✲+*❛✐❧4 ♦* ❧✐❣❤+✲❢♦*❡4+4✮

✐4 ❛❧4♦ +❛❦❡♥ ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡+❡* ✐4 ❞❡✜♥❡❞ ❛4 +❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❤♦♣ ❝♦✉♥+4

❢*♦♠ +❤❡ 4♦✉*❝❡ +♦ ❛❧❧ +❤❡ ❞❡4+✐♥❛+✐♦♥4✳ ❚❤❡ *❡❛4♦♥ ❢♦* ❡✈❛❧✉❛+✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛♠❡+❡* ✐4 +❤❛+ ✐+ ❝❛♥

❜❡ *❡♣*❡4❡♥+❡❞ ❢♦* +❤❡ ❡♥❞✲+♦✲❡♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡❧❛②✳

❙✐♠✉❧❛2✐♦♥ ❘❡,✉❧2, ✇✐2❤ ❯♥❞✐*❡❝2❡❞ ●*❛♣❤,

■♥ +❤✐4 4❡++✐♥❣✱ ❛❧❧ +❤❡ ❤❡✉*✐4+✐❝ ❛❧❣♦*✐+❤♠4 ❛*❡ *✉♥ ♦♥ *❛♥❞♦♠❧② ✉♥❞✐*❡❝+❡❞ 4✐♠♣❧❡

❣*❛♣❤4 ✇✐+❤ ❞✐✛❡*❡♥+ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ♥♦❞❡4 |V | ∈ {50, 100, 150}✱ ❛♥❞ +❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❡❞❣❡4 ✐4

❡H✉❛❧ +♦ +✇♦ +✐♠❡4 +❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ♥♦❞❡4✳ ❚❤❡ ❝♦4+4 ♦❢ ❡❞❣❡4 ❛*❡ *❛♥❞♦♠❧② 4❡❧❡❝+❡❞ ❢*♦♠

+❤❡ 4❡+ ♦❢ ✐♥+❡❣❡* {1, 2, .., 20}✱ ❛♥❞ +❤❡ 4❡+ ♦❢ ❞❡4+✐♥❛+✐♦♥4 D ❛*❡ ❛❧4♦ *❛♥❞♦♠❧② 4❡❧❡❝+❡❞

✇✐+❤ ❞✐✛❡*❡♥+ 4✐③❡ |D| = {10%, 20%, .., 90%} ✭♦❢ |V |✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤4

W = 10 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜4❡*✈❡ +❤❛+ ✐+ ✐4 4✉✣❝✐❡♥+ ❢♦* ❡❛❝❤ ❣❡♥❡*❛+❡❞ ♠✉❧+✐❝❛4+ *❡H✉❡4+✳

❋♦* ❛ ❣✐✈❡♥ ❣*♦✉♣ 4✐③❡ |D|✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝+ ✶✵✵✵ 4✐♠✉❧❛+✐♦♥4 ✇✐+❤ ❞✐✛❡*❡♥+ 4♦✉*❝❡ ❛♥❞

❞❡4+✐♥❛+✐♦♥ 4❡+✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛+❡ +❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥+❡*✈❛❧4 ❢♦* ❛❧❧ +❤❡ *❡4✉❧+4✳ ❚❤❡ *❡4✉❧+4

❛*❡ 4❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣4✳ ✺✳✶✸✱ ✺✳✶✹ ❛♥❞ ✺✳✶✺✳

❚❤❡ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡4 ♦❢ +❤❡ ❛❧❣♦*✐+❤♠4 ✐♥ +❡*♠4 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❝♦♥4✉♠♣+✐♦♥ ❛*❡ 4❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣4✳ ✺✳✶✸❛✱ ✺✳✶✹❛ ❛♥❞ ✺✳✶✺❛✳ ■♥ ❛❧❧ +❤❡ ❝❛4❡4✱ ❋● ❛♥❞ ◆● *❡4✉❧+ ✐♥ ❧❛*❣❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣+❤4✱ ✇❤✐❧❡ ❋❋ ❛♥❞ ◆❋ ❦❡❡♣ ✐+ ❝♦♥4+❛♥+ ❛+ +❤❡ ♦♣+✐♠❛❧ ✭✶✮ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤✳ ❖♥ ❛✈❡*❛❣❡✱

+❤❡ ✐♠♣*♦✈❡♠❡♥+4 ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❝♦♥4✉♠♣+✐♦♥ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② ▲❙❍✲❜❛4❡❞ ❛❧❣♦*✐+❤♠4 ✭❋❋ ❛♥❞

◆❋✮ +♦ ▲❙✲❜❛4❡❞ ❝♦✉♥+❡*♣❛*+4 ✭❋● ❛♥❞ ◆●✮ ❛*❡ ✹✽✳✼✪ ❛+ ⑤❱⑤ ❂ ✺✵✱ ✻✸✳✹✪ ❛+ ⑤❱⑤ ❂ ✶✵✵✱ ✼✶✪

❛+ ⑤❱⑤ ❂ ✶✺✵✱ ❛♥❞ +❤❡ ♦✈❡*❛❧❧ ❣❛✐♥ ✐4 ✻✶✪✳ ❋♦* +❤❡ +♦+❛❧ ❝♦4+✱ ❛4 4❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣4✳ ✺✳✶✸❜✱ ✺✳✶✹❜

❛♥❞ ✺✳✶✺❜✱ ❋❋ ❛♥❞ ◆❋ ❛❧✇❛②4 ❛❝❤✐❡✈❡ ❧❡44 ❝♦4+ +❤❛♥ +❤❡ +✇♦ ❝♦✉♥+❡*♣❛*+4✳ ❖♥ ❛✈❡*❛❣❡✱ +❤❡

✐♠♣*♦✈❡♠❡♥+4 ♦♥ +♦+❛❧ ❝♦4+ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② ▲❙❍✲❜❛4❡❞ ❛❧❣♦*✐+❤♠4 +♦ ▲❙✲❜❛4❡❞ ❝♦✉♥+❡*♣❛*+4

❛*❡ ✽✳✸✪ ❛+ ⑤❱⑤ ❂ ✺✵✱ ✶✸✳✷✪ ❛+ ⑤❱⑤ ❂ ✶✵✵✱ ✶✻✪ ❛+ ⑤❱⑤ ❂ ✶✺✵✱ ❛♥❞ +❤❡ ♦✈❡*❛❧❧ ❣❛✐♥ ✐4 ✶✷✳✺✪✳

■♥ ❝♦♥+*❛4+✱ ❋✐❣4✳ ✺✳✶✾❛✱ ✺✳✷✵❛ ❛♥❞ ✺✳✷✶❛ 4❤♦✇ ❜❡++❡* ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡4 ♦♥ ❞✐❛♠❡+❡* ❢♦* ▲❙✲

❜❛4❡❞ ❛❧❣♦*✐+❤♠4✳ ❆❝❝♦*❞✐♥❣❧②✱ ❋● ❛♥❞ ◆● ❛❝❤✐❡✈❡ 4✐❣♥✐✜❝❛♥+❧② ❧♦✇❡* ❞✐❛♠❡+❡* ❝♦♠♣❛*❡❞

✇✐+❤ +❤❡ ♦+❤❡* +✇♦✳
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■♥ %❤♦()✱ ✇✐)❤ ✉♥❞✐(❡❝)❡❞ ❣(❛♣❤%✱ ❋❋ ❛♥❞ ◆❋ ♣(♦❞✉❝❡ ❜❡))❡( %♦❧✉)✐♦♥% ❢♦( )❤❡ ♥✉♠❜❡(

♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤% ✉%❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧%♦ ❧♦✇❡( )♦)❛❧ ❝♦%) ❜✉) ✇✐)❤ ❤✐❣❤❡( ❞✐❛♠❡)❡( ❝♦♠♣❛(❡❞ ✇✐)❤ ❋●

❛♥❞ ◆●✳

❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ❘❡+✉❧&+ ✇✐&❤ ❉✐/❡❝&❡❞ ●/❛♣❤+

❚❤❡ ♥❡)✇♦(❦ ♣❛(❛♠❡)❡(% ♦❢ )❤✐% %❡))✐♥❣ ❛(❡ %✐♠✐❧❛( )♦ )❤❡ ♦♥❡% %❡) ❢♦( )❤❡ ✜(%) %❡))✐♥❣✱

❡①❝❡♣) )✇♦ ♣♦✐♥)%✿ ✶✮ W ❂ ✷✵ ✭)♦ ❛✉❣♠❡♥) )❤❡ ❢❡❛%✐❜✐❧✐)② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ %♦❧✉)✐♦♥% ❢♦( )❤❡
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)❤❡ %❛♠❡ ♠❡)❤♦❞ ❢♦( ❣❡♥❡(❛)✐♥❣ )❤❡ ❞✐(❡❝)❡❞ ❣(❛♣❤% ♠❡♥)✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙✉❜%❡❝)✐♦♥ ✺✳✻✳✹✳✶✮✳

❆❧❧ )❤❡ (❡%✉❧)% ✭✇✐)❤ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥)❡(✈❛❧%✮ ♦♥ (❡%♦✉(❝❡ ❝♦♥%✉♠♣)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❝♦♥%✐❞❡(❡❞

❛❧❣♦(✐)❤♠% ❛(❡ %❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣%✳ ✺✳✶✻✱ ✺✳✶✼ ❛♥❞ ✺✳✶✽✳

❆% %❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣%✳ ✺✳✶✻❛✱ ✺✳✶✼❛ ❛♥❞ ✺✳✶✽❛✱ ❛❧❧ )❤❡ ❛❧❣♦(✐)❤♠% ♥❡❡❞ ❧❛(❣❡( ♥✉♠❜❡( ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣)❤% ✇❤❡♥ )❤❡ ❣(♦✉♣ %✐③❡ ✐♥❝(❡❛%❡%✳ ❆❣❛✐♥✱ )❤❡ )✇♦ ❛❧❣♦(✐)❤♠% ❜❛%❡❞ ♦♥ ▲❙❍% ✭✐✳❡✳✱

❋❋ ❛♥❞ ◆❋✮ (❡%✉❧) ✐♥ %♠❛❧❧❡( ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤% ❝♦♠♣❛(❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ♦♥❡% ❜❛%❡❞ ♦♥ ▲❙%

✭✐✳❡✳✱ ❋● ❛♥❞ ◆●✮✳ ❖♥ ❛✈❡(❛❣❡✱ )❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤% ✉%❡❞ ❜② ▲❙❍✲❜❛%❡❞ ❛❧❣♦(✐)❤♠%

✭❋❋ ❛♥❞ ◆❋✮ ❛(❡ ❧❡%% )❤❛♥ ✹✸✳✸✪ ❛) ⑤❱⑤ ❂ ✺✵✱ ✹✺✳✺✪ ❛) ⑤❱⑤ ❂ ✶✵✵✱ ❛♥❞ ✹✽✪ ❛) ⑤❱⑤ ❂ ✶✺✵

❝♦♠♣❛(❡❞ ✇✐)❤ )❤♦%❡ ❝♦♥%✉♠❡❞ ❜② ▲❙✲❜❛%❡❞ ❛❧❣♦(✐)❤♠% ✭❋● ❛♥❞ ◆●✮✳ ❋♦( )❤❡ )♦)❛❧ ❝♦%)

✭%❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣%✳ ✺✳✶✻❜✱ ✺✳✶✼❜ ❛♥❞ ✺✳✶✽❜✮✱ )❤❡ ✜(%) ❣(♦✉♣ (❡%✉❧)% ✐♥ %❧✐❣❤)❧② ❧♦✇❡( ✭❛❜♦✉) ✺✪✮
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♠♦)❡ ♥♦❞❡0 ❝❛♥ ❜❡ ✉0❡❞ ❢♦) #❤❡ #)❛✐❧ ❡①#❡♥0✐♦♥✳ ■♥ 0❤♦)#✱ ♠♦)❡ ♥♦❞❡0 ❛♥❞ ❛)❝0 ❝❛♥ ❜❡

✉0❡❞ ❢♦) #❤❡ #)❛✐❧ ❡①#❡♥0✐♦♥✳ ❚❤✐0 ♣)♦♣❡)#② ❤❡❧♣0 ✐♥❝)❡❛0❡ #❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❞❡0#✐♥❛#✐♦♥0 ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❝♦✈❡)❡❞ ✐♥ ♦♥❡ #)❛✐❧✱ )❡0✉❧#✐♥❣ ✐♥ ❛ ❢❡✇❡) ♥✉♠❜❡) ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤0 )❡G✉✐)❡❞✱ ❜✉#✱ ♦❢

❝♦✉)0❡✱ ✇✐#❤ ❛ ❧♦♥❣❡) ❞✐❛♠❡#❡)✳ ❇❡0✐❞❡0✱ ❜❡❝❛✉0❡ ♠♦)❡ ♥♦❞❡0 ❛)❡ ❝♦♥0✐❞❡)❡❞ ❢♦) ❝❤♦♦0✐♥❣

❧♦✇❡0#✲❝♦0# ♣❛#❤✱ ❛ ❧♦✇❡) #♦#❛❧ ❝♦0# ♦❢ #❤❡ ✜♥❛❧ #)❛✐❧0 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❋❛"#❤❡&# ❋✐"&# ✈❡"&✉& ◆❡❛"❡&# ❋✐"&#

❆0 0❤♦✇♥ ✐♥ #❤❡ 0✐♠✉❧❛#✐♦♥ )❡0✉❧#0✱ ❋❋ )❡0✉❧#0 ✐♥ 0❧✐❣❤#❧② ❢❡✇❡) ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤0 ❛♥❞ #♦#❛❧

❝♦0# ❝♦♠♣❛)❡❞ ✇✐#❤ ◆❋❀ ❛♥❞ ❋❋ ❛❧✇❛②0 )❡0✉❧#0 ✐♥ ❛ ❧♦♥❣❡) ❞✐❛♠❡#❡)✳ ❚❤✐0 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

❛0 ❢♦❧❧♦✇0✳

❋✐)0#✱ ✇❤❡♥ #❤❡ )❡)♦✉#❡❞ #)❛✐❧ ✭0❛②✱ Ti✮ ✭❝❢✳ ❆❧❣♦)✐#❤♠ ✺✳✶✮✱ ✐0 )❡)♦✉#❡❞ ❜② ❛ )♦✉#✐♥❣ #)❛✐❧

✭0❛②✱ Tk✮✱ #❤❡ ♥❡✇✲❝)❡❛#❡❞ #)❛✐❧ ♠✉0# ❜❡ ❧♦♥❣❡) ✭✐♥ #❡)♠0 ♦❢ ❝♦0#✮ #❤❛♥ #❤❡ )❡)♦✉#❡❞ #)❛✐❧✳

❚❤✉0✱ #❤❡ ❧♦♥❣❡) #❤❡ )❡)♦✉#❡❞ #)❛✐❧ ✐0✱ #❤❡ ❧♦♥❣❡) #❤❡ ♥❡✇✲❝)❡❛#❡❞ #)❛✐❧ ❝❛♥ ❜❡✳ ❋❋ ❝❤♦♦0❡0

#❤❡ ❧♦♥❣❡0# #)❛✐❧ ✐♥ #❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐G✉❡✱ ❤❡♥❝❡ ✐# ♠❛❦❡0 #❤❡ ♥❡✇ #)❛✐❧ ❧♦♥❣❡) #❤❛♥ ◆❋ ❞♦❡0✳

❋✉)#❤❡)♠♦)❡✱ ❜❡❝❛✉0❡ #❤❡ ♥❡✇ #)❛✐❧ ✐0 ✉0✉❛❧❧② ❧♦♥❣❡) #❤❛♥ )❡)♦✉#❡❞ #)❛✐❧ ✐♥ #❤❡ ♦❧❞ ♠❛①✐♠❛❧

❝❧✐G✉❡✱ ❛♥❞ ✐# ✇✐❧❧ ♣)♦❜❛❜❧② ❜❡❝♦♠❡ #❤❡ ❢❛)#❤❡0# ♦♥❡ ✐♥ #❤❡ ♥❡✇ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐G✉❡ ✭✐❢ ✐# ✐0

#❤❡ ❝❛0❡✮ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜)0# ❝♦♥0✐❞❡)❡❞ ♥❡①# #✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡ ✐# ❣❡#0 ❧♦♥❣❡) ❛♥❞ ❧♦♥❣❡) ✉♥#✐❧ #❤❡

❝❛)❞✐♥❛❧✐#② ♦❢ #❤❡ ❝♦♥#❛✐♥❡❞ ❝❧✐G✉❡ ❝❛♥♥♦# ❜❡ )❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❛# ✐0 #❤❡ )❡❛0♦♥ ✇❤② ❋❋ ❝❛✉0❡0 ❛

❧♦♥❣❡) ❞✐❛♠❡#❡) #❤❛♥ ◆❋✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥ ❛ )❡)♦✉#❡❞ #)❛✐❧ Ti ✐0 )❡)♦✉#❡❞ ❜② #❤❡ )❡)♦✉#✐♥❣ #)❛✐❧ Tk✱ #❤❡ ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ❜❡✲

#✇❡❡♥ #♦#❛❧ ❝♦0# ❜❡❢♦)❡ ❛♥❞ ❛❢#❡) )❡)♦✉#✐♥❣ ✐0 ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ ❜②✿ diff(cost) = cost(P (lk, fi))−

cost(P (s, fi))✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ li, lk ❛)❡ #❤❡ #❡)♠✐♥❛❧0 ♦❢ Ti, Tk✱ )❡0♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ✭cost(P (u, v)) ✐0 #❤❡

❝♦0# ♦❢ #❤❡ ❞✐)❡❝#❡❞ ♣❛#❤ ❢)♦♠ u #♦ v✳✮ ■# ✐0 ❧✐❦❡❧② #❤❛# #❤❡ ❧♦♥❣❡) #❤❡ #)❛✐❧ Ti ✐0✱ #❤❡ ❧❡00

diff(cost) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜#❛✐♥❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ❋❋ ❝❤♦♦0❡0 #❤❡ ❧♦♥❣❡0# #)❛✐❧ ❛♥❞ ◆❋ ❝❤♦♦0❡0 #❤❡ 0❤♦)#❡0#

♦♥❡ ✐♥ #❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐G✉❡ #♦ )❡)♦✉#❡ ✜)0#✱ ❋❋ ❝❛♥ )❡❞✉❝❡ ♠♦)❡ ❝♦0# #❤❛♥ ◆❋✳ ❇❡0✐❞❡0✱ ❋❋

#❡♥❞0 #♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦)❡ ❞❡0#✐♥❛#✐♦♥0 ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ #)❛✐❧✱ #❤✉0 ♣)♦❜❛❜❧② #❤❛# ❢❡✇❡) ♥✉♠❜❡) ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣#❤0 ✉0❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ #❤❛♥ ◆❋ ❞♦❡0✳



✶✸✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆❖▼❘ ❲■❚❍❖❯❚ ❙#▲■❚❚❊❘❙ ❆◆❉ ❈❖◆❱❊❘❚❊❘❙

✺✳✼ ❍❡✉&✐()✐❝ ❆❧❣♦&✐)❤♠( ❢♦& ▼❚❈❋ 6&♦❜❧❡♠

❙✐♥❝❡ ▼❚❈❋ ♣-♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ 5❤❡ 5♦5❛❧ ❝♦85 ✐8 ◆:✲❤❛-❞✱ ❛♥❞ ■▲: ♣-♦❣-❛♠ ✐8 ♥♦5

❛❜❧❡ 5♦ ❝♦♠♣✉5❡ 5❤❡ ♦♣5✐♠❛❧ 8♦❧✉5✐♦♥ ✐♥ ❛ 5✐♠❡✲❡✣❝✐❡♥5 ♠❛♥♥❡-✱ ❤❡✉-✐85✐❝8 ❛-❡ -❡B✉✐-❡❞✳ ■♥

5❤✐8 8❡❝5✐♦♥✱ ✇❡ ♣-♦♣♦8❡ 5✇♦ ❡✣❝✐❡♥5 ❤❡✉-✐85✐❝ ❛❧❣♦-✐5❤♠8 5♦ 8♦❧✈❡ ▼❚❈❋ ♣-♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✜-85

❤❡✉-✐85✐❝ ✐8 ❜❛8❡❞ ♦♥ 5❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ 5❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ :❛5❤ ❍❡✉-✐85✐❝ ✭▼:❍✮ ❬✼✸❪ ❢♦- ❝♦♠♣✉5✐♥❣

❛♥ ❛♣♣-♦①✐♠❛5❡ ❙5❡✐♥❡- 5-❡❡✳ ■5 ✐8 ❝❛❧❧❡❞ ◆❡❛-❡85 ❉❡85✐♥❛5✐♦♥ ❋✐-85 ✭◆❉❋✮ ❛❧❣♦-✐5❤♠✳ ■♥

5❤❡ 8❡❝♦♥❞ ❤❡✉-✐85✐❝✱ 5❤❡ ✐❞❡❛ ✐8 5♦ -♦✉5❡ 5❤❡ ♠♦85 ❝-✐5✐❝❛❧ ❞❡85✐♥❛5✐♦♥ ✜-85✱ ❤❡♥❝❡ 5❤❡ ♥❛♠❡

❈-✐5✐❝❛❧ ❉❡85✐♥❛5✐♦♥ ❋✐-85 ✭❈❉❋✮✳ ❚❤❡ ♣-✐♠❛-② ♣✉-♣♦8❡ ♦❢ 5❤❡ 5✇♦ ❤❡✉-✐85✐❝8 ✐8 5♦ ❝♦♠♣✉5❡

5❤❡ ❧✐❣❤5✲8♣✐❞❡-✲❤✐❡-❛-❝❤✐❡8 ✭▲❙❍8✮✱ ❤♦✇❡✈❡- 5❤❡② ❝❛♥ ❛❧8♦ ❜❡ ✉8❡❞ 5♦ ❝♦♠♣✉5❡ ❧✐❣❤5✲8♣✐❞❡-8

✭▲❙8✮ ✇✐5❤ ❛ ♠✐♥♦- ♠♦❞✐✜❝❛5✐♦♥✳ ■♥ 5❤❡ 8✐♠✉❧❛5✐♦♥ 8✉❜8❡❝5✐♦♥✱ 5❤❡ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡8 ♦❢ 5❤❡ 5✇♦

❤❡✉-✐85✐❝8 ❛-❡ ❝♦♠♣❛-❡❞ ✇✐5❤ 5❤❡ ❡①❛❝5 ■▲: 8♦❧✉5✐♦♥8 ❛8 ✇❡❧❧ ❛8 ❝♦♠♣❛-❡❞ ✇✐5❤ ❡❛❝❤ ♦5❤❡-✳

❲❡ ❛❧8♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛-✐8♦♥ ❜❡5✇❡❡♥ ▲❙❍ ❜❛8❡❞ 8♦❧✉5✐♦♥8 ✈❡-8✉8 ▲❙ ❜❛8❡❞ 8♦❧✉5✐♦♥8 ✉8✐♥❣

5❤❡ 8❛♠❡ ❛❧❣♦-✐5❤♠ 5♦ ✈❡-✐❢② 5❤❡ ❣♦♦❞♥❡88 ♦❢ ▲❙❍8 ♦✈❡- ▲❙8 85-✉❝5✉-❡✳

✺✳✼✳✶ ◆♦&❛&✐♦♥*

❚❤❡ 5✇♦ ❤❡✉-✐85✐❝ ❛❧❣♦-✐5❤♠8 ✇♦-❦ ♦♥ ❧❛②❡-❡❞ ❣-❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥85❡❛❞ ♦❢ 5♦♣♦❧♦❣② ❣-❛♣❤✳

❚♦ 8✉♣♣♦-5 5❤❡ ❞❡8❝-✐♣5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ 5✇♦ ❤❡✉-✐85✐❝ ❛❧❣♦-✐5❤♠8✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 8♦♠❡ ✉8❡❞ ♥♦5❛5✐♦♥8

❛8 ❢♦❧❧♦✇8✳

• G′ = (V ′, A′)✿ 5❤❡ ❧❛②❡-❡❞ ❣-❛♣❤ ❝♦♥85-✉❝5❡❞ ❢-♦♠ 5❤❡ 5♦♣♦❧♦❣② ❣-❛♣❤ G = (V,A)✳

• r′ = (s′, D′)✿ 5❤❡ ❝♦--❡8♣♦♥❞✐♥❣ -❡B✉❡85 ♦❢ 5❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ -❡B✉❡85 r = (s,D) ❝-❡❛5❡❞

✐♥ 5❤❡ ❧❛②❡-❡❞ ❣-❛♣❤✳ ❲❡ ❝❛❧❧ 5❤❡ ♣8❡✉❞♦ 8♦✉-❝❡ s′ 5❤❡  ♦✉#❝❡✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣8❡✉❞♦

❞❡85✐♥❛5✐♦♥ d′ ∈ D′
 ✐♥❦ ❢♦- 8❤♦-5✳

• MC❴SET ✿ 5❤❡ 8❡5 ♦❢ ❝♦♣✐❡8 ♦❢ 5❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ 8♦✉-❝❡ s ✐♥ ❛❧❧ 5❤❡ ❧❛②❡-8✳

• CONN❴SET ✿ 5❤❡ 8❡5 ♦❢ ❝♦♥♥❡❝5♦-8✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉8❡❞ 5♦ ❣-♦✇ 5❤❡ ❝✉--❡♥5 ❤✐❡-❛-✲

❝❤② H✳ ❋♦- 5❤❡ ❛❢♦-❡♠❡♥5✐♦♥❡❞ ❞❡❣#❡❡ ❝♦♥ +#❛✐♥+ ✐♠♣♦8❡❞ ♦♥ 5❤❡ ✈❡-5✐❝❡8 ♦❢ G′
✭❝❢✳

❙✉❜8❡❝5✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮✱ ♥♦5 ❛❧❧ 5❤❡ ✈❡-5✐❝❡8 ✐♥ H✱ ❜✉5 ❛ 8✉❜8❡5 ♦❢ 5❤❡♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉8❡❞ 5♦

❣-♦✇ 5❤❡ ❤✐❡-❛-❝❤②✳ ❚❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ 5❤❡ ♣8❡✉❞♦ 8♦✉-❝❡ s′✱ ❝♦♣✐❡8 ♦❢ 5❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ 8♦✉-❝❡

s ✭MC❴SET ✮ ❛♥❞ ❧❡❛❢✲♥♦❞❡8 ✐♥ H✳

• SPT (c,D′)✿ 5❤❡ 8❤♦-5❡85 ♣❛5❤ 5-❡❡ ❢-♦♠ 8♦✉-❝❡ c 5♦ 8❡5 D′

• P (u, v)✿ 5❤❡ 8❤♦-5❡85 ♣❛5❤ ❢-♦♠ u 5♦ v✳

• pred(d′)✿ 5❤❡ ♣-❡❞❡❝❡88♦- ♦❢ 8✐♥❦ d′ ∈ D′
✐♥ 5❤❡ 8❤♦-5❡85 ♣❛5❤ ❢-♦♠ s′ 5♦ ❛ 8✐♥❦ d′✳

• post(v)✿ 5❤❡ 8✉❝❝❡88♦- ♦❢ ✈❡-5❡① v ∈ V ′
✳ ■5 ✐8 ✉8❡❞ 5♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡5❤❡- ❛ ✈❡-5❡① ❛55❛❝❤❡❞

✇✐5❤ ❛ 8✐♥❦✳ ■♥ ♣❛-5✐❝✉❧❛-✱ post(v) 6= nil ⇐⇒ v ✐8 ❛55❛❝❤❡❞ ✇✐5❤ ❛ 8✐♥❦ ❜② ❛ ♣8❡✉❞♦

❛-❝✱ ♦5❤❡-✇✐8❡ post(v) = nil✳ ■5 ✐8 ✉8❡❞ ✐♥ ❈❉❋ ❛❧❣♦-✐5❤♠✳



✺✳✼✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙ ❋❖❘ ▼❚❈❋ 1❘❖❇▲❊▼ ✶✸✶

✺✳✼✳✷ ◆❡❛'❡() ❉❡()✐♥❛)✐♦♥ ❋✐'() ❆❧❣♦'✐)❤♠

◆❡❛%❡&' ❉❡&'✐♥❛'✐♦♥ ❋✐%&' ✭◆❉❋✮ ❛❧❣♦%✐'❤♠ ❡♠♣❧♦②& '❤❡ ❜❛&✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ '❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠

;❛'❤ ❍❡✉%✐&'✐❝ ❬✼✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥&'%✉❝'& ❛♥ ❛♣♣%♦①✐♠❛'❡ ❙'❡✐♥❡% '%❡❡ ❢%♦♠ ❛♥ ✐♥✐'✐❛❧ ✈❡%'❡① ❜②

✐'❡%❛'✐✈❡❧② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ '♦❣❡'❤❡% ✇✐'❤ '❤❡ &❤♦%'❡&' ♣❛'❤ ✭♦♥❡ ❛' ❛ '✐♠❡✮ ✉♥'✐❧ ❛❧❧ '❤❡

❞❡&'✐♥❛'✐♦♥& %❡❛❝❤❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ '♦ &❛'✐&❢② '❤❡ ❛❢♦%❡♠❡♥'✐♦♥❡❞ ❞❡❣#❡❡ ❝♦♥'(#❛✐♥( ✐♠♣♦&❡❞ ♦♥

'❤❡ ✈❡%'✐❝❡& ♦❢ G′
✭❝❢✳ ❙✉❜&❡❝'✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮✱ ▼;❍ ✐& ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦✉% ◆❉❋ ❤❡✉%✐&'✐❝ '♦ ❝♦♠♣✉'❡

❛ ✈❛❧✐❞ %♦✉'❡✳

●✐✈❡♥ ❛ ❲❉▼ ♥❡'✇♦%❦ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ '♦♣♦❧♦❣② ❣%❛♣❤ G = (V,A)✱ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧'✐❝❛&'

%❡M✉❡&' r = (s,D)✱ ◆❉❋ ✐& ❞❡&✐❣♥❡❞ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦&' %♦✉'❡ ❢♦% ❛ ❝♦%%❡&♣♦♥❞✐♥❣

%❡M✉❡&' r′ = (s′, D′) ♦♥ ❧❛②❡%❡❞ ❣%❛♣❤ G′ = (V ′, A′)✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦%✐'❤♠ %❡'✉%♥& ❛ ❞✐#❡❝(❡❞

❤✐❡#❛#❝❤② H %♦♦'❡❞ ❛' '❤❡ &♦✉%❝❡ s′ ❛♥❞ ❝♦✈❡%& ❛❧❧ '❤❡ '✐♥❦' D′ = d′1, d
′
2, .., d

′
|D| ✭♣%♦✈✐❞❡❞

'❤❛' '❤❡ &♦❧✉'✐♦♥ ✐& ❢❡❛&✐❜❧❡✮✳ ❆❢'❡% ♣%✉♥✐♥❣ ♣&❡✉❞♦ ✈❡%'✐❝❡& ❛♥❞ ❛%❝& ❢%♦♠ H✱ '❤❡ %❡&✉❧'❛♥'

❤✐❡%❛%❝❤② H ❝♦♥&✐&'& ♦❢ ❛ &❡' ♦❢ ❧✐❣❤'✲&♣✐❞❡%✲❤✐❡%❛%❝❤✐❡& ✭▲❙❍&✮✳ ❊❛❝❤ ♦❢ '❤❡&❡ ▲❙❍& ✐&

❧♦❝❛'❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡%❡♥' ❧❛②❡%✱ ✉&✐♥❣ ❛ ❞✐&'✐♥❝' ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤✳ ❚❤❡ ❞❡&❝%✐♣'✐♦♥ ♦❢ ◆❉❋ ✐& ❣✐✈❡♥

✐♥ '❤❡ ❆❧❣♦%✐'❤♠ ✺✳✸✳

■♥✐'✐❛❧❧②✱ H ❝♦♥&✐&'& ♦❢ ♦♥❧② '❤❡ &♦✉%❝❡ s′✳ ❆' ❡❛❝❤ ✐'❡%❛'✐♦♥✱ '❤❡ ❛❧❣♦%✐'❤♠ &❡❛%❝❤❡&

❢♦% '❤❡ ♥❡❛%❡&' &✐♥❦ d′ ✭❧✐♥❡ ✶✶✮ ❢%♦♠ CONN❴SET ✐♥ '❤❡ ❝✉%%❡♥' ❤✐❡%❛%❝❤② H '♦ ❛❧❧ '❤❡

✉♥#❡❛❝❤❡❞ &✐♥❦& d′ ∈ D′
✳ ❚❤✐& ✐& ❞♦♥❡ ❜② ❣❛'❤❡%✐♥❣ &❡' CONN❴SET ❛& ❛ ✈✐%'✉❛❧ &♦✉%❝❡

c✱ ❛♥❞ '❤❡♥ ❝%❡❛'✐♥❣ ❛ &❤♦%'❡&' ♣❛'❤ '%❡❡ ❢%♦♠ c '♦ '❤❡ &✐♥❦& ✐♥ D′
✭❧✐♥❡ ✼✮✳ ❚❤❡♥ '❤❡

❛❧❣♦%✐'❤♠ ❛❞❞& ❛❧❧ ✈❡%'✐❝❡& ❛♥❞ ❛%❝& ✐♥ '❤❡ ♣❛'❤ P (c, pred(d′)) '♦ H✱ '❤❡♥ %❡♠♦✈❡ '❤❡ ❛%❝&

✐♥ '❤❡ ♣❛'❤ P (c, d′) ❢%♦♠ '❤❡ ❧❛②❡%❡❞ ❣%❛♣❤ G′
✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛'❡ CONN❴SET ✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛'❡ ♦❢

CONN❴SET ✭&❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✺✮ ✐& ❞♦♥❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ '❤❡ ♣%❡❞❡❝❡&&♦% ♦❢ d′✱ ✐✳❡✳✱ pred(d′)✱

❛♥❞ %❡♠♦✈✐♥❣ '❤❡ ❝♦♥♥❡❝'♦% c ✐❢ ✐' ✐& ❛ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ ❞✉♣❧✐❝❛'❡ ✐♥ CONN❴SET ✭❧✐♥❡& ✶✻✕✶✽✮

&✐♥❝❡ ✐' ❝❛♥♥♦' &✉♣♣♦%' ❛♥② ♦'❤❡% &✉❝❝❡&&♦%&✳ ◆♦'❡ '❤❛' d′ ✐& ❛ ♣&❡✉❞♦ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐&

♥♦' ✉&❡❢✉❧ '♦ ❛❞❞ '♦ H ❛♥❞ '♦ ❡①'❡♥❞ H✳ ❚❤❛' ✐& ✇❤② P (c, pred(d′)) ✭❜✉' ♥♦' P (c, d′)✮ ✐&

❛❞❞❡❞ '♦ H ❛♥❞ pred(d′) ✭❜✉' ♥♦' d′✮ ✐& ❝♦♥&✐❞❡%❡❞ ❛& ❛ ❧❡❛❢✲♥♦❞❡ ♦❢ H ✐♥ '❤❡ ❛❧❣♦%✐'❤♠✳

❚❤❡ ❛❧❣♦%✐'❤♠ '❡%♠✐♥❛'❡& ✇❤❡♥ '❤❡%❡ ✐& ♥♦ %❡❛❝❤❛❜❧❡ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ %❡♠❛✐♥✐♥❣✱ ♦% ❡M✉✐✈✲

❛❧❡♥'❧②✱ H ❝❛♥♥♦' ❜❡ ❡①'❡♥❞❡❞✳ ❚♦ ♦❜'❛✐♥ '❤❡ ✜♥❛❧ ♠✉❧'✐❝❛&' %♦✉'❡✱ '❤❡ &✉♣♣❧❡♠❡♥'❛%②

&'❡♣ ✐& ♥❡❡❞❡❞ '♦ ♣%✉♥❡ ❛❧❧ '❤❡ ♣&❡✉❞♦ ✈❡%'✐❝❡& ✭&♦✉%❝❡ ❛♥❞ &✐♥❦&✮ ❛♥❞ '❤❡ %❡❧❡✈❛♥' ♣&❡✉❞♦

❛%❝&✳ ❚❤❡ %❡&✉❧' ✐& ❛ &❡' ♦❢ ▲❙❍& %♦✉'❡❞ ❛' '❤❡ &♦✉%❝❡ ❞✉♣❧✐❝❛'❡&✳ ❖❜✈✐♦✉&❧②✱ '❤❡ %❡&✉❧'❛♥'

❤✐❡%❛%❝❤② %❡♠❛✐♥& '❤❡ ♣%♦♣❡%'✐❡& ♦❢ ❤✐❡%❛%❝❤② ✇❤✐❧❡ %❡&♣❡❝'✐♥❣ '❤❡ ❞❡❣%❡❡ ❝♦♥&'%❛✐♥'✳ ❖♥❡

❡①❛♠♣❧❡ '♦ ✐❧❧✉&'%❛'❡ '❤❡ ❛❧❣♦%✐'❤♠ ✐& &❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✻✳ ◆❉❋ ❛❧❣♦#✐(❤♠ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉(❡ (❤❡ ❤✐❡#❛#❝❤② H ❢♦# ❛ ♠✉❧(✐❝❛'( #❡6✉❡'( r =

(s,D) ✐♥ (❤❡ (✐♠❡ ♦❢ O(D ×W × (V log(WV ) +A))✳

8#♦♦❢✳ ❚♦ ✜♥❞ '❤❡ ♥❡❛%❡&' &✐♥❦ d′ ❢%♦♠ &❡' CONN❴SET ♦❢ '❤❡ ❝♦♥♥❡❝'♦%& '♦ &❡' D′
♦❢

'❤❡ &✐♥❦& ✐♥ ❧❛②❡%❡❞ ❣%❛♣❤ G′
✭❧✐♥❡ ✶✶✮✱ ❉✐❥❦&'%❛✬& ❛❧❣♦%✐'❤♠ &❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉&❡❞ ♦♥❝❡✳ ❚❤✐& ✐&

❜❡❝❛✉&❡✱ ❛❢'❡% ❣❛'❤❡%✐♥❣ '❤❡ ❝♦♥♥❡❝'♦%& ✐♥ CONN❴SET ❛& ❛ ✈✐%'✉❛❧ &♦✉%❝❡ c ✭❡✳❣✳✱ ❜②

❝♦♥♥❡❝'✐♥❣ '❤❡ ♣&❡✉❞♦ &♦✉%❝❡ '♦ ❡❛❝❤ ♦❢ '❤❡♠ ❜② ③❡%♦✲❝♦&' ❛%❝&✮✱ ✐' ✐& &✉✣❝✐❡♥' '♦ ✜♥❞
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✺✳✸ ◆❡❛&❡'( ❉❡'(✐♥❛(✐♦♥ ❋✐&'( ❆❧❣♦&✐(❤♠

■♥♣✉&✿ ❆ (♦♣♦❧♦❣② ❣&❛♣❤ G = (V,A)✱ ❛ '❡( ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣(❤' W ✱ ❛ ♠✉❧(✐❝❛'( &❡;✉❡'( r =
(s,D)

❖✉&♣✉&✿ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦'( ❤✐❡&❛&❝❤② H
✶✿ ❈♦♥'(&✉❝( (❤❡ ❧❛②❡&❡❞ ❣&❛♣❤ G′ = (V ′, A′) ❢&♦♠ G✱ ❛♥❞ (❤❡ ♠✉❧(✐❝❛'( &❡;✉❡'( r′ =

(s′, D′) ❢&♦♠ r
✷✿ MC❴SET ← {s1} ∪ {s2} ∪ ... ∪ {s|W |}
✸✿ CONN❴SET ← {s′} ∪MC❴SET
✹✿ H ← {s′}
✺✿ ✇❤✐❧❡ (D′ 6= ∅) ❞♦
✻✿ ●❛(❤❡& '❡( ❈❖◆◆❴❙❊❚ ❛' ❛ ✈✐&(✉❛❧ '♦✉&❝❡ c
✼✿ ❈♦♠♣✉(❡ ✐♥ G′

(❤❡ '❤♦&(❡'( ♣❛(❤ (&❡❡ SPT (c,D′)
✽✿ ✐❢ ✭SPT (c,D′) = ∅✮ &❤❡♥
✾✿ ❜$❡❛❦

✶✵✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✶✿ ❋✐♥❞ (❤❡ ♥❡❛&❡'( '✐♥❦ d′ ❢&♦♠ c
✶✷✿ H ← H ∪ P (c, pred(d′))
✶✸✿ D′ ← D′ \ {d′}
✶✹✿ A′ ← A′ \ {❛&❝' ✐♥ P (c, d′)}
✶✺✿ CONN❴SET ← CONN❴SET ∪ {pred(d′)}
✶✻✿ ✐❢ ✭c /∈MC❴SET ✮ &❤❡♥
✶✼✿ CONN❴SET ← CONN❴SET \ {c}
✶✽✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✷✵✿ G&✉♥❡ ❛❧❧ (❤❡ ♣'❡✉❞♦ ✈❡&(✐❝❡' ❛♥❞ &❡❧❡✈❛♥( ♣'❡✉❞♦ ❛&❝' ❢&♦♠ H
✷✶✿ $❡&✉$♥ H

(❤❡ ♥❡❛&❡'( ❞❡'(✐♥❛(✐♦♥ d′ ❜② ❝♦♥'(&✉❝(✐♥❣ ❛ '✐♥❣❧❡ '❤♦&(❡'( ♣❛(❤ (&❡❡ ❢&♦♠ (❤❡ ♣'❡✉❞♦

'♦✉&❝❡ (♦ ❛❧❧ (❤❡ '✐♥❦' ✐♥ G′
✭❧✐♥❡ ✼✮✳ ❚❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✭❧✐♥❡ ✺✮ (❛❦❡' ❛( ♠♦'( |D′| = |D|

(✐♠❡' (♦ ❝♦✈❡& ❛❧❧ (❤❡ '✐♥❦' ✐♥ D′
✳ ❍❡♥❝❡ (❤❡ ❉✐❥❦'(&❛✬' ❛❧❣♦&✐(❤♠ ♥❡❡❞' (♦ &✉♥ ❛( ♠♦'(

|D| (✐♠❡'✳ ❚❤❡ (✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐(② ♦❢ ❉✐❥❦'(&❛✬' ❛❧❣♦&✐(❤♠ &✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣&❛♣❤ G′ = (V ′, A′)

✭✐♠♣❧❡♠❡♥(❡❞ ❜② ❛ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❤❡❛♣✮ ✐' O(V ′ log V ′ + A′) ❬✶✶✵❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ V ′
✐' ❛ ✈❡&(❡①

'❡( ♦❢ (❤❡ '✐③❡ |V ′| = |V | ×W + 1 + |D| ≤ |V | ×W + |V |❀ ❛♥❞ A′
✐' ❛♥ ❛&❝ '❡( ♦❢ (❤❡

'✐③❡ |A′| = |A| ×W + W + W × |D| = (|A| + 1 + |D|) ×W ≤ (|A| + |V |) ×W ✳ ❚❤✉'✱

O(V ′ log V ′ +A′) = O(W × (V log(W × V ) +A+ V )) = O(W × (V log(WV ) +A))✳ ❚❤✉'✱

(♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥( ❛ ♠✉❧(✐❝❛'( '❡''✐♦♥ r = (s,D)✱ (❤❡ ◆❉❋ ❛❧❣♦&✐(❤♠ (❛❦❡' (✐♠❡ O(D ×W ×

(V log(WV ) +A))✳

❍♦✇❡✈❡&✱ (❤❡ ❛❝(✉❛❧ (✐♠❡ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡'' '✐♥❝❡ ♥♦( ❛❧❧ (❤❡ ✈❡&(✐❝❡' ❛♥❞ ❛&❝' ✐♥

G′
❛&❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ (❤❡ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ '❤♦&(❡'( ♣❛(❤'✳ ❋✐&'(✱ (❤❡ ✈❡&(✐❝❡' ❛♥❞ ❛&❝' (❤❛(

❝❛♥♥♦( ❜❡ &❡❛❝❤❡❞ ❢&♦♠ (❤❡ '♦✉&❝❡ '❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛(❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥'(&✉❝(✐♥❣ (❤❡ G′
❜❡❢♦&❡

&✉♥♥✐♥❣ (❤❡ ❛❧❣♦&✐(❤♠✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛' ❡❛❝❤ ✐(❡&❛(✐♦♥✱ '❡✈❡&❛❧ ❛&❝' ❛&❡ &❡♠♦✈❡❞ ❢&♦♠ A′
✱ ❤❡♥❝❡

&❡❞✉❝✐♥❣ |A′|✳
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✺✳✼✳✸ ❈%✐'✐❝❛❧ ❉❡-'✐♥❛'✐♦♥ ❋✐%-' ❆❧❣♦%✐'❤♠

◆❉❋ ❤❡✉(✐*+✐❝ ❛❧✇❛②* ❝❤♦♦*❡* +❤❡ ♥❡❛(❡*+ ♣*❡✉❞♦ ❞❡*+✐♥❛+✐♦♥ ✭*✐♥❦✮ +♦ ❡①+❡♥❞ +❤❡ ❝✉(✲

(❡♥+ ❤✐❡(❛(❝❤②✳ ❍♦✇❡✈❡( +❤❡(❡ ❛(❡ ❝❛*❡* ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤✐* ♣♦❧✐❝② ✐* ♥♦+ ❡✛❡❝+✐✈❡✳ ▲❡+ ✉* *❡❡

❋✐❣✳ ✺✳✷✷ ❢♦( ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♥❡+✇♦(❦ ✐* *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷❛✱ ✇✐+❤ +❤❡ ♠✉❧+✐❝❛*+ (❡F✉❡*+

r = (s, {d1, d2, d3})✳ ❚❤❡ ❝♦((❡*♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛②❡(❡❞ ❣(❛♣❤ ✇✐+❤ ❛++❛❝❤❡❞ ❧✐♥❦ ❝♦*+* ❛(❡ *❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷❜✳ ❆❝❝♦(❞✐♥❣ +♦ ◆❉❋✱ +❤❡ ✜(*+ *✐♥❦ *❤♦✉❧❞ ❜❡ d′3 ✇✐+❤ +❤❡ *❤♦(+❡*+ ♣❛+❤ ❝♦♠✲

♣✉+❡❞ ✐♥ ❧❛②❡( ✶✿ ❁s′, s1, 21, 41, 51, d13, d′3❃ ✇✐+❤ ❧❡♥❣+❤ ✭❝♦*+✮ ♦❢ ✹✳ ❋♦( +❤❡ ♥❡①+

✐+❡(❛+✐♦♥✱ ♦♥❧② d′1 ❝❛♥ ❜❡ (❡❛❝❤❡❞ ✭+❤(♦✉❣❤ ❧❛②❡( ✷✮ ✇✐+❤ +❤❡ ❝♦((❡*♣♦♥❞✐♥❣ *❤♦(+❡*+ ♣❛+❤

❁s′, s2, 12, 42, 62, d21, d′1❃ ✇✐+❤ ❧❡♥❣+❤ ♦❢ ✽✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦(✐+❤♠ +❡(♠✐♥❛+❡* ❛♥❞ d′2 ✐* ♥❡✈❡(

(♦✉+❡❞ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷❝✮✦

◆♦✇ ❧❡+ ✉* +❛❦❡ ❛ ❝❧♦*❡( ❧♦♦❦ ❛+ ❛❧❧ +❤❡ *✐♥❦*✱ ✇❡ *❡❡ +❤❛+ d′2 ❤❛* ❛ ❧❡❛*+ ♥✉♠❜❡( ♦❢

✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛(❝* ✭✶ ✐♥ +❤✐* ❝❛*❡✮✳ ◆❛+✉(❛❧❧②✱ ✐+ *❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦*❡♥ ✜(*+ *✐♥❝❡ ✐+ ❤❛* +❤❡ ❧❡❛*+

♣(♦❜❛❜✐❧✐+② +♦ ❜❡ (♦✉+❡❞✳ ❙✉♣♣♦*❡ +❤❛+ ✇❡ ❝❤♦♦*❡ d′2 ✜(*+✱ +❤❡ ❝♦((❡*♣♦♥❞✐♥❣ *❤♦(+❡*+ ♣❛+❤

✐* ❁s′, s1, 21, 41, 51, d12, d′2❃ ✇✐+❤ +❤❡ ❧❡♥❣+❤ ♦❢ ✺ ✐* ❛❞❞❡❞ +♦ +❤❡ ❤✐❡(❛(❝❤②✳ ❚♦ ❝❤♦♦*❡

+❤❡ ♥❡①+ *✐♥❦ ❜❡+✇❡❡♥ d′1 ❛♥❞ d′3✱ *✐♥❝❡ +❤❡② ❤❛✈❡ +❤❡ *❛♠❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐♥❦*✱ +❤❡

♥❡❛(❡*+ ♦♥❡ ❢(♦♠ +❤❡ ❝✉((❡♥+ ❤✐❡(❛(❝❤② *❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦*❡♥✳ ❙♦ +❤❡ ♥❡①+ *✐♥❦ *❤♦✉❧❞ ❜❡ d′3✱

❛♥❞ +❤❡ ❝♦((❡*♣♦♥❞✐♥❣ *❤♦(+❡*+ ♣❛+❤ ❁d12, 51, d13, d′3❃ ✇✐+❤ +❤❡ ❧❡♥❣+❤ ♦❢ ✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ +❤❡

❧❛*+ *✐♥❦ d′1 ❛♥❞ +❤❡ *❤♦(+❡*+ ♣❛+❤ ❁s′, s2, 12, 42, 62, d21, d′1❃ ✇✐+❤ +❤❡ ❧❡♥❣+❤ ♦❢ ✽ ✐*

❛❞❞❡❞ +♦ +❤❡ ❤✐❡(❛(❝❤②✱ (❡*✉❧+✐♥❣ ✐♥ +❤❡ *♦❧✉+✐♦♥ +❤❛+ (❡❛❝❤❡* ❛❧❧ +❤❡ *✐♥❦* ✇✐+❤ +♦+❛❧ ❝♦*+

♦❢ ✶✻ ❛* *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷❞✳

❋(♦♠ +❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦❜*❡(✈❛+✐♦♥✱ ✐+ ✐* ♠♦(❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ +♦ ❣✐✈❡ ❤✐❣❤❡( ♣(✐♦(✐+② +♦ +❤❡ *✐♥❦* ✇✐+❤

❧♦✇❡( ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❡❣(❡❡ ✇❤❡♥ ❡①+❡♥❞✐♥❣ +❤❡ ❝✉((❡♥+ ❤✐❡(❛(❝❤②✳ ❲❡ ❝❛❧❧ +❤❡*❡ *✐♥❦* ❝!✐#✐❝❛❧

❞❡(#✐♥❛#✐♦♥(✱ ❛♥❞ +❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❡❣(❡❡ ❝!✐#✐❝❛❧ ❞❡❣!❡❡✱ *✐♥❝❡ +❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❡❣(❡❡ ♦❢ ❛ *✐♥❦

✐♥❞✐❝❛+❡* +❤❡ (❡❛❝❤❛❜✐❧✐+② ♦❢ ✐+ ❢(♦♠ +❤❡ *♦✉(❝❡ s′ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷❜✮✳ ❚❤❡ ❧❡❛*+ ❝(✐+✐❝❛❧ ❞❡❣(❡❡

*✐♥❦ ✐* +❤✉* +❤❡ ♠♦*+ ❝(✐+✐❝❛❧ ❞❡*+✐♥❛+✐♦♥✳ ❚❤✐* ❣✐✈❡* (✐*❡ +♦ +❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝②✱ ✐✳❡✳✱ ❝❤♦♦*✐♥❣

+❤❡ ♠♦*+ ❝(✐+✐❝❛❧ ❞❡*+✐♥❛+✐♦♥ ✜(*+✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ +❤❡ ♥❛♠❡✿ ❈(✐+✐❝❛❧ ❉❡*+✐♥❛+✐♦♥ ❋✐(*+ ✭❈❉❋✮

❤❡✉(✐*+✐❝✳ ❲❤❡♥ +❤❡(❡ ❛(❡ ♠✉❧+✐♣❧❡ *✐♥❦* ❤❛✈✐♥❣ +❤❡ *❛♠❡ ❝(✐+✐❝❛❧ ❞❡❣(❡❡✱ +❤❡ ♥❡❛(❡*+ ♦♥❡

❢(♦♠ +❤❡ ❝✉((❡♥+ ❤✐❡(❛(❝❤② ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦*❡♥ ✜(*+ ❛* ✐♥ ◆❉❋✳

❲✐+❤ +❤❡ ♥♦+❛+✐♦♥* ✐♥+(♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙✉❜*❡❝+✐♦♥ ✺✳✼✳✶✱ +❤❡ ♣*❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ♦❢ ❈❉❋ ❤❡✉(✐*+✐❝

✐* *❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦(✐+❤♠ ✺✳✹✳

❇❛*✐❝❛❧❧②✱ ❈❉❋ ❤❡✉(✐*+✐❝ ✐* +❤❡ *❛♠❡ ◆❉❋ ❤❡✉(✐*+✐❝✱ ❡①❝❡♣+ +❤❛+ ✐♥*+❡❛❞ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛

♥❡❛(❡*+ *✐♥❦ ♦❢ D′
✱ ❈❉❋ ✜♥❞* +❤❡ ♠♦*+ ❝(✐+✐❝❛❧ *✐♥❦ ❢(♦♠ D′

✳ ❚❤✐* ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ❧❡❛❞* +♦ +✇♦

♦+❤❡( ❞✐✛❡(❡♥+ ♣♦✐♥+* ✐♥ +❤❡ ❞❡*❝(✐♣+✐♦♥ ♦❢ ❈❉❋ ❛❧❣♦(✐+❤♠✳ ❚❤❡ ✜(*+ ♣♦✐♥+ ✐* +❤❡ ❢♦" ❧♦♦♣

✐♥ ❧✐♥❡* ✶✹✕✶✽✳ ❚❤✐* ❝♦♠❡* ❢(♦♠ +❤❡ ♣♦**✐❜✐❧✐+② +❤❛+ +❤❡ *❤♦(+❡*+ ♣❛+❤ P (c, pred(d′)) ♠❛②

❝♦♥+❛✐♥ ❞❡*+✐♥❛+✐♦♥ ❞✉♣❧✐❝❛+❡* ✇❤✐❝❤ ❛(❡ ❛**♦❝✐❛+❡❞ ✇✐+❤ *♦♠❡ *✐♥❦*✳ ■❢ *♦✱ +❤❡ ❝♦((❡*♣♦♥❞✲

✐♥❣ *✐♥❦* ♠✉*+ ❜❡ (❡♠♦✈❡❞ ❢(♦♠ D′
✳ ❚♦ +❤✐* ❡♥❞✱ ✇❡ ✉*❡ post(v) ✭❧✐♥❡ ✶✺✮ +♦ *+♦(❡ +❤❡

❛((♦❝✐❛#❡❞ ✈❡!#✐❝❡( ❢♦( ❡❛❝❤ ✈❡(+❡① v ∈ V ′
✱ *✉❝❤ +❤❛+ post(v) = d′ ∈ D′

✐❢ v ✐* ❛**♦❝✐❛+❡❞

✇✐+❤ ❛ *✐♥❦ d′✱ ❛♥❞ post(v) = nil✱ ♦+❤❡(✇✐*❡✳ ❋♦( ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❛❝❦ +♦ +❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ *❤♦✇♥ ✐♥



✶✸✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆❖▼❘ ❲■❚❍❖❯❚ ❙#▲■❚❚❊❘❙ ❆◆❉ ❈❖◆❱❊❘❚❊❘❙

�

� ��

�

�
�

�
�

�

� �
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
� �

�

✭❛✮ ❆ ♥❡&✇♦)❦ ❛♥❞ )❡,✉❡.&

r = (s, {d1, d2, d3})
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✷ ✕ ■❧❧✉,-$❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ -✇♦ ❤❡✉$✐,-✐❝,

❋✐❣✳ ✺✳✷✷❜✱ ✇❡ ❤❛✈❡ post(d11) = post(d21) = d′1✱ post(d
1
2) = d′2✱ post(d

1
3) = post(d23) = d′3❀ ❢♦$

-❤❡ ♦-❤❡$ ✈❡$-✐❝❡, v✱ post(v) = nil✳

❚❤❡ ,❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡$❡♥- ♣♦✐♥- ✐, -❤❛- -❤❡ ❛❧❣♦$✐-❤♠ ,❤♦✉❧❞ ✉♣❞❛-❡ -❤❡ $❡❛❝❤❛❜✐❧✐-② ♦❢ ❛❧❧

-❤❡ ❛✛❡❝$❡❞ ,✐♥❦, ✇❤❡♥❡✈❡$ P (c, pred(d′)) ❤❛, ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ✭❧✐♥❡ ✷✺✮✳ ◆♦-❡ -❤❛- ♥♦- ❛❧❧ -❤❡

$❡♠❛✐♥✐♥❣ ,✐♥❦, ❜✉- ❥✉,- ,♦♠❡ ♦❢ -❤❡♠ ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝-❡❞ ❜② -❤✐, ❛❞❞✐-✐♦♥✳ ■♥ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

✇❡ ♣$❡,❡♥- -❡❝❤♥✐D✉❡, -♦ ❞❡-❡❝- -❤❡ ❛✛❡❝-❡❞ ,✐♥❦, ❛♥❞ ✉♣❞❛-❡ -❤❡✐$ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❡❣$❡❡,✳

❚❤❡ ,-$❛✐❣❤-❢♦$✇❛$❞ -❡❝❤♥✐D✉❡ ✐, ✉,✐♥❣ ❛ ❜$❡❛-❤ ✜$,- ,❡❛$❝❤ ✭❇❋❙✮ ❢$♦♠ s′ -♦ ✈✐,✐- -❤❡

✈❡$-✐❝❡, ✐♥ V ′
✳ ❈❛❧❝✉❧❛-❡ ❛ ,❡- ♦❢ ✈❡$-✐❝❡, U -❤❛- ✐, ♥♦- $❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢$♦♠ s′✳ ❚❤❡♥ ,❝❛♥ -❤♦✉❣❤

❛❧❧ -❤❡ ✈❡$-✐❝❡, u ∈ U ✱ ❝❤❡❝❦ -♦ ,❡❡ ✐❢ post(u) 6= nil✳ ■❢ ✐- ✐, -❤❡ ❝❛,❡✱ -❤❡♥ post(u) = u′ ✐,

-❤❡ ,✐♥❦ -❤❛- ✐, ♥♦- $❡❛❝❤❛❜❧❡✳ ❘❡♠♦✈❡ ❛$❝ (u, u′) ❢$♦♠ G′
✱ ✐- ❛❧,♦ $❡❞✉❝❡, ♦♥❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

❞❡❣$❡❡ -♦ u′✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ,✐♥❝❡ -❤✐, ♠❡-❤♦❞ ✇♦$❦, ♦♥ -❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❛②❡$❡❞ ❣$❛♣❤ G′
✱ -❤❡ ❇❋❙

-❛❦❡, -✐♠❡ O(V ′ +A′) ✇❤✐❝❤ ✐, -✐♠❡✲❝♦♥,✉♠✐♥❣✳ ❚❤✉,✱ ✇❡ ♣$♦♣♦,❡ ❛♥♦-❤❡$ -❡❝❤♥✐D✉❡ -❤❛-

❝❛♥ $❡❞✉❝❡ -❤❡ -✐♠❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝$✐-✐❝❛❧ ❞❡,-✐♥❛-✐♦♥ d′✱ ✇❡ ♦❜,❡$✈❡ -❤❛- -❤❡ ♣❛-❤ P (c, d′) ❧♦❝❛-❡, -♦-❛❧❧② ✐♥ ♦♥❡

❧❛②❡$ ✭,✐♥❝❡ -❤❡$❡ ✐, ♥♦ ❧✐♥❦ ❜❡-✇❡❡♥ ❧❛②❡$, ❡①❝❡♣- -❤❡ ,♦✉$❝❡ ❛♥❞ ,✐♥❦,✮✳ ❙♦ -❤❡ ❛✛❡❝-❡❞

,✐♥❦, ✭✐❢ ❛♥②✮ ♠✉,- ❜❡ ❛✛❡❝-❡❞ ♦♥❧② ❜② -❤❛- ❧❛②❡$✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥,-$✉❝-✐♥❣ -❤❡ ❧❛②❡$❡❞

❣$❛♣❤✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛❧❧ -❤❡ ❝♦♣✐❡, ♦❢ ♥♦❞❡, ✐♥ -❤❡ -♦♣♦❧♦❣② ❣$❛♣❤ -♦ ❛ ❧❛②❡$✱ ♦♥❡ ❧❛②❡$ ❛- ❛ -✐♠❡✱

,♦ -❤❡ ✐♥❞✐❝❡, ♦❢ ✈❡$-✐❝❡, ✐♥ -❤❡ ❧❛②❡$❡❞ ❣$❛♣❤ G′
❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥-♦ ❣$♦✉♣, ♦❢ ,✐③❡ |V |✳



✺✳✼✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙ ❋❖❘ ▼❚❈❋ 1❘❖❇▲❊▼ ✶✸✺

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✺✳✹ ❈$✐&✐❝❛❧ ❉❡,&✐♥❛&✐♦♥ ❋✐$,& ❆❧❣♦$✐&❤♠

■♥♣✉&✿ ❆ &♦♣♦❧♦❣② ❣$❛♣❤ G = (V,A)✱ ❛ ,❡& ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤, W ✱ ❛ ♠✉❧&✐❝❛,& $❡;✉❡,& r =
(s,D)

❖✉&♣✉&✿ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦,& ❤✐❡$❛$❝❤② H
✶✿ ❈♦♥,&$✉❝& &❤❡ ❧❛②❡$❡❞ ❣$❛♣❤ G′ = (V ′, A′) ❢$♦♠ G✱ ❛♥❞ &❤❡ ♠✉❧&✐❝❛,& $❡;✉❡,& r′ =

(s′, D′) ❢$♦♠ r
✷✿ ❝❛❧❝✉❧❛&❡ &❤❡ $❡❛❝❤❛❜✐❧✐&② ✭✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❡❣$❡❡✮ ♦❢ ❛❧❧ ,✐♥❦, ✐♥ D′

✸✿ MC❴SET ← {s1} ∪ {s2} ∪ ... ∪ {s|W |}
✹✿ CONN❴SET ← {s′} ∪MC❴SET
✺✿ H ← {s′}
✻✿ ✇❤✐❧❡ (D′ 6= ∅) ❞♦
✼✿ ●❛&❤❡$ ,❡& ❈❖◆◆❴❙❊❚ ❛, ❛ ✈✐$&✉❛❧ ,♦✉$❝❡ c
✽✿ ❈♦♠♣✉&❡ ✐♥ G′

&❤❡ ,❤♦$&❡,& ♣❛&❤ &$❡❡ SPT (c,D′)
✾✿ ✐❢ (SPT (c,D′) = ∅) &❤❡♥
✶✵✿ ❜$❡❛❦

✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✷✿ ❋✐♥❞ &❤❡ ♠♦,& ❝$✐&✐❝❛❧ ,✐♥❦ d′ ∈ D′

✶✸✿ H ← H ∪ P (c, pred(d′))
✶✹✿ ❢♦$ ❛❧❧ v ∈ P (c, pred(d′)) ❞♦
✶✺✿ ✐❢ post(v) ∈ D′

&❤❡♥

✶✻✿ D′ ← D′ \ {post(v)}④$❡♠♦✈❡ post(v) ❢$♦♠ D′
⑥

✶✼✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✽✿ ❡♥❞ ❢♦$

✶✾✿ D′ ← D′ \ {d′}
✷✵✿ A′ ← A′ \ {❛$❝, ✐♥ P (c, d′)}
✷✶✿ CONN❴SET ← CONN❴SET ∪ {pred(d′)}
✷✷✿ ✐❢ ✭c /∈MC❴SET ✮ &❤❡♥
✷✸✿ CONN❴SET ← CONN❴SET \ {c}
✷✹✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✺✿ ❯♣❞❛&❡ &❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❡❣$❡❡ ♦❢ ❛✛❡❝&❡❞ ,✐♥❦, ✐♥ D′

✷✻✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✷✼✿ L$✉♥❡ &❤❡ ♣,❡✉❞♦ ,♦✉$❝❡ s′ ❛♥❞ &❤❡ $❡❧❡✈❛♥& ♣,❡✉❞♦ ❛$❝, ❢$♦♠ H
✷✽✿ $❡&✉$♥ H

❊❛❝❤ ❣$♦✉♣ ✐, ❛,,♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ ❛ ❧❛②❡$ ✐♥❞❡① $❛♥❣✐♥❣ ❢$♦♠ ✵ &♦ W − 1✳ ❆, ❛ $❡,✉❧&✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥

✐♥❞❡① ♦❢ ❛ ✈❡$&❡① v ∈ SP (c, pred(d′))✱ ✇❡ ❝❛♥ ,♣❡❝✐❢② &❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ &❤❡ ❝♦♥&❛✐♥✐♥❣ ❧❛②❡$ ❜②

λ = index(v)÷ |V |✳

❆❢&❡$ ❤❛✈✐♥❣ ❞❡&❡$♠✐♥❡❞ λ✱ &❤❡ ❛✛❡❝&❡❞ ,✐♥❦, ❝❛♥ ❜❡ ❞❡&❡❝&❡❞ ❜② ✉,✐♥❣ ❛ ❇❋❙ ❛,

♠❡♥&✐♦♥❡❞ ✐♥ &❤❡ ❛❜♦✈❡ &❡❝❤♥✐;✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✐♥,&❡❛❞ ♦❢ ✉,✐♥❣ ❛ ❇❋❙ ❢$♦♠ &❤❡ ,♦✉$❝❡ s′✱ &❤❡

♥❡✇ ❇❋❙ ,&❛$&, ❢$♦♠ &❤❡ ❝♦♣② ♦❢ &❤❡ ,♦✉$❝❡ sλ ✭✐♥ ♦$❞❡$ &♦ ,❝❛♥ ❥✉,& &❤♦✉❣❤ &❤❡ ✈❡$&✐❝❡,

✐♥ ❧❛②❡$ λ✮✱ ❛♥❞ &❤❡ ✉♥$❡❛❝❤❛❜❧❡ ,❡& U ✐, ❛❧,♦ ❝♦♠♣✉&❡❞ ❢$♦♠ &❤❡ ✈❡$&✐❝❡, ♦❢ ❧❛②❡$ λ✳ ❚❤❡

&✐♠❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ ✐, $❡❞✉❝❡❞ &♦ O(V +A)✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ♦❢ ❈❉❋ ❛❧❣♦2✐*❤♠ ✐3 O(D ×W × (V log(W × V ) +A))✳

52♦♦❢✳ ❚♦ ❞❡&❡$♠✐♥❡ &❤❡ ♠♦,& ❝$✐&✐❝❛❧ ❞❡,&✐♥❛&✐♦♥ ✭,✐♥❦✮ d′✱ ✐& &❛❦❡, &✐♠❡ O(logD′) =

O(logD) ✭✇✐&❤ &❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❜✐♥❛$② ❤❡❛♣✮✳ ❚♦ ✜♥❞ &❤❡ ,❤♦$&❡,& ♣❛&❤ P (c, d′) ✐♥ ❧❛②❡$❡❞ ❣$❛♣❤
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G′
✱ ❉✐❥❦()*❛✬( ❛❧❣♦*✐)❤♠ (❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉(❡❞ ♦♥❝❡ ✐♥ O(V ′ log V ′+A′) )✐♠❡(✳ ◆♦)❡ )❤❛) ✐♥ )❡*♠(

♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥✱ )❤❡ ❛❝)✉❛❧ )✐♠❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥ ✐( ♠✉❝❤ ❜❡))❡* )❤❛♥ )❤❡ ✇♦*() ❝❛(❡ ❬✶✵✽❪✳ ❚♦

❞❡)❡*♠✐♥❡ ❛✛❡❝)❡❞ (✐♥❦( ❛♥❞ ✉♣❞❛)❡ )❤❡✐* ❝*✐)✐❝❛❧ ❞❡❣*❡❡(✱ ❛ ❇❋❙ ✐( ✉(❡❞ ♦♥❝❡ ✐♥ ❛ ❧❛②❡*✱ ❛♥❞

✐) )❛❦❡( )✐♠❡ O(V +A)✳ ❚❤✉(✱ ❢♦* ❡❛❝❤ (✐♥❦ d′✱ ❈❉❋ )❛❦❡( )✐♠❡ O(V ′ log V ′+A′+logD+V +

A)✳ ❆❝❝♦*❞✐♥❣ )♦ ❚❤❡♦*❡♠ ✺✳✻✱ O(V ′ log V ′+A′) = O(W×(V log(WV )+A))✱ ❛♥❞ ✐) ✐( ♠✉❝❤
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 ❛"✐♦ ✶✳✷✽ ✶✳✷✹ ✶✳✷✸ ✶✳✶✽ ✶✳✵✹ ✶✳✵✵✯ ✹✳✶✪ ✶✳✸✸ ✶✳✸✷ ✶✳✷✻ ✶✳✷✸ ✶✳✵✻ ✶✳✵✵ ✻✳✵✪

✺✵

✺ ✶✸✻✳✾ ✶✸✺✳✻ ✶✷✾✳✽ ✶✷✾✳✹ ✶✷✵✳✷ ✶✶✺✳✹✯ ✹✳✵✪ ✷✳✽ ✷✳✾ ✷✳✼ ✷✳✼ ✷✳✹ ✷✳✷ ✽✳✸✪

✶✵ ✷✺✶✳✷ ✷✸✹✳✶ ✷✸✸✳✼ ✷✷✷✳✹ ✷✵✷✳✶ ✶✾✷✳✺✯ ✹✳✽✪ ✸✳✾ ✸✳✽ ✸✳✼ ✸✳✺ ✸✳✶ ✷✳✾ ✻✳✺✪

✶✺ ✸✶✽✳✸ ✸✵✵✳✺ ✷✾✹✳✶ ✷✽✹✳✻ ✷✹✽✳✽ ✷✸✻✳✻✯ ✹✳✾✪ ✹✳✸ ✹✳✷ ✹✳✶ ✹✳✵ ✸✳✺ ✸✳✷ ✽✳✻✪

✷✵ ✸✾✺✳✻ ✸✼✻✳✾ ✸✼✾✳✼ ✸✺✻✳✼ ✸✵✸✳✽ ✷✽✼✳✼✯ ✺✳✸✪ ✹✳✺ ✹✳✺ ✹✳✹ ✹✳✸ ✸✳✾ ✸✳✻ ✼✳✼✪

✷✺ ✹✺✹✳✹ ✹✸✻✳✷ ✹✸✶✳✺ ✹✶✷✳✾ ✸✹✺✳✸ ✸✷✼✳✾✯ ✺✳✵✪ ✹✳✼ ✹✳✻ ✹✳✹ ✹✳✹ ✹✳✵ ✸✳✼ ✼✳✺✪

 ❛"✐♦ ✶✳✸✷ ✶✳✷✻ ✶✳✷✹ ✶✳✷✵ ✶✳✵✺ ✶✳✵✵✯ ✹✳✽✪ ✶✳✸✵ ✶✳✷✾ ✶✳✷✹ ✶✳✷✶ ✶✳✵✽ ✶✳✵✵ ✼✳✼✪

❛✈❣✭0❛1✐♦✮ ✶✳✷✻ ✶✳✷✶ ✶✳✷✶ ✶✳✶✻ ✶✳✵✹ ✶✳✵✵✯ ✸✳✾✪ ✶✳✸✺ ✶✳✸✷ ✶✳✷✾ ✶✳✷✹ ✶✳✵✽ ✶✳✵✵ ✼✳✷✪

✺✳✼✳✹✳✷ ❈♦♠♣❛*✐,♦♥ ❛♠♦♥❣ ❍❡✉*✐,2✐❝ ❙♦❧✉2✐♦♥,

❚❤✐1 ✇♦/❦ ❝♦♥1✐❞❡/1 6❤❡ ❝❛1❡ ✇✐6❤ ❛/❜✐6/❛/② ❞✐16/✐❜✉6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣6❤1 ✐♥ 6❤❡ ❧✐♥❦1✱

✐✳❡✳✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣6❤ ♥♦♥1②♠♠❡6/✐❝ ❝❛1❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ 6❤❡ ❝❛1❡1 ✇✐6❤ ❧✐♠✐6❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣6❤1✱

✐6 ✐1 ♣♦11✐❜❧❡ 6❤❛6 ♥♦6 ❛❧❧ 6❤❡ ❞❡16✐♥❛6✐♦♥1 /♦✉6❡❞ ❢♦/ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✉❧6✐❝❛16 /❡C✉❡16✳ ■❢ ✐6 ✐1

6❤❡ ❝❛1❡✱ ✇❡ ❛11✉♠❡ 6❤❛6 6❤❡ ❝♦♥♥❡❝6✐♦♥ ✐1 1❡6✲✉♣ ❜❡6✇❡❡♥ 6❤❡ 1♦✉/❝❡ ❛♥❞ 6❤❡ /❡❛❝❤❛❜❧❡

❞❡16✐♥❛6✐♦♥1✳ ❚❤✐1 ✐1 6❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ 6❤❡ ♣❛"#✐❛❧ ❞❡(#✐♥❛#✐♦♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❬✹✻❪ ♠❡♥6✐♦♥❡❞ ✐♥

❙✉❜1❡❝6✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳✷ ✭❈❤❛♣6❡/ ✸✮✳

■♥ 6❤✐1 1❡❝6✐♦♥✱ 6✇♦ 1❝❡♥❛/✐♦1✿ ❢✉❧❧ ❞❡(#✐♥❛#✐♦♥( "♦✉#❡❞ ❛♥❞ ♣❛"#✐❛❧ ❞❡(#✐♥❛#✐♦♥( "♦✉#❡❞ ❛/❡

6❛❦❡♥ ✐♥6♦ ❛❝❝♦✉♥6✳ ■♥ 6❤❡ ✜/16 1❝❡♥❛/✐♦✱ ✇❡ ♠❛❦❡ 1✉/❡ 6❤❛6 ❛❧❧ 6❤❡ ❞❡16✐♥❛6✐♦♥1 ❛/❡ /❡❛❝❤❡❞✱

❛♥❞ 6❤❡ 1♦❧✉6✐♦♥1 ❛/❡ ❡✈❛❧✉❛6❡❞ ❜❛1❡❞ ♦♥ 6✇♦ ♠❡6/✐❝1✿ 6♦6❛❧ ❝♦16 ❛♥❞ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣6❤1

✉1❡❞✳ ■♥ 6❤❡ 1❡❝♦♥❞ 1❝❡♥❛/✐♦✱ ♥♦6 ❛❧❧ 6❤❡ ❞❡16✐♥❛6✐♦♥1 ❛/❡ /❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ 6❤✐1 ❝❛1❡✱ 6❤❡ ♣❛/6✐❛❧

❞❡16✐♥❛6✐♦♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭P❇✮ ♠♦❞❡❧ ✐1 1✉♣♣♦1❡❞✱ ❛♥❞ 6❤❡ 1♦❧✉6✐♦♥1 ❛/❡ ❡✈❛❧✉❛6❡❞ ❜❛1❡❞ ♦♥

6❤❡ ♦6❤❡/ ♠❡6/✐❝ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡(#✐♥❛#✐♦♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣"♦❜❛❜✐❧✐#② ✭❉❇P✮✱ ✐✳❡✳✱ 6❤❡ /❛6✐♦ ❜❡6✇❡❡♥ 6❤❡

❞❡16✐♥❛6✐♦♥1 ❜❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ 6❤❡ 6♦6❛❧ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ❞❡16✐♥❛6✐♦♥1 ♦❢ 6❤❡ /❡C✉❡16✳ ❇❡1✐❞❡1✱ ✐♥ ♦/❞❡/

6♦ ❣✐✈❡ ❝♦♠♣/❡❤❡♥1✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❛❧❧ ❛❧❣♦/✐6❤♠1✱ ✇❡ ❛❧1♦ ❝❛❧❝✉❧❛6❡ 6❤❡ /❛6✐♦ ❜❡6✇❡❡♥

6❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ /❡C✉❡161 ❜❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ 6❤❡ 6♦6❛❧ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ /❡C✉❡161 ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ◆♦6❡ 6❤❛6

❛ /❡C✉❡16 ✐1 ❝♦♥1✐❞❡/❡❞ ❜❧♦❝❦❡❞ ✐❢ 6❤❡/❡ ❡①✐161 ♦♥❡ ❞❡16✐♥❛6✐♦♥ ♦❢ ✐6 ❜❧♦❝❦❡❞✳ ❲❡ ❝❛❧❧ 6❤✐1

♠❡6/✐❝ 6❤❡ "❡2✉❡(# ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣"♦❜❛❜✐❧✐#② ✭❘❇P✮✳

❙✐♠✉❧❛2✐♦♥ ❙❡22✐♥❣,

❚✇♦ 1✐♠✉❧❛6✐♦♥ 1❝❡♥❛/✐♦1 ❛/❡ 1❡6 ✉♣ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✳



✶✸✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆❖▼❘ ❲■❚❍❖❯❚ ❙#▲■❚❚❊❘❙ ❆◆❉ ❈❖◆❱❊❘❚❊❘❙

• ❋✉❧❧ ❞❡%&✐♥❛&✐♦♥% +♦✉&❡❞ ✿ ❋♦& '❤✐* ❝❛*❡✱ ♣&♦✈✐❞❡❞ '❤❛' ❛❧❧ '❤❡ ❞❡*'✐♥❛'✐♦♥* ❛&❡ &❡❛❝❤❡❞

❢♦& ❛❧❧ '❤❡ ❛❧❣♦&✐'❤♠* ❢♦& ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ✐♥*'❛♥❝❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡*'✐❣❛'❡ '❤❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡* ♦❢

'❤❡ ❛❧❣♦&✐'❤♠* ❜❛*❡❞ ♦♥ '✇♦ ♠❡'&✐❝*✿ '♦'❛❧ ❝♦*' ❛♥❞ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤* ✉*❡❞✳ ❚♦

♠❛❦❡ *✉&❡ ❛❧❧ '❤❡ ❞❡*'✐♥❛'✐♦♥* &❡❛❝❤❡❞✱ ✇❡ &✉♥ ❛ &❡❞✉♥❞❛♥' ♥✉♠❜❡& ♦❢ *✐♠✉❧❛'✐♦♥*

✇✐'❤ ❞✐✛❡&❡♥' ✐♥*'❛♥❝❡*✱ ❛♥❞ &❡❝♦&❞ '❤❡ *✉❝❝❡**❢✉❧ ♦♥❡* ✇❤❡&❡✐♥ ❛❧❧ '❤❡ ❞❡*'✐♥❛'✐♦♥*

&♦✉'❡❞ ❢♦& ❛❧❧ '❤❡ ❛❧❣♦&✐'❤♠*✳ ❚❤❡ *✐♠✉❧❛'✐♦♥* ❛&❡ &✉♥ ♦♥ &❛♥❞♦♠ ♥❡'✇♦&❦ '♦♣♦❧♦❣✐❡*

G = (V,A)✱ ✇✐'❤ &❛♥❞♦♠ ❞✐*'&✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤* ✐♥ ❡❛❝❤ ❛&❝✳ ❲❡ ❝❤♦♦*❡ |V | ∈

(50, 100, 150)✱ W = 20✱ ❛♥❞ |D| ✈❛&✐❡* ✐♥ (10%, 20%, .., 90%) ♦❢ |V |✳ ❋♦& ❡❛❝❤ |D|✱ ✇❡

&✉♥ &❡❞✉♥❞❛♥' ♥✉♠❜❡& ♦❢ *✐♠✉❧❛'✐♦♥* ❛♥❞ *❡❧❡❝' 1000 *✉❝❝❡**❢✉❧ ✐♥*'❛♥❝❡*✳ ❚❤❡♥ ✇❡

❝❛❧❝✉❧❛'❡ '❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥' ✐♥'❡&✈❛❧* ❢♦& ❛❧❧ '❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡* ❢♦& '❤❡ '♦'❛❧ ❝♦*' ❛♥❞

'❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤* ✉*❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❛❧❣♦&✐'❤♠✳ ❚❤❡ &❡*✉❧'* ❛&❡ *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣*✳

✺✳✷✸✱ ✺✳✷✹ ❛♥❞ ✺✳✷✺✳

• ,❛+&✐❛❧ ❞❡%&✐♥❛&✐♦♥% +♦✉&❡❞ ✿ ❋♦& '❤✐* ❝❛*❡✱ ✐' ✐* *✉♣♣♦*❡❞ '❤❡ ❝♦♥♥❡❝'✐♦♥ ✐* ❡*'❛❜❧✐*❤❡❞

❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦' ❛❧❧ '❤❡ ❞❡*'✐♥❛'✐♦♥* ❛&❡ &❡❛❝❤❡❞✱ ✐✳❡✳✱ '❤❡ F❛&'✐❛❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣&♦❜❛❜✐❧✐'② ♠♦❞❡❧

✐* ✉*❡❞✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛'❡ *♦❧✉'✐♦♥*✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡ '❤❡ '✇♦ ❛❜♦✈❡✲❞❡✜♥❡❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣&♦❜❛❜✐❧✐'②

♠❡'&✐❝* ✭❉❇F ❛♥❞ ❘❇F✮ ❛* ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ♠❡'&✐❝*✳ ❚♦ ❣❡♥❡&❛'❡ ♣❛&'✐❛❧ ❞❡*'✐♥❛'✐♦♥*

&♦✉'❡❞✱ ✇❡ *❡' '❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤* W = 10✳ ❆❧❧ '❤❡ ♦'❤❡& ♣❛&❛♠❡'❡& *❡''✐♥❣*

❛&❡ '❤❡ *❛♠❡ ❛* '❤❡ ❛❜♦✈❡ *❝❡♥❛&✐♦✳ ❚❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥' ✐♥'❡&✈❛❧* ❢♦& ❛❧❧ '❤❡ &❡*✉❧'*

❛&❡ *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣*✳ ✺✳✷✻✱ ✺✳✷✼ ❛♥❞ ✺✳✷✽✳

 ❡"❢♦"♠❛♥❝❡) ❈♦♠♣❛"✐)♦♥ ♦♥ ❘❡)♦✉"❝❡ ❊✣❝✐❡♥❝②

❋♦& '❤❡ ✜&*' *❝❡♥❛&✐♦ ✭❢✉❧❧ ❞❡*'✐♥❛'✐♦♥* &♦✉'❡❞✮✱ '❤❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡* ♦❢ ❛❧❧ '❤❡ ❛❧❣♦&✐'❤♠*

♦♥ '❤❡ ❜❛*✐* ♦❢ &❡*♦✉&❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐✳❡✳✱ '♦'❛❧ ❝♦*' ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥*✉♠♣'✐♦♥✮ ❛&❡ *❤♦✇♥ ✐♥
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♣.♦❜❧❡♠✳

• ❚✇♦ ❝♦)%✲❡✛❡❝%✐✈❡ ❤❡✉.✐)%✐❝ ❛❧❣♦.✐%❤♠) ❛.❡ ❛❧)♦ ♣.♦♣♦)❡❞ ❢♦. ▼❚❈❋ ♣.♦❜❧❡♠

✉♥❞❡. ❛.❜✐%.❛.② ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐%② ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤)✳



 ❛"# ■■■

▼✉❧#✐♣❧❡✲❘❡)✉❡*# ❆❖▼

✶✹✸





Chapter 6

 !♦✈✐%✐♦♥✐♥❣ ▼✉❧+✐♣❧❡ ❙+❛+✐❝

❘❡2✉❡%+% ✐♥ ❙♣❛!%❡ ❙♣❧✐++✐♥❣

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ✐♥✈❡#'✐❣❛'❡# '❤❡ ♠✉❧'✐❝❛#' )♦✉'✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❛##✐❣♥♠❡♥' ✭▼❈❘❲❆✮

♣)♦❜❧❡♠ ✐♥ '❡)♠# ♦❢ ♠✉❧'✐♣❧❡ )❡<✉❡#'# ♣)❡#❡♥' '♦❣❡'❤❡) ✐♥ '❤❡ ♥❡'✇♦)❦#✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥

❛ #♣❛)#❡ #♣❧✐''✐♥❣ ❲❉▼ ♥❡'✇♦)❦✱ ❛♥❞ ❛ #❡' ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤#✱ ✇❡ ✐♥✈❡#'✐❣❛'❡ '❤❡

♣)♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣)♦✈✐#✐♦♥✐♥❣ ❛ #❡' ♦❢ ♠✉❧'✐❝❛#' )❡<✉❡#'# #✐♠✉❧'❛♥❡♦✉#❧② ❛✐♠✐♥❣ ❛' ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡

❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣)♦❜❛❜✐❧✐'②✳ ❚✇♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧# ❛)❡ '❛❦❡♥ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥'✿ ❢✉❧❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐-②

❛♥❞ ♣❛+-✐❛❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐-②✳ ❆# '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠# ❛)❡ ◆G✲❤❛)❞✱ ✇❡ ♣)♦♣♦#❡ ❛♥ ■▲G ❢♦)♠✉✲

❧❛'✐♦♥ ✇✐'❤ '✇♦ ✈❛)✐❛♥'# ✭❡❛❝❤ ❢♦) ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✮ '♦ #❡❛)❝❤ ❢♦) '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ #♦❧✉'✐♦♥ ❛♥❞

#❡✈❡)❛❧ ❡✣❝✐❡♥' ❛❞❛♣'✐✈❡ ❛❧❣♦)✐'❤♠# '♦ ❝♦♠♣✉'❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛'❡❞ #♦❧✉'✐♦♥#✳ ❊①'❡♥#✐✈❡ #✐♠✉✲

❧❛'✐♦♥# )❡✈❡❛❧ '❤❛' ♦✉) ❛❞❛♣-✐✈❡ ❛❧❣♦)✐'❤♠# ❛)❡ ❛❜❧❡ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ ♥❡❛)✲♦♣'✐♠❛❧ #♦❧✉'✐♦♥ ❛♥❞

'❤❡② ♦✉'♣❡)❢♦)♠ '❤♦#❡ ❜❛#❡❞ ♦♥ ✜①❡❞ ❛♣♣+♦❛❝❤❡5 ✉♥❞❡) ❜♦'❤ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣)♦❜❛❜✐❧✐'② ♠♦❞❡❧#✳

❚❤❡ )❡#✉❧'# ❛❧#♦ #❤♦✇ '❤❛' ❧✐❣❤'✲❤✐❡)❛)❝❤✐❡# ❛)❡ ❛❜❧❡ '♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛'❡ ♠♦)❡ )❡<✉❡#'# ❛♥❞

❞❡#'✐♥❛'✐♦♥# ❝♦♠♣❛)❡❞ ✇✐'❤ ❧✐❣❤'✲')❡❡#✳

✻✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❆# ❞✐#❝✉##❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣'❡) ✸✱ ❧♦'# ♦❢ ✇♦)❦# #♦❧✈❡ ♠✉❧'✐❝❛#' )♦✉'✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠# ✉♥❞❡) #♣❛)#❡

#♣❧✐''✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉)❛'✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡)✱ ♠♦#' ♦❢ '❤❡♠ ❞❡❛❧ ✇✐'❤ #✐♥❣❧❡ ♠✉❧'✐❝❛#' )❡<✉❡#' ❝♦♥✲

'❡①' ❬✷✼✱ ✹✽✱ ✻✹✱ ✻✺✱ ✻✾✱ ✼✶✱ ✾✾❪✳ ❉✉❡ '♦ '❤❡ ❡①♣❧♦#✐✈❡ ♥❛'✉)❡ ♦❢ ')❛✣❝ ❧♦❛❞#✱ )❡<✉❡#'# ❛)❡

❣❡♥❡)❛'❡❞ ❡✈❡)②✇❤❡)❡ ❛♥❞ ❛' ❛♥② '✐♠❡✱ #♦ ✐' ✐# ♠♦)❡ ♣)❛❝'✐❝❛❧ '♦ ❝♦♥#✐❞❡) ❛ #❡' ♦❢ )❡<✉❡#'#

♣)❡#❡♥' '♦❣❡'❤❡) ✐♥ '❤❡ ♥❡'✇♦)❦#✳ ◆❡✈❡)'❤❡❧❡##✱ '❤❡ #'✉❞✐❡# ♦♥ ♠✉❧'✐♣❧❡ ♠✉❧'✐❝❛#' )❡<✉❡#'#

✉#✉❛❧❧② ❛##✉♠❡❞ '♦ ✇♦)❦ ✇✐'❤ ❢✉❧❧ #♣❧✐''✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉)❛'✐♦♥ ❬✸✽✱ ✹✻✱ ✶✵✺❪✳ ❙❡✈❡)❛❧ ■▲G✴▼■▲G

❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥# ✇❡)❡ ♣)♦♣♦#❡❞ '♦ #❡❛)❝❤ ❢♦) '❤❡ ❡①❛❝' #♦❧✉'✐♦♥# ❜❛#❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤'✲')❡❡# ❬✶✸✱✹✻✱✶✶✶❪❀

❤♦✇❡✈❡)✱ ♥♦ ■▲G ❜❛#❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤'✲❤✐❡)❛)❝❤✐❡# ✐# ♣)♦♣♦#❡❞ ✐♥ '❤❡ ❧✐'❡)❛'✉)❡✳

✶✹✺
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❚❤✐& ❝❤❛♣*❡, ❛❞❞,❡&&❡& *❤❡ ♠✉❧*✐❝❛&* ,♦✉*✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ❛&&✐❣♥♠❡♥* ♣,♦❜❧❡♠ ✐♥ *❤❡

❝❛&❡ ♦❢ ♠✉❧*✐♣❧❡ ,❡8✉❡&*& ✭▼❈❘❲❆✮ ✉♥❞❡, &♣❛,&❡ &♣❧✐**✐♥❣ ❝♦♥*❡①*✳ ❋♦, *❤❡ &♣❛,&❡ &♣❧✐**✐♥❣

♥❡*✇♦,❦&✱ ❜❡&✐❞❡& *❤❡ *✇♦ ❛❢♦,❡♠❡♥*✐♦♥❡❞ ❝♦♥&*,❛✐♥*&✿ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥'✐♥✉✐'② ❝♦♥.'/❛✐♥' ❛♥❞

❞✐.'✐♥❝' ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥.'/❛✐♥'✱ *❤❡ ▼❈❘❲❆ ♣,♦❜❧❡♠ ✐& &✉❜❥❡❝* *♦ ❛♥ ❛❞❞✐*✐♦♥❛❧ ❝♦♥&*,❛✐♥*✱

♥❛♠❡❧② .♣❛/.❡ .♣❧✐''✐♥❣ ❝♦♥.'/❛✐♥'✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❧② ▼❈✲❖❳❈& ❝❛♥ ❜❡ ❜,❛♥❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡& ✐♥ *❤❡

❝♦♠♣✉*❡❞ ,♦✉*❡& ✭❡✳❣✳✱ ❧✐❣❤*✲*,❡❡&✮ ✇❤✐❧❡ ▼■✲❖❳❈& ❝❛♥♥♦*✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝*✐✈❡ ♦❢ ❛♥ ▼❈❘❲❆ ♣,♦❜❧❡♠ ✐& ♦❢*❡♥ *♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ *❤❡ ♥❡*✇♦,❦ ,❡&♦✉,❝❡ ❝♦♥✲

&✉♠♣*✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ *❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤& ✉&❡❞ ❛♥❞✴♦, *❤❡ *♦*❛❧ ❝♦&*✮ ✇✐*❤ *❤❡ ❛&&✉♠♣*✐♦♥

*❤❛* ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐*② ✐& &✉✣❝✐❡♥* *♦ ,♦✉*❡ ❛❧❧ *❤❡ ,❡8✉❡&*&✳ ■♥ ,❡&♣♦♥&❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡&*✐✲

❣❛*❡❞ *❤❡ ▼❈❘❲❆ ♣,♦❜❧❡♠ *♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♥❡*✇♦,❦ ,❡&♦✉,❝❡ ❝♦♥&✉♠♣*✐♦♥ ✐♥ ❬✶✶✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡,✱

♣,❛❝*✐❝❛❧ ❧✐♠✐*❛*✐♦♥& ♦♥ *❤❡ ✜❜❡, *❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♦♣*✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡& ,❡&*,✐❝* *❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

♥✉♠❜❡, ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤& &✉♣♣♦,*❡❞ ✐♥ ❛ ✜❜❡,✳ ❋♦, ✐♥&*❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝♦,❡ ♦♣*✐❝❛❧ ♥❡*✇♦,❦&✱ ❛

✜❜❡, ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❧*✐♣❧❡①❡❞ ♦♥ *❤❡ ♦,❞❡, ♦❢ ✽✵✲✶✵✵ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤& ❬✶✶❪✳ ■♥ *❤❡ ❝❛&❡ ✇✐*❤ ❧✐♠✐*❡❞

✇❛✈❡❧❡♥❣*❤&✱ ♣,♦❜❛❜❧② ♥♦* ❛❧❧ *❤❡ ,❡8✉❡&*& ❛,❡ ,♦✉*❡❞✳ ❚❤❡ ,❡8✉❡&*& ♥♦* ,♦✉*❡❞ ❛,❡ ❝❛❧❧❡❞

❜❧♦❝❦❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝*✐✈❡ ♦❢ ▼❈❘❲❆ ✐♥ *❤✐& ❝❛&❡ ✐& *♦ ♠❛①✐♠✐③❡ *❤❡ *♦*❛❧ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ,❡8✉❡&*&

❛❝❝❡♣*❡❞✱ ♦, ❡8✉✐✈❛❧❡♥*❧②✱ *♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ *❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ,❡8✉❡&*& ❜❧♦❝❦❡❞ ✭✐✳❡✳✱ *♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ *❤❡

❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣/♦❜❛❜✐❧✐'②✮✳ ■♥ ❢❛❝*✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ,❡&♦✉,❝❡& ,❡&❡,✈❡& ♠♦,❡ &♣❛,❡ &♣❛❝❡ ❢♦, *❤❡ ♦*❤❡,

,❡8✉❡&*&✱ *❤❡,❡❢♦,❡ ,❡❞✉❝✐♥❣ *❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣,♦❜❛❜✐❧✐*②✳ ❘❡❣❛,❞✐♥❣ *❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣,♦❜❛❜✐❧✐*②✱

*✇♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣,♦❜❛❜✐❧✐*② ♠♦❞❡❧& ✇❡,❡ ♣,♦♣♦&❡❞✿ ❢✉❧❧ ❞❡.'✐♥❛'✐♦♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣/♦❜❛❜✐❧✐'② ✭❋❇✮

❛♥❞ ♣❛/'✐❛❧ ❞❡.'✐♥❛'✐♦♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣/♦❜❛❜✐❧✐'② ✭9❇✮ ❬✸✽✱✹✻❪✳ ❚❤❡ ,❡❛❞❡, ✐& ❡♥❝♦✉,❛❣❡❞ *♦ ,❡❢❡,

*♦ ❙❡❝*✐♦♥ ✸✳✸ ✭❈❤❛♣*❡, ✸✮ ❢♦, ♠♦,❡ ❞❡*❛✐❧& ❛❜♦✉* *❤❡&❡ *✇♦ ♠♦❞❡❧&✳

❙♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ▼❈❘❲❆ ♣,♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐*❤❡, ❜② ✐♥*❡❣,❛*✐♥❣ ,♦✉*✐♥❣ ✭❘✮ ❛♥❞ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣*❤ ❛&&✐❣♥♠❡♥* ✭❲❆✮ ✐♥ ♦♥❡ &*❡♣ ✭❝♦✉♣❧❡❞ ▼❈❘❲❆✮✱ ♦, ❜② &❡♣❛,❛*✐♥❣ *❤❡♠ ✐♥*♦ *✇♦

&❡♣❛,❛*❡❞ &*❡♣& ✭❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ▼❈❘❲❆✮ ❬✷✾✱✹✻❪✳ ■♥ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ▼❈❘❲❆✱ ❛ ♣,❡❞❡*❡,♠✐♥❡❞ &❡*

♦❢ ,♦✉*❡& ✭❡✳❣✳✱ ❧✐❣❤*✲*,❡❡&✮ ✐& ❝♦♠♣✉*❡❞ ✐♥ *❤❡ ♣❤②&✐❝❛❧ *♦♣♦❧♦❣② ❛& ♣♦&&✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛*❡ ,♦✉*❡&

❢♦, ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝*✐♦♥ ,❡8✉❡&*✳ ❚❤❡ ♣,❡❞❡*❡,♠✐♥❡❞ ,♦✉*❡ &❡* ❝♦♥*❛✐♥& ❡✐*❤❡, ❛ &✐♥❣❧❡ ,♦✉*❡ ✭✐♥

✜①❡❞ /♦✉'✐♥❣✮ ♦, ♠✉❧*✐♣❧❡ ♦♥❡& ✭✐♥ ✜①❡❞✲❛❧'❡/♥❛'❡ /♦✉'✐♥❣✮ ❬✷✾✱✸✽✱✹✼❪✳ ❲❤❡♥ ❛ ,❡8✉❡&* ✐& ❡①✲

❛♠✐♥❡❞✱ *❤❡&❡ ✜①❡❞ ,♦✉*❡& ❛,❡ *,✐❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✉♥*✐❧ ♦♥❡ ✐& ❛❝❝❡♣*❡❞✳ ❚❤❡ ,❡8✉❡&* ✐& ❜❧♦❝❦❡❞

✐❢ ❛❧❧ *❤❡ ,♦✉*❡& ❛,❡ ❛**❡♠♣*❡❞ ✇✐*❤♦✉* &✉❝❝❡&&✳ ❆❧*❤♦✉❣❤ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ▼❈❘❲❆ ❛♣♣,♦❛❝❤ ✐&

&✐♠♣❧❡✱ *❤❡② ♠❛② ❣❡* ♣❡♥❛❧*② ❢♦, ♥♦* *❛❦✐♥❣ *❤❡ ♥❡*✇♦,❦ &*❛*❡ ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥*✳

■♥ ❝♦♥*,❛&*✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼❈❘❲❆ ❝♦♠♣✉*❡& ❛♥❞ *❤❡♥ ❛&&✐❣♥& ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤& *♦ *❤❡ ,♦✉*❡&

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡ ♥❡*✇♦,❦ &*❛*❡✳ ❙✐♥❝❡ *❤❡ ,♦✉*❡& ❛,❡ ❝♦♠♣✉*❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ *❤❡ ♥❡*✇♦,❦ &*❛*❡✱ *❤❡ ,♦✉*✐♥❣ ❜❡❧♦♥❣& *♦ ❛❞❛♣*✐✈❡ ,♦✉*✐♥❣ ❛♣♣,♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ,❡8✉❡&* ✐&

❜❧♦❝❦❡❞ ♦♥❧② ✐❢ *❤❡,❡ ✐& ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ,♦✉*❡ *♦ ❝❛,,② ✐*✳ ❍❡♥❝❡✱ *❤❡ ❛❞❛♣*✐✈❡ ,♦✉*✐♥❣ ❛♣♣,♦❛❝❤

♣❡,❢♦,♠& ❜❡**❡, *❤❛♥ *❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥*✐♦♥❡❞ ✜①❡❞ ❛♣♣,♦❛❝❤❡& ❬✷✾✱ ✸✽❪✳

❆ ❢❡✇ ❧✐*❡,❛*✉,❡ ✇♦,❦& *❛❝❦❧❡❞ &*❛*✐❝ ▼❈❘❲❆ ❢♦, ♠✉❧*✐♣❧❡ ♠✉❧*✐❝❛&* ,❡8✉❡&*& ❬✶✵✱✸✽✱✹✻✱

✶✵✺❪✳ ❚❤❡ &*❛*✐❝ ▼❈❘❲❆ ♣,♦❜❧❡♠ ✇❛& ✜,&* &*✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ❬✹✻❪ *❛,❣❡*✐♥❣ *❤❡ ♦❜❥❡❝*✐✈❡

♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ *❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣,♦❜❛❜✐❧✐*②✳ ❚❤❡ ✇♦,❦ ❬✶✵✺❪ ❢♦❝✉&❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ *❤❡ ♥✉♠❜❡,

♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤ ❝♦♥✈❡,*❡,& ✭❲❈&✮ *❤❛* ❛,❡ ,❡8✉✐,❡❞ *♦ &✉♣♣♦,* *❤❡ ❡♥*✐,❡ ❣,♦✉♣ ♦❢ &*❛*✐❝



✻✳✷✳ ▼❈❘❲❆✲❙❙ *❘❖❇▲❊▼ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✹✼

♠✉❧&✐❝❛*& +❡-✉❡*&*✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ &❤❡*❡ *&✉❞✐❡* ❛**✉♠❡❞ &♦ ✇♦+❦ ♦♥ &❤❡ ♥❡&✇♦+❦* ✇❤❡+❡✐♥ ♥♦❞❡*

❛+❡ ❡-✉✐♣♣❡❞ ✇✐&❤ ❢✉❧❧ *♣❧✐&&✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐&② ❛♥❞✴♦+ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❝♦♥✈❡+&❡+*✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ♥♦&

♣+❛❝&✐❝❛❧ ✐♥ &❤❡ ❝✉++❡♥& ♥❡&✇♦+❦ ❝♦♥✜❣✉+❛&✐♦♥*✳ ■♥ ❬✶✵❪✱ &❤❡ ❛✉&❤♦+* *&✉❞✐❡❞ &❤❡ ▼❈❘❲❆

♣+♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡+ *♣❛+*❡ *♣❧✐&&✐♥❣ ❛♥❞ *♣❛+*❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❝♦♥✈❡+*✐♦♥ ♥❡&✇♦+❦*✳ ❚❤❡② ♣+♦♣♦*❡❞

*❡✈❡+❛❧ ❤❡✉+✐*&✐❝ ❛❧❣♦+✐&❤♠* ❛♣♣❧②✐♥❣ &❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❣+❛♣❤ ❜❛*❡❞ +♦✉&✐♥❣ *❝❤❡♠❡✳ ❆❧&❤♦✉❣❤

♠✉❧#✐λ✲❧✐❣❤#✲#(❡❡* ✭&+❡❡* ✉*✐♥❣ *❡✈❡+❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤*✮ ✇❡+❡ ✉*❡❞ ✐♥*&❡❛❞ ♦❢ *✐♠♣❧❡ ❧✐❣❤&✲&+❡❡*✱

&❤❡② ❞♦ ♥♦& ♠❛❦❡ ❢✉❧❧ ✉*❡ ♦❢ ♣♦**✐❜❧❡ ❛+❝* ❛* ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤✐❡* ❞♦✳

■♥ &❤✐* ❝❤❛♣&❡+✱ &❤❡ *&❛&✐❝ ▼❈❘❲❆ ♣+♦❜❧❡♠ ✐* ✐♥✈❡*&✐❣❛&❡❞ ✐♥ *♣❛+*❡ *♣❧✐&&✐♥❣ ❲❉▼

♥❡&✇♦+❦* ✭❛❜❜+❡✈✐❛&❡❞ ❛* ▼❈❘❲❆✲❙❙ ✮ ✇❤❡+❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❝♦♥✈❡+*✐♦♥ ✐* ♥♦& ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡

❛✐♠ ❛& ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ &❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&② ♦❢ ♠✉❧&✐❝❛*& ❞❡♠❛♥❞* ❢♦+ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡+ ♦❢

✇❛✈❡❧❡♥❣&❤*✳ ❚✇♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧* ✭❋❇ ❛♥❞ P❇✮ ✇✐&❤ &❤❡ ❝♦++❡*♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡&+✐❝* ✭❘❇P ❛♥❞

❉❇P✮ ❛+❡ &❛❦❡♥ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥&✳ ❚♦ &❤✐* ❡♥❞✱ ✇❡ ♣+♦♣♦*❡ ❛♥ ■▲P ❢♦+♠✉❧❛&✐♦♥ ✇✐&❤ &✇♦ ✈❛+✐❛♥&*

✭❡❛❝❤ ❢♦+ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✮ &♦ *❡❛+❝❤ ❢♦+ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ *♦❧✉&✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ &❤❡ ■▲P* ❛+❡ ♥♦& ❛❜❧❡

&♦ +✉♥ ✇✐&❤ ❧❛+❣❡ ✐♥*&❛♥❝❡*✱ ✇❡ ♣+♦♣♦*❡ *❡✈❡+❛❧ *❝❛❧❛❜❧❡ ❛❞❛♣&✐✈❡ ▼❈❘❲❆ *&+❛&❡❣✐❡* &❤❛&

✐♥&❡❣+❛&❡ &❤❡ +♦✉&✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❛**✐❣♥♠❡♥& &❛*❦* ✐♥ ♦♥❡ *&❡♣✳ ❊*♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❜♦&❤ ❡①❛❝&

*♦❧✉&✐♦♥* ❛♥❞ ❤❡✉+✐*&✐❝* ♠❛❦❡ ❢✉❧❧ ✉*❡ ♦❢ ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤✐❡* ✐♥*&❡❛❞ ♦❢ ❧✐❣❤&✲&+❡❡*✳ ❚❤❡ +❡*&

♦❢ &❤❡ ❝❤❛♣&❡+ ✐* ♦+❣❛♥✐③❡❞ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ▼❈❘❲❆✲❙❙ ♣+♦❜❧❡♠ ✐* ❣✐✈❡♥ ✐♥

❙❡❝&✐♦♥ ✻✳✷✳ ❚❤❡ ■▲P ❢♦+♠✉❧❛&✐♦♥* ❢♦+ ❝♦♠♣✉&✐♥❣ ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤✐❡* ❛+❡ ♣+❡*❡♥&❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥

✻✳✸✳ ■♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✻✳✹✱ ❛❢&❡+ ❜+✐❡✢② ✐♥&+♦❞✉❝✐♥❣ &✇♦ +♦✉&✐♥❣ *❝❤❡♠❡* ❜❛*❡❞ ♦♥ ❧❛②❡+❡❞ ❣+❛♣❤

♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣+❡*❡♥& *❡✈❡+❛❧ ❛❞❛♣&✐✈❡ ❤❡✉+✐*&✐❝ ❛❧❣♦+✐&❤♠*✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② &❤❡ *✐♠✉❧❛&✐♦♥ +❡*✉❧&*

*❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✻✳✺✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣&❡+ ✐* ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✻✳✻✳

✻✳✷ ▼❈❘❲❆✲❙❙ *+♦❜❧❡♠ ❉❡✜♥✐5✐♦♥

❆ ❲❉▼ ♥❡&✇♦+❦ &♦♣♦❧♦❣② ✐* +❡♣+❡*❡♥&❡❞ ❜② ❛ ❞✐+❡❝&❡❞ ❣+❛♣❤ G = (V,A) ✇❤❡+❡ V ✐* ❛

*❡& ♦❢ ❖❳❈*✳ ❯♥❞❡+ *♣❛+*❡ *♣❧✐&&✐♥❣✱ V = MC ∪MI✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ MC ✐* &❤❡ *❡& ♦❢ ▼❈✲❖❳❈*✱

MI ✐* &❤❡ *❡& ♦❢ ▼■✲❖❳❈*✳ ❆ ❧✐♥❦ ❜❡&✇❡❡♥ &✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥& ❖❳❈* u ❛♥❞ v ❝♦♥*✐*&* ♦❢ &✇♦

♦♣&✐❝❛❧ ❞✐+❡❝&❡❞ ✜❜❡+* (u, v) ❛♥❞ (v, u) ✐♥ ❝❤❛+❣❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥* ✐♥ &✇♦ ♦♣♣♦*✐&❡

❞✐+❡❝&✐♦♥*✳ ❆❧❧ &❤❡ ♦♣&✐❝❛❧ ✜❜❡+* ❝♦♥*&✐&✉&❡ &❤❡ ❛+❝ *❡& A✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❛+❝ (u, v) ∈ A ✐*

❛**♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ ❛ ❝♦*& cuv✳ ▲❡& W = {λ1, λ2, ..., λ|W |} ❜❡ &❤❡ *❡& ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤* ✇❤✐❝❤ ❛+❡

*✉♣♣♦+&❡❞ ✐♥ ❛❧❧ &❤❡ ✜❜❡+*✳

❆ *❡& R ♦❢ ♠✉❧&✐❝❛*& +❡-✉❡*&* ❛+❡ ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦+❡❤❛♥❞✱ R = {ri, i = 1, 2, .., |R|}✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

ri = (si, Di) : si ∈ V,Di ⊆ V \ {si}, i = 1, 2, .., |R|✳ ❋♦+ ❡❛❝❤ +❡-✉❡*&✱ ❛ *❡& ♦❢ ❧✐❣❤&✲

❤✐❡+❛+❝❤✐❡* LHs ❛+❡ ❝♦♠♣✉&❡❞ &♦ ❞❡❧✐✈❡+ &❤❡ ♠✉❧&✐❝❛*& ♠❡**❛❣❡ ❢+♦♠ &❤❡ *♦✉+❝❡ si &♦ &❤❡

*❡& ♦❢ ❞❡*&✐♥❛&✐♦♥* Di ✇❤✐❧❡ *❛&✐*❢②✐♥❣ ❛❧❧ &❤❡ &❤+❡❡ ❝♦♥*&+❛✐♥&*✿ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❝♦♥#✐♥✉✐#② ❝♦♥✲

*#(❛✐♥#✱ ❞✐*#✐♥❝# ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❝♦♥*#(❛✐♥# ❛♥❞ *♣❛(*❡ *♣❧✐##✐♥❣ ❝♦♥*#(❛✐♥# ✇❤✐❝❤ ✇❡+❡ ♠❡♥&✐♦♥❡❞

✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✻✳✶✳

❲❡ ❞❡♥♦&❡ LH i = {LH i
1, LH

i
2, ..., LH

i
ki
} &❤❡ *❡& ♦❢ ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤✐❡* +❡-✉✐+❡❞ ❢♦+ +♦✉&✐♥❣

❛ ♠✉❧&✐❝❛*& +❡-✉❡*& ri = (si, Di)✱ ❛♥❞ ki = |LH i|✳ ❚❤❡ &♦&❛❧ ❝♦*& ❢♦+ ♣+♦✈✐*✐♦♥✐♥❣ ❛❧❧



✶✹✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ ❙❚❆❚■❈ ▼❈❘❲❆ ■◆ ❙#❆❘❙❊ ❙#▲■❚❚■◆●

♠✉❧&✐❝❛*& +❡-✉❡*&* ♦❢ R ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣+❡**❡❞ ❛* &❤❡ *✉♠ ♦❢ ❝♦*&* ♦❢ ❛❧❧ ❧✐♥❦* ✉*❡❞ ✐♥ &❤❡

+❡*✉❧&❛♥& ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤✐❡*✿

total❴cost =

|R|∑

i=1

ki∑

k=1

c(LH i
k) =

|R|∑

i=1

ki∑

k=1

∑

(u,v)∈LHi
k

cuv ✭✻✳✶✮

▲❡& Bi, B
d
i ❜❡ &✇♦ *❡&* ♦❢ ❜✐♥❛+② ✈❛+✐❛❜❧❡* *✉❝❤ &❤❛&✿ Bi = 1 ✐❢ +❡-✉❡*& ri ✐* ❛❝❝❡♣&❡❞✱

✵ ♦&❤❡+✇✐*❡❀ ❛♥❞ Bd
i = 1 ✐❢ ❞❡*&✐♥❛&✐♦♥ d ♦❢ +❡-✉❡*& ri ✐* ❛❝❝❡♣&❡❞✱ ✵ ♦&❤❡+✇✐*❡✳ ❚✇♦

♠❡&+✐❝*✱ +❡-✉❡*& ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&② ✭❘❇I✮ ❛♥❞ ❞❡*&✐♥❛&✐♦♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&② ✭❉❇I✮✱

❛+❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✿

RBP = 1−

∑
i∈I Bi

|R|
✭✻✳✷✮

DBP = 1−

∑
i∈I

∑
d∈Di

Bd
i∑

i∈I |Di|
✭✻✳✸✮

❇♦&❤ ❘❇I ❛♥❞ ❉❇I ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆* ✐♥❞✐❝❛&❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

&✐♦♥ ✻✳✶✱ ❤♦✇❡✈❡+✱ ❘❇I ✐* ♠♦+❡ *✉✐&❛❜❧❡ &♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛&❡❞ ✉♥❞❡+ &❤❡ ❋❇ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ ❉❇I

✐* ♠♦+❡ ❛♣♣+♦♣+✐❛&❡ &♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛&❡❞ ✉♥❞❡+ &❤❡ I❇ ♠♦❞❡❧✳

❋♦+♠❛❧❧②✱ &❤❡ ❝♦♥*✐❞❡+❡❞ ♣+♦❜❧❡♠* ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡+❛❧ ❢♦+♠ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✳

•  !♦❜❧❡♠✿ ▼❈❘❲❆✲❙❙

• ■♥12❛♥❝❡✿ ❆ ❞✐+❡❝&❡❞ ❣+❛♣❤ G = (V,A)✱ ❛ *❡& W ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤* ✐♥ ❡❛❝❤ ❛+❝✱ ❛ *❡&

MC ♦❢ ▼❈✲❖❳❈*✱ ❛♥❞ ❛ *❡& ♦❢ ♠✉❧&✐❝❛*& +❡-✉❡*&* R = {ri, i = 1, 2, .., |R|}

• ❙♦❧✉2✐♦♥✿ ❆ *❡& ♦❢ ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤✐❡* *❛&✐*❢②✐♥❣ &❤❡ &❤+❡❡ ❝♦♥*&+❛✐♥&*✿ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥✲

'✐♥✉✐'② ❝♦♥/'0❛✐♥'✱ ❞✐/'✐♥❝' ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤ ❝♦♥/'0❛✐♥' ❛♥❞ /♣❛0/❡ /♣❧✐''✐♥❣ ❝♦♥/'0❛✐♥'

• ❖❜❥❡❝2✐✈❡✿ ▼✐♥✐♠✐③❡ RBP ✭✉♥❞❡+ ❋❇ ♠♦❞❡❧✮ ♦+ ♠✐♥✐♠✐③❡ DBP ✭✉♥❞❡+ I❇ ♠♦❞❡❧✮

✻✳✸ ▲✐❣❤'✲❍✐❡+❛+❝❤② ❇❛0❡❞ ■▲3 ❋♦+♠✉❧❛'✐♦♥0

❉✉❡ &♦ ✐&* ✢❡①✐❜✐❧✐&②✱ ❛ ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤② ❝❛♥ ❝♦✈❡+ ♠♦+❡ ❞❡*&✐♥❛&✐♦♥* ❝♦♠♣❛+❡❞ ✇✐&❤ ❛

❧✐❣❤&✲&+❡❡✳ ❚❤❡+❡❢♦+❡✱ &❤❡ ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤② *&+✉❝&✉+❡ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ♣+♦✈✐❞❡ ❜❡&&❡+ *♦❧✉&✐♦♥* ✐♥ &❡+♠*

♦❢ +❡*♦✉+❝❡ ❝♦♥*✉♠♣&✐♦♥ ❛* ✇❡❧❧ ❛* ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&②✳ ■♥ &❤✐* *❡❝&✐♦♥✱ &✇♦ ✐♥&❡❣❡+ ❧✐♥❡❛+

♣+♦❣+❛♠♠✐♥❣ ✭■▲I✮ ❢♦+♠✉❧❛&✐♦♥* ❛+❡ ♣+♦♣♦*❡❞ &♦ *❡❛+❝❤ ❢♦+ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤②

*♦❧✉&✐♦♥* ❢♦+ &❤❡ ▼❈❘❲❆✲❙❙ ♣+♦❜❧❡♠✱ ❡❛❝❤ ❢♦+ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&② ✭❋❇ ♦+ I❇✮ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ &✇♦ ■▲I ❢♦+♠✉❧❛&✐♦♥* ❞✐✛❡+ ❢+♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦&❤❡+ ✐♥ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛♥❞ *♦♠❡

+❡❧❛&❡❞ ❝♦♥*&+❛✐♥&*✳



✻✳✸✳ ▲■●❍❚✲❍■❊❘❆❘❈❍❨ ❇❆❙❊❉ ■▲1 ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆❙ ✶✹✾

❚♦ ❢♦&♠✉❧❛+❡✱ .❡✈❡&❛❧ ♥♦+❛+✐♦♥. ❛♥❞ ♥❡+✇♦&❦ ♣❛&❛♠❡+❡&. ❛&❡ ♣&❡❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶❀

❛♥❞ ❢♦✉& ■▲= ✈❛&✐❛❜❧❡ ✈❡❝+♦&. Liλ
uv ∈ {0, 1}

|R|×|W |×|A|
✱ F iλ

uv ∈ N
|R|×|W |×|A|

✱ Bi ∈ {0, 1}
|R|

✱

❛♥❞ Bd
i ∈ {0, 1}

|R|×|Di|
❛&❡ ❞❡.❝&✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ◆♦+❛+✐♦♥. ❛♥❞ ◆❡+✇♦&❦ =❛&❛♠❡+❡&.

G = (V,A) ❆ ❞✐&❡❝+❡❞ ❣&❛♣❤ &❡♣&❡.❡♥+✐♥❣ +❤❡ ♥❡+✇♦&❦ +♦♣♦❧♦❣②

R ❆ .❡+ ♦❢ ♠✉❧+✐❝❛.+ &❡F✉❡.+.✳

W ❆ .❡+ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤. .✉♣♣♦&+❡❞ ♣❡& ✜❜❡&✳

λ ❆ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤✱ λ ∈W ✳

N+(v) ❊①+&❡♠✐+✐❡. ♦❢ +❤❡ ♦✉+❣♦✐♥❣ ❛&❝. ❢&♦♠ ♥♦❞❡ v✳
N−(v) ❊①+&❡♠✐+✐❡. ♦❢ +❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛&❝. +♦ ♥♦❞❡ v✳
Deg ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣&❡❡ ♦❢ ✈❡&+✐❝❡. ✐♥ G✳

(u, v) ❚❤❡ ❛&❝ ❢&♦♠ ♥♦❞❡ u +♦ ♥♦❞❡ v✳
cuv ❚❤❡ ❝♦.+ ♦❢ +❤❡ ❛&❝ (u, v)✳
∆ ❆♥ ✐♥+❡❣❡& ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ .✉❝❤ +❤❛+ ∆ > |W | ×

∑
(u,v)∈A cuv✳

MC ❚❤❡ .❡+ ♦❢ ▼❈✲❖❳❈. ✐♥ G✳

MI ❚❤❡ .❡+ ♦❢ ▼■✲❖❳❈. ✐♥ G✳

I ❚❤❡ ✐♥❞❡① .❡+ ♦❢ R✿ I = {1, 2, .., |R|}
i ∈ I ❚❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ &❡F✉❡.+ ri
si ❚❤❡ .♦✉&❝❡ ♥♦❞❡ ♦❢ +❤❡ ♠✉❧+✐❝❛.+ &❡F✉❡.+ ri✳
Di ❚❤❡ ❞❡.+✐♥❛+✐♦♥ ♥♦❞❡. ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ +❤❡ ♠✉❧+✐❝❛.+ &❡F✉❡.+ ri✳
[0, Di] ❚❤❡ ❝❧♦.❡❞ ✐♥+❡❣❡& ✐♥+❡&✈❛❧ ❜❡+✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ |Di|✱ ✐✳❡✳✱ {0, 1, ..., |Di|}

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ ■▲= ❱❛&✐❛❜❧❡.

Liλ
uv ∈ {0, 1} ❊F✉❛❧. +♦ ✶ ✐❢ ♠✉❧+✐❝❛.+ &❡F✉❡.+ ri ✉.❡. ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ λ ♦♥ ❧✐♥❦ (u, v)✱

✵ ♦+❤❡&✇✐.❡✳

F iλ
uv ∈ [0, Di] ❈♦♠♠♦❞✐+② ✢♦✇✳ ❉❡♥♦+❡. +❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞❡.+✐♥❛+✐♦♥. ✐♥ &❡F✉❡.+ ri

&❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ✢♦✇ ❢&♦♠ si ✈✐❛ ❛&❝ (u, v) ♦♥ λ✳
Bi ∈ {0, 1} ❊F✉❛❧. +♦ ✶ ✐❢ &❡F✉❡.+ ri ✐. ❛❝❝❡♣+❡❞✱ ✵ ♦+❤❡&✇✐.❡✳ ❯.❡❞ ✐♥ ■▲=✲❋❇✳

Bd
i ∈ {0, 1} ❊F✉❛❧. +♦ ✶ ✐❢ ❞❡.+✐♥❛+✐♦♥ d ♦❢ &❡F✉❡.+ ri ✐. ❛❝❝❡♣+❡❞✱ ✵ ♦+❤❡&✇✐.❡✳

❯.❡❞ ✐♥ ■▲=✲=❇✳

✻✳✸✳✶ ■▲& ✇✐)❤ ❋✉❧❧ ❇❧♦❝❦✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✭■▲&✲❋❇✮

❋♦& +❤❡ .❛❦❡ ♦❢ ♣&❡.❡♥+❛+✐♦♥✱ ❧❡+ LH iλ
❜❡ ❛ ❧✐❣❤+✲❤✐❡&❛&❝❤② ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ λ✱ ✇❤✐❝❤ ✐.

✉.❡❞ ❢♦& +❤❡ &❡F✉❡.+ ri✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛&② ✈❛&✐❛❜❧❡ Liλ
uv ❞❡♥♦+❡. ✇❤❡+❤❡& +❤❡ ❛&❝ (u, v) ✐. ✉.❡❞

❜② LH iλ
✱ ✐♥+❡❣❡& ✈❛&✐❛❜❧❡ F iλ

uv &❡♣&❡.❡♥+. +❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞❡.+✐♥❛+✐♦♥ ♥♦❞❡. ✐♥ +❤❡ &❡F✉❡.+

ri &❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ✢♦✇ ❢&♦♠ si ✈✐❛ ❛&❝ (u, v) ♦♥ λ✱ ❛♥❞ ❜✐♥❛&② ✈❛&✐❛❜❧❡ Bi ❞❡❝✐❞❡. ✇❤❡+❤❡&

+❤❡ &❡F✉❡.+ ri ✐. ❛❝❝❡♣+❡❞✳ ❆. ✇❡ .✉♣♣♦.❡ +❤❛+ +❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐+② ✐. ❧✐♠✐+❡❞✱ +❤❡

♣&✐♠❛&② ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ♦❢ ♦✉& ♣&♦❜❧❡♠ ✐. +♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ +❤❡ ❘❇=✱ ♦& ❡F✉✐✈❛❧❡♥+❧② +♦ ♠❛①✐♠✐③❡ +❤❡

♥✉♠❜❡& ♦❢ ❛❝❝❡♣+❡❞ &❡F✉❡.+.✱ ✐✳❡✳✱

∑
i∈I Bi✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❛❧.♦ +&② +♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤



✶✺✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ ❙❚❆❚■❈ ▼❈❘❲❆ ■◆ ❙#❆❘❙❊ ❙#▲■❚❚■◆●

❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦*+✳ ❚♦ +❤✐* ❡♥❞✱ ❛ ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥+❡❣❡4 ∆ *❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥+4♦❞✉❝❡❞✱ *✉❝❤ +❤❛+ +❤❡

❝♦♥+4✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ ∆×
∑

i∈I Bi ✐♥ +❤❡ ♦✈❡4❛❧❧ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ *❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡4 +❤❛♥

+❤❡ +♦+❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦*+ ✐♥ +❤❡ ❝❛*❡ +❤❛+ ❛❧❧ +❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤* ✐♥ ❛❧❧ +❤❡ ✜❜❡4* ✇❡4❡

✉*❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ∆ > |W | ×
∑

(u,v)∈A cuv✳

❍❡♥❝❡ +❤❡ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣4❡**❡❞ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✿

Maximize : ∆ ·
∑

i∈I

Bi −
∑

i∈I

∑

λ∈W

∑

(u,v)∈A

cuv · L
iλ
uv ✭✻✳✹✮

❚❤✐* ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ✐* *✉❜❥❡❝+ +♦ +❤❡ ❧✐❣❤+✲❤✐❡4❛4❝❤② ❝♦♥*+4❛✐♥+* ✻✳✺✕✻✳✶✶ ❛♥❞ +❤❡

❝♦♥♥❡❝+✐✈✐+② ❝♦♥*+4❛✐♥+* ✻✳✶✷✕✻✳✶✽✳ ■♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉*❡ ∀i✱ ∀d✱ ∀λ✱ ❛♥❞ ∀(u, v) +♦ ✐♠♣❧②

∀i ∈ I✱ ∀d ∈ Di✱ ∀λ ∈W ✱ ❛♥❞ ∀(u, v) ∈ A 4❡*♣❡❝+✐✈❡❧②✳

✻✳✸✳✶✳✶ ▲✐❣❤(✲❍✐❡,❛,❝❤② ❈♦♥3(,❛✐♥(3

∑

v∈N−(si)

Liλ
vsi

= 0, ∀i, ∀λ ✭✻✳✺✮

∑

u∈N−(v)

Liλ
uv ≤ Bi, ∀i, ∀λ, ∀v ∈MC \ {si} ✭✻✳✻✮

∑

u∈N+(v)

Liλ
vu ≤

∑

u∈N−(v)

Liλ
uv ·Deg, ∀i, ∀λ, ∀v ∈MC \ {si} ✭✻✳✼✮

∑

u∈N+(v)

Liλ
vu ≤

∑

u∈N−(v)

Liλ
uv, ∀i, ∀λ, ∀v ∈MI \ {si} ✭✻✳✽✮

∑

u∈N+(v)

Liλ
vu ≥

∑

u∈N−(v)

Liλ
uv, ∀i, ∀λ, ∀v 6∈ Di ✭✻✳✾✮

∑

i∈I

Liλ
vu ≤ 1, ∀λ, ∀(v, u) ✭✻✳✶✵✮

Liλ
vu ≤ Bi, ∀i, ∀λ, ∀(v, u) ✭✻✳✶✶✮

❋♦4 ❛♥② i ∈ I ❛♥❞ λ ∈W ✱ ❝♦♥*+4❛✐♥+ ✻✳✺ ❡♥*✉4❡* +❤❛+ +❤❡ ❧✐❣❤+✲❤✐❡4❛4❝❤✐❡* ❢♦4 ❛ ♠✉❧+✐❝❛*+

4❡L✉❡*+ ri ❛4❡ 4♦♦+❡❞ ❛+ +❤❡ *♦✉4❝❡ ♥♦❞❡ si✳ ❈♦♥*+4❛✐♥+ ✻✳✻ ❣✉❛4❛♥+❡❡* +❤❛+ ❡❛❝❤ ▼❈✲❖❳❈

❤❛* ❛+ ♠♦*+ ♦♥❡ ✐♥♣✉+ ❛4❝ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐❣❤+✲❤✐❡4❛4❝❤② LH iλ
✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥*+4❛✐♥+ ✻✳✼ ✐♥❞✐❝❛+❡* +❤❛+

❡❛❝❤ ▼❈✲❖❳❈ ✐* ❛❜❧❡ +♦ *♣❧✐+ +❤❡ ❧✐❣❤+ *✐❣♥❛❧✳ ❈♦♥*+4❛✐♥+* ✻✳✼ ❛♥❞ ✻✳✽ ♠❛❦❡ *✉4❡ +❤❛+ ♥♦

♥♦❞❡ ✐♥ V ❝❛♥ ❜❡ +❤❡ 4♦♦+ ♦❢ LH iλ
❡①❝❡♣+ +❤❡ *♦✉4❝❡ ♥♦❞❡ si✳ ❈♦♥*+4❛✐♥+ ✻✳✽ +♦❣❡+❤❡4

✇✐+❤ ❝♦♥*+4❛✐♥+ ✻✳✾ ✐♥❞✐❝❛+❡ +❤❛+ ❛♥ ✐♥+❡4♠❡❞✐❛+❡ ▼■✲❖❳❈ ♠❛② ❤❛✈❡ ♠✉❧+✐♣❧❡ ✐♥♣✉+ ❧✐♥❦*

❛♥❞ ♠✉❧+✐♣❧❡ ♦✉+♣✉+ ❧✐♥❦* ✇✐+❤ +❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❝4♦** ♣❛✐4 *✇✐+❝❤✐♥❣✱ ❜✉+ +❤❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ✐♥♣✉+

❧✐♥❦* ♠✉*+ ❜❡ ❡L✉❛❧ +♦ +❤❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ♦✉+♣✉+ ❧✐♥❦*✳ ❈♦♥*+4❛✐♥+ ✻✳✾ ❞❡+❡4♠✐♥❡* +❤❛+ ♦♥❧② +❤❡

❞❡*+✐♥❛+✐♦♥* ✐♥ Di ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡* ♦❢ ❛ ❧✐❣❤+✲❤✐❡4❛4❝❤② LH iλ
✳ ❋♦4 ❛❧❧ i ∈ I✱ ❝♦♥*+4❛✐♥+ ✻✳✶✵

❝♦44❡*♣♦♥❞* +♦ +❤❡ ❞✐*+✐♥❝+ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❝♦♥*+4❛✐♥+✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦4❜✐❞* +✇♦ ❧✐❣❤+✲❤✐❡4❛4❝❤✐❡* +♦
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"❤❛%❡ ❛ ❧✐♥❦ ✉"✐♥❣ -❤❡ "❛♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤✳ ❈♦♥"-%❛✐♥- ✻✳✶✶ ✐♥❞✐❝❛-❡" -❤❛- -❤❡%❡ ✐" ♥♦ ❧✐♥❦ ✉"❡❞

❢♦% -❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ %❡9✉❡"-✳

❲✐-❤ -❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐❣❤-✲❤✐❡%❛%❝❤② "-%✉❝-✉%❡ ❝♦♥"-%❛✐♥-"✱ ❤♦✇❡✈❡%✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦- ❣✉❛%❛♥-❡❡

-❤❡ ❝♦♥♥❡❝-✐✈✐-② ♦❢ -❤❡ ❧✐❣❤-✲❤✐❡%❛%❝❤② ✭❝❢✳ ❙❡❝-✐♦♥ ✺✳✺✱ ❈❤❛♣-❡% ✺✮✳ ❚❤✉"✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛

❝♦♠♠♦❞✐-② ✢♦✇ ♠❡-❤♦❞ ❬✶✶✶❪ -♦ ✐♠♣♦"❡ "✉♣♣❧❡♠❡♥-❛%② ❝♦♥"-%❛✐♥-" ♦♥ ✈❛%✐❛❜❧❡" Liλ
uv "♦

-❤❛- -❤❡ ❝♦♥♥❡❝-✐✈✐-② ♦❢ -❤❡ %❡"✉❧-❛♥- ❧✐❣❤-✲❤✐❡%❛%❝❤② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣✉❛%❛♥-❡❡❞✳

✻✳✸✳✶✳✷ ❈♦♥♥❡❝*✐✈✐*② ❈♦♥.*/❛✐♥*.

❚♦ ❡"-❛❜❧✐"❤ ❛ ♠✉❧-✐❝❛"- %❡9✉❡"-✱ "❡✈❡%❛❧ ❧✐❣❤-✲❤✐❡%❛%❝❤✐❡" ♠❛② ❜❡ %❡9✉✐%❡❞✱ ❛♥❞ -❤❡

"❛♠❡ ❞❡"-✐♥❛-✐♦♥ ♠❛② ❜❡ "♣❛♥♥❡❞ ❜② "❡✈❡%❛❧ ❧✐❣❤-✲❤✐❡%❛%❝❤✐❡"✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ❛ ❞❡"-✐♥❛-✐♦♥ ❝❛♥

♦♥❧② ❜❡ "❡%✈❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❧✐❣❤-✲❤✐❡%❛%❝❤② -♦ ❝♦♥"✉♠❡ -❤❡ ❧✐❣❤- "✐❣♥❛❧ ✭✐✳❡✳✱ %❡❝❡✐✈❡ -❤❡ ♠✉❧-✐❝❛"-

♠❡""❛❣❡"✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐- ✐" "♣❛♥♥❡❞ ✐♥ -❤❡ ♦-❤❡% ❧✐❣❤-✲❤✐❡%❛%❝❤✐❡" ❥✉"- -♦ ❢♦%✇❛%❞ -❤❡ ❧✐❣❤- "✐❣♥❛❧

-♦ -❤❡ "✉❝❝❡""♦% ♥♦❞❡✳

∑

λ∈W

∑

v∈N+(si)

F iλ
siv

= |Di| ·Bi, ∀i ✭✻✳✶✷✮

∑

λ∈W

∑

v∈N−(d)

F iλ
vd =

∑

λ∈W

∑

v∈N+(d)

F iλ
dv +Bi, ∀i, ∀d ✭✻✳✶✸✮

∑

v∈N−(d)

F iλ
vd −Bi ≤

∑

v∈N+(d)

F iλ
dv , ∀i, ∀d, ∀λ ✭✻✳✶✹✮

∑

v∈N−(d)

F iλ
vd ≥

∑

v∈N+(d)

F iλ
dv , ∀i, ∀d, ∀λ ✭✻✳✶✺✮

∑

u∈N−(v)

F iλ
uv =

∑

u′∈N+(v)

F iλ
vu′ , ∀i, ∀λ, ∀v 6∈ Di ✭✻✳✶✻✮

F iλ
uv ≥ Liλ

uv, ∀i, ∀(u, v), ∀λ ✭✻✳✶✼✮

F iλ
uv ≤ |Di| × Liλ

uv, ∀i, ∀(u, v), ∀λ ✭✻✳✶✽✮

■❢ ♠✉❧-✐❝❛"- %❡9✉❡"- ri ✐" ❛❝❝❡♣-❡❞✱ ✐✳❡✳✱ Bi = 1✱ ❝♦♥"-%❛✐♥- ✻✳✶✷ ✐♥❞✐❝❛-❡" -❤❛- si "❤♦✉❧❞

❣❡♥❡%❛-❡ |Di| ❝♦♠♠♦❞✐-② ✢♦✇ "♦ -❤❛- ❡❛❝❤ ❞❡"-✐♥❛-✐♦♥ ♦❢ -❤✐" ♠✉❧-✐❝❛"- %❡9✉❡"- ❝❛♥ ❜❡

"❡%✈❡❞ ♦♥❝❡✳ ❈♦♥"-%❛✐♥-" ✻✳✶✸ ❛♥❞ ✻✳✶✹ ❡♥"✉%❡ -❤❛- ❡❛❝❤ ❞❡"-✐♥❛-✐♦♥ ♦❢ %❡9✉❡"- ri ♠✉"-

❝♦♥"✉♠❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠♦❞✐-② ✢♦✇ ❣❡♥❡%❛-❡❞ ❜② si ✐♥ ❛❧❧ -❤❡ ❧✐❣❤-✲❤✐❡%❛%❝❤✐❡" ❜✉✐❧-

❢♦% -❤✐" %❡9✉❡"-✳ ■♥ ♦-❤❡% ✇♦%❞"✱ -❤❡② ❣✉❛%❛♥-❡❡ -❤❛- ❡❛❝❤ ❞❡"-✐♥❛-✐♦♥ ✐" %❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢%♦♠

-❤❡ "♦✉%❝❡ si ✐♥ ❛❧❧ ❧✐❣❤-✲❤✐❡%❛%❝❤✐❡"✳ ❈♦♥"-%❛✐♥- ✻✳✶✻ ❣✉❛%❛♥-❡❡" -❤❛- -❤❡ ✢♦✇ ❞♦❡" ♥♦-

❞%♦♣ ❛❢-❡% ♣❛""✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲♠❡♠❜❡% ♥♦❞❡✳ ❘❡❧❛-✐♦♥"❤✐♣ ❜❡-✇❡❡♥ Liλ
uv ❛♥❞ F iλ

uv ✐" ❡①♣%❡""❡❞ ❜②

❝♦♥"-%❛✐♥-" ✻✳✶✼ ❛♥❞ ✻✳✶✽✳ ❚❤❡② ❛""✉%❡ -❤❛- ❛ ❧✐♥❦ "❤♦✉❧❞ ❝❛%%② ♥♦♥✲③❡%♦ ✢♦✇ ✐❢ ✐- ✐" ✉"❡❞

✐♥ ❛ ❧✐❣❤-✲❤✐❡%❛%❝❤②✱ ❛♥❞ -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤✐" ✢♦✇ "❤♦✉❧❞ ♥♦- ❜❡②♦♥❞ -❤❡ -♦-❛❧ ✢♦✇ ❡♠✐--❡❞ ❜②

-❤❡ "♦✉%❝❡ ♥♦❞❡✳
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❚❤❡ ■▲(✲(❇ ✐, ❢♦/♠✉❧❛4❡❞ ❜❛,❡❞ ♦♥ 4❤❡ ♣/❡✈✐♦✉, ■▲(✲❋❇ ✇✐4❤ ,♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡,✳ ❆, ❡❛/✲

❧✐❡/ ❛♥❛❧②,❡❞ ✐♥ ❙❡❝4✐♦♥ ✻✳✶✱ ✇✐4❤ 4❤❡ ♣❛/4✐❛❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭(❇✮✱ ,♦♠❡ ❞❡,4✐♥❛4✐♦♥, ✐♥

❛ /❡G✉❡,4 ♠❛② ❜❡ /❡❥❡❝4❡❞ ✇❤✐❧❡ 4❤❡ ♦4❤❡/ ❞❡,4✐♥❛4✐♦♥, ✐♥ 4❤❡ ,❛♠❡ /❡G✉❡,4 ❛/❡ ,❡/✈❡❞✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ✐, 4♦ ♠❛①✐♠✐③❡ 4❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ❞❡,4✐♥❛4✐♦♥, ,❡/✈❡❞ ❢♦/ ❛❧❧ ♠✉❧4✐❝❛,4 /❡G✉❡,4,

✭❡G✉✐✈❛❧❡♥4❧②✱ 4♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 4❤❡ ❉❇"✮✳ ❚❤✉,✱ ✇❡ ✉,❡ 4❤❡ ■▲( ✈❛/✐❛❜❧❡ Bd
i ✐♥,4❡❛❞ ♦❢ Bi✱ ❛♥❞

,❡✈❡/❛❧ ❝♦♥,4/❛✐♥4, ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛❝❝♦/❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ /❡,♦✉/❝❡ ✭4♦4❛❧ ❝♦,4✮ ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧,♦

♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❆❝❝♦/❞✐♥❣❧②✱ 4❤❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣/❡,,❡❞ ❛,✿

Maximize : ∆ ·
∑

i∈I

∑

d∈Di

Bd
i −

∑

i∈I

∑

λ∈W

∑

(u,v)∈A

cuv · L
iλ
uv ✭✻✳✶✾✮

❚♦ ❛❞❥✉,4 4❤❡ ♣/❡✈✐♦✉, ■▲(✲❋❇ ♠♦❞❡❧ ❢♦/ 4❤❡ ♣❛/4✐❛❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ /❡♣❧❛❝❡ ❝♦♥✲

,4/❛✐♥4, ✻✳✶✷✕✻✳✶✹ ❜② ❝♦♥,4/❛✐♥4, ✻✳✷✷✕✻✳✷✹✳

❇❡,✐❞❡,✱ ❝♦♥,4/❛✐♥4, ✻✳✻ ❛♥❞ ✻✳✶✶ ❛/❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✳

∑

u∈N−(v)

Liλ
uv ≤ 1, ∀i, ∀λ, ∀v ∈MC \ {si} ✭✻✳✷✵✮

Liλ
vu ≤

∑

d∈Di

Bd
i , ∀i, ∀λ, ∀(v, u) ✭✻✳✷✶✮

❈♦♥,4/❛✐♥4 ✻✳✷✵ ♠❛❦❡, ,✉/❡ 4❤❡ ✉♥✐G✉❡ ✐♥♣✉4 ❧✐♥❦ ❝♦♠✐♥❣ 4♦ ❛♥② ▼❈✲❖❳❈,✳ ❈♦♥✲

,4/❛✐♥4 ✻✳✷✶ ❣✉❛/❛♥4❡❡, 4❤❛4 4❤❡/❡ ✐, ♥♦ ❧✐♥❦ ✉,❡❞ ❢♦/ ❛ /❡G✉❡,4 ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐4, ❞❡,4✐♥❛4✐♦♥, ❛/❡

❜❧♦❝❦❡❞✳ ❈♦♥,4/❛✐♥4 ✻✳✷✺ ❡♥,✉/❡, 4❤❛4 ✐❢ ❞❡,4✐♥❛4✐♦♥ d ♦❢ /❡G✉❡,4 i ✐, /❡❥❡❝4❡❞✱ 4❤❡♥ d ✇✐❧❧

♥♦4 ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥♣✉4 ❧✐♥❦ /❡,❡/✈❡❞ ❢♦/ /❡G✉❡,4 i ♦♥ ❛♥② ✇❛✈❡❧❡♥❣4❤✳

∑

λ∈W

∑

v∈N+(si)

F iλ
siv

=
∑

d∈Di

Bd
i , ∀i ✭✻✳✷✷✮

∑

λ∈W

∑

v∈N−(d)

F iλ
vd =

∑

λ∈W

∑

v∈N+(d)

F iλ
dv +Bd

i , ∀i, ∀d ✭✻✳✷✸✮

∑

v∈N−(d)

F iλ
vd −Bd

i ≤
∑

v∈N+(d)

F iλ
dv , ∀i, ∀d, ∀λ ✭✻✳✷✹✮

Liλ
ud ≤ Bd

i , ∀i, ∀d, ∀u ∈ N−(d), ∀λ ✭✻✳✷✺✮

■♥ ,❤♦/4✱ ■▲(✲(❇ ✐, ,✉❜❥❡❝4 4♦ ❧✐❣❤4✲❤✐❡/❛/❝❤② ❝♦♥,4/❛✐♥4,✿ ✻✳✺✱ ✻✳✼✕✻✳✶✵ ❛♥❞ ✻✳✷✵✕✻✳✷✶✱

❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝4✐✈✐4② ❝♦♥,4/❛✐♥4,✿ ✻✳✶✺✕✻✳✶✽✱ ❛♥❞ ✻✳✷✷✕✻✳✷✺✳

✻✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛,✐=♦♥ ♦❢ )❤❡ ❚✇♦ ■▲& ▼♦❞❡❧=

■♥ 4❤❡ ♣/♦♣♦,❡❞ ■▲(✲❋❇ ♠♦❞❡❧✱ 4❤❡/❡ ❛/❡ |R| × (2|W | × |A| + 1) ✈❛/✐❛❜❧❡, ❛♥❞ |R| ×

|W | × (3|V | + 3|A| + |MC| + 1) + R + W × A +
∑

i∈I |Di| ❝♦♥,4/❛✐♥4,✳ ❘❡❣❛/❞✐♥❣ 4❤❡
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■▲%✲%❇ ♠♦❞❡❧✱ .❤❡0❡ ❛0❡

∑
i∈I |Di| − |R| ♠♦0❡ ✈❛0✐❛❜❧❡5 ❛♥❞ |W | ×

∑
i∈I

∑
d∈Di

|N−(d)|

♠♦0❡ ❝♦♥5.0❛✐♥.5 ❝♦♠♣❛0❡❞ ✇✐.❤ ■▲%✲❋❇✳
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♣0♦❜❧❡♠5 ❝♦00❡5♣♦♥❞✐♥❣ .♦ .❤❡ .✇♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧5✳ ❚❤❡ 0❡5✉❧.5 ❛0❡ ✉5❡❞ ❛5 .❤❡ 0❡❢❡0❡♥❝❡5

.♦ ❡✈❛❧✉❛.❡ .❤❡ ♣0♦♣♦5❡❞ ❤❡✉0✐5.✐❝5 ♣0❡5❡♥.❡❞ ✐♥ .❤❡ ♥❡①. 5❡❝.✐♦♥5✳

✻✳✹ ❍❡✉&✐()✐❝ ❆❧❣♦&✐)❤♠(

■♥ .❤✐5 5❡❝.✐♦♥✱ ✇❡ ♣0♦♣♦5❡ 5❡✈❡0❛❧ ❛❧❣♦0✐.❤♠5 ❢♦0 ▼❈❘❲❆✲❙❙ ♣0♦❜❧❡♠ .❤❛. ✐♥.❡❣0❛.❡

0♦✉.✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ ❛55✐❣♥♠❡♥. ✐♥ ♦♥❡ 5.❡♣✳ ❆❧5♦✱ .❤❡ 0♦✉.❡ ❝♦♠♣✉.❛.✐♦♥ ✐5 ♦♣❡0❛.❡❞

0❡5♣❡❝.✐♥❣ .❤❡ ❝✉00❡♥. 5.❛.❡ ♦❢ .❤❡ ♥❡.✇♦0❦✱ 5♦ .❤❡② ❜❡❧♦♥❣ .♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣(✐✈❡ ❛♣✲

♣0♦❛❝❤❡5✳

❋✉0.❤❡0♠♦0❡✱ .✇♦ 0♦✉.✐♥❣ 5❝❤❡♠❡5 .♦ ❞❡5✐❣♥ .❤❡ ❛❧❣♦0✐.❤♠5 ❛0❡ ✉5❡❞✿ ❲❛✈❡❧❡♥❣.❤ ●0❛♣❤

❜❛5❡❞ 0♦✉.✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣❡0❢♦0♠5 0♦✉.✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ ❣0❛♣❤ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❛♥❞ ▲❛②❡0

●0❛♣❤ ❜❛5❡❞ 0♦✉.✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣❡0❢♦0♠5 0♦✉.✐♥❣ ✐♥ .❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❛②❡0❡❞ ❣0❛♣❤✳ ❚❤❡ .✇♦ 5❝❤❡♠❡5

❤❛✈❡ .❤❡✐0 ♦✇♥ ♣0♦5 ❛♥❞ ❝♦♥5 ✐♥ .❡0♠5 ♦❢ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ❛♥❞ .✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐.②✳

❇❡5✐❞❡5✱ .♦ ❡✈❛❧✉❛.❡ ♦✉0 ♣0♦♣♦5❡❞ ❛❞❛♣.✐✈❡ 5.0❛.❡❣✐❡5 ✇✐.❤ .❤❡ ✜①❡❞✲0♦✉.✐♥❣ ♦♥❡5✱ ✇❡

✐♠♣❧❡♠❡♥. .✇♦ ✜①❡❞ 5.0❛.❡❣✐❡5✿ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✜①❡❞✲❛❧(❡.♥❛(❡ ❜❛5❡❞ ♦♥ .❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ▼❡♠❜❡0✲

❖♥❧② ✭▼❖✮ ❤❡✉0✐5.✐❝ ❬✹✽❪✳
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❋✐3$!✲❋✐! $❝❤❡♠❡✮ ❝♦♠♣❧②✐♥❣ !❤❡ ❞✐$!✐♥❝! ✇❛✈❡❧❡♥❣!❤ ❝♦♥$!3❛✐♥! ✉♥!✐❧ !❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣!❤ ♣♦♦❧

✐$ ❡①❤❛✉$!❡❞✳ ❯♥❞❡3 ❋❇ ♠♦❞❡❧✱ !❤❡ 3❡C✉❡$!$ ❤❛✈✐♥❣ ❛! ❧❡❛$! ♦♥❡ ✉♥3❡❛❝❤❛❜❧❡ ❞❡$!✐♥❛!✐♦♥

❛3❡ ❜❧♦❝❦❡❞✳ ❚❤✉$✱ ✇❤❡♥❡✈❡3 ❛ ❧✐❣❤!✲!3❡❡ ✭$❛②✱ ❢♦3 3❡C✉❡$! r✮ ✐$ ♥♦! ❛❝❝❡♣!❡❞✱ !❤❡ ❛❧❣♦3✐!❤♠

❜❧♦❝❦$ r ❜② ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ✐! ❢3♦♠ !❤❡ 3❡C✉❡$! $❡!✱ ❢3❡❡✐♥❣ !❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣!❤$ !❤❛! ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛$$✐❣♥❡❞ ❢♦3 !❤❡ ♣3❡✈✐♦✉$ ❧✐❣❤!✲!3❡❡$ ❢♦3 r✱ ❛♥❞ ❝♦♥!✐♥✉✐♥❣ ✇✐!❤ !❤❡ ♥❡①! 3❡C✉❡$!✳ ❖♥ !❤❡
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♦$❤❡' ❤❛♥❞✱ ✐❢ ♣❛'$✐❛❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭5❇✮ ♠♦❞❡❧ ✐9 ✉9❡❞✱ ❛❧❧ $❤❡ ❧✐❣❤$✲$'❡❡9 ❢♦' r ❛'❡ '❡$❛✐♥❡❞

❡✈❡♥ $❤♦✉❣❤ 9♦♠❡ ❞❡9$✐♥❛$✐♦♥9 ♠❛② ❜❡ '❡❥❡❝$❡❞✳

■♥ ▼❖✲❆▲❚ ❛❧❣♦'✐$❤♠✱ ❣✐✈❡♥ ❛ '❡F✉❡9$✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ $✇♦ ❛'❝✲❞✐9❥♦✐♥$ $'❡❡9 ❢♦' ❡❛❝❤

❧✐❣❤$✲$'❡❡ ✐♥ $❤❡ ❧✐❣❤$✲❢♦'❡9$✳ ❚❤❡ ✜'9$ $'❡❡ ✐9 ❝♦♠♣✉$❡❞ ❜② ❡①❡❝✉$✐♥❣ ▼❖ ✐♥ $❤❡ $♦♣♦❧♦❣②

❣'❛♣❤✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ 9❡❝♦♥❞ $'❡❡✱ $❤❡ ❛❧❣♦'✐$❤♠ '❡♠♦✈❡9 ❛❧❧ $❤❡ ❛'❝9 ✉9❡❞ ❢♦' $❤❡ ✜'9$ $'❡❡✱

$❤❡♥ ❡①❡❝✉$❡ ▼❖ ✐♥ $❤❡ '❡♠❛✐♥✐♥❣ $♦♣♦❧♦❣② ❣'❛♣❤✳ ■❢ $❤❡ ✜'9$ ❧✐❣❤$✲$'❡❡ ✐9 ♥♦$ ❛❝❝❡♣$❡❞✱

$❤❡ ❛❧$❡'♥❛$❡ $'❡❡ ✐9 $'✐❡❞✳ ❚❤❡ '❡F✉❡9$ ✐9 ❜❧♦❝❦❡❞ ✐❢ ♥♦♥❡ ♦❢ $❤❡ $✇♦ ❧✐❣❤$✲$'❡❡9 ✐9 ❛❝❝❡♣$❡❞✳

❚❤❡ $✇♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧9 ❛'❡ ❛❧9♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ $❤❡ 9❛♠❡ ♠❛♥♥❡' ❛9 ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ✇✐$❤ ✜①❡❞

'♦✉$✐♥❣ ❛♣♣'♦❛❝❤ ❛❜♦✈❡✳

✻✳✹✳✷ ❚✇♦ ❆❞❛♣+✐✈❡ ❘♦✉+✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡7 ❇❛7❡❞ ♦♥ ▲❛②❡;❡❞ ●;❛♣❤7

■♥ ❜♦$❤ ✜①❡❞ '♦✉$✐♥❣ ❛♣♣'♦❛❝❤❡9✱ $❤❡ '♦✉$✐♥❣ ✐9 ❞♦♥❡ ✐♥ $❤❡ ♣❤②9✐❝❛❧ $♦♣♦❧♦❣② ✇✐$❤♦✉$

✐♥❢♦'♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❝✉''❡♥$❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤9 ✐♥ $❤❡ ❧✐♥❦9✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❛99✐❣♥♠❡♥$

✐9 ♥❡❡❞❡❞ ❛❢$❡'✇❛'❞9 $♦ ❛❧❧♦❝❛$❡ ❛♣♣'♦♣'✐❛$❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤9 $♦ $❤❡ '♦✉$❡9✳ ❙♦ $❤❡② ❜❡❧♦♥❣

$♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ '♦✉$✐♥❣ ❛♣♣'♦❛❝❤❡9✳ ■♥ ❝♦♥$'❛9$✱ ❧❛②❡'❡❞ ❣'❛♣❤9 '❡✢❡❝$ $❤❡ ♥❡$✇♦'❦ ❛$ $❤❡

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❧❡✈❡❧✱ $❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉9❡❞ $♦ ❞❡9✐❣♥ ❝♦✉♣❧❡❞ '♦✉$✐♥❣ 9$'❛$❡❣✐❡9 $❤❛$ ✐♥$❡❣'❛$❡9

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❛99✐❣♥♠❡♥$ ✐♥ $❤❡ '♦✉$✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ $❤❡ '♦✉$❡ ✐9 ❞❡❝✐❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♥❡$✇♦'❦

9$❛$❡✱ $❤❡9❡ '♦✉$✐♥❣ 9$'❛$❡❣✐❡9 ❜❡❧♦♥❣ $♦ ❛❞❛♣*✐✈❡ '♦✉$✐♥❣ ❛♣♣'♦❛❝❤✳

❆9 ❡❛'❧✐❡' ❛♥❛❧②9❡❞ ✐♥ ❙✉❜9❡❝$✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ✭❈❤❛♣$❡' ✷✮✱ $✇♦ ❞✐✛❡'❡♥$ 9❝❤❡♠❡9 ❝❛♥ ❜❡ ✉9❡❞

$♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ '♦✉$❡9 ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛$❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤9 ❜❛9❡❞ ♦♥ $❤❡ ❧❛②❡'❡❞ ❣'❛♣❤ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❧②

❲❛✈❡❧❡♥❣$❤ ●'❛♣❤ ❜❛9❡❞ '♦✉$✐♥❣ ✭❲●✲'♦✉$✐♥❣✮✱ ❛♥❞ ▲❛②❡' ●'❛♣❤ ❜❛9❡❞ '♦✉$✐♥❣ ✭▲●✲

'♦✉$✐♥❣✮✳ ■♥ $❤❡ ❲●✲'♦✉$✐♥❣ 9❝❤❡♠❡✱ $❤❡ '♦✉$✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ 9❡F✉❡♥$✐❛❧❧② ✐♥ ❛ ❧❛②❡'✲$♦✲

❧❛②❡' ♦'❞❡' ❜② ✉9✐♥❣ 9♦♠❡ ♣'❡❞❡$❡'♠✐♥❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤✲2❡❛3❝❤ 2❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐9 '♦✉$✐♥❣ 9❝❤❡♠❡

✐9 $✐♠❡✲❡✣❝✐❡♥$✱ ❜❡❝❛✉9❡ ❛♥ ❛❧❣♦'✐$❤♠ '✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡' ✭♦' ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❣'❛♣❤✮ $❛❦❡9

❛❧♠♦9$ $❤❡ 9❛♠❡ ✭♦❢$❡♥ ❧❡99✮ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ $✐♠❡ ❝♦♠♣❛'❡❞ ✇✐$❤ '✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ♣❤②9✐❝❛❧ $♦♣♦❧✲

♦❣② ❣'❛♣❤✳ ■♥ $❤❡ ▲●✲'♦✉$✐♥❣ 9❝❤❡♠❡✱ $❤❡ '♦✉$✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐9❤❡❞ ❜② ✉9✐♥❣ $❤❡ ❢✉❧❧

❧❛②❡3❡❞ ❣3❛♣❤ ❝♦♥$❛✐♥✐♥❣ ♣9❡✉❞♦ ✈❡'$✐❝❡9 ❛♥❞ ❛'❝9 ❛9 ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✺✳✼ ✭❈❤❛♣$❡' ✺✮✳

❚❤✐9 9❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❛❝❝❡99 ❡✈❡'② ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❣'❛♣❤ ✭❧❛②❡'✮ ❜② $❤❡ '♦✉$✐♥❣ ✐$9❡❧❢✱ ✇✐$❤♦✉$ $❤❡

♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✲9❡❛'❝❤ 9❝❤❡♠❡✳ ❊❛❝❤ 9❝❤❡♠❡ ❤❛9 ✐$9 ♦✇♥ ♣'♦9 ❛♥❞ ❝♦♥9 ✐♥ $❡'♠9

♦❢ $✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐$② ❛♥❞ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐9 ✐9 ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛$❡❞ ❢✉'$❤❡' ✐♥ $❤❡ ♥❡①$

9✉❜9❡❝$✐♦♥9✳

✻✳✹✳✸ ◆❡❛;❡7+ ❉❡7+✐♥❛+✐♦♥ ▲✐❣❤+✲❍✐❡;❛;❝❤② ❆❧❣♦;✐+❤♠

❚❤✐9 9✉❜9❡❝$✐♦♥ ♣'❡9❡♥$9 $❤❡ ❢'❛♠❡✇♦'❦ ♦❢ ◆❡❛'❡9$ ❉❡9$✐♥❛$✐♦♥ ▲✐❣❤$✲❍✐❡'❛'❝❤② ✭◆❉▲❍✮

❛❧❣♦'✐$❤♠✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡9❝'✐❜❡ $✇♦ '♦✉$✐♥❣ 9❝❤❡♠❡9 ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ◆❉▲❍ ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

9✉❜9❡❝$✐♦♥✳

❋✐'9$✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 9♦♠❡ ♥♦$❛$✐♦♥9 ✉9❡❞ ✐♥ $❤❡ ◆❉▲❍ ❛❧❣♦'✐$❤♠ ❛9 ❢♦❧❧♦✇9✳

• H✿ $❤❡ ❤✐❡'❛'❝❤② $♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉$❡❞✳



✻✳✹✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙ ✶✺✺

• CONN❴SET ✿ $❡& ♦❢ ❝♦♥♥❡❝&♦+$ ✐♥ ❝✉++❡♥& ❤✐❡+❛+❝❤② H✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▼❈ ✈❡+&✐❝❡$ ❛♥❞

▼■ ❧❡❛❢ ✈❡+&✐❝❡$ ✐♥ H✳

• SP (u, v)✿ &❤❡ $❤♦+&❡$& ♣❛&❤ ❢+♦♠ u &♦ v✳

◆❉▲❍ ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ &❤❡ ❜❛$✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ▼✐♥✐♠✉♠ A❛&❤ ❍❡✉+✐$&✐❝ ❬✼✸❪ ✇✐&❤ ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥

&♦ $❛&✐$❢② &❤❡ $♣❛+$❡ $♣❧✐&&✐♥❣ ❝♦♥$&+❛✐♥&✳ ■& &❛❦❡$ &❤❡ ✐♥♣✉& ❛$ ❛♥ ❛+❜✐&+❛+② ❞✐+❡❝&❡❞ ❣+❛♣❤

G = (V,A)✱ ❛ $❡& MC ♦❢ ▼❈ ✈❡+&✐❝❡$ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧&✐❝❛$& +❡I✉❡$& r = (s,D)✳ ◆❉▲❍ ❝♦♠♣✉&❡$

❛ ❤✐❡+❛+❝❤②H ✐♥ G +♦♦&❡❞ ❛& s &❤❛& $♣❛♥$ ❞❡$&✐♥❛&✐♦♥$ ✐♥D✳ ◆♦&❡ &❤❛&✱ ◆❉▲❍ ♠❛② ♣+♦❞✉❝❡

♥♦ ❤✐❡+❛+❝❤② ❞✉❡ &♦ &❤❡ $♣❛+$❡ $♣❧✐&&✐♥❣ ❝♦♥$&+❛✐♥& ❛♥❞✴♦+ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛+❝$ ✐♥ &❤❡ ❣+❛♣❤✳ ❆❧$♦✱

&❤❡ ❝♦♠♣✉&❡❞ H ♠❛② ♦+ ♠❛② ♥♦& ❝♦✈❡+ ❛❧❧ &❤❡ ❞❡$&✐♥❛&✐♦♥$ ♦❢ &❤❡ +❡I✉❡$&✳

■♥✐&✐❛❧❧②✱ H ❝♦♥$✐$&$ ♦♥❧② &❤❡ $♦✉+❝❡ s✳ ◆❉▲❍ &❤❡♥ ❡①&❡♥❞$ H ❜② ✐&❡+❛&✐✈❡❧② ❛❞❞✐♥❣

❞❡$&✐♥❛&✐♦♥$ ♦♥❡ ❛& ❛ &✐♠❡ ❜② &❤❡ $❤♦+&❡$& ♣❛&❤$✱ ✇✐&❤ +❡$♣❡❝& &♦ &❤❡ $♣❛+$❡ $♣❧✐&&✐♥❣

❝♦♥$&+❛✐♥&✳ ❚♦ &❤✐$ ❡♥❞✱ ❛& ❡❛❝❤ ✐&❡+❛&✐♦♥✱ &❤❡ ❛❧❣♦+✐&❤♠ &+✐❡$ &♦ ✜♥❞ &❤❡ $❤♦+&❡$& ♣❛&❤

SP (c, d) ❢+♦♠ c ∈ CONN❴SET &♦ &❤❡ ♥❡❛+❡$& ❞❡$&✐♥❛&✐♦♥ d ∈ D✳ ■❢ ✐& ✐$ ❢♦✉♥❞✱ ❛❞❞

❛❧❧ &❤❡ ✈❡+&✐❝❡$ ❛♥❞ ❛+❝$ ♦❢ SP (c, d) &♦ H✳ ❚❤❡♥ +❡♠♦✈❡ &❤❡ ❛+❝$ ✐♥ &❤❡ $❤♦+&❡$& ♣❛&❤

SP (c, d) ❢+♦♠ ❣+❛♣❤ G ❛♥❞ ✉♣❞❛&❡ CONN❴SET ✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦+✐&❤♠ &❡+♠✐♥❛&❡$ ✇❤❡♥ &❤❡+❡

✐$ ♥♦ ❞❡$&✐♥❛&✐♦♥ +❡♠❛✐♥✐♥❣✱ ♦+ ✇❤❡♥ H ❝❛♥♥♦& ❜❡ ❡①&❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡$❝+✐♣&✐♦♥ ♦❢ ◆❉▲❍

❛❧❣♦+✐&❤♠ ✐$ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦+✐&❤♠ ✻✳✶✳ ❙✐♥❝❡ H ✐$ ♦♥❧② ❣+♦✇♥ ❢+♦♠ ▼❈ ✈❡+&✐❝❡$ ❛♥❞ ❧❡❛❢ ▼■

✈❡+&✐❝❡$ ✭&❤❡ $❡& CONN❴SET ✮ ♦❢ &❤❡ ❝✉++❡♥& ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤②✱ &❤❡ +❡$✉❧&✐♥❣ ❧✐❣❤&✲❤✐❡+❛+❝❤②

+❡$♣❡❝&$ &❤❡ $♣❛+$❡ $♣❧✐&&✐♥❣ ❝♦♥$&+❛✐♥&✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✻✳✶ ◆❡❛+❡$& ❉❡$&✐♥❛&✐♦♥ ▲✐❣❤&✲❍✐❡+❛+❝❤② ❆❧❣♦+✐&❤♠

■♥♣✉&✿ ❆ ❞✐❣+❛♣❤ G = (V,A)✱ ❛ $❡& MC ♦❢ ▼❈ ✈❡+&✐❝❡$✱ ❛ ♠✉❧&✐❝❛$& +❡I✉❡$& r = (s,D)✳
❖✉&♣✉&✿ ❆ ❤✐❡+❛+❝❤② H ✐♥ G ❢♦+ r✳
✶✿ CONN❴SET ← {s}
✷✿ H ← {s}
✸✿ ✇❤✐❧❡ ✭&❤❡+❡ ❡①✐$&$ ❛ ❞✐+❡❝&❡❞ ♣❛&❤ ❢+♦♠ c ∈ CONN❴SET &♦ d ∈ D✮ ❞♦

✹✿ ❈♦♠♣✉&❡ &❤❡ $❤♦+&❡$& ♣❛&❤ SP (c, d)
✺✿ H ← H ∪ SP (c, d)
✻✿ CONN❴SET ← CONN❴SET ∪ {▼❈ ✈❡+&✐❝❡$ ✐♥ SP (c, d)} ∪ {d}
✼✿ ✐❢ c /∈MC &❤❡♥
✽✿ CONN❴SET ← CONN❴SET \ {c}
✾✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✵✿ D ← D \ {d}
✶✶✿ A← A \ {❛+❝$ ✐♥ SP (c, d)}
✶✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✸✿ $❡&✉$♥ H

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳✶✳ ❚❤❡ #✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#② ♦❢ ◆❉▲❍ ❛❧❣♦3✐#❤♠ ✐4 O(D × (V log V +A))✶✳

63♦♦❢✳ ▲❡& ✉$ $❡❡ ❆❧❣♦+✐&❤♠ ✻✳✶✳ ❚❤❡ ♠♦$& ❡①♣❡♥$✐✈❡ ♦♣❡+❛&✐♦♥ ✐$ ✐♥ ❧✐♥❡ ✹ &♦ ❝♦♠♣✉&❡ &❤❡

$❤♦+&❡$& ♣❛&❤ SP (c, d)✱ ♦+ &♦ ✜♥❞ &❤❡ ♥❡❛+❡$& ❞❡$&✐♥❛&✐♦♥ ✐♥ D ❢+♦♠ $❡& CONN❴SET ✳ ▲❡&

✶

❆, ✐♥❞✐❝❛2❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦7❡♠ ✺✳✺ ✭❈❤❛♣2❡7 ✺✮✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦2 ,❤♦✇ 2❤❡ ,❡2 ❝❛7❞✐♥❛❧✐2② ♥♦2❛2✐♦♥ 2♦ 7❡♣7❡,❡♥2 2❤❡

♥✉♠❜❡7 ♦❢ ❡❧❡♠❡♥2, ✐♥ 2❤❡ ,❡2 ✐♥ ❖ ♥♦2❛2✐♦♥,✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ✉,❡ V ✐♥,2❡❛❞ ♦❢ |V |✳
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✉$ ❞❡$❝(✐❜❡ ❛ ,❡❝❤♥✐/✉❡ ❢♦( ,❤✐$ $,❡♣✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝,♦( ♥♦❞❡$ ✐♥ CONN❴SET ❝❛♥ ❜❡ ✈✐(,✉❛❧❧②

❣❛,❤❡(❡❞ ❛♥❞ ✈✐❡✇❡❞ ,♦❣❡,❤❡( ❛$ ❛ ✈✐(,✉❛❧ $♦✉(❝❡✳ ■, ✐$ ❞♦♥❡ ❜② ,❡♠♣♦(❛(✐❧② ❝(❡❛,✐♥❣ ❛ ♥❡✇

✈❡(,❡①✱ ❝❛❧❧❡❞ ✈✐(,✉❛❧ $♦✉(❝❡ ✭$❛② vs✮✱ ❛♥❞ ,❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ③❡(♦✲❝♦$, ❛(❝ ❢(♦♠ vs ,♦ ❡✈❡(②

❝♦♥♥❡❝,♦( ✐♥ CONN❴SET ✳ ❖❜✈✐♦✉$❧②✱ ✐, ✐$ $✉✣❝✐❡♥, ,♦ ✜♥❞ ,❤❡ ♥❡❛(❡$, ❞❡$,✐♥❛,✐♦♥ ❜②

❝♦♥$,(✉❝,✐♥❣ ❛ $✐♥❣❧❡ $❤♦(,❡$, ♣❛,❤ ,(❡❡ ✐♥ Gs ❢(♦♠ vs ,♦ ❛❧❧ ,❤❡ ❞❡$,✐♥❛,✐♦♥$✳ ❚❤✉$✱ ❢♦( ,❤✐$

$,❡♣✱ ❉✐❥❦$,(❛✬$ ❛❧❣♦(✐,❤♠ $❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉$❡❞ ♦♥❝❡✳

❙✐♥❝❡ ,❤❡(❡ ❛(❡ |D| ❞❡$,✐♥❛,✐♦♥$✱ ,❤❡ ❉✐❥❦$,(❛✬$ ❛❧❣♦(✐,❤♠ $❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉$❡❞ ❛, ♠♦$, |D|

,✐♠❡$ ❞✉(✐♥❣ ,❤❡ ❝♦♥$,(✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡(❛(❝❤② H ❢♦( (❡/✉❡$, r✳ ❚❤❡ ,✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ♦❢ ❉✐❥❦✲

$,(❛✬$ ❛❧❣♦(✐,❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❡❞ ❜② ❛ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❤❡❛♣ ✐$O(V log V +A) ❬✶✶✵❪✳ ❙♦✱ ,❤❡ ,✐♠❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐,② ♦❢ ,❤❡ ♣(♦♣♦$❡❞ ◆❉▲❍ ❛❧❣♦(✐,❤♠ ✐$ D×O(Dijkstra) = O(D× (V log V +A))✳

◆❡①,✱ ✇❡ ♣(❡$❡♥, ,✇♦ ♣♦$$✐❜❧❡ ✇❛②$ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ◆❉▲❍ ,♦ ❞❡$✐❣♥ ❛❞❛♣,✐✈❡ $,(❛,❡❣✐❡$

♠❡♥,✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✻✳✹✳✹ ❆❞❛♣'✐✈❡ ❆❧❣♦.✐'❤♠1 ❇❛1❡❞ ♦♥ ◆❉▲❍

❚♦ ♣(♦✈✐$✐♦♥ ♠✉❧,✐♣❧❡ (❡/✉❡$,$ ✉$✐♥❣ ◆❉▲❍✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❡✐,❤❡( ❲❛✈❡❧❡♥❣,❤ ●(❛♣❤

✭❲●✮ (♦✉,✐♥❣ ♦( ▲❛②❡(❡❞ ●(❛♣❤ ✭▲●✮ (♦✉,✐♥❣ $❝❤❡♠❡$ ♠❡♥,✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✻✳✹✳✹✳✶ ❲❛✈❡❧❡♥❣+❤ ●.❛♣❤ ❘♦✉+✐♥❣ ❆❧❣♦.✐+❤♠ ❇❛7❡❞ ♦♥ ◆❉▲❍ ✭◆❉▲❍✲❲●✮

■♥ ,❤✐$ ❛❧❣♦(✐,❤♠✱ ,❤❡ (❡/✉❡$,$ ❛(❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❋♦( ❡❛❝❤ (❡/✉❡$,✱ ✐, ❝♦♠♣✉,❡$

❛ $❡, ♦❢ ❧✐❣❤,✲❤✐❡(❛(❝❤✐❡$ ✐♥ ❧❛②❡($✱ ♦♥❡ ❧✐❣❤,✲❤✐❡(❛(❝❤② ❢♦( ❡❛❝❤ ❧❛②❡( ✉$✐♥❣ ◆❉▲❍ ❛❧❣♦(✐,❤♠✱

,❤❡♥ ❛$$✐❣♥ ,❤❡ ❝♦((❡$♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ,♦ ,❤❡ ❝♦♠♣✉,❡❞ ❧✐❣❤,✲❤✐❡(❛(❝❤②✳

❚♦ ♠♦✈❡ ❢(♦♠ ♦♥❡ ❧❛②❡( ,♦ ,❤❡ ♦,❤❡(✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ,❤❡ ❋■❳❊❉ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤✲$❡❛(❝❤ $❝❤❡♠❡

❬✶✵❪✱ ✐✳❡✳✱ ,❤❡ ♥❡①, ❧❛②❡( ✐$ ❝❤♦$❡♥ ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ♦(❞❡(✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛$$✉♠❡ ,❤❛, ❛❧❧ ,❤❡ ❧✐♥❦$ ❤❛✈❡

,❤❡ $❛♠❡ $❡, ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤$ ❛, ,❤❡ ✜($, ,✐♠❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ,❤❛, ❛❧❧ ,❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ❣(❛♣❤$ ❛(❡

✐❞❡♥,✐❝❛❧ ❛, ,❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❙♦✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❤❡ $❛♠❡ ♦(❞❡( ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ❣(❛♣❤$ ✐♠♣❧✐❡$ ,❤❛,

,❤❡ ♠♦$,✲✉,✐❧✐③❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ,(✐❡❞ ✜($,✳ ❆❝❝♦(❞✐♥❣❧②✱ ,❤❡ ❋■❳❊❉ ♦(❞❡( ❛❝,$ ❧✐❦❡

,❤❡ ❈❖◆❙❊❘❱❆❚■❱❊ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤✲$❡❛(❝❤ $❝❤❡♠❡ ❛❧$♦ ♣(♦♣♦$❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❜❡,,❡( ,❤❛♥

♦,❤❡( $❝❤❡♠❡$✳

❚♦ ❞❡$❝(✐❜❡ ◆❉▲❍✲❲● ❛❧❣♦(✐,❤♠✱ $♦♠❡ ✉$❡❞ ♥♦,❛,✐♦♥$ ❛(❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛$ ❢♦❧❧♦✇$✳

• Gλ
✿ ,❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ❣(❛♣❤ ❝♦((❡$♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ λ ∈W ✳

• LG✿ ,❤❡ ❧❛②❡(❡❞ ❣(❛♣❤ ❝♦♠♣♦$❡❞ ❢(♦♠ ❛ $❡, ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ❣(❛♣❤$ Gλ
✱ ✐✳❡✳✱ LG =

{Gλ, λ ∈W}✳

• LHλ
i ✿ ,❤❡ ❧✐❣❤,✲❤✐❡(❛(❝❤② ❝♦♠♣✉,❡❞ ❢♦( (❡/✉❡$, ri ∈ R ✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ❣(❛♣❤ Gλ

✳

• LHi✿ ,❤❡ $❡, ♦❢ ❧✐❣❤,✲❤✐❡(❛(❝❤✐❡$ ❝♦♠♣✉,❡❞ ❢♦( (❡/✉❡$, ri✱ ✐✳❡✳✱ LHi = {LH
λ
i , λ ∈W}✳

• MCλ
✿ ,❤❡ $❡, ♦❢ ▼❈ ✈❡(,✐❝❡$ ✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ❣(❛♣❤ Gλ

✳ ■, ✐$ ,❤❡ $❡, ♦❢ ❝♦♣✐❡$ ♦❢ ▼❈

♥♦❞❡$ ❢(♦♠ ,❤❡ ♣❤②$✐❝❛❧ ,♦♣♦❧♦❣② ❣(❛♣❤ ,♦ ❧❛②❡( λ✳
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• numBlockReqst✿ $❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ +❡2✉❡3$3✳

• numBlockDest✿ $❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❞❡3$✐♥❛$✐♦♥3✳

• numDesti✿ $❤❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❞❡3$✐♥❛$✐♦♥3 ♦❢ +❡2✉❡3$ ri✱ ✐✳❡✳✱ numDesti = |Di|

❛$ $❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

❚❤❡ ◆❉▲❍✲❲● ❛❧❣♦+✐$❤♠ ✇♦+❦3 ❛3 ❢♦❧❧♦✇3✳ ❆$ ✜+3$✱ $❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❣+❛♣❤3 ❛♥❞ $❤❡

+❡2✉❡3$3 ❛+❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❛3 λ1, λ2, .., λ|W |✱ ❛♥❞ r1, r2..., r|R|✳ ❋♦+ ❡❛❝❤ +❡2✉❡3$ ri = (si, Di)✱ ✇❡

❡①❡❝✉$❡ ◆❉▲❍ ❛❧❣♦+✐$❤♠ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ $❤❡ ❧❛②❡+3 ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ✐♥❞❡①❡❞ ♦+❞❡+✳ ❋♦+

❡❛❝❤ ❧❛②❡+ λ✱ ❛ ❧✐❣❤$✲❤✐❡+❛+❝❤② LHλ
i ✐3 ❝♦♠♣✉$❡❞ ❛♥❞ $❤❡ ❞❡3$✐♥❛$✐♦♥3 ❝♦✈❡+❡❞ ❛+❡ +❡♠♦✈❡❞

❢+♦♠ Di ✭❝❢✳ ❆❧❣♦+✐$❤♠ ✻✳✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ $❡+♠✐♥❛$❡3 ✇❤❡♥ ❛❧❧ $❤❡ ❞❡3$✐♥❛$✐♦♥3 ❛+❡

❝♦✈❡+❡❞ ✭✐❢ ❛❧❧ ❞❡3$✐♥❛$✐♦♥3 ❛+❡ +♦✉$❡❞✮ ♦+ ✇❤❡♥ ❛❧❧ $❤❡ ❧❛②❡+3 ❛+❡ ❛$$❡♠♣$❡❞ ✭✐❢ ♣❛+$✐❛❧

❞❡3$✐♥❛$✐♦♥3 ❛+❡ +♦✉$❡❞✮✳ ❚❤❡ ♦✉$❝♦♠❡ ❢♦+ +❡2✉❡3$ ri ✐3 ❛ 3❡$ LHi ♦❢ ❧✐❣❤$✲❤✐❡+❛+❝❤✐❡3 LH
λ
i ✳

❲❤❡♥❡✈❡+ ❛ ❧✐❣❤$✲❤✐❡+❛+❝❤② ✐3 ❝♦♠♣✉$❡❞ ✐♥ ❝❡+$❛✐♥ ❧❛②❡+✱ ✐$ ✐3 ❞✐+❡❝$❧② ❛33✐❣♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡

❝♦++❡3♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ✭❡✳❣✳✱ LHλ
i ✐3 ❛33✐❣♥❡❞ ✇✐$❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ λ✮✳ ❚❤❡♥ $❤❡ ❛✛❡❝$❡❞

❧❛②❡+ ✐3 ✉♣❞❛$❡❞ ✐♥ 3✉❝❤ ❛ ✇❛② $❤❛$ $❤❡ ✉3❡❞ ❛+❝3 ❛+❡ +❡♠♦✈❡❞ ❢+♦♠ $❤❡ ❝♦++❡3♣♦♥❞✐♥❣

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❣+❛♣❤✳ ❚❤✐3 ✐3 $♦ ❡♥3✉+❡ $❤❛$ ❡❛❝❤ ✜❜❡+ ✐3 ♥♦$ ✉3❡❞ $✇✐❝❡ ✇✐$❤ $❤❡ 3❛♠❡ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣$❤✳ ❘❡♣❡❛$ $❤❡ ♦♣❡+❛$✐♦♥3 ✉♥$✐❧ ❛❧❧ $❤❡ +❡2✉❡3$3 ❛+❡ ❛$$❡♠♣$❡❞✳ ❚❤❡ ♣3❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ♦❢

◆❉▲❍✲❲● ❛❧❣♦+✐$❤♠ ✐3 3❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦+✐$❤♠ ✻✳✷✳

❚♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐$② ✭❘❇P ❛♥❞ ❉❇P✮✱ ✇❡ ✉3❡ ❜♦$❤ ❛❢♦+❡♠❡♥$✐♦♥❡❞

❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧3 ❛♥❞ ❛♣♣❧② $❤❡♠ ❢♦+ ❛❧❧ $❤❡ ♣+♦♣♦3❡❞ ❛❧❣♦+✐$❤♠3 ❞❡3❝+✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$

3✉❜3❡❝$✐♦♥3✳ ❯♥❞❡+ ❋❇ ♠♦❞❡❧✱ ❛ +❡2✉❡3$ ✐3 ❝♦♥3✐❞❡+❡❞ $♦ ❜❡ ❛❝❝❡♣$❡❞ ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐$3 ❞❡3$✐♥❛$✐♦♥3

❛+❡ ❛❝❝❡♣$❡❞✳ ❖$❤❡+✇✐3❡✱ $❤❡ ❛❧❣♦+✐$❤♠ ❜❧♦❝❦3 $❤❡ +❡2✉❡3$✱ ❛♥❞ +❡3$♦+❡3 $❤❡ 3$❛$✉3 ♦❢ $❤❡

❧❛②❡+3 ✇❤✐❝❤ ❛+❡ ❛✛❡❝$❡❞ ❜② $❤❡ +♦✉$❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ❢♦+ ✐$✳ ❚❤✐3 ✐3 ❞♦♥❡ ❜② ❢+❡❡✐♥❣ $❤❡

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤3 $❤❛$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛33✐❣♥❡❞ $♦ $❤❡ ❧✐❣❤$✲❤✐❡+❛+❝❤✐❡3 ❝♦♠♣✉$❡❞ ❢♦+ $❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞

+❡2✉❡3$✳ ■♥ ❝♦♥$+❛3$✱ ✇❤❡♥ P❇ ♠♦❞❡❧ ✐3 ✉3❡❞✱ ✐❢ $❤❡ +❡2✉❡3$ ✐3 ♥♦$ $♦$❛❧❧② ❛❝❝❡♣$❡❞✱ $❤❡

❛❞♦♣$❡❞ ❞❡3$✐♥❛$✐♦♥3 ❛+❡ 3$✐❧❧ 3❡+✈❡❞✳ ❚❤✉3✱ $❤❡ ❛❧❣♦+✐$❤♠ ❞♦❡3 ♥♦$ ❤❛✈❡ $♦ +❡3$♦+❡ $❤❡

3$❛$✉3 ♦❢ $❤❡ ❛✛❡❝$❡❞ ❧❛②❡+3✳

❚❤❡ ◆❉▲❍✲❲● 3$+❛$❡❣② ✐3 ♥❛$✉+❛❧ ❛♥❞ +❡❧❛$✐✈❡❧② 3$+❛✐❣❤$❢♦+✇❛+❞✳ ❚❤❡ +❡2✉❡3$3 ❛+❡

❡①❛♠✐♥❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✇✐$❤♦✉$ ❛ 3♣❡❝✐❛❧ ♦+❞❡+✳ ■$ ❞♦❡3 ♥♦$ ♥❡❡❞ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥ ♦❢

❛❧❧ $❤❡ +❡2✉❡3$3✳ ❚❤✉3 ✐$ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❞❡3✐❣♥ ♦♥❧✐♥❡ ❛❧❣♦+✐$❤♠3 ❢♦+ $❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ $+❛✣❝

❝❛3❡✳

✻✳✹✳✹✳✷ ❚✇♦ ❱❛)✐❛♥,- ❢♦) ◆❉▲❍✲❲●

◆❉▲❍✲❲● ❛❧❣♦+✐$❤♠ ❡①❛♠✐♥❡3 ❡❛❝❤ +❡2✉❡3$ ❛$ ❛ $✐♠❡ ✇✐$❤♦✉$ ❛ 3♣❡❝✐❛❧ ♦+❞❡+✳ ❍♦✇❡✈❡+✱

3✐♥❝❡ ❛❧❧ $❤❡ +❡2✉❡3$3 ❛+❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ 3❡❧❡❝$ $❤❡♠ ✐♥ ❛ 3♣❡❝✐✜❝ ♦+❞❡+ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❜② ❛  ❡"✉❡$% $❡❧❡❝%✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳ ❖♥❡ ♣♦33✐❜❧❡ ♣♦❧✐❝② ✐3 $♦ ❝❤♦♦3❡ $❤❡ +❡2✉❡3$3 ✇✐$❤ ❛ 3♠❛❧❧❡3$

♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❞❡3$✐♥❛$✐♦♥3 ✭❣+♦✉♣ 3✐③❡✮ ✜+3$✱ ♥❛♠❡❧② ❙♠❛❧❧❡3$ ❘❡2✉❡3$ ❋✐+3$ ✭❙❘❋✮✳ ❚❤❡ ♦$❤❡+

♣♦33✐❜❧❡ ♣♦❧✐❝② ✐3 $♦ 3❡❧❡❝$ $❤❡ ❧❛+❣❡+ +❡2✉❡3$3 ✜+3$ ✭▲❘❋✮✳



✶✺✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ ❙❚❆❚■❈ ▼❈❘❲❆ ■◆ ❙#❆❘❙❊ ❙#▲■❚❚■◆●

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✻✳✷ ◆❉▲❍✲❲● ❆❧❣♦.✐0❤♠

■♥♣✉&✿ ❆ ❧❛②❡.❡❞ ❣.❛♣❤ LG = {Gλ, λ ∈W}✱ ❛ 9❡0 ♦❢ ♠✉❧0✐❝❛90 .❡=✉❡909 R✳

❖✉&♣✉&✿ ❆ 9❡0 H ♦❢ ❧✐❣❤0✲❤✐❡.❛.❝❤✐❡9✱ RBP,DBP
✶✿ H ← ∅
✷✿ numBlockReqst← 0
✸✿ numBlockDest← 0
✹✿ ❢♦$ ❛❧❧ ri = (si, Di), i = 1, 2, .., |R| ❞♦
✺✿ LHi ← ∅
✻✿ numDesti ← |Di|
✼✿ ❢♦$ ❛❧❧ λ ∈W ❞♦

✽✿ LHλ
i = ◆❉▲❍(Gλ,MCλ, ri) ④❝❛❧❧ ◆❉▲❍ 0♦ ❝♦♠♣✉0❡ ❧✐❣❤0✲❤✐❡.❛.❝❤② LHλ

i

♦♥ Gλ
✇✐0❤ 0❤❡ 9❡0 ♦❢ ▼❈ ✈❡.0✐❝❡9 MCλ

⑥

✾✿ ❛99✐❣♥ λ 0♦ LHλ
i

✶✵✿ LHi ← LHi ∪ LHλ
i

✶✶✿ ✐❢ Di = ∅ &❤❡♥ ❜$❡❛❦
✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦$

✶✸✿ ✐❢ Di 6= ∅ &❤❡♥
✶✹✿ numBlockReqst ✰✰

✶✺✿ ✐❢ ❋❇ ♠♦❞❡❧ ✐9 ✉9❡❞ &❤❡♥

✶✻✿ numBlockDest← numDesti ④♦.✐❣✐♥❛❧ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❞❡90✐♥❛0✐♦♥9 ♦❢ ri⑥
✶✼✿ .❡90♦.❡ ❛❧❧ 0❤❡ ❛.❝9 .❡♠♦✈❡❞ ❜② LHλ

i , ∀λ ∈W
✶✽✿ ❡❧<❡

✶✾✿ numBlockDest← |Di| ④❝✉..❡♥0 ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❞❡90✐♥❛0✐♦♥9 ♦❢ ri⑥
✷✵✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✶✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✷✿ H ← H ∪ LHi

✷✸✿ ❡♥❞ ❢♦$

✷✹✿ RBP ← numBlockReqst/|R|
✷✺✿ DBP ← numBlockDest/

∑
i∈I numDesti

✷✻✿ $❡&✉$♥ ❁H,RBP,DBP❃

❙♠❛❧❧❡<& ❘❡?✉❡<& ❋✐$<& ❇❛<❡❞ ♦♥ ◆❉▲❍✲❲● ✭◆❉▲❍✲❲●✲❙❘❋✮

■0 ✐9 9✐♠✐❧❛. 0♦ ◆❉▲❍✲❲● ❡①❝❡♣0 0❤❛0✱ ❢♦. ❡❛❝❤ ✐0❡.❛0✐♦♥✱ ✐0 9❡❧❡❝09 0❤❡ 9♠❛❧❧❡90 .❡=✉❡90

✭✐♥ 0❡.♠9 ♦❢ ❣.♦✉♣ 9✐③❡✮ 0♦ ❝♦♥9✐❞❡. ✜.90✳ ❚♦ 0❤✐9 ❡♥❞✱ 0❤❡ .❡=✉❡909 ❛.❡ 9♦.0❡❞ ❜❡❢♦.❡❤❛♥❞

❛❝❝♦.❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ ♥♦♥✲❞❡%❝❡♥❞✐♥❣ ♦.❞❡. ♦❢ ❣.♦✉♣ 9✐③❡✳ ❆❢0❡. 0❤❛0 ✐0 ❢♦❧❧♦✇9 0❤❡ 9❛♠❡ ♦♣❡.❛✲

0✐♦♥9 ❛9 ◆❉▲❍✲❲● ❢♦. ❛❧❧ 0❤❡ .❡=✉❡909 ❝♦♥9✐❞❡.❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ 0❤✐9 90.❛0❡❣② ✭❝❤♦♦9✐♥❣ 0❤❡

9♠❛❧❧❡90 .❡=✉❡90 ✜.90✮ ✐9 ❜❛9❡❞ ♦♥ 0❤❡ ♦❜9❡.✈❛0✐♦♥ 0❤❛0 ❛ ❧❛.❣❡. ♥✉♠❜❡. ♦❢ 9♠❛❧❧ ✐0❡♠9 ❝❛♥

❜❡ ♣✉0 ✐♥0♦ ❛ ❜✐♥ ✇✐0❤ ❧✐♠✐0❡❞ ❝❛♣❛❝✐0② 0❤❛♥ ✐❢ ✇❡ ♣✉0 ❧❛.❣❡. ♦♥❡9 ✐♥ ✜.90✳ ◆❉▲❍✲❲●✲❙❘❋

❝❛♥ ❤❡❧♣ 0♦ ✐♥❝.❡❛9❡ 0❤❡ 0♦0❛❧ ♥✉♠❜❡. ♦❢ .❡=✉❡909 ❛❝❝❡♣0❡❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧♦✇❡.

❘❇U✳

▲❛$❣❡<& ❘❡?✉❡<& ❋✐$<& ❇❛<❡❞ ♦♥ ◆❉▲❍✲❲● ✭◆❉▲❍✲❲●✲▲❘❋✮

■0 ✐9 9♦♠❡✇❤❛0 ❝♦♥0.❛.② 0♦ ◆❉▲❍✲❲●✲❙❘❋✱ ✐♥90❡❛❞ ♦❢ ♣.♦✈✐9✐♦♥✐♥❣ 0❤❡ 9♠❛❧❧❡90 .❡✲

=✉❡90✱ ✐0 ❝❤♦♦9❡9 0❤❡ ❧❛.❣❡90 ♦♥❡ ✜.90✳ ❇② ❝❤♦♦9✐♥❣ 0❤❡ ❧❛.❣❡90 .❡=✉❡90 9♦♦♥❡.✱ ♠♦.❡ ❞❡90✐✲

♥❛0✐♦♥9 ♠✐❣❤0 ❜❡ ❛❞♦♣0❡❞✱ ❤❡♥❝❡ ◆❉▲❍✲❲●✲▲❘❋ ❝❛♥ ✐♥❝.❡❛9❡ 0❤❡ 0♦0❛❧ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❞❡9✲



✻✳✹✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙ ✶✺✾

#✐♥❛#✐♦♥( (❡*✈❡❞ ♦* ❞❡❝*❡❛(❡ #❤❡ ❉❇1✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✐# ❝❛♥ ❛❧(♦ ✐♥❝*❡❛(❡ #❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐#② #❤❛#

(♠❛❧❧ *❡;✉❡(#( ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❘❇1 ❝♦♠♣❛*❡❞ ✇✐#❤ ◆❉▲❍✲❲●✲❙❘❋✳ ❚❤✐( ✐(

❡❧❛❜♦*❛#❡❞ ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✻✳✺✳

✻✳✹✳✹✳✸ ❈♦♠♣✉)❛)✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐)② ♦❢ ◆❉▲❍✲❲● ❇❛:❡❞ ❆❧❣♦>✐)❤♠:

❚❤❡♦>❡♠ ✻✳✷✳ ❚♦ ♣#♦✈✐&✐♦♥ ❛❧❧ *❤❡ #❡-✉❡&*& R = {(si, Di), i ∈ I}✱ ◆❉▲❍✲❲● ❛❧❣♦#✐*❤♠

*❛❦❡& *✐♠❡ O(
∑

i∈I Di × (V log V +A))✳

;#♦♦❢✳ ❆❧❣♦*✐#❤♠ ✻✳✷ ❡♠♣❧♦②( ◆❉▲❍ ❛❧❣♦*✐#❤♠ ✭❧✐♥❡ ✽✮ #♦ ❝♦♠♣✉#❡ ❧✐❣❤#✲❤✐❡*❛*❝❤✐❡( ❢♦*

❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡ *❡;✉❡(#( ✐♥ ♦♥❡ ❧❛②❡* ❛# ❛ #✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ❣*❛♣❤ ❤❛( ❛ ;✉❛(✐✲(❛♠❡

(✐③❡ ❛( #❤❡ #♦♣♦❧♦❣② ❣*❛♣❤✱ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ #♦ ❚❤❡♦*❡♠ ✻✳✶✱ ✐# #❛❦❡( #✐♠❡ O(Di×(V log V +A)) #♦

(❡*✈❡ *❡;✉❡(# ri = (si, Di)✳ ❙♦✱ #♦ ♣*♦✈✐(✐♦♥ ❛❧❧ #❤❡ ❛❧❧ #❤❡ *❡;✉❡(#( ✐♥ R✱ #❤❡ #✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#②

♦❢ ◆❉▲❍✲❲● ❛❧❣♦*✐#❤♠ ✐( O(
∑

i∈I Di × (V log V +A))✳

◆❉▲❍✲❲●✲❙❘❋ ✭♦* ◆❉▲❍✲❲●✲▲❘❋✮ ❤❛( ♦♥❡ (✉♣♣❧❡♠❡♥#❛*② (#❡♣ ♦❢ (♦*#✐♥❣ #❤❡ *❡✲

;✉❡(#( ❜❡❢♦*❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ◆❉▲❍✲❲●✳ ❚❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ #✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#② *❡❝♦*❞❡❞ ❢♦* (♦*#✐♥❣ ❛ (❡# ♦❢

N ❡❧❡♠❡♥#( ✐( O(N logN)✳ ❈♦♥(❡;✉❡♥#❧②✱ #❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#② ♦❢ ◆❉▲❍✲❲●✲❙❘❋ ✭❛♥❞ ◆❉▲❍✲

❲●✲▲❘❋✮ ✐(✿ O(R logR+
∑

i∈I Di × (V log V +A))✳

✻✳✹✳✹✳✹ ▲❛②❡>❡❞ ●>❛♣❤ ❘♦✉)✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❇❛:❡❞ ♦♥ ◆❉▲❍ ✭◆❉▲❍✲▲●✮

❯♥❧✐❦❡ #❤❡ ❲❛✈❡❧❡♥❣#❤ ●*❛♣❤ ✭❲●✮✲*♦✉#✐♥❣ (❝❤❡♠❡( #❤❛# ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ *♦✉#❡( ✐♥ ❛

❧❛②❡*✲#♦✲❧❛②❡* ❢❛(❤✐♦♥✱ #❤❡ ▲❛②❡*❡❞ ●*❛♣❤ ✭▲●✮✲*♦✉#✐♥❣ (❝❤❡♠❡( ❞♦ ✐# ✐♥ #❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❛②❡*❡❞

❣*❛♣❤✳ ❚♦ #❤✐( ❡♥❞✱ ❛# ✜*(# ❛ ❢✉❧❧ ❧❛②❡*❡❞ ❣*❛♣❤ G′
✐( ❝♦♥(#*✉❝#❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♣(❡✉❞♦ ✈❡*#✐❝❡(

❛♥❞ ♣(❡✉❞♦ ❛*❝(✳ ❚❤❡♥ ❛ *♦✉#✐♥❣ ❛❧❣♦*✐#❤♠ ✐( *✉♥ ♦♥ G′
✳ ■♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣*❡(❡♥# #❤❡

❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♦❢ ▲●✲*♦✉#✐♥❣ (❝❤❡♠❡ ❜❛(❡❞ ♦♥ ◆❉▲❍✱ ♥❛♠❡❧② ◆❉▲❍✲▲●✱ ✐♥ ❞❡#❛✐❧✳

❇❡(✐❞❡( #❤❡ ♥♦#❛#✐♦♥( ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙✉❜(✉❜(❡❝#✐♦♥ ✻✳✹✳✹✳✶✱ (♦♠❡ ♠♦*❡ ♥♦#❛#✐♦♥( ✉(❡❞ ✐♥ #❤❡

◆❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦*✐#❤♠ ❛*❡ ❣✐✈❡♥ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✳

• G′ = (V ′, A′)✿ #❤❡ ❢#❛♠❡ ❧❛②❡*❡❞ ❣*❛♣❤ ❝♦♥(#*✉❝#❡❞ ❢*♦♠ #❤❡ ♣❤②(✐❝❛❧ #♦♣♦❧♦❣② G =

(V,A) ✭*❡❣❛*❞❧❡(( ♦❢ *❡;✉❡(#(✮✳ ◆♦#❡ #❤❛# #❤❡ ❢*❛♠❡ ❧❛②❡*❡❞ ❣*❛♣❤ ✐( ♥♦# ✜①❡❞✱ ❜❡❝❛✉(❡

✇❤❡♥❡✈❡* ❛♥ ❛*❝ ✐( ✉(❡❞ ❢♦* #❤❡ *♦✉#✐♥❣✱ ✐# ✐( *❡♠♦✈❡❞ ❢*♦♠ A′
✳

• G′
i = (V ′

i , A
′
i)✿ #❤❡ ❢✉❧❧ ❧❛②❡*❡❞ ❣*❛♣❤ ❝♦♥(#*✉❝#❡❞ ❢*♦♠ #❤❡ ❢*❛♠❡ ❧❛②❡*❡❞ ❣*❛♣❤ G′ =

(V ′, A′) ❛♥❞ #❤❡ *❡;✉❡(# ri = (si, Di)✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♣(❡✉❞♦ ✈❡*#✐❝❡( ❛♥❞ ③❡*♦✲❝♦(# ❛*❝(

#♦ G′
✳

• sλi ✿ ❛ ❝♦♣② ♦❢ #❤❡ (♦✉*❝❡ si ✐♥ ❧❛②❡* λ✳

• MCλ
✿ ❛ ❝♦♣② ♦❢ #❤❡ (❡# MC ♦❢ ▼❈ ♥♦❞❡( ✐♥ ❧❛②❡* λ✳



✶✻✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ ❙❚❆❚■❈ ▼❈❘❲❆ ■◆ ❙#❆❘❙❊ ❙#▲■❚❚■◆●

• MC❴SET ✿ ❝♦♥(✐(*( ♦❢ *❤❡ ❝♦♣✐❡( ♦❢ *❤❡ (♦✉0❝❡ si ❛♥❞ *❤❡ ❝♦♣✐❡( ♦❢ ❛❧❧ *❤❡ ▼❈ ♥♦❞❡(

✐♥ ❛❧❧ *❤❡ ❧❛②❡0(✱ ✐✳❡✳✱ MC❴SET ←
|W |⋃
λ=1

sλi ∪
|W |⋃
λ=1

MCλ
✳ ❲❡ ❛❧(♦ ❝❛❧❧ *❤❡♠ ▼❈ ✈❡$%✐❝❡(

✐♥ *❤❡ ❧❛②❡0❡❞ ❣0❛♣❤ G′
✳

• r′i = (s′i, D
′
i)✿ *❤❡ ♣(❡✉❞♦ $❡-✉❡(% ❝0❡❛*❡❞ ❢0♦♠ *❤❡ ♦0✐❣✐♥❛❧ 0❡<✉❡(* ri = (si, Di) ✐♥ *❤❡

❧❛②❡0❡❞ ❣0❛♣❤ G′
i✳ ❚♦ (✐♠♣❧✐❢②✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ♣(❡✉❞♦ ❞❡(*✐♥❛*✐♦♥( d′ ∈ D′

i *❤❡ (✐♥❦(✳

• Hi✿ *❤❡ ❤✐❡0❛0❝❤② ❝♦♠♣✉*❡❞ ❢♦0 0❡<✉❡(* ri✳ ❆❢*❡0 ♣0✉♥✐♥❣ *❤❡ ♣(❡✉❞♦ ✈❡0*✐❝❡( ❛♥❞

♣(❡✉❞♦ ❛0❝(✱ ✐* ❜❡❝♦♠❡( ❛ (❡* ♦❢ ❧✐❣❤*✲❤✐❡0❛0❝❤✐❡(✳

• H✿ *❤❡ (❡* ♦❢ ❧✐❣❤*✲❤✐❡0❛0❝❤✐❡( ❝♦♠♣✉*❡❞ ❢♦0 ❛❧❧ *❤❡ 0❡<✉❡(*(✱ ✐✳❡✳✱ H =
|R|⋃
i=1

Hi✳

❲✐*❤ ❛❧❧ *❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦*❛*✐♦♥(✱ *❤❡ ◆❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦0✐*❤♠ ✐( ❞❡(❝0✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦0✐*❤♠ ✻✳✸✳

❚❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣0♦❜❛❜✐❧✐*② ✭❘❇M ❛♥❞ ❉❇M✮ ❛0❡ ❝♦♠♣✉*❡❞ ✭❝❢✳ ❧✐♥❡ ✶✶✮ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *❤❡ (❛♠❡

♠❛♥♥❡0 ❛( ♠❡♥*✐♦♥❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦0✐*❤♠ ✻✳✷✱ (♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦* ❞❡*❛✐❧ ✐* ✐♥ *❤❡ ❛❧❣♦0✐*❤♠✳

❙✐♥❝❡ *❤❡ ❞❡(❝0✐♣*✐♦♥ ✐( (❡❧❢✲❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ❥✉(* ♥♦*✐❝❡ ♦♥❡ 0❡♠❛0❦ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ◆❉▲❍

❛❧❣♦0✐*❤♠ ✐♥ ❧✐♥❡ ✼✳ ❚❤❡ ◆❉▲❍ ❛❧❣♦0✐*❤♠ ✐( ❝❛❧❧❡❞ *♦ ❝♦♠♣✉*❡ ❤✐❡0❛0❝❤② Hi ✐♥ G′
i ❢♦0 *❤❡

♣(❡✉❞♦ 0❡<✉❡(* r′i = (s′i, D
′
i)✳ ■♥ ◆❉▲❍ ❛❧❣♦0✐*❤♠✱ ✇❤❡♥❡✈❡0 ❛ ❞❡(*✐♥❛*✐♦♥ ✐( ❢♦✉♥❞✱ ✐* ✐(

❛❧(♦ ❛❞❞❡❞ *♦ *❤❡ (❡* CONN❴SET ♦❢ ❝♦♥♥❡❝*♦0( ❜❡❝❛✉(❡ ✐* ❝❛♥ ❣0♦✇ *❤❡ ❤✐❡0❛0❝❤② ✉(✐♥❣

❚❛❈ ❢✉♥❝*✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ ✐♥ *❤❡ ♣(❡✉❞♦ 0❡<✉❡(*✱ (✐♥❦( ✭♣(❡✉❞♦ ❞❡(*✐♥❛*✐♦♥(✮ ❝❛♥♥♦* ❣0♦✇

*❤❡ ❤✐❡0❛0❝❤②✱ ❜✉* ♦♥❧② *❤❡ ♣0❡❞❡❝❡((♦0( ♦❢ *❤❡♠ ❝❛♥✳ ❚❤✉(✱ ✇❤❡♥❡✈❡0 ❛ (✐♥❦ ✐( ❢♦✉♥❞✱ *❤❡

♣0❡❞❡❝❡((♦0 ♦❢ ✐* ✐( ❛❞❞❡❞ *♦ CONN❴SET ✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✻✳✸ ◆❉▲❍✲▲● ❆❧❣♦0✐*❤♠

■♥♣✉&✿ ❆ *♦♣♦❧♦❣② ❣0❛♣❤ G = (V,A)✱ ❛ (❡* W ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣*❤( ✐♥ ❡❛❝❤ ❛0❝✱ ❛ (❡* MC ♦❢

▼❈ ♥♦❞❡(✱ ❛ (❡* ♦❢ ♠✉❧*✐❝❛(* 0❡<✉❡(*( R = {(si, Di)}✳
❖✉&♣✉&✿ ❆ (❡* H ♦❢ ❧✐❣❤*✲❤✐❡0❛0❝❤✐❡(✱ RBP,DBP ✳

✶✿ H ← ∅
✷✿ ❈♦♥(*0✉❝* *❤❡ ❧❛②❡0❡❞ ❣0❛♣❤ ❢0❛♠❡ G′ = (V ′, A′) ❢0♦♠ G
✸✿ ❢♦$ ❛❧❧ ri = (si, Di), i = 1, 2, .., |R| ❞♦
✹✿ ❈♦♥(*0✉❝* *❤❡ ❢✉❧❧ ❧❛②❡0❡❞ ❣0❛♣❤ G′

i = (V ′
i , A

′
i) ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♣(❡✉❞♦ ✈❡0*✐❝❡( ✐♥ {s′i}∪

D′
i *♦ V ′

❛♥❞ 0❡❧❡✈❛♥* ♣(❡✉❞♦ ❛0❝( *♦ A′

✺✿ ❈♦♥(*0✉❝* *❤❡ ♣(❡✉❞♦ ♠✉❧*✐❝❛(* 0❡<✉❡(* r′i = (s′i, D
′
i)

✻✿ MC❴SET ←
|W |⋃
λ=1

sλi ∪
|W |⋃
λ=1

MCλ

✼✿ Hi ← ◆❉▲❍(G′
i,MC❴SET, r′i) ④❝❛❧❧ NDLH *♦ ❝♦♠♣✉*❡ ❤✐❡0❛0❝❤② Hi ✐♥ G′

i ❢♦0

r′i ✇✐*❤ MC❴SET *❤❡ (❡* ♦❢ ▼❈ ✈❡0*✐❝❡(⑥

✽✿ M0✉♥❡ ❛❧❧ *❤❡ ♣(❡✉❞♦ ✈❡0*✐❝❡( ❛♥❞ *❤❡ ♣(❡✉❞♦ ❛0❝( ❢0♦♠ Hi

✾✿ H ← H ∪Hi

✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦$

✶✶✿ ❈♦♠♣✉*❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣0♦❜❛❜✐❧✐*② ♠❡*0✐❝( ❘❇M ❛♥❞ ❉❇M

✶✷✿ $❡&✉$♥ ❁H,RBP,DBP❃



✻✳✹✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙ ✶✻✶

✻✳✹✳✹✳✺ ❚✇♦ ❱❛)✐❛♥,- ♦❢ ◆❉▲❍✲▲●

▲✐❦❡ &❤❡ ♣)♦♣♦+❡❞ ✈❛)✐❛♥&+ ♦❢ ◆❉▲❍✲❲● ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♣)♦♣♦+❡ &✇♦ ✈❛)✐❛♥&+

♦❢ ◆❉▲❍✲▲● ✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❞✐✛❡)❡♥& ✐♥ &❤❡ ♦)❞❡) ♦❢ )❡=✉❡+&+ &♦ ❜❡ ❝♦♥+✐❞❡)❡❞✳ ❚❤❡② ❛)❡✿

❙♠❛❧❧❡+& ❘❡=✉❡+& ❋✐)+& ❜❛+❡❞ ♦♥ ◆❉▲❍✲▲● ❢♦) &❤❡ ♥❛♠❡ ◆❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ ❛♥❞ ▲❛)❣❡+&

❘❡=✉❡+& ❋✐)+& ❜❛+❡❞ ♦♥ ◆❉▲❍✲▲● ❢♦) &❤❡ ♥❛♠❡ ◆❉▲❍✲▲●✲▲❘❋✳ ◆❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ +❡❧❡❝&+

&❤❡ +♠❛❧❧❡) )❡=✉❡+&+ ✜)+& ❛♥❞ ◆❉▲❍✲▲●✲▲❘❋ ❝❤♦♦+❡+ &❤❡ ❧❛)❣❡) )❡=✉❡+&+ ✜)+& ✐♥ &❡)♠+ ♦❢

❣)♦✉♣ +✐③❡✳ ❙✐♥❝❡ &❤❡② ❛)❡ +✐♠♣❧❡ ❛♥❞ +✐♠✐❧❛) &♦ &❤♦+❡ ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ❢♦) &❤❡ ♦)✐❣✐♥❛❧ ◆❉▲❍✲

▲●✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦& ❣♦ ❢✉)&❤❡) ✐♥ &❤❡♠✳ ❚❤❡ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡+ ♦❢ &❤❡+❡ ✈❛)✐❛♥&+ ❛)❡ ❡✈❛❧✉❛&❡❞ ✐♥

❙❡❝&✐♦♥ ✻✳✺✳

✻✳✹✳✹✳✻ ❈♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐,② ♦❢ ◆❉▲❍✲▲● ❇❛-❡❞ ❆❧❣♦)✐,❤♠-

❚❤❡♦)❡♠ ✻✳✸✳ ❚♦ ♣#♦✈✐&✐♦♥ ❛❧❧ *❤❡ #❡-✉❡&*& R = {(si, Di), i ∈ I}✱ *❤❡ ◆❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦#✐*❤♠

*❛❦❡& *✐♠❡ O(
∑

i∈I Di ×W × (V log(WV ) +A))✳

:#♦♦❢✳ ❚❤❡ ♠♦+& ❡①♣❡♥+✐✈❡ ♦♣❡)❛&✐♦♥ ✐♥ ❆❧❣♦)✐&❤♠ ✻✳✸ ✐+ &♦ ❝♦♠♣✉&❡ ❧✐❣❤&✲❤✐❡)❛)❝❤✐❡+ ❢♦)

)❡=✉❡+& ri ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ◆❉▲❍ ❛❧❣♦)✐&❤♠ ✭❧✐♥❡ ✼✮ ✐♥ ❧❛②❡)❡❞ ❣)❛♣❤ G′
i = (V ′

i , A
′
i)✱ ✇✐&❤ |V

′
i | =

|V |× |W |+1+ |Di| ≤ |V |× |W |+ |V | ❛♥❞ |A
′
i| = (1+ |A|+ |Di|)×|W | ≤ (|A|+ |V |)×|W |✳

❆❝❝♦)❞✐♥❣ &♦ ❚❤❡♦)❡♠ ✻✳✶✱ &♦ +❡)✈❡ )❡=✉❡+& ri = (si, Di)✱ ✐& &❛❦❡+ &✐♠❡ O(Di× (V ′ log V ′+

A′)) = O(Di × (V × W + V ) × log(V × W + V ) + (A + V ) × W )) = O(Di × W ×

(V log(WV ) + A))✳ ❚❤✉+✱ &♦ ♣)♦✈✐+✐♦♥ ❛❧❧ &❤❡ )❡=✉❡+&+ ✐♥ R✱ ◆❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦)✐&❤♠ &❛❦❡+

&✐♠❡ O(
∑

i∈I Di ×W × (V log(WV ) +A))✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ &❤❡ +❛♠❡ ❛♥❛❧②+✐+ ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙✉❜+✉❜+❡❝&✐♦♥ ✻✳✹✳✹✳✸✱ &❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&② ♦❢

❡❛❝❤ ✈❛)✐❛♥& ♦❢ ◆❉▲❍✲▲●✱ ♥❛♠❡❧② ◆❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ ❛♥❞ ◆❉▲❍✲▲●✲▲❘❋✱ ✐+✿ O(R logR +
∑

i∈I Di ×W × (V log(WV ) +A))✳

❈♦♠♣❛)✐♥❣ &❤❡ &✇♦ )♦✉&✐♥❣ +❝❤❡♠❡+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ◆❉▲❍ ❛❧❣♦)✐&❤♠✱ ❚❤❡♦)❡♠ ✻✳✷ ❛♥❞ ✻✳✸

+❤♦✇ &❤❛& &❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&② ♦❢ ▲❛②❡)❡❞ ●)❛♣❤ )♦✉&✐♥❣ +❝❤❡♠❡ ✐+ )♦✉❣❤❧② |W | &✐♠❡+ ❤✐❣❤❡)

&❤❛♥ &❤❛& ♦❢ ❲❛✈❡❧❡♥❣&❤ ●)❛♣❤ )♦✉&✐♥❣ +❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐+ ✐+ ❜❡❝❛✉+❡ ▲●✲)♦✉&✐♥❣ ✇♦)❦+ ✐♥ &❤❡

❢✉❧❧ ❧❛②❡#❡❞ ❣#❛♣❤✱ ✇❤✐❧❡ ❲●✲)♦✉&✐♥❣ )✉♥+ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡) ❛& ❛ &✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡+ ♦❢

&❤❡♠ ♦♥ &❤❡ ❜❛+✐+ ♦❢ &❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣)♦❜❛❜✐❧✐&② ❛)❡ ❡✈❛❧✉❛&❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✻✳✺✳

✻✳✹✳✺ ❈%✐'✐❛❧ ❉❡,'✐♥❛'✐♦♥ ▲✐❣❤'✲❍✐❡%❛%❝❤② ❆❧❣♦%✐'❤♠

■♥+♣✐)❡❞ ❢)♦♠ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& )♦✉&✐♥❣ ❝)✐&✐❝❛❧ ❞❡+&✐♥❛&✐♦♥+ +♦♦♥❡) ❝❛♥ +✐❣♥✐✜❝❛♥&❧② )❡❞✉❝❡

&❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣)♦❜❛❜✐❧✐&② ❛+ +❤♦✇♥ ✐♥ ❈)✐&✐❝❛❧ ❉❡+&✐♥❛&✐♦♥ ❋✐)+& ❤❡✉)✐+&✐❝ ♣)♦♣♦+❡❞ ❢♦) +✐♥✲

❣❧❡ )❡=✉❡+& ✉♥❞❡) ♥♦♥✲+♣❧✐&&✐♥❣ ❲❉▼ ♥❡&✇♦)❦+ ✭❝❢✳ ❙❡❝&✐♦♥ ✺✳✼✱ ❈❤❛♣&❡) ✺✮✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥

❡①&❡♥+✐♦♥ ♦❢ ✐& ❢♦) ♠✉❧&✐♣❧❡ )❡=✉❡+&+ ✉♥❞❡) +♣❛)+❡ +♣❧✐&&✐♥❣ ❝♦♥&❡①&✱ ❝❛❧❧❡❞ ❈)✐&✐❝❛❧ ❉❡+&✐✲

♥❛&✐♦♥ ▲✐❣❤&✲❍✐❡)❛)❝❤② ✭❈❉▲❍✮ ❤❡✉)✐+&✐❝✳ ❈♦♠♣❛)❡❞ ✇✐&❤ ❈❉❋✱ ❈❉▲❍ ✐+ ❛❜❧❡ &♦ ✇♦)❦ ✐♥

&❤❡ ♥❡&✇♦)❦+ ✇✐&❤ &❤❡ +♣❛)+❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐&② ♦❢ ▼❈ ♥♦❞❡+ ✭❛+ ◆❉▲❍✮✳ ❚❤❡ ❝)✐&✐❝❛❧ ❞❡❣)❡❡ ♦❢
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❛ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ ✭♣-❡❝✐&❡❧②✱ ♣&❡✉❞♦ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ ♦-  ✐♥❦✮ ✐& ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❛& '❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣'❤& ✭♦- ❧❛②❡-&✮ ❝❛♥ -❡❛❝❤ '♦ '❤❛' ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥✳ ■' ✐& ❡>✉❛❧ '♦ '❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ❛

❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ ❝♦♠♣✉'❡❞ ✐♥ G′
✳ ❆& ❛ -❡&✉❧'✱ ❈❉▲❍ ✐& ❥✉&' &✉✐'❛❜❧❡ ❢♦- -✉♥♥✐♥❣ ✐♥ '❤❡ ✇❤♦❧❡

❧❛②❡-❡❞ ❣-❛♣❤ G′
✱ ❧✐❦❡ ◆❉▲❍✲▲●✳ ❚❤✉&✱ ✇❡ ❞❡&✐❣♥ '❤❡ ❈❉▲❍ ❢♦- ▲●✲-♦✉'✐♥❣ ❛♣♣-♦❛❝❤

♦♥❧②✱ ❤❡♥❝❡ '❤❡ ♥❛♠❡ ❈❉▲❍✲▲●✳

❋♦- '❤❡ ❈❉▲❍✲▲● ❞❡&❝-✐♣'✐♦♥✱ &♦♠❡ ♥♦'❛'✐♦♥& ✉&❡❞ ✐♥ ◆❉▲❍✲▲● ❞❡&❝-✐♣'✐♦♥ ❛❜♦✈❡

❛-❡ -❡✉&❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r′i = (s′i, D
′
i), SP (u, v), sλi ,MCλ,MC❴SET,CONN❴SET ✳ ❇❡&✐❞❡&✱

✇❡ ❞❡✜♥❡ ♦'❤❡- ♥♦'❛'✐♦♥& ❛& ❢♦❧❧♦✇&✳

• pred(d′)✿ '❤❡ ♣-❡❞❡❝❡&&♦- ♦❢ &✐♥❦ d′ ✭✐♥ '❤❡ &❤♦-'❡&' ♣❛'❤ ❢-♦♠ s′ '♦ d′✮✳ ■' ✐& pred(d′)

❜✉' ♥♦' d′ '❤❛' &❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ '♦ '❤❡ ❝✉--❡♥' ❧✐❣❤'✲❤✐❡-❛-❝❤② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉&❡❞ '♦

❣-♦✇ ✐'✳

• post(v)✿ '❤❡ &✉❝❝❡&&♦- ♦❢ v✳ ■' ✐& ✉&❡❞ '♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡'❤❡- ❛ ✈❡-'❡① ❛''❛❝❤❡❞ ✇✐'❤ ❛

&✐♥❦✱ ✐♥ ♦-❞❡- '♦ -❡♠♦✈❡ ♣♦&&✐❜❧❡ &✐♥❦& ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ '❤❡ ❛❞❞❡❞ ♣❛'❤✳ ■♥

♣❛-'✐❝✉❧❛-✱ post(v) 6= nil ⇐⇒ v ✐& ❛''❛❝❤❡❞ ✇✐'❤ ❛ &✐♥❦✱ ♦'❤❡-✇✐&❡ post(v) = nil✳

❚❤❡ ❞❡&❝-✐♣'✐♦♥ ♦❢ ❈❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦-✐'❤♠ ✐& ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦-✐'❤♠ ✻✳✹✳ ◆♦'❡ '❤❛' ❈❉▲❍✲▲●

❛❧❣♦-✐'❤♠ ✐& &✐♠✐❧❛- '♦ ◆❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦-✐'❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ✐♥&'❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉'✐♥❣ '❤❡ &❤♦-'❡&'

♣❛'❤ SP (c, d′) ❢-♦♠ c ∈ CONN❴SET '♦ d′ ∈ D′
i ✭✐♥ ❈❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦-✐'❤♠✮✱ ❈❉▲❍✲▲●

❝♦♠♣✉'❡& '❤❡ ♠♦&' ❝-✐'✐❝❛❧ ❞❡&'✐♥❛'✐♦♥ ✭❧✐♥❡ ✶✵✮✱ '❤❡♥ ✉♣❞❛'❡& '❤❡ ❝-✐'✐❝❛❧ ❞❡❣-❡❡& ♦❢ '❤❡

❛✛❡❝'❡❞ &✐♥❦& ✭❧✐♥❡ ✷✼✮✳ ❚❤❡ '❡❝❤♥✐>✉❡& '♦ ❝♦♠♣✉'❡ ❝-✐'✐❝❛❧ &✐♥❦& ❛♥❞ '♦ ✉♣❞❛'❡ '❤❡✐- ❝-✐'✐❝❛❧

❞❡❣-❡❡& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡&❝-✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡'❛✐❧ ✐♥ ❙✉❜&❡❝'✐♦♥ ✺✳✼✳✸ ✭❈❤❛♣'❡- ✺✮ ❢♦- ❈❉❋ ❛❧❣♦-✐'❤♠

✭❢♦- &✐♥❣❧❡ -❡>✉❡&' ✉♥❞❡- ♥♦♥✲&♣❧✐''✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐'②✮✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐-❡❝'❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❈❉▲❍✲▲●

❛❧❣♦-✐'❤♠✱ &♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦' ❞❡'❛✐❧ '❤❡♠ ❤❡-❡ ❢♦- ❈❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦-✐'❤♠✳

✻✳✹✳✺✳✶ ❚✇♦ ❱❛*✐❛♥-. ♦❢ ❈❉▲❍✲▲●

▲✐❦❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ◆❉▲❍✲❜❛&❡❞ ❛❞❛♣'✐✈❡ &'-❛'❡❣✐❡&✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ '✇♦ ✈❛-✐❛♥'& ❢♦-

♣-♦✈✐&✐♦♥✐♥❣ ♠✉❧'✐♣❧❡ -❡>✉❡&'& ❜❛&❡❞ ♦♥ ❈❉▲❍ ❛❧❣♦-✐'❤♠✳ ❚❤❡② ❛-❡✿ ❙♠❛❧❧❡&' ❘❡>✉❡&'

❋✐-&' ❜❛&❡❞ ♦♥ ❈❉▲❍✲▲● ❢♦- '❤❡ ♥❛♠❡ ❈❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ ❛♥❞ ▲❛-❣❡&' ❘❡>✉❡&' ❋✐-&' ❜❛&❡❞

♦♥ ❈❉▲❍✲▲● ❢♦- '❤❡ ♥❛♠❡ ❈❉▲❍✲▲●✲▲❘❋✳ ❚❤❡② ❛-❡ ❞✐✛❡-❡♥' '♦ ❡❛❝❤ ♦'❤❡- ✐♥ '❤❡ -❡>✉❡&'

&❡❧❡❝'✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳ ❈❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ ❛❧✇❛②& &❡❧❡❝'& '❤❡ &♠❛❧❧❡&' -❡>✉❡&'& ✜-&' ✐♥ '❡-♠& ♦❢ ❣-♦✉♣

&✐③❡❀ ✇❤❡-❡❛& ❈❉▲❍✲▲●✲▲❘❋ ❝❤♦♦&❡& '❤❡ ❧❛-❣❡- -❡>✉❡&'& &♦♦♥❡-✳ ❙✐♥❝❡ '❤❡② ❛-❡ &✐♠✐❧❛- '♦

'❤❡ ♦-✐❣✐♥ ❈❉▲❍✲▲●✱ ♥♦ ❢✉-'❤❡- ♣-❡&❡♥'❛'✐♦♥ ✐& ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡& ♦❢ '❤❡&❡ ✈❛-✐❛♥'&

❛-❡ ❡✈❛❧✉❛'❡❞ ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥ ✻✳✺✳

✻✳✹✳✺✳✷ ❈♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐-② ♦❢ ❈❉▲❍✲▲● ❇❛.❡❞ ❆❧❣♦*✐-❤♠.

❚❤❡♦*❡♠ ✻✳✹✳ ❚♦ ♣'♦✈✐ ✐♦♥ ❛❧❧ +❤❡ '❡.✉❡ + R = {(si, Di), i ∈ I}✱ ❈❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦'✐+❤♠

+❛❦❡ +✐♠❡ O(
∑

i∈I Di ×W × (V log(WV ) +A))✳



✻✳✹✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙ ✶✻✸

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✻✳✹ ❈❉▲❍✲▲● ❆❧❣♦-✐/❤♠

■♥♣✉&✿ ❆ /♦♣♦❧♦❣② ❣-❛♣❤ G = (V,A)✱ ❛ 6❡/ W ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣/❤6 ✐♥ ❡❛❝❤ ❛-❝✱ ❛ 6❡/ ♦❢ ▼❈

♥♦❞❡6✱ ❛ 6❡/ ♦❢ ♠✉❧/✐❝❛6/ -❡@✉❡6/6 R = {(si, Di)}✳
❖✉&♣✉&✿ ❆ 6❡/ H ♦❢ ❧✐❣❤/✲❤✐❡-❛-❝❤✐❡6✱ RBP,DBP ✳

✶✿ ❈♦♥6/-✉❝/ /❤❡ ❢-❛♠❡ ❧❛②❡-❡❞ ❣-❛♣❤ G′ = (V ′, A′) ❢-♦♠ G ✭-❡❣❛-❞❧❡66 ♦❢ -❡@✉❡6/6✮

✷✿ H ← ∅
✸✿ ❢♦$ ❛❧❧ ri = (si, Di) ∈ R, i ∈ I ❞♦
✹✿ ❈♦♥6/-✉❝/ ❢✉❧❧ ❧❛②❡-❡❞ ❣-❛♣❤ G′

i = (V ′, A′) ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♣6❡✉❞♦ ✈❡-/✐❝❡6 ✐♥ {s′i} ∪D′
i

/♦ V ′
❛♥❞ -❡❧❡✈❛♥/ ♣6❡✉❞♦ ❛-❝6 /♦ A′

✺✿ ❈♦♥6/-✉❝/ /❤❡ ♣6❡✉❞♦ ♠✉❧/✐❝❛6/ -❡@✉❡6/ r′i = (s′i, D
′
i)

✻✿ MC❴SET ←
|W |⋃
λ=1

sλi ∪
|W |⋃
λ=1

MCλ

✼✿ CONN❴SET ← {s′i} ∪
|W |⋃
λ=1

sλi

✽✿ Hi ← {s′i}
✾✿ ✇❤✐❧❡ ✭D′

i 6= ∅ ❞♦
✶✵✿ ❋✐♥❞ /❤❡ ♠♦6/ ❝-✐/✐❝❛❧ 6✐♥❦ d′ ∈ D′

i

✶✶✿ ❈♦♠♣✉/❡ ✐♥ G′
i /❤❡ 6❤♦-/❡6/ ♣❛/❤ SP (c, d′) ❢-♦♠ ∀c ∈ CONN❴SET /♦ d′

✶✷✿ Hi ← Hi ∪ SP (c, pred(d′)) ④d′ ❛♥❞ ❛-❝ (pred(d′), d′) 6❤♦✉❧❞ ♥♦/ ❜❡ ❛❞❞❡❞⑥

✶✸✿ ❢♦$ ❛❧❧ v ∈ SP (c, pred(d′)) ❞♦
✶✹✿ ✐❢ post(v) ∈ D′

i &❤❡♥

✶✺✿ D′
i ← D′

i \ {post(v)} ④-❡♠♦✈❡ post(v) ❢-♦♠ D′
i⑥

✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✼✿ ✐❢ v ∈MC❴SET &❤❡♥
✶✽✿ CONN❴SET ← CONN❴SET ∪ {v}
✶✾✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✵✿ ❡♥❞ ❢♦$

✷✶✿ CONN❴SET ← CONN❴SET ∪ {pred(d′)} ④◆❖❚❊✿ pred(d′) ✭❜✉/ ♥♦/ d′✮
6❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞⑥

✷✷✿ ✐❢ ✭c /∈MC❴SET ✮ &❤❡♥
✷✸✿ CONN❴SET ← CONN❴SET \ {c}
✷✹✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✺✿ D′
i ← D′

i \ {d
′}

✷✻✿ A′ ← A′ \ {❛-❝6 ✐♥ SP (c, d′)}
✷✼✿ ❯♣❞❛/❡ /❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ -❡♠❛✐♥✐♥❣ 6✐♥❦6 d′ ∈ D′

i

✷✽✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✷✾✿ P-✉♥❡ /❤❡ ♣6❡✉❞♦ 6♦✉-❝❡ s′i ❛♥❞ /❤❡ -❡❧❡✈❛♥/ ♣6❡✉❞♦ ❛-❝6 ❢-♦♠ Hi

✸✵✿ H ← H ∪Hi

✸✶✿ ❡♥❞ ❢♦$

✸✷✿ ❈♦♠♣✉/❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣-♦❜❛❜✐❧✐/② ♠❡/-✐❝6 ❘❇P ❛♥❞ ❉❇P

✸✸✿ $❡&✉$♥ ❁H,RBP,DBP❃

 !♦♦❢✳ ❆6 ♣-♦✈❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦-❡♠ ✺✳✼ ✭❈❤❛♣/❡- ✺✮✱ /♦ ❝♦♠♣✉/❡ ❧✐❣❤/✲❤✐❡-❛-❝❤✐❡6 ❢♦- ❛ ❣✐✈❡♥

-❡@✉❡6/ ri = (si, Di)✱ ❈❉❋ ❛❧❣♦-✐/❤♠ /❛❦❡6 /✐♠❡ O(Di ×W × (V log(WV ) + A))✳ ❚❤✉6✱

/♦ ❝♦♠♣✉/❡ ❧✐❣❤/✲❤✐❡-❛-❝❤✐❡6 ❢♦- ❛❧❧ /❤❡ -❡@✉❡6/6 ✐♥ R✱ ❈❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦-✐/❤♠ /❛❦❡6 /✐♠❡

O(
∑

i∈I Di ×W × (V log(WV ) +A))✳



✶✻✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ ❙❚❆❚■❈ ▼❈❘❲❆ ■◆ ❙#❆❘❙❊ ❙#▲■❚❚■◆●

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ *❤❡ -❛♠❡ ❛♥❛❧②-✐- ♠❡♥*✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙✉❜-✉❜-❡❝*✐♦♥ ✻✳✹✳✹✳✸✱ *❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ♦❢

❡❛❝❤ ✈❛=✐❛♥* ♦❢ ❈❉▲❍✲▲●✱ ♥❛♠❡❧② ❈❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ ❛♥❞ ❈❉▲❍✲▲●✲▲❘❋✱ ✐-✿ O(R logR +
∑

i∈I Di ×W × (V log(WV ) +A))✳

❈♦♠♣❛=✐♥❣ *❤❡ *✇♦ ❛❞❛♣*✐✈❡ =♦✉*✐♥❣ -*=❛*❡❣✐❡- ❜❛-❡❞ ♦♥ ▲❛②❡=❡❞ ●=❛♣❤✱ ❛- -❤♦✇♥ ✐♥

❚❤❡♦=❡♠ ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹✱ ◆❉▲❍✲▲● ❛♥❞ ❈❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦=✐*❤♠- ❤❛✈❡ *❤❡ -❛♠❡ *✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*②✳

■♥ *❤❡ ♥❡①* -❡❝*✐♦♥✱ *❤❡ ♣❡=❢♦=♠❛♥❝❡- ♦❢ ❛❧❧ *❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥*✐♦♥❡❞ ❛❧❣♦=✐*❤♠- ❛=❡ ❡✈❛❧✉❛*❡❞

♦♥ *❤❡ ❜❛-✐- ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣=♦❜❛❜✐❧✐*②✳

✻✳✺ #❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛0✐♦♥

❙✐♥❝❡ *❤❡ *✇♦ -❡❧❡❝*❡❞ ✜①❡❞ ❛❧❣♦=✐*❤♠- ✭▼❖✲❋■❳ ❛♥❞ ▼❖✲❆▲❚✮ ❝♦♠♣✉*❡ ❧✐❣❤*✲*=❡❡-✱

✇❤❡=❡❛- ❛❧❧ *❤❡ ❛❞❛♣*✐✈❡ ❛❧❣♦=✐*❤♠- ❝♦♠♣✉*❡ ❧✐❣❤*✲❤✐❡=❛=❝❤✐❡-✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❧✐❣❤*✲*=❡❡ ✈❡=✲

-✐♦♥ ♦❢ ◆❉▲❍✲❲● ❛❧❣♦=✐*❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ◆❉▲❚✲❲●✳ ◆❉▲❚✲❲● -❡=✈❡- *✇♦ ♣✉=♣♦-❡-✿ ✶✴ *♦

❝♦♠♣❛=❡ ✜①❡❞ ❛❧❣♦=✐*❤♠- ✇✐*❤ ❛❞❛♣*✐✈❡ ❛❧❣♦=✐*❤♠-✱ ❛♥❞ ✷✴ *♦ ❝♦♠♣❛=❡ *❤❡ *✇♦ ❧✐❣❤*✲

-*=✉❝*✉=❡- ✉♥❞❡= ❛ -❛♠❡ ❛❞❛♣*✐✈❡ ❛❧❣♦=✐*❤♠✳

❚❤❡ ❧✐❣❤*✲*=❡❡ ✈❡=-✐♦♥ ◆❉▲❚✲❲● ✐- ❜❛-✐❝❛❧❧② -✐♠✐❧❛= *♦ ◆❉▲❍✲❲●✱ ❡①❝❡♣* *❤❛* ✇❤❡♥✲

❡✈❡= ❛ ❞❡-*✐♥❛*✐♦♥ ✐- ❛❞❞❡❞✱ ❛❧❧ *❤❡ ✐♥*❡=♠❡❞✐❛*❡ ▼■ ♥♦❞❡- ❛♥❞ *❤❡✐= ❛❞❥❛❝❡♥* ❛=❝- ❛=❡

=❡♠♦✈❡❞ ❢=♦♠ *❤❡ ❧❛②❡=❡❞ ❣=❛♣❤ ✭*♦ ♦❜*❛✐♥ *=❡❡-✮✳

■♥ ❢❛❝*✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈❛❧✉❛*❡❞ ❧✐❣❤*✲-♣✐❞❡= ✈❡=-✐♦♥- ❢♦= ◆❡❛=❡-* ❉❡-*✐♥❛*✐♦♥ ❋✐=-* ❛♥❞ ❈=✐*✐✲

❝❛❧ ❉❡-*✐♥❛*✐♦♥ ❋✐=-* ❛❧❣♦=✐*❤♠- ✐♥ *❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ -✐♥❣❧❡ =❡U✉❡-* ✇✐*❤♦✉* -♣❧✐**❡=- ❛- ♠❡♥*✐♦♥❡❞

✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✺✳✼ ✭❈❤❛♣*❡= ✺✮✳ ◆❛*✉=❛❧❧②✱ *❤❡ ❧✐❣❤*✲*=❡❡ ✈❡=-✐♦♥- ❢♦= ◆❉▲❍✲▲● ♦= ❈❉▲❍✲▲●

❛❧❣♦=✐*❤♠- ✇✐❧❧ ♣❡=❢♦=♠ -✐♠✐❧❛=❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛=✐-♦♥ ✇✐*❤ ◆❉▲❍✲▲● ♦= ❈❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦=✐*❤♠-✳

❇❡-✐❞❡-✱ *❛❦✐♥❣ ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* ❛❧❧ ♦❢ *❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ♦✈❡=✇❤❡❧♠ *❤❡ ❝♦♥*❡♥* ♦❢ *❤✐- ❝❤❛♣*❡=✳ ❚❤❛*

✐- ✇❤② ✇❡ ❞♦ ♥♦* ❝♦♥-✐❞❡= ❧✐❣❤*✲*=❡❡ ✈❡=-✐♦♥- ❢♦= ◆❉▲❍✲▲● ♦= ❈❉▲❍✲▲● ❛❧❣♦=✐*❤♠- ❤❡=❡✳

■♥ *♦*❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣=♦♣♦-❡❞ *✇❡❧✈❡ ❛❧❣♦=✐*❤♠- ❛❧*♦❣❡*❤❡= ❛♥❞ *✇♦ ■▲Y ❢♦=♠✉❧❛*✐♦♥-✳ ❆❧❧

♦❢ *❤❡♠ ❛=❡ -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳ ❆♠♦♥❣ *✇❡❧✈❡ ❛❧❣♦=✐*❤♠-✱ *✇♦ ❛=❡ ❜❛-❡❞ ♦♥ ✜①❡❞ =♦✉*✐♥❣

❛♣♣=♦❛❝❤❡-✿ ▼❖✲❋■❳ ❛♥❞ ▼❖✲❆▲❚❀ *❤❡ ♦*❤❡=- ❛=❡ ❜❛-❡❞ ♦♥ ❛❞❛♣*✐✈❡ =♦✉*✐♥❣ ❛♣♣=♦❛❝❤❡-✳

❆♠♦♥❣ ❛❞❛♣*✐✈❡ -*=❛*❡❣✐❡-✱ ❢♦✉= ❛❧❣♦=✐*❤♠- ❛=❡ ❜❛-❡❞ ♦♥ ❲●✲=♦✉*✐♥❣ -❝❤❡♠❡✿ ◆❉▲❚✲❲●✱

◆❉▲❍✲❲●✱ ◆❉▲❍✲❲●✲❙❘❋✱ ❛♥❞ ◆❉▲❍✲❲●✲▲❘❋✳ ❚❤❡ -✐① =❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦=✐*❤♠- ❛=❡

❜❛-❡❞ ♦♥ ▲●✲=♦✉*✐♥❣ -❝❤❡♠❡ ❛♥❞ *❤❡② ❛=❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ *✇♦ ❣=♦✉♣-✿ ◆❉▲❍ ❝♦=❡✲❜❛-❡❞ ❛♥❞

❈❉▲❍ ❝♦=❡✲❜❛-❡❞✱ ✇✐*❤ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ *❤=❡❡ ✈❛=✐❛♥*- ❢♦= ❞✐✛❡=❡♥* =❡U✉❡-* -❡❧❡❝*✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡-✳

❋♦= ❡❛❝❤ ❛❧❣♦=✐*❤♠✱ *✇♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣=♦❜❛❜✐❧✐*② ♠♦❞❡❧- ❛=❡ *❛❦❡♥ ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥*✳

■♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ *❤❡ -✐♠✉❧❛*✐♦♥- ✐♥*♦ *✇♦ ♣❛=*-✳ ■♥ *❤❡ ✜=-* ♣❛=*✱ ❛❧❧ *❤❡

♣=♦♣♦-❡❞ ❤❡✉=✐-*✐❝- ❛=❡ =✉♥ *♦❣❡*❤❡= ✇✐*❤ *❤❡ ❡①❛❝* ■▲Y -♦❧✉*✐♦♥- ❢♦= -♠❛❧❧ ✐♥-*❛♥❝❡-✳ ❚❤❡

-❡❝♦♥❞ ♣❛=* ♣=❡-❡♥*- *❤❡ ❝♦♠♣❛=✐-♦♥ ❛♠♦♥❣ ❤❡✉=✐-*✐❝- ✇✐*❤ ❧❛=❣❡= =❡❛❧✐-*✐❝ ❝♦♥✜❣✉=❛*✐♦♥-✳
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❋✐❣✉'❡ ✻✳✶ ✕ ❉✐❛❣'❛♠ ♦❢ ❛❧❧ 1❤❡ ♣'♦♣♦4❡❞ ❛❧❣♦'✐1❤♠4

✻✳✺✳✶ ❍❡✉'✐)*✐❝) ✈❡')✉) ■▲/ ❙♦❧✉*✐♦♥)

❉✉❡ 1♦ 1❤❡ ❡①♣♦♥❡♥1✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐1② ♦❢ ■▲< ❢♦'♠✉❧❛1✐♦♥4✱ 4✐♠✉❧❛1✐♦♥4 4❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✲

❞✉❝1❡❞ ✇✐1❤ 4♠❛❧❧ ✐♥41❛♥❝❡4✳ ❲❡ ✉4❡ 1❤❡ ✶✹✲♥♦❞❡ ◆❙❋ ♥❡1✇♦'❦ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✻✳✷❛✮✳ ❚♦ 4✐♠✉❧❛1❡

✇✐1❤ 4♣❛'4❡ 4♣❧✐11✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐1②✱ 1❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ▼❈✲❖❳❈4 ✐4 4❡1 ❛1 ✵ ✭♥♦ ▼❈✲❖❳❈✮ ❛♥❞ ✸

▼❈✲❖❳❈4✳ ●✐✈❡♥ |MC| ▼❈✲❖❳❈4 ✭✐♥ 1❤❡ 1❛❜❧❡ ✇❡ ❞❡♥♦1❡ S ✐♥41❡❛❞ ♦❢ |MC| ❥✉41 ❢♦' 4❛✈✲

✐♥❣ 1❤❡ 4♣❛❝❡4✮✱ ✶✵ ♠✉❧1✐❝❛41 '❡S✉❡414 ❛'❡ '❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡'❛1❡❞ ✐♥ 4✉❝❤ ❛ ✇❛② 1❤❛1 1❤❡ 4♦✉'❝❡

❛♥❞ ❞❡41✐♥❛1✐♦♥4 ❛'❡ ❞✐41'✐❜✉1❡❞ ✉♥✐❢♦'♠❧② ✐♥ 1❤❡ ♥❡1✇♦'❦4✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣1❤4

✭|W |✮ ✈❛'✐❡4 ❢'♦♠ ✶ 1♦ ✸✳ ❚❤❡ ■▲<4 ✇❡'❡ 4♦❧✈❡❞ ✇✐1❤ ❈<▲❊❳ ✶✷✳✺✳ ■▲<4 ❛♥❞ ❤❡✉'✐41✐❝ ❛❧✲

❣♦'✐1❤♠4 ✇❡'❡ '✉♥ ♦♥ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐1❤ ■♥1❡❧ ❈♦'❡ ✐✸✱ ✷✳✷✵●❍③ ♣'♦❝❡44♦' ❛♥❞ ✹●❇ ♦❢ ❘❆▼✳

❲❡ '✉♥ ■▲<4 ❢♦' ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ♦♥❡✲❤♦✉' ❡❛❝❤ ✐♥41❛♥❝❡✳ ■❢ 1❤❡ 4♦❧✈❡' ❝❛♥♥♦1 ✜♥❞ 1❤❡ ♦♣1✐♠❛❧

4♦❧✉1✐♦♥ ✇✐1❤✐♥ ♦♥❡ ❤♦✉'✱ 1❤❡ S✉❛4✐✲♦♣1✐♠❛❧ 4♦❧✉1✐♦♥ ✇✐1❤ 1❤❡ ❣❛♣ ♦❢ ✶✪ 1♦ 1❤❡ ♦♣1✐♠❛❧ ✐4

❛❞♦♣1❡❞✳ ❖1❤❡'✇✐4❡✱ 1❤❡ ✐♥41❛♥❝❡ ✐4 ❝♦♥4✐❞❡'❡❞ ❢❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ♦✉' ♣'♦❣'❛♠ ❞✐'❡❝14 1❤❡ ■▲< 1♦

'✉♥ ♦♥ ❛♥♦1❤❡' ✐♥41❛♥❝❡✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❢♦' ❡❛❝❤ ♣❛✐' (|W |, |MC|)✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝1 ✸✵ 4✐♠✉❧❛1✐♦♥4

❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛1❡ 1❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥1❡'✈❛❧ ✭❈■✮✳ ❋♦' 1❤❡ ❡❛4❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛'✐4♦♥✱ ✇❡ ❥✉41 4❤♦✇

1❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡4 ✐♥ 1❤❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳

❚❤❡ 1❛❜❧❡ ♣'❡4❡♥14 1❤❡ '❡S✉❡41 ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐1② ✭❘❇<✮ ✉♥❞❡' ❢✉❧❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭❋❇✮

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 1❤❡ ❞❡41✐♥❛1✐♦♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐1② ✭❉❇<✮ ✉♥❞❡' ♣❛'1✐❛❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭<❇✮ ♠♦❞❡❧

✷

✳

❚❤❡'❡ ❛'❡ 1✇♦ ♥♦1❛1✐♦♥4 ❢♦' 1✇♦ ❧❛41 ❝♦❧✉♠♥4 ♦❢ 1❤❡ 1❛❜❧❡✿ ❆✈❣✳❇% ❛♥❞ ❆✈❣✳●❛♣✳ ❆✈❣✳❇%

41❛♥❞4 ❢♦' 1❤❡ ❛✈❡'❛❣❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐1②✱ ❝❛❧❝✉❧❛1❡❞ ❜② ❛✈❡'❛❣✐♥❣ ❛❧❧ 1❤❡ ✈❛❧✉❡4 ❢♦' ❡❛❝❤

❛❧❣♦'✐1❤♠✳ ❆✈❣✳●❛♣ 41❛♥❞4 ❢♦' 1❤❡ ❛✈❡'❛❣❡ ❣❛♣ 1♦ 1❤❡ ♦♣1✐♠❛❧ ❛✈❡'❛❣❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐1②

✷

❚♦ "✐♠♣❧✐❢②✱ ✐♥ +❤❡ .❡"+ ♦❢ +❤❡ ❝❤❛♣+❡.✱ ✇❤❡♥❡✈❡. ❘❇5 ❛♣♣❡❛."✱ ✐+ ♠❡❛♥" +❤❡ ❘❇5 ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ✉♥❞❡. +❤❡

❋❇ ♠♦❞❡❧❀ "✐♠✐❧❛.❧②✱ ✇❤❡♥❡✈❡. ❉❇5 ❛♣♣❡❛."✱ ✐+ ♠❡❛♥" +❤❡ ❉❇5 ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ✉♥❞❡. +❤❡ 5❇ ♠♦❞❡❧✳
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❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ✕ *❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛+✐3♦♥ ♦❢ ❤❡✉+✐36✐❝3 6♦ ■▲* 3♦❧✉6✐♦♥3✳

|W |❂✶ |W |❂✷ |W |❂✸

❆❧❣♦$✐&❤♠) S❂✵ S❂✸ S❂✵ S❂✸ S❂✵ S❂✸ ❆✈❣✳❇% ❆✈❣✳●❛♣

❘❇*✭✪✮ ✉♥❞❡+ ❋❇ ♠♦❞❡❧

▼❖✲❋■❳ ✼✻✳✼ ✼✾✳✼ ✻✵✳✼ ✻✵✳✼ ✹✼✳✸ ✹✽✳✼ ✻✷✳✸ ✸✺✳✻

▼❖✲❆▲❚ ✼✹✳✼ ✼✻✳✵ ✺✻✳✵ ✺✻✳✵ ✹✷✳✼ ✹✵✳✵ ✺✼✳✻ ✸✵✳✾

◆❉▲❚✲❲● ✻✼✳✸ ✻✼✳✵ ✹✸✳✸ ✹✹✳✵ ✷✵✳✼ ✶✾✳✼ ✹✸✳✼ ✶✼✳✵

◆❉▲❍✲❲● ✻✼✳✼ ✻✼✳✸ ✸✾✳✸ ✹✸✳✵ ✶✻✳✸ ✶✺✳✼ ✹✶✳✻ ✶✹✳✾

◆❉▲❍✲▲● ✻✾✳✵ ✻✾✳✵ ✸✾✳✸ ✹✷✳✸ ✶✽✳✸ ✶✾✳✸ ✹✷✳✾ ✶✻✳✷

❈❉▲❍✲▲● ✻✽✳✼ ✻✽✳✸ ✹✵✳✸ ✹✶✳✸ ✶✾✳✸ ✶✼✳✸ ✹✷✳✻ ✶✺✳✾

◆❉▲❍✲❲●✲❙❘❋ ✻✸✳✸ ✻✵✳✼ ✸✹✳✼ ✸✻✳✸ ✶✹✳✼ ✶✸✳✵ ✸✼✳✶ ✶✵✳✹

◆❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ ✻✶✳✸ ✺✾✳✼ ✸✺✳✵ ✸✻✳✼ ✶✻✳✵ ✶✺✳✵ ✸✼✳✸ ✶✵✳✻

❈❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ ✻✶✳✸ ✺✾✳✼ ✸✸✳✸ ✸✺✳✸ ✶✺✳✸ ✶✹✳✵ ✸✻✳✺ ✾✳✽

◆❉▲❍✲❲●✲▲❘❋ ✼✺✳✼ ✼✺✳✵ ✺✷✳✵ ✺✷✳✵ ✷✶✳✸ ✷✵✳✼ ✹✾✳✹ ✷✷✳✼

◆❉▲❍✲▲●✲▲❘❋ ✼✸✳✼ ✼✺✳✼ ✹✾✳✼ ✹✾✳✵ ✷✶✳✸ ✷✵✳✼ ✹✽✳✸ ✷✶✳✻

❈❉▲❍✲▲●✲▲❘❋ ✼✹✳✸ ✼✺✳✵ ✺✵✳✼ ✹✾✳✵ ✷✶✳✵ ✷✵✳✼ ✹✽✳✹ ✷✶✳✼

■▲7✲❋❇ ✺✹✳✸ ✺✸✳✵ ✷✷✳✵ ✷✸✳✼ ✸✳✼ ✸✳✼ ✷✻✳✼ ✵✳✵✯

❉❇7✭✪✮ ✉♥❞❡@ 7❇ ♠♦❞❡❧

▼❖✲❋■❳ ✽✷✳✺ ✽✹✳✷ ✻✽✳✷ ✻✽✳✹ ✹✾✳✾ ✺✷✳✽ ✻✼✳✼ ✹✸✳✷

▼❖✲❆▲❚ ✼✽✳✼ ✽✶✳✶ ✺✾✳✽ ✻✶✳✷ ✹✸✳✽ ✹✹✳✶ ✻✶✳✹ ✸✻✳✾

◆❉▲❚✲❲● ✻✸✳✸ ✻✸✳✶ ✸✺✳✼ ✸✹✳✼ ✶✶✳✷ ✶✵✳✾ ✸✻✳✺ ✶✷✳✵

◆❉▲❍✲❲● ✻✷✳✾ ✻✵✳✼ ✸✸✳✷ ✸✹✳✸ ✽✳✾ ✽✳✼ ✸✹✳✽ ✶✵✳✸

◆❉▲❍✲▲● ✻✶✳✺ ✺✾✳✻ ✷✾✳✸ ✸✶✳✺ ✽✳✷ ✶✶✳✶ ✸✸✳✻ ✾✳✶

❈❉▲❍✲▲● ✻✵✳✹ ✺✾✳✾ ✷✾✳✹ ✸✶✳✸ ✽✳✽ ✶✵✳✷ ✸✸✳✸ ✽✳✽

◆❉▲❍✲❲●✲❙❘❋ ✻✽✳✺ ✻✽✳✶ ✸✼✳✻ ✸✾✳✶ ✶✶✳✹ ✽✳✾ ✸✽✳✾ ✶✹✳✹

◆❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ ✻✼✳✸ ✻✻✳✾ ✸✻✳✺ ✸✺✳✼ ✶✵✳✼ ✽✳✽ ✸✼✳✻ ✶✸✳✶

❈❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ ✻✼✳✷ ✻✻✳✽ ✸✹✳✾ ✸✺✳✺ ✾✳✽ ✼✳✼ ✸✼✳✵ ✶✷✳✺

◆❉▲❍✲❲●✲▲❘❋ ✺✽✳✵ ✺✹✳✺ ✷✼✳✷ ✷✼✳✹ ✻✳✽ ✼✳✶ ✸✵✳✷ ✺✳✼

◆❉▲❍✲▲●✲▲❘❋ ✺✻✳✾ ✺✸✳✶ ✷✺✳✸ ✷✹✳✽ ✼✳✼ ✻✳✼ ✷✾✳✶ ✹✳✻

❈❉▲❍✲▲●✲▲❘❋ ✺✻✳✾ ✺✸✳✻ ✷✺✳✺ ✷✹✳✺ ✼✳✹ ✻✳✸ ✷✾✳✵ ✹✳✺

■▲7✲7❇ ✺✸✳✸ ✺✶✳✸ ✶✽✳✷ ✶✽✳✻ ✷✳✼ ✷✳✻ ✷✹✳✺ ✵✳✵✯

✭♦❜J❛✐♥❡❞ ❢@♦♠ ■▲7✲❋❇ ♦@ ■▲7✲7❇✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛J❡❞ ❜② Q✉❜J@❛❝J✐♥❣ J❤❡ ♦♣J✐♠❛❧ ❛✈❡@❛❣❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣

♣@♦❜❛❜✐❧✐J② ❢@♦♠ J❤❡ ❛✈❡@❛❣❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣@♦❜❛❜✐❧✐J② ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❧❣♦@✐J❤♠✳

❆Q ✐J ✐Q Q❤♦✇♥✱ J❤❡ J✇♦ ✜①❡❞ QJ@❛J❡❣✐❡Q ✭▼❖✲❋■❳ ❛♥❞ ▼❖✲❆▲❚✮ Q✉✛❡@ ❢@♦♠ J❤❡ ❤✐❣❤❡QJ

❘❇7 ✭✸✺✳✻✪✱ ✸✵✳✾✪ ❤✐❣❤❡@ J❤❛♥ J❤❡ ♦♣J✐♠❛❧ ❘❇7 ♦❜J❛✐♥❡❞ ❜② ■▲7✲❋❇✮ ❛Q ✇❡❧❧ ❛Q ❤✐❣❤❡QJ

❉❇7 ✭✹✸✳✷✪✱ ✸✻✳✾✪ ❤✐❣❤❡@ J❤❛♥ J❤❡ ♦♣J✐♠❛❧ ❉❇7 ♦❜J❛✐♥❡❞ ❜② ■▲7✲7❇✮✳

❆♠♦♥❣ J❤❡ ❛❞❛♣J✐✈❡ ❤❡✉@✐QJ✐❝ ❛❧❣♦@✐J❤♠Q✱ J❤❡ @❡[✉❡QJ Q❡❧❡❝J✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ❤❛Q ❛ Q✐❣♥✐✜❝❛♥J

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♣❡@❢♦@♠❛♥❝❡Q ♦❢ J❤❡ ❛❧❣♦@✐J❤♠Q✳ ❈❤♦♦Q✐♥❣ Q♠❛❧❧❡QJ @❡[✉❡QJQ ✜@QJ ❝❛♥ @❡Q✉❧J

✐♥ ❧♦✇ ❘❇7✱ ❜✉J ❤✐❣❤ ❉❇7❀ ✇❤❡@❡❛Q✱ ❝❤♦♦Q✐♥❣ ❧❛@❣❡QJ @❡[✉❡QJQ ✜@QJ ❝❛♥ @❡❞✉❝❡ ❉❇7✱ ❜✉J

✐♥❝@❡❛Q❡ ❘❇7✳ ■♥ ♣❛@J✐❝✉❧❛@✱ J❤❡ J❤@❡❡ ❛❧❣♦@✐J❤♠Q ❝❤♦♦Q✐♥❣ Q♠❛❧❧❡QJ @❡[✉❡QJQ ✜@QJ ✭◆❉▲❍✲

❲●✲❙❘❋✱ ◆❉▲❍✲▲●✲❙❘❋ ❛♥❞ ❈❉▲❍✲▲●✲❙❘❋✮ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧♦✇❡QJ ❘❇7 ✭✾✳✽✕✶✵✳✻✪ ❤✐❣❤❡@

❘❇7 ♦♥ ❛✈❡@❛❣❡ ❝♦♠♣❛@❡❞ ✇✐J❤ J❤❡ ♦♣J✐♠❛❧ ❘❇7✮✳ ❍♦✇❡✈❡@✱ J❤❡Q❡ ❛❧❣♦@✐J❤♠Q ✐Q Q✉❜❥❡❝J J♦

❤✐❣❤ ❉❇7 ✭✶✷✳✺✪✕✶✹✳✹✪ ❤✐❣❤❡@ J❤❛♥ J❤❡ ♦♣J✐♠❛❧ ❉❇7✮✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ J❤❡ J❤@❡❡ ❛❧❣♦@✐J❤♠Q

❝❤♦♦Q✐♥❣ ❧❛@❣❡QJ @❡[✉❡QJQ ✜@QJ ✭◆❉▲❍✲❲●✲▲❘❋✱ ◆❉▲❍✲▲●✲▲❘❋ ❛♥❞ ❈❉▲❍✲▲●✲▲❘❋✮



✻✳✺✳ #❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ✶✻✼

♦❜%❛✐♥ ❧♦✇❡,% ❉❇/ ✭✹✳✺✪✕✺✳✼✪ ❤✐❣❤❡8 ❉❇/ ♦♥ ❛✈❡8❛❣❡ ❝♦♠♣❛8❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ❉❇/✮✳

❍♦✇❡✈❡8✱ %❤❡② ,✉✛❡8 ❢8♦♠ ❤✐❣❤ ❘❇/ ✭✷✶✳✻✪✕✷✷✳✼✪ ❤✐❣❤❡8 %❤❛♥ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ❘❇/✮✳

▼♦8❡♦✈❡8✱ ❧✐❣❤%✲❤✐❡8❛8❝❤② ❜❛,❡❞ ,♦❧✉%✐♦♥, ❛8❡ ❜❡%%❡8 %❤❛♥ ❧✐❣❤%✲%8❡❡ ❜❛,❡❞ ♦♥❡,✿ ◆❉▲❍✲

❲● 8❡❞✉❝❡, ❛❜♦✉% ✷✪ ♦♥ ❜♦%❤ ♠❡%8✐❝, ❝♦♠♣❛8❡❞ ✇✐%❤ ◆❉▲❚✲❲●✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡8❡♥❝❡, ❜❡%✇❡❡♥

♣❡8❢♦8♠❛♥❝❡, ♦❢ ▲●✲8♦✉%✐♥❣ ✈❡8,✉, ❲●✲8♦✉%✐♥❣ ,❝❤❡♠❡,✱ ❛, ✇❡❧❧ ❛, ❜❡%✇❡❡♥ ◆❉▲❍ ❝♦8❡

✈❡8,✉, ❈❉▲❍ ❝♦8❡✱ ❛8❡ ♥♦% ♦❜✈✐♦✉,✳ ❚❤❡ 8❡❛,♦♥ ✐, ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ %♦ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% ,✐♠✉❧❛%✐♦♥,

❛8❡ ❝♦♥❞✉❝%❡❞ ✇✐%❤ ,♠❛❧❧ ✐♥,%❛♥❝❡,✳ ■♥ %❤❡ ♥❡①%✱ ❛❧❧ ♦❢ %❤❡,❡ ❝♦♠♣❛8✐,♦♥, ❛8❡ ✐♥✈❡,%✐❣❛%❡❞

✐♥ ❞❡♣%❤ ✇✐%❤ ❧❛8❣❡8 8❡❛❧✐,%✐❝ ✐♥,%❛♥❝❡,✳

✻✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛)✐+♦♥ ♦❢ ❍❡✉)✐+1✐❝ ❆❧❣♦)✐1❤♠+

✻✳✺✳✷✳✶ ❙✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❙❡++✐♥❣0

■♥ %❤✐, ♣❛8%✱ ✇❡ ✉,❡ %❤❡ ❯❙ ▲♦♥❣❤❛✉❧ ♥❡%✇♦8❦ ✭✷✽ ♥♦❞❡,✱ ✹✺ ❜✐❞✐8❡❝%✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦,✮ ✭❝❢✳

❋✐❣✳ ✻✳✷❜✮ ❛, %❤❡ ♣❧❛%❢♦8♠ ❢♦8 ♦✉8 ,✐♠✉❧❛%✐♦♥,✳ ❲❡ ❝♦♥❞✉❝% %❤❡ ,✐♠✉❧❛%✐♦♥, ❜② ,❡%%✐♥❣ ✉♣

%❤8❡❡ ,❝❡♥❛8✐♦,✿

✶✳ /❡8❢♦8♠❛♥❝❡, ✈❡8,✉, %8❛✣❝ ❧♦❛❞✿ ❣✐✈❡♥ |MC| ▼❈✲❖❳❈,✱ |W | ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤,✱ ❡✈❛❧✉❛%❡

%❤❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ✈❡8,✉, |R|✳ ■♥ ♣❛8%✐❝✉❧❛8✱ |MC| ❂ ✻✱ |W | ❂ ✸✵✱ |R| ✈❛8✐❡, ✐♥ %❤❡ ❧✐,%

✭✶✵✵✱✶✶✵✱✶✷✵✱✳✳✱✷✵✵✮ ✭❝❢✳ ❋✐❣,✳ ✻✳✸❛✱ ✻✳✸❜✱ ✻✳✹❛✱ ✻✳✹❜✮✳

✷✳ /❡8❢♦8♠❛♥❝❡, ✈❡8,✉, 8❡,♦✉8❝❡ ,✉♣♣❧②✿ ❣✐✈❡♥ |MC| ▼❈✲❖❳❈,✱ |R| 8❡]✉❡,%,✱ ❡✈❛❧✉❛%❡

%❤❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ✈❡8,✉, %❤❡ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤, |W |✳ ■♥ ♣❛8%✐❝✉❧❛8✱ |MC| ❂ ✻✱ |R| ❂

✶✺✵✱ |W | ✈❛8✐❡, ✐♥ %❤❡ ❧✐,% ✭✶✵✱✶✺✱✷✵✱✳✳✱✺✵✮ ✭❝❢✳ ❋✐❣,✳ ✻✳✺❛✱ ✻✳✺❜✱ ✻✳✻❛✱ ✻✳✻❜✮✳

✸✳ /❡8❢♦8♠❛♥❝❡, ✈❡8,✉, ,♣❛8,❡ ,♣❧✐%%✐♥❣ ❧❡✈❡❧✿ ❣✐✈❡♥ |W | ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤,✱ |R| 8❡]✉❡,%,✱ ❡✈❛❧✲

✉❛%❡ %❤❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ✈❡8,✉, |MC|✳ ■♥ ♣❛8%✐❝✉❧❛8✱ |W | ❂ ✸✵✱ |R| ❂ ✶✺✵✱ |MC| ✈❛8✐❡, ✐♥

%❤❡ ❧✐,% ✭✵✱✸✱✻✱✳✳✱✷✶✮ ✭❝❢✳ ❋✐❣,✳ ✻✳✼❛✱ ✻✳✼❜✱ ✻✳✽❛✱ ✻✳✽❜✮✳

■♥ %❤❡ ,✐♠✉❧❛%✐♦♥,✿ ▼❈✲❖❳❈, ❛8❡ 8❛♥❞♦♠❧② ,❡❧❡❝%❡❞ %❤8♦✉❣❤♦✉% %❤❡ ♥❡%✇♦8❦ ,✉❝❤ %❤❛%

♦♥❧② ♥♦❞❡, ✇✐%❤ ❞❡❣8❡❡ ❧❛8❣❡8 %❤❛♥ %✇♦ ❛8❡ ♣♦,,✐❜❧② ,❡❧❡❝%❡❞ ❢♦8 ▼❈✲❖❳❈,

✸

❀ ♠✉❧%✐❝❛,%

8❡]✉❡,%, ❛8❡ 8❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡8❛%❡❞ ,✉❝❤ %❤❛% %❤❡✐8 ❣8♦✉♣ ,✐③❡, ❛8❡ 8❛♥❞♦♠❧② ,❡❧❡❝%❡❞ ✐♥ %❤❡

✐♥%❡8✈❛❧ ♦❢ [1, |V | − 1]✳ ❋♦8 ❛ ❣✐✈❡♥ %8✐♣❧❡% ✭|W |, |MC|, |R|✮✱ ✇❡ 8✉♥ ✶✵✵✵ ,✐♠✉❧❛%✐♦♥, ❛♥❞

❝❛❧❝✉❧❛%❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥%❡8✈❛❧ ❢♦8 ❜♦%❤ ❘❇/ ❛♥❞ ❉❇/✳ ❙✐♥❝❡ ❘❇/ ✐, ,✉✐%❛❜❧❡ ❢♦8 ❋❇

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❉❇/ ✐, ,✉✐%❛❜❧❡ ❢♦8 /❇ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❥✉,% ,❤♦✇ %❤❡ ❘❇/ ✉♥❞❡8 ❋❇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ %❤❡

❉❇/ ✉♥❞❡8 /❇ ♠♦❞❡❧✳

✻✳✺✳✷✳✷ 1❡2❢♦2♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛+✐♦♥

❆❧❧ %❤❡ %✇❡❧✈❡ ❛❧❣♦8✐%❤♠, ❛8❡ 8✉♥ %♦❣❡%❤❡8 ❢♦8 ❡❛❝❤ ✐♥,%❛♥❝❡ ❢♦8 %❤❡ ❝♦♠♣❛8✐,♦♥✳ ❍♦✇✲

❡✈❡8✱ ,❤♦✇✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ %❤❡ 8❡,✉❧%, ✐♥ ♦♥❡ ❣8❛♣❤ ♠❛❦❡, ✐% ❞✐✣❝✉❧% %♦ ,❡❡✳ ❙♦✱ ❢♦8 ❡❛❝❤ ,❝❡♥❛8✐♦

✸

■♥ ✷✽ ♥♦❞❡✲▲♦♥❣❤❛✉❧ .♦♣♦❧♦❣②✱ .❤❡2❡ ❛2❡ ✼ ♥♦❞❡4 ✇✐.❤ ❞❡❣2❡❡ ♦❢ ✷✱ .❤❛. ✐4 ✇❤② ✇❡ 4❡. ✉♣ .♦ ✷✶ ♥♦❞❡4

.♦ ❜❡ ▼❈✲❖❳❈4✳
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▲❡. ✉- ❜❡❣✐♥ ✇✐.❤ .❤❡ ✜'-. ❣'♦✉♣✳ ❆- -❤♦✇♥ ✐♥ ❛✲✜❣✉'❡- ✭✻✳✸❛✱ ✻✳✹❛✱ ✻✳✺❛✱ ✻✳✻❛✱ ✻✳✼❛

❛♥❞ ✻✳✽❛✮✱ .❤❡ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡- ♦❢ .❤❡ ❛❧❣♦'✐.❤♠- ❢♦❧❧♦✇ .❤❡ ❞❡-❝❡♥❞✐♥❣ ♦'❞❡' ♦❢✿ ▼❖✲❋■❳✱

▼❖✲❆▲❚✱ ◆❉▲❚✲❲●✱ ◆❉▲❍✲❲●✱ ◆❉▲❍✲▲● ❛♥❞ ❈❉▲❍✲▲●✳ ❚❤❡ .✇♦ ✜①❡❞ -.'❛.❡❣✐❡-

-✉✛❡' ❢'♦♠ ❤✐❣❤❡-. ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐.② ✐♥ ❜♦.❤ ♠❡.'✐❝- ✭❉❇Y ❛♥❞ ❘❇Y✮✱ ✇✐.❤ ▼❖✲❆▲❚

❜❡..❡' .❤❛♥ ▼❖✲❋■❳✳ ❚❤❡ .✇♦ ❛❞❛♣.✐✈❡ ❛❧❣♦'✐.❤♠- ❜❛-❡❞ ♦♥ ❲●✲'♦✉.✐♥❣ -❝❤❡♠❡ ✭◆❉▲❚✲

❲●✱ ◆❉▲❍✲❲●✮ '❛♥❦ ❛. .❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ◆❉▲❍✲❲● ✐- ❜❡..❡'✳ ❚❤❡ .✇♦ ❛❞❛♣.✐✈❡
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"❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥"❛❣❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ▼❈✲❖❳❈% ✭✇❤✐❝❤ ❛*❡ ♦❢"❡♥ *❛*❡✮ ✐♥ "❤❡ ♥❡"✇♦*❦% ❧❡❛❞% "♦ "❤❡

✶✼✺
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❝♦%&✲❡✛❡❝&✐✈❡ %♦❧✉&✐♦♥%✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ 5♦✉&✐♥❣ &❤❡ ❝5✐&✐❝❛❧ ❞❡%&✐♥❛&✐♦♥% ✜5%& 5❡%✉❧&% ✐♥ ❧♦✇❡5

❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣5♦❜❛❜✐❧✐&②✳

✼✳✷ #❡%&♣❡❝)✐✈❡&

▼❛♥② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐%%✉❡% ♦♥ ❛❧❧✲♦♣&✐❝❛❧ ♥❡&✇♦5❦✐♥❣ ❛5❡ ♥♦& ❝♦✈❡5❡❞ ✐♥ &❤❡ &❤❡%✐%✳ ❙❡✈❡5❛❧

♣♦&❡♥&✐❛❧ ♣❡5%♣❡❝&✐✈❡% ❛5❡ %✉❣❣❡%&❡❞ ❜❡❧♦✇ ❢♦5 &❤❡ ❢✉&✉5❡ 5❡%❡❛5❝❤✳

✼✳✷✳✶ ❚%❛✣❝ ●%♦♦♠✐♥❣

❋♦5 &❤❡ ❝✉55❡♥& %&❡❛❞② 5❛&❡ ♦❢ &5❛✣❝ ❣5♦✇&❤✱ &❤❡ ❝❛♣❛❝✐&② ❧✐♠✐& ♦❢ ❝♦♥✈❡♥&✐♦♥❛❧ ✜❜❡5

✇✐❧❧ ❜❡ 5❡❛❝❤❡❞ ❜② ❛5♦✉♥❞ &❤❡ ②❡❛5 ✷✵✷✺ ❬✶✶❪✳ ■♥ 5❡%♣♦♥%❡✱ &❤❡5❡ ✐% ❛ ♥❡❡❞ &♦ ❡✣❝✐❡♥&❧②

✉&✐❧✐③❡ &❤❡ ❝❛♣❛❝✐&② ✐♥ ❛ ✜❜❡5✳ ❇❡%✐❞❡%✱ &❤❡ ❝❧✐❡♥&% ♦❢ ♦♣&✐❝❛❧ ♥❡&✇♦5❦% ♦❢&❡♥ ❣❡♥❡5❛&❡ &5❛✣❝

&❤❛& ❤❛% ❛ ❧♦✇❡5 5❛&❡ &❤❛♥ &❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❝❛♣❛❝✐&②✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❝❛♣❛❝✐&② ♠❛② ❜❡ ✹✵✱

✶✵✵ ●❜♣% ♦5 ❡✈❡♥ ♠♦5❡✱ ✇❤❡5❡❛% ♠♦5❡ &❤❛♥ ✾✵✪ ♦❢ ❝❧✐❡♥& ❞❡♠❛♥❞% 5❡O✉✐5❡ 5❛&❡% ♦❢ ✶✵

●❜♣% ♦5 ❜❡❧♦✇✱ ✇✐&❤ ❛❧♠♦%& ❤❛❧❢ ♦❢ &❤❡♠ 5❡O✉✐5✐♥❣ 5❛&❡% ♦❢ ✷✳✺ ●❜♣% ♦5 ❜❡❧♦✇ ❬✶✶✸❪✳ ❚❤✐%

♠✐%♠❛&❝❤ ❣✐✈❡% 5✐%❡ &♦ &❤❡ ♥❡❡❞ &♦ ♠✉❧#✐♣❧❡① ♦5 ❣)♦♦♠ &❤❡ ♠✉❧&✐♣❧❡ ❧♦✇✲5❛&❡ &5❛✣❝% ♦♥

❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ✐♥ ♦5❞❡5 &♦ ✐♠♣5♦✈❡ &❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞&❤ ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ &❡❝❤♥✐O✉❡ &♦

❣5♦♦♠ ❧♦✇✲5❛&❡ &5❛✣❝% ❛5❡ ❦♥♦✇♥ ❛% ❚5❛✣❝ ●5♦♦♠✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ❞✐%❝✉%%❡❞ ✐♥ ❬✶✶✱ ✶✸✱ ✶✶✹❪✳

❍♦✇❡✈❡5✱ ♠♦%& ♦❢ ♣5❡✈✐♦✉% ✇♦5❦% ♦♥ &5❛✣❝ ❣5♦♦♠✐♥❣ ❞❡❛❧ ✇✐&❤ ✉♥✐❝❛%& &5❛✣❝%✳ ❋❡✇ %&✉❞✐❡%

✐♥✈❡%&✐❣❛&❡ ♠✉❧&✐❝❛%& &5❛✣❝ ❣5♦♦♠✐♥❣ ❜✉& &❤❡② ❛5❡ ❥✉%& ❜❛%❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤&✲&5❡❡% ❬✶✶✹❪✳ ❙✐♥❝❡

♠♦5❡ ❝❛♥❞✐❞❛&❡ 5♦✉&❡% ❝❛♥ ❜❡ ♣5♦❞✉❝❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐❣❤&✲❤✐❡5❛5❝❤✐❡%✱ ♠✉❧&✐❝❛%&

&5❛✣❝ ❣5♦♦♠✐♥❣ ✉%✐♥❣ ❧✐❣❤&✲❤✐❡5❛5❝❤✐❡% ♠❛② ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡&&❡5 %♦❧✉&✐♦♥% &❤❛♥ ❧✐❣❤&✲&5❡❡%✳

✼✳✷✳✷ ▼✐①❡❞✲▲✐♥❡✲❘❛6❡7 ❲❉▼ ♥❡6✇♦%❦7

❚♦ %❛&✐%❢② &❤❡ ❤❡&❡5♦❣❡♥❡♦✉% &5❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞% ✇✐&❤ ❝♦%&✲❡✣❝✐❡♥❝②✱ &❤❡ ▼✐①❡❞✲▲✐♥❡✲❘❛&❡%

✭▼▲❘✮ ♥❡&✇♦5❦✐♥❣ ♣❛5❛❞✐❣♠ ✐% ✐♥&5♦❞✉❝❡❞ ❬✶✶✺✕✶✶✽❪✳ ■♥ ▼▲❘ ♥❡&✇♦5❦%✱ ❞✐✛❡5❡♥& ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣&❤% ✐♥ &❤❡ ❧✐♥❦% ❛5❡ ♠♦❞✉❧❛&❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡5❡♥& ❧✐♥❡✲5❛&❡% ✭❡✳❣✳✱ ✶✵✴✹✵✴✶✵✵ ●❜♣%✮✳ ❚❤✐%

❛♣♣5♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦%& ❡✛❡❝&✐✈❡ ❜❡❝❛✉%❡ ❧♦✇✲❜✐&✲5❛&❡ &5❛✣❝% ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❧❡%% ❣5♦♦♠✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡

❤✐❣❤✲❜✐&✲5❛&❡ &5❛✣❝% ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛&❡❞ ❞✐5❡❝&❧② ♦♥ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ✐&%❡❧❢✳ ❇❡%✐❞❡%✱ &❤❡

❧✐♥❡✲5❛&❡% ❛5❡ %✉❜❥❡❝& &♦ ❞✐✛❡5❡♥& ❜❛♥❞✇✐❞&❤✲❝♦%& ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐✛❡5❡♥& ♠❛①✐♠✉♠ &5❛♥%✲

♠✐%%✐♦♥ 5❡❛❝❤❡%✳ ●✐✈❡♥ ❛ %❡& ♦❢ 5❡O✉❡%&% ✇✐&❤ ❞✐✛❡5❡♥& &5❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞%✱ ✇❡ ♥♦& ♦♥❧② %♦❧✈❡

&❤❡ ▼❈❘❲❆ ♣5♦❜❧❡♠% ❜✉& ❛❧%♦ ♥❡❡❞ &♦ ❞❡❛❧ ✇✐&❤ &❤❡ ❧✐♥❡✲5❛&❡ %❡❧❡❝&✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼❈❘❲❆

♣5♦❜❧❡♠ ✇✐&❤ ▼▲❘ ✇❛% %&✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✶✺✱ ✶✶✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡5✱ ❛❧❧ &❤❡ ♥♦❞❡% ❛5❡ ❛%%✉♠❡❞ &♦ ❤❛✈❡

❢✉❧❧ %♣❧✐&&✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐&② ❛♥❞✴♦5 ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❝♦♥✈❡5&❡5%✱ ❛♥❞ ❜❛%❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤&✲&5❡❡%✳ ❋♦5 %&5✐❝&❡5

❝♦♥%&5❛✐♥&% ✐♠♣♦%❡❞ ♦♥ &❤❡ ♥❡&✇♦5❦ ❡❧❡♠❡♥&% ✭❡✳❣✳✱ %♣❛5%❡ %♣❧✐&&✐♥❣ ❛♥❞✴♦5 ❤❡&❡5♦❣❡♥❡♦✉%

✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐&②✮✱ ✐& %❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡&&❡5 ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❧✐❣❤&✲❤✐❡5❛5❝❤✐❡% ✐♥ %✉❝❤ ♣5♦❜❧❡♠%✳
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✼✳✷✳✸ ❋❧❡①✐❜❧❡✲●,✐❞ ❊❧❛01✐❝ ❖♣1✐❝❛❧ ◆❡1✇♦,❦✐♥❣

❆♥♦%❤❡( ♥❡%✇♦(❦✐♥❣ ♣❛(❛❞✐❣♠ %♦ ❞❡❛❧ ✇✐%❤ ✐♥❝(❡❛3❡ %(❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞3 ✐3 ❊❧❛3%✐❝ ❖♣✲

%✐❝❛❧ ◆❡%✇♦(❦✐♥❣ ✭❊❖◆✮✳ ❋♦( ♠❛♥② ②❡❛(3✱ ♥❡%✇♦(❦3 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜❛3❡❞ ♦♥ %❤❡ ■♥%❡(♥❛%✐♦♥❛❧

❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ❯♥✐♦♥ ✭■❚❯✮ ✜①❡❞✲❣(✐❞ ♠♦❞❡❧✿ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤3 ❛(❡ %②♣✐❝❛❧❧② 3♣❛❝❡❞ ✺✵

●❍③ ❛♣❛(% ✐♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❲❉▼ ♥❡%✇♦(❦3✳ ❚❤❡ (❡❝❡♥%❧② ♣(♦♣♦3❡❞ ✢❡①✐❜❧❡✲❣(✐❞ ❊❖◆ ♣❛(❛❞✐❣♠

❤❛3 ❜❡❡♥ ❝♦♥3✐❞❡(❡❞ ❛3 ❛ ♣♦%❡♥%✐❛❧ (❡♣❧❛❝❡♠❡♥% ♦❢ %❤❡ ❝♦♥✈❡♥%✐♦♥❛❧ ✜①❡❞✲❣(✐❞ ❲❉▼ ♥❡%✲

✇♦(❦3 ❬✺✶❪✳ ❋♦( ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙♣❡❝%(✉♠✲❙❧✐❝❡❞ ❊❖◆3 ✭❙▲■❈❊✮✱ ❜❛3❡❞ ♦♥ ❛ ❣(✐❞ ♦❢ ✶✷✳✺ ●❍③✱

❝❛♥ 3❛%✐3❢② ♠♦(❡ ✢❡①✐❜❧❡ (❛%❡ (❡X✉✐(❡♠❡♥%3✳ ❯♥❞❡( ❊❖◆3✱ %❤❡ ♦♣%✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧3 ❛(❡ ♥♦ ❧♦♥❣

❜❛3❡❞ ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤3 ❜✉% ❜❛3❡❞ ♦♥ 3♣❡❝%(✉♠ ✭❝♦♠♣♦3❡❞ ❢(♦♠ ❛ 3❡% ♦❢ ❝♦♥%✐❣✉♦✉3 ❢(❡X✉❡♥❝②

3❧♦%3✮✳

▼✉❧%✐❝❛3% (♦✉%✐♥❣ ❛♥❞ 3♣❡❝%(✉♠ ❛❧❧♦❝❛%✐♦♥ ✭▼❈✲❘❙❆✮ ✐3 ✐♠♣♦(%❛♥% %♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ 3♣❡❝✲

%(✉♠ ✉%✐❧✐③❛%✐♦♥ ✐♥ ❡❧❛3%✐❝ ♦♣%✐❝❛❧ ♥❡%✇♦(❦3✱ ❜✉% ✐% ✐3 ♠♦(❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ %❤❛♥ ▼❈❘❲❆ ✐♥ %❤❡

❧❡❣❛❝② ❲❉▼ ♥❡%✇♦(❦3✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ (♦✉%✐♥❣ ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ (♦✉%✐♥❣ ♦♥ 3♣❡❝%(✉♠

❜❛3✐3 ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦3❡ (❡❧❛%✐♦♥3❤✐♣ ✇✐%❤ ♦♥❡ ❛♥♦%❤❡(✳ ❚❤❡ 3♣❡❝%(✉♠ ❛(❡ 3✉❜❥❡❝% %♦ 3♣❡❝%(✉♠

3♣❧✐%%✐♥❣ ❛♥❞ 3♣❡❝%(✉♠ ❝♦♥✈❡(3✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐3♠✱ ❛♥❞ ❛❧3♦ 3♣❡❝%(✉♠ ❝♦♥%✐♥✉✐%② ❛♥❞ 3♣❡❝%(✉♠

❞✐3%✐♥❝% ❝♦♥3%(❛✐♥%3 ❬✺✸❪✱ ❥✉3% ❧✐❦❡ ✐♥ ♣✉(❡ ❲❉▼ %❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡3✳ ❆3 ❛ (❡3✉❧%✱ %❤❡ ❝♦♥❝❡♣%3 ♦❢

❧✐❣❤%✲%(❡❡3✱ ❧✐❣❤%✲❤✐❡(❛(❝❤✐❡3 ♣(♦♣♦3❡❞ ❢♦( ❲❉▼ ❝❛♥ ❜❡ ✉3❡❞ ❢♦( %❤✐3 3♦♣❤✐3%✐❝❛%❡❞ %❡❝❤♥♦❧✲
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✐% 3❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ %❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥%❛❣❡ ♦❢ ❧✐❣❤%✲❤✐❡(❛(❝❤✐❡3 ✐♥ ❊❖◆3✳
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♠✐33✐♦♥ ✭◗♦❚✮ ❬✶✱ ✶✷✵✕✶✷✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛3✉(❡❞ ❜② %❤❡ ❜✐% ❡((♦( (❛%❡ ✭❇❊❘✮✳ ◆♦✐3❡

❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❛❝%✉❛❧❧② ❞❡❝(❡❛3❡3 %❤❡ ♦♣%✐❝❛❧ 3✐❣♥❛❧ %♦ ♥♦✐3❡ (❛%✐♦ ✭❖❙◆❘✮ ✐♥❝(❡❛3✐♥❣ %❤❡
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(❡X✉✐(❡♠❡♥%3 ❞✉❡ %♦ %❤❡3❡ ✐♠♣❛✐(♠❡♥%3✳ ❚❤❡ ❆❖▼ ❝♦♥3✐❞❡(✐♥❣ ♣❤②3✐❝❛❧ ❧❛②❡( ✐♠♣❛✐(♠❡♥%3

✭`▲■✮ ❛(❡ ❦♥♦✇♥ ❛3 ♣❤②3✐❝❛❧ ❧❛②❡( ✐♠♣❛✐(♠❡♥%✲❛✇❛(❡ (♦✉%✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣%❤ ❛33✐❣♥♠❡♥%

✭`▲■✲❘❲❆✮ ♣(♦❜❧❡♠3✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ %❤❡ ❝♦♥3✐❞❡(❛%✐♦♥ ♦❢ `▲■ ✐♥❞✉❝❡3 ❛ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❧✐♥❡❛( ❛♥❞

♥♦♥✲❧✐♥❡❛( (❡❧❛%✐♦♥3 ❛♥❞ %❤✉3 ❞(❛♠❛%✐❝❛❧❧② ✐♥❝(❡❛3❡3 %❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐%② ♦❢ %❤❡ `▲■✲❘❲❆ ♦♣✲

%✐♠✐③❛%✐♦♥✳ ❆❧3♦✱ %❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧%✐❝❛3% ❛♥❞ `▲■✲❘❲❆✱ ♠❛❦❡3 %❤❡ `▲■✲▼❈❘❲❆

♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ❡✈❡♥ ♠♦(❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛%❡❞ ❛♥❞ ❤❛(❞ %♦ 3♦❧✈❡✳

`▲■✲▼❈❘❲❆ ♣(♦❜❧❡♠3 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥3✐❞❡(❡❞ ❛3 ♠✉❧%✐✲❝♦♥3%(❛✐♥❡❞ ♠✉❧%✐❝❛3% (♦✉%✐♥❣ ♣(♦❜✲

❧❡♠3 ❬✺✵✱ ✶✷✸✱ ✶✷✹❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡ ❝♦♥3%(❛✐♥%3 ❛(❡ ✐♠♣♦3❡❞ ❜② ♣❤②3✐❝❛❧ ✐♠♣❛✐(♠❡♥%3✳ ❋♦(%✉✲

♥❛%❡❧②✱ %❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐%② ♦❢ ❤✐❡(❛(❝❤✐❡3 ❝❛♥ ❤❡❧♣ %♦ ❢❛❝✐❧✐%❛%❡ %❤❡ ♣(♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❢❛❝%✱ %♦ 3❛%✐3❢②
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0❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❤✐❡'❛'❝❤✐❡# ❛'❡ ❜❡00❡' ❝❛♥❞✐❞❛0❡# 0❤❛♥ 0'❡❡# ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡' 0❤❛0 0❤❡② ♣❡'♠✐0 0♦
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❆✉ ❝♦✉$% ❞❡ ❧❛ ❞❡$♥✐,$❡ ❞-❝❡♥♥✐❡✱ ❧❡ /$❛✜❝ ❞❛♥% ❧❡% $-%❡❛✉① ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥❡ ❝$♦✐%%❛♥❝❡

❡①♣❧♦%✐✈❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❛♥/ ❧❡% ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥% ❡♥✈✐$♦♥ /♦✉% ❧❡% /$❡♥/❡ ♠♦✐% ❬✶✶❪✳ ▲❡ ❞❡$♥✐❡$ $❛♣✲

♣♦$/ ♣$-✈✐%✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❈✐%❝♦ %✉$ ❧❡ /$❛✜❝ ❛♥♥♦♥❝❡ ❛✉%%✐ =✉❡ ❧❡ /$❛✜❝ ❞✬■♥/❡$♥❡/ %❡$❛ ♠✉❧/✐♣❧✐-

♣❛$ /$♦✐% ❛✉ ❝♦✉$% ❞❡% ❝✐♥= ♣$♦❝❤❛✐♥❡% ❛♥♥-❡%✱ ❡/ ❧❡ /$❛✜❝ ■A ❛✉❣♠❡♥/❡$❛ ❛✈❡❝ ✉♥ /❛✉① ❞❡

❝$♦✐%%❛♥❝❡ ❛♥♥✉❡❧ ❝♦♠♣♦%- ✭❈❆●❘✮ ❞❡ ✷✶✪ ❞❡ ✷✵✶✸ K ✷✵✶✽ ❬✶✷❪✳ ▲❡% ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡% %♦✉$❝❡%

$❡%♣♦♥%❛❜❧❡% ❞❡ ❝❡//❡ ❝$♦✐%%❛♥❝❡ ❝♦$$❡%♣♦♥❞❡♥/ ❛✉ /$❛✣❝ ✈♦✐① ❡/ ✈✐❞-♦✱ ♣$♦✈❡♥❛♥/ ❞❡ ♥♦♠✲

❜$❡✉%❡% ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥% ■♥/❡$♥❡/ ② ❝♦♠♣$✐% ❧❛ ✈✐❞-♦ K ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ✭❱♦❉✮✱ ❧❛ /-❧-✈✐%✐♦♥ ❤❛✉/❡

❞-✜♥✐/✐♦♥ ✭❍❉❚❱✮✱ ❧❛ ✈♦✐① %✉$ ♣$♦/♦❝♦❧❡ ■♥/❡$♥❡/ ✭❱♦■A✮✱ ❧❡ ♣❛$/❛❣❡ ✈✐❞-♦ ❡♥/$❡ ❧❡% ❝❡♥/$❡%

❞❡ ❞♦♥♥-❡%✱ ❧❛ ✈✐❞-♦❝♦♥❢-$❡♥❝❡✱ ❡/❝✳ A♦✉$ $-♣♦♥❞$❡ K ❝❡% ❞❡♠❛♥❞❡% ❡♥ ❢♦$/❡ ❛✉❣♠❡♥/❛/✐♦♥✱ ✐❧

❡%/ ♥-❝❡%%❛✐$❡ ❞✬-=✉✐♣❡$ ❧❡% $-%❡❛✉① ❞❡ ❜❛%❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠-❞✐✉♠ ❞❡ /$❛♥%♠✐%%✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳ ❈❡//❡

❝♦♥❞✐/✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ K ❧✬-✈♦❧✉/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❜❛%-❡ %✉$ ❧✬-♥♦$♠❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛%%❛♥/❡ ❞❡

❧❛ ✜❜$❡ ♦♣/✐=✉❡✳ ▲❛ ✜❜$❡ ♦♣/✐=✉❡ ❛ -/- ❝❤♦✐%✐❡ ❡♥ $❛✐%♦♥ ❞❡ ❝$✐/,$❡% ❝♦♠♠❡ %❛ ❧❛$❣❡ ❜❛♥❞❡

♣❛%%❛♥/❡✱ %❛ ❢❛✐❜❧❡ ❧❛/❡♥❝❡✱ %❛ ✜❛❜✐❧✐/-✱ %♦♥ -✈♦❧✉/✐✈✐/- ❡/ %❛ ♠❛✐♥/❡♥❛❜✐❧✐/-✳ ❚❤-♦$✐=✉❡♠❡♥/✱

✉♥❡ ✜❜$❡ ♦♣/✐=✉❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡ ❛ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛%%❛♥/❡ ♣♦/❡♥/✐❡❧❧❡ ❞❡ ✺✵ /-$❛❜✐/% ♣❛$ %❡❝♦♥❞❡

✭❚❜♣%✮ /❛♥❞✐% =✉❡ ❧❡ /❛✉① ❞❡ ♣♦✐♥/❡ -❧❡❝/$♦♥✐=✉❡ ❛ ❡♥✈✐$♦♥ =✉❡❧=✉❡% ❞✐③❛✐♥❡% ❞❡ ❣✐❣❛❜✐/%

♣❛$ %❡❝♦♥❞❡ ✭●❜♣%✮ ❬✶✸❪✳

❆✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐/❡$ ❧❛ ❣$❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐/- ♣♦/❡♥/✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜$❡✱ ❞✐✛-$❡♥/❡% /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡% ♣❡✉✲

✈❡♥/ W/$❡ ❡♥✈✐%❛❣-❡% ♣♦✉$ /$❛♥%♠❡//$❡ ✉♥ ❣$❛♥❞ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥-❡% %✐♠✉❧/❛♥-♠❡♥/✳

❉❛♥% ❧❡% $-%❡❛✉① /♦✉/ ♦♣/✐=✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥❝✉$$❡♥❝❡ ♣❡✉/ W/$❡ ♠✐%❡ ❡♥ ♦❡✉✈$❡ ♣❛$ ✉♥ ♠✉❧/✐♣❧❡①❛❣❡

/❡♠♣♦$❡❧ ❬✶✹❪ ✭❖❚❉▼✿ ❖♣/✐❝❛❧ ❚✐♠❡ ❉♦♠❛✐♥ ▼✉❧/✐♣❧❡①✐♥❣✮✱ ❡♥ ❝♦❞❡ ❬✶✺❪ ✭❈❉▼✿ ❈♦❞❡

❉✐✈✐%✐♦♥ ▼✉❧/✐♣❧❡①✐♥❣✮ ♦✉ ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ ❬✶✻❪ ✭❲❉▼✿ ❲❛✈❡❧❡♥❣/❤ ❉✐✈✐%✐♦♥ ▼✉❧/✐♣❧❡①✲

✐♥❣✮✳ ▲❛ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❲❉▼ %✬❛✈,$❡ W/$❡ ❧❛ ♣❧✉% ❛//$❛❝/✐✈❡✳

❉❛♥% ❧❛ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❲❉▼✱ ♣❧✉%✐❡✉$% ❝❛♥❛✉① ✭❧♦♥❣✉❡✉$% ❞✬♦♥❞❡%✮ %♦♥/ ♠✉❧/✐♣❧❡①-%

❞❛♥% ✉♥❡ %❡✉❧❡ ✜❜$❡ ♦♣/✐=✉❡✳ ❆❝/✉❡❧❧❡♠❡♥/ ❧❛ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ♣❡$♠❡/ ❞❡ /$❛♥%♣♦$/❡$ ✽✵ K

✶✻✵ ❧♦♥❣✉❡✉$% ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥% ✉♥❡ ✜❜$❡ ♦♣/✐=✉❡ ❬✶✶❪ ❡/ ❧❡ ♠❛/-$✐❡❧ ❞❛♥% ❧❡ ❝♦♠♠❡$❝❡ ♣❡$✲

✶✼✾



✶✽✵ ❆!!❊◆❉■❳ ❆✳ ❘➱❙❯▼➱

♠❡% ❞✬❡①♣❧♦✐%❡- ❝❤❛1✉❡ ❧♦♥❣✉❡✉- ❞✬♦♥❞❡ 5 ✶✵ ●❜♣8✱ ✹✵ ●❜♣8 ♦✉ ✶✵✵ ●❜♣8 ❬✶✼❪✳ ▲✬@%❛%

❞❡ ❧✬❛-% ♠❡♥%✐♦♥♥❡ ❞❡8 8✉♣❡- ❝❛♥❛✉① ❢♦♥❝%✐♦♥♥❛♥% ❥✉81✉✬5 ✺✵✵ ●❜♣8 ❬✶✽❪ ❡% ✉♥ ❚❜♣8 ♣❛-

❧♦♥❣✉❡✉- ❞✬♦♥❞❡ ❡8% 8✉8❝❡♣%✐❜❧❡ ❞✬E%-❡ ❛%%❡✐♥% ❡♥%-❡ ✷✵✶✺ ❡% ✷✵✷✵ ❬✶✶❪✳

▲❡8 ❞❡♠❛♥❞❡8 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛88❛♥%❡ ♠❡♥%✐♦♥♥@❡8 ♣❧✉8 ❤❛✉% ✐♠♣❧✐1✉❡♥% ❧❛ %-❛♥8♠✐88✐♦♥ ❞❡

❞♦♥♥@❡8 ❡♥%-❡ ♣❧✉8✐❡✉-8 ♣❛-%✐❝✐♣❛♥%8 ✭❞❡8 ❣-♦✉♣❡8 ❞❡ ♠✉❧%✐❝❛8%✮✳ ◆❛%✉-❡❧❧❡♠❡♥%✱ ✐❧8 8♦♥%

♠✐❡✉① ♣-✐8 ❡♥ ❝❤❛-❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✉❧%✐❝❛8%✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ❞❡♣✉✐8 ✉♥❡ 8♦✉-❝❡ ✈❡-8 ♣❧✉8✐❡✉-8

❞❡8%✐♥❛%✐♦♥8 ♣❡✉% ✉%✐❧✐8❡- ❞❡8 ❧✐❡♥8 ❝♦♠♠✉♥8✱ ❧❛ ♠✉❧%✐❝❛8% ❡8% ❧✬✉%✐❧✐8❛%✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ ♣❛88❛♥%❡✳ ▲❡ ♠✉❧%✐❝❛8% ❞❛♥8 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ %♦✉%✲♦♣%✐1✉❡✱ ❛♣♣❡❧@ ♠✉❧%✐❝❛8% %♦✉%✲♦♣%✐1✉❡

✭❆❖▼✮✱ ❡8% ✐♥❞✐8♣❡♥8❛❜❧❡ ♣♦✉- ♦-❣❛♥✐8❡- ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ❞❛♥8 ❧❡8 ❣-♦✉♣❡8✳ ◆♦%-❡ %❤P8❡

8✬❛-%✐❝✉❧❡ ❛✉%♦✉- ❞✉ -♦✉%❛❣❡ ❆❖▼✳

Q❛- -❛♣♣♦-% ❛✉ ♠✉❧%✐❝❛8% ■Q ❞❛♥8 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ @❧❡❝%-♦♥✐1✉❡ %-❛❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❆❖▼ ❡8%

8♦✉♠✐8 5 ♣❧✉8✐❡✉-8 ❝♦♥%-❛✐♥%❡8 8♣@❝✐✜1✉❡8✳ ❈❡8 ❝♦♥%-❛✐♥%❡8 ♣-♦✈✐❡♥♥❡♥% ❞❡ ❧❛ ❞✐8♣♦♥✐❜✐❧✐%@

❞❡8 -❡88♦✉-❝❡8 ❞✉ -@8❡❛✉ %❡❧8 1✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉-8 ❞✬♦♥❞❡ ♣-✐8 ❡♥ ❝❤❛-❣❡ ❞❛♥8 ✉♥❡

✜❜-❡✱ ❧❛ ❞✐8♣♦♥✐❜✐❧✐%@ ❞❡8 8❡-✈✐❝❡8 ❞❡8 -@♣❛-%✐%❡✉-8✱ ❞❡8 ❝♦♥✈❡-%✐88❡✉-8✱ ❡%❝✳ ❊♥ ♦✉%-❡✱ ❆❖▼

❞♦✐% ♣♦✉✈♦✐- 8✬❛❞❛♣%❡- 5 ♣❧✉8✐❡✉-8 -❡1✉E%❡8 8✐♠✉❧%❛♥@❡8 ❞❛♥8 ❧❡ -@8❡❛✉✳ ❉❛♥8 ❝❡%%❡ %❤P8❡✱

♥♦✉8 @%✉❞✐♦♥8 5 ❧❛ ❢♦✐8 ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥✐1✉❡ ❞❡ ♠✉❧%✐❝❛8% ❡% ❧❡8 ❞❡♠❛♥❞❡8 ♠✉❧%✐♣❧❡8✳ ❆❧♦-8

1✉❡ ❧✬❆❖▼ ✉♥✐1✉❡ 8❡ ❝♦♥❝❡♥%-❡ 8❡✉❧❡♠❡♥% 8✉- ❧✬♦♣%✐♠✐8❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -♦✉%❡ ♦♣%✐1✉❡ ♣♦✉- ✉♥❡

❞❡♠❛♥❞❡✱ ❧❡ ❝❛8 ❞❡8 ♠✉❧%✐♣❧❡8 -❡1✉E%❡8 ♠✉❧%✐❝❛8% ❞♦✐% ♣-❡♥❞-❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❛ ♣-@8❡♥❝❡ ❞❡

♣❧✉8✐❡✉-8 ❞❡♠❛♥❞❡8 8✐♠✉❧%❛♥@♠❡♥%✳ ❊♥ ❞@♣✐% ❞❡ ❧❡✉- ❞✐✛@-❡♥❝❡ ❞❡ ♥❛%✉-❡✱ ♥♦✉8 ♠♦♥%-♦♥8

1✉❡ ❧❡8 8♦❧✉%✐♦♥8 ❞❡ -♦✉%❛❣❡ ❞❡ ♠✉❧%✐❝❛8% ✉♥✐1✉❡ ♣❡✉✈❡♥% E%-❡ ❛♣♣❧✐1✉@❡8 5 ♣❧✉8✐❡✉-8 8❝@♥❛-✐✐

❞❡ ♠✉❧%✐❝❛8% ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐P-❡ ❛♣♣-♦♣-✐@❡✳

▲❡ -@8✉❧%❛% ♠❛❥❡✉- ❞❡ ❝❡%%❡ %❤P8❡ ❡8% ❧✬✐❧❧✉8%-❛%✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐% 1✉❡ ❧❛ -♦✉%❡ ♦♣%✐♠❛❧❡ ❡%

❧❡8 -♦✉%❡8 ❛♣♣-♦❝❤@❡8 8♦✉8 ❞✐✛@-❡♥%❡8 ❝♦♥%-❛✐♥%❡8 ♦♣%✐1✉❡8 ❞❛♥8 ❧❡8 -@8❡❛✉① ♦♣%✐1✉❡8 ♣❡✉%

%♦✉❥♦✉-8 E%-❡ ♠♦❞@❧✐8@❡ ♣❛- ✉♥❡ ❤✐@-❛-❝❤✐❡✱ ❝♦♥❝❡♣% ❡①♣❧✐1✉@ ❞❛♥8 ❧❛ %❤P8❡✳ ❈❡%%❡ ❤✐@-❛-❝❤✐❡

♣❡✉% E%-❡ ✐♠♣❧@♠❡♥%@❡ 8♦✉8 ❞✐✛@-❡♥%❡8 ❢♦-♠❡8✱ ❛✈❡❝ ❞❡8 -♦✉%❡8 ♦♣%✐1✉❡8 ❞✐✛@-❡♥%❡8 ❞❛♥8 ❧❡8

❞✐✛@-❡♥%8 ❝❛8 ❞❡ ✜❣✉-❡8✳

▲❡ -❡8%❡ ❞❡ ❝❡ -@8✉♠@ 8✉✐% ❧✬♦-❣❛♥✐8❛%✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ %❤P8❡✿

• ❯♥❡ ✐♥%-♦❞✉❝%✐♦♥ 5 ❧✬❛-❝❤✐%❡❝%✉-❡ ❞❡8 -@8❡❛✉① ❲❉▼

• ▲❛ ♥@❝❡88✐%@ ❡% ❧❡ ❞@✜8 ❞❡ ❧✬❆❖▼

• Q♦-%@❡ ❞❡ ❧❛ %❤P8❡

• Q❧❛♥ ❡% -@8✉♠@ ❞❡ ❧❛ %❤P8❡

• ❈♦♥❝❧✉8✐♦♥ ❡% ♣❡-8♣❡❝%✐✈❡8✳



❆✳✷✳ ▲✬❆❘❈❍■❚❊❈❚❯❘❊ ❉❊ ❘➱❙❊❆❯ ❲❉▼ ✶✽✶

❆✳✷ ▲✬❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡ ❞❡ ❘/0❡❛✉ ❲❉▼

❊♥ ❣%♥%&❛❧✱ ✉♥ &%+❡❛✉ ❲❉▼ 0②♣✐4✉❡ ❡+0 ❝♦♠♣♦+% ❞❡ 0&♦✐+ %❧%♠❡♥0+✿ ❞❡+ ❜&❛++❡✉&+

♦♣0✐4✉❡+ ✭❖❳❈+✿ ❖♣0✐4✉❡ ❝&♦++✲❝♦♥♥❡❝0✮✱ ❞❡+ ❧✐❡♥+ ✭❝♦♠♣♦+%+ ❞❡ ✜❜&❡+✮ ❡0 ❞❡+ ♥♦❡✉❞+

❞✬❛❝❝C+ ✭♦✉ ♥D✉❞+ ❞❡ ♣♦✐♥0❡✮✳

• ▲❡+ ❖❳❈+ +♦♥0 ❡♥ ❝❤❛&❣❡ ❞❡+ ❢♦♥❝0✐♦♥♥❛❧✐0%+ ❧❡+ ♣❧✉+ ✐♠♣♦&0❛♥0❡+ ❞❡+ &%+❡❛✉① ❞❡

❜❛+❡✱ ② ❝♦♠♣&✐+ ❧❡ ♠✉❧0✐♣❧❡①❛❣❡✱ ❧❡ ❞%♠✉❧0✐♣❧❡①❛❣❡✱ ❧❡ &♦✉0❛❣❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉0❛0✐♦♥✱ ❧❛

❝♦♥✈❡&+✐♦♥ ❞❡+ ❧♦♥❣✉❡✉&+ ❞✬♦♥❞❡✱ ❡0❝✳ ●&L❝❡ ❛✉① ❞%♠✉❧0✐♣❧❡①❡✉&+✱ ❧❡ +✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧✉✲

♠✐C&❡ ❡♥0&❛♥0❡ ❡+0 %❝❧❛0% ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉&+ ❞✬♦♥❞❡ ❡0 ✉♥ ❖❳❈ ♣❡✉0 ❝♦♠♠✉0❡& ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡+

❧♦♥❣✉❡✉&+ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦&0 ❞✬❡♥0&%❡ ✈❡&+ ✉♥ ♣♦&0 ❞❡ +♦&0✐❡ ♣❛&0✐❝✉❧✐❡&✱ ✐♥❞%♣❡♥❞❛♠✲

♠❡♥0 ❞❡+ ❛✉0&❡+ ❧♦♥❣✉❡✉&+ ❞✬♦♥❞❡✳ ❈❡&0❛✐♥+ ❖❳❈+ ♣❛&0✐❝✉❧✐❡&+ ♣❡✉✈❡♥0 %❣❛❧❡♠❡♥0

♣❛++❡& ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉& ❞✬♦♥❞❡ M ♣❧✉+✐❡✉&+ ♣♦&0+ ❞❡ +♦&0✐❡ +✐♠✉❧0❛♥%♠❡♥0 ❡♥ ✉0✐❧✐+❛♥0 ✉♥

✧+%♣❛&❛0❡✉&✧ ❞❡ ❧✉♠✐C&❡ ♣♦✉& +♦✉0❡♥✐& ❧❡+ +❡&✈✐❝❡+ ❞❡ ♠✉❧0✐❝❛+0✳

• ▲❡+ ❧✐❡♥+ ✭❧❡+ ✜❜&❡+ ♦♣0✐4✉❡+✮ ♣♦&0❡♥0 ❧❡ +✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ♣♦✉& ❧❡+ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥+ ❞❡

❜♦✉0 ❡♥ ❜♦✉0 ❞❡ ❧✬❡①♣%❞✐0❡✉& ❛✉ ❞❡+0✐♥❛0❛✐&❡✱ ❡♥ ❢♦✉&♥✐++❛♥0 ✉♥ +✉♣♣♦&0 ❞❡ 0&❛♥+♠✐+✲

+✐♦♥ M ❤❛✉0❡ ✈✐0❡++❡✳ ❙♦✉✈❡♥0✱ ❝❤❛4✉❡ ❧✐❡♥ ❡+0 ❝♦♥+0✐0✉% ❞❡ ♣❧✉+✐❡✉&+ ✜❜&❡+ ♦♣0✐4✉❡ 4✉✐

0♦✉0 ❡♥ ❛✉❣♠❡♥0❛♥0 ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ♣♦++✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥+ +✐♠✉❧0❛♥%❡+ ♣❡&♠❡00❡♥0

❞❡ &❡♥❢♦&❝❡& ❧❛ ❝❛♣❛❝✐0% ❞❡ +✉&✈✐❡ ❞✉ &%+❡❛✉ ❡0 +❛ ✜❛❜✐❧✐0%✳ ❈❤❛4✉❡ ✜❜&❡ ♣❡✉0 ♣♦&0❡&

✉♥ ❝❡&0❛✐♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ♦♣0✐4✉❡+ ✭♦✉ ❧♦♥❣✉❡✉&+ ❞✬♦♥❞❡✮✳

• ▲❡+ ♥D✉❞+ ♣♦✐♥0 ❞✬❛❝❝C+ ✭♦✉ ♥♦❡✉❞+ ❞❡ ❜♦&❞✮ ❥♦✉❡♥0 ❧❡+ &Q❧❡+ ❞✬✐♥0❡&❢❛❝❡+ ✐♥0❡&♠%❞✐✲

❛✐&❡+ ❡♥0&❡ ❧❡ &%+❡❛✉ ❲❉▼ ❞❡ ❜❛+❡ ❡0 ❧❡+ &%+❡❛✉① ❞❡ ❝❧✐❡♥0+ ♦♣0✐4✉❡+ ✴ ♥♦♥✲♦♣0✐4✉❡+

✭♦✉ &%+❡❛✉① ❞❡ ♣♦✐♥0❡ 0❡❧❧❡+ 4✉❡ ❧✬■T✴▼T▲❙✱ ❙❖◆❊❚ ♦✉ ❧❡+ &%+❡❛✉① ❆❚▼✮✳ ❉❛♥+

♥♦0&❡ ❝❛+✱ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞✬❛❝❝C+ ♣❡✉0 X0&❡ +♦✐0 ✉♥ ❡①♣%❞✐0❡✉& +♦✐0 ✉♥ &%❝❡♣0❡✉& ❞❛♥+ ✉♥❡

❝❡&0❛✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥✳ ❉✉ ❝Q0% ❞❡ ❧✬%♠❡00❡✉&✱ ✐❧ ♣❡✉0 &❡❣&♦✉♣❡& ❞❡+ 0&❛✜❝+ M ❢❛✐❜❧❡

✈✐0❡++❡✳ ❉❛♥+ ❧✬❛✉0&❡ +❡♥+✱ ✐❧ ♣❡✉0 ❡✛❡❝0✉❡& ❧❛ ❞%+❛❣&%❣❛0✐♦♥ ❞✉ 0&❛✜❝ ❡0 ❧❡+ ❝♦♥✈❡&+✐♦♥+

❖✴❊ ✭❖♣0♦✲➱❧❡❝0&♦♥✐4✉❡+✮✳

T♦✉& +♦✉0❡♥✐& ❧❡ ♠✉❧0✐❝❛+0 ❞❛♥+ ❧❡+ &%+❡❛✉① ❲❉▼✱ ❧❡+ ❖❳❈+ ❞♦✐✈❡♥0 X0&❡ %4✉✐♣%+ ❞❡

❞✐✈✐+❡✉&+ ✭❞✉♣❧✐❝❛0❡✉&+✱ ♦✉ ❡♥❝♦&❡ +♣❧✐00❡&+✮ ❞❡ ❧✉♠✐C&❡✳ ❉❡✉① ❛&❝❤✐0❡❝0✉&❡+ +♦✉0✐❡♥♥❡♥0 ❧❡+

♠❛♥✐♣✉❧❛0✐♦♥+ 4✉✐ +♦♥0 ❧❡+ ❝♦♠♠✉0❛0❡✉&+ ♥♦♥✲❜❧♦4✉❛♥0+✿ ❙♣❧✐00❡&✲❛♥❞✲❉❡❧✐✈❡&② ✭❙❛❉✮ ❬✸❪ ❡0

▼❡♠❜❡&✲❖♥❧② ❙♣❧✐00❡&✲❛♥❞✲❉❡❧✐✈❡&② ✭▼♦❙❛❉✮ ❬✺❪✳ ❈❡ ❞❡&♥✐❡& ❡+0 ❜❛+% +✉& ❧❛ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ ❞❡

()♣❛+❛%❡✉+ ♣❛+%❛❣)✱ ♥♦0✐♦♥ ✐♥0&♦❞✉✐0 ♣❛& ❬✹❪✳ ■❧ ❡+0 ♣❧✉+ %❝♦♥♦♠❡ ❡♥ %♥❡&❣✐❡ ❡0 ♣❧✉+ &❡♥0❛❜❧❡

4✉❡ ❧❡ ♣&❡♠✐❡&✳ ▲❡+ ❖❳❈+ %4✉✐♣%+ ❞❡ +%♣❛&❛0❡✉&+ ❞❡ ❧✉♠✐C&❡ +♦♥0 ❛♣♣❡❧%+ ❖❳❈+ ♠✉❧0✐❝❛+0

✭❛❜❜&%❣% ♣❛& ▼❈✲❖❳❈+ ♦✉ ♥D✉❞+ ▼❈✮✳

❚♦✉0❡❢♦✐+✱ ❧❡+ ▼❈✲❖❳❈+ +♦♥0 0♦✉❥♦✉&+ ❝♦`0❡✉① ❡♥ ❢❛❜&✐❝❛0✐♦♥ ❡0 ❡♥ ❧❛ ❝♦♥+♦♠♠❛0✐♦♥

❞✬%♥❡&❣✐❡✳ T❛& ❝♦♥+%4✉❡♥0✱ ✉♥❡ ❛✉0&❡ ❛&❝❤✐0❡❝0✉&❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉0❛0✐♦♥ ❛ %0% ♣&♦♣♦+% ❞❛♥+ ❬✻❪

4✉✐ ❡+0 ❜❛+%❡ +✉& ❧❡+ ❞✐+♣♦+✐0✐❢+ ❚❛♣✲❛♥❞✲❈♦♥0✐♥✉❡ ✭❚❛❈✮✳ ▲❡ ❚❛❈✲❖❳❈+ ♥❡ ♣❡✉0 ♣❛+ ❞✐✈✐+❡&

❧❡ +✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ♠❛✐+ ♣❡✉0 ❞%❧✐✈&❡& ✉♥❡ ♣❡0✐0❡ ♣❛&0✐❡ ❞❡ +❛ ♣✉✐++❛♥❝❡ M ❧❛ +0❛0✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
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✭$✬✐❧ $✬❛❣✐* ❞✬✉♥❡ ❞❡$*✐♥❛*✐♦♥✮ ❡* ❡♥✈♦②❡3 ❧❡ 3❡$*❡ 4 ❧✬✉♥ ❞❡$ ♣♦3*$ ❞❡ $♦3*✐❡✱ ❛✜♥ 8✉✬✐❧ ♣✉✐$$❡

❝♦♥*✐♥✉❡3 $❛ 3♦✉*❡✳ ▲❡$ ❖❳❈$ 8✉✐ ♥❡ $♦♥* ♣❛$ ?8✉✐♣?$ ❞❡ $?♣❛3❛*❡✉3$ ❞❡ ❧✉♠✐A3❡ ✭❞♦♥* ❧❡$

❚❛❈ ❖❳❈$✮ $♦♥* ❛♣♣❡❧?$ ❞❡$ ▼✉❧*✐❝❛$* ■♥❝❛♣❛❜❧❡ ❖❳❈$ ✭▼■✲❖❳❈$ ♦✉ ♥G✉❞$ ▼■✮✳

❉❛♥$ ❧❡$ 3?$❡❛✉① ❲❉▼✱ ❧❡$ ❞❡✉① ❝♦♥*3❛✐♥*❡$ ♠❡♥*✐♦♥♥?❡$ ❝✐✲❞❡$$♦✉$ $✬✐♠♣♦$❡♥* ❛✉①

❛❧❣♦3✐*❤♠❡$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ 3♦✉*❡$ ❞♦♥* ✉♥ ❝3✐*A3❡ ❞❡ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡ ❡$* ❞♦♥❝ ❧❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐'( ❞❡

❜❧♦❝❛❣❡✿

• ❧❛ ❝♦♥'#❛✐♥'❡ ❞❡ ❝♦♥'✐♥✉✐'( ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ 0✉# ❧❛ #♦✉'❡ ❡*

• ❧❛ ❝♦♥'#❛✐♥'❡ ❞❡0 ❧♦♥❣✉❡✉#0 ❞✬♦♥❞❡ ❞✐0'✐♥❝'❡0 ❞❛♥0 ❧❡0 ✜❜#❡0 ❬✷✷❪

❯♥❡ ❢❛Q♦♥ ♥❛*✉3❡❧❧❡ ❞❡ 3?❞✉✐3❡ ❧❛ ♣3♦❜❛❜✐❧✐*? ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ✭❧❡ ❢❛✐* 8✉❡ ❧✬❛❧❣♦3✐*❤♠❡ ❞❡

3♦✉*❛❣❡ ♥❡ *3♦✉✈❡ ♣❛$ ❞❡ $♦❧✉*✐♦♥ 4 ✉♥❡ 3❡8✉R*❡✮ ❡$* ❞✬❛**?♥✉❡3 ♦✉ ❞✬?❧✐♠✐♥❡3 ❝❡$ ❝♦♥✲

*3❛✐♥*❡$✱ ❡♥ ♣❛3*✐❝✉❧✐❡3 ❧❛ ❝♦♥'#❛✐♥'❡ ❞❡ ❝♦♥'✐♥✉✐'( ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡✳ ❈❡ ♣❡✉* R*3❡ ❢❛✐* ♣❛3

❧✬✐♥*3♦❞✉❝*✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐$♣♦$✐*✐❢ $♣?❝✐❛❧ ❛♣♣❡❧? ❝♦♥✈❡3*✐$$❡✉3 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡ ✭❲❈✮✳ ❯♥

❲❈ ♣❡✉* ❝❤❛♥❣❡3 ✭❝♦♥✈❡3*✐3✮ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡ 8✉✐ ❛33✐✈❡ ♣❛3 ✉♥ ♣♦3* ❞✬❡♥*3?❡ ❡♥ ✉♥❡

❛✉*3❡ ❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡ $✉3 ✉♥ ♣♦3* ❞❡ $♦3*✐❡✳ ■❧ ❡$* ✉*✐❧❡ 8✉❛♥❞ ✉♥ $✐❣♥❛❧ ❡$* *3❛♥$♠✐$ $✉3

✉♥❡ 3♦✉*❡ 8✉✐ ♥❡ ♣❡✉* ♣❛$ ❛✈♦✐3 ❧❛ ♠R♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡ $✉3 *♦✉$ $❡$ ❧✐❡♥$✳ ❆✈❡❝ ❧❡ $♦✉*✐❡♥

❞❡ ❲❈$✱ ❞✐✛?3❡♥*❡$ ❧♦♥❣✉❡✉3$ ❞✬♦♥❞❡ ♣❡✉✈❡♥* R*3❡ ✉*✐❧✐$?$ ❞❛♥$ ✉♥ ♣❛3❝♦✉3$ ❞❡ ❧✉♠✐A3❡✱

❡* ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥'#❛✐♥'❡ ❞❡ ❝♦♥'✐♥✉✐'( ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❡$* 3❡❧❛❝❤?❡ ♦✉ ?❧✐♠✐♥?❡ $✐ *♦✉$ ❧❡$

♥♦❡✉❞$ $♦♥* ❝❛♣❛❜❧❡$ ❞❡ ❢❛✐3❡ ♥✬✐♠♣♦3*❡ 8✉❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡3$✐♦♥✳ ❯♥ ❲❈ ♣❡✉* R*3❡ ✐♥*?❣3? ❞❛♥$

✉♥ ❖❳❈ ❡* ✐❧ ❡♥ 3?$✉❧*❡ ✉♥ ❛✉*3❡ *②♣❡ ❞✬❖❳❈ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡3*✐3 ❞❡$ ❧♦♥❣✉❡✉3$ ❞✬♦♥❞❡

✭❲❈✲❖❳❈$✮✳

❆✳✸ ❆❧❧✲❖♣'✐)✉❡ ▼✉❧'✐❝❛/' ✭❆❖▼✮ ❞❛♥/ ❧❡/ ❘5/❡❛✉① ❲❉▼

▲❡ ❜✉* ❞✉ ♠✉❧*✐❝❛$* ❡$* ❞❡ ❢♦✉3♥✐3 ❞❡$ $❡3✈✐❝❡$ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡$ ♣♦✉3 ❧❡$

❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥$ 8✉✐ ♥?❝❡$$✐*❡♥* ❧❛ *3❛♥$♠✐$$✐♦♥ $✐♠✉❧*❛♥?❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦3♠❛*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ $♦✉3❝❡ ✈❡3$

♣❧✉$✐❡✉3$ ❞❡$*✐♥❛*✐♦♥$✱ ✐✳❡✳✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ ♣♦✐♥*✲4✲♠✉❧*✐♣♦✐♥*✳ ▲❡ ♠✉❧*✐❝❛$* ❡$* ?❝♦♥♦♠❡

❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛$$❛♥*❡ ♣❛3 3❛♣♣♦3* 4 ❧✬✉♥✐❝❛$*✱ ❝❛3 ✐❧ ?❧✐♠✐♥❡ ❧❛ ♥?❝❡$$✐*? ♣♦✉3 ✉♥❡ $♦✉3❝❡

❞✬❡♥✈♦②❡3 ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ♠❡$$❛❣❡ 4 ❝❤❛8✉❡ ❞❡$*✐♥❛*✐♦♥ ✿ ✐❧ ?✈✐*❡ ❞♦♥❝ ❞✬✐♥♦♥❞❡3

❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞✉ 3?$❡❛✉ ❬✷✾❪✳

▲❡ ♠✉❧*✐❝❛$* ❞❛♥$ ❧❡$ 3?$❡❛✉① ❲❉▼ ❝♦♥❝❡3♥❡ ❧❛ *3❛♥$♠✐$$✐♦♥ $✐♠✉❧*❛♥?❡ ❡* *♦✉*✲

♦♣*✐8✉❡ ❞✬✉♥ $✐❣♥❛❧ ♣3♦✈❡♥❛♥* ❞✬✉♥❡ $♦✉3❝❡ ✉♥✐8✉❡ ✈❡3$ ♣❧✉$✐❡✉3$ ❞❡$*✐♥❛*✐♦♥$ ✭❆❖▼✮✳

❆❖▼ ❡$* ❞❡ ♣❧✉$ ❡♥ ♣❧✉$ ✐♠♣♦3*❛♥* ❞❛♥$ ❧❡$ 3?$❡❛✉① ❞♦3$❛✉① ❡♥ 3❛✐$♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜3❡ ❝3♦✐$✲

$❛♥* ❞✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥$ ❞❡ ❤❛✉*❡ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐8✉❛♥* ♣❧✉$✐❡✉3$ ❞❡$*✐♥❛*✐♦♥$ *❡❧❧❡$ 8✉❡ ❧❛

❝♦♥❢?3❡♥❝❡ ✈✐❞?♦✱ ❧❡ ❡✲❧❡❛3♥✐♥❣✱ ❧❛ ❍❉❚❱✱ ❧❡$ ❡$♣❛❝❡$ ❞❡ *3❛✈❛✐❧ ♣❛3*❛❣?$✱ ❧❡$ ❧♦❣✐❝✐❡❧$ ❞❡

$✐♠✉❧❛*✐♦♥ ✐♥*❡3❛❝*✐❢$ ❡* ❞✐$*3✐❜✉?$ ♦✉ ❡♥❝♦3❡ ❧❛ ♠✐$❡ 4 ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣3♦❣3❛♠♠❡$✱ ❡*❝✳ ❆❖▼

♣3?$❡♥*❡ ❞❡ ♥♦♠❜3❡✉① ❛✈❛♥*❛❣❡$ ♣♦*❡♥*✐❡❧$ ❬✸✵❪✳ ❚♦✉* ❞✬❛❜♦3❞✱ ❲❉▼ ♠✉❧*✐❝❛$* ✉*✐❧✐$❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ ♣❛$$❛♥*❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥* ♣✉✐$8✉❡ ❧❡ $✐❣♥❛❧ ✈❡3$ ♣❧✉$✐❡✉3$ ❞❡$*✐♥❛*✐♦♥$ ♣❡✉* ✉*✐❧✐$❡3 ❞❡$



❆✳✹✳ ❉➱❋■❙ ❉❯ ❆❖▼ ✶✽✸

❧✐❡♥' ❝♦♠♠✉♥'✳ ❊♥ '❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ❧❛ 12♣❧✐❝❛4✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥2❡' ❞❛♥' ❧❡' 12'❡❛✉① ❲❉▼ ❡'4 ♣❧✉'

2❝♦♥♦♠❡ ❡♥ 2♥❡1❣✐❡ :✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❛♥' ❧❡' 12'❡❛✉① ■<✳ ❊♥ ♦✉41❡✱ ♣✉✐':✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛' ❞❡ ❝♦♥✈❡1'✐♦♥

❖✴❊✴❖ ♥2❝❡''❛✐1❡✱ ❆❖▼ ❛ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❧❛4❡♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❆❖▼ ❢♦✉1♥✐4 ✉♥❡ ❤❛✉4❡  !❛♥$♣❛!❡♥❝❡

❞❡' ❞♦♥♥2❡'✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❛' ❜❡'♦✐♥ ❞❡ '❡ '♦✉❝✐❡1 ❞❡ ❧❛ ✈✐4❡''❡ ♦✉ ❞✉ ❢♦1♠❛4 ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡' ❞♦♥✲

♥2❡' ❧♦1' ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛4✐♦♥ ♠✉❧4✐❝❛'4 ❞❛♥' ❧❡' 12'❡❛✉① ❲❉▼✳ ❊♥ ❢❛✐4✱ ❧✬♦❜❥❡❝4✐❢ ✐♥✐4✐❛❧

❞✉ 12'❡❛✉ 4♦✉4 ♦♣4✐:✉❡ 24❛✐4 ❜❛'2 '✉1 ❧❡ ♠❛✐♥4✐❡♥ ❞❡' '✐❣♥❛✉① ❞❡ ❞♦♥♥2❡' ❞❛♥' ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

♦♣4✐:✉❡ ❞❡ ❧❛ '♦✉1❝❡ ❥✉':✉✬I ❧❛ ❞❡'4✐♥❛4✐♦♥ ♣♦✉1 2❧✐♠✐♥❡1 ❧❡' ❣♦✉❧♦4' 2❧❡❝41♦♥✐:✉❡'✱ ❡4 ♣♦✉1

♣❡1♠❡441❡ ♥✬✐♠♣♦14❡ :✉❡❧ ❞2❜✐4✱ ❢♦1♠❛4 ❞❡ '✐❣♥❛✉① ♦✉ ♣1♦4♦❝♦❧❡ ✭♣1♦♣1✐242 ❝♦♥♥✉❡ '♦✉' ❧❡

♥♦♠ ❞❡  !❛♥$♣❛!❡♥❝❡✮ ❬✷✽❪✳ ❚♦✉4❡❢♦✐'✱ ❝❡' ❛✈❛♥4❛❣❡' '♦♥4 ❛❝❝♦♠♣❛❣♥2' ❞❡ ♣1♦❜❧P♠❡' :✉❡

♥♦✉' ❛♥❛❧②'♦♥' ❞❛♥' ❧❛ '❡❝4✐♦♥ '✉✐✈❛♥4❡✳

❆✳✹ ❉$✜& ❞✉ ❆❖▼

▲❡ ♠✉❧4✐❝❛'4 ❞❛♥' ❧❡' 12'❡❛✉① ■< ❡'4 '♦✉✈❡♥4 12❛❧✐'2 ❡♥ ✉4✐❧✐'❛♥4 '♦✐4 ✉♥ ❛1❜1❡ ❞❡ ♣❧✉'

❝♦✉14 ❝❤❡♠✐♥ ✭❙<❚✮ ♦✉ ✉♥ ❛1❜1❡✱ ❣2♥21❛❧❡♠❡♥4 ❛♣♣1♦❝❤2✱ ❞❡ ❙4❡✐♥❡1 ✭▼❙❚ ♣♦✉1 ▼✐♥✐✲

♠✉♠ ❙4❡✐♥❡1 ❚1❡❡✮ ❬✸✶❪ ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝4✐❢ :✉✐ ❡'4 I ♠✐♥✐♠✐'❡1✿ ❧❡ ❞2❧❛✐ ♦✉ ❧❡ ❝♦T4

❞❡ ❧❛ 1♦✉4❡ ♠✉❧4✐❝❛'4✳ ❇✐❡♥ :✉❡ ❧✬❆❖▼ '♦✐4 ♣❧✉' ❜2♥2✜:✉❡✱ 12❛❧✐'❡1 ❧❡ ♠✉❧4✐❝❛'4 ❞❛♥' ❧❛

❝♦✉❝❤❡ ❲❉▼ ♣❡✉4 V41❡ ♣❧✉' ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈❡' ❞2✜' ♥❡ ✈✐❡♥♥❡♥4 ♣❛' '❡✉❧❡♠❡♥4 ❞❡ ❧❛ 4❡❝❤♥✐:✉❡

❞❡ ♠✉❧4✐❝❛'4 ❡♥ '♦✐✱ ♠❛✐' ♣1♦✈✐❡♥♥❡♥4 2❣❛❧❡♠❡♥4 ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝4 ❞❡' ❝♦♠♣♦'❛♥4' ♠❛421✐❡❧' ♦♣✲

4✐:✉❡' ❞❛♥' ❧❡' 12'❡❛✉① ❲❉▼✳ ▲❡' 4❡❝❤♥✐:✉❡' ❞❡ ♠✉❧4✐❝❛'4 ❲❉▼ ❞♦✐✈❡♥4 ❢❛✐1❡ ❝♦♦♣21❡1

❞❡' 4Y❝❤❡' ❝♦♠♠❡ ❧❡ 1♦✉4❛❣❡ ✭❘✮ ❡4 ❧✬❛441✐❜✉4✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉1 ❞✬♦♥❞❡ ✭❲❆✮ ❬✷✷❪✳ ▲❡' ❝♦♠✲

♣♦'❛♥4' ♠❛421✐❡❧' ♦♣4✐:✉❡' ✭❧❡ ❞2♣❧♦✐❡♠❡♥4 ❤2421♦❣P♥❡ ❞❡' ❝♦♠♣♦'❛♥4' ❞❛♥' ❧❡' ❜1❛''❡✉1'✱

❧❛ 12♣❛14✐4✐♦♥ ❛'②♠241✐:✉❡ ❞❡' ✜❜1❡' ❞❛♥' ❧❡' ❧✐❡♥' ❡4 ❧❛ ❞✐'♣♦♥✐❜✐❧✐42 ❞❡' ❧♦♥❣✉❡✉1' ❞✬♦♥❞❡

❞❛♥' ❧❡' ✜❜1❡'✮ ✐♠♣❛❝4❡♥4 ❧❛ 1❡❝❤❡1❝❤❡ ❞❡ '♦❧✉4✐♦♥'✳ ❈❡' ♣❛14✐❝✉❧❛1✐42' ❢♦♥4 :✉❡ ❧❡' 12'❡❛✉①

❲❉▼ '♦♥4 ❞✐✛21❡♥4' ❞❡' 12'❡❛✉① I ❝♦♠♠✉4❛4✐♦♥ ❞❡ ❝✐1❝✉✐4' ❝❧❛''✐:✉❡'✱ ❝❡ :✉✐ ♥♦✉' ❡♠♣V❝❤❡

❞✬✐♠♣❧2♠❡♥4❡1 ❞✐1❡❝4❡♠❡♥4 ❞❡' '♦❧✉4✐♦♥' ❞❡ ♠✉❧4✐❝❛'4 ■< ♣♦✉1 ❧❡ ♠✉❧4✐❝❛'4 4♦✉4✲♦♣4✐:✉❡✳

❉❛♥' ❧❡' ♣❛1❛❣1❛♣❤❡' '✉✐✈❛♥4'✱ ♥♦✉' ❛❧❧♦♥' ❛❜♦1❞❡1 ♣❧✉'✐❡✉1' ❝❤❛❧❧❡♥❣❡' ♣1♦♣1❡' ❛✉① 12'❡❛✉①

❲❉▼ ❡4 ❞✐'❝✉4❡1 ❞❡ ❧❡✉1' ✐♠♣❛❝4' '✉1 ❧❡ ❆❖▼❘✳

❆✳✹✳✶ ■♠♣❛❝) ❞❡, ❙.♣❛/❛)❡✉/, ❖♣)✐3✉❡,

▲❡' '2♣❛1❛4❡✉1' ♦♣4✐:✉❡' '♦♥4 41P' ❛✈❛♥4❛❣❡✉① ♣♦✉1 ❧❡ ♠✉❧4✐❝❛'4 4♦✉4✲♦♣4✐:✉❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥4
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❢❛✐❜❧❡ ❞3❜✐, *✉( ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞✬♦♥❞❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠3❧✐♦(❡( ❧✬❡✣❝❛❝✐,3 ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡
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❝♦♥,✐♥✉✐,2 ❞✉ /♣❡❝,+❡ ❡, /♣❡❝,+❡/ ❞✐/,✐♥❝,/ ❞❛♥/ ❧❡/ ✜❜+❡/ ❡①✐/,❡♥, ❬✺✸❪✱ ,♦✉, ❝♦♠♠❡ ❞❛♥/

❧❡/ ,❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡/ ❲❉▼✳ ❊♥ ❝♦♥/2N✉❡♥❝❡✱ ❧❡/ ❝♦♥❝❡♣,/ ❞❡ ❧✬❛+❜+❡ ♦♣,✐N✉❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❤✐2+❛+❝❤✐❡
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▲❛ ,❤V/❡ /✉♣♣♦/❡ ❞❡ ,+❛✈❛✐❧❧❡+ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐V+❡ ,+❛♥/♣❛+❡♥,❡ ❞❛♥/ ❧❡/ +2/❡❛✉① ,♦✉,✲♦♣,✐N✉❡✱
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&♦♥, &♦✉❤❛✐,❛❜❧❡&✳ ❊♥ ❛,,❡♥❞❛♥,✱ ❧❛ 0❡❝❤❡0❝❤❡ ❞♦✐, &❡ ❢♦❝❛❧✐&❡0 &✉0 ❧❡& ,❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡& ♦♣✲

,✐(✉❡& ❛❝,✉❡❧❧❡& ♣♦✉0 ❢❛✐0❡ ❢❛❝❡ S ❧✬❛❣❣0❛✈❛,✐♦♥ ❞✉ ♣0♦❜❧=♠❡ ❞❡ ❝♦♥&♦♠♠❛,✐♦♥ ❞✬/♥❡0❣✐❡✳

L❧✉&✐❡✉0& &♦❧✉,✐♦♥& ♦♥, /,/ ♣0♦♣♦&/❡& ♣♦✉0 ❝❡ ♣0♦❜❧=♠❡ ❬✸✹✱ ✶✷✻✕✶✷✾❪✳ ❊♥ ♦✉,0❡✱ ❧❡& ❞/✲

✜❝✐❡♥❝❡& ♣❤②&✐(✉❡& ♠❡♥,✐♦♥♥/❡& ♣❧✉& ❤❛✉, ♣❡✉✈❡♥, ✐♥✢✉❡0 ❣0❛♥❞❡♠❡♥, &✉0 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

♣✉✐&&❛♥❝❡ ♣❛0 ❧❡& 0/❝❡♣,❡✉0&✳ L❛0 ❝♦♥&/(✉❡♥,✱ ❧✬✐♥❝♦0♣♦0❛,✐♦♥ ❞❡& ❝♦♥,0❛✐♥,❡& ❞✉❡& ❛✉① ✐♠✲

♣❡0❢❡❝,✐♦♥& ♣❤②&✐(✉❡& ❡, ♣0❡♥❞0❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❧❡ 0❡♥❞❡♠❡♥, /♥❡0❣/,✐(✉❡ ❞❛♥& ❧❡ ♣0♦❜❧=♠❡ ❞❡

0♦✉,❛❣❡ ❞❛♥& ❧❡& 0/&❡❛✉① ♦♣,✐(✉❡& ,0❛♥&♣❛0❡♥,& ❡&, ♣❧✉& 0/❛❧✐&,❡✱ ♠❛✐& ❛✉&&✐ ♣❧✉& ❞✐✣❝✐❧❡✳
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▲✐"# ♦❢ &✉❜❧✐❝❛#✐♦♥"

■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❏♦✉$♥❛❧ +❛♣❡$-

• ❉✐♥❤ ❉❛♥❤ ▲❡✱ ❋❡♥ ❩❤♦✉✱ ❛♥❞ ▼✐❦❧♦. ▼♦❧♥❛/✱ ✧▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❇❧♦❝❦✐♥❣ 6/♦❜❛❜✐❧✐8②

❢♦/ ▼❈❘❲❆ ♣/♦❜❧❡♠ ✐♥ ❲❉▼ ◆❡8✇♦/❦.✿ ❊①❛❝8 ❙♦❧✉8✐♦♥. ❛♥❞ ❍❡✉/✐.8✐❝ ❆❧❣♦/✐8❤♠.✱✧

❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❖♣*✐❝❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥/ ❛♥❞ ◆❡*✇♦#❦✐♥❣ ✭❏❖❈◆✮✱ ❱♦❧✳ ✼✱ ■//✳ ✶✱ ♣♣✳ ✸✻✕

✹✽ ✭✷✵✶✺✮✱ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✸✻✹✴❏❖❈◆✳✼✳✵✵✵✵✸✻✱ ■♠♣❛❝8 ❋❛❝8♦/ ✭✷✵✶✸✮✿ ✶✳✺✹✼✳

• ❉✐♥❤ ❉❛♥❤ ▲❡✱ ▼✐❦❧♦. ▼♦❧♥❛/✱ ❛♥❞ ❏❡/♦♠❡ 6❛❧❛②.✐✱ ✧▼✉❧8✐❝❛.8 ❘♦✉8✐♥❣ ✐♥ ❲❉▼

◆❡8✇♦/❦. ✇✐8❤♦✉8 ❙♣❧✐88❡/.✱✧ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥/ ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ❱♦❧✳ ✺✷✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣♣✳✶✺✽✕

✶✻✼✱ ❏✉❧② ✷✵✶✹✱ ■❙❙◆✿ ✵✶✻✸✲✻✽✵✹✱ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴▼❈❖▼✳✷✵✶✹✳✻✽✺✷✵✾✽✱ ■♠♣❛❝8 ❋❛❝8♦/

✭✷✵✶✸✴✷✵✶✹✮✿ ✹✳✹✻✳

■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ +❛♣❡$-

• ❉✐♥❤ ❉❛♥❤ ▲❡✱ ❋❡♥ ❩❤♦✉✱ ❛♥❞ ▼✐❦❧♦. ▼♦❧♥❛/✱ ✧▲✐❣❤8✲❍✐❡/❛/❝❤② ❢♦/ 6/♦✈✐.✐♦♥✐♥❣

▼✉❧8✐♣❧❡ ▼✉❧8✐❝❛.8 ❘❡]✉❡.8. ✐♥ ❙♣❛/.❡ ❙♣❧✐88✐♥❣ ❲❉▼ ◆❡8✇♦/❦.✱✧ ❚❤❡ ■❊❊❊ ■♥*❡#✲

♥❛*✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉*✐♥❣✱ ◆❡*✇♦#❦✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥/ ✭■❈◆❈ ✷✵✶✺✮✱

❯❙❆✱ ♣♣✳ ✽✹✼✕✽✺✷✱ ❋❡❜/✉❛/②✱ ✷✵✶✺✳

• ❉✐♥❤ ❉❛♥❤ ▲❡✱ ❋❡♥ ❩❤♦✉✱ ❛♥❞ ▼✐❦❧♦. ▼♦❧♥❛/✱ ✧❆❞❛♣8✐✈❡ ▼❈❘❲❆ ❙8/❛8❡❣✐❡. 8♦

❘❡❞✉❝❡ ❇❧♦❝❦✐♥❣ 6/♦❜❛❜✐❧✐8② ✐♥ ❙♣❛/.❡ ❙♣❧✐88✐♥❣ ❲❉▼ ◆❡8✇♦/❦.✱✧ ❚❤❡ ■♥*❡#♥❛*✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡/ ❢♦# ❈♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥/ ✭❆❚❈✬✶✹✮✱ ♣♣✳ ✶✺✸✕✶✺✾✱

❖❝8♦❜❡/✱ ✷✵✶✹✱ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❆❚❈✳✷✵✶✹✳✼✵✹✸✸✼✺✳

✶✾✺
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• ❉✐♥❤ ❉❛♥❤ ▲❡ ❛♥❞ ▼❛''✐♥✐''❛ ▼❡*❛❜❡,✱ ✧▲✐❣❤,✲,*❛✐❧ ❜❛'❡❞ ❤✐❡*❛*❝❤②✿ ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧

♠✉❧,✐❝❛', *♦✉,❡ ✐♥ ❲❉▼ ♥❡,✇♦*❦' ✇✐,❤♦✉, '♣❧✐,,❡*' ❛♥❞ ❝♦♥✈❡*,❡*'✱✧ ❚❤❡ ■♥%❡&♥❛✲

%✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ♦♥ /❤♦%♦♥✐❝0✱ ❖♣%✐❝0 ❛♥❞ ▲❛0❡& ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ /♦&%✉❣❛❧ ✭A❤♦,♦♣✲

,✐❝'✬✷✵✶✹✮✱ ♣♣✳✻✻✕✼✸✱ ❏❛♥✱ ✷✵✶✹✱ ❞♦✐✿ ✶✵✳✺✷✷✵✴✵✵✵✹✼✵✺✸✵✵✻✻✵✵✼✸✳

• ❉✐♥❤ ❉❛♥❤ ▲❡✱ ▼✐❦❧♦' ▼♦❧♥❛* ❛♥❞ ❏❡*♦♠❡ A❛❧❛②'✐✱ ✧❆♥ ■♠♣*♦✈❡❞ ▼✉❧,✐❝❛', ❘♦✉,✲

✐♥❣ ❆❧❣♦*✐,❤♠ ✐♥ ❙♣❛*'❡ ❙♣❧✐,,✐♥❣ ❲❉▼ ◆❡,✇♦*❦'✱✧ ❚❤❡ ■♥%❡&♥❛%✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ♦♥

❈♦♠♣✉%✐♥❣✱ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥% ❛♥❞ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥0 ✭❈♦♠▼❛♥❚❡❧✮✱ ♣♣✳✾✾✕✶✵✹✱ ❏❛♥✱

✷✵✶✸✱ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❈♦♠▼❛♥❚❡❧✳✷✵✶✸✳✻✹✽✷✸✼✸✳

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦+,-

• ❉✐♥❤ ❉❛♥❤ ▲❡✱ ▼✐❦❧♦' ▼♦❧♥❛*✱ ❛♥❞ ❏❡*♦♠❡ A❛❧❛②'✐✱ ✧❆❧❧✲❖♣,✐❝❛❧ ▼✉❧,✐❝❛', ❘♦✉,✐♥❣

✐♥ ❲❉▼ ◆❡,✇♦*❦' ✇✐,❤♦✉, ❙♣❧✐,,❡*'✱✧ ▲■❘▼▼✱ ❯♥✐✈❡*'✐,② ♦❢ ▼♦♥,♣❡❧❧✐❡*✱ ❋*❛♥❝❡✱

❏✉♥❡ ✷✵✶✸✱ ✉*❧✿ ❤,,♣✿✴✴❤❛❧✲❧✐*♠♠✳❝❝'❞✳❝♥*'✳❢*✴ ❧✐*♠♠✲✵✵✽✸✹✷✼✻✳

• ❉✐♥❤ ❉❛♥❤ ▲❡✱ ▼✐❦❧♦' ▼♦❧♥❛*✱ ❛♥❞ ❏❡*♦♠❡ A❛❧❛②'✐✱ ✧A❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②'✐' ♦❢

❆❧❧✲❖♣,✐❝❛❧ ▼✉❧,✐❝❛', ❘♦✉,✐♥❣ ❆❧❣♦*✐,❤♠' ✇✐,❤ ❙♣❛*'❡ ❙♣❧✐,,✐♥❣✱✧ ▲■❘▼▼✱ ❯♥✐✈❡*✲

'✐,② ♦❢ ▼♦♥,♣❡❧❧✐❡*✱ ❋*❛♥❝❡✱ ❖❝,♦❜❡* ✷✵✶✷✱ ✉*❧✿ ❤,,♣✿✴✴❤❛❧✲❧✐*♠♠✳❝❝'❞✳❝♥*'✳❢*✴ ❧✐*♠♠✲

✵✵✼✸✼✶✷✶✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✶❪ ❙✳ ❆③♦❞♦❧♠♦❧❦②✱ ▼✳ ❑❧✐♥❦♦✇3❦✐✱ ❊✳ ▼❛6✐♥✱ ❉✳ ❈❛6❡❣❧✐♦✱ ❏✳ ❙✳ <❛6❡=❛✱ ❛♥❞ ■✳ ❚♦♠❦♦3✱

✏❆ 3✉6✈❡② ♦♥ ♣❤②3✐❝❛❧ ❧❛②❡6 ✐♠♣❛✐6♠❡♥=3 ❛✇❛6❡ 6♦✉=✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣=❤ ❛33✐❣♥♠❡♥=

❛❧❣♦6✐=❤♠3 ✐♥ ♦♣=✐❝❛❧ ♥❡=✇♦6❦3✱✑ ❈♦♠♣✉%❡' ◆❡%✇♦'❦+✱ ✈♦❧✳ ✺✸✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣♣✳ ✾✷✻ ✕ ✾✹✹✱

✷✵✵✾✳

❬✷❪ ●✳ ◆✳ ❘♦✉3❦❛3✱ ✏❘♦✉=✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣=❤ ❛33✐❣♥♠❡♥= ✐♥ ♦♣=✐❝❛❧ ✇❞♠ ♥❡=✇♦6❦3✱✑ ❊♥✲

❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥+✱ ✷✵✵✸✳

❬✸❪ ❲✳ ❍✉ ❛♥❞ ◗✳ ❩❡♥❣✱ ✏▼✉❧=✐❝❛3= ♦♣=✐❝❛❧ ❝6♦33 ❝♦♥♥❡❝=3 ❡♠♣❧♦②✐♥❣ 3♣❧✐==❡6✲❛♥❞✲❞❡❧✐✈❡6②

3✇✐=❝❤✱✑ ■❊❊❊ 8❤♦%♦♥✳ ❚❡❝❤♥♦❧✳ ▲❡%%✳✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣♣✳ ✾✼✵✕✾✼✷✱ ✶✾✾✽✳

❬✹❪ ▲✳ ❙❛❤❛36❛❜✉❞❞❤❡ ❛♥❞ ❇✳ ▼✉❦❤❡6❥❡❡✱ ✏▲✐❣❤= =6❡❡3✿ ♦♣=✐❝❛❧ ♠✉❧=✐❝❛3=✐♥❣ ❢♦6 ✐♠♣6♦✈❡❞

♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡ ✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣=❤ 6♦✉=❡❞ ♥❡=✇♦6❦3✱✑ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥+ ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ■❊❊❊✱

✈♦❧✳ ✸✼✱ ♣♣✳ ✻✼✕✼✸✱ ❋❡❜ ✶✾✾✾✳

❬✺❪ ▼✳ ❆❧✐ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❉❡♦❣✉♥✱ ✏<♦✇❡6✲❡✣❝✐❡♥= ❞❡3✐❣♥ ♦❢ ♠✉❧=✐❝❛3= ✇❛✈❡❧❡♥❣=❤✲6♦✉=❡❞

♥❡=✇♦6❦3✱✑ ❙❡❧❡❝%❡❞ ❆'❡❛+ ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥+✱ ■❊❊❊ ❏♦✉'♥❛❧ ♦♥✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱ ♥♦✳ ✶✵✱

♣♣✳ ✶✽✺✷✕✶✽✻✷✱ ✷✵✵✵✳

❬✻❪ ▼✳ ❆❧✐ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❉❡♦❣✉♥✱ ✏❈♦3=✲❡✛❡❝=✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥=❛=✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧=✐❝❛3=✐♥❣ ✐♥

✇❛✈❡❧❡♥❣=❤✲6♦✉=❡❞ ♥❡=✇♦6❦3✱✑ ❊❊❊✴❖❙❆ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ▲✐❣❤%✇❛✈❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱

♣♣✳ ✶✻✷✽✕✶✻✸✽✱ ✷✵✵✵✳

❬✼❪ ❑✳✲❈✳ ▲❡❡ ❛♥❞ ❱✳ ▲✐✱ ✏❆ ✇❛✈❡❧❡♥❣=❤✲❝♦♥✈❡6=✐❜❧❡ ♦♣=✐❝❛❧ ♥❡=✇♦6❦✱✑ ▲✐❣❤%✇❛✈❡ ❚❡❝❤✲

♥♦❧♦❣②✱ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢✱ ✈♦❧✳ ✶✶✱ ♣♣✳ ✾✻✷✕✾✼✵✱ ▼❛② ✶✾✾✸✳

❬✽❪ ❨✳ ❨❛♥❣✱ ❏✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❈✳ ◗✐❛♦✱ ✏◆♦♥❜❧♦❝❦✐♥❣ ❲❉▼ ▼✉❧=✐❝❛3= ❙✇✐=❝❤✐♥❣ ◆❡=✇♦6❦3✱✑

■❊❊❊ ❚'❛♥+❛❝%✐♦♥+ ♦♥ ♣❛'❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❞✐+%'✐❜✉%❡❞ +②+%❡♠+✱ ✈♦❧✳ ✶✶✱ ♣♣✳ ✶✷✼✹✕✶✷✽✼✱ ❉❡❝

✷✵✵✵✳

❬✾❪ ❈✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛♥❡6❥❡❡✱ ✏❆ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦6 ♦♣=✐♠❛❧ 6♦✉=✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣=❤ ❛3✲

3✐❣♥♠❡♥= ✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣=❤ ❞✐✈✐3✐♦♥ ♠✉❧=✐♣❧❡①❡❞ ♦♣=✐❝❛❧ ♥❡=✇♦6❦3✱✑ ✐♥ ■◆❋❖❈❖▼ ✬✾✻✳

❋✐❢%❡❡♥%❤ ❆♥♥✉❛❧ ❏♦✐♥% ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉%❡' ❙♦❝✐❡%✐❡+✳ ◆❡%✇♦'❦✐♥❣ %❤❡

◆❡①% ●❡♥❡'❛%✐♦♥✳ 8'♦❝❡❡❞✐♥❣+ ■❊❊❊✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ♣♣✳ ✶✻✹✕✶✼✶✱ ▼❛6❝❤ ✶✾✾✻✳

✶✾✼
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❬✶✵❪ ●✳✲❙✳ *♦♦ ❛♥❞ ❆✳ ❉✐♥❣✱ ✏▲❛②❡8❡❞✲8♦✉:✐♥❣ ❛♣♣8♦❛❝❤ ❢♦8 ?♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧:✐❝❛?: 8♦✉:✐♥❣ ❛♥❞

✇❛✈❡❧❡♥❣:❤ ❛??✐❣♥♠❡♥: ♣8♦❜❧❡♠✱✑  ❤♦#♦♥✐❝ ◆❡#✇♦*❦ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥0✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱ ♥♦✳ ✷✱

♣♣✳ ✶✷✸✕✶✸✼✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✶❪ ❏✳ ▼✳ ❙✐♠♠♦♥?✱ ❖♣#✐❝❛❧ ◆❡#✇♦*❦ ❉❡0✐❣♥ ❛♥❞  ❧❛♥♥✐♥❣✳ ❙♣8✐♥❣❡8✱ ❙❡❝♦♥❞ ❊❞✐:✐♦♥ ❡❞✳✱

✷✵✶✹✳

❬✶✷❪ ❈✐?❝♦✱ ✏❈✐?❝♦ ❱✐?✉❛❧ ◆❡:✇♦8❦✐♥❣ ■♥❞❡①✿ ❋♦8❡❝❛?: ❛♥❞ ▼❡:❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✷✵✶✸✲✷✵✶✽✱✑ ✐♥

❲❤✐#❡  ❛♣❡*✱ ❈✐0❝♦✱ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✹✳

❬✶✸❪ ❇✳ ▼✉❦❤❡8❥❡❡✱ ❖♣#✐❝❛❧ ❲❉▼ ◆❡#✇♦*❦0✳ ❙♣8✐♥❣❡8✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✹❪ ❉✳ ❈♦::❡8✱ ❏✳ ▲✉❝❡❦✱ ❛♥❞ ❉✳ ▼❛8❝❡♥❛❝✱ ✏❯❧:8❛✲❤✐❣❤✲❜✐:✲8❛:❡ ♥❡:✇♦8❦✐♥❣✿ ❢8♦♠

:❤❡ :8❛♥?❝♦♥:✐♥❡♥:❛❧ ❜❛❝❦❜♦♥❡ :♦ :❤❡ ❞❡?❦:♦♣✱✑ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥0 ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ■❊❊❊✱

✈♦❧✳ ✸✺✱ ♣♣✳ ✾✵✕✾✺✱ ❆♣8 ✶✾✾✼✳

❬✶✺❪ ▼✳ ▼❛8❤✐❝✱ ✏❈♦❤❡8❡♥: ♦♣:✐❝❛❧ ❈❉▼❆ ♥❡:✇♦8❦?✱✑ ▲✐❣❤#✇❛✈❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢✱

✈♦❧✳ ✶✶✱ ♣♣✳ ✽✺✹✕✽✻✹✱ ▼❛② ✶✾✾✸✳

❬✶✻❪ ❈✳ ❇8❛❝❦❡::✱ ❆✳ ❆❝❛♠♣♦8❛✱ ❏✳ ❙✇❡✐:③❡8✱ ●✳ ❚❛♥❣♦♥❛♥✱ ▼✳ ❙♠✐:❤✱ ❲✳ ▲❡♥♥♦♥✱ ❑✳✲

❈✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❘✳ ❍♦❜❜?✱ ✏❆ ?❝❛❧❛❜❧❡ ♠✉❧:✐✇❛✈❡❧❡♥❣:❤ ♠✉❧:✐❤♦♣ ♦♣:✐❝❛❧ ♥❡:✇♦8❦✿ ❛

♣8♦♣♦?❛❧ ❢♦8 8❡?❡❛8❝❤ ♦♥ ❛❧❧✲♦♣:✐❝❛❧ ♥❡:✇♦8❦?✱✑ ▲✐❣❤#✇❛✈❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢✱

✈♦❧✳ ✶✶✱ ♣♣✳ ✼✸✻✕✼✺✸✱ ▼❛② ✶✾✾✸✳

❬✶✼❪ ■♥✜♥❡8❛✱ ✏■♥✜♥❡8❛ ■♥:8♦❞✉❝❡? ◆❡✇ ▲✐♥❡ ❙②?:❡♠✱ ❙❡:? ◆❡✇ ❙:❛♥❞❛8❞ ❢♦8 ❈❛♣❛❝✐:②✱✑

❙❡♣ ✷✵✵✽✳

❬✶✽❪ ■♥✜♥❡8❛✱ ✏❲❤✐:❡ ♣❛♣❡8✿ ❆ ❈♦♠♣8❡❤❡♥?✐✈❡ ❆♣♣8♦❛❝❤ :♦ ▼✉❧:✐✲❧❛②❡8 ❚8❛♥?♣♦8: ◆❡:✲

✇♦8❦ ❆✉:♦♠❛:✐♦♥✱✑ ▼❛8 ✷✵✶✹✳

❬✶✾❪ ❋✳ ❩❤♦✉✱ ❆❧❧✲♦♣#✐❝❛❧ ♠✉❧#✐❝❛0# *♦✉#✐♥❣ ✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤✲*♦✉#❡❞ ❲❉▼ ♥❡#✇♦*❦0✳ *❤❉

:❤❡?✐?✱ ■◆❙❆ ❘❡♥♥❡?✱ ✷✵✶✵✳

❬✷✵❪ ❘✳ ❘❛♠❛?✇❛♠✐✱ ✏▼✉❧:✐✇❛✈❡❧❡♥❣:❤ ❧✐❣❤:✇❛✈❡ ♥❡:✇♦8❦? ❢♦8 ❝♦♠♣✉:❡8 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛:✐♦♥✱✑

■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥0 ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✈♦❧✳ ✸✶✱ ✶✾✾✸✳

❬✷✶❪ ❋✳ ❆❜:❛❤✐✱ ❖♣#✐♠❛❧ ❉❡0✐❣♥ ♦❢ ❈♦0#✲❛♥❞ ❊♥❡*❣②✲❊✣❝✐❡♥# ❙❝❛❧❛❜❧❡  ❛00✐✈❡ ❖♣#✐❝❛❧

❇❛❝❦❜♦♥❡ ◆❡#✇♦*❦0✳ *❤❉ :❤❡?✐?✱ ❑❚❍ ❘♦②❛❧ ■♥?:✐:✉:❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✶✸✳

❬✷✷❪ ❏✳ ❩❤❡♥❣ ❛♥❞ ❍✳ ❚✳ ▼✱ ❖♣#✐❝❛❧ ❲❉▼ ◆❡#✇♦*❦0✿ ❝♦♥❝❡♣#0 ❛♥❞ ❞❡0✐❣♥ ♣*✐♥❝✐♣❧❡0✳

❲✐❧❡②✲■❊❊❊ *8❡??✱ ✷✵✵✹✳

❬✷✸❪ ◆✳ ❙❦♦8✐♥✲❑❛♣♦✈✱ ✏❘♦✉:✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣:❤ ❛??✐❣♥♠❡♥: ✐♥ ♦♣:✐❝❛❧ ♥❡:✇♦8❦? ✉?✐♥❣ ❜✐♥

♣❛❝❦✐♥❣ ❜❛?❡❞ ❛❧❣♦8✐:❤♠?✱✑ ❊✉*♦♣❡❛♥ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡*❛#✐♦♥❛❧ ❘❡0❡❛*❝❤✱ ✈♦❧✳ ✶✼✼✱ ♥♦✳ ✷✱

♣♣✳ ✶✶✻✼✕✶✶✼✾✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✹❪ ◆✳ ❈❤❛8❜♦♥♥❡❛✉ ❛♥❞ ❱✳ ❱♦❦❦❛8❛♥❡✱ ✏❙:❛:✐❝ ❘♦✉:✐♥❣ ❛♥❞ ❲❛✈❡❧❡♥❣:❤ ❆??✐❣♥♠❡♥: ❢♦8

▼✉❧:✐❝❛?: ❆❞✈❛♥❝❡ ❘❡?❡8✈❛:✐♦♥ ✐♥ ❆❧❧✲❖♣:✐❝❛❧ ❲❛✈❡❧❡♥❣:❤✲❘♦✉:❡❞ ❲❉▼ ◆❡:✇♦8❦?✱✑

◆❡#✇♦*❦✐♥❣✱ ■❊❊❊✴❆❈▼ ❚*❛♥0❛❝#✐♦♥0 ♦♥✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♣♣✳ ✶✕✶✹✱ ❋❡❜ ✷✵✶✷✳
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❬✷✺❪ ❨✳ ❏✐♥ ❛♥❞ ▼✳ ❑❛✈❡❤2❛❞✱ ✏❖♣7✐❝❛❧ ❝2♦;; ❝♦♥♥❡❝7 ❜❛;❡❞ ♦♥ ❲❉▼ ❛♥❞ ;♣❛❝❡✲❞✐✈✐;✐♦♥

♠✉❧7✐♣❧❡①✐♥❣✱✑ ■❊❊❊ "❤♦%♦♥✳ ❚❡❝❤♥♦❧✳ ▲❡%%✳✱ ✈♦❧✳ ✼✱ ♣♣✳ ✶✸✵✵✕✶✸✵✸✱ ✶✾✾✺✳

❬✷✻❪ ❆✳ ❲❛7❛♥❛❜❡✱ ❙✳ ❖❦❛♠♦7♦✱ ▼✳ ❑♦❣❛✱ ❑✳ ❙❛7♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❖❦✉♥♦✱ ✏8 × 16 ❞❡❧✐✈❡2② ❛♥❞

❝♦✉♣❧✐♥❣ ;✇✐7❝❤ ❜♦❛2❞ ❢♦2 ✸✷✵ ❣❜✐7✴; 7❤2♦✉❣❤♣✉7 ♦♣7✐❝❛❧ ♣❛7❤ ❝2♦;;✲❝♦♥♥❡❝7 ;②;7❡♠✱✑

❊❧❡❝%-♦♥✐❝/ ▲❡%%❡-/✱ ✈♦❧✳ ✸✸✱ ♣♣✳ ✻✼✕✻✽✱ ❏❛♥ ✶✾✾✼✳

❬✷✼❪ ▼✳ ❆❧✐ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❉❡♦❣✉♥✱ ✏❆❧❧♦❝❛7✐♦♥ ♦❢ ;♣❧✐77✐♥❣ ♥♦❞❡; ✐♥ ❛❧❧✲♦♣7✐❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣7❤✲

2♦✉7❡❞ ♥❡7✇♦2❦;✱✑ "❤♦%♦♥✐❝ ◆❡%✇♦-❦ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥/✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ♣♣✳ ✷✹✼✕✷✻✺✱ ✷✵✵✵✳

❬✷✽❪ ❆✳ ❆✳ ▼✳ ❙❛❧❡❤ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❙✐♠♠♦♥;✱ ✏❆❧❧✲❖♣7✐❝❛❧ ◆❡7✇♦2❦✐♥❣ ✲ ❊✈♦❧✉7✐♦♥✱ ❇❡♥❡✜7;✱
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❲❉▼ ◆❡:✇♦*❦✱✑ ■♥❢♦!♠❛+✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✷✺✱ ♣♣✳ ✽✸✕✶✵✸✱ ✷✵✵✾✳

❬✺✵❪ /✳ ❙♦♣*♦♥✐✱ ❊✣❝✐❡♥+ ❆❧❣♦!✐+❤♠) ❢♦! ▼✉❧+✐✲▲❛②❡! ❯♥✐❝❛)+ ❛♥❞ ▼✉❧+✐❝❛)+ ❘♦✉+✐♥❣ ✐♥

❖♣+✐❝❛❧ ◆❡+✇♦!❦)✳ /❤❉ :❤❡1✐1✱ ❇✉❞❛♣❡1: ❯♥✐✈❡*1✐:② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝1✱

✷✵✶✷✳

❬✺✶❪ ❖✳ ●❡*1:❡❧✱ ▼✳ ❏✐♥♥♦✱ ❆✳ ▲♦*❞✱ ❛♥❞ ❙✳ ❨♦♦✱ ✏❊❧❛1:✐❝ ❖♣:✐❝❛❧ ◆❡:✇♦*❦✐♥❣✿ ❆ ◆❡✇

❉❛✇♥ ❢♦* :❤❡ ❖♣:✐❝❛❧ ❧❛②❡*❄✱✑ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛+✐♦♥) ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ■❊❊❊✱ ✈♦❧✳ ✺✵✱ ♣♣✳ 1✶✷✕

1✷✵✱ ❋❡❜*✉❛*② ✷✵✶✷✳
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❬✺✷❪ ◗✳ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ▲✳ ❑✳ ❈❤❡♥✱ ✏4❡5❢♦5♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②<✐< ♦❢ ♠✉❧?✐❝❛<? ?5❛✣❝ ♦✈❡5 <♣❡❝?5✉♠

❡❧❛<?✐❝ ♦♣?✐❝❛❧ ♥❡?✇♦5❦<✱✑ ✐♥ ❖♣"✐❝❛❧ ❋✐❜❡* ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡✱ ♣✳ ❖❚❤✸❇✳✼✱

❖♣?✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡?② ♦❢ ❆♠❡5✐❝❛✱ ✷✵✶✷✳

❬✺✸❪ ▲✳ ●♦♥❣✱ ❳✳ ❩❤♦✉✱ ❳✳ ▲✐✉✱ ❲✳ ❩❤❛♦✱ ❲✳ ▲✉✱ ❛♥❞ ❩✳ ❩❤✉✱ ✏❊✣❝✐❡♥? 5❡<♦✉5❝❡ ❛❧❧♦❝❛?✐♦♥

❢♦5 ❛❧❧✲♦♣?✐❝❛❧ ♠✉❧?✐❝❛<?✐♥❣ ♦✈❡5 <♣❡❝?5✉♠✲<❧✐❝❡❞ ❡❧❛<?✐❝ ♦♣?✐❝❛❧ ♥❡?✇♦5❦<✱✑ ❖♣"✐❝❛❧

❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥1 ❛♥❞ ◆❡"✇♦*❦✐♥❣✱ ■❊❊❊✴❖❙❆ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢✱ ✈♦❧✳ ✺✱ ♣♣✳ ✽✸✻✕✽✹✼✱ ❆✉❣

✷✵✶✸✳

❬✺✹❪ ❲✳✲❨✳ ❚<❡♥❣ ❛♥❞ ❙✳✲❨✳ ❑✉♦✱ ✏❆❧❧✲♦♣?✐❝❛❧ ♠✉❧?✐❝❛<?✐♥❣ ♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣?❤✲5♦✉?❡❞ ❲❉▼

♥❡?✇♦5❦< ✇✐?❤ ♣❛5?✐❛❧ 5❡♣❧✐❝❛?✐♦♥✱✑ ✐♥ ■♥❢♦*♠❛"✐♦♥ ◆❡"✇♦*❦✐♥❣✱ ✷✵✵✶✳ B*♦❝❡❡❞✐♥❣1✳

✶✺"❤ ■♥"❡*♥❛"✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣♣✳ ✽✶✸✕✽✶✽✱ ✷✵✵✶✳

❬✺✺❪ ❆✳ ❉✐♥❣✱ ●✳✲❙✳ 4♦♦✱ ❛♥❞ ❙✳✲❚✳ ❚❛♥✱ ✏❆♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❣5❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦5 ▼❈❘❲❆ ♣5♦❜❧❡♠

✐♥ ❲❉▼ ♥❡?✇♦5❦<✱✑ ✐♥ ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣✉"❡* ◆❡"✇♦*❦1✱ ✷✵✵✷✳ B*♦❝❡❡❞✐♥❣1✳ ▲❈◆ ✷✵✵✷✳ ✷✼"❤

❆♥♥✉❛❧ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣♣✳ ✺✺✼✕✺✻✹✱ ◆♦✈ ✷✵✵✷✳

❬✺✻❪ ❨✳ ❩❤♦✉✱ ●✳✲❙✳ 4♦♦✱ ❙✳ ❈❤❡♥✱ 4✳ ❙❤✉♠✱ ❛♥❞ ▲✳ ❩❤❛♥❣✱ ✏❉②♥❛♠✐❝ ♠✉❧?✐❝❛<? 5♦✉?✲

✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣?❤ ❛<<✐❣♥♠❡♥? ✉<✐♥❣ ❣❡♥❡5✐❝ ❣5❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦5 ✇❛✈❡❧❡♥❣?❤✲❞✐✈✐<✐♦♥✲

♠✉❧?✐♣❧❡①✐♥❣ ♥❡?✇♦5❦<✱✑ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥1✱ ■❊❚✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ♣♣✳ ✾✺✶✕✾✺✾✱ ❆✉❣✉<? ✷✵✵✽✳

❬✺✼❪ ❚✳ ❈✐♥❦❧❡5✱ ✏■▲4 ❋♦5♠✉❧❛?✐♦♥ ♦❢ ●5♦♦♠✐♥❣ ♦✈❡5 ❲❛✈❡❧❡♥❣?❤✲❘♦✉?✐♥❣ ✇✐?❤ 45♦?❡❝✲

?✐♦♥✱✑ ✐♥ B*♦❝❡❡❞✐♥❣1 ♦❢ "❤❡ ■❋■B ❚❈✻ ❋✐❢"❤ ❲♦*❦✐♥❣ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ❖♣"✐❝❛❧ ◆❡"✇♦*❦

❉❡1✐❣♥ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❚♦✇❛*❞1 ❛♥ ❖♣"✐❝❛❧ ■♥"❡*♥❡"✿ ◆❡✇ ❱✐1✐♦♥1 ✐♥ ❖♣"✐❝❛❧ ◆❡"✇♦*❦

❉❡1✐❣♥ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❖◆❉▼ ✬✵✶✱ ✭❉❡✈❡♥?❡5✱ ❚❤❡ ◆❡?❤❡5❧❛♥❞<✱ ❚❤❡ ◆❡?❤❡5❧❛♥❞<✮✱

♣♣✳ ✷✺✕✹✽✱ ❑❧✉✇❡5✱ ❇✳❱✳✱ ✷✵✵✶✳

❬✺✽❪ ❙✳ ❈❤❡♥✱ ❚✳ ❍✳ ❈❤❡♥❣✱ ❛♥❞ ●✳✲❙✳ 4♦♦✱ ✏4❧❛❝❡♠❡♥? ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣?❤ ❝♦♥✈❡5?❡5< ❛♥❞ ❧✐❣❤?

<♣❧✐??❡5< ✐♥ ❛ ❲❉▼ ♥❡?✇♦5❦ ✉<✐♥❣ ?❤❡ ❣❡♥❡5✐❝ ❣5❛♣❤ ♠♦❞❡❧✱✑ ❈♦♠♣✉"❡* ❈♦♠♠✉♥✐✲

❝❛"✐♦♥1✱ ✈♦❧✳ ✸✸✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣♣✳ ✽✻✽ ✕ ✽✽✸✱ ✷✵✶✵✳

❬✺✾❪ ❚✳ ❋✳ ❩♥❛?✐❛✱ ❚✳ ❆❧5❛❜✐❛❤❛✱ ❛♥❞ ❘✳ ▼❡❧❤❡♠❛✱ ✏▲♦✇✲❝♦<?✱ ❞❡❧❛②✲❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦✐♥?✲?♦✲

♠✉❧?✐♣♦✐♥? ❝♦♠♠✉♥✐❝❛?✐♦♥ ?♦ <✉♣♣♦5? ♠✉❧?✐❝❛<?✐♥❣ ♦✈❡5 ❲❉▼ ♥❡?✇♦5❦<✱✑ ❈♦♠♣✉"❡*

◆❡"✇♦*❦1✱ ✈♦❧✳ ✸✽✱ ♣♣✳ ✹✷✸✕✹✹✺✱ ✷✵✵✷✳

❬✻✵❪ ▼✳ ▼♦❧♥❛5✱ ✏❍✐❡5❛5❝❤✐❡< ?♦ ❙♦❧✈❡ ❈♦♥<?5❛✐♥❡❞ ❈♦♥♥❡❝?❡❞ ❙♣❛♥♥✐♥❣ 45♦❜❧❡♠<✱✑ ?❡❝❤✳

5❡♣✳✱ ▲■❘▼▼✱ ❯♥✐✈❡5<✐?② ▼♦♥?♣❡❧❧✐❡5 ✷✱ ❋5❛♥❝❡✱ ❤??♣✿✴✴❤❛❧✲❧✐5♠♠✳❝❝<❞✳❝♥5<✳❢5✴❧✐5♠♠✲

✵✵✻✶✾✽✵✻✱ ❙❡♣?✳ ✷✵✶✶✳

❬✻✶❪ ▲✳ ●❛5❣❛♥♦✱ 4✳ ❍❡❧❧✱ ▲✳ ❙?❛❝❤♦✱ ❛♥❞ ❯✳ ❱❛❝❝❛5♦✱ ✏❙♣❛♥♥✐♥❣ ?5❡❡< ✇✐?❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠✲

❜❡5 ♦❢ ❜5❛♥❝❤ ✈❡5?✐❝❡<✱✑ ✐♥ ❆✉"♦♠❛"❛✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡1 ❛♥❞ B*♦❣*❛♠♠✐♥❣✱ ♣♣✳ ✸✺✺✕✸✻✺✱

❙♣5✐♥❣❡5✱ ✷✵✵✷✳

❬✻✷❪ ■✳ ❈❤❧❛♠?❛❝✱ ❆✳ ❋❛5❛❣♦✱ ❛♥❞ ❚✳ ❩❤❛♥❣✱ ✏▲✐❣❤?♣❛?❤ ✭✇❛✈❡❧❡♥❣?❤✮ 5♦✉?✐♥❣ ✐♥ ❧❛5❣❡

❲❉▼ ♥❡?✇♦5❦<✱✑ ❙❡❧❡❝"❡❞ ❆*❡❛1 ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥1✱ ■❊❊❊ ❏♦✉*♥❛❧ ♦♥✱ ✈♦❧✳ ✶✹✱

♣♣✳ ✾✵✾✕✾✶✸✱ ❏✉♥ ✶✾✾✻✳
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❬✻✸❪ ❑✳ ❘✉♦❤♦♥❡♥✱ ●!❛♣❤ ❚❤❡♦!②✳ ❚❛♠♣❡3❡ ❯♥✐✈❡37✐8② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✵✽✳

❬✻✹❪ ❋✳ ❩❤♦✉✱ ▼✳ ▼♦❧♥C3✱ ❛♥❞ ❇✳ ❈♦✉7✐♥✱ ✏▲✐❣❤8✲❍✐❡3❛3❝❤②✿ ❚❤❡ ❖♣8✐♠❛❧ ❙83✉❝8✉3❡ ❢♦3

▼✉❧8✐❝❛78 ❘♦✉8✐♥❣ ✐♥ ❲❉▼ ▼❡7❤ ◆❡8✇♦3❦7✱✑ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦-✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉2❡!- ❛♥❞

❈♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥-✭■❙❈❈✬✶✵✮✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱ ♣♣✳ ✶✕✻✱ ✷✵✶✵✳

❬✻✺❪ ◆✳ ❙3❡❡♥❛8❤✱ ●✳ ▼♦❤❛♥✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼✉38❤②✱ ✏❱✐38✉❛❧ 7♦✉3❝❡ ❜❛7❡❞ ♠✉❧8✐❝❛78 3♦✉8✐♥❣ ✐♥

❲❉▼ ♦♣8✐❝❛❧ ♥❡8✇♦3❦7✱✑ :❤♦2♦♥✳ ◆❡2✇✳✱ ✈♦❧✳ ✸✱ ♣♣✳ ✷✶✸✕✷✷✻✱ ✷✵✵✶✳

❬✻✻❪ ▲✳ ●❛3❣❛♥♦✱ ▼✳ ❍❛♠♠❛3✱ Z✳ ❍❡❧❧✱ ▲✳ ❙8❛❝❤♦✱ ❛♥❞ ❯✳ ❱❛❝❝❛3♦✱ ✏❙♣❛♥♥✐♥❣ 7♣✐❞❡37 ❛♥❞

❧✐❣❤8✲7♣❧✐88✐♥❣ 7✇✐8❝❤❡7✱✑ ❉✐-❝!❡2❡ ♠❛2❤❡♠❛2✐❝-✱ ✈♦❧✳ ✷✽✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✽✸✕✾✺✱ ✷✵✵✹✳

❬✻✼❪ ❉✳ ▲✐✱ ❳✳ ❉✉✱ ❳✳ ❍✉✱ ▲✳ ❘✉❛♥✱ ❛♥❞ ❳✳ ❏✐❛✱ ✏▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣8❤7 ✐♥

♠✉❧8✐❝❛78 3♦✉8✐♥❣ 83❡❡7 ✐♥ ❲❉▼ ♥❡8✇♦3❦7✱✑ ◆❡2✇♦!❦-✱ ✈♦❧✳ ✸✺✱ ♣♣✳ ✷✻✵✕✷✻✺✱ ✷✵✵✵✳
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