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Résumé

Contexte

La maladie d’Alzheimer, de nombreux syndromes parkinsoniens, certaines démences
fronto-temporales telles que la maladie de Pick sont des exemples de maladies neuro-
dégénératives appelées « tauopathies » qui sont caractérisées par la présence d’agrégats
intracellulaires de protéines Tau dans le cerveau des sujets atteints. La formation de tels
agrégats résulterait de l’altération des propriétés et fonctions normales des protéines Tau
à réguler et structurer les réseaux de microtubules au sein des axones ; ce qui se traduit
par une perte progressive de la masse des microtubules dans les axones, la désorganisation
du transport axonal et au final la mort cellulaire. La compréhension des tauopathies passe
donc par celle :

— de la dynamique des microtubules qui est régie par les mécanismes de l’instabilité
dynamique au cours desquels les microtubules alternent en permanence entre une
phase de croissance (polymérisation des GTP-tubulines) et de rétrécissement (dis-
sociation des GDP-tubulines) ;

— et des interactions entre protéines Tau – microtubule qui jouent un rôle important
dans la polymérisation, la stabilisation des microtubules et l’organisation spatiale
du réseau de microtubules dans l’axone impactant ainsi la fonction de transport des
nutriments dans l’axone et donc l’intégrité de l’axone.

Objectif de la thèse

L’objectif de ce travail de thèse est de construire et de consolider les bases qui per-
mettront d’aller vers une modélisation fine de l’interaction des microtubules dynamiques
avec une population de protéines Tau. Pour y parvenir, deux problèmes ont été abor-
dés : (i) la dynamique intrinsèque des microtubules, c’est-à-dire en l’absence de protéines
Tau et (ii) l’interaction Tau-Microtubule pour des microtubules stabilisés, c’est-à-dire
non-dynamiques.
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Contenu de la thèse
Afin d’aborder ces problèmes, le travail de cette thèse a été mené selon deux approches :

1. Théorique : développements de modèles mathématiques décrivant les différents pro-
cessus

2. Simulations numériques : développement de programmes Monte-Carlo (sous Matlab)

Les résultats principaux ont été organisés et structurés en deux grandes parties :

I) Développement d’un modèle mésoscopique décrivant l’instabilité dynamique des mi-
crotubules à l’échelle de la tubuline (unité fondamentale du microtubule). Ce modèle
décrit une instabilité dynamique des microtubules non-Markovienne dont les carac-
téristiques sont comparables aux observations expérimentales.

II) Développement d’un modèle décrivant la dynamique de décoration d’un microtubule
stabilisé (absence d’instabilité dynamique) par une population de protéines Tau. Les
caractéristiques de ce modèle sont basées, pour la construction, et comparables aux
expériences de co-sédimentation et de microscopie électronique.
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Aide à la lecture du manuscrit
Ce manuscrit s’organise selon quatre parties (Figure 1) :

1. Introduction au contexte des tauopathies 

2. Problématique et objectifs du travail de thèse

e

I.

II.

3.   Instabilité dynamique des microtubules 

4.   Instabilité dynamique : Modèle à 2 états  

5.   Analyse kymographique 

6.   Instabilité dynamique : Modèle non-Markovien

III.

e

7.   Structure et fonctions des protéines Tau  

8.   Décoration d’un microtubule par Tau : Modèle 1d 

9.   Détermination des paramètres de l’interaction 

ligand-macromolecule 

10.  Décoration d’un microtubule par Tau : Modèle 2d

e11.   Conclusion générale et perspectivesIV.

Figure 1: Plan sommaire du manuscrit de thèse

— Partie I : Introduction générale découpée en deux chapitres (pages 23-34)
• Chapitre 1 : Présentation du contexte général des Tauopathies (pages 23-29)

• Chapitre 2 : Formulation du problème et objectifs du travail de thèse (pages 31-34)

— Partie II : Instabilité dynamique des microtubules, découpée en quatre chapitres (pages
39-102)
• Chapitre 3 : Présentation du mécanisme d’instabilité dynamique des microtubules

(pages 39-46)

• Chapitre 4 : Présentation du modèle Markovien à deux états de l’instabilité dyna-
mique (pages 47-54)

• Chapitre 5 : Présentation de la méthode permettant d’extraire les paramètres de
l’instabilité dynamique à partir des kymographes (pages 55-66)

• Chapitre 6 : Développement d’un modèle non-Markovien à l’échelle de la tubuline
décrivant l’instabilité dynamique des microtubules (pages 67-102)
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— Partie III : Décoration par des protéines Tau d’un microtubule stabilisé, découpée en
quatre chapitres (pages 107-174)

• Chapitre 7 : Présentation de la structure des protéines Tau et de ses fonctions asso-
ciées aux microtubules (pages 107-114)

• Chapitre 8 : Développement d’un modèle unidimensionnel de la décoration d’un
microtubule par Tau (pages 115-130)

• Chapitre 9 : Développement de méthodes permettant d’extraire les paramètres d’une
interaction de type ligand-macromolécule à partir d’expériences de co-sédimentation
(pages 131-148)

• Chapitre 10 : Développement d’un modèle bidimensionnel de la décoration d’un
microtubule par Tau (pages 149-174)

— Partie IV : Conclusion générale et perspectives (pages 177-191)

Pour faciliter et aider à la lecture, un résumé sera effectué à l’issue de chaque chapitre.
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Chapitre 1

Introduction au contexte des
tauopathies

L’objectif de ce chapitre introductif est de définir et de présenter le contexte général
des pathologies liées à la protéine Tau. Ce chapitre servira de base et motivation à la
formulation du problème général de la thèse.

Sommaire
1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.2 Perte des fonctions de la protéine Tau . . . . . . . . . . . . . . 26
1.3 Viabilité des neurones et dynamique des microtubules . . . . 26
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1.1 Généralités
Parmi les maladies neurodégénératives les plus fréquentes, la maladie d’Alzheimer est

associée à une perte progressive et irréversible de l’autonomie et des fonctions cognitives
(mémoire, langage, raisonnement, apprentissage, résolution de problèmes, prise de décision
...). En France, plus de 900 000 personnes étaient touchées par la maladie d’Alzheimer
en 2015, et ce nombre pourrait atteindre 1.3 millions en 2020 [1] ("Fondation recherche
médicale"). La maladie d’Alzheimer représente la 4ème cause de mortalité en France. Au
niveau mondial, 46.8 millions de personnes sont atteintes de démence, parmi lesquelles 60
à 70% sont touchées par la maladie d’Alzheimer [2].

La maladie d’Alzheimer fut décrite pour la première fois par le psychiatre et neuropa-
thologiste allemand Aloïs Alzheimer en 1906 qui a identifié deux lésions principales dans
le cerveau d’une patiente de 51 ans atteinte de démence : des plaques séniles et des en-
chevêtrements fibrillaires intra-neuronaux [3, 4]. En 1910, le nom de maladie d’Alzheimer
fut attribué à cette pathologie [5] mais ce n’est que dans les années 80 que la composition
moléculaire de ces deux liaisons fut découverte [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]. La protéine Tau
constitue le principal composant des liaisons intra-neuronales appelées dégénérescences
neurofibrillaires (DNF), que l’on peut voir sur la Figure 1.1a, tandis que la protéine bêta-
amyloïde (Aβ) est le constituant majeur des plaques séniles (Figure 1.1b). Les DNFs ne
sont pas uniquement retrouvées dans la maladie d’Alzheimer mais apparaissent dans une
vingtaine de pathologies appelées Tauopathies (étymologiquement maladies de Tau).

a. Dégénérescence neurofibrillaire

Filaments 
appariés en 
hélices

b. Plaque amyloïde c. Corps de Lewy

Neurone

Corps de 
Lewy

Dépôt 
amyloïde

Cœur 
amyloïde

Figure 1.1: Dégénérescence neurofibrillaire et plaques amyloïdes dans le cas de la maladie
d’Alzheimer. La figure a été adaptée de [12].
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Maladie d’Alzheimer
Tauopathies avec parkinsonisme prédominant
• Dégénérescence Corticobasale
• Paralysie supra-nucléaire progressive
• Démence fonto-temporale avec parkinsonisme lié au chromosome 17
• Complexe démence-parkinsonisme de l’île de Guam
• Syndrome Parkinsonien post-encéphalitique
• Encéphalite traumatique des pugilistes
• Neurodégénerescence associée à la pantothénate kinase
• Parkinsonisme de Guadeloupe

Autres Tauopathies
• Maladie de Pick
• Maladie de Niemann-Pick de type C
• Trisomie 21 / Syndrome de Down
• Démence à grains argyrophiles
• Dystrophie myotonique
• Syndrome de Gerstmann-Straussler-Scheinker
• Panencéphalite sclérosante subaiguë
• Démence familiale de type britannique
• Démence familiale de type danois
• Angiopathie amyloïde de type britannique
• Retard mental associé à SLC9A6
• Maladie du motoneurone avec dégénérescences neurofibrillaires non-Guam
• Neurodégénérescence avec surcharge cérébrale en fer

Table 1.1: Liste des différentes Tauopathies [13, 14].

La liste des différentes Tauopathies est reportée dans le tableau 1.1. Ces pathologies
sont associées à des changements anormaux des protéines Tau qui s’aggrégent et forment
des DNFs. Les symptômes peuvent varier d’une tauopathie à une autre allant de la modifi-
cation de la personnalité et du comportement social pour la maladie de Pick à l’incapacité
de réaliser des mouvements précis, rapides, et des tremblements pour la dégénérescence
corticobasale [14]. Les tauopathies peuvent être classées en fonction du phénotype clinique
et des caractéristiques pathologiques (présence exclusive de Tau ou non, présence de dé-
pôts d’amyloïde ou non ...). Une telle classification peut être trouvée dans la revue [14].
La paralysie supranucléaire (PSP), la dégénérescence corticobasale (DCB) et la maladie
de Pick sont des pathologies rares avec une incidence de l’ordre de 1 cas pour 100 000
habitants et par an, et présentent la particularité d’être exclusivement associées à une
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26 Introduction au contexte des tauopathies

pathologie des protéines Tau [14]. Ces pathologies sont appelées "tauopathies pures". La
maladie d’Alzheimer, la déménce pugilistique et le syndrome de Down sont des exemples
de tauopathies qui sont également associées à des dépôts de protéines amyloïdes. Il a
été montré que dans le cas de la maladie d’Alzheimer, les DNFs apparaissaient avant
les plaques amyloïdes [15, 16, 17]. Selon les pathologies considérées, les agrégats se pré-
sentent sous différentes formes. Dans le cas de la maladie d’Alzheimer, ces protéines se
structurent sous la forme de filaments appariés en hélices (PHF pour Paired Helical Fi-
laments) (Figure 1.1a). Dans le cas de la maladie de Pick, ces accumulations forment des
corps sphériques appelés corps de Pick tandis que pour la paralysie supranucléaire, elles
forment des touffes gliales.

1.2 Perte des fonctions de la protéine Tau

Dans les conditions physiologiques non pathologiques, les protéines Tau assurent des
fonctions cruciales au sein des neurones. Elles assurent la stabilité et la bonne organisation
spatiale du réseau microtubulaire dans l’axone et coordonnent le transport du matériel
biologique vers les synapses, indispensable au bon fonctionnement du neurone. Cette di-
versité de fonctions biologiques de Tau provient de sa capacité à se lier aux microtubules
(Figure 1.2a). Les microtubules sont des filaments extrêmement dynamiques dont la dyna-
mique peut être régulée par des protéines appartenant à la classe des MAPs (Microtubule
Associated Proteins, en anglais) telles que les Tau ou MAP2. Les processus moléculaires
qui ont lieu dans les Tauopathies conduisent à une perte d’affinité des Tau à s’attacher aux
microtubules entrainant ainsi la déstabilisation du réseau microtubulaire (Figure 1.2b) et
des perturbations du transport des nutriments au sein des axones (transport axonal).
Cette déstabilisation est accompagnée d’une relocalisation des Tau vers le compartiment
somato-dendritique [18]. Les protéines Tau forment alors des agrégats qui sont séquestrés
au sein des dégénérescence neurofibrillaires (Figure 1.2). Ces DNFs pourraient se propa-
ger vers d’autres neurones et ainsi participer à la propagation de la pathologie à d’autres
régions du cerveau.

1.3 Viabilité des neurones et dynamique des micro-
tubules

La Figure 1.2 représente la dissociation des microtubules dû au détachement des pro-
téines Tau. Cette dissociation du réseau microtubulaire au sein de l’axone rend impossible
le transport des nutriments [20] qui sont indispensables au fonctionnement du neurone et
conduit donc à la mort cellulaire. D’un autre côté, la situation dans laquelle le réseau mi-
crotubulaire est saturé de protéines Tau conduit également à la mort neuronale. En effet,
il a été montré que les protéines Tau formaient des obstacles pour les protéines motrices
transportant les nutriments [21, 22, 23, 20]. Lorsque les protéines Tau sont présentes en
trop grand nombre sur les microtubules, bien que le réseau microtubulaire soit bien or-
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a. Neurone sain

b. Neurone malade

Microtubule 
défectueux

Microtubule

DNF 
(Dégénerescence 
neurofibrillaire)

Tau séquestrés au 
sein des DNFs

Tau se lient et stabilisent 
les microtubules

Détachement des Tau : 
dissociation des microtubules

Tau

Axone

Axone

Figure 1.2: Comparaison d’un neurone sain avec un neurone malade dans le cadre d’une
pathologie liée à la protéine Tau. La figure a été adaptée de [19].
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Figure 1.3: Relation entre la viabilité des neurones et la dynamique des microtubules au
sein de l’axone.

ganisé et stabilisé, des embouteillages apparaissent et le transport du matériel biologique
devient alors impossible [20]. Ainsi, il existe une relation étroite entre la viabilité des
neurones et la dynamique des microtubules au sein de l’axone. Cet aspect est représenté
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schématiquement sur la Figure 1.3 avec l’existence de deux zones pathologiques et d’une
zone viable en fonction de la dynamique des microtubules [24, 25]. La zone de gauche qui
est associée à des microtubules très peu dynamiques correspond à la démence frontotem-
porale avec parkinsonisme lié au chromosome 17 tandis que la zone de droite pour des
microtubules extrêmement dynamiques correspond au cas de la maladie d’Alzheimer ou
bien encore la paralysie supranucléaire [24, 25].
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Résumé du chapitre 1 : Introduction : Contexte des tauopathies

1. Les tauopathies regroupent une vingtaine de maladies neurodégénératives telles que la
maladie d’Alzheimer, la dégénérescence corticobasale ou bien encore, la maladie de Pick.
Au niveau moléculaire, elles sont caractérisées par la présence d’agrégats de protéines Tau
séquestrés au sein de filaments insolubles.

2. Les protéines Tau jouent un rôle très important au sein des neurones : elles assurent la
stabilité et l’organisation du réseau microtubulaire et permettent le bon fonctionnement du
transport de molécules approvisionnant les synapses. Les fonctions biologiques des protéines
Tau sont issues de leurs capacité à se lier aux microtubules. Les conditions pathologiques
dans les tauopathies favorisent le détachement des Tau aux microtubules et ainsi conduisent
à une perte des fonctions physiologiques, et finalement à la mort neuronale.
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Chapitre 2

Problématique et objectifs du travail
de thèse

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté le contexte général des tauopathies,
et nous avons vu que les conditions pathologiques favorisaient une faible propension à
l’attachement des protéines Tau aux microtubules et conduisaient à la dégradation puis
la perte des fonctions normales assurées par le couple Tau-microtubule, et finalement à la
mort neuronale. La compréhension des tauopathies passe donc par celle de :

— de la dynamique des microtubules qui est régie par les mécanismes de l’instabilité
dynamique au cours desquels les microtubules alternent en permanence entre une
phase de croissance (polymérisation des GTP-tubulines) et de rétrécissement (dis-
sociation des GDP-tubulines) ;

— et des interactions entre protéines Tau – microtubule qui jouent un rôle important
dans la polymérisation, la stabilisation des microtubules, l’organisation spatiale du
réseau de microtubules dans l’axone, et la coordination du transport axonal.

L’objectif de ce travail est de construire les bases permettant d’aller vers une mo-
délisation détaillée d’un microtubule dynamique en interaction avec une population de
protéines Tau. Pour cela, le travail de thèse a été organisé en deux grandes parties (voir
Figure 2.1). Une partie qui est consacrée à la dynamique intrinsèque des microtubules
(partie II), c’est-à-dire en l’absence de protéines Tau. Cette dynamique est régie par les
mécanismes de l’instabilité dynamique au cours desquels les microtubules alternent en
permanence entre une phase de croissance et de rétrécissement. La seconde partie est
dédiée à la dynamique d’attachement/détachement d’une population de Tau sur un mi-
crotubule stable (partie III), c’est-à-dire en l’absence d’instabilité dynamique. La dernière
partie sur les perspectives immédiates de ce travail de thèse présente comment combiner
les parties II et III vers une modélisation du système Tau-microtubule.

L’objectif de la partie II est de décrire et de caractériser l’instabilité dyna-
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mique des microtubules à l’échelle de la tubuline en vue de construire un modèle incluant
les interactions avec les protéines Tau. Cette partie comprend quatre chapitres :

• Dans le premier chapitre de cette partie (chapitre 3), nous faisons l’état des
connaissances sur la structure des microtubules et des mécanismes de l’instabilité dyna-
mique. Les quatre principaux paramètres caractérisant la dynamique des microtubules
sont introduits, et des valeurs typiques mesurées expérimentalement sont données.

• Dans le chapitre 4, nous présentons le modèle classique à deux états permettant de
capturer les propriétés essentielles de l’instabilité dynamique des microtubules.

• Dans le chapitre 5, nous décrivons la méthode d’analyse kymographique permettant de
déterminer les paramètres de l’instabilité dynamique des microtubules.

• Finalement, dans le chapitre 6, nous développons un nouveau modèle de l’instabi-
lité dynamique à l’échelle de la tubuline. Des simulations numériques et des dérivations
analytiques sont présentées, et les résultats pour des quantités mesurables telles que la
fréquence de croissance et de décroissance sont comparés avec les résultats expérimentaux
de la littérature.

La partie III traite de l’interaction entre une population de protéines Tau et un mi-
crotubule stabilisé. La réaction d’attachement/détachement des Tau sur les microtubules
conduit à une distribution (dynamique) de Tau à la surface du microtubule que l’on
appelle décoration. L’objectif de la partie III est de décrire et de caractériser
la décoration bidimensionnelle des microtubules par les protéines Tau. Cette
partie comprend quatre chapitres :

• Dans le premier chapitre de cette partie (chapitre 7), nous faisons l’état des
connaissances sur la structure des protéines Tau, de leurs fonctions associées aux micro-
tubules, et de leurs modes d’attachement aux microtubules à l’échelle de la tubuline. Les
deux paramètres importants caractérisant la réaction Tau-microtubule, c’est-à-dire la stœ-
chiométrie et la constante de dissociation, sont introduits, et des valeurs numériques sont
reportées.

• Dans le chapitre 8, nous développons un premier modèle de décoration dans lequel le
microtubule est vu comme une chaine unidimensionnelle. Les quantités importantes qui
caractérisent la décoration sont la densité de protéines Tau attachées et la distribution
spatiale des Tau à la surface du microtubule. Les résultats analytiques et numériques pour
ces deux quantités sont présentées et comparées.

• Dans le chapitre 9, nous développons une nouvelle méthode permettant de déterminer
les paramètres importants pour des interactions de type ligand-macromolécule à partir
d’expériences de co-sédimentation à l’équilibre. Une comparaison avec la méthode stan-
dard, qui est fréquemment utilisée dans la littérature est présentée. Finalement, les mé-
thodes sont illustrées sur des données expérimentales telles que pour la réaction Tau-
microtubule.
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• Dans le chapitre 10, nous présentons la généralisation au cas bidimensionnel du modèle
présenté dans le chapitre 8. Les quantités qui ont été déterminées dans le cadre du modèle
unidimensionnel sont également calculées à la fois de manière numérique et analytique.

Problème : MT dynamique + Tau

MT dynamique + Tau MT dynamique + Tau

Partie III, chapitres 7-10

Partie II, chapitres 3-6

Figure 2.1: Résumé graphique des deux problèmes abordés dans le travail de thèse. La
figure a été adaptée de [26, 27].
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Résumé du chapitre 2 : Problème et objectifs du travail de thèse

1. Objectifs de la thèse : Construire les bases permettant de modéliser le système couplé
de l’instabilité dynamique de microtubules en interaction avec la dynamique d’attache-
ment/détachement des protéines Tau sur les microtubules dynamiques.

2. Deux approches utilisées pour répondre aux objectifs :
• Développer une modélisation de l’instabilité dynamique des microtubules à l’échelle

de la tubuline
• Développer une modélisation de la dynamique de décoration des microtubules par

des protéines Tau en l’absence d’instabilité dynamique (microtubules stabilisés).
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Deuxième partie

Dynamique des microtubules en
l’absence de Tau
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Instabilité dynamique des MTs

Extrémité - Extrémité +

Figure 2.2: Objectif de la partie II de la thèse : caractériser l’instabilité dynamique des
microtubules. La figure a été adaptée de [26].
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Chapitre 3

Généralités sur les microtubules

L’objectif de ce chapitre est de présenter la structure des microtubules et de décrire
l’instabilité dynamique des microtubules. Ce chapitre servira de base à la construction du
modèle décrivant l’évolution d’un microtubule à l’échelle des tubulines dans le chapitre 6.
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3.1 Structure des microtubules

3.1.1 Assemblage des microtubules

Les microtubules sont des polymères qui apparaissent sous la forme de cylindres creux
de 25 nm de diamètre et de longueur pouvant atteindre plusieurs centaines de micro-
mètres. Les microtubules sont formés de dimères de tubuline αβ de 8 nm de longueur qui
s’assemblent longitudinalement par interaction non-covalente formant ainsi une chaine
linéaire appelée protofilament (Figure 3.1a). La structure du microtubule résulte de l’in-
teraction latérale entre plusieurs protofilaments. In vivo, la majorité des microtubules est
composée de 13 protofilaments [28, 29, 30, 31]. La structure la plus stable énérgetique-
ment [31] et donc celle qui est favorisée dans la nature est présentée et détaillée sur la
figure 3.1b. Le microtubule possède une structure hélicoïdale qui résulte d’un léger déca-
lage longitudinal de 12{13 » 0.92 nm entre les protofilaments [32, 33, 34]. Ainsi, si l’on
suit une hélice de monomères, on se retrouve décalé longitudinalement de 3 monomères
après un tour complet du microtubule. Par conséquence, au minimum trois hélices de
monomères sont nécessaires afin de maintenir et d’assurer la structure du microtubule.
Cette configuration avec 13 protofilaments et un pas d’hélice de 3 monomères est souvent
dénotée 13 : 3 dans la littérature. De plus, comme nous pouvons le voir sur la figure 3.1,
chaque monomère α lie un α du protofilament adjacent. Cet assemblage est appelé réseau
de type B (B-type lattice dans la littérature) [35, 36, 37]. De cet arrangement particulier
découle deux propriétés importantes : (i) la polarité du microtubule avec une extrémité
(+) exposant les 13 sous-unités β et une extrémité (-) avec les sous unités α [38, 39] et
(ii) une discontinuité structurelle à la jointure entre le 1er et le 13ème protofilament où il
existe des contacts latéraux de type α´ β ou β ´ α le long d’une hélice [35, 40] (Figures
3.1b et 3.3a).

3.1.2 L’unité de base des microtubules

Comme illustré sur la figure 3.1, l’unité de base du microtubule est le dimère de
tubuline : une protéine formée de deux sous-unités très semblables α et β qui sont liées
par des liaisons non covalentes. Ces sous-unités α et β sont des protéines globulaires et ont
une masse moléculaire d’environ 55 kDa (1Da » 1, 66ˆ 10´27kg). Bien que chaque sous-
unité possède un site d’attachement pour le nucléotide GTP (guanosine triphosphate), seul
le GTP présent sur la sous-unité β peut être hydrolysé en GDP (guanosine diphosphate)
[42, 43, 41]. Ainsi, les dimères de tubuline peuvent exister dans deux états différents :
un premier état (que l’on dénotera GTP par la suite) dans lequel les deux sous unités
lient le GTP (Figure 3.3b) et un second état dit hydrolysé (GDP par la suite) dans lequel
la sous unité α lie le GTP et la sous unité β lie le GDP (Figure 3.3c). De plus il a été
montré que le processus d’hydrolyse (transition GTP Ñ GDP) des dimères de tubuline
avait lieu uniquement après incorporation des tubulines GTP au sein du microtubule et
que la transition inverse (GDP Ñ GTP) avait lieu pour des dimères GDP libres (dans le
cytoplasme) [44, 41, 43] (Figures 3.1c et 3.3d-g).
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DépolymérisationPolymérisation

catastrophe

sauvetage

Phase de décroissance

Phase de croissance

Phase intermédiaire

Extrémité +

Extrémité -

tubuline 
GTP

tubuline 
GDP

protofilament

jointure

Figure 3.1: Schéma représentant le processus d’instabilité dynamique d’un microtubule.
(a) L’unité de base du microtubule est le dimère de tubuline αβ qui peut exister sous
deux formes : (i) GTP dans laquelle les deux sous unités lient le GTP et (ii) une forme
hydrolysée GDP dans laquelle la sous unité α lie le GTP et la sous unité β lie le GDP.
Les dimères s’assemblent longitudinalement pour former une chaine linéaire appelée pro-
tofilament. (b) La structure du microtubule résulte de l’association latérale de plusieurs
protofilaments. La configuration la plus stable et donc celle qui est dominante in vivo [31]
est composée de 13 protofilaments qui sont décalés longitudinalement de 12{13 » 0.92 nm
entre eux. Il en résulte une structure hélicoïdale avec un pas d’hélice de 3 monomères. De
plus, le long d’une hélice de monomère, les contacts sont de type α´ α ou de type β ´ β
excepté à la jointure entre le 1er et le 13ème protofilament avec des contacts de type α´β
et β ´ α (réseau de surface de type B). (c) Illustration des transitions aléatoires entre la
phase de croissance et de décroissance qui caractérisent l’instabilité dynamique des mi-
crotubules. Le passage de la phase de croissance à la phase de décroissance est nommé
catastrophe et l’événement inverse est nommé sauvetage si il survient avant la destruction
complète du microtubule. La phase de croissance est caractérisée par la polymérisation de
dimères de tubuline GTP libres. Une fois incorporées au sein du microtubule, les tubulines
GTP peuvent être hydrolysées en GDP. Il a été montré que l’événement de catastrophe
des microtubules était controlé par le processus d’hydrolyse des tubulines [41]. La phase
de décroissance est caractérisée par la perte de dimères de tubuline qui sont alors ma-
joritairement sous la forme GDP. Durant cette phase, les protofilaments à l’extrémité se
désolidarisaient du microtubule à l’image d’une peau de banane que l’on épluche. Les
dimères GDP libérés du microtubule retrouvent leurs formes GTP par un mécanisme
d’échange GDP Ñ GTP et peuvent à nouveau polymériser un microtubule. La figure est
adaptée de [26].
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3.2 Dynamique des microtubules

3.2.1 L’instabilité dynamique des microtubules

Le comportement dynamique des microtubules a été observé pour la première fois en
1984 par Mitchison et Kirschner [45, 46]. Ils ont constaté que les microtubules alternaient
de manière aléatoire entre deux phases : une phase de croissance relativement lente dans
laquelle le microtubule croit par polymérisation (addition) de tubuline GTP libres par
l’extrémité et une phase de décroissance rapide dans laquelle le microtubule perd ses di-
mères (Figure 3.1). Ce phénomène appelé instabilité dynamique (dynamic instability dans
la littérature) est une propriété intrinsèque des microtubules et peut être régulé par un
certain nombre de protéines telles que la protéine Tau ou MAP2 qui appartiennent à la
classe de protéines des MAPs (Microtubule Associated Proteins) [47, 46]. La transition de
la phase de croissance à la phase de décroissance est classiquement appelée catastrophe
et l’événement inverse est appelé un sauvetage. Plus précisément, le sauvetage du micro-
tubule correspond à la transition de phase de décroissance à celle de croissance avant la
destruction complète du microtubule (Figure 3.2). En plus des phases de croissance et de
décroissance, une troisième phase intermédiaire dans laquelle la longueur du microtubule
est constante a également été observée [48, 49]. Ces événements sont appelés pauses et
semblent relativement rares in vitro. L’instabilité dynamique est classiquement décrite par
4 paramètres : la vitesse de croissance v`, la vitesse de décroissance v´, la fréquence de
catastrophe f` et la fréquence de sauvetage f´. In vivo, l’extrémité (+) du microtubule est
sujette à l’instabilité dynamique alors que l’extrémité (-) se trouve le plus souvent ancrée
au sein du centrosome et est statique tandis que in vitro, l’instabilité dynamique survient
aux deux extrémités du microtubule bien qu’elle soit largement plus modérée à l’extrémité
(-) [50, 51, 52]. Classiquement, les expériences in vitro réalisées afin d’étudier l’instabilité
dynamique des microtubules permettent de suivre l’évolution temporelle de l’extrémité
(+) du microtubule à partir d’une amorce stable par vidéo-microscopie à fluorescence.
À partir de ces vidéos, il est possible de construire des images appelées kymographes qui
représentent l’histoire de l’extrémité (+) et donc d’extraire la longueur du microtubule
en fonction du temps (cf. 5.1). Typiquement, les trajectoires ont un aspect de "dents de
scie" avec des phases linéaires de croissance relativement lente et de décroissance rapide
(Figure 3.2).

L’analyse de ces trajectoires permet de déterminer les 4 paramètres de l’instabilité
dynamique des microtubules (voir Chapitre 5). L’instabilité dynamique des microtubules
est contrôlé par l’hydrolyse des tubulines GTP en GDP au sein du microtubule [41].
En effet, l’énérgie nécessaire à la dynamique des microtubules provient de l’hydrolyse du
GTP [53, 54]. De plus, des expériences ont mis en évidence que des microtubules formés
de GMPCPP, un analogue non-hydrolysable de la tubuline GTP, ne se dépolymérisaient
pas (pas d’événement de catastrophe observés) [55].
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Figure 3.2: Trajectoire typique représentant l’histoire de l’extrémité (+) d’un micro-
tubule assujettie au processus d’instabilité dynamique. La longueur du microtubule est
tracée en fonction du temps et les événements de catastrophe et de sauvetage sont indiqués
respectivement par des cercles de couleur rouge et vert.

3.2.2 Événements de catastrophe

L’hypothèse dominante dans la littérature pour l’événement de catastrophe des mi-
crotubules repose sur le fait que l’hydrolyse induirait un changement conformationnel
de la tubuline (Figure 3.3b,c). En effet, sous sa forme GTP, la tubuline adopterait une
conformation droite alors que sous sa forme hydrolysée, elle adopterait une conformation
courbe et plus instable [44, 56, 57]. De plus, des expériences [58, 59] ont montré qu’il
existait un délai entre l’ajout de tubulines GTP à l’extrémité et le processus d’hydrolyse
en GDP favorisant ainsi la formation d’une gaine composée de GTP à l’extrémité du
microtubule nommée coiffe de GTP (Figure 3.3d). La présence de cette coiffe de GTP
permettrait de stabiliser l’extrémité du microtubule durant sa phase d’élongation et sa
perte serait l’élément déclencheur de la catastrophe du microtubule [46, 60]. En effet, à
la suite de la perte de la coiffe de GTP, la conformation courbe des GDP à l’extrémité
du microtubule provoquerait la désolidarisation des protofilaments à l’image d’une peau
de banane (Figures 3.1c et 3.3e). Des expériences réalisées in vitro semblent indiquer que
la coiffe de GTP nécessaire à la stabilisation du microtubule pourrait correspondre à une
gaine de quelques dimères de largeur seulement (1 à 5 dimères, ce qui correspondrait à
13-65 dimères au total pour un microtubule composé de 13 protofilaments) [61, 62, 63].

3.2.3 Événements de sauvetage

Contrairement à l’événement de catastrophe, le mécanisme impliqué dans l’événement
de sauvetage des microtubules reste très peu connu. La première hypothèse est basée sur
l’observation expérimentale de dimères GTP à l’intérieur du microtubule lors de la phase
de décroissance [64]. La vague de dépolymérisation du microtubule pourrait ainsi être ar-
rêtée par la présence d’un certain nombre de tubulines GTP non-hydrolysées présentes sur
son chemin et le microtubule pourrait alors repolymériser par addition de GTP par l’ex-
trémité (Figure 3.3f,g). Cependant, le nombre et la disposition exacte de tubulines GTP
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nécéssaires afin d’initier un tel événement de sauvetage restent inconnus. Une seconde hy-
pothèse est que l’addition simultanée de dimères de tubulines sur plusieurs protofilaments
pourrait stopper la vague de dépolymérisation et donc initier un événement de sauvetage
[65].

jointure

tubuline GTP

tubuline GDP

a

b

c

d

e

f

g

Figure 3.3: Mécanismes potentiels impliqués dans l’instabilité dynamique des microtu-
bules. (a) Structure hélicoïdale du microtubule avec 13 protofilaments. (b,c) Le protofila-
ment adopte une conformation droite et stable lorsqu’il est majoritairement composé de
tubulines GTP alors qu’il adopte une conformation courbe et instable une fois composé
de tubulines GDP [56]. (d) Le délai entre l’addition de tubulines GTP à l’extrémité du
microtubule et l’hydrolyse [58, 59] favorise la formation d’une gaine appelée coiffe de GTP
qui stabiliserait le microtubule pendant sa phase de croissance. La perte de cette coiffe
serait à l’origine de l’événement de catastrophe (e). Les protofilaments alors majoritai-
rement composés de tubulines GDP se courbent et se désolidarisent du microtubule à
l’image d’une peau de banane. (f,g) Il a été suggéré que la présence de tubulines GTP
non-hydrolysées puisse stopper la vague de dépolymérisation permettant au microtubule
de polymériser de nouveaux dimères GTP. La figure est adaptée de [41].

3.2.4 Paramètres de l’instabilité dynamique des microtubules

Dans le tableau 3.1, des valeurs typiques pour les 4 paramètres de l’instabilité dy-
namique des microtubules pour l’extrémité (+) sont reportés pour une concentration de
10 µM de dimères de tubuline à partir d’expériences réalisées in vitro [48]. La vitesse de
décroissance est entre 13 et 27 fois plus grande que celle de croissance et la fréquence
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des événements de sauvetage est 10 fois plus élevée que la fréquence des événements de
catastrophe. À partir des valeurs typiques pour v`, v´, f` et f´, il est possible d’estimer
le taux d’addition et de dissociation des dimères de tubulines et les temps moyen de crois-
sance et de décroissance. Dans la même étude [48], il a été mis en évidence que la vitesse

Paramètre Symbole Valeur typique Références

Vitesse de polymérisation v` » 1´ 2 µm{min [48, 66]

Vitesse de dépolymérisation v´ » 27 µm{min [48]

Fréquence de catastrophes f` » 0.2 min´1 [48]

Fréquence de sauvetages f´ » 2 min´1 [48]

Nombre de dimères par
micromètre de microtubule

#Tub{µm 1625

Taux d’addition de dimères kg » 54 s´1

Taux de dissociation de dimères kd » 731 s´1

Temps moyen de croissance t` » 5 min

Temps moyen de décroissance t´ » 30 s

Table 3.1: Paramètres de l’instabilité dynamique des microtubules. Les valeurs numé-
riques réportées pour v`, v´, f` et f´ proviennent de l’étude de Walker et al [48] pour
une concentration de 10 µM de dimères de tubuline. En sachant qu’un microtubule formé
de 13 protofilaments contient 1625 dimères de tubuline par micromètre, il est également
possible d’estimer les taux d’addition et de dissociation de dimères de tubuline, kg et kd.

de croissance variait linéairement avec la concentration totale de tubuline présente dans
la solution rTubs. De manière générale, la vitesse de croissance peut s’écrire comme :

v` “ katt rTubs ´ kd , (3.1)

où katt représente le taux d’attachement des dimères de tubulines sur les microtubules.
Contrairement à v`, la vitesse de décroissance reste pratiquement constante et ce pour
les deux extrémités du microtubule. En revanche, la fréquence de catastophe semble légè-
rement diminuer lorsque la concentration de tubuline augmente tandis que la fréquence
de sauvetage semble constante [48]. De plus, plusieurs expériences ont mis en évidence
[67, 68, 66, 69] que l’événement de catastrophe dépendait de l’histoire du microtubule et
en particulier du temps que le microtubule a passé dans la phase de croissance. Contrai-
rement aux vitesses v`, v´ et à la fréquence de sauvetage f´ qui restent constants au
cours du temps, la fréquence de catastrophe f` semble croître avant de saturer vers une
valeur limite [67, 66]. Cet aspect de mémoire dans le processus d’instabilité dynamique
des microtubules à travers le mécanisme de catastrophe fera l’objet du Chapitre 6.
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Résumé du chapitre 3 : Instabilité dynamique des microtubules

1. L’unité de base du microtubule est le dimère de tubuline αβ. Les dimères s’assemblent
longitudinalement pour former une chaine linéaire appelée protofilament et le microtubule
résulte de l’association latérale de plusieurs protofilaments. L’arrangement prédominant in
vivo est composé de 13 protofilaments qui sont décalés longitudinalement de 12{13 » 0.92
nm entre eux, conférant ainsi une structure hélicoïdale au microtubule avec un pas d’hélice
de 3 monomères.

2. Le phénomène d’instabilité dynamique est une propriété intrinsèque des microtubules et est
caractérisé par l’alternance aléatoire entre une lente phase de croissance et une phase de
décroissance rapide. La transition entre la phase de croissance et celle de décroissance est
appelée catastrophe et l’événement inverse est appelé sauvetage. L’instabilité dynamique
des microtubules est classiquement décrite par 4 paramètres : la vitesse de moyenne de
croissance v`, la vitesse de décroissance v´, la fréquence de catastrophes f` et la fréquence
de sauvetages f´.

3. La vitesse d’élongation v` varie linéairement alors que les trois autres paramètres restent
relativement constants en fonction de la concentration totale de tubuline dans la solution.

4. L’instabilité dynamique des microtubules est régie par l’hydrolyse des tubulines GTP en
GDP qui a lieu après l’incorporation des dimères GTP au sein du microtubule. Le délai
entre l’addition des tubulines et l’hydrolyse favorise la formation d’une région composée
de dimères GTP à l’extrémité du microtubule appelée coiffe de GTP. La présence de cette
coiffe stabiliserait le microtubule durant sa phase de croissance et sa perte serait à l’origine
de la catastrophe du microtubule. En revanche, le mécanisme moléculaire impliqué dans le
sauvetage du microtubule est encore mal connu.
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Chapitre 4

Instabilité dynamique des
microtubules : Modèle markovien à
deux états

L’objectif de ce chapitre est de présenter le modèle classique à deux états permettant
de capturer les propriétés essentielles de l’instabilité dynamique des microtubules. Ce
modèle prédit l’existence de deux régimes dans la dynamique des microtubules et permet
d’obtenir des expressions analytiques pour la distribution des temps et de longueur en
fonction des 4 paramètres v`, v´, f` et f´ qui ont été introduits dans le chapitre 3.
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4.1 Introduction

Les premières simulations Monte Carlo du processus d’instabilité dynamique des mi-
crotubules ont été réalisées par Chen et Hill en 1983 [70] et le premier modèle analytique à
deux états de l’instabilité dynamique fut développé par Hill en 1984 [71]. Dans ce modèle,
le microtubule pousse à partir d’un site de nucléation et l’extrémité libre du microtu-
bule peut exister dans deux états ou phases : une phase de croissance et une phase de
décroissance. L’évolution spatiale de l’extrémité libre est décrite de manière discrète cor-
respondant à l’addition ou la perte d’unités (dimères). À partir de ce modèle, une version
continue fut développée et ses propriétés physiques ainsi que ses solutions analytiques ont
fait l’objet de plusieurs études approndies [72, 73, 74]. En parallèle de cette description
macroscopique, de nombreux modèles numériques et analytiques dits mésoscopiques ont
été developpés afin et décrire les mécanismes de l’instabilité dynamique des microtubules
en tenant compte des processus internes d’hydrolyse, d’association et de dissociation des
dimères. Ces modèles se divisent principalement en deux catégories : les modèles nommés
single protofilament dans la littérature et les modèles multiple protofilament considérant
un réseau de 13 protofilaments en interaction. Les différences entre les modèles résident
dans la description du mécanisme d’hydrolyse des dimères et la définition de la catastrophe
du microtubule. Parmi la catégorie protofilament-unique, il existe trois modèles de base :
(i) le modèle d’hydrolyse couplée [75], (ii) d’hydrolyse aléatoire [76] et (iii) d’hydrolyse
vectorielle [77]. Dans le modèle (i), seul le dimère au bout du protofilament est dans l’état
GTP et son hydrolyse survient immédiatement après l’ajout d’un autre dimère GTP à
l’extrémité alors que dans le modèle (ii) d’hydrolyse aléatoire, à chaque instant, chaque
dimère GTP au sein du protofilament à la même probabilité d’être hydrolysé (GTP Ñ
GDP) qu’il soit à l’extrémité ou au milieu de la chaine. Le modèle d’hydrolyse vectorielle
est caractérisé par deux régions bien disctinctes au sein du protofilament : une zone formée
exclusivement de dimères hydrolysés GDP et une autre du côté de l’extrémité dynamique
qui est formée de dimères GTP. Dans ce modèle, l’hydrolyse se fait à l’interface entre les
deux zones. Pour ces trois modèles, la dynamique spatiale de la chaine se fait par addition
ou dissociation de dimères GTP par l’extrémité et la catastrophe survient lorsque le bout
du protofilament expose un dimère dans l’état GDP. À partir de ces trois mécanismes
de base, d’autres modèles tels que l’hydrolyse aléatoire-couplée ou l’hydrolyse aléatoire-
vectorielle ont été développés et étudiés [78, 79]. Les modèles multi-protofilaments sont
plus riches mais compte tenu de leur complexité, des expressions analytiques ne peuvent
être obtenues que dans certains cas limites et des simulations Monte Carlo doivent alors
être effectuées. On pourra consulter l’article [75] pour une revue plus détaillée de ces
modèles mésoscopiques et leur pertinence par rapport aux observations expérimentales.
Dans ce chapitre, nous allons présenter le modèle à deux états sous sa version continue.
Ce modèle permet de capturer les propriétés essentielles de l’instabilité dynamique des
microtubules et présente l’avantage d’avoir des solutions analytiques exactes [73, 74].
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4.2 Description du modèle
Dans ce modèle, le microtubule est considéré comme un polymère rigide ayant une

extrémité statique (ancrée à une surface de nucléation) tandis que l’autre extrémité est
libre et est assujettie au processus d’instabilité dynamique (Figure 4.1). L’extrémité libre
est soit dans une phase de croissance (” ` ”) dans laquelle le microtubule croit avec une
vitesse moyenne v` ou soit dans une phase de décroissance (” ´ ”) où il dépolymérise
avec une vitesse moyenne v´. La transition d’un état vers l’autre se fait de manière
stochastique avec la fréquence f` pour la transition ` Ñ ´ (événement de catastrophe)
et la fréquence f´ pour la transition ´ Ñ ` (événement de sauvetage) comme indiqué
sur le schéma cinétique (4.1).

-
f´

GGGGGGBFGGGGGG

f`
+ (4.1)

Extrémité +

x(t)0

Extrémité -

Figure 4.1: Modèle continu à deux états de l’instabilité dynamique. Le microtubule est
considéré comme un polymère rigide ayant une extrémité statique qui est attachée à une
surface plane de nucléation (zone grisée) tandis que l’autre extrémité (ici l’extrémité +)
est libre et est sujette au processus d’instabilité dynamique et sa position par rapport
à la surface de nucléation est dénotée xptq. L’extrémité libre est soit dans une phase de
croissance avec une vitesse moyenne v` ou soit dans une phase de décroissance avec une
vitesse moyenne v´. La figure est adaptée de [26].

4.3 Formulation mathématique

4.3.1 Équations stochastiques

On note xptq la position de l’extrémité libre sujette au processus d’instabilité dyna-
mique (Figure 4.1). On peut alors définir les densités de probabilités P`px, tq et P´px, tq,
représentant la probabilité de trouver un microtubule respectivement dans la phase de
croissance (”`”) et décroissance (”´”) à la position x au temps t. L’évolution temporelle
des densités de probabilités P`px, tq et P´px, tq est controlée par le système dynamique
suivant [72, 73, 74] :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

BP`
Bt

“ ´v`
BP`
Bx

´ f`P` ` f´P´ ,

BP´
Bt

“ v´
BP´
Bx

` f`P` ´ f´P´ .

(4.2)
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La position xptq de l’extrémité libre du microtubule qui intervient dans l’équation dyna-
mique (4.2) obéit à l’équation d’évolution suivante :

dx

dt
“ vptq ; vptq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

`v` probabilité g` ,

´v´ probabilité g´ .

(4.3)

La vitesse stochastique vptq peut prendre la valeur `v` (phase de croissance) avec une
probabilité g` et la valeur ´v´ (phase de décroissance) avec une probabilité g´ avec la
condition g` ` g´ “ 1. Les changements de vitesses sont décrits par des processus de
Poisson de telle manière que les probabilités g` et g´ peuvent être décrites par le système
cinétique du premier ordre suivant :

d

dt

˜

g`

g´

¸

“

˜

´f` f´

f` ´f´

¸˜

g`

g´

¸

(4.4)

Les solutions de l’équation (4.4) sont données par [73] :
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e´ωt ,

; ω “ f` ` f´ , (4.5)

avec g`p0q et g´p0q, les deux conditions initiales du système (4.4) et ω´1 “ 1{pf``f´q re-
présente le temps moyen pendant lequel la vitesse vptq de l’extrémité libre du microtubule
garde la même valeur.

4.3.2 Vitesse moyenne instantanée

La vitesse moyenne instantanée xvptqy du microtubule est définie comme suit :

xvptqy “ v`g`ptq ´ v´g´ptq , (4.6)

et son évolution temporelle est décrite par l’équation suivante :

dxvptqy

dt
“ ´pf` ` f´q xvptqy ` v`f´ ´ v´f` . (4.7)

En utilisant les solutions pour g`ptq et g´ptq données en (4.5) avec (4.6), il est possible de
montrer que la fonction de relaxation pour xvptqy est une simple exponentielle contrôlée
par ω :

xvptqy ´ xvp8qy

xvp0qy ´ xvp8qy “ e´ω t ; ω “ f` ` f´ . (4.8)
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4.3 Formulation mathématique 51

Le comportement exponentiel de la fonction de relaxation pour xvptqy (4.8) est la signature
d’un système Markovien. Le paramètre ω´1 a donc une double signification, il correspond
au temps moyen avant que la vitesse du microtubule vptq change de signe (et de valeur)
via l’équation (4.5) mais également au temps de relaxation de la vitesse moyenne du
microtubule via l’équation (4.8). La vitesse moyenne est initialement donnée par v`g`p0q´
v´g´p0q puis varie au cours du temps avant d’atteindre au bout d’un temps t ą ω´1 sa
valeur d’équilibre V ” xvp8qy donnée par :

xvp8qy ” V “
v ` f´ ´ v´f`

f` ` f´
. (4.9)

4.3.3 Existence de deux régimes

Le système (4.2) peut être réécrit sous la forme de deux équations des télégraphistes
généralisées [73] :

B2Pi
Bt2

` ω
BPi
Bt

“ ´pv` ´ v´q
B2Pi
BtBx

` ωD
B2Pi
Bx2 ´ ωV

BPi
Bx

, i “ ˘ . (4.10)

où D “ v`v´{ω représente le coefficient de diffusion effectif du processus. L’équation
(4.10) peut être résolue analytiquement et les solutions sont données dans [73]. À partir
de ce modèle, on peut distinguer deux régimes pour la dynamique des microtubules selon
le signe de V [72, 73, 74] :
• Régime infini (unbounded dans la littérature) pour V ě 0 ùñ v`f´ ě v´f`. Les

événements de catastrophe sont rares et le microtubule croit de manière persistante. Dans
ce régime, la longueur moyenne du microtubule varie linéairement avec le temps [72]
comme suit :

Lptq » V t ; V “
v ` f´ ´ v´f`

f` ` f´
. (4.11)

• Régime fini (limited ou bounded dans la littérature) pour V ă 0 ùñ v`f´ ă v´f`.
Les événements de catastrophe sont fréquents et il existe une distribution de longueur
des microtubules à l’équilibre. En éliminant les termes avec des dérivées temporelles dans
l’équation (4.10), on obtient l’équation suivante pour la distribution de longueur des mi-
crotubules, Peqpxq “ P`,eqpxq ` P´,eqpxq :

D
B2Peq
Bx2 ´ V

BPeq
Bx

“ 0 ; D “
v`v´
ω

. (4.12)

En imposant la condition de normalisation pour Peqpxq (
ş8

0 Peqdx “ 1) et le fait que la
distribution de longueur soit finie (limxÑ8 Peqpxq “ 0), on peut montrer que la solution
de l’équation (4.12) existe seulement pour le régime fini V ă 0 et est donnée par [73] :

Peqpxq “
1
`
e´x{` ; ` “

v`v´
v´f` ´ v`f´

, (4.13)

où ` représente la longueur moyenne du microtubule à l’équilibre.

Pour V “ 0 ùñ v´f` “ v`f´, ` diverge. Cette situation correspond à la transition
entre les deux régimes de la dynamique des microtubules [72]. Comme nous venons de le
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voir, le paramètre V (correspondant à la vitesse moyenne du microtubule à l’équilibre)
donné par l’équation (4.9) est le paramètre clé permettant de distinguer les deux régimes
fini et infini de la dynamique des microtubules. De manière équivalente, le paramètre
ε “ xl`y{xl´y correspondant au ratio entre la longueur moyenne dans la phase de croissance
et la longueur moyenne dans la phase de décroissance peut être utilisé afin de caractériser
la transition entre les deux régimes :

ε “
xl`y

xl´y
“
v`f´
v´f`

. (4.14)

Ainsi, pour ε ă 1, v`f´ ă v´f´ (équivalent à V ă 0), nous sommes dans le régime fini
alors que pour ε ě 1, v`f´ ě v´f´ (équivalent à V ě 0), c’est le régime infini.

4.4 Simulations numériques

Dans la limite ω “ f` ` f´ " 1, l’équation (4.3) décrivant l’évolution de la position
de l’extrémité libre du microtubule peut se réécrire comme [73] :

dx

dt
“ V ` ξptq , (4.15)

où ξptq représente une vitesse stochastique de moyenne nulle et de variance xξptqξpt1qy “
2Dδpt ´ t1q. La dynamique d’un microtubule peut ainsi être simulée numériquement à
partir de l’équation (4.15). Sur la Figure 4.2, deux trajectoires obtenues pour V “ 0 et
D “ 1 sont reportées.

tt

x(t) x(t)

a b

Figure 4.2: Trajectoires simulées numériquement représentant l’évolution temporelle de
la position de l’extrémité libre d’un microtubule. Les trajectoires ont été générées à partir
de l’équation (4.15) pour V “ 0 et D “ 1.
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4.5 Limitations du modèle
Le modèle à deux états permet de capturer les propriétés essentielles de l’instabi-

lité dynamique des microtubules et d’exprimer des quantités telles que la distribution
de longueur des microtubules en fonction des paramètres importants : v`, v´, f` et f´.
Cependant, ce modèle ne fournit par une description microscopique de l’instabilité dyna-
mique et ne permet donc de tenir compte des interactions latérales entre protofilaments.
De plus, ce modèle est caractérisé par une fréquence de croissance qui demeure constante
au cours du temps. Des expériences ont montré que cette fréquence augmentait au cours
du temps avant d’atteindre une certaine valeur critique [67, 66]. Afin de caractériser cette
dépendance temporelle, un modèle mésoscopique de l’instabilité dynamique des microtu-
bules sera développé dans le chapitre 6.
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Résumé du chapitre 4 : Modèle à deux états de l’instabilité dynamique des micro-
tubules

1. Dans le modèle à deux états, une extrémité du microtubule est statique tandis que
l’autre est libre et est sujette au processus d’instabilité dynamique. L’extrémité libre est
soit dans une phase de croissance (” ` ”) dans laquelle le microtubule croit avec une
vitesse moyenne v` ou dans une phase de décroissance (” ´ ”) où il dépolymérise avec
une vitesse moyenne v´. Le passage d’un état à l’autre se fait de manière stochastique
avec la fréquence f` pour la transition ´ Ñ ` et la fréquence f´ pour la transition ` Ñ ´.

2. Deux régimes dans la dynamique des microtubules peuvent être distingués à l’aide du para-
mètre ε “ xl`y{xl´y qui s’exprime en fonction des 4 paramètres de l’instabilité dynamique
de la manière suivante :

ε “
v`f´
v´f`

(4.16)

— Régime fini pour ε ă 1 (v`f´ ă v´f`). Les événements de catastrophe sont
fréquents et il existe une distribution de longueur des microtubules à l’équilibre
donnée par Peqpxq “ `´1 e´x{` où ` “ v`v´{ pv´f` ´ v`f´q est la longueur moyenne
des microtubules.

— Régime infini pour ε ě 1 (v`f´ ě v´f`). Les événements de catastrophe sont très
rares et les microtubules croissent de manière persistante au cours du temps avec
une longueur moyenne qui varie linéairement avec le temps et qui est donnée par
Lptq » rpv`f´ ´ v´f`q {pf` ` f´qs t.

3. Des trajectoires représentant l’évolution de la position de l’extrémité libre du microtubule
en fonction du temps peuvent être générées numériquement à partir de l’équation suivante
(dans la limite ω “ f´ ` f` " 1) :

dx

dt
“ V ` ξptq ; V “

v ` f´ ´ v´f`
f` ` f´

; xξptqξpt1qy “ 2Dδpt´ t1q . (4.17)
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Chapitre 5

Analyse kymographique

L’objectif de ce chapitre est de présenter la méthode d’analyse des kymographes per-
mettant de déterminer les paramètres importants de l’instabilité dynamique des microtu-
bules : v`, v´, f` et f´ introduits dans le chapitre 3 et qui correspondent aux paramètres
de base du modèle classique à deux états qui a été présenté dans le chapitre 4.
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5.1 Introduction
Depuis la mise en évidence du processus d’instabilité dynamique des microtubules en

1984, de très nombreuses études expérimentales ont été réalisées à la fois in vitro et in
vivo afin de caractériser la dynamique intrinsèque des microtubules mais également sa
régulation par des protéines telles que les MAPs (Microtubule Associated Proteins). Ces
expériences permettent de déterminer les 4 paramètres importants de l’instabilité dyna-
mique des microtubules v`, v´, f`, f´ (cf. 3.2) et s’appuient sur des techniques avancées
d’imagerie telles que la cryomicroscopie (Cryo-EM) [80], microscopie optique par fluo-
rescence (TIRF) [81], la microscopie à constrate interférentiel (DIC) [82, 83, 84] ou bien
encore la microscopie en champ sombre [85]. Sur la Figure 5.1, nous avons reporté une
séquence d’images issue d’un film obtenu par microscopie à fluorescence. Ces films per-
mettent de suivre en fonction du temps les trajectoires de plusieurs microtubules dans un
plan (x,y). Chaque microtubule est marqué en vert et pousse à partir d’une amorce stable
marquée en rouge.

t3t2t1t0

Extrémité libre du 
microtubule

Amorce stable 
x

y

Figure 5.1: Observation du processus d’instabilité dynamique des microtubules in vitro
par vidéo-microscopie optique de fluorescence. La séquence d’images montre la dynamique
dans le plan px, yq de plusieurs microtubules en fonction du temps (ici pour 4 temps
discrets avec t0 ă t1 ă t2 ă t3). Les microtubules sont marqués en vert et poussent à
partir d’amorces stables (en rouge). La séquence d’image a été obtenue à partir de films
fournis par Isabelle Arnal et Virginie Stoppin-Mellet (Université Grenoble Alpes, Grenoble
Institut des Neurosciences, équipe "Dynamique et Structure du Cytosquelette" [86]).

À partir de ces vidéos, l’objectif est de suivre individuellement chaque microtubule à
travers un graphique Lptq donnant l’évolution temporelle de la longueur d’un microtubule
(voir Figure 5.2c par exemple). La méthode d’analyse de ce type de graphique est décrite
dans la section 5.2. Pour obtenir de tels graphiques, la première étape consiste à générer un
kymographe pour chaque microtubule présent dans le champ d’observation (Figure 5.1).
Un kymographe correspond à un empilement d’images d’un même microtubule suivi dans
le temps et peut être obtenu à l’aide d’un logiciel de traitement et d’analyse d’images.
Un exemple de kymographe de microtubule obtenu à partir du logiciel libre ImageJ [87]
est reporté sur la figure 5.2a. Ainsi comme nous pouvons le voir, un kymographe permet
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de suivre la position de l’extrémité libre du microtubule (axe des abscisses) le long de
sa trajectoire dans le plan px, yq en fonction du temps (axe des ordonnées). Une fois
le kymographe généré, la seconde étape est d’identifier et de tracer sur l’image l’axe
correspondant à un microtubule de longueur nulle, c’est à dire l’origine du graphique Lptq
(Figure 5.2a). La troisième et dernière étape consiste à récupérer la position de l’extrémité
libre du microtubule. Cette étape peut se faire soit manuellement à l’aide de l’outil line
selection (Figure 5.2b) ou automatiquement à l’aide de la fonction MicrotubuleTracker
[88] avec le logiciel ImageJ [87]. Ainsi à partir d’un film obtenu par vidéo microscopie, il est
possible de générer un ensemble de trajectoires tL1ptq, L2ptq, ..., Lmptqu où m représente
le nombre de microtubules présents sur la vidéo initiale. La méthode d’analyse d’une
trajectoire puis d’une collection de trajectoires est décrite dans les sections 5.2 et 5.3. Les
paramètres v`, v´, f`, f´ issus de l’analyse des trajectoires correspondent à des conditions
expérimentales fixées. En renouvelant l’expérience puis l’analyse des trajectoires pour
des conditions différentes, il est possible d’étudier la dépendance de ces 4 paramètres
en fonction de la température, du pH, de la concentration totale de tubuline dans la
solution, la concentration d’une protéine interagissant avec les microtubules telle que Tau
ou MAP2, etc [52, 89].

a b

c Trajectoire finale
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Figure 5.2: Extraction de la longueur d’un microtubule en fonction du temps à partir
d’un kymographe. (a) Kymographe initial donnant l’évolution de la position de l’extrémité
libre du microtubule en fonction du temps à partir d’une amorce stable. (b) Suivi de
l’extrémité libre à l’aide de l’outil line selection du logiciel ImageJ [87]. (c) Trajectoire
finale avec la longueur du microtubule (µm) en fonction du temps (min).
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Dénomination Schéma Paramètres Explication

Nucléation

Croissance

Décroissance

Pause

Phase de nucléation "n" au cours de laquelle la longueur du microtubule 
est constante et nulle (L=0). Cette phase est caractérisée par une 
fréquence de nucléation     (1/temps moyen de nucléation). Cette phase 
est soit initiale ou précédée par une période de décroissance et est suivie 
par une période de croissance.

Phase de croissance "+" caractérisée par une fréquence      (1/temps 
moyen de croissance) et une vitesse moyenne de croissance      . Elle 
est précédée soit par une période de pause ou de décroissance et est 
suivie soit par une période de pause ou de décroissance.

Phase de décroissance "-" caractérisée par une fréquence     (1/temps 
moyen de décroissance) et une vitesse moyenne de décroissance      . 
Elle est précédée soit par une période de pause ou de décroissance et 
est suivie soit par une période de pause ou de croissance. La longueur 
du microtubule à la fin de cette phase est non nulle (L>0).

Phase de pause "0" au cours de laquelle la longueur du microtubule est 
constante et non nulle (L>0). Cette phase caractérisée par une fréquence 
de pause     (1/temps de moyen pause). Elle est précédée soit par une 
période de croissance ou de décroissance et est suivie soit par une 
période de croissance ou de décroissance.

Table 5.1: Liste des différentes phases du processus d’instabilité dynamique des micro-
tubules.

5.2 Analyse d’une trajectoire Lptq

L’objectif de cette section est de décrire la méthode d’analyse d’une trajectoire Lptq
donnant l’évolution temporelle de la longueur d’un microtubule. La première étape est
de définir et de lister toutes les phases que l’on pourra potentiellement observer sur une
trajectoire. L’analyse d’une trajectoire repose sur l’identification de ces phases et permet
de déterminer les paramètres importants de la dynamique.

5.2.1 Identification des phases

Une phase est définie entre 2 points de la trajectoire : un point marquant le début de
la phase et un pour la fin. Dans le tableau 5.1, nous avons énuméré 4 phases distinctes :
(i) une phase de nucléation notée "n", (ii) une phase de croissance "+", (iii) une phase de
décroissance "-" et (iv) une phase de pause "0".

• Phase de nucléation "n" Pendant toute la phase de nucléation, la longueur du micro-
tubule est constante et nulle, Lptq “ 0. Cette phase peut être soit initiale (ce qui est le
cas pour la 1ère phase de nucléation sur la figure 5.3) ou soit précédée par une période de
décroissance (voir par exemple la 2ème phase de nucléation sur la figure 5.3) et elle tou-
jours suivie par une période de croissance. Cette phase est caractérisée par une fréquence
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5.2 Analyse d’une trajectoire Lptq 59

fn définie comme suit :
fn “

nn
řnn
i“1 tn,i

, (5.1)

où nn représente le nombre de phases de nucléation et ttn,1, tn,2, . . . , tn,nnu correspond à
l’ensemble des temps de nucléation d’une trajectoire Lptq. Ainsi la fréquence de nucléation
fn correspond au nombre de phases de nucléation divisé par le temps total que le micro-
tubule a passé dans la phase de nucléation pour une trajectoire donnée. Sur la trajectoire
de la Figure 5.3, on compte 3 phases de nucléation et ainsi la fréquence de nucléation pour
cette trajectoire est donnée par fn “ 3{ptn,1 ` tn,2 ` tn,3q.

• Phase de pause "0" Pendant une phase de pause, la longueur du microtubule reste
constante mais contrairement à la nucléation elle est non nulle, Lptq “ cte ą 0. Comme
nous pouvons le voir sur la figure 5.3), cette phase est précédée soit par une période de
croissance ou soit de décroissance et est suivie soit par une période de croissance ou de
décroissance. De manière analogue à la nucléation, la phase de pause est caractérisée par
une fréquence f0 définie comme

f0 “
n0

řn0
i“1 t0,i

, (5.2)

où n0 représente le nombre de phases de pause (n0 “ 2 sur la trajectoire de la Figure
5.3) et tt0,1, t0,2, . . . , t0,n0u correspond à l’ensemble des temps de pause observés sur une
trajectoire Lptq.

• Phase de croissance "+" Pendant la phase de croissance, la longueur du microtubule
croit avec une pente constante (L1ptq “ cte) et positive (L1ptq ą 0). Cette phase est
précédée soit par une période de pause ou soit par une période de décroissance et est suivie
soit par une période de pause ou de décroissance. La phase de croissance est caractérisée
par deux paramètres : une vitesse de croissance v` et une fréquence de croissance f` qui
sont définis comme suit :

v` “
1
n`

n
ÿ̀

i“1

ˆ

l`,i
t`,i

˙

, f` “
n`

řn`
i“1 t`,i

, (5.3)

où n` représente le nombre de phases de croissance,
 

l`,1, l`,2, . . . , l`,n`
(

correspond aux
longueurs de croissance et

 

t`,1, t`,2, . . . , t`,n`
(

aux temps de croissance.

• Phase de décroissance "-" La phase de décroissance est caractérisée par une pente
constante et négative, L1ptq “ cte avec L1ptq ă 0. Elle est précédée soit par une période de
pause ou de croissance et est suivie soit par une période de pause ou de croissance. Pour
être qualifiée de phase de décroissance, la longueur du microtubule à la fin de la période
de décroissance doit être non nulle. Ainsi, comme nous pouvons le voir sur la Figure 5.3, la
période de décroissance juste après la 1ère phase de croissance n’est pas considérée comme
une phase "-" et son temps n’est pas utilisé pour le calcul de la fréquence de décroissance.
La phase "-" est caractérisée par deux paramètres : une vitesse de décroissance v´ et une
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fréquence de décroissance f´ qui sont calculés de la manière suivante :

v´ “
1
n´

n
ÿ́

i“1

ˆ

l´,i
t´,i

˙

, f´ “
n´

řn´
i“1 t´,i

, (5.4)

où n´ représente le nombre de phases de décroissance,
 

l´,1, l´,2, . . . , l´,n´
(

correspond
aux longueurs de décroissance et

 

t´,1, t´,2, . . . , t´,n´
(

aux temps de décroissance.
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Figure 5.3: Analyse d’une trajectoire Lptq donnant l’évolution temporelle de la longueur
d’un microtubule. La trajectoire est composée de 3 phases de nucléation "n", de 4 phases
de croissance "+", de 2 phases de décroissance et de 2 phases de pause "0". Les événements
de catastrophe sont indiqués par des cercles rouges et correspondent à la transition entre
une phase de croissance "+" et une période de décroissance. Les événements de sauvetage
sont marqués par des cercles verts et correspondent à la transition entre une phase de
décroissance "-" et une période de croissance ou de pause. La longueur maximale atteinte
par le microtubule pendant la fenêtre d’observation tobs est notée Lmax. Les temps associés
aux phases de nucléation, de pause, de croissance et de décroissance sont respectivement
notés tn, t0 t` et t´.

Paramètre ε Afin de déterminer dans quel régime de dynamique se trouvent les micro-
tubules observés, le paramètre ε “ xl`y{xl´y “ v ` f´{pv´f`q introduit dans la section
4.3 du chapitre 4 peut être calculé à partir d’une trajectoire comme suit :

ε “

ˆ

n´
n`

˙2 "řn`
i“1 l`,i{t`,i

řn´
i“1 l´,i{t´,i

* "řn`
i“1 t`,i

řn´
i“1 t´,i

*

: . (5.5)
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5.2.2 Fréquence de catastrophe

La fréquence des événements de catastrophe fait l’objet de nombreuses études dans la
littérature. Ci-dessous, nous avons listé les 4 principales méthodes employées pour calculer
ce paramètre :

1. La fréquence de catastrophe est obtenue en divisant le nombre de transitions ` Ñ ´

par le temps total d’observation.

2. La fréquence de catastrophe est obtenue en divisant le nombre de transitions ` Ñ ´

par le temps d’observation en considérant uniquement les phases de croissances
précédant une décroissance complète.

3. La fréquence de catastrophe est obtenue en divisant le nombre de transitions ` Ñ ´

par le temps total passé dans la phase de croissance.

4. La fréquence de catastrophe est obtenue en divisant le nombre de transitions ` Ñ ´

par le temps total passé dans la phase de croissance en considérant uniquement les
phases de croissance qui précédent une décroissance complète.

De manière générale, les 4 définitions pour la fréquence de catastrophe ne coïncident
pas avec celle de la fréquence de croissance en (5.3). Par exemple, en utilisant la 3ème
définition pour la fréquence de catastrophe sur la trajectoire de la Figure 5.3, nous avons
fc “ 3{pt`,1 ` t`,2 ` t`,3q alors que la fréquence de croissance est donnée par f` “

4{pt`,1 ` t`,2 ` t`,3 ` t`,4q ‰ fc. Dans la limite où il n’y a pas d’événements de pause sur
les trajectoires, les deux fréquences coïncident.

5.2.3 Fréquence de sauvetage

L’événement de sauvetage est défini comme étant la transition entre une période de
décroissance et une période de croissance. De la même manière que pour la fréquence
catastrophe, il n’existe pas de définition unique pour la fréquence de sauvetage fr. Ci-
dessous, nous avons listé les 2 principales définitions que nous avons identifié dans la
littérature :

1. La fréquence de sauvetage est obtenue en divisant le nombre de transitions ´ Ñ `

par le temps total d’observation en considérant uniquement les transitions qui ont
lieu lorsque le microtubule a une longueur non-nulle.

2. La fréquence de sauvetage est obtenue en divisant le nombre de transitions ´ Ñ `

par le temps total passé dans la phase de décroissance en considérant uniquement
les transitions qui ont lieu lorsque le microtubule a une longueur non-nulle.

Par exemple, en utilisant la 2ème définition pour la fréquence de sauvetage sur la trajec-
toire de la Figure 5.3, nous obtenons fr “ 1{t´,1 alors que la fréquence de décroissance
est donnée par f´ “ 2{pt´,1 ` t´,2q. Dans la limite où il n’y a pas d’événements de pause
sur les trajectoires, les deux fréquences coïncident.
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62 Analyse kymographique

5.2.4 Distribution non-exponentielle des temps de croissance et
de décroissance

Les définitions des fréquences de catastrophe et de sauvetage qui sont données dans
les sous-sections 5.2.2 et 5.2.3 correspondent implicitement au cas où les distributions des
temps de croissance et de décroissance sont de types exponentiels. Cependant, plusieurs
expériences ont montré que dans certaines conditions, ces distributions des temps (en
particulier pour la croissance) pouvaient dévier d’un comportement purement exponentiel
[67, 68, 66, 69, 60]. Ce caractère non-exponentiel des distributions des temps conduit à
une dépendance temporelle des fréquences [67, 66]. Dans ce qui suit, nous présentons une
méthode d’analyse permettant de calculer les fréquences associées aux phases de croissance
et de décroissance pour des distributions non-exponentielles.

Analyse de la phase de croissance

Pour une trajectoire donnée, l’ensemble des temps de croissance qui ont été observés
est récupéré (Figure 5.3). À partir de cette liste, on calcule l’histogramme des temps de
croissance E`,kpmq représentant le nombre d’événements de croissance associés au temps
de croissance t` “ m. La survie dans la phase de croissance S`,kptq est définie à partir de
la fonction E`,kpmq comme suit :

S`,kptq “ 1´ 1
N`,k

t
ÿ

m“0
E`,kpmq , (5.6)

où N`,k “
ř`8

m“0Em correspond au nombre total d’événements de croissance pour la
trajectoire k. Le temps minimum de croissance que l’on peut observer sur une trajectoire
dans ce modèle est égal à 1 (en unité de kg) et ainsi E`,kp0q “ 0 de telle manière que
S`,kpt “ 0q “ 1. À partir de l’équation (5.6), on montre que la survie S`,kpt` 1q est reliée
à S`,kptq comme suit :

S`,kpt` 1q “ S`,kptq ´
E`,kpt` 1q

N`,k
. (5.7)

Ainsi, en connaissant la valeur initiale S`,kp0q “ 1, on peut calculer S`,kptq par récurrence
en utilisant la relation (5.7). On réitère la procédure pour l’ensemble de Nconf trajectoires
générées et on calcule la fréquence de croissance f` de la manière suivante :

f` “
ψ`ptq

S`ptq
, (5.8)

où ψ`ptq et S`ptq représentent respectivement la distribution des temps et la survie de
croissance, et sont donnés par :

ψ`ptq “
1

Nconf

Nconf
ÿ

k“1
ψ`,kptq ”

1
Nconf

Nconf
ÿ

k“1

E`,kptq

N`,k
et S`ptq “

1
Nconf

Nconf
ÿ

k“1
S`,kptq . (5.9)
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Les écarts types ∆ψ`ptq et ∆S`ptq sur ψ`ptq et S`ptq au temps de croissance t sont
calculés comme suit :

∆ψ`ptq “

g

f

f

e

1
Nconf ´ 1

Nconf
ÿ

k“1
pψ`,kptq ´ ψ`ptqq

2 et ∆S`ptq “

g

f

f

e

1
Nconf ´ 1

Nconf
ÿ

k“1
pS`,kptq ´ S`ptqq

2.

(5.10)
L’écart type associé à la fréquence f` qui est donnée par l’équation (5.8) est alors déter-
miné en utilisant la relation suivante :

∆f`ptq “
∆ψ`ptq
S`ptq

`
ψ`ptq∆S`ptq

S`ptq
2 . (5.11)

Analyse de la phase de décroissance

La phase de décroissance peut être analysée en suivant la méthode présentée pour la
phase de croissance. L’équation permettant de calculer la fréquence de décroissance est
obtenue en remplaçant les indices ”` ” en ”´ ” dans (5.8) et (5.9).

5.3 Analyse d’un ensemble de trajectoires

Comme nous l’avons vu dans la section 5.1, à partir des films provenant de l’ex-
périence, il est possible d’extraire une collection de trajectoires tL1ptq, L2ptq, ..., Lmptqu.
Chaque trajectoire Ljptq représente la longueur du microtubule "j" en fonction du temps.
Pour chaque trajectoire, on applique la méthode d’analyse décrite dans la section 5.2. La
fréquence de nucléation pour un ensemble de trajectoires est calculée comme suit :

fn “

řm
j“1 nn,j

řm
j“1

řnn,j
i“1 tn,i,j

, (5.12)

où nn,j représente le nombre de phases de nucléation pour la trajectoire Ljptq et
 

tn,1,j, tn,2,j, . . . , tn,nn,j

(

correspond aux temps de nucléation de la trajectoire Ljptq. De manière analogue, la fré-
quence de pause f0 est calculée de la manière suivante :

f0 “

řm
j“1 n0,j

řm
j“1

řn0,j
i“1 t0,i,j

. (5.13)

Les 4 paramètres associés aux phases de croissance et de décroissance sont calculés en
utilisant les expressions suivantes :

v` “
1

řm
j“1 n`,j

m
ÿ

j“1

n`,j
ÿ

i“1

ˆ

l`,i,j
t`,i,j

˙

, f` “

řm
j“1 n`,j

řm
j“1

řn`,j

i“1 t`,i,j
, (5.14)

et
v´ “

1
řm
j“1 n´,j

m
ÿ

j“1

n´,j
ÿ

i“1

ˆ

l´,i,j
t´,i,j

˙

, f´ “

řm
j“1 n´,j

řm
j“1

řn´,j

i“1 t´,i,j
. (5.15)
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5.4 Illustration sur des données expérimentales

Afin d’illustrer la méthode d’analyse de la section 5.2, nous présentons les résultats
obtenus dans le cadre d’une collaboration avec Isabelle Arnal et Virginie Stoppin-Mellet
(Université Grenoble Alpes, Grenoble Institut des Neurosciences, équipe "Dynamique et
Structure du Cytosquelette" [86]). Deux conditions expérimentales ont été considérées :
(i) la situation de contrôle avec une concentration totale de 8µM de dimères de tubuline
et (ii) la situation avec 8µM de dimères de tubuline en présence d’une concentration de
100 nM de protéines Tau. La première étape consistait à sélectionner les kymographes à
utiliser pour l’analyse. Cette sélection a été réalisée en utilisant les 3 critères suivants :

1. Pouvoir discerner l’extrémité "+" du microtubule du bruit ou d’autres événements associés
à d’autres microtubules.

2. Pouvoir tracer la ligne d’origine, c’est-à-dire l’axe correspondant a une longueur nulle de
microtubule.

3. L’extrémité "+" du microtubule ne dépasse pas la fenêtre spatiale d’observation.

Pour l’expérience de contrôle, c’est-à-dire en l’absence de protéines Tau, en appliquant les
critères ci-dessus, nous avons sélectionnés 63 images à partir des 74 kymographes initiaux.
Pour l’expérience en présence de protéines Tau, 48 images ont été sélectionnées à partir
des 54 initiales. Les résultats pour les principaux paramètres caractérisant l’instabilité
dynamique des microtubules sont reportés dans le tableau 5.2. On constate que la vitesse
et la fréquence de décroissance sont plus élevées que celles pour la décroissance, et ce en
l’absence et en présence de protéines Tau.

Paramètre Symbole Sans Tau Avec Tau

Vitesse de
croissance

v` 0.6369˘ 0.0065
µm{min

1.0926˘ 0.029
µm{min

Vitesse de
décroissance

v´ 9.9123˘ 0.2334
µm{min

13.09˘ 2.971
µm{min

Fréquence de
croissance

f` 0.1093˘ 0.0203
min´1

0.0383˘ 0.0113
min´1

Fréquence de
décroissance

f´ 0.4411˘ 0.1676
min´1

1.068˘ 0.2788
min´1

Table 5.2: Paramètres de l’instabilité dynamique des microtubules pour une concentra-
tion de 8 µM de dimères de tubuline, en l’absence et en présence de protéines Tau (100
nM). Les paramètres ont été obtenus en analysant les kymographes fournis par Isabelle
Arnal et Virginie Stoppin-Mellet [86].

Les histogrammes associés aux temps et vitesses de croissance et de décroissance
pour l’expérience de contrôle sont également reportés sur la Figure 5.4. Les distribu-
tions des temps de croissance et de décroissance semblent présenter un comportement
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non-exponentiel (Figure 5.4a,c) tandis que les vitesses de croissance et de décroissance
semblent suivre une distribution gaussienne (Figure 5.4b,d).

a b

c d
t+ (min)

t� (min)

v+ (µm/min)

v� (µm/min)

Figure 5.4: Histogrammes des temps et vitesses de croissance et de décroissance obtenus
après analyse de 63 trajectoires (expérience de contrôle en l’absence de protéines Tau avec
une concentration de 8 µM de dimères de tubuline).
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Résumé du chapitre 5 : Analyse kymographique

1. Le processus d’instabilité dynamique des microtubules peut être observé et étudié in
vitro et in vivo grâce à des techniques avancées d’imagerie. Ces expériences permettent
de générer des kymographes donnant l’évolution temporelle de la position de l’extrémité
libre d’un microtubule. La trajectoire d’un microtubule Lptq, c’est-à-dire sa longueur en
fonction du temps est ensuite extraite à partir de son kymographe.

2. L’analyse d’une trajectoire Lptq se fait par identification de 4 phases distinctes : une phase
de nucléation "n" pendant laquelle Lptq “ 0 et qui est caractérisée par une fréquence
fn, une phase de pause "0" pendant laquelle Lptq “ cte ą 0 et qui est décrite par une
fréquence f0, une phase de croissance "`" (L1ptq “ cte ą 0) caractérisée par une vitesse
moyenne de croissance v` et une fréquence apparente f` et une phase de décroissance "´"
(L1ptq “ cte ă 0) avec une vitesse moyenne de décroissance v´ et une fréquence apparente
f´.

3. La fréquence apparente d’une phase k donnée (par exemple k “ ` pour la croissance) est
définie comme étant le ratio entre le nombre de fois que cette phase a été observée (nk) et
le temps total passé dans cette phase :

fk “
nk

řnk

i“1 tk,i
, k “ tn, 0,`,´u . (5.16)

La vitesse de chaque phase de croissance (ou décroissance), c’est-à-dire le ratio entre la
longueur de la phase et le temps passé dans cette phase est calculée. La vitesse moyenne
v` (ou v´) est ensuite obtenue en moyennant sur l’ensemble des phases de croissance (ou
décroissance) de la trajectoire :

vk “
1
nk

nk
ÿ

i“1

ˆ

lk,i
tk,i

˙

, k “ ˘ . (5.17)

4. La méthode présentée dans la section 5.2 a été illustrée sur des kymographes provenant
d’expériences réalisées au Grenoble Institut des Neurosciences [86], et les résultats pour les
4 paramètres principaux sont présentés dans le tableau 5.2.
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Chapitre 6

Instabilité dynamique des
microtubules : Modèle
non-Markovien

L’objectif de ce chapitre est de développer un modèle mésoscopique décrivant l’insta-
bilité dynamique des microtubules à l’échelle de la tubuline (i) - qui servira de base à
l’incorporation d’une population de protéines Tau interagissant avec le microtubule et (ii)
- qui soit compatible avec les observations expérimentales sur la dépendance temporelle
des fréquences de croissance et de décroissance.
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6.1 Introduction

Le modèle à deux états de l’instabilité dynamique présenté dans le chapitre 4 est
caractérisé par une distribution exponentielle des temps de croissance et de longueur
des microtubules. Cependant, plusieurs expériences in vitro et in vivo ont mis en évi-
dence que ces deux distributions ne suivaient pas une distribution purement exponentielle
[67, 68, 66, 69, 60]. Les résultats provenant d’expériences réalisées au Grenoble Institut
des neurosciences [86] présentés sur la Figure 5.4 semblent indiquer un caractère non-
exponentiel à la fois pour la distribution des temps de croissance et de décroissance.
Gardner et al [66] ont calculé la fréquence de catastrophe à partir de la distribution des
temps de croissance obtenue par analyse kymographique (cette méthode est décrite dans
le chapitre 5) et ont montré qu’elle variait au cours du temps. Plus précisément, les résul-
tats indiquent que la fréquence augmente avec le temps passé dans la phase de croissance
avant de saturer vers une valeur limite. Ainsi, la probabilité qu’un événement de catas-
trophe survienne n’est pas la même à chaque pas de temps mais dépend de l’histoire du
microtubule [90]. Ce type de processus est dit non-Markovien. Cet effet de mémoire serait
la signature de l’existence d’un certain nombre d’états ou d’événements intermédiaires
(multistep process dans la littérature) caractérisant la phase de croissance [66, 90]. La
nature exacte de ces événements précédant la catastrophe n’est toujours pas bien établie
[90]. Il a été suggéré qu’un nombre minimum de protofilaments exposant un dimère hy-
drolysé GDP et donc instables (voir chapitre 3) soit requit afin d’initier l’avalanche du
microtubule [66]. Plusieurs modèles ont été developpés afin de comprendre les mécanismes
à l’origine de cette mémoire [91, 92] mais également afin d’investiguer ses effets sur les pro-
priétés dynamiques des microtubules [90, 93]. L’objectif de ce chapitre est de développer
un modèle non-Markovien décrivant de manière stochastique l’instabilité dynamique d’un
microtubule à l’échelle de la tubuline. La construction du modèle reposera sur des ob-
servations expérimentales et les propriétés physiques et mathématiques du modèle seront
étudiées. En particulier, les phases de croissance et de décroissance seront caractérisées et
des expressions analytiques pour les 4 principaux paramètres de l’instabilité dynamique,
v`, v´, f` et f´ seront dérivées en fonction des paramètres microscopiques du modèle. La
suite du chapitre est organisé de la manière suivante : le modèle général est présenté dans
la section 6.2, les résultats sont présentés dans la section 6.3 et une synthèse du chapitre
est effectuée dans la section 6.4.

6.2 Modèle de l’instabilité dynamique des microtu-
bules

Le microtubule est considéré comme un système bidimensionnel ("pseudo-périodique")
formé d’un ensemble de Np protofilaments adjacents qui sont constitués de dimères de
tubuline (Figure 6.1). Chaque dimère existe soit dans un état GTP ou dans un état GDP
que l’on notera respectivement T et D dans la suite de ce chapitre. La dynamique du
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microtubule se fait à partir d’une extrémité stable et est régie par les processus d’hydrolyse
et de dissociation des dimères de tubuline.
• La vitesse de croissance du microtubule peut s’écrire comme :

v` “ pkatt rTubs ´ kdq a “ kg a , (6.1)

où rTubs est la concentration totale de tubulines, katt représente le taux d’attachement
par unité de concentration de dimères, et kd correspond au taux de dissociation des di-
mères. Le taux d’addition des tubulines sur le microtubule kg peut alors s’écrire comme
kg “ v`{a où a est la longueur d’un dimère. La vitesse de décroissance est définie de sorte
que le ratio des vitesses de décroissance et de croissance soit donné par v´{v` “ r, une
constante qui devrait dépendre des caractéristiques structurelles du microtubule.

• L’hydrolyse et la dissociation des tubulines sont traités comme des processus de Poisson
de telle sorte que la probabilité d’hydrolyse ph qu’un site T devienne D et la probabilité
de dissociation pd qu’un site D à l’extrémité du microtubule se dissocie, pendant un pas
de temps δt, peuvent ainsi s’écrire comme :

ph “ 1´ e´kh δt , pd “ 1´ e´kd δt , (6.2)

où khps
´1q et kdps´1q représentent les taux d’hydrolyse et de dissociation. On suppose

que le kd qui intervient dans l’équation (6.2) est le même que celui dans l’équation (6.1).
Dans toute la suite de ce chapitre, le pas de temps δt est choisi par rapport au temps
caractéristique de croissance du microtubule, c’est-à-dire l’inverse du taux d’addition des
dimères avec δt “ kg

´1.

6.2.1 Cas d’un seul protofilament

Pour commencer, on considère un seul protofilament composé d’un certain nombre de
sites, c’est-à-dire, de dimères de tubuline. Pour une configuration donnée, le passage du pas
de temps t au pas de temps t`1 se fait selon les règles illustrées sur la Figure 6.2. Les sites
précédents (c’est-à-dire tous les sites excepté celui à l’extrémité droite du protofilament)
qui sont dans l’état T ont une probabilité ph de devenir D et les sites précédents dans
l’état D restent inchangés (pas de transition D Ñ T au sein du protofilament). Comme
indiqué sur la Figure 6.2, pour la mise à jour du site à l’extrémité du protofilament, il y
a 2 cas de figure possibles selon son état (T ou D) :

1. Protofilament exposant un site T
— T Ñ

Ś

avec probabilité ph pd.
— T Ñ TT (site initial reste T avec ajout d’un site T à l’extrémité) avec proba-

bilité 1´ ph.
— T Ñ DT (site initial devient D avec ajout d’un site T à l’extrémité) avec

probabilité ph p1´ pdq.
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: dimère de tubuline

8 nm

1
2
3

Np

1 2 3 4 5 6 nmax

Extrémité stable

……… …………
…… …

……… ……… …
…… …… …
…… ……… …

……… ……… …
……… ……… …
……… ……… …
……… ……… …
……… ……

…… ……
……… ……… …
……… ……… …

L = nmax

Figure 6.1: Représentation bi-dimensionnelle du microtubule avec Np protofilaments
adjacents composés de dimères de tubuline de longueur a. La longueur du microtubule
est définie par rapport au protofilament le plus long, c’est-à-dire celui ou ceux ayant nmax
dimères sur le schéma.

2. Protofilament exposant un site D

— D Ñ
Ś

avec probabilité pd.

— D Ñ DT (site initial reste D avec ajout d’un site T à l’extrémité) avec proba-
bilité 1´ pd.

t t + 1

Figure 6.2: Représentation schématique des règles d’évolution d’un seul protofilament.
Les explications détaillées sont données dans le texte.

6.2.2 Cas de Np protofilaments adjacents : Système bidimen-
sionnel

Dans le cas général d’un ensemble de Np protofilaments en interaction, le passage du
pas de temps t au pas de temps t`1 dépend de l’état dans lequel se trouve le microtubule
à l’instant t selon les règles illustrées sur la Figure 6.3.

70



6.2 Modèle de l’instabilité dynamique des microtubules 71

• Microtubule dans le stade de croissance ”` ” à l’instant t : L’évolution du réseau
s’effectue en deux étapes : une étape à l’échelle du protofilament dite Intra-protofilament
suivie d’une étape sur l’ensemble des protofilaments Inter-protofilament. Pour la 1ère
étape, on suit les règles suivantes pour chacun des Np protofilaments : les sites internes
(c’est-à-dire tous les sites excepté celui à l’extrémité droite du protofilament) qui sont
dans l’état T (GTP) ont une probabilité ph de devenir D (GDP). Les sites internes dans
l’état D restent inchangés. Pour l’unité à l’extrémité du protofilament, il y a 3 cas de
figure possibles selon son état :

1. Protofilament exposant un site T

— T Ñ D‹ avec probabilité ph pd
— T Ñ TT (site initial reste T avec ajout d’un site T à l’extrémité) avec probabilité

1´ ph
— T Ñ DT (site initial devient D avec ajout d’un site T à l’extrémité) avec

probabilité ph p1´ pdq

2. Protofilament exposant un site D

— D Ñ D‹ avec probabilité pd
— D Ñ DT (site initial reste D avec ajout d’un site T à l’extrémité) avec proba-

bilité 1´ pd
3. Protofilament exposant un site D‹

— D‹ Ñ D‹ avec probabilité 1

À partir de la configuration résultante de la 1ère étape, on compte le nombre de pro-
tofilaments exposant une unité instable D‹. Si ce nombre est supérieur ou égal à n‹, le
microtubule sera dans le stade de décroissance ”´ ” au pas de temps t`1, sinon il restera
dans le stade ”` ”. Dans les deux cas, la configuration au pas de temps t` 1 correspond
à celle obtenue à l’issue de l’étape Inter-protofilament. Comme nous pouvons le voir sur
la Figure 6.3, la longueur du microtubule a augmenté d’une unité entre le pas de temps t
et t` 1.

• Microtubule dans le stade de décroissance ”´” à l’instant t : L’évolution du réseau
se fait en deux étapes : une étape à l’échelle du protofilament dite Intra-protofilament suivie
d’une étape sur l’ensemble des protofilaments Inter-protofilament. Pour la 1ère étape, on
applique les règles suivantes pour chacun des Np protofilaments : les sites internes qui
sont dans l’état T ont une probabilité ph de devenir D tandis que les sites internes dans
l’état D restent inchangés. Pour l’unité à l’extrémité, il a 3 cas de figure possibles selon
son état :

1. Protofilament exposant un site T

— T Ñ
Ś

avec probabilité ph pd (dissociation du site T )

— T Ñ TT (site initial reste T avec ajout d’un site T à l’extrémité) avec probabilité
1´ ph

— T Ñ DT (site initial devient D avec ajout d’un site T à l’extrémité) avec
probabilité ph p1´ pdq
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2. Protofilament exposant un site D

— D Ñ
Ś

avec probabilité pd (dissociation du site D)

— D Ñ DT (site initial reste D avec ajout d’un site T à l’extrémité) avec proba-
bilité 1´ pd

3. Protofilament exposant un site D‹

— D‹ Ñ D‹ avec probabilité 1

À l’issue de la 1ère étape, on compte le nombre de protofilaments exposant une unité D.
Si ce nombre est égal à 0, le microtubule sera dans le stade de croissance ”` ” au pas de
temps t`1 et sinon, le microtubule restera dans le stade de décroissance ”´” et les unités
se trouvant à l’intérieur de la zone de r unités de longueur qui est hachurée en rouge sur la
Figure 6.3 seront dissociées. Dans le dernier cas, la longueur du microtubule a diminuée de
r unités au pas de temps t`1. Pour un microtubule sortant de l’étape Inter-protofilaments
dans le stade ” ` ”, la configuration au pas de temps t ` 1 correspond à celle obtenue à
l’issue de l’étape Inter-protofilament. Dans ce cas, la longueur du microtubule a augmenté
d’une unité entre le pas de temps t et t` 1.

Signification physique

• Phases de croissance et de décroissance Dans ce modèle, le stade du microtubule
est déterminé par la configuration à l’extrémité du réseau. Il existe 3 états possibles pour
un site à l’extrémité d’un protofilament : T , D et D‹. L’existence de l’état D‹ dit instable
provient des interactions entre les Np protofilaments au sein du réseau. Ainsi, l’événement
qui aboutissait à la dissociation d’une unitéD à l’extrémité d’un protofilament seul conduit
désormais à un état instable D‹. La dissociation des unités au sein du microtubule se
fait de manière coordonnée entre les Np protofilaments formant le réseau. La croissance
s’effectue par addition d’une unité T à l’extrémité des protofilaments non-instables ce qui
se traduit par une vitesse de croissance donnée par v` “ a kg. Ainsi, dans cette phase, les
états possibles pour un site à l’extrémité d’un protofilament sont : T et D‹. Le modèle
est construit sur l’hypothèse que lorsque le microtubule atteint un stade où au moins n‹
protofilaments exposent une unité instable D‹, la structure du réseau est destabilisée et
le microtubule entre dans la phase de décroissance. Il est important de préciser que cette
condition n’impose rien sur la position des protofilaments instables au sein du réseau. Ainsi
dans ce modèle, la catastrophe survient lorsqu’au moins n‹ protofilaments sont instables
et ce quelque soit leurs positions, qu’ils soient adjacents ou non. Odde et al [67] et plus
recemment Gardner et al [66] ont reporté une valeur de n‹ „ 3 suggérant que la présence
de 3 protofilaments instables serait suffisante à la déstabilisation du réseau. Nous verrons
dans la section 6.3 comment il est possible d’estimer la valeur de n‹ à partir des données
expérimentales. Dans la phase de décroissance, la dissociation des unités s’effectue par
l’extrémité dynamique et conduit à une diminution de la longueur du microtubule de r
unités à chaque pas de temps de sorte que le ratio entre les vitesses de décroissance et
de croissance soit égal à v´{v` “ r. Au cours de cette phase, les 3 états T , D et D‹

sont possibles pour le site à l’extrémité d’un protofilament. On fait l’hypothèse que la
transition vers la phase de croissance s’effectue lorsque la configuration à l’extrémité du

72



6.2 Modèle de l’instabilité dynamique des microtubules 73

+

-

Inter
non : +
oui : -

Inter
non : -
oui : +

a

b

1

r

1

Figure 6.3: Représentation schématique des règles d’évolution d’un ensemble de Np pro-
tofilaments en interaction. Pour une configuration donnée, le passage du pas de temps t
au pas de temps t` 1 dépend de l’état dans lequel se trouve le microtubule à l’instant t.
Pour un microtubule dans la phase de croissance ” ` ”, la mise à jour du réseau se fait
en suivant le chemin (a). Pour un microtubule dans la phase de décroissance ” ´ ” au
pas de temps t, on effectue les étapes le long du chemin (b). Les règles d’évolution du
microtubule pour les deux chemins sont détaillées dans le texte.

réseau est exclusivement composée d’unités T où D‹ comme pour la phase de croissance.
Cet événement correspond au sauvetage du microtubule et est probabiliste par nature
dans ce modèle. En effet, selon les règles illustrées sur la Figure 6.3b, les événements
aboutissant à la disparition des unités D à l’extrémité du réseau sont contrôlés par les
probabilités ph et pd. La probabilité de sauvetage du microtubule dans ce modèle sera
dérivée en fonction de ces probabilités dans la section 6.3.2.

• Processus d’hydrolyse et de dissociation À chaque pas de temps, l’état des dimères
est régi par les processus d’hydrolyse et de dissociation qui ont lieu au sein de chaque
protofilament de manière indépendante. Dans ce modèle, on suppose que chaque dimère
dans l’état T a la même probabilité ph d’être hydrolysé quelque soit sa position au sein
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du protofilament et de l’état des sites voisins. D’autres processus tels que l’hydrolyse
vectorielle, ou aléatoire couplée ont été proposés dans la littérature afin de décrire le
mécanisme d’hydrolyse [75] mais pour des raisons de simplicité, nous avons opté pour le
processus dit d’hydrolyse aléatoire. On fait l’hypothèse que lorsque le microtubule est dans
la phase de décroissance, les Np protofilaments sont fragilisés et que chaque protofilament
évolue comme si il était seul en suivant les règles présentées en 6.2.1. Lorsque le microtubule
est dans la phase de croissance, compte tenu des interactions entre protofilaments, le
processus de dissociation n’aboutit pas directement à la perte des unités D mais conduit
à une transformation en unités instables D‹.

6.3 Résultats

6.3.1 Cas d’un seul protofilament

Trajectoires de la position de l’extrémité du protofilament

En appliquant les règles présentées en 6.2.1, nous avons simulé la dynamique d’un seul
protofilament. Les trajectoires de la position de l’extrémité du protofilament obtenues
pour ph “ 1 avec pd “ 1{3, 1{2 et 2{3 sont reportées sur la Figure 6.4. On constate
qu’en variant la probabilité de dissociation pd (avec la probabilité ph qui est fixée), le
protofilament passe d’un régime fini où les transitions entre les phases de croissance et
de décroissance sont fréquentes à un régime dans lequel le protofilament croît de manière
persistante. Nous avons vu dans le chapitre 4 que la transition entre ces deux régimes est
contrôlée par le ratio entre la longueur moyenne de croissance et de décroissance donné par
ε “ xl`y{xl´y. Dans la suite de cette section, les phases de croissance et de décroissance
d’un protofilament seul seront analysées et le paramètre ε sera exprimé en fonction des
probabilités ph et pd. Les 4 jeux de paramètres suivants pour les probabilités d’hydrolyse
et de dissociation seront considérés : (A) ph “ 0.2 avec pd “ 0.8, (B) ph “ 0.4 avec
pd “ 0.8, (C) ph “ pd “ 0.8 et (D) ph “ 0.8 avec pd “ 0.5. La motivation du choix de ces
paramètres est explicitée dans la sous-section Fréquence de décroissance.

Fréquence de croissance

Dans la phase de croissance, le protofilament expose toujours une unité T et à chaque
pas de temps, il a une probabilité donnée par 1´ph`ph p1´pdq ” 1´ph pd de rester dans
cette phase et une probabilité ph pd d’en sortir. La fonction de survie du protofilament
dans la phase de croissance s’écrit alors comme :

S`ptq “ p1´ ph pdqt , (6.3)
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Figure 6.4: Trajectoires simulées de la position de l’extrémité d’un seul protofilament.
Les trajectoires ont été générées suivant les règles présentées en 6.2.1 pour une probabilité
d’hydrolyse ph “ 1 et avec pd “ 2{3 (a), pd “ 1{2 (b) et pd “ 1{3 pour (c). Les
configurations (a,b,c) correspondent respectivement à ε “ xl`y{xl´y en (6.18) de 0.5, 1 et
2.

avec la condition initiale S`p0q “ 1. De manière générale, la distribution des temps de
croissance ψ`ptq est reliée à la survie S`ptq par la relation suivante :

ψ`ptq “ ´
dS`
dt

. (6.4)

Cette relation se traduit par ψ`ptq “ S`ptq ´ S`pt` 1q en temps discret et avec (6.3), on
obtient :

ψ`ptq “ ph pd p1´ ph pdqt . (6.5)

La fréquence de croissance est alors obtenue en utilisant la relation f` “ ψ`ptq{S`ptq et
utilisant les expressions (6.3) et (6.5), on obtient :

f` ”
ψ`ptq

S`ptq
“ ph pd . (6.6)

On constate que dans ce modèle, f` ne varie pas au cours du temps et est contrôlée par le
produit des probabilités ph ˆ pd. Ainsi pour pd “ 0 par exemple, f` est nulle et le temps
moyen que le protofilament passe dans la phase de croissance (1{f`) tend vers l’infini et
ce quelque soit la valeur de ph. Le résultat est le même pour le cas particulier ph “ 0.
Sur la Figure 6.5, nous avons comparé les résultats théoriques et ceux provenant de la
simulation numérique de la dynamique d’un protofilament pour la distribution des temps
de croissance, Ψ` et la fréquence de croissance f`. On constate qu’il y a un excellent
accord entre les deux approches validant ainsi les expressions (6.5) et (6.6).
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Figure 6.5: Caractérisation de la phase de croissance d’un seul protofilament. Les dis-
tributions et les fréquences sont tracées en fonction du temps passé dans la phase de
croissance et ont été obtenues sur un ensemble de Nconf “ 5ˆ 104 trajectoires de 104 pas
de temps pour ph “ 0.2 et pd “ 0.8 (a), ph “ 0.4 et pd “ 0.8 (b), ph “ pd “ 0.8 (c) et ph
et pd “ 0.5 (d). Les points avec les barres d’erreurs (écarts types) en bleu correspondent
aux résultats des simulations numériques et les lignes continues en rouge correspondent
aux expressions analytiques (6.5) et (6.6).
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Fréquence de décroissance

Contrairement à la phase de croissance, la décroissance peut se faire à partir d’un pro-
tofilament exposant une unité T (avec probabilité ph pd) ou une unité D (avec probabilité
pd). Dans ce cas, la fonction de survie du protofilament dans la phase de décroissance
S´ptq s’écrit comme :

S´ptq “
t
ź

i“1
ωi , (6.7)

où ωi représente la probabilité que le protofilament soit dans la phase de décroissance au
temps t´ “ i. Compte tenu du fait que dans ce modèle, il existe deux possibilités pour le
protofilament de perdre une unité, ωi s’exprime de la manière suivante :

ωi “ pd PipDq ` ph pd PipT q , (6.8)

où PipDq et PipT q représentent les probabilités que le protofilament expose respectivement
une unité D et T , au temps t´ “ i. À chaque pas de temps, le site à l’extrémité du
protofilament est soit dans l’état T ou dans l’état D et ainsi on a PipT q`PipDq “ 1 et la
probabilité ωi est donc donnée par :

ωi “ pd r1´ p1´ phq PipT qs , (6.9)

et S´ptq s’écrit comme suit :

S´ptq “ pd
t

t
ź

i“1
r1´ p1´ phqPipT qs (6.10)

La probabilité PipT q qui intervient dans l’équation (6.10) pour S´ptq dépend de l’histoire
du protofilament. De manière générale, cette probabilité peut s’écrire comme :

PtpT q “ p1´ phqt`tp , (6.11)

où tp représente le temps de préparation ou encore pt ` tpq représente l’âge de l’unité
T qui se trouve être à l’extrémité du protofilament au temps de décroissance t. Dans la
suite, on fait l’hypothèse que lors de la décroissance, les sites encore dans l’état T au
sein du protofilament sont issus de la phase de croissance précédente. Une représentation
schématique de la phase de décroissance dans cette hypothèse est présentée sur la Figure
6.6. À partir de ce schéma, on montre que tp “ t et ainsi la probabilité PipT q est donnée
par :

PipT q “ p1´ phq2i , (6.12)

et la survie S´ptq s’écrit donc comme :

S´ptq “ pd
t

t
ź

i“1

”

1´ p1´ phq2i`1
ı

. (6.13)
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Figure 6.6: Représentation schématique de la phase de décroissance d’un seul protofi-
lament. La phase de décroissance commence à partir d’une configuration dans laquelle
le protofilament expose une unité D au temps t´ “ 0. Au cours de la décroissance, le
protofilament a une probabilité ωi donnée par l’Eq (6.9) de rester dans cette phase au
temps t´ “ i. Dans l’hypothèse où les sites qui sont encore dans l’état T proviennent de
la phase de croissance précédente, la probabilité de trouver un site T exposé au temps
t´ “ i est alors donnée par PipT q “ p1´ phq2i.

À partir de l’équation (6.13), on obtient l’expression suivante pour la distribution des
temps de décroissance ψ´ptq :

ψ´ptq ” S´ptq´S´pt`1q “ pd
t
“

1´ pd
`

1´ p1´ phq2t`3˘‰
t
ź

i“1

”

1´ p1´ phq2i`1
ı

, (6.14)

et la fréquence de décroissance est alors donnée par :

f´ ”
ψ´ptq

S´ptq
“ 1´ pd

`

1´ p1´ phq2t`3˘ . (6.15)

On remarque que compte tenu de l’histoire du protofilament, f´ dépend du temps passé
dans la phase de décroissance et tend vers la valeur f´ “ 1 ´ pd aux temps longs. Dans
la limite ph “ 1, la fréquence demeure constante et est également donnée par f´ “

1´pd. À partir de l’équation (6.15), on peut étudier de manière systématique dans quelles
conditions la dépendance temporelle de la fréquence de décroissance devient négligeable.
Par exemple pour un seuil s “ 1%, on peut écrire la relation suivante :

p1´ phq2t`3
“ s . (6.16)

Ainsi, le temps au bout duquel la fréquence de décroissance devient constante (à s “ 1%
près) est donné par :

t “
1
2

„

logpsq
logp1´ phq

´ 3


. (6.17)

L’expression (6.17) est tracée en fonction de la probabilité d’hydrolyse sur la Figure 6.7 en
ligne continue rouge. Cette ligne permet de délimiter dans un diagramme de phase durée de
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la mémoire - probabilité d’hydrolyse, la région avec mémoire c’est-à-dire, où la fréquence
de décroissance dépend du temps passé dans la phase de décroissance. On constate que
pour ph ě 0.6, la fréquence de décroissance demeure constante avec f´ “ 1´ pd. Afin de
confirmer ces résultats, sur la Figure 6.8, nous avons tracé la fréquence de décroissance
donnée par l’équation (6.15) et celle obtenue à partir de la simulation numérique de la
dynamique d’un protofilament seul. Nous avons considéré 4 jeux de paramètres pour les
probabilités d’hydrolyse et de dissociation : (A) ph “ 0.2 avec pd “ 0.8, (B) ph “ 0.4
avec pd “ 0.8, (C) ph “ pd “ 0.8 et (D) ph “ 0.8 avec pd “ 0.5. Ces 4 configurations
sont représentées sur le diagramme de phase de la Figure 6.7. On peut voir sur la Figure
6.8b,c que pour les configurations (C) et (D) qui sont situées dans la région sans mémoire
sur la Figure 6.7, la fréquence de décroissance est bien constante tandis que pour les
configurations (A) et (B), la fréquence de décroissance diminue au cours du temps avant
de devenir constante.

Paramètre ε pour un protofilament

Les expressions des principaux paramètres caractérisant l’instabilité dynamique dans
le cadre du modèle du protofilament unique sont reportées dans le Tableau 6.1. À partir
de ces expressions, on montre que le paramètre ε “ v` f´{pv´ f`q est donné par :

ε “
1´ pd

“

1´ p1´ phq2t`3‰

ph pd
. (6.18)

Sur la figure 6.7, nous avons tracé ε en fonction de la probabilité d’hydrolyse pour pd “ 0.5
et pd “ 0.8. On constate que pour une probabilité de dissociation donnée, le paramètre ε
diminue au fur et à mesure que ph augmente.

Paramètre Symbole Expression

Fréquence de croissance f` ph pd

Fréquence de décroissance f´ 1´ pd
“

1´ p1´ phq2t`3‰
ÝÝÑ
t"1

1´ pd

Table 6.1: Expression des fréquences de croissance et de décroissance en fonction des
probabilités ph et pd pour un protofilament seul.

Déplacements moyens et distributions des longueurs à l’équilibre

Le déplacement moyen de l’extrémité du microtubule a été calculé en suivant la "mé-
thode 1" décrite en Annexe A.1 et les résultats obtenus pour Nconf “ 104 trajectoires
sont reportés sur la Figure 6.9. Comme nous l’avons vu dans le chapitre 4, il est possible
de distinguer deux régimes en fonction de la valeur de ε. Pour ε ă 1, les événements de
transition entre la phase de croissance et de décroissance sont fréquents et il existe une
distribution de longueur à l’équilibre (Figure 6.9b,c) tandis que pour ε ě 1, il n’y a pas
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Figure 6.7: Diagramme de phase durée de la mémoire - probabilité d’hydrolyse pour
un seuil de 1% pour la décroissance d’un seul protofilament. La ligne continue rouge
correspond à l’équation (6.17) qui est tracée en fonction de ph et les lignes pointillées en
bleu représentent le paramètre ε donné par l’équation (6.18) qui est tracé en fonction de
ph pour pd “ 0.5 et pd “ 0.8.

d’équilibre et la longueur moyenne varie linéairement avec le temps (Figure 6.9a,d). Ces
deux régimes sont indiqués sur le diagramme de phase de la Figure 6.7.

Effets de bords sur la fréquence de décroissance

Pour les configurations (B) et (C) indiquées sur la Figure 6.7, le paramètre ε est res-
pectivement de » 0.65 et » 0.32 tandis que pour les configurations (A) et (D), ε ą 1. On
constate sur la Figure 6.8a,d que pour les configurations (A) et (D), il y a un très bon
accord entre l’expression analytique (6.15) (lignes continues en rouge) et la fréquence de
décroissance obtenue numériquement (points en bleu). En revanche, pour les configura-
tions (B) et (C) qui correspondent à ε ă 1, il y a un écart entre les résultats numériques
et théoriques. Ces écarts sont dus à des effets de bords dans les simulations numériques.
En effet, pour ε ă 1, les événements de décroissance aboutissant à une longueur nulle
sont très fréquents et cela affecte la distribution des temps de décroissance ne touchant
pas l’origine, L “ 0. Afin de s’affranchir de ces effets de bords, il est possible de si-
muler la dynamique du protofilament avec la condition qu’initialement, la longueur du
protofilament est non nulle. Les résultats numériques obtenus avec la condition initiale
Lp0q “ 104 ˆ a sont représentés sur la Figure 6.8b,c avec des points en noir. On constate
que ces nouveaux résultats s’accordent parfaitement avec l’expression analytique (6.15).
Ainsi la fréquence de décroissance donnée par (6.15) correspond à la fréquence intrin-
sèque du système, c’est-à-dire en l’absence d’effets de bords tandis que celle représentée
avec des points en bleu sur la Figure 6.8b,c correspond à la fréquence apparente. Cette
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Figure 6.8: Caractérisation de la phase de décroissance d’un seul protofilament. Les
distributions et les fréquences sont tracées en fonction du temps passé dans la phase de
décroissance et ont été obtenues sur un ensemble de Nconf “ 5 ˆ 104 trajectoires de 104

pas de temps pour ph “ 0.2 et pd “ 0.8 (a), ph “ 0.4 et pd “ 0.8 (b), ph “ pd “ 0.8 (c) et
ph “ 0.8 et pd “ 0.5 (d). Les points avec les barres d’erreurs en bleu correspondent aux
résultats des simulations numériques et les lignes continues en rouge correspondent aux
expressions analytiques.

81



82 Instabilité dynamique des microtubules : Modèle non-Markovien

distinction est particulièrement pertinente expérimentalement dans le cadre des analyses
kymographiques. En effet, les fréquences qui sont mesurées expérimentalement sont des
fréquences apparentes. Dans la limite ph ě 0.6, f´ “ 1 ´ pd et le paramètre ε est sim-
plement donné par ε “ 1 ´ pd{pph pdq. Ainsi, dans cette limite, le cas d’un protofilament
seul serait l’équivalent mésoscopique du modèle classique à deux états présenté dans le
chapitre 4 où les fréquences de croissance et de décroissance sont constantes.
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Figure 6.9: Longueurs moyennes en fonction du temps et distribution des longueurs à
l’équilibre dans le cas d’un seul protofilament. Les résultats ont été obtenus à partir de
Nconf “ 104 trajectoires de 104 pas de temps avec ph “ 0.2 et pd “ 0.8 (a), ph “ 0.4 et
pd “ 0.8 (b), ph “ pd “ 0.8 (c) et ph “ 0.8 et pd “ 0.5 (d).
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6.3.2 Cas de Np protofilaments adjacents : Système bidimen-
sionnel

Trajectoires de la position de l’extrémité du microtubule

Afin de simuler le processus d’instabilité dynamique d’un microtubule selon les règles
présentées en 6.2.2, il est nécessaire de définir une condition initiale et une condition aux
bords. Dans la suite, nous avons choisi de travailler avec les conditions suivantes :

1. Initialement, le microtubule a une longueur nulle.

2. Si au pas de temps t, le microtubule a une longueur nulle, alors au pas de temps t ` 1,
le microtubule rentre dans le stade de croissance ” ` ” avec une configuration de Np

protofilaments identiques composés d’une seule unité T .

Sur la Figure 6.10, nous avons reporté 3 trajectoires de la position de l’extrémité du
microtubule obtenues pour ph “ 0.75 et pd “ 0.01, un ratio r “ v´{v` “ 13.5 (ce ratio
correspond aux valeurs typiques pour v´ et v` reportés dans le tableau 3.1) avec n‹ “ 1, 2
et 3. On constate que pour un jeu de paramètre pph, pdq donné, le temps moyen passé dans
la phase de croissance (et par extension la longueur de croissance) augmente avec n‹. En
effet, le nombre de protofilaments instables nécessaire au déclenchement de la catastrophe
augmente et cet événement de transition requiert donc plus de temps. En revanche, le
temps et la longueur de décroissance semblent relativement insensibles à l’augmentation
de n‹. Ainsi, dans ces conditions, l’augmentation de n‹ semble conduire à une dynamique
de plus en plus persistante pour le microtubule.

Dans la suite de cette section, les phases de croissance et de décroissance d’un ensemble
de Np protofilaments seront analysées et le paramètre ε sera exprimé en fonction des
paramètres microscopiques ph, pd et n‹.

t

L

a b c

t t

n? = 1 n? = 2 n? = 3
✏ ' 0.69 ✏ ' 0.75 ✏ ' 0.81

Figure 6.10: Trajectoires simulées de la position de l’extrémité du microtubule à partir
des règles présentées en 6.2.2. La longueur du microtubule (en unité de dimères) est
tracée en fonction du temps. Les trajectoires ont été générées pour ph “ 0.75, pd “ 0.01,
v´{v` “ 13 avec n‹ “ 1 (a), n‹ “ 2 (b) et n‹ “ 3 pour (c). Les configurations (a,b,c)
correspondent respectivement à un ratio ε “ xl`y{xl´y en (6.41) de » 0.69, » 0.75 et
» 0.81.
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Fréquence de croissance

Le modèle mésoscopique présenté en 6.2 considère que le microtubule croît par addition
d’unités T sur les protofilaments non-instables tant qu’il n’a pas atteint le stade où au
moins n‹ des Np protofilaments exposent une unité instable D‹. Ainsi, il est possible de
représenter la phase de croissance par une chaine de transitions de n‹ états intermédiaires :
0 Ñ 1 Ñ 2... Ñ n‹´1 (voir Fig. 6.11). Les états ”0”, ”1”, ”2”,..., ”n‹ ´ 1” représentent
un microtubule contenant respectivement 0, 1, 2, ..., n‹ ´ 1 protofilaments instables. Le
microtubule commence sa phase de croissance dans le stade ”0” et la termine dans le
stade ”n‹ ´ 1”. Les stades ”1”, ”2”, ..., ”n‹ ´ 1” correspondent à des configurations où 1,
2, ..., n‹ ´ 1 protofilaments exposent une unité instable D‹ et où pNp ´ 1q, pNp ´ 2q, ...,
pNp ´ rn‹ ´ 1sq protofilaments ont la même longueur et exposent une unité T . Après être
passé successivement par les n‹ états intermédiaires, le microtubule peut atteindre un état
dans lequel au moins n‹ protofilaments exposent une unité instable D‹. Cette transition
marque la fin de la phase de croissance. Selon les règles présentées dans la section 6.3,
l’événement de sauvetage (transition ”´” Ñ ”`”) survient lorsque le microtubule n’expose
plus d’unités D. À cet instant, le microtubule peut donc exposer que des unités T et D‹.
Ainsi, de manière générale les chemins ”´” Ñ ”n” avec n P r0, n‹´1s sont possibles. Dans
la suite, nous faisons l’hypothèse que lors du processus de décroissance, toutes les unités
instables sont dissociées de telle manière qu’au moment du sauvetage, le microtubule
expose uniquement que des unités T . Ainsi, à l’issue de l’événement de sauvetage, le
microtubule se trouve dans l’état ”0”, c’est-à-dire sans unités instables. Cette hypothèse
se traduit sur la Figure 6.11 par l’absence des chemins ” ´ ” Ñ ”1”, ” ´ ” Ñ ”2”, ...,
” ´ ” Ñ ”n‹ ´ 1”. Par anticipation des résultats, cette hypothèse est confortée par les
simulations numériques lorsque r ą 1 (nombre d’unités dissociées par pas de temps lors de
la phase de décroissance). Lorsque la décroissance aboutit à la dissociation complète du
microtubule, au pas de temps suivant, la nucléation conduit à un réseau composé de Np

protofilaments avec une seule unité T . Ainsi, lorsque la phase de décroissance s’arrête via
un événement de sauvetage ou via un événement de nucléation, le microtubule commence
sa phase de croissance dans le stade ”0” de la Figure 6.11. Dans la cinétique représentée
sur la Figure 6.11, nous avons fait l’approximation que la conversion d’unité D en unité
instable D‹ ne se produit pas de manière simultanée sur plusieurs protofilaments. Ainsi,
on néglige les événements où 2 protofilaments ou plus deviennent instables dans le même
pas de temps. Les fréquences f0, f1, ..., fn‹ représentent respectivement les fréquences des
transitions ”0” Ñ ”1”, ”1” Ñ ”2”, ..., ”n‹´ 1” Ñ

Ś

. Les expressions pour ces fréquences
en fonction des paramètres microscopiques ph et pd sont dérivées dans la sous-section
suivante.

On définit une fonction de survie pour chacun des pn‹ ` 1q états de la phase de
croissance. Le système d’équations qui traduit le schéma cinétique de la Figure 6.11 est
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f11 … n⋆ − 12 f2 fn⋆−1

+ f+

Nucléation −0
f0

Figure 6.11: Représentation schématique de la cinétique de la phase de croissance. L’état
de croissance ” ` ” est subdivisé en n‹ états intermédiaires : ”0”, ”1”, ”2”, ..., ”n‹ ´ 1”
correspondant respectivement aux situations où 0, 1, 2, ..., n‹´1 protofilaments exposent
une unité instable D‹. Le microtubule commence sa phase de croissance dans l’état ”0”
et l’état ”n‹ ´ 1” correspond au dernier état dans lequel le microtubule peut croître.

donné par :
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dS0

dt
“ ´f0 S0 ,

dSn
dt

“ `fn´1 Sn´1 ´ fn Sn , n P r1, n‹ ´ 1s ,

(6.19)

avec les conditions initiales S0pt “ 0q “ 1 et Snpt “ 0q “ 0 @n P r1, n‹ ´ 1s. De manière
générale, la fréquence de croissance f` est donnée par :

f` “ ´
1
S`

dS`
dt

avec S`ptq “
n‹´1
ÿ

n“0
Snptq . (6.20)

Le système (6.19) apparait également dans le contexte d’une chaine de désintégration
radioactive et a été résolu par Bateman en 1910 [94] en transformant les équations dans
l’espace de Laplace. La dérivation est présentée en Annexe A.2 et la solution pour la
survie Snptq est donnée par :

Snptq “
n´1
ź

i“0
fi

n
ÿ

i“0

e´fi t

śn
j“0
j‰i
pfj ´ fiq

, n P r0, n‹ ´ 1s . (6.21)

La fonction de survie du microtubule dans la phase de croissance S`ptq est alors donnée
par :

S`ptq “
n‹´1
ÿ

n“0

¨

˝

n´1
ź

i“0
fi

n
ÿ

i“0

e´fi t

śn
j“0
j‰i
pfj ´ fiq

˛

‚ . (6.22)

En utilisant l’Eq (6.22) dans l’Eq (6.20), on obtient l’expression suivante pour la fréquence
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f`ptq en fonction du temps :

f`ptq “

řn‹´1
n“0

¨

˝

śn´1
i“0 fi

řn
i“0

fi e
´fi t

śn
j“0
j‰i
pfj ´ fiq

˛

‚

řn‹´1
n“0

¨

˝

śn´1
i“0 fi

řn
i“0

e´fi t

śn
j“0
j‰i
pfj ´ fiq

˛

‚

. (6.23)

Les expressions de f` pour n‹ “ 1, 2 et 3 sont données par :

f`ptq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f0 n‹ “ 1 (6.24a)

f0 f1
“

e´f0 t ´ e´f1 t
‰

f1 e´f0 t ´ f0 e´f1 t
n‹ “ 2(6.24b)

f0 f1 f2
“

pf2 ´ f1q e
´f0 t ` pf0 ´ f2q e

´f1 t ` pf1 ´ f0q e
´f2 t

‰

f1 f2 pf2 ´ f1q e´f0 t ` f0 f2 pf0 ´ f2q e´f1 t ` f0 f1 pf1 ´ f0q e´f2 t
n‹ “ 3 (6.24c)

Pour n‹ “ 1, la fréquence de croissance est constante et est donnée par f` “ f0 tandis
que pour n‹ ą 1, c’est une fonction croissante au cours du temps. Les limites pour tÑ 0
et tÑ `8 de f`ptq sont données par :

$

’

’

&

’

’

%

lim
tÑ0

f`ptq “ 0 , (6.25a)

lim
tÑ`8

f`ptq “ min pf0, f1, ..., fnq , n “ n‹ ´ 1 . (6.25b)

La fréquence de croissance sature vers la plus petite fréquence de l’ensemble tf0, f1, f2, ..., fn‹´1u.
Par anticipation des résultats, en utilisant l’expression (6.27) pour les fréquences fn en
fonction des probabilités ph et pd, on peut montrer que fn‹´1 est la plus petite fréquence
et ainsi la limite de l’équation (6.25b) est donnée par :

lim
tÑ`8

f`ptq “ 1´ p1´ ph pdqNp´pn‹´1q . (6.26)

Les résultats provenant des simulations numériques (points avec les barres d’erreurs en
bleu) de la dynamique d’un ensemble de Np protofilaments en interaction sont comparés
avec l’expression analytique (lignes continues rouges) en (6.23) sur la Figure 6.14. On
constate que les résultats analytiques et numériques sont en très bon accord, validant ainsi
notre approche analytique basée sur la cinétique de la phase de croissance représentée sur
la Figure 6.11.
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Figure 6.12: Caractérisation de la phase de croissance d’un ensemble de Np “ 13
protofilaments en interaction. Les distributions et les fréquences ont été obtenues sur un
ensemble de Nconf “ 105 trajectoires de 103 pas de temps pour ph “ pd “ 0.25 avec
n‹ “ 1 (a,b), 2 (c,d) et 3 (e,f). Les points avec les barres d’erreurs en bleu pour les
fréquences de croissance (b,d,f) proviennent des simulations numériques et les lignes
continues en rouge correspondent aux expressions analytiques (6.24a), (6.24b) et (6.24c)
où f0 “ 1´ p1´ 0.252q

13
» 0.56, f1 “ 1´ p1´ 0.252q

12
» 0.53 et f2 “ 1´ p1´ 0.252q

11
»

0.5.
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Expressions des fn en fonction des paramètres ph, pd et n‹

Les fréquences fn indiquées sur la Figure 6.11 (avec n P r0, n‹ ´ 1s) représentent la
probabilité par unité de temps qu’au moins un protofilament devienne instable à partir
d’une configuration où n protofilaments exposent une unité instable D‹ et Np´n exposent
une unité T . Comme on peut le voir sur la Figure 6.3, les unités T à l’extrémité d’un
protofilament ont une probabilité 1´ ph ` ph p1´ pdq “ 1´ ph pd de ne pas devenir D‹ et
on peut donc écrire les fréquences fn comme suit :

fn “ 1´ p1´ ph pdqNp´n , n P r0, n‹ ´ 1s . (6.27)

L’expression (6.27) peut être généralisée au cas où la probabilité de dissociation est fonc-
tion de n, le nombre de protofilaments exposant une unité instable D‹ avec pd ” pdpnq.
Dans le cas où les fréquences de transition entre les n‹ états internes de la phase de
croissance sont identiques, c’est-à-dire f0 “ f1 “ ... “ fn‹´1 ” f , on peut écrire :

1´ p1´ ph pdp0qqNp “ 1´ p1´ ph pdpnqqNp´n . (6.28)

Figure 6.13: ppnq ” ph pdpnq en fonction de n, le nombre de protofilaments instables
dans le cas particulier où les fréquences de transition sont identiques, c’est-à-dire f0 “

f1 “ ... “ fn‹´1 ” f et avec Np “ 13 protofilaments. Les 3 courbes en noir, bleu et rouge
correspondent respectivement à une valeur initiale pp0q ” ph pdp0q de 0.05, 0.1 et 0.2.

À partir de l’équation (6.28), il est possible d’exprimer le produit de la probabilité
d’hydrolyse et de dissociation ppnq ” ph pdpnq comme suit :

ppnq ” ph pdpnq “
´

1´ r1´ ph pdp0qsNp{pNp´nq
¯

. (6.29)

Sur la Figure 6.13, nous avons tracé la fonction ppnq donnée par l’Eq (6.29) pour 3
valeurs initiales différentes : ppn “ 0q “ 0.05, 0.1 et 0.2. On constate que la probabilité
de dissociation pdpnq croît au fur et à mesure que n augmente et ce quelque soit la
valeur initiale pp0q ‰ 1. Ainsi, à l’image d’une avalanche, la situation où les paramètres
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cinétiques sont égaux conduit à un mécanisme de dissociation accélérée (p2pnq ą 0) en
fonction du nombre de protofilaments exposant une unité instable D‹. La situation où
les fréquences f0, f1, ..., fn‹´1 sont identiques correspond à une distribution Gamma des
temps de croissance. Un tel formalisme mathématique a été utilisé par Gardner et al [66]
afin d’ajuster les résultats expérimentaux pour la fréquence de croissance en fonction du
temps.

Fréquence de décroissance

Le raisonnement pour exprimer la survie du microtubule dans la phase de décroissance
est similaire à celui développé dans la sous-section 6.3.1 pour le cas d’un seul protofilament.
De manière générale, S´ptq peut s’écrire comme :

S´ptq “
t
ź

i“1
ωi , (6.30)

où ωi représente maintenant la probabilité que le microtubule soit dans la phase de dé-
croissance au temps t´ “ i. Le microtubule reste dans la phase de décroissance tant qu’il
n’est pas sauvé et donc on a ωi “ 1´pr,i où pr,i représente la probabilité qu’un événement
de sauvetage survienne au temps t´ “ i. Selon les règles présentées en 6.2.2, le sauvetage
survient lorsque le microtubule n’expose plus d’unités D. La probabilité qi qu’une unité
T se fixe à l’extrémité d’un protofilament non instable au temps de décroissance t´ “ i

est donnée par :
qi “ PipDq r1´ pds ` PipT q r1´ ph pds , (6.31)

où PipDq et PipT q représentent la probabilité qu’un protofilament non instable expose
respectivement une unité D et T au temps t´ “ i. Le site à l’extrémité d’un protofilament
non instable est soit dans l’état T ou D et on a donc PipT q ` PipDq “ 1, @t´ “ i. La
probabilité qi s’écrit alors comme :

qi “ 1´ pd ` PipT q pd p1´ phq . (6.32)

Dans la phase de décroissance, les Np sont considérés comme indépendants et donc la
probabilité de sauvetage est donnée par :

pr,i “ q
Np´nipD

‹q

i “ r1´ pd ` PipT q pd p1´ phqsNp´nipD
‹q , (6.33)

où nipD‹q représente le nombre de protofilaments instables, c’est-à-dire exposant une unité
instable D‹ au temps t´ “ i. Ainsi, la probabilité ωi qui intervient dans l’équation (6.30)
s’écrit :

ωi “ 1´ r1´ pd ` PipT q pd p1´ phqsNp´nipD
‹q . (6.34)

La distribution des temps de décroissance ψ´ptq “ S´ptq´S´pt`1q s’exprime comme
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Figure 6.14: Caractérisation de la phase de décroissance d’un ensemble de Np “ 13
protofilaments en interaction. Les distributions et les fréquences ont été obtenues sur un
ensemble de Nconf “ 105 trajectoires de 103 pas de temps pour ph “ pd “ 0.05 avec n‹ “ 1
(a,b), 2 (c,d) et 3 (e,f). Les points avec les barres d’erreurs en bleu pour les fréquences
de décroissance (b,d,f) proviennent des simulations numériques et les lignes continues en
rouge correspondent à la valeur f´ “ p1´ pdq13

» 0.51.

suit :
ψ´ptq “ p1´ ωt`1q

t
ź

i“1
ωi , (6.35)
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92 Instabilité dynamique des microtubules : Modèle non-Markovien

et la fréquence de décroissance f´ est donnée par :

f´ “ 1´ ωt`1 “ r1´ pd ` Pt`1pT q pd p1´ phqsNp´nt`1pD‹q . (6.36)

De manière générale, f´ est une fonction qui dépend du temps passé dans la phase de
décroissance. Comme on peut le constater à travers l’équation (6.36), la dépendance tem-
porelle vient à la fois du terme Pt`1pT q et nt`1pD

‹q qui dépendent de l’histoire du micro-
tubule. Afin d’exprimer f´ en fonction de ph et pd, on fait l’hypothèse qu’une fois entré
dans la phase de décroissance, le microtubule n’expose plus d’unités instables D‹ et donc
nipD

‹q “ 0, @t´ “ i. Cette condition correspond aux situations où le nombre d’unités qui
se dissocient par unité de temps, r est supérieur ou égal au nombre d’unités ajoutées lors
de la croissance entre le moment où un premier protofilament devient instable et celui où
la condition de catastrophe est satisfaite. En s’inspirant du raisonnement développé dans
la sous-section 6.3.1 pour le cas d’un seul protofilament (voir Figure 6.6), on peut écrire
la probabilité PipT q comme suit :

PipT q “ p1´ phqp1`rqi . (6.37)

Tout comme l’équation (6.12) pour le cas d’un seul protofilament, l’expression (6.37) re-
pose sur l’hypothèse que lors de la décroissance, les sites encore dans l’état T à l’extrémité
du microtubule sont issus de la phase de croissance précédente. Finalement, avec ces deux
approximations, la fréquence de décroissance est donnée par :

f´ “
”

1´ pd
´

1´ p1´ phqp1`rqt`2`r
¯ıNp

. (6.38)

Tout comme pour le cas d’un seul protofilament, la fréquence de décroissance en (6.38)
est une fonction décroissante du temps passé dans la phase de décroissance avant d’at-
teindre la valeur asymptotique p1 ´ pdq

Np (pour Np “ 1, on retrouve la valeur pour un
protofilament seul). À partir de (6.38), on peut montrer que le temps au bout duquel la
fréquence de décroissance devient constante (à s “ 1% près) est donné par :

t “
1

1` r

„

log psq
log p1´ phq

´ p2` rq


. (6.39)

L’expression (6.39) permet de délimiter dans un diagramme de phase probabilité d’hy-
drolyse - durée de la mémoire, la région avec mémoire c’est-à-dire, où f´ est fonction du
temps passé dans le stade de décroissance. Sur la Figure 6.15, l’équation (6.39) est tracée
en ligne continue pour les cas r “ 1 (en rouge) et r “ 13 en bleu. Le cas r “ 1 correspond
au cas d’un seul protofilament dans lequel v` “ v´. Pour le cas d’un seul protofilament,
f´ demeure constante pour ph ě 0.6 tandis que pour ensemble de Np protofilaments en
interaction (r “ 13), la fréquence de décroissance demeure constante pour ph ě 0.15
avec f´ “ p1 ´ pdq

Np . La probabilité d’hydrolyse à partir de laquelle la fréquence f´ est
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6.3 Résultats 93

constante (à s “ 1% près) est notée ph,c et s’exprime en fonction du ratio r comme suit :

ph,c “ 1´ s1{p3`2rq . (6.40)

L’équation (6.40) est tracée en fonction de r sur la Figure 6.15 et on constate que ph,c
diminue au fur et à mesure que le ratio r augmente. Ainsi, la gamme de valeurs de ph
pour lesquelles le système est caractérisé par une dépendance temporelle à travers la
fréquence de décroissance est d’autant plus restreinte que le ratio r est élevé. Les résultats
numériques pour la fréquence de décroissance sont reportés sur la Figure 6.14 pour n‹ “ 1,
2 et 3 avec ph “ pd “ 0.05. Comme attendu, dans ces conditions, f´ décroît au cours du
temps avant d’atteindre la valeur p1´ pdqNp .
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Figure 6.15: Diagramme de phase probabilité d’hydrolyse - durée de la mémoire pour
un seuil de 1% pour la décroissance d’un ensemble de Np protofilaments en interaction.
Les lignes continues délimitent la région où la fréquence de décroissance dépend du temps
passé dans le stade de décroissance pour les cas r “ v´{v` “ 1 (rouge) et r “ 13 (bleu). La
figure interne représente la probabilité critique ph,c donnée par l’équation (6.40) à partir
de laquelle la fréquence de décroissance est constante (à s “ 1% près) en fonction du ratio
r.

Paramètre ε pour un ensemble de Np protofilaments

Les expressions des fréquences caractérisant l’instabilité dynamique d’un ensemble de
Np protofilaments en interaction sont reportés dans le Tableau 6.2. Pour n‹ “ 1 et Np “ 1,
la fréquence de croissance est donnée par f` “ ph pd et on retrouve donc la même ex-
pression que pour le cas d’un protofilament seul. La fréquence de décroissance donnée par
(6.38) n’est pas fonction de n‹ mais dépend en revanche du ratio des vitesses r “ v´{v`.
Dans le cas r “ 1 et Np “ 1, on retrouve l’expression (6.15) pour un protofilament seul.
À partir de ces expressions, on montre que le paramètre ε “ v` f´{pv´ f`q asymptotique,
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94 Instabilité dynamique des microtubules : Modèle non-Markovien

c’est-à-dire dans la limite t " 1 est donné par :

ε “
1
r

«

p1´ pdqNp

1´ p1´ ph pdqNp´pn‹´1q

ff

. (6.41)

Sur la Figure 6.16, nous avons représenté ε en (6.41) en fonction de n‹ pour 3 jeux de
paramètres pph, pdq. On constate que quelque soit les probabilités ph et pd que l’on choisit,
ε augmente en fonction de n‹. Selon les valeurs de ph et pd, il existe une valeur de n‹ de
telle sorte que ε soit supérieur ou égal à 1 (courbes continues en bleu et en rouge sur la
Figure 6.16). À partir des valeurs typiques de v`, v´, f` et f´ qui sont reportées dans le
tableau 3.1, le paramètre ε “ v`f´{pv´f`q peut être estimé et on trouve ε » 0.74. Par
anticipation des résultats, l’ajustement de (6.23) sur les données expérimentales suggère
une valeur de n‹ de l’ordre de 3. En combinant ces deux informations sur la Figure 6.16,
on constate que les probabilités ph et pd (en supposant que ph “ pd) doivent être comprises
entre 0.06 et 0.08.

Modèle Croissance Décroissance

1 PF ph pd 1´ pd
`

1´ p1´ phq2t`3˘
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f0 ; n‹ “ 1

f0 f1
“

e´f0 t ´ e´f1 t
‰

f1 e´f0 t ´ f0 e´f1 t
; n‹ “ 2

f0 f1 f2
“

pf2 ´ f1q e´f0 t ` pf0 ´ f2q e´f1 t ` pf1 ´ f0q e´f2 t
‰

f1 f2 pf2 ´ f1q e´f0 t ` f0 f2 pf0 ´ f2q e´f1 t ` f0 f1 pf1 ´ f0q e´f2 t

; n‹ “ 3

fn “ 1´ p1´ ph pdpnqqNp´n , n P r0, n‹ ´ 1s

”

1´ pd

´

1´ p1´ phq
p1`rqt`2`r

¯ıNp

Table 6.2: Expressions analytiques pour les fréquences de croissance et de décroissance
dans le cas d’un seul protofilament ("1 PF") et pour un ensemble deNp “ 13 protofilaments
en interaction ("13 PFs").

Déplacements moyens et distributions des longueurs à l’équilibre

Le déplacement moyen de l’extrémité du microtubule a été calculé à partir d’un en-
semble de Nconf “ 104 trajectoires (voir Annexe A.1) et les résultats obtenus sont reportés
sur la Figure 6.17a pour n‹ “ 1 et n‹ “ 3. Tout comme dans le cas d’un seul protofilament,
deux régimes peuvent être distingués dans la dynamique du microtubule en fonction de
la valeur du ratio ε donné par l’équation (6.41) :

• Pour ε ă 1, la longueur moyenne (xLptqy) du microtubule augmente au cours du temps
avant d’atteindre un plateau. La fonction de relaxation de la longueur moyenne a un com-
portement non-exponentiel (Figure 6.17b). Dans ce régime, il existe une distribution des
longueurs à l’équilibre qui est représentée sur la Figure 6.17c,d pour n‹ “ 1 et n‹ “ 3.
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Figure 6.16: Paramètre ε donné par (6.41) en fonction de n‹ pour un ensemble de Np

protofilaments en interaction avec ph “ pd “ 0.06 (bleu), 0.08 (rouge) et 0.15 (vert).

• Pour ε ě 1, le microtubule a un comportement persistant et sa longueur moyenne aug-
mente linéairement en fonction du temps. Dans ce régime, il n’y a pas de distribution des
longueurs à l’équilibre.
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Figure 6.17: Longueurs moyennes et fonction de relaxation (1´xLptqy{xLp8qy) en fonc-
tion du temps (a,b) et distributions des longueurs à l’équilibre (c,d) d’un ensemble de Np

protofilaments en interaction pour n‹ “ 1 et n‹ “ 3 avec ph “ pd “ 0.11. Les résultats ont
été obtenus à partir de Nconf “ 104 trajectoires de 1000 pas de temps avec r ” v´{v` “ 13.
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96 Instabilité dynamique des microtubules : Modèle non-Markovien

6.3.3 Analyse des données expérimentales

Sur la Figure 6.18, nous avons reporté les résultats de Gardner et al [66] pour la fré-
quence de croissance en fonction du temps. Les valeurs numériques et les barres d’erreurs
ont été récupérées à l’aide du logiciel GraphClick [95]. Dans ces expériences in vitro, les
auteurs n’ont pas observé d’événements de sauvetage, c’est-à-dire que chaque phase de
décroissance aboutissait à la dissociation complète du microtubule. Ainsi, par rapport à
la représentation schématique de la phase de croissance sur la Figure 6.11, cette condition
expérimentale correspond au chemin allant de l’état ” ´ ” à l’état ”Nucléation”. Les ex-
pressions (6.24a), (6.24b) et (6.24c) pour n‹ “ 1, 2 et 3, respectivement ont été ajustées
sur les données de Gardner et al [66]. L’ajustement des courbes a été réalisé à l’aide de la
fonction lsqcurvefit sous Matlab. Les 3 courbes issues de l’ajustement sont tracées sur la
Figure 6.18. Le cas n‹ “ 1 en ligne pointillée noire correspond à une fréquence constante
f` “ f0 “ 0.0031 s´1, le cas n‹ “ 2 en ligne pointillée rouge donne deux fréquences iden-
tiques f0 “ f1 “ 0.0057 s´1 et le cas n‹ “ 3 en ligne continue bleu donne trois fréquences
identiques f0 “ f1 “ f2 “ 0.008 s´1. Cette situation a été discutée dans la section 6.3.2
et correspond à une distribution Gamma des temps de croissance. Les expressions analy-
tiques pour f`ptq dans ces conditions sont reportées dans le Tableau 6.3. Sur la Figure 6.18,
on constate que la courbe ajustée correspondant à n‹ “ 3 est celle qui s’accorde le mieux
avec les données expérimentales parmi les 3 courbes. On peut alors déterminer la valeur
numérique des produits ph pdp0q, ph pdp1q et ph pdp2q à partir de f “ 0.008 s´1 obtenue pour
n‹ “ 3 en utilisant l’expression ph pdpnq “ 1´ p1´ f kg´1

q
1{pNp´nq. Le taux d’addition de

GTP kg peut être calculé à partir de la vitesse de croissance de » 15 nm{s reportée en
[66] ce qui donne kg » 0.015µm{sˆ1625 » 24 s´1. On obtient alors ph pdp0q » 2.5ˆ10´5,
ph pdp1q » 2.7ˆ10´5 et ph pdp2q » 3ˆ10´5. D’un point de vue expérimental, la dépendance
temporelle de la fréquence de décroissance n’a pas été reportée jusqu’à présent. En utili-
sant les résultats présentés dans la sous-section 6.3.2 pour la fréquence de décroissance,
les valeurs possibles pour la probabilité d’hydrolyse sont alors comprises entre ph “ 0.15
et ph “ 1. En utilisant les résultats issus de l’ajustement pour n‹ “ 3, nous avons tracé
sur la Figure 6.19, les valeurs possibles de la probabilité de dissociation en fonction de
la probabilité d’hydrolyse. On constate que les probabilités de dissociation pdp0q, pdp1q,
pdp3q pour respectivement, 0, 1 et 2 protofilaments instables ont des valeurs très proches
qui sont comprises entre » 3ˆ 10´5 et » 2ˆ 10´4.

n‹ Fréquence de croissance f`ptq f rs´1s

1 f 0.0031

2 f 2 t{r1` f ts 0.0057

3 f 3 t2{rf tpf t` 2q ` 2s 0.008

Table 6.3: Expressions analytiques pour les 3 courbes ajustées de la Figure 6.18 et les
valeurs numériques correspondantes pour f ” f0 “ f1 “ f2.
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Figure 6.18: Fréquence de croissance des microtubules en fonction du temps. Les points
avec les barres d’erreurs correspondent aux résultats des expériences de Gardner et al
[66]. Les 3 courbes sont issues de l’ajustement des équations (6.24a) (en noir), (6.24b)
(en rouge) et (6.24c) (en bleu) sur les points expérimentaux. Les valeurs numériques des
paramètres ajustés sont reportés dans le Tableau 6.3.

ph

pd

Figure 6.19: Valeurs possibles de la probabilité de dissociation en fonction de la pro-
babilité d’hydrolyse. Les valeurs ont été obtenues à partir des résultats de l’ajustement
de (6.24c) pour n‹ “ 3 et avec la condition que la fréquence de décroissance demeure
constante (implique que ph ě 0.15). La courbe continue en bleu correspond à pdp0q, la
ligne pointillée verte, pdp1q et celle en rouge représente pdp2q.
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98 Instabilité dynamique des microtubules : Modèle non-Markovien

6.4 Conclusion

Le modèle mésoscopique décrivant la dynamique d’instabilité d’un ensemble de Np

protofilaments en interaction présenté en 6.2 est contrôlé par 3 paramètres : les probabilités
d’hydrolyse et de dissociation ph et pd et n‹ qui traduit la stabilité du microtubule. Pour
n‹ ě 2, le modèle est caractérisé par une distribution non-exponentielle des temps de
croissance avec une fréquence de croissance qui augmente au cours du temps passé dans
le stade ”`” avant de saturer vers une valeur plateau donnée par 1´p1´ ph pdqNp´pn‹´1q.
Pour ph ă ph,c où la probabilité critique ph,c est donnée par l’équation (6.40), le système
est caractérisé par une distribution non-exponentielle des temps de décroissance avec
une fréquence de décroissance qui décroît au cours du temps passé dans le stade ” ´ ”
avant d’atteindre la valeur p1´ pdqNp . L’équivalent du système d’équations (4.4) pour des
fréquences dépendantes du temps peut s’écrire comme :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dg`
dt

“ ´
şt

0 κ`pt´ t
1q g`pt

1qdt1 `
şt

0 κ´pt´ t
1q g´pt

1q dt1 ,

dg´
dt

“ `
şt

0 κ`pt´ t
1q g`pt

1qdt1 ´
şt

0 κ´pt´ t
1q g´pt

1q dt1 ,

(6.42)

où les noyaux (kernel) κ˘ptq sont des fonctions mémoire reliées à f˘ptq. À partir de
(6.42), on peut écrire l’équation suivante pour la vitesse moyenne instantanée xvptqy “
v`g`ptq ´ v´g´ptq :

dxvptqy

dt
“ ´

ż t

0
dt1 rκ`pt´ t1q `κ´pt´ t1qs vpt1q `

ż t

0
dt1 rv`κ´pt1q ´ v´κ`pt1qs .

(6.43)
La fonction de relaxation de la vitesse xvptqy, solution de l’équation (6.43) a un compor-
tement non-exponentiel qui est la signature d’un système non-Markovien. Le modèle que
nous avons développé dans ce chapitre correspond à une description non-Markovienne de
l’instabilité dynamique des microtubules. De manière générale, dans l’espace de Laplace,
les fonctions mémoire κ˘ptq sont données par :

κ̄˘pσq “
σ Ψ̄˘pσq

1´ Ψ̄˘pσq
, (6.44)

avec Ψ̄˘pσq, la transformée de Laplace de Ψ˘ptq, la distribution des temps de séjour dans
les phases ˘ qui s’écrit comme :

Ψ˘ptq “ f˘ptqS˘ptq “ ´
dS˘
dt

. (6.45)

Dans le cas particulier où les fréquences de croissance et de décroissance sont constantes,
on a :

f˘ptq ” f˘ ñ Ψ˘ptq “ f˘ e
´f˘t , (6.46)
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et ainsi on a κ˘ptq “ f˘δptq et on retrouve le système (4.4) du modèle Markovien à deux
états.

Pour aller plus loin, il serait intéressant de comparer les résultats du modèle mésosco-
pique développé dans ce chapitre avec les modèles déjà existants de l’instabilité dynamique
des microtubules qui tiennent compte de la dépendance temporelle associée à la fréquence
de croissance [91, 92, 93].
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Résumé du chapitre 6 : Instabilité dynamique : Modèle non-Markovien

1. L’objectif de ce chapitre était de construire un modèle de l’instabilité dynamique des
microtubules à l’échelle de la tubuline dont les caractéristiques sont compatibles avec
les récentes observations expérimentales sur la dépendance temporelle de la fréquence
de croissance et qui servira de base à la construction d’un modèle couplant le processus
d’instabilité dynamique d’un microtubule en interaction avec une population de Tau.

2. Le modèle que nous avons développé considère le microtubule comme un système
bidimensionnel ("pseudo-périodique") formé d’un ensemble de Np protofilaments adjacents
en interaction. La dynamique du microtubule est contrôlée par 3 paramètres : la proba-
bilité d’hydrolyse ph décrivant l’hydrolyse des dimères GTP en GDP, la probabilité de
dissociation pd décrivant le mécanisme de dissociation des unités GDP à l’extrémité du
microtubule et n‹ qui tient compte des interactions entre protofilaments au sein du réseau.

3. Des expressions analytiques pour les fréquences caractérisant l’instabilité dynamique des
microtubules ont été dérivées et sont reportées dans le Tableau 6.2. Pour n‹ “ 1, la
fréquence de croissance est constante avec f` “ 1 ´ p1 ´ ph pdq

Np et pour ph ě ph,c la
fréquence de décroissance est constante avec f´ “ p1 ´ pdq

Np . Pour n‹ ě 2, la fréquence
f` et pour ph ă ph,c, la fréquence f´, deviennent des fonctions du temps passé dans
respectivement la phase de croissance et de décroissance. En particulier, la fréquence
de croissance qui a été intensivement étudiée expérimentalement augmente au cours du
temps avant de saturer vers un plateau dont la valeur est donnée par 1´p1´ph pdqNp´pn‹´1q.

4. L’expression analytique pour f`ptq a été ajustée sur les données expérimentales de Gardner
et al [66] et la situation où n‹ “ 3 avec f0 “ f1 “ f2 “ 0.008 s´1 est celle qui s’accorde
le mieux avec les données. Le cas où les fréquences f0, f1, ..., fn‹´1 sont égales correspond
à une distribution Gamma des temps de croissance. Ces résultats suggèrent un mécanisme
de dissociation accélérée des dimères de tubulines où la probabilité de dissociation dépend
du nombre de protofilaments instables.
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Troisième partie

Décoration d’un microtubule
stabilisé par des protéines Tau
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Décoration d’un microtubule stable par Tau

Figure 6.20: Objectif de la partie III de la thèse : caractériser la décoration d’un micro-
tubule stable par une population de protéines Tau. La figure a été adaptée de [26, 27].
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Chapitre 7

Structure et fonctions des protéines
Tau

L’objectif de ce chapitre est de présenter et de décrire la structure des protéines Tau,
ses fonctions associées aux microtubules et ses modes d’interaction avec les microtubules
à l’échelle des dimères de tubuline. Ce chapitre servira de base à la construction des
modèles unidimensionnels et bi-dimensionnels décrivant la dynamique d’attachement et
de détachement d’une population de Tau sur un microtubule stabilisé respectivement dans
les chapitres 8 et 10.
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7.1 Structure des protéines Tau

7.1.1 Expression de Tau et Isoformes

Les protéines Tau (tubulin associated unit) appartiennent à la famille des MAP (Mi-
crotubule Associated Proteins) et sont codées par un gène unique situé sur le chromosome
17. La protéine Tau est exprimée principalement dans les axones [96] mais elle est égale-
ment présente dans les astrocytes, les oligodendrocytes [97, 98] et dans certains tissus tels
que le coeur et les muscles [99]. Il existe 6 différentes variantes de la protéine Tau appelées
isoformes allant de 352 à 441 résidus d’acides aminés (Figure 7.1a) d’un poids moléculaire
variant de 45 à 62 kDa [100, 101]. Les isoformes se distinguent par leurs séquences d’acides
aminés mais peuvent toutes être subdivisées en 4 parties principales [102] : (i) une partie
N-terminale, (ii) une partie riche en proline, (iii) une partie composée de 3 ou 4 motifs
répétés et (iv) une partie C-terminale.
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Figure 7.1: (a) Représentation schématique de la structure des 6 isoformes de la protéine
Tau. (b) Charge électrique moyenne en fonction de la position le long de la protéine Tau
(4R2N). La figure a été adaptée de [103].

Comme on peut le constater sur la Figure 7.1b, la protéine Tau peut être vue comme
un dipôle [96, 103, 104, 105] avec un domaine chargé positivement qui comprend le do-
maine riche en proline, les motifs répétés et une partie de l’extrémité C-terminale et qui
correspond à la zone de fixation aux microtubules et un domaine chargé négativement
appelé domaine de projection. Le domaine de projection de Tau s’orienterait perpendicu-
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lairement à la surface du microtubule comme on peut le voir sur la Figure 7.5 et serait
impliqué dans l’organisation spatiale des microtubules en contrôlant la distance entre deux
microtubules adjacents [106].

7.1.2 Structure de Tau en solution

De par l’existence de deux domaines de charges opposées, Tau est une protéine extrê-
mement dynamique en solution et appartient à la famille des protéines intrinsèquement
désordonnées. Des expériences de diffusion des rayons X aux petits angles (SAXS) ont
montré que le rayon de gyration de Tau était de l’ordre de Rg » 5´ 7 nm [107, 108, 109]
allant de Rg “ 6.8 ˘ 0.2 nm à 293 K à Rg “ 5.9 ˘ 0.3 nm à 318 K [108, 109]. Des études
par transfert d’énergie de fluorescence par résonance (FRET) et par résonance magné-
tique nucléaire ont également été réalisées afin d’investiguer la dynamique de Tau en
solution. Les résultats de [110, 111] indiquent que Tau en solution pourrait exister sous
une conformation dans laquelle les extrémités de la protéine sont quasiment connectées
(23 Å) formant ainsi une structure en trombone (Figure 7.2).

Extrémité 
N-terminale

Extrémité 
C-terminale

R1 R2
R3

R4

Figure 7.2: Modèle de conformation de la protéine Tau en solution dans lequel Tau
adopte une structure en trombone où les extrémités N et C-terminale sont distantes de
23 Å. La figure a été adaptée de [110].

7.2 Fonctions associées aux microtubules des protéines
Tau

7.2.1 Polymérisation et stabilisation des microtubules

De nombreuses études ont montré que la présence de Tau affectait le processus d’insta-
bilité dynamique des microtubules et ce même pour des concentrations de Tau très faibles
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[112, 113, 114, 25]. Plus précisément, les protéines Tau ont pour effet d’augmenter la vi-
tesse d’élongation et la fréquence des événements de sauvetage et de diminuer la vitesse
de dépolymérisation et la fréquence des événements de catastrophe. Par exemple, pour
une concentration totale de tubuline de 3µM en présence de Tau à une concentration de
0.5µM, la vitesse de polymérisation augmente d’un facteur » 2.5, diminue la vitesse de
dépolymérisation d’un facteur » 2 [112]. Pour une concentration 13µM de tubuline, la
fréquence de sauvetage augmente d’un facteur » 2 avec 0.3µM de Tau [114]. Pour 3µM
de tubuline, la fréquence de catastrophe diminue d’un facteur » 30 avec une concentra-
tion de Tau de 0.3µM [112]. Sur la Figure 7.3, des trajectoires montrant l’évolution de
la longueur de 5 microtubules en fonction du temps ont été reportées. On constate que
les protéines Tau ont pour effet de stabiliser la dynamique des microtubules. De plus, il a
été montré que Tau favorise la polymérisation des tubulines et ainsi augmente la masse
de microtubules présents dans la solution [114, 115].
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Figure 7.3: Longueur de 5 microtubules suivis au cours du temps en l’absence de (a) et
en présence de protéines Tau (isoforme 4R) (b). Les données proviennent de [25] et ont
été obtenues pour une concentration de Tau de 0.74µM avec 12µM de tubuline.

7.2.2 Organisation spatiale des microtubules

De nombreuses expériences ont montré que Tau participe directement à l’organisation
spatiale des microtubules en formant des ponts entre les microtubules [116, 106, 117, 118].
Ces ponts ont pu être observés in vitro par microscopie électronique (Figure 7.4a) et la
distance moyenne séparant deux microtubules en présence de Tau était de 26.4˘ 9.5 nm
pour les microtubules au sein de l’axone [116, 106] (voir la Figure 7.4b). Ces résultats
suggèrent que le domaine de projection des protéines Tau est impliqué dans l’organisation
spatiale des microtubules en faisceaux et détermine la distance entre microtubules. Cepen-
dant, le rôle du domaine de projection dans le pontage des microtubules est controversé
puisque des distances inter-microtubules plus petites que la longueur de ce domaine ont
été reportées dans la littérature [119, 120].
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Figure 7.4: . Organisation spatiale d’un ensemble de microtubules par les protéines Tau.
(a) Image obtenue par microscopie électronique d’un réseau de microtubules organisé par
les protéines Tau. Les flèches indiquent la position des protéines Tau formant des ponts
entre les microtubules. (b) Histogramme des distances inter-microtubules en présence de
Tau avec une valeur moyenne donnée par 26.4˘9.5 nm. Les figures (a,b) ont été adaptées
de [106].

7.2.3 Régulation du transport axonal

Le transport axonal correspond à l’acheminement des organelles du corps cellulaire
aux synapses via les kinésines (transport antérograde) ou bien des synapses au corps cel-
lulaire via les dynéines (transport rétrograde). Ce processus est indispensable au maintien
et au fonctionnement de l’axone. Plusieurs études ont mis en évidence que les protéines
Tau jouaient un rôle important dans la régulation de ce processus de transport. Plus pré-
cisément, il a été montré que Tau agissait sur le déplacement des kinésines en réduisant
leurs vitesses [21, 22, 23]. De plus les protéines Tau pourraient également inverser la di-
rection des dynéines et favoriser ainsi le transport du corps cellulaire aux synapses. Une
récente étude a mis en évidence que la saturation et la suppression des protéines Tau dans
l’axone conduisait à une augmentation des temps de pause des protéines motrices et une
diminution de la longueur moyenne parcourue par les vesicules le long des microtubules
[20] confortant ainsi les résultats précédents. Ces deux situations correspondent aux ré-
gions pathologiques représentées sur la Figure 1.3 et sont associées à différents types de
Tauopathies.

7.3 Interaction des Tau avec les microtubules

7.3.1 Modes d’attachement

De nombreuses études ont été réalisées pour identifier la localisation des sites d’atta-
chement des Tau sur le microtubule. Des comparaisons entre des images de microtubules
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sans et avec Tau obtenues par microscopie électronique suggérent que l’attachement des
protéines Tau s’effectuerait à la surface externe des microtubules [121, 122, 123]. Ces ré-
sultats sont confortés par une étude réalisée par microscope à force atomique [124]. Un
autre site d’attachement pour Tau situé sur la surface interne des microtubules proche du
site d’attachement du Taxol sur le monomère β a été reporté en 2003 [125] mais n’a pas été
confirmé depuis. Il a été suggéré que ces divergences pourraient venir de différences dans
les protocoles expérimentaux utilisés et en particulier si l’ajout de Tau se fait pendant ou
après la phase de polymérisation [126]. Cependant, une étude publiée en 2018 montre à
l’aide d’une technique de microscopie électronique à haute résolution que l’attachement
des Tau se fait à la surface externe des microtubules et ce quelque soit la manière dont les
Tau sont ajoutées dans la solution [123]. De plus, il a été montré que Tau n’appartenait
pas à la famille des protéines TIPs (Tracking Proteins) qui interagissent préférentielle-
ment avec l’extrémité des microtubules mais au contraire que les Tau pouvait se fixer
partout le long du microtubule [127]. La manière dont les protéines Tau interagissent avec
les microtubules à l’échelle des dimères est une question ouverte. Cependant, le mode
longitudinal, c’est-à-dire le long des protofilaments [122, 127, 123, 128] et le mode latéral,
entre protofilaments adjacents [124, 121, 129], ont été fréquemment suggérés. Ces deux
modes d’attachement sont représentés sur la Figure 7.5 pour l’isoforme de Tau possèdant
4 séquences répétées. Ainsi, selon cette image, chaque séquence répétée se fixerait sur un
monomère α ou β et donc au final chaque protéine Tau couvrirait 4 monomères. Ce modèle
d’interaction à l’échelle des monomères a été proposé pour la première fois par Butner et
Kirschner en 1991 [130]. Il a été montré à partir d’expériences de cosédimentation que la
réaction d’attachement et de détachement des Tau sur le microtubule se faisait de manière
non-coopérative [130, 89].

Microtubule stabilisé

Mode longitudinal

Mode latéral

8 nm

� ↵

Protéine Tau libre

Extrémité + Extrémité -

Figure 7.5: Représentation schématique d’un modèle théorique d’interaction de Tau à la
surface d’un microtubule à l’échelle des dimères de tubulines αβ. La figure a été adaptée
de [26, 27].
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7.3.2 Paramètres de la réaction Tau - Microtubules

La réaction Tau-microtubule est classiquement caractérisée par deux paramètres : la
stœchiométrie correspondant au nombre de Tau par dimère de tubuline αβ et la constante
de dissociation liée à l’affinité des Tau pour le microtubule [100]. Ces paramètres peuvent
être obtenus par expériences de co-sédimentation [89], de titration calorimétrique iso-
therme (Isothermal Titration Calorimetry) [131] et de transfert d’énergie par résonance
de type Förster (Fluorescence Resonance Energy Transfer) [126, 132].

Stœchiométrie n

La majorité des valeurs reportées est compatible avec une stœchiométrie n “ 1{2 :
n “ 0.4 [116, 133, 134], n “ 0.412 [135] ; n “ 0.46 [89] et n “ 0.52 [122]. La valeur 1{2 est
compatible avec le modèle illustré sur la Figure 7.5 dans lequel chaque séquence répétée
du domaine de fixation de Tau se lie à un monomère couvrant ainsi 4 monomères, c’est-
à-dire 2 dimères αβ. Gustke et al [89] ont montré que la stœchiométrie était la même
pour les 6 isoformes de Tau (Figure 7.1). Cependant, d’autres auteurs ont reporté des
stœchiométries qui n’étaient pas compatibles avec le modèle illustré sur la Figure 7.5 :
n “ 0.3 [126], n “ 0.2 [136].

Constante de dissociation Kd

Les valeurs reportées pour Kd varient sur plus de deux ordres de grandeurs de »
0.01µM à 1µM [126, 130, 89, 135, 136, 137, 138, 131, 132]. Il a été suggéré que cette
variation entre les différentes valeurs mesurées pourrait venir du protocole expérimental
utilisé [136]. Les expériences ayant pour but de déterminer une constante de dissociation
peuvent être réalisées soit en fixant la concentration de microtubules et en variant pro-
gressivement la concentration de protéines Tau ou inversement. Ainsi, la disparité des
valeurs numériques pour la constante de dissociation pourrait venir de différences entre
ces deux approches expérimentales. La détermination des 2 paramètres de la réaction
Tau-microtubule dans ces deux approches est discutée plus en détail dans le chapitre 9.
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Résumé du chapitre 7 : Structure et fonctions des protéines Tau

1. Tau est une protéine principalement neuronale qui peut être vue comme un dipôle
électrique avec un domaine de fixation aux microtubules qui serait impliqué dans la
régulation de l’instabilité dynamique et un domaine de projection qui serait impliqué dans
l’organisation spatiale du réseau microtubulaire au sein de l’axone en assurant le pontage
entre les microtubules.

2. Les protéines Tau sont des protéines intrinsèquement désordonnées et peuvent exister
dans de multiples conformations en solution. La conformation précise de Tau sur les
microtubules est controversée. Cependant, de nombreuses études reportent un attachement
des Tau à la surface externe des microtubules et avec deux modes d’interaction : un mode
longitudinal, c’est-à-dire le long des protofilaments et un mode latéral entre protofilaments.

3. La réaction d’attachement et de détachement des Tau sur le microtubule est classiquement
caractérisée par deux paramètres : n, la stœchiométrie correspondant au nombre de Tau
par dimère de tubuline αβ et Kd, la constante de dissociation liée à l’affinité de Tau pour
le microtubule. Les valeurs reportées dans la littérature donnent une stœchiométrie n «
1{2 correspond à la situation où chaque Tau couvre 2 dimères αβ et une constante de
dissociation variant sur plus de deux ordres de grandeurs avec Kd » 0.01´ 1µM.

114



Chapitre 8

Décoration d’un microtubule par
Tau : Modèle unidimensionnel

L’objectif de ce chapitre est de développer un modèle décrivant la dynamique d’atta-
chement/détachement d’une population de protéines Tau sur un microtubule vu comme
étant un réseau unidimensionnel composé d’un certain nombre de sites d’attachement
pour les protéines Tau. Ce modèle servira de base à la construction d’un modèle décrivant
la décoration dynamique de Tau à la surface d’un microtubule stabilisé qui est présenté
dans le chapitre 10.
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8.1 Introduction

Les protéines Tau couvrent un large spectre de fonctions biologiques en lien avec les
microtubules. En particulier, elles favorisent la polymérisation de microtubules [139, 140],
régulent le processus d’instabilité dynamique des microtubules [112, 141], participent à
l’organisation spatiale du réseau de microtubules au sein de l’axone [142] et sont impliquées
dans la régulation du transport axonal [21]. Dans un certain de nombre de maladies
neurodégénératives appelées Tauopathies, les propriétés physico-chimiques des protéines
Tau sont modifiées [143, 144]. Dans ces conditions, les fonctions normales de Tau sont
altérées ce qui se traduit par une perte progressive de la masse des microtubules dans
les axones, la désorganisation du transport axonal et finalement la mort cellulaire. Pour
comprendre comment les protéines Tau assurent l’ensemble des fonctions mentionnées
ci-dessus, il est primordial d’investiguer la manière dont les protéines Tau interagissent
avec les microtubules. L’objectif de ce chapitre est de caractériser la manière dont un
microtubule stabilisé peut être décoré par une population de Tau en termes des quantités
observables suivantes :

1. La densité de protéines Tau attachées sur le microtubule

2. La distribution spatiale des Tau à la surface du microtubule

Dans le but de dériver des expressions analytiques pour ces deux observables en fonction
des paramètres clés de la réaction Tau-MT, nous avons développé un modèle décrivant la
cinétique d’attachement et de détachement des protéines Tau sur un microtubule stabilisé.
La construction du modèle est présenté dans la section 8.2 et sa formulation mathéma-
tique est présentée en 8.3. Les solutions analytiques et numériques pour la densité et la
distribution spatiale des Tau sur le MT sont présentées et discutées dans la section 8.4.

8.2 Construction des règles du modèle

Au moins deux modes d’attachement pour les protéines Tau sur le microtubule ont
été proposés dans la littérature : (i) un mode longitudinal, c’est-à-dire le long des proto-
filaments et un mode latéral entre plusieurs protofilaments. Dans ce chapitre, pour des
raisons de simplicité et de pédagogie, nous nous restreignons à la situation où les protéines
interagissent exclusivement le long des protofilaments. Dans ce cas, du point de vue de
l’attachement des Tau, les protofilaments peuvent être considérés comme indépendants et
on peut donc réduire le système à un problème unidimensionnel (Figure 8.1).

La situation où les deux modes d’attachement coexistent requiert un modèle de dé-
coration bidimensionnel. Ce modèle est présenté dans le chapitre 10. On considère un
réseau unidimensionnel homogène constitué de N sites identiques et indépendants sur
lesquels des particules (protéines Tau) s’attachent et couvrent p1 ` σq sites consécutifs
empêchant l’attachement d’autres particules. Comme on peut le voir sur la Figure 8.1,
chaque site correspond à un dimère de tubuline et a une extension spatiale de 8 nm. On
considère donc que le chevauchement de deux ou plus Tau n’est pas possible et ainsi
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Figure 8.1: (a) Représentation schématique d’un microtubule décoré par des protéines
Tau selon le mode longitudinal avec une stœchiométrie Tau-tubuline n “ 1{2. Une fois
sur le microtubule, Tau (en bleu) occupe n´1 “ p1 ` σq “ 2 dimères de tubuline le long
d’un protofilament. (b) Du point de vue de l’attachement des Tau, les 13 protofilaments
peuvent être considérés comme indépendants et le problème peut donc être ramené à
l’étude de la décoration d’un protofilament.

p1`σq sites consécutifs vides correspondent à une possibilité d’attachement pour Tau. La
cinétique d’attachement des particules sur le réseau est décrite dans le cadre du problème
Car-parking problem (CPP) dans lequel un ensemble de M particules s’attachent et se
détachent de manière réversible avec respectivement un taux kon et koff (Figure 8.2).

 sites

particles attachées

particules libres

ko↵ konko↵kon kon

(M � n(t))

n(t)

N

Taille des particules

(1 + �) sites

a b

Figure 8.2: Représentation schématique de la cinétique d’attachement/détachement
d’une population de M particules (Tau) sur un réseau unidimensionnel constitué de N
sites d’attachement avec un taux kon et koff . Une fois attachée sur le réseau, chaque par-
ticule couvre p1 ` σq sites consécutifs en empêchant l’attachement d’autre particules sur
ces sites.
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8.3 Formulation mathématique

8.3.1 Équation d’évolution de la densité de protéines Tau atta-
chées

La cinétique de la réaction d’attachement/détachement représentée sur la Figure 8.2
se traduit par l’équation d’évolution suivante pour le nombre moyen de protéines Tau
attachées sur le réseau :

dn

dt
“ kon pM ´ nq Φpn, σq ´ koff n , (8.1)

où Φpn, σq représente la probabilité d’insertion d’une nouvelle particule (Tau) occupant
p1 ` σq sites sur le réseau sur lequel se trouve déjà nptq Tau au temps t. L’équation
(8.1) décrit la variation du nombre de Tau attachées. Le 1er terme à droite de l’Eq
(8.1) représente l’augmentation de nptq par ajout de nouvelles particules qui ne sont pas
déjà attachées sur la chaine tandis que le second terme décrit la réduction de nptq par
détachement de particules se trouvant sur la chaine. On introduit la densité de particules
attachées ρptq “ nptq{N et en divisant l’équation (8.1) par N , on obtient l’équation
suivante pour ρptq :

dρ

dt
“ kon px´ ρq Φpρ, σq ´ koff ρ . (8.2)

Dans la suite, nous allons travailler avec le temps adimensionnel t Ñ kon t. En divisant
(8.3) par kon, on obtient l’équation adimensionnelle suivante pour ρptq :

dρ

dt
“ px´ ρq Φpρ, σq ´ ρ

keq
, (8.3)

où keq “ kon{koff est la constante d’équilibre de la réaction d’attachement/détachement
de Tau sur le réseau. À l’équilibre, dρ{dt “ 0 et l’équation (8.3) devient :

ρ “ keq px´ ρq Φpρ, σq . (8.4)

8.3.2 Constante de dissociation et stœchiométrie

Expérimentalement, la réaction d’attachement/détachement de Tau sur un microtu-
bule est caractérisée par deux paramètres : la constante de dissociation Kd liée à l’affinité
de Tau sur le MT et la stœchiométrie n liée à la taille de la protéine Tau sur le MT.
Kd est reliée à la constante d’équilibre keq et à la concentration totale de microtubules
polymérisés rN s comme suit :

Kd “
rN s

keq
” rN s

ˆ

koff

kon

˙

. (8.5)

Ainsi, les situations pour lesquelles la valeur de Kd est petite correspondent au cas où
l’affinité de Tau pour le microtubule est importante (keq " rN s) tandis que le cas Kd " 1
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traduit une faible affinité de Tau pour le MT (keq ! rN s). La stœchiométrie n correspond
au nombre de protéines Tau par site d’attachement et est donc donnée par

n “
1

1` σ . (8.6)

8.3.3 Probabilité d’insertion

La probabilité d’insertion joue un rôle central dans les cinétiques d’attachement et de
détachement de ligands sur une macromolécule (protéines Tau sur un microtubule stabilisé
dans ce contexte). Cette probabilité dépend de la densité de protéines Tau attachées ρ et
doit tenir compte des règles d’attachement des Tau sur le réseau qui sont présentées dans
la section 8.2. Une expression analytique pour Φpρ, σq a été dérivée en 1974 par McGhee
et von-Hippel [145] dans le cas d’une chaine infinie. La dérivation est présentée en annexe
B et en l’absence de coopérativité entre les particules, la solution est donnée par :

Φpρ, σq “ r1´ p1` σqρs
1`σ

p1´ ρσqσ . (8.7)

Pour un réseau vide, c’est-à-dire sans aucune particule attachée, la probabilité d’insertion
est donnée par Φpρ “ 0, σq “ 1 tandis qu’à saturation, la probabilité est donnée par
Φpρs, σq “ 0 où ρs “ n “ 1{p1 ` σq correspond à la densité maximale de Tau sur le
réseau. La probabilité d’insertion est tracée en fonction de ρ{n sur la Figure 8.3 pour
n “ 1 (σ “ 0), n “ 0.5 (σ “ 1) et n “ 0.1 (σ “ 9). Elle est linéaire et est donnée par
Φpρq “ 1 ´ ρ pour une stœchiométrie n “ 1 tandis que pour n ă 1, la probabilité est
linéaire pour des faibles densités (régime dit dilué) puis dévie de la linéarité et atteint la
valeur de saturation avec une pente nulle.

⇢/n

�

n=1
n=0.5
n=0.1

Figure 8.3: Probabilité d’insertion Φ donnée par l’équation (8.7) tracée en fonction de
ρ{n “ p1` σq ρ pour n “ 1 (σ “ 0), 0.5 (σ “ 1) et 0.1 (σ “ 9).
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8.4 Caractérisation de la décoration du réseau

Dans cette section, des expressions analytiques pour la densité de Tau présents sur la
chaine et la distribution des plus proches voisins sont dérivées en fonction des paramètres
du modèle : kon, koff , σ et x.

8.4.1 Densité de protéines Tau attachées

Évolution temporelle

Dans le cas où la probabilité d’insertion Φpρ, σq est linéaire en fonction de la den-
sité ρ, l’équation d’évolution (8.3) est facilement résoluble. Cependant, Φpρ, σq devient
non-linéaire pour des particules de taille σ ě 1, c’est-à-dire pour n ď 1{2 (Figure 8.3).
Des approximations linéaires pour la probabilité d’insertion ont été développées dans la
littérature afin de dériver des expressions analytiques simples et pratiques à utiliser pour
ajuster les données expérimentales. La probabilité d’insertion linéarisée s’écrit de la ma-
nière suivante :

Φpρ, σq » α ´ βρ , (8.8)

où les coefficients α et β sont fonction de la taille des particules, σ et dépendent de
l’approximation considérée. L’approximation la plus courante correspond à α “ 1{p1 `
σq et β “ 1. Deux autres approximations dites de faibles densités et hautes densités
ont également été dévéloppées comme alternatives à la première approximation [146]
et les expressions pour α et β sont reportées dans le Tableau 8.1. L’utilisation de ces
3 approximations afin d’ajuster les données provenant des expériences de saturation et
d’extraire les paramètres importants de la cinétique tels que la stœchiométrie, n et la
constante de dissociation, Kd fera l’objet du chapitre 9.

Approximation α β Ref.

Standard 1{p1` σq 1 [147]

Faibles densités (ρ‹ “ 0) 1 1` 2σ [146]

Hautes densités
(ρ‹ “ n{2)

2
ˆ

1` σ
2` σ

˙1`σ

p2` 3σq
ˆ

1` σ
2` σ

˙1`σ

[146]

Table 8.1: Approximations linéaires pour la probabilité d’insertion : Φpρ, σq » α ´ βρ.

En utilisant l’expression linéarisée (8.8) pour Φpρ, σq, l’équation (8.3) devient :

dρ

dt
“ pρ´ λ1q pρ´ λ2q , (8.9)

où λ1 et λ2 correspondent aux 2 solutions de l’équation quadratique βρ2´ρ
`

α ` keq
´1
` β x

˘

`
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αx “ 0 qui sont données par :

λ1,2 “
1

2β

„

pα ` keq
´1
` β xq ˘

b

pα ` keq
´1
` β xq

2
´ 4αβ x



. (8.10)

La solution de l’équation (8.9) avec la condition initiale ρpt “ 0q “ 0 est donnée par (voir
annexe B.2 pour la dérivation) :

ρptq “
λ1 λ2

“

1´ epλ1´λ2q t
‰

λ2 ´ λ1 epλ1´λ2q t
. (8.11)

ρ

t

⇢

t

⇢

0.1

1

10

0.1

1

10

a b
Approx. faibles densités

Approx. hautes densités

Approx. standard

� = 0 � = 1

Figure 8.4: Densité de protéines Tau attachées en fonction du temps avec keq “ 0.1
(en vert), 1 (en rouge), 10 (en bleu) et x “ 0.1 pour σ “ 0 (a) et σ “ 1 (b). Les
points correspondent à la résolution numérique de l’équation (8.3) à l’aide de la fonction
ode45 sous Matlab. Les lignes correspondent à l’équation (8.11) où les coefficients α
et β sont donnés dans le Tableau 8.1. Les lignes continues, pointillées et quasi-continues
correspondent respectivement à l’approximation des faibles densités, des hautes densités
et l’approximation standard.

Dans le cas σ “ 0, les 3 approximations reportées dans le Tableau 8.1 donnent
α “ β “ 1 ce qui correspond à une probabilité d’insertion donnée par Φpρq “ 1 ´ ρ

qui coincide exactement avec l’expression exacte (8.7). Ainsi, l’expression (8.11) pour la
densité moyenne en fonction du temps est exacte pour le cas particulier σ “ 0. Pour les
cas σ ą 0, l’équation (8.3) avec Φpρ, σq donnée par (8.7) peut être résolue numériquement
à l’aide des méthodes de Runge-Kutta [148]. Les résultats numériques obtenus à l’aide de
la fonction ode45 sous Matlab [149] sont comparés avec l’expression analytique (8.11)
sur la Figure 8.4. On constate que pour σ “ 0 (Figure 8.4a), les résultats venant nu-
mériques et théoriques coïncident parfaitement tandis qu’un écart non-négligeable existe
pour σ “ 1 (Figure 8.4b). L’approximation des faibles densités est celle qui épouse le
mieux les points provenant de la résolution numérique pour la configuration considérée
ici et en particulier, elle donne la bonne limite aux temps longs. De manière générale, la
densité moyenne augmente au cours du temps avant d’atteindre une valeur plateau. Cette
valeur limite correspond à la densité moyenne à l’équilibre et dépend des paramètres de
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122 Décoration d’un microtubule par Tau : Modèle unidimensionnel

la cinétique keq et x de la manière suivante :

ρ “ lim
tÑ8

ρptq “ minpλ1, λ2q “ λ2 (8.12)

“
1

2β

„

pα ` keq
´1
` β xq ´

b

pα ` keq
´1
` β xq

2
´ 4αβ x



. (8.13)

Équilibre de la réaction

Comme nous le verrons dans le chapitre 9, les paramètres caractérisant la réaction
d’attachement et de détachement des Tau sur le microtubule peuvent être obtenus à partir
d’expériences de co-sédimentation qui sont réalisées à l’équilibre. Ainsi il est intéressant de
calculer le temps de relaxation, c’est-à-dire le temps nécessaire au système pour atteindre
l’équilibre. Ce temps peut également être vu comme le temps au bout duquel la mémoire
de la configuration initiale est perdue. De manière générale, le temps de relaxation τ est
calculé comme suit :

τ “

ż 8

0
Rptq dt , (8.14)

où Rptq est la fonction de relaxation définie comme :

Rptq “
ρp8q ´ ρptq

ρp8q ´ ρp0q . (8.15)

Dans le cas général, ce temps de relaxation peut être calculé par intégration numérique
à partir des valeurs pour la densité ρptq obtenues par la méthode de Runge-Kutta. Les
résultats sont présentés sur la Figure 8.5 en fonction de la constante d’équilibre keq pour
σ “ 0, σ “ 1 et σ “ 3 et x “ 0.1, 1 et 10. De manière générale, on constate que le
temps de relaxation augmente au fur et à mesure que keq augmente et donc que le taux
de remplissage du microtubule ρ{ρs ” ρn augmente. De plus, pour des petites valeurs
de keq, le temps de relaxation τ est indépendant de la taille des particules σ. Lorsque
keq augmente, τ est plus élevé pour les petites particules puis la situation s’inverse pour
des constantes d’équilibre très grandes (keq » 100 pour la Figure 8.5c). Une expression
analytique approchée peut être obtenue pour τ à partir de la l’approximation (8.11) pour
la densité moyenne ρptq. Avec (8.11) et la condition initiale ρp0q “ 0, on montre que la
fonction de relaxation du système Rptq est donnée par :

Rptq “ 1´
λ1

“

1´ epλ1´λ2q t
‰

λ2 ´ λ1 epλ1´λ2q t
, (8.16)

et ainsi τ s’écrit comme :
τ “

1
λ2

ln
ˆ

λ1

λ1 ´ λ2

˙

(8.17)

Pour x ! 1, on montre que le temps de relaxation est simplement donné par τ “

β{pα ` keq
´1
q.

Comme nous l’avons vu précédemment, l’expression (8.13) est exacte dans le cas σ “ 0
(n “ 1) mais devient une approximation dans le cas σ ě 1 (n ď 1{2) car elle basée sur
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Figure 8.5: Vitesse de remplissage, 1{τ (axe des ordonnées de gauche) et taux de rem-
plissage à l’équilibre, ρ{n “ p1 ` σqρ (axe des ordonnées de droite) en fonction de la
constante d’équilibre keq pour des particules de taille σ “ 0, 1 et 3 avec x “ 0.1 (a),
x “ 1 (b) et x “ 10 (c). Le temps de relaxation τ a été obtenu par intégration numérique
de (8.14) où la densité ρptq provient de la résolution numérique de (8.3) à l’aide de la
fonction ode45 sous Matlab et la densité à l’équilibre ρ ” ρp8q est obtenue en résolvant
numériquement l’équation (8.4) à l’aide de la fonction fsolve sous Matlab.

la linéarisation de Φpρ, σq donnée par l’équation (8.8). En particulier, la limite x ! 1
de (8.13) donne α{β qui est égale à 2{p2 ` 3σq dans le régime haute densité qui est le
plus adapté dans cette limite. Ainsi dans cette limite, l’approximation (8.13) dévie de
» 33% par rapport à la vraie valeur de saturation du système qui est par définition égale
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124 Décoration d’un microtubule par Tau : Modèle unidimensionnel

à ρ “ 1{p1` σq. Cependant, pour des situations dans lesquelles le système reste à moins
de 66% de la saturation, l’approximation (8.13) demeure relativement bonne et peut donc
être utilisée. Dans le cas général (σ ą 0), la densité à l’équilibre est solution de l’équation
suivante :

ρ “ keq px´ ρq

˜

r1´ p1` σqρs1`σ

p1´ ρσqσ

¸

. (8.18)

L’équation (8.18) peut être résolue numériquement à l’aide de la fonction fsolve sous
Matlab. Une autre manière de déterminer la densité à l’équilibre est de simuler la dyna-
mique de décoration d’une chaine linéaire constituée de N sites par une population de M
protéines Tau. À chaque pas de temps, on détermine nptq, le nombre de Tau présents sur
la chaine. Au bout d’un certain temps teq, le processus atteint un état d’équilibre dans
lequel nptq devient constant, c’est-à-dire que |npt` 1q ´ nptq| ! 1. On calcule ensuite neq

comme étant la moyenne des valeurs de nptq obtenues entre ce temps teq et le temps final
de simulation du processus tf . On simule le processus Nconf fois et la densité moyenne à
l’équilibre est calculée comme suit

ρ “
1

Nconf

Nconf
ÿ

i“1
neq,i . (8.19)

Sur la Figure 8.6, les résultats pour la densité à l’équilibre dans le cas σ “ 1 (n “ 1{2) avec
keq “ 0.1, 1 et 10 obtenus par résolution numérique de l’équation (8.18) sont comparés
avec ceux obtenus par simulation Monte Carlo avec Nconf “ 104 configurations et on
constate qu’ils se superposent parfaitement. Pour une constante d’équilibre donnée, la
densité tend vers la bonne valeur de saturation ρ “ n “ 1{2 pour x " 1 (M " N)
contrairement à celle donnée de l’approximation (8.13).

Saturation du microtubule et effet de taille finie

La probabilité d’insertion Φpρ, σq donnée par (8.7) a été dérivée par McGhee et von-
Hippel [145] dans la limite N Ñ `8 (voir Annexe B). Ainsi, la condition Φpρs, σq “ 0
donne la densité de saturation du microtubule ρs “ 1{p1` σq dans la limite d’une chaine
infinie. Dans le cas où N est un nombre fini, la densité dépend du nombre de N . Chaque
particule couvre p1`σq sites et ainsi, le nombre maximal de particules que peut accueillir
le microtubule est donnée par rN{p1` σqs où rxs représente la fonction partie entière de
x. La densité de saturation est alors donnée par :

ρs “
1
N

„

N

1` σ



ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

1
1` σ (8.20)

La densité de saturation du réseau peut également être déterminée à partir des simulations
Monte-Carlo pour un jeu de paramètres keq " 1 et x " 1. Les résultats provenant de la
simulation sont comparés avec l’expression (8.20) sur la Figure 8.7 en fonction de N . On
constate que les résultats numériques et théoriques sont en excellent accord et on a bien
ρs “ 0 pour N ă 1 ` σ et ρs “ 1{p1 ` σq pour N " 1. Pour N “ 50 sites et σ “ 2, la
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ρ

⇢

x

Figure 8.6: Densité de Tau attachées à l’équilibre en fonction du ratio x “ M{N pour
σ “ 1 avec keq “ 0.1 (en vert), 1 (en rouge) et 10 (en bleu). Les lignes courbes conti-
nues correspondent aux solutions numériques de l’équation (8.18) obtenues à l’aide de la
fonction fsolve sous Matlab. Les points proviennent de la simulation Monte Carlo de la
décoration d’une chaine linéaire constituée de N “ 100 sites avec Nconf “ 104 configura-
tions pour la statistique.

densité de saturation est égale à ρs “ 0.32 soit un écart de 4 % par rapport à la valeur
ρs “ 1{3 pour une chaine infinie. Cet écart devient de plus en petit au fur et à mesure
que N augmente et pour N “ 100 sites, l’écart est de seulement 1 %.

ρ

N

� = 0

� = 1

� = 2

⇢s

Figure 8.7: Densité maximale (saturation) en fonction de N , le nombre de sites consti-
tuant le réseau unidimensionnel pour des particules de taille σ “ 0, σ “ 1 et σ “ 2. Les
points correspondent aux résultats provenant de la simulation Monte-Carlo et les lignes
continues correspondent à l’expression (8.20).
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126 Décoration d’un microtubule par Tau : Modèle unidimensionnel

8.4.2 Distribution des plus proches voisins

La distribution moyenne des plus proches voisins est dérivée en Annexe B.1 et s’ex-
prime en fonction de la densité comme suit :

P prq “
ρ

1´ ρσ

ˆ

1´ p1` σq ρ
1´ ρ σ

˙r´p1`σq

, pσ, rq P N , (8.21)

où r représente la distance centre à centre entre 2 Tau plus proches voisins (Figure 8.1b).
La distance moyenne séparant 2 Tau plus proches voisins est calculée à partir de l’équation
(8.21) comme suit :

xry “
`8
ÿ

r“0
r P prq “

1
ρ
. (8.22)

La distribution P prq en (8.21) est exponentielle pour ρ ă n et à saturation, c’est-à-
dire lorsque ρ “ n “ 1{p1 ` σq, la distribution est une delta centrée en r “ 1 ` σ :
P prq “ δr´p1`σq. Sur la Figure 8.8, l’approche vers la situation de saturation est représentée
à travers P prq pour des particules de taille σ “ 1 (n “ 1{2) avec 4 différentes densités :
ρ “ 0.2, ρ “ 0.4, ρ “ 0.45 et ρ “ 0.5.

P (r) P (r)

P (r) P (r)

r r

r

a b

c d

⇢ = 0.2 ⇢ = 0.4

⇢ = 0.45 ⇢ = 0.5

r

(40 %) (80 %)

(90 %) (100 %)

Figure 8.8: Distribution des plus proches voisins P prq donnée par l’équation (8.21) pour
un réseau décoré par des particules de taille σ “ 1 (n “ 1{2) à la densité ρ “ 0.2 (a), 0.4
(b), 0.45 (c) et 0.5 (d).
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8.5 Généralisation au cas polydisperse

8.5.1 Équations d’évolution des densités de Tau attachées

Le modèle présenté dans la section 8.2 peut être généralisé au cas polydisperse dans
lequel il existe plusieurs types de protéines qui suivent une réaction d’attachement et de
détachement sur un même réseau unidimensionnel composé de N sites d’attachement. On
suppose qu’il existe m types de protéines Tau différentes qui sont en compétition. Dans
ce cas, le nombre moyen de particules attachées de type i, ni est décrit par le système
suivant :

dni
dt
“ kon, i

˜

M ´

m
ÿ

i“1
ni

¸

Φipn1, n2, ..., nmq ´ koff, i ni , i P r1,ms , (8.23)

où kon, i et koff, i sont les taux d’attachement et de détachement associés aux particules
de type i, M représente le nombre total de particules et Φipn1, n2, ..., nmq représente la
probabilité d’insertion d’une particule de type i sur un réseau sur lequel se trouve déjà
n1, n2,..., nm particules respectivement de type 1, 2,..., m. En divisant l’équation (8.23)
par N , le nombre total de sites d’attachement, on obtient :

dρi
dt
“ kon, i px´ ρq Φipρ1, ρ2, ..., ρmq ´ koff, i ρi , i P r1,ms , (8.24)

où ρi représente la densité de particules attachées de type i, ρ “
řm
j“1 ρj correspond à la

densité totale de particules attachées et x “ M{N correspond au ratio entre le nombre
total de particules et le nombre total de sites composant le réseau. L’expression pour la
probabilité d’insertion Φpρ1, ρ2, ..., ρmq est dérivée en Annexe B.1 et est donnée par :

Φipρ1, ρ2, ..., ρmq “
p1´

řm
j“1p1` σjq ρjq1`σi

p1´
řm
j“1 σj ρjq

σi
. (8.25)

La condition Φipρ1, ρ2, ..., ρmq “ 0 dans l’équation (8.25) donne la relation suivante pour
les densités à saturation :

1´
m
ÿ

j“1
p1` σjq ρj “ 0 . (8.26)

Ainsi, la saturation du système dans le cas polydisperse n’est pas caractérisée par un
unique jeu de densités ρ1, ρ2, ..., ρm. À l’équilibre, dρi{dt “ 0 et le système (8.24) devient :

ρi “ keq, i px´ ρq Φipρ1, ρ2, ..., ρmq , i P r1,ms , (8.27)

où keq,i est la constante d’équilibre des particules de type i.
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8.5.2 Cas particulier σ0 “ σ1 “ ... “ σm

Dans le cas particulier où les particules ont toutes une stœchiométrie n “ 1, c’est-à-dire
pour σ1 “ σ2 “ ... “ σm “ 0, la probabilité d’insertion donnée par (8.25) devient :

Φipρi, ρ1, ρ2, ..., ρmq “ 1´
m
ÿ

j“1
ρj ” 1´ ρ . (8.28)

Dans ce cas particulier, l’équation (8.27) sommée sur tous les types de particules se réduit
à l’équation suivante pour la densité totale ρ :

ρ “ keq px´ ρq p1´ ρq avec keq “

m
ÿ

i“1
keq, i . (8.29)

La solution de (8.29) est donnée par :

ρ “
1
2

„

`

1` keq
´1
` x

˘

´

b

`

1` keq
´1
` x

˘2
´ 4x



(8.30)

Connaissant la densité totale ρ, dans ce cas particulier, il est possible de déterminer la
densité de particules attachées de type i comme suit :

ρi “

ˆ

keq,i

keq

˙

ρ “
1
2

ˆ

keq,i

keq

˙„

`

1` keq
´1
` x

˘

´

b

`

1` keq
´1
` x

˘2
´ 4x



, i P r1,ms .

(8.31)
Dans le cas où les particules n’ont pas toutes une stœchiométrie n “ 1, le système (8.27)
doit être résolu numériquement.

8.5.3 Distribution des plus proches voisins

Dans le cas polydisperse, la distribution des plus proches voisins est donnée par :

P prq “
m
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1
zi zj Pi,jprq , (8.32)

où zi et zj représentent les fractions de Tau respectivement de type i et de type j présents
sur le réseau et sont données par :

zi “
ρi

řm
k“1 ρk

et zj “
ρj

řm
k“1 ρk

, (8.33)

et Pi,jprq représente la distribution des plus proches voisins entre un Tau de type i et un
Tau de type j. La distribution partielle Pi,jprq est dérivée en Annexe B.2.3 et s’exprime
comme suit :

Pi,jprq “
ρ

1´
ř

k σk ρk

ˆ

1´
ř

kp1` σkq ρk
1´

ř

k σk ρk

˙r´ri,j

, ρ “
m
ÿ

k“1
ρk , (8.34)
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où ri,j “ 1 ` pσi ` σjq{2 représente la plus petite distance centre à centre entre une
particule de type i et une particule de type j. La distance moyenne séparant 2 Tau est
donnée par :

xry “
1´

řm
k“1p1` σkq ρk

ρ
`

m
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1
zizjri,j . (8.35)
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Résumé du chapitre 8 : Décoration d’un microtubule par Tau : Modèle unidimen-
sionnel

1. L’objectif de ce chapitre était de caractériser la décoration d’un microtubule stabilisé par
une population de protéines Tau en termes de : (i) densité moyenne de Tau présents sur le
microtubule et (ii) distribution spatiale à la surface du microtubule.

2. Dans ce modèle, on suppose que les protéines Tau s’attachent exclusivement à la surface
du microtubule de manière longitudinale. Une fois sur le microtubule, chaque protéine
Tau couvre p1` σq sites consécutifs le long d’un protofilament et ainsi du point de vue de
l’attachement des Tau, les protofilaments peuvent être considérés comme indépendants et
on peut réduire le système à un problème unidimensionnel. On considère donc le problème
de décoration d’une chaine linéaire constituée de N sites d’attachement par une population
de M protéines Tau. La cinétique est contrôlée par les taux kon et koff respectivement pour
l’attachement et le détachement.

3. La densité moyenne de Tau présents sur le microtubule à l’équilibre et la distri-
bution des plus proches voisins qui caractérisent la décoration du microtubule sont
fonction de la stœchiométrie des Tau n “ 1{p1 ` σq, de la constante de dissociation
Kd “ rN s keq “ rN s ˆ pkon{koffq et du ratio x “ rM s{rN s où rM s et rN s représentent
respectivement la concentration totale de protéines Tau et de microtubules polymérisés
dans la solution.

4. À l’équilibre, la densité moyenne de Tau présents sur le microtubule est solution de l’équa-
tion :

ρ “ keq px´ ρq

˜

r1´ p1` σqρs1`σ

p1´ ρσqσ

¸

, (8.36)

et la distribution moyenne des plus proches voisins est de type exponentiel et s’exprime en
fonction de la densité comme suit :

P prq “
ρ

1´ ρσ

ˆ

1´ p1` σq ρ
1´ ρ σ

˙r´p1`σq
, (8.37)
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Chapitre 9

Détermination des paramètres de
l’interaction ligand-macromolécule

L’objectif de ce chapitre est de présenter la méthode standard et de développer de
nouvelles méthodes basées sur les résultats du chapitre 8 permettant d’extraire les para-
mètres caractérisant des interactions de type ligand-macromolécule comme par exemple
l’interaction Tau-microtubule à partir des données d’expériences de co-sédimentation à
l’équilibre. Les paramètres en question sont la stœchiométrie n qui est liée au nombre
de sites d’attachement sur la macromolécule occupés par le ligand et la constante de
dissociation Kd qui est liée à l’affinité du ligand pour la macromolécule.

Sommaire
9.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
9.2 Détermination des paramètres de l’interaction Ligand-Macromolécule133
9.3 Correction des paramètres provenant de l’équation standard 141
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9.1 Introduction

Les interactions de type ligand-macromolécule jouent un rôle essentiel dans la régu-
lation, la modulation et la transmission de signaux de nombreux processus biologiques
[150, 151, 152]. Par exemple, dans le contexte des neurones, la protéine Tau et MAP2
sont des ligands qui peuvent tous les deux se lier aux microtubules et aux filaments d’ac-
tine [81] jouent un rôle important dans l’organisation spatiale du réseau de microtubules et
des filaments d’actine au sein de l’axone et des dendrites [28] et sont également impliqués
dans la régulation du transport axonal [21, 23, 22]. Dans les systèmes vivants, les ligands
se lient généralement de manière réversible au récepteur via des liaisons ioniques, liaisons
hydrogènes ou bien des forces van der Waals [151]. Ce type de réaction est classiquement
caractérisé par au moins deux paramètres : (i) la constante de dissociation Kd liée à
l’affinité du ligand pour la macromolécule et (ii) la stœchiométrie n qui correspond au
nombre de ligands par site d’attachement sur la macromolécule. Pour une macromolécule
constituée de M sites équivalents pour le ligand L, la constante de dissociation pour une
réaction bi-moléculaire réversible est donnée par Kd “ prMfrees rLfreesq{rLbounds [153, 154]
où rMfrees représente la concentration de sites libres et rLfrees et rLbounds représentent
respectivement la concentration de ligands libres et attachés.

Il existe plusieurs type d’expériences permettant de déterminer les paramètres n et
Kd tels que les expériences de calorimétrie isotherme (Isothermal Titration Calorimetry)
[131], ou de co-sédimentation à l’équilibre [89]. Ces expériences sont réalisées soit en gar-
dant constante la concentration de macromolécules rMtots et en variant progressivement
la concentration totale de ligands rLtots (LvMc) ou bien soit en fixant la concentration
de ligands rLtots et en variant la concentration totale de macromolécules rMtots (LcMv)
[154, 155]. Dans chacun des cas, la concentration de ligands attachés sur la macromolécule
rLbounds est mesurée en fonction de la concentration de l’espèce qui varie, c’est-à-dire le
ligand dans l’approche LvMc et la macromolécule dans l’approche LcMv. Dans l’approche
LvMc, la concentration de macromolécules étant constante, la quantité adimensionnelle
digne d’intérêt est ρ “ rLbounds{rMtots représentant la densité de ligands attachés sur
la macromolécule tandis que dans l’approche LcMv, la quantité θ “ rLbounds{rLtots re-
présentant la fraction de ligands qui sont attachés parmi tous les ligands est calculée.
Les équations utilisées dans la littérature pour ajuster les données de co-sédimentation à
l’équilibre dans les deux approches sont données par :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ρ “
n rLfrees

Kd ` rLfrees
Approche LvMc , (9.1)

θ “
rMfrees

Kd ` rMfrees
Approche LcMv . (9.2)

On constate que seule l’équation (9.1) pour la densité ρ dans l’approche LvMc dépend
explicitement des deux paramètres n et Kd. De plus, les expressions pour ρ et θ sont fonc-
tion des concentrations de ligands libres et de macromolécules libres dans respectivement
les approches LvMc et LcMv, qui ne sont pas fixées à l’avance mais au contraire évoluent
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au cours de l’expérience. L’objectif principal de ce chapitre est de dériver des expressions
pour ρ et θ en fonction des paramètres n et Kd, de rMtots pour l’approche LvMc et de
rLtots pour l’approche LcMv. Le reste du chapitre est organisé comme suit : dans la section
8.2, des équations implicites exactes pour ρ et θ sont dérivées en fonction de n et Kd et des
concentrations constantes de la réaction pour l’approche LvMc et LcMv. Dans la section
8.3, l’approche LvMc sera étudiée plus en détail et une méthode alternative permettant
de corriger les paramètres n et Kd issus de l’équation standard (9.1) sera présentée.

9.2 Détermination des paramètres de l’interaction Ligand-
Macromolécule

Résumé

Figure 9.1: Résumé graphique de l’article Determining the binding parameters from
co-sedimentation assays.

La stœchiométrie n et la constante de dissociation Kd sont les deux paramètres clés
caractérisant les interactions de type ligand-macromolécule. Le but de cette étude était de
dériver des expressions analytiques simples qui puissent être utilisées afin de déterminer n
et Kd à partir de données provenant d’expériences de co-sedimentation à l’équilibre. Deux
approches expérimentales sont possibles, la première consiste à varier progressivement la
concentration totale de ligands en gardant constante la concentration de macromolécules
(LvMc) et la seconde consiste à fixer la concentration de ligands en variant la concen-
tration de macromolécules (LcMv). Dans la première approche, la quantité mesurée est
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la densité ρ de ligands attachés sur la macromolécule tandis que dans la seconde, la
quantité d’intérêt est la fraction θ de ligands qui sont attachés parmi tous les ligands.
Des expressions analytiques pour ρ et θ ont été dérivées en fonction des paramètres n et
Kd, de la concentration totale de macromolécules pour l’approche LvMc et de la concen-
tration totale de ligands pour l’approche LcMv. Les résultats théoriques ont ensuite été
comparés avec les résultats provenant des simulations Monte-Carlo des expériences de
co-sedimentation. Nous avons montré que l’équation standard qui est fréquemment utili-
sée dans la littérature s’avère être une mauvaise approximation pour des stœchiométries
différentes de 1 et nous avons développé des approximations pour ρ et θ qui reproduisent
mieux les résultats des simulations. Pour des besoins d’illustration, ces approximations
ont ensuite été utilisées sur des résultats de co-sédimentation pour la réaction entre les
protéines Tau et un microtubule stabilisé (en l’absence d’instabilité dynamique) et pour
la réaction entre le dihydrorotenone (C23H24O6) et le NADH déshydrogénase. L’article
joint ci-dessous a été soumis à Journal of Molecular Biology (JMB_2018_517) sous le
titre Determining the binding parameters from co-sedimentation assays.
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Abstract

The stoichiometry n and the dissociation constant Kd are key binding parameters characterizing the ligand-macromolecule
interactions and equilibria. Equilibrium co-sedimentation experiments are performed in varying the concentration of one
of the reactant while keeping constant that of the other reactant. The measured quantity is the density ⇢ (fraction ✓) of
bound ligands when the ligand concentration is varying (kept constant) while that of macromolecules is kept constant
(varying). We have derived general expressions for ⇢ and ✓ and subsequently showed that they are in perfect agreement
with simulations of binding reactions. Approximations have been developed to derive mathematical simple analytical
expressions for ⇢ and ✓ that can be used to fit the experimental data and thus extract, n and Kd. The method useful-
ness is illustrated and demonstrated by fitting the data from the literature using the derived formulas to determine the
binding parameters.

Keywords: protein-ligand-binding equilibria, binding stoichiometry, dissociation constant

1. Introduction

Binding of ligands to macromolecules is central to many
functional and regulatory biological processes such as sig-
nal transmission, intracellular transport, cytoskeletal or-
ganization and dynamics [1, 2, 3]. When studying ligand-
macromolecule interactions and equilibria, the key param-
eters characterizing the binding reaction are: the binding
stoichiometry n of the reactants, i.e., the number of ligands
per macromolecule binding site, and the dissociation con-
stant, Kd where 1/Kd quantifies the ligand-macromolecule
a�nity. In this paper, we advocate that both n and Kd for
ligands reversibly binding on a macromolecule with mul-
tiple binding sites for the ligand can be determined from
equilibrium co-sedimentation assays.

Indeed, for a macromolecule consisting of equivalent
noninteracting sites for a ligand, the dissociation constant
for the reversible bimolecular binding reaction [4, 5] is
given by,

Kd =
[Mfree][Lfree]

[Lbound]
, (1)

where [Mfree] is the total concentration of free ligand bind-
ing sites over all macromolecules and, [Lfree] and [Lbound]
are the concentration of free and bound ligands, respec-
tively, with [Ltot] = [Lfree]+ [Lbound], the total ligand con-
centration. In equilibrium co-sedimentation experiments
one determines the reaction progress (here, [Lbound]) as a
function of the concentration of one of the reactant ([Mfree]

⇤Corresponding author
Email address: bicout@ill.fr (Dominique J. Bicout )

or [Lfree]). The task consists of running the binding ex-
periment by varying the total concentration of one of the
reactant while keeping constant the total concentration of
the other reactant (see Ref.[5, 6] for more details related to
the experimental methods). In this context, the choice of
which reactant is varied or kept constant leads to two alter-
natives: the ”ligand constant and macromolecule varying”
approach (thereafter referred as, LcMv) and the ”ligand
varying and macromolecule constant” one (thereafter re-
ferred as, LvMc).

In the LcMv approach, where the aim is to minimize
ligand-ligand interactions, the binding experiments are per-
formed by varying the total concentration of ligand sites
[Mtot] (macromolecule) in the sample while keeping con-
stant the total ligand concentration [Ltot] (usually chosen
smaller than [Mtot]). In such experiments, the measured
quantity of interest is the fraction, ✓ = [Lbound]/[Ltot], of
bound ligands expressed as a function of the varying reac-
tant [Mfree]. Using the expression of Kd above allows to
write ✓ as a function of [Mfree] as,

✓ =
[Mfree]

Kd + [Mfree]
, (2)

i.e., ✓ only depends on [Mfree] and Kd but does not explic-
itly depend on n. When [Mfree] can be directly measured
or known by other means, Eq.(2) represents the saturable
binding that can be used to fit the experimental data and
determine solely Kd as was done, for example, in Ref.[7].
The saturation ✓ ! 1 occurs in the high [Mfree] limit and
✓ = 1/2 at [Mfree] = Kd, i.e., Kd is the concentration of
free macromolecules at which on average 50% ligands are
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bound (or free).
In the alternative LvMc approach, the binding exper-

iments are performed by varying the total ligand concen-
tration [Ltot] in the sample while keeping constant the
total concentration of ligand binding sites [Mtot] (macro-
molecule). In this case, the quantity of interest is the
macromolecule coverage, ⇢ = [Lbound]/[Mtot], or density
of bound ligands. Reversing the Kd gives ⇢ as,

⇢ =

✓
[Lfree]

Kd

◆
⇥
✓

[Mfree]

[Mtot]

◆
, (3)

where, although still not explicitly depending on n, ⇢ de-
pends not only on varying reactant [Lfree] and Kd but also
on [Mfree] and [Mtot]. To obtain an expression of ⇢ that is
equivalent to that of ✓ in Eq.(2) requires writing [Mfree] as
a function of ⇢. Anticipating the results outlined below,
[Mfree] can be approximated as in Eq.(15) such that Eq.(3)
can be rewritten as,

⇢ =
n[Lfree]

Kd + [Lfree]
. (4)

Now, ⇢ only depends on the varying reactant [Lfree] and
Kd and, in addition, it explicitly depends on n. Likewise,
Eq.(4) represents the standard binding equation that can
be used to fit the experimental data and determine both n
and Kd like in saturation experiments [8, 9]. The satura-
tion ⇢ ! n occurs in the high [Lfree] limit and ⇢ = n/2 at
[Lfree] = Kd, i.e., Kd is the concentration of free ligands at
which on average 50% of binding sites (on macromolecules)
are occupied by (or free of) ligands.

Both ✓ and ⇢ rely on free reactant concentrations [Mfree]
and [Lfree], respectively, which can not be defined and con-
trolled a priori and whose measurement may turn to be
challenging and approximate. In this work, our aim is (i)
- to derive general expressions for ✓ and ⇢ as a function
of the total concentrations [Mtot] and [Ltot] (which can be
defined without ambiguity), and of n and Kd, and (ii) -
to develop approximations for ✓ and ⇢ that can be used
for fitting experimental data and determining the binding
parameters.

The remaining of the paper is organized as follows. The
general expressions for ✓ and ⇢ as functions of quantities
of interest are derived in Section 2. Section 3 is devoted
to simulations of binding experiments and comparison of
simulations with expressions derived in Section 2. In Sec-
tion 4, approximate analytical expressions for ✓ and ⇢ are
developed, and the usefulness of the derived formulas to
fitting the data is illustrated in Section 5. Finally, the
results are summarized in Section 6.

2. General expressions

Clearly, ✓ and ⇢ carry two related and complemen-
tary information on the same quantity of interest that is
[Lbound] accessible from the two approaches of co-sedimentation
experiments: ✓ provides the proportion of all ligands that

are bound on macromolecules while ⇢ informs on how macro-
molecules are covered by bound ligands. By definition of
✓ and ⇢, we have:

✓

⇢
=

[Mtot]

[Ltot]
= z , (5)

where z can be considered and used as the progression
variable in both LcMv to LcMv approaches. Inspection
of Eqs.(2) and (3) indicates that to get rid of [Mfree] and
derive a general expression for [Lbound] as a function of
[Mtot] and [Ltot], one has to work out an expression relat-
ing [Mfree] with [Lbound]. Following Ref.[10], [Mfree] can
formally be expressed as,

[Mfree] = [Mtot] ⇥ � (⇢|n) , (6)

where �(⇢|n) is defined as the probability for inserting an
additional ligand, with stoichiometry of n, onto a macro-
molecule already covered with a distribution of ligands at
density ⇢. �(⇢|n) depends on the system under consider-
ation and satisfies, by construction, the criteria: �(⇢ =
0|n) = 1 for an empty macromolecule (i.e., [Lbound] = 0)
and �(⇢ = n|n) = 0 at the saturation density ⇢ = n (i.e.,
all the macromolecule binding sites are occupied by lig-
ands).

Using Eq.(6) back into Eq.(1) and solving for [Lbound]
leads to,

[Lbound] =
[Ltot][Mtot]�

Kd + [Mtot]�
; � ⌘ �(⇢|n) , (7)

that, for ✓ and ⇢, reads as,
8
<
:

✓ = zqeq�/ [1 + zqeq�] ; LcMv

⇢ = keq�/ [z (1 + keq�)] ; LvMc
(8)

where we have defined the dimensionless equilibrium con-
stants keq = [Mtot]/Kd and qeq = [Ltot]/Kd for LvMc and
LcMv approaches, respectively, and such that keq = zqeq.
As a check, [Lbound] = 0 for [Mtot] = 0 or [Ltot] = 0 (i.e.,
✓(z = 0) = 0 and ⇢(z ! 1) = 0), [Lbound] = [Ltot] in the
[Mtot] ! 1 limit (i.e., ✓(z ! 1) = 1), and the satura-
tion [Lbound] = n[Mtot] in the opposite [Ltot] ! 1 (i.e.,
⇢(z ! 0) = n).

Eq.(7) shows that [Lbound], and therefore ✓ and ⇢, is
only function of [Ltot],[Mtot], n and Kd. To specify �(⇢|n),
we consider the system of large ligands binding on macro-
molecules where a macromolecule is treated as a homoge-
neous one-dimensional lattice of identical and independent
binding sites of zero size, and a ligand molecule of size �
(positive integer) is assumed to bind to the lattice cover-
ing 1+� consecutive lattice sites (i.e., make inaccessible to
another ligand); partial, overlapping nor stacked binding
are not allowed [10]. By definition, the stoichiometry, i.e.,
the number of ligand per binding site, for this system is
given by, n = 1/(1+�). For such a system, the expression
of �(⇢|n) was derived by McGhee and von Hippel [11] as,

�(⇢|n) =
[1 � ⇢/n]1/n

[1 + (1 � 1/n)⇢]�1+1/n
. (9)
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This function satifsies the aforementioned criteria and,
�(⇢|n = 1) = 1 � ⇢.

In summary, as desired, Eqs.(7) and (8), with �(⇢|n)
given in Eq.(9), provides the (implicit) general expressions
for [Lbound], ✓ and ⇢ as a function of z = [Mtot]/[Ltot] and
n and Kd. To go further, we will compare the output of
Eqs.(7) and (8), with simulations of binding reactions.

3. Simulations of Co-sedimentation experiments

To simulate numerical binding experiments, we con-
sider a system of L non-interacting ligands in total, each of
size �, interacting with a one-dimensional macromolecule
consisting of M consecutive binding sites (of size zero each).
With the rate konMf (with Mf denoting the number of free
binding sites), each single free ligand may attach onto the
macromolecule by covering �+1 consecutive binding sites,
and a bound ligand may detach with the rate ko↵ leaving
unoccupied � + 1 consecutive binding sites. The dynam-
ics of the reversible binding reaction as described by the
time evolution of bound ligands Lb is given by the kinetic
equation,

dLb

dt
= �ko↵Lb + konMf ⇥ (L � Lb) . (10)

At the equilibrium, dLb/dt = 0, one recovers Eq.(1),

ko↵

kon
=

Mf ⇥ (L � Lb)

Lb
= Kd . (11)

In simulations, the binding dynamics consists of running
several long trajectories according to Eq.(10) and com-
puting the ensemble average of the number of bound lig-
ands hLbi. For each trajectory, i, at each (unitless) time
t, the system consists of Lb,i(t) bound ligands (i.e., (� +
1)Lb,i(t) binding sites occupied on the macromolecule) and
L � Lb,i(t) free ligands. Each trajectory starts at t = 0
with Lb,i(0) = 0. At each time step (in unit of �t), the
updated number Lb,i(t + 1) of bound ligands at time t + 1
is generated according to the attachment-detachment pro-
cess of ligands as:

Lb,i(t + 1) = NL + RL , (12)

where NL is the number of newly attached ligands and
RL the number of ligands remaining attached. NL and
RL are obtained as follows:

• attachment process:

(i) - each of the L � Lb,i(t) free ligands can poten-
tially attach onto the macromolecule (consist-
ing of Mf(t) free binding sites) with the proba-
bility, pon = 1�exp{�konMf�t}, such that the
total number of candidate ligands susceptible
to attaching on the macromolecule is, NL1

(ii) - next, given that the macromolecule is already
covered by a distribution of Lb,i(t) ligands, the
probability patt,i(t|�) for a candidate ligand, among
NL1, to attach on the macromolecule is ob-
tained from an uniform distribution of � + 1
free consecutive binding sites out of the total
M sites. Therefore, the total number of ligands
NL e↵ectively binding onto the macromolecule
is given by the binomial distribution of NL1

with success probability patt,i(t|�).

• detachment process: each of the Lb,i(t) ligands de-
taches from the macromolecule with the probability,
po↵ = 1 � exp{�ko↵�t}, such that the number of
ligands remaining attached at the end of the process
is, RL

The mean number of bound ligands hLbi is then obtained
by averaging over the time and a large number N of tra-
jectories as,

hLbi =
1

(tmax � tmin)N

NX

i=1

tmaxX

t=tmin

Lb,i(t) , (13)

where tmin is the preparation time and tmax the trajectory
time length such that 0 ⌧ tmin ⌧ tmax.

For all simulations reported in this paper, we used,
�t = 10�2 ⇥min

⇥
k�1
on , k�1

o↵

⇤
, tmin = 102, tmax � tmin = 104

and a total of N = 105 trajectories was used to perform
the averages. For system sizes, we used, 10  L  103

and M = 102 for LvMc configuration and L = 102 and
10  M  103 for LcMv such that, 0.1  z = M/L  10
in all simulations.

Figure 1: Density, ⇢(z), and fraction, ✓(z), of bound ligands as a
function of the reduced concentration, z, for two stoichiometries n =
1 (panel a) and n = 0.5 (panel b). Point data (open circles and filled
triangles for LcMv and LvMc, respectively) correspond to simulation
results and solid lines through the data to numerical solutions of
Eq.(8) with �(⇢|n) given in Eq.(9). Quoted numbers are values of
keq and qeq for LvMc and LcMv assays, respectively.

The results of simulations along with comparison with
numerical solutions of Eq.(8) (using the function fsolve in
Matlab R2015b) are shown in Fig. 1. As can be seen,
expressions for ✓(z) and ⇢(z) from Eq.(8) are in perfect
agreement with simulations, thus validating the theoret-
ical results. From now on, Eq.(8) will be considered as

3



Table 1: Approximate expressions for [Lbound], ⇢(z) and ✓(z), with:
z = [Mtot]/[Ltot], keq = [Mtot]/Kd and qeq = [Ltot]/Kd.

8
>><
>>:

[Lbound] =
A �

p
A2 � 4↵�[Ltot][Mtot]

2�

A = ↵[Mtot] + �[Ltot] + Kd

LvMc: ⇢(z) =

✓
↵ +

�

z
+

1

keq

◆
�

s✓
↵ +

�

z
+

1

keq

◆2

� 4↵�

z

2�

LcMv: ✓(z) =

✓
↵z + � +

1

qeq

◆
�

s✓
↵z + � +

1

qeq

◆2

� 4↵�z

2�

Approximation ↵(n) �(n)

standard binding n 1
low density 1 (2/n) � 1

high density 2


1

n + 1

�1/n 
3 � n

n

� 
1

n + 1

�1/n

the reference from which further approximations can be
developed.

4. Approximate expressions for ✓(z) and ⇢(z)

In general, as � is a non-linear function of ⇢, the result-
ing equations for [Lbound], ✓(z) and ⇢(z) as given in Eqs.(7)
and 8 are not straightforward to use for fitting data. To
work out a more handleable and amenable approximate
expressions, the insertion probability � can be linearized
with respect to ⇢ as follows,

�(⇢|n) ' ↵(n) � �(n) ⇢ , (14)

where ↵ and � will be specified below. Using Eq.(14) back
into Eq.(7) and solving for [Lbound] leads to the general an-
alytical expressions in Table 1. As can be seen, [Lbound],
and therefore ✓ and ⇢, only requires measuring the total
concentrations of reactants (one of which is kept constant
while the other one is varying) to fit the data and deter-
mine n and Kd.

Now, to specify ↵(n) and �(n) in Eq.(14), three linear
approximations for � have been considered:

• standard binding: When a binding ligand (of size �)
covers 1 + � consecutive binding sites (with neither
overlapping nor stacking), the highest concentration
of ligands that can bind on the macromolecule is
then of, [Mtot]/(1 + �) = n[Mtot], that corresponds
to the saturation. Therefore, the concentration of
free binding sites, [Mfree], can be obtained in a first
approximation as,

[Mfree] = n[Mtot] � [Lbound] . (15)

The corresponding probability reads as, �(⇢|n) =
[Mfree]/[Mtot] = n � ⇢, and correctly reproduces the
limit, �(⇢ = n|n) = 0, but underestimates the zero
density value, �(⇢ = 0|n) < 1 for n < 1 (see Fig. 2).

• low density regime: Following the approach in [10],
the first order in Taylor expansion of � in Eq.(9)
around ⇢ = 0 writes as, �(⇢|n) ' 1� [(2/n)� 1]⇥ ⇢,
such that Eq.(6) can be approximated as,

[Mfree] = [Mtot] � [(2/n) � 1] ⇥ [Lbound] . (16)

• high density regime: Similarly [10], the first order
in Taylor expansion of � in Eq.(9) around ⇢ = n/2
writes as in Eq.(14) and leads to the approximation,

[Mfree] = ↵(n)[Mtot] � �(n)[Lbound] , (17)

with ↵(n) and �(n) given in Table 1.

As displayed in Fig. 2, both the low and high density
approximations appears to be a fairly good approximations
of �(⇢|n) in some ranges whereas the standard binding
approximation is expected to work only for n close to one
and for n  1 close to saturation.

Figure 2: Insertion probability, �(⇢|n) in Eq.(9), (open circles) as
a function of ⇢/n for two stoichiometries n = 0.5 (panel a) and
n = 0.1 (panel b). The dash-dotted (black), dashed (blue) and solid
(red) lines correspond to linear approximations of �(⇢|n) (related
to Eqs.(15), (16) and (17)) for standard binding, in low and high
density regimes, respectively, with corresponding ↵ and � given in
Table 1.

As ↵ and � (see Table 1) are both functions of n, the
quadratic relations for ⇢(z) and ✓(z) in Table 1 are func-
tions of two independent unknowns n and Kd (via keq and
qeq, respectively). The ⇢(z) and ✓(z) as functions of z
are exactly identical for all the three approximations but
with di↵erent values of n and Kd. The three approxima-
tions becomes exact and are identical with ↵ = � = 1 for
n = 1. Di↵erences between the three approximations ap-
pear when comparing them for n < 1 and with using the
same parameters. Ultimately, the comparison between ex-
act ✓(z) and ⇢(z) (from Eqs.(8) and (9)) and the approx-
imations with the same parameters as displayed in Fig. 3
clearly shows that:

(i) - For ✓(z): the high density approximation ✓hd(z)
[solid (red) lines in Fig. 3b, d and f] is a very good ap-
proximation to the exact ✓(z) in the all range of z and
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Figure 3: Densities, ⇢(z) (left panels), and fractions, ✓(z) (right pan-
els), of bound ligands as a function of the reduced concentration, z,
for three stoichoimetries n = 0.5 (panel a and b), n = 0.2 (panel
c and d) and n = 0.1 (panel e and f). Point data (open circles)
correspond to numerical solutions of Eq.(8) with �(⇢|n) given in
Eq.(9). The dashed (blue), solid (red) and dash-dotted (black) lines
correspond expressions in Table 1 in low density regime, high den-
sity regime and standard binding, respectively, with ↵ and � given in
Table 1. Quoted numbers are values of keq and qeq for ⇢(z) (LvMc)
and ✓(z) (LcMv), respectively.

binding parameters. Low and high density approximations
are similar for high n and deviate as n decreases while the
standard binding appears to be a poor approximation.

(ii) - For ⇢(z): likewise, the high density approxima-
tion ⇢hd(z) [solid (red) lines in Fig. 3a, c and e] is the best
approximation describing the exact ⇢(z). In contrast to
✓hd(z), ⇢hd(z) well describes ⇢(z) up to 70% of the satu-
ration ⇢ = n (see [10]). Similarly, the low density approx-
imation fit the exact ⇢(z) as well only up to about 50%
of the saturation (see [10]) while the standard binding ap-
proximation only works for n = 1.

As the high density approximation ✓hd(z) and ⇢hd(z)
outperforms the two other approximations to describing
the exact ✓(z) and ⇢(z), respectively, therefore, we suggest
using ✓hd(z) and ⇢hd(z) for fitting the data.

Nonetheless, as ⇢hd(z) only works up to 70% of the
saturation, the procedure to use ⇢hd(z) for fitting the data
is as follows:

Table 2: Estimations of the stoichiometry n and the dissociation
constant Kd (with 95% confidence intervals in brakets) correspond-
ing to best fits to the experimental data in [7, 12] using the function
lsqcurvefit in Matlab R2015b with ⇢hd and ✓hd given in Table 1 in
the high density approximation. ”rep” refers to reported values and
”new” to the result of this work.

n Kd (nM)
Ref. rep new rep new

[12]a 0.51 0.57 [0.52, 0.64] 29 59.2 [46, 72.4]

[7]b 1 1 [0.47, 1] 650 647.6 [71.2, 1224]
[7]c 1 0.91 [0.88, 0.94] 92 56.3 [42.6, 70]

a,b,c Experimental data were retrieved from Fig. 4 (for a) ([Lbound]
vs [Lfree]) in [12], from Fig. 2d (for b) and Fig. 2e (for c) (✓ vs
[Mfree]) in [7] using GraphClick [13].
a Figure 4: The y-values (in pmol/mg) are converted in nM by multi-
plying by 0.03 g/L [= protein masse(3µg)/solution volume(100µL)].
Experiments were run with a constant [Mtot] = 6.5 nM of Musca
complex I and varying total dihydrorotenone (ligand) concentrations
calculated as, [Ltot] = [Lfree] + [Lbound]. The ⇢ and z are calculated
as, ⇢ = [Lbound]/[Mtot] and z = [Mtot]/[Ltot].
b,c Figures 2d and 2e: Experiments were run with a constant
[Ltot] = 1 µM of Tau proteins and varying total microtubule con-
centrations recalculated by reversing the employed procedure as,
[Mtot] = [Mfree] + [Lbound] = [Mfree] + ✓[Ltot].

(1) - start with the initial data set D0 comprising all
data points,

(2) - fit the data subset Dm (m = 0, 1, · · · ) using ⇢hd(z)
and determine the parameters nm and Kd,m,

(3) - check whether the upmost ⇢ value in Dm is smaller
by 70% to the current saturation, ⇢max(2 Dm) < 0.7⇥nm.
If that is the case, then the desired parameters are, n = nm

and Kd = Kd,m, and stop. Otherwise, remove the upmost
data point from Dm to update the subset, Dm+1 = Dm \
max[Dm], and proceed back to step (2).

Figure 4: panel a. Density, ⇢, of bound dihydrorotenone as a func-
tion of the reduced total concentration, z, of NADH:ubiquinone ox-
idoreductase (complex I). Data are from Fig. 4 (filled triangles) in
Ref.[12]. panel b. Fraction, ✓, of bound tau as a function of the
reduced total concentration, z, of microtubules. Data with error bars
are from Fig. 2d (filled circles) and from Fig. 2e (filled squares) in
Ref.[7]. The upmost densities are ⇢� = ✓(z = 1) = 0.45 for circles
and ⇢⇤ = ✓(z = 1) = 0.73 for squares. Insets show ⇢ and ✓ in
di↵erent scales. Red lines through the data correspond to best fits
to data using ✓hd(z) and ⇢hd(z) in Table 1.
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5. Illustrative applications

To illustrate and demonstrate the usefulness of the de-
rived formula ✓hd(z) and ⇢hd(z) in Table 1, we have con-
sidered the two co-sedimentation alternatives:

LvMc: We used the data from [12] that dealt with the
binding of the dihydrorotenone (C23H24O6) (the ligand) to
NADH:ubiquinone oxidoreductase (complex I) (the macro-
molecule). The plot of ⇢ as a function of z in Fig. 4a shows
the data points from [12] along with the best fit to the
data using ⇢hd(z) (and following the procedure described
above) as represented by the solid (red) line through the
data. The binding parameters corresponding to best fit to
the data are reported in Table 2. As can be seen, ⇢hd(z)
fits very well the experimental data.

Comparison of the determined binding parameters with
that reported in [12] shows that the n are quite close
whereas the Kd significantly di↵ers. This is because the
reported n and Kd in [12] were determined within the stan-
dard binding approximation framework (use of Scatchard
plot). Indeed, using the standard binding approximation
of ⇢(z) in Table 1 to fit the data gives the dashed (black)
line (superimposing with the solid line but with di↵er-
ent parameters) through the data in Fig. 4a with pa-
rameters (with 95% confidence intervals in brakets), n =
0.47 [0.41, 0.54] and Kd = 30.72 [20.74, 40.7]nM, very close
to values reported in [12] (see Table 2). Next, using the
correction procedure described in [10] leads to values given
in column ”new” in Table 2.

LcMv: We considered the data from [7] that dealt with
the binding reaction between tau proteins (ligands) and
microtubules (macromolecules). The plot of ✓ as a func-
tion of z in Fig. 4b shows the data points from [7] along
with the best fits to the data using ✓hd(z) as represented
by solid (red) lines through the data. The binding param-
eters corresponding to best fits to the data are reported in
Table 2. This exercise demonstrates that ✓hd(z) fits very
well the experimental data and that there is no need to set
n a priori, as did in [7], to exploit LcMv data. The Kd as
determined is close to that reported in [7] for n ⇠ 1 and
significantly di↵ers when n gets smaller.

6. Summary

As a main result given in Eqs.(7) and (8), we have de-
rived general expressions for Lbound, ⇢ and ✓ as functions
of z, the ratio of total concentrations of macromolecules
[Mtot] and ligands [Ltot] (which can be measured with-
out ambiguity), the stoichiometry n and the dissociation
constant Kd. Subsequently, we have showed that for sys-
tems of large and noninteracting ligands with latticelike
macromolecules (characterized by the insertion probabil-
ity in Eq.(9)) those expressions for ⇢ and ✓ are in perfect
agreement with simulations. In addition, Table 1 provides
mathematical simple analytical expressions for [Lbound],
and therefore, ⇢ and ✓, that can be used to fit the experi-
mental data and determine n and Kd. Using data retrieved

from the literature, we have demonstrated that the ⇢ and ✓
approximations fit very well the data and allow extracting
values of n and Kd.

Finally, the approach outlined above can be extended
to more complex systems involving cooperativity, hetero-
geneous or multiple class of ligands with di↵erent insertion
probabilities. The challenge will be to work out mathe-
matical simple expressions for the concentration of bound
ligands as functions of reliable measured quantities.
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9.3 Correction des paramètres provenant de l’équation standard 141

9.3 Correction des paramètres provenant de l’équa-
tion standard

Résumé de l’article Correcting binding parameters for interac-
ting ligand-lattice systems [146]

L’objet de cette étude est la détermination de la stœchiométrie n et la constante de
dissociation Kd à partir d’expériences de co-sédimentation réalisées suivant l’approche
LvMc. Nous avons montré dans l’étude Determining the binding parameters from co-
sedimentation assays que l’équation standard utilisée pour ajuster les données de satura-
tion et extraire n et Kd était une mauvaise approximation pour des situations où n ă 1.
L’objectif de cette étude était de fournir une méthode simple permettant de corriger di-
rectement les valeurs des paramètres n et Kd obtenus à partir de l’équation standard (9.1)
et ce sans avoir à refaire un nouvel ajustement des données. Nous avons dérivé des ex-
pressions analytiques pour les paramètres corrigés en fonction des paramètres apparents
issus de l’équation standard. Les résultats montrent que l’analyse standard sous-estime la
stœchiométrie et surestime l’affinité des ligands pour la macromolécule et que l’écart est
d’autant plus grand que la stœchiométrie est petite.
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Binding of ligands to macromolecules is central to many functional and regulatory biological processes.
Key parameters characterizing ligand-macromolecule interactions are the stoichiometry, inducing the number of
ligands per macromolecule binding site, and the dissociation constant, quantifying the ligand-binding site affinity.
Both these parameters can be obtained from analyses of classical saturation experiments using the standard binding
equation that offers the great advantage of mathematical simplicity but becomes an approximation for situations
of interest when a ligand binds and covers more than one single binding site on the macromolecule. Using the
framework of car-parking problem with latticelike macromolecules where each ligand can cover simultaneously
several consecutive binding sites, we showed that employing the standard analysis leads to underestimation of
binding parameters, i.e., ligands appear larger than they actually are and their affinity is also greater than it
is. Therefore, we have derived expressions allowing to determine the ligand size and true binding parameters
(stoichiometry and dissociation constant) as a function of apparent binding parameters retrieved from standard
saturation experiments.

DOI: 10.1103/PhysRevE.96.012417

I. INTRODUCTION

Ligand-macromolecule interactions play a crucial role in
many functional and regulatory biological processes such
as signal transmission, intracellular transport, cytoskeletal
organization, and dynamics [1–3]. Key parameters in the study
of macromolecule-ligand interactions and equilibria are the
binding stoichiometry n of the reactants, i.e., the number of
ligands per macromolecule binding site, and the dissociation
constant Kd . For a macromolecule M consisting of several
equivalent and noninteracting sites for the ligand L, the disso-
ciation constant is given by Kd = [Mfree] × [Lfree]/[Lbound],
where [Mfree] is the total concentration of free ligand binding
sites over all macromolecules and [Lfree] and [Lbound] are the
concentration of free and bound ligands, respectively. When n

ligands can bind on and cover one and only one single binding
site on the macromolecule, the concentration of free ligand
binding sites can thus be obtained as

[Mfree] = n [M] − [Lbound], (1)

where [M] is the total concentration of ligand sites over all
macromolecules. To work with dimensionless quantities we
define ρ = [Lbound]/[M] as the fraction (density) of bound
ligands and x = ([Lbound] + [Lfree])/[M] as the ratio of the
ligand concentration to that of the binding sites on the
macromolecules. Now, using Eq. (1) into Kd and solving for
[Lbound] (i.e., ρ) leads to the standard binding equation [4–6]

[Lbound] = n [M] [Lfree]

Kd + [Lfree]
=⇒ ρ = n (x − ρ)

1/keq + (x − ρ)
, (2)

where keq = [M]/Kd is the equilibrium constant. Equation (2)
is used in saturation experiments where ρ versus (x − ρ) (i.e.,
[Lbound] versus [Lfree]) is plotted at constant total concentration
[M] of ligand-binding sites [4,7]. The curve saturates at

*bicout@ill.fr

ρs = n, yielding the stoichiometry n, and 50% of saturation
is reached when (x − ρ) = 1/keq (i.e., [Lfree] = Kd ) yielding
Kd . An alternative and equivalent way of estimating binding
parameters is to use the Scatchard plot representing the ratio
[Lbound]/[Lfree] = ρ/(x − ρ) as a function of ρ (i.e., [Lbound])
[4,5,8–10]. In such a graph, Eq. (2) transforms to

ρ

(x − ρ)
= keq (n − ρ). (3)

The plot is a linear decreasing function of ρ with a slope
keq, an ordinate intercept of nkeq and an abscissa intercept
of n, yielding n and keq (and therefore Kd ). Both Eqs. (2)
and (3) provide a very simple and therefore convenient way
to obtaining estimates of binding parameters n and Kd from
saturation experiments.

In this paper, we are interested in biological problems
of large and noninteracting ligands with latticelike macro-
molecules where a binding ligand can cover several consecu-
tive binding sites. In this case, the Scatchard plot is no longer
linear. Usually, the deviation from linearity of the Scatchard
plot is indicative of conditions including large ligands, multiple
class of ligands, binding site heterogeneity, or ligand-ligand
interaction or cooperativity, or combinations of those [11–13].
Here, we will deal with the case where the curvature of the
Scatchard plot arises solely as a consequence of large ligands
covering several binding sites. As developed by McGhee and
von Hippel [11], the systems of large ligands with latticelike
macromolecules exhibit more complex statistical features that
lead to breakdown of Eq. (1). The reason being that, in
the case of large ligands, the concentration of free ligand
binding sites depends not only on that of ligands already
bound but also on the distribution of bound ligands on the
lattice. Distributions of bound ligands lead to frustrations and
gaps between ligands preventing binding of other ligands.
As a consequence, Eq. (1) is no longer linear and can just
be considered as an approximation as is, therefore, Eqs. (2)
and (3). Notwithstanding the foregoing but owing to their

2470-0045/2017/96(1)/012417(6) 012417-1 ©2017 American Physical Society
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incredible simple forms, Eqs. (2) and (3) were and are still very
widely used to analyzing saturation experiments and extracting
apparent binding parameters napp and Kd,app, i.e., in replacing
n and Kd (or keq) in Eqs. (2) and (3) by napp and Kd,app (or
keq,app) as [6,14–19]

ρ

(x − ρ)
= keq,app (napp − ρ). (4)

Our aim in this paper is to provide means for obtaining true
binding parameters n and Kd from apparent napp and Kd,app as
extracted from saturation experiments. And, as dealing with
large ligands introduces in the problem an additional parameter
that is the ligand size σ (relative to the binding site size),
therefore, the task here is to derive relationships between n

and Kd versus napp and Kd,app as a function of σ . As we will
see below, σ appears as the organization parameter.

II. FORMULATIONS AND RESULTS

A. General expressions

To tackle the problem of large ligands binding on macro-
molecules, we consider that a macromolecule as a homoge-
neous one-dimensional lattice of identical and independent
binding sites of zero size and a ligand molecule of size σ

(positive integer) is assumed to bind to the lattice and to
cover 1 + σ consecutive lattice sites (i.e., make inaccessible
to another ligand); partial, overlapping nor stacked binding are
not allowed. Accordingly, a free ligand binding site consists
of any 1 + σ consecutive free lattice sites. It thus follows for
the problem as defined that the stoichiometry, i.e., the number
of ligand per binding site, is given by definition by

n = 1

1 + σ
, (5)

providing hence a one-to-one relation between the stoichiom-
etry n and the ligand size σ .

The kinetics of binding reaction can be described as the
car-parking problem (CPP) where ligands reversibly bind to
and detach from the lattice with rates kon and koff , respectively.
Within the framework of the CPP, the dynamics of bound
ligands ρ is described by the equation

dρ

dt
= kon(x − ρ) � − koffρ, (6)

where � ≡ �(ρ,σ ) is the probability for inserting an addi-
tional ligand of size σ on the lattice already covered with a
distribution of identical ligands at density ρ. The first term in
right hand side of Eq. (6) represents the increasing of ρ by
incorporating new ligands on the lattice while the second one
stands for the decreasing of ρ due to the detachment of ligands.
At the equilibrium, dρ/dt = 0, the density is given by

ρ

(x − ρ)
= keq�, (7)

where keq = kon/koff is the equilibrium constant. Note that
the insertion probability of a ligand on the lattice is �(ρ =
0,σ ) = 1 for an empty lattice while it is �(ρ = ρs,σ ) = 0
at the saturation density ρs . This insertion probability plays
a very important role in the binding reaction and especially
on how the system reaches the saturation [20]. Interestingly,

Eq. (7) is the generalization of the Scatchard equation where
Eq. (3) is a particular case. Equation (7) underlines that the
behavior of the Scatchard plot as a function of ρ is directly
related to and profiled by the insertion probability, �(ρ,σ )
that is linear, �(ρ,σ = 0) = 1 − ρ, for zero sized ligands and
deviates from linearity for large ligands.

Now, assuming that �(ρ,σ ) is known, comparing Eq. (7)
with Eq. (4) clearly indicates that �(ρ,σ ) must be linearized as
a function of ρ to relate true with apparent binding parameters.
The Taylor expansion at first order around a density ρ� (to be
specified later) for the insertion probability reads as

�lin(ρ,σ ) � �(ρ�,σ ) + �′(ρ�,σ )(ρ − ρ�) + O(ρ − ρ�)2,

(8)

where �′ ≡ ∂�/∂ρ. Next, using Eq. (8) back into Eq. (7) and
equating the result with Eq. (4) yields general relations for
binding parameters as

napp = ρ�(σ ) − �(ρ�,σ )

�′(ρ�,σ )
,

κ = keq

keq,app
= Kd,app

Kd
= − 1

�′(ρ�,σ )
. (9)

These expressions remain valid within 0 � ρ � napp [with
napp a function of ρ�(σ )] to ensure the non-negativity of �

in the linear approximation. Now, to go further in deriving
expressions relating true and apparent binding parameters, two
things need to be specified: the expression of � and the set of
ρ� around which � is linearized.

B. Case of large and noninteracting ligands

Several methods have been developed to derive mathemat-
ical expressions of � for CPP or large ligands including the
combinatorial, recurrence equations and the transfer matrix
method, to cite a few (see [21] for a review of these techniques).
Likewise, � can as well be computed using Monte Carlo
simulations of the binding process. In what follows, we will
use the expression of � as derived (in the limit of infinite lattice
and noncooperative ligands) by McGhee and von Hippel [11]:

�(ρ,σ ) = [1 − (1 + σ )ρ]1+σ

(1 − ρσ )σ
. (10)

The saturation density ρs is obtained by solving �(ρ =
ρs,σ ) = 0 to give ρs = 1/(1 + σ ) = n.

1. Determination of ρ�

To determine the ρ�, we consider the plot of �(ρ,σ = 10)
as a function of ρ/ρs in Fig. 1 (red line). As can be seen, �

linearly decreases with ρ at low density, deviates from linearity
at higher density and cancels with zero slope [i.e., �′(ρ =
ρs,σ ) = 0] at ρ = ρs . Either linearizing � over the entire range
of ρ using for instance a least-squares linear regression does
not lead to a satisfactory result as shown in Fig. 1 (dashed
black line with crosses) or choosing ρ� = ρs is also excluded
since �′(ρ = ρs,σ ) = 0. However, inspection of Fig. 1 (red
line) shows that �(ρ,σ ) can be linearized at ρ� = 0, at low
density, and at ρ� = ρs/2, at high density; the latter ρ� = ρs/2
is determined via minimizing the area between � and �lin in
Eq. (8) (Appendix A). In what follows, we will thus use the
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FIG. 1. Insertion probability �(ρ,σ ) in Eq. (10), as a function of
ρ/ρs for σ = 10 (red solid line). The dashed black line with crosses
corresponds to the least-square linear regression of �(ρ,σ = 10),
the dashed-dotted and dashed blue lines to the linear approximation
of �(ρ,σ = 10) in Eq. (8) at ρ� = 0 and ρ� = ρs/2, respectively.
Shaded zones on the horizontal axis represent zones for ρ > napp

where the linear approximation is no longer valid.

two values ρ� = 0 and ρs/2 for the low and high density linear
approximations, respectively, for �.

2. Apparent binding parameters versus σ

Using ρ� = 0, for low density, and ρ� = ρs/2, for high
density, back into Eq. (9) with � in Eq. (10), we obtain
expressions of napp versus σ as

napp =
{

1
1+2σ

for ρ� = 0,
2

2+3σ
for ρ� = ρs/2

(11)

and

κ = Kd,app

Kd
=

{
1

1+2σ
for ρ� = 0,

1
2+3σ

{
2+σ
1+σ

}1+σ
for ρ� = ρs/2.

(12)

When σ is known a priori, Eqs. (11) and (12) allow computing
apparent binding parameters that would be assessed within
both linear approximations. Interestingly, it is worthwhile to
notice that for σ � 1 we have napp � n [comparing Eqs. (5)
and (11)] and κ � 1 (i.e., Kd,app � Kd).

3. Validity domains of the linear approximations

To ensure the non-negativity of the insertion probability,
the validity domain of �lin around ρ� = 0 and ρ� = ρs/2 is
0 � ρ � napp. Accordingly, and using napp given in Eq. (11),
the upper limit of the validity domain of �lin is given by (as
shown by the shaded zones on the horizontal axis in Fig. 1)

ρ

ρs

�
{ 1+σ

1+2σ
−−−→
σ→∞

1
2 for ρ� = 0,

2+2σ
2+3σ

−−−→
σ→∞

2
3 for ρ� = ρs/2.

(13)

For the case of σ = 10 as illustrated in Fig. 1, the upper limit
in low density regime is 52.38% of the saturation value and
68.75% for high density regime. The rationale is as follows: use
the low density linear approximation at ρ� = 0 when dealing

FIG. 2. Saturation curves: ρ/ρs as a function of (x − ρ). Point
data (circles) represent numerical solutions ρ of the nonlinear
equation (7) with � in Eq. (10) for σ = 10 and keq = 1 and 10.
Solid blue lines and dashed red lines correspond to best fits of data
up to ρ/ρs = 70% and 95%, respectively, using Eq. (B1) (originating
from the linear approximation of � as a function of ρ).

with data comprised in 0 � ρ/ρs � 0.5 and high density linear
approximation at ρ� = ρs/2 for data comprised in 0 � ρ/ρs �
0.7.

The ranges in Eq. (13) have to be regarded as upper limits
of validity (the highest limit being ρ/ρs = 2/3 ≈ 70%) for
using standard binding Eq. (2) or (3) for fitting experimental
data. This is illustrated in Fig. 2 showing the best fits (linear
approximations) up to 70% (blue lines) and 95% (dashed
red lines) of saturation of the exact ρ (point data) nonlinear
solution of Eq. (7) with � in Eq. (10) (see Appendix B).
Clearly, blue lines [describing ρ within validity ranges in
Eq. (13)] are better fits to data than red ones. Fits are even better
up to 50% for low density linear approximation. This suggests
and indicates that in most experiments the upper values of ρ/ρs

should be �70%, even smaller, that explains why the linear ap-
proximation solution, given in Eq. (B1), does fit well the data.

4. True binding parameters versus napp

Finally, when dealing with experiments in which σ is not
known a priori, like in most of cases, but where napp and Kd,app

have been obtained by fitting the data with Eq. (B1) [or Eq. (4)]
within the low or high density linear approximation, the ligand
size σ (positive integer) as a function of napp can be determined
by inverting Eq. (11) and inserting the result into Eqs. (5) and
(12) to yield expressions for true binding parameters n and Kd

(as Kd = Kd,app/κ), as a function of the napp. The resulting
expressions are given in Table I.

C. Illustrative application

Figure 3 shows the comparison between napp and κ obtained
from best fits using Eq. (B1) (linear approximation of �)
to exact numerical nonlinear solution of Eq. (7) (Appendix
B) and Eqs. (11) (blue line) and (12) (red line) in the
high density linear approximation. This demonstrates how
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TABLE I. Expressions of the ligand size σ , the stoichiometry n, and the dissociation constant Kd (as Kd = Kd,app/κ) as a function of
apparent binding parameters napp and Kd,app.

Linear σ (napp)a n(napp) κ(napp) Validity
approximation interval for ρb

Low density
(ρ� = 0)

[[
1 − napp

2napp

]]
1

1 + σ (napp)

1

1 + 2σ (napp)

ρ

ρs,low
∈ [0,0.5]

High density
(ρ� = ρs/2)

[[
2(1 − napp)

3napp

]]
1

1 + σ (napp)

1

2 + 3σ (napp)

{
2 + σ (napp)

1 + σ (napp)

}1+σ (napp)

⎧⎪⎨
⎪⎩

ρ

ρs,low
> 0.5

ρ

ρs,high
∈ [0,0.7]

a[[y]] = nearest integer of y (e.g., [[0.25]] = 0, [[1.47]] = 1, [[1.5]] = 2).
bSaturation density: ρs,j = 1/(1 + σj) for j =“low,” “high” density.

analytical Eqs. (11) and (12) are in very good agreement with
numerical results and, therefore, in relating apparent binding
parameters with the intrinsic ligand size.

Figure 3 can also be regarded as an abacus synthetically
paralleling the relations in Table I. Such an abacus allows
the graphical determination of σ and κ starting from napp.
This work is as follows. Suppose, as illustrated in Fig. 3,
that the analysis of experimental data has provided napp = 1

8
and Kd,app = 1 μM and that the aim is to determine the true
stoichiometry n and dissociation constant Kd. To this end,
we use the curve of 1/napp versus σ in Fig. 3 (vertical solid
segments in the staircase with the right vertical axis) and
follows the arrows to determine the corresponding closest
integer value for σ on the horizontal axis. For napp = 1

8 , we
find σ (napp) = 5 (as one would obtain using the equation in
Table I for high density approximation). The intersection of the
vertical line with arrows σ = 5 and the red dashed line gives

FIG. 3. Stem plot of the ratio κ = Kd,app/Kd (red diamonds
and dashed line) and 1/napp (blue triangles and dashed line) as a
function of σ . Point data (with 95% confidence intervals) represent
best fits using Eq. (B1) to numerical nonlinear solution of Eq. (7)
(Appendix B), dashed blue (light gray) and red lines following the
data correspond to Eqs. (11) and (12), respectively. The staircase with
solid vertical segments corresponds to σ as a function of napp as given
in Table I. Determination of σ and κ starting from napp is illustrated
by the green line with arrows for napp = 1

8 (detailed explanations in
the text).

κ on the left vertical axis. For σ = 5 we find κ = 0.15 (as one
would obtain using the equation in Table I for high density
approximation). As a result, we find that the true binding
parameters are instead n = 1

6 and Kd = Kd,app/κ ≈ 6.7 μM.
Note that n > napp and Kd > Kd,app.

For illustration with real data, the determination of true
binding parameters as described above was applied to several
experimental situations retrieved from the literature and the
results are reported in Table II. According to equations in
Table I, there are two possible values for n and Kd depending
whether the low or high density linear approximation has
been employed. For example, for napp = 0.28 and Kd,app =
16.2 μM reported in [6], we find n = 1

2 and Kd = 48.6 μM
and n = 1

3 and Kd = 54.68 μM, for low and high density linear
approximations, respectively. The appropriate approximation
to use is the one for which ρ values range within the validity
intervals in Table I of the corresponding approximation.
Otherwise the fitting of data needs to be redone within the
validity intervals in Table I for ρ in order to use expressions in
Table I for determining binding parameters.

TABLE II. Illustration of estimations of the stoichiometry n and
the dissociation constant Kd from experimental data in [6,14,16].
“app” refers to apparent parameters extracted from experiments and
“low” and “high” correspond to true parameters estimated within the
low and high density linear approximations in Table I.

n Kd (μM)

Ref. app low high app low high

[6]a 0.46 1/2 1/2 1.1 3.3 2.44
[6]b 0.28 1/2 1/3 16.2 48.6 54.68
[14]c 0.507 1 1/2 0.029 0.029 0.064
[16]d 0.209 1/3 1/4 0.089 0.445 0.62

aTable I: binding of the isoform “HT40” to microtubule.
bTable I: binding of the construct “K2” to microtubule.
cFigure 4: binding of the dihydrorotenone to Musca com-
plex I at 6.5 nM. napp = 0.507 is obtained by dividing
the reported binding capacity of 3.3 μM [=110 pmol/mg ×
protein mass (3 μg)/solution volume (100 μl)] by 6.5 nM.
dTable I: binding of the mutant tau “R406W” to taxol-stabilized
microtubule at 3 μM. napp = 0.209 is obtained by dividing the
reported binding capacity of 0.628 μM by 3 μM.
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III. CONCLUDING REMARKS

Our motivations in developing this work were (i) the
great interest devoted to the binding of large ligands to one-
dimensional latticelike macromolecules that is central to many
areas of molecular biology and (ii) the related mathematical
simplicity of approximate binding equations [Eqs. (2) and
(3)] largely used for analyzing saturation experiments and
extracting important apparent binding parameters. Our aim
was then to take advantage of that simplicity and derive
expressions of true binding parameters from apparent ones.

To this end, we have considered a system of monodisperse
and noncooperative of large ligands reversibly binding to
a lattice macromolecule that can be described within the
framework of car-parking problem (CPP). The key function
in the CPP is the probability � of inserting new ligands on a
macromolecule already filled with other ligands at a density
ρ. For large ligands of size σ , � is a nonlinear function of
both ρ and σ . Next, we have used for � the expression derived
by Mcghee and von Hippel [11] and have developed linear
approximations of � to recover the mathematical simplicity
of binding equations [Eqs. (2) and (3)].

As a main result summarized in Table I, we have derived ex-
pressions of the ligand size and the true binding parameters, the
stoichiometry n, and dissociation constant Kd, as a function of
apparent binding parameters, napp and Kd,app, as obtained from
analyses of experimental data using Eqs. (2) and (3). As a con-
sequence, we found and showed that using the standard anal-
ysis for large ligands leads to underestimation of binding pa-
rameters, i.e., napp � n and Kd,app � Kd, ligands appear larger
than they actually are and their affinity is also greater than it is.

The approach outlined above can be extended to problems
involving different insertion probability like for systems
with heterogeneous or multiple class of ligands, cooperative
or interacting ligands, binding site heterogeneity, higher
dimensional lattices, or more complex lattice geometries, or
combinations of those [11–13,20,22–24].
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APPENDIX A: LINEARIZATION OF �:
HIGH DENSITY REGIME

The value of ρ� in Eq. (8) can be determined by minimizing
the area A between � and �lin:

A =
∫ ρs

0
dρ |�(ρ) − �lin(ρ,ρ�)|. (A1)

Assuming that �(ρ) is a convex function, i.e., �(ρ) �
�lin(ρ,ρ�) for all ρ� in the interval [0,ρs] then the minimization
equation for A reads as

dA
dρ�

= d

dρ�

∫ ρs

0
dρ [�(ρ) − �lin(ρ,ρ�)] = 0. (A2)

After integration, the first term depends on ρs and not of ρ�,
thus the minimization gives

dA
dρ�

= − d

dρ�

∫ ρs

0
dρ �lin(ρ,ρ�) = 0 . (A3)

Therefore, minimizing A reduces to minimizing the area under
�lin. Finally, using Eq. (8), we obtain the two following
conditions for ρ�:

d

dρ�

∫ ρs

0
dρ �lin(ρ,ρ�) = 0 ⇒ ρ� = ρs

2
,

d2

dρ�
2

∫ ρs

0
dρ �lin(ρ,ρ�) < 0 ⇒ ρs �′′(ρ�) > 0. (A4)

As �′′ > 0 within the entire interval [0,ρs] since � is a convex
function and ρs > 0, therefore, the condition ρs �′′(ρ�) > 0 is
satisfied and ρ� = ρs/2 minimizes A.

APPENDIX B: NUMERICAL SOLUTIONS

For given σ and keq with � in Eq. (10), the nonlinear
equation (7) is solved for ρ using the function fsolve in MATLAB

for several logarithmically spaced values of x. The numerical
result ρ is next fitted with the solution of Eq. (2) [originating
from a linear approximation of � as a function of ρ in Eq. (7)]
with apparent binding parameters, that is,

ρ = 1
2 [(napp + 1/keq,app + x)

−
√

(napp + 1/keq,app + x)2 − 4 napp x]. (B1)

Fits of numerical solutions using Eq. (B1) were performed
using the function lsqcurvefit in MATLAB up to values of x

corresponding to 70% (corresponding to the upper limit in the
high density linear approximation) and 95% of the saturation
ρs = 1/(1 + σ ). This procedure returns the best fit ρfit to
numerical data and the binding parameters napp and keq,app

(and thus, κ = keq/keq,app) with associated 95% confidence
intervals obtained from the function nlparci. The resulting
napp and κ were found to be independent of keq for all σ .
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148 Détermination des paramètres de l’interaction ligand-macromolécule

Résumé du chapitre 9 : Détermination des paramètres de l’interaction ligand-
macromolécule

1. L’objectif de ce chapitre était de présenter et de développer des méthodes permettant
d’extraire à partir d’expériences de co-sédimentation à l’équilibre les paramètres importants
caractérisant les interactions de type ligand-macromolécule qui sont la stœchiométrie n et
la constante de dissociation Kd.

2. Les expériences de co-sédimentation peuvent être réalisées suivant deux approches diffé-
rentes : une approche dans laquelle la concentration de ligands rLtots varie progressivement
et la concentration totale de macromolécules rMtots est maintenue constante (LvMc)
et une approche où la concentration de ligands rLtots demeure constante tandis que la
concentration totale de macromolécules rMtots varie progressivement (LcMv). Dans les
deux approches, la concentration de ligands attachés sur la macromolécule rLbounds est
mesurée.

3. Une équation implicite pour rLbounds a été dérivée en fonction des paramètres n et Kd, de
rMtots et de rLtots. À partir de cette équation, une approximation qui peut être facilement
utilisée comme courbe d’ajustement sur les données expérimentales a été développée. Nous
avons montré que l’équation standard qui est fréquemment utilisée dans la littérature est
une mauvaise approximation lorsque la stœchiométrie de la réaction est différente de 1. La
meilleure approximation pour rLbounds est donnée par :

rLbounds “
1

2β

«

pKd ` αrMtots ` βrLtotsq (9.3)

´

b

pKd ` αrMtots ` βrLtotsq
2
´ 4αβrMtotsrLtots

ff

, (9.4)

où les coefficients α et β sont uniquement fonction de la stœchiométrie n et sont donnés
par :

α “ 2
„

1
1` n

1{n
et β “

3´ n
n

„

1
1` n

1{n
. (9.5)

4. Une méthode permettant de corriger directement les paramètres n et Kd venant de l’ajuste-
ment des données avec l’équation standard a également été développée. Nous avons montré
que l’analyse standard sous-estime la stœchiométrie et surestime l’affinité des ligands pour
la macromolécule et que l’écart est d’autant plus grand que la stœchiométrie est petite.
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Chapitre 10

Décoration d’un microtubule par
Tau : Modèle bidimensionnel

L’objectif de ce chapitre est de caractériser la distribution des protéines Tau présents
à la surface d’un microtubule stabilisé, c’est-à-dire en l’absence d’instabilité dynamique.
Cette distribution dynamique sera caractérisée en termes de (i) densité moyenne de Tau
présents sur le microtubule et (ii) de distribution spatiale des Tau à la surface du micro-
tubule.
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150 Décoration d’un microtubule par Tau : Modèle bidimensionnel

Résumé
Le but de cette étude était de caractériser la manière dont une population de protéines

Tau peut décorer la surface d’un microtubule. Cet objectif est principalement motivé par
la diversité et l’importance des fonctions biologiques résultantes de l’interaction Tau-
microtubule et constitue un premier pas vers la compréhension de la manière dont Tau
assure ses fonctions. Une recherche bibliographique a été menée afin de dresser un portrait
plausible de l’interaction des Tau sur un microtubule stabilisé à l’échelle des tubulines et
un modèle mathématique a été développé en se basant sur ces informations. L’interaction
Tau-microtubule est décrite comme un processus d’attachement et de détachement dans
lequel chaque protéine Tau peut s’attacher soit suivant le mode longitudinal avec une
constante d’équilibre keq,p ou soit suivant le mode latéral avec une constante d’équilibre
keq,h sous réserve de places disponibles. On suppose qu’une fois dans le mode longitudinal,
une protéine Tau couvre p1 ` σpq sites consécutifs (dimères de tubuline αβ) le long d’un
protofilament et qu’une fois dans le mode latéral, elle couvre p1`σhq sites consécutifs dans
la direction latérale. Le processus de décoration des Tau est contrôlé par 5 paramètres :
σp et σh pour la taille des Tau respectivement dans le mode longitudinal et latéral, keqp

et keq,h, les constantes d’équilibre des deux modes et x qui correspond au ratio entre le
nombre total de protéines Tau dans la solution et le nombre total de sites constituant
le microtubule. Ce processus conduit à une décoration dynamique de la surface du mi-
crotubule que nous avons caractérisé en termes de (i) densité moyenne de protéines Tau
attachées longitudinalement (le long des protofilaments) ρp, (ii) densité moyenne de pro-
téines Tau attachées latéralement (entre protofilaments) ρh et (iii) distribution des plus
proches voisins à la surface du microtubule en fonction des densités ρp et ρh. Nous avons
dérivé des expressions analytiques pour les densités ρp et ρh en fonction des paramètres
du problème et PKprq, P‖prq, les distributions des plus proches voisins respectivement le
long de la direction latérale et longitudinale. Nous avons montré que les résultats pour les
densités ρp et ρh peuvent s’organiser dans un espace des phases dans lequel ρh est tracée
en fonction de ρp. Les trajectoires dans un tel espace sont paramétrisées par le ratio entre
les deux constantes d’équilibre κ “ keq,p{keq,h et chaque point de cet espace représente
une unique décoration du microtubule. Les distributions PKprq, P‖prq sont fonction des
densités ρp et ρh et sont non-exponentielles de manière générale et deviennent de type
exponentiel dans le cas où seul un des deux modes d’attachement existe, c’est-à-dire dans
la limite κ Ñ 0 où κ Ñ `8. Le processus de décoration a également été simulé numéri-
quement et les résultats sont en très bon accord avec les expressions analytiques.

Ce travail a été présenté en 2018 au Symposium de l’EMBL/EMBO sur les Microtu-
bules à Heidelberg. Le poster est disponible en Annexe D.2.
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Tau proteins play a fundamental role in neuronal cells especially in the regulation of axonal
transport, communication between the cell body and neuronal processes and in maintaining the
architecture and integrity of axons. Emergence of abnormalities in tau (e.g. aberrant phosphoryla-
tion) was found to be correlated with appearance and development of neurodegeneratives diseases
commonly referred as tauopathies. It is therefore of paramount importance to understand how do
tau proteins interact with microtubules to ensure and modulate the stability and assembly of ax-
onal arrays of microtubules. Based on a research from published papers, we have described the
interaction tau-microtubule as an adsorption-desorption process in which tau can bind to the mi-
crotubule via two distinct modes: (i) a longitudinal mode (along a protofilament) and (ii) a lateral
mode (across adjacent protofilaments). This process yields to a dynamical distribution of tau on
the microtubule wall referred to as microtubule decoration that we have characterized in terms of
two observable quantities: microtubule coverage and spatial distribution of tau.

Microtubules are one of the three types of filamentous polymers that constitute the cellular cytoskeleton. A
key feature of microtubules is their dynamic nature [1, 2]. This dynamical behaviour, referred to as dynamic
instability, is exquisitely regulated and is crucial to many cellular activities including cell division, intracellular
transport and the establishment and maintenance of cell shape and polarity [3]. Tau (Tubulin Associated Unit)
is an important microtubule-regulating protein that is predominantly expressed in axons [4]. This neuronal
protein has been reported to cover a large range of fundamental microtubule-related functions. In particular,
tau promotes tubulin assembly [5, 6], stabilizes (i.e, regulates) the dynamic instability of microtubules [7, 8],
spacially organizes microtubules in a parallel network in axons [9] and can control the axonal transport in
regulating the walk of kinesins and dyneins along microtubules [10]. Overall, tau significantly contributes to the
stabilization of neuronal microtubules, although the mechanisms underlying these biological functions are still
not well understood. Furthermore, appearance of dysfunctions in the couple tau-microtubule has been correlated
with numerous neurodegenerative diseases commonly referred as tauopathies including Alzheimers, Huntington’s
and Pick’s diseases [11–13]. This group of neurodegenerative diseases is characterized by an accumulation of
abnormal tau protein in the human brain [14]. Both gain of toxicity and loss of normal function of tau-proteins
are though to contribute to the development of tauopathies [3, 15].

Because of its important implication in neurodegenerative disorders, tau has been the focus of much study,
with a recent emphasis on tau-based therapeutic strategies [16, 17]. To understand how tau ensure the essential
normal functions, it is of paramount importance to determine how it interacts with microtubules. In the
present study, we are interested in the binding reaction between a population of tau-proteins and a stabilized-
microtubule. As illustrated in Fig. 1, this reaction yields a dynamical distribution of tau on the microtubule
surface, which we will refer to as microtubule decoration. The main objective of this paper is to characterize
the way in which a stabilized-microtubule can be decorated by an ensemble of tau-proteins in terms of:

(i) the mean number of bound-tau.

(ii) the spatial distribution of tau on the microtubule surface.

To address the way in which these two important observable quantities evolve as a function of key parameters
controlling the binding reaction, we develop a general model, based on an investigation from published papers.
In order to gain a reasonable picture of the interaction tau-microtubule that will serve as a basis for our model,
we have followed two axes. The first is related to the structure of the microtubule lattice with the aim to
properly define the playground where tau undergoes the binding reaction. Our second line of interest was the
specific interaction between tau and a stabilized-microtubule which includes (i) the location of binding sites for
the tau-proteins (ii) tau’s binding geometry and (iii) the stoichiometry of reaction. For each of these two points,
we have assembled a database from published papers (see supplementary information) with the main results
summarised below.

∗Electronic address: bicout@ill.fr
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FIG. 1: Cartoon showing a population of tau that may bind and unbind with a stabilized microtubule. The aim of this
paper is to characterize the way in which the tau molecules decorate a microtubule. Sketches for the microtubule, free
tubulin dimers and tau-proteins have been adapted from [18] and [19].

I. BIBLIOGRAPHIC RESEARCH

Structure of the microtubule lattice

Microtubules are composed of 8 nm long αβ-tubulin dimers which are aligned end-to-end to form linear
protofilaments [20]. Most of the microtubules assembled in vitro and in vivo are composed of p = 13 protofil-
aments [21] with a longitudinal shift of 12/13 ≈ 0.92 nm between protofilaments, generating a left-handed
three-start helix [22–24]. As shown in Fig. 2a,b, the distance separating two protofilaments is about 5 nm [22].
At the microscopic level, αβ-tubulin heterodimers are packed in a B-type lattice, which has been found to be
the most favorable configuration [25]. In this lattice, interactions between protofilaments involve homologous
subunits (α− α and β − β) except at the seam (i.e., between the first and the last protofilament), where a dis-
continuity exists due to the pitch of three tubulin monomers. The main consequence of this particular packing
is that the microtubule is a polar structure with an extremity called ”+ end” exhibiting a β monomer, while the
other, ”- end” exhibits an α monomer. In the present study we assumed that the microtubule curvature due to
its helicoidal geometry does not affect the binding of tau molecules and that the 13 protofilaments consisting the
microtubule are identical. We therefore took the flattened representation shown in Fig. 2b as an appropriate
simplification for the process of attachment of the tau proteins.

Interaction tau-microtubule

Comparisons between tau decorated and control microtubules using cryo-electron microscopy revealed binding
of tau proteins at the outer microtubule surface [26–28]. This was also supported by atomic force microscopy
[29] while a study in 2003 reported a possible binding site at the inner microtubule surface close to the taxol-
binding site on β-tubulin [30]. Later on, Makrides et al [31] suggested that these discrepancies may come from
differences in the experimental protocol when adding tau proteins into the solution with either an addition to
pre-stabilized MTs or to polymerizing tubulin. However, a recent high resolution cryo-EM study has shown
that in both experimental conditions, tau was always binding at the outer MT surface [28]. On the other
hand, it has been shown that binding of tau is not end-specific and can occur along the length of microtubules
[32]. The question of the mode of binding and the geometry of tau when bound to the MT surface is still
very controversial. A certain number of studies [27, 28, 32, 33] have suggested that tau would rather adopt an
ordered structure along protofilament ridges when bound to the microtubule. In contrast, structures of bound
tau crossing adjacent protofilaments were observed by [29]. Finally, a combination of high-resolution metal-
shadowing and cryo-EM has revealed the existence of longitudinal and lateral bound-tau on the same MT [26].
This observation is consistent with a recent study showing that tau promotes the formation of tubulin rings
alone and stacks of tubulin rings [34]. In the absence of any further information, we will consider the general
case with two binding modes for the tau-proteins: (i) a longitudinal one, in which binding occurs along a given
protofilament and (ii) a lateral one, in which binding across adjacent protofilaments. Regarding the binding
reaction, cosedimentation data in [35, 36] suggest that tau proteins bind to the microtubule in a non-cooperative
way. On the other hand, most of the reported values are close and compatible with a stoichiometry of 0.5 ;
ν = 0.4 [37–39], ν = 0.412 [40], ν = 0.46 [36] and ν = 0.52 [27]. Furthermore, if we consider the microtubule
as an homogeneous one dimensional lattice, the abovementioned stoichiometries can be corrected using the
method developed in [41] which leads to the unique value ν = 0.5 corresponding to one tau for two αβ-tubulin
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dimers. Based on these information, we will consider that each bound tau can either cover two dimers along
a protofilament or either across two protofilaments at the outer microtubule surface. We can propose as an
synthesis of the published results, the schematic picture as shown in Fig. 2. This picture will be used as a
starting point to define the binding rules in a model describing the way in which a stabilized-microtubule is
dynamically decorated by a population of tau proteins.

FIG. 2: Sketch representing the way in which tau may interact with a stabilized microtubule (see main text for detailed
explanations). (a) Three-dimensional representation of the microtubule lattice consisting of p = 13 protofilaments with
two bound-tau: one in mode ”p” (shown in blue) and one in mode ”h” (shown in green). (b) By doing the approximation
that the helicoidal geometry of the microtubule does not affect the binding process, the microtubule can be considered
as a two-dimensional lattice. The lattice is consisting of N = h × p lattice sites (i.e., tubulin dimers) where h is the
number of αβ-tubulin dimers along the protofilament axis i.

II. GENERAL DECORATION MODEL

In order to provide a formalism that is as general as possible, we consider that a bound-tau in mode ”p”
covers (1 + σp) consecutive sites along the protofilament axis i and its projection along the helicoidal axis j
covers (1+γhp ) consecutive sites. Equivalently, a bound-tau in mode ”h” is assumed to cover (1+σh) sites along

the helicoidal axis j and its projection along the protofilament axis i to cover (1 + γph) consecutive sites. The
attachment of tau can only occur on free lattice sites; neither partial, nor overlapping, nor stacked bindings are
allowed. To avoid situations in which a bound-tau along a protofilament could overlap, and thus block binding
of an another tau on the adjacent protofilament, we introduce a constraint on the size of a tau in mode ”p”
viewed from the transversal direction such as that γhp < 1. Using similar considerations for a bound-tau in mode

”h”, we have a second condition given by γph < 1. Furthermore, we consider that the lateral binding of a tau
(mode ”h”) at the seam (i.e., between protofilament j = 1 and j = 13) is not allowed. These binding rules are
illustrated and summarized in Fig. 3 for a microtubule lattice consisting of N = 9× 13 sites. In this model, the
adsorption of tau is therefore a saturable process; accumulation on the microtubule surface is not possible. A
stoichiometry matrix can thus be defined as

ν ≡
(
νpp νph
νhp νhh

)
=




1

1 + σp

1

1 + γhp
1

1 + γph

1

1 + σh


 , (1)

where σp and σh are integer numbers and γph and γhp are positive reals with the constraints γhp < 1 and

γph < 1. The matrix element νph corresponds to the apparent stoichiometry of a tau in mode p as viewed from
the direction corresponding to the mode h (i.e., the transversal microtubule direction). According to these
definitions, the case of interest of this paper, as shown in Fig. 2, corresponds to σp = σh = 1 and γph = γhp = 0.
This leads to the following stoichiometry matrix

ν =

(
1/2 1
1 1/2

)
. (2)
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Let us denote by ρp and ρh, the densities (coverage) of bound-tau in mode ”p” and ”h”, respectively. The

FIG. 3: Illustration of the binding rules with a microtubule lattice consisting of N = 9 × 13 sites. Attachment and
detachment of tau-proteins (in blue for a bound tau in mode ”p” and in green for the mode ”h”) are represented by
incoming and outcoming arrows with their respective rates: kon,p, koff,p for the mode ”p” and kon,h and koff,h for the
mode ”h”. Situations in which the attachment of tau does not respect the binding rules are indicated with red crosses.

problem adressed in this paper is to characterize the decoration of a microtubule by tau. To this end, we will
focus on the two following observables:

(i) ρ = ρp + ρh: the total microtubule coverage by tau

(ii) Pk={‖,⊥}(r): the averaged distribution for the longitudinal (k =‖) and lateral (k =⊥) spacing between the
bound tau proteins at the microtubule surface.

The kinetics of binding reaction is described as the ”car-parking problem” (CPP) where tau-molecules reversibly
bind to and detach from the microtubule lattice consisting of N = h × p binding sites with an effective on-
rate kon,p = k′on,p × θ and an off-rate koff,p for the protofilament mode ”p” and with an effective on-rate
kon,h = k′on,h × (1− θ) and an off-rate koff,h for the helicoidal (i.e., lateral) mode ”h”. θ is the probability for a

tau-molecule of choosing to bind in mode ”p” and k′on,p, k′on,h are the intrinsic on-rates for the mode ”p” and
”h”, respectively. The dynamics of ρp and ρh is then described by the following mean field coupled differential
system:





dρp
dt

= kon,p (x− ρp − ρh) Φp(ρp, ρh)− koff,p ρp,

dρh
dt

= kon,h (x− ρp − ρh) Φh(ρp, ρh)− koff,h ρh ,

(3)

where x is the tau:tubulin ratio (i.e., the ratio between the total number of tau-proteins in solution and the
number of lattice sites, N = h × p). The two terms Φp(ρp, ρh) and Φh(ρp, ρh) represent the probabilities for
inserting an additional tau in mode ”p” and mode ”h”, respectively, on the microtubule lattice already covered
with a distribution of tau at densities ρp and ρh. Note that the insertion probabilities are Φp(ρp = 0, ρh =
0) = Φh(ρp = 0, ρh = 0) = 1 for an empty microtubule lattice while they are Φp(ρp = ρp,s, ρh = ρh,s) =
Φh(ρp = ρp,s, ρh = ρh,s) = 0 at saturation densities ρp,s and ρh,s. The first term in right side of Eq. (3)
represents the increasing of ρp in incorporating new tau-proteins of type ”p” on the lattice while the second one
stands for the decreasing of ρp due to the detachment of tau-proteins in this mode. The second line of Eq. (3)
corresponds to the dynamics of ρh and is obtained in a similar way. The complete list of the 7 key parameters
controlling the process of decoration is reported in I. In the present study, we consider the equilibrium state
where dρp/dt = dρh/dt = 0. In this case, the densities ρp and ρh and therefore the total coverage ρ = ρp + ρh
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Symbol Definition
K

ey
p

a
ra

m
et

er
s σp Size of tau in mode ”p”

σh Size of tau in mode ”h”
kon,p Effective on-rate for the mode ”p”
koff,p Off-rate for the mode ”p”
kon,h Effective on-rate for the mode ”h”
koff,p Off-rate for the mode ”h”
x tau:tubulin ratio

O
b

se
rv

a
b

le
s ρp Microtubule-coverage by tau in mode ”p”

ρh Microtubule-coverage by tau in mode ”h”
Pk(r) Nearest neighbour distribution along the direction k = {‖,⊥}
〈rk(r)〉 Mean distance separating two bound-tau along the direction k = {‖,⊥}
S Order parameter

TABLE I: The dynamical process of microtubule decoration by tau is controlled by 7 key parameters. At the equilibrium,
the decoration is controlled by 5 key parameters: σp, σh, x and the two equilibrium constants keq,p = kon,p/koff,p and
keq,h = kon,h/konh. The main observable quantities are (i) the total microtubule coverage ρ = ρp +ρp and (ii) the nearest
neighbour distribution Pk(r). From these two observables, secondary quantities such as the mean distance separating
two bound-tau 〈rk(r)〉 and the order parameter S can be derived.

can be obtained by solving the equations:





ρp
(x− ρp − ρh)

= keq,p Φp(ρp, ρh) ,

ρh
(x− ρp − ρh)

= keq,h Φh(ρp, ρh) ,

(4)

where keq,p = kon,p/koff,p and keq,h = kon,h/koff,h are the equilibrium constants related to the longitudinal and
the lateral binding modes, respectively. To go further in the study of the spatial structure of the two-dimensional
lattice, the nearest neighbor probability distribution will also be computed. The geometry of the microtubule
as shown in Fig. 1 naturally brings us to look at Pk={‖,⊥}(r), the spatial distribution of attached tau proteins
along (i) the protofilament direction (k =⊥) and (ii) along the helix direction (k =‖). As illustrated in Fig. 5b
for the longitudinal direction (i.e., k =⊥), r corresponds to the unitless center-to-center distance separating two
nearest neighbors bound-tau. Accordingly, Pk(r) can be expressed as follows

Pk={‖,⊥}(r) =
2∑

i=1

2∑

j=1

zk,izk,j Pk,ij(r) , with {1 ≡ p ; 2 ≡ h} and k = {‖,⊥} , (5)

where Pk,ij(r) is the partial nearest neighbour distribution (i.e., between a bound tau in mode ”i = h, p” and
one in mode ”j = h, p”) and zk,p and zk,h are the partial fractions of attached tau in mode ”p” and ”h” as
viewed along the direction k = {⊥, ‖}, respectively and are given by

zk,p =
ρk,p

ρk,p + ρk,h
and zk,h = 1− zk,p . (6)

ρk,p and ρk,h are the directional densities i.e., the average density of tau in a given mode when looking along
the direction k = {⊥, ‖}, see Fig. 8 for illustration. Regarding the structure of Eq. (5), the task here is to
derive an expression for the partial distributions Pk,ij(r) and to express the directional densities ρk,p and ρk,h
as a function of ρp and ρh. To complete the picture, we introduce an order parameter S varying between −1
and +1 defined as

S = (1 + σp)ρp − (1 + σh)ρh . (7)

As we shall see later, the value of this parameter gives an information about the way in which the tau-proteins
are spatially ordered on the microtubule lattice. We will now discuss results for the observable quantities listed
in Tab. I as a function of the key parameters controlling the dynamical process of decoration.

III. RESULTS

The key functions in the dynamical microtubule decoration process are the probabilities Φp and Φh of inserting
new tau-molecules in mode ”p” and ”h”, respectively, on the microtubule already filled with other tau at densities
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(ρp, ρh). These probabilities have to take into account the binding rules defined in Sec. II and illustrated in Fig.
3. One can show (see Sec. V for the derivation) that for noncooperative tau-proteins, Φp and Φh are given by:





Φp =
[1− (1 + σp)ρp − (1 + γph) (1 + σh)ρh]

1+σp

(1− σp ρp − γph (1 + σh) ρh)
σp

,

Φh =

[
1− (1 + σh)ρh −

(
1 + γhp

)
(1 + σp)ρp

]1+σh

(
1− σh ρh − γhp (1 + σp) ρp

)σh
.

(8)

The coupled system in Eq. (4) is now fully characterized and the two main quantities representing the micro-
tubule decoration by tau can be derived. As dealing with two binding modes in the general decoration model
introduces two densities: ρp and ρh, it is natural to investigate the evolution of one population as a function of
the other one. Such a plot gives the phase space of the system and as we will see below, it appears as a very
convenient way to organize the results for the coverage and the spatial distribution.

Phase space of the microtubule-decoration by tau

Using Eqs. (8) and (4), we first express the ratio ρp/ρh as

ρp
ρh

= κ
(1− σhρh)

σh

(1− σpρp)σp

{
[1− (1 + σp)ρp − (1 + γph) (1 + σh)ρh]

1+σp

[
1− (1 + σh)ρh −

(
1 + γhp

)
(1 + σp)ρp

]1+σh

}
, (9)

where κ = keq,p/keq,h is defined as the ratio between the two equilibrium constants. In the limit γhp = γph = 0
(i.e., every bound-tau in a given binding mode only cover binding sites along the direction of the mode, see
Fig. 2 for illustration), the term inside the curly brackets in Eq. (9) is equals to 1 and the ratio ρp/ρh simply
becomes

ρp
ρh

= κ
(1− σhρh)

σh

(1− σpρp)σp
. (10)

Numerical or analytical, if possible, resolution of Eq. (10) allows us to determine the phase space of the
system i.e., the density evolution of one mode versus the other. Without loss of generality, in the following we
will consider the evolution of ρh as a function of ρp. The phase space corresponding to physical densities is
constrained by the two conditions on the insertion probabilities: Φp ≥ 0 and Φh ≥ 0 which lead to the following
inequality (in the limit γhp = γph = 0)

1− (1 + σp)ρp − (1 + σh)ρh ≥ 0 ⇒ ρh ≤
1− (1 + σp)ρp

1 + σh
. (11)

As shown in Fig. 4, solutions of the coupled system in Eq. (4) can be represented in a phase space in which all
the points lie in the triangle sector defined by the two axes ρh = 0 and ρp = 0 and the saturation line ρh,s(ρp,s)
given by

ρh,s(ρp,s) =
1− (1 + σp)ρp,s

1 + σh
. (12)

Note that trajectories ρh(ρp) in a such phase space only depend on κ and terminate on the saturation line,
yielding the values of ρp and ρh at the saturation limit (i.e., when the microtubule lattice is completely filled by
the tau-proteins). The symmetric case, σp = σh, shows some interesting features. Indeed, one can show from
Eq. (10) that in this symetric case the trajectory is linear and is given by ρp = ρh for κ = 1. As we can see in
Fig. 4b, this is not the case for trajectories corresponding to a ratio κ 6= 1. Interestingly, the curve ρh(ρp, κ) for
a given κ > 1 is the mirror image of that for 1/κ. This property is illustrated in Fig. 4b) for two trajectories:
one corresponding to the ratio κ = 2 and the other for κ = 10. Therefore, the knowledge of trajectories which
are bellow the line ρh = ρp is enough to reconstitute the entire phase space of the system. One can show from
Eq. (10) that this property only applies for systems in which σp = σh (i.e., when particles are of the same size)
and is expressed by the following relation

ρh(ρp, κ) = ρp(ρh, 1/κ) . (13)

An example of phase space corresponding to an asymmetric case in which σp 6= σh, is shown in Fig. 4a) and
one can clearly see that the properties mentioned before are no longer valid. The two phase spaces illustrated
in Fig. 4 correspond to σp = 2 and σh = 0 for the asymetric case and σp = σh = 1 for the symetric case and
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have been derived analytically by solving Eq. (10). For these specific cases, the trajectories ρh(ρp, κ) are given
by the following equations





ρh(ρp, κ) =
ρp (1− σpρp)σp

κ
for σh = 0, see Fig. 4a for illustration ,

ρh(ρp, κ) =
1

2

[
1−

√
1− 4 ρp(1− ρp)

κ

]
for σp = σh = 1 see Fig. 4b for illustration .

(14)

We now study in greater details the phase space shown in Fig. 4b) corresponding to the case of interest
σp = σh = 1 illustrated in Figs. 2 and 3. As we have seen before, the evolution of ρh as a function of ρp only
depends on κ. However, the position along a given trajectory depends on the key parameters of the reaction: the
tau:tubulin ratio, x and the effective equilibrium constant keq = keq,p +keq,h. As an illustration of this point, we
can see in Fig. 4 that the two points A and B obtained for identical equilibrium constants (keq,p = keq,h = 1.5
in this example), but with distinct values of x (x = 0.15 and x = 10, respectively), are both on the same
trajectory ρh(ρp, κ = 1) = ρp but not at the same position. This reflects the fact that for a set of equilibrium
constants (keq,p, keq,h), points which are solution of Eq. (4) belong to the trajectory ρh(ρp, κ) in Eq. (14) and
will get closer and closer to the saturation line by increasing the value of the tau:tubulin ratio. Intersection
between a given trajectory ρh(ρp, κ) and the saturation line given by ρh,s = 1/2− ρp,s (obtained by taking the
limit σp = σh = 1 in Eq. (12)) leads to the following coordinates (ρp,s, ρh,s) at the saturation limit

ρp,s(κ) =
1−

√
1− κ (1− κ)

2 (1− κ)
, ρh,s(κ) =

√
1− κ (1− κ)− κ

2 (1− κ)
. (15)

Some points corresponding to the saturation limit of the microtubule lattice are shown in Fig. 4 for various
values of κ. It is interesting that even if ρp,s and ρh,s are function of κ, the total coverage is independent of κ
and is given by ρs = ρp,s + ρh,s = 1/2. This property is a consequence of Eq. (12) for the saturation line which
appears to be an approximation when the microtubule is saturated of tau in mode ”h”. Indeed, since at the
seam attachment of tau in mode ”h” is not allowed, the largest value for the density of helicoidal bound-tau
is ρh = 6/13 ≈ 0.46 instead of 1/2. This corrected value correspond to the physical saturation limit in which
exactly 6 tau in mode ”h” are bound (i.e., 12 lattice sites are occupied) per helix. The corrected saturation line
is shown in Fig. 4b) in dashed line and is given by (in the limit h� 1)

ρh,s(ρp,s) =





6

13
for 0 ≤ ρp,s <

1

26
,

1

2
− ρp,s for 1/26 ≤ ρp,s ≤

1

2
.

(16)

As we can see in Fig. 4, the saturation line in Eq (12) is exact for 1/26 ≤ ρp,s ≤ 1/2 but becomes an
approximation for ρp,s < 1/26 yielding a maximum relative error of about 4%. For simplicity, in the rest of this
paper we will use the Eq. (12) as an approximation.

Diluted regime

We will now consider the diluted regime, which appears to be particularly relevant in the context of axons [42].
In such a regime, the microtubule coverage is low i.e., ρp � 1 and ρh � 1 and then the insertion probabilities
in Eq. (8) can be linearized leading to





Φp ≈ 1− (1 + 2σp) ρp − (1 + σh) (1 + σp + γph) ρh +O(ρpρh) ,

Φh ≈ 1− (1 + 2σh) ρh − (1 + σp)
(
1 + σh + γhp

)
ρp +O(ρpρh) .

(17)

By using Eqs. (4) and (17), we get the following quadratic coupled equations for ρp and ρh, in the diluted
regime





ρp = keq,p (x− ρp − ρh) {1− (1 + 2σp) ρp − (1 + σh) (1 + σp + γph) ρh} ,

ρh = keq,h (x− ρp − ρh)
{

1− (1 + 2σh) ρh − (1 + σp)
(
1 + σh + γhp

)
ρp
}
.

(18)

This system can be solved analytically, by linearizing the trajectories ρh(ρp) in the phase space shown in Fig.
4. At first order, Eq. (10) simply becomes

ρh '
ρp
κ

+O(ρp
2) , (19)
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FIG. 4: Phase space of the microtubule-decoration process by tau: ρh is plotted as a function of ρp for several values
of κ. (a) Example of an asymetric case with σp 6= σh (σp = 2 and σh = 0) in which trajectories are given by Eq.
(14) and are plotted for κ = 0.05, 0.1, 0.25, 0.5, 1. Dashed line corresponds to the saturation line obtained by taking
the limit σp = 2 and σh = 0 in Eq. (12). (b) Case of interest of this paper with σp = σh = 1 (see Figs. 2 and 3 for
illustration). Trajectories for κ = 0.1, 0.5, 1, 2, 10 are shown in solid line. The dashed line corresponds to the saturation
line obtained by taking the limit σp = σh = 1 in Eq. (12). Intersection between solid lines and the dashed line are
represented with squares points and give the points (ρp, ρh) at saturation (i.e., microtubule lattice completely filled).
Points A and B on the line κ = 1 correspond to x = 0.15 and x = 10, respectively, with an effective equilibrium constant
keq = keq,p + keq,h = 3. Points C and D on the line κ = 2 correspond to x = 0.15 with an effective equilibrium constant
keq = 0.66 and keq = 66, respectively. Points E and F on the line κ = 2 correspond to x = 10 with an effective
equilibrium constant keq = 0.66 and keq = 66.

and therefore solutions of Eq. (18) are given by




ρp =
1

2





κ

1 + κ

(
x+

1

βp keq,p

)
+

1

βp
−
√(

κ

1 + κ

(
x+

1

βp keq,p

)
+

1

βp

)2

− 4xκ

βp (1 + κ)



 ,

ρh =
1

2





1

1 + κ

(
x+

1

βh keq,h

)
+

1

βh
−
√(

1

1 + κ

(
x+

1

βh keq,h

)
+

1

βh

)2

− 4x

βh (1 + κ)



 ,

(20)

where the coefficients βp and βh are given by

βp = 1 + 2σp +
1

κ
(1 + σp + γph) (1 + σh) and βh = 1 + 2σh + κ (1 + σp)

(
1 + σh + γhp

)
. (21)

The total coverage is then obtained by using ρ = ρp + ρh. For very low tau:tubulin ratio i.e., x � 1, one can
show that ρ is linear as a function of x and is simply given by





ρp ≈ x
(

keq,p

1 + keq,p + keq,h

)

ρh ≈ x
(

keq,h

1 + keq,p + keq,h

) ⇒ ρ ≡ ρp + ρh ≈ x
(

keff

1 + keff

)
, (22)

where keff is the effective equilibrium constant of the binding reaction defined as:

keff = keq,p + keq,h ≡
(

1 +
1

κ

)
keq,p . (23)

It is interesting that for x� 1, the coverage does not depend on the stoichiometries of the binding reaction and
therefore, a linear fit of experimental data (for example, data from cosedimentation assays) in this regime would
allows us in principle to determine keff . As we can see in Eq. (20), beyond the limit x� 1, ρ becomes non-linear
and now depends on the stoichiometries. However, from an experimental point of view, the use of Eq. (20) as a
function to fit saturation data in a plot ρ(x) would not allow us to determine the all set of parameters (i.e., the
two equilibrium constants keq,p and keq,h and the parameters σp, σh, γph and γhp ). As we will see below, to fully
characterize the reaction, we need to take into account the spatial structure of the microtubule decoration.
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Structure of the microtubule-decoration by tau

From an experimental point of view, because of the microtubule curvature, we are limited to a few number of
protofilaments (∼ 4-5) which makes the calculation of the lateral distribution P⊥(r) difficult. For this reason,
we will focus on the longitudinal distribution P‖(r) which can be investigated more easily from experimental
data [37]. In our model, P‖(r) in Eq. (5) is expressed as a sum of partial distributions P‖,ij(r) corresponding
to the nearest neighbour distribution between a bound-tau in mode ”i” and another in mode ”j” where i = h, p
and j = h, p as well. The partial distribution is given by (see V for the derivation)

P‖,ij(r) =





ρp + (1 + σh) ρh
1− σpρp − γph (1 + σh) ρh

(
1− (1 + σp) ρp − (1 + γph) (1 + σh) ρh

1− σpρp − γph (1 + σh) ρh

)r−r‖,ij
r = g + r‖,ij , g ∈ N ,

0 otherwise ,

(24)
where the matrix element r‖,ij corresponds to the minimum physical center-to-center distance between two
neighbors tau along the protofilament. For example, r‖,ph = r‖,hp = [(1 + σp) + (1 + γph)] /2 since that in the
protofilament direction, a tau in mode ”p” covers (1 + σp) sites while the other in mode ”h” covers (1 + γph)
sites. Using similar arguments, one can show that the 2 × 2 matrix r‖ containing the matrix elements r‖,ij is
given by

r‖ ≡
(
r‖,pp r‖,ph
r‖,hp r‖,hh

)
=




νpp
−1

(
νpp
−1 + νhp

−1

2

)

(
νpp
−1 + νhp

−1

2

)
νhp
−1


 =




(1 + σp)

(
1 +

γph + σp
2

)

(
1 +

γph + σp
2

)
(1 + γph)


 . (25)

Using Eq. (24), one can show (see Sec. V) that the mean distance separating two bound-tau along the
microtubule direction is given by

〈r‖〉 =
1− (1 + σp) ρp − (1 + γph) (1 + σh)ρh

ρp + (1 + σh)
+

(1 + σp) ρp + (1 + γph) ρh + ρpρh (2 + γph + σp)

(ρp + ρh)
2 . (26)

We will now discuss these results for three specific cases: (i) the limit of single binding mode (κ → 0 and
κ = +∞), (ii) the limit of identical equilibrium constants (κ = 1) and (iii) the case κ = 2, as an illustration of
the microtubule decoration for two distinct values of equilibrium constant (κ 6= 1). For each case, configurations
corresponding to a low (x = 0.15) and high tau:tubulin ratio (x = 10) will be discussed and illustrated with
corresponding snapshots of a microtubule decorated with tau molecules.

A. Limiting cases κ→ 0 and κ→ +∞: single binding mode

1. Limiting case κ→ +∞: single protofilament binding mode

The limiting case κ → +∞ corresponds to keq,h = 0, which means that there is only one possible binding
mode for the tau-proteins: the protofilament mode ”p”; see Fig. 5 for illustration. In this limit, solutions of
Eq. (4) represented in the phase space shown in Fig. 4b lie on the x-axis corresponding to ρh = 0. It thus
follows that the total coverage ρ ≡ ρp can vary between 0 and ρs = 1/(1 + σp) ≡ νpp at saturation, depending
on the value of keq,p and x. The limit κ→ +∞ of Eq. (22) leads to the following expression for the microtubule
coverage under the diluted regime limit

ρ =
1

2



(

1 + keq,p
−1

1 + 2σp
+ x

)
−

√(
1 + keq,p

−1

1 + 2σp
+ x

)2

− 4x

1 + 2σp


 . (27)

The evolution of ρ beyond this regime (i.e., x � 1) is obtained by solving Eq. (4) numerically in the limit
κ → +∞ (see V for details). Numerical results for ρ as a function of x for a few values of keq,p are shown
in Fig. 6a. One can see that for very low values of x, ρ increases in a linear way, as predicted in Eq. (22)
with ρ ≈ x [keq,p/(1 + keq,p)] in the limit κ → +∞. Beyond this regime, we can see in Fig. 6a that ρ deviates
from linearity and reaches the saturation point ρs ≡ νpp = 0.5 logarithmically. In addition, Monte Carlo
simulations of the binding process were performed for a typical microtubule of ≈ 5 µm long (corresponding to
N = 13× 615 ≈ 8000 lattice sites). Results are shown in point data in Fig. 6a for some logarithmically spaced
values of x and three values of keq,p = 0.1, 1 and 10. Each point corresponds to the coverage at the equilibrium
state for a given x and keq,p and has been obtained by making an average over 105 configurations. As we can
see in Fig. 6a, results for ρ obtained from Monte Carlo simulations and from the numerical resolution of Eq.
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FIG. 5: Sketch depicting the limit case κ → +∞ corresponding to the single protofilament binding mode limit. The
situation shown in (a,b) illustrates the case of interest σp = σh = 1 and γh

p = γp
h = 0. (a) Three-dimensional representa-

tion of the microtubule lattice consisting of p = 13 protofilaments with two bound-tau represented in blue. (b) In this
limit case, one can decoupled the microtubule lattice and consider one single protofilament consisting of h lattice sites
(i.e., tubulin dimers). The spatial extension of a lattice site corresponds to the αβ-tubulin dimer length of 8 nm. The
unitless center-to-center distance between two nearest neighbors bound-tau is denoted by r and is equals to r = 4 in this
example (equivalent to 32 nm in real unit).

(4) (solid lines) are in very good agreement. The nearest neighbour distribution P‖(r) and its first moment are
obtained by using Eqs. (5), (24) and (26) in the limit κ→ +∞ leading to

P‖(r) =





ρ

1− σp ρ

(
1− (1 + σp) ρ

1− σp ρ

)r−(1+σp)

r = g + (1 + σp), g ∈ N ,

0 otherwise .

⇒ 〈r‖〉 =
1

ρ
. (28)

According to Eq. (28), the most likely longitudinal spacing between the tau-proteins is r‖ = (1 + σp) corre-
sponding to 16 nm for the case of interest illustrated in Fig. 5. The mean longitudinal spacing is simply the
reciprocal of the coverage and can vary between 16 nm (in a tau-saturated microtubule with ρ ≡ ρs = 1/2)
and 4× h nm (corresponding to the lowest physical coverage with two bound-tau along the same protofilament
leading to ρ = 2/h) giving 2.5 µm for a microtubule 5 µm long. In order to illustrate results for the structure
of the microtubule-decoration by tau in Eq. (28), we will consider two specific configurations corresponding
to a low (x = 0.15) and high tau:tubulin ratio (x = 10) with the same equilibrium constant keq,p = 3. These
two configurations are indicated with small filled circles in Fig. 6 and correspond to a coverage ρ ≈ 0.1 and
ρ ≈ 0.45, respectively. For these two cases, snapshots corresponding to a zoom in 13 × 20 lattice sites of a
microtubule decorated by tau and the corresponding longitudinal spacing distribution P‖(r) are shown Fig.
6b-e. The low coverage configuration illustrated in Fig. 6b, corresponds to an order parameter S ≈ 0.2 with
no apparent spatial organization. The corresponding distribution in Fig. 6c, shows an exponential decay with
a maximum probability ≈ 10% of finding a longitudinal spacing of 16 nm. On the other hand, for the high
coverage configuration shown in Fig. 6d, the order parameter is given by S ≈ 0.9 and a spatial order seems
to emerge in the protofilament direction. The corresponding distribution in Fig. 6 shows a sharp exponential
decay with a maximum probability ≈ 85% for events corresponding to a longitudinal spacing of 16 nm. At
the saturation limit, ρ = 1/2 and S = 1; all the tau-proteins are perfectly aligned along the protofilament
with a nearest neighbour distribution given by a Dirac delta function centered on r = (1 + σp) = 2 (16 nm in
real units). The value of S allows us to estimate the spatial order of the microtubule decoration by the tau
molecules. By analogy with crystal liquids, situations close to saturation illustrated in Fig. 6e can be identified
with a smectic-like phase while configurations shown in Fig. 6b would correspond to a nematic-like phase.
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2. Limit case κ→ 0: single lateral binding mode

This limit case corresponds to keq,p = 0 i.e., all the tau-proteins bind to the microtubule lattice according to
the lateral mode ”h”. This case is very similar to the limit κ → +∞. The coverage can now vary between 0
and ρs = 1/(1 + σh) depending on keq,h and x (ρ lie on the y-axis corresponding to ρp = 0 in the phase space
shown in Fig. 4b). The limit κ→ 0 of Eq. (22) gives the same expression as the one obtained in the limit case
κ→ +∞ by replacing the subscript ”p” by ”h” in Eq. (27) leading to

ρ =
1

2



(

1 + keq,h
−1

1 + 2σh
+ x

)
−

√(
1 + keq,h

−1

1 + 2σh
+ x

)2

− 4x

1 + 2σh


 . (29)

It thus follows that the evolution of ρ as a function of the key parameters is the same in the two limiting cases
κ→ +∞ and κ→ 0 corresponding to the single binding mode limit. It is therefore not possible to distinguish
these two limits with the microtubule coverage as unique information. However, note that the distribution P‖(r)
is not the same as in Eq. (28). Indeed, the limit κ→ 0 of Eqs. (5), (24) and (26) gives

P‖(r) =





(1 + σh) ρ

1− γph (1 + σh) ρ

(
1− (1 + γph) (1 + σh) ρ

1− γph (1 + σh) ρ

)r−(1+γp
h)

r = g + (1 + γph), g ∈ N ,

0 otherwise .

⇒ 〈r‖〉 =
1

(1 + σh) ρ
.

(30)
The most likely longitudinal spacing between the tau-proteins is now given by r‖ = (1 + γph) corresponding to 8
nm for the case of interest γph = 0 and σh = σp = 1. The mean value of P‖(r) is reduced by a factor (1+σh) = 2
compared to Eq. (28) in the limit κ→ +∞. Therefore, 〈r‖〉 now vary between 8 nm (at saturation) and 2h nm
(minimum physical value) giving 1.25 µm for a microtubule of 5 µm long. In the same way as for the limit case
κ→ +∞, in Fig. 6f-i, we have characterized two configurations for a low ρ ≈ 0.1 and high coverage (ρ ≈ 0.45).
The order parameter S given by Eq. (7) plays the same role as in the limit κ→ +∞ but is now negative with
S ≈ −0.2 in Fig. 6f and S ≈ −0.9 in Fig. 6i. The corresponding distributions are very similar to those obtained
in the limit κ→ +∞ but P‖(r) in Fig. 6g shows a two-fold increase for the maximum probability with ≈ 20% of
finding a close packing longitudinal spacing between two tau-proteins (8 nm in this limit) compared to ≈ 10%
in the limit κ→ +∞. For both configurations, distributions obtained from Monte Carlo simulations and from
Eq. (30) are in very good agreement.

B. Limit case κ = 1

In this limit, the two binding modes have identical equilibrium constants i.e., keq,p = keq,h which leads to
configurations with the same densities of longitudinal and lateral bound tau as can be seen in the snapshots of
Fig. 6j and m. These two configurations (points A and B corresponding to an effective equilibrium constant
keff = 3 with x = 0.15 and 10, respectively) belong to the linear trajectory ρh = ρp in the phase space in Fig.
4b and they both have an order parameter S ≈ 0 which suggests that there is no apparent spatial organization.
The position of a point representing a given configuration along the linear trajectory in Fig. 4b depends on two
parameters: (i) the effective equilibrium constant keff = keq,p + keq,h and (ii) the tau:tubulin ratio x. Numerical
results for the total coverage ρ as a function of x for three values of keff = 0.1, 1 and 10 are shown for the case
of interest σp = σh = 1 in dashed lines in Fig. 6a. Results are very similar to those obtained in the limit cases
κ → +∞ and κ → 0. As predicted in Eq. (22), for x � 1, the coverage is linear as a function of x and its
evolution is the same as for the single binding mode limit (shown in solid lines). Beyond this regime ρ, shown as
a dashed line, slightly deviates from the solid line and then comes closer again when approaching the saturation
limit. Therefore, even if the coverage obtained in the single binding mode limit and for identical equilibrium
constants (i.e., κ = 1) are not, strictly speaking, the same, it is very difficult to distinguish these two situations.
However, inspection of Fig. 6j-m shows that the presence of two binding modes for tau has a strong impact on
the longitudinal spacing distributions. Indeed, as we can see in Fig. 6k,l, P‖(r) in Eq. (5) is no longer a single
exponential distribution but becomes a sum of exponential decays P‖,ij(r) given by Eq. (24). The difference
in shape with the single binding mode limit is particularly noticeable for condigurations which are close to the
saturation limit, as shown in Fig. 6l.

C. Case κ 6= 1

We will now investigate situations in which one of the two modes is favored. As shown in the phase space
in Fig. 4, the case σp = σh = 1 presents a mirror symmetry, such that the knowledge of ρp and ρh on a given
trajectory κ 6= 1 allows us to obtain densities for the case 1/κ. In this section, we will illustrate the decoration
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of a microtubule for the case κ = 2. Results for the coverage as a function of x are shown in Fig. 7a,b, for
keff = 0.66 and 66. For x� 1, the density of each mode is linear as a function of x with ρp ≈ x[keq,p/(1+keq,p)]
for the longitudinal mode and ρh ≈ x[keq,h/(1 + keq,h)] for the lateral one. Beyond this regime, densities ρp and

ρh reach logarithmically their saturation values given by ρp,s = [
√

3− 1]/2 ≈ 0.36 and ρh,s = 1−
√

3/2 ≈ 0.13
respectively, as predicted in Eq. (15). As we can see in Fig. 7a,b, for all x and keff , we have ρp > ρh which
means that the longitudinal mode is well favored in this limit (κ = 2). To illustrate the structure of the
decoration in this case, we have chosen 4 configurations (see black point circles in Fig. 7a,b). For each of them,
typical snapshots of microtubule and longitudinal spacing distributions are shown in Fig. 7c-j. The shape of
the distributions corresponding to a low tau:tubulin ratio (x = 0.15) in Fig. 7d,h are very similar to that of Fig.
6 corresponding to the case keq,p = keq,h (i.e., κ = 1) with an multi-exponentional decay, while distributions in
Fig. 7 for x = 10, but exhibit some significant differences. Indeed, the main peak in Fig. 7e,i is now centered
on r = 1.5 which corresponds to mixed close packing events i.e., between longitudinal (in blue) and lateral (in
green) bound-tau proteins. In addition, the amplitude of the peak centered on r = 2, which corresponds to
events with two consecutively bound-tau in the mode ”p” along a given protofilament is now higher than that
centered on r = 1 for lateral close packing events (between two tau in the mode ”h”). This difference comes
from the fact that in such configurations, there are more blue than green particles, as illustrated in Fig. 7f,j.
This is because in this case (κ = 2), the longitudinal mode ”p” is favored compared the lateral one. We stress
that such differences between the cases κ = 1 and κ 6= 1 can be seen because (i) we are working with a spatial
resolution of a monomer corresponding to 4 nm and that (ii) we are able to identify and distinguish the two
binding modes. Consequently, an averaged distribution for the longitudinal spacing of tau proteins computed
with a larger spatial resolution (e.g. 8 nm) may not be enough to determine the value of κ.

IV. DISCUSSION

Our main motivation in developing this work was the paramount importance of interactions between tau
proteins and microtubules in axons. In addition, the tau molecules play a crucial role in numerous neurode-
generative diseases referred to as tauopathies. Our objective was to study and describe the way in which
a stabilized-microtubule can be decorated by a population of tau in terms of the density of attached tau
molecules and spatial distributions. Based on published experimental results, we developed a model in which
the tau proteins can bind to the microtubule lattice either along a protofilament on two αβ-tubulin dimers
(referred as mode ”p”) or either laterally on two adjacent dimers (referred as mode ”h”) as shown in Fig. 3.
In this framework, we have derived the phase space of the system describing the way in which the density of
one population evolves as a function of the other. As shown in Fig. 4b, trajectories in such phase space are
parametrized by κ = keq,p/keq,h i.e., the ratio between the equilibrium constant of the mode ”p” and the mode
”h”. Each point in this phase diagram corresponds to a given distribution of attached tau on the microtubule
wall which is characterized by the two densities ρp and ρh and by an averaged distribution for the longitudinal
spacing of tau proteins, P⊥(r). A microtubule decorated by only one population would exhibit a single expo-
nentional decay for P⊥(r) (see Fig. 6c,d,g and h) while in presence of the two binding modes, it would exhibit a
multi-exponentional behaviour (see Fig. 6k,l and Fig. 7d,e,h,i). From an experimental point of view, this model
could be used as a theoretical framework to interpret and analyze binding data from cosedimentation assays
and histograms for the longitudinal spacing of tau using quick-frozen, deep-etched suspension of microtubules
as in [37], for example.

A natural extension of this work would be to investigate the biological functions related to each binding
mode considered in this model. Indeed, taking into account that the binding domain of tau is composed of
three or four repeats [43] which are able to bind independently to a monomer α or β [35] and based on our
model, we can speculate that tau would adopt a mostly elongated form when bound along a protofilament and a
more squashed form when bound across protofilaments. Therefore, by invoking arguments on the conformation
adopted by tau, the longitudinal and lateral form may have distinct biological functions as recently suggested
by [34]. To pursue this direction, it would be interesting to generalize our model to include a dynamical lattice
in order to study the effect of tau on the microtubule dynamic instability. In the same spirit, the effect of an
heterogeneous microtubule lattice with GTP and GDP states could also be investigated.

V. METHODS

Estimation of binding parameters: keff and x

In axons, the total concentration of tau, noted as [Tau], was found to be ∼ 1% and 20% of the total
concentration of tubulin dimers (free and polymerized) [44]. In addition, more than 80% of the tubulin in the
squid giant axon was found to be in the free form (i.e., not polymerized) [45]. In this specific case, the total
concentration of tubulin is 5 times greater than the polymerized one i.e., [Tubtot] = 5 [Tubpoly]. In the following,
we choose to work with axons where the ratio [Tubtot]/[Tubpoly] can vary between 5 and 50. In such conditions,
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we find that the tau:tubulin ratio defined as x = [Tau]/[MTpoly] vary between ∼ 0.1 and ∼ 10. The effective
equilibrium constant can be estimated using the relation keff = [Tubpoly]/Kd ≡ [Tau]/(x × Kd) where Kd is
the dissociation constant. Reported Kd values vary by more than two orders of magnitude from ∼ 0.01 µM to
∼ 1 µM [31, 35, 36, 40, 42, 46, 46–50]. Therefore, with a typical concentration of ∼ 1− 2 µM for tau in axons
[51, 52] and with the estimated ranges for x and Kd, we end up with a keff varying between ∼ 0.1 and ∼ 103.

General decoration model: mathematical aspects

Expressions for the nearest neighbour distributions Pk=‖,⊥(r) and insertion probabilities Φp,h have been
derived by extending the approach based on the gap distribution developed by McGhee and von Hippel [53]
for an homogeneous infinite one-dimensional lattice. In what follows, assumptions underlying the method and
derivation of Pk=‖,⊥(r) and Φp,h will be presented.

Main approximation

The main idea to make the calculation tractable is to replace the two-dimensional microtubule lattice shown
in Fig. 8 by two coupled linear lattices: one protofilament and one helix. The underlying approximation is to
consider in each direction, linear lattices as statistically independent. If you look at a given protofilament ”j”,
some tau will appear to cover (1 + σp) sites while others corresponding to bound-tau in mode ”h” will appear
to cover (1 + γph) = 1 site in the situation illustrated in Fig. 8. We denote by ρ‖,p and ρ‖,h the directional
densities for the direction k =‖ i.e., the average densities of tau in mode ”p” and ”h”, respectively, as viewed
from the protofilament direction. Under this approximation, ρ‖,p and ρ‖,h can be expressed as a function of the
microtubule coverages ρp and ρh as follows:

ρ‖,p = ρp and ρ‖,h = (1 + σh) ρh . (31)

Applying the same procedure for the second linear lattice, one can show that ρ⊥,p and ρ⊥,h are given by:

ρ⊥,h = ρh and ρ⊥,p = (1 + σp) ρp . (32)

In what follows, we will derive expressions for the gap distribution, nearest neighbour distribution and insertion
probability along these two linear lattices shown in Fig. 8.

Gap distribution

The gap distribution fk=‖,⊥(g) is defined as the probability of finding a gap consisting of g consecutive free
lattice sites along a given direction k. As a consequence of the approximation shown in Fig. 8, we have to
consider two gap distributions: f‖(g) for the protofilament linear lattice and f⊥(g) for the helicoidal linear
lattice shown in Fig. 8 in red and blue, respectively. McGhee and von Hippel [53] have shown that fk(g) ∝ ukg
where uk is the conditional probability that a lattice site selected at random along the direction k =‖,⊥ is free
and that its adjacent site (the one to its immediate right for k =‖ and to its immediate right for k =⊥) is free
as well. Using the condition of normalization, fk(g) can be expressed in general terms as follows

gm,k∑

g=0

fk(g) = 1 ⇒ fk(g) =

(
1− uk

1− ugm,k+1
k

)
uk

g , (33)

where gm,k is the maximum physical gap length between two bound-tau along the direction k = {‖,⊥} given
by

gm,k =





h [1− (1 + σp) ρp − (1 + σh) (1 + γph) ρh] for k =‖ ,

p
[
1− (1 + σh) ρh − (1 + σp)

(
1 + γhp

)
ρp
]

for k =⊥ .

(34)

The conditional probability uk can be expressed as the ratio between #(free sites)k−1, the number of free sites
and #(free sites)k + #(tau)k − 1, the total number of objects consisting the linear lattice along the direction
k = {‖,⊥} leading to

uk =
#(free sites)k − 1

#(free sites)k + #(tau)k − 1
. (35)
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The conditional probability uk is not defined for the site at the extreme right end of the lattice justifying the
term −1 in Eq. (35). Dividing uk in Eq. (35) by `k, the number of lattice sites along the direction k =‖,⊥
leads to

uk =
ρfree,k − 1/`k

ρk + ρfree,k − 1/`k
with `k =

{
h for k =‖
p for k =⊥ , (36)

where ρfree,k and ρk are the densities of free lattice sites and of bound-tau, respectively, as viewed from the
direction k =‖,⊥ and are given by

ρfree,k =





1− (1 + σp) ρ
p
p − (1 + γph) ρph ≡ 1− (1 + σp) ρp − (1 + γph) (1 + σh) ρh for k =‖ ,

1− (1 + σh) ρhh −
(
1 + γhp

)
ρhp ≡ 1− (1 + σh) ρh −

(
1 + γhp

)
(1 + σp) ρp for k =⊥ ,

(37)

and

ρk =





ρ‖,p + ρ‖,h ≡ ρp + (1 + σh) ρh for k =‖ ,

ρ⊥,p + ρ⊥,h ≡ ρh + (1 + σp) ρp for k =⊥ .

(38)

Using Eqs. (37) and (38) in Eq. (36), we finally have

uk =





1− (1 + σp) ρp − (1 + γph) (1 + σh) ρh − 1/h

1− σpρp − γph (1 + σh) ρh − 1/h
for k =‖ ,

1− (1 + σh) ρh −
(
1 + γhp

)
(1 + σp) ρp − 1/p

1− σhρh − γhp (1 + σp) ρp − 1/p
for k =⊥ .

(39)

Therefore, in the limit h� 1 and p� 1, the gap distribution reads

fk(g) =
limh,p�1

(1− uk) uk
g =





ρp + (1 + σh) ρh
1− σpρp − γph (1 + σh) ρh

(
1− (1 + σp) ρp − (1 + γph) (1 + σh) ρh

1− σpρp − γph (1 + σh) ρh

)g
for k =‖ ,

ρh + (1 + σp) ρp
1− σhρh − γhp (1 + σp) ρp

(
1− (1 + σh) ρh −

(
1 + γhp

)
(1 + σp) ρp

1− σhρh − γhp (1 + σp) ρp

)g
for k =⊥ .

(40)

Nearest neighbour distribution and its first moment

The partial nearest neighbour distribution between tau-molecules along the direction k =‖,⊥ is expressed as
a function of the gap distribution as follows

Pk,ij(r) =
∑

g

δg−(r−rk,ij) fk(g) =
limh,p�1





(1− uk)uk
r−rk,ij for r = g + rk,ij , g ∈ N ,

0 otherwise .

, (41)

where the matrix elements rk,ij correspond to the close packing center-to-center distance between a bound-tau
in mode ”i” and a bound-tau in mode ”j” as viewed from the direction k. rk,ij are given by Eq. (25) for the
protofilament direction (k =‖) and for the transversal direction (k =⊥), they are given by

r⊥ =

(
r⊥,pp r⊥,ph
r⊥,hp r⊥,hh

)
=




νph
−1

(
νhh
−1 + νph

−1

2

)

(
νhh
−1 + νph

−1

2

)
νhh
−1


 =




(1 + γhp )

(
1 +

γhp + σh

2

)

(
1 +

γhp + σh

2

)
(1 + σh)



.

(42)
Using Eqs. (40) and (41) for k =‖, we get the expression for P‖,ij(r) in Eq. (24) while for k =⊥, we have

P⊥,ij(r) =
limh,p�1





ρh + (1 + σp) ρp
1− σhρh − γhp (1 + σp) ρp

(
1− (1 + σh) ρh −

(
1 + γhp

)
(1 + σp) ρp

1− σhρh − γhp (1 + σp) ρp

)r−r⊥,ij

r = g + r⊥,ij , g ∈ N ,

0 otherwise .

(43)
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In the limit h, p � 1, the mean distance separating two tau-molecules along a direction k =‖,⊥ is obtained
using Eqs. (5) and (41) leading to

〈rk〉 =
+∞∑

r=0

r Pk(r) (44)

=
2∑

i=1

2∑

j=1

zizj

+∞∑

r=0

r Pk,ij(r) (45)

=
2∑

i=1

2∑

j=1

zizj





1− uk
ukrk,ij

+∞∑

r=rk,ij

r uk
r



 (46)

=
2∑

i=1

2∑

j=1

zizj

{
uk

1− uk
+ rk,ij

}
(47)

=
uk

1− uk
+

2∑

i=1

2∑

j=1

zizj rk,ij (48)

Finally, using the limit h� 1 and p� 1 in Eq. (39) leads to

〈rk〉 =





1− (1 + σp) ρp − (1 + γph) (1 + σh)ρh
ρp + (1 + σh)

+
(1 + σp) ρp

2 + (1 + γph) ρh
2 + ρpρh (2 + γph + σp)

(ρp + ρh)
2 , k =‖ ,

1− (1 + σh) ρh −
(
1 + γhp

)
(1 + σp) ρp

ρh + (1 + σp) ρp
+

(
1 + γhp

)
ρp

2 + (1 + σh) ρh
2 + ρpρh

(
2 + γhp + σh

)

(ρp + ρh)
2 , k =⊥ .

(49)

Insertion probabilities

The insertion probabilities Φp and Φh can be formally written as Φk = nadd,k/N where nadd,k is the average
number of distinct ways for adding a tau along the direction k =‖,⊥ (k =‖ corresponds to the binding mode
”p” while k =⊥ is for the mode ”h”) on the microtubule lattice and can be expressed as

nadd,k = ngap,k × δk . (50)

ngap,k is the total number of gaps along the direction k =‖,⊥ and δk is the average number of distinct ways
for inserting a tau per gap. Following the approach in [53], the latter can be written as a function of the gap
distribution fk(g) as follows

δk =

gm,k∑

g=1+σk

(g − σk) fk(g) (51)

= fk(1 + σk) + 2fk(2 + σk) + ...+ (gm,k − σk) fk(gm,k) , (52)

where σk is given by

σk =





σp for k =‖ ,

σh for k =⊥ .

(53)

Eq. (52) reflects the fact that for a gap consiting of (1 + σp) sites along a protofilament (k =‖) for example,
there is only one possibility to add a tau in the gap while there are two in a gap of length (2 + σp) and so on
until the maximum physical gap lenth gm,‖. In the limit of infinite lattice (i.e., N →∞), Φk simply becomes

Φk = ρk

+∞∑

g=1+σk

(g − σk) fk(g) (54)

= ρk (1− uk)

+∞∑

g=1+σk

(g − σk)uk
g (55)

= ρk

(
uk

1+σk

1− uk

)
, (56)



16

where ρk = ρk,p + ρk,h and is given by Eq. (38) under the approximation described in V. The insertion
probabilities Φp and Φh in Eq. (8) have been obtained by using Eq. (39) in the limit h � 1 and p � 1. A
graphical representation of Φp and Φh for the case of interest σp = σh = 1 and γph = γhp = 0 is shown in Fig. 9.

Numerical resolution

The coupled system governing the evolution of densities ρp and ρh for the two populations of tau-molecules
is obtained by using Eqs. (4) and (8) which lead to





ρp
(x− ρp − ρh)

= keq,p

[
[1− (1 + σp)ρp − (1 + γph) (1 + σh)ρh]

1+σp

(1− σp ρp − γph (1 + σh) ρh)
σp

]
,

ρh
(x− ρp − ρh)

= keq,h

[[
1− (1 + σh)ρh −

(
1 + γhp

)
(1 + σp)ρp

]1+σh

(
1− σh ρh − γhp (1 + σp) ρp

)σh

]
.

(57)

For a given set of parameters σp, σh, keq,p and keq,h, Eq. (57) is solved for ρp and ρh using the function fsolve in
Matlab for several logarithmically spaced values of x. As shown in Fig. 10, each term in Eq. (57) corresponds
to surfaces in the space (ρp, ρh) and their intersections leads to an unique point solution of Eq. (57). Numerical
results for the case of interest σp = σh = 1 and γph = γhp = 0 are discussed in Sec. III.
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FIG. 6: Decoration of a microtubule by a population of tau proteins. (a) Saturation curves: total coverage ρ at
equilibrium state as a function of x. Point data (circles) represent results from Monte Carlo simulations of the binding
process in the limit case κ→ +∞ (single protofilament binding mode) with keq,p = 0.1, 1 and 10. Solid lines correspond
to numerical solutions ρ of Eq. (4) in the limit case κ → +∞ while dashed lines correspond to numerical resolution
of (4) in the limit case κ = 1 (see Sec. V). The grayed zone gives the domain of coverage consistent with the axonal
conditions. The zone has been obtained using the two ranges 0.1 ≤ x ≤ 10 and 0.1 ≤ keff ≤ 103 (see V for the estimation
of these ranges from the literature). The two points correspond to ρ ≈ 0.1 and ρ ≈ 0.45 obtained for x = 0.15 and 10,
respectively, with an effective equilibrium rate keff = keq,p + keq,h = 3. (b-m) Snapshots of microtubule decorated by
tau and their corresponding distributions P‖(r). (b-e) Limiting case κ→ +∞: single protofilament binding mode. (f -i)
Limiting case κ → 0: single lateral binding mode. (j-m) Limit case κ = 1. For each limit, the microtubule-decoration
is characterized for low ρ ≈ 0.1, and high coverages, ρ ≈ 0.45. Histograms for the nearest neighbour distributions in
(c,d,g,h,k,l) have been calculated from Monte Carlo simulations with N = 13×615 ≈ 8000 microtubule lattice sites (i.e.,
corresponding to a microtubule of ≈ 5 µm long). Dashed lines in (c,d,g,h,k,l) correspond to theoretical distributions
obtained using Eq. (28) for the protofilament mode (i.e., κ→∞) in (c,d), Eq. (30) for the helix mode (i.e., κ→ 0) in
(g,h) and Eqs. (24) and (5) for the hybrid case in (k,l).
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FIG. 7: Decoration of a microtubule by tau for the case κ = 2 (i.e., keq,p = 2 keq,h) and σp = σh = 1. (a,b) Densities
ρp, ρh and the total coverage ρ = ρp + ρh as a function of the tau:tubulin ratio, x for an effective equilibrium constant
keff = 0.66 and 66, respectively. Solid lines correspond to numerical resolution of Eq. (4). In both cases, results
corresponding to x = 0.15 and x = 10 are highlighted in black point circles. This leads to 4 configurations for which
typical snapshots and averaged longitudinal spacing distributions, P‖(r) are shown in (c-j). Histograms in (d,e,h,i) have
been calculated from Monte Carlo simulations with N = 13 × 615 ≈ 8000 microtubule lattice sites (i.e., corresponding
to a microtubule of ≈ 5 µm long) while dashed lines with blue points have been obtained using Eqs. (24) and (5).
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FIG. 8: Cartoon illustrating the approximation which consists of replacing the two-dimensional lattice by two linear-
lattices: (i) an helix i consisting of p = 13 sites with particles covering (1 + σh) sites as shown in green (density ρ⊥,h)
and pseudo-particles in blue covering (1 + γh

p ) = 1 site (density ρ⊥,p) and (ii) a protofilament j consisting of h sites with
particles covering (1 + σp) sites in blue (density ρ‖,p) and pseudo-particles in green covering (1 + γp

h = 1) site (density
ρ‖,h).

FIG. 9: Surface plots of Φp and Φh in Eq. (8) as a function of ρp and ρh for the case of interest σp = σh = 1 and
γp
h = γh

p =0. The dashed line corresponds to the saturation line given by Eq. (12).
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FIG. 10: Graphical representation of the resolution of Eq. (57) for ρp and ρh for the case of interest σp = σh = 1 and
γp
h = γh

p = 0 with x = 1 and keq,p = keq,h = 1. (a,b) Surface plots corresponding to the first and second line of Eq. (57).
Dashed lines represent the saturation line given by Eq. (12). (c) Intersection between the two lines which come from
(a,b) giving an unique point solution of Eq. (57).
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Résumé du chapitre 10 : Décoration d’un microtubule par Tau : Modèle bidimen-
sionnel

1. L’objectif de ce chapitre était de généraliser le modèle unidimensionnel du chapitre 8
au cas où le mode longitudinal et latéral des protéines Tau coexistent et de caractériser
la décoration du microtubule en termes de (i) densité moyenne de Tau attachés sur le
microtubule dans le mode longitudinal (c’est-à-dire le long d’un protofilament) ρp, (ii)
dans le mode latéral (c’est-à-dire entre protofilaments) ρh et (iii) de distribution des plus
proches voisins à la surface du microtubule.

2. À l’équilibre, le modèle est contrôlé par 5 paramètres : σp, σh, la taille des protéines Tau
attachées suivant respectivement le mode longitudinal et latéral, keq,p, keq,h la constante
d’équilibre du mode longitudinal et latéral, et x, le ratio entre le nombre total de Tau dans
la solution et le nombre total de sites (dimères de tubulines αβ) constituant le microtubule.

3. Les densités moyennes ρp, ρh sont solutions du système couplé suivant :
$

’

’

’

&

’

’

’

%

ρp
x´ ρp ´ ρh

“ keq,p Φppρp, ρhq ,

ρh
x´ ρp ´ ρh

“ keq,h Φhpρp, ρhq ,
(10.1)

où Φppρp, ρhq et Φhpρp, ρhq représentent les probabilités d’insertion d’une nouvelle protéine
Tau suivant respectivement le mode longitudinal et latéral, sur un microtubule déjà décoré
par une distribution de Tau aux densités ρp et ρh et sont données par :
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Φppρp, ρhq “
r1´ p1` σpqρp ´ p1` σhqρhs1`σp

p1´ σpρpqσp
,

Φhpρp, ρhq “
r1´ p1` σpqρp ´ p1` σhqρhs1`σh

p1´ σhρhqσh
.

(10.2)

Les solutions du système (10.1) peuvent être représentées dans un espace des phases où la
densité ρh est tracée en fonction de ρp et qui est paramétré par le ratio des deux constantes
d’équilibre κ “ keq,p{keq,h.

4. La distribution des plus proches voisins le long d’un protofilament s’exprime en fonction
des densités ρp et ρh comme suit :

P‖prq “
2
ÿ

i“1

2
ÿ

j“1
zi, zj P‖,i,jprq avec t1 ” p ; 2 ” hu , (10.3)

où zp et zh sont les fractions de protéines Tau attachées respectivement dans le mode
longitudinal et latéral et sont données par :

zp “
ρp

ρp ` p1` σhqρh
et zh “

p1` σhqρh
ρp ` p1` σhqρh

, (10.4)

et P‖,i,jprq représente la distribution des plus proches voisins entre une protéine de type
i “ tp, hu et une protéine de type j “ tp, hu le long d’un protofilament. De manière
générale, c’est-à-dire en présence des deux modes d’attachement, la distribution des plus
proches voisins le long d’une direction donnée est non-exponentielle. La distribution tend
vers une exponentielle dans la limite où un des deux modes est favorisé, c’est-à-dire pour
keq,p " keq,h ou keq,h " keq,p.
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Résumé du chapitre 10 : Décoration d’un microtubule par Tau : Modèle bidimen-
sionnel (suite)

Décoration d’un microtubule stable par Tau

ko↵,p

kon,p

kon,h

ko↵,h

[MT]

[Tau]

hrki

1 � ✓
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Chapitre 11

Conclusion générale et perspectives

L’objectif de ce travail était de construire les bases permettant d’aller vers une mo-
délisation du système couplé de l’instabilité dynamique des microtubules en interaction
avec la dynamique d’attachement/détachement des protéines Tau sur les microtubules
dynamiques. Pour ce faire, nous avons : (i) développé une nouvelle modélisation de l’in-
stabilité dynamique des microtubules à l’échelle de la tubuline dont les comportements
sont comparables avec des observations expérimentales récentes, et (ii) élaboré un mo-
dèle caractérisant la dynamique de décoration des microtubules par les protéines Tau en
l’absence d’instabilité dynamique, c’est-à-dire pour des microtubules stabilisés.
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Ce travail a permis de développer une modélisation fine de l’instabilité dynamique des
microtubules qui soit fidèle aux observations expérimentales (chapitre 6). La dynamique
a été décrite à l’échelle de la tubuline afin de faciliter l’incorporation d’une population de
protéines Tau en interaction avec les microtubules dynamiques. La seconde étape de ce
travail était de décrire et caractériser la manière dont une population de protéines Tau
peut décorer, c’est-à-dire s’attacher et remplir la surface d’un microtubule stabilisé (cha-
pitre 10). Cette situation a été intensivement étudiée expérimentalement en utilisant des
molécules telles que le Paclitaxel (C47H51NO14) plus connu sous le nom de Taxol ou bien le
GMPCPP (C11H18N5O13P3) pour stabiliser le microtubule et observer sa décoration par
les protéines Tau. Dans ce qui suit, nous allons revenir sur le travail réalisé et évoquer les
points qui nous semblent pertinents à développer en perspective. Cette partie s’articule
en trois sections, une première sur l’instabilité dynamique des microtubules, une seconde
sur la dynamique de décoration des microtubules par Tau et enfin une troisième section
présentant les perspectives d’un modèle d’instabilité dynamique en présence de protéines
Tau.

11.1 Instabilité dynamique des microtubules

Le modèle classique à deux états décrivant le processus d’instabilité des microtubules
est un modèle macroscopique dans lequel l’extrémité libre du microtubule est soit dans une
phase de croissance ou dans une phase de décroissance (chapitre 4). Ce modèle capture
les propriétés essentielles de l’instabilité dynamique et présente l’avantage d’avoir des
solutions analytiques exactes. Cependant, ce modèle ne permet pas d’inclure de manière
simple l’interaction d’une population de protéines Tau avec les microtubules. Pour y
parvenir, nous avons développé un modèle mésoscopique décrivant l’instabilité dynamique
à l’échelle de la tubuline qui s’avère être non-Markovien et dont les caractéristiques sont
compatibles avec les observations expérimentales (chapitre 6).

11.1.1 Modèle mésoscopique non-Markovien

Le modèle que nous avons dévéloppé décrit la dynamique d’un microtubule représenté
comme un ensemble de Np protofilaments en interaction. Cette dynamique est contrôlée
par 2 paramètres internes : la probabilité d’hydrolyse ph, décrivant le processus d’hydro-
lyse des dimères de tubuline GTP en GDP au sein du microtubule, et la probabilité de
dissociation pd, décrivant le mécanisme de dissociation des dimères de tubuline GDP à
l’extrémité du microtubule. Ce modèle est basé sur l’hypothèse selon laquelle l’événement
de catastrophe du microtubule, c’est-à-dire la transition de la phase de croissance à celle
de décroissance, survient lorsqu’au moins n‹ protofilaments se trouvent dans un état dit
instable. Des expressions analytiques ont été dérivées pour les 4 paramètres (en fait 2
paramètres, les vitesses demeurant inchangées) caractérisant l’instabilité dynamique : v`,
v´, f` et f´, qui sont les vitesses et fréquences de croissance et de décroissance. Les ex-
pressions analytiques des fréquences sont en très bon accord avec les résultats provenant
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de la simulation Monte-Carlo du processus et nous avons montré que pour n‹ ą 1, f`
est une fonction du temps que le microtubule a passé dans la phase de croissance. Plus
précisément, f` augmente au cours du temps avant d’atteindre un plateau dont la valeur
dépend des paramètres du modèle. Ce comportement pour la fréquence de croissance a été
reporté expérimentalement par Odde et al [67] en 1995 et plus récemment par Gardner
et al [66] en 2011. Afin d’estimer les valeurs numériques des paramètres du modèle, nous
avons réalisé un ajustement des données de Gardner et al [66] en utilisant l’expression
mathématique que nous avons dérivée pour f`. Les résultats de l’ajustement des données
suggèrent un mécanisme de dissociation accélérée des tubulines, c’est-à-dire une proba-
bilité de dissociation qui augmente au fur et à mesure que le nombre de protofilaments
instables augmente avant d’atteindre l’état où n‹ “ 3 protofilaments sont instables et
entraînent la catastrophe du microtubule.

Les perspectives de ce travail seraient de :

• Tenir compte de manière plus explicite des interactions entre les protofilaments dans
les probabilités ph et pd. En d’autres termes, ces probabilités deviendraient donc
fonction du nombre de protofilaments instables n, et n‹ ne serait plus un paramètre
du problème mais résulterait d’un seuil d’interactions à partir duquel les probabilités
atteindraient une valeur critique. De plus, les interactions entre protofilaments sont
décrites comme des interactions de longue portée, c’est-à-dire que la position des
protofilaments instables ne joue pas de rôle dans la déstabilisation du microtubule.
Une perspective de ce travail serait d’ajouter une information sur la position relative
des protofilaments au sein du microtubule dans les interactions entre protofilaments.

• Mieux caractériser la phase de décroissance du microtubule et en particulier les
effets de bords qui surviennent pour ε ă 1. Nous avons vu dans le chapitre 6
que pour ε ă 1, la fréquence de décroissance calculée sur de telles trajectoires
était en réalité une fréquence apparente. L’objectif de ce travail serait de pouvoir
exprimer la fréquence intrinsèque du système en fonction de la fréquence de
décroissance apparente. La méthode développée pour alors être utilisée sur des
données expérimentales dont la grande majorité correspondent à un paramètre ε ă 1.

• Exprimer le ratio des vitesses de décroissance et de croissance v´{v` “ r en fonction
des probabilités ph et pd.
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11.1.2 Détermination des paramètres de l’instabilité dynamique

Dans le chapitre 5, nous avons présenté une méthode d’analyse permettant de déter-
miner les paramètres caractérisant l’instabilité dynamique des microtubules à partir de
kymographes. Cette méthode suppose implicitement que les distributions des temps de
croissance et de décroissance ont un comportement de type exponentiel. De nombreuses
expériences in vitro et in vivo ont mis en évidence que la distribution des temps de crois-
sance n’était pas décrite par une décroissance purement exponentielle [67, 68, 66, 69, 60].
Les résultats de l’analyse des kymographes provenant d’expériences réalisées comme par
exemple au Grenoble Institut des neurosciences [86] présentés sur la Figure 5.4 semblent
indiquer un caractère non-exponentiel à la fois pour la distribution des temps de croissance
et de décroissance. Une perspective serait d’adapter la méthode d’analyse kymographique
pour des distributions quelconques afin de caractériser et d’analyser les bonnes dépen-
dances temporelles pour les fréquences de croissance et de décroissance, en présence et en
absence de Tau.

11.2 Décoration par Tau d’un microtubule stabilisé
De nombreuses expériences in vitro ont été réalisées afin de caractériser la manière dont

une population de protéines Tau interagit avec un microtubule stabilisé. En se basant sur
les résultats de ces expériences, nous avons développé un modèle décrivant la manière
dont une population de Tau peut décorer la surface d’un microtubule.

11.2.1 Modèle bidimensionnel de décoration d’un microtubule
par des protéines Tau

Le modèle que nous avons développé décrit la dynamique de décoration d’une po-
pulation de Tau à la surface d’un microtubule stabilisé. Le modèle est construit sur
l’hypothèse selon laquelle Tau peut s’attacher à la surface du microtubule soit suivant
un mode longitudinal, c’est-à-dire le long d’un protofilament ou un mode latéral, c’est-
à-dire entre protofilaments adjacents. Le modèle décrit le processus d’attachement selon
ces deux modes et de détachement d’une population de Tau à la surface du microtubule.
Le modèle est caractérisé par 5 paramètres principaux : la stœchiométrie du mode lon-
gitudinal, νp “ 1{p1 ` σpq et du mode latéral, νh “ 1{p1 ` σhq, les constantes d’équilibre
keq,p, keq,h pour le mode longitudinal et latéral, et x le ratio entre la concentration totale
de protéines Tau dans la solution et la concentration totale de microtubules polyméri-
sés. Deux quantités importantes accessibles expérimentalement ont été calculées à la fois
analytiquement et numériquement : la densité totale de protéines Tau attachées sur le
microtubule à l’équilibre et la distribution des plus proches voisins.
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Le modèle de décoration que nous avons développé dans le chapitre 10 est construit sur un
réseau homogène dans lequel les sites d’attachements (dimères de tubuline) sont identiques
et équiprobables. Le modèle de l’instabilité dynamique du chapitre 6 considère deux types
de dimères de tubuline : GTP et GDP. Une perspective du modèle de décoration des Tau
serait de le généraliser au cas d’un réseau hétérogène avec une distribution des sites GTP
et GDP. Une telle généralisation ne se justifie que si les interactions Tau-tubuline GTP
et Tau-tubuline GDP sont différentes (i.e., paramètres de réactions différents).

11.2.2 Détermination de la stœchiométrie et de la constante de
dissociation pour la réaction Tau-microtubule

Le système Tau-microtubule est vu comme une interaction de type ligand (protéine
Tau) - macromolécule (microtubule). Ce type de réaction est classiquement caractérisé
par deux paramètres qui sont la stœchiométrie, c’est-à-dire le nombre de sites d’attache-
ment sur la macromolécule occupés par un ligand, et la constante d’équilibre qui quantifie
l’affinité du ligand pour la macromolécule. Dans le chapitre 9, nous avons développé une
méthode générale permettant de déterminer ces deux paramètres à partir d’expériences
de co-sédimentation à l’équilibre. La méthode repose sur un formalisme mathématique
dans lequel la macromolécule est considérée comme étant une chaîne unidimensionnelle
homogène sur laquelle une population de ligands identiques s’attachent. Cependant, les
observations expérimentales pour le système Tau-microtubule semblent indiquer la co-
existence de deux populations de protéines Tau à la surface du microtubule : des Tau
attachées longitudinalement, c’est-à-dire le long d’un protofilament, et des Tau attachées
latéralement, c’est-à-dire entre plusieurs protofilaments.

Une perspective de ce travail serait d’améliorer la méthode développée dans le chapitre 9
au système Tau-microtubule, et ce dans le but d’extraire les stœchiométries νp et νh pour
le mode longitudinal et latéral, et les constantes de dissociation associées Kd,p et Kd,h.

11.2.3 Pour aller plus loin

Affinité des protéines Tau en fonction des séquences répétées

Nous avons vu dans le chapitre 7 que le domaine de liaison sur les microtubules des
protéines Tau était constitué d’un domaine formé de 3 ou 4 séquences répétées selon
l’isoforme de Tau (3R ou 4R). Des expériences ont mis en évidence que chacune de ces
séquences pouvait s’attacher de manière indépendante aux microtubules [130]. De plus, il a
été montré que l’affinité des Tau aux microtubules augmentait avec le nombre de séquences
impliquées [130, 89]. Il est possible de prendre en compte cet aspect et d’exprimer l’affinité
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globale de Tau en fonction du nombre de séquences répétées qui sont attachées sur le
microtubule. La cinétique à 5 états que l’on considère est représentée sur la Figure 11.1.

0 1 2 3 4
kon k k k

q q q q

Off On
kon

ko↵

a

b

Figure 11.1: Cinétique simple modélisant l’attachement séquentiel sur un microtubule
d’une protéine Tau possédant 4 séquences répétées.

La protéine Tau libre, c’est-à-dire non liée au microtubule est dans l’état ”0”, puis
avec un taux de transition donné par kon, elle se lie au microtubule avec une seule de ses
séquences répétées. Une fois dans le stade ”1”, elle peut soit transiter vers l’état ”0” et se
détacher avec le taux q ou transiter vers l’état ”2” avec un taux k dans lequel la protéine
Tau est liée au microtubule avec 2 de ses séquences répétées, et ainsi de suite pour les états
”3” et ”4”. À partir de cette cinétique on peut calculer koff , le taux de détachement de la
protéine Tau en fonction des taux k et q, et du nombre de séquences répétées impliquées,
n. On montre (voir Annexe C.1) que koff est donné par :

koff “
k ´ q

ˆ

k

q

˙n

´ 1
. (11.1)

Ainsi, on constate que koff diminue lorsque le nombre de séquences impliquées augmente,
et par conséquence l’affinité globale (9koff

´1) de la protéine Tau augmente. On peut ainsi
comparer l’affinité de la protéine Tau 4R par rapport à la 3R :

koffp3q
koffp4q

»

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1.001 ; k{q “ 0.1
1.33 ; k{q “ 1
10 ; k{q “ 10

(11.2)

L’affinité de l’isoforme 4R est toujours plus grande que celle de l’isoforme 3R. Dans
certaines Tauopathies, seules les isoformes possédant un domaine avec 4 (paralysie su-
pranucléaire, dégénérescence corticobasale) ou 3 (maladie de Pick) séquences répétées
s’agrègent. Ainsi, dans ce contexte, la distinction entre les protéines Tau 4R et 3R est
pertinente. La prise en compte de deux populations de protéines Tau (3R et 4R) serait
ainsi une extension intéressante du modèle développé dans le chapitre 10.
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Diffusion des protéines Tau à la surface des microtubules

Des expériences de microscopie à fluorescence de 2012 ont mis en évidence pour la
première fois un processus de diffusion des protéines Tau le long des microtubules [156].
Des expériences réalisées en 2014 par un autre groupe de recherche montrent également
un processus de diffusion, et ce pour les deux isoformes de Tau (3R et 4R) [157]. Ces
résultats semblent indiquer que les protéines Tau peuvent passer d’un stade libre à un
stade confiné sur le microtubule, et inversement. Comme on peut le voir sur la Figure
11.2, une protéine Tau confinée sur le microtubule peut alterner entre une phase où elle
diffuse le long du microtubule et une phase où elle est attachée, c’est-à-dire immobilisée
à la surface du microtubule. La dynamique globale d’une protéine Tau en interaction
avec un microtubule peut être décrite comme un processus au cours duquel le Tau libre
(état "off") peut passer dans le stade confiné (état "on") sur le microtubule sur lequel il
se déplace selon un processus de diffusion undimensionnel, suivi soit d’attachement sur le
microtubule ou d’un détachement dans l’état "off" (Figure 11.2). Un tel modèle est carac-
térisé par 5 paramètres qui peuvent être extraits (Tableau 11.1) d’expériences réalisées
dans [156, 157]. Ces paramètres sont : le taux de confinement kon sur le microtubule du
Tau libre, le coefficient de diffusion D de la diffusion unidimensionnelle du Tau confiné sur
le microtubule, le taux d’attachement sur le microtubule kb du Tau confiné en diffusion
le long du microtubule, le taux de détachement kc du Tau, et la taux de libération kf de
la protéine Tau confinée (Figure 11.2).

Paramètre Symbole Valeur Ref
Coefficient de diffusion D 0.336 ˘ 0.062

µm2{s
[156]

Taux de libération kf 0.158 ˘ 0.119
s´1

Taux d’attachement kb 4.75 ¨ 10´3 ˘ 3.56 ¨ 10´3

s´1

Taux de détachement kc 4.75 ¨ 10´3 ˘ 3.56 ¨ 10´3

s´1

Taux de confinement kon 0.039 ˘ 0.03
s´1

Table 11.1: Estimation des valeurs numériques pour les 5 paramètres du modèle de
diffusion d’une protéine Tau dans les conditions physiologiques non pathologiques (voir
Annexe C.2 pour plus de détails).

Les principales caractéristiques de l’interaction Tau-Microtubule avec un processus de
diffusion sont : la distribution stationnaire et les déplacements moyens des Tau le long
du microtubule, la probabilité et le temps de séjour des Tau sur le microtubule. Ces
quantités peuvent être calculées analytiquement et sont présentées en détail en Annexe
C.2. En particulier, on peut montrer que dans le cas d’une protéine Tau initialement
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↵ �

Figure 11.2: Schéma illustrant la dynamique d’une protéine Tau sur un microtubule
stabilisé.

confinée sur le microtubule, son temps de séjour sur le microtubule est donné par :

ts “
1
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ˆ

1` kb
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˙

Qpu, z0q ;
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,

z “
a

u2 ` z2
0 ; z0 “

L

`
; u “

V L

2D ,

(11.3)

où L représente la longueur du microtubule, V correspond à la vitesse de dérive de la
protéine Tau le long du microtubule et ` “

a

D{kf correspond à la longueur caractéristique
de diffusion du Tau sur le microtubule. Dans la limite z0 ! 1, c’est-à-dire pour L ! `, une
seule protéine Tau suffit pour parcourir l’ensemble du microtubule et le temps de séjour
tend vers 0 tandis que pour z0 " 1, c’est-à-dire pour L " `, la protéine Tau ne balaie
qu’une infime partie du microtubule et le temps de séjour tend vers kf

´1
p1` kb{kcq. Dans

la limite des petits temps, le déplacement carré moyen associé varie linéairement au cours
du temps et est donné par x∆x2ptqy “ 2Dt. La distribution stationnaire de la protéine
Tau le long du microtubule est représentée sur la Figure 11.3 pour z0 “ 1 et z0 “ 10. On
constate que la distribution est symétrique autour de x{L “ 0.5, c’est-à-dire le centre du
microtubule seulement lorsque u “ V L{2D “ 0. Autrement dit, la position privilégiée de
la protéine Tau le long du microtubule correspond au centre pour une vitesse de dérive
nulle tandis qu’elle s’écarte du centre pour V ‰ 0. Ce travail a été présenté en 2015
lors des Journées du Réseau France Microtubules à Grenoble. Le poster est disponible en
Annexe D.2.

Si la diffusion des protéines Tau à la surface des microtubules se trouve être confirmée
par d’autres expériences indépendantes, il faudrait alors inclure le processus de diffusion
des Tau dans le modèle de décoration présenté dans le chapitre 10.

184



11.3 Vers un modèle global du système Tau-Microtubule 185

P (x)

a b
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z0 = 1 z0 = 10

P (x)

Figure 11.3: Distribution stationnaire d’une protéine Tau le long d’un microtubule pour
z0 “ 1 (a) et z0 “ 10 (b).

11.3 Vers un modèle global du système Tau-Microtubule

L’instabilité dynamique des microtubules et la dynamique d’attachement et de déta-
chement des Tau sur le microtubule sont des processus qui se déroulent à des échelles
spatiales et temporelles différentes. La difficulté majeure d’un modèle couplant les deux
processus est de parvenir à accommoder ces échelles spatiales et temporelles. Dans ce qui
suit, nous allons essayer de donner un aperçu de la complexité et des difficultés associées
à la construction d’un tel modèle. En guise d’illustration, un premier modèle simplifié
permettant d’estimer l’effet de Tau sur les paramètres de l’instabilité dynamique des mi-
crotubules est présenté.

11.3.1 Système Tau-Microtubule : modèle à 3 états

Afin de se faire une première idée de l’impact de Tau sur la dynamique des micro-
tubules, on considère la limite où les temps caractéristiques d’attachement/détachement
de Tau sur le microtubule sont très rapides par rapport aux temps caractéristiques de la
dynamique du microtubule. Ainsi, à chaque pas de temps de la dynamique d’instabilité du
microtubule, le processus de décoration est supposé se mettre à l’équilibre. Dans l’image
du modèle mésoscopique que nous avons développé dans le chapitre 6, l’extrémité libre
du microtubule existe soit dans une phase de croissance ”` ” ou de décroissance ”´ ”. À
partir de cette image, on peut construire une cinétique simple dans laquelle Tau conduit
à un 3ème état correspondant à une phase de croissance induite par la présence de Tau à
l’extrémité du microtubule. La cinétique entre ces 3 états : croissance ”`, 0” et décrois-
sance ” ´ ” en l’absence de Tau et croissance en présence de Tau ”`, 1” est représentée
schématiquement sur la Figure 11.4.

Le taux kon représente la fréquence de la transition de l’état de décroissance ” ´
” à celui de croissance en présence de Tau ”`, 1”, et la fréquence de la transition de
l’état de croissance en l’absence de Tau ”`, 0” à celui en présence de Tau ”`, 1”. La
réaction des Tau avec les microtubules étant supposée atteindre rapidement l’équilibre,
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Figure 11.4: Cinétique simple modélisant l’effet de Tau sur la dynamique des MTs.

on peut décomposer le taux d’attachement comme kon “ k1on rSitesslibre où k1on représente
le taux d’attachement intrinsèque introduit dans le chapitre 8, et rSitesslibre correspond à
la concentration de sites d’attachement libres sur les microtubules. Les microtubules étant
dynamiques, rSitesslibre est une quantité qui varie au cours du temps, et cette dépendance
temporelle va se répercuter sur le taux kon. On note xptq, la position de l’extrémité libre
du microtubule sujette au processus d’instabilité dynamique, et P`,0px, tq, P`,1px, tq et
P´px, tq les densités de probabilités représentant la probabilité de trouver un microtubule
dans respectivement l’état ”`, 0”, ”`, 1” et ”´ ”, à la position x au temps t. De manière
générale pour un taux kon dépendant de x, la cinétique représentée sur la Figure 11.4 se
traduit par le système d’équations suivant :
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BP`,0
Bt

“ ´v`,0
BP`,0
Bx

´ f`P`,0 ´
ť

dt1dx1 κpx, t|x1, t1qP`,0px1, t1q ` koffP`,1 ` f´P´ ,

BP`,1
Bt

“ ´v`,1
BP`,1
Bx

`
ť

dt1dx1 κpx, t|x1, t1qP`,0px1, t1q ´ koffP`,1 `
ť

dt1dx1 κpx, t|x1, t1qP´px1, t1q ,

BP´
Bt

“ v´
BP´
Bx

` f`P`,0 ´ f´P´ ´
ť

dt1dx1 κpx, t|x1, t1qP´px1, t1q ,

(11.4)
où κpx, t|x1, t1q est une fonction qui prend en compte le fait que les protéines Tau ayant un
impact sur l’instabilité dynamique se situent à proximité de l’extrémité du microtubule.
Le système (11.4) présuppose que la vitesse de décroissance des microtubules n’est pas
affectée par la présence des protéines Tau. Pour des raisons de simplicité, on fait l’approxi-
mation que le taux d’attachement peut être considéré comme constant de telle manière
que la fonction κpx, t|x1, t1q peut s’écrire comme :

κpx, t|x1, t1q “ kon δpx´ x
1
q δpt´ t1q . (11.5)
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Dans ce cas, le système (11.4) devient :
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BP`,0
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“ ´v`,0
BP`,0
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´ pf` ` konqP`,0 ` koffP`,1 ` f´P´ ,

BP`,1
Bt

“ ´v`,1
BP`,1
Bx

` konP`,0 ´ koffP`,1 ` konP´ ,

BP´
Bt

“ v´
BP´
Bx

` f`P`,0 ´ pf´ ` konqP´ .

(11.6)

Le système (11.6) représente l’extension du système (4.2) pour un modèle à 3 états.
Ce système peut être résolu de manière analytique et les caractéristiques telles que les
distributions de longueur et des temps de vie des microtubules peuvent être dérivées.

Effet de Tau sur l’instabilité dynamique

À partir du modèle du système d’équations (11.6), on peut estimer l’effet de Tau sur
la dynamique des microtubules en calculant le paramètre ε, c’est-à-dire le ratio entre la
longueur moyenne de croissance et celle de décroissance associée à une telle cinétique
comme suit (on suppose que les vitesses de croissance et de décroissance ne sont pas
affectées par la présence des protéines Tau) :

ε “
v`τ`
v´τ´

, (11.7)

où τ` et τ´ représentent respectivement le temps moyen qu’un microtubule passe dans
la phase de croissance, c’est-à-dire soit dans l’état ”`, 0” ou ”`, 1” et dans la phase de
décroissance ”´ ”. Pour ce faire, on calcule :

• Phase de croissance : On suppose que le microtubule est initialement dans la phase
de croissance en l’absence de Tau ”`, 0” et on s’intéresse au temps moyen qu’il va rester
dans la phase de croissance, c’est-à-dire rester dans l’état ”`, 0” ou ”`, 1”. À partir de
la cinétique de la Figure 11.4, on peut écrire le système d’équations suivant pour P`,0ptq
et P`,1ptq, les probabilités que le microtubule se trouve respectivement dans l’état ”`, 0”,
”`, 1” :
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dP`,0
dt

“ ´pkon ` f`qP`,0 ` koffP`,1 ,

dP`,1
dt

“ ´koffP`,1 ` konP`,0 ,

(11.8)

où kon et koff représentent les taux d’attachement et de détachement des protéines Tau
sur le microtubule et f` correspond à la fréquence de croissance du microtubule. Le temps
moyen de croissance τ` s’écrit de manière générale comme :

τ` “

ż `8

0
pP`,0ptq ` P`,1ptqq dt . (11.9)
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On peut montrer (voir Annexe C.3) que τ` est donné par :

τ` “
1

f` p1´ ponq
, (11.10)

où pon “ kon{pkon ` koffq. La présence de Tau dans cette cinétique se traduit par une
augmentation du temps de croissance.

• Phase de décroissance : On suppose que le microtubule est initialement dans la phase
de décroissance ”´ ” et on s’intéresse au temps moyen qu’il va rester dans cette phase. À
partir de la cinétique de la Figure 11.4, on peut écrire l’équation suivante pour P´ptq, la
probabilité que le microtubule soit dans le stade ”´ ” à l’instant t :

dP´ptq

dt
“ ´pf´ ` konqP´ptq , (11.11)

où f´ représente la fréquence de décroissance du microtubule et kon correspond au taux
d’attachement des Tau sur le microtubule. La solution de l’équation (11.11) avec la condi-
tion initiale P´p0q “ 1 est donnée par P´ptq “ e´pf´`konqt et ainsi le temps moyen passé
dans la phase de décroissance s’écrit comme :

τ´ “
1

f´ ` kon
. (11.12)

On constate que la présence de Tau se traduit par une diminution du temps moyen passé
dans la phase de décroissance.

En utilisant les expressions (11.10) et (11.12) dans (11.13), on obtient :

ε “
v`τ`
v´τ´

“

ˆ

1` kon

f´

˙

ε0
1´ pon

, (11.13)

où ε0 “ pv`f´q{pv´f`q correspond au ratio tel que défini dans le chapitre 4 pour l’insta-
bilité dynamique en l’absence de Tau, et qui est donné par l’équation (6.41) et représenté
sur la Figure 6.16 dans le cadre du modèle mésoscopique développé dans le chapitre 6.
À partir de l’équation (11.13), on remarque que ε ě ε0. La transition entre le régime fini
et infini a lieu pour ε “ 1. À partir de l’équation (11.13), on peut montrer que cette
transition s’effectue pour pon “ pon,c qui est donnée par :

pon,c “ 1´
ˆ

1` kon,c

f´

˙

ε0 . (11.14)

Ainsi à partir de ce modèle simplifié, on constate que la présence de Tau va affecter
la dynamique des microtubules en augmentant le paramètre ε et donc augmenter la lon-
gueur moyenne des microtubules et ainsi les stabiliser, c’est-à-dire réduire l’occurrence
des événements de catastrophes. Ce modèle à 3 états fournit ainsi une base permettant
de comprendre l’impact de Tau sur l’instabilité dynamique des microtubules.
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Lien avec les Tauopathies

Dans le chapitre 1 d’introduction, nous avons vu que la mort neuronale était directe-
ment liée à une diminution voire une perte totale d’efficacité dans le transport des nutri-
ments indispensable au maintient et bon fonctionnement des neurones. Cette dégradation
du transport axonal peut se produire pour deux raisons différentes : (i) les microtubules
sont trop dynamiques en raison d’une absence de protéines Tau et le réseau microtubu-
laire supportant le transport se déstabilise, et (ii) les microtubules sont trop stables en
raison d’une présence abondante des protéines Tau qui forment des obstacles et gênent le
transport des nutriments le long des microtubules [158]. Ces deux limites correspondent à
des conditions pathologiques différentes que nous avons représenté schématiquement sur
la Figure 11.5. Sur cette figure, l’efficacité du transport (courbe continue) est représentée
en fonction du ratio ε. Ce ratio caractérise la stabilité des microtubules, avec des microtu-
bules peu stables pour ε ă 1, c’est-à-dire avec des transitions fréquentes entre les phases
de croissance et de décroissance, et des microtubules très stables pour ε ą 1, c’est-à-dire
avec des transitions rares. Comme nous pouvons le voir sur la Figure 11.5, il est possible
de définir une valeur critique pour ε au voisinage de laquelle le taux de remplissage des mi-
crotubules par Tau et le taux de dynamicité (1/stabilité) des microtubules sont du même
ordre de grandeur. Autour de cette valeur (zone grisée), l’efficacité du transport axonal
est optimale. L’espace (degré d’efficacité en fonction de ε) peut alors être subdivisé en 3
zones : une zone viable entourée de 2 zones pathologiques. Il est important de souligner
que les pathologies ne sont pas de mêmes types suivant la région de la Figure 11.5 que
l’on considère. Par exemple, la maladie d’Alzheimer ou bien encore la paralysie supranu-
cléaire se situeraient dans la région de gauche avec ε ! εc [158] tandis que la démence
frontotemporale avec parkinsonisme lié au chromosome 17 se situerait dans la région de
droite pour ε " εc [24].

11.3.2 Perspectives

La cinétique illustrée sur la Figure 11.4 représente une première approche dans la
modélisation du système couplé Tau-microtubule dynamique. Ce modèle correspond à la
limite où le temps du processus d’attachement et de détachement est rapide par rapport
au temps caractéristique de l’instabilité dynamique et où les paramètres kon, koff , f`,
f´, v` et v´ ne dépendent ni de temps, ni de la longueur du microtubule. Le processus
général à modéliser est illustré sur la Figure 11.6. Cette figure illustre toute la complexité
du couplage de la dynamique des microtubules avec celle des protéines Tau. La difficulté
d’unifier ces deux dynamiques intervient à deux niveaux :
• Au niveau de la diversité et du nombre de paramètres intervenant dans le proces-

sus. Compte tenu de la dynamique interne des dimères composant le microtubule,
qui peuvent passer d’un état GTP à un état GDP dit hydrolysé, le nombre de
paramètres décrivant l’attachement/détachement des Tau est multiplié par deux,
passant de quatre (deux paramètres pour l’attachement et le détachement pour le
mode longitudinal et latéral) à huit. De plus, contrairement au modèle développé
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Transport des 
nutriments

Remplissage Tau
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Pathologique

Pathologique

100%

0%

Figure 11.5: Définition et représentation schématique des conditions normales et patho-
logiques à partir de la fonction traduisant l’efficacité (en %) du transport des nutriments
au sein des neurones. La zone correspond à une efficacité du transport comprise entre 90%
et 100% et représente les conditions normales tandis les zones à l’extérieur représentent
les conditions pathologiques.

dans le chapitre 10, la longueur du microtubule et donc le nombre de sites d’atta-
chement pour les protéines Tau varie au cours du temps. Dans ces conditions, les
quatre taux d’attachement kGTPon,p , kGTPon,h , kGDPon,p et kGDPon,h deviennent alors des fonc-
tions de la longueur du microtubule, qui elle même dépend du temps. Comme nous
l’avons vu dans le chapitre 6, la description non-Markovienne de l’instabilité dyna-
mique des microtubules résulte en une dépendance temporelle pour les fréquences
de croissance et de décroissance qui peut se répercuter sur les vitesses de croissance
et de décroissance. Ainsi, la description du système couplé requiert au minimum 12
paramètres, dont la plupart varient au cours du temps.

• Au niveau du nouveau formalisme mathématique à développer permettant d’accom-
moder les deux échelles spatio-temporelles associées à la dynamique des microtu-
bules et à la dynamique d’attachement/détachement des protéines Tau. Les modèles
de l’instabilité dynamique tels que ceux présentés dans les chapitres 4 et 6 décrivent
l’évolution temporelle de la longueur des microtubules alors que les modèles de
décoration des chapitres 8 et 10 décrivent l’évolution temporelle de la densité de
protéines Tau sur le microtubule. Le modèle couplé devra être construit de manière
à : (i) pouvoir suivre l’évolution de ces deux observables simultanément, et (ii) re-
trouver respectivement les modèles des chapitres 6 et 10 dans les limites ρ “ 0 (pas
de protéines Tau) et 9L “ 0 (microtubule stabilisé).

190



11.4 Conclusion 191

11.4 Conclusion
Ce travail a permis de construire les bases permettant d’aller vers une modélisation

fine du système couplé de l’instabilité dynamique des microtubules en interaction avec la
dynamique d’attachement/détachement des protéines Tau sur les microtubules. Ce travail
constitue ainsi un premier pas vers une compréhension plus quantitative des fonctions des
protéines Tau qui émergent de leurs interactions avec les microtubules dynamiques, et de
la manière dont elles sont régulées. À plus long terme, ce travail pourrait être utilisé afin
de modéliser la dynamique et l’organisation spatiale du réseau microtubulaire au sein des
axones, et ainsi d’étudier ses conditions de formation et de stabilité. La perspective ultime
étant de modéliser la fonction et les mécanismes de transport des nutriments au sein de
l’axone dans le contexte des Tauopathies.
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Figure 11.6: Perspectives du travail de thèse : développement d’une modélisation du
système protéines Tau-Microtubule. La figure a été adaptée de [26, 27].
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Annexe A

Annexe du chapitre 6

A.1 Méthodes de calcul du déplacement moyen de
l’extrémité du microtubule en fonction du temps

Nous listons ici 4 méthodes différentes permettant de calculer la longueur moyenne
d’un microtubule en fonction du temps à partir d’un ensemble de trajectoires. Les résultats
présentés sur les Figures 6.9 et 6.17 ont été obtenus avec la méthode 1 décrite en A.1.1.

A.1.1 Méthode 1

Dans cette méthode, le déplacement moyen est calculé à partir d’un ensemble de Nconf

trajectoires comme suit :

xLptqy “
1

Nconf
ˆ

Nconf
ÿ

j“1

1
t

t
ÿ

t“1
Ljptq , (A.1)

où Ljptq ě 0 représente la longueur du microtubule de la trajectoire j P r1, Nconfs au
temps t. Cette méthode correspond à la manière standard de calculer la valeur moyenne
d’une fonction donnée.

A.1.2 Méthode 2

Dans cette méthode, le déplacement moyen est calculé à partir d’un ensemble de Nconf

trajectoires comme suit :

xLptqy “
1

Nconf

Nconf
ÿ

j“1
Ljptq , (A.2)

où Ljptq ě 0 représente la longueur du microtubule de la trajectoire j P r1, Nconfs au
temps t.
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A.1.3 Méthode 3

Cette méthode est très similaire à la "méthode 2" en A.1.2. Le déplacement moyen
est également calculé en utilisant la relation A.2 mais la différence réside dans le fait
que le moyenne est effectuée sur les microtubules existants c’est-à-dire avec la condition
Ljptq ą 0.

A.1.4 Méthode 4

Enfin, le déplacement moyen peut être calculé en moyennant sur NMT (voir Figure
A.1), le nombre total de microtubules distincts observés sur les Nconf trajectoires. La durée
de vie τv d’un microtubule correspond au temps écoulé entre une phase de nucléation à
t “ ti et une phase de décroissance aboutissant à une longueur nulle à t “ tf avec
τv “ tf ´ ti (Figure A.1). Ainsi, dans cette méthode, la longueur moyenne est calculée en
fonction du temps écoulé avant la mort du microtubule comme suit :

xLptqy “
1

NMT

NMT
ÿ

k“1
Lkptq , (A.3)

où Lkptq représente la longueur du k ´ ième microtubule au temps t.

L
on

gu
eu

r 

0
Temps

+
+ +

_

n

+

0

nn

temps d’observation

⌧v,1 ⌧v,2 ⌧v,3

NMT = 3

Figure A.1: Schéma représentant une trajectoire analysée selon la méthode A.1.4 pour le
calcul de la longueur moyenne en fonction du temps. Cette trajectoire montre l’évolution
de NMT “ 3 microtubules et leurs temps de vies sont respectivement τv,1, τv,2 et τv,3.
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A.2 Dérivation de la fonction de survie Snptq

On introduit la transformée de Laplace de la survie Snptq donnée par Snpσq “
ş`8

0 e´σt Snptq dt.
Dans l’espace de Laplace, le système (6.19) devient :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

σ S0 ´ 1 “ ´f0 S0 ,

σ S1 “ `f0 S0 ´ f1 S1 ,

σ S2 “ `f1 S1 ´ f2 S2 ,

...

σ Sn “ `fn´1 Sn´1 ´ fn Sn , n “ n‹ ´ 1

(A.4)

À partir du système (A.4), il est possible d’exprimer Sn en fonction de la survie S0 comme
suit :

S0 “
1

σ ` f0
(A.5)

S1 “
f0 S0

σ ` f1
“

f0

pσ ` f0qpσ ` f1q
(A.6)

S2 “
f1 S1

σ ` f2
“

f1 f0

pσ ` f2qpσ ` f1qpσ ` f0q
(A.7)

...

Sn “
fn´1 Sn´1

σ ` fn
“

1
σ ` fn

«

n´1
ź

i“0

fi
σ ` fi

ff

(A.8)

On peut réécrire la survie Sn sous la forme suivante :

Sn “
f0 f1 ...fn´1

pσ ` f0q pσ ` f1q ...pσ ` fnq
(A.9)

“ f0 f1 ...fn´1

„

1
pf1 ´ f0q ...pfn ´ f0q

ˆ

1
σ ` f0

˙

`
1

pf0 ´ f1q ...pfn ´ f1q

ˆ

1
σ ` f1

˙

` ...

(A.10)

`
1

pf0 ´ fnq ...pfn´1 ´ fnq

ˆ

1
σ ` fn

˙

“

n´1
ź

i“0
fi

n
ÿ

i“0

1
śn

j“0
j‰i
pfj ´ fiq

ˆ

1
σ ` fi

˙

. (A.11)
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Snptq est alors obtenue en calculant la transformée de Laplace inverse de (A.11) :

Snptq “ L´1
pSnpσqq (A.12)

“

n´1
ź

i“0
fi

n
ÿ

i“0

1
śn

j“0
j‰i
pfj ´ fiq

„

L´1
ˆ

1
σ ` fi

˙

(A.13)

“

n´1
ź

i“0
fi

n
ÿ

i“0

»

–

e´fi t

śn
j“0
j‰i
pfj ´ fiq

fi

fl . (A.14)

On retrouve bien l’expression (6.22) pour la fonction de survie Snptq.
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Annexe du chapitre 8

B.1 Dérivation de la probabilité d’insertion Φpρ, σq

B.1.1 Expression générale

Nous présentons ici la dérivation de la probabilité d’insertion Φpρ, σq présentée par
McGhee et von-Hippel en 1974 [145]. De manière générale, Φpρ, σq peut s’écrire sous la
forme suivante :

Φ “ Nconfig

N
, (B.1)

où Nconfig représente le nombre total de possibilités d’attachement d’une nouvelle particule
sur un réseau déjà rempli par une distribution de particules à la densité ρ. Ce nombre
peut s’exprimer comme suit :

Nconfig “ pn` 1q ˆ δ , (B.2)

où δ est le nombre moyen de configurations d’attachement dans un intervalle entre 2
particules attachées, n est le nombre total de particules attachées sur le réseau et ainsi
pn ` 1q correspond au nombre total d’intervalles entre 2 particules. δ est reliée à Pg, la
distribution du nombre de sites vides à l’intérieur d’un intervalle de la manière suivante :

δ “
gmax
ÿ

g“1`σ
pg ´ σqPg (B.3)

“ P1`σ ` 2P2`σ ` 3P3`σ ` ...` pgmax ´ σqPgmax , (B.4)

où gmax représente l’intervalle le plus grand au sein du réseau.

B.1.2 Distribution du nombre de sites vides : Pg
Afin de dériver la distribution Pg, une convention de lecture du réseau doit être adop-

tée. La convention que nous choisissons est représentée sur la Figure B.1 et correspond à
lire l’état des sites de la gauche vers la droite. Chaque site peut être soit libre (f) ou soit
faire partie d’un site occupé par une particule (b1, b2, ...b1`σ) et est associé à une pro-
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babilité conditionnelle du type pxyq qui représente la probabilité que le site en question
soit dans l’état x “ tf, b1, b2, ..., b1`σu donné et que le voisin immédiat sur sa droite soit
dans l’état y “ tf, b1, b2, ..., b1`σu. Ainsi avec cette convention, la probabilité de trouver
un intervalle de g sites vides entre 2 particules attachées s’écrit comme :

Pg “ pb1`σf q pff qg´1
pfb1 q , (B.5)

où pff q représente la probabilité qu’ayant sélectionné un premier site libre, son voisin de
droite soit également vide, pfb1 q correspond à la probabilité qu’ayant sélectionné un pre-
mier site libre, son voisin de droite corresponde au premier site occupé d’une particule et
pb1`σf q représente la probabilité qu’ayant sélectionné le dernier site occupé d’une parti-
cule, que son site voisin de droite soit libre. La condition de normalisation pour Pg permet

↵↵↵ fb1 b1 b2 b2 b3 ↵b3 fb3 fb2 b3b1 b2

(b3 f )(↵ )
g�1

(fb1 )

Figure B.1: Convention de lecture du réseau dans le cas de particules couvrant p1`σq “ 3
sites.

d’écrire la relation suivante :

`8
ÿ

g“0
Pg “ 1 ñ pb1`σf q pfb1 q “ p1´ pff qq pff q , (B.6)

et ainsi en utilisant l’expression (B.5), on obtient :

Pg “ p1´ pff qq pff qg . (B.7)

B.1.3 Probabilité conditionnelle pff q

Considérons une configuration avec n particules attachées sur le réseau. Chaque parti-
cule occupe p1` σq sites et ainsi le nombre total de sites occupés est donné par n p1` σq.
Ainsi, la probabilité de trouver un site occupé est donnée par ρ p1`σq avec ρ “ n{N . Un
site donné est soit occupé ou soit vide et donc la probabilité qu’un site choisi de manière
aléatoire est donnée par 1 ´ ρ p1 ` σq. De plus, le site qui se trouve sur la droite du
premier site qui a été sélectionné aléatoirement a également une probabilité donnée par
1 ´ ρ p1 ` σq d’être inoccupé. Dans cette manière de choisir 2 sites, il existe seulement
deux manières d’aboutir à un second site qui soit libre :

1. En ayant choisi un 1er site qui soit vide avec une probabilité 1´ ρ p1` σq
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2. En ayant choisi un 1er site dans l’état b1`σ correspondant au bord droit d’une
particule attachée avec la probabilité ρ (il existe un bord droit par particule et ainsi
la probabilité qu’un site sélectionné aléatoirement soit dans l’état b1`σ est donnée
par ρ “ n{N).

La probabilité que le second site soit vide est indépendante de la méthode de sélection et
donc on peut écrire la relation suivante :

1´ p1` σq ρ “ p1´ p1` σq ρq pff q ` ρ pb1`σf q . (B.8)

Afin d’exprimer la probabilité conditionnelle pff q, nous devons écrire une relation entre
pff q et pb1`σf q. Pour cela, on utilise le fait que si le 1er site choisi aléatoirement est dans
l’état f , le site voisin de droite est soit dans l’état f ou soit dans l’état b1 correspondant
au bord gauche d’une particule et ainsi on peut écrire :

pff q ` pfb1 q “ 1 . (B.9)

En utilisant les équations (B.6) et (B.9), on montre que :

pb1`σf q “ pff q . (B.10)

Finalement, en utilisant la relation (B.10) dans (B.8), on aboutit à l’expression suivante
pour la probabilité conditionnelle pff q en fonction de la densité ρ et de σ :

pff q “ 1´ p1` σq ρ
1´ ρ σ , (B.11)

et la distribution Pg est alors donnée par :

Pg “
ρ

1´ ρσ

ˆ

1´ p1` σq ρ
1´ ρ σ

˙g

. (B.12)

La distribution des plus proches voisins P prq est obtenue à partir de (B.12) à l’aide d’un
changement de variable. Comme on peut le voir sur la Figure 8.1, la distance r correspond
à la distance centre à centre entre 2 Tau plus proches voisins. Elle s’écrit en fonction de g,
le nombre de sites vides entre les 2 particules comme suit : r “ p1`σq{2`g`p1`σq{2 “
g`p1`σq. Ainsi, l’expression (8.21) est obtenue en utilisant g “ r´p1`σq dans l’équation
(B.12).
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B.1.4 Calcul de la probabilité d’insertion en fonction de la den-
sité

En utilisant l’expression (B.12) pour Pg, on peut calculer δ à l’aide de l’équation (B.4) :

δ “ p1´ pff qq
gmax
ÿ

g“1`σ
pg ´ σq pff qg , (B.13)

“ p1´ pff qq
#

gmax
ÿ

g“1`σ
g pff qg ´ σ

gmax
ÿ

g“1`σ
pff qg

+

. (B.14)

Le second terme à l’intérieur des crochets est donné par :

gmax
ÿ

g“1`σ
pff qg “

gmax
ÿ

g“0
pff qg ´

σ
ÿ

g“0
pff qg , (B.15)

“
1

1´ pff q
 

pff qgmax`1
´ pff qσ`1( . (B.16)

Dans la limite N Ñ 8, nous obtenons :

8
ÿ

g“1`σ
pff qg “ pff qσ`1

1´ pff q . (B.17)

Afin de calculer le 1er terme à l’intérieur des crochets de l’équation (B.14), on calcule la
dérivée par rapport à pff q de (B.17) :

d
dpff q

#

gmax
ÿ

g“1`σ
pff qg

+

“

gmax
ÿ

g“1`σ

"

d

dpff qpff q
g

*

, (B.18)

“
1
pff q

gmax
ÿ

g“1`σ
g pff qg . (B.19)

On aboutit alors à la relation suivante :

gmax
ÿ

g“1`σ
g pff qg “ pff q d

dpff q

#

gmax
ÿ

g“1`σ
pff qg

+

, (B.20)

et en utilisant le résultat en (B.17) pour le 2nd terme on obtient :

d
dpff q

#

pff q1`σ

1´ pff q

+

“
p1` σq p1´ pff qq pff qσ ` pff q1`σ

p1´ pff qq2
. (B.21)

Finalement le terme entre crochets en (B.14) est donné par :

8
ÿ

g“1`σ
pg ´ σq pff qg “ pff q1`σ

p1´ pff qq2
, (B.22)

216



B.2 Dérivation de la probabilité d’insertion dans le cas polydisperse 217

et ainsi en utilisant la relation (B.11), on montre que δ s’écrit comme suit :

δ “
pff q1`σ

p1´ pff qq , (B.23)

“
1
ρ
ˆ
p1´ p1` σq ρq1`σ

p1´ ρ σqσ . (B.24)

En utilisant (B.1) et (B.27), on montre que la probabilité d’insertion est donnée par
Φ “ pρ` 1{Nq ˆ δ. Ainsi, dans la limite N Ñ `8 et en utilisant l’expression (B.24), on
aboutit à :

Φpρ, σq “ p1´ p1` σq ρq
1`σ

p1´ ρ σqσ . (B.25)

B.2 Dérivation de la probabilité d’insertion dans le
cas polydisperse

B.2.1 Expression générale

Pour un système polydisperse, la probabilité d’insertion d’une particule de type i
s’écrit comme :

Φ “ Nconfig,i

N
, (B.26)

où Nconfig,i représente le nombre total de possibilités d’attachement d’une nouvelle parti-
cule de type i sur le réseau. Ce nombre peut s’exprimer comme suit :

Nconfig “ pn` 1q ˆ δ , (B.27)

où pn ` 1q représente le nombre total d’intervalles entre 2 particules et δi correspond au
nombre moyen de configuration d’attachement d’une particule de type i à l’intérieur d’un
intervalle et est donné par :

δi “
gmax
ÿ

g“1`σi

pg ´ σiqPg . (B.28)

Dans la limite N Ñ `8, la probabilité d’insertion s’écrit comme :

Φi “ ρ δi , (B.29)

où ρ “
řm
i“1 ρi correspond à la densité totale de particules sur le réseau.

B.2.2 Distribution du nombre de sites vides

Le raisonnement développé en B.1.2 peut également être utilisé dans le cas polydisperse
et on peut montrer que la distribution Pg s’écrit comme :

Pg “ p1´ pff qq pff qg , (B.30)
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218 Annexe du chapitre 8

où pff q représente la probabilité conditionnelle qu’un site sélectionné de manière aléatoire
soit inoccupé et que son voisin immédiat soit également inoccupé. La distribution partielle
des plus proches voisins Pi,jprq est obtenue à partir de (B.30) à l’aide d’un changement
de variable.

La distance r entre 2 plus proches voisins s’écrit en fonction de g, le nombre de sites
vides comme suit : r “ g ` ri,j où ri,j “ 1` pσi ` σjq{2 représente la plus petite distance
entre une particule de type i et une particule de type j. Ainsi, la distribution partielle
des plus proches voisins Pi,jprq est obtenue à partir de (B.30) à l’aide du changement de
variable g “ r ´ ri,j :

Pi,jprq “ p1´ pff qq pff qr´ri,j , ri,j “ 1` pσi ` σjq2 . (B.31)

La distance moyenne séparant 2 Tau xry est calculée à partir de (B.31) comme suit :

xry “
`8
ÿ

r“0
r P prq (B.32)

“

m
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1
zizj

`8
ÿ

r“0
r Pi,jprq (B.33)

“

m
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1
zizj

#

1´ pff q
pff qri,j

`8
ÿ

r“0
r pff qr

+

(B.34)

“

m
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1
zizj

"

pff q
p1´ ff q ` ri,j

*

(B.35)

“
pff q

p1´ ff q `
m
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1
zizj ri,j . (B.36)

B.2.3 Probabilité conditionnelle pff q

La probabilité qu’un site sélectionné de manière aléatoire soit inoccupé est donnée par
1´

ř

ip1` σiq ρi. Dans le cas polydisperse, la relation (B.8) devient :

1´
ÿ

i

p1` σiq ρi “ p1´
ÿ

i

p1` σiq ρiq pff q `
ÿ

i

ρi pb1`σf q . (B.37)

La relation pb1`σf q “ pff q est toujours vérifiée dans le cas polydisperse et ainsi on peut
écrire pff q comme suit :

pff q “ 1´
ř

ip1` σiq ρi
1´

ř

i σi ρi
. (B.38)
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B.2.4 Calcul de la probabilité d’insertion en fonction des densi-
tés ρ1, ρ2,..., ρm

Le terme δi est calculé en utilisant l’équation (B.23) et on obtient :

δi “
pff q1`σi

1´ pff q , (B.39)

“
1
ρ
ˆ
p1´

ř

ip1` σiq ρiq1`σi

p1´
ř

i σi ρiq
σi

, (B.40)

et donc avec l’équation (B.29), on obtient l’expression suivante pour la probabilité d’in-
sertion :

Φipρ1, ρ2, ..., ρm, σ1, σ2, ..., σmq “
p1´

ř

ip1` σiq ρiq1`σi

p1´
ř

i σi ρiq
σi

. (B.41)

B.2.5 Calcul de la distribution des plus proches voisins en fonc-
tion des densités ρ1, ρ2,..., ρm

En utilisant l’expression (B.38) pour la probabilité conditionnelle pff q dans l’équation
(B.31), on obtient l’expression suivante pour Pi,jprq :

Pi,jprq “
ρ

1´
ř

k σk ρk

ˆ

1´
ř

kp1` σkq ρk
1´

ř

k σk ρk

˙r´ri,j

, ρ “
m
ÿ

k“1
ρk , (B.42)

et la distance moyenne xry est donnée par :

xry “
1´

řm
k“1p1` σkq ρk

ρ
`

m
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1
zizjri,j . (B.43)

B.3 Dérivation de la densité de protéines Tau atta-
chées en fonction du temps

L’équation (8.9) peut s’écrire sous la forme suivante :

dρ

pρ´ λ1q pρ´ λ2q
“ dt , (B.44)

où le 1er terme peut se décomposer comme suit :

dρ

pρ´ λ1q pρ´ λ2q
“

dρ

λ1 ´ λ2

„

1
ρ´ λ1

´
1

ρ´ λ2



. (B.45)

Ainsi, l’équation (B.44) devient :

dρ

„

1
ρ´ λ1

´
1

ρ´ λ2



“ pλ1 ´ λ2q dt . (B.46)
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On intègre l’équation (B.46) et on obtient :

ln
ˆ

ρ´ λ1

ρ´ λ2

˙

“ pλ1 ´ λ2q t`K , (B.47)

où K P R est une constante à déterminer. En prenant l’exponentielle de l’équation (B.47),
on a :

ˆ

ρ´ λ1

ρ´ λ2

˙

“ epλ1´λ2q t eK . (B.48)

En utilisant la condition initiale ρpt “ 0q “ 0, on obtient :
ˆ

ρ´ λ1

ρ´ λ2

˙

“
λ1

λ2
epλ1´λ2q t , (B.49)

et finalement la solution pour ρptq est donnée par :

ρptq “
λ1 λ2

“

1´ epλ1´λ2q t
‰

λ2 ´ λ1 epλ1´λ2q t
. (B.50)
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Annexe C

Annexe du chapitre 11

C.1 Affinité globale de la protéine Tau en fonction
du nombre de séquences répétées

La cinétique représentée sur la Figure 11.1b se traduit par le système du 1er ordre
suivant :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

9P0 “ ´konP0 ` qP1 ,

9Pi “ `konPi´1 ` qPi`1 ´ pk ` qqPi ; 1 ď i ď n´ 1 ,
9Pn “ ´qPn ` kPn´1 ,

(C.1)

où Pn représente la probabilité que la protéine Tau soit dans l’état n “ t0, 1, 2, 3, 4u à
l’instant t. À l’équilibre, nous avons 9P0 “ 9Pi “ 9Pn “ 0 et la probabilité Pn peut s’écrire
en fonction de P0 comme suit :

Pn “

ˆ

k

q

˙n´1 ˆ

kon

q

˙

P0 , n ě 1 . (C.2)

En utilisant la condition de normalisation,

n
ÿ

n“0
Pn “ 1 , (C.3)

on arrive à l’expression suivante pour la probabilité que Tau soit dans l’état ”0” :

P0 “

«

1`
n
ÿ

n“0

ˆ

k

q

˙n´1 ˆ

kon

q

˙

ff´1

. (C.4)

La cinétique représentée sur la Figure 11.1a se traduit par l’équation suivante pour P0 :

9P0 “ ´konP0 ` koff p1´ P0q , (C.5)

221



222 Annexe du chapitre 11

et à l’équilibre, on obtient une seconde expression pour P0 :

P0 “
1

1` kon

koff

. (C.6)

L’expression (11.1) pour koff est finalement obtenue en utilisant les équations (C.4) et
(C.6).

C.2 Dynamique d’attachement/détachement et de dif-
fusion des protéines Tau à la surface des micro-
tubules
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Dynamique d’attachement/détachement et de diffusion des
protéines Tau à la surface des microtubules

Jordan Hervy∗ and Dominique J.Bicout†

Institut Max Von Laue - Paul Langevin, Theory Group
38042 Grenoble

Résumé

Les Tauopathies telles que la maladie d’Alzheimer ou bien certains syndromes parkin-
soniens sont des pathologies toutes associées à un dysfonctionnement des protéines Tau à
correctement réguler le réseau des microtubules (MTs) dans les axones. Comprendre com-
ment et de quelle manière les Tau affectent la dynamique des microtubules représentent donc
un enjeu majeur dans la compréhension des Tauopathies. Dans ce travail, nous nous sommes
intéressés à l’interaction dynamique entre une protéine Tau et un microtubule en absence
de dynamique. Partant des observations expérimentales, nous avons construit un modèle dé-
crivant l’interaction Tau - MT comme un processus dynamique "on - off" au cours duquel
le Tau libre (état "off") peut être confiné (état "on") sur le MT sur lequel il se déplace
selon un processus de diffusion unidimensionnel, suivi soit d’attachement sur le MT ou d’un
détachement dans l’état "off". Un tel modèle est caractérisé par 5 paramètres qui peuvent
être extraits des expériences : la constante de vitesse de confinement kon sur le MT du Tau
libre, le coefficient de diffusion D de la diffusion unidimensionnelle du Tau confiné sur le
MT, la constante de vitesse d’attachement kb du Tau confiné en diffusion le long du MT, la
constante de vitesse de détachement kc du Tau, et la constante de vitesse d’échappement ou
de libération kf du Tau. Nous avons ainsi dérivé les expressions analytiques des principales
caractéristiques de l’interaction Tau - MT, à savoir : la distribution stationnaire et les dé-
placements moyens du Tau le long du MT, la probabilité et le temps de séjour de Tau sur le
MT.

Abstract

Tauopathies such as Alzheimer’s disease or Parkinson syndromes are examples of disorders
associated with a dysfunction of tau proteins to properly regulate the network of microtubules
(MTs) in axons. Understanding how and in what way Tau protein affect the microtubule
dynamics represent therefore a major challenge in understanding Tauopathies. In this work,
we were interested in the dynamical interaction between Tau protein and microtubule in
the absence of dynamic. Based on the experimental observations, we constructed a model
describing the interaction Tau - MT as a dynamical process "on - off" in which the free Tau
("off") may be confined ("on") on the MT which it moves along a one-dimensional diffusion
process and then followed by either an attachment on the MT or a detachment in the "off"
state. This model is characterized by 5 parameters that can be extracted from experiments
: kon the confinement rate on the MT for a free Tau, D the diffusion coefficient of the
one-dimensional diffusion for a Tau confined on the MT, kb the attachment rate for a Tau
confined along the MT, kc the detachment rate of Tau bound on the MT, and kf the escape
rate of a Tau protein. We have derived the analytical expressions of the main features of
the Tau interaction - MT, namely the stationary distribution and the means displacements
of Tau along the MT, probability and dwell time of Tau on the microtubule.

∗hervy@ill.fr
†bicout@ill.fr
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1 Introduction

La maladie d’Alzheimer, de nombreux syndromes parkinsoniens comme la dégénérescence cortico-
basale (DCB) ou la paralysie supranucléaire progressive (PSP), certaines démences fronto-temporales
(DFT) telles que la maladie de Pick et la maladie de Steinert sont des exemples de maladies neu-
rodégénératives appelées Tauopathies [3, 4]. Ces pathologies sont toutes associées à la présence
d’agrégats intracellulaires de protéines Tau dans le cerveau des patients. Les protéines Tau, phos-
phoprotéines principalement produites dans les neurones et en majorité dans les axones [5, 6, 7]
appartiennent à la famille des MAP (microtubule-associated proteins) qui jouent un rôle crucial
dans la régulation et la stabilisation du réseau de microtubules dans les neurones [8, 9, 10]. La
formation des agrégats de protéines Tau dans les Tauopathies résulte de l’hyperphosphorylation
des protéines Tau dans les axones. Cette hyperphosphorylation conduit à une diminution de
l’affinité des protéines Tau avec les microtubules entrainant ainsi une mauvaise régulation du
réseau de microtubules. Ce dysfonctionnement se traduit ensuite par une perte progressive de la
masse de microtubule et donc par un transport intra-neuronal qui n’est plus assuré conduisant
finalement à la mort du neurone [11].

Les microtubules sont des fibres creuses formées de 13 protofilaments constitués de dimères de
tubuline (α et β) agencés en forme hélicoïdale [12]. La dynamique des microtubules est caractéri-
sée par le mécanisme d’instabilité dynamique décrit pour la première fois en 1984 par Mitchison
et Kirschner [13]. En effet, les microtubules sont des structures très instables et dynamiques, ils se
polymérisent (élongation du MT par ajout/attachement de dimères de tubuline dans l’état GTP)
et dépolymérisent (rétrécissement du MT par détachement de dimères de tubuline dans l’état
GDP) en permanence. En l’absence de protéines telles que les Tau (présents dans les axones) ou
les MAP2 (présents dans les dendrites), les microtubules sont soumis au mécanisme d’instabilité
dynamique. Dans les axones, les microtubules peuvent atteindre des tailles de plusieurs centaines
de micromètres [14]. Ils jouent un rôle très important dans le transport intra-neuronal, servant
de rails pour acheminer les nutriments et neurotransmetteurs depuis leurs lieux de synthèse, le
noyau, jusqu’aux extrémités de l’axone et synapses. Ces différents mécanismes de transport sont
indispensables au bon fonctionnement du neurone.

Il a été mis en évidence expérimentalement que les Tau stabilisent la dynamique d’instabilité
des microtubules [8, 9, 10]. En s’attachant à la surface des MTs, les protéines Tau bloquent la
polymérisation et dépolymérisation des microtubules. C’est ainsi que dans les axones, la présence
des Tau rend possible le transport des nutriments le long des MTs. L’axone est constitué d’un
ensemble de microtubules organisés en réseau. Les protéines Tau stabilisent non seulement les
microtubules de manière individuelle mais organisent/structurent également le réseau de MTs
permettant ainsi aux vésicules/nutriments de circuler correctement d’un bout à l’autre de l’axone
et donc du neurone. Il existe cependant une plage optimale pour la dynamique des MTs au sein
de l’axone : à faible concentration de Tau (peu de Tau par MT), les microtubules ne sont pas
suffisamment régulés alors qu’à haute concentration de Tau, les microtubules sont trop stabilisés
(dynamiques complètement figées) ; dans ces deux cas limites, le transport intra - neuronal est
mal voire pas du tout assuré ce qui conduit à la mort neuronale [11]. Ainsi, comprendre comment
et de quelle manière les Tau affectent la dynamique des microtubules représente un enjeu majeur
dans le contexte général des Tauopathies.

Dans ce travail, nous nous focalisons sur la caractérisation de l’interaction Tau - MT. De
nombreuses expériences [1, 14, 15, 16] ont mis en évidence le caractère dynamique et de diffusion
de l’interaction Tau - MT. Interaction diffusive car le Tau est soumis à un processus de diffusion
le long du microtubule et dynamique car le Tau peut également s’attacher/s’immobiliser à la
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surface du microtubule puis s’en détacher et ainsi de suite [17, 18, 19]. Notre objectif est de
modéliser cette interaction diffusive et dynamique des Tau sur les microtubules.

Le document est organisé de la manière suivante : dans la Section 2, nous utilisons les dif-
férentes observations expérimentales pour formuler la base du modèle d’interaction Tau - MT
que nous traduirons ensuite en termes mathématiques. Dans la Section 3, les principales carac-
téristiques de l’interaction Tau - microtubule sont calculées à partir de ce modèle, à savoir : la
distribution stationnaire et les déplacements moyens du Tau le long du MT, la probabilité et le
temps de séjour de Tau sur le MT. Dans la Section 4, nous utilisons les résultats expérimentaux
issus des Refs.[14, 15, 22] pour extraire les valeurs numériques des paramètres du modèle. Enfin,
les principaux résultats de ce modèle sont discutés dans le contexte général des Tauopathies dans
la Section 5. Les détails des calculs sont rapportés dans les annexes en Section 6.

2 Modèle d’interaction Tau - Microtubule

2.1 Description du modèle

Pour construire le modèle de l’interaction entre une protéine Tau et un microtubule, nous nous
sommes appuyés sur les expériences de McVicker et al, (2014) [1], de Hinrichs et al, (2012) [15]
et de Konzack et al (2007) [16]. Dans ces expériences, des trajectoires de protéines Tau ont
pu être observées au microscope TIRF (total internal reflection fluorescence microscopy) dans
Refs. [1, 15] et au microscope FRAP (fluorescence recovery after photobleaching) dans Ref. [16].
Il a été mis en évidence que lorsque les Tau étaient suffisamment proches d’un microtubule, ils
pouvaient se déplacer le long du microtubule selon un processus de diffusion unidimensionnel ; lors
de cette diffusion, les Tau pouvaient soit s’immobiliser sur le MT pendant un certain temps soit
s’échapper du MT et diffuser dans le cytosol dans les 3 directions spatiales [14]. Du point de vue
de l’interaction Tau - MT, il apparaît donc que le Tau puisse se déplacer le long du microtubule,
puis venir de temps en temps s’attacher à la surface du microtubule [17, 18, 19] avant de rediffuser
le long du MT. La première étape de la construction du modèle est de considérer 3 états dans
lesquels le Tau peut se trouver :

• État libre "F" (Free) : Le Tau n’interagit pas avec le MT, il diffuse librement dans la
solution (cytosol)

• État confiné "C" (Confined) : Le Tau interagit avec le MT et se trouve confiné à la
surface du MT le long d’un protofilament. Dans cet état, les mouvements du Tau le long
du protofilament peuvent être décrits par un processus de diffusion unidimensionnel.

• État attaché "B" (Bound) : En plus d’être confiné, le Tau peut se lier solidement aux
tubulines du MT devenant ainsi attaché et immobile à la surface du MT

L’interaction dynamique Tau - MT peut donc être décrite par un système à 3 états avec des
transitions entre ces états. Le Tau peut transiter d’un état à l’autre : les 4 transitions possibles
sont chacune caractérisées par une constante de vitesse. Nous avons donc 4 paramètres associés
à la cinétique de transition entre les 3 états "F", "C" et "B". Le 5ème et dernier paramètre du
modèle est le coefficient de diffusion D caractérisant la diffusion unidimensionnelle du Tau dans
l’état confiné "C". La dynamique du Tau sur le MT peut également se comprendre en terme
de potentiel d’interaction Tau - MT que nous avons schématisé sur la figure 1(c). Lorsque le
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Tau est loin du MT, il n’interagit pas avec le MT, le potentiel d’interaction est donc nul (état
libre "F"). Le Tau peut ensuite se rapprocher du MT et arriver dans la zone de confinement. Ce
confinement correspond à la phase de diffusion du Tau le long du MT (état "C"). Une fois dans
cette zone, le Tau peut soit s’éloigner du MT et finir par s’échapper, soit franchir la barrière de
potentiel et venir s’immobiliser sur le MT (état "B"). Sur la figure 1(d), nous avons également
schématisé le comportement typique d’un Tau sur le MT. Le Tau libre entre dans la zone de
confinement représentée par le cylindre en pointillé, il diffuse ensuite le long du microtubule puis
vient s’attacher à la surface de celui-ci, il reste statique un certain temps avant de recommencer
à diffuser puis éventuellement s’échapper du MT.

(a) (b)

Figure 1 : (c) Schéma du Potentiel d’interaction V (r) d’une protéine Tau avec un microtubule
avec r la distance de la protéine au microtubule. (d) Schéma illustrant la dynamique d’un Tau
sur le microtubule.

2.2 Formulation mathématique

Dans ce modèle, nous négligeons la structure hélicoïdale du microtubule en 13 protofilaments
et on considère la protéine Tau comme une particule ponctuelle. On suppose que les protofila-
ments sont indépendants entre eux, c’est à dire que l’on peut restreindre le MT à un unique
protofilament. De plus, on ne prend pas en compte le mécanisme d’instabilité dynamique : le
protofilament est dépourvu de dynamique et est de longueur L qui reste fixe avec le temps. Ex-
périmentalement cette situation où la dynamique du microtubule est figée peut être obtenue par
ajout d’une molécule (Taxol) dans la solution, c’est le cas par exemple dans les expériences de
Hinrichs [15]. En ce qui concerne les Tau, on considère que nous avons une solution suffisamment
diluée de telle manière que l’on peut négliger les interactions entre protéines Tau sur le MT.
Les protéines Tau peuvent ainsi être étudiées de manière indépendante. De plus, il a été montré
récemment [2] que les protéines Tau se lient aux microtubules uniquement entre les dimères de
tubuline. Pour un protofilament donné, nous avons donc N sites d’attachement possibles pour le
Tau sur le protofilament de longueur L = N a avec a = 8 nm, la taille d’un dimère.

Considérons donc l’interaction d’un seul Tau avec un MT (protofilament) de longueur L
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(Figure 2a). Notons par F (t), C(t) et B(t), les probabilités respectives de trouver le Tau dans
l’état "F", "C" et "B" à l’instant t. Dans ce modèle, le Tau ne peut occuper qu’un état à la fois
et la conservation des probabilités impose la condition suivante :

F (t) + C(t) +B(t) = 1 ; ∀t (1)

Nous définissons également les densités de probabilités Pc(n, t|n0) et Pb(n, t|n0) que le Tau soit
respectivement dans l’état "C" et "B" au n ème site d’attachement du MT, à l’instant t sachant
que le Tau était initialement au site n0 sur le MT à l’instant 0. Les probabilités C(t) et B(t)
s’obtiennent en moyennant sur les positions initiales n0 et en sommant sur les sites d’attachements
n les densités de probabilité Pc(n, t|n0) et Pb(n, t|n0) comme suit :





C(t) =
1

N

∑N
n0=0

∑N
n=0 Pc(n, t|n0)

B(t) =
1

N

∑N
n0=0

∑N
n=0 Pb(n, t|n0)

(2)

Le tau peut ensuite transiter entre les états "F", "C" et "B". La cinétique de transition entre
ces 3 états est donnée sur la figure 2(b). Le passage entre les différents états est régulé par 4
constantes de vitesses : kon, kf , kb et kc ; kon est la constante de vitesse de confinement sur le MT,
kb la constante de vitesse d’attachement sur le MT, kc la constante de vitesse de détachement
du Tau sur le MT, et kf la constante de vitesse de d’échappement kf du Tau. Nous traduisons

(a) (b)

Figure 2 : (a) Protofilament de longueur L constitué N sites d’attachement possibles entre 2
dimères pour une protéine Tau. Le Tau est soit en diffusion libre (état F), soit confiné le long
du protofilament (état C) ou soit directement attaché sur un site (état B). Le Tau peut transiter
entre ces 3 états avec les constantes de vitesse kon, kf , kb et kc. ω+ et ω− représentent les
probabilités par unité de temps qu’un Tau passe au prochain site d’attachement vers l’extrémité
+ ou - respectivement du protofilament. (b) Sur la partie supérieure : Cinétique entre les 3
états de Tau avec les 4 constantes de vitesses de transition entre chaque état : kon, kf , kb et kc.
Sur la partie inférieure : Cinétique pour les 2 états effectifs "on" et "off" : pour un Tau dans
l’état "on", on considère qu’il est sur le MT, c’est à dire soit dans l’état "C" ou "B" ; l’état
"off" correspond au même état libre "F". La cinétique effective "on-off" est caractérisée par 2
constantes de vitesses : kon pour l’attachement sur le MT et koff pour le détachement.

la cinétique à 3 états par un système de 3 équations aux différences finies couplées pour la pro-
babilité F (t) et les densités de probabilité Pc(n, t|n0) et Pb(n, t|n0). En incluant l’équation de
diffusion à une dimension pour le Tau dans l’état "C", le système d’équations du modèle s’écrit :
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dF (t)

dt
= −kon(n)F (t) + kf

∑N
n=0 Pc(n, t|n0) + ω− Pc(0, t|n0) + ω+ Pc(N, t|n0) ; 0 6 n 6 N

∂Pc(n, t|n0)
∂t

= −[ω+ + ω−]Pc(n, t|n0) + ω+ Pc(n− 1, t|n0) + ω− Pc(n+ 1, t|n0)− [kf + kb(n)]Pc(n, t|n0)
+kon(n) g(n)F (t) + kc(n)Pb(n, t|n0) ; 1 6 n 6 N − 1

∂Pc(0, t|n0)
∂t

= −[ω+ + ω−]Pc(0, t|n0) + ω− Pc(1, t|n0)− [kf + kb(0)]Pc(0, t|n0)
+kon(0) g(0)F (t) + kc(0)Pb(0, t|n0) ; n = 0

∂Pc(N, t|n0)
∂t

= −[ω+ + ω−]Pc(N, t|n0) + ω+ Pc(N − 1, t|n0)− [kf + kb(N)]Pc(N, t|n0)
+kon(N) g(N)F (t) + kc(N)Pb(N, t|n0) ; n = N

∂Pb(n, t|n0)
∂t

= kb(n)Pc(n, t|n0)− kc(n)Pb(n, t|n0) ; 0 6 n 6 N

(3)

où le terme ω− Pc(0, t|n0) +ω+ Pc(n, t|n0) représente le flux total de Tau sortant aux extrémités
du MT par le premier site n = 0 et le dernier n = N . ω+ et ω− représentent les probabilités que
le Tau passe au site d’attachement suivant dans la direction + et − respectivement. Le terme
g(n) correspond à la densité de probabilité qu’un Tau libre commence son confinement sur le
MT au site n.

Nous considérons maintenant la limite continue de ce système avec x la position de la protéine
Tau le long du microtubule. Dans ce cas, le système (3) se traduit par :




dF (t)

dt
= −kon F (t) + kf

∫ L
0 dxPc(x, t|x0) + J(x = L, t)− J(x = 0, t)

∂Pc(x, t|x0)
∂t

= D
∂2Pc(x, t|x0)

∂x2
− V ∂Pc(x, t|x0)

∂x
− [kf + kb]Pc(x, t|x0) + kon g(x)F (t) + kc Pb(x, t|x0)

∂Pb(x, t|x0)
∂t

= kb Pc(x, t|x0)− kc Pb(x, t|x0) ; 0 6 x 6 L

(4)

Avec D le coefficient de diffusion donné par :

D =

(
ω+ + ω−

2

)
a2 (5)

et V , la vitesse de dérive :
V = (ω+ − ω−) a (6)

Le terme J(x = L, t)− J(x = 0, t) représente le flux total de Tau sortant aux extrémités du MT
en x = 0 et x = L avec J(x, t) donné par :

J(x, t|x0) = −D ∂Pc(x, t|x0)
∂x

+ V Pc(x, t|x0) (7)
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Le terme g(x) est l’équivalent continu de g(n) et correspond à la densité de probabilité qu’un
Tau libre commence son confinement sur le MT à la position x et tel que :

∫ L

0
g(x) dx = 1 (8)

En absence d’indications contraires, nous supposerons dans la suite que cette densité est uniforme,
c’est à dire que le Tau peut commencer son confinement sur n’importe quelle position x le long
du MT, i.e.,

g(x) =
1

L
(9)

Au système d’équations 4 sont associées les conditions initiales générales suivantes :




F (t = 0) = a

Pc(x, t = 0|x0) = b δ(x− x0)

Pb(x, t = 0|x0) = (1− a− b) δ(x− x0)

(10)

En plus des conditions initiales, nous considérons que le Tau dans l’état confiné et atteignant
les extrémités du MT s’en échappe. Cela se traduit par des conditions aux bords absorbantes
uniquement pour Pc(x, t|x0) :

Pc(x, t|x0) = 0 en x = 0 et x = L (11)

Dans le cas continu, les équations (2) deviennent simplement :




C(t) =
1

L

∫ L
0 dx0

∫ L
0 dxPc(x, t|x0)

B(t) =
1

L

∫ L
0 dx0

∫ L
0 dxPb(x, t|x0)

(12)

3 Caractéristiques de l’interaction Tau - microtubule

3.1 Distribution des protéines Tau à l’équilibre

Dans cette partie, on s’intéresse aux caractéristiques de l’interaction Tau - MT à l’équilibre :
Peq(x) la distribution du Tau le long du MT et les déplacements moyens 〈x〉eq,

〈
x2
〉
eq

du Tau sur
le MT. Ce faisant, nous dériverons aussi l’expression de la constante de vitesse de détachement
koff .

3.1.1 Probabilités Peq(x) et Feq

L’équilibre est caractérisé par :

dFeq(t)

dt
=
∂Pc,eq
∂t

=
∂Pb,eq
∂t

= 0 (13)

Il n’y a donc plus de dépendance temporelle ni de dépendance sur la position initiale x0. En
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effet, les conditions (10) pour x0 portent sur le temps. Ainsi, Feq est désormais une constante
et les densités Pc,eq, Pb,eq ne dépendent plus que de la position x le long du MT. Le système
d’équations (4) se met alors sous la forme suivante :





−kon Feq + kf
∫ L
0 Pc,eq(x) dx+ J(L)− J(0) = 0

D
d2Pc,eq(x)

dx2
− V dPc,eq(x)

dx
− [kf + kb]Pc,eq(x) +

kon Feq
L

+ kc Pb,eq(x) = 0

kb Pc,eq(x)− kc Pb,eq(x) = 0

(14)

En sommant les 2 dernières équations du système (14), on obtient une équation pour Pc,eq(x) :

D
d2Pc,eq(x)

dx2
− V dPc,eq(x)

dx
− kf Pc,eq(x) +

kon Feq
L

= 0 (15)

La solution générale de (15) se met sous la forme suivante :

Pc,eq(x) = Pc,eq(x)h +K (16)

Avec Pc,eq(x)h, la solution homogène qui satisfait :

D
d2Pc,eq(x)h

dx2
− V dPc,eq(x)

dx
− kf Pc,eq(x)h = 0 (17)

K est une constante que l’on détermine en injectant (16) dans (15) :

K =
kon
kf

Feq
L

(18)

On cherche Pc,eq(x)h sous la forme exponentielle ∝ eλx. Avec (17), on obtient :

Dλ2 − V λ− kf = 0 (19)

L’équation (19) admet 2 solutions λ1 et λ2 données par :




λ1 =
V +

√
V 2 + 4 kf D

2D
=
u+ z

L

λ2 =
V −

√
V 2 + 4 kf D

2D
=
u− z
L

(20)

Avec u et z donnés par : 



u =
V L

2D

z =
√
u2 + z20 ; z0 =

√
kf
D
L

(21)

Pc,eq(x) est donc donnée par :

Pc,eq(x) = a1 e
λ1 x + b1 e

λ2 x +
kon
kf

Feq
L

(22)
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Nous utilisons maintenant les conditions aux bords (11) et nous obtenons :




a1 + b1 +
kon
kf

Feq
L

= 0

a1 e
λ1 L + b1 e

λ2 L +
kon
kf

Feq
L

= 0

(23)

En résolvant le système précédent, on trouve que a1 est donné par :

a1 =
kon
kf

Feq
L

[
e−z − e−u

2 sh(z)

]
(24)

Finalement, en posant x′ = x/L nous avons :

Pc,eq(x
′, u, z) =

kon
kf

Feq
L

[
e−z − e−u
sh(z)

]
sh(z x′) eux

′
+
kon
kf

Feq
L

[
1− e(u−z)x′

]
(25)

La distribution est paramétrée par u et z0. On peut réécrire Pc,eq(x′, u, z0) sous la forme suivante :

Pc,eq(x
′, u, z0) =

kon
kf

Feq
L

[
sh(z)− e−u (1−x′) sh(z x′)− eux′ sh(z (1− x′))

sh(z)

]
; z =

√
u2 + z20

(26)

D’après (14), Pc,eq(x′, u, z0) et Pb,eq(x′, u, z0) sont liées par :

kb Pc,eq(x
′, u, z0) = kc Pb,eq(x

′, u, z0) (27)

La distribution stationnaire Peq(x′, u, z0) du Tau le long du MT est donnée par Peq(x, u, z′0) =
Pc,eq(x

′, u, z0) + Pb,eq(x
′, u, z0). Nous avons donc :

Peq(x
′, u, z0) =

kon
kf

Feq
L

(
1 +

kb
kc

) [
sh(z)− e−u (1−x′) sh(z x′)− eux′ sh(z (1− x′))

sh(z)

]
; z =

√
u2 + z20

(28)

Pour u = 0, c’est à dire sans dérive (V = 0), nous avons :

Pc,eq(x
′, 0, z0) =

kon
kf

Feq
L

[
sh(z0)− sh(z0 x

′)− sh(z0 (1− x′))
sh(z0)

]
; z0 =

√
kf
D
L (29)

Nous avons Peq(x′, 0, z0) = Peq(1 − x′, 0, z0) : la diffusion de la protéine Tau est symétrique le
long du microtubule. Dans le cas général u 6= 0 (28), la relation Peq(x′, u, z0) = Peq(1− x′, u, z0)
n’est plus vérifiée : la diffusion n’est plus symétrique. En revanche, la distribution stationnaire
respecte bien la relation Peq(x′, u, z0) = Peq(1− x′,−u, z0).

La probabilité Feq intervient dans l’expression de Peq(x′, u, z0), pour la déterminer on utilise
la condition (1) qui se traduit à l’équilibre par, Feq +Ceq +Beq = 1. En se servant de (12), nous
obtenons :




Ceq =
∫ L
0 dxPc,eq(x, u, z0) = L

∫ 1
0 dx′ Pc,eq(x′, u, z0)

Beq =
∫ L
0 dxPb,eq(x, u, z0) = L

∫ 1
0 dx′ Pb,eq(x′, u, z0)

⇒ Ceq+Beq = L

∫ 1

0
dx′ Peq(x′, u, z0)

(30)
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Après intégration de (28), on aboutit finalement à :

Ceq +Beq =
kon
kf

Feq

(
1 +

kb
kc

)
Q(u, z0) (31)

où Q(u, z0) est définie par :

Q(u, z0) =

∫ 1

0
dx′

{
sh(z)− e−u (1−x′) sh(z x′)− eux′ sh(z (1− x′))

sh(z)

}
(32)

= 1− 2 z

sh(z)

[
ch(u)− ch(z)

u2 − z2
]

; z =
√
u2 + z20 ; z0 =

√
kf
D
L ; u =

V L

2D
(33)

On montre que Q(u, z0) = Q(−u, z0). Dans le cas particulier u = 0, nous avons :

Q(0, z0) = 1 +
2 (1− ch(z0))

z0 sh(z0)
; z0 =

√
kf
D
L (34)

Sur la figure 3, nous avons représenté la fonction Q(u, z0) qui interviendra régulièrement dans les
expressions pour les caractéristiques de l’interaction Tau - MT. Pour z0 →∞, on a Q(u, z0)→ 1
et pour z0 → 0, nous avons Q(u, z0)→ 0.

 0
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 0.3
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 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  10  20  30  40  50  60

Q
(u

,z
0
)

z0

u=0
u=10

u=100

Figure 3 : Fonction Q(u, z0) donnée par (33)

En utilisant finalement (31) et Feq + Ceq +Beq = 1, on obtient la probabilité Feq :

Feq =
1

1 +
kon
kf

(
1 +

kb
kc

)
Q(u, z0)

(35)

En utilisant le fait que Ceq + Beq = 1 − Feq dans l’Eq.(31), nous obtenons la distribution sta-
tionnaire Peq(x′, u, z0) :

Peq(x
′, u, z0) =

(1− Feq)
Q(u, z0)L

[
sh(z)− e−u (1−x′) sh(z x′)− eux′ sh(z (1− x′))

sh(z)

]
; z =

√
u2 + z20 ; 0 6 x′ 6 1

(36)
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Sur la figure 6, nous avons représenté la distribution stationnaire Peq(x′, u, z0) pour z0 = 1 et
z0 = 10 avec u = −10, 0 et 10.
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(a)
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(b)

Figure 4 : Distribution stationnaire Peq(x′) pour z0 = 1 (a) et z0 = 10 (b) avec u = −10, 0 et
10.

3.1.2 Dérivation de koff

Nous pouvons également voir l’interaction Tau - MT comme un processus dynamique "on - off".
Lorsque le Tau est dans l’état "on", on considère qu’il est sur le MT c’est à dire soit dans l’état
"C" ou soit dans l’état "B". L’état "off" correspond toujours à l’état libre "F", c’est à dire lorsque
le Tau n’est pas sur le MT. Sur la figure 2(b), en dessous de la cinétique à 3 états, nous avons
schématisé la cinétique entre les 2 états "on" et "off" qui est caractérisée par 2 paramètres : la
constante de vitesse d’attachement kon du Tau sur le MT et la constante de vitesse effective de
détachement koff . Dans un tel système effectif à deux états, "on-off" (voir figure 2(b)), on peut
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montrer que Feq est donnée par :

Feq =
1

1 +
kon
koff

(37)

En utilisant l’expression de Feq dans l’Eq.(35) pour le système à 3 états, on en déduit l’expression
de la constante de vitesse effective de détachement koff ,

koff =
kf(

1 +
kb
kc

)
Q(u, z0)

(38)

3.1.3 Déplacements moyens

Pour calculer le déplacement moyen à l’équilibre 〈x〉eq d’un Tau sur le MT, on part de l’expres-
sion (36) pour Peq(x′, u, z0) et avec toujours le même changement de variable x′ → x/L, nous
obtenons :

〈x〉eq =

∫ L

0
xPeq(x, u, z0) dx = L2

∫ 1

0
x′ Peq(x′, u, z0) dx′ (39)

En utilisant l’expression (36) pour Peq(x′, u, z0), nous obtenons :

〈x〉eq = L2

∫ 1

0
x′ Peq(x′, u, z0) dx′ (40)

=
L (1− Feq)
Q(u, z0) sh(z)

∫ 1

0
dx′
{
x′ sh(z)− x′ e−u (1−x′) sh(z x′)− x′ eux′ sh(z (1− x′))

}
(41)

=
L (1− Feq)
Q(u, z0)

[
1

2 (u2 − z2)
[
(u− z)u2 + 2u z2 (1− u) + z4 − 2 z

(
z2 + (4− u)

)
coth(z)

]
+

e−u

2 sh(z) (u2 − z2)
[
4u z + 2 z e2u

[
z2 + (2− u)u

]]]

Pour u = 0, le déplacement moyen est simplement donné par :

〈x〉eq =
L (1− Feq)

2
(42)

Pour le déplacement carré moyen
〈
x2
〉
eq
, on a :

〈
x2
〉
eq

=

∫ L

0
x2 Peq(x, u, z0) dx = L3

∫ 1

0
x′2 Peq(x′, u, z0) dx′ (43)
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Avec (36), nous avons :

〈
x2
〉
eq

= L3

∫ 1

0
x′ Peq(x′, u, z0) dx′ (44)

=
L2 (1− Feq)
Q(u, z0) sh(z)

∫ 1

0
dx′
{
x′2 sh(z)− x′2 e−u (1−x′) sh(z x′)− x′2 eux′ sh(z (1− x′))

}

(45)

=
L (1− Feq)
Q(u, z0)

[
1

3
− 2 z (3u2 + z2) e−u

(u2 − z2)3 sh(z)
+

2 (u3 + 3u z2 + z (3u2 + z2) coth(z))

(u2 − z2)3
+

+
2u z2 (u2 − 3)− u3 (2 + (u− 2)u))− (2 + u) z4 + z (u2 (6 + u (u− 4))− 2 z2 (u (u− 2)− 1) + z4) coth(z))

(u2 − z2)3

+
eu z (u2 (6 + u (u− 4))− 2 z2(u (u− 2)) + z4)

(u2 − z2)3 sh(z)

]

3.2 Dynamique d’une protéine Tau sur le MT

On s’intéresse maintenant à la dynamique d’un Tau sur le microtubule. Pour cela nous allons
calculer la probabilité de séjour S(t) qu’un Tau initialement sur le MT (état "on") y soit encore
à l’instant t. À partir de S(t), on déterminera ensuite le temps de séjour ts du Tau sur le
microtubule. Et enfin, on s’intéressera au déplacement carré moyen ∆2 le long du MT.

3.2.1 Probabilité de séjour S(t)

On considère un Tau initialement sur le MT à la position x0 avec la probabilité c0 d’être dans
l’état "C" et la probabilité 1 − c0 d’être dans l’état "B". Nous sommes donc dans la situation
suivante :

F DGGG

kf

C
kb

GGGGGBFGGGGG

kc
B (46)

Avec les conditions initiales pour Pc(x, t|x0) et Pb(x, t|x0) qui sont données par :
{
Pc(x, t = 0|x0) = c0 δ(x− x0)
Pb(x, t = 0|x0) = (1− c0) δ(x− x0)

(47)

La probabilité de séjour S(t) est donnée par la relation,

S(t) = C(t) +B(t) = gin(x0)

∫ L

0
dx0

∫ L

0
dxP (x, t|x0) (48)

Avec :
P (x, t|x0) = Pc(x, t|x0) + Pb(x, t|x0) (49)

et

gin(x0) =
2u e2ux0/L

L (e2u − 1)
; u =

V L

2D
(50)

tel que : ∫ L

0
dx0 gin(x0) = 1 (51)
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On considère ici la dynamique du Tau sur le MT, nous avons donc kon = 0. Dans ce cas, le
système (3) se met sous la forme suivante :




∂Pc(x, t|x0)
∂t

= D
∂2Pc(x, t|x0)

∂x2
− V ∂Pc(x, t|x0)

∂x
− [kf + kb]Pc(x, t|x0) + kc Pb(x, t|x0)

∂Pb(x, t|x0)
∂t

= −kc Pb(x, t|x0) + kb Pc(x, t|x0)
(52)

On introduit g(x, t|x0) et h(x, t|x0) :




Pc(x, t|x0) = eαx g(x, t|x0)

Pb(x, t|x0) = eαx h(x, t|x0)
(53)

Avec α une constante qui reste à determiner. On injecte maintenant (53) dans (52) et nous
obtenons le système suivant :




∂g(x, t|x0)
∂t

=
(
Dα2 − V α

)
g(x, t|x0) + (2Dα− V )

∂g(x, t|x0)
∂x

+D
∂2g(x, t|x0)

∂x2

−[kf + kb] g(x, t|x0) + kc h(x, t|x0)

∂h(x, t|x0)
∂t

= −kc h(x, t|x0) + kb g(x, t|x0)

(54)

On choisit α de manière à s’affranchir du terme en dérivée première selon x. Ainsi nous avons :

2Dα− V = 0 ⇒ α =
V

2D
=
u

L
(55)

Le système pour g(x, t|x0) et h(x, t|x0) devient donc :




∂g(x, t|x0)
∂t

= −Dα2 g(x, t|x0) +D
∂2g(x, t|x0)

∂x2
− [kf + kb] g(x, t|x0) + kc h(x, t|x0) ; α =

V

2D

∂h(x, t|x0)
∂t

= −kc h(x, t|x0) + kb g(x, t|x0)
(56)

On cherche maintenant g(x, t|x0) et h(x, t|x0) sous la forme suivante :




g(x, t|x0) =
∑∞

n=1An(t|x0) Φn(x)

h(x, t|x0) =
∑∞

n=1Bn(t|x0) Φn(x)

(57)

Où les fonctions Φn(x) vérifient :

D
d2Φn(x)

dx2
−Dα2 Φn(x) = κΦn(x) (58)

On cherche Φn(x) sous forme exponentielle er x. On obtient l’équation caractéristique suivante :

D r2 =
(
κ+Dα2

)
(59)

dont la solution est donnée par :

r = ± r′ ; r′ =

√
κ+Dα2

D
(60)
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Nous avons donc :
Φn(x) = Aer

′ x +B e−r
′ x (61)

Les conditions aux bords Φn(x = L) = Φn(x = 0) = 0 donnent :




A+B = 0

Aer
′ L +B er−

′ L = 0

⇒





A = −B

A
(
er
′ L − e−r′ L

)
= 0

(62)

La seconde équation donne :

A
(
er
′ L − e−r′ L

)
= 2Ash(r′ L) = 0 ⇒ sh(r′ L) = 0 ⇒ r′ L = i n π avec n ∈ N

(63)

Nous pouvons ainsi déterminer κ :

−n2 π2
L2

=
κ+Dα2

D
⇒ κn = −

(
V 2

4D
+Dkn

2

)
; kn =

nπ

L
avec n ∈ N (64)

et Φn(x) :
Φn(x) = 2Ash(i kn x) = 2 i A sin(kn x) (65)

On définit Λ et u comme : 



Λ = 2 i A

u =
V L

2D

(66)

Ainsi avec le changement de variable x′ = x/L, nous avons Φn(x′, u) qui est donnée par :

Φn(x′, u) = Λ sin(nπ x′) (67)

On détermine Λ à l’aide de la condition de normalisation :

Λ2

∫ L

0
Φn(x, u)2 dx = Λ2 L

∫ 1

0
Φn(x′, u)

2
dx′ = 1 (68)

Nous obtenons :

Λ =

√
2

L
(69)

Φn(x′, u) est maintenant complètement déterminée :

Φn(x′, u) =
√

2Leux
′
sin(nπ x′) (70)

Les conditions (47) se traduisent par :
{
An(t|x0) = c0 e

−ux′0 Φn(x0)

Bn(t|x0) = (1− c0) e−ux′0 Φn(x0)
; x′0 = x0/L (71)

En injectant (57) dans (52) et en utilisant (58), on arrive au système matriciel suivant :

d

dt

(
An(t|x0)
Bn(t|x0)

)
= M

(
An(t|x0)
Bn(t|x0)

)
avec M =

(
− (kf + kb − κn) kc

kb −kc

)
(72)
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La solution générale de (72) s’écrit :
(
An(t|x0)
Bn(t|x0)

)
=

(
a1
b1

)
eλ1 t +

(
a2
b2

)
eλ2 t (73)

λ1 et λ2 sont les valeurs propres de la matrice M et sont données par :





λ1,n =
− (ω − κn) + Ωn

2

λ2,n =
− (ω − κn)− Ωn

2

;





Ωn =
√

(ω − κn)2 − 4kc (kf − κn)

ω = kf + kb + kc

(74)

Pour déterminer les coefficients a1, a2, b1 et b2. On utilise (73) en t = 0 et avec les conditions
(71), on obtient : {

a1 + a2 = c0 e
−ux′0 Φn(x0)

b1 + b2 = (1− c0) e−ux′0 Φn(x0)
(75)

Il nous faut 2 relations supplémentaires pour pouvoir résoudre le système. On prend le système
(72) en t = 0 pour obtenir 2 conditions sur les dérivées de An(t|x0) et Bn(t|x0). Puis en dérivant
(73), on obtient :

{
λ1,n a1 + λ2,n a2 = [ kc(1− c0)− (kf + kb − κn) c0 ] e−ux

′
0 Φn(x0)

λ1,n b1 + λ2,n b2 = [ kb c0 − kc (1− c0) ] e−ux
′
0 Φn(x0)

(76)

Les coefficients a1 et a2 sont alors donnés par :




a1 = α1,n e
−ux′0 Φn(x0)

a2 = α2,n e
−ux′0 Φn(x0)

;





α1,n =
1

Ωn

[
kc −

c0
2

(ω − κn − Ωn)
]

α2,n =
1

Ωn

[
kb c0 +

(1− c0)
2

(Ωn − κn + kf + kb − kc)
]

(77)

An(t|x0) et Bn(t|x0) alors sont donnés par :





An(t|x0) = Φn(x0) e
−ux′0

[
α1,n e

λ1,n t + (c0 − α1,n) eλ2,n t
]

Bn(t|x0) = Φn(x0) e
−ux′0

[
α2,n e

λ1,n t + ((1− c0)− α2,n) eλ2,n t
] (78)

Et donc finalement, avec x′ = x/L et x0′ = x0/L, nous avons pour g(x′, t|x0) et h(x′, t|x0) :




g(x′, t|x0) =
2

L

∑∞
n=1 e

−ux0′ sin(nπ x0
′) sin(nπ x′)

[
α1,n e

λ1,n t + (c0 − α1,n) eλ2,n t
]

h(x′, t|x0) =
2

L

∑∞
n=1 e

−ux0′ sin(nπ x0
′) sin(nπ x′)

[
α2,n e

λ1,n t + ((1− c0)− α2,n) eλ2,n t
]

(79)
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Ainsi nous obtenons les expressions pour les densités Pc(x′, t|x0) et Pb(x′, t|x0) :




Pc(x
′, t|x0) =

2

L

∑∞
n=1 e

u (x′−x0′) sin(nπ x0
′) sin(nπ x′)

[
α1,n e

λ1,n t + (c0 − α1,n) eλ2,n t
]

Pb(x
′, t|x0) =

2

L

∑∞
n=1 e

u (x′−x0′) sin(nπ x0
′) sin(nπ x′)

[
α2,n e

λ1,n t + ((1− c0)− α2,n) eλ2,n t
]

(80)

Pour calculer la probabilité S(t), nous partons de la relation (48) et avec (80), on montre que :

Pb(x
′, t|x0) + Pc(x

′, t|x0) =
2

L

∞∑

n=1

eu (x
′−x0′) sin(nπ x0

′) sin(nπ x′) gn(t) (81)

Où nous avons défini gn(t), la fonction contenant toute la dépendance temporelle, comme :

gn(t) = (α1,n + α2,n)
(
eλ1,n t − eλ2,n t

)
+ eλ2,n t (82)

Et donc la probabilité de séjour s’écrit :

S(t) = 2Lgin(x0)
∞∑

n=1

gn(t)

∫ 1

0
dx0

′ e−ux0
′
sin(nπ x0

′)
∫ 1

0
dx′ eux

′
sin(nπ x′) (83)

=
4u

e2u − 1

∞∑

n=1

gn(t)

∫ 1

0
dx0

′ eux0
′
sin(nπ x0

′)
∫ 1

0
dx′ eux

′
sin(nπ x′) (84)

Nous avons :
∫ 1

0
dx′ eux

′
sin(nπ x′) = −nπ

u

∫ 1

0
dx′ eux

′
cos(nπ x′) (85)

= −nπ
u

[
eu (−1)n − 1

u
+
nπ

u

∫ 1

0
dx′ eux

′
sin(nπ x′)

]
(86)

Et donc, on a :
(

1 +
nπ

u

2
) ∫ 1

0
dx′ eux

′
sin(nπ x′) =

nπ

u2
(1− eu (−1)n) (87)

Et finalement, l’intégrale est donnée par :
∫ 1

0
dx0

′ eux0
′
sin(nπ x0

′) =

∫ 1

0
dx′ eux

′
sin(nπ x′) =

n

π

[
1− eu (−1)n

n2 + (u/π)2

]
(88)

Nous avons donc pour la probabilité de séjour S(t, u) :

S(t) =
4u

π2 (e2u − 1)

∞∑

n=1

gn(t)
n2 (1− eu (−1)n)2

(n2 + (u/π)2)2
(89)

Pour u = 0, nous avons :

S(t, 0) =
4

π2

∞∑

n=1

gn(t)
(1− (−1)n)

n2
(90)

Initialement, le Tau est sur le MT, nous devons donc avoir S(t = 0, u) = 1 ∀u :

S(t = 0, u) =
4u

π2 (e2u − 1)

∞∑

n=1

n2 (1− eu (−1)n)2

(n2 + (u/π)2)2
(91)

=
(
1 + e2u

) ∞∑

n=1

n2

(n2 + a2)2
− 2 eu

∞∑

n=1

n2 (−1)n

(n2 + a2)2
; a = u/π (92)
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On utilise : ∞∑

n=1

n2

(n2 + a2)2
=

π

4 a

(
ch(a π)

sh(a π)
− a π

sh(a π)2

)
(93)

et ∞∑

n=1

n2 (−1)n

(n2 + a2)2
=

π

4 a sh(a π)

(
1− a π ch(a π)

sh(a π)

)
(94)

Ainsi, nous avons :

S(t = 0, u) =
4u

π2 (e2u − 1)
× π2

4u

[
(1 + e2u)

{
ch(u) sh(u)− u

sh(u)2

}
− 2 eu

{
sh(u)− u ch(u)

sh(u)2

}]

(95)

=
1

(e2u − 1) sh(u)2
[
(1 + eu) ch(u) sh(u)− 2 eu sh(u) + u

{
2 eu ch(u)− (1 + e2u)

}]

(96)

=
1

(e2u − 1) sh(u)2
[(1 + eu) ch(u) sh(u)− 2 eu sh(u)] (97)

=
1

(e2u − 1)

[
(1 + e2u) ch(u)− 2 eu

]
(98)

=
1

(e2u − 1)
× (e2u − 1) (99)

= 1 (100)

3.2.2 Temps de séjour sur le microtubule

Le temps de séjour ts représente le temps moyen qu’une protéine Tau passe sur le microtubule
et s’obtient en intégrant S(t) :

ts =

∫ ∞

0
S(t) dt =

4u

π2 (e2u − 1)

∞∑

n=1

n2 (1− eu (−1)n)2

(n2 + a2)2

∫ ∞

0
gn(t) dt (101)

Les valeurs propres λ1,n et λ2,n étant toujours négatives, nous avons :

ts = − 4u

π2 (e2u − 1)

∞∑

n=1

n2 (1− eu (−1)n)2

(n2 + a2)2

[
(α1,n + α2,n)(λ2,n − λ1,n) + λ1,n

λ1,n λ2,n

]
(102)

Or 



(α1,n + α2,n) =
1

Ωn

[
1

2
(ω − κn + Ωn)− c0 (kf − κn)

]

(λ2,n − λ1,n) = −Ωn = −
√

(ω − κn)2 − 4 kc (kf − κn)

λ1,n λ2,n = kc (kf − κn)

(103)

Le terme entre crochets s’écrit donc :
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(α1,n + α2,n)(λ2,n − λ1,n) + λ1,n
λ1,n λ2,n

=
1

kc (kf − κn)

[
−ω − κn

2
− Ωn

2
+ c0 (kf − κn)− ω − κn

2
+

Ωn

2

]

(104)

=
c0 (kf − κn)− (ω − κn)

kc (kf − κn)

(105)

=
1

kc

[
c0 − 1− kb + kc

(kf − κn)

]
(106)

Nous avons donc :

ts =
4u

π2 (e2u − 1)

∞∑

n=1

n2 (1− eu (−1)n)2

(n2 + a2)2

{
1− c0 +

kb + kc
kf − κn

}
; a = u/π (107)

=
4u (1− c0)
π2 (e2u − 1)

∞∑

n=1

n2 (1− eu (−1)n)2

(n2 + a2)2
+

4u

π2 (e2u − 1)

(
1 +

kb
kc

) ∞∑

n=1

n2 (1− eu (−1)n)2

(n2 + a2 )2 (kf − κn)

(108)

=
1− c0
kc

+
4uL2

Dπ4 (e2u − 1)

(
1 +

kb
kc

) ∞∑

n=1

n2

(n2 + a2)2

{
(1− eu (−1)n)2

n2 + b2

}
(109)

Avec

b =

√
u2 + z20
π

; z0 =

√
kf
D
L (110)

On a :
∞∑

n=1

n2

(n2 + a2)2

{
(1− eu (−1)n)2

n2 + b2

}
= (1+e2u)

∞∑

n=1

n2

(n2 + a2)2 (n2 + b2)
−2 eu

∞∑

n=1

(−1)n n2

(n2 + a2)2 (n2 + b2)

(111)

Les séries sont données par :

∞∑

n=1

n2

(n2 + a2)2 (n2 + b2)
=

π4

4u z04

[
(2u2 + z0

2)
ch(u)

sh(u)
− 2u

√
u2 + z02

ch(
√
u2 + z02)

sh(
√
u2 + z02)

]
− π4

4 z02 sh(u)2

(112)
et
∞∑

n=1

(−1)n n2

(n2 + a2)2 (n2 + b2)
=

π4

4u z04

[
2u2 + z0

2

sh(u)
− 2u

√
u2 + z02

sh(
√
u2 + z02)

]
− π4

16 z02

(
1

sh(u/2)2
+

1

ch(u/2)2

)

(113)
Nous trouvons finalement :

ts =
1− c0
kc

+
1

kf z02

(
1 +

kb
kc

) [(
2u2 + z0

2
)

+
2u
√
u2 + z02

(e2u − 1)

{
2 eu − (1 + e2u) ch(

√
u2 + z02)

sh(
√
u2 + z02)

}]

(114)
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Préparation uniforme On peut également refaire le calcul de S(t) et ts mais avec une pré-
paration gin(x0) uniforme, c’est à dire gin(x0) = 1. S(t) est alors donnée par :

S(t) = 2

∞∑

n=1

gn(t)

∫ 1

0
dx′0 e

−ux0′ sin(nπ x0
′) ,
∫ 1

0
dx′0 e

ux′ sin(nπ x′) (115)

=
4

π2

∞∑

n=1

gn(t)
n2 (1− (−1)n ch(u))

(n2 + a2)2
; a = u/π (116)

et le temps de séjour donne :

ts =
1− c0
kc

+
1

kf

(
1 +

kb
kc

)
Q(u, z0) (117)

Avec Q(u, z0) qui est donnée par :

Q(u, z0) = 1− 2 z

sh(z)

[
ch(u)− ch(z)

u2 − z2
]

; z =
√
u2 + z20 ; z0 =

√
kf
D
L ; u =

V L

2D
(118)

3.2.3 Déplacements moyens

Dans cette section, nous allons calculer le déplacement moyen et carré moyen du Tau sur le
microtubule. Pour des raisons de simplicité, nous nous plaçons dans la limite où la vitesse de
dérive est nulle, V = 0. Ce choix se justifie par rapport aux résultats expérimentaux de Hinrichs
et al, (2012) [15] qui montrent que le déplacement carré moyen varie linéairement au cours du
temps, ce qui est indicatif d’une vitesse de dérive nulle des protéines Tau. On commence par
le déplacement moyen 〈∆x(t)〉 du Tau sur le microtubule. Pour calculer cette moyenne, nous
partons de P(x, t|x0), la densité de probabilité que le Tau soit sur le MT (dans l’état "on").

〈∆x(t)〉 = 〈(x− x0)〉t =
1

L

∫ L

0
dx0

∫ L

0
dx (x− x0) (Pc(x, t|x0) + Pb(x, t|x0)) (119)

En utilisant (81) puis en intégrant selon x puis x0, on trouve que 〈∆x(t)〉 = 0 (Annexe A.1).
Nous avons donc 〈x〉 = x0, c’est à dire que le long du MT, le Tau se déplace essentiellement
autour de sa position initiale x0.

De la même manière, pour le déplacement carré moyen
〈
∆x2(t)

〉
, on a :

〈
∆x2(t)

〉
=
〈

(x− x0)2
〉
t

=
1

L

∫ L

0
dx0

∫ L

0
dx (x− x0)2 (Pc(x, t|x0) + Pb(x, t|x0)) (120)

On montre que
〈
∆x2(t)

〉
est donné par (Annexe A.2) :

〈
∆x2(t)

〉
= −4L2

∞∑

n=1

gn(t)

{
(−1)n

π2 n2
+

4 (1− (−1)n)

π4 n4

}
(121)

Comme nous avons imposé x(t = 0) = x0, le déplacement carré moyen doit être initialement nul.
On peut le vérifier en prenant la relation (121) en t = 0 :

〈
∆x2(t = 0)

〉
= 4L2

∞∑

n=1

{
(−1)n

π2 n2
+

4 (1− (−1)n)

π4 n4

}
= 0 (122)

20



Pour les petits temps, on a pour
〈
∆x2(t)

〉
(Annexe A.2) :

lim
t�1

〈
∆x2(t)

〉
=





2 c0D t ; c0 6= 0

kcD t2 ; c0 = 0

(123)

Ainsi, pour un Tau initialement en diffusion le long du microtubule (c0 = 1), son déplacement
carré moyen est donné par 2D t, caractéristique d’une diffusion libre à une dimension. En re-
vanche, pour un Tau initialement attaché sur le MT (c0 = 0), le déplacement carré n’est plus
linéaire et est donné par kcD t2.

4 Observations expérimentales : Détermination des paramètres
du modèle

Dans cette section, nous présentons trois expériences sur lesquelles nous nous appuyons pour
determiner dans les conditions physiologiques (voir table 1) les valeurs numériques pour les 5
paramètres de notre modèle : D, kon, kf , kb et kc. Les valeurs obtenues sont reportées dans le
tableau 2.

4.1 Mesure des caractéristiques de diffusion des Tau

4.1.1 Description de l’expérience

Les principales caractéristiques de diffusion des protéines Tau le long d’un MT immobile (sta-
bilisés à l’aide du taxol) ont été mesurées in vitro dans l’expérience de Hinrichs et al [15] en
2012. Au total, 6 différentes conditions expérimentales ont été réalisées et pour chacune d’entre
elles le coefficient de diffusion et le temps moyen de diffusion du Tau sur le MT ont pu être
mesurés. Dans la suite, nous utiliserons les résultats expérimentaux obtenus dans les conditions
physiologiques afin de se rapprocher au mieux du comportement du Tau au sein des neurones.
Ces conditions correspondent à un pH de 6.8 et à une concentration d’acetate de potassium de
100 mM (voir table 1). Dans ces conditions physiologiques, 12 trajectoires de Tau le long des MTs
ont pu être observées et étudiées à l’aide d’un microscope TIRF (microscope de fluorescence par
réflexion totale interne). Sur la figure 6, on peut voir une trajectoire typique d’un Tau (en vert
fluorescent) en fonction du temps le long du MT. Les trajectoires pour lesquelles le Tau diffusait
puis finissait par s’immobiliser sur le MT ont été exclues de l’analyse des caractéristiques de
diffusion. Ainsi, seules les trajectoires où le Tau diffusait le long du MT avant de s’en échapper
(état "C" → "F") ont été analysées.

Pour chacune des 12 trajectoires, les temps de diffusion ont été relevés, c’est à dire les temps
où le Tau considéré restait en mouvement le long du MT avant de soit : s’échapper et partir de la
zone d’attraction du MT ou soit venir s’attacher à une certaine position sur le MT. Finalement,
à partir de cet ensemble de temps de diffusion, les auteurs de [15] ont pu tracer la distribution
des temps de diffusion que l’on peut voir sur la figure 6(a). La distribution obtenue a été ajustée
avec une distribution exponentielle et le temps moyen de diffusion 〈td〉 a ainsi pu être calculé.
Le temps moyen de diffusion obtenu est 〈td〉 = 6.31 ± 4.74 s.

À partir de ces trajectoires, le déplacement carré moyen
〈
∆x2(t)

〉
a également pu être me-

suré en fonction du temps. Pour cela, les fenêtres temporelles pour lesquelles les protéines étaient
en mouvement le long du MT ont été isolées. Sur la figure 6, la fenêtre de diffusion pour une
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Grandeur Valeur

pH 6.8

Concentration d’acetate de potassium [mM ] 100

Concentration typique de Tau libres [µM ] 1

Longueur typique d’un microtubule [µm] 100

Table 1 : Résumé des conditions physiologiques au sein des axones. Données issues des Refs.[20,
21, 14]

Figure 5 : Exemple de trajectoire en fonction du temps d’un Tau le long d’un MT fixe. L’axe
vertical représente l’axe temporel (du haut vers le bas) et l’axe horizontal représente la position
x du Tau le long du MT. Les lignes horizontales en pointillé représentent le début et la fin de la
phase de diffusion du Tau. La différence des temps entre ces 2 lignes horizontales correspond au
temps de diffusion du Tau pour cette trajectoire. Les lignes verticales en pointillé représentent
les positions extrêmes atteintes par le Tau pendant sa phase de diffusion sur le MT. La différence
de position entre ces 2 lignes verticales donne la distance balayée par le Tau sur le MT pour cette
trajectoire.

trajectoire est délimitée par 2 lignes horizontales en pointillé. Pour chacune de ces fenêtres de
diffusion, le déplacement carré ∆x2(t) du Tau a été déterminé puis

〈
∆x2(t)

〉
a ensuite été obtenu

en moyennant simplement sur tous les ∆x2(t) dans le même intervalle temporel. Le déplacement
carré moyen obtenu est donné sur la figure 6(b), on constate qu’il varie linéairement avec le temps.
Ce comportement linéaire est caractéristique d’une diffusion libre, c’est à dire sans direction de
propagation privilégiée sur le MT. Au contraire, dans le cas de la diffusion des protéines motrices
kinésines le long du MT, le déplacement carré moyen est quadratique en fonction du temps, ce
qui reflète le fait que ces protéines motrices ont un sens privilégié de déplacement le long des MTs.

Pour déterminer le coefficient de diffusion D, le déplacement carré moyen
〈
∆x2(t)

〉
expéri-
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mental est ajusté avec
〈
∆x2(t)

〉
= 2D t ; caractéristique d’une diffusion libre unidimensionnelle.

Le coefficient de diffusion obtenu est D = 0.336 ± 0.062 µm2/s. La distance moyenne balayée
par le Tau sur le MT, ` =

√
D/kf est de 1.45 ± 1.36 µm.

(a) (b)

Figure 6 : (a) Distribution expérimentale des temps de séjour d’un Tau sur MT fixe. (b) Dé-
placement carré moyen

〈
∆x2(t)

〉
en fonction du temps pour les protéines Tau (carrés) et pour

les protéines motrices kinésines (ronds) le long d’un MT fixe. Figures issues de Ref.[15].

4.1.2 Extraction du paramètre kf

Dans cette expérience [15], les Tau étudiés sont initialement en diffusion le long du MT (corres-
pond au cas c0 = 1 dans notre modèle) puis finissent par s’échapper du MT. On peut résumer
ces conditions expérimentales par la cinétique suivante pour le Tau :

F DGGG

kf

C (124)

Nous avons vu dans la section 3.2.3 que dans la limite des petits temps avec c0 = 1, nous retrou-
vions bien le déplacement carré moyen d’une diffusion libre unidimensionnelle (

〈
∆x2(t)

〉
= 2D t

). Le coefficient de diffusion D dans notre modèle est donc le même que celui mesuré expérimen-
talement (0.336 ± 0.062 µm2/s).

À partir de la cinétique (124), on montre que pour la probabilité C(t) qu’un Tau soit encore
dans l’état "C à l’instant t nous avons pour C(0) = 1 :

dC(t)

dt
= −kf C(t) ⇒ C(t) = e−kf t (125)

Avec l’expression pour C(t), on trouve bien la distribution des temps de diffusion f(t) sous forme
exponentielle :

f(t) = −dC(t)

dt
= kf e

−kf t (126)

Ainsi, le temps moyen de diffusion 〈td〉 est donné par :

〈td〉 =

∫ ∞

0
dt f(t) =

1

kf
(127)
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À partir de 〈td〉 mesuré expérimentalement [15], on peut ainsi calculer la valeur numérique pour
le paramètre kf du modèle dans les conditions physiologiques.

4.2 Mesure du nombre de transitions mobile ⇔ stationnaire des Tau

4.2.1 Description de l’expérience

Dans l’article [15], une autre expérience portant sur les transitions des Tau a également été
reportée. Plus précisément, sur certaines trajectoires de Tau, le passage entre la phase de diffusion
(état "C") et la phase stationnaire (état "B") a pu être observé. Sur la figure 7, on peut voir
2 exemples de trajectoires de Tau effectuant de telles transitions. Sur le premier exemple, on
discerne un Tau initialement en diffusion le long du MT qui effectue une première transition
(C → B) en venant s’attacher sur le MT. Il reste immobile sur le MT quelques secondes (se
traduit par une ligne verticale sur la trajectoire car sa position sur le MT ne varie pas) avant
d’effectuer une seconde transition (B → C) qui le ramène dans sa phase de diffusion avant
d’atteindre une des extrémités du MT et de s’échapper. Sur le second exemple, on discerne
également un Tau qui est initialement en phase de diffusion puis qui s’attache sur le MT (C → B)
et reste dessus sur pratiquement toute la durée d’observation (60 secondes) et finit par rediffuser
le long du MT (B → C) avant de s’en échapper par une des extrémités.

Figure 7 : Deux exemples de trajectoires de Tau le long d’un MT observées sur une fenêtre
temporelle de 60 secondes sur lesquelles on voit des transitions entre la phase de diffusion et la
phase stationnaire du Tau. Figure issue du "Supplemental Data" de Ref.[15].

Plus précisément, dans cette expérience, les trajectoires de N = 1287 Tau ont été étudiées
et les transitions B → C et C → B effectuées par les Tau ont été comptabilisées sur un temps
d’observation de 60 secondes. Au total, sur les 1287 Tau, 18 transitions B → C et 20 transitions
C → B ont été observées.
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4.2.2 Extraction des paramètres kb et kc

La proportion de Tau mobiles (état "C") par rapport aux Tau statiques (état "B") a pu également
être calculée dans cette expérience. Dans les conditions physiologiques, la valeur rapportée dans
[15] est de 51, 8 ± 3, 1 %. Dans la suite on fera l’approximation que cette proportion est de 50 %,
c’est à dire qu’il y a autant de Tau dans l’état "C" que dans l’état "B". En terme de probabilité,
on a donc C(t) = B(t). Les transitions vers l’état libre "F" n’ont pas été comptabilisées dans
cette expérience, nous pouvons donc nous restreindre à la cinétique entre les 2 états "B" et "C" :

C
kb

GGGGGBFGGGGG

kc
B (128)

En seconde approximation, on suppose que le système (128) est à l’équilibre. Dans ce cas, on a :

Ceq =
kc

kb + kc
et Beq = 1− Ceq =

kb
kb + kc

(129)

Ainsi, l’égalité Ceq = Beq se traduit par kb = kc ≡ k. Les constantes de vitesse d’attachement
et de détachement sont égales, on peut donc traiter ensemble les transitions B → C et C → B.
En sachant qu’au total, 38 transitions ont été observées sur les 1287 Tau étudiés, la probabilité
de pas faire de transition est donc 1− 38/1287. En supposant que les probabilités de transitions
suivent un processus de Poisson, la probabilité de ne pas faire une transition est donnée par
e−k t. Où nous prenons t comme étant le temps moyen de diffusion 〈td〉 [23]. On aboutit donc à
la relation suivante :

1− 38

1287
= e−k 〈td〉 (130)

Connaissant la valeur numérique pour le temps moyen de diffusion 〈td〉 (voir section 4.2.1), kb et
kc peuvent alors être calculés à l’aide de :

kb = kc = − 1

〈td〉
ln

(
1− 38

1287

)
(131)

En sachant que kb = kc, et en considérant un Tau initialement en train de diffuser le long du
MT c0 = 1, son temps de séjour sur le microtubule est alors donné par 2 〈td〉 Q(z).

Pour estimer le temps de séjour ts, on se place dans la limite d’un MT de longueur infinie,
nous avons donc z → ∞ et lim

z→∞
Q(z) = 1. Ainsi dans cette limite, le temps de séjour du Tau

sur le MT équivaut au double du temps de diffusion soit ts = 12.62 ± 9.48 s.

4.3 Mesure de la proportion de Tau attachés versus Tau libres

4.3.1 Description de l’expérience

Dans l’expérience de Barghornr et al [22] réalisée en 2000, la concentration de Tau attachés (état
"on") a été mesurée en fonction de la concentration de Tau libres (état "off"). Expérimentalement,
on augmente peu à peu la quantité de protéines Tau libres dans la solution et on regarde combien
de Tau sont sur les MTs fixes (stabilisés avec du taxol). La concentration de protéines Tau libres
étudiée varie de 0 à 1µM . Sur la figure 8, nous avons reporté la courbe de concentration obtenue.
L’expérience a été réalisée pour différentes protéines Tau (mutations génétiques) mais celle qui
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Paramètre Valeur numérique

D
[
µm2/s

]
0.336 ± 0.062 Hinrichs

(2012)

kf
[
s−1
]

0.158 ± 0.119

kb
[
s−1
]

4.75 · 10−3 ± 3.56 · 10−3

kc
[
s−1
]

4.75 · 10−3 ± 3.56 · 10−3

kon
[
s−1
]

0.039 ± 0.03

Table 2 : Valeurs numériques pour les 5 paramètres du modèle dans les conditions physiolo-
giques.

nous intéresse ici est la protéine Tau "wt" (Wild Type) présente dans le cerveau. On constate
que lorsque la concentration de Tau libres augmente, la concentration de Tau attachés croit
également puis semble saturer. Ce résultat est assez intuitif puisqu’en augmentant le nombre de
Tau dans la solution, en sachant que les MTs sont des structures de tailles finies, on arrive à un
moment où il n’y a plus suffisamment de place pour accueillir les nouveaux Tau sur le MT.

Figure 8 : Concentration de Tau attachés sur le MT en fonction de la concentration de Tau
libres dans une plage de concentration de 0 à 1 µM . Figure issue de Ref.[22].

4.3.2 Extraction du paramètre kon

Le ratio des concentrations [Tau attachés]/[Tau libres] est équivalent au ratio R du Nombre de
Tau attachés versus Nombre de Tau libres. L’article [14] nous fournit la concentration typique
de Tau libres au sein des axones de l’ordre de 1 µM . Avec cette donnée et en utilisant la courbe
expérimentale (8), on trouve pour le ratio R ≈ 0.5. De plus en faisant l’approximation que
l’équilibre pour ce système "on-off" est atteint, le ratio R peut également s’écrire sous la forme
suivante :

R =
#Tau attachées

#Tau libres
=

1− Feq
Feq

=
kon
koff

=
kon
kf

(
1 +

kb
kc

)
Q(z) (132)

avec Feq, la probabilité que le Tau soit dans l’état "off". En se plaçant dans la limite d’un MT
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de longueur infinie, et en sachant que kb = kc, on a kon qui est donné par kon = Rkf/2. Avec
R ≈ 0.5, on trouve finalement kon ≈ kf/4. Ayant déterminé kf dans la section 4.1.2, nous
pouvons donc estimer la valeur numérique pour la constante de vitesse d’attachement kon dans
les conditions physiologiques.

5 Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à décrire et caractériser l’interaction dynamique
entre une protéine Tau et un microtubule. Partant des observations expérimentales de McVi-
cker et al, (2014) [1], de Hinrichs et al, (2012) [15] et de Konzack et al (2007) [16], nous avons
construit un modèle décrivant l’interaction Tau - MT comme un processus dynamique "on - off"
au cours duquel le Tau libre (état "off") peut être confiné (état "on") sur le MT sur lequel il se
déplace selon un processus de diffusion unidimensionnel, suivi soit d’attachement sur le MT ou
d’un détachement dans l’état "off". Ce modèle est caractérisé par 5 paramètres : le coefficient de
diffusion D pour la diffusion du Tau le long du MT et 4 constantes de vitesses caractérisant les
vitesses de transitions entre les trois états possibles du Tau. Nous avons ensuite dérivé les solu-
tions analytiques des principales caractéristiques de l’interaction d’un Tau sur un microtubule à
savoir la distribution stationnaire, les déplacements moyens du Tau le long du MT, la probabilité
et le temps de séjour de Tau sur le MT exprimés en fonction de ces 5 paramètres.

En nous basant sur les expériences de Hinrichs et al [15] et de Barghornr et al [22], nous
avons pu déterminer les valeurs numériques des 5 paramètres du modèle dans les conditions
physiologiques (voir Table 2). À partir de ces données, nous avons trouvé qu’un Tau restait en
moyenne 1/kf (1 + kb/kc) = 13 secondes sur le MT et qu’il pouvait parcourir environ ` = 1.5 µm
le long d’un protofilament du MT, soit l’équivalent de 187 dimères de tubulines de 8 nm de
longueur. Ainsi, pour un microtubule de longueur typique de 100 µm, nous trouvons qu’environ
67 protéines Tau peuvent diffuser de manière indépendante sur le même microtubule. Pour les
constantes de vitesse d’attachement et de détachement kb et kc, nous avons vu qu’elles étaient
égales et de l’ordre de 5 ·10−3 s−1. Ce qui est très petit comparé au paramètre d’échappement kf
qui est d’environ 0.2 s−1. Ainsi dans les conditions physiologiques, il semblerait que l’interaction
Tau - MT soit majoritairement diffusive c’est à dire que lorsque la protéine est sur le MT, elle
est principalement dans la phase de diffusion et ne s’immobilise que très rarement sur le MT.
Cependant, lorsqu’un Tau s’attache sur le MT, il y reste longtemps par rapport au temps de
diffusion de 6.5 s. En effet, dans ce cas le temps caractéristique que le Tau reste sur le MT est
donné par 1/kc et nous trouvons qu’il est d’environ 3 minutes. Les MTs étant des structures
extrêmement dynamiques et instables, la Ref.[10] rapporte un temps de vie de l’ordre de 2 mi-
nutes pour un MT en l’absence de Tau. Lorsque les protéines Tau sont attachées sur le MT, elles
bloquent la dépolymérisation du MT et le stabilisent. On peut en déduire qu’un Tau s’attachant
sur le MT stabiliserait celui-ci pendant au mois 3 minutes, et augmenterait ainsi le temps de vie
du MT d’au moins de 1 minute. Dans les axones, plusieurs Tau peuvent s’attacher au même MT
conduisant ainsi à une plus grande stabilisation du MT.

Dans le modèle que nous avons présenté dans ce rapport, nous nous sommes placés dans le
régime dilué en ne considérant la dynamique d’un seul Tau sur le microtubule. Une perspective
immédiate de ce travail serait d’étendre ce modèle à un ensemble de protéines Tau sur le MT. C’est
à dire modéliser l’interaction entre les Tau puis faire des simulations numériques du processus.
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Appendices

A Déplacements moyens

A.1 Calcul de 〈∆x(t)〉

〈∆x(t)〉 =
2

L2

∞∑

n=1

gn(t)

∫ L

0
dx0 sin(kn x0)

∫ L

0
dx (x− x0) sin(kn x) (133)

=
2

L2

∞∑

n=1

gn(t)

∫ L

0
dx0 sin(kn x0)

[∫ L

0
x sin(kn x) dx− x0

∫ L

0
sin(kn x) dx

]
(134)

=
2

L2

∞∑

n=1

gn(t)

∫ L

0
dx0 sin(kn x0)

[
−L

2 (−1)n

π n
− x0 L (1− (−1)n)

π n

]
(135)

=
2

π L

∞∑

n=1

gn(t)

n

∫ L

0
dx0 sin(kn x0) {x0 ((−1)n − 1)− L (−1)n} (136)

=
2

π L

∞∑

n=1

gn(t)

n

[
(−1)n − 1

∫ L

0
x0 sin(kn x0) dx0 − L (−1)n

∫ L

0
sin(kn x0) dx0

]

(137)

=
2

π L

∞∑

n=1

gn(t)

n

[
−L

2 (1− (−1)n)

nπ
+
L2 (1− (−1)n)

nπ

]
(138)

= 0 (139)
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A.2 Calcul de 〈∆x2(t)〉

〈
∆x2(t)

〉
=
〈

(x− x0)2
〉
t

=
1

L

∫ L

0
dx0

∫ L

0
dx (x− x0)2 (Pc(x, t|x0) + Pb(x, t|x0)) (140)

=
2

L2

∞∑

n=1

gn(t)

∫ L

0
dx0 sin(kn x0)

∫ L

0
dx (x− x0)2 sin(kn x) (141)

=
2

L2

∞∑

n=1

gn(t)

∫ L

0
dx0 sin(kn x0)

[∫ L

0
x2 sin(kn x) dx+ x0

2

∫ L

0
sin(kn x) dx− 2x0

∫ L

0
x sin(kn x) dx

]

(142)

=
2

L2

∞∑

n=1

gn(t)

∫ L

0
dx0 sin(kn x0)

[
−L

3 (−1)n

nπ
− 2L3 (1− (−1)n)

n3 π3
+
x0

2 L (1− (−1)n)

nπ
+

2x0 L
2 (−1)n

nπ

]

(143)

=
2

πL

∞∑

n=1

gn(t)

n

∫ L

0
dx0 sin(kn x0)

[
−L2 (−1)n − 2L2 (1− (−1)n)

n2 π2
+ x0

2 (1− (−1)n) + 2x0 L (−1)n
]

(144)

=
2

πL

∞∑

n=1

gn(t)

n

{ [
−L2 (−1)n − 2L2 (1− (−1)n)

n2 π2

] ∫ L

0
sin(kn x0) dx0 +

(1− (−1)n)

∫ L

0
x0

2sin(kn x0) dx0 + 2L (−1)n
∫ L

0
x0 sin(kn x0) dx0

}

(145)

=
2

πL

∞∑

n=1

gn(t)

n

{ [
−L2 (−1)n − 2L2 (1− (−1)n)

n2 π2

]
L (1− (−1)n)

nπ
+

(1− (−1)n)

[
−2L3 (1− (−1)n)

n3 π3
− L3 (−1)n

nπ

] }

(146)

=
2

πL

∞∑

n=1

gn(t)

n

{
L3 (1− (−1)n)

nπ
− 4L3 (1− (−1)n)

n3 π3
− 4L3 (1− (−1)n)

n3 π3
+
L3 (1− (−1)n)

nπ
− 2L3

nπ

}

(147)

=
2

πL

∞∑

n=1

gn(t)

n

{
−2L3 (−1)n

nπ
− 8L3 (1− (−1)n)

n3 π3

}
(148)

= −4L2
∞∑

n=1

gn(t)

{
(−1)n

π2 n2
+

4 (1− (−1)n)

π4 n4

}
(149)
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Pour calculer
〈
∆x2(t)

〉
pour les petits temps, nous commençons par faire le développement limité

de gn(t) au 1er ordre :

gn(t) = (α1,n + α2,n)
(
eλ1,n t − eλ2,n t

)
+ eλ2,n t (150)

=
DL

(α1,n + α2,n) [(λ1,n − λ2,n) t+ 1 + λ2,n t] (151)

= 1 + t {λ2,n + (α1,n + α2,n) (λ1,n − λ2,n)} (152)

Or 



(α1,n + α2,n) =
1

Ωn

[
1

2

(
ω +Dkn

2 + Ωn

)
− c0

(
Dkn

2 + kf
)]

(λ1,n − λ2,n) = Ωn =

√(
ω +Dkn

2
)2 − 4 kc

(
Dkn

2 + kf
)

(153)

Le terme entre accolades s’écrit donc :

λ2,n + (α1,n + α2,n) (λ1,n − λ2,n) = −1

2

(
ω +Dkn

2 + Ωn

)
+

1

2

(
ω +Dkn

2 + Ωn

)
− c0

(
Dkn

2 + kf
)

(154)

= −c0
(
Dkn

2 + kf
)

(155)

Ainsi, pour le DL au 1er ordre de gn(t), on obtient :

gn(t) =
DL

1− c0 t
(
Dkn

2 + kf
)

(156)

Nous avons alors :

lim
t�1

〈
∆x2(t)

〉
= −4L2

∞∑

n=1

(
1− c0 t

(
Dkn

2 + kf
)) {(−1)n

π2 n2
+

4 (1− (−1)n)

π4 n4

}
(157)

= 4L2 c0D t

[ ∞∑

n=1

(−1)n kn
2

π2 n2
+ 4

∞∑

n=1

kn
2 (1− (−1)n)

π4 n4

]
(158)

= 4L2 c0D t

[
1

L2

∞∑

n=1

(−1)n +
4

π2 L2

∞∑

n=1

(1− (−1)n)

n2

]
(159)

= 4L2 c0D t

[
− 1

2L2
+

4

π2 L2
× π2

4

]
(160)

= 4L2 c0D t

[
− 1

2L2
+

1

L2

]
(161)

= 2 c0D t (162)
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En poussant le développement limité de gn(t) au 2nd ordre, nous obtenons :

lim
t�1

〈
∆x2(t)

〉
=





2 c0D t ; c0 6= 0

kcD t2 ; c0 = 0

(163)
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C.3 Système Tau-Microtubule : modèle à 3 états
Le système (11.8) avec les conditions initiales P`,Op0q “ 1 et P`,1p0q “ 0 se réécrit en

espace de Laplace de la manière suivante :
«

pω ` f` ` konq ´koff

´kon pω ` koffq

ff«

P`,0

P`,1

ff

“

«

1
0

ff

, (C.7)

avec P`,0pωq “
ş`8

0 e´ωt P`,0ptqdt et P`,1pωq “
ş`8

0 e´ωt P`,1ptqdt. La solution générale de
(C.7) est donnée par :

«

P`,0

P`,1

ff

“
1

pω ` f` ` konq pω ` koffq ´ konkoff

«

pω ` koffq koff

kon pω ` f` ` konq

ff«

1
0

ff

. (C.8)

La probabilité que le microtubule soit dans la phase de croissance, P`pωq “ P`,0pωq `

P`,1pωq s’écrit alors comme :

P`pωq “
ω ` kon ` koff

pω ` f` ` konq pω ` koffq ´ konkoff
(C.9)

Le temps moyen passé dans la phase de croissance τ` “ P`pω “ 0q est alors donné par :

τ` “ P`pω “ 0q “ 1
f`p1´ ponq

; pon “
kon

kon ` koff
. (C.10)
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Dynamical decoration of a microtubule by Tau-proteins

Introduction
Tau-proteins play an important role in axons especially in regulating and maintaining the architecture of the axonal array of microtubules (MTs). In some 
neurodegenerative diseases like tauopathies (e.g, Alzheimer disease), the normal properties of Tau are altered which leads to deterioration of the axonal 
array of MTs and, thus, axonal dysfunction. Under non-pathological conditions, Tau by binding onto microtubule surface perform at least the functions of: 
(i) promoting tubulin assembly into MTs, (ii) stabilizing the dynamic instability of MTs and (iii) spatially organizing the axonal array of MTs. Therefore, it is of 
paramount importance to understand how do Tau-proteins interact with microtubules to ensure the above mentioned functions.

Characterize this interaction as a dynamical decoration of microtubules by tau-
proteins in terms of: 

Objective: 

A population of M tau undergoes a binding reaction with a stabilized microtubule consisting of N=13h binding sites.Model

Results

1.  Density of bound tau

2.  Spatial distribution of tau on the microtubule surface

Binding rulesMicrotubule lattice

Two binding modes: 
longitudinal & lateral 

key parameters:

• 2 on-rates: kon,p, kon,h and 2 off rates: koff,p and koff,h

•                ratio of the number of Tau versus 
the number of sites

Quantities to calculate:

Attachement of tau can only 
occur on free lattice sites

No lateral binding at the seam 
(between the first and the last PF)

Binding rules:

1.  Total density of bound-tau:

2.  Nearest neighbor distribution along the longitudinal 
and lateral direction

low density

𝜌p= # longitudinal / N

ρ = ρh + ρp

𝜌h= # lateral / N

x = M/N

ρ = 0.45ρ = 0.1

              and               : probabilities of inserting an additional 
Tau in the longitudinal mode / lateral mode at density (𝜌p, 𝜌h)

Equilibrium rates:                  and                    keq,h = kon,h
koff,h

keq,p = kon,p
koff,p

Phase diagram of the system:

Φh(ρp, ρh)Φp(ρp, ρh)

r

1. Total density

high density 

2. Longitudinal nearest neighbor distribution

Results for identical equilibrium constants

Controlled by one parameter
κ = keq,p/keq,h

saturation of the 
MT lattice

r

keq,p = keq,h

r r

At the equilibrium:

ρp = ρh

ρ = 2 ρp = 2 ρh

A B

A

B

keff = keq,p + keq,h

(κ = 1)

5 nm

8 nm𝛼
β

+ end

- end

Lonf
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Modeling the interaction Tau protein - Microtubule

Tauopathies such as Alzheimer’s disease or Parkinson syndromes are examples of disorders associated with a dysfunction of tau proteins to 
properly regulate the network of microtubules (MTs) in axons. Understanding how and by which means Tau proteins affect the microtubule 
dynamics represent therefore a major challenge in understanding Tauopathies. In this work, we were interested in the dynamic interaction between 
a Tau protein and a non-dynamic microtubule. Based on the experimental observations, we constructed a model describing the interaction Tau - 
MT as a dynamical process "on - off" in which the free Tau ("off") may be confined ("on") on the MT which it moves along a one-dimensional 
diffusion process and then followed by either an attachment on the MT or a detachment in the "off" state.  This model is characterized by 5 
parameters that can be extracted from experiments : kon the confinement rate on the MT for a free Tau, D the diffusion coefficient of the one-
dimensional diffusion for a Tau confined on the MT, kb the attachment rate for a Tau confined along the MT, kc the detachment rate of Tau bound on 
the MT, and kf the escape rate of Tau protein.  We have derived the analytical expressions of the main characteristics of the Tau - MT interaction.

L

𝛼-tubulin𝜷-tubulin

25 nm

0

𝑥

B

C

FF (Free):  Tau protein doesn’t interact with the MT

C (Confined):  Tau protein is confined to the surface and 
diffused along the MT

B (Bound):  Tau protein is bound (attached and static) on MT

Introduction 

Model 

r

V(r)

-εc

kf

kc

kb kon

0

-εb

B

C

F

Transition kinetics:

Model with 5 parameters: 

3 States for Tau protein:

1 Diffusion coefficient  (D) 

4 transition rates (kon, kb, kc and kf )

Analytical solutions 
Mean squared displacement of Tau protein:Stationary distribution of Tau along the MT:

Rescaling

Parameterized by

Characteristic length 
of diffusion 

Determination of parameters Conclusion

Table 1: values for the 5 parameters 
under normal physiological conditions 

From Table 1 and analytical solutions of the model, we obtain: 

Tau protein diffuses about 6.5 seconds and scans                              
along the microtubule.

Tau protein may remain bound and static for about         :  3 minutes.

Forthcoming work:  

Combine this model with the dynamic instability of MTs

Typical trajectory of a tau protein 
interacting with a MT

Interaction potential 
Tau protein - MT

Using experiments by Hinrichs et al 
(2012) and Barghornr et al (2000) 
with the developed model, we derived 
values for the 5 parameters under 
normal physiological conditions.

2èmes Journées du Réseau France Microtubules (French Microtubule Network), 6 & 7 juillet 2015, Grenoble

D.2 Poster - Journées du Réseau France Microtubules, Grenoble 2015 259
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Titre : Modélisation de l’interaction dynamique protéines Tau - microtubules

Résumé
La maladie d’Alzheimer, de nombreux syndromes parkinsoniens, certaines démences fronto-
temporales telles que la maladie de Pick sont des exemples de maladies neurodégénératives appelées
« tauopathies » qui sont caractérisées par la présence d’agrégats intracellulaires de protéines Tau
dans le cerveau des sujets atteints. La formation de tels agrégats résulterait de l’altération des pro-
priétés et fonctions normales des protéines Tau à réguler et structurer les réseaux de microtubules
au sein des axones ; ce qui se traduit par une perte progressive de la masse des microtubules dans
les axones, la désorganisation du transport axonal et au final la mort cellulaire. La compréhension
des tauopathies passe donc, mais pas seulement, par celle :

— de la dynamique des microtubules qui est régie par les mécanismes de l’instabilité
dynamique au cours desquels les microtubules alternent en permanence entre une phase
de croissance (polymérisation des GTP-tubulines) et de rétrécissement (dissociation des
GDP-tubulines) ;

— et des interactions entre protéines Tau – microtubule qui jouent un rôle important dans
la polymérisation, la stabilisation des microtubules et l’organisation spatiale du réseau de
microtubules dans l’axone pouvant ainsi impacter la fonction de transport des nutriments
dans l’axone et donc l’intégrité de l’axone.

L’objectif de ce travail de thèse a été de construire et de consolider les bases qui permettraient
d’aller vers une modélisation "fine" de l’interaction des microtubules dynamiques en présence d’une
population de protéines Tau. Pour ce faire, deux aspects limites du problème ont été abordés :
(i) la dynamique intrinsèque des microtubules en l’absence de protéines Tau et (ii) l’interaction
Tau-Microtubule pour des microtubules stabilisés, c’est-à-dire non-dynamiques. Ensuite, en guise
de perspectives, une ébauche est faite sur comment combiner (i) et (ii) pour avoir la dynamique
complète.

Title : Modeling the dynamical interaction Tau Proteins - microtubules

Abstract
Alzheimer’s disease, some frontotemporal dementias such as the Pick’s disease are examples of
neurodegenerative diseases called "tauopathies" which are characterized by the presence of in-
tracellular aggregates of Tau-proteins in the brain of patients. The formation of such aggregates
would result from the loss of the normal functions of the Tau-proteins to properly organize the
network of microtubules within the axon ; which leads to a progressive loss of the mass of micro-
tubules in axons, disruption of axonal transport and ultimately the cell death. The understanding
of tauopathies therefore goes through but not only, that of

— the dynamic of microtubules that is governed by the mechanisms of the dynamic instability
during which microtubules alternate continuously between a growth phase (polymerization
of GTP-tubulins) and a shrinkage phase (dissociation of GDP-tubulins) ;

— and the interaction Tau proteins - microtubules which plays an important role in the poly-
merization, stabilization and spatial organization of microtubules within the axonal network
therefore could impact the function of transport of nutriments along the axon and thus the
integrity of the axon.

The objective of this thesis work was to build and consolidate the framework that would allow
to go towards a "fine" modeling of the interaction of dynamic microtubules in the presence of a
population of Tau-proteins. To do this, two limiting aspects of the problem were considered : (i) the
intrinsic dynamic of microtubules in absence of Tau-proteins and (ii) the interaction between Tau-
proteins and a stabilized-microtubules i.e., in absence of dynamic instability. Then, as perspectives,
a sketch is made on how to combine (i) and (ii) in order to have the complete dynamics.
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