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Chapitre 1
Introduction

Le cadre de cette thése est la géométrie symplectique. Une wvariété symplectique est une
variété lisse de dimension paire W2 munie d’'une 2-forme fermée et non-dégénérée w. Une va-
riété hamiltonienne (W, w, H) est la donnée d’une variété symplectique (W, w) et d’une fonction
H : S'xW — R. Le gradient hamiltonien XY associé & H est défini par ¢ xoW = dHy, le difféo-
morphisme engendré par son flot au temps 1 préserve w et tout difféomorphisme obtenu ainsi est
appelé difféeomorphisme hamiltonien. Les points fixes de ce difféomorphismes coincident donc
avec les orbites périodiques du gradient hamiltonien.

Une des versions de la conjecture d’Arnold affirme que tout difféomorphisme hamiltonien
admet au moins autant d’orbites périodiques que le nombre minimum de points critiques d’une
fonction différentiable sur W. A. Floer a apporté une réponse partielle a celle-ci en introduisant
une homologie dont le complexe sous-jacent est engendré par les orbites périodiques de H et
en montrant qu’elle est isomorphe a I’homologie de Morse. En effet, les orbites périodiques de
H sont les points critiques d’une fonctionnelle définie sur ’espace des lacets de W et, cette
constatation faite, il est naturel de tenter de construire une théorie de Morse en dimension

infinie pour cette derniére. La fonctionnelle en question est définie par :

A(y) = — / ww— [ H(O,~(0))d0
[0,1]xS1 St

avec v : ST — W et u une homotopie entre et un lacet préalablement choisi.

Une variété symplectique torique (W?2", w, 11) est la donnée d’une variété symplectique (W, w)
munie d'une action de T", le tore de dimension n, et d’une application appelée application
moment 4 : W — lie(T")* vérifiant d{p, X) = txw avec X le champ de vecteurs sur W induit
par X € [le(T") : X, = %“:0. Chaque élément du tore induit un difféomorphisme
hamiltonien.

Si un hamiltonien défini sur une variété symplectique torique est invariant par 'action de

T™, la fonctionnelle Ay qu’il définit est aussi invariante par ’action induite sur ’espace des



lacets de W et il en va de méme pour ses points critiques. Les orbites périodiques de H sont
donc stables par 'action de T" et forment donc une réunion de tores.

L’objectif de cette these est de construire une théorie de Morse-Bott pour cette fonctionnelle
afin de donner une borne inférieure, non pas pour le nombre d’orbites (qui sera infini pourvu
qu’il y en ait une étant donnée ’action de T™) mais pour le nombre de ces "tores d’orbites" en
fonction de la topologie de W.

Cependant, l'action de T™ n’étant pas libre sur W (d’aprés le théoréme d’Attiyah-Guillemin-
Sternberg, il y au moins n+1 points fixés par Paction), elle ne I’est pas non plus sur C*(S*, W).

Pour remédier a ce probléme, nous nous inspirons librement des travaux de Frédéric Bour-
geois et Alexandru Oancea : ces derniers ont, lorsque 'hamiltonien est indépendant du temps
et que le cercle agit (de maniére non libre) sur les orbites par reparamétrisation, construit une
theorie S'-équivariante (voir [9],[8],[7])-

Comme ces derniers, nous adoptons le point de vue de Borel : nous choisissons un espace
E contractile sur lequel le tore agit librement et regardons ’homologie de Morse-Bott pour la
fonctionnelle Ay équivariante pour l'action diagonale de T" sur C*°(S1, W) x E (un tel espace
E ne peut étre représenté par une variété différentielle compacte, nous serons contraints de
choisir des approximations finies).

Pour ce, nous étendons ’hamiltonien en H : W x E — R équivariant pour [’action dia-
gonale. Lorsque la variété est fermée, 'homologie obtenue est bien un invariant de la variété
symplectique torique : il ne dépend ni de H ni des choix auxiliaires nécéssaires a 1’élaboration
de l'invariant (lorsque W admet un bord de type contact, I'invariant ne dépend que des valeurs
de H prés du bord comme en homologie symplectique classique) et coincide avec I'’homologie
singuliére équivariante de la variété : c’est le contenu des théorémes centraux de cette thése :
les théorémes et [0.2.1] Afin d’assurer la compacité des espaces de modules centraux dans
la construction de cette homologie, nous devons restreindre notre construction a des variétés

symplectiques monotones dont le nombre de Chern minimal est supérieur ou égal a 2 (voir [2)).

Théoréme A. Soit (W,w, p) une variété symplectique torique vérifiant I’hypothése @ 1l existe
un Z-module associé a (W, w, i), '’homologie symplectique T"-équivariante associée a (W, w, )
et notée SH. (W). Ce module est un invariant, i.e. deux variétés symplectiques toriques iso-

morphes ont leur homologie symplectique T"-équivariante isomorphes.
Théoréme B. Soit (W,w, u) une variété torique sans bord vérifiant ’hypothese @ alors :
SHY™ (W) ~ Hyn (W, A,,)

avec Hrn (W) Uhomologie T"-équivariante de W au sens Borel définie en section [5 avec coeffi-
cients dans A, (voir la section 4.5 pour la définition de A,,).

Si l'on consideére les résultats obtenus comme une tentative de réponse a une "conjecture

d’Arnold équivariante", il est & noter que des avancées similaires ont été réalisées autour de



la conjecture d’Arnold-Givental : Urs Frauenfelder a montré dans [14] que celle-ci était vraie
pour certaines paires (W, L) ot W est obtenue comme un quotient symplectique d’une variété
torique et L une lagrangienne de W.

La thése est organisée comme suit.

Dans le chapitre [2| nous rappelons le cadre dans lequel nous nous situons, a savoir celui des
variétés symplectiques toriques.

Dans les chapitres [3] et [} nous exposons rapidement les fondations de la théorie de Morse
et de sa fille, la théorie de Floer, qui permet d’obtenir des bornes inférieures sur le nombre
minimum d’orbites périodiques d’un hamiltonien en fonction de la topologie de W lorsque
celles-ci sont isolées (ce qui n’est pas le cas d’un hamiltonien équivariant ou celles-ci possédent
de nombreuses symétries liées a ’action torique).

Dans le chapitre[5] nous évoquons la construction de Borel ainsi que la théorie de Morse-Bott
et regardons comment celles-ci s’articulent dans notre étude. Naturellement, nous définissons
la fonctionnelle d’action, son gradient, ainsi que les trajectoires antigradient. Etant donnée
la présence de l'espace de paramétres (S2V 1)) celles-ci prennent la forme de couples (u, \) :
RxS! — W x E avec u vérifiant une équation "de type Floer" et A, une fonction de R seulement,
vérifiant une équation "de type Morse", chacune empéchant I'autre d’étre véritablement une
équation de Morse/Floer.

Les trois chapitres qui suivent ont pour but d’établir les propriétés-clés des ensembles de
ces trajectoires : modulo perturbations, ce sont des variétés différentielles (chapitre , dont
on peut calculer la dimension (chapitre @, qui admettent une compactification par d’autres
espaces de trajectoires les transformant en variétés a bord (chapitre .

Dans le chapitre[9] a partir d’un hamiltonien paramétré équivariant H : S'x W x (S2N+1)m —
R, nous construisons un Z-complexe différentiel engendré par les variétés critiques de Ay dont
la différentielle compte le nombre de "tores de trajectoires" entre deux variétés. Ce compte est
algébrique au sens ot il prend en compte les orientations des variétés. La classe d’isomorphisme
de I’homologie de ce complexe est bien un invariant torique symplectique, c’est [’homologie
symplectique T"-équivariante en degré N : SH. N (W,w, ) et nous définissons 1’homologie
symplectique T"-équivariante comme la limite directe de SHE (W, w, ) relativement aux
inclusions (S*VHh)r C (S2N+3)n,

Finalement, nous calculons cet invariant lorsque W est une variété sans bord et vérifions

qu’il coincide avec I’homologie torique équivariante de la variété Hyn(W).



Chapitre 2
Variétés symplectiques toriques

Cette section a pour but de rappeler les bases des actions de groupes toriques sur les variétés
symplectiques et de contact. Pour une introduction a ces différents sujets et pour les preuves
des démonstrations, nous renvoyons le lecteur a [I9] pour la géométrie symplectique, [I5] pour
la géométrie de contact et, pour les actions toriques, a [2] dans le cas symplectique et 3| dans

le cas contact.

2.1 Variétés symplectiques

Définition 2.1.1. Nous appelons variété symplectique la donnée d’une variété W de dimension
2n et d’une 2-forme w sur W vérifiant :
(i) Vo € W, w, est non dégénérée sur T,W ou de maniére équivalente w"" € Q**(W) est
une forme volume,

(ii) w est fermée, c’est-a-dire dw = 0.

Contrairement au cas riemannien, toute variété n’admet pas forcément une structure de
variété symplectique, quand bien méme celle-ci est de dimension paire. La structure de variété
symplectique impose notamment une contrainte sur les groupes de cohomologie, du moins dans

le cas compact sans bord.

Proposition 2.1.1. Soit (W,w) une variété symplectique fermée de dimension 2n, alors les
groupes de cohomologie de de Rham de degré pair sont tous non triviauz : H*(W) # 0 pour
tout k, 0 < k <n.

Démonstration. w"™ définit une forme d’orientation sur W en particulier w”\™ n’est pas exacte.

koegt

Soit 1 < k < n, alors la forme w”
(i) fermée car w est fermée,
(ii) non exacte, car si nous avions w* = da avec a une (2k — 1)-forme, nous aurions

d(a Aw"F) = da A w""F = w\" ce qui est impossible.

8



On en déduit donc que w”* définit un élément non trivial de H?*(W). O

Une autre différence notable avec le cas riemannien est I’absence d’invariants locaux comme
la courbure, toute variété symplectique ressemble localement a (R?*" w,;) ol wy est définie par

wst = Yoy dz; Ady;. Clest ce qu'affirme le théoréme de Darboux qui suit (voir [19]) :

Théoréme 2.1.1. Soient (W?" w) une variété symplectique et v € W.

11 existe un voisinage ouvert U de x dans W, un voisinage V de 0 dans R®" et un difféo-
morphisme ¢ : U — V tels que

(1) ¢(x) =0,

(i) Ve € U, ¢*(wst)z = Wy-

Définition 2.1.2. Soit (W,w) une variété symplectique.
Nous appelons structure presque complexe compatible avec w toute section J : W —
End(TW) de classe C* vérifiant pour tout x € W :
(1) J; = —ldr,w,
(ii) J, préserve w, :VX,Y € T,W, w,(J,(X), J.(Y)) =w.(X,Y),
(i1i) La forme bilinéaire (-,-) définie par (X,Y) (X,
positive sur T,(W).

= w. (X, JL(Y)) est symétrique et définie

Nous notons J(W,w) l’ensemble des structures presque complexes compatibles avec w et appe-

lons (W, J) une variété presque compleze.

Toute variété complexe admet une structure presque complexe de maniére canonique : la
multiplication par ¢ lue dans n’importe quelle carte holomorphe. La réciproque est fausse.
Cependant, comme 'affirme la proposition qui suit, toute variété symplectique, a défaut d’ad-
mettre une structure holomorphe, admet une structure presque complexe compatible avec sa
structure symplectique. Un morphisme entre deux variétés presque complexes (W7y, Jy), (W, Js)
n’est autre qu'une application différentiable f de W; vers W, interchangeant les deux struc-
tures : df o J; = Jyodf. Lorsque (W7, J;) = (X,14) est une surface, la structure presque complexe
est induite par une vraie structure holomorphe (d’apreés le théoréme de Newlander-Nirenberg,
voir [27]). Par analogie avec le cas complexe, nous parlons de courbes pseudoholomorphes (ou
de courbes J-holomorphes si I'on veut préciser le lien avec la structure presque complexe). Ces
derniéres partagent de nombreuses propriétés avec les authentiques courbes holomorphes no-
tamment leur rigidité au sens ou elles vérifient des principes de continuation unique, propriété
aussi partagée par les solutions de I’équation de Floer, équation qui, comme nous le verrons
plus tard, peut s’interpréter comme une courbe pseudoholomorphe perturbée.

Dans article fondateur [16], M. Gromov introduit les concepts de structures presque com-

plexes, de courbes pseudoholomorphes et décrit comment celles-ci se comportent vis-a-vis de



la structure symplectique. Outre ce papier, le lecteur pourra consulter [28] pour une introduc-
tion détaillée, dans laquelle il pourra notamment trouver la démonstration de la proposition

suivante :

Proposition 2.1.2. Soit (W,w) une variété symplectique, alors J(W,w) est un sous ensemble

contractile des sections de End(TW), en particulier il est non vide et conneze.

Remarque 2.1.1. La démonstration repose sur la construction d’une équivalence d’homoto-
pie entre l’espace des structures presque complexes et celui des métriques riemaniennes sur la

variété qui forment un espace convexe donc contractile.

2.2 Variétés de contact

Si la non dégénérescence de w force la parité de la dimension de W, les variétés symplectiques

ont leur analogue de dimension impaire :

Définition 2.2.1. Une variété de contact (M?*"T1,€) est la donnée d’une variété compacte M
et d’une distribution lisse d’hyperplans {&, € TM,|x € M} telle que, localement, si & = ker a
avec a une 1-forme, alors daje est non dégénérée, ou de manicre équivalente a A (da)" est une
(2n + 1)-forme partout non nulle. Lorsque la forme est définie globalement, on ’appelle forme
de contact.

Une variété de contact co-orientable est une variété de contact (M, &) telle que TM/E, qui
est un fibré en droites au-dessus de M, soit orientable ou de maniére équivalente trivialisable.
Une variété de contact co-orientée est la donnée d’une variété de contact co-orientable et d’une

ortentation de ce fibré.

Remarque 2.2.1. La définition précédente ne dépend pas du choix de o mais bien de £. En effet,
si l'on remplace notre forme par fo avec f: M — R*, alors d(fo)e = (df Na+ fdo)ie = fdoye

est mon dégénérée si et seulement si o est non dégénérée.

Proposition 2.2.1. Une variété de contact est co-orientable si et seulement si elle admet une

forme de contact globalement définie.

Démonstration. Supposons la variété co-orientable et fixons une orientation. On peut trouver
un recouvrement d’ouverts fini (U;);e; tel que, au dessus de chaque U;, £ = ker(q;) avec o
définie localement et positive sur orientation de TM/§. Sur U;NUj, oy = fay avec f > 0. Soit
(pi)ier une partition de I'unité associée au recouvrement des ouverts, alors » ., pic; est une
forme de contact globale et positive pour l'orientation choisie de TM /€.

Réciproquement, la donnée d’'une forme de contact induit pour tout x € M un isomorphisme
entre (TTM/€), et R et donc une orientation de T'M /€. O

10



Comme les variétés symplectiques, les variétés de contact n’ont pas d’invariants locaux, tout
point admet un voisinage localement contactomorphe au modéle standard (R*"*1 £, = ker ay)

avec oy = dz — Y i, y;dx;, voir [15] :

Théoréme 2.2.1. Soient (M?",w) une variété de contact et x € M.

Il existe un voisinage ouvert U de x dans M, un voisinage V de 0 dans R*"*! et un difféo-
morphisme ¢ : U — V tels que

(1) ¢(x) =0,

(ii) Vo € U, ¢:(§)g@) = (Est)o(a)-

A partir d’une variété de contact co-orientable munie d’une forme de contact globale (M, & =

ker ) on peut construire une variété symplectique en la "multipliant” par la droite réelle :

Définition 2.2.2. Soit (M, & = kera) une variété de contact co-orientée, alors R x M munie
de la forme d(e'«) est une variété symplectique appelée la symplectisation de M (la variable t

appartient & la composante réelle).

La classe d’isomorphisme de la symplectisation ne dépend que de la co-orientation choisie :
en remplagant notre forme par fa avec f: M — R™ alors (t,m) € R x M — (In(f(m))t,m)
définit un symplectomorphisme entre (R x M, d(e’ fa)) et (R x M, d(e')).

Définition/Proposition 2.2.1. (i) Soit (W,w) une variété symplectique. Un champ de
vecteurs X : W — TW est dit Liouville si Lxw = w.

(i1) Soit ¥ C W une hypersurface. S’il existe un champ de Liouville défini sur un voisinage
de Y et transverse a X, alors la forme o = 1xw est une forme de contact sur X. La
surface est alors dite de type contact.

(111) Une variété symplectique (W,w) a bord OW = M, est dite a bord convexe s’il existe un
champ de Liouville transverse a M (rendant M de type contact) pointant vers l’extérieur

de la variété.

Démonstration. (ii) Soit z € ¥ et (X)1* = {V € T,W|w(X,Y) = 0}. Comme w est non
dégénérée dim(X);* = 2n — 1. Comme X M ¥, ker a, = ker(txw) s, = (X)2“ NTE, est un

xT

espace de dimension 2(n — 1) sur lequel da = d o 1xw = Lxw = w est non dégénérée. O

Les deux constructions précédentes sont en quelque sorte réciproques.

Dans la symplectisation d’une variété de contact M, le champ de vecteurs suivant la com-
posante réelle % est un champ de Liouville transverse & toutes les hypersurfaces {t} x M et la
structure de contact induite coincide avec celle de départ.

Inversement, soit X une hypersurface de type contact dans W et X un champ de Liouville,
alors U :] — ¢, e[x M — W, définie par (t,m) — ¢'(m) ou ¢ désigne le flot de X, définit un

symplectomorphisme sur un voisinage de > dans W pour € assez petit et > compacte.

11



Etant donnés une variété symplectique a bord convexe OW = M et deux champs de Liouville
X1,X5 définis sur un voisinage de M et pointant vers l’extérieur, pouvons-nous comparer les
deux structures de contact obtenues ? Remarquons que pour tout t € [0, 1], X; = (1—¢) X+t X5
est un champ de Liouville transverse et pointant vers 'extérieur de la variété, donc oy = tx,w
est une forme de contact pour tout ¢. Le théoréme de Gray nous permet d’affirmer que les deux

structures de contact sont isomorphes (voir [15]) :

Théoréme 2.2.2. Soit M une variété et (&)cjo,1) une distribution lisse de structures de contact.
Alors il existe une famille de difféomorphismes (¢¢)icio,1) telle que ¢o = Idn et (@) (&) = &o-

Remarque 2.2.2. Ces difféeomorphismes font correspondre les structures de contact mais non
nécéssairement les formes de contact. En général, on ne peut affirmer que pour une famille de

formes de contact (ou)icpo,1) il existe (Pr)icio,) vErifiant ojan = .
Nous finissons cette partie en introduisant le champ de Reeb :

Définition /Proposition 2.2.2. Soit (M, &) une variété de contact, et a une forme de contact
pour &. Le champ de Reeb associé a a est ['unique champ de vecteurs R, vérifiant

(i) a(Ra) =1,

(ii) tr,do = 0.

Démonstration. Prenons n’importe quel vecteur X vérifiant a(X) = 1. Par non-dégénérescence
de dayje il existe Y € § = ker(a) vérifiant tydoye = txdaj et R, := X — Y vérifie alors
a(Ra) = o(X) =1, tp,daje = tydaje — dixoge = 0, et tp da(Ra) = do(Rq, Ry) = 0. Comme
TM = (R) @ ¢ on déduit g da = 0.

Supposons que Rj, Ry vérifient tous deux les conditions, alors Ry — Ry € ker(a) = € et

Ry — Ry € kerdoye = {0} ce qui prouve 'unicité. O

Remarquons que R, préserve la forme de contact : Lr o = do g, a+ tg, oda = 0. Il ne
dépend pas uniquement de la structure de contact, mais bien de la forme choisie. L’homologie
de contact (plus ou moins bien définie selon les variétés de contact) vise a associer un invariant
de contact & chaque variété de contact (M, &) établissant une borne inférieure sur le nombre
d’orbites périodiques du champ de Reeb R, pour une forme de contact définissant &. Cette
théorie est fortement inspirée de et entretient des liens forts avec son analogue symplectique :

I’homologie symplectique dont nous parlerons dans les sections suivantes.

2.3 Action hamiltonienne sur une variété symplectique

La géométrie symplectique permet de formuler mathématiquement la mécanique classique,

une variété symplectique permet de modéliser les phases d’un systéme mécanique, et la forme
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symplectique elle méme, 'interaction entre deux quantités associées a 1’objet : sa position et sa
vitesse.

Le principe de Noether affirme qu’a chaque symétrie du systéme correspond une quantité
physique conservée : les définitions suivantes essayent de formaliser rigoureusement ces idées

issues de la physique.

Définition 2.3.1. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété symplectique (W,w), lac-
tion est dite symplectique si le groupe agit par symplectomorphismes, c’est-a-dire si pour tout

g€, gJw=w.

Soit £ € g = lie(G). Notons aussi £ le champ de vecteurs induit sur la variété symplectique

( dexp(t§).x
dt

phisme, en dérivant I'expression exp(t§)*w = w, on obtient 0 = Lew = d 0 tew + tedw = d o Lew.

) lorsqu’il n’y a pas de confusion. Comme, pour tout ¢, exp(t£) agit par symplectomor-

La forme tcw est fermée et donc localement exacte tew = df . Lorsque la forme est globalement
exacte, la fonction f est définie globalement a une constante prés et correspond a la quantité

conservée, ce qui nous conduit & la définition d’action hamiltonienne :

Définition 2.3.2. Soit (W,w) une variété symplectique munie d’une action symplectique par
un groupe de Lie G, 'action est dite hamiltonienne sl existe une application p : W — g*
vérifiant :

(i) VE € g, duf = d{j1,€) = 1w,

(i) V(z,g9) € W x G, p(g.x) = Adg(p()).
i est appelée application moment pour [’action hamiltonienne.

Remarque 2.3.1. Soit f : W — R alors, par non dégénérescence de w, il existe un unique
champ de vecteurs Xy tel que vx, = df . Soit f, g deux fonctions réelles sur W, on note {f, g} =
w(Xy, Xy) =df(X,) = —dg(Xy) leur crochet de Poisson.

Cette loi munit C*(W,R) d’une structure d’algébre de Poisson. En dérivant (ii), on obtient
que pour tous £,m € g {pé,u"} = dus(n) = " ou de manicre équivalente un morphisme
d’algebres de Lie g — C°(W,R) défini par & — ut.

Lorsque le groupe est commutatif, ’action adjointe sur 1’algebre de Lie est triviale. L’ap-
plication moment est donc G-invariante et pour tous &,n € g, w(§,n) = 0. Chaque orbite
G.x est une variété car chaque point partage le méme groupe d’isotropie et G.x ~ G /G, avec
Gy =Iso(x).

Ces variétés sont symplectiquement isotropes au sens ou pour tous X,Y € TG.x, w(X,Y) =

0. Par non dégénérescence de la forme symplectique, la dimension maximale d’une variété
dim(W)
2
soit effective, il faut donc que dim(G) <

, dans ce cas de figure on parle de variété lagrangienne. Pour que 'action
dim(W) (
2

isotrope est
voir [19] pour les propriétés des variétés

isotropes et lagrangiennes).
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Définition 2.3.3. Une variété torique symplectique (W, w, ) est la donnée d’une variété sym-
plectique (W, w) de dimension 2n, compacte, munie d’une action hamiltonienne effective d’un

tore de dimension n T™ avec pour application moment L.

L’application moment fournit une puissante interprétation combinatoire des groupes d’iso-
topie : son image est un polytope de g. Pour un point x € W, plus la codimension de la face sur
laquelle se trouve u(x) est grande plus son groupe d’isotropie est grand. Par exemple, les points
fixes de I'action sont envoyés sur les sommets et les points pour lesquels 'action est libre sont

envoyés a l'intérieur du polytope, c’est le théoréme d’Atiyah-Guillemin-Sternberg (voir [2]) :

Théoréme 2.3.1. Soit (W?" w,u) une variété torique symplectique. Alors p(W) C g ~ R®

est ’enveloppe convexe de l'image des points fizes de [’action.

La démonstration de ce théoréme fait intervenir les propriétés de fonctions de Morse-Bott
bien choisies, celles-ci font 1'objet de la section suivante, I’étude de leurs points (ou de leurs
variétés) critiques peut fournir beaucoup d’informations sur la topologie de W. Observons le
phénomeéne suivant qui met en lumiére le lien existant entre points fixes de ’action et points
critiques de I'application moment.

Soit £ € get H = puf : W — R, nous distinguons ici 1’élément de 'algébre de Lie £ et le
champ de vecteurs &y qu’il induit sur W. Soit x € W, un point critique de H, alors pour tout
X eT,W,0=dH(X) = w(w,X). Par non-dégénérescence de w, &y = 0 et z est laissé fixe
par le sous-groupe engendré par (exp(t§))cr et par sa fermeture dans G. Lorsque G = T",
on peut choisir £ tel que (exp(t&))ier soit dense dans T™, et les points fixes de 'action sont

exactement les points critiques de H.

2.4 Variétés de contact toriques

Définition 2.4.1. Une variété de contact torique est la donnée
(i) d’une variété de contact (M1 &) co-orientée,

(i1) d’une action effective d’un tore T™ préservant &.

Choisissons une forme de contact ov. Comme ’action préserve &, pour tous (g, m) € T" x M :
g am = f(g,m)a, avec f: T" x M — R*. Par connexité du tore, f prend ses valeurs dans R**
et pour tout m € M, [, f(g,m)dg > 0.

La forme [, g*omdg = ([1. (g, m)dg)c est alors une forme de contact T"-équivariante.

Remarque 2.4.1. Etant donné que les actions de groupe sur lesquelles nous nous concentre-
rons sont toriques, nous avons directement introduit la notion de variété de contact torique.
Néanmoins, la définition et la construction précédente restent valides si 'on remplace le tore

par un groupe de Lie G, pourvu qu’il soit connexe et qu’il admette une mesure de Haar.
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La définition suivante est ’analogue contact de [2.3.2]

Définition /Proposition 2.4.1. Soit (M, &) une variété de contact torique, alors (M, &) admet
une application (également appelée application moment) p : M — lie(T™)* ~ R™ vérifiant

(1) d{p,m) = du" = 1,da,

(ii) p est T™-équivariante.

Démonstration. Choisissons une forme de contact o équivariante, alors la fonction p : M —
lie(T™)* ~ R™ définie par p" = —a(n) vérifie :
(i) du" = —do tyo0 = =Ly + tpda = 1,da,
(i) pour tous (z,n) € M x T", u"(g.x) = —0ga(Nga) = —0ga(gle) = —aa(nz) = p(x).
O

Pour conclure cette section, remarquons que la symplectisation d’une variété de contact
torique (M, ¢) hérite d’une structure de variété torique symplectique : g.(t,m) = (t, g.m).
L’action du tore commute avec les translations dans la direction verticale, et comme la forme
symplectique est exacte, il est possible de choisir pé(t,m) = —ela,,(£) comme application

moment.

2.5 Recollement équivariant

Etant donnée une variété symplectique & bord convexe OW = M, nous avons vu qu'il existe
un voisinage du bord dans W symplectomorphe a (Je, 0] x M, d(e'a)), ot @ = txw avec X un
champ de Liouville pointant vers I’extérieur.

Il est donc possible de recoller les deux variétés symplectiques W et R x M. Nous précisons
cette construction lorsqu’un groupe de Lie G compact et connexe agit sur W de maniére
hamiltonienne.

Soit X un champ de Liouville défini sur un voisinage de M dans W. Soit g € G, x € M et
Y eT, W:

(Lg*XW)m(Y) = wm(g*Xxg*v Y) = wzg*1<X:ch*1>g*_1Y) = g_l*(LXw)x(Y)

Donc ¢y, xw = g *(uxw), si on applique d de chaque coté, la formule de Cartan nous donne
Lgxw =g " (Lxw) =g "(w) =w.

En tant que difféomorphisme, chaque élément g préserve le bord, son espace tangent et donc
les directions transverses au bord. En particulier pour tout g, g, X M M. Comme G est connexe
et que 1, X = X, on en déduit que g, X pointe toujours vers I'extérieur de la variété le long
du bord. Donc pour tout g € G, ¢g.(X) est un champ de Liouville défini sur un voisinage V'
de M. Comme M est stable par G nous pouvons, quitte a réduire le voisinage en question, le

supposer lui aussi stable par G.
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Notons m la mesure de Haar normalisée sur G. Le champ de vecteurs X’ défini sur V par
X! = fG 9+ Xg-1,dg est un champ de Liouville G-équivariant et a@ = tx/w est une forme de
contact globale équivariante pour M.

Pour € assez petit 'application W : [—¢, 0] x M — W définie par (y,t) — ¢'(y), ou ¢ désigne
le flot de X", est un difféomorphisme sur son image. Sur [—¢, 0] x M la forme symplectique s’écrit
d(e'a)). Comme le flot de X’ commute avec chaque g € G, l'action s’écrit : g.(t,m) = (¢, g.m).

On peut donc recoller les deux variétés (W, w) et ([—e, +o0o[x M, d(e'«r)) pour construire
W= WL\I{ [—€, +oo[x M

qui hérite de la structure symplectique et de 'action de groupe hamiltonienne.

2.6 L’indice de Conley-Zehnder

Nous terminons cette section avec une discussion sur l'indice de Conley-Zehnder, il s’agit
d’un entier associé a certains chemins de matrices symplectiques. Il n’est pas a relier avec les
actions de groupes que nous venons d’étudier mais nous I’exposons ici afin de clore ce chapitre
qui rassemble tous les outils symplectiques dont nous serons amenés a nous servir.

Nous nous plagons dans I'espace vectoriel symplectique standard (R, ws;) muni de la struc-
ture (presque) complexe Jy compatible avec wy définie par Jo(x;) = y; (i =1...n) et ne consi-
dérons que des symplectomorphismes linéaires. Les matrices associées a ces derniers forment un
sous-groupe de G' Ly, (R), le groupe sympletique que nous notons Sp(2n) et dont nous énongons

quelques propriétés élémentaires (voir [4] section 5).

Proposition 2.6.1. (i) La rétraction de G Lo, (R) sur O(2n) induit une rétraction de Sp(2n)
sur Sp(2n) N O(2n) ~ U(n). En particulier Sp(2n) est connexe, et m (Sp(2n)) ~ Z.

(i1) L’ensemble ¥ = {M € Sp(2n)|det(M — Ids,) = 0} est une sous-variété algébrique de

Sp(2n) appelée cycle de Maslov. Elle divise Sp(2n) en deur composantes connexes et

simplement connexes. Nous notons Sp(2n)* = Sp(2n) \ X.

Soient
W+ = —1dy, € {M € Sp(2n)| det(M — Idy,) > 0}, et

1
W™ = diag (5, —

L...,—-1,2,—1,..., —1> € {M € Sp(2n) | det(M — Idy,) < 0}.

La rétraction évoquée précédemment envoie W sur —Id,, (opposée de la matrice identité
de 'espace vectoriel complexe de dimension n) et envoie W~ sur diag(1, —1,...,—1), les signes
des déterminants sont respectivement (—1)" et (—1)"1.

Soit R : [0,1] — Sp(2n) un chemin symplectique reliant Ids, a R(1) € Sp(2n)*. Nous

concaténons R avec un chemin dans Sp(2n)* reliant R(1) & W+ selon la composante oil se trouve
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R(1). En composant ce chemin avec la rétraction sur U(n) suivie de 'application déterminant,
on obtient p: [0,1] — S* vérifiant p(0) = 1 et p(1) € {—1,1}. Donc p* est un lacet basé en 1.

Définition /Proposition 2.6.1. L’indice de Conley-Zehnder du chemin R est défini comme

le degré du lacet p?.
(i) Deuz chemins symplectiques reliant Ids,, a une matrice dans Sp(2n)* sont homotopes par
des chemins du mA®*me type si et seulement s’ils ont le méme indice de Conley-Zehnder.

(i1) L’indice de chemin est invariant par conjuguaison par un autre chemin symplectique.

Démonstration. voir |4] section 7 O

Le lecteur pourra aussi consulter [17] pour une exposition détaillée de I'indice de Conley-
Zehnder.
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Chapitre 3

Théorie de Morse

Cette section a pour but de rappeler les bases de la théorie de Morse, théorie dont s’est
inspiré Andreas Floer pour résoudre la conjecture d’Arnold (voir [I3],[12],[I1]). Cette théorie
vise a illustrer le lien qui existe entre la topologie d’une variété et la nature des points critiques
des fonctions définies sur la dite variété.

On peut distinguer deux constructions :

I Une, plus "chirurgicale", qui exhibe, a partir d’une fonction sur la variété, une décom-
position cellulaire. Le lecteur pourra consulter le superbe cours de John Milnor [20]
qui comprend aussi une sorte de pré-théorie de Morse en dimension infinie appliquée a
I'existence de géodésiques.

IT Une autre approche consiste a construire un complexe différentiel directement, qui dé-
pend de la fonction en question, mais dont I’homologie est bien un invariant topologique :
on retrouve ’homologie singuliére. C’est ce point de vue qui est adopté dans [26] ou I'au-
teur introduit la théorie de Morse "a la Floer".

Nous renvoyons le lecteur a ces deux ouvrages pour les démonstrations des résultats invoqués

ici.

3.1 Fonctions de Morse

Soit M une variété compacte sans bord de dimension n, f : M — R une fonction de classe
C? et x € M un point critique, df, = 0 € T; M. Choisissons des coordonnées (z1,...,z,) sur
un voisinage de x, et considérons deux champs de vecteurs X,Y définis sur ce voisinage. Le

calcul

. SRR L) ) P S o S
X.(Y.f)y = X.(;Y So)e = ZJX TR XY o o, = ZXY e,

17.]
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montre que X.(Y.f), ne dépend que de la valeur de Y au point = et non de son comportement
autour de x, et, trivialement, ne dépend que de la valeur de X au point z. De plus, cette
expression est symétrique en X et en Y, ce que 'on peut constater, soit en regardant son
expression écrite dans les coordonnées choisies, soit en remarquant que X.(Y.f), — Y.(X.f), =

df.([X,Y]) = 0. Ceci nous conduit a la définition suivante :

Définition 3.1.1. Soit f : M — R une fonction de classe C* et x un point critique de
f- On appelle hessienne de f au point x la forme bilinéaire symétrique sur T, M définie par
Hess, f(X,Y) = X.(Y.f), ou X,Y € T,M etY est nimporte quelle extension de Y sur un
voistnage de x.

On définit ’indice de f au point x, v(f)., comme la dimension du plus grand sous-espace
de T, M sur lequel Hess, [ est définie négative ou, de maniére équivalente, le nombre de ses

valeurs propres négatives comptées avec multiplicité.

Remarque 3.1.1. Il existe une notion riemanienne de hessienne d’une fonction au point z,
avec df, # 0. Etant donnée une métrique g, soit V la connexion de Levi-Civita associce, alors
on définit la hessienne par Hess? f := (Vdf), € Ty M®2.

Ces deux notions coincident pour x point critique de f, de maniére générale : soient V1,
Vo deux connexions sur T M, alors Vidf — Vadf est tensorielle en df , cet expression ne dépend
que de la valeur ponctuelle de df. Donc si df, = 0, alors Vidf, = Vadf,.

Définition 3.1.2. Une fonction de classe C* f: M — R est dite de Morse si pour tout point

critique x de f, Hess, f est non dégénérée, induisant un isomorphisme T, M ~ T M.

Voici une autre maniére de caractériser les fonctions de Morse. Une fonction f : M — R
induit une section du fibré cotangent df : M — T*M et df ~*(0) correspond & I’ensemble des
points critiques. Alors f est Morse si et seulement si df, vue comme section de T*M , intersecte
la section nulle de maniére transverse. En effet, soit V une connexion sur T*M, alors cette
transversalité est équivalente & demander que Vdf, : T M, — T*M, surjective pour tout point
critique z, et donc bijective pour des raisons de dimension.

Comme expliqué dans la remarque précédente, cette condition ne dépend pas de la connexion
choisie. En particulier, étant donnée une carte sur un voisinage de x, on peut la choisir égale a
la différentiation usuelle (lue dans la carte en question) sur ce voisinage et on retrouve la notion
usuelle de non dégénérescence, a savoir l'inversibilité de la matrice (%g;j)i,j.

Cette reformulation, en plus de nous préparer a la théorie de Floer ou les questions de
transversalité sont cruciales, nous garantit aussi la finitude du nombre de points critiques dans

le cas compact :

Proposition 3.1.1. Soit f : M — R wune fonction de Morse, alors [’ensemble des points

critiques est fina.
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Démonstration. Les points critiques de f correspondent a df ~1(0) avec df th Op«ps, donc ils
forment une variété de codimension Codimy; df ~1(0) = Codimgsy; Op+pr = n = dim M. L'en-
semble df ~1(0) est discret dans M compacte donc il est fini. [

Notons M® = f~'(] — 0o, a]) et M®* .= f=1([a,b]) pour a,b € R. Supposons que M*¥ qui
est un compact en tant que fermé de M, ne contienne pas de points critiques. Choisissons une
métrique riemannienne sur M, un voisinage V de M qui ne contienne pas de points critiques
et p: M — R* tel que

(i) 0<p<1,

(ii) p est a support dans V,

(iii) Patat) = 1.

Soit X défini par X, = —p(x)% et soit ¢ son flot. Pour z € M, %tt(x)) = —p(¢'(x))
dont on déduit que :

(i) f est décroissante le long des lignes de flot de X, en particulier, ¢*(M*) C M,

(ii) pour z € MP et t € [0,b— a] soit ¢'(x) € M soit V' € [0,t] : ¢"'(x) € M)

dfO(Ztt (=) w = —1 et donc (o (z)) = f(x) — 1.
Dans tous les cas, au temps b — a, le flot a envoyé M® dans M¢. En particulier il induit

une équivalence d’homotopie entre deux ensembles de sous-niveau lorsque les lignes de niveau
intermédiaires ne contiennent pas de points critiques.

La topologie ne peut changer que lorsque 1'on passe un ou des points critiques. Partant de
ce constat, on peut, & partir d’'une fonction de Morse, regarder comment évolue la topologie
de M® pour a allant de —oo (M® = 0)) & +oo (M* = M). Plus précisément, passer un point
critique d’indice k correspond a attacher une cellule de dimension k, et I’on obtient ainsi une
décomposition cellulaire de la variété. Ce premier point de vue met en lumiére le lien qui existe
entre les fonctions de Morse et la topologie de la variété, il existe un autre angle d’approche,
celui qui a inspiré A.Floer : il consiste a définir un complexe différentiel engendré par les points
critiques de la fonction et dont la différentielle compte (avec des signes appropriés) le nombre

de trajectoires antigradient reliant deux points critiques d’indice consécutif.

3.2 L’espace des trajectoires

Soit f : M — R une fonction de Morse et g une métrique riemanienne sur M. Pour x,y € M
deux points critiques de f, nous voulons étudier les lignes de flot de I'antigradient (—V f) de
f relativement a g, c’est a dire les courbes v : R — M solutions de I’équation différentielle
() + Vf(y(t)) = 0. Comme M est compacte, ces courbes sont bien définies sur R tout entier,

de plus elles tendent vers des points critiques en +oo.

Proposition 3.2.1. Soit (M, g) une variété riemanienne, f : M — R une fonction de Morse
et v: R — M une trajectoire antigradient, 5(t) + V f(y(t)) = 0. Alors limy;_,, o y(t) € Crit(f).
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Proposition 3.2.2. Soit x € Crit(f) alors il existe une carte centrée en x telle que, dans cette
carte, f s’écrive : f(xy,...,x,) = — Zle x? 43 7. Une telle carte est appelée carte de

Morse.

En regardant 'expression de la hessienne dans cette carte, on observe que nécéssairement

k = v(f),. Quitte a réduire la carte et perturber la métrique, on peut supposer cette derniére

euclidienne sur un voisinage de x. Le gradient de f au point (z1,...,x,) a pour expression
k ) n 8 s
— D im 2T+ DLy 2Tip,- générant le flot
t 2t 2t —2t —2t
O (1, xn) = (X1 xpe™ appe” 7 Tpe )

Définition /Proposition 3.2.1. Soit x € Crit(f). L’ensemble
W (e) = fm € M] tim_o(m) = o)

est une sous-variété de M difféomorphe a une boule ouverte de dimension v¢(x) appelée variété
instable de f au point x.

De méme, 'ensemble W5(x) = {m € M|limy_,, ¢'(m) = x} est une sous-variété de M
difféomorphe a une boule ouverte de dimension n — vg(x) appelée variété stable de f au point

x.

Démonstration. Traitons le cas stable (le cas instable suit en considérant — f et en remarquant
W*(f) = W*(—f), v—s(x) = n — vs(z)). Choisissons une carte de Morse (V,1)) centrée en z.

En lisant le flot dans cette carte, nous observons que

(VW3 (x) ={(0,...,0, k11, Tn) () icks1..n € R"*k}

D’autre part, si y € W#(x), il existe n € N tel que ¢"(y) € V, donc W* = {J, .y "(V N
W#(z)) est une union croissante d’ensembles difféomorphes & un disque de dimension n—v¢(x).
On peut (par exemple en exhibant un difféomorphisme de ]0, 1] sur ]0, +00[) montrer que W?*

est elle-méme difféomorphe & une boule ouverte de méme dimension. [

Remarque 3.2.1. La propm'été peut se reformuler ainsi : M = Uxecm(f) We(x). A partir
de cette partition, il est possible d’expliciter la décomposition cellulaire mentionnée en fin de

section précédente (voir théoreme 4.9.3 de [{)]).

Une fois les variétés stables et instables introduites, nous notons M(z,y) = W*(x) NW3(y)
I’espace des trajectoires antigradient joignant x & y. Afin de garantir une structure lisse a cet

ensemble, nous devons nous assurer que ces intersections sont transverses.

Définition /Proposition 3.2.2. Soit M une variété compacte, f : M — R une fonction

de Morse et g une métrique riemanienne. La paire (f,g) est dite Morse-Smale si pour tous
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z,y € Crit(f), W*(z) h W*(y). Pour une telle paire, pour tout x,y € Crit(f) M(z,y) est une
variété lisse de dimension ve(x) — ve(y).
L’ensemble des paires Morse-Smale est dense dans C*(M,R) x Met ou Met désigne les

métriques riemanniennes sur M.

Une possibilité pour montrer la densité des paires Morse-Smale consiste a perturber "a la
main" la métrique et/ou la fonction légérement afin de rendre chaque intersection transverse.
Nous donnons ici les grandes lignes d’une autre démonstration, qui servira de prototype pour
le cas Floer.

Définition 3.2.1. Soit x,y € Crit(f), l'ensemble PY2(x,y) désigne les courbes v : R — M
telles que :
(1) limy_, o y(t) = x, limy_, oo () = ¥,
(i) pour toute carte (U,1b) sur M, Yoy : v~ (U) — R", définit un élément de W,22 (=1 (U), R™),
(i) v : R — TM est de carré globalement intégrable. Plus précisément, on sait que %

2

e Etant donnée une carte (V,4) centrée en y, on sait y(s) € V' pour

est déja dans L
tout s > R ou R est un nombre réel suffisamment grand. La condition est alors que
ey 1 [R, +oo[— R?™ définisse un élément de L*([R,+oo[,R*") et de méme pour z en
—00.

Cet espace est muni d’une structure de variété de Banach (méme de Hilbert). Son espace
tangent au point y est T, P2 (x,y) = W2 (y*TM) ~ WH*(R,R"), le dernier isomorphisme se
déduisant de v*(TM) ~ R x R™ car R est contractile.

Enfin, considérons le fibré € au dessus de P ayant pour fibre £, = L*(v*TM) ~ L*(R,R™).

Remarque 3.2.2. La trivialisation de v*T'M doit étre choisie prudemment afin d’induire un
isomorphisme L*(v*TM) ~ L*(R,R") : nous considérons ici des trivialisations qui, prés des

extrémités, sont induites par une carte comme dans la définition de PY*(z,vy).

Remarquons également que F(7v) = ¥+ V f(~y) définit une section de &, telle que M(z,y) =
F~1(0¢). Tl faut maintenant montrer que F est transverse a la section nulle Og. Le choix d’une
connexion sur M induit une connexion sur ce fibré, DF, : W2(y*TM) — L*(v*(TM)), la

dérivée covariante de F en un point v € F1(0) = M(x,y) s’écrit alors :
§ = Vil + VeVF(r).

Remarque 3.2.3. Nous avons implicitement identifié¢ M(x,y) avec les solutions d’une équation
différentielle. La correspondance peut se faire ainsi :

(i) 7 € M(z,5) = 7 avee 1(t) = ¢'(x),

(ii) v — ~(0).

Nous utiliserons indifféremment ces deux descriptions par souci pratique.
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Voici les points-clés a vérifier et qui ont chacun leur analogue en théorie de Floer :

(A) Le choix des espaces de fonctions.

(i) A partir de cartes (Uy, 1), (Us,15) sur M, pour que 9 o 7y et 1), o 7 aient la méme
régularité, il faut supposer en premier lieu v assez réguliére, i.e. v € WP avec p
assez grand.

(ii) Nous devons pouvoir identifier les éléments de P(z,y) avec des fonctions continues.
Nous devons aussi choisir des espaces de Sobolev WP avec p assez grand.

Dans le cas présent, p = 2 suffit et facilite grandement les calculs en utilisant la structure

d’espace de Hilbert. Pour le cas Floer, ou l'on ne regarde plus des courbes mais des

surfaces dans la variété, il faut prendre p > 2.

Nous ne nous attarderons pas sur ce point car cette discussion reléve plutot de 'analyse

globale sur des variétés au sens large que de la théorie de Morse/Floer. Le lecteur pourra

consulter [21] sur la question du "bon cadre" de ’analyse globale.

(B) Une fois les “bonnes variétés de Banach” sur lesquelles définir nos sections choisies,
nous devons nous assurer que les solutions recherchées sont dans les variétés en question.
L’inclusion M(z,y) C PY%(z,y) se prouve en montrant qu’'une solution converge vers
ses asymptotes de manicre exponentielle : ||4(t)|| < Ce~ Il pour certains C,d.

(C) Afin de montrer que, pour f et/ou g choisi(e)s génériquement, F est transverse a Og,
la section nulle de &€, on montre que la section F : PY2(z,y) x C*(M,R) x Met — &
définie par (v, f,g) — ¥+ V,f(7), ou V,f désigne le gradient de f relativement a g,
est transverse a (g. Puis, avec des normes appropriées sur C*(M,R) x Met, nous faisons

appel & un théoréme de transversalité paramétrique suivant (voir [26] section 2.3).

Théoréme 3.2.1. Soit X, S,Y des variétés de Banach, P C'Y une sous-variété et ' : X xS —
Y de classe C' vérifiant :

(i) F est trasnverse a P,

(ii) pour tout s € S, lapplication Fys := F(s,-) a sa différentielle Fredholm en tout point.
Il existe Sy C S contenant une intersection d’ouverts denses tel que, pour tout s € Sy, Fs soit

transverse a P.

On applique alors le théoréme avec X = P12 S = C?*(M,R) ou S = Met ou S = C*(M,R) x
Met, F=FetY =&, P=0;.

Remarque 3.2.4. Nous utiliserons plusieurs fois ce théoréme, il repose sur une application du
théoréme de Sard en dimension infinie. Une autre application immédiate de celui-ci permet de
montrer la densité des fonctions de Morse pour toute topologie "raisonnable”, en observant que
la fonction C*(M,R) x M — T*M définie par (f,x) — df, est transverse & Op«p;.

(D) Une fois la fonction (ou la métrique) perturbée afin de garantir la surjectivité de DF,

pour tout v € M(z,y), comment déterminer la dimension de 'espace de solutions ? Il
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s’avere que DF, est un opérateur de Fredholm dont I'indice se calcule facilement.

Une trivialisation de v*T'M permet de lire DF dans une carte adaptée, qui prend alors
la forme : € — DF(E)(t) = £(t) + A)E(t) € L2(R,R") avec A(t) = VVf((t)), pour
tout t.

Si la connexion choisie est la connexion de Levi-Civita associée a la métrique, alors VV f :
TM — TM peut, en utilisant I'isomorphisme T'M =~ T*M induit par g, s’interpréter

comme une forme bilinéaire sur T'M définie par :
(X,Y) = g(Vx(Vf),Y) = Xg(V]Y) =gV, VxV) = XV.f) = (VxY).f

avec Y une extension de Y, comme la connexion est sans torsion cette expression est
symmétrique en X, Y.

Lorsque t converge vers +o0o, la forme bilinéaire associée a la matrice A(t) correspond
donc a (X,Y) — X.(Y.f) = Hess,(f)(X,Y), pareillement en —oco avec .

La propriété Fredholm découle du lemme suivant (voir |23]).

Lemme 3.2.1. Soit F: WY(R,R") — L*(R™,R) de la forme F(&)(t) = £(t) + A(t)E(L) avec
A(t) € L3R, M,(R)) avec des asymptotes AT = limy_,1., A(t) inversibles et symétriques. Alors
F est un opérateur de Fredholm. Son indice est donné par le changement net du nombre de
valeurs propres négatives (comptées avec multiplicité) de A~ vers AT, donc par le nombre de

valeurs négatives de A~ moins celui de AT.

Dans notre cas, les matrices asymptotiques correspondent a la hessienne aux points cri-
tiques, et on retrouve la dimension attendue pour M(x,y) a savoir v¢(z) — v¢(y). Dans
le cas de la théorie de Floer, pour une variété symplectique (2" w) les matrices A(t)
seront remplacées par des opérateurs non bornés sur L?(S!, R?*"). Ces espaces étant de
dimension infinie il peut y avoir un nombre infini de valeurs propres positives et néga-
tives. Il faudra donc définir un indice de Morse "relatif" afin de calculer le changement
net de valeurs propres négatives : l'indice de Conley-Zehnder introduit dans la section

précédente.

Ces différents points permettent de munir M(z,y) d’une structure de variété différentielle.
Nous voulons maintenant étudier la compacité de ces espaces, ou plutot celle des trajectoires non
paramétrées sous-jacentes. Etant donnés une paire (f, g) Morse-Smale, et deux points critiques
x,, trois cas de figure se présentent :

(i) vi(z) < vs(y), alors M(x,y) est vide (il n’y pas de variétés de dimension négative).

(ii) ve(x) = ve(y), alors M(z,y) est aussi vide a moins que z = y ot M(z,y) = {z}.

En effet, supposons qu'il existe z € M(x,y) avec = # y. La fonction f est strictement
décroissante le long d’une ligne de flot, ¢ — ¢'(z) est donc un plongement de la droite

dans un espace de dimension 0 donc discret, ce qui est impossible.
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(iii) vf(z) > v¢(y), alors Pargument précédent montre que R agit librement sur M(z,y), il

n’est pas difficile de montrer que cette action est proprement discontinue.

Définition 3.2.2. Soit z,y € Crit(f) avec vs(z) > v¢(y), on note L(x,y) = M(x,y)/R
l’espace quotient. Cet espace est I’ensemble des trajectoires antigradient non paramétrées de x

ay, c’est une variété de dimension ve(zx) — vs(y) — 1.

Si M(x,y) n’est généralement pas un espace compact (par exemple x n’appartient pas
a M(x,y) mais appartient & son adhérence dans M), qu’en est-il du quotient L(z,y) =

M(z,y)/R? Commengons par énoncer le lemme suivant.

Lemme 3.2.2. Soit (7,)nen une suite de trajectoires antigradient de f i.e. telles que pour tout
n, Yu(t) + Vf(7a(t)) = 0. Cette suite admet une sous-suite convergeant vers une trajectoire

antigradient dans C¥ . pour tout entier k.

Démonstration. Pour tout n, ||[7,(t)|| = ||V f(7.(t))|| est bornée par une constante indépen-
dante de n et t car le gradient de f est lui méme borné sur M compacte. La famille est donc
équicontinue.

Sur chaque intervalle compact I de R, on peut appliquer le théoréme d’Arzela-Ascoli & 7,
pour obtenir une sous-suite convergente au sens C°, puis, en prenant une suite dénombrable

d’intervalles compacts croissants de plus en plus grands, obtenir une sous-suite convergente
dans CP _ vers v : R — M.

oc
Sur tout compact, ¥,(t) = —V f(7,.(t)) tend uniformément vers —V f(v(t)), donc v est
dérivable et de plus c’est une trajectoire antigradient. Un raisonnement similaire montre qu’elle

est dans Cf' O

oc*

Remarque 3.2.5. Dans le cas de la théorie de Floer, borner le gradient demande plus de
travail, les points ou le gradient explose sont le berceau de sphéres J-holormorphes comme nous
le verrons plus tard.

Pour définir I’homologie symplectique, la variété en question n’est plus compacte, on lui a
attaché des fins cylindriques. Pour pouvoir appliquer le théoréme d’Arzela-Ascoli il faut s’assurer
que les trajectoires que nous reqardons restent dans une partie compacte de la variété, ceci se

montre en utilisant un principe du maximum.

Soit maintenant ([v,])nen € L(z,y) une suite de trajectoires non-paramétrées. Les repré-
sentants v, admettent une sous-suite convergeant localement vers une trajectoire antigradient
7, mais qu’en est-t-il des asymptotes ? A-t-on [y] € L(z,y)?

Prenons un voisinage V' de x, ne contenant pas d’autres points critiques de f. Comme les
. tendent vers y en 400, il existe un instant, ¢, € R, ou les trajectoires "sortent" du voisinage

pour la premiére fois, i.e. ¢, est défini par ¢, := sup{t € R|y,(] — oo,t]) C V}. Comme nous
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voulons regarder la convergence d’une sous-suite de [7,], on peut choisir comme représentants
tn-Vn := Yu(. +t,) que nous continuons de noter +,. La nouvelle suite vérifie v, (] — 00, 0]) C V.
La limite v d’une sous-suite convergente vérifie aussi (] — o0, 0]) C V, donc v € M(z, z) pour
un certain z € Crit(f).

Si z = y, [v] est la limite cherchée. Sinon, supposons avoir trouvé k + 1 points critiques

distincts © = zg, 21 . .. zx, k suites (tn),";6 ~ € R et k trajectoires antigradient 7" entre z;_; et z;

o0

(i=1...k) tels que t’ .7, converge vers 7' dans C}2.

Soit V' un voisinage ouvert de z; ne contenant pas d’autres points critiques, il existe t*
tel que y([t*,+oo[) C V, et comme t*.y, — ~* pour n assez grand, ~,(t* +t*) € V. Or
Y. tend vers y # z, en +oo, il existe donc un instant oi elle quitte V. Soit tF*! := sup{t >
|y ([tE +t2,8]) C VI

La suite t**1 — ¥ diverge vers +o0o. En effet, supposons le contraire et choisissons 4 € R
tel que tF*! — tF < A pour tout n. On extrait une sous-suite de t*., qui converge vers ~y; sur
le compact [t*, A]. Alors t£ ., (5t — tF) = ~, (t*+1) est contenue dans V & partir d'un certain
rang, mais, par définition ~, (t**+1) € 9V

En faisant de nouveau appel a la compacité locale, la suite t**1.4, admet une sous-suite

k+1 Soit ¢ < 0, & partir d’un certain

qui converge localement vers une trajectoire antigradient ~y
rang tF <t 4+ tFt < tE+L done vAHL(t) = lim v, (t + tETl) € V par définition de t**1 et donc
Yer1 € M(zk, zp11) pour zpyq € Crit(f), zre1 # 2k

Nécéssairement, vp(z,_1) > v¢(2;), U'entier k est borné par ve(x) — vs(y), Pajout de ces tra-
jectoires “brisées” est une compactification de £(x, y), cette idée est résumée dans la proposition

suivante :

Proposition 3.2.3. Soit x,y € Crit(f), il existe une topologie sur

L(z,y)=Lxy) ][] ( 11 c<x,zl>x---x£<zk,y>>
(

21,e0,2 ) €Crit (f)*
t.q. vy(zi)>vyp(zit1)

telle que L(z,y) — L(x,y) soit une injection ouverte d’image dense.

Lorsque vy(z) = vf(y) + 1, une suite de trajectoires antigradient ne peut converger vers
une trajectoire brisée : 'espace L(x,y) est déja compact et de dimension 0, il est fini. Lorsque

vi(z) = v¢(y) + 2, les trajectoires brisées sont des éléments de

[T 22 xLiy)
z€Crit(f) t.q.
vy(z)=vs(y)+1

et sont donc en nombre fini.
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Plus précisément, L£(z,y) est de dimension 1, ses composantes connexes sont donc soit
homéomorphes au cercle, soit & un interval ouvert. Les trajectoires brisées jouent le role d’ex-
trémités, elles viennent fermer ces intervalles. En effet, les constructions évoquées précédem-
ment peuvent se raffiner dans ce cas pour montrer que /j(x, y) admet une structure de variété
compacte avec pour bord (éventuellement vide) : [[ L(z,2) x L(z,y) ou z € Crit(f) vérifie

vi(z) = ve(y) + 1.

3.3 Homologie de Morse

Soit M une variété de dimension n, munie d’une paire Morse-Smale (f, g). Considérons le
complexe différentiel gradué (P, Ck,0) avec
(i) Cx = ®x€Crit(f)|uf(:r):k Z/22.}x>, le Z/2Z-module libre engendré par les points critiques
d’indice k,
(ii) O : Cxy1 — Cy défini par Ox(z) = Zyw(y):k #L(x,y).y avec #L(x,y) le nombre de
trajectoires non paramétrées de = vers y, comptées modulo 2.

Pour voir que 0 est bien de carré nul, remarquons que le coefficient de Jx_1 0 Ox(x) en y € Ci_y

#( H L(x,z) X E(z,y))

z€Crit(f) t.q.
vi(z)=vy(y)+1

est

et correspond au nombre de composantes de bord d’une union finie de variétés de dimension 1,
connexes et compactes, comme expliqué ci-dessus. Ce nombre est pair et sa réduction modulo 2
est nulle. Le lecteur pourra consulter appendice 4.9 de [4] pour la preuve du théoréme suivant
(les auteurs construisent un isomorphisme entre ’homologie de Morse et I’homologie cellulaire,

elle méme isomorphe & ’homologie singuliére).

Théoréme 3.3.1. L’homologie du complezxe précédent ne dépend pas de la paire (f,g) et coin-
cide avec I’homologie singuliere de la variété M, H.(M,Z/27).

Remarque 3.3.1. I est possible de définir le complexe sur Z : en choisissant une orientation
pour chaque variété stable, on obtient une co-orientation naturelle sur chaque variétés instable
et aussi sur chaque intersection M(x,y).

Pour deuz points d’indices consécutifs, on peut associer a un élément de L(x,y) un signe
en comparant l'orientation du flot (I’orientation induite par action de R) et orientation
géométrique en tant que sous-variété orientée.

La situation est différente dans le cas Floer, ot nous adoptons un point de vue plus fonc-

tionnel et orientons le noyau d’opérateurs de Fredholm.
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Chapitre 4

Théorie de Floer

La donnée d'une variété symplectique (W,w) et d’un hamiltonien périodique H : S' x
W — R pose le probléme dynamique suivant : I’étude des orbites périodiques du gradient
hamiltonien X défini par tx,w = dH. En considérant ces orbites commes les points critiques
d’une fonctionnelle sur I'espace des lacets, il est naturel d’essayer de construire une théorie de
Morse en dimension infinie afin d’obtenir I'existence de ces orbites. C’est la théorie de Floer
dont nous exposons les grandes lignes dans les paragraphes suivants.

Outre les articles fondateurs de la théorie écrits par Andreas Floer lui méme : [13] [12] [11],
le lecteur pourra consulter [24] pour une introduction au sujet ou [4] pour un cours complet et
détaillé.

4.1 Conjecture d’Arnold et équation de Floer

Soit (W, w) une variété symplectique de dimension 2n et H : R x W — R, 1-périodique, i.e.
pour tout (6,2) € R x W, H(@ + 1,z) = H(,z). Par non dégénérescence de w, il existe un
unique champ de vecteurs XY tel que Lxow = dHg avec Hy(z) = H(0, ).

Ce champ de vecteurs dépendant du temps engendre un flot de diffeomorphismes ¢9; préser-
vant la forme symplectique car £ xow = txs odw+doiyy = d*Hy = 0. L’hamiltonien H étant
I-périodique, les orbites 1-périodiques correspondent aux points fixes de ¢};. La conjecture
d’Arnold affirme que, pour un hamiltonien donné, le sympectomorphisme engendré au temps 1
par son flot admet au moins autant de points fixes que le nombre minimum de points critiques
d’une fonction différentiable f: W — R.

A. Floer a apporté une réponse partielle a cette derniére. Nous exposons les grandes lignes

de sa démarche, qui peut s’interpréter comme une théorie de Morse en dimension infinie.

Remarque 4.1.1. (1) Nous avons supposé ’hamiltonien périodique afin de nous assurer

que toute trajectoire v du flot XY, qui vérifie v(1) = v(0), est 1-périodique.
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Cependant, ce sont les points fizes du difféomorphisme au temps 1 qui nous intéressent.
Partant d’un hamiltonien non nécéssairement périodique, nous pouvons le rendre pé-
riodique sans modifier le symplectomorphisme qu’il engendre. En effet, choisissons une
fonction a de [0,1] dans lui-méme, qui s’annule sur un voisinage de 0 et vaut 1 sur un
voisinage de 1. L’hamiltonien 1-périodique, défini par o/ (6)Hy pour 6 € [0,1], engendre

09 En particulier, le difféomorphisme induit au temps 1 est

Visotopie hamiltonienne ¢
toujours ¢'.

(i1) Lorsque I’hamiltonien est indépendant du temps, alors tout point critique de H est un
point stationnaire du flot et donc un point five de ¢};. La conjecture est donc trivialement

vrate pour un tel hamiltonien.

L’idée d’A. Floer est d’exprimer les trajectoires périodiques du flot comme les points cri-
tiques d’une fonctionnelle définie sur I'espace des lacets de W, C°°(S*, ). L’ensemble des
composantes connexes de C*(S!, W) correspond aux classes d’homotopie libre des lacets de la

variété. Pour chacune de ces composantes, choisissons un élément [;.

Définition/Proposition 4.1.1. Nous définissons la fonctionnelle d’action Ay : C=(S*, W) —
R par

Au(y) = — / ow— [ H((0))do
[0,1]x ST St

ot o : [0,1] x S désigne une homotopie entre ~y et l; le lacet préalablement choisi dans la méme
composante connexe que 7.

Cette application est différentiable et sa différentielle en un point v a pour expression :
14O = [ l3(0) = X(2(0).E0)

pour tout & € T,C= (ST, W).

Démonstration. Soit o : [0,1] x S* — W une homotopie entre v et [; et ¢ — ~, une variation

telle que %‘ o = & Nous choisissons une famille d’homotopies o entre 7; et [; et étendons §
en € le long de o par la formule % 1o+ On obtient alors :
d
dy( =28 [ pem [ ) an
dt t=0 [071] % §1 g1
= —/ d otz +/ dH () db
[0,1]x St St
[ e [ [ agu© = [ w60) - X600
{0}x St {1}xs1 St St
en remarquant que é = 0 le long de ;. [
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Afin que cette application soit bien définie, nous faisons ’hypothése d’atoroidalité symplec-

tique suivante. Nous verrons plus tard comment nous pouvons nous en affranchir partiellement.
Hypothése 1. Vo : T?> = W, [, 0*w =0.

Ainsi, la quantité f[o,ux g1 0w ne dépend que des extrémités de o. Cette formule nous
permet, outre d’identifier P(H), les orbites 1-périodiques de H, comme les points critiques de
Ay, de définir un gradient pour cette fonctionnelle. Soit (J?)ges1 une famille de structures
presque complexes compatibles avec w indexée par le cercle. Celle-ci induit un produit scalaire
sur C*°(S', W). Soient &,n € T,C>=(S*, W), le produit scalaire de ces deux vecteurs est donné

par
/31 g"(€(6).n(9)) db = /S ) (€(0), T (n(60))) O

Définition /Proposition 4.1.2. Soit (J%)ycst une famille de structures presque complezes
indexée par le cercle. Le gradient de Ay au point v € C®(S', W), relativement a la métrique

induite par (J%)pest et w, a pour expression
VAu 60— J°(3(0) = X5(1(0))) -

Démonstration. 11 suffit de calculer, pour £ € T,C>(S*, W),

QA (€) = / w(3(8) — X4.€) db

= [ w6 - X @) o = [ (G160) ~ X €)
ce qui conclut. [

Que deviennent les trajectoires antigradient en dimension infinie ? En suivant le cas Morse
a la lettre, une telle trajectoire u : R — C*°(S', W) devrait vérifier 2(0) = J(u(s)(0) —
X% (u(s))). Au lieu de voir u : R — C*°(S*, W) nous pouvons voir cette trajectoire comme un
cylindre R x ST — W, défini par u(s, 0) = u(s)(0). L’équation différentielle en dimension infinie

devient une équation aux dérivées partielles, a savoir ’équation de Floer :
st + J?(Opu — X% (u)) =0 <= Ogu+ J%0y — VH? (1) =0
ott VHY représente le gradient de HY relativement & la métrique ¢ = w(-, J%-).

Définition 4.1.1. Soient x,y € Crit(Agy) = P(H). Nous appelons l’ensemble des trajectoires
de Floer de x a y, [’ensemble
M(z,y) ={u:RxS" = W|du+ J?(Opu — X% (u)) =0, lim wu(s,-) =, liin u(s,") =y}.
T—r—00 S—+00
Les sections qui suivent donnent les arguments clés pour établir les propriétés essentielles
de ces espaces, a savoir la structure de variété différentielle, le calcul de sa dimension et la

compacité modulo I'ajout de trajectoires brisées.
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4.2 Deécroissance exponentielle, propriété de Fredholm et

calcul de ’'indice

C>®(R x S', W) n’admet malheureusement pas une structure de varié¢té de Banach. Nous

devons nous placer dans des espaces de type Sobolev pour mener notre analyse. Soit

lim, oo U(S, ) =7, hms—H—oo U(S, ) =Y }

PPz, y) = Jue W PR x 5", W
(517 y) {U loc( ) ||85U||, ||89U . XH(U)H c LP(R % Sl,TW)

avec ||.|| une métrique sur TW. Celles-ci sont toutes équivalentes par compacité de W et le
choix d’une norme particuliére n’affecte pas la définition de P¥P(x,y). L’espace tangent au
point u est WP(u*TW), Vespace des sections & € WP(R x ST, TW) de u*(TW) telles que
€I IVEN | V]| € LP, avec V n’importe quelle connexion sur W. Soit £ le fibré au dessus
de P'?(x,y) de fibre &, = LP(w*TW), et Oy : WHP(u*TW) — & la section définie par
g (u) = dgu+ J(Opu — Xy (u)).

Nous nous situons dans le cadre de I'analyse globale. Soit M (resp. N) une variété de
dimension m (resp. n). On note W, (M, N) les applications de M vers N qui, lues dans des
cartes, définissent un élément de I/VZIZf(U, R™) avec U un ouvert de R™. Nous choisissons ici
p > 2 pour deux raisons :

(i) Soit ¢ une carte sur N, pour donner un sens a ¢ o u avec u € W,P(M, N) il faut que u

soit continue. Il faut donc choisir kp > n et ici m = dim(R x S') =2 et k = 1.
(ii) Nous aimerions que cette définition ne dépende pas de la carte choisie, i.e. soient ¢, o,
deux cartes sur N et u € W,oP(M, N) alors ¢, o u € WeP(U,R™) si et seulement si ¢ o

u € VVlIZf(U, R™). Cette condition sera elle méme vérifiée si et seulement si 'application
u — (¢ 0 @7 1) o u envoie W*P(U,R") sur lui méme, ce qui est le cas, comme en (i),
lorsque kp > m (voir [21]).

En réalité, le choix de k£ et de p importe peu, tant que £ > 1 et p > 2.

(i) Siw est une trajectoire de Floer, alors u est & décroissance exponentielle, i.e. il existe des
constantes C et d tels que ||0su(s,t)|| < Ce~%1*l. Dans ce cas, pour tout ¢ > 2, u € Wi,
Cette estimation vaut plus généralement pour n’importe quel champ de vecteurs &£ le
long de u inclus dans le noyau de opérateur linéarisé (D0 g )y.

(ii) Si J et H sont de classe C* et u € WIP(R x S, W) est solution de d; g (u) = 0, alors,
par régularité elliptique, v € W*HP. Etant donné que nous supposons ’hamiltonien
ainsi que la structure complexe lisses, on aura, pour tout k € N, M(x,y) € W*P et
les solutions de 1’équation de Floer associée sont lisses. Le lecteur pourra consulter le
chapitre 12 de [4] pour les questions de régularité elliptique dans ce cas précis.

Comme en théorie de Morse, montrer que J; p intersecte Og de maniére transverse revient a

montrer la surjectivité de D9y g : WHP(u*TW) — &, on DO, g désigne la dérivée covariante de
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0y u relativement & une connexion sur £. Pour obtenir une connexion sur £ de dimension infinie,
choisissons une connexion V sur W. Nous notons de la méme maniére la connexion V sur £
définie comme suit. Soient (£,0) € WIP(u*TW) x T(WHP(R x SY, W), E), u, une courbe dans
WEP(Rx ST, W) telle que 7(0) = u et = = . Pour (s, 0) fix¢, 5 : 7 +— o(7)(s, 0) est une section
de TW lelong dey : 7 +— u-(s,0). Nous définissons D¢ (o) par (D¢(0))(s,0) = V)7 = Ves)7-
Comme en dimension finie, cette expression ne dépend que de £ (et non de u,), et de la valeur
de o le long de u,, elle est tensorielle en ¢ et la différence de deux connexions est tensorielle
en o. En particulier, lorsque o(u) = 0, Do, ne dépend pas du choix de la connexion. Ce choix

fait, la dérivée covariante la section 0y au point u € M(x,y) a pour expression
DAy u(€) = V& + J* (Vo = VeXpy) + (Ve ) (Opu — X7y (w)) .

Choisissons une trivialisation bornée u*(TW) ~ R x S x R**. Rappelons que u*(TW) est
un fibré, qui hérite de la structure presque complexe sur W, au-dessus d’un espace qui a le
méme type d’homotopie que le cercle, il est donc trivialisable. On peut choisir une trivialisation
qui identifie w avec wy; et J avec Jy. La dérivé covariante de 0y g en u s’écrit alors D0y (§) =
0s€ + JoDp€ + SE pour tout £ € WHP(R x ST R?™) avec S : R x ST — M,,(R) vérifiant S(s,0)

symétrique pour tous s, 6.

Remarque 4.2.1. I] est essentiel de choisir une trivialisation u*(TW) ~ R x S* x R*" qui soit
bornée, i.e. lisomorphisme induit {s} x {0} x R*" ~ T\, o\W soit uniformément borné (dans
les deuz sens) en (s,0), ou la norme a droite est induite par une métrique sur W.

Si ce nétait pas le cas, des éléments de WP (u*TW) pourraient correspondre o des éléments
n’appartenant pas a WHP(R x S R?") et inversement. Ce probléme est lié a la non-compacité
du domaine de définition R x S*.

Supposons que nous ayons déja obtenu la surjectivité de DOy (qui est garantie modulo
perturbations de H et/ou de J, voir la section suivante), comment retrouver la dimension de
M(z,y)? 1l S’avére que la propriété d’étre Fredholm ainsi que 'indice ne dépendent que du
comportement prés des asymptotes x et y. Ces derniers sont donc robustes aux perturbations
de H et/ou J pourvu qu’elles soient réalisées en dehors d'un voisinage de x(S')Uy(S'). Afin de
mener une analyse similaire a celle effectuée dans le cas de la théorie de Morse, il serait préférable
de se placer dans un espace de Hilbert plutot que Sobolev. Une fois une trivialisation choisie,
nous avons vu que notre opérateur s’écrivait 9, + Jy9y + S, était défini sur WHP(R x ST R?"),
et prenait ses valeurs dans LP(R x S!,R*"). Par la méme formule, on peut définir un opérateur
DOy : H'(R x ", R*) — L*(R x S*,R?"). Supposons quun de ces deux opérateurs soit
Fredholm, quelle(s) implication(s) pour autre ? Soit F(s) : H'(S', R*") — L*(S',R?") défini
par (F(s)€)(0) = Jo0s&(0) + S(s,0)€(s,0). Dans la trivialisation choisie, Dy (resp. DOy p)
a pour expression & — 9,& + F(s)&(s,+). Supposons que les opérateurs asymptotiques F* =

limg_, 4 F'(s) soient inversibles.
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(i) L’image de D3,y est fermée (voir [4] lemme 8.7.2).

(ii) Tout élément de ker DO, g est a décroissance exponentielle et donc inclu, pour tout p,
dans WP (voir [4] théoréeme 8.9.1, rappelons qu’un élément du noyau est représentable
par une fonction lisse par régularité elliptique).

(iii) Il en va de méme pour le conoyau, ou plutdt pour son dual. En effet, comme l'image
est fermée, un élément du dual du conoyau peut étre identifié avec un élément de
LI(R x S1,R*), avec ¢ = p* = p%l, s’annulant sur I'image de D3y y. Cette identification
est valable pour tout p et, dans le cas p = 2, elle se formule en terme d’orthogonalité :
coker DO, su >~ (Im D 7))+, Dans les deux cas, un élément du dual du conoyau n est
solution faible, i.e. en tant que distribution, de (DJ;p)*n = —dsn + JOyn +* Sy = 0.
L’adjoint formel (DOyy)* de (DOyp) ala "méme forme" et partage les mémes proprié-
tés d’ellipticité. Un élément du dual du conoyau est représentable par une authentique
fonction qui, comme les solutions de I’équation de Floer, sera aussi réguliére que les
données H, J. Ici, (DO;y)* admet les mémes opérateurs asymptotiques, les éléments de
son noyau sont eux aussi a décroissance exponentielle et inclus, pour tout p, dans W1».

En conclusion, lorsque les opérateurs asymptotiques sont inversibles, le noyau et le dual du

conoyau sont inclus dans Ny~ W14, Pour déterminer leur dimension, il suffit d’étudier I'opéra-
teur DO g : W2 — L2, défini par la méme formule mais sur un espace de Hilbert ce qui facilite
grandement les calculs. Pour une étude précise de cet opérateur, le lecteur pourra consulter [25]
ou l'auteur établit, dans le cas p = 2, la propriété Fredholm, introduit 'indice de Conley-
Zehnder et calcule I'indice de Fredholm directement. Sinon, on peut faire appel aux théorémes
évoqués dans [23]. Afin d’étudier les opérateurs asymptotiques, nous laissons momentanément
la trivialisation et raisonnons géométriquement.

Pour v € P(H) = Crit Ay, on peut aussi définir une version de la hessienne en dimension

infinie. Soient 1 et £ € H'(y*TW), choisissons une double variation v,, ,, : ST +— W telle que

(1) Yo,0 = 7,
(i) Do

(i)

(m1,72)=(0,0) - 5’

(r1,m2)=(0,0) — -
Il vient alors

0” AH (77'1 T2

Hess AH’Y(€? 77) = 87'107_2 ) = /Sl VUW(’Y - XHa 5) + W(VGU - V”ZXHa 5) + W(’y - XHv vng)

:/ w(V(m—VnXH,f):/ Q(J(Veﬂ_anH)vé)'
g1 St

Cette expression ne dépend véritablement que de & et 1 (plutot que de la variation choisie) et
est symétrique en &, 7. En particulier 'opérateur asymptotique D, défini par Hess A, (£, 1) =
(€,D+(n)), a pour expression D,(§) = J(Vo§ — Ve Xp) et est symétrique pour la métrique
induite par w et J. De plus, il ne dépend pas de la connection V choisie pourvu qu’elle soit
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symétrique. En effet, soit V une autre connexion symétrique, alors V—V = A : W — T*W &
End(TW) avec A un tenseur symétrique, i.e. pour tous X,Y, Ax)(Y) — Ay (X) = 0. Alors

J(Vo€ = VeXp) — J (Vo€ — VeXn) = J(Ap0) (&) — Ay (Xn)) = T (A, (&) — A (Xa)) = 0.

Comme les opérateurs asymptotiques D, sont symétriques pour la métrique induite par w
et J, ¥, étant I'expression d’un de ces derniers dans des coordonnées identifiant w(-, J-) avec
le produit scalaire usuel, est aussi symétrique pour la métrique usuelle sur L%(S*, R*"). Pour
montrer qu’il est inversible, il suffit de montrer qu’il est injectif.

Pour ce faire, nous choisissons un voisinage V' de 7(S') isomorphe a S' x R*"~! (R*" si v
est constante). La différentiation usuelle d, lue dans une carte sur ce voisinage, induit géomé-
triquement une nouvelle connexion sans torsion V. Nous avons vu que Pexpression de D, ne
dépendait pas de la connexion choisie. Or, son expression F*, dans la trivialisation induite par
le carte, s’écrit F=(€) = £(0)—dX 5 (£(0)) (nous identifions X avec son écriture en cordonnées).
Comme F* et F* sont expression d’un méme opérateur dans des coordonnées différentes, ils
sont conjugués. Il suffit de montrer que F* est injectif.

Soit & € ker F*, ie. £(0) = dX%(£(0)). Considérons & comme une fonction sur lintervale
[0,1] avec £(0) = £(1), nous utilisons momentanément la variable ¢ au lieu de ¢. En dérivant

I'expression d¢y(£(t)) et en remarquant que X% o ¢, = (¢5/).(XY), on obtient

—dXp (05 (£(1))) + doy (1) = doy (E(t) — dXp(E(1) = 0.

Or dg%(£(0)) = £(0) d’ou &(t) = d¢';(£(0)). Rappelons-nous qu’initialement, £ est définie sur
le cercle. Afin d’obtenir un élément du noyau de F* donnant naissance a une vraie solution
géométrique incluse dans le noyau de D., il faut que (1) = d¢},(£(0)) = £(0), ce qui nous

amene a la définition qui suit.

Définition /Proposition 4.2.1. Un hamiltonien R x W — R est dit non-dégénéré si, pour
tout ¢ € Fix ¢k, do' : T,W — T, M n’admet pas 1 comme valeur propre.
(1) Si H est non-dégénéré, alors, pour tout v € P(H) lopérateur asymptotique D. est
inwersible.
(ii) L’ensemble des hamiltoniens non-dégénérés est dense (pour les topologies C*(W,R) ou
WHEP(W,R) pour tous k > 1, p > 2).

Démonstration. L’assertion (i) découle de la discussion précédente.

Concernant I'assertion (ii), la non-dégénérescence de H est équivalente a la transversalité
de lapplication graphe W x W — W x W, définie par (z,y) — (z, ¢} (y)), relativement a la
diagonale A C W x W. On utilise & nouveau la transversalité paramétrique en considérant la

section C*(R x W,R) x W x W — W x W définie par (H,x,y) — (z, o5 (y)). ]
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Remarque 4.2.2. Cette notion de dégénérescence est un analogue de la notion éponyme en
théorie de Morse. Un hamiltonien non-dégénéré a ses orbites périodiques isolées dans C*(S*, W).
Lorsque H est indépendant du temps, une orbite constante (un point critique de H) égale a
x € W est non dégénérée si et seulement si, en tant que point critique de H, x est non dégénéré
(voir proposition 5.4.5 de [{l]).

L objectif de cette these est de construire une théorie de Floer lorsque les orbites sont "bien

dégénérées”, i.e. la dégénérescence est liée a la symétrie issue d’une action de groupe.

Si notre hamiltonien est non dégénéré, nous pouvons faire appel a la généralisation en
dimension infinie du lemme évoquée (voir [23]). Soient x,y € P(H) et u € M(x,y), alors
DO; i au point u est un opérateur de Fredholm dont l'indice est donné par le changement net
de valeurs propres négatives entre les deux opérateurs asymptotiques. Replagons nous dans une
trivialisation identifiant la métrique w(-,J-) avec le produit scalaire usuel. Bien que F'* soit
symétrique, il n’y a aucune raison pour que F'(s), s € R le soit et il devient difficile de "suivre"
les valeurs propres. Pour remédier a ce probléme, on peut relier DJ; y, & travers des opérateurs
de Fredholm, & un opérateur de la forme 0, 4+ F(s) avec F(s) auto-adjoint pour tout s.

Il existe alors des fonctions continues \; : R — R, telles que (X;(s))jes (resp. (ims—y A;(9));er)
constituent 'ensemble des valeurs propres de F/(s) (resp. F') avec multiplicité. L’indice est alors

donné par le flot spectral défini par
#{j € J|Xj(—o0) < 0,\;(+00) >0} — #{j € J|\j(—00) > 0,\j(+00) < 0}.

Bien que l'on puisse montrer que ce nombre est bien défini et indépendant de la pertur-
bation, il semble difficile a calculer explicitement. L’indice de Conley-Zehnder nous permet
de calculer cet indice de Fredholm. Plus précisément, il est égal a la différence des indices
de Conley-Zehnder du flot linéarisé lue dans la trivialisation induite par u entre les deux or-
bites. Quel est le lien entre nos opérateurs asymptotiques (qui d’aprés ce qui précéde, déter-
minent entiérement 'indice de Fredholm) et le flot le long de 'orbite (qui détermine l'indice
de Conley-Zehnder) ? Si l'opérateur asymptotique & — JoV,§ — JoVe Xy le long d'une orbite
v sécrit € — Jof + S¢ dans une trivialisation donnée, alors S(t) = —JLdX! (y(t)) est sy-
métrique et 1-périodique. Soit R(t) 'expression de d¢' le long de v dans cette trivialisation,
alors R(t) = dX%(y(t)R(t) = JoS(t)R(t). Réciproquement, si S est un chemin de matrices
symétriques, I’équation différentielle précédente engendre un chemin de matrices symplectiques
t— R(t).

Remarque 4.2.3. Ces constructions sont cohérentes : en gardant la forme symplectique fize,
changer la structure presque complexre modifiera la métrique et vice-versa. Dans notre tri-
vialisation unitaire, une matrice symétrique/compleze correspond & un endomorphisme symé-

trique/complexe entre deuz espaces tangents de W.
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Si Porbite est non dégénérée, alors R(t) est un chemin de matrices symplectiques reliant
I'idendité a R(1) n’admettant pas 1 comme valeur propre. Il est possible de lui associer I'indice
de Conley-Zehnder correspondant (qui dépend de la trivialisation). Le lecteur pourra trouver

une démonstration de la proposition suivante dans [4].

Proposition 4.2.1. Soient x,y € P(H) deuz orbites non-dégénérées et u € M(z,y). Soit
pez(x), (resp. pez(y)) Uindice de Conley-Zehnder du flot linéarisé calculé dans la trivialisation
de x*TW (resp. y*TW ) induite par une trivialisation de w*TW . Alors DOy au point u est un
opérateur de Fredholm d’indice ucyz(x) — pez(y).

Remarque 4.2.4. [l est important d’observer que l’indice de Conley-Zehnder doit, le long de
x et dey, étre calculé dans une trivialisation induite par w. Le choix d’une autre trivialisation
fait intervenir la classe de Chern du fibré complexe (TW,J). Cette classe ne dépend pas de
la structure presque complexe choisie. En effet, ’ensemble des structures presque complexes
compatibles avec w est un ensemble contractile et en particulier connexe. Nous reviendrons sur

le réle des trivialisations lorsque nous définirons le complexe de Floer.

Remarque 4.2.5. L’indice de Conley-Zehnder peut étre vu comme un indice relatif en di-
mension infinie, i.e. il ne mesure pas le nombre de valeurs propres de 'opérateur asymptotique
(celles-ci sont en nombre infini) mais la différence entre deux indices obtenus dans une triviali-
sation commune, mesure le changement signé de valeurs propres négatives d’apres la discussion

qui précéde.

4.3 Transversalité et points injectifs

Comme en théorie de Morse, nous pouvons montrer la transversalité, modulo une pertur-
bation de I’hamilitonien et/ou de la structure presque complexe, en utilisant la transversalité
paramétrique.

Nous notons par F la section
F:PPXxHXxT—E; (u,H,J)— Osu+ J(Opu— Xp(u))

ou H (resp. J) représente 'espace des hamiltoniens (resp. des structures presque complexes
compatibles avec w) muni d’une structure d’espace de Banach appropriée (nous pouvons les
choisir aussi réguliers que nous le souhaitons). Il s’agit, encore une fois, de montrer que cette
section est transverse a Og. Pour calculer sa différentielle en un point (u, H, J) € F~(0), nous

rajoutons les termes obtenus en dérivant selon I’hamiltonien et la structure presque complexe :

DFusm (&Y, h) = V& + IVl + Ve (Opu — X (u)) — JVeXy + Y?(Opu — Xp(u)) — Vh.
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En utilisant Pinversibilité des opérateurs limites et la compacité de I'injection WP ([—N, N]x
S1)y € LP([-N, N] x S1), il est possible (voir la section 2 de [24]) de montrer que I'image de
DOy est fermée. Comme elle est de codimension finie (car Dd;p, en tant qu’opérateur de
Fredholm, a une image de codimension finie), 'image de DF est fermée de codimension finie.
Si elle n’est pas égale a &,, alors il existe n € L? orthogonal a son image (¢ = p* = p%l). Plus

précisément, il existe n € LY (u*TW) non nul tel que, pour tous &, Y, h :
/ (V& + Jy €+ Ve (Opu — Xp(u) — JVeXy + Y (Opu — Xp(u)) — Vh,n) = 0.
RxS1t

En posant Y, h = 0, on constate que n satisfait 0sn — JOyn + A(s,0)n = 0 avec A(s,0) €
My, (R) en tant que distribution. Nous avons déja mentionné que l'adjoint formel (D0 y)*
défini par (D3 p)*(§) = —0s& + Jo0sé +' SE partageait, avec (D y) des propriétés d’ellipticité
similaires. En particulier, n est représentable par une authentique fonction aussi réguliére que
Het J.

Lemme 4.3.1. Soit (s,0) € R x S, supposons
(1) Osu(s,0) #0,
(i) u(5,0) & u(®\ 5,0),
(i1i) u(s,0) # x(0) et u(s, ) # y(0).

Alors n(s,0) =0

Démonstration. Pour tout €; > 0, il existe € tel que | — s| > ¢ = d(u(s,0),u(s',0)) > e.
Supposons le contraire, il existe € > 0 et une suite (s, )nen avec |s,—s| > e et d(u(s, 0), u(sp,0)) —
0. Si la suite n’est pas bornée, on peut extraire une sous-suite qui tend vers oo ce qui contredit
(iii). Si elle est bornée, on peut extraire une sous-suite convergente qui contredit (ii).

On peut aussi trouver un €3 tel que, quitte a diminuer €, , I’assertion précédente reste vraie
pour 0" avec |6 — 0] < e5. 1l est possible de choisir Y € 7,7 = {Y|JY +YJ =0} et e > 0
vérifiant :

(i) Y?(9su(s, 0)) = —n(s.0),

(if) supp(Y) C Bu(s,0),€e2)x]0 — €3,6 + €],

(iii) (YY(=0su),n) > 0 sur |s — €1, s + €1[x]0 — €3,0 + €3].

Supposons 77(3, 0) # 0. Alors, en posant &, h = 0 dans U'intégrale précédente, et, en remar-

)

quant que Jpu — Xp(u) = —0su, on obtient

o= [ w'omm= [ (VO (—~d.u).n) > 0
RxS1 }8761,S+61[X]97€3,9+63[

ce qui conclut par contradiction. [

A ce stade, il y a plusieurs maniéres d’obtenir la transversalité annoncée :
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(A) Montrer que les points vérifiant (i)-(iii) forment un ensemble contenant un ouvert dense
dans R x S, ce qui suffit & montrer que n = 0. Ces points sont appelés points injec-
tifs. Nous introduirons un raffinement de cette définition dans le cas équivariant, un
raffinement qui fera intervenir la géométrie de ’action de groupe.

(B) L’argument mis en jeu montre en réalité que n s’annule sur un petit voisinage autour
de (s,0). Or, étant orthogonal a I'image de DJ;p, n satisfait aussi une équation de
type Floer. Plus précisément, elle est dans le noyau de (Dd; )" qui est un opérateur
de Cauchy-Riemann. Elle satisfait donc, comme les fonctions holomorphes classiques,
des propriétés de continuation unique (c’est une conséquence du principe de similarité,
théoréeme 8.2.1 de [2§]), ce qui est suffisant pour montrer qu’elle s’annule sur le cylindre
entier.

La transversalité étant bien plus dure & établir dans le cas équivariant, nous devrons utiliser

en méme temps ces deux types d’arguments. Dans le cas ici présent, nous obtenons

Théoréme 4.3.1. Soient H € H et Jreq(H) C J Uensemble des structures complexes J telles
que la section DOy soit transverse a la section nulle. Alors Jreq(H) contient une intersection

d’ouverts denses.

4.4 Compacité et Gluing

Nous continuons de mimer la construction de Morse dans un cadre de dimension infinie
et regardons la compacité des espaces de trajectoires non paramétrées L(z,y) = M(x,y)/R.
Plus précisément, montrons que ces derniers admettent une compactification par l'ajout de
trajectoires de Floer brisées.

L’action de R sur M(z,y) est donnée par o.u = u(o + -, -). Comme Ay décroit strictement
le long d’une trajectoire, cette action est libre (& moins que x = y). Il est possible de montrer
qu’elle est également proprement discontinue, conférant a L£(x,y) une structure de variété de
dimension pez(x) — pioz(y) — 1. Nous pouvons ici considérer toutes nos données (H et J) de
classe C™ et nous placer dans les espaces C(S!, W) et C®(R x S, W) ce qui était prohibé,
rappelons-le, lors de I'analyse de Fredholm. La seule structure de variété de Fréchet (et donc
d’espace métrique) nous suffit pour établir des résultats de compacité.

La premiére étape consiste a montrer que toute suite de trajectoires de Floer reliant deux
orbites périodiques données, admet une sous-suite qui converge localement vers une trajectoire

de Floer avec des asymptotes potentiellement différentes.

Proposition 4.4.1. Le gradient des trajectoires de Floer entre deux orbites x,y € P(H) est

uniformément borné, i.e. il existe C' tel que, pour tout u € M(z,y), ||Vul|| < C.
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Démonstration. Raisonnons par 'absurde et supposons l'existence de suites (uy,, Sp, O, )nen telles
que R, = ||Vu,(sn, 0,)|| — +00. Nous choisissons une suite (€,),eny € R™* qui tend vers 0 mais

assez lentement pour que €, R, — +0oo et faisons appel au lemme suivant (voir [10]).

Lemme 4.4.1. Soient g : X — RT une fonction continue sur un espace métrique complet,
xg € X et ey > 0. Il existe y € X, € €]0, €] vérifiant

(1) d(y,xo) < 2,

(i) eg(y) = €og(wo),

(i) g(x) < 29(y) Vo € By, ).

En prenant g = ||Vu|| on obtient des nouvelles suites, toujours notées s, 0,, €,, telles que

(1) €nl|Vun||(sn,0n) = +00,

(i) [[Vul] < 2[[Vu(sy, )| sur B((sn,0n), €n)-
Soit vy (s,t) = u((Sn, On) + %) définie sur B(0,¢,R,). Alors

() IVenl <2,

(i) Veall(0,0) = 1,

(iii) Dyvn + IR Do, — AT T Xy (0,) = 0.
L’idée cachée derriére le choix de la suite €, et la reparamétrisation des u,, en v, est de "zoomer”
la ou le gradient explose, suffisament prés pour que Vv, soit bornée (i), minimiser I'influence du
terme hamiltonien (iii) dans I’équation de Floer, mais pas assez pour tendre vers une fonction
constante (ii). La suite v, a son gradient borné, elle est équicontinue et ses domaines de définition
B(0, ¢, R,) forment une suite croissante dont la réunion est égale a C. En appliquant le théoréme
d’Arzela-Ascoli, on extrait une sous-suite convergeant dans C (C, W) vers v : C — W et une
sous-suite de 6, convergeant vers fy. D’aprés (iii), v est solution faible de dsv + J%0pw = 0
(0 est maintenant vu comme un réel et représente la coordonnée imaginaire). Remarquons que
cette équation peut s’interpréter comme une équation de Floer avec H = (0. Les arguments
de régularité elliptique précédemment exposés permettent d’affirmer qu’elle est différentiable,
solution forte de O,v+J%9yv = 0 et aussi réguliére que J%. C’est donc une courbe J-holomorphe.
Nous aimerions étendre cette courbe a l'infini, afin d’obtenir une sphére J-holomorphe. D’aprés

le lemme suivant (voir par exemple [16]), il suffit de montrer que son énergie E(v) définie par
%fc 10sv]|% + ||0pv]|* = f(c 10sv]|? = f((: v*w est finie.

Lemme 4.4.2. Soit (W,w) une variété symplectique, J une structure presque complexe com-
patible avec w, v : D\ 0 — W une courbe J-holomorphe contenue dans un compact de W. Si

f]D)\O u*w < oo alors u admet une extension J-holomorphe au disque entier D.
En remarquant que 0(z) := v(2) définie sur C* est aussi J-holomorphe avec E(?) = E(v),

il suffit de montrer que I’énergie de v est finie.

Remarque 4.4.1. Sans le mentionner explicitement ici, nous exploitons des propriétés fonda-

mentales des courbes J-holomorphes. Au-dela du lemme mentionné, le lecteur peut vérifier que
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[’énergie d’une courbe J-holomorphe
(i) est invariante par reparamétrisation holomorphe, i.c. & [ [[Vv|? =1 [ [[Vv o ¢||* pour
¢ : 3 — X un btholomorphisme de la surface de Riemann 3,
(i) bien qu’étant une quantité métrique, ne dépend que de la classe d’homologie de v (re-
lativement & son bord dans le cas d’une surface a bord), i.e. 5 [ [[Vv|? = [ v*w et est
strictement positive (@ moins que la courbe soit constante). Cet arqgument nous permettra

d’obtenir la contradiction comme quoi v est constante.

Bornons maintenant 1’énergie de v.

/ V0,7 = / 10st0all? + Bt ? = / 10st0all? + 190t — X (atn) + Xt ()|
B(0,6n Rn) By, Bn,

Z/H@%W+%%%—XhWMW+NXM%N2

Bn

<3 / 10l +2 / 1 X s ()
RxSt Bn

Le dernier terme tend vers 0 car le rayon de la boule B,, tend vers 0 et Xy est borné sur

W compacte. De plus,

/ 105, |)? = lim 10,un]l? = — lim dAn(u(s, )
Rx St R

o J[-R,R]x S R=reo JI-R,R] ds

= = Jim_(An(u(R..)) = An(u(~R.) = An(@) = As(y) < +o0.

L’énergie de v est donc finie, on peut ’étendre en sphére J-holomorphe non constante.
Or, d’aprés I’hypothése , f 2 V'w = 0. En effet, il existe une application de degré positif
du tore vers la sphére, 1'asphéricité symplectique, i.e. pour tout o : S? — W, fs2 viw =
0, découle de l'atoroidalité symplectique. D’aprés la remarque précédente sur ’énergie des
courbes holomorphes dans une variété symplectique, v est nécéssairement constante, d’ou la

contradiction. ]

Il reste un dernier lemme & énoncer avant de pouvoir mimer mot pour mot la procédure de

compactification de la théorie de Morse.

Lemme 4.4.3. Soit u: R x ST — W, une solution de 0;yu = 0. Les assertions suivantes sont

équivalentes :

(7’) foSl ||aSuH2 < 00,
(11) lim, 1o u(s,.) € P(H).

Démonstration. (ii) = (i) a déja été montré pour borner le gradient.
(i) == (i1) : Nous reprenons l'argument présent dans la section 6.5.b de [4] et trai-

tons uniquement le cas +o0o. On peut trouver une suite (sg)ren avec sy — +oo telle que
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S |0su(sy, 0)]|°d0 — 0. Soit (vi)ren la suite définie par v;, = u(sy,-). Cette derniére est équi-
continue.

[17:(01) — w(02)[1 < 161 — Ol [g1 [[Opulsk, 0)[*d6

<1161 = Bal| (s X% + [ Owu(ss, 0) — Xir|[?d6)

Le premier terme du second facteur est borné indépendamment de k, 61,05 et le deuxiéme
tend vers 0. Le théoréme d’Arzela-Ascoli donne une sous-suite convergente au sens C vers y.
On peut montrer (lemme 6.5.10 de [4]) que y est en fait de classe C! et qu’il appartient & P(H).

Comme limg Ag(vx) = An(y) et que Ay est décroissante le long s — wu(s,-), il vient
limg 100 Am(u(s, ) = An(y). Soit (s}, )ken une nouvelle suite qui converge vers +o0o et vy :=
u(- + s}, -). La compacité locale établie précédemment donne l'existence d’une sous-suite, tou-
jours dénommeée vy, telle que vy converge vers v, solution de I’équation de Floer et d’éner-
gie finie. Pour tout R, Ag(v(R,-)) = limy Ag(u(R + s},-)) = Ax(y), donc f_RRHﬁssz =
Ag(v(R,-)) — Ag(v(—R,-)) = Au(y) — Au(y) = 0 et E(v) = 0. Comme v est solution de
I’équation de Floer et d’énergie nulle, v est indépendant de s et égale & une trajectoire pério-
dique § € Py et limy u(s), ) = v(0,-) = g. En résumé, pour toute suite (s} )ren qui converge
vers +00, il est possible d’extraire une sous-suite de (u(s},-))ken qui converge vers un élément
de Py. On peut ensuite montrer que la limite en question est unique. En effet, soit V' une
union de voisinages disjoints connexes des éléments de P(H) dans C*(S', W). Pour s assez
grand, u([s, +oo[,.) € V. Si ce n’était pas le cas, on obtiendrait une sous suite (sy)ren telle que
u(sg, ) € V. Or celle-ci admettrait une sous-suite convergente vers un élément de P(H), d’ou
la contradiction. Par connexité, lorsque s tend vers +o00, u(s, -) ne peut converger que vers une

unique orbite périodique. Le cas —oo est similaire. [

Nous avons désormais tous les arguments pour prouver la compacité.
Théoréme 4.4.1. Soit (uy)neny € M(z,y) avec x,y € P(H).

Il existe k € N, k + 1 orbites distinctes xo, ...,z (avec zg = x, xpy1 = ¥y), k cylindres
u' € M(z;_1,;), et k suites (s ),en € R (1 = 1... k), tels que s’ .u,, — u; dans C;2(Rx ST, W).

loc

Démonstration. La suite u, est équicontinue, elle admet donc une sous-suite convergente, au
sens C¥ et sur tout compact, vers v. Celle-ci est solution faible de 9,5 (v) = 0. Par régularité
elliptique, elle est de classe C' et c’est une authentique trajectoire de Floer. De plus, son
énergie [ g [|0sv]|* est finie, elle converge donc vers des orbites périodiques de H en +oo.

Ceci prouve la compacité locale pour les solutions de I’équation de Floer d’énergie finie, le
reste de la preuve se fait exactement comme dans le cas de la théorie de Morse. La partie de
cette démonstration repose uniquement sur la métrisabilité de M, on peut remplacer partout
M par C*(S*, W) et voir nos cylindres comme des courbes u : R — C®(S', W).

Il reste une subtilité. S'il existe k trajectoires telles que s’ .u, — u’, i = 1...k, on peut

choisir des trivialisations de u™*TW telles que les indices de Conley Zenhder des orbites z;
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coincident vues comme extrémités positives ou négatives. Ceci nous assure qu’une trajectoire

de Floer dégénére en une trajectoire brisée d’au plus pcoz(x) — pez(y) étages. O

(i) Lorsque pcz(x) — pez(y) = 1, L(z,y) est un espace discret. Il ne peut avoir de point
d’accumulation, étant compact, il est fini.

(i) Lorsque pcz(z) — pez(y) = 2, L(x,y) est de dimension 1, ses composantes connexes
sont soit compactes homéomorphes au cercle, soit non compactes et homéomorphes a un
intervalle ouvert. Afin de montrer que 'ajout de trajectoires brisées (u,v) € L(x,z) X
(z,y) avec pcz(x) — poz(z) = pez(2) — pez(y) = 1, compactifie £(x,y) en une variété
a bord, nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 4.4.2. Soit (u,v) € L(x, 2)xL(z,y) avec pcz(x)—pcz(z) = pez(z)—pez(y) = 1.
Il existe une application 1 : [Ry, +oo[— M(x,y) telle que :

(i) imp 100 ™o Y(R) = (u,v) ou m désigne le quotient par l'action de R,

(i) toute suite w, € L(x,y) convergeant vers (u,v) est dans l'image de o & partir d’un

certain rang.

La propriété (i) est une sorte de réciproque a la compactification. Toute suite de L(z,y),
non convergente dans L(z,y), converge vers une trajectoire brisée. Réciproquement, toute tra-
jectoire brisée s’obtient comme limite d’authentiques trajectoires.

La propriété (ii) assure qu’une trajectoire brisée correspond a une unique extrémité d’inter-
valle, ce n’est pas un point de branchement entre deux intervalles ouverts.

La démonstration de cette proposition consiste a construire une solution approchée wg,
montrer que (DJj )y, est surjective avec un inverse uniformément borné (indépendamment
de R) et appliquer une version quantitative du théoréme des fonctions implicites pour trouver

une authentique trajectoire prés de wg.

Remarque 4.4.2. Dans le cas de la théorie de Floer classique, la surjectivité de [’opérateur
en wg se montre en remarquant qu’il est de Fredholm d’indice 2 puis en trouwvant un espace
Wr de codimension 2 sur lequel il est injectif. Dans le cas équivariant, les asymptotes sont
dégénérées et nous ne pouvons mimer cette démonstration, nous renvoyons le lecteur a [{)] pour

une démonstration compléte de cette proposition.

4.5 Homologie de Floer

Soient (W,w), H € H non-dégénéré et J € J,.,(H), i.e. telle que 0,y soit transverse a Og.
Ainsi, pour tous x,y € P(H), M(z,y) est une variété . Nous choisissons un lacet de référence
l; : S* — W pour chaque composante connexe de C°°(S*, ). Nous fixons une trivialisation de

[;TW, et pour z € P(H), nous choisissons une homotopie o, : [0,1] x S* — W entre [; et z.
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Etant donnée une trivialisation de oTW qui coincide avec notre trivialisation choisie le
long de 0,(0, ) = I;, nous pouvons associer a = son indice de Conley-Zehnder pcz(x), calculé
dans cette trivialisation. L’indice est bien défini, il dépend de o, mais pas de la trivialisation
de o TW tant qu’elle coincide avec celle choisie le long de 0,(0,-) = Ij;). En effet, étant don-
nées deux telles trivialisations, soient R;, R les deux chemins dans Sp(2n) correspondants a
t — dg¢'. Ces derniers sont conjugués par le chemin ¥(1,-) ou ¥ : [0,1] x S* — Sp(2n) corres-
pond au changement de trivialisation de ¢(TW). En remarquant que W(0, -) = Idy, (les deux
trivialisations coincident au-dessus de 0, (0, ) = [;), alors (s,t) — (s, t)Ry(t)¥ (s, )" est une
homotopie entre R; et Ry et, pour tout s, ¥(s,1)Ry(t)¥(s,1)~! n’admet pas 1 comme valeur
propre.

Nous voulons construire un complexe différentiel, engendré par les points critiques. Nous
avons vu que l'indice de Conley-Zehnder avait un role analogue a I'indice de Morse en dimension
finie et par conséquent, pouvait servir de graduation. Le probléme est que, pour u € M(x,y),
la composante connexe de M(x,y) contenant u a pour dimension la différence des indices de
Conley-Zehnder de x et de y dans des trivialisations de x*TW et y*TW induite par u. Une fois
nos choix (arbitraires) de lacets de référence [;, de trivialisations de [} (T'W) et d’homotopies
o, entre x et [; effectués, comment déterminer la dimension de M(x,y) prés d'une trajectoire
u en fonction des indices pcoz(z), pez(y)? L'indice de Fredholm de DO;y au point u est
donné par ucz(r) — ficz(y), avec ficz(y) l'indice de Conley-Zehnder de y mais calculé dans
une trivialisation de op#u. Il s’agit de comparer ficz(y) et pcz(y). Le lecteur pourra trouver

une démonstration de la proposition suivante dans [29] :

Proposition 4.5.1. Soient 01,09 deuxr homotopies entre un lacet v et une orbite périodique
T el ply, 1oy, les indices de Conley-Zehnder caclulés dans des trivialisation de ofTW, o3 TW
coincidant toutes deux le long de 7.

Alors p, = u&, — 2c1(A) ot ¢y € H*(W,Z) est la premiere classe de Chern du fibré
complexe (TW, J) et A € Hy(W,Z) représente la surface [o1#ds] ot Gy représente [’homotopie

oy dont lorientation a €té inversée.

Remarque 4.5.1. Comme J est contractile, la classe de Chern de TW est bien définie peu

importe le choix de notre structure presque complexe compatible avec w.

Ce phénomeéne souligne I'importance de la classe homologique [u] des trajectoires. Afin de
construire un complexe différentiel qui prenne en compte cette donnée, nous ne considérons pas
simplement le Z-complexe engendré par les orbites périodiques mais intégrons l'information
homologique de la maniére suivante.

Pour z,y € P(H), nous notons désormais M*(z,y) = {u € M(z,y)|[c.#ut#s,] = A}.
C’est une variété de dimension pucz(z) — poz(y) + 2c1(A) et LAz, y) = MA(z,y)/R est de
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dimension pez(x) — pez(y) + 2¢1(A) — 1. Soit

Aw:{ 3 )\AeA‘)\AeZ}.

A€H3(W,Z)

En tant que groupe, cet ensemble est le Z-module libre engendré par Ho(W,Z). La structure

4. eB = eAtB ¢t s’6tend par linéarité. Comme nous sommes unique-

d’anneau est donnée par e
ment intéréssés par 'action de la premiére classe de Chern ¢; : Ho(W,Z) — Z, nous pouvons
remplacer Hy(W,Z) par Hy' (W) = Hy(W,Z)/ ker ¢; afin de ne pas manipuler un anneau trop
compliqué. Par exemple, les éléments de torsion n’ont aucun role. Nous pouvons graduer cet
anneau par la classe de Chern en posant |A| = —2¢;(A) et nous considérons le produit tensoriel
gradué des modules gradués ( dow eP(H) Z(x)) ®z A, ol le premier module est gradué par I'indice
de Conley-Zehnder calculé dans une homotopie entre l'orbite et le lacet de référence comme
expliqué ci-dessus.

Nous définissons la différentielle du complexe par

d(z) = Z < Z e(u))y.eA
Al=1 N[ z,y)

y t.q. [z|—|ye uleLA(

Regardons de plus prés cette expression :

(i) Nous n’avons pas parlé d’orientation. Il est possible d’orienter chaque espace M*(x, )
de maniére a ce que le gluing préserve 'orientation. Nous reviendrons plus en détail sur
les questions d’orientation dans le cas équivariant. Précisons néanmoins que recoller des
trajectoires (u,v) € M4 (z,y) x MPB(y, 2) donne naissance a une famille unidimension-
nelle de trajectoires dans MA+8(z, 2) approchant (u,v).

La décomposition 0L(z, z) = [, L(x,y) x L(y, z) induit

0L (x,2) = H LAz, y) x LB(y, 2)

y,A,B| A+B=C

i) e(u) € {—1,1} est alors calculé en comparant l'orientation induite par dsu (celle-ci ne
dépend pas du représentant choisi pour [u], ces derniers étant tous translatés les uns par
rapport aux autres) et l'orientation géométrique de M(z,y).

(iii) Nous étendons 0 par A, linéarité, de sorte a ce qu’elle reste de degré —1.

(iv) Pour y, A fixés, Z[u}ew(m’y) ¢(u) est bien une somme finie par compacité. Il reste a voir
que pour x,y fixés, il n'y a qu'un nombre fini de A non nuls intervenant dans la somme,
ce qui est & nouveau une conséquence de la compacité. Supposons qu’il existe une suite
infinie de clases distinctes (Ag)ren dans Hy(W) et de trajectoires (uy)peny € MA*(2,7),
alors la suite (uy)ren converge par compacité vers une trajectoire v, possiblement brisée.

A partir d'un certain rang, tous les éléments de la suite sont homotopes a v (plus
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précisément au recollement des différentes trajectoires composant v si celle ci est brisée).
Les surfaces o, #u,#0, sont homotopes et définissent une méme classe d’homologie d’ot
la contradiction.

Regardons maintenant le coefficient de 9%(z) en z.e%

> e(u) e(v)

(u,0)ELA (2,y) X LB (y,2)

, soit

ot la somme porte sur les classes A, B telles que A+ B = C et les y vérifiant || — |ye| = 1.

Cette somme compte donc le nombre (en prenant en compte l'orientation) d’éléments de
AL (x, z). Ces derniers sont donc en nombre pair et pour chaque paire (u1,v;), (ug, v9) venant
compactifier une composante de £%(x, z) homéomorphe & un intervalle ouvert, on peut vérifier

que €(uq)e(vr) + €(ug)e(vy) = 0. La différentielle est bien de carré nul.

Définition 4.5.1. Soit (W, w) une variété symplectique compacte, symplectiquement atoroidale,
H :R x W — R un hamiltonien non-dégénéré, 1-périodique, et J € Jreq(H). L’homologie du
compleze différentiel construit précédemment est un A,-module appelée homologie de Floer
relativement a (H, J) et notée HF,(W,w, H, J).

Proposition 4.5.2. L’homologie de Floer est un invariant symplectique, i.e. soient (Hy, Jy), (Ha, Jo)
deuz paires avec Hy, Hy non dégénérés et J; € Jreg(H;) (i =1,2). Alors,

HE,(W,w, Hy, ;) ~ HE.(W,w, Hy, Jo)

et lisomorphisme en question est canonique. L’homologie obtenue est appelée homologie de
Floer associée a (W,w) et est notée HF,(W,w).

Cette proposition repose sur les faits suivants (on trouvera une preuve compléte dans le
chapitre 11 de [4]) :
(A) Pour toutes paires (Hy, Jy), (Hs, J2), il existe un morphisme de complexes induisant un
morphisme en homologie HF,(W,w, Hy, J;) — HF.(W,w, Hs, J3).

(B) Le morphisme induit en question ne dépend que de (Hy, J;) et (Ha, J3), nous le notons
(Hz,J2)
(H1,J1)

(C) Pour trois paires (H;, J;), i € {1,2,3} : @Egzjz; o @ngjf; = @Egi’ﬁ’;

(D) ) = Tdur, we s )
On en déduit que pour toutes paires (Hy, J;), (Ha, J3), il existe (A) un morphisme, (B) cano-
nique, (C) et (D) inversible, de HF (W, w, Hy, J;) vers HF (W, w, Hs, J3). On peut donc définir
I’homologie de Floer de la variété symplectique (W, w) sans ambiguité. Nous donnons les argu-
ments clés pour démontrer (A).

Choisissons une homotopie (Hs, J;)ser telle que (Hy, Js) = (Hy, Ji) pour s < —1let (Hy, Jg) =

(Hs, J>) pour s > 1. Une telle homotopie existe par connexité de [J. Nous choisissons aussi des
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homotopies o, (resp. G,) entre x € P(H;) et [;, le représentant préalablement choisi dans la
composante connexe de x (resp. y € P(Hs) et [;), afin de leur associer un indice de Conley-
Zehnder. Nous regardons les solutions u de dsu + J?(8p — X (u)) = 0. Si une telle solution
est d’énergie E(u) = [ ¢ [[0sul? finie, alors les arguments exposés dans le lemme nous
donnent 'existence des limites lim,, o u(s,) = x € P(Hy) et limg, oo u(s,:) =y € P(H,).
Nous notons M »(x,y) les solutions de I’équation dépendant de s, d’énergie finie admettant x
et y comme asymptotes, et notons M; (1, x2) les trajectoires de Floer pour (H;, J;) admettant
x1, 2 € P(H;) comme asymptotes, i € {1,2}.

(i) Les solutions d’une telle équation vérifient elles aussi des propriétés de décroissance
exponentielle (cela ne dépend que de leur comportement asymptotique) et de régularité
elliptique.

(i) Soit 8, u, I'opérateur défini par 8, g, (u) = 95 + J¢(Osu — X§; (u)). Sa différentielle en
un point u vérifiant 9, g, (u) = 0 est d’indice pez(x) — pez(y) (toujours dans une tri-
vialisation induite par u). En effet, la propriété d’étre Fredholm et I'indice ne dépendent
que du comportement asymptotique.

(iii) De méme, nous étendons 9y, g, en F : PYP(z,y) x Hs x Ty — € ou H, (resp. Js)
désigne les homotopies d’hamiltoniens H : R x S* x W entre H; et Hy (resp. homotopie
de structures presque complexes compatibles avec w entre J; et J) stationnaires pour
|s] > 1 et £ désigne le fibré au-dessus de cet espace, de fibre &, i j = LP(u*TW). Soit
(u, Hy, J5) € F1(0). 11 est facile de montrer que DF, . s,) est surjective, et ce, sans
méme utiliser 'existence de points injectifs. En effet, en réexaminant la preuve dans le cas
indépendant de s, on voit que la dépendance de H, et J, en s permet de perturber sans
se soucier d’éventuels compensations. Pour une classe dense d’homotopies, les solutions
forment donc une variété.

(iv) La compacité locale se montre de la méme maniére, la seule subtilité est la majoration
du gradient. L’existence de suites (sg, 0k, ug)ren vérifiant limy_,o || Vug(sg, 0x)|| donne

naissance a la suite reéchelonnée vi(s,t) = u((sg, 0) + %) vérifiant

O+ 1 1 ot
Ot g 2 (O0) = Tt (X, (06)) = 0.

Le dernier terme tend vers 0 car Xy, est globalement borné (par le choix de notre
homotopie). Si (sg)ren tend vers £oo, alors on peut extraire une sous-suite dont la
limite v sera une sphére J%-holomorphe pour un certain 6 et i € {1,2}. Donc la suite
(Sk, Ok )ren est bornée, on peut extraire des sous-suites convergeant vers (s, ) et une
sous-suite de (vy)gen convergeant vers une sphere J%-holomorphe.

En adaptant la démonstration de la compacité au cas s-indépendant, étant donnée une
suite (ug)ren € Mya(z,y), on trouve des suites (s%)pen, (57 )kemw, 1 < i < k—1,1 <
j <1 —1, des orbites zg = z,21...2, € P(H1), Yo...-yi—1,y1 = y, des trajectoires

46



w € Mya(xk, yo), u' € My(xi1,2:), vV € Ma(yj—1,y;), 1 <i<k—1,1<7<I1-—1tels
que

(a) stup —u;, 1<i<k—1,

(b) ur — w,

(c) s;f.uk—>vj,1§j§l—1.

(les convergences en jeu sont C'™ sur tout compact). Lorsque pcz(z) —pez(y)+2c1(A) =
0, Vespace My, := {u € Mi(z,y)|[o.#u#G,] = A} est compact et discret donc
fini. Contrairement au cas précédemment étudié, il n’est pas nécéssairement vide : nous
n’avons plus I'action de R sur I'espace de solutions. Un raffinement du gluing nous donne
aussi que pour x € P(H,),y € P(Hs) avec pcz(z) — poz(y) + 2¢1(A) = 1, la variété

compactifiée

MIC:2(‘T7y) = Mlc,’2<x7y) H ( H H /“’”14(‘7’17‘%,) X MEQ(x,7y>>

A,B t.q. z'€P(Hy) t.q.
A+B=C oz (x)—poz(@)+2e1(A)=1

1T ( 1T My (z,y') % Ef(y’,y)>
y' €P(H?) t.q.
poz(y)—ncz(y)+2c1(B)=1

est compacte et de dimension 1.

Nous définissons le morphisme ® au niveau des complexes comme 'unique morphisme A,

Olx)= > ( > e(u))y.eA.

yl lz|—lyed|=0 * [u]eLA(z,y)

linéaire vérifiant :

Muni d’orientations bien choisies, on peut vérifier que ®od+ o P est de degré —1 et que le
coefficient selon ze® de I'image de x est le compte algébrique de 8Miz(x, z). Ce coeflicient est
donc nul, ce qui montre que ¢ induit un morphisme HF,(W,w, Hy, J;) — HF,(W,w, Hy, J5).

Les assertions suivantes se montrent de maniére similaire, par exemple, en étudiant les
solutions d’équations de type Floer avec des parameétres supplémentaires, on construit une
homotopie (au sens homologique) entre deux homotopies de paires.

Pour calculer HF,(W,w), nous choisissons une paire (H,.J) facilitant au maximum tous
les calculs en jeu. En particulier, si H est indépendante du temps, C? petite et Morse, nous

retrouvons ’homologie de Morse a coefficients dans A, (voir chapitre 10 de [4]) :

Proposition 4.5.3. Soit H : W — R indépendante du temps et non-dégénérée, définissant
ainsi une fonction de Morse. Si H est "suffisament petite”, au sens C?,

(i) il n’y a pas d’orbites périodiques de H autres que ses points critiques,

(i) pour un point critique x de H, vy(z) = poz(x) + n,

(111) les trajectoires de Floer u € M(z,y) sont indépendantes de 6.
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Il existe une structure complexe J € J telle que les trajectoires de Floer entre deux points
critiques x et y forment une variété et correspondent exactement aux trajectoires de Morse

entre x et y.

La composante connexe & laquelle appartiennent les points critiques de H est celle des
lacets contractiles. Nous choisissons un point * € W comme représentant. Pour chaque point
critique x , si nous choisissons une homotopie entre x et *, indépendante de @, alors I'indice de
Conley-Zehnder est défini sans ambiguité. En effet, deux indices calculés dans des trivialisations
suivants des chemins distincts, différent par 2¢;(A) avec A qui a le type d’homotopie d'un cercle.
Dans ce cas, nécéssairement, ¢;(A) = 0. De méme, pour x,y € P(H), M*(x,y) est vide pour
A#N0.

Le morphisme

Id : ( @ Z(x>,8Morse) ® (Aw,0n, =0) — (( @ Z(x) ®Aw),8pzoer>

ze Crit(H) z€ P(H)

est un isomorphisme de modules différentiels gradués de degré n. Le module différentiel gradué
de gauche est le produit tensoriel, en tant que modules différentiels gradués, du complexe de
Morse associé a H avec le module différentiel gradué A, muni de la différentielle nulle. Celui
de droite est celui que nous avons construit pour définir I'homologie de Floer.

La différentielle Opjoer peut s’avérer trés compliquée a calculer. Regarder une fonction de
Morse comme nous ’avons fait nous donne un moyen simple pour calculer I’homologie de Floer

d’une variété compacte symplectiquement atoroidale (voir chapitre 10 de [4]) :
Théoréme 4.5.1. Soit (W,w) une variété symplectiquement atoroidale, HF,(W,w) ~ H,,(W,A,).

Remarque 4.5.2. En homologie de Morse/singuliere, si M = [[, M; est la décomposition
de M en composantes connezes, alors H, (M) = @, H.(M;) . La construction effectuée sur
C>(S', W) peut se faire sur une composante connexe de C*(S', W) donnée. Soit a la classe
d’homotopie libre de lacets correspondante.

En notant HF*(W,w) l’homologie de Floer associée a une telle classe a, l’isomorphisme
avec ’homologie de Morse implique HF?(W,w) = H, (W, A,) et HF*(W,w) = 0 pour a # 0.

Remarque 4.5.3. Si l'on choisit d’emblée de ne regarder que les orbites contractiles de H, on
peut remplacer la fonctionelle d’action par Ay (y) == — [ w'w— [o H?(7(0))d0 avec u : D* —
W wérifiant wgp2 = vy et remplacer I’hypothése d’atoroidalité symplectique par celle plus faible
d’asphéricité symplectique, 1i.e. fs2 v'w =0, Vv :S8% — W. En effet, le lecteur peut vérifier que
Uhypothése d’atoroidalité symplectique n’intervient que pour la définition de la fonctionnelle et

pour empécher 'apparition de spheres J-holomorphes pour établir la compacité.
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Comment s’affranchir totalement des hypothéses d’atoroidalité/asphéricité symplectique et
constuire une théorie de Floer valable pour toute variété symplectique compacte (W, w) 7 Fixons
une classe d’homotopie libre a, un de ses représentants [,, et une trivialisation symplectique de
[X(TW).

Nous définissons alors Ay : C=(S", W) — R par Ag(0,7) = — Joapesr 0= [ H%(v(0))do
ou C*°(S, W) désigne 'ensemble des couples (o,7) avec o : [0,1] x S — W, une homotopie
entre [f, et 7. Outre nous permettre de définir sans ambiguité notre fonctionnelle, cet espace
permet de définir sans ambiguité 'indice de Conley-Zehnder d’une orbite périodique (o,7) en
regardant une trivialisation le long de o. L’espace choisi est en réalité trop grand pour nos
besoins. Nous regardons son quotient par la relation d’équivalence (o1,71) ~ (02,7) <=
Y1 = 72 et 01, 09 définissent la méme classe d’homologie relativement a leurs frontiéres, soit

[01#72] = 0 € Hyo(W,Z). Alternativement, nous définissons la relation d’équivalence
(01,m) ~ (02,72) <= N =2 et [01#02] € T C Hy(W, Z)

ou I' = kerw Nkercy.

En notant toujours le quotient C’C’O(Sl, W) on obtient que la projection sur le deuxiéme
facteur est un revétement principal de groupe de Galois Hy (M) = Ho(W,Z)/T'. L’action d’'un
¢lément A est donnée par A.([o],v) = ([A#0],7), Au(A.([0],7)) = Au([o],7) — w(A4) et
c1(A.([e],7)) = a([o],v) — 2¢1(A). C'est 'espace “le plus simple” qui permet de balayer les
ambiguités lors du calcul de I'indice de Conley-Zehnder et de I'image par la fonctionnelle.

Nous définissons la différentielle 0 par d([o],z) = >_ .1, (ZueM(%y) e(w)).([0'], y) ou la
somme porte sur les u pour lesquels la dimension de M(x,y) prés de u est égale a 1.

Outre le fait que dans notre définition de A,, nous devons remplacer partout Ho(W,Z)
par H) (W) (ce que nous avons fait dans le cas atoroidal ou I' = ker¢,), il est possible que
cette somme soit infinie et qu’il faille considérer des objets plus compliqués que des polynémes
en HY (W). Pour démontrer la compacité dans le cas symplectiquement atoroidal, nous avons
utilisé le fait que la quantité [ [|0sul®> = Ag(2) — Au(y) ne dépend que de z et y.

Dans le cas que nous regardons, pour [o,x], [0/, y] fixés, les trajectoires de Floer u entre
x et y vérifiant [o#u] = [0] forment un ensemble compact et donc fini. Cependant, il existe
potentiellement une infinité de o’ pour lesquelles ces espaces sont non vides. Ce phénoméne
suggeére de remplacer A, par 'ensemble des séries formelles en Hi (W). Nous pouvons choisir
un entre-deux, un anneau moins compliqué mais qui garantit la bonne définition de 0. Nous

définissons

Aw:{ Z AAeA‘)\AEZ:VCER,#{AA#O,LU(A)§0}<oo}.

AeHE (W)

Le lecteur remarquera maintenant pourquoi nous avions laissé w en indice, bien que notre
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premier anneau ne faisait pas intervenir la forme symplectique mais seulement le deuxiéme
groupe d’homologie de .

Reste cependant la question de la compacité, nos deux hypothéses proscrivaient ’apparition
de sphéres J-holomorphes, quelle est la condition minimale pour remédier & ce probléme ? Sous
certaines hypotheses, a défaut d’interdire I’existence de sphéres J-holomorphes, on peut montrer
que, modulo perturbation de la paire (H,.J), ces sphéres n’intersecteront ni les orbites P(H)
ni les trajectoires de Floer entre deux orbites. Derriére la définition qui suit, se cache 'idée
suivante : 'ensemble des points se trouvant sur des sphéres J-holomorphes forment une sous-
variété de M dont la dimension dépend de la classe de Chern des sphéres en question. Dans
certains cas, ces points forment une variété de codimension au moins égale a 4 et n’intersectent
ni les orbites, ni les cylindres. Nous renvoyons le lecteur a [I8] pour la démonstration du résultat

qui suit.

Définition /Proposition 4.5.1. Par abus de notation, nous dénotons par mo(W) l'image de
o (W) dans Hy(W) par le morphisme d’Hurewicz. Une variété symplectique (W,w) est dite
faiblement monotone si et seulement si elle vérifie une (ou plusieurs) des conditions suivantes :

(1) il existe X > 0 tel que, pour tout A € m(W), w(A) = Ac1(A),

(11) pour tout A € my(W), ¢1(A) =0,

(7i) le nombre de Chern minimal N défini par ¢;(mo(W)) = NZ vérifie N > n — 2.

L’union de ces conditions est équivalente a la suivante : pour tout A € my(W),
3—n<c¢(4) <0 = w(A)<0.

Pour une telle variété, l'ensemble des paires (H,J) vérifiant,
(i) pour tout x € P(H), il n’existe pas de sphéres J-holomorphes intersectant 'image de x,
(11) pour tous x,y € P(H), u € M(z,y) avec (DOy )., d’indice 2, il n’ezxiste pas de sphéres
J-holomorphes intersectant l'image de u,

contient une intersection d’ouverts denses.

4.6 Homologie symplectique

Nous avons pu répondre partiellement & la conjecture d’Arnold, partiellement sur deux
plans :
(A) D’apres le théoréme , le nombre minimal d’orbites périodiques est borné par
> 18(H;(W,A,)). Or ce nombre peut étre strictement inférieur au nombre minimum
de points critiques d’une fonction de Morse sur la variété W.
(B) Cette méme borne a été établie pour une certaine classe de variétés symplectiques.
Outre les restrictions de la définition/proposition sur le comportement des sphéres

J-holomorphes, nous avons supposé nos variétés compactes et sans bord.
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Pouvons-nous étendre notre construction a des variétés symplectiques plus complexes ? Soit
(W2, w) une variété compacte a bord W = M?*~! convexe. Considérons W = (W, w) [J(R x
M, d(e'a)) la variété recollée, avec @ = txw pour X un champ de Liouville transverse et
pointant vers l'extérieur de W. Nous pouvons, exactement comme le cas fermé sans bord,
définir une fonctionnelle Ay et étudier les trajectoires de Floer entre deux points critiques. Les
propriétés de décroissance exponentielle, de régularité elliptique, de transversalité, la propriété
de Fredholm se traitent ezactement de la méme maniére. La nouvelle difficulté provient de la
non compacité de W. En examinant la preuve de la compacité, le lecteur peut vérifier qu’il
faut maintenant établir une borne au sens C°, i.e. pour x,y € P(H) I'image géométrique d'un
élément u € M(x,y) doit étre contenue dans un compact. Afin que ceci reste vrai pour les

trajectoires dans W, il faut imposer des conditions sur nos paires (H, J).

Définition 4.6.1. Notons (t,m) les coordonnées sur Rx M. Soit H ’ensemble des hamiltoniens
périodiques H : W x ST — R tels que :

(i) il existe Ty tel que H(0,t,m) = Be' + ¢ sur S* x [Ty, +oo[xM avec 8 & Spec(a),
I’ensemble des périodes des orbites périodiques de R, le champ de Reeb associé a la
forme de contact «,

(ii) toutes les orbites de H sont non dégénérées.

Soit J l’ensemble des structures presque complexes sur W compatibles avec w de sorte qu’il
existe Ty tel que, sur [Ty, +00[x M,

(i) J? soit indépendante de 0, invariante par translation selon la coordonnée réelle,

(i) JO, = R,,

(iii) JE = €.

Regardons de plus prés la condition (i) sur H. Si H(t,m,0) = e’ + ¢, ou plus généralement
si H(t,m,0) = h(t) avec h : R — R, alors ngf,m) = h/(t)dt. Le calcul du gradient hamiltonien
donne XY (t,m) = —e~'h/(t)R,. Une orbite 1-périodique de H correspond donc & une orbite du
champ de Reeb R, de période fol e ' (t)dt. Ainsi lorsque h(t) = ael, X% (t,m) = —BR, avec
B & Spec(a) et il n’admet pas d’orbites périodiques sur [Tp, +oo[x M. D’aprés (iii) celles-ci sont

isolées, contenues dans Wy = W ][0, 7] compact donc en nombre fini.

Remarque 4.6.1. Pour une fonction qui prend la forme H(0,t,m) = h(e') avec h : R — R
conveze, alors X% (t,m) = —h' (t)R,. Dés que h'(t) € Spec(a), il y a une orbite 1-périodique de
H qui correspond a une orbite de Reeb de période h'(t). En laissant h'(t) croitre vers +oo, on
retrouve toutes les orbites périodiques du champ de Reeb.

Ceci met en lumiere le lien qui existe entre la dynamique d’un hamiltonien sur W approchant
le bord avec une pente de plus en plus grande et la dynamique du champ de Reeb pour une forme

de contact a sur M (pour en savoir plus, le lecteur pourra consulter [9]).

Revenons a la question de la compacité.
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Proposition 4.6.1. Soient H e H, J € J et x,y € P(H). Il existe T > 0, tel que, pour tout
ue M(z,y), uR x SY) c Wy = W]J[0,T] x M.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. Il existe T tel que

(i) pour tout t > T, H(6,t,m) = Be' + ¢,

(i) sur [T, +oo[x M, J est indépendante de 6, préserve £ et envoie J; sur R,,

(iii) x(Sh),y(S') C Wr.
Comme lim;, o u(s,:) = z et lims 0 u(s, ) =y, il existe n > 0 tel que |s| > N implique
u(s,0) € Wr,41. Stu(Rx S & Wr, 4 alors A = u™([Ty+1, +oo[x M) est une fermé d’intérieur
non vide contenu dans [—N, N] x S, il est donc compact. Sur cet ensemble, u peut s’écrire
u= (f,v) avec f la coordonnée rélle et v la coordonnée selon M. La fonction f doit atteindre
son maximum en un point intérieur de A. Pour obtenir la contradiction, montrons qu’elle vérifie
un principe du maximum.

L’équation de Floer s’écrit Osu + JOy — VH (u) = 0, i.e. Osu + JOpu — Bet% =0, ce qui est
équivalent a

(1) Osf — a(dpu) — Bel =0,

(i) Opf + a(dsu) =0,

(iii) me(Osu) + me(J(Dp)) = 0.
En dérivant la premiére équation par rapport a s, la deuxiéme par rapport a 6 et en les
additionant, on obtient 92f — 9,(a(dpu)) — BIsfe! + 02 f + Op(a(su)) = 0, ou encore

Af — BOsfel = da(d5u, Opu) = do(me(Dsu), me(Dpu)) = da(me(Osu), J(me(Dsu))) > 0.

La fonction f satifsait une inégalité aux dérivées partielles 'empéchant d’atteindre son

maximum en un point intérieur de A, d’out la contradiction annoncée. O]

Remarque 4.6.2. On comprend dés lors pourquoi nous imposons la condition (i) pour H € H
et les conditions (ii)-(i1i) pour J € J. Quant a la condition (i), elle assure que W a "une
géométrie bornée a linfini". Méme si la métrique grandit exponentiellement sur R x M, au
niveau de M, elle reste en quelque sorte figée. Nous gardons un contréle lorsque t — +00 qui

constitue la seule direction présentant un défaut de compacité.

Remarque 4.6.3. Afin d’obtenir la compacité des espaces de solutions, nous avons di imposer
certaines contraintes sur les hamiltoniens et les structures presque complexes en jeu. Il faut
également vérifier que les autres propriétés désirées ne sont pas affectées par ces choix. Or ces
choix n’affectent pas les propriétés de décroissance exponentielle, de régularité ni l'indice et la
propriété Fredholm de ['oprérateur linéarisé. De plus, on peut montrer qu’il est toujours possible

d’établir la transversalité en se restreignant a nos nouvelles classes H et J .

Soient (Hy,J1),(Ha, Jo) € H x J, est-ce que les homologies associées coincident comme

dans le cas compact sans bord 7 Pouvons nous les comparer ? Essayons de mimer la preuve de
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I'invariance pour le cas fermé et choisissons une homotopie (Hy, Js) € Hs X J; entre (Hy, J;) et
(Hj, Jp) stationnaire pour |s| > 1. Comme précédemment, la nouvelle subtilité est I’établisse-
ment d’une borne C?, i.e. il faut s’assurer que les solutions u de I’équation de Floer paramétrée
dsu + JPOpu — VH? (u) restent dans un compact de W fixé. Essayons de réutiliser un principe
du maximum.

Comme I'homotopie est stationnaire pour |s| > 1, il existe Tj tel que, sur [Ty, +oo[, H ait
pour expression H(s,0,t,m) = (s)et + c(s), J¢ soit indépendante de 0, préserve ¢ et envoie 9,
sur R,. Sur ™ ([Tp, +oo[), u s’écrit (f,v) satisfaisant

(i) Osf — a(dpu) — B(s)el =0,

(i) Opf + a(Osu) =0,

(if) (D) + me(J2(90)) = 0.

Cette fois-ci, en dérivant (i)-(ii) et en les sommant, nous obtenons

02f — Os(a(Opu)) — B(s)0sfe! — B'(s)e! + 05 f + Bp(c(D5u)) = 0
ou encore

Af — B(s)0sfe! = da(su, dgu) + B'(s)e! = do(me(Dsu), me(Dpu)) + B'(s)e!
= do(me(O5u), J(me(Osu))) + B'(s)e’ .

Le premier terme do(me(0su), J(me(Osu))) reste positif mais il y a le terme supplémentaire
B'(s)el. Pour que f vérifie une inégalité aux dérivées partielles similaire, il faut supposer 3(s)
croissante, on ne peut donc définir un morphisme HF*(W, w,Hy, Ji) — HF*(W, w, Hy, Jo) que
lorsque H; < Hs ou du moins asymptotiquement. A priori, ce morphisme n’est pas inver-
sible. On peut essayer de visualiser ce phénomeéne en imaginant des homotopies d’hamiltoniens

“explosant” en approchant le bord (ce qui correspond a ¢t — 00).

Remarque 4.6.4. Pour H fizé, on peut néanmoins exhiber un isomorphisme entre HF,(W,w, H, J;)
et HF,(W,w, H, J;) en comptant les solutions u de [’équation de Floer paramétrée Osu+ J?Ogu—

VH’(u) et en raisonnant comme dans le cas d’une variété fermée.

Définition 4.6.2. Soit (W,w) une variété symplectique a bord M convexe, nous définissons

I’homologie symplectique de (W, w) par

SH. (W,w) = lig HF,(W,w, H) .
H

La limite directe est relative au systéme admettant pour objets (HF.(W,w, H))geyw, et pour
morphismes HF,(W,w, H)) — HF.(W,w, Hy) avec H;y < Hy asymptotiquement.

Outre la nécéssité de choisir nos homotopies croissantes pour définir correctement un in-

variant symplectique, cette construction enrichit considérablement SH(W,w) au sens ou elle
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contient des informations sur la dynamique de contact du bord de la variété. Plus les hamilto-
niens en jeu sont grands, plus leurs orbites périodiques seront proches d’orbites de Reeb. Derriére
cet argument informel se cache un lien étroit entre la dynamique hamiltonienne/I’homologie
symplectique de W et la dynamique de Reeb/I’homologie de contact de son bord oW = M.

Fréderic Bourgeois et Alexandru Oancea ont réussi a formaliser cette idée dans [9).
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Chapitre 5

Théories équivariantes

5.1 Théorie de Morse-Bott

Avant de constuire une théorie de Morse T"-équivariante pour Iespace des lacets de (W, w),
regardons, en dimension finie, comment s’articulent les notions d’action de groupe, d’homologie
et de théorie de Morse. Pour une introduction détaillée sur le sujet, le lecteur pourra consulter
[5].

Soit M une variété compacte de dimension n, munie d’une action libre, propre et lisse d’un
groupe de Lie compact G. Le quotient M /G admet alors une structure différentielle et est lui
aussi compact. De plus, si M est orientable et G connexe, alors chaque élément G induit un
difféomorphisme préservant 1’orientation et le quotient est lui aussi orientable.

Nous pouvons donc, pour une fonction de Morse f : M/G — R, définir un complexe
engendré par les points critiques de f, gradué par 'indice de la Hessienne et dont la différentielle
compte le nombre de trajectoires entre deux points critiques donnés.

Regardons le relevé de f : f = fom ou m désigne la projection canonique M — M/G. Si
[z] € Crit(f) € M/G alors G.x = n'([z]) C Crit(f) C M. Donc f n’est pas une fonction de
Morse car ses points critiques ne sont pas isolés. De plus, pour tout x € M, d fx(TxG.x) = 0.
Soient zy € Crit(f), X € T,,M et Y un champ de vecteurs défini sur un voisinage de o,
colinéaire a Porbite en tout point, i.e. Y (x) € T,G.z. Alors Hess,, f(X,Y,,) = X.(Y.f)a = 0,
la hessienne est dégénérée.

Cependant, la dégénérescence est maitrisée. Les points critiques sont regroupés en orbites
(G.x)zepe) pour [z] € Crit(f) et la seule dégénérescence de la hessienne provient des directions
tangentes a ces mémes orbites. Nous sommes dans le cas Morse-Bott, une extension du cas

Morse que nous définissons ci-dessous.

Définition 5.1.1. Soit M, une variété compacte sans bord et f : M — R une fonction lisse.
La fonction f est dite Morse-Bott st
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(1) Crit(f) est une union disjointe et finie de sous-variétés connexes Sy de M,

(ii) pour tous k, x € Sy, : Hess f, : (T.M/T,S;)*> — R est non dégénérée.
Dans ce cas, lindice de la hessienne est le méme pour tout x € Sy, nous le notons encore
vr(Sk).

Muni d’'une métrique g sur M, comme dans le cas Morse, on considére les variétés stables
W5(Sy) == {x € M|limy_, 1o ¢'(x) € Sk} (resp. instables W*(Sy) := {z € M|lim;, ., ¢'(x) €
Si}) de dimension dim(Sy) + n — v¢(Sk) (resp. de dimension dim(Sy) + v¢(Sk)) ainsi que les
paires (f, g) rendant les intersections M(Sk, S;) = W*(Sg) NW*(S,) transverses. Partant de ce
point de vue, on peut définir un double complexe C;; = Q7(S;) ou Q/(S;) désigne les formes
différentielles de degré j sur S;, une différentielle "mixte" (voir [B]) et retrouver I’homologie
singuliere de M.

Ce n’est pas le point de vue que nous adoptons ici. Premiérement, parce que nous sommes
intéréssés davantage par le quotient M /G que par M, et aussi parce que nos variétés critiques
présentent bien plus de symétries qu’'une variété quelconque, ce sont les orbites d’une action de
groupe. Etant donnée une métrique G invariante sur M (de telles métriques existent toujours
pourvu que le groupe admette une mesure de Haar), le gradient V f est invariant et 1’action
induite sur les espaces M(G.x,G.y) est propre et libre.

Nous avons deux actions libres sur M(G.z, G.y), une de la part de G, l'autre de la part de
R. L’action produit R x G est elle aussi libre ? Une reformulation possible est de se demander si
l'action de G sur M(G.z, G.y) /R est libre. Supposons qu’il existe v € M(G.z,G.y), g # 1g,T €
R tels que, pour tout t € R, v(t+T) = g.y(t). L’action de G sur M étant libre, nécéssairement
T # 0, et pour tout k € Z, v(kT) = ¢g*v(0). On peut construire une suite (s)rey € N = 00
telle que g™** convergent, nous donnant I’existence de z € G.z N G.y ce qui est impossible car
f(G.z) > f(G.y). L’action de R x G sur les espaces de module M(G.z, G.y) est libre. Observons
aussi l'isomorphisme M(G.z,G.y)/G ~ M(m(x),n(y)), cette correspondance est donnée par
[y = mon.

(i) Cette application est bien définie. Si [y1] = [12], alors il existe g € G tel que 71 = g. 72

et Toy =mo,.

(ii) Elle est injective. Si o7 = 7o 7, alors il existe g : R — G tel que 1 () = g(t).7a(t )
) o
g’ (t),r) désigne le champ de vecteurs fondamental induit par ¢'(¢) au point v,(t). Or

Vi) = VIgt)7(t) = g(t).Vf(12(t) donc ¢'(t),w) = 0 € TopiyM ie. ¢'(t) =

0 € g et donc g(t) = g pour tout t et [y] = [12].

(iii) Elle est surjective. Soit a € M(n(z),n(y)), notons ¢' le flot de Vf sur M. Choi-
sissons m € 7w Y(«(0)). Alors B(t) = (7o ¢')(m) veérifie B(0) = w(m) = «(0) et

B(t) = m(VF(¢'(m))) = Vf(ro¢'(m)) = Vf(B(1), donc 8 = a et [t — ¢'(m)]

est envoyé sur a.

)-
En dérivant cette expression nous obtenons Vf(7,(t)) = ¢'(t)y,) + 9().V f(a(t
(
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On définit le complexe C' = @, Co<<n avec Cy = @G.m‘yf_(Gm):MG.x)Z muni de la diffé-
rentielle 0 = (0k)1<k<n avec O : Cy, — Cj_1 définie par :

hx) = > #Z/QZ<M(G.x,G.y)/(RxG)>y

Gylvi(Gy)=k-1

Au vu de ce qui précéde, on remarque immédiatement que ce complexe est isomorphe au
complexe de Morse de f, son homologie est isomorphe & H,(M /G, Z/27), 'homologie de Morse
du quotient M/G.

Remarque 5.1.1. 1] est possible de définir le complexe avec coefficients dans Z. si l’on oriente
correctement les espaces de modules. La différentielle compare alors ’orientation géométrique
de M(G.x,G.y) avec celle induite par l'action de R x G. Nous reviendrons sur ces questions

d’orientation dans le cas symplectique équivariant dans la section[8.3.

5.2 Construction de Borel

Si laction de G sur M n’est pas libre, le quotient M/G n’admet pas nécéssairement une
structure de variété différentielle et il devient impossible de construire une théorie de Morse
ou méme Morse-Bott. De plus, bien que I'espace M /G hérite d'une structure topologique, son
homologie singuliére est parfois obsoléte, au sens ou elle ne contient pas d’information sur la
topologie de M, ni sur I'action de G. Considérons I’action de S! sur la sphére S? par rotation,
alors M /G ~ [0, 1] est contractile et H,(M/G) = 0 pour % # 0.

Supposons qu’il existe un espace E'G contractile, muni d’une action libre de GG. Alors G agit
librement de maniére diagonale sur I'espace M x EG : g.(m,e) = (g.m, g.e), nous notons Mg
le quotient. Lorsque 'action sur M est déja libre, remarquons que la projection M x EG — M
induit Mg — M/G, et que cette surjection est une fibration de fibre FG contractile, donc
He(M) := H.(Mg) ~ H.(M/G). Cette construction est en réalité universelle (voir [I]), pour
G un groupe de Lie "raisonnable" (disons compact). Un tel espace EG existe et est unique a
homotopie prés ou, plus précisément, & G-homotopie prés, de sorte que Hg (M) est bien défini.
La correspondance M — Hg (M) est un foncteur de la catégorie ayant pour objet les G-espaces
et pour fléches les appplications G-équivariantes vers la catégorie des groupes abéliens. Lorsque
M et EG sont des variétés compactes, le relevé d’une fonction de Morse f sur Mg donne une
fonction de Morse-Bott f sur M x EG. Etant donnée une métrique G-invariante, nous pouvons
regarder les trajectoires antigradient v = (a, ) : R — M x EG satisfaisant

() (0) = V. (a(t), A1),

(i) A1) = Vaf(alt), A(O). ~
Ici V, (resp. V,) désigne 'image de la dérivée partielle de f selon la coordonnée en M (resp.

EG) par 'isomorphisme induit par la métrique induite sur M x EG.
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Malheureusement, on ne peut choisir EG (défini & homotopie prés) admettant une structure
de variété différentielle compacte, un tel espace n’est jamais contractile car son homologie en
degré dim(F@G) est non triviale. Prenons le cas le plus simple S!, alors Fg: est isomorphe a
la limite topologique S* induite par les inclusions S C S C --- c S%*! c .... Chaque
sphére est munie de 'action de Hopf, la limite hérite elle aussi de cette action et le quotient
est isomorphe a CP* aussi obtenu comme la limite de CP! ¢ CP? ¢ ...CP* ¢ .... Si l'on
définit HJ (M) comme H,((M x S2N*1)/S1), alors, il existe un morphisme entre les fibrations
M — M x §?NM+1/81 5 CPM' et M — M x S?N2+1/S' 5 CP™ pour N, > N;. En regardant
la suite spectrale de Leray-Serre associée a ces fibrations et en remarquant que I’homologie de
S2N+1 est concentrée dans des degrés de plus en plus hauts, on peut montrer que, pour k fixé,
Hy,((M x §?N+1)/S1) se stabilise pour N assez grand. Ainsi, nous pouvons toujours construire
une homologie équivariante pour M basée sur des fonctions Morse-Bott sur les approximations
MY = (M x S*N*1) /ST de Mg:1. Nous définissons alors Hgi (M) = limy H(MZ)) la limite étant

induite par les inclusions MY C MJ™.

Remarque 5.2.1. Lorsque nous avons introduit [’homologie de Morse, nous avons omis d’évo-
quer les questions de fonctorialité. Bien que nous sachions que [’homologie de Morse soit iso-
morphe a [’homologie singuliére, et que, dans ce cadre, une application continue entre deux
espaces topologiques induit un morphisme de groupes abéliens, est-il possible de réinterpréter ce
morphisme en termes de fonctions de Morse(-Bott) ? Premiérement, étant données deux varié-
tés M,N et F : M — N une application différentiable, F induit un morphisme de C*(N,R)
vers C?(M,R). Ceci suggére que I’homologie de Morse serait plutot une théorie cohomologique.
Cependant, si f est une fonction de Morse sur N, a priori, f o F n’a aucune raison d’étre une
fonction de Morse sur M. Dans le cas précis que nous regardons, les morphismes sont des plon-
gements MY — Mg“, étant donnée une fonction de Morse sur MY, nous pouvons l’étendre
en fonction de Morse sur Mévﬂ. Nous obtenons un morphisme injectif de complexes de Morse,
et on peut vérifier que le morphisme induit en homologie ne dépend ni de la fonction de Morse,
ni de son extension et qu’il coincide avec le morphisme induit par f au niveau de I’homologie
singuliére. Lecteur pourra consulter la section 4.6. de [{)] pour les questions de fonctorialité du

point de vue de la théorie de Morse.

5.3 Dynamique hamiltonienne équivariante

Soit (W, w, ) une variété torique sans bord ou avec bord convexe et W la variété torique
obtenue en recollant W avec la symplectisation de son bord M (lorsque OW = (), W= W).

Soit H : S' x W — R un hamiltonien invariant par action de T, i.e. pour tout (0,0,x) €
T x S x W, Hy(0.2) = Hy(x). Autrement dit, Hy o © = Hy on, par abus de notation, nous
identifions © et Pautomorphisme qu’il induit sur W. Soient z € W.,0 € S et © € T" (pour
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simplifier la notation, nous notons Hy par H) :
dHo, 00, =dH, <= we.(Xy(0.2),0,) =w,(Xu(x),").
Or, le tore agissant par symplectomorphismes,
W (071 (X (0.7)), ) = we(Xp(2),) <= 0, (X (0.7)) = Xy (v) &= Xp(0.7) = 0,(Xy(z)).

Le champ de vecteurs hamiltonien X est donc invariant par I'action du tore. Soit v € P(H),
alors % = G)*dzl—iw = 0, Xg(v(t)) = Xu(©.4(t)) donc ©.y € P(H). Contrairement au
cas classique exposé dans la section précédente, oli nous considérions des hamiltoniens non
dégénérés et les orbites isolées, nous avons ici un continuum de trajectoires : les orbites sont
regroupées en "paquets de tores".
En nous rappelant que la théorie élaborée par A. Floer s’interpréte comme une théorie de
Morse en dimension infinie sur I’espace des lacets de la variété symplectique, nous pourrions
(A) considérer I'action du tore induite sur C*°(S*, W),
(B) regarder la fonctionnelle Ap équivariante pour I'action induite sur C*°(S*, W),
(C) choisir une structure presque complexe invariante qui, couplée avec w définit une mé-
trique g = w(-,J.) invariante sur la variété W et aussi sur C*°(S*, W),

(D) étudier les trajectoires de Floer entre deux tores critiques d’orbites,

(E) associer une homologie, un invariant algébrique qui permettrait de borner inférieure-
ment le nombre minimum de tores critiques en fonction de la topologie de .

Grossiérement, nous voudrions élaborer une théorie de Morse pour C*(S!, W)/T". Or,
I’action n’étant pas libre sur W, elle ne l'est pas non plus sur C>(S*, W) Nous continuons
de nous inspirer du cas de dimension finie en construisant une théorie de Morse/Floer sur
C>=(S*, W) x ET" avec ET" un espace contractile muni d'une action libre du tore de dimension
n. Pour des raisons similaires a celles évoquées dans le cas d'une action de S', nous ne pouvons
choisir une variété différentielle de dimension finie pour ET". Cependant, T" = (S*)", donc
(5%°)™ est un candidat pour ET" que nous pouvons "approcher" par (S?V*1)". Ces espaces ont
leur homologie concentrée dans des degrés de plus en plus hauts, on peut espérer, obtenir une

homologie de Floer équivariante stable pour N assez grand.

Définition 5.3.1. Nous notons HY, Uensemble des hamiltoniens H : S* x W x (S?N*1) = R,
(i) invariant par Uaction diagonale, i.e. pour tout (0,z,z) € S* x W x (S2N+t1)" @ e T",

H(,0.2,0.2) = H(0,x,z),
(ii) tels qu’il existe T € R tel que, sur S* x [T, +oo[x M x (S*N+1)n,
H(9,t,m,z) = Be' + ['(2)

avec B & Spec(M,a), ot « désigne la forme de contact txw avec X un champ de

Liouville équivariant.
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Nous notons Jiv l'ensemble des couples (J, g) tels que
(i) J=(J?%).c (s2n+1yn S0it une famille de structures presque complexes compatibles avec w,
indexée par S* x (SN
(1) équivariante,

J.=6.0000]"
(2) telle qu’il existe T, tel que sur [T, +oco[xM, J

(a) soit invariante par translation dans la direction de R,
(b) préserve &,
(c) vérifie J(2) = R, avec a = txw la forme de contact obtenue via w et X un
champ de Liouville,
(i1) (92),cw est une famille de métriques sur (S*NT1)" indexée par S* x W,
(1) équivariante,
96, =0""g
(2) telle qu’il existe T', tel que sur [T, +00[xM, gum) = go ne dépend pas de la variété

symplectique, ce qui tmplique que gy est T™-équivariante pour l’action torique sur

(S2N+1)n‘

Remarque 5.3.1. Afin que H soit invariant sur [T, +oo[x M, il faut que 5" soit invariant sur

(SN qutrement dit, nous choisissons le relevé d’une fonction sur (CPY)™,

Remarque 5.3.2. A la différence de I’homologie symplectique S*-équivariante ow la métrique
sur l’espace de paramétres peut étre choisie indépendante de W, nous avons besoin de choisir
des métriques paramétrées par la variété symplectique pour pouvoir perturber nos données afin
d’établir la transversalité.

St l’on pense [’homologie symplectique équivariante comme une théorie de Morse-Bott sur
Iespace C>(St, W) x (SENFHn il semble alors naturel de considérer des paires de métriques
(g1, 92) sur Uespace produit induisant une métrique sur un espace et indexée par ’autre.

Dans notre cas de figure, il faudrait donc considérer des métriques sur l’espace de parametres

indexées par C>(S?, W) ce qui est le cas ici : (9z) ,cpiy choisie comme dans (ii) peut s’interpréter

comme (§y)eor(stairy avec Gy (k1) = [g1 g5y (k, D) 0.

Un couple (J,g) définit une métrique sur C°(S*, W) x (S2N+1)" comme suit. Au point
(7, 2), soient (&,1), (1, k) € T(..)C®(S*, W) x (S2N*+1)™ le produit scalaire est défini par

(0. 00) = [ o (€00), Z2n(0))a0 + [ ol 1. 110

La nouvelle fonctionnelle d’action a pour expression
Anr2) == [ we- [ HEA0).2)
[0,1] x S st
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avec u une homotopie entre [[,), un représentant préalablement choisi de [7], la classe d’homo-

topie libre de v, et 7.
Lemme 5.3.1. Ay est invariante par l’action de T".

Démonstration. Soit (v,z) € C®(S", W) x (S2N+1)", © € T" et u une homotopie entre I,
et v. Par connexité du tore, on peut trouver 7 : [0,1] — T” un chemin C' entre I et
©. Soit u(s,f) = 7(s)u(s, ), c’est une homotopie entre ljg. = I et ©.y. Alors, O,u(s,d) =
7(8)a(s,0) T 7(5)x0su(s, 0) ol 7(5)a(s,0) désigne la valeur du champ de vecteurs fondamental induit
par 7(s) au point (s, 6), soit WL/:S et 6912(3 0) = 7(s).Opu(s, 9) Le deuxiéme terme
dans Ay (0.7, ©.2) reste inchangé : — [, H v(0),0.2)d0 = — [, H z)df. Calculons

le premier,

—/ w = —/ w(0st, Optn) = —/ w(%(s)ﬂ(sﬂ), Opti(s, 9)) dOds
[0,1]x St [0,1]xS1 [0,1]x 81
—/ w(7(s).05u(s,0),7(s).0pu(s,0)) dods .
[0,1]xS1

Or, 7(s) agit de maniére symplectique, et t+(syw = d(u, 7(s)) avec p le moment de notre action

torique. L’expression précédente se simplifie en

1
—/ (/ d(u,i’(s)))ds—/ w(@su,agu)deSZ—/ uw.
0 Ja(s,) [0,1]x 51 [0,1]x 51

En sommant les deux termes on obtient Ag(0.7,0.2) = Ay(7y, 2). O

En appliquant la régle de Leibniz et en se rappellant de la formule dans le cas non équiva-

riant, nous calculons la différentielle au point (7, 2) :
dAH(ga l) = /1 W(V(e) - XIGJZ (7(9))7 f)dg - . 8zI{(H,'y(H),Z) (l)dg .
s s

En notant F,( — [ H(8,7(0), 2)db, le couple (v,z) est un point critique de Ay si et
seulement si vy € 73( Z) et z € Crlt( ~). Comme Ay est invariante, il en va de méme pour
ses points critiques. Etant donnée une paire (J,g) € J¥, on peut définir le gradient de la

fonctionnelle pour la métrique induite par

JE(3(0) — XY (4(6)))
— Jgr V-H(0.7(0), 2)do

ot V. H désigne le gradient de z — H(0,7(0), 2) relativement a la métrique g.(p).

Définition /Proposition 5.3.1. (A) Soit H € HE., pcCrit(Ag), alors S, = T".p C
Crlt(AH)
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(B) Soit (J,g) € Ji, p* € Crit(Ag). Soit M(Sy+,S,-) l'ensemble des trajectoires anti-
gradient pour Apg, i.e. l’ensemble des applications U = (u, \) : R x ST — W x (G2N+L)n

veérifiant

Osu + Jf(s) (Opu — X%A(s) (w)) =0,
A(s) = [q VH(0,u(s,0),\(s))df = 0.

Alors M(Sy+,Sp-) est stable par laction du tore, i.e.
©eT" U= (u,\) € M(Sp+,5,-) = O.U = (0.u,0.X) € M(S,+,5,-).

Démonstration. L’assertion (A) découle immédiatement de I’équivariance de la fonctionnelle
Ay, Concernant 'assertion (B), observons les identités suivantes.
(i) Ho. = H,o© ! donc dHg ., = dH, 0 O, et LXpy W = Lxy WO ©.. Soient z € W et
Y e T, W, alors

wx(XH@Az7 Y) = w('—)_l-x(XHz? @;1}/) = ww(@*XHz7 Y)

donc Xp, . = 0. Xy, .
(ii) De méme, pour (z,6) € W xS notons f? : (S*N*+1)" — R la fonction définie par f?(z) =
H(0,z, z). Le méme raisonnement (en remplagant w par la métrique T™-équivariante sur
(SN donne V., f§ . = 0.V, f?. Pour ne pas alourdir la notation, nous ne faisons
pas apparaitre la dépendance du gradient relativement a la variété symplectique mais il
faut garder en téte que le gradient de gauche est défini relativement & ggﬁ(e) et celui de
droite relativement & gf;(e).
Notons U = (i, \) = .U = (O.u,0.)), alors U est aussi une trajectoire antigradient. En effet,

d’une part,

Ot + J3 (gt — Xﬁ,i(s) (@) = ©,05u+ O, 0 J{, 0 0,1 (0,0u — 0. Xy, (u))
= @*(asu + Jg(s)(69u - XHA@)(“))) =0

et que d’autre part,

3 = 0.0(5) = [ 0.V NN = [ T1800(ON5))0
= [ V.H(#,0.u(s,0),0.(\(s)))d0 = [ V.H(8,u(s,0),\(s))db .
st st
Comme ©.5,+ = S, on en déduit que M(S,+,S,-) est stable par T". O

Lorsque nous avons mené ’analyse des espaces de modules dans le cas non équivariant, nous

avons constaté qu’il était nécessaire pour notre hamiltonien d’avoir ses orbites non dégénérées,
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afin de s’assurer que les opérateurs asympotiques & D3J; p soit inversibles et que ce dernier soit
Fredholm. Ce n’est pas le cas ici. Soient p = (v, z) € Crit(Apy) et D, 'opérateur asymptotique
défini sur H'(y*TW) x T,(SN*t1)" par

T (V& = VeXu, — 0. Xp. (k)

D,(&,k) =
pl&:K) ( — [ VeV HAO — [, VY. HdO

) e L2(v*TW) x T,(S*N+h)n

de sorte que
HeSS(AH)p((Sa k)v (777 l)) = <DP(§7 k)v (777 l)) :

Remarque 5.3.3. Nous utilisons le signe V pour désigner différentes choses mais le lecteur
peut s’assurer qu’il n’y a pas d’ambiguités. En haut de la formule, V désigne une connexion
sur W, en bas V.H désigne le gradient de z — H(0,v(0), z) relativement a la métrique sur

(SN et Ve, V) ses dérivées covariantes relativement a une connexion sur (S*NT1)n,

Notons V,, le sous-espace de T,(H'(S*, W) x (S>N*1)") de dimension n engendré par 'action
torique. Comme Ay est équivariante V,, C ker(Hess(Ap)) = ker(D,), 'opérateur D, n’est donc
jamais inversible. Cependant, on peut demander a ce que la dégénérescence soit limitée a cette

direction, i.e. V,, = ker D,,.

Définition/Proposition 5.3.2. Soit H € HY,, H est dit maximalement non-dégénéré si,
pour tout p € Crit(Apg), ker D, =V}, ou de maniére équivalente dim(ker D) = n.
L’ensemble HE,

tion d’ouverts denses dans Hin.

des hamiltoniens mazximalement non-dégénérés contient une intersec-

,max

Démonstration. L’équivalence des deux assertions découle de I'identité Hess(Ag),((€, k), (n,1)) =
(D,(&, k), (n,1)). Pour deux métriques différentes, les opérateurs asymptotiques différent mais
ont néanmoins le méme noyau égal a ker(Hess(Ap),) d’aprés l'identité précédente. On peut
donc prouver ce lemme pour une métriqgue donnée, c’est ce que nous faisons le temps de cette
preuve. Nous choisissons la métrique sur (SZV*1)" indépendante de la variété symplectique et
de 0, c’est a dire une métrique T"-équivariante sur ’espace des paramétres afin de faciliter notre
démonstration.

Soient

(a) (X;(2))ief1,...ny une base du sous-espace de T, (S*V*1)™ engendré par l'action torique,

(b) € le fibré au dessus de HY, x HY(SY, W) x (SN x R™ de fibre Eyyzay.an =

L2(y*TW) x T,(S?N+1ym,

(c) F la section définie par

y — X
‘F(H77727G1>~'-7@n):< v HZ<7) )

- fS’l VZH + Z?:l aiXi

avec V,H désignant le gradient de H (0, x,-) relativement & la métrique préalablement

choisie.
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Montrons que F est transverse & la section nulle Og. Soit (H,~, A, ay, ..., a,) € F~(0), alors

DF tp,za4,..a,) donnée par

(h, &, l,m,y ) — Vol = VeXp, — 0. Xy (1)) — Xy,
» Sy Uy 1T y 'In _fsl vaZHde_fsl vleHdQ—fSl vzh‘_l_Z?:lanz

est surjective. Cela suit des trois points suivants.
(i) (X1,...,X,) € Im(DF).
(ii) Soit Y € T,(S*V*H)™ avec Y L (Xi,...,X,) alors Y peut s’écrire comme le gradient
au point z d’une fonction T"-invariante f : (S*V+1)" — R.
Soit h(0,z,z) = f(z) alors (0,Y) = DF(h,0,0,0).

(iii) Soient n € L2(y*TW),k € T,(S2NT+1)" tels que (1, k) € Im(DF)*.

Alors d’aprés (i)-(ii), £ = 0, et n est solution faible de Vyn — V, Xy, = 0, donc 7 est
représentable par une fonction C*°. Supposons qu’il existe 6y tel que 1(6y) # 0. Soit
h:S'x W — R telle que w(—X,(7(6y)), J%(1(6))) > 0. On peut étendre  en une
fonction T™-équivariante sur S' x W x (S2N++1)" et en réduisant son support en 6 a
un petit voisinage autour de y, on obtient — [¢, (w(Xx(v(0)), J(n(6)))df > 0, d’ou la
contradiction : n = 0 et F est transverse a Og.

On en déduit que, pour H dans une intersection d’ouverts denses, Fy = F(H,-,-,-) est
transverse a la section nulle de £. Fixons un tel hamiltonien. Soit p = (v, z) € Crit(Ag), alors
(7,2,0,...,0) € F5'(0) et L2(y*TW) x T,(S*M 1) = Im(DFy) = Im(D,) + (X1, ..., X,,).

Donc dim(coker(D,)) < n, or D, est auto-adjoint car Hess(Ap), est symétrique, donc
dim(ker D,) < n. Comme V, C ker D,, il vient V,, = ker D, O
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Chapitre 6

Théorie de Fredholm

6.1 Espace de configuration

Soient p* = (yF, 2%) € Crit(Ay) et Sy« les variétés critiques correspondantes. Afin de pou-
voir mener ’analyse habituelle sur nos espaces de modules M(S,+, S,-), nous devons choisir le
bon espace dans lequel nous situer. Dans le cas de la théorie de Floer, il s’agissait d’'un espace de
fonctions de type Sobolev dont les éléments étaient des cylindres convergeant asymptotiquement
vers des éléments de P(H).

Ici, la condition est plus souple, les cylindres doivent avoir leurs asymptotes dans une variété
critique de dimension n = dim(S,+). Pour faciliter notre analyse, il faut choisir un espace ou
les cylindres considérés approchent les variétés critiques rapidement. Nous voulons éviter de
considérer des cylindres approchant les variétés critiques de facon trop chaotique. Nous rendons
cette idée plus précise en introduisant I’espace sur lequel nous allons définir notre opérateur. Il

faudra ensuite s’assurer que toute solution U € M(S,+, S,-) est bien incluse dans cette espace.

Notation 1. Dans les sections suivantes, sauf mention contraire, nous noterons par souci de
concision B = (SPNTH" et réservons la lettre N pour désigner sa dimension. Nous pensons E
comme une variété compacte munie d’une action de groupe et n’avons pas besoin de la structure
explicite pour mener notre analyse pour le moment.

Soit X € lie(T") ~ R", nous notons X le champ de vecteurs défini par X (z) = 2o2ltX)-2

zral P
pour x appartenant a une des trois variétés W, E ou W x E. Dans les rares cas d’ambiguité,

nous noterons X ,; avec M désignant la variété en question.

Soient p > 2,6 > 0, E un espace vectoriel normé de dimension finie (resp. un fibré vectoriel

muni d’une métrique au dessus du cylindre), nous notons
WPS(E) = {f :Rx S' = E|(s,0) = f(s,0)e’ € W'*([R x S*, E)}
I'ensemble des fonctions (resp. des sections) p-intégrables pour la mesure elsldsdh.
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(a) Supposons y* non constante de période minimale m. Soient V= un voisinage de y*(S") x
{2*} dans W x E et ¢* un difféomorphisme de ViE vers S* x V5 ott V; est un voisinage
de 0 dans R*N=1 tel que ¢*(v*(6), 2%) = (£,0).

(b) Supposons v+ = ¢ € W x E constante. Soient V£ un voisinage de c et ¥* : VF = 1}

un difféomorphisme ot V3 est un voisinage de 0 dans R?" .

Définition 6.1.1. Soient p* = (7%,2%) € Crit(Ay) et S,e = T .p* les variétés critiques
correspondantes. Nous notons By 5(Sp+, Sp-) Uensemble des applications U = (u, \) : Rx St —
W x E telles que
(a) X\ soit indépendant de 0,
(b) limg 15, U(s, ) € Sp
(c) soit ©F € T" définie par lim, 1., OF.U(s, ) = p*.
(i) Si v* nlest pas constante, lorsque définie, ¢*(0%.U(s,0)) = (£ + €1(s,0), e2(s,0))
avec ¢, € WHPO(R) et eg € WHPO(R2HN-L),
(ii) Siy* est constante, lorsque définie, *(0©F.U(s,0)) € WP (RN,

Proposition 6.1.1. By ,5(S,+,S,-) est une variété de Banach. Son espace tangent au point
U peut étre identifié avec WPO(U*(TW x E)) ® V,r @V, ot Vs et V,- sont des espaces de

sections de dimension n dont on trouvera une description plus précise dans la preuve qui suit.

Démonstration. Soit U € By, 5(Sp+, S,-). Choisissons deux fonctions 3% valant 0 (resp. 1) prés
de —oo et 1 (resp. 0) prés de +oc.

Soit U; un voisinage de 0 dans lie(T") tel que expyn : U; — T™ soit un difféomorphisme sur
son image, ol expy» désigne ici ’exponentielle de T” en tant que groupe de Lie.

Soit U, un voisinage de 0 dans WP9(U*(TW x E)) tel que exp : Uy — By ps5(Syt, S, )
soit un difféomorphisme sur son image, exp désigne ici I'’exponentielle sur W x E en tant que
variété riemannienne (avec une métrique, rappelons le, T"-invariante), on vérifie facilement
que celle-ci est bien & valeurs dans By, 5(Sy+, Sp-)-

Considérons @ : U} x Uy — By, 5 définie par

D(&1,62,6)(5,0) = exppa (87 (5)&1) exppa (87 (5)€2). exPps.0)(£(5,0)) -

Alors @ est
(A) bien définie :
Prés de 400, ®(£1,£,8) = expra(&2).expy & Comme U € By, s(Sy+,S,-) et € €
WipS(U*(TW x E)) alors expy & € Bip,s(Sp+, Sp-). Un argument similaire en —oo
montre que ®(&;, &, &) € Bips(Sp+, Sp-)-
(B) injective :
Supposons P (&1, &, &) = P(ny,m2,7), alors

expra(§1).p” = lim ®(&,65,8) = Tim &(n,15,7) = expra(in).p~
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donc & = 1;. De méme &, = 1, donc expy & = expyn et £ =1.

(C) surjective sur un voisinage de U :
Sur un voisinage de U € By, 5(Sy+,S,-), si U’ est suffisament proche de U, on peut
trouver & tel que limg_, oo exppa (&) 71U (s5,0) = lim,_, 4 o, U(s, 0) et & tel que, de méme,
limg oo exppa (&) 71U (s,0) = lim,_, o, U(s,0). Alors

(5,0) = exppa (87 (5)61) " expya (87 (8)62) ™" .U"(s,0)

est un élément de By 5(S,+, S, ) proche de U ayant les mémes asymptotes, il peut donc
s’écrire expy (§) pour un certain & dans Us et U' = ®(&, &, §).

(D) un homéomorphisme sur son image :
Il est facile, toujours en regardant les asymptotes, de montrer que la réciproque suivie
de la projection : Im(®) — U? x Uy — U} est continue. La continuité globale vient de
celle de I’exponentielle riemannienne (ou plutot de son inverse).

Nous venons de construire des cartes sur By, 5(S,+, S,-), les applications de transition

prennent la forme

U12 x Uy —>V12 X Vai (&,8,8) — (& + 1,8 +v2,1)

avec v; € lie(T") (géométriquement il s’agit d’une multiplication, ce qui correspond & une
translation dans I’algeébre de lie). L’application £ — 7 est construite a partir de I'exponentielle
riemannienne. Le lecteur pourra vérifier que ces applications sont toujours lisses en consultant
une introduction & P’analyse globale sur les variétés comme par exemple [21].

En différentiant @ en (0,0, 0), on obtient une identification de Ty By p.5(Sp+, Sp-) avec I'es-
pace WhPS(U*(TW x E)) @ V,+ ®V,- ot V,+ est engendré par les sections s — B (s)X et V,-
par les sections s — f7(s)X, X € WT”). O

Nous définissons alors, pour (H, J, g) € HY. x T, la section 0y 1 : Bips(Sp+, Sp-) = € du

fibré £ avec &y = LPS(U*TW x E) définie par

Osu+ JY (Opu — X7
8J7HU - aJ,H('U/, )\) = ( Ut /\(8)< ou HA(S)(U/)) ) ‘

As) = [q V.H(0,u(s,0), \(s))do

Remarque 6.1.1. Nous omettons g dans la notation O;p par souci de concision et aussi par
analogie avec l'opérateur de Floer classique mais il faut se rappeler qu’il dépend aussi de la
métrique invariante sur l'espace de parametres E = (S Le gradient V,H est calculé

relativement a cette métrique.

Soit U € 95 ;(0¢), nous définissons de maniére analogue
(DOyy)y : WWP(U(TW x TE)) = &
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A&k
la différentielle verticale de O; g au point U par DOy (€, k) = (Bi k;) avec

A& k) = V& + T3 Vol — I3 VX, (w) + Ve 3o (ou — X, )
+dJ3 o (k) (Fgu — Xip, ) — TN d Xy, (K) , et
B(&, k) =Vik— | ViV, H(0,u(s,0),\(s)dd — | VeV, H(0,u(s,0),\(s))d.
g1 St
Remarque 6.1.2. Dans le cas Morse/Floer, nous avons défini DOy g a l'aide d’une connexion

et avons observé qu’en un point u € (9;’}{(0), cet opérateur de dépendait pas de la connexion

choisie, c’est la différentielle verticale de 0,y au point u. Il en va de méme ici.

6.2 Décroissance exponentielle

Avant de se consacrer a I’étude de 0y (propriété et indice de Fredholm, transversalité), nous

devons nous assurer que nos solutions M (S,+, S,-) sont en réalité incluses dans By ;,5(Sp+, Sp-)

N
T max

€ Sp=. Nous traitons uniquement la

pour un certain § dés que H est maximalement non-dégénéré. Soient H € H et U solution

de 9;5U = 0 avec limg 4., U(s,-) = p= = (7%, 27F)
question de la convergence en +00, le cas —oo étant similaire. Nous allons procéder en plusieurs
temps.
(i) Montrer qu’il existe U : R x S — W x E, © : R — T" tels que U(s,0) = O(s)U(s, 0)
et [ [|0,T|? < Ce?.
(ii) Regarder la composante en E de U qui vérifie une équation de Morse et en déduire une
décroissance exponentielle pour ©.
(iii) Etablir des "inéquations aux dérivées partielles" sur U (classiques en théorie de Floer)

pour obtenir la décroissance exponentielle ponctuellement.

Lemme 6.2.1. Soit U : R x S' — W x E vérifiant 9;5U = 0 avec H € Hin oy, €t
limg s 0o U(s,:) = pt, alors il existe C,§ € R, U:RxS' 5 WxE, ©:R — T" tels
que

(a) o |OU|* < Ce™,

(b) U(s,0) =0O(s)Ul(s,0),
(c) limg ;0o O(s) = 1qn.

Avant de prouver ce lemme, nous spécifions une trivialisation dans laquelle il sera plus facile
d’obtenir des estimées sur la représentation en coordonnées de U. Soient {X; € gli € {1...n}}
une base de l'algebre de Lie et {Yi|k € {1... N +n}} des sections définies sur un voisinage de
~H(SY) x {2t} formant une base de (TT".z)- € TW x TFE en tout point du voisinage. Pour s

assez grand, les sections X, Y}, donnent une trivialisation de U *(TW x TE), dans laquelle
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(a) DOy s'écrit Dy+A(s) avec A(s) : HY(S!, R*YV) — L2(SY R¥™ V) et Ay = limg_, o0 A(S)
correspond a 'opérateur asymptotique D,+ qui, par non dégénérescence de H, est sur-
jectif et admet pour noyau {X, € g|i € {1...n}},

(b) la métrique sur L2(7+*(TVV) x T, F) fournie par w, J, g induit, par notre choix de coor-
données, un produit scalaire noté (-, ), sur L*(St, R N),

(c) les champs de vecteurs 6 — X, (v(6)) s’écrivent dans ces coordonnées comme des fonc-
tions constantes, e¢; : 6 — (0,...,1,...,0),

(d) chaque X € lie(T™) induit un champ de vecteurs le long de 4" x {z*} formant un sous-
espace de dimension n de L2(7+*TVV x T+ E) et la projection orthogonale parallélement
a ce sous-espace Q s'écrit de la maniére suivante. Si Z = (21, ..., Tp, Y1, .-, YNin) aVEC

i,y - ST — R, alors

QOO(Z) = QOO(:Elv o Iy Y1, 7yN+n)
- (xl - <Z, 61>007 R <Z, en)omyla s 7yN+’fl)

ol (Z, ;)0 € R, i.e., en tant que fonction du cercle, celle-ci est constante.

Remarquons les faits suivants.

(A) Comme D,+ est auto-adjoint pour la métrique induite par w, J, g, il est clair que A est
auto-adjoint pour la métrique (-, -)... Pareillement, on sait que A, est surjectif avec un
noyau de dimension n engendré par les fonctions constantes e; : # +— (0,...,0,1,0,...,0).

Sa restriction a I'image de (), est donc inversible, il existe ¢ tel que, pour tout X,

[(Ase © Qoo) (X) oo = 0[] Qoo X |[oo -

Remarque 6.2.1. La norme ||||o induit une norme ||+ ||so1 sur le sous espace H* C L?
définie par || Xl|oo1 = | X[loc + 106X [|oo- Or Ao+ (Im Qoo N H || - [loca) = (L2 ]| - [loc)

est un opérateur inversible entre deux espaces de Hilbert et || - ||o1 > || - |0 sur H' donc

[(Ase © Qoo)(Z)]sc 2 0]|Qoc X loc1 2 0] Qoo X |l -

(B) En regardant 'expression de DJ,;p dans la trivialisation le long de U, X, s’écrit
toujours en coordonnées comme un fonction constante, cette fois-ci définie sur le cy-
lindre R x S'. Nous faisons I’abus de notation en continuant de I'appeler ¢; : (s,0) —
(0,...,0,1,0,...,0). Comme DO;uX, =0, il vient Ose; + A(s)e; = A(s)e; = 0, donc, en
regardant a nouveau e; comme une fonction du cercle, on obtient, pour tout s, A(s)e; = 0.
Finalement, en observant que, pour tout Z : S* — R*" ™ (Id — Q. )(Z) = >, Mie; avec
i € R, il vient A(s) o (Id — Q) = 0 soit

A(s) 0 Qo = A(S) .

Nous pouvons a présent prouver le lemme suivant qui impliquera presque directement le

lemme [6.2.7]
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Lemme 6.2.2. Soit Z : Rx S' — R**N [écriture en coordonnées de O,U et f : R — R définie

par .
() = 310 Z ()|

il existe C, 6 tels que
f(s) < Ce %,

Démonstration. Rappelons/remarquons que

(a) comme DIy p0sU =0, 0,72 + A(s)Z = 0,

(b) A(s) = Ay et A(s) 0 Qoo = A(s),

(¢) Ay est auto-adjoint pour (-, ) et sa restriction & Im @), est inversible, pour s assez
grand, A(s) lest aussi. Aussi, en passant a l'adjoint dans I'identité Ay, 0 Qoo = A O
obtient Qs © Ase = Ao = A © Qo

Etant dans le noyau de DO 5.1, OsU, ainsi que sa représentation en coordonnées Z, est lisse
et f est (au moins) de classe C* (voir section 2 de [7] ou les auteurs établissent les inégalités
nécéssaires pour obtenir des propriétés de régularité elliptique). Si 'on dérive deux fois f, on
obtient

f'(5) = (QuoZ(s), Qoc0s Z(5))oo
F'(5) = 1Qu0: Z () 1% + Qe Z, Q05 Z(5))ox
= [QuA()Z(5) 5 + Qe Z(5), —QueOsA(5)Z(5)) o + (@0 Z: Qoo A(5)*Z) o
= Qe A(5)Q0Z(5) |2 + (QueZ(5), =Quc0s A(5) Z(5)) oo
+(((A(5)" = A(5)) Qe Z, A(5) Qo Z) o + || A(5) Qe 5 -

Le lecteur peut vérifier que nous n’avons pas utilisé Q5,0 A(s) = A(s) o Qo (qui n’a par ailleurs
aucune raison d’étre vraie) mais les relations d’orthogonalité (Qu.X, @xY) = (X, QxY).
Analysons chacun des termes intervenant dans la somme.
(i) Comme A(s) = Ay et [|QuodocQuZ|% = [|[AscQoZ]% > 0]|QxZ]|%, on en déduit
que, pour tout €, si s est assez grand, le premier terme est minoré par (§ — €)?|| Qo Z||% -
(ii) La convergence de A(s) vers A ne permet pas de conclure directement que d;A(s) — 0
pour la norme opérateur, cependant, en regardant 'écriture explicite de A(s) dans nos
coordonnées, on remarque que celle-ci est suffisament réguliére (pourvu que les données
H, J, g le soient aussi) et que 0;A(s) tend fortement vers 0.
(iii) Comme en (i7), on peut monter que A(s)* — A(s) tend fortement vers 0 (A est
autoadjoint).
(iv) Pour tout € > 0, si s est assez grand, le dernier terme est minoré par (§ — €)?||Qo 2|
Pour s > s, avec sg suffisament grand, on obtient donc f”(s) > 6%f(s). Soit g(s) =
fs0)e™2¢*0) On a (f —g)" > &*(f — g), (f — 9)(s0) = 0 =lims(f — g), donc f —g <0

sur [sg, +00[ car elle ne peut avoir un maximum strict. ]
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Nous pouvons maintenant donner une preuve du lemme :

Démonstration. Méme si nous ne pouvons pas affirmer pour le moment que U € H'(Rx S*, W x
E), il est clair que pour tout s, U(s,-) : S* — W x E définit un élément de H'(S*, W x E).
On peut donc voir U comme une courbe dans la variété de Hilbert H'(S, W) x E. Cette
derniére hérite de 'action torique, et le quotient hérite lui aussi d'une structure de Hilbert
faisant de la projection 7, comme en dimension finie, une submersion riemanienne. Le noyau
de la différentielle en chaque point (7, z) étant engendré par les champs de vecteurs le long de
(7, 2z) de la forme X, X € lie(T™).

R—Y = HY (S W) x E

T

A

(H'(S', W) x E)/T"

Montrons que V = mmU : R — (HY(S', W) x E)/T" vérifie ||0,V] < Ce %. Par notre
choix de métrique, |05V || (51 yiryxpymn = [1Q(S)IsU || 1 (st 4iryx s 00 Q(s) désigne la projec-
tion orthogonale parallelement a ((X o U(s,"))xciern) pour la métrique au point U(s,-) €
C> (81, W) x E. Les projecteurs Q(s) et Qo sont donc des projecteurs orthogonaux pour des
métriques différentes, mais parallélement au méme espace (X) Xelie(Tr)- En particulier ils ont le
méme noyau. De plus, comme Q(s) — @, il existe une constante C' telle que, pour tout Y,
Q)Y = 1Q(s) e Qe (V)| < Cll Qe (Y)|- T vient [|9,V]| = |QOU|| < Cf(s). Nous pouvons
ensuite trouver une section o définie sur un voisinage de a(y*, 2%) dans (H'(S', W) x E)/T"
telle que (o o 7a) (1, 27) = (7T, 27) et, quitte a réduire ce voisinage, supposer que o, est
borné. Alors

U=coV=conolU:R— HY(S',W)x E

convient. L’existence de © découle de roU = 7o U et limg ;o ©(s) = 1 de la construction de
o. ]
Etablissons maintenant une estimée similaire sur ©.

Lemme 6.2.3. Il existe des constantes C, 6 telles que ||O(s)|| < Ce%

Démonstration. Remarquons avant tout que, pour tout x € E, T" ~ T".x C E est une
immersion injective et E est compact. Il existe des constantes C7,Cy telles que, pour tout
(X,z2) € lie(T") x E : | X(2)||lrne < Cil| X |ierny < Co|| X (2)||7.- En d’autres termes, il est
équivalent de borner © dans I’algébre de Lie du tore ou de borner Ole long de n’importe quelle

courbe dans FE.
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Notons u, A (resp. @, 5\) les composantes suivant W et E de U (resp. U). Comme X et © ne

dépendent pas de 6, il en va de méme pour \. \ vérifie :
0=A\(s)— [ V.H(u(s,0),\(s))do
Sl

= O(s)(M(s)) + O(s).A(s) — 9(O). | V.H(ls.0), M(s))db.

Sl

Bien que nous ne puissons (pas encore) borner la dérivée de O, le morphisme O, ne dé-
pend que de la valeur ponctuelle de ©, valeur prise dans le compact T", ©(s), est donc un

isomorphime borné uniformément en s. De plus, sa norme vérifie :

o(s). </S V. H(i(s, 0), A(s)) df — i(s>> H

V. H (s, 0), M(s)) d8 — A(s)|| < (e—és + ‘
Sl

o)l < ¢

<y

V.H(i(s,0), (s d0H>

st

Il reste donc & établir la décroissance exponentielle de || [, V. H (u(s,6), A(s))dd||. Pour s assez
grand, A(s) est inclus dans une carte centrée en z*. La famille de champs de vecteurs paramé-
trisée par W x S* et définie par (V. H )o.w) = V.H’(w,-) s’écrit dans ces coordonnées comme
F:S'xW xRN - RN , avec I' et dF globalement bornées. En effet, la seule direction non com-
pacte, dans le cas d'une variété a bord convexe, provient de R x OW, sur laquelle H s’écrit, pour
t assez grand, H(0,t,m, z) = et 4+ §'(z). Le gradient V,H est donc indépendant de la compo-
sante en W. Notons a : R — RV les coordonnées de A. Comme [, V.H?(y*(0),27)df = 0, il
vient [ F(6,77(6),0)df = 0 et

H/S (0, 7(s,0), d&H H/S (0, 7(s,0), ())d@—/glF(6,7+(€),O)d9"

_H_/{S/ZS} | F,0(5.6), als)) dods’ H/{M}XSI dFy(05i(s', 0), A(")) dods

< C’l/ H@SU(S’, 9)” dods’ < / Che % = %6—55 = Cae 0%,
{s'>s}xS1 {s'>s} 0

ce qui conclut. O

En combinant les deux lemmes précédents, nous obtenons une borne sur la norme moyenne
le long du cercle pour d;U. Pour obtenir une borne point par point nous avons besoin d’établir
I'inégalité différentielle qui suit.

Lemme 6.2.4. Choisissons une base de sections pres de yT(S1) telle que, le long de u, la
structure presque complexe Jy) s’écrive Jy, w s’écrive wy, ainsi qu’une base de sections ortho-
normales prés de zt. Ces sections identifient la métrique sur W x E avec le produit scalaire
usuel. Soient Z les coordonnées de OsU, il existe a € R tel que A||Z||* > al| Z|2.
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A6k
Démonstration. La différentielle DO g (&, k) a pour expression (BE€ k;) avec
A& k) = V& + T3 Vol — T3 VX, (w) + VeSS (ou — Xy, )
+ dJ3 o (k) (Feu — Xip, ) — TNy d Xy, (K) , et

B(EK) = Vk — | ViVLH(0,u(s,0),\(s))d0 — | VeV.H(0,u(s,0), A(s))do.
S1 g1

Il existe donc une matrice M (s, 0) € My, n(R) telle que 0,7 + Jy0yZ — M(s,0)Z = 0 ou, par
abus de notation, Jo(X,Y') désigne en réalité (JoX,Y).
Le calcul de 3A||Z|]?, le laplacien de 3||Z||?, donne

SAIZI? = S22 + 5031217 = 0,211 + w21 + (2,A2)
avec
AZ = (05— Jo09) (s + Jo0) Z = (85 — Jo0g) (M Z) = (0, M) Z + M, Z — Jo(0gM)Z — JoMOyZ .
On en déduit que

1
5Ay|Z||2 = |0, Z||* + (Z, MO, Z) + ||0gZ||* — (Z, JeM O Z)

+ <Z’ (asM)Z> - <Z7 J0(89M)Z>
= |0, Z|]* + ({MZ,0,Z) + |05 Z||* + (! M JyZ, 06 Z)
+(Z,(0:M)Z) — (Z, Jo(0 M) Z)
1t

1 1! 1
= [|0,Z + 3 MZ|* — Z||tMZ||2 + 100 Z + 3 MJyZ||* — Z||tMJOZ||2

+ <Z’ (asM)Z> - <Z7 J0(89M)Z>

Les quatre premiers termes sont soit positifs, soit bornés inférieurement par —al|Z||? pour
un certain a > 0. Comme Jydy + M converge vers 'écriture en coordonnées de I'opérateur
asymptotique D,+, M converge quand s — o0 uniformément en 6 et ses dérivées convergent

aussi vers 0. On peut donc borner les derniers termes par —a||Z||* pour un certain a. O

Pour conclure nous faisons appel au lemme suivant (celui-ci est un lemme propre au domaine

des équations aux dérivées partielles, on pourra néanmoins trouver une preuve dans [4], Lemme

8.9.6) :

Lemme 6.2.5. Soit w : R? — R une fonction positive C? telle que Aw > —aw pour a > 1.
Alors, pour tout (sg,to) € R?, w(sg,ty) < 2 fBl(SO oy W dsdt.

Finalement,
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Proposition 6.2.1. Soient H € HEY,, p* € Crit(Ay), il existe C,§ € R telles que, pour tous
Ue M(Sp+,S,-), (s,0) e Rx S

10,U (s, 0)|| < Ce

ou encore U € By p (5,

oty Sp— ) pour tout &' < 0.

6.3 Indice de Robbin-Salamon paramétré

En homologie de Floer classique, (D3 g )y : WY (u*(TW)) — LP(u*(TW)), la différentielle
verticale de J; au point u € M(x,y), a pour indice de Fredholm pcz(x) — pez(y) o les
indices de Conley-Zehnder sont calculés dans une trivialisation le long de U. Dans notre cas,
nous ne regardons pas de vraies trajectoires de Floer mais des couples (u, \) avec u (resp. \)
une trajectoire de Floer dépendant de A (resp. Morse dépendant de ). Pour se ramener au cas
Floer, nous étendons H en H : S* x W x T*E — R défini par H(6,w, (z,p)) = H(6,w, 2).
T*FE est une variété symplectique, 'action du tore sur E' se reléve sur le cotangent conférant a
W x T*E une structure de variété torique.

Remarque 6.3.1. T*FE n’est pas compacte mais sa géométrie est bornée. Comme W, elle peut
étre obtenue comme complété symplectique de DT*E, [’ensemble des éléments de T*E de norme
1 (pour nimporte quelle métrique). C’est une variété compacte a bord convexe, en recollant la
symplectisation du bord on retrouve T*E. Finalement, T*E n’est pas "moins compacte” que W,

du, moins quand W admet un bord.

Soit gb% le flot de Xz = Xy — 8ZH8%. Ce dernier a pour expression gb%(a:, (z,p)) =
(0% (x),2,p — 09 91 (1, ¢7, (z),2)dr). Donc 6 ¢% (x,2,p) est une orbite périodique, si et
seulement si,

(a) 0 ¢f (x) est bien une orbite périodique de H.,

(b) [ (7, &% (), 2)dr = 0,
soit (7, z) € Crit Ay (avec y(0) = ¢ _(x)). De plus, si (b) est satisfait, on peut choisir n’importe
quel point de la fibre T} F comme point de départ. Les orbites de H sont groupées en espaces
affines de dimension dim77E = dim E et il y a une correspondance bijective entre ’ensemble
de ces espaces affines et les points critiques de Ag. Nous aimerions prendre comme graduation
I'indice de Conley-Zehnder d'une orbite de H. Or cet indice est bien défini uniquement pour
les chemins symplectiques dont 'extrémité finale se situe dans le complémentaire du cycle de
Maslov Sp(2n)*, i.e. n’admet pas 1 comme valeur propre. Ici, au dessus d’'un point critique
(v, 2), ¢ laisse toute la fibre invariante.

Il existe une extension de l'indice de Conley-Zehnder, [’indice de Robbin-Salamon (dont

nous donnerons une description a la fin de cette section) défini pour n’importe quel chemin de
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matrices symplectiques. Oublions momentanément ’action torique. Etant donné un hamiltonien
H:S'xW x E— R, nous pouvons comme dans le cas équivariant

(a) définir une fonctionnelle sur C>°(S', W) x E par la méme formule,

(b) observer ses points critiques qui sont les paires (v, z) avec v € P(H,) et z € Crit(F})

ou Fy:z— [ H(v(0),2)db,

(c) choisir une famille de structures presque complexes indexée par E, ainsi qu'une métrique

sur F, définir un gradient et enfin des trajectoires antigradient pour Ag. Ces couples
(u, \) satisferont la méme équation de type Floer-Morse.

A chaque point critique p = (v, 2), il correspond un opérateur asymptotique D, symétrique
pour la métrique. On peut montrer, comme dans le cas de la théorie de Floer classique, que cet
opérateur est injectif (et donc inversible) si et seulement si la différentielle dol; de ¢ : (z,2) —
(¢3.(2), z), qui admet (7(0), z) comme point fixe, n’admet pas 1 comme valeur propre. Cette
condition peut encore une fois se reformuler en termes de H. Dans ce cas, (d(ﬁ}jl)(y(O),z,O) n’admet
pas 1 comme valeur propre lorsque restreint a T o)W X T, 0)07-p. La fibre est le plus grand
espace associé a la valeur propre 1.

Si cette condition est satisfaite pour tout point critique p, alors, Frédéric Bourgeois et
Alexandru Oancea ont montré dans [§], que D3, i au point u est Fredholm. De plus, son indice
est donné

(A) soit par le flot spectral entre D+ et D,~ (ce qu'on pouvait déduire directement d’aprés

le théoréme principal déja évoqué dans [23]),
(B) soit par la différence des indices de Robbin-Salamon jizs(57) — prs(31) avec 4+ n’im-
porte quel relevé dans W x T*E de (4%, 2%).

Remarque 6.3.2. L’interlude précédente n’est en fait qu’une esquisse de ’homologie symplec-
tique paramétrée. Soit H : S x W x E — R avec E une variété fermée, on peut construire
une théorie de Morse/Floer pour la fonctionnelle Ay définie de maniere analogue. L’homologie
obtenue est bien un invariant et est égale o SH,.(W,w) ® H.(E). Le lecteur pourra consulter [9]

pour une description de cette homologie et la premiére partie de [ pour les détails techniques.

Seulement, ici, les points critiques ne sont pas isolés mais forment une union de tores. En

regardant extension H sur W x T*E, le flot satisfait
0% (g-(x, 2,p)) = ¢%(9.,9.2,9"p)
6 * ? OH T 0
=\ 9u,.(9:2), 92,90 = | -0, .(2),9.2)d | = g.05(2,2,p).
0

La fibre n’est pas le seul espace a admettre des vecteurs propres pour la valeur propre 1. La
différentielle D9y n’est donc pas Fredholm, lorsque définie sur WhP(U *TW x TFE). Or nous

nous somme placés sur l'espace By ;, 5 dont ’espace tangent au point U est

Ve @V, @ W (U'TW x TE) # W' (U*TW x TE).
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Néanmoins, pour montrer que, sur cet espace, D9y est Fredholm et calculer son indice nous
allons nous ramener au cas WP en conjuguant par les poids exponentiels, ce que nous faisons
dans la section suivante.

Nous concluons cette partie avec une courte description de I'indice de Robbin-Salamon, le

lecteur pourra consulter [22] pour plus de détails.

Définition/Proposition 6.3.1. Soient R : [0,1] — Sp(2n) un chemin C* avec R(0) = Idy, et
Y ={M € Sp(2n)|det(M — Idy,) = 0} le cycle de Maslov. Rappelons que, si R est dérivable,
alors S(t) défini par R'(t) = JoS(t)R(t) est symétrique pour tout t.

(i) On appelle croisement de R tout réel t € [0, 1], tel que R(t) € X.

(i) Un croisement est non-dégénéré si, la forme symétrique w(-, R(t)o R(t)~') = (-, S(t)-)
est non-dégénérée sur ker(R(t) — Id). Nous notons Q(t) la restriction de cette forme
quadratique a ker(R(t) — Id).

(7ii) Supposons que R n’ait que des croisements non-dégénérés. Alors ces derniers sont en

nombre fini, et nous définissons "indice de Robbin-Salamon de R par

() = LSgn(Q(0) + Y- Sgn(Q()) + 3San(Q(1))
0<t'<1
ot la somme du milieu porte sur les croisements contenus dans |0, 1[ et Sgn désigne la
signature de la forme quadratique, i.e. le nombre de valeurs propres positives moins le
nombre de valeurs propres négatives.
Bien que la derniére définition n’ait de sens que si R est au moins dérivable, il est possible de
définir cet indice pour n’importe quel chemin de matrices symplectiques, du moment qu’il est
continu.
(A) Soit R : [0,1] — Sp(2n), continu, vérifiant R(0) = lIds,, alors R est homotope a
extrémités fixées a un chemin n’ayant que des croisements non-dégénérés.
(B) Soient Ry, Ry deux chemins n’ayant que des croisements non-dégénérés et homotopes
a extrémités fizées, alors prs(Ry) = prs(Ra).
Ces propriétés nous permettent de définir 'indice de Robbin-Salamon d’un chemin R :
[0,1] = Sp(2n) par purs(R) = prs(R') avec R’ n’importe quel chemin homotope a R et n’ayant

que des croisements réguliers.

6.4 Indice de Fredholm

Le but de cette section est de calculer I'indice de Fredholm de (D3, )y, la différentielle

verticale de ;4 en un point U € 07 (0).

Théoréme 6.4.1. Soient (H, J,g) € HY. x T, p= = (7%, 2%) € Crit(Ap), et U € M(Sy+, S,p-).

Soit pps(p*) Uindice de Robbin-Salamon de p* calculé dans une trivialisation une le long de

76



U. Alors, pour § assez petit, (DOyy)y : WHP° @ Vp+ &V, — LP? est Fredholm d’indice
prs(p™) — prs(p™) + 1.

Démonstration. Nous notons F la restriction de D3y au point U a W3 (U*TW x TE) et
écrivons W9 pour WS (U*TW x E) (pareillement LP9, W' et LP). Lorsque on conjugue
F par la bijection &€ € LP® — ¢%l5l¢ € LP on obtient F : W» — L.

Remarque 6.4.1. A proprement parler, cette bijection n’envoie pas W9 dans WP ¢ cause de
la non dérivabilité en 0 de €°l*l mais nous pouvons la remplacer par une fonction lisse coincidant

avec celle-ci en dehors d’un voisinage de 0.

Nous avons vu déja vu que F pouvait s’écrire en coordonnées 05 + A(s) avec A(s) :
H'(S',R*) x RN — L?(S',R*") x RN, F sécrit alors, 0, + A(s) avec A(s) = A(s) + 61d
sis>0et fl(s) —01d si s < 0. Les opérateurs asymptotiques Dpi de F' ont pour expression
D,+ £61d. Or Dy= est, pour H non-dégénéré, un opérateur symétrique dont le noyau est exac-
tement les sections engendrées par 'action et donc de dimension n. Si § est plus petit que la
plus petite (en valeur absolue) valeur propre non nulle de D+, alors D,+ & ¢ Id est injectif et
symétrique, donc bijectif. D’aprés le théoréme principal dans [§], F : WY — LP est un opé-
rateur Fredholm d’indice jupg(R™) — purs(R™) ot R* est le chemin de matrices symplectiques
correspondant a D,+ dans une trivialisation de U*(TW x TE).

Cependant, nous ne pouvons pas directement exprimer MRS(Ri) en fonction de l'indice de
Robbin-Salamon des chemins symplectiques R* associés a D,+. Nous allons pour cela considérer
un nouvel opérateur £} s : Wipd — [P9 ayant le méme indice de Fredholm que F mais dont le
conjugué Fm; : WP — [P a des opérateurs asymptotiques Ff(; pour lesquels I'indice de Robbin-
Salamon associé s’exprime facilement en fonction de celui de R*. Nous fixons une trivialisation
de w*TW identifiant J avec la structure complexe standard Jy, la forme symplectique w avec
ws et donc la métrique w(-, J-) avec le produit scalaire euclidien sur R*". Nous fixons aussi
une trivialisation de A\*T'E identifiant la métrique g avec le produit scalaire euclidien sur RY.
Nous obtenons ainsi une trivialisation de U*(TW x TE) identifiant la métrique induite par
(w, J, g) avec le produit scalaire euclidien sur R***V. Nous faisons I’abus de notation J(X,Y) :=
(JX,Y) pour X € TW et Y € TE. Nous choisissons aussi les trivialisations bornées, i.e.,
pres des asymptotes, la trivialisation doit étre induite par des champs de vecteurs définis sur
un voisinage de 7=(S?) x {z*} afin d’identifier correctement W' (U*(TW x TE)) (resp.
LPS(U*(TW x TE))) avec WHPO(R x S* R2N) (resp. LPO(R x S, R¥"+N)).

F g’écrit dans ces coordonnées : Os + JoOp + M(s,0) avec M(s,0) € Mopin(R). Nous
désignons encore par F son écriture en coordonnées ainsi que W19 (resp. L) pour W1P9(R x
ST RN (resp. LPP(R x ST R**N)). De plus, nous considérons les cylindres comme des

fonctions du plan 1-périodique en leur deuxiéme variable et substituons a ¢ la variable t.
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Lemme 6.4.1. [l existe 19 €]0,1[, g > 0 tels que, pour tout (T,d) € |10, 1[x]0, do[, l'opérateur
F.s5: Whpd — [P défini par

1 t
F.5s =0,+ JoO + ;M(S, ;)1[077] (t) — 51R+<8)1[0,T] (t) Id +01g- (S)]l[oj] () 1d
soit Fredholm de méme indice que F'.

Démonstration. Considérons I'expression de Fr; — F':

1 t 1—7
FT,(S —F= ;:H-[O,T](M<Sa ;) - M(Svt)) + H[O,T]M(sat) -

— H[T’l]M(S, t) — dlp+ (S)]l[o’ﬂ (t) Id 4+01g- (S)]l[oﬂ (t)1d .

La norme de chacun de ces termes, vu comme un opérateur WP°® — [P agissant par multi-
plication, tend vers 0. De plus,
(i) M est continue et converge uniformément en ¢ quand s converge vers oo et [|M(s, £) —
M (s,t)]| tend vers 0 quand 7 tend vers 1.
(i) Par un plongement de Sobolev, nous avons WiP(St R* V) ¢ CO(SL RN et la

norme C? est contrdlée par la norme Sobolev. Soit 0 < a < b < 1, alors

1 1 1
[ Lap) ()€l oo = ( /R /0 L0 (D)E(s, t)|[Pdte’ ds) P < ( /R (b—a)? sup [|&(s, t)|[Pe’! ds)?

tel0,1]

< Culb= ) [ 1605 oo goreye™ d5)7 < Calb = a) el

On en déduit que la multiplication par I,y induit un opérateur borné de WPo vers
LP9 dont la norme tend vers 0 lorsque b — a tend vers 0.

Au vu de (i)-(ii), il est immédiat que les quatre premiers termes tendent vers 0 en norme
quand 7 tend vers 1. La multiplication par Tg+y(o - induit aussi un opérateur borné de Wwhpo
vers LP°, les deux derniers termes tendent vers 0 quand & tend vers 0.

Finalement, F.s —-1 50 £, on conclut en remarquant que F' est lui méme Fredholm et

que cette propriété est ouverte pour la topologie induite par la norme opérateur. O]

Pour calculer 'indice de F} s, nous le conjuguons lui aussi par la multiplication par edlsl,

Nous obtenons ainsi Fm; : WP — [P admettant pour opérateur asymptotique Dpi = JoO; +
IM*(L)1j0,7(t) £ 01 Id avee M*(t) = limy, 1o M(s,t). Notons R* le chemin de matrices
symplectiques associé & F* et R* le chemin de matrices symplectiques associé a FT{%. Nous

avons donc

RE(t)=R*(L)si t <,
R*(t) = MmN o R(1)si 7 <t < 1.
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A priori, le chemin R* n’est pas C! car les dérivées a gauche et a droite en ¢ = 7 n’ont
aucune raison de coincider. Cependant, R est homotope & extrémités fizées, & un chemin RSE
tel que la dérivée a droite en 1 soit égale +6.Jy o RT(1). Il suffit de prendre une carte sur
Sp(2n 4 2N) prés de R(1) pour décrire ’homotopie en coordonnées. Ainsi, le chemin RE défini

par :

Ri(t)=Ro(L)si 0<t <,
RE(t) = el o R(1)si 7<t<1

est bien un chemin C*, homotope a R* dont l'indice de Robbin-Salamon peut étre calculé a
partir de la formule de croisement.

Donc pigs(R*) = prs(RE), or RE a, pourvu que § soit assez petit, mémes croisements que
Ry. En effet, la forme quadratique Q(1) associée & RT au croisement ¢ = 1 est non dégénérée
(voir le paragraphe qui suit). Si ¢ > 0 est assez petit, alors e*'7 o R(1) n’admet pas 1 comme
valeur propre et pour 7 suffisament proche de 1, RSE n’admet pas de croisement sur |7, 1]. La
seule différence est que le croisement de Ry en ¢ = 1 correspond & une extrémité et est calculé

avec un facteur % Le méme croisement correspond au point intérieur ¢ = 7 pour Ry,

pns (%) = s (R5) = puns (R§) + 5S9n(QQ1)) = ps() + 5 S9m(@(1).

I1 nous reste a calculer la forme quadratique (1) associée au croisement ¢t = 1 pour R(jf. Or
nous avons précisément choisi R de sorte que RE (1) = +6.J50R= (1), donc Q(1) = w(-, £8.Jy-) =
+4(-, ). Cette forme quadratique est définie positive/négative, sa signature correspond donc a
+ dim(ker Ry(1)) = £ dim(ker R(1)). Or R(1) est I'écriture dans certaines coordonnées de der,
H étant maximalement non-dégénéré, I’espace propre associé a la valeur propre 1 est exactement
de dimension n engendré par Iaction torique, donc dim(ker Ry(1)) = n.

En conclusion :

~ n
prs(R*) = prs(RY) £ 5

Nous pouvons maintenant achever la preuve du théoréme [6.4.1] D’aprés ce qui précede, la
restriction de D a WP est Fredholm d’indice (uprs(p™) — %) — (urs(p™) +%) = prs(p™) —
prs(pt) — n. Sachant que dim7p+ = dimV,,- = n, on obtient que I'indice de Dd;y vaut
trs(P”) = trs(PT) —n+2n = prs(p”) — prs(PT) + 0 u

Comme dans le cas non paramétré, il serait souhaitable de pouvoir exprimer 'indice de
Fredholm via des indices de Robbin-Salamon prédéfinis, i.e. ne dépendant pas de U, et la
classe d’homologie de U. Choisissons un représentant a pour chaque classe d’homotopie libre
de lacets [a], ainsi qu’une trivialisation de a*TW. L’indice de Robbin-Salamon paramétré de

p = (7, z) € Crit(Apy) a été défini dans la section précédente en le considérant comme une orbite

de H : W x T*(S2N+1)"_ Soit 4 Papplication définie par 0 — (y(6), z, — 09 Y (y(1), 2)dr). Cest
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une orbite de H, homotope a () := (a(6), z,0) € W xT*(S?N+1)"_ Soient ¢ : v*TW ~ S xR>"
et (¢;)iz1,2 : TpsTH(SPNH) o~ R3CNHD des trivialisations. Comme T (S?V+1)" est contractile,
les trivialisations induites par 1 et 1)y sont homotopes et il en va de méme pour (¢, ¥1) et (¢, 1)
le long de 7.

Ainsi, I'indice associé au point critique p ne dépend que de la classe d’homotopie de la
composante symplectique 7y et d’'une homotopie o, entre a et v plutdt que de ses relevés o,
entre a et 4. De méme, soit ¢’ une autre homotopie entre v et a induisant une homotopie &’

entre 7 et a, alors les indices calculés dans les deux trivialisations possibles différent de
:|:2<01(TW X T(T*(52N+l)n)), [&’Y#&_’/y]Hz(WX(SQN+1)”)> = :E2<01(TW), [O"IY#E’Y]HQ(W)>

dés que I'on impose a la composante de 6 suivant T'(T*(S*¥*1)") de rester dans la fibre contrac-
tile T{; (T*(52N+1)").

Finalement, afin que les indices choisis ne dépendent que de la variété critique, i.e. pgs(p) =
trs(©.p) pour © € T™, nous choisissons les homotopies de la maniére suivante. Fixons un point
critique p = (1, 2) par variété critique, de sorte que Crit(Ax) = [[, T".p ainsi qu'une homotopie
0., entre v et a, le représentant de [y] et une trivialisation ¢, : o*TW ~ R x S' x R?". Pour
chaque © # 1, choisissons un chemin 5 : [0,1) — T™ entre 1. et ©. Nous définissons
06~ : Rx S' — W, ’homotopie entre a et ©.7, par oo ,(s,0) = 5(s).0,(s, ) et la trivialisation
bo.~ agﬁ(TW) ~ [0,1] x S* x R* par ¢o,(v,s,0) = ¢,(8(s);'v,s,0). Cette trivialisation
coincide bien avec celle de a*TW. Soit & : [0, 1]*x.S* — W d’efinie par (7, 5,0) = 5(s7).0,(s, )
et la trivialisation ¢ : *(TW) ~ [0, 1]2 x S* x R*" par ¢(v, 7, 5,0) = ¢(8(s7)7 v, 5,0). Alors 6,
et ¢, sont deux sous-trivialisations de ¢ et les indices de Robbin-Salamon paramétrés ppg (p)

et urs(©.p) coincident.

Corollaire 6.4.1. Soient (H,J,g) € HY. x Ji. Pour chaque variété critique S, de H, il est
possible d’associer un indice de Robbin-Salamon paramétré pps(S,) tel que, pour U = (u, \) €
M(Sp+,S,-), (DOsm)u - Wl’p’5@7p+®zp+ — LP9 est Fredholm d’indice jigs(Sy-)—pirs(Spy+)+
2¢1(A) +n avec A = [0+ FuH#T.,-|.
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Chapitre 7

Transversalité

7.1 Points injectifs

Afin d’établir la transversalité modulo perturbations, nous devons vérifier que les trajectoires
vérifient certaines propriété d’injectivité. Comme nous agissons au niveau des données (H, J, g),
il faut s’assurer que les trajectoires ne passent qu’'une et une seule fois prés de ’endroit ot nous
les avons modifiées afin que les perturbations ne soient pas compensées. De plus, nous devons
modifier les différents parameétres de maniére équivariante.

Bien que le coté paramétré (la présence de A) complique notre tache, Frédéric Bourgeois et
Alexandru Oancea ont réussi a prouver des conditions suffisantes pour établir la transversalité
dans le cas non équivariant (voir [7]).

Dans notre cas, il faut établir des conditions d’injectivité prenant en compte ’action torique.
Il nous faut des conditions similaires mais pour Papplication : U : R x S* x T" — W x E définie
par U(s,0,0) = ©.U(s,0).

L’auteur n’a pas encore pu établir les propriétés requises mais émet néanmoins la conjecture

qui suit.

Conjecture 1. Soient H € Hiu 0., 07 = (75, 27) € Crit(Ay) et U € M(Sp+, S, ).
Soit Q0 l'ensemble des points (s,0) tels que
(i) QU & T T"U(5.0),
(ii) pour tout © € T, U(s,0) # O.(v*(0), z%),
(iii) UR\ {s} x {0}) & T".U(s,8).
Alors, il existe R tel que Q soit dense dans R, +o00[xS?.
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7.2 'Transversalité

Pour des raisons techniques qui apparaitront lors de la démonstration du théoréme central
de cette section, le théoréme [7.2.1] nous devons restreindre nos constructions a certains triplets
(H,J,g).

Définition 7.2.1. Soit /Hjivmn Uensemble des triplets (H,J,g) € HY x Ji tels que,

max,T™

Vp* € Crit(Ag), YU = (u, \) € M(S,+,S,-), U vérifie la condition (*) définie par :

A=0 < Jdu=0.

Formulé autrement, une trajectoire ne peut avoir une seule de ses deux composantes constante

en s.

Soient & le fibré au dessus de By s(Sy+, Sp-) X HT Npn avec Ey = LPS(U*TW x E) et F la

section définie par

Osu+ JY, . (Opu — XY
F(UH, J,g) = Flu,\, H, J, g) = ( ut Jy (Opu — Xi, () >

A(s) = [q V.H(0,u(s,0),\(s))df

I1 s’agit de montrer F m Og. Avant de prouver ceci dans le théoréme [7.2.1], nous énoncons le

lemme suivant, indispensable a la démonstration.

Lemme 7.2.1. Soient U € M(S,+, Sp-) vérifiant O,U # 0, d la distance induite par la métrique
équivariante sur W x E et (s0,60) € Q2. Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout s,

|s —so| > = d(U(s,6p), T".U(s0,6p)) >n.

Démonstration. Raisonnons par contradiction. On peut alors trouver € > 0 et des suites
(Sm)men C R, (Op)men C T™ avec

(i) |s — sm| > €,

(i1) d(U(Sm,00),O0m.U(so,6p)) — 0.
On procéde par disjonction de cas.

(a) Supposons (S, )men non bornée.

Alors on peut extraire une sous-suite qui converge vers 4oo, soit p* = (7%, z%) =
limg 400 U(s, ) € Sp+. On peut & nouveau extraire une sous-suite telle que ©,, converge
vers ©* € T™ et, en passant a la limite, nous obtenons (y=(6p), 2*) = ©*.U (s, fy), soit
Ul(so, ) = ©* L. (v (6p), 2%) contredisant (sg,by) € Q.

(b) Supposons (S, )men bornée.

On peut extraire une sous suite telle que s, converge vers s* et ©,, converge vers ©*.
Comme |[s,, — so| > €, s* # 59 et, en passant & la limite, on obtient U(s*,0y) =

O*.U (s, tp) soit U(sg,by) = ©*L.U(s*,0,) contredisant aussi (s, fy) € Q.
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On obtient bien une contradiction dans les deux cas. O]

Nous avons désormais tous les éléments pour établir la transversalité.

Théoréme 7.2.1. [l existe une classe Hji\égm C Hgun X T, dense dans un voisinage de
Hji\fw et telle que, pour tous (H,J,g) € er]\égm, p* € Crit(Ay), U € M(Sy+,S,-), DOsu

soit surjective au point U.

Démonstration. Considérons la section F de € précédemment introduite. Soient (u, A\, H, J, g) €
FH0), pr = (ya,24) = limyio0(u(s, ), \(s)) La différentielle s’écrit comme somme de
(D01 )(un) €t des termes issus de TH) . 1 X T,

D.J(k)JOsu — JD. X (k) — JXn. + Y JOsu
DF g &k h, Y, A) = Doy (€, k) + ( (k) my (k) h )

— [ Voh = [ Agw)(x)de

Soit (n,1) € L4(U*T(W x E)) dans le conoyau de DF, i.e. pour tous &, k, h, Y, A,

/ (DO (. k), (0, 1)) + / (D.J(k) IO — JD. X, (k) — JXn. + Y JOst, 1)
Rx S RxS?

R St

En posant (h,Y, A) = 0, il vient (D0, g)*(n,1) = 0 faiblement, puis, par régularité elliptique,
(n,1) est en fait représentable par une application de classe C'*° qui satisfait des propriétes
de continuation unique (pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [7] ou les auteurs
établissent la transversalité dans le cas paramétré non-équivariant, la présence de 'action de
groupe ne change rien aux propriétés invoquées). Il suffit donc de montrer que la paire (n,1)
s’annule sur un ouvert non vide.

(A) O,U =0

Dans ce cas, si H est maximalement non-dégénéré, nous montrons que 'opérateur D0 i
est déja, a lui seul, surjectif. Comme O,U = 0, u(s,0) =~v7(0) =y (0) et A\(s) = 2T =
z~. L’opérateur DO, g s’écrit 05 + D+ avec D+ opérateur asymptotique en S,+ (nous
faisons un abus de notation en désignant toujours par D,+ l'opérateur défini sur les
sections sur le cylindre et non sur le cercle).

Notons @ le projecteur orthogonal parallele a ’espace engendré par ’action torique sur
H'(S',W x E) au point (y", z*). Comme H est maximalement non-dégénéré, nous avons
vu que ker D,+ est précisément égal a cet espace. De plus, D,+ est symétrique, donc il
commute avec ). De plus, il commute avec ds. DO, i est d’indice pirs(Sp+ ) —p(S,-)+n =
n et contient dans son noyau l’espace de dimension n engendré par I’action torique (cette

fois-ci le long du "cylindre"). Il s’agit de montrer que son noyau est inclus dans cet espace
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pour obtenir dim coker DJ;y = 0 et établir la surjectivité. Soit X & ker DOy, s, nous
notons X (s) pour X(s,-) : S* = TW x TE. Or

02(5 = Dp+) 0 (95 +Dp+)( )(s) = BX(s) — Dy X(s),
= QX - D2 X)(s) = (X)(S) D2+(Q(X))(S)7
0= (9:Q(X)(s) — Dy (Q(X ))(8),Q(X)( )
= (0:Q(X)(5), Q(X)(5)) — [IDp+ (Q(X))(s)]*-

Comme la restriction de D,+ a I'image de () est inversible, il existe une constante ¢ > 0
telle que ||Dy+(Q(X))(s)|? > ¢||Q(X)(s)||*. La fonction f(s) = [|Q(X)(s)||* satisfait
" >cf et f(8) =s100 0 done f(s) =0 = Q(s). On en déduit 'existence de a; : R — R,
X; € lie(T"),i=1...n, tels que X(s) = > """ a;(s)X,. En appliquant Ddj; iy = 05+ D+

a cette équation et en se souvenant que X; € ker D+ on obtient >, a(s)X, = 0. Les

fonctions a; sont constantes et ker D+ C (X,|i=1...n)
(B) o,U #0

Alors, d’aprés la condition (*) sur HJ N : Ou # 0 # A.

(i) n=0

Soit (sg,0p) € 2, comme © est dense dans [R, oo[x St pour un certain R et que 1'on
ne peut avoir dsu = 0 sur cette partie du cylindre, on peut aussi choisir (s, ) tel
que Jsu(Sso, 8p) # 0. Supposons 7(so, ) # 0.
On peut trouver Y tel que (Y)\H(OS o Jf‘(’SO))(a u(so,60)) = n(so,6o), il existe alors € tel
ue : s —sgl, |0 — O] < e = ((Y/\e(s) o J9 o) (Osu(s, 6) ,n(s,0)) > 0.

D’apreés le lemme [7.2.1] il existe 7 tel que d(U(s, 6p), T".U(s0,6y)) > n pour |s—sg| >
€. On construit alors une fonction p : W x E — ]R+ équivariante pour l’action
diagonale telle que p(U(so,6p)) > 0 et p(x, 2z) = 0 dés que d((x, ), T".U(so,6p)) > 7.
On construit aussi ¢ : S* — R telle que ¥(6y) > 0 et (0) =0 si [0 — 6| > 0.
En prenant £ = k = h = A = 0 et en remplacant Y par ¢)pY on obtient que n
s’annule autour d’un voisinage de (s, fp) et donc sur R x S* tout entier.

(ii) =0
Soit (so,6p) € €2, comme en (i), on peut choisir sy tel que }\(50) # 0. Supposons
I(so) # 0. _
Il existe A métrique T"-équivariante sur E telle que Ay(s0)(A(s0)) = 1(S0). Soit € > 0
tel que <AA(S)(}\($)), I[(s)) > 0 pour s € [sg — €, 50 + €.
D’aprés le lemme nous pouvons construire une fonction p : W x E — Rf
équivariante pour l'action torique diagonale telle que (p o U)(sg,0y) > 0 et (po
U)(s,0y) =0 pour |s — sg| > e.
On conclut en prenant { =k =h=Y =0et A9 = p(z, 2)Y(0)A, avec ¥ un cut-off

choisi convenablement prés de 6.
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Ceci achéve la preuve.

85



Chapitre 8

Compacité, Gluing et Orientation

8.1 Compacité

Soit (H,J,g) € HN. x J&, pt = (%, 2%) € Crit(Ay). Afin de monter la compacité des
espaces de modules M(S,+, S,-) dans le cas non-équivariant, nous avions considéré une suite
de trajectoires (U, )nen, puis montré

(A) qu'il existe un compact K de W x E tel que, pour tout n, U,(Rx SYH CcK,

(B) que le gradient des (U,)nen est uniformément borné,

(C) que (U,)nen converge vers une trajectoire, possiblement brisée.

L’assertion (A) se montre de la méme maniére que la proposition 4.6.1 en remarquant que,

pour T assez grand,

(i) H(6,t,m,z) = Be' + B'(z) donc VH, = Be' L est indépendant de =,
(ii) JY envoie % sur R,, préserve £ et est compatible avec w = da et ce, indépendamment
du parameétre z.

On peut donc appliquer le principe du maximum, l'espace de paramétres ne joue aucun role.
De plus, trivialement, l'image des A, A,(R), est contenue dans l’espace ambiant £ compact.

Pour montrer le point (B), dans le cas non équivariant, nous avons supposé qu’il n’existait
pas de sphéres J-holomorphes. L’hypothése de monotonicité faible de la Définition /Proposition
4.5.1] est moins restrictive et assure que, modulo perturbation, ces sphéres n’intersecteront ni les
orbites périodiques de H, ni les trajectoires de Floer, il ne peut donc y avoir de bubbling. Dans
le cas équivariant, nous faisons 'hypotheése plus restrictive suivante et supposons désormais que

toutes les variétés symplectiques en jeu la satisfont.

Hypothése 2. Les variétés symplectiques considérées satisfont les conditions suivantes :
(i) 1l existe T > 0 tel que, pour tout A € mo(W), w(A) = 1¢1(A).
(i) Le nombre de Chern minimal N € N, défini par c1(mo(W)) = NZ, vérifie N > 2.

Au lieu de montrer directement le point (B), nous allons établir Iexistence d’une sous-
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suite convergeant vers une trajectoire brisée "modulo bubbling", nous n’excluons pas d’emblée
I’apparition de sphéres J-holomorphes. Nous utiliserons ensuite 'hypothése précédente et rai-
sonnerons sur la dimension des espaces de modules pour montrer que ces derniéres ne peuvent
se former le long des trajectoires considérées, du moins lorsque les espaces de modules sont de
dimensions n + 1 ou n + 2 afin de définir la différentielle de notre futur complexe.

Dans le cas de la théorie de Floer, nous utilisons la propriété suivante. Une solution de
I’équation de Floer u, qui a son énergie finie, converge en oo vers une trajectoire périodique.
La démonstration de cette propriété repose sur le fait que, pour H non-dégénéré, les orbites
périodiques sont isolées.

Ici les orbites ne sont pas isolées mais réunies en "paquets de tores", nous nous inspirons de
la preuve de [6] pour montrer qu'une trajectoire d’énergie finie converge bien vers une orbite

périodique donnée.

Définition /Proposition 8.1.1. Soit U : R x S' — W x E solution de 0;uU = 0, nous

définissons son énergie par
B0 = [ ol
RxS1

Alors les deux assertions qui suivent son équivalentes :
(i) E(U) < +o0,
(ii) il existe (vF, 2%) € Crit(Ay) tels que limy_,1o U(s, ) = (77, 275).

Démonstration. Nous traitons uniquement le cas 4+oco. La fonction s — [g, [|0sU (s, 0)||*d6 est
intégrable sur R d’aprés (i). Il existe donc une suite (a)reny € R avec ap — +oo telle que
f(ag) — 0 soit ;U(ay,-) — 0. On peut ensuite montrer, comme dans le lemme [4.4.3] qu’il
existe p; = (71, 21) € Crit (Ag tel que U(ag, ) — p1.

Supposons que U(s,-) ne converge pas vers (71,21). Notons dp la distance associée a la
métrique riemanienne induite par (w, J?, g). Il existe > 0 tel que, pour tout k, il existe s* > a,
6% tels que dy, (U(s*,0%), (71(0"),2z1)) > n. Soit by, = inf{s > ay|sup, d(U(s,0), (11(0),21)) >
n}. Nous pouvons aussi extraire une sous-suite telle que O;U (b, -) converge vers 0 et U(bg, )
converge vers (s, z2) € S,, avec (Y2, 22) # (711, 21)-

Avant de raisonner sur les intervalles I} := [ay, bx] pour obtenir une contradiction, observons
I'identité qui suit.

Lemme 8.1.1. Soit U solution de 0;5U =0 et X € lie(T™), alors (0,U, X) = 0.
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Démonstration. Lorsque que 'on intégre en 6 I'identité (05U, X) = 0, nous obtenons

QU X5 iyes) = [ Ot X+ (30). Xo)

= [ B 0un By X0+ [ (VL T Xep)
St S

+ / (V. H(u(s,0), \(s)), X ;)6
Sl

T / . dp™ (Dpu)do + / AHu (o009 (X X ) = 0
S S

ou p désigne 'application moment de ’action torique et dH la différentielle totale de H vue

comme fonction équivariante définie sur W x E. n

Choisissons un voisinage de (v; % {z;})(S") dans W x E isomorphe a S* x T* x RN+~ Quitte
a réduire 7, on peut supposer que U ([ay, by] x S*) est contenu dans ce voisinage. En choisissant
une trivialisation comme dans la section la projection orthogonale parallélement & I’action
torique (resp. la métrique) le long de (1, 2z1) sécrit Qo (resp. (-, -)oo) dans la trivialisation
de (71 x {1 })*(TW x TE) induite par nos coordonnées. Rappellons que Qu (resp. (-,-)oo) ne
correspond pas a la projection (resp. la métrique) le long de U (s, -) & moins que U (s, -) = (71, 21)-
Nous notons Q(s) (resp. (-, -)s) cette projection (resp. la métrique) et f : R — RT la fonction
définie par f(s) = [|Qu0sU||%

Le lemme précédent a pour corollaire ||0,U|12 = [|Q(s)0sU|]2. Q(s) et Qu sont des projec-
teurs orthogonaux, pour des métriques différentes certes, mais paralléelement au méme sous-
espace, & savoir celui engendré par les X, X € lie(T™). Ces champs de vecteurs ont leur coor-

données constantes égales a e € {0} x R™ X {Ogn+~-1}. On déduit
10U = 1Q(s)a:U1I; = (Q(5) 0 Qo) OsU 1§ < CllQu0sU |15, = Cf(s).

Aussi, si V' est choisi petit, le raisonnement effectué dans le lemme [6.2.1] garantit I'existence
de 6 > 0 tel que f"(s) > 6% f(s) pour s € .
Les intervalles I, sont bornés & droite contrairement au cas précédent, on ne peut donc pas

obtenir une décroissance exponentielle directement. Néanmoins nous avons l'inégalité

cosh(d(s — %Fe))

cosh(§4:50%)

f(s) < max(f(ax), f (b))

cosh(&(s—%))
e (o(TTE) Alors ¢

vérifie I'inéquation différentielle ¢” > §%g et est négative aux extrémités de I;,. Supposons que

En effet, soit g : I, — R définie par g(s) = f(s) — max(f(ax), f(bx))

g ne soit pas négative sur ;. Alors elle atteint son maximum en un point ¢ €|ay, by| vérifiant

g(c) >0 et ¢"(c) < 0 ce qui contredit I'inégalité précédente. On en déduit g < 0.
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En intégrant l'inégalité précédente et en utilisant Cauchy-Schwarz (relativement a I'intégra-

tion en #) nous obtenons

/dmm%wU@ﬁmwg/ 10,0 dods
S’l

[a/wbk] xSt

M\»—‘

< C'max(f(

cosh(d(s — a’““”“ )
/ - b ds
[ak,br] COSh 05 k)

Sachant que v/2 sinh § < v/coshz < V2 cosh 5, on déduit

. ak*bk
SIMLOPTY) 40 ax(f(ax), F(5e)
cosh(é@) g

N
N

[ o0, 0), U0, 0))d0 < = maFa). £ 0)

Comme par hypothese, 9,U (ag, -) et 95U (b, -) convergent vers 0, on obtient

/SI dg((71(0), z1), (712(0), 22))dO = lilgn . do(U(a, 0),U(by,0))dd =0

et donc (71, 21) = (72, 22) d’on la contradiction. O

Etablissons maintenant la convergence "modulo bubbling", soit (Up)nen = (Un, Ap)nen €
M(Sp+, Sp-) une suite de trajectoires.

Soit T tel que, sur S*x [T, +oo[x M x (S*N+t)n H(0,t,m, z) = Be!+5'(2). Alors V.H = V3
sur ST x [T, +oo[x M x (SZNH)” on en déduit que V,H est globalement borné sur S' x T x
(SPN+)" et comme A(s) = [ V.H(0,u(s,0),A(s)), le gradient des A, est globalement borné.

Supposons que le gradlent des u,, ne soit pas borné. Comme dans le cas classique, on peut
trouver des suites (€,, Ry, Sn, On, Un)nen vérifiant :

(A) lim, 4 €, R, = +00

(B) v, est définie sur B(0,¢,R,) C C et vérifie

() Vol <2
(i) [[Vun(0,0)]] =1,
(iii) ainsi que 'équation
On+ 3 Rn L bt

89Un——J X =0.

a sUn, + J Rn )\(Sn_i_Rin) HA(SnwLﬁ)

On peut extraire une sous-suite telle que (\(s,),0,) converge vers (z,60). En appliquant
le théoréme d’Arzela-Ascoli et les principes de régularité elliptique habituels, on obtient la
convergence d’'une sous-suite des v, vers v : C — W vérifiant v + J%99v = 0. On montre
pareillement que fc v*w < 400, v s’étend donc en une sphére J?-holomorphe.

Le lemme suivant permet, dans le cas non paramétré, de montrer qu’'un tel phénoméne ne

peut se produire qu’en un nombre fini de points.
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Lemme 8.1.2. Soit (W,w) une variété symplectique monotone, i.e. vérifiant le point (i) de
Uhypothese |4 et J une structure presque complexe compatible avec w. Il existe h > 0 tel que,

pour toute sphére J-holomorphe non constante v : S? — W,

/ viw > h
SZ

Démonstration. Siw(me(W)) = {0}, il n’y pas de sphéres J-holomorphes. Sinon, comme w est
proportionnelle & ¢; qui est a valeurs dans Z, w(me(W)) est un sous-groupe discret de R de la
forme hZ avec h > 0. Sachant que 'aire symplectique d’une sphére J-holomorphe non constante

est toujours positive, on en déduit qu’elle est toujours supérieure ou égal a h. [
Remarque 8.1.1. Ce lemme reste vraie en supprimant [’hypothése de monotonie, voir [2])].

La présence du paramétre z n’est pas problématique. En effet, soit S := {(J, z,v) € Ji x
E x WY(S2, W)|0sv + J.0pv = 0}. Comme Pespace des paramétres E est compact, pour J €
Ji fixe, inf. o) tq (Jep)es E(v) > 0. L'énergie des sphéres J. holomorphes non constantes
est uniformément bornée inférieurement en z. Ceci permet de montrer que le bubbling, i.e.
I’apparition de sphéres J-holomorphes ne peut se produire qu’en un nombre fini de points.

Il existe donc des points zi,. ..,z tels que, sur tout compact de R x S\ {z,..., 2},
les éléments de la suite ont leur gradient uniformément borné et admettent une sous-suite
convergente vers U = (u, \) : Rx S\ {z1,..., 2z} = W x E vérifiant 8;5U = 0 et E(U) < +o0.
De méme, une généralisation au cas Floer paramétré du lemme [£.4.2] permet de montrer que
U s’étend en solution définie sur le cylindre tout entier.

Si U n’admet pas p™ comme asymptotes, en raisonnant comme dans le cas non-équivariant,
il est possible de trouver des suites (s%).en € R, des trajectoires U; et des points 21, ... 7225
tels que Uy (- + s,,-) converge vers U; sur tout compact de R x S*\ {z},..., 20}, i =1...k
avec limg , o Uy(s,:) = pT, lims oo Uk(s,:) = p~ et lim, o Us(s,:) = limg,, o Ui1(s, ),
i=1...k—1

La présence de sphéres J-holomorphes ne permet pas d’établir la compacité (modulo 'ajout
de trajectoires brisées) des différents espaces de modules M(Sy,+,S,-). Cependant, afin de
construire le complexe de la section [9.1] il suffit de garantir la compacité pour ceux dont la
dimension n’excéde pas n + 2. Dans ce cas, comme nous allons le voir, I’hypothése [2| garantit

qu’aucun bubbling ne peut se produire le long des solutions.

Théoréme 8.1.1. Soit (H,J) € Hj%gﬂl‘”’ ptop,pth .7 € Crit(An), U € M(Sp+,S,-) et
A € Hy(W,Z), notons
(A) MA(S,+,S,-) Uensemble des U = (u, \) € M(Sp+, S,-) tels que [0+ #uHo - | mywz) =
A. D’apres le corollaire la dimension de cet espace est égale & irs(Sy-)—irs (Sp+ )+
201 ([0 #u, ) + .

90



(B) LA(Sy+,S,-) = MA(S,+, S,-)/R le quotient des espaces de modules par l’action de R,
(C) ev(U) :=limy, o U(s,-) € Crit(Ag),
ev(U) :=lim,, o, U(s,-) € Crit(Apg).
Remarquons que ces applications sont invartantes par l’action de R, nous notons aussi
ev et ev les applications quotient sur L(Sp+, Sp-).

(D) Finalement, nous notons également

LA (S, Syt )ew Xew - -ev Xew LY (Spiv1, Sy )ew Xew - L% (Speor, Sy ) 1=
{([0,- - [UR]) € L4 (Spr, Spr) x -+ X LA(Sppor, Sp-) | ev([U]) = €0([Uia]) € Crit(Ap)} -

Alors, si pps(Sp-) — prs(Sp+) + 2¢1(A) < 2, lespace
/ZA(Sp*u Sp-) 1= L(Sp+, Sp-) H

( 1T LSy, S ) ew Xew - en Xew LY (Syio1, Spi)ew ev...LAk(spkl,sp_)>
pt=p°,...pF=p~
t.g. p(p*)>u(p'*t)

t.q. %;'AZLA

est compact.

Démonstration. Soient p* = (v%,2%) et A tels que purs(S,-) — prs(Syr) + 2¢1(A) < 2 et
(Un)nen = (tn, Ap)nen € MA(Sy+, S,-). Quitte & extraire une sous-suite, nous avons vu qu’il
existait des suites (s}, )nen € R, des trajectoires U; = (u;,2;) et des points 2i,..., 2} tels
que Uy, (- + s},,-) converge vers U; sur tout compact de R x S'\ {z},...,20}, i = 1...k
avec limg , o Ui(s,:) = pT, lims oo Uk(s,:) = p~ et lim, o Ui(s,:) = limg, Ui+1(s,-),
1 =1...k — 1. Les points z; correspondent aux lieux de formation d’éventuelles sphéres J-
holomorphes, nous les notons vj- : 52 — W. Les trajectoires (U, )nen sont, a partir d’'un certain
rang, homotopes & la somme connexe Uj# ... #Up#vi ... #vl ... #vfk, le recollement des U;
se faisant le long de leur extrémités communes. Soient p* = (v, 2") = ev(U;) = e0(Uiy1), 0y
’homotopie entre 7" et les représentants fixés de [7'] et A; = [0,i-1#u;#0 ], alors, pour n assez
grand,
A= [0 #UH#T,-] =D o # U] = ) A
i i

et

2 = pirs(Sp-) — trs(Sp+) + 2c1(A Z trs(S — prs(Syi) + 2c1(A;) + 2 Z c1([vig])-

Or, comme la paire (H,J) est réguliere, MAi(S,,_,S,.) est une varié¢té de dimension
Lrs(Spi-1) — rs(Spi) + 2¢1(A;) + n ot n désigne ici la dimension du tore, soit la moitié de

la dimension de la variété symplectique. Ces espaces admettant une action libre et lisse de
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la part de T™, ils sont soit vide, soit de dimension supérieur & n. On en déduit, pour tout i,
s (Syit) — firs(Sye) + 261 (A7) = 0.

La premiére somme du membre de droite ne comprend que des termes positifs. Le point (i)
de ’hypotheése [2| assure aussi qu’'une sphére J-holomorphe admet nécéssairement un nombre de
Chern positif, d’apreés (ii), si celle-ci n’est pas constante, ce nombre est forcément supérieur a
2. La présence de sphéres J-holomorphes impliquerait donc 2 > 4 dans I'égalité précédente.

Il n’y a donc pas de bubbling, le gradient de la suite (U, ),en a son gradient uniformément
borné et admet une sous-suite convergeant vers une trajectoire, potentiellement brisée.

]

Remarque 8.1.2. En réalité, le phénomene de bubbling est plus complexe. En un point ou le
gradient explose, il peut y avoir en réalité plusieurs spheres J-holomorphes qui apparaissent.
Comme pour les cylindres, la sphére que l'on observe dépend fortement de notre reparamétri-
sation. Il est néanmoins possible de réunir toutes ces sphéres sous forme d’"arbres a bulles”
(voir [24]) et de montrer que les cylindres U, sont homotopes a la concaténation des cylindres

limites obtenus avec différentes sphéres J-holomorphes.

8.2 Gluing

Cette section a pour but d’établir une sorte de réciproque a la compacité. Soit (H, J, g) €
HT fn\ég,w de sorte que

(i) pour tous p* € Crit(Ay), M(S,+,S,-) est une variété,

(ii) pour tout U € M(Sp+,S,-), DOy u est surjective au point U.

Etant donnée une paire de trajectoires ([U], [V]) € L(Sp1,Sp2)en Xew L£(Sy2, Sps) telles que
dim L£(S,1,Sp2) = n = dim L(S,2, Sps), il existe une famille de trajectoires ([Wg])re[ro,+oof
convergeant vers ([U], [V]). Pour établir I'existence d’une solution prés de (U, V'), nous construi-
sons d’abord une solution "approchée" pour chaque R, puis nous utilisons une version quan-
titative du théoréme des fonctions implicites en dimension infinie. Le résultat final que nous

voulons obtenir est le suivant.

Théoréme 8.2.1. Soient (p')icq123 € Crit(Ay) avee p(p') — p(p™) = 1, alors il existe
Ro € R, ¢ : L(Sy1,52)en Xew L(Sp2,S,3) X [Ro, +oo[— L(p*, p?) tels que

(A) o soit équivariante pour laction diagonale sur L(Sp1, Sp2)ev Xaw L(Sp2, Sps),

(B) limp_, 00 ¥ ([U], [V], R) = ([U], [V]).

Proposition 8.2.1. Soit pj_(, 44, € Crit(An) avee p(p') — p(p™') = 1, alors le produit fibré
L(Spr, Sp2)en Xew L(Sy2, Sps) est une variété compacte de dimension n et laction diagonale du

tore induite est libre.
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Démonstration. Pour des raisons d’indice, £(Syi, Syi+1) pour ¢ =1 et 2, sont des variétés com-
pactes de dimension n. L’application ev : L£(Sp1, Sy2) — Sp2 est équivariante, or Sp2 = T".p?,
on en déduit que c¢’est une submersion surjective, il en va de méme pour ev.

L’application ev X €v : L(S,1,Sp2) X L(Sp2, Sps) — Sp2 est donc transverse a la diagonale
A de codimension n, et L£(Sp1, Sp2)en Xew L(Sp2,S,3) = (ev x ev) 1 (A) est une sous variété
compacte de codimension n dans L£(S,1,Sp2) X L(Sy2,Sy3) et donc (aussi) de dimension n,

I’action diagonale préserve cette sous-variété et ’action reste libre. O

Nous ne pouvons pas construire notre application de recollement sur I'espace M (Sp1, Sp2) v Xew
M(Sp2, Sps) = {(U, V) € M(S,1,5,2) x M(Sp2,S,3)|ev(U) = ev(V) € Crit(Apn)} tout entier.
Ce probléme ne provient pas de 'action torique, il est déja présent dans la construction de
I’homologie de Floer et est lié a la paramétrisation en s des solutions. Celles-ci n’approchent
pas leurs asymptotes de maniére uniforme car on peut toujours "décaler" une trajectoire. Les
espaces M(S,+,S,-) ne sont pas précompacts, contrairement a £(Sy+, S,-), leurs quotients par
I’action de R.

Nous pourrions recoller directement au niveau des espaces L(p', p?)e, Xeo £(p?, p?) de la ma-
niére suivante. Remarquer que, étant de dimension n et muni d’une action libre de T", cet espace
peut s’écrire comme réunion ]_[le T™.([Ui], [Vi]) avec ([U4], [VA]), - - -, ([Uk), [Vk]) un nombre fini
de couples. Recoller chacun de ces couples pour obtenir une trajectoire dans £(p!, p®) et étendre
1 par équivariance.

Cependant, lorsqu’il s’agira d’orienter ces espaces de modules, il sera nécéssaire d’avoir un
recollement préservant 1'orientation au niveau des espaces de modules non quotientés M. Nous
pouvons contourner ce probléme en construisant le recollement pour (U, V') € K x K; avec K,
(resp. K3) un compact de M(S,1, Sp2) (resp. de M(S,2, S,3) ) admettant un représentant pour
chaque élément de L£(S,1,S,2) (resp. L(S,2,Sp3)) ou autrement dit, de sorte que I’application
quotient restreinte & K, (resp. K3) reste surjective.

Etant donné un nombre R, fixé, nous choisissons K; de sorte que, pour s > Ry, 0 € S et
U € Ky, U(s,0) est dans I'image de exp,, ). Plus précisément, en notant (72, 22) := ev(U), et
U(s,0) = (u(s,0), \(s)) alors il existe & = (&1,&) : [Ro, +00[x S — 3 (TW) x T, E, tel que
u(s, 0) = exp.,p)(£1(s,0)) et Ai(s) = exp,,(§2(s)). exp désigne ici I'exponentielle riemannienne
associée aux métriques T"-équivariantes sur W, E et W x E. Nous demandons une condition

similaire sur Ky : pour —R < — Ry assez petit et V € K :

Vi(s,0) = (v(s,0), Aa(s)) = (exP.,(9) (15, 0)), exp, (112(5))) = XD 3(9) ) (1(5,0))-

Pour la suite, nous fixons (U, V) € K; x Ky N M(Sp1, Sp2) x M(Sp2,5,3) et notons (72, 22) =
ev(U) =ev(V) I'extrémité commune.

Pour construire ¢, nous allons,
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(i) construire une famille de solutions "approchées" (Wg)gr>g,, au sens ot 0y y(Wg) est
proche de 0,

(ii) montrer que (D3jpm)w, admet, pour une paire réguliére (H,.J), un inverse a droite
obtenu en combinant des inverses a droite pour DJ;y aux points U et V,

(iii) montrer que cet inverse est uniformément borné en R,

(iv) utiliser une version quantitative du théoréme des valeurs implicites en dimension infinie
pour prouver l'existence d’une vraie solution proche de (Wg).

Pour construire notre solution approchée Wg, nous modifions d’abord U,V pour les faire

"atterrir" sur (72, 22) en temps fini. Soit a : R — [0, 1] une fonction lisse, valant 1 sur | — oo, —1]

nulle sur [0, +o0o] et vérifiant |o/| < 2. Nous définissons

U(s,8) pour s < R —1,
Ur(s,0) = exp(72(9)7zz)(a(s — R)¢(s,0)) pour R—1<s <R,
(72(0), 22) pour R < s,
et
(72(0), 22) pour s < —R,
Vr(s,0) = XD (5 (0),20) (Q(—5 — R)(s,0)) pour —R<s< —R+1,
V{(s,0) pour —R+1 <s.

Nous définissons maintenant Wx par

Ur(s+2R,0) pour s < —R,
Wr(s,0) = § (72(0), z2) pour — R<s <R,
Vr(s —2R,0) pour R < s.

Remarquons que les inclusions de M (Sp1, Sp2)ev Xez M(Sp2, Sps) dans By, 5(Spt, Sp2)ev Xew

Bi p,5(Sp2, Sps) induisent, au niveau des espaces tangents, I'inclusion

T(U7V)M(Sp17 Sp2)en Xaw M(Sp2, Sps) C Wl,pﬁ(U*(TW x TE))
© WPV TW x TE)) ® Vyy @ Vpy ® A

avec A = {(X1, X») € V,, @@| limg 00 X7 = lim,, o X5}
Pour simplifier les Iﬁations, nous notons
(a) Vi pour V,,, i € {1,2,3},
(b) Wy, (resp. Ly,) pour WPS(U%(TW x E)) (resp. LPO(U4(TW x E)) ) de méme pour
Vr et Whk.
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Nous allons construire un inverse pour (D0d; i )w,, basé sur le diagramme suivant :
Wi @ Wy, ©V1 0 V3 © A<—— Ly, @ Ly,

| :

Ww, @ Vi Vs Ly

R

DaJ,H

En remontant le diagramme, nous obtiendrons une application
Q= (Dosu)w,oGoPolS: LIl,VR — Liys

telle que || Id —Q|| < %, qui nous permettra de constuire un inverse pour (D9, x)w,. Il restera
alors & borner sa norme uniformément en R. Décrivons les différentes fléches intervenant dans
ce diagramme. Rappelons que, pour i € {1,2,3}, V; (resp. Vi) est engendré par des sections
de la forme 7y~ X (resp. vt X) avec 77 (s) = 1 pour s < —% et v~ (s) = 0 pour s > % (resp.
v*(s) =0 pour s < —% et v*(s) = 1 pour s > 1).

S : Choisissons 7 : R — [0, 1] C* une application lisse, égale a 1 sur | — oo, —%] et nulle sur
[, +oo[. Etant donné ¢ € Ly, nous définissons S(¢) = ({1, ) avec

() Gil5,0) = (s — 2B)C(s — 2R, 0) € Luy,

(ii) Ga(s,0) = (1 —7(s+2R))((s+2R.0) € Ly,.
On vérifie sans peine que cette application est bien définie : pour s < %, Wg(s, ) = Ur(s+2R,-).
v(s)¢(s, ) est un champ de vecteurs le long de Wx nul pour s > % et (; est bien un champ de
vecteurs le long de Ug, idem pour (.

P : Remarquons que Ug (resp. Vi) converge vers U (resp. V') dans By, 5(S,1, Sp2) (resp.
Bips(Sp2, Sps)). Comme (H,J,g) € HTyn, (DOsm)u (vesp. (DOym)y) est surjectif et son
noyau est de dimension finie. Il admet donc un inverse a droite et il en va de méme pour

(DOy.1)uy (resp. (DOyu)v,) pour R assez grand que nous notons Qp,, (resp. Qv,). Ainsi

(DOym)up @ (DOsm)vy <WUR SV, & Kz) @ (WVR OV, & Kg) — Ly, @ Ly,

admet (Qu,,Qv,) comme inverse a droite. Il suffit de trouver un espace supplémentaire F' de
(Wi, V1) Wy, @V3) @ A dans (Wy,, &V 18V ,) @ (Why, &V 2BV ;) inclus dans le noyau de
(DO 1)uy DB(DAyu)v, et de considérer mo (Quy,, Qvy,) ot  désigne la projection parallélement
a F. On peut par exemple choisir /' comme le sous-espace de dimension n engendré par les
couples de sections (s,0) — (X(Ug(s,0)), =X (Vr(s,0))) avec X € lie(T™). On vérifie que F' est
bien inclus dans le noyau et que c’est un supplémentaire de (Wy, @ V1) @(Wy,, © V3) @ A.
Nous définissons P = 7 o (Qu,, @v;,) qui définit un inverse a droite pour la restriction de
(DOy,1)v ® (DOyr)vy & (Wo, @ V1) @ Wy, @ V) D A

G : Pour définir G, nous introduisons deux fonctions cut-off 5% a décroissance lente (la
nécéssité d’un tel choix apparaitra dans les calculs effectués plus loin qui feront intervenir la
dérivée de BF). Soient 5~ : R — [0, 1] de classe C* telle que
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(i) B (s)=1sis <3,

(i) B (s)=0sis> R

(iii) |37 (s)| < 2 + pour tout s,

et ST : R — [0,1] de classe C*™ telle que

(i) BT (s)=0sis<—R,

(i) B(s) =1sis> —3,

(iii) |8+ (s)| < £ pour tout s.

Pour (§,1) € Wy, ® V1 ® Vi, ® V5 nous définissons G(&,7) = ¢ avec ((s,0) = B~ (s)&(S +
2R, 0) + BT (s)n(s — 2R, ). Remarquons que G agit sur les sections V| @V, par reparamétri-
sation : G(v:X)(s) = BE(s)7F(s F2R) X = v*(s + F2R)X.

Pour (v*X,7~X) € A, nous définissons G((7t X, v~ X))(s) =" (s + 2R)X pour s <0 et
G(vTX, v X))(s) =7 (s —2R)X pour s > 0. Autrement dit, G((7TX, 7~ X))(s) = ¥r(s)X
avec Yg(s) =1 sur [-2R+ 3,2R — 3] et ¢(s) = 0 sur | — 00, —2R — 3] U 2R + 1, 400|.

Proposition 8.2.2. Pour R assez grand, (DOjy)w, o Go P oS est un opérateur inversible

dans Lyy,,.

Démonstration. Calculons la composée (D0, g)w, © G o P oS, nous faisons une disjonction de
cas suivant la composante de P o S en A.

(i) Si ¢ € (PoS) YWy, @V, ® Wy, ®V,), alors  est envoyé par S sur ({1, (z) avec
Gi(s,0) =v(s—2R)((s—2R,0) et (2(s,0) = (1 —~(s+2R,0))((s+2R,0). Pour calculer
(DO © G 0 P) (1, ) nous décomposons (Cr, ) en (G1,0) + (0, o).

(¢1,0) est envoyé par G o P sur ¢, avec Q?l(s, 0) = B~ (s)(mo(Quy, Qvy)(C1,0))(s+2R, 0).
Comme (; est & support inclus dans ] — 00, R] x S' et que sur cet ensemble Wg(-,-) =

U(-+2R,),

(DaJ,H)WR(é:l)(Sv 9) = (DaJH)UR(gl(' — 2R, ))(8 + 2R, ‘9)
57 (8)m(Qug(C1,0))(s + 2R, 0) + 7 (5)Gi (s + 2R, 0)
5 ( ) <QUR(C17 0))(5 + 2R7 0) + 5_(8)’7(3)C(37 9) .
G2)

donne

Un calcul similaire pour (0,

B ()7 (Quin(0,62)) (s + 2R, 0) + 57 (5) (1 = ()¢ (5, 6) -
En remarquant 5~y =y et 57(1—7) = 1 —~ et en additionnant on trouve ((DJ, g)w;, ©

G o PoS)(¢)(s,0) = ¢(s,0) + 67 (s)m(Qug (G, 0))(s + 2R, 0) + BT (s)m(Quy (0, (2)) et
donc |[(DO#)wyoGoPoS—1d)(()Ly, < 2C|¢|] avec C' une constante qui ne dépend

pas de R et (.
(i) ¢ e (PoS)~(A):
Si PoS(¢) = (v X,~"X) alors en appliquant (D0, g )u, ® (DJjm)v, on obtient S(() =

(vY' X, v~ X) soit ¢ = %X et dans ce cas (D3 ) oG o PoS)(() =
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Pour obtenir I'existence d’une vraie solution prés de Wx nous utilisons le lemme d’analyse

fonctionnelle suivant (voir lemme 9.4.4 de [4]) :

Lemme 8.2.1. Soient X,Y deux espaces de Banach et F : X — Y une application C*, nous
écrivons F(x) = F(0) + dFy(x) + N(z) et dénotons L = dFy.

Supposons qu’il existe G 1Y — X telle que

(1) Lo G = Idy,

(2) |GoN(x) = GoN(y)| < Cllz—yll Ve, y € B(O,r),

(3) |G o F(0)|| < £ avec € = min(r, ).
Alors il existe un unique o € Im(G) N B(0,€) tel que F(a) =0 et ||af < 2]|G o F(0)]].

Afin de pouvoir appliquer ce lemme avec F' = 0,y prés de Wx nous devons vérifier que
(A) 05 (Wg) est assez petit pourvu que R soit assez grand,

(B) (DOju)w, admet un inverse a droite dont la norme est uniformément bornée en R.
Proposition 8.2.3. limg ., ||0;,zWg]| = 0.

Démonstration. En dehors de [-R — 1,—R| U [R, R + 1], Wg est soit une vraie trajectoire
antigradient ou bien un point critique de la fonctionnelle donc 0; gz Wg(s, 6) = 0.

On a donc les inégalités ||0,q(Wr)(s, 0)|l|-r-1,-r < C1|§[/{r—1,r Pour s € [-R—1, —R] et
105,6(Wgr) (S, 0)|lir,r11] < ColInll(—r+1,—r) avec C; indépendant de R. Comme imp 4o ||€|/[r-1,7] =

0 = imp— oo ||7]|[=r+1,—5) On en déduit limp_, o ||07zWr|| = 0. O

L’inverse a droite pour (D s )w,, est donné par Go PoSo (D3 )w,oGoPoS)~t. Nous
avons vu que (DJjg)w, o Go PoS — Id quand R — +o00. La norme de son inverse est donc
uniformément bornée en R et il reste a borner celle de G, P et S. 1l est facile de voir que la
norme de P reste bornée uniformément en R. En effet, comme (Ug, Vi) converge vers (U, V),
alors (D0 g)u, converge vers (DOyp)u), (DOyu)v, converge vers (DOyy)y ainsi que leurs
inverses. Afin que les normes de S et de la restriction de G a Wy, ® Wy, soient uniformément

bornées en R, nous introduisons un nouveau poids li¢ au décalage en £2R.

Définition 8.2.1. Nous introduisons les normes suivantes, sur Wyy,, et Ly, , respectivement,

=

P

QT (/R SI(HC(&@)II” 10:C (s, )P + 1106C(s, O)II") fr(s) dsd@)

et
¢l 2w, = (/ 18, O)IP fr(s) dsd@)p
RxS1

avec fr(s) = eP PR+l pour s < 0 et fr(s) = ePI=28+51 pour s > 0.
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Cependant, GG envoie la diagonale A sur des sections a support compact mais croissant
linéairement en R dont la norme explose quand R — oo. Il faut donc modifier la norme sur
Wi, ® V1 @&V, ® A afin de rendre la norme des éléments G(A) petite sans pour autant faire
exploser la norme de (D g )w,. Nous notons V (resp. V) Uespace engendré par les sections
1rX =7 (-+2R)X = G(v X) (resp. 71X :=77(- —2R)X = G(y" X)) le long de W.

Définition /Proposition 8.2.1. Nous notons || ...||r la norme définie par
1¢ 7R X, 7R X2) IR = 1€ = 0(Ollwi,, + (O lecrny + [ X1 lie(rny + 1 X2l lecrn)

sur Wi, Vi Vs = Wi, BVr@ Vg, ot
(a) a(¢) = [4 priC(0,0)df € lie(T") avec pry : T,W x TE — lie(T") désigne la projection
orthogonale sur T, T".x suivie de l'identification T,T™.x ~ lie(T™),

(b) b(¢)(s,0) = Yr(s)a(<),

(c) |- |liecrny désigne une norme euclidienne quelconque sur le(T™) ~ R™.
Alors || ... ||r est bien une norme pour laquelle G et (DO m)w,, sont uniforméments bornés en
R.
Démonstration. Tout d’abord, il est clair que ||... ||z est une norme et induit une métrique

compléte. Montrons que G est borné.

(i) Par notre choix de sections pour représenter 'action torique prés des asymptotes, la
restriction de G a V; @ V3 est une isométrie.

(i) Soit (v X,7"X) € A, a(G((y X,7" X)) = X € lie(T"), HG((r~X,7X))) =
G(y~ X, 7" X), donc |G(v~ X, 7" X)||r = [[ X[[secrn)-

(iii) Nous montrons que G est borné sur Wy, (la démonstration pour Wy, est similaire).
Soit § € W, |G(E)lIr < IGE)lIway, + [¥rRaA(GE)[lway,, + a(G(£)], nous allons borner
ces trois termes en fonction de la norme de £ et de constantes indépendantes de R :

(@) |GE)|lwr < Cl€|luy car G était déja uniformément borné pour ’ancienne norme.

(b) En utilisant un plongement de Sobolev on obtient une constante C telle que ||£(0,0)|| <
Cl||§||W1,p([_%7%]X51). On obtient alors que |a(G(£))| = | [4: pri&(2R, 0)d6| est majoré
bar Cu(fyn_s esyst € + [VEP)E < Coe €]l En particulier [a(G()] <
Coll |-

(c) Remarquons que ¥ ainsi que sa dérivée sont bornées ponctuellement indépendam-
ment de R et que cette fonction est a support dans [-2R — %, 2R + 7).

On en déduit que ||b(G(E)lwy = l|Yra(G(E))||w,, est majoré par

C3|G(G(§))!/ Tr(s) < CsCie ™ |[Elluae™ = Csl1€]lure -
[-R—3,R+3]
Finalement, montrons que (D3Jy g )w,, est borné.
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(1) DI uvEX =~7X. Or, le seul endroit ot 75 # 0 est un petit intervalle centré en +2R,
la ou fr est proche de 1, donc ||D0J7H7§XHLWR < C|X]|.

(i) D051l 1. < 11DB5s1(C=b(Cll 2y, HI DO irb(Olla, < CrllC—b(C) It (), -
Comme en (i), ¥z = 0 en dehors d’une union de deux intervalles centrés £2R, 1a ou fr
est proche de 1. On déduit [[¢za(C)||zy,, < Cola(()] avec Cz indépendant de R et donc
1Dy, 1| Ly, < CsllClIR-

0]

Proposition 8.2.4. Il existe Ry € R tel que, VR > Ry, il existe (r € Wy, ® Vl@ﬁ tel que
0,1 expy, Cr = 0.

L’application v : (K1 X Ko N M(p', p*)ew Xeo M(P*,p?)) X [Ro, +00[— M(Sy1, Sp3) définie
par Y(U,V, R) = expy, (Cr) est continue et équivariante. Celle-ci induit par passage quotient

une application équivariante ¢ :
[:(Spl, sz)ﬂ X&w ,C(sz, Sps) X [Ro, +OO[—> ,C(Spl, Sps)

vérifiant limp, o[V ([U], [V], R)] = ([U], [V]).

Démonstration. Comme annoncé, il suffit d’appliquer la proposition avec F' = 0y dans
un voisinage de Wpg, sa différentielle (D0, g )w,, étant inversible avec un inverse dont la norme
est uniformément bornée en R. Toutes les données utilisées pour construire la solution approchée
se comportent bien vis-a-vis de 'action torique rendant ¢) équivariante, mais aussi vis-a-vis de
I’action de R par reparamétrisation en s rendant v bien définie.
Pour la derniére assertion, remarquons :
(A) Hmp[Wg] = (U], [V])
En effet, soit R, — 400, alors Wg, (- — 2R,,-) converge sur tout compact vers U et
Wk, (- + 2R, ) converge vers V.
(B) limgr(r =0
D’apres[8.2.1], ||Crll < 2C||0,# Wk avec C indépendant de R (C'est la norme de I'inverse
a droite de (DOy g )wy,), le résultat découle de limp 0y gWg = 0.
On en déduit limg[expy, Cr] = ([U], [V]). O

Remarque 8.2.1. Un raffinement du lemme|8.2.1| assure qu’il n’y a qu’une seule solution dans
un voisinage de Wr. S’il y avait une autre maniére d’approcher ([U],[V]), i.e. il existerait une
suite (W )nen de solutions qui converge vers (U, V'), alors, d partir d’un certain rang, la suite
serait incluse dans un voisinage de Wy pour R assez grand et serait donc égale a la solution
trouvée auparavant par unicité. Pour une preuve détaillée dans le cas non paramétré, le lecteur

pourra consulter [4] section 9.0.
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8.3 Orientation

Nous n’avons pas parlé d’orientation dans I’exposition de la théorie classique de Floer, nous
suivons la démarche de Floer et Hofer exposée dans [I1] dont nous donnons les étapes.

(A) Fixer des trivialisations le long des tores d’orbites critiques (Sp)pecrit(Ay)-

(B) Considérer 'ensemble O des opérateurs de la forme 9, + A(s) : WhP9(R x ST, R V)

V — LPO(R x ST, R2"N) avec V un espace vectoriel de dimension fini représentant les
sections induites par I’action de groupe prés des extrémités et lim,_,4 ., A(s) représentant
un opérateur asymptotique lu dans les trivialisations précédemment choisies.

(C) Les arguments avancés en section @ permettent de montrer que O est constitué d’opé-
rateurs de Fredholm. Soit le fibré & au dessus de O de fibre £ = (A" ker L) ®
(A™** coker L)*. Si 'on considére la restriction de £ au dessus de O+ -, I'ensemble
des opérateurs sur le cylindre admettant L* comme opérateurs asymptotiques, alors,
comme cet ensemble est contractile, ce fibré est globalement trivialisable.

(D) Orienter £ au-dessus de chaque morceau Op+ - de sorte a ce que l'application de
recollement Op, 1, x Op, 1, préserve l'orientation au niveau des fibrés.

(E) Etant donné U € M(S,+, S,-), choisir une trivialisation le long de U coincidant avec
celles préalablement choisies le long des asymptotes. Dans ces coordonnées, (D m)u
représente donc un opérateur dans L € O, s’il est surjectif, orienter son noyau revient a
orienter (A" ker L) ® (A" coker L)*. Nous pouvons choisir orientation donnée par
celle de & et vérifier que 'on obtient bien une orientation sur M(Sy,+, S,-) rendant
I’application de recollement orientée.

Pour chaque orbite critique S, choisissons un élément p = (v, z) € S,. Nous choisissons une
base (X;)i—1..n € lie(T") ainsi que (V) pe1. oy € TW x TE de sorte que {X, |7 € {1,...,n}}U
{Yi |k € {1...n+ N}} est une base le long de v(S') x {z}. Nous notons L, : H'(S*, R*"*V) —
L*(S', R* V) Topérateur aysmptotique D, dans ces coordonnées. Soit p’ = (v, 2') = g.(7, 2) €
Sy une orbite dans la méme variété critique, alors {¢.X,|i € {1,...,n}}U{g.Yilk € {1...n+N}
est une base le long de 7/(S1) x {2’} et, dans la trivialisation induite, 'opérateur asymptotique
D,; a aussi pour expression L, car Dy = g. o D, o g;".

Il vient, par notre choix de trivialisation pour chaque orbite critique, qu’il correspond un
unique opérateur par variété critique S, que nous notons L, : H'(S!, R*" ™) — L2(S R* V).
Soient py,py € Crit(Ag), nous définissons maintenant OL,,.L,, 'ensemble des opérateurs de la
forme L = 0, + A(s) : WHPO(R x ST R*™N) @V — LPO(R x ST R avec

(a) limg oo A(S) = Ly, limg 400 A(s) = Ly,,

(b) V=Vi@®V,ou V] (resp. V3) est engendré par 5~ X (resp. 51 X) avec X € R" X {Ogn+n~}
et 8~ (resp. f7) est une fonction valant 1 (resp. 0) prés de —oo et 0 (resp. 1) prés de
+00.

Comme L,, correspond & un opérateur asymptotique, encore une fois, le raisonnement ef-

100



fectué dans la section @ permet d’affirmer que tous les opérateurs L € O, r,, sont aussi
Fredholm de méme indice. Si I'indice reste constant, la dimension du noyau et du conoyau sont
susceptibles de changer, il n’est donc pas possible de munir Up ker(L) de structure de fibré.
Cependant, & introduit en début de section admet une structure de fibré au dessus de Oy, 1,

nous renvoyons a [I1] pour la preuve du lemme suit :

Lemme 8.3.1. &, 1, = HLGOLpl,Lpz (N ker L) @ (AN™** coker L)* admet une structure de

fibré en droite au dessus de Op,, 1, lui méme contractile, ce fibré est donc trivialisable.

Remarque 8.3.1. Le fait que Oy, 1, soit contractile est (presque) immédiat. C’est un en-
semble convexe car une combinaison convexre d’opérateurs ayant les mémes asymptotes aura

aussi les mémes asymptotes.

Nous exposons maintenant la procédure pour orienter ces différents fibrés. Si les différents
opérateurs (D0 g)u, U € M(S,,, Sp,) donnent naissance a des éléments de O, ,,, nous orien-
tons &, 1, au dessus de chaque L € Op, ;, quand bien méme ils ne correspondent a aucune
donnée géométrique. La procédure repose sur une construction du gluing déja évoquée dans un
cadre "géométrique" mais qui a son analogue purement "fonctionnel".

Soit R > 0, (p;) € Crit(Ag) pour ¢ € {1,2,3} et Ly = 05 + A1(s) € Op, p, (resp. Ly =
0s + As(s) € O,, ) avec Ai(s) = D,, (resp. As(s) = D,,) pour s > R (resp. s < —R). Alors
pour p > R, A, donné par A,(s) = Ai(s+p) sis > 0et A,(s) = As(s — p) si s <0 est bien
défini ainsi que L, = 0;+ A, € Oy, p,. Lorsque L; et Ly sont surjectifs, on peut montrer, comme
dans le recollement géométrique, que L, est surjectif aussi pourvu que p soit assez grand. On
peut aussi montrer (voir Proposition 9 de [I1]) que la projection orthogonale P, sur ker(L,),
restreinte & ker L; X a ker Ly = (ker Ly x ker Ly) N (WEP2 @V, @ Vo @ A) ot A désigne encore la
diagonale, est un isomorphisme (intuitivement, le noyau de L, est proche de la concaténation
des sections incluses dans les noyaux de L; et Ly). Dans ce cas de figure, £ au dessus de Ly,
Ly, L, n’est autre que le noyau de ces opérateurs et deux orientations définissent de maniére
univoque une troisieme orientation de sorte que P, préserve 'orientation. Si les opérateurs en
jeu ne sont pas surjectifs ou asymptotiquement constants, il reste néanmoins possible de les
recoller, donnant naissance a une application # : O,, p, X Oy, ps — Op, s qui Temonte en un

morphisme de fibré orienté &, ,,, ® Ep, ps — Epy ps- Nous décrivons maintenant un "algorithme"

2,P3
pour choisir des orientations cohérentes. Choisissons un point critique py.
(A) Nous orientons &, ,,. Pour établir la transversalité, nous avons vu que l'opérateur
0s + D,, était surjectif et que son noyau était composé des sections constantes nulles
sauf pour les n premiéres coordonnées. Cet opérateur correspond au linéarisé de 0;p
le long d’une trajectoire constante, le noyau est engendré par ’action torique et nous
choisissons donc 'orientation induite par T".

(B) Nous orientons chaque composante de (£, p)ps£p, arbitrairement.
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(C) Nous orientons chaque composante de (&, p,)pecrit(a,) de sorte que # : £y, X Epy —
Epy po Préserve l'orientation. Les deux choix d’orientation pour &, ,, coincident. Il suffit
de le vérifier pour 05 + D,,. Or, son noyau étant composé de sections a coordonnées

constantes, la projection orthogonale
ker(0s + D,,) xa ker(0s + D,,) =~ ker(0s + D,,,) —> ker(0s + Dp,)

n’est autre que l'identité.
(D) On oriente finalement les composantes de (Ep, po)pypoecrit A\ fpo} de sorte que #2 :
Epopr X Eprps X Epapo = Epo.po Préserve lorientation.

Une fois une trivialisation équivariante choisie pour chaque S,, étant donné U € M(S,+, S,-),
nous choisissons une trivialisation le long de U coincidant avec celles préalablement choisies le
long des orbites. L'opérateur (DJ; )y induit en coordonnées un élément de L € O+ - et
l'orientation de (£,+,-); induit donc une orientation de ker(D3d, ), = TyM(Sp+, S,-), puis

sur chacun des quotients.

Convention 1. Nous adoptons les conventions d’orientation suivantes.

(I) Soit M™ wune wvariété orientée munie d’une action lisse, libre, propre et préservant
lorientation d’un groupe de Lie G™ lui aussi orienté. Nous orientons le quotient comme
sutt :

(Z1, ..., Zm—n) est une base orientée de TM /G si (Xq,...,Xn, Y1,..., Y n) est une base
orientée de TM avec (X1, ..., X,) une base orientée de G et m,(Y;) = Z;,i=1...m—n.
Dans notre cas, G désignera R, T" ou R x T".

(II) Soit p; € Crit(Ag), i = 1,2,3 trois points critiques préalablement choisis dans les
variétés critiques correspondantes S,, avec p(piv1) — p(p;) =1, i € {1,2}.

Ces choiz nous permettent d’identifier chaque S, avec T" et nous orientons les produits
fibrés M(Sp,, Sp,)ew Xeo M(Sp,, Sps) suivant la suite exacte

0 = T(M(Spys Spa)ev Xew M(Spy, Spy)) = TM(Sp,, Spy) & TM(Sp,, Sp,) = TT* =0

ot la premiere fleche désigne l'inclusion et la deuxiéme —ev, + €v,.

Si (Z1,..., 2, Y1,...,Y,) est une base orientée de TM(Sy,,S,,) ® TM(S,,,Sy,) et
Uimage de (Y1,...,Y,) par —ev, + €v, est une base orientée de TT", alors (Zy, ..., Z)
est une base orientée de T (M (Sp,, Spy)ev Xev M(Spy, Sps)) - Nous orientons de la méme

maniére les espaces L(Sp,, Spy)ev Xev L(Spys Sps)-

Nous concluons cette section avec la proposition suivante qui permettra de définir la diffé-

rentielle de notre futur complexe.

Proposition 8.3.1. Soient p; € Crit(Ag), i = 1,2,3 avec pu(pit1) — p(p;) = 1, i € {1,2} et
U2 LSy, Sp2)ew Xaw L(Sp2, Sps) X [Ro, +00[—= L(Sy1, Sps) donné par le théoreme [8.2.1 En tout

point ot dip est inversible, il induit un isomorphisme d’espaces vectoriels orientés.
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Démonstration. En observant la construction de 1& on peut montrer que 1@(—85, Js) = Og, nous
notons
(i) Or pour désigner indifférement le vecteur dérivé suivant le facteur [Ry, +oo[ ou son image
par ¥, et 1, (il n’y a pas d’ambiguité possible),
(ii) (a) My (resp. £q) pour M(S,1,Sy2) (resp. pour L(Sy1, Sy2)),
(b) My (resp. L) pour M(S,z2,S,s) (resp. pour L£(S,2,Sp3)),
(c) Ms (resp. L3) pour M(Sp1,Sp3) (resp. pour L(Sp1,5p3)).
Considérons les deux diagrammes suivants reliant les orientations des différents espaces :

TMlﬁ Xev MQ & TM3 TMl X MQ Tﬁl X EQ
Tﬁlﬁ Xﬂﬁg X [R0,+%[—>T£3 TMla XQM2—>T£1@ Xﬂﬁg
Soit (Xl, e ,Xn) une base de lie(T") telle que ((&Ll,&b), ce (Xnﬁ , Xn ) 8R) soit
une base orientée de L., Xez L2 X [Ro, +00[. Nous supposons que (Xl, e ,Xn) est aussi une

base orientée du tore, I'autre cas se traite exactement de la méme maniére.

Alors, nous avons les bases orientées suivantes :

(a) ((Xlﬁ ,Xlﬁ ), - (Xnﬁ y X )) est une base orientée de L1, Xz Lo,

(b) (X1£,X1£ (Xnﬁ,X ),(—&El,&Q), (= Xnﬁ,X )) de L1 X Lo,

(¢) ((Xip,,0 ,...,(Xnﬁl,()),(o,&b),...,(o,&ﬁz)) de L1 x L,

(d) ((05,0), (X105 0)- s (Knpy, 5005 (0,85), (0, Xa 0 ), (0, Xy ) de My x M,

(e) ( asua XIM ’Xl./\/l ) ”(&Ml’&/\/tz)’(_as’as>’(_&M1’&M2)"”7(_&/\/11’&/\42))

de M1 X Mz,
() (95, 05), (Xt s Xipg,)s o0 (Kinpg s Xy, )s (=05, 05)) de Mgy Xz Ma.
Par le choix de notre algorithme d’orientation définie a partir des opérateurs, 1 préserve I’orien-
tation. Or sa différentielle envoie la derniére base sur (85, Xy My X, My’ 8R) qui est donc une
base orientée de T'M3. En passant au quotient, il vient que (& £y Xn £y 83) est orientée
pour L3, or c¢’est précisément 1'image par la différentielle de 1 de notre base orientée initialement

choisie. ]
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Chapitre 9

Homologie symplectique T"-équivariante

9.1 Homologie symplectique T"-équivariante

Fixons N € N, choisissons un représentant a pour chaque classe d’homotopie libre de
lacets [a], ainsi qu'une trivialisation de a*TW. Soit (H,.J,g) € HT iigmn un triplet régulier
avec H maximalement non-dégénéré, de sorte que Crit(.Ay) est une réunion finie d’orbites
[1; Sp;- Comme en théorie de Floer classique, nous définissons un A,-module C™*(H, J, g)
dont la structure sous-jacente de module est @Specm Ay NSy o la somme porte sur les
variétés critiques S, = T".p ot p = (v,%) avec [y] = [a] (la classe d’homotopie libre de v
ne dépend pas du point critique p choisi dans S,). La graduation est donnée par |S,.e?| =
11rs(Sp)—2(ci (TW), A) ot pigs(S,) désigne 'indice de Robbin-Salamon paramétré de p = (v, 2),
calculé dans une trivialisation le long d’une homotopie o, fixée entre v et [a].

Nous définissons maintenant la différentielle sur CN-¢(H, J, g) par

CEEDY S ]S,

Sp | 19| =|Spe =1 [Ul€Ln (S5,Sp)

ot €([U]) est obtenue en comparant I'orientation de L£(Sp, S,) avec celle induite par T", ou de
maniére équivalente, celle de M(Sg, S,) avec celle induite par R x T™.

Comme en théorie de Floer classiq;le, I’analyse menée dans le cas équivariant permet d’af-
firmer que, lorsque | S| — |S,e?| = 1, £4.(Sp,S,) est une variété compacte de dimension 0. Elle
admet donc un nombre fini d’éléments et la somme a droite est cohérente avec la structure de

A,-module.

Définition/Proposition 9.1.1. L’application 0" définit bien une différentielle sur le com-
plexze CN(H, J, g) :
ot 0™ =0.
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Nous définissons 'homologie symplectique torique en degré N pour la classe a associée a la

paire (H, J, g) comme l’homologie du complexe construit précédemment,
SH, “™M(H, J, g) == H.(CX(H, J,g),0"").

Démonstration. Soient p;, i = 1,2 et C' € Hy(W) avec u(S,,) — u(Spe) = 2. 1l s’agit de

montrer

> > (U] (Ve = 0

SprAB ([U][V])E€LEn (Spy ,Sp) X LEn (Sp,Spy)
ot la somme porte sur les triplets (p, A, B) vérifiant A+ B = C, |S,,| — |Spe?| = 1 et |S,| —
S,,e%] = 1. Or cette somme compte (avec les orientations) les extrémités de £5.(S,,, Sp,)
qui est une variété de dimension 1. Par notre choix d’orientation nous savons déja que, pour
deux extrémités ([Uy], [Vi]), ¢ = 1,2, comparer lorientation L£(Sy,,Sp)ew Xzw L£(Sp, Sp,) avec
celle induite par T™ donnera des signes opposés. Il faut donc vérifier que ce signe en question
coincide toujours avec celui €([U])e([V]). Montrons que, lorsque l'orientation de L£(S,,,S,)ev x
evL(S,, Sp,) coincide avec celle de T™ alors e([U])e([V]) = 1 (Pautre cas étant similaire). Nous

reprenons les notations de la proposition [8.3.1]

Soit (X 1y ,Xn) € lie(T™) une base orientée du tore, alors nous avons :
(a) ((&£1,££2) (Xnﬁ s X f )) une base orientée de L£(.Sy,, Sp)ew Xzw L£(Sp; Spsy ),
(b) ((&EI,&Q) (an: s X ), (_&51’&@)’ (= X"z: y X )) une base orientée

de L(Sp,, Sp) X £(Spa Spy ), €t
(c) ((&El,O), s (Xny 5 0),(0, X0, ), (0,&&)) une base orientée de L£(.Sy,, Sp) X L(Sp, Sp, )-
Donc, soit lorientation de £(S,,,S,) et de L£(S,, S,,) coincident toutes deux avec celle de T",

ce qui correspond a €([U]) = 1 = €([V]), soit elles sont toutes deux opposées, ce qui correspond
a €([U]) = —1 = ¢([V]). Dans les deux cas €([U]) = €([V]) et e([U])e([V]) = 1. O

Définition /Théoréme 9.1.1. Soit (W, w, i) une variété torique sans bord vérifiant I’hypothése
2
(A) Soit (H;, J;, gi)i=12 € HN
dégénérés.

(i) Si OW =10, alors

regTn deut triplets réguliers avec Hy, Hy mazimalement non-

SH, “NM(Hy, Jy, g1) ~ SHL N(Hy, Ja, go)

et cet isomorphisme est canonique.

Nous définissons SH' » (W, w, u) 'homologie symplectique T"-équivariante en de-
gré N pour la classe libre d’homotopie a de (W,w,u) par SHE (H,J,g) avec
(H,J,g) n’importe quel triplet régulier.
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(i1) Si Hy < Hy sur OW x [T, 4o0[ pour un certain T € R, alors il existe un morphisme
SH, ™ (Hy, Ji, g1) — SH ™M (Hy, Jo, ga).

Nous définissons SH™ (W, b, w) ’homologie symplectique T"-équivariante en de-

gré N pour la classe libre d’homotopie a de (W, w, u) par

lim SH™ V*(H, J, g)
T

ot les fleches intervenant dans la limite sont induites par les morphismes
SH’EH’N’G(Hl, J17 91) — SH’En’N’a<H2, JQ, gg>

lorsque Hy < Hy sur [T, 400] pour un certain T € R.
(B) Nous définissons alors I'homologie torique symplectique équivariante pour la classe

d’homotopie a de W par

SH. (W) := lim SH[ (W)
N

ot les morphismes SH. *(W) — SHL N*h*(W) sont induits en étendant H, € Hy
en Hy € 7—[%"“ de manieére équivariante et de méme pour les structures presque complezes

et les métriques.

Démonstration. L’équivalence d’homotopie entre métriques riemaniennes et structures presque
complexes induit une équivalence d’homotopie au niveau des métriques/structures presque com-
plexes équivariantes pour 'action torique, en particulier J4 est contractile et donc connexe.
La démonstration se calque sur celle en théorie de Floer classique.
(i) Si OW = 0 ou si H; < H, asymptotiquement, alors on peut trouver une homotopie
(Hs, Js, gs)o<s<1 entre les deux triplets, stationnaire pour |s| > 1.
Soit p; € Crit(Ap, ), p2 € Crit(Ap,), nous notons Mj 5(Sy,, Sp,) les couples U = (u, A)
vérifiant :
(a) les équations :
{ O+ J%, o (Opu — XYy () =0,
As) = [o V.H? (u(s,0), A(s))d0 = 0
(b) et les limites limy, o U(s,-) € Sp, et lims 100 U(s,-) € Sp,.
Les arguments avancés dans les trois sections précédentes permettent de montrer que,
pour une homotopie générique, Mj 2(Sp,, Sp,) admet une structure de variété différen-

tielle. Lorsque l'on regarde comment une suite de trajectoires ([Uy])nen € Mi2(Sp,; Sp,)
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peut dégénérer, on observe qu’elle se compactifie en une variété a bord :

Mi2(Spy, Spa) == Mia(Spy, Sps) H ( H M(Spy, Sp)ev Xew Mi2(Sp, sz))

SpCCrit(Apm, )

H( I Ml,z(Spl,Sp)werM(sp,S,,z)).

SpCCrit(Am,)

Nous pouvons orienter les différents espaces M, Mo de sorte que l'orientation en
tant que bord coincide avec celle préalablement choisie. Soit A € Hy(W), nous notons
M5 (Spr, Spy) C Mi(Sp, . Sp,) Vensemble des éléments U = (u, \) avec [0, #u#o,,] =
A et le quotient M1y 1 (S, Spy) 1= M7y (Sp,, Sp,) /T

Nous définissons ® : CN¢(Hy, Ji, g1) — C’,{V“(Hg, Ja, g2) par

(I)(Spl) - Z Z 6([U])€ASP2 .

Spg A |1Spy [=|Spyed]|=0 [U]EMf,z,Tn (Sp1,Spy)

C’est un morphisme d’espaces vectoriels gradués de degré 0, montrons qu’il commute
avec la différentielle. Le morphisme ® 0 9™ + 9™" o ® est de degré —1, la composante en

S,,e¢ de I'image de S,, par ce dernier correspond au compte algébrique des éléments de

amfz(spnspz) = ( H H MA<Sp1vS Jev Xew MY 2(5p P2))

A,B|A+B=C SpCCrit(Agn, )

H ( H H M (Spu Sp)ev Xew MB(‘Szh Sm))
A,B|A+B=C S,CCrit AH )

et est par conséquent nul : & induit bien un morphisme en homologie noté ®,.

(ii) Les morphismes induits
HN(Hy, Jy, gi) — HY N0 (Ha, Ja, go)

ne dépendent pas de 'homotopie en question.

En raisonnant sur la simple connexité de Jx , étant données deux homotopies (H}, J2, g1,
(HZ,J2,¢2), on peut trouver une "homotopie d’homotopies" : (HI,JI, g7 )rcpq- De la
méme maniére, on montre facilement que les espaces

M= (Sp,, Sps) = {(U,7)|0s7 uazU =0, Er_n U(s,:) €Sy, lim U(s,-) € Sp,}

s——+00

admettent une structure de variété différentielle modulo une perturbation de I’homotopie
d’homotopies. Remarquons que si les deux premiéres homotopies sont stationnaires pour
|s| > 1, on peut aussi choisir (H], J7, g7) ainsi pour tout 7, de sorte que chaque U a ses

limites dans des variétés critiques fixées.
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On définit pareillement M2 (S,,, S,,) pour A € Ho(W) et on observe que c’est une variété
de dimension jips(p2) — ptrs(P1) + 2¢1(A) + 1+ n. En effet, DOys g7 : WS (U*(TW x
TE)) — Lp"S(U*(TW x TE)) est Fredholm d’indice prs(p2) — ptrs(p1) +2c1(A) +n, donc
F définie sur By p5(Sp,, Sp,) % [0,1] par F(7,U) = Opnz j-U a sa différentielle Fredholm
d’indice pps(p2) — prs(p1) + 2¢1(A) +n + 1 et F1(0) admet une structure de variété
différentielle de méme dimension, preés de n’importe quel point régulier. Considérons
deux cas particuliers.
(a) prs(p2) — prs(pr) +2¢1(A) +n=n—1.
Alors M21.(Sp,, Sp,) = M2A(Sp,, Sp,)/T™ est fini. En effet, supposons par contra-
diction qu’il existe une suite d’éléments ([U,], 7,) distincts deux a deux, alors on peut
extraire une sous-suite convergeant localement vers ([V], 7).
Nécéssairement, comme Mfm (Spys Spy) est discret, [V] ne peut avoir ses deux asymp-
totes dans S, et S,, en méme temps. La suite [Un]nen converge vers une trajectoire
brisée et, comme lorsque 'on démontre la compacité, en reparamétrisant en s on
peut obtenir la convergence vers un élément U € M(S,,,S,) avec 0y, g, U = 0 ou
bien U € M(S,,Sy,) avec 0y, g, U = 0. Or (H;, J;, g;) sont des triplets réguliers et
I’existence de telles trajectoires est proscrite pour des raisons d’indice.
(b) prs(p2) — prs(pr) + 2¢1(A) +n = n.
Nous voulons décrire le bord M. (S,,, S,,). Hormis M, := {(:,U)|0,, u,U = 0} avec
i € {1,2}, les trajectoires dégénérent de la méme maniére : une suite (U, 7,,) converge
soit vers (U, [V], 1) avec U € M. (Sp,,Sp) et V€ M(S,, S,,) vérifiant 0z, g,V =0,
soit vers ([U],V, 1) avec U € M(S,,,S,) vérfiant 9y, g, U =0 et V € M, (S,, Sp,)-

En conclusion, M%(S,,,S,,) admet pour compactification :

—C
M (S, Spy) =ME(S,,, Sp,) [T M TTME

( H M:—l(spu Sp)ev Xew »CB(SP: Spa))

SpCCrit(Am,),A,B
|Spy |—1Sp|+2¢1 (A+B)=0,A+B=C

< H EA(‘SPM‘S}?)ﬂ X%Mf(spasp2)> :
Sp CCrit(

'AHI ),A,B t.q.
|Sp|—=|Spy |[+2¢1(A+B)=0,A+B=C

Soit W : O*{V’Q(Hl, Jl;gl) — Cﬂ{V’a(Hg, JQ,QQ) défini par

\I/(Sm) - Z Z 6([U])6ASP2

Spy,Al|Spy |=[Spye?|==1 ([U] 7T)€Mf,1rn (Sp1+Spy)

D’aprés (a), cette somme ne fait intervenir qu'un nombre fini de 7 et ¢’est un morphisme

de degré +1. En notant ®; les morphismes associés a ’homotopie (H:, J, g%), i € {1,2},

ER ER
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la décomposition précédente donne
P —Dy=Vod" +9" 0.

Les morphismes ®; et &5 induisent donc le méme morphisme en homologie et nous le

CI)(H2’J2’92)
(H1,J1,91)"

(iii) Ces morphismes vérifient

désignons par

(H2,J2,92) (H3,J3,93) _ (Hs,J3,93)
(I)(H1,J1791) © F(Hz,T2.92) = (I)(Hl,Jugl) ’
Soit (H!, J!, g') deux homotopies entre (H;, J;,g:;) et (Hit1, Jir1,giv1) avec i € {1,2},

stationnaires pour |s| > 1. Nous définissons pour R > 1 :

(Hp, Jr, gr) = (Hi(s+ R),Ji(s + R),g}(s + R)) pour s <0,
Ry JR: 9R) =
(H?(s — R),J?(s — R),¢g*(s — R)) pour s >0

qui est une homotopie entre (Hy, Ji, g1) et (Ha, J2, g2).

Soit U; solution de 0,i iU = 0 avec pour tout 7 € {1,2}, lim,, o Ui(s,-) = p; €
Crit(Apg,) et im0 Ui(s,-) = piy1 € Crit(Ap,,,). Alors, comme chaque triplet est
régulier, D3y, u, est inversible a droite pour R assez grand, et on peut trouver une
unique solution Wg de 0y, u,Wgr = 0 convergeant, quand R — +oo vers la trajectoire
brisée (Uy, Us). Réciproquement, toute solution est, pour R assez grand, proche d’une
telle trajectoire brisée. Montrons cela par contradiction. Notons M;(-, -) les solutions de
dyimiU = 0 avec i € {1,2}. Supposons qu'il existe (R, )nen —+ 400 et (W,)nen solutions
de 0y, 1y Wn =0et 6 >0 tels que

d<Wn7 H Ml(Spn Sp2)ﬂ XﬁM?(Spw Spa)) > 0.

pi€Crit(Am,)

Par compacité, on peut extraire une sous-suite convergente et la limite sera forcément
une trajectoire brisée (Uy, Us) € M1(Sp,, Spy)ev X M2(Sp,, Spy) dolt la contradiction.
Les couples (Uy, Us) € M1(Sp,, Spy)ew XezMa(Sp,, Sps ) sont en bijection avec les solutions
Wr de 0y, u;Wr = 0 et les orientations coincident : nous les avons choisies de sorte a
rendre les recollements orientés. En regardant I'expression de (s j1,g1y 0 @12, 52,42y (Sp)
on voit qu’elle coincide avec celle de @7, 7, 95)(Sp). Commes les morphismes induits en
homologie ne dépendent que des extrémités on déduit

(I)(Hz,Jzygz) (H3,J3,93) _ @(H3)J37g3)
(H1,J1,91) (H2,J2,92) (H1,J1,91) °

(iv) Finalement, on a

(H1,J1,91) _
(H1,J1,91) — Id.
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C’est immédiat en prenant ’homotopie constante (H}, J!, gl) = (Hy, J1, g1). Pour p €
Crit(Ag), M(S,, Sy) est vide sauf si S, = S,y et les seules trajectoires correspondent
a U(s,-) = O.p avec © € T". L’homotopie induit l'identité au niveau du complexe, a
fortiori, elle induit I’identité en homologie.

[

Remarque 9.1.1. Nous avons affirmé que les raisonnement effectués dans les sections précé-
dentes s’appliquatent mot pour mot afin d’obtenir toutes les propriétés pour les nouveauz espaces
de solutions introduits. Le lecteur pourra vérifier que les propriétés de décroissance exponen-
tielle et d’étre Fredholm ne dépendent que du comportement asymptotique des solutions. Ici, les
cylindres considérés satisfont la méme équation quand s — +00. La compacité et [’existence
de bonnes orientations se montrent de la méme maniére et la structure de variété ainsi que le
gluing reposent sur la surjectivité des opérateurs linéarisés.

Pour obtenir cette derniere propriété nous avons conjecturé l’existence de points injectifs
afin de pouvoir perturber les différentes données, ici la transversalité est bien plus simple a
établir. Rajouter des parametres (en s ou T) nous permet de perturber au niveau du domaine
de définition méme R x S* ou bien R x S* x [0, 1]. Nous n’avons pas besoin de nous soucier des
points ou des orbites ou les cylindres sont susceptibles de repasser deux fois et compenser une
perturbation effectuée, on peut "localiser" les perturbations en s, le lecteur pourra s’en assurer

directement en adaptant la démonstration.

9.2 Calcul de I’homologie dans le cas fermé : 0W = ()

Comme en théorie de Floer classique, ou I'on prouve SH,(W,w) ~ H,(W,A,) & un degré
prés en comparant les complexes de Morse et de Floer, nous aimerions ici nous ramener au cas
Morse-Bott. Pour ce, nous regardons, lorsque W est fermée, une classe particulieére de fonctions
sur W x (SZVF1)" pour lesquelles ’homologie T"-équivariante est bien définie et coincide aussi

avec I’homologie équivariante définie en section |5 comme lim & H. LW ox (S2NHm),

Définition/Proposition 9.2.1. Soit HY;, . Uensemble des Hamiltoniens de la forme H (6, x,y) =
f(x) + g(y) avec f (resp. g) une fonction de Morse-Bott équivariante sur W (resp. (SN +1)n)
vérifiant les points suivants.
(a) L’ensemble des variétés critiques de f (resp. g) est une réunion finie disjointe d’orbites
[I; T"a; (resp. [1; T".y;).
(b) L’action sur W est libre prés des x; ou, de maniére équivalente, ces derniers sont envoyés
dans lintérieur du polytope associé a (W,w, ) par Uapplication moment p.
(c) H est C? petit, de sorte que les orbites périodiques correspondent précisément auz points

critiques de H.
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Alors, pour tous H € Hi\;limn, € >0, il existe (H,J,g) € Hji\f’ﬂ‘n vérifiant la condition (*)
introduite dans la définition vérifiant |H — H| < e.

Démonstration. Nous allons perturber H en une fonction équivariante pour l'action diagonale

ZNFDY? deux & deux dis-

dont les points critiques auront leurs coordonnées suivant W et (S¢
tinctes. Dans chaque variété critique de f (resp. g), nous choisissons un point z; (resp. y;) de
sorte que les points critiques de f (resp. g) forment une union disjointe d’orbites | [, T™.z; (resp.
[1; T".y;). Ainsi, les points critiques de H forment une union disjointe [, ; T".z; x T".y;.
Choisissons une trivialisation équivariante prés de chaque orbite ¢; : U; — T x R™ (resp.
Y;: V; = T™ x R*N ) avec U; (resp. V;) un voisinage de T".z; (resp. de T".y;) dans W (resp.
(SN identifiant T".a; (vesp. T™.y;) avec T X {Ogn } (resp. T" X {Ogznn} ) et n’intersectant
pas d’autres variétés critiques. Ainsi (¢;,1;); j)erxs donnent des coordonnées autour de chaque

variété critique de H et au voisinage de celles-ci, H s’écrit en coordonnées :

H(O1,...,0p,w1,...,wn,01,....00, 21,...,2080) = f(w1,...,wn) + §(z1,. .., %)
avec f (resp. §) une fonction de Morse sur R” (resp. R**") admettant {0} pour unique point
critique. Soient
(a) € une fonction de Morse T" et (e)rer Ses points critiques,
(b) (@ij)jerxs € R™ des points deux a deux distincts,
(¢) (bij)@jerxs € R™ des points deux & deux distincts,
(d) p:R*™¥ — R* une fonction & support contenu dans un voisinage de 0 valant 1 sur un
voisinage de 0.
Soit

f[(@l,...,@n,wl,...,wn,él,...,@n,zl,...,ngn)
:f(w17"'7wn)+§(Zl7"'azn>
(Wi, Wy 21, zanm) < [ F((ws . wy, —ai,j)—f(wh---,wn)

ZyeeeyZn) —big) — G(z1, ..o, 2n)

+p(wi, ..., Wn, 21, ..., Zonn) - €(0107, ..., @néfll) .
Sur un voisinage de {0} x T" x {0} x T", H est égale a
f((wl, . ,wn) — CLLJ') + §((z1, Ce ,Zn) — bi,j) + 6(@1@);1, ey @né;1)7

donc (0, z, 0, w) est un point critique si et seulement si
(1) Tr = (IZ’J‘,
(ll) Z = b@j,
(111) dEZ’j = 0 soit @.é_l € {ek}kzl‘..Q"-
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Les points critiques prés de {0} x T x {0} x T correspondent donc a [[;—_, T".(ex, a; j, 1n, b; ;)
ou cette fois-ci le tore agit de nouveau diagonalement. Aussi, si les points a; j, b; ; sont suffisa-
ment proches de 0 et si e est suffisament petit, ce seront les seuls points critiques.

Soit maintenant v = (z,y) une trajectoire antigradient non constante entre p* = (z%, y).
Si, en coordonnées, x* et x~ (resp. y+ et y~) s’écrivent (01, ay, ;) et (g, as, j,) (resp. (O1,bi, j,)
et (O, bi,,)) avec (i1, j1) # (iz, j2) alors nécéssairement, = (resp. y) ne peut étre constant.
Sinon z* et 2~ (resp. y* et y~) s'écrivent (01, a;;) et (O, a;;) (resp. (O1,b;;) et (O, a;,)).
Dans ce cas, la trajectoire est entiérement contenue dans le voisinage choisie pour effectuer la
perturbation. En effet, si elle devait sortir de ce voisinage, elle coinciderait avec une trajectoire
non constante de H et ne pourrait revenir dans ce voisinage.

En regardant Pexpression de H au voisinage de T" x {0} x T x {0}, il vient que % a ses
composantes suivant les deux coordonnées toriques proportionelles & ’anti-diagonale, donc soit
les composantes toriques de x et y sont toutes les deux non constantes, soit toutes les deux
constantes. Supposons les constantes. Alors (t) = (€01, wy(t),. .., w,(t), O, 21(t), ..., 2nn(t))
avec ¢ € Crit(e) et t — (wi(t),...,wy(t),z1(t),...,zyn(t)) une trajectoire gradient de K :
RN+ R défini par K(wy,..., W, 21, .., ZNn) = f[(ek@l,wl, Wy, ©1, 21, ZoNn)
qui tend en £oo vers (a;;,b; ;) donc constante. Finalement, x et y sont soit toutes les deux
constantes, soit toutes les deux non constantes.

H vérifie donc la condition (*) de la définition On vérifie sans peine que H est
maximalement non-dégénéré. En conclusion, pour n’importe quel (J,g) € J&, (H,J,g) €

HT Vo O

Théoréme 9.2.1. Soit (W, w, p) une variété torique sans bord vérifiant l’hypothése@ alors :
SH(W, w, ) =~ Hpa (W, A,,)

avec Hrn (W) l’homologie T"-équivariante de W au sens Borel définie en section @ avec coeffi-

cients dans A, .

Démonstration. 11 suffit de choisivr H € ML, .. Pour € assez petit, H choisie comme dans
la définition précédente aura ses points critiques comme seules orbites périodiques. Comme
dans [4] (chapitre 10), on peut alors choisir (J,g) tel que, pour p* € Crit(Az) ~ Crit(H),
les trajectoires M(S,+,S,-) soient en réalité des trajectoires de Morse-Bott pour H et que
celles-ci forment bien une variété ou, de maniére équivalente, la paire (H, (w(-,J-) + g)) soit
Morse-Smale (au sens Morse-Bott). Alors (H,J,g) € J&. est un triplet régulier, le complexe
défini dans la section précédente coincide avec le complexe de Morse-Bott pour H a coefficients

dans A, soit
SH™ N (W, 0, 1) = HL((W x (%)) A,)
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et en passant a limite quand N — 400

SH™ (W, w, pt) ~ Hpn (W, A,,) .
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