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Conventions et notations

Nous utilisons dans ce manuscrit les notations et conventions suivantes.

Ensembles

• le maximum de deux réels a et b est noté a_ b et leur minimum est noté a^ b,

• le corps des réels est noté R et celui des complexes est noté C. De plus on identifie C à
R2. On note R la droite réelle achevée, R` l’ensemble des réels positifs, R˚` l’ensemble
des réels strictement positifs et R´ l’ensemble des réels négatifs,

• le corps des nombres algébriques est noté Q et l’ensemble des nombres complexes algé-
briques de degré au plus k est noté Qk,

• un domaine est une partie ouverte et connexe de Rn. Un domaine pointé est un couple
pΩ, z0q où Ω est un domaine et z0 un point de Ω. Une application h : pΩ, z0q Ñ pΥ, w0q
est une fonction de Ω dans Υ telle que hpz0q “ w0,

• un domaine multiconnexe est un domaine de C dont le bord est constitué d’un nombre
fini de composantes connexes,

• on note Dpa, rq le disque ouvert de rayon r ą 0 et de centre a P C. De plus lorsque
a est l’origine du plan, on note plutôt Dr. Les disques fermés sont notés Dpa, rq et Dr
lorsque a est l’origine de C,

• le disque unité est noté D, le cercle unité S1 et le demi-plan de Poincaré, noté H, est
défini par

H :“
 

z P C : Impzq ą 0
(

.

La sphère de Riemann, qui n’est autre que la droite projective complexe, est notée Ĉ
plutôt que P1pCq,

• Pour toute fonction g définie sur un domaine Ω, on note Γg le graphe de g et ΓgK le
graphe de g restreint à un compact K de Ω.

Topologie

• l’adhérence d’un ensemble F est notée F . L’intérieur de F est noté F̊ ,

• le bord topologique de F est noté BF ,

• lorsque F Ă C, on note BeF le bord de la composante connexe de ĈzF contenant le
point 8 et B8F le bord de F dans Ĉ,

• pour tout compact K Ă Cn, l’enveloppe polynomialement convexe de K est définie par

K̂ :“
 

z P Cn : @P P Crz1, . . . , zns, |P pzq| ď }P }K
(

.



Groupes et algèbres de fonctions

• pour tout domaine Ω de Ĉ, on note AutpΩq le groupe des applications biholomorphes
de Ω dans lui-même. Lorsque les automorphismes de ce groupe sont des restrictions de
transformations de Möbius de Ĉ, on note ce groupe par MobpΩq,

• l’algèbre des polynômes en les variables z1, . . . , zn et à coefficients dans un corps K
est notée Krz1, . . . , zns. L’espace vectoriel des polynômes de degré total au plus d est
noté Kďdrz1, . . . , zns et celui des polynômes homogènes de degré homogène d est noté
Kdrz1, . . . , zns,

• l’algèbre des fractions rationnelles en les variables z1, . . . , zn et à coefficients dans un
corps K est notée Kpz1, . . . , znq. L’ensemble des fractions rationnelles de la forme P

Q
avec P un polynôme de degré total au plus n et Q un polynôme de degré total au plus
m est noté Kn,mpz1, . . . , znq,

• la C-algèbre des fonctions holomorphes sur Ω Ă Cn, respectivement méromorphes sur
Ω est notée OpΩq, respectivementMpΩq. De plus pour tout ensemble E Ă Cn, on note
OpEq, respectivement MpEq, la C-algèbre des fonctions holomorphes, respectivement
méromorphes, sur un voisinage de E,

• plus généralement la C-algèbre des fonctions d’un ouvert Ω Ă Cn dans Cm est noté
OpΩ,Cmq,

• la C-algèbre des fonctions harmoniques sur Ω Ă C, respectivement sous-harmoniques
sur Ω, est notée HpΩq, respectivemet SHpΩq,

• une fonction δ-sous-harmonique sur un domaine Ω est la différence de deux fonctions
sous-harmoniques sur Ω. La C-algèbre des fonctions δ-sous-harmoniques sur Ω Ă C est
notée SHδpΩq,

• la C-algèbre des fonctions pluri-sous-harmoniques sur Ω Ă Cn est notée PSHpΩq.

Comparaisons asymptotiques Dans ce qui suit punq et pvnq désignent deux suites de
réels et f et g deux fonctions réelles sur un intervalle ra,8r.

• on note un ! vn lorsqu’il existe une constante positive C ą 0 telle que @n P N,
un ď Cvn. De même on note f ! g lorsqu’il existe une constante positive C ą 0 et
b ě a tels que @t ě b, fptq ď Cgptq,

• on note un — vn lorsque un ! vn et vn ! un,

• on note punq 1 8 une suite croissante tendant vers l’infini et punq 1 1´ une suite
croissante tendant vers 1´.

Normes et distances

• la distance sphérique sur Ĉ est définie par

@z, w P Ĉ, χpz, wq :“

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

|z ´ w|
a

1` |z|2
a

1` |w|2
si z, w ­“ 8

1
a

1` |z|2
si z ­“ 8 et w “ 8

0 sinon
La sphère de Riemann est toujours munie de la métrique sphérique.



• la distance pseudo-hyperbolique sur Dr est définie par

@z, w P D, ppz, wq :“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rpz ´ wq

r2 ´ zw̄

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Lorsque r vaut 1, on note cette distance ppz, wq. Pour tout E Ă Dr, on note ppz, Eq la
distance pseudo-hyperbolique minimale des points de E à z,

• la distance hyperbolique sur D est définie par

@z, w P D, dhpz, wq :“ log
ˆ

1` ppz, wq
1´ ppz, wq

˙

.

• la pseudo-distance sphérique est définie par

@z, w P Ĉ, |z, w| :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

|z ´ w| si z, w ­“ 8
1
|z|

si z ­“ 8 et w “ 8

0 sinon

• pour tout P P Crz1, . . . , zds et K Ă Cn un compact, on note }P }K la norme infini de
P sur K.

Mesures

• pour tout borélien E Ă Rn, on note λnpEq la mesure de Lebesgue n-dimensionnel de
E,

• la capacité logarithmique dans C est notée cap et la capacité du condenseur pF,Ωq est
notée cappF,Ωq1,

• soient d P N et Ω Ă C un domaine. Le d-ième diamètre euclidien d’un ensemble E Ă Ω
est noté diamdpEq et le d-ième diamètre greenien de E est noté diamdpE,Ωq2.

• soient pX, dq un espace métrique et γ : r0, 1s Ñ X. La longueur de γ dans cet espace
métrique est définie par

Λdpγq “ sup
 

n
ÿ

j“0
dpγptjq, γptj`1qq | t0, . . . , tn`1 P r0, 1s

(

.

De plus on dit que γ est rectifiable si Λdpγq ă 8.

1Voir la section 2.1 du chapitre 2.
2Voir la section 2.1 du chapitre 2.



Chapitre 1

Introduction

Cette thèse porte sur des problèmes de théorie des nombres transcendants. Une question
centrale en théorie des nombres est de déterminer la nature arithmétique d’une constante
ξ. Le plus souvent on cherche à savoir si la constante ξ est nombre irrationnel, voire
transcendant. Ce problème est réputé difficile tant et si bien que la nature arithmétique
de certaines constantes en apparance simples telles que π ` e ou la constante d’Euler-
Mascheroni γ est toujours inconnue à ce jour. Plutôt que d’étudier un nombre ξ seul, il
est souvent plus simple d’étudier des nombres appartenant à un graphe Γ ou plus généra-
lement à une variété V . On escompte dans cette situation montrer que les nombres de Γ
ou V partagent des propriétés arithmétiques communes à l’exception d’un petit ensemble
d’entre eux. Dans ce manuscrit on s’intéresse plus particulièrement aux points algébriques
contenus dans le graphe d’une fonction holomorphe ou méromorphe. Étant donné Ω Ă C
un domaine et g PMpΩq, on souhaite déterminer si l’image par g d’un nombre algébrique
est souvent un nombre algébrique. Lorsque z P Ω et gpzq sont simultanément algébriques,
on dit que le point pz, gpzqq est un point algébrique du graphe de g. Une première question
naïve est la suivante.

Question 1.0.1. Soit g P MpΩq non constante. Que peut-on dire du cardinal de l’en-
semble des points algébriques du graphe de g restreint à un compact K Ť Ω ?

Il n’est pas nécessaire de chercher bien loin des fonctions holomorphes dont le graphe
contient une infinité des points algébriques dans un compact. La fonction identité et plus
généralement toutes les fonctions algébriques sur Cpzq dont l’équation polynomiale est à
coefficients algébriques sont de cette sorte. Une première hypothèse raisonnable excluant
ces fonctions est d’exiger que la fonction g soit transcendante sur le corps Cpzq. C’est-
à-dire de demander que pour tout P P Crz, ws, P pz, gpzqq ” 0 implique P ” 0. Dans la
section 1.1 ci-dessous, nous allons voir que cette hypothèse est cependant très loin d’être
suffisante pour que les ensembles figurant dans la question 1.0.1 soient toujours finis.

1.1 Ensembles exceptionnels

Désormais on exige que la fonction étudiée g soit transcendante au-dessus de Cpzq. La
fonction z ÞÑ 2z montre qu’il existe des fonctions entières transcendantes dont le graphe
contient une infinité de points rationnels mais ces points ne sont pas contenus dans un
compact de C2.

Question 1.1.1. On suppose que g est transcendante au-dessus de Cpzq. Que peut-on
dire du cardinal de l’ensemble des points algébriques du graphe de g restreint à un compact
K Ť Ω ?
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Introduction Introduction

Comme en atteste l’exemple 1.1.11 ci-dessous, il existe des fonctions holomorphes et
transcendantes dont le graphe restreint à un compact contient une infinité de points
algébriques.

Exemple 1.1.1. Soient α, β P Q tels que
log β
logα R Q et α P S1 mais α n’est pas une racine de l’unité.

Alors la fonction g définie par

@z P CzR´, gpzq “ zγ avec γ “
log β
logα, (1.1.1)

est holomorphe sur CzR´ et transcendante. De plus pour tout k P Z, gpαkq “ βk. Donc le
graphe de g contient l’ensemble des points algébriques

 

pαk, βkq : k P Z
(

. De plus puisque
α n’est pas une racine de l’unité, la suite pαnq est dense dans S1. Donc le graphe de g
restreint à n’importe quel arc de cercle fermé de S1 qui ne contient pas ´1 contient une
infinité de points algébriques.

Nous verrons par la suite qu’il existe des fonctions entières transcendantes dont les
graphes contiennent encore plus de points algébriques que les fonctions décrites en 1.1.1
mais dont la construction est nettement plus ardue. Afin d’énoncer plus facilement ce
type de résultats, on introduit la notion d’ensemble exceptionnel.

Définition 1.1.2 (Ensemble exceptionnel). Soient g P MpΩq, Σ Ă C et D Ă Ĉ. On
considère l’ensemble

EpΣ, D, gq :“
 

z P Σ | gpzq P D
(

.

L’ensemble Sg :“ EpQX Ω,Q, gq est appelé l’ensemble exceptionnel de g.

Déterminer l’ensemble exceptionnel Sg d’une fonction méromorphe g est un problème
ardu. En effet, bon nombre de constantes importantes apparaissent spontanément comme
l’image d’un nombre algébrique par une fonction spéciale. Or la nature arithmétique
de certaines de ces constantes nous échappe largement. Un exemple classique est celui
de la constante d’Euler-Mascheroni γ qui peut être définie comme le second terme du
développement asymptotique de la série harmonique. C’est-à-dire

γ :“ lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

1
n
´ logn.

On ignore à ce jour si le nombre γ est irrationnel. Or Γ1p1q “ ´γ où Γ est la fonction
Gamma d’Euler. Une autre question étudiée et tout aussi difficile est celle de la nature
arithmétique des valeurs de la fonction ζ de Riemann aux entiers positifs impairs, voir
[96,126] pour des résultats récents. Toutefois l’ensemble exceptionnel Sg est entièrement
décrit pour certaines classes biens particulières de fonctions entières g. C’est notamment
le cas des E-fonctions introduites par Siegel dans [105] et qui font l’objet du paragraphe
ci-dessous.

Les E-fonctions de Siegel Les E-fonctions de Siegel sont une classe de fonctions
entières dont les coefficients de Taylor en l’origine satisfont des hypothèses arithmétiques.

Définition 1.1.3 (E-fonction - [6, 106]). Une fonction g P OpCq est appelée une E-
fonction de Siegel lorsque son développement en série en l’origine est de la forme

@z P C, gpzq “
8
ÿ

n“0

αn
n! z

n,

1Je tiens à remercier Gareth Jones de m’avoir suggéré cet exemple lors d’une conversation.
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Introduction Ensembles exceptionnels

et la suite pαnq vérifie les propriétés suivantes

• il existe un corps de nombres K contenant tous les coefficients αn,

• pour tout ε ą 0, }αn} “ Opnεnq où }αn} désigne le maximum des modules des conjugués
de Galois de αn,

• pour tout ε ą 0, il existe une suite pdnq d’entiers naturels telle que pour tout n P N,
dnαn est un entier algébrique de K et dn “ Opnεnq.

La classe des E-fonctions forme une algèbre de fonctions entières stable par différen-
tiation2. Dans [105], Siegel démontre que les E-fonctions transcendantes satisfaisant une
équation différentielle linéaire d’ordre 1 ou 2 et à coefficients dans Qpzq ne prennent
pas de valeurs algébriques aux points algébriques, sauf éventuellement en l’origine et
aux singularités de l’équation différentielle. Par exemple, la fonction exponentielle est
une E-fonction vérifiant l’équation différentielle y1 “ y. Donc l’ensemble exceptionnel de
l’exponentielle est réduit à l’origine. Ainsi le théorème de Siegel implique le théorème de
Hermite-Lindemann [68]. En 1954, Shidlovsky étend le théorème de Siegel aux familles al-
gébriquement indépendantes de E-fonctions vérifiant un système d’équation différentielle
linéaire.

Théorème 1.1.4 (Siegel - Shidlovsky - [6,106]). Soient g1, . . . , gn des E-fonctions al-
gébriquement indépendantes au-dessus de Kpzq avec K un corps de nombres contenant
les coefficients de Taylor à l’origine des fonctions g1, . . . , gn. On suppose qu’il existe une
matrice A PMnpQpzqq telle que

dg

dz
“ Apzqgpzq avec g “ pg1, . . . , gnq (1.1.2)

Alors pour tout nombre algébrique non nul ξ qui n’est pas un pôle d’un coefficient de A,
les nombres g1pξq, . . . , gnpξq sont algébriquement indépendant au-dessus de Q.

Dans la mesure où la classe des E-fonctions est stable par différentiation, le théorème
de Shidlovsky 1.1.4 étend le théorème de Siegel pour les équations différentielles linéaires
d’ordre quelconque.

Équations différentielles algébriques Une équation différentielle de la forme

P pz, g1, . . . , gpkqq “ 0 avec P P Crz0, . . . , zks, P ı 0,

est appelé une équation différentielle algébrique.

Théorème 1.1.5 (Schneider-Lang - [103] et [64]). Soient K un corps de nombres et
g :“ pg1, . . . , gmq PMpCqm des fonctions d’ordre supérieur ď ρ. C’est-à-dire

@j P t1, . . . ,mu, lim
rÑ8

log T pr, gjq
log r ď ρ,

où T pr, gjq désigne la caractéristique de Nevanlinna3 de gj. On suppose que le corps
Kpg1, . . . , gmq est de degré de transcendance au moins 2 et l’anneau Krg1, . . . , gms est
clos par dérivation. Alors l’image de g contient au plus 20ρrK : Qs points dans Km.

2Voir le chapitre 11 de [6] pour plus de détails.
3Voir la définition 2.6.4.
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Introduction Introduction

Le théorème de Schneider-Lang 1.1.5 a de nombreuses conséquences intéressantes. On
déduit par exemple de ce dernier que l’invariant j envoie toujours un nombre algébrique
non nul sur un nombre transcendant. Il en est de même de la fonction de Weierstraß ℘Λ
à condition que les invariants4 g2 et g3 soient algébriques. Le lecteur pourra regarder le
chapitre III de [64] pour d’autres applications de ce théorème.

Fonctions pathologiques Le théorème de Siegel-Shidlovsky 1.1.4 implique que les E-
fonctions transcendantes vérifiant un système différentiel du type de 1.1.2 ont un ensemble
exceptionnel fini tandis que le théorème de Schneider-Lang 1.1.5 donne d’autres exemples
de fonctions spéciales g telles que EpQ,Q, gq soit fini. Comme nous l’avons déjà remar-
qué, une fonction holomorphe transcendante peut avoir un ensemble exceptionnel infini.
Cependant parmi les sous-ensembles infinis de Q, lesquels sont l’ensemble exceptionnel
d’une fonction entière transcendante ? En 1886, Weierstraß construit des fonctions en-
tières5 transcendantes envoyant chaque rationnel sur un rationnel. Suite à ce premier
exemple, Weierstraß pose la question de l’existence de fonctions entières transcendantes
d’ensemble exceptionnel égal à Q. En 1895, Stäckel répond par l’affirmative en générali-
sant la construction de Weierstraß pour aboutir à l’énoncé 1.1.6 suivant.

Théorème 1.1.6 (Stäckel - [109]). Pour tout ensemble dénombrable Σ Ă C et pour tout
ensemble dense D Ă C, il existe une fonction entière transcendante envoyant Σ dans D.
Autrement dit EpΣ, D, gq “ Σ.

En prenant Σ “ D “ Q, le théorème 1.1.6 de Stäckel implique l’existence d’une
fonction g entière et transcendante dont l’ensemble exceptionnel Sg est exactement Q.
Le plus étonnant dans le théorème de Stäckel est qu’aucune hypothèse arithmétique n’est
nécessaire sur les ensembles Σ ou D. En revanche l’hypothèse topologique sur l’ensemble
D est indispensable puisqu’il découle du grand théorème de Picard6 que l’image d’un
ensemble dense dans C par une fonction entière transcendante est dense dans C. Prenons
un instant pour expliquer la méthode employée dans [109] pour démontrer le théorème
1.1.6. Étant donné une énumération panq des éléments de Σ, on considère la suite pPnq
de polynômes de la forme

Pnpzq “
n
ź

j“0
pz ´ ajq,

et la série formelle S “
ř

λnPnpzq où pλnq est une suite de nombres complexes qu’il reste
à déterminer. Il suffit alors de choisir la suite pλnq de sorte que le rayon de convergence
de la série S soit infinie et que pour tout j P N, le nombre complexe

8
ÿ

n“0
λnPnpajq “

j´1
ÿ

n“0
λnPnpajq,

appartiennent à D. La fonction cherchée est alors donnée par cette série entière S.
Dans [110], Stäckel construit de même des fonctions entières transcendantes dont toutes
les dérivées envoient Q sur lui-même. Par la suite de nombreux auteurs ont étendu les
résultats de Stäckel dans différentes directions. Le lecteur intéressé par ce type d’énoncé
pourra regarder les articles [73–75,123]. Parmi les extensions du théorème de Stäckel,
on peut citer notamment le résultat suivant de Marques.

Théorème 1.1.7 (Marques - [73]). Soient ρ ą 0, Σ Ă C un ensemble dénombrable
et pour tout s P Σ et n P N, Ds,n un sous-ensemble dense de C. Il existe une infinité
indénombrable de fonctions entières g telles que
4Voir la définition de ces derniers dans la section 1.9 de [3].
5C’est-à-dire holomorphe sur le plan tout entier.
6Voir le théorème 2.6.2 page 62.
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Introduction Comptage des points de hauteur bornée

• pour tout s P Σ et pour tout n P N, gpnqpsq appartient à l’ensemble Ds,n. Autrement dit
EpΣ, Ds,n, g

pnqq “ Σ,

• la fonction g est d’ordre fini ρ. C’est-à-dire

lim
rÑ8

log log`Mpr, gq
log r “ ρ,

• pour tout n P N˚ et P P Crz, w1, . . . , wns non nul, la fonction

z ÞÑ P pz, gpzq, . . . , gpnqpzqq,

n’est pas identiquement nulle.

La dernière condition du théorème 1.1.7 stipule que la fonction g n’est annulée par
aucun polynôme différentiel non nul. On dit dans ce cas que g est une fonction hyper-
transcendante. Les fonctions ζ de Riemann et Γ d’Euler sont de ce type, voir [7,99]. Le
théorème de Marques affirme en particulier l’existence de fonctions g entières et hyper-
transcendantes telles que les ensembles exceptionnels Sgpiq soient tous égaux à Q. Puisque
les corps Qpsq avec s P Q sont denses dans C, on peut même exiger que la fonction g
vérifie que pour tout s P Q et i P N, gpiqpsq P Qpsq. Ce type de fonctions avait déjà été
exhibé par Faber et par van der Poorten dans [120].

1.2 Comptage des points de hauteur bornée

L’avalanche de fonctions pathologiques de la section précédente montre que l’ensemble
des points algébriques contenus dans le compact d’un graphe transcendant est infini. Afin
de palier à ce problème, on introduit une fonction hauteur sur les points algébriques de
sorte que l’ensemble des points algébriques de hauteur bornée est toujours fini.

Définition 1.2.1 (Hauteur de Weil - [15]). La hauteur de Weil d’un rationnel α “ p{q
avec p et q des entiers premiers entre eux est le maximum de |p| et |q|. On note Hpαq
cette hauteur.

La hauteur de Weil peut être étendue à l’ensemble des nombres algébriques. Cette
construction est détaillée dans la section 5.2 du chapitre 5. Cependant la seule propriété
à connaître sur la hauteur de Weil d’un nombre algébrique pour comprendre les énoncés
suivants est la propriété de Northcott ci-dessous.

Proposition 1.2.2 (Propriété de Northcott - [15, Thm. 1.6.8]). L’ensemble des nombres
algébriques de hauteur de Weil au plus B et de degré au plus k est fini.

La hauteur de Weil d’un vecteur de Rm est définie comme le maximum des hauteurs
de Weil de chacune de ses coordonnées.

Notation 1.2.3. Soient X Ă Rm et K Ă Q un ensemble. On note

X pK,Bq :“
 

x P X XKm | Hpxq ď B
(

.

Le cardinal7 de X pK,Bq est noté NKpX , Bq. Lorsque K est Qk, on note le cardinal de
X pQk, Bq par NkpX , Bq.

Le problème de comptage le plus général que nous étudions dans ce manuscrit est la
suivant
7L’ensemble X pK,Bq est fini d’après la propriété de Northcott ci-dessus.
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Introduction Introduction

Question 1.2.1. Soient g P MpΩq une fonction transcendante sur Cpzq, S Ť Ω un
compact et K un corps de nombres. On note ΓgS le graphe de g restreint à S. Quel est le
comportement asymptotique de NKpΓgS , Bq ou NkpΓ

g
S , Bq lorsque B tend vers l’infini ?

Obtenir des équivalents des cardinaux de la question 1.2.1 semble difficile. Nous cher-
chons pour notre part des majorations de ces derniers. Les trois paragraphes suivants
portent sur les différents types de bornes les plus communément rencontrées dans la lit-
térature : les bornes polynomiales, sous-polynomiales et logarithmiques.

Les bornes polynomiales Un des premiers résultats généraux sur le nombre de points
algébriques de hauteur bornée contenus dans un graphe est dû à Jarnik en 1926 dans [56].
Ce dernier montre que le nombre de points entiers sur une courbe convexe X est borné
par un polynôme en la longueur de la courbe X .

Théorème 1.2.4 (Jarnik - [56]). Soit g : r0, 1s Ñ R une fonction convexe et l la longueur
de la courbe paramétrée par g. Alors le nombre de points entiers contenus dans l’image
de g n’excède pas

3p4πq´ 1
3 l

2
3 `Opl 1

3 q.

Les constantes et exposants de cette borne sont optimaux.

Par la suite Swinnerton-Dyer [117] puis Schmidt [102] exhibèrent des bornes plus
précises pour le nombre de points entiers ou de points rationnels de hauteur bornée sur
des courbes strictement convexes et de classe au moins C3.

Les bornes sous-polynomiales Lorsque le cardinal NKpX , Bq est majoré pour tout
ε ą 0 par une borne de la forme CεBε pour une certaine constante Cε ą 0, nous disons
que NKpX , Bq satisfait une borne sous-polynomiale. Voyons quelques situations où de
telles bornes ont été exhibées. En 1989, Pila et Bombieri montrent dans [16] que pour
un graphe X d’une fonction g analytique réelle et transcendante, il n’est pas nécessaire
d’exiger que la fonction soit convexe pour exhiber une borne sous-polynomiale du nombre
NKpX , Bq. Ce théorème est redémontré par Elkies dans [35].

Théorème 1.2.5 (Pila - Bombieri - [16] et [35]). Soient K un corps de nombres et
g : r0, 1s Ñ R une fonction analytique réelle et transcendante. Alors pour tout ε ą 0, il
existe une constante Cε ą 0 telle que

@B ą 0, NKpΓgr0,1s, Bq ď CεB
ε

Plus encore que le résultat 1.2.5 de Pila et Bombieri, la méthode du déterminant
mise au point dans [16] par ces derniers donna lieu à une multitude de travaux. L’un
des résultats les plus marquants est le théorème de Pila-Wilkie qui étend le théorème
1.2.5 de Pila-Bombieri dans le contexte très général des structures o-minimales grâce à
une paramétrisation de type Yomdin-Gromovo. Afin de pouvoir énoncer ce théorème,
rappelons quelques définitions.

Définition 1.2.6 (Structure o-minimale – [119]). Une structure o-minimale est la donnée
pour chaque entier n P N˚ d’une famille Yn de parties de Rn telles que

• les ensembles algébriques réel8 de Rn appartiennent à Yn,

• l’ensemble Yn est stable par union finie, intersection finie et complémentaire,

• la projection d’un élément de Yn sur Rm est un élément de Ym,
8Un tel ensemble est défini par un système d’équations algébriques à coefficients dans R.
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• les ensembles de Y1 sont exactement les réunions d’un nombre fini d’intervalles9.

Une partie appartenant à une des familles Yn est appelée un ensemble définissable de la
structure o-minimale.

La plus petite structure o-minimale Ralg est obtenue en prenant pour chaque Yn l’en-
semble des parties semi-algébriques10 de Rn. Le fait que Ralg forme bien une structure
o-minimale est une conséquence du théorème d’élimination des quantificateurs de Tarski-
Seidenberg [14]. Le plus souvent les structures o-minimales étudiées sont définies comme
étant la plus petite structure contenant les graphes d’une famille F de fonctions. Une
telle structure est alors notée xR,ă,`,ˆ,Fy. Pour une étude systématique des struc-
tures o-minimales, le lecteur pourra se référer à [119]. Avant d’énoncer le théorème de
Pila-Wilkie, il nous faut introduire la notion de partie transcendante d’un ensemble quel-
conque X Ă Rn. La partie algébrique X alg de X est définie comme la réunion de tous
les ensembles semi-algébriques connexes de dimension strictement positive contenus dans
X . La partie transcendante X tr de X est le complémentaire de sa partie algébrique. Ces
définitions posées, le théorème de Pila-Wilkie s’énonce ainsi

Théorème 1.2.7 (Pila - Wilkie - [85, 88]). Soient k P N et X Ă Rn un ensemble
définissable dans une structure o-minimale. Alors pour tout ε ą 0, il existe une constante
Ck,ε ą 0 telle que

@B ą 0, NkpX tr, Bq ď Ck,εB
ε.

La partie transcendante d’un ensemble définissable n’est généralement pas définissable
dans la même structure. Cependant les auteurs de [85,88] ont montré qu’il était possible
pour chaque ε ą 0 d’exhiber un ensemble définissable Xε Ă X tel que le nombre de points
algébriques de l’ensemble définissable X zXε vérifie encore une borne de la forme CεBε.
Toutefois, il est a priori nécessaire d’ôter une partie de X afin d’obtenir une borne sous-
polynomiale puisque qu’un ensemble semi-algébrique de dimension strictement positive
peut contenir un grand nombre de points algébriques de hauteur bornée.

Le théorème de Pila-Wilkie 1.2.7 est bel et bien une extension du théorème de Pila-
Bombieri 1.2.5 car toute fonction analytique est localement11 définissable dans une struc-
ture o-minimale et la partie algébrique de son graphe est vide lorsque la fonction est
transcendante. On peut même choisir la même structure o-minimal pour toutes les fonc-
tions analytiques. En effet, la structure Ran engendrée par les restrictions de toutes les
fonctions analytiques réelles aux compacts sur lesquels elles sont sur-convergentes12 forme
une structure o-minimale d’après un théorème de Gabrielov [41]. Le lecteur pourra éga-
lement regarder [32] pour une démonstration de ce résultat à l’aide de la théorie des
modèles et un énoncé analogue pour les sous-analytiques p-adiques. Notons qu’un théo-
rème de Pila-Wilkie dans le cadre p-adique a été démontré dans [24] en exhibant une
paramétrisation de Yomdin-Gromov dans ce cadre.

Le théorème de Pila-Wilkie a suscité un regain d’intérêt pour le comptage de points
algébriques dans le cadre analytique depuis que des liens profonds ont été découverts
entre ce type d’énoncé et des problèmes d’arithmétique sur les variétés abéliennes. À
l’aide du théorème 1.2.7, Pila et Zannier dans [89] ont donné une nouvelle démonstration

9Un intervalle pouvant être réduit à un point.
10Une partie semi-algébrique de Rn est un ensemble défini par un système d’équations et d’inéquations
polynomiales.

11On dit qu’une fonction est localement définissable si toute restriction de la fonction à un compact de
son domaine de définition est définissable dans la structure.

12C’est-à-dire que la fonction admet un prolongement analytique sur un voisinage ouvert du compact
considéré.

11



Introduction Introduction

du théorème de Manin-Mumford tandis que la conjecture de André-Oort est redémontrée
par Pila dans [87] en utilisant une fois encore le théorème de Pila-Wilkie.

La dépendance de la constante Ck,ε en ε dans le théorème de Pila-Wilkie a été étudiée
dans plusieurs articles [11,59]. Par exemple dans [11], Binyamini obtient grâce à la théorie
des fonctions pfaffiennes la version effective suivante du théorème de Pila-Wilkie.

Théorème 1.2.8 (Binyamini - [11, Th. 1]). Soient Ω Ă Rn un domaine borné et X Ă
Ω un ensemble semi-noethérien de complexité β. Alors pour tout ε ą 0, il existe une
constante effective C “ Cnpφ, βε

1´nq telle que
@B ą 0, NQpX tr, Bq ď CBε.

Borne logarithmique – la conjecture Wilkie Un point commun des résultats de
comptages précédents est que toutes les bornes exhibées sont sous-polynomiales. Or dans
certains cas favorables, il est possible d’améliorer considérablement cette borne. On s’in-
téresse particulièrement au cas où la borne recherchée est de la forme CplogBqα pour
une constante C ą 0 et un exposant α ą 0. Une borne de cette forme est dite loga-
rithmique. L’une des structures dans lesquelles on espère exhiber une telle borne loga-
rithmique pour les parties transcendantes des ensembles qui y sont définissables est la
structure Rexp :“ xR,ă,`,ˆ, expy. En 1996, Wilkie a démontré dans [124] que la struc-
ture Rexp est o-minimale. À la suite du théorème 1.2.7, Wilkie pose la conjecture suivante

Conjecture (Wilkie - [88]). Soit X Ă Rn un ensemble définissable dans la structure
Rexp. Alors il existe une constante C ą 0 et un exposant α ą 0 tels que

@B ą e, NQpX tr, Bq ď CplogBqα.

À ce jour la conjecture Wilkie n’est pas tranchée sauf pour les courbes [84] et pour
certaines surfaces [22,58,86].

Une différence essentielle entre les structures o-minimales Rexp et Ran est que l’ex-
ponentielle réelle toute entière est définissable dans Rexp et non seulement toutes ses
restrictions aux compacts de R. Ajoutons qu’un théorème de Miller [79] implique que
l’exponentielle n’est pas définissable dans la structure Ran alors qu’elle y est localement
définissable.

Nous verrons dans le paragraphe suivant que l’énoncé analogue à la conjecture Wilkie
dans Ran est faux car il existe des fonctions analytiques d’une variable dont les graphes
contiennent beaucoup de points algébriques de hauteur bornée. Toutefois cela n’exclut
pas l’existence de structures o-minimales comprises entre Ralg et Ran et qui vérifient un
énoncé semblable à la conjecture Wilkie. Le plus naturel est de considérer dans premier
temps la structure xR,`,ˆ, expær0,1sy engendrée par toutes les restrictions à un compact
de l’exponentielle réelle. Cependant pour des raisons techniques la structure engendrée
par les fonctions élémentaires RRE :“ xR,ă,`,ˆ, expær0,1s, sinær0,πsy est plus pratique. En
combinant à la fois à des méthodes d’analyse réelle et d’analyse complexe, Binyamini et
Novikov ont démontré dans [11] la conjecture Wilkie restreinte ci-dessous.

Théorème 1.2.9 (Binyamini - Novikov - [11]). Soit X Ă Rn un ensemble définissable
dans la structure RRE. Alors il existe une constante C ą 0 et un exposant α ą 0 tels que

@B ą e, NQpX tr, Bq ď CplogBqα.
Autrement dit, la conclusion de la conjecture Wilkie est vraie pour les ensembles définis-
sables de la structure RRE.

Notons que tous les ensembles qui peuvent être décrits par des équations élémentaires
obtenues à l’aide des fonctions exponentielle, sinus, cosinus, tangente et logarithme res-
teintes à des compacts sont définissables dans la structure RRE.
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Fonctions oscillantes Nous avons vu qu’une fonction entière telle que l’exponentielle
réelle peut être définie dans une structure o-minimale. À l’inverse, la fonction sinus réelle
n’est définissable dans aucune structure o-minimale puisque son lieu des zéros contredit le
quatrième axiome de la définition 1.2.6 des structures o-minimales. Cependant la fonction
sinus est une E-fonction qui vérifie l’équation différentielle linéaire y2`y “ 0. Donc d’après
le théorème de Siegel-Shidlovsky 1.1.4, l’ensemble exceptionnel de la fonction sinus est
réduit à l’origine. Ainsi une partie de R2 non définissable dans une structure o-minimale
peut avoir très peu de points algébriques. Ce constat a mené Miller et Comte a étudié
dans [28] les points algébriques contenus dans des courbes oscillantes qui ne sont pas
définissables dans une structure o-minimale. Ils obtiennent notamment un comptage des
points rationnels des graphes des fonctions oscillantes sin ˝ logj pour tout j P N˚.

Théorème 1.2.10 (Miller - Comte - [28, Cor. 3.10]). Soit j P N˚. On note gj “ sin ˝ logj
et Xj le graphe de gj. Alors il existe une constante Cj ą 0 telle que

@B ą e, NQpXj , Bq ď CjplogBq5`4j .

Contrairement à la fonction sinus, les fonctions sin ˝ logj pour j P N˚ ne sont pas des
E-fonctions et donc le théorème de Siegel-Shidlovsky ne peut s’y appliquer. Cependant à
ce jour nous ne savons pas si les graphes des fonctions sin ˝ logj contiennent une infinité
de points algébriques.

Un résultat négatif Nous avons mentionné dans le paragraphe précédent que la conjec-
ture Wilkie 1.2 n’admet pas d’analogue dans la structure Ran. Il est en fait possible de
construire des fonctions entières transcendantes dont le graphe contient beaucoup de
points algébriques de hauteur bornée. En employant des méthodes similaires à celles uti-
lisées pour exhiber des fonctions g entières et transcendantes d’ensemble exceptionnel Sg
prescrit13, Surroca a démontré dans sa thèse le résultat suivant.

Théorème 1.2.11 (Surroca - [116]). Soit φ : R˚` Ñ R˚` une fonction telle que

lim
xÑ8

φpxq

x
“ 0.

Alors il existe une fonction g P OpCq transcendante telle que g envoie tout algébrique
α P Q sur un algébrique de Qrαs et pour tout k P N˚, il existe une suite pBjq18 telle que

NkpX , Bjq ě
1
2 exp

 

kpk ` 1qφplogBjq
(

,

où X désigne le graphe de la restriction de g au disque unité D.

En particulier en appliquant le théorème 1.2.11 avec la fonction φpxq “
?
x et k “ 1, on

obtient l’existence de fonctions entières transcendantes dont le nombre de points ration-
nels de hauteur bornée par B dans leur graphe restreint au disque D dépasse n’importe
quelle puissance de logB. Ces fonctions sont localement définissables dans la structure
Ran et donc la conclusion de la conjecture Wilkie 1.2 est fausse dans cette structure
o-minimale. Néanmoins, Surroca a également montré dans [116] que les fonctions holo-
morphes transcendantes ne sont pas loin de vérifier un comptage logarithmique de leur
points algébriques.

Théorème 1.2.12 (Surroca - [116]). Soit g P OpDq une fonction transcendante. Alors
il existe une constante C ą 0 telle que pour tout k P N˚, il existe une suite pBjq18 telle
que

@j P N, NkpΓgD, Bjq ď Ck3plogBjq2.
13Voir le paragraphe sur les fonctions pathologiques.
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Remarque 1.2.13. Le théorème 1.3.16 de Coman et Poletsky implique pour les fonctions
entières transcendantes et d’ordre fini un énoncé similaire au théorème de Surroca 1.2.12.
Voir la remarque 1.3.17 pour plus de détails.

1.3 Lemmes de zéros

Dans cette thèse nous démontrons des énoncés communément appelés des lemmes de
zéros. Nous verrons dans le prochain paragraphe le lien entre les lemmes de zéros et
le comptage de points algébriques qui justifie que nous cherchions à démontrer de tels
résultats. Pour toute fonction g PMpΩq et tout polynôme P P Crz, ws, on note Pgpzq :“
P pz, gpzqq. Un lemme de zéros de g dans un domaine Ω Ă C est une majoration pour
tout polynôme non nul P P Crz, ws du nombre de zéros de la fonction Pg dans ce même
domaine en fonction du degré du polynôme P et de la fonction g. Le plus souvent la
fonction g que nous étudions est définie sur un disque Dr, voire le plan tout entier. Afin
d’abréger les énoncés on introduit la notion de borne de Bézout.

Définition 1.3.1 (Borne de Bézout). Soient g P MpΩq et d P N. La d-ième borne de
Bézout de g dans le domaine D Ť Ω est définie par

ZdpD, gq :“ sup
 

npD,Pgq | P P Cďdrz, ws, Pg ı 0
(

,

où npD,Pgq est le nombre de zéros avec multiplicité de la fonction méromorphe Pg dans
le domaine D. Lorsque D est le disque Dr, on note la borne de Bézout Zdpr, gq.

Démontrer un lemme de zéros pour g P OpDRq consiste à exhiber une majoration de la
borne de Bézout Zdpr, gq en fonction du degré d, du rayon r et de la fonction g. Dans la
plupart des applications qui nous intéressent et notamment pour le comptage de points
algébriques, nous cherchons une majoration de la borne de Bézout par un polynôme en
le degré d. On dit dans ce cas que la fonction g vérifie un lemme de zéros polynomial.

Définition 1.3.2 (Lemme de zéros polynomial). Soient R P s0,8s et g P MpDRq une
fonction transcendante. On dit que la fonction g vérifie un lemme des zéros polynomial
s’il existe un exposant α ą 0 et une fonction ϕ : r0, Rr Ñ R` tels que

@d P N, @r P r0, Rr, Zdpr, gq ď pd_ ϕprqqα. (1.3.1)

Remarque 1.3.3. Avoir une expression explicite de la fonction ϕ dans l’inégalité 1.3.1
peut s’avérer très utile pour le comptage de points algébriques sur des domaines non com-
pacts. On s’attend le plus souvent à ce que la fonction ϕ s’exprime à l’aide de la fonction
maximum Mpr, gq lorsque g est holomorphe sur DR et la caractéristique de Nevanlinna14

T pr, gq lorsque g admet des pôles. Cette attente se justifie par le fait qu’une majoration
de Zdpr, gq est une sorte d’inégalité de Bézout transcendante et que la caractéristique de
Nevanlinna est aux fonctions méromorphes ce que le degré est à un polynôme.

Des lemmes de zéros aux comptages de points algébriques Nous explicitons
maintenant le lien entre les lemmes de zéros et le comptage de points algébriques. La
proposition 1.3.4 ci-dessous se déduit du théorème d’interpolation général 1.6.36 démontré
au chapitre 5.

Proposition 1.3.4. Soient k P N˚, g PMpDRq. On suppose qu’il existe ϕ : r0, Rr Ñ R`
et α ą 0 tels que

@d P N, @r P r0, Rr, Zdpr, gq ď pd_ ϕprqqα.
14Voir la définition 2.6.4 page 63.
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Alors

@ε ą 0, @r P r0, Rr, NkpΓgr , Bq !
ˆ

R

R´ r

˙2
exp

"

ε
R` r

R´ r
T pR, gq

*

plogB _ ϕprqqα.

On suppose de plus que g est holomorphe. Alors

@ε ą 0, @r P r0, Rr, NkpΓgr , Bq !
ˆ

R

R´ r

˙2
maxt1,MpR, gquεplogB _ ϕprqqα.

Démonstration. Voir page 191. �

Remarque 1.3.5. Pour majorer NkpΓgr , Bq, il n’est en fait pas nécessaire a priori de
majorer la borne de Bézout Zdpr, gq. La méthode d’interpolation utilisée par Masser dans
[77] aussi bien que notre généralisation 1.6.36 de celle-ci montrent qu’il suffit de majorer
le nombre de zéros de Pg pour tout polynôme P P Qďdrz, ws non nul dont la hauteur est
bornée par une puissance de B.

L’utilisation de lemmes de zéros afin de compter les points algébriques de graphes analy-
tiques a fait l’objet d’une recherche importante ces dernières années. Nous donnons dans
les paragraphes ci-dessous un aperçu de ces résultats.

Fonctions transcendantes vérifiant des équations différentielles Une situation
propice à l’établissement de lemmes de zéros est celle des fonctions analytiques trans-
cendantes vérifiant une équation différentielle ou une relation fonctionnelle. Par exemple
dans [10], l’auteur montre que les trajectoires d’un champ de vecteurs polynomial défini
sur Q dont les orbites sont constructibles vérifie un lemme de zéros polynomial.

Définition 1.3.6 (Binyamini - [10]). Soit ξ un champ de vecteurs polynomial dans Cn
défini au-dessus d’un sous-corps K de C algébriquement clos. C’est-à-dire

ξ “
n
ÿ

j“1
ξjpzq

B

Bzi
, ξj P Krz1, . . . , zns.

Le champ de vecteurs ξ a des orbites constructibles dans la K-variété algébrique V Ă Cn
lorsque V est ξ-invariante et la relation d’équivalence définie par l’action de ξ sur V est
K-constructible.

Théorème 1.3.7 (Binyamini - [10]). Soient V Ă Cn une Q-variété algébrique, ξ un
champ de vecteurs polynomial dans Cn défini au-dessus de Q et ayant des orbites construc-
tibles dans V . Alors pour toute paramétrisation φ : DÑ V d’une trajectoire de ξ, il existe
une constante C ą 0 vérifiant que pour tout P P Cďdrz1, . . . , zns tel que P ˝ φ ı 0,

np1, P ˝ φq ď Cφd
2kpm`1q log d,

où m “ dimpV q et k ne dépend que de la paramétrisation φ.

Dans [29], Comte et Yomdin démontrent un autre résultat dans cette direction en
faisant des hypothèses arithmétiques sur l’équation différentielle et les coefficients de
Taylor en l’origine de la solution considérée. Par la suite Binyamini a souligné que leur
méthode s’étend aux équations différentielles algébriques. Ils obtiennent ainsi le théorème
suivant

Théorème 1.3.8 (Binyamini-Comte-Yomdin - [29, Th. 3.5.3]). Soit g P OpDq une fonc-
tion transcendante. On suppose qu’il existe k P N et Q P Qrz1, . . . , zks non nul tels que

Qpz, fpzq, . . . , f pk´1qpzqq ” 0 et @n P N, f pnqp0q P Q.
Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial.
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Remarque 1.3.9. Le théorème 1.3.8 s’étend sans peine aux équations différentielles
algébriques à coefficients algébriques.

Séries lacunaires Dans [29], Comte et Yomdin établissement également un lemme de
zéros pour certaines séries entières lacunaires.

Théorème 1.3.10 (Comte - Yomdin - [29, Th. 3.4.5]). Soient p ą 0, q ą 2 et g P OpDq
telle que sa série de Taylor en l’origine est de la forme

@z P D, gpzq “
8
ÿ

n“0
anz

λn avec λ2
n ă λn`1 ă λqn et |an| ą e´λ

p
n .

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial dans D 1
4
. Plus précisément

@d P N, Zdp 1
4 , gq ď 10p2dqq

2
p1` qd2 ` 5dpq`3q.

Grâce au théorème 1.6.16 démontré dans le chapitre 4 nous exhibons dans la remarque
1.6.18 ci-dessous des séries lacunaires vérifiant des lemmes de zéros polynomiaux mais ne
vérifiant pas les hypothèses de 1.3.10.

Fonctions hyper-transcendantes On rappelle qu’une fonction méromorphe est dite
hyper-transcendante si elle ne vérifie aucune équation différentielle algébrique non triviale.
Nous avons vu dans la section 1.1 que l’hyper-transcendance n’est pas une hypothèse suf-
fisante pour interdire certains ensembles exceptionnels15. Cependant des lemmes de zéros
polynomiaux ont été établis pour certaines fonctions hyper-transcendantes remarquables
et donc a fortiori des comptages logarithmiques de leurs points algébriques. Dans [77],
Masser établit un comptage logarithmique des points rationnels du graphe de la fonction
ζ en démontrant le lemme de zéros suivant.

Théorème 1.3.11 (Masser - [77, Prop. 1]). La fonction ζ de Riemann satisfait un lemme
de zéros. Plus précisément, il existe une constante C ą 0 explicite telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, ζq ď Cpd2 ` dr log rq.

En s’inspirant des méthodes utilisées par Masser dans [77], Besson a démontré dans
[8, 9] que la fonction Γ d’Euler et la fonction σΛ de Weierstraß pour la majorité des
réseaux Λ Ă C vérifient un lemme de zéros polynomial.

Théorème 1.3.12 (Besson - [8]). La fonction Γ d’Euler vérifie un lemme de zéros poly-
nomial. Plus précisément, il existe une constante C ą 0 explicite telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr,Γq ď Cdpr ` dq logpr ` dq.

Théorème 1.3.13 (Besson - [9]). Pour presque tout réseau Λ de C, la fonction sigma
de Weierstraß associée à Λ satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il
existe une constante explicite C ą 0 telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, σΛq ď Cdpr `
?
dq2 logpr ` dq.

Remarque 1.3.14. Nous précisons ce que Besson entend par « presque tous les réseaux »
dans la remarque 4.7.2. En application les résultats du chapitre 3 et 4, nous montrons que
la condition sur le réseau du théorème 1.3.13 est inutile comme l’avait pressenti l’auteur
dans [9]. Voir l’énoncé 1.6.28.

15Voir le théorème 1.1.7.
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Fonctions transcendantes à croissance exponentielle Dans [27], Coman et Po-
letsky ont démontré un lemme des zéros général pour les fonctions entières d’ordre fini et
d’ordre inférieur strictement positif.

Théorème 1.3.15 (Coman-Poletsky - [27]). Soit g P OpCq une fonction transcendante.
On suppose qu’il existe C1, C2 ą 1 et k ą 1 tels que

@r " 0, C1mpr, gq ď mpkr, gq ď C2mpr, gq où mpr, gq “ log`Mpr, gq.

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une fonction ϕ
strictement croissante telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, gq ď pd_ ϕprqq2,

Les hypothèses du théorème 1.3.15 sont satisfaites notamment par les fonctions poly-
exponentielles, l’inverse de la fonction Γ d’Euler et la fonction pz ´ 1qζpzq où ζ est la
fonction zêta de Riemann. Le fait que le théorème 1.3.15 s’applique aux fonctions poly-
exponentielles, à la fonction ζ et à la fonction Γ est particulièrement intéressant. En effet,
les démonstrations des lemmes de zéros 1.3.11, 1.3.12 et 1.3.13 utilisent des propriétés
spécifiques des fonctions étudiées et en particulier des résultats sur la distribution des
petites valeurs de celles-ci, c’est-à-dire les antécédents de S1 par ces fonctions. Par exemple
dans [77], Masser utilise pour établir le théorème 1.3.11 un résultat sur la distribution des
petites valeurs de la fonction ζ dans des bandes de la forme tx` iy | ´3 ď x ď 3 et 1 ď
y ď su. Le lecteur pourra regarder le chapitre 7 de [111] pour des résultats de ce type
pour les L-fonctions. Dans [9], Besson utilise la quasi-périodicité de la fonction σΛ de
Weierstraß pour étudier la distribution des petites valeurs de celle-ci. Dans [27], Coman
et Poletsky parviennent grâce à la théorie d’Ahlfors à étudier la distribution des petites
valeurs d’une fonction g vérifiant la condition 1.3.15. En plus de sa généralité, le résultat
de Coman et Poletsky présente l’avantage d’avoir des hypothèses facilement vérifiables sur
les coefficients de Taylor de g en l’origine16. Notons que dans [27], les auteurs démontrent
également que toute fonction entière d’ordre fini vérifie un lemme de zéros polynomial
pour une suite pdjq18 de degrés.

Théorème 1.3.16 (Coman-Poletsky - [27]). Soit g P OpCq une fonction transcendante.
On suppose que

lim
rÑ8

log log`Mpr, gq
log r ă 8. (1.3.2)

Alors il existe une suite pdjq 1 8 de degrés et une fonction j : r0,8rÑ N strictement
croissante telles que

@r ą 0, @j ě jprq, Zdj pr, gq ď Cd2
j ,

où C est une constante qui ne dépend que de la fonction g.

Remarque 1.3.17. Le théorème 1.3.16 implique un résultat similaire au théorème de
Surroca 1.2.12 pour les fonctions entières d’ordre fini. En effet, une majoration de la borne
de Bézout Zdj pr, gq par un polynôme en dj et la méthode d’interpolation de Masser 1.6.31
permettent de majorer NKpXr, edj q par un polynôme en dj où Xr est l’image de Dr par
la fonction g.

Remarque 1.3.18. Dans [27], Coman et Poletsky posent la question de savoir si l’hy-
pothèse 1.3.2 est superflue. Nous montrons dans le chapitre 4 que cette condition peut en
effet être omise à condition que la fonction soit d’ordre inférieur strictement positif. Voir
l’énoncé 1.6.19.
16Voir la sous-section 2.3 p.52.
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Dans [20], Brudnyi étend les théorèmes 1.3.15 et 1.3.16 aux fonctions entières de plu-
sieurs variables. Ses théorèmes sont valables pour certaines fonctions entières d’ordre
infini.

Dans [18], Jones et Boxall ont démontré par une méthode différente de celle utilisée
par Coman et Poletsky dans [27] que sous les mêmes conditions que le théorème 1.3.15,
le graphe de la fonction g a peu de points rationnels. C’est-à-dire que ce graphe vérifie un
comptage logarithmique de ses points rationnels. De plus leur méthode s’étend sans peine
aux points algébriques de degré borné. Cependant pour atteindre ce but, ils n’établissent
pas un lemme de zéros pour tous les polynômes non nuls de Crz, ws mais seulement pour
les polynômes non nuls de Zrz, ws dont la taille des coefficients est contrôlée par la hauteur
des points à interpoler. Un tel lemme de zéros s’avère suffisant pour le comptage de points
rationnels comme nous l’avons mentionné précédemment17.

Théorème 1.3.19 (Boxall-Jones - [18]). Soit g P OpCq une fonction transcendante. On
suppose que

λ “ lim
rÑ8

log logMpr, gq
log r ą 0 et ρ “ lim

rÑ8

log logMpr, gq
log r ă 8.

Alors il existe un exposant α ą 0 et une fonction ϕ strictement croissante tels que

@r ą 0, @P P Zďdrz, ws, 0 ă HpP q ď B ùñ npr, Pgq ď CϕprqplogBqα,

où HpP q est le maximum du module des coefficients de P et α peut être exprimé à l’aide
de λ et ρ.

1.4 Mesures de transcendance

Afin d’exclure les fonctions pathologiques présentées dans la section 1.1, il est nécessaire
de faire des hypothèses plus fortes que la transcendance ou l’hyper-transcendance des
fonctions méromorphes considérées. Dans le but de justifier la démarche qui va suivre,
examinons brièvement la situation des nombres transcendants en approximation diophan-
tienne qui présente certaines analogies avec celles des fonctions transcendantes.

Mesure de transcendance et approximation diophantienne De même qu’il est
possible de construire des fonctions pathologiques comme limite de sommes partielles bien
particulières, il est possible de construire des nombres transcendants pathologiques pour
l’approximation diophantienne comme limite de suite de rationnels bien particulière. Un
exemple historique est celui des nombres de Liouville introduit par ce dernier dans [69] et
qui sont les premiers réels dont la transcendance fut avérée. Un nombre ξ P R est appelé
un nombre de Liouville s’il vérifie la propriété suivante

@n ą 0, Dqn P N˚, Dpn P Z,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn
qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
qnn
. (1.4.1)

Autrement dit, le réel ξ peut être approché par des suites prnq de nombres rationnels dont
la vitesse de convergence est au moins de l’ordre de Hprnq´n. Pour construire un nombre
de Liouville, il suffit de prendre la somme infinie d’une suite de rationnels tendant très
rapidement vers zéro. Par exemple Liouville a montré dans [69] que les nombres réels de
la forme

ξ “
8
ÿ

k“0
a´k! avec a un entier plus grand que 2 ,

17Voir la remarque 1.3.5.
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Introduction Mesures de transcendance

satisfont la propriété 1.4.1. Bien que l’ensemble des nombres de Liouville soit indénom-
brable et dense dans R, on ne connaît pas à ce jour de constante qui soit un nombre
de Liouville et qui n’ait pas été construite dans ce but. Afin d’exclure les nombres de
Liouville, on introduit la mesure d’irrationalité suivante.

Définition 1.4.1 (Mesure d’irrationnalité - [21]). Soit ξ P R un nombre irrationnel. La
mesure d’irrationalité de ξ est la borne inférieure des réels α ą 0 tels qu’il existe une
constante Cα ą 0 vérifiant

@p P Z, @q P N˚,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą
Cα
qα
.

Ainsi un nombre de Liouville est par définition de mesure d’irrationalité infinie. Déter-
miner la mesure d’irrationalité, ou ne serait-ce qu’une valeur approchée, d’un réel parti-
culier est un problème très difficile. Toutefois on connaît précisément cette mesure pour
certains nombres transcendants importants comme e ou π et surtout pour les nombres
algébriques irrationnels d’après le théorème de Thue-Siegel-Roth 1.4.2.

Théorème 1.4.2 (Thue-Siegel-Roth - [97]). La mesure d’irrationalité d’un nombre al-
gébrique irrationnel est exactement 2.

De même on peut définir une mesure de transcendance des réels en quantifiant la
tendance d’un nombre ξ P R à donner de très petites valeurs lorsque l’on évalue en ξ un
polynôme P à coefficient entier de degré et coefficient borné.

Définition 1.4.3 (Mesure de transcendance - [21, Ch. 8]). Soit ξ P R transcendant. Une
fonction Φ : r0,8r2Ñ R˚` est appelée une mesure de transcendance de ξ s’il existe d0 P N˚
et B0 ą 0 tels que

@d ě d0, @B ě B0, @P P Zďdrzs, HpP q ď B ùñ |P pξq| ě expt´Φpd, logBqu, (1.4.2)

où HpP q est le maximum du module des coefficients de P .

Remarque 1.4.4. La condition 1.4.2 est équivalente à dire que @d ě d0

@B ě B0, Φpd, logBq ě ´ inf
 

log |P pξq| | P P Zďdrzs, HpP q ď B et P ı 0
(

.

De même que des majorations de la mesure d’irrationalité sont connues pour certaines
constantes, des mesures de transcendance au sens de la définition 1.4.3 sont connues pour
quelques constantes remarquables. Par exemple, Waldschmidt a exhibé dans [122] une
mesure de transcendance de π.

Théorème 1.4.5 (Waldschmidt - [122]). Une mesure de transcendance au sens de 1.4.3
du nombre π est

@d ě 0, @b ě 0, Φpd, bq :“ 240dpb` d log dqp1` log dq.

Remarque 1.4.6. Dans [19, Th. 2.7], Jones et Boxall ont montré qu’une fonction holo-
morphe g P OpDq qui prend en l’origine une valeur ξ ayant une mesure de transcendance
bornée par un polynôme vérifie un comptage logarithmique de ses points algébriques dans
un voisinage de l’origine. En utilisant la mesure de transcendance de π de 1.4.5, ils en
déduisent un comptage logarithmique des points algébriques de la fonction ζ puisque
ζp2q “ π2

6 . Dans [43, Th. 10.1], Gasbarri obtient un résultat similaire à [19, Th. 2.7] pour
les fonctions holomorphes de D dans une variété projective lisse définie au-dessus d’un
corps de nombres K et de dimension au moins 2.

19



Introduction Introduction

Mesure de transcendance de Coman et Poletsky Dans [26], Coman et Poletsky
définissent une mesure de transcendance pour les fonctions entières en s’inspirant des
mesures de transcendance pour les réels.

Définition 1.4.7 (Mesure de transcendance - [26]). Soient g P OpCq non constante et
d P N. La d-ième mesure de transcendance de g est définie par

Edpgq :“ sup
 

}P }D2 | P P Cďdrz, ws et Mp1, Pgq ď 1
(

,

et edpgq :“ logEdpgq.

Afin de démontrer des comptages logarithmiques de points algébriques dans le graphe
de g, on souhaite majorer la mesure de transcendance edpgq par un polynôme en d. Le
degré de ce polynôme est alors l’exposant apparaissant sur le terme logB où B est la
hauteur des points algébriques comptés. Coman et Poletsky introduisent donc dans [27]
la notion d’ordre de transcendance.

Définition 1.4.8 (Ordre de transcendance – [27]). Soit g P OpCq une fonction trans-
cendante. On appelle ordre de transcendance inférieur de g, respectivement ordre de
transcendance supérieur de g les deux quantités suivantes

τpgq :“ sup
!

τ P R` | lim
dÑ8

mdpe, gq

dτ
ą 0

)

et τpgq :“ inf
!

τ P R` | lim
dÑ8

mdpe, gq

dτ
ă 8

)

,

où
@r ą 0, mdpr, gq :“ sup

 

logMpr, Pgq | P P Cďdrz, ws, Mp1, Pgq ď 1
(

.

Remarque 1.4.9. Afin d’insister davantage sur l’analogie entre les nombres transcen-
dants et les fonctions transcendantes, on remarque que la mesure de transcendance edpgq
de Coman et Poletsky peut également être définie par

edpgq “ ´ inf
 

logMp1, Pgq | P P Cďdrz, ws, }P }D2 ď 1 et P ­“ 0
(

. (1.4.3)

Sous cette forme la norme infini de P sur D2 joue le rôle pour la mesure de transcendance
edpgq de la hauteur de Weil pour une mesure de transcendance Φ de ξ P C.

Mesures de transcendance holomorphe et méromorphe Dans le chapitre 3 nous
définissons et étudions deux nouvelles mesures de transcendance pour les fonctions holo-
morphes sur un disque ou le plan d’une part et les fonctions méromorphes sur le disque
ou le plan d’autre part. La première mesure est une extension naturelle de la mesure de
transcendance edpgq de Coman et Poletsky 1.4.7.

Définition 1.4.10 (Mesure de transcendance holomorphe). Soient R P s0,8s, g P OpDRq
non constante et d P N. La d-ième mesure de transcendance holomorphe de g est définie
par

@λ P r0, Rr, edpλ, gq :“ sup
 

log }P }DλˆD | P P Cďdrz, ws et Mpλ, Pgq ď 1
(

.

Dans le chapitre 3, on établit une majoration18 de la mesure de transcendance ho-
lomorphe edpλ, gq en fonction de la distribution des petites valeurs de g similaire au
théorème 4.2 de [26] pour la mesure de transcendance edpgq. Grâce à cette majoration,
on obtient un critère pour établir des lemmes de zéros pour les fonctions holomorphes
dans le disque. Voir le théorème 1.6.4. Lorsque la fonction g PMpDRq admet des pôles
sur le cercle de rayon λ, la fonction maximum Mpλ, Pgq peut être infinie. Dans ce cas

18Voir le théorème 3.1.19.

20



Introduction Inégalités de Bézout transcendantes

nous remplaçons celle-ci par la moyenne m̊pλ, Pgq de la fonction log |Pg| le long du cercle
BDλ définie par

m̊pλ, Pgq :“
ż 2π

0
log |Pgpλeiθq|

dθ

2π .

On définit ainsi une mesure de transcendance pour les fonctions méromorphes de la ma-
nière suivante.

Définition 1.4.11 (Mesure de transcendance méromorphe). Soient R P s0,8s, g P
MpDRq non constante et d P N. La d-ième mesure de transcendance méromorphe de
g est définie par

@λ P r0, Rr, e̊dpλ, gq :“ sup
 

log }P }DλˆD | P P Cďdrz, ws et m̊pλ, Pgq ď 0
(

.

Remarque 1.4.12. Lorsque g est une fonction holomorphe sur DR, nous montrons que
les mesures edpλ, gq et e̊dpλ, gq sont comparables et les ordres de transcendance également.
Néanmoins la mesure de transcendance holomorphe peut conduire a priori à des lemmes
de zéros plus fin lorsque g est holomorphe.

Dans le chapitre 3, on établit une majoration19 de la mesure de transcendance méro-
morphe e̊dpλ, gq en fonction de la distribution des petites valeurs de g et des pôles de g.
Grâce à cette majoration, on obtient un critère pour établir des lemmes de zéros pour les
fonctions méromorphes dans le disque. Voir le théorème 1.6.9.

1.5 Inégalités de Bézout transcendantes

Estimer la taille de l’intersection de deux variétés plongées dans un même espace est
un problème récurrent en géométrie. Le théorème de Bézout ci-dessous bien connu des
géomètres algébristes fournit une description précise de cette intersection lorsque les deux
variétés sont des courbes projectives complexes plongées dans un même plan projectif.

Théorème 1.5.1 (Bézout - [104, p. 21]). Soient V et W deux courbes projectives de
P2pCq de degré respectivement d1 et d2 et n’ayant aucune composante irréductible com-
mune. Alors le nombre de points d’intersections, comptés avec multiplicité, est égal à
d1d2.

Ce type d’énoncé a été étendu aux variétés algébriques de dimensions supérieures,
voir [40,104]. L’une des difficultés majeures de cette généralisation est de donner un sens
à la multiplicité des composantes irréductibles de l’intersection de V et W . Lorsque nous
majorons seulement la taille de l’intersection de V et W , nous parlons d’inégalité de Bé-
zout. Il est intéressant pour compter des points algébriques que de chercher des analogues
de l’inégalité de Bézout pour certaines classes C de variétés analytiques. Lorsqu’une telle
inégalité existe, nous la désignerons par inégalité de Bézout transcendante. Afin de pouvoir
énoncer une telle inégalité, il faut attacher à chaque variété de C une notion de complexité
dans un contexte qui n’est plus algébrique. Afin d’illustrer notre propos, nous décrivons
maintenant trois exemples de classes de variétés analytiques importantes étudiées par
Khovanskĭi et admettant une inégalité de Bézout transcendante.

19Voir le théorème 3.1.23.
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Fonctions poly-exponentielles Une fonction poly-exponentielle P est un polynôme à
coefficients réels en des variables X1, . . . , Xn et des variables Y1 “ exppa1 ¨ xq, . . . , Ym “
exppam ¨xq avec ai P Rn. Le degré de la fonction poly-exponentielle P est défini comme son
degré total en tant que polynôme en les variables X1, . . . , Xn et Y1, . . . , Yn. En 1980, Kho-
vanskĭı démontre dans [61] l’analogue du théorème de Bézout pour les systèmes d’équa-
tions poly-exponentielles où le degré des poly-exponentielles remplace le degré des courbes
dans l’inégalité de Bézout 1.5.1.

Théorème 1.5.2 (Khovanskĭı - [61, 62]). On considère P1, . . . , Pn des fonctions poly-
exponentielles de degré respectivement m1, . . . ,mn. Alors le nombre de solutions non-
dégénérées20 du système d’équations analytiques

P1 “ 0 et . . . et Pn “ 0,

est majoré par

2kpk´1q{2
´

n
ÿ

i“1
pmi ` 1q

¯k n
ź

i“1
mi.

Variétés pfaffiennes Une fonction pfaffienne est une expression polynomiale faisant
intervenir une suite finie de fonctions analytiques réelles g1, . . . , gm vérifiant un système
triangulaire d’équations différentielles polynomiales.

Définition 1.5.3 (Fonction pfaffienne - [62]). Soit U Ă Rn un domaine. Une chaîne
pfaffienne d’ordre m P N˚ et de degré p P N est une suite de fonctions analytiques réelles
g1, . . . , gm : U Ñ R qui satisfait un système triangulaire d’équations différentielles de la
forme

dgj “
n
ÿ

i“1
Pi,jpx, g1pxq, . . . , gjpxqqdxi j “ 1, . . . ,m,

avec Pi,j P RďprX,Y1, . . . , Yms. Une fonction g : U Ă Rn Ñ R de la forme

@x P U, gpxq “ P px, g1pxq, . . . , gmpxqq,

avec P P RďqrX,Y1, . . . , Yms est dite pfaffienne d’ordre m et de degré pp, qq.

Théorème 1.5.4 (Khovanskĭı - [62]). Soient U Ă Rn un domaine et g1, . . . , gn : U Ñ R
des fonctions pfaffiennes ayant une chaîne pfaffienne en commun d’ordre m et de degrés
respectivement pp, q1q, . . . , pp, qnq. Alors le nombre de solutions isolées dans U du système
d’équations

g1 “ 0 et . . . et gn “ 0,

est majoré par

2mpm´1q{2
´

minpn,mqp`
n
ÿ

i“1
qi ´ n` 1

¯m n
ź

i“1
qi.

Remarque 1.5.5. Le théorème 1.5.4 joue un rôle décisif dans la démonstration de l’o-
minimalité de la structure Rexp figurant dans [124]. Il est également utilisé par Binyamini
et Novikov dans [11] pour leur démonstration de la conjecture Wilkie restreinte21.

20Les solutions du système qui n’annule pas le jacobien associé à P1, . . . , Pn.
21voir le théorème 1.2.9 ci-dessus.
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Les fonctions holomorphes sur Cn Dans les deux inégalités de Bézout 1.5.2 et 1.5.4
de Khovanskĭi, la notion de complexité des variétés analytiques est introduite à l’aide
de relations particulières vérifiées par les fonctions définissant ces variétés. Cependant,
il n’est pas rare d’avoir à manipuler des ensembles analytiques définis par des fonctions
pour lesquelles nous ne disposons pas de telle relation. Dans ce cas, il existe une approche
géométrique pour définir une notion de degré pour ces variétés. Lorsque P est un polynôme
de Cďdrzs, le degré de P est égal aux nombres d’éléments d’une fibre de P à condition
de tenir compte de la multiplicité. Lorsque g P OpCq est transcendante, ses fibres sont le
plus souvent infinies. On définit le degré de g comme étant la fonction donnant pour tout
r ą 0 la taille d’une fibre générique de g restreinte à boule Bnr .

Définition 1.5.6 (Fonction de comptage et moyenne de Jensen - [115]). Soient W une
sous-variété analytique fermée22 de Cn de dimension pure23 p et ν : Cn Ñ N. La fonction
de comptage associée à W et ν est définie par

nνpr,W q :“ 1
r2p

ż

W rrs

νωp,

où W rrs est l’intersection de W avec la boule Bnr , ω est la métrique kählerienne standard
de Cn et ωp désigne la p-ième puissance extérieure de ω. Lorsque p “ 0, ωp désigne la
mesure de comptage. La moyenne de Jensen associée à W et ν est définie par

Nνpr,W q :“
ż r

0
nνpr,W q

dt

t
.

Lorsque ν est la fonction constante égale à 1, la fonction de comptage est notée npr,W q
et la moyenne de Jensen est notée Npr,W q.

Remarque 1.5.7. Lorsque n “ 1, W est C et ν est le diviseur des zéros d’une fonction
g PMpCq, la fonction de comptage nνpr,W q coïncide avec la fonction de comptage npr, gq
et la moyenne de Jensen Nνpr,W q coïncide avec la moyenne de Jensen Npr, gq. Voir les
définitions 2.5.3 et 2.6.3.

Lorsque W est une sous-variété algébrique de Cn, on peut montrer que la fonction
de comptage npr,W q est bornée. Cette propriété caractérise en fait complètement les
sous-variétés algébriques parmi les sous-variétés analytiques fermées.

Théorème 1.5.8 (Stoll - [112]). Soit W une sous-variété analytique fermée de Cn de
dimension pure p. Alors W est une variété algébrique si et seulement si la fonction de
comptage npr,W q est bornée.

Dans [49], Griffiths désigne par problème de Bézout transcendant la question suivante.
Étant donné g “ pg1, . . . , gmq P OpCn,Cmq et a “ pa1, . . . , amq P Cm, on note

Va “
 

z P Cn | g1pzq “ a1, . . . , gmpzq “ am
(

.

On suppose de plus que la variété analytique Va est de dimension pure n´k. Est-il possible
de majorer la fonction de comptage npr, Vaq à l’aide des fonctions maximums Mpr, gjq et
cela indépendamment de a ? Il est raisonnable de chercher une majoration de la fonction
de comptage npr, Vaq de la forme

@a P Ck, @r ą 0, npr, Vaq ď C
m
ź

j“1
log`Mpr, gjq,

22Une sous-variété analytique fermée est un ensemble analytique de Cn qui est lisse.
23Toutes les composantes connexes de la variété sont de même dimension p.
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où C ą 0 est une constante indépendante de a. Lorsque m “ 1, cette majoration découle
de la formule de Jensen. Malheureusement lorsque m ą 1, cette majorations n’est pas
toujours possible comme en atteste le résultat suivant de Cornalba et Shiffman.

Théorème 1.5.9 (Cornalba - Shiffman - [30]). Il existe deux fonctions f et g de OpC2,Cq
telles que

lim
rÑ8

log log`Mpr, fq
log r “ 0 et lim

rÑ8

log log`Mpr, gq
log r “ 0,

et l’ensemble V0 des zéros communs aux fonctions f et g dans C2 est une sous-variété
analytique de C2 de dimension pure zéro telle que

lim
rÑ8

lognpr, V0q

log r “ 8.

Cependant Stoll démontre la même année dans [114] que l’inégalité de Bézout trans-
cendant est vraie en moyenne. Avant de pouvoir énoncer son théorème, nous devons
introduire quelques définitions.

Définition 1.5.10 (p-fibration - [113, p. 363]). Soient V etW deux espaces analytiques24

de dimension pure et g P OpV,W q. On dit que la fonction g est une p-fibration si pour tout
v P V , il existe un voisinage ouvert U de v tel que pour tout z P U , la fibre g´1pgpzqqXU
est de dimension pure p.

Dans [113], Stoll introduit une notion de multiplicité géométrique pour les fibres d’une
p-fibration.

Définition 1.5.11 (Multiplicité d’une intersection pure - [113, p. 48]). Soient V et
W deux espaces analytiques et g P OpV,W q une q-fibration. On suppose que V est de
dimension pure m. On dit qu’une partie L Ă V est transverse à g en a PW lorsque

• la partie L est un sous-ensemble analytique de dimension pure m´ q dans un voisinage
U de a,

• l’adhérence L est compacte,

• le point a est isolé dans l’intersection L X g´1pgpzqq.

L’ensemble des parties transverses à g en a est noté Mapgq. On note
@a P g´1p0q XW, νpaq :“ min

 

lim
zÑa

#pLX g´1pgpzqqq | L PMapgq
(

.

On pose νpaq “ 0 lorsque a R g´1p0q X W . L’application ν ainsi définie est appelée
l’intersection complète associée à g.

Dans l’énoncé 1.5.12 suivant I désigne l’intervalle r0, 1s de R.

Théorème 1.5.12 (Stoll - [114, p. 362]). Soient g “ pg1, . . . , gmq P OpCn,Cmq telle que
gp0q “ 1 et W une sous-variété analytique fermée de Cn de dimension pure p ě m. On
suppose que pour tout j P t1, . . . ,mu et t “ pt1, . . . , tjq P Ij, la fonction holomorphe gtj
définie par

gjt pzq “ pg1pt1zq, . . . , gjptjzqq,

est une pp ´ jq-fibration au-dessus de W et notons νjt l’intersection complète associée à
gtj. On considère la famille d’ensembles analytiques

Vt “
 

z P Cn | g1pt1zq “ 0, . . . , gmptmzq “ 0
(

avec t P Im.
24Il s’agit d’espaces analytiques au sens de Serre.
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Alors

@r ą 0,
ż

Im
Nνmt pr, Vtqdt ď 7mnpem´1r,W q

m
ź

j“1
logMp2emr, gjq.

Lien entre les lemmes de zéros et les inégalités de Bézout transcendantes Un
lemme de zéros est une forme d’inégalité de Bézout transcendante en famille. En effet
majorer la borne de Bézout Zdpr, gq avec g P OpCq transcendante se réduit à majorer les
fonctions de comptages des sous-variétés analytiques de C2 de la forme

VP “
 

pz, wq P C2 | gpzq ´ w “ 0 et P pz, wq “ 0
(

où P parcourt l’ensemble des polynômes non nuls de Cďdrz, ws. Exiger que la fonction g
soit transcendante au-dessus de Cpzq signifie exactement que les variétés analytiques VP
sont toutes de dimension pure zéro et donc dans ce cas la fonction de comptage npr, VP q
majore la fonction npr, Pgq25. Nous utilisons cette idée pour déduire du théorème de Stoll
1.5.12 un lemme de zéros en moyenne. Voir la proposition 1.6.30 de la section suivante.

1.6 Résultats de la thèse

Un point communs des lemmes de zéros sur les fonctions hyper-transcendantes de la
section 1.3 est que ces fonctions sont soit entière, soit leur majoration de leur borne de
Bézout se réduit26 à la majoration de la borne de Bézout d’une fonction entière. Il est
naturel de chercher à étendre ces résultats à des fonctions holomorphes ou méromorphes
sur des domaines autres que le plan.

Majoration des mesures de transcendance
Dans le chapitre 3 nous étudions les deux mesures de transcendance edpλ, gq et e̊dpλ, gq
définies à la section 1.4. Grâce à ces nouvelles mesures de transcendance, il nous est pos-
sible de majorer les bornes de Bézout Zdpr, gq en fonction de la distribution des petites
valeurs et des pôles de g dans son domaine de définition. Nous obtenons ainsi quatre cri-
tères pour établir des lemmes de zéros suivant que la fonction étudiée g est holomorphe ou
méromorphe, définie sur le disque ou le plan tout entier. Afin de quantifier la distribution
des valeurs de la fonction g nous utilisons la distance pseudo-hyperbolique27 et le n-ième
diamètre pour cette métrique défini ci-dessous.

Définition 1.6.1. Soit n P N˚. Le n-ième diamètre pseudo-hyperbolique dans Dr d’un
ensemble E Ă Dr est défini par

diamnpE,Drq :“ inf
!

n
ÿ

j“1
rj | E Ă

n
ď

j“1
Dhr paj , rjq

)

,

où Dhr pai, riq désigne le disque ouvert de centre ai et de rayon ri pour la distance pseudo-
hyperbolique du disque Dr.

Notation 1.6.2. Soient g PMpDq, a P Ĉ et λ, r P R tels que 0 ď λ ď r ď 1. On définit
la fibre des a-points de g restreinte à la couronne Apλ, rq par

Dpλ, r, a, gq “
 

z P Apλ, rq | gpzq “ a
(

.

25Voir le lemme 5.4.2.
26Par exemple l’inverse de la fonction Γ est entière puisque Γ ne s’annule pas sur C. Or on peut majorer
la borne de Bézout de Γ par celle de son inverse Γ.

27Voir la définition p.4.
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Lorsque λ est nul, on note cet ensemble Dpr, a, gq et lorsque r vaut 1, on note cet ensemble
Dpa, gq.

On commence par énoncer les deux critères 1.6.3 et 1.6.4 pour les fonctions holomorphes
sur le plan C et le disque unité D.

Théorème 1.6.3. Soit g P OpCq une fonction transcendante. On suppose qu’il existe
quatre suites de réels pλdq, pνdq, pγdq, pldq et des exposants α1, α2, β, γ, l ě 0 tels que

@d P N, d´α1 ! log νd
λd
! dα2 , log`Mpνd, gq ! dβ , γd " e´d

γ

et ld " e´d
l

,

et une suite pAdq de boréliens de S1 de longueur ld telle que
@d P N, @a P Ad, diamdpDpλd, a, gq,Dλdq ą γd.

Alors
@r ą 0, @d P N, Zdpr, gq ! pd_ ϕprqq1`2α1`ε avec ε “ maxtα2, β, γ, lu,

où ϕprq :“ mintk P N | λk ě ru. Autrement dit g vérifie un lemme de zéros polyno-
mial.

Démonstration. Voir page 84. �

Théorème 1.6.4. Soit g P OpDq une fonction transcendante. On suppose qu’il existe
quatre suites de réels pλdq, pνdq, pγdq, pldq et des exposants α, β, γ, l ě 0 tels que

@d P N, d´α ! log νd
λd
, log`Mpνd, gq ! dβ , log γd " ´dγ et log ld " ´dl,

et une suite pAdq de boréliens de S1 de longueur ld telle que
@d P N, @a P Ad, diamdpDpλd, a, gq,Dλdq ą γd.

Alors
@r P r0, 1r, @d P N, Zdpr, gq ! pd_ ϕprqq1`2α`ε avec ε “ maxtβ, γ, lu,

où ϕprq :“ mintk P N | λk ě ru. Autrement dit g vérifie un lemme de zéros polyno-
mial.

Démonstration. Voir page 85. �

Remarque 1.6.5. Le critère 1.6.4 est utilisé au chapitre 4 pour démontrer des lemmes de
zéros pour des fonctions holomorphes dans le disque dont la croissance est exponentielle.
Voir le théorème 1.6.16 de la sous-section 1.6 suivante.

Lorsque la fonction g étudiée est méromorphe, notre critère exige de connaître en plus
de la distribution des petites valeurs de g celle des pôles. Quant à la fonction maximum
log`Mpr, gq, celle-ci est remplacée dans les critères 1.6.6 et 1.6.9 par la caractéristique de
Nevanlinna T pr, gq définie par

T pr, gq “

ż 2π

0
log`|gpreiθq| dθ2π `Npr,8, gq.

avec
Npr,8, gq “

ż r

0

 

npr,8, gq ´ np0,8, gq
(dt

t
´ np0,8, gq log r.
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Figure 1.1 – Illustration des conditions sur la distribution des valeurs figurant dans
les théorèmes 1.6.4 et 1.6.3. Les points bleus sont les éléments de Dpλd, a, gq. On fait
également apparaître un recouvrement de Dpλd, a, gq par quatre disques dont l’un est
réduit à un point. De plus la somme des rayons de ce recouvrement est proche du 4-ième
diamètre de la fibre Dpλd, a, gq.

Théorème 1.6.6. Soit g PMpCq une fonction transcendante. On suppose qu’il existe
cinq suites de réels pλdq, pνdq, pγdq, pδdq, pldq et des exposants α1, α2, β, γ, δ, l ě 0
tels que, @d P N

d´α1 ! log νd
λd
! dα2 , T pνd, gq ! dβ , log γd " ´dγ , log δd " ´dδ et log ld " ´dl,

et une suite pAdq de boréliens de S1 de longueur ld telle que
@d P N, @a P Ad, DCa Ă Dpνd,8, gq tel que

diamd`npDpλd, a, gq,Dλdq ą γd et pνdpDpλd, a, gq, Caq ą δd,

avec n “ n̄pνd,8, gq ´#Ca. Alors
@r ą 0, @d P N, Zdpr, gq ! pd_ ϕprqq1`3α1`ε,

où ε “ maxtα1 ` β ` γ, α1 ` β ` δ, α2, lu et ϕprq :“ mintk P N | λk ě ru. Autrement
dit g vérifie un lemme de zéros polynomial.

Démonstration. Voir page 85. �
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Figure 1.2 – Illustration des conditions sur la distribution des valeurs figurant dans les
théorèmes 1.6.9 et 1.6.6. Les points bleus sont les éléments de Dpλd, a, gq tandis que les
points verts et rouges correspondent aux éléments de Dpνd,8, gq. Les pôles verts sont les
éléments de Ca. On représente également la géodésique hyperbolique passant par deux
points de Dpλd, a, gq et Ca et dont la distance hyperbolique est minimale.

Remarque 1.6.7. Le théorème 1.6.6 n’implique pas le théorème 1.6.3 lorsque g est une
fonction entière. En effet l’exposant figurant dans l’inégalité de 1.6.6 est a priori plus
grand que celui figurant dans l’inégalité de 1.6.3.

Remarque 1.6.8. Dans ce manuscrit nous utilisons la majoration de la borne de Bézout
Zdpr, gq du théorème 1.6.6 précédent pour deux classes de fonctions méromorphes et
transcendantes sur C.

• le premier cas est celui des fonctions méromorphes g PMpCq dont on connaît précisé-
ment la distribution des pôles dans le plan par rapport aux petites valeurs de g. Plus
précisément on dispose d’une minoration de la distance pseudo-hyperbolique entre les
fibres Dpλd, a, gq et Dpνd,8, gq dans Dνd et cette minoration est uniforme lorsque a
parcourt un arc de cercle A Ă S1. Les fonctions elliptiques que nous étudions dans la
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dernière section du chapitre 3 sont de ce type. Dans cette situation on prend pour Ca
tous les pôles de Dpνd,8, gq et n est nul,

• le second cas est celui des fonctions méromorphes g PMpCq pour lesquelles la valeur
8 est déficiente au sens où

npr,8, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

avec β P r0, 1r. (1.6.1)
Il est alors possible de prendre un petit ensemble Ca, voire l’ensemble vide et n est
négligeable devant d. Cette situation sera étudiée dans le chapitre 4. Notez que quitte
à remplacer la fonction g par la fonction 1

g´a , on peut supposer que ce sont les a-points
de g qui vérifie la condition 1.6.1.

La dernière situation qui n’est pas couverte par les deux cas décrits ci-dessus serait celui
d’une fonction méromorphe g sur C dont aucune valeur a P Ĉ ne présente la déficience
décrite par 1.6.1 et qui a tendance à atteindre toutes ces petites valeurs de plus en plus
proches de ses a-points. Cette dernière situation, si tant est qu’elle survienne, semble
difficile à étudier avec les méthodes que nous employons et ne sera pas explorée dans
cette thèse.

Notre majoration de la borne de Bézout Zdpr, gq dans le cas d’une fonction méromorphe
g sur le disque unité D s’énonce de la manière suivante.

Théorème 1.6.9. Soit g PMpDq une fonction transcendante. On suppose qu’il existe
cinq suites de réels pλdq, pνdq, pγdq, pδdq, pldq et des exposants α, β, γ, δ, l ě 0 tels que

@d P N, d´α ! log νd
λd
, T pνd, gq ! dβ , log γd " ´dγ , log δd " ´dδ et log ld " ´dl,

et une suite pAdq de boréliens de S1 de longueur ld telle que
@d P N, @a P Ad, DCa Ă Dpνd,8, gq tel que

diamd`npDpλd, a, gq,Dλdq ą γd et pνdpDpλd, a, gq, Caq ą δd,

avec n “ n̄pνd,8, gq ´#Ca. Alors
@r P r0, 1r, @d P N, Zdpr, gq ! pd_ ϕprqq1`3α`ε,

où ε “ maxtα` β ` γ, α` β ` γ, lu et ϕprq :“ mintk P N | λk ě ru. Autrement dit g
vérifie un lemme de zéros polynomial.

Démonstration. Voir page 87. �

Remarque 1.6.10. Dans les théorèmes 1.6.3, 1.6.4, 1.6.6 et 1.6.9 ci-dessus il est possible
d’affaiblir considérable l’hypothèse sur la taille des ensembles Ad. En effet, on montre
au chapitre 3 que les conclusions de ces théorèmes sont encore valables si les ensembles
Ad sont des boréliens de capacité logarithmique plus grande que γd ou des ensembles
dont le d-ième diamètre euclidien est plus grand que γd. Cette dernière hypothèse est
particulièrement faible puisqu’elle autorise que Ad soit un ensemble fini de cardinal plus
grand que d` 1.

Remarque 1.6.11. Bien que nous ne supposions pas que les suites pλdq et pνdq tendent
vers 1 dans 1.6.4 et 1.6.9 et vers l’infini dans 1.6.3 et 1.6.6, cela est conséquence des
hypothèses faites sur la distribution des petites valeurs de la fonction étudiée. En effet ces
conditions impliquent que le cardinal des ensembles Dpλd, a, gq tend vers l’infini lorsque
d tend vers l’infini.
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Lemmes de zéros généraux

Le théorème 1.3.15 de Coman et Poletsky affirme que sous des conditions de croissance de
la fonction maximum Mpr, gq, il est possible d’établir des lemmes de zéros polynomiaux
pour de grandes classes de fonctions g P OpCq. Il est naturel de chercher à étendre ce type
de résultats pour les fonctions méromorphes sur C ou le disque unité D. Nous démontrons
une extension du théorème 1.3.15 pour les fonctions g PMpCq en remplaçant la fonction
maximum Mpr, gq par la caractéristique de Nevanlinna T pr, gq. Nous obtenons un lemme
de zéros polynomial en supposant qu’il existe une valeur b P Ĉ qui est atteinte bien moins
souvent que les autres valeurs de la sphère de Riemann Ĉ par la fonction g et que la
croissance de la caractéristique de Nevanlinna T pr, gq est polynomiale.

Théorème 1.6.12. Soit g PMpCq une fonction transcendante, b P Ĉ et β P r0, 1
2 r.

On suppose que g vérifie l’une des hypothèses suivantes

• la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

lim
rÑ8

log T pr, gq
log r ą 0, lim

rÑ8

log T pr, gq
log r ă 8 et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe C1, C2 ą 1 et k ą 1 tels que
@r " 0, C1T pr, gq ď T pkr, gq ď C2T pr, gq et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe ρ ą 0 tel que T pr, gq — rρ et npr, b, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants α, γ ą 0 tels que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, gq ! T pr, gqγ _ dα.

De plus lorsque la seconde hypothèse est vérifiée, on peut prendre α “ 1 ` 1`β
1´β et

γ “ αρp1´βq
λ où λ “ logC1

k et ρ “ logC2
k . Lorsque la troisième hypothèse est vérifiée,

on peut prendre le même α et γ “ αp1´ βq.

Démonstration. Voir page 163. �

Remarque 1.6.13. En utilisant l’inégalité de Harnack 2.6.10, on montre que pour une
fonction g P OpCq transcendante les conditions de croissance portant sur la caractéristique
de Nevanlinna T pr, gq dans 1.6.12 sont équivalentes à

λ “ lim
rÑ8

log log`Mpr, gq
log r et ρ “ lim

rÑ8

log log`Mpr, gq
log r ,

De plus npr,8, gq étant identiquement nulle, la condition de déficience est satisfaite
lorsque b est 8.

Remarque 1.6.14. Le théorème 1.6.12 implique le théorème 1.3.15 de Coman et Po-
letsky. En effet la condition

C1mpr, gq ď mpkr, gq ď C2mpr, gq.

implique une condition du même type pour la caractéristique de Nevanlinna T pr, gq.
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Remarque 1.6.15. De très nombreuses fonctions entières satisfont les hypothèses du
théorème 1.6.12. En effet considérons une fonction g P OpCq de la forme

@z P C, gpzq “
8
ÿ

n“0
anz

n.

On suppose que

@n " 0, 0 ă lim
nÑ8

n logn
´ log |an|

ď lim
nÑ8

n logn
´ log |an|

ă 8.

Alors g satisfait les hypothèses du théorème 1.6.12.

Théorème 1.6.16. Soient g P MpDq une fonction transcendante28, b P Ĉ et β P
r0, 1

2 r. On suppose que g vérifie l’une des hypothèses suivantes

• la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

lim
rÑ1´

log T pr, gq
´ logp1´ rq ą 1, lim

rÑ1´
log T pr, gq
´ logp1´ rq ă 8 et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe C1, C2 ą 1 et k ą 1 tels que logC1 ą k et
@r " 0, C1T p1´ 1

r , gq ď T p1´ 1
kr , gq ď C2T p1´ 1

r , gq et npr, b, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe ρ ą 1 tel que T p1´ 1
r , gq — rρ et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants α, γ ą 0

@d P N, @r P r0, 1r, Zdpr, gq ď T pr, gqγ _ dα.

De plus lorsque la deuxième hypothèse est vérifiée, on peut prendre α “ 1 ` 1`β
1´β `

2
λp1´βq et γ “

αρp1´βq
λ où λ “ logC1

k et ρ “ logC2
k . Lorsque la troisième hypothèse est

vérifiée, on peut prendre le même α et γ “ αp1´ βq.

Démonstration. Voir page 165. �

Exemple 1.6.17. De très nombreuses fonctions de OpDq satisfont les conditions du théo-
rème 1.6.16 ci-dessus. En effet considérons une fonction g P OpDq dont le développement
en série de Taylor en l’origine est de la forme

@z P D, gpzq “
8
ÿ

n“0
anz

λn ,

où pλnq est une suite strictement croissante d’entiers et an ­“ 0 et telles que

lim
nÑ8

log λn
log λn ´ log`log`|an|

ă 8 et lim
nÑ8

log λn´1

log λsn ´ log`log`|asn |
ą 3, (1.6.2)

où psnq est une suite d’entiers strictement croissante. Alors g satisfait les hypothèses du
théorème 1.6.16. En effet d’après le théorème 2.3.17, la limite supérieure de 1.6.2 est
exactement ρ ` 1 où ρ est l’ordre supérieur de g dans D tandis que la limite inférieure
de 1.6.2 est majorée par λ` 1 où λ est l’ordre inférieur de g dans D d’après le théorème
2.3.18.
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Remarque 1.6.18. Les exemples de 1.6.17 montrent qu’il existe des séries entières de
lacunes arbitrairement grandes et vérifiant un lemme de zéros polynomial. En effet soit
φ : NÑ N une fonction telle que @n P N, φpnq ą n et pλnq une suite d’entiers telle que

@n P N, λn`1 ě φpλnq.

On définit la suite panq par

@n P N, an :“ eλ
q´1
q

n avec q ą 2.

Alors la série
ř8

n“0 anz
λn vérifie la condition 1.6.2 avec sn “ n ´ 1. En choisissant

φpnq “ en, on obtient ainsi des séries lacunaires ne satisfaisant pas les conditions du
théorème 1.3.10 de Comte et Yomdin mais vérifiant un lemme de zéros polynomial pour
autant. À l’inverse une série lacunaire dont les coefficients de Taylor sont bornés peut
vérifier le théorème 1.3.10 tandis qu’une telle série ne peut vérifier la seconde partie de la
condition 1.6.2.

Lemme de zéros polynomiaux pour une suite de degrés
Le théorème 1.3.16 affirme en particulier qu’une fonction entière transcendante et d’ordre
fini vérifie un lemme de zéros polynomial pour une suite de degrés. On obtient un théorème
similaire au théorème 1.3.16 sous la condition que g est d’ordre inférieur strictement positif
mais sans contrainte sur l’ordre supérieur. Qui plus est le théorème 1.6.19 ci-dessous
s’étend aux fonctions méromorphes ayant peu de pôles.

Théorème 1.6.19. Soient g PMpCq une fonction transcendante, b P Ĉ et β P r0, 1
2 r.

On suppose que

lim
rÑ8

log T pr, gq
log r ą 0 et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

Alors il existe un exposant α ě 2 et une suite pJnq d’intervalles de r0,8r et une
fonction j : r0,8r Ñ N strictement croissante tels que

@r ą 0, @n ě jprq, @d P Jn, Zdpr, gq ! dα et λ1pJnq Ñ 8.

Démonstration. Voir page 161. �

En utilisant une méthode similaire, on obtient le résultat suivant pour les fonctions
méromorphes sur le disque D.

Théorème 1.6.20. Soient g PMpDq une fonction transcendante, b P Ĉ et β P r0, 1
2 r.

On suppose que

lim
rÑ8

log T pr, gq
´ logp1´ rq ą 1 et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

Alors il existe un exposant α ě 2 et une suite pJnq d’intervalles de r0,8r et une
fonction j : r0, 1r Ñ N strictement croissante tels que

@r P r0, 1r, @n ě jprq, @d P Jn, Zdpr, gq ! dα et λ1pJnq Ñ 8.

Démonstration. Voir page 163. �
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Exemples de lemmes de zéros

Les critères d’établissement de lemmes de zéros exposés dans la section précédentes per-
mettent également de démontrer des lemmes de zéros pour certaines classes de fonctions
holomorphes ou méromorphes qui ne satisfont pas les hypothèses des théorèmes 1.6.12 et
1.6.16.

Fonctions elliptiques et fuchsiennes Il est connu que les fonctions elliptiques de
Weierstraß satisfont un lemme de zéros polynomial. Plus précisément pour tout réseau Λ
de C, il existe une constante CΛ ą 0 telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, ℘Λq ď CΛpd
2 ` r2dq, (1.6.3)

où ℘Λ est la fonction de Weierstraß associée au réseau Λ. Voir [78, Ex. 22.21]. En appli-
quant le théorème 1.6.6, on obtient un lemme de zéros polynomial pour toutes les fonctions
elliptiques non constantes et non seulement les fonctions elliptiques de Weierstraß.

Définition 1.6.21 (Fonction elliptique). Une fonction g PMpCq est dite elliptique s’il
existe ω1, ω2 P C linéairement indépendants sur R tels que

@z P C, gpzq “ gpz ` ω1q “ gpz ` ω2q.

De plus ω1Z‘ ω2Z est appelé le réseau des périodes de g.

Corollaire 1.6.22. Soit g P MpCq une fonction elliptique non constante. Alors
g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une constante
explicite C ą 0 telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, gq ď Cpdrq2.

Démonstration. Voir page 117. �

Dans [57], Jones et Schmidt démontrent que les fonctions elliptiques de Weierstraß
sont semi-pfaffiennes par morceaux. Ils en déduisent le lemme de zéros 1.6.23 ci-dessous
pour les fonctions elliptiques de Weierstraß avec une constante indépendante du réseau
contrairement à la constante CΛ de la borne 1.6.3.

Théorème 1.6.23 (Jones-Schmidt - [57]). Soient Λ “ Zω1‘Zω2 un réseau de C et ℘Λ la
fonction elliptique de Weierstraß associée à ce réseau. Pour tout polynôme P P Cďdrz, ws
non nul, le nombre de zéros avec multiplicité de P pz, ℘Λpzqq dans le parallélogramme
fondamental de Λ suivant

!

rω1 ` tω2 | r, t P r0, 1r, r2 ` t2 ­“ 0
)

,

est au plus 7, 5373ˆ 104d11 pourvu que d ě 20.

Néanmoins la constante C du corollaire 1.6.22 dépend a priori du réseau des périodes
Λ de la fonction elliptique, y compris lorsque l’on se restreint aux fonctions elliptiques
de Weierstraß. Plus précisément la constante C dépend a priori de la distance des pôles
de g, c’est-à-dire des éléments de Λ, aux petites valeurs de g et de l’ordre de la fonction
elliptique.

On montre également que toute fonction fuchsienne non constante vérifie un lemme de
zéros polynomial. Rappelons les définitions de groupe fuchsien et de fonction fuchsienne.
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Définition 1.6.24 (Groupe fuchsien - [60]). Un sous-groupe Γ Ă MobpĈq est dit fuchsien
pour un disque ∆ Ă Ĉ si ce dernier est laissé invariant par l’action de Γ sur la sphère Ĉ
et si l’action induite par Γ sur ∆ est proprement discontinue. C’est-à-dire que pour tout
compact K Ă ∆, l’ensemble

 

g P Γ | pg ¨Kq XK ­“ H
(

,

est fini. On dit de plus que Γ est cocompact lorsque ∆{Γ est compact.

Définition 1.6.25 (Fonction fuchsienne). Une fonction g P MpDq est dite fuchsienne
s’il existe un groupe fuchsien Γ de D dont l’action sur D laisse invariante la fonction g.
Autrement dit @γ P Γ, @z P D, gpγ ¨ zq “ gpzq.

Corollaire 1.6.26. Soient Γ Ă MobpDq un groupe cocompact et g PMpDq une fonc-
tion non constante et invariante par Γ. Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial.
Plus précisément, il existe une constante explicite C ą 0 telle que

@d P N, @r P r0, 1r, Zdpr, gq ď
Cd6

1´ r .

Démonstration. Voir page 119. �

Les fonctions sigma On montre que toute fonction sigma et zeta de Weierstrass sa-
tisfait un lemme de zéros polynomial. Rappelons les définitions de ces deux classes de
fonctions.

Définition 1.6.27 (Fonctions de Weierstraß – [65, p. 239]). Soit Λ un réseau de C. La
fonction sigma de Weierstraß associée à Λ est définie par

@z P C, σΛpzq :“
ź

wPΛzt0u

´

1´ z

w

¯

e
z
w`

1
2 p

z
w q

2
.

et la fonction zêta de Weierstraß associée à Λ est définie comme la dérivée logarithmique
de σΛ. Autrement dit

@z P C, ζΛpzq :“ σ1Λpzq

σΛpzq
“

1
z
`

ÿ

wPΛzt0u

1
z ´ w

`
1
w
`

z

w2 .

Corollaire 1.6.28. Soit Λ un réseau de C. Alors la fonction sigma de Weierstraß
associée à Λ satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une
constante C ą 0 telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, σΛq ď Cpd_ rq2.

Démonstration. Voir page 169. �

Corollaire 1.6.29. Soit Λ un réseau de C. Alors la fonction zêta de Weierstraß
associée à Λ satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une
constante C ą 0 telle que

@ε ą 0, @d P N, @r ą 0, Zdpr, ζΛq ď Cpd_ r2q2`ε.
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Démonstration. Voir page 171. �

Lemme de zéros en moyenne En appliquant le théorème de Stoll 1.5.12, on obtient
la proposition 1.6.30 ci-dessous.

Proposition 1.6.30 (Lemme de zéros en moyenne). Soient f P OpCq une fonction
transcendante, d P N˚ et P P Cďdrz, ws non nul tels que fp0q “ 1 et P p0q “ 0. Alors

@R ą 0, @r P r0, Rr,
ż 8

1
Npr, Puf q

du

u2 ď d

ˆ

R

R´ r

˙2
log`Mp2e2R, fq,

où Pupz, wq “ P puz, uwq. En particulier pour tout P P Cdrz, ws non nul

@R ą 0, @r P r0, Rr, Npr, Pf q ď d

ˆ

R

R´ r

˙2
log`Mp2e2R, fq.

Démonstration. Voir page 189. �

Interpolations et comptages des points algébriques
Nous démontrons dans le chapitre 5 que l’existence de lemmes de zéros polynomiaux pour
une fonction méromorphe implique que celle-ci a très peu de points algébriques de hauteur
et de degré borné. Ce résultat était déjà connu pour les fonctions holomorphes depuis la
publication [77] par Masser sur les points rationnels de la fonction zêta.

Lemme d’interpolation avec évitement
Dans le chapitre 5 nous nous intéressons aux liens entre les lemmes de zéros et le comptage
des points algébriques dans des graphes analytiques. Une méthode classique de la théorie
des nombres transcendants est la construction de fonctions auxiliaires. Dans notre situa-
tion les fonctions auxiliaires sont polynômes d’interpolations à coefficients dans un corps
de nombres K ou dans le corps Q. L’un des principes de base de la théorie des nombres
transcendants est la construction de fonctions auxiliaires. Bien souvent ces fonctions sont
des polynômes à coefficients dans un corps. Afin de réduire le problème du comptages
des points algébriques de hauteur bornée dans le graphe d’une fonction univariée g à un
lemme de zéros, il suffit d’être capable d’interpoler ces points algébriques par une petite
famille de polynôme P P Cďdrz, ws dont le degré d est majorée par une constante connue.
Une première méthode due à Pila et Bombieri consiste à réduire d’existence des poly-
nômes précédents à la non annulation de mineurs de certaines matrices. La méthode du
déterminant de Pila-Bombieri fonctionne dès lors que l’ensemble X est paramétrée par des
fonctions de classes C8 dont les dérivées sont bornées uniformément. Dans l’article [77],
Masser propose une autre méthode pour les fonctions holomorphes

Lemme 1.6.31 (Interpolation de Masser - [77]). Soient g P ApDRq et r P R tels que
0 ă r ă R. Notons Xr le graphe de g restreint à Dr. Pour tout k P N˚ et ε ą 0 tels que?

8kε ă 1, il existe une suite pSdq de familles finies de polynômes non-nuls de Zrz, ws
telle que

• l’ensemble XrpQk, edq est contenu dans une hypersurface définie par un polynôme de
Sd,
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• les polynômes de Sd ont un type contrôlé. Plus précisément

@P P Sd, degpP q ! d

ε log d et hpP q !
d2

ε log d ,

• le cardinal de la famille Sd est un grand O de
ˆ

R

R´ r

˙2
max

 

R,MpR, gq
(ε
dε.

Les constantes omises ne dépendent que du degré k et sont explicites.

Dans la suite le K-espace vectoriel Kdrw0, . . . , wms des polynômes homogènes de degré
homogène d est muni d’une structure de K-variété affine de dimension L :“ Lm`1pdq via
l’isomorphisme entre ce dernier et KL induit par l’ordre lexicographique sur les monômes.
Ainsi un fermé Zariski de Kdrw0, . . . , wms est un ensemble de solutions d’un système
d’équations algébriques portant sur les coefficients du polynôme. Avant de pouvoir énoncer
notre théorème d’interpolation nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 1.6.32. Soit K un sous-corps de C. Une K-suite d’évitement est une suite
croissante pEdq de K-variétés algébriques telle que pour tout d P N

• la variété algébrique Ed est une sous-variété fermée de Kdrw0, . . . , wms,

• la dimension de Krull des Ed ne croît pas trop vite en comparaison de la dimension de
Krull de Kďdrw0, . . . , wms. Plus précisément, il existe un exposant α ą 0 tel que

1´ dimpEdq
Lm`1pdq

"
1
dα
,

où dim désigne la dimension de Krull,

• la croissance du degré des variétés Ed n’est pas trop rapide. Plus précisément, il existe
un exposant β P r0,8s tel que

log degpEdq ! dβ , (1.6.4)

où deg désigne le degré de la variété Ed. Lorsque β “ 8, la minoration 5.3.1 n’impose
aucune contrainte sur le degré des variétés Ed.

On dit de plus que la K-suite d’évitement pEdq est de format pα, βq.

Exemple 1.6.33. On considère pour tout d P N˚ une famille finie Vd,1, . . . , Vd,jd de
sous-K-espaces vectoriels de Kdrw0, . . . , zms telles que

@d P N, 1´ dimKpVd,jq

Lm`1pdq
"

1
dα

et log jd ! dβ ,

avec α ą 0 et β P R. On construit une famille pEdq de fermés de Zariski de Kdrw0, . . . , zms
dont lesK-points sont exactement les éléments de

Ť

j Vd,j en faisant le produit d’équations
linéaires définissant les espaces vectoriels Vd,j . On obtient ainsi une K-suite d’évitement
pEdq telle que dimpEdq ď maxj dimKpVd,jq et degpEdq ď Lm`1pdqjd. Cette suite d’évite-
ment est donc de format pα, βq.

Notation 1.6.34. Soit g :“ pg0, . . . , gmq PMpDRq
m`1. On note

MpR, gq “ sup
zPBDR

}gpzq} et T pR, gq “

ż 2π

0
log`}gpReiθq} dθ2π `NpR,8, gq,
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où }x} “ maxt|xi| | i P t0, . . . ,muu. Pour tout r,R P R tels que 0 ă r ă R, on note

Φ2
εpr,R, gq “

ˆ

R

R´ r

˙2
exp

"

ε
R` r

R´ r
T pR, gq

*

.

De plus lorsque g P OpDRq
m`1, on note

Φ1
εpr,R, gq “

ˆ

R

R´ r

˙2
maxt1,MpR, gquε

Notation 1.6.35. Soient K un sous-corps de C et g PMpDRqm`1. Pour tout d P N, on
note V Kd pgq :“

 

P P Kdrw0, . . . , wms | P ˝ g ” 0
(

.

Théorème 1.6.36. Soient K Ă C un corps, m P Ně2

g :“ pg0, . . . , gmq PMpDRq
m`1

,

et r P R tel que 0 ă r ă R. Soient pEdq une K-suite d’évitement de format pα, βq et
φ : N Ñ R˚` une fonction croissante. On note Xr l’image de Dr par g. On suppose
que

α ă m´ 1, lim
dÑ8

log φpdq
log d ď m´ 1´ α et @d P N, V Kd pgq Ă Ed.

Alors

• on suppose que K est un corps de nombres, α ` β ď m et @j P t0, . . . ,mu, gj P
ApDRq. Alors pour tout ε ą 0 et d P N, l’ensemble XrpK, eφpdqq est interpolé par
une famille Sd de polynômes de Kdrw0, . . . , wmszEd telle que

#Sd ! Φ1
εpr,R, gq et @P P Sd, hpP q ! dα`1φpdq ` dβ ,

• on suppose que K est un corps de nombres et α ` β ď m. Alors pour tout ε ą 0
et d P N, l’ensemble XrpK, eφpdqq est interpolé par une famille Sd de polynômes de
Kdrw0, . . . , wmszEd telle que

#Sd ! Φ2
εpr,R, gq et @P P Sd, hpP q ! dα`1φpdq ` dβ ,

• on suppose que K “ Q et @j P t0, . . . ,mu, gj P ApDRq. Alors pour tout ε ą 0,
k P N˚ et d P N, l’ensemble XrpQk, eφpdqq est interpolé par une famille Sd de
polynômes de Qdrw0, . . . , wmszEd telle que

#Sd ! Φ1
εpr,R, gq et @P P Sd, hpP q ! dα`1φpdq,

• on suppose que K “ Q. Alors pour tout ε ą 0, k P N˚ et d P N, l’ensemble
XrpQk, eφpdqq est interpolé par une famille Sd de polynômes de Qdrw0, . . . , wmszEd
telle que

#Sd ! Φ2
εpr,R, gq et @P P Sd, hpP q ! dα`1φpdq.

Les constantes omises ne dépendent pas de g, d, r et R mais dépendent de ε.

Démonstration. Voir page 187. �

Remarque 1.6.37. Lorsque K est un corps de nombres, on peut appliquer au choix
l’une des deux premières interpolations du théorème 1.6.36 ou l’une des deux dernières
interpolations de celui-ci. Dans le premier cas il est nécessaire pour appliquer 1.6.36 que
les degrés des fermés de Zariski Ed soient majorés par une expression de la forme eCdβ et la
borne de la hauteur des polynômes d’interpolation obtenus dépend de l’exposant β. Dans
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le second cas les polynômes d’interpolations obtenus ne sont pas a priori à coefficients
dans le corps de nombres K mais ces coefficients sont toutefois algébriques et de hauteur
contrôlée.

Remarque 1.6.38. Soit f P ApDRq une fonction transcendante. On pose m “ 3, g0pzq “
1, g1pzq “ z, g2pzq “ fpzq, g “ pg0, g1, g2q et pEdq la suite pV Kd pgqq. Or l’espace vectoriel
V Kd pgq est nul pour tout d P N. En effet, soit P P Kdrw0, w1, w2s un polynôme de la forme

@w P C3, P pwq “
ÿ

|I|“d

λIw
I “

ÿ

i1`i2ďd

λd´i1´i2,i1,i2w
d´i1´i2
0 wi11 w

i2
2 .

Or P P V Kd pgq si et seulement si z ÞÑ P p1, z, fpzqq est identiquement nulle. D’où P ” 0.
Donc on peut appliquer la troisième interpolation du théorème 1.6.36 à la fonction g et la
Q-suite d’évitement nulle pour obtenir le lemme d’interpolation de Masser 1.6.31. Pour
cela on considère la fonction φ : NÑ R` définie par

@d P Ně2, φpdq :“ Φ
ˆ

d

ε log d

˙

et φp0q “ φp1q “ 1.

où Φ : r eε ,8rÑ re,8r est la fonction inverse de x ÞÑ x
ε log x . Contrairement au lemme de

Masser 1.6.31, le nombre d’hypersurfaces algébriques de Sd est majorée par une borne
indépendante du degré d.

Exemple 1.6.39. Soient g P OpDRqm et pEdq une suite d’évitement de format pα, βq avec
α ă m´ 1. Alors pour tout B ą e, l’ensemble ΓgrpQk, Bq est contenu dans une famille S
de Q-hypersurfaces algébriques telle que

#S ! Φ1
εpr,R, gq et @P P S, hpP q ! plogBqγ avec γ “ m´ 1

m´ 1´ α.

En effet il suffit d’appliquer la troisième interpolation du théorème 1.6.36 en posant
φpdq “ dm´1´α et le degré dpBq “ rlogBs

1{pm´1´αq. On obtient des résultats similaires
en appliquant les trois autres interpolations du théorème 1.6.36.

Remarque 1.6.40. Il n’est pas possible de remplacer dans l’énoncé du théorème 1.6.36
la condition m ě 2 par m ě 1. En effet, on montre dans la section 5.4 que si une
telle interpolation était possible alors le nombre NKpΓgr , Bq serait majorée par une borne
logarithmique dès lors que Γgr est le graphe d’une fonction g entière et transcendante. Or
le théorème de Surroca 1.2.12 affirme qu’une telle borne n’existe pas en général.

Bornes logarithmiques
Les corollaires ci-dessous sont conséquences des lemmes de zéros polynomiaux énoncés
dans les sections précédentes et de la proposition 1.3.4. On rappelle que l’on note Γg le
graphe de g et ΓgK le graphe de g restreint à un compact K de son domaine de définition.

Corollaire 1.6.41. Soient g P MpCq, β P r0, 1
2 r et k P N˚. On suppose que la

caractéristique de Nevanlinna de g satisfait les trois conditions suivantes

λ :“ lim
rÑ8

log T pr, gq
log r ą 0, ρ :“ lim

rÑ8

log T pr, gq
log r ă 8 et Npr,8, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

Alors il existe un exposant α ą 0 tel que pour tout K Ť C
@B ą e, NkpΓgK , Bq ! plogBqα.

De plus la dépendance de la constante en K peut être explicitée.
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Corollaire 1.6.42. Soient g PMpDq, β P r0, 1
2 r et k P N

˚. On suppose que g vérifie
l’une des hypothèses suivantes

• la fonction g est holomorphe et la fonction maximum Mpr, gq vérifie

λ :“ lim
rÑ1´

log log`Mpr, gq
´ logp1´ rq ą 1 et ρ :“ lim

rÑ1´
log log`Mpr, gq
´ logp1´ rq ă 8,

• la caractéristique de Nevanlinna de g satisfait les trois conditions suivantes

λ :“ lim
rÑ1´

logj T pr, gq
´ logp1´ rq ą 0 et ρ :“ lim

rÑ1´

logj T pr, gq
´ logp1´ rq ă 8,

et npr,8, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

Alors il existe un exposant α ą 0 tel que pour tout K Ť D
@B ą e, NkpΓgK , Bq ! plogBqα.

De plus la dépendance de la constante en K peut être explicitée.

Corollaire 1.6.43. Soient g PMpCq une fonction elliptique non constante et k P N˚.
Alors pour tout K Ť C

@B ą e, NkpΓgK , Bq ! plogBq2.
De plus la dépendance de la constante en K peut être explicitée.

Remarque 1.6.44. Lorsque les invariants g2 et g3 de la fonction elliptique ℘Λ sont
algébriques, nous avons vu que le théorème de Schneider-Lang 1.1.5 implique que l’image
d’un nombre algébrique non nul par ℘Λ est non nul. Dans ce cas la borne du corollaire
1.6.43 ci-dessus est très grossière. Cependant il existe des fonctions elliptiques prenant
une infinité de points algébriques. En effet le théorème d’Abel [36, Th. V.6.1] affirme
que pour tout réseau Λ de C et k P N˚, a1, . . . , ak, b1, . . . , bk P C tels que aucun ai n’est
congru à un bj modulo Λ et

a1 ` . . .` ak ” b1 ` . . .` bk mod Λ,
il existe une fonction elliptique g ayant un zéro en chaque ai et un pôle en chaque bi. En
supposant de plus que Λ admet une base tω1, ω2u Ă Q, on constate que le graphe de g
contient les points algébriques

 

paj ` nω1 `mω2, 0q | n,m P Z, j P t1, . . . , ku
(

. (1.6.5)
Or d’après la proposition 5.2.2 pour une certaine constante C ą 0

@j P t1, . . . , ku, @n,m P N, Hpaj ` nω1 `mω2q ! Cn_m.

Donc NkpΓg, Bq " plogBq2. Cependant l’ensemble 1.6.5 n’est pas contenu dans un com-
pact. À ce jour, on ne sait pas s’il existe des fonctions elliptiques ayant beaucoup de points
algébriques de hauteur bornée dans un compact de son graphe.

Corollaire 1.6.45. Soient g PMpDq une fonction fuchsienne non constante et k P
N˚. Alors pour tout K Ť D

@B ą e, NkpΓgK , Bq ! plogBq6.
De plus la dépendance de la constante en K peut être explicitée.
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Dans [59], Jones et Thomas étudient les points algébriques de la fonction zêta de
Weierstraß grâce à la théorie des fonctions pfaffiennes. En particulier ils obtiennent
l’énoncé suivant.

Théorème 1.6.46 (Jones - Thomas - [59, Th. 1.3]). Soit Λ un réseau de C. Alors il
existe une base tω1, ω2u de Λ telle que pour tout k P N, il existe une constante effective
C ą 0 telle que

@B ą e, NkpΓζΛ∆ , Bq ď CplogBq15,

où ∆ est un disque centré en ω1`ω2
4 de rayon strictement positif ne dépendant que de ω1

et ω2.

Nous obtenons dans le corollaire 1.6.47 suivant une borne logarithmique pour les
graphes des fonctions σΛ et ζΛ restreintes à n’importe quel compact de C. Notre ex-
posant est également meilleur que celui figurant dans l’énoncé 1.6.46 pour la fonction ζΛ
et est valable pour n’importe quel compact du plan.

Corollaire 1.6.47. Soit Λ un réseau de C. Alors pour tout K Ť C
@B ą e, NkpX σΛ

K , Bq ! plogBq2,
et

@ε ą 0, @B ą e, NkpX ζΛK , Bq ! plogBq2`ε.
De plus la dépendance de la constante en K peut être explicitée.
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Chapitre 2

Pré-requis

Ce chapitre contient des résultats classiques de théorie du potentiel dans le plan C et de
théorie de Nevanlinna en une variable complexe que nous utilisons à plusieurs reprises
dans les prochains chapitres. On développe également plusieurs notions qui nous serons
très utiles.

• les exhaustions greeniennes d’un domaine greenien, voir la proposition 2.2.5,

• les indices de Bernstein holomorphes et méromorphes sur un domaine greenien, voir la
définition 2.4.1,

• la majoration des bornes de Bézout sur un domaine régulier1 par les indices de Bern-
stein holomorphes et méromorphes, voir les propositions 2.5.19 et 2.5.20. Ces résultats
montrent qu’une majoration des indices de Bernstein conduisent à des lemmes des zéros
dans ces domaines,

• une extension du théorème de Cartan pour la caractéristique de Nevanlinna aux do-
maines réguliers, voir la proposition 2.6.16 et le théorème 2.6.11 pour l’énoncé de Car-
tan.

2.1 Théorie du potentiel

L’un des outils de base de la théorie du potentiel est le principe du maximum qui étend
le principe du même nom en analyse complexe aux fonctions sous-harmoniques. Nous
aurons besoin du principe du maximum étendu qui autorise d’ignorer un sous-ensemble
polaire du bord du domaine.

Définition 2.1.1 (Ensemble polaire – [93, Th. 3.5.1]). Un ensemble E Ă C est dit
polaire2 s’il existe un ouvert U et une fonction u P SHpUq tels que

E Ă
 

z P U | upzq “ `8
(

.

Autrement dit E est contenu dans l’ensemble des pôles d’une fonction sous-harmonique.

Théorème 2.1.2 (Principe du maximum étendu – [93, Th. 3.6.9]). Soient Ω un domaine
de C dont le bord n’est pas polaire et u P SHpΩq une fonction majorée sur Ω. On suppose
qu’il existe un ensemble polaire E Ă BΩ tel que

@ξ P BΩzE, lim
zÑξ

upzq ď 0.

1Voir la définition 2.2.1. Par exemple tous les domaines de Jordan multiconnexes sont de ce type.
2Il existe une définition plus générale d’ensemble polaire mais nous n’aurons pas besoin d’une telle géné-
ralité. Voir [93, Déf 3.2.2] pour une définition plus générale.
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Alors u ď 0 sur Ω.

Fonctions de Green
Définition 2.1.3 (Fonction de Green – [93]). Une fonction de Green du domaine Ω Ă Ĉ
est une application gΩ : Ωˆ Ω Ñ s´8,`8s telle que pour tout w P Ω

• la fonction gΩp¨, wq est harmonique sur Ωztwu et bornée en dehors de tout voisinage de
w,

• la fonction gΩp¨, wq admet un pôle logarithmique en w. Plus précisément gΩpw,wq “ `8
et l’asymptotique de gΩp¨, wq en w est donnée par

gΩpz, wq “

$

&

%

log |z| `Op1q w “ 8

´ log |z ´ w| `Op1q w ­“ 8
,

• la fonction gΩp¨, wq tend vers zéro en s’approchant du bord du domaine en dehors d’un
ensemble négligeable de points de BΩ. Autrement dit gΩpz, wq Ñ 0 lorsque z Ñ ξ avec
ξ P BΩzE où E est un ensemble polaire.

On dit que Ω est un ensemble greenien lorsqu’il admet une fonction de Green. La fonction
gΩp¨,8q sera appelée la fonction de Green de Ω avec un pôle à l’infini.

Lorsque le bord du domaine Ω n’est pas polaire alors ce dernier est un ensemble gree-
nien. La réciproque est vraie3.

Théorème 2.1.4 ([93, Th. 4.4.2]). Soit Ω un domaine de C dont le bord n’est pas polaire.
Alors Ω admet une unique fonction de Green.

Le principe de subordination 2.1.5 ci-dessous est une reformulation du principe du
maximum des fonctions harmoniques appliqué à la fonction de Green.

Théorème 2.1.5 (Principe de subordination – [93, Th. 4.4.4]). Soient Ω,Υ Ă Ĉ deux
domaines greeniens et h : Ω Ñ Υ une fonction méromorphe. Alors

@z, w P Ω, gΥphpzq, hpwqq ě gΩpz, wq.

De plus cette inégalité est une égalité lorsque h est une application conforme de Ω sur Υ.

Théorème 2.1.6 ([93, Th. 4.4.3, Th. 4.4.8] et [4, Th. 4.1.9]). Soit Ω Ă Ĉ un domaine
greenien. Alors

@z, w P Ω, gΩpz, wq ą 0 et gΩpz, wq “ gΩpw, zq.

De plus gΩ est continue sur Ωˆ Ω.

Corollaire 2.1.7. Soit Ω Ă C un domaine greenien. Alors il existe une fonction H P

HpΩˆ Ωq positive telle que
@z, w P Ω, gΩpz, wq “ ´ log |z ´ w| ´Hpz, wq.

En particulier H est analytique réelle sur Ωˆ Ω.

Démonstration. Il existe une fonction H : Ωˆ Ω Ñ R telle que
@z, w P Ω, gΩpz, wq “ ´ log |z ´ w| ´Hpz, wq,

et H est harmonique en z et w. D’après le théorème 2.1.6 ci-dessus, la fonction gΩ est
continue sur Ωˆ Ω et donc H également. Donc d’après [4, Cor. 3.3.7], la fonction H est
harmonique sur Ω ˆ Ω et donc analytique réelle sur Ω ˆ Ω d’après le théorème [4, Th.
1.8.5]. �
3Voir l’exercice 1 de [93, p. 115].
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Capacités
Nous serons amenés dans les chapitres ultérieurs à estimer la taille du lieu où des fonctions
méromorphes et en particulier des polynômes restent proches de certaines valeurs de Ĉ.
Plutôt qu’avoir recours à la mesure de Lebesgue pour estimer et comparer la taille de
ces lieux, il s’avèrera plus pratique d’employer les notions de capacité logarithmique ou
harmonique. Bien que ces capacités ne soient pas des mesures au sens usuel de la théorie de
l’intégration de Lebesgue, ils n’en reste pas moins qu’elle sont croissantes pour l’inclusion
ce qui est suffisant pour nos applications. Dans la suite on note PpKq l’ensemble des
mesures de probabilité boréliennes sur C dont le support est contenu dans le compact K.

Capacité logarithmique

Définition 2.1.8 (Capacité logarithmique – [93, Déf. 5.1.1]). Soit K un compact de C.
Pour tout µ P PpKq, on définit le potentiel logarithmique Pµ associé à µ par

Pµpzq :“
ż

C
log |z ´ w|dµpwq,

et l’énergie potentielle Ipµq associée à µ définie par

Ipµq :“
ż

C
Pµpzqdµpzq “

ż

C

ż

C
log |z ´ w|dµpzqdµpwq.

La capacité logarithmique de K est définie par

cappKq :“ sup
!

eIpµq | µ P PpKq
)

.

Une mesure ν P PpKq telle que cappKq “ eIpνq est appelée une mesure d’équilibre de K.

Le théorème 2.1.9 suivant affirme que la capacité logarithmique d’un compact est tou-
jours atteinte par une unique mesure borélienne de PpKq.

Théorème 2.1.9 ([93, Th. 3.3.2] et [93, Th. 3.7.6]). Tout compact K de C admet une
mesure d’équilibre. De plus si K n’est pas polaire, cette mesure d’équilibre est unique et
son support est contenu dans BeK.

Le théorème 2.1.10 ci-dessous est surnommé le théorème fondamental de la théorie du
potentiel.

Théorème 2.1.10 (Frostman – [93, Th. 3.3.4]). Soient K un compact de C qui n’est pas
polaire et νK la mesure d’équilibre de K. Alors il existe E Ă K tel que cappEq “ 0 et

@z P C, PνK pzq ě IpνKq et @z P KzE, PνK pzq “ IpνKq.

Une propriété remarquable de la capacité logarithmique est que la capacité logarith-
mique de l’image réciproque d’un compact par un polynôme est facile à calculer.

Théorème 2.1.11 ( [93, Th. 5.2.5]). Soient K Ă C un compact et P P Cďdrzs de
coefficient dominant a. Alors

cappP´1pKqq “

ˆ

cappKq
|a|

˙d

.

La capacité logarithmique peut être vu comme un intermédiaire entre la mesure de
Lebesgue et le diamètre d’un ensemble. Lorsque l’ensemble est connexe, sa capacité loga-
rithmique est comparable à son diamètre.
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Proposition 2.1.12 (Inégalité de Faber – [93]). Soit K Ă C un compact connexe. Alors
diampKq

4 ď cappKq ď diampKq
2 .

L’inégalité de Faber est précise puisque la borne inférieure est atteinte par les intervalles
tandis que la borne supérieure est atteinte par les disques. Afin de minorer certaines ca-
pacités logarithmiques nous utilisons le théorème 2.1.13 ci-dessous qui réduit ce problème
à une minoration de la mesure de Lebesgue d’une partie de R ou S1.

Théorème 2.1.13 ([42, th. 4.5] et [93, th. 5.3.1]). Soient E Ă C, α,C ą 0 et ψ : E Ñ C
une application telle que pour tout z, w P E, |ψpzq ´ ψpwq| ď C|z ´ w|α4. Alors

cappψpEqq ď CcappEqα.

En particulier, la projection circulaire E˚ de E sur R définie par E˚ :“
 

|z| | z P E
(

vérifie

cappEq ě cappE˚q ě λ1pE
˚q

4 .

Lors de la démonstration du théorème 2.1.4 figurant dans [93], l’auteur démontre la
formule ci-dessous.

Proposition 2.1.14 ([93]). Soit K Ă C un compact non polaire. Alors

@z P CzK, gCzKpz,8q “ log 1
cappKq ` PνK pzq “ log 1

cappKq `
ż

K

log |z ´ ξ|dνKpξq,

où νK est la mesure d’équilibre du compact K.

Condenseur et capacité

Définition 2.1.15 (Énergie et capacité – [100, Chap. II]). Soient Ω Ă C un domaine
greenien, K Ť Ω un compact et µ P PpKq. Le potentiel greenien, noté UµΩ, associé à la
mesure µ est défini par

UµΩpzq :“
ż

C
gΩpz, wqdµpwq,

et l’énergie de Green de µ relativement à Ω est définie par

IΩpµq :“
ż

C
UµΩpzqdµpzq “

ż

C

ż

C
gΩpz, wqdµpzqdµpwq.

La capacité harmonique du compact K relativement à Ω est définie par

V Ω
K :“ inf

 

IΩpµq | µ P PpKq
(

.

Théorème 2.1.16 (Mesure d’équilibre – [100, Chap. II Th. 5.10]). Soient Ω Ă C un
domaine greenien et K Ť Ω un compact. Alors il existe une unique mesure νΩ

K P PpKq
telle que V Ω

K “ IΩpν
Ω
Kq. Cette mesure νΩ

K est appelée la mesure d’équilibre greenienne de
F dans Ω.

Théorème 2.1.17 (Frostman – [100, Chap. II Th. 5.11]). Soient Ω Ă C un domaine
greenien, K Ť Ω un compact tel que cappKq ą 0 et νΩ

K la mesure d’équilibre greenienne
de K. Alors il existe E Ă K tel que cappEq “ 0 et

@z P Ω, Uν
Ω
K

Ω pzq ď V Ω
K et @z P KzE, Uν

Ω
K

Ω pzq “ V Ω
K .

4Autrement dit ψ est une application α-höldérienne.
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Définition 2.1.18 (Condenseur et capacité). Une paire pF,Ωq avec Ω Ă C un ouvert et
F un fermé de Ω est appelé un condenseur de C. La capacité du condenseur pF,Ωq est
définie par

cappF,Ωq “ 1
4π inf

!

ż

ΩzF
|∇f |2dz | f P C1pCq tel que f ” 0 sur CzΩ et f ” 1 sur F

)

.

Proposition 2.1.19 ( [100, Chap. VIII Th. 2.6]). Soient Ω Ă C un domaine greenien
et K Ť Ω un compact. Alors

cappK,Ωq “ 1
V Ω
K

Théorème 2.1.20 (Principe de subordination). Soient pF,Ωq et pG,Υq deux condenseurs
de C tels que F Ă G et Υ Ă Ω. Alors

cappF,Ωq ď cappG,Υq.

Mesure harmonique
La mesure harmonique sur un domaine Ω est une famille de mesures boréliennes sur BΩ
qui résout par définition le problème de Dirichlet sur ce domaine Ω.

Définition 2.1.21 (Mesure harmonique – [93, Déf. 4.3.1]). Soit Ω Ĺ Ĉ un domaine.
Notons BpBΩq la tribu de Borel de BΩ. Une mesure harmonique sur Ω est une fonction
$p‚, ‚,Ωq : D ˆ BpBΩq Ñ r0, 1s telle que

• pour tout z P Ω, B ÞÑ $pz,B,Ωq est une mesure de probabilité borélienne sur BΩ,

• pour toute fonction φ : BΩ Ñ R continue, l’application PΩφ définie par

@z P Ω, PΩφpzq :“
ż

BΩ
φpξqd$Ωpz, ξq,

est harmonique sur Ω et continue sur Ω. De plus PΩφ coïncide avec φ sur BΩ. L’appli-
cation PΩφ est appelée l’intégrale de Poisson généralisée de φ sur Ω.

On note parfois $Ωpz,Bq au lieu de $pz,B,Ωq.

Définition 2.1.22 (Noyau de Poisson). Soit Ω Ĺ Ĉ un domaine. Une application PΩ :
Ωˆ BΩ Ñ R est un noyau de Poisson de Ω lorsque

• pour tout z P Ω, PΩpz, ‚q est une fonction intégrable sur BΩ pour la mesure linéaire dσ,

• pour toute fonction φ : Ω Ñ R continue et harmonique sur Ω

@z P Ω, φpzq “
ż

BΩ
φpξqPΩpz, ξqdσpξq.

Le théorème 2.1.23 suivant donne une condition suffisante sur le domaine Ω pour l’exis-
tence d’une mesure harmonique. Cette condition est en particulier remplie lorsque le bord
de Ω est analytique par morceaux. On en déduit que les strates d’une exhaustion d’un
domaine quelconque admettent toujours une unique mesure harmonique.

Théorème 2.1.23 ([93, Thm. 4.3.2]). Soit Ω Ĺ Ĉ tel que BΩ ne soit pas polaire. Alors
il existe une unique mesure harmonique $Ω sur Ω.

Théorème 2.1.24 ([93, Thm. 4.3.4]). Soient Ω Ĺ Ĉ tel que BΩ ne soit pas polaire et
B Ă BΩ un borélien. Alors

• la fonction z ÞÑ $pz,B,Ωq est harmonique et bornée sur Ω,
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• soit ξ un point régulier de BΩ qui n’appartient pas à la frontière relative de B dans BΩ.
Alors

lim
zÑξ

$pz,B,Ωq “ 1Bpξq.

Le principe de subordination ci-dessous est très utile pour estimer la mesure harmo-
nique lorsque l’on ne dispose pas d’une expression explicite de cette dernière.

Théorème 2.1.25 (Principe de subordination [93, Thm. 4.3.8]). Soient Ω,Υ Ă Ĉ deux
domaines dont les bords ne sont pas polaires et B Ă BΩ, S Ă BΥ deux boréliens. Alors
pour toute fonction h : ΩYB Ñ ΥYS continue et méromorphe sur Ω telle que hpΩq Ă Υ
et hpBq Ă S

$phpzq, S,Υq ě $pz,B,Ωq.
De plus cette inégalité est une égalité si h est un homéomorphisme de ΩYB sur ΥY S.

Théorème 2.1.26 ([93, Th. 4.4.7]). Soit K Ă C un compact. Alors

@z P K, @w P K, gKpz, wq “

ż

BK

log |ξ ´ w|d$Kpz, ξq ´ log |z ´ w|.

Distance de Harnack

Nous aurons besoin à plusieurs reprises de comparer la valeur d’une fonction u P HpΩq
strictement positive entre deux points z et w de Ω. Nous utiliserons à cette fin la distance
de Harnack ci-dessous.

Définition 2.1.27 (Distance de Harnack – [93, Déf. 1.3.4]). Soient Ω Ă C un domaine
relativement compact et z, w P Ω. La distance de Harnack entre z et w est le plus petit
réel positif τΩpz, wq tel que toute fonction h P HpΩq strictement positive sur Ω vérifie
l’encadrement

τΩpz, wq
´1hpwq ď hpzq ď τΩpz, wqhpwq.

Remarque 2.1.28. La distance de Harnack sur le disque Dpw, rq est donnée par la
formule

@z P Dpw, rq, τDr pz, wq “
r ` |z ´ w|

r ´ |z ´ w|
.

Voir le théorème 1.3.5 de [93].

Théorème 2.1.29 ([93, Th. 1.3.8] et [93, Ex. 4]). Soit Ω un domaine de C. Alors log τΩ
est une pseudo-métrique sur Ω. De plus lorsque Ω est conforme à un domaine borné,
log τΩ est une métrique complète sur Ω.

Théorème 2.1.30 (Inégalité de Harnack – [93]). Soient u P HpDq une fonction harmo-
nique strictement positive et λ, r P R tels que 0 ă λ ă r ă 1. Alors

@z P Apλ, rq,
ˆ

r ´ λ

r ` λ

˙

up0q ď upzq ď

ˆ

r ` λ

r ´ λ

˙

up0q.

Théorème 2.1.31 (Principe de subordination – [93, Th 1.3.6]). Soient Ω,Υ Ă Ĉ deux
domaines et h : Ω Ñ Υ une fonction méromorphe. Alors

@z, w P Ω, τΥphpzq, hpwqq ď τΩpz, wq

De plus cette inégalité est une égalité lorsque h est une application conforme de Ω sur Υ.
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2.2 Fonctions d’exhaustions

Afin d’étudier une fonction g de MpDq, il est souvent pertinent de considérer les res-
trictions de g aux disques Dr pour r P r0, 1r. Pour un domaine Ω Ă C quelconque, on
ne dispose pas d’une exhaustion aussi naturelle de ce domaine. Dans cette section nous
montrons qu’un domaine pΩ, z0q tel que Ω est régulier au sens de la définition 2.2.1 ci-
dessous dispose d’une exhaustion généralisant l’exhausion de D par les disques Dr. Cette
exhaustion sera appelée l’exhaustion greenienne de Ω de centre z0. Soient τ : Ω Ñ r0, 1r
une fonction et r P r0, 1r. On définit la strate Ωτr de τ par

Ωτr :“
 

z P Ω | τpzq ă r
(

.

Toutes les fonctions τ : Ω Ñ r0, 1r ne conviennent pas pour étudier les fonctions méro-
morphes sur le domaine Ω. Afin de disposer d’une formule de Poisson-Jensen5, on exige
que les strates de l’exhaustion τ soient des domaines réguliers au sens suivant.

Définition 2.2.1 (Domaine régulier – [93, p. 96]). On dit qu’un domaine Ω Ă C est
régulier s’il est conforme à un domaine borné de C et pour tout ξ P BΩ, il existe un
voisinage ouvert U de ξ et b P SHpUq tels que

@z P ΩX U, bpzq ă 0 et lim
zÑξ

bpzq “ 0.

Définition 2.2.2 (Fonction d’exhaustion). Une fonction τ : Ω Ñ r0, 1r est appelée une
fonction d’exhaustion du domaine Ω lorsque pour tout r P s0, 1r

• la strate Ωτr est un domaine régulier et relativement compact de Ω,

• le bord de Ωτr est analytique par morceaux et de classe C2 en dehors d’un ensemble
dénombrable de rayons.

Afin de démontrer qu’un domaine est régulier, nous utiliserons la condition suffisante
du théorème 2.2.3 ci-dessous.

Théorème 2.2.3 (Critère de régularité – [93, Th. 4.2.2]). Soit Ω Ă C un domaine tel
que BΩ ne contient aucun point isolé. Alors Ω est un domaine régulier.

Théorème 2.2.4 ([93, Th. 4.1.5] et [93, Th. 4.3.3]). Soient Ω Ă C un domaine régulier,
ξ P BΩ et φ : BΩ Ñ R une fonction bornée, mesurable et continue en ξ. Alors

lim
zÑξ

PΩφpzq “ φpξq.

Lorsque Ω est un domaine régulier de C, on peut construire une exhaustion naturelle
de Ω à l’aide de la fonction de Green de ce dernier.

Proposition 2.2.5. Soit pΩ, z0q un domaine greenien. On note
@z P Ω, τpzq “ exp

 

´ gΩpz, z0q
(

,

Alors τ est une fonction d’exhaustion de Ω telle que τpz0q “ 0. Cette exhaustion est
appelée l’exhaustion greenienne du domaine Ω de centre z0. Lorsque le choix du point z0
est clair dans le contexte, la strate Ωτr est notée Ωr.

Démonstration. Montrons que τ est une fonction analytique sur Ωztz0u. D’après la défi-
nition 2.1.3, la fonction v définie par

@z P Ω, vpzq “ gΩpz, z0q ` log |z ´ z0|,

5Voir la section 2.5 pour les énoncés de ces formules.
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est harmonique sur Ω. La fonction v est donc analytique réelle sur ce même domaine6. Or
τpzq “ |z ´ z0|e

vpzq et donc τ est analytique réelle sur Ωztz0u. Montrons que les strates
Ωr sont bornées et Ωr Ť Ω. En appliquant le théorème 2.2.4 avec φ ” 0, on obtient

@ξ P BΩ, lim
zÑξ

gΩpz, z0q “ 0.

Donc Ωr Ť Ω. Or le domaine Ω est conforme à un domaine borné de C. Donc Ωr est
relativement compact dans C et donc en particulier borné. Montrons que pour tout r P
s0, 1r, la strate Ωr est un ouvert connexe. Cet ensemble est ouvert par continuité de la
fonction τ . Or la fonction wpzq “ gΩpz, z0q est harmonique sur Ωztz0u. Supposons par
l’absurde que Ωr n’est pas connexe et soit Υ une composante connexe de ce dernier qui
ne contient pas z0. Puisque Υ Ť Ω et d’après le principe du maximum 2.1.2, la fonction
wæΥ atteint son maximum et son minimum sur BΥ ce qui implique que w est constante
sur Υ puisque wæBΥ l’est. C’est absurde. Donc Ωr est un ouvert connexe. Montrons que
BΩr est analytique par morceaux. En effet, l’ensemble BΩr est une ligne de niveau de τ
et la dérivée Bzτ a ses zéros isolés dans Ω puisque cette fonction est analytique réelle sur
ce domaine. De plus BΩr est un compact de Ω et donc ne rencontre qu’un nombre fini de
zéros de Bzτ . Donc BΩr est analytique par morceaux d’après le théorème des fonctions
implicites. On en déduit également qu’en dehors d’un ensemble dénombrable de rayons,
le bord BΩr est analytique et donc a fortiori de classe C2. Finalement montrons que Ωr
est un domaine régulier. En effet la fonction b définie par

@z P Ω, bpzq “ ´gΩpz, z0q ` logp 1
r q.

est sous-harmonique sur un voisinage de BΩr. Par définition de Ωr et continuité de la
fonction w, la fonction b est nulle sur BΩr et est strictement négative dans Ωr. Donc Ωr
est un domaine régulier. �

2.3 Croissance des fonctions

À toute fonction g P OpCq, on associe la fonction réelle définie sur s0,8r par

r ÞÑMpr, gq :“ max
 

|gpzq| | |z| ď r
(

, (2.3.1)

Cette fonction tient le rôle de degré pour la fonction entière g. En effet cette généralisation
se justifie par le fait d’une part que pour tout polynôme P de degré d P N, la donnée de
la fonction 2.3.1 permet de retrouver facilement le degré de P puisque

lim
r Ñ8

logMpr, P q
log r “ d. (2.3.2)

D’autre part l’entier d donne le comportement asymptotique de 2.3.1 à l’infini car la limite
supérieure 2.3.2 est en fait une limite. Qui plus est le degré d’un polynôme univarié P
donne le cardinal d’une fibre générique de ce dernier. De même la fonction 2.3.1 donne
une estimation de la taille d’une fibre générique de g intersectée avec le disque Dr7.
Toutefois lorsque g n’est pas un polynôme, la fonction Mpr, gq peut avoir une croissance
très compliquée. Dans le cas algébrique, celle-ci est souvent comparée à la famille de
fonctions r ÞÑ rk pour k P N. Dans le cas transcendant, il est naturel de comparer
Mpr, gq à la famille de fonctions r ÞÑ er

α (α ą 0). À cette fin on introduit la notion
d’ordre supérieur et d’ordre inférieur8. Il se peut qu’une telle échelle de comparaison soit
trop grossière pour certaines applications auquel cas on substitue dans les inégalités la

6Voir le théorème [93, Th. 1.1.2].
7Voir le premier théorème fondamental de Nevanlinna de la section 2.6.
8Voir la définition 2.3.3.
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fonction logMpr, gq par une expression de la forme rρprq où ρ est une fonction plus simple
à étudier9.

Le lecteur pourra se référer à [53] ou au chapitre 2 de [13] pour une étude plus ex-
haustive de la croissance des fonctions méromorphes sur C. Le livre [5] offre une approche
plus récente de cette théorie dans le cadre plus général des fonctions sous-harmoniques.

Ordre et type d’une fonction

Dans cette sous-section on fixe pΩ, z0q un domaine régulier et ϕ désigne une fonction
croissante et continue de l’intervalle ra,8r dans R`. On suppose de plus que cette fonction
n’est pas bornée.

Définition 2.3.1 (Fonction maximum). Soit g PMpΩq. On définit la fonction maximum
de g par

MΩpr, gq :“ max
 

|gpzq| | z P BΩr
(

avec Ωr “
 

z P Ω | pΩpz, z0q ă r
(

.

Lemme 2.3.2. Soient g PMpΩq et h : Υ Ñ Ω une application conforme. Alors

@r P r0, 1r, @a P Ĉ, MΩpr, a, gq “MΥpr, a, g ˝ hq et m̊Ωpr, a, gq “ m̊Υpr, a, g ˝ hq.

Démonstration. Les deux égalités sont conséquences de l’invariance conforme des fonc-
tions de Green et de la mesure harmonique10. �

Notation Algèbre Conditions Formule

MpΥ, a, gq g PMpΩq Υ Ť Ω max
ξPBΥ

1
|gpξq, a|

m̂Υpa, gq g PMpΩq Υ Ť Ω
ż

BΥ
log` 1

|gpξq, a|
d$Υpz0, ξq

MΩpr, a, gq g PMpΩq a P Ĉ max
ξPBΩr

1
|gpξq, a|

m̂Ωpr, a, gq g PMpΩq a P Ĉ
ż

BΩr
log` 1

|gpξq, a|
d$Ωr pz0, ξq

m̊Ωpr, a, gq g PMpΩq a P Ĉ
ż

BΩr
log 1

|gpξq, a|
d$Ωr pz0, ξq

Table 2.1 – Les fonctions de proximité et fonctions maximum.

Les définitions qui suivent sont classiques et sont toutes issues de la section 2.8 de [5].
Afin de comparer la croissance d’une fonction ϕ à la famille erα on introduit la notion
d’ordre inférieur et d’ordre supérieur. Cette échelle ne permet pas de discriminer toutes
les fonctions par leur croissance mais s’avère toutefois pertinente en théorie des fonctions
méromorphes.

9Voir la définition 2.3.8.
10Voir les théorèmes 2.1.5 et 2.1.20.
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Notation Algèbre Formule

Mpr, a, gq g PMpCq max
|z|“r

1
|gpzq, a|

m̂pr, a, gq g PMpCq
ż 2π

0
log` 1

|gpreiθq, a|
dθ
2π

m̊pr, a, gq g PMpCq
ż 2π

0
log 1

|gpreiθq, a|
dθ
2π

Table 2.2 – Les fonctions de proximité et fonctions maximum sur C.

Définition 2.3.3 (Ordre généralisé – [5]). Soit j P N˚. Le j-ième ordre supérieur ρjrϕs
de la fonction ϕ et son j-ième ordre inférieure inférieur λjrϕs sont définis par

ρjrϕs :“ lim
rÑ8

logj ϕprq
log r et λjrϕs :“ lim

rÑ8

logj ϕprq
log r .

On dit que la fonction ϕ est d’indice j lorsque 0 ă ρjrϕs ă 8. On désigne par ordre le
premier ordre supérieur de ϕ et on dit que ϕ est d’ordre fini lorsque cet ordre supérieur
est fini. De plus on note plutôt ρrϕs et λrϕs que ρ1rϕs et λ1rϕs.

Exemple 2.3.4. Les fonctions cosinus, sinus, exponentielle et z ÞÑ pz´1qζpzq sont d’ordre
supérieur et inférieur égal à un.

Remarque 2.3.5. Toutes les fonctions polynomiales sont d’ordre zéro. Toutefois il existe
des fonctions entières transcendantes d’ordre zéro. Par exemple la série entière donnée par
la série de Taylor

ÿ

nPN
2´n

2
zn,

est d’ordre zéro. En effet d’après le théorème 2.3.14 l’ordre supérieur ρ de cette fonction
vérifie

ρ “ lim
nÑ8

n logn
log 2n2 “ lim

nÑ8

n logn
n2 log 2 “ 0.

Définition 2.3.6. Soient j P N˚ et g P OpΩq. Le j-ième ordre inférieur et supérieur
de la fonction g est défini comme étant le j-ième ordre inférieur et supérieur de la fonc-
tion croissante logjMΩpr, gq. Lorsque g est méromorphe sur Ω on considère également la
croissance de la fonction logj TΩpr, gq.

La proposition 2.3.7 suivante bien qu’élémentaire est utile lorsque l’on souhaite obtenir
des majorations de ϕprq pour r grand. On obtient une proposition analogue pour l’ordre
inférieur en inversant les inégalités.

Proposition 2.3.7 ([53, p. 17]). La fonction ϕprq est d’ordre supérieur, ρ P s0,8r si et
seulement si

@ε ą 0, Drε, @r ě rε, ϕprq ă rρ`ε et Dt ě r, ϕptq ą tρ´ε.

50



Pré-requis Croissance des fonctions

Ordre précisé
Les notions d’ordre inférieur et supérieur permettent de comparer la croissance d’une
fonction ϕ d’ordre ρ :“ ρrϕs avec le polynôme rρ. Toutefois cette comparaison n’est pas
toujours suffisante et il s’avère judicieux de remplacer l’ordre ρ par une fonction ψ dont
la limite à l’infini est ρ. On compare alors la croissance de ϕ avec la fonction r ÞÑ rψprq.

Définition 2.3.8 (Ordre précisé – [46, p. 49]). On dit qu’une fonction ψ : ra,8rÑ R`
est un ordre précisé11 de ρ ą 0 lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées

• lim
rÑ8

ψprq “ ρ,

• la fonction ψ est dérivable sur ra,8r et sa fonction dérivée est continue sur ce même
intervalle,

• lim
rÑ8

r log rψ1prq “ 0.

Le théorème 2.3.9 suivant regroupe des propriétés utiles des ordres précisés. Ces pro-
priétés permettent dans bien des inégalités de remplacer une fonction ϕprq d’ordre ρ par
l’expression rρprq où ρprq est un ordre précisé de ρ.

Théorème 2.3.9 ([5, Thm. 2.8.1.3]). Soit ψ : ra,8rÑ R` un ordre précisé de ρ.

• la fonction V prq :“ rψprq est strictement croissante à partir d’un certain rang,

• pour tout p, q tels que q ă ρ` 1 ă p
ż r

r0

tψptq´qdt „
rψprq`1´q

ρ` 1´ q et
ż r

r0

tψptq´pdt „
rψprq`1´p

p´ ρ´ 1 ,

• la fonction Lprq “ rψprq´ρ croît lentement au sens suivant

@δ ą 0, Lpkrq
Lprq

Ñ
rÑ8

1 uniformément pour k P rδ´1, δs,

• il existe un r0 ą 0 tel que pour tout ε ą 0 et tout a, b P R tels que 0 ă a ă b ă 8

@r ą r0, @k P ra, bs, p1´ εqkρrψprq ă pkrqψpkrq ă p1` εqkρrψprq.

Définition 2.3.10 (Ordre précisé propre – [5]). Soit ψ : ra,8rÑ R` un ordre précisé de
ρ ą 0. Le type de ϕ relatif à l’ordre précisé ψ est défini par

σrϕ,ψs :“ lim
rÑ8

ϕprq

rψprq

On dit que ψ est un ordre précisé propre pour ϕ lorsque 0 ă σrϕ,ψs ă 8. De même on
définit le type inférieur de ϕ relatif à l’ordre précisé ψ par

σ˚rϕ,ψs :“ lim
rÑ8

ϕprq

rψprq

On dit que ψ est un ordre précisé inférieur propre pour ρ lorsque 0 ă σ˚rϕ,ψs ă 8.

Déterminer explicitement une telle approximation pour une fonction concrète peut être
un vrai défi. Toutefois le théorème 2.3.11 de cette sous-section affirme l’existence d’ordre
précisé d’une fonction ϕ dès lors que cette dernière est d’ordre fini au sens de 2.3.3.
11On parle également d’ordre approximatif.
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Théorème 2.3.11 ([67, Thm. 16 p. 35]). Soient ϕ : ra,8rÑ R d’ordre fini et σ ą 0.
Alors il existe un ordre précisé ψ de ρrϕs tel que pour tout r ą 0, ϕprq ď σrψprq et il
existe une suite prnq18 telle que ϕprnq “ σr

ψprnq
n . En particulier ψ est un ordre précisé

propre de ϕ et σrϕ, ρs “ σ.

Théorème 2.3.12 ([46, Thm. 2.1]). Soient ϕ : ra,8rÑ R d’ordre inférieur fini et σ ą 0.
Alors il existe un ordre précisé ψ de λrϕs tel que σ˚rϕ,ψs “ σ. Autrement dit ψ est un
ordre précisé inférieur propre de ϕ.

Remarque 2.3.13. Les deux théorèmes 2.3.11 et 2.3.12 ci-dessus montrent qu’il existe
toujours des ordres précisés propres pour toute fonction ϕ d’ordre fini. On peut même
choisir le type de l’ordre précisé en question puisque si le type de ϕ relativement à l’ordre
précisé propre ψ est σ alors le type de ϕ relativement à l’ordre précisé ψ̃ défini par
ψ̃prq “ ψprq ` log c

log r est σ
c .

Croissance et coefficients de Taylor
La donnée d’une fonction holomorphe dans le disque unité D ou le plan C est équivalente à
la donnée d’une série de Taylor en l’origine dont le rayon de convergence est respectivement
1 ou l’infini. Autrement dit, toutes les propriétés d’une telle fonction sont déterminées par
ses coefficients de Taylor en l’origine. Il est donc possible en théorie de déterminer l’ordre
inférieur et supérieur de la série en fonction de ses coefficients de Taylor. De tels résultats
sont bien connus dans le cas des fonctions entières d’ordre fini12.

Théorème 2.3.14 ([13, p. 9]). Soit g P OpCq. La fonction g est d’ordre fini ρ si et
seulement si

ρ :“ lim
nÑ8

n logn
´ log |an|

ă 8,

où panq est la suite des coefficients de Taylor de g en l’origine.

Le théorème 2.3.15 ci-dessous ne fournit qu’une minoration de l’ordre inférieur.

Théorème 2.3.15 ([13, p. 9]). Soit g P OpCq. L’ordre inférieur λ de la fonction g vérifie
la minoration

λ ě lim
nÑ8

n logn
´ log |an|

ě lim
nÑ8

logn
log

ˇ

ˇ

ˇ

an
an`1

ˇ

ˇ

ˇ

,

où panq est la suite des coefficients de Taylor de g en l’origine.

Dans une série d’articles [107], [108] [47], Sons, Kapoor et Gopal ont démontré des
analogues des théorèmes 2.3.14 et 2.3.15 pour des fonctions holomorphes sur le disque
unité. Afin de quantifier cette croissance ils ont introduit une notion d’ordre inférieur et
supérieur d’indice k qui coïncident avec celles données en 2.3.3.

Définition 2.3.16 (Ordre généralisé – [107]). Soient j P N˚ et g P OpDq. Le j-ième
ordre supérieur de g dans D est défini par

ρDj pgq :“ lim
rÑ1´

logj log`Mpr, gq
´ logp1´ rq ,

Le j-ième ordre inférieur de g dans D est défini par

λDj pgq :“ lim
rÑ1´

logj log`Mpr, gq
´ logp1´ rq .

On dit que la fonction g est d’indice j dans D lorsque 0 ă ρDj pgq ă 8.
12Voir [13, p.9] pour les démonstrations des théorèmes 2.3.14 et 2.3.15 ci-dessous.
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Dans les deux théorèmes 2.3.17 et 2.3.18 ci-dessous on considère une fonction g P OpDq
dont le développement de Taylor en l’origine est de la forme

@z P D, gpzq “
8
ÿ

n“0
anz

λn , (2.3.3)

où pλnq est une suite strictement croissante d’entiers naturels et an ­“ 0 pour tout n P N.

Théorème 2.3.17 ([47, Thm. 1]). Soit g P OpDq d’indice j P N˚ dans D. Alors en
reprenant les notations de 2.3.3

ρDj pgq ` Λpjq “ lim
nÑ8

logj λn
log λn ´ log` log` |an|

,

où Λpjq “ 1 si j “ 1 et Λpjq “ 0 si j ě 2.

Théorème 2.3.18 ([47, Thm. 2]). Soit g P OpDq d’indice j P N˚ dans D. Alors en
reprenant les notations de 2.3.3, pour toute suite psnq strictement croissante d’entiers
naturels

λDj pgq ` Λpjq ě lim
nÑ8

logj λn´1

log λsn ´ log` log` |asn |
,

où Λpjq “ 1 si j “ 1 et Λpjq “ 0 si j ě 2.

2.4 Indices de Bernstein

Soient λ, r, ν P R tels que 0 ă λ ă r ă ν. Afin de de majorer le nombre de zéros d’une
fonction holomorphe g de OpDνq dans le disque Dλ, il est fréquent de majorer l’indice de
Bernstein13 bpλ, r, gq défini par

bpλ, r, gq :“ logMpr, gq ´ logMpλ, gq. (2.4.1)
Cet indice mesure la croissance de la fonction maximum de g entre les deux disques
concentriques Dλ et Dr. Par conséquent pour borner la borne de Bézout Zdpλ, gq, il
suffit de majorer l’indice de Bernstein bpλ, r, Pgq lorsque P est un polynôme non nul de
Cďdrz, ws. Dans la suite de ce manuscrit nous étudions des fonctions holomorphes et
méromorphes sur des domaines plus généraux que des disques. Il est donc utile d’étendre
la notion d’indice de Bernstein dans ce nouveau contexte. Puisque nous souhaitons établir
des lemmes des zéros, nous exigeons que nos indices de Bernstein satisfassent les deux
propriétés suivantes.

P1. une estimation de l’indice de Bernstein de Pg donne une majoration explicite du
nombres de zéros de Pg dans tout compact K du domaine de définition de g en
fonction du degré de P et du compact K,

P2. l’indice de Bernstein doit être invariant lorsque l’on multiplie la fonction g par un
scalaire non nul. Cette exigence est naturelle dans la mesure où l’indice de Bernstein
doit majorer le cardinal maximal d’un diviseur de la forme Pg “ 0 lorsque P parcourt
Cďdrz, ws. Or ce cardinal maximal est invariante lorsque l’on multiplie le polynôme
P par un scalaire non nul. Cette propriété sera notamment utilisée au chapitre 3.

Définition 2.4.1 (Indices de Bernstein). Soient Ω Ă C un domaine greenien, g P
MpΩ, z0q et λ, r tels que 0 ă λ ă r ă 1. L’indice de Bernstein holomorphe de g dans la
couronne AΩpλ, rq est défini par

@a P Ĉ, bΩpλ, r, a, gq :“ max
zPBΩr

log |gpzq, a| ´ max
zPBΩλ

log |gpzq, a|,

13Le lecteur pourra se référer à l’article [98] pour une étude approfondie de l’indice de Bernstein.
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et l’indice de Bernstein méromorphe de g dans la couronne AΩpλ, rq est défini par

@a P Ĉ, b̊Ωpλ, r, a, gq :“
ż

BΩr
log |gpξq, a|d$Ωr pz0, ξq ´

ż

BΩλ
log |gpξq, a|d$Ωλpz0, ξq.

Lorsque a vaut 8, les deux indices de Bernstein sont notés respectivement bΩpλ, r, gq et
b̊Ωpλ, r, gq.

Remarque 2.4.2. Les deux indices définis ci-dessus vérifient la propriété P2. La propriété
P1 est démontrée pour chacun d’entre eux dans la section 2.514.

Notation 2.4.3. Lorsque Ω est DR, a “ 8 et z0 “ 0, les deux indices de Berstein sont
notés bpλ, r, gq et b̊pλ, r, gq. De plus les indices de Bernstein pour le disque vérifient

bpλ, r, gq “ logMpr, gq ´ logMpλ, gq et b̊pλ, r, gq “

ż 2π

0
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpreiθq

gpλeiθq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ

2π .

Dans ce cas l’indice de Bernstein holomorphe coïncide avec l’indice de Bernstein défini en
2.4.1.

2.5 Comptage des zéros

Dans cette section nous utilisons les formules de Poisson-Jensen pour relier la croissance
des fonctions méromorphes au nombre de zéros qu’elles prennent dans un domaine. Plus
précisément, on souhaite majorer le nombre de zéros d’une fonction méromorphe g P
MpΩq dans une strate Ωλ par l’indice de Bernstein méromorphe15 b̊Ωpλ, r, gq avec r ą
λ. Puisque nous comptons les zéros des fonctions avec leur multiplicité, il est pratique
d’introduire maintenant la notion de diviseur.

Définition 2.5.1 (Diviseur). Soit X un ensemble. Une application ν : X Ñ N est appelée
un diviseur de X lorsque l’ensemble supppνq :“

 

w P X : νpwq ą 0
(

est fini. On définit le
degré de ν, noté degpνq, et la multiplicité de ν, notée multpνq, par

degpνq :“
ÿ

wPX

νpwq et multpνq :“ max
wPX

νpwq.

L’ensemble des diviseurs de X est noté DivpXq.

Définition 2.5.2 (Diviseur des a-points). Soient Ω Ă C un domaine, g P MpΩq non
constante et a P Ĉ. Pour tout w P Ω, on note νagpwq la multiplicité du zéro de la fonction
méromorphe g ´ a en w. La fonction νag est un diviseur de Ω appelé le diviseur des
a-points de g dans Ω.

Définition 2.5.3 (Fonction de comptage). Soient g PMpΩq non constante et a P Ĉ. La
fonction de comptage des a-points de g dans Ω est définie par

npΩ, a, gq :“ degpνagq “
ÿ

zPΩ
νagpzq.

Comptage des zéros dans le disque La formule de Poisson-Jensen 2.5.4 originale dé-
coule d’une formule générale 2.5.9 valable pour les fonctions sous-harmoniques sur un
domaine régulier de C. Lorsque g est une fonction méromorphe sur un disque, la formule
de Poisson-Jensen s’énonce ainsi.

14Voir les propositions 2.5.13 et 2.5.16 de la section 2.5.
15Voir la définition page 53.
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Théorème 2.5.4 (Formule de Poisson-Jensen – [46, p. 6]). Soient g P MpDrq non
constante et r ą 0. Alors

@z P Dr, log |gpzq| “
ż 2π

0
log |gpreiθq|Ré

ˆ

reiθ ` z

reiθ ´ z

˙

dθ

2π ´
ÿ

|an|ăr

log
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ ānz

rpz ´ anq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
ÿ

|bn|ăr

log
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ b̄nz

rpz ´ bnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

où panq est une énumération avec multiplicité des zéros de g dans Dr et pbnq est une
énumération avec multiplicité des pôles de g dans Dr.

Remarque 2.5.5. La formule de Poisson-Jensen 2.5.4 permet déjà de compter le nombre
de zéros d’une fonction méromorphe g dans un disque Dr connaissant son nombre de pôles
et disposant d’une minoration de log |gpzq| pour un point z de Dr. Cependant une telle
minoration n’est pas aisée à obtenir lorsque la fonction considérée est de la forme Pg avec
P un polynôme. L’intérêt des indices de Bernstein est de remplacer dans ce problème la
minoration de log |Pgpzq| par la minoration de logMpt, Pgq lorsque g est holomorphe ou
m̊pt, Pgq lorsque g est une fonction méromorphe.

La proposition 2.5.6 suivante est souvent utilisée pour majorer le nombre de zéros d’une
fonction holomorphe dans un disque. Elle peut être démontrée à l’aide de la formule de
Poisson-Jensen 2.5.4 et d’une majoration du noyau de Poisson du disque Dr mais nous
en donnons une démonstration plus élémentaire n’utilisant que le principe du maximum
pour les fonctions holomorphes.

Proposition 2.5.6. Soient g P OpDq non constante et t, r P R tels que 0 ă t ă r ă 1.
Alors

npt, gq ď
bpt, r, gq

log
`

r2`t2

2rt
˘ .

Démonstration. On considère le produit de Blaschke B de Dr de degré d dont les zéros
a1, . . . , ad forment une énumération avec multiplicité des zéros de la fonction g dans le
disque ouvert Dt. Donc

@z P Dr, Bpzq :“
d
ź

j“1

rpz ´ ajq

r2 ´ ājz
.

Or pour tout z P BDr, |Bpzq| vaut 1. Donc

logMpt, gB q ď logMpr, gB q ď logMpr, gq et logMpt, gq ď logMpt, Bq ` logMpt, gB q.

D’où logMpt, gq ď logMpt, Bq ` logMpr, gq. Or @z P BDt,
ˇ

ˇ

ˇ

z´aj
r2´ājz

ˇ

ˇ

ˇ
ď 2t

r2`t2 . D’où

d log
ˆ

r2 ` t2

2rt

˙

ď ´ logMpt, Bq ď logMpr, gq ´ logMpt, gq “ bpt, r, gq.

Ce qui donne l’inégalité souhaitée puisque d vaut npt, gq. �

La proposition 2.5.6 précédente peut être étendue au fonction méromorphe sur le disque
unité à condition de remplacer l’indice de Bernstein holomorphe par son analogue mé-
romorphe défini dans la section précédente. Commençons par démontrer le corollaire
ci-dessous qui regroupe des cas particuliers de la formule de Poisson-Jensen.
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Corollaire 2.5.7. Soient r ą 0, z P Dr et w P CzDr. Alors

ż 2π

0

r2 ´ |z|2

|reiθ ´ z|2
dθ

2π “ 1 et
ż 2π

0

|w|2 ´ r2

|w ´ reiθ|2
dθ

2π “ 1,

et pour tout t P s0, rr et a P Dr
ż 2π

0
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ āteiθ

rpteiθ ´ aq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ

2π “ log
´r

t

¯

´ log` |a|
t
.

Démonstration. La première égalité est obtenue en appliquant la formule de Poisson-
Jensen 2.5.4 à la fonction gpzq “ z. La deuxième égalité se déduit de la première via
le principe de subordination 2.1.25 appliquée à la fonction hpzq “ 1

z . En effet h est
méromorphe de D dans ĈzD et un homéomorphisme de D dans ĈzD. La dernière égalité
est obtenue en intégrant le long du cercle BDt la formule de Poisson-Jensen appliquée à
gpzq “ z´ a puis en utilisant la seconde formule du corollaire que nous démontrons. Plus
précisément

ż 2π

0
log |teiθ ´ a| dθ2π “

ż 2π

0

ż 2π

0
log |reiθ ´ a| r2 ´ t2

|reiθ ´ teiτ |2
dτ

2π
dθ

2π

´

ż 2π

0
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ āteiθ

rpteiθ ´ aq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ

2π

“

ż 2π

0
log |reiθ ´ a| dθ2π ´

ż 2π

0
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ āteiθ

rpteiθ ´ aq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ

2π .

D’après la formule [46, p. 21],
ż 2π

0
log |w ´ eiθ| dθ2π “ log`|w|. Donc

ż 2π

0
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ āteiθ

rpteiθ ´ aq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ

2π “
ż 2π

0
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

reiθ ´ a

teiθ ´ a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ

2π “ log r ` log` |a|
r
´ log t´ log` |a|

t

“ log
´r

t

¯

´ log` |a|
t
.

Ce qui termine la démonstration. �

On obtient ainsi la majoration 2.5.8 de la fonction de comptage des zéros d’une fonction
méromorphe à l’aide de l’indice de Bernstein méromorphe de celle-ci.

Proposition 2.5.8. Soient g PMpDq non constante et t, r P R tels que 0 ă t ă r ă 1.
Alors

npt, gq ď
b̊pt, r, gq `Npr,8, gq

log
`

r
t

˘ .

Démonstration. On intègre le long du cercle BDt la formule de Poisson-Jensen 2.5.4 appli-
quée à la fonction log |g|. Dans la suite on note panq, respectivement pbnq, une énumération
avec multiplicité des zéros de g dans Dr, respectivement des pôles de g dans ce même do-
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maine. D’où la majoration
ż 2π

0
log |gpteiθq| dθ2π “

ż 2π

0

ż 2π

0
log |gpreiθq|Ré

ˆ

reiθ ` teiϕ

reiθ ´ teiϕ

˙

dϕ

2π
dθ

2π

´
ÿ

|an|ăr

ż 2π

0
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ ānte
iθ

rpteiθ ´ anq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ

2π

`
ÿ

|bn|ăr

ż 2π

0
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ b̄nte
iθ

rpteiθ ´ bnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ

2π

“

ż 2π

0
log |gpreiθq| dθ2π ´

ÿ

|an|ăr

"

log
´r

t

¯

´ log` |an|
t

*

`
ÿ

|bn|ăr

"

log
´r

t

¯

´ log` |bn|
t

*

ď

ż 2π

0
log |gpreiθq| dθ2π ´ npt, gq log

´r

t

¯

`Npr,8, gq.

On obtient l’inégalité souhaitée en divisant par logp rt q. �

Comptage des zéros dans un domaine régulier La formule de Poisson-Jensen 2.5.4
du paragraphe précédent s’étend à toutes les fonctions sous-harmoniques sur un domaine
régulier au sens de la définition 2.2.1.

Théorème 2.5.9 (Formule de Poisson-Jensen – [93, Th. 4.5.1], [100, Chap. II Th. 4.10]).
Soient Ω Ă C un domaine régulier et borné et u P SHpΩq telle que u ı ´8 sur Ω. Alors

@z P Ω, upzq “ PΩupzq ´ U
µ
Ωpzq “

ż

BΩ
upξqd$Ωpz, ξq ´

1
2π

ż

Ω
gΩpz, wq∆upwqdw,

où gΩ est la fonction de Green du domaine Ω et µ “ 1
2π∆upwqdw avec ∆u le laplacien

généralisé de u au sens des distributions16.

Lorsque la fonction sous-harmonique u est de la forme log |g| avec g une fonction mé-
romorphe sur Ω, le laplacian généralisé ∆u s’exprime comme une somme de distributions
de Dirac indexée par les zéros et les pôles de g dans Ω et pondérée par leur multiplicités
respectives.

Théorème 2.5.10 ([93, Th. 3.7.8]). Soit g PMpΩq telle que g ı 0. Alors on a l’identité
au sens des distributions

1
2π∆ log |g| “

ÿ

wPΩ
ν0gpwqδw ´

ÿ

wPΩ
ν8gpwqδw,

où δw est la distribution de Dirac en w.

Lorsque le domaine Ω a un bord suffisamment régulier, la mesure harmonique d$Ωpz, ξq
est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue le long de BΩ.

Proposition 2.5.11 ([100, Chap. II Th. 4.11]). Soit Ω un domaine de C dont le bord
est de classe C2. Alors

d$Ωpz, ξq “ ´
BgΩpz, ξq

Bn
dσpξq “ PΩpz, ξqdσpξq,

où B
Bn est la dérivée normale sortante de Ω et PΩ le noyau de Poisson17 de Ω.

16Voir la définition du laplacien généralisé dans [93, p. 79].
17Voir la définition 2.1.22.
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En combinant la formule de Poisson-Jensen 2.5.9 et le théorème 2.5.10, on obtient le
corollaire 2.5.12 suivant.

Corollaire 2.5.12. Soit g PMpΩq telle que g ı 0. Alors

@z P Ω, log |gpzq| “
ż

BΩ
log |gpξq|d$Ωpz, ξq ´

ÿ

wPΩ
ν0gpwqgΩpz, wq

`
ÿ

wPΩ
ν8gpwqgΩpz, wq.

Grâce aux théorèmes 2.5.9 et 2.5.10, on peut majorer le nombre de zéros d’une fonction
holomorphe dans la strate Ωt par l’indice de Bernstein holomorphe bΩpt, r, gq.

Proposition 2.5.13. Soit g P OpΩq telle que g ı 0. Alors pour tout t, r P R tels que
0 ă t ă r ă 1

nΩpt, gq ď
τΩpt, rq

logp rt q
bΩpt, r, gq,

où τΩpt, rq “ suptτΩr pz, z0q | z P BΩtu.

Démonstration. On applique la formule de Poisson-Jensen 2.5.12 à la fonction log |g| qui
est sous-harmonique sur Ωr. Donc

@z P Ωr, log |gpzq| “
ż

BΩr
log |gpξq|d$Ωr pξ, z0q ´

ÿ

wPΩr

ν0gpwqgΩr pz, wq.

Soit z P BΩt tel que |gpzq| “MΩpt, gq. Donc

logMΩpt, gq “

ż

BΩr
log |gpξq|d$Ωr pξ, z0q ´

ÿ

wPΩr

ν0gpwqgΩr pz, wq

ď logMΩpr, gq ´
ÿ

wPΩt

ν0gpwqgΩr pz, wq.

Or la fonction w ÞÑ gΩr pz, wq est harmonique sur Ωt et positive d’après le théorème 2.1.6.
Donc d’après l’inégalité de Harnack 2.1.27

ÿ

wPΩt

ν0gpwqgΩr pz, wq ě gΩr pz, z0q
ÿ

wPΩt

ν0gpwqτΩr pw, z0q
´1 ě

logp rt qnΩpt, gq

τΩpt, rq
.

Ce qui termine la démonstration. �

Corollaire 2.5.14. Soient Υ,Ω Ă C deux domaines réguliers tels que Υ Ť Ω. Alors

@w P Ω, @z P Υ,
ż

BΥ
gΩpξ, wqd$Υpz, ξq “ gΩpw, zq ´ g

`
Υpw, zq, (2.5.1)

où g`Υ désigne le prolongement de gΥ par zéro en dehors de Υ. On suppose de plus que le
bord de Ω est de classe C2. Alors

@w P BΩ, @z P Υ,
ż

BΥ
PΩpξ, wqd$Υpz, ξq “ PΩpz, wq.

Démonstration. La première égalité découle du fait que le noyau de Poisson ξ ÞÑ PΩpz, ξq
est harmonique sur le domaine Υ car Υ Ť Ω. Afin de démontrer la seconde égalité,
on applique la formule de Poisson-Jensen 2.5.9 à la fonction sous-harmonique upzq “
´gΩpz, wq sur Υ. Alors

upz0q “ ´gΩpz0, wq “ PΥupz0q ´
1

2π

ż

Υ
gΥpz0, sq∆upsqds. (2.5.2)
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Or ∆u est égal au sens des distributions à 2πδw. Deux cas se présentent. Lorsque w
appartient à Υ, l’égalité 2.5.2 devient

´gΩpz0, wq “ ´

ż

BΥ
gΩpξ, wqd$Υpz0, ξq ´ gΥpz0, wq.

Tandis que pour w P ΩzΥ, l’égalité 2.5.2 donne

´gΩpz0, wq “ ´

ż

BΥ
gΩpξ, wqd$Υpz0, ξq.

Ce qui termine la démonstration puisque gΩ est symétrique d’après le le théorème 2.1.6.
�

Corollaire 2.5.15. Soient pΩ, z0q un domaine régulier. Alors pour tout r, t P R tels que
0 ă t ď r ď 1

@z P Ωt, gΩr pz, z0q “ gΩtpz, z0q ` logp rt q.

Démonstration. D’après la proposition 2.2.5, les strates Ωt et Ωr sont des domaines ré-
guliers de C. Donc en appliquant l’égalité 2.5.2 du corollaire 2.5.14, on obtient d’une
part

@z P Ωr, logp 1
r q “

ż

BΩr
gΩpξ, z0qd$Ωr pz, ξq “ gΩpz, z0q ´ g

`
Ωr pz, z0q

“ gΩpz, z0q ´ gΩr pz, z0q.

et d’autre part

@z P Ωt, logp 1
t q “

ż

BΩt
gΩpξ, z0qd$Ωtpz, ξq “ gΩpz, z0q ´ g

`
Ωtpz, z0q

“ gΩpz, z0q ´ gΩtpz, z0q.

Il suffit de soustraire les deux égalités précédentes pour conclure. �

On peut maintenant démontrer l’analogue de la proposition 2.5.8 du paragraphe pré-
cédent pour tout domaine régulier.

Proposition 2.5.16. Soit g P MpΩq telle que g ı 0. Alors pour tout t, r P R tels que
0 ă t ă r ă 1

nΩpt, gq ď
b̊pt, r, gq `NΩpr,8, gq

log
`

r
t

˘ .

Démonstration. On applique la formule de Poisson-Jensen 2.5.12 à la fonction log |g| sous-
harmonique sur Ωr. Donc

@z P Ωr, log |gpzq| “
ż

BΩr
log |gpξq|d$Ωr pz, ξq ´

ÿ

wPΩr

νpwqgΩr pz, wq,

où ν “ ν0g´ ν8g. On suppose dans un premier temps que le bord de Ωr est de classe C2.
Donc en intégrant l’égalité 2.5 le long de BΩt puis en appliquant la proposition 2.5.11, on
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obtient
ż

BΩt
log |gpzq|d$Ωtpz0, zq “

ż

BΩt

ˆ
ż

BΩr
log |gpξq|d$Ωr pz, ξq

˙

d$Ωtpz0, zq

´
ÿ

wPΩr

νpwq

ż

BΩt
gΩr pz, wqd$Ωtpz0, zq

“

ż

BΩr
log |gpξq|

ˆ
ż

BΩt
PΩr pz, ξqd$Ωtpz0, zq

˙

dσpξq

´
ÿ

wPΩr

νpwq

ż

BΩt
gΩr pz, wqd$Ωtpz0, zq.

Donc en appliquant le corollaire 2.5.14, on obtient d’une part
ż

BΩt
PΩr pz, ξqd$Ωtpz0, zq “ PΩr pz0, ξq,

et d’autre part
ż

BΩt
gΩr pz, wqd$Ωtpz0, zq “ gΩr pw, z0q ´ g

`
Ωtpw, z0q.

D’où l’égalité
ż

BΩt
log |gpzq|d$Ωtpz0, zq “

ż

BΩr
log |gpξq|PΩr pz0, ξqdσpξq

´
ÿ

wPΩr

νpwq

ż

BΩt
gΩr pz, wqd$Ωtpz0, zq

“

ż

BΩr
log |gpξq|d$Ωr pz0, zq

´
ÿ

wPΩr

νpwq
`

gΩr pw, z0q ´ g
`
Ωtpw, z0q

˘

,

Or d’après le corollaire 2.5.15
ÿ

wPΩr

ν0pwq
`

gΩr pw, z0q ´ g
`
Ωtpw, z0q

˘

ě
ÿ

wPΩt

ν0pwq
`

gΩr pw, z0q ´ gΩtpw, z0q
˘

ě logp rt qnΩpt, gq,

et
ÿ

wPΩr

ν8pwq
`

gΩr pw, z0q ´ g
`
Ωtpw, z0q

˘

ď
ÿ

wPΩr

ν8pwqgΩr pw, z0q ď NΩpr,8, gq.

Ce qui termine la démonstration lorsque BΩr est de classe C2. Le cas général s’en déduit
puisque les applications r ÞÑ b̊pt, r, gq et r ÞÑ NΩpr,8, gq sont continues en r et l’ensemble
des rayons r P r0, 1s pour lesquels BΩr est de classe C2 est dense dans r0, 1s. �

Bornes de Bézout Nous montrons dans ce paragraphe que la majoration des indices
de Bernstein holomorphes ou méromorphes des fonctions Pg conduisent à une majoration
de la borne de Bézout18 Zdpr, gq. Nous avons défini dans l’introduction de ce manuscrit
la borne de Bézout Zdpr, gq pour des fonctions méromorphes g sur un disque de rayon
R ą r. La définition 2.5.17 ci-dessous étend cette définition à tous les domaines greeniens
Ω de C.

18Voir la définition 1.3.1.
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Définition 2.5.17 (Borne de Bézout généralisée). Soient pΩ, z0q un domaine greenien,
g PMpΩq et d P N. La d-ième borne de Bézout de g dans le domaine Ω est définie par

@r P r0, 1r, ZΩ
d pr, gq :“ sup

 

nΩpr, Pgq | P P Cďdrz, ws, Pg ı 0
(

.

Lemme 2.5.18. Soient g PMpΩq et φ P MobpĈq. Alors

@r P r0, 1r, @d P N, ZΩ
d pr, φ ˝ gq ď ZΩ

2dpr, gq.

De même pour g PMpCq, on a Zdpr, φ ˝ gq ď Z2dpr, gq.

Démonstration. La fonction φ s’écrit sous la forme

@z P Ĉ, φpzq “
αz ` β

γz ` δ
avec αδ ´ βγ ­“ 0.

On fixe r P r0, 1r. On considère P P Cďdrz, ws et Q P Cď2drz, ws tels que

ZΩ
d pr, φ ˝ gq “ npr, P ˝ pφ ˝ gqq et @z, w P C, Qpz, wq “ pγw ` δqdP pz, φpwqq.

Donc
ZΩ
d pr, φ ˝ gq ď npr, P ˝ pφ ˝ gqq ď npr,Q ˝ gq ď Z2dpr, gq.

L’inégalité pour les fonctions méromorphes sur C se démontre de la même manière. �

Proposition 2.5.19. Soient g P MpΩq une fonction transcendante et t, r P R tels que
0 ă t ă r ă 1. Alors

@d P N, log
´r

t

¯

ZΩ
d pr, gq ď sup

 

b̊Ωpt, r, Pgq | P P Cďdrz, ws, P ı 0
(

` dNΩpr,8, gq.

Lorsque de plus g P OpΩq

@d P N, log
´r

t

¯

ZΩ
d pr, gq ď τΩpt, rq sup

 

bΩpt, r, Pgq | P P Cďdrz, ws, P ı 0
(

,

où τΩpt, rq “ suptτΩr pz, z0q | z P BΩtu.

Démonstration. La première majoration est obtenue en appliquant la proposition 2.5.16 et
puisque queNΩpr,8, Pgq ď dNΩpr,8, gq. La seconde majoration découle de la proposition
2.5.13. �

Lorsque g est holomorphe sur un domaine simplement connexe, on peut améliorer
l’inégalité de la proposition 2.5.19 grâce à la proposition 2.5.6.

Proposition 2.5.20. Soient pΩ, z0q un domaine régulier et simplement connexe, g P
OpΩq une fonction transcendante et t, r P R tels que 0 ă t ă r ă 1. Alors

@d P N, log
ˆ

r2 ` t2

2rt

˙

ZΩ
d pr, gq ď sup

 

bΩpt, r, Pgq | P P Cďdrz, ws, P ı 0
(

.

Démonstration. On remplace la proposition 2.5.13 par la proposition 2.5.6. �
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2.6 Théorie de Nevanlinna

La théorie que nous présentons dans cette section fut exposée pour la première fois par R.
Nevanlinna [81] en 1925 mais se base sur la théorie géométrique des fonctions développées
à la fin du XIX siècle. En effet la théorie de Nevanlinna permet d’étendre aux fonctions
méromorphes sur D ou sur C des résultats connus pour les fractions rationnelles et les
fonctions entières. Par exemple, on sait bien que la fibre générique d’un polynôme univarié
a pour cardinal le degré du polynôme. Que peut-on dire de la fibre générique d’une fonction
méromorphe ? Un des tous premiers résultats dans ce sens est le petit théorème de Picard
démontré par ce dernier en 1879.

Théorème 2.6.1 (Petit théorème de Picard – [83, 95]). Toute fonction entière dont
l’image ne contient pas deux valeurs est constante.

Autrement dit au plus une fibre d’une fonction entière non constante est vide. De plus,
il existe des fonctions entières non constantes dont l’une des fibres est vide comme la
fonction exponentielle ez qui ne s’annule jamais. Notons que le théorème 2.6.1 permet de
discriminer les fonctions algébriques parmi les fonctions entières. La même année Picard
démontre une version plus forte de l’énoncé précédent connu sous le nom de grand théorème
de Picard.

Théorème 2.6.2 (Grand théorème de Picard – [83,95]). Une fonction holomorphe sur
un voisinage d’une singularité essentielle isolée atteint toutes les valeurs de C une infinité
de fois sauf éventuellement une valeur qu’elle n’atteint qu’un nombre fini de fois.

Nous exposons maintenant la théorie de Nevanlinna dans le plan C, le disque unité D,
un secteur angulaire et un domaine greenien de C.

Fonctions méromorphes sur C ou D La théorie de Nevanlinna classique comporte
deux théorèmes fondamentaux. Le premier théorème fondamental de Nevanlinna 2.6.5
stipule que plus une fonction méromorphe non constante sur C reste proche en moyenne
d’une valeur de Ĉ sur le cercle BDr moins elle prend cette même valeur dans le disque
Dr et inversement. Le second théorème fondamental de Nevanlinna 2.6.8 affirme quant
à lui qu’une fonction méromorphe non constante sur le plan doit prendre presque toutes
les valeurs une infinité de fois dans les mêmes proportions. Le lecteur intéressé par les
démonstrations des théorèmes 2.6.5 et 2.6.8 pourra se référer au premier et au troisième
chapitre de [46]. Avant de pouvoir formuler les deux théorèmes fondamentaux de Nevan-
linna, on doit introduire des fonctions de comptage plus régulières que celles données à la
définition 2.5.3.

Définition 2.6.3 (Moyenne de Jensen – [46, p. 13]). Soient g P MpDRq, r P r0, Rr et
a P Ĉ. La moyenne de Jensen des a-points de g dans le disque Dr est définie par

Npr, a, gq :“
ż r

0

 

npt, aq ´ np0, aq
(dt

t
` np0, aq log r,

où npr, aq est le nombre de solutions avec multiplicité des a-points de g dans le disque Dr.
La moyenne de Jensen sans multiplicité des a-points de g dans le disque Dr est définie
par

N̄pr, a, gq :“
ż r

0

 

n̄pt, aq ´ n̄p0, aq
(dt

t
` n̄p0, aq log r,

où n̄pr, aq est le nombre de solutions sans multiplicité des a-points de g dans le disque Dr.

Contrairement à la fonction de comptage npr, a, gq, la moyenne de Jensen Npr, a, gq est
une fonction continue. De plus elle est croissante et convexe en log r.
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Définition 2.6.4 (Caractéristique de Nevanlinna – [46, p. 16]). Soit g P MpDRq non
constante. La caractéristique de Nevanlinna de g est définie par

@r P r0, Rr, T pr, gq :“ m̂pr,8, gq `Npr,8, gq.

De plus on note T pr, a, gq :“ T pr, 1
g´a q.

Le terme m̂pr, a, gq mesure la tendance de la fonction g à rester proche de la valeur a
sur le cercle BDr tandis que Npr, a, gq quantifie le nombre moyen de a-points de g dans
ce même disque. Grâce à la caractéristique de Nevanlinna, il est maintenant possible
d’énoncer le premier théorème fondamental sous une forme très condensée.

Théorème 2.6.5 (Premier théorème fondamental – [46, Th. 4.1]). Soit g PMpDRq non
constante. Alors

@a P C, @r P r0, Rr, T pr, a, gq “ T pr, gq ` εpr, aq,

avec |εpr, aq| ď log`|a| ` log 2 ` | log |cpaq|| où cpaq est le premier coefficient non nul du
développement en série de Laurent de la fonction z ÞÑ gpzq ´ a en l’origine.

Remarque 2.6.6. Le premier théorème de Nevanlinna 2.6.5 est en fait une reformulation
de la formule de Poisson-Jensen 2.5.4 à l’aide de la caractéristique de Nevanlinna T pr, gq.

Remarque 2.6.7. En particulier lorsque la fonction g est méromorphe sur le plan tout
entier, l’asymptotique de T pr, a, gq lorsque r tend vers l’infini est indépendante de la
valeur a choisie. Autrement dit plus la fonction g reste proche d’une valeur a sur le cercle
BDr19 moins g prend la valeur a dans le disque Dr20 et inversement. Cet énoncé est
particulièrement intéressant lorsque la fonction g est holomorphe puisque dans ce cas la
quantité T pr, gq est égale à m̂pr, gq et est comparable à la fonction maximum Mpr, gq
d’après l’inégalité de Harnack 2.6.10 et donc la croissance de la caractéristique T pr, gq est
directement reliée à celle des coefficients de Taylor de g en l’origine21.

On peut maintenant énoncer le second théorème fondamental de Nevanlinna. Il s’agit
d’une amélioration du grand théorème de Picard22 Ce théorème affirme qu’une fonction
méromorphe sur C ne peut pas rester proches sur BDr de q ą 2 valeurs distincts de Ĉ
comparativement à la caractéristique de Nevanlinna T pr, gq lorsque r tend vers l’infini.
Contrairement au premier théorème de Nevanlinna, le second théorème nécessite que la
fonction soit méromorphe sur C.

Théorème 2.6.8 (Second théorème fondamental – [46]). Soient g PMpCq non constante
et a1, . . . , aq P Ĉ distincts. Alors

@r ą 0,
q
ÿ

i“1
m̂pr, ai, gq ď 2T pr, gq ´ N̄pr, gq `Qpr, gq,

où Q est une fonction telle que

• lorsque g est d’ordre fini, Qpr, gq “ Oplog rq,

• lorsque g est d’ordre infini, Qpr, gq “ Oplog T pr, gq ` log rq en dehors d’un ensemble de
mesure logarithmique finie.

19Autrement dit m̂pr,8, gq est grand.
20Autrement dit Npr, a, gq est petit.
21Voir la sous-section 2.3.
22Voir la remarque 2.6.9.
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Remarque 2.6.9. Soit g P MpCq une fonction transcendante qui n’atteint pas trois
valeurs distinctes a, b et c de Ĉ. Puisque g est transcendante, sa caractéristique de Nevan-
linna T pr, gq est non bornée. D’après le premier théorème fondamental 2.6.5, les fonctions
de proximité m̂pr, a, gq, m̂pr, b, gq et m̂pr, c, gq sont comparables à T pr, gq. Cela est contra-
dictoire avec l’inégalité du second théorème fondamental 2.6.8 appliqué avec les points
a, b, c.

L’inégalité de Harnack 2.1.30 permet de comparer la croissance de la caractéristique
de Nevanlinna T pr, gq à la croissance de la fonction maximum Mpr, gq.

Proposition 2.6.10 ([53, Th. 1.6]). Soient g P OpDRq et t, r P R tels que 0 ă t ă r ă R.
Alors

T pt, gq ď log`Mpt, gq ď
ˆ

r ` t

r ´ t

˙

T pr, gq.

Théorème 2.6.11 (Cartan – [46, Th. 4.3]). Soit g P MpDRq non constante telle que
gp0q ­“ 8. Alors

@r P r0, Rr, T pr, gq “
ż 2π

0
Npr, eiθ, gq

dθ

2π ` log`|gp0q|

De plus la fonction r ÞÑ T pr, gq est croissante et convexe en log r.

Fonctions méromorphes sur un domaine régulier Il est possible d’étendre le pre-
mier théorème de Nevanlinna aux fonctions méromorphes sur n’importe quel domaine
régulier de C grâce à la théorie des fonctions de Green de la sous-section 2.1. Contraire-
ment au cas du disque, il n’y a pas de centre privilégié dans un tel domaine. Par conséquent
la caractéristique de Nevanlinna dépend a priori du choix d’un tel centre. Dans ce para-
graphe nous démontrons que la caractéristique de Nevanlinna TΩpr, gq et la moyenne de
Jensen NΩpr, gq définies ci-dessous sont des fonctions croissantes et convexe en log r.

Définition 2.6.12 (Moyenne de Jensen – [125]). Soient pΩ, z0q un domaine régulier,
g PMpΩq et a P Ĉ. On définit la moyenne de Jensen des a-points de g dans Ω avec et
sans multiplicité par

NΩpa, gq “
ÿ

wPΩ
νagpwqgΩpw, z0q et N̄Ωpa, gq :“

ÿ

gpwq“a

gΩpw, z0q.

De plus pour tout r P r0, 1r, on note NΩpr, a, gq au lieu de NΩr pa, gq et N̄Ωpr, a, gq au lieu
de N̄Ωr pa, gq.

Définition 2.6.13 (Caractéristique de Nevanlinna – [125]). Soient pΩ, z0q un domaine
régulier et g PMpΩq. La caractéristique de Nevanlinna de g dans Ω est définie par

@r P r0, 1r, TΩpr, gq :“ m̂Ωpr,8, gq `NΩpr,8, gq.

De plus on note TΩpr, a, gq :“ TΩpr,
1

g´a q.

Théorème 2.6.14 (Premier théorème fondamental – [125, Th. 2.1.2]). Soient pΩ, z0q un
domaine greenien et g PMpΩq non constante. Alors

@a P C, @r P r0, 1r, TΩpr, a, gq “ TΩpr, gq ` εpΩ, aq,
avec |εpΩ, aq| ď log`|a| ` log 2` | log |cpaq|| où cpaq est le premier coefficient non nul du
développement en série de Laurent de la fonction z ÞÑ gpzq ´ a en z0.

Proposition 2.6.15. Soient Ω Ă C un domaine régulier et g P MpΩ, z0q. Pour tout
a P Ĉ, la fonction r ÞÑ NΩpr, a, gq est croissante et convexe en log r.
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Démonstration. On peut supposer que a est nul puisque le cas général s’en déduit en
considérant la fonction méromorphe z ÞÑ gpzq´a. La croissance de la fonction NΩpr, a, gq
découle du principe de subordination pour les fonctions de Green23. Afin de démontrer la
convexité en log r de cette même fonction, il suffit de montrer que pour tout λ, r, ν P R
tels que 0 ă λ ď r ď ν ă 1

@z P Ω, log
´ν

λ

¯

g`Ωr pz, z0q ď log
´ r

λ

¯

g`Ων pz, z0q ` log
´ν

r

¯

g`Ωλpz, z0q. (2.6.1)

L’inégalité 2.6.1 est immédiate lorsque z R Ωr puisque les fonctions g`Ων et g`Ωλ sont
positives sur le domaine Ω et g`Ωr est nulle en dehors de Ωr. On suppose désormais que
z P Ωr. D’après le corollaire 2.5.14

@t P r0, 1s, @z P Ωt, gΩpz, z0q “ gΩtpz, z0q ` log
ˆ

1
t

˙

.

Donc pour z P AΩpλ, rq, l’inégalité 2.6.1 devient

log
´ν

λ

¯

log r ď log
´ r

λ

¯

log ν. (2.6.2)

Tandis que pour z P Ωλ, l’inégalité 2.6.1 devient

log
´ν

λ

¯

log r ď log
´ r

λ

¯

log ν ` log
´ν

r

¯

log λ. (2.6.3)

Les deux inégalités 2.6.2 et 2.6.3 sont vraies puisque 0 ă λ ď r ď ν ă 1 et la fonction
t ÞÑ log t est convexe en log r. La proposition est démontrée. �

La théorème de Cartan 2.6.11 pour les fonctions méromorphes sur un disque s’étend
aux fonctions méromorphes sur un domaine régulier de C.

Proposition 2.6.16. Soient Ω Ă C un domaine régulier et g PMpΩ, z0q non constante
telle que gp0q ­“ 8. Alors

@r P r0, 1r, TΩpr, gq “

ż 2π

0
NΩpr, e

iθ, gq
dθ

2π ` log`|gpz0q|. (2.6.4)

De plus la fonction r ÞÑ TΩpr, gq est croissante et convexe en log r.

Démonstration. La démonstration est similaire à celle du théorème de Cartan figurant
dans [46]. L’inégalité 2.6.4 implique que TΩpr, gq est croissante et convexe en log r puisque
NΩpr, gq est croissante et convexe en log r d’après la proposition 2.6.15. Afin de démontrer
l’égalité 2.6.4, il suffit de remplacer la formule de Poisson-Jensen 2.5.4 par sa généralisation
sur les domaines réguliers 2.5.9. On obtient ainsi l’égalité

@θ P r0, 2πr, NΩpr, e
iθ, gq´NΩpr,8, gq “

ż

BΩr
log |gpξq´ eiθ|d$Ωr pξ, z0q´ log |gpz0q´ e

iθ|.

Cette égalité implique que la fonction θ Ñ NΩpr, e
iθ, gq est une fonction mesurable. En

intégrant celle-ci le long du cercle unité, on obtient
ż 2π

0
NΩpr, e

iθ, gq
dθ

2π ´NΩpr,8, gq “

ż 2π

0

ż

BΩr
log |gpξq ´ eiθ|d$Ωr pξ, z0q

dθ

2π

´

ż 2π

0
log |gpz0q ´ e

iθ|
dθ

2π .

23Voir le théorème 2.1.5.
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Puis en appliquant le théorème de Fubini, on montre que les intégrales de l’intégrale
double ci-dessus commutent. Donc d’une part d’après la formule [46, p. 21]

ż 2π

0

ż

BΩr
log |gpξq ´ eiθ|d$Ωr pξ, z0q

dθ

2π “
ż

BΩr
log`|gpξq|d$Ωr pξ, z0q,

et d’autre part d’après la formule [46, p. 21]
ż 2π

0
log |gpz0q ´ e

iθ|
dθ

2π “ log`|gpz0q|.

Ce qui achève la démonstration. �

Le plus souvent on souhaite majorer le nombre de a-points de g dans une strate Ωr et
non la moyenne de Jensen des a-points dans Ωr. La proposition 2.6.17 suivante permet
de comparer ces deux quantités.

Proposition 2.6.17. Soit g PMpΩq. Alors pour tout λ, r, ν P R tels que 0 ă λ ă r ă
ν ă 1

@a P Ĉ, log
´ν

r

¯

nΩpr, a, gq ď NΩpν, a, gq ď log
´ν

λ

¯

nΩpν, a, gq `NΩpλ, a, gq.

Démonstration. On suppose sans perte de généralité que a est nul puisque le cas général
s’en déduit en considérant la fonction méromorphe z ÞÑ gpzq´a. Démontrons la première
inégalité de l’encadrement. On sait d’après le corollaire 2.5.15

@z P Ωr, gΩν pz, z0q “ gΩr pz, z0q ` logpνr q ě logpνr q.

D’où

NΩpν, gq “
ÿ

zPΩν

ν0gpzqgΩν pz, z0q ě
ÿ

zPΩr

ν0gpzq
´

gΩr pz, z0q ` log
´ν

r

¯¯

ě log
´ν

r

¯

nΩpr, gq.

Afin de démontrer la seconde inégalité, on remarque que

@z P AΩpλ, νq, gΩν pz, z0q ď log
´ν

λ

¯

et @z P Ωλ, gΩν pz, z0q “ gΩλpz, z0q ` log
´ν

λ

¯

.

Donc

NΩpν, gq “
ÿ

zPΩν

ν0gpzqgΩν pz, z0q ď
ÿ

zPAΩpλ,νq

ν0gpzqgΩν pz, z0q `
ÿ

zPΩλ

ν0gpzqgΩν pz, z0q

ď
ÿ

zPAΩpλ,νq

ν0gpzq log
´ν

λ

¯

`
ÿ

zPΩλ

ν0gpzq
´

gΩν pz, z0q ` log
´ν

λ

¯¯

ď log
´ν

λ

¯

nΩpν, gq `NΩpλ, gq.

Ce qui termine la démonstration de la seconde inégalité. �

2.7 Mesures des lemniscates

Notation 2.7.1. Soit pX, dq un espace métrique et a P X. On note

@r ą 0, DXpa, rq “
 

z P X | dpa, zq ă r
(

et D̄Xpa, rq “
 

z P X | dpa, zq ď r
(

.
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Dans les chapitres 3, 4 et 5 nous avons besoin de majorer dans certains espaces mé-
triques pX, dq la taille du lieu de l’ensemble des points z P X qui restent proche d’une
famille fixée de points deX. Les points de ces ensembles étant munis d’une multiplicité, on
utilise la notion de diviseur définie dans le paragraphe précédent24. On souhaite estimer
la taille des ensembles des lemniscates25 de la forme suivante.

Définition 2.7.2 (Ensemble de lemniscates). Soient pX, dq un espace métrique, ν : X Ñ

N un diviseur de X et ε : X Ñ R`. L’ensemble des lemniscates associé à ν et ε est défini
par

Epν, εq :“
!

z P X |
ź

wPX

dpz, wqνpwq ď
ź

wPX

εpwqνpwq
)

.

Afin de mesurer la taille des ensembles des lemniscates, nous utilisons les notions de
n-ième diamètre et de mesure de Hausdorff dans un espace métrique pX, dq.

Définition 2.7.3 (n-ième diamètre et mesure de Hausdorff). Soient pX, dq un espace
métrique, n P N˚, α ą 0 et E Ă X un ensemble. On définit le n-ième diamètre α-
dimensionnel de E dans X par

diamα
npE,Xq :“ inf

!

n
ÿ

j“1
rαj | E Ă

n
ď

j“1
DXpaj , rjq

)

,

Lorsque α est égal à 1, on note diamα
npE,Xq par diamnpE,Xq. On définit également la

mesure de Hausdorff α-dimensionnelle de E dans X par

HαpE,Xq :“ inf
!

8
ÿ

j“1
rαj | E Ă

8
ď

j“1
DXpaj , rjq

)

.

Le n-ième diamètre de E dans X mesure la difficulté à recouvrir l’ensemble E par
seulement n disques de l’espace métrique X. La proposition 2.7.4 suivante regroupe des
propriétés élémentaires du n-ième diamètre et de la mesure de Hausdorff dans un espace
métrique.

Proposition 2.7.4. Soient pX, dq un espace métrique, α ą 0 et E,F deux sous-ensembles
de X tels que E Ă F . Alors

• pour tout n P N, diamα
npE,Xq ď diamα

npF,Xq,

• pour tout n,m P N tels n ď m, diamα
npE,Xq ě diamα

mpE,Xq. De plus

HαpE,Xq “ inf
nPN

diamα
npE,Xq “ lim

nÑ8
diamα

npE,Xq,

• on suppose que la métrique d est bornée par un. Alors pour tout α, β ą 0 tels que α ă β

@n P N, diamβ
npE,Xq ď diamα

npE,Xq ď n
β´α
β pdiamβ

npE,Xqq
α
β ,

• pour tout n ě #E, la quantité diamα
npE,Xq est nulle.

• On suppose que E contient au moins n` 1 points. Alors

diamα
npE,Xq ě

1
2α min

 

dpz, wqα | z, w P E, z ­“ w
(

.

24Voir la définition 2.5.1.
25Ce nom vient du fait que la lemniscate de Bernoulli est de cette forme.

67



Pré-requis Pré-requis

Démonstration. Les deux premières propriétés sont immédiates. La troisième propriété
se se déduit du fait que d’une part que la fonction α ÞÑ rα est décroissante sur s0,8r
lorsque r P r0, 1s et d’autre part d’après l’inégalité de Hölder

@r1, . . . , rn P r0, 1s,
n
ÿ

j“1
rαj ď

´

n
ÿ

j“1
rβj

¯
α
β
´

n
ÿ

j“1
1
¯

β´α
β

ď n
β´α
β

´

n
ÿ

j“1
rβj

¯
α
β

.

On conclut en appliquant la borne inférieure sur l’inégalité ci-dessus. Démontrons la
quatrième propriété. Lorsque E est un ensemble fini de cardinal au plus n dans l’espace
métrique pX, dq alors le nombre diamnpE,Xq est nul puisque nous pouvons recouvre
l’ensemble E en plaçant sur chaque point z P E un disque de centre z et de rayon
arbitrairement petit. La dernière propriété découle du fait que lorsque E contient au
moins n` 1, il faut qu’au moins un disque DXpa, rq d’un recouvrement par n disques de
E contienne deux points z et w de E. Donc par l’inégalité triangulaire

dpz, wq ď dpz, aq ` dpw, aq ď 2r.
D’où la minoration de r et a fortiori du n-ième diamètre α-dimensionnel de E. �

Exemple 2.7.5. Les ensembles suivants seront toujours munis des métriques que nous
décrivons à présent.

• X “ C et d est la métrique euclidienne. On note alors simplement diamnpEq au lieu de
diamnpE,Cq. Il s’agit de la notion de n-ième diamètre utilisée notamment par Coman
et Poletsky dans [25–27] et Jones et Boxall dans [18]. Ce d-ième diamètre est parfois
qualifié d’euclidien afin de ne pas le confondre avec les autres,

• X “ D et d est la métrique pseudo-hyperbolique. Dans ce cas diamnpE,Dq est appelé
le n-ième diamètre pseudo-hyperbolique de E dans D. Voir le paragraphe suivant sur
les lemniscates pseudo-hyperboliques pour plus de détails,

• tout domaine Ω Ĺ C simplement connexe peut être muni d’une métrique en uniformi-
sant ce dernier sur le disque unité D via une application de Riemann ϕ : Ω Ñ D puis en
tirant en arrière la distance pseudo-hyperbolique de D via ϕ. La nouvelle métrique ainsi
obtenue est appelée métrique pseudo-hyperbolique de Ω et ne dépend pas du choix de
l’application de Riemann utilisée pour la construire. Cette fois encore diamnpE,Ωq est
appelé le n-ième diamètre pseudo-hyperbolique de E dans Ω,

• X “ Ĉ et d est la métrique sphérique26.

Lemme 2.7.6. Soient pX, dXq, pY, dY q deux espaces métriques, E Ă X et T : X Ñ Y
une fonction telle que

@z, w P X, dY pT pzq, T pwqq ď CdXpz, wq
β avec C ą 0 et β ą 0.

Alors pour tout α ą 0 et n P N
diamα

npT pEq, Y q ď Cαdiamαβ
n pE,Xq et HαpT pEq, Y q ď CαHαβpT pEq, Xq. (2.7.1)

Démonstration. La seconde inégalité de 2.7.1 est obtenue à partir de la première en fai-
sant tendre d vers l’infini d’abord dans le membre de gauche puis dans le membre de
droite. Démontrons la première inégalité de 2.7.1. Supposons que l’ensemble E soit re-
couvert par la famille de disques DXpa1, r1q, . . . ,DXpan, rnq. Alors l’image de DXpaj , rjq
par l’application T est contenue dans le disque DY pT pajq, sjq avec sj “ Crβj puisque par
hypothèse sur l’application T

dY pT pzq, T pajqq ď CdXpz, ajq
β ď Crβj .

26Voir la définition p.3.
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Donc l’ensemble T pEq est contenu dans une famille de n disques de Y dont les rayons
valent respectivement Crβ1 , . . . , Crβn. On en déduit la première inégalité de 2.7.1. �

Estimation de type Boutroux-Cartan Nous souhaitons majorer le n-ième diamètre
de l’ensemble des lemniscates Epν, εq d’un espace métrique pX, dq et cela indépendamment
de la distribution des points w dans X appartenant au support de ν. Lorsque X est un
espace métrique, une telle majoration a été démontrée par Lubinsky dans [72].

Lemme 2.7.7 (Lubinsky – [71,72]). Soient pX, dq un espace métrique, a1, . . . , an P X
et ε1, . . . , εn P R tels que 0 ă ε1 ă . . . ă εn. Alors il existe un entier k ď n, des entiers
λ1, . . . , λk et des disques fermés D1, . . . , Dk de X tels que

• la somme des λj vaut n,

• le rayon du disque Dj est 2ελj ,

• pour tout z P Xz
Ťk
j“1Dj

n
ź

j“1
dpz, ajq ą

n
ź

j“1
εj .

Corollaire 2.7.8. Soient pX, dq un espace métrique et ν : X Ñ N un diviseur de X. Alors
pour tout ε ą 0 l’ensemble des lemniscates Epν, εq est de |ν|-ième diamètre α-dimensionnel
dans X au plus ep2εqα.

Démonstration. Dans [72], Lubinsky démontre seulement le cas α “ 1. Nous adaptons
sa démonstration pour tout α ą 0. Posons n :“ degpνq et considérons la suite de rayons
ε1, . . . , εn définie par

εj “
εj

1
α

pn!q 1
nα

.

Par construction le produit des εj est égal à εn. Donc l’ensemble des lemniscates Epν, εq
coïncide avec l’ensemble des z P X tels que

śn
j“1 dpz, ajq ď

śn
j“1 εj . En appliquant le

lemme 2.7.7, nous obtenons k disques de X de rayons respectivement 2ελ1 , . . . , 2ελk avec
λ1 ` . . .` λk “ n et tels que ces disques recouvrent Epν, εq. Or

k
ÿ

j“1
p2ελj qα “ p2εqα

k
ÿ

j“1

¨

˝

λ
1
α
j

pn!q 1
nα

˛

‚

α

ď p2εqα
n
ÿ

j“1

ej

n
ď ep2εqα.

L’avant dernière inégalité est obtenue en remarquant que pour tout n P N˚, n! ě pne q
n. �

Nous négligeons parfois les multiplicités du diviseur ν lorsque nous majorons la taille
des lemniscates associées à ce dernier. Nous aurons alors recours au corollaire 2.7.9 ci-
dessous.

Corollaire 2.7.9. Soient pX, dq un espace métrique tel que d soit bornée par 1 et ν : X Ñ

N un diviseur de X. On pose n “ degpνq, µ “ maxtν, 1u et m “ multpνq. Alors l’ensemble
de lemniscates Epµ, εq est de |ν|-ième diamètre dans X au plus 2eδεm et l’ensemble de
lemniscates Epν, εq est de |µ|-ième diamètre dans X au plus 2eδε.

Démonstration. La distance d étant par hypothèse bornée par 1, nous avons les inclusions
suivantes

Epµ, εq “
!

z P X |
ź

wPX

dpz, wqµpwq ď ε|µ|
)

“

!

z P X |
ź

wPX

dpz, wqmµpwq ď εm|µ|
)

Ă

!

z P X |
ź

wPX

dpz, wqνpwq ď εm|µ|
)

Ă Epν, ε
m|µ|
|ν| q Ă Epν, εmq.
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Donc d’après le corollaire 2.7.8 l’ensemble Epµ, εq est de n-ième diamètre dans X au plus
2eδεm. De même nous avons les inclusions suivantes

Epν, εq “
!

z P X |
ź

wPX

dpz, wqνpwq ď εn
)

Ă

!

z P X |
ź

wPX

dpz, wqmµpwq ď εn
)

Ă Epµ, ε
n
mn q Ă Epµ, εq.

Donc d’après le corollaire 2.7.8, l’ensemble Epν, εq est de n-ième diamètre dans X au plus
2eδε. �

Lemniscates polynomiales On cherche à mesurer aussi précisément que possible le
lieu où un polynôme univarié P est petit. Pour se faire on introduit pour tout polynôme P
univarié de degré au plus d P N˚. La lemniscate polynomiale de P absolue est l’ensemble
suivant

EpP, εq :“
 

z P C : |P pzq| ď εd
(

,

tandis que la lemniscate polynomiale de P relativement au compact K Ă C est l’ensemble

EpP,K, εq :“
 

z P K : |P pzq| ď }P }Kεd
(

.

En supposant que le polynôme P est unitaire, Boutroux et Cartan ont démontré le résultat
suivant.

Lemme 2.7.10 (Boutroux-Cartan – [23, 92]). Soit P P Crzs un polynôme unitaire de
degré d. Alors

@ε ą 0, diamdpEpP, εqq ď 2eε.

Pour une démonstration détaillée du lemme 2.7.10 le lecteur pourra regarder le chapitre
12 de [92] ou la thèse de H. Cartan [23]. Bien entendu le lemme de Boutroux-Cartan est
un cas particulier du lemme de Lubinsky 2.7.7 pour X “ C et d la métrique euclidienne.
En effet |P pzq| n’est autre que le produit

śd
j“1 |z ´ aj | où pajq est une énumération avec

multiplicité des zéros de P .

Remarque 2.7.11. Une propriété remarquable du lemme de Boutroux-Cartan est l’ab-
sence du degré dans la majoration du d-ième diamètre. En revanche nous ne savons pas
si la constante 2e est optimale. Dans [51], Hayman conjecture que la constante optimale
doit être 2. Plus de détails sur ces questions figurent dans les notes à la fin du chapitre
12 de [92].

Remarque 2.7.12. Il faut exiger que le polynôme P soit unitaire afin que l’énoncé 2.7.10
soit vérifié. En effet le polynôme P pzq “ azd (a ­“ 0) vérifie que

diamdpEpP, εqq “ ε|a|´1{d.

Donc pour un coefficient dominant a suffisamment petit, le polynôme P ne satisfait pas
la conclusion du lemme 2.7.10.

Lemniscates pseudo-hyperboliques Lorsque l’on étudie la distribution des valeurs
d’une fonction méromorphe définie sur le disque unité D, il est plus naturel d’utiliser la dis-
tance pseudo-hyperbolique ou la distance hyperbolique sur D que la distance euclidienne.
Ajoutons que dans ce cadre les produits de Blaschke finis jouent le rôle des polynômes
des paragraphes précédents. Pour plus détails sur l’analogie entre les polynômes et les
produits de Blaschke finis, le lecteur pourra se référer au chapitre Polynomials Versus
Finite Blaschke Products de [76].
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Définition 2.7.13 (Produit de Blaschke – [12] ou [95, p. 100]). Un produit de Blaschke
fini de Dr est une fonction holomorphe sur Dr de la forme

Bpzq :“ eiθ
d
ź

j“1

rpz ´ wjq

r2 ´ zw̄j
avec θ P R,

où w1, . . . , wd appartiennent au disque Dr. De plus l’entier d est appelé le degré du produit
de Blaschke B.

Dans l’article [80], Milloux démontre l’analogue du lemme de Boutroux-Cartan 2.7.10
pour les produits de Blaschke finis.

Lemme 2.7.14 (Milloux – [80]). Soit B un produit de Blaschke fini de D de degré d.
Alors pour tout ε ą 0, l’ensemble

EpB, εq :“
 

z P D : |Bpzq| ă εd
(

,

est de d-ième diamètre pseudo-hyperbolique dans D au plus 2eε.

L’argument géométrique employé par Milloux pour démontrer le lemme 2.7.14 est es-
sentiellement le même que celui utilisé par Cartan pour démontrer le lemme de Boutroux-
Cartan 2.7.10. Le lemme de Milloux se déduit de celui de Lubinsky en prenant X “ D et
d la distance pseudo-hyperbolique.

Lemme 2.7.15. Soient E Ă D et α P s0, 1s. On suppose que HαpE,Dq ď ε. Soient
t, r P R tels que

0 ă t ă r ă 1 et r ´ t

1´ rt ą ε.

Alors il existe s P rt, rs tel que le cercle BDs ne rencontre pas l’ensemble E.

Démonstration. On considère la fonction T : pD, pq ÞÑ pr0, 1s, dq définie par T pzq “ |z| et
dpx, yq :“ x´y

1´xy . Or

@z, w P D,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|z| ´ |w|

1´ |z||w̄|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z ´ w

1´ zw̄

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Donc la fonction T vérifie les hypothèses du lemme 2.7.6. D’où

HαpT pEq, r0, 1sq ď HαpE,Dq ď ε.

Or puisque α P s0, 1s

Hαprt, rs, r0, 1sq ě H1prt, rs, r0, 1sq ě r ´ t

1´ rt .

Donc l’intervalle rt, rs ne peut pas être contenu dans T pEq. �

Remarque 2.7.16. Dans [80], Milloux démontre que pour tout ensemble E Ă D tel que
H1pE,Dq ď ε et pour tout t, r P R tels que

0 ă t ă r ă 1 et r ´ t

1´ rt ě
2ε

1` ε2 .

Il existe s P rt, rs tel que le cercle BDs ne rencontre pas l’ensemble E. Ce résultat est
moins fin que le lemme 2.7.15 ci-dessus pour α “ 1 puisque l’on peut toujours supposer
que ε appartient à l’intervalle r0, 1s et que r ´ t ď 1´ rt.
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Comparaison des d-ième diamètres euclidiens et pseudo-hyperboliques Il est
parfois plus simple de minorer ou de majorer le d-ième diamètre euclidien d’un ensemble
E Ă DR que son d-ième diamètre pseudo-hyperbolique de DR. Il est bien connu que les
cercles généralisés27 de C sont préservés par les transformations de Möbius de la sphère de
Riemann Ĉ. Le lemme 2.7.17 ci-dessous donne le centre et le rayon euclidien d’un disque
pseudo-hyperbolique.

Lemme 2.7.17 ([34, p. 64]). Soit D Ă DR un disque de centre c et de rayon r pour la
métrique pseudo-hyperbolique de DR. Alors D est un disque euclidien de centre c1 et de
rayon r1 avec

c1 “
pR2 ´ r2qc

R2 ´ r2|c|2
et r1 “

rpR2 ´ |c|2q

R2 ´ r2|c|2
.

Grâce au lemme 2.7.17, on compare dans la proposition 2.7.18 ci-dessous le d-ième
diamètre euclidien et pseudo-hyperbolique dans DR à condition que E soit contenu dans
un compact de DR.

Proposition 2.7.18. Soient r,R P R tels que 0 ă r ă R et E Ă Dr. Alors

@n P N, @α ą 0, diamα
npEq ď diamα

npE,DRq ď
ˆ

R

R´ r

˙α

diamα
npEq.

Démonstration. Démontrons la première inégalité. On suppose que E est recouvert par
D1, . . . , Dn disques pseudo-hyperboliques de DR de centre respectivement c1, . . . , cn et de
rayon respectivement r1, . . . , rn. On peut supposer sans perte de généralité que les centres
ci appartiennent à Dr. D’après le lemme 2.7.17 les disques D1, . . . , Dn sont des disques
euclidiens de centre c11, . . . , c1n et de rayon r11, . . . , r1n avec

@j P t1, . . . , nu, c1j “
pR2 ´ r2

j qcj

R2 ´ r2
j |cj |

2 et r1j “
rjpR

2 ´ |cj |
2q

R2 ´ r2
j |cj |

2 .

Or pour tout r P r0, Rr, la fonction

x ÞÑ
rpR2 ´ x2q

R2 ´ r2x2 ,

est décroissante sur r0, Rs. Donc
n
ÿ

j“1
pr1jq

α “

n
ÿ

j“1

˜

rjpR
2 ´ |cj |

2q

R2 ´ r2
j |cj |

2

¸α

ď

n
ÿ

j“1
rαj ď

n
ÿ

j“1

˜

R2 ´ r2
j |cj |

2

R2 ´ |cj |2
r1j

¸α

ď

ˆ

R

R´ r

˙α n
ÿ

j“1
pr1jq

α.

D’où l’encadrement souhaité. �

Lemniscates greeniennes Dans le paragraphe précédent nous avons associé à chaque
domaine simplement connexe de C une métrique pseudo-hyperbolique. Nous généralisons
cette construction à n’importe quel domaine greenien pΩ, z0q grâce aux fonctions de Green.
Cependant nous n’obtenons pas une métrique sur le domaine Ω.

Notation 2.7.19. Soit Ω Ă C un domaine greenien. On définit les fonctions pΩ : ΩˆΩ Ñ
R et dΩ : Ωˆ Ω Ñ R par

@z P Ω, @w P Ω, pΩpz, wq :“ exp
 

´ gΩpz, wq
(

et dΩpz, wq “ log
ˆ

1` pΩpz, wq

1´ pΩpz, wq

˙

,

27Un cercle généralisé de C est un cercle ou une droite du plan.
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où gΩ désigne la fonction de Green de Ω.

En général pΩ et dΩ ne sont pas des métriques sur Ω. Cependant lorsque Ω est simple-
ment connexe alors ces deux fonctions sont des métriques. Néanmoins on définit la notion
de n-ième diamètre greenien dans Ω en faisant comme si pΩ était une métrique.

Définition 2.7.20 (n-ième diamètre greenien). Soient Ω Ă C un domaine greenien,
n P N˚, α ą 0 et E Ă X un ensemble. On définit le n-ième diamètre greenien α-
dimensionnel de E dans Ω par

diamα
npE,Ωq :“ inf

!

n
ÿ

j“1
rαj | E Ă

n
ď

j“1
DΩpai, riq

)

,

On définit également la mesure de Hausdorff greenienne α-dimensionnelle de E dans Ω
par

HαpE,Ωq :“ inf
!

8
ÿ

j“1
rαj | E Ă

8
ď

j“1
DΩpai, riq

)

,

où DΩpa, rq “ tz P Ω | pΩpa, zq ă ru.

Lemme 2.7.21. Soit pΩ, z0q un domaine régulier. Alors
@r P r0, 1s, @z, w P Ωr, pΩpz, wq “ rpΩr pz, wq.

Démonstration. En effet d’après le corollaire 2.5.15 on sait que pour tout z, w P Ωr,
gΩpz, wq “ gΩr pz, wq´log r. On conclut en appliquant l’exponentielle sur cette égalité. �

Propriétés du n-ième diamètre greenien Désormais tout domaine de Jordan de C
est muni du n-ième diamètre greenien. Cette convention est compatible avec celle intro-
duite pour les ensembles simplement connexes Ω dans le paragraphe précédent puisque la
fonction de Green de Ω peut être obtenue comme le logarithme de l’inverse d’une fonction
d’uniformation de Ω dans le disque unité D (voir [46, p. 2] pour plus de détails). La fonc-
tion de Green étant un invariant conforme, il en est de même de la distance greenienne
et le n-ième diamètre greenien diminue lorsque le domaine Ω grandit.

Proposition 2.7.22. Soient Ω et Υ deux domaines greeniens de C, ϕ : Ω Ñ Υ une
application holomorphe et E Ă Ω. Alors

@n P N, @α ą 0, diamα
npϕpEq,Υq ď diamα

npE,Ωq. (2.7.2)
En particulier lorsque ϕ est une application conforme, l’inégalité 2.7.2 est une égalité.

Démonstration. Pour démontrer la première propriété, il suffit d’appliquer le principe de
subordination des fonctions de Green (voir le théorème 2.1.5)

@z, w P Ω, gΥpϕpzq, ϕpwqq ě gΩpz, wq

Donc pour tout z, w P Ω, dΥpϕpzq, ϕpwqq ď pΩpz, wq. Soient D1, . . . , Dn des disques
greeniens de Ω recouvrant l’ensemble E. Alors l’image de chacun de ces disques par ϕ est
contenue dans un disque greenien de Υ de même rayon. D’où

@n P N, @α ą 0, @ε ą 0, diamα
npE,Ωq ă ε ùñ diamα

npϕpEq,Υq ă ε.

On en déduit que pour tout n P N, α ą 0, diamα
npϕpEq,Υq ď diamα

npE,Ωq. �

Lorsque Ωr Ă Ω est une strate d’un domaine pΩ, z0q, l’inclusion Ωr ãÑ Ω est holomorphe
et donc la proposition 2.7.22 précédente implique que diamα

npE,Ωq ď diamα
npE,Ωrq pour

tout E Ă Ωr. Le lemme 2.7.23 ci-dessous relie explicitement diamα
npE,Ωq et diamα

npE,Ωrq.
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Lemme 2.7.23. Soient pΩ, z0q un domaine régulier de C, r P s0, 1s et E Ă Ωr. Alors

@n P N, @α ą 0, diamα
npE,Ωrq “

diamα
npE,Ωq
rα

.

Démonstration. D’après le lemme 2.7.21
@z, w P Ωr, pΩpz, wq “ rpΩr pz, wq.

Soient DΩr pa1, r1q, . . . ,DΩr pan, rnq un recouvrement de E dans Ωr. Chaque DΩpaj , rrjq
contient le disque DΩr paj , rjq. Donc

@ε ą 0, diamα
npE,Ωrq ă ε ùñ diamα

npE,Ωq ă rαε.

Donc diamα
npE,Ωq ď rαdiamα

npE,Ωrq. Réciproquement, on considère le recouvrement de
E dans Ω par la famille de disques DΩpa1, r1q, . . . ,DΩpan, rnq. Puisque E est contenu
dans Ωr, ce dernier est contenu dans le recouvrement DΩr pa1,

r1
r q, . . . ,DΩr pan,

rn
r q. Donc

diamα
npE,Ωq ě rαdiamα

npE,Ωrq. �

Le d-ième diamètre greenien et la capacité harmonique dans Ω La proposition
2.7.24 ci-dessous est l’analogue du théorème de Fekete-Szegö28 pour la capacité d’un
condenseur.

Proposition 2.7.24. Soient Ω un domaine greenien et K Ť Ω un compact de Ω. On
note

δnpK,Ωq “ sup
!

ź

1ďiăjďn
pΩpzi, zjq

2
npn´1q | z1, . . . , zn P K

)

.

Alors la suite pδnpK,Ωqq est décroissante et de plus

lim
nÑ8

δnpK,Ωq “ exp
ˆ

´
1

cappK,Ωq

˙

.

Démonstration. Afin d’alléger les notations, nous abrégeons dans la suite de la démons-
tration δnpK,Ωq par δn. Par compacité de K et continuité de pΩ, il existe des points
w1, . . . , wn`1 P K tels que

δ
npn`1q{2
n`1 “

ź

1ďiăjďn`1
pΩpwi, wjq.

Puisque w2, . . . , wn`1 sont des éléments de K

δnpn´1q{2
n ě

ź

2ďiăjďn`1
pΩpwi, wjq.

On obtient le même type d’inégalité pour toutes les sous-suites de w1, . . . , wn`1 de lon-
gueur n. En multipliant ces estimations, on obtient

´

δnpn´1q{2
n

¯n`1
ě

ź

1ďiăjďn`1
pΩpwi, wjq

n´1 “
´

δ
npn`1q{2
n`1

¯n´1
.

Donc δn ě δn`1. La suite pδnq est bien décroissante. Or pour tout z1, . . . , zn P K

2
npn´ 1q

ÿ

1ďiăjďn
log pΩpzi, zjq ď log δn.

Donc en intégrant cette inégalité pour la mesure produit dνK b dνK où νK est la mesure
de Riesz de K, on obtient

2
npn´ 1q

ÿ

1ďiăjďn

ż

C

ż

C
log pΩpzi, zjqdνKpziqdνKpzjq ď log δn.

28Voir le théorème 5.5.2 de [93].
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Donc ´V KΩ ď log δn. Montrons que lim log δn ě ´V KΩ . Pour cela on considère un réel
ε ą 0 assez petit de sorte que Kε “

 

z P C | dpz,Kq ď ε
(

soit encore un compact de Ω.
Soient n ě 2 et w1, . . . , wn P K tels que

δnpn´1q{2
n “

ź

1ďiăjďn
pΩpwi, wjq.

Pour tout j P t1, . . . , nu, notons µj la mesure de Lebesgue normalisée du cercle BDpwj , εq
et µ “ 1

n

řn
i“1 µj . Alors µ P PpKεq et

´IΩpµq “ ´

ż

C

ż

C
gΩpz, wqdµpzqdµpwq “ ´

1
n2

n
ÿ

i“1

ż

C

ż

C
gΩpz, wqdµipzqdµipwq

´
2
n2

ÿ

1ďiăjďn

ż

C

ż

C
gΩpz, wqdµipzqdµjpwq.

On choisit r ą 0 assez grand de sorte que Ω soit contenu dans chaque disque Dj “

Dpwj , rq. On peut supposer sans perte de généralité que wj “ 0. D’après le principe de
subordination 2.1.5 des fonctions de Green, @j P t1, . . . , nu

ż

C

ż

C
gΩpz, wqdµjpzqdµjpwq ď

ż

C

ż

C
gDj pz, wqdµjpzqdµjpwq

ď

ż 2π

0

ż 2π

0
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ ε2eiθeiϕ

rεpeiθ ´ eiϕq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ

2π
dϕ

2π

ď log
´r

ε

¯

.

Or la fonction de Green gΩ étant super-harmonique sur Ω
ż

C

ż

C
gΩpz, wqdµipzqdµjpwq ď UµiΩ pwjq ď gΩpwi, wjq “ ´ log pΩpwi, wjq.

Donc

´IΩpµq ě ´
1
n

log
´r

ε

¯

`
2
n2

ÿ

1ďiăjďn
log pΩpwi, wjq.

D’où pour tout ε ą 0 assez petit, e´V
Kε
Ω ě e´IΩpµq ě

`

ε
r

˘
1
n δ

n´1
n

n . Donc

@ε ą 0 assez petit, e´V
Kε
Ω ě lim

nÑ8

´ ε

r

¯
1
n

δ
n´1
n

n “ lim
nÑ8

δn.

On conclut en faisant tendre ε vers zéro. �

Proposition 2.7.25. Soient Ω un domaine greenien et K Ť Ω un compact. Alors

@n P N˚, @α ą 0, diamα
d pK,Ωq

1
α ď n

n
α δnpK,Ωq.

Démonstration. Soient n P N˚ et z1, . . . , zn P K tels que

δnpK,Ωq “
ź

1ďiăjďn
pΩpzi, zjq

2
npn´1q .

Soient r1, . . . , rn P R`. On suppose que K n’est pas contenu dans l’union de disques gree-
niens DΩpz1, r1q, . . . ,DΩpzn, rnq. Donc il existe w P K tel que @j P t1, . . . , nu, pΩpzj , wq ą
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rj . On pose wj “ zj et w0 “ w. Or
ź

0ďiăjďn
pΩpwi, wjq

2
npn`1q “

n´1
ź

i“0

n
ź

jąi

pΩpwi, wjq
2

npn`1q

“

n
ź

j“1
pΩpw, zjq

2
npn`1q

n´1
ź

i“1

n
ź

jąi

pΩpzi, zjq
2

npn`1q

ą

´

n
ź

j“1
rj

¯
2

npn`1q
δnpK,Ωq

n´1
n`1 .

Donc
δnpK,Ωq ą

´

n
ź

j“1
rj

¯
1
n

.

On introduit la quantité

cαn “ sup
!´

n
ź

j“1
rj

¯
1
n

|

n
ÿ

j“1
rαj “ 1

)

.

On a donc montré que
@n P N˚, @α ą 0, diamα

npK,Ωq ą ε ùñ δnpK,Ωq ą cαnε
1
α .

Or d’après le cas d’égalité de l’inégalité arithmético-géométrique, la borne supérieure cαn
est atteinte précisément lorsque rαj “ 1

n . Donc

@n P N˚, @α ą 0, diamα
npK,Ωq

1
α ď n

n
α δnpK,Ωq.

�
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Chapitre 3

Majorations des mesures de
transcendance

3.1 Introduction

Un nombre algébrique est un nombre complexe satisfaisant une équation algébrique non
triviale1 à coefficients rationnels. De même une fonction algébrique est une fonction sa-
tisfaisant une équation algébrique non triviale à coefficients dans Cpzq. Le point commun
entre ces deux définitions est qu’il est naturellement associé à un nombre ou une fonc-
tion algébrique des quantités telles que le polynôme minimal, le degré de ce polynôme
et la taille de ses coefficients. Ces quantités jouent un rôle important dans bon nombre
d’énoncés portant sur ces objets. En revanche un nombre transcendant ou une fonction
transcendante ne disposent pas a priori de telles quantités associées et il peut être utile
d’en introduire afin d’étudier ces objets. C’est cette démarche que nous suivons dans ce
chapitre. Pour les nombres il existe plusieurs notions de mesures de transcendance qui
donnent lieu à différentes classifications des nombres réels ou complexes2. L’objectif de
ce chapitre est de définir de nouvelles de mesures de transcendance pour certaines classes
de fonctions méromorphes et de démontrer des majoration de ces mesures en fonction de
la distribution des petites valeurs des fonctions méromorphes considérées.

Mesure de transcendance de Coman et Poletsky Rappelons la définition de la
mesure de transcendance des fonctions entières posée par Coman et Poletsky dans [25,26].
On rappelle que Mpr, gq désigne le maximum du module de g sur le cercle BDr.

Rappel définition 1.4.7. Soient g P OpCq non constante et d P N. La d-ième mesure
de transcendance de g est définie par

Edpgq :“ sup
 

}P }D2 | P P Cďdrz, ws et Mp1, Pgq ď 1
(

,

et edpgq :“ logEdpgq.

Dans [25] Coman et Poletsky montrent notamment que toute fonction g entière et
transcendante vérifie τpgq ě 2. Puis dans [26] ils montrent que τpgq “ 2 lorsque g est de
plus d’ordre fini. En revanche, il existe des fonctions g entières et transcendantes telles
que τpgq soit infini3. On montre cependant à la fin du chapitre 4 que pour toute fonction
entière et transcendante g, l’ordre de transcendance inférieur τpgq est fini à condition
que g soit d’ordre inférieur positif. Les définitions précédentes ne sont pertinentes qu’à
1C’est-à-dire qui n’est pas le polynôme identiquement nul.
2Voir la section 1.4 de l’introduction.
3Voir l’introduction de [25] pour un exemple de telle fonction.
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condition de pouvoir majorer la mesure de transcendance pour certaines fonctions trans-
cendantes. Dans [25] les auteurs parviennent à majorer cette mesure de transcendance
pour l’exponentielle complexe puis dans [26] ils donnent une majoration de la mesure
edpgq dès lors que l’on connaît la distribution des petites valeurs de g dans des couronnes
du plan. Plus précisément ils démontrent l’énoncé 3.1.1 suivant.

Théorème 3.1.1 (Coman - Poletsky – [26]). Soient g P OpCq une fonction transcen-
dante, d P N γ ą 0 et r ą 2. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0
tel que

@a P A, diamdp
 

z P Ap2, rq | gpzq “ a
(

q ě γ (3.1.1)
Alors

edpgq ď dlog`Mper, gq log r ` d logperq
ˆ

log 36er
γ

`
4π
l

˙

.

Autrement dit le théorème 3.1.1 fournit une majoration de la mesure de transcendance
edpgq dès lors que la fonction entière g atteint suffisamment de fois des valeurs d’un arc A
du cercle unité S1 dans la couronne Ap2, rq et que les antécédents de chacune de ces valeurs
prises à part sont suffisamment espacés les uns des autres dans cette même couronne. Cet
étalement des antécédents des petites valeurs de g est mesuré à l’aide du d-ième diamètre
euclidien. Dans la mesure où l’ensemble décrit en 3.1.1 est toujours fini puisqu’il est
compact et discret, son d-ième diamètre est nul dès lors que d dépasse son cardinal4.
En particulier, si l’on souhaite appliquer le théorème 3.1.1 de Coman et Poletsky afin
de majorer edpgq pour tout degré d, il faut nécessairement choisir des rayons r de plus
en plus de grand de sorte que le cardinal de l’ensemble 3.1.1 puisse excéder le degré d.
Cette exigence impose en particulier que la fonction g atteigne une infinité de fois dans le
plan certaines valeurs du cercle unité S1. Pour les fonctions entières transcendantes, cette
dernière condition est toujours satisfaite d’après le grand théorème de Picard 2.6.2 et
inversement aucune fonction entière algébrique n’y répond. En revanche, cette contrainte
sur la distribution des valeurs pour des fonctions holomorphes transcendantes sur des
domaines différents de C est nettement plus restrictive. Par exemple, il n’est pas difficile
d’exhiber des fonctions holomorphes transcendantes sur le disque unité D dont l’image est
bornée et qui n’admettent aucun prolongement analytique sur un voisinage de D. En effet,
les applications conformes de D dans un domaine Ω simplement connexe et borné sont le
plus souvent transcendantes et existent toujours d’après le théorème d’uniformisation de
Riemann.

Remarque 3.1.2. Nous étudierons dans ce chapitre des mesures de transcendance pour
des fonctions méromorphes sur C ou sur le disque unité D mais également pour des
fonctions méromorphes sur un domaine régulier Ω de C. Cette étude des fonctions méro-
morphes g PMpΩq sur un domaine régulier Ω pourrait sembler de prime abord inutile du
fait d’une part que tout domaine simplement connexe est conforme au disque D ou au plan
C d’après le théorème d’uniformisation de Riemann et d’autre part qu’il serait possible
de réduire l’étude des mesures de transcendance sur un domaine Ω à une étude locale de
la fonction g sur des disques contenus dans son domaine Ω. Cependant on peut objecter
deux raisons de ne pas se limiter au cas du disque ou du plan. La première raison est
que les mesures de transcendance que nous étudions ne sont pas des invariants conformes.
Cela n’a rien d’étonnant puisque les applications conformes, y compris entre des domaines
particulièrement simples du plan tels que des polygones, ne sont que très rarement al-
gébriques. La deuxième raison est que les conditions sous lesquelles nous obtenons des
majorations de ces mesures de transcendance ne sont pas locales mais au contraire portent
sur la croissances des fibres de g restreintes à des compacts de plus en plus grands.
4Voir la remarque 2.7.12.
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Définitions et notations

Avant de pouvoir énoncer les théorèmes démontrés dans ce chapitre, il est nécessaire
d’introduire quelques notations.

Voisinages Afin de spécifier la distribution des valeurs petites de la fonction méro-
morphe g étudiée, on introduit des voisinages dans lesquels on escompte rencontrer des
antécédents par g d’une valeur a P Ĉ fixée. Dans [26], Coman et Poletsky étudient la
distribution des valeurs de g dans les couronnes Ap2, rq pour majorer leur mesure de
transcendance edpgq. Lorsque pΩ, z0q est un domaine régulier et g PMpΩq, on remplace
la couronne Apλ, rq par la couronne généralisée AΩpλ, rq définie par symbol]A@AΩpλ, rq

AΩpλ, rq :“
 

z P Ωr | z R Ωλ
(

“
 

z P Ω | λ ă pΩpz, z0q ă r
(

.

Définition 3.1.3. Soient pΩ, z0q un domaine régulier, g PMpΩq, a P Ĉ et λ, r P R tels
que 0 ă λ ă r ă 1. On définit la fibre des a-points de g restreinte à la couronne AΩpλ, rq
par

DΩpλ, r, a, gq :“
 

z P AΩpλ, rq | gpzq “ a
(

.

Lorsque λ est nul, on note cet ensemble par DΩpr, a, gq et DΩpa, gq lorsque r est nul
également.

Mesures de transcendance Dans la mesure où nous voulons établir des lemmes de
zéros polynomiaux pour des fonctions méromorphes sur un domaine Ω, nous adoptons
l’approche de Coman et Poletsky dans [26] qui consiste à définir une mesure de trans-
cendance puis démontrer des majoration de cette dernière à l’aide de la distribution des
valeurs de g. Pour qu’une quantité edpgq mérite d’être qualifiée de mesure de transcen-
dance de g, nous exigerons donc qu’elle satisfasse les deux propriétés suivantes

P1. une majoration de la quantité edpgq conduit à un lemme de zéros. Autrement dit,
nous devons pouvoir majorer le nombre de zéros de Pg dans les compacts du domaine
Ω en fonction du degré d de P , de la mesure edpgq et éventuellement de la géométrie
du domaine Ω,

P2. la mesure de transcendance edpgq peut être majorée uniformément en le degré d
lorsque l’on connaît la distribution des petites valeurs de la fonction g dans les
voisinages définis dans le paragraphe précédent.

Bien entendu pour les fonctions entières la mesure de transcendance de Coman et Poletsky
satisfait la propriété P2 d’après le théorème 3.1.1 et la propriété P1 d’après 3.5.1 et 2.5.8.
Nous introduisons maintenant des nouvelles mesures de transcendance pour les fonctions
holomorphes et méromorphes sur un domaine régulier de Ω.

Mesure de transcendance holomorphe La première mesure de transcendance dé-
finie ci-dessous concerne les fonctions holomorphes sur un domaine Ω. Il s’agit d’une
traduction naturelle de la mesure de transcendance originale de Coman et Poletsky où les
disques concentriques sont remplacés par des strates Ωr.

Définition 3.1.4 (Mesure de transcendance holomorphe). Soient pΩ, z0q un domaine
greenien et g P OpΩq une fonction transcendante. On définit pour tout d P N, la d-ième
mesure de transcendance holomorphe de g par

@λ P r0, 1r, EΩ
d pλ, gq :“ sup

!

}P }ΩλˆD : P P Cďdrz, ws et MΩpλ, Pgq ď 1
)

,
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et eΩ
d pλ, gq :“ logEΩ

d pλ, gq. On définit la d-ième fonction maximum de transcendance de
g est définie par, @λ P r0, 1r, @r P r0, λs

MΩ
d pλ, r, gq :“ sup

!

MΩpr, Pgq : P P Cďdrz, ws, MΩpλ, Pgq ď 1 et P ı 0
)

,

et mΩ
d pλ, r, gq :“ logMΩ

d pλ, r, gq.

Notation 3.1.5. Un polynôme P P Cďdrz, ws est dit extrémal pour la mesure eΩ
d pλ, gq

lorsque
log }P }ΩλˆD “ eΩ

d pλ, gq et MΩpλ, gq ď 1.
Par un argument de compacité un polynôme extrémal de la mesure eΩ

d pλ, gq existe toujours
pour chaque degré d mais n’est pas nécessairement unique.

Remarque 3.1.6. La mesure de transcendance edpgq de Coman et Poletsky coïncide avec
la mesure de transcendance eΩ

d p1, gq lorsque g est une fonction entière transcendante et Ω
est le disque D. La mesure de transcendance edpλ, gq définie en 1.4.10 pour une fonction
g P OpDq coïcide avec la mesure de transcendance eDd pλ, gq. De ce fait on omet dans la
suite l’exposant lorsque Ω est le disque D.

Remarque 3.1.7. La mesure eΩ
d pλ, gq vérifie la propriété P1 d’après 3.5.1 et 2.5.13 et

elle satisfait la propriété P2 d’après le théorème 3.1.14. Cette mesure est étudiée en détail
dans la section 3.5.

Mesure de transcendance méromorphe On étudie également les fonctions méro-
morphes sur un domaine greenien Ω du plan. Cette fois la fonction maximum logMΩpr, Pgq
est remplacée par la moyenne de la fonction log |Pg| le long de BΩr définie par

@r P r0, 1r, m̊Ωpr, Pgq :“
ż

BΩr
log |Pgpξq|d$Ωr pξ, z0q,

où d$Ωr désigne la mesure harmonique de Ωr (voir la définition 2.1.21). On peut main-
tenant définir la mesure de transcendance méromorphe de g sur Ω.

Définition 3.1.8 (Mesure de transcendance méromorphe). Soient pΩ, z0q un domaine
greenien et g P MpΩ, z0q une fonction transcendante. On définit pour tout d P N, la
d-ième mesure de transcendance méromorphe de g par

@λ P r0, 1r, E̊Ω
d pλ, gq :“ sup

!

}P }ΩλˆD | P P Cďdrz, ws et m̊Ωpλ, Pgq ď 0
)

,

et e̊Ω
d pλ, gq :“ log E̊Ω

d pλ, gq. On définit la d-ième fonction de proximité transcendante de g
par, @λ P r0, 1r, @r P r0, λs

m̊Ω
d pλ, r, gq :“ sup

!

m̊Ωpr, Pgq | P P Cďdrz, ws, m̊Ωpλ, Pgq ď 0 et P ı 0
)

.

Notation 3.1.9. Un polynôme P P Cďdrz, ws tel que
log }P }ΩλˆD “ e̊Ω

d pλ, gq et m̊pλ, Pgq ď 0,
est dit extrémal pour la mesure e̊Ω

d pλ, gq. Un tel polynôme existe toujours par un argument
de compacité mais n’est pas nécessairement unique.

Remarque 3.1.10. Soient g PMpΩq et a P Ĉ. On note e̊Ω
d pλ, a, gq le mesure de trans-

cendance méromorphe e̊Ω
d pλ, pg ´ aq´1q. Nous verrons dans la section 3.6 que la mesure

e̊Ω
d pλ, a, gq ne dépend pas du choix de a. Voir la proposition 3.6.4.

Remarque 3.1.11. La mesure de transcendance e̊dpλ, gq définie en 1.4.11 pour une fonc-
tion g PMpDq coïcide avec la mesure de transcendance e̊Dd pλ, gq. De ce fait on omet dans
la suite l’exposant lorsque Ω est le disque D.
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Remarque 3.1.12. La mesure de transcendance méromorphe est étudiée dans la section
3.6. Elle vérifie la propriété P1 d’après les énoncés 3.6.1 et 2.5.16 et la propriété P2 d’après
le théorème 3.1.16 du présent chapitre.

Résultats

Les résultats principaux de ce chapitre sont les théorèmes 3.1.14 et 3.1.16 ci-dessous qui
généralisent le théorème 4.2 de [26]. Ils sont démontrés dans les sections respectivement 3.5
et 3.6. Ces deux énoncés donnent des majorations de la d-ième mesure de transcendance
eΩ
d pλ, gq et de la d-ième mesure de transcendance méromorphe e̊Ω

d pλ, gq en fonction de la
croissance de la fonction g dans le domaine Ω, de la distribution dans les strates de Ω des
a-points de g lorsque a parcourt un borélien fixé A Ă S1 et de la géométrie des strates de
Ω via les termes τΩpλ, rq et diamΩpλ, rq définis ci-dessous.

Définition 3.1.13. Soient pΩ, z0q un domaine régulier et λ, t, r P R tels que 0 ă λ ă t ă
r ă 1. On introduit les deux quantités suivantes

diamΩpλ, rq :“ diampΩrq
diampΩλq

et τΩpλ, rq “ sup
 

τΩr pξ, z0q | ξ P BΩλ
(

,

où τΩr est la distance de Harnack5 du domaine Ωr.

Les deux quantités définies ci-dessus semblent difficile à estimer en général. Cependant
dans le cas du disque, on dispose d’expressions explicites6 pour chacun de ces termes.

Majorations de la mesure de transcendance holomorphe La section 3.5 de ce
chapitre contient la démonstration d’une majoration de la mesure eΩ

d pλ, gq analogue au
théorème 3.1.1 de Coman et Poletsky figurant dans [26].

Théorème 3.1.14. Soient pΩ, z0q un domaine régulier, g P OpΩq, d P N, λ, ν, γ P R tels
que 0 ă λ ă ν ă 1 et γ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur
l ą 0 tel que @a P A, diamdpDΩpλ, a, gq,Ωλq ě γ. Alors

logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
eΩ
d pλ, gq ! dlog`MΩpν, gq ` d log

ˆ

edν

γlλ

˙

` dτΩpλ, νq
2 logpediamΩpλ, νqq.

Démonstration. Voir page 101. �

Remarque 3.1.15. On peut affaiblir les conditions portant sur l’ensemble A du le théo-
rème 3.1.14. La conclusion du théorème 3.1.14 est toujours valable lorsque A est de ca-
pacité logarithmique au moins l ą 0 ou l’ensemble A est de d-ième diamètre euclidien au
moins l ą 0. En particulier A peut être un ensemble fini à condition qu’il contienne au
moins d` 1 éléments.

Majoration de la mesure de transcendance méromorphe On rappelle que le
nombre de a-points sans multiplicité de g dans le domaine Ωr est noté n̄Ωpr, a, gq. On
peut maintenant énoncer le théorème 3.1.16 donnant une majoration de la mesure de
transcendance méromorphe e̊Ω

d pλ, gq en fonction de la distribution des petites valeurs de
g et de ses pôles dans les strates de Ω.

5Voir la définition 2.1.27.
6Voir la section 3.4.
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Théorème 3.1.16. Soient pΩ, z0q un domaine régulier, g PMpΩq, d P N, λ, ν, γ, δ P R
tels que 0 ă λ ă ν ă 1, γ, δ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de
longueur l ą 0 tel que pour tout a P A, il existe Ca Ă DΩpν,8, gq tel que

diamd`npDΩpλ, a, gq,Ωλq ě γ et pΩν pDΩpλ, a, gq, Caq ě δ,

où n “ n̄Ωpν, a, gq ´#Ca. Alors
logp 2ν

ν`λ q

logp νλ q
e̊Ω
d pλ, gq

τΩpλ, νq
! dτΩpλ, νqTΩpν, gq ` dnΩpν,8, gq log

ˆ

ν

λ

epd` nq

γδ

˙

` d log
ˆ

ν

λ

epd` nq

lγ

˙

` dτΩpλ, νq
2 logpediamΩpλ, νqq.

,

De plus la constante omise est absolue.

Démonstration. Voir page 108. �

Remarque 3.1.17. Pour les mêmes raisons que le théorème 3.1.14, il est possible d’affai-
blir les hypothèses portant sur l’ensemble A du théorème 3.1.16. Voir la remarque 3.1.15
pour plus de détails.

Applications aux cas du disque unité D et du plan C Lorsque Ω est le disque
unité, la géométrie des strates Ωr est particulièrement simple. En particulier, l’exhaustion
greenienne de D centrée en l’origine est simplement l’exhaustion de D par les disques Dr.
Dans ce cas le théorème 3.1.14 donne les corollaires 3.1.18 et 3.1.20 suivants. Le corollaire
3.1.18 donne une majoration uniforme des mesures de transcendance eΩ

d pλ, g ˝ hq lorsque
Ω est un domaine simplement connexe et h : pΩ, z0q Ñ pD, 0q une application conforme.

Corollaire 3.1.18. Soient g P OpDq, d P N, λ, ν, γ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 1
et γ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que
pour tout a P A, diamdpDpλ, a, gq,Dλq ě γ. Alors pour tout domaine régulier Ω Ă C et
h : pΩ, z0q Ñ pD, 0q conforme

logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
eΩ
d pλ, g ˝ hq ! dlog`Mpν, gq ` d log

ˆ

edν

γlλ

˙

` d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙2
log

ˆ

eν

λp1´ νq

˙

.

De plus la constante omise est absolue.

Lorsque Ω est le disque D et h “ Id, la borne du corollaire 3.1.18 peut être améliorée
de la manière suivante.

Théorème 3.1.19. Soient g P OpDq, d P N, λ, ν, γ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 1 et
γ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour tout
a P A, diamdpDpλ, a, gq,Dλq ě γ. Alors

logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
edpλ, gq ! dlog`Mpν, gq ` d log

ˆ

eν

γlλ

˙

` d log
ˆ

νpν ` λq

λpν ´ λq

˙

.

De plus la constante omise est absolue.

Corollaire 3.1.20. Soient g P OpCq, d P N, λ, ν, γ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 8 et
γ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour tout
a P A, diamdpDpλ, a, gq,Dλq ě γ. Alors

logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
edpλ, gq ! dlog`Mpν, gq ` d log

ˆ

eν

γlλ

˙

` d log
ˆ

νpν ` λq

λpν ´ λq

˙

.

La constante omise est absolue.
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Remarque 3.1.21. Le corollaire 3.1.20 implique, sous des hypothèse plus faibles et à
une constante multiplicative près, la majoration de la mesure de transcendance edpgq du
théorème 3.1.1. En effet, supposons que la fonction g P OpCq satisfasse les hypothèses du
théorème 3.1.1 pour le degré d P N et le rayon λ ą 2. Or d’après la proposition 2.7.18

diamdpDpλ, a, gq,Dλq ě diamdpDp2, λ, a, gqq ě γ.

Appliquons le corollaire 3.1.20 avec le rayon ν “ eλ. Donc
`

log 2e
e`1

˘

edpλ, gq ! dlog`Mpν, gq ` d log
ˆ

eν

γlλ

˙

! dlog`Mpeλ, gq ` d log
ˆ

e

γl

˙

.

Quant au théorème 3.1.16, il donne dans le cas du disque le corollaire 3.1.22 suivant.
Ce corollaire fournit une majoration uniforme des mesures de transcendance e̊Ω

d pλ, g ˝ hq
lorsque h : pΩ, z0q Ñ pD, 0q une application conforme. On note pour tout λ, ν P R tels que
0 ă λ ă ν ă 1

Φpλ, νq “
ˆ

ν ´ λ

ν ` λ

˙ logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
.

Corollaire 3.1.22. Soient g P MpDq, d P N, λ, ν, γ, δ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 1,
γ, δ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour
tout a P A, il existe Ca Ă Dpν,8, gq tel que

diamd`npDpλ, a, gq,Dλq ě γ et pνpDpλ, a, gq, Caq ě δ,

où n “ n̄pν,8, gq ´#Ca. Alors pour tout domaine régulier Ω Ă C et h : pΩ, z0q Ñ pD, 0q
conforme

Φpλ, ν q̊eΩ
d pλ, g ˝ hq ! d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙

T pν, gq ` dnpν,8, gq log
ˆ

ν

λ

epd` nq

γδ

˙

` d log
ˆ

ν

λ

epd` nq

γl

˙

` d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙2
log

ˆ

ν

λ

e

p1´ νq

˙

.

La constante omise est absolue.

Lorsque Ω est le disque D et h “ Id, la borne du corollaire 3.1.22 peut être améliorée
de la manière suivante.

Théorème 3.1.23. Soient g P MpDq, d P N, λ, ν, γ, δ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 1,
γ, δ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour
tout a P A, il existe Ca Ă Dpν,8, gq tel que

diamd`npDpλ, a, gq,Dλq ě γ et pνpDpλ,8, gq, Caq ě δ,

où n “ n̄pν,8, gq ´#Ca. Alors

Φpλ, ν q̊edpλ, gq ! d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙

T pν, gq ` dnpν,8, gq log
ˆ

ν

λ

e

γδ

˙

` d log
ˆ

ν

λ

e

γl

˙

` d log
ˆ

epν ` λq

p1´ νqpν ´ λq

˙

` d log
´ν

λ

¯

.

La constante omise est absolue.

Corollaire 3.1.24. Soient g P MpCq, d P N, λ, ν, γ, δ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 8,
γ, δ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour
tout a P A, il existe Ca Ă Dpν,8, gq tel que

diamd`npDpλ, a, gq,Dλq ě γ et pνpDpλ, a, gq, Caq ě δ,
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où n “ n̄pν,8, gq ´#Ca. Alors

Φpλ, ν q̊edpλ, gq ! d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙

T pν, gq ` dnpν,8, gq log
ˆ

ν

λ

e

γδ

˙

` d log
ˆ

ν

λ

e

γl

˙

` d log
ˆ

eν

λ

ν ` λ

ν ´ λ

˙

.

La constante omise est absolue.

Lemmes de zéros Nous utilisons à la fin de ce chapitre mais également dans le chapitre
4 les différents critères d’existence de lemmes de zéros annoncés dans le chapitre d’intro-
duction. Ces derniers sont des corollaires des majorations des mesures de transcendance
holomorphes et méromorphes du paragraphe précédent.

Lemme 3.1.25. On considère les trois fonctions réelles

@x ą 1, φ1pxq :“ log
ˆ

1
x´ 1

˙

, φ2pxq “
logpxq

logp 2x
1`x q

et φ3pxq “ log
ˆ

1` x2

2x

˙

Alors

@x ą 1, φ1pxq !
1

log x et φ2pxq

φ3pxq
!

1
logpxq2 _ 1 .

Rappel théorème 1.6.3. Soit g P OpCq une fonction transcendante. On suppose
qu’il existe quatre suites de réels pλdq, pνdq, pγdq, pldq et des exposants α1, α2, β, γ, l ě
0 tels que

@d P N, d´α1 ! log νd
λd
! dα2 , log`Mpνd, gq ! dβ , γd " e´d

γ

et ld " e´d
l

,

et une suite pAdq de boréliens de S1 de longueur ld telle que
@d P N, @a P Ad, diamdpDpλd, a, gq,Dλdq ą γd.

Alors
@r ą 0, @d P N, Zdpr, gq ! pd_ ϕprqq1`2α1`ε avec ε “ maxtα2, β, γ, lu,

où ϕprq :“ mintk P N | λk ě ru. Autrement dit g vérifie un lemme de zéros polyno-
mial.

Démonstration. D’après la proposition 2.5.20 et le lemme 3.5.1

@d P N, log
ˆ

ν2
d ` λ

2
d

2νdλd

˙

Zdpλd, gq ď sup
 

bpλd, νd, Pgq | P P Cďdrz, ws, P ı 0
(

ď edpλd, gq ` dlog`Mpνd, gq ` d log
ˆ

8νd
λd

˙

.

D’après le corollaire 3.1.20 et le lemme 3.1.25, @d P N

logp 2νd
νd`λd

q

logp νdλd q
edpλd, gq ! dlog`Mpνd, gq ` d log

ˆ

eνd
γdldλd

˙

` d log
ˆ

νdpνd ` λdq

λdpνd ´ λdq

˙

! d1`β ` d1`γ ` d1`l ` d1`α2 ` dφ1p
νd
λd
q

! d1`β ` d1`γ ` d1`l ` d1`α2 ` d log d.

84



Mesure de transcendance Introduction

Donc pour tout d P N et r ą 0 tels que ϕprq ď d

Zdpr, gq ď Zdpλd, gq !
`

d1`β ` d1`γ ` d1`l ` d1`α2 ` d log d
˘ φ1p

νd
λd
q

φ2p
νd
λd
q

!
`

d1`β ` d1`γ ` d1`l ` d1`α2 ` d log d
˘

d2α1

! d1`2α1`β ` d1`2α1`γ ` d1`2α1`l ` d1`2α1`α2 ` d1`2α1 log d
! d1`2α1`ε,

puisque nécessairement β ą 0 car g est non constante et donc log d est petit devant dβ .
Tandis que pour tout d P N et r ą 0 tels que d ă ϕprq

Zdpr, gq ď Zϕprqpλϕprq, gq ! ϕprq1`2α1`ε.

Ce qui achève la démonstration du théorème. �

Rappel théorème 1.6.4. Soit g P OpDq une fonction transcendante. On suppose
qu’il existe quatre suites de réels pλdq, pνdq, pγdq, pldq et des exposants α, β, γ, l ě 0
tels que

@d P N, d´α ! log νd
λd
, log`Mpνd, gq ! dβ , log γd " ´dγ et log ld " ´dl,

et une suite pAdq de boréliens de S1 de longueur ld telle que
@d P N, @a P Ad, diamdpDpλd, a, gq,Dλdq ą γd.

Alors
@r P r0, 1r, @d P N, Zdpr, gq ! pd_ ϕprqq1`2α`ε avec ε “ maxtβ, γ, lu,

où ϕprq :“ mintk P N | λk ě ru. Autrement dit g vérifie un lemme de zéros polyno-
mial.

Démonstration. La démonstration est semblable à celle du théorème 1.6.6 à la différence
près que le terme logp νdλd q peut être majoré par une constante puisque νd est plus petit
que 1. �

Rappel théorème 1.6.6. Soit g P MpCq une fonction transcendante. On sup-
pose qu’il existe cinq suites de réels pλdq, pνdq, pγdq, pδdq, pldq et des exposants
α1, α2, β, γ, δ, l ě 0 tels que, @d P N

d´α1 ! log νd
λd
! dα2 , T pνd, gq ! dβ , log γd " ´dγ , log δd " ´dδ et log ld " ´dl,

et une suite pAdq de boréliens de S1 de longueur ld telle que
@d P N, @a P Ad, DCa Ă Dpνd,8, gq tel que

diamd`npDpλd, a, gq,Dλdq ą γd et pνdpDpλd, a, gq, Caq ą δd,

avec n “ n̄pνd,8, gq ´#Ca. Alors
@r ą 0, @d P N, Zdpr, gq ! pd_ ϕprqq1`3α1`ε,

où ε “ maxtα1 ` β ` γ, α1 ` β ` δ, α2, lu et ϕprq :“ mintk P N | λk ě ru. Autrement
dit g vérifie un lemme de zéros polynomial.
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Démonstration. D’après la proposition 2.5.8 et le lemme 3.6.1, @d P N

log
ˆ

νd
λd

˙

Zdpλd, gq ď sup
!

b̊pλd, νd, Pgq | P P Cďdrz, ws, P ı 0
)

` dNpνd,8, gq

ď e̊dpλd, gq ` dNpνd,8, gq ` dm̂pνd, gq ` d log
ˆ

νd
λd

˙

` d log 8

ď e̊dpλd, gq ` dT pνd, gq ` d log
ˆ

νd
λd

˙

` d log 8

En procédant comme dans la démonstration du théorème 1.6.3 on obtient
@a P Ad, diamdpDpλd, a, gq,Drdq ě γd et prdpDpλd, a, gq, Caq ě δd.

Donc d’après le corollaire 3.1.24, @d P N

Φpλd, νdq̊edpλd, gq ! d

ˆ

νd ` λd
νd ´ λd

˙

T pνd, gq `
d logp e

γdδd
qT pνd, gq

logp 2νd
νd`λd

q
` d log

ˆ

eνd
γdldλd

˙

` d log
ˆ

eνd
λd

νd ` λd
νd ´ λd

˙

! d1`α1`β ` d1`α1`γ`β ` d1`α1`δ`β ` d1`γ ` d1`l

` d1`α2 ` d log d
! d1`α1`β`γ_δ ` d1`α2 ` d1`l ` d log d.

Or

@d P N, Φpλd, νdq “
ˆ

νd ´ λd
νd ` λd

˙ logp 2νd
νd`λd

q

logp νdλd q
" d´2α1 .

Donc
@d P N, e̊dpλd, gq ! d1`3α1`β`γ_δ ` d1`2α1`α2 ` d1`2α1`l ` d1`2α1 log d.

Donc pour tout d P N et r ą 0 tels que ϕprq ď d

Zdpr, gq ď Zdpλd, gq ! dα1 e̊dpλd, gq ! d1`3α1`ε.

Tandis que pour tout d P N et r ą 0 tels que d ă ϕprq

Zdpr, gq ď Zϕprqpλϕprq, gq ! ϕprq1`2α1`β`ε

Ce qui achève la démonstration du théorème. �

Rappel théorème 1.6.9. Soit g PMpDq une fonction transcendante. On suppose
qu’il existe cinq suites de réels pλdq, pνdq, pγdq, pδdq, pldq et des exposants α, β, γ, δ, l ě
0 tels que

@d P N, d´α ! log νd
λd
, T pνd, gq ! dβ , log γd " ´dγ , log δd " ´dδ et log ld " ´dl,

et une suite pAdq de boréliens de S1 de longueur ld telle que
@d P N, @a P Ad, DCa Ă Dpνd,8, gq tel que

diamd`npDpλd, a, gq,Dλdq ą γd et pνdpDpλd, a, gq, Caq ą δd,

avec n “ n̄pνd,8, gq ´#Ca. Alors
@r P r0, 1r, @d P N, Zdpr, gq ! pd_ ϕprqq1`3α`ε,

où ε “ maxtα` β ` γ, α` β ` γ, lu et ϕprq :“ mintk P N | λk ě ru. Autrement dit g
vérifie un lemme de zéros polynomial.
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Démonstration. On procède comme dans la démonstration du théorème 1.6.6 ci-dessus à
la différence près que le terme logp νdλd q peut être majoré par une constante puisque νd est
plus petit que 1. �

3.2 Croissance maximale d’un polynôme

Dans le présent chapitre, nous aurons besoin d’estimer la croissance maximale à l’infini
d’un polynôme en fonction de certains paramètres. Il est bien évident que connaissant le
degré d et le coefficient dominant a d’un polynôme P P Cďdrz1, . . . , zns, la majoration
|P pzq| ď |a|}z}d est vraie lorsque }z} est suffisamment grand. Toutefois nous aurons besoin
d’une majoration effective qui soit valable en dehors d’un compact K Ă C explicite. Une
telle majoration est possible en connaissant seulement le degré du polynôme P et sa
norme infini }P }K sur un compact K. Ce résultat est connu sous le nom d’inégalité de
Bernstein-Walsh. Avant de pouvoir énoncer cette inégalité, il est nécessaire d’introduire
quelques notations et définitions de la théorie du pluri-potientel dont le lecteur pourra
trouver un exposé complet dans [63].

La fonction de Green pluri-complexe Nous allons introduire une généralisation de
la fonction de Green vue dans la sous-section 2.1 pour des domaines de Cn. De même
que la fonction de Green classique peut être obtenue comme la fonction extrémale d’une
famille de fonctions sous-harmoniques via la méthode de Perron, cette nouvelle fonction de
Green est obtenue comme la fonction extrémale de la classe de Lelong définie ci-dessous.

Définition 3.2.1 (Classe de Lelong – [63]). La classe de Lelong L est la famille de
fonctions de PSHpCnq de croissance minimale à l’infini. Plus précisément

L :“
 

u P PSHpCnq | @z P Cn, upzq ´ log }z} ď Op1q, }z} Ñ 8
(

.

Définition 3.2.2 (Fonction de Green pluri-complexe – [63]). Soit E Ă Cn un ensemble.
La fonction de Green pluri-complexe relativement à E est définie par

@z P Cn, VEpzq :“ sup
 

upzq | u P L, u ď 0 sur E
(

.

Exemple 3.2.3. La fonction de Green pluri-complexe de la boule Bna,r Ă Cn est donnée
par

@z P Cn, VBna,r pzq “ log` }z ´ a}
r

.

Théorème 3.2.4 ([63, th. 5.1.8]). Soient E Ă Cn et F Ă Cm deux compacts. Alors
@pz, wq P Cn ˆ Cm, VEˆF pz, wq “ max

 

VEpzq, VF pwq
(

.

La proposition 3.2.5 suivante fait le lien entre la fonction de Green pluri-complexe d’un
compact du plan et la fonction de Green avec un pôle en l’infini définie dans la sous-section
2.1. La fonction de Green pluri-complexe est donc d’une certain façon une généralisation
en dimension supérieure de la fonction de Green usuelle.

Proposition 3.2.5 ([63]). Soit K Ă C un compact non polaire. Alors
@z P CzK̂, VKpzq “ gCzK̂pz,8q,

où K̂ est l’enveloppe polynomialement convexe de K.

Inégalité de Bernstein-Walsh L’inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.6 ci-dessous affirme
que la croissance à l’infini d’un polynôme de Cďdrz1, . . . , zns est bornée par la fonction
de Green pluri-complexe7 de n’importe quel compact K et de la norme infini de P sur ce
7Voir la définition 3.2.2 page 87.
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même compact.

Théorème 3.2.6 (Inégalité de Bernstein-Walsh – [63, Th. 5.1.7]). Soient d P N et K Ă

Cn un compact non pluri-polaire8. Alors
@P P Cďdrz1, . . . , zns, @z P Cn, |P pzq| ď }P }KedVKpzq.

Par la suite nous avons besoin de majorer la croissance à l’infini d’un polynôme P en
fonction de sa norme infini sur un produit cartésien K “ K1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆKn de Cn contenant
l’origine. Pour cela nous appliquons la proposition 3.2.7 ci-dessous.

Proposition 3.2.7. Soient K “ K1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Kn Ă Cn où les ensembles Ki sont des
compacts connexes et non polaires9 de C et P P Cďdrz1, . . . , zns. Alors

@z P Cn, log |P pzq| ď log }P }K ` d max
1ďiďn

log`
ˆ

dpzi,Kiq

diampKiq

˙

` d log 8. (3.2.1)

Démonstration. Fixons z “ pz1, . . . , znq P CnzK. On sait d’après la proposition 3.2.5 du
chapitre 2 que VKipziq “ gCzK̂ipzi,8q sur CzK̂i. Soit ξi P BKi tel que dpzi,Kiq “ |zi´ ξi|.
Par le principe de subordination 2.1.5 et la proposition 2.1.14 du chapitre 2 nous avons

@zi P CzK̂i, gCzK̂ipzi,8q ď gCzKipzi,8q “ log 1
cappKiq

`

ż

Ki

log |zi ´ w|dνKipwq

ď log 1
cappKiq

` log |zi ´ ξi| `
ż

Ki

log
ˆ

1` |ξi ´ w|
|zi ´ ξi|

˙

dνKipwq

ď log |zi ´ ξi|cappKiq
` log

ˆ

1` diampKiq

|zi ´ ξi|

˙

ď log
ˆ

dpzi,Kiq

cappKiq
`

diampKiq

cappKiq

˙

.

D’autre part VKi “ VK̂i d’après [63, th. 5.1.7] et par définition VK̂i ď 0 sur K̂i. De
plus puisque les ensembles Ki sont des compacts connexes du plan, l’inégalité de Faber
2.1.12 du chapitre 2 assure que diampKiq ď 4cappKiq. Enfin d’après le théorème 3.2.4,
VKpzq “ max

 

VK1pz1q, . . . , VKnpznq
(

. Donc

@z P Cn, VKpzq ď log max
1ďiďn

"

4` 4dpzi,Kiq

diampKiq

*

ď log 4` log 2` max
1ďiďn

log`
ˆ

dpzi,Kiq

diampKiq

˙

,

car pour tout x ą 0, logp1 ` xq ď log`x ` log 2. D’après l’inégalité de Bernstein-Walsh
3.2.6, @z P Cn

log |P pzq| ď log }P }K ` dVKpzq ď log }P }K ` d log 8` d max
1ďiďn

log`
ˆ

dpzi,Kiq

diampKiq

˙

.

Ce qu’il fallait démontrer. �

3.3 Majoration uniforme de la taille de lemniscates

Soit P P Cďdrz, ws un polynôme non nul. Nous souhaitons majorer aussi précisément que
possible la taille du lieu dans un domaine Ω Ă C où les polynômes univariés Pwpzq “
P pz, wq sont petits uniformément lorsque w parcourt un ensemble A Ă C fixé. La plu-
part du temps l’ensemble A est un borélien du cercle unité S1, voire un arc de cercle
8C’est-à-dire qui n’est pas contenu dans l’ensemble des pôles d’une fonction pluri-sous-harmonique sur
un domaine de Cn.

9Les singletons étant des ensembles polaires, le diamètre d’un ensemble non polaire est toujours non nul
et par conséquent le second terme de l’inégalité 3.2.1 a toujours du sens.
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de ce dernier. Pour ce faire nous aimerions utiliser le lemme de Boutroux-Cartan 2.7.10
de la section 2.1. Toutefois ce lemme nécessite de normaliser le polynôme Pw de sorte
que son coefficient dominant soit plus grand que 1 en module. Or ce coefficient dominant
est un polynôme en w qui peut être très petit sur l’ensemble A. D’autre part les poly-
nômes extrémaux considérés par Coman et Poletsky dans [26] pour définir leur mesure
de transcendance sont normalisés par leur norme infini }P }D2 . Ces raisons ont mené ces
derniers à démontrer dans [26] une variante locale du lemme de Boutroux-Cartan où la
normalisation des polynômes univarés par leur coefficient dominant est remplacée par une
normalisation via leur norme infini sur le disque unité D. Avant d’exposer la méthode de
Coman et Poletsky, voyons comment relier la norme }P }ΩˆD aux normes }Pw}Ω lorsque
w parcourt un ensemble A Ă S1.

Norme infini d’une famille de polynômes L’avantage de la démarche de Coman et
Poletsky est qu’il est possible d’estimer la norme infini }P }ΩˆD grâce aux normes }Pw}Ω
lorsque w parcourt un borélien A du cercle unité. La proposition 3.3.1 qui suit établit ce
lien lorsque le domaine Ω est le disque unité D.

Proposition 3.3.1 (Coman-Poletsky – [26]). Soient P P Crz, ws un polynôme de degré
d P N et A Ă S1 un borélien de longueur l ą 0. Alors

sup
 

}Pθ}D | e
iθ P A

(

ě }P }D2 exp
ˆ

´
4πd
l

˙

,

où Pθpzq :“ P pz, eiθq.

Nous aurons besoin d’une généralisation de la proposition précédente pour des do-
maines de la forme ΩˆD. Une telle généralisation découle de la proposition 3.3.1 par un
changement de variable. On obtient ainsi l’énoncé suivant

Corollaire 3.3.2. Soient Ω Ă C un domaine relativement compact, d P N, P P Cďdrz, ws
et A Ă S1 un borélien de longueur l ą 0. Alors

sup
 

}Pθ}Ω | e
iθ P A

(

ě }P }ΩˆD exp
ˆ

´
4πd
l

˙

,

où Pθpzq :“ P pz, eiθq.

Démonstration. On fixe ε ą 0. Or il existe a P Ω tel que
p1` εq sup

 

|P pa,wq| | w P D
(

ě }P }ΩˆD.

On note η :“ dpa, BΩq et spzq :“ a` ηz. De plus on considère Q P Cďdrz, ws le polynôme
défini par Qpz, wq “ P pspzq, wq. Par construction pour tout eiθ P S1, on a }Pθ}Ω ě }Qθ}D.
D’après la proposition 3.3.1

sup
 

}Pθ}Ω | e
iθ P A

(

ě sup
 

}Qθ}D | e
iθ P A

(

ě }Q}D2 exp
ˆ

´
4πd
l

˙

ě sup
 

|Qp0, wq| | w P D
(

exp
ˆ

´
4πd
l

˙

ě sup
 

|P pa,wq| | w P D
(

exp
ˆ

´
4πd
l

˙

ě
}P }ΩˆD

1` ε exp
ˆ

´
4πd
l

˙

.

On fait tendre ε vers zéro pour conclure. �

Nous pourrions utiliser le corollaire 3.3.2 précédent pour démontrer les majorations
des mesures de transcendance. Cependant, nous allons voir qu’il est possible d’améliorer
considérablement la proposition 3.3.1 de Coman et Poletsky. À cette fin nous utilisons le
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lemme 3.3.3 ci-dessous qui est démontré dans [31] lorsque K est un disque et que nous
étendons à tout compact du plan.

Lemme 3.3.3. Soient P P Cďdrzs et K Ă C un compact. Alors pour tout ε P s0, 1r
l’ensemble

E “
 

z P K | |P pzq| ă }P }Kε
d
(

,

est de capacité logarithmique au plus εdiampKq.

Démonstration. Supposons d’abord que K est simplement connexe. On suppose sans
perte de généralité que P n’est pas identiquement nul. L’ensemble E étant un domaine
simplement connexe, on peut appliquer l’inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.7 sur E. Donc

@z P CzE, |P pzq| ď }P }E exp
 

dgCzEpz,8q
(

.

D’après la proposition 2.1.14 du chapitre 2

@z P CzE, gCzEpz,8q “ log 1
cappEq `

ż

E

log |z ´ t|dνEptq,

où νE est la mesure d’équilibre de E10. Donc

@z P KzE, gCzEpz,8q ď ´ log cappEq ` log diampKq,

et puisque ε ă 1, le polynôme P atteint son maximum dans K en dehors de E. D’où

}P }K ď }P }E

ˆ

diampKq
cappEq

˙d

ď }P }Kε
d

ˆ

diampKq
cappEq

˙d

.

Ce qui termine la démonstration lorsque K est simplement connexe. Lorsque K n’est pas
simplement connexe, on remarque que

K Ă K̂, }P }K “ }P }K̂ et diampKq “ diampK̂q,

où K̂ est l’enveloppe simplement connexe de K. Donc le lemme 3.3.3 pour K se déduit
du lemme 3.3.3 appliqué au domaine simplement connexe K̂. �

Grâce au lemme 3.3.3 précédent, on obtient l’amélioration suivante de la proposition
3.3.1 de Coman et Poletsky.

Proposition 3.3.4. Soient P P Cďdrzs, K Ă C un compact et A Ă K un borélien. Alors

}P }K ď

ˆ

diampKq
cappAq

˙d

}P }A.

En particulier si K est D et A Ă S1 un borélien de longueur l ą 0

}P }D ď 2d sin
`

l
4
˘´d

}P }A. (3.3.1)

Démonstration. On note ε “ cappKq et a ą diampKq. Supposons par l’absurde que
a´dεd}P }K ě }P }A. Alors le borélien A est contenu dans l’ensemble

E “
 

z P K | |P pzq| ď }P }Ka
´dεd

(

.

Or E est de capacité logarithmique au plus ε
adiampKq d’après le lemme 3.3.3. Donc

ε ď cappAq ď cappEq ď ε
adiampKq ă ε. C’est absurde. Donc }P }K ă adε´d}P }A. On

obtient la première inégalité en faisant tendre a vers diampKq. La seconde inégalité est
obtenue en remarquant que diampDq “ 2 et que la capacité logarithmique de A est minorée
par sinp l4 q d’après le théorème 2.1.13 du chapitre 2. �

10Voir le théorème 2.1.9 du chapitre 2 pour la définition de la mesure d’équilibre d’un compact.
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Remarque 3.3.5. Le résultat suivant est connu sous le nom d’inégalité de Turán (voir
[92, Th. 12.4.23]). Pour tout P P Cďdrzs et tout A Ă S1 un arc de longueur l ą 0

}P }D ă e

c

2d
π

´eπ

l

¯d´1
}P }A.

Une inégalité similaire est impliquée par l’inégalité 3.3.1 de la proposition 3.3.4. En effet

@d P N, @l P r0, 2πr, 2d sin
`

l
4
˘´d

ď 2d
ˆ

8π
l

˙d

ď

ˆ

16π
l

˙d

,

puisque @x P r0, 2πr, sinpx4 q ě
x
2π . Donc pour tout P P Cďdrzs et tout A Ă S1 un borélien

de longueur l ą 0

}P }D ď

ˆ

16π
l

˙d

}P }A.

La dépendance en le degré d de l’inégalité 3.3.5 est légèrement moins fine que celle de
l’inégalité de Turán lorsque l tend vers zéro. Toutefois cela n’a pas de conséquences sur
la finesse des majorations des mesures de transcendance de ce manuscrit.

Remarque 3.3.6. En utilisant le fait que la capacité logarithmique d’un intervalle borné
de R est plus grande ou égale à l

4 où l est la longueur de l’intervalle, l’inégalité 3.3.1
implique également que pour tout polynôme P P Cďdrxs, tout intervalle I Ă R et tout
borélien E Ă I

}P }I ď

ˆ

4λ1pIq

λ1pEq

˙d

}P }E .

Cette dernière inégalité est un corollaire de l’inégalité de Remez11.

Remarque 3.3.7. Dans [37] Friedland et Yomdin ont démontré l’inégalité de Remez
généralisée suivante

@A Ă D, @α ą 0, @P P Cďdrzs, }P }D ď
ˆ

6e
HαpAq

˙d{α

}P }A. (3.3.2)

La proposition 3.3.4 ci-dessus implique une inégalité semblable à 3.3.2. En effet d’une
part

}P }A “ inf
 

}P }B | A Ă B,B un fermé tel que cappBq ą 0
(

,

et d’autre part HαpBq1{α ď e1{αcappBq lorsque B est un fermé de capacité logarithmique
positive. Donc

}P }D ď

ˆ

diampDq
cappBq

˙d

}P }B ď

ˆ

2αe
HαpBq

˙d{α

}P }B ď

ˆ

2αe
HαpAq

˙d{α

}P }B .

Corollaire 3.3.8. Soient Ω Ă C un domaine relativement compact, P P Cďdrz, ws et
A Ă S1 un ensemble. Nous supposons que A vérifie l’une des conditions suivantes

• l’ensemble A est un borélien de capacité au moins l ą 0,

• l’ensemble A est un borélien de longueur au moins l ą 0,

• l’ensemble A est de d-ième diamètre euclidien au moins l ą 0.

Alors

sup
 

}Pθ}Ω | e
iθ P A

(

ě }P }ΩˆD

ˆ

l

16π

˙d

,

où Pθpzq :“ P pz, eiθq.
11Voir [94].
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Démonstration. Pour tout z P D, on note Qzpwq “ P pz, wq et sz le degré de Qz. En
appliquant la proposition 3.3.4 et la remarque 3.3.5, nous obtenons

@z P Ω, sup
 

}Pθ}Ω | e
iθ P A

(

ě }Qz}A ě }Qz}D

ˆ

l

16π

˙sz

ě }Qz}D

ˆ

l

16π

˙d

,

car l ď 2π ă 16π. Or supt}Qz}S1 | z P Ωu “ }P }ΩˆD. Finalement nous obtenons l’inégalité
souhaitée en appliquant la majoration précédente en un z P Ω tel que }Qz}S1 “ }P }ΩˆD.

�

Lemme de Boutroux-Cartan dans le disque Dans l’article [26], Coman et Poletsky
démontrent une variante locale du lemme de Boutroux-Cartan 2.7.10.

Proposition 3.3.9 (Coman-Poletsky – [26]). Soient P P Cďdrzs non nul et r ą 2. Alors
pour tout ε P s0, 1

8e r, l’ensemble
!

z P Ap2, rq | |P pzq| ď }P }D
´

ε|z|
r2

¯d)

, (3.3.3)

est de d-ième diamètre euclidien au plus 36eε.

Contrairement au lemme de Boutroux-Cartan 2.7.10, la proposition 3.3.9 n’exige pas
que le polynôme P soit unitaire puisque la normalisation porte cette fois sur la norme
}P }D au lieu du coefficient dominant de P . Nous utilisons le d-ième diamètre pseudo-
hyperbolique plutôt que le d-ième diamètre euclidien dans nos majorations des mesures
de transcendance holomorphes ou méromorphes. Il nous faut donc un analogue de la
proposition 3.3.9 où le d-ième diamètre euclidien est remplacé par le d-ième diamètre
pseudo-hyperbolique. À cette fin, on utilise le théorème de distorsion 3.3.10 ci-dessous.

Une fonction p-valente sur un domaine Ω est une fonction holomorphe de OpΩq qui
prend au plus p fois avec multiplicité chaque valeur de C.

Théorème 3.3.10 (Théorème de distorsion – [54, Th. 5.1]). Soit g P OpDq une fonction
p-valente sur D et ne s’annulant pas sur D. Alors

@z P D, |gp0q|
ˆ

1´ |z|
1` |z|

˙2p
ď |gpzq| ď |gp0q|

ˆ

1` |z|
1´ |z|

˙2p
.

Corollaire 3.3.11. Soit g P OpDq une fonction p-valente sur D et ne s’annulant pas sur
D. Alors

@z, w P D,
1

τDpz, wq2p
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpwq

gpzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď τDpz, wq
2p.

Démonstration. On considère un automorphisme φ P MobpDq envoyant 0 sur z et on pose
f “ g ˝φ. La fonction f est p-valente sur D et ne s’y annule pas. Donc d’après le théorème
de distorsion 3.3.10

@w P D,
ˆ

1´ |w|
1` |w|

˙2p
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpwq

fp0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ

1` |w|
1´ |w|

˙2p
.

D’où

@w P D,
1

τDpφpzq, φpwqq2p
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpφpwqq

gpφpzqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď τDpφpzq, φpwqq
2p.

Or d’après le principe de subordination pour la distance de Harnack 2.1.31

τDpφpzq, φpwqq “ τDpz, wq,

ce qui termine la démonstration. �
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Lemme 3.3.12. Soit P P Cďdrzs dont les racines avec multiplicité sont w1, . . . , wd et le
coefficient dominant est a. On considère le polynôme P̊ P Cďdrzs défini par

@z P C, P̊ pzq :“ a
ź

|wj |ď1
pz ´ wjq

ź

|wj |ą1
p1´ w̄jzq.

Alors P̊ ne s’annule pas en dehors de D. De plus
@z P D, |P pzq| ě |P̊ pzq| et @w P CzD, |P pwq| ď |P̊ pwq| (3.3.4)

En particulier }P }D “ }P̊ }D.

Démonstration. Il est immédiat que P̊ ne s’annule pas en dehors de D. L’inégalité 3.3.4
se réduit à montrer
@y P CzD, @z P D, |z ´ y| ě |1´ ȳz| et @y P CzD, @w P CzD, |z ´ y| ď |1´ ȳz|.

Ces inégalités sont vraies puisque
@z, w P C, |z ´ w| ě |1´ w̄z| ðñ |z|2 ` |w|2 ě 1` |zw|2 ðñ |w|2p1´ |z|2q ě 1´ |z|2.
Ce qui termine la démonstration. �

Proposition 3.3.13. Soient P P Cďdrzs non nul et r ą 0. Alors pour tout ε ą 0,
l’ensemble

EpP, εq “
!

z P Dr : |P pzq| ď }P }DrΦd
´

|z|

r

¯

εd
)

avec Φdpxq :“ xd
ˆ

1´ x
1` x

˙4d
,

est de d-ième diamètre pseudo-hyperbolique dans Dr au plus 2eε.

Démonstration. On suppose que r vaut 1 puisque le cas général s’en déduit par un chan-
gement de variable. Supposons dans un premier temps que P n’a pas de racine en dehors
de D. Or la fonction BP définie par

@z P D, BP pzq :“ P pzq

zdP̄ p 1
z q
“

a
śd
j“1pz ´ wjq

āzd
śd
j“1p

1
z ´ w̄jq

“
a

ā

d
ź

j“1

z ´ wj
1´ w̄jz

,

est un produit de Blaschke fini de D de degré d. D’après le lemme de Milloux 2.7.14,
l’ensemble

EpBP , εq :“
!

z P D : |BP pzq| ď εd
)

,

est de d-ième diamètre hyperbolique dans D au plus 2eε. Or la fonction g P OpDq définie
par gpzq “ BP pzq{P pzq est une fonction d-valente sur D puisque g P C1,dpzq et son
dénominateur ne s’annule pas sur D. Donc d’après le corollaire 3.3.11

@z, w P D,
1

τDpz, wq2p
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpwq

gpzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď τDpz, wq
2p.

Pour tout z P D, on choisit mz P D tel que |mz| “ |z| et }P }D|z| “ |P pmzq|. Donc

@z P D, log |BP pzq| “ log |P pzq| ` log |gpzq|
ď log |P pzq| ` log |BP pmzq| ´ log |P pmzq| ` 2d log τDpz,mzq

ď log |P pzq|
}P }D|z|

` 2d log τDpz,mzq ď log |P pzq|
}P }D|z|

` 2d log τDp|z|,´|z|q

ď log |P pzq|
}P }D

´ d log p|z|q ` 4d log
ˆ

1` |z|
1´ |z|

˙

.

La dernière inégalité est obtenue en appliquant l’inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.7.
Donc l’ensemble EpP, εq est contenu dans EpBP , εq qui est de d-ième diamètre pseudo-
hyperbolique au plus 2eε. On suppose maintenant que P n’a pas de racine sur le cercle
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unité S1 mais P peut avoir des racines en dehors du disque unité. D’après le lemme 3.3.12,
le polynôme P̊ a d’une part toutes ses racines dans le disque unité D et d’autre part

@z P EpP, εq, |P̊ pzq| ď |P pzq| ď }P }DΦdp|z|q ď }P̊ }DΦdp|z|q.
Donc EpP, εq Ă EpP̊ , εq, ce qui permet de conclure dans ce cas. Le cas général s’en déduit
en considérant une suite de polynômes sans racine sur le cercle unité et convergeant
uniformément vers P sur un voisinage compact de D. �

Méthode basée sur la formule de Poisson-Jensen Le choix de la métrique eucli-
dienne dans le paragraphe précédent pour mesurer le lieu où des familles de polynômes
Pw sont de petit module est assez discutable lorsque le domaine Ω est borné. La distance
pseudo-hyperbolique de Ω semble être un choix plus naturel lorsque le domaine Ω est sim-
plement connexe. Plus généralement, nous remplaçons la métrique pseudo-hyperbolique
par la fonction pΩ lorsque Ω est un domain greenien de C. En effet lorsque la fonction g
étudiée est méromorphe sur Ω et qu’il faudra éviter ses pôles dans un compact K Ť Ω, le
problème se réduit grâce à la formule de Poisson-Jensen 2.5.9 à estimer le lieu dans Ω où
un produit de la forme

śd
j“1 pΩpz, ajq est petit. Nous démontrons un résultat analogue à

la proposition 3.3.9 pour le domaine Ω.

Lemme 3.3.14. Soient Ω Ă C un domaine greenien, µ une mesure borélienne à support
compact dans Ω telle que µpΩq ă 8 et ε ą 0. On note E “

 

z P Ω | UµΩpzq ě
1
ε

(

. Alors
cappE,Ωq ď µpΩqε. De plus

@a P Ω, r P r0, 1r, cappDΩpa, rq,Ωq “
1

log 1
r

.

Démonstration. Afin de démontrer la majoration de cappE,Ωq, il suffit de montrer que
IΩpν

Ω
Eq ě

1
ε où νΩ

E est la mesure d’équilibre de Green du condenseur pE,Ωq. D’après le
théorème de Frostman 2.1.17, il existe un ensemble F Ă Ω tel que cappF q “ 0 et

@z P ΩzF, Uν
Ω
E

Ω pzq “ IΩpν
Ω
Eq.

Donc en appliquant le théorème de Fubini

µpΩqIΩpνΩ
Eq “

ż

C
U
νΩ
E

Ω pzqdµpzq “

ż

C

ż

C
gΩpz, wqdν

Ω
Epwqdµpzq

“

ż

C

ż

C
gΩpz, wqdµpzqdν

Ω
Epwq “

ż

C

ż

C
gΩpw, zqdµpzqdν

Ω
Epwq

“

ż

C
UµΩpwqdν

Ω
Epwq ě

1
ε
,

car le support de νΩ
E est contenu dans E. Cela termine la démonstration de la première

affirmation. En appliquant cette inégalité à la mesure de Dirac δa et ε “ plog 1
r q
´1, on

obtient la majoration
@r P r0, 1r, cappDΩpa, rq,Ωq ď

1
log 1

r

.

Pour obtenir l’inégalité dans l’autre sens, on considère µ la mesure harmonique d$Dp., aq
avec D “ DΩpr, aq. Or

IΩpµq “

ż

C

ż

C
gΩpz, wqdµpzqdµpwq “

ż

C

 

gΩpa,wq ´ gDpa,wq
(

dµpwq “

ż

C
gΩpa,wqdµpwq

“

ż

BD

gΩpa,wqdµpwq “ log
´1
r

¯

.

Donc cappDΩpa, rq,Ωq ě 1{IΩpµq ě 1{plog 1
r q. Ce qu’il fallait démontrer. �
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Proposition 3.3.15. Soient pΩ, z0q un domaine régulier de C, P P Cďdrzs non nul et
λ, r P s0, 1r tels que 0 ă λ ă r. Alors pour tout ε ą 0, l’ensemble

E “
 

z P Ωλ | log |P pzq| ď log }P }Ωλ`d log ε´dτΩpλ, rq2 logC
(

avec C “ 8diamΩpλ, rq,

Alors cappE,Ωrq ď ´ 1
log ε et diamdpE,Ωrq ď dε.

Démonstration. On commence par appliquer la formule de Poisson-Jensen 2.5.9 à la fonc-
tion sous-harmonique log |P | sur Ωr. Alors

@z P Ωr, log |P pzq| “
ż

BΩr
log |P pξq|d$Ωr pz, ξq ´ U

µ
Ωr pzq,

où µ “
ř

wPΩr ν0gpwqδw et ν0g est le diviseur des zéros de g. Donc

@z P Ωr, log |P pzq| ď }P }Ωr ´ U
µ
Ωr pzq.

Autrement dit la fonction u définie par

@z P Ωr, upzq “ log
ˆ

}P }Ωr
|P pzq|

˙

´ UµΩr pzq,

est harmonique sur Ωr et positive sur ce même domaine. D’après l’inégalité de Harnack
2.1.27 et puisque log τΩr est une pseudo-métrique d’après le théorème 2.1.29

@z, w P Ωλ, upzq ď τΩr pz, wqupwq ď τΩr pz, wq log
ˆ

}P }Ωr
|P pwq|

˙

ď τΩr pz, z0qτΩr pw, z0q log
ˆ

}P }Ωr
|P pwq|

˙

ď τΩpλ, rq
2 log

ˆ

}P }Ωr
|P pwq|

˙

.

On choisit w P BΩλ tel que |P pwq| “ }P }Ωλ . Donc d’après l’inégalité 3.2.7

@z P Ωr, log |P pzq| ď log }P }Ωλ ` d log diamΩpλ, rq ` d log 8 ď log }P }Ωλ ` d logC.

D’où

@z P E, ´d log ε` dτΩpλ, rq2 logC ´ UµΩr pzq ď upzq ď dτΩpλ, rq
2 logC.

Donc E est contenu dans l’ensemble
 

z P Ωr | UµΩr pzq ą
1
η

(

avec η “ ´
1

d log ε .

Ce dernier ensemble est de capacité dans Ωr au plus dη d’après le lemme 3.3.14 et de d-ième
diamètre greenien dans Ωr au plus dε. Ce qui termine la démonstration du lemme. �

3.4 Géométrie du domaine Ω

Les majorations des théorèmes 3.1.14 et 3.1.16 font figurer les termes diamΩpλ, rq, τΩpλ, rq
et $Ωpλ, t, rq qui ne dépendent que de la géométrie des strates du domaine pΩ, z0q et non
de la fonction g P MpΩq étudiée. Bien que ces termes ne dépendent pas de la fonction
g ou du degré d, le fait est que dans les applications de ces théorèmes, il nous faudra
considérer des couronnes AΩpλ, rq avec λ et r dépendant de g et d. Nous devons donc
estimer ces quantités aussi précisément que possible.
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Majoration de diamΩpλ, rq Nous n’obtenons dans le lemme 3.4.3 ci-dessous qu’une
majoration du terme diamΩpλ, rq dans le cas où Ω est un domaine simplement connexe.

Théorème 3.4.1 ([91, Th. 1.3]). Soit g P OpDq une application conforme. Alors

@z P D, |g1p0q| |z|

p1` |z|q2 ď |gpzq ´ gp0q| ď |g
1p0q| |z|

p1´ |z|q2 .

Lemme 3.4.2. Soient g P OpDq une application conforme et λ, r P R tels que 0 ă λ ď
r ă 1. Alors

@w P BDλ,
pr ` λqp1` rλq

p1` rλ` pr ` λqq2 ď sup
zPDr

|gpzq ´ gpwq|

|g1pwq|
ď

pr ` λqp1` rλq
p1` rλ´ pr ` λqq2 .

Démonstration. On fixe w P BDλ et on considère l’application f conforme sur D définie
par

@z P D, fpzq “ pg ˝ hqpzq avec hpzq “
z ` w

1` zw̄ .

Or f 1p0q “ g1pwq, h´1pzq “ ppz, wq et

sup
zPDr

ppz, wq “ ppr,´λq “
r ` λ

1` rλ .

D’après le théorème 3.4.1 ci-dessus

@z P D, |f 1p0q| |h´1pzq|

p1` |h´1pzq|q2
ď |fph´1pzqq ´ fp0q| ď |f 1p0q| |h´1pzq|

p1´ |h´1pzq|q2
.

Donc

|g1pwq|
pr ` λqp1` rλq

p1` rλ` pr ` λqq2 ď sup
zPDr

|gpzq ´ gpwq| ď |g1pwq|
pr ` λqp1` rλq

p1` rλ´ pr ` λqq2 ,

Ce qu’il fallait démontrer. �

Lemme 3.4.3. Soient pΩ, z0q un domaine simplement connexe. Alors pour tout λ, r P R
tels que 0 ă λ ď r ă 1

log diamΩpλ, rq ď 4 log
ˆ

8r
λp1´ rq

˙

.

Démonstration. D’après le théorème d’uniformisation de Riemann, il existe une applica-
tion conforme g : DÑ Ω telle que gp0q “ z0. On choisit w0 P Dλ tel que |g1pw0q| “ }g

1}Dλ .
La fonction de Green étant un invariant conforme d’après le théorème 2.1.5, on obtient

diampΩrq “ diampgpDrqq “ supt|gpzq ´ gpwq| | z, w P Dru
ď 2 supt|gpzq ´ gpw0q| | z P Dru.

Donc d’après le lemme 3.4.2

diampΩrq ď 2}g1}Dλ
pr ` λqp1` rλq

p1` rλ´ pr ` λqq2 ď }g
1}Dλ

8r
p1´ rq4 .

En appliquant de nouveau le lemme 3.4.2 avec cette fois r “ λ

diampΩλq ě sup
zPDλ

|gpzq ´ gpw0q| ě }g
1}Dλ

2λp1` λ2q

p1` λ2 ` 2λq2 ě }g
1}Dλ

2λp1` λ2q

p1` λq4

ě }g1}Dλ
2λ

p1` λq4 .

D’où
log diamΩpλ, rq ď log

ˆ

4rp1` λq4

λp1´ rq4

˙

ď 4 log
ˆ

rp1` λq
λp1´ rq

˙

.

Ce qu’il fallait démontrer. �
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Majoration de τΩpλ, rq On rappelle que pour tout domaine pΩ, z0q et λ, r P R tels que
0 ă λ ă r ă 1, on note τΩpλ, rq “ sup

 

τΩr pξ, z0q | ξ P Ωλ
(

.

Lemme 3.4.4. Soient pΩ, z0q, pΥ, w0q deux domaines réguliers et h : pΩ, z0q Ñ pΥ, w0q
conforme. Alors pour tout λ, r P R tels que 0 ă r ă λ ă 1, τΩpλ, rq “ τΥpλ, rq. En
particulier lorsque pΥ, w0q “ pD, 0q

τΩpλ, rq ď
r ` λ

r ´ λ
.

Démonstration. D’après le principe de subordination des fonctions de Green 2.1.5
@z P Ωr, ´ log r ă gΩpz, z0q ď gΥphpzq, hpz0qq ď gΥphpzq, w0q.

Donc hpΩrq Ă Υr. En remplaçant h par h´1, on obtient de la même manière l’inclusion
Υr Ă hpΩrq. Or en appliquant le principe de subordination de la distance de Harnack
2.1.31

@ξ P Ωλ, τΥr phpξq, w0q ď τΥr phpξq, hpz0qq ď τΩr pξ, z0q ď τΩpλ, rq.

Donc τΥpλ, rq ď τΩpλ, rq. En remplaçant h par h´1, on obtient τΩpλ, rq ď τΥpλ, rq.
Lorsque pΥ, w0q “ pD, 0q, la quantité τΥpλ, rq vaut r`λ

r´λ d’après la remarque 2.1.28. �

Calcul de $Ωpλ, r, νq On note
$Ωpλ, r, νq :“ inf

 

$pz, BΩλ,AΩpλ, νqq | z P BΩr
(

,

où $pz, BΩλ,AΩpλ, rqq est la mesure harmonique de z par rapport à BΩλ dans la couronne
généralisée AΩpλ, rq. Dans ce paragraphe on calcule $pz, BΩλ,AΩpλ, νqq puis $Ωpλ, r, νq
lorsque Ω est un domaine régulier. Le théorème 3.4.5 ci-dessous affirme que la mesure
harmonique de Ω relativement à E peut être définie comme une fonction extrémale grâce
à la méthode de Perron.

Théorème 3.4.5 ([93, Th. 4.3.2]). Soient Ω Ă C un domaine greenien et E Ă BΩ un
borélien. Alors

@z P Ω, $pz, E,Ωq “ sup
 

upzq | u P SHpΩq, @ξ P BΩ, lim
wÑξ

upwq ď 1Epξq
(

.

Proposition 3.4.6. Soient pΩ, z0q un domaine greenien et λ, ν P R tels que 0 ă λ ă ν ă
1. Alors

@z P Ω, $Ωpz, BΩλ,AΩpλ, νqq “
logpνq ´ log pΩpz, z0q

logp νλ q
.

En particulier

@r P rλ, νs, $Ωpλ, r, νq “
logpνr q
logp νλ q

.

Démonstration. On définit la fonction u par

@z P AΩpλ, νq, upzq “
logpνq ´ log pΩpz, z0q

logp νλ q
.

La fonction u est harmonique sur AΩpλ, νq puisque z ÞÑ gΩpz, z0q est harmonique sur
Ωztz0u et z0 n’est pas dans la couronne AΩpλ, νq. De plus par continuité de la fonction
de Green

@ξ P BAΩpλ, νq, lim
wÑξ

upwq ď 1BΩλpξq et @ξ P BΩλ, lim
wÑξ

upwq “ 1.

Donc d’après le théorème 3.4.5 ci-dessus
@z P AΩpλ, νq, upzq ď $pz, BΩλ,AΩpλ, νqq.
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On note
hpzq “ upzq ´$pz, BΩλ,AΩpλ, νqq.

Or h est une fonction harmonique sur AΩpλ, νq puisque u et la mesure harmonique sont
harmoniques sur cette couronne. De plus h est nulle sur BΩλ. Donc par le principe du
maximum 2.1.2, la fonction h est identiquement nulle. La seconde propriété s’obtient en
remarquant que pΩpz, z0q est égal à r sur BΩr. �

3.5 Mesure de transcendance holomorphe

Cette section est dévolue à l’étude de la mesure de transcendance eΩ
d pλ, gq. On montre

d’une part que la mesure eΩ
d pλ, gq satisfait les propriétés P1 et P2 de l’introduction de ce

chapitre et d’autre part on démontre le théorème 3.1.14 énoncé page 81.

Majoration de l’indice de Bernstein Le lemme 3.5.1 suivant montre que pour ma-
jorer l’indice de Bernstein12 bΩpλ, r, Pgq, il suffit de majorer la mesure de transcendance
holomorphe eΩ

d pλ, gq et la fonction maximum de g sur la strate Ωr. D’après la proposition
2.5.19 du chapitre 2, la majoration de cet indice de Bernstein conduit à un lemme de
zéros de g le long des strates de Ω. Par conséquent la mesure de transcendance eΩ

d pλ, gq
vérifie la propriété P1 de l’introduction de ce chapitre.

Lemme 3.5.1. Soient g P OpΩq une fonction transcendante et P P Cďdrz, ws non nul.
Alors pour tout λ, r P R tels que 0 ă λ ă r ă 1

bΩpλ, r, Pgq ď mΩ
d pλ, r, gq ď eΩ

d pλ, gq ` dlog`MΩpr, gq ` d log diamΩpλ, rq ` d log 8.

Démonstration. La première inégalité découle des définitions de l’indice de Bernstein et de
la mesure de transcendance holomorphe. En effet, en posantQpz, wq :“ P pz, wq{MΩpλ, Pgq
et puisque Q est un polynôme non nul de Cďdrz, ws, on obtient

bΩpλ, r, Pgq ď logMΩpr, Pgq ´ logMΩpλ, Pgq ď logMΩpr,Qgq ď mΩ
d pλ, r, gq.

La seconde inégalité est une application de la proposition 3.2.7. En effet, soit P P Cďdrz, ws
un polynôme extrémal pour la mesure de transcendance eΩ

d pλ, gq. D’après la proposition
3.2.7

@z P Ωr ˆ D, log |Pgpzq| ď log }P }ΩλˆD ` dlog`MΩpr, gq ` dlog`
ˆ

diampΩrq
diampΩλq

˙

` d log 8.

On conclut en appliquant cette dernière inégalité en un point z de Ωr où Pg atteint son
maximum sur ce domaine. �

Invariance de la mesure de transcendance eΩ
d pλ, gq Le lemme 3.5.2 ci-dessous

affirme que la mesure de transcendance holomorphe eΩ
d pλ, gq est invariante par dilatation

du graphe de g.

Lemme 3.5.2. Soit g P OpΩ, z0q. Alors pour tout λ, r P R tels que 0 ă λ ă r ă 8 et
s ą 0

@d P N, eΩ
d pλ, gq “ eΥ

d pλ, gsq et mΩ
d pλ, r, gq “ mΥ

d pλ, r, gsq,

où gspzq “ gpszq et Υ “ 1
s ¨ Ω.

12Voir la définition de la section 2.4.
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Démonstration. Soit P un polynôme extrémal de la mesure de transcendance eΩ
d pλ, gq.

Notons upzq “ z
s . Or Υλ “ upΩλq. Donc pour tout h P OpΩq

mΩpλ, hq “ mpΩλ, hq “ mpu´1pΥλq, hq “ mΥpλ, hsq.

On considère le polynôme Q P Cďdrz, ws défini par Qpz, wq “ P pu´1pzq, wq. Par construc-
tion et d’après ce qui précède

}P }ΩλˆD “ }Q}ΥλˆD et MΩpλ, Pgq “MΥpλ,Qgsq.

car pPgqs “ Qgs . Donc eΩ
d pλ, gq ď eΥ

d pλ, gsq. On obtient l’inégalité dans l’autre sens par
symétrie. La seconde égalité se démontre de la même façon. �

Remarque 3.5.3. La mesure de transcendance edpgq de Coman et Poletsky n’est pas
invariante par dilatation du graphe g. Nous avons vu qu’une majoration de cette mesure
de transcendance edpgq permet d’établir un lemme des zéros dans le disque unité D pour
la fonction entière g. Pour obtenir un lemme de zéros pour tous les disques Dλ, Coman
et Poletsky exhibent sous certaines hypothèses dans [27] une majoration uniforme des
mesures de transcendance edpgsq pour la famille de fonctions entières gspzq “ gpszq.
Cette approche s’avèrent difficile à imiter lorsque g n’est plus définie sur le plan tout
entier. Notre majoration uniforme en λ de la mesure de transcendance eΩ

d pλ, gq conduit
d’après la section précédente à un lemme de zéros de g dans toutes les strates Ωλ. Il n’est
donc plus nécessaire de considèrer des dilatations de la fonction g, ce qui sera salutaire
dans le chapitre 4.

Inégalité de convexité Afin de majorer la mesure de transcendance eΩ
d pλ, gq, nous

utilisons une inégalité de convexité pour les fonctions maximums MΩpr, gq semblable
à l’inégalité du théorème des trois cercles d’Hadamard ci-dessous utilisé par Coman et
Poletsky dans [26] pour majorer edpgq.

Théorème 3.5.4 (Trois cercles d’Hadamard – [70]). Soit g P OpApλ, νqq. Alors pour tout
s, t, r P R tels que λ ă s ď t ď r ă ν

log
´r

s

¯

logMpt, gq ď log
ˆ

t

s

˙

logMpr, gq ` log
´r

t

¯

logMps, gq.

Autrement dit, la fonction x ÞÑ logMpex, gq est convexe sur l’intervalle sλ, νr.

Dans [66], l’argument clef de la démonstration du théorème d’Hadamard consiste
à comparer, grâce au principe du maximum 2.1.2, la croissance de la fonction sous-
harmonique log |g| dans la couronne Apλ, νq avec la famille de fonctions z ÞÑ α log |z|
harmoniques sur cette même couronne. Pour des domaines Ω plus généraux, il est illu-
soire d’espérer disposer d’une famille de fonctions harmoniques explicites sur AΩpλ, νq
permettant de suivre la même méthode. Heureusement, la théorie du potentiel permet
la construction implicite de ce type de famille via la notion de mesure harmonique13. Le
théorème 3.5.5 ci-dessous est une généralisation du théorème de Hadamard pour un do-
maine Ω quelconque. Il est souvent désigné dans la littérature sous le nom de two-constants
theorem. Étant donné son importance dans la démonstration du théorème 3.1.14, nous en
donnons une démonstration détaillée ci-dessous.

Théorème 3.5.5 (Two-constants - [93, th. 4.3.7] et [82, p. 41]). Soient Ω Ĺ Ĉ un
domaine tel que BΩ n’est pas polaire et B un borélien de BΩ. Soit u P SHpΩq telle que

@ξ P B, lim
zÑξ

upzq ďM1 et @ξ P BΩzB, lim
zÑξ

upzq ďM2.

13Voir la section 2.1 pour la définition et les propriétés élémentaires de la mesure harmonique.
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Alors
@z P Ω, upzq ďM1$pz,B,Ωq `M2p1´$pz,B,Ωqq.

Démonstration. On considère la fonction φ :“ M11B `M2p1 ´ 1Bq. Puisque par hypo-
thèse BΩ n’est pas un ensemble polaire, on peut appliquer le théorème 2.1.23. D’après
ce théorème, il existe une unique mesure harmonique sur Ω et l’intégrale de Poisson
vpzq :“ PΩφpzq est une fonction harmonique sur Ω. Donc u ´ v est une fonction sous-
harmonique sur Ω et d’après le théorème 2.1.24, il existe un ensemble polaire F Ă BΩ tel
que

@ξ P BΩzF, lim
zÑξ

vpzq “ φpξq.

Donc d’une part @ξ P B X BΩzF

lim
zÑξ

upzq ´ vpzq “ lim
zÑξ

upzq ´ lim
zÑξ

vpzq ďM1 ´ φpξq ďM1 ´M1 ď 0,

et d’autre part @ξ P BΩzB X BΩzF

lim
zÑξ

upzq ´ vpzq “ lim
zÑξ

upzq ´ lim
zÑξ

vpzq ďM2 ´ φpξq ďM2 ´M2 ď 0.

Donc d’après le principe du maximum étendu 2.1.2, la fonction u´ v est négative sur le
domaine Ω. D’où

@z P Ω, upzq ď vpzq ď PΩφpzq ďM1$pz,B,Ωq `M2p1´$pz,B,Ωqq.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Remarque 3.5.6. En utilisant l’expression explicite de la mesure harmonique dans un
couronne et en appliquant le théorème 3.5.5 à la fonction log |g| où g P OpApλ, νqq et B le
cercle BDr, on obtient le théorème des trois cercles d’Hadamard. Le lecteur peut se référer
à [66, Cor. 6.5] pour une démonstration plus élémentaire de ce théorème.

On peut maintenant étendre le théorème des trois cercles d’Hadamard à n’importe quel
domaine greenien. Pour tout domaine pΩ, z0q greenien et u P SHpAΩpλ, νqq, on écrit

@B Ť Ω, mΩpB, uq “ sup
zPB

upzq et @r P sλ, νr, mΩpr, uq “ sup
 

upξq | ξ P BΩr
(

.

Proposition 3.5.7 (Inégalité d’Hadamard généralisée). Soient pΩ, z0q un domaine gree-
nien et g P OpΩq. Alors pour tout λ, r, ν P R tels que 0 ă λ ď r ď ν ă 1

log
´ν

λ

¯

logmΩpr, uq ď log
´ r

λ

¯

logmΩpν, uq ` log
´ν

r

¯

logmΩpλ, uq.

Autrement dit r ÞÑ mΩpr, uq est une fonction convexe en log r sur rλ, νs.

Démonstration. On applique le théorème 3.5.5 à la fonction sous-harmonique u sur la
couronne généralisée Υ :“ AΩpλ, νq et l’ensemble B “ BΥzBΩν “ BΩλ. Alors d’après la
proposition 3.4.6

@z P Υ, upzq ď mΩpB, gq$Υpz,Bq `mΩpBΥzB, gqp1´$Υpz,Bqq

ď
logpνr q
logp νλ q

mΩpλ, gq `
logp rλ q
logp νλ q

mΩpν, gq,

puisque BΥzB “ BΩν . �
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Démonstration des majorations de eΩ
d pλ, gq On démontre dans ce paragraphe le

théorème 3.1.14 ainsi que ses corollaires. La proposition 3.5.8 ci-dessous est l’analogue du
lemme 4.1 de [26].

Proposition 3.5.8. Soient pΩ, z0q un domaine régulier, g P OpΩq et λ, r, γ P R tels que
0 ă λ ă r ă 1 et γ P s0, 1r. Alors pour tout d P N et P P Cďdrz, ws non nul tels que
MΩpλ, Pgq ď 1 et pour tout eiθ P S1 tel que diamd

`

DΩpλ, e
iθ, gq,Ωλ

˘

ě γ

log }Pθ}Ωλ ď mΩ
d pλ, r, gq ` d log

´ dr

γλ

¯

` dτΩpλ, rq
2 logp8diamΩpλ, rqq,

où Pθpzq “ P pz, eiθq.

Démonstration. On note τ la quantité τΩpλ, rq. On suppose que Pθ n’est pas le polynôme
identiquement nul puisque l’inégalité à démontrer est triviale dans ce cas. Par définition
de la fonction de proximité mΩ

d pλ, r, gq

@z P Ωr, |Pgpzq| ď em
Ω
d pλ,r,gq,

puisque par hypothèse MΩpλ, Pgq ď 1. Dans la suite on fixe un réel ε P s0, 1r de sorte que
dε ă γ. D’après la proposition 3.3.15 appliquée au polynôme Pθ, l’ensemble

 

z P Ωλ | log |Pθpzq| ď log }Pθ}Ωλ ` d log ε´ dτ2 logC
(

avec C “ 8diamΩpλ, rq,

est de d-ième diamètre greenien dans Ωr n’excédant pas dε. Or dε ă λγ
r et d’après le

lemme 2.7.23

diamdpDΩpλ, e
iθ, gq,Ωrq ě

ˆ

λ

r

˙

diamdpDΩpλ, e
iθ, gq,Ωλq ě

λγ

r
.

Donc il existe un z P DΩpλ, e
iθ, gq tel que

log }Pθ}Ωλ ` d log ε´ dτ2 logC ă log |Pθpzq| ď log |Pgpzq| ď mΩ
d pλ, r, gq.

On fait tendre ε vers λγ
dr pour conclure. �

L’inégalité de la proposition 3.5.8 précédente peut être améliorée lorsque le domaine Ω
est le disque unité D grâce à la proposition 3.3.13.

Proposition 3.5.9. Soient g P OpDq et λ, r, γ P R tels que 0 ă λ ă r ă 1 et γ P s0, 1r.
Alors pour tout d P N et P P Cďdrz, ws non nul tels que Mpλ, Pgq ď 1 et pour tout eiθ P S1

tel que diamd`1
`

Dpλ, eiθ, gq,Dλ
˘

ě γ

log }Pθ}Dλ ď mdpλ, r, gq ` 2d log
´3er
γλ

¯

` 4d log
´r ` λ

r ´ λ

¯

,

où Pθpzq “ P pz, eiθq.

Démonstration. On fixe ε P s0, 1r de sorte que 3erε ă γλ. D’après la proposition 3.3.13,
l’ensemble

!

z P Dr | |Pθpzq| ď }Pθ}DrΦd
´

|z|

r

¯

εd
)

avec Φdpxq :“ xd
ˆ

1´ x
1` x

˙4d
,

est de d-ième diamètre pseudo-hyperbolique dans Dr au plus 2eε. Or d’après le lemme
2.7.23

3eεr
λ

ă γ ď diamd`1pDpλ, e
iθ, gq,Dλq ď

´ r

λ

¯

diamd`1pDpλ, e
iθ, gq,Drq

ď diamdpDpε, λ, e
iθ, gq,Drq ` ε.eiθ, gq,Dλq ď

´ r

λ

¯

diamd`1pDpλ, e
iθ, gq,Drq

ď

´ r

λ

¯

diamdpDpε, λ, e
iθ, gq,Drq `

εr

λ
.
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Donc il existe un z P Dpε, λ, eiθ, gq tel que

log }Pθ}Dr ` d log ε` log Φd
´

|z|

r

¯

ă log |Pθpzq| ď log |Pgpzq| ď mdpλ, r, gq.

D’où

log }Pθ}Dλ ď log }Pθ}Dr ď mdpλ, r, gq ` d log
´1
ε

¯

` d log
´r

ε

¯

` 4d log
´r ` λ

r ´ λ

¯

.

On fait tendre ε vers γλ
p2e`1qr pour conclure. �

On déduit de la proposition 3.5.8 une majoration de la mesure de transcendance holo-
morphe eΩ

d pλ, gq par mΩ
d pλ, r, gq dès lors que le d-ième diamètre greenien d’une famille de

fibres de g au-dessus d’un borélien A Ă S1 est uniformément minoré par une constante
γ ą 0.

Proposition 3.5.10. Soient pΩ, z0q un domaine greenien, g P OpΩq, d P N, λ, r, γ P R
tels que 0 ă λ ă r ă 1 et γ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de
longueur l ą 0 tel que @a P A, diamdpDΩpλ, a, gq,Ωλq ě γ. Alors

eΩ
d pλ, gq ď mΩ

d pλ, r, gq ` d log
ˆ

16πdr
γlλ

˙

` dτΩpλ, rq
2 logp8diamΩpλ, rqq.

Démonstration. On considère un polynôme P P Cďdrz, ws extrémal pour la mesure de
transcendance eΩ

d pλ, gq et on fixe ε ą 0. D’après le corollaire 3.3.8, il existe eiθ P A tel que

eΩ
d pλ, gq ´ d log

ˆ

16π
l

˙

´ ε ď log }Pθ}Ωλ avec Pθpzq “ P pz, eiθq.

D’où en appliquant la proposition 3.5.8 ci-dessus

eΩ
d pλ, gq ´ d log

ˆ

16π
l

˙

´ ε ď log }Pθ}Ωλ ď mΩ
d pλ, r, gq ` d log

´ dr

γλ

¯

` dτΩpλ, rq
2 logp8diamΩpλ, rqq.

On fait tendre ε vers zéro pour conclure. �

Lorsque Ω est le disque unité, on peut améliorer la proposition 3.5.10 de la façon suivante.

Proposition 3.5.11. Soient g P OpDq, d P N, λ, r, γ P R tels que 0 ă λ ă r ă 1 et
γ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour tout
a P A tel que @a P A, diamd`1pDpλ, a, gq,Dλq ě γ. Alors

edpλ, gq ď mdpλ, r, gq ` 2d log
ˆ

48eπr
γlλ

˙

` 4d log
ˆ

r ` λ

r ´ λ

˙

.

Démonstration. On procède comme dans la démonstration de la proposition 3.5.10 en
remplaçant la proposition 3.5.8 par la proposition 3.5.9. �

Proposition 3.5.12. Soit g P OpΩ, z0q. Alors pour tout λ, r, ν P R tels que 0 ă λ ď r ď
ν ă 1, @d P N

mΩ
d pλ, r, gq ď

logp rλ q
logp νλ q

eΩ
d pλ, gq ` dlog`MΩpν, gq ` d log diamΩpλ, νq ` d log 8.
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Démonstration. Soit P P Cďdrz, ws tel que MΩpλ, Pgq ď 1 et MΩpr, Pgq “ mΩ
d pλ, r, gq.

On applique l’inégalité de Hadamard généralisée 3.5.7 à la fonction holomorphe Pg puis
on majore la quantité mΩ

d pλ, ν, gq à l’aide du lemme 3.5.1. Donc

MΩpr, Pgq ď
logp rλ q
logp νλ q

logMΩpν, Pgq ` logMΩpλ, Pgq ď
logp rλ q
logp νλ q

mΩ
d pλ, ν, gq

ď
logp rλ q
logp νλ q

eΩ
d pλ, gq ` dlog`MΩpν, gq ` d log diamΩpλ, νq ` d log 8.

Ce qui donne l’inégalité souhaitée. �

On démontre finalement le théorème 3.1.14 donnant la majoration de la mesure de
transcendance holomorphe eΩ

d pλ, gq de g à l’aide de la distribution de ses valeurs.

Rappel théorème 3.1.14. Soient pΩ, z0q un domaine régulier, g P OpΩq, d P N, λ, ν, γ P
R tels que 0 ă λ ă ν ă 1 et γ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de
longueur l ą 0 tel que @a P A, diamdpDΩpλ, a, gq,Ωλq ě γ. Alors

logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
eΩ
d pλ, gq ! dlog`MΩpν, gq ` d log

ˆ

edν

γlλ

˙

` dτΩpλ, νq
2 logpediamΩpλ, νqq.

Démonstration. En combinant les inégalités des propositions 3.5.10 et 3.5.12, on obtient

eΩ
d pλ, gq ď mΩ

d pλ, r, gq ` d log
ˆ

16πdr
γlλ

˙

` dτΩpλ, rq
2 log diamΩpλ, rq

ď dlog`MΩpν, gq ` d log
ˆ

16πdr
γlλ

˙

`
logp rλ q
logp νλ q

eΩ
d pλ, gq

` dτΩpλ, rq
2 logp8diamΩpλ, rqq ` d logp8diamΩpλ, νqq.

Donc
logpνr q
logp νλ q

eΩ
d pλ, gq ď dlog`MΩpν, gq ` d log

ˆ

16πdr
γlλ

˙

` dτ2
Ωpλ, rq logp8diamΩpλ, νqq.

Ce qu’il fallait démontrer. �

On démontre maintenant du théorème 3.1.14 de majorations de la mesure de transcen-
dance dans le disque et le plan.

Rappel corollaire 3.1.18. Soient g P OpDq, d P N, λ, ν, γ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 1
et γ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que
pour tout a P A, diamdpDpλ, a, gq,Dλq ě γ. Alors pour tout domaine régulier Ω Ă C et
h : pΩ, z0q Ñ pD, 0q conforme

logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
eΩ
d pλ, g ˝ hq ! dlog`Mpν, gq ` d log

ˆ

edν

γlλ

˙

` d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙2
log

ˆ

eν

λp1´ νq

˙

.

De plus la constante omise est absolue.

Démonstration. D’après le lemme 3.4.4

τΩpλ, νq “ τDpλ, νq “
ν ` λ

ν ´ λ
.

D’après la proposition 2.7.22
diamdpDpλ, a, g ˝ hq,Ωλq “ diamd

`

h´1pDpλ, a, gqq, h´1pDλq
˘

ě diamd

`

hph´1pDpλ, a, gqqq, hph´1pDλq
˘

ě diamdpDpλ, a, gq,Dλq ě γ,
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et d’après le lemme 3.4.3

log diamΩpλ, νq ď 4 log
ˆ

8ν
λp1´ νq

˙

.

De plus MΩpν, g ˝ hq “Mpν, gq. En appliquant le théorème 3.1.14 à la fonction g ˝ h sur
le domaine Ω, on obtient

logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
eΩ
d pλ, g ˝ hq ! dlog`Mpν, gq ` d log

ˆ

edν

γlλ

˙

` d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙2
log

ˆ

eν

λp1´ νq

˙

.

Ce qui termine la démonstration. �

Rappel théorème 3.1.19. Soient g P OpDq, d P N, λ, ν, γ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 1
et γ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour
tout a P A, diamdpDpλ, a, gq,Dλq ě γ. Alors

logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
edpλ, gq ! dlog`Mpν, gq ` d log

ˆ

eν

γlλ

˙

` d log
ˆ

νpν ` λq

λpν ´ λq

˙

.

De plus la constante omise est absolue.

Démonstration. On pose r “ ν`λ
2 . En combinant les inégalités des propositions 3.5.11 et

3.5.12, on obtient

edpλ, gq ď mdpλ, r, gq ` 2d log
ˆ

48eπr
γlλ

˙

` 4d log
ˆ

r ` λ

r ´ λ

˙

ď dlog`Mpν, gq ` d log
ˆ

48eπr
γlλ

˙

`
logp rλ q
logp νλ q

edpλ, gq

` 4d log
ˆ

r ` λ

r ´ λ

˙

` d log
´ν

λ

¯

.

Donc
logp 2ν

ν`λ q

logp νλ q
edpλ, gq ! dlog`Mpν, gq ` d log

ˆ

e

γl

˙

` d log
ˆ

νpν ` λq

λpν ´ λq

˙

.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Rappel corollaire 3.1.20. Soient g P OpCq, d P N, λ, ν, γ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 8
et γ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour
tout a P A, diamdpDpλ, a, gq,Dλq ě γ. Alors

logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
edpλ, gq ! dlog`Mpν, gq ` d log

ˆ

eν

γlλ

˙

` d log
ˆ

νpν ` λq

λpν ´ λq

˙

.

La constante omise est absolue.

Démonstration. On considère la fonction h P OpDq définie par hpzq “ gpupzqq avec upzq “
eνz. Posons λ1 “ u´1pλq et ν1 “ u´1pνq. Puisque le d-ième diamètre greenien est un
invariant conforme d’après 2.7.22

diamdpDpλ, a, gq,Dλq “ diamd

`

u´1pDpλ, a, gqq, u´1pDλq
˘

“ diamdpDpλ1, a, hq,Dλ1q.

On conclut en appliquant le théorème 3.1.19 à la fonction h et les rayons λ1 et ν1. �
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3.6 Mesure de transcendance méromorphe

Dans cette section nous étudions les mesures de transcendance eΩ
d pλ, gq et e̊Ω

d pλ, gq pour
les fonctions g PMpΩq avec Ω un domaine régulier. Le résultat principal de cette section
est le théorème 3.1.16 dont nous rappelons l’énoncé lors de sa démonstration. Dans la
suite de cette section pΩ, z0q est un domaine régulier.

Majoration de l’indice de Bernstein Le lemme 3.6.1 ci-dessous affirme qu’une ma-
joration de la mesure de transcendance méromorphe e̊Ω

d pλ, gq conduit à une majoration
de indice de Bernstein b̊Ωpλ, r, Pgq et donc fournit une majoration de la borne de Bézout
ZΩ
d pλ, gq d’après la proposition 2.5.8. La démonstration de ce lemme est similaire à celle

du lemme 3.5.1.

Lemme 3.6.1. Soient g PMpΩq et λ, r P R tels que 0 ă λ ă r ă 1 et P P Cďdrz, ws tel
que Pg ı 0. Alors

b̊Ωpλ, r, Pgq ď m̊Ω
d pλ, r, gq ď e̊Ω

d pλ, gq ` dm̂Ωpr, gq ` d log diamΩpλ, rq ` d log 8.

Démonstration. La première inégalité provient de l’invariance de l’indice de Bernstein
b̊Ωpλ, r, Pgq lorsque l’on multiplie P par un scalaire non nul. En particulier pour le poly-
nôme Q défini par P expt´m̊Ωpλ, Pgqu, on a

b̊Ωpλ, r, Pgq “ b̊Ωpλ, r,Qgq “ m̊Ωpr,Qgq ď m̊Ω
d pλ, r, gq,

car par construction du polynôme Q, la moyenne m̊Ωpλ,Qgq est nulle. On considère main-
tenant un polynôme P extrémal pour m̊Ω

d pλ, r, gq. D’après le lemme 3.6.11

m̊Ω
d pλ, r, gq “ m̊Ωpr, Pgq ď log }Q}ΩλˆD ` dm̂Ωpr, gq ` d log diamΩpλ, rq ` d log 8

ď e̊Ω
d pλ, gq ` dm̂Ωpr, gq ` d log diamΩpλ, rq ` d log 8.

Ce qui termine la démonstration du lemme. �

Invariances de la mesure e̊Ω
d pλ, gq Le lemme 3.6.2 suivant montre que la mesure de

transcendance e̊Ω
d pλ, gq et la fonction de proximité transcendante m̊Ω

d pλ, r, gq sont inva-
riantes par dilatation du graphe de la fonction g.

Lemme 3.6.2. Soient g PMpΩq et s ą 0. On pose gspzq “ gpszq et Υ “ 1
sΩ. Alors pour

tout r, λ P R tels que 0 ă λ ă r ă 1
@d P N, e̊Ω

d pλ, gq “ e̊Υ
d pλ, gsq et m̊Ω

d pλ, r, gq “ m̊Υ
d pλ, r, gsq.

Démonstration. On remarque que pour tout h P MpΩq, on a m̊Ωpλ, hq “ m̊Υpλ, hsq.
Soit P P Cďdrz, ws un polynôme extrémal de la mesure de transcendance e̊Ω

d pλ, gq. On
considère le polynôme Q P Cďdrz, ws défini par Qpz, wq :“ P psz, wq. Or par construction
et d’après ce qui précède

}P }ΩλˆD “ }Q}ΥλˆD et m̊Ωpλ, Pgq “ m̊Υpλ,Qgsq.

Donc e̊Ω
d pλ, gq ď e̊Υ

d pλ, gsq. On procède de même pour démontrer l’inégalité inverse. La
seconde égalité du lemme est démontrée de la même façon. �

Lemme 3.6.3. Soient g P MpCq et s ą 0. On pose gspzq “ gpszq. Alors pour tout
r, λ P R tels que 0 ă λ ă r ă 1

@d P N, e̊dpsλ, gq “ e̊dpλ, gsq et m̊dpsλ, sr, gq “ m̊dpλ, r, gsq.

Démonstration. La démonstration est identique à celle du lemme 3.6.2. �
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Une propriété remarquable de la mesure de transcendance méromorphe e̊Ω
d pλ, gq est que

les mesures de transcendance méromorphes de g et φ ˝ g avec φ une homographie de la
sphère de Riemann sont comparables à condition que φ n’ait pas de pôle sur le cercle S1.
En particulier les mesures de transcendance e̊Ω

d pλ, a, gq et e̊Ω
d pλ,8, gq sont comparables.

Proposition 3.6.4. Soient g PMpΩq et φ P MobpĈq sans pôle dans S1. Alors

@d P N, @λ P r0, 1r, e̊Ω
d pλ, φ ˝ gq ď e̊Ω

d pλ, gq ` dm̂Ωpλ, gq ` dlog`}φ}S1 ` d log 32.

En particulier pour tout a P CzS1

@d P N, @λ P r0, 1r, e̊Ω
d pλ, a, gq ď e̊Ω

d pλ,8, gq ` dm̂Ωpλ, gq ` dlog` 1
dpa,S1q

` d log 32.

Démonstration. Soit P P Cďdrz, ws un polynôme extrémal de la mesure de transcendance
e̊Ω
d pλ, φ ˝ gq. On définit le polynôme Q P Cďdrz, ws par la relation

P pz, φpwqq “
Qpz, wq

pγw ` δqd
avec φpwq “

αw ` β

γw ` δ
et maxt|γ|, |δ|u ď 1.

Puisque que m̊Ωpλ, Pφ˝gq est négatif

m̊Ωpλ,Qgq “

ż

BΩλ
log |Qgpξq|d$Ωλpz0, ξq ď d

ż

BΩλ
log |γgpξq ` δ|d$Ωλpz0, ξq

ď d log |δ| ` d log 2` d
ż

BΩλ
log`

ˇ

ˇ

ˇ

γ

δ
gpξq

ˇ

ˇ

ˇ
d$Ωλpz0, ξq

ď dm̂Ωpλ, gq ` dlog`maxt|γ|, |δ|u ` d log 2 ď dm̂Ωpλ, gq ` d log 2.

puisque logpx`1q ď log`x` log 2 et log`pxyq ď log`x` log`y. Soient z P BΩλ et eiθ P S1

tels que le polynôme Q atteint son maximum en pz, eiθq sur le domaine Ωλˆ D. D’après
l’inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.7 appliquée au polynôme P

log }Q}ΩλˆD “ log |Qpz, eiθq| “ d log |γeiθ ` δ| ` log |P pz, φpeiθqq|
ď d log |γeiθ ` δ| ` log }P }ΩλˆD ` dlog`}φ}S1 ` d log 8
ď dlog`maxt|γ|, |δ|u ` log }P }ΩλˆD ` dlog`}φ}S1 ` d log 16
ď log }P }ΩλˆD ` dlog`}φ}S1 ` d log 16.

Donc
e̊Ω
d pλ, φ ˝ gq ď e̊Ω

d pλ, gq ` dm̂Ωpλ, gq ` dlog`}φ}S1 ` d log 32.

La seconde inégalité s’obtient en appliquant la première inégalité à la transformation de
Möbius φpwq “ 1

w´a et en calculant la norme }φ}S1 . �

Proposition 3.6.5. Soient g PMpCq et φ P MobpĈq sans pôle dans S1. Alors

@d P N, @λ ą 0, e̊dpλ, φ ˝ gq ď e̊dpλ, gq ` dm̂pλ, gq ` dlog`}φ}S1 ` d log 32.

En particulier pour tout a P CzS1

@d P N, @λ ą 0, e̊dpλ, a, gq ď e̊dpλ,8, gq ` dm̂pλ, gq ` dlog` 1
dpa,S1q

` d log 32.

Démonstration. La démonstration est identique à celle de la proposition 3.6.4. �
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Inégalités de convexité Dans les démonstrations des théorèmes 3.1.1 et 3.1.14, le
théorème des trois cercles d’Hadamard 3.5.4 et sa généralisation 3.5.5 ont joué un rôle
primordial. Lorsque la fonction g est méromorphe sur un disque, la fonction maximum
Mpr, gq n’est plus a priori convexe en log r, ni croissante. Le plus naturel est de remplacer
cette dernière par la moyenne de la fonction log |g| sur le cercle BDr notée m̊pr, gq. Le
théorème 3.6.6 ci-dessous implique que la fonction m̊pr, gq est croissante et convexe en
log r sur toute couronne où la fonction g n’admet pas de pôles. Pour tout u P SHpApλ, νqq,
on note

@r P sλ, νr, Ipr, uq :“
ż 2π

0
upreiθq

dθ

2π .

Théorème 3.6.6 ([52, Th. 2.12]). Soient λ, ν P R tels que 0 ă λ ă ν et u P SHpApλ, νqq.
Alors la fonction Ipr, uq est croissante et convexe en log r sur l’intervalle sλ, νr. Plus
précisément pour tout s, t, r P R tels que λ ă s ď t ď r ă ν

log
´r

s

¯

Ipt, uq ď log
ˆ

t

s

˙

Ipr, uq ` log
´r

t

¯

Ips, uq.

Nous allons maintenant démontrer une extension du théorème 3.6.6 précédent aux
fonctions sous-harmoniques sur Ω puis δ-sous-harmonique sur Ω.

Notation 3.6.7. Soit u P SHpΩq. On définit la moyenne de u le long de BΩr et la
moyenne de Jensen de u dans Ωr par

@r P r0, 1r, IΩpr, uq :“
ż

BΩr
upξqd$Ωr pz0, ξq et NΩpr, uq “

ż

Ωr
∆upzqgΩr pz, z0qdz.

De plus lorsque u est de la forme log |g| avec g P OpΩq, l’intégrale IΩpr, gq coïncide avec
la moyenne m̊Ωpr, gq définie dans le chapitre précédent.

Proposition 3.6.8. Soit u P SHpΩq. Alors les fonctions r ÞÑ NΩpr, uq et r ÞÑ IΩpr, uq
sont croissantes et convexes en log r.

Démonstration. La croissance de la fonction NΩpr, uq découle du principe de subordina-
tion des fonctions de Green14. Nous avons vu au chapitre 2 que pour tout λ, r, ν P R tels
que 0 ă λ ă r ă ν ă 1

@z P Ω, log
´ν

λ

¯

g`Ωr pz, z0q ď log
´ r

λ

¯

g`Ων pz, z0q ` log
´ν

r

¯

g`Ωλpz, z0q. (3.6.1)

Donc en intégrant cette inégalité sur Ων et puisque ∆u ě 0 sur Ω

log
´ν

λ

¯

ż

Ωr
∆upzqgΩr pz, z0qdz ď log

´ r

λ

¯

ż

Ων
∆upzqgΩν pz, z0qdz

` log
´ν

r

¯

ż

Ωλ
∆upzqgΩλpz, z0qdz.

Cette dernière inégalité signifie précisément que la fonction r ÞÑ NΩpr, gq est convexe en
log r. D’après le théorème de Poisson-Jensen 2.5.9

@r P r0, 1r, NΩpr, uq “

ż

BΩr
upξqd$Ωr pξ, z0q ´ log |gpz0q| “ IΩpr, uq ´ upz0q.

Donc la fonction IΩpr, uq est croissante et convexe en log r. �

La proposition 3.6.8 précédente s’étend aux fonctions δ-sous-harmoniques sur Ω. En par-
ticulier, la proposition 3.6.9 ci-dessous s’applique aux fonctions de la forme log |g| avec
g PMpΩq.
14Voir le théorème 2.1.5.
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Corollaire 3.6.9. Soient u P SHδpΩq et u1, u2 P SHpΩq tels que u “ u1´u2. Alors pour
tout λ, t, r P R tels que 0 ă λ ď r ď ν ă 1

log
´ν

λ

¯

IΩpr, uq ď log
´ r

λ

¯

IΩpν, uq ` log
´ν

r

¯

IΩpλ, uq ` log
´ν

λ

¯

NΩpν, u2q.

Démonstration. D’après la formule de Poisson-Jensen 2.5.9, la fonction vpzq :“ upzq ´
UµΩν pzq avec 2πµ “ ∆u2pzqdz est sous-harmonique sur Ων . En appliquant le théorème de
Fubini et le corollaire 2.5.15, on obtient que pour tout t P rλ, νs

Ipt, UµΩν q “

ż

BΩt
UµΩν pξqd$Ωtpξ, z0q “

ż

BΩt

ż

Ων
∆u2pwqgΩν pw, ξqdwd$Ωtpξ, z0q

“

ż

Ων
∆u2pwq

ż

BΩt
gΩν pw, ξqd$Ωtpξ, z0qdw

“

ż

Ων
∆u2pwq

!

gΩν pw, z0q ´ gΩtpw, z0q
)

dw ď NΩpν, u2q.

(3.6.2)

D’après la proposition 3.6.8 appliquée à la fonction sous-harmonique v sur Ων

log
´ν

λ

¯

IΩpr, vq ď log
´ r

λ

¯

IΩpν, vq ` log
´ν

r

¯

IΩpλ, vq.

D’où l’inégalité

log
´ν

λ

¯

IΩpr, uq ď log
´ r

λ

¯

IΩpν, uq ` log
´ν

r

¯

IΩpλ, uq ´ log
´ r

λ

¯

IΩpν, U
µ
Ων q

´ log
´ν

r

¯

IΩpλ,U
µ
Ων q ` log

´ν

λ

¯

Ipr, UµΩν q.

De plus ∆u2 ě 0 au sens des distribution puisque u2 est sous-harmonique sur Ω. Donc

log
´ν

λ

¯

Ipr, UµΩν q ´ log
´ν

r

¯

IΩpλ,U
µ
Ων q ´ log

´ r

λ

¯

IΩpν, U
µ
Ων q ď log

´ν

λ

¯

Ipr, UµΩν q

ď log
´ν

λ

¯

NΩpν, u2q.

Ce qui termine la démonstration. �

Démonstration du théorème 3.1.16 Lorsque g P OpΩq, la majoration de log |Pgpzq|
avec P P Cďdrz, ws non nul et z P Ωr en fonction de mΩ

d pλ, r, gq découle de la définition
de cette même quantité15. Lorsque g P MpΩq, la majoration de log |Pgpzq| à l’aide de
m̊Ω
d pλ, r, gq présente deux difficultés. La première difficulté est que la fonction Pg peut

avoir un pôle en z lorsque la fonction g admet justement un pôle en ce point. Cette
pierre d’achoppement est évitée en introduisant un petit ensemble exceptionnel E de
points autour des pôles de g pour lesquels nous n’aurons pas de majoration mais en
dehors desquels nous sommes en mesure de majorer log |Pgpzq| à l’aide de m̊Ω

d pλ, r, gq.
La seconde difficulté est plus technique et ardu à esquiver. Afin que la majoration de
log |Pgpzq| soit pertinente pour démontrer les majorations des mesures de transcendance,
il est important que la constante devant le terme m̊Ω

d pλ, r, gq dans cette majoration soit
au plus 1. Or l’égalité de Poisson-Jensen 2.5.9 donne une majoration du terme log |Pgpzq|
faisant apparaître une intégrale de la forme

ż

BΩr
log |Pgpξq|PΩr pz, ξqdσpξq,

où PΩr est le noyau de Poisson de la strate Ωr de Ω. Un encadrement grossier du noyau
de Poisson dans cette intégrale ne conduit pas à une majoration suffisamment fine de
log |Pgpzq|. Cependant le noyau de Poisson PΩr étant harmonique et positif sur Ωr, nous
pouvons utiliser la distance de Harnack dans Ωr pour comparer l’intégrale ci-dessus avec
15Voir la démontration de la proposition 3.5.8.
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le terme m̊Ωpr, Pgq. C’est ce que nous faisons dans le lemme technique 3.6.10 ci-dessous.
On note

@z P Ω, ξ P BΩ, ΦΩpz, ξq :“ PΩpz, ξq ´
PΩpz0, ξq

τΩpz, z0q
.

Lemme 3.6.10. Soient g PMpΩq et r P s0, 1r. On considère un ensemble C Ă DΩpr,8, gq
et on pose n “ n̄Ωpr,8, gq ´#C. Alors pour tout ε P s0, 1r, il existe un ensemble E Ă Ωr
tel que

• l’ensemble E est petit dans Ωr au sens que diamnpE,Ωrq ď nε,

• pour tout z P ΩrzE

log |gpzq| ď m̊Ωpr, gq

τΩr pz, z0q
`

ż

BΩr
log`|gpξq|ΦΩr pz, ξqdσpξq ` nΩpr,8, gq log

ˆ

1
εpΩr pz, Cq

˙

,

De plus l’ensemble exceptionnel E ne dépend que du diviseur des pôles de g dans Ωr.
Lorsque Ω est D, on peut exiger de plus que diamnpE,Drq ď 2eε.

Démonstration. En appliquant la formule de Poisson-Jensen généralisée 2.5.9, on obtient

@z P Ωr, log |gpzq| ď
ż

BΩr
log |gpξq|d$Ωr pz, ξq `

ÿ

wPΩr

ν8gpwqgΩr pz, wq

ď

ż

BΩr
log |gpξq|PΩr pz, ξqdσpξq ´ log

ź

wPΩr

pΩr pz, wq
ν8gpwq,

(3.6.3)

où ν8g est le diviseur des pôles de g dans Ω. Commençons par majorer l’intégrale figurant
dans le dernier membre de l’inégalité 3.6.3 ci-dessus. Puisque @x ą 0, log x “ log`x ´
log` 1

x et d’après l’inégalité de Harnack 2.1.27
ż

BΩr
log |gpξq|PΩr pz, ξqdσpξq “

ż

BΩr
log`|gpξq|PΩr pz, ξqdσpξq ´

ż

BΩr
log` 1

|gpξq|
PΩr pz, ξqdσpξq

ď

ż

BΩr
log`|gpξq|PΩr pz, ξqdσpξq ´

m̂Ωpr, 1{gq
τΩr pz, z0q

ď

ż

BΩr
log`|gpξq|PΩr pz, ξqdσpξq `

m̊Ωpr, gq ´ m̂Ωpr, gq

τΩr pz, z0q

ď
m̊Ωpr, gq

τΩr pz, z0q
`

ż

BΩr
log`|gpξq|ΦΩr pz, ξqdσpξq.

Pour terminer la démonstration, il suffit de minorer le produit apparaissant dans l’inégalité
3.6.3. Lorsque g est holomorphe sur Ω, il n’y a rien à faire et on peut prendre pour E
l’ensemble vide. Notons ω1 le diviseur des pôles de g dans ΩrzC et ω2 le diviseur des pôles
de g dans C. Il est immédiat que ν8g “ ω1 ` ω2. Or

@z P Ωr,
ź

wPΩr

pΩr pz, wq
ν8gpwq “

ź

wPΩr

pΩr pz, wq
ω1pwq

ź

wPΩr

pΩr pz, wq
ω2pwq

ě pΩr pz, Cq
|ω2|

ź

wPΩr

pΩr pz, wq
ω1pwq,

D’après le corollaire 2.7.9 du chapitre 2, l’ensemble de lemniscates greeniennes Epω1, εq
est de |ω1|-ième diamètre greenien dans Ωr au plus nε. En dehors de l’ensemble Epω1, εq,
on a la minoration

ź

wPΩr

pΩr pz, wq
ν8gpwq ě pΩr pz, Cq

|ω2|ε|ω1| ě pεpΩr pz, Cqq
|ω1|`|ω2| ě pεpΩr pz, Cqq

|ν8g|.
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Il suffit de prendre pour E l’ensemble Epω1, εq pour obtenir le lemme puisque |ω1| “ n.
Lorsque Ω “ D, le n-ième diamètre pseudo-hyperbolique de Epω1, εq est majoré par 2eε
d’après le lemme de Milloux 2.7.14. �

À l’aide de l’inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.7, nous pouvons majorer l’intégrale de l’in-
égalité du lemme 3.6.10 pour une fonction Pg uniformément lorsque P parcourt Cďdrz, ws.

Lemme 3.6.11. Soient g P MpΩq et P P Cďdrz, ws. Alors pour tout λ, r P R tels que
0 ă λ ă r ă 1 et pour tout z P Ωr
ż

BΩr
log`|Pgpξq|ΦΩr pz, ξqdσpξq ď p1´ 1{τΩr pz, z0qq log }P }ΩλˆD ` dτΩr pz, z0qm̂Ωpr, gq

` d log diamΩpλ, rq ` d log 8,

De plus nΩpr,8, Pgq ď dnΩpr,8, gq.

Démonstration. Commençons par démontrer la première inégalité. On applique l’inégalité
de la proposition 3.2.7 au polynôme P sur le produit cartésien Ωλ ˆ D. Donc

@z P BΩr, log`|Pgpzq| ď log }P }ΩλˆD ` dlog`|gpzq| ` d log diamΩpλ, rq ` d log 8.

Or le terme ΦΩr pz, ξq est positif pour tout ξ P BΩr puisque le noyau de Poisson est une
fonction harmonique et strictement positive sur Ωr. Donc en intégrant cette inégalité le
long de BΩr, on obtient
ż

BΩr
log`|Pgpξq|ΦΩr pz, ξqdσpξq ď p1´ 1{τΩr pz, z0qq log }P }ΩλˆD ` dτΩr pz, z0qm̂Ωpr, gq

` d log diamΩpλ, rq ` d log 8.

Quant à la deuxième inégalité du lemme, elle est obtenue en remarquant que les pôles de
la fonction Pg sont tous des pôles de la fonction g dont la multiplicité est au plus multiplié
par d. �

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer la majoration de la mesure de
transcendance méromorphe du théorème 3.1.16. La démonstration de la proposition 3.6.12
ci-dessous est similaire à celle de la proposition 3.5.8. Toutefois une différence notable entre
ces deux propositions est la présence d’un coefficient devant le terme m̊Ω

d pλ, r, gq et d’un
terme e̊Ω

d pλ, gq alors qu’il n’y a aucun coefficient devant mΩ
d pλ, r, gq dans l’inégalité de la

proposition 3.5.8.

Proposition 3.6.12. Soient g P MpΩq, d P N, λ, r, δ, γ P R tels que 0 ă λ ă r ă 1,
γ P s0, 1r, δ P s0, 1r et P P Cďdrz, ws tels que m̊Ωpλ, Pgq ď 0. On suppose qu’il existe
C Ă DΩpr,8, gq tel que

diamd`npDΩpλ, a, gq,Ωrq ě γ et pΩr pDΩpλ, a, gq, Cq ě δ.

où n “ n̄Ωpr,8, gq ´#C. Alors il existe z P Dpλ, a, gq tel que

log }Pθ}Ωλ ď
m̊Ω
d pλ, r, gq

τΩr pz, z0q
` p1´ 1{τΩr pz, z0qq e̊

Ω
d pλ, gq ` dτΩr pz, z0qm̂Ωpr, gq

` dnΩpr,8, gq log
ˆ

d` n

γδ

˙

` dτΩpλ, rq
2 logpediamΩpλ, rqq

` d log
ˆ

d` n

γ

˙

,

où Pθpzq “ P pz, eiθq.
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Démonstration. On applique le lemme technique 3.6.10 à la fonction g. On fixe ε P s0, 1r
de sorte que pd` nqε ă γ. Alors il existe un ensemble E Ă Ωr tel que diamnpE,Ωrq ď nε
et @z P ΩrzE

log |Pgpzq| ď
m̊pr, Pgq

τΩr pz, z0q
`

ż

BΩr
log`|Pgpξq|ΦΩr pz, ξqdσpξq ´ nΩpr,8, Pgq log pεpΩr pz, Cqq .

Or en appliquant le lemme 3.6.11
ż

BΩr
log`|Pgpξq|ΦΩr pz, ξqdσpξq ď p1´ 1{τΩr pz, z0qq log }P }ΩλˆD ` dτΩr pz, z0qm̂Ωpr, gq

` d log diamΩpλ, rq ` d log 8,
et nΩpr,8, Pgq ď dnΩpr,8, gq. D’après la proposition 3.3.15, l’ensemble

F “
 

z P Ωλ | log |Pθpzq| ď log }Pθ}Ωλ ` d log ε´ dτΩpλ, rq2 logC
(

,

avec C “ 8diamΩpλ, rq est de d-ième diamètre greenien dans Ωr n’excédant pas dε. Alors
diamd`npE Y F,Ωrq ď diamnpE,Ωrq ` diamdpF,Ωrq ď pd` nqε

ă γ ď diamd`npDΩpλ, a, gq,Ωrq.
Donc il existe z P DΩpλ, a, gq qui n’appartient ni à E ni à F . D’où

log |Pgpzq| ď
m̊Ωpr, Pgq

τΩr pz, z0q
` p1´ 1{τΩr pz, z0qq log }P }ΩλˆD ` dτΩr pz, z0qm̂Ωpr, gq

` dnΩpr,8, gq log
ˆ

1
εδ

˙

` d log diamΩpλ, rq ` d log 8

ď
m̊Ω
d pλ, r, gq

τΩr pz, z0q
` p1´ 1{τΩr pz, z0qq̊e

Ω
d pλ, gq ` dτΩr pz, z0qm̂Ωpr, gq

` dnΩpr,8, gq log
ˆ

1
εδ

˙

` d log diamΩpλ, rq ` d log 8.

De plus puisque z n’est pas dans F

log }Pθ}Ωλ ` d log ε´ dτΩpλ, rq2 logp8diamΩpλ, rqq ă log |Pθpzq| ď log |Pgpzq|.

Donc

log }Pθ}Ωλ ď
m̊Ω
d pλ, r, gq

τΩr pz, z0q
` p1´ 1{τΩr pz, z0qq̊e

Ω
d pλ, gq ` dτΩr pz, z0qm̂Ωpr, gq

` dnΩpr,8, gq log
ˆ

1
εδ

˙

` dτΩpλ, rq
2 logp8ediamΩpλ, rqq ` d log

ˆ

1
ε

˙

.

On fait tendre ε vers γ
d`n ce qui conclut la démonstration de la proposition. �

Lorsque le domaine Ω est le disque D, on peut améliorer la proposition 3.6.12 de la
façon suivante.

Proposition 3.6.13. Soient g P MpDq, d P N, λ, r, δ, γ P R tels que 0 ă λ ă r ă 1,
γ P s0, 1r, δ P s0, 1r et P P Cďdrz, ws tels que m̊pλ, Pgq ď 0. On suppose qu’il existe
C Ă Dpr,8, gq tel que

diamd`npDpλ, a, gq,Drq ě γ et prpDpλ, a, gq, Cq ě δ,

où n “ n̄pr,8, gq ´#C. Alors il existe z P Dpλ, a, gq tel que

log }Pθ}Dλ ď
ˆ

r ´ |z|

r ` |z|

˙

m̊dpλ, r, gq `
2|z|
r ` |z|

e̊dpλ, gq ` d

ˆ

r ` |z|

r ´ |z|

˙

m̂pr, gq

` dnpr,8, gq log
ˆ

4e
γδ

˙

` 4d log
ˆ

r

λ

r ` λ

r ´ λ

˙

` d log
ˆ

2e
γ

˙

,
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où Pθpzq “ P pz, eiθq.

Démonstration. On procède comme dans la démonstration de la proposition 3.6.12 en
remplaçant la proposition 3.3.15 par la proposition 3.3.13. �

Proposition 3.6.14. Soit g PMpΩq. Alors pour tout λ, r, ν P R tels que 0 ă λ ă r ă
ν ă 1 et d P N

m̊Ω
d pλ, r, gq ď

logp rλ q
logp νλ q

e̊Ω
d pλ, gq ` dTΩpν, gq ` d log diamΩpλ, νq ` d log 8.

Démonstration. Pour démontrer l’inégalité il suffit d’appliquer le corollaire 3.6.9 à la
fonction Pg où P P Cďdrz, ws est n’importe quel polynôme tel que Pg ı 0, m̊Ωpλ, Pgq ď 0
et m̊Ωpr, Pgq “ m̊Ω

d pλ, r, gq. D’après le corollaire 3.6.9

m̊Ωpr, Pgq ď
logp rλ q
logp νλ q

m̊Ωpν, Pgq `
logpνr q
logp νλ q

m̊Ωpλ, Pgq ď
logp rλ q
logp νλ q

m̊Ω
d pλ, ν, gq,

D’après le lemme 3.6.11

m̊Ω
d pλ, ν, gq ď e̊Ω

d pλ, gq ` dm̂Ωpν, gq ` d log diamΩpλ, νq ` d log 8.

Or par définition TΩpν, gq “ m̂Ωpν, gq `NΩpν,8, gq. �

Rappel théorème 3.1.16. Soient pΩ, z0q un domaine régulier, g P MpΩq, d P N,
λ, ν, γ, δ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 1, γ, δ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un boré-
lien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour tout a P A, il existe Ca Ă DΩpν,8, gq tel
que

diamd`npDΩpλ, a, gq,Ωλq ě γ et pΩν pDΩpλ, a, gq, Caq ě δ,

où n “ n̄Ωpν, a, gq ´#Ca. Alors

logp 2ν
ν`λ q

logp νλ q
e̊Ω
d pλ, gq

τΩpλ, νq
! dτΩpλ, νqTΩpν, gq ` dnΩpν,8, gq log

ˆ

ν

λ

epd` nq

γδ

˙

` d log
ˆ

ν

λ

epd` nq

lγ

˙

` dτΩpλ, νq
2 logpediamΩpλ, νqq.

,

De plus la constante omise est absolue.

Démonstration. On pose r “ ν`λ
2 . Soit P P Cďdrz, ws un polynôme extrémal pour la

mesure de transcendance méromorphe e̊Ω
d pλ, gq. Or d’après le lemme 2.7.23

diamd`npDΩpλ, a, gq,Ωrq ě
´λ

r

¯

diamd`npDΩpλ, a, gq,Ωλ ě γ,

et
prpDΩpλ, a, gq, Caq ě

´λ

r

¯

pλpDΩpλ, a, gq, Caq ě δ.

D’après le corollaire 3.3.8 et la proposition 3.6.12, il existe z P DΩpλ, a, gq tel que

e̊Ω
d pλ, gq “ log }P }ΩλˆD ď sup

 

log }Pθ}Ωλ | eiθ P A
(

` d log
ˆ

16π
l

˙

ď 1
τz
m̊Ω
d pλ, r, gq ` p1´ 1

τz
q̊eΩ
d pλ, gq ` dτzm̂Ωpr, gq

` dnΩpr,8, gq log
ˆ

pd` nqr2

γδλ2

˙

` dτΩpλ, rq
2 logpediamΩpλ, rqq

` d log
ˆ

16πpd` nqr2

lγλ2

˙

,

(3.6.4)
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où τz “ τΩr pz, z0q. D’après la proposition 3.6.14

m̊Ω
d pλ, r, gq ď

logp rλ q
logp νλ q

e̊Ω
d pλ, gq ` dTΩpν, gq ` d log diamΩpλ, νq ` d log 8. (3.6.5)

Donc en combinant les deux inégalités 3.6.4 et3.6.5 ci-dessus, on obtient
logp νλ q
logp rλ q

e̊Ω
d pλ, gq

τz
! dτzm̂Ωpr, gq ` dnΩpr,8, gq log

ˆ

pd` nqr

γδλ

˙

` dτΩpλ, rq
2 logpediamΩpλ, rqq ` d log

ˆ

epd` nqr

lγλ

˙

` dTΩpν, gq ` d log diamΩpλ, νq ` d log 8

! dτzTΩpν, gq ` dnΩpν,8, gq log
ˆ

ν

λ
e
pd` nq

γδ

˙

` dτΩpλ, νq
2 logpediamΩpλ, νqq ` d log

ˆ

ν

λ

epd` nq

lγ

˙

,

car m̂Ωpr, gq ď TΩpr, gq. On majore τz par τΩpλ, νq et r par ν. Cela achève la démonstration
du théorème. �

Le corollaire 3.1.22 ci-dessous est obtenu en appliquant la majoration de la mesure de
transcendance méromorphe démontrée en 3.1.16 et l’expression explicite de la distance de
Harnack dans le disque 2.1.28.

Rappel corollaire 3.1.22. Soient g PMpDq, d P N, λ, ν, γ, δ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 1,
γ, δ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour
tout a P A, il existe Ca Ă Dpν,8, gq tel que

diamd`npDpλ, a, gq,Dλq ě γ et pνpDpλ, a, gq, Caq ě δ,

où n “ n̄pν,8, gq ´#Ca. Alors pour tout domaine régulier Ω Ă C et h : pΩ, z0q Ñ pD, 0q
conforme

Φpλ, ν q̊eΩ
d pλ, g ˝ hq ! d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙

T pν, gq ` dnpν,8, gq log
ˆ

ν

λ

epd` nq

γδ

˙

` d log
ˆ

ν

λ

epd` nq

γl

˙

` d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙2
log

ˆ

ν

λ

e

p1´ νq

˙

.

La constante omise est absolue.

Démonstration. On procède comme dans la démonstration du corollaire 3.1.18. �

Rappel théorème 3.1.23. Soient g PMpDq, d P N, λ, ν, γ, δ P R tels que 0 ă λ ă ν ă 1,
γ, δ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour
tout a P A, il existe Ca Ă Dpν,8, gq tel que

diamd`npDpλ, a, gq,Dλq ě γ et pνpDpλ,8, gq, Caq ě δ,

où n “ n̄pν,8, gq ´#Ca. Alors

Φpλ, ν q̊edpλ, gq ! d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙

T pν, gq ` dnpν,8, gq log
ˆ

ν

λ

e

γδ

˙

` d log
ˆ

ν

λ

e

γl

˙

` d log
ˆ

epν ` λq

p1´ νqpν ´ λq

˙

` d log
´ν

λ

¯

.

La constante omise est absolue.

Démonstration. On procède comme dans la démonstration du théorème 3.1.19. �
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Rappel corollaire 3.1.24. Soient g PMpCq, d P N, λ, ν, γ, δ P R tels que 0 ă λ ă ν ă
8, γ, δ P s0, 1r. On suppose qu’il existe un borélien A Ă S1 de longueur l ą 0 tel que pour
tout a P A, il existe Ca Ă Dpν,8, gq tel que

diamd`npDpλ, a, gq,Dλq ě γ et pνpDpλ, a, gq, Caq ě δ,

où n “ n̄pν,8, gq ´#Ca. Alors

Φpλ, ν q̊edpλ, gq ! d

ˆ

ν ` λ

ν ´ λ

˙

T pν, gq ` dnpν,8, gq log
ˆ

ν

λ

e

γδ

˙

` d log
ˆ

ν

λ

e

γl

˙

` d log
ˆ

eν

λ

ν ` λ

ν ´ λ

˙

.

La constante omise est absolue.

Démonstration. On procède comme dans la démonstration du corollaire 3.1.20. �

3.7 Applications

Cette dernière section du chapitre 3 regroupe les démonstrations de nouveaux lemmes
de zéros pour des familles particulières de fonctions méromorphes. Les deux familles de
fonctions que nous étudions sont d’une grande importance en arithmétiques. Il s’agit des
fonctions elliptiques et des fonctions fuchsiennes. L’étude de la distribution des petites
valeurs et des pôles de ces fonctions est facilitée par l’existence d’un groupe agissant sur
leur domaine de définition et sous l’action duquel ces fonctions sont invariantes : un réseau
Λ de R2 pour les fonctions elliptiques et un groupe fuchsien pour les fonctions fuchsiennes.
Pour ces deux classes de fonctions la stratégie que nous suivons pour minorer le d-ième
diamètre hyperbolique des ensembles Dpr, a, gq lorsque a parcourt un arc A Ă S1 consiste
à choisir une partie B dans la pré-image de cet arc A par l’application g, puis de suivre
l’orbite de B sous l’action du groupe laissant invariant la fonction g.

Les fonctions elliptiques Dans ce premier paragraphe nous démontrons que toute
fonction elliptique non constante vérifie un lemme de zéros polynomial. Commençons par
rappeler la définition des fonctions elliptiques et des fonctions elliptiques de Weierstraß.
Une référence pour ces notions est le premier chapitre de [3,65] et le chapitre XIV de [66].

Rappel définition 1.6.21. Une fonction g PMpCq est dite elliptique s’il existe ω1, ω2 P
C linéairement indépendants sur R tels que

@z P C, gpzq “ gpz ` ω1q “ gpz ` ω2q.

De plus ω1Z‘ ω2Z est appelé le réseau des périodes de g.

Autrement dit une fonction elliptique est une fonction méromorphe sur C admettant
une double période. L’ensemble des fonctions elliptiques ayant un même réseau des pé-
riodes Λ forme un sous-corps deMpCq. L’existence de fonctions elliptiques non constantes
n’est pas triviale mais Weierstraß a construit de telles fonctions pour n’importe quel ré-
seau Λ prescrit16. Grâce à cette double périodicité, nous sommes en mesure de déterminer
la répartition des petites valeurs de ces fonctions

Exemple 3.7.1. Parmi les fonctions elliptiques, il existe une classe particulièrement
importante de fonctions exhibée par Weierstraß : les fonctions elliptiques de Weierstraß.

16Voir l’exemple 3.7.1.
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Ces fonctions elliptiques sont construites de la manière suivante. Étant donné un réseau
Λ :“ Z‘ τZ avec Imτ ą 017, on considère la fonction ℘Λ définie par

@z P C, ℘Λpzq :“ 1
z2 `

ÿ

wPΛzt0u

1
pz ´ wq2

´
1
w2 .

L’importance des fonctions elliptiques de Weierstraß vient du fait qu’elles suffisent à
engendrer toutes les autres. Plus précisément, toute fonction elliptique est une fraction
rationnelle complexe des fonctions de Weierstraß ℘Λ et ℘1Λ avec Λ son réseau des périodes.

Définition 3.7.2 (Parallélogramme fondamental). Soit Λ “ ω1Z‘ ω2Z un réseau de C.
Un parallélogramme fondamental de Λ est un sous-ensemble de la forme

 

α` λω1 ` µω2 | λ, µ P r0, 1r
(

avec α P C.

On note volpΛq l’aire de n’importe18 quel parallélogramme fondamental de Λ.

Théorème 3.7.3 ([3, 66]). Soient P un parallélogramme fondamental du réseau Λ et
g PMpCq une fonction elliptique de réseau de périodes est Λ. Alors la somme des résidus
de g dans P est nulle.

Ce théorème 3.7.3 implique, grâce au théorème des résidus, que la distribution des
valeurs d’une fonction elliptique est particulièrement simple.

Corollaire 3.7.4. Soit P un parallélogramme fondamental d’un réseau Λ de C. Une
fonction elliptique g non constante de réseau des périodes Λ atteint autant de fois19 toutes
les valeurs de Ĉ dans le parallélogramme P . Autrement dit

@a P Ĉ, npP, a, gq “ npP,8, gq. (3.7.1)

Le nombre npP,8, gq est appelé l’ordre de la fonction elliptique g.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que g n’atteint pas la valeur a ou de
pôles sur BP . Il suffit d’appliquer le théorème des résidus20 sur le bord du parallélogramme
P . Grâce au théorème des résidus, on obtient

@a P Ĉ, npP, a, gq ´ npP,8, gq “
1

2iπ

ż

BP

g1pξq

gpξq ´ a
dξ “

ÿ

zPP

Részpgq.

Or la fonction h “ g1

g´a est une fonction elliptique et donc la somme des résidus de h dans
P est nulle d’après le théorème 3.7.3. Donc l’égalité 3.7.1 est vérifiée pour tout a dans
ĈzBP . Soit Q un autre parallélogramme fondamental de Λ. Alors

@a P Ĉ, npP, a, gq “ npQ, a, gq.

Or pour tout a P Ĉ, il existe un parallélogramme fondamental Qa tel que a et 8 ne sont
pas atteints par g sur BQa. Donc

@a P Ĉ, npP, a, gq “ npQa, a, gq “ npQa,8, gq “ npP,8, gq.

Cela termine la démonstration du corollaire. �

17Tous les réseaux de R2 peuvent être mis sous cette forme.
18Cette aire est indépendante du choix d’un tel parallélogramme.
19On tient compte de la multiplicité des valeurs.
20Voir le chapitre VI de [66].
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Les fonctions elliptiques de Weierstraß sont des fonctions elliptiques d’ordre exacte-
ment 2. On peut montrer que toute fonction elliptique g non constante est d’ordre au
moins 2. Afin de démontrer le lemme de zéros polynomial pour les fonctions elliptiques, il
suffit de minorer le d-ième diamètre euclidien d’une fibre Dpλ, a, gq uniformément lorsque
a P S1. Puisque g atteint au moins une fois chaque valeur de S1 dans chaque parallé-
logramme fondamental de son réseau des périodes Λ, il suffit de compter le nombre de
parallélogrammes fondamentaux de Λ contenus dans le disque Dλ pour en déduire une
minoration du d-ième diamètre euclidien de Dpλ, a, gq.

Notation 3.7.5. Soient Λ “ Zω1 ‘ Zω2 un réseau de C et g P MpCq une fonction
elliptique non constante de réseau des périodes Λ. On note

@a P Ĉ, ΦΛpa, gq “ sup
 

dpz,Λzq | z P C, gpzq “ a
(

,

avec Λz “ tz ` nω1 `mω2 | n,m P N, n2 `m2 ą 0u.

Déterminer le nombre de points du réseau Z‘Z fut étudié par Gauß et est connu sous
le nom de problème du cercle de Gauß.

Lemme 3.7.6. Soit Λ un réseau de C. On considère P un parallélogramme fondamental
de Λ et on note

Npr, P,Λq “ #
 

γ P Λ | γ ¨ P Ă Dr
(

.

Alors
Npr, P,Λq „ πr2

volpΛq ,

lorsque r Ñ8.

Lemme 3.7.7. Soient Λ un réseau de C et g P MpCq une fonction elliptique non
constante de réseau des périodes Λ. Alors

@λ ą 0, @d P N, d ! πλ2

volpΛq ùñ @a P Ĉ, diamdpDpλ, a, gqq ě
1
2ΦΛpa, gq.

Démonstration. On fixe P un parallélogramme fondamental de Λ. Pour minorer le d-ième
diamètre de Dpλ, a, gq, il suffit de déterminer le nombre de translatés par Λ de P contenus
dans le disque Dλ. Or d’après le lemme 3.7.6, il y a de l’ordre de

N “
πλ2

volpΛq ,

parallélogrammes contenus dans le disque Dλ. Donc lorsque d est petit devant N , le
cardinal de Dpλ, a, gq est strictement inférieur à d et donc d’après la proposition 2.7.4

diamdpDpλ, a, gqq ě
1
2 min

 

|z ´ w| | z, w P Dpλ, a, gq, z ­“ w
(

ě
1
2ΦΛpa, gq.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Lemme 3.7.8. Soient Λ un réseau de C et g P MpCq une fonction elliptique non
constante. Alors T pr, gq — r2.

Démonstration. Soit P un parallélogramme fondamental de Λ. On applique le théorème
de Cartan 2.6.11. Donc

T pr, gq “

ż 2π

0
Npr, eiθ, gq

dθ

2π ` log`|gp0q| — kNpr, P,Λq

où k est l’ordre de ℘Λ. Or d’après le lemme 3.7.6

Npr, P,Λq — πr2

volpΛq .
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Donc T pr, gq — r2. �

Rappel corollaire 1.6.22. Soit g PMpCq une fonction elliptique non constante. Alors
g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une constante explicite
C ą 0 telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, gq ď Cpdrq2.

Démonstration. Nous allons appliquer le critère 1.6.6 pour les fonctions méromorphes sur
C. La fonction g étant périodique, il existe une constante ∆ ą 0 telle que

@a P S1, @z P Dpa, gq, @w P Dp8, gq, dpz, wq ě ∆.

Soit Λ le réseau des périodes de la fonction g et on introduit les cinq suites suivantes

@d P N, λd :“
c

volpΛqd
π

, νd :“ 2λd, γd “ 1
2 inf
aPS1

ΦΛpa, gq, δd “ ∆ et ld :“ 2π.

Donc d’après la proposition 2.7.18

@a P S1, @z P Dpλd, a, gq, @w P Dpνd,8, gq, pνdpz, wq ě dpz, wq ě δd.

De plus d’après le lemme 3.7.7

@λ ą 0, @d P N, d ! πλ2

volpΛq ùñ @a P Ĉ, diamdpDpλ, a, gqq ě
1
2ΦΛpa, gq.

Donc d’après la proposition 2.7.18

@d P N, @a P S1, diamdpDpλd, a, gq,Dνdq ě diamdpDpλd, a, gqq ě γd.

De plus d’après le lemme 3.7.8 ci-dessus, T pr, gq — r2. Donc en appliquant le théorème
1.6.6 avec les exposants α1 “ 0, α2 “ γ “ δ “ l “ 0, β “ 1, Ad “ S1 et Ca “ Dpνd, a, gq,
on obtient

@r ą 0, @d P N, Zdpr, gq ! pd_ ϕprqq2,

avec ϕprq “ mintk P N | λk ě ru. Or ϕprq — r2. Donc

@r ą 0, @d P N, Zdpr, gq ! pd_ r2q2,

Cependant on peut améliorer la dépendance en r de cette borne de la manière suivante.
Soient P P Cďdrz, ws non nul et on pose

@γ P Λ, P γpz, wq “ P ptγpzq, wq avec tγpzq “ z ` γ.

Alors il existe un rayon r0 ą 0 tel que

@γ P Γ, nptγpDq, Pgq “ npD,P γg q ď Zdpr0, gq ! d2 _ 1.

Donc

@d P N, @r P r0, 1r, Zdpr, gq ! r2 sup
γPΛ
ZdptγpDq, gq ! pdrq2.

Ce qu’il fallait démontrer. �
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Les fonctions fuchsiennes Dans ce deuxième paragraphe nous obtenons un lemme
de zéros polynomial pour les fonctions méromorphes sur D invariantes sous l’action d’un
groupe fuchsien. Rappelons d’abord quelques définitions vues dans l’introduction.

Rappel définition 1.6.24. Un sous-groupe Γ Ă MobpĈq est dit fuchsien pour un disque
∆ Ă Ĉ si ce dernier est laissé invariant par l’action de Γ sur la sphère Ĉ et si l’action
induite par Γ sur ∆ est proprement discontinue. C’est-à-dire que pour tout compact
K Ă ∆, l’ensemble

 

g P Γ | pg ¨Kq XK ­“ H
(

,

est fini. On dit de plus que Γ est cocompact lorsque ∆{Γ est compact.

À l’origine les groupes fuchsiens ont été introduits par Poincaré dans [90] pour le demi-
planH. Toutefois la mesure de transcendance e̊dpλ, gq étant définie pour les fonctions sur le
disque D plutôt que le demi-plan H, il est plus pratique de ramener l’étude des fonctions du
demi-plan à celle des fonctions du disque via l’application conforme hpzq “ z´i

z`i envoyant
D sur H.

Rappel définition 1.6.25. Une fonction g P MpDq est dite fuchsienne s’il existe un
groupe fuchsien Γ de D dont l’action sur D laisse invariante la fonction g. Autrement dit
@γ P Γ, @z P D, gpγ ¨ zq “ gpzq.

Définition 3.7.9 (Domaine fondamental - [60, Déf. 6.2]). Soit Γ un groupe fuchsien de
D. Un domaine fondamental de Γ est un sous-ensemble D de D tel que

@γ P ΓztIdu, pγ ¨Dq XD “ H et
ď

γPΓ
γ ¨D “ D.

On note volpΓq le volume hyperbolique de n’importe21 quel domaine fondamental de Γ.

Théorème 3.7.10 ([3, 66]). Soient Γ un groupe fuchsien de D, D un domaine fonda-
mental de l’action Γ sur D et g PMpDq une fonction fuchsienne invariante sous l’action
de Γ. Alors la somme des résidus de g dans D est nulle.

Ce théorème 3.7.10 implique, grâce au théorème des résidus, que la distribution des
valeurs d’une fonction fuchsienne est particulièrement simple.

Corollaire 3.7.11. Soient Γ un groupe fuchsien de D et D un domaine fondamental de
Γ. Une fonction fuchsienne g P MpDq non constante et invariante sous l’action de Γ
atteint autant de fois22 toutes les valeurs de Ĉ dans le domaine D. Autrement dit

@a P Ĉ, npD, a, gq “ npD,8, gq.

Le nombre npD,8, gq est appelé l’ordre de la fonction fuchsienne g.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème des résidus23 sur le bord du domaine D.
Grâce au théorème des résidus, on obtient

@a P Ĉ, npD, a, gq ´ npD,8, gq “
1

2iπ

ż

BD

g1pξq

gpξq ´ a
dξ “

ÿ

zPD

Részpgq.

Or la fonction h “ g1

g´a est une fonction fuchsienne et donc la somme des résidus de h
dans P est nulle d’après le théorème 3.7.10. Soit Q un autre domaine fondamental de Γ.
Alors

@a P Ĉ, npD, a, gq “ npQ, a, gq.
21Les automorphismes de D étant des isométriques de D pour la métrique hyperbolique, ce volume ne
dépend pas du choix du domaine fondamental.

22On tient compte de la multiplicité des valeurs.
23Voir le chapitre VI de [66].
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Or pour tout a P Ĉ, il existe un domaine fondamental Qa tel que a et 8 ne sont pas
atteints par g sur BQa. Donc

@a P Ĉ, npD, a, gq “ npQa, a, gq “ npQa,8, gq “ npD,8, gq.

Cela termine la démonstration du corollaire. �

Notation 3.7.12. Soient Γ un groupe fuchsien de D et g P MpDq une fonction non
constante invariante sous l’action du groupe Γ. On note

@a P Ĉ, ΦΓpa, gq “ sup
 

ppz,Γzq | z P C, gpzq “ a
(

,

avec Γz “ tγ ¨ z | γ P Γ, γ ­“ 0u.

Lemme 3.7.13. Soit Γ un groupe fuchsien cocompact de D. On choisit D un domaine
fondamental de Γ et on note

Npr,D,Γq “ #
 

γ P Γ | γ ¨D Ă Dhr
(

.

Alors
Npr,D,Γq „ πer

volpΓq ,

lorsque r Ñ8.

Lemme 3.7.14. Soient Γ un groupe fuchsien cocompact de D et g PMpDq une fonction
non constante invariante sous l’action du groupe Γ. Alors

@λ P r0, 1r, @d P N, d ! π

volpΓq

ˆ

1` λ
1´ λ

˙

ùñ @a P Ĉ, diamdpDpλ, a, gq,Dq ě
1
2ΦΓpa, gq.

où D est un domaine fondamental de Γ.

Démonstration. On procède comme dans le lemme 3.7.7. On fixe D un domaine fonda-
mental de Γ. Pour minorer Dpλ, a, gq, il suffit de determiner le nombre de conjugués par
Γ de D contenus dans le disque hyperbolique Dhr avec r “ logp 1`λ

1´λ q. Or d’après le lemme
3.7.13, il y a de l’ordre de

N “
πer

volpΛq “
π

volpΛq

ˆ

1` λ
1´ λ

˙

,

parallélogrammes contenus dans le disque hyperbolique Dhr , c’est-à-dire dans le disque
euclidien Dλ. Donc lorsque d est petit devant N , le cardinal de Dpλ, a, gq est strictement
inférieur à d et donc d’après la proposition 2.7.4

diamdpDpλ, a, gq,Dq ě
1
2 min

 

ppz, wq | z, w P Dpλ, a, gq, z ­“ w
(

ě
1
2ΦΓpa, gq.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Rappel corollaire 1.6.26. Soient Γ Ă MobpDq un groupe cocompact et g PMpDq une
fonction non constante et invariante par Γ. Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial.
Plus précisément, il existe une constante explicite C ą 0 telle que

@d P N, @r P r0, 1r, Zdpr, gq ď
Cd6

1´ r .

Démonstration. La démonstration est similaire à celle du corollaire 1.6.22 ci-dessus. Cette
fois nous appliquons le critère 1.6.9 pour les fonctions méromorphes sur le disque D. La
fonction g étant périodique, il existe une constante ∆ ą 0 telle que

@a P S1, @z P Dpa, gq, @w P Dp8, gq, ppz, wq ě ∆.
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Soient Γ un groupe fuchsien laissant invariant la fonction g et D un domaine fondamentale
de Γ. On introduit les cinq suites suivantes

@d P N, λd :“ 1´ π

volpΓqd , νd
:“ 1` λd

2 , γd “ inf
aPS1

1
2ΦΓpa, gq, δd “ ∆ et ld :“ 2π.

Donc d’après le lemme 2.7.21
@a P S1, @z P Dpλd, a, gq, @w P Dpνd,8, gq, pνdpz, wq ě ppz, wq ě δd.

De plus d’après le lemme 3.7.7

@λ ą 0, @d P N, d ! π

volpΛq
1` λ
1´ λ ùñ @a P Ĉ, diamdpDpλ, a, gq,Dνdq ě 1

2ΦΛpa, gq.

De plus d’après le théorème de Cartan 2.6.11

T pνd, gq “

ż 2π

0
Npνd, e

iθ, gq
dθ

2π ` log`|gp0q| ! k

ˆ

1` νd
1´ νd

˙

π

volpΓq ! d

où k est l’ordre de la fonction fuchsienne g. Donc d’après le théorème 1.6.9 avec γ “ δ “
l “ 0, α “ 1, β “ 1, Ad “ S1 et Ca “ Dpνd, a, gq, on obtient

@d P N, @r P r0, 1r, Zdpr, gq ! pd_ ϕprqq6,
avec ϕprq “ mintk P N | λk ě ru. On peut améliorer la dépendance en r de cette borne
de la manière suivante. Soient P P Cďdrz, ws non nul et on pose

@h P Γ, Phpz, wq “ pγz ` δqdP phpzq, wq avec hpzq “
αz ` β

γz ` δ
.

Alors il existe un rayon r0 ą 0 tel que
@h P Γ, nph ¨D,Pgq “ npD,Phg q ď Z2dpr0, gq ! d6 _ 1.

Donc
@d P N, @r P r0, 1r, Zdpr, gq !

1
1´ r sup

γPΓ
Z2dpγ ¨D, gq !

d6

1´ r .

Ce qu’il fallait démontrer. �
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Chapitre 4

Distribution des petites valeurs

4.1 Introduction

Dans [27], Coman et Poletsky ont démontré le lemme de zéros général 1.3.15 dont nous
rappelons l’énoncé ci-dessous.

Rappel théorème 1.3.15. Soit g P OpCq une fonction transcendante. On suppose qu’il
existe C1, C2 ą 1 et k ą 1 tels que

@r " 0, C1mpr, gq ď mpkr, gq ď C2mpr, gq où mpr, gq “ log`Mpr, gq.

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une fonction ϕ
strictement croissante telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, gq ď pd_ ϕprqq2,

Pour démontrer le théorème 1.3.15, Coman et Poletsky utilisent d’une part leur majo-
ration de la mesure de transcendance edpgq qu’ils ont démontrée dans [26] et d’autre part
la théorie d’Ahlfors des surfaces de recouvrement pour étudier la distribution des petites
valeurs de la fonction g, c’est-à-dire des antécédents par g de points du cercle unité S1.
La théorie d’Ahlfors est exposée dans la section 4.2 de ce chapitre. Dans le chapitre 3,
nous avons défini une mesure de transcendance holomorphe edpλ, gq et une mesure de
transcendance méromorphe e̊dpλ, gq qui étendent aux domaines réguliers et aux fonctions
méromorphes la mesure de transcendance edpgq de [26]. Dans ce même chapitre, nous
avons donné des majorations de ces mesures en fonction de la distribution des petites
valeurs de la fonction g1 et des pôles de celle-ci. L’objet de ce chapitre est d’étudier
maintenant la distribution des petites valeurs d’une fonction g PMpDq ou g PMpCq à
l’aide de la théorie d’Ahlfors dans le but de majorer les mesures de transcendance. Plus
précisément, on cherche à minorer le d-ième diamètre pseudo-hyperbolique de Dpλ, a, gq
dans Dν uniformément lorsque a parcourt un arc de S1. Les hypothèses que nous faisons
sur la fonction g afin de pouvoir mener à bien cette étude sont de même nature que
celles figurant dans le théorème 1.3.15 à la différence près que la fonction maximum est
remplacée systématiquement par la caractéristique de Nevanlinna.

Résultats

Les théorèmes principaux de ce chapitre sont les deux théorèmes suivants.

1Voir les théorèmes 3.1.14 et 3.1.16.
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Rappel théorème 1.6.16. Soient g PMpDq une fonction transcendante2, b P Ĉ et
β P r0, 1

2 r. On suppose que g vérifie l’une des hypothèses suivantes

• la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

lim
rÑ1´

log T pr, gq
´ logp1´ rq ą 1, lim

rÑ1´
log T pr, gq
´ logp1´ rq ă 8 et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe C1, C2 ą 1 et k ą 1 tels que logC1 ą k et
@r " 0, C1T p1´ 1

r , gq ď T p1´ 1
kr , gq ď C2T p1´ 1

r , gq et npr, b, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe ρ ą 1 tel que T p1´ 1
r , gq — rρ et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants α, γ ą 0

@d P N, @r P r0, 1r, Zdpr, gq ď T pr, gqγ _ dα.

De plus lorsque la deuxième hypothèse est vérifiée, on peut prendre α “ 1 ` 1`β
1´β `

2
λp1´βq et γ “

αρp1´βq
λ où λ “ logC1

k et ρ “ logC2
k . Lorsque la troisième hypothèse est

vérifiée, on peut prendre le même α et γ “ αp1´ βq.

Rappel théorème 1.6.12. Soit g P MpCq une fonction transcendante, b P Ĉ et
β P r0, 1

2 r. On suppose que g vérifie l’une des hypothèses suivantes

• la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

lim
rÑ8

log T pr, gq
log r ą 0, lim

rÑ8

log T pr, gq
log r ă 8 et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe C1, C2 ą 1 et k ą 1 tels que
@r " 0, C1T pr, gq ď T pkr, gq ď C2T pr, gq et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe ρ ą 0 tel que T pr, gq — rρ et npr, b, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants α, γ ą 0 tels que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, gq ! T pr, gqγ _ dα.

De plus lorsque la seconde hypothèse est vérifiée, on peut prendre α “ 1 ` 1`β
1´β et

γ “ αρp1´βq
λ où λ “ logC1

k et ρ “ logC2
k . Lorsque la troisième hypothèse est vérifiée,

on peut prendre le même α et γ “ αp1´ βq.

4.2 Théorie d’Ahlfors

Dans les années trente, Ahlfors a développé dans sa thèse [1] une nouvelle théorie de la
distribution des valeurs des fonctions méromorphes basée sur des considérations géomé-
triques et topologiques plutôt que purement analytiques. Cette théorie approfondit celle
développée par Nevanlinna3 dix ans plutôt sans pour autant la remplacer. Le principe est
d’associé à chaque fonction méromorphe g sur C une surface de Riemann ouverte S au-

3Voir la section 2.6 du chapitre 2.
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dessus de la sphère de Riemann Ĉ puis de réduire l’étude de la distribution des valeurs de
g à la description topologique de cette surface S et de la métrique sphérique définie sur S
en tirant la métrique sphérique de Ĉ via la projection de S sur la sphère de Riemann. Dans
le premier paragraphe de cette section, nous énonçons les deux théorèmes fondamentaux
de la théorie d’Ahlfors qui jouent un rôle analogue au deux théorèmes fondamentaux de la
théorie de Nevanlinna vue à la section 2.6. Nous présenterons également les améliorations
du second théorème d’Ahflors dus à Dufresnoy dans [33] qui s’avèrent pertinents pour
les problèmes que nous cherchons à résoudre. Pour un exposé plus complet de la théorie
d’Ahlfors et de ses conséquences, le lecteur pourra se référer au chapitre VI de [118], au
chapitre 5 de [53] et au chapitre XIII de [82].

Les surfaces de recouvrement Dans cette section on désigne par le terme surface
une variété topologique à bords de dimension deux, connexe, orientable et triangulable4

au sens de la définition 4.2.2 ci-dessous. Une surface de Riemann à bords est une région
ouverte ou fermée d’une surface de Riemann compacte et connexe dont le bord est une
union disjointe d’un nombre fini de courbes de Jordan. Nous reprenons ici la définition
d’une surface de recouvrement issue du chapitre XIII de [82]. On désigne par ∆ le sim-
plexe standard de R2. Rappellons brièvement les définitions de triangulation et de surface
triangulable.

Définition 4.2.1 (Triangle d’une surface). Soit S une surface. Un triangle de S est la
donnée d’une application s : ∆ Ñ S continue et injective. Le bord Bs de s est défini
comme étant l’image de B∆ par s. L’intérieur s̊ de s est défini comme l’image de ∆̊ par s.
Enfin les arêtes de s sont les images des arêtes du triangle ∆ par s. Par abus de langage
l’image de ∆ par l’application s est confondue avec l’application elle-même lorsque cela
ne porte pas à confusion.

Définition 4.2.2 (Triangulation d’une surface). Soit S une surface. Une triangulation de
S est la donnée d’une famille5 T de triangles de S vérifiant les deux propriétés suivantes.

• deux triangles distincts de T sont d’intérieur disjoint,

• tout point z P S admet un voisinage qui ne rencontre qu’un nombre fini de triangles de
la triangulation T .

On dit que S est une surface triangulable si cette surface admet une triangulation T
telle que définie ci-dessus. De plus une triangulation T 1 de S est dite plus fine que la
triangulation T si tous les triangles de T se décomposent en des triangles de T 1.

Nous pouvons définir maintenant l’objet principal de la théorie d’Ahlfors à savoir les
surfaces de recouvrement.

Définition 4.2.3 (Surface de recouvrement - [82]). Soit S0 une surface. Une surface de
recouvrement de S0 est la donnée d’un quadruplet pS, π, T, T0q où S est une surface de
Riemann à bords, π une application de S dans S0, T une triangulation de S et T0 une
triangulation de S0 telles que

• l’image par π d’un triangle de T est un triangle de T0,

• l’image par π de deux triangles voisins6 de T sont voisins dans T0.
4D’après le théorème de Radó, toute surface est triangulable et donc cette hypothèse s’avère superflue.
Voir §8 du chapitre 1 de [2].

5On ne suppose pas que la famille soit finie.
6Deux triangles sont dits voisins s’ils ont une arête en commun.
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Afin d’alléger les notations on désigne parfois la surface de recouvrement par la lettre S
seulement.

Exemple 4.2.4. Soient S une surface et π : S Ñ S0. On dit que π est une application
topologiquement holomorphe si pour tout z P S, il existe un voisinage ouvert V de z et une
carte7 h : V Ñ C telle que pour tout w P V , πpwq “ hmpwq pour un m P N˚ dépendant
de V . Alors pour toute triangulation T1 de S, il existe une triangulation plus fine T de
S telle que T0 :“ πpT q soit une triangulation de la surface S0 et pS, π, T, T0q forme une
surface de recouvrement de S0.

Remarque 4.2.5. Toute surface de Riemann à bords est triangulable et orientable. Réci-
proquement toute surface réelle triangulable et orientable peut être muni d’une structure
de surface de Riemann à bords. De plus si S est une telle surface et π : S Ñ Ĉ est une
application topologiquement holomorphe, alors il existe une unique structure de surface
de Riemann sur S de sorte que π soit holomorphe.

Définition 4.2.6. Soit pS, π, T, T0q une surface de recouvrement de S0.

• soient D Ă S0 un domaine et C une composante connexe de π´1pDq. Le bord relatif
BπpCq de C au-dessus de D est la partie de BC dont l’image par π n’est pas contenu
dans BD. On dit qu’une composante connexe C de π´1pDq est une île au-dessus de D
si BπpCq “ H. Sinon C est appelée une péninsule au-dessus D,

• pour tout k P N, le k-ième feuillet Sk de S est la réunion des triangles sp∆q lorsque s
parcourt l’ensemble Tk suivant

Tk :“
 

s P T0 | Ds1, . . . , sk P T distincts et @i P t1, . . . , ku, π ˝ si “ s
(

,

• pour tout domaine D Ă S0, on note npD,πq le nombre d’îles qui se projettent sur D
via l’application π.

Métrique admissible Dans le paragraphe précédent nous avons exposé le pendant
topologique de la théorie d’Ahlfors. Il nous reste à introduire les aspects métriques de
celle-ci. Nous allons munir la surface S0 d’une métrique d qui induit une métrique sur S
via la projection π de la surface de recouvrement considérée. Cependant l’espace métrique
pS0, dq doit vérifier certaines propriétés supplémentaires que nous décrivons maintenant.

Définition 4.2.7 (Métrique admissible). Soient S une surface compacte et C une classe
de courbes de Jordan sur S. On définit D comme étant l’ensemble des domaines de S
délimités par une courbe fermée appartenant à la classe C. Une métrique admissible sur S
est la donnée d’une métrique d sur S et de deux applications L : C Ñ R` et I : D Ñ R`
vérifiant les propriétés suivantes

• (additivité). Les applications L et I sont additives.

• (connexité). Pour tout z, w P S, il existe un arc de C reliant les points z et w,

• (quasi-géodésique). Pour tout z, w P S

dpz, wq :“ inf
 

Lpαq | α P C, αp0q “ z et αp1q “ w
(

.

Autrement dit la distance entre z et w peut être approchée par la longueur d’une suite
de courbes de Jordan de C reliant z à w,

7Une carte est une application homéomorphe sur son image.
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• (topologie). Pour tout z P S et ε ą 0, il existe un voisinage U Ă S de z tel que pour tout
w P U , dpz, wq ă ε. Autrement dit la topologie de S est plus fine que la topologique
induite par d sur S.

• (inégalité isopérimétrique locale). Pour tout z P S, il existe un voisinage U Ă S de z
et une constante hpzq ą 0 telle que pour toute courbe fermée α de C contenue dans U
délimitant le domaine D de S, la longueur de α et l’aire de D vérifie l’inégalité

IpDq ă hpzqLpαq,

Les courbes de C sont appelées les courbes admissibles de S tandis que les domaines de D
sont appelés les domaines admissibles de S.

Définition 4.2.8 (Nombre moyen de feuillets). Soit S une surface de recouvrement de S0
munie d’une métrique admissible. Alors pour tout domaine admissible D de S0 et toute
courbe admissible β de S0, le nombre moyen de feuillets de S au-dessus du domaine D,
respectivement de la courbe β, est défini par

SpDq :“ IpDq
I0pDq

et Spβq :“ Lpβq
L0pβq

.

Exemple 4.2.9. Soit S une surface de Riemann à bords. Toute fonction ρ : S Ñ R˚`
définie une métrique admissible sur S de la manière suivante

• la classe C des courbes admissibles est constituée de l’ensemble des courbes de Jordan
analytiques par morceaux sur S,

• pour tout β P C, on définit la longueur Lpβq de l’arc β par l’intégrale
ş1
0 ρpβptqqdt où

t ÞÑ βptq est une paramétrisation par longueur d’arcs de β,

• pour tout domaine admissible D, on définit son aire IpDq par
ş

D
ρ2pzqdz.

On s’assure aisément que les applications L et I ainsi définies satisfont toutes les propriétés
décrites en 4.2.7.

Les théorèmes fondamentaux d’Ahlfors Le premier théorème d’Ahlfors 4.2.10 ci-
dessous est l’analogue pour les surfaces de recouvrement du premier théorème fondamental
de Nevanlinna 2.6.5. Ce théorème compare le nombre moyen de feuillets au-dessus d’un
domaine D Ă S0 d’une surface de recouvrement S avec le nombre moyen de feuillets de
cette surface S au-dessus de S0.

Théorème 4.2.10 (Premier théorème fondamental d’Ahlfors - [1,82]). Soit S0 une sur-
face compacte munie d’une métrique admissible. Alors il existe une constante h ą 0 telle
que pour toute surface de recouvrement S de S0, pour tout domaine admissible D de S0
et pour toute courbe β admissible de S0

|SpSq ´ SpDq| ď hLpSq
I0pDq

et |SpSq ´ Spβq| ď hLpSq.

Avant d’énoncer le second théorème fondamental d’Ahlfors, examinons le cas des revê-
tements ramifiés de surfaces sans bords.

Théorème 4.2.11 (Formule de Riemann-Hurwitz - [50, section IV.2]). Soient S et S0
deux surfaces de Riemann compactes sans bord et π : S Ñ S0 un revêtement ramifié de
degré d. Alors

χpSq “ dχpS0q ´
ÿ

xPS

pex ´ 1q,

où ex est le degré de ramification de x au-dessus de S0.
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Lorsque le revêtement π de l’énoncé précédent n’a aucune ramificiation, la formule de
Riemann-Hurwitz se réduit à χpSq “ dχpS0q. Le terme

ř

xPS pex ´ 1q est donc une sorte
de correction lorsque le revêtement π admet des ramifications. L’analogue de la formule
de Riemann-Hurwitz pour les surfaces de recouvrement est le théorème suivant démontré
par Ahlfors dans sa thèse.

Théorème 4.2.12 (Second théorème fondamental d’Ahlfors - [1,82]). Soit S0 une surface
compacte. On suppose que S0 est munie d’une métrique admissible au sens de 4.2.7. Alors
il existe h ą 0 telle que pour toute surface de recouvrement S au-dessus de S0

maxtχpSq, 0u ě χpS0qSpSq ´ hLpBSq.

Contrairement à la formule de Riemann-Hurwitz, le théorème d’Ahlfors ne donne
qu’une inégalité. Le degré d est remplacé dans ce contexte par le nombre moyen des
feuillets SpSq. Quant au terme hLpBSq, il joue le rôle d’un terme d’erreur qu’il faut
majorer. Ce problème délicat est discuté dans la section suivante. Bien que le second
théorème d’Ahlfors ne donne qu’une inégalité entre les caractéristiques d’Euler, celui-ci
reste néanmoins puissant lorsqu’on l’applique à des surfaces de recouvrement de la sphère
de Riemann Ĉ munie de la métrique sphérique. Grâce aux travaux de Dufresnoy, il est
possible dans ce dernier cas d’expliciter davantage la constante h du théorème 4.2.12.
Sauf mention contraire, la surface Ĉ est toujours munie de cette métrique sphérique et
toute surface de Riemann à bords recouvrant Ĉ est munie de la métrique admissible as-
sociée à la métrique sphérique. On rappelle la notion de dérivée sphérique d’une fonction
méromorphe.

Définition 4.2.13 (Dérivée sphérique - [46, p. 18]). Soient S une surface de Riemann
compacte et g P OpS, Ĉq. La dérivée sphérique de g en z P S est définie par

ρgpzq :“ |g1pzq|

1` |gpzq|2 .

Définition 4.2.14 (Caractéristique d’Ahlfors - [46]). Soit S une surface de Riemann
compacte et g une fonction méromorphe de S vers la sphère de Riemann Ĉ. On définit le
nombre moyen de feuillets de S au-dessus de Ĉ et la longueur relative de S au-dessus de
Ĉ par

SpS, gq :“ 1
π

ż

S

ρ2
gpzqdz et LpBS, gq :“ 2

ż

BS

ρgpξqdσpξq.

Le second théorème d’Ahlfors appliqué aux surfaces de recouvrement de Ĉ associées
aux fonctions méromorphes peut être compris comme une variante géométrique du second
théorème fondamental de Nevanlinna. Toutefois les deux énoncés ne sont pas équivalents.
Comme nous l’avons annoncé, la constante h du théorème 4.2.12 a été explicitée par
Dufresnoy dans [33] dans le cas où S0 “ Ĉ est muni de la métrique sphérique.

Théorème 4.2.15 (Dufresnoy - [33]). Soit S une surface de Riemann à bords recouvrant
Ĉ et q domaines D1, . . . , Dq de Ĉ dont le bord est analytique par morceaux et qui sont
disjoints deux à deux. Alors

pq ´ 2qSpSq ď χpSq ` 1`
q
ÿ

i“1
n̄pDi, πq ` pq ´ 2q 3

2δLpBSq,

où δ est la distance sphérique minimale séparant les domaines D1, . . . , Dq. De plus cette
inégalité reste valable lorsque les domaines Di sont réduits à des points.
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Remarque 4.2.16. Dans le théorème de Dufresnoy 4.2.15 ci-dessus le coefficient q ´ 2
devant le terme SpSq correspond à la caractéristique d’Euler de la sphère de Riemann
privée de q domaines disjoints deux à deux. Quant à la somme χpSq ` 1 `

ř

npDi, πq
celle-ci correspond à la caractéristique d’Euler de la surface S privée de toutes les îles
situées au-dessus des domaines Di. Il est à noter qu’ôter les péninsules en plus des îles au-
dessus des domaines Di ne changerait pas la caractéristique d’Euler puisque ces derniers
touchent le bord de la surface S.

Applications aux fonctions méromorphes sur un disque Nous appliquons dans
la section suivante le théorème de Dufresnoy sur un disque. À cette fin, on introduit les
deux caractéristiques suivantes.

Définition 4.2.17. Soient g P MpDRq et r P r0, Rr. On définit le nombre moyen de
feuillets de g et la longueur relative du bord de g au-dessus de Dr par

Spr, gq :“ SpDr, gq “
1
π

ż

Dr
ρ2
gpzqdz et Lpr, gq :“ LpBDr, gq “ 2

ż

BDr
ρgpξqdσpξq.

On obtient le corollaire 4.2.18 suivant en revenant aux définitions et en appliquant le
théorème de Dufresnoy 4.2.15.

Corollaire 4.2.18. Soit g PMpDRq. Alors pour a1, . . . , aq P Ĉ deux à deux distincts

@r P r0, Rr, pq ´ 2qSpr, gq ď χpΩrq ` 1`
q
ÿ

i“1
n̄pr, ai, gq ` pq ´ 2q 3

2δLpr, gq,

où δ est la distance sphérique minimale entre les points ai.

Formules de Shimizu-Ahlfors De même que les fonctions de comptages npr, a, gq ne
croissent pas suffisamment régulièrement et qu’il est nécessaire d’introduire des fonctions
de comptage en moyenne Npr, a, gq pour énoncer le premier théorème de Nevanlinna, le
nombre moyen de feuillets Spr, gq introduit par Ahlfors n’est pas une fonction dont la
croissance est assez régulière et on doit considérer une moyenne de cette dernière. On
introduit à cette fin la caractéristique de Shimizu-Ahlfors.

Définition 4.2.19 (Caractéristique de Shimizu-Ahlfors - [46, p. 18]). Soient g PMpDRq
et r P R tel que 0 ă r ă R. La caractéristique de Shimizu-Ahlfors de g est définie par

T pr, gq :“
ż

Dr
log

´ r

|w|

¯

ρ2
gpwqdw avec Spt, gq “

ż

Dr
ρ2
gpwqdw.

Or
@r P r0, Rr, T pr, gq “

ż r

0
Spt, gqdt

t
. (4.2.1)

En effet grâce au théorème de Fubini

@r P r0, Rr, T pr, gq “
ż

Dr

ˆ

log r

|z|

˙

ρ2
gpzqdz “

ż

Dr

ż r

|z|

dt

t
ρ2
gpzqdz

“

ż r

0

ż r

s

ż 2π

0

s

r
ρ2
gpse

iθqdθdtds “

ż r

0

ż s

0

ż 2π

0

s

r
ρ2
gpse

iθqdθdsdt

“

ż r

0

ˆ
ż

Ds
ρ2
gpzqdz

˙

ds

s
“

ż r

0
Spt, gqdt

t
.

La caractéristique d’Ahlfors-Shimizu T pr, gq joue le rôle de la caractéristique de Nevan-
linna dans la théorie d’Ahlfors. La formule de Shimizu-Ahlfors ci-dessous est l’analogue
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de la formule de Poisson-Jensen 2.5.4 où la métrique euclidienne au but a été remplacée
par la métrique sphérique.

Théorème 4.2.20 (Formule de Shimizu-Ahlfors - [46, Th. 2.6]). Soient g PMpDRq non
constante, 0 ă r ă R et z P Dr tels que gpzq ­“ 8. Alors

1
π

ż

Dr
log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ wz̄

rpw ´ zq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ2
gpwqdw “

ż 2π

0

r2 ´ |z|2

|reiθ ´ z|2
log

b

1` |gpreiθq|2 dθ2π

´ log
a

1` |gpzq|2 `
ÿ

|bn|ăr

log
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2 ´ bnz̄

rpbn ´ zq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

où pbnq est une énumération avec multiplicité des pôles de la fonction g dans le disque
Dr.

Grâce à la formule de Shimizu-Ahlfors 4.2.20, il est possible de démontrer l’analogue
suivant du premier théorème de Nevanlinna 2.6.5 pour la caractéristique de Shimizu-
Ahlfors T pr, gq.

Théorème 4.2.21 ([46, Th. 4.2]). Soit g PMpDRq non constante. On note

@a P Ĉ, @r P r0, Rr, m̊pr, a, gq :“
ż 2π

0
log 1

χpgpreiθq, aq

dθ

2π ´ log
a

1` |a|2
|cλpaq|

,

où cλpaq est le premier coefficient non nul dans le développement en série de Laurent de
gpzq ´ a en zéro. Alors

@a P Ĉ, @r P r0, Rr, T pr, gq “ m̊pr, a, gq `Npr, a, gq.

La caractéristique de Nevanlinna T pr, gq et celle d’Ahlfors-Shimizu T pr, gq sont en fait
de différence bornée d’après la proposition 4.2.22 suivante. Ainsi il est souvent possible
de remplacer l’un par l’autre dans la plupart des inégalités.

Proposition 4.2.22. Soit g PMpDRq non constante telle que gp0q ­“ 8. Alors il existe
une constante C ą 0 telle que

@r P r0, Rr, |T pr, gq ´ T pr, gq| ď C.

De plus la constante C ne dépend que du module de gp0q.

Démonstration. La formule de Shimizu-Ahlfors 4.2.20 appliquée en z “ 0 donne

@r P s0, Rr, T pr, gq “ 1
2π

ż 2π

0
log

b

1` |gpreiθq|2dθ ´ log
a

1` |gp0q|2.

Or pour tout x ą 0, log
?

1` x2 ď log`x` log 2. Donc en utilisant cette majoration et la
définition de la caractéristique de Nevanlinna 2.6.4, on obtient l’existence de la constante
C souhaitée. �

4.3 Ahlfors-régularité

Afin de pouvoir appliquer le second théorème d’Ahlfors 4.2.12, il est nécessaire que le terme
d’erreur Lpr, gq soit négligeable devant le nombre moyen de feuillets Spr, gq. Cependant il
se peut que le terme Lpr, gq ne soit pas négligeable devant Spr, gq pour un certains rayons
exceptionnels. Pour les fonctions méromorphes sur C, on définit l’Ahlfors-régularité de la
manière suivante.
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Définition 4.3.1 (Ahlfors-régularité). Soient g P MpCq. On dit que la fonction g est
Ahlfors-régulière si pour tout ε ą 0, il existe une suite prnq18 telle que

@n P N, Lprn, gq ď εSprn, gq.

On adopte une définition similaire de l’Ahlfors-régularité pour les fonctions méro-
morphes sur le disque unité D.

Définition 4.3.2 (Ahlfors-régularité). Soit g P MpDq. On dit que la fonction g est
Ahlfors-régulière si pour tout ε ą 0, il existe une suite prnq11´ telle que

@n P N, Lprn, gq ď εSprn, gq,
On note ApDq l’ensemble des fonctions méromorphes et Ahlfors-régulières sur D.

Critères d’Ahlfors-régularité Dans sa thèse [1], Ahlfors démontre que toute fonction
g PMpCq non constante est Ahlfors-régulière. Sa démonstration repose sur l’inégalité de
Cauchy-Schwarz. Nous allons voir maintenant que sa méthode permet en fait de montrer
que l’ensemble E des rayons pour lesquels Lpr, gq ą εSpr, gq est de très petite taille
et cela d’autant plus que Spr, gq croît rapidement. Afin de quantifier la taille de cet
ensemble exceptionnel, on introduit ci-dessous la notion de pψ, αq-densité et de mesure
logarithmique d’un ensemble.

Définition 4.3.3 (Mesure logarithmique et densité). Soient E Ă r0,8r un ensemble
mesurable, ψ : ra,8rÑ R˚` une fonction croissante et α ě 0. On appelle mesure logarith-
mique `pEq de E et pψ, αq-densité densψ,αpEq de E les quantités

`pEq :“
ż

Ep1q

dt

t
et densψ,αpEq :“ lim

rÑ8
ψprq

ż

Eprq

dt

t1`α
,

avec Eprq “ E X rr,8r. Lorsque `pEq ă 8, on dit que E est de mesure logarithmique
finie et lorsque densψ,αpEq ă 8, on dit que E est de pψ, αq-densité finie.

Remarque 4.3.4. Un ensemble E Ă r0,8r est de mesure logarithmique finie si et seule-
ment si cet ensemble est de pψ, 0q-densité finie pour ψ une fonction croissante et tendant
vers l’infini. En effet l’intégrale

ş

Ep1q
dt
t converge si et seulement si les restes

ş

Eprq
dt
t

tendent vers zéro lorsque r tend vers l’infini.

Remarque 4.3.5. Pour tout α ą 0 et r ą 0, l’intégrale

Iprq “

ż

Eprq

dt

t1`α
,

est convergente et tend vers zéro lorsque r tend vers l’infini. La quantité densψ,αpEq
mesure donc la vitesse de convergence de la fonction I en l’infini. De plus pour tout α ą 0
tel que

lim
rÑ8

ψprq

rα
ă 8,

la quantité densψ,αpEq est finie.

Les deux propositions 4.3.6 et 4.3.7 suivantes impliques que les ensembles de mesure
logarithmiques finie ou de pψ, αq-densité finie ne contiennent pas certaines suites prnq18
telles que rn — n.

Proposition 4.3.6. Soient E Ă r0,8r un ensemble mesurable et k ą 1. On suppose que
`pEq ă 8. Alors

Dr0 ą 0, @r ą r0, Dt P rr, krs tel que t R E.
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Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il existe une suite prnq 1 8 telle que pour
tout n P N, rrn, krns Ă E. Puisque la suite prnq tend vers l’infini et quitte à extraire une
sous-suite de celle-ci on peut supposer que pour tout n P N, rn`1 ą krn. Donc

8 “

8
ÿ

n“0
log

ˆ

krn
rn

˙

“

8
ÿ

n“0

ż krn

rn

dt

t
ď

ż

E

dt

t
ă 8.

C’est une absurdité ce qui termine la démonstration. �

Proposition 4.3.7. Soient E Ă r0,8r un ensemble mesurable, ψ,ϕ : ra,8rÑ R` deux
fonctions croissantes tendant vers l’infini et α ą 0. On suppose que

densψ,αpEq ă lim
rÑ8

ψprq

rαϕprq
.

Alors Dr0 ą 0, @r ą r0, Dt P rr, p1` 1{ϕprqqrs tel que t R E. En particulier si

lim
rÑ8

ψprq

r
“ 8.

Alors @k ą 1, Dr0 ą 0, @r ą r0, Dt P rr, krs tel que t R E.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite prnq 1 8 telle que pour tout n P N,
l’intervalle rrn, p1` 1{ϕprnqqrns soit contenu dans E. On note

@n P N, νn “ rn `
rn

ϕprnq
.

Alors pour tout ε ą 0, il existe n0 P N tel que

@n ě n0, ψprnq

ż

Eprnq

dt

t1`α
ě ψprnq

ż νn

rn

dt

t1`α
ě
ψprnq

α

ˆ

1
rαn
´

1
ναn

˙

ě
ψprnq

αrαn

ˆ

1´ 1
p1` 1{ϕprnqqα

˙

ě p1´ εq ψprnq

rαnϕprnq
.

Donc quitte à prendre un rang n1 ě n0 assez grand

@n ě n1, densψ,αpEq ě p1´ εq
ψprnq

rαnϕprnq
´ ε

Donc
@ε ą 0, p1´ εq lim

rÑ8

ψprq

rαϕprq
´ ε ď densψ,αpEq.

On conclut à une absurdité en faisant tendre ε vers zéro. �

Proposition 4.3.8. Soit g P MpCq non constante. Alors pour tout ε ą 0, il existe un
ensemble E Ă r0,8r tel que

densψ,0pEq ď
8π2

ε2 et @r P r0,8rzE, Lpr, gq ď εSpr, gq,

où ψprq “ Spr, gq. En particulier toute fonction méromorphe non constante est Ahlfors-
régulière.

Démonstration. On commence par démontrer que
@r P r0,8r, L2pr, gq ď 8π2rS 1pr, gq

En effet d’une part d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

@r P r0,8r, L2pr, gq “ 4
´

ż 2π

0
ρgpre

iθqrdθ
¯2
ď 4

ż 2π

0
r2dθ

ż 2π

0
ρ2
gpre

iθqdθ

ď 8πr2
ż 2π

0
ρ2
gpre

iθqdθ,
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et d’autre part

@r P r0,8r, S 1pr, gq “ r

π

ż 2π

0
ρ2
gpre

iθqdθ ě
L2pr, gq

8π2r
.

Notons
E “ tr P r0,8r | Lpr, gq ą εSpr, gqu.

Alors

@r P r0,8r, ε2

8π2

ż

Eprq

dt

t
ă

1
8π2

ż

Eprq

L2pt, gq

tS2pt, gq
dt ď

ż

Eprq

S 1pt, gq
S2pt, gq

dt

ď

ż 8

r

S 1pt, gq
S2pt, gq

dt ď
1

Spr, gq
.

On conclut en multipliant l’inégalité ci-dessus par Spr, gq et en prenant la limite supé-
rieure. Or densψ,0pEq ă 8 implique que E est de mesure logarithmique finie. De plus
d’après la proposition 4.3.6 implique qu’il existe des suites prnq 1 8 qui ne sont pas
contenues pas dans E. Donc g est Ahlfors-régulière. �

La proposition 4.3.9 s’étend aux fonctions g PMpDq caractéristique Spr, gq croît suffi-
samment vite.

Proposition 4.3.9. Soit g PMpDq non constante. Pour tout ε ą 0, il existe un ensemble
E Ă r0,8r tel que

densψ,1pEq ď
8π2

ε2 et @r P r0,8rzE, Lpϕprq, gq ď εSpϕprq, gq,

avec ϕprq “ 1´ 1
r et ψprq “ Spϕprq, gq. En particulier si

lim
rÑ8

p1´ rqSpr, gq “ 8.

Alors g est Ahlfors-régulière.

Démonstration. On a vu dans le proposition précédente que
@r P r0, 1r, L2pr, gq ď 8π2rS 1pr, gq.

On pose
F “ tr P r0, 1r | Lpr, gq ą εSpr, gqu.

Alors

@r P r0, 1r, ε2

8π2

ż

F prq

dt

t
ă

1
8π2

ż

F prq

L2pt, gq

tS2pt, gq
dt ď

ż

F prq

S 1pt, gq
S2pt, gq

dt ď
1

Spr, gq
. (4.3.1)

On pose E “ ϕ´1pF q. Or

@r P r0, 1r,
ż

F prq

dt

t
“

ż

ϕ´1pF prqq

ds

p1´ 1
s qs

2 ě

ż

Epϕ´1prqq

ds

s2 . (4.3.2)

Donc en combinant les inégalités 4.3.1 et 4.3.2

@r P r1,8r, ψprq
ż

Eprq

ds

s2 ď ψprq

ż

Epϕ´1prqq

dt

t
ď

8π2

ε2 .

Ce qu’il fallait démontrer. De plus

lim
rÑ8

ψprq

r
“ lim
rÑ1´

p1´ rqSpr, gq “ 8.

Donc d’après la proposition 4.3.7 il existe des suites prnq18 qui ne sont pas contenues
dans E et g est donc Ahlfors-régulière sous l’hypothèse 4.3.1. �
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Stabilité de l’Ahlfors-régularité Le lemme 4.3.10 ci-dessous affirme que l’Ahlfors-
régularité est invariante par transformation de Möbius au but.

Lemme 4.3.10. Soient g P ApDq et h P MobpĈq. Alors la composition h ˝ g appartient à
ApDq.

Démonstration. Il suffit de vérifier le lemme pour les trois applications h1pzq “ az (a ­“
0), h2pzq “ z ` b et h3pzq “ ´ 1

z puisque ces dernières engendrent toutes les autres
transformations de Möbius de Ĉ par composition. Notons que la conclusion du lemme
est évident pour h3 car la dérivée sphérique est stable par inversion. De plus on a les
inégalités suivantes

@z P D,
1
C1
ρgpzq ď ρh1˝gpzq ď C2ρgpzq et

1
3C2

2
ρgpzq ď ρh2˝gpzq ď 3C2

2ρgpzq,

où C1 :“ maxp|a|, 1
|a| q et C2 :“ maxp1, |b|q. On conclut que h1 ˝ g et h2 ˝ g sont Ahlfors-

régulières en intégrant les encadrements ci-dessus. �

4.4 Croissance des caractéristiques

Nous aurons dans la suite de ce chapitre des inégalités entre différentes caractéristiques
d’une fonction méromorphe sur un disque ou le plan. Nous établissons ces inégalités dans
cette section.

Croissance et transcendance Une fonction g P OpCq est transcendante si et seule-
ment si ce n’est pas un polynôme. Plus généralement une fonction g PMpCq est transcen-
dante si et seulement si elle n’est pas rationnelle. C’est une application du grand théorème
de Picard 2.6.2. En effet si g était une fonction méromorphe non-constante et algébrique
alors il existerait un ensemble fini F et d P N tels que

@z P ĈzF, #Dpz, gq ď d,

où d est le degré d’un polynôme de Crz, ws annulant la fonction g sur C. En particulier
il existerait trois valeurs distinctes de Ĉ que g ne prendrait qu’un nombre fini de fois sur
C et donc g contredirait le grand théorème de Picard 2.6.2. Lorsque Ω est un domaine
différent de C, il existe de nombreuses fonctions méromorphes et algébriques sur Ω qui
ne sont pas des fractions rationnelles. Par exemple pour Ω “ H, toutes les branches de
z ÞÑ z

1
n avec n P N˚ holomorphes sur H sont annulées par le polynôme P pzq “ zn ´ z.

De même, on obtient quantité d’autres fonctions holomorphes sur Ω et algébriques mais
non-polynomiales grâce au théorème des fonctions implicites 8. Dans ce paragraphe on
étudie le lien entre la croissance des caractéristiques de g et la transcendance de cette
fonction. Commençons par examiner le cas plus simple des fonctions méromorphes sur C.
En utilisant la théorie de Nevanlinna, on peut démontrer la caractérisation suivante des
fonctions transcendantes sur C.

Théorème 4.4.1 ([46, Th. 6.4]). Soit g PMpCq. Alors g est une fonction transcendante
si et seulement si

lim
rÑ8

T pr, gq

log r “ 8.

Grâce à ce théorème on peut également caractériser la transcendance d’une fonction
méromorphe g sur C à l’aide du nombre moyen de feuillets Spr, gq.
8Voir [38, p. 34].
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Corollaire 4.4.2. Soit g PMpCq. Alors g est une fonction transcendante si et seulement
si Spr, gq n’est pas bornée.

Démonstration. Supposons que g est une fonction transcendante. D’après la formule 4.2.1
et la proposition 4.2.22

@r " 0, T pr, gq ! T pr, gq ! plog rqSpr, gq. (4.4.1)

On conclut en appliquant le théorème 4.4.1 que Spr, gq n’est pas bornée. Réciproquement
supposons que Spr, gq n’est pas bornée. Alors puisque Spr, gq est croissante, on a que pour
tout n P N, il existe un rayon rn ą 0 et une constante Cn ą 0 tels que @r " rn, Spr, gq ě
Cn et pCnq18. Donc

@r ą rn, T pr, gq ě
ż r

rn

Spt, gq dt
t
ě Cn log

ˆ

r

rn

˙

.

D’où
@n P N,

T pr2
n, gq

log r2
n

"
T pr2

n, gq

log r2
n

" Cn

Donc
lim
rÑ8

T pr, gq

plog rq “ 8,

ce qui implique que g est transcendante d’après le théorème 4.4.1. �

Lorsque g est méromorphe sur le disque D, le lien entre la croissance de la caractéris-
tique de Nevanlinna T pr, gq et la transcendance de g est plus compliqué. Néanmoins la
théorie d’Ahlfors donne des conditions suffisantes. La proposition 4.4.3 suivante montre
que les fonctions méromorphes et Ahlfors-régulières de D vérifient la conclusion du théo-
rème de Picard.

Proposition 4.4.3. Soit g P ApDq. Alors les fibres de la fonction g au-dessus de Ĉ sont
toutes infinies sauf peut-être pour deux valeurs exceptionnelles.

Démonstration. On suppose qu’il existe a, b, c P Ĉ distincts tels que les fibres de g au-
dessus de ces trois points soient finies. On applique le théorème de Dufresnoy 4.2.15 à la
fonction g sur D. D’où

@r P r0, 1r, Spr, gq ď 1` n̄pr, a, gq ` n̄pr, b, gq ` n̄pr, c, gq ` 3
2δLpr, gq,

où δ est la distance sphérique minimale entre a, b et c. Puisque g P ApDq, il existe un
borélien E Ă r0, 1r tels que

densψ,1pϕpEqq ď
18π2

ε2δ2 et @r P r0, 1rzE, Lpr, gq ď 2δε
3 Spr, gq,

avec ϕprq “ 1
1´r et ψprq “ Sp1´ 1

r , gq. Donc

@r P r0, 1rzE, p1´ εqSpr, gq ď n̄pr, a, gq ` n̄pr, b, gq ` n̄pr, c, gq ` 1. (4.4.2)

Or l’ensemble r0, 1rzE est infini. Donc il existe une suite prnq11´ telle que @n P N, rn P
r0, 1rzE. Donc chaque rn vérifie l’inégalité 4.4.2. C’est une contradiction en choisissant ε
assez petit. �

Une fonction algébrique ayant toute ses fibres finies sauf peut-être un nombre fini
d’entre elles, on en déduit le corollaire 4.4.4 suivant.

Corollaire 4.4.4. Soit g P ApDq. Alors g est transcendante au-dessus de Cpzq.
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Remarque 4.4.5. Il existe beaucoup de fonctions méromorphes et transcendantes sur
D ne vérifiant pas l’hypothèse de 4.4.4. Un exemple trivial est celui de la restriction au
disque unité d’une fonction transcendante et méromorphe sur C. Une telle fonction est
nécessairement transcendante sur D par un argument de prolongement analytique mais
ne peut vérifier la conclusion de 4.4.3 puisque son image est bornée sur le disque. Un
autre example moins évident est celui de la série

logp1´ zq :“
8
ÿ

n“1

1
nz

n.

Cette série est de rayon de convergence égal à 1. Elle est transcendante sur D et son image
n’est pas bornée. Toutefois le complémentaire de son image dans Ĉ est infini. En effet

@ε ą 0, Argplogp1´ zqq ą ε ùñ | logp1´ zq| ď log |1´ ε|,
où Arg est la détermination principale de l’argument.

Remarque 4.4.6. Il existe des fonctions holomorphes sur le disque unité vérifiant la
conclusion du grand théorème de Picard mais ne vérifiant pas les conditions de 4.4.3. Par
exemple dans [118, Th. VII.17] Tsuji démontre que toute fonction g P OpDq d’ordre fini
ρ ą 0 au sens de 2.3.16 vérifie que pour tout w P C sauf peut-être une valeur et

@ε ą 0,
ÿ

k

p1´ |zk|qρ`1´ε
“ 8 où g´1pwq “ tz1, z2, . . .u.

En particulier les fibres de g sont infinies sauf pour éventuellement une valeur. Or il existe
sur le disque unité des fonctions d’ordre 0 ă ρ ă 1 ne vérifiant pas les hypothèses de la
proposition 4.4.3. C’est le cas des fonctions de caractéristique de Nevanlinna bornée.

Comparaison de log`Mpr, gq, T pr, gq et Spr, gq Afin d’établir l’existence d’intervalles
admissibles dans la section 4.6, il est important de pouvoir comparer la croissance de
la caractéristique de Nevanlinna T pr, gq et de la caractéristique d’Ahlfors Spr, gq. Une
première condition nécessaire pour l’existence d’intervalles admissibles est que le carac-
téristique Spr, gq ne soit pas bornée. On peut donc faire cette hypothèse sans perte de
généralité.

Lemme 4.4.7. Pour tout j P N˚ et tout ε ą 0 il existe un réel rpj, εq ą 0 tel que
@x, y ą rpj, εq, logj pxyq ď p1` εq

 

logj pxq ` logj pyq
(

.

Démonstration. On sait bien que logpxyq ď log x ` log y dès lors que x, y P R˚`. Donc si
x ą 1 et y est assez grand

logpx` yq ď logpxq ` log
`

1` y
x

˘

ď logpxq ` logp1` yq ď logpxq ` p1` εq logpyq
ď p1` εq

 

logpxq ` logpyq
(

.

Supposons qu’on ait montré la propriété au rang j P N˚ et soient x, y ą rpj, εq. Alors
logj`1 pxyq ď logj plog x` log yq ď p1` εq

 

logj plog xq ` logj plog yq
(

ď p1` εq
 

logj`1 pxq ` logj`1 pyq
(

.

On conclut par récurrence sur j. �

Lemme 4.4.8. Soient ϕ1, ϕ2 : ra,8rÑ R` deux fonctions croissantes et non bornées.

• on suppose que

@r P r0,8r, ϕ2prq “

ż r

0
ϕ1ptq

dt

t
.

Alors @j P N˚, ρjrϕ1s “ ρjrϕ2s et λjrϕ1s “ λjrϕ2s,
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• on suppose que

@r P r1,8r, ϕ2prq “

ż r

1
ϕ1ptq

dt

t2 ´ t
.

Alors @j P N˚, ρjrϕ1s “ ρjrϕ2s ` Λpjq et λjrϕ1s P rλjrϕ2s, λjrϕ2s ` Λpjqs où Λp1q “ 1
et Λpkq “ 0 si k ě 2.

Démonstration. Démontrons la première affirmation. Or

@r P r0,8r, ϕ2perq “

ż er

0
ϕ1ptq

dt

t
ě

ż er

r

ϕ1ptq
dt

t
ě ϕ1prq log

´er

r

¯

ě ϕ1prq.

Donc

@r " 0,
logj ϕ1prq

log r ď
logj ϕ2perq

logperq
logperq
log r et lim

rÑ8

logperq
log r “ 1.

D’où ρjrϕ1s ď ρjrϕ2s et λjrϕ1s ď λjrϕ2s. De plus

@r P r0,8r, ϕ2prq “

ż r

0
ϕ1ptq

dt

t
! plog rqϕ1prq.

On fixe ε ą 0 assez petit. D’après le lemme 4.4.7, il existe un rayon rpj, εq tel que
@r ą rpj, εq, logj ϕ2prq ď p1` εq logjpplog rqϕ1prqq ď p1` εq2

 

logj ϕ1prq ` logj`1 r
(

.

Donc
@r ą rpj, εq,

logj ϕ2prq

log r ď p1` εq2
logj ϕ1prq

log r ` p1` εq2
logj`1 r

log r .

D’où
ρjrϕ2s ď p1` εq2ρjrϕ1s et λjrϕ2s ď p1` εq2λjrϕ1s.

En faisant tendre ε vers zéro, on obtient que ρjrϕ2s ď ρjrϕ1s et λjrϕ2s ď λjrϕ1s. Démon-
trons la seconde affirmation. Or

@r P r1,8r, ϕ2perq “

ż er

1
ϕ1ptq

dt

t2 ´ t
ě

ż er

r

ϕ1ptq
dt

t2
ě ϕ1prq

´1
r
´

1
er

¯

"
ϕ1prq

r
.

On fixe ε ą 0 assez petit. D’après le lemme 4.4.7, il existe un rayon rpj, εq tel que

@r ą rpj, εq, logj ϕ1prq ď p1` εq logj prϕ2perqq ď p1` εq2
 

logj ϕ2perq ` logj r
(

.

Donc

@r ą rpj, εq,
logj ϕ1prq

log r ď p1` εq2
logj ϕ2perq

logperq
logperq
log r ` p1` εq2Λpjq.

D’où
ρjrϕ1s ď p1` εq2

 

ρjrϕ2s ` Λpjq
(

et λjrϕ1s ď p1` εq2
 

λjrϕ2s ` Λpjq
(

.

On obtient l’inégalité dans le premier sens en faisant tendre ε vers zéro. D’autre part
ϕ2prq ! ϕ1prq. Donc ρjrϕ2s ď ρjrϕ1s et λjrϕ2s ď λjrϕ1s ce qui permet de conclure pour
j ą 1. Traitons le cas j “ 1. Or pour tout ε ą 0

@r P r0,8r, rλ1rϕ1s´ε ! ϕ1prq ! rρ1rϕ1s`ε.

Donc @r P r0,8r

ϕ2prq “

ż r

1
ϕ1ptq

dt

t2 ´ t
!

ż r

1

tρ1rϕ1s`ε

t2
dt ! rρ1rϕ1s´1`ε,

ce qui montre que ρ1rϕ2s ď ρ1rϕ1s ´ 1` ε. On fait tendre ε vers zéro pour conclure. �

Rappel proposition 2.6.10. Soient g P OpDRq et t, r P R tels que 0 ă t ă r ă R. Alors

T pt, gq ď log`Mpt, gq ď
ˆ

r ` t

r ´ t

˙

T pr, gq.
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Le lemme 4.4.9 ci-dessous affirme que les fonctions T pr, gq, T pr, gq et Spr, gq ont le
même ordre supérieur lorsque g est méromorphe sur C.

Lemme 4.4.9. Soit g PMpCq une fonction transcendante. Alors

@j P N˚, lim
rÑ8

logj T pr, gq
log r “ lim

rÑ8

logj T pr, gq
log r “ lim

rÑ8

logj Spr, gq
log r ,

et

@j P N˚, lim
rÑ8

logj T pr, gq
log r “ lim

rÑ8

logj T pr, gq
log r “ lim

rÑ8

logj Spr, gq
log r .

De plus lorsque g P OpCq et @j P N˚

lim
rÑ8

logj`1Mpr, gq

log r “ lim
rÑ8

logj T pr, gq
log r et lim

rÑ8

logj`1Mpr, gq

log r “ lim
rÑ8

logj T pr, gq
log r .

Démonstration. La première égalité découle de la proposition 4.2.22 et du fait que la
caractéristique T pr, gq est non bornée puisque Spr, gq ne l’est pas d’après le corollaire 4.4.2.
On peut donc appliquer le lemme 4.4.8 aux fonctions ϕ1prq “ Spr, gq et ϕ2prq “ T pr, gq
pour conclure. Lorsque g P OpCq, on applique la proposition 2.6.10 ci-dessus entre les
rayons r et 2r

@r ą 0, T pr, gq ď log`Mpr, gq ď
ˆ

2r ` r
2r ´ r

˙

T p2r, gq ! T p2r, gq.

D’où la dernière égalité. �

Le lemme 4.4.10 ci-dessous permet quant à lui de comparer les caractéristiques T pr, gq,
T pr, gq et Spr, gq lorsque g est méromorphe sur le disque unité. Contrairement au cas
des fonctions méromorphes sur C, la caractéristique de Nevanlinna d’une fonction méro-
morphe sur D n’a pas toujours le même ordre inférieur que la caractéristique Spr, gq.

Lemme 4.4.10. Soit g P MpDq telle que la caractéristique Spr, gq ne soit pas bornée.
Alors

@j P N˚, lim
rÑ1´

logj T pr, gq
´ logp1´ rq “ lim

rÑ1´

logj T pr, gq
´ logp1´ rq “ lim

rÑ1´

logj Spr, gq
´ logp1´ rq ´ Λpjq,

et @j P N˚

λj “ lim
rÑ1´

logj T pr, gq
´ logp1´ rq “ lim

rÑ1´

logj T pr, gq
´ logp1´ rq et lim

rÑ1´

logj Spr, gq
´ logp1´ rq P rλj , λj ` Λpjqs,

où Λp1q “ 1 et Λpkq “ 0 pour k ą 1.

Démonstration. La première égalité découle de la proposition 4.2.22 et du fait que la
caractéristique T pr, gq est non bornée puisque par hypothèse Spr, gq ne l’est pas. Or par
un changement de variable, on obtient

@r " 0, T pϕprq, gq “
ż 1´ 1

r

0

Spt, gq
t

dt “

ż r

1

Sp1´ 1
t , gq

t2 ´ t
dt.

On peut donc appliquer le lemme 4.4.8 aux fonctions ϕ1prq “ Sp1 ´ 1
r , gq et ϕ2prq “

T p1´ 1
r , gq qui sont croissantes et non bornées. �
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4.5 Minoration du d-ième diamètre d’une fibre

Dans cette section on minore le d-ième diamètre pseudo-hyperbolique des fibres de la
forme

Dpr, a, gq “
 

z P Dr | gpzq “ a
(

avec a P S1,

à l’aide des caractéristiques Spr, gq, log`Mpr, gq et T pν, gq (avec ν ą r). Le grand théo-
rème de Picard (voir [95, ch.10, §4]) affirme que lorsque g PMpCq est transcendante et
a, b P S1 (a ­“ b), l’une des trois fibres Dpa, gq, Dpb, gq et Dp8, gq est infinie. Cependant
le théorème de Picard ne dit rien a priori sur la répartition des points dans le plan de
cet ensemble infini. La théorie d’Ahlfors que nous avons exposée au début de ce chapitre
permet de préciser la répartition des éléments d’une fibre de g. En ayant recours à la théo-
rie d’Ahlfors, Coman et Poletsky ont ainsi minoré dans [27] le d-ième diamètre euclidien
de l’ensemble Dpr, a, gq lorsque g est une fonction entière. Commençons par énoncer le
résultat de Coman et Poletsky.

Notation 4.5.1. Soient a, b P S1 distincts et l P s0, 2πr. On introduit les deux quantités

Λpa, bq :“ χpa, bq

4π exp
#

´

ˆ

6π
χpa, bq

˙2
+

et Λl :“ inf
!

Λpa, bq | a, b P S1, χpa, bq ě l
π

)

,

où χpa, bq est la distance sphérique9 entre a et b.

Théorème 4.5.2 (Coman-Poletsky - [27, Th. 3.2]). Soient g P OpCq non constante,
a, b P S1 distincts, r ą 0 et d P N. On suppose que 6Lpr, gq ď χpa, bqSpr, gq et qu’il existe
une famille de d disques euclidiens de rayon au plus t ą 0 telle que

Dpr ` t, a, b, gq Ă
ď

F et d

ˆ

4` 16
Λpa, bq

˙

ď Spr, gq.

Alors

log
ˆ

3r
4t

˙

ď
4dlog`Mp2r, gq
Spr, gq

.

Nous établissons dans cette section des résultats analogues au théorème 4.5.2 valables
pour des fonctions holomorphes ou méromorphes sur le disque unité D ou le plan C.
Les résultats principaux de cette section sont les théorèmes 4.5.3 et 4.5.4 ci-dessous. Ces
énoncés affirment que le d-ième diamètre pseudo-hyperbolique d’une fibre Dpr, a, gq dans
Dr avec a parcourant un certain arc de cercle A Ă S1 de longueur positive l ą 0 ne peut
pas être trop petit lorsque d n’est pas trop grand devant Spr, gq. Cette dernière condition
est naturelle. En effet le terme Spr, gq n’est autre que le nombre moyen de feuillets de la
surface de recouvrement S au-dessus de Ĉ obtenue en restreignant la fonction g au disque
Dr. Par conséquent on s’attend à ce que le plus souvent le cardinal de Dpr, a, gq n’excède
pas Spr, gq. Donc le d-ième diamètre pseudo-hyperbolique d’une fibre restreinte à Dr doit
être en général nul lorsque d est trop grand devant Spr, gq10. À l’inverse lorsque d est
petit devant Spr, gq, le d-ième diamètre pseudo-hyperbolique de presque toutes les fibres
Dpr, a, gq lorsque a parcourt S1 est non nul. Les théorèmes 4.5.3 et 4.5.4 fournissent alors
une minoration de ces d-ième diamètres pseudo-hyperboliques dans ce dernier cas.

Théorème 4.5.3. Soient g P OpDq non constante, r, ε P s0, 1r, l P s0, 2πr et d P N. On
suppose que

3Lpr, gq ď εSpr, gq et d ď εΛlSpr, gq.

9Voir la définition page 3.
10Voir la proposition 2.7.4.

137



Théorie d’Ahlfors Théorie d’Ahlfors

Alors il existe un arc A Ă S1 de longueur au moins l tel que

@a P A, log
ˆ

1
γpaq

˙

ď
dlog`Mpr, gq
p1´ εqSpr, gq `Op1q,

où γpaq “ diamdpDpr, a, gq,Drq. La constante omise est absolue.

Démonstration. Voir page 145. �

Dans les énoncés 4.5.4 et 4.5.7 suivants, on note Dpr, S1, gq la réunion des fibres
Dpr, a, gq lorsque a parcourt S1.

Théorème 4.5.4. Soient g PMpDq non constante, ε, δ P s0, 1r, r, ν P R tels que 0 ă r ă
ν ă 1, l P s0, 2πr et d P N. On suppose qu’il existe µ P DivpDνq tel que

3Lpr, gq ď εSpr, gq, 2dpnpν,8, gq ´ degpµqq ` d

Λl
ď εSpr, gq

supppµq Ă Dpν,8, gq et @w P supppµq, @z P Dpr, S1, gq, pνpw, zq ě δ.

Alors il existe un arc A Ă S1 de longueur au moins l tel que

@a P A, log
ˆ

1
γpaq

˙

ď

ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq

p1´ εqSpr, gq `
ddegpνq logp 1

δ q

p1´ εqSpr, gq ` log
´ν

r

¯

`Op1q,

où γpaq “ diamdpDpr,8, a, gq,Drq. La constante omise est absolue.

Démonstration. Voir page 147. �

Remarque 4.5.5. Afin de pouvoir appliquer les deux théorèmes 4.5.3 et 4.5.4 ci-dessus,
il est nécessaire que la longueur du bord relatif Lpr, gq soit petite devant le nombre moyen
de feuillets Spr, gq. Cette condition est vérifiée par un grand nombre de rayons pour les
fonctions Ahlfors-régulières11. Il est donc possible d’appliquer ces deux théorèmes pour
tout entier d dès lors que g est Ahlfors-régulière sur le disque D.

Des deux théorèmes 4.5.3 et 4.5.4, on déduit immédiatement les deux corollaires sui-
vants pour les fonctions holomorphes ou méromorphes sur C.

Corollaire 4.5.6. Soient g P OpCq non constante, r ą 0, ε P s0, 1r, l P s0, 2πr et d P N.
On suppose que

3Lpr, gq ď εSpr, gq et d ď
εΛlSpr, gq

2 .

Alors il existe un arc A Ă S1 de longueur au moins l tel que

@a P A, log
ˆ

1
γpaq

˙

ď
dlog`Mpr, gq
p1´ εqSpr, gq `Op1q,

où γpaq “ diamdpDpr, a, gq,Drq. La constante omise est absolue.

Corollaire 4.5.7. Soient g PMpCq non constante, ε, δ P s0, 1r, r, ν P R tels que 0 ă r ă
ν ă 8, l P s0, 2πr et d P N. On suppose qu’il existe µ P DivpDνq tel que

3Lpr, gq ď εSpr, gq, 2dpnpν,8, gq ´ degpµqq ` d

Λl
ď εSpr, gq

supppµq Ă Dpν,8, gq et @w P supppµq, @z P Dpr, S1, gq, pνpw, zq ě δ.

Alors il existe un arc A Ă S1 de longueur au moins l tel que

@a P A, log
ˆ

1
γpaq

˙

ď

ˆ

λ` r

λ´ r

˙

dT pλ, gq

p1´ εqSpr, gq `
ddegpνq logp 1

δ q

p1´ εqSpr, gq ` log
´ν

r

¯

`Op1q,

où γpaq “ diamdpDpλ,8, a, gq,Dλq. La constante omise est absolue.
11Voir la définition 4.3.2.
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Recouvrement de disques Avant de démontrer le théorème 4.5.3 et 4.5.4 nous avons
besoin d’introduire quelques définitions et lemmes élémentaires sur les recouvrements finis
de disques dans un espace métrique géodésique pX, dq, c’est-à-dire un espace métrique tel
que pour tout a, b P X, il existe une courbe γ dans X de classe C1, reliant a à b et dont
la longueur Λdpγq est égale à dpa, bq. On appliquera ces résultats aux espaces métriques
géodésiques pDλ, pλq dans le paragraphe suivant.

Définition 4.5.8. Soient pX, dq un espace métrique et F une famille de disques de X.
Pour tout η ą 0, on définit l’homothétie de la famille F de facteur η comme la famille de
disques

η ¨ F :“
 

DXpa, ηtq : DXpa, tq P F
(

.

Le rayon d’un disque D de X est noté rpDq et on définit le rayon de la famille F par
rpFq :“

ř

DPF rpDq et le rayon minimal de la famille F par δpFq :“ min
 

rpDq : D P F
(

.

Lemme 4.5.9. Soient pX, dq un espace métrique et γ P C1pr0, 1s, Xq une courbe. Pour
tout t P r0, 1s on note γt la restriction de γ sur r0, ts. Alors l’application t ÞÑ Λdpγtq est
continue sur r0, 1s.

Démonstration. On peut se contenter de montrer que limtÑ1´ Λdpγtq “ Λdpγq. Or

Λdpγtq “
ż 1

0
γ1tptqdt “

ż t

0
γ1ptqdt ùñ

ż 1

0
γ1ptqdt “ Λdpγq.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Le lemme 4.5.10 ci-dessous est démontré par Coman et Poletsky dans [27] dans le cas
où X “ C et d est la métrique euclidienne. On l’étend à n’importe quel espace métrique
géodésique.

Lemme 4.5.10. Soient pX, dq un espace métrique géodésique et E Ă X un ensemble
recouvert par une famille finie F de disques fermés de X. Alors il existe une famille G de
disques fermés de X telle que

• la famille G recouvre l’ensemble E.

• chaque disque de F est contenu dans un disque de G,

• les centres de disques de G sont recouverts par F ,

• de plus #G ď #F et rpGq ď rpFq.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal n de la famille F .
On note D1, . . . , Dn les éléments de cette famille. Lorsque n “ 1, il n’y a rien à démontrer.
Supposons que n “ 2 et que les deux disques D1 “ DXpa1, r1q et D2 “ DXpa2, r2q ne sont
pas disjoints et r1 ě r2. Alors il existe c P X tel que les deux disques D1 et D2 soient
contenus dans DXpc, r1 ` r2q. En effet puisque pX, dq est un espace métrique géodésique,
il existe une courbe de Jordan γ : r0, 1s Ñ X reliant a1 à a2 tel que dpa1, a2q “ Λdpγq.
De plus d’après le lemme 4.5.9, l’application t ÞÑ Λdpγtq est continue sur r0, 1s. Donc par
le théorème des valeurs intermédiaires, il existe t P r0, 1s tel que Λdpγtq “ r2

r1`r2
Λdpγq et

prenons c “ γptq. Alors

@z P D1, dpc, zq ď dpc, a1q ` dpa1, zq ď Λdpγtq ` r1 ď
r2

r1 ` r2
Λdpγq ` r1

ď
r2

r1 ` r2
dpa1, a2q ` r1 ď r1 ` r2.
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De même

@z P D2, dpc, zq ď dpc, a2q ` dpa2, zq ď Λdpγq ´ Λdpγtq ` r2 ď
r1

r1 ` r2
Λdpγq ` r2

ď
r1

r1 ` r2
dpa1, a2q ` r2 ď r1 ` r2.

De plus c appartient à D1. En effet

dpa1, cq “ Λdpγtq “
r2

r1 ` r2
Λdpγq ď r2 ď r1.

Donc le lemme est vrai pour n “ 2. On suppose désormais que n ě 2 et on peut supposer
sans perte de généralité que D1 et D2 ne sont pas disjoints. On remplace alors la famille F
par la famille de disques DXpc, r1`r2q, D3, . . . , Dn où c est obtenu comme précédemment.
On applique alors l’hypothèse de récurrence sur cette nouvelle famille qui est de cardinal
n´ 1 et dont la somme des rayons est au plus rpFq. �

Lemme 4.5.11. Soient pX, dq un espace métrique géodésique et E Ă X un ensemble
quelconque. Pour tout η ą 0 et pour tout recouvrement F de E par une famille finie de
disques, il existe une famille finie G de disques vérifiant les trois propriétés suivantes

• les disques de la famille G sont disjoints deux à deux et leur centres sont recouverts par
F ,

• on a #G ď #F et rpGq ď p1` ηqrpFq,

• pour tout disque D1 P F , il existe une disque D2 P G tel que

D1 Ă
 

z P D2 : dpz, BD2q ě ηδpFq
(

.

En particulier la famille G recouvre l’ensemble E.

Démonstration. On considère la famille de disques H :“ p1 ` ηq ¨ F puis on applique le
lemme 4.5.10 sur la famille H afin d’obtenir G. Or

#G ď #H “ #F ,

et rpGq ď rpHq ď p1 ` ηqrpFq et tous les disques de H sont contenus dans au moins un
disque de G. SoitD1 “ DXpa, tq P F . Alors par construction le disqueD3 “ DXpa, p1`ηqtq
est contenu dans un disque D2 de G. Donc

@z P D1, dpz, BD2q ě dpz, BD3q ě ηt ě ηδpFq.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Estimations locales des caractéristiques d’Ahlfors Nous avons besoin dans nos
démonstrations des théorèmes 4.5.3 et 4.5.4 de majorer le nombre moyen de feuillets et la
longueur du bord relatif de la surface de recouvrement associée à une fonction g PMpDq
sur des petits domaines contenus dans D. Les propositions 4.5.12 et 4.5.14 ci-dessous
permettent de majorer la caractéristique SpD, gq avec D un disque pseudo-hyperbolique
de Dr en fonction du rayon t de ce disque et du maximum Mpr, gq ou de la moyenne de
m̂pr, gq. Ces deux propositions sont l’analogue du lemme 3.1 de [27].

Proposition 4.5.12. Soient g P OpDq et r P s0, 1r. Alors

@a P Dr, @t P s0, 1
4 r, SpD

h
r pa, tq, gq ď

log`Mpr, gq
logp 1

t q
` 1.
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Démonstration. On note D le disque Dhr pa, tq. Appliquons la formule de Shimizu-Ahlfors
4.2.20 à la fonction g sur le disque Dr. On obtient d’une part

1
π

ż

Dr
gDr pa,wqρ

2
gpwqdw “

ż

BDr
log

a

1` |gpξq|2d$Dr pa, ξq ´ log
a

1` |gpaq|2

ď

ż

BDr
log`|gpξq|d$Dr pa, ξq `

log 2
2 ď log`MpDr, gq `

log 2
2 ,

et d’autre part

1
π

ż

Dr
gDr pa,wqρ

2
gpwqdw ě

1
π

ż

D

gDr pa,wqρ
2
gpwqdw ě

1
π

min
wPD

gDr pa,wq

ż

D

ρ2
gpwqdw

ě
1
π

min
wPD

log
ˆ

1
pDr pa,wq

˙
ż

D

ρ2
gpwqdw ě ´plog tqSpD, gq.

D’où l’inégalité souhaitée. �

La proposition 4.5.12 admet l’extension 4.5.14 suivante aux fonctions méromorphes.
À la différence du cas holomorphe, il est nécessaire pour appliquer cette proposition de
pouvoir minorer la distance entre les pôles de g dans Dr et un point du disque pseudo-
hyperbolique Dhr pa, tq.

Lemme 4.5.13. Soient r ą 0, t P s0, 1r et a P Dr. Alors

@n P N˚, diamnpDhr pa, tq,Drq ě t.

Démonstration. Le n-ième diamètre pseudo-hyperbolique étant un invariant conforme
d’après la proposition 2.7.22, on peut supposer sans perte de généralité que a est l’origine
du plan et r vaut 1. Donc Dhr pa, tq n’est autre que Dp0, tq. Or d’après le lemme 2.7.15 si
on suppose que H1pDp0, tq,Dq ď diamnpDp0, tq,Dq ă t alors il existe s P r0, ts tel que le
cercle BDs ne rencontre pas Dp0, tq. C’est absurde. �

Proposition 4.5.14. Soient g P MpDq et r, ν P R tels que 0 ă r ă ν ă 1. Alors pour
tout δ P s0, 1r, t P s0, 1

4 r, a P Dr et pour tout µ P DivpDνq tels que

supppµq Ă Dpν,8, gq et Dc P Dhr pa, tq, @w P supppµq, pνpc, wq ě δ.

Alors

SpDhr pa, tq, gq ď
ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

m̂pν, gq

logp ν2rt q
` 2pnpν,8, gq ´ degpµqq `

degpµq log
` 1
δ

˘

log
`

ν
2rt

˘ ` 1.

Démonstration. On note D le disque Dhr pa, tq. Appliquons la formule de Shimizu-Ahlfors
4.2.20 à la fonction g sur le disque Dν . Donc

1
π

ż

Dν
gDν pc, wqρ

2
gpwqdw “

ż

BDν
log

a

1` |gpξq|2d$Dν pc, ξq ´ log
a

1` |gpcq|2

`
ÿ

wPDν

ν8gpwqgDν pc, wq

ď

ż

BDν
log

a

1` |gpξq|2d$Dν pc, ξq `
ÿ

wPDν

ν8gpwqgDν pc, wq.
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Or
1
π

ż

Dν
gDν pc, wqρ

2
gpwqdw ě

1
π

ż

D

gDν pc, wqρ
2
gpwqdw ě

1
π

min
wPD

gDν pc, wq

ż

D

ρ2
gpwqdw

ě
1
π

min
wPD

log
ˆ

1
pDν pc, wq

˙
ż

D

ρ2
gpwqdw

ě min
wPD

log
ˆ

ν

rpDr pc, wq

˙

SpD, gq ě ´ log
ˆ

2rt
ν

˙

SpD, gq.

car pDν “ p rν qpDr sur Dr. De plus d’après l’inégalité de Harnack 2.1.27
ż

BDν
log

a

1` |gpξq|2d$Dν pc, ξq ď
log 2

2 `

ż

BDν
log`|gpξq|d$Dν pc, ξq

ď
log 2

2 ` τDν pc, 0q
ż

BDν
log`|gpξq|d$Dν p0, ξq

ď
log 2

2 `

ˆ

ν ` |c|

ν ´ |c|

˙

m̂pν, gq.

Or d’après le lemme 2.7.14 et pour tout ε ą 0, l’ensemble
E “

 

z P Dν | |Bpzq| ď εn
(

avec n “ npν,8, gq.

est de n-ième diamètre pseudo-hyperbolique dans Dν au plus 2eε. De plus d’après le
lemme 4.5.13, diamnpD,Drq ě t. D’où

diamnpD,Dνq “
´ r

ν

¯

diamnpD,Drq ě
rt

ν
On note η “ ν8g ´ µ. Or

ÿ

wPDν

ν8gpcqgDν pc, wq “
ÿ

wPDν

µpcqgDν pc, wq `
ÿ

wPDν

ηpcqgDν pc, wq

ě ´degpµq logpδq ´ degpνq logpεq

Donc en appliquant la première partie de la démonstration avec ε ă rt
ν , il s’en suit qu’il

existe c P Dr tel que

SpDhr pa, tq, gq ď
ˆ

ν ` |c|

ν ´ |c|

˙

m̂pν, gq

log
`

ν
2rt

˘ ` npν,8, gq
log

` 1
ε

˘

log
`

ν
rt

˘ `
1
2

ď

ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

m̂pν, gq

log
`

ν
2rt

˘ ` npν,8, gq
log

` 1
ε

˘

log
`

ν
rt

˘ ` 1.

Puisque le dernier membre de cette inégalité ne dépend pas de c, on peut faire tendre ε
vers 2rt

ν pour conclure. �

Le théorème de Landau ci-dessous affirme que la dérivée sphérique d’une fonction
méromorphe g PMpΩq ne peut croître trop vite lorsque z tend vers le bord BΩ dès lors
que g n’atteint pas pas trois valeurs distinctes ta, b,8u sur Ω.

Théorème 4.5.15 (Landau - [53, p. 156] et [33]). Soient Ω Ă C un domaine, g PMpΩq
et a, b P C distincts. On suppose que g n’atteint pas les valeurs a, b et 8 sur Ω. Alors

@z P Ω, ρgpzq ď
C

dpz, BΩq avec logpCq “
´ 6π
χpa, bq

¯2
.

Le théorème de Laudau 4.5.15 est une version locale du théorème de Picard. Il implique
d’ailleurs ce dernier. Dans [27], Coman et Poletsky utilise le théorème de Landau pour
majorer la longueur relative LpDpa, rq, gq lorsque g n’atteint pas trois valeurs ta, b,8u sur
un petit voisinage du cercle BDpa, rq. Grâce au théorème de Landau 4.5.15 ci-dessus nous
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obtenons la majoration locale suivante de la caractéristique LpBD, gq lorsque D est un
domaine contenu dans le domaine de définition de g.

Proposition 4.5.16. Soient Ω Ă C un domaine simplement connexe, D Ť Ω un do-
maine, g PMpΩq, r P r0, 1r et a, b P C distincts. On suppose que

@z P BD, DΩpa, b,8, gq X DΩpz, rq “ H.

Alors

LpBD, gq ď CλΩpBDq

r
avec logpCq “

´ 6π
χpa, bq

¯2
,

où λΩ est la longueur hyperbolique dans Ω. En particulier

@a P Ω, @r P r0, 1r, LpBDΩpa, rq, gq ď
C

1´ r2 .

Démonstration. Supposons dans un premier temps que Ω est le disque D et fixons w P BD.
Soit φ P MobpDq envoyant l’origine sur w et posons f “ g ˝ φ. Or la fonction f n’atteint
pas les valeurs a, b et 8 sur le disque pseudo-hyperbolique DΩp0, rq. D’après le théorème
de Landau 4.5.15

@z P DΩp0, rq, ρf pzq ď
C

dpz, BDΩp0, rqq
,

où C est la même constante que dans le théorème de Landau. Or d’après le lemme 2.7.17,
le disque DΩp0, rq est le disque euclidien Dr. Donc

|φ1p0q|ρgpwq “ ρf p0q ď
C

r
.

Or par un calcul direct, on obtient |φ1p0q| “ 1´ |w|2. D’où la majoration

LpBD, gq ď 2
ż

BD

ρgpzqdσpzq ď
2C
r

ż

BD

dσpzq

1´ |z|2 ď
2CλΩpBDq

r
.

En particulier lorsque D est le disque DΩp0, rq “ Dp0, rq alors

λDpDq “

ż

BDp0,rq

dσpzq

1´ |z|2 “
2πr

1´ r2 .

Lorsque a n’est pas nul, on obtient le résultat en appliquant une transformation de Möbius
et puisque λD est un invariant conforme.

Lorsque Ω est un domaine simplement connexe, on obtient la proposition 4.5.16 en
considérant la fonction g ˝ h avec h : D Ñ Ω une application conforme obtenue par le
théorème d’uniformisation de Riemann. En effet

Lph´1pBDq, g ˝ hq “

ż

h´1pBDq

ρg˝hpzqdσpzq “

ż

h´1pBDq

ρgphpzqq|h
1pzq|dσpzq

“

ż

BD

ρgpzqdσpzq “ LpBD, gq.

et λΩpBDq “ λDph
´1pBDqq puisque la métrique hyperbolique est un invariant conforme.

�
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Démonstration des théorèmes 4.5.3 et 4.5.4 En appliquant le théorème de Du-
fresnoy 4.2.15 et les majorations locales des caractéristiques d’Ahlfors démontrées dans le
paragraphe précédent, on obtient les deux propositions 4.5.17 et 4.5.18 ci-dessous.

Proposition 4.5.17. Soient g P OpDq, a, b P S1 distincts, d P N, ε, r P s0, 1r tels que
3Lpr, gq ď εχpa, bqSpr, gq et une famille F de d disques pseudo-hyperboliques de Dr de
rayon au plus t P s0, 1r telle que

2e2dt ď 1, Dpr, a, b, gq Ă
ď

F et d ď εΛpa, bqSpr, gq.
Alors

log
ˆ

1
t

˙

ď
dlog`Mpr, gq
p1´ εqSpr, gq `Op1q.

La constante omise est absolue.

Démonstration. On peut supposer que t ă 1
4 puisque l’inégalité est immédiate dans le

cas contraire. Les disques de la famille F n’étant pas a priori disjoints deux à deux, nous
remplaçons celle-ci par une famille G donnée par le lemme 4.5.11 ci-dessus avec η “ 1. La
famille G vérifie par construction 1 ď #G ď #F ď d, rpGq ď 2rpFq et les disques de G
sont disjoints deux à deux. Pour tout r ą 0, notons Σr :“ Drz

Ť

G. Par additivité nous
avons la décomposition

Spr, gq “ SpDr, gq “ SpΣr, gq `
ÿ

DPG
SpD, gq.

Commençons par majorer la quantité SpD, gq lorsque D parcourt la famille G. Or d’après
la proposition 4.5.12

SpD, gq ď log`Mpr, gq
logp 1

t q
` 1,

D’où l’inégalité
1

#G
ÿ

DPG
SpD, gq ď 1

#G
ÿ

DPG

log`Mpr, gq
logp 1

t q
` 1 ď log`Mpr, gq

logp #G
rpGq q

` 1. (4.5.1)

La troisième inégalité ci-dessus est obtenue par concavité de la fonction x ÞÑ ´1{plog xq
sur l’intervalle s0, e´2r et puisque rpGq ď 2rpFq ă e´2. Or

#Glog`Mpr, gq
logp #G

rpGq q
ď
dlog`Mpr, gq

logp d
rpGq q

ď
dlog`Mpr, gq

logp 1
2t q

,

puisque #G ď d et rpGq ď 2dt. En appliquant le corollaire 4.2.18 à la fonction g sur le
domaine Σr, on obtient

SpΣr, gq ď χpDrq ` 1` npΣr, a, gq ` npΣr, b, gq ` npΣr,8, gq `
3

2χpa, bqLpBΣr, gq.

Or la fonction g n’atteint pas les valeurs a, b et 8 dans le domaine Σr et ce dernier étant
borné par au plus χpDrq ` d courbes de Jordan, sa caractéristique d’Euler est au plus
1` d´ 1. Donc

SpΣr, gq ď d`
3

2χpa, bqLpBΣr, gq. (4.5.2)

Pour conclure il suffit d’obtenir une majoration suffisamment fine du terme d’erreur
LpBΣr, gq. Or

LpBΣr, gq ď LpBDr, gq `
ÿ

DPG
LpBD, gq ď Lpr, gq `

ÿ

DPG
LpBD, gq. (4.5.3)

Il reste à majorer dans l’inégalité 4.5.3 les termes de la forme LpBD, gq lorsque D parcourt
la famille G. Fixons un disque D P G. Pour tout c P BD, la fonction g n’atteint pas les
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valeurs a, b et 8 dans le disque Dhr pc, tq. En effet, si w P Dhr pc, tq était un antécédent par
g de a ou b alors w P Dpr, a, b, gq et donc w appartiendrait à un disque D1 de F . Donc

prpBD, BD
1q ă t.

Cela contredit la construction du recouvrement G. Puisque pour tout c P BD, la fonction g
n’atteint pas les valeurs a, b et 8 sur le disque Dhr pc, tq alors d’après la proposition 4.5.15

LpBD, gq ď 2CλDr pBDq
t

ď
4πC

1´ t2 ď 8πC avec logpCq “
ˆ

6π
χpa, bq

˙2
, (4.5.4)

car t ă 1
4 . Finalement en combinant les inégalités 4.5.1, 4.5.2, 4.5.3 et 4.5.4, on obtient

Spr, gq ď d`
3

2χpa, bqLpBΣr, gq `
dlog`Mpr, gq

log
` 1

2t
˘ ` d

ď d`
12πdC
χpa, bq

`
3

2χpa, bqLpr, gq `
dlog`Mpr, gq

log
` 1

2t
˘ ` d

ď 2d` 12πdC
χpa, bq

`
ε

2Spr, gq `
dlog`Mpr, gq

log
` 1

2t
˘ ď εSpr, gq ` dlog`Mpr, gq

log
` 1

2t
˘ ,

car par hypothèse et par définition de Λpa, bq

2d` 12πdC
χpa, bq

ď
p12πC ` 2qd

χpa, bq
ď

24πCd
χpa, bq

ď
d

2Λpa, bq ď
ε

2Spr, gq.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Rappel théorème 4.5.3. Soient g P OpDq non constante, r, ε P s0, 1r, l P s0, 2πr et
d P N. On suppose que

3Lpr, gq ď εSpr, gq et d ď εΛlSpr, gq.
Alors il existe un arc A Ă S1 de longueur au moins l tel que

@a P A, log
ˆ

1
γpaq

˙

ď
dlog`Mpr, gq
p1´ εqSpr, gq `Op1q,

où γpaq “ diamdpDpr, a, gq,Drq. La constante omise est absolue.

Démonstration. Soient a, b P S1 tels que la distance sphérique χpa, bq est au moins l
π . On

note E “ Dpr, a, b, gq et γ le d-ième diamètre de E. Supposons dans un premier temps
que γ ă 1

2e2 . Alors pour tout η ą 0 tel que γ ` η ă 1
2e2 , il existe un recouvrement F

de E par d disques dont la somme des rayons est au plus γ ` η. Donc en appliquant la
proposition 4.5.17

log
ˆ

1
γ ` η

˙

ď
dlog`Mpr, gq
p1´ εqSpr, gq `Op1q.

En faisant tendre η vers zéro, on obtient

log
ˆ

1
γ

˙

ď
dlog`Mpr, gq
p1´ εqSpr, gq `Op1q.

Lorsque γ ě 1
2e2 , ´ log γ ď logp2e2q. Donc

log
ˆ

1
γ

˙

ď
dlog`Mpr, gq
p1´ εqSpr, gq ` logp2e2q `Op1q.

Notons γ̃ le maximum de γpaq et γpbq. Donc

log
ˆ

1
2γ̃

˙

ď
dlog`Mpr, gq
p1´ εqSpr, gq `Op1q.

Ainsi a ou b vérifie l’inégalité souhaitée. �
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Proposition 4.5.18. Soient g P MpDq, a, b P S1 distincts, d P N, r, ν P R tels que
0 ă r ă ν ă 1, ε P s0, 1r tels que 3Lpr, gq ď 2εχpa, bqSpr, gq, µ P DivpDνq et une famille
F de d disques pseudo-hyperboliques de Dr de rayon au plus t P s0, 1r telle que

2e2dt ď 1, Dpr, a, b,8, gq Ă
ď

F et 2dpnpν,8, gq ´ degpµqq ` d

Λl
ď εSpr, gq,

supppµq Ă Dpν,8, gq et @w P supppµq, @c P Dpr, a, b, gq, pνpc, wq ě δ.

Alors

log
ˆ

1
t

˙

ď

ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq ` ddegpµq logp 1
δ q

p1´ εqSpr, gq ` log
´ν

r

¯

`Op1q.

La constante omise est absolue.

Démonstration. On peut supposer que t ă 1
4 puisque l’inégalité est immédiate dans le

cas contraire. Les disques de la famille F n’étant pas a priori disjoints deux à deux, nous
remplaçons celle-ci par une famille G donnée par le lemme 4.5.11 ci-dessus avec η “ 1. La
famille G vérifie par construction 1 ď #G ď #F ď d, rpGq ď 2rpFq et les disques de G
sont disjoints deux à deux. Pour tout r ą 0, notons Σr :“ Drz

Ť

G. Par additivité nous
avons la décomposition

Spr, gq “ SpDr, gq “ SpΣr, gq `
ÿ

DPG
SpD, gq.

On pose N “ 2pnpν,8, gq´degpµqq. Commençons par majorer la quantité SpD, gq lorsque
D parcourt la famille G. Or d’après la proposition 4.5.14

SpD, gq ď
ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

T pν, gq

logp ν2rt q
`N `

degpµq logp 1
δ q

logp ν2rt q
` 1,

D’où l’inégalité
1

#G
ÿ

DPG
SpD, gq ď 1

#G
ÿ

DPG

ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

T pν, gq

logp ν2rt q
`

degpµq logp 1
δ q

logp ν2rt q
`N ` 1

ď

ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

T pν, gq

logp ν#G
p2rqrpGq q

`
degpµq logp 1

δ q

logp ν#G
p2rqrpGq q

` `N ` 1.
(4.5.5)

La troisième inégalité ci-dessus est obtenue par concavité de la fonction x ÞÑ ´1{plog xq
sur l’intervalle s0, e´2r et puisque rpGq ď 2rpFq ă e´2. Or

#G
logp ν#G

p2rqrpGq q
ď

d

logp νd
p2rqrpGq q

ď
d

logp ν4rt q
,

puisque #G ď d et rpGq ď 2dt. En appliquant le corollaire 4.2.18 à la fonction g sur le
domaine Σr, on obtient

SpΣr, gq ď χpΣrq ` 1` npΣr, a, gq ` npΣr, b, gq ` npΣr,8, gq `
3

2χpa, bqLpBΣr, gq.

Or la fonction g n’atteint pas les valeurs a, b et 8 dans le domaine Σr et ce dernier étant
borné par au plus χpDrq ` d courbes de Jordan, sa caractéristique d’Euler est au plus
d´ 1. Donc

SpΣr, gq ď d`
3

2χpa, bqLpBΣr, gq. (4.5.6)

Pour conclure il suffit d’obtenir une majoration suffisamment fine du terme d’erreur
LpBΣr, gq. Or

LpBΣr, gq ď LpBDr, gq `
ÿ

DPG
LpBD, gq ď Lpr, gq `

ÿ

DPG
LpBD, gq. (4.5.7)
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Il reste à majorer dans l’inégalité 4.5.3 les termes de la forme LpBD, gq lorsque D parcourt
la famille G. Fixons un disque D P G. Pour tout c P BD, la fonction g n’atteint pas les
valeurs a, b et 8 dans le disque Dhr pc, tq. En effet, si w P Dhr pc, tq était un antécédent par
g de a ou b alors w P Dpν,8, a, b, gq et donc w appartiendrait à un disque D1 de F . Donc

prpBD, BD
1q ă t.

Cela contredit la construction du recouvrement G. Puisque pour tout c P BD, la fonction g
n’atteint pas les valeurs a, b et 8 sur le disque Dhr pc, tq alors d’après la proposition 4.5.15

LpBD, gq ď 2CλDr pBDq
t

ď
4πC

1´ t2 ď 8πC avec logpCq “
ˆ

6π
χpa, bq

˙2
, (4.5.8)

car t ă 1
4 . Finalement en combinant les inégalités 4.5.5, 4.5.6, 4.5.7 et 4.5.8, on obtient

Spr, gq ď d`
3

2χpa, bqLpBΣr, gq `
ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq

log
`

ν
4rt

˘ `
ddegpµq logp 1

δ q

logp ν4rt q
` dN ` d

ď 2d` 12πdC
χpa, bq

`
3

2χpa, bqLpr, gq `
ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq

log
`

ν
4rt

˘ `
ddegpµq logp 1

δ q

logp ν4rt q
` dN

ď 2d` dN ` 12πdC
χpa, bq

`
ε

2Spr, gq `
ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq

log
`

ν
4rt

˘ `
ddegpµq logp 1

δ q

logp ν4rt q

ď εSpr, gq `
ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq

log
`

ν
4rt

˘ `
ddegpµq logp 1

δ q

logp ν4rt q
,

car par hypothèse et par définition de Λpa, bq

2d` 12πdC
χpa, bq

ď
p12πC ` 2qd

χpa, bq
ď

24πCd
χpa, bq

ď
d

2Λpa, bq ď εSpr, gq ´ dN.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Rappel théorème 4.5.4. Soient g PMpDq non constante, ε, δ P s0, 1r, r, ν P R tels que
0 ă r ă ν ă 1, l P s0, 2πr et d P N. On suppose qu’il existe µ P DivpDνq tel que

3Lpr, gq ď εSpr, gq, 2dpnpν,8, gq ´ degpµqq ` d

Λl
ď εSpr, gq

supppµq Ă Dpν,8, gq et @w P supppµq, @z P Dpr, S1, gq, pνpw, zq ě δ.

Alors il existe un arc A Ă S1 de longueur au moins l tel que

@a P A, log
ˆ

1
γpaq

˙

ď

ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq

p1´ εqSpr, gq `
ddegpνq logp 1

δ q

p1´ εqSpr, gq ` log
´ν

r

¯

`Op1q,

où γpaq “ diamdpDpr,8, a, gq,Drq. La constante omise est absolue.

Démonstration. Soient a et b deux points du cercle unité S1 dont la distance sphérique
est au moins 2π´l

π . On considère l’ensemble E “ Dpr, a, b,8, gq et on note γ le d-ième
diamètre de E dans Dr. Supposons dans un premier temps que γ ă 1

2e2 . Alors pour tout
η ą 0 tel que γ ` η ă 1

e2 , il existe un recouvrement F de E par d disques dont la somme
des rayons est au plus γ ` η. Donc en appliquant la proposition 4.5.17

log
ˆ

1
γ ` η

˙

ď

ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq

p1´ εqSpr, gq `
ddegpµq logp 1

δ q

p1´ εqSpr, gq ` log
´ν

r

¯

`Op1q.

En faisant tendre η vers zéro, on obtient

log
ˆ

1
γ

˙

ď

ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq

p1´ εqSpr, gq `
ddegpµq logp 1

δ q

p1´ εqSpr, gq ` log
´ν

r

¯

`Op1q.
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Lorsque γ ě 1
2e2 , ´ log γ ď logp2e2q. Donc quelque soit la valeur de γ

log
ˆ

1
γ

˙

ď

ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq

p1´ εqSpr, gq `
ddegpµq logp 1

δ q

p1´ εqSpr, gq ` logp2e2q ` log
´ν

r

¯

`Op1q.

Notons γ̃ le maximum de γpaq et γpbq. Donc

log
ˆ

1
2γ̃

˙

ď

ˆ

ν ` r

ν ´ r

˙

dT pν, gq

p1´ εqSpr, gq `
ddegpµq logp 1

δ q

p1´ εqSpr, gq ` log
´ν

r

¯

`Op1q.

Ainsi l’un des deux points a et b vérifie l’inégalité souhaitée. �

4.6 Existence des intervalles admissibles

La notion d’intervalle admissible a été introduite par Coman et Poletsky dans [27] pour
les fonctions entières. La raison d’être de cette notion est de pouvoir appliquer le théorème
4.5.2 de [27] pour une suite de degrés pdnq18. On introduit dans cette section une notion
analogue pour appliquer les théorèmes 4.5.3 et 4.5.4. Dans le cas d’une fonction entière,
on définit les intervalles admissibles de la façon suivante.

Définition 4.6.1 (Système holomorphe d’intervalles sur C). Soient g P OpCq une fonction
non constante et α P s0, 1s. Un système holomorphe d’intervalles admissibles pour g
d’exposant α est une suite d’intervalles pInq de la forme

In “
“

Cplog`Mpλn, gqqα, εΛlSpλn, gq
‰

avec 3Lpλn, gq ď 2εSpλn, gq,

où C ą 0, pλnq18 et ε P s0, 1r. On suppose de plus que

@n " 0, In X N ­“ H.

Les intervalles In sont dits admissibles pour g.

Remarque 4.6.2. La définition 4.6.1 ne coïncide pas avec les intervalles admissibles
de Coman et Poletsky pour les fonctions entières figurant dans [27]. En effet, la borne
de gauche de leur notion d’intervalles admissibles est de la forme Spλn, gqα plutôt que
plog`Mpλn, gqqα. Notre définition s’avère plus pratique à manipuler, notamment pour les
fonctions qui ne sont pas d’ordre fini.

Dans le cas d’une fonction méromorphe sur C, on définit les intervalles admissibles de
la façon suivante.

Définition 4.6.3 (Système méromorphe d’intervalles sur C). Soient g P MpCq non
constante et α P s0, 1s. Un système méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’ex-
posant α est une suite d’intervalles pInq de la forme

In “

„

CT pνn, gq
α,

εΛlSpλn, gq
npνn,8, gq ` 1



avec 3Lpλn, gq ď 2εSpλn, gq,

où C ą 0, pλnq, pνnq18, @n P N, 0 ă λn ă νn et ε P s0, 1r. On suppose de plus que

@n " 0, In X N ­“ H.

Les intervalles In sont dits admissibles pour g.

Pour les domaines réguliers du plan la définition 4.6.3 d’intervalles admissibles s’étend
naturellement de la manière suivante.
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Définition 4.6.4 (Système holomorphe d’intervalles sur D). Soient g P OpDq non constante
et α P s0, 1s. Un système holomorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant α est
une suite d’intervalles pInq de la forme

In “
“

Cplog`Mpλn, gqqα, εΛlSpλn, gq
‰

avec 3Lpλn, gq ď 2εSpλn, gq,

où C ą 0, pλnq11´ et ε P s0, 1r. On suppose de plus que

@n " 0, In X N ­“ H.

Les intervalles In sont dits admissibles pour g.

Définition 4.6.5 (Système méromorphe d’intervalles sur D). Soient g PMpDq une fonc-
tion non constante et α P s0, 1s. Un système fondamental d’intervalles méromorphe pour
g d’exposant α est une suite d’intervalles pInq de la forme

In “

„

CT pνn, gq
α,

εΛlSpλn, gq
npνn,8, gq ` 1



avec 3Lpλn, gq ď 2εSpλn, gq.

où C ą 0, pλnq, pνnq11´, @n P N, 0 ă λn ă νn ă 1 et ε P s0, 1r. On suppose de plus que

@n " 0, In X N ­“ H.

Les intervalles In sont dits admissibles pour g.

Les lemmes 4.6.6 et 4.6.7 ci-dessous affirment que l’existence d’un système méromorphe
d’intervalles admissibles pInq pour g est une condition suffisante pour en déduire une
minoration uniforme du dn-ième diamètre de familles de fibres de g au-dessus d’arcs An
de S1 de longueur fixée l ą 0 où pdnq est n’importe quelle suite d’entiers strictement
croissante telle que @n P N, dn P In.

Lemme 4.6.6. Soit g P OpDq une fonction non constante. On suppose que pInq est un
système fondamental d’intervalles holomorphe de g d’exposant α. Alors pour tout n P N,
il existe un arc An Ă S1 de longueur l ą 0 tel que

@d P In X N, @a P An, log
ˆ

1
γpaq

˙

! d
1
α ,

où γpaq “ diamdpDpλn, a, gq,Dλnq.

Démonstration. Par définition des intervalles admissibles

@d P In X N, Cplog`Mpλn, gqqα ď d ď εΛlSpλn, gq et 3LΩpλn, gq ď 2εSΩpλn, gq.

On peut donc appliquer le théorème 4.5.3. D’après le théorème 4.5.3

log
ˆ

1
γpaq

˙

!
dlog`Mpλn, gq
p1´ ε

2 qSpλn, gq
`Op1q ! d

1
α .

Ce qu’il fallait démontrer. �

Lemme 4.6.7. Soit g P MpDq non constante. On suppose que pInq est un système
méromorphe d’intervalles admissibles de g d’exposant α. Alors pour tout n P N, il existe
un arc An Ă S1 de longueur l ą 0 tel que

@d P In X N, @a P An, log
ˆ

1
γpaq

˙

!

ˆ

νn ` λn
νn ´ λn

˙

d
1
α ` log

ˆ

νn
λn

˙

,

où γpaq “ diamd´spDpλn, a, gq,Dλnq et s “ n̄pλn,8, gq.

149



Théorie d’Ahlfors Théorie d’Ahlfors

Démonstration. Par définition des intervalles admissibles

@d P In X N, CT pνn, gqα ď d ď
εΛlSpλn, gq

npνn,8, gq ` 1 .

En particulier puisque Λl ď 1

@d P In, dnpνd,8, gq `
d

Λl
ď

d

Λl
pnpνd,8, gq ` 1q ď εSpλn, gq,

et 3Lpλn, gq ď 2εSpλn, gq. On peut donc appliquer le théorème 4.5.4. D’après le théorème
4.5.4

log
ˆ

1
γ̃paq

˙

!

ˆ

νn ` λn
νn ´ λn

˙

dT pνn, gq

p1´ ε
2 qSpλn, gq

` log
ˆ

νn
λn

˙

`Op1q

!

ˆ

νn ` λn
νn ´ λn

˙

d
1
α ` log

ˆ

νn
λn

˙

,

où γ̃paq “ diamdpDpλn, a,8, gq,Dλnq. Or
γ̃paq ď diamdpDpλn, a,8, gq,Dλnq ď diamd´spDpλn, a, gq,Dλnq ď γpaq,

puisque #Dpλn,8, gq ď s. Ce qu’il fallait démontrer. �

Lemme 4.6.8. Soient g P OpCq non constante. On suppose que pInq est un système
holomorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant α. Alors pour tout n P N, il existe
un arc An Ă S1 de longueur l ą 0 tel que

@d P In X N, @a P An, log
ˆ

1
γpaq

˙

! d
1
α ,

où γpaq “ diamdpDpλn, a, gq,Dλnq.

Démonstration. La démonstration est identique à celle du lemme 4.6.9 ci-dessous. �

Lemme 4.6.9. Soient g P MpCq non constante. On suppose que pInq est un système
méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant α. Alors pour tout n P N, il
existe un arc An Ă S1 de longueur l ą 0 tel que

@d P In X N, @a P An, log
ˆ

1
γpaq

˙

!

ˆ

νn ` λn
νn ´ λn

˙

d
1
α ` log

ˆ

νn
λn

˙

,

où γpaq “ diamd´spDpλn, a, gq,Dλnq et s “ n̄pλn,8, gq.

Démonstration. Par définition des intervalles admissibles

@d P In X N, CT pνn, gqα ď d ď
εΛlSpλn, gq

npνn,8, gq ` 1 .

En particulier puisque Λl ď 1

@d P In, dnpνd,8, gq `
d

Λl
ď

d

Λl
pnpνd,8, gq ` 1q ď εSpλn, gq

et 3Lpλn, gq ď 2εSpλn, gq. On applique théorème 4.5.4 à la fonction hnpzq “ gp2νnzq sur
le disque D et pour les rayons λ̃n “ λn{p2νnq et ν̃n “ 1

2 . D’après le théorème 4.5.4

log
ˆ

1
γ̃paq

˙

!
dτDpλ̃n, ν̃nqT pν̃n, hnq

p1´ ε
2 qSpλ̃n, hnq

` log
ˆ

ν̃n

λ̃n

˙

`Op1q

!

ˆ

ν̃n ` λ̃n

ν̃n ´ λ̃n

˙

T pνn, gq

p1´ ε
2 qSpλn, gq

` log
ˆ

ν̃n

λ̃n

˙

`Op1q

!

ˆ

νn ` λn
νn ´ λn

˙

d
1
α ` log

ˆ

νn
λn

˙

,
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où γ̃paq “ diamdpDpλn, a,8, gq,Dλnq. Or

γ̃paq ď diamdpDpλn, a,8, gq,Dλnq ď diamd´spDpλn, a, gq,Dλnq ď γpaq.

puisque #Dpλn,8, gq ď s. Ce qu’il fallait démontrer. �

Existence d’intervalles admissibles

Dans cette sous-section on démontre l’existence d’intervalles admissibles pour des fonc-
tions méromorphes g sous des hypothèses de croissance de la caractéristique de Nevanlinna
T pr, gq. On examine séparément le cas des fonctions méromorphes sur le plan C et sur le
disque D. Afin de comparer la caractéristique de Nevanlinna T pr, gq entre deux rayons r
et ν proches nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.6.10 (Borel - [125, Lemme 1.1.5]). Soit ϕprq une fonction croissante et conti-
nue sur l’intervalle ra,8r telle que ϕpaq ě 1. Alors il existe un borélien E Ă ra,8r tel
que

λ1pEq ď 2 et @r P ra,8rzE, ϕ
´

r `
1

ϕprq

¯

ă 2ϕprq.

Cas du plan C On démontre dans ce paragraphe que toute fonction g méromorphe et
transcendante sur C admet un système méromorphe d’intervalles admissibles au sens de
4.6.5 à condition qu’il existe β P r0, 1r tel que

npr,8, gq “ O
`

T pr,8, gqβ
˘

, (4.6.1)

lorsque r Ñ8 et T pr, gq croît plus vite qu’un polynôme.

Proposition 4.6.11. Soit g P MpCq une fonction transcendante. Pour tout ε ą 0 et
γ ą 0, il existe un borélien E Ă r0,8r tel que `pEq ă 8 et

@r P r0,8rzE, T pφprq, gq
Spr, gq

! log r avec φprq “ r `
1

T pr, gqγ
et 3Lpr, gq ď 2εSpr, gq.

Démonstration. D’après l’égalité 4.2.1 et la proposition 4.2.22

@r " 0, T pr, gq ! plog rqSpr, gq.

D’après le lemme de Borel 4.6.10, l’ensemble

E1 “
 

r ą 0 | T pφprq, gqγ ą 2T pr, gqγ
(

,

vérifie λ1pE1q ď 2. De plus d’après la proposition 4.3.8, il existe un borélien E2 Ă r0,8r
tel que

`pE2q ă 8 et @r P r0,8rzE2, 3Lpr, gq ď 2εSpr, gq.

On pose E “ E1 Y E2. Alors d’une part

`pEq ď `pE1q ` `pE2q ď λ1pE1q ` `pE2q ă 8,

et d’autre part

@r P r0,8rzE, T pφprq, gq
Spr, gq

ď
T pr, gq

Spr, gq
T pφprq, gq

T pr, gq
ď 2

1
γ plog rq ! log r.

Ce qu’il fallait démontrer. �
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Proposition 4.6.12. Soient g PMpCq une fonction transcendante et β P r0, 1r tels que

@ε ą 0, lim
rÑ8

T pr, gqε

log r “ 8 et npr,8, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

Alors pour tout α P s0, 1´ βr et γ ą 0, il existe une suite pInq d’intervalles qui constitue
un système méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant α telle que

@n P N, νn ´ λn “
1

T pλn, gqγ
.

De plus la longueur des intervalles In tend vers l’infini.

Démonstration. On applique la proposition 4.6.11 et on fixe pλnq une suite telle que
@n P N, λn R E. On pose

@n P N, νn “ φpλnq “ λn `
1

T pλn, gqγ
.

On fixe ε “ 1 et l “ π. Or
Spλn, gq

npνn,8, gq ` 1 ě
Spλn, gqβSpλn, gq1´β

npνn,8, gq ` 1 "
T pνn, gq

βSpλn, gq1´β

plog λnqβpnpνn,8, gq ` 1q "
Spλn, gq1´β

plog λnqβ
.

Alors il existe des constantes C1, C2 ą 0 telles que

@n P N, Jn :“
„

C1plog λnqαSpλn, gqα, C2
Spλn, gq1´β

plog λnqβ



Ă
„

T pνn, gq
α,

εΛlSpλn, gq
npνn,8, gq ` 1



.

Or
@n P N,

Spλn, gq1´pα`βq

plog λnqα`β
"
T pλn, gq

1´pα`βq

log λn
Donc λ1pJnq tend vers l’infini. En particulier pour tout n assez grand, Jn contient un
entier. Donc la suite pInq est un système méromorphe d’intervalles admissibles de g d’ex-
posant α. �

Remarque 4.6.13. La proposition 4.6.12 est a priori insuffisante pour démontrer un
lemme de zéros polynomial pour g puisque l’on ne connaît pas la croissance des suites
d’entiers contenues dans la suite pInq d’intervalles admissibles. Cependant cette proposi-
tion est suffisante pour démontrer un lemme de zéros pour une suite de degrés pdjq18
lorsque g est une fonction méromorphe ayant peu de pôles12.

La proposition 4.6.14 ci-dessous affirme que pour les fonctions méromorphes sur C
d’ordre supérieur fini et d’ordre inférieur strictement positif, il existe un système méro-
morphe d’intervalles fondamental contenant des suites d’entiers à croissance polynomial.
Grâce à cette proposition nous sommes en mesure de démontrer le théorème 1.6.12.

Proposition 4.6.14. Soient g PMpCq une fonction transcendante et β P r0, 1r tels que

λ :“ lim
rÑ8

log T pr, gq
log r ą 0, ρ :“ lim

rÑ8

log T pr, gq
log r ă 8 et npr,8, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

Alors pour tout α P s0, 1´ βr et γ ą 0, il existe une suite pInq d’intervalles qui constitue
un système méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant α telle que

@n P N, νn ´ λn “
1

T pλn, gqγ
.

De plus la suite pdnq définie par dn “ mintk P N | k P Inu vérifie
@ε ą 0, @n P N, nαpλ´εq ! dn ! nαpρ`εq et dn ď plog λnqαT pλn, gqα.

12Voir la démonstration page 161.
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Démonstration. Le début de la démonstration est identique à celle de la proposition
4.6.12 ci-dessus. On reprend les notations de cette dernière. Puisque E est de mesure
logarithmique finie, l’ensemble r0,8rzE contient une suite pλnq telle que λn — n d’après
la proposition 4.3.6. On note pInq la suite d’intervalles admissibles obtenue avec la suite
pλnq comme dans la démonstration de 4.6.12. Or

dn “ rT pνn, gq
αs avec νn “ λn `

1
T pλn, gqγ

.

Il reste à vérifier que dn est à croissance polynomiale. Or

@ε ą 0, @r ě 0, rλ´ε ! T pr, gq ! rρ`ε.

Donc
@n P N, nαpλ´εq ! dn ! nαpρ`εq.

De plus par construction, T pνn, gq ! plog νnqT pλn, gq. Donc dn ! plog λnqαT pλn, gqα. Ce
qu’il fallait démontrer. �

Lorsque l’on dispose d’un ordre précisé de la caractéristique T pr, gq, on peut améliorer
la proposition 4.6.14 précédente. Commençons par démontrer deux lemmes techniques.

Lemme 4.6.15. Soient g P MpCq, r, ν P R et C ą 1 tels que 0 ă r ă ν ă 8 et
T pν, gq ě CT pr, gq. Alors

Dt P sr, νr, T pν, gq ď
C logpνr q
logpCq Spt, gq.

Démonstration. En dérivant l’égalité 4.2.1, on obtient

@t P r0,8r, tT 1pt, gq “ Spt, gq.

La fonction T pr, gq étant strictement croissante et continue sur r0,8r, il existe s P rr, νs
tel que T pν, gq “ CT ps, gq. Supposons par l’absurde que

@t P ss, νr, KT pt, gq ą Spt, gq où K “
logpCq
logpνr q

Alors

logpCq “ log
ˆ

T pν, gq
T ps, gq

˙

ď

ż ν

s

T 1pt, gq
T pt, gq

dt ď

ż ν

s

Spt, gq
tT pt, gq

dt

ă K

ż ν

r

dt

t
ď K log

´ν

r

¯

ď logpCq.

Cette dernière inégalité est absurde. Donc il existe t P ss, νr tel que

T pν, gq ď CT ps, gq ď CT pt, gq ď
C logpνr q
logpCq Spt, gq.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Lemme 4.6.16. Soient E Ă r0,8r, ϕ, φ deux fonctions strictement croissantes, α ą 0
et ψ un ordre précisé propre de ϕ. On suppose que

`pEq ă 8 ou densφ,αpEq ă 8 avec lim
rÑ8

φprq

rα
“ 8.

Alors pour toute suite prnq18 telle que

lim
nÑ8

ϕprnq

r
ψprnq
n

ą 0,
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et pour tout k " 1, il existe une suite psnq18 telle que

@n " 0, sn P rrn, krns, sn R E et lim
nÑ8

ϕpsnq

s
ψpsnq
n

ą 0.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que E est de mesure logarithmique
finie. Alors d’après la proposition 4.3.6, il existe une suite psnq18 telle que

@n P N, sn P rrn, krns et sn R E.

De plus d’après le théorème 2.3.9, la fonction V prq “ rψprq vérifie à partir d’un certain
rang que V pkrq ď 2kρV prq. Donc

@n " 0, V psnq ď sψpsnqn ď pkrnq
ψpkrnq ď 2kρrψprnqn ď 2kρV prnq.

D’où
@n " 0, ϕpsnq

s
ψpsnq
n

ě
1

2kρ
ϕprnq

r
ψprnq
n

.

On conclut en prenant la limite inférieure sur cette inégalité. Lorsque densφ,αpEq ă 8,
on applique la proposition 4.3.7 au lieu de 4.3.6 puis on conclut de même. �

Proposition 4.6.17. Soient g PMpCq une fonction transcendante, ψ un ordre précisé
propre de T pr, gq, prnq18 et β P r0, 1r tels que

lim
nÑ8

T prn, gq

r
ψprnq
n

ą 0 et npr,8, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

Alors pour tout k " 1, il existe une suite pInq d’intervalles qui constitue un système
méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant 1´ β telle que

@n P N, νn “ kλn et λn — rn.

De plus il existe une suite pdnq18 telle que
@n " 0, dn P In X N et dn — rp1´βqψprnqn .

Démonstration. On pose V prq “ rψprq et on fixe k " 1. D’après la proposition 4.3.8, il
existe un borélien E Ă r0,8r tel que

`pEq ă 8 et @r P r0,8rzE, 3Lpr, gq ď 2εSpr, gq.
D’après le lemme 4.6.16 ci-dessus avec ϕprq “ T pr, gq, il existe une suite psnq 18 telle
que

@n " 0, sn P rrn, krns, sn R E et lim
nÑ8

T psn, gq

V psnq
ą 0.

Donc d’après la proposition 4.2.22 et le théorème 2.3.9

@n P N,
T psn, gq
T p snk , gq

"
T psn, gq

T p snk , gq
"

V psnq

V p snk , gq
" kρ,

où ρ est la limite de ψ en l’infini.
@n P N, T pksn, gq ! V pksnq ! kρV psnq ! T psn, gq.

Donc quitte à prendre un k assez grand, il existe une constante C0 ą 1 telle que @n "
0, T psn, gq ě C0T p snk , gq. D’après le lemme 4.6.15

@n " 0, Dtn P s snk , snr, T psn, gq ! T psn, gq ď
C0 logpksnsn q

logpC0q
Sptn, gq ! Spsn, gq.

D’où en prenant λn “ sn et νn “ kλn, on obtient que

@n " 0, T pνn, gq1´β !
T pνn, gq

T pνn, gqβ
!

T pλn, gq

T pνn, gqβ
!
εΛlSpνn, gq
T pνn, gqβ

!
εΛlSpλn, gq

npνn,8, gq ` 1 .
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Donc en choisissant C ą 0 assez petit, l’intervalle

In “
”

CT pνn, gq
1´β ,

εΛlSpλn, gq
npνn,8, gq ` 1

ı

,

contient un entier pour tout n assez grand. La suite pInq forme donc un système méro-
morphe d’intervalles admissibles d’exposant 1´ β. Qui plus est en posant

@n P N, dn “ rCT pνn, gq
1´βs,

on obtient que pour tout n assez grand, dn P In et

dn — T pνn, gq
1´β — T pλn, gq

1´β — rp1´βqψprnqn ,

ce qui achève la démonstration de la proposition. �

Proposition 4.6.18. Soient g PMpCq une fonction transcendante, C1, C2 ą 1, k ą 1
et β P r0, 1r tels que

@r " 0, C1T pr, gq ď T pkr, gq ď C2T pr, gq et npr,8, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

Alors il existe une suite pInq d’intervalles qui constitue un système méromorphe d’inter-
valles admissibles pour g d’exposant 1´ β telle que

@n P N, νn “ kλn et λn — n.

De plus il existe a ą 0 tel que

ra,8r Ă
ď

nPN
In et λ1pInq Ñ 8.

Démonstration. D’après la proposition 4.3.8, il existe un borélien E Ă r0,8r tel que

`pEq ă 8 et @r P r0,8rzE, 3Lpr, gq ď 2εSpr, gq.

D’après la proposition 4.3.6, il existe une suite psnq18 telle que

@n " 0, sn P rn, kns, sn R E.

Donc d’après la proposition 4.2.22 et le théorème 2.3.9

@η P s0, 1r, @n " 0, T psn`1, gq

T p snk , gq
ě p1´ ηqT psn`1, gq

T p snk , gq
ě p1´ ηqT psn, gq

T p snk , gq

ě p1´ ηqC1
T p snk , gq

T p snk , gq
ě p1´ ηqC1.

Donc quitte à prendre un η assez petit, il existe une constante C0 ą 1 telle que @n "
0, T psn`1, gq ě C0T p snk , gq. D’après le lemme 4.6.15

@n " 0, Dtn P s snk , sn`1r, T psn`1, gq ! T psn, gq ď
C0 logpksn`1

sn
q

logpC0q
Sptn, gq ! Spsn`1, gq,

car
sn — n ùñ

ksn`1

sn
! 1.

D’où en prenant λn “ sn et νn “ kλn, on obtient que

@n " 0, T pνn`1, gq
1´β !

T pλn, gq

T pνn`1, gqβ
!
εΛlSpλn, gq
T pνn, gqβ

!
εΛlSpλn, gq

npνn,8, gq ` 1 .

Donc en choisissant C ą 0 assez petit, l’intervalle suivant

In “
”

CT pνn, gq
1´β ,

εΛlSpλn, gq
npνn,8, gq ` 1

ı

,
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contient un entier pour tout n assez grand et @n P N, InX In`1 ­“ H. La suite pInq forme
donc un système méromorphe d’intervalles admissibles d’exposant 1 ´ β et il existe un
rayon a ą 0 tel que

ra,8r Ă
ď

nPN
In.

Ce qui achève la démonstration de la proposition. �

Cas du disque D Dans ce paragraphe on note ϕprq “ 1 ´ 1
r . On démontre dans ce

paragraphe que toute fonction g méromorphe et transcendante sur D admet un système
méromorphe d’intervalles admissibles à condition que

npr,8, gq “ O
`

T pr,8, gqβ
˘

,

lorsque r Ñ 1´ et T pϕprq, gq est minoré par un polynôme. Commençons par démontrer
l’analogue de la proposition 4.6.11 pour les fonctions méromorphes sur D.

Proposition 4.6.19. Soit g PMpDq une fonction transcendante. On suppose que

lim
rÑ1´

log T pr, gq
´ logp1´ rq ą 1. (4.6.2)

Alors pour tout ε ą 0 et γ ą 0, il existe un borélien E Ă r0,8r tel que densψ,1pEq ă 8
avec ψprq “ Spϕprq, gq et

@r P r0,8rzE, T pϕpφprqq, gq
Spϕprq, gq

! 1 avec φprq “ r `
1

T pϕprq, gqγ

et 3Lpϕprq, gq ď 2εSpϕprq, gq.

Démonstration. D’après l’égalité 4.2.1 et la proposition 4.2.22

@r " 0, T pϕprq, gq ! Spϕprq, gq.

D’après le lemme de Borel 4.6.10, l’ensemble

E1 “
 

r ą 0 | T pϕpφprqq, gqγ ą 2T pϕprq, gqγ
(

,

vérifie λ1pE1q ď 2. Or l’hypothèse 4.6.2 implique d’après le lemme 4.4.10

lim
rÑ1´

Spr, gq
r

“ 8.

Donc d’après la proposition 4.3.9, il existe un borélien E2 Ă r0,8r tel que

densψ,1pE2q ă 8 et @r P r0,8rzE2, 3Lpϕprq, gq ď 2εSpϕprq, gq.

On pose E “ E1 Y E2. Alors d’une part

densψ,1pEq ď densψ,1pE1q ` densψ,1pE2q ď densψ,0pE1q ` densψ,1pE2q ă 8,

et d’autre part

@r P r0,8rzE, T pϕpφprqq, gq
Spϕprq, gq

ď
T pϕprq, gq

Spϕprq, gq
T pϕpφprqq, gq

T pϕprq, gq
ď 2

1
γ ! 1.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Proposition 4.6.20. Soient g PMpDq une fonction transcendante et β P r0, 1r tels que

lim
rÑ1´

log T pr, gq
´ logp1´ rq ą 1 et npr,8, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.
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Alors pour tout α P s0, 1´ βr et γ ą 0, il existe une suite pInq d’intervalles qui constitue
un système méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant α telle que

@n P N, νn “ 1´ 1´ λn
1` p1´ λnqT pλn, gqγ

.

De plus la longueur des intervalles In tend vers l’infini.

Démonstration. On applique la proposition 4.6.11 et on fixe pλnq une suite telle que
@n P N, 1

1´λn R E. On pose

@n P N, νn “ ϕpφpϕ´1pλnqqq “ 1´ 1
φpϕ´1pλnqq

“ 1´ 1´ λn
1` p1´ λnqT pλn, gqγ

.

On fixe ε “ 1 et l “ π. Or
Spλn, gq

npνn,8, gq ` 1 ě
Spλn, gqβSpλn, gq1´β

npνn,8, gq ` 1 "
T pνn, gq

βSpλn, gq1´β

npνn,8, gq ` 1 " Spλn, gq1´β .

Alors il existe des constantes C1, C2 ą 0 telles que

@n P N, Jn :“
“

C1Spλn, gqα, C2Spλn, gq1´β
‰

Ă
„

T pνn, gq
α,

εΛlSpλn, gq
npνn,8, gq ` 1



.

Or
@n P N, Spλn, gq1´pα`βq " T pλn, gq

1´pα`βq.

Donc λ1pJnq tend vers l’infini. En particulier pour tout n assez grand, Jn contient un
entier. Donc la suite pInq est un système méromorphe d’intervalles admissibles de g d’ex-
posant α. �

Proposition 4.6.21. Soient g PMpDq une fonction transcendante et β P r0, 1r tels que

λ :“ lim
rÑ1´

log T pr, gq
´ logp1´ rq ą 1, ρ :“ lim

rÑ1´
log T pr, gq
´ logp1´ rq ă 8 et npr,8, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

Alors pour tout α P s0, 1´ βr et γ ą 0, il existe une suite pInq d’intervalles qui constitue
un système méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant α telle que

@n P N, νn “ 1´ 1´ λn
1` p1´ λnqT pλn, gqγ

.

De plus la suite pdnq définie par dn “ mintd P N | d P Inu vérifie
@ε ą 0, @n P N, nαpλ´εq ! dn ! nαpρ`εq et dn ď T pλn, gq

α.

Démonstration. Le début de la démonstration est identique à celle de la proposition 4.6.20
ci-dessus. On reprend les notations de cette dernière. Puisque E est de pψ, 1q-densité finie
avec ψprq “ Spϕprq, gq et d’après le lemme 4.4.10

lim
rÑ8

ψprq

r
ą 1 puisque lim

rÑ1´
log T pr, gq
´ logp1´ rq ą 1,

l’ensemble r0,8rzE contient une suite pλnq telle que λn — n d’après la proposition 4.3.7.
On note pInq la suite d’intervalles admissibles obtenue avec la suite pλnq comme dans la
démonstration de 4.6.20. Or

dn “ rT pνn, gq
αs avec νn “ 1´ 1´ λn

1` p1´ λnqT pλn, gqγ
.

Il reste à vérifier que dn est à croissance polynomiale. Or
@ε ą 0, @r P r0, 1r, rλ´ε ! T pr, gq ! rρ`ε.

Donc
@n P N, nαpλ´εq ! dn ! nαpρ`εq.
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De plus par construction, T pνn, gq ! T pλn, gq. Donc dn ! T pλn, gq
α. Ce qu’il fallait

démontrer. �

Lemme 4.6.22. Soient g P MpDq, r, ν et C ą 1 tels que 0 ă r ă ν ă 1 et T pν, gq ě
CT pr, gq. Alors

Dt P sr, νr, T pν, gq ď
C log

`νp1´rq
rp1´νq

˘

logpCq p1´ tqSpt, gq.

Démonstration. En dérivant l’égalité 4.2.1, on obtient
@t P r0, 1r, tT 1pt, gq “ Spt, gq.

La fonction T pr, gq étant croissante et continue sur r0, 1r, il existe s P rr, νs tel que
T pν, gq “ CT ps, gq. Supposons par l’absurde que

@t P ss, νr, KT pt, gq ą p1´ tqSpt, gq où K log
ˆ

νp1´ rq
rp1´ νq

˙

“ logpCq.

Alors

logpCq “ log
ˆ

T pν, gq
T ps, gq

˙

ď

ż ν

s

T 1pt, gq
T pt, gq

dt ď

ż ν

s

Spt, gq
tT pt, gq

dt ă K

ż ν

r

dt

tp1´ tq

ď K log
ˆ

νp1´ rq
rp1´ νq

˙

ď logpCq.

Cette dernière inégalité est absurde. Donc il existe t P ss, νr tel que

T pν, gq ď CT ps, gq ď CT pt, gq ď
C log

`νp1´rq
rp1´νq

˘

logpCq p1´ tqSpt, gq.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Proposition 4.6.23. Soient g PMpDq une fonction transcendante, ψ un ordre précisé
propre de T pϕprq, gq, prnq18 et β P r0, 1r tels que

lim
rÑ8

ψprq ą 1, lim
nÑ8

T pϕprnq, gq

r
ψprnq
n

ą 0 et npr,8, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

Alors pour tout k " 1, il existe une suite pInq d’intervalles qui constitue un système
méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant 1´ β telle que

@n P N, νn “ 1´ 1´ λn
k

et λn — 1´ 1
rn
.

De plus il existe une suite pdnq18 telle que
@n " 0, dn P In X N et dn — rp1´βqψprnqn .

Démonstration. On pose V prq “ rψprq et on fixe k " 1. D’après la proposition 4.3.9, il
existe un borélien E Ă r0,8r tel que
densψ0,1pEq ă 8 avec ψ0prq “ Spϕprq, gq et @r P r0,8rzE, 3Lpϕprq, gq ď 2εSpϕprq, gq.
Or l’hypothèse sur la caractéristique de Nevanlinna implique que son ordre inférieur est
strictement plus grand que 1. Donc d’après le lemme 4.4.10

lim
rÑ8

Spϕprq, gq
r

“ lim
rÑ8

ψ0prq

r
“ 8.

D’après le lemme 4.6.16 ci-dessus avec la fonction T pϕprq, gq, il existe une suite psnq18
telle que

@n " 0, sn P rrn, krns, sn R E et lim
nÑ8

T pϕpsnq, gq

V psnq
ą 0.
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Donc d’après la proposition 4.2.22 et le théorème 2.3.9

@n P N,
T pϕpsnq, gq
T pϕp snk q, gq

"
T pϕpsnq, gq

T pϕp snk q, gq
"

V psnq

V p snk , gq
" kρ,

où ρ est la limite de ψ en l’infini et

@n P N, T pϕpksnq, gq ! V pksnq ! kρV psnq ! T pϕpsnq, gq.

Donc quitte à prendre un k assez grand, il existe une constante C0 ą 1 telle que

@n " 0, T pϕpsnq, gq ě C0T pϕp snk q, gq.

D’après le lemme 4.6.22, @n " 0

Dtn P s
sn
k , snr, T pϕpsnq, gq ! T pϕpsnq, gq

ď

C0 log
´

ϕpsnqp1´ϕp
sn
k qq

ϕp
sn
k qp1´ϕpsnqq

¯

logpC0q
p1´ ϕptnqqSpϕptnq, gq

!
Spϕpsnq, gq

sn
! Spϕpsnq, gq.

D’où en prenant λn “ ϕpsnq et νn “ ϕpksnq, on obtient que

@n P N, νn “ 1´ 1
ksn

“ 1´ 1´ λn
k

,

et

@n P N, T pνn, gq1´β !
T pνn, gq

T pνn, gqβ
!

T pλn, gq

T pνn, gqβ
!
εΛlSpλn, gq
T pνn, gqβ

!
εΛlSpλn, gq

npνn,8, gq ` 1 .

Donc en choisissant C ą 0 assez petit, l’intervalle suivant

In “
”

CT pνn, gq
1´β ,

εΛlSpλn, gq
npνn,8, gq ` 1

ı

,

contient un entier pour tout n assez grand. Donc pInq forme un système méromorphe
d’intervalles admissibles d’exposant 1´ β. Qui plus est en posant

@n P N, dn “ rCT pνn, gq
1´βs,

on obtient que pour tout n assez grand, dn P In et

dn — T pνn, gq
1´β — T pλn, gq

1´β — rp1´βqψprnqn ,

ce qui achève la démonstration de la proposition. �

Proposition 4.6.24. Soient g PMpDq une fonction transcendante, C1, C2 ą 1, k ą 1
et β P r0, 1r tels que logC1 ą k et

@r " 0, C1T pϕprq, gq ď T pϕpkrq, gq ď C2T pϕprq, gq et npr,8, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

Alors il existe une suite pInq d’intervalles qui constitue un système méromorphe d’inter-
valles admissibles pour g d’exposant 1´ β telle que

@n P N, νn “ 1´ 1´ λn
k

et λn — 1´ 1
n
.

De plus il existe a ą 0 tel que

ra,8r Ă
ď

nPN
In et λ1pInq Ñ 8.
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Démonstration. D’après la proposition 4.3.9, il existe un borélien E Ă r0,8r tel que

densψ,1pEq ă 8 avec ψprq “ Spϕprq, gq et @r P r0,8rzE, 3Lpϕprq, gq ď 2εSpϕprq, gq.

Or l’hypothèse sur la caractéristique de Nevanlinna implique que son ordre inférieur est
strictement plus grand que 1. En effet par une récurrence immédiate

@n P N, Cn1 T pϕpr0q, gq ď T pϕpknr0q, gq ď Cn2 T pϕpr0q, gq

D’où
rλ ! T pϕprq, gq avec λ “

logC1

k
.

Donc d’après le lemme 4.4.10

lim
rÑ8

Spϕprq, gq
r

“ 8.

D’après la proposition 4.3.7, il existe donc une suite psnq18 telle que

@n " 0, sn P rn, kns, sn R E.

Donc d’après la proposition 4.2.22 et le théorème 2.3.9

@η P s0, 1r, @n " 0, T pϕpsn`1q, gq

T pϕp snk q, gq
ě p1´ ηqT pϕpsn`1q, gq

T pϕp snk q, gq
ě p1´ ηqT pϕpsnq, gq

T pϕp snk q, gq

ě p1´ ηqC1
T pϕp snk q, gq

T pϕp snk q, gq
ě p1´ ηqC1,

et

@n P N, T pϕpksnq, gq ď C2T pϕpsnq, gq.

Donc quitte à prendre un η assez petit, il existe une constante C0 ą 1 telle que

@n " 0, T pϕpsn`1q, gq ě C0T pϕp snk q, gq.

D’après le lemme 4.6.22, @n " 0, Dtn P s snk , sn`1r

T pϕpsn`1q, gq ! T pϕpsnq, gq ď
C0 log

´

ϕpsn`1qp1´ϕp
sn
k qq

ϕp
sn
k qp1´ϕpsn`1qq

¯

logpC0q
p1´ ϕptnqqSptn, gq

! Spϕpsn`1q, gq,

car
sn — n ùñ

1´ ϕp snk q
1´ ϕpsn`1q

! 1 et ϕpsn`1q

ϕp snk q
! sn.

D’où en prenant λn “ ϕpsnq et νn “ ϕpkλnq, on obtient que

@n " 0, T pνn`1, gq
1´β !

T pνn`1, gq

T pνn`1, gqβ
!

T pλn, gq

T pνn, gqβ
!
εΛlSpλn, gq
T pνn, gqβ

!
εΛlSpλn, gq

npνn,8, gq ` 1 .

Donc en choisissant C ą 0 assez petit, l’intervalle suivant

In “
”

CT pνn, gq
1´β ,

εΛlSpλn, gq
npνn,8, gq ` 1

ı

,

contient un entier pour tout n assez grand et @n P N, InX In`1 ­“ H. La suite pInq forme
donc un système méromorphe d’intervalles admissibles d’exposant 1 ´ β et il existe un
rayon a ą 0 tel que

ra,8r Ă
ď

nPN
In.

Ce qui achève la démonstration de la proposition. �
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4.7 Applications

Dans cette dernière section du chapitre on démontre des lemmes de zéros pour des fonc-
tions méromorphes sur le disque D ou le plan C. Dans le premier paragraphe on montre
que les fonctions méromorphes sur D ou C d’ordre inférieur positif et ayant peu de pôles
vérifie un lemme de zéros polynomial pour une suite de degrés. Dans le paragraphe suivant
on montre que, sous la condition supplémentaire que l’ordre supérieur est fini, ces fonc-
tions vérifient un lemme de zéros polynomial pour tous les degrés. Finalement dans les
deux derniers paragraphes, on démontre un lemme de zéros polynomial pour les fonctions
sigma et zêta de Weierstraß.

Lemme de zéros polynomiaux pour une suite de degrés Une première application
des résultats de ce chapitre est que toute fonction entière d’ordre inférieur strictement
positif vérifie un lemme des zéros polynomial pour une suite de degrés pdjq 1 8. Plus
généralement toute fonction méromorphe sur C ayant peu de pôles et d’ordre inférieur
strictement positif vérifie un lemme de zéros polynomial pour une suite degré. On montre
de plus que ces degrés peuvent être choisi dans des intervalles dont la longueur tend vers
l’infini.

Rappel théorème 1.6.19. Soient g PMpCq une fonction transcendante, b P Ĉ et
β P r0, 1

2 r. On suppose que

lim
rÑ8

log T pr, gq
log r ą 0 et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

Alors il existe un exposant α ě 2 et une suite pJnq d’intervalles de r0,8r et une
fonction j : r0,8r Ñ N strictement croissante tels que

@r ą 0, @n ě jprq, @d P Jn, Zdpr, gq ! dα et λ1pJnq Ñ 8.

Démonstration. On note λ l’ordre inférieur de T pr, gq. Quitte à remplacer la fonction g par
la fonction 1

g´b , on peut supposer que b est égal à8. D’après la proposition 4.6.12, il existe
une suite pInq d’intervalles qui forme un système méromorphe d’intervalles admissibles
pour g d’exposant α0 P s0, 1´βr au sens de la définition 4.6.3. Or d’après le lemme 4.6.9,
il existe une suite d’arcs pAnq de S1 de longueur π telle que

@n P N, @d P In, @a P An, log
ˆ

1
γpa, n, dq

˙

!

ˆ

νn ` λn
νn ´ λn

˙

d
1
α0 ` log

ˆ

νn
λn

˙

` d,

avec γpa, n, dq “ diamd´snpDpλn, a, gq,Dλnq, sn “ n̄pλn,8, gq et

@n P N, νn ´ λn “
1

T pλn, gqγ0
.

Donc @n P N, @d P In

@a P An, log
ˆ

1
γpa, n, dq

˙

! T pλn, gq
γ0νnd

1
α0 ` d ! d

1
α0
`
γ0
α0

`
1
λα0 ` d ! dγ , (4.7.1)

avec
γ “

λ` λγ0 ` 1
λα0

.

On applique maintenant la majoration de la mesure de transcendance méromorphe du
corollaire 3.1.24. On pose

@n P N, Jn “
”

CT pνn, gq
α0 ,

εΛπSpλn, gq
npνn,8, gq ` 1 ´ 2n̄pνn,8, gq

ı
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où C ą 0 et ε ą 0 sont les mêmes constantes que dans le définition de In. Par construction,
Jn Ă In. De plus quitte à choisir α0 assez proche de 1´ β, la longueur des intervalles Jn
tendent vers l’infini. En effet

@n P N, n̄pνn,8, gq ! T pνn, gq
β ! pT pνn, gq

α0q
β
α0

Donc puisque β ă 1
2 et quitte à prendre α0 assez proche de 1´ β, on peut supposer que

β
α0
ď 1. D’où

n̄pνn,8, gq ! OpT pνn, gq
α0q

Donc la longueur des intervalles Jn tendent vers l’infini puisqu’il en est de même pour les
intervalles In. On note Dpn, dq “ d ` 2n̄pνn,8, gq, pn “ n̄pνn,8, gq et sn “ n̄pλn,8, gq.
Or

@n " 0, @d P Jn, Dpn, dq P In.
Donc d’après l’inégalité 4.7.1, @n P N, @d P Jn et @a P An

log diamd`pnpDpλn, a, gq,Dλnq ě log diamDpn,dq´snpDpλn, a, gq,Dλnq.

On note γpn, dq “ inftγpa, n, dq | a P Anu, δ “ e et l “ π. Donc d’après le corollaire
3.1.24, @n P N, @d P Jn

Φpλn, νnq̊eDpn,dqpλn, gq ! Dpn, dq

ˆ

νn ` λn
νn ´ λn

˙

T pνn, gq

`Dpn, dqnpνn,8, gq log
ˆ

νn
λn

e

γpn, dqδ

˙

`Dpn, dq log
ˆ

e

γpn, dql

˙

`Dpn, dq log
ˆ

epνn ` λnq

νn ´ λn

˙

`Dpn, dq log
ˆ

eνn
λn

˙

.

Or par définition des intervalles admissibles d’exposant α0 et puisque g est d’ordre infé-
rieur λ, @n P N, @d P Jn

T pνn, gq ! d
1
α0 ,

νn ` λn
νn ´ λn

! T pνn, gq
γ0νn ! d

γ0`λ
λα0

log
ˆ

νn
λn

˙

ď log
ˆ

1` 1
λnT pλn, gqγ0

˙

! 1 et Dpn, dq — d.

Ces inégalités impliquent que la mesure de transcendance e̊Dpn,dqpλn, gq est majorée par
une puissance de d. Donc en appliquant le lemme 3.6.1 et la proposition 2.5.20, il existe
un exposant α ą 0 tel que

@n P N, @d P Jn, Zdpλn, gq ď ZDpn,dqpλn, gq ! dα.

On note pour tout r P r0,8r, jprq “ mintk P N | λk ě ru. Donc

@r ą 0, @n ě jprq, @d P In, Zdpr, gq ď Zdpλn, gq ! dα.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Rappel théorème 1.6.20. Soient g PMpDq une fonction transcendante, b P Ĉ et
β P r0, 1

2 r. On suppose que

lim
rÑ8

log T pr, gq
´ logp1´ rq ą 1 et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.
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Alors il existe un exposant α ě 2 et une suite pJnq d’intervalles de r0,8r et une
fonction j : r0, 1r Ñ N strictement croissante tels que

@r P r0, 1r, @n ě jprq, @d P Jn, Zdpr, gq ! dα et λ1pJnq Ñ 8.

Démonstration. La démonstration est similaire à celle du théorème 1.6.20 ci-dessus où la
proposition 4.6.12 est remplacée par la proposition 4.6.20, le lemme 4.6.9 par le lemme
4.6.7 et le corollaire 3.1.24 par le théorème 3.1.23. �

Fonctions méromorphes d’ordre fini Nous déduisons de l’existence de système mé-
romorphe d’intervalles admissibles 4.6.14 et des critères 1.6.6 et 1.6.9 les deux lemmes de
zéros généraux 1.6.12 et 1.6.16.

Rappel théorème 1.6.12. Soit g P MpCq une fonction transcendante, b P Ĉ et
β P r0, 1

2 r. On suppose que g vérifie l’une des hypothèses suivantes

• la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

lim
rÑ8

log T pr, gq
log r ą 0, lim

rÑ8

log T pr, gq
log r ă 8 et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe C1, C2 ą 1 et k ą 1 tels que
@r " 0, C1T pr, gq ď T pkr, gq ď C2T pr, gq et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe ρ ą 0 tel que T pr, gq — rρ et npr, b, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants α, γ ą 0 tels que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, gq ! T pr, gqγ _ dα.

De plus lorsque la seconde hypothèse est vérifiée, on peut prendre α “ 1 ` 1`β
1´β et

γ “ αρp1´βq
λ où λ “ logC1

k et ρ “ logC2
k . Lorsque la troisième hypothèse est vérifiée,

on peut prendre le même α et γ “ αp1´ βq.

Démonstration. On reprend la démonstration du théorème 1.6.19 ci-dessus sauf que l’on
remplace la proposition 4.6.11 par la proposition 4.6.14. La proposition 4.6.14 affirme que
la suite dn “ mintk P N | k P Inu est à croissance polynomiale. Donc par construction la
suite pJnq obtenue dans la démonstration du théorème 1.6.19 contient la suite pdnq et il
existe des exposants α1, α2, α3 ą 0 tels que

@n P N, dn P Jn et nα1 ď dn ď nα2 et dn ! T pλn, gq
α3 .

Donc en posant sn “ rn
1
α1 s

@n P N, n ď sα1
n ď dsn ď sα2

n ! n
α2
α1 .

Or d’après la démonstration de 1.6.19, il existe un exposant α4 tel que

@r P r0,8r, @n ě jprq, Zdnpr, gq ! dα4
n .

Donc

@r P r0,8r, @n P N, sn ě jprq, Znpr, gq ď Zsnpr, gq ď Zdnpr, gq ! dα4
n ! n

α2α4
α1 ,
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où jprq “ mintk P N | λk ě ru. On pose

@r P r0,8r, Jprq “ mintk P N | λsk ě ru.

Alors
@r P r0,8r, @d P N, Zdpr, gq ! pJprq _ dq

α2α4
α1 .

Il reste à majorer la fonction J en fonction de la caractéristique de Nevanlinna. Or n ă
Jprq implique λsn ă r et donc T pλsn , gq ă T pr, gq. Or

@n P N, T pλsn , gq " d
1
α3
sn " n

α1
α3

Donc
@r P r0,8r, Jprq ! T pr, gq

α3
α1 .

Ce qui termine la démonstration du premier point. Pour démontrer que l’on peut prendre
le réel 1 ` 1`β

1´β pour l’exposant α sous la seconde hypothèse, on applique la proposi-
tion 4.6.18. Il existe donc une suite pInq qui forme un système méromorphe d’intervalles
admissibles pour g d’exposant 1´ β et a ą 0 tels que

@n P N, νn “ kλn, λn — n et ra,8r Ă
ď

nPN
In.

On note pour tout d P N, nd “ inftn P N | d P In et d R In`1u. Or d’après le lemme 4.6.9,
il existe une suite d’arcs pAnq de S1 de longueur π telle que

@d " 0, @a P And , log
ˆ

1
γdpaq

˙

!

ˆ

νnd ` λnd
νnd ´ λnd

˙

d
1

1´β ` log
ˆ

νnd
λnd

˙

` d ! d
1

1´β , (4.7.2)

avec γdpaq “ diamd´sdpDpλnd , a, gq,Dλnd q, pd “ n̄pνndq,8, gq et sd “ n̄pλnd ,8, gq. On
considère pDdq la suite d’entiers définie par

@d P N, Dd “ d` 2n̄pνnd ,8, gq.

Alors pour tout d " 0, Dd P Ind . En effet

@d " 0, n̄pνnd ,8, gq ! T pνnd , gq
β ! T pνnd , gq

p1´βq β
1´β ! d

β
1´β .

Or β ď 1
2 donc d

β
1´β “ Opdq. Donc Dd — d et puisque la longueur des intervalles In tend

vers l’infini et d P Ind , il existe un rang à partir duquel Dd P Ind . Or d’après l’inégalité
4.7.2, @d " 0

@a P And , log diamd`pdpDpλnd , a, gq,Dλnd q ě log diamDd´sdpDpλnd , a, gq,Dλnd q.

Donc d’après le corollaire 3.1.24, @d " 0

Φpλnd , νnd q̊eDdpλnd , gq ! Dd

ˆ

νnd ` λnd
νnd ´ λnd

˙

T pνnd , gq `Ddnpνnd ,8, gq log
ˆ

e

γdδd

˙

`Dd log
ˆ

νnd
λnd

e

γdld

˙

`Dd log
ˆ

eνnd
λnd

νnd ` λnd
νnd ´ λnd

˙

,

où γd “ mintγdpaq | a P Andu, δd “ e et ld “ π. Donc

@d P N, e̊Ddpλnd , gq ! Ddd
1

1´β `Ddd
β

1´β`
1

1´β `Ddd
1

1´β `Dd ! d1` 1`β
1´β .

Or d’après le lemme 3.6.1 et la proposition 2.5.19

@d P N, Zdpλnd , gq ď ZDdpλnd , gq ! d1` 1`β
1´β ,

Donc

@d P N, @r P r0,8r, Zdpr, gq ! pJprq _ dq
1` 1`β

1´β ,
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où Jprq “ mintd P N | λnd ě ru. Il reste à majorer la fonction J en fonction de la
caractéristique de Nevanlinna. Or d ă Jprq implique λnd ă r et donc T pλnd , gq ă T pr, gq.
Or

@d P N, T pλnd , gq " λλnd " nλd ,

et puisque @d " 0, d R Ind`1

@d P N, d ! T pνnd , gq
1´β ! νρp1´βqnd

! n
ρp1´βq
d .

Donc en appliquant les inégalités prédédentes avec d “ Jprq ´ 1

@r P r0,8r, Jprq ! Jprq ´ 1 ! T pr, gq
ρp1´βq
λ .

Lorsque g vérifie la troisième hypothèse, il existe un k ą 1 assez grand et C1, C2 ą 1 tels
que g vérifie la deuxième hypothèse du théorème. De plus

@d P N, T pλnd , gq " λρnd " nρd,

et puisque @d " 0, d R Ind`1

@d P N, d ! T pνnd , gq
1´β ! νρp1´βqnd

! n
ρp1´βq
d .

Donc en appliquant les inégalités prédédentes avec d “ Jprq ´ 1
@r P r0,8r, Jprq ! Jprq ´ 1 ! T pr, gq1´β .

Ce qui termine la démonstration du théorème. �

Rappel théorème 1.6.16. Soient g P MpDq une fonction transcendante13, b P Ĉ
et β P r0, 1

2 r. On suppose que g vérifie l’une des hypothèses suivantes

• la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

lim
rÑ1´

log T pr, gq
´ logp1´ rq ą 1, lim

rÑ1´
log T pr, gq
´ logp1´ rq ă 8 et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe C1, C2 ą 1 et k ą 1 tels que logC1 ą k et
@r " 0, C1T p1´ 1

r , gq ď T p1´ 1
kr , gq ď C2T p1´ 1

r , gq et npr, b, gq “ O
`

T pr, gqβ
˘

.

• il existe ρ ą 1 tel que T p1´ 1
r , gq — rρ et npr, b, gq “ O

`

T pr, gqβ
˘

.

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants α, γ ą 0

@d P N, @r P r0, 1r, Zdpr, gq ď T pr, gqγ _ dα.

De plus lorsque la deuxième hypothèse est vérifiée, on peut prendre α “ 1 ` 1`β
1´β `

2
λp1´βq et γ “

αρp1´βq
λ où λ “ logC1

k et ρ “ logC2
k . Lorsque la troisième hypothèse est

vérifiée, on peut prendre le même α et γ “ αp1´ βq.

Démonstration. La première hypothèse implique la deuxième avec β “ 0 d’après le lemme
4.4.9. Le reste du théorème se démontre de la même façon que le théorème 1.6.12 où les
propositions 4.6.14 et 4.6.18 sont remplacées respectivement par les propositions 4.6.21
et 4.6.24. Pour démontrer que l’on peut prendre le réel 1` 1`β

1´β `
2

λp1´βq pour l’exposant
α sous la troisième hypothèse, on applique la proposition 4.6.24. Il existe donc une suite
pInq qui forme un système méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant 1´ β
telle que

@n P N, νn “ 1´ 1´ λn
k

, λn — 1´ 1
n

et ra,8r Ă
ď

nPN
In
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On note pour tout d P N, nd “ inftn P N | d P In et d R In`1u. Or d’après le lemme 4.6.7,
il existe une suite d’arcs pAnq de S1 de longueur π telle que

@d " 0, @a P And , log
ˆ

1
γdpaq

˙

!

ˆ

νnd ` λnd
νnd ´ λnd

˙

d
1

1´β`log
ˆ

νnd
λnd

˙

`d ! ndd
1

1´β , (4.7.3)

avec γdpaq “ diamd´sdpDpλnd , a, gq,Dλnd q, pd “ n̄pνnd ,8, gq, sd “ n̄pλnd ,8, gq. On
considère pDdq la suite d’entiers définie par

@d P N, Dd “ d` 2n̄pνnd ,8, gq.

Alors pour tout d " 0, Dd P Ind . En effet

@d " 0, n̄pνnd ,8, gq ! T pνnd , gq
β ! T pνnd , gq

p1´βq β
1´β ! d

β
1´β .

Or β ď 1
2 donc d

β
1´β “ Opdq. Donc Dd — d et puisque la longueur des intervalles In tend

vers l’infini et d P Ind , il existe un rang à partir duquel Dd P Ind . Or d’après l’inégalité
4.7.3, @d " 0, et @a P And

log diamd`pdpDpλnd , a, gq,Dλnd q ě log diamDd´sdpDpλnd , a, gq,Dλnd q.

Donc d’après le corollaire 3.1.24, @d " 0

Φpλnd , νnd q̊eDdpλn, gq ! Dd

ˆ

νnd ` λnd
νnd ´ λnd

˙

T pνnd , gq `Ddnpνnd ,8, gq log
ˆ

e

γdδd

˙

`Dd log
ˆ

νnd
λnd

e

γdld

˙

`Dd log
ˆ

eνnd
λnd

νnd ` λnd
νnd ´ λnd

˙

,

où γd “ inftγdpaq | a P Andu, δd “ e et ld “ π. De plus
νnd ` λnd
νnd ´ λnd

!
νnd

1´ λnd
! nd et log

ˆ

νnd
λnd

˙

! 1.

Donc

@d P N, e̊Ddpλnd , gq ! n2
dDdd

1
1´β ` ndDdd

β
1´β`

1
1´β ` ndDdd

1
1´β ` ndDd lognd

! n2
dd

1` 1`β
1´β .

De plus puisque @d " 0, d P Ind
@d P N, nλp1´βqd ! p1´ ν´λnd q

1´β ! T pνnd , gq
1´β ! d.

Or d’après le lemme 3.6.1 et la proposition 2.5.19

@d P N, Zdpλnd , gq ď ZDdpλnd , gq ! n2
dd

1` 1`β
1´β ! d1` 1`β

1´β`
2

λp1´βq .

Donc

@d P N, @r P r0, 1r, Zdpr, gq ! pJprq _ dq
1` 1`β

1´β`
2

λp1´βq ,

où Jprq “ mintd P N | λnd ě ru. Il reste à majorer la fonction J en fonction de la
caractéristique de Nevanlinna. Or d ă Jprq implique λnd ă r et donc T pλnd , gq ă T pr, gq.
Or

@d P N, T pλnd , gq " 1´ λ´λnd " nλd ,

et puisque @d " 0, d R Ind`1

@d P N, d ! T pνnd , gq
1´β ! p1´ ν´ρnd q

1´β ! n
ρp1´βq
d .

Donc en appliquant les inégalités prédédentes avec d “ Jprq ´ 1

@r P r0, 1r, Jprq ! Jprq ´ 1 ! T pr, gq
ρp1´βq
λ .
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Lorsque g vérifie la troisième hypothèse, il existe un k ą 1 assez grand et C1, C2 ą 1 tels
que g vérifie la deuxième hypothèse du théorème. De plus

@d P N, T pλnd , gq " 1´ λ´ρnd " nρd,

et puisque @d " 0, d R Ind`1

@d P N, d ! T pνnd , gq
1´β ! p1´ ν´ρnd q

1´β ! n
ρp1´βq
d .

Donc en appliquant les inégalités prédédentes avec d “ Jprq ´ 1
@r P r0, 1r, Jprq ! Jprq ´ 1 ! T pr, gq1´β .

Ce qui termine la démonstration du théorème. �

Les fonctions sigma de Weierstraß Dans un article non publié [9] issu de sa thèse,
Besson démontre que pour pratiquement tous les réseaux Λ du plan C, la fonction σΛ de
Weierstraß associée à ce réseau vérifie un lemme de zéros polynomial.

Rappel théorème 1.3.13 – [9]. Pour presque tout réseau Λ de C, la fonction sigma
de Weierstraß associée à Λ satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il
existe une constante explicite C ą 0 telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, σΛq ď Cdpr `
?
dq2 logpr ` dq.

Nous montrons dans ce paragraphe que toutes les fonctions de Weierstraß vérifient en
fait un lemme de zéros polynomial comme Besson l’avait conjecturé dans [9]. On rappelle
ci-dessous les définitions des fonctions sigma et zêta de Weierstraß et leurs propriétés
élémentaires.

Rappel définition 1.6.27. Soit Λ un réseau de C. La fonction sigma de Weierstraß
associée à Λ est définie par

@z P C, σΛpzq :“
ź

wPΛzt0u

´

1´ z

w

¯

e
z
w`

1
2 p

z
w q

2
.

et la fonction zêta de Weierstraß associée à Λ est définie comme la dérivée logarithmique
de σΛ. Autrement dit

@z P C, ζΛpzq :“ σ1Λpzq

σΛpzq
“

1
z
`

ÿ

wPΛzt0u

1
z ´ w

`
1
w
`

z

w2 .

Proposition 4.7.1. Soit Λ “ Z‘ Zτ un réseau de C avec τ P H. Alors

• la fonction ζΛ est méromorphe sur C et admet un pôle simple en chaque point Λ,

• la dérivée de ζΛ est ´℘Λ,

• les fonctions ζΛ et σΛ vérifient les relations de quasi-périodiques suivantes
@z P C, @m,n P Z, ζΛpz`m` nτq “ ζΛpzq `Hpm,nq avec Hpm,nq “ 2mη1` 2nη2,

et

@z P C, @m,n P Z, σΛpz `m` nτq “ p´1qm`n`mnepmη1`nη2qpm`nτ`2zqσΛpzq,

où η1 “ ζΛp
1
2 q et η2 “ ζΛp

τ
2 q. Les nombres η1 et η2 sont appelés les pseudo-périodes du

réseau Λ,

• les nombres η1 et η2 vérifient l’équation de Legendre
η1τ ´ η2 “ iπ.
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Remarque 4.7.2. Dans [9], l’auteur introduit la forme quadratique E définie par

@z P C, m, n P Z, Epm,n, zq :“ Réppmη1 ` nη2qpm` nτ ` 2zqq.

Cette forme quadratique n’est autre que le module du rapport de σΛpz ` m ` nτq sur
σΛpzq. Ainsi la forme quadratique E mesure le défaut de périodicité de la fonction σΛ.
Dans [9], Besson démontre le lemme de zéros polynomial 1.3.13 pour σΛ sauf lorsque la
forme quadratique E est telle que

∆ :“ Répη1τ ` η2q
2
´ 4Répη1qRépη2τq “ 0 et Répη1qRépη2τq ă 0.

La fonction sigma de Weierstraß étant entière, il suffit pour démontrer qu’elle satisfait
un lemme des zéros polynomial de vérifier qu’elle satisfait les conditions du théorème
1.6.12, c’est-à-dire que sa caractéristique de Nevanlinna a une croissance polynomiale. À
cette fin nous comparons la caractéristique de Nevanlinna de σΛ, ζΛ et ℘Λ. En appliquant
le lemme de la dérivée logarithmique de Nevanlinna [46, Th. 1.3], on obtient le théorème
suivant.

Théorème 4.7.3 ([46, Th. 2.3]). Soit g PMpCq. Alors pour tout k P N˚

@r ą 0, T pr, gpkqq ď pk ` 1qT pr, gq `Qpr, gq,

où Q est une fonction telle que

• lorsque g est d’ordre fini, Qpr, gq “ Oplog rq,

• lorsque g est d’ordre infini, Qpr, gq “ Oplog T pr, gq ` log rq en dehors d’un ensemble de
mesure logarithmique finie.

Proposition 4.7.4. Soit Λ “ Zω1 ‘ Zω2 un réseau de C. Alors

T pr, σΛq — r2 et T pr, ζΛq — r2.

Démonstration. D’après le lemme 3.7.8, T pr, ℘Λq — r2. Or ζ 1Λ “ ´℘Λ d’après la proposi-
tion 4.7.1 et ζΛ “ σ1Λ{σΛ par définition de la fonction ζΛ. Donc en appliquant deux fois
le théorème 4.7.3 ci-dessus

T pr, ℘Λq “ T pr,´ζ 1Λq ď 2T pr, ζΛq `Qpr, ζΛq ď 2T pr, σ1Λ{σΛq `Qpr, ζΛq

ď 2T pr, σ1Λq ` 2T pr, σΛq `Qpr, ζΛq ď 6T pr, σΛq `Qpr, ζΛq `Qpr, σΛq

et puisque σΛ et ζΛ sont d’ordre fini, les fonctions Qpr, ζΛq et Qpr, σΛq sont des grand O
de log r. Donc

T pr, σΛq " r2 et T pr, ζΛq " r2.

Démontrons les inégalités dans l’autre sens. La quasi-périodicité de la fonction σΛ figurant
dans la proposition 4.7.1 garantit qu’il existe une constante C ą 0 telle que

@r P r0,8r, log`Mpr, σΛq ď eCr
2
.

Donc d’après l’inégalité d’Harnack 2.6.10, T pr, σΛq ! r2. Quant à la fonction ζΛ, d’après
le théorème de Cartan 2.6.11 et les lemmes 3.7.6 et 4.7.6

@r P r0,8r, T pr, ζΛq “
ż 2π

0
Npr, eiθ, ζΛq

dθ

2π ! Npr, P,Λq ! r2,

où P est un parallélogramme fondamental du réseau Λ. �
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Rappel corollaire 1.6.28. Soit Λ un réseau de C. Alors la fonction sigma de
Weierstraß associée à Λ satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il
existe une constante C ą 0 telle que

@d P N, @r ą 0, Zdpr, σΛq ď Cpd_ rq2.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 4.7.4 ci-dessus et du théorème
1.6.12 avec b “ 8 et β “ 0 puisque σΛ est holomorphe sur C. Or la σΛ vérifie la troisième
hypothèse de 1.6.12 avec ρ “ 2. Donc

@d P N, @r ą 0, Zdpr, σΛq ! T pr, gqγ _ dα

avec α “ 1` 1`β
1´β “ 2 et γ “ αp1´ βq “ 2. �

Les fonctions zêta de Weierstraß On démontre dans ce paragraphe que les fonctions
zêta de Weierstraß vérifient un lemme de zéros polynomial. Contrairement aux fonctions
sigma de Weierstraß, les fonctions ζΛ n’ont aucune valeur déficiente. Néanmoins on peut
étudier la distribution des petites valeurs de ces fonctions grâce à la théorie d’Ahlfors.
Commençons par démontrer quelques propositions et lemmes techniques. La proposition
4.7.5 ci-dessous est une inégalité des accroissements finis où la métrique euclidienne est
remplacée par la métrique sphérique.

Proposition 4.7.5. Soient Ω Ă C un domaine, g PMpΩq et γ : r0, 1s Ñ Ω un chemin
de classe C1 reliant z à w. Alors

χpgpzq, gpwqq ď Λpγq sup
ξPγ

ρgpξq,

où Λpγq est la longueur de la courbe paramétrée par γ.

Démonstration. Par définition de la dérivée sphérique ρg et l’inégalité triangulaire

lim
ξÑw

χpgpξq, gpzqq ´ χpgpwq, gpzqq

|ξ ´ w|
ď lim
ξÑw

χpgpξq, gpwqq ` χpgpwq, gpzqq ´ χpgpwq, gpzqq

|ξ ´ w|

ď ρgpwq.

Donc

χpgpzq, gpwqq ď χpgpγp0qq, gpγp1qqq ď
ż

γ

ρgpξqdσpξq ď

ż 1

0
ρgpγptqq|γ

1ptq|dt

ď sup
ξPγ

ρgpξq

ż 1

0
|γ1ptq|dt ď Λpγq sup

ξPγ
ρgpξq.

Ce qu’il fallait démontrer. �

Bien que la fonction ζΛ ne soit pas périodique le lemme 4.7.6 ci-dessous affirme que
le nombre de feuillets du recouvrement de Ĉ induit par ζΛ restreint à parallélogramme
fondamental P de Λ est invariant lorsque l’on translate P par Λ.

Lemme 4.7.6. Soient Λ “ Z‘ Zτ un réseau de C avec τ P H et P un parallélogramme
fondamental de Λ. Alors il existe N P N tel que

@γ P Λ, sup
aPĈ

npγ ¨ P, a, ζΛq “ N,

où γ ¨ P “ tz ` γ | z P P u.
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Démonstration. En effet pour tout a P Ĉ, γ P Λ et z P γ ¨ P tel que ζΛpzq “ a

ζλpzq “ ζΛpz ´ γq ´Hpγq “ a´Hpγq.

Donc npγ ¨ P, a, ζΛq ď npP, a ´ Hpγq, ζΛq. Or N “ supaPĈ npP, a, ζΛq est fini puisque ζΛ
est méromorphe sur un voisinage de P . Donc

@γ P Λ, sup
aPĈ

npγ ¨ P, a, ζΛq ď N.

En permutant le rôle de P et γ ¨ P , on obtient l’inégalité dans l’autre sens. �

La proposition 4.7.7 ci-dessous donne une estimation suffisante de la distribution des
petites valeurs d’une fonction zêta de Weierstraß et de ses pôles pour en déduire qu’elle
vérifie un lemme de zéros polynomial.

Proposition 4.7.7. Soit Λ “ Z ‘ Zτ un réseau de C avec τ P H. Alors il existe une
constantes C1 ą 0 et une suite d’arcs pAdq de S1 et pλdq18 tels que λd —

?
d

@d P N, λ1pAdq “
π

3 et @a P Ad, diamdpDprd, a, gqq ě C1,

@k ą 1, DC2 ą 0, @z P Dpr, S1, gq, @w P Dpkr,8, gq, |z ´ w| ě
C2

r
.

Démonstration. Soient a, b, c P S1 trois points distincts et équi-répartis sur le cercle.
D’après le théorème de Dufresnoy 4.2.15

@r P r0,8r, Spr, gq ď 1` n̄pr, a, gq ` n̄pr, b, gq ` n̄pr, c, gq ` 3
2δLpr, gq,

où δ est la distance sphérique minimale entre a, b et c. Puisque T pr, gq — r2 alors Spr, gq —
r2. En effet d’après le lemme 4.6.15

@r " 0, r2 ! T pr, gq ! T pr, gq ! Spr, gq,
puisqu’il existe un k ă 1 et C ą 1 tels que T p rk , gq ď CT pr, gq et

@r " 0, Spr, gq !
ż 2r

r

Spt, gqdt
t
!

ż 2r

0
Spt, gqdt

t
! T p2r, gq ! T p2r, gq ! r2.

D’après la proposition 4.3.8, il existe un ensemble E Ă r0,8r tel que `pEq ă 8 et
@r P r0,8rzE, Lpr, gq ď Spr, gq.

Donc il existe d’après le lemme 4.3.6 une suite prnq18 telle que
rn — n et @n P N, rn R E.

D’où

@n P N, 3dn ď n̄prn, a, ζΛq ` n̄prn, b, ζΛq ` n̄prn, c, ζΛq où dn “

Z

Sprn, ζΛq
3

^

,

Donc il existe une suite d’arcs Un Ă S1 de longueur π
3 telle que

@n P N, @a P Un, dn ď n̄prn, a, ζΛq.

Soit P un parallélogramme fondamental de Λ. Or d’après le lemme 4.7.6, il existe N P N
tel que

@γ P Λ, sup
aPS1

npγ ¨ P, a, ζΛq ď N.

Notons Npr, P,Λq le nombre de parallélogramme γ ¨P contenu dans Dr. D’après le lemme
3.7.6

Npr, P,Λq „ πr2

volpΛq ,

170



Théorie d’Ahlfors Applications

lorsque r Ñ 8. Or dans chaque parallélogramme γ ¨ P , la fonction ζΛ prend au plus
N fois la valeur a P S1. Donc pour tout a P Un, la fonction ζΛ prend de l’ordre de dn
a-points dans le disque Drn de sorte qu’aucun de ces a-points ne soient dans le même
parallélogramme, ni dans des parallélogrammes adjacents. Il existe donc une constante
γ ą 0 telle que

@n P N, @a P Un, diamdnpDprn, a, ζΛqq ě γ ą 0.
On pose npdq “ mintn P N | dn ě du, λd “ rnpdq et Ad “ Unpdq. Alors

@d P N, @a P Ad, diamdpDpλd, a, ζΛqq ě γ,

et λd —
?
d puisque Spr, gq — r2. Il reste à étudier la position des pôles par rapport aux

petites valeurs de la fonction ζΛ. Soient z P Dpr, a, ζΛq avec a P S1 et w P Dpkr,8, ζΛq.
On peut supposer sans perte de généralité que z et w sont dans le même parallélogramme
γ ¨ P car dans le cas contraire la distance entre z et w est minorée par une constante qui
ne dépend que du réseau Λ. Soient γ P Λ tel que γ ¨ z P P et γ ¨ w P P et C le maximum
de ρζΛ sur P . D’après la proposition 4.7.5 ci-dessus

χpgpzq `Hpγq, gpwq `Hpγqq ď C|z ` γ ´ pw ` γq| ď C|z ´ w|.

Or

χpgpzq `Hpγq, gpwq `Hpγqq “
1

a

1` |gpzq `Hpγq|2
“

1
a

1` |a`Hpγq|2
"

1
r
,

et la constante omise ne dépend pas de a. �

Rappel corollaire 1.6.29. Soit Λ un réseau de C. Alors la fonction zêta de Weiers-
traß associée à Λ satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe
une constante C ą 0 telle que

@ε ą 0, @d P N, @r ą 0, Zdpr, ζΛq ď Cpd_ r2q2`ε.

Démonstration. On souhaite appliquer le critère 1.6.6 avec les suites pλdq et pAdq de la
proposition 4.7.7 et les suites pνdq, pγdq, pδdq et pldq définie par

νd “ 2λd, γd “ C1, δd “
C2

2λd
et ld “

π

3 ,

où C1 et C2 sont les deux constantes données par la proposition 4.7.7 ci-dessus. De plus
d’après la proposition 2.7.18

@d P N, @a P Ad, diamdpDpλd, a, ζΛq,Dλdq ě diamdpDpλd, a, ζΛqq ě γd,

et d’après cette même proposition

@d P N, pνdpDpνd,8, ζΛq, Dpλd, a, ζΛqq ě dpDpνd,8, ζΛq, Dpλd, a, ζΛqq ě
C2

2λd
.

Donc les hypothèses du théorèmes 1.6.6 sont satisfaites avec les exposants α1 “ α2 “ 0,
β “ 1, γ “ l “ 0 et δ “ ε. Donc

@r ą 0, @d P N, Zdpr, ζΛq ! pd_ ϕprqq2`ε.
où ϕprq :“ mintk P N | λk ě ru. Or ϕprq ! r2 car λd —

?
d, ce qui achève la démonstration

du corollaire. �
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Chapitre 5

Applications aux comptages des
points algébriques

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse aux problèmes de comptages de points algébriques contenus
dans une courbe holomorphe g : D Ñ Cm ou dans une courbe méromorphe g : D Ñ Ĉm
avec m ě 3. Dans la section 5.2, on donne la définition de la hauteur de Weil et ces
propriétés élémentaires. Dans la section 5.3, on établit le théorème d’interpolation avec
évitement 1.6.36 puis dans la section 5.4 on démontre le lemme de zéros en moyenne
1.6.30 dont on déduit que le théorème d’interpolation avec évitement 1.6.36 ne peut être
étendu aux courbes dans C2 ou Ĉ2. Finalement dans la dernière section 5.5 on démontre
à partir du théorème 1.6.36 la proposition 1.3.4 faisant le lien entre les lemmes de zéros
polynomiaux et les bornes logarithmiques du nombre de points algébriques de hauteur et
degré bornés.

5.2 Hauteur de Weil

Dans cette section on donne la définition de la hauteur de Weil d’un nombre algébrique
et d’un espace vectoriel. Dans la suite K désigne un corps de nombres. On note MK

l’ensemble des places du corps K etM0
K l’ensemble des places non-archimédiennes de K.

La hauteur d’un nombre algébrique est une mesure de la complexité arithmétique de ce
nombre. Dans le cas d’un rationnel q P Q nous avons défini dans le chapitre d’introduction
la hauteur du nombre q comme le maximum du module du numérateur et dénominateur
d’une écriture de q sous forme de fraction irréductible. Ainsi la taille d’un rationnel mesure
la difficulté à écrire celui-ci sous la forme d’une fraction de petits entiers rationnels.
De façon plus générale on définit la hauteur de Weil d’un nombre algébrique et plus
généralement d’un point de l’espace projectif PnpQq de la manière suivante.

Définition 5.2.1 (Hauteur de Weil – [15, Sec. 1.5]). Pour tout point α “ rα0 : ¨ ¨ ¨ : αns
de l’espace projectif PnpQq, on appelle hauteur de Weil multiplicative du point α le réel

Hpαq :“
ź

vPMK

}α}v,

où la norme }α}v est définie par }α}v :“ max0ďjďn |αj |v avec

|αj |v :“ |NKv{Qppxjq|
1

rKv :Qps
p ,
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où K est un corps de nombres contenant toutes les coordonnées projectives αj de α1.
La hauteur de Weil logarithmique de α, noté hpαq, est définie comme le logarithme de
Hpαq. Soit γ P Q. La hauteur de Weil multiplicative Hpγq, respectivement logarithme
hpγq du nombre γ est définie comme la hauteur de Weil multiplicative, respectivement
logarithmique du point r1 : γs de P1pQq.

La proposition 5.2.2 suivante découle de la définition 5.2.1 ci-dessus de la hauteur de Weil.

Proposition 5.2.2 ([15, Prop. 1.5.15]). Pour tous γ1, . . . , γk P Q
n,

hpγ1 ` . . .` γkq ď
k
ÿ

j“1
hpγjq ` log k,

et pour tout x “ rx0 : ¨ ¨ ¨ : xns P PnpQq, hpxq ď max
 

hpxjq : 0 ď j ď n
(

.

Rappel proposition 1.2.2. L’ensemble des nombres algébriques de hauteur de Weil au
plus B et de degré au plus k est fini.

La formule 5.2.3 suivante est essentielle.

Lemme 5.2.3 (Formule du produit – [15, prop. 1.4.4]). Soit K un corps de nombres K.
Alors

γ P K˚,
ź

vPMK

|γ|v “ 1,

où |.|v est défini en 5.2.1.

Lemme 5.2.4. Soient α, β P Q distincts, de hauteur de Weil au plus B et de degré au
plus k. Alors

log |α´ β| ě ´kp2 logB ` log 2q.

Démonstration. Soit K le corps de nombres engendré par α et β. On applique la formule
5.2.3 ci-dessus à γ “ α´ β. Donc

0 “
ÿ

νPMK

log |α´ β|ν “
1
k

log |α´ β| `
ÿ

νPM0
K

log |α´ β|ν ď
1
k

log |α´ β| ` hpα´ βq.

Donc d’après la proposition 5.2.2, hpα´ βq ď hpαq ` hpβq ` log 2 ď 2 logB ` log 2. �

Définition 5.2.5 (Hauteur de Weil d’un polynôme). Soit P P Qďdrz1, . . . , zms non nul.
On suppose que

@z P Cm, P pzq “
ÿ

IP∆mpdq

λIz
I .

La hauteur de Weil multiplicative de P , notée HpP q, est définie comme la hauteur de
Weil du point de l’espace projectif PDpQq avec D “ Dmpdq dont les coordonnées sont les
λI . On note hpP q la hauteur de Weil logarithmique de P .

Définition 5.2.6 (Hauteur naïve d’un polynôme). Soit P P Cďdrz1, . . . , zms non nul. On
suppose que

@z P Cm, P pzq “
ÿ

IP∆mpdq

λIz
I .

La hauteur naïve de P , notée HpP q, et la longueur de P , notée LpP q, sont définies par

H̃pP q :“ max
 

|λI | : I P ∆mpdq
(

et LpP q :“
ÿ

IP∆mpdq

|λI |.

1La valeur Hpαq ne dépend ni du choix d’un tel corps de nombres K ni du choix des coordonnées
projectives de α.
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Dans [101], Schmidt étend la notion de hauteur de Weil aux sous-espaces vectoriels
de Kn avec K un corps de nombres. Son idée est de plonger les grassmanniennes dans
les espaces projectifs via les coordonnées de Plücker et de définir la hauteur de Weil d’un
espace vectoriel comme la hauteur de son image via ce plongement. Plus précisément,

Définition 5.2.7 (Hauteur de Weil d’un espace vectoriel – [101]). Soit K un corps
de nombres et V un sous-espace vectoriel de dimension p de Kn. Étant donné une K-
base B “ tv1, . . . , vpu de V , on considère pour tout I Ă rns de cardinal p la matrice
carrée AI P MppKq obtenue comme le mineur pI, rpsq de la matrice de Mp,npKq dont
les colonnes sont les vecteurs de B. On définit la hauteur de Weil HpV q de V comme la
hauteur du vecteur dont les coordonnées sont les détpAIq lorsque I parcourt les parties
de rns de cardinal p. De plus HpV q ne dépend pas du choix de la base B2.

Majoration de la hauteur de Weil d’un espace vectoriel. Dans la section 5.3
portant sur l’interpolation des points spéciaux, il est utile de majorer avec précision la
hauteur de Weil d’un espace vectoriel V à l’aide de la hauteur de Weil des coefficients
d’un système d’équations linéaires homogènes définissant V . Le lemme 5.2.11 remplit cette
attente. Il nous permet de majorer la hauteur d’un sous-K-espace vectoriel W Ă Kn par
un polynôme en la hauteur maximale des coefficients d’un système d’équations linéaires
définissant W dans Kn.

Lemme 5.2.8 (Gramain - Mignotte - Waldschmidt – [48]). Soit P P Zrz, ws avec z “
pz1, . . . , zkq et w “ pw1, . . . , wnq un polynôme homogène en les variables z et de degré
homogène d relativement à ces variables et de degré dj suivant chacune des variables wj.
Soient pα1, . . . , αkq et pβ1, . . . , βnq des nombres algébriques. Alors

hpP pα1, . . . , αk, β1, . . . , βnqq ď logLpP q ` dhp1, α1, . . . , αkq `
n
ÿ

j“1
djhpβjq,

où LpP q est la longueur de P , c’est-à-dire la somme des valeurs absolues des coefficients
de P .

Corollaire 5.2.9. Soient n P N˚ et A PMnpQq une matrice dont on note les coefficients
ai,j. Alors hpdétpAqq ď logn!`nhp1, a1,1, . . . , an,nq ď n logn`nmax

 

hpai,jq : i, j P rns
(

.

Démonstration. Le déterminant de A s’écrit d’après la formule de Leibniz,

détpAq “
ÿ

σPSn

p´1qεpσq
n
ź

i“1
aσpiq,i, (5.2.1)

où Sn désigne le groupe des permutations à n éléments et εpσq la signature de la per-
mutation σ. Autrement dit, le déterminant de A est obtenu en évaluant le polynôme
homogène

P “
ÿ

σPSn

p´1qεpσq
n
ź

i“1
Xσpiq,i.

Or ce polynôme P est de degré homogène n en ses n2 variables et ses coefficients sont des
entiers valant ´1 ou 1. La première inégalité s’en déduit à l’aide du lemme 5.2.8 appliqué
au polynôme P et en remarquant que LpP q est majoré par le cardinal de Sn, à savoir n!.
La seconde inégalité est obtenue en majorant n! par nn et en appliquant la proposition
5.2.2. �

2C’est une conséquence de la formule produit, voir le lemme 5.2.3.
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Remarque 5.2.10. La majoration de la hauteur de détpAq issue du lemme 5.2.9 est
meilleure que celle obtenue en appliquant la majoration de la proposition 5.2.2 sur la
formule de Leibniz 5.2.1 lorsque les hauteurs hpai,jq sont comparables à l’ordre de la
matrice. En effet, en procédant ainsi on obtient la majoration

hpdétpAqq ď n! log 2` nmax
 

hpai,jq : i, j P rns
(

qui est donc nettement moins fine en l’ordre n de la matrice.

Nous pouvons maintenant démontrer la majoration de la hauteur de Weil d’un espace
vectoriel V en fonction de la hauteur de Weil d’une de ses bases ou d’un système linéaire
d’équations homogènes le définissant.

Lemme 5.2.11. Soient V Ă Qn un sous-Q-espace vectoriel de dimension p et B “
tv1, . . . , vpu une base de V . Alors

0 ă HpV q ď ppBp avec B “ max
 

Hpvq : v P B
(

, (5.2.2)

Si L1, . . . , Ln´p est une famille de formes linéaires de Qn telles que V “
Ş

i tLi “ 0u
alors

0 ă HpV q ď pn´ pqn´pBn´p, (5.2.3)
où B est le maximum des hauteurs des coordonnées des Li dans la base duale B‹ de B.

Démonstration. Soit K un corps de nombres contenant toutes les coordonnées des vec-
teurs de la base B. En revenant à la définition 5.2.7, il suffit de majorer la hauteur des
déterminants détpAIq où AI est un mineur d’ordre p d’une matrice de Mp,npKq dont
les éléments sont des coordonnées des vecteurs de B. Une telle majoration découle du
corollaire 5.2.9 et permet d’obtenir en fin de compte la majoration 5.2.2.

La seconde majoration de HpV q provient du principe de dualité de Brill-Gordan3. En
effet si l’on considère la matrice C PMn´p,npKq dont les lignes sont les coordonnées des
formes linéaires Li dans la base duale B‹ alors pour tout J Ă rns de cardinal n´ p on a
par la dualité de Brill-Gordan l’égalité

détpAIq “ p´1qεpJqγdétpJCq,

où γ est une constante appartenant à K˚, I est le complémentaire de J dans rns, εpJq “
ř

jPJ j et JC est le mineur prns, Jq de la matrice C. Donc via la formule produit du lemme
5.2.3, la hauteur du vecteur dont les coordonnées sont les nombres détpAIq est égale à
la hauteur du vecteur dont les coordonnées sont les nombres détpJCq. Par conséquent, il
suffit de majorer les hauteurs des nombres détpJCq, ce qui se fait à l’aide des coordonnées
des formes linéaires Li dans la base duale B‹ de B et le corollaire 5.2.9. �

Lemmes de Schwarz

Nous utilisons dans la section 5.3 le lemme de Schwarz suivant.

Lemme 5.2.12 (Lemme de Schwarz holomorphe). Soient g P ApDRq non nulle et r P R
tel que 0 ă r ă R. Soient w1, . . . , ws des zéros de g dans le disque Dr. Alors

@z P Dr, log |gpzq| ď logMpR, gq `
s
ÿ

j“1
log pRpz, wjq,

où pR est la distance pseudo-hyperbolique dans le disque DR.

3Voir [55, p. 294].
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Remarque 5.2.13. Un aspect important du lemme de Schwarz 5.2.12 est qu’il n’est pas
nécessaire de connaître tous les zéros de g pour appliquer ce dernier. Lorsque l’on connaît
la position de certains zéros w1, . . . , ws de g, le lemme de Schwarz permet d’en déduire
une minoration de la croissance de la fonction maximum Mpr, gq ce qui s’avère suffisant
dans bon nombres de situations.

Dans la mesure où nous étudions les points spéciaux de fonctions méromorphes dans
D ou C, nous utiliserons un analogue du lemme de Schwarz 5.2.12 pour ces dernières. La
formule de Poisson-Jensen4 nous permet d’étendre le lemme 5.2.12 aux fonctions méro-
morphes sur un disque à condition d’exclure un ensemble de points de petite taille. La
démonstration du lemme 5.2.14 est proche de celle du lemme 3.6.10 du chapitre 3.

Lemme 5.2.14 (Lemme de Schwarz méromorphe). Soient g PMpDRq non nulle et r P R
tel que 0 ă r ă R. Soient w1, . . . , ws des zéros de g dans le disque Dr. Alors pour tout
ε ą 0, il existe un ensemble E Ă DR tel que diamnpE,DRq ď 2eε avec n :“ n̄pR,8, gq et

@z P DrzE, log |gpzq| ď R` r

R´ r
m̂pr, gq `

s
ÿ

j“1
log pRpz, wjq ` npR,8, gq log

ˆ

1
ε

˙

,

où pR est la distance pseudo-hyperbolique dans le disque DR. De plus l’ensemble E ne
dépend que de ε et des pôles avec multiplicité de g dans le disque DR.

Démonstration. On applique la formule de Poisson-Jensen du théorème 2.5.4 à la fonction
g sur le disque DR. Donc

@z P Dr, log |gpzq| “
ż 2π

0

R2 ´ |z|2

|Reiθ ´ z|2
log |gpReiθq| dθ2π `

ÿ

|w|ăR

ν8gpwq log
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

R2 ´ w̄z

Rpz ´ wq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
ÿ

|w|ăR

ν0gpwq log
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

R2 ´ w̄z

Rpz ´ wq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

Or

@z P Dr, log |gpzq| ď R` r

R´ r
m̂pR, gq ´ log

ź

|w|ăR

pRpz, wq
ν8gpwq ´

s
ÿ

j“1
log pRpz, wjq.

D’après le corollaire 2.7.9 du chapitre 2, l’ensemble

Epν8g, εq “
!

z P DR :
ź

|w|ăR

pRpz, wq
ν8gpwq ď ε|ν8g|

)

.

est de n-ième diamètre pseudo-hyperbolique dans DR au plus 2eε. Donc le lemme est
démontré en prenant pour E l’ensemble Epν, εq. �

5.3 Interpolation avec évitement

Dans cette section, nous allons montrer que lorsque X Ă Cm est un ensemble paramétré
par des fonctions holomorphes ou méromorphes sur un disque de C, on peut interpoler
ses points algébriques de degré et hauteur bornés par une famille finie de Q-hypersurfaces
algébriques de Cm dont on majore le nombre, le degré et la hauteur grâce à la hauteur
des points interpolés. Qui plus est on peut exclure certaines Q-hypersurfaces de Cm de
l’interpolation à condition que celles-ci forment un petite sous-variétés algébriques de
Qrz1, . . . , zms. Masser a démontré dans [77] le lemme d’interpolation 1.6.31 ci-dessous

4Voir théorème 2.5.4 du chapitre 2.
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pour les points algébriques de degré et hauteur bornés contenus dans un graphe holo-
morphe. Ce lemme affirme que les points algébriques de hauteur bornée et de degré borné
d’un graphe holomorphe sont interpolables par une petite famille de Z-hypersurfaces al-
gébriques de type contrôlé par la hauteur et le degré des points interpolés.

Rappel lemme 1.6.31 (Masser – [77]). Soient g P ApDRq et r P R tels que 0 ă r ă R.
Notons Xr le graphe de g restreint à Dr. Pour tout k P N˚ et ε ą 0 tels que

?
8kε ă 1, il

existe une suite pSdq de familles finies de polynômes non-nuls de Zrz, ws telle que

• l’ensemble XrpQk, edq est contenu dans une hypersurface définie par un polynôme de
Sd,

• les polynômes de Sd ont un type contrôlé. Plus précisément

@P P Sd, degpP q ! d

ε log d et hpP q !
d2

ε log d ,

• le cardinal de la famille Sd est un grand O de
ˆ

R

R´ r

˙2
max

 

R,MpR, gq
(ε
dε.

Les constantes omises ne dépendent que du degré k et sont explicites.

Remarque 5.3.1. Il revient au même d’interpoler les points de XrpQk, edq par une Q-
hypersurface définie par un polynôme dont la hauteur de Weil des coefficients vérifie une
majoration de la forme d2plog dq´1. En effet en chassant les dénominateurs des coefficients
de ce polynôme on obtient une Z-hypersurface dont la hauteur vérifie encore une borne
similaire.

Nous souhaitons démontrer un nouveau lemme d’interpolation en nous inspirant de
la démonstration de Masser dans [77]. Nous montrons qu’il est possible d’exiger que
les hypersurfaces d’interpolation n’appartiennent pas à une petite famille d’hypersur-
faces choisies à l’avance. Avant d’énoncer les résultats principaux de cette section in-
troduisons quelques définitions et notations. Dans la suite on munit toujours l’espace
vectoriel Kdrz1, . . . , zms d’une structure de K-variété algébrique via l’isomorphisme entre
Kdrz1, . . . , zms et KD induit par l’ordre lexicographique sur les monômes où D “ Dmpdq
est le nombre de monômes de k variables et de degré total au plus d. Le choix de l’ordre
lexicographique sur les monômes de Kdrz1, . . . , zms est arbitraire.

Rappel définition 1.6.32. Soit K un sous-corps de C. Une K-suite d’évitement est une
suite croissante pEdq de K-variétés algébriques telle que pour tout d P N

• la variété algébrique Ed est une sous-variété fermée de Kdrw0, . . . , wms,

• la dimension de Krull des Ed ne croît pas trop vite en comparaison de la dimension de
Krull de Kďdrw0, . . . , wms. Plus précisément, il existe un exposant α ą 0 tel que

1´ dimpEdq
Lm`1pdq

"
1
dα
,

où dim désigne la dimension de Krull,

• la croissance du degré des variétés Ed n’est pas trop rapide. Plus précisément, il existe
un exposant β P r0,8s tel que

log degpEdq ! dβ , (5.3.1)
où deg désigne le degré de la variété Ed. Lorsque β “ 8, la minoration 5.3.1 n’impose
aucune contrainte sur le degré des variétés Ed.
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On dit de plus que la K-suite d’évitement pEdq est de format pα, βq.

Le lemme de Siegel Un polynôme P non nul deQdrw0, . . . , wms s’identifie à un vecteur
non nul de Q L où L est la dimension de l’espace vectoriel Qdrw0, . . . , wms. Chercher un
polynôme P non nul dans un sous-espace vectorielW de Qdrw0, . . . , wms de petite hauteur
revient donc à chercher un vecteur non nul de petite hauteur dans un sous-espace vectoriel
de Q L. Or pour démontrer le théorème d’interpolation 1.6.36, nous allons définir un sous-
espace vectoriel W de Q L à l’aide d’équations linéaires dont les coefficients sont donnés
par les points de Cm que le polynôme P doit interpoler. On cherche donc une majoration
de la hauteur d’un petit vecteur non nul dans un sous-espace vectoriel W en fonction de
la hauteur des coefficients d’un système linéaire définissant W . Ce type d’énoncés a été
formalisé pour la première fois par Siegel en 1929 dans [105] en se basant sur un travail
préliminaire de Thue et est communément appelé un lemme de Siegel.

Lemme 5.3.2 (Siegel – [105]). Soit W Ă Qn un sous-Q-espace vectoriel de dimension
p ě 1. Alors il existe un vecteur non nul v “ pv1, . . . vnq P Zn XW tel que

max
i
|vi| ď

Y

pnBq
n´p
p

]

,

où B est un entier majorant le module des coefficients d’un système d’équations linéaires
à coefficients dans Z définissant W .

Depuis le lemme de Siegel a connu de nombreuses généralisations dans plusieurs di-
rections. Dans [17], Bombieri et Vaaler ont étendu ce lemme à n’importe quel corps de
nombres.

Théorème 5.3.3 (Bombieri-Vaaler – [17]). Soient K un corps de nombres de degré
k P N˚ au-dessus Q et de discriminant DK et n P N˚. Soit W un sous-K-espace vectoriel
de Kn de dimension p ě 1. Alors il existe un vecteur v PW non nul tel que

Hpvq ď

#

n

ˆ

n

p

˙
1
p

|DK |
1
k

+

1
2

HpW q
1
p ,

où HpW q est la hauteur de l’espace vectoriel W au sens de Schmidt5.

Récemment, Fukshansky a généralisé le lemme de Siegel 5.3.2 dans une nouvelle direc-
tion. Dans [39] il propose de borner la hauteur d’un vecteur v PW z

Ť

iEi où W et les Ei
sont des sous-K-espaces vectoriels de Kn tels que les dimensions des Ei soient strictement
inférieures à la dimension deW . Sa borne dépend à la fois de la hauteur deW et de celles
des Ei. Il obtient ainsi le théorème 5.3.4 ci-dessous.

Théorème 5.3.4 (Fukshansky – [39]). Soit K un corps de nombres de degré k et de
discriminant DK . Soient L P N˚ et W,E1, . . . , EL des sous-K-espaces vectoriels de Kn

avec n ě 2 et de dimensions respectives p, q1, . . . , qL. Notons

CK,npp, qq :“ 2ppk`3q |DK |
p
2 ppkq

p
p´q

ˆ

nk

tn2 uk

˙
1

2kpp´qq

.

Supposons que maxtq1, . . . , qLu ă p. Alors il existe un vecteur non nul v P W z
Ť

iEi tel
que

Hpvq ď CK,npp, qqHpW qk
$

&

%

˜

L
ÿ

i“1

1
HpEiqk

¸

1
pp´qqk

` L
1

pp´qqk`1

,

.

-

. (5.3.2)

5Voir la section 5.2 pour la définition.
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Malheureusement la borne 5.3.2 n’est pas assez fine pour remplacer celle fournit par
le lemme de Siegel de [48] dans la démonstration de l’interpolation de Masser 1.6.31.
En effet pour établir son lemme d’interpolation, Masser utilise dans [77] le fait que la
puissance sur la hauteur HpW q dans la majoration de Hpvq tend vers zéro lorsque la
dimension de l’espace vectoriel W tend vers l’infini comme c’est le cas pour la majoration
du théorème 5.3.3. La borne 5.3.2 de Fukshansky ne vérifie pas cette propriété. Toutefois
en raffinant la dépendance de la borne de Fukshansky par rapport aux dimensions des
Ei il est possible d’améliorer la dépendance de celle-ci par rapport à HpW q lorsque les
dimensions des Ei sont suffisamment petites devant la dimension de W . Un tel résultat
a été obtenu par Gaudron dans [44] grâce à des arguments de géométrie des nombres
adéliques. Par la suite Gaudron et Rémond ont obtenu dans [45] un lemme de Siegel où
le lieu d’évitement n’est plus seulement une famille d’espaces vectoriels mais un fermé de
Zariski de l’espace des polynômes Kďdrz1, . . . , zns vu comme l’espace affine KD.

Théorème 5.3.5 (Gaudron-Rémond – [45]). Soit K un corps de nombres de degré k P N˚
et de discriminant DK . Soient W un sous-K-espace vectoriel de Kn de dimension p et I
un idéal de KrX1, . . . , Xns engendré par une famille de polynômes de degré au plus L ě 1.
On note q la dimension de Krull de ZpIq et on suppose que q ă p. Alors d’une part il
existe un vecteur v P pE XOnKqzZpIq tel que

Hpvq ď p

ˆ

max
"

1,
ˆ

2
π

˙r2
a

DK
*˙

2p´q
pp´qqk

L
1
kHpW q

1
p´q , (5.3.3)

avec r2 le nombre de places complexes de K. D’autre part pour tout ε ą 0, il existe un
vecteur v P pOnQ X E bK QqzZpIq tel que

Hpvq ď max
"

1, exp
ˆ

ppHp ´ 1q
2pp´ qq

˙

` ε

*

HpW q
1
p´q , (5.3.4)

où Hp :“ 1` 1
2 ` . . .`

1
p .

Remarque 5.3.6. Contrairement au théorème de Fukshansky 5.3.4, l’exposant sur le
terme HpW q dans les deux majorations 5.3.3 et 5.3.4 du théorème 5.3.5 tend vers zéro
lorsque la dimension de l’espace vectoriel W est grand devant la dimension de Krull de
l’idéal I. C’est ce lemme de Siegel que nous utilisons dans le paragraphe suivant pour
démontrer des lemmes d’interpolations.

Démonstrations du théorème 1.6.36. Le lemme d’interpolation de Masser 1.6.31
repose sur le résultat technique suivant démontré dans [77].

Lemme 5.3.7 (Masser – [77]). Soient g P OpDRq et r P R tels que 0 ă 2r ă R. Pour
tout k P N˚, d P N tels que d ě

?
8k et pour tout F Ă XrpQk, edq tel que

r

diampπ1pF qq
ą p4dq

96k4
d2 e48k4

max t2r,Mp2r, gqu
16k2
d , (5.3.5)

il existe une Z-hypersurface de C2 contenant ΓgrpQk, edq et définie par un polynôme P P
Zďdrz, ws tel que

hpP q ď 2
1
k2 pd` 1q2ed

2
.

Remarque 5.3.8. On déduit du lemme 5.3.7 ci-dessus, le lemme 1.6.31 en remarquant
d’une part qu’il suffit de l’ordre de

`

r
δ

˘2 disques de rayon δ pour recouvrir entièrement
le disque Dr et d’autre part le membre de droite de l’inégalité 5.3.5 ne dépend pas de F
tandis que le membre de gauche tend vers l’infini lorsque le diamètre de π1pF q tend vers
zéro. On recouvre alors le disque Dr par suffisamment de disques de petit rayon δ de sorte
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que tous les points à interpoler ont leur première coordonnée dans l’un de ces disques et
le diamètre 2δ de ceux-ci est suffisamment petit pour appliquer le lemme 5.3.7 à chacun
d’entre eux.

La démonstration du lemme 5.3.7 repose sur le lemme de Schwarz 5.2.12 et une va-
riante du lemme de Siegel démontrée par Gramain, Mignotte et Waldschmidt dans [121].
Les quatre lemmes 5.3.14, 5.3.16, 5.3.17 et 5.3.18 ci-dessous sont des analogues du lemme
technique de Masser 5.3.7 que nous allons utiliser pour démontrer le théorème d’inter-
polation 1.6.36. Les deux premiers lemmes reposent sur la première partie du théorème
de Gaudron-Rémond 5.3.5 tandis que les deux derniers utilisent la seconde partie de ce
même théorème. Avant de démontrer les quatre lemmes, introduisons quelques notations
utiles.

Notation 5.3.9. Soient d P N et m P N˚. On note

Λmpdq :“
 

n P Nm : |n| “ d
(

et ∆mpdq :“
 

n P Nm : |n| ď d
(

,

où |n| “
ř

ni. L’ensemble Λmpdq est en bijection avec l’ensemble des monômes de degré
exactement d en m variables et l’ensemble ∆mpdq est en bijection avec l’ensemble des
monômes de degré au plus d en m variables. Le cardinal de Λmpdq, respectivement ∆mpdq,
est noté Lmpdq, respectivement Dmpdq.

Définition 5.3.10 (Matrice et déterminant d’interpolation). Soient g : Ω Ñ Cm`1 une
fonction et ξ :“ pξ0, . . . , ξkq P Ωk. Pour tout d P N, on définit la matrice d’interpolation
Idpg, ξq PMk,LpCq avec L :“ Lm`1pdq par

@i P t0, . . . , ku, @j P Λm`1pdq, Idpg, ξqi,j “ g0pξiq
j0 . . . gmpξiq

jm . (5.3.6)

On note ∆dpg, ξq le maximum des valeurs absolues des mineurs d’ordre maximaux de la
matrice Idpg, ξq. Lorsque k “ L, le nombre ∆dpg, ξq est appelé le déterminant d’interpo-
lation de l’ensemble de points tgpξ0q, . . . , gpξmqu.

Dans bien des cas l’ordre des éléments la suite ξ0, . . . , ξm de la définition 5.3.10 importe
peu mais la multiplicité de ces derniers dans la suite ξ est importante. C’est la raison pour
laquelle on introduit la notation ci-dessous.

Notation 5.3.11. Soient g : Ω Ñ Cm et ν : Ω Ñ N une fonction à support fini. On
note Kdpg, νq le noyau de la matrice Idpg, ξq où ξ “ pξ0, . . . , ξkq est une énumération avec
multiplicité des éléments du support de ν. Le noyau Kdpg, νq est indépendant du choix
de l’ordre des éléments de l’énumération ξ.

Remarque 5.3.12. Soient ξ0, . . . , ξm P Ω et g : Ω Ñ Cm. Il existe un polynôme homogène
P P Cdrz0, . . . , zms non nul s’annulant en chaque point pg0pξjq, . . . , gmpξjqq pour j P
t0, . . . ,mu si et seulement si le déterminant ∆dpg, ξq est nul. C’est la raison pour laquelle
Idpg, ξq est appelé un déterminant d’interpolation.

Notation 5.3.13. Pour tout corps de nombres K, on introduit la constante

CK :“ max
!

1,
´ 2
π

¯ka

DK
)

avec k “ rK : Qs,

où DK le discriminant de K.

Rappel notation 1.6.35. Soient K un sous-corps de C et g PMpDRqm`1. Pour tout
d P N, on note V Kd pgq :“

 

P P Kdrw0, . . . , wms | P ˝ g ” 0
(

.
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Lemme 5.3.14. Soient K un corps de nombres de degré k P N˚, m P N˚, g :“
pg0, . . . , gmq P OpDRqm`1, r, η P R tels que 0 ă r ă R, 0 ă η ă 1, D P N˚, d P N et
φ : NÑ R une fonction croissante telle que φpxq ď x et φp0q “ 1. Notons Xr l’image de
Dr par g. Soient F Ă Dr un ensemble tel que gpF q Ă XrpK, eφpdqq et E Ă Kdrw0, . . . , wms
un fermé de Zariski tel que

V Kd pgq Ă E, dimpEq ď ηLm`1pdq et degpEq ď D.

On suppose que

´p1´ ηq logpdiampF,DRqq "
1

Lm`1pdq

”

logD ` dlog`MpR, gq ` dφpdq
ı

. (5.3.7)

Alors il existe un polynôme P de Kdrw0, . . . , wmszE tel que la K-hypersurface définie par
P contienne l’ensemble gpF q et

hpP q ! logL` dφpdq

1´ η .

Les constantes omises ne dépendent que de K.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que le cardinal de F est plus grand
ou égal à l’entier s défini par

s :“
Z

p1´ ηqL
2

^

avec L :“ Lm`1pdq.

On choisit un sous-ensemble M Ă F de cardinal s. Notons W le noyau du morphisme
de KL dans Ks dont la matrice dans les bases canoniques de KL et Ks est Idpg, ξq avec
M “ tξ1, . . . , ξsu. On note p la dimension de W en tant que K-espace vectoriel et q la
dimension de Zariski de E. D’après les hypothèses de l’énoncé nous avons la minoration

p´ q ě L´ s´ q ě p1´ ηqL´ s ě 1´ η
2 L.

Donc les conditions du théorème 5.3.5 sont vérifiées par le sous-espace vectoriel W de
KL et le fermé de Zariski E. D’après ce théorème il existe un vecteur v P W zE non nul
dont la hauteur Hpvq est majorée par le second membre de l’inégalité 5.3.3 et notons P
le polynôme homogène dont les coefficients sont donnés par le vecteur v. Montrons que
la K-hypersurface définie par P contient en fait F . À cette fin on applique le lemme de
Schwarz 5.2.12 à la fonction holomorphe P ˝g qui est non nulle puisque P R V Kd pgq. Alors

@z P Dr, log |pP ˝ gqpzq| ď logMpR,P ˝ gq `
s
ÿ

j“1
log pRpz, wjq.

Supposons par l’absurde qu’il existe w P F zM tel que pP ˝ gqpwq ­“ 0. D’après le lemme
5.2.4 et la majoration précédente

´k logHppP ˝ gqpwqq ď log |pP ˝ gqpwq| ď logMpR,P ˝ gq `
s
ÿ

j“1
log pRpw,wjq

ď s log pdiampF,DRqq ` hpP q ` logL` dlog`MpR, gq.
(5.3.8)

De plus d’après le lemme 5.2.8

logHppP ˝ gqpwqq ď logLpP q `
m
ÿ

j“1
djhpgjpwqq

ď hpP q ` logL` dφpdq ! hpP q ` dφpdq,

(5.3.9)

où LpP q est la longueur de P et dj le degré de P par rapport à la variable zj . Or on
peut majorer la hauteur du polynôme P grâce à l’inégalité 5.3.3. De plus la hauteur
HpW q est majorée par ssesdφpdq d’après le corollaire 5.2.9 car l’espace vectoriel W est par
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construction le lieu des zéros de s formes linéaires6 dont les coefficients sont de hauteur
de Weil au plus edφpdq. Donc

hpP q ď hpvq ď log p` 2p´ q
pp´ qqk

logCK `
1
k

logD ` 1
p´ q

logHpW q

ď log p` 2p´ q
pp´ qqk

logCK `
1
k

logD ` 1
p´ q

ps log s` sdφpdqq

! log p` logCK
1´ η `

logD
k

`
s log s` sdφpdq
p1´ ηqL ! logD ` sdφpdq

p1´ ηqL.

(5.3.10)

D’où en combinant les inégalités 5.3.8, 5.3.9 et 5.3.10, on obtient

´ logpdiampF,DRqq ă
1
s
hpP q `

k

s
logHppP ˝ gqpwqq ` logL

s
`
d

s
log`MpR, gq

!
1
s
hpP q `

logL
s

`
d

s
log`MpR, gq ` dφpdq

s

!
logD
p1´ ηqL `

d

p1´ ηqL log`MpR, gq ` dφpdq

p1´ ηqL

!
1

p1´ ηqL

”

logD ` dlog`MpR, gq ` dφpdq
ı

.

Cette dernière inégalité est contradictoire. Donc le polynôme P doit s’annuler en tous les
points de gpF q. De plus la majoration de la hauteur logarithmique de P est obtenue de
la manière suivante

hpP q ! logL` sd1´mφpdq

1´ η ! logL` dφpdq

1´ η .

On suppose maintenant que le cardinal de M est strictement plus petit que s. On pose
W “ Kdpg, νq où ν : Cn Ñ N est n’importe quelle fonction dont le support coïncide avec
M et telle que

ř

wPC νpwq “ s. On applique le théorème 5.3.5 à W et E pour obtenir le
polynôme souhaité. �

Lemme 5.3.15. Soient r,R P R tels que 0 ă r ă R et E Ă DrXQ tel que tous les points
de E sont de hauteur de Weil au plus B et de degré au plus k P N˚. Alors

@d P N, d ă #E ùñ diamdpE,Drq ě
ˆ

1
R´ r

˙

1
p2Bqk .

Démonstration. D’après la proposition 2.7.4 du chapitre 2,

diamdpE,Drq ě
1
2 min

 

pRpz, wq : z, w P E, z ­“ w
(

.

D’après le lemme 5.2.4 la distance euclidienne entre deux nombres algébriques distincts
de hauteur au plus B et de degré au plus k est au moins 2´kB´2k. Donc

diamdpE,Drq ě
2´pk`1qB´2k

R´ r
ě
p2Bq´2k

R´ r
.

Ce qu’il fallait démontrer. �

En remplaçant le lemme de Schwarz 5.2.12 par sa variante 5.2.14 pour les fonctions
méromorphes dans la démonstration du lemme précédent, on obtient l’énoncé 5.3.16 ci-
dessous.

6Ces formes linéaires peuvent être linéairement liées.
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Lemme 5.3.16. Soient K un corps de nombres de degré k P N˚, m P N˚, g :“
pg0, . . . , gmq P MpDRq

m`1, r, η P R tels que 0 ă r ă R, 0 ă η ă 1, D P N˚, d P N et
φ : NÑ R` une fonction croissante telle que φpxq ď x et φp0q “ 1. Notons Xr l’image de
Dr par g. Soient F Ă Dr un ensemble tel que gpF q Ă XrpK, eφpdqq et E Ă Kdrw0, . . . , wms
un fermé de Zariski tel que

V Kd pgq Ă E, dimpEq ď ηLm`1pdq et degpEq ď D.

On suppose que

´ p1´ ηqR´ r
R` r

logpdiampF,DRqq "
1

Lm`1pdq

”

logD ` dm̂pR, gq ` dφpdqnpR,8, gq
ı

.

(5.3.11)
Alors il existe un polynôme P de Kdrw0, . . . , wmszE tel que la K-hypersurface définie par
P contienne l’ensemble gpF q et

hpP q ! logL` dφpdq

1´ η .

Les constantes omises ne dépendent que de K et de n̄pR,8, gq.

Démonstration. On reprend le début de la démonstration du lemme 5.3.14 et ses notations
jusqu’à l’application du lemme de Schwarz 5.2.12. On peut supposer que s ą n avec
n :“ n̄pR,8, gq. On note ε :“ p4eq´1diamnpF,DRq où F est un sous-ensemble fixé de Dr tel
que gpF q Ă XrpK, eφpdqq de cardinal s. Or P ˝ g n’est pas nulle puisque P R V Kd pgq. Donc
le lemme de Schwarz méromorphe 5.2.14 affirme qu’il existe un ensemble exceptionnel
E Ă DR tel que diamnpE,DRq ď 2eε et

@z P DrzE, log |pP ˝ gqpzq| ď
ˆ

R` r

R´ r

˙

m̂pR,P ˝ gq `
s
ÿ

j“1
log pRpz, wjq

` npR,8, P ˝ gq log
ˆ

1
ε

˙

.

D’après le lemme 2.7.22 et le lemme 5.3.15
log ε " log diamnpF,DRq ě log diamnpgpF q,DRq " ´ logpR´ rq ´ φpdq,

puisque les éléments de gpF q sont tous des points algébriques de hauteur logarithmique
plus petite que φpdq. Supposons par l’absurde qu’il existe un w P F zpM Y Eq tel que
pP ˝ gqpwq ­“ 0. Alors log |pP ˝ gqpwq| ě ´k logHpPgpwqq. En procédant comme dans la
démonstration du lemme 5.3.14, on obtient la majoration

log hpP q ! logD ` sdφpdq

p1´ ηqL.

De plus d’après l’inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.6

m̂pR,P ˝ gq “

ż 2π

0
log`|pP ˝ gqpReiθq| dθ2π ď log }P }Dm ` dm̂pR, gq

ď logHpP q ` logL` dm̂pR, gq,
et npR,8, P ˝ gq ď dnpR,8, gq. D’où en combinant les inégalités précédentes

´
R´ r

R` r
logpdiampF,DRqq ă

1
s
hpP q `

k

s
logHppP ˝ gqpwqq ` logD

s

`
d

s
npR,8, gq log

ˆ

1
ε

˙

`
d

s
m̂pR, gq

!
1

p1´ ηqL

”

logD ` dm̂pR, gq ` dφpdqnpR,8, gq ` dφpdq
ı

.
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Cette dernière inégalité est en contradiction avec 5.3.11. Donc le polynôme P doit s’annu-
ler en tous les points de gpF q. De plus la majoration finale de la hauteur de P est obtenue
de la manière suivante

hpP q ! logD ` sdφpdq

p1´ ηqL ! logD ` dφpdq

1´ η .

Ce qu’il fallait démontrer. �

Les deux lemmes 5.3.17 et 5.3.18 ci-dessous affirment qu’il est possible d’interpoler
les points algébriques de degré et hauteur bornés contenus dans une courbe holomorphe
ou méromorphe par des polynômes à coefficients algébriques de hauteur contrôlée. La
différence avec les deux lemmes d’interpolation précédents est que les coefficients des
polynômes obtenus peuvent ne pas appartenir au corps de nombres engendré par les
coordonnées des points interpolés.

Lemme 5.3.17. Soient k P N˚, m P N˚, g :“ pg0, . . . , gmq P ApDRq
m`1, r, η P R tels

que 0 ă r ă R, 0 ă η ă 1, d P N et φ : N Ñ R une fonction croissante telle que
φpxq ď x et φp0q “ 1. Notons Xr l’image de Dr par g. Soient F Ă Dr un ensemble tel que
gpF q Ă XrpQk, eφpdqq et E Ă Qdrw0, . . . , wms un fermé de Zariski tel que

V Q
d pgq Ă E et dimpEq ď ηLm`1pdq.

On suppose que

´ p1´ ηq logpdiampF,DRqq "
1

Lm`1pdq

”

dlog`MpR, gq ` dφpdq
ı

. (5.3.12)

Alors il existe un polynôme P de Qdrw0, . . . , wmszE tel que la Q-hypersurface définie par
P contienne l’ensemble gpF q et

hpP q !
dφpdq

1´ η .

Les constantes omises ne dépendent que de k.

Démonstration. La démonstration étant similaire à celle du lemme 5.3.14, on reprend les
notations introduites dans la démonstration de ce dernier. On choisit un corps de nombres
K de sorte qu’il existe une famille génératrice de l’idéal IpEq dont les coefficients soient
dans K et les éléments gpw0q, . . . , gpwsq soient dans K. D’après la seconde partie du
théorème 5.3.5, il existe un vecteur v P QL XW zE tel que

hpvq ď log max
"

1, exp
ˆ

ppHp ´ 1q
2pp´ qq

˙

` 1
*

`
1

p´ q
logHpW q

ď log`
ˆ

exp
ˆ

ppHp ´ 1q
2pp´ qq

˙

` 1
˙

`
1

p´ q
logHpW q ! ppHp ´ 1q

2pp´ qq `
1

p´ q
logHpW q

!
logL
1´ η `

logHpW q
p1´ ηqL !

sdφpdq

p1´ ηqL.

Notons P le polynôme homogène dont les coefficients sont donnés par le vecteur v et
supposons par l’absurde que P n’interpole pas le point gpwq un w P F zM . D’après le
lemme de Schwarz 5.2.12

´ logpdiampF,DRqq ă
k ` 1
s

hpP q `
logL
s

`
d

s
log`MpR, gq ` mkdφpdq

s

!
1

p1´ ηqL

”

dlog`MpR, gq ` dφpdq
ı

.

Cette inégalité est contradictoire avec les hypothèses de l’énoncé. On obtient la majoration
de la hauteur de P comme dans le lemme précédent. �
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Lemme 5.3.18. Soient k P N˚, m P N˚, g :“ pg0, . . . , gmq P MpDRq
m`1, r, η P R tels

que 0 ă r ă R, 0 ă η ă 1, d P N et φ : N Ñ R une fonction croissante telle que
φpxq ď x et φp0q “ 1. Notons Xr l’image de Dr par g. Soient F Ă Dr un ensemble tel que
gpF q Ă XrpQk, eφpdqq et E Ă Qdrw0, . . . , wms un fermé de Zariski tel que

V Q
d pgq Ă E et dimpEq ď ηLm`1pdq.

On suppose que

´p1´ηqR´ r
R` r

logpdiampF,DRqq "
1

Lm`1pdq

”

dlog`MpR, gq`dφpdqnpR,8, gq
ı

. (5.3.13)

Alors il existe un polynôme P de Qdrw0, . . . , wmszE tel que la Q-hypersurface définie par
P contienne l’ensemble gpF q et

hpP q !
dφpdq

1´ η .

Les constantes omises ne dépendent que de k et n̄pR,8, gq.

Démonstration. Il suffit d’adapter la démonstration du lemme 5.3.16 en replaçant la pre-
mière partie du théorème 5.3.5 par la seconde partie de ce dernier comme nous l’avons
fait dans la démonstration du lemme 5.3.17 ci-dessus. �

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 1.6.36 dont nous rappelons l’énoncé
ci-dessous.

Rappel théorème 1.6.36. Soient K Ă C un corps, m P Ně2

g :“ pg0, . . . , gmq PMpDRq
m`1

,

et r P R tel que 0 ă r ă R. Soient pEdq une K-suite d’évitement de format pα, βq et
φ : N Ñ R˚` une fonction croissante. On note Xr l’image de Dr par g. On suppose
que

α ă m´ 1, lim
dÑ8

log φpdq
log d ď m´ 1´ α et @d P N, V Kd pgq Ă Ed.

Alors

• on suppose que K est un corps de nombres, α ` β ď m et @j P t0, . . . ,mu, gj P
ApDRq. Alors pour tout ε ą 0 et d P N, l’ensemble XrpK, eφpdqq est interpolé par
une famille Sd de polynômes de Kdrw0, . . . , wmszEd telle que

#Sd ! Φ1
εpr,R, gq et @P P Sd, hpP q ! dα`1φpdq ` dβ ,

• on suppose que K est un corps de nombres et α ` β ď m. Alors pour tout ε ą 0
et d P N, l’ensemble XrpK, eφpdqq est interpolé par une famille Sd de polynômes de
Kdrw0, . . . , wmszEd telle que

#Sd ! Φ2
εpr,R, gq et @P P Sd, hpP q ! dα`1φpdq ` dβ ,

• on suppose que K “ Q et @j P t0, . . . ,mu, gj P ApDRq. Alors pour tout ε ą 0,
k P N˚ et d P N, l’ensemble XrpQk, eφpdqq est interpolé par une famille Sd de
polynômes de Qdrw0, . . . , wmszEd telle que

#Sd ! Φ1
εpr,R, gq et @P P Sd, hpP q ! dα`1φpdq,
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• on suppose que K “ Q. Alors pour tout ε ą 0, k P N˚ et d P N, l’ensemble
XrpQk, eφpdqq est interpolé par une famille Sd de polynômes de Qdrw0, . . . , wmszEd
telle que

#Sd ! Φ2
εpr,R, gq et @P P Sd, hpP q ! dα`1φpdq.

Les constantes omises ne dépendent pas de g, d, r et R mais dépendent de ε.

Démonstration. Démontrons la première affirmation. On fixe δ ą 0 et on recouvre Dr par
Nδ disques D1, . . . , DNδ de diamètre δ. On suppose de plus que δ est assez petit de sorte
que

log
ˆ

1
δ

˙

!
1

p1´ ηdqLm`1pdq

“

logDd ` dlog`MpR, gq ` dφpdq
‰

avec ηd :“ dimpEdq
Lm`1pdq

,

où Dd est le degré du fermé de Zariski Ed. Donc pour tout ε ą 0

@d " 0, log
ˆ

1
δ

˙

! dα´m
“

dβ ` dlog`MpR, gq ` dφpdq
‰

!
ε

2 log`MpR, gq,

car α` β ď m et α ă m´ 1. Or pour tout d assez grand

Nδ !

ˆ

R

δpR´ rq

˙2
!

ˆ

R

R´ r

˙2
maxt1,MpR, gquε.

D’après le lemme d’interpolation 5.3.14 et quitte à choisir δ assez petit, l’ensemble des
points algébriques de XrpK, eφpdqq contenus dans un disque Dj sont interpolés par un
polynôme homogène Pj de Kdrw0, . . . , wmszEd tel que

hpPjq ! logDd `
dφpdq

1´ ηd
! dβ ` dα`1φpdq.

Ce qui achève la démonstration de la première affirmations. Les trois autres affirmations
sont démontrées de la même manière en utilisant respectivement les lemmes d’interpola-
tion 5.3.16, 5.3.17 et 5.3.18. �

5.4 Lemme de zéros en moyenne

Dans cette section nous démontrons le lemme de zéros en moyenne 1.6.30 énoncé dans le
chapitre d’introduction. Grâce à ce résultat, on montre également qu’il n’est pas possible
en toute généralité d’interpoler les points algébriques d’une courbe holomorphe de C2

par une famille de polynômes homogènes vérifiant les propriétés décrites dans l’énoncé de
1.6.36. Le lemme des zéros en moyenne est une conséquence de l’inégalité de Bézout en
moyenne 1.5.12 que nous avons exposé dans l’introduction. Avant de pouvoir démontrer
le lemme des zéros en moyenne, nous avons besoin de quelques lemmes élémentaires sur
les p-fibrations dont nous rappelons la définition ci-dessous.

Rappel définition 1.5.10. Soient V et W deux espaces analytiques7 de dimension pure
et g P OpV,W q. On dit que la fonction g est une p-fibration si pour tout v P V , il existe un
voisinage ouvert U de v tel que pour tout z P U , la fibre g´1pgpzqq X U est de dimension
pure p.

Lemme 5.4.1. Soit f :“ pf1, . . . , fmq P OpC,Cmq. Pour tout k P t1, . . . ,mu, on définit
la fonction entière gk P OpCm`1,Ckq par

@pz, wq P Cˆ Cm, gkpz, wq “ pf1pzq ´ w1, . . . , fkpzq ´ wkq.

7Il s’agit d’espaces analytiques au sens de Serre.
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Alors gk est une pm` 1´ kq-fibration.

Démonstration. La matrice jacobienne Jzpgkq de gk en z P C est de la forme
Jzpgkq “

“

´Ik 0k,m´k h1k
‰

où hk “
tpf1, . . . , fkq.

Donc la matrice Jzpgkq est de rang maximal k pour tout z P C. D’après le théorème
des fonctions implicites, les fibres de gk sont par conséquent des variétés analytiques de
dimension pure m` 1´ k. Donc gk est une pm` 1´ kq-fibration au sens de la définition
1.5.10 ci-dessus. �

Lemme 5.4.2. Soient f :“ pf1, . . . , fmq P OpC,Cmq une fonction transcendante et P P
Crz, w1, . . . , wms non nul. On considère la fonction entière g P OpCm`1,Cm`1q définie
par

gpz, wq “ pf1pzq ´ w1, . . . , fmpzq ´ wm, P pz, wqq,

et V Ă Cm`1 le lieu des zéros de g. Alors g est à fibres discrètes et
@r ą 0, nνpr, V q ě npr, Pf q et Nνpr, V q ě Npr, Pf q, (5.4.1)

où ν est l’intersection complète8 associée à g.

Démonstration. On note hpzq “ P pz, fpzqq. Pour démontrer les deux inégalités de 5.4.1,
il suffit de montrer que

@pa0, b0q P V, νpa0, b0q ě ν0hpa0q,

où ν0h est le diviseur associé au zéros de h. On fixe pa, bq P Cm`1 tel que fpaq “ b, U Ă C
un voisinage de a et W un voisinage de fpUq. Alors

#U X h´1phpaqq “ #pU ˆW q X g´1pgpa, bqq.

En effet d’une part
U X h´1phpaqq “

 

z P U | hpzq “ hpaq
(

“
 

z P U | P pz, fpzqq “ P pa, fpaqq
(

,

et d’autre part
pU ˆW q X g´1pgpa, bqq “

 

pz, wq P U ˆW | gpz, wq “ gpa, bq
(

“
 

pz, wq P U ˆW | fpzq ´ w “ fpaq ´ b et P pz, wq “ P pa, bq
(

“
 

pz, wq P U ˆW | fpzq “ w et P pz, wq “ P pa, fpaqq
(

.

Pour tout c P Cm, Vc désigne l’ensemble des voisinages ouverts de c dans Cm. Or d’après
[113, p. 17]

@a0 P C, ν0hpa0q “ min
 

lim
aÑa0

#U X h´1phpaqq | U P Va0

(

,

et d’après la définition 1.5.11 et puisque g est une fibration à fibres discrètes
@c0 P Cˆ Cm, νpc0q “ min

 

lim
cÑc0

#V X g´1pgpcqq | V P Vc0
(

.

Donc si c0 “ pa0, b0q P V alors
νpc0q ě min

 

lim
cÑc0

#pU ˆW q X g´1pgpcqq | pU,W q P Va0 ˆ Vb0
(

ě min
 

lim
pa,bqÑc0
fpaq“b

#pU ˆW q X g´1pgpa, bqq | pU,W q P Va0 ˆ Vb0
(

ě min
 

lim
pa,bqÑc0
fpaq“b

#pU ˆW q X g´1pgpa, bqq | pU,W q P Va0 ˆ Vb0 tel que fpUq ĂW
(

ě min
 

lim
aÑa0

#U X h´1phpaqq | U P Va0

(

.

8Voir la définition 1.5.11 page 24.
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Cette inégalité étant vraie pour tout pour tout voisinage U de a, on obtient que νpc0q
majore ν0hpa0q. �

Le théorème 5.4.3 ci-dessous est l’analogue du théorème de Cartan 2.6.11 où la métrique
euclidienne sur C est remplacée par la métrique sphérique sur Ĉ et la caractéristique de
Nevanlinna T pr, gq par la caractéristique de Shimizu-Ahlfors T pr, gq.

Théorème 5.4.3 ([46, Th. 4.4]). Soit g PMpDRq non constante. Alors

@r P r0, Rr, T pr, gq “ 1
π

ż

Ĉ
Npr, a, gqdχpaq “

1
π

ż

C
Npr, w, gq

dw

p1` |w|2q2 .

Rappel proposition 1.6.30. Soient f P OpCq une fonction transcendante, d P N˚ et
P P Cďdrz, ws non nul tels que fp0q “ 1 et P p0q “ 0. Alors

@R ą 0, @r P r0, Rr,
ż 8

1
Npr, Puf q

du

u2 ď d

ˆ

R

R´ r

˙2
log`Mp2e2R, fq,

où Pupz, wq “ P puz, uwq. En particulier pour tout P P Cdrz, ws non nul

@R ą 0, @r P r0, Rr, Npr, Pf q ď d

ˆ

R

R´ r

˙2
log`Mp2e2R, fq.

Démonstration. On reprend les notations du théorème de Stoll 1.5.12. Quitte à diviser
P par sa norme infini sur B2

1, on peut supposer que }P }B2
1
“ 1. On fixe a P C˚ et on

considère les fonctions entières définies par

@pz, wq P C2, g1pz, wq :“ fpzq ´ w et g2pz, wq :“ 1´ P pz, wq

a
.

Notons que par hypothèse g1p0, 0q “ 1 et g2p0, 0q “ 1. Pour tout t P s0, 1s2, on considère
le sous-ensemble analytique Zt de C défini par

Zt :“
 

z P C | P p t2t1 pt1zq,
t2
t1
fpt1zqq “ a

(

avec t “ pt1, t2q.

De plus pour tout t P s0, 1s2, les fonctions entières g1
t et g2

t définies par

@pz, wq P C2, g1
t pz, wq “ g1pt1z, t1wq et g2

t pz, wq “ pg1pt1z, t1wq, g2pt2z, t2wqq,

sont respectivement une 1-fibration et une 0-fibration sur C2 d’après respectivement les
lemmes 5.4.1 et 5.4.2 ci-dessus. Donc d’après le théorème de Stoll 1.5.12 en posantW “ C2

@R ą 0,
ż

I2
NνtpR, Vtqdt ď 72npeR,C2q

2
ź

j“1
log`Mp2e2R, gjq !

2
ź

j“1
log`Mp2e2R, gjq.

Or par l’inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.7

log`Mp2e2R, g2q ď log`|a|Mp2e2R,P q ` log 2
ď log`}P }B2

1
` dlog`p2e2Rq ` log`|a| ` 2 log 2

ď log`|a| ` dlog`R`,

et log`Mp2e2R, g1q ď 2log`maxtMp2e2R, fq, 2e2Ru. De plus d’après le lemme 5.4.2

@t P I2, nνtpR, Vtq ě npRt1, a, P
t1{t2
f q avec t “ pt1, t2q,
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Or en faisant les changement de variable u “ t1
t2

puis t “ Rt1
ż

I2
NνtpR, Vtqdt ě

ż 1

0

ż 1

0
NpRt1, a, P

t1{t2
f qdt1dt2 “

ż 8

1

ż 1

0
NpRt1, a, P

u
f qt1dt1

du

u2

“
1
R2

ż 8

1

ż R

0
Npt, a, Puf qtdt

du

u2 “
1
R2

ż R

0

ż 8

1
Npt, a, Puf q

du

u2 tdt

ě

ˆ

R´ r

R

˙2 ż 8

1
Npr, a, Puf q

du

u2 .

Donc
ż 8

1
Npr, a, Puf q

du

u2 !

ˆ

R

R´ r

˙2 2
ź

j“1
log`Mp2e2R, gjq. (5.4.2)

Or par le théorème de Cartan 5.4.3 ci-dessus et le théorème 4.2.21
ż

Ĉ

ż 8

1
Npr, a, Puf q

du

u2 dχpaq ě

ż 8

1

ż

Ĉ
Npr, a, Puf qdχpaq

du

u2 ě

ż 8

1
T pr, Puf q

du

u2

ě

ż 8

1
Npr, Puf q

du

u2 .

De plus
ż

Ĉ
log`|w|dχpwq “

ż

C
log`|w| dw

p1` |w|2q2 ă 8.

On conclut en intégrant l’inégalité 5.4.2 pour a parcourant la sphère Ĉ. Lorsque P est
homogène de degré d, on a @u P r1,8r, Pu “ udP et donc Npr, Pug q “ Npr, Pgq. De plus

ż 8

1

du

u2 “ 1.

Ce qui termine la démonstration. �

Remarque 5.4.4. La proposition 1.6.30 implique qu’il n’est pas possible d’interpoler
en général les points algébriques d’un graphe analytique par des polynômes homogènes
vérifiant les hypothèses de 1.6.36. En effet dans le cas contraire, on établirait pour toute
fonction entière transcendante un comptage des points rationnels logarithmique. Or on
sait d’après le théorème 1.2.11 qu’il existe des fonctions entières transcendantes ayant
beaucoup de points rationnels de petites hauteurs. C’est une contradiction.

Remarque 5.4.5. Je tiens à remercier Byniamini qui m’a fait remarquer que la se-
conde affirmation de la proposition 1.6.30 peut être démontrée directement de la manière
suivante. Soit P P Cdrz, ws un polynôme non nul de la forme

P pz, wq “
d
ÿ

j“0
ajz

jwd´j .

Alors

@z P C, P pz, gpzqq “
d
ÿ

j“0
ajz

d

ˆ

gpzq

z

˙d´j

“ zdQp gpzqz q avec Qpwq “
d
ÿ

j“0
ajw

j .

On peut supposer sans perte de généralité que Q est unitaire, quitte à diviser ce dernier
par son coefficient dominant. Or g étant une fonction entière transcendante, son image est
d’aire infinie. Il existe donc un r0 ą 1 tel que l’aire de l’image de la couronne Ap1, r0q par
hpzq “ gpzq

z excède 2e. De plus d’après le lemme de Boutroux-Cartan 2.7.10 l’ensemble E
suivant

E “
 

z P C | |Qpzq| ď 1
(
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est d’aire au plus 2e. Il existe donc un z P Ap1, r0q tel que |Qpgpzqq| ą 1. On obtient
finalement une majoration du nombre de zéros de Q˝g grâce aux inégalités de Bernstein-
Walsh 3.2.7 et de Jensen.

5.5 Comptages des points algébriques

Dans cette dernière section nous démontrons la proposition 1.3.4 reliant les lemmes de
zéros aux comptages de points algébriques. Nous appliquons à cette fin le théorème d’in-
terpolation 1.6.36 de la même manière que dans la remarque 1.6.38 de l’introduction. On
fixe g P ApDRq une fonction transcendante. et on pose m “ 3, f0pzq “ 1, f1pzq “ z,
f2pzq “ gpzq, f “ pf0, f1, f2q et pEdq la suite pV Kd pfqq. Or l’espace vectoriel V Kd pgq est
nul pour tout d P N. En effet, soit P P Kdrw0, w1, w2s un polynôme de la forme

@w P C3, P pwq “
ÿ

|I|“d

λIw
I “

ÿ

i1`i2ďd

λd´i1´i2,i1,i2w
d´i1´i2
0 wi11 w

i2
2 .

Or P P V Kd pfq si et seulement si z ÞÑ P p1, z, gpzqq est identiquement nulle. D’où P ” 0.

Rappel proposition 1.3.4. Soient k P N˚, g P MpDRq. On suppose qu’il existe ϕ :
r0, Rr Ñ R` et α ą 0 tels que

@d P N, @r P r0, Rr, Zdpr, gq ď pd_ ϕprqqα.
Alors

@ε ą 0, @r P r0, Rr, NkpΓgr , Bq !
ˆ

R

R´ r

˙2
exp

"

ε
R` r

R´ r
T pR, gq

*

plogB _ ϕprqqα.

On suppose de plus que g est holomorphe. Alors

@ε ą 0, @r P r0, Rr, NkpΓgr , Bq !
ˆ

R

R´ r

˙2
maxt1,MpR, gquεplogB _ ϕprqqα.

Démonstration. On applique la première et la troisième interpolations du théorème 1.6.36
à la fonction f , la Q-suite d’évitement nulle et φ “ id. Or

@r P r0, Rr, @d P N, @P P Sd, Zdpr, gq ď pd_ ϕprqqα.
Donc en appliquant cette proposition avec d de l’ordre de logB, on obtient que le cardinal
de ΓgrpK,Bq est majoré par

Φ2,εpr,RqZdpr, gq !
ˆ

R

R´ r

˙2
exp

"

ε
R` r

R´ r
T pR, gq

*

plogB _ ϕprqqα. (5.5.1)

De plus lorsque g est holomorphe, la borne 5.5.1 peut être remplacée par

Φ1,εpr,RqZdpr, gq !
ˆ

R

R´ r

˙2
max t1,MpR, gquε plogB _ ϕprqqα.

Ce qu’il fallait démontrer. �
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Résumé

Cette thèse porte sur des propriétés arithmétiques des fonctions méromorphes et trans-
cendantes d’une variable.

Dans le chapitre 3, nous définissons des mesures de transcendance pour les fonctions ho-
lomorphes et méromorphes sur un domaine régulier de C puis nous majorons ces mesures
en fonction de la distribution des petites valeurs de la fonction étudiée.

Grâce aux théories de Nevanlinna et d’Ahlfors, nous étudions dans le chapitre 4 la
distribution des petites valeurs de certaines classes de fonctions méromorphes sur D ou C
afin d’obtenir pour celles-ci des majorations explicites de leurs mesures de transcendance.

L’application principale de ce travail est l’obtention de nouveaux lemmes de zéros
polynomiaux pour de grandes familles de fonctions méromorphes et en particulier pour
les fonctions de Weierstraß et les fonctions fuchsiennes.

Dans le chapitre 5, nous montrons que ces lemmes de zéros polynomiaux conduisent
à des bornes logarithmiques du nombre de points algébriques de degré et hauteur bornés
contenus dans les graphes des fonctions étudiées.

Mots clés : lemme de zéros, fonction méromorphe, mesure de transcendance, comptage
de points algébriques

Abstract

This PhD thesis is about some arithmetic properties of meromorphic functions of one
variable.

In chapter 3, we define the transcendental measures for holomorphic and meromorphic
functions on a regular domain of C, then we obtain upper bounds of these measures in
terms of the distribution of small values of the function.

Thanks to the Nevanlinna and Ahlfors theories, we study in chapter 4 the distribution
of small values of some classes of meromorphic functions on D or C in order to obtain
explicit upper bounds of transcendental measures.

The main application of this work is the demonstration of new polynomial zero esti-
mates for large classes of meromorphic functions, in particular for Weierstraß functions
and fuchsian functions.

In chapter 5, we prove that polynomial zero estimates lead to logarithmic bounds of
the number of algebraic points of bounded degree and height contained in the graph of
the function.

Keywords : zero estimates, meromorphic functions, transcendental measures, counting
algebraic points
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