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Conventions et notations

Nous utilisons dans ce manuscrit les notations et conventions suivantes.

Ensembles

le maximum de deux réels a et b est noté a v b et leur minimum est noté a A b,

le corps des réels est noté R et celui des complexes est noté C. De plus on identifie C a
R2. On note R la droite réelle achevée, R, I’ensemble des réels positifs, R* l’ensemble
des réels strictement positifs et R_ 1’ensemble des réels négatifs,

le corps des nombres algébriques est noté Q et 'ensemble des nombres complexes algé-
briques de degré au plus k est noté Q,

un domaine est une partie ouverte et connexe de R”. Un domaine pointé est un couple
(€, z0) o Q est un domaine et zy un point de 2. Une application h : (2, zg) — (Y, wo)
est une fonction de © dans T telle que h(zg) = wy,

un domaine multiconnexe est un domaine de C dont le bord est constitué d’un nombre
fini de composantes connexes,

on note D(a,r) le disque ouvert de rayon r > 0 et de centre a € C. De plus lorsque
a est Porigine du plan, on note plutdt D,.. Les disques fermés sont notés D(a,r) et D,
lorsque a est l'origine de C,

le disque unité est noté D, le cercle unité S' et le demi-plan de Poincaré, noté H, est
défini par
H:={z € C:Im(z) > 0}.

La sphére de Riemann, qui n’est autre que la droite projective complexe, est notée ®
plutot que P1(C),

Pour toute fonction g définie sur un domaine €2, on note I'Y le graphe de g et I'Y; le
graphe de g restreint a un compact K de €.

Topologie

Padhérence d’un ensemble F est notée F. L’intérieur de F est noté ﬁ,
le bord topologique de F' est noté JoF,

lorsque F' < C, on note 0.F le bord de la composante connexe de @\F contenant le
point oo et 0°F le bord de F dans C,

pour tout compact K < C”, ’enveloppe polynomialement convere de K est définie par

K:={zeC":YPeClz,...,z.), |P(2)| < |P|x}



Groupes et algebres de fonctions

pour tout domaine 2 de @, on note Aut(€2) le groupe des applications biholomorphes
de € dans lui-méme. Lorsque les automorphismes de ce groupe sont des restrictions de
transformations de Mobius de C, on note ce groupe par Mob(£2),

I’algébre des polyndmes en les variables z1,...,z, et a coeflicients dans un corps K
est notée K[z1,...,2,]. L’espace vectoriel des polyndomes de degré total au plus d est
noté K¢g[z1,...,2,] et celui des polyndmes homogenes de degré homogene d est noté
Kylz1, -, 2n],

I’algebre des fractions rationnelles en les variables z1, ..., z, et a coefficients dans un
corps K est notée K(z1,...,2,). L’ensemble des fractions rationnelles de la forme £
avec P un polynome de degré total au plus n et Q un polynéme de degré total au plus

m est noté K, pn(21,...,2n),

la C-algebre des fonctions holomorphes sur 2 € C", respectivement méromorphes sur
Q est notée O(Q), respectivement M (). De plus pour tout ensemble E = C", on note
O(E), respectivement M(FE), la C-algebre des fonctions holomorphes, respectivement
méromorphes, sur un voisinage de F,

plus généralement la C-algebre des fonctions d’un ouvert Q < C™ dans C™ est noté
oQ,cm),

la C-algebre des fonctions harmoniques sur 2 < C, respectivement sous-harmoniques
sur 2, est notée H (), respectivemet SH (),

une fonction §-sous-harmonique sur un domaine 2 est la différence de deux fonctions
sous-harmoniques sur 2. La C-algebre des fonctions d-sous-harmoniques sur 2 < C est
notée SHs(2),

la C-algebre des fonctions pluri-sous-harmoniques sur Q < C™ est notée PSH(12).

Comparaisons asymptotiques Dans ce qui suit (u,) et (v,) désignent deux suites de
réels et f et g deux fonctions réelles sur un intervalle [a, oo].

on note u, < v, lorsqu’il existe une constante positive C' > 0 telle que ¥n € N,
Uy, < Cv,. De méme on note f « g lorsqu’il existe une constante positive C' > 0 et
b= a tels que Vt = b, f(t) < Cyg(t),

on note u, = v, lorsque u, < v, et v, < U,

on note (u,) /' c© une suite croissante tendant vers linfini et (u,) / 1~ une suite
croissante tendant vers 17.

Normes et distances

la distance sphérique sur C est définie par
|z — w|

VI[PV + wl?
1
V1+ |22

0 sinon

si z,w % o0

Vz,we €, x(zw) = si zFwetw=o0w0

La sphere de Riemann est toujours munie de la métrique sphérique.



e la distance pseudo-hyperbolique sur D, est définie par
r(z —w
Vz,weD, p(z,w) = (2_)‘ .
r? — zw

Lorsque r vaut 1, on note cette distance p(z,w). Pour tout E c D,., on note p(z, E) la
distance pseudo-hyperbolique minimale des points de F a z,

la distance hyperbolique sur I est définie par

Vz,weD, d*(z,w) = log L4 p(zw) .
1 —p(Z,U))

e la pseudo-distance sphérique est définie par

|z —w| sizw=Fow

A 1
VZ,U}E(C, |Z,’U}|:: ﬂ siz#ooethoo
z
0 sinon
e pour tout P € C[zy,...,24] et K < C"™ un compact, on note |P|x la norme infini de
P sur K.
Mesures

e pour tout borélien E — R™, on note \,(FE) la mesure de Lebesgue n-dimensionnel de
E

)

o la capacité logarithmique dans C est notée cap et la capacité du condenseur (F, Q) est
notée cap(F,Q)*,

e soient d € N et Q < C un domaine. Le d-iéme diamétre euclidien d’'un ensemble £ < Q
est noté diamgy(E) et le d-iéme diamétre greenien de E est noté diamg(E,Q2)?.

e soient (X, d) un espace métrique et 7y : [0,1] — X. La longueur de v dans cet espace
métrique est définie par

Mot = sup { ST d1(65),1(E540) | or -t € 0,1,
j=0

De plus on dit que « est rectifiable si Agq(y) < .

Voir la section 2.1 du chapitre 2.
2Voir la section 2.1 du chapitre 2.



CHAPITRE 1

Introduction

Cette these porte sur des problemes de théorie des nombres transcendants. Une question
centrale en théorie des nombres est de déterminer la nature arithmétique d’une constante
&. Le plus souvent on cherche a savoir si la constante £ est nombre irrationnel, voire
transcendant. Ce probléme est réputé difficile tant et si bien que la nature arithmétique
de certaines constantes en apparance simples telles que 7™ + e ou la constante d’Euler-
Mascheroni 7y est toujours inconnue a ce jour. Plutét que d’étudier un nombre & seul, il
est souvent plus simple d’étudier des nombres appartenant a un graphe I' ou plus généra-
lement a une variété V. On escompte dans cette situation montrer que les nombres de I'
ou V partagent des propriétés arithmétiques communes a ’exception d’'un petit ensemble
d’entre eux. Dans ce manuscrit on s’intéresse plus particulierement aux points algébriques
contenus dans le graphe d’une fonction holomorphe ou méromorphe. Etant donné Q c C
un domaine et g € M(€2), on souhaite déterminer si 'image par g d’'un nombre algébrique
est souvent un nombre algébrique. Lorsque z € Q et g(z) sont simultanément algébriques,
on dit que le point (z, g(2)) est un point algébrique du graphe de g. Une premiére question
naive est la suivante.

Question 1.0.1. Soit g € M(Q2) non constante. Que peut-on dire du cardinal de l’en-
semble des points algébriques du graphe de g restreint a un compact K € Q ?

Il n’est pas nécessaire de chercher bien loin des fonctions holomorphes dont le graphe
contient une infinité des points algébriques dans un compact. La fonction identité et plus
généralement toutes les fonctions algébriques sur C(z) dont I’équation polynomiale est &
coefficients algébriques sont de cette sorte. Une premiére hypothése raisonnable excluant
ces fonctions est d’exiger que la fonction g soit transcendante sur le corps C(z). C’est-
a-dire de demander que pour tout P € C[z,w], P(z,g(z)) = 0 implique P = 0. Dans la
section 1.1 ci-dessous, nous allons voir que cette hypothese est cependant tres loin d’étre
suffisante pour que les ensembles figurant dans la question 1.0.1 soient toujours finis.

1.1 Ensembles exceptionnels

Désormais on exige que la fonction étudiée g soit transcendante au-dessus de C(z). La
fonction z — 2% montre qu'il existe des fonctions entieres transcendantes dont le graphe
contient une infinité de points rationnels mais ces points ne sont pas contenus dans un
compact de C2.

Question 1.1.1. On suppose que g est transcendante au-dessus de C(z). Que peut-on
dire du cardinal de ’ensemble des points algébriques du graphe de g restreint a un compact
KeQ?




INTRODUCTION Introduction

Comme en atteste 'exemple 1.1.1' ci-dessous, il existe des fonctions holomorphes et
transcendantes dont le graphe restreint a un compact contient une infinité de points
algébriques.

Exemple 1.1.1. Soient o, 5 € Q tels que

1
logﬂ ¢ Q et aeS! mais a n’est pas une racine de I'unité.
og a
Alors la fonction g définie par
log 3
Vze C\R_ = 27 = 1.1.1
ze C\R_, g(z) =2 avec vy oga’ ( )

est holomorphe sur C\R_ et transcendante. De plus pour tout k € Z, g(a*) = g*. Donc le
graphe de g contient ’ensemble des points algébriques {(ak, BF) ke Z}. De plus puisque
« n’est pas une racine de 1'unité, la suite (a™) est dense dans S'. Donc le graphe de g
restreint & n’importe quel arc de cercle fermé de S! qui ne contient pas —1 contient une
infinité de points algébriques.

Nous verrons par la suite qu’il existe des fonctions entiéres transcendantes dont les
graphes contiennent encore plus de points algébriques que les fonctions décrites en 1.1.1
mais dont la construction est nettement plus ardue. Afin d’énoncer plus facilement ce
type de résultats, on introduit la notion d’ensemble exceptionnel.

Définition 1.1.2 (Ensemble exceptionnel). Soient g € M(Q2), ¥ c C et D « C. On
considere I’ensemble

E(2,D,g) ={z€X]|yg(z) e D}.
L’ensemble S = E(@ nQ,Q, g) est appelé Uensemble exceptionnel de g.

Déterminer I'ensemble exceptionnel S, d’une fonction méromorphe g est un probleme
ardu. En effet, bon nombre de constantes importantes apparaissent spontanément comme
I'image d’un nombre algébrique par une fonction spéciale. Or la nature arithmétique
de certaines de ces constantes nous échappe largement. Un exemple classique est celui
de la constante d’Euler-Mascheroni v qui peut étre définie comme le second terme du
développement asymptotique de la série harmonique. C’est-a-dire

n
v = lim 2 1 — logn.
On ignore & ce jour si le nombre « est irrationnel. Or I'(1) = —y ou I est la fonction
Gamma d’Euler. Une autre question étudiée et tout aussi difficile est celle de la nature
arithmétique des valeurs de la fonction ¢ de Riemann aux entiers positifs impairs, voir
[96,126] pour des résultats récents. Toutefois ’ensemble exceptionnel S, est entiérement
décrit pour certaines classes biens particulieres de fonctions entieres g. C’est notamment
le cas des E-fonctions introduites par Siegel dans [105] et qui font 'objet du paragraphe

ci-dessous.

Les E-fonctions de Siegel Les E-fonctions de Siegel sont une classe de fonctions
entieres dont les coefficients de Taylor en l'origine satisfont des hypotheéses arithmétiques.
Définition 1.1.3 (E-fonction - [6,106]). Une fonction g € O(C) est appelée une E-

fonction de Siegel lorsque son développement en série en l'origine est de la forme

0
VzeC, g(z) = Z a—?z",
!

1Je tiens & remercier Gareth Jones de m’avoir suggéré cet exemple lors d’une conversation.
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Introduction ENSEMBLES EXCEPTIONNELS

et la suite () vérifie les propriétés suivantes

e il existe un corps de nombres K contenant tous les coeflicients a,,

e pour tout € > 0, |, | = O(n") ot ||a, | désigne le maximum des modules des conjugués

de Galois de a,,

e pour tout € > 0, il existe une suite (d,,) d’entiers naturels telle que pour tout n € N,
dpay, est un entier algébrique de K et d,, = O(n®").

La classe des E-fonctions forme une algebre de fonctions entieres stable par différen-
tiation?. Dans [105], Siegel démontre que les E-fonctions transcendantes satisfaisant une
équation différentielle linéaire d’ordre 1 ou 2 et a coefficients dans Q(z) ne prennent
pas de valeurs algébriques aux points algébriques, sauf éventuellement en l’origine et
aux singularités de I’équation différentielle. Par exemple, la fonction exponentielle est
une E-fonction vérifiant 1’équation différentielle ¢’ = 3. Donc I’ensemble exceptionnel de
I’exponentielle est réduit a l'origine. Ainsi le théoréeme de Siegel implique le théoréme de
Hermite-Lindemann [68]. En 1954, Shidlovsky étend le théoréme de Siegel aux familles al-
gébriquement indépendantes de E-fonctions vérifiant un systéme d’équation différentielle
linéaire.

Théoréme 1.1.4 (Siegel - Shidlovsky - [6,106]). Soient g1,...,g, des E-fonctions al-
gébriqguement indépendantes au-dessus de K(z) avec K un corps de nombres contenant
les coefficients de Taylor a Uorigine des fonctions g1, ..., gn. On suppose qu’il existe une

matrice A € M,,(Q(z)) telle que
dg
dz
Alors pour tout nombre algébrique non nul & qui n’est pas un péle d’un coefficient de A,
les nombres g1(£), ..., gn(§) sont algébriquement indépendant au-dessus de Q.

A(2)g(2) avee g = (g1, ,9n) (11.2)

Dans la mesure ou la classe des E-fonctions est stable par différentiation, le théoréeme
de Shidlovsky 1.1.4 étend le théoréme de Siegel pour les équations différentielles linéaires
d’ordre quelconque.

Equations différentielles algébriques Une équation différentielle de la forme
P(z.q,...,g%) =0 avec PeClz,...,2], P#0,
est appelé une équation différentielle algébrique.

Théoréme 1.1.5 (Schneider-Lang - [103] et [64]). Soient K un corps de nombres et
g:=1(g1,---,9m) € M(C)™ des fonctions d’ordre supérieur < p. C’est-a-dire

b

— logT ;
Viell,...m), Tm ELG)
r—00 log r
ot T(r,g;) désigne la caractéristique de Nevanlinna® de gj. On suppose que le corps
K(g1,...,9m) est de degré de transcendance au moins 2 et Uanneau K(gi,...,gm] est
clos par dérivation. Alors limage de g contient au plus 20p[K : Q] points dans K™.

2Voir le chapitre 11 de [6] pour plus de détails.
3Voir la définition 2.6.4.
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Le théoréme de Schneider-Lang 1.1.5 a de nombreuses conséquences intéressantes. On
déduit par exemple de ce dernier que I'invariant j envoie toujours un nombre algébrique
non nul sur un nombre transcendant. Il en est de méme de la fonction de Weierstrafl pu
a condition que les invariants® go et g3 soient algébriques. Le lecteur pourra regarder le
chapitre 11T de [64] pour d’autres applications de ce théoréme.

Fonctions pathologiques Le théoreme de Siegel-Shidlovsky 1.1.4 implique que les E-
fonctions transcendantes vérifiant un systéme différentiel du type de 1.1.2 ont un ensemble
exceptionnel fini tandis que le théoreme de Schneider-Lang 1.1.5 donne d’autres exemples
de fonctions spéciales g telles que E(Q,Q,g) soit fini. Comme nous 'avons déja remar-
qué, une fonction holomorphe transcendante peut avoir un ensemble exceptionnel infini.
Cependant parmi les sous-ensembles infinis de Q, lesquels sont 1’ensemble exceptionnel
d’une fonction entiére transcendante? En 1886, Weierstraf3 construit des fonctions en-
tieres® transcendantes envoyant chaque rationnel sur un rationnel. Suite & ce premier
exemple, Weierstrafl pose la question de I’existence de fonctions entieres transcendantes
d’ensemble exceptionnel égal & Q. En 1895, Stéickel répond par I'affirmative en générali-
sant la construction de Weierstrafl pour aboutir a I’énoncé 1.1.6 suivant.

Théoréme 1.1.6 (Stickel - [109]). Pour tout ensemble dénombrable ¥ < C et pour tout
ensemble dense D < C, il existe une fonction entiére transcendante envoyant X dans D.
Autrement dit E(X,D,g) = 2.

En prenant ¥ = D = Q, le théoréme 1.1.6 de Stickel implique I'existence d’une
fonction g entiere et transcendante dont I’ensemble exceptionnel S, est exactement Q.
Le plus étonnant dans le théoréme de Stéckel est qu'aucune hypothese arithmétique n’est
nécessaire sur les ensembles ¥ ou D. En revanche 'hypothese topologique sur ’ensemble
D est indispensable puisqu’il découle du grand théoréeme de Picard® que I'image d’un
ensemble dense dans C par une fonction entiere transcendante est dense dans C. Prenons
un instant pour expliquer la méthode employée dans [109] pour démontrer le théoréme
1.1.6. Etant donné une énumération (a,) des éléments de 3, on considére la suite (P,)

de polynomes de la forme
n

() = [ (e~ a),
j=0
et la série formelle S = >, A, P, (%) ot (Ay,) est une suite de nombres complexes qu’il reste
a déterminer. Il suffit alors de choisir la suite (\,,) de sorte que le rayon de convergence
de la série S soit infinie et que pour tout j € N, le nombre complexe

e Jj—1
n=0 n=0

appartiennent a D. La fonction cherchée est alors donnée par cette série entiere S.
Dans [110], Stackel construit de méme des fonctions entieres transcendantes dont toutes
les dérivées envoient Q sur lui-méme. Par la suite de nombreux auteurs ont étendu les
résultats de Stédckel dans différentes directions. Le lecteur intéressé par ce type d’énoncé
pourra regarder les articles [73-75,123]. Parmi les extensions du théoréme de Stéckel,
on peut citer notamment le résultat suivant de Marques.

Théoréme 1.1.7 (Marques - [73]). Soient p > 0, ¥ < C un ensemble dénombrable
et pour tout s € ¥ et n € N, D, un sous-ensemble dense de C. Il existe une infinité
indénombrable de fonctions entiéres g telles que

4Voir la définition de ces derniers dans la section 1.9 de [3].
5C’est-a-dire holomorphe sur le plan tout entier.
6Voir le théoréme 2.6.2 page 62.
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Introduction COMPTAGE DES POINTS DE HAUTEUR BORNEE

e pour tout s € X et pour tout n € N, g(”)(s) appartient a ’ensemble D ,,. Autrement dit
E(E, Ds,na g(n)) =X,
e la fonction g est d’ordre fini p. C’est-a-dire

— loglog™ M(r, g)
hm _—
r—00 logr

)

e pour tout n € N* et P e C[z,wy,...,w,] non nul, la fonction

2 P(z,9(2),...,9"™(2)),

n’est pas identiquement nulle.

La derniere condition du théoréeme 1.1.7 stipule que la fonction g n’est annulée par
aucun polynoéme différentiel non nul. On dit dans ce cas que g est une fonction hyper-
transcendante. Les fonctions ¢ de Riemann et I' d’Euler sont de ce type, voir [7,99]. Le
théoréeme de Marques affirme en particulier ’existence de fonctions g entieres et hyper-
transcendantes telles que les ensembles exceptionnels S, ) soient tous égaux a Q. Puisque
les corps Q(s) avec s € Q sont denses dans C, on peut méme exiger que la fonction g
vérifie que pour tout s € Q et i € N, g((s) € Q(s). Ce type de fonctions avait déja été
exhibé par Faber et par van der Poorten dans [120].

1.2 Comptage des points de hauteur bornée

L’avalanche de fonctions pathologiques de la section précédente montre que ’ensemble
des points algébriques contenus dans le compact d’un graphe transcendant est infini. Afin
de palier a ce probléme, on introduit une fonction hauteur sur les points algébriques de
sorte que ’ensemble des points algébriques de hauteur bornée est toujours fini.

Définition 1.2.1 (Hauteur de Weil - [15]). La hauteur de Weil d’un rationnel o = p/q
avec p et ¢ des entiers premiers entre eux est le maximum de |p| et |¢|. On note H(«)
cette hauteur.

La hauteur de Weil peut étre étendue a ’ensemble des nombres algébriques. Cette
construction est détaillée dans la section 5.2 du chapitre 5. Cependant la seule propriété
a connaitre sur la hauteur de Weil d’'un nombre algébrique pour comprendre les énoncés
suivants est la propriété de Northcott ci-dessous.

Proposition 1.2.2 (Propriété de Northcott - [15, Thm. 1.6.8]). L’ensemble des nombres
algébriques de hauteur de Weil au plus B et de degré au plus k est fini.

La hauteur de Weil d’un vecteur de R™ est définie comme le maximum des hauteurs
de Weil de chacune de ses coordonnées.

Notation 1.2.3. Soient X < R™ et K < Q un ensemble. On note
X(K,B) = {xe XnK™|H(x) < B}.

Le cardinal” de X (K, B) est noté Nk (X, B). Lorsque K est Qj, on note le cardinal de
X (Qy,, B) par Ni(X, B).

Le probleme de comptage le plus général que nous étudions dans ce manuscrit est la
suivant

7L’ensemble X (K, B) est fini d’apres la propriété de Northcott ci-dessus.




INTRODUCTION Introduction

Question 1.2.1. Soient g € M(QY) une fonction transcendante sur C(z), S € Q un
compact et K un corps de nombres. On note T'Y, le graphe de g restreint ¢ S. Quel est le
comportement asymptotique de Nk (I'%, B) ou N(I'%, B) lorsque B tend vers Uinfini ¢

Obtenir des équivalents des cardinaux de la question 1.2.1 semble difficile. Nous cher-
chons pour notre part des majorations de ces derniers. Les trois paragraphes suivants
portent sur les différents types de bornes les plus communément rencontrées dans la lit-
térature : les bornes polynomiales, sous-polynomiales et logarithmiques.

Les bornes polynomiales Un des premiers résultats généraux sur le nombre de points
algébriques de hauteur bornée contenus dans un graphe est di a Jarnik en 1926 dans [56].
Ce dernier montre que le nombre de points entiers sur une courbe convexe X est borné
par un polynoéme en la longueur de la courbe X.

Théoréme 1.2.4 (Jarnik - [56]). Soit g : [0,1] — R une fonction conveze et la longueur
de la courbe paramétrée par g. Alors le nombre de points entiers contenus dans l’image
de g n’excede pas

3(4m) 515 + O(13).
Les constantes et exposants de cette borne sont optimaux.

Par la suite Swinnerton-Dyer [117] puis Schmidt [102] exhibérent des bornes plus
précises pour le nombre de points entiers ou de points rationnels de hauteur bornée sur
des courbes strictement convexes et de classe au moins C3.

Les bornes sous-polynomiales Lorsque le cardinal Nk (X, B) est majoré pour tout
€ > 0 par une borne de la forme C.B® pour une certaine constante C. > 0, nous disons
que Nk (X, B) satisfait une borne sous-polynomiale. Voyons quelques situations ou de
telles bornes ont été exhibées. En 1989, Pila et Bombieri montrent dans [16] que pour
un graphe X d’une fonction g analytique réelle et transcendante, il n’est pas nécessaire
d’exiger que la fonction soit convexe pour exhiber une borne sous-polynomiale du nombre
Nk (X, B). Ce théoréme est redémontré par Elkies dans [35].

Théoréme 1.2.5 (Pila - Bombieri - [16] et [35]). Soient K un corps de nombres et
g : [0,1] — R une fonction analytique réelle et transcendante. Alors pour tout € > 0, il
eziste une constante Cc > 0 telle que

VB >0, Nk (T, ), B) < C.B®

Plus encore que le résultat 1.2.5 de Pila et Bombieri, la méthode du déterminant
mise au point dans [16] par ces derniers donna lieu & une multitude de travaux. L'un
des résultats les plus marquants est le théoreme de Pila-Wilkie qui étend le théoreme
1.2.5 de Pila-Bombieri dans le contexte tres général des structures o-minimales grace a
une paramétrisation de type Yomdin-Gromovo. Afin de pouvoir énoncer ce théoréeme,
rappelons quelques définitions.

Définition 1.2.6 (Structure o-minimale — [119]). Une structure o-minimale est la donnée
pour chaque entier n € N* d’une famille )),, de parties de R™ telles que

o les ensembles algébriques réel® de R™ appartiennent & Y,
e l'ensemble ), est stable par union finie, intersection finie et complémentaire,

e la projection d’un élément de ), sur R™ est un élément de Y,

8Un tel ensemble est défini par un systéme d’équations algébriques & coefficients dans R.
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e les ensembles de ) sont exactement les réunions d’un nombre fini d’intervalles®.

Une partie appartenant a une des familles ),, est appelée un ensemble définissable de la
structure o-minimale.

La plus petite structure o-minimale R,j; est obtenue en prenant pour chaque ), 'en-
semble des parties semi-algébriques' de R". Le fait que R,j, forme bien une structure
o-minimale est une conséquence du théoreme d’élimination des quantificateurs de Tarski-
Seidenberg [14]. Le plus souvent les structures o-minimales étudiées sont définies comme
étant la plus petite structure contenant les graphes d’une famille F de fonctions. Une
telle structure est alors notée (R, <, +, x, F). Pour une étude systématique des struc-
tures o-minimales, le lecteur pourra se référer a [119]. Avant d’énoncer le théoréme de
Pila-Wilkie, il nous faut introduire la notion de partie transcendante d’un ensemble quel-
conque X < R™. La partie algébrique X8 de X est définie comme la réunion de tous
les ensembles semi-algébriques connexes de dimension strictement positive contenus dans
X. La partie transcendante X' de X est le complémentaire de sa partie algébrique. Ces
définitions posées, le théoreme de Pila-Wilkie s’énonce ainsi

Théoréme 1.2.7 (Pila - Wilkie - [85,88]). Soient k € N et X < R"™ un ensemble
définissable dans une structure o-minimale. Alors pour tout € > 0, il existe une constante
Cr,e > 0 telle que

VB >0, Ny(X" B) < Cy.B°.

La partie transcendante d’un ensemble définissable n’est généralement pas définissable
dans la méme structure. Cependant les auteurs de [85,88] ont montré qu’il était possible
pour chaque € > 0 d’exhiber un ensemble définissable X, = X tel que le nombre de points
algébriques de l'ensemble définissable X'\ X, vérifie encore une borne de la forme C.Be.
Toutefois, il est a priori nécessaire d’6ter une partie de X afin d’obtenir une borne sous-
polynomiale puisque qu’un ensemble semi-algébrique de dimension strictement positive
peut contenir un grand nombre de points algébriques de hauteur bornée.

Le théoreme de Pila-Wilkie 1.2.7 est bel et bien une extension du théoreme de Pila-
Bombieri 1.2.5 car toute fonction analytique est localement!! définissable dans une struc-
ture o-minimale et la partie algébrique de son graphe est vide lorsque la fonction est
transcendante. On peut méme choisir la méme structure o-minimal pour toutes les fonc-
tions analytiques. En effet, la structure R,, engendrée par les restrictions de toutes les
fonctions analytiques réelles aux compacts sur lesquels elles sont sur-convergentes'? forme
une structure o-minimale d’aprés un théoréme de Gabrielov [41]. Le lecteur pourra éga-
lement regarder [32] pour une démonstration de ce résultat & 'aide de la théorie des
modeles et un énoncé analogue pour les sous-analytiques p-adiques. Notons qu’un théo-
réme de Pila-Wilkie dans le cadre p-adique a été démontré dans [24] en exhibant une
paramétrisation de Yomdin-Gromov dans ce cadre.

Le théoreme de Pila-Wilkie a suscité un regain d’intérét pour le comptage de points
algébriques dans le cadre analytique depuis que des liens profonds ont été découverts
entre ce type d’énoncé et des problemes d’arithmétique sur les variétés abéliennes. A
laide du théoréme 1.2.7, Pila et Zannier dans [89] ont donné une nouvelle démonstration

9Un intervalle pouvant étre réduit & un point.

10Une partie semi-algébrique de R™ est un ensemble défini par un systéme d’équations et d’inéquations
polynomiales.

110n dit qu’une fonction est localement définissable si toute restriction de la fonction & un compact de
son domaine de définition est définissable dans la structure.

12C’est-a-dire que la fonction admet un prolongement analytique sur un voisinage ouvert du compact
considéré.
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du théoréme de Manin-Mumford tandis que la conjecture de André-Oort est redémontrée
par Pila dans [87] en utilisant une fois encore le théoréme de Pila-Wilkie.

La dépendance de la constante Cj, . en € dans le théoreme de Pila-Wilkie a été étudiée
dans plusieurs articles [11,59]. Par exemple dans [11], Binyamini obtient grace a la théorie
des fonctions pfaffiennes la version effective suivante du théoréeme de Pila-Wilkie.

Théoréme 1.2.8 (Binyamini - [11, Th. 1]). Soient & < R™ un domaine borné et X <
Q un ensemble semi-noethérien de complexité 3. Alors pour tout € > 0, il existe une
constante effective C' = C,, (¢, Be'™™) telle que

VB >0, Ng(X*,B) < CB".

Borne logarithmique — la conjecture Wilkie Un point commun des résultats de
comptages précédents est que toutes les bornes exhibées sont sous-polynomiales. Or dans
certains cas favorables, il est possible d’améliorer considérablement cette borne. On s’in-
téresse particulierement au cas ou la borne recherchée est de la forme C(log B)® pour
une constante C' > 0 et un exposant a > 0. Une borne de cette forme est dite loga-
rithmique. L'une des structures dans lesquelles on espere exhiber une telle borne loga-
rithmique pour les parties transcendantes des ensembles qui y sont définissables est la
structure Reyp = (R, <, +, x,exp). En 1996, Wilkie a démontré dans [124] que la struc-
ture Reyp est o-minimale. A la suite du théoréme 1.2.7, Wilkie pose la conjecture suivante

Conjecture (Wilkie - [88]). Soit X < R™ un ensemble définissable dans la structure
Rexp. Alors il existe une constante C > 0 et un exposant o > 0 tels que

VB > e, Ng(X*,B) < C(log B)".

A ce jour la conjecture Wilkie n’est pas tranchée sauf pour les courbes [84] et pour
certaines surfaces [22,58,86].

Une différence essentielle entre les structures o-minimales Rex, et Ra, est que l'ex-
ponentielle réelle toute entiere est définissable dans Rey, et non seulement toutes ses
restrictions aux compacts de R. Ajoutons qu'un théoréme de Miller [79] implique que
I’exponentielle n’est pas définissable dans la structure R,, alors qu’elle y est localement
définissable.

Nous verrons dans le paragraphe suivant que ’énoncé analogue a la conjecture Wilkie
dans R,, est faux car il existe des fonctions analytiques d’une variable dont les graphes
contiennent beaucoup de points algébriques de hauteur bornée. Toutefois cela n’exclut
pas l'existence de structures o-minimales comprises entre R, et Ry, et qui vérifient un
énoncé semblable a la conjecture Wilkie. Le plus naturel est de considérer dans premier
temps la structure (R, +, x, expr[0’1]> engendrée par toutes les restrictions a un compact
de l'exponentielle réelle. Cependant pour des raisons techniques la structure engendrée
par les fonctions élémentaires REE := (R, <, +, x, €exp[0,1] sinypo,~]) est plus pratique. En
combinant a la fois a des méthodes d’analyse réelle et d’analyse complexe, Binyamini et
Novikov ont démontré dans [11] la conjecture Wilkie restreinte ci-dessous.

Théoréme 1.2.9 (Binyamini - Novikov - [11]). Soit X < R™ un ensemble définissable
dans la structure RRE. Alors il existe une constante C > 0 et un exposant a > 0 tels que
VB > e, No(X*,B) < C(log B)“.

Autrement dit, la conclusion de la conjecture Wilkie est vraie pour les ensembles définis-

sables de la structure RRE,

Notons que tous les ensembles qui peuvent étre décrits par des équations élémentaires
obtenues a ’aide des fonctions exponentielle, sinus, cosinus, tangente et logarithme res-
teintes & des compacts sont définissables dans la structure RRE,
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Fonctions oscillantes Nous avons vu qu’une fonction entiére telle que I’exponentielle
réelle peut étre définie dans une structure o-minimale. A Dinverse, la fonction sinus réelle
n’est définissable dans aucune structure o-minimale puisque son lieu des zéros contredit le
quatrieme axiome de la définition 1.2.6 des structures o-minimales. Cependant la fonction
sinus est une E-fonction qui vérifie I’équation différentielle linéaire 3y’ +vy = 0. Donc d’apres
le théoreme de Siegel-Shidlovsky 1.1.4, 'ensemble exceptionnel de la fonction sinus est
réduit a Porigine. Ainsi une partie de R? non définissable dans une structure o-minimale
peut avoir trés peu de points algébriques. Ce constat a mené Miller et Comte a étudié
dans [28] les points algébriques contenus dans des courbes oscillantes qui ne sont pas
définissables dans une structure o-minimale. Ils obtiennent notamment un comptage des
points rationnels des graphes des fonctions oscillantes sin o log; pour tout j € N*.

Théoréme 1.2.10 (Miller - Comte - [28, Cor. 3.10]). Soit j € N*. On note g; = sinolog;
et X; le graphe de g;. Alors il existe une constante C; > 0 telle que

VB > e, Ng(X;,B) < C;(log B)>™.

Contrairement a la fonction sinus, les fonctions sinolog; pour j € N* ne sont pas des
E-fonctions et donc le théoreme de Siegel-Shidlovsky ne peut s’y appliquer. Cependant a
ce jour nous ne savons pas si les graphes des fonctions sinolog, contiennent une infinité
de points algébriques.

Un résultat négatif Nous avons mentionné dans le paragraphe précédent que la conjec-
ture Wilkie 1.2 n’admet pas d’analogue dans la structure R,,. Il est en fait possible de
construire des fonctions entieres transcendantes dont le graphe contient beaucoup de
points algébriques de hauteur bornée. En employant des méthodes similaires a celles uti-
lisées pour exhiber des fonctions g entieres et transcendantes d’ensemble exceptionnel S,
prescrit'®, Surroca a démontré dans sa these le résultat suivant.

Théoréme 1.2.11 (Surroca - [116]). Soit ¢ : R* — R% wune fonction telle que
lim 7@5(3:)

Tr—00 €T

=0.

Alors il existe une fonction g € O(C) transcendante telle que g envoie tout algébrique
a € Q sur un algébrique de Q[a] et pour tout k € N*, il existe une suite (B;) [ oo telle que

1
Ni(X,B;) = 3 exp {k’(k + l)gZ)(logBj)},
ou X désigne le graphe de la restriction de g au disque unité D.

En particulier en appliquant le théoréme 1.2.11 avec la fonction ¢p(z) = \/z et k = 1, on
obtient I'existence de fonctions entiéres transcendantes dont le nombre de points ration-
nels de hauteur bornée par B dans leur graphe restreint au disque D dépasse n’importe
quelle puissance de log B. Ces fonctions sont localement définissables dans la structure
R.n et donc la conclusion de la conjecture Wilkie 1.2 est fausse dans cette structure
o-minimale. Néanmoins, Surroca a également montré dans [116] que les fonctions holo-
morphes transcendantes ne sont pas loin de vérifier un comptage logarithmique de leur
points algébriques.

Théoréme 1.2.12 (Surroca - [116]). Soit g € O(D) une fonction transcendante. Alors
il existe une constante C' > 0 telle que pour tout k € N*, il existe une suite (B;) [ oo telle
que

Vje N, Ni(T9, B;) < Ck*(log B;)>.

13Voir le paragraphe sur les fonctions pathologiques.
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Remarque 1.2.13. Le théoreme 1.3.16 de Coman et Poletsky implique pour les fonctions
entieres transcendantes et d’ordre fini un énoncé similaire au théoreme de Surroca 1.2.12.
Voir la remarque 1.3.17 pour plus de détails.

1.3 Lemmes de zéros

Dans cette these nous démontrons des énoncés communément appelés des lemmes de
zéros. Nous verrons dans le prochain paragraphe le lien entre les lemmes de zéros et
le comptage de points algébriques qui justifie que nous cherchions a démontrer de tels
résultats. Pour toute fonction g € M(2) et tout polynéme P € C[z, w], on note Py(z) :=
P(z,9(%)). Un lemme de zéros de g dans un domaine 2 < C est une majoration pour
tout polynéme non nul P € C[z, w]| du nombre de zéros de la fonction P, dans ce méme
domaine en fonction du degré du polynéme P et de la fonction g. Le plus souvent la
fonction g que nous étudions est définie sur un disque D,., voire le plan tout entier. Afin
d’abréger les énoncés on introduit la notion de borne de Bézout.

Définition 1.3.1 (Borne de Bézout). Soient g € M(R2) et d € N. La d-iéme borne de
Bézout de g dans le domaine D € () est définie par

Z4(D, g) := sup {n(D, P,) | PeCgqylz,w], Py # O},

ou n(D, P,) est le nombre de zéros avec multiplicité de la fonction méromorphe P, dans
le domaine D. Lorsque D est le disque D,., on note la borne de Bézout Z4(r, g).

Démontrer un lemme de zéros pour g € O(Dg) consiste & exhiber une majoration de la
borne de Bézout Z4(r, g) en fonction du degré d, du rayon r et de la fonction g. Dans la
plupart des applications qui nous intéressent et notamment pour le comptage de points
algébriques, nous cherchons une majoration de la borne de Bézout par un polynéme en
le degré d. On dit dans ce cas que la fonction g vérifie un lemme de zéros polynomial.

Définition 1.3.2 (Lemme de zéros polynomial). Soient R € ]0,0] et g € M(Dg) une
fonction transcendante. On dit que la fonction g vérifie un lemme des zéros polynomial
gl existe un exposant a > 0 et une fonction ¢ : [0, R[ — R, tels que

Vde N, Vre[0,R[, Z4(r,g9) < (d v ¢(r)*. (1.3.1)

Remarque 1.3.3. Avoir une expression explicite de la fonction ¢ dans l'inégalité 1.3.1
peut s’avérer tres utile pour le comptage de points algébriques sur des domaines non com-
pacts. On s’attend le plus souvent a ce que la fonction ¢ s’exprime a 1’aide de la fonction
maximum M (r, g) lorsque g est holomorphe sur Dy et la caractéristique de Nevanlinna'*
T(r,g) lorsque g admet des poles. Cette attente se justifie par le fait quune majoration
de Z4(r, g) est une sorte d’inégalité de Bézout transcendante et que la caractéristique de
Nevanlinna est aux fonctions méromorphes ce que le degré est a un polynome.

Des lemmes de zéros aux comptages de points algébriques Nous explicitons
maintenant le lien entre les lemmes de zéros et le comptage de points algébriques. La
proposition 1.3.4 ci-dessous se déduit du théoréeme d’interpolation général 1.6.36 démontré
au chapitre 5.

Proposition 1.3.4. Soient k € N*, g e M(Dg). On suppose qu’il existe ¢ : [0, R[ — R,
et a > 0 tels que
vdeN, Vrel[0,R[, Zaq(r,g) < (dv p(r))".

4Voir la définition 2.6.4 page 63.
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Alors

R\’ R
Ve >0, Vre [0, R[, No(TY9, B) < (R) exp {sR”

T(R, g>} (log B v o(r))".

On suppose de plus que g est holomorphe. Alors

2
Ve >0, Vre[0,R[, Nx(TY,B) « (RR) max{l, M(R, g)}*(log B v ¢(r))".

Démonstration. Voir page 191. |

Remarque 1.3.5. Pour majorer N (I'Y, B), il n’est en fait pas nécessaire a priori de
majorer la borne de Bézout Z4(r, g). La méthode d’interpolation utilisée par Masser dans
[77] aussi bien que notre généralisation 1.6.36 de celle-ci montrent qu’il suffit de majorer
le nombre de zéros de P, pour tout polynéme P € @sd[z, w] non nul dont la hauteur est
bornée par une puissance de B.

L’utilisation de lemmes de zéros afin de compter les points algébriques de graphes analy-
tiques a fait I’objet d’une recherche importante ces derniéres années. Nous donnons dans
les paragraphes ci-dessous un apergu de ces résultats.

Fonctions transcendantes vérifiant des équations différentielles Une situation
propice a l’établissement de lemmes de zéros est celle des fonctions analytiques trans-
cendantes vérifiant une équation différentielle ou une relation fonctionnelle. Par exemple
dans [10], 'auteur montre que les trajectoires d’un champ de vecteurs polynomial défini
sur Q dont les orbites sont constructibles vérifie un lemme de zéros polynomial.

Définition 1.3.6 (Binyamini - [10]). Soit £ un champ de vecteurs polynomial dans C"
défini au-dessus d’un sous-corps K de C algébriquement clos. C’est-a-dire

5_253(5)5%7 &€ Klz,..., 2]

Le champ de vecteurs £ a des orbites constructibles dans la K-variété algébrique V < C”
lorsque V' est &-invariante et la relation d’équivalence définie par l'action de £ sur V est
K-constructible.

Théoréme 1.3.7 (Binyamini - [10]). Soient V < C" une Q-variété algébrique, & un
chamyp de vecteurs polynomial dans C" défini au-dessus de Q et ayant des orbites construc-
tibles dans V. Alors pour toute paramétrisation ¢ : D — V d’une trajectoire de &, il existe
une constante C' > 0 vérifiant que pour tout P € Cgylz1,...,2,] tel que Po ¢ #0,

n(1, P o) < Cypd?* ™V logd,

ot m = dim(V) et k ne dépend que de la paramétrisation ¢.

Dans [29], Comte et Yomdin démontrent un autre résultat dans cette direction en
faisant des hypothéses arithmétiques sur 1’équation différentielle et les coefficients de
Taylor en l'origine de la solution considérée. Par la suite Binyamini a souligné que leur
méthode s’étend aux équations différentielles algébriques. Ils obtiennent ainsi le théoreme
suivant

Théoréme 1.3.8 (Binyamini-Comte-Yomdin - [29, Th. 3.5.3]). Soit g € O(D) une fonc-
tion transcendante. On suppose qu’il existe k € N et Q € Q[z1,. .., 2zi] non nul tels que

Qz f(2),....fF V() =0 et YneN, f(0)eQ.

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial.
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Remarque 1.3.9. Le théoreme 1.3.8 s’étend sans peine aux équations différentielles
algébriques a coefficients algébriques.

Séries lacunaires Dans [29], Comte et Yomdin établissement également un lemme de
zéros pour certaines séries entieres lacunaires.

Théoréme 1.3.10 (Comte - Yomdin - [29, Th. 3.4.5]). Soient p >0, ¢ > 2 et g € O(D)
telle que sa série de Taylor en l'origine est de la forme

[ee]
—\P
VzeD, g(z) = Z anz™ avec N2 < Ap1 <AL et |a,| > e M,

n=0

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial dans D%, Plus précisément
VdeN, Z4(1,9) <10(2d)7 (1 + qd® + 5d71+3),

Gréace au théoreme 1.6.16 démontré dans le chapitre 4 nous exhibons dans la remarque
1.6.18 ci-dessous des séries lacunaires vérifiant des lemmes de zéros polynomiaux mais ne
vérifiant pas les hypotheses de 1.3.10.

Fonctions hyper-transcendantes On rappelle qu'une fonction méromorphe est dite
hyper-transcendante si elle ne vérifie aucune équation différentielle algébrique non triviale.
Nous avons vu dans la section 1.1 que ’hyper-transcendance n’est pas une hypothese suf-
fisante pour interdire certains ensembles exceptionnels'®. Cependant des lemmes de zéros
polynomiaux ont été établis pour certaines fonctions hyper-transcendantes remarquables
et donc a fortiori des comptages logarithmiques de leurs points algébriques. Dans [77],
Masser établit un comptage logarithmique des points rationnels du graphe de la fonction
¢ en démontrant le lemme de zéros suivant.

Théoréme 1.3.11 (Masser - [77, Prop. 1]). La fonction ¢ de Riemann satisfait un lemme
de zéros. Plus précisément, il existe une constante C' > 0 explicite telle que

Vde N, Vr >0, Z4(r,¢) < C(d* + drlogr).

En s’inspirant des méthodes utilisées par Masser dans [77], Besson a démontré dans
[8,9] que la fonction T' d’Euler et la fonction o5 de Weierstrafl pour la majorité des
réseaux A < C vérifient un lemme de zéros polynomial.

Théoréme 1.3.12 (Besson - [8]). La fonction T’ d’Euler vérifie un lemme de zéros poly-
nomial. Plus précisément, il existe une constante C' > 0 explicite telle que

VdeN, Vr >0, Z4(r,T') < Cd(r + d) log(r + d).

Théoréme 1.3.13 (Besson - [9]). Pour presque tout réseau A de C, la fonction sigma
de Weierstraf$ associée a A satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il
existe une constante explicite C > 0 telle que

VdeN, Vr >0, Z4(r,05) < Cd(r + Vd)?log(r + d).

Remarque 1.3.14. Nous précisons ce que Besson entend par « presque tous les réseaux »
dans la remarque 4.7.2. En application les résultats du chapitre 3 et 4, nous montrons que
la condition sur le réseau du théoreme 1.3.13 est inutile comme 'avait pressenti I'auteur
dans [9]. Voir I’énoncé 1.6.28.

15Voir le théoréme 1.1.7.
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Fonctions transcendantes a croissance exponentielle Dans [27], Coman et Po-
letsky ont démontré un lemme des zéros général pour les fonctions entieres d’ordre fini et
d’ordre inférieur strictement positif.

Théoréme 1.3.15 (Coman-Poletsky - [27]). Soit g € O(C) une fonction transcendante.
On suppose qu’il existe C1,Cy > 1 et k > 1 tels que

Yr» 0, Cim(r,g) < m(kr,g) < Cam(r,g) ou m(r,g) =logt M(r,g).

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une fonction ¢
strictement croissante telle que

VdeN, ¥Vr >0, Zq(r,g) < (dv o(r)?,

Les hypotheses du théoréme 1.3.15 sont satisfaites notamment par les fonctions poly-
exponentielles, inverse de la fonction T' d’Euler et la fonction (z — 1){(2) ou ¢ est la
fonction zéta de Riemann. Le fait que le théoreme 1.3.15 s’applique aux fonctions poly-
exponentielles, a la fonction ¢ et a la fonction I' est particulierement intéressant. En effet,
les démonstrations des lemmes de zéros 1.3.11, 1.3.12 et 1.3.13 utilisent des propriétés
spécifiques des fonctions étudiées et en particulier des résultats sur la distribution des
petites valeurs de celles-ci, ¢’est-a-dire les antécédents de S! par ces fonctions. Par exemple
dans [77], Masser utilise pour établir le théoréme 1.3.11 un résultat sur la distribution des
petites valeurs de la fonction ¢ dans des bandes de la forme {z +iy | -3 <z <3 et 1<
y < s}. Le lecteur pourra regarder le chapitre 7 de [111] pour des résultats de ce type
pour les L-fonctions. Dans [9], Besson utilise la quasi-périodicité de la fonction o, de
Weierstrafl pour étudier la distribution des petites valeurs de celle-ci. Dans [27], Coman
et Poletsky parviennent grace & la théorie d’Ahlfors & étudier la distribution des petites
valeurs d’une fonction g vérifiant la condition 1.3.15. En plus de sa généralité, le résultat
de Coman et Poletsky présente ’avantage d’avoir des hypotheéses facilement vérifiables sur
les coefficients de Taylor de g en 1'origine'®. Notons que dans [27], les auteurs démontrent
également que toute fonction entiére d’ordre fini vérifie un lemme de zéros polynomial
pour une suite (d;)/ oo de degrés.

Théoréme 1.3.16 (Coman-Poletsky - [27]). Soit g € O(C) une fonction transcendante.
On suppose que
i loglog™M(rng) _ (1.3.2)
r—00 log r
Alors il existe une suite (d;) / oo de degrés et une fonction j : [0,0[— N strictement
croissante telles que
Vr >0, Vj = j(r), Z4,(r,g) <Cdj,

ou C' est une constante qui ne dépend que de la fonction g.

Remarque 1.3.17. Le théoréme 1.3.16 implique un résultat similaire au théoréme de
Surroca 1.2.12 pour les fonctions entieres d’ordre fini. En effet, une majoration de la borne
de Bézout Zq4, (r, g) par un polynéme en d; et la méthode d’interpolation de Masser 1.6.31
permettent de majorer Ng (X, e% ) par un polynéme en d; ou X, est I'image de D, par
la fonction g.

Remarque 1.3.18. Dans [27], Coman et Poletsky posent la question de savoir si I’hy-
pothese 1.3.2 est superflue. Nous montrons dans le chapitre 4 que cette condition peut en
effet étre omise a condition que la fonction soit d’ordre inférieur strictement positif. Voir
I’énoncé 1.6.19.

16Voir la sous-section 2.3 p.52.
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Dans [20], Brudnyi étend les théorémes 1.3.15 et 1.3.16 aux fonctions entieres de plu-
sieurs variables. Ses théoremes sont valables pour certaines fonctions entieres d’ordre
infini.

Dans [18], Jones et Boxall ont démontré par une méthode différente de celle utilisée
par Coman et Poletsky dans [27] que sous les mémes conditions que le théoréme 1.3.15,
le graphe de la fonction g a peu de points rationnels. C’est-a-dire que ce graphe vérifie un
comptage logarithmique de ses points rationnels. De plus leur méthode s’étend sans peine
aux points algébriques de degré borné. Cependant pour atteindre ce but, ils n’établissent
pas un lemme de zéros pour tous les polynémes non nuls de C[z, w] mais seulement pour
les polynomes non nuls de Z[z, w] dont la taille des coefficients est contrdlée par la hauteur
des points a interpoler. Un tel lemme de zéros s’avere suffisant pour le comptage de points
rationnels comme nous ’avons mentionné précédemment'”.

Théoréme 1.3.19 (Boxall-Jones - [18]). Soit g € O(C) une fonction transcendante. On
suppose que
log log M (r, ) —— loglog M(r,g)

A= lim >0 et p=lim ———= < .
oo log r r—0 logr

Alors il existe un exposant a > 0 et une fonction p strictement croissante tels que
Vr >0, VP € Zgq[z,w], 0 < H(P) < B= n(r, P;) < Cy(r)(log B)?,

ot, H(P) est le maximum du module des coefficients de P et « peut étre exprimé a laide
de X\ et p.

1.4 Mesures de transcendance

Afin d’exclure les fonctions pathologiques présentées dans la section 1.1, il est nécessaire
de faire des hypotheses plus fortes que la transcendance ou I’hyper-transcendance des
fonctions méromorphes considérées. Dans le but de justifier la démarche qui va suivre,
examinons brievement la situation des nombres transcendants en approximation diophan-
tienne qui présente certaines analogies avec celles des fonctions transcendantes.

Mesure de transcendance et approximation diophantienne De méme qu’il est
possible de construire des fonctions pathologiques comme limite de sommes partielles bien
particulieres, il est possible de construire des nombres transcendants pathologiques pour
I'approximation diophantienne comme limite de suite de rationnels bien particuliere. Un
exemple historique est celui des nombres de Liouville introduit par ce dernier dans [69] et
qui sont les premiers réels dont la transcendance fut avérée. Un nombre £ € R est appelé
un nombre de Liouville s’il vérifie la propriété suivante

< in (1.4.1)
4n

Autrement dit, le réel £ peut étre approché par des suites (r,,) de nombres rationnels dont

la vitesse de convergence est au moins de 'ordre de H(r,,)~". Pour construire un nombre

de Liouville, il suffit de prendre la somme infinie d’une suite de rationnels tendant tres

rapidement vers zéro. Par exemple Liouville a montré dans [69] que les nombres réels de

la forme

_Pn

an

VYn >0, 3¢, € N*, Ip, € Z,

&= Z a™ avec a un entier plus grand que 2,
k=0

17Voir la remarque 1.3.5.
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satisfont la propriété 1.4.1. Bien que I’ensemble des nombres de Liouville soit indénom-
brable et dense dans R, on ne connait pas a ce jour de constante qui soit un nombre
de Liouville et qui n’ait pas été construite dans ce but. Afin d’exclure les nombres de
Liouville, on introduit la mesure d’irrationalité suivante.

Définition 1.4.1 (Mesure d’irrationnalité - [21]). Soit £ € R un nombre irrationnel. La
mesure d’irrationalité de £ est la borne inférieure des réels a > 0 tels qu’il existe une
constante Cy, > 0 vérifiant

VpeZ, Vge N* | - =

Ainsi un nombre de Liouville est par définition de mesure d’irrationalité infinie. Déter-
miner la mesure d’irrationalité, ou ne serait-ce qu’une valeur approchée, d’un réel parti-
culier est un probléme trés difficile. Toutefois on connait précisément cette mesure pour
certains nombres transcendants importants comme e ou 7w et surtout pour les nombres
algébriques irrationnels d’apres le théoréeme de Thue-Siegel-Roth 1.4.2.

Théoréme 1.4.2 (Thue-Siegel-Roth - [97]). La mesure d’irrationalité d’un nombre al-
gébrique irrationnel est exactement 2.

De méme on peut définir une mesure de transcendance des réels en quantifiant la
tendance d’un nombre £ € R a donner de treés petites valeurs lorsque ’on évalue en £ un
polynéme P a coefficient entier de degré et coefficient borné.

Définition 1.4.3 (Mesure de transcendance - [21, Ch. 8]). Soit £ € R transcendant. Une
fonction @ : [0, c0[2— R* est appelée une mesure de transcendance de & s’il existe dy € N*
et By > 0 tels que

Vd = dy, VB = By, VP € Zg[z], H(P) < B—> |P(€)| = exp{—®(d,log B)}, (1.4.2)

ot H(P) est le maximum du module des coefficients de P.

Remarque 1.4.4. La condition 1.4.2 est équivalente a dire que Vd > dg

VB = By, ®(d,log B) > —inf { log |P(§)| | P € Z<q[z], H(P) < B et P # 0}.

De méme que des majorations de la mesure d’irrationalité sont connues pour certaines
constantes, des mesures de transcendance au sens de la définition 1.4.3 sont connues pour
quelques constantes remarquables. Par exemple, Waldschmidt a exhibé dans [122] une
mesure de transcendance de 7.

Théoréme 1.4.5 (Waldschmidt - [122]). Une mesure de transcendance au sens de 1.4.3
du nombre T est

Vd >0, Vb= 0, &(d,b) = 2°%(b + dlog d)(1 + log d).

Remarque 1.4.6. Dans [19, Th. 2.7], Jones et Boxall ont montré qu’une fonction holo-
morphe g € O(D) qui prend en l'origine une valeur £ ayant une mesure de transcendance
bornée par un polynéme vérifie un comptage logarithmique de ses points algébriques dans
un voisinage de 'origine. En utilisant la mesure de transcendance de 7 de 1.4.5, ils en
déduisent un comptage logarithmique des points algébriques de la fonction ¢ puisque
¢(2) = %z. Dans [43, Th. 10.1], Gasbarri obtient un résultat similaire a [19, Th. 2.7] pour
les fonctions holomorphes de D dans une variété projective lisse définie au-dessus d’un
corps de nombres K et de dimension au moins 2.
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Mesure de transcendance de Coman et Poletsky Dans [26], Coman et Poletsky
définissent une mesure de transcendance pour les fonctions entiéres en s’inspirant des
mesures de transcendance pour les réels.

Définition 1.4.7 (Mesure de transcendance - [26]). Soient g € O(C) non constante et
d € N. La d-iéeme mesure de transcendance de g est définie par

Eq(g) == sup {|P|p2 | P € C<qlz,w] et M(1,P,) <1},
et ea(g) = log Ea(g).

Afin de démontrer des comptages logarithmiques de points algébriques dans le graphe
de g, on souhaite majorer la mesure de transcendance e4(g) par un polynéme en d. Le
degré de ce polynome est alors I'exposant apparaissant sur le terme log B ou B est la
hauteur des points algébriques comptés. Coman et Poletsky introduisent donc dans [27]
la notion d’ordre de transcendance.

Définition 1.4.8 (Ordre de transcendance — [27]). Soit g € O(C) une fonction trans-
cendante. On appelle ordre de transcendance inférieur de g, respectivement ordre de
transcendance supérieur de g les deux quantités suivantes

7(g) = sup{TeR+ | dliim W >O} et T(g) = inf{TeR+ | d@ow <oo},
— 00

N

ol
Vr >0, mq(r,g) :==sup {log M(r,P,) | P € C<qlz,w], M(1,P,) <1}.

Remarque 1.4.9. Afin d’insister davantage sur I’analogie entre les nombres transcen-
dants et les fonctions transcendantes, on remarque que la mesure de transcendance eq(g)
de Coman et Poletsky peut également étre définie par

ealg) = —inf {log M(L, P,) | P € Ceglz,w], |Plps < 1et P4 0}, (1.4.3)

Sous cette forme la norme infini de P sur D? joue le role pour la mesure de transcendance
eq(g) de la hauteur de Weil pour une mesure de transcendance ® de £ € C.

Mesures de transcendance holomorphe et méromorphe Dans le chapitre 3 nous
définissons et étudions deux nouvelles mesures de transcendance pour les fonctions holo-
morphes sur un disque ou le plan d’une part et les fonctions méromorphes sur le disque
ou le plan d’autre part. La premiére mesure est une extension naturelle de la mesure de
transcendance e4(g) de Coman et Poletsky 1.4.7.

Définition 1.4.10 (Mesure de transcendance holomorphe). Soient R € 0, 0], g € O(Dg)
non constante et d € N. La d-iéme mesure de transcendance holomorphe de g est définie
par

VAe [0,R[, ea(N, g) = Sup{log [Plpyxp | P € Ccalz,w] et M(X, Py) < 1}.

Dans le chapitre 3, on établit une majoration'® de la mesure de transcendance ho-
lomorphe e4(A,g) en fonction de la distribution des petites valeurs de ¢ similaire au
théoréme 4.2 de [26] pour la mesure de transcendance eq(g). Grace a cette majoration,
on obtient un critére pour établir des lemmes de zéros pour les fonctions holomorphes
dans le disque. Voir le théoréme 1.6.4. Lorsque la fonction g € M(Dg) admet des poles
sur le cercle de rayon A, la fonction maximum M (A, Py) peut étre infinie. Dans ce cas

18Voir le théoréme 3.1.19.
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nous remplagons celle-ci par la moyenne m(\, Py) de la fonction log | Py| le long du cercle
0Dy, définie par
2T
N
(A, Py) :=f log |P,(A\e™?)| .
0 21
On définit ainsi une mesure de transcendance pour les fonctions méromorphes de la ma-
niéere suivante.

Définition 1.4.11 (Mesure de transcendance méromorphe). Soient R € ]0,0], g €
M(Dg) non constante et d € N. La d-iéme mesure de transcendance méromorphe de
g est définie par

VA€ [0,R[, éa(X, g) :=sup{log|P|p,xp | P € Ccalz,w] et (A, Py) < 0}.

Remarque 1.4.12. Lorsque g est une fonction holomorphe sur Dg, nous montrons que
les mesures eq(\, g) et é4()\, g) sont comparables et les ordres de transcendance également.
Néanmoins la mesure de transcendance holomorphe peut conduire a priori a des lemmes
de zéros plus fin lorsque g est holomorphe.

Dans le chapitre 3, on établit une majoration'” de la mesure de transcendance méro-
morphe é4(), g) en fonction de la distribution des petites valeurs de g et des poles de g.
Grace a cette majoration, on obtient un critére pour établir des lemmes de zéros pour les
fonctions méromorphes dans le disque. Voir le théoréme 1.6.9.

1.5 Inégalités de Bézout transcendantes

Estimer la taille de l'intersection de deux variétés plongées dans un méme espace est
un probleme récurrent en géométrie. Le théoreme de Bézout ci-dessous bien connu des
géometres algébristes fournit une description précise de cette intersection lorsque les deux
variétés sont des courbes projectives complexes plongées dans un méme plan projectif.

Théoréme 1.5.1 (Bézout - [104, p. 21]). Soient V et W deux courbes projectives de
P2(C) de degré respectivement dy et da et n’ayant aucune composante irréductible com-

mune. Alors le nombre de points d’intersections, comptés avec multiplicité, est égal a
dids.

Ce type d’énoncé a été étendu aux variétés algébriques de dimensions supérieures,
voir [40,104]. L’une des difficultés majeures de cette généralisation est de donner un sens
a la multiplicité des composantes irréductibles de 'intersection de V' et W. Lorsque nous
majorons seulement la taille de I'intersection de V' et W, nous parlons d’inégalité de Bé-
zout. 11 est intéressant pour compter des points algébriques que de chercher des analogues
de l'inégalité de Bézout pour certaines classes C de variétés analytiques. Lorsqu’une telle
inégalité existe, nous la désignerons par inégalité de Bézout transcendante. Afin de pouvoir
énoncer une telle inégalité, il faut attacher a chaque variété de C une notion de complexité
dans un contexte qui n’est plus algébrique. Afin d’illustrer notre propos, nous décrivons
maintenant trois exemples de classes de variétés analytiques importantes étudiées par
Khovanskii et admettant une inégalité de Bézout transcendante.

19Voir le théoréme 3.1.23.
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Fonctions poly-exponentielles Une fonction poly-exponentielle P est un polynoéme a
coefficients réels en des variables X71,..., X, et des variables Y] = exp(ay - z),...,Y,, =
exp(anm ) avec a; € R™. Le degré de la fonction poly-exponentielle P est défini comme son
degré total en tant que polynéme en les variables X, ..., X, et Y7,...,Y,. En 1980, Kho-
vanskil démontre dans [61] 'analogue du théoréme de Bézout pour les systémes d’équa-
tions poly-exponentielles ou le degré des poly-exponentielles remplace le degré des courbes
dans l'inégalité de Bézout 1.5.1.

Théoréme 1.5.2 (Khovanskil - [61,62]). On considére Py,..., P, des fonctions poly-
exponentielles de degré respectivement my,...,my,. Alors le nombre de solutions non-
dégénérées’® du systéme d’équations analytiques

Pr=0et ... et P, =0,

est majoré par

2kw—1ﬁ2<§i(n%-+l))kfﬁ7n@
i=1 i=1

Variétés pfaffiennes Une fonction pfaffienne est une expression polynomiale faisant
intervenir une suite finie de fonctions analytiques réelles g1, ..., g,, vérifiant un systeme
triangulaire d’équations différentielles polynomiales.

Définition 1.5.3 (Fonction pfaffienne - [62]). Soit U < R™ un domaine. Une chaine
pfaffienne d’ordre m € N* et de degré p € N est une suite de fonctions analytiques réelles
g1s---,9m - U — R qui satisfait un systeme triangulaire d’équations différentielles de la

forme
n

dg_j:ZPi,j(xagl('r)a""gj(x))dxi j:l,...,m,
=1

avec P, ; € Rep[X,Y1,...,Y,,]. Une fonction g : U < R™ — R de la forme

Va € U, g(:v) = P(.’E,gl(x), v 7gm(x))7

avec P € R¢y[X,Y1,...,Y,,] est dite pfaffienne d’ordre m et de degré (p, q).

Théoréme 1.5.4 (Khovanskii - [62]). Soient U < R™ un domaine et g1,...,9n, : U > R
des fonctions pfaffiennes ayant une chaine pfaffienne en commun d’ordre m et de degrés
respectivement (p,q1), - - -, (D, qn). Alors le nombre de solutions isolées dans U du systéme
d’équations

g=0¢e€t ... etg, =0,
est majoré par

Qm(m_l)/2<min(n,m)p + Z g —n+ 1) Hqi.
i=1 i=1

Remarque 1.5.5. Le théoreme 1.5.4 joue un role décisif dans la démonstration de 1'o-
minimalité de la structure Reyp, figurant dans [124]. Il est également utilisé par Binyamini
et Novikov dans [11] pour leur démonstration de la conjecture Wilkie restreinte?’.

20Les solutions du systéme qui n’annule pas le jacobien associé & P, ..., Pn.
21yoir le théoréme 1.2.9 ci-dessus.
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Les fonctions holomorphes sur C* Dans les deux inégalités de Bézout 1.5.2 et 1.5.4
de Khovanskii, la notion de complexité des variétés analytiques est introduite & laide
de relations particulieres vérifiées par les fonctions définissant ces variétés. Cependant,
il n’est pas rare d’avoir & manipuler des ensembles analytiques définis par des fonctions
pour lesquelles nous ne disposons pas de telle relation. Dans ce cas, il existe une approche
géométrique pour définir une notion de degré pour ces variétés. Lorsque P est un polynome
de Cg4[z], le degré de P est égal aux nombres d’éléments d’une fibre de P & condition
de tenir compte de la multiplicité. Lorsque g € O(C) est transcendante, ses fibres sont le
plus souvent infinies. On définit le degré de g comme étant la fonction donnant pour tout
r > 0 la taille d'une fibre générique de g restreinte a boule B}.

Définition 1.5.6 (Fonction de comptage et moyenne de Jensen - [115]). Soient W une
sous-variété analytique fermée®? de C™ de dimension pure®® p et v : C* — N. La fonction
de comptage associée a W et v est définie par

1
n,(r,W) = — vwP,
Y R
ou W{r] est I'intersection de W avec la boule B!, w est la métrique kéhlerienne standard
de C™ et wP désigne la p-itme puissance extérieure de w. Lorsque p = 0, wP désigne la
mesure de comptage. La moyenne de Jensen associée a W et v est définie par
" dt
N, (r,W) = J ny,(r, W)?
0
Lorsque v est la fonction constante égale a 1, la fonction de comptage est notée n(r, W)
et la moyenne de Jensen est notée N (r, W).

Remarque 1.5.7. Lorsque n = 1, W est C et v est le diviseur des zéros d’une fonction
g € M(C), la fonction de comptage n, (r, W) coincide avec la fonction de comptage n(r, g)
et la moyenne de Jensen N, (r, W) coincide avec la moyenne de Jensen N(r,g). Voir les
définitions 2.5.3 et 2.6.3.

Lorsque W est une sous-variété algébrique de C™, on peut montrer que la fonction
de comptage n(r,W) est bornée. Cette propriété caractérise en fait complétement les
sous-variétés algébriques parmi les sous-variétés analytiques fermées.

Théoréme 1.5.8 (Stoll - [112]). Soit W une sous-variété analytique fermée de C™ de
dimension pure p. Alors W est une variété algébrique si et seulement si la fonction de
comptage n(r, W) est bornée.

Dans [49], Griffiths désigne par probléme de Bézout transcendant la question suivante.
Etant donné g = (g1,...,9m) € O(C",C™) et a = (ay,...,an,) € C™, on note

Vo={2€C" | g1(2) = a1,...,gm(2) = am}.

On suppose de plus que la variété analytique V, est de dimension pure n—k. Est-il possible
de majorer la fonction de comptage n(r,V,) a l'aide des fonctions maximums M (r, g;) et
cela indépendamment de a ? Il est raisonnable de chercher une majoration de la fonction
de comptage n(r,V,) de la forme

Yae C*, ¥r >0, n(r,V,) <C n log* M(r,g;),
j=1

22Une sous-variété analytique fermée est un ensemble analytique de C™ qui est lisse.
23Toutes les composantes connexes de la variété sont de méme dimension p.
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ou C' > 0 est une constante indépendante de a. Lorsque m = 1, cette majoration découle
de la formule de Jensen. Malheureusement lorsque m > 1, cette majorations n’est pas
toujours possible comme en atteste le résultat suivant de Cornalba et Shiffman.

Théoréme 1.5.9 (Cornalba - Shiffman - [30]). I existe deuz fonctions f et g de O(C?,C)

telles que
+ +
T loglog™ M (r, f) _ 0 et Tm loglog™ M (r,g) _ 0,
r—o0 logr r—0m0 logr

et l’ensemble Vo des zéros communs auz fonctions f et g dans C? est une sous-variété
analytique de C? de dimension pure zéro telle que

Tim logn(r, VO) _

r—wo  logr

Cependant Stoll démontre la méme année dans [114] que l'inégalité de Bézout trans-
cendant est vraie en moyenne. Avant de pouvoir énoncer son théoréme, nous devons
introduire quelques définitions.

Définition 1.5.10 (p-fibration - [113, p. 363]). Soient V et W deux espaces analytiques®*
de dimension pure et g € O(V, W). On dit que la fonction g est une p-fibration si pour tout
v eV, il existe un voisinage ouvert U de v tel que pour tout z € U, la fibre g=1(g(2)) n U
est de dimension pure p.

Dans [113], Stoll introduit une notion de multiplicité géométrique pour les fibres d’une
p-fibration.

Définition 1.5.11 (Multiplicité d’une intersection pure - [113, p. 48]). Soient V et
W deux espaces analytiques et g € O(V, W) une g-fibration. On suppose que V est de
dimension pure m. On dit qu’une partie L < V est transverse a g en a € W lorsque

e la partie L est un sous-ensemble analytique de dimension pure m — ¢ dans un voisinage
U de a,

o l'adhérence L est compacte,
e le point a est isolé dans I'intersection L n g~!(g(2)).

L’ensemble des parties transverses a g en a est noté M,(g). On note

Ya e g (0) N W, v(a) = min { lim #(L n g~ (9(2))) | L € Ma(g)}.

On pose v(a) = 0 lorsque a ¢ g~ 1(0) n W. L’application v ainsi définie est appelée
Iintersection compléte associée a g.

Dans ’énoncé 1.5.12 suivant I désigne l'intervalle [0, 1] de R.

Théoréme 1.5.12 (Stoll - [114, p. 362]). Soient g = (g1,...,9m) € O(C™,C™) telle que
g(0) =1 et W une sous-variété analytique fermée de C" de dimension pure p = m. On
suppose que pour tout j € {1,...,m} et t = (t1,...,t;) € I, la fonction holomorphe g;-
définie par _

9i(2) = (91(t12),- .., g;(t;2)),
est une (p — j)-fibration au-dessus de W et notons th Uintersection compléte associée a
g;». On consideére la famille d’ensembles analytiques

Vi={2€C" | g1(t12) = 0,..., gm(tmz) = 0} avecteI™.

2411 s’agit d’espaces analytiques au sens de Serre.

24



Introduction RESULTATS DE LA THESE

Alors

Vr >0, Nym (r,Vy)dt < (e, W) n log M (2e™r, g;).

m j=1

Lien entre les lemmes de zéros et les inégalités de Bézout transcendantes Un
lemme de zéros est une forme d’inégalité de Bézout transcendante en famille. En effet
majorer la borne de Bézout Z,(r, g) avec g € O(C) transcendante se réduit a majorer les
fonctions de comptages des sous-variétés analytiques de C? de la forme

Vp={(2,w)eC?|g(z) —w=0 et P(z,w) =0}

ou P parcourt ’ensemble des polynomes non nuls de C¢q4[z, w]. Exiger que la fonction g
soit transcendante au-dessus de C(z) signifie exactement que les variétés analytiques Vp
sont toutes de dimension pure zéro et donc dans ce cas la fonction de comptage n(r, Vp)
majore la fonction n(r, P;)%°. Nous utilisons cette idée pour déduire du théoréme de Stoll
1.5.12 un lemme de zéros en moyenne. Voir la proposition 1.6.30 de la section suivante.

1.6 Résultats de la thése

Un point communs des lemmes de zéros sur les fonctions hyper-transcendantes de la
section 1.3 est que ces fonctions sont soit entiére, soit leur majoration de leur borne de
Bézout se réduit?® & la majoration de la borne de Bézout d’une fonction entiere. Il est
naturel de chercher & étendre ces résultats a des fonctions holomorphes ou méromorphes
sur des domaines autres que le plan.

Majoration des mesures de transcendance

Dans le chapitre 3 nous étudions les deux mesures de transcendance eq(A, g) et é4(A, g)
définies a la section 1.4. Grace a ces nouvelles mesures de transcendance, il nous est pos-
sible de majorer les bornes de Bézout Z,(r, g) en fonction de la distribution des petites
valeurs et des poles de g dans son domaine de définition. Nous obtenons ainsi quatre cri-
teres pour établir des lemmes de zéros suivant que la fonction étudiée g est holomorphe ou
méromorphe, définie sur le disque ou le plan tout entier. Afin de quantifier la distribution
des valeurs de la fonction g nous utilisons la distance pseudo-hyperbolique®” et le n-iéme
diametre pour cette métrique défini ci-dessous.

Définition 1.6.1. Soit n € N*. Le n-iéme diamétre pseudo-hyperboliqgue dans D, d’un
ensemble E c D, est défini par

n

diam, (E,D,) = inf{ Z ri| EcC O Df(aj,rj)}7
j=1 j=1

ott D" (a;, ;) désigne le disque ouvert de centre a; et de rayon r; pour la distance pseudo-
hyperbolique du disque D,..
Notation 1.6.2. Soient g € M(D), a € C et \,7 € R tels que 0 < A < r < 1. On définit

la fibre des a-points de g restreinte & la couronne A(\,r) par

D\, r,a,9) = {z e A\ 1) | g(z) = a}.

25Voir le lemme 5.4.2.

26Par exemple I'inverse de la fonction I' est entiére puisque I' ne s’annule pas sur C. Or on peut majorer
la borne de Bézout de I" par celle de son inverse T'.

27Voir la définition p.4.
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Lorsque A est nul, on note cet ensemble D(r, a, g) et lorsque r vaut 1, on note cet ensemble

D(

a,g).

On commence par énoncer les deux criteres 1.6.3 et 1.6.4 pour les fonctions holomorphes

sur le plan C et le disque unité D.

Théoréme 1.6.3. Soit g € O(C) une fonction transcendante. On suppose qu’il existe
quatre suites de réels (M\a), (Va), (va), (la) et des exposants ay,ag, B,7,1 = 0 tels que

et une suite (Aq) de boréliens de St de longueur 1y telle que
Alors
ot @(r) = min{k € N | Ay = r}. Autrement dit g vérifie un lemme de zéros polyno-

mial.

Démonstration. Voir page 84. |

VdeN, d~* «log :—d < d®, log" M(vg,g) < d®, va» e @ et lyg»e
d

VdeN, Yae Ay, diamg(D(Ng,a,g),Dx,) > V4.

Vr >0, Yde N, Z4(r,g) < (dv o(r) 217 qvec ¢ = max{as, 8,7,1},

Théoréme 1.6.4. Soit g € O(D) une fonction transcendante. On suppose qu’il existe
quatre suites de réels (Ng), (Va), (7a), (la) et des exposants a, B,7,1 = 0 tels que

et une suite (Ag) de boréliens de S' de longueur 14 telle que
Alors
ot @(r) = min{k € N | Ay, = r}. Autrement dit g vérifie un lemme de zéros polyno-

mial.

Démonstration. Voir page 85. |

VdeN, d”¢ « log %, log™ M (vg,9) « d°, logyg » —d” et logly » —d',
d

VdeN, Yae Ay, diamy(D(Ng,a,9),Dx,) > 74

Vre [0,1], Vde N, Z4(r,g) < (dv o(r)2*T  avec e = max{B,~,1},

Remarque 1.6.5. Le critere 1.6.4 est utilisé au chapitre 4 pour démontrer des lemmes de
zéros pour des fonctions holomorphes dans le disque dont la croissance est exponentielle.

Vo

de

ir le théoréme 1.6.16 de la sous-section 1.6 suivante.

Lorsque la fonction g étudiée est méromorphe, notre critere exige de connaitre en plus
la distribution des petites valeurs de g celle des poles. Quant a la fonction maximum

log™ M (r, g), celle-ci est remplacée dans les critéres 1.6.6 et 1.6.9 par la caractéristique de
Nevanlinna T (r, g) définie par

2m

v, dO

T(r.9) = | logTlgtre®) |5 + N(r.o0.9).
0

avec

" dt
Nre,g) = [ {n(re,9) = n(0,0.9)} 5 n(0.50,9) logr.
0
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®

Sl

FIGURE 1.1 — Illustration des conditions sur la distribution des valeurs figurant dans
les théorémes 1.6.4 et 1.6.3. Les points bleus sont les éléments de D(Ag4,a,g). On fait
également apparaitre un recouvrement de D()\g4,a,g) par quatre disques dont l'un est
réduit a un point. De plus la somme des rayons de ce recouvrement est proche du 4-ieme
diameétre de la fibre D(\g, a, g).

Théoréme 1.6.6. Soit g € M(C) une fonction transcendante. On suppose qu’il existe
cing suites de réels (A\q), (va), (7a), (0a), (la) et des exposants ay, s, ,7,0,1 = 0
tels que, Yd e N

d~* «log % «d®?, T(vg,g) <« d°’, logyg » —d7, logdq » —d° et logly » —d',
d

et une suite (Ayq) de boréliens de S' de longueur 1y telle que
VdeN, Vae Ay, 3C, < D(vg,0,g) tel que
diamgin (D(Agy @, 9),Da,) > va €t pu,(D(Aaya, g),Co) > 04,
avec n = n(vq,0,9) — #C,. Alors
Vr >0, Vde N, Z4(r,g) « (dv o(r)) 3ot
ot e = max{ay + B +v,a1 + B+, as,l} et o(r) :=min{k € N| A\, = r}. Autrement

dit g vérifie un lemme de zéros polynomial.

Démonstration. Voir page 85. ]
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FIGURE 1.2 — Illustration des conditions sur la distribution des valeurs figurant dans les
théorémes 1.6.9 et 1.6.6. Les points bleus sont les éléments de D(\g, a,g) tandis que les
points verts et rouges correspondent aux éléments de D(vg, 00, g). Les poles verts sont les
éléments de C,. On représente également la géodésique hyperbolique passant par deux
points de D(Ag, a,g) et C, et dont la distance hyperbolique est minimale.

Remarque 1.6.7. Le théoréme 1.6.6 n’implique pas le théoréme 1.6.3 lorsque g est une
fonction entiére. En effet I'exposant figurant dans 'inégalité de 1.6.6 est a priori plus
grand que celui figurant dans l'inégalité de 1.6.3.

Remarque 1.6.8. Dans ce manuscrit nous utilisons la majoration de la borne de Bézout
Z4(r,g) du théoréeme 1.6.6 précédent pour deux classes de fonctions méromorphes et
transcendantes sur C.

e le premier cas est celui des fonctions méromorphes g € M(C) dont on connait précisé-
ment la distribution des pdles dans le plan par rapport aux petites valeurs de g. Plus
précisément on dispose d’une minoration de la distance pseudo-hyperbolique entre les
fibres D(Ag,a,g) et D(v4,0,g) dans D,, et cette minoration est uniforme lorsque a
parcourt un arc de cercle A = S'. Les fonctions elliptiques que nous étudions dans la
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derniére section du chapitre 3 sont de ce type. Dans cette situation on prend pour C,
tous les pdles de D(vg, 0, g) et n est nul,

e le second cas est celui des fonctions méromorphes g € M(C) pour lesquelles la valeur
o0 est déficiente au sens ou

n(r,0,g) = O(T(r, g)ﬁ) avec (€ [0,1]. (1.6.1)

Il est alors possible de prendre un petit ensemble C,, voire ’ensemble vide et n est
négligeable devant d. Cette situation sera étudiée dans le chapitre 4. Notez que quitte
a remplacer la fonction g par la fonction qfla, on peut supposer que ce sont les a-points
de g qui vérifie la condition 1.6.1.

La derniére situation qui n’est pas couverte par les deux cas décrits ci-dessus serait celui
d’une fonction méromorphe g sur C dont aucune valeur a € C ne présente la déficience
décrite par 1.6.1 et qui a tendance a atteindre toutes ces petites valeurs de plus en plus
proches de ses a-points. Cette derniere situation, si tant est qu’elle survienne, semble
difficile a étudier avec les méthodes que nous employons et ne sera pas explorée dans
cette these.

Notre majoration de la borne de Bézout Z4(r, g) dans le cas d’une fonction méromorphe
g sur le disque unité D s’énonce de la maniére suivante.

Théoréme 1.6.9. Soit g € M(D) une fonction transcendante. On suppose qu’il existe
cing suites de réels (M\a), (Va), (Va), (04), (la) et des exposants «, 3,7,9,1 = 0 tels que

Vde N, d™% « log %, T(vg,9) < d°, logyg » —d", logdg » —d° et logly » —d',
d

et une suite (Aq) de boréliens de S' de longueur 1y telle que
VdeN, Vae Ay, 3C, < D(vg,0, g) tel que
diamgn(D(Aa; a,9),Dx,) > 74 et pu,(D(Aa;a,9),Ca) > da,
avec n = n(vq,0,9) — #C,. Alors
Vre[0,1[, Vde N, Z4(r,g) < (d v @(r))*+3ote,
ot e =max{a+ S +y,a+B+7,1} et o(r) :=min{k e N| Ay = r}. Autrement dit g

vérifie un lemme de zéros polynomial.

Démonstration. Voir page 87. |

Remarque 1.6.10. Dans les théoremes 1.6.3, 1.6.4, 1.6.6 et 1.6.9 ci-dessus il est possible
d’affaiblir considérable I’hypothése sur la taille des ensembles Ay. En effet, on montre
au chapitre 3 que les conclusions de ces théorémes sont encore valables si les ensembles
Ay sont des boréliens de capacité logarithmique plus grande que 4 ou des ensembles
dont le d-iéme diameétre euclidien est plus grand que 4. Cette derniere hypothese est
particuliérement faible puisqu’elle autorise que A4 soit un ensemble fini de cardinal plus
grand que d + 1.

Remarque 1.6.11. Bien que nous ne supposions pas que les suites (\g) et (v4) tendent
vers 1 dans 1.6.4 et 1.6.9 et vers l'infini dans 1.6.3 et 1.6.6, cela est conséquence des
hypotheses faites sur la distribution des petites valeurs de la fonction étudiée. En effet ces
conditions impliquent que le cardinal des ensembles D(\g4, a, g) tend vers linfini lorsque
d tend vers l'infini.
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Lemmes de zéros généraux

Le théoreme 1.3.15 de Coman et Poletsky affirme que sous des conditions de croissance de
la fonction maximum M (r, g), il est possible d’établir des lemmes de zéros polynomiaux
pour de grandes classes de fonctions g € O(C). Il est naturel de chercher & étendre ce type
de résultats pour les fonctions méromorphes sur C ou le disque unité D. Nous démontrons
une extension du théoréme 1.3.15 pour les fonctions g € M(C) en remplacant la fonction
maximum M (r, g) par la caractéristique de Nevanlinna T(r, g). Nous obtenons un lemme
de zéros polynomial en supposant qu’il existe une valeur b € C qui est atteinte bien moins
souvent que les autres valeurs de la sphére de Riemann @ par la fonction g et que la
croissance de la caractéristique de Nevanlinna T'(r, g) est polynomiale.

Théoréme 1.6.12. Soit g € M(C) une fonction transcendante, b€ C et 3 € [0, [
On suppose que g vérifie l'une des hypothéses suivantes

e la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

i 108 T(r9) 0. Tm log T'(r, g)

¢ b,g) = O(T ).
Mm =T B e < et n(rb,g)=0(T(r,g)")

o il existe C1,Cy > 1 et k > 1 tels que
Vr» 0, C1T(r,g) < T(kr,g) < CoT(r,g) et n(r,b,g) = O(T(r,9)").
e il existe p > 0 tel que T(r,g) = r? et n(r,b,g) = O(T(r,9)").

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants a,y > 0 tels que

VdeN, Vr >0, Z4(r,g) < T(r,g)" v d*.

De plus lorsque la seconde hypothése est vérifiée, on peut prendre o = 1 + % et
v = M ou A = % et p = %. Lorsque la troisieme hypothése est vérifiée,

on peut prendre le méme « et v = (1 — B).

Démonstration. Voir page 163. |

Remarque 1.6.13. En utilisant I'inégalité de Harnack 2.6.10, on montre que pour une
fonction g € O(C) transcendante les conditions de croissance portant sur la caractéristique
de Nevanlinna T'(r, g) dans 1.6.12 sont équivalentes a

log log™ M — loglog™ M
N\ = qiy loglog"M(r.g) p— Tm lolo (r.9)
—o0 logr r—00 logr

De plus n(r,o0,g) étant identiquement nulle, la condition de déficience est satisfaite
lorsque b est 0.

Remarque 1.6.14. Le théoreme 1.6.12 implique le théoreme 1.3.15 de Coman et Po-
letsky. En effet la condition

Olm(ra g) < m(kr, g) < CQm(ra g)

implique une condition du méme type pour la caractéristique de Nevanlinna T'(r, g).
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Remarque 1.6.15. De tres nombreuses fonctions entieres satisfont les hypotheéses du
théoréme 1.6.12. En effet considérons une fonction g € O(C) de la forme

[ee]
VzeC, g(z) = Z anz".
n=0

On suppose que

1 — 1
¥n» 0, 0< lim ——2" < fim ——2
n—o IOg ‘an‘ n—00 — log |an|

Alors g satisfait les hypothéses du théoreme 1.6.12.

Théoréme 1.6.16. Soient g € M(D) une fonction transcendante®®, b € Cetpe
[0, %[ On suppose que g vérifie l'une des hypothéses suivantes
e la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions
logT — logT
i 108 T(r,9) — logT(r,g)

lim > 1, lim

t b,g) = O(T(r,9)").
r—1- —IOg(l—r) r—1—- —log(l—r) s®©e Tl(?’, ’g) O( (T,g) )

o il existe C1,Cy > 1 et k> 1 tels que logCy > k et
Vr>» 0, C1T(1— %,g) <T(1- ﬁ,g) < CoT(1- %79) et n(r,b,g) = O(T(r,g)ﬁ).

o il existe p> 1 tel que T(1 — L, g) < r* et n(r,b,g) = O(T(r,g)").

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants a,y >0
VdeN, Vre[0,1], Z4(r,g) < T(r,g)" v d*.
145

De plus lorsque la deuxiéme hypothése est vérifice, on peut prendre o = 1 + 5

/\(%—B) ety = M ou N = % et p= %. Lorsque la troisieme hypothése est

vérifiée, on peut prendre le méme a et v = a(1 — ).

Démonstration. Voir page 165. ]

Exemple 1.6.17. De treés nombreuses fonctions de O(D) satisfont les conditions du théo-
réme 1.6.16 ci-dessus. En effet considérons une fonction g € O(D) dont le développement
en série de Taylor en 'origine est de la forme

0
VzeD, g(z) = Z a2,

ol (A,) est une suite strictement croissante d’entiers et a,, £ 0 et telles que

lim log An <o et lim

n—>® log \, — log*log¥|a,| now log s —log*log®|as,

IOg )\n—l

>3,  (1.6.2)

ou (s,) est une suite d’entiers strictement croissante. Alors g satisfait les hypothéses du
théoreme 1.6.16. En effet d’apres le théoreme 2.3.17, la limite supérieure de 1.6.2 est
exactement p + 1 ou p est l'ordre supérieur de g dans D tandis que la limite inférieure
de 1.6.2 est majorée par A + 1 ou A est 'ordre inférieur de g dans D d’apres le théoreme
2.3.18.
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Remarque 1.6.18. Les exemples de 1.6.17 montrent qu’il existe des séries entieres de
lacunes arbitrairement grandes et vérifiant un lemme de zéros polynomial. En effet soit
¢ : N — N une fonction telle que Vn € N, ¢(n) > n et (A,) une suite d’entiers telle que

VneN, Any1 = ¢(\n).
On définit la suite (a,) par

q—1

q
VneN, a, = e avec ¢ > 2.

Alors la série Zf:o apz™ vérifie la condition 1.6.2 avec s, = n — 1. En choisissant
¢(n) = e", on obtient ainsi des séries lacunaires ne satisfaisant pas les conditions du
théoreme 1.3.10 de Comte et Yomdin mais vérifiant un lemme de zéros polynomial pour
autant. A Iinverse une série lacunaire dont les coefficients de Taylor sont bornés peut
vérifier le théoreme 1.3.10 tandis qu’une telle série ne peut vérifier la seconde partie de la
condition 1.6.2.

Lemme de zéros polynomiaux pour une suite de degrés

Le théoreme 1.3.16 affirme en particulier qu'une fonction entiére transcendante et d’ordre
fini vérifie un lemme de zéros polynomial pour une suite de degrés. On obtient un théoreme
similaire au théoréme 1.3.16 sous la condition que g est d’ordre inférieur strictement positif
mais sans contrainte sur 'ordre supérieur. Qui plus est le théoreme 1.6.19 ci-dessous
s’étend aux fonctions méromorphes ayant peu de pdles.

Théoréme 1.6.19. Soient g € M(C) une fonction transcendante, be C et 3 € [0, il
On suppose que
i 108 T(r,9)
—ow  logr
Alors il existe un exposant o = 2 et une suite (J,) d’intervalles de [0,00[ et une
fonction j : [0,00[ — N strictement croissante tels que

Vr >0, Yn=j(r), Yde Jn, Z4(r,g) < d* et A\ (J,) — .

>0 et n(r,b,g) = O(T(r,g)ﬁ).

Démonstration. Voir page 161. ]

En utilisant une méthode similaire, on obtient le résultat suivant pour les fonctions
méromorphes sur le disque D.

Théoréme 1.6.20. Soient g € M(D) une fonction transcendante, b e C et § € [0, il
On suppose que
log T'(r, 9)
im ———=—
o —log(1l —7)
Alors il existe un exposant o = 2 et une suite (Jp,) d’intervalles de [0,00[ et une
fonction j : [0,1] — N strictement croissante tels que

Vre[0,1], Yn = j(r), Vde J,, Z4(r,g) «d* et M\ (J,) — 0.

>1 et n(rb,g) = O(T(r,g)ﬂ).

Démonstration. Voir page 163. |

32



Introduction RESULTATS DE LA THESE

Exemples de lemmes de zéros

Les criteres d’établissement de lemmes de zéros exposés dans la section précédentes per-
mettent également de démontrer des lemmes de zéros pour certaines classes de fonctions
holomorphes ou méromorphes qui ne satisfont pas les hypotheéses des théoremes 1.6.12 et
1.6.16.

Fonctions elliptiques et fuchsiennes 1l est connu que les fonctions elliptiques de
Weierstrajf$ satisfont un lemme de zéros polynomial. Plus précisément pour tout réseau A
de C, il existe une constante Cy > 0 telle que

VdeN, Vr >0, Z4(r,pa) < Ca(d® +r%d), (1.6.3)

ol py est la fonction de Weierstrafl associée au réseau A. Voir [78, Ex. 22.21]. En appli-
quant le théoréme 1.6.6, on obtient un lemme de zéros polynomial pour toutes les fonctions
elliptiques non constantes et non seulement les fonctions elliptiques de Weierstraf.

Définition 1.6.21 (Fonction elliptique). Une fonction g € M(C) est dite elliptique s’il
existe w1, ws € C linéairement indépendants sur R tels que

VzeC, g(z) =g(z+wr) = g(z +wa).
De plus w1Z @ woZ est appelé le réseau des périodes de g.

Corollaire 1.6.22. Soit g € M(C) une fonction elliptique non constante. Alors
g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une constante
explicite C > 0 telle que

Vde N, Vr >0, Z4(r,g) < C(dr)>.

Démonstration. Voir page 117. |

Dans [57], Jones et Schmidt démontrent que les fonctions elliptiques de Weierstrafl
sont semi-pfaffiennes par morceaux. Ils en déduisent le lemme de zéros 1.6.23 ci-dessous
pour les fonctions elliptiques de Weierstrafl avec une constante indépendante du réseau
contrairement a la constante C, de la borne 1.6.3.

Théoréme 1.6.23 (Jones-Schmidt - [57]). Soient A = Zw, @Zws un réseau de C et py la
fonction elliptique de Weierstraf associée & ce réseau. Pour tout polynome P € C¢q[z,w]
non nul, le nombre de zéros avec multiplicité de P(z,pa(2)) dans le parallélogramme
fondamental de A suivant

{rwl +tws | ryt e [0,1], 7* + 1% + O},
est au plus 7,5373 x 104d" pourvu que d > 20.

Néanmoins la constante C du corollaire 1.6.22 dépend a priori du réseau des périodes
A de la fonction elliptique, y compris lorsque 1'on se restreint aux fonctions elliptiques
de Weierstrafl. Plus précisément la constante C' dépend a priori de la distance des pdles
de g, c’est-a-dire des éléments de A, aux petites valeurs de g et de 'ordre de la fonction
elliptique.

On montre également que toute fonction fuchsienne non constante vérifie un lemme de
zéros polynomial. Rappelons les définitions de groupe fuchsien et de fonction fuchsienne.

33



INTRODUCTION Introduction

PN

Définition 1.6.24 (Groupe fuchsien - [60]). Un sous-groupe I' € Mob(C) est dit fuchsien
pour un disque A C si ce dernier est laissé invariant par laction de I' sur la sphere ¢
et si 'action induite par I' sur A est proprement discontinue. C’est-a-dire que pour tout
compact K < A, ’ensemble

{9€T|(9-K)nK + &},
est fini. On dit de plus que T est cocompact lorsque A/T est compact.

Définition 1.6.25 (Fonction fuchsienne). Une fonction g € M(D) est dite fuchsienne
s’il existe un groupe fuchsien I" de D dont l'action sur D laisse invariante la fonction g.
Autrement dit Vy e T, Vze D, g(v-z) = g(z).

Corollaire 1.6.26. Soient I' = Mob(D) un groupe cocompact et g € M(D) une fonc-
tion non constante et invariante par I'. Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial.
Plus précisément, il existe une constante explicite C > 0 telle que

Cdb

VdeN, Vre[0,1], Z4(r,g) < T

Démonstration. Voir page 119. |

Les fonctions sigma On montre que toute fonction sigma et zeta de Weierstrass sa-
tisfait un lemme de zéros polynomial. Rappelons les définitions de ces deux classes de
fonctions.

Définition 1.6.27 (Fonctions de Weierstral — [65, p. 239]). Soit A un réseau de C. La
fonction sigma de Weierstrafl associée a A est définie par
VzeC, op(z) = H (1 — i) ewta(H),
weA\ {0} w

et la fonction zéta de Weierstraf$ associée a A est définie comme la dérivée logarithmique
de op. Autrement dit

) 1 1 1
VZE(C, CA(Z) = Zi(z)zfﬁ- 2 74,_*4_1.

_ 2
(z) =z weryey ZTW W w

Corollaire 1.6.28. Soit A un réseau de C. Alors la fonction sigma de Weierstrafs
associée a A satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une
constante C' > 0 telle que

Vde N, Vr >0, Z4(r,o0) < C(d v r)>.

Démonstration. Voir page 169. |

Corollaire 1.6.29. Soit A un réseau de C. Alors la fonction zéta de Weierstrafs
associée a A satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une
constante C' > 0 telle que

Ve >0, Vde N, Vr >0, Z4(r,¢p) < C(dvr?)?Te,
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Démonstration. Voir page 171. ]

Lemme de zéros en moyenne En appliquant le théoreme de Stoll 1.5.12; on obtient
la proposition 1.6.30 ci-dessous.

Proposition 1.6.30 (Lemme de zéros en moyenne). Soient f € O(C) une fonction
transcendante, d € N* et P € C¢y[z, w] non nul tels que f(0) =1 et P(0) = 0. Alors

VR >0, Vre|[0,R[ JOON(T P“)d—u<d R 2lo T M (2R, f)
’ ’ ) L s 4 f u2 = R—r g ) )

ot P¥(z,w) = P(uz,uw). En particulier pour tout P € Cy[z,w] non nul

2
VR >0, Vre[0,R[, N(r, P) < d(RR) log™ M(2¢2R, f).

r

Démonstration. Voir page 189. |

Interpolations et comptages des points algébriques

Nous démontrons dans le chapitre 5 que 'existence de lemmes de zéros polynomiaux pour
une fonction méromorphe implique que celle-ci a tres peu de points algébriques de hauteur
et de degré borné. Ce résultat était déja connu pour les fonctions holomorphes depuis la
publication [77] par Masser sur les points rationnels de la fonction zéta.

Lemme d’interpolation avec évitement

Dans le chapitre 5 nous nous intéressons aux liens entre les lemmes de zéros et le comptage
des points algébriques dans des graphes analytiques. Une méthode classique de la théorie
des nombres transcendants est la construction de fonctions auxiliaires. Dans notre situa-
tion les fonctions auxiliaires sont polynémes d’interpolations & coefficients dans un corps
de nombres K ou dans le corps Q. L'un des principes de base de la théorie des nombres
transcendants est la construction de fonctions auxiliaires. Bien souvent ces fonctions sont
des polynomes a coefficients dans un corps. Afin de réduire le probléme du comptages
des points algébriques de hauteur bornée dans le graphe d’une fonction univariée g & un
lemme de zéros, il suffit d’étre capable d’interpoler ces points algébriques par une petite
famille de polynome P € C4[z, w] dont le degré d est majorée par une constante connue.
Une premieére méthode due a Pila et Bombieri consiste a réduire d’existence des poly-
noémes précédents a la non annulation de mineurs de certaines matrices. La méthode du
déterminant de Pila-Bombieri fonctionne deés lors que ’ensemble X est paramétrée par des
fonctions de classes C* dont les dérivées sont bornées uniformément. Dans l'article [77],
Masser propose une autre méthode pour les fonctions holomorphes

Lemme 1.6.31 (Interpolation de Masser - [77]). Soient g € A(Dg) et r € R tels que
0 <7 < R. Notons X, le graphe de g restreint d D,.. Pour tout k € N* et ¢ > 0 tels que
V8ke < 1, il existe une suite (Sg) de familles finies de polynomes non-nuls de Z[z,w]
telle que

o l'ensemble X,.(Qy,e?) est contenu dans une hypersurface définie par un polynoéme de

Sd;
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e les polynomes de Sy ont un type controlé. Plus précisément
d2

VP e Sy, deg(P t h(P _
€ Od, eg( )<< ElOgd € ( )<< 610gd7

e le cardinal de la famille Sy est un grand O de

(RRT> ma {R.M(R,g)} d".

Les constantes omises ne dépendent que du degré k et sont explicites.

Dans la suite le K-espace vectoriel Ky[wy, ..., w,,]| des polyndmes homogenes de degré
homogene d est muni d’une structure de K-variété affine de dimension L = L,,11(d) via
I’isomorphisme entre ce dernier et K induit par I’ordre lexicographique sur les mondmes.
Ainsi un fermé Zariski de Ky[wyp,...,wy,] est un ensemble de solutions d’un systéme
d’équations algébriques portant sur les coefficients du polynéme. Avant de pouvoir énoncer
notre théoreme d’interpolation nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 1.6.32. Soit K un sous-corps de C. Une K -suite d’évitement est une suite
croissante (Ey4) de K-variétés algébriques telle que pour tout d € N

o la variété algébrique Ey est une sous-variété fermée de Kyf[wo, ..., wn],

e la dimension de Krull des E; ne croit pas trop vite en comparaison de la dimension de
Krull de K4[wy,...,wy]. Plus précisément, il existe un exposant « > 0 tel que

dim(Ed) > i
Lnsi(d) =~ do’

ou dim désigne la dimension de Krull,

1

e la croissance du degré des variétés F; n’est pas trop rapide. Plus précisément, il existe
un exposant 3 € [0, 0] tel que

log deg(Eq) « d°, (1.6.4)

ou deg désigne le degré de la variété E,. Lorsque 8 = o0, la minoration 5.3.1 n’impose
aucune contrainte sur le degré des variétés Fg .

On dit de plus que la K-suite d’évitement (FEy) est de format (a, B3).

Exemple 1.6.33. On considére pour tout d € N* une famille finie Vyq,...,Vy;, de
sous- K -espaces vectoriels de Kg[wy, ..., zmy] telles que
dimg (Vg ;) 1 .
VdeN, 1 — ————222 5 — et | «d’
avec o > 0 et 5 € R. On construit une famille (E;) de fermés de Zariski de Kq[wo, . . ., 2m]

dont les K-points sont exactement les éléments de | ; Va,; en faisant le produit d’équations
linéaires définissant les espaces vectoriels Vg ;. On obtient ainsi une K-suite d’évitement
(Eq) telle que dim(Eq) < max; dimg (Vg ;) et deg(Eq) < Lp1(d)jq. Cette suite d’évite-
ment est donc de format (a, 3).

Notation 1.6.34. Soit g := (go,...,gm) € M(ER)mH. On note

21

o db

M(R,g) = sup |jg(z)| et T(R,g) = J log*[lg(Re)| 5= + N(R, 0, g),
2€0DR 0 27T
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ou |z|| = max{|x;| | ¢ € {0,...,m}}. Pour tout r, R € R tels que 0 < r < R, on note
R \? R+r
2(r, R, g) = <R—r) exp {ﬁR — TT(Rv 9)}

De plus lorsque g € O(@R)mﬂ, on note

®L(r,R,g) = (RR_T>2H13X{17M(R, 9)}°

Notation 1.6.35. Soient K un sous-corps de C et g € M(]D)R)WH. Pour tout d € N, on
note V. (g) := {P € Ka[wy,...,wy]| Pog=0}.

Théoreme 1.6.36. Soient K < C un corps, m € Nxo

_— m+1
9= (90, 9m) € M(DR)""",

etr € R tel que 0 <r < R. Soient (Eq) une K -suite d’évitement de format (, 3) et
¢ : N = R¥ une fonction croissante. On note X, l'image de D, par g. On suppose

que
— 1 d
a<m—1, lim og #(d) <m-—1—a et VdeN, V¥(g) c Ey.
d—w  logd
Alors
o on suppose que K est un corps de nombres, a + [ < m et Vj € {0,...,m}, g; €

A(Dg). Alors pour tout € > 0 et d € N, lensemble X,.(K,e® D) est interpolé par
une famille Sy de polynémes de Kylwo, ..., w,]\Eq telle que

#S, « ®L(r, R, g) et VP € Sy, h(P) « d*t1¢(d) + d°,

e on suppose que K est un corps de nombres et a + < m. Alors pour tout € > 0
et d e N, l'ensemble X, (K, ed’(d)) est interpolé par une famille S; de polynomes de
Kylwo, ..., wn,|\Eq telle que

#8, « ®2(r, R, g) et VP € Sy, h(P) « d**1¢(d) + d°,
e on suppose que K = Q et Vj € {0,...,m}, g; € A(Dg). Alors pour tout € > 0,

k € N* et d € N, l’ensemble X, (Qy, e? D) est interpolé par une famille Sy de
polynomes de Qg[wo, . .., wm|\Eq telle que

#S4 < BL(r,R,g) et VP € Sg, h(P) < d*T'¢(d),

o on suppose que K = Q. Alors pour tout ¢ > 0, k € N* et d € N, l’ensemble
X, (Qy,, e? D) est interpolé par une famille Sy de polynémes de Qqlwo, . . ., wm |\ Eq
telle que

#S4 <« ®(r,R,g) et VP € Sy, h(P) < d*T1¢(d).

Les constantes omises ne dépendent pas de g, d, r et R mais dépendent de €.

Démonstration. Voir page 187. ]

Remarque 1.6.37. Lorsque K est un corps de nombres, on peut appliquer au choix
I'une des deux premieres interpolations du théoreme 1.6.36 ou 'une des deux derniéres
interpolations de celui-ci. Dans le premier cas il est nécessaire pour appliquer 1.6.36 que
les degrés des fermés de Zariski E; soient majorés par une expression de la forme € et la
borne de la hauteur des polynémes d’interpolation obtenus dépend de I’exposant 5. Dans
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le second cas les polynomes d’interpolations obtenus ne sont pas a priori a coefficients
dans le corps de nombres K mais ces coefficients sont toutefois algébriques et de hauteur
controlée.

Remarque 1.6.38. Soit f € A(Dgr) une fonction transcendante. On pose m = 3, go(z) =

1L, g1(2) = 2, g2(2) = f(2), g = (90,91, 92) et (Eq) la suite (V.5 (g)). Or l'espace vectoriel
VE(g) est nul pour tout d € N. En effet, soit P € K [wo, w1, ws>] un polynéme de la forme

Ywe C3 P(w) = Z Arw! = Z Ndiy gy i W T2t g2,
|I|=d i1+iz<d

Or P € VE(g) si et seulement si z — P(1, z, f(2)) est identiquement nulle. D’ou P = 0.
Donc on peut appliquer la troisieme interpolation du théoreme 1.6.36 a la fonction g et la
Q-suite d’évitement nulle pour obtenir le lemme d’interpolation de Masser 1.6.31. Pour
cela on consideére la fonction ¢ : N — R, définie par

) et 6(0) = o(1) = 1.

ou @ : [£,00[— [e,00[ est la fonction inverse de x — % Contrairement au lemme de
Masser 1.6.31, le nombre d’hypersurfaces algébriques de S; est majorée par une borne
indépendante du degré d.

Vd € Nsg, ¢(d) = @(Elogd

Exemple 1.6.39. Soient g € O(Dr)™ et (E,) une suite d’évitement de format (a, ) avec
a < m — 1. Alors pour tout B > e, I'ensemble I'7(Qy, B) est contenu dans une famille S
de Q-hypersurfaces algébriques telle que

—1

#S <« ®L(r,R,g) et VP e S, h(P) « (log B)? avec v = mil
m—1—a«

En effet il suffit d’appliquer la troisiéme interpolation du théoréeme 1.6.36 en posant

d(d) = d™172 et le degré d(B) = [log B]Y ™) On obtient des résultats similaires

en appliquant les trois autres interpolations du théoreme 1.6.36.

Remarque 1.6.40. Il n’est pas possible de remplacer dans I’énoncé du théoreme 1.6.36
la condition m > 2 par m > 1. En effet, on montre dans la section 5.4 que si une
telle interpolation était possible alors le nombre Nk (I'Y, B) serait majorée par une borne
logarithmique des lors que I'Y est le graphe d’une fonction g entiere et transcendante. Or
le théoréeme de Surroca 1.2.12 affirme qu’une telle borne n’existe pas en général.

Bornes logarithmiques

Les corollaires ci-dessous sont conséquences des lemmes de zéros polynomiaux énoncés
dans les sections précédentes et de la proposition 1.3.4. On rappelle que ’on note I'Y le
graphe de g et 'Y, le graphe de g restreint & un compact K de son domaine de définition.

Corollaire 1.6.41. Soient g € M(C), 8 € [0,3] et k € N*. On suppose que la
caractéristique de Nevanlinna de g satisfait les trois conditions suivantes

log T — logT
e lim 28T(9) p— Tm % (r.9)
—o logr r

—o  logr
Alors il existe un exposant o > 0 tel que pour tout K € C
VB > e, Ni(I'%,B) « (log B)“.

De plus la dépendance de la constante en K peut étre explicitée.

<o et N(ryo0,g9)= O(T(T79)B)
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Corollaire 1.6.42. Soient g€ M(D), B € [0, [ et k € N*. On suppose que g vérifie
l'une des hypothéses suivantes

e la fonction g est holomorphe et la fonction mazimum M (r,g) vérifie

loglogt™ M — loglogt M
Noe lim 0818 Mng) o, g loglog Mng)
o1 —log(l—r) r—1- —log(l—r)

e la caractéristique de Nevanlinna de g satisfait les trois conditions suivantes

1 ‘T, 71 ‘T7
log; T(ng) o oy e o 08 T(09)

A= 1
= —log(l —r) r—1- —log(l —r) =

r—1-

Alors il existe un exposant o > 0 tel que pour tout K € D
VB > e, Ni(I'%,B) « (log B)“.

De plus la dépendance de la constante en K peut étre explicitée.

Corollaire 1.6.43. Soient g € M(C) une fonction elliptique non constante et k € N*.
Alors pour tout K € C

VB > e, Ni(T'%,B) « (log B)?.

De plus la dépendance de la constante en K peut étre explicitée.

Remarque 1.6.44. Lorsque les invariants go et g3 de la fonction elliptique g, sont
algébriques, nous avons vu que le théoreme de Schneider-Lang 1.1.5 implique que 'image
d’un nombre algébrique non nul par p, est non nul. Dans ce cas la borne du corollaire
1.6.43 ci-dessus est tres grossiére. Cependant il existe des fonctions elliptiques prenant
une infinité de points algébriques. En effet le théoréme d’Abel [36, Th. V.6.1] affirme
que pour tout réseau A de C et k € N*, aq1,...,ax,b1,...,bx € C tels que aucun a; n’est
congru a un b; modulo A et

a1+ ...+ap=by + ...+ b mod A,
il existe une fonction elliptique g ayant un zéro en chaque a; et un pole en chaque b;. En
supposant de plus que A admet une base {w1,ws} < Q, on constate que le graphe de g
contient les points algébriques
{(aj + nwy + mws,0) | n,meZ, je{l,... k}}. (1.6.5)
Or d’apres la proposition 5.2.2 pour une certaine constante C' > 0
Vie{l,...,k}, Vn,meN, H(a; + nwy +mws) < C"V™,

Donc Ni(T'Y, B) » (log B)?. Cependant I'ensemble 1.6.5 n’est pas contenu dans un com-
pact. A ce jour, on ne sait pas s’il existe des fonctions elliptiques ayant beaucoup de points
algébriques de hauteur bornée dans un compact de son graphe.

Corollaire 1.6.45. Soient g € M(D) une fonction fuchsienne non constante et k €
N*. Alors pour tout K €D

VB > e, Ni(I'%, B) « (log B)®.

De plus la dépendance de la constante en K peut étre explicitée.
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Dans [59], Jones et Thomas étudient les points algébriques de la fonction zéta de
Weierstral grace a la théorie des fonctions pfaffiennes. En particulier ils obtiennent
I’énoncé suivant.

Théoréme 1.6.46 (Jones - Thomas - [59, Th. 1.3]). Soit A un réseau de C. Alors il
existe une base {wi,ws} de A telle que pour tout k € N, il existe une constante effective
C > 0 telle que

VB > e, Ny(I'{,B) < C(log B)Y,
ou A est un disque centré en % de rayon strictement positif ne dépendant que de w
et wa.

Nous obtenons dans le corollaire 1.6.47 suivant une borne logarithmique pour les
graphes des fonctions o, et (o restreintes a n’importe quel compact de C. Notre ex-
posant est également meilleur que celui figurant dans ’énoncé 1.6.46 pour la fonction (5

et est valable pour n’importe quel compact du plan.

Corollaire 1.6.47. Soit A un réseau de C. Alors pour tout K € C
VB > e, Ni(X7*,B) « (log B)?,

et
Ve >0, VB > e, Nu(X,B) « (log B)?*<.
De plus la dépendance de la constante en K peut étre explicitée.
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CHAPITRE 2

Pré-requis

Ce chapitre contient des résultats classiques de théorie du potentiel dans le plan C et de
théorie de Nevanlinna en une variable complexe que nous utilisons & plusieurs reprises
dans les prochains chapitres. On développe également plusieurs notions qui nous serons
trés utiles.

e les exhaustions greeniennes d’'un domaine greenien, voir la proposition 2.2.5,

e les indices de Bernstein holomorphes et méromorphes sur un domaine greenien, voir la
définition 2.4.1,

o la majoration des bornes de Bézout sur un domaine régulier! par les indices de Bern-
stein holomorphes et méromorphes, voir les propositions 2.5.19 et 2.5.20. Ces résultats
montrent qu’une majoration des indices de Bernstein conduisent a des lemmes des zéros
dans ces domaines,

e une extension du théoreme de Cartan pour la caractéristique de Nevanlinna aux do-
maines réguliers, voir la proposition 2.6.16 et le théoreme 2.6.11 pour I’énoncé de Car-
tan.

2.1 Théorie du potentiel

L’un des outils de base de la théorie du potentiel est le principe du maximum qui étend
le principe du méme nom en analyse complexe aux fonctions sous-harmoniques. Nous
aurons besoin du principe du maximum étendu qui autorise d’ignorer un sous-ensemble
polaire du bord du domaine.

Définition 2.1.1 (Ensemble polaire — [93, Th. 3.5.1]). Un ensemble E < C est dit
polaire” §'il existe un ouvert U et une fonction u € SH(U) tels que

Ec{zeU|u(z) = +w}.
Autrement dit E est contenu dans I’ensemble des poles d’une fonction sous-harmonique.
Théoréme 2.1.2 (Principe du maximum étendu — [93, Th. 3.6.9]). Soient 2 un domaine

de C dont le bord n’est pas polaire et u € SH(QY) une fonction majorée sur Q. On suppose
qu’il existe un ensemble polaire E < 0S) tel que

V¢ € 00\E, Tim u(z) < 0.

Voir la définition 2.2.1. Par exemple tous les domaines de Jordan multiconnexes sont de ce type.
211 existe une définition plus générale d’ensemble polaire mais nous n’aurons pas besoin d’une telle géné-
ralité. Voir [93, Déf 3.2.2] pour une définition plus générale.
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Alors u < 0 sur (.

Fonctions de Green

Définition 2.1.3 (Fonction de Green — [93]). Une fonction de Green du domaine Q c C
est une application g : Q x  — ]— 00, +0] telle que pour tout w € §2

e la fonction go(-, w) est harmonique sur Q\{w} et bornée en dehors de tout voisinage de
w7
e la fonction g (-, w) admet un pole logarithmique en w. Plus précisément go (w, w) = +00

et 'asymptotique de go(-, w) en w est donnée par

log|z| + O(1) w =00
go(z,w) = :
—loglz—w|+0(1) w+ w

e la fonction g (-, w) tend vers zéro en s’approchant du bord du domaine en dehors d’un
ensemble négligeable de points de 0. Autrement dit go(z,w) — 0 lorsque z — £ avec
£ € 0O\F ol F est un ensemble polaire.

On dit que €2 est un ensemble greenien lorsqu’il admet une fonction de Green. La fonction
ga(-, ) sera appelée la fonction de Green de Q avec un péle d linfini.

Lorsque le bord du domaine 2 n’est pas polaire alors ce dernier est un ensemble gree-
nien. La réciproque est vraie®.

Théoréme 2.1.4 ([93, Th. 4.4.2]). Soit Q un domaine de C dont le bord n’est pas polaire.
Alors Q admet une unique fonction de Green.

Le principe de subordination 2.1.5 ci-dessous est une reformulation du principe du
maximum des fonctions harmoniques appliqué a la fonction de Green.

Théoréme 2.1.5 (Principe de subordination — [93, Th. 4.4.4]). Soient Q,T ¢ C deux
domaines greeniens et h : Q — Y une fonction méromorphe. Alors

VZ, w e Q7 gT(h(2)7 h(’LU)) = gQ(va)
De plus cette inégalité est une égalité lorsque h est une application conforme de Q sur Y.

Théoréme 2.1.6 ([93, Th. 4.4.3, Th. 4.4.8] et [4, Th. 4.1.9]). Soit Q c C un domaine
greenien. Alors

Vz,we Q, ga(z,w) >0 et gaolz,w) = ga(w,z).
De plus go est continue sur €2 x €.

Corollaire 2.1.7. Soit Q < C un domaine greenien. Alors il existe une fonction H €
H(Q x Q) positive telle que

Vz,we Q, ga(z,w) =—log|z — w| — H(z,w).

En particulier H est analytique réelle sur € x .

Démonstration. 1l existe une fonction H : Q2 x  — R telle que
VZ,U) € Qa gQ(va) == log |Z - w| - H(z,w),

et H est harmonique en z et w. D’apres le théoreme 2.1.6 ci-dessus, la fonction gq est
continue sur Q x Q et donc H également. Donc d’apres [4, Cor. 3.3.7], la fonction H est
harmonique sur Q x et donc analytique réelle sur 2 x Q d’aprés le théoréme [4, Th.
1.8.5]. [ |

3Voir I’exercice 1 de [93, p. 115].
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Capacités

Nous serons amenés dans les chapitres ultérieurs a estimer la taille du lieu ou des fonctions
méromorphes et en particulier des polynomes restent proches de certaines valeurs de C.
Plutot qu’avoir recours a la mesure de Lebesgue pour estimer et comparer la taille de
ces lieux, il s’averera plus pratique d’employer les notions de capacité logarithmique ou
harmonique. Bien que ces capacités ne soient pas des mesures au sens usuel de la théorie de
Iintégration de Lebesgue, ils n’en reste pas moins qu’elle sont croissantes pour l'inclusion
ce qui est suffisant pour nos applications. Dans la suite on note P(K) Pensemble des
mesures de probabilité boréliennes sur C dont le support est contenu dans le compact K.

Capacité logarithmique

Définition 2.1.8 (Capacité logarithmique — [93, Déf. 5.1.1]). Soit K un compact de C.
Pour tout p € P(K), on définit le potentiel logarithmique P, associé & p par

Pu(2) = | Tog |z = wldn(w)

et 1'énergie potentielle I(p) associée & p définie par

100 = | Puedn(z) = | 1og ]z = wlduz)dn(w).
La capacité logarithmique de K est définie par
cap(K) = sup {el(“) | pe P(K)}.
Une mesure v € P(K) telle que cap(K) = e!/*) est appelée une mesure d’équilibre de K.

Le théoréeme 2.1.9 suivant affirme que la capacité logarithmique d’un compact est tou-
jours atteinte par une unique mesure borélienne de P(K).

Théoréme 2.1.9 ([93, Th. 3.3.2] et [93, Th. 3.7.6]). Tout compact K de C admet une
mesure d’équilibre. De plus si K n’est pas polaire, cette mesure d’équilibre est unique et
son support est contenu dans 0. K.

Le théoréme 2.1.10 ci-dessous est surnommé le théoreme fondamental de la théorie du
potentiel.

Théoréme 2.1.10 (Frostman — [93, Th. 3.3.4]). Soient K un compact de C qui n’est pas
polaire et vi la mesure d’équilibre de K. Alors il existe E — K tel que cap(E) =0 et
VzeC, P, (2) =2 I(vk) et Vze K\E, P, (z) = I(vKk).

Une propriété remarquable de la capacité logarithmique est que la capacité logarith-
mique de 'image réciproque d’un compact par un polynéme est facile a calculer.

Théoréme 2.1.11 ( [93, Th. 5.2.5]). Soient K < C un compact et P € Cgq[z] de
coefficient dominant a. Alors

cap(P(K)) = (Cap(K))d.

|al

La capacité logarithmique peut étre vu comme un intermédiaire entre la mesure de
Lebesgue et le diametre d’un ensemble. Lorsque I’ensemble est connexe, sa capacité loga-
rithmique est comparable a son diametre.
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Proposition 2.1.12 (Inégalité de Faber — [93]). Soit K < C un compact connezxe. Alors
diam(K) diam(K)

1 < cap(K) < 5

L’inégalité de Faber est précise puisque la borne inférieure est atteinte par les intervalles
tandis que la borne supérieure est atteinte par les disques. Afin de minorer certaines ca-
pacités logarithmiques nous utilisons le théoreme 2.1.13 ci-dessous qui réduit ce probleme
4 une minoration de la mesure de Lebesgue d’une partie de R ou S'.

Théoréme 2.1.13 ([42, th. 4.5] et [93, th. 5.3.1]). Soient E < C, a,C >0ettp: E—C
une application telle que pour tout z,w € E, |(z) — ¢(w)| < C|z — w|**. Alors

cap(¢(E)) < Ceap(E)".

En particulier, la projection circulaire E* de E sur R définie par E* = {|z| | z € E}
vérifie
A (E*)

cap(E) = cap(E™*) > 1

Lors de la démonstration du théoréme 2.1.4 figurant dans [93], Pauteur démontre la
formule ci-dessous.

Proposition 2.1.14 ([93]). Soit K < C un compact non polaire. Alors

1 1
Vz e (C\K, gC\K(ZaOO) = 10gm + PVK (Z) = logm + ‘[K log |Z — fldl/K(f)7

ol v est la mesure d’équilibre du compact K.

Condenseur et capacité

Définition 2.1.15 (Energie et capacité — [100, Chap. IT]). Soient @ < C un domaine
greenien, K €  un compact et u € P(K). Le potentiel greenien, noté UL, associé a la
mesure 4 est défini par

UL(2) = L gez, w)du(w),

et 'énergie de Green de p relativement a €2 est définie par

100 = | U4EnG) = [ [ antew)du@)dutw),
La capacité harmonique du compact K relativement a ) est définie par
Vi = inf {Io(n) | pe P(K)}.

Théoréme 2.1.16 (Mesure d’équilibre — [100, Chap. II Th. 5.10]). Soient Q c C un
domaine greem'en et K € Q un compact Alors il existe une unique mesure VK € P(K)
telle que VK =Ig (UK) Cette mesure VK est appelée la mesure d’équilibre greenienne de
F dans Q.

Théoréme 2.1.17 (Frostman — [100, Chap. II Th. 5 11]). Soient Q < C un domaine
greenien, K € Q un compact tel que cap(K) > 0 et Z/K la mesure d’équilibre greenienne
de K. Alors il existe E c K tel que cap(E) =0 et

vk Q vk 0
VzeQ, U (2) < Vi et Yze K\E, U (z) = V.

4 Autrement dit ¢ est une application a-hsldérienne.
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Définition 2.1.18 (Condenseur et capacité). Une paire (F, ) avec 2 = C un ouvert et
F un fermé de Q est appelé un condenseur de C. La capacité du condenseur (F,{2) est
définie par

1
cap(F, Q) = —— inf { L\F IVf|2dz | f € CY(C) tel que f =0 sur C\Q et f =1 sur F}

Proposition 2.1.19 ( [100, Chap. VIII Th. 2.6]). Soient & c C un domaine greenien

et K € Q un compact. Alors

1
cap(K, ) = va
K

Théoréme 2.1.20 (Principe de subordination). Soient (F, Q) et (G,Y) deux condenseurs
de C tels que F < G et T < Q. Alors

cap(F, Q) < cap(G, ).

Mesure harmonique

La mesure harmonique sur un domaine €) est une famille de mesures boréliennes sur 052
qui résout par définition le probléme de Dirichlet sur ce domaine Q.

Définition 2.1.21 (Mesure harmonique — [93, Déf. 4.3.1]). Soit Q < C un domaine.
Notons B(d9) la tribu de Borel de 0. Une mesure harmonique sur € est une fonction
w(e,e,): D x B() — [0,1] telle que

e pour tout z € , B — w(z, B,Q) est une mesure de probabilité borélienne sur o€,

e pour toute fonction ¢ : 02 — R continue, 'application Pq¢ définie par
VzeQ, Pao(z) = @(&)dwa(z,§),
o0

est harmonique sur et continue sur Q. De plus Pq¢ coincide avec ¢ sur 0€). L’appli-
cation Pq¢ est appelée 'intégrale de Poisson généralisée de ¢ sur €.

On note parfois wq(z, B) au lieu de w(z, B, ).

Définition 2.1.22 (Noyau de Poisson). Soit & C un domaine. Une application P :
Q x 00 = R est un noyau de Poisson de ) lorsque

e pour tout z € 2, Py(z, e) est une fonction intégrable sur 0f2 pour la mesure linéaire do,

e pour toute fonction ¢ :  — R continue et harmonique sur
Ve £ 0(:) = | (O Pl E)da(e).

Le théoréme 2.1.23 suivant donne une condition suffisante sur le domaine €2 pour 'exis-
tence d’une mesure harmonique. Cette condition est en particulier remplie lorsque le bord
de ) est analytique par morceaux. On en déduit que les strates d’une exhaustion d’un
domaine quelconque admettent toujours une unique mesure harmonique.

Théoréme 2.1.23 ([93, Thm. 4.3.2]). Soit Q@ < C tel que dQ ne soit pas polaire. Alors
il existe une unique mesure harmonique twq sur §Q.

Théoréme 2.1.24 ([93, Thm. 4.3.4]). Soient Q < C tel que éQ ne soit pas polaire et
B < 0Q un borélien. Alors

e la fonction z — w(z, B,Q)) est harmonique et bornée sur (2,
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e soit & un point régulier de 02 qui n’appartient pas o la frontiére relative de B dans 0f).
Alors

lirré w(z,B,Q) = 15(8).

Le principe de subordination ci-dessous est tres utile pour estimer la mesure harmo-
nique lorsque 'on ne dispose pas d’'une expression explicite de cette derniere.

Théoréme 2.1.25 (Principe de subordination [93, Thm. 4.3.8]). Soient Q, Y c C deux
domaines dont les bords ne sont pas polaires et B < 09, S < 0T deux boréliens. Alors
pour toute fonction h: QU B — Y U S continue et méromorphe sur Q telle que h(Q) < T
et h(B) < S

w(h(2),5,1T) = w(z, B,Q).

De plus cette inégalité est une égalité si h est un homéomorphisme de Q U B sur T u S.
Théoréme 2.1.26 ([93, Th. 4.4.7]). Soit K < C un compact. Alors

Vze K, Vwe K, gx(z,w) =J log |€ — w|dwk (2,€) —log |z — w|.
0K

Distance de Harnack

Nous aurons besoin a plusieurs reprises de comparer la valeur d’une fonction u € H(Q2)
strictement positive entre deux points z et w de €2. Nous utiliserons a cette fin la distance
de Harnack ci-dessous.

Définition 2.1.27 (Distance de Harnack — [93, Déf. 1.3.4]). Soient Q < C un domaine
relativement compact et z,w € Q. La distance de Harnack entre z et w est le plus petit
réel positif 7q(z,w) tel que toute fonction h € H () strictement positive sur Q vérifie
I’encadrement

To(z,w) th(w) < h(z) < To(z, w)h(w).

Remarque 2.1.28. La distance de Harnack sur le disque D(w,r) est donnée par la
formule

Vz e D(w,r), m,(z,w) = :J—FIE:Z

Voir le théoreme 1.3.5 de [93].
Théoréme 2.1.29 ([93, Th. 1.3.8] et [93, Ex. 4]). Soit Q un domaine de C. Alors logTq

est une pseudo-métriqgue sur ). De plus lorsque ) est conforme a un domaine borné,
log 7 est une métriqgue compléte sur €.

Théoréme 2.1.30 (Inégalité de Harnack — [93]). Soient u € H(D) une fonction harmo-
nique strictement positive et \,7 € R tels que 0 < A <r < 1. Alors

Vze A\ 7), (: - i)u(O) <ulz) < (: i i)u(o).

Théoréme 2.1.31 (Principe de subordination — [93, Th 1.3.6]). Soient Q,T c C deux
domaines et h : Q — Y une fonction méromorphe. Alors

Vz,we Q, mr(h(z2),h(w)) < Ta(z,w)

De plus cette inégalité est une égalité lorsque h est une application conforme de Q sur Y.
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2.2 Fonctions d’exhaustions

Afin d’étudier une fonction g de M(D), il est souvent pertinent de considérer les res-
trictions de g aux disques D, pour r € [0,1[. Pour un domaine Q < C quelconque, on
ne dispose pas d’une exhaustion aussi naturelle de ce domaine. Dans cette section nous
montrons qu'un domaine (€2, z0) tel que Q est régulier au sens de la définition 2.2.1 ci-
dessous dispose d’une exhaustion généralisant I’exhausion de D par les disques D,.. Cette
exhaustion sera appelée 1'exhaustion greenienne de 2 de centre zp. Soient 7 :  — [0, 1]
une fonction et r € [0, 1[. On définit la strate Q7 de T par

QT ={zeQ|7(2) <r}.

Toutes les fonctions 7 : 2 — [0, 1] ne conviennent pas pour étudier les fonctions méro-
)

morphes sur le domaine €. Afin de disposer d’une formule de Poisson-Jensen”, on exige

que les strates de 'exhaustion 7 soient des domaines réguliers au sens suivant.

Définition 2.2.1 (Domaine régulier — [93, p. 96]). On dit qu'un domaine Q — C est
régulier s'il est conforme & un domaine borné de C et pour tout £ € 02, il existe un
voisinage ouvert U de £ et b e SH(U) tels que

VzeQnU, b(z) <0 et linéb(z) =0.
z—

Définition 2.2.2 (Fonction d’exhaustion). Une fonction 7 :  — [0, 1] est appelée une
fonction d’ezhaustion du domaine 2 lorsque pour tout r € ]0, 1]

o la strate €7 est un domaine régulier et relativement compact de €2,

e le bord de Q7 est analytique par morceaux et de classe C? en dehors d’un ensemble
dénombrable de rayons.

Afin de démontrer qu’'un domaine est régulier, nous utiliserons la condition suffisante
du théoreme 2.2.3 ci-dessous.

Théoréme 2.2.3 (Criteére de régularité — [93, Th. 4.2.2]). Soit Q@ < C un domaine tel
que 0 ne contient aucun point isolé. Alors Q est un domaine régulier.

Théoréme 2.2.4 ([93, Th. 4.1.5] et [93, Th. 4.3.3]). Soient @ = C un domaine régulier,
£€ 0 et ¢ : 02 — R une fonction bornée, mesurable et continue en &. Alors

il_)ﬁé Pag(z) = #(8).

Lorsque (2 est un domaine régulier de C, on peut construire une exhaustion naturelle
de  a I'aide de la fonction de Green de ce dernier.

Proposition 2.2.5. Soit (2, z9) un domaine greenien. On note

VzeQ, 7(z) = eXp{ — 99(2720)}7

Alors T est une fonction d’ezhaustion de § telle que T(z9) = 0. Cette exhaustion est
appelée l'exhaustion greenienne du domaine 2 de centre zg. Lorsque le choix du point zg
est clair dans le contexte, la strate Q] est notée Q.

Démonstration. Montrons que 7 est une fonction analytique sur Q\{zo}. D’apres la défi-
nition 2.1.3, la fonction v définie par

Vze Q, v(z) = galz, 20) + log |z — 20|,

PR - ] .
°Voir la section 2.5 pour les énoncés de ces formules.
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est harmonique sur 2. La fonction v est donc analytique réelle sur ce méme domaine®. Or
7(2) = |z — 20]e”*) et donc 7 est analytique réelle sur Q\{zo}. Montrons que les strates
), sont bornées et €2, € 2. En appliquant le théoréme 2.2.4 avec ¢ = 0, on obtient

V¢ € 09, lirrégg(z,zo) =0.

Donc Q, € Q. Or le domaine €2 est conforme & un domaine borné de C. Donc 2, est
relativement compact dans C et donc en particulier borné. Montrons que pour tout r €
10,1[, la strate €, est un ouvert connexe. Cet ensemble est ouvert par continuité de la
fonction 7. Or la fonction w(z) = ga(z,20) est harmonique sur Q\{zp}. Supposons par
I'absurde que €2, n’est pas connexe et soit T une composante connexe de ce dernier qui
ne contient pas zg. Puisque T € (2 et d’apres le principe du maximum 2.1.2, la fonction
wyy atteint son maximum et son minimum sur 07 ce qui implique que w est constante
sur T puisque w;ay l'est. C’est absurde. Donc €, est un ouvert connexe. Montrons que
082, est analytique par morceaux. En effet, ’ensemble 02, est une ligne de niveau de 7
et la dérivée 0,7 a ses zéros isolés dans () puisque cette fonction est analytique réelle sur
ce domaine. De plus 092, est un compact de € et donc ne rencontre qu’'un nombre fini de
zéros de 0,7. Donc 0€),. est analytique par morceaux d’apres le théoréme des fonctions
implicites. On en déduit également qu’en dehors d’un ensemble dénombrable de rayons,
le bord 09, est analytique et donc a fortiori de classe C2. Finalement montrons que €2,
est un domaine régulier. En effet la fonction b définie par

VzeQ, b(z) = —galz,20) + 10%(%)-

est sous-harmonique sur un voisinage de 0€2,.. Par définition de €2, et continuité de la
fonction w, la fonction b est nulle sur 0f),. et est strictement négative dans €2,.. Donc 2,
est un domaine régulier. |

2.3 Croissance des fonctions

A toute fonction g € O(C), on associe la fonction réelle définie sur ]0, oo par
> M(r,g) = max {|g(2)| | |z <r}, (2.3.1)

Cette fonction tient le role de degré pour la fonction entiere g. En effet cette généralisation
se justifie par le fait d’une part que pour tout polynéme P de degré d € N, la donnée de
la fonction 2.3.1 permet de retrouver facilement le degré de P puisque

— log M(r, P)

lim

=d. 2.3.2
r—wo  logr ( )

D’autre part 'entier d donne le comportement asymptotique de 2.3.1 a U'infini car la limite
supérieure 2.3.2 est en fait une limite. Qui plus est le degré d’un polyndéme univarié P
donne le cardinal d’une fibre générique de ce dernier. De méme la fonction 2.3.1 donne
une estimation de la taille d’une fibre générique de g intersectée avec le disque D,.”.
Toutefois lorsque g n’est pas un polyndme, la fonction M (r, g) peut avoir une croissance
tres compliquée. Dans le cas algébrique, celle-ci est souvent comparée a la famille de
fonctions r — 7% pour k € N. Dans le cas transcendant, il est naturel de comparer
M(r,g) & la famille de fonctions 7 — ¢ (a > 0). A cette fin on introduit la notion
d’ordre supérieur et d’ordre inférieur®. Il se peut qu’une telle échelle de comparaison soit
trop grossiére pour certaines applications auquel cas on substitue dans les inégalités la

6Voir le théoréme [93, Th. 1.1.2].
"Voir le premier théoréme fondamental de Nevanlinna de la section 2.6.
8Voir la définition 2.3.3.
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fonction log M (r, g) par une expression de la forme 7°(") ot p est une fonction plus simple
a étudier?”.

Le lecteur pourra se référer & [53] ou au chapitre 2 de [13] pour une étude plus ex-
haustive de la croissance des fonctions méromorphes sur C. Le livre [5] offre une approche
plus récente de cette théorie dans le cadre plus général des fonctions sous-harmoniques.

Ordre et type d’une fonction

Dans cette sous-section on fixe (£2,z9) un domaine régulier et ¢ désigne une fonction
croissante et continue de Uintervalle [a, o[ dans R ;. On suppose de plus que cette fonction
n’est pas bornée.

Définition 2.3.1 (Fonction maximum). Soit g € M(Q). On définit la fonction mazimum
de g par

Mq(r,g) = max {|g(2)| | z € 0Q,} avec Q, = {z€Q|pa(z,z) <r}.

Lemme 2.3.2. Soient g e M(Q) et h: T — Q une application conforme. Alors
Vre[0,1], Ya e C, Mq(r,a, g9) = Mx(r,a,goh) et rhq(r,a,g)=1hy(r,a,goh).

Démonstration. Les deux égalités sont conséquences de l'invariance conforme des fonc-

tions de Green et de la mesure harmonique'’. [ |
Notation Algebre Conditions Formule
M(Tva?g) QEM(Q) T@Q maX;
£eor |g(§)>a‘
- 1
mr(a, g) g€ M(Q) Te f logt ————dwy (20, )
or 19(£), al
MQ(r7a7g) gEM(Q) GEC max 71
g0, |g(£), al
i M(Q) ¢ =
mQ(T,CL,g) g€ ae lOg 761’(397‘(20,5)
o 19(€), al
. A 1
mQ(r,a,g) gEM(Q) CLE(C logider(Z'O@)
oo, 19(8),al

TABLE 2.1 — Les fonctions de proximité et fonctions maximum.

Les définitions qui suivent sont classiques et sont toutes issues de la section 2.8 de [5].
Afin de comparer la croissance d’une fonction ¢ & la famille ¢ on introduit la notion
d’ordre inférieur et d’ordre supérieur. Cette échelle ne permet pas de discriminer toutes
les fonctions par leur croissance mais s’avere toutefois pertinente en théorie des fonctions
méromorphes.

9Voir la définition 2.3.8.
10Voir les théorémes 2.1.5 et 2.1.20.
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Notation Algebre Formule
M(r,a,9) | geM(C) max ————
lzl=r [9(2), al

27

m(r,a,g) g€ M(C) J log™" 1w
0 |g(re®®), al >

. I 1

mh(r,a, g) g€ M(C) J log ——>— 20
0 \g(rew),a| T

TABLE 2.2 — Les fonctions de proximité et fonctions maximum sur C.

Définition 2.3.3 (Ordre généralisé — [5]). Soit j € N*. Le j-iéme ordre supérieur p;[p]
de la fonction ¢ et son j-iéme ordre inférieure inférieur \;[¢] sont définis par

= log; ¢(r) log; ¢(r)
[p] = 1i 1 t A\jlo] = li J .
pile)i= Jim = ot Aile] = lim =

On dit que la fonction ¢ est d’indice j lorsque 0 < p;[¢] < c0. On désigne par ordre le
premier ordre supérieur de ¢ et on dit que ¢ est d’ordre fini lorsque cet ordre supérieur
est fini. De plus on note plutot p[¢] et A[p] que p1[p] et A1[e].

Exemple 2.3.4. Les fonctions cosinus, sinus, exponentielle et z — (z—1){(z) sont d’ordre
supérieur et inférieur égal a un.

Remarque 2.3.5. Toutes les fonctions polynomiales sont d’ordre zéro. Toutefois il existe
des fonctions entiéres transcendantes d’ordre zéro. Par exemple la série entiere donnée par
la série de Taylor
2
—n n
IR

neN

est d’ordre zéro. En effet d’apres le théoreme 2.3.14 1'ordre supérieur p de cette fonction
vérifie
— nlogn — nlogn

p= e T M g2 T

Définition 2.3.6. Soient j € N* et g € O(f2). Le j-itme ordre inférieur et supérieur
de la fonction g est défini comme étant le j-ieme ordre inférieur et supérieur de la fonc-
tion croissante log; Mgq(r, g). Lorsque g est méromorphe sur €2 on considére également la
croissance de la fonction log; To(r, g).

La proposition 2.3.7 suivante bien qu’élémentaire est utile lorsque ’on souhaite obtenir
des majorations de (r) pour r grand. On obtient une proposition analogue pour l'ordre
inférieur en inversant les inégalités.

Proposition 2.3.7 ([53, p. 17]). La fonction (r) est d’ordre supérieur, p € 10,00[ si et
seulement si

Ve >0, Ire, Vr=r, o(r) <rPtc et It =71, o(t) > tP~ "
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Ordre précisé

Les notions d’ordre inférieur et supérieur permettent de comparer la croissance d’une
fonction ¢ d’ordre p = p[¢] avec le polyndme r?. Toutefois cette comparaison n’est pas
toujours suffisante et il s’avere judicieux de remplacer ’ordre p par une fonction ¢ dont
la limite & Dinfini est p. On compare alors la croissance de ¢ avec la fonction 7 — r¥(7).

Définition 2.3.8 (Ordre précisé — [46, p. 49]). On dit qu'une fonction ¥ : [a, 0o[— R4
est un ordre précisé'' de p > 0 lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées

o lim 9(r) = p,

7—00

e la fonction ¢ est dérivable sur [a, 0| et sa fonction dérivée est continue sur ce méme
intervalle,

e lim rlogry’(r) = 0.
7—00

Le théoréme 2.3.9 suivant regroupe des propriétés utiles des ordres précisés. Ces pro-
priétés permettent dans bien des inégalités de remplacer une fonction (r) d’ordre p par
I'expression (") ol p(r) est un ordre précisé de p.

Théoréme 2.3.9 ([5, Thm. 2.8.1.3]). Soit ¢ : [a,0[— Ry un ordre précisé de p.

la fonction V(r) := (") est strictement croissante & partir d’un certain rang,

pour tout p,q tels que g < p+1<p

JT tYO=aqt ~

M tPO=Pgs ~
o p+l—gq

ro(r)+1—q f'“ P (r)+1-p
et _—
ro p—p—1

la fonction L(r) = r¥("=r croit lentement au sens suivant

L(kr) ) . -1
51
L(r) +— uniformément pour k € [0, 0],

Yo > 0,

il existe un ro > 0 tel que pour tout € > 0 et tout a,be R tels que 0 <a <b < ©

Vr > 1o, Vk € [a,b], (1 —e)k?r¥") < (kr)¥*m) < (1 4 e)kPr?().

Définition 2.3.10 (Ordre précisé propre — [5]). Soit ¢ : [a,0[— Ry un ordre précisé de
p > 0. Le type de ¢ relatif a ’ordre précisé v est défini par

— ¢(r)
O'[(,O, w] = rh—>nc}o 7”41)(7')

On dit que % est un ordre précisé propre pour ¢ lorsque 0 < o[, 1] < 0. De méme on
définit le type inférieur de ¢ relatif a ’ordre précisé ¥ par

ox[p, ] == lim #(r)

oo TY(T)

On dit que v est un ordre précisé inférieur propre pour p lorsque 0 < o4[p, ] < c0.

Déterminer explicitement une telle approximation pour une fonction concrete peut étre
un vrai défi. Toutefois le théoréme 2.3.11 de cette sous-section affirme ’existence d’ordre
précisé d’une fonction ¢ des lors que cette derniére est d’ordre fini au sens de 2.3.3.

110n parle également d’ordre approximatif.
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Théoréme 2.3.11 ([67, Thm. 16 p. 35]). Soient ¢ : [a,0[— R d’ordre fini et 0 > 0.
Alors il existe un ordre précisé ¥ de p[y] tel que pour tout r > 0, @(r) < or?(") et il

d’(rn)

existe une suite (ry,)/ o telle que p(ry) = ory. . En particulier ¢ est un ordre précisé

propre de p et o[y, p] = 0.

Théoréme 2.3.12 ([46, Thm. 2.1]). Soient ¢ : [a,0[— R d’ordre inférieur fini et o > 0.
Alors il existe un ordre précisé ¢ de A[] tel que oy[p,¥] = o. Autrement dit i est un
ordre précisé inférieur propre de .

Remarque 2.3.13. Les deux théorémes 2.3.11 et 2.3.12 ci-dessus montrent qu’il existe
toujours des ordres précisés propres pour toute fonction ¢ d’ordre fini. On peut méme
choisir le type de l'ordre précisé en question puisque si le type de ¢ relativement a 1’ordre
précisé propre 9 est o alors le type de ¢ relativement a l'ordre précisé ¢ défini par

Dr) = (r) + 125 est 2.

Croissance et coefficients de Taylor

La donnée d’une fonction holomorphe dans le disque unité ID ou le plan C est équivalente a
la donnée d’une série de Taylor en I’origine dont le rayon de convergence est respectivement
1 ou 'infini. Autrement dit, toutes les propriétés d’une telle fonction sont déterminées par
ses coefficients de Taylor en I'origine. Il est donc possible en théorie de déterminer 1’ordre
inférieur et supérieur de la série en fonction de ses coefficients de Taylor. De tels résultats
sont bien connus dans le cas des fonctions entieres d’ordre fini'?

Théoréme 2.3.14 ([13, p. 9]). Soit g € O(C). La fonction g est d’ordre fini p si et

seulement si
nlogn
pi= lim ——— < o0,
n Tlog [an]

ot (ay) est la suite des coefficients de Taylor de g en lorigine.
Le théoréme 2.3.15 ci-dessous ne fournit qu'une minoration de I'ordre inférieur.

Théoréme 2.3.15 ([13, p. 9]). Soit g € O(C). L’ordre inférieur X de la fonction g vérifie

la minoration
nlogn logn
A= lim > lim

n—0o0 10g |an| n—0o0 log ’

An
An+41

ot (ay,) est la suite des coefficients de Taylor de g en lorigine.

Dans une série d’articles [107], [108] [47], Sons, Kapoor et Gopal ont démontré des
analogues des théoremes 2.3.14 et 2.3.15 pour des fonctions holomorphes sur le disque
unité. Afin de quantifier cette croissance ils ont introduit une notion d’ordre inférieur et
supérieur d’indice k qui coincident avec celles données en 2.3.3.

Définition 2.3.16 (Ordre généralisé — [107]). Soient j € N* et g € O(D). Le j-iéme
ordre supérieur de g dans D est défini par
Plg) = Tim log; logt M(r, g)
J ro1-  —log(l—r) ’
Le j-iéme ordre inférieur de g dans D est défini par
log; log™ M (r, g)
—log(1 —r)

Dy .
Aj(g) = lim

r—1-

On dit que la fonction g est d’indice j dans D lorsque 0 < pﬂj)(g) < .

12Voir [13, p.9] pour les démonstrations des théorémes 2.3.14 et 2.3.15 ci-dessous.
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Dans les deux théorémes 2.3.17 et 2.3.18 ci-dessous on considére une fonction g € O(D)
dont le développement de Taylor en l'origine est de la forme

0
VzeD, g(z) = Z a2, (2.3.3)
n=0

ot (A,) est une suite strictement croissante d’entiers naturels et a,, 0 pour tout n € N.

Théoréme 2.3.17 ([47, Thm. 1]). Soit g € O(D) d’indice j € N* dans D. Alors en
reprenant les notations de 2.3.3

log; An

D . T
; + A(j) = lim
p] (g) (]) s 00 log An _ long 10g+ |a,”|

ouA(j)=1sij=1etA(j)=0sij=2.

)

Théoréme 2.3.18 ([47, Thm. 2]). Soit g € O(D) d’indice j € N* dans D. Alors en
reprenant les notations de 2.3.3, pour toute suite (sy) strictement croissante d’entiers

naturels
IOgj )‘nf 1

AP(g) +A(j) = lim ,
s (9) T AG) 2 I e e Toa™ o]

ot A(j)=1sij=1etA(j)=0sij=2.

2.4 Indices de Bernstein

Soient A, r,v € R tels que 0 < A < r < v. Afin de de majorer le nombre de zéros d’une
fonction holomorphe g de O(D,) dans le disque Dy, il est fréquent de majorer 1'indice de
Bernstein'® b(\,r, g) défini par

b\, g) :=log M(r,g) —log M (X, g). (2.4.1)

Cet indice mesure la croissance de la fonction maximum de g entre les deux disques
concentriques Dy et D,. Par conséquent pour borner la borne de Bézout Z4(\,g), il
suffit de majorer 'indice de Bernstein b(A,r, Py) lorsque P est un polynéme non nul de
C<dlz,w]. Dans la suite de ce manuscrit nous étudions des fonctions holomorphes et
méromorphes sur des domaines plus généraux que des disques. Il est donc utile d’étendre
la notion d’indice de Bernstein dans ce nouveau contexte. Puisque nous souhaitons établir
des lemmes des zéros, nous exigeons que nos indices de Bernstein satisfassent les deux
propriétés suivantes.

P1. une estimation de l'indice de Bernstein de P, donne une majoration explicite du
nombres de zéros de P, dans tout compact K du domaine de définition de g en
fonction du degré de P et du compact K,

P2. l'indice de Bernstein doit étre invariant lorsque 1’on multiplie la fonction g par un
scalaire non nul. Cette exigence est naturelle dans la mesure ou 'indice de Bernstein
doit majorer le cardinal maximal d’un diviseur de la forme P; = 0 lorsque P parcourt
C<alz,w]. Or ce cardinal maximal est invariante lorsque ’on multiplie le polynome
P par un scalaire non nul. Cette propriété sera notamment utilisée au chapitre 3.

Définition 2.4.1 (Indices de Bernstein). Soient 2 < C un domaine greenien, g €
M(Q, z0) et A1 tels que 0 < A < r < 1. L’indice de Bernstein holomorphe de g dans la
couronne Aq(\,r) est défini par

Va € @, ba(A, 7, a,g) = max log|g(2), a|] — max log|g(2), al,
zeé‘QT ZEOQ)\

13Le lecteur pourra se référer a l’article [98] pour une étude approfondie de I'indice de Bernstein.
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et 'indice de Bernstein méromorphe de g dans la couronne Aq (A, 7) est défini par

Vae C, bo(\ 7 a,g) = L 910g|9(5)7a|dwszr(zo,§) - f log [9(£), aldwa, (20, ).

A
Lorsque a vaut oo, les deux indices de Bernstein sont notés respectivement bo (A, r, g) et
EQ ()‘a r, g)

Remarque 2.4.2. Les deux indices définis ci-dessus vérifient la propriété P2. La propriété
P1 est démontrée pour chacun d’entre eux dans la section 2.5,

Notation 2.4.3. Lorsque Q est DR, a = 0 et zg = 0, les deux indices de Berstein sont
notés b(\,r, g) et b(\,r,g). De plus les indices de Bernstein pour le disque vérifient
m g(ret?)| do

g(he?) | 2"
Dans ce cas I'indice de Bernstein holomorphe coincide avec I'indice de Bernstein défini en
2.4.1.

b(A,r,g) =log M(r,g) —log M()\, g) et I;()\,r, g) = J.
0

2.5 Comptage des zéros

Dans cette section nous utilisons les formules de Poisson-Jensen pour relier la croissance
des fonctions méromorphes au nombre de zéros qu’elles prennent dans un domaine. Plus
précisément, on souhaite majorer le nombre de zéros d’une fonction méromorphe g €
M(Q) dans une strate €2, par I'indice de Bernstein méromorphe'® IO)Q()\,ng) avec r >
A. Puisque nous comptons les zéros des fonctions avec leur multiplicité, il est pratique
d’introduire maintenant la notion de diviseur.

Définition 2.5.1 (Diviseur). Soit X un ensemble. Une application v : X — N est appelée
un diviseur de X lorsque I’ensemble supp(v) := {w e X :v(w) > O} est fini. On définit le
degré de v, noté deg(v), et la multiplicité de v, notée mult(v), par

deg(v) = Z v(w) et mult(v) = IJ]I?)}({I/(U})

weX

L’ensemble des diviseurs de X est noté Div(X).

Définition 2.5.2 (Diviseur des a-points). Soient = C un domaine, g € M(Q) non
constante et a € C. Pour tout w € 2, on note v,g(w) la multiplicité du zéro de la fonction
méromorphe g — a en w. La fonction v,g est un diviseur de €2 appelé le diviseur des
a-points de g dans €.

Définition 2.5.3 (Fonction de comptage). Soient g € M(Q) non constante et a € C. La
fonction de comptage des a-points de g dans 2 est définie par

n(Q,a,9) = deg(vag) = Y vag(2).
zeQ

Comptage des zéros dans le disque La formule de Poisson-Jensen 2.5.4 originale dé-
coule d’une formule générale 2.5.9 valable pour les fonctions sous-harmoniques sur un
domaine régulier de C. Lorsque g est une fonction méromorphe sur un disque, la formule
de Poisson-Jensen s’énonce ainsi.

14Voir les propositions 2.5.13 et 2.5.16 de la section 2.5.
15Voir la définition page 53.
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Théoréme 2.5.4 (Formule de Poisson-Jensen — [46, p. 6]). Soient g € M(D,) non
constante et v > 0. Alors

27 0
. + 2\ db
VzeD,, 1 = 1 Wy Re( T2 )& _ 1
zeD,, loglg(z)| = L og |g(re™)] e(mwz o E og

lan|<r
+ Z log PN

by |<r

r? — anz

r(z—ap)

ot (a,) est une énumération avec multiplicité des zéros de g dans D, et (b,) est une
énumeération avec multiplicité des poles de g dans D,..

Remarque 2.5.5. La formule de Poisson-Jensen 2.5.4 permet déja de compter le nombre
de zéros d’une fonction méromorphe g dans un disque D,. connaissant son nombre de poles
et disposant d’une minoration de log |g(z)| pour un point z de D,. Cependant une telle
minoration n’est pas aisée a obtenir lorsque la fonction considérée est de la forme P, avec
P un polynéme. L’intérét des indices de Bernstein est de remplacer dans ce probléme la
minoration de log|P,(z)| par la minoration de log M (¢, P,) lorsque g est holomorphe ou
m(t, Py) lorsque g est une fonction méromorphe.

La proposition 2.5.6 suivante est souvent utilisée pour majorer le nombre de zéros d’une
fonction holomorphe dans un disque. Elle peut étre démontrée a I’aide de la formule de
Poisson-Jensen 2.5.4 et d’'une majoration du noyau de Poisson du disque D), mais nous
en donnons une démonstration plus élémentaire n’utilisant que le principe du maximum
pour les fonctions holomorphes.

Proposition 2.5.6. Soient g € O(D) non constante et t,r € R tels que 0 < t < r < 1.
Alors
b(t,r, 9)

log (555)

n(t,g) <

Démonstration. On considere le produit de Blaschke B de D, de degré d dont les zéros

ai,...,aq forment une énumération avec multiplicité des zéros de la fonction g dans le
disque ouvert D;. Donc

d

VzeD,, B(z)=]]—

Jj=1

r(z —aj)
r? —a;z
Or pour tout z € dD,, |B(z)| vaut 1. Donc

log M (t, &) <logM(r, %) <logM(r,g) et logM(t,g) <logM(t, B) +log M(t,£).

zZ—aj;
2 _ g
T ajz

D’ot log M (t,g) < log M (t, B) + log M(r,g). Or Vz € 0Dy, D’ou

= 2+t2

2 t2
dlog ( - ) < —log M(t, B) < log M(r,g)  log M(t, g) = b(t, . ).

Ce qui donne 'inégalité souhaitée puisque d vaut n(t, g). |

La proposition 2.5.6 précédente peut étre étendue au fonction méromorphe sur le disque
unité a condition de remplacer 'indice de Bernstein holomorphe par son analogue mé-
romorphe défini dans la section précédente. Commencons par démontrer le corollaire
ci-dessous qui regroupe des cas particuliers de la formule de Poisson-Jensen.
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Corollaire 2.5.7. Soient r > 0, z € D, et we C\D,.. Alors

2T 2 2 27 2 _ .2
Jﬁlzld":letj Jwlm =" a9

o |re? —z]22x o |w—re?2n

et pour tout t € 10,7 et a € D,

27
J. log
0

Démonstration. La premieére égalité est obtenue en appliquant la formule de Poisson-
Jensen 2.5.4 a la fonction g(z) = z. La deuxiéme égalité se déduit de la premiére via
le principe de subordination 2.1.25 appliquée a la fonction h(z) = L. En effet h est

r2 — ate'?

de r ||
r-ae (& log*
r(te — a) Og(t) o8

21

méromorphe de D dans C\D et un homéomorphisme de D dans C\D. La dernidre égalité
est obtenue en intégrant le long du cercle dD; la formule de Poisson-Jensen appliquée a
9(z) = z — a puis en utilisant la seconde formule du corollaire que nous démontrons. Plus
précisément

27 " 2 27 T‘ _ t2 dr do
log |te"” — log |re’? —a
JO 5l f J el ||7“619 tei™|2 21 27

2

_ f log ’"*07
0 r(tei? —a)| 2m
= sz log |re? — a|ﬁ - J% lo 77’2 —ate” 9
b & 2t ) & r(te —a)| 2
2m 4o
’ N 6 +
D’apreés la formule [46, p. 21], J log|w — e |2— = log™ |w|. Done
0 ™
27 2 _ =4if 2 i0
r* —ate | df re' —al df | | |al
log | ———| — = log |—— =1 +log"™— —logt —log™ —
L o8 r(te?? —a)| 27 L O81Gei —¢|on ~ BT T8 o8 %8
r |al
—1 (7) —logt 1Y
B\t T
Ce qui termine la démonstration. |

On obtient ainsi la majoration 2.5.8 de la fonction de comptage des zéros d’une fonction
méromorphe & ’aide de I'indice de Bernstein méromorphe de celle-ci.

Proposition 2.5.8. Soient g € M(D) non constante et t,r € R tels que 0 <t <r < 1.
Alors

b(t,r,g) + N(r,,g)

ST )

Démonstration. On integre le long du cercle D, la formule de Poisson-Jensen 2.5.4 appli-
quée & la fonction log |g|. Dans la suite on note (a,,), respectivement (b,,), une énumération
avec multiplicité des zéros de g dans D,., respectivement des poles de g dans ce méme do-
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maine. D’ou la majoration

27 27w 27 10 i
on dO ; + e\ dy df
| toslatte g = [ [ rorlatre ( )“”
0

re? — teiv | 21 2

-y F” o 2 _a,te’ | do
& r(te® —ay,)| 27
lan|<r
2 — bpte | do
T S e e
by | <r (te' = bn)| 2
2
" 9y, do r |an]
=1 1 ) — — log (=) —log™ 2
L og [g(re”)| o |a2<r{0g(t) og" = }
+ Z log<f)—log+M
[bn|<r t t

2T
N r
<[ toglatrelg ~ nt.g)ios (5) + Nreg).
0 ™ t

On obtient I'inégalité souhaitée en divisant par log(%). |

Comptage des zéros dans un domaine régulier La formule de Poisson-Jensen 2.5.4
du paragraphe précédent s’étend a toutes les fonctions sous-harmoniques sur un domaine
régulier au sens de la définition 2.2.1.

Théoréme 2.5.9 (Formule de Poisson-Jensen — [93, Th. 4.5.1], [100, Chap. II Th. 4.10}).
Soient Q < C un domaine régulier et borné et u e SH(Q) telle que u # —o0 sur Q. Alors

VzeQ, u(z) = Pou(z) — UL (z) = LQ u(§)dwaq(z,€&) — % JQ ga(z, w)Au(w)dw,

ot gq est la fonction de Green du domaine Q et y = %Au(w)dw avec Au le laplacien
généralisé de u au sens des distributions'.

Lorsque la fonction sous-harmonique u est de la forme log|g| avec g une fonction mé-
romorphe sur 2, le laplacian généralisé Au s’exprime comme une somme de distributions
de Dirac indexée par les zéros et les poles de g dans () et pondérée par leur multiplicités
respectives.

Théoréme 2.5.10 ([93, Th. 3.7.8]). Soit g € M(Q) telle que g # 0. Alors on a lidentité
au sens des distributions

1
o Aloglgl = ) mog(w)dw — ) veog(w)u,

weN we

ol O, est la distribution de Dirac en w.

Lorsque le domaine Q a un bord suffisamment régulier, la mesure harmonique dwq(z, £)
est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue le long de 0€2.

Proposition 2.5.11 ([100, Chap. II Th. 4.11]). Soit Q un domaine de C dont le bord
est de classe C*. Alors

dwalz,€) = ~ 9285 o ¢) = oz, 1o e)

ot % est la dérivée normale sortante de Q2 et Pq le noyau de Poisson'” de €.

16Voir la définition du laplacien généralisé dans [93, p. 79].
TVoir la définition 2.1.22.
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En combinant la formule de Poisson-Jensen 2.5.9 et le théoreme 2.5.10, on obtient le
corollaire 2.5.12 suivant.

Corollaire 2.5.12. Soit g e M(Q) telle que g # 0. Alors

Ve loglg(2) - | _logla©)ldma(z,6) — 3 malwlga( )

¢ weN
+ Y vg(w)ga(z,w).
we

Gréce aux théoremes 2.5.9 et 2.5.10, on peut majorer le nombre de zéros d’une fonction
holomorphe dans la strate Q; par 'indice de Bernstein holomorphe bq (¢, 7, g).

Proposition 2.5.13. Soit g € O(Q) telle que g # 0. Alors pour tout t,r € R tels que
O<t<r<l
Tﬂ<ta T)

log(7)

ﬂQ(t,g) < bQ(t,T,g),

ot To(t,r) = sup{Ta, (2, 20) | z € 0 }.

Démonstration. On applique la formule de Poisson-Jensen 2.5.12 & la fonction log |g| qui
est sous-harmonique sur €2,.. Donc

VzeQ,, loglg()] = L loglg(©)ld=zn, (€.20) = Y, vhalw)ga, (2. )

wWEN,

Soit z € 0 tel que |g(z)| = Mq(t, g). Donc

log Ma(t.) = | loglg(€)da, (¢20) = Y. wmg(wign, ()

T we,.

< log Mq(r,g) — Z vog(w)ga, (2, w).

weN;
Or la fonction w — gq, (z,w) est harmonique sur Q; et positive d’apres le théoréeme 2.1.6.
Donc d’apres I'inégalité de Harnack 2.1.27

3} vagluw)ga, () > g0, (2:20) 3] g, (u,0) ! > 2EL20

wely wENy

Ce qui termine la démonstration. |
Corollaire 2.5.14. Soient Y,Q c C deur domaines réguliers tels que T € 2. Alors
Yw € Qv Vze Ta gﬂ(fa w)dw”r(zvf) = gﬂ(wv Z) - g?(wa Z)a (251)
oY

ot g}“ désigne le prolongement de gy par zéro en dehors de Y. On suppose de plus que le
bord de ) est de classe C%. Alors

Ywe o), Vze T, J Po(§,w)dwy(z,§) = Pa(z,w).
or

Démonstration. La premiere égalité découle du fait que le noyau de Poisson £ — Pqo(z, &)
est harmonique sur le domaine T car T € (). Afin de démontrer la seconde égalité,
on applique la formule de Poisson-Jensen 2.5.9 & la fonction sous-harmonique u(z) =
—ga(z,w) sur Y. Alors

ul(z0) = gtz w) = Prutzo) = 5o [ (a0, 9)Au(e)ds (2.5.2)
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Or Au est égal au sens des distributions a 27d,,. Deux cas se présentent. Lorsque w
appartient a Y, I’égalité 2.5.2 devient

—galz0,w) = — f g€, w)dzor (20,€) — gr (20, w).

oY

Tandis que pour w € Q\T, 'égalité 2.5.2 donne

—ga(z0,w) = — f g€, w)der (70, €).

oY

Ce qui termine la démonstration puisque gq est symétrique d’apres le le théoréme 2.1.6.
]

Corollaire 2.5.15. Soient (0, z0) un domaine régulier. Alors pour tout r,t € R tels que
0<t<r<l1

Vze Qta 9Q.. (Za ZO) = 99, (Z, ZO) + IOg(%)

Démonstration. D’apres la proposition 2.2.5, les strates ; et . sont des domaines ré-
guliers de C. Donc en appliquant 1’égalité 2.5.2 du corollaire 2.5.14, on obtient d’une
part

VzeQ,, log(l) = f (6 )dezn, () = g0z 20) = g3, (2. 0)

s

= ga(z,20) — g0, (2, 20)-

et d’autre part

VzeQy, log(l) f o€, 20)dwa, (2, €) = galz: 20) — g5, (2 20)
= go ZZO) 90, (2, 20).

Il suffit de soustraire les deux égalités précédentes pour conclure. |

On peut maintenant démontrer I’analogue de la proposition 2.5.8 du paragraphe pré-
cédent pour tout domaine régulier.

Proposition 2.5.16. Soit g € M(Q) telle que g # 0. Alors pour tout t,r € R tels que
O<t<r<l1

b(t,r,g) + No(r,, g)
log (%) '

Démonstration. On applique la formule de Poisson-Jensen 2.5.12 & la fonction log |g| sous-
harmonique sur §2,.. Donc

Ve loglo(2)] = | logla(©)ldmn, (2.6 = Y] v(w)ga, (2. 0)

™ we,.

ol V = 1yg — Vsepg. On suppose dans un premier temps que le bord de Q, est de classe C2.
Donc en intégrant I’égalité 2.5 le long de d€); puis en appliquant la proposition 2.5.11, on
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obtient

[IETCENCEE ( [, e |9(§)|dWQT(2‘7§)) de0, (20, 2)
— 3 @) [ o0, w0,

weN,. 08

=J log |g(g)|( ) PQ,,(Z,g)det(zo,Z)) do(§)

r 0

- Z l/(w)J 9a, (z, w)dwq, (20, 2).

wel2, o

Donc en appliquant le corollaire 2.5.14, on obtient d’une part

f Po, (2, €)dwa, (20, 2) = Pa, (20,€).
00

et d’autre part
| g, (e w)dmo, (20,2) = g, (w,20) = g . 20).
00y
D’ou 'égalité

j log lg(2)|dwe, (20, 2) = L Tog[9(9)|Pa, (0. o)

o0,

- 2 I/(w)f ga. (z, w)dwq, (20, 2)

wWE, oQ;

:L log |g(&)|dwq, (20, 2)

Q.
- Z v(w)(ga, (w, 20) — g, (w, 20)),

weN,.

Or d’apres le corollaire 2.5.15

S vo(w) (g, (w, 20) — g3, (1, 20)) = vo(w) (e, (w, 20) — ge, (w, 20))

we, we;
> log(§)na(t, 9),
et
3 V() (ga, (w,20) — g8, (10,20) < Y veo(w)ga, (w, 20) < No(r, %, g).

we, we,.
Ce qui termine la démonstration lorsque oS, est de classe C2. Le cas général s’en déduit
puisque les applications r — b(t, r, g) et r — Ngq(r, 0, g) sont continues en r et ’ensemble
des rayons 7 € [0, 1] pour lesquels 02, est de classe C? est dense dans [0, 1]. |

Bornes de Bézout Nous montrons dans ce paragraphe que la majoration des indices
de Bernstein holomorphes ou méromorphes des fonctions P, conduisent a une majoration
de la borne de Bézout'® Z,(r,g). Nous avons défini dans I'introduction de ce manuscrit
la borne de Bézout Z,(r, g) pour des fonctions méromorphes g sur un disque de rayon
R > r. La définition 2.5.17 ci-dessous étend cette définition & tous les domaines greeniens
Q de C.

18Voir la définition 1.3.1.
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Définition 2.5.17 (Borne de Bézout généralisée). Soient (2, zp) un domaine greenien,
g€ M(2) et d e N. La d-iéme borne de Bézout de g dans le domaine ) est définie par

vre[0,1[, Z3(r,g) = sup {nq(r, Py) | P € C<qlz,w], P, # 0}.

Lemme 2.5.18. Soient g € M(Q) et ¢ € Mob(C). Alors
vrel0,1], vdeN, Z3(r,¢0g) < Z5(rg).

De méme pour g € M(C), on a Zq(r,¢ o g) < Z24(r,g).

Démonstration. La fonction ¢ s’écrit sous la forme

az+
vz +6

On fixe r € [0, 1[. On considére P € C¢q4[z,w] et Q € Cag[z, w] tels que

Z(?(r, pog)=n(r,Po(pog)) et Vz,weC, Q(z,w) = (yw+ 8)4P(z, p(w)).

Donc

VzeC, ¢(z) = avec ad — By £ 0.

23 (r,pog) <n(r,Po(pog)) <n(r,Qog) < Zaalr,g).

L’inégalité pour les fonctions méromorphes sur C se démontre de la méme maniere. MW

Proposition 2.5.19. Soient g € M(Q) une fonction transcendante et t,r € R tels que
0<t<r<l. Alors

Vd e N, log ( )Zd (r,g) < sup {bQ t,7,Py) | P € Ccqlz,w], P# 0} + dNq(r,,qg).
Lorsque de plus g € O(R)
Vd e N, log (%)Zg(r,g) To(t,r)sup {ba(t,r, P;) | P € C<q[z,w], P # 0},

ot T(t,r) = sup{Ta, (2, 20) | z € 0% }.

Démonstration. La premieére majoration est obtenue en appliquant la proposition 2.5.16 et
puisque que Nq(r, 0, P,) < dNq(r, 0, g). La seconde majoration découle de la proposition
2.5.13. |

Lorsque g est holomorphe sur un domaine simplement connexe, on peut améliorer
I’inégalité de la proposition 2.5.19 grace a la proposition 2.5.6.

Proposition 2.5.20. Soient (2, 2z9) un domaine régulier et simplement conneze, g €
O(Q) une fonction transcendante et t,r € R tels que 0 <t <r < 1. Alors

t2
Vd e N, 10g<r2+)2d(rg sup {bo(t,7, Py) | P € C<alz,w], P # 0}.
Démonstration. On remplace la proposition 2.5.13 par la proposition 2.5.6. |
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2.6 Théorie de Nevanlinna

La théorie que nous présentons dans cette section fut exposée pour la premiere fois par R.
Nevanlinna [81] en 1925 mais se base sur la théorie géométrique des fonctions développées
a la fin du XIX siécle. En effet la théorie de Nevanlinna permet d’étendre aux fonctions
méromorphes sur D ou sur C des résultats connus pour les fractions rationnelles et les
fonctions entiéres. Par exemple, on sait bien que la fibre générique d’un polynéme univarié
a pour cardinal le degré du polyndéme. Que peut-on dire de la fibre générique d’une fonction
méromorphe ? Un des tous premiers résultats dans ce sens est le petit théoréeme de Picard
démontré par ce dernier en 1879.

Théoréme 2.6.1 (Petit théoréme de Picard — [83,95]). Toute fonction entiére dont
l'image ne contient pas deux valeurs est constante.

Autrement dit au plus une fibre d’une fonction entiére non constante est vide. De plus,
il existe des fonctions entieres non constantes dont I'une des fibres est vide comme la
fonction exponentielle e* qui ne s’annule jamais. Notons que le théoréme 2.6.1 permet de
discriminer les fonctions algébriques parmi les fonctions entiéres. La méme année Picard
démontre une version plus forte de I’énoncé précédent connu sous le nom de grand théoréme
de Picard.

Théoréme 2.6.2 (Grand théoreme de Picard — [83,95]). Une fonction holomorphe sur
un voisinage d’une singularité essentielle isolée atteint toutes les valeurs de C une infinité
de fois sauf éventuellement une valeur qu’elle n’atteint qu’un nombre fini de fois.

Nous exposons maintenant la théorie de Nevanlinna dans le plan C, le disque unité D,
un secteur angulaire et un domaine greenien de C.

Fonctions méromorphes sur C ou D La théorie de Nevanlinna classique comporte
deux théoremes fondamentaux. Le premier théoreme fondamental de Nevanlinna 2.6.5
stipule que plus une fonction méromorphe non constante sur C reste proche en moyenne
d’une valeur de C sur le cercle dD, moins elle prend cette méme valeur dans le disque
D, et inversement. Le second théoréeme fondamental de Nevanlinna 2.6.8 affirme quant
a lui qu’une fonction méromorphe non constante sur le plan doit prendre presque toutes
les valeurs une infinité de fois dans les mémes proportions. Le lecteur intéressé par les
démonstrations des théoremes 2.6.5 et 2.6.8 pourra se référer au premier et au troisieme
chapitre de [46]. Avant de pouvoir formuler les deux théorémes fondamentaux de Nevan-
linna, on doit introduire des fonctions de comptage plus réguliéres que celles données a la
définition 2.5.3.

Définition 2.6.3 (Moyenne de Jensen — [46, p. 13]). Soient g € M(Dg), r € [0, R[ et
a € C. La moyenne de Jensen des a-points de g dans le disque D, est définie par

N(r,a,g) = JOT {n(t, a) — n(0, a)}% +n(0,a)logr,

ot n(r,a) est le nombre de solutions avec multiplicité des a-points de g dans le disque D,..
La moyenne de Jensen sans multiplicité des a-points de g dans le disque D, est définie
par

- " dt
Nirag) = | {alt.) - (0,0} 5 + 7(0.0)logr.
0
ou 7i(r, a) est le nombre de solutions sans multiplicité des a-points de g dans le disque D,..

Contrairement & la fonction de comptage n(r, a, g), la moyenne de Jensen N(r,a, g) est
une fonction continue. De plus elle est croissante et convexe en logr.

62



Pré-requis THEORIE DE NEVANLINNA

Définition 2.6.4 (Caractéristique de Nevanlinna — [46, p. 16]). Soit g € M(Dg) non
constante. La caractéristique de Nevanlinna de g est définie par

vre [0, B[, T(r,g) = m(r,,g) + N(r,o,g).

De plus on note T'(r,a,g) = T(r, g%a)

Le terme 7(r, a, g) mesure la tendance de la fonction g a rester proche de la valeur a
sur le cercle 0D, tandis que N(r,a,g) quantifie le nombre moyen de a-points de g dans
ce méme disque. Grace a la caractéristique de Nevanlinna, il est maintenant possible
d’énoncer le premier théoreme fondamental sous une forme treés condensée.

Théoréme 2.6.5 (Premier théoréme fondamental — [46, Th. 4.1]). Soit g € M(Dg) non
constante. Alors

VaeC, Vre|0,R[, T(r,a,g) =T(r,g) + e(r,a),

avec |e(r,a)| < log™|al +log?2 + |log|c(a)|| ou c(a) est le premier coefficient non nul du
développement en série de Laurent de la fonction z — g(z) — a en lorigine.

Remarque 2.6.6. Le premier théoreme de Nevanlinna 2.6.5 est en fait une reformulation
de la formule de Poisson-Jensen 2.5.4 a laide de la caractéristique de Nevanlinna T'(r, g).

Remarque 2.6.7. En particulier lorsque la fonction g est méromorphe sur le plan tout
entier, asymptotique de T'(r,a,g) lorsque r tend vers l'infini est indépendante de la
valeur a choisie. Autrement dit plus la fonction g reste proche d’une valeur a sur le cercle
oD,.'? moins g prend la valeur a dans le disque D,?" et inversement. Cet énoncé est
particulierement intéressant lorsque la fonction g est holomorphe puisque dans ce cas la
quantité T'(r,g) est égale a 1(r,g) et est comparable & la fonction maximum M (r,g)
d’apres 'inégalité de Harnack 2.6.10 et donc la croissance de la caractéristique T'(r, g) est
directement reliée & celle des coefficients de Taylor de g en I'origine?!.

On peut maintenant énoncer le second théoréme fondamental de Nevanlinna. Il s’agit
d’une amélioration du grand théoréme de Picard?? Ce théoréme affirme qu’une fonction
méromorphe sur C ne peut pas rester proches sur dD, de ¢ > 2 valeurs distincts de C
comparativement a la caractéristique de Nevanlinna T'(r, g) lorsque r tend vers infini.
Contrairement au premier théoréeme de Nevanlinna, le second théoreme nécessite que la
fonction soit méromorphe sur C.

Théoréme 2.6.8 (Second théoréme fondamental — [46]). Soient g € M(C) non constante
et ay,...,aq € C distincts. Alors

q
¥r >0, Y im(r,ai,g) < 2T(r,g) = N(r,g) + Q(r, 9),
i=1
ot @ est une fonction telle que
e lorsque g est d’ordre fini, Q(r,g) = O(logr),

e lorsque g est d’ordre infini, Q(r,g) = O(logT(r,g) + logr) en dehors d’un ensemble de
mesure logarithmique finie.

19 Autrement dit 1 (r, 00, g) est grand.
20 Autrement dit N(r,a,g) est petit.
21Voir la sous-section 2.3.

22Voir la remarque 2.6.9.
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Remarque 2.6.9. Soit g € M(C) une fonction transcendante qui n’atteint pas trois
valeurs distinctes a, b et ¢ de C. Puisque g est transcendante, sa caractéristique de Nevan-
linna T'(r, g) est non bornée. D’apres le premier théoréme fondamental 2.6.5, les fonctions
de proximité 1(r, a, g), m(r, b, g) et m(r, c, g) sont comparables & T'(r, g). Cela est contra-
dictoire avec l'inégalité du second théoreme fondamental 2.6.8 appliqué avec les points
a,b,c.

L’inégalité de Harnack 2.1.30 permet de comparer la croissance de la caractéristique
de Nevanlinna T'(r, g) & la croissance de la fonction maximum M (r, g).

Proposition 2.6.10 ([53, Th. 1.6]). Soient g€ O(Dg) ett,r € R tels que 0 <t <r < R.

Alors
r+t

r—t

T(t,g) <log"M(t,g) < ( )T(r, 9)-
Théoréme 2.6.11 (Cartan — [46, Th. 4.3]). Soit g € M(Dgr) non constante telle que
g(0) £ 0. Alors

27

) df
Vre[0,R[, T(r,g) = N(r, 61979)% +log™g(0)]
0

De plus la fonction r — T(r,g) est croissante et convexe en logr.

Fonctions méromorphes sur un domaine régulier Il est possible d’étendre le pre-
mier théoréme de Nevanlinna aux fonctions méromorphes sur n’importe quel domaine
régulier de C grace a la théorie des fonctions de Green de la sous-section 2.1. Contraire-
ment au cas du disque, il n’y a pas de centre privilégié dans un tel domaine. Par conséquent
la caractéristique de Nevanlinna dépend a priori du choix d’un tel centre. Dans ce para-
graphe nous démontrons que la caractéristique de Nevanlinna T (r, g) et la moyenne de
Jensen Nq(r, g) définies ci-dessous sont des fonctions croissantes et convexe en log r.

Définition 2.6.12 (Moyenne de Jensen — [125]). Soient (£2,20) un domaine régulier,
g € M(Q) et a € C. On définit la moyenne de Jensen des a-points de g dans Q) avec et
sans multiplicité par

No(a,9) = ) vag(w)ga(w, 2) et Nafa,g) = >, ga(w,z).
we) g(w)=a

De plus pour tout 7 € [0, 1[, on note Nq(r,a,g) au lieu de Nq, (a, g) et Nq(r,a,g) au lieu
de Ng, (a,9).
Définition 2.6.13 (Caractéristique de Nevanlinna — [125]). Soient (£, zp) un domaine
régulier et g € M(Q). La caractéristique de Nevanlinna de g dans ) est définie par

vre [0,1[, Ta(r,g) = ma(r,o0, g) + Na(r,o, g).
De plus on note To(r,a,g) == Ta(r, —).

’g—a
Théoréme 2.6.14 (Premier théoréme fondamental — [125, Th. 2.1.2]). Soient (2, zo) un
domaine greenien et g € M(S2) non constante. Alors

Vae C, Yrel0,1], Ta(r,a,g) = Ta(r,g) + (2, a),
avec |e(Q, a)| < log™|al +log2 + |log |c(a)|| ou c(a) est le premier coefficient non nul du

développement en série de Laurent de la fonction z — g(z) — a en 2.

Proposition 2.6.15. Soient 2 < C un domaine régulier et g € M(Q, z9). Pour tout
a € C, la fonction r — Ngq(r,a,g) est croissante et conveze en logr.
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Démonstration. On peut supposer que a est nul puisque le cas général s’en déduit en
considérant la fonction méromorphe z — g(z) — a. La croissance de la fonction Nqg(r, a, g)
découle du principe de subordination pour les fonctions de Green®?. Afin de démontrer la
convexité en logr de cette méme fonction, il suffit de montrer que pour tout A, r,v € R
telsque 0 < A<r<rv<l1

Vz € Q, log (%) g;gr (z,20) < log (g) g;gu(z, z0) + log (;) g;gA (2, 20). (2.6.1)
L’inégalité 2.6.1 est immédiate lorsque z ¢ €, puisque les fonctions gg et g5 —sont

positives sur le domaine Q et gg est nulle en dehors de €2,.. On suppose désormais que
z € ... D’apres le corollaire 2.5.14

1
Vt e [0,1], Vz € Q4 galz, 20) = ga,(z, 20) + log (t> .

Donc pour z € Ag(A,7), I'inégalité 2.6.1 devient

log (K) logr < log (f) log v. (2.6.2)
A A
Tandis que pour z € ), 'inégalité 2.6.1 devient
log (Z) logr < log <£> logv + log (5) log . (2.6.3)
A A r
Les deux inégalités 2.6.2 et 2.6.3 sont vraies puisque 0 < A < r < v < 1 et la fonction
t — logt est convexe en logr. La proposition est démontrée. |

La théoreme de Cartan 2.6.11 pour les fonctions méromorphes sur un disque s’étend
aux fonctions méromorphes sur un domaine régulier de C.

Proposition 2.6.16. Soient Q < C un domaine régulier et g € M(, zg) non constante
telle que g(0) % oo. Alors

2

. df
Vre [Oa 1[7 TQ(Tv g) = NQ(Ta 61679)% + 10g+‘g(20)‘ (264)
0

De plus la fonction r — Tq(r, g) est croissante et convexe en logr.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du théoréeme de Cartan figurant
dans [46]. L’inégalité 2.6.4 implique que T (r, g) est croissante et convexe en log r puisque
Nq(r, g) est croissante et convexe en logr d’aprés la proposition 2.6.15. Afin de démontrer
Iégalité 2.6.4, il suffit de remplacer la formule de Poisson-Jensen 2.5.4 par sa généralisation
sur les domaines réguliers 2.5.9. On obtient ainsi I’égalité

V0 € [0,27], Na(r,e”,g) - Na(r, 0, g) = f log |9(€) — ¢|dma, (£, 20) —log lg(z0) — |-

s

0

Cette égalité implique que la fonction § — Ng(r, e, g) est une fonction mesurable. En

intégrant celle-ci le long du cercle unité, on obtient

27TN (r,e? )‘w Na(r, 0, g) J%J log |g(&) — €% |dwq, (€, 2 )‘w
av _ _ - av
0 Q\T, » g o Q\7r, 0, g 0 s, 219 Q,.\Sy <0 m
27
o df
_ 1 10 iy
JO 0glg(z0) — e |27r

23Voir le théoréme 2.1.5.
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Puis en appliquant le théoreme de Fubini, on montre que les intégrales de l'intégrale
double ci-dessus commutent. Donc d’une part d’apres la formule [46, p. 21]

2m ) do
| [ 1081919~ elama, (62015 = [ 1og"lg(€)ldmn, (. 20)
0o Joq, n o

s

et d’autre part d’apres la formule [46, p. 21]

do

2
1 i 2 =1 + .
| toglatzo) = 157 = og* a(eo)

Ce qui acheve la démonstration. [ |

Le plus souvent on souhaite majorer le nombre de a-points de g dans une strate €2, et
non la moyenne de Jensen des a-points dans €,.. La proposition 2.6.17 suivante permet
de comparer ces deux quantités.

Proposition 2.6.17. Soit g € M(Q). Alors pour tout \,r,v € R tels que 0 < A <1 <
rv<l1

A~ v 14
Va e C, log (;)na(r, a,9) < No(v,a,g) <log (X) na(v,a,g) + Na(\ a,g).

Démonstration. On suppose sans perte de généralité que a est nul puisque le cas général
s’en déduit en considérant la fonction méromorphe z — g(z) —a. Démontrons la premiére
inégalité de 'encadrement. On sait d’apres le corollaire 2.5.15

Vz € Qy, ga,(z,20) = ga, (2, 20) +log(¥%) = log(¥%).
D’ou

Na(v.9) = Y} wy(z)ga,(2:20) = Y vog(2) (gm(z’Zo) +log (;))

z€Q, z€Q,
14
> log (£) na(r, ).
r

Afin de démontrer la seconde inégalité, on remarque que

14 14
Vze Aa(\ V), go,(2,20) < log (X) et Vze Qy, ga, (2, 20) = ga, (2, 20) + log (*) :

A
Donc
Na(v,9) = Y} wg(2)ga,(z.20) < Y vog(2)ga,(2,20) + Y n09(2)ga, (2, 20)
zeQ, zeAq (V) z€QN
14 14
< Y wg)log(5) + D w2 (g0, (2 20) +log (%))
A A
zeAq(\,v) EISIO5N
v
< IOg (X) nQ(Va g) + NQ(Amg)'
Ce qui termine la démonstration de la seconde inégalité. |

2.7 Mesures des lemniscates

Notation 2.7.1. Soit (X,d) un espace métrique et a € X. On note
Vr >0, Dx(a,r) = {z€ X |d(a,z) <r} et Dx(a,r) ={z€ X |d(a,2) <r}.
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Dans les chapitres 3, 4 et 5 nous avons besoin de majorer dans certains espaces mé-
triques (X, d) la taille du lieu de 1’ensemble des points z € X qui restent proche d’une
famille fixée de points de X . Les points de ces ensembles étant munis d’une multiplicité, on
utilise la notion de diviseur définie dans le paragraphe précédent®*. On souhaite estimer
la taille des ensembles des lemniscates?® de la forme suivante.

Définition 2.7.2 (Ensemble de lemniscates). Soient (X, d) un espace métrique, v : X —
N un diviseur de X et € : X — R, . L’ensemble des lemniscates associé a v et € est défini

par
E(V, 6) = {Z eX | H d(z’w)”(w) < H E(w)l/(w)}.
weX weX

Afin de mesurer la taille des ensembles des lemniscates, nous utilisons les notions de
n-iéeme diamétre et de mesure de Hausdorff dans un espace métrique (X, d).

Définition 2.7.3 (n-iéme diameétre et mesure de Hausdorff). Soient (X,d) un espace

métrique, n € N*, o > 0 et £ < X un ensemble. On définit le n-iéme diamétre a-
dimensionnel de E dans X par

diam{,(E, X) : {z": | CU]DX aj,Tj }

Lorsque « est égal & 1, on note diam|, (F, X) par diam,(F, X). On définit également la
mesure de Hausdorff a-dimensionnelle de E dans X par

HY(E, X) = mf{

”'M8

S Ec U]D)X aj,r])}

Jj=1

Le n-ieme diametre de E dans X mesure la difficulté a recouvrir 'ensemble E par
seulement n disques de ’espace métrique X. La proposition 2.7.4 suivante regroupe des
propriétés élémentaires du n-iéme diametre et de la mesure de Hausdorff dans un espace
métrique.

Proposition 2.7.4. Soient (X, d) un espace métrique, o > 0 et E, F deux sous-ensembles
de X tels que E c F. Alors

e pour tout n € N, diam{ (E, X) < diam}, (F, X),

e pour tout n,m € N tels n < m, diam$ (E, X) = diam}y, (F, X). De plus
HYE,X) = ingdiam%(E,X) = lim diam; (F, X),
ne n—o0

e on suppose que la métrique d est bornée par un. Alors pour tout o, 3 > 0 tels que o < 3

Vn e N, diam?(E, X) < diam®(E, X) < n & (diam” (E, X)) %,

pour tout n = #E, la quantité diam|, (E, X) est nulle.
e On suppose que E contient au moins n + 1 points. Alors

diam;, (E, X) > imm{dz w)* | z,we E, 2+ w}.

24Voir la définition 2.5.1.
25Ce nom vient du fait que la lemniscate de Bernoulli est de cette forme.
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Démonstration. Les deux premieres propriétés sont immédiates. La troisieme propriété
se se déduit du fait que d’une part que la fonction a — 7 est décroissante sur |0, oo
lorsque 7 € [0, 1] et d’autre part d’apres I'inégalité de Holder

n n o n B—a n a
W e [0,1], Y < (er)ﬂ<zl> 7 gnBTa(er)B.
j=1 j=1 j=1 Jj=1

On conclut en appliquant la borne inférieure sur l'inégalité ci-dessus. Démontrons la
quatrieme propriété. Lorsque E est un ensemble fini de cardinal au plus n dans l’espace
métrique (X, d) alors le nombre diam, (F,X) est nul puisque nous pouvons recouvre
I’ensemble E en plagant sur chaque point z € E un disque de centre z et de rayon
arbitrairement petit. La derniére propriété découle du fait que lorsque F contient au
moins n + 1, il faut qu’au moins un disque Dx (a,r) d’un recouvrement par n disques de
E contienne deux points z et w de E. Donc par 'inégalité triangulaire

d(z,w) < d(z,a) + d(w,a) < 2r.

D’ou la minoration de r et a fortiori du n-iéme diamétre a-dimensionnel de E. |

Exemple 2.7.5. Les ensembles suivants seront toujours munis des métriques que nous
décrivons a présent.

e X = C et d est la métrique euclidienne. On note alors simplement diam,,(F) au lieu de
diam,, (F,C). Il s’agit de la notion de n-iéme diameétre utilisée notamment par Coman
et Poletsky dans [25-27] et Jones et Boxall dans [18]. Ce d-iéme diamétre est parfois
qualifié d’euclidien afin de ne pas le confondre avec les autres,

e X =D et d est la métrique pseudo-hyperbolique. Dans ce cas diam, (F,D) est appelé
le n-iéme diametre pseudo-hyperbolique de E dans . Voir le paragraphe suivant sur
les lemniscates pseudo-hyperboliques pour plus de détails,

e tout domaine Q) ¢ C simplement connexe peut étre muni d’une métrique en uniformi-
sant ce dernier sur le disque unité D via une application de Riemann ¢ : 2 — D puis en
tirant en arriere la distance pseudo-hyperbolique de D via ¢. La nouvelle métrique ainsi
obtenue est appelée métrique pseudo-hyperbolique de 2 et ne dépend pas du choix de
Papplication de Riemann utilisée pour la construire. Cette fois encore diam,, (F, <) est
appelé le n-ieme diametre pseudo-hyperbolique de E dans (2,

e X =C et d est la métrique sphérique®.

Lemme 2.7.6. Soient (X,dx), (Y,dy) deux espaces métriques, E < X etT : X - Y
une fonction telle que
Vz,we X, dy(T(z), T(w)) < Cdx(z,w)? avec C >0 et B>0.
Alors pour tout « > 0 et n e N
diam®(T(E),Y) < C*diam®? (E, X) et H*(T(E),Y) < C*H**(T(E), X).  (2.7.1)

Démonstration. La seconde inégalité de 2.7.1 est obtenue a partir de la premiere en fai-
sant tendre d vers l'infini d’abord dans le membre de gauche puis dans le membre de
droite. Démontrons la premiere inégalité de 2.7.1. Supposons que l’ensemble E soit re-
couvert par la famille de disques Dx (a1,71),...,Dx(an,r,). Alors 'image de Dx (a;,7;)
par I'application T est contenue dans le disque Dy (T'(a;), s;) avec s; = Crf puisque par
hypothese sur I'application T’

dy (T(2),T(ay)) < Cdx(z,a;)" < Crf.

26Voir la définition p.3.
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Donc l’ensemble T'(E) est contenu dans une famille de n disques de Y dont les rayons
valent respectivement C’rf ,...,CrB. On en déduit la premiére inégalité de 2.7.1. |

Estimation de type Boutroux-Cartan Nous souhaitons majorer le n-ieme diametre
de I’ensemble des lemniscates E (v, €) d’un espace métrique (X, d) et cela indépendamment
de la distribution des points w dans X appartenant au support de v. Lorsque X est un
espace métrique, une telle majoration a été démontrée par Lubinsky dans [72].

Lemme 2.7.7 (Lubinsky — [71,72]). Soient (X,d) un espace métrique, ai,...,a, € X
et €1,...,6, €R tels que 0 < €1 < ... < €,. Alors il existe un entier k < n, des entiers
A1, ..., A\ et des disques fermés Dy, ..., Dy de X tels que

o la somme des \j vaut n,

e le rayon du disque Dj est 2¢y,

o pour tout z € X\ U?zl D;

Corollaire 2.7.8. Soient (X, d) un espace métrique et v : X — N un diviseur de X . Alors
pour tout € > 0 ’ensemble des lemniscates E(v,€) est de |v|-iéme diamétre a-dimensionnel
dans X au plus e(2€)“.

Démonstration. Dans [72], Lubinsky démontre seulement le cas a = 1. Nous adaptons
sa démonstration pour tout a > 0. Posons n := deg(v) et considérons la suite de rayons
€1,...,€, définie par

|~

€]
(n!)i '
Par construction le produit des €; est égal & €”. Donc ’ensemble des lemniscates E(v, )
coincide avec I’ensemble des z € X tels que H?=1 d(z,a;) < H;-Zzl €;. En appliquant le
lemme 2.7.7, nous obtenons k disques de X de rayons respectivement 2ey,, ..., 2ey, avec
AL+ ...+ A =n et tels que ces disques recouvrent E(v,€). Or

[e3%

€ =

k

k A n i
2(2@\3‘)& _ (26)04 Z m < (26)@ 2 zj < 6<2€)°‘.

j=1
L’avant derniere inégalité est obtenue en remarquant que pour tout n € N*, n! > (2)". B

Nous négligeons parfois les multiplicités du diviseur v lorsque nous majorons la taille
des lemniscates associées a ce dernier. Nous aurons alors recours au corollaire 2.7.9 ci-
dessous.

Corollaire 2.7.9. Soient (X,d) un espace métrique tel que d soit bornée par 1 etv : X —
N un diviseur de X. On pose n = deg(v), p = max{v, 1} et m = mult(v). Alors l’ensemble
de lemniscates E(u,€) est de |v|-iéme diamétre dans X au plus 2ede™ et l’ensemble de
lemniscates E(v,€) est de |u|-iéme diamétre dans X au plus 2ede.

Démonstration. La distance d étant par hypothese bornée par 1, nous avons les inclusions
suivantes

E(u,e) = {z eX| n d(z, w)M™) < eI”‘} = {z eX| H d(z, w)™ ) < emlul}
weX weX

mll
c {z eX| n d(z,w)"™) < em"”} c E(I/,GT’;‘) c E(v,e™).

weX
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Donc d’apres le corollaire 2.7.8 'ensemble E(u, €) est de n-ieme diameétre dans X au plus
2e0€™. De méme nous avons les inclusions suivantes

E(v,e) = {z € X | H d(z, w)*™) < e”} c {z eX| H d(z, w)™) < e"}

weX weX
c E(u,emn) < E(u,e).

Donc d’apres le corollaire 2.7.8, 'ensemble E(v, €) est de n-iéme diamétre dans X au plus
2ede. |

Lemniscates polynomiales On cherche a mesurer aussi précisément que possible le
lieu o1 un polynéme univarié P est petit. Pour se faire on introduit pour tout polynéme P
univarié de degré au plus d € N*. La lemniscate polynomiale de P absolue est 'ensemble
suivant

E(Pe) :={zeC:|P(z)| < €},
tandis que la lemniscate polynomiale de P relativement au compact K < C est I’ensemble

E(P,K,e) = {ze K : |P(2)| < |P|ke’}.

En supposant que le polynéme P est unitaire, Boutroux et Cartan ont démontré le résultat
suivant.

Lemme 2.7.10 (Boutroux-Cartan — [23,92]). Soit P € C[z] un polynome unitaire de
degré d. Alors

Ve > 0, diamg(E(P,¢€)) < 2ee.

Pour une démonstration détaillée du lemme 2.7.10 le lecteur pourra regarder le chapitre
12 de [92] ou la these de H. Cartan [23]. Bien entendu le lemme de Boutroux-Cartan est
un cas particulier du lemme de Lubinsky 2.7.7 pour X = C et d la métrique euclidienne.
En effet |P(z)| n’est autre que le produit 1—[?:1 |z — a;| out (a;) est une énumération avec
multiplicité des zéros de P.

Remarque 2.7.11. Une propriété remarquable du lemme de Boutroux-Cartan est ’ab-
sence du degré dans la majoration du d-ieme diametre. En revanche nous ne savons pas
si la constante 2e est optimale. Dans [51], Hayman conjecture que la constante optimale
doit étre 2. Plus de détails sur ces questions figurent dans les notes a la fin du chapitre
12 de [92].

Remarque 2.7.12. Il faut exiger que le polynéme P soit unitaire afin que 1’énoncé 2.7.10
soit vérifié. En effet le polynéme P(z) = az? (a # 0) vérifie que

diamg(E(P,€)) = €|a| 2.

Donc pour un coefficient dominant a suffisamment petit, le polynéme P ne satisfait pas
la conclusion du lemme 2.7.10.

Lemniscates pseudo-hyperboliques Lorsque 'on étudie la distribution des valeurs
d’une fonction méromorphe définie sur le disque unité D, il est plus naturel d’utiliser la dis-
tance pseudo-hyperbolique ou la distance hyperbolique sur D que la distance euclidienne.
Ajoutons que dans ce cadre les produits de Blaschke finis jouent le role des polyndémes
des paragraphes précédents. Pour plus détails sur I’analogie entre les polynémes et les
produits de Blaschke finis, le lecteur pourra se référer au chapitre Polynomials Versus
Finite Blaschke Products de [76].
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Définition 2.7.13 (Produit de Blaschke — [12] ou [95, p. 100]). Un produit de Blaschke
fini de D,. est une fonction holomorphe sur D, de la forme

d
B(z) = €' n M avec 0 € R,
r
j=1

— 2Wj

ou wi,...,wy appartiennent au disque ID,.. De plus 'entier d est appelé le degré du produit
de Blaschke B.

Dans Particle [80], Milloux démontre I’analogue du lemme de Boutroux-Cartan 2.7.10
pour les produits de Blaschke finis.

Lemme 2.7.14 (Milloux — [80]). Soit B un produit de Blaschke fini de D de degré d.
Alors pour tout € > 0, l’ensemble

E(B,e):={zeD:|B(z)| < ed},

est de d-ieme diametre pseudo-hyperbolique dans D au plus 2ee.

L’argument géométrique employé par Milloux pour démontrer le lemme 2.7.14 est es-
sentiellement le méme que celui utilisé par Cartan pour démontrer le lemme de Boutroux-
Cartan 2.7.10. Le lemme de Milloux se déduit de celui de Lubinsky en prenant X =D et
d la distance pseudo-hyperbolique.

Lemme 2.7.15. Soient E < D et a € ]0,1]. On suppose que H*(E,D) < €. Soient
t,r € R tels que

O<t<r<l1 et

> €
—rt

Alors il existe s € [t,r] tel que le cercle dDs ne rencontre pas 'ensemble E.

Démonstration. On considére la fonction T : (D, p) — ([0,1],d) définie par T(z) = |z| et
d(z,y) = =% Or

x

2] = |wl
1—[z||wl| ~

Donc la fonction T vérifie les hypotheses du lemme 2.7.6. D’ou

Z—Ww

Vz,weD, —
1—zw

H*(T(E),[0,1]) < H*(E,D) < .

Or puisque « € ]0,1]

—1
HO ([t ], [0,1]) = H([£:7], [0,1]) > {—.
Donc lintervalle [¢, 7] ne peut pas étre contenu dans T(E). |

Remarque 2.7.16. Dans [80], Milloux démontre que pour tout ensemble E < D tel que
H'(E,D) < € et pour tout ¢,7 € R tels que

r—t 2e
>

O<t<r<l1 et > —.
1—rt 1462

Il existe s € [t,r] tel que le cercle 0D, ne rencontre pas I’ensemble E. Ce résultat est
moins fin que le lemme 2.7.15 ci-dessus pour a = 1 puisque l'on peut toujours supposer
que e appartient & l'intervalle [0,1] et que r —¢t < 1 — rt.
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Comparaison des d-iéme diameétres euclidiens et pseudo-hyperboliques 1l est
parfois plus simple de minorer ou de majorer le d-ieme diametre euclidien d’un ensemble
FE < Dg que son d-iéme diametre pseudo-hyperbolique de Dg. Il est bien connu que les
cercles généralisés®” de C sont préservés par les transformations de Mobius de la sphére de
Riemann C. Le lemme 2.7.17 ci-dessous donne le centre et le rayon euclidien d’un disque
pseudo-hyperbolique.

Lemme 2.7.17 ([34, p. 64]). Soit D < Dgr un disque de centre ¢ et de rayon r pour la
métrique pseudo-hyperbolique de Dg. Alors D est un disque euclidien de centre ¢ et de

rayon v’ avec
R e (R o)
=" et r'=—"r—T"F.
R? — 12|c2 R? — 12|c|2

Gréace au lemme 2.7.17, on compare dans la proposition 2.7.18 ci-dessous le d-iéme
diametre euclidien et pseudo-hyperbolique dans Dr a condition que E soit contenu dans
un compact de Dg.

Proposition 2.7.18. Soient r, Re R tels que 0 <r < R et E c D,.. Alors

R @
VneN, Ya > 0, diam; (F) < diam|, (F,Dg) < <R> diam; (E).
—r

Démonstration. Démontrons la premiere inégalité. On suppose que E est recouvert par

Dy, ..., D, disques pseudo-hyperboliques de Dy de centre respectivement cy, ..., c, et de
rayon respectivement 71, ..., 7,. On peut supposer sans perte de généralité que les centres
¢; appartiennent a D,.. D’apres le lemme 2.7.17 les disques D, ..., D, sont des disques
euclidiens de centre ¢, ...,c, et de rayon r},...,r! avec
R? —r¥)c; r;(R% — |cj]?
Vje{l,...,n}, C/»=7( 2])j et r’A=7J( 2|J|).
TR eP C T R P

Or pour tout r € [0, R[, la fonction
r(R? — 2?)
R2 _ p252°

€T —>

Sne e (B2 = (gl . WfﬂwP_“
Z(TJ) = Z ( RQ_TJ2|C]|2 er Z ~ )2 Tj

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
« n
d ()
R—r J
j=1
D’ou 'encadrement souhaité. |

Lemniscates greeniennes Dans le paragraphe précédent nous avons associé a chaque
domaine simplement connexe de C une métrique pseudo-hyperbolique. Nous généralisons
cette construction & n’importe quel domaine greenien (2, z9) grace aux fonctions de Green.
Cependant nous n’obtenons pas une métrique sur le domaine §2.

Notation 2.7.19. Soit 2 ¢ C un domaine greenien. On définit les fonctions pg : 2% —
Ret dg: Q2 xQ— R par

1
20, V<0, pole,w) = exp{ —ga(a )} et dote,u) = log (122G

1 —pa(z,w)

27Un cercle généralisé de C est un cercle ou une droite du plan.
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ou gq désigne la fonction de Green de 2.

En général pq et do ne sont pas des métriques sur 2. Cependant lorsque 2 est simple-
ment connexe alors ces deux fonctions sont des métriques. Néanmoins on définit la notion
de n-ieme diametre greenien dans 2 en faisant comme si pg était une métrique.

Définition 2.7.20 (n-iéme diametre greenien). Soient {2 — C un domaine greenien,
n € N* a >0e EF c X un ensemble. On définit le n-iéme diamétre greenien -
dimensionnel de E dans €2 par

diam$ (E, Q) = inf{ i i | Ec LnJ DQ(aivri)}a
j=1 j=1

On définit également la mesure de Hausdorff greenienne a-dimensionnelle de E dans €2
par

0 0
H*(E,Q) = inf{ 2 i | Ec U Dg(ai,n—)},
j=1 j=1
ou Dg(a,r) ={z€Q|pala,z) <r}.

Lemme 2.7.21. Soit (Q, 29) un domaine régulier. Alors

Vre [07 1]7 VZ,’LU € Qr7 pg(Z,U)) = ’I‘pQT(Z,’LU)-

Démonstration. En effet d’apres le corollaire 2.5.15 on sait que pour tout z,w € €.,
ga(z,w) = ga,(z,w)—logr. On conclut en appliquant I'exponentielle sur cette égalité. M

Propriétés du n-iéme diameétre greenien Désormais tout domaine de Jordan de C
est muni du n-iéme diametre greenien. Cette convention est compatible avec celle intro-
duite pour les ensembles simplement connexes () dans le paragraphe précédent puisque la
fonction de Green de €2 peut étre obtenue comme le logarithme de I'inverse d’une fonction
d’uniformation de Q dans le disque unité D (voir [46, p. 2] pour plus de détails). La fonc-
tion de Green étant un invariant conforme, il en est de méme de la distance greenienne
et le n-iéme diametre greenien diminue lorsque le domaine 2 grandit.

Proposition 2.7.22. Soient Q et T deux domaines greeniens de C, ¢ : Q@ — YT wune
application holomorphe et E < Q. Alors

VneN, Ya > 0, diam; (p(F),T) < diamj, (E, Q). (2.7.2)
En particulier lorsque ¢ est une application conforme, l'inégalité 2.7.2 est une égalité.

Démonstration. Pour démontrer la premiére propriété, il suffit d’appliquer le principe de
subordination des fonctions de Green (voir le théoréme 2.1.5)

Vz,w e Q, gr(p(2), p(w)) = galz, w)

Donc pour tout z,w € Q, dy(¢(2),p(w)) < pa(z,w). Soient Di,...,D, des disques
greeniens de () recouvrant I’ensemble E. Alors I'image de chacun de ces disques par ¢ est
contenue dans un disque greenien de Y de méme rayon. D’ou

VneN, Ya >0, Ve > 0, diam;, (F, Q) < e = diam|, (p(E),Y) <e.
On en déduit que pour tout n € N, @ > 0, diam (¢(F), T) < diam, (E, Q). |
Lorsque €. < 2 est une strate d’un domaine (€2, 2g), 'inclusion €, < Q est holomorphe

et donc la proposition 2.7.22 précédente implique que diam}, (E, Q) < diam$ (E, £2,.) pour
tout E < Q,. Le lemme 2.7.23 ci-dessous relie explicitement diam;, (E, ) et diam;, (E, ,.).
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Lemme 2.7.23. Soient (Q,z9) un domaine régulier de C, r € 10,1] et E < Q,.. Alors
diam®(E, Q
VneN, Ya >0, diam®(E,Q,) = diam, (F, 2)
rr-Oé
Démonstration. D’apres le lemme 2.7.21
Vz,we Q, pa(z,w) = rpaq, (z,w).

Soient Dg, (a1,71),...,Dq, (an,,) un recouvrement de E dans Q,. Chaque Dq(a;,77;)
contient le disque Dg, (a;,r;). Donc

Ve > 0, diam; (E,Q,) < e = diam;, (E,Q) < r%.

Donc diam;, (E, Q) < r®diam;, (E, ;). Réciproquement, on considére le recouvrement de

E dans Q par la famille de disques Dg(a1,71),.-.,Dq(an, ). Puisque E est contenu
dans ©,, ce dernier est contenu dans le recouvrement Dg, (a1, *t), ..., Dq, (a,, “*). Donc
diam{ (E, Q) = r*diam;, (E, ). [ |

Le d-iéme diameétre greenien et la capacité harmonique dans {2 La proposition
2.7.24 ci-dessous est I'analogue du théoréme de Fekete-Szegd®® pour la capacité dun
condenseur.

Proposition 2.7.24. Soient Q un domaine greenien et K €  un compact de 2. On
note

Sn(K’Q):Sup{ 1_[ PQ(ZiaZj)ﬁ |Zla"'aanK}~

1<i<j<n

Alors la suite (6,(K,Q)) est décroissante et de plus

. 1
Y, 02090 =0 (~ iy ).

Démonstration. Afin d’alléger les notations, nous abrégeons dans la suite de la démons-
tration 6, (K, Q) par §,. Par compacité de K et continuité de pq, il existe des points
Wi, ..., Wyt1 € K tels que

n(n+1)/2
5n+1 = H pﬂ(wiij)'
1<i<j<n+1
Puisque wa, ..., w,+1 sont des éléments de K
q ) ) +
—1)/2
grn=1/2 > H po(ws, w;).
2<i<j<n+1

On obtient le méme type d’inégalité pour toutes les sous-suites de wi, ..., w,11 de lon-
gueur n. En multipliant ces estimations, on obtient

n+1 n—1
_ _ 1)/2
(5=2) =TT palwsw) =t = (n002) "
1<i<j<n+1
Donc 6,, = d,41. La suite (J,,) est bien décroissante. Or pour tout z1,...,2, € K
2

n(n—1) Y. logpa(zi,2;) < logd,.

1<i<j<n

Donc en intégrant cette inégalité pour la mesure produit dvg ® dvk ou vk est la mesure
de Riesz de K, on obtient

2
. Z f f log pa (i, z;)dvic () dvic (z;) < log dy,.
cJc

n(n —1) < Ten

28Voir le théoréme 5.5.2 de [93].
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Donc —VE < logé,. Montrons que limlogé, > —V&. Pour cela on considére un réel
€ > 0 assez petit de sorte que K¢ = {z € C | d(z,K) < €} soit encore un compact de Q.
Soient n > 2 et wy,...,w, € K tels que

orn=1/2 — H palwi, w;).

1<i<j<n

Pour tout j € {1,...,n}, notons x; la mesure de Lebesgue normalisée du cercle dD(w;, €)
et p=213" p;. Alors pe P(K,) et

~tap) = = [ [ g0l whduz)dn(u Z”ggzwduz 2)dps(w)
—32 > Jfgnzwduz 2)dp(w).

I<i<j<n

On choisit » > 0 assez grand de sorte que {2 soit contenu dans chaque disque D; =
D(wj,r). On peut supposer sans perte de généralité que w; = 0. D’apres le principe de
subordination 2.1.5 des fonctions de Green, Vj € {1,...,n}

ffgazwduj z)dp(w Jjgo (2, w)dp;(z)dp;(w)

27 P27
f J g~ do dy

o 21
< log ( )

Or la fonction de Green gq étant super-harmonique sur )

r? — e2eifeiv
610 ezap)

LL go(z, w)dp;(2)dp;(w) < UG (w;) < ga(wi, wj) = —log pa(w;, w;).

Donc

—Io(p) = fflog(r)Jr% Z log pa (w;, wj).

1<i<j<n

Ke 1 n—1
D’ol pour tout € > 0 assez petit, e~ Vo * > e~ Tol) > (f) " 0, . Donc

1
Ke | — = —
Ve > 0 assez petit, eV " > lim (7) 5 » = lim §,.
r

n—o0 n—ao0

On conclut en faisant tendre e vers zéro. |

Proposition 2.7.25. Soient Q un domaine greenien et K € Q) un compact. Alors

Vn e N*, Yo > 0, diam(K,Q)~ < n&d,(K,Q).

Démonstration. Soient n € N* et z1,...,2, € K tels que
2
0n(K,Q) = H pa(zi, z;) =D,
I<i<j<sn
Soient r1,...,r, € Ry. On suppose que K n’est pas contenu dans I'union de disques gree-
niens Do(21,71), ..., Da(2zn, rn). Donc il existe w € K tel que Vj € {1,...,n}, pa(z;, w) >
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r;. On pose w; = z; et wy = w. Or

n—1 n
[ palwi,w)) )T = [1][patw:,w; ) 7D
o<i<j<sn i=0 j>1
n n—1 n
= [Tpotw. )77 [ [po(eisz)
7j=1 =1 j>1

o

n 2

[1o) ™ a5

j=1

Donc

On introduit la quantité

)
3Q
|
w0
=
o]
—~—
/N
—
J
N~—
3=
=
S
I
—_
——

On a donc montré que
Vn e N*, Va > 0, diam®(K,Q) > € = 6,(K,Q) > Zen.

Or d’apres le cas d’égalité de I'inégalité arithmético-géométrique, la borne supérieure c&
est atteinte précisément lorsque 7§ = l. Donc

Vn e N* Va >0, diam®(K,Q)~ < n&d,(K,Q).
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CHAPITRE 3

Majorations des mesures de
transcendance

3.1 Introduction

Un nombre algébrique est un nombre complexe satisfaisant une équation algébrique non
triviale' & coefficients rationnels. De méme une fonction algébrique est une fonction sa-
tisfaisant une équation algébrique non triviale a coefficients dans C(z). Le point commun
entre ces deux définitions est qu’il est naturellement associé a un nombre ou une fonc-
tion algébrique des quantités telles que le polynéme minimal, le degré de ce polynoéme
et la taille de ses coefficients. Ces quantités jouent un réle important dans bon nombre
d’énoncés portant sur ces objets. En revanche un nombre transcendant ou une fonction
transcendante ne disposent pas a priori de telles quantités associées et il peut étre utile
d’en introduire afin d’étudier ces objets. C’est cette démarche que nous suivons dans ce
chapitre. Pour les nombres il existe plusieurs notions de mesures de transcendance qui
donnent lieu & différentes classifications des nombres réels ou complexes®. L’objectif de
ce chapitre est de définir de nouvelles de mesures de transcendance pour certaines classes
de fonctions méromorphes et de démontrer des majoration de ces mesures en fonction de
la distribution des petites valeurs des fonctions méromorphes considérées.

Mesure de transcendance de Coman et Poletsky Rappelons la définition de la
mesure de transcendance des fonctions entiéres posée par Coman et Poletsky dans [25,26].
On rappelle que M (r, g) désigne le maximum du module de g sur le cercle dD,..

Rappel définition 1.4.7. Soient g € O(C) non constante et d € N. La d-iéme mesure
de transcendance de g est définie par

Eq(g) == sup {|P|p2 | P € C<qlz,w] et M(1,P,) <1},
et eq(g) == log Eq4(g).

Dans [25] Coman et Poletsky montrent notamment que toute fonction g entiere et
transcendante vérifie 7(g) = 2. Puis dans [26] ils montrent que 7(g) = 2 lorsque g est de
plus d’ordre fini. En revanche, il existe des fonctions g entieres et transcendantes telles
que 7(g) soit infini®. On montre cependant a la fin du chapitre 4 que pour toute fonction
entiére et transcendante g, ordre de transcendance inférieur 7(g) est fini & condition
que g soit d’ordre inférieur positif. Les définitions précédentes ne sont pertinentes qu’a

1(est-a-dire qui n’est pas le polynéme identiquement nul.
2Voir la section 1.4 de I'introduction.
3Voir I'introduction de [25] pour un exemple de telle fonction.
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condition de pouvoir majorer la mesure de transcendance pour certaines fonctions trans-
cendantes. Dans [25] les auteurs parviennent & majorer cette mesure de transcendance
pour Uexponentielle complexe puis dans [26] ils donnent une majoration de la mesure
eq(g) deés lors que l'on connait la distribution des petites valeurs de g dans des couronnes
du plan. Plus précisément ils démontrent 1’énoncé 3.1.1 suivant.

Théoréme 3.1.1 (Coman - Poletsky — [26]). Soient g € O(C) une fonction transcen-
dante, de N v > 0 et r > 2. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur ! > 0
tel que

Va e A, diamd({z eA2,r) | g(z) = a}) >y (3.1.1)
Alors

4
eq(g) < dlog™ M (er, g)logr + dlog(er) (log Ser + 7T> .

l

Autrement dit le théoréme 3.1.1 fournit une majoration de la mesure de transcendance
eqa(g) des lors que la fonction entiére g atteint suffisamment de fois des valeurs d’un arc A
du cercle unité S! dans la couronne A(2, ) et que les antécédents de chacune de ces valeurs
prises a part sont suffisamment espacés les uns des autres dans cette méme couronne. Cet
étalement des antécédents des petites valeurs de g est mesuré a l'aide du d-iéme diametre
euclidien. Dans la mesure ou ’ensemble décrit en 3.1.1 est toujours fini puisqu’il est
compact et discret, son d-ieme diameétre est nul dés lors que d dépasse son cardinal’.
En particulier, si I’on souhaite appliquer le théoreme 3.1.1 de Coman et Poletsky afin
de majorer eq(g) pour tout degré d, il faut nécessairement choisir des rayons r de plus
en plus de grand de sorte que le cardinal de ’ensemble 3.1.1 puisse excéder le degré d.
Cette exigence impose en particulier que la fonction g atteigne une infinité de fois dans le
plan certaines valeurs du cercle unité S'. Pour les fonctions entiéres transcendantes, cette
derniére condition est toujours satisfaite d’apres le grand théoréme de Picard 2.6.2 et
inversement aucune fonction entiére algébrique n’y répond. En revanche, cette contrainte
sur la distribution des valeurs pour des fonctions holomorphes transcendantes sur des
domaines différents de C est nettement plus restrictive. Par exemple, il n’est pas difficile
d’exhiber des fonctions holomorphes transcendantes sur le disque unité D dont I'image est
bornée et qui n’admettent aucun prolongement analytique sur un voisinage de D. En effet,
les applications conformes de D dans un domaine ) simplement connexe et borné sont le
plus souvent transcendantes et existent toujours d’apres le théoréeme d’uniformisation de
Riemann.

Remarque 3.1.2. Nous étudierons dans ce chapitre des mesures de transcendance pour
des fonctions méromorphes sur C ou sur le disque unité D mais également pour des
fonctions méromorphes sur un domaine régulier 2 de C. Cette étude des fonctions méro-
morphes g € M(Q) sur un domaine régulier §) pourrait sembler de prime abord inutile du
fait d’une part que tout domaine simplement connexe est conforme au disque ID ou au plan
C d’apres le théoreme d’uniformisation de Riemann et d’autre part qu’il serait possible
de réduire I’étude des mesures de transcendance sur un domaine €2 & une étude locale de
la fonction g sur des disques contenus dans son domaine 2. Cependant on peut objecter
deux raisons de ne pas se limiter au cas du disque ou du plan. La premiere raison est
que les mesures de transcendance que nous étudions ne sont pas des invariants conformes.
Cela n’a rien d’étonnant puisque les applications conformes, y compris entre des domaines
particulierement simples du plan tels que des polygones, ne sont que tres rarement al-
gébriques. La deuxiéme raison est que les conditions sous lesquelles nous obtenons des
majorations de ces mesures de transcendance ne sont pas locales mais au contraire portent
sur la croissances des fibres de g restreintes a des compacts de plus en plus grands.

4Voir la remarque 2.7.12.
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Définitions et notations

Avant de pouvoir énoncer les théoremes démontrés dans ce chapitre, il est nécessaire
d’introduire quelques notations.

Voisinages Afin de spécifier la distribution des valeurs petites de la fonction méro-
morphe g étudiée, on introduit des voisinages dans lesquels on escompte rencontrer des
antécédents par g d’une valeur a € C fixée. Dans [26], Coman et Poletsky étudient la
distribution des valeurs de g dans les couronnes A(2,r) pour majorer leur mesure de
transcendance eq(g). Lorsque (£, zp) est un domaine régulier et g € M(2), on remplace
la couronne A(A,r) par la couronne généralisée Aq(A,r) définie par symbol]AQAq (A, )

Ag\r) ={zeQ | 2¢ W} = {2 € Q| X <pa(z, 2) <7}

Définition 3.1.3. Soient (2, zg) un domaine régulier, g € M(f), a € Cet \,7eR tels
que 0 < A < r < 1. On définit la fibre des a-points de g restreinte a la couronne Ag(\, )
par

DSZ()\aTaavg) = {Z € AQ()\,T) | g(Z) = a’}'
Lorsque A est nul, on note cet ensemble par Dq(r,a,g) et Dq(a,g) lorsque r est nul
également.

Mesures de transcendance Dans la mesure ou nous voulons établir des lemmes de
zéros polynomiaux pour des fonctions méromorphes sur un domaine €2, nous adoptons
Papproche de Coman et Poletsky dans [26] qui consiste a définir une mesure de trans-
cendance puis démontrer des majoration de cette derniére a I'aide de la distribution des
valeurs de g. Pour qu'une quantité ey(g) mérite d’étre qualifiée de mesure de transcen-
dance de g, nous exigerons donc qu’elle satisfasse les deux propriétés suivantes

P1. une majoration de la quantité e4(g) conduit a un lemme de zéros. Autrement dit,
nous devons pouvoir majorer le nombre de zéros de P, dans les compacts du domaine
Q en fonction du degré d de P, de la mesure eq4(g) et éventuellement de la géométrie
du domaine (),

P2. la mesure de transcendance e4(g) peut étre majorée uniformément en le degré d
lorsque 'on connait la distribution des petites valeurs de la fonction g dans les
voisinages définis dans le paragraphe précédent.

Bien entendu pour les fonctions entiéres la mesure de transcendance de Coman et Poletsky
satisfait la propriété P2 d’apres le théoreme 3.1.1 et la propriété P1 d’apres 3.5.1 et 2.5.8.
Nous introduisons maintenant des nouvelles mesures de transcendance pour les fonctions
holomorphes et méromorphes sur un domaine régulier de 2.

Mesure de transcendance holomorphe La premiere mesure de transcendance dé-
finie ci-dessous concerne les fonctions holomorphes sur un domaine Q. Il s’agit d’une
traduction naturelle de la mesure de transcendance originale de Coman et Poletsky ot les
disques concentriques sont remplacés par des strates (2.

Définition 3.1.4 (Mesure de transcendance holomorphe). Soient (£2,zp) un domaine
greenien et g € O(f2) une fonction transcendante. On définit pour tout d € N, la d-iéme
mesure de transcendance holomorphe de g par

YA€ [0,1], EZ(\,g) = sup{upnmxm . PeCeylz,w] et Mo(X, P,) < 1},
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et e\, g) = log E$()\, g). On définit la d-iéme fonction mazimum de transcendance de
g est définie par, YA € [0, 1[, Vr € [0, A]

M2(\r,g) = sup {MQ(r, P,): PeCeylz,w], Mo(\,P,) <1et P# 0},
et mf}()\,r, g) = log My()\,r, g).

Notation 3.1.5. Un polynéme P € C<y[z,w] est dit extrémal pour la mesure e$ (X, g)
lorsque

10g [ Pllo,xn = e (A, 9) et Ma(X,g) < 1.
Par un argument de compacité un polynéme extrémal de la mesure eg (), g) existe toujours
pour chaque degré d mais n’est pas nécessairement unique.

Remarque 3.1.6. La mesure de transcendance e4(g) de Coman et Poletsky coincide avec
la mesure de transcendance e$(1, g) lorsque g est une fonction entiére transcendante et
est le disque D. La mesure de transcendance eq()\, g) définie en 1.4.10 pour une fonction
g € O(D) coicide avec la mesure de transcendance e’ (), g). De ce fait on omet dans la
suite I'exposant lorsque 2 est le disque D.

Remarque 3.1.7. La mesure ef}()\,g) vérifie la propriété P1 d’apres 3.5.1 et 2.5.13 et
elle satisfait la propriété P2 d’apres le théoreme 3.1.14. Cette mesure est étudiée en détail
dans la section 3.5.

Mesure de transcendance méromorphe On étudie également les fonctions méro-
morphes sur un domaine greenien €2 du plan. Cette fois la fonction maximum log Mq(r, Py)
est remplacée par la moyenne de la fonction log | Py| le long de 92, définie par

Vr e [0, 1], rha(r, Py) = j log [P, (€)oo, (£, 20),
0,

ou dwg, désigne la mesure harmonique de €, (voir la définition 2.1.21). On peut main-
tenant définir la mesure de transcendance méromorphe de g sur €.

Définition 3.1.8 (Mesure de transcendance méromorphe). Soient (£2,zp) un domaine
greenien et g € M(, zp) une fonction transcendante. On définit pour tout d € N, la
d-iéme mesure de transcendance méromorphe de g par

VA e [Oa 1[7 Eo’fl)()‘ag) = Sup{HP”QAXD | Pe Céd[sz] et mQ(/\v‘PQ) < 0}7

et &2()\, g) = log Eg (A, g). On définit la d-iéme fonction de proximité transcendante de g
par, YA € [0,1[, Vr € [0, A]

M\ 7, g) == sup {ﬁm(r, P,) | P e Ceylz,w], ha(\, Py) <0 et P # o}.

Notation 3.1.9. Un polynéme P € C¢4[z, w] tel que
log [ Pla,xn = &7(A,g) et 1m(X, Py) <0,

est dit extrémal pour la mesure ég (A, g). Un tel polyndme existe toujours par un argument
de compacité mais n’est pas nécessairement unique.

Remarque 3.1.10. Soient g € M(Q) et a € C. On note ¢} (N, a,g) le mesure de trans-
cendance méromorphe é}(), (g — a)~1). Nous verrons dans la section 3.6 que la mesure
é$H(\, a, g) ne dépend pas du choix de a. Voir la proposition 3.6.4.

Remarque 3.1.11. La mesure de transcendance é4(\, g) définie en 1.4.11 pour une fonc-
tion g € M(D) coicide avec la mesure de transcendance é2 (), g). De ce fait on omet dans
la suite I'exposant lorsque 2 est le disque D.
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Remarque 3.1.12. La mesure de transcendance méromorphe est étudiée dans la section
3.6. Elle vérifie la propriété P1 d’apres les énoncés 3.6.1 et 2.5.16 et la propriété P2 d’apres
le théoreme 3.1.16 du présent chapitre.

Résultats

Les résultats principaux de ce chapitre sont les théoremes 3.1.14 et 3.1.16 ci-dessous qui
généralisent le théoreme 4.2 de [26]. Ils sont démontrés dans les sections respectivement 3.5
et 3.6. Ces deux énoncés donnent des majorations de la d-ieme mesure de transcendance
e (A, g) et de la d-idme mesure de transcendance méromorphe é7(), g) en fonction de la
croissance de la fonction g dans le domaine €, de la distribution dans les strates de 2 des
a-points de g lorsque a parcourt un borélien fixé A — S! et de la géométrie des strates de
Q) via les termes 7o (A, 7) et diamq (A, r) définis ci-dessous.

Définition 3.1.13. Soient (€2, zp) un domaine régulier et A, t,r € R tels que 0 < A < t <
r < 1. On introduit les deux quantités suivantes

diamg (A, r) = diam(2,)

= Gam() et (A7) =sup {7, (£, 20) | £ € O},

ol T, est la distance de Harnack® du domaine 2,..

Les deux quantités définies ci-dessus semblent difficile a estimer en général. Cependant
dans le cas du disque, on dispose d’expressions explicites® pour chacun de ces termes.

Majorations de la mesure de transcendance holomorphe La section 3.5 de ce
chapitre contient la démonstration d’une majoration de la mesure eg()\, g) analogue au
théoréme 3.1.1 de Coman et Poletsky figurant dans [26].

Théoréme 3.1.14. Soient (2, zp) un domaine régulier, g € O(), de N, \,v,v € R tels
que 0 <A <v <1etye]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur
I >0 tel que Va € A, diamg(Dgq (A, a,g), Q) = . Alors

IOg( 2:)\) O edv

—2 e (A dlog™ M dl — dro(\, v)?1 di A .

og(2) e; (N, g) « dlog™ Mq(v,g) + 0g<7lA) + dra(\, v)* log(ediamg (A, v))
Démonstration. Voir page 101. |

Remarque 3.1.15. On peut affaiblir les conditions portant sur I’ensemble A du le théo-
réme 3.1.14. La conclusion du théoreme 3.1.14 est toujours valable lorsque A est de ca-
pacité logarithmique au moins [ > 0 ou ’ensemble A est de d-iéme diameétre euclidien au
moins [ > 0. En particulier A peut étre un ensemble fini a condition qu’il contienne au
moins d + 1 éléments.

Majoration de la mesure de transcendance méromorphe On rappelle que le
nombre de a-points sans multiplicité de g dans le domaine Q, est noté ng(r,a,g). On
peut maintenant énoncer le théoréeme 3.1.16 donnant une majoration de la mesure de
transcendance méromorphe éf} (A, g) en fonction de la distribution des petites valeurs de
g et de ses pdles dans les strates de €.

5Voir la définition 2.1.27.
6Voir la section 3.4.
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Théoréme 3.1.16. Soient (2, zg) un domaine régulier, g € M(Q), de N, \,v,v,d € R
tels que 0 < X < v < 1, 7,8 € ]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de
longueur I > 0 tel que pour tout a € A, il existe C, < Dg(v,0,g) tel que

diamd+n(DQ(/\a a,g), Q/\) =7 et pa, (DQ()‘v a, g)’ Ca) = 67

oun = ng(v,a,qg) — #Cy. Alors
log(l?:)\) ég(Aag)
log(%) Ta(\v)

d
< dra(\v)To(v,g) + dng(v, o, g) log (KW)

b

+ dlog <§e((i;m> + dra (), v)? log(ediamg (), v)).

De plus la constante omise est absolue.
Démonstration. Voir page 108. |

Remarque 3.1.17. Pour les mémes raisons que le théoréeme 3.1.14, il est possible d’affai-
blir les hypotheses portant sur I’ensemble A du théoréme 3.1.16. Voir la remarque 3.1.15
pour plus de détails.

Applications aux cas du disque unité D et du plan C Lorsque 2 est le disque
unité, la géométrie des strates €2, est particulierement simple. En particulier, ’exhaustion
greenienne de D centrée en I'origine est simplement ’exhaustion de D par les disques D,..
Dans ce cas le théoréme 3.1.14 donne les corollaires 3.1.18 et 3.1.20 suivants. Le corollaire
3.1.18 donne une majoration uniforme des mesures de transcendance e$}(\, g o h) lorsque
Q est un domaine simplement connexe et h : (£2, z9) — (D, 0) une application conforme.

Corollaire 3.1.18. Soient g € O(D), d € N, \v,v € R tels que 0 < A < v < 1
et v € 10,1[. On suppose qu’il existe un borélien A < S' de longueur | > 0 tel que
pour tout a € A, diamy(D (N, a,g),Dy) = ~. Alors pour tout domaine régulier Q c C et
h: (8, 2z0) — (D,0) conforme

2v

log(25) o edv v+ A\ ev
—rrar log®™ M 1 — 1 — .
log(2) ej(\,goh) «dlog"™M(v,g) +d og(’yl)\>+d<y_>\> Og(A(l—u))

De plus la constante omise est absolue.

Lorsque 2 est le disque D et A = Id, la borne du corollaire 3.1.18 peut étre améliorée
de la maniere suivante.

Théoréme 3.1.19. Soient g € O(D), d e N, \,v,y € Rtels que 0 < A < v < 1 et
v €]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur 1 > 0 tel que pour tout
a € A, diamg(D(\, a,g),Dy) = . Alors

log(-2%) ev v(v+ A)
—as log™ M 1 — 1 — .
og(2) ed(A, g) « dlog™ M(v,g) + dlog ('ylA) +d 0g<)\(1/_)\)>

De plus la constante omise est absolue.

Corollaire 3.1.20. Soient g € O(C), d € N, \,v,v € R tels que 0 < A < v < 0 et
v € ]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = St de longueur I > 0 tel que pour tout
a€ A, diamg(D(\ a,g),Dy) = ~. Alors

log( 2.:,\) ev v(v+A)
— 2 eq( A dlogt™ M dl — dl — .
B ) < dog M w.g) + diog (55 ) + g (305 )

La constante omise est absolue.
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Remarque 3.1.21. Le corollaire 3.1.20 implique, sous des hypothese plus faibles et a
une constante multiplicative pres, la majoration de la mesure de transcendance eq4(g) du
théoréme 3.1.1. En effet, supposons que la fonction g € O(C) satisfasse les hypotheses du
théoréme 3.1.1 pour le degré d € N et le rayon A > 2. Or d’apres la proposition 2.7.18

diamgy(D(A, a,9),Dy) = diamy(D(2, A, a,9)) = 7.

Appliquons le corollaire 3.1.20 avec le rayon v = eX. Donc

(log e+1)ed()\,g) « dlogt M (v, g) + dlog (ely/\) « dlog" M(e), g) + dlog (i)
Y Y

Quant au théoreme 3.1.16, il donne dans le cas du disque le corollaire 3.1.22 suivant.
Ce corollaire fournit une majoration uniforme des mesures de transcendance é}(\, g o h)
lorsque A : (2, 29) — (D, 0) une application conforme. On note pour tout A, v € R tels que
0<Ai<v<l

)

V_)\ 10g(y+>\
v+ ) log(X)

D\, v) = (

Corollaire 3.1.22. Soient g € M(D), d € N, \,v,7,5 € R tels que 0 < A < v < 1,
7,6 € ]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur | > 0 tel que pour
tout a € A, il existe C, € D(v,00,g) tel que

diamgi,(D(A,a,9),Dx) =7 et p,(D(Aa,9),Ca) =6,
ot n = n(v,0,g) — #C4. Alors pour tout domaine régulier Q = C et h: (2, z9) — (D,0)

conforme

(A, v)EG(N goh) < d( fi) T(v,g) + dn(v,©, g)log (;W)

s (R () e ()

La constante omise est absolue.

Lorsque € est le disque D et A = Id, la borne du corollaire 3.1.22 peut étre améliorée
de la maniere suivante.

Théoréme 3.1.23. Soient g € M(D), d € N, \jv,v,6 € R tels que 0 < A < v < 1,
7,6 € ]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur | > 0 tel que pour
tout a € A, il existe C, < D(v,0,9) tel que

diamgy,(D(X, a,9),D)) =~ et p,(D(\ 00,9),C,) =6,
ot n =n(v,0,9) — #C,. Alors

. v+ A e Ve
D(A,v)éa(N,g) « d (M) T(v,g) + dn(v,©, g) log ()\75> + dlog (A’yl>

e(v+A) v
dl —_— dl —.
+alosg ((1 “ - /\)> +dlog ()
La constante omise est absolue.

Corollaire 3.1.24. Soient g € M(C), d € N, \,v,v,0 € R tels que 0 < A < v < 0,
7,6 € ]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur | > 0 tel que pour
tout a € A, il existe C, € D(v,00,g) tel que

diadern(D()‘vaag)aD)\) =7y et pv(D()‘vavg)vca) = 6a
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ot n =n(v,0,9) — #C,. Alors

v+ A

. Ve ve
D\, v)éqg(Ng) «d <1/— )\> T(v,g) + dn(v, 00, g) log ()wyé) + dlog <)\W’l>
61/1/+>\>

+dlog<>\y_)\

La constante omise est absolue.

Lemmes de zéros Nous utilisons a la fin de ce chapitre mais également dans le chapitre
4 les différents criteres d’existence de lemmes de zéros annoncés dans le chapitre d’intro-
duction. Ces derniers sont des corollaires des majorations des mesures de transcendance
holomorphes et méromorphes du paragraphe précédent.

Lemme 3.1.25. On considére les trois fonctions réelles

Vo > 1, ¢1(x) = log (11> po(w) = ~BD ) = log (1 ”02)

x— log(%) 2x
Alors
1 1
Ve > 1, ¢1(x) « et 02(2) &

log z d3(xz)  log(x)2v 1’

Rappel théoréme 1.6.3. Soit g € O(C) une fonction transcendante. On suppose
qu’il existe quatre suites de réels (M\a), (Va), (va), (la) et des exposants oy, ag, §,7,1 =
0 tels que

VdeN, d™* « log % «d®, log" M(vg,g) < d®, va» e @ et lyg»e
d

et une suite (Ag) de boréliens de S' de longueur l4 telle que
VdeN, Yae Ay, diamg(D(Ng,a,9),Dx,) > 74
Alors
Vr >0, Vde N, Z4(r,g) < (d v o(r) ™27 quec & = max{as, §,7,1},

ot o(r) == min{k € N | A\y = r}. Autrement dit g vérifie un lemme de zéros polyno-
mial.

Démonstration. D’apres la proposition 2.5.20 et le lemme 3.5.1

1/34-/\3

Vd e N, log ( B >Zd()\d,g) < sup {b()\d,ud,Pg) | P e Cgqlz,w], P# O}

8
< eq(Ng, 9) + dlog™ M (vg, g) + dlog (/\Vd) :
d

D’apres le corollaire 3.1.20 et le lemme 3.1.25, Vd e N

log (7,55;)

log(52)

+ )
ea(Aa, 9) < dlog™ M(vg, g) + dlo ( v >+d10 (’/d(’/d>
d(Ad; 9) g M(va, g) e\ S dSwomew

«d"P 4 dUY 4 dM 4 dM 4 dgy (52)
& d"P 4 MY 4 @t @t 4 dlogd.
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Donc pour tout d € N et r > 0 tels que ¢(r) < d

N
~—

P1(52

Z4(r, 9) < Z4(Ag, 9) « (d'FF + "7 + d"* + d'H2 4 dlog d) (v
S (2

<
[

« (d'P 4 dT 4 d" 4 dM 2 4 dlog d) dP
« d1+20¢1+[3 + d1+2a1+'y + d1+20¢1+l + d1+2a1+a2 + d1+2a1 logd

& d1+20¢1 +E7

puisque nécessairement 5 > 0 car ¢ est non constante et donc logd est petit devant d”.
Tandis que pour tout d € N et r > 0 tels que d < (1)

Z4(r,9) < Zoiry M), 9) € (1)1 H201e,

Ce qui achéve la démonstration du théoreme. |

Rappel théoréme 1.6.4. Soit g € O(D) une fonction transcendante. On suppose
qu’il existe quatre suites de réels (A\a), (Va), (va), (la) et des exposants o, B,v,1 = 0
tels que

VdeN, d* « log % logt M(vg, g) < d?, logya » —d” et logly » —d',
d

et une suite (Ag) de boréliens de S' de longueur Iy telle que
VdeN, Yae Ay, diamg(D(Ng,a,g),Dx,) > V4.
Alors
Vre[0,1[, Vde N, Z4(r,g) < (d v @(r)* 2T avec & = max{B,7,1},

ot o(r) == min{k € N | A\y = r}. Autrement dit g vérifie un lemme de zéros polyno-
mial.

Démonstration. La démonstration est semblable a celle du théoréme 1.6.6 & la différence
pres que le terme log(K—g) peut étre majoré par une constante puisque vy est plus petit
que 1. |

Rappel théoréme 1.6.6. Soit ¢ € M(C) une fonction transcendante. On sup-
pose qu’il existe cing suites de réels (Aa), (Va), (va), (da), (la) et des exposants
a1, a9, 8,7,0,0 =0 tels que, Vd € N

d=* « log % «d®?, T(vg,9) <« d?, logyg » —d", logdq > —d° et logly » —d',
d

et une suite (Ag) de boréliens de S' de longueur Iy telle que
VdeN, Yae Ay, 3C, < D(vg4,0,g) tel que
diamgn (D (Aa, a,9),Dx,) > va et py,(D(Aa,a,9),Ca) > ba,
avec n = n(vq,0,9) — #C,. Alors
Vr >0, Yde N, Z4(r,g9) < (d v p(r))t3e+e

ot e = max{ay + B+ v,a1 + B+ 8§, 9,1} et o(r) :==min{k € N | A\ = r}. Autrement
dit g vérifie un lemme de zéros polynomial.
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Démonstration. D’apres la proposition 2.5.8 et le lemme 3.6.1, Vd € N

08 (54 Za(0h0) < sup (B0, ) | P& Caalisul, P 0} + aN (i 0,9)

Vq

< &) + ANz, 52,9) + (o) + diog 5
d

) + dlog8

< é4(Ag,9) +dT(vg,g) + dlog (:Z) + dlog8

En procédant comme dans la démonstration du théoreme 1.6.3 on obtient
Va e Aq4, diamg(D(Ng,a,9),Dr,) =74 et pr,(D(Aa,a,g),Ca) = 4.
Donc d’apres le corollaire 3.1.24, Vd € N

dlog(=5%-)T(vq,
$usralialnng) (L) Tlv g+ IR g ()

Vg — A log(;24-) YalaAd
evg Vg + Mg
dl —
* og(/\d Vd_/\d>

« d1+a1+5 + d1+a1+’y+[5 + d1+a1+5+ﬁ i d1+'y + d1+l

+d"2 4 dlogd
& ditoatBrave o gltes 4 g+l 4 dlogd.

> d 2™,

_ log (244
Vde N, ®(\g,vq) = (Vd Ad) 8z, %)

Vg + A log(i—j)
Donc

Vd € N, éd(/\d,g) « d1+3a1+[‘3+'yv6 + Jit2aitas + qlt2ai+l + dit2a log d.
Donc pour tout d € N et r > 0 tels que ¢(r) < d
Za(r.g) < Zia(Aa,9) < d*éa(Na, g) < d e,
Tandis que pour tout d € N et r > 0 tels que d < ¢(r)
Z4(r,9) < Zor) (Ao 9) € p(r) 12010+

Ce qui acheve la démonstration du théoreme. |

Rappel théoréme 1.6.9. Soit g € M(D) une fonction transcendante. On suppose
qu’il existe cing suites de réels (A\a), (Va), (Va), (0a), (la) et des exposants «, 5,v,9,1 =
0 tels que

VdeN, d™¢ « log :—d, T(vg,g) « d’, logyg » —d”, logdy » —d° et logly>» —d',
d

et une suite (Aq) de boréliens de St de longueur 1y telle que
VdeN, Yae Ay, 3C, < D(vg4,0,g) tel que
diamgi,(D(Ag, a,9),Da,) > va et pu,(D(Ag,a,9),Cq) > b4,
avec n = n(vy, 0, g) — #C,. Alors
Vre[0,1[, Vde N, Z4(r,g) < (d v ¢(r))'T3ore,

ot e =max{a+ B +y,a+ B +7,1} et o(r) :=min{k e N| \p = r}. Autrement dit g
vérifie un lemme de zéros polynomial.
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Démonstration. On procede comme dans la démonstration du théoréme 1.6.6 ci-dessus a
la différence pres que le terme log(K—j) peut étre majoré par une constante puisque v4 est
plus petit que 1. |

3.2 Croissance maximale d’un polynéme

Dans le présent chapitre, nous aurons besoin d’estimer la croissance maximale a 'infini
d’un polynoéme en fonction de certains parametres. Il est bien évident que connaissant le
degré d et le coefficient dominant a d’un polynéme P € Cgq[z1,...,2,], la majoration
|P(2)| < |a]| 2| est vraie lorsque | z| est suffisamment grand. Toutefois nous aurons besoin
d’une majoration effective qui soit valable en dehors d’'un compact K < C explicite. Une
telle majoration est possible en connaissant seulement le degré du polynéme P et sa
norme infini |P|x sur un compact K. Ce résultat est connu sous le nom d’inégalité de
Bernstein-Walsh. Avant de pouvoir énoncer cette inégalité, il est nécessaire d’introduire
quelques notations et définitions de la théorie du pluri-potientel dont le lecteur pourra
trouver un exposé complet dans [63].

La fonction de Green pluri-complexe Nous allons introduire une généralisation de
la fonction de Green vue dans la sous-section 2.1 pour des domaines de C™. De méme
que la fonction de Green classique peut étre obtenue comme la fonction extrémale d’une
famille de fonctions sous-harmoniques via la méthode de Perron, cette nouvelle fonction de
Green est obtenue comme la fonction extrémale de la classe de Lelong définie ci-dessous.

Définition 3.2.1 (Classe de Lelong — [63]). La classe de Lelong L est la famille de
fonctions de PSH(C™) de croissance minimale & 'infini. Plus précisément

L:={uePSH(C")|Vze C" u(z) —log|z] <O(1), |z] — o}

Définition 3.2.2 (Fonction de Green pluri-complexe — [63]). Soit E < C™ un ensemble.
La fonction de Green pluri-complexe relativement a E est définie par

Vz e C", Vg(z) =sup{u(z) |ue L, u<0sur E}.

Exemple 3.2.3. La fonction de Green pluri-complexe de la boule EZW < C" est donnée
par

VzeC”, Van (2) = log+M.

Théoréme 3.2.4 ([63, th. 5.1.8]). Soient E < C" et F < C™ deux compacts. Alors
V(z,w) € C" x C™, Viyp(z,w) = max{Vg(z), Vr(w)}.
La proposition 3.2.5 suivante fait le lien entre la fonction de Green pluri-complexe d’un
compact du plan et la fonction de Green avec un pole en I'infini définie dans la sous-section

2.1. La fonction de Green pluri-complexe est donc d’une certain fagon une généralisation
en dimension supérieure de la fonction de Green usuelle.

Proposition 3.2.5 ([63]). Soit K < C un compact non polaire. Alors
Vze C\K, Vi(z) = 9o\k (7, 0),
ot K est Uenveloppe polynomialement convere de K.
Inégalité de Bernstein-Walsh L’inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.6 ci-dessous affirme

que la croissance & l'infini d’un polynéme de Cgy[z1,. .., 2,] est bornée par la fonction
de Green pluri-complexe’ de n’importe quel compact K et de la norme infini de P sur ce

"Voir la définition 3.2.2 page 87.
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meéme compact.

Théoréme 3.2.6 (Inégalité de Bernstein-Walsh — [63, Th. 5.1.7]). Soient de N et K <
C™ un compact non pluri-polaire®. Alors

VP e Cqylz1,...,2n], Y2 €C", |P(2)| <|P|xe?Vx®).

Par la suite nous avons besoin de majorer la croissance a I'infini d’un polynéme P en
fonction de sa norme infini sur un produit cartésien K = K7 x --- x K, de C™ contenant
I’origine. Pour cela nous appliquons la proposition 3.2.7 ci-dessous.

Proposition 3.2.7. Soient K = Ki x --- x K, < C" ou les ensembles K; sont des
compacts connexes et non polaires’ de C et P € C<y[21,...,2n]. Alors
d(2i7KZ)

n + Z\F )
VzeC", log|P(z)| <log|P|x + d1r£?<Xn10g (dl )

) + dlog8. (3.2.1)

Démonstration. Fixons z = (21,...,2,) € (C”}K. On sait d’apres la proposition 3.2.5 du
chapitre 2 que Vi, (z;) = g(c\f(i(zi, o0) sur C\K;. Soit §; € 0K tel que d(z;, K;) = |z — &|.
Par le principe de subordination 2.1.5 et la proposition 2.1.14 du chapitre 2 nous avons

1
Vz; € C\K;, 9o\k, (7, 0) < gok, (21, 0) = logm + L{i log |z; — w|dvg, (w)

1 i
log 7cap(K») +log|z; — &| + L{i log <1 |€ §z|) dvg, (w)

|z: — &l diam(Kj;)
cap(K;) %8 (” m—gl )

<lo + .
cap(K;)  cap(K;)
D’autre part Vi, = V. d’apres [63, th. 5.1.7] et par définition V; < 0 sur K;. De
plus puisque les ensembles K; sont des compacts connexes du plan, llnegahte de Faber
2.1.12 du chapitre 2 assure que diam(K;) < 4cap(K;). Enfin d’aprés le théoréme 3.2.4,
Vi (2) = max {Vk, (1), ..., Vi, (2a) }. Donc

n 4d(2i7K7;) d(Z’HKZ)
Vze C", Vk(z) < loglrgzagcn{él—i—(m([(i)} log4 +log2 + Izlla\xnlo (dlam(Kz) )

< log ————

car pour tout = > 0, log(1 + z) < log™z + log2. D’aprés l'inégalité de Bernstein-Walsh
3.2.6,VzeC"

d(z;, K;
log |P(2)| <log|P|x + dVik(z) <log||P|x + dlog8 + d1r£a<x log™ <(Z“Z)>
KN

diam(Kj;)
Ce qu'il fallait démontrer. |

3.3 Majoration uniforme de la taille de lemniscates

Soit P € C¢y[z, w] un polynéme non nul. Nous souhaitons majorer aussi précisément que
possible la taille du lieu dans un domaine 2 < C ou les polynémes univariés P, (z) =
P(z,w) sont petits uniformément lorsque w parcourt un ensemble A = C fixé. La plu-
part du temps 'ensemble A est un borélien du cercle unité S', voire un arc de cercle

8(Vest-a-dire qui n’est pas contenu dans l’ensemble des poles d’une fonction pluri-sous-harmonique sur
un domaine de C".

9Les singletons étant des ensembles polaires, le diamétre d’un ensemble non polaire est toujours non nul
et par conséquent le second terme de I'inégalité 3.2.1 a toujours du sens.
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de ce dernier. Pour ce faire nous aimerions utiliser le lemme de Boutroux-Cartan 2.7.10
de la section 2.1. Toutefois ce lemme nécessite de normaliser le polyndéme P, de sorte
que son coefficient dominant soit plus grand que 1 en module. Or ce coefficient dominant
est un polynéme en w qui peut étre trés petit sur 'ensemble A. D’autre part les poly-
némes extrémaux considérés par Coman et Poletsky dans [26] pour définir leur mesure
de transcendance sont normalisés par leur norme infini |P|p2. Ces raisons ont mené ces
derniers & démontrer dans [26] une variante locale du lemme de Boutroux-Cartan ou la
normalisation des polyndémes univarés par leur coefficient dominant est remplacée par une
normalisation via leur norme infini sur le disque unité . Avant d’exposer la méthode de
Coman et Poletsky, voyons comment relier la norme |P|oxp aux normes |Pyllo lorsque
w parcourt un ensemble 4 < St.

Norme infini d’une famille de polynémes L’avantage de la démarche de Coman et
Poletsky est qu’il est possible d’estimer la norme infini | P|loxp grace aux normes [Py, |a
lorsque w parcourt un borélien A du cercle unité. La proposition 3.3.1 qui suit établit ce
lien lorsque le domaine 2 est le disque unité D.

Proposition 3.3.1 (Coman-Poletsky — [26]). Soient P € C[z,w] un polynome de degré
deN et Ac S' un borélien de longueur | > 0. Alors

) 4md
sup {IPrls | ¢ & 4} > |Plssexp (- 27).

ot Py(2) :== P(z,¢€"?).

Nous aurons besoin d’'une généralisation de la proposition précédente pour des do-
maines de la forme 2 x D. Une telle généralisation découle de la proposition 3.3.1 par un
changement de variable. On obtient ainsi I’énoncé suivant

Corollaire 3.3.2. Soient Q < C un domaine relativement compact, d € N, P € C¢q4[z, w]
et A c S' un borélien de longueur | > 0. Alors

i 47d
sup {| Pyl | € € A} > || Ploxs exp <_1) ,

ot Py(z) :== P(z,€").

Démonstration. On fixe ¢ > 0. Or il existe a € Q tel que
(1+¢)sup {|P(a,w)| | we ]D)} = | Plloxp-
On note 1 := d(a, Q) et s(z) := a + nz. De plus on consideére @ € C¢4[z, w] le polynéme
défini par Q(z,w) = P(s(z),w). Par construction pour tout e’ € S!, on a | Py|q = |Qo|p-
D’apres la proposition 3.3.1
i0 i0 dmd
sup [Pyl | € € A} > sup {[Qol | ¢ € A} > | Qlps exp (77
4dmd

> sup {|Q(0,w)]| | we D} exp (—z)

4md P dnd
> sup {|P(a,w)| | w € D} exp (_7;> > Hln%exp <_7lr)

On fait tendre € vers zéro pour conclure. |
Nous pourrions utiliser le corollaire 3.3.2 précédent pour démontrer les majorations

des mesures de transcendance. Cependant, nous allons voir qu’il est possible d’améliorer
considérablement la proposition 3.3.1 de Coman et Poletsky. A cette fin nous utilisons le
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lemme 3.3.3 ci-dessous qui est démontré dans [31] lorsque K est un disque et que nous
étendons a tout compact du plan.

Lemme 3.3.3. Soient P € Cgq[z] et K < C un compact. Alors pour tout £ € ]0,1]
l’ensemble

E={zeK||P(2)| <|P|xe"},
est de capacité logarithmique au plus ediam(K).
Démonstration. Supposons d’abord que K est simplement connexe. On suppose sans

perte de généralité que P n’est pas identiquement nul. L’ensemble E étant un domaine
simplement connexe, on peut appliquer 'inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.7 sur E. Donc

Vze C\E, |P(2)| < |P|gexp {dge\g(z,0)}.
D’apres la proposition 2.1.14 du chapitre 2

1
Vze C\E =log ——— 1 — tldvg(t
2 O\B, gep(z %) = o8 s + | oz = g ()

o vg est la mesure d’équilibre de E'°. Donc
Vze K\E, gc\g(z,0) < —logcap(E) + log diam(K),
et puisque € < 1, le polyndéme P atteint son maximum dans K en dehors de E. D’ou
diam(K)\* 4 ( diam(K)\*
Pl < |P —= | <|P — ] .
IPLe < 171 (Gt ) < 1Pt (s

Ce qui termine la démonstration lorsque K est simplement connexe. Lorsque K n’est pas
simplement connexe, on remarque que

Kc K, |P|g =|P|; et diam(K) = diam(K),
ot K est I’enveloppe simplement connexe de K. Donc le lqmme 3.3.3 pour K se déduit

du lemme 3.3.3 appliqué au domaine simplement connexe K. |

Gréace au lemme 3.3.3 précédent, on obtient ’amélioration suivante de la proposition
3.3.1 de Coman et Poletsky.

Proposition 3.3.4. Soient P € C¢q4[z], K € C un compact et A < K un borélien. Alors

diam(K)\*
) il

En particulier si K est D et A S' un borélien de longueur | > 0

1P|k < <

. —d
[Pl < 2%sin (§) 7| P4 (3.3.1)

Démonstration. On note ¢ = cap(K) et a > diam(K). Supposons par l'absurde que
a= %% P||g = | P|la. Alors le borélien A est contenu dans l’ensemble

E={ze K||P(z)| <|P|xa %"}

Or E est de capacité logarithmique au plus £diam(K) d’apres le lemme 3.3.3. Donc
e < cap(A) < cap(FE) < =diam(K) < e. C’est absurde. Donc |P|x < a®e™¢|P|4. On
obtient la premiére inégalité en faisant tendre a vers diam(K). La seconde inégalité est
obtenue en remarquant que diam (D) = 2 et que la capacité logarithmique de A est minorée
par sin(ﬁ) d’apres le théoréme 2.1.13 du chapitre 2. |

10Voir le théoreme 2.1.9 du chapitre 2 pour la définition de la mesure d’équilibre d’un compact.
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Remarque 3.3.5. Le résultat suivant est connu sous le nom d’inégalité de Turdn (voir
[92, Th. 12.4.23]). Pour tout P € C<4[2] et tout A = S' un arc de longueur [ > 0

2d semyd-1
1Pl <ey) = () 1Pl

Une inégalité similaire est impliquée par I'inégalité 3.3.1 de la proposition 3.3.4. En effet

d st\¢ 167\
Vde N, Vi e [0,2x[, 2%sin (é)_ <24 (l) < (l) ,

puisque Vz € [0, 27[, sin(§) = 5=. Donc pour tout P € C<qz] et tout A < S' un borélien

de longueur [ > 0
167\ ¢
Pl < (1) 171

La dépendance en le degré d de l'inégalité 3.3.5 est légerement moins fine que celle de
I'inégalité de Turan lorsque ! tend vers zéro. Toutefois cela n’a pas de conséquences sur
la finesse des majorations des mesures de transcendance de ce manuscrit.

Remarque 3.3.6. En utilisant le fait que la capacité logarithmique d’un intervalle borné
de R est plus grande ou égale a é ou [ est la longueur de l'intervalle, 'inégalité 3.3.1

implique également que pour tout polynéme P € Cg4[x], tout intervalle I < R et tout

borélien £ < I J
4 ()
Pl < Plg.
Pl < (553 ) 1Pl
Cette derniére inégalité est un corollaire de I'inégalité de Remez'!.

Remarque 3.3.7. Dans [37] Friedland et Yomdin ont démontré l'inégalité de Remez
généralisée suivante

d/a
Ge
La proposition 3.3.4 ci-dessus implique une inégalité semblable & 3.3.2. En effet d’une
part
|P|a = inf {|P|5 | A< B,B un fermé tel que cap(B) > 0},

et d’autre part H*(B)/* < e/*cap(B) lorsque B est un fermé de capacité logarithmique
positive. Donc

diam (D) d 20e \ Y 20\
I1Pp < (CELp(B)) IP|s < (HQ(B)) IP|s < Ho(A) 1P 5-

Corollaire 3.3.8. Soient < C un domaine relativement compact, P € Cgq[z,w] et
A c S! un ensemble. Nous supposons que A vérifie l'une des conditions suivantes

o [’ensemble A est un borélien de capacité au moinsl > 0,
o ['ensemble A est un borélien de longueur au moins [l > 0,
e ['ensemble A est de d-ieme diamétre euclidien au moins | > 0.
Alors
. I \¢
P, UeAl>|P —

s {1Frla | € A4} > 1Pl (157 )

ot Py(2) := P(z,¢€").

yoir [94].
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Démonstration. Pour tout z € D, on note Q,(w) = P(z,w) et s, le degré de @,. En
appliquant la proposition 3.3.4 et la remarque 3.3.5, nous obtenons

_ . I\ % I \¢
vied, sup{|Pm|eweA}>QZ|A>|Q2D( )>||QZ|D( )

167 167
car | < 27 < 16m. Or sup{[Q. st | z € Q} = | P|axp. Finalement nous obtenons I'inégalité
souhaitée en appliquant la majoration précédente en un z € Q tel que |Q. st = |P|axp-
|

Lemme de Boutroux-Cartan dans le disque Dans l'article [26], Coman et Poletsky
démontrent une variante locale du lemme de Boutroux-Cartan 2.7.10.

Proposition 3.3.9 (Coman-Poletsky — [26]). Soient P € C<q4[z] non nul et r > 2. Alors
pour tout € € 10, &= [, I’ensemble

elz| d
{zea@n PG <IPk(3) |, (3.3.3)
est de d-ieme diameétre euclidien au plus 36ec.

Contrairement au lemme de Boutroux-Cartan 2.7.10, la proposition 3.3.9 n’exige pas
que le polynéme P soit unitaire puisque la normalisation porte cette fois sur la norme
|Plp au lieu du coefficient dominant de P. Nous utilisons le d-iéme diameétre pseudo-
hyperbolique plutét que le d-ieme diametre euclidien dans nos majorations des mesures
de transcendance holomorphes ou méromorphes. Il nous faut donc un analogue de la
proposition 3.3.9 ou le d-iéme diameétre euclidien est remplacé par le d-ieme diametre
pseudo-hyperbolique. A cette fin, on utilise le théoréme de distorsion 3.3.10 ci-dessous.

Une fonction p-valente sur un domaine € est une fonction holomorphe de O(Q) qui
prend au plus p fois avec multiplicité chaque valeur de C.

Théoréme 3.3.10 (Théoréme de distorsion — [54, Th. 5.1]). Soit g € O(D) une fonction
p-valente sur D et ne s’annulant pas sur D. Alors

m(z,w)? | g(2)

1—[2[\*” 14 [2[\*
VzeD, |¢g(0 < < |g(0 .
cep o) (51) < lotl <10 (11
Corollaire 3.3.11. Soit g € O(D) une fonction p-valente sur D et ne s’annulant pas sur
D. Alors
1
Vz,weD, < 'g(w) < (2, w)*

Démonstration. On considére un automorphisme ¢ € Mob(ID) envoyant 0 sur z et on pose
f = god¢. La fonction f est p-valente sur D et ne s’y annule pas. Donc d’apres le théoreme
de distorsion 3.3.10

L \* )] _ (14 [w]\*
vweb, (1+w|) <‘f(())'<(1|w|> ‘

! 9(¢(w)) .
A < ey | < P s

Or d’apres le principe de subordination pour la distance de Harnack 2.1.31

(9(2), p(w)) = (2, W),

ce qui termine la démonstration. |

D’ou

Yw e D,
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Lemme 3.3.12. Soit P € C¢4[z] dont les racines avec multiplicité sont wq,...,wq et le
coefficient dominant est a. On considére le polynome P € C¢y[z] défini par

VzeC, P(z)=a n z —wj) H (1—w;=2).

lw;|<1 [w;[>1
Alors P ne s’annule pas en dehors de D. De plus
VzeD, |P(2)] = |P(2)] et Ywe C\D, |P(w)| < |[P(w)] (3.3.4)
En particulier | Pllp = | P||p.

Démonstration. Il est immédiat que P ne s’annule pas en dehors de D. L’inégalité 3.3.4
se réduit & montrer

Vye C\D, VzeD, |z—y| > |1 —¢z| et YyeC\D, Vwe C\D, |z —y| < |1 —7yz|
Ces inégalités sont vraies puisque
Vz,weC, |z—w| = |l —wz| = 2] + |w|® = 1 + [20]* = |w|*(1 — |2*) = 1 — |2~

Ce qui termine la démonstration. |

Proposition 3.3.13. Soient P € Cgq[z] non nul et r > 0. Alors pour tout € > 0,

l’ensemble
b, (—' | )Ed} avec <I>d(x) = .%‘d 3;‘
D, . 1 )

est de d-ieme diameétre pseudo-hyperbolique dans D, au plus 2ee.

E(Pe) = {2 €D, : |P(2)| <

Démonstration. On suppose que r vaut 1 puisque le cas général s’en déduit par un chan-
gement de variable. Supposons dans un premier temps que P n’a pas de racine en dehors
de D. Or la fonction Bp définie par

d
P a2z —w; —
VzeD, Bp(z):= d‘(2)1 = - H]gl( - J_) :,n “ wﬂ
z P(;) azd Hj=1(2 — ’U)j) 1- ’LU]
est un produit de Blaschke fini de D de degré d. D’apres le lemme de Milloux 2.7.14,
I’ensemble
E(Bp,¢) == {z eD: [Bp(2)| < ed},

est de d-ieme diameétre hyperbolique dans D au plus 2ee. Or la fonction g € O(D) définie
par g(z) = Bp(z)/P(z) est une fonction d-valente sur D puisque g € Cy 4(z) et son
dénominateur ne s’annule pas sur ID. Donc d’aprés le corollaire 3.3.11

1 g(w) 2
v eD, < < P,
2w o < | < e
Pour tout z € D, on choisit m. € D tel que |m.| = |z| et |P|p,, = [P(m.)|. Donc

VzeD, log |Br(z)| = log|P(2)| + log|g(2)|
< log|P(2)| + log|Bp(m.)| — log| P(m.)| + 2dlog (=, m.)
< 1og PG P(2)
I1P]lp,., 1P|p,.
|P(2)| 1+ 2]
<1 —dl 4d1 .
o8 TPl og (|z|) + 4dlog =1
La derniére inégalité est obtenue en appliquant l'inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.7.

Donc l'ensemble E(P,¢) est contenu dans E(Bp,e) qui est de d-iéme diameétre pseudo-
hyperbolique au plus 2es. On suppose maintenant que P n’a pas de racine sur le cercle

+ 2dlog (2, m.) < log + 2dlog T (| 2|, —|z|)
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unité S' mais P peut avoir des racines en dehors du disque unité. D’apres le lemme 3.3.12,
le polynéme P a d’une part toutes ses racines dans le disque unité D et d’autre part

vze E(Pe), [P(2)] < |P(2)| < |Plp®a(l]) < [Plo®a(l2]).

Donc E(P,¢) < E(P, g), ce qui permet de conclure dans ce cas. Le cas général s’en déduit
en considérant une suite de polynémes sans racine sur le cercle unité et convergeant
uniformément vers P sur un voisinage compact de ID. |

Méthode basée sur la formule de Poisson-Jensen Le choix de la métrique eucli-
dienne dans le paragraphe précédent pour mesurer le lieu ou des familles de polyndémes
P, sont de petit module est assez discutable lorsque le domaine 2 est borné. La distance
pseudo-hyperbolique de 2 semble étre un choix plus naturel lorsque le domaine €2 est sim-
plement connexe. Plus généralement, nous remplagons la métrique pseudo-hyperbolique
par la fonction pg lorsque 2 est un domain greenien de C. En effet lorsque la fonction g
étudiée est méromorphe sur €2 et qu’il faudra éviter ses pdles dans un compact K € €2, le
probléme se réduit grace a la formule de Poisson-Jensen 2.5.9 & estimer le lieu dans {2 ol
un produit de la forme H;l:l pa(z,a;) est petit. Nous démontrons un résultat analogue &
la proposition 3.3.9 pour le domaine €.

Lemme 3.3.14. Soient Q2 < C un domaine greenien, u une mesure borélienne a support
compact dans 0 telle que () < o0 et e > 0. On note E = {2 € Q | U5(2) = L}. Alors
cap(E, Q) < p(Q)e. De plus

1

VaeQ, re|0,1], cap(Da(a,r),R) = g T

Démonstration. Afin de démontrer la majoration de cap(FE,(Q), il suffit de montrer que
Io(v$) = L ot v est la mesure d’équilibre de Green du condenseur (E, Q). D’apres le
théoréme de Frostman 2.1.17, il existe un ensemble F' < Q tel que cap(F) =0 et

Ve O\F, U (2) = In(w®).

Donc en appliquant le théoréme de Fubini

p(@Iaw}) = | UFGau) = || oz wdBu)du:)

ffgnzwdu )dvg (w ffgawzdu 2)dvi (w)

- | v = 2,

car le support de V% est contenu dans E. Cela termine la démonstration de la premiere

affirmation. En appliquant cette inégalité a la mesure de Dirac ¢, et € = (log %)*1, on

obtient la majoration
1

Vr e [0,1], cap(Dq(a,r),) < T
log

Pour obtenir I'inégalité dans l'autre sens, on considére u la mesure harmonique dwp(., a)
avec D = Dq(r,a). Or

f f ga(z, w)dp(z)dpu(w f {ga(a,w) — gp(a,w)}du(w Lgn(a,w)du(w)
- | satew)dutw) = 1og (7).

Donc cap(De(a,r),Q) = 1/Io(p) = 1/(log L). Ce qu'il fallait démontrer. [ |
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Proposition 3.3.15. Soient (2, z9) un domaine régulier de C, P € C¢q[z] non nul et
A, e 0,1 tels que 0 < A < r. Alors pour tout € > 0, l’ensemble

E ={zeQ, |log|P(z)| <log |P|a, +dloge—dro(A,7)*logC} avec C = 8diamg(A,r),
Alors cap(E,Q,) < —@ et diamgy(E,Q,) < de.

Démonstration. On commence par appliquer la formule de Poisson-Jensen 2.5.9 a la fonc-
tion sous-harmonique log | P| sur §2,.. Alors

Vz e Q,, log|P(2)| = f
o0

log |P(£)|dwq, (2,€) — U§, (2),
ol ft =D cq. "0g(w)dy et vog est le diviseur des zéros de g. Donc
Vz € Qp, log|P(2)| < |Pl|la,. — UST(Z).

Autrement dit la fonction u définie par

Vze Q. u(z) = log (uf(':)]) —U§ (2),

est harmonique sur €2, et positive sur ce méme domaine. D’apres I'inégalité de Harnack
2.1.27 et puisque log Tq, est une pseudo-métrique d’apres le théoreme 2.1.29

P
Vz,w e Oy, u(2) < 7o, (2, w)u(w) < 7q,(2,w)log (HP(L;))])

< 70, (2, 20) 7m0, (W, 20) log (||Zf(£)|) < 1a(A,7)?log (|]iD(£)|> '

On choisit w € 082y tel que |P(w)| = |P|q,. Donc d’apres l'inégalité 3.2.7

Vz € Q,, log|P(2)| <log|P|a, + dlogdiamq(A,7) + dlog8 < log||Plq, + dlogC.
D’ou
Vze B, —dloge + drq(\,7)*log C — U§, (2) < u(z) < dma(), )% log C.

Donc FE est contenu dans ’ensemble

1
dloge’

{ze Q. |U§ (2) > %} avec 1 = —

Ce dernier ensemble est de capacité dans €2, au plus dn d’apres le lemme 3.3.14 et de d-iéme
diametre greenien dans €2, au plus de. Ce qui termine la démonstration du lemme. |

3.4 Géométrie du domaine (2

Les majorations des théorémes 3.1.14 et 3.1.16 font figurer les termes diamgq (A, ), 7o (A, )
et wq (A, t,7) qui ne dépendent que de la géométrie des strates du domaine (2, zg) et non
de la fonction g € M(Q) étudiée. Bien que ces termes ne dépendent pas de la fonction
g ou du degré d, le fait est que dans les applications de ces théorémes, il nous faudra
considérer des couronnes Aq(A,7) avec A et r dépendant de g et d. Nous devons donc
estimer ces quantités aussi précisément que possible.
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Majoration de diamg(A,7) Nous n’obtenons dans le lemme 3.4.3 ci-dessous qu’une
majoration du terme diamgq (A, r) dans le cas ot € est un domaine simplement connexe.

Théoréme 3.4.1 ([91, Th. 1.3]). Soit g € O(D) une application conforme. Alors

VzeD, |g'(0)|(1+z||z|)2 <lg(z) —9(0)] < Ig’<0)(l|zlz|)z~

Lemme 3.4.2. Soient g € O(D) une application conforme et A,r € R tels que 0 < A <
r < 1. Alors

(r+ A1 +7)) < sup lg(2) — g(w)] - (r+ A1 +7))

Yw € 0Dy, TSN CESE \zem»- g/ (w)] T 4rA—(r+ )2

Démonstration. On fixe w € dDy et on considere 'application f conforme sur D définie
par

VzeD, f(z) =(goh)(z) avec h(z) = 12_:—;:;
Or f'(0) = g'(w), h™'(2) = p(z,w) et
félﬂﬁ,p(z’w) =p(r,—A) = f::&
D’apres le théoreme 3.4.1 ci-dessus
’ h~(2)] - ’ h=!(2)]
VzeD, |f (Wm <|f(hH (=) - FO) < |f (0)|m~

Donc
o NN R GV )
lg (w)|(1 Iy Wy PR < ZS;ID])Ei l9(z) —g(w)| <lg (w)|(1 YA (r )2

Ce qu’il fallait démontrer. |

Lemme 3.4.3. Soient (2, z9) un domaine simplement conneze. Alors pour tout A,r € R
tels que 0 < A< r <1

8
log diamgq (A, r) < 4log (err))

Démonstration. D’apres le théoreme d’uniformisation de Riemann, il existe une applica-
tion conforme g : D — € telle que g(0) = 2. On choisit wy € Dy tel que |¢'(wo)| = |9 |, -
La fonction de Green étant un invariant conforme d’apres le théoreme 2.1.5, on obtient
diam(€2,) = diam(g(D,)) = sup{lg(z) — g(w)| | 2w e D,}
< 2sup{lg(z) — g(wo)| | z € Dy}
Donc d’apres le lemme 3.4.2
(r+ M1 +7rX) , 8r
5 <lg'lpy 7—=7-
(I+rA=(r+X) (I-r7)
En appliquant de nouveau le lemme 3.4.2 avec cette fois 7 = A
2X(1 + A?)
diam(Q2y) > — =g oy ——
lam (£2,) Sup 9(2) = g(wo)| = |9, TESEFTIE
2\

= |9’y [

log diamq (A, ) < log (W) < 4log (M)

Ce qu'il fallait démontrer. ]

diam(Q,) < 2[¢'[p,

2X(1 + %)

= Hg/HDA (1 +>\)4

D’ou
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Majoration de 7q(A,7) On rappelle que pour tout domaine (£, zp) et A, € R tels que
0 <X <7 <1,onnote To(Ar) = sup {1q, (& 20) | £ € D}

Lemme 3.4.4. Soient (2, 20), (T,wo) deur domaines réguliers et h : (£, z9) — (T, wp)
conforme. Alors pour tout A\,r € R tels que 0 < r < A < 1, iq(A\,7) = 7r(\,r). En
particulier lorsque (T,wq) = (D, 0)

T+ A
r—A

Tg)()\, 7“) <

Démonstration. D’apres le principe de subordination des fonctions de Green 2.1.5
Vz e, —logr < ga(z,20) < gr(h(z),h(20)) < gr(h(z), wo).

Donc h(Q,) € Y,. En remplacant h par h~!, on obtient de la méme maniere I'inclusion
Y, k(). Or en appliquant le principe de subordination de la distance de Harnack
2.1.31

Ve e Qy, v, (h(£), wo) < 7, (h(§), h(20)) < 0, (€, 20) < Ta(A,7).
Donc 7y (A, 7) < 7o(A, 7). En remplacant h par h™!, on obtient 7q(\,7) < Tr(\,7).
Lorsque (Y, wp) = (I,0), la quantité v (A, r) vaut “£2 d’apres la remarque 2.1.28. W

Calcul de wq(A,r,v) On note

wq(\, r,v) = inf {w(z, O, A\ v)) | z € é‘QT},
ot w(z, 00, Aq(A, 1)) est la mesure harmonique de z par rapport a 0€2 dans la couronne
généralisée Ag(A,r). Dans ce paragraphe on calcule w(z, 00y, Aq (A, v)) puis wq(A, 7, V)
lorsque €2 est un domaine régulier. Le théoreme 3.4.5 ci-dessous affirme que la mesure

harmonique de € relativement a E peut étre définie comme une fonction extrémale grace
a la méthode de Perron.

Théoréme 3.4.5 ([93, Th. 4.3.2]). Soient Q < C un domaine greenien et E < 0Q un
borélien. Alors

Vz e, w(z, E,Q) =sup{u(z) | ue SH(Q), V&€ o9, thgu(w) <1g(§)}.

Proposition 3.4.6. Soient (2, 29) un domaine greenien et \,v € R tels que 0 < A < v <
1. Alors

log(v) — log pa(z, z0)
log(%)

)
7

VzeQ, wa(z, 0, Aq(\v)) =

En particulier

RIS

log(
log(

Vre [\ v], wa(\ 1) =

>R

Démonstration. On définit la fonction u par

_ log(v) — log pa (2, 20)

- log(%) '

La fonction u est harmonique sur Ag()\, ) puisque z — ga(z,20) est harmonique sur

O\{zo} et zo n’est pas dans la couronne Aq(\,v). De plus par continuité de la fonction
de Green

Vz e Aq(\v), u(z)

V& € dAq(A,v), himgu(w) < 1o, (€) et VE € Ny, ngu(w) =1

Donc d’apres le théoreme 3.4.5 ci-dessus
Vz e Aq(\v), u(z) < w(z, 0y, Aq(\,v)).
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On note
h(z) = u(z) — w(z, 0, Aa(\, v)).

Or h est une fonction harmonique sur Ag(\, V) puisque u et la mesure harmonique sont
harmoniques sur cette couronne. De plus h est nulle sur d€2y. Donc par le principe du
maximum 2.1.2, la fonction h est identiquement nulle. La seconde propriété s’obtient en
remarquant que pq(z, 29) est égal a r sur 09, ]

3.5 Mesure de transcendance holomorphe

Cette section est dévolue a I'étude de la mesure de transcendance e$}(A, g). On montre
d’une part que la mesure e?()\, g) satisfait les propriétés P1 et P2 de 'introduction de ce
chapitre et d’autre part on démontre le théoreme 3.1.14 énoncé page 81.

Majoration de ’indice de Bernstein Le lemme 3.5.1 suivant montre que pour ma-
jorer l'indice de Bernstein'? bg (A, r, Py), il suffit de majorer la mesure de transcendance
holomorphe €$}(), g) et la fonction maximum de g sur la strate §,.. D’aprés la proposition
2.5.19 du chapitre 2, la majoration de cet indice de Bernstein conduit & un lemme de
zéros de g le long des strates de €. Par conséquent la mesure de transcendance eg A\ 9)
vérifie la propriété P1 de I'introduction de ce chapitre.

Lemme 3.5.1. Soient g € O(Q) une fonction transcendante et P € Cgqlz, w] non nul.
Alors pour tout \,r € R tels que 0 < A <r <1

ba(\,7, Py) < mi(\ 1, g) < eH(\, g) + dlog™ Mq(r, g) + dlog diamg (), r) + dlog 8.

Démonstration. La premiere inégalité découle des définitions de 'indice de Bernstein et de
la mesure de transcendance holomorphe. En effet, en posant Q(z, w) := P(z,w)/Mq(\, Py)
et puisque @ est un polynéme non nul de C¢4[z, w], on obtient

ba(\, 7, Py) < log Mo(r, P,) — log Ma(X, Py) < log Mo(r,Q,) < m$(\,r,g).

La seconde inégalité est une application de la proposition 3.2.7. En effet, soit P € C¢q4[z, w]
un polynéme extrémal pour la mesure de transcendance ef}()\, g). D’apres la proposition
3.2.7

diam(2,.)

Vz e Q. x D, log|Py(2)| <log|Pla,xp + dlogt Mq(r, g) + dlog™ (dlam(Q)\)

) + dlog8.
On conclut en appliquant cette derniére inégalité en un point z de Q, ot P, atteint son
maximum sur ce domaine. |

Invariance de la mesure de transcendance ef()\,g) Le lemme 3.5.2 ci-dessous
affirme que la mesure de transcendance holomorphe eg( ,g) est invariante par dilatation

du graphe de g.

Lemme 3.5.2. Soit g € O(Q, zg). Alors pour tout A,r € R tels que 0 < A < r < w0 et
s>0

Vd e N, eSdI(A,g) = eg()‘vgs) et mfi)(/\vra g) = m}()‘arags)v
ot gs(2) = g(sz) et T =1.Q.

12Voir la définition de la section 2.4.
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Démonstration. Soit P un polyndéme extrémal de la mesure de transcendance e$}(), g).
Notons u(z) = 2. Or Ty = u(2x). Donc pour tout h e O(R)

ma(\ h) =m(Qy, h) = mu (1), h) = mr(\ hs).

On consideére le polynome @ € C<y[z, w] défini par Q(z,w) = P(u~'(z),w). Par construc-
tion et d’apres ce qui précede

IPlloyxp = [@Qrsxp et Ma(\, Py) = My (A, Qg,)-

car (Py)s = Q.. Donc €()\, g) < eX (A, gs). On obtient I'inégalité dans I’autre sens par
symétrie. La seconde égalité se démontre de la méme facon. |

Remarque 3.5.3. La mesure de transcendance e;(g) de Coman et Poletsky n’est pas
invariante par dilatation du graphe g. Nous avons vu qu'une majoration de cette mesure
de transcendance eq(g) permet d’établir un lemme des zéros dans le disque unité D pour
la fonction entiere g. Pour obtenir un lemme de zéros pour tous les disques D), Coman
et Poletsky exhibent sous certaines hypotheéses dans [27] une majoration uniforme des
mesures de transcendance eq(gs) pour la famille de fonctions entieres gs(z) = g(sz).
Cette approche s’averent difficile a imiter lorsque g n’est plus définie sur le plan tout
entier. Notre majoration uniforme en A\ de la mesure de transcendance e (), g) conduit
d’apres la section précédente a un lemme de zéros de g dans toutes les strates 2. Il n’est
donc plus nécessaire de considérer des dilatations de la fonction g, ce qui sera salutaire
dans le chapitre 4.

Inégalité de convexité Afin de majorer la mesure de transcendance ei}()\7 g), nous
utilisons une inégalité de convexité pour les fonctions maximums Mgq(r,g) semblable
a l'inégalité du théoreme des trois cercles d’Hadamard ci-dessous utilisé par Coman et
Poletsky dans [26] pour majorer eq(g).

Théoréme 3.5.4 (Trois cercles d’Hadamard — [70]). Soit g € O(A(X,v)). Alors pour tout
s,t,reR tels que A\ <s<t<r<v

t
log (i) log M(t, g) < log <) log M (r, g) + log (%) log M (s, g).
S S
Autrement dit, la fonction x — log M (e®, g) est conveze sur l'intervalle |\, v|.

Dans [66], Vargument clef de la démonstration du théoréeme d’Hadamard consiste
a comparer, grace au principe du maximum 2.1.2; la croissance de la fonction sous-
harmonique log|g| dans la couronne A(\,v) avec la famille de fonctions z — «log|z|
harmoniques sur cette méme couronne. Pour des domaines 2 plus généraux, il est illu-
soire d’espérer disposer d’une famille de fonctions harmoniques explicites sur A (A, v)
permettant de suivre la méme méthode. Heureusement, la théorie du potentiel permet
la construction implicite de ce type de famille via la notion de mesure harmonique'®. Le
théoreme 3.5.5 ci-dessous est une généralisation du théoreme de Hadamard pour un do-
maine ) quelconque. Il est souvent désigné dans la littérature sous le nom de two-constants
theorem. Etant donné son importance dans la démonstration du théoréme 3.1.14, nous en
donnons une démonstration détaillée ci-dessous.

Théoréme 3.5.5 (Two-constants - [93, th. 4.3.7] et [82, p. 41]). Soient @ < C un
domaine tel que 02 n'est pas polaire et B un borélien de 09). Soit uw € SH(Q) telle que

V¢ € B, hTrzu(z) < M; et V€€ 0O\B, @u(z) < Ms.

13Voir la section 2.1 pour la définition et les propriétés élémentaires de la mesure harmonique.
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Alors
Vz e Q, u(z) < Myw(z, B,Q) + Ma(1 — w(z, B,)).

Démonstration. On counsidére la fonction ¢ == M;1lg + Ma(1 — 15). Puisque par hypo-
these 002 n’est pas un ensemble polaire, on peut appliquer le théoréme 2.1.23. D’apres
ce théoréme, il existe une unique mesure harmonique sur € et l'intégrale de Poisson
v(z) = Pq@(z) est une fonction harmonique sur Q. Donc v — v est une fonction sous-
harmonique sur §2 et d’apres le théoreme 2.1.24, il existe un ensemble polaire F' < 05 tel
que

V€ € 0O\F, liné v(z) = ¢(&).
Donc d’une part Y€ € B n 0Q\F
lim w(z) —v(2) = limu(z) — lim v(z) < My — (&) < My — M; <0,

z—E z—E z—&
et d’autre part V& € 0Q\B n 0Q\F
lim wu(z) —v(z) = hirréu(z) - linév(z) < My — ¢(€) < My — M3 <0.

z—E

Donc d’apres le principe du maximum étendu 2.1.2, la fonction u — v est négative sur le
domaine 2. D’ou

VzeQ, u(z) <v(z) < Pad(z) < Myw(z,B,Q) + My(1 — w(z, B,Q)).

Ce qu’il fallait démontrer. |

Remarque 3.5.6. En utilisant ’expression explicite de la mesure harmonique dans un
couronne et en appliquant le théoréme 3.5.5 & la fonction log|g| ot g € O(A(X\,v)) et B le
cercle 0D,., on obtient le théoréme des trois cercles d’Hadamard. Le lecteur peut se référer
a [66, Cor. 6.5] pour une démonstration plus élémentaire de ce théoréme.

On peut maintenant étendre le théoreme des trois cercles d’Hadamard a n’importe quel
domaine greenien. Pour tout domaine (€2, zg) greenien et u € SH(Aq (A, v)), on écrit

VB € Q, mq(B,u) =supu(z) et Vre ]\ v[, ma(r,u) =sup {u(&) | £ €, }.
z€B

Proposition 3.5.7 (Inégalité d’Hadamard généralisée). Soient (2, zg) un domaine gree-
nien et g € O(). Alors pour tout \,r,v € R tels que 0 < A<r<v<1

log (%) log mq(r,u) < log (%) log mq (v, u) + log (V) log ma (A, u).

r

Autrement dit r — mgq(r,u) est une fonction convexe en logr sur [\, v].

Démonstration. On applique le théoréeme 3.5.5 & la fonction sous-harmonique u sur la
couronne généralisée T = Aq(\,v) et Pensemble B = dT\0f2, = 00Q,. Alors d’apres la
proposition 3.4.6

Vze T, u(z) < mq(B,g)wr(z, B) + mq(0Y\B, g)(1 — wy(z, B))

log(%)

puisque 0T\B = 09),. |
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Démonstration des majorations de e$(),g) On démontre dans ce paragraphe le
théoreme 3.1.14 ainsi que ses corollaires. La proposition 3.5.8 ci-dessous est 'analogue du
lemme 4.1 de [26].

Proposition 3.5.8. Soient (0, z9) un domaine réqulier, g € O(Q) et A\,r,v € R tels que
0<A<r<1letyel]0,1[. Alors pour tout d € N et P € Cg¢q[z,w] non nul tels que
Mq(X, Py) <1 et pour tout €' € S' tel que diamg(Dq(A, €”, g), 0)) = v
d
log | Palla, < m(Ar,g) + dlog (7:) + dro(), )2 log(8diama (), 7)),

ot Pp(z) = P(z,¢").

Démonstration. On note 7 la quantité 7o (A, r). On suppose que Py n’est pas le polyndme
identiquement nul puisque 'inégalité a démontrer est triviale dans ce cas. Par définition
de la fonction de proximité m$ (A, r, g)

VzeQy, |Py(2)] < emd (rg),

puisque par hypothese Mq(A, P;) < 1. Dans la suite on fixe un réel € € ]0, 1| de sorte que
de < ~y. D’apreés la proposition 3.3.15 appliquée au polyndéme Py, I’ensemble
{z € Q| log|Py(2)| < log | Py, + dloge — dr*log C} avec C = 8diamg(A,7),
est de d-ieme diametre greenien dans €2, n’excédant pas de. Or de < ’\7—7 et d’apres le
lemme 2.7.23
. i0 A . 0 )"7
diamg(Dq (A, e",9), Q) = | = | diamg(Dq (N e, g), ) = —.
T r
Donc il existe un z € Dq(\, €%, g) tel que
log [Py, + dloge — dr?log C < log |Py(2)| < log |Py(2)] < m$ (A7, 9).

On fait tendre € vers % pour conclure. |

L’inégalité de la proposition 3.5.8 précédente peut étre améliorée lorsque le domaine €2
est le disque unité D grace a la proposition 3.3.13.

Proposition 3.5.9. Soient g € O(D) et A\,r,y € R tels que 0 <A <r <1 etvye]01[.
Alors pour tout d € N et P € C<glz,w] non nul tels que M (X, P,) < 1 et pour tout e? € S!
tel que diamg, (D()\, ew,g)JD))\) >y

3er r+A
log | Py, < ma(A,r,g) + 2dlog (77) + 4dlog (ﬁ)

ot Py(z) = P(z,€").

Démonstration. On fixe € € ]0, 1[ de sorte que 3ere < v\. D’apres la proposition 3.3.13,
I'ensemble

4d
1—
{ze]D)T||P9(z)|<HPQHD,,,(I)d('Ti‘)Ed} avec @(z) :=xd< ”“") ,

1+x

est de d-ieme diametre pseudo-hyperbolique dans D, au plus 2es. Or d’apres le lemme
2.7.23
eer

A

< v < diamgy1(D(X, e, g),Dy) < (g) diamg 1 (D(N, €, g), D)
T

< diamg(D(g, \, €, g),D,) + .6, g),Dy) < ()\

) diamd+1(D(/\, 6i97g)5DT)
Y i er
< ()\) diamg(D(e, A, e, g), D) + 2\
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Donc il existe un z € D(e, \, e, g) tel que

log | Py|lp, + dloge + log @d(%> <log|Py(z)| < log|Py(2)| < ma(A,1,g).
D’ou
1 r T+ A
log | Py|lp, <log|Polp, < ma(A, 7, g)+ dlog <g> + dlog <g) + 4dlog (r — )\).
On fait tendre ¢ vers =22 — pour conclure. |

(2e+1)r

On déduit de la proposition 3.5.8 une majoration de la mesure de transcendance holo-
morphe e$}(A, g) par m$(\, 7, g) des lors que le d-iétme diamétre greenien d'une famille de
fibres de ¢ au-dessus d’un borélien A — S' est uniformément minoré par une constante
v > 0.

Proposition 3.5.10. Soient (£, z9) un domaine greenien, g € O(Q), d € N, \;r,v € R
tels que 0 < X <7 < 1 ety € ]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S! de
longueur 1 > 0 tel que Va € A, diamgy(Dg (N, a,g), Q) = 7. Alors

167dr
YA

eSS\, 9) <mG(\,r,g) + dlog ( ) + drq (A, 7)? log(8diamg (A, 7)).

Démonstration. On considére un polyndme P € Cgq4[z,w] extrémal pour la mesure de
transcendance ef}()\, g) et on fixe € > 0. D’aprés le corollaire 3.3.8, il existe ¢’ € A tel que

16 .
(0 g) — dlog (l”) — e <log|Pyla, avee Py(z) = P(s,e).

D’ou en appliquant la proposition 3.5.8 ci-dessus

167 dr
ef}()\7g) —dlog (l) —e<log|Pyla, < mf}()\,r, g) + dlog (ﬁ)

+ dro (N, 7)? log(8diamg (A, 7)).
On fait tendre € vers zéro pour conclure. |
Lorsque 2 est le disque unité, on peut améliorer la proposition 3.5.10 de la fagon suivante.
Proposition 3.5.11. Soient g € O(D), d € N, \;r;y € R tels que 0 < A <r < 1 et

v €]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur 1 > 0 tel que pour tout
a € A tel que Vae A, diamg,1(D(X, a,g),Dy) = . Alors

4
ea(A, g) < ma(A,r,g) + 2dlog (ij::r) + 4dlog <T i i)

r—

Démonstration. On proceéde comme dans la démonstration de la proposition 3.5.10 en
remplacant la proposition 3.5.8 par la proposition 3.5.9. |

Proposition 3.5.12. Soit g € O(Q, zg). Alors pour tout \,r,v € R tels que 0 < A < r <
r<1,v¥deN

)
)

>3

log(
log(

mE(\r,g) < e (N, g) + dlog® Mq(v, g) + dlog diamg (A, v) + dlog8.

>R
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Démonstration. Soit P € Ccy[z,w] tel que Mo(\, Py) < 1 et Mq(r, P,) = m$(\,1,9).
On applique I'inégalité de Hadamard généralisée 3.5.7 a la fonction holomorphe P, puis

on majore la quantité m$(\, v, g) a I'aide du lemme 3.5.1. Donc
log(%) log(%) o
Mq(r, P,) < 22 log Mq(v, Py) + log Mq(\, Py) < AimS(\ v, g
g log(;) ( 9) ( 9) log(x) d( )
10g(§) Q + .
< log(”)ed (A, g) + dlog™ Mq(v, g) + dlog diamgq (A, v) + dlog8.
X
Ce qui donne 'inégalité souhaitée. |

On démontre finalement le théoréme 3.1.14 donnant la majoration de la mesure de
transcendance holomorphe eg()\, g) de g a l'aide de la distribution de ses valeurs.

Rappel théoréme 3.1.14. Soient (€2, z0) un domaine régulier, g€ O(Q), de N, \,v,v €
R tels que 0 < A < v < 1 ety € ]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S de
longueur 1 > 0 tel que Va € A, diamgy(Dq (X, a,g), Q) = . Alors

2v

log(735) o
— 226l (N, 9) < dlogt Mq(v, g +dlog<

Démonstration. En combinant les inégalités des propositions 3.5.10 et 3.5.12; on obtient

167d

ed (A, g) <mg (A r,g) + dlog ( ;;;

167dr log(%)
+ e (A,

e

+ dra(X, r)? log(8diamg (A, 7)) + dlog(8diamq (A, v)).

edv

'Yl)\) + dro (A, v)? log(ediamg (), v)).

) + dro(\, 7)? log diamg (A, )

< dlog™ Mq(v, g) + dlog <

Donc
log(% 167d
Og(’)ef}(/\,g) < dlog™ Mq(v,g) + dlog Oredr + dr3 (), 7) log(8diamgq (A, /).
log(%) A

Ce qu’il fallait démontrer. [ ]

On démontre maintenant du théoréme 3.1.14 de majorations de la mesure de transcen-
dance dans le disque et le plan.

Rappel corollaire 3.1.18. Soient g€ O(D), de N, v,y e R tels que 0 < A <v <1
et v € 10,1[. On suppose qu’il existe un borélien A < S' de longueur | > 0 tel que
pour tout a € A, diamy(D(N, a,g),Dy) = v. Alors pour tout domaine régulier Q = C et
h: (£, z0) — (D,0) conforme

log( 1/2-:)\

) o " edv v+ A\’ ev
og(2) ej (A, goh) «dlog"M(v,g) + dlog (W\) +d<y_)\) log <)\(1—y)>

De plus la constante omise est absolue.

Démonstration. D’apres le lemme 3.4.4

+ A
ra(Av) = A v) = L.

D’apres la proposition 2.7.22
diamg(D(X, a, g o h), ) = diamg(h~' (D(X, a,g)), A~ (Dy))
> diama (h(h™'(D(A a.9))). h(h~ (D))
> diamg(D(\, a,g),D,) = 7,
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et d’apres le lemme 3.4.3

8
logdiamg()\, V) é 410g ()\(11/)> .
-V

De plus Mq(v,g0h) = M(v,g). En appliquant le théoréme 3.1.14 & la fonction g o h sur
le domaine €2, on obtient

log( +>\) edv v+ A\ ev
— 2 e (A h) « dlog™ M dl d 1 — .
Tog(g) 49 oM «dlogTMvg) + Og( l>\>+ <VA) °g<x(1y))
Ce qui termine la démonstration. |

Rappel théoréme 3.1.19. Soient g€ O(D), de N, \,v,ye R tels que 0 < A <v <1
et v € 10,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur I > 0 tel que pour
tout a € A, diamg(D (A, a,g),Dy) = . Alors

log( u+)\)
log()\)

De plus la constante omise est absolue.

ea(N, g) < dlogt M (v, g) + dlog( l/\> + dlog (H) )

v+A

Démonstration. On pose r = “5=. En combinant les inégalités des propositions 3.5.11 et

3.5.12, on obtient

4 A
ed(A, g) < mga(A, 7, g) + 2dlog ( ijzr> + 4dlog (r i )\)

4867rr) log(%)
2 ) " log(®)

+ ddlog <:fi) +dlog ().

< dlogt M (v, g) + dlog ( ea(N, g)

Donc
log( +,\) e v(v+A)
— 2 eq(A dlogt M dl — dl — .
B e 0) <« dlog Miv,g) + dlog () + o (1)
Ce qu’il fallait démontrer. |

Rappel corollaire 3.1.20. Soient g€ O(C), de N, \,v,ye R tels que 0 < A <v < @
et v € 10,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur | > 0 tel que pour
tout a € A, diamg(D(A,a,g),Dy) = . Alors

log( V+)\)
1Og(,\)

La constante omise est absolue.

ea(\, g) < dlog M (v, g) + dlog ( M) + dlog (H) .

Démonstration. On considére la fonction h € O(D) définie par h(z) = g(u(z)) avec u(z) =
evz. Posons A\; = u~1()\) et vy = u~1(v). Puisque le d-itme diameétre greenien est un
invariant conforme d’apres 2.7.22
diamg(D(), a, g), D)) = diamg (u™" (D(X, a,g)), u ' (Dy))
= diamg(D(\1, a, k), Dy, ).

On conclut en appliquant le théoréme 3.1.19 a la fonction h et les rayons A\; et vy. |
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3.6 Mesure de transcendance méromorphe

Dans cette section nous étudions les mesures de transcendance e$ (), g) et é7()\, g) pour
les fonctions g € M(2) avec 2 un domaine régulier. Le résultat principal de cette section
est le théoreme 3.1.16 dont nous rappelons ’énoncé lors de sa démonstration. Dans la
suite de cette section (£2, zg) est un domaine régulier.

Majoration de l’indice de Bernstein Le lemme 3.6.1 ci-dessous affirme qu'une ma-
joration de la mesure de transcendance méromorphe éf}()\, g) conduit & une majoration
de indice de Bernstein l;Q()\, r, Py) et donc fournit une majoration de la borne de Bézout
Z$H(\, g) d’apres la proposition 2.5.8. La démonstration de ce lemme est similaire & celle
du lemme 3.5.1.

Lemme 3.6.1. Soient g € M(Q) et A\,r € R tels que 0 < A <r <1 et P € Cgy[z,w] tel
que Py # 0. Alors

bo(\, 1, Py) < (N1, g) < &N, g) + dina(r, g) + dlog diama (A, r) + dlog$8.

Démonstration. La premiére inégalité provient de I'invariance de I'indice de Bernstein
ba(A, 7, Py) lorsque 'on multiplie P par un scalaire non nul. En particulier pour le poly-
néme @ défini par P exp{—rmnq (A, P,)}, on a

ba(A, 7, Py) = ba(A,7,Qq) = 1ha(r, Qy) < hg(\r,g),

car par construction du polynéme @, la moyenne mq (A, Q) est nulle. On considére main-
tenant un polynéme P extrémal pour 7% (A, 7, g). D’apreés le lemme 3.6.11

mE N7, g) = hqa(r, Py) <log||Qla,xp + ding(r, g) + dlog diamg (X, r) + dlog8
< EF (N, g) + ding(r, g) + dlog diamg(\,7) + dlog8.

Ce qui termine la démonstration du lemme. |

Invariances de la mesure éf}()\, g) Le lemme 3.6.2 suivant montre que la mesure de
transcendance é7(), g) et la fonction de proximité transcendante m$(\,r, g) sont inva-
riantes par dilatation du graphe de la fonction g.

Lemme 3.6.2. Soient g € M(Q) et s > 0. On pose g,(z) = g(sz) et T = 1Q. Alors pour
tout ry, NeR tels que 0 < A <r <1

VdeN, &f(\g) = &5 (Ngs) et g\ r g) =g (A1, gs).
Démonstration. On remarque que pour tout h € M(Q), on a mq(Ah) = 1ty (A hs).
Soit P € C<y[z,w] un polynéme extrémal de la mesure de transcendance é5}(), g). On

considére le polynome @ € C¢q4[z, w] défini par Q(z,w) = P(sz,w). Or par construction
et d’apres ce qui précede

|Plaxp = |@rsxn et oA Py) = mr(X, Q. ).
Donc é}(), g) < éX(\, gs). On procéde de méme pour démontrer I'inégalité inverse. La
seconde égalité du lemme est démontrée de la méme facon. |
Lemme 3.6.3. Soient g € M(C) et s > 0. On pose gs(z) = g(sz). Alors pour tout
rAeR tels que0 < A <r <1
VdeN, éy(sA,g) = €a(X, gs) et ma(sA,sr,g) = 1ma(A,T, gs).

Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme 3.6.2. |
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Une propriété remarquable de la mesure de transcendance méromorphe ég (A, g) est que
les mesures de transcendance méromorphes de g et ¢ o g avec ¢ une homographie de la
sphére de Riemann sont comparables & condition que ¢ n’ait pas de pdle sur le cercle S*.
En particulier les mesures de transcendance é¢()\, a, g) et é7(\, 00, g) sont comparables.

Proposition 3.6.4. Soient g e M(Q) et ¢ € Mob(C) sans pole dans S*. Alors
Vde N, YAe [0,1], é}(\, ¢og) < &N g) + ding (), g) + dlog™|¢|st + dlog 32.

En particulier pour tout a € C\S*

1
Vde N, YAe [0,1], &X(\ a,g) < EF(\ o, 9) + ding(\, g) + dlog+m + dlog 32.

Démonstration. Soit P € C¢q4[z,w] un polyndome extrémal de la mesure de transcendance
é}(A, ¢ o g). On définit le polynome Q € C<y[z, w] par la relation
Q(z, w)

P(z,¢(w)) = m avec ¢(w) = ?;Z}) i?

et max{|vy|,|d]} < 1.
Puisque que 1hq (X, Psog) est négatif

a0 Q) = [ 10g]Qu(€)ldmn, (20:€) < d [ log o) + dldn, (0.)

ZI93N
< dlog 8| + dlog2 + dJ log™ ‘%g(f)) dwa, (20,€)
292N
< ding(A, g) + dlogt max{|y|, 0|} + dlog?2 < ding(X, g) + dlog?2.

puisque log(z +1) < logtz +log?2 et log™ (zy) < logtz +log™y. Soient z € Q) et ¢ € S*
tels que le polynéme @ atteint son maximum en (z,e) sur le domaine Q) x D. D’apres
I'inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.7 appliquée au polynéme P
10g [Q[oy xp = 1og|Q(z,¢")| = dlog [ye' + 8| + log |P(z, ¢(e'"))|

< dlog |ve® + 8| + log||P|q, xp + dlog™|¢|st + dlog8

< dlog™ max{[7], |d]} + log |Pa,xp + dlog™ [¢[s: + dlog 16

< log | Plla, xp + dlog™ |¢]st + dlog 16.
Donc

i\ dog) < EF(A g) + dima (X, g) + dlog™ |¢]s: + dlog32.

La seconde inégalité s’obtient en appliquant la premiere inégalité a la transformation de
Mébius ¢(w) = —— et en calculant la norme |¢||s:. [ |

w—a

Proposition 3.6.5. Soient g e M(C) et ¢ € Mob(C) sans pole dans S*. Alors
Vde N, YA >0, éi(\, ¢og) <éa(A g) + din(A, g) + dlog" |¢]st + dlog 32.

En particulier pour tout a € C\S*

Vde N, YA >0, é(\ a,9) < éz(\,0,9) + dn() g) + dlogt + dlog 32.

1
d(a,S")

Démonstration. La démonstration est identique a celle de la proposition 3.6.4. |
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Inégalités de convexité Dans les démonstrations des théoremes 3.1.1 et 3.1.14, le
théoreme des trois cercles d’'Hadamard 3.5.4 et sa généralisation 3.5.5 ont joué un role
primordial. Lorsque la fonction g est méromorphe sur un disque, la fonction maximum
M (r, g) n’est plus a priori convexe en log r, ni croissante. Le plus naturel est de remplacer
cette derniére par la moyenne de la fonction log |g| sur le cercle D, notée 1h(r,g). Le
théoréme 3.6.6 ci-dessous implique que la fonction 7h(r, g) est croissante et convexe en
log r sur toute couronne ot la fonction g n’admet pas de pdles. Pour tout u € SH(A(\, v)),
on note

e Wl 1 = [ ure?) 2
T o, I(r,u) = Oure 5

Théoréme 3.6.6 ([52, Th. 2.12]). Soient \,v € R tels que 0 < A < v et u € SH(A(\,v)).
Alors la fonction I(r,u) est croissante et convexe en logr sur lintervalle |\, v[. Plus
précisément pour tout s,t,7r € R tels que A< s<t<r<v

log (g)](t,u) < log (i)](r, u) + log (%)I(s,u)

Nous allons maintenant démontrer une extension du théoreme 3.6.6 précédent aux
fonctions sous-harmoniques sur §2 puis d-sous-harmonique sur 2.

Notation 3.6.7. Soit u € SH(). On définit la moyenne de u le long de 99, et la
moyenne de Jensen de u dans 2, par

Vre [0,1], Io(r,u) = Jmu(g)dwm(zo,g) et No(r,u) = JQ Au(z)gq, (2, z0)dz.

De plus lorsque u est de la forme log |g| avec g € O(R2), lintégrale Iq(r, g) coincide avec
la moyenne rhq(r, g) définie dans le chapitre précédent.

Proposition 3.6.8. Soit u € SH(Q). Alors les fonctions r — Nq(r,u) et r — Io(r,u)
sont croissantes et convexes en logr.

Démonstration. La croissance de la fonction Ng(r,u) découle du principe de subordina-
tion des fonctions de Green'“. Nous avons vu au chapitre 2 que pour tout A, 7, v € R tels

quel<i<r<rv<l
v r v
Vz e Q, log (X) ggr (z,20) < log (X) ggu(z, 20) + log (;) gg;A (2, 20)- (3.6.1)

Donc en intégrant cette inégalité sur €, et puisque Au = 0 sur

log (%) JQTAu(z)gQT (2,20)dz < log (%) JQVAu(z)gQV (z,20)dz

v
+ log (;) mAu(z)ggA (z,20)dz.

Cette derniére inégalité signifie précisément que la fonction r — Ng(r, g) est convexe en
logr. D’apres le théoreme de Poisson-Jensen 2.5.9

vre[0,1[, No(r,u) = f u(§)dwq, (€, 20) —log|g(z0)| = Ia(r,u) — u(zo).
o,
Donc la fonction Io(r, u) est croissante et convexe en log r. ]

La proposition 3.6.8 précédente s’étend aux fonctions d-sous-harmoniques sur 2. En par-
ticulier, la proposition 3.6.9 ci-dessous s’applique aux fonctions de la forme log|g| avec

g € M(Q).

14Voir le théoréme 2.1.5.
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Corollaire 3.6.9. Soient u € SHs(Q) et uy,uz € SH(Q) tels que u = uy —ug. Alors pour
tout \,t,reR tels que 0 < A<r<v<l

log ()\) Io(r,u) <log (/\> Ia(v,u) + log( ) Io(\,u) + log ()\) No(v,usz).

Démonstration. D’aprés la formule de Poisson-Jensen 2.5.9, la fonction v(z) = u(z) —
Ug, (2) avec 2mpu = Aug(z)dz est sous-harmonique sur €2,. En appliquant le théoreme de
Fubini et le corollaire 2.5.15, on obtient que pour tout ¢ € [\, v]

I0U5) = | Vg (©dma, (620 = | Aua(wlg, (w6 dudwo, € 20)
zjl Aug(w)j gq, (w,&)dwq, (&, z0)dw (3.6.2)
Q, 0

= f AUQ(’[U){QQV(IU,ZO) - gq, (w,zo)}dw Na (v, u9).
Qu
D’apres la proposition 3.6.8 appliquée a la fonction sous-harmonique v sur €2,
log (/\> Ig(r,v) < log ()\) Io(v,v) + log ( ) Io(A\,v).
D’ou I'inégalité
v
log (X) Io(r,u) <log ()\> Io(v,u) + log ( ) Ia(A\ u) —log (}\) In(v,U},)
v (L
—log ( ) In(\,Ug ) + log (X) I(r,Ug ).
De plus Aus = 0 au sens des distribution puisque us est sous-harmonique sur €. Donc
v n n v N
log (A) I(r, UL ) — log( )IQ(A UL ) - log<)\> Io(v, UL ) < log (A) I(r, UL )

< log (%) Na (v, uz).

Ce qui termine la démonstration. |

Démonstration du théoréme 3.1.16 Lorsque g € O(Q), la majoration de log|Py(z)|
avec P € Cgq[z,w] non nul et z € Q. en fonction de m$(\,r, g) découle de la définition
de cette méme quantité'®. Lorsque g € M(f), la majoration de log|P,(z)| & l'aide de
T"nf}()\,r, g) présente deux difficultés. La premiere difficulté est que la fonction P, peut
avoir un podle en z lorsque la fonction g admet justement un pdle en ce point. Cette
pierre d’achoppement est évitée en introduisant un petit ensemble exceptionnel E de
points autour des poles de g pour lesquels nous n’aurons pas de majoration mais en
dehors desquels nous sommes en mesure de majorer log |P,(2)| a l'aide de m$ (A, 7, g).
La seconde difficulté est plus technique et ardu a esquiver. Afin que la majoration de
log | Py(2)]| soit pertinente pour démontrer les majorations des mesures de transcendance,
il est important que la constante devant le terme 713 (A, 1, g) dans cette majoration soit
au plus 1. Or I’égalité de Poisson-Jensen 2.5.9 donne une majoration du terme log | P, (z)|
faisant apparaitre une intégrale de la forme

f log | P, ()| Pa, (2, €)do (€),
o0Q,.

ou Pq, est le noyau de Poisson de la strate €2, de 2. Un encadrement grossier du noyau
de Poisson dans cette intégrale ne conduit pas & une majoration suffisamment fine de
log | Py(2)|. Cependant le noyau de Poisson Pq, étant harmonique et positif sur €2, nous
pouvons utiliser la distance de Harnack dans €2, pour comparer l'intégrale ci-dessus avec

15Voir la démontration de la proposition 3.5.8.
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le terme g (r, Py). C’est ce que nous faisons dans le lemme technique 3.6.10 ci-dessous.

On note
PQ (Z07 6)

V2EQ €€ 00 Ba(a) = Pa(6) - Y

Lemme 3.6.10. Soient g € M(Q) etr € ]0,1[. On considére un ensemble C < Dgq(r, 0, g)
et on pose n = ng(r,©,g) — #C. Alors pour tout € € ]0,1[, il existe un ensemble E < Q,
tel que

o [’ensemble E est petit dans €. au sens que diam, (F,Q,) < ne,

e pour tout z € Q. \E

log |g(2)| < m + erlog+|g(§)|<1>9,,,(z7§)d0(§) + ng(r, o, g) log (5109(2,0)) )

De plus l’ensemble exceptionnel E ne dépend que du diviseur des poles de g dans §2...
Lorsque Q2 est D, on peut exiger de plus que diam, (E,D,) < 2eec.

Démonstration. En appliquant la formule de Poisson-Jensen généralisée 2.5.9, on obtient

VzeQ,, loglg(:)| <L Toglg(€)ldn, (+.6) + 3 veg(wlan, (2.u)

weN,-

(3.6.3)
< [ 1ogl9(©)Pa, (2:)do(©) ~log [ pa, (2w,

T wWEN,-

ol Vg est le diviseur des pdles de g dans ). Commencgons par majorer 'intégrale figurant
dans le dernier membre de I'inégalité 3.6.3 ci-dessus. Puisque Yz > 0, logz = log™z —
10g+% et d’apres I'inégalité de Harnack 2.1.27

1
O z g = O + z ag — (0] + z g
LQ} ¢ 19(6)| Pay (.€)do (€) LQ} & 19(6) P, (2, €)do(€) L og" [ Po. (2, o9
< [ 1o8lo(©)1Po, (2, o (e) - LD 9)
Q, 70, (%, 20)

ﬁm(ﬁﬂ) - mQ(T7 g)
TQ’!‘(Z7 ZO)

< j log™ |g(€)| Po, (2, €)do (€) +

s

ﬁ"Q(T?g) +
< 0Oy | tog gl (2. o c).

Pour terminer la démonstration, il suffit de minorer le produit apparaissant dans 1’inégalité
3.6.3. Lorsque g est holomorphe sur €2, il n’y a rien a faire et on peut prendre pour F
Pensemble vide. Notons wy le diviseur des poles de g dans Q,.\C' et wy le diviseur des poles
de g dans C. 1l est immédiat que vyg = wy + wy. Or

Ve, [ pa.(zw)=9™ = T pa, (zw)* ™ ] pa, (2 w)®)

we,. we,. wWE,-
w w1 (w
BPQT(Z,C)‘ 2l 1_[ pQT(Z7w) 1( )7
weN,

D’apres le corollaire 2.7.9 du chapitre 2, ’ensemble de lemniscates greeniennes E(wy,¢€)
est de |wq|-iéme diameétre greenien dans 2, au plus ne. En dehors de 'ensemble E(wy,¢€),
on a la minoration

H pa, (z,w)"9W) = po (z, OVl > (epg (z,O)rlH2l > (epg (2, C))P=9l,

wWE,
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11 suffit de prendre pour E lensemble F(wq,€) pour obtenir le lemme puisque |wq| = n.
Lorsque 2 = D, le n-itme diameétre pseudo-hyperbolique de F(wy, ) est majoré par 2ee
d’apres le lemme de Milloux 2.7.14. |

A l'aide de I'inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.7, nous pouvons majorer 'intégrale de 'in-
égalité du lemme 3.6.10 pour une fonction P, uniformément lorsque P parcourt C<4[z, w].

Lemme 3.6.11. Soient g € M(Q) et P € Cgq[z,w]. Alors pour tout \,r € R tels que
0<A<r<1 et pour tout z € 2,

Lﬂlogﬂl?q(ﬁ)l%T(A£)d0(£) < (1= 1/70,(2,20)) log | Pla, < + dro, (2, 20)a(r, 9)

+ dlog diamg (A, ) + dlog 8,

De plus ng(r, 0, Py) < dng(r,©, g).

Démonstration. Commencons par démontrer la premiere inégalité. On applique I'inégalité
de la proposition 3.2.7 au polynéome P sur le produit cartésien 2 x ID. Donc

Vz € 082, log™t|Py(2)| < log | Pla,xp + dlog™|g(2)| + dlog diamg (A, 1) + dlog 8.

Or le terme Pgq, (z,&) est positif pour tout £ € 0, puisque le noyau de Poisson est une
fonction harmonique et strictement positive sur €2,.. Donc en intégrant cette inégalité le
long de 0€2,., on obtient

| 1o [Py ()10, (2, (€) < (1 1/, (2 20)) og [Pl o + dre, (2, )i )

T

+ dlogdiamg (A, ) + dlog 8.

Quant a la deuxiéme inégalité du lemme, elle est obtenue en remarquant que les poles de
la fonction P, sont tous des poles de la fonction g dont la multiplicité est au plus multiplié
par d. |

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer la majoration de la mesure de
transcendance méromorphe du théoreme 3.1.16. La démonstration de la proposition 3.6.12
ci-dessous est similaire a celle de la proposition 3.5.8. Toutefois une différence notable entre
ces deux propositions est la présence d’un coefficient devant le terme mf}(A, r,g) et d'un
terme &¢(, g) alors qu'il n’y a aucun coefficient devant m} (A, r, g) dans I'inégalité de la
proposition 3.5.8.

Proposition 3.6.12. Soient g € M(Q), d € N, \,r, 0,7 € R tels que 0 < A < r < 1,
€ 10,1[, 6 € 10,1 et P € Cgqlz,w] tels que mma(A, Py) < 0. On suppose qu’il existe
C < Dq(r,:0,q) tel que

diadern(DQ()‘a avg)vgr) = Y et pQr(DQ()‘v aag)a C) > 0.
ot n = ng(r,0,9) — #C. Alors il existe z € D(), a,g) tel que

(A r,g)

Ta, (2, 20) + (1 —1/79,(2,20)) €Z (N, g) + dra, (2, 20)ina(r, g)

log |[Pollay <

d
+ dng(r, 0, g) log (—;n) + d1a(A, 7")2 log(ediamgq (A, 7))
Yy

+ dlog <d+n>’
2

ot Py(z) = P(z,€").
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Démonstration. On applique le lemme technique 3.6.10 & la fonction g. On fixe € € ]0,1[
de sorte que (d + n)e < ~. Alors il existe un ensemble E < ,. tel que diam,,(F,Q,.) < ne
et Vze Q\E

m(r, P
log [Py(2)] < 0y, By) +f log™ | Py(8)|®a, (2,€)do(§) — na(r, 0, Py)log (epa, (2, C)) .
TQT(Z7ZO) o0,
Or en appliquant le lemme 3.6.11
J log™|Py(&)|®aq, (2,€)do(€) < (1 - 1/70,(2,20)) log [ Pla, xp + d1a, (2, 20)1a(r, 9)
a

r

+ dlog diamg (X, r) + dlog8,
et no(r, 0, Py) < dng(r, o, g). D’apres la proposition 3.3.15, I’ensemble
F ={zeQ, |log|Py(2)| <log|Ps|a, + dloge — dra(X,r)*log C},
avec C' = 8diamgq (), 7) est de d-ieme diametre greenien dans €, n’excédant pas de. Alors
diamg.,(F U F,Q,) < diam, (E, Q,) + diamg(F, Q) < (d + n)e
< v < diamgyn(Da(X a,g), Q).

Donc il existe z € Do (A, a,g) qui n’appartient ni & E ni a F. D’ou

log | Py(2)] < = + (1= 1/7q,(2,20)) og | Pl xp + dra, (2, 20)ha(r; 9)

1
+ dng(r, 00, g) log (65> + dlogdiamgq (A, 7) + dlog 8
< g\ g)

- 7o,(2,20)

1
+ dng(r, 0, g) log (55) + dlog diamg (X, r) + dlog8.

+ (1= 1/70,(2,20))EF (N, g) + dra, (2, 20)ma(r, g)

De plus puisque z n’est pas dans F

log | Py|q, + dloge — dra(X,r)? log(8diamq (A, 7)) < log | Pa(2)| < log |Py(2)].

Donc
g [Palo, < PO 4 (11, (220 1) + dr, (2,20l
+ dng(r, 00, g) log <€15) + dra(\, 7)? log(8ediamg (A, 7)) + dlog (i) i
On fait tendre € vers d%l ce qui conclut la démonstration de la proposition. |

Lorsque le domaine 2 est le disque DD, on peut améliorer la proposition 3.6.12 de la
facon suivante.

Proposition 3.6.13. Soient g € M(D), d € N, A\,;r, 0,7 € R tels que 0 < A <r < 1,
€ 10,1[, 6 € 10,1 et P € Cgqlz,w] tels que m(A, P;) < 0. On suppose qu’il existe
C < D(r,00,q) tel que
diaman(D(A, a,9),Dr) =7 et pr(D(X a,9),C) =0,
ot n = n(r,00,q9) — #C. Alors il existe z € D(\, a,g) tel que

r—|z|\ . 2|z| ., r+ 2|\ .
log | Pyllp. < AT \g)+d :
oIl < (55 i) + 2 hdatng) + (57 i)

de rr4+ A 2e
1 — 4d1 - 1 —
+ dn(r, 0, g) og(7§>+ d0g<)\r—)\)+d0g<y)’
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ot Py(z) = P(z,€).

Démonstration. On procede comme dans la démonstration de la proposition 3.6.12 en
remplacant la proposition 3.3.15 par la proposition 3.3.13. |

Proposition 3.6.14. Soit g € M(R2). Alors pour tout \,r,v € R tels que 0 < A <1 <
v<letdeN

)
)

Démonstration. Pour démontrer 'inégalité il suffit d’appliquer le corollaire 3.6.9 a la
fonction P, ot P € Cq[z, w] est n’importe quel polynéme tel que Py # 0, g (A, Py) <0
et 1hq(r, Py) = m$ (A, 1, g). D’apres le corollaire 3.6.9

log(%)
+ =50\ P,) <
log(%) a(A Fy)

>

log(

Tog( e\, g9) + dTa(v, g) + dlog diamg (), v) + dlog8.

M\ 7, g) <

>R

log(%) .
A)mg(% v,9),

D’apres le lemme 3.6.11
mE(\ v, g) < EFXN, g) + ding(v, g) + dlog diamg (), v) + dlog8.
=m

Or par définition T (v, g) (v, g) + Na(v,0,g). [ |

Rappel théoréme 3.1.16. Soient (2,29) un domaine régulier, g € M(Q), d € N,
Av,7,8 € R tels que 0 < A < v < 1, 7,0 € ]0,1[. On suppose qu’il existe un boré-
lien A = St de longueur | > 0 tel que pour tout a € A, il existe C, = Dq(v,0,g) tel
que

diamd+n(DQ(>\aa7g)7Q)\) =7y et pQV(DQ()\aaa g)7Ca) = 67

oun = ng(v,a,qg) — #Cy. Alors

log(25) ¢2(\, 9)
log(¥) ma(\v)

< dro(A,v)Ta(v,g) + dna(v, », g) log veld+n)
Ao

d )

+ dlog <§6(;n)> + dra(\, v)? log(ediamg (X, v)).

De plus la constante omise est absolue.

Démonstration. On pose r = ”JQFA. Soit P € Cgq4[z,w] un polynoéme extrémal pour la

mesure de transcendance méromorphe é(, g). Or d’apres le lemme 2.7.23

AN L.
diamd+n(DSZ()‘vaag)79r) = (;)dladern(DQ()‘aavg)aQ)\ =7,
et
A
pr(DQ(A7avg)aca) = ( )pA(DQ(Aaavg)vCa) > 0.

-
D’apres le corollaire 3.3.8 et la proposition 3.6.12, il existe z € Dq(A, a, g) tel que

. i 167
8 000) = log | Pla o < sup {10g | ol | € € A} + dlog (1)
< %Thg()‘)ng) + (1 - %)ég()‘mg) + dTZmQ(Ta g)
(d+ n)r?
+ dng(r, 0, g)log (’W

167(d 2
+ dlog <7T(h;n)r ) )

(3.6.4)
) + dra (X, r)? log(ediamq (X, 7))
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ou 7, = Tq, (2, 20). D’aprés la proposition 3.6.14

log (%
mE (N7, g) < loigii eF (N, 9) + dTa(v, g) + dlog diamg (), v) + dlog 8. (3.6.5)
X
Donc en combinant les deux inégalités 3.6.4 et3.6.5 ci-dessus, on obtient
log(%) é¢(A, 9) (d+n)r
- _ d z 7 ) d ) ) 1 - o\
og(5) . & dr,mq(r, g) + dng(r, 00, g) log ~ox
9 ) e(d+n)r
+ drq (N, r)? log(ediamg (A, 7)) + dlog T
Y
+ dTqo (v, g) + dlogdiamg (A, v) + dlog 8
d
< dr,Ta(v, g) + dng(v,©, g) log <Ve( ki n))
Ay
d
+ dro(\, v)? log(ediamq (), v)) + dlog <Z\e(l+n)> ,
v
car mq(r,g) < Ta(r, g). On majore 7, par 7o (A, v) et r par v. Cela achéve la démonstration
du théoreme. |

Le corollaire 3.1.22 ci-dessous est obtenu en appliquant la majoration de la mesure de
transcendance méromorphe démontrée en 3.1.16 et ’expression explicite de la distance de
Harnack dans le disque 2.1.28.

Rappel corollaire 3.1.22. Soientge M(D),de N, \v,v,6 e Rtelsque0 < A <v <1,
7,6 € ]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur | > 0 tel que pour
tout a € A, il existe C, < D(v,0,9) tel que

diamd+n(D<>‘a a7g),D,\) = et pu(D()‘7 a?.g)a Ca) =0,
ot n = n(v,0,9) — #C4. Alors pour tout domaine régulier Q@ < C et h: (Q,29) — (D,0)
conforme
ve(d+mn)

0 viA veld+n)
tI’()\,V)ed(/\,goh)<<d(y_)\>T(V,g)—|—dn(1/,oo,g)log()\ 5 )

+ dlog (Ke(d;;”)) +d<Zii\>210g (Kuiy)) .

La constante omise est absolue.

Démonstration. On procede comme dans la démonstration du corollaire 3.1.18. |

Rappel théoréme 3.1.23. Soient ge M(D),de N, \,v,v,0 e Rtelsque0 < A <v <1,
7,6 € ]0,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = S' de longueur | > 0 tel que pour
tout a € A, il existe C, < D(v, 00, g) tel que

diamgn(D(A, a,9),Dx) =7 et py,(D(A, 0,9),Ca) =0,
ot n =n(v,0,9) — #C,. Alors

. v+ A Ve ve
(P(A7 V)ed(A’g) «d (1/)\) T(V7 g) + d’l’L(V,OO"q) lOg ()\’}/5> + leg <)\fyl>

+ dlog (m) + dlog (;) .

La constante omise est absolue.

Démonstration. On procede comme dans la démonstration du théoréeme 3.1.19. |
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Rappel corollaire 3.1.24. Soient g€ M(C), de N, \,v,v,6 € R tels que 0 < A <v <
w0, 7,0 € 10,1[. On suppose qu’il existe un borélien A = St de longueur | > 0 tel que pour
tout a € A, il existe C, < D(v, 00, g) tel que

diamgin(D(A, a,9),Dx) =7 et p,(D(A a,g),Ca) =6,
ot n =n(v,0,q) — #C,. Alors

+ A Ve Ve
o : AR log |~ — log (==
(A v)éa(N, g) « d( /\) (v,9) + dn(v, 0, g) log ()\75> + dlog (/\71>

v
v —
evv+ A
)\1/—)\>'

+d10g(

La constante omise est absolue.

Démonstration. On procede comme dans la démonstration du corollaire 3.1.20. |

3.7 Applications

Cette derniere section du chapitre 3 regroupe les démonstrations de nouveaux lemmes
de zéros pour des familles particulieres de fonctions méromorphes. Les deux familles de
fonctions que nous étudions sont d’une grande importance en arithmétiques. Il s’agit des
fonctions elliptiques et des fonctions fuchsiennes. L’étude de la distribution des petites
valeurs et des poles de ces fonctions est facilitée par I'existence d’un groupe agissant sur
leur domaine de définition et sous ’action duquel ces fonctions sont invariantes : un réseau
A de R? pour les fonctions elliptiques et un groupe fuchsien pour les fonctions fuchsiennes.
Pour ces deux classes de fonctions la stratégie que nous suivons pour minorer le d-iéme
diamétre hyperbolique des ensembles D(r, a, g) lorsque a parcourt un arc A = S* consiste
a choisir une partie B dans la pré-image de cet arc A par 'application g, puis de suivre
lorbite de B sous 'action du groupe laissant invariant la fonction g.

Les fonctions elliptiques Dans ce premier paragraphe nous démontrons que toute
fonction elliptique non constante vérifie un lemme de zéros polynomial. Commencons par
rappeler la définition des fonctions elliptiques et des fonctions elliptiques de Weierstraf.
Une référence pour ces notions est le premier chapitre de [3,65] et le chapitre XIV de [66].

Rappel définition 1.6.21. Une fonction g € M(C) est dite elliptique s’il existe wy,ws €
C linéairement indépendants sur R tels que

VzeC, g(2) = g(z +w1) = g(z + wa).
De plus w1Z @ woZ est appelé le réseau des périodes de g.

Autrement dit une fonction elliptique est une fonction méromorphe sur C admettant
une double période. L’ensemble des fonctions elliptiques ayant un méme réseau des pé-
riodes A forme un sous-corps de M(C). L’existence de fonctions elliptiques non constantes
n’est pas triviale mais Weierstrafl a construit de telles fonctions pour n’importe quel ré-
seau A prescrit'®. Grace a cette double périodicité, nous sommes en mesure de déterminer
la répartition des petites valeurs de ces fonctions

Exemple 3.7.1. Parmi les fonctions elliptiques, il existe une classe particulierement
importante de fonctions exhibée par Weierstrafl : les fonctions elliptiques de Weierstrayfs.

16Voir I’exemple 3.7.1.
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Ces fonctions elliptiques sont construites de la maniére suivante. Etant donné un réseau
A :=Z®7Z avec Im7 > 0'7, on considére la fonction p, définie par

VzeC, pa(z) —f-i- Z !

72.
wEA\{O} w) w

L’importance des fonctions elliptiques de Weierstra3 vient du fait qu’elles suffisent a
engendrer toutes les autres. Plus précisément, toute fonction elliptique est une fraction
rationnelle complexe des fonctions de Weierstrafl oy et g/, avec A son réseau des périodes.

Définition 3.7.2 (Parallélogramme fondamental). Soit A = w1Z @ w27 un réseau de C.
Un parallélogramme fondamental de A est un sous-ensemble de la forme

{o+ At + pws | A, e [0,1[} avec aeC.
On note vol(A) I'aire de n’importe!'® quel parallélogramme fondamental de A.
Théoréme 3.7.3 ([3,66]). Soient P un parallélogramme fondamental du réseau A et

g € M(C) une fonction elliptique de réseau de périodes est A. Alors la somme des résidus
de g dans P est nulle.

Ce théoreéme 3.7.3 implique, grace au théoreme des résidus, que la distribution des
valeurs d’une fonction elliptique est particulierement simple.

Corollaire 3.7.4. Soit P un parallélogramme fondamental d’un réseau A de C. Une
fonction elliptique g non constante de réseau des périodes A atteint autant de fois'® toutes
les valeurs de C dans le parallélogramme P. Autrement dit

Va e C, n(P,a,g) = n(P,w,g). (3.7.1)

Le nombre n(P, o0, g) est appelé l'ordre de la fonction elliptique g.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que g n’atteint pas la valeur a ou de
poles sur dP. Il suffit d’appliquer le théoréme des résidus®’ sur le bord du parallélogramme
P. Gréce au théoréme des résidus, on obtient

1
VaeC, n(P,a,g) —n(P,w,g) = % JaP G Z Rés. (g
zeP

Or la fonction h = gfla est une fonction elliptique et donc la somme des résidus de h dans
P est nulle d’apres le théoreme 3.7.3. Donc 1’égalité 3.7.1 est vérifiée pour tout a dans
C\0P. Soit Q un autre parallélogramme fondamental de A. Alors

VaeC, n(P,a,g) =n(Q,a,g).

Or pour tout a € @, il existe un parallélogramme fondamental ), tel que a et 00 ne sont
pas atteints par g sur 0Q,. Donc

Vae C, n(P.a,g) = 1n(Qa,a,9) = n(Qaq, %, g) = n(P,w,q).

Cela termine la démonstration du corollaire. |

17Tous les réseaux de R2 peuvent é&tre mis sous cette forme.
18Cette aire est indépendante du choix d’un tel parallélogramme.
190n tient compte de la multiplicité des valeurs.

20Voir le chapitre VI de [66].
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Les fonctions elliptiques de Weierstrafl sont des fonctions elliptiques d’ordre exacte-
ment 2. On peut montrer que toute fonction elliptique g non constante est d’ordre au
moins 2. Afin de démontrer le lemme de zéros polynomial pour les fonctions elliptiques, il
suffit de minorer le d-iéme diametre euclidien d’une fibre D(A, a, g) uniformément lorsque
a € S'. Puisque ¢ atteint au moins une fois chaque valeur de S' dans chaque parallé-
logramme fondamental de son réseau des périodes A, il suffit de compter le nombre de
parallélogrammes fondamentaux de A contenus dans le disque Dy pour en déduire une
minoration du d-iéme diametre euclidien de D(\, a, g).

Notation 3.7.5. Soient A = Zw; @ Zwy un réseau de C et g € M(C) une fonction
elliptique non constante de réseau des périodes A. On note

VaeC, ®,(a,g) = sup {d(z,A.) | z€ C, g(z) = a},

avec A, = {z + nwy + mws | n,m e N, n? +m? > 0}.

Déterminer le nombre de points du réseau Z @ Z fut étudié par Gaufl et est connu sous
le nom de probléme du cercle de Gauf.

Lemme 3.7.6. Soit A un réseau de C. On considére P un parallélogramme fondamental
de A et on note
N(r,P,A) =#{yeA|~-PcD,}.

Alors

7TT'2

lorsque 1 — 0.

Lemme 3.7.7. Soient A un réseau de C et g € M(C) une fonction elliptique non
constante de réseau des périodes A. Alors
A2 A 1
YA>0, VdeN, d <« T Vae C, diamg(D(X, a,9)) = =Pa(a,g).

vol(A) 2
Démonstration. On fixe P un parallélogramme fondamental de A. Pour minorer le d-iéme
diametre de D(A, a, g), il suffit de déterminer le nombre de translatés par A de P contenus
dans le disque Dy. Or d’apres le lemme 3.7.6, il y a de l'ordre de

B A2

~ vol(A)’
parallélogrammes contenus dans le disque Dy. Donc lorsque d est petit devant N, le
cardinal de D(\, a, g) est strictement inférieur a d et donc d’aprés la proposition 2.7.4

1 1
diamgy(D(A, a,g)) = 5 min {|z —w| | z,w € D(\,a,9), z + w} > §<I>A(a,g).
Ce qu’il fallait démontrer. |

Lemme 3.7.8. Soient A un réseau de C et g € M(C) une fonction elliptique non

constante. Alors T(r,g) = r2.

Démonstration. Soit P un parallélogramme fondamental de A. On applique le théoréme

de Cartan 2.6.11. Donc
27

; do

T(Tag) = N(T7eleag)27+10g+|g(0)| sz(T7P7A)
0 ™

ol k est 'ordre de pp. Or d’apres le lemme 3.7.6

7TT'2

vol(A)’

N(r, P,A) =
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Donc T'(r, g) = r2. [ ]

Rappel corollaire 1.6.22. Soit g € M(C) une fonction elliptique non constante. Alors
g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une constante explicite
C > 0 telle que

Vde N, Vr >0, Z4(r,g) < C(dr)?.

Démonstration. Nous allons appliquer le critere 1.6.6 pour les fonctions méromorphes sur
C. La fonction g étant périodique, il existe une constante A > 0 telle que

VaeS!, Vze D(a,g), Yw e D(w0,g), d(z,w) = A.
Soit A le réseau des périodes de la fonction g et on introduit les cing suites suivantes

vol(A)d

VdeN, N\ = , Vg =2Xg, V4 = % inSf1 Dp(a,g), 6g=A et lg:=2m.
ae

Donc d’apres la proposition 2.7.18
VaeS!, Vze D(\g,a,9), Yw e D(vg,©,9), py,(z,w) = d(z,w) = 4.

De plus d’apres le lemme 3.7.7

2

A A
YA>0, VdeN, d« —— —Vae C, diamg(D(\,a,9)) > 1®x(a, g).
vol(A)

Donc d’apres la proposition 2.7.18
Vde N, VaeS', diamg(D(\g,a,9),D,,) = diamy(D(\g, a,g)) = va-

De plus d’apres le lemme 3.7.8 ci-dessus, T(r,g) = 2. Donc en appliquant le théoréme
1.6.6 avec les exposants ay =0, ag =y =0=1=0,3=1, Ag =S! et C, = D(vg,a,g),
on obtient

Vr >0, Vde N, Z4(r,g9) < (dv ¢(r))?,
avec ¢(r) = min{k € N | A\, = r}. Or o(r) = r2. Donc
Vr >0, VdeN, Z4(r,g) < (d v r?)?

Cependant on peut améliorer la dépendance en r de cette borne de la maniére suivante.
Soient P € C¢4[z,w] non nul et on pose

Vye A, P7(z,w) = P(t,(z),w) avec ty(z)=2z+7.
Alors il existe un rayon rg > 0 tel que
Vy €T, n(ty(D),Py) = n(D,P)) < Z4(ro,g) < d* v 1.

Donc

vdeN, Vre [0,1], Za(r,g) < r*sup Z4(t, (D), g) « (dr)*.
~YEA

Ce qu'il fallait démontrer. |
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Les fonctions fuchsiennes Dans ce deuxiéme paragraphe nous obtenons un lemme
de zéros polynomial pour les fonctions méromorphes sur I invariantes sous l'action d’un
groupe fuchsien. Rappelons d’abord quelques définitions vues dans l'introduction.

A~

Rappel définition 1.6.24. Un sous-groupe I' € Mob(C) est dit fuchsien pour un disque
A < C si ce dernier est laissé invariant par l'action de I' sur la sphere C et si Paction
induite par T" sur A est proprement discontinue. C’est-a-dire que pour tout compact
K c A, 'ensemble

{9eT|(g-K)n K + &},
est fini. On dit de plus que T est cocompact lorsque A/T" est compact.

A Torigine les groupes fuchsiens ont été introduits par Poincaré dans [90] pour le demi-
plan H. Toutefois la mesure de transcendance é4(, g) étant définie pour les fonctions sur le
disque D plutot que le demi-plan H, il est plus pratique de ramener I’étude des fonctions du
demi-plan & celle des fonctions du disque via Papplication conforme h(z) = ;—: envoyant

D sur H.

Rappel définition 1.6.25. Une fonction g € M(D) est dite fuchsienne s’il existe un
groupe fuchsien I' de D) dont 'action sur D laisse invariante la fonction g. Autrement dit
Vyel, VzeD, g(y-z) =g(2).

Définition 3.7.9 (Domaine fondamental - [60, Déf. 6.2]). Soit I" un groupe fuchsien de
D. Un domaine fondamental de I' est un sous-ensemble D de D tel que

VyeT\{Id}, (y-D)nD =g et | Jy-D=D.
~yell
On note vol(T") le volume hyperbolique de n’importe®! quel domaine fondamental de T.
Théoréme 3.7.10 ([3,66]). Soient T un groupe fuchsien de D, D un domaine fonda-

mental de Uaction T' sur D et g € M(D) une fonction fuchsienne invariante sous laction
de I'. Alors la somme des résidus de g dans D est nulle.

Ce théoreme 3.7.10 implique, grace au théoreme des résidus, que la distribution des
valeurs d’une fonction fuchsienne est particulierement simple.

Corollaire 3.7.11. Soient I' un groupe fuchsien de D et D un domaine fondamental de
T. Une fonction fuchsienne g € M(D) non ‘constante et invariante sous laction de I
atteint autant de fois®® toutes les valeurs de C dans le domaine D. Autrement dit

Vae C, n(D,a,g) = n(D,,g).

Le nombre n(D, w0, g) est appelé l'ordre de la fonction fuchsienne g.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme des résidus®® sur le bord du domaine D.
Gréace au théoreme des résidus, on obtient

A 1 g9'(€)
Va e C, n(D,a,qg) —n(D,0,g) = — d¢ = Rés.(g).
2im Jop 9(§) —a ZEZD
Or la fonction h = gf/a est une fonction fuchsienne et donc la somme des résidus de h

dans P est nulle d’aprées le théoreme 3.7.10. Soit Q un autre domaine fondamental de T'.
Alors .
Va e C, n(D,a,g) =n(Q,a,g).

21Les automorphismes de I étant des isométriques de D pour la métrique hyperbolique, ce volume ne
dépend pas du choix du domaine fondamental.

220n tient compte de la multiplicité des valeurs.

23Voir le chapitre VI de [66].
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Or pour tout a € @, il existe un domaine fondamental (), tel que a et o0 ne sont pas
atteints par g sur 0@Q,. Donc

VaeC, n(D,a,g) = n(Qq,a,9) = n(Qq,0,g) =n(D,w0,q).
Cela termine la démonstration du corollaire. |
Notation 3.7.12. Soient I' un groupe fuchsien de D et g € M(ID) une fonction non
constante invariante sous l'action du groupe I'. On note
Va e C, ®r(a,g) = sup {p(z,FZ) |zeC, g(z) = a},
avec ', ={y-z|vyeT, v+ 0}
Lemme 3.7.13. Soit I' un groupe fuchsien cocompact de . On choisit D un domaine
fondamental de T' et on note
N(r,D,T) =#{yeT |y D cD!}.
Alors

e’

lorsque 1 — 0.

Lemme 3.7.14. Soient T un groupe fuchsien cocompact de D et g € M(D) une fonction
non constante invariante sous l’action du groupe T'. Alors

VA€ [0,1], VdeN, d < voﬂr) Gi;) — Vae €, diamg(D(),a,g),D) > %@p(mg).

ot D est un domaine fondamental de T'.

Démonstration. On procéde comme dans le lemme 3.7.7. On fixe D un domaine fonda-
mental de I". Pour minorer D(A, a, g), il suffit de determiner le nombre de conjugués par
I" de D contenus dans le disque hyperbolique ]D)f avec r = log(%). Or d’apres le lemme

3.7.13, 11 y a de l'ordre de

me”

~ vol(A) ~ vofEA) G t i) ’

parallélogrammes contenus dans le disque hyperbolique D?, c’est-a-dire dans le disque
euclidien Dy. Donc lorsque d est petit devant N, le cardinal de D(\, a, g) est strictement
inférieur & d et donc d’apres la proposition 2.7.4

1 1
diamg(D(\, a, g),D) > imin {p(z,w) | z,w e D(\,a,9), z +w} > iq)p(a,g).
Ce qu’il fallait démontrer. [ |

Rappel corollaire 1.6.26. Soient I' € Mob(D) un groupe cocompact et g € M(D) une
fonction non constante et invariante par I'. Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial.
Plus précisément, il existe une constante explicite C > 0 telle que

Cdb

VdeN, Vre[0,1], Za(r,g) < T—
-Tr

Démonstration. La démonstration est similaire & celle du corollaire 1.6.22 ci-dessus. Cette
fois nous appliquons le critere 1.6.9 pour les fonctions méromorphes sur le disque D. La
fonction g étant périodique, il existe une constante A > 0 telle que

VaeS!, Vze D(a,g), Yw e D(w0,g), p(z,w) = A.
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Soient I" un groupe fuchsien laissant invariant la fonction g et D un domaine fondamentale
de I'. On introduit les cinq suites suivantes

s - 1+ Mg
volM)d” " 2
Donc d’apres le lemme 2.7.21

YaeS', Vze D(\a,a,9), Yw e D(vg,0,9), pu,(z,w) = p(z,w) = 4.

VdeN, \g:=1—

y Vd = iélsfl %‘I’r(a,g), 0 =A et lg:=2m.

De plus d’apres le lemme 3.7.7

™ 14X
vol(A)1— A
De plus d’apres le théoréeme de Cartan 2.6.11

VA>0, VdeN, d« — Va e C, diamg(D(), a,g),D,,) = 3®a(a,g).

27
) do 1+yy T
T _ N i N2 4 loeta(0 k d
(Vdag) 0 (Vd7e ’g> 271- + Og |g( )l « 1 — Vq VOI(F) «

ou k est 'ordre de la fonction fuchsienne g. Donc d’apres le théoréme 1.6.9 avec v = § =
I=0,a=1,=1,A;=S'et C, = D(v4,a,g), on obtient

VYdeN, Vre[0,1[, Z4(r,g) < (d v ¢(r))°,
avec p(r) = min{k € N | A\, = r}. On peut améliorer la dépendance en r de cette borne
de la maniére suivante. Soient P € C¢4[z, w] non nul et on pose
az+

h _ d _
Vhel, P"(z,w) = (yz + 0)*P(h(z),w) avec h(z) popny

Alors il existe un rayon rg > 0 tel que
Vhel, n(h-D,P,) = n(D,P;L) < Zoq(ro,g) <« d® v 1.
Donc

6
VdeN, Vre[0,1], Z4(r,9)

sup Za24(7v - D, g) <
- T ~el’ 1

Ce qu'il fallait démontrer. ]
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CHAPITRE 4

Distribution des petites valeurs

4.1 Introduction

Dans [27], Coman et Poletsky ont démontré le lemme de zéros général 1.3.15 dont nous
rappelons 1’énoncé ci-dessous.

Rappel théoréme 1.3.15. Soit g € O(C) une fonction transcendante. On suppose qu’il
existe C,Co > 1 et k > 1 tels que

vr » 0, Cym(r,g) < m(kr,g) < Cam(r,g) ot m(r,g) = log™ M(r,g).

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe une fonction ¢
strictement croissante telle que

VdeN, Vr >0, Zq(r,g) < (dv o(r)?,

Pour démontrer le théoreme 1.3.15, Coman et Poletsky utilisent d’une part leur majo-
ration de la mesure de transcendance eg(g) qu’ils ont démontrée dans [26] et d’autre part
la théorie d’Ahlfors des surfaces de recouvrement pour étudier la distribution des petites
valeurs de la fonction g, c’est-a-dire des antécédents par g de points du cercle unité S'.
La théorie d’Ahlfors est exposée dans la section 4.2 de ce chapitre. Dans le chapitre 3,
nous avons défini une mesure de transcendance holomorphe eg()\, g) et une mesure de
transcendance méromorphe é4(A, g) qui étendent aux domaines réguliers et aux fonctions
méromorphes la mesure de transcendance e4(g) de [26]. Dans ce méme chapitre, nous
avons donné des majorations de ces mesures en fonction de la distribution des petites
valeurs de la fonction g' et des poles de celle-ci. L’objet de ce chapitre est d’étudier
maintenant la distribution des petites valeurs d’une fonction g € M(D) ou g € M(C) &
I'aide de la théorie d’Ahlfors dans le but de majorer les mesures de transcendance. Plus
précisément, on cherche a minorer le d-ieme diameétre pseudo-hyperbolique de D(\, a, g)
dans I, uniformément lorsque a parcourt un arc de S'. Les hypothéses que nous faisons
sur la fonction g afin de pouvoir mener a bien cette étude sont de méme nature que
celles figurant dans le théoreme 1.3.15 a la différence pres que la fonction maximum est
remplacée systématiquement par la caractéristique de Nevanlinna.

Résultats

Les théorémes principaux de ce chapitre sont les deux théorémes suivants.

1Voir les théorémes 3.1.14 et 3.1.16.
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Rappel théoréme 1.6.16. Soient g € M(D) une fonction transcendante®, b € C et
Be|o, %[ On suppose que g vérifie l'une des hypothéses suivantes

e la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

log T — logT
i 198 (r,9) -1, Tm o8 (r,9)

=0(T BY.
o1 —log(1—7) r—1- —log(1l — 1) <o et n(r,b,g) = O(T(r,9)")

o il existe C1,Cy > 1 et k> 1 tels que logCy > k et
vr > 07 ClT<1 - %ag) < T(l - ﬁag) < C2T(1 - %79) et ’I’L(’ﬁ bag) = O(T(rmg)ﬁ)

e il existe p> 1 tel que T(1 — L, g) =7r* et n(r,b,g) = O(T(r,9)").

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants a,y > 0

VdeN, Vre|0,1], Z4(r,g) <T(r,g)" v d*.
De plus lorsque la deuxieme hypothése est vérifice, on peut prendre o = 1 +
ap(i\—ﬂ)

148
-5t
log &y . Lorsque la troisiéme hypothése est

\ _ _ logCsy
ot A= =5 et p= =52

2
xa-p) ¢ =
vérifiée, on peut prendre le méme o et v = a(1 — f).

Rappel théoréme 1.6.12. Soit g € M(C) une fonction transcendante, b € C et
B € |0, %[ On suppose que g vérifie l'une des hypothéses suivantes

e la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

lim log T'(r, g) >0, fim log T'(r, g)

t b,g) = O(T By.
oo lOgT o0 lOgT < e TL(T, 79) ( (Tag) )

o il existe C1,Cy > 1 et k > 1 tels que
Vr» 0, C1T(r,g) < T(kr,g) < CoT(r,g) et n(r,b,g) = O(T(r,g)").
o il existe p > 0 tel que T(r,g) < r” et n(r,b,g) = O(T(r, g)'@).
Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants o,y > 0 tels que
VdeN, Vr >0, Z4(r,g) < T(r,g)" v d°.
De plus lorsque la seconde hypothese est vérifiée, on peut prendre o = 1 + }i—ﬁ et

B
= M ou A = % et p = . Lorsque la troisiéme hypothése est vérifiée,

on peut prendre le méme o et v = a1l — ().

log C2
k

4.2 Théorie d’Ahlfors

Dans les années trente, Ahlfors a développé dans sa thése [1] une nouvelle théorie de la
distribution des valeurs des fonctions méromorphes basée sur des considérations géomé-
triques et topologiques plutét que purement analytiques. Cette théorie approfondit celle
développée par Nevanlinna® dix ans plutét sans pour autant la remplacer. Le principe est
d’associé a chaque fonction méromorphe g sur C une surface de Riemann ouverte S au-

3Voir la section 2.6 du chapitre 2.
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dessus de la sphere de Riemann @ puis de réduire ’étude de la distribution des valeurs de
g a la description topologique de cette surface .S et de la métrique sphérique définie sur S
en tirant la métrique sphérique de C via la projection de S sur la sphere de Riemann. Dans
le premier paragraphe de cette section, nous énongons les deux théoréemes fondamentaux
de la théorie d’Ahlfors qui jouent un role analogue au deux théorémes fondamentaux de la
théorie de Nevanlinna vue a la section 2.6. Nous présenterons également les améliorations
du second théoréeme d’Ahflors dus & Dufresnoy dans [33] qui s’aveérent pertinents pour
les problemes que nous cherchons a résoudre. Pour un exposé plus complet de la théorie
d’Ahlfors et de ses conséquences, le lecteur pourra se référer au chapitre VI de [118], au
chapitre 5 de [53] et au chapitre XIII de [82].

Les surfaces de recouvrement Dans cette section on désigne par le terme surface
une variété topologique & bords de dimension deux, connexe, orientable et triangulable*
au sens de la définition 4.2.2 ci-dessous. Une surface de Riemann d bords est une région
ouverte ou fermée d’une surface de Riemann compacte et connexe dont le bord est une
union disjointe d’'un nombre fini de courbes de Jordan. Nous reprenons ici la définition
d’une surface de recouvrement issue du chapitre XIII de [82]. On désigne par A le sim-
plexe standard de R?. Rappellons briévement les définitions de triangulation et de surface
triangulable.

Définition 4.2.1 (Triangle d’une surface). Soit S une surface. Un triangle de S est la
donnée d’une application s : A — S continue et injective. Le bord 0s de s est défini
comme étant I'image de 0A par s. L’intérieur § de s est défini comme 'image de A par s.
Enfin les arétes de s sont les images des arétes du triangle A par s. Par abus de langage
I'image de A par 'application s est confondue avec application elle-méme lorsque cela
ne porte pas a confusion.

Définition 4.2.2 (Triangulation d’une surface). Soit S une surface. Une triangulation de
S est la donnée d’une famille® T de triangles de S vérifiant les deux propriétés suivantes.

e deux triangles distincts de T sont d’intérieur disjoint,

e tout point z € S admet un voisinage qui ne rencontre qu'un nombre fini de triangles de
la triangulation T

On dit que S est une surface triangulable si cette surface admet une triangulation T
telle que définie ci-dessus. De plus une triangulation 77 de S est dite plus fine que la
triangulation T si tous les triangles de T se décomposent en des triangles de T".

Nous pouvons définir maintenant 1’objet principal de la théorie d’Ahlfors & savoir les
surfaces de recouvrement.

Définition 4.2.3 (Surface de recouvrement - [82]). Soit Sy une surface. Une surface de
recouvrement de Sy est la donnée d’un quadruplet (S, 7, T,Tp) ou S est une surface de
Riemann a bords, m une application de S dans Sy, T une triangulation de S et T une
triangulation de Sy telles que

e l'image par m d'un triangle de T est un triangle de Ty,

e l'image par 7 de deux triangles voisins® de T sont voisins dans Tp.

4D’aprés le théoréme de Radé, toute surface est triangulable et donc cette hypothese s’avere superflue.
Voir §8 du chapitre 1 de [2].

50n ne suppose pas que la famille soit finie.

6Deux triangles sont dits voisins s’ils ont une aréte en commun.
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Afin d’alléger les notations on désigne parfois la surface de recouvrement par la lettre S
seulement.

Exemple 4.2.4. Soient S une surface et 7 : S — Sy. On dit que 7 est une application
topologiquement holomorphe si pour tout z € 5, il existe un voisinage ouvert V' de z et une
carte’” h: V — C telle que pour tout w € V, m(w) = h™(w) pour un m € N* dépendant
de V. Alors pour toute triangulation 77 de S, il existe une triangulation plus fine 7' de
S telle que Ty := w(T') soit une triangulation de la surface Sy et (S,n, T, Tp) forme une
surface de recouvrement de Sj.

Remarque 4.2.5. Toute surface de Riemann a bords est triangulable et orientable. Réci-
proquement toute surface réelle triangulable et orientable peut étre muni d’une structure
de surface de Riemann a bords. De plus si S est une telle surface et 7 : S — C est une
application topologiquement holomorphe, alors il existe une unique structure de surface
de Riemann sur S de sorte que 7 soit holomorphe.

Définition 4.2.6. Soit (S, T, Tp) une surface de recouvrement de Sy.

e soient D = Sy un domaine et C' une composante connexe de 7 (D). Le bord relatif
0x(C) de C au-dessus de D est la partie de dC' dont I'image par m n’est pas contenu
dans 0D. On dit quune composante connexe C' de 71 (D) est une ile au-dessus de D
si 0-(C) = &. Sinon C est appelée une péninsule au-dessus D,

e pour tout k € N, le k-iéme feuillet Sy de S est la réunion des triangles s(A) lorsque s
parcourt I’ensemble T}, suivant

Ty = {s€Ty|3s1,...,s, €T distincts et Vi€ {1,...,k},mos; = s},

e pour tout domaine D < Sy, on note n(D,n) le nombre d’iles qui se projettent sur D
via l'application 7.

Métrique admissible Dans le paragraphe précédent nous avons exposé le pendant
topologique de la théorie d’Ahlfors. Il nous reste a introduire les aspects métriques de
celle-ci. Nous allons munir la surface Sy d’'une métrique d qui induit une métrique sur S
via la projection 7 de la surface de recouvrement considérée. Cependant I’espace métrique
(So, d) doit vérifier certaines propriétés supplémentaires que nous décrivons maintenant.

Définition 4.2.7 (Métrique admissible). Soient S une surface compacte et C une classe
de courbes de Jordan sur S. On définit D comme étant ’ensemble des domaines de S
délimités par une courbe fermée appartenant a la classe C. Une métrique admissible sur S
est la donnée d’une métrique d sur S et de deux applications L:C - R, et ZT: D — R,
vérifiant les propriétés suivantes

o (additivité). Les applications £ et Z sont additives.
e (connexité). Pour tout z,w € S, il existe un arc de C reliant les points z et w,

o (quasi-géodésique). Pour tout z,w € S
d(z,w) == inf {L(a) | « € C, a(0) = z et a(1) = w}.

Autrement dit la distance entre z et w peut étre approchée par la longueur d’une suite
de courbes de Jordan de C reliant z a w,

"Une carte est une application homéomorphe sur son image.
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e (topologie). Pour tout z € S et & > 0, il existe un voisinage U < S de z tel que pour tout
w € U, d(z,w) < e. Autrement dit la topologie de S est plus fine que la topologique
induite par d sur S.

o (inégalité isopériméirique locale). Pour tout z € S, il existe un voisinage U < S de z
et une constante h(z) > 0 telle que pour toute courbe fermée o de C contenue dans U
délimitant le domaine D de S, la longueur de « et l'aire de D vérifie 'inégalité

Z(D) < h(z)L(a),

Les courbes de C sont appelées les courbes admissibles de S tandis que les domaines de D
sont appelés les domaines admissibles de S.

Définition 4.2.8 (Nombre moyen de feuillets). Soit S une surface de recouvrement de Sy
munie d’une métrique admissible. Alors pour tout domaine admissible D de Sy et toute
courbe admissible 5 de Sy, le nombre moyen de feuillets de S au-dessus du domaine D,
respectivement de la courbe 3, est défini par

_ (D) L@
S =7,m) SV = 2,5

Exemple 4.2.9. Soit S une surface de Riemann a bords. Toute fonction p : S — R¥
définie une métrique admissible sur S de la maniére suivante

e la classe C des courbes admissibles est constituée de I’ensemble des courbes de Jordan
analytiques par morceaux sur S,

e pour tout B € C, on définit la longueur L() de l'arc § par l'intégrale S(l) p(B(t))dt on
t — B(t) est une paramétrisation par longueur d’arcs de 3,

e pour tout domaine admissible D, on définit son aire Z(D) par §,, p*(z)dz.

On s’assure aisément que les applications £ et 7 ainsi définies satisfont toutes les propriétés
décrites en 4.2.7.

Les théorémes fondamentaux d’Ahlfors Le premier théoréme d’Ahlfors 4.2.10 ci-
dessous est ’analogue pour les surfaces de recouvrement du premier théoréme fondamental
de Nevanlinna 2.6.5. Ce théoréme compare le nombre moyen de feuillets au-dessus d’un
domaine D < Sy d’une surface de recouvrement S avec le nombre moyen de feuillets de
cette surface S au-dessus de Sj.

Théoréme 4.2.10 (Premier théoréme fondamental d’Ahlfors - [1,82]). Soit Sy une sur-
face compacte munie d’une métrique admissible. Alors il existe une constante h > 0 telle
que pour toute surface de recouvrement S de Sy, pour tout domaine admissible D de Sy
et pour toute courbe [ admissible de Sy

hL(S)

S(5) = S(D) < Fpg

et |S(S) — S(B)| < hL(S).

Avant d’énoncer le second théoreme fondamental d’Ahlfors, examinons le cas des revé-
tements ramifiés de surfaces sans bords.

Théoréme 4.2.11 (Formule de Riemann-Hurwitz - [50, section IV.2]). Soient S et Sy
deuz surfaces de Riemann compactes sans bord et w: S — Sy un revétement ramifié de

degré d. Alors
X(S) = dx(So) = Y, (ex — 1),
zeS
ou e, est le degré de ramification de x au-dessus de Sy.
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Lorsque le revétement 7 de ’énoncé précédent n’a aucune ramificiation, la formule de
Riemann-Hurwitz se réduit a x(S) = dx(So). Le terme ] _o (e; — 1) est donc une sorte
de correction lorsque le revétement 7 admet des ramifications. L’analogue de la formule
de Riemann-Hurwitz pour les surfaces de recouvrement est le théoréme suivant démontré
par Ahlfors dans sa these.

Théoréme 4.2.12 (Second théoréme fondamental d’Ahlfors - [1,82]). Soit Sy une surface
compacte. On suppose que Sy est munie d’une métrique admissible au sens de 4.2.7. Alors
il existe h > 0 telle que pour toute surface de recouvrement S au-dessus de Sy

max{x(8),0} = x(S0)S(S) — hL(dS).

Contrairement a la formule de Riemann-Hurwitz, le théoréme d’Ahlfors ne donne
qu’une inégalité. Le degré d est remplacé dans ce contexte par le nombre moyen des
feuillets S(S). Quant au terme hL(0S), il joue le role d'un terme d’erreur qu’il faut
majorer. Ce probléme délicat est discuté dans la section suivante. Bien que le second
théoréeme d’Ahlfors ne donne qu’une inégalité entre les caractéristiques d’Euler, celui-ci
reste néanmoins puissant lorsqu’on 'applique a des surfaces de recouvrement de la sphere
de Riemann C munie de la métrique sphérique. Grace aux travaux de Dufresnoy, il est
possible dans ce dernier cas d’expliciter davantage la constante h du théoréeme 4.2.12.
Sauf mention contraire, la surface C est toujours munie de cette métrique sphérique et
toute surface de Riemann & bords recouvrant C est munie de la métrique admissible as-
sociée a la métrique sphérique. On rappelle la notion de dérivée sphérique d’'une fonction
méromorphe.

Définition 4.2.13 (Dérivée sphérique - [46, p. 18]). Soient S une surface de Riemann
compacte et g € O(S,C). La dérivée sphérique de g en z € S est définie par

_ _lgG)l
pg(2) = W

Définition 4.2.14 (Caractéristique d’Ahlfors - [46]). Soit S une surface de Riemann
compacte et g une fonction méromorphe de S vers la sphere de Riemann C. On définit le
nombre moyen de feuillets de S au-dessus de C et la longueur relative de S au-dessus de
C par

S(8.9) 1= 1 [ sz et £@S.0) =2 _py(6date)

oS

Le second théoréme d’Ahlfors appliqué aux surfaces de recouvrement de C associées
aux fonctions méromorphes peut étre compris comme une variante géométrique du second
théoreme fondamental de Nevanlinna. Toutefois les deux énoncés ne sont pas équivalents.
Comme nous 'avons annoncé, la constante A du théoréeme 4.2.12 a été explicitée par
Dufresnoy dans [33] dans le cas ol Sy = C est muni de la métrique sphérique.

Théoréme 4.2.15 (Dufresnoy - [33]). Soit S une surface de Riemann d bords recouvrant
C et g domaines D,...,D, de C dont le bord est analytique par morceauz et qui sont
disjoints deuz da deux. Alors

q
3
(9= 2)8(8) < x(8) + 1+ > ADi, ) + (0 — 2) 5= L(08),
i=1
ot 0 est la distance sphérique minimale séparant les domaines Dy, ..., Dq. De plus cette

inégalité reste valable lorsque les domaines D; sont réduits a des points.
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Remarque 4.2.16. Dans le théoréme de Dufresnoy 4.2.15 ci-dessus le coefficient ¢ — 2
devant le terme S(S) correspond & la caractéristique d’Euler de la sphere de Riemann
privée de ¢ domaines disjoints deux & deux. Quant & la somme x(S) + 1 + >, n(D;,7)
celle-ci correspond a la caractéristique d’Euler de la surface S privée de toutes les iles
situées au-dessus des domaines D;. Il est a noter qu’6ter les péninsules en plus des iles au-
dessus des domaines D; ne changerait pas la caractéristique d’Euler puisque ces derniers
touchent le bord de la surface S.

Applications aux fonctions méromorphes sur un disque Nous appliquons dans
la section suivante le théoréme de Dufresnoy sur un disque. A cette fin, on introduit les
deux caractéristiques suivantes.

Définition 4.2.17. Soient g € M(Dg) et r € [0, R[. On définit le nombre moyen de
feuillets de g et la longueur relative du bord de g au-dessus de D,. par

1
S(r.g) == S(Orog) = 1+ | Az et Llrg) = L@ =2 [ py(€)aote)
r ol
On obtient le corollaire 4.2.18 suivant en revenant aux définitions et en appliquant le
théoréme de Dufresnoy 4.2.15.

Corollaire 4.2.18. Soit g € M(Dg). Alors pour ai,...,aq4 € C deuz ¢ deuz distincts

vre [0, R[, (q—2)S(rg) < +1+Z A(r, i g) + (g — 2)—

25 £ 9),

ot § est la distance sphérique minimale entre les points a;.

Formules de Shimizu-Ahlfors De méme que les fonctions de comptages n(r, a, g) ne
croissent pas suffisamment régulierement et qu’il est nécessaire d’introduire des fonctions
de comptage en moyenne N (r,a,g) pour énoncer le premier théoréme de Nevanlinna, le
nombre moyen de feuillets S(r,g) introduit par Ahlfors n’est pas une fonction dont la
croissance est assez réguliere et on doit considérer une moyenne de cette derniére. On
introduit & cette fin la caractéristique de Shimizu-Ahlfors.

Définition 4.2.19 (Caractéristique de Shimizu-Ahlfors - [46, p. 18]). Soient g € M(Dg)
et 7 € R tel que 0 < r < R. La caractéristique de Shimizu-Ahlfors de g est définie par

T(r,g) = fDT log <|Z)—|)p§(w)dw avec S(t,g) = JDT p?](w)dw

Or . p
WeMRLTmm:fswmi
0

= (4.2.1)

En effet grace au théoreme de Fubini

vr e [0, R, T(T,g)zf <1og| I) J Jit ()
J J fzﬂ = p2(se’)dbdtds —J j J% = p2(se)dfdsdt
-J, ([, Aee) - [ se

La caractéristique d’Ahlfors-Shimizu T (r, g) joue le role de la caractéristique de Nevan-
linna dans la théorie d’Ahlfors. La formule de Shimizu-Ahlfors ci-dessous est ’analogue
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de la formule de Poisson-Jensen 2.5.4 ou la métrique euclidienne au but a été remplacée
par la métrique sphérique.

Théoréme 4.2.20 (Formule de Shimizu-Ahlfors - [46, Th. 2.6]). Soient g € M(Dg) non
constante, 0 <r < R et z € D,. tels que g(z) + co. Alors

1 r? —wz o2 2 o dl
2 otog | D= 2wydw = | B 10ga /1 i0y[222
WJ;DT o8 r(w — 2) py(w)dw JO [ret? — 2|2 o8 +lg(ret?)] o2
r2 —b,z
—1 1 2 1 - n=
ogv/1+1g(2)?+ Y. log )|’

[by | <7

ot (by) est une énumération avec multiplicité des poles de la fonction g dans le disque
D,..

Gréce a la formule de Shimizu-Ahlfors 4.2.20, il est possible de démontrer ’analogue
suivant du premier théoréme de Nevanlinna 2.6.5 pour la caractéristique de Shimizu-
Ahlfors T (r, g).

Théoréme 4.2.21 ([46, Th. 4.2]). Soit g € M(Dg) non constante. On note

27
A 1 de 1+ |al?
VaeC, ¥re[0,R[, m(raqg) ;:J og—— LA, VIt lal
0 x(g(re’?),a) 2m lex(a)]
ot cy(a) est le premier coefficient non nul dans le développement en série de Laurent de
g(z) —a en zéro. Alors

VaeC, Vre[0,R[, T(r,g) = m(r,a,g)+ N(r,a,g).
La caractéristique de Nevanlinna T'(r, g) et celle d’Ahlfors-Shimizu 7 (r, g) sont en fait

de différence bornée d’aprés la proposition 4.2.22 suivante. Ainsi il est souvent possible
de remplacer I'un par I'autre dans la plupart des inégalités.

Proposition 4.2.22. Soit g € M(Dg) non constante telle que g(0) & co0. Alors il existe
une constante C > 0 telle que

vre [0,R[, |T(r,g) = T(r,g)| <C.
De plus la constante C ne dépend que du module de g(0).

Démonstration. La formule de Shimizu-Ahlfors 4.2.20 appliquée en z = 0 donne

1 [ )
Vre |0,R[, T(r,g) = %L log /1 + |g(rei?)|2d0 — log+/1 + |g(0)]2.

Or pour tout = > 0, logv/1 + 22 < log"x +log 2. Donc en utilisant cette majoration et la
définition de la caractéristique de Nevanlinna 2.6.4, on obtient 'existence de la constante
C souhaitée. |

4.3 Ahlfors-régularité

Afin de pouvoir appliquer le second théoréme d’Ahlfors 4.2.12, il est nécessaire que le terme
d’erreur L(r, g) soit négligeable devant le nombre moyen de feuillets S(r, g). Cependant il
se peut que le terme L(r, g) ne soit pas négligeable devant S(r, g) pour un certains rayons
exceptionnels. Pour les fonctions méromorphes sur C, on définit 1’ Ahlfors-régularité de la
maniere suivante.
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Définition 4.3.1 (Ahlfors-régularité). Soient g € M(C). On dit que la fonction g est
Ablfors-réguliére si pour tout € > 0, il existe une suite (r,) / o telle que

VneN, L(rn,g) <eS(rn,9).

On adopte une définition similaire de 1’ Ahlfors-régularité pour les fonctions méro-
morphes sur le disque unité D.

Définition 4.3.2 (Ahlfors-régularité). Soit g € M(D). On dit que la fonction g est
Ahlfors-réguliére si pour tout € > 0, il existe une suite (r,,) /1~ telle que

VneN, L(r,,g) <eS(rn,9),

On note A(D) 'ensemble des fonctions méromorphes et Ahlfors-régulieres sur D.

Critéres d’Ahlfors-régularité Dauns sa these [1], Ahlfors démontre que toute fonction
g € M(C) non constante est Ahlfors-réguliere. Sa démonstration repose sur I'inégalité de
Cauchy-Schwarz. Nous allons voir maintenant que sa méthode permet en fait de montrer
que lensemble E des rayons pour lesquels £(r,g) > &S(r,g) est de trés petite taille
et cela d’autant plus que S(r,g) croit rapidement. Afin de quantifier la taille de cet
ensemble exceptionnel, on introduit ci-dessous la notion de (¢, «)-densité et de mesure
logarithmique d’un ensemble.

Définition 4.3.3 (Mesure logarithmique et densité). Soient E < [0,00[ un ensemble
mesurable, v : [a,c0[— R* une fonction croissante et o > 0. On appelle mesure logarith-
mique L(E) de E et (1, a)-densité densy o(FE) de E les quantités

U(E) ::J dt et densy o(F) = lim ¢(r)f %,
B 1t Bt

7—00

avec E(r) = E n [r,o[. Lorsque ¢(E) < oo, on dit que E est de mesure logarithmique
finie et lorsque densy o(E) < o0, on dit que E est de (¢, a)-densité finie.

Remarque 4.3.4. Un ensemble E < [0, o[ est de mesure logarithmique finie si et seule-
ment si cet ensemble est de (1, 0)-densité finie pour ¢ une fonction croissante et tendant
vers l'infini. En effet l'intégrale SE(I) % converge si et seulement si les restes SE(T) dt

t
tendent vers zéro lorsque r tend vers 'infini.

Remarque 4.3.5. Pour tout o > 0 et r > 0, l'intégrale

dt
I(r) = J oo

est convergente et tend vers zéro lorsque r tend vers linfini. La quantité densy o(E)
mesure donc la vitesse de convergence de la fonction I en 'infini. De plus pour tout a > 0
tel que

liim M < 0,

r—00 re

la quantité dens, o(F) est finie.

Les deux propositions 4.3.6 et 4.3.7 suivantes impliques que les ensembles de mesure
logarithmiques finie ou de (1, a)-densité finie ne contiennent pas certaines suites (r,,) /' o0
telles que r, = n.

Proposition 4.3.6. Soient E c [0,00[ un ensemble mesurable et k > 1. On suppose que
U(E) < . Alors
Irg >0, Vr > 1, It e [r kr] tel quet ¢ E.
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Démonstration. Supposons par I'absurde qu’il existe une suite (r,,) / o telle que pour
tout n € N, [r,,, kr,] € E. Puisque la suite (r,) tend vers Uinfini et quitte & extraire une
sous-suite de celle-ci on peut supposer que pour tout n € N, r,.1 > kr,. Donc

kry,
OO—ZIO (k?“n> erdt Ci;t<OO.

C’est une absurdité ce qui termine la démonstration. |

Proposition 4.3.7. Soient E c [0,00[ un ensemble mesurable, ¥, ¢ : [a,00[— Ry deux
fonctions croissantes tendant vers linfini et o > 0. On suppose que

T P(r)
densy, o (F) < lim
volB) < lim o)
Alors Irg > 0, Yr > 1o, It e [r, (1 + 1/o(r))r] tel que t ¢ E. En particulier si
)

r—00 r

Alors Yk > 1, 3rg > 0, Vr > rg, 3t € [r,kr] tel que t ¢ E.

= Q0.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite (r,) / o telle que pour tout n € N,
lintervalle [r,, (1 + 1/o(r,))r,] soit contenu dans E. On note
Tn

VneN, v, =r, + .
o(rn)

Alors pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

d Vo d o
Vn = ng, z/;(rn)f )tl_‘l?w(,«n)J tl%gﬂ)(r )(11)

E(ry T
n 1 n
S¥m) (L ) g bl
ary (L+ 1/p(rn))™ rae(rn)
Donc quitte & prendre un rang ny = ng assez grand

V(1)

Vn = nq, densy o(E) =2 (1 —e)——= —¢
v ra(rn)
Donc
Ve >0, (1—¢) lim ) _ e < densy o(E).
r—o T‘"(p(?‘)
On conclut a une absurdité en faisant tendre ¢ vers zéro. |

Proposition 4.3.8. Soit g € M(C) non constante. Alors pour tout € > 0, il existe un
ensemble E < [0, 00[ tel que

2

densy, o(E) < s

T et Vre[0.[\E, L(rg) < =S(r.g),

ot Y(r) = S(r,g). En particulier toute fonction méromorphe non constante est Ahlfors-
réguliére.

Démonstration. On commence par démontrer que
Vr e [0,0[, £L3(r,g) < 87*rS'(r, g)
En effet d’une part d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

27 ) 2 2m 27 )
vr e [0,0[, £L2(r,g) = 4(‘[ Py (rew)rcw) < 4f TQdHJ- pg(rew)de
0 0 0

2m
< 87r7’2J pg (re'?)db,
0
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et d’autre part

27 2
r i L T,
Vre 0,0, S'(r,9) = ;J pf](re %)d6 > Sfrzrg)'
0

Notons
E={re[0,0[[L(r,g) >eS(r,9)}.

22 a1 L3(t, g) S'(t, )
at L Z 09 < " dt
vr € [0, 00, 872 JE(r) t = 8m2 fE(r) tS2(t, g) JE(r) S*(t,9)

Alors

Q0 !
gj Q(t’g)dtg L )
» S%(t,9) S(r.9)
On conclut en multipliant I'inégalité ci-dessus par S(r,g) et en prenant la limite supé-
rieure. Or densy o(E) < oo implique que E est de mesure logarithmique finie. De plus
d’apres la proposition 4.3.6 implique qu’il existe des suites (r,) / 00 qui ne sont pas
contenues pas dans F. Donc g est Ahlfors-réguliere. |

La proposition 4.3.9 s’étend aux fonctions g € M(D) caractéristique S(r, g) croit suffi-
samment vite.

Proposition 4.3.9. Soit g € M(D) non constante. Pour tout € > 0, il existe un ensemble
E c [0,00[ tel que

872
T et wre[0,o\B, L(p(r),0) < =S(p(r).9)

avec o(r) =1— 21 et ¢(r) = S(¢(r),g). En particulier si
lim (1 —7)8(r,g) = 0.

T—00

densy 1 (F) <

Alors g est Ahlfors-régulicre.

Démonstration. On a vu dans le proposition précédente que

vr e [0,1[, £%(r,g) < 87°rS'(r,g).

On pose
F=A{rel0,1[ | L(r,g) > eS(r,9)}-
Alors
g2 J dt 1 f L3(t,g) J S'(t,9) 1
vrelo1], — | Y« Z2V9 4« 9) gt < (431
1011 872 Jpiy t 872 Jp tS3(t, 9) r(ry S%(t, 9) S(r,g) (4.3.1)
On pose E = ¢~ 1(F). Or
dt d d
vr e [0, 1], J <2 J 2 >f =, (4.3.2)
pey b Jomireyy (1= 3)8% 7 Jne1oy)

Donc en combinant les inégalités 4.3.1 et 4.3.2
d dt _ 8r?
Vr e [1, 0], w(r)f —s < w(r)f =< LZ
E(r) 8 Bt b€
Ce qu’il fallait démontrer. De plus

lim $(r) = lim (1 -7r)S(r,g) = .

r—oo T r—1-

Donc d’apres la proposition 4.3.7 il existe des suites (7,) /' 00 qui ne sont pas contenues
dans E et g est donc Ahlfors-réguliére sous '’hypothese 4.3.1. |
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Stabilité de I’Ahlfors-régularité Le lemme 4.3.10 ci-dessous affirme que 1’Ahlfors-
régularité est invariante par transformation de Mébius au but.

Lemme 4.3.10. Soient g € A(D) et h € Mob(C). Alors la composition ho g appartient d
AD).

Démonstration. 1l suffit de vérifier le lemme pour les trois applications hi(2) = az (a +
0), ho(z) = z + b et hg(z) = —1 puisque ces dernitres engendrent toutes les autres
transformations de Mébius de C par composition. Notons que la conclusion du lemme
est évident pour hs car la dérivée sphérique est stable par inversion. De plus on a les
inégalités suivantes

1 1
VzeD, apg(Z) S Phacg(2) < C2pg(2) et 5=50g(2) < Phaog(2) < 3C3pg(2),
2

ou Oy := max(|al, ﬁ) et Cy := max(1, |b]). On conclut que h; o g et hy o g sont Ahlfors-
régulieres en intégrant les encadrements ci-dessus. |

4.4 Croissance des caractéristiques

Nous aurons dans la suite de ce chapitre des inégalités entre différentes caractéristiques
d’une fonction méromorphe sur un disque ou le plan. Nous établissons ces inégalités dans
cette section.

Croissance et transcendance Une fonction g € O(C) est transcendante si et seule-
ment si ce n’est pas un polynome. Plus généralement une fonction g € M(C) est transcen-
dante si et seulement si elle n’est pas rationnelle. C’est une application du grand théoreme
de Picard 2.6.2. En effet si g était une fonction méromorphe non-constante et algébrique
alors il existerait un ensemble fini F' et d € N tels que

¥z e C\F, #D(z,9) <d,

ou d est le degré d’un polynéme de C[z,w] annulant la fonction g sur C. En particulier
il existerait trois valeurs distinctes de C que g ne prendrait qu’un nombre fini de fois sur
C et donc g contredirait le grand théoreme de Picard 2.6.2. Lorsque 2 est un domaine
différent de C, il existe de nombreuses fonctions méromorphes et algébriques sur £ qui
ne sont pas des fractions rationnelles. Par exemple pour 2 = H, toutes les branches de
z — zw avec n € N* holomorphes sur H sont annulées par le polynome P(z) = 2" — z.
De méme, on obtient quantité d’autres fonctions holomorphes sur 2 et algébriques mais
non-polynomiales grace au théoréme des fonctions implicites . Dans ce paragraphe on
étudie le lien entre la croissance des caractéristiques de g et la transcendance de cette
fonction. Commencgons par examiner le cas plus simple des fonctions méromorphes sur C.
En utilisant la théorie de Nevanlinna, on peut démontrer la caractérisation suivante des
fonctions transcendantes sur C.

Théoréme 4.4.1 ([46, Th. 6.4]). Soit g € M(C). Alors g est une fonction transcendante
si et seulement st
T(r,g)

lim ——== =

r—o logr

Gréce a ce théoreme on peut également caractériser la transcendance d’une fonction
méromorphe g sur C & 'aide du nombre moyen de feuillets S(r, g).

8Voir [38, p. 34].
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Corollaire 4.4.2. Soit g € M(C). Alors g est une fonction transcendante si et seulement
si S8(r,g) n'est pas bornée.

Démonstration. Supposons que g est une fonction transcendante. D’apres la formule 4.2.1
et la proposition 4.2.22

Vr» 0, T(r,g) < T(r,g) € (logr)S(r,g). (4.4.1)

On conclut en appliquant le théoréme 4.4.1 que S(r, g) n’est pas bornée. Réciproquement
supposons que S(r, g) n’est pas bornée. Alors puisque S(r, g) est croissante, on a que pour
tout n € N, il existe un rayon r,, > 0 et une constante C,, > 0 tels que Vr » r,, S(r,g) >
Cy, et (Cy)/ o0. Donc

Vr >y, T(r,g) = f S(t,g) % > C), log <T> :

Tn

D’ou

T 2 2

Vn e N, <r”’f) > T(rn,Qg) » O,
logr2 logr2
Donc
T

lim (r,9) = o0,

r—oo (logr)
ce qui implique que g est transcendante d’apres le théoreme 4.4.1. |

Lorsque g est méromorphe sur le disque D, le lien entre la croissance de la caractéris-
tique de Nevanlinna T'(r, g) et la transcendance de g est plus compliqué. Néanmoins la
théorie d’Ahlfors donne des conditions suffisantes. La proposition 4.4.3 suivante montre
que les fonctions méromorphes et Ahlfors-régulieres de DD vérifient la conclusion du théo-
reme de Picard.

Proposition 4.4.3. Soit g € A(D). Alors les fibres de la fonction g au-dessus de C sont
toutes infinies sauf peut-étre pour deuz valeurs exceptionnelles.

Démonstration. On suppose qu’il existe a,b,c € C distincts tels que les fibres de g au-
dessus de ces trois points soient finies. On applique le théoréme de Dufresnoy 4.2.15 a la
fonction g sur D. D’ou

3
%E<’P7g),

ou 0 est la distance sphérique minimale entre a, b et ¢. Puisque g € A(D), il existe un
borélien E c [0, 1] tels que

Vre[0,1], S(r,g) < 1+ n(r,a,g) +a(r,b,g) + n(r,c,g) +

1872 26
Qe (6(E)) < gy ot Vre[0,10\E, £(r,g) < 2-S(r,9)
avec ¢(r) = = et ¥(r) = S(1 — 1, g). Donc
Vre[0,1\E, (1 -¢)S8(r,g9) < n(r,a,g9) +n(r,b,g) + n(r,c,g) + 1. (4.4.2)

Or I’ensemble [0, 1[\E est infini. Donc il existe une suite (r,)/ 1~ telle que Vn e N, r, €
[0, 1[\E. Donc chaque r, vérifie 'inégalité 4.4.2. C’est une contradiction en choisissant &
assez petit. |

Une fonction algébrique ayant toute ses fibres finies sauf peut-étre un nombre fini
d’entre elles, on en déduit le corollaire 4.4.4 suivant.

Corollaire 4.4.4. Soit g € A(D). Alors g est transcendante au-dessus de C(z).
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Remarque 4.4.5. Il existe beaucoup de fonctions méromorphes et transcendantes sur
D ne vérifiant pas I’hypotheése de 4.4.4. Un exemple trivial est celui de la restriction au
disque unité d’une fonction transcendante et méromorphe sur C. Une telle fonction est
nécessairement transcendante sur D par un argument de prolongement analytique mais
ne peut vérifier la conclusion de 4.4.3 puisque son image est bornée sur le disque. Un
autre example moins évident est celui de la série

[e¢]

log(l —z2) := Z Lo,

n=1
Cette série est de rayon de convergence égal a 1. Elle est transcendante sur D et son image
n’est pas bornée. Toutefois le complémentaire de son image dans C est infini. En effet

Ve > 0, Arg(log(l —2)) > e = |log(1 — 2)| < log|1 — ¢,

ou Arg est la détermination principale de I’argument.

Remarque 4.4.6. Il existe des fonctions holomorphes sur le disque unité vérifiant la
conclusion du grand théoreme de Picard mais ne vérifiant pas les conditions de 4.4.3. Par
exemple dans [118, Th. VIL.17] Tsuji démontre que toute fonction g € O(D) d’ordre fini
p > 0 au sens de 2.3.16 vérifie que pour tout w € C sauf peut-étre une valeur et

Ve > 0, Z (1—|z))’T 7 =0 ou g Y(w) = {21, 2,...}.
k

En particulier les fibres de ¢ sont infinies sauf pour éventuellement une valeur. Or il existe
sur le disque unité des fonctions d’ordre 0 < p < 1 ne vérifiant pas les hypotheses de la
proposition 4.4.3. C’est le cas des fonctions de caractéristique de Nevanlinna bornée.

Comparaison de log" M(r,g), T(r,g) et S(r,g) Afin d’établir I'existence d’intervalles
admissibles dans la section 4.6, il est important de pouvoir comparer la croissance de
la caractéristique de Nevanlinna T'(r,g) et de la caractéristique d’Ahlfors S(r,g). Une
premieére condition nécessaire pour l'existence d’intervalles admissibles est que le carac-
téristique S(r, g) ne soit pas bornée. On peut donc faire cette hypotheése sans perte de
généralité.
Lemme 4.4.7. Pour tout j € N* et tout € > 0 il existe un réel r(j,e) > 0 tel que
Va,y > r(j€), log; (zy) < (1+¢){log; (2) +log; ()}
Démonstration. On sait bien que log(zy) < logx + logy deés lors que z,y € R%. Donc si
x > 1 et y est assez grand
log(z + y) < log(z) +log (1 + £) < log(x) + log(1 + y) < log(z) + (1 + ¢) log(y)
< (1 +e){log(z) + log(y)}.
Supposons qu’on ait montré la propriété au rang j € N* et soient x,y > r(j,&). Alors
log 1 (zy) < log; (logz +logy) < (1 + ¢){log; (logz) + log; (logy)}

< (L+e){log;yy () +1log; 1 (1)}
On conclut par récurrence sur j. ]

Lemme 4.4.8. Soient v1,p2 : [a,0[— Ry deux fonctions croissantes et non bornées.

e on suppose que
T dt
Vr e [0,00[, @a(r) = J p1(t)—.

t
0
Alors Vj e N*, pj[o1] = p;[wa] et Mj[e1] = Njlw2],
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® 0n suppose que . "
vre Lol ) = [ ez
Alors Vj € N*, pjlo1] = pilea] + A(5) et Ajlpa] € [ [ 2], Ajlpa] + A(F)] ou A(1) =
et A(k) =0 si k = 2.

Démonstration. Démontrons la premiere affirmation. Or

er dt er dt er
vre 0.l palen) = [ a®F = [ 0T = a0os () = a0,
0 T
Donc
log . log .
og; ¢1(r) < log; p2(er) log(er) ot qim 08(er) _
logr log(er)  logr r—w logr

Dot p;[p1] < pjlep2] et Aj[p1] < Aj[p2]. De plus
T dt
Vr e [0,00[, pa(r) = J. cpl(t)7 < (log )1 (r).
0

On fixe ¢ > 0 assez petit. D’aprés le lemme 4.4.7, il existe un rayon r(j,¢) tel que

Vr >r(j,€), log; pa(r) < (1 + ¢€)log;((logr)pi(r)) < (1+ 6)2{ log; ¢1(r) +log, 4 r}.
Donc

Vr >» 0,

log; a(r)
logr

log; ¢1(r)

log; .y
logr '

logr

<(1+¢)? + (14 ¢)?

Vr > r(j,e),
D’ou
pilpal < (1+€)%pilen] et Ajlwa] < (1+ €)* N[l
En faisant tendre € vers zéro, on obtient que p;[p2] < pj[p1] et Aj[p2] < Aj[p1]. Démon-
trons la seconde affirmation. Or

Vre [1,00[, pafer) = Le’” @1(t>% > fer p1(t) d2t = p1(r (f - i) »
)
)

- er
On fixe € > 0 assez petit. D’aprés le lemme 4.4.7, il existe un rayon r(j,¢) tel que

Vr >r(j,¢), log; p1(r) < (1+¢)log; (rea(er)) < (1 +¢) {logj pa(er) + log; r}
Donc

2log; pa(er) log(er)
log(er) logr

log, ¢1(r)

logr + (14 )?A().

Vr > r(je), <(+e)

D’ou
piler] < (L+e)*{p;lpa] + AG)} et Ajler] < (1+2)*{Aj[p2] + AG)}

On obtient 'inégalité dans le premier sens en faisant tendre e vers zéro. D’autre part

a(r) < @i(r). Donc p;lp2] < pjle1] et Aj[p2] < Aj[p1] ce qui permet de conclure pour
j > 1. Traitons le cas j = 1. Or pour tout € > 0

Vr e [0,00[, rilel=e « o) (r) « prrlerlte

Donc Vr € [0, oo

T dt T tprler]+e
pa(r) = J p1lt) g < J dt <« prilerl=ite,
1 - 1

t2

ce qui montre que p1[p2] < p1[ep1] — 1 + . On fait tendre e vers zéro pour conclure. W

Rappel proposition 2.6.10. Soient g € O(Dg) et t,r € R tels que 0 <t <r < R. Alors

r+i
T(t,g) <log"M(t,g) < < t)T(r, 9)-
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Le lemme 4.4.9 ci-dessous affirme que les fonctions T'(r,g), T (r,g) et S(r,g) ont le
méme ordre supérieur lorsque g est méromorphe sur C.

Lemme 4.4.9. Soit g € M(C) une fonction transcendante. Alors

— log.T(r, log. T (r, log,; S(r,
vien*, T e Tg) _ g log T(rg) oo log; S(rg)
T—=®0 logr r—00 logr r—00 log r
et
log; T'(r, log, T (r, log; S(r,
e N, lm 28 TM9 o log T(rg) o log; S(rg)
r—wo  logr r—w  logr r—ow  logr

De plus lorsque g € O(C) et ¥j € N*

T 10gj+1 M(Tv g) T IOgj T(T, g) s 10gj+1 M(T7 g) . IOgj T(Tv g)
lim ——— = lim ———— et lim ——— = lim ———.
T—0 logr r—o  logr r—o0 log r row  logr

Démonstration. La premiere égalité découle de la proposition 4.2.22 et du fait que la
caractéristique T (r, g) est non bornée puisque S(r, g) ne l'est pas d’apres le corollaire 4.4.2.
On peut donc appliquer le lemme 4.4.8 aux fonctions @1 (r) = S(r,g) et @a(r) = T(r, g)
pour conclure. Lorsque g € O(C), on applique la proposition 2.6.10 ci-dessus entre les
rayons r et 2r

2
Vr >0, T(r,g) <logtM(r,g) < (; T

>T(2T, g) <« T(2r,g).

r—r

D’ou la derniere égalité. |

Le lemme 4.4.10 ci-dessous permet quant & lui de comparer les caractéristiques T'(r, g),
T(r,g) et S(r,g) lorsque g est méromorphe sur le disque unité. Contrairement au cas
des fonctions méromorphes sur C, la caractéristique de Nevanlinna d’une fonction méro-
morphe sur D n’a pas toujours le méme ordre inférieur que la caractéristique S(r, g).

Lemme 4.4.10. Soit g € M(D) telle que la caractéristique S(r,g) ne soit pas bornée.
Alors

— log;T(r,g)  —— log;T(r,g) —— log;S(r,g)
. * i 2 A e PAI) 20850\ 9) a s
VEN M o i T A Dogii—r) ~ A Tlegaor) M)
et Vj € N*
log; T'(r, log. T (r, log, S(r,
A; = lim M = lim M et lim L(Tg) e[\, A + AU

o1 —log(l—7) 1= —log(l—r) o1 —log(l—7)
ot A(1) =1 et A(k) =0 pour k > 1.

Démonstration. La premiere égalité découle de la proposition 4.2.22 et du fait que la
caractéristique T (r, g) est non bornée puisque par hypotheése S(r, g) ne l'est pas. Or par
un changement de variable, on obtient
1-1 1
Sty St

Vr» 0, T(e(r),g9) = L B L 2t

dt.

On peut donc appliquer le lemme 4.4.8 aux fonctions ¢q(r) = S(1 — 1, 9) et po(r) =
T(1—1,g) qui sont croissantes et non bornées. |
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4.5 Minoration du d-iéme diameétre d’une fibre

Dans cette section on minore le d-ieme diameétre pseudo-hyperbolique des fibres de la
forme

D(r,a,g) = {z€D, | g(z) =a} avec a€S',

a l'aide des caractéristiques S(r, g), log™ M(r,g) et T(v,g) (avec v > r). Le grand théo-
réme de Picard (voir [95, ch.10, §4]) affirme que lorsque g € M(C) est transcendante et
a,be S (a % b), 'une des trois fibres D(a,g), D(b,g) et D(o0,g) est infinie. Cependant
le théoreme de Picard ne dit rien a priori sur la répartition des points dans le plan de
cet ensemble infini. La théorie d’Ahlfors que nous avons exposée au début de ce chapitre
permet de préciser la répartition des éléments d’une fibre de g. En ayant recours a la théo-
rie d’Ahlfors, Coman et Poletsky ont ainsi minoré dans [27] le d-iéme diametre euclidien
de lensemble D(r,a,g) lorsque g est une fonction entiére. Commengons par énoncer le
résultat de Coman et Poletsky.

Notation 4.5.1. Soient a,b e S! distincts et [ € ]0, 27[. On introduit les deux quantités

A(a,b) = x(a,b) exp{— ( Om )2} et A; = inf {A(a,b) |a,beS', x(a,b) = %},

4 x(a,b)
ot x(a,b) est la distance sphérique” entre a et b.

Théoréme 4.5.2 (Coman-Poletsky - [27, Th. 3.2]). Soient g € O(C) non constante,
a,be S distincts, r > 0 et d € N. On suppose que 6L(r,g) < x(a,b)S(r,g) et qu’il existe
une famille de d disques euclidiens de rayon au plus t > 0 telle que

16
D(?“—i-t,a,b,g)CU]: et d<4+A(a b)) < 8(r,g).

Alors
+
log 3r < 4dlog™ M (2r, g)
4t S(r,g)

Nous établissons dans cette section des résultats analogues au théoreme 4.5.2 valables
pour des fonctions holomorphes ou méromorphes sur le disque unité D ou le plan C.
Les résultats principaux de cette section sont les théoremes 4.5.3 et 4.5.4 ci-dessous. Ces
énoncés affirment que le d-iéme diameétre pseudo-hyperbolique d’'une fibre D(r, a, g) dans
D, avec a parcourant un certain arc de cercle A = S' de longueur positive [ > 0 ne peut
pas étre trop petit lorsque d n’est pas trop grand devant S(r, g). Cette derniére condition
est naturelle. En effet le terme S(r, g) n’est autre que le nombre moyen de feuillets de la
surface de recouvrement S au-dessus de C obtenue en restreignant la fonction g au disque
D,.. Par conséquent on s’attend & ce que le plus souvent le cardinal de D(r, a, g) n’excede
pas S(r, g). Donc le d-ieme diameétre pseudo-hyperbolique d’une fibre restreinte a D, doit
étre en général nul lorsque d est trop grand devant S(r,g)'". A Dinverse lorsque d est
petit devant S(r, g), le d-itme diamétre pseudo-hyperbolique de presque toutes les fibres
D(r,a, g) lorsque a parcourt S! est non nul. Les théorémes 4.5.3 et 4.5.4 fournissent alors
une minoration de ces d-iéme diametres pseudo-hyperboliques dans ce dernier cas.

Théoréme 4.5.3. Soient g € O(D) non constante, r,e € 10,1[, l € 10,27[ et d € N. On
suppose que

3L(r,g) < eS(r,g) et d<eMNS(r,g).

9Voir la définition page 3.
10Voir la proposition 2.7.4.
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Alors il existe un arc A < S' de longueur av. moins | tel que

1 dlog® M (r, g)
Va € A, log (W(G)) < (1= 3(r, ) + 0(1),

ot y(a) = diamg(D(r, a,g),D,.). La constante omise est absolue.

Démonstration. Voir page 145. ]

Dans les énoncés 4.5.4 et 4.5.7 suivants, on note D(r,S!,g) la réunion des fibres
D(r,a,g) lorsque a parcourt S*.

Théoréme 4.5.4. Soient g € M(D) non constante, e,0 € 10,1[, r,v € R tels que 0 < r <
v<1,1€10,2n[ et d € N. On suppose qu’il existe u € Div(D,) tel que

d
3[,(7“, g) < 55(’/‘, g)a 2d('fl(V, OO,g) - deg(/’[’)) + X < 68(’[“, g)
1
supp(p) < D(v,0,9) et Yw e supp(u), Vz e D(r,S, g), p,(w,2) = 0.
Alors il existe un arc A < S' de longueur au moins I tel que
1 v+ dT (v, g) ddeg(v)log(})
Yae A, 10g<> <( > +
v(a) v—r) (1-¢)8(ryg) (1-¢)8(ryg)
ot y(a) = diamgy(D(r, 0, a, g),D,). La constante omise est absolue.

+ log (%) + 0(1),

Démonstration. Voir page 147. |

Remarque 4.5.5. Afin de pouvoir appliquer les deux théoremes 4.5.3 et 4.5.4 ci-dessus,
il est nécessaire que la longueur du bord relatif L(r, g) soit petite devant le nombre moyen
de feuillets S(r, g). Cette condition est vérifiée par un grand nombre de rayons pour les
fonctions Ahlfors-régulieres'!. Il est donc possible d’appliquer ces deux théorémes pour
tout entier d deés lors que g est Ahlfors-réguliére sur le disque D.

Des deux théoremes 4.5.3 et 4.5.4, on déduit immédiatement les deux corollaires sui-
vants pour les fonctions holomorphes ou méromorphes sur C.

Corollaire 4.5.6. Soient g € O(C) non constante, r > 0, € € ]0,1[, I € ]0,2x[ et d € N.
On suppose que

3L(r,g) <eS(r,g) et d< 51\152&

Alors il existe un arc A < St de longueur av moins [ tel que
1 ) - dlog® M (r, g)
v(a)) ~ (1—€)S(r,g)

ot y(a) = diamy(D(r, a, g),D,.). La constante omise est absolue.

Va € A, log < +0(1),

Corollaire 4.5.7. Soient g € M(C) non constante, €, € 10, 1[, r,v € R tels que 0 < r <
v <o, le]0,2n| et deN. On suppose qu’il existe p € Div(D,) tel que

3L(r.g) < £8(r.g). 2d(n(v.0.g) — des(w) + - < =S(r.)
1

supp(p) © D(v,0,9) et Yw € supp(p), Vz € D(r,S',g), py(w,2) = 6.

Alors il existe un arc A  S' de longueur av. moins | tel que

) (1 A+7\  dT(\g)  ddeg(v)log(})
Vae 4, 1 g( ) < ()\r)(le)S(r,g) (1—¢e)S(r,9)

) + log <%) + 0(1),

ot y(a) = diamg(D (X, 0, a, g),Dy). La constante omise est absolue.

11Voir la définition 4.3.2.
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Recouvrement de disques Avant de démontrer le théoréeme 4.5.3 et 4.5.4 nous avons
besoin d’introduire quelques définitions et lemmes élémentaires sur les recouvrements finis
de disques dans un espace métrique géodésique (X, d), c’est-a~dire un espace métrique tel
que pour tout a,b € X, il existe une courbe v dans X de classe C!, reliant a & b et dont
la longueur Ag(7y) est égale & d(a,b). On appliquera ces résultats aux espaces métriques
géodésiques (Dy,py) dans le paragraphe suivant.

Définition 4.5.8. Soient (X, d) un espace métrique et F une famille de disques de X.
Pour tout n > 0, on définit I’homothétie de la famille F de facteur n comme la famille de
disques

n-F = {Dx(a,nt) : Dx(a,t) € F}.
Le rayon d’un disque D de X est noté r(D) et on définit le rayon de la famille F par
r(F) =Y per r(D) et le rayon minimal de la famille F par §(F) := min {r(D) : D € F}.

Lemme 4.5.9. Soient (X,d) un espace métrique et v € C1([0,1], X) une courbe. Pour
tout t € [0,1] on note v, la restriction de v sur [0,t]. Alors Uapplication t — Agy(7y:) est
continue sur [0,1].

Démonstration. On peut se contenter de montrer que lim;_,1- Ag(y:) = Ag(y). Or

Ag(ve) = JO Y (t)dt = J v (t)dt = L Y (t)dt = Aa(7).

0
Ce qu’il fallait démontrer. [ |

Le lemme 4.5.10 ci-dessous est démontré par Coman et Poletsky dans [27] dans le cas
ou X = C et d est la métrique euclidienne. On I’étend a n’importe quel espace métrique
géodésique.

Lemme 4.5.10. Soient (X,d) un espace métrique géodésique et E — X un ensemble
recouvert par une famille finie F de disques fermés de X . Alors il existe une famille G de
disques fermés de X telle que

e la famille G recouvre l’ensemble E.
e chaque disque de F est contenu dans un disque de G,
o les centres de disques de G sont recouverts par F,

o de plus #G < #F et r(G) < r(F).

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal n de la famille F.
On note D1, ..., D, les éléments de cette famille. Lorsque n = 1, il n’y a rien a démontrer.
Supposons que n = 2 et que les deux disques D1 = Dx (a1, 71) et Dy = Dx (a2, 72) ne sont
pas disjoints et 1 = ro. Alors il existe ¢ € X tel que les deux disques Dq et Dy soient
contenus dans Dx (c,r; + 72). En effet puisque (X, d) est un espace métrique géodésique,
il existe une courbe de Jordan v : [0,1] — X reliant a1 & as tel que d(a1,az) = Aq(7).
De plus d’apres le lemme 4.5.9, Papplication ¢ — Ag4(7y:) est continue sur [0, 1]. Donc par
le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0, 1] tel que Aq(y:) = ;72 Aa(7) et
prenons ¢ = (). Alors

r
Vz € Dy, d(c,z) < d(c,a1) +d(ar,2z) < Ag(y) + 1 < " Jfr Aa(y) +
2
2
< dlay,as) +r1 <7ry + re.
. (a1,az) 1 1 2
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De méme
r
Vz € Do, d(c,2) < d(c,az) + d(az,z) < Ag(y) — Aa(ye) + 2 < . ;7“ Ag(y) + 7o
1+ 72
T1
< d(ay,az) +ra <71+ 72.
"+ 7o (al 02) T2 T2

De plus ¢ appartient & D;. En effet

;
d(a1,0) = M) = —2—Ay(7) <o <.

Donc le lemme est vrai pour n = 2. On suppose désormais que n > 2 et on peut supposer
sans perte de généralité que Dy et D5 ne sont pas disjoints. On remplace alors la famille F
par la famille de disques Dx (¢, 71 +732), D3, ..., D, ol c est obtenu comme précédemment.
On applique alors ’hypothese de récurrence sur cette nouvelle famille qui est de cardinal
n — 1 et dont la somme des rayons est au plus r(F). |

Lemme 4.5.11. Soient (X,d) un espace métrique géodésique et E < X un ensemble
quelconque. Pour tout n > 0 et pour tout recouvrement F de E par une famille finie de
disques, il existe une famille finie G de disques vérifiant les trois propriétés suivantes

e les disques de la famille G sont disjoints deuz o deux et leur centres sont recouverts par
F,

o ona#G <#H#F et r(G) < (1+n)r(F),

e pour tout disque Dy € F, il existe une disque Do € G tel que
Dy c {z€ Dy :d(z,0D3) = né(F)}.

En particulier la famille G recouvre l’ensemble E.

Démonstration. On considere la famille de disques H = (1 + ) - F puis on applique le
lemme 4.5.10 sur la famille H afin d’obtenir G. Or

#G < H#H = #7F,

et 7(G) < r(H) < (1 + n)r(F) et tous les disques de H sont contenus dans au moins un
disque de G. Soit D1 = Dx (a,t) € F. Alors par construction le disque D3 = Dx (a, (14n)t)
est contenu dans un disque Dy de G. Donc

Vz € D1, d(z,0Ds) = d(z,0Ds3) = nt = ndé(F).
Ce qu’il fallait démontrer. |

Estimations locales des caractéristiques d’Ahlfors Nous avons besoin dans nos
démonstrations des théoreémes 4.5.3 et 4.5.4 de majorer le nombre moyen de feuillets et la
longueur du bord relatif de la surface de recouvrement associée a une fonction g € M(D)
sur des petits domaines contenus dans . Les propositions 4.5.12 et 4.5.14 ci-dessous
permettent de majorer la caractéristique S(D, g) avec D un disque pseudo-hyperbolique
de D, en fonction du rayon ¢ de ce disque et du maximum M (r, g) ou de la moyenne de
m(r, g). Ces deux propositions sont I’analogue du lemme 3.1 de [27].

Proposition 4.5.12. Soient g€ O(D) et r € |0, 1[. Alors

_ log" M(r,g)

VaeD,, Yte 0,1, S(D(a,t),9) < =+ L
log(;)
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Démonstration. On note D le disque D" (a,t). Appliquons la formule de Shimizu-Ahlfors
4.2.20 a la fonction g sur le disque D,.. On obtient d’une part

1 j 9o, (a, w)p (w)dw = L logy/ T+ 9P dws, (0.6) ~ log T+ o)

™

log 2 log 2
< | tog*lg(©)ldms, (0.6) + <57 < log"M(D,.g) + 257,

s

et d’autre part

1

1 1 .
ff 9o, (a,w) 2 (w)dw > = J 9o, (a,w)p2 (w)dw > - min gp. (mw)f P2 (w)dw
T D, s D T weD D

T weD

1 1
> —minlog [ ———— J 2(w)dw = —(logt)S(D, g).
g(pm(a’w» ng( ) (log1)S(D, g)
D’ou l'inégalité souhaitée. |

La proposition 4.5.12 admet ’extension 4.5.14 suivante aux fonctions méromorphes.
A la différence du cas holomorphe, il est nécessaire pour appliquer cette proposition de
pouvoir minorer la distance entre les pdles de g dans ID,. et un point du disque pseudo-
hyperbolique D" (a, t).

Lemme 4.5.13. Soient r >0, t € |0,1] et a € D,.. Alors

Vn e N*| diam,, (D" (a,t),D,) > t.

Démonstration. Le n-iéme diametre pseudo-hyperbolique étant un invariant conforme
d’apres la proposition 2.7.22; on peut supposer sans perte de généralité que a est l'origine
du plan et r vaut 1. Donc D”(a,t) n’est autre que D(0,¢). Or d’apres le lemme 2.7.15 si
on suppose que H!(D(0,t),D) < diam,,(D(0,¢),D) < ¢ alors il existe s € [0,] tel que le
cercle 0D, ne rencontre pas D(0,t). C’est absurde. |

Proposition 4.5.14. Soient g € M(D) et r,v € R tels que 0 < r < v < 1. Alors pour
tout 6 € 10,1[, t € ]0, i[, a €D, et pour tout u € Div(D,) tels que

supp(p) € D(v,0,9) et 3ce DM (a,t), Yw e supp(u), p,(c,w) = 4.
Alors

deg(u) log (5)
log (377)

+ 1.

S(Dy(a,t), ) < (” + r> (v, )

— @ + 2(n(v, 00, g) — deg(u)) +

Démonstration. On note D le disque D" (a,t). Appliquons la formule de Shimizu-Ahlfors
4.2.20 a la fonction g sur le disque D,,. Donc

1 f b, (¢, )2 (w)dw = L tog /T 9P, (e.€) o v T+ (o)

+ ) vog(w)gs, (c,w)

weD,,

< L g /T (P, (0.6) + Y voglw)an, ().

weD,

v
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Or
T weD
> 2 2ips (5 ey ) [, it
> wmelg log (W)S(D,g) > —log (QZt)S(D,g).
car pp, = (%)pp, sur D,. De plus d’apres 'inégalité de Harnack 2.1.27

1
| o/ T+ a@Pdms, (0.6) < <52 + [ tog*lg(©ldn, (.8

log 2
<B4 (@0 [ tog"lg(©)lden, 0.9
oD,

log 2
< O§ +(V+|C|>fn(u,g).

v =

1 1 1 .
* | w2 [ e ] ming, o) | pwide
™ Jp, ™ Jb D

Or d’apres le lemme 2.7.14 et pour tout € > 0, I’ensemble

E={zeD, ||B(z)| <"} avec n=n(v,,gq).
est de n-ieme diametre pseudo-hyperbolique dans D, au plus 2ec. De plus d’apres le
lemme 4.5.13, diam, (D, D,) > t. D’ou

diam,,(D,D,) = (g) diam, (D, D,) > ’;

On note n = vepg — p. Or

Y veg(g, (cw) = Y p(e)gn, (cw) + Y n(e)gn, (¢, w)
web,,

webD,, web,,
> —deg(p) log(d) — deg(v) log(e)

Donc en appliquant la premiere partie de la démonstration avec ¢ < %t, il s’en suit qu’il
existe c € D, tel que

v+|c|\ m(v, log (% 1

S0, < (2D ) PO i gy ) ]

v—lc| ) log (3%) log (%) 2

7 log (%
<(U+T>W+n(u,oo,g) g(f, + 1.
v—r)log (m) log (ﬁ)

Puisque le dernier membre de cette inégalité ne dépend pas de ¢, on peut faire tendre ¢
vers 2t pour conclure. |

v

Le théoreme de Landau ci-dessous affirme que la dérivée sphérique d’une fonction
méromorphe g € M()) ne peut croitre trop vite lorsque z tend vers le bord 02 deés lors
que g n’atteint pas pas trois valeurs distinctes {a,b, o0} sur Q.

Théoréme 4.5.15 (Landau - [53, p. 156] et [33]). Soient Q < C un domaine, g € M(Q)
et a,b e C distincts. On suppose que g n’atteint pas les valeurs a, b et oo sur €. Alors

C 6m 2
VzeQ z2) < ——— avec lo C’:(i).
I pg( ) d(Z,aQ) g( ) X(a,b)

Le théoréme de Laudau 4.5.15 est une version locale du théoreme de Picard. Il implique
d’ailleurs ce dernier. Dans [27], Coman et Poletsky utilise le théoréme de Landau pour
majorer la longueur relative £(D(a, ), g) lorsque g n’atteint pas trois valeurs {a, b, 00} sur
un petit voisinage du cercle dD(a, 7). Grace au théoreme de Landau 4.5.15 ci-dessus nous
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obtenons la majoration locale suivante de la caractéristique L£(0D,g) lorsque D est un
domaine contenu dans le domaine de définition de g.

Proposition 4.5.16. Soient Q < C un domaine simplement connexe, D € ) un do-
maine, g € M(Q), r € [0,1] et a,b e C distincts. On suppose que

Vz e dD, Dgq(a,b,00,9) nDq(z,1) = .
Alors

L(0D,g) <

C)\QT@D) avec log(C’) = (X(Gaﬂb))Q,

ot \q est la longueur hyperbolique dans ). En particulier

VaeQ, Vre[0,1], L(0Dgq(a,r),g) < ILZ
- T

Démonstration. Supposons dans un premier temps que {2 est le disque D et fixons w € 0D.
Soit ¢ € Mob(ID) envoyant Porigine sur w et posons f = go ¢. Or la fonction f n’atteint
pas les valeurs a, b et oo sur le disque pseudo-hyperbolique D (0, 7). D’apres le théoréme
de Landau 4.5.15

C

V2 € Da(0,r), ps(2) < graprsy:

ou C' est la méme constante que dans le théoréme de Landau. Or d’apres le lemme 2.7.17,
le disque D (0, ) est le disque euclidien D,.. Donc

6/ (0) () = s(0) < .

Or par un calcul direct, on obtient |¢’(0)| = 1 — |w|?. D’ott la majoration

qumgzLD%@Md@<20L do(z) _ 20Xa(0D)

r Jop1—122 r

En particulier lorsque D est le disque Dg (0, r) = D(0,r) alors

do(z) 27r
Ap(D) = T LE=-1_ 2
oD(0,r) |2| r

Lorsque a n’est pas nul, on obtient le résultat en appliquant une transformation de M&bius
et puisque Ap est un invariant conforme.

Lorsque €2 est un domaine simplement connexe, on obtient la proposition 4.5.16 en
considérant la fonction g o h avec h : D — Q une application conforme obtenue par le
théoréme d’uniformisation de Riemann. En effet

LOT@DLgem = | pra(ot) = [ oI ldo:)

:f po(2)do(z) = L(2D, g).
oD

et A\o(0D) = A\p(h™1(0D)) puisque la métrique hyperbolique est un invariant conforme.
|
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Démonstration des théorémes 4.5.3 et 4.5.4 En appliquant le théoreme de Du-
fresnoy 4.2.15 et les majorations locales des caractéristiques d’Ahlfors démontrées dans le
paragraphe précédent, on obtient les deux propositions 4.5.17 et 4.5.18 ci-dessous.

Proposition 4.5.17. Soient g € O(D), a,b € St distincts, d € N, e,7 € ]0,1[ tels que
3L(r,g) < ex(a,b)S(r,g) et une famille F de d disques pseudo-hyperboliques de D, de
rayon au plus t € ]0,1[ telle que

2¢%dt < 1, D(r,a,b,g) C U]-' et d<elMla,b)S(r,g).

1 dlog® M (r, g)
s (1) = %50 O

Alors

La constante omise est absolue.

Démonstration. On peut supposer que t < i puisque l'inégalité est immédiate dans le
cas contraire. Les disques de la famille F n’étant pas a priori disjoints deux & deux, nous
remplagons celle-ci par une famille G donnée par le lemme 4.5.11 ci-dessus avec = 1. La
famille G vérifie par construction 1 < #G < #F < d, r(G) < 2r(F) et les disques de G
sont disjoints deux & deux. Pour tout r > 0, notons ¥, := D,\| JG. Par additivité nous
avons la décomposition
S(r.g) = Sy, 9) = S(Zr,9) + Y, S(D, g).
Deg

Commengons par majorer la quantité S(D, g) lorsque D parcourt la famille G. Or d’apres
la proposition 4.5.12

logt M(r, g)

5(D.g) < log()

+1,
D’ou l’inégalité

log M (r, g log™ M (r, g)
#g 2, 5 #g 2 s

< +1. (4.5.1)
DeG Deg log( log( (9))

La troisiéme inégalité ci-dessus est obtenue par concavité de la fonction x — —1/(log )
sur l'intervalle |0, e™?[ et puisque 7(G) < 2r(F) < e 2. Or

#Glog" M(r,g) _ dlog" M(r,g) _ dlog" M(r,g)
log(7(g)) h log(7gy) o log(y)

puisque #G < d et r(G) < 2dt. En appliquant le corollaire 4.2.18 & la fonction g sur le
domaine 3,., on obtient

S(Zr,g9) < x(Dy) +1+n(%,a,9) +n(Sr,b,9) + (3, 0,9) + L(0%y, ).

3
2x(a,b)
Or la fonction g n’atteint pas les valeurs a, b et 00 dans le domaine ¥,. et ce dernier étant
borné par au plus x(D,) + d courbes de Jordan, sa caractéristique d’Euler est au plus
1+ d—1. Donc 5
Pour conclure il suffit d’obtenir une majoration suffisamment fine du terme d’erreur

L(0%,,g). Or
£(%,.9) < L@Drg)+ Y L(0D.g) < Lirg)+ 3 L(@D.y). (@5.3)
Deg Deg

Il reste & majorer dans I'inégalité 4.5.3 les termes de la forme £(0D, g) lorsque D parcourt
la famille G. Fixons un disque D € G. Pour tout ¢ € 0D, la fonction g n’atteint pas les
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valeurs a, b et co dans le disque D”(c,t). En effet, si w € D”(c,t) était un antécédent par
g de a ou b alors w € D(r,a,b,g) et donc w appartiendrait & un disque D’ de F. Donc

pr(0D,0D") < t

Cela contredit la construction du recouvrement G. Puisque pour tout ¢ € 0D, la fonction g
n’atteint pas les valeurs a, b et co sur le disque ]D)ff(c, t) alors d’apres la proposition 4.5.15

2C\p, (D) _ 4xC 6r \’
D,g) < . < < 1 =\—=) 4.5.4
L(0D,g) ; TP 8rC avec log(C) TR (4.5.4)
car t < i. Finalement en combinant les inégalités 4.5.1, 4.5.2, 4.5.3 et 4.5.4, on obtient
3 dlogt M (r, g)
S(r,g) <d+ L(0Y,9)+ ————+d
(r,9) (@D (0%r, 9) log (2)
127dC 3 dlogt M (r, g)
<d+ + L(r,g) + +d
W@y 2@y 0T T (@)
12 log™ M log™ M
cods 2O fg gy 4 DB M) g oy 0B M9)
x(a,b) 2 log () log (3;)
car par hypothése et par définition de A(a,b)
127dC  (127C +2)d _ 24wCd d €
2d + < < < S T,
@h) S x@h) @b S 2 20
Ce qu’il fallait démontrer. [ |

Rappel théoréme 4.5.3. Soient g € O(D) non constante, r,e € 10,1, I € 10,27 et
d € N. On suppose que

3L(r,g) < eS(r,g) et d<eMNS(r,g).
Alors il existe un arc A = S' de longueur au moins I tel que
1 ) - dlog* M (r, g)
@)/ = (1-¢)S(r,g)
ot y(a) = diamg(D(r, a,g),D,). La constante omise est absolue.

Vae A, log ( + O(1),

Démonstration. Soient a,b e S* tels que la distance sphérique x(a, b) est au moins i On
note F = D(r a,b,g) et v le d-ietme diametre de E. Supposons dans un premier temps
que v < 5 -1 Alors pour tout n > 0 tel que v+ 7 < 2}32, il existe un recouvrement F
de E par d disques dont la somme des rayons est au plus v + 7. Donc en appliquant la

proposition 4.5.17
1 dlog™ M
10g< ) < 298 (r.9) + O(1).
v+n)  (1=¢)38(rg)
En faisant tendre 1 vers zéro, on obtient

1 log™ M
bg(>:gd0g0uﬂ_%ou)
S

(1—2)S(r.9)
Lorsque v > —logy < log(2e?). Donc
1 dlog+M(r 9) 9
log () + log(2¢e”) + O(1).
S ) S T—9s09) (2¢7) + O(1)

Notons 4 le maximum de (a) et v(b). Donc
1 dlog™ M (r, g)
08 (52 ) < 1% g + Ol
2y)  (1=¢)8(r9) ©
Ainsi a ou b vérifie I'inégalité souhaitée. ]
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Proposition 4.5.18. Soient g € M(D), a,b € S* distincts, d € N, r,v € R tels que
0<r<wv<l,ee]0,1] tels que 3L(r,g) < 2ex(a,b)S(r,g), u € Div(D,) et une famille
F de d disques pseudo-hyperboliques de D,. de rayon au plus t € 10, 1[ telle que

d
2¢%dt < 1, D(r,a,b,0,g) C U]-' et 2d(n(v,,g) —deg(p)) + ™ <eS(r,g9),
!
supp(p) € D(v,0,9) et Yw € supp(u), Yee D(r,a,b, g), p.(c,w) = .

Alors

log ( % ) < ( + ) dT (v, g) + ddeg () log(})

- (1=9)S(rg) +log (

=)+ o).

r
La constante omise est absolue.

Démonstration. On peut supposer que t < l puisque l'inégalité est immédiate dans le
cas contraire. Les disques de la famille F n etant pas a priori disjoints deux a deux, nous
remplacons celle-ci par une famille G donnée par le lemme 4.5.11 ci-dessus avec n = 1. La
famille G vérifie par construction 1 < #G < #F < d, r(G) < 2r(F) et les disques de G
sont disjoints deux & deux. Pour tout r > 0, notons 3, := ID,\ | JG. Par additivité nous
avons la décomposition

S(r,g) = S(Dy,9) = S(=r,9) + Y, S(D, g).
DegG

On pose N = 2(n(v, 0, g) —deg(u)). Commengons par majorer la quantité S(D, g) lorsque
D parcourt la famille G. Or d’apres la proposition 4.5.14

d log(*
S(D’g)g(y—kr) T(v,g) N+Mfg<6)+1,
v—r)log(z57) log(5%)
D’ou l’inégalité
v+r\ T(v,g) | deg(p)log(s)
S(D,g) ( ) o+ +N+1
#G l;g #g 1;13 v—r)log(s%) log(5%;) s
d log (% o
< (V+r> T(i’qu) + eg(ﬂ)y;)g(a) ++N +1.
v=r/log(ghg)  lo8(@ie)

La troisieme inégalité ci-dessus est obtenue par concavité de la fonction 2 — —1/(logx)
sur I'intervalle ]0,e™2[ et puisque 7(G) < 2r(F) < e~2. Or

#9 4 _ d
v = vd
log(gy)  los(@gy)  los(a)

puisque #G < d et 7(G) < 2dt. En appliquant le corollaire 4.2.18 & la fonction g sur le
domaine 3,., on obtient

S(Erag) < X(Er) +1+ TL(ET, a, g) + n(Era b, g) + n(zm OO,g) + £(02T,g).

3
2x(a,b)
Or la fonction g n’atteint pas les valeurs a, b et o0 dans le domaine ¥, et ce dernier étant
borné par au plus x(D,) + d courbes de Jordan, sa caractéristique d’Euler est au plus
d—1. Donc

S g) <d+

3
NEN) L(0%,9). (4.5.6)

Pour conclure il suffit d’obtenir une majoration suffisamment fine du terme d’erreur

L(0%,,g). Or

L(0%,,9) < L(ODr,g) + Y. L(2D,g) < L(r,g) + Y. L(2D, g). (4.5.7)
Deg Deg
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Il reste & majorer dans I'inégalité 4.5.3 les termes de la forme £(0D, g) lorsque D parcourt
la famille G. Fixons un disque D € G. Pour tout ¢ € D, la fonction g n’atteint pas les
valeurs a, b et oo dans le disque D?(c,t). En effet, si w € D"(c,t) était un antécédent par
g de a ou b alors w € D(v, 0, a,b, g) et donc w appartiendrait & un disque D’ de F. Donc

pr(0D,0D") < t.

Cela contredit la construction du recouvrement G. Puisque pour tout ¢ € 0D, la fonction g
n’atteint pas les valeurs a, b et co sur le disque D”(c,t) alors d’apreés la proposition 4.5.15

20\, (0D) _ 4xC
L(0D,g) < ; STo 2

67 2
< 8nC avec log(C) = , 4.5.8
() @09

car t < 1. Finalement en combinant les inégalités 4.5.5, 4.5.6, 4.5.7 et 4.5.8, on obtient

dd log(%
S(rg) <d+ ——L(05,,9) + (” ki T) dT(v.g)  ddes(u)los(z)
2x(a,b) v—r)log(7%) log(7%4)
dd log(%
<2+ 127dC N 3 L(rg) + (l/ + r> dT(V,Vg) N eg(p) yog(é) AN
x(a,b)  2x(a,b) v—r)log (%) log(%)
12 T dd log(%
g2d+dN+7T7dC+ES(T’g)+ <V+7“)d (Vvu) eg(:u')yog((;)
x(a,b) 2 v—r)log (%) log(44)
dd log(%
< eS(rg) + (1/+7‘> dT(l/,Vg) N eg(u)yog(é)7
v—r)log (m) IOg(m)
car par hypothése et par définition de A(a,b)
127dC  (120C +2)d _ 247Cd d
2d + < < < <eS(r,g) — dN.
@b S @t @b S 2ap) <0
Ce qu’il fallait démontrer. |

Rappel théoréme 4.5.4. Soient g € M(D) non constante, £,6 € 0, 1], r,v € R tels que
0<r<v<l,le]0,2n] et d e N. On suppose qu’il existe pu € Div(D,) tel que

d
3L(r, g) < e8(r,g), 2d(n(v; 0, 9) — deg(p)) + + < eS(r.g)
l
supp(p) © D(v,0,9) et Yw € supp(p), Vz € D(r,S',g), py(w,2) = 6.

Alors il existe un arc A < S' de longueur av moins | tel que

e (L) (v dT(ng)  ddeg(v)log(d)
Vae 4, log (’y(a)> < (V—T) (1-2)S(r,g)  (1—¢)S(rg)

ot y(a) = diamgy(D(r, 0, a, g),D,). La constante omise est absolue.

+ log (%) + O(1),

Démonstration. Soient a et b deux points du cercle unité S' dont la distance sphérique
est au moins 2Z=L. On considére l'ensemble E = D(r,a,b,0,g) et on note v le d-iéme
diametre de E dans D,.. Supposons dans un premier temps que vy < ﬁ Alors pour tout
n>0telquey+n< e%, il existe un recouvrement F de E par d disques dont la somme
des rayons est au plus v + 1. Donc en appliquant la proposition 4.5.17

1 v+r dT(v,g) ddeg(t) log(%) v
1 < log ( — 1).

©8 (7 +?7> (V - r) (1-2)8(r,9) * (1-¢)S(r,9) +log (r) +0(1)
En faisant tendre n vers zéro, on obtient

log <1> < (V”)( dT(v,g)  ddeg(u)log(})

; v—r)(1-¢e)8(ryg) (1-¢)8(r,9)

+ log (%) +0(1).
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Lorsque v > ﬁ, —log vy < log(2¢?). Donc quelque soit la valeur de 7y

oo (L v+r\ dT(v,g) ddeg(p) log() oe(262) 1 1og (V.
o (1) < (057 astg * U o bistng) s +os (1) w0t
Notons % le maximum de y(a) et y(b). Donc
o 1 v+ dT (v, g) ddeg(p) 1og(%)
os (35) < (057 S asos * a5t

Ainsi 'un des deux points a et b vérifie I'inégalité souhaitée. ]

+ log (%) +O(1).

4.6 Existence des intervalles admissibles

La notion d’intervalle admissible a été introduite par Coman et Poletsky dans [27] pour
les fonctions entiéres. La raison d’étre de cette notion est de pouvoir appliquer le théoreme
4.5.2 de [27] pour une suite de degrés (d,,) / c0. On introduit dans cette section une notion
analogue pour appliquer les théorémes 4.5.3 et 4.5.4. Dans le cas d’une fonction entiére,
on définit les intervalles admissibles de la facon suivante.

Définition 4.6.1 (Systéme holomorphe d’intervalles sur C). Soient g € O(C) une fonction
non constante et « € ]0,1]. Un systéme holomorphe d’intervalles admissibles pour g
d’exposant « est une suite d’intervalles (I,,) de la forme

I, = [C(log+M()‘n7g))aaeAlS(/\nvg)] avec 3‘6(/\7179) < 268(}\7”‘9),
ou C >0, (A\,)/ 0 et g€ ]0,1[. On suppose de plus que
Vn >0, I, nN £ .
Les intervalles I,, sont dits admissibles pour g.
Remarque 4.6.2. La définition 4.6.1 ne coincide pas avec les intervalles admissibles
de Coman et Poletsky pour les fonctions enti¢res figurant dans [27]. En effet, la borne
de gauche de leur notion d’intervalles admissibles est de la forme S(A,, g)® plutdt que

(log"™ M (A, g)). Notre définition s’avere plus pratique & manipuler, notamment pour les
fonctions qui ne sont pas d’ordre fini.

Dans le cas d’une fonction méromorphe sur C, on définit les intervalles admissibles de
la facon suivante.

Définition 4.6.3 (Systéme méromorphe d’intervalles sur C). Soient g € M(C) non
constante et o € ]0,1]. Un systéme méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’ex-
posant « est une suite d’intervalles (I,,) de la forme

eMiS(Mn, 9)
n(m,0,9) + 1] 27 3L(An, 9) < 2e8(An, 9),

I, = |CT(vn, 9)°,
ou C >0, (A\n),(vp) /o0, VneN, 0 <A, <, etece ]0,1[. On suppose de plus que
Vn>»0, I, nN £ .

Les intervalles I,, sont dits admissibles pour g.

Pour les domaines réguliers du plan la définition 4.6.3 d’intervalles admissibles s’étend
naturellement de la maniere suivante.
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Définition 4.6.4 (Systéme holomorphe d’intervalles sur D). Soient g € O(ID) non constante
et « € ]0,1]. Un systéme holomorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant « est
une suite d’intervalles (I,,) de la forme

I = [C’(log+M()\n,g))°‘,5AIS()\n,g)] avec 3L(An,g) < 2e5(An, 9),
ou C >0, (\,)/ 1" et €€ ]0,1[. On suppose de plus que
vn >0, I, nN £ .
Les intervalles I,, sont dits admissibles pour g.
Définition 4.6.5 (Systéme méromorphe d’intervalles sur D). Soient g € M(D) une fonc-

tion non constante et o € ]0,1]. Un systéme fondamental d’intervalles méromorphe pour
g d’exposant « est une suite d’intervalles (I,) de la forme

EAIS()‘nvg)

In: T ns a7—
CT(n, 9) n(Vn,0,9) + 1

] avec 3L(An,9) < 2eS(An,9).

o C >0, (M), (wn)/17,¥neN, 0 <)\, <v, <1etee]0,1[. On suppose de plus que
VYn >0, I, nN £ .
Les intervalles I,, sont dits admissibles pour g.
Les lemmes 4.6.6 et 4.6.7 ci-dessous affirment que I'existence d’un systeme méromorphe
d’intervalles admissibles (I,,) pour g est une condition suffisante pour en déduire une
minoration uniforme du d,-iéme diametre de familles de fibres de g au-dessus d’arcs A,,

de S* de longueur fixée [ > 0 ou (d,) est n’importe quelle suite d’entiers strictement
croissante telle que Vn e N, d,, € I,,.

Lemme 4.6.6. Soit g € O(D) une fonction non constante. On suppose que (I,) est un
systeme fondamental d’intervalles holomorphe de g d’exposant a.. Alors pour tout n € N,
il existe un arc A, < S' de longueur | > 0 tel que

1 1
Vde I, nN, Yae A,, log () L da,
7(a)

ot y(a) = diamg(D(Ay, a,9),Dy,).

Démonstration. Par définition des intervalles admissibles
Vde I, nN, C(log" M\, g))* <d <eNS(Anyg) et 3La(An, g) < 26Sa(Mn, ).

On peut donc appliquer le théoréeme 4.5.3. D’apres le théoreme 4.5.3

1 dlogt M (X, g) 1
log (7((1)) & =280, 9) +0(1) « d=.

Ce qu’il fallait démontrer. |

Lemme 4.6.7. Soit g € M(D) non constante. On suppose que (I,,) est un systéme
méromorphe d’intervalles admissibles de g d’exposant a. Alors pour tout n € N, il existe
un arc A, < S' de longueur 1 > 0 tel que

1
Vdel, AN, Yae A, log [ ——) « (252 g3 4108 (22,
~(a) Vp, — An A

ot y(a) = diamg_s(D(An,a,9),Dy,) et s = n(A,,0,9).
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Démonstration. Par définition des intervalles admissibles
eNS(An, 9)

VdeI, AN, CT(v,,q)* <d < ——t2\Wm9)
€ In 0N, OT(vn,9) v, rg) + 1

En particulier puisque A; < 1
d d
Vd e Ina d?’L(I/d,OO,g) + X < X(n(ydawag) + 1) < 58()‘7139)3
l l
et 3L(An, 9) < 2eS(\n, g). On peut donc appliquer le théoréme 4.5.4. D’apreés le théoréme

4.54
o (57) < (30 st = () ~ow

Un + Ap, 1 Up
CUNANSAVC [ - | “n
< (Vn_)\n>d +og<>\n),
ot ¥(a) = diamg(D (A, a,00,g),D,, ). Or
’S/(CL) < diamd(D()‘na a, ooag)a]D))\n) < diamd—S(D(/\nva’g)v]D)/\n) < V(G)’

puisque #D()\,,, 0, g) < s. Ce qu'il fallait démontrer. |

Lemme 4.6.8. Soient g € O(C) non constante. On suppose que (I,) est un systéme
holomorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant a.. Alors pour tout n € N, il existe
un arc A, < S' de longueur 1 > 0 tel que

1
Vde I, nN, Yae A,, log (1) L da,
(a)

ot y(a) = diamg(D(An, a,g),Dy,, ).

Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme 4.6.9 ci-dessous. |

Lemme 4.6.9. Soient g € M(C) non constante. On suppose que (I,,) est un systéme
méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant «. Alors pour tout n € N, il
existe un arc A, < S' de longueur I > 0 tel que

1
Vdel, N, Yae Ay, log [ —— ) « (2252 ) g3 4 10g (22 |
~v(a) Vn — An An

ot y(a) = diamg_s(D(An,a,9),Dy,) et s = n(A,,0,9).

Démonstration. Par définition des intervalles admissibles
NSy,
Vde I, N, CT(vn,9)* <d < _eMSOn,g)
n(vp,©,g9) + 1

En particulier puisque A; < 1

d d
Vd e I,,, dn(vg,,g) + " < A—(n(ud,oo,g) +1) <eS(An,9)
l 1

et 3L(An,g) < 265(An, g). On applique théoreme 4.5.4 & la fonction hy,(2) = g(2v,2) sur
le disque I et pour les rayons A, = A,/(2v,) et 7, = 3. D’aprés le théoréme 4.5.4

o5 (537 < d(l(i>s)<§(h]§) rlog (5 ) 00

“ (5 i) g Tz(;g’(il,m log (£) + 001

Un + A\n 1 Up
a +1 zn
3 (Vn_)\n>d +og<>\n),
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ol "NY(G/) = dlamd(D()‘nv a, 0, 9)7 Dx\n)' Or
F(a) < diamg(D(An,a, 0, 9), D)m) < diamg—s(D(Ay, a, 9), D)\n) < v(a).

puisque #D()\,, 0, g) < s. Ce qu'il fallait démontrer. |

Existence d’intervalles admissibles

Dans cette sous-section on démontre 'existence d’intervalles admissibles pour des fonc-
tions méromorphes g sous des hypotheéses de croissance de la caractéristique de Nevanlinna
T(r,g). On examine séparément le cas des fonctions méromorphes sur le plan C et sur le
disque D. Afin de comparer la caractéristique de Nevanlinna T'(r, g) entre deux rayons r
et v proches nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.6.10 (Borel - [125, Lemme 1.1.5]). Soit o(r) une fonction croissante et conti-
nue sur lintervalle [a, 0 telle que p(a) = 1. Alors il existe un borélien E — [a, 0| tel
que

M(E) <2 et Vrela,o\E, go(r + ﬁ) < 20(r).

Cas du plan C On démontre dans ce paragraphe que toute fonction g méromorphe et
transcendante sur C admet un systeme méromorphe d’intervalles admissibles au sens de
4.6.5 & condition qu’il existe 3 € [0, 1] tel que

n(r,0,g) = O(T(r,, g)"), (4.6.1)
lorsque r — oo et T'(r, g) croit plus vite qu’un polynome.
Proposition 4.6.11. Soit g € M(C) une fonction transcendante. Pour tout € > 0 et

v >0, il existe un borélien E < [0, 0] tel que {(E) < o0 et

T(¢(r),9)
S(r,g)

Vr e [0, o[\E, «logr avec ¢(r) =1+ et 3L(r, g) < 2e8(r, g).

T(r,g)7

Démonstration. D’apres 1'égalité 4.2.1 et la proposition 4.2.22
Vr>» 0, T(r,g9) < (logr)S(r,g).
D’apres le lemme de Borel 4.6.10, I’ensemble
By ={r>0[T(¢(r),9)" > 2T(r,9)"},

vérifie A\ (E1) < 2. De plus d’apres la proposition 4.3.8, il existe un borélien Es < [0, oo
tel que

U(Ey) <o et Vre[0,0[\F2, 3L(r,g) < 2e5(r, g).
On pose E = E1 U E5. Alors d’'une part

et d’autre part

Vr e [0, 0[\F, T(o(r).9) < T(r,g) T(¢(r),9) < 2%(logr) < logr.

Ce qu'il fallait démontrer. ]
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Proposition 4.6.12. Soient g € M(C) une fonction transcendante et 5 € [0, 1] tels que
T €
Ve > 07 m M
r—ow logr
Alors pour tout a € 10,1 — B[ et v > 0, il existe une suite (I,,) d’intervalles qui constitue
un systéme méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant « telle que
1
T(Ansg)"

De plus la longueur des intervalles I, tend vers l’infini.

= et n(r,m,9) =0(T(r,g)").

VneN, v, — A\, =

Démonstration. On applique la proposition 4.6.11 et on fixe ()\,) une suite telle que
VneN, A\, ¢ E. On pose

YneN, v, = d(An) = A +

Onfixee=1etl=m. Or
SAng) S 9)’ SN 9)' ™7 T, 9)" 8 9)' ™7 S, g) "
n(Vn,0,9) +1~  n(v,,0,9) +1 (log A\p)B(n(vy, 0, 9) + 1) (log \)8
Alors il existe des constantes Cq,Cs > 0 telles que

S(Anvg)l_ﬁ 6Al$()\n,g)
oW 9) | o SOt g) |
log e | |79 S o g) + 1

VneN, Jy = [claog M) S Ons ), Ci

Or
S(/\mg)li(()ﬁﬂ) T()\nag)li(aJrﬁ)
>
(log A\ )>+8 log A,
Donc A1(J,,) tend vers Uinfini. En particulier pour tout n assez grand, J, contient un
entier. Donc la suite (I,,) est un systéme méromorphe d’intervalles admissibles de g d’ex-
posant . |

Vn e N,

Remarque 4.6.13. La proposition 4.6.12 est a priori insuffisante pour démontrer un
lemme de zéros polynomial pour g puisque I'on ne connait pas la croissance des suites
d’entiers contenues dans la suite (I,,) d’intervalles admissibles. Cependant cette proposi-
tion est suffisante pour démontrer un lemme de zéros pour une suite de degrés (d;) /'
lorsque g est une fonction méromorphe ayant peu de poles'?.

La proposition 4.6.14 ci-dessous affirme que pour les fonctions méromorphes sur C
d’ordre supérieur fini et d’ordre inférieur strictement positif, il existe un systéme méro-
morphe d’intervalles fondamental contenant des suites d’entiers a croissance polynomial.
Gréace a cette proposition nous sommes en mesure de démontrer le théoréeme 1.6.12.

Proposition 4.6.14. Soient g € M(C) une fonction transcendante et 3 € [0, 1] tels que

log T — logT
Ao tim 28T9) o 108 T(19)

<o et 0 =0(T(r,g)?).
= ey et n(r,,9) = O(T(r,9)")

Alors pour tout € 10,1 — B[ et v > 0, il existe une suite (I,,) d’intervalles qui constitue
un systéme méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant o telle que

1
T(Anyg)"
De plus la suite (d,,) définie par d,, = min{k e N | k € I,,} vérifie
Ve >0, YneN, n®A=9) «d, « n®P*) et d, < (log A\y)*T(An, 9)°.

VneN, v, —\, =

12Voir la démonstration page 161.
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Démonstration. Le début de la démonstration est identique a celle de la proposition
4.6.12 ci-dessus. On reprend les notations de cette derniére. Puisque FE est de mesure
logarithmique finie, I’ensemble [0, co[\F contient une suite () telle que A, = n d’apres
la proposition 4.3.6. On note (I,) la suite d’intervalles admissibles obtenue avec la suite
(A\n) comme dans la démonstration de 4.6.12. Or

1
T(Ansg)
Il reste a vérifier que d,, est a croissance polynomiale. Or

Ve >0, Vr=0, 77 « T(r,g) « r°*e.

dp = [T(vn,9)] avec v, =\, +

Donc
VneN, n®*A=¢) « d, « n®r*e),

De plus par construction, T'(v,, g) < (logvn)T (A, g). Donc dy, « (log A,)*T (An,g)*. Ce
qu’il fallait démontrer. [ ]

Lorsque l'on dispose d’un ordre précisé de la caractéristique T'(r, g), on peut améliorer
la proposition 4.6.14 précédente. Commengons par démontrer deux lemmes techniques.

Lemme 4.6.15. Soient g € M(C), ;v e R et C > 1 tels que 0 < r < v < o et
T(v,g) = CT(r,g). Alors

log(¥
St I, Tng) < 08l

m&@ 9)-

Démonstration. En dérivant I’égalité 4.2.1, on obtient
vt e [0,00[, tT'(t,g) = S(t. 9).

La fonction T (r, g) étant strictement croissante et continue sur [0, oo[, il existe s € [r, v/]
tel que T (v, g) = CT (s, g). Supposons par 'absurde que

Vtels,v[, KT(t g) > S(t,g) on K = f)iics
Alors
_ T(v,9) Tt 9) v S(tg)
log(C’) = log (T<s,g>) <] Fgns] e

< KJ % < Klog (Z> < log(C).
, r
Cette derniére inégalité est absurde. Donc il existe t € |s, V[ tel que
C'log(%)
< COT(s,9) <CT(t,g) < ——1r’
Tl 9) < CT(s:9) < CT (4, 9) < 90255
Ce qu’il fallait démontrer. |

Lemme 4.6.16. Soient E < [0,0[, ¢, ¢ deux fonctions strictement croissantes, o« > 0
et ¥ un ordre précisé propre de p. On suppose que
o(r)

U(E) < ou densgq(E) <o avec lm ——= =0
r—o T

Alors pour toute suite (r,,) ] oo telle que

. ‘P(rn)
lim 575 >0,

n—w
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et pour tout k > 1, il existe une suite (s,)/ o0 telle que

VYn» 0, sy € [rn, krn], sp ¢ E et lim godfzn))

n—o0 S,

> 0.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que E est de mesure logarithmique
finie. Alors d’apres la proposition 4.3.6, il existe une suite (s, )/ oo telle que

Vn €N, s, €[rp, kry] et s, ¢ E.
De plus d’apres le théoreme 2.3.9, la fonction V(r) = r¥() vérifie & partir d'un certain
rang que V(kr) < 2k°V(r). Donc
Vn» 0, Visy) < sP0n) < (krp)P0m) < 2kPrv(Tn) < 2PV (1)),
D’ou
©(sn) < 1 @(rn)
S%(Sn) 2kp ,’,,Z(T'n)

Yn > 0,

On conclut en prenant la limite inférieure sur cette inégalité. Lorsque densy (E) < 0,
on applique la proposition 4.3.7 au lieu de 4.3.6 puis on conclut de méme. |

Proposition 4.6.17. Soient g € M(C) une fonction transcendante, ¥ un ordre précisé
propre de T(r,g), (r,) /o et € [0,1] tels que

lim Lm0 o o n(r,,g) = O(T(r,g)").

n—w . ¥(rn)
Alors pour tout k » 1, il existe une suite (I,) d’intervalles qui constitue un systéme
méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant 1 — 3 telle que
YneN, v, =k\, et A\, =1,.
De plus il existe une suite (d,) [ oo telle que
Yn>»0, d,el, nN et d, = Tgfﬁ)w(”).

Démonstration. On pose V(r) = (") et on fixe k » 1. D’aprés la proposition 4.3.8, il
existe un borélien E c [0, o[ tel que

U(E) <o et Yrel0,o\E, 3L(r,g) < 2e5(r,g).
D’apres le lemme 4.6.16 ci-dessus avec o(r) = T'(r,g), il existe une suite (s,) / o0 telle

que

. T(sn,9)
Vn >0, s, €|rp, krn], sn¢ EF et lim ————=
Lrookrad, sn @ B et lim =)

Donc d’apres la proposition 4.2.22 et le théoreme 2.3.9
T
T(in,g) S (img) 5 Vgs
T TC9) V(I
ou p est la limite de ¢ en Iinfini.
VneN, T(ksn,g) < V(ksyn) < kPV(sp) < T(sn,9).

Donc quitte a prendre un k assez grand, il existe une constante Cy > 1 telle que Vn »
0, T(sn,9) = CoT (%, g). D’apres le lemme 4.6.15

> 0.

Vn €N, »> kP,

n)
,9)

Co log (k2=
log(Co)

D’ou en prenant A, = s, et v, = k\,, on obtient que

T(vn,9) &« T(An,g) « eNS(vn, 9) « eMiS(Mns 9) .

T(n.9)?  T(vn,9)?  T(vn,9)P — n(vn,0,9)+1

Y >» 0, 3t, € |5, 5,[, T(s0,9) < T(50,9) < S(tn,9) < S(sn,9).

vn » 0, T(vy,9)' 7 «
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Donc en choisissant C' > 0 assez petit, 'intervalle

eNiS(Mns 9) ]7

In:[CT ns 1_,6),
00 o) +1

contient un entier pour tout n assez grand. La suite (I,,) forme donc un systéme méro-
morphe d’intervalles admissibles d’exposant 1 — 8. Qui plus est en posant
VneN, d, = [CT(vn, 9)' "],
on obtient que pour tout n assez grand, d,, € I,, et
dp = T(vn,9)' ™7 =T\, 9)' 7 = {7100,
ce qui achéve la démonstration de la proposition. |
Proposition 4.6.18. Soient g € M(C) une fonction transcendante, C1,Co > 1, k > 1
et B € [0,1] tels que
Vr>» 0, C1T(r,g) < T(kr,g) < C3T(r,g) et n(r,00,g9) = O(T(r, g)ﬂ).

Alors il existe une suite (I,,) d’intervalles qui constitue un systéme méromorphe d’inter-
valles admissibles pour g d’exposant 1 — 3 telle que

VneN, v, =k\, et A\, =n.
De plus il existe a > 0 tel que

[a,0] U I, et M\(I,) — .

neN

Démonstration. D’aprés la proposition 4.3.8, il existe un borélien F < [0, o0 tel que
U(E) <o et Yrel0,o\E, 3L(r,g) < 2e5(r,g).
D’apreés la proposition 4.3.6, il existe une suite (s,)/ o telle que
Vn > 0, s, € [n,kn], s, ¢ E.
Donc d’apres la proposition 4.2.22 et le théoreme 2.3.9

T(Sn+1ag) T(Sn+1>g) T(Snvg>
Vnel0,1[, Vn» 0, =—— 21— —~+- 21 —n) 2
ne 0l > 0 ey 2 ey 2 U )
T(%,9)
>(1—1)C—E2 > (1—1)C,.
(1-n) 1T, g) (1-n)C

Donc quitte a prendre un 7 assez petit, il existe une constante Cy > 1 telle que Vn »
0, T(sn+1,9) = CoT(%,g). D’apres le lemme 4.6.15

ksnt1
) Co log(==)
Vn » Oa Jtn € ]Tna STL+1[? T(Sn+17g) « T(Snag) < W‘g(tnag) < S(Sn+1vg)7
car
ksy,
Sp =N = Bont1 .
Sn

D’ou en prenant A\, = s, et v, = kA, on obtient que

T(Anag) « CAZS()‘nag) « GA[S()\n,g)
T(Vn+lag)ﬁ T(Vnag)ﬁ Tl(l/n,OO,g) + 1
Donc en choisissant C' > 0 assez petit, 'intervalle suivant

6Al8(>\n7g) ]
n(vn,0,9) + 11

Vo » 0, T(vni1,9) 7 «

In = [CT(Vnag)l_ﬁa
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contient un entier pour tout n assez grand et Vn € N, I,, n I,,11 + . La suite (I,,) forme
donc un systeme méromorphe d’intervalles admissibles d’exposant 1 — § et il existe un

rayon a > 0 tel que
c U 1,.

neN
Ce qui acheve la démonstration de la proposition. |
Cas du disque D Dans ce paragraphe on note p(r) = 1 — =. On démontre dans ce

paragraphe que toute fonction g méromorphe et transcendante sur D admet un systéeme
méromorphe d’intervalles admissibles & condition que

n(r,0,g) = O(T(r, o, g)B),

lorsque r — 17 et T'(¢(r), g) est minoré par un polynéme. Commencgons par démontrer
I’analogue de la proposition 4.6.11 pour les fonctions méromorphes sur D.

Proposition 4.6.19. Soit g € M(D) une fonction transcendante. On suppose que

lim 08T (r,9)

gl 1) > 1. (4.6.2)

ro1-
Alors pour tout € > 0 et v > 0, il existe un borélien E < [0,00[ tel que densy 1(E) < o
avec p(r) = S(p(r), g) et

(o)) 1
BT S A A R S D

et 3L(e(r),g) < 2eS(p(r),9).

Vr € [0, 00[\

Démonstration. D’apres 1'égalité 4.2.1 et la proposition 4.2.22
Vr» 0, T(e(r), 9) <« S(p(r), 9)-
D’apres le lemme de Borel 4.6.10, I’ensemble
E, = {T >0 ‘ T((p(gb(?")),g)’y > QT(QO(T‘),g)’Y},

vérifie A1 (F1) < 2. Or 'hypothése 4.6.2 implique d’apres le lemme 4.4.10

lim S0 _

r—1- r
Donc d’aprés la proposition 4.3.9, il existe un borélien Fy < [0, oo tel que

densy 1(Es) < 0 et Vre[0,0[\E2, 3L(¢(r),9) < 2eS(p(r),9).
On pose E = E7 U Fs. Alors d’une part
densy, 1(E) < densy 1(E1) + densy 1 (E2) < densy o(E1) + densy 1 (E2) < 00,

et d’autre part

T(p((r),9) _ T(p(r),9) T(e(4(r)),9)

(¢ (¢
S(e(r).g) S(e(r).g) T(e(r),g)
Ce qu’il fallait démontrer. |

1
<27 « 1.

vr e [0, o[\ E,

Proposition 4.6.20. Soient g € M(D) une fonction transcendante et 3 € [0, 1] tels que
log T'(r, 9)

I
i log(1—1r)

r—1-

>1 et n(r,00,9) =O0(T(r, g)ﬁ).
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Alors pour tout a € 10,1 — B[ et v > 0, il existe une suite (I,,) d’intervalles qui constitue
un systéme méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant « telle que

1-X,
14+ (1= 2A)T Ay 9)Y

De plus la longueur des intervalles I, tend vers l’infini.

VneN, v, =1-—

Démonstration. On applique la proposition 4.6.11 et on fixe (A,) une suite telle que
Vn €N, ﬁ ¢ E. On pose
1 1- An

VneN, v, = (¢l (M) =1 - Ao 10w) =17 (L= X)T (M, 9)7

Onfixee=1etl=m. Or
SOng) SO 9SO 9" T(vn, 9)"S(An, 9)' 7
n(Vp,0,9) +1 n(Vp,0,9) + 1 n(vp,0,9) + 1

Alors il existe des constantes Cp,Cy > 0 telles que

» S, 9)' 7.

_ o  EMS(O,
VTLEN, Jn = [CI’S()\’ng)aaCQS()\’nag)l ﬁ] - T(V’nag) 7n(yloég)g_21 .

Or

VneN, S\, g)m @) s T(\,, g)t~@+A),
Donc A (J,,) tend vers infini. En particulier pour tout n assez grand, J, contient un
entier. Donc la suite (I,) est un systéme méromorphe d’intervalles admissibles de g d’ex-
posant «. ]

Proposition 4.6.21. Soient g € M(D) une fonction transcendante et 8 € [0, 1] tels que
1 _
ogT'(r,g) i logT(r.9)
—log(l —1r) r—1- —log(l —r)

Alors pour tout a € 10,1 — B[ et v > 0, il existe une suite (I,) d’intervalles qui constitue
un systéme méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant « telle que

- 1-X,
1+ (1 - /\n)T()‘nag)’Y .
De plus la suite (d,,) définie par d,, = min{d € N | d € I,,} vérifie

Ve >0, Yne N, n®A=9) «d, « n®?*9) et d, <T(An, )"

A= lim

r—1-

>1, p:= <o et n(r,m,g) = O(T(T’ g)ﬁ)-

vneN, v, =1

Démonstration. Le début de la démonstration est identique a celle de la proposition 4.6.20
ci-dessus. On reprend les notations de cette derniére. Puisque E est de (¢, 1)-densité finie
avec (r) = S(¢(r), g) et d’apres le lemme 4.4.10

¥(r) =— logT(r,g)

lim —-~< > 1 puisque lim

>1
r—on T r—1- —log(1l —r)

)

Pensemble [0, co[\E contient une suite (A,) telle que A, =< n d’apres la proposition 4.3.7.
On note (I,) la suite d’intervalles admissibles obtenue avec la suite (A,) comme dans la
démonstration de 4.6.20. Or
1—X,
L+ (1= X)T (A g)
Il reste a vérifier que d,, est a croissance polynomiale. Or
Ve >0, Vre [0,1[, 77 « T(r, g) < rP*e.

dp, = [T(vpn,9)"] avec v, =1

Donc
VneN, n®*=9) « d, « n®Pte),
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De plus par construction, T(v,,g9) < T(An,g). Donc d,, « T(A,,9)%*. Ce qu'il fallait
démontrer. ]

Lemme 4.6.22. Soient g € M(D), r,v et C > 1 tels que 0 <r <v <1 et T(v,g) =
CT(r,g). Alors

r(l1—v)
log(C)

C log (11(177‘) )

e lrv], T(v,g) < (1-1t)S(t,9).

Démonstration. En dérivant 1’égalité 4.2.1, on obtient
Vte [0, 1], tT'(t,9) = S(t, 9).

La fonction 7T (r,g) étant croissante et continue sur [0, 1[, il existe s € [r,v] tel que
T(v,g) = CT(s,g). Supposons par l'absurde que

Vite |s,v[, KT(t,g) > (1—1t)S(t,g9) ou Klog (:((11_:;;) = log(C).
Alors
_ T (v, 9) " T'(t.g) " S(tg) voodt
l0g(C) = log (mg)) <[ 7eg<] magt<x] oo
< Klog <7If((11:3> < log(C).

Cette derniére inégalité est absurde. Donc il existe t € |s, V[ tel que

Clog (44=2)

Ce qu’il fallait démontrer. [ |

T(v,9) <CT(s,9) <CT(t,9) <

Proposition 4.6.23. Soient g € M(D) une fonction transcendante, b un ordre précisé
propre de T'(p(r),g), (rn) /] © et B €[0,1] tels que

lim ¢(r) > 1, lim Tlp(rn). 9)

r—00 n—o rw(rn)
n

>0 et n(r,0,g) = O(T(r,g)ﬁ).

Alors pour tout k » 1, il existe une suite (I,,) d’intervalles qui constitue un systéme
méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant 1 — 3 telle que

—An 1
et A\, =1——.
Tn

1
VneN, v, =1-—

De plus il existe une suite (d,,) ] oo telle que
Vn>»0, d,el,nN et d, = T%lfﬁ)w(”).
Démonstration. On pose V(r) = r*(") et on fixe k » 1. D’apres la proposition 4.3.9, il
existe un borélien E c [0, o[ tel que
denSﬂJoJ(E) < 00 avec 1/’0(7’) = S(@(r)vg) et Vre [0,00[\E, 3[:(@(7"),5]) < 288(50(7")39)'

Or I'hypothése sur la caractéristique de Nevanlinna implique que son ordre inférieur est
strictement plus grand que 1. Donc d’apres le lemme 4.4.10

lim S(e(r).9) _ lim Yolr) _

r—00 T r—own T

D’apres le lemme 4.6.16 ci-dessus avec la fonction T'(¢(r), g), il existe une suite (s,,) /o0
telle que

T(p(sn),
Vn>» 0, sy € [rn,krn], sn ¢ E et lim Tle(sn).9) > 0.
n—o V(Sn)
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Donc d’apres la proposition 4.2.22 et le théoreme 2.3.9

T(o(sn),9)  T(p(sn),g) V(s
T, 9) ~ T(p(3),9) V(-

ou p est la limite de v en 'infini et

VneN, T(o(ksn),g) < V(ksp) < k°V(sn) <« T(p(sn),9).

VneN, > kP,

n)
,9)

Donc quitte & prendre un k assez grand, il existe une constante Cy > 1 telle que
Vn >0, T(p(sn),g9) = CoT(0(3F),9)-
D’apres le lemme 4.6.22, Vn > 0
tn € 15,50, T(p(sn), 9) « T(@(sn),9)

Plon)(1-(3)
Colog <¢(S—]:)(1—¢(Sn))>
log(Cy)
SW@En)9) ¢ s(sn)

Sn

(1 —o(tn)S(p(tn), g)

<« g).

D’ott en prenant A, = ¢(s,) et v, = p(ksy), on obtient que

1 11—\,
VneN, v, =1— — =1- :
neN, v, ks B

et
T T A A
1-8 « (ang) « ()‘nag) « € lS()\n7g) « € IS()\nvg) )
T(vp,9)? ~ T(vn,9)?  T(n,g)®  n(vn,0,9) +1
Donc en choisissant C' > 0 assez petit, 'intervalle suivant

EAIS()\nag) ]
n(Vn,0,g9) + 11

VneN, T(vy,9)

I, = [CT(Vn,g)l_ﬁ,
contient un entier pour tout n assez grand. Donc (I,,) forme un systéme méromorphe
d’intervalles admissibles d’exposant 1 — 3. Qui plus est en posant

VneN, d, = [CT(va, 9)' "],
on obtient que pour tout n assez grand, d,, € I,, et
d, = T(Vn,g)l_ﬁ =T (An, g)l—ﬁ - m(}—ﬂ)d}(m)7
ce qui acheve la démonstration de la proposition. |
Proposition 4.6.24. Soient g € M(D) une fonction transcendante, C1,Cy > 1, k > 1
et B € [0,1] tels que log Cy > k et
¥r >0, CiT(p(r), 9) < T(p(kr),g) < CaT(p(r),9) et n(r,0,g) = O(T(r,g)").

Alors il existe une suite (I,) d’intervalles qui constitue un systéme méromorphe d’inter-
valles admissibles pour g d’exposant 1 — 3 telle que
—An 1

t Ay =1——.
k ¢ n

1
VneN, v, =1-—

De plus il existe a > 0 tel que

[a, 0] U I, et M\(I,) — .

neN
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Démonstration. D’aprés la proposition 4.3.9, il existe un borélien FE < [0, oo tel que
densy 1 (E) < o avec ¢(r) = S(¢(r), g) et Vr e [0,00[\E, 3L(p(r),g) < 2eS(¢(r),9)-

Or I’hypothese sur la caractéristique de Nevanlinna implique que son ordre inférieur est
strictement plus grand que 1. En effet par une récurrence immédiate

VneN, CT'T(p(ro),9) < T(p(k"r0),9) < C5T(¢(r0),9)

D’ou o C
™« T(p(r),g) avec A= ng L
Donc d’apres le lemme 4.4.10
L Slet).g)
r—00 T

D’apres la proposition 4.3.7, il existe donc une suite (s,,)/ o telle que
Vn > 0, s, € [n,kn], s, ¢ E.
Donc d’apres la proposition 4.2.22 et le théoreme 2.3.9

T (¢(sn+1),9) _ T(e(sn+1),9) T(¢(sn),9)
el >0 et T T TRt T T T.0)
T(o(5).9)
> (l_n)CIT(w(%),g) > (1—n)Ch,

et
VneN, T(o(ksn),q) < CoT(o(sn),9)-
Donc quitte a prendre un n assez petit, il existe une constante Cy > 1 telle que

vn > 0, T(¢(snt1),9) = CoT ((52), 9)-
D’apres le lemme 4.6.22, Yn » 0, 3t, € |9, 5,41
(sn41)(1—p(F2))
tog (25500 )
Cylog )

() (1—p(sn+1)

log(Co) (1= (tn))S(tn, 9)

T(@(Sn-‘rl)ﬂg) < T(@(Sn)ag) <

< S(@(Sn+1), g)a
car
@(sn-&-l)

1— e
&«1 et T < sy
1= ¢(sn+1) (%)
D’oll en prenant A, = ¢(s,) et v, = p(k\,), on obtient que
T(Vn+l7g) T()‘nag) €AlS(An,g) EA[S()\n7g)
« « « .

T(Vn-‘rlag)ﬁ T(ang)ﬁ T(l/nag)ﬁ n(l/n,oo,g) +1
Donc en choisissant C' > 0 assez petit, I'intervalle suivant

8Al$(>\n,g) ]
"1 (Vn, 0, 9) + 11

Sp <N =

Vo » 0, T(vny1,9) 7 «

In = [CT(V'mg)l_ﬁ

contient un entier pour tout n assez grand et Vn € N, I,, n I,,11 + . La suite (I,,) forme
donc un systeme méromorphe d’intervalles admissibles d’exposant 1 — [ et il existe un

rayon a > 0 tel que
[a, 0] U I,.

neN
Ce qui achéve la démonstration de la proposition. |
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4.7 Applications

Dans cette dernieére section du chapitre on démontre des lemmes de zéros pour des fonc-
tions méromorphes sur le disque D ou le plan C. Dans le premier paragraphe on montre
que les fonctions méromorphes sur D ou C d’ordre inférieur positif et ayant peu de poles
vérifie un lemme de zéros polynomial pour une suite de degrés. Dans le paragraphe suivant
on montre que, sous la condition supplémentaire que 1’ordre supérieur est fini, ces fonc-
tions vérifient un lemme de zéros polynomial pour tous les degrés. Finalement dans les
deux derniers paragraphes, on démontre un lemme de zéros polynomial pour les fonctions
sigma et zéta de Weierstrafl.

Lemme de zéros polynomiaux pour une suite de degrés Une premiere application
des résultats de ce chapitre est que toute fonction entiere d’ordre inférieur strictement
positif vérifie un lemme des zéros polynomial pour une suite de degrés (d;) / co. Plus
généralement toute fonction méromorphe sur C ayant peu de poles et d’ordre inférieur
strictement positif vérifie un lemme de zéros polynomial pour une suite degré. On montre
de plus que ces degrés peuvent étre choisi dans des intervalles dont la longueur tend vers
Iinfini.

Rappel théoréme 1.6.19. Soient g € M(C) une fonction transcendante, b € C et
B € |0, %[ On suppose que
logT
i 08T 9)
7—00 IOgr
Alors il existe un exposant o = 2 et une suite (Jp,) d’intervalles de [0,00[ et une

fonction j : [0,00[ — N strictement croissante tels que
Vr >0, Yn=j(r), VYde J,, Z4(r,g) «d* et \(J,) — 0.

>0 et n(rb,g) = O(T(r,g)ﬁ).

Démonstration. On note A 'ordre inférieur de T'(r, g). Quitte a remplacer la fonction g par
la fonction ﬁ, on peut supposer que b est égal a 0. D’apres la proposition 4.6.12, il existe
une suite (I,,) d’intervalles qui forme un systéme méromorphe d’intervalles admissibles
pour g d’exposant ag € 0,1 — 5[ au sens de la définition 4.6.3. Or d’apreés le lemme 4.6.9,

il existe une suite d’arcs (A4,) de S! de longueur = telle que

1
VneN, Yde I, Yae A,, log L < Yn & An doo +log (22 + 4,
’Y(avna d) Up _)‘TL >\n

avec ’Y(aa n, d) = diamd—sn (D(Ana a, g)a ]D))\n)a Sp = ﬁ(An, 0, g) et
_
T(Ansg)

VneN, v, — A\, =
Donc Vne N, Vd e I,

Ya e A, log (

avec

1 1 1,2 1
———— | <« T, 9)"vpd +d K do @ "rao +d«<d?, (4.7.1)
v(a,n,d)
_ A+ Ay +1
v= )\Oéo ’
On applique maintenant la majoration de la mesure de transcendance méromorphe du
corollaire 3.1.24. On pose

EAﬂS()\TL?g)

Vn e N, Jn = I:CT(Vn;g) ?W B

27V, 00, g)]
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ou C > 0 et e > 0 sont les mémes constantes que dans le définition de I,,. Par construction,
Jn < I,. De plus quitte a choisir «g assez proche de 1 — 3, la longueur des intervalles J,
tendent vers l'infini. En effet

8
VneN, n(vp,0,g) € T(Vnag)ﬂ « (T(vn,g)*) 0
Donc puisque 5 < % et quitte a prendre aq assez proche de 1 — 3, on peut supposer que
£ <1. Dot
0
(Vp, 00, g) < O(T(Vn, g)*°)
Donc la longueur des intervalles J,, tendent vers 'infini puisqu’il en est de méme pour les
intervalles I,,. On note D(n,d) = d + 2n(vy,, 0, g), pn = n(Vp, 0, g) et s, = n(A,, 0, g).
Or
Vn» 0, Yde J,, D(n,d) € I,.
Donc d’apres 'inégalité 4.7.1, Vn e N, Vd € J,, et Ya € A,

log diamgy p,, (D(An, a, g), Dy, ) = logdiamp(, ay—s, (D(An, a, g), Dy,).

On note v(n,d) = inf{y(a,n,d) | a € A,}, § = e et [ = m. Donc d’apres le corollaire
3.1.24,Vne N, Vd € J,

. Vn + A
‘I)()\nayn)eD(n,d)(/\nvg) « D(nad) <l/ — ) T(V’mg)
Vn, e
D log 22—
+ D(n,d)n(vy, 0, g) log (/\n po d)5>

e(vy, + )\n)>

Un — An

+ D(n,d)log (M) + D(n,d)log (

+ D(n,d)log (e)\yn> .

Or par définition des intervalles admissibles d’exposant g et puisque g est d’ordre infé-
rieur A\, Vne N, Vd € J,

1 A 20tA
T (v, g) < d ; Vn+7>\n & T(Vn,g) vy < d a0

n - \n

Vp, 1
oc (52) <108 (14 5, ) <1 o POty =a

Ces inégalités impliquent que la mesure de transcendance €p(,,q4)(An,g) est majorée par
une puissance de d. Donc en appliquant le lemme 3.6.1 et la proposition 2.5.20, il existe
un exposant « > 0 tel que

VneN, Vde J,, Za(An,9) < Zpm,a)(An,g) < d”.
On note pour tout r € [0,00[, j(r) = min{k € N | A\, = r}. Donc
Vr >0, Yn=j(r), Vdel,, Z4(r,g) < Z24(An,g) < d*.
Ce qu’il fallait démontrer. |

Rappel théoréme 1.6.20. Soient g € M(D) une fonction transcendante, b € C et
B € |0, %[ On suppose que

i 8T (r,9)

— B
bm e =) >1 et n(r,b,g)=0(T(r,g)").
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Alors il existe un exposant o = 2 et une suite (J,) d’intervalles de [0,00[ et une
fonction j : [0,1] — N strictement croissante tels que

Vre [0,1], Yn = j(r), Yde J,, Z4(r,g) «d* et A\ (J,) — .

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du théoréme 1.6.20 ci-dessus ou la
proposition 4.6.12 est remplacée par la proposition 4.6.20, le lemme 4.6.9 par le lemme
4.6.7 et le corollaire 3.1.24 par le théoreme 3.1.23. |

Fonctions méromorphes d’ordre fini Nous déduisons de 'existence de systéme mé-
romorphe d’intervalles admissibles 4.6.14 et des critéres 1.6.6 et 1.6.9 les deux lemmes de
zéros généraux 1.6.12 et 1.6.16.

Rappel théoréme 1.6.12. Soit g € M(C) une fonction transcendante, b € C et
B € |0, %[ On suppose que g vérifie l'une des hypothéses suivantes

e la caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

log T — logT
i 108 (r,g) =0, Tim %% (r,g)
r—00 10g7“ =% IOgT

<o et n(rb,g) = O(T(r, g)ﬁ).
e il existe C1,Cy > 1 et k > 1 tels que

Vro» 07 CIT(T7 g) < T(k?’l"7g) < CQT(Ta g) et 'I’L(’f'7 ba g) = O(T(T7 g)ﬂ)
o il existe p > 0 tel que T(r,g) < r” et n(r,b,g) = O(T(r, g)ﬁ).

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants a,y > 0 tels que

VdeN, Vr >0, Z4(r,g) < T(r,g)" v d*.

De plus lorsque la seconde hypothése est vérifiée, on peut prendre o = 1 + % et
v = M ou A = % et p= %. Lorsque la troisieme hypothése est vérifiée,

on peut prendre le méme « et v = a1 — B).

Démonstration. On reprend la démonstration du théoréme 1.6.19 ci-dessus sauf que 'on
remplace la proposition 4.6.11 par la proposition 4.6.14. La proposition 4.6.14 affirme que
la suite d, = min{k € N | k € I,,} est & croissance polynomiale. Donc par construction la
suite (J,) obtenue dans la démonstration du théoréme 1.6.19 contient la suite (d,,) et il
existe des exposants oy, as, az > 0 tels que

VneN, d,eJ, et n® <d, <n* et d, <« T(A\n,g9)*.

Donc en posant s, = [n‘Tll]
VneN, n<spt <ds, <s$52<K nat .
Or d’apres la démonstration de 1.6.19, il existe un exposant a4 tel que
Vr e [0,0[, Vn = j(r), Zq,(r,g) < dy*.

Donc
a0y

Vre 0,00, VneN, s, = j(r), Z.(r,g) < Zs,(r,9) < Z4,(r,g) Kdyt <« n o1 |

n
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o j(r) = min{k € N | Ay, = r}. On pose
Vr e [0,00[, J(r) = min{k e N| X, = r}.
Alors
agay
Vre 0,00, VdeN, Z4(r,g) <« (J(r) vd) =1

Il reste a majorer la fonction J en fonction de la caractéristique de Nevanlinna. Or n <
J(r) implique A5, <7 et donc T'(As,,9) < T(r,g). Or

a o

VneN, T(Xs,,g9) > ds? > nas
Donc

o3

Vre [0,0f, J(r) « T(r,g)°1.
Ce qui termine la démonstration du premier point. Pour démontrer que 1’on peut prendre
le réel 1 + % pour l'exposant « sous la seconde hypothese, on applique la proposi-
tion 4.6.18. Il existe donc une suite (I,,) qui forme un systéme méromorphe d’intervalles
admissibles pour g d’exposant 1 — 3 et a > 0 tels que

VneN, v, =k\,, \p=n et [a,00] C UI”‘

neN

On note pour tout de N, ng =inf{n e N |de I, et d ¢ I,41}. Or d’apres le lemme 4.6.9,
il existe une suite d’arcs (A,,) de S! de longueur 7 telle que

1 1
) « (M)dl—ﬁ’ + log (V"d> +d«dTF, (4.7.2)
7d(a) Vng — /\nd )‘nd
avec vq(a) = diamg—s, (DA, @, 9), Dy, ), Pa = 1(Vn,), 0, 9) et sa = n(An,,0,9). On
consideére (D) la suite d’entiers définie par
VdeN, Dy =d+ 2n(v,,,©,9).
Alors pour tout d » 0, Dy € I,,,. En effet

vd » 0, Yae A,,, log<

Vd » 0, 'ﬁ,(ynd, OO,g) < T(Vndyg)ﬁ < T(Vnd,g)(l_ﬁ)ﬁ < dﬁ

Or 8 < % donc dTF = O(d). Donc Dy = d et puisque la longueur des intervalles I, tend
vers l'infini et d € I,,, il existe un rang a partir duquel Dy € I,,,. Or d’apres 'inégalité
4.7.2,¥d > 0

Va € Ap,, logdiamgyp,(D(An,,a,9),Dy, ) = logdiamp, s, (D(An,, a,9), Dy, ).

Donc d’apres le corollaire 3.1.24, Vd » 0

. Un, + An e
D(Ang> Vng)épy(Ang, 9) € Dg (d d) T(Vny, g) + Dan(vn,, 0, g) log <>
V’nd - And ’Yd(sd

VUp, € eVn, Un, + An
+Ddlog()\ d’Ydld> +Ddlog<>\ ‘iiy d_)\ d>,
ng nqg Md nd

ou 74 = min{y4(a) | a € An,}, 0a = e et lg = . Donc

VAEN, ép,(hmrg) « DadTF + Dgd™25* ™5 4 Dyd™s 4 Dy « d'*£5
Or d’apres le lemme 3.6.1 et la proposition 2.5.19
VdeN, Zi(hn,.9) < Zp,(Anyrg) < dF T,
Donc

14148
VdeN, Vre[0,0], Zq4(r,g) < (J(r) vd) -8,
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ou J(r) = min{d € N | A\,, = r}. Il reste & majorer la fonction J en fonction de la
caractéristique de Nevanlinna. Or d < J(r) implique A, < r et donc T'(An,,9) < T(r,g).
Or

VdeN, T(An,,g) > )\;\ld > n),

et puisque Vd » 0, d ¢ I,,, 41
VdeN, d « T(Vndvg)l_ﬁ < vagl_ﬁ) < ns(liﬁ).

Donc en appliquant les inégalités prédédentes avec d = J(r) — 1
p(1-8)
A .

Vre|0,00[, J(r) <« J(r)—1«<T(r,g)

Lorsque g vérifie la troisieme hypothese, il existe un k > 1 assez grand et C7,Cy > 1 tels
que g vérifie la deuxiéme hypothese du théoreme. De plus

VdeN, T(An,,9) » A\, »nl,
et puisque Vd » 0, d ¢ I,,, 41
VdeN, d < T(vn,, 9)' 7 « vt~ « nt=8),
Donc en appliquant les inégalités prédédentes avec d = J(r) — 1
vre [0,00[, J(r) <« J(r) —1 < T(r,g)*".

Ce qui termine la démonstration du théoreme. |

Rappel théoréme 1.6.16. Soient g € M(D) une fonction transcendante'®, b € @
et B € [0, %[ On suppose que g vérifie l'une des hypothéses suivantes

e [a caractéristique de Nevanlinna satisfait les trois conditions

log T — logT
i 108 (r,9) o1 T Lo (r,9)

— B
—log(1—7r) " 51— —log(l—1) < et n(rbg)=O(T(r,9)").

r—1-
o il existe C1,Co > 1 et k > 1 tels que logCy, > k et
Vr > 05 OlT(l - %59) < T(l - ﬁag) < CQT(I - %79) et Tl(’l", ba g) = O(T(Tv g)B)

o il existe p > 1 tel que T(1 — %,g) =rP et n(r,b,g) = O(T(r, g)ﬁ).

Alors g vérifie un lemme de zéros polynomial. Plus précisément il existe deux expo-
sants a,y > 0

VdeN, Vre|0,1], Z4(r,g) < T(r,g)" v d*.
De plus lorsque la deuziéme hypothese est vérifiée, on peut prendre o = 1 + iﬁg +
A(lfﬁ) ef v = Oéﬂ(i 8) o\ = 10g01 et p = 10gkcz

vérifiée, on peut prendre le méme aety=a(l-2).

. Lorsque la troisiéme hypothése est

Démonstration. La premiere hypothese implique la deuxiéme avec 8 = 0 d’apres le lemme
4.4.9. Le reste du théoréme se démontre de la méme facon que le théoréme 1.6.12 ou les
propositions 4.6.14 et 4.6.18 sont remplacées respectivement par les propositions 4.6.21
et 4.6.24. Pour démontrer que I'on peut prendre le réel 1 + 1+§ + )\(1 5y pour I’exposant
« sous la troisiéme hypotheése, on applique la proposition 4.6.24. Il existe donc une suite
(I,) qui forme un systéme méromorphe d’intervalles admissibles pour g d’exposant 1 — 3

telle que
1-X, 1
VneN,un=1—T,)\nX1—ﬁ et [a,o0f UI

neN
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On note pour tout de N, ng =inf{n e N |de I, et d ¢ I,41}. Or d’apres le lemme 4.6.7,
il existe une suite d’arcs (A,,) de S! de longueur 7 telle que

1 A 1
Yd » 0, Ya € A,,, log () « (m>d1—ﬁ +log (VW) +d < ngdT7, (4.7.3)
’Yd(a) Vng — )\nd )\nd
avec vq(a) = diamg—s,(D(Any,a,9), Dy, ), Pa = MV, 0,9), 84 = 1(An,,0,9). On
considere (Dg) la suite d’entiers définie par
VdeN, Dy =d+ 2n(vy,,®©,9).
Alors pour tout d » 0, Dy € I,,,. En effet
Vd » 0, A(Vn,, 0, 9) € T(Vn,,9)" « T(Vnd,g)(lfﬁ)ﬁ « dT57.

Or g < % donc d% = O(d). Donc Dy = d et puisque la longueur des intervalles I,, tend
vers l'infini et d € I,,,, il existe un rang a partir duquel Dy € I,,,. Or d’apres 'inégalité
4.7.3,¥d > 0, et Va e A,,

log diamgyp, (D(An,, a, g), ID))\nd) > logdiamp,—s,(D(An,, @, 9), Dy, ).

Donc d’apres le corollaire 3.1.24, Vd » 0

n An
(I)()\ndvl/nd)éDd ()\n,g) < Dy (l/d—’—d
1%

ng )\nd

) T (Vng»9) + Dan(vn,, %, g) log (e)

Yaba

+ Dglog (K d’Ydeld> + Dglog (e; dillj 4 = d),
n4 ng Yng nd

ou 4 = inf{yg(a) |a € A,,}, da = e et lg = 7. De plus

«ng et log (:nd> « 1.

Nd

Vp, + Any Un,

EDWES

Vng
Donc

1 1

1
VdeN, ép,(Any,g) « n2DgdT=F + ngDgd™3 75 + ngDgd ™7 + ngDglogng

1+8
« n3dt T,

De plus puisque Vd » 0, d € I,,,

vadeN, n)" « (1= ;)P « T(vn,,9) < d.

n

Or d’apres le lemme 3.6.1 et la proposition 2.5.19

148 148
VdeN, Zihn, 9) < Zp,(Any, g) « n2d"TTF « d TR

Donc
TS
VdeN, Vre[0,1], Z4(r,g9) < (J(r) v d) "1-8730=5
ou J(r) = min{d € N | A\,, = r}. Il reste & majorer la fonction J en fonction de la
caractéristique de Nevanlinna. Or d < J(r) implique A, < r et donc T'(A,,,g9) < T(r,g).
Or
Vde Na T(And,g) > 1-— A:Ld)\ > 77,2,

et puisque Vd » 0, d ¢ I, 41
VdeN, d Tty 9)' " « (L)' <07,
Donc en appliquant les inégalités prédédentes avec d = J(r) — 1

p(1—B)
A .

Vre[0,1], J(r) < J(r) —1 < T(r,g)
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Lorsque g vérifie la troisieme hypothese, il existe un k > 1 assez grand et C7,Cy > 1 tels
que g vérifie la deuxiéme hypothese du théoreme. De plus

VdeN, T(An,,9)»1— AP n,
et puisque Vd » 0, d ¢ I, +1
VdeN, d « T(vp,,9) 7 « (1 - V;dp)l—ﬁ « nZ(lfB)_
Donc en appliquant les inégalités prédédentes avec d = J(r) — 1
vre[0,1], J(r) <« J(r) =1 < T(r,g)' 7.

Ce qui termine la démonstration du théoréme. |

Les fonctions sigma de Weierstraf3 Dans un article non publié [9] issu de sa thése,
Besson démontre que pour pratiquement tous les réseaux A du plan C, la fonction o, de
Weierstrafl associée a ce réseau vérifie un lemme de zéros polynomial.

Rappel théoréme 1.3.13 — [9]. Pour presque tout réseau A de C, la fonction sigma
de Weierstraf$ associée a A satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il
existe une constante explicite C > 0 telle que

VdeN, Vr >0, Z4(r,on) < Cd(r + Vd)*log(r + d).

Nous montrons dans ce paragraphe que toutes les fonctions de Weierstrafl vérifient en
fait un lemme de zéros polynomial comme Besson l'avait conjecturé dans [9]. On rappelle
ci-dessous les définitions des fonctions sigma et zéta de Weierstrafl et leurs propriétés
élémentaires.

Rappel définition 1.6.27. Soit A un réseau de C. La fonction sigma de Weierstrafs
associée a A est définie par
VzeC, op(z) = H (1 — i) ewta(H),
w
weA\{0}

et la fonction zéta de Weierstraf$ associée a A est définie comme la dérivée logarithmique
de op. Autrement dit

! 1 1 1
VaeC, () = 2B 1,y NENLN
oa(z) =z werypy ETW W w

Proposition 4.7.1. Soit A = Z® Z71 un réseau de C avec T € H. Alors

e la fonction (p est méromorphe sur C et admet un péle simple en chaque point A,
o [a dérivée de (5 est —pnp,

e les fonctions (o et o vérifient les relations de quasi-périodiques suivantes

VzeC, Ym,neZ, (A(z+m+n7) =(a(2) + H(m,n) avec H(m,n) = 2mn + 2nna,
et

VzeC, Ym,neZ, op(z+m+nt) = (71)m+”+m"e(mm+""2)(m+"7+2z)0A(z),

oun = CA(%) et o = (a(5). Les nombres 0y et o sont appelés les pseudo-périodes du
réseau A,

e les nombres n1 et 1o vérifient I’équation de Legendre

771’7'—7]2 :’i7T.
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Remarque 4.7.2. Dans [9], 'auteur introduit la forme quadratique E définie par
VzeC, m,neZ, E(m,n,z):=Ré((mn + nnz)(m + nt + 22)).

Cette forme quadratique n’est autre que le module du rapport de op(z + m + n7) sur
oa(z). Ainsi la forme quadratique E mesure le défaut de périodicité de la fonction oy.
Dans [9], Besson démontre le lemme de zéros polynomial 1.3.13 pour o, sauf lorsque la
forme quadratique E est telle que

A == RE(m7 + 1m2)° — 4RE(m1)Ré(n27) = 0 et Ré(n1)Ré(n27) < 0.

La fonction sigma de Weierstrafl étant entiere, il suffit pour démontrer qu’elle satisfait
un lemme des zéros polynomial de vérifier qu’elle satisfait les conditions du théoreme
1.6.12, c’est-a-dire que sa caractéristique de Nevanlinna a une croissance polynomiale. A
cette fin nous comparons la caractéristique de Nevanlinna de o, ( et pa. En appliquant
le lemme de la dérivée logarithmique de Nevanlinna [46, Th. 1.3], on obtient le théoréme
suivant.

Théoréme 4.7.3 ([46, Th. 2.3]). Soit g € M(C). Alors pour tout k € N*
vr >0, T(r,g™) < (k+1)T(r, g) + Q(r,9),

ot @ est une fonction telle que
o lorsque g est d’ordre fini, Q(r,g) = O(logr),

e lorsque g est d’ordre infini, Q(r,g) = O(logT(r, g) + logr) en dehors d’un ensemble de
mesure logarithmique finie.

Proposition 4.7.4. Soit A = Zw, @ Zws un réseau, de C. Alors
T(r,op) =72 et T(r,(p) =72
Démonstration. D’apres le lemme 3.7.8, T(r, pp) = r2. Or ¢ = —pa d’apres la proposi-

tion 4.7.1 et (5 = o’y /oa par définition de la fonction (y. Donc en appliquant deux fois
le théoréme 4.7.3 ci-dessus

T(’I", @A) = T(Ta _C;\) < 2T(Ta CA) + Q(’f‘, CA)
< 2T(r, o)) + 2T (r,04) + Q(,Ca)

2T (r, 0y /on) + Q(r,Ca)
GT(Tv UA) + Q(rv CA) + Q(T‘, UA)

et puisque oy et (5 sont d’ordre fini, les fonctions Q(r,{x) et Q(r, o) sont des grand O
de logr. Donc

NN

T(r,on) » 1% et T(r,(a) » 2.

Démontrons les inégalités dans 'autre sens. La quasi-périodicité de la fonction o figurant
dans la proposition 4.7.1 garantit qu’il existe une constante C' > 0 telle que

Vr e [0, 0], log* M(r,o5) < .

Donc d’aprés I'inégalité d’Harnack 2.6.10, T'(r,04) « r2. Quant a la fonction (, d’aprés
le théoréeme de Cartan 2.6.11 et les lemmes 3.7.6 et 4.7.6

2
. do
Vr e [0,00[, T(r,{a) = N(r, ele,CA)2— « N(r,P,A) < 72,
0 ™
ou P est un parallélogramme fondamental du réseau A. |

168



Théorie d’Ahlfors APPLICATIONS

Rappel corollaire 1.6.28. Soit A un réseau de C. Alors la fonction sigma de
Weierstraf$ associée a A satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il
existe une constante C > 0 telle que

Vde N, Vr >0, Z4(r,on) < C(d v r)%

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 4.7.4 ci-dessus et du théoréme
1.6.12 avec b = o0 et 8 = 0 puisque o, est holomorphe sur C. Or la o, vérifie la troisieme
hypothese de 1.6.12 avec p = 2. Donc

vdeN, ¥r >0, Z4(r,on) < T(r,9)" v d*
avec =1+ 122 =2 et y =l — ) = 2. -

=

Les fonctions zéta de Weierstraf3l' On démontre dans ce paragraphe que les fonctions
zéta de Weierstrafl vérifient un lemme de zéros polynomial. Contrairement aux fonctions
sigma de Weierstraf, les fonctions (4 n’ont aucune valeur déficiente. Néanmoins on peut
étudier la distribution des petites valeurs de ces fonctions grace a la théorie d’Ahlfors.
Commengons par démontrer quelques propositions et lemmes techniques. La proposition
4.7.5 ci-dessous est une inégalité des accroissements finis ou la métrique euclidienne est
remplacée par la métrique sphérique.

Proposition 4.7.5. Soient @ = C un domaine, g € M(Q) et v : [0,1] — Q un chemin
de classe C! reliant z a w. Alors

x(9(2), 9(w)) < A(v) Sélégpg(f),

ots A(7) est la longueur de la courbe paramétrée par .

Démonstration. Par définition de la dérivée sphérique p, et I'inégalité triangulaire

lim X19(8),9(2)) — x(g(w), g(2)) x(9(€), g(w)) + x(g9(w), g(2)) — x(g(w), g(2))

£Sw |€ — wl gfh—rgvlﬂ € — w|

< pg(w).

Donc
1
(9(2), 9(w)) < x(g(1(0)), 9((1))) < f po(€)dor(€) < J po(v(B) (1) dt
vy
1
<suppy(©) [ W ()ldt < Aly)sup py ©).
1401 0 ey

Ce qu'il fallait démontrer. |

Bien que la fonction (5 ne soit pas périodique le lemme 4.7.6 ci-dessous affirme que
le nombre de feuillets du recouvrement de C induit par (5 restreint a parallélogramme
fondamental P de A est invariant lorsque 'on translate P par A.

Lemme 4.7.6. Soient A = Z @ Z1 un réseau de C avec 7 € H et P un parallélogramme
fondamental de A. Alors il existe N € N tel que
Vy e A, supn(y- P,a,(p) = N,

aeC

oiv-P={z+v|ze P}
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Démonstration. En effet pour tout a € C, vyeAet zev-Ptel que (p(2) =a
W(z) =CG(z=7) - H(y) =a—H(>).
Donc n(y - P,a,Cn) < n(P,a — H(v),(a). Or N = sup, ¢ n(P,a,(y) est fini puisque (5
est méromorphe sur un voisinage de P. Donc
Vy e A, supn(y- P,a,{y) < N.
aeC

En permutant le role de P et - P, on obtient I'inégalité dans I’autre sens. |

La proposition 4.7.7 ci-dessous donne une estimation suffisante de la distribution des
petites valeurs d’une fonction zéta de Weierstrafl et de ses poles pour en déduire qu’elle
vérifie un lemme de zéros polynomial.

Proposition 4.7.7. Soit A = Z ® Z7 un réseau de C avec T € H. Alors il existe une
constantes Cy > 0 et une suite d’arcs (Aq) de S' et (\g) /] 0 tels que A\g = V/d

Vd e N, )\1(Ad) = g et Yae Ad, diamd(D(rd,a,g)) > Cl,

C
Yk >1, 3Cy >0, Yz e D(r,S', g), Yw e D(kr,0,9), |z —w| > 72

Démonstration. Soient a,b,c € S' trois points distincts et équi-répartis sur le cercle.
D’apres le théoreme de Dufresnoy 4.2.15

3
Vre [0,0[, S(r,g9) <1+n(r,a,g)+n(r,b,g) +n(r,cg) + %C(T, 9);

ol § est la distance sphérique minimale entre a, b et c. Puisque T'(r, g) = 72 alors S(r, g) =
r2. En effet d’apres le lemme 4.6.15

Vr» 0, 12 « T(r,g9) « T(r,g) « §(r,9),

puisqu’il existe un k < 1 et C' > 1 tels que T(%,9) < CT(r,g) et

2r dt 2r
Vr>» 0, S(r,g) < S(t,g)7 &

T

S(t,g)% « T(2r,g) « T(2r,g) < r°.
0

D’apres la proposition 4.3.8, il existe un ensemble E c [0, o[ tel que ¢(E) < oo et
Vr e [0,0[\E, L(r,g) <S(r,9).
Donc il existe d’apres le lemme 4.3.6 une suite (r,) / oo telle que
rp,=n et YneN, r, ¢ E.
D’ou
VneN, 3d, < n(rp,a,Ca) + n(rn,b,(a) + n(rp,c,Ca) ou dp = [5(7"7;)7CA)J ,

Donc il existe une suite d’arcs U,  S' de longueur 7 telle que
VneN, YaeU,, d, <n(rny,a,(p).

Soit P un parallélogramme fondamental de A. Or d’apres le lemme 4.7.6, il existe N € N
tel que
Vye A, supn(y- P,a,{p) < N.
aeS?t
Notons N(r, P, A) le nombre de parallélogramme - P contenu dans D,.. D’aprés le lemme
3.7.6

7TT'2
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lorsque 7 — 0. Or dans chaque parallélogramme ~ - P, la fonction (5 prend au plus
N fois la valeur a € S'. Donc pour tout a € U,, la fonction (5 prend de 'ordre de d,,
a-points dans le disque D, de sorte qu’aucun de ces a-points ne soient dans le méme
parallélogramme, ni dans des parallélogrammes adjacents. Il existe donc une constante
v > 0 telle que

VneN, Va € U,, diamg, (D(r,,a,(s)) =7 > 0.
On pose n(d) = min{n e N | d,, = d}, \g = 7,(q) et Ag = Up(q). Alors

Yd e N, Va e Ad, diamd(D(/\d,a, CA)) =7,

et \g = +/d puisque S(r,g) =12 Il reste a étudier la position des péles par rapport aux
petites valeurs de la fonction (5. Soient z € D(r,a,(s) avec a € St et w € D(kr,00,(y).
On peut supposer sans perte de généralité que z et w sont dans le méme parallélogramme
~ - P car dans le cas contraire la distance entre z et w est minorée par une constante qui
ne dépend que du réseau A. Soient y € A tel que y-z€ P et v-we P et C le maximum
de p¢, sur P. D’aprés la proposition 4.7.5 ci-dessus

x(9(z) + H(v),9(w) + H(7)) < Clz + v — (w +7)| < Clz —w|.

Or
1 1

= = = s >
Vitlgz) + H@)P I+la+HOPE 7
et la constante omise ne dépend pas de a. |

x(g(2) + H(v),g(w) + H(7v))

Rappel corollaire 1.6.29. Soit A un réseau de C. Alors la fonction zéta de Weiers-
traf$ associée a A satisfait un lemme de zéros polynomial. Plus précisément, il existe
une constante C' > 0 telle que

Ve >0, Yde N, Vr >0, Z4(r,¢p) < C(d v r?)?Te,

Démonstration. On souhaite appliquer le critére 1.6.6 avec les suites (A\g) et (Ag) de la
proposition 4.7.7 et les suites (vq), (74), (d4) et (I) définie par
CQ ™
=2\ =C1, 6g=—— et lg=—
Vd dy Vd 15 Od My U} 3
ou C et Cs sont les deux constantes données par la proposition 4.7.7 ci-dessus. De plus
d’apres la proposition 2.7.18
VdeN, Vae Ay, diamg(D(Ag,a,ln),Dy,) = diamg(D (Mg, a,Cr)) = va,
et d’apres cette méme proposition
C
Vd e Na Pvgy (D(Vda 0, CA)? D()‘da a, CA)) = d(D(Vda 0, CA)? D(Adv a, CA)) = 27/\2(1
Donc les hypotheses du théorémes 1.6.6 sont satisfaites avec les exposants a; = ag = 0,
B=1,vy=1l=0et § =¢c. Donc
Vr >0, Yde N, Z4(r,¢x) < (d v o(r))?Te.
ot (r) == min{k € N | Ay, = 7}. Or ¢(r) « 72 car \y = V/d, ce qui achéve la démonstration
du corollaire. |
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CHAPITRE 5

Applications aux comptages des
points algébriques

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse aux problemes de comptages de points algébriques contenus
dans une courbe holomorphe g : D — C™ ou dans une courbe méromorphe g : D — ¢m
avec m > 3. Dans la section 5.2, on donne la définition de la hauteur de Weil et ces
propriétés élémentaires. Dans la section 5.3, on établit le théoreme d’interpolation avec
évitement 1.6.36 puis dans la section 5.4 on démontre le lemme de zéros en moyenne
1.6.30 dont on déduit que le théoréme d’interpolation avec évitement 1.6.36 ne peut étre
étendu aux courbes dans C2 ou C2. Finalement dans la derniére section 5.5 on démontre
a partir du théoreme 1.6.36 la proposition 1.3.4 faisant le lien entre les lemmes de zéros
polynomiaux et les bornes logarithmiques du nombre de points algébriques de hauteur et
degré bornés.

5.2 Hauteur de Weil

Dans cette section on donne la définition de la hauteur de Weil d’un nombre algébrique
et d’un espace vectoriel. Dans la suite K désigne un corps de nombres. On note Mg
I'ensemble des places du corps K et MY Pensemble des places non-archimédiennes de K.
La hauteur d’'un nombre algébrique est une mesure de la complexité arithmétique de ce
nombre. Dans le cas d’un rationnel g € Q nous avons défini dans le chapitre d’introduction
la hauteur du nombre ¢ comme le maximum du module du numérateur et dénominateur
d’une écriture de g sous forme de fraction irréductible. Ainsi la taille d’un rationnel mesure
la difficulté a écrire celui-ci sous la forme d’une fraction de petits entiers rationnels.
De facon plus générale on définit la hauteur de Weil d’un nombre algébrique et plus

généralement d’un point de l'espace projectif P™(Q) de la maniére suivante.

Définition 5.2.1 (Hauteur de Weil — [15, Sec. 1.5]). Pour tout point o = [ag : -+ : ]

de Vespace projectif P*(Q), on appelle hauteur de Weil multiplicative du point « le réel

H(a)= [] lal,
’UGMK
ou la norme |, est définie par |o, = maxo<j<n |@j]v avec

1
Kq:Q
ljlo = [N, g, ()]s,
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olt K est un corps de nombres contenant toutes les coordonnées projectives a; de a.
La hauteur de Weil logarithmique de «, noté h(«), est définie comme le logarithme de
H(a). Soit v € Q. La hauteur de Weil multiplicative H(7), respectivement logarithme
h(7y) du nombre ~y est définie comme la hauteur de Weil multiplicative, respectivement
logarithmique du point [1 : 7] de P*(Q).

La proposition 5.2.2 suivante découle de la définition 5.2.1 ci-dessus de la hauteur de Weil.

Proposition 5.2.2 ([15, Prop. 1.5.15]). Pour tous v1,...,7Vk € Q",

h(y+ ..+ 7) < D h(v;) + logk,
=1

et pour tout x = [z : -+ : x,] € P"(Q), h(z) < max {h(z;) : 0 < j < n}.

<

Rappel proposition 1.2.2. L’ensemble des nombres algébriques de hauteur de Weil au
plus B et de degré au plus k est fini.

La formule 5.2.3 suivante est essentielle.

Lemme 5.2.3 (Formule du produit — [15, prop. 1.4.4]). Soit K un corps de nombres K.
Alors
yeK* ] hh=1,
VEM K
ot |.|, est défini en 5.2.1.

Lemme 5.2.4. Soient o, 8 € Q distincts, de hauteur de Weil au plus B et de degré au
plus k. Alors
log|a — B| = —k(2log B + log 2).

Démonstration. Soit K le corps de nombres engendré par « et 5. On applique la formule
5.2.3 ci-dessus a v = a — 3. Donc

1 1
0= >, logla—pl, = +logla—p|+ » logla—fl, < logla—f| + h(a—f).

veEM i veMY.

Donc d’aprés la proposition 5.2.2, h(a — ) < h(a) + h(B) +log2 < 2log B +log2. N

Définition 5.2.5 (Hauteur de Weil d’un polynome). Soit P € Qcy4[z1, ..., 2m] non nul.
On suppose que
VzeC™, P(z) = Z N
IeA,,(d)
La hauteur de Weil multiplicative de P, notée H(P), est définie comme la hauteur de
Weil du point de P'espace projectif PP(Q) avec D = D,,(d) dont les coordonnées sont les
Ar. On note h(P) la hauteur de Weil logarithmique de P.

Définition 5.2.6 (Hauteur naive d’un polynéme). Soit P € C¢q4[21,- .-, 2mm] non nul. On
suppose que
VzeC™, P(z) = Z Azt
IeA,,(d)
La hauteur naive de P, notée H(P), et la longueur de P, notée L(P), sont définies par
H(P) = max {|Af]: T€ Ap(d)} et L(P):= > |-
IeA,,(d)

'La valeur H(a) ne dépend ni du choix d’un tel corps de nombres K ni du choix des coordonnées
projectives de .
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Dans [101], Schmidt étend la notion de hauteur de Weil aux sous-espaces vectoriels
de K™ avec K un corps de nombres. Son idée est de plonger les grassmanniennes dans
les espaces projectifs via les coordonnées de Pliicker et de définir la hauteur de Weil d’un
espace vectoriel comme la hauteur de son image via ce plongement. Plus précisément,

Définition 5.2.7 (Hauteur de Weil d’un espace vectoriel — [101]). Soit K un corps
de nombres et V un sous-espace vectoriel de dimension p de K™. Etant donné une K-
base B = {v1,...,v,} de V, on considére pour tout I < [n] de cardinal p la matrice
carrée Ay € M, (K) obtenue comme le mineur (I, [p]) de la matrice de M, ,,(K) dont
les colonnes sont les vecteurs de B. On définit la hauteur de Weil H(V') de V' comme la

hauteur du vecteur dont les coordonnées sont les dét(A;) lorsque I parcourt les parties
de [n] de cardinal p. De plus H (V) ne dépend pas du choix de la base B°.

Majoration de la hauteur de Weil d’un espace vectoriel. Dans la section 5.3
portant sur l'interpolation des points spéciaux, il est utile de majorer avec précision la
hauteur de Weil d’un espace vectoriel V' a ’aide de la hauteur de Weil des coefficients
d’un systeéme d’équations linéaires homogenes définissant V. Le lemme 5.2.11 remplit cette
attente. Il nous permet de majorer la hauteur d’un sous-K-espace vectoriel W < K™ par
un polynéme en la hauteur maximale des coefficients d’un systéme d’équations linéaires
définissant W dans K™.

Lemme 5.2.8 (Gramain - Mignotte - Waldschmidt — [48]). Soit P € Z[z,w] avec z =

(z1,...,2) et w = (wi,...,wy) un polynéme homogéne en les variables z et de degré
homogéne d relativement a ces variables et de degré d; suivant chacune des variables w;.
Soient (ay,...,ar) et (B1,...,Bn) des nombres algébriques. Alors

h(P(ax, ...k, B, ..., Bn)) <log L(P) + dh(1, 01, ..., ax) + Y. d;h(B;),
j=1

ot, L(P) est la longueur de P, c’est-a-dire la somme des valeurs absolues des coefficients
de P.

Corollaire 5.2.9. Soient n € N* et A e M,,(Q) une matrice dont on note les coefficients
a;,j. Alors h(dét(A)) < logn!+nh(1,a11,...,ann) < nlogn+nmax{h(a;;) :4,j€ [n]}.

Démonstration. Le déterminant de A s’écrit d’apres la formule de Leibniz,

dét(A) = > (=1 [ aog . (5.2.1)

oeS, =1

ou &,, désigne le groupe des permutations & n éléments et e(o) la signature de la per-
mutation o. Autrement dit, le déterminant de A est obtenu en évaluant le polynome

homogene
P= > ()T X000
i=1

geS,

Or ce polynéme P est de degré homogeéne n en ses n? variables et ses coefficients sont des

entiers valant —1 ou 1. La premiere inégalité s’en déduit a I’aide du lemme 5.2.8 appliqué
au polyndéme P et en remarquant que L(P) est majoré par le cardinal de &,,, & savoir n!.
La seconde inégalité est obtenue en majorant n! par n™ et en appliquant la proposition
5.2.2. |

2(’est une conséquence de la formule produit, voir le lemme 5.2.3.
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Remarque 5.2.10. La majoration de la hauteur de dét(A) issue du lemme 5.2.9 est
meilleure que celle obtenue en appliquant la majoration de la proposition 5.2.2 sur la
formule de Leibniz 5.2.1 lorsque les hauteurs h(a; ;) sont comparables & l'ordre de la
matrice. En effet, en procédant ainsi on obtient la majoration

h(dét(A)) < n!log2 + nmax {h(a;;) : i,j € [n]}

qui est donc nettement moins fine en 'ordre n de la matrice.

Nous pouvons maintenant démontrer la majoration de la hauteur de Weil d’un espace
vectoriel V' en fonction de la hauteur de Weil d’une de ses bases ou d’un systéme linéaire
d’équations homogenes le définissant.

Lemme 5.2.11. Soient V. < Q" un sous-Q-espace vectoriel de dimension p et B =
{vi,...,vp} une base de V. Alors

0<H(V)<p’B? avec B =max{H(v):ve B}, (5.2.2)

St Ly,...,Ln_p est une famille de formes linéaires de @n telles que V. = (), {L; = 0}
alors

0<H(V)< (n—p)" PB"?, (5.2.3)

ot B est le maximum des hauteurs des coordonnées des L; dans la base duale B* de B.

Démonstration. Soit K un corps de nombres contenant toutes les coordonnées des vec-
teurs de la base B. En revenant a la définition 5.2.7, il suffit de majorer la hauteur des
déterminants dét(A;) o A; est un mineur d’ordre p d’une matrice de M, ,(K) dont
les éléments sont des coordonnées des vecteurs de B. Une telle majoration découle du
corollaire 5.2.9 et permet d’obtenir en fin de compte la majoration 5.2.2.

La seconde majoration de H (V) provient du principe de dualité de Brill-Gordan®. En
effet si 'on consideére la matrice C'€ M,,_,, ,,(K) dont les lignes sont les coordonnées des
formes linéaires L; dans la base duale B* alors pour tout J < [n] de cardinal n — p on a
par la dualité de Brill-Gordan 1’égalité

dét(A;) = (=1)*Drdet(,0),

ol v est une constante appartenant & K*, I est le complémentaire de J dans [n], e(J) =
YjesJ et yC est le mineur ([n], J) de la matrice C. Donc via la formule produit du lemme
5.2.3, la hauteur du vecteur dont les coordonnées sont les nombres dét(Ay) est égale a
la hauteur du vecteur dont les coordonnées sont les nombres dét(;C'). Par conséquent, il
suffit de majorer les hauteurs des nombres dét(;C'), ce qui se fait a I'aide des coordonnées
des formes linéaires L; dans la base duale B* de B et le corollaire 5.2.9. |

Lemmes de Schwarz

Nous utilisons dans la section 5.3 le lemme de Schwarz suivant.

Lemme 5.2.12 (Lemme de Schwarz holomorphe). Soient g € A(Dg) non nulle et r € R
tel que 0 < r < R. Soient wy,...,ws des zéros de g dans le disque D,.. Alors

VzeD,, loglg(z)| <log M(R,g) + ) logpr(z,w;),

j=1

ol pr est la distance pseudo-hyperbolique dans le disque Dp.

3Voir [55, p. 294].
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Remarque 5.2.13. Un aspect important du lemme de Schwarz 5.2.12 est qu’il n’est pas
nécessaire de connaitre tous les zéros de g pour appliquer ce dernier. Lorsque ’on connait
la position de certains zéros w,...,ws de g, le lemme de Schwarz permet d’en déduire
une minoration de la croissance de la fonction maximum M/(r, g) ce qui s’avere suffisant
dans bon nombres de situations.

Dans la mesure ot nous étudions les points spéciaux de fonctions méromorphes dans
D ou C, nous utiliserons un analogue du lemme de Schwarz 5.2.12 pour ces derniéres. La
formule de Poisson-Jensen® nous permet d’étendre le lemme 5.2.12 aux fonctions méro-
morphes sur un disque a condition d’exclure un ensemble de points de petite taille. La
démonstration du lemme 5.2.14 est proche de celle du lemme 3.6.10 du chapitre 3.

Lemme 5.2.14 (Lemme de Schwarz méromorphe). Soient g € M(Dg) non nulle et r € R
tel que 0 < r < R. Soient wy,...,ws des zéros de g dans le disque D,.. Alors pour tout
e >0, il existe un ensemble E < Dp tel que diam,,(F,Dg) < 2ee avec n = n(R, 0, g) et

R+r

VzeD,\E, 1 <
2€DA\E, loglg(z)| < 57—

(r,9) + . logpr(z,w;) + n(R, 0, g) log (i) ,

j=1
ol pr est la distance pseudo-hyperbolique dans le disque Dgr. De plus l’ensemble E ne
dépend que de € et des poles avec multiplicité de g dans le disque Dg.

Démonstration. On applique la formule de Poisson-Jensen du théoréme 2.5.4 a la fonction
g sur le disque Dg. Donc

o 2 2 2 —w
R? — |z 0y 40 R w2
V D’[‘) 1 — — 1 R v _ 1 -
z€ oglg(z)] fo (Rei? — 2] og|g(Re )|27r + |w|Z<:Rmog(w) og R(z —w)
R? — w2z
— Z vog(w) log m )

lw|<R

Or

R+r N v, w
Vz e D,, loglg(z)| < R_Tm(R,g) — log H pr(z,w) =9 — Z log pr(z, w;).

D’apres le corollaire 2.7.9 du chapitre 2, ’ensemble

E(vepg,e) = {z eDpg: H pR(z7w)uocg(w) < €|Vmg|}.

lw|<R

est de m-iéme diameétre pseudo-hyperbolique dans Dy au plus 2es. Donc le lemme est
démontré en prenant pour E lensemble E(v,¢). |

5.3 Interpolation avec évitement

Dans cette section, nous allons montrer que lorsque X < C™ est un ensemble paramétré
par des fonctions holomorphes ou méromorphes sur un disque de C, on peut interpoler
ses points algébriques de degré et hauteur bornés par une famille finie de Q-hypersurfaces
algébriques de C™ dont on majore le nombre, le degré et la hauteur grace a la hauteur
des points interpolés. Qui plus est on peut exclure certaines Q-hypersurfaces de C™ de
Iinterpolation a condition que celles-ci forment un petite sous-variétés algébriques de

Q[z1, .-+, 2m]. Masser a démontré dans [77] le lemme d’interpolation 1.6.31 ci-dessous

4Voir théoréme 2.5.4 du chapitre 2.
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pour les points algébriques de degré et hauteur bornés contenus dans un graphe holo-
morphe. Ce lemme affirme que les points algébriques de hauteur bornée et de degré borné
d’un graphe holomorphe sont interpolables par une petite famille de Z-hypersurfaces al-
gébriques de type contrdlé par la hauteur et le degré des points interpolés.

Rappel lemme 1.6.31 (Masser — [77]). Soient g€ A(Dr) et r € R tels que 0 < r < R.
Notons X, le graphe de g restreint a .. Pour tout k € N* et ¢ > 0 tels que V8ke < 1, il
existe une suite (Sq) de familles finies de polyndomes non-nuls de Z[z,w] telle que

o lensemble X,.(Qy,e?) est contenu dans une hypersurface définie par un polynéme de
Sd;

e les polynomes de Sy ont un type controlé. Plus précisément
d2

VP e S, deg(P) « logd et h(P) « Tlogd’

o [e cardinal de la famille Sy est un grand O de

(%) o a1 1y

Les constantes omises ne dépendent que du degré k et sont explicites.

Remarque 5.3.1. Il revient au méme d’interpoler les points de &, (Qy,e?) par une Q-
hypersurface définie par un polynéme dont la hauteur de Weil des coefficients vérifie une
majoration de la forme d?(log d)~!. En effet en chassant les dénominateurs des coefficients
de ce polynéme on obtient une Z-hypersurface dont la hauteur vérifie encore une borne
similaire.

Nous souhaitons démontrer un nouveau lemme d’interpolation en nous inspirant de
la démonstration de Masser dans [77]. Nous montrons qu'’il est possible d’exiger que
les hypersurfaces d’interpolation n’appartiennent pas a une petite famille d’hypersur-
faces choisies a I'avance. Avant d’énoncer les résultats principaux de cette section in-
troduisons quelques définitions et notations. Dans la suite on munit toujours ’espace
vectoriel Ky[z1, ..., 2m| d’une structure de K-variété algébrique via I’isomorphisme entre
Ka[z1,-- ., 2m]) et KP induit par 'ordre lexicographique sur les monémes ot D = D, (d)
est le nombre de monomes de k variables et de degré total au plus d. Le choix de l'ordre
lexicographique sur les monoémes de Ky[z1,. .., zn] est arbitraire.

Rappel définition 1.6.32. Soit K un sous-corps de C. Une K -suite d’évitement est une
suite croissante (Ey) de K-variétés algébriques telle que pour tout d € N

e la variété algébrique Ey est une sous-variété fermée de Kyfw, ..., wn],

e la dimension de Krull des E; ne croit pas trop vite en comparaison de la dimension de
Krull de K¢4[wp, ..., wn]. Plus précisément, il existe un exposant a > 0 tel que

_ dlm(Ed) > i
Lm+1 (d) de ’

ou dim désigne la dimension de Krull,

1

e la croissance du degré des variétés F; n’est pas trop rapide. Plus précisément, il existe
un exposant 3 € [0, 0] tel que

log deg(Fy) « d°, (5.3.1)

ou deg désigne le degré de la variété E,. Lorsque 8 = o0, la minoration 5.3.1 n’impose
aucune contrainte sur le degré des variétés Fy .
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On dit de plus que la K-suite d’évitement (E4) est de format (o, ).

Le lemme de Siegel Un polynéme P non nul de Qy[wyo, - . . , w,,] s’identifie & un vecteur
non nul de Q¥ ol L est la dimension de 1’espace vectoriel Q [wo, ..., w,,]. Chercher un
polynéme P non nul dans un sous-espace vectoriel W de Qy[wy, - . ., w,, ] de petite hauteur
revient donc a chercher un vecteur non nul de petite hauteur dans un sous-espace vectoriel
de QL. Or pour démontrer le théoréme d’interpolation 1.6.36, nous allons définir un sous-
espace vectoriel W de QT & l'aide d’équations linéaires dont les coefficients sont donnés
par les points de C™ que le polynéme P doit interpoler. On cherche donc une majoration
de la hauteur d’un petit vecteur non nul dans un sous-espace vectoriel W en fonction de
la hauteur des coefficients d’un systéme linéaire définissant W. Ce type d’énoncés a été
formalisé pour la premiere fois par Siegel en 1929 dans [105] en se basant sur un travail
préliminaire de Thue et est communément appelé un lemme de Siegel.

Lemme 5.3.2 (Siegel — [105]). Soit W < Q™ un sous-Q-espace vectoriel de dimension
p = 1. Alors il existe un vecteur non nul v = (vy,...v,) € Z" "W tel que

max [ui] < | (nB) 5.

ou B est un entier majorant le module des coefficients d’un systéme d’équations linéaires
a coefficients dans Z. définissant W.

Depuis le lemme de Siegel a connu de nombreuses généralisations dans plusieurs di-
rections. Dans [17], Bombieri et Vaaler ont étendu ce lemme & n’importe quel corps de
nombres.

Théoréme 5.3.3 (Bombieri-Vaaler — [17]). Soient K un corps de nombres de degré
k € N* aqu-dessus Q et de discriminant Dy et n € N*, Soit W un sous-K -espace vectoriel
de K™ de dimension p = 1. Alors il existe un vecteur v € W non nul tel que

1

H(v) < {n(Z) |1>Ki}é H(W)7,

ou H(W) est la hauteur de lespace vectoriel W au sens de Schmidt’.

Récemment, Fukshansky a généralisé le lemme de Siegel 5.3.2 dans une nouvelle direc-
tion. Dans [39] il propose de borner la hauteur d’un vecteur v € W\ |, E; ot W et les E;
sont des sous-K-espaces vectoriels de K™ tels que les dimensions des F; soient strictement
inférieures a la dimension de W. Sa borne dépend a la fois de la hauteur de W et de celles
des F;. 1l obtient ainsi le théoréme 5.3.4 ci-dessous.

Théoréme 5.3.4 (Fukshansky — [39]). Soit K un corps de nombres de degré k et de
discriminant Dy . Soient L € N* et W, Eq,...,E, des sous-K-espaces vectoriels de K™
avecn = 2 et de dimensions respectives p,qi,...,qr. Notons

1
Cren(p,q) = 27+ D |2 (Pk)”( Z ) '

|51k
Supposons que max{q,...,qr} < p. Alors il existe un vecteur non nul v e W\, E; tel
que
1
L 1 CEE )
H() < Cxn(p,q) H(W)F . Lot } 3.2
(v) < Cren(p. ) H(W) (Z H(Ei)k> + (5.3.2)

5Voir la section 5.2 pour la définition.
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Malheureusement la borne 5.3.2 n’est pas assez fine pour remplacer celle fournit par
le lemme de Siegel de [48] dans la démonstration de linterpolation de Masser 1.6.31.
En effet pour établir son lemme d’interpolation, Masser utilise dans [77] le fait que la
puissance sur la hauteur H (W) dans la majoration de H(v) tend vers zéro lorsque la
dimension de ’espace vectoriel W tend vers I'infini comme c’est le cas pour la majoration
du théoréme 5.3.3. La borne 5.3.2 de Fukshansky ne vérifie pas cette propriété. Toutefois
en raffinant la dépendance de la borne de Fukshansky par rapport aux dimensions des
E; il est possible d’améliorer la dépendance de celle-ci par rapport & H (W) lorsque les
dimensions des F; sont suffisamment petites devant la dimension de W. Un tel résultat
a été obtenu par Gaudron dans [44] grace & des arguments de géométrie des nombres
adéliques. Par la suite Gaudron et Rémond ont obtenu dans [45] un lemme de Siegel ol
le lieu d’évitement n’est plus seulement une famille d’espaces vectoriels mais un fermé de
Zariski de I'espace des polyndémes K<g4[z1,...,2,] vu comme I'espace affine K7 .

Théoréme 5.3.5 (Gaudron-Rémond — [45]). Soit K un corps de nombres de degré k € N*
et de discriminant Dy . Soient W un sous-K -espace vectoriel de K™ de dimension p et I
un idéal de K[ X1, ..., X,] engendré par une famille de polynomes de degré au plus L > 1.
On note q la dimension de Krull de Z(I) et on suppose que ¢ < p. Alors d’une part il
existe un vecteur v € (E n O N\Z(I) tel que

H(v) < p <max {1, (i)@}) v LrHW) (5.3.3)

avec 1o le nombre de places complezes de K. D’autre part pour tout € > 0, il existe un
vecteur v € ((9% N E®k Q\Z(I) tel que

H(v) < max {1, exp (m) + 5} H(W)7s, (5.3.4)

ot Hy=1+3+...4 .
Remarque 5.3.6. Contrairement au théoréeme de Fukshansky 5.3.4, 'exposant sur le
terme H(W) dans les deux majorations 5.3.3 et 5.3.4 du théoréme 5.3.5 tend vers zéro
lorsque la dimension de ’espace vectoriel W est grand devant la dimension de Krull de
I'idéal I. C’est ce lemme de Siegel que nous utilisons dans le paragraphe suivant pour
démontrer des lemmes d’interpolations.

Démonstrations du théoréme 1.6.36. Le lemme d’interpolation de Masser 1.6.31
repose sur le résultat technique suivant démontré dans [77].

Lemme 5.3.7 (Masser — [77]). Soient g € O(Dg) et r € R tels que 0 < 2r < R. Pour
tout k e N*, d e N tels que d = \/8k et pour tout F < X,.(Qy, e?) tel que

r

L (4d)™F e max (2r, M(2r, g)} (5.3.5)
diam (1 (F)) ’ g ’ o

il existe une Z-hypersurface de C* contenant T'9(Qy, e?) et définie par un polynome P e
Z<a|z,w] tel que
h(P) < 277 (d + 1)2e%.

Remarque 5.3.8. On déduit du lemme 5.3.7 ci-dessus, le lemme 1.6.31 en remarquant

d’une part qu’il suffit de 'ordre de (%)2 disques de rayon & pour recouvrir entiérement

le disque D, et d’autre part le membre de droite de I'inégalité 5.3.5 ne dépend pas de F
tandis que le membre de gauche tend vers l'infini lorsque le diameétre de 71 (F') tend vers
zéro. On recouvre alors le disque D,. par suffisamment de disques de petit rayon § de sorte
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que tous les points a interpoler ont leur premiere coordonnée dans I'un de ces disques et
le diametre 20 de ceux-ci est suffisamment petit pour appliquer le lemme 5.3.7 & chacun
d’entre eux.

La démonstration du lemme 5.3.7 repose sur le lemme de Schwarz 5.2.12 et une va-
riante du lemme de Siegel démontrée par Gramain, Mignotte et Waldschmidt dans [121].
Les quatre lemmes 5.3.14, 5.3.16, 5.3.17 et 5.3.18 ci-dessous sont des analogues du lemme
technique de Masser 5.3.7 que nous allons utiliser pour démontrer le théoreme d’inter-
polation 1.6.36. Les deux premiers lemmes reposent sur la premiere partie du théoreme
de Gaudron-Rémond 5.3.5 tandis que les deux derniers utilisent la seconde partie de ce
méme théoreme. Avant de démontrer les quatre lemmes, introduisons quelques notations
utiles.

Notation 5.3.9. Soient d € N et m € N*. On note
A (d) == {neN":|n| =d} et An(d):={neN":|n|<d},

ou |n| = > n,;. L’ensemble A,,(d) est en bijection avec 'ensemble des monomes de degré
exactement d en m variables et l'ensemble A,,(d) est en bijection avec I'ensemble des
monomes de degré au plus d en m variables. Le cardinal de A, (d), respectivement A,,(d),
est noté L,,(d), respectivement D, (d).

Définition 5.3.10 (Matrice et déterminant d’interpolation). Soient g : Q — C™*! une

fonction et & = (&,...,&) € QF. Pour tout d € N, on définit la matrice d’interpolation
Ii(g,&) € My, .(C) avec L := Ly, 41(d) par
Vie {0,... .k}, Vi€ Amia(d), Ta(9,6);; = 90(&)"° - gm (&) (5.3.6)

On note Ay(g,€) le maximum des valeurs absolues des mineurs d’ordre maximaux de la
matrice I4(g,&). Lorsque k = L, le nombre Ay(g, &) est appelé le déterminant d’interpo-
lation de ensemble de points {g(&o), ..., 9(&m)}-

Dans bien des cas I'ordre des éléments la suite &, . . ., &, de la définition 5.3.10 importe
peu mais la multiplicité de ces derniers dans la suite & est importante. C’est la raison pour
laquelle on introduit la notation ci-dessous.

Notation 5.3.11. Soient g : Q& — C™ et v : 2 — N une fonction a support fini. On
note K4(g,v) le noyau de la matrice I4(g,&) ou & = (&, ..., &) est une énumération avec
multiplicité des éléments du support de v. Le noyau Ky(g,v) est indépendant du choix
de l'ordre des éléments de I’énumération &.

Remarque 5.3.12. Soient &, ...,&n € Qet g : Q — C™. Il existe un polynéme homogéne
P e C4lzo,...,2m] non nul s’annulant en chaque point (go(&;),...,gm(&;)) pour j €
{0,...,m} si et seulement si le déterminant Ay(g,€) est nul. C’est la raison pour laquelle
I4(g,€) est appelé un déterminant d’interpolation.

Notation 5.3.13. Pour tout corps de nombres K, on introduit la constante
2\F _
Ck = max{l, (7) \/DK} avec k= [K:Q],
T
ou Dk le discriminant de K.

Rappel notation 1.6.35. Soient K un sous-corps de C et g € ./\/l(]D)R)mH. Pour tout
d e N, on note V¥ (g) := {Pe Kilwo,...,wy] | Pog= 0}.
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Lemme 5.3.14. Soient K un corps de mombres de degré k € N* m € N* g :=
(90,---,9m) € O(DR)m+1, rmeRtels que 0 <r < R, 0<n<1, DeN* deN et
¢ : N — R une fonction croissante telle que ¢(z) < = et ¢(0) = 1. Notons X, l'image de
D, par g. Soient F' < D, un ensemble tel que g(F)  X,.(K,e?D) et E < Kq[wo,. .., wn]
un fermé de Zariski tel que

VE(g) ¢ E, dim(E) < nL,,11(d) et deg(E) < D.

On suppose que

—(1 — 1) log(diam(F, Dy)) » [logD + dlog" M(R, g) + dqb(d)]. (5.3.7)

_
Lm+1(d)
Alors il existe un polynome P de Kq[wo, ..., wn,|\E tel que la K-hypersurface définie par
P contienne l'ensemble g(F) et
do(d
h(P) « log L + JL()

Les constantes omises ne dépendent que de K.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que le cardinal de F' est plus grand
ou égal a l'entier s défini par

1—n)L
§:= {(277)J avec L := Ly,41(d).
On choisit un sous-ensemble M < F de cardinal s. Notons W le noyau du morphisme
de KT dans K* dont la matrice dans les bases canoniques de K= et K* est I4(g,¢) avec
M = {&,...,&}. On note p la dimension de W en tant que K-espace vectoriel et ¢ la
dimension de Zariski de E. D’apres les hypotheéses de 1’énoncé nous avons la minoration

1_
p—q>L—s—q>(1—n)L—s>T"L.

Donc les conditions du théoréme 5.3.5 sont vérifiées par le sous-espace vectoriel W de
KT et le fermé de Zariski E. D’aprés ce théoréme il existe un vecteur v € W\ E non nul
dont la hauteur H(v) est majorée par le second membre de I'inégalité 5.3.3 et notons P
le polynéme homogene dont les coefficients sont donnés par le vecteur v. Montrons que
la K-hypersurface définie par P contient en fait F. A cette fin on applique le lemme de
Schwarz 5.2.12 a la fonction holomorphe P o g qui est non nulle puisque P ¢ VdK (g). Alors

Vz e Dy, log|(Pog)(z)] <log M(R,Pog)+ Y. logpr(z,w)).

j=1
Supposons par 'absurde qu'il existe w € F\M tel que (P o g)(w) £ 0. D’apres le lemme
5.2.4 et la majoration précédente

—klog H((P o g)(w)) < log |(P o g)(w)| <log M(R, Pog)+ ). logpr(w,w;) 5.3
j=1 .O.
< slog (diam(F,Dg)) + h(P) + log L + dlog* M (R, g).
De plus d’apres le lemme 5.2.8
log H((P o < log L(P d;h(g;
og H((P o g)(w)) < log L(P) + j; ih(g;(w)) (5.3.9)
< h(P) +log L + d¢(d) « h(P) + d¢(d),

ou L(P) est la longueur de P et d; le degré de P par rapport a la variable z;. Or on
peut majorer la hauteur du polynéme P grace a l'inégalité 5.3.3. De plus la hauteur
H (W) est majorée par 5%e549(d) QPapres le corollaire 5.2.9 car Iespace vectoriel W est par
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construction le lieu des zéros de s formes linéaires® dont les coefficients sont de hauteur
de Weil au plus %@ Donc

2p —q 1

———logCx + ~log D +
®—qk gLk 2 g »
2p—q 1 1
L ogCw + Zlog D + slogs + sdo(d 5.3.10
g Cic + plog D+ ——(slogs + sdo(d) (53,10

logCx  logD  slogs + sdo(d) sdp(d)
+ + «logD + ——~.
L—n k (1—=n)L (I=n)L

D’ou en combinant les inégalités 5.3.8, 5.3.9 et 5.3.10, on obtient

h(P) < h(v) <logp + ! log H(W)
—q

< logp +

< logp +

+ CglongM(R, q)
do(d)
S
do(d)
(1-nL
log D + dlog™ M (R, g) + dgb(d)].

—log(diam(F,Dg)) < gh(P) + glog H((Pog)(w))+

1 log L
< =h(P) + o8
S S

log D d
« + log" M(R, g) +
a—nL t = gpr'e ME9)

log L
s

d
+ glog+M(R, g) +

< 1 [
(1—n)L
Cette derniere inégalité est contradictoire. Donc le polynéme P doit s’annuler en tous les
points de g(F). De plus la majoration de la hauteur logarithmique de P est obtenue de
la maniere suivante

h(P) « log L + gL + ——

1—n

d¢( )

-n
On suppose maintenant que le cardinal de M est strictement plus petit que s. On pose
W = K4(g,v) ot v: C™ — N est n’importe quelle fonction dont le support coincide avec
M et telle que Y} _cv(w) = s. On applique le théoreme 5.3.5 & W et E pour obtenir le
polynéme souhaité. |

Lemme 5.3.15. Soientr, Re R tels que 0 <r < R et E < D, nQ tel que tous les points
de E sont de hauteur de Weil au plus B et de degré au plus k € N*. Alors

1 1
. . 1
YdeN, d < #F = diamy(E,D,) (Rr) G

Démonstration. D’apres la proposition 2.7.4 du chapitre 2,
1
diamy(E,D,) = 3 min {pR(z,w) cz,we B 2z w}

D’apres le lemme 5.2.4 la distance euclidienne entre deux nombres algébriques distincts
de hauteur au plus B et de degré au plus k est au moins 27*B~2*. Donc

o—(k+1) p—2k (23)—%
= .
R—r R—r
Ce qu’il fallait démontrer. [ |

diamgy(E,D,.) >

En remplacant le lemme de Schwarz 5.2.12 par sa variante 5.2.14 pour les fonctions
méromorphes dans la démonstration du lemme précédent, on obtient I’énoncé 5.3.16 ci-
dessous.

6Ces formes linéaires peuvent étre linéairement liées.
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Lemme 5.3.16. Soient K un corps de nombres de degré k € N*, m € N* ¢ :=
(90y---+9m) € M(ER)MH, rmeRtels que0 <r < R, 0<n<1 DeN* deN et
¢ : N — R, une fonction croissante telle que ¢p(x) < x et ¢(0) = 1. Notons X, l'image de
D, par g. Soient F' = D, un ensemble tel que g(F) < X,.(K,e? D) et B < Kq[wo, ..., wn]
un fermé de Zariski tel que

VE(9) € E, dim(E) < nLm11(d) et deg(E) < D.

On suppose que

(-

: log(diam(F, Dg)) » log D + din(R, g) + dé(d)n(R, o0, g)].

(5.3.11)
Alors il existe un polynome P de Kq[wo, ..., wn|\E tel que la K-hypersurface définie par
P contienne l'ensemble g(F) et

il

h(P) « log L + ?Lw)

Les constantes omises ne dépendent que de K et de n(R,0,g).

Démonstration. On reprend le début de la démonstration du lemme 5.3.14 et ses notations
jusqu’a lapplication du lemme de Schwarz 5.2.12. On peut supposer que s > n avec
n = n(R, 0, g). Onnote ¢ := (4e)~Ldiam,, (F,Dg) ot F est un sous-ensemble fixé de D, tel
que g(F) c X,(K,e?@) de cardinal s. Or P o g n’est pas nulle puisque P ¢ VE(g). Donc
le lemme de Schwarz méromorphe 5.2.14 affirme qu’il existe un ensemble exceptionnel
E c Dp, tel que diam,,(E,Dg) < 2ee et

R+ .
V2 € DA, 1og|(P o)) < (o )l Pog) + Y ogpe(z.uy)
j=1

+n(R, 00, Pog)log (i) .

D’apres le lemme 2.7.22 et le lemme 5.3.15
loge » logdiam,, (F,Dg) > log diam,, (¢(F),Dgr) » —log(R —r) — ¢(d),

puisque les éléments de g(F') sont tous des points algébriques de hauteur logarithmique
plus petite que ¢(d). Supposons par l'absurde qu’il existe un w € F\(M u E) tel que
(P og)(w) % 0. Alors log|(P o g)(w)| = —klog H(Py(w)). En procédant comme dans la
démonstration du lemme 5.3.14, on obtient la majoration
sdo(d)
logh(P) « logD + ——=.
(1—=n)L
De plus d’apres I'inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.6
27
gy, d0
(R, Pog) = [ log"|(Pog)(Re")[5] < log |Plon + din(R,g)
0
<log H(P) + log L + dm(R, g),
et n(R,00, P og) < dn(R,00,g). Dot en combinant les inégalités précédentes
R—r log D

R+r

log(diam(F,Dg)) < %h(P) + glog H((Pog)(w)) +

d 1\ d
+ —n(R, 0, g)log () + —1(R, g)
S £ S

« ﬁ[logD + din(R, g) + dd(d)n(R, 20,9) + d(d) |
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Cette derniere inégalité est en contradiction avec 5.3.11. Donc le polynéme P doit s’annu-
ler en tous les points de g(F). De plus la majoration finale de la hauteur de P est obtenue
de la maniére suivante

sdg(d)
(1—=n)L

Ce qu’il fallait démontrer. |

do(d)

h(P) « log D + < log D + T
—n

Les deux lemmes 5.3.17 et 5.3.18 ci-dessous affirment qu’il est possible d’interpoler
les points algébriques de degré et hauteur bornés contenus dans une courbe holomorphe
ou méromorphe par des polynoémes a coefficients algébriques de hauteur controlée. La
différence avec les deux lemmes d’interpolation précédents est que les coefficients des
polynoémes obtenus peuvent ne pas appartenir au corps de nombres engendré par les
coordonnées des points interpolés.

Lemme 5.3.17. Soient k € N*, m € N*, g := (go,...,9m) € A(Dgr , 1 € R tels
que 0 <r < R, 0<mnp<1,deNet¢: N — R une fonction croissante telle que
¢(x) < z et $(0) = 1. Notons X, 'image de D, par g. Soient F' < D,. un ensemble tel que
g(F) € X, (Qp, e D) et E < Qglwo, - . ., wn] un fermé de Zariski tel que

+1
)m

Veg)c E et dim(E) < nLy4i1(d).

On suppose que

— (1 — ) log(diam(F, Dg)) » [dlog+M(R, 9+ dqb(d)]. (5.3.12)

1
Lm+1(d)
Alors il existe un polynéome P de Qu[wo, . .., w,]\E tel que la Q-hypersurface définie par
P contienne l'ensemble g(F) et

h(P) « M
L=
Les constantes omises ne dépendent que de k.
Démonstration. La démonstration étant similaire a celle du lemme 5.3.14, on reprend les
notations introduites dans la démonstration de ce dernier. On choisit un corps de nombres
K de sorte qu’il existe une famille génératrice de I'idéal I(FE) dont les coefficients soient
dans K et les éléments g(wp),...,g(ws) soient dans K. D’aprés la seconde partie du

théoréme 5.3.5, il existe un vecteur ve Q  n W\FE tel que

h(v) < logmax{l,exp <m> + 1} + piq log H(W)

p(Hy, — 1) 1 p(Hy, — 1) 1
<log* (exp ( +1)+ log H(W) « + log H(W
2(p—q) pP—q W) 2b—q9) pP—yq W)
logL log H(W) « sdo(d)
l—n  (1-nL  (1-nL
Notons P le polynéme homogene dont les coefficients sont donnés par le vecteur v et

supposons par I’absurde que P n’interpole pas le point g(w) un w € F\M. D’aprés le
lemme de Schwarz 5.2.12

kE+1 logL d kdp(d
~ log(diam(F, Dg)) < %h(P) + Oi + Slog* M(R,g) + mkdg(d)
1
« 7[dlog+M R,g) + do(d ]
Cette inégalité est contradictoire avec les hypotheses de ’énoncé. On obtient la majoration
de la hauteur de P comme dans le lemme précédent. |
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Lemme 5.3.18. Soient k € N*, m € N*, g := (go,...,9m) € M(ER)mH, r,n € R tels
que 0 <r < R,0<n<1,deNeto:N — R une fonction croissante telle que
o(x) < x et ¢(0) = 1. Notons X, 'image de D, par g. Soient F < D, un ensemble tel que
g(F) € X,.(Qy, e? D) et B < Qylwo, . .., wm] un fermé de Zariski tel que

Vi(g) c E et dim(E) < nLyyi(d).
On suppose que

R—r .
—(1—n) Rir log(diam(F,Dg)) »

1
————|dlog" M (R do(d)n(R . (5.3.13
L eg MR 9) +db(dn(R, 0, 9)|. (5:313)
Alors il existe un polynéme P de Qglwo, . .., wn|\E tel que la Q-hypersurface définie par
P contienne l'ensemble g(F) et
dg(d)

h(P) « ——.

(P) « T

Les constantes omises ne dépendent que de k et n(R, 0, g).

Démonstration. 1l suffit d’adapter la démonstration du lemme 5.3.16 en replacant la pre-
miere partie du théoreme 5.3.5 par la seconde partie de ce dernier comme nous ’avons
fait dans la démonstration du lemme 5.3.17 ci-dessus. |

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 1.6.36 dont nous rappelons 1’énoncé
ci-dessous.

Rappel théoréme 1.6.36. Soient K < C un corps, m € Nxq

— m+1
g = (907"'7977L) GM(DR) )

et r € R tel que 0 < r < R. Soient (E;) une K -suite d’évitement de format («, 5) et
¢ : N = R* wune fonction croissante. On note X, l’image de D, par g. On suppose
que

— 1 d
a<m-—1, lim Og¢()<m—1—a et VdeN, VE(g) c E,.

d—owo logd
Alors
e on suppose que K est un corps de nombres, a + < m et Vj € {0,...,m}, g; €
A(Dg). Alors pour tout € > 0 et d € N, lensemble X,.(K,e? D) est interpolé par
une famille Sy de polynomes de Kylwo, ..., w,]\Eq telle que

#S4 <« ®L(r,R,g) et VP € Sy, h(P) « d* 1 ¢(d) + d°,

e on suppose que K est un corps de nombres et o + 8 < m. Alors pour tout € > 0
et d e N, l'ensemble X, (K, e‘f’(d)) est interpolé par une famille S; de polynémes de
Kylwo, ..., wn,]\Eq telle que

#8, « ®2(r, R, g) et VP € Sy, h(P) « d**1¢(d) + d°,
e on suppose que K = Q et Vj € {0,...,m}, g; € A(Dg). Alors pour tout € > 0,

k € N* et d € N, l’ensemble X, (Qy, e? D) est interpolé par une famille Sy de
polynomes de Qg[wo, . .., w,|\Eq telle que

#S4 < ®L(r,R,g) et VP € Sy, h(P) « d*T1¢(d),
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e on suppose que K = Q. Alors pour tout ¢ > 0, k € N* et d € N, ’ensemble
X, (Qy,, e D) est interpolé par une famille Sy de polynomes de Qy[wo, . . ., wm]\Eq
telle que

#S4 < ®(r,R,g) et VP € Sy, h(P) < d*T1¢(d).

Les constantes omises ne dépendent pas de g, d, r et R mais dépendent de €.

Démonstration. Démontrons la premiere affirmation. On fixe 6 > 0 et on recouvre D,. par
N5 disques Dy, ..., Dy, de diametre . On suppose de plus que § est assez petit de sorte
que

dim(Ed)
Lm+1 (d) ’

1 1
log | =) « log Dy + dlog™ M (R, g) + dé(d)]| avec 14 :=
g <5) 0= 1) bt (@) [log Dy g™ M (R, g) + dop(d)] avec ng

ou Dy est le degré du fermé de Zariski E4. Donc pour tout € > 0
1
Vd > 0, log (5> «d*m [dﬁ + dlog" M (R, g) + dd)(d)] & glog+M(R, q9),

car a + S <met a <m— 1. Or pour tout d assez grand

Ns « <5(Rﬁir))2 < (RRiT>2max{l,M(R,g)}5.

D’apres le lemme d’interpolation 5.3.14 et quitte a choisir § assez petit, ’ensemble des
points algébriques de X,.(K, e¢(d)) contenus dans un disque D; sont interpolés par un
polynéme homogene P; de Kq[wo, ..., wy]\Eq tel que

h(P;) « log Dy + quﬂ < dP + d**1p(d).
— Nd

Ce qui acheve la démonstration de la premiére affirmations. Les trois autres affirmations

sont démontrées de la méme maniére en utilisant respectivement les lemmes d’interpola-
tion 5.3.16, 5.3.17 et 5.3.18. |

5.4 Lemme de zéros en moyenne

Dans cette section nous démontrons le lemme de zéros en moyenne 1.6.30 énoncé dans le
chapitre d’introduction. Gréce a ce résultat, on montre également qu’il n’est pas possible
en toute généralité d’interpoler les points algébriques d'une courbe holomorphe de C?
par une famille de polynémes homogenes vérifiant les propriétés décrites dans 1’énoncé de
1.6.36. Le lemme des zéros en moyenne est une conséquence de l'inégalité de Bézout en
moyenne 1.5.12 que nous avons exposé dans l'introduction. Avant de pouvoir démontrer
le lemme des zéros en moyenne, nous avons besoin de quelques lemmes élémentaires sur
les p-fibrations dont nous rappelons la définition ci-dessous.

Rappel définition 1.5.10. Soient V et W deux espaces analytiques’ de dimension pure
et g € O(V,W). On dit que la fonction g est une p-fibration si pour tout v € V, il existe un
voisinage ouvert U de v tel que pour tout z € U, la fibre g=*(g(2)) n U est de dimension

pure p.

Lemme 5.4.1. Soit f == (f1,..., fm) € O(C,C™). Pour tout k € {1,...,m}, on définit
la fonction entiére g, € O(C™*1 C*) par

V(Z,U.)) e C x (Cma gk(sz) = (fl(z) _wla"'afk(z) _wk)'

"1l s’agit d’espaces analytiques au sens de Serre.
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Alors gi, est une (m + 1 — k)-fibration.

Démonstration. La matrice jacobienne J,(gx) de gi en z € C est de la forme
J(gr) = [Tk Okm—r hj] o0 he ="(f1,..., fr)-

Donc la matrice J,(gx) est de rang maximal k pour tout z € C. D’apres le théoréeme
des fonctions implicites, les fibres de g sont par conséquent des variétés analytiques de
dimension pure m + 1 — k. Donc g, est une (m + 1 — k)-fibration au sens de la définition

1.5.10 ci-dessus. u
Lemme 5.4.2. Soient f = (f1,..., fm) € O(C,C™) une fonction transcendante et P €
Clz,w1, ..., wm] non nul. On considére la fonction entiére g € O(C™TL C™*1) définie
par

g(z,w) = (fl(z) _w17~-~7fm(z) —wm,P(z,w)),

et V.o C™H le lieu des zéros de g. Alors g est a fibres discrétes et
Vr >0, n,(r,V)=n(r,Pr) et N,(r,V)=N(r,Py), (5.4.1)
ou v est lintersection compléte® associée a g.
Démonstration. On note h(z) = P(z, f(2)). Pour démontrer les deux inégalités de 5.4.1,
il suffit de montrer que
Y(ao,bo) € V, v(ao, bo) = voh(ao),

ot ph est le diviseur associé au zéros de h. On fixe (a,b) € C™*1! tel que f(a) =b, U = C
un voisinage de a et W un voisinage de f(U). Alors

#U n b7 (h(a)) = #(U x W) n g (g(a,b)).
En effet d’une part
Unh (h(a)) = {z eU | h(z) = h(a)} = {z eU| Pz f(z)) = P(a,f(a))}7
et d’autre part
UxW)ng™

{(z,w) e UxW | g(z,w) g(a,b)}
{(z;w)eU x W | f(z) —w = f(a) — b et P(z,w) = P(a,b)}
{(zow)eUxW | f(z )—wet P(z,w) = P(a, f(a))}.

Pour tout ¢ € C™, V, désigne I’ensemble des voisinages ouverts de ¢ dans C™. Or d’apres
[113, p. 17]

Vag € C, voh(ag) = min{ lm #U nh™'(h(a)) | U € Vg, }

et d’apres la définition 1.5.11 et puisque g est une fibration a fibres discretes
Veg e C x C™, v(co) =min{ Im #V n g~ '(g(c)) | V € Ve }.
c—co

Donc si ¢y = (ag,bp) € V alors

v(co) = min{ H #U x W) g Hg(e) | (UW) eV, x Vbo}
mln{ hm #(U x W) g (g(a,b) | (U W)€ Vg, x Vbo}

(a, b)aco

fla)=
>min{ Tim #(U x W) g (g(a,b)) | (U,W) € Vyy x Vs, tel que f(U) = W}

(a, b)aco

fla)=
>min{ lim #U nh™ " (h(a)) | U € Vy, }.

a—agp

8Voir la définition 1.5.11 page 24.
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Cette inégalité étant vraie pour tout pour tout voisinage U de a, on obtient que v(cp)
majore vph(ag). |

Le théoréme 5.4.3 ci-dessous est ’analogue du théoreme de Cartan 2.6.11 ou la métrique
euclidienne sur C est remplacée par la métrique sphérique sur C et la caractéristique de
Nevanlinna T'(r, g) par la caractéristique de Shimizu-Ahlfors T (r, g).

Théoréme 5.4.3 ([46, Th. 4.4]). Soit g € M(Dgr) non constante. Alors

vre [0,R[, T(r,g) = %J@N(nmg)dx(a) - %L N(r,wﬂ)(ljrip)g-

Rappel proposition 1.6.30. Soient f € O(C) une fonction transcendante, d € N* et
P e Cgqlz,w] non nul tels que f(0) =1 et P(0) = 0. Alors

o0 2
VR >0, Vre[0,R], f N(r, Py < d( ) logt M(262R, ),
1 u

R—r

ot P¥(z,w) = P(uz,uw). En particulier pour tout P € Cy[z,w] non nul

-Tr

2
VR >0, Vre[0,R[, N(r,Pf) < d(RR ) log™ M (2¢*R, f).

Démonstration. On reprend les notations du théoreme de Stoll 1.5.12. Quitte & diviser
P par sa norme infini sur B2, on peut supposer que ||PHB§ = 1. On fixe a € C* et on
considere les fonctions entieres définies par

Pz w)

V(z,w) € C?, g1(z,w) = f(z) —w et ga(z,w) =1-— ”

Notons que par hypothese g;(0,0) = 1 et g2(0,0) = 1. Pour tout t € ]0,1]?, on considére
le sous-ensemble analytique Z; de C défini par

7, = {Z cC | P(t—?(tlz), %f(tlz)) = a} avec t = (t1,t2).

1
De plus pour tout ¢ € ]0,1]2, les fonctions entieres g} et g7 définies par
V(z,w) € C2, gy (z,w) = gi(tiz, tiw) et g7 (z,w) = (g1(t1z, tw), ga(taz, taw)),

sont respectivement une 1-fibration et une O-fibration sur C? d’apres respectivement les
lemmes 5.4.1 et 5.4.2 ci-dessus. Donc d’apreés le théoréme de Stoll 1.5.12 en posant W = C?

2 2
VR >0, f Ny, (R, V;)dt < 7n(eR,C?) [ [log* M(2¢*R, g;) « | [log* M(2¢*R, g;).
12 . F—
j=1 j=1
Or par l'inégalité de Bernstein-Walsh 3.2.7
log" M (2¢*R, g2) < log™|a|M(2¢*R, P) + log 2
< log*|P|zz + dlog* (2¢*R) + log*|a| + 21log 2
<log*|a| + dlog” R+,

et log" M (2€?R, g1) < 2log™ max{M (2¢?R, f),2¢%R}. De plus d’aprés le lemme 5.4.2

Vte I%, n,,(R,V;) > n(Rtl,a,PJf;l/b) avec t = (t1,t2),
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Or en faisant les changement de variable u = t—l puis t = Rt

du
f N, (R, Vy)d J f N(Rt1,a, Pt dt _J J N(Rty,a, P})tdhy s
I2

du
RZJthantdt RQJJNtan tdt
R—r s du
2( R ) J; N("“’a’Pf)?‘

o du R \2.2
L N(r,a, P}‘)? < (—7") H log* M (2¢*R, g;)- (5.4.2)
j=1

Donc

R

Or par le théoréme de Cartan 5.4.3 ci-dessus et le théoréme 4.2.21

fJNTan dx JJNrandX JT Pf

du
1 u

De plus

dw
log ™ |w|dx(w) = J log " |w| ——— < .
fc”c c (1 + [w[?)?
On conclut en intégrant ’inégalité 5.4.2 pour a parcourant la sphere C. Lorsque P est
homogene de degré d, on a Vu € [1,00[, P* = uP et donc N(r, P}*) = N(r, Py). De plus

0
d
f -
1 u

Ce qui termine la démonstration. |

Remarque 5.4.4. La proposition 1.6.30 implique qu’il n’est pas possible d’interpoler
en général les points algébriques d’'un graphe analytique par des polynémes homogenes
vérifiant les hypotheses de 1.6.36. En effet dans le cas contraire, on établirait pour toute
fonction entiere transcendante un comptage des points rationnels logarithmique. Or on
sait d’apres le théoreme 1.2.11 qu’il existe des fonctions entiéres transcendantes ayant
beaucoup de points rationnels de petites hauteurs. C’est une contradiction.

Remarque 5.4.5. Je tiens a remercier Byniamini qui m’a fait remarquer que la se-
conde affirmation de la proposition 1.6.30 peut étre démontrée directement de la maniere
suivante. Soit P € C4[z, w] un polynéme non nul de la forme

d
w) = Z a; 2w,
7=0
Alors
¢ 9\
VseC, f«z,guﬁ>—-§jajzi<) _ 20(92)) avee Q(w }ja]wn
j=0

z

On peut supposer sans perte de généralité que ) est unitaire, quitte a d1v1ser ce dernier
par son coeflicient dominant. Or g étant une fonction entiere transcendante, son image est
d’aire infinie. Il existe donc un rg > 1 tel que laire de I'image de la couronne A(1,rg) par
h(z) =4 (Z) excede 2e. De plus d’apres le lemme de Boutroux-Cartan 2.7.10 ’ensemble E
suivant

E={zeC|Q() <1}
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est d’aire au plus 2e. Il existe donc un z € A(1,79) tel que |Q(g(z))| > 1. On obtient
finalement une majoration du nombre de zéros de ) o g grace aux inégalités de Bernstein-
Walsh 3.2.7 et de Jensen.

5.5 Comptages des points algébriques

Dans cette derniere section nous démontrons la proposition 1.3.4 reliant les lemmes de
zéros aux comptages de points algébriques. Nous appliquons a cette fin le théoréeme d’in-
terpolation 1.6.36 de la méme maniere que dans la remarque 1.6.38 de I'introduction. On
fixe g € A(Dg) une fonction transcendante. et on pose m = 3, fo(2) = 1, fi(2) = z,

fa(z) = g(2), [ = (fo, f1, f2) et (Eq) la suite (VdK(f)). Or l’espace vectoriel VdK(g) est
nul pour tout d € N. En effet, soit P € K4[wp,w;,ws] un polynéme de la forme

Ywe C3, P(w) = Z Aw! = Z Ndeiy—igir ia Wy 2wl Wi
|T|=d i1 t+ia<d
Or P e VI (f) si et seulement si z — P(1,z,¢g(z)) est identiquement nulle. D’ott P = 0.
Rappel proposition 1.3.4. Soient k € N*, g € M(Dg). On suppose qu’il existe ¢ :
[0,R[ —» Ry et o> 0 tels que
VdeN, Vre|[0,R[, Z4(r,g9) < (d v o(r))".
Alors

R
Ve >0, Yre[0,R[, N;(T'Y,B) « (R

—-Tr

)2 exp {sﬁ - "T(R, g)} (log B v o(r))®.

On suppose de plus que g est holomorphe. Alors

2
Ve >0, Yre[0,R[, N;(T'Y,B) « (RR> max{1l, M(R, g)}*(log B v ¢(r))".

Démonstration. On applique la premiére et la troisieme interpolations du théoreme 1.6.36
a la fonction f, la Q-suite d’évitement nulle et ¢ = id. Or

Vre[0,R[, Vde N, YP e Sy, Z4(r,g) < (dv p(r))*.

Donc en appliquant cette proposition avec d de 'ordre de log B, on obtient que le cardinal
de T9(K, B) est majoré par

. (r, R)Z4(r, g) < (ﬁ) exp {gg i :T(R, g)} (log B v o(r))". (5.5.1)

De plus lorsque g est holomorphe, la borne 5.5.1 peut étre remplacée par

B B2 ) « (s ) o 1M (R.9))" Qo B v (1)

Ce qu’il fallait démontrer. |
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Résumé

Cette these porte sur des propriétés arithmétiques des fonctions méromorphes et trans-
cendantes d’une variable.

Dans le chapitre 3, nous définissons des mesures de transcendance pour les fonctions ho-
lomorphes et méromorphes sur un domaine régulier de C puis nous majorons ces mesures
en fonction de la distribution des petites valeurs de la fonction étudiée.

Gréace aux théories de Nevanlinna et d’Ahlfors, nous étudions dans le chapitre 4 la
distribution des petites valeurs de certaines classes de fonctions méromorphes sur D ou C
afin d’obtenir pour celles-ci des majorations explicites de leurs mesures de transcendance.

L’application principale de ce travail est ’obtention de nouveaux lemmes de zéros
polynomiaux pour de grandes familles de fonctions méromorphes et en particulier pour
les fonctions de Weierstrafl et les fonctions fuchsiennes.

Dans le chapitre 5, nous montrons que ces lemmes de zéros polynomiaux conduisent
a des bornes logarithmiques du nombre de points algébriques de degré et hauteur bornés
contenus dans les graphes des fonctions étudiées.

Mots clés : lemme de zéros, fonction méromorphe, mesure de transcendance, comptage
de points algébriques

Abstract

This PhD thesis is about some arithmetic properties of meromorphic functions of one
variable.

In chapter 3, we define the transcendental measures for holomorphic and meromorphic
functions on a regular domain of C, then we obtain upper bounds of these measures in
terms of the distribution of small values of the function.

Thanks to the Nevanlinna and Ahlfors theories, we study in chapter 4 the distribution
of small values of some classes of meromorphic functions on D or C in order to obtain
explicit upper bounds of transcendental measures.

The main application of this work is the demonstration of new polynomial zero esti-
mates for large classes of meromorphic functions, in particular for Weierstrafy functions
and fuchsian functions.

In chapter 5, we prove that polynomial zero estimates lead to logarithmic bounds of
the number of algebraic points of bounded degree and height contained in the graph of
the function.

Keywords : zero estimates, meromorphic functions, transcendental measures, counting
algebraic points
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