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✷✳✶✼ ❆'❝❤✐.❡❝.✉'❡ ❞❡) ♠-.❤♦❞❡) ❞❡ ♣'-❞✐❝.✐♦♥ ❞❡ ❜'✉✐. ♠❛❣♥-.✐A✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✶✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞❡ ).'❛.-❣✐❡) ▼▲■✱ .'❛❝.✐♦♥ ❢❡''♦✈✐❛✐'❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶✾ ❆♥❛❧②)❡ ♥✉♠-'✐A✉❡ ❞❡) ❝♦♥.'❛✐♥.❡) ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ )✉' ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ).'✉❝.✉'❡ ).❛.♦' ❀

❡♥ ❜❧❡✉❡✱ ❧❛ )✉'❢❛❝❡ ❞✬✐♥.-❣'❛.✐♦♥ ❞❡) ♣'❡))✐♦♥) ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷✵ ❆♥❛❧②)❡ ❞❡) ❝♦♥.'❛✐♥.❡) ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ )✉' ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ).'✉❝.✉'❡ ).❛.♦' ❀ ❡♥ ❜❧❡✉❡✱

❧❛ )✉'❢❛❝❡ ❞✬✐♥.-❣'❛.✐♦♥ ❞❡) ♣'❡))✐♦♥) ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✷✶ ❊①❡♠♣❧❡) ❞❡ ❢❛❝❡) ✈✐❜'❛♥.❡) ♠♦.❡✉') ❞❡ .'❛❝.✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✷✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣'♦❥❡❝.✐♦♥ ❞❡ ♣'❡))✐♦♥ ♠❛❣♥-.✐A✉❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠❛❣♥-.✐A✉❡ )✉' ✉♥

♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠-❝❛♥✐A✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✷✸ ❱✐❜'❛.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉.'❡ ❡♥❝❛).'-❡✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐)❝'-.✐)❛.✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞❡❣'-) ❞❡

❧✐❜❡'.-✱ ♠♦❞❡) ✶ ❡. ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✷✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ )②).Y♠❡ ❞✐)❝'❡. J ❞❡✉① ❞❡❣'-) ❞❡ ❧✐❜❡'.-✱ ♠♦❞❡) ✶ ❡. ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✶ ❉-♠❛'❝❤❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✲ ❱❛'✐❛❜❧❡) ❞✬❡♥.'-❡✴)♦'.✐❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷



❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡& ✈✐✐

✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝-✐♦♥ -♦-❛❧❡ ❞❛♥/ ❧✬❡♥-0❡❢❡0 ❞❛♥/ ❧❡ 0❡♣30❡ ❞❡ 4❆❘❑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✸ ❙❝❤<♠❛ ❞❡ /✐♠✉❧❛-✐♦♥ ▼❆❚▲❆❇✲❙■▼❯▲■◆❑ ❞❡/ -❡♥/✐♦♥/ Un
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✹ ▼▲■ ❆/②♥❝❤0♦♥❡/✱ ❣<♥<0❛-✐♦♥ ❞✉ ♣♦-❡♥-✐❡❧ ❞❡ ♣❤❛/❡ Uq ✈✐❛ ❧✬✐♥-❡0/❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣♦0-❡✉/❡ ❡- ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥-❡ ✭Vdc ❂ ✶✽✵✵ ❱✱ fc ❂ ✹✵✵ ❍③ ❡- fs ❂ ✷✵ ❍③✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✺ ❚❡♥/✐♦♥ /✐♠♣❧❡ Vq✱ ▼▲■ ❆/②♥❝❤0♦♥❡/ ❆&②♥ ❡- ❆&②♥✰3th ✭Vqeff ❂ ✹✵✵ ❱✱ fc ❂

✹✵✵ ❍③ ❡- fs ❂ ✷✵ ❍③✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✻ ▼▲■ ❆♥❣❧❡/ ❈❛❧❝✉❧</✱ ❝♦♥/-0✉❝-✐♦♥ ❞❡/ ♣♦-❡♥-✐❡❧/ ❞❡ ♣❤❛/❡ Uq ✈✐❛ ❧❛ ❧❡❝-✉0❡ ❞❡/

❛♥❣❧❡/ ❡- -❡♥/✐♦♥/ /✐♠♣❧❡/ ✭Vdc ❂ ✶✽✵✵ ❱ ❡- fs ❂ ✺✺ ❍③✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✼ ▼▲■ ❆♥❣❧❡/ ❈❛❧❝✉❧</✱ -❡♥/✐♦♥/ /✐♠♣❧❡/ ❞<❞✉✐-❡/ ❞❡ ❧✬<V✉❛-✐♦♥ ✸✳✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✽ ❙✐♠✉❧❛-✐♦♥/ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ -❡♥/✐♦♥ /✐♠♣❧❡ Vq✱ ❚❋❉ ▼▲■ ❛♥❣❧❡/ ❝❛❧❝✉❧</ ✭Vqeff ❂ ✹✵✵

❱ ❡- fs ❂ ✺✺ ❍③✮ ❡- ❚❋❉ ♣❧❡✐♥❡ ♦♥❞❡ ✭Vqeff ❂ ✽✶✵ ❱ ❡- fs ❂ ✺✺ ❍③✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✾ ❋♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❞✐/-0✐❜✉-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ /♣✐0❡ ❛✉-♦✉0 ❞✬✉♥❡ ❞❡♥-✱ ✇❢(α)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✶✵ ❉<❝♦♠♣♦/✐-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ N s
q (α) /-❛-♦0✳ ●❛✉❝❤❡ ✿ ❝❛/ ❞✬✉♥❡ /♣✐0❡

♣❛0 ♣❤❛/❡ ❡♥0♦✉❧<❡ ❛✉-♦✉0 ❞✬✉♥❡ ❞❡♥- ❀ ▼✐❧✐❡✉ ✿ ❝❛/ ❞✬✉♥❡ /♣✐0❡ ♣❛0 ♣❤❛/❡ ❡♥0♦✉❧<❡

❛✉-♦✉0 ❞❡ ❞❡✉① ♦✉ ❞❡ ♣❧✉/✐❡✉0/ ❞❡♥-/ ❀ ❉*♦✐,❡ ✿ ❝❛/ ❞❡ ❞❡✉① /♣✐0❡/ ♣❛0 ♣❤❛/❡

❡♥0♦✉❧<❡/ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛✉-♦✉0 ❞✬✉♥❡ ❞❡♥-✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✶✶ ▼♦-❡✉0 ❆❘✈✷✱ spp = 2
5 ❡♥❝♦❝❤❡/ ♣❛0 ♣^❧❡ ❡- ♣❛0 ♣❤❛/❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✶✷ ▼♦-❡✉0 ❆❘✈✵✱ spp = 2 ❡♥❝♦❝❤❡/ ♣❛0 ♣^❧❡ ❡- ♣❛0 ♣❤❛/❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✶✸ ▼♦-❡✉0 ❙✐♥❱✶✱ spp = 1.5 ❡♥❝♦❝❤❡/ ♣❛0 ♣^❧❡ ❡- ♣❛0 ♣❤❛/❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✶✹ ▼❛❣♥<-✐/❛-✐♦♥ ♣❛0❛❧❧3❧❡ ❞❡/ ❆4/ ❡♥ ❢♦0♠❡ ❞❡ ❝❛❧♦--❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✶✺ 40♦❥❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥<-✐/❛-✐♦♥ ❞❡/ ❆4/ ❞❛♥/ ❧❡ 0❡♣30❡ ❝②❧✐♥❞0✐V✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✶✻ ▼♦-❡✉0 ❆❘✈✵ ✭rc = 0.8✮✱ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥<-✐V✉❡ HrI(r, α) 0❛❞✐❛❧ ❞<✈❡❧♦♣♣< ♣❛0 ❧❡/

❆4/ ❞❛♥/ ❧✬❡♥-0❡❢❡0 ♠♦②❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✶✼ ▼♦-❡✉0 ❆❘✈✵ ✭rc = 0.8✮✱ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥<-✐V✉❡ HθI(r, α) 0❛❞✐❛❧ ❞<✈❡❧♦♣♣< ♣❛0 ❧❡/

❆4/ ❞❛♥/ ❧✬❡♥-0❡❢❡0 ♠♦②❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✶✽ ▼♦-❡✉0 ❆❘✈✷ ✭rc = 0.5✮✱ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥<-✐V✉❡ HrI(r, α) 0❛❞✐❛❧ ❞<✈❡❧♦♣♣< ♣❛0 ❧❡/

❆4/ ❞❛♥/ ❧✬❡♥-0❡❢❡0 ♠♦②❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✶✾ ▼♦-❡✉0 ❆❘✈✷ ✭rc = 0.5✮✱ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥<-✐V✉❡ HθI(r, α) 0❛❞✐❛❧ ❞<✈❡❧♦♣♣< ♣❛0 ❧❡/

❆4/ ❞❛♥/ ❧✬❡♥-0❡❢❡0 ♠♦②❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✷✵ ❋♦0❝❡/ ♠❛❣♥<-♦✲♠♦-0✐❝❡/ ❞<✈❡❧♦♣♣<❡/ ♣❛0 ❧❡/ ❆4/ ❞❛♥/ ❧✬❡♥-0❡❢❡0✱ ❛♥❛❧②/❡ /♣❡❝-0❛❧❡

-❡♠♣♦0❡❧❧❡ ✭❢0<V✉❡♥❝❡ f✮ ❡- /♣❛-✐❛❧❡ ✭❞<❢♦0♠<❡ ` m ❧♦❜❡/✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✷✶ 4❡0♠<❛♥❝❡ ❞✬❡♥-0❡❢❡0 ❆❘✈✵✱ /✐♠✉❧❛-✐♦♥/ ❋❊▼▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✷✷ ❈♦♠♣♦/❛♥-❡ 0❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡0♠<❛♥❝❡ ❡♥-0❡❢❡0 ❆❘✈✵ ✿ ✈❛0✐❛-✐♦♥/ ✐♥-0♦❞✉✐-❡/ ♣❛0 ❧❡

/-❛-♦0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✷✸ ❈♦♠♣♦/❛♥-❡ -❛♥❣❡♥-✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡0♠<❛♥❝❡ ❡♥-0❡❢❡0 ❆❘✈✵ ✿ ✈❛0✐❛-✐♦♥/ ✐♥-0♦❞✉✐-❡/

♣❛0 ❧❡ /-❛-♦0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✷✹ 4❡0♠<❛♥❝❡ ❞✬❡♥-0❡❢❡0 ❆❘✈✷✱ /✐♠✉❧❛-✐♦♥/ ❋❊▼▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✷✺ ❈♦♠♣♦/❛♥-❡ 0❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡0♠<❛♥❝❡ ❡♥-0❡❢❡0 ❆❘✈✷ ✿ ✈❛0✐❛-✐♦♥/ ✐♥-0♦❞✉✐-❡/ ♣❛0 ❧❡

/-❛-♦0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✷✻ ❈♦♠♣♦/❛♥-❡ -❛♥❣❡♥-✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡0♠<❛♥❝❡ ❡♥-0❡❢❡0 ❆❘✈✷ ✿ ✈❛0✐❛-✐♦♥/ ✐♥-0♦❞✉✐-❡/

♣❛0 ❧❡ /-❛-♦0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✷✼ 4❡0♠<❛♥❝❡ ❡♥-0❡❢❡0 ❆❘✈✵✱ /✐♠✉❧❛-✐♦♥/ ❋❊▼▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✷✽ ❈♦♠♣♦/❛♥-❡ 0❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡0♠<❛♥❝❡ ❡♥-0❡❢❡0 ❆❘✈✵ ✿ ✈❛0✐❛-✐♦♥/ ✐♥-0♦❞✉✐-❡/ ♣❛0 ❧❡

0♦-♦0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✷✾ ❈♦♠♣♦/❛♥-❡ -❛♥❣❡♥-✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡0♠<❛♥❝❡ ❡♥-0❡❢❡0 ❆❘✈✵ ✿ ✈❛0✐❛-✐♦♥/ ✐♥-0♦❞✉✐-❡/

♣❛0 ❧❡ 0♦-♦0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶



❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡& ✈✐✐✐

✸✳✸✵ ❈♦♠♣♦'❛♥*❡ ,❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡,♠0❛♥❝❡ ❡♥*,❡❢❡, ❆❘✈✷ ✿ ✈❛,✐❛*✐♦♥' ✐♥*,♦❞✉✐*❡' ♣❛, ❧❡

,♦*♦,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✸✶ ❈♦♠♣♦'❛♥*❡ *❛♥❣❡♥*✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡,♠0❛♥❝❡ ❡♥*,❡❢❡, ❆❘✈✷ ✿ ✈❛,✐❛*✐♦♥' ✐♥*,♦❞✉✐*❡'

♣❛, ❧❡ ,♦*♦,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✸✷ ❈♦♥'*,✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡,♠0❛♥❝❡ ❞✬❡♥*,❡❢❡, *♦*❛❧❡ ✿ ❝♦♠♣♦'❛♥*❡ ,❛❞✐❛❧❡ = t = 0✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✸✸ ❈♦♥'*,✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡,♠0❛♥❝❡ ❞✬❡♥*,❡❢❡, *♦*❛❧❡ ✿ ❝♦♠♣♦'❛♥*❡ *❛♥❣❡♥*✐❡❧❧❡ = t = 0✳ ✽✹

✸✳✸✹ ?❡,♠0❛♥❝❡ ❞✬❡♥*,❡❢❡, *♦*❛❧❡ ✿ ❛♥❛❧②'❡ '♣❡❝*,❛❧❡ *❡♠♣♦,❡❧❧❡ ✭❢,0B✉❡♥❝❡ f✮ ❡* '♣❛*✐❛❧❡

✭❞0❢♦,♠0❡ = m ❧♦❜❡'✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✸✺ ■♥❞✉❝*✐♦♥ ,❛❞✐❛❧❡ ❞❛♥' ❧✬❡♥*,❡❢❡, ♠♦②❡♥ ❞✉ ♠♦*❡✉, ❆❘✈✵ = fs = 200 ❍③ ✿ ❝♦♠♣❛✲

,❛✐'♦♥ ❉■❱❆ ✲ ❋❧✉①✷❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✸✻ ■♥❞✉❝*✐♦♥ *❛♥❣❡♥*✐❡❧❧❡ ❞❛♥' ❧✬❡♥*,❡❢❡, ♠♦②❡♥ ❞✉ ♠♦*❡✉, ❆❘✈✵ = fs = 200 ❍③ ✿

❝♦♠♣❛,❛✐'♦♥ ❉■❱❆ ✲ ❋❧✉①✷❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✸✼ ■♥❞✉❝*✐♦♥ ,❛❞✐❛❧❡ ❞❛♥' ❧✬❡♥*,❡❢❡, ♠♦②❡♥ ❞✉ ♠♦*❡✉, ❆❘✈✷ = fs = 200 ❍③ ✿ ❝♦♠♣❛✲

,❛✐'♦♥ ❉■❱❆ ✲ ❋❧✉①✷❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✸✽ ■♥❞✉❝*✐♦♥ *❛♥❣❡♥*✐❡❧❧❡ ❞❛♥' ❧✬❡♥*,❡❢❡, ♠♦②❡♥ ❞✉ ♠♦*❡✉, ❆❘✈✷ = fs = 200 ❍③ ✿

❝♦♠♣❛,❛✐'♦♥ ❉■❱❆ ✲ ❋❧✉①✷❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✸✾ ❙❡♥'✐❜✐❧✐*0 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ *♦*❛❧❡ ❞❛♥' ❧✬❡♥*,❡❢❡, ❛✉① ✈❛,✐❛*✐♦♥' ❞❡ ❧❛ ❧❛,✲

❣❡✉, ❞❡ ❞❡♥*' '*❛*♦, ❞❡' ♠♦*❡✉,' ❆❘✈✵ ❡* ❆❘✈✷ ❀ ❝♦♠♣♦'❛♥*❡' ,❛❞✐❛❧❡ ❡* *❛♥❣❡♥*✐❡❧❧❡✳ ✾✵

✸✳✹✵ ❙❡♥'✐❜✐❧✐*0 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ *♦*❛❧❡ ❞❛♥' ❧✬❡♥*,❡❢❡, ❛✉① ✈❛,✐❛*✐♦♥' ❞❡ ❧✬♦✉✈❡,✲

*✉,❡ ❞❡' ❆?' = ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❆?' ❝♦♥'*❛♥* ❞❡' ♠♦*❡✉,' ❆❘✈✵ ❡* ❆❘✈✷ ❀ ❝♦♠♣♦'❛♥*❡'

,❛❞✐❛❧❡ ❡* *❛♥❣❡♥*✐❡❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✹✶ ❙❡♥'✐❜✐❧✐*0 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ *♦*❛❧❡ ❞❛♥' ❧✬❡♥*,❡❢❡, ❛✉① ✈❛,✐❛*✐♦♥' ❞❡ ❧❛ ❤❛✉✲

*❡✉, ❞❡ ❧✬✐'*❤♠❡ ❞❡' ❞❡♥*' '*❛*♦, ❞❡' ♠♦*❡✉,' ❆❘✈✵ ❡* ❆❘✈✷ ❀ ❝♦♠♣♦'❛♥*❡' ,❛❞✐❛❧❡

❡* *❛♥❣❡♥*✐❡❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✸✳✹✷ ❙❡♥'✐❜✐❧✐*0 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ *♦*❛❧❡ ❞❛♥' ❧✬❡♥*,❡❢❡, ❛✉① ✈❛,✐❛*✐♦♥' ❞❡ ❧❛ ♣❡,✲

♠0❛❜✐❧✐*0 ,❡❧❛*✐✈❡ ❞❡' ❝❧❛✈❡**❡' ❞✬❡♥❝♦❝❤❡ ❞❡' ♠♦*❡✉,' ❆❘✈✵ ❡* ❆❘✈✷ ❀ ❝♦♠♣♦✲

'❛♥*❡' ,❛❞✐❛❧❡ ❡* *❛♥❣❡♥*✐❡❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✹✸ ❋♦,❝❡ 0❧❡❝*,♦♠♦*,✐❝❡ ♣,♦❞✉✐*❡ ♣❛, ✉♥❡ ♣❤❛'❡ ❞❡' ♠♦*❡✉,' ❆❘✈✵ = fs = 200 ❍③ ❡*

❆❘✈✷ = fs = 167 ❍③ ❀ ❝♦♠♣❛,❛✐'♦♥ ❞❡' ❝❛❧❝✉❧' ❉■❱❆ ✲ ❋❧✉①✷❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✸✳✹✹ ❈♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞0*❡♥*❡ ❞❡' ♠♦*❡✉,' ❆❘✈✵ ❡* ❆❘✈✷ ❀ ❝♦♠♣❛,❛✐'♦♥ ❞❡' ❝❛❧❝✉❧' ❉■❱❆ ✲

❋❧✉①✷❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✸✳✹✺ ▼❡'✉,❡' ❞❡' ✐♥❞✉❝*❛♥❝❡' ❞✐,❡❝*❡ ❡* ✐♥✈❡,'❡✱ ❣,V❝❡ = ❧❛ ♠0*❤♦❞❡ ❞✬✐♥❥❡❝*✐♦♥ ❞❡'

*❡♥'✐♦♥' ❡♥ ❤❛✉*❡ ❢,0B✉❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✹✻ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠0,✐B✉❡ ✭❋❊▼▼✮ ❀ ♠♦*❡✉, ❆❘✈✵ = ✈✐❞❡ ✿ Hc 6= 0 ❡! id, iq = 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✸✳✹✼ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠01✐3✉❡ ✭❋❊▼▼✮ ❀ ♠♦!❡✉1 ❆❘✈✵ >❛♥> ❆?>✱ ✭❛✮ id ❙❡✉❧✱ ✭❜✮ iq ❙❡✉❧✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✹✽ ■♥❞✉❝!❛♥❝❡> ❙②♥❝❤1♦♥❡> ❞✉ ♠♦!❡✉1 ❆❘✈✵ ✿ ❝❛❧❝✉❧> ❉■❱❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✸✳✹✾ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠01✐3✉❡ ✭❋❊▼▼✮ ❀ ♠♦!❡✉1 ❆❘✈✷ N ✈✐❞❡ ✿ Hc 6= 0 ❡! id, iq = 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✸✳✺✵ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠01✐3✉❡ ✭❋❊▼▼✮ ❀ ♠♦!❡✉1 ❆❘✈✷ >❛♥> ❆?>✱ ✭❛✮ id ❙❡✉❧✱ ✭❜✮ iq ❙❡✉❧✳ ✳ ✶✵✷

✸✳✺✶ ■♥❞✉❝!❛♥❝❡> ❙②♥❝❤1♦♥❡> ❞✉ ♠♦!❡✉1 ❆❘✈✷ ✿ ❝❛❧❝✉❧> ❉■❱❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✸✳✺✷ ❆1❝❤✐!❡❝!✉1❡ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ 10>♦❧✉!✐♦♥ ❞✉ ❙❝❤0♠❛ ▼♦♥♦♣❤❛>0 ➱3✉✐✈❛❧❡♥! 0!❡♥❞✉ ❀

❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦✉1❛♥! ❞❡ ♣❤❛>❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✸✳✺✸ ❇✐❧❛♥ ❞❡ ♣✉✐>>❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ▼❙❆?>✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✺✹ ❈♦♠♣❛1❛✐>♦♥> ❊❙❙❆■❙✲❉■❱❆ ❞❡> ❝♦♥!❡♥✉> ❤❛1♠♦♥✐3✉❡> ❞❡> ♣❛1❛♠T!1❡> 0❧❡❝✲

!1✐3✉❡> ♣♦✉1 ❧❡ ♠♦!❡✉1 ❆❘✈✵ ❛✉ 10❣✐♠❡ ❝♦♥!✐♥✉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✸✳✺✺ ❈♦♠♣❛1❛✐>♦♥> ❋❧✉①✷❉ ✲ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ ♣1❡>>✐♦♥ ♠❛❣♥0!✐3✉❡ 1❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥>

❧✬❡♥!1❡❢❡1 ♠♦②❡♥ ♣♦✉1 ❧❡ ♠♦!❡✉1 ❆❘✈✵ ❛✉ 10❣✐♠❡ ❝♦♥!✐♥✉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻



❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡& ✐①

✸✳✺✻ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❊❙❙❆■❙✲❉■❱❆ ❞❡+ ❝♦♥7❡♥✉+ ❤❛)♠♦♥✐:✉❡+ ❞❡+ ♣❛)❛♠;7)❡+ <❧❡❝✲

7)✐:✉❡+ ♣♦✉) ❧❡ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✵ A ❧❛ ✈✐7❡++❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✸✳✺✼ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❋❧✉①✷❉ ✲ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ♠❛❣♥<7✐:✉❡ )❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥+

❧✬❡♥7)❡❢❡) ♠♦②❡♥ ♣♦✉) ❧❡ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✵ A ❧❛ ✈✐7❡++❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✺✽ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❊❙❙❆■❙✲❉■❱❆ ❞❡+ ❝♦♥7❡♥✉+ ❤❛)♠♦♥✐:✉❡+ ❞❡+ ♣❛)❛♠;7)❡+ <❧❡❝✲

7)✐:✉❡+ ♣♦✉) ❧❡ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✷ ❛✉ )<❣✐♠❡ A ♣❧❡✐♥ ✢✉①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✺✾ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❋❧✉①✷❉ ✲ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ♠❛❣♥<7✐:✉❡ )❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥+

❧✬❡♥7)❡❢❡) ♠♦②❡♥ ♣♦✉) ❧❡ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✷ ❛✉ )<❣✐♠❡ A ♣❧❡✐♥ ✢✉①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✸✳✻✵ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❊❙❙❆■❙✲❉■❱❆ ❞❡+ ❝♦♥7❡♥✉+ ❤❛)♠♦♥✐:✉❡+ ❞❡+ ♣❛)❛♠;7)❡+ <❧❡❝✲

7)✐:✉❡+ ♣♦✉) ❧❡ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✷ ❛✉ )<❣✐♠❡ A ✢✉① )<❞✉✐7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✸✳✻✶ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❋❧✉①✷❉ ✲ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ♠❛❣♥<7✐:✉❡ )❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥+

❧✬❡♥7)❡❢❡) ♠♦②❡♥ ♣♦✉) ❧❡ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✷ ❛✉ )<❣✐♠❡ A ✢✉① )<❞✉✐7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✹✳✶ ▼♦❞;❧❡ ♠<❝❛♥✐:✉❡ ✿ ❤②♣♦7❤;+❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞)❡ ❝)❡✉① <:✉✐✈❛❧❡♥7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡+ ❞❡ ❞<❢♦)♠❛7✐♦♥+ )❛❞✐❛❧❡+ ❡7 ❛①✐❛❧❡+ ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞)❡ ❝)❡✉①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✹✳✸ ❈❛+ 7❡+7 ✿ 7✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❡♥ ❝♦♥❞✐7✐♦♥ ❧✐❜)❡✲❧✐❜)❡ ❛✉✲❞❡❧A ❞❡ 300 ❍③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✹✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ✷❉ ❞✬✉♥ +7❛7♦) <:✉✐♣< ❞❡ ❞❡♥7+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✺ ❈❛+ 7❡+7 ✿ +7❛7♦) ❛✈❡❝ +❛ ❞❡♥7✉)❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐7✐♦♥ ❧✐❜)❡✲❧✐❜)❡ ❛✉✲❞❡❧A ❞❡ 200 ❍③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✻ ❈❛+ 7❡+7 ✿ +7❛7♦) ❛✈❡❝ +❛ ❞❡♥7✉)❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐7✐♦♥ ❧✐❜)❡✲❧✐❜)❡ ❛✉✲❞❡❧A ❞❡ 150 ❍③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✹✳✼ ❈❛+ 7❡+7 ✿ ♠♦7❡✉) ❞❡ 7)❛❝7✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❞✐7✐♦♥ ❧✐❜)❡✲❧✐❜)❡ ❛✉✲❞❡❧A ❞❡ 30 ❍③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✹✳✽ ❱✉❡ ❞❡+ ♠♦7❡✉)+ ❆❘✈✵ ❡7 ❆❘✈✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✹✳✾ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡+ ❛❝❝<❧<)❛7✐♦♥+ ❞❡+ ✈✐❜)❛7✐♦♥+ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✵ A ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡+ 7❡♥+✐♦♥+

▼▲■ ✿ ❝♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❊❙❙❆■❙ ✲ ❉■❱❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✹✳✶✵ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡+ ❛❝❝<❧<)❛7✐♦♥+ ❞❡+ ✈✐❜)❛7✐♦♥+ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✷ A ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡+ 7❡♥+✐♦♥+

▼▲■ ✿ ❝♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❊❙❙❆■❙ ✲ ❉■❱❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✹✳✶✶ ❆♣♣❧✐❝❛7✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❢❛❝7❡✉) ❞❡ )❛②♦♥♥❡♠❡♥7 ❛✉① ♠♦7❡✉)+ ❆❘✈✵ ❡7 ❆❘✈✷✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✹✳✶✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❛❝♦✉+7✐:✉❡ ✭▲✇✮ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✵ A ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡+ 7❡♥+✐♦♥+

▼▲■ ✿ ❝♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❊❙❙❆■❙ ✲ ❉■❱❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✹✳✶✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❛❝♦✉+7✐:✉❡ ✭▲✇✮ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✷ A ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡+ 7❡♥+✐♦♥+

▼▲■ ✿ ❝♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❊❙❙❆■❙ ✲ ❉■❱❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✹✳✶✹ ❊++❛✐+ ❛✈❡❝ 7❡♥+✐♦♥ ▼▲■ ✿ +♦♥❛❣)❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ❛❝♦✉+7✐:✉❡ )❛②♦♥♥<❡ ❡♥

❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐7❡++❡ ❞❡ )♦7❛7✐♦♥ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✹✳✶✺ ❙✐♠✉❧❛7✐♦♥+ ❉■❱❆ ❛✈❡❝ 7❡♥+✐♦♥ ▼▲■ ✿ +♦♥❛❣)❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ❛❝♦✉+7✐:✉❡ )❛②♦♥✲

♥<❡ ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐7❡++❡ ❞❡ )♦7❛7✐♦♥ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✹✳✶✻ ❙✐♠✉❧❛7✐♦♥+ ❉■❱❆ ❛✈❡❝ 7❡♥+✐♦♥ +✐♥✉+♦X❞❛❧❡ ✿ +♦♥❛❣)❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ❛❝♦✉+7✐:✉❡

)❛②♦♥♥<❡ ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐7❡++❡ ❞❡ )♦7❛7✐♦♥ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✹✳✶✼ ❙✐♠✉❧❛7✐♦♥+ ❉■❱❆ A ✈✐❞❡ +❛♥+ ❛❧✐♠❡♥7❛7✐♦♥ ✿ +♦♥❛❣)❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ❛❝♦✉+7✐:✉❡

)❛②♦♥♥<❡ ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐7❡++❡ ❞❡ )♦7❛7✐♦♥ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✹✳✶✽ ❙✐♠✉❧❛7✐♦♥+ ❉■❱❆ ❛✈❡❝ 7❡♥+✐♦♥ ▼▲■ ✿ +♦♥❛❣)❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ❛❝♦✉+7✐:✉❡ )❛②♦♥✲

♥<❡ ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐7❡++❡ ❞❡ )♦7❛7✐♦♥ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✹✳✶✾ ❙✐♠✉❧❛7✐♦♥+ ❉■❱❆ A ✈✐❞❡ +❛♥+ ❛❧✐♠❡♥7❛7✐♦♥ ✿ +♦♥❛❣)❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ❛❝♦✉+7✐:✉❡

)❛②♦♥♥<❡ ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐7❡++❡ ❞❡ )♦7❛7✐♦♥ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✹✳✷✵ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞✉ ❜)✉✐7 <♠✐+ A ✈✐7❡++❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ ♣❛) ❧❡ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✵ ❡7 ✺✹+✶✷♣ ❀ ❡♥

❝❤❛)❣❡ ❛✈❡❝ 7❡♥+✐♦♥ ▼▲■ ❞✉ ♣)♦❥❡7 ❆❘✈✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✹✳✷✶ ❙♦♥❛❣)❛♠♠❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❛❝♦✉+7✐:✉❡ )❛②♦♥♥<❡ ❞✉ ♠♦7❡✉) ❆❘✈✷ ✿ 7❡♥✲

+✐♦♥ ▼▲■ +②♥❝❤)♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼



❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡& ①

✹✳✷✷ #❧❛♥' ❞✬❡①♣-.✐❡♥❝❡' ♣♦✉. ❧❡ ♠♦4❡✉. ❆❘✈✵ ✿ '✐4✉❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '♦❧✉4✐♦♥ ♦♣4✐♠❛❧❡ ♣❛.

.❛♣♣♦.4 : ❧❛ '♦❧✉4✐♦♥ ✐♥✐4✐❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✹✳✷✸ #❧❛♥' ❞✬❡①♣-.✐❡♥❝❡' ♣♦✉. ❧❡ ♠♦4❡✉. ❆❘✈✷ ✿ '✐4✉❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '♦❧✉4✐♦♥ ♦♣4✐♠❛❧❡ ♣❛.

.❛♣♣♦.4 : ❧❛ '♦❧✉4✐♦♥ ✐♥✐4✐❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✹✳✷✹ ❈♦♠♣❛.❛✐'♦♥ ❞✉ ❜.✉✐4 -♠✐' : ✈✐4❡''❡ ✈❛.✐❛❜❧❡ ❡♥4.❡ ❧❛ '♦❧✉4✐♦♥ ♦♣4✐♠❛❧❡ ❡4 ❧❛

'♦❧✉4✐♦♥ ✐♥✐4✐❛❧❡ ❞✉ ♠♦4❡✉. ❆❘✈✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

❆✳✶ #❡.♠-❛♥❝❡ .❛❞✐❛❧❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ♣♦✉. ❧❡ ♠♦4❡✉. ❆❘✈✵ : t = 0 ✿ ❈♦♠♣❛.❛✐'♦♥ ❡♥4.❡

❧❡' ♠-4❤♦❞❡' ❉■❱❆✲❆♥❛❧②4✐G✉❡ ❡4 ❉■❱❆✲❋❊▼▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

❆✳✷ #❡.♠-❛♥❝❡ .❛❞✐❛❧❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ♣♦✉. ❧❡ ♠♦4❡✉. ❆❘✈✷ : t = 0 ✿ ❈♦♠♣❛.❛✐'♦♥ ❡♥4.❡

❧❡' ♠-4❤♦❞❡' ❉■❱❆✲❆♥❛❧②4✐G✉❡ ❡4 ❉■❱❆✲❋❊▼▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

❆✳✸ ■♥❞✉❝4✐♦♥ .❛❞✐❛❧❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ♣♦✉. ❧❡ ♠♦4❡✉. ❆❘✈✵ : t = 0 ✿ ❈♦♠♣❛.❛✐'♦♥ ❡♥4.❡ ❧❡'

♠-4❤♦❞❡' ❉■❱❆✲❆♥❛❧②4✐G✉❡ ❡4 ❉■❱❆✲❋❊▼▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

❆✳✹ ■♥❞✉❝4✐♦♥ .❛❞✐❛❧❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ♣♦✉. ❧❡ ♠♦4❡✉. ❆❘✈✷ : t = 0 ✿ ❈♦♠♣❛.❛✐'♦♥ ❡♥4.❡ ❧❡'

♠-4❤♦❞❡' ❉■❱❆✲❆♥❛❧②4✐G✉❡ ❡4 ❉■❱❆✲❋❊▼▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

❆✳✺ ❍❛.♠♦♥✐G✉❡' '♣❛4✐♦✲4❡♠♣♦.❡❧' ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝4✐♦♥ .❛❞✐❛❧❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ✿ ❈♦♠♣❛.❛✐'♦♥

❡♥4.❡ ❧❡' ♠-4❤♦❞❡' ❉■❱❆✲❆♥❛❧②4✐G✉❡✱ ❉■❱❆✲❋❊▼▼✱ ❡4 ❋❧✉①✷❉ ✭4♦✉4 ♥✉♠-.✐G✉❡✮✳ ✶✺✾

❇✳✶ ▼-4❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②'❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡①♣-.✐♠❡♥4❛❧❡ ✿ ♠❛.4❡❛✉ ♠♦❜✐❧❡✱ ❛❝❝-❧-.♦♠S4.❡ ✜①❡✳ ✳ ✶✻✵

❇✳✷ ❈❛.❛❝4-.✐'4✐G✉❡' ❞❡ ❛❝❝-❧-.♦♠S4.❡ ✉4✐❧✐'- ♣♦✉. .-❛❧✐'❡. ❧❡' ❆▼❊&✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

❇✳✸ ❈❛.❛❝4-.✐'4✐G✉❡' ❞✉ ♠❛.4❡❛✉ ❝❤♦❝ ✉4✐❧✐'- ♣♦✉. .-❛❧✐'❡. ❧❡' ❆▼❊&✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

❈✳✶ ❍❛.♠♦♥✐G✉❡' ❞❡ ♣.❡''✐♦♥ ♠❛❣♥-4✐G✉❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ❝❛✉'-❡ ♣❛. ❧✬✐♥4❡.❛❝4✐♦♥ ❡♥4.❡ ❧❛

❢♦.❝❡ ♠❛❣♥-4♦♠♦4.✐❝❡ ❞❡' ❆#' ❡4 ❧❛ ♣❡.♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡.✳ '♣♣ = 0.25✳ ❖.❞.❡

♠✐♥✐♠❛❧ = 1✳ #❡♥4❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥4❛❧ = 30✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

❈✳✷ ❍❛.♠♦♥✐G✉❡' ❞❡ ♣.❡''✐♦♥ ♠❛❣♥-4✐G✉❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ❝❛✉'-❡ ♣❛. ❧✬✐♥4❡.❛❝4✐♦♥ ❡♥4.❡ ❧❛

❢♦.❝❡ ♠❛❣♥-4♦♠♦4.✐❝❡ ❞❡' ❆#' ❡4 ❧❛ ♣❡.♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡.✳ '♣♣ = 1✳ ❖.❞.❡ ♠✐♥✐♠❛❧

= 0✳ #❡♥4❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥4❛❧ = 36✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

❈✳✸ ❍❛.♠♦♥✐G✉❡' ❞❡ ♣.❡''✐♦♥ ♠❛❣♥-4✐G✉❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ❝❛✉'-❡ ♣❛. ❧✬✐♥4❡.❛❝4✐♦♥ ❡♥4.❡ ❧❛

❢♦.❝❡ ♠❛❣♥-4♦♠♦4.✐❝❡ ❞❡' ❆#' ❡4 ❧❛ ♣❡.♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡.✳ '♣♣ = 1.25✳ ❖.❞.❡

♠✐♥✐♠❛❧ = 3✳ #❡♥4❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥4❛❧ = 48✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

❈✳✹ ❍❛.♠♦♥✐G✉❡' ❞❡ ♣.❡''✐♦♥ ♠❛❣♥-4✐G✉❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ❝❛✉'-❡ ♣❛. ❧✬✐♥4❡.❛❝4✐♦♥ ❡♥4.❡ ❧❛

❢♦.❝❡ ♠❛❣♥-4♦♠♦4.✐❝❡ ❞❡' ❆#' ❡4 ❧❛ ♣❡.♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡.✳ '♣♣ = 1.5✳ ❖.❞.❡ ♠✐♥✐✲

♠❛❧ = 6✳ #❡♥4❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥4❛❧ = 48− 80✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

❈✳✺ ❍❛.♠♦♥✐G✉❡' ❞❡ ♣.❡''✐♦♥ ♠❛❣♥-4✐G✉❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ❝❛✉'-❡ ♣❛. ❧✬✐♥4❡.❛❝4✐♦♥ ❡♥4.❡ ❧❛

❢♦.❝❡ ♠❛❣♥-4♦♠♦4.✐❝❡ ❞❡' ❆#' ❡4 ❧❛ ♣❡.♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡.✳ '♣♣ = 1.75✳ ❖.❞.❡

♠✐♥✐♠❛❧ = 3✳ #❡♥4❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥4❛❧ = 60✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

❈✳✻ ❍❛.♠♦♥✐G✉❡' ❞❡ ♣.❡''✐♦♥ ♠❛❣♥-4✐G✉❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ❝❛✉'-❡ ♣❛. ❧✬✐♥4❡.❛❝4✐♦♥ ❡♥4.❡ ❧❛

❢♦.❝❡ ♠❛❣♥-4♦♠♦4.✐❝❡ ❞❡' ❆#' ❡4 ❧❛ ♣❡.♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡.✳ '♣♣ = 2✳ ❖.❞.❡ ♠✐♥✐♠❛❧

= 0✳ #❡♥4❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥4❛❧ = 72✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

❈✳✼ ❍❛.♠♦♥✐G✉❡' ❞❡ ♣.❡''✐♦♥ ♠❛❣♥-4✐G✉❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ❝❛✉'-❡ ♣❛. ❧✬✐♥4❡.❛❝4✐♦♥ ❡♥4.❡ ❧❛

❢♦.❝❡ ♠❛❣♥-4♦♠♦4.✐❝❡ ❞❡' ❆#' ❡4 ❧❛ ♣❡.♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡.✳ '♣♣ = 2.25✳ ❖.❞.❡

♠✐♥✐♠❛❧ = 3✳ #❡♥4❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥4❛❧ = 84✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

❈✳✽ ❍❛.♠♦♥✐G✉❡' ❞❡ ♣.❡''✐♦♥ ♠❛❣♥-4✐G✉❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡. ❝❛✉'-❡ ♣❛. ❧✬✐♥4❡.❛❝4✐♦♥ ❡♥4.❡ ❧❛

❢♦.❝❡ ♠❛❣♥-4♦♠♦4.✐❝❡ ❞❡' ❆#' ❡4 ❧❛ ♣❡.♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥4.❡❢❡.✳ '♣♣ = 2.5✳ ❖.❞.❡ ♠✐♥✐✲

♠❛❧ = 6✳ #❡♥4❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥4❛❧ = 84− 96✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
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❉✳✶ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ▼❙❆2) ❞❛♥) ❧❡ 3❡♣53❡ ❞❡ 2❆❘❑✳ ❊♥+3&❡) Vd ❡+ Vq ✲ ❙♦3+✐❡)

Id✱ Iq✱ Γem ❡+ ωr✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

❉✳✷ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 3&❣✉❧❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ▼❙❆2) ❞❛♥) ❧❡ 3❡♣53❡ ❞❡ 2❆❘❑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

❉✳✸ ❘&❛❧✐)❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❛)❝❛❞❡ ❞✬✉♥❡ ▼❙❆2) ❞❛♥) ❧❡ 3❡♣53❡ ❞❡ 2❆❘❑✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
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✶✳✶ ❊✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡, ❡①✐❣❡♥❝❡, ❛❝♦✉,'✐1✉❡, ♣♦✉3 ❛✉'♦♠♦'3✐❝❡, ❀ ❙❚■ 2006/66/❈❊✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✷ <=♥❛❧✐,❛'✐♦♥ ❞❡, 3❛✐❡, '♦♥❛❧❡, ✿ ❈❊■ 60349− 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✸ ❙♣=❝✐✜❝❛'✐♦♥, '❡❝❤♥✐1✉❡, ❞❡, ❜❡,♦✐♥, ❞✉ ♣3♦❥❡' ❆❘❖▼❆❚ ✿ ❧✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❜!✉✐$

!❛②♦♥♥) ❡,' ♥♦'3❡ ❝✐❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✶ ❚❛❜❧❡ 3=❝❛♣✐'✉❧❛'✐✈❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡, ❞✐,'3✐❜✉=,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✷ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥ ❡♥'3❡ ,✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡' ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥'3=✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✸ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛✐♠❛♥', ❀ ♣3✐♥❝✐♣❛❧❡, ❣3❛♥❞❡✉3, ♠❛❣♥='✐1✉❡,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✹ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛✐♠❛♥', ❀ ♣3✐♥❝✐♣❛❧❡, ❣3❛♥❞❡✉3, ♠=❝❛♥✐1✉❡, ❡' ♣❤②,✐❝♦✲

❝❤✐♠✐1✉❡,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✺ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥ ❡♥'3❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐,'3✐❜✉= ❡' ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥'3=✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✻ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥ ❡♥'3❡ 3♦'♦3 =1✉✐♣= ❞❡, ❆<, ❡♥ ,✉3❢❛❝❡ ❡' ❆<, ❡♥'❡33=,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ,'3❛'=❣✐❡, ▼▲■✱ '3❛❝'✐♦♥ ❢❡33♦✈✐❛✐3❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✶ ❍❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♠❛❣♥='♦✲♠♦'3✐❝❡ ,'❛'♦3✱ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥'❛✐3❡ ♦✉ ❝♦♥❝❡♥'3=✳ ✻✸

✸✳✷ ❍❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♠❛❣♥='♦✲♠♦'3✐❝❡ ,'❛'♦3✱ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐,'3✐❜✉= T ♣❛, ❡♥'✐❡3✳ ✻✹

✸✳✸ ❍❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♠❛❣♥='♦✲♠♦'3✐❝❡ ,'❛'♦3✱ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐,'3✐❜✉= T ♣❛, ❢3❛❝✲

'✐♦♥♥❛✐3❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✹ ❍❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♠❛❣♥='♦✲♠♦'3✐❝❡ ,'❛'♦3✱ ❛❧✐♠❡♥'❛'✐♦♥ ,✐♥✉,♦U❞❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✺ ❍❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♠❛❣♥='♦✲♠♦'3✐❝❡ ,'❛'♦3✱ ▼▲■ ❛,②♥❝❤3♦♥❡ ♦✉ ,②♥❝❤3♦♥❡✳ ✻✺

✸✳✻ ❍❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♠❛❣♥='♦✲♠♦'3✐❝❡ ,'❛'♦3✱ ▼▲■ T ❛♥❣❧❡, ❝❛❧❝✉❧=,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✼ ❍❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♠❛❣♥='♦✲♠♦'3✐❝❡ 3♦'♦3✱ ❆<❙ ♠♦♥'=, ❡♥ ,✉3❢❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✽ ❍❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ ♣❡3♠=❛♥❝❡ ❞✬❡♥'3❡❢❡3 ✿ ❆<, ♠♦♥'=, ❡♥ ,✉3❢❛❝❡✱ ,'❛'♦3 T ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞✐,'3✐❜✉= ♦✉ T ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥'❛✐3❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✾ ❍❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ ♣❡3♠=❛♥❝❡ ❞✬❡♥'3❡❢❡3 ✿ ❆<, ♠♦♥'=, ❡♥ ,✉3❢❛❝❡✱ ,'❛'♦3 T ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞✐,'3✐❜✉= ♦✉ T ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥'❛✐3❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✶✵ ❍❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝'✐♦♥ ❞❛♥, ❧✬❡♥'3❡❢❡3 T ✈✐❞❡ ✿ ❆<, ♠♦♥'=, ❡♥ ,✉3❢❛❝❡✱ ,'❛'♦3

T ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐,'3✐❜✉= ♦✉ T ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥'❛✐3❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✶✶ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞❡, ❤❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ '❡♥,✐♦♥ ,✐♠♣❧❡ T ✈✐❞❡ ❞✉

♠♦'❡✉3 ❆❘✈✵✱ T fs = 200 ❍③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✸✳✶✷ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞❡, ❤❛3♠♦♥✐1✉❡, ❞❡ ❧❛ '❡♥,✐♦♥ ❝♦♠♣♦,=❡ T ✈✐❞❡ ❞✉

♠♦'❡✉3 ❆❘✈✷✱ ✱ T fs = 167 ❍③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✸✳✶✸ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ✲ ❋❧✉①✷❉ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞='❡♥'❡ ❞✉ ♠♦'❡✉3 ❆❘✈✵✳ ✳ ✾✻

✸✳✶✹ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ✲ ❋❧✉①✷❉ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞='❡♥'❡ ❞✉ ♠♦'❡✉3 ❆❘✈✷✳ ✳ ✾✼

✸✳✶✺ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞❡, ✐♥❞✉❝'❛♥❝❡, ,②♥❝❤3♦♥❡, ❞✉ ♠♦'❡✉3 ❆❘✈✵✱ ❛✈❡❝

id = 400 ❆ ❡' iq = 0 ❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✸✳✶✻ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞❡, ✐♥❞✉❝'❛♥❝❡, ,②♥❝❤3♦♥❡, ❞✉ ♠♦'❡✉3 ❆❘✈✷✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✸✳✶✼ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞✉ ♣♦✐♥' ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ❡♥ 3=❣✐♠❡ ❝♦♥'✐♥✉ ❞✉

♠♦'❡✉3 ❆❘✈✵✱ T Tbobinage = 100✝C ❡' TAPs = 100✝C✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✸✳✶✽ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞✉ ♣♦✐♥' ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' T ✈✐'❡,,❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉

♠♦'❡✉3 ❆❘✈✵✱ T Tbobinage = 100✝C ❡' TAPs = 100✝C✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✸✳✶✾ ❈♦♠♣❛3❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞✉ ♣♦✐♥' ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ❡♥ 3=❣✐♠❡ T ♣❧❡✐♥ ✢✉①

❞✉ ♠♦'❡✉3 ❆❘✈✷✱ T Tbobinage = 60✝C ❡' TAPs = 60✝C✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
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✸✳✷✵ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞✉ ♣♦✐♥6 ❞❡ ❢♦♥❝6✐♦♥♥❡♠❡♥6 ❡♥ ):❣✐♠❡ < ✢✉① ):❞✉✐6

❞✉ ♠♦6❡✉) ❆❘✈✷✱ < Tbobinage = 60✝C ❡6 TAPs = 60✝C✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✸✳✷✶ ❍❛)♠♦♥✐E✉❡+ ❞❡ ♣)❡++✐♦♥ ♠❛❣♥:6✐E✉❡ ❞✬❡♥6)❡❢❡) ❞✉❡ < ❧✬✐♥6❡)❛❝6✐♦♥ ❡♥6)❡ ❧❛ ♣❡)✲

♠:❛♥❝❡ ❞✬❡♥6)❡❢❡) ❡6 ❧❛ ❢♦)❝❡ ♠❛❣♥:6♦♠♦6)✐❝❡ ❞❡+ ❆H+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✸✳✷✷ ❍❛)♠♦♥✐E✉❡+ ❞❡ ♣)❡++✐♦♥ ♠❛❣♥:6✐E✉❡ ❞✬❡♥6)❡❢❡) ❞✉❡ < ❧✬✐♥6❡)❛❝6✐♦♥ ❡♥6)❡ ❧❛ ♣❡)✲

♠:❛♥❝❡ ❞✬❡♥6)❡❢❡) ❡6 ❧❛ ❢♦)❝❡ ♠❛❣♥:6♦♠♦6)✐❝❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✸✳✷✸ ❍❛)♠♦♥✐E✉❡+ ❞❡ ♣)❡++✐♦♥ ♠❛❣♥:6✐E✉❡ ❞✬❡♥6)❡❢❡) ❞✉❡ < ❧✬✐♥6❡)❛❝6✐♦♥ ❡♥6)❡ ❧❛ ♣❡)✲

♠:❛♥❝❡ ❞✬❡♥6)❡❢❡) ❡6 ❧❡+ ❢♦)❝❡+ ♠❛❣♥:6♦♠♦6)✐❝❡+ ❞❡+ ❆H+ ❡6 ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✹✳✶ H)✐♥❝✐♣❛❧❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞✉ 6✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✹✳✷ ❉:6❡)♠✐♥❛6✐♦♥ ❞❡+ ❢):E✉❡♥❝❡+ ♥❛6✉)❡❧❧❡+ ❡6 ❞❡+ ❛♠♦)6✐++❡♠❡♥6+ ❞✬✉♥ 6✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉✲

♠✐♥✐✉♠ ❡♥ ✉6✐❧✐+❛♥6 ❉■❱❆ ❡6 H❯▲❙❊ ❀ ❞:❢♦)♠❛6✐♦♥+ )❛❞✐❛❧❡+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✸ ❉:6❡)♠✐♥❛6✐♦♥ ❞❡+ ❢):E✉❡♥❝❡+ ♥❛6✉)❡❧❧❡+ ❡6 ❞❡+ ❛♠♦)6✐++❡♠❡♥6+ ❞✬✉♥ 6✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉✲

♠✐♥✐✉♠ ❡♥ ✉6✐❧✐+❛♥6 ❉■❱❆ ❡6 H❯▲❙❊ ❀ ❞:❢♦)♠❛6✐♦♥+ ❛①✐❛❧❡+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✹ H)✐♥❝✐♣❛❧❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞✉ +6❛6♦) ❛✈❡❝ +❛ ❞❡♥6✉)❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✺ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ ❢):E✉❡♥❝❡+ ♥❛6✉)❡❧❧❡+ ❞✬✉♥ +6❛6♦) ❞❡♥6: ❡♥ ✉6✐❧✐+❛♥6 ❉■❱❆ ❡6

H❯▲❙❊ ❀ ❞:❢♦)♠❛6✐♦♥+ )❛❞✐❛❧❡+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✹✳✻ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ ❢):E✉❡♥❝❡+ ♥❛6✉)❡❧❧❡+ ❞✬✉♥ +6❛6♦) ❜♦❜✐♥: ❡♥ ✉6✐❧✐+❛♥6 ❉■❱❆ ❡6

H❯▲❙❊ ❀ ❞:❢♦)♠❛6✐♦♥+ )❛❞✐❛❧❡+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✹✳✼ H)✐♥❝✐♣❛❧❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞✉ +6❛6♦) ❜♦❜✐♥:✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✹✳✽ H)✐♥❝✐♣❛❧❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞✉ +6❛6♦) ❜♦❜✐♥:✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✹✳✾ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ ❢):E✉❡♥❝❡+ ♥❛6✉)❡❧❧❡+ ❡6 ❞❡+ ❛♠♦)6✐++❡♠❡♥6+ ❞✬✉♥ ♠♦6❡✉) ❞❡ 6)❛❝✲

6✐♦♥ ❡♥ ✉6✐❧✐+❛♥6 ❉■❱❆ ❡6 H❯▲❙❊✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✹✳✶✵ H)✐♥❝✐♣❛❧❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞✉ ♠♦6❡✉) ❆❘✈✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✳✶✶ H)✐♥❝✐♣❛❧❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞✉ ♠♦6❡✉) ❆❘✈✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✳✶✷ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ ❢):E✉❡♥❝❡+ ♥❛6✉)❡❧❧❡+ ❡6 ❞❡+ ❛♠♦)6✐++❡♠❡♥6+ ❞✉ ♠♦6❡✉) ❆❘✈✵ ❡♥

✉6✐❧✐+❛♥6 ❉■❱❆ ❡6 H❯▲❙❊✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✳✶✸ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ ❢):E✉❡♥❝❡+ ♥❛6✉)❡❧❧❡+ ❡6 ❞❡+ ❛♠♦)6✐++❡♠❡♥6+ ❞✉ ♠♦6❡✉) ❆❘✈✷ ❡♥

✉6✐❧✐+❛♥6 ❉■❱❆ ❡6 H❯▲❙❊✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✳✶✹ ❈)✐6S)❡ ❛❝♦✉+6✐E✉❡ +✉) ❧❛ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❛❞✐♠❡♥+✐♦♥❡❧❧❡ ❞✬:♣❛✐++❡✉) κ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✹✳✶✺ H)✐♥❝✐♣❛✉① ❤❛)♠♦♥✐E✉❡+ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ♠❛❣♥:6✐E✉❡ ❞✬❡♥6)❡❢❡) < ✈✐❞❡ ✭+❛♥+ ❛❧✐♠❡♥✲

6❛6✐♦♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✹✳✶✻ H)✐♥❝✐♣❛✉① ❤❛)♠♦♥✐E✉❡+ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ♠❛❣♥:6✐E✉❡ ❞✬❡♥6)❡❢❡) ❞✉ ♠♦6❡✉) ❆❘✈✵ ❡♥

❝❤❛)❣❡ ✭❛✈❡❝ ❛❧✐♠❡♥6❛6✐♦♥ ▼▲■✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✹✳✶✼ H)✐♥❝✐♣❛✉① ❤❛)♠♦♥✐E✉❡+ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ♠❛❣♥:6✐E✉❡ ❞✬❡♥6)❡❢❡) ❡♥ ❝❤❛)❣❡✱ ❧✐:+ < ❧❛

6❡♥+✐♦♥ ▼▲■✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✹✳✶✽ ❘S❣❧❡+ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣6✐♦♥ +✐❧❡♥❝✐❡✉+❡ ✿ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜)❡ ❞✬❡♥❝♦❝❤❡ ❞✉ +6❛6♦) ♣♦✉) ✉♥

)♦6♦) < 12 ♣Y❧❡+✳ ❋❛♠✐❧❧❡ ✶✱ ◆

o
✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✹✳✶✾ ❘S❣❧❡+ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣6✐♦♥ +✐❧❡♥❝✐❡✉+❡ ✿ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜)❡ ❞✬❡♥❝♦❝❤❡ ❞✉ +6❛6♦) ♣♦✉) ✉♥

)♦6♦) < 10 ♣Y❧❡+✳ ❋❛♠✐❧❧❡ ✶✱ ◆

o
✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✹✳✷✵ ❱❛)✐❛❜❧❡+ ❞❡ ❧❛ ▼❙❆H+ ✉6✐❧✐+:❡ ❞❛♥+ ❧❡ ♣)♦❜❧S♠❡ ❞✬♦♣6✐♠✐+❛6✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✹✳✷✶ ❱❛❧❡✉)+ ♦♣6✐♠❛❧❡+ ❞❡+ ✈❛)✐❛❜❧❡+ ❞❡ ❧❛ ▼❙❆H+ ✉6✐❧✐+:❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ♣)♦❜❧S♠❡ ❞✬♦♣6✐♠✐✲

+❛6✐♦♥ ✿ ❡①♣)✐♠:❡+ ❡♥ ♣♦✉)❝❡♥6❛❣❡ ❞❡ ❧❡✉) ✈❛❧❡✉) ✐♥✐6✐❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
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✶✳✶ ▲❛ ▼❙❆' ❞❛♥* ❧❛ ,-❛❝,✐♦♥ ❢❡--♦✈✐❛✐-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ ▲❛ ♣-♦❜❧7♠❛,✐9✉❡ ❛❝♦✉*,✐9✉❡ ❞❛♥* ❧❛ ,-❛❝,✐♦♥ ❢❡--♦✈✐❛✐-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✷✳✶ ▲❡% ♥♦(♠❡% ✐♥+❡(♥❛+✐♦♥❛❧❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✷✳✷ ▲❡ ❜(✉✐+ ❞❛♥% ❧❡% ♠❛❝❤✐♥❡% 4❧❡❝+(✐5✉❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✸ ▲❡ ♣-♦❥❡, ❆❘❖▼❆❚ ❡, *❡* ♦❜❥❡❝,✐❢* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸✳✶ ▲❡ ♣(♦❥❡+ :❘❖❙❖❉■❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸✳✷ ▲❡ ♣(♦❥❡+ ❆❘❖▼❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✹ ❖❜❥❡❝,✐❢* ❡, ♦-✐❡♥,❛,✐♦♥* *❝✐❡♥,✐✜9✉❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✶ ▲❛ ▼❙❆' ❞❛♥* ❧❛ ,-❛❝,✐♦♥ ❢❡--♦✈✐❛✐-❡

❉❛♥# ❧❡# ♣❛②# ♠♦❞❡+♥❡# ✐♥❞✉#.+✐❛❧✐#/#✱ ♣❧✉# ❞❡ 65 % ❞❡ ❧✬/♥❡+❣✐❡ /❧❡❝.+✐4✉❡ ❡#. ❝♦♥#♦♠♠/❡ ♣❛+

❧❡# ♠❛❝❤✐♥❡# /❧❡❝.+✐4✉❡#✳ ❈❡# ❝♦♥✈❡+.✐##❡✉+# /❧❡❝.+♦♠/❝❛♥✐4✉❡# #♦♥. ✉.✐❧✐#/# ❞❛♥# ❧❡# ✐♥❞✉#.+✐❡#

✭+♦❜♦.✐4✉❡✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦✉.✐❧✮✱ ❞❛♥# ❧❡# ❤❛❜✐.❛.✐♦♥# ✭♠❛❝❤✐♥❡ < ❧❛✈❡+✱ ❛#♣✐+❛.❡✉+✱ ✳✳✳✮✱ ❞❛♥# ❧❡#

#❡❝.❡✉+# ❢❡++♦✈✐❛✐+❡ ❡. ♥❛✈❛❧✱ ♣♦✉+ ❧❛ ♣+♦❞✉❝.✐♦♥ ❞❡ ❧✬/❧❡❝.+✐❝✐./ ♦✉ ❡♥❝♦+❡ ♣❧✉# +/❝❡♠♠❡♥. ❞❛♥#

❧✬❛✉.♦♠♦❜✐❧❡ ❡. ❧✬❛✈✐❛.✐♦♥✳

❉❡ ♥♦# ❥♦✉+#✱ ♣♦✉+ ❞❡# +❛✐#♦♥# /❝♦♥♦♠✐4✉❡#✱ /❝♦❧♦❣✐4✉❡# ❡. ❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥.❛❧❡#✱ ❧❡# ❝♦♥#.+✉❝✲
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❡①"❡3♥❡✱ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐."3✐❜✉9 ♦✉ ❝♦♥❝❡♥"39✱ 3♦"♦3. G ❆-. ❡♥ .✉3❢❛❝❡ ♦✉ ❡♥"❡339.✳

• ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✷ ✿ -3❡♥❞3❡ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❧❡ "②♣❡ ❞✬❛❧✐♠❡♥"❛"✐♦♥✱ ❛❧✐♠❡♥"❛"✐♦♥ G ❞9❝♦✉♣❛❣❡ ♦✉

❛❧✐♠❡♥"❛"✐♦♥ .✐♥✉.♦K❞❛❧❡✱ ❡" ❧❡. ❞✐✈❡3.❡. ."3❛"9❣✐❡. ❞❡ ❞9❝♦✉♣❛❣❡✳

• ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✸ ✿ ❋❛✐3❡ ❞❡. .✐♠✉❧❛"✐♦♥. ❞❡ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡. ❡" ❝♦♠♣♦3"❡♠❡♥" ✈✐❜3♦✲❛❝♦✉."✐1✉❡

.✉3 ❞❡. ♣❧❛❣❡. ❞❡ ✈✐"❡..❡✱ 1✉❡❧1✉❡ .♦✐" ❧❡ "②♣❡ ❞✬❛❧✐♠❡♥"❛"✐♦♥ ❡"✴♦✉ ❧❡. ."3❛"9❣✐❡. ❞❡

❞9❝♦✉♣❛❣❡✳

• ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✹ ✿ ✃"3❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞9✜♥✐3 ❞❡. "♦♣♦❧♦❣✐❡. ▼❙❆-. ♦♣"✐♠❛❧❡. ✭9♠✐..✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❞✉ ❜3✉✐"✮ ♣♦✉3 ✉♥ ❝❛❤✐❡3 ❞❡. ❝❤❛3❣❡. ♣39❝✐.✱ ❡♥ .❛"✐.❢❛✐.❛♥" ❧❡. ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡.✳

• ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✺ ✿ ❈❛♣✐"❛❧✐.❡3 "♦✉. ❝❡. ♣♦✐♥". ❞❛♥. ✉♥ ♦✉"✐❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞✐.♣♦.❛♥" ❞✉

♠❡✐❧❧❡✉3 ❝♦♠♣3♦♠✐. 3❛♣✐❞✐"9 ✲ ♣39❝✐.✐♦♥ ❡" ♣❡3♠❡""❛♥" ❞❡ ❞♦♥♥❡3 ❧❡. "❡♥❞❛♥❝❡. ❛❝♦✉."✐1✉❡.✳

❖♥ .❡ ♣3♦♣♦.❡ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣♣♦3"❡3 ❞❡. 9❧9♠❡♥". ❞❡ 39♣♦♥.❡. G ❝❡. ❝✐♥1 ♣♦✐♥". .✉3 ❧❡.1✉❡❧. ♥♦✉.

♦3✐❡♥"❡3♦♥. ♥♦. ✈❛❧✐❞❛"✐♦♥.✳

✶✳✷ ▲❛ ♣&♦❜❧*♠❛,✐.✉❡ ❛❝♦✉2,✐.✉❡ ❞❛♥2 ❧❛ ,&❛❝,✐♦♥ ❢❡&&♦✈✐❛✐&❡

▲✬❡①♣❧♦✐"❛"✐♦♥ ❞✉ ♠❛"93✐❡❧ 3♦✉❧❛♥" ❡" ✜①❡ ❞❛♥. ❧❛ "3❛❝"✐♦♥ ❢❡33♦✈✐❛✐3❡ ❡." .♦✉♠✐.❡ G ✉♥❡ 39❣❧❡✲

♠❡♥"❛"✐♦♥ ✐♥"❡3♥❛"✐♦♥❛❧❡ ❞♦♥" ✉♥ ❞❡. ♦❜❥❡❝"✐❢. ❡." ❞❡ ❣❛3❛♥"✐3 ❧❛ .9❝✉3✐"9 ❡" ❧✬✐♥"9❣3✐"9 ♣❤②.✐1✉❡

❞❡. ♦♣93❛"❡✉3. ❡" ❞❡. ❝❧✐❡♥".✳ -❛3♠✐ ❝❡. ♥♦3♠❡.✱ ❝✬❡." ❧❛ 39❣❧❡♠❡♥"❛"✐♦♥ .✉3 ❧❡. ♥✉✐.❛♥❝❡. .♦♥♦3❡.

1✉✐ ❝♦♥❞✐"✐♦♥♥❡ ❡" ♦3✐❡♥"❡ ♥♦. "3❛✈❛✉① ❞❡ 3❡❝❤❡3❝❤❡✳ ▲❡. ❧✐♠✐"❡. ❞❡ ♣3❡..✐♦♥ ❛❝♦✉."✐1✉❡ ❝✐"9❡. ♣❧✉.

❜❛. .♦♥" ❞❡. ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜3✉✐" ❡①"93✐❡✉3 ♠❡.✉39. .✉3 "3❛✐♥✳ ▲❡. ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣3❡..✐♦♥ ❛❝♦✉."✐1✉❡

.♦♥" ♠❡.✉39. G 7, 5 ♠ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡" 1, 2 ♠ ❛✉✲❞❡..✉. ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ 3♦✉❧❡♠❡♥" ✭❋✐❣✉3❡ ✶✳✷✮✳

▲❛ 39❣❧❡♠❡♥"❛"✐♦♥ .✉3 ❧❡ ❜3✉✐" 9♠✐. ♣❛3 ❧❡. "3❛✐♥. 9✈♦❧✉❡ ❝♦♥.✐❞93❛❜❧❡♠❡♥"✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❞❡♣✉✐.

✷✵✵✻ ❧❡. "3❛✐♥. ❞♦✐✈❡♥" E"3❡ ❝♦♥❢♦3♠❡. G ❧❛ ♥♦3♠❡ ❙❚■ 2006/66/❈❊ 3❡❧❛"✐✈❡ G ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞❡

❜3✉✐" ❞❡. ♠❛"93✐❡❧. 3♦✉❧❛♥". ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✮✳ ❈❡""❡ ♥♦3♠❡ ❞9✜♥✐" ❧❡. ❧✐♠✐"❡. ❞❡ ❜3✉✐". ❡①"93✐❡✉3. ❡♥

."❛"✐♦♥♥❡♠❡♥"✱ ❛✉ ❞9♠❛33❛❣❡✱ ❛✉ ♣❛..❛❣❡✱ ❝❡❧✉✐ ❡♥ ❝❛❜✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐"❡ ❛✐♥.✐ 1✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐"❡ ❞❡ ❜3✉✐"

✐♥"93✐❡✉3 ♣♦✉3 ❧❡. ♣❛..❛❣❡3.✳

❙❚■ 2006 ❊①✐❣❡♥❝❡ ❈❧✐❡♥" 2009 ❊①✐❣❡♥❝❡ ❝❧✐❡♥" > 2010

❇3✉✐" ❡①"93✐❡✉3 81 ❞❇✭❆✮ 80 ❞❇✭❆✮ 77 ❞❇✭❆✮

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ✕ ❊✈♦❧✉"✐♦♥ ❞❡. ❡①✐❣❡♥❝❡. ❛❝♦✉."✐1✉❡. ♣♦✉3 ❛✉"♦♠♦"3✐❝❡. ❀ ❙❚■ 2006/66/❈❊✳



✶✳✷✳ ▲❛ ♣&♦❜❧*♠❛,✐.✉❡ ❛❝♦✉2,✐.✉❡ ❞❛♥2 ❧❛ ,&❛❝,✐♦♥ ❢❡&&♦✈✐❛✐&❡ ✹

7,5 m

1,2 m

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷ ✕ ❘%❣❧❡♠❡♥+❛+✐♦♥ /✉1 ❧❡/ ♣♦✐♥+/ ❞❡ ♠❡/✉1❡ ❞✉ ❜1✉✐+ %♠✐/ ♣❛1 ✉♥ +1❛✐♥✳

❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❞❡♣✉✐/ 2010✱ ❧❡/ ❡①✐❣❡♥❝❡/ ❛❝♦✉/+✐9✉❡/ ❝❧✐❡♥+/ /♦♥+ ❞❡ ♣❧✉/ ❡♥ ♣❧✉/ /%✈;1❡/ ❡+

✈♦♥+ ❛✉✲❞❡❧= ❞❡ ❧❛ ♥♦1♠❡ ❙❚■ 2006 ♣♦✉1 ❧❡ ❝♦♥❢♦1+ ❞❡/ ✉/❛❣❡1/ ❡+ ♦♣%1❛+❡✉1/✳ ❈❡/ ♥♦✉✈❡❧❧❡/

/♣%❝✐✜❝❛+✐♦♥/ ♦♥+ ✉♥ ✐♠♣❛❝+ +1;/ /✐❣♥✐✜❝❛+✐❢ /✉1 ❧❛ ❝♦♥❝❡♣+✐♦♥ ❞❡/ ♠❛❝❤✐♥❡/ ❞❡ +1❛❝+✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡+✱

❧❡ ❜1✉✐+ %♠✐/ ♣❛1 ✉♥ +1❛✐♥ ❛ ♣❧✉/✐❡✉1/ ♦1✐❣✐♥❡/ ❞❡ ♥❛+✉1❡ ❞✐✛%1❡♥+❡ ♣❛1♠✐ ❧❡/9✉❡❧❧❡/ ✿

• ❧❡ ❜1✉✐+ ♣1♦✈❡♥❛♥+ ❞❡/ ✈✐❜&❛,✐♦♥2 ❞✉ &❛✐❧ 2✉& ❧❡2 ❜❛❧❧❛2,2✱ ♦✉ ❡♥❝♦1❡ ❧❡ ❜1✉✐+ %♠✐/ ♣❛1

❧❛ ✈♦✐❡ ❀

• ❧❡ ❜1✉✐+ ♣1♦✈❡♥❛♥+ ❞✉ ❝♦♥,❛❝, ❞❡ ❧❛ &♦✉❡ 2✉& ❧❡ &❛✐❧✱ 9✉✐ ❞%♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬%+❛+ ❞✬✉/✉1❡ ♦✉ ❞❡

1♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❀

• ❧❡ ❜1✉✐+ ♣1♦✈❡♥❛♥+ ❞❡ ❧✬*❧❡❝,&♦♥✐.✉❡ ❞❡ ♣✉✐22❛♥❝❡ ❡♠❜❛&.✉*❡✱ 9✉✐ 1%/✉❧+❡ ♣1✐♥❝✐♣❛❧❡✲

♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉+❛+✐♦♥ ❞❡/ ✐♥+❡11✉♣+❡✉1/ ❡+ ❞❡ ❧❡✉1 1❡❢1♦✐❞✐//❡♠❡♥+ ❀

• ❧❡ ❜1✉✐+ ♣1♦✈❡♥❛♥+ ❞✉ ,&❛♥2❢♦&♠❛,❡✉& ❡, ❞❡ 2❡2 ❛✉①✐❧✐❛✐&❡2 ✭✈❡♥+✐❧❛+❡✉1/ ❡+ ♣♦♠♣❡/✮

♣♦✉1 ❞❡/ +1❛✐♥/ 9✉✐ ❡♥ ♣♦//;❞❡♥+ ❀

• ❧❡ ❜1✉✐+ ♣1♦✈❡♥❛♥+ ❞❡/ ❜♦❣✐❡2✱ ❞♦♥+ ❧❡/ ❞❡✉① ❝♦♥+1✐❜✉+❡✉1/ ♣1✐♥❝✐♣❛✉① /♦♥+ ✿

✕ ❧❡ ❜1✉✐+ %♠✐/ ♣❛1 ❧❡ &*❞✉❝,❡✉& ❀

✕ ❧❡ ❜1✉✐+ %♠✐/ ♣❛1 ❧❡/ ♠♦,❡✉&2 *❧❡❝,&✐.✉❡2✱ 9✉✐ ❡/+ ❧❡ /✉❥❡+ ❞❡ ♥♦+1❡ %+✉❞❡✳

▲❛ ✜❣✉1❡ ✶✳✸ 1%❝❛♣✐+✉❧❡ ❧❛ 1%♣❛1+✐+✐♦♥ ❞✉ ❜1✉✐+ %♠✐/ ♣❛1 ✉♥ +1❛✐♥✳ ❈❤❛9✉❡ %❧%♠❡♥+ ❞✉ +1❛✐♥

❝✐+% ❝✐✲❞❡//✉/ 1❡N♦✐+ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛+✐♦♥ ❞❡ ❜1✉✐+ = ♥❡ ♣❛/ ❞%♣❛//❡1 ♣♦✉1 ❣❛1❛♥+✐1 ✉♥❡ ❝❡1+❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉1

❞❡ ❜1✉✐+ ❣❧♦❜❛❧❡ %♠✐/ ♣❛1 ❧❡ +1❛✐♥✳ O♦✉1 1❛♣♣❡❧✱ ❧❡/ ❡①✐❣❡♥❝❡/ ❝❧✐❡♥+/ ❛❝+✉❡❧❧❡/ ✐♠♣♦/❡♥+ ✉♥❡

1%❞✉❝+✐♦♥ ❞✉ ❜1✉✐+ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ✸ ❞❇✭❆✮ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✮✳

O♦✉1 ❛++❡✐♥❞1❡ ❝❡+ ♦❜❥❡❝+✐❢✱ ❧❡ ❝♦♥/+1✉❝+❡✉1 /❡ ❞♦✐+ ❞♦♥❝ ❞❡ 1%❞✉✐1❡ ❧❡ ❜1✉✐+ ❣❧♦❜❛❧ %♠✐/ ♣❛1 ❧❡

♠♦+❡✉1 %❧❡❝+1✐9✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉1 ❜✐❡♥ /✉♣%1✐❡✉1❡ = 3 ❞❇✭❆✮✳ ❈❡++❡ ✈❛❧❡✉1 ❞%♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐/♣♦/✐+✐♦♥

❞✉ ♠♦+❡✉1 ❞❛♥/ ❧❡ ❜♦❣✐❡✱ ❡+ ❞❡ ❧❛ ♣1%/❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡/ %❝1❛♥/ ❛❝♦✉/+✐9✉❡/ /✉1 ❧❡/ ♣❛1♦✐/ ❞✉ +1❛✐♥✳

❉❛♥/ ❧❛ ✜❣✉1❡ ✶✳✸✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ 1%❞✉❝+✐♦♥ ❞✉ ❜1✉✐+ ♣♦✉1 ❧❡ ♠♦+❡✉1 ❡/+ ❞♦♥♥%✳

O♦✉1 ❝♦♥❝❧✉1❡ /✉1 ❧❡/ ♥♦1♠❡/ 1❡/+1✐❝+✐✈❡/ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥✉✐/❛♥❝❡ /♦♥♦1❡ %♠✐/ ♣❛1 ❧❡/ +1❛✐♥/✱

♥♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ❞✐1❡ ✐❝✐ 9✉❡ ❧❡/ ❝♦♥+1❛✐♥+❡/ /♦♥+ ❡+ /❡1♦♥+ ✈1❛✐/❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥+ ❞❡ ♣❧✉/ ❡♥ ♣❧✉/



✶✳✷✳ ▲❛ ♣&♦❜❧*♠❛,✐.✉❡ ❛❝♦✉2,✐.✉❡ ❞❛♥2 ❧❛ ,&❛❝,✐♦♥ ❢❡&&♦✈✐❛✐&❡ ✺

Bruit vibration Rails - Ballasts
Bruit contact Roues - Rails

Bruit électronique embarquée

Bruit Bogies

Bruit Bogies / Réducteur

Bruit Bogies / Moteur électrique

Exigences clients

bruit train

- 3 dBA

Exigence clients :

Objectif bruit 

moteur

- 6 dBA

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ❉%❝♦♠♣♦*✐,✐♦♥ ❞✉ ❜1✉✐, %♠✐* ♣❛1 ✉♥ ,1❛✐♥ ✭❚1❛♠✇❛②✮✳

*%✈91❡*✳ ▲❡ *❡❝,❡✉1 ❞❡* ❛✉,♦♠♦,1✐❝❡* ❡*, %❣❛❧❡♠❡♥, ✐♠♣❛❝,%✳ ◆♦✉* ❞❡✈♦♥* ❞♦♥❝ ?,1❡ ♣1%♣❛1%*✱ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣,✐♦♥ ♠♦,❡✉1✱ A 1%♣♦♥❞1❡ ❛✉① *♣%❝✐✜❝❛,✐♦♥* ❛❝♦✉*,✐D✉❡* ,♦✉, ❡♥ ❛♠%❧✐♦1❛♥, ❧❡*

♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡* ❞❡* ♣1♦❞✉✐,* ♣1♦♣♦*%*✳ ❈❡❝✐ ♣❛**❡1❛ ♣❛1 ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣1%❤❡♥*✐♦♥ ❞❡* ♦1✐❣✐♥❡* ❞✉

❜1✉✐, ♣1♦❞✉✐, ♣❛1 ❧❡* ♠❛❝❤✐♥❡* ❞❡ ,1❛❝,✐♦♥ ❡, ✉♥❡ ♠%,❤♦❞❡ ❞❡ ♣1%❞✐❝,✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉* ♣1%❝✐*❡ ♣♦**✐❜❧❡✳

■❧ ❡#$ $♦✉❥♦✉(# ✐♠♣♦($❛♥$ ❞❡ (❛♣♣❡❧❡( /✉✬✉♥❡ ❡①♣♦#✐$✐♦♥ ♣(♦❧♦♥❣3❡ 4 ✉♥ ❝❡($❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❜(✉✐$ ❡♥$(❛8♥❡ $(9# #♦✉✈❡♥$ ✉♥❡ (3❞✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❞✐$✐♦♥✳ ❈❡$$❡ ♣❡($❡ ❞✬❛✉❞✐$✐♦♥ #✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡

❞❛♥# ❧❛ ♣❧✉♣❛($ ❞❡# ❝❛# ❞✬❛❝♦✉♣❤9♥❡#✱ /✉✐ ❡♥$(❛8♥❡♥$ ✉♥❡ #❡♥#❛$✐♦♥ ❞❡ ❣9♥❡ ♣❡(♠❛♥❡♥$❡ ❝❛✉#❛♥$

✐#♦❧❡♠❡♥$ #♦❝✐❛❧✱ ❞3♣(❡##✐♦♥ ❡$ ❧❡ #✉✐❝✐❞❡ ❞❛♥# ❧❡# ❝❛# ❡①$(>♠❡#✳

❈✬❡*, ❞♦♥❝ ❞❛♥* ✉♥ 1❡❣✐*,1❡ ❞❡ ♣1%✈❡♥,✐♦♥ D✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉,% ✐♥,❡1♥❛,✐♦♥❛❧❡ ❛ ❞%✜♥✐ ❞❡* ♥✐✲

✈❡❛✉① *♦♥♦1❡* ❝1✐,✐D✉❡* A ♥❡ ♣❛* ❛,,❡✐♥❞1❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉1%❡ ❡, ❞❡* ❝♦♥❞✐,✐♦♥* ❞❡ ❧✬❡①♣♦*✐,✐♦♥

❛✉ ❜1✉✐,✳

✶✳✷✳✶ ▲❡% ♥♦(♠❡% ✐♥+❡(♥❛+✐♦♥❛❧❡%

▲❡* ♥♦1♠❡* ✐♥,❡1♥❛,✐♦♥❛❧❡* *✉1 ❧❛ ❧✐♠✐,❛,✐♦♥ ❞❡* ♥✉✐*❛♥❝❡* *♦♥♦1❡* ❞❛♥* ❧❛ ,1❛❝,✐♦♥ ❢❡11♦✈✐❛✐1❡✱

❞%,❛✐❧❧%❡* ❞❛♥* ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥, ❈❊■ 60349−2 %❞✐,✐♦♥ 3 %❞✐,% ❡♥ 2010✱ *❡ ♣1%*❡♥,❡♥, ❡♥ ❞❡✉① ♣❛1,✐❡* ✿

• ▲❡2 ❧✐♠✐,❛,✐♦♥2 2✉& ❧❡2 ,♦♥2 ♣✉&2 ✿ ❈❡ ✈♦❧❡, ♣1♦♣♦*❡ ❞❡ ♣%♥❛❧✐*❡1 ❧✬❡①✐*,❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡

❞❡ 1❛✐❡* ,♦♥❛❧❡* ❞❛♥* ❧❡ *♣❡❝,1❡ ❞❡ ❧❛ ♣1❡**✐♦♥ ❛❝♦✉*,✐D✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♠❡*✉1%❡ *✉1 ❧❛ ❢❛❝❡ ❧❛

♣❧✉* ❜1✉②❛♥,❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ *♦✉* ✐♥✈❡*,✐❣❛,✐♦♥✳ ▲❛ ❞%❝♦♠♣♦*✐,✐♦♥ *♣❡❝,1❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣1❡**✐♦♥



✶✳✷✳ ▲❛ ♣&♦❜❧*♠❛,✐.✉❡ ❛❝♦✉2,✐.✉❡ ❞❛♥2 ❧❛ ,&❛❝,✐♦♥ ❢❡&&♦✈✐❛✐&❡ ✻

❛❝♦✉$%✐'✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞♦✐% -%.❡ .❡♣.0$❡♥%0❡ ❡♥ 1/3 ❞✬♦❝%❛✈❡✳ ❯♥❡ .❛✐❡ '✉✐ 0♠❡.❣❡ ❞❡ ❢❛7♦♥

$✐❣♥✐✜❝❛%✐✈❡ ❡$% ❞0✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ %♦♥❛❧❡ $✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣.❡$$✐♦♥ ❛❝♦✉$%✐'✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

❞❡ 1/3 ❞✬♦❝%❛✈❡ '✉✐ ❧❛ ❝♦♥%✐❡♥% ❡$% $✉♣0.✐❡✉. ❞✬❛✉ ♠♦✐♥$ 5 ❞❇ ❛✉① ❞❡✉① ❜❛♥❞❡$ ❞❡ 1/3

❞✬♦❝%❛✈❡ ❛❞❥❛❝❡♥%❡$✳

▲❛ .0❣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ ✐♥%❡.♥❛%✐♦♥❛❧❡ ♥❡ $✬❛♣♣❧✐'✉❡ '✉✬❛✉① ❢.0'✉❡♥❝❡$ ❝♦♠♣.✐$❡$ ❡♥%.❡ 250 ❍③

❡% 4000 ❍③✳ ❙✐ ❞❛♥$ ❝❡% ✐♥%❡.✈❛❧❧❡✱ ♦♥ ❡♥.❡❣✐$%.❡ ❧✬❡①✐$%❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉$✐❡✉.$ .❛✐❡$

%♦♥❛❧❡$✱ ❧❛ ♣0♥❛❧✐%0 ❞0✜♥✐❡ ♣❛. ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ❞❡✈.❛ ❛❧♦.$ -%.❡ ❛♣♣❧✐'✉0❡✳ ▲✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞❡ ❧❛

♣.❡$$✐♦♥ ❛❝♦✉$%✐'✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❝♦..❡$♣♦♥❞❛♥%❡ $❡.❛ ❛❧♦.$ ❛✉❣♠❡♥%0❡ ✭♣❛. ♣0♥❛❧✐$❛%✐♦♥✮✳ ▲❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣0♥❛❧✐%0 ❝❤♦✐$✐ ❞❡✈.❛ ❝♦..❡$♣♦♥❞.❡ H ❧❛ ♣❧✉$ ❣.❛♥❞❡ 0♠❡.❣❡♥❝❡ ❞❡$ .❛✐❡$ %♦♥❛❧❡$

♣.0$❡♥%❡$✳

❉0❝✐❜❡❧ ❛✉ ❞❡$$✉$ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ J0♥❛❧✐%0 ✭❞❇✮

5 < △L ≤ 6 3

6 < △L ≤ 8 4

8 < △L ≤ 10 5

△L ≥ 10 6

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ✕ J0♥❛❧✐$❛%✐♦♥ ❞❡$ .❛✐❡$ %♦♥❛❧❡$ ✿ ❈❊■ 60349− 2✳

△L ❡"# ❧❛ ❞✐✛)*❡♥❝❡ ❞❡ ♣*❡""✐♦♥ ❛❝♦✉"#✐0✉❡ ❡♥#*❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ 1/3 ❞✬♦❝#❛✈❡ ❝♦♥#❡♥❛♥# ❧❛

*❛✐❡ #♦♥❛❧❡ ❡# ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡" ❛✉#*❡" ❜❛♥❞❡" ❞❡ 1/3 ❞✬♦❝#❛✈❡✳ ❈❡##❡ ♣)♥❛❧✐"❛#✐♦♥ ❝♦♥"✐"#❡

❞♦♥❝ 7 ❛♠♣❧✐✜❡* ❧❛ ❝♦♥#*✐❜✉#✐♦♥ ❞❡" *❛✐❡" #♦♥❛❧❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ "♦♥♦*❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡

❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ #*❛❝#✐♦♥✳

• ▲❡" ❧✐♠✐&❛&✐♦♥" "✉+ ❧❡ ❜+✉✐& ❣❧♦❜❛❧ ✿ ;♦✉* ❧❡" ♠♦#❡✉*" ❞❡ #*❛❝#✐♦♥ 0✉✐ *❡"♣❡❝#❡♥# ❧❡"

♥♦*♠❡" ❞❡ ❝♦♥"#*✉❝#✐♦♥✱ ❧❡" ♣*❡""✐♦♥" ❛❝♦✉"#✐0✉❡" ♠❛①✐♠❛❧❡" *❡❝♦♠♠❛♥❞)❡" ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥

❞❡ ❧❛ ✈✐#❡""❡ ❞❡ *♦#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐♥❝❧✉❛♥# ❧❡" ♣)♥❛❧✐#)" "✉* ❧❡" *❛✐❡" #♦♥❛❧❡"✱ "♦♥#

❞♦♥♥)❡" ♣❛* ❧❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✹✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ▲✐♠✐#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❛❝♦✉"#✐0✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ )♠✐"❡ ♣❛* ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ #*❛❝#✐♦♥ ❀

❈❊■ 60349− 2✳

▲❡ ❜*✉✐# #♦#❛❧ )♠✐" ♣❛* ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ #*❛❝#✐♦♥ ❞❡✈*❛ ❞♦♥❝ *❡"♣❡❝#❡* ❝❡##❡ ❧✐♠✐#❛#✐♦♥ ❡♥

❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✉ *)❣✐♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝#✐♦♥♥❡♠❡♥#✱ ❛✜♥ ❞❡ *)♣♦♥❞*❡ ❛✉ ❜❡"♦✐♥ ❞❡ *)❞✉❝#✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❧✉#✐♦♥

❛❝♦✉"#✐0✉❡✳



✶✳✷✳ ▲❛ ♣&♦❜❧*♠❛,✐.✉❡ ❛❝♦✉2,✐.✉❡ ❞❛♥2 ❧❛ ,&❛❝,✐♦♥ ❢❡&&♦✈✐❛✐&❡ ✼

✶✳✷✳✷ ▲❡ ❜&✉✐) ❞❛♥- ❧❡- ♠❛❝❤✐♥❡- 2❧❡❝)&✐3✉❡-

❘!❞✉✐%❡ ❧❡ ❜%✉✐) !♠✐+ ♣❛% ❧❡+ ♠❛❝❤✐♥❡+ !❧❡❝)%✐1✉❡+ ♣❛++❡ ♣❛% ✉♥❡ ❝♦♠♣%!❤❡♥+✐♦♥ ❡) ✉♥❡

♠❛3)%✐+❡ )♦)❛❧❡ ❞❡+ ♦%✐❣✐♥❡+ ❞❡ ❝❡ ❜%✉✐)✳ ▲❡ ❜%✉✐) ♣%♦❞✉✐) ♣❛% ❧❡+ ♠❛❝❤✐♥❡+ !❧❡❝)%✐1✉❡+ ♣❡✉) 7)%❡

❞!❝♦♠♣♦+! ❡♥ )%♦✐+ ❣%❛♥❞❡+ ❝❛)!❣♦%✐❡+✱ +✉✐✈❛♥) ❧❡✉% ♦%✐❣✐♥❡ ❬❚✐♠❛% ✶✾✾✹❪✱ ❬●✐❡%❛+ ✷✵✵✺❪ ✿

• ▲❡ ❜&✉✐, ❞✬♦&✐❣✐♥❡ ❛*&♦❞②♥❛♠✐.✉❡ ✿ ✐❧ ❡+) ❡♥ ❣!♥!%❛❧ ❧❡ ♣❧✉+ !❧❡✈! ❧♦%+ ❞✉ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡✲

♠❡♥) ❞❡+ ♠❛❝❤✐♥❡+ G ❤❛✉)❡ ✈✐)❡++❡✳ ❈❡ ❜%✉✐) ❡+) ✐♥❞!♣❡♥❞❛♥) ❞❡ ❧❛ )❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡

❝❤♦✐+✐❡ ❡) ♥❡ ❞!♣❡♥❞ 1✉❡ ❞✉ )②♣❡ ❞❡ %❡❢%♦✐❞✐++❡♠❡♥)✳ ■❧ ❡+) ❝❛✉+! ♣❛% ❧❡+ )✉%❜✉❧❡♥❝❡+ ❞❡
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✷✳✸ ▼31❤♦❞❡. ❞✬♦♣1✐♠✐.❛1✐♦♥ ❡1 )3❞✉❝1✐♦♥ ❞✉ ❜)✉✐1 ❞❛♥. ❧❡. ▼❙❆9. ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✸✳✶ ❚❡❝❤♥✐;✉❡% ❞❡ -:❞✉❝&✐♦♥ ❞✉ ❜-✉✐& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✸✳✷ ❖♣&✐♠✐%❛&✐♦♥ ❞❡% ♠♦❞D❧❡% ✈✐❜-♦✲❛❝♦✉%&✐;✉❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉.✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✶ ❇✐❜❧✐♦❣)❛♣❤✐❡ .✉) ❧❡. ❡♥1)❛✐♥❡♠❡♥1. 3❧❡❝1)✐5✉❡. ▼❙❆9

▲❡" ❡♥$%❛✐♥❡♠❡♥$" ) ❛✐♠❛♥$" ♣❡%♠❛♥❡♥$" ❞❛♥" ❧❛ $%❛❝$✐♦♥ ❢❡%%♦✈✐❛✐%❡ "♦♥$ $%1" %2❝❡♥$" ✭4❛✲

%❛❣%❛♣❤❡ ✶✳✶✮✳ ❉❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐$%❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣%❡♥❞%❡ ❧❛ ♠♦♥$2❡ ❡♥ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡

) ❛✐♠❛♥$" ♣❡%♠❛♥❡♥$" ❞❛♥" ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞✉ ❣2♥✐❡ 2❧❡❝$%✐?✉❡✱ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ❞✐"❝✉$❡% ❞❡ ❧✬2✈♦❧✉$✐♦♥

♦❜"❡%✈2❡ "✉% ❧❡" 2❧2♠❡♥$" ❝♦♥"$✐$✉$✐❢" ✭"$❛$♦% ❡$ %♦$♦%✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 2❧❡❝$%✐?✉❡ ❛✐♥"✐ ?✉❡ ❧❡✉%"

✐♥✢✉❡♥❝❡" "✉% ❧❡ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$ ♠❛❣♥2$✐?✉❡✱ ❡$ ❞♦♥❝ ❛❝♦✉"$✐?✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ▼❙❆4"✳

✷✳✶✳✶ ▲❡+ ,♦♣♦❧♦❣✐❡+ +,❛,♦%

▲❡" ❞✐✛2%❡♥$❡" $♦♣♦❧♦❣✐❡" ❞❡ "$❛$♦% "❡ ❞✐"$✐♥❣✉❡♥$ ❞❡ ♣❛% ❧❡✉% ❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥$ ❞❡ ✈✉❡

2❧❡❝$%♦♠❛❣♥2$✐?✉❡✱ ❧❛ ?✉❛❧✐$2 ❞✬✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ "❡%❛ ❛♣♣%2❝✐2❡ "✉✐✈❛♥$ "❛ ❝❛♣❛❝✐$2 ) "❛$✐"❢❛✐%❡ ❧❡"

♣♦✐♥$" "✉✐✈❛♥$" ✿

• ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ kωn ✱ ♦✉ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐$2 ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ) %2❝✉♣2%❡% ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ✢✉① ♠❛❣♥2$✐?✉❡ ♣%♦❞✉✐$ ♣❛% ❧❡ %♦$♦% "✉✐✈❛♥$ ❝❤❛?✉❡ ❤❛%♠♦♥✐?✉❡ ❞✬❡"♣❛❝❡ n ❀

▲❛ ❢♦$❝❡ '❧❡❝)$♦♠♦)$✐❝❡✱ En = ωnkωnNnΨm✱ ❡-) ❧❛ ❣$❛♥❞❡✉$ ♣❤②-✐5✉❡ 5✉✐ $❡♥-❡✐❣♥❡ -✉$ ❧❛

❝❛♣❛❝✐)' ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ 7 ❝❛♣)❡$ ❧❡ ✢✉① ♠❛❣♥')✐5✉❡ ❞❡- ❆;- ✭Ψm✮✳ En ❞'♣❡♥❞ ❞✐$❡❝)❡♠❡♥) ❞❡

kωn ✱ ❝❛$ Nn ❡-) )$?- ❢❛❝✐❧❡♠❡♥) ❛❥✉-)❛❜❧❡✳

• ▲❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ '♦✉-/ ❡✣❝❛❝❡ Nn "✉% ❝❤❛?✉❡ ❤❛%♠♦♥✐?✉❡✱ ♦✉ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐$2 ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡

) ♣%♦❞✉✐%❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥2$✐?✉❡ ✐♠♣♦%$❛♥$ ♣♦✉% ✉♥ ❝♦✉%❛♥$ ❡✣❝❛❝❡ ❞♦♥♥2✱ "✉% ❝❤❛?✉❡



✷✳✶✳ ❇✐❜❧✐♦❣)❛♣❤✐❡ .✉) ❧❡. ❡♥1)❛✐♥❡♠❡♥1. 3❧❡❝1)✐5✉❡. ▼❙❆9 ✶✸

❤❛"♠♦♥✐'✉❡ ❞✬❡,♣❛❝❡ n ❀

▲❛ ❢♦$❝❡ ♠❛❣♥*+♦♠♦+$✐❝❡✱ Fmmn = NnI✱ ❡.+ ❧❛ ❣$❛♥❞❡✉$ ♣❤②.✐5✉❡ 5✉✐ $❡♥.❡✐❣♥❡ .✉$ ❧❛

❝❛♣❛❝✐+* ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ 7 ❞*✈❡❧♦♣♣❡$ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*+✐5✉❡ ❞❛♥. ❧✬❡♥+$❡❢❡$ ♣♦✉$ ✉♥ ❝♦✉$❛♥+

❡✣❝❛❝❡ ❞♦♥♥* I✳ Fmmn ❡.+ ❞✐$❡❝+❡♠❡♥+ ♣$♦♣♦$+✐♦♥♥❡❧ 7 Nn✳

▲❡, 1❡❝❤♥✐'✉❡, ❞❡ ❞21❡"♠✐♥❛1✐♦♥ ❞❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥1, kωn ❡1 Nn ,❡"♦♥1 ❞21❛✐❧❧2, ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♣✐1)❡

✸✳ ❯♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡,1 ❝♦""❡❝1 ❧♦",'✉✬✐❧ ,❛1✐,❢❛✐1 ❝❡, 1"♦✐, ❝"✐1:"❡, ✿

✶✳ ❉❡, ✈❛❧❡✉", ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡1 ❞❡ ❧❛ ❢♦"❝❡ ♠❛❣♥21♦♠♦1"✐❝❡ 2❧❡✈2❡, ,✉" ❧❡ "❛♥❣ ❞❡

❧✬❤❛"♠♦♥✐'✉❡ ✉1✐❧❡ ❀

✷✳ ❧❡ ❝♦♥1❡♥✉ ❞✉ ,♣❡❝1"❡ ❤❛"♠♦♥✐'✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦"❝❡ ♠❛❣♥21♦♠♦1"✐❝❡ ✐♥❥❡❝12❡ ♣❛" ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞❛♥, ❧✬❡♥1"❡❢❡"✱ ❝❛" ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝1 ,✐❣♥✐✜❝❛1✐❢ ,✉" ❧❡ ❝♦♠♣♦"1❡♠❡♥1 ❛❝♦✉,1✐'✉❡ ❞❡ ❧❛

♠❛❝❤✐♥❡ ❀

✸✳ ❧❛ ❢❛❝✐❧❡ "2❛❧✐,❛1✐♦♥ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ,❡"❛ ❛✉,,✐ ✉♥ ♣♦✐♥1 ♣"✐♠♦"❞✐❛❧✳

■❧ ❡①✐,1❡ ❞❡✉① ❣"❛♥❞❡, ❢❛♠✐❧❧❡, ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✿ ❧❡, ❜♦❜✐♥❛❣❡. ❞✐.1)✐❜✉3. ❡1 ❧❡, ❜♦❜✐♥❛❣❡.

❝♦♥❝❡♥1)3.✳ ❉❛♥, ❧❡, ♣❛"❛❣"❛♣❤❡, ,✉✐✈❛♥1,✱ ♥♦✉, ❛❧❧♦♥, ❡✛❡❝1✉❡" ✉♥❡ 21✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣"❛♣❤✐'✉❡ ❜":✈❡

❞❡ ❝❡, ❞❡✉① ❣"❛♥❞❡, ❢❛♠✐❧❧❡, ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡, ❡♥ ❛♥❛❧②,❛♥1 ❧❡, ✸ ❝"✐1:"❡, ❝✐12, ❝✐✲❞❡,,✉,✳

dent

stator

dent

stator

Faisceau de

conducteur

Conducteur

Bobine

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❙❝❤2♠❛ ❡①♣❧✐❝❛1✐❢ ❞✬✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡✳

◆♦✉, ❛❧❧♦♥, 1♦✉1 ❞✬❛❜♦"❞ "❡✈♦✐" ❧❡, ❛♣♣❡❧❧❛1✐♦♥, ❞❡, 2❧2♠❡♥1, ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❣"L❝❡ M ❧❛ ✜❣✉"❡

✷✳✶✳ ▲❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡,1 ❝♦♥,1✐1✉2 ❞✬✉♥ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥1 ❞❡ ❜♦❜✐♥❡,✳ ❯♥ ❢❛✐,❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝1❡✉", ❡,1 ✉♥

❣"♦✉♣❡♠❡♥1 ❞❡ ❝♦♥❞✉❝1❡✉", ❞❛♥, ✉♥❡ ❡♥❝♦❝❤❡✳ ❯♥❡ ❜♦❜✐♥❡ ❡,1 ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ,♣✐"❡, "❡❣"♦✉♣2❡,

❡♥1"❡ ❡❧❧❡, '✉✐ ❢♦"♠❡♥1 ❞❡✉① ❢❛✐,❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥❞✉❝1❡✉", ❞❛♥, ❞❡✉① ❡♥❝♦❝❤❡, ❞✐✛2"❡♥1❡,✳ ❯♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❛ ❞❡✉① ❢❛✐,❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥❞✉❝1❡✉", ♣❛" ❡♥❝♦❝❤❡✱ ❡1 ✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ,✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ✉♥

❢❛✐,❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝1❡✉", ♣❛" ❡♥❝♦❝❤❡✳
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✷✳✶✳✶✳✶ ▲❡. ❜♦❜✐♥❛❣❡. ❞✐.1)✐❜✉3.✳

❈✬❡#$ ❧❛ $❡❝❤♥✐+✉❡ ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❧❛ ♣❧✉# ✉$✐❧✐#2❡ ❞❛♥# ❧✬✐♥❞✉#$3✐❡✳ ❙❛ ♣❛3$✐❝✉❧❛3✐$2 ♣3❡♠✐73❡ ❡#$

❞❡ ♣3♦♣♦#❡3 ✉♥❡ 32♣❛3$✐$✐♦♥ #♣❛$✐❛❧❡ +✉❛#✐✲#✐♥✉#♦9❞❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♠❛❣♥2$♦♠♦$3✐❝❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞❛♥# ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ▲♦3#+✉✬♦♥ ❛❧✐♠❡♥$❡ ❧❡# ❡♥3♦✉❧❡♠❡♥$# ❞✐#$3✐❜✉2# ❛✈❡❝ ✉♥ #②#$7♠❡ ❞❡ $❡♥#✐♦♥#

♦✉ ❞❡ ❝♦✉3❛♥$# $3✐♣❤❛#2# 2+✉✐❧✐❜32#✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥2$✐+✉❡ #♣❛$✐❛❧❡✱ B(θ)✱ ♣3♦❞✉✐$ ♣❛3 ❧❡ ❞✐$

❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❛♥# ❧✬❡♥$3❡❢❡3✱ ❡#$ $♦✉3♥❛♥$ ❡$ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ $❡♠♣#✳ ❉❛♥# ♥♦$3❡ 2$✉❞❡✱ ❧❡# $3❛✈❛✉①

❞❡ ❬❙2❣✉✐❡3 ✷✵✵✻❪ ❡$ ❬❑♦#$❡♥❦♦ ✶✾✻✾❪ ❢♦♥$ ♦✣❝❡ ❞❡ 32❢23❡♥❝❡# ❞❛♥# ❧❛ ❝♦♠♣32❤❡♥#✐♦♥ ❝❡ $②♣❡

❜♦❜✐♥❛❣❡✳

❉❛♥# ❧✬❛3$✐❝❧❡ ❬❙❆■◆❚✲▼■❈❍❊▲ ✷✵✵✶❪✱ ❧✬❛✉$❡✉3 ♣3♦♣♦#❡ ✉♥ 32#✉♠2 $37# ❝♦♠♣❧❡$ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞❡# ♠❛❝❤✐♥❡# $♦✉3♥❛♥$❡# R ❝♦✉3❛♥$ ❛❧$❡3♥❛$✐❢✳ ❆✐♥#✐✱ ✐❧ 3❡❣3♦✉♣❡ ❧❡# ❜♦❜✐♥❛❣❡# ❞✐#$3✐❜✉2# ❡♥

+✉❛$3❡ ❣3❛♥❞❡# ❢❛♠✐❧❧❡# ✭■❧❧✉#$3❛$✐♦♥ ♣❛❣❡ ✹ ❞❡ ❧❛ 32❢23❡♥❝❡✮✳

• ▲❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥1)✐5✉❡ = ♣>❧❡. ❝♦♥.35✉❡♥1.✱ ♦V ♣❧✉#✐❡✉3# ❜♦❜✐♥❡#✱ 3❡❣3♦✉♣2❡# ❞❡

❢❛W♦♥ ❝♦♥❝❡♥$3✐+✉❡#✱ #♦♥$ ✉$✐❧✐#2❡# ♣♦✉3 32❛❧✐#❡3 ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛#❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❊♥3♦✉❧❡♠❡♥$ ❝♦♥❝❡♥$3✐+✉❡ R ♣Y❧❡# ❝♦♥#2+✉❡♥$#✱ 48 ❡♥❝♦❝❤❡#/ 4 ♣Y❧❡#✳

❈❤❛+✉❡ ♣❤❛#❡ ❝♦♠♣$❡ ✉♥ ❣3♦✉♣❡♠❡♥$ ❞❡ ❜♦❜✐♥❡# ❝♦♥❝❡♥$3✐+✉❡# ♣❛3 ♣❛✐)❡ ❞❡ ♣>❧❡.

✭❋✐❣✉3❡ ✷✳✷✮✳ ▲❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥$3✐+✉❡ #❡ ❞✐✛23❡♥$✐❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥$32 ✭♦✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞❡♥$❛✐3❡✮ ♣❛3 #❡# ❜♦❜✐♥❡# ❡♥3♦✉❧2❡# ❛✉$♦✉3 ❞✬✉♥ ♣Y❧❡ ❡$ ♥♦♥ ❛✉$♦✉3 ❞✬✉♥❡ ❞❡♥$✳ ❆✉❝✉♥❡

❜♦❜✐♥❡ ♥✬❡#$ ✐❞❡♥$✐+✉❡ R ❧✬❛✉$3❡ ❞❛♥# ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛#❡✳

• ▲❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥1)✐5✉❡ = ♣>❧❡. ♥♦♥ ❝♦♥.35✉❡♥1.✱ ♦V ♣❧✉#✐❡✉3# ❜♦❜✐♥❡#✱ 3❡❣3♦✉♣2❡#

❞❡ ❢❛W♦♥ ❝♦♥❝❡♥$3✐+✉❡#✱ #♦♥$ ✉$✐❧✐#2❡# ♣♦✉3 32❛❧✐#❡3 ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛#❡✳ ❈❤❛+✉❡ ♣❤❛#❡

❝♦♠♣$❡ ✉♥ ❣3♦✉♣❡♠❡♥$ ❞❡ ❜♦❜✐♥❡# ❝♦♥❝❡♥$3✐+✉❡# ♣❛3 ♣>❧❡ ✭❋✐❣✉3❡ ✷✳✸✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ❊♥3♦✉❧❡♠❡♥$ ❝♦♥❝❡♥$3✐+✉❡ R ♣Y❧❡# ♥♦♥ ❝♦♥#2+✉❡♥$#✱ 48 ❡♥❝♦❝❤❡#/ 4 ♣Y❧❡#✳

❉❛♥# ❝❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥$3✐+✉❡✱ ❧❡# ❜♦❜✐♥❛❣❡# ❞❡# ♣❤❛#❡# ✭❢♦3♠❡ ❞❡# ❜♦❜✐♥❡#✮ ♥❡ #♦♥$ ♣❛#



✷✳✶✳ ❇✐❜❧✐♦❣)❛♣❤✐❡ .✉) ❧❡. ❡♥1)❛✐♥❡♠❡♥1. 3❧❡❝1)✐5✉❡. ▼❙❆9 ✶✺

✐❞❡♥$✐%✉❡'✳ ▲❡' ❣+♦✉♣❡♠❡♥$' ❞❡ ❜♦❜✐♥❡' '♦♥$ ✐❞❡♥$✐%✉❡' ♣❛+ ♣❤❛'❡✱ ♠❛✐' ❛✉❝✉♥❡ ❜♦❜✐♥❡

♥✬❡'$ ✐❞❡♥$✐%✉❡ 5 ❧✬❛✉$+❡ ❞❛♥' ✉♥ ❣+♦✉♣❡♠❡♥$ ❞❡ ❜♦❜✐♥❡✳

• ▲❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✐♠❜)✐5✉3 ❞✐❛♠31)❛❧ = ♣>❧❡. ❝♦♥.35✉❡♥1.✱ ♦7 ♣❧✉'✐❡✉+' ❜♦❜✐♥❡' ✐❞❡♥✲

$✐%✉❡' ✭❋✐❣✉+❡ ✷✳✾❜✮ ❞>❝❛❧>❡' ✭✐♠❜+✐%✉>❡'✮ ❧❡' ✉♥❡' ♣❛+ +❛♣♣♦+$ ❛✉① ❛✉$+❡' '♦♥$ ✉$✐❧✐'>❡'

♣♦✉+ +>❛❧✐'❡+ ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛'❡✳ ❈❤❛%✉❡ ♣❤❛'❡ ❝♦♠♣$❡ ✉♥ ❣+♦✉♣❡♠❡♥$ ❞❡ ❜♦❜✐♥❡'

✐♠❜+✐%✉>❡' ♣❛+ ♣❛✐)❡ ❞❡ ♣>❧❡. ✭❋✐❣✉+❡ ✷✳✹✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❊♥+♦✉❧❡♠❡♥$ ✐♠❜+✐%✉> 5 ♣D❧❡' ❝♦♥'>%✉❡♥$'✱ 48 ❡♥❝♦❝❤❡'/ 4 ♣D❧❡'✳

❉❛♥' ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✐♠❜+✐%✉>✱ $♦✉$❡' ❧❡' ❜♦❜✐♥❡' ❝♦♥'$✐$✉❛♥$ ❧❡' ❜♦❜✐♥❛❣❡' ❞❡ $♦✉$❡' ❧❡'

♣❤❛'❡' '♦♥$ ✐❞❡♥$✐%✉❡'✳

• ▲❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✐♠❜)✐5✉3 ❞✐❛♠31)❛❧ = ♣>❧❡. ♥♦♥ ❝♦♥.35✉❡♥1.✱ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✐♠❜+✐%✉> ♦7

❝❤❛%✉❡ ♣❤❛'❡ ❝♦♠♣$❡ ✉♥ ❣+♦✉♣❡♠❡♥$ ❞❡ ❜♦❜✐♥❡' ♣❛+ ♣>❧❡ ✭❋✐❣✉+❡ ✷✳✺✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ❊♥+♦✉❧❡♠❡♥$ ✐♠❜+✐%✉> ❞✐❛♠>$+❛❧ 5 ♣D❧❡' ♥♦♥ ❝♦♥'>%✉❡♥$'✱ '✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ 48

❡♥❝♦❝❤❡'/ 4 ♣D❧❡'✳

▲❡' ❜♦❜✐♥❛❣❡' ❝✐$>' ❝✐✲❞❡''✉' '♦♥$ ❞❡' ❡♥+♦✉❧❡♠❡♥$' '✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ✭✉♥ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝✲

$❡✉+' ♣❛+ ❡♥❝♦❝❤❡✮ ❡$ ♣+♦♣♦'❡♥$✱ ❞❛♥' ❧❛ ♣❧✉♣❛+$ ❞❡' ❝❛'✱ ❞❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥$' ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡' >❧❡✈>'✱

✉♥❡ ✐'♦❧❛$✐♦♥ >❧❡❝$+✐%✉❡ ✐♠♣♦+$❛♥$❡✳ ■❧' ♥❡ '♦♥$ ❞✐✛>+❡♥$ %✉❡ ❞❛♥' ❧❡✉+ +>❛❧✐'❛$✐♦♥ ❡$ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉+

❞❡' $L$❡' ❞❡ ❜♦❜✐♥❡✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧' '♦♥$ ✐❞❡♥$✐%✉❡' ❞✬✉♥ ♣♦✐♥$ ❞❡ ✈✉❡ ♠❛❣♥>$✐%✉❡ ✭❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❞❡

❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡$ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ $♦✉+'✮✳

❉❛♥' ✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥$+✐%✉❡✱ $♦✉$❡' ❧❡' '♣✐+❡' ♥❡ '♦♥$ ♣❛' ✐❞❡♥$✐%✉❡'✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❞❛♥' ✉♥

❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥'>%✉❡♥$✱ ❧✬❡'♣❛❝❡ ♦❝❝✉♣> ♣❛+ ❧❡' $L$❡' ❞❡ ❜♦❜✐♥❡' ❡'$ ♣❧✉' ✐♠♣♦+$❛♥$✳ ❈❡' ❞❡✉①

♣♦✐♥$' '♦♥$ ❞❡' ❢+❡✐♥' 5 ❧❛ ❢❛❝✐❧❡ +>❛❧✐'❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ 5 ❝♦N$ +>❞✉✐$✳ ❈✬❡'$ ♣♦✉+%✉♦✐ ❧❡ ❜♦❜✐✲

♥❛❣❡ ✐♠❜+✐%✉> 5 ♣D❧❡' ♥♦♥ ❝♦♥'>%✉❡♥$' '✬❡'$ ✐♠♣♦'> ❞❛♥' ❧❛ $+❛❝$✐♦♥ ❢❡++♦✈✐❛✐+❡✳ ❯♥ ❛✉$+❡ ❛$♦✉$

✐♠♣♦+$❛♥$ ❞❡ ❝❡ ❞❡+♥✐❡+ $②♣❡ ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡'$ %✉✬✐❧ ♣❡✉$ ❡①✐'$❡+ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ✭❋✐❣✉+❡ ✷✳✻✮✳



✷✳✶✳ ❇✐❜❧✐♦❣)❛♣❤✐❡ .✉) ❧❡. ❡♥1)❛✐♥❡♠❡♥1. 3❧❡❝1)✐5✉❡. ▼❙❆9 ✶✻

❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ❊♥&♦✉❧❡♠❡♥, ✐♠❜&✐/✉0 ❞✐❛♠0,&❛❧ 3 ♣5❧❡6 ♥♦♥ ❝♦♥60/✉❡♥,6✱ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ 24

❡♥❝♦❝❤❡6/ 4 ♣5❧❡6✳

❯♥ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥, ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ♣❡&♠❡, ❞❡ &0❝✉♣0&❡& ❧❡ ✢✉① ♠❛❣♥0,✐/✉❡ ♣&♦❞✉✐, ♣❛& ❧❡

&♦,♦& ❞❛♥6 ✉♥ ❡♥❝♦♠❜&❡♠❡♥, ♣❧✉6 &0❞✉✐,✳ ❉❡6 ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡6 0❧❡❝,&♦♠❛❣♥0,✐/✉❡6 6✐♠✐❧❛✐&❡6 ❛✉①

❜♦❜✐♥❛❣❡6 6✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥, A,&❡ ❛,,❡✐♥,❡6✳ ▲❡ ♣❛66❛❣❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡

✐♠❜&✐/✉0 ❞✐❛♠0,&❛❧ 3 ♣5❧❡6 ♥♦♥ ❝♦♥60/✉❡♥,6 &0❞✉✐, ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞❡♥,6 6,❛,♦& ♥0❝❡66❛✐&❡ ♣♦✉&

❛,,❡✐♥❞&❡ ❞❡6 ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡6 0❧❡❝,&♦♠❛❣♥0,✐/✉❡6 ✐♠♣♦&,❛♥,❡6✳

▲✬❛✈❛♥,❛❣❡ ♣&❡♠✐❡& ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥, ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡6, ❞✬❛✈♦✐& ❧❡6 ,A,❡6 ❞❡ ❜♦❜✐♥❡6 ♣❧✉6

❝♦♠♣❛❝,❡6 ❡, ♣❧✉6 &0❣✉❧✐D&❡6✳ ❙♦♥ ❞❡✉①✐D♠❡ ❛✈❛♥,❛❣❡ ❡6, ❞✬♦✛&✐& ❧❛ ♣♦66✐❜✐❧✐,0 ❞❡ &0❛❧✐6❡& ✉♥

❜♦❜✐♥❛❣❡ 3 ♣❛6 &❛❝❝♦✉&❝✐ ♣❡&♠❡,,❛♥, ❞❡ &0❞✉✐&❡ ❧❡6 ❤❛&♠♦♥✐/✉❡6 ❞✬❡6♣❛❝❡ ✐♥,&♦❞✉✐,❡6 3 ❧❛ ❢♦✐6

♣❛& ❧❡6 ❡♥❝♦❝❤❡6 ❞❛♥6 ❧❡6/✉❡❧❧❡6 6♦♥, ❧♦❣0❡6 ❧❡6 6♣✐&❡6 ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✱ ❡, ♣❛& ❧❛ &0♣❛&,✐,✐♦♥ ❞✉

❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ❊♥ 6♦♠♠❡✱ ❧❡ &❛❝❝♦✉&❝✐66❡♠❡♥, ♣❡&♠❡, ❞❡ ♠✐♥✐♠✐6❡& ❧❡6 ✐♥❝♦♥✈0♥✐❡♥,6 ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡

✭❤❛&♠♦♥✐/✉❡6 ✐♥❞06✐&❛❜❧❡6 ✐♠♣♦&,❛♥,6✮✱ ,♦✉, ❡♥ ❣❛&❛♥,✐66❛♥, ✉♥ ❣❛✐♥ 6✐❣♥✐✜❝❛,✐❢ ❞❡6 ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡6

♠❛❣♥0,✐/✉❡6✱ ❧❡ ,♦✉, ❞❛♥6 ✉♥ ❡♥❝♦♠❜&❡♠❡♥, ♣❧✉6 ❢❛✐❜❧❡ /✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ 6✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✼ ✕ ❊♥&♦✉❧❡♠❡♥, ✐♠❜&✐/✉0 )❛❝❝♦✉)❝✐ 3 ♣5❧❡6 ♥♦♥ ❝♦♥60/✉❡♥,6✱ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ 24
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K♦✉& ❧✬❡♥&♦✉❧❡♠❡♥, ✐♠❜&✐/✉0 3 ♣❛6 &❛❝❝♦✉&❝✐✱ ❧❡ ♣❛6 ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡6, ❥✉❞✐❝✐❡✉6❡♠❡♥, ❝❤♦✐6✐

❛✜♥ ❞❡ &0❞✉✐&❡ ❧❡6 ❤❛&♠♦♥✐/✉❡6 ❞✬❡6♣❛❝❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✷✳✼✮✳ ❉❡ ♣❧✉6✱ ❧❛ &0❞✉❝,✐♦♥ ❞✉ ♣❛6

❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ♣❡&♠❡, ❞❡ &0❞✉✐&❡ ❧❡ ♣0&✐♠D,&❡ ❞✉ ❢❛✐6❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝,❡✉&✱ ❡, ❞♦♥❝✱ ❧❡ ❝♦N, ❡♥ ❝✉✐✈&❡

❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳

▲❡6 6♣❡❝,&❡6 ❤❛&♠♦♥✐/✉❡6 ❞❡6 ❢♦♥❝,✐♦♥6 ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡6 ❞❡ ,♦✉6 ❧❡6 ,②♣❡6 ❞✬❡♥&♦✉❧❡♠❡♥, ❝✐,06

♣❧✉6 ❤❛✉, 6♦♥, /✉❛❧✐,❛,✐✈❡♠❡♥, ✐❞❡♥,✐/✉❡6✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✽ ❝♦♠♣❛&❡ ❧❡6 ❤❛&♠♦♥✐/✉❡6 0❧❡❝,&✐/✉❡6 ❞❡6

❢♦♥❝,✐♦♥6 ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ,♦,❛❧❡6 ♣♦✉& ❧❡6 ❞✐✛0&❡♥,6 ❜♦❜✐♥❛❣❡6 ❞✐6,&✐❜✉06✳ ▲❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ 0❧❡❝,&✐/✉❡

❡6, ❧✬❤❛&♠♦♥✐/✉❡ ❞❡ &❛♥❣ 1✳ ▲❡6 ❤❛&♠♦♥✐/✉❡6 0❧❡❝,&✐/✉❡6 ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ 6♦♥, ❞❡ &❛♥❣ νe = 1± 2qsk✱
❛✈❡❝ k = 0, 1, 2, 3, 4, ... ❡, qs ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♣❤❛6❡6✳ ▲❡6 ❤❛&♠♦♥✐/✉❡6 ♠❛❣♥0,✐/✉❡6 ✭♠0❝❛♥✐/✉❡6✮
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✭!✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ !❡✉❧❡♠❡♥,✮ − ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝) ♣❤❛(❡ − ✐♠♣♦*)❛♥)
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■♠❜)✐5✉3 ❞✐❛♠31)❛❧ + *@❞✉✐) ❚♦✉)❡( ❧❡( + ❍01 @❧❡✈@

♣<❧❡. ♥♦♥ ❝♦♥.35✉❡♥1. ❡) ❜♦❜✐♥❡( ❞✉ ❍05,07,11,13

❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ + )*F( ❝♦♠♣❛❝) (♦♥) ✐❞❡♥)✐>✉❡( − ✐♠♣♦*)❛♥)

■♠❜)✐5✉3 )❛❝❝♦✉)❝✐ + *@❞✉✐) ❚♦✉)❡( ❧❡( + ❍01,03 *@❞✉✐)

♣<❧❡. ♥♦♥ ❝♦♥.35✉❡♥1. ❡) ❜♦❜✐♥❡( + ❍05,07 ❝♦✉♣@(
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❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡ *@❝❛♣✐)✉❧❛)✐✈❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡( ❞✐()*✐❜✉@(✳

❉❛♥( ♥♦( )*❛✈❛✉①✱ ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✐♠❜*✐>✉@ L ♣1❧❡( ♥♦♥ ❝♦♥(@>✉❡♥)(✱ L ♣❛( *❛❝❝♦✉*❝✐ ♦✉ L ♣❛(
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❚♦✉#❡% ❧❡% ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡% ❞❡% #②♣❡% ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣❛(3% ❞❛♥% ❝❡ ❝❤❛♣✐#(❡ %♦♥# 3✈❛❧✉3❡% ♣♦✉(

✉♥ (♦#♦( 6 ❆8% 6 4 ♣9❧❡%✳ ▲❡ #❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡%%✉% ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮ (3❝❛♣✐#✉❧❡ ❧❡% ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡% ❝❛(❛❝#3(✐%#✐A✉❡%

❞❡ #♦✉% ❧❡% #②♣❡% ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡% ❞✐%#(✐❜✉3%✳ ▲❡% %✐❣♥❡% − ❡# + ✐♥❞✐A✉❡♥# (❡%♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# %✐ ❧❡ ♣♦✐♥#

❝♦♥%✐❞3(3 ❡%# ✉♥ ❢(❡✐♥ ♦✉ ✉♥ ❛#♦✉# 6 ❧❛ ❝♦♥❝❡♣#✐♦♥ ❞❡% ♠❛❝❤✐♥❡% 3❧❡❝#(✐A✉❡% ❞❡ #(❛❝#✐♦♥✳

✷✳✶✳✶✳✷ ▲❡. ❜♦❜✐♥❛❣❡. ❝♦♥❝❡♥1)3.✳

❉❡ ♣❧✉% ❡♥ ♣❧✉% 6 ❧✬♦(❞(❡ ❞✉ ❥♦✉(✱ ❧✬❡♥(♦✉❧❡♠❡♥# ❛✉#♦✉( ❞✬✉♥❡ ❞❡♥# ❡%# ✉♥❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ #❡❝❤♥✐A✉❡
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♣U❧❡%✴❡♥❝♦❝❤❡% %♦♥) ♣♦%%✐❜❧❡% ❬▲✐❜❡.) ✷✵✵✹❪✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ❊♥'♦✉❧❡♠❡♥- ❝♦♥❝❡♥-'/✱ 1✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ 6 ❡♥❝♦❝❤❡1/ 4 ♣5❧❡1✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ ✕ ❊♥'♦✉❧❡♠❡♥- ❝♦♥❝❡♥-'/✱ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ 6 ❡♥❝♦❝❤❡1/ 4 ♣5❧❡1✳

▲❡1 ❤❛'♠♦♥✐:✉❡1 ✐❝✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥- ♣❧✉1 <-'❡ ❡①♣'✐♠/1 /❧❡❝-'✐:✉❡♠❡♥-✳ ▲✬❤❛'♠♦♥✐:✉❡ ✉-✐❧❡ ❡1-

❧✬❤❛'♠♦♥✐:✉❡ ♠/❝❛♥✐:✉❡ ❞❡ '❛♥❣ p ✭2 ❞❛♥1 ♥♦-'❡ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❡ ❝♦♥-❡♥✉ ❤❛'♠♦♥✐:✉❡ ❞✉ 1♣❡❝-'❡

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥-❛✐'❡ ❡1- -'C1 '✐❝❤❡ ✭❡♥ ❝♦♠♣❛'❛✐1♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡1 ❜♦❜✐♥❛❣❡1 ❞✐1-'✐❜✉/1✮✳

❈✬❡1- ♣♦✉':✉♦✐✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥/-✐:✉❡ ❝'// ❞❛♥1 ❧✬❡♥-'❡❢❡' ❞❡1 ♠❛❝❤✐♥❡1 /:✉✐♣/❡1 ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞❡♥-❛✐'❡ ❡1- ♣❧✉1 ♣❡'-✉'❜/✳

▲❡1 ❤❛'♠♦♥✐:✉❡1 :✉✐ ♦♥- ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ♥✉❧ ✭kω = 0✮ ♥❡ ♣'♦❞✉✐1❡♥- ♣❛1 ❞❡

❝♦✉♣❧❡ ♦✉ ❞✬♦♥❞✉❧❛-✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❛♥1 ❧✬❡♥-'❡❢❡'✱ ♠❛✐1 1♦♥- 1✉1❝❡♣-✐❜❧❡1 ❞❡ ❣/♥/'❡' ❞❡1 ♣❡'-❡1

❞❛♥1 ❧❡ ❢❡'✱ ❧❡ ❝✉✐✈'❡ ❡- ❧❡1 ❆G1✳ ▲✬❤❛'♠♦♥✐:✉❡ ❞❡ ❧❛ ❋❊▼ ✭♦✉ ❧✬❤❛'♠♦♥✐:✉❡ 1✉' ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥-

❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡✮ ❧❡ ♣❧✉1 ♣'♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❤❛'♠♦♥✐:✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥-❛❧ ❡1- ❧✬❤❛'♠♦♥✐:✉❡ ❍10✱ 1♦✐- 5 ❢♦✐1

❧❛ ❢'/:✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥-❛❧❡ ✭❝♦♥-'❡ ✸ ♣♦✉' ❧❡1 ❜♦❜✐♥❛❣❡1 ❞✐1-'✐❜✉/1✮✳ ❈✬❡1- ♣♦✉':✉♦✐✱ ❧❛ ❢♦'❝❡

/❧❡❝-'♦♠♦-'✐❝❡ ❡1- ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉1 1✐♥✉1♦L❞❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥-❛✐'❡✳

▲❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✶✷ ❝♦♠♣❛'❡ ❧❡1 ❤❛'♠♦♥✐:✉❡1 ❞❡1 ❢♦♥❝-✐♦♥1 ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ -♦-❛❧❡1 ♣♦✉' ❧❡1 ❞✐✛/'❡♥-1

❜♦❜✐♥❛❣❡1 ❝♦♥❝❡♥-'/1 ♦✉ ❞❡♥-❛✐'❡✳ ❉❡✉① -♦♣♦❧♦❣✐❡1 ♦♥- /-/ ❛♥❛❧②1/❡1✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷ ✕ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡✱ ❤❛9♠♦♥✐:✉❡; ✐♥❥❡❝*=❡; ♣❛9 ❧❡; ❜♦❜✐♥❛❣❡;

❞✐;*9✐❜✉=;✳

▲❡ *❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ♣9=;❡♥*❡ ✉♥ 9=❝❛♣✐*✉❧❛*✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛9❛✐;♦♥ ❞❡ ❝❡; ❞❡✉① *②♣❡; ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞❡♥*❛✐9❡ ❬❊▲✲❘❡❢❛✐❡ ✷✵✶✵❪✳

❙✐♠♣❧❡ ❈♦✉❝❤❡ ❉♦✉❜❧❡ ❈♦✉❝❤❡

❚♦❧=9❛♥❝❡ ❛✉① ❞=❢❛✉*;

❬❇✐❛♥❝❤✐ ✷✵✵✻❪ ➱❧❡✈=❡ ❘❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* =❧❡✈=❡

❬❙❤❛❤ ✷✵✵✽❪

■♥❞✉❝*❛♥❝❡ ❞❡ ❢✉✐*❡

❬❊❧✲❘❡❢❛✐❡ ✷✵✵✻❪ ➱❧❡✈=❡ ❘=❞✉✐*❡

❬❊▲✲❘❡❢❛✐❡ ✷✵✵✾❪

❈♦♥*❡♥✉ ;♦✉; ❤❛9♠♦♥✐:✉❡ ❆♠♣❧✐*✉❞❡; ❆♠♣❧✐*✉❞❡;

❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ ❤❛9♠♦♥✐:✉❡; ❤❛9♠♦♥✐:✉❡;

❬❩❤✉ ✷✵✵✾❪ ✐♠♣♦9*❛♥*❡; ❛**=♥✉=❡;

❈♦♠❜✐♥❛✐;♦♥ R❡✉ ❞❡ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡

♣S❧❡;✴❡♥❝♦❝❤❡; ❝♦♠❜✐♥❛✐;♦♥; ❝♦♠❜✐♥❛✐;♦♥;

❬▲✐❜❡9* ✷✵✵✹❪ ♣♦;;✐❜❧❡; ♣♦;;✐❜❧❡;

❱♦❧✉♠❡ *V*❡ ❞❡ ❜♦❜✐♥❡; ■♠♣♦9*❛♥* ❘=❞✉✐*

❬❊▲✲❘❡❢❛✐❡ ✷✵✶✵❪

➱♣❛✐;;❡✉9 ✐;♦❧❛*✐♦♥ ❘=❞✉✐*❡ ✭✉♥❡ ♣❤❛&❡ ■♠♣♦9*❛♥*❡ ✭♣❧✉&✐❡✉)&

♣❛) ❡♥❝♦❝❤❡✮ ♣❤❛&❡& ♣❛) ❡♥❝♦❝❤❡✮

❈♦❡✣❝✐❡♥* 9❡♠♣❧✐;;❛❣❡ ➱❧❡✈= ❘=❞✉✐*

❬❊▲✲❘❡❢❛✐❡ ✷✵✶✵❪

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛9❛✐;♦♥ ❡♥*9❡ ;✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡* ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥*9=✳

❚♦✉; ❧❡; ❤❛9♠♦♥✐:✉❡; ❞❡ 9❛♥❣ ✐♥❢=9✐❡✉9 ❛✉ 9❛♥❣ ✉*✐❧❡ ;♦♥* ❛♣♣❡❧=; ;♦✉;✲❤❛9♠♦♥✐:✉❡;✳ ❉❡;

*❡❝❤♥✐:✉❡; ❞❡ 9=❞✉❝*✐♦♥ ❞❡; ;♦✉;✲❤❛9♠♦♥✐:✉❡; ✭;♣=❝✐❛❧❡♠❡♥* ❧✬❤❛9♠♦♥✐:✉❡ 1✮ ❡①✐;*❡♥* ❡* ❢♦♥*

❧✬♦❜❥❡* ❞✬=*✉❞❡; ❛♣♣9♦❢♦♥❞✐❡;✳ ❈❡; *❡❝❤♥✐:✉❡; ❝♦♥;✐;*❡♥* ❡♥*9❡ ❛✉*9❡ Z ♠♦❞✐✜❡9 ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥* ❞✉

❜♦❜✐♥❛❣❡ ✭❬❉❛❥❛❦✉ ✷✵✶✶❪ ❡* ❬❉❛❥❛◆✉ ❪✮✱ ♦✉ Z ✉*✐❧✐;❡9 ❧❡; ❜❛99✐^9❡; ❞❡ ✢✉① ❞❛♥; ❧❛ *S❧❡ ;*❛*♦9
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❬❉❛❥❛❦✉ ✷✵✶✷❪✳ ▲❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ 2✉✬✐♠♣♦8❡ ❧❛ ♣9♦❜❧;♠❛<✐2✉❡ ❞❡8 8♦✉8✲❤❛9♠♦♥✐2✉❡8 ✭♦8❝✐❧❧❛<✐♦♥ ❞❡

❝♦✉♣❧❡✱ ♣❡9<❡8 ♠❛❣♥;<✐2✉❡8 ❞❛♥8 ❧✬❛✐♠❛♥< ❡< ❞❛♥8 ❧❡ ❢❡9✮ ❞❛♥8 ❧❡ ❝♦♠♣♦9<❡♠❡♥< ❞❡ ❝❡ <②♣❡ ❞❡

♠❛❝❤✐♥❡ 8❡9❛ ❛❜♦9❞; ❞❛♥8 ❧❡ ❝❤❛♣✐<9❡ 8✉✐✈❛♥<✳

✷✳✶✳✷ ▲❡% &♦♣♦❧♦❣✐❡% ,♦&♦,

▲✬❛✐♠❛♥< ♣❡9♠❛♥❡♥<✱ ;❧;♠❡♥< ❝❡♥<9❛❧ ❞❡ ❝❡<<❡ <❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ❛ ❞❡8 ♣9♦♣9✐;<;8 ♠❛❣♥;<✐2✉❡8

❡< ♠;❝❛♥✐2✉❡8 ♣9;8❡♥<;❡8 ❞❛♥8 ❧✬❛9<✐❝❧❡ ❬▲❊ ❇❘❊❚❖◆ ✷✵✵✾❪✳ ❈✬❡8< ❧❡ ♣♦<❡♥<✐❡❧ ;♥❡9❣;<✐2✉❡

<9M8 ;❧❡✈; ❞❡ ❝❡< ;❧;♠❡♥< 2✉✐ ❝♦♥❢M9❡ N ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 8②♥❝❤9♦♥❡ N ❛✐♠❛♥<8 ♣❡9♠❛♥❡♥<8 8♦♥ ❤❛✉<

9❡♥❞❡♠❡♥< ;♥❡9❣;<✐2✉❡✳ ❯♥ ❛✐♠❛♥< ♣❡9♠❛♥❡♥< ❡8< ❝❛9❛❝<;9✐8; ♣❛9 ❧❡ 8❡❝♦♥❞ 2✉❛❞9❛♥< ❞❡ 8♦♥

❝②❝❧❡ ❞✬❤②8<;9;8✐8✱ ❛♣♣❡❧; ❝♦✉)❜❡ ❞❡ ❞3.❛✐♠❛♥1❛1✐♦♥✱ 2✉✐ 9❡♥8❡✐❣♥❡ 8✉9 8❡8 ❝❛9❛❝<;9✐8<✐2✉❡8

♠❛❣♥;<✐2✉❡8 8✉✐✈❛♥<❡8 ✿

• ▲✬✐♥❞✉❝1✐♦♥ )3♠❛♥❡♥1❡ Br ✿ ❧✬✐♥❞✉❝<✐♦♥ 9;8✐❞✉❡❧❧❡ ❡♥ ❝✐9❝✉✐< ❢❡9♠;✳ Q❧✉8 Br ❡8<

✐♠♣♦9<❛♥<✱ ♣❧✉8 ❧✬❛✐♠❛♥< ✐♠♣♦8❡9❛ ✉♥❡ ✐♥❞✉❝<✐♦♥ ;❧❡✈;❡ ❞❛♥8 ❧❡ ❝✐9❝✉✐< ♠❛❣♥;<✐2✉❡✳ ■❧

8✬❛❣✐< ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛<❡✉9 ❞❡ ♣✉✐88❛♥❝❡ ♣♦<❡♥<✐❡❧❧❡ ❀

• ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦❡)❝✐1✐❢ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝1✐♦♥ HcB ✿ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞;♠❛❣♥;<✐8❛♥< ❛♥♥✉❧❛♥< ❧✬✐♥❞✉❝<✐♦♥

B✳ Q❧✉8 HcB ❡8< ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉8 ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥;<✐2✉❡ ❡①<;9✐❡✉9 ❞❛♥8 ❧❡2✉❡❧ ❜❛✐❣♥❡ ❧✬❛✐♠❛♥<

8❡9❛ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♥♥✉❧❡9 ❧✬✐♥❞✉❝<✐♦♥ ❞;✈❡❧♦♣♣; ♣❛9 ❧✬❛✐♠❛♥<✳ ■❧ 8✬❛❣✐< ❞✉ ♣9❡♠✐❡9 ✐♥❞✐❝❛<❡✉9

❞❡ 8<❛❜✐❧✐<; ❀

• ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦❡)❝✐1✐❢ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥1❛1✐♦♥ HcJ ✿ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞;♠❛❣♥;<✐8❛♥< ❛♥♥✉❧❛♥< ❞❡ ❢❛U♦♥

✐99;✈❡98✐❜❧❡ ❧✬❛✐♠❛♥<❛<✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥< ♣❡9♠❛♥❡♥< J ✳ Q❧✉8 HcJ ❡8< ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉8 ✉♥ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥;<✐2✉❡ ❡①<;9✐❡✉9 ❞❛♥8 ❧❡2✉❡❧ ❜❛✐❣♥❡ ❧✬❛✐♠❛♥< 8❡9❛ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❞;♠❛❣♥;<✐8❡9✳ ■❧ 8✬❛❣✐<

❞❡ ❧❡ 8❡❝♦♥❞ ❧✬✐♥❞✐❝❛<❡✉9 ❞❡ 8<❛❜✐❧✐<; ❀

• ▲✬3♥❡)❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐5✉❡ BH ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉9 ;♥❡9❣;<✐2✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥< ♣❛9 ✉♥✐<; ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳

❊❧❧❡ 9❡♣9;8❡♥<❡ ❧✬;♥❡9❣✐❡ ♠❛❣♥;<✐2✉❡ 2✉✬✐❧ ❡8< ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ <✐9❡9 ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥< ♣❡9♠❛♥❡♥<✳

▲✬❡①♣❧♦✐<❛<✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✐♠❛♥< ❡8< ♦♣<✐♠❛❧❡✱ 8✬✐❧ <9❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣9♦❞✉✐< BH ♠❛①✐♠✉♠ ❀

• ▲❛ 1❡♠♣3)❛1✉)❡ ❞❡ ❈✉)✐❡ Tc ✿ ❧❛ <❡♠♣;9❛<✉9❡ ❛✉✲❞❡❧N ❞❡ ❧❛2✉❡❧❧❡ ❧✬❛✐♠❛♥< ♣❡9❞ 8♦♥

❛✐♠❛♥<❛<✐♦♥ 8♣♦♥<❛♥;❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡8< ♣❛8 9❡♥8❡✐❣♥;❡ ♣❛9 ❧❛ ❝❛9❛❝<;9✐8<✐2✉❡ ❞❡ ❞;8❛✐♠❛♥<❛<✐♦♥✱

♠❛✐8 9❡♣9;8❡♥<❡ ❧❡ ❢❛❝<❡✉9 ❧✐♠✐<❛♥< ❞❛♥8 ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ <②♣❡ ❞❡ ♠❛<;9✐❛✉✳ ▲❛ <❡♠♣;9❛<✉9❡

♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝<✐♦♥♥❡♠❡♥< ❡8< ❣;♥;9❛❧❡♠❡♥< ;❣❛❧❡ N ❧❛ ♠♦✐<✐; ❞❡ ❧❛ <❡♠♣;9❛<✉9❡ ❞❡ ❈✉9✐❡✳

❈❡8 ❝✐♥2 ♣♦✐♥<8 8♦♥< ❧❡8 ❝9✐<M9❡8 2✉✐ ♣❡9♠❡<<❡♥< ❧❛ ❝❧❛88✐✜❝❛<✐♦♥ ❞❡8 ❞✐✛;9❡♥<❡8 ❢❛♠✐❧❧❡8 ❞✬❛✐✲

♠❛♥<8 ♣❡9♠❛♥❡♥<8 ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✸✮✳ ❊♥ ❡✛❡<✱ ✐❧ ❡①✐8<❡ 2✉❛<9❡ ❣9❛♥❞❡8 ❢❛♠✐❧❧❡8 ❞✬❛✐♠❛♥<8 ♣❡9♠❛♥❡♥<8 ✿

• ▲❡8 ❛❧❧✐❛❣❡8 ❢❡9✲♥✐❝❦❡❧✲❛❧✉♠✐♥✐✉♠✱ ❆❧♥✐❝♦ ✿ ♣9♦❞✉✐<8 ❡♥ 8;9✐❡ ❞❡♣✉✐8 ♣❧✉8 ❞❡ ✺✵ ❛♥8✱ ✐❧ 8✬❛❣✐<

❞❡8 ❛✐♠❛♥<8 ♣❡9♠❛♥❡♥<8 ♠;<❛❧❧✐2✉❡8 ❝♦♠♣♦8;8 ❞✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✭❆❧✮✱ ❞❡ ♥✐❝❦❡❧ ✭◆✐✮✱ ❞❡ ❝♦❜❛❧<

✭❈♦✮✱ ❞❡ ❢❡9 ✭❋❡✮✱ ❛✐♥8✐ 2✉❡ ❞❡ ❝✉✐✈9❡ ✭❈✉✮ ❡< ❞❡ <✐<❛♥❡ ✭❚✐✮✳ ❙❡8 ❛✈❛♥<❛❣❡8 8♦♥< 8❛ <9M8

❣9❛♥❞❡ 8<❛❜✐❧✐<; ❢❛❝❡ ❛✉① ✈❛9✐❛<✐♦♥8 ❞❡ ❧❛ <❡♠♣;9❛<✉9❡ ❡< 8❛ ❜♦♥♥❡ 9;8✐8<❛♥❝❡ N ❧❛ ❝♦99♦8✐♦♥

❡< N ❧✬♦①②❞❛<✐♦♥✳ ❙♦♥ ✐♥❞✉❝<✐♦♥ 9;♠❛♥❡♥<❡ ❡8< ❛✉88✐ 9❡❧❛<✐✈❡♠❡♥< ;❧❡✈;❡✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈;♥✐❡♥< ✐❝✐

❡8< ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉9 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❝♦❡9❝✐<✐❢✱ 2✉✐ 9❡♥❞ ❧✬❛✐♠❛♥< <9M8 8❡♥8✐❜❧❡ N ❧❛ ❞;8❛✐♠❛♥<❛<✐♦♥

❡♥ ♣9;8❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣8 ❡①<;9✐❡✉98 ✐♠♣♦9<❛♥<8✳



✷✳✶✳ ❇✐❜❧✐♦❣)❛♣❤✐❡ .✉) ❧❡. ❡♥1)❛✐♥❡♠❡♥1. 3❧❡❝1)✐5✉❡. ▼❙❆9 ✷✸

• ▲❡" ♦①②❞❡" ♠❛❣♥+,✐.✉❡"✱ ❋❡))✐1❡. ✿ ❝❡ "♦♥, ❧❡" ♣❧✉" 5+♣❛♥❞✉" ❞❛♥" ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❡♥,✐❡5 ❡,

❧❡" ♣❧✉" ❧+❣❡5"✳ ❈❡" ❛✐♠❛♥," ❡①✐",❡♥, ❡♥ ,❛♥, .✉❡ ♠❛,+5✐❛✉① ✐"♦,5♦♣❡" ♦✉ ❛♥✐"♦,5♦♣❡"✳ ▲❡"

❛✐♠❛♥," ❛♥✐"♦,5♦♣❡" ❞❡ ❢❡55✐,❡ ❞✐"♣♦"❡♥, ❞✬✉♥❡ ❞❡♥"✐,+ +♥❡5❣+,✐.✉❡ ❛✉✲❞❡❧; ❞❡ 400 % ♣❧✉"

+❧❡✈+❡ .✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡" ❛✐♠❛♥," ✐"♦,5♦♣❡"✳ ▲✬✉"❛❣❡ ❞❡" ❛✐♠❛♥," ❢❡55✐,❡" ❛ ♣❧✉"✐❡✉5" ❛✈❛♥,❛❣❡" ✿

✉♥ ❣5❛♥❞ ❝❤❛♠♣ ❝♦❡5❝✐,✐❢ +❧❡✈+ ❀ ✉♥❡ 5+"✐",✐✈✐,+ .✉❛"✐ ✐♥✜♥✐❡ ♣❡5♠❡,,❛♥, ❧❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥,

❞❛♥" ❧❡" ❝❤❛♠♣" ♠❛❣♥+,✐.✉❡" ✐♠♣♦5,❛♥," ❡, ✈❛5✐❛❜❧❡" ❀ ✉♥❡ ❣5❛♥❞❡ 5+"✐",❛♥❝❡ ; ❧❛ ❝♦55♦"✐♦♥ ❀

❡, "✉5,♦✉, ✉♥ ♣5✐① ♣❛" ,5♦♣ +❧❡✈+✳

❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❧❡" ❛✐♠❛♥," ❢❡55✐,❡" ♣♦""A❞❡♥, ❧❡" ✐♥❞✉❝,✐♦♥" 5+♠❛♥❡♥,❡" ❧❡" ♣❧✉" ❜❛""❡"✳ B♦✉5

♦❜,❡♥✐5 ✉♥❡ ❤❛✉,❡ ❞❡♥"✐,+ ❞❡ ✢✉① ♠❛❣♥+,✐.✉❡✱ ♦♥ ✉,✐❧✐"❡ ❛❧♦5" ❞❡" ❛✐♠❛♥," ; ❣5❛♥❞❡"

"❡❝,✐♦♥" ,5❛♥"✈❡5"❛❧❡" ❡, ❞❡" ❝✐5❝✉✐," ; ❝♦♥❝❡♥,5❛,✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ♠❛❣♥+,✐.✉❡✳

• ▲❡" ❛❧❧✐❛❣❡" ; ❜❛"❡ ❞❡ ,❡55❡ 5❛5❡✱ ❙❛♠❛)✐✉♠✲❝♦❜❛❧1 ✿ ■❧ "✬❛❣✐, ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐"♦♥ ❞❡

"❛♠❛5✐✉♠ ✭❙♠✮✱ ✉♥ ♠+,❛❧ ❞❡ ,❡55❡" 5❛5❡"✱ ❞❡ ❝♦❜❛❧, ✭❈♦✮ ❡, ❞✬❛✉,5❡" +❧+♠❡♥," ,❡❧" .✉❡ ❧❡

❢❡5 ✭❋❡✮✱ ❧❡ ❝✉✐✈5❡ ✭❈✉✮ ❡, ❧❡ ③✐5❝♦♥ ✭❩5✮✳ ❈❡" ❛✐♠❛♥," "♦♥, ❝❛5❛❝,+5✐"+" ♣❛5 ✉♥ ,5A" ❣5❛♥❞

❝❤❛♠♣ ❝♦❡5❝✐,✐❢ ❧❡✉5 ♣❡5♠❡,,❛♥, ❞✬K,5❡ ❡①,5❛♦5❞✐♥❛✐5❡♠❡♥, 5+"✐",❛♥," ; ❧❛ ❞+"❛✐♠❛♥,❛,✐♦♥

❡, ❛✉① ❝❤❛♠♣" +❧❡❝,5♦♠❛❣♥+,✐.✉❡" ✐♥✈❡5"❡" ❡①,5K♠❡"✳ ▲❡" ❛✐♠❛♥," ❞❡ ❙❛♠❛5✐✉♠✲❈♦❜❛❧,

"♦♥, ,5A" ❞✉5" ❡, ❞✬✉♥❡ ❣5❛♥❞❡ ♣♦5♦"✐,+✳ ❊♥ ♣❧✉" ❞❡ ❧❛ ❞❡♥"✐,+ ❞✬+♥❡5❣+,✐.✉❡ +❧❡✈+❡ ❡, ❞❡

❧✬✐♥❞✉❝,✐♦♥ 5+♠❛♥❡♥,❡ ✐♠♣♦5,❛♥,❡✱ ❝❡" ❛✐♠❛♥," "❡ ❞✐",✐♥❣✉❡♥, "✉5,♦✉, ❣5M❝❡ ; ✉♥❡ ❤❛✉,❡

",❛❜✐❧✐,+ ♠❛❣♥+,✐.✉❡ ❛✉① ✈❛5✐❛,✐♦♥" ❞❡ ,❡♠♣+5❛,✉5❡✳ ❈❡ "♦♥, ❞❡" ❛✐♠❛♥," ,5A" ❝♦N,❡✉①✳

• ▲❡" ❛❧❧✐❛❣❡" ; ❜❛"❡ ❞❡ ,❡55❡" 5❛5❡"✱ ◆3♦❞②♠❡✲❢❡)✲❜♦)❡ ✿ .✉✐ ❡", ❝♦♠♣♦"+ ❞❡ ♥+♦❞②♠❡

✭◆❞✮✱ ✉♥ ♠+,❛❧ ❞❡ ,❡55❡" 5❛5❡"✱ ❢❡5 ✭❋❡✮ ❡, ❞❡ ❜♦5❡ ✭❇✮✳ ❈❡" ❛✐♠❛♥," ❞+✈❡❧♦♣♣❡♥, ❞❡"

✈❛❧❡✉5" +♥❡5❣+,✐.✉❡" 40% ♣❧✉" +❧❡✈+❡" .✉❡ ❝❡❧❧❡" ❞❡" ❛✐♠❛♥," ♠+,❛❧❧✐.✉❡" ❧❡" ♣❧✉" ❝♦♥♥✉" ❡,

✉,✐❧✐"+" ❥✉".✉✬; ♣5+"❡♥,✳ ❈❡" ❛✐♠❛♥," ♣5♦♣♦"❡♥, ✉♥❡ ✐♠♣♦5,❛♥,❡ ❞❡♥"✐,+ ✈♦❧✉♠✐.✉❡ ❡, ✉♥❡

✐♠♣♦5,❛♥,❡ ✐♥❞✉❝,✐♦♥ 5+♠❛♥❡♥,❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❛✉ ❝♦♥,5❛✐5❡ ❞❡" ❛✐♠❛♥," ❞❡ "❛♠❛5✐✉♠✲❝♦❜❛❧,✱ "❛ ,❡♠♣+5❛,✉5❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉,✐✲

❧✐"❛,✐♦♥ ❡", ♣❧✉" ❜❛""❡ ❡, "❛ 5+"✐",❛♥❝❡ ; ❧✬♦①②❞❛,✐♦♥✱ ❡, ; ❧❛ ❝♦55♦"✐♦♥ ❡", ♥❛,✉5❡❧❧❡♠❡♥,

♠+❞✐♦❝5❡✳ B♦✉5 ❧❡" ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥" ,5❛❝,✐♦♥✱ ❧✬❛❥♦✉, ❞❡ ❉②"♣5♦"✐✉♠ ✭❉②✮ ♣❡5♠❡, ❞✬❛✉❣♠❡♥,❡5

❧❛ ,❡♠♣+5❛,✉5❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉,✐❧✐"❛,✐♦♥ ❡, ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦❡5❝✐,✐❢ ❞❡ ❝❡,,❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❆B"✱ ,♦✉,

❡♥ 5+❞✉✐"❛♥, "♦♥ +♥❡5❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐.✉❡✳ ▲❡" ✭◆❞✱❉②✮✲❋❡✲❇ "♦♥, ❞♦♥❝ ♣❧✉" 5♦❜✉",❡✳ ❉❡ ♣❧✉"✱

❧✬❛❥♦✉, ❞❡ ❈♦❜❛❧, ✭❈♦✮ ♣❡5♠❡, ❞✬❛♠+❧✐♦5❡5 ❧❛ ,❡♥✉❡ ; ❧❛ ❝♦55♦"✐♦♥✳

❉❡" 5❡❝❤❡5❝❤❡" ✐♠♣♦5,❛♥,❡" ♣❡5♠❡, ❞♦♥❝ ❞❡ ,♦✉❥♦✉5" ❛♠+❧✐♦5❡5 ❧❡" ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡" ❞❡"

◆3♦❞②♠❡✲❢❡)✲❜♦)❡✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥,✱ ; ❝❛✉"❡ ❞❡ ❧❛ ♣+♥✉5✐❡ ❡♥ ❉②✱ ❝❡" ❆B" ❞❡✈✐❡♥♥❡♥, ,5A" ❝♦N,❡✉①✳

❆♣5A" ✉♥❡ ❧❡❝,✉5❡ ❞❡" ❞♦❝✉♠❡♥," ❬▲❊ ❇❘❊❚❖◆ ✷✵✵✾❪ ❡, ❬●✐❡5❛" ✷✵✵✷❪✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♣✉

5❡♣5❡♥❞5❡ ❞❡" ,❛❜❧❡❛✉① 5+❝❛♣✐,✉❧❛♥, ❧❡" ♣5✐♥❝✐♣❛❧❡" ❣5❛♥❞❡✉5" ♠❛❣♥+,✐.✉❡" ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✸✮✱ ❡,

♠+❝❛♥✐.✉❡" ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✹✮ ❞❡" ❣5❛♥❞❡" ❢❛♠✐❧❧❡" ❞✬❛✐♠❛♥," ♣❡5♠❛♥❡♥,"✳

▲✬❛✉,❡✉5 ❞❡ ❧❛ 5+❢+5❡♥❝❡ ❬❇❘■❙❙❖◆◆❊❆❯ ✶✾✾✵❪ ♣5+"❡♥,❡ ❧❡" ❣5❛♥❞" ♣5✐♥❝✐♣❡" ❞✬✉,✐❧✐"❛,✐♦♥ ❡,

❞❡ ♠✐"❡ ❡♥ +.✉❛,✐♦♥ ❞❡" ❛✐♠❛♥," ♣❡5♠❛♥❡♥," ❞❛♥" ❞❡" ❝✐5❝✉✐," ♠❛❣♥+,✐.✉❡"✳ ▲❡" ❝❛5❛❝,+5✐",✐.✉❡"

♠❛❣♥+,✐.✉❡" ❞❡" ❛✐♠❛♥," ❡, ❧❡✉5 ❝♦N, ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡5♦♥, ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡" ,♦♣♦❧♦❣✐❡" 5♦,♦5 ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞5❡

❞❡ ♥♦,5❡ ♣5♦❥❡,✳
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▲❡" ❞✐✛&'❡♥)❡" )♦♣♦❧♦❣✐❡" ❞❡ '♦)♦'" &.✉✐♣&" ❞✬❛✐♠❛♥)" ♣❡'♠❛♥❡♥)" "❡ ❞✐")✐♥❣✉❡♥) ❞❡ ♣❛' ❧✬❡♠✲

♣❧❛❝❡♠❡♥) ❡) ❧❛ ❢♦'♠❡ ❣&♦♠&)'✐.✉❡ ❞❡" ❛✐♠❛♥)" ♣❡'♠❛♥❡♥)"✳ ■❧ ❡①✐")❡ ❞❡✉① ❣'❛♥❞❡" ❢❛♠✐❧❧❡" ❞❡

'♦)♦'" 9 ❛✐♠❛♥)" ♣❡'♠❛♥❡♥)" ✿ ❧❡" '♦)♦'" 9 ❛✐♠❛♥)" ♣❡'♠❛♥❡♥)" ♠♦♥)&" ❡♥ "✉'❢❛❝❡ ❡) ❧❡" '♦)♦'" 9

❛✐♠❛♥)" ♣❡'♠❛♥❡♥)" ❡♥)❡''&"✳

;'♦♣'✐&)&" ❆❧♥✐❝♦ ❋❡''✐)❡" ❙♠✲❈♦ ◆❞✲❋❡✲❇

"❛♥" ❉②

■♥❞✉❝)✐♦♥ '&♠❛♥❡♥)❡ 0, 7 0, 38 1, 03 1, 2

Br ✭T ✮ 9 1, 2 9 0, 46 9 1, 12 9 1, 35

❈❤❛♠♣ ❝♦❡'❝✐)✐❢ ❞❡ 50 250 600 900

❧✬✐♥❞✉❝)✐♦♥ HcB ✭kA/m✮ 9 130 9 350 9 820 9 1050

❈❤❛♠♣ ❝♦❡'❝✐)✐❢ ❞❡ 63 200 640 1200

❧✬❛✐♠❛♥)❛)✐♦♥ HcJ ✭kA/m✮ 9 103 9 400 9 2070 9 1510

➱♥❡'❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐.✉❡ 36 26 180 280

(BH)max ✭❦❏✴m3
✮ 9 44 9 41 9 250 9 350

❈♦❡✣❝✐❡♥) )❡♠♣&'❛)✉'❡ −0, 02 −0, 18 −0, 03 −0.105
<✶✺✵✝❈ ❞❡ Br ✭%✝C✮ 9 −0, 2 9 −0, 035 9 −0, 13
❈♦❡✣❝✐❡♥) )❡♠♣&'❛)✉'❡ 0, 03 0, 3 −0, 15 −0.54
<✶✺✵✝❈ ❞❡ HcJ ✭%✝C✮ 9 −0, 07 9 0, 5 9 −0, 19 9 −0, 61
❚❡♠♣&'❛)✉'❡ ❈✉'✐❡ 740 450 800 310

Tc ✭✝C✮ 9 860 9 460 9 850 9 330

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛'❛✐"♦♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛✐♠❛♥)" ❀ ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡" ❣'❛♥❞❡✉'" ♠❛❣♥&)✐.✉❡"✳

;'♦♣'✐&)&" ❆❧♥✐❝♦ ❋❡''✐)❡" ❙♠✲❈♦ ◆❞✲❋❡✲❇

"❛♥" ❉②

❈♦♥❞✉❝)✐✈✐)& &❧❡❝)'✐.✉❡ 1, 54 10−10 1, 18 0, 62

σ ✭×106S/m✮ 9 2, 13 9 10−12 9 1, 33 9 0, 83

❈♦♥❞✉❝)✐✈✐)& )❤❡'♠✐.✉❡ 10 5 12 ❊♥✈✐'♦♥

λ ✭W/(m✝C)✮ 9 100 10 9 13 9

▼❛""❡ ✈♦❧✉♠✐.✉❡ 7, 3 4, 9 8, 1 7, 3

ρ ✭10−6kg/m3
✮ 9 7, 4 9 5, 1 9 8, 5 9 7, 5

❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞✐❧❛)❛)✐♦♥ 13 9, 2 6 ❊♥✈✐'♦♥

❧✐♥&✐.✉❡ ✭10−6/✝C✮ 9 14 9 13, 3 9 11 5

▼♦❞✉❧❡ ❉✬❨♦✉♥❣ 100 120 120 ❊♥✈✐'♦♥

E✭103 ▼;❛✮ 9 200 9 180 9 160 150

❘&"✐")❛♥❝❡ 9 ❇♦♥♥❡ ❇♦♥♥❡ ▼♦②❡♥♥❡ ▼&❞✐♦❝'❡

❧✬♦①②❞❛)✐♦♥

❘&"✐")❛♥❝❡ 9 ▼♦②❡♥♥❡ ❇♦♥♥❡ ▼♦②❡♥♥❡ ▼&❞✐♦❝'❡

❧❛ ❝♦''♦"✐♦♥

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛'❛✐"♦♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛✐♠❛♥)" ❀ ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡" ❣'❛♥❞❡✉'" ♠&❝❛♥✐.✉❡" ❡) ♣❤②"✐❝♦✲

❝❤✐♠✐.✉❡"✳
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✷✳✶✳✷✳✶ ❆✐♠❛♥1. ♣❡)♠❛♥❡♥1. ❡♥ .✉)❢❛❝❡

❈✬❡#$ ❧❛ $❡❝❤♥✐+✉❡ ❞❡ ♠♦♥$❛❣❡ ❞❡# ❛✐♠❛♥$# ♣❡2♠❛♥❡♥$# ❧❛ ♣❧✉# 2❡♥❝♦♥$23❡ ❞❛♥# ❧✬✐♥❞✉#$2✐❡✳

▲❡# ❛✐♠❛♥$# ♣❡2♠❛♥❡♥$# ✭❆9.✮ #♦♥$ ♣2✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥$ ❞❡ ❢♦2♠❡ 2❡❝$❛♥❣✉❧❛✐2❡ ✭❋✐❣✉2❡ ✷✳✶✸❛✮✱ $✉✐❧❡#

✭❋✐❣✉2❡ ✷✳✶✸❜✮ ♦✉ ❝❛❧♦$$❡# ✭❋✐❣✉2❡ ✷✳✶✸❝✮✳ ❈✬❡#$ ❧❛ $♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ 2♦$♦2 +✉✐ ♣2♦♣♦#❡ ❧❡ ♣❧✉# ❞❡ ❝♦✉♣❧❡

♠❛##✐+✉❡✱ ❝❛2 ✐❧ ② ❛ $2@# ♣❡✉ ❞❡ ❢✉✐$❡ ❡♥$2❡ ❧❡# ❛✐♠❛♥$# ♣❡2♠❛♥❡♥$# ❬❋♦❞♦2❡❛♥ ✷✵✵✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❧❡#

❆H# ❞3✈❡❧♦♣♣❡♥$ ❞✐2❡❝$❡♠❡♥$ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✢✉① ♠❛❣♥3$✐+✉❡ #✉2 ❧✬❛①❡ ❞❡ ❢❛❝✐❧❡ ❛✐♠❛♥$❛$✐♦♥✳

✭❛✮ ❆$% &❡❝)❛♥❣❧❡%✳ ✭❜✮ ❆$% ❝❛❧♦))❡%✳ ✭❝✮ ❆$% )✉✐❧❡%✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸ ✕ ❘♦$♦2 N ❆H# ♠♦♥$3# ❡♥ #✉2❢❛❝❡✳

▲❡# ❆H# #♦♥$ ❡♥$♦✉23# ❞✬❛✐2 ✭❡♥$2❡❢❡2✮ ❡$ ♣❧❛❝3# ❢❛❝❡ ❛✉① ❞❡♥$# ❞❡ ❧❛ $O❧❡ #$❛$♦2✳ ❇✐❡♥ +✉❡ ❧❛

♣23#❡♥❝❡ ❞❡# ❆H# ❞❛♥# ❧✬❡♥$2❡❢❡2 ❛✉❣♠❡♥$❡ ❧✬❡♥$2❡❢❡2 ❡✛❡❝$✐❢✱ ❝❛2 ❧❡✉2 ♣❡2♠3❛❜✐❧✐$3 ❡#$ ♣2♦❝❤❡ ❞❡

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐2✱ ❧✬❛✈❛♥$❛❣❡ ❞❡ ❝❡$ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥$ ❡#$ +✉❡ ❧❡ ✢✉① ♠❛❣♥3$✐+✉❡ ❞3✈❡❧♦♣♣3 ♣❛2 ❧❡# ❆H# ❡#$

❞✐2❡❝$❡♠❡♥$ ✬❛!♣✐$%✬ ♣❛# ❧❡& ❞❡♥)& &)❛)♦#✳ ▲❛ ❞✐&)❛♥❝❡ ♠❛❣♥1)✐2✉❡ ❡&) ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥)#❡ ❧❡& ❆5& ❡)

❧❡& ❞❡♥)& ❞✉ &)❛)♦#✳

❉❛♥& ❝❡))❡ ❝♦♥✜❣✉#❛)✐♦♥ ❡) ♣♦✉# ♦❜)❡♥✐# ❞❡& ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡& 1❧❡✈1❡&✱ ❧❡& ❆5& ✉)✐❧✐&1& &♦♥)

❣1♥1#❛❧❡♠❡♥) < ❜❛&❡ ❞❡ )❡##❡& #❛#❡&✳ ▲❡✉# 1♥❡#❣✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ 1❧❡✈1❡ ❡) ❧❡✉# ❢♦#)❡ ✐♥❞✉❝)✐♦♥

#1♠❛♥❡♥)❡ ♣❡#♠❡))❡♥) ❞✬❛))❡✐♥❞#❡ ❞❡& ♣✉✐&&❛♥❝❡& ✐♠♣♦#)❛♥)❡& ❞❛♥& ❞❡& ❡♥❝♦♠❜#❡♠❡♥)& #1❞✉✐)&✳

❈❡♣❡♥❞❛♥) ❛✈❡❝ ❝❡ ♣♦&✐)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❞❡& ❆5& ❡♥ &✉#❢❛❝❡✱ ✐❧& &♦♥) ♣❧✉& &❡♥&✐❜❧❡& ❛✉ #✐&2✉❡ ❞❡

❞1&❛✐♠❛♥)❛)✐♦♥ ❞✐#❡❝)❡♠❡♥) ❧✐1 ❛✉① ❡✛❡)& &✉✐✈❛♥)& ✿

✕ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥()✐+✉❡ ✐♥✈❡./❡ ✐♠♣♦.)❛♥)✱ ♣#♦❞✉✐) ♣❛# ❧❡& ❡♥#♦✉❧❡♠❡♥)& ❞✉ &)❛)♦#✱

❧♦#& ❞❡ ❧✬❛❧✐♠❡♥)❛)✐♦♥ ❡) ❞❡& ✈❛#✐❛)✐♦♥& ❜#✉&2✉❡& ❞❡ ❝♦✉#❛♥)& ❀

✕ ✉♥❡ )❡♠♣(.❛)✉.❡ ❞✬✉)✐❧✐/❛)✐♦♥ (❧❡✈(❡✱ 2✉✐ ♣❡✉) C)#❡ ❝❛✉&1❡ ♣❛# ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥❞✉❝)✐✈✐)1

)❤❡#♠✐2✉❡ ❞❡& )❡##❡& #❛#❡& ❡) ❧❡& ❢❛✐❜❧❡& 1❝❤❛♥❣❡& )❤❡#♠✐2✉❡& ✭❝♦♥✈❡❝)✐❢&✮ ❞❛♥& ❧✬❡♥)#❡❢❡#✳

❊♥ ♣❧✉& ❞✉ ❞1✜ ♠❛❣♥1)♦✲)❤❡#♠✐2✉❡✱ ✈✐❡♥♥❡♥) &✬❛❥♦✉)❡# ❧❡& ❝♦♥)#❛✐♥)❡& ♠1❝❛♥✐2✉❡& ❞❡

♠♦♥)❛❣❡ ❡) ❞❡ ❢❛❜#✐❝❛)✐♦♥ ❞❡& ❆5&✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❧❡ #✐&2✉❡ ❞❡ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ❞❡& ❆5& ❡&) ✐♠♣♦#)❛♥)

< ❣#❛♥❞❡ ✈✐)❡&&❡✳ 5♦✉# ♣❛❧❧✐❡# < ❝❡❧❛✱ ❧✬✉&❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢#❡))❡ ❛♠❛❣♥1)✐2✉❡ ❞♦✐) C)#❡ ♣#1✈✉❡

❡♥ ♣❧✉& ❞❡& #1&✐♥❡& &♣1❝✐❛❧❡& ✉)✐❧✐&1❡& ♣♦✉# ❧❡ ❝♦❧❧❛❣❡ &✉# ❧❡& )J❧❡& #♦)♦#✳ ❈❡& &♦❧✉)✐♦♥& ♠1❝❛✲

♥✐2✉❡& ✈✐❡♥♥❡♥) ❣1♥1#❛❧❡♠❡♥) ❛❝❝#♦K)#❡ ❧❡ ❝♦L) ❞❡ ❢❛❜#✐❝❛)✐♦♥ ❞❡& #♦)♦#& < ❆5& ♠♦♥)1& ❡♥ &✉#❢❛❝❡✳

▲❛ ✜❣✉#❡ ✷✳✶✹ ♣#1&❡♥)❡ ✉♥ #♦)♦# < ❆5& ❝❛❧♦))❡& ♠♦♥)1& ❡♥ &✉#❢❛❝❡ ❆▲❙❚❖▼ ❚#❛♥&♣♦#) ✉)✐❧✐&1
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❞❛♥# ❧❡# ❆✉(♦♠♦(+✐❝❡# . ●+❛♥❞❡# ❱✐(❡##❡# ✭❆●❱✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ✕ ❘♦(♦+ . ❛✐♠❛♥(# ❆●❱✳

✷✳✶✳✷✳✷ ❆✐♠❛♥1. ♣❡)♠❛♥❡♥1. ❡♥1❡))3.

❉✬✉♥ ♣♦✐♥( ❞❡ ✈✉❡ ♠=❝❛♥✐>✉❡✱ ❧❡# ♠❛❝❤✐♥❡# . ❛✐♠❛♥(# ❡♥(❡++=# ♦♥( ✉♥ +♦(♦+ ❧✐##❡✱ +♦❜✉#(❡✱

❝❛♣❛❜❧❡✱ ❞❛♥# ✉♥❡ ❝❡+(❛✐♥❡ ♠❡#✉+❡✱ ❞❡ (❡♥✐+ ❞❡# ✈✐(❡##❡# =❧❡✈=❡# ❛✈❡❝ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉+❡# ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡#

❞②♥❛♠✐>✉❡#✳ ❊♥(❡++❡+ ❧❡# ❆E# ❞❛♥# ❧❡# (F❧❡# +♦(♦+ ♣❡+♠❡( ❞✬=✈✐(❡+ ❞✬=✈❡♥(✉❡❧# ❞=❝♦❧❧❛❣❡# .

❣+❛♥❞❡ ✈✐(❡##❡✳

❯♥ ♠♦(❡✉+ =>✉✐♣= ❞✬✉♥ +♦(♦+ . ❆E# ❡♥(❡++=# ❞=✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡# ❞❡♥#✐(=# ❞❡ ♣✉✐##❛♥❝❡ ✐♠♣♦+(❛♥(❡#✱

❝❛+✱ ❣+I❝❡ . ❧❛ #❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ +♦(♦+✱ ✐❧ ❣=♥J+❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ♠❛❣♥=(✐>✉❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥( ❡( ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

♠❛❣♥=(✐>✉❡ +=❧✉❝(❛♥( ❬❑✐♠ ✷✵✵✺❪✳ ❆✈❡❝ ❧❡# ❛✈❛♥❝=❡# (❡❝❤♥♦❧♦❣✐>✉❡# +=❛❧✐#=❡# ❞❛♥# ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞❡# ♠❛❝❤✐♥❡# =❧❡❝(+✐>✉❡#✱ ✉♥ ♣✐❧♦(❛❣❡ ❛❞=>✉❛( ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥(+❡ ❧❡# ❝❤❛♠♣# ♠❛❣♥=(✐>✉❡# #(❛(♦+ ❡(

+♦(♦+ ♣❡+♠❡((+❛ ❞✬❛((❡✐♥❞+❡ ❞❡# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ✐♥(=+❡##❛♥(#✳

✭❛✮ ❙✲%②♣❡✳ ✭❜✮ ❱✲%②♣❡✳ ✭❝✮ ❈✲%②♣❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✺ ✕ ❘♦(♦+ . ❆E# ❡♥(❡++=#✳

❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ✐❧ ❡#( ✐♠♣♦+(❛♥( ❞❡ ♥♦(❡+ >✉❡ ❝❡((❡ (❡❝❤♥✐>✉❡ ❞=✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡# ♦#❝✐❧❧❛(✐♦♥# ❞❡

❝♦✉♣❧❡ ♣❧✉# ✐♠♣♦+(❛♥(❡# >✉❡ ❝❡❧❧❡# ❞=✈❡❧♦♣♣=❡# ♣❛+ ❧❡# ❆E# ♠♦♥(=# ❡♥ #✉+❢❛❝❡✳ ▲✬❛♠♣❧✐(✉❞❡ ❞❡#

♦#❝✐❧❧❛(✐♦♥# ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ #❡+❛ (+✐❜✉(❛✐+❡ ❞❡ ❧✬❛++❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡# ❆E# ❞❛♥# ❧❡# (F❧❡# +♦(♦+✳ ■❧ ❡①✐#(❡

❞♦♥❝ ♣❧✉#✐❡✉+# (②♣❡# ❞❡ +♦(♦+# . ❆E# ❡♥(❡++=# ✭❋✐❣✉+❡ ✷✳✶✺✮✳
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❈❡" ❝♦♥✜❣✉)❛+✐♦♥" ❞❡" )♦+♦)" . ❆0" ❡♥+❡))1" "♦♥+ ❝♦♥♥✉❡" ❞❡♣✉✐" ♣❧✉"✐❡✉)" ❛♥♥1❡"✳ ❊❧❧❡"

)❡❣❛❣♥❡♥+ ❞♦♥❝ ❞✉ +❡))❛✐♥ ❛✉❥♦✉)❞✬❤✉✐✱ ❣):❝❡ ❧✬1❧❡❝+)♦♥✐;✉❡ ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❛❝+✉❡❧❧❡ ❡①+)=♠❡♠❡♥+

❞1✈❡❧♦♣♣1❡ ❡+ ❧❡" ♣♦""✐❜✐❧✐+1" ❞❡ )1❞✉❝+✐♦♥ ❞❡ ❝♦A+ ❞❡ ❢❛❜)✐❝❛+✐♦♥✳ ❈❡ ❞❡)♥✐❡) ♣♦✐♥+ ❥✉"+✐✜❡ +♦✉+

❧✬✐♥+1)=+ ;✉❡ ♣♦)+❡ ❧❡" ✐♥❞✉"+)✐❡❧" . ❝❡++❡ +❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❛✈❡❝ ❞❡" ❛))❛♥❣❡♠❡♥+" ❱✲"②♣❡

❡+ ❈✲"②♣❡ . ❝♦♥❝❡♥+)❛+✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡+ ❧❛ ♣)♦+❡❝+✐♦♥ ♠❛❣♥1+✐;✉❡ ❛""✉)1❡ ♣❛) ❧✬✐♥"❡)+✐♦♥ ❞❡" ❆0"

❞❛♥" ❧❡" +E❧❡" )♦+♦)✱ ❧✬✉+✐❧✐"❛+✐♦♥ ❞❡" ❛✐♠❛♥+" ♠♦✐♥" ♣✉✐""❛♥+"✱ ♠♦✐♥" )♦❜✉"+❡" ❡+ ♠♦✐♥" ❝♦A+❡✉①

❞❡✈✐❡♥+ ♣♦""✐❜❧❡ ❬❏❛❤♥" ✶✾✽✻❪✳

▲❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✶✻ ♣)1"❡♥+❡ ❞❡" ❡①❡♠♣❧❡" ❞❡ )♦+♦)" . ❆0" ❡♥+❡))1" ♣♦✉) ❞✐✛1)❡♥+❡" ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥"✳

▲❡" )♦+♦)" ✷✳✶✻❝✱ ✷✳✶✻❞ ❡+ ✷✳✶✻❜ ♦♥+ 1+1 )1❛❧✐"1" ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞)❡ ❞❡" +)❛✈❛✉① ❞1✈❡❧♦♣♣1" ❞❛♥" ❧❡"

)1❢1)❡♥❝❡" ❬❊❧✲❘❡❢❛✐❡ ✷✵✵✻❪ ❬❊▲✲❘❡❢❛✐❡ ✷✵✵✾❪✳

✭❛✮ ❙✲%②♣❡✳ ✭❜✮ ❙✲%②♣❡ ❞♦✉❜❧❡✳

✭❝✮ ❱✲%②♣❡✳ ✭❞✮ ❱✲%②♣❡ ❞♦✉❜❧❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻ ✕ 0)♦+♦+②♣❡" ❞❡ )♦+♦)" . ❆0" ❡♥+❡))1"✳

✷✳✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥* *✉, ❧❡* .♦♣♦❧♦❣✐❡* ❝❛♥❞✐❞❛.❡* ❆❘❖▼❆❚

❈❡ ♣❛)❛❣)❛♣❤❡ ❡"+ ✉♥ )1❝❛♣✐+✉❧❛+✐❢ ❞❡" ✷ "❡❝+✐♦♥" ♣)1❝1❞❡♥+❡"✳ ▲❡ ♣)♦❥❡+ ❆❘❖▼❆❚ ❡"+

❞❡"+✐♥1 . ❢♦✉)♥✐) ✉♥❡ )1♣♦♥"❡ +❡❝❤♥♦❧♦❣✐;✉❡ ❡♥ +♦+❛❧❡ )✉♣+✉)❡ ❛✈❡❝ ❧✬1+❛+ ❞❡ ❧✬❛)+ ❞❛♥" ❧❛

+)❛❝+✐♦♥ ❢❡))♦✈✐❛✐)❡✳ 0♦✉) ❝❡ ❢❛✐)❡✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❡✛❡❝+✉1 ✉♥❡ 1+✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣)❛♣❤✐;✉❡ ❞❡" ❛✈❛♥+❛❣❡"

❡+ ✐♥❝♦♥✈1♥✐❡♥+" ❞❡ +♦✉" ❧❡" 1❧1♠❡♥+" ❝♦♥"+✐+✉+✐❢" ✭"+❛+♦) ❡+ )♦+♦)✮ ❞❡" ♠❛❝❤✐♥❡" 1❧❡❝+)✐;✉❡"

♣♦""✐❜❧❡" ✭❚❛❜❧❡" ✷✳✺ ❡+ ✷✳✻✮✳

▲❡" "✐❣♥❡" − ❡+ + ✐♥❞✐;✉❡♥+ )❡"♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✱ "✐ ❧❡ ♣♦✐♥+ ❝♦♥"✐❞1)1 ❡"+ ✉♥ ❢)❡✐♥ ♦✉ ✉♥ ❛+♦✉+ .

❧❛ ❝♦♥❝❡♣+✐♦♥ ❞❡" ♠❛❝❤✐♥❡" 1❧❡❝+)✐;✉❡" ❞❡ +)❛❝+✐♦♥✳
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❇♦❜✐♥❛❣❡ ❉✐)*+✐❜✉- ❇♦❜✐♥❛❣❡ ❈♦♥❝❡♥*+-

◆♦♠❜+❡ ❡♥❝♦❝❤❡) ➱❧❡✈3 ❘3❞✉✐1

)*❛*♦+ − ❝♦"#❡✉① + ♠♦✐♥* ❝♦"#❡✉①

❘-❛❧✐)❛*✐♦♥ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ − ➱❧❛❜♦)3❡ + ❆✐.3❡

❊♥❝♦♠❜+❡♠❡♥* *7*❡ ■♠♣♦)1❛♥1 ❋❛✐❜❧❡

❜♦❜✐♥❡) ✭❝♦9* ❡♥ ❝✉✐✈+❡✮ − ♠❛❝❤✐♥❡ ▲♦♥❣✉❡ + /0❞✉❝#✐♦♥ ❧♦♥❣✉❡✉/

■♥❞✉❝*❛♥❝❡ ❞❡ ❢✉✐*❡ ❢❛✐❜❧❡ ➱❧❡✈3❡

− ❝♦✉/❛♥# ❞0❢❛✉# 0❧❡✈0 + ❝♦✉/❛♥# ❞0❢❛✉# ❢❛✐❜❧❡

■♥❞✉❝*❛♥❝❡ ♠✉*✉❡❧❧❡ ■♠♣♦)1❛♥1❡ ❋❛✐❜❧❡

− ❢♦/# ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❤✲♣❤ + ❢❛✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❤✲♣❤

❚♦❧-+❛♥❝❡ ❛✉① ❢❛✉*❡) − ❋❛✐❜❧❡ + ■♠♣♦)1❛♥1❡

❉❡♥)✐*- ♣✉✐))❛♥❝❡ + ➱❧❡✈3❡ − ❘3❞✉✐1❡

❈♦♥*❡♥✉ ❋❛✐❜❧❡ ■♠♣♦)1❛♥1

❤❛+♠♦♥✐A✉❡ ✐♥❞✉❝*✐♦♥ + ♣❡/#❡* ❢❡/✱ ❝✉✐✈/❡ − ♣❡/#❡* ❢❡/✱ ❝✉✐✈/❡

❡♥*+❡❢❡+ ❡# ❆:* /0❞✉✐#❡* ❡# ❆:* ✐♠♣♦/#❛♥#❡*

❈♦♥*❡♥✉ ❋❛✐❜❧❡✱ ❖+❞+❡) )♣❛*✐❛✉① ■♠♣♦)1❛♥1✱ ❖+❞+❡)

❤❛+♠♦♥✐A✉❡ ♣+❡))✐♦♥ ♠✐♥✐ 0 ❡* 2p ✭♣❛✐+❡ ❞❡ ♣D❧❡)✮ )♣❛*✐❛✉① ♠✐♥✐ 0, 1, 2, ..

❡♥*+❡❢❡+ + /✐*;✉❡ ✈✐❜/❛#✐♦♥* ❢❛✐❜❧❡ − /✐*;✉❡ ✈✐❜/❛#✐♦♥* 0❧❡✈0

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛+❛✐)♦♥ ❡♥*+❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐)*+✐❜✉- ❡* ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥*+-✳

❆J) ❡♥ )✉+❢❛❝❡ ❆J) ❡♥*❡++-)

❚✉✐❧❡ ♦✉ ❝❛❧♦11❡ ❡* ❘❡❝1❛♥❣❧❡ ❡*

❋♦+♠❡ ❞❡) ❆J) )♦✉✈❡♥* )❡❣♠❡♥*- ❜❧♦❝ ♥♦♥ )❡❣♠❡♥*-

− #❡❝❤♥✐;✉❡ ❝♦"#❡✉*❡ + #❡❝❤♥✐;✉❡ ♠♦✐♥* ❝♦"#❡✉*❡

❇❡)♦✐♥) ❡♥ − ■♠♣♦)1❛♥1. + ❋❛✐❜❧❡.✱ ❋❡//✐#❡ ❡#

♣+♦*❡❝*✐♦♥ ❞❡) ❆J) ❚❡//❡ /❛/❡ ♥0❝❡**❛✐/❡ ❆▲◆■❈❖ ❡♥✈✐*❛❣❡❛❜❧❡

❡①♣♦*✐#✐♦♥ B ❧✬❛✐/ ♣❛* ❞✬❡①♣♦*✐#✐♦♥ B ❧✬❛✐/

❉3❧✐❝❛1❡✱ ❢♦/❝❡ ➱❧❡✈3❡✱ − /✉♣#✉/❡* ❧♦❝❛❧❡*

❚❡♥✉❡ ♠-❝❛♥✐A✉❡ ❝❡♥#/✐❢✉❣❡✴❛##/❛❝#✐♦♥ *#❛#♦/ #E❧❡ /♦#♦/ ♣♦**✐❜❧❡*

− ❢/❡##❛❣❡ ♥0❝❡**❛✐/❡ + ♣❛* ❞❡ ❢/❡##❛❣❡

➱❧❡✈3❡.✱ ❡✛❡# ❞❡♥#✉/❡ ❘3❞✉✐1❡.✱ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥0#✐;✉❡

J❡+*❡) ♠❛❣♥-*✐A✉❡) *#❛#♦/ ✈✉ ♣❛/ ❧❡* ❆:* *#❛❜❧❡ ❛✉ ❝❡♥#/❡ ❞❡* ❆:*

❧✐-❡) ❛✉① ❆J) − *❡❣♠❡♥#❛#✐♦♥ ♥0❝❡**❛✐/❡ − ♣❡/#❡* ❞❛♥* ❧❡* ③♦♥❡* *❛#✉/0❡*

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛+❛✐)♦♥ ❡♥*+❡ +♦*♦+ -A✉✐♣- ❞❡) ❆J) ❡♥ )✉+❢❛❝❡ ❡* ❆J) ❡♥*❡++-)✳

❚+♦✐) ♠♦*❡✉+ )❡+♦♥* ♠♦❞-❧✐)-❡) ❞❛♥) ❧❡ ❝❤❛♣✐*+❡ )✉✐✈❛♥*✳ ❈❡) *♦♣♦❧♦❣✐❡) ♦♥* -*- ❝♦♥M✉❡) ❡*

❝♦♥)*+✉✐*❡) ❞❛♥) ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞❡ ❝❡**❡ *❤N)❡✳

✕ ♠♦*❡✉+ ❆❘✈✵ ✿ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐)*+✐❜✉- ✲ ❆J) ♠♦♥*-) ❡♥ )✉+❢❛❝❡ Q -❝❤❡❧❧❡ +-❡❧❧❡ ✭400 ❦❲✮ ❀

✕ ♠♦*❡✉+ ❆❘✈✶ ✿ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥*❛✐+❡ ✲ ❆J) ♠♦♥*-) ❡♥ )✉+❢❛❝❡ Q -❝❤❡❧❧❡ +-❡❧❧❡ ✭150 ❦❲✮ ❀

✕ ♠♦*❡✉+ ❆❘✈✷ ✿ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥*❛✐+❡ ✲ ❆J) ♠♦♥*-) ❡♥ )✉+❢❛❝❡ Q -❝❤❡❧❧❡ +-❞✉✐*❡ ✭1.4 ❦❲✮✳

▲❡) ❛✈❛♥*❛❣❡) ❡* ✐♥❝♦♥✈-♥✐❡♥*) )❡+♦♥* A✉❛♥*✐✜-) ❡*✱ ♣♦✉+ ❞❡) ♠✐))✐♦♥) ❞❡ *+❛❝*✐♦♥ ❢❡++♦✈✐❛✐+❡
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✷✳✷✳ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✲♣❤②(✐2✉❡( ❞❡( ♠❛❝❤✐♥❡( %❧❡❝*5✐2✉❡( ✸✵

❊♥ ❡✛❡$✱ ❧❡' ❤❛*♠♦♥✐.✉❡' ❞❡ $❡♠♣' ❞❡ ❧❛ $❡♥'✐♦♥ ✐♥❥❡❝$4' ♣❛* ❧✬♦♥❞✉❧❡✉* ♣*♦❞✉✐'❡♥$ ❞❡' ❤❛*✲

♠♦♥✐.✉❡' ❞❡ $❡♠♣' ❞❛♥' ❧❡' ❝♦✉*❛♥$' ❞❡ ♣❤❛'❡'✳ ▲❡' ❤❛*♠♦♥✐.✉❡' ❞❡ $❡♠♣' ❞❡' ❝♦✉*❛♥$' '$❛$♦*

✈✐❡♥♥❡♥$ '❡ ❝♦♠❜✐♥❡* ❛✈❡❝ ❧❡' ❤❛*♠♦♥✐.✉❡' ❞✬❡'♣❛❝❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ♣♦✉* ❣4♥4*❡* ❞❡' ❤❛*♠♦♥✐.✉❡'

'♣❛$✐♦✲$❡♠♣♦*❡❧' ❞❛♥' ❧❡ '♣❡❝$*❡ ❧✬✐♥❞✉❝$✐♦♥ ♠❛❣♥4$✐.✉❡ ❞❛♥' ❧✬❡♥$*❡❢❡* ❡$ ❞♦♥❝✱ ❞❛♥' ❧❡ '♣❡❝$*❡

❞❡' ♣*❡''✐♦♥' ♠❛❣♥4$✐.✉❡' ❞❛♥' ❧✬❡♥$*❡❢❡*✳ ❙❡' ♣*❡''✐♦♥' ♠❛❣♥4$✐.✉❡' ❞4✈❡❧♦♣♣4❡' '♦♥$ ❧❡' '♦✉*❝❡'

❞✉ ❜*✉✐$ ♠❛❣♥4$✐.✉❡✳ ▲❛ ♠❛>$*✐'❡ ❞✉ ❝♦♥$❡♥✉ ❤❛*♠♦♥✐.✉❡ ❞❡ ❧❛ $❡♥'✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥$❛$✐♦♥ Un
❡'$

❞♦♥❝ ♣*✐♠♦*❞✐❛❧❡✳

❉❛♥' ❧❛ $*❛❝$✐♦♥ ❢❡**♦✈✐❛✐*❡✱ ❧❛ $❡❝❤♥✐.✉❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛$✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉' ✉$✐❧✐'4❡ ♣♦✉* ❣4♥4*❡* ❧❛

$❡♥'✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥$❛$✐♦♥ ❡'$ ❧❛ ▼♦❞✉❧❛$✐♦♥ ♣❛* ▲❛*❣❡✉* ❞✬■♠♣✉❧'✐♦♥ ✭▼▲■✮✳ ■❧ ❡①✐'$❡ ♣❧✉'✐❡✉*'

✈❛*✐❛♥$❡' ❞❡ ▼▲■ ❬❋♦❝❤ ✷✵✵✵❪✱ ❬❇♦♥❛❧ ✶✾✾✼❪✳ ▲❡' '$*❛$4❣✐❡' ❞❡ ♠♦❞✉❧❛$✐♦♥ ❧❡' ♣❧✉' ❝♦✉*❛♠♠❡♥$

✉$✐❧✐'4❡' '♦♥$ ✿

• ❧❛ ♠♦❞✉❧❛$✐♦♥ ❆(②♥❝❤5♦♥❡ ♦O ❧❛ ❢*4.✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞4❝♦✉♣❛❣❡ fc ❡'$ ✉♥❡ ❝♦♥'$❛♥$❡✳ ❈❡$$❡

♠♦❞✉❧❛$✐♦♥ ❡'$ ❧❛ ♣❧✉' ❛❞4.✉❛$❡ ♣♦✉* ❞❡' *❛♣♣♦*$' ❝②❝❧✐.✉❡' ❢❛✐❜❧❡'✳ ❊❧❧❡ ❡'$ $*R' '♦✉✈❡♥$

✉$✐❧✐'4❡ ❛✉ ❞4♠❛**❛❣❡✳ S♦✉* ❣❛*❛♥$✐* ✉♥❡ ❞4❝♦✉♣❡ '❛♥' ❞4❢❛✉$'✱ ❧❛ *❡❧❛$✐♦♥ '✉✐✈❛♥$❡ '❡ ❞♦✐$

❞✬T$*❡ *❡'♣❡❝$4❡ fc ≥ 15fs✳

• ❧❛ ♠♦❞✉❧❛$✐♦♥ ❙②♥❝❤5♦♥❡ ♦O ❧❛ ❢*4.✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞4❝♦✉♣❛❣❡ ❡'$ ✉♥ ♠✉❧$✐♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢*4.✉❡♥❝❡

'②♥❝❤*♦♥❡ fc = k×fs✳ ❆✈❡❝ ❝❡$$❡ ♠♦❞✉❧❛$✐♦♥✱ ❧❡' '♣❡❝$*❡' ❤❛*♠♦♥✐.✉❡' ❞❡ ❧❛ $❡♥'✐♦♥ ❡$ ❞✉

❝♦✉*❛♥$ ❞✬❛❧✐♠❡♥$❛$✐♦♥ 4✈♦❧✉❡♥$ ❝♦♥$✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥$ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈✐$❡''❡ ❞❡ *♦$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡

'②♥❝❤*♦♥❡ V ❆S'✳

• ❧❛ ♠♦❞✉❧❛$✐♦♥ < ❆♥❣❧❡( ❈❛❧❝✉❧%( ♦✉ V 4❧✐♠✐♥❛$✐♦♥ ❞✬❤❛*♠♦♥✐.✉❡'✳ ▲❛ $❡❝❤♥✐.✉❡ ✐❝✐

❝♦♥'✐'$❡ V ❝❛❧❝✉❧❡* ❧❡' ❛♥❣❧❡' ❞❡ ❝♦♠♠✉$❛$✐♦♥ ❞❡' ✐♥$❡**✉♣$❡✉*' ✭❥✉'.✉✬V 5 ❛♥❣❧❡' ♣♦''✐❜❧❡'✮✱

❛✜♥ ❞❡ *4❞✉✐*❡ ♦✉ ❞✬4❧✐♠✐♥❡* ❧❡' ❤❛*♠♦♥✐.✉❡' ❍05,07✱ ❍11,13 ❡$✴♦✉ ❍17✳

• ❧❛ ?❧❡✐♥❡ ❖♥❞❡ ♦O ❧❛ $❡♥'✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥$❛$✐♦♥ ❡'$ ❢♦*♠4❡ ❞❡ '✐❣♥❛✉① *❡❝$❛♥❣✉❧❛✐*❡'✳ ❆✈❡❝

❝❡$$❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❡ '♣❡❝$*❡ ❤❛*♠♦♥✐.✉❡ ❞❡ ❧❛ $❡♥'✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥$❛$✐♦♥✱ ❡$ ❞♦♥❝ ❞✉ ❝♦✉*❛♥$✱

❡'$ ❝♦♠♣❧❡$ ✭❍05,07,11,13,17,19...✮✳ ▲❡' ♦♥❞✉❧❛$✐♦♥' ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣❡✉✈❡♥$ T$*❡ $*R' ✐♠♣♦*$❛♥$❡'✳

❈✬❡'$ ♣♦✉*.✉♦✐✱ ❝❡$$❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥✬❡'$ ❛♣♣❧✐.✉4❡ .✉❡ ♣♦✉* ❞❡' ✈✐$❡''❡' ✐♠♣♦*$❛♥$❡' ♦O ❧❡

✜❧$*❛❣❡ ♠4❝❛♥✐.✉❡ ❡'$ $*R' ✐♠♣♦*$❛♥$✳

❚♦✉$❡' ❝❡' $❡❝❤♥✐.✉❡' ♣*4'❡♥$❡♥$ ❞❡' ❛✈❛♥$❛❣❡' ❡$ ✐♥❝♦♥✈4♥✐❡♥$' '✉* ❧❡ ♣❧❛♥ 4♥❡*❣4$✐.✉❡✱ .✉❡

♥♦✉' ♥✬❛❜♦*❞❡*♦♥' ♣❛' ❞❛♥' ❝❡$$❡ $❤R'❡✳ ◆♦✉' ❛❧❧♦♥' '✉*$♦✉$ ♥♦✉' ✐♥$4*❡''❡* ❛✉① '4.✉❡♥❝❡' ❞❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥$ ❞❡ '$*❛$4❣✐❡' ❞❡ ▼▲■ ❞❛♥' ❧❛ $*❛❝$✐♦♥ ❢❡**♦✈✐❛✐*❡✳

❈♦♥$*❛✐*❡♠❡♥$ V ❞✐✈❡*'❡' ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥' ✭✐♥❢♦*♠❛$✐.✉❡' ❡$ ❛✉$♦♠♦❜✐❧❡' ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❧❡' ❢*4✲

.✉❡♥❝❡' ❞❡ ❞4❝♦✉♣❛❣❡ ❞❛♥' ❧❡ '❡❝$❡✉* ❢❡**♦✈✐❛✐*❡ '♦♥$ ❛''❡③ ❜❛''❡'✱ ❝❛* ❧❡' ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ $❡♥'✐♦♥ V

❜❧♦.✉❡* ❡$ ❧❡' ❝♦✉*❛♥$' ❝♦♠♠✉$4' '♦♥$ $*R' 4❧❡✈4'✳ ❉❛♥' ❧❡ ❜✉$ ❞❡ ♠❛>$*✐'❡* ❧❡' ♣❡*$❡' ❞❛♥' ❧❡'

❝♦♥✈❡*$✐''❡✉*'✱ ❧❛ ❢*4.✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞4❝♦✉♣❛❣❡ ❡'$ ♠❛✐♥$❡♥✉❡ V ❞❡' ✈❛❧❡✉*' ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡' ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✼✮

❣*]❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥$' ❛❞4.✉❛$' ❞❡ '$*❛$4❣✐❡' ❞❡ ♠♦❞✉❧❛$✐♦♥✳



✷✳✷✳ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✲♣❤②(✐2✉❡( ❞❡( ♠❛❝❤✐♥❡( %❧❡❝*5✐2✉❡( ✸✶

❱✐"❡$$❡ ❞❡ &♦"❛"✐♦♥ ❙"&❛"+❣✐❡ ▼▲■ ❈♦♠♠❡♥"❛✐&❡$

✭❢!"#✉❡♥❝❡ ❞❡ !♦*❛*✐♦♥✮ ❢!"#✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞"❝♦✉♣❛❣❡ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣&♦❥❡" "&❛❝"✐♦♥

✵ − ✺✵✵ tr/min ❆(②♥❝❤5♦♥❡ fc ❛$$✉&❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡

✭✵ ❍③ − ✺✵ ❍③ ✮ fc = 750 ❍③ ❞+♠❛&&❛❣❡ <✉❛$✐ ❝♦♥$"❛♥"

✺✵✵ − ✽✵✵ tr/min ❙②♥❤5♦♥❡ fc ❣❛&❛♥"✐ ❧❛ ♣+&✐♦❞✐❝✐"+

✭✺✵ ❍③ − ✽✵ ❍③ ✮ fc = 15× fs fcmin
/fcmax = 750/1200 ❍③

✽✵✵ − ✶✷✵✵ tr/min nt ❆♥❣❧❡( ❈❛❧❝✉❧%( +❧✐♠✐♥❛"✐♦♥ ❞❡$ ❤❛&♠♦♥✐<✉❡$

✭✽✵ ❍③ − ✶✷✵ ❍③ ✮ fc = (2 ∗ nt + 1)× fs nt = 4✱ ♣♦✉& ✹ ❆♥❣❧❡$ ❝❛❧❝✉❧+$

✶✷✵✵ − ✹✵✵✵ tr/min @❡✐♥❡ ❖♥❞❡ &❛♣♣♦&" ❝②❝❧✐<✉❡ +❣❛❧ B 1

✭✶✷✵ ❍③ − ✹✵✵ ❍③ ✮ fc = fs fcmin
/fcmax = 120/400 ❍③

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ $"&❛"+❣✐❡$ ▼▲■✱ "&❛❝"✐♦♥ ❢❡&&♦✈✐❛✐&❡✳

▲❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✽ $❝❤+♠❛"✐$❡ ❧❛ $"&❛"+❣✐❡ ❞❡ ♣✐❧♦"❛❣❡ +♥♦♥❝+❡ ❞❛♥$ ❧❛ "❛❜❧❡ ✷✳✼✳ ❖♥ ♣❡✉" ② ❛♣♣&+❝✐❡&

❛✉$$✐ ❧✬+✈♦❧✉"✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉&❛♥" ❞❡ ♣❤❛$❡ ❡" ❞✉ "❛✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛"✐♦♥ ✭✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ "❡♥$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡

❞✬❛❧✐♠❡♥"❛"✐♦♥✮✳ O❧✉$ ♦♥ ♠♦♥"❡ ❡♥ ✈✐"❡$$❡ ❞❡ &♦"❛"✐♦♥✱ ♣❧✉$ ♦♥ &❡❧P❝❤❡ ❧❛ ❢&+<✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞+❝♦✉♣❛❣❡✳

▲❛ ❢&+<✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞+❝♦✉♣❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥$ ❧❡ ♣&♦❥❡" ❡①❡♠♣❧❡ ❡$" ❞❡ 1200 ❍③✳ ❖♥ ♥♦"❡ $✉&"♦✉"

<✉❡ ❞❛♥$ ❧❛ "&❛❝"✐♦♥ ❢❡&&♦✈✐❛✐&❡✱ ❧❛ ❢&+<✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞+❝♦✉♣❛❣❡ ❝♦✉✈&❡ ✉♥ "&S$ ❣&❛♥❞ $♣❡❝"&❡✳
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❋✐❣✉)❡ ✷✳✶✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ $"&❛"+❣✐❡$ ▼▲■✱ "&❛❝"✐♦♥ ❢❡&&♦✈✐❛✐&❡✳

▲❡$ ♠✉❧"✐♣❧❡$ $❛✉"$ ❞❡ ❢&+<✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞+❝♦✉♣❛❣❡ ✐♥"&♦❞✉✐$❡♥" ✉♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ $✉♣♣❧+♠❡♥"❛✐&❡✳

O♦✉& ✉♥❡ ❢&+<✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞+❝♦✉♣❛❣❡ ✜①❡✱ ✐❧ ❡$" ❛✐$+ ❞❡ "&♦✉✈❡& ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣&♦♠✐$ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡

✴ ❜&✉✐" ✭❈❤❛♣✐*5❡ 4✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ❛✈❡❝ ❞❡$ $❛✉"$ ❞❡ ❢&+<✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞+❝♦✉♣❛❣❡✱ ❝♦♠❜✐♥+$ ❛✉①

$"&❛"+❣✐❡$ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛"✐♦♥ ♦U ❝❡""❡ ❢&+<✉❡♥❝❡ +✈♦❧✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈✐"❡$$❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥" ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉$

❝♦♠♣❧✐<✉+ ❞✬+✈✐"❡& ❧❡$ ❝♦V♥❝✐❞❡♥❝❡$ ❛✈❡❝ ❧❡$ ❢&+<✉❡♥❝❡$ ♣&♦♣&❡$ ❞❡ ❧❛ $"&✉❝"✉&❡ ♠+❝❛♥✐<✉❡✳

❉❛♥$ ❧❛ ❧✐""+&❛"✉&❡✱ ❧❛ ❞+"❡&♠✐♥❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "❡♥$✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥"❛"✐♦♥ ♣❡✉" $❡ ❢❛✐&❡ ✈✐❛ ❞❡$ $✐♠✉❧❛✲

"✐♦♥$ ▼❆❚▲❆❇✴❙■▼❯▲■◆❑ ♦✉ ❞❡$ ❝❛❧❝✉❧$ ❛♥❛❧②"✐<✉❡$✳ ▲❡$ $✐♠✉❧❛"✐♦♥$ ▼❆❚▲❆❇✴❙■▼❯▲■◆❑

$❡ $♦♥" ❛✈+&+❡$ ^"&❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ $♦❧✈❡✉& ❛❞+<✉❛"✱ ❧❛ ♠+"❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ $✐❣♥❛✉① ▼▲■ ❧❛ ♣❧✉$ ♣&+❝✐$❡

<✉❡❧<✉❡ $♦✐" ❧❛ $"&❛"+❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛"✐♦♥ ✉"✐❧✐$+❡✳



✷✳✷✳ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✲♣❤②(✐2✉❡( ❞❡( ♠❛❝❤✐♥❡( %❧❡❝*5✐2✉❡( ✸✷

✷✳✷✳✷ ❆#♣❡❝'# (❧❡❝'*♦♠❛❣♥('✐1✉❡#

❉❛♥# ❧❛ ♣&'❞✐❝+✐♦♥ ❞❡ ❜&✉✐+ ♠❛❣♥'+✐2✉❡ '♠✐# ♣❛& ❞❡# ♠❛❝❤✐♥❡# '❧❡❝+&✐2✉❡#✱ ❧❛ ♠♦❞'❧✐#❛+✐♦♥

'❧❡❝+&♦♠❛❣♥'+✐2✉❡ ❛ ♣♦✉& ❜✉+ ❞❡ ❞'+❡&♠✐♥❡& ❧❡# ❢♦&❝❡# ♠❛❣♥'+✐2✉❡# 2✉✐ #✬❛♣♣❧✐2✉❡♥+ #✉& ❧❛

#+&✉❝+✉&❡ ✈✐❜&❛♥+❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥# 2✉❡ ❧❛ #+&✉❝+✉&❡ ✈✐❜&❛♥+❡ ❞❡# ♠❛❝❤✐♥❡# '❧❡❝+&✐2✉❡# ❝❧❛##✐2✉❡# ❡#+

❝♦♥#+✐+✉'❡ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ +:❧❡ #+❛+♦&✱ ❞❡ ❧❛ ❝❛&❝❛##❡ ♠'❝❛♥✐2✉❡ ❡+ ❞❡# ✢❛#2✉❡#✳ <❛&♠✐ ❧❡#

'❧'♠❡♥+# ❝✐+'#✱ #❡✉❧❡ ❧❛ +:❧❡ #+❛+♦& #✉❜✐+ ❞✐&❡❝+❡♠❡♥+ ❧❡ ♣❛##❛❣❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥'+✐2✉❡✳

▲✬❡##❡♥+✐❡❧ ❞❡# ❢♦&❝❡# ♠❛❣♥'+✐2✉❡# > ❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞✉ ❜&✉✐+ ♠❛❣♥'+✐2✉❡ ❡#+ ❛♣♣❧✐2✉'❡ ❞✐&❡❝+❡♠❡♥+

♦✉ ✐♥❞✐&❡❝+❡♠❡♥+ #✉& ❧❛ +:❧❡ #+❛+♦&✱ ✈✐❛ ❧✬✐♥+❡&❢❛❝❡ ❢❡& #+❛+♦&✴❛✐& ♦✉ #✉& ❧❡ ❝✉✐✈&❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳

❉❛♥# ❝❡ ♣❛&❛❣&❛♣❤❡✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❛♥❛❧②#❡& ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❞❛♥# 2✉❡❧❧❡#

❞✐&❡❝+✐♦♥# #♦♥+ ❛♣♣❧✐2✉'❡# ❝❡# ♣&❡##✐♦♥# ♠❛❣♥'+✐2✉❡# ❡+ ❝♦♠♠❡♥+ ✐❧ ❡#+ ❝♦✉+✉♠❡ ❞❡ ❧❡# ❞'+❡&♠✐♥❡&✳

❯♥❡ ❛♥❛❧②#❡ ♠❛❣♥'+✐2✉❡ ♣❡&♠❡+ ❞❡ ❞'❝♦♠♣♦#❡& ❧❡# ❢♦&❝❡# '❧❡❝+&♦♠❛❣♥'+✐2✉❡# ♣&'#❡♥+❡# ❞❛♥#

❧❡# ♠❛❝❤✐♥❡# '❧❡❝+&✐2✉❡# ❡♥ +&♦✐# ❢❛♠✐❧❧❡#✱ #❡❧♦♥ ❧❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ♣❤②#✐2✉❡ 2✉✐ #✬② ❛♣♣❧✐2✉❡ ✿

✕ ▲❡( ❢♦5❝❡( ❞❡ ▲♦5❡♥*③ ✿ ❡❧❧❡# ❛♣♣❧✐2✉❡♥+ ❛✉① ❝♦♥❞✉❝+❡✉&# ❜❛✐❣♥❛♥+ ❞❛♥# ✉♥ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥'+✐2✉❡ ❡+ ❞❛♥# ❧❡#2✉❡❧# ❝✐&❝✉❧❡ ✉♥ ❝♦✉&❛♥+✳ ❉❛♥# ❧❡# ♠❛❝❤✐♥❡# #②♥❝❤&♦♥❡# > ❆<# >

✢✉① &❛❞✐❛❧✱ ❧❡# ❝♦♥❞✉❝+❡✉&# #♦♥+ ❧♦❣'# ❞❛♥# ❧❡# ❡♥❝♦❝❤❡# ❡+ ❞❛♥# ❧❡# +G+❡# ❞❡ ❜♦❜✐♥❡✳

❉❛♥# ❝❡# ③♦♥❡#✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥'+✐2✉❡ 2✉✐ ❝✐&❝✉❧❡ ♥✬❡#+ ♣❛# ❛##❡③ ❝♦♥#'2✉❡♥+ ♣♦✉& ❣'♥'&❡&

❞❡# ✈✐❜&❛+✐♦♥# #✐❣♥✐✜❝❛+✐✈❡# ❞✉ ❝✉✐✈&❡ ❝❛♣❛❜❧❡# ❞✬G+&❡ +&❛♥#♠✐##❡# > +♦✉+❡ ❧❛ #+&✉❝+✉&❡

&❛②♦♥♥❛♥+❡ ❬❉❡❧❛❡&❡ ✷✵✵✵❛❪✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉) ❛♠,♥❡-❛ . ♥/❣❧✐❣❡- ❧❡) ❢♦-❝❡) ❞❡ ▲♦-❡♥5③ ❞❛♥) ❧❛

)✉✐5❡ ❞❡ ♥♦) 5-❛✈❛✉①✳
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❛✈❡❝ δik = 0 &✐ i 6= k ❡3 i, k = x, y ♦✉ z✳ ▲❡ 3❡♥&❡✉% ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❛ ❧❛ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦%❝❡

♣❛% ✉♥✐31 ❞❡ &✉%❢❛❝❡✳ ●%J❝❡ K ❝❡33❡ ❢♦%♠✉❧❛3✐♦♥✱ ✐❧ ❡&3 ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡% ❧❛ ❢♦%❝❡ 1❧1♠❡♥3❛✐%❡
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❉❛♥& ♥♦3%❡ ❛♣♣❧✐❝❛3✐♦♥✱ ✐❧ &✬❛❣✐%❛ ❞❡ ❧❛ ❢♦%❝❡ ♠❛❣♥13✐>✉❡ 1❧1♠❡♥3❛✐%❡ >✉✐ &✬❛♣♣❧✐>✉❡ &✉% ❧❡& 1❧1✲

♠❡♥3& ❞❡ &✉%❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥3❡%❢❛❝❡ &3❛3♦%✴❡♥3%❡❢❡%✳ ▲❡& ❝♦♠♣♦&❛♥3❡& ❞❡ ❧❛ ❢♦%❝❡ 1❧1♠❡♥3❛✐%❡ ❞✬♦%✐❣✐♥❡

♠❛❣♥13✐>✉❡ &♦♥3 ❞♦♥♥1❡& ♣❛% ❧✬1>✉❛3✐♦♥ &✉✐✈❛♥3❡ ✿

dfi = Tikdsk ✭✷✳✸✮

&♦✐3✱

df =







Txxdsx + Txydsy + Txzdsz

Tyxdsx + Tyydsy + Tyzdsz

Tzxdsx + Tzydsy + Tzzdsz
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❉❛♥& ❧✬1>✉❛3✐♦♥ ❝✐✲❞❡&&✉&✱ dsk ❡&3 ❧❛ &✉%❢❛❝❡ 1❧1♠❡♥3❛✐%❡ ❞❛♥& ❧❛ ❞✐%❡❝3✐♦♥ k✳ ❈❛❧❝✉❧❡% ❧❛ ❢♦%❝❡

♠❛❣♥13✐>✉❡ >✉✐ &✬❛♣♣❧✐>✉❡ &✉% ❧❡ &3❛3♦% %❡✈✐❡♥3 K ❝❛❧❝✉❧❡% ❧❡& ❢♦%❝❡& 1❧1♠❡♥3❛✐%❡& &✉% 3♦✉3❡ ❧❛

&✉%❢❛❝❡ ❞✉ &3❛3♦% ❬▼✐♥3❡❡% ✷✵✶✷❪✳

F =

∫∫

S

df =

∫∫

S

TdS ✭✷✳✺✮

♦S S ❡&3 ✉♥❡ &✉%❢❛❝❡ ❢❡%♠1❡ ❡♥3♦✉%❛♥3 ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❛♥& ❧❡>✉❡❧ &❡ ❝♦♥❝❡♥3%❡ ❧❡ ✢✉① ❞✬✐♠♣✉❧&✐♦♥
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▲✬6.❛❜❧✐''❡♠❡♥. ❞❡' ♠♦❞$❧❡' ✈✐❜2❛.♦✐2❡' ❡'. ❢♦2.❡♠❡♥. .2✐❜✉.❛✐2❡ ❞❡' ❞✐2❡❝.✐♦♥' ❞❛♥' ❧❡'/✉❡❧❧❡'

❧❛ '.2✉❝.✉2❡ ✈✐❜2❛♥.❡ ❡'. '♦❧❧✐❝✐.6❡✳ ❈❡ /✉✐ ♥♦✉' ✐♥.62❡''❡ ✐❝✐ ❝❡ '♦♥. ❧❡' ✈✐❜2❛.✐♦♥' ❝❛✉'6❡' ♣❛2 ❧❡'

♣2❡''✐♦♥' ♠❛❣♥6.✐/✉❡' ♣26'❡♥.❡' ❞❛♥' ❧✬❡♥.2❡❢❡2✳ ❈❡' ♣2❡''✐♦♥' ♠❛❣♥6.✐/✉❡' '✬❛♣♣❧✐/✉❡♥. '✉2 ❧❡'

✐♥.❡2❢❛❝❡' ❛✐" ✲ ❢❡"✱ '✉✐✈❛♥. ❧❡' ❞✐2❡❝.✐♦♥' 2❛❞✐❛❧❡' ❡. .❛♥❣❡♥.✐❡❧❧❡' ❞❛♥' ❧✬❡♥.2❡❢❡2✳ ❉❛♥' ♥♦' .2❛✲

✈❛✉①✱ ♥♦✉' ❛❧❧♦♥' ❢❛✐2❡ ❧✬❤②♣♦.❤$'❡ /✉❡ ❝❡' ♣2❡''✐♦♥' '✬❛♣♣❧✐/✉❡♥. ❞♦♥❝ '✉2 ❧❡ ❞✐❛♠9*5❡ ✐♥*%5✐❡✉5



Vibrations de la face latérale

Vibrations des flasques

Vibrations des flasques

Vibrations des faces latérales

△Lω = 10 log(
Lf

Df

) ≃ 6dB
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mailles mécaniques

mailles magnétiques



x f

x f

y1 y2
F1 F2 y F

x

F

M

y2

y1

f2

f1

x f

y

F



✷✳✷✳ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✲♣❤②(✐2✉❡( ❞❡( ♠❛❝❤✐♥❡( %❧❡❝*5✐2✉❡( ✹✶

❜❛"❡ ♠♦❞❛❧❡✳ ▲✬❛♥❛❧②"❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡"- ./❣✐❡ ♣❛. ❧✬/3✉❛-✐♦♥ ✿

x(t) =

N∑

i=1

Ψi.yi(t)

= Ψ.y(t) ✭✷✳✶✷✮

Ψ ❡"- ❧❛ ♠❛-.✐❝❡ ♠♦❞❛❧❡ ❝♦♥"-✐-✉/❡ ❞❡" ✈❡❝-❡✉." ❞❡" ❞/❢♦.♠/❡" ♠♦❞❛❧❡"✳ N ❡"- ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡

❞❡❣./" ❞❡ ❧✐❜❡.-/ ❞✉ "②"-=♠❡ ✭2 ❞❛♥" ♥♦-.❡ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❈✬❡"- ❧❛ ♠❛-.✐❝❡ ❞❡ ♣❛""❛❣❡ 3✉✐ ♥♦✉"

♣❡.♠❡--.❛ ❞❡ -.❛✈❛✐❧❧❡. ❞❛♥" ❧❡ .❡♣=.❡ ♠♦❞❛❧✱ ✉♥❡ ❢♦✐" ✐❞❡♥-✐✜/❡✳

B♦✉. ❝❡ ❢❛✐.❡✱ ❛♥❛❧②"♦♥" ❧❛ ♠♦❞/❧✐"❛-✐♦♥ ❡♥ "②"-=♠❡ ❞✐"❝.❡- ❞❡ ❧❛ ♣♦✉-.❡ ✭❋✐❣✉.❡ ✷✳✷✹✮✳ ▲❡"

♣.♦♣.✐/-/" ❞✬✉♥ "②"-=♠❡ ❝♦♥-✐♥✉✱ E "❛✈♦✐. ❧❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ◆❊❲❚❖◆ ✲ ❉✬❆▲❊▼❇❊❘❚✱ ❧❡ ♣.✐♥❝✐♣❡

❞❡ ❍❆▼■▲❚❖◆ ❡- ❧❡" /3✉❛-✐♦♥" ❞❡ ▲❆●❘❆◆●❊✱ "♦♥- ❛❧♦." ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡" ✐❝✐✱ ♣♦✉. ✉♥ ♥♦♠❜.❡ ❞❡

❞❡❣./" ❞❡ ❧✐❜❡.-/ ✜♥✐✳

k1

C1

m1 m2

k21 k2

C21 C2

f1

x1

f2

x2

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ +②+-.♠❡ ❞✐+❝1❡- 2 ❞❡✉① ❞❡❣15+ ❞❡ ❧✐❜❡1-5✱ ♠♦❞❡+ ✶ ❡- ✷✳

❊♥ 1❡♣1❡♥❛♥- ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ +②+-.♠❡ 2 ❞❡✉① ❞❡❣15+ ❞❡ ❧✐❜❡1-5✱ ❧✬❛✉-❡✉1 ❞❡ ❧❛ 15❢51❡♥❝❡

❬❍✉❜❡1- ✷✵✵✵❪ ✭♣❛1❛❣1❛♣❤❡ ✷✳✸✮ ❞5❝1✐- ❧❡ ❝♦♠♣♦1-❡♠❡♥- ✈✐❜1❛-♦✐1❡ ❞✉ +②+-.♠❡ +♦✉+ ❢♦1♠❡ ❞✬5G✉❛✲

-✐♦♥ ❞✐✛51❡♥-✐❡❧❧❡ ♠❛-1✐❝✐❡❧❧❡ ✭❊G✉❛-✐♦♥ ✷✳✶✹✮ ✿

(
m1 0

0 m2

){
ẍ1
ẍ2

}

+

(
c1 + c21 −c21
−c21 c21 + c2

){
ẋ1
ẋ2

}

+

(
k1 + k21 −k21
−k21 k21 + k2

){
x1
x2

}

=

{
f1
f2

}

✭✷✳✶✸✮

[m] ẍ+ [c] ẋ+ [k]x = f ✭✷✳✶✹✮

▲❛ ♠❛-1✐❝❡ ♠❛++❡ ❡+- ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡- ✐♥✈❡1+✐❜❧❡ ❡- ❧❡+ ♠❛-1✐❝❡+ ❛♠♦1-✐++❡♠❡♥- ❡- 1❛✐❞❡✉1 ♥❡ +♦♥-

♣❛+ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡+✳ ◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ❞♦♥❝ ❛✛❛✐1❡ 2 ✉♥ +②+-.♠❡ ❝♦✉♣❧5✳ M❧✉+ ❝♦♥❝1.-❡♠❡♥-✱ ❧❡+ ❞5♣❧❛❝❡♠❡♥-+

✭❡- ✈✐❜1❛-✐♦♥+✮ ❡♥1❡❣✐+-15+ +✉1 ❧❡+ ❝♦♠♣♦+❛♥-❡+ ❞✉ ✈❡❝-❡✉1 x ♥❡ +♦♥- ♣❛+ ✐♥❞5♣❡♥❞❛♥-+ ❧❡+ ✉♥+ ❞❡+

❛✉-1❡+✳ M♦✉1 ❡+-✐♠❡1 ❧❡+ ✈✐❜1❛-✐♦♥+ ❞❡ ❧❛ +-1✉❝-✉1❡✱ ♥♦✉+ ❞❡✈♦♥+ ✐❞❡♥-✐✜❡1 ❧❛ ♠❛-1✐❝❡ Ψ✱ ❣1O❝❡ 2

❧✬5G✉❛-✐♦♥ ✷✳✶✹✳

✷✳✷✳✸✳✷✳✶ ❋%&'✉❡♥❝❡, ♥❛.✉%❡❧❧❡, ❡. ❛♠♦%.✐,,❡♠❡♥., ❛,,♦❝✐&, ✿

M♦✉1 ❝❛1❛❝-51✐+❡1 ❧❛ ♠❛-1✐❝❡ ❞❡ ♣❛++❛❣❡ 2 ❧❛ ❜❛+❡ ♠♦❞❛❧❡ ✭❞♦♥- ❧❛ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❝♦11❡+♣♦♥❞

❛✉ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ ❞❡❣15+ ❞❡ ❧✐❜❡1-5 ❞✉ +②+-.♠❡ ♠5❝❛♥✐G✉❡✱ 2 ❞❛♥+ ♥♦-1❡ ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ✐❧ ❢❛✉- ❛♥❛❧②+❡1



✷✳✷✳ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✲♣❤②(✐2✉❡( ❞❡( ♠❛❝❤✐♥❡( %❧❡❝*5✐2✉❡( ✹✷

❧✬"#✉❛&✐♦♥ ❞✐✛",❡♥&✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ .&,✉❝&✉,❡ ❝♦♥.❡,✈❛&✐✈❡ ✭.❛♥. ❛♠♦,&✐..❡♠❡♥&✮ ❝♦,,❡.♣♦♥❞❛♥&❡ ✭❊#✉❛✲

&✐♦♥ ✷✳✶✺✮✳

[m] ẍ+ [k]x = f ✭✷✳✶✺✮

;♦✉, ,".♦✉❞,❡ ❝❡&&❡ "#✉❛&✐♦♥✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ,""❝,✐,❡ ❧✬"#✉❛&✐♦♥ ❤♦♠♦❣?♥❡ ❞❡ ❧✬"#✉❛&✐♦♥ ❞✐✛"✲

,❡♥&✐❡❧❧❡ ✷✳✶✺✱ ❡♥ &❡♥❛♥& ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠✉❧❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②.❡ ♠♦❞❛❧❡ ✭➱#✉❛&✐♦♥ ✷✳✶✷✮✳

ΨTΨÿ = −ΨT

[A]
︷ ︸︸ ︷

[m]−1 [k]Ψy ✭✷✳✶✻✮

▲❛ ❜❛.❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡.& ✉♥ ,❡♣?,❡ ♦,&❤♦♥♦,♠"✳ ❊♥ ♦❜.❡,✈❛♥& ❧✬"#✉❛&✐♦♥ ✷✳✶✻✱ ❡& .❛❝❤❛♥& #✉❡ ❧❡

✈❡❝&❡✉, y ❡.& ❧❡ ✈❡❝&❡✉, ❝♦♦,❞♦♥♥"❡. ❞✉ .②.&?♠❡ ❞❛♥. ❧❛ ❜❛.❡ ♠♦❞❛❧❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥& #✉❡ ❧❡. ❞❡✉①

❝♦♥❞✐&✐♦♥. .✉✐✈❛♥&❡. ❞♦✐✈❡♥& G&,❡ .❛&✐.❢❛✐&❡. ✿

{
ΨTΨ = I

ΨT [A]Ψ = D
✭✷✳✶✼✮

♦J I ❡& D .♦♥& ,❡.♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ ✐❞❡♥&✐&" ❡& ✉♥❡ ♠❛&,✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❉❡. "#✉❛&✐♦♥. ✷✳✶✼✱

♦♥ ❡♥ ❞"❞✉✐& ❧✬"#✉❛&✐♦♥ .✉✐✈❛♥&❡ ✿

[A]Ψ = DΨ ✭✷✳✶✽✮

■❧ ✈✐❡♥& ❞♦♥❝ #✉❡ D ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ (N ×N) ❡& Ψ ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ (N × 1) .♦♥& ,❡.♣❡❝&✐✈❡♠❡♥&

❧❛ ♠❛&,✐❝❡ ❞❡. ✈❛❧❡✉,. ♣,♦♣,❡. ❡& ❧❡ ✈❡❝&❡✉, ♣,♦♣,❡ ❛..♦❝✐". N ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ [A]✳ ❈✬❡.& N ❞✐,❡ ✿

det
(

[m]−1 [k]−DI
)

= 0 ✭✷✳✶✾✮

;♦✉, &,❛✈❛✐❧❧❡, ❞❛♥. ❧❛ ❜❛.❡ ♠♦❞❛❧❡✱ ✐❧ .✉✣& ❞♦♥❝ ❞❡ ❞"&❡,♠✐♥❡, ❧❡. ✈❛❧❡✉,. ♣,♦♣,❡. ❞❡ ♥♦&,❡

.②.&?♠❡ ♠"❝❛♥✐#✉❡✱ ❤♦♠♦❣?♥❡ N ✉♥❡ ♣✉❧.❛&✐♦♥ ❛✉ ❝❛,," D =
[
ω2

]
✳ ▲✬"#✉❛&✐♦♥ ✷✳✶✺ ❞❡✈✐❡♥& ✿

ÿ +Dy = ΨT [m]−1 f = F ✭✷✳✷✵✮

♦J F ❡.& ❧❡ ✈❡❝&❡✉, ❢♦,❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ (N × 1) ❛♣♣❧✐#✉" .✉, ❝❤❛#✉❡ ❜❛.❡ ❞✉ ,❡♣?,❡ ♠♦❞❛❧❡✳

▲✬"#✉❛&✐♦♥ ✷✳✶✹ #✉✐ ❞"❝,✐& ❧❡ ❝♦♠♣♦,&❡♠❡♥& ✈✐❜,❛&♦✐,❡ ❞✉ .②.&?♠❡ .❡ ,""❝,✐& .♦✉. ❧❛ ❢♦,♠❡ ✿

ÿ +

C
︷ ︸︸ ︷

ΨT [m]−1 [c]Ψẏ +Dy = F ✭✷✳✷✶✮

▲❛ ❞"&❡,♠✐♥❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ ❞✬❛♠♦,&✐..❡♠❡♥& ❡.& ❛❝&✉❡❧❧❡♠❡♥& ❧✬✉♥ ❞❡. ❣,❛♥❞. ❝❤❛❧❧❡♥❣❡.

❞❛♥. ❧❛ ❝❛,❛❝&",✐.❛&✐♦♥ ❞❡. .②.&?♠❡. ♠"❝❛♥✐#✉❡.✳ ▲✬❛♥❛❧②.❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡.& ✈❛❧❛❜❧❡ ✐❝✐✱ .✐ ❡& .❡✉❧❡♠❡♥&

.✐ ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ C ❡.& ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

▲❡. ,❡&♦✉,. ❞✬❡①♣",✐❡♥❝❡ .✉, ❧❡. ❛♥❛❧②.❡. ❞❡. ❛♠♦,&✐..❡♠❡♥&. ❞❡. ♠♦&❡✉,. "❧❡❝&,✐#✉❡.

♠♦♥&,❡♥& #✉❡ ❧❡. ❛♠♦,&✐..❡♠❡♥&. ❞❛♥. ❧❡. ♠❛❝❤✐♥❡. "❧❡❝&,✐#✉❡. .♦♥& &,?. ❢❛✐❜❧❡. ✭❞❡ ❧✬♦,❞,❡

❞❡ 1%✮✳ ❈❡ .♦♥& ❞♦♥❝ ❞❡. .&,✉❝&✉,❡. ❢❛✐❜❧❡♠❡♥* ❞✐((✐♣❛*✐✈❡(✳ ❙❛❝❤❛♥& #✉❡ ❧❡. ✈✐❜5❛*✐♦♥(

(♦♥* ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐*✉❞❡ ❞❛♥. ❧❡. ♠❛❝❤✐♥❡. "❧❡❝&,✐#✉❡. ❡& ❡♥ .✉♣♣♦.❛♥& #✉❡ ❧❡. ❢♦5❝❡( ❞❡

❞✐((✐♣❛*✐♦♥ .♦♥& ,"♣❛,&✐❡. ❝♦♠♠❡ ❧❡. ❢♦5❝❡( ❞✬✐♥❡5*✐❡✱ ♥♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ♥"❣❧✐❣❡, ❧❡. &❡,♠❡. ♥♦♥

❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ C✳



✷✳✷✳ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✲♣❤②(✐2✉❡( ❞❡( ♠❛❝❤✐♥❡( %❧❡❝*5✐2✉❡( ✹✸

❈✬❡#$ ♣♦✉()✉♦✐✱ ❞❛♥# ❧✬❤②♣♦$❤2#❡ ❞❡# ❛♠♦($✐##❡♠❡♥$# ❢❛✐❜❧❡#✱ ❧✬❛♥❛❧②#❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡#$ ❛♣♣❧✐)✉6❡

❡$ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥# ❧❡# ♠❛❝❤✐♥❡# 6❧❡❝$(✐)✉❡# ♣♦✉( ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ (6♣♦♥#❡ ✈✐❜(❛$♦✐(❡✳ ▲❡# ♣(❡##✐♦♥#

❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ #❡(♦♥$ ♣(♦❥❡$6❡# #✉( ❧❡# ❜❛#❡# ❞✉ (❡♣2(❡ ♠♦❞❛❧✳ ■❧ ♥❡ (❡#$❡ ❞♦♥❝ )✉✬@ ✐❞❡♥$✐✜❡( ❧❡#

♠❛$(✐❝❡# D ❡$ C✳

D =










ω2
0

ω2
1

.

.

ω2
N










, C =










c1
c2

.

.

cN










✭✷✳✷✷✮

❉❛♥# ♥♦$(❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡# ❝♦♠♣♦#❛♥$❡# ❞❡ ❧❛ ♠❛$(✐❝❡ D #♦♥$ ❞6$❡(♠✐♥6❡# ❡♥ (6#♦❧✈❛♥$ ❧✬6)✉❛✲

$✐♦♥ ✷✳✷✸✳ H♦✉( ❞6$❡(♠✐♥❡( ❧❡# ω2
i ✱ ✐❧ ❡#$ ♥6❝❡##❛✐(❡ ❞❡ $(♦✉✈❡( ❞❡# 6)✉❛$✐♦♥# #✉♣♣❧6♠❡♥$❛✐(❡#✳

H♦✉( ❝❡ ❢❛✐(❡✱ ❧❛ ❞6$❡(♠✐♥❛$✐♦♥ ❞✉ ♣(❡♠✐❡( ♠♦❞❡ ✭m = 0 ♦✉ m = 1✮ ❡#$ #♦✉✈❡♥$ (❡)✉✐#❡✳

❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❡# ♠♦❞❡# ❞❡ (❛♥❣ 6❧❡✈6 #♦♥$ #♦✉✈❡♥$ ❞❡# ❡①$❡♥#✐♦♥# ❞✉ ♣(❡♠✐❡( ♠♦❞❡ ✭ωm=i =

k(m)ωm=0✮✳ ▲❛ )✉❛❧✐$6 ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②#❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡#$ ❢♦($❡♠❡♥$ $(✐❜✉$❛✐(❡ ❞❡ ❧❛ ♣(6❝✐#✐♦♥ ❞❛♥# ❧❛ ❞6✲

$❡(♠✐♥❛$✐♦♥ ❞❡# ❝♦♠♣♦#❛♥$❡# ❞❡ ❧❛ ♠❛$(✐❝❡ D✳

(
k1 + k21

m1
− ω2

1

)(
k2 + k21

m2
− ω2

2

)

− k221
m1m2

= 0 ✭✷✳✷✸✮

▼❛❧❣(6 ❧❡# ❣6♦♠6$(✐❡# $(2# ❝♦♠♣❧❡①❡# ❞❡# ♠♦$❡✉(# ❞❡ $(❛❝$✐♦♥✱ ❞❡# (6#✉❧$❛$# $(2# #❛$✐#❢❛✐#❛♥$#

♦♥$ 6$6 ♦❜$❡♥✉# ❞❛♥# ❧❛ ❧✐$$6(❛$✉(❡ ❡♥ ❛♣♣(♦①✐♠❛♥$ ❧❛ #$(✉❝$✉(❡ ✈✐❜(❛♥$❡ ❞✉ ♠♦$❡✉( @ ✉♥ ❝②❧✐♥❞(❡

❝(❡✉① 6)✉✐✈❛❧❡♥$✱ 6♣❛✐# ♦✉ ✜♥✳ H♦✉( ❞❡# ♠❛❝❤✐♥❡# 6❧❡❝$(✐)✉❡#✱ ❧❡# (6❢6(❡♥❝❡# ❬❲❛♥❣ ✷✵✵✵❛❪✱

❬●❧❛❞✇❡❧❧ ✶✾✼✺❪ ❡$ ❬❲✐$❝③❛❦ ✷✵✶✶❪ ♣(♦♣♦#❡♥$ ❞❡# ♠6$❤♦❞❡# ❡✣❝❛❝❡# ♣♦✉( ✐❞❡♥$✐✜❡( ❧❛ ♠❛$(✐❝❡

D✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ✉$✐❧✐#❡( ❝❡# #✉♣♣♦($# ❜✐❜❧✐♦❣(❛♣❤✐)✉❡# ❞❛♥# ♥♦$(❡ ♠♦❞6❧✐#❛$✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦($❡♠❡♥$

✈✐❜(❛$♦✐(❡ ❞❡ ❧❛ ▼❙❆H#✳

▲❛ ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡ #♦✉(❝❡ ❞✬❛♠♦($✐##❡♠❡♥$ ❞❛♥# ❧❡# ♠❛❝❤✐♥❡# 6❧❡❝$(✐)✉❡# ❡#$ ❧❛ ❢(✐❝$✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡

❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡$ ❡♥$(❡ ❧❡# ❧❛♠✐♥❛$✐♦♥# ❞❡# $Y❧❡# ❞✉ #$❛$♦( ✭❬❚✐♠[(✲H ✶✾✽✾❪✮✳ ❊♥ ❣6♥6(❛❧✱ ♣♦✉( ❣❛(❛♥$✐(

❧✬❤②♣♦$❤2#❡ ♠♦❞❛❧❡ ❞❛♥# ✉♥ #②#$2♠❡ ❞✐✛6(❡♥$✐❡❧ ❞✬♦(❞(❡ 2 ❢❛✐❜❧❡♠❡♥$ ❛♠♦($✐✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✿

C =










2ξ1ω1

2ξ2ω2

.

.

2ξNωN










✭✷✳✷✹✮

▲❡# ❝♦♠♣♦#❛♥$❡# ξm #♦♥$ ❞6$❡(♠✐♥6❡# ❡♠♣✐(✐)✉❡♠❡♥$ #✉( ❝❤❛)✉❡ ♠♦❞❡m✳ ❉❛♥# ❧❛ ❧✐$$6(❛$✉(❡✱

❧❡# ❛✉$❡✉(# ❞❡# (6❢6(❡♥❝❡# ❬❨❛♥❣ ✶✾✽✶❪ ❡$ ❬●✐❡(❛# ✷✵✵✺❪ 6$❛❜❧✐##❡♥$ )✉❡ ❝❡# ❝♦♠♣♦#❛♥$❡# #♦♥$

❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢(6)✉❡♥❝❡ ♣(♦♣(❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❝♦♥#✐❞6(6✳ ❆✈❡❝ a ❡$ b ❞❡# ❡♥$✐❡(# ♥❛$✉(❡❧#✱ ✐❧ ✈✐❡♥$ ❞♦♥❝

)✉❡ ✿

ξm = afm + b ✭✷✳✷✺✮

✷✳✷✳✸✳✷✳✷ ❉%♣❧❛❝❡♠❡♥*( (*❛*✐2✉❡( ❡* ❞②♥❛♠✐2✉❡( ✿



✷✳✷✳ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✲♣❤②(✐2✉❡( ❞❡( ♠❛❝❤✐♥❡( %❧❡❝*5✐2✉❡( ✹✹

▲❛ ❢♦$❝❡ ❞✬❡①❝✐+❛+✐♦♥ ❡+ ❧❛ $.♣♦♥0❡ ❡♥ ❞.♣❧❛❝❡♠❡♥+ ❞❛♥0 ❧❛ ❜❛0❡ ♠♦❞❛❧❡ .✈♦❧✉❡♥+ 0✉✐✈❛♥+ ❧❛

♠5♠❡ ❧♦✐ +❡♠♣♦$❡❧❧❡ ❬▼❛ ✷✵✵✼❪✳ =♦0♦♥0 ✿

{
F(t) = {F}ejωt
y(t) = {y}ejωt ✭✷✳✷✻✮

▲✬.B✉❛+✐♦♥ ✷✳✷✶ ❞❡✈✐❡♥+ ❛❧♦$0 ✿

(
−ω2 + jωC+D

)
{y}ejωt = {F}ejωt ✭✷✳✷✼✮

❚♦✉+❡0 ❧❡0 ♠❛+$✐❝❡0 ❞❡ ❧✬.B✉❛+✐♦♥ ✷✳✷✼ 0♦♥+ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡0✳ ω ❡0+ ❧❛ ♣✉❧0❛+✐♦♥ ❞❡ $♦+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❡

▼❙❆=0✳ ▲✬.❣❛❧✐+. ❞❡0 ♠♦❞✉❧❡0 0✉$ ❝❤❛B✉❡ ♠♦❞❡ m ❝♦♥❞✉✐+ I ❧✬.B✉❛+✐♦♥ 0✉✐✈❛♥+❡ ✿

Hm,ω =
ym

(Fm/ω2
m)

=
1

√
√
√
√

[

1 +

(
ω

ωm

)2
]2

+

[

2ξm

(
ω

ωm

)]2

✭✷✳✷✽✮

▲❡0 ♣$❡00✐♦♥0 ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ 0♦♥+ ❡①♣$✐♠.❡0 ❞❛♥0 ❧❛ ❜❛0❡ ❝♦♥+✐♥✉❡ ✭.B✉✐✈❛❧❡♥+ I f✮✳ ▲❡ ❢❛❝+❡✉$ ❞❡

♣❛$+✐❝✐♣❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ❬❉❡❧❛❡$❡ ✷✵✵✷❪✱ ❛00✐♠✐❧. I ✉♥ ❞.♣❧❛❝❡♠❡♥+ 0+❛+✐❝ 0✉$ ❧❡ ♠♦❞❡✱ ❡0+ ❡①♣$✐♠.

❝♦♠♠❡ 0✉✐+ ✿

Y m,ω
s =

Fm

ω2
m

=
ΨT [m]−1 f

ω2
m

✭✷✳✷✾✮

▲❡ ❞.♣❧❛❝❡♠❡♥+ ❞❛♥0 ❧❛ ❜❛0❡ ♠♦❞❛❧❡✱ ❡0+ ❞♦♥♥. ♣❛$ ❧✬.B✉❛+✐♦♥ ✷✳✸✵ ❛✉+♦✉$ ❞❡ ❧❛ ❢$.B✉❡♥❝❡

♥❛+✉$❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛B✉❡ ♠♦❞❡ m✳

Y m,ω
d = Y m,ω

s Hm,ω
✭✷✳✸✵✮

■❧ ✈✐❡♥+ ❛❧♦$0 B✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐+✉❞❡ ❞❡0 ✈✐+❡00❡0 ❞❡ ✈✐❜$❛+✐♦♥0 ❞❡ ❝❤❛B✉❡ ♠♦❞❡ m ❡0+ ✿

Vm,ω = ω Y m,ω
d ✭✷✳✸✶✮

▲❛ ✈❛❧❡✉$ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡0 ✈✐❜$❛+✐♦♥0 ❞❡ ❧❛ 0+$✉❝+✉$❡ ♠.❝❛♥✐B✉❡ 0✉$ ❝❤❛B✉❡ ♠♦❞❡ m ❡0+ ❞♦♥♥.❡

♣❛$ ❧✬.B✉❛+✐♦♥ 0✉✐✈❛♥+❡ ✿

υm =

√
√
√
√

∞∑

i=1

Vm,ωi
✭✷✳✸✷✮

❉❛♥0 ❝❡ ♣❛$❛❣$❛♣❤❡✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ♠♦♥+$. B✉✬✐❧ ❡0+ ♣♦00✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡$ ❧❡0 ✈✐❜$❛+✐♦♥0 0✉$

❝❤❛B✉❡ ♠♦❞❡✱ ♣♦✉$ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ $❛❞✐❛❧❡♠❡♥+ 0②♠.+$✐B✉❡ ❡+ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥+ ❛♠♦$+✐❡✱ $✐❡♥ B✉✬❡♥

❡0+✐♠❛♥+ ❝♦$$❡❝+❡♠❡♥+ ❧❡0 ❢$.B✉❡♥❝❡0 ♣$♦♣$❡0 0✉$ ❝❤❛B✉❡ ♠♦❞❡ m ✭D✮ ❡+ ❧❡0 ❛♠♦$+✐00❡♠❡♥+0

❛00♦❝✐.0 ✭C✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉+ 0✬❛✈.$❡$ 5+$❡ ✉♥❡ +T❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳

❉❡0 +❡❝❤♥✐B✉❡0 ♣❡$❢♦$♠❛♥+❡0 ❞✬❡0+✐♠❛+✐♦♥ ❡①♣.$✐♠❡♥+❛❧❡0 ❞❡ ωm ❡+ ξm ✭❆♥❛❧②0❡ ▼♦❞❛❧❡

❊①♣.$✐♠❡♥+❛❧❡✮ ♣❡✉✈❡♥+ ♣❡$♠❡++$❡ ❞❡ $❡❝❛❧❡$ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥+ ❧❡0 ♠♦❞V❧❡0 ❛♥❛❧②+✐B✉❡0 ✈✐❜$❛+♦✐$❡0

✭❬▲❡❝♦✐♥+❡ ✷✵✵✹❪✮✳



✷✳✷✳ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✲♣❤②(✐2✉❡( ❞❡( ♠❛❝❤✐♥❡( %❧❡❝*5✐2✉❡( ✹✺

✷✳✷✳✸✳✷✳✸ ❋❛❝*❡✉5 ❞❡ 5❛②♦♥♥❡♠❡♥* ❡* ♣5❡((✐♦♥ ❛❝♦✉(*✐2✉❡ ✿

▲❛ #$%✉❝$✉%❡ ♠*❝❛♥✐-✉❡✱ -✉✐ ✈✐❜%❡ 1 ❧❛ ✈✐$❡##❡ ❡✣❝❛❝❡ υm✱ ❝%*❡ ❞❡# ✈❛%✐❛$✐♦♥# ❞❡ ♣%❡#✲

#✐♦♥# ❞❛♥# ❧❡ ✢✉✐❞❡ ✭❛✐%✮ -✉✐ ❧✬❡♥$♦✉%❡ pm✳ ▲✬✐♠♣*❞❛♥❝❡ ❛❝♦✉#$✐-✉❡ #♣*❝✐✜-✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐% ✐❝✐ ❡#$

✭❬❚✐♠@%✲A ✶✾✽✾❪✮ ✿

Zm =
pm
υm

✭✷✳✸✸✮

▲❛ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❛❝♦✉#$✐-✉❡ %❛②♦♥♥*❡ ♣❛% ❧❡# ✈✐❜%❛$✐♦♥# ❞✉ ♠♦❞❡ m✱ ♣♦✉% ✉♥ #②#$I♠❡ ♠*❝❛♥✐-✉❡

❞❡ #✉%❢❛❝❡ S ❛ ♣♦✉% ❢♦%♠✉❧❛$✐♦♥ ❣*♥*%❛❧❡ ✿

Wm = υ2m Re(Zm) S ✭✷✳✸✹✮

❉❛♥# ❧✬*-✉❛$✐♦♥ ✷✳✸✹✱ ❧❡ ♣❛%❛♠I$%❡ Re(Zm) ✈❛%✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢%*-✉❡♥❝❡ f ✳ ❈❡ ♣❛%❛♠I$%❡ ❡#$ *❣❛❧

1 ✿

Re(Zm) = ρ0 c0 σm(f) ✭✷✳✸✺✮

ρ0 ❡$ c0 #♦♥$ %❡#♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❧❛ ♠❛##❡ ✈♦❧✉♠✐-✉❡ ❡$ ❧❛ ✈✐$❡##❡ ❞❡# ♣❛%$✐❝✉❧❡# ❞❡ ❧✬❛✐%✳ σm(f) ❡#$ ❧❡

❢❛❝$❡✉% ❞❡ %❛②♦♥♥❡♠❡♥$✱ ❡$ %❡♣%*#❡♥$❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐$* ❞❡ $%❛♥#❢♦%♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬*♥❡%❣✐❡ ❛❝♦✉#$✐-✉❡ ♣♦✉%

❧❡ ♠♦❞❡ m✱ ♣♦✉% ✉♥❡ ✈✐$❡##❡ ❞❡ ✈✐❜%❛$✐♦♥ υm 1 ❧❛ ❢%*-✉❡♥❝❡ f ✳ ❈♦♥❝%I$❡♠❡♥$✱

✕ #✐ f ❡#$ ❢❛✐❜❧❡ ✭f < fmc✮✱ #❡✉❧❡ ✉♥❡ ♣❡$✐$❡ ♣❛%$✐❡ ❞❡ ❧✬*♥❡%❣✐❡ ✈✐❜%❛$♦✐%❡ ❞✉ ♠♦❞❡ m ❡#$

$%❛♥#❢♦%♠*❡ ❡♥ *♥❡%❣✐❡ ❛❝♦✉#$✐-✉❡ ❀

✕ #✐ f ❡#$ ✐♠♣♦%$❛♥$❡ ✭f > fmc✮✱ $♦✉$❡ ❧✬*♥❡%❣✐❡ ✈✐❜%❛$♦✐%❡ ❞✉ ♠♦❞❡ m ❡#$ $%❛♥#❢♦%♠*❡ ❡♥

*♥❡%❣✐❡ ❛❝♦✉#$✐-✉❡✳

▲❡ ❢❛❝$❡✉% ❞❡ %❛②♦♥♥❡♠❡♥$ σm(f) ❡#$ ♦❜$❡♥✉ 1 ♣❛%$✐% ❞❡# ❤②♣♦$❤I#❡# ❢❛✐$❡# #✉% ❧❛ ❣*♦♠*✲

$%✐❡ ❞❡ ❧❛ #$%✉❝$✉%❡ %❛②♦♥♥❛♥$❡✳ ❉❡✉① ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡# ❢♦%♠✉❧❛$✐♦♥# ❡①✐#$❡♥$ ♣♦✉% ❞❡# #$%✉❝$✉%❡#

%❛②♦♥♥❛♥$❡# #♣❤*%✐-✉❡# ♦✉ ✐♥✜♥✐♠❡♥$ ❝②❧✐♥❞%✐-✉❡#✳ ▲❡# $%❛✈❛✉① ♣%*#❡♥$*# ❞❛♥# ❬❲❛♥❣ ✷✵✵✵❜❪ ❡$

❬❲❛♥❣ ✷✵✵✶❪ ♣%♦♣♦#❡♥$ ✉♥❡ ❞*♠❛%❝❤❡ ❞✬❡#$✐♠❛$✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝$❡✉% ❞❡ %❛❞✐❛$✐♦♥ -✉❡ ♥♦✉# ❛❞♦♣$❡%♦♥#✳

❉❡# ❤②♣♦$❤I#❡# #❡%♦♥$ ❞♦♥❝ *♥♦♥❝*❡#✱ ♣♦✉% ❞❡# ❣❛♠♠❡# ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡# ❆▲❙❚❖▼ ❚%❛♥#♣♦%$✱ ❡♥

❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ %❛♣♣♦%$ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉% ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ #✉% #♦♥ ❞✐❛♠I$%❡✳

❯♥❡ ❢♦✐# ❧❡ ❢❛❝$❡✉% ❞❡ %❛❞✐❛$✐♦♥ σm(f) ❡#$✐♠* #✉% ❝❤❛-✉❡ ♠♦❞❡ m✱ ✐❧ ❡#$ ♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡%

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❛❝♦✉#$✐-✉❡ ✭❙♦✉♥❞ A♦✇❡% ▲❡✈❡❧✮✱ Lw✱ ❝♦♠♠❡ ❞*❝%✐$ ❞❛♥# ❧❛ %*❢*%❡♥❝❡

❬❈%♦❝❦❡% ✷✵✵✼❪ ✿

Lw(dB) = 10 ❧♦❣10

(
W

W0

)

✭✷✳✸✻✮

♦_ W ❡#$ ❧❛ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❛❝♦✉#$✐-✉❡ $♦$❛❧❡ ❡$ W0 ❧❛ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❛❝♦✉#$✐-✉❡ ❞❡ %*❢*%❡♥❝❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥#

-✉❡ N ❡#$ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❞❡❣%*# ❞❡ ❧✐❜❡%$* ✭❞❡ ♠♦❞❡#✮ ❞✉ #②#$I♠❡ ♠*❝❛♥✐-✉❡✳

W =

N∑

m=0

Wm, Wref = 10−12W ✭✷✳✸✼✮



✷✳✸✳ ▼$%❤♦❞❡* ❞✬♦♣%✐♠✐*❛%✐♦♥ ❡% 1$❞✉❝%✐♦♥ ❞✉ ❜1✉✐% ❞❛♥* ❧❡* ▼❙❆8* ✹✻

✷✳✸ ▼$%❤♦❞❡* ❞✬♦♣%✐♠✐*❛%✐♦♥ ❡% 1$❞✉❝%✐♦♥ ❞✉ ❜1✉✐% ❞❛♥* ❧❡*

▼❙❆8*

✷✳✸✳✶ ❚❡❝❤♥✐*✉❡, ❞❡ ./❞✉❝0✐♦♥ ❞✉ ❜.✉✐0

■❧ ❡①✐%&❡ ♣❧✉%✐❡✉)% &❡❝❤♥✐-✉❡% ❞❡ )/❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❜)✉✐& ♠❛❣♥/&✐-✉❡ ❞❛♥% ❧❡% ▼❙❆8%✳ ❈❡% ♠/✲

&❤♦❞❡% ♣❡✉✈❡♥& =&)❡ )❡❣)♦✉♣/❡% ❡♥ ❞❡✉① ❣)❛♥❞❡% ❢❛♠✐❧❧❡% ✿ ❧❡% ♠/&❤♦❞❡% ❛❝&✐✈❡% ❡& ❧❡% ♠/&❤♦❞❡%

♣❛%%✐✈❡%✳ ▲❡% &❡❝❤♥✐-✉❡% ❛❝&✐✈❡% ❝♦♥%✐%&❡♥& ❣/♥/)❛❧❡♠❡♥& A ❝❛♣&❡)✱ ❛♥❛❧②%❡) ❡& ❝♦))✐❣❡) ❧❡ ❜)✉✐&

♦✉ ❧❡% ✈✐❜)❛&✐♦♥% ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ /❧❡❝&)✐-✉❡✳ ▲❡% ❝♦♠♣♦%❛♥&% ❞❡ ❝♦))❡❝&✐♦♥ ❡& ❞✬❛❝-✉✐%✐&✐♦♥ %♦♥&

❤❛❜✐&✉❡❧❧❡♠❡♥& ❞❡% ❛❝&✐♦♥♥❡✉)% ♣✐/③♦/❧❡❝&)✐-✉❡%✳ ❬▼✐♥✐♥❣❡) ✷✵✵✺❪ ❡& ❬❖❥❡❞❛ ✷✵✵✾❪ ♦♥& &)❛✈❛✐❧❧/ %✉)

❧❡% &❡❝❤♥✐-✉❡% ❛❝&✐✈❡% ❞❡ )/❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❜)✉✐& ♠❛❣♥/&✐-✉❡ ❛♣♣❧✐-✉/❡% ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡% A )/❧✉❝&❛♥❝❡

✈❛)✐❛❜❧❡✳

▲❡% &❡❝❤♥✐-✉❡% ❞❡ )/❞✉❝&✐♦♥ ♣❛%%✐✈❡% %♦♥& ❧❡% ♣❧✉% ❡♠♣❧♦②/❡%✱ ❝❛) ❡❧❧❡% %♦♥& ✐♥&/❣)/❡% ❞N% ❧❛

❝♦♥❝❡♣&✐♦♥✳ ▲❡% &)❛✈❛✉① ❞❡ )/❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❜)✉✐& ♦♥& ♣❧✉%✐❡✉)% ❛①❡% ❞✬♦)✐❡♥&❛&✐♦♥✳ ❊♥ ♣❧✉% ❞❡ ❧✬❛❝&✐♦♥

%✉) ❧❡% ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❡% ❞❡✉① ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡% ♦)✐❡♥&❛&✐♦♥% ❛❝&✉❡❧❧❡% ❞❡ )/❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❜)✉✐&

♠❛❣♥/&✐-✉❡ %♦♥& ❧❡% )❡❝❤❡)❝❤❡% ❞❡% ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥% ♣P❧❡%✴❡♥❝♦❝❤❡% ❡& ❧❡% %&)❛&/❣✐❡% ❞✬❛❧✐♠❡♥&❛&✐♦♥

/❧❡❝&)✐-✉❡ ❧❡% ♣❧✉% %✐❧❡♥❝✐❡✉%❡%✳

✷✳✸✳✶✳✶ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐*♦♥ ♣=❧❡*✴❡♥❝♦❝❤❡*

■❧ %✬❛❣✐& ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥ ❡♥&)❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♣P❧❡ ❛✉ )♦&♦) ❡& ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞✬❡♥❝♦❝❤❡% ❛✉ %&❛&♦)✳

❈❡ ❝❤♦✐① ❡%& ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥& ❞❡% &♦♣♦❧♦❣✐❡% )♦&♦)✱ ❝❛) ❝❡❧❧❡%✲❝✐ ♥✬✐♥&)♦❞✉✐%❡♥& ♣❛% ❞✬❤❛)♠♦♥✐-✉❡

%✉♣♣❧/♠❡♥&❛✐)❡ ✭❬❋❛❦❛♠ ✷✵✶✶❪✮✳ 8❧✉%✐❡✉)% &)❛✈❛✉① ♦♥& /&/ ❡♥&)❡♣)✐% ❞❛♥% ❝❡&&❡ ❞✐)❡❝&✐♦♥ ❝❛) ❝✬❡%&

✉♥ ❧❡✈✐❡) ✐♠♣♦)&❛♥& ❞❛♥% ❧❛ )/❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❜)✉✐& ♠❛❣♥/&✐-✉❡ /♠✐% ♣❛) ❞❡% ♠❛❝❤✐♥❡% /-✉✐♣/❡% ❞❡

❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥&❛✐)❡ ♦✉ ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐%&)✐❜✉/✳

❊♥ ❡✛❡&✱ ❞❛♥% ♥♦&)❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥✱ ❧✬♦❜❥❡❝&✐❢ ♣)❡♠✐❡) ❞❡% &❡❝❤♥✐-✉❡% ❞❡ )/❞✉❝&✐♦♥ ❞✉ ❜)✉✐& ❡%&

❞✬$✈✐%❡1 ❧❡* 1$*♦♥❛♥❝❡* ❞❡* ♠♦❞❡* ♠$❝❛♥✐@✉❡*✱ ❞❛♥* ❧❛ ❜❛♥❞❡ 400 − 4000 ❍③ ♣1$✲

❢$1❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥%✳ ▲♦)% ❞✬✉♥❡ )/%♦♥❛♥❝❡✱ ❧✬/♥❡)❣✐❡ ✈✐❜)❛&♦✐)❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❡%& ❢♦)&❡♠❡♥& ❛♠♣❧✐✜/❡✳

8♦✉) ❝❡)&❛✐♥% ♠♦❞❡% ❞❡ %&)✉❝&✉)❡✱ &♦✉&❡ ❝❡&&❡ /♥❡)❣✐❡ ❡%& ❞✐)❡❝&❡♠❡♥& &)❛♥%❢♦)♠/❡ ❡♥ /♥❡)❣✐❡

❛❝♦✉%&✐-✉❡✳ ▲❡ ♣♦&❡♥&✐❡❧ ❞❡ ♥✉✐%❛♥❝❡ %♦♥♦)❡ ❡%& ❛❧♦)% ✐♠♣♦)&❛♥&✳ ◆♦&♦♥% -✉❡ ✿

✧▲❡# ✈✐❜'❛)✐♦♥# ❞✉ ♠♦❞❡ ♠/❝❛♥✐1✉❡ m '❡♥)'❡♥) ❡♥ '/#♦♥❛♥❝❡ ❧♦'#1✉❡ ❧❡# ❢♦'❝❡# ❞✬❡①❝✐)❛)✐♦♥

✭♣'❡##✐♦♥# ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❛♣♣❧✐1✉/❡# #✉' ❧❛ #✉'❢❛❝❡ ✐♥)❡'♥❡ ❞✉ #)❛)♦'✮✱ ❞✬♦'❞'❡ m ❜❛))❡♥) < ❧❛

♣✉❧#❛)✐♦♥ ωm✧✳

▲❡% ♠♦❞❡% ♠/❝❛♥✐-✉❡% ❧❡% ♣❧✉% ❞❛♥❣❡)❡✉① %♦♥& ❞♦♥❝ ❧❡% ♠♦❞❡% -✉✐ ♦♥& ❧❛ ♣❧✉% ❜❛%%❡ ❢)/-✉❡♥❝❡

♥❛&✉)❡❧❧❡ ✭ωm✮✳ ▲❛ &❡❝❤♥✐-✉❡ ✐❝✐ ❡%& ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❤♦✐%✐) ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥ ♣P❧❡%✴❡♥❝♦❝❤❡%✱ ❞♦♥& ❧✬♦)❞)❡

♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡% ❢♦)❝❡% ❣/♥/)/❡% ❞❛♥% ❧✬❡♥&)❡❢❡) ❡%& ❧❡ ♣❧✉% /❧❡✈/ ♣♦%%✐❜❧❡✳ ❖♥ )/❞✉✐& ❛✐♥%✐ ❧❡% )✐%-✉❡%

❞❡ )/%♦♥❛♥❝❡ ❞❛♥% ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ 8♦✉) ❝❡&&❡ )❛✐%♦♥✱ ❧✬❛♥❛❧②%❡ ❞❡% ❢♦)❝❡% ❡%& ❞♦♥❝ ✐♥❞✐%♣❡♥%❛❜❧❡✳

▲✬❛)&✐❝❧❡ ❬❩❤✉ ✷✵✵✾❪ ❢❛✐& ✉♥❡ /&✉❞❡ )/❝❛♣✐&✉❧❛&✐✈❡ ❞❡% ♦)❞)❡% ❞❡% ❢♦)❝❡% ♠❛❣♥/&✐-✉❡% ❣/♥/)/❡%

♣❛) ❞❡% ❜♦❜✐♥❛❣❡% ❞❡♥&❛✐)❡% ♣♦✉) ❞❡% ▼❙❆8%✳ ❖♥ ♣❡✉& ❞♦♥❝ ✐❞❡♥&✐✜❡) ❧❡% %&)✉❝&✉)❡% %✉%❝❡♣&✐❜❧❡%

❞❡ ❢❛✐)❡ ❞✉ ❜)✉✐&✳ ▲✬❛✉&❡✉) ❞❡ ❧❛ )/❢❡)❡♥❝❡ ❬❈❛%%❛& ✷✵✶✵❪ ♣)/%❡♥&❡ ✉♥ ❝❛% ❞✬/&✉❞❡ ♣♦✉) ✉♥❡

♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥❞✉%&)✐❡❧❧❡✱ ❡& )❡❧N✈❡ ❧❛ ♣❡)&✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦)❞)❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡% ❢♦)❝❡% ♠❛❣♥/&✐-✉❡% ❞❛♥%

❧❡ ❝♦♠♣♦)&❡♠❡♥& ❛❝♦✉%&✐-✉❡✳ 8♦✉) ❞❡% ♠❛❝❤✐♥❡% A ❛✐♠❛♥&%✱ ❧✬❛)&✐❝❧❡ ❬❍✉❛♥❣ ✷✵✵✶❪ ♣)♦♣♦%❡ ✉♥❡



✷✳✸✳ ▼$%❤♦❞❡* ❞✬♦♣%✐♠✐*❛%✐♦♥ ❡% 1$❞✉❝%✐♦♥ ❞✉ ❜1✉✐% ❞❛♥* ❧❡* ▼❙❆8* ✹✼

❞!♠❛$❝❤❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡* ❞✬✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡0 ❢♦$❝❡0 ♠❛❣♥!*✐3✉❡0✳

❚♦✉*❡❢♦✐0✱ ✐❧ ❡0* ✐♠♣♦$*❛♥* ❞❡ ♥♦*❡$ 3✉❡ ❧✬❛♥❛❧②0❡ ❞❡0 ❢♦$❝❡0 ♠❛❣♥!*✐3✉❡0 ❡* ❧✬❛♥❛❧②0❡ ❞❡0

♠♦❞❡0 ♣$♦♣$❡0 ❞❡ ❧❛ 0*$✉❝*✉$❡ ✈✐❜$❛♥*❡ ❞♦✐✈❡♥* ;*$❡ $!❛❧✐0!❡0 0✐♠✉❧*❛♥!♠❡♥*✳ <❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ✿

❯♥❡ ❢♦%❝❡ ❞✬♦%❞%❡ 2 ♥✬❡)* ♣❛) ❞❛♥❣❡%❡✉)❡ )✐ ❧❡ ♠♦❞❡ ♠2❝❛♥✐3✉❡ m = 2 ❛ ✉♥❡ ❢%23✉❡♥❝❡ ♥❛*✉%❡❧❧❡

♣%♦❝❤❡ ❞❡ 10000 ❍③✱ ❝❛% ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❢%23✉❡♥*✐❡❧❧❡ ♣❡%*✐♥❡♥*❡ ❡)* 400− 4000 ❍③

✷✳✸✳✶✳✷ ▲✬❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥ = ❞$❝♦✉♣❛❣❡ ▼▲■

❇✐❡♥ 3✉❡ ❧✬❛♥❛❧②0❡ ❞❡0 ❢♦$❝❡0 ♠❛❣♥!*✐3✉❡0 0✉✣0❡ A ♣$!❞✐$❡ ❧❡0 $!0♦♥❛♥❝❡0✱ ✐❧ ❡0* 0♦✉✈❡♥*

✐♠♣♦00✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡0 !✈✐*❡$ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛❞$❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐*❡00❡ ✈❛$✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧❡0 ❤❛$♠♦♥✐3✉❡0 ❞❡0 ❢♦$❝❡0

♠❛❣♥!*✐3✉❡0 0♦♥* ❞❡0 ♠✉❧*✐♣❧❡0 ❞❡ ❧❛ ❢$!3✉❡♥❝❡ 0②♥❝❤$♦♥❡✱ ❡* !✈♦❧✉❡♥* ❛✈❡❝ ❡❧❧❡✳

❯♥❡ 0♦❧✉*✐♦♥ *$E0 0♦✉✈❡♥* ❛❞♦♣*!❡ ♣❛$ ❧❡0 ✐♥❞✉0*$✐❡❧0 ❡0* ❞❡ ♠♦❞✐✜❡$ ❧✬❛❧✐♠❡♥*❛*✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥

❞❡ ❧❛ ✈✐*❡00❡ ❞❡ $!0♦♥❛♥❝❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝*✐❢ ✐❝✐ ❡0* ❞✬✐♠♣♦0❡$ ❧❡0 ♦$❞$❡0 ❞❡0 ❤❛$♠♦♥✐3✉❡0 ❞❡ ❝♦✉$❛♥*0

✭❡* ❞♦♥❝ ❞❡0 ❢♦$❝❡0 ♠❛❣♥!*✐3✉❡0✮✱ ❛✜♥ ❞✬!✈✐*❡$ ❧❡0 $!0♦♥❛♥❝❡0 ♠!❝❛♥✐3✉❡0 ✭❬▲❡ ❇❡0♥❡$❛✐0 ✷✵✶✵❪✱

❬▲♦ ✷✵✵✵❪✮✱ *♦✉* ❡♥ ❣❛$❛♥*✐00❛♥* ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳

❯♥❡ ❛✉*$❡ *❡❝❤♥✐3✉❡ ❡0* ❧✬✐♥❥❡❝*✐♦♥ ❞✬❤❛$♠♦♥✐3✉❡0 ❞❛♥0 ❧❡ 0♣❡❝*$❡ ❞❡ ❧❛ *❡♥0✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥*❛*✐♦♥

✭❬❘✉✐③✲●♦♥③❛❧❡③ ✷✵✶✵❪✱ ❬▲♦ ✷✵✵✵❪✮✳ ❈❡ ♣$♦❝!❞! ❝♦♥0✐0*❡ A ✐♥❥❡❝*❡$ ❞❡0 ♦$❞$❡0 ❞❡ ❢♦$❝❡0 ♠❛❣♥!*✐3✉❡0

❞!♣❤❛0!0✱ ❛✜♥ ❞❡ 0✬♦♣♣♦0❡$ ❛✉① ♦$❞$❡0 ❛✉①3✉❡❧0 ✐❧0 0♦♥* ❞!♣❤❛0!0✳ ❆✐♥0✐✱ ✐❧ ❡0* ♣♦00✐❜❧❡ ❞❡ $!❞✉✐$❡

❧✬✐♠♣❛❝* ❞✬✉♥❡ $❛✐❡ ❞❡ ❢♦$❝❡0 ♠❛❣♥!*✐3✉❡0 ❞❛♥0 ❧❡ 0♣❡❝*$❡ ❛❝♦✉0*✐3✉❡✳

✷✳✸✳✷ ❖♣%✐♠✐(❛%✐♦♥ ❞❡( ♠♦❞.❧❡( ✈✐❜2♦✲❛❝♦✉(%✐6✉❡(

▲❡0 $♦✉*✐♥❡0 ❞✬♦♣*✐♠✐0❛*✐♦♥ ♦♥* ♣♦✉$ ❜✉* ❞❡ *$♦✉✈❡$ ❧❡0 ✈❛❧❡✉$0 ♦♣*✐♠❛❧❡0 ❞❡0 ✈❛$✐❛❜❧❡0

❞✬✉♥ 0②0*E♠❡ 3✉✐ ♠✐♥✐♠✐0❡ ♦✉ ♠❛①✐♠✐0❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉0✐❡✉$0 ❢♦♥❝*✐♦♥0 ♦❜❥❡❝*✐❢0 ♣$♦♣♦0!❡0✱ *♦✉* ❡♥

0❛*✐0❢❛✐0❛♥* ❧❡0 ❝♦♥*$❛✐♥*❡0 ✐♠♣♦0!❡0 ❛✉① ✈❛$✐❛❜❧❡0✳ ❉❛♥0 ✉♥ 0②0*E♠❡ ✧▼❙❆<0 ❞❡ *$❛❝*✐♦♥ ♣♦✉$

❧❛ *$❛❝*✐♦♥ ❢❡$$♦✈✐❛✐$❡✧✱ ❧❡0 ❢♦♥❝*✐♦♥0 A ♦♣*✐♠✐0❡$ 0♦♥* 0♦✉✈❡♥* ❞❡0 ❝❛$❛❝*!$✐0*✐3✉❡0 ❧✐!❡0 ❛✉ ❝❛❤✐❡$

❞❡0 ❝❤❛$❣❡0✳

▲❛ ❞❡0❝$✐♣*✐♦♥ ♠❛*❤!♠❛*✐3✉❡ ❞✬✉♥ ♣$♦❜❧E♠❡ ❞✬♦♣*✐♠✐0❛*✐♦♥ ❞❡ ▼❙❆<0 ♣❡✉* 0❡ ♣♦0❡$ ❞❡ ❧❛

❢❛Y♦♥ 0✉✐✈❛♥*❡ ✿







min F (X) =







f1(X)

f2(X)

:

fk(X)

❛✈❡❝ gi(X) ≤ 0 i = 1, .., n

❡* hj(X) = 0 j = 1, .., l

✭✷✳✸✽✮

♦\ fi 0♦♥* ❧❡0 ❢♦♥❝*✐♦♥0 ♦❜❥❡❝*✐❢0 A ♠✐♥✐♠✐0❡$ ✭❧❡ ❜$✉✐* ♠❛❣♥!*✐3✉❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞!*❡♥*❡✱

❧✬✐♥❡✣❝❛❝✐*! ❞❡ ❧❛ ▼❙❆<0✱ ❧❡ ❝♦]* ❡♥ ❆<0✱ ❡*❝✳✮✳ ▲✬!3✉❛*✐♦♥ ✷✳✸✽ ♣♦00E❞❡ k ❢♦♥❝*✐♦♥0 ♦❜❥❡❝*✐✈❡0

A ♠✐♥✐♠✐0❡$✳

❉❛♥0 ❧❛ ❝♦♥❝❡♣*✐♦♥ ❞❡0 ▼❙❆<0✱ ❧❡0 ❢♦♥❝*✐♦♥0 ♦❜❥❡❝*✐✈❡0 A ♠✐♥✐♠✐0❡$ 0♦♥* 0♦✉✈❡♥* ❝♦♥*$❛❞✐❝✲

*♦✐$❡0 ✭❧❡ ❝♦]* ❡♥ ❆<0 ❡* ✐♥❡✣❝❛❝✐*! ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ■❧ ❡0* ❞♦♥❝ ✐♠♣♦00✐❜❧❡ ❞❡ *$♦✉✈❡$ ❞❡0 0♦❧✉*✐♦♥0



✷✳✸✳ ▼$%❤♦❞❡* ❞✬♦♣%✐♠✐*❛%✐♦♥ ❡% 1$❞✉❝%✐♦♥ ❞✉ ❜1✉✐% ❞❛♥* ❧❡* ▼❙❆8* ✹✽

❣❧♦❜❛❧❡&✳ ▲✬❛❧❣♦*✐,❤♠❡ ❞✬♦♣,✐♠✐&❛,✐♦♥ ❝♦♥&,*✉✐*❛ ❞♦♥❝ ❞❡& ❢*♦♥,& ❞❡ 5❛*❡,♦ ❬■❧❡❛ ✷✵✶✵❪✳ ▲❡& ✈❛✲

*✐❛❜❧❡&X &♦♥, ❧❡& ✈❛*✐❛❜❧❡& ❞❡ ❧❛ ▼❙❆5& ✉,✐❧✐&A❡& ❡, ♣✐❧♦,A❡& ♣❛* ❧✬❛❧❣♦*✐,❤♠❡ ❞✬♦♣,✐♠✐&❛,✐♦♥✳ ❊❧❧❡&

❞♦✐✈❡♥, &❛,✐&❢❛✐*❡ ❛✉① n ❝♦♥,*❛✐♥,❡& ❞✬✐♥A❣❛❧✐,A& ❡, ❛✉① l ❝♦♥,*❛✐♥,❡& ❞✬A❣❛❧✐,A&✳ ❊❧❧❡& ♣❡✉✈❡♥, D,*❡ ✿

✕ %♦♣♦❧♦❣✐<✉❡ ✿ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❞❡♥,& &,❛,♦*✴♥♦♠❜*❡ ❞❡ ♣H❧❡& *♦,♦* ❀

✕ ❣$♦♠$%1✐<✉❡* ✿ ❞✐❛♠J,*❡ ❛❧A&❛❣❡✱ A♣❛✐&&❡✉* ❝✉❧❛&&❡✱ ❧❛*❣❡✉* ❞❡ ❧❛ ❞❡♥,✱ ♦✉✈❡*,✉*❡ ❞❡& ❆5& ❀

✕ $❧❡❝%1✐<✉❡* ✿ ❢*AL✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞A❝♦✉♣❛❣❡✱ ,②♣❡ ❞❡ &,*❛,A❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❀

✕ ♠❛❣♥$%✐<✉❡* ✿ ♣❡*♠A❛❜✐❧✐,A ❞❡& ❝❧❛✈❡,,❡& ❞❡& ❡♥❝♦❝❤❡&✳
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❜*✉✐,❡ ❧❛ *A&♦❧✉,✐♦♥✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❝❤♦✐&✐ ❞❡ ♥♦✉& ❢♦❝❛❧✐&❡* &✉* ❞❡& ❛❧❣♦*✐,❤♠❡& *♦❜✉&,❡& ,❡❧& L✉❡ ❧❡&
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✷✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✹✾

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥# ❧❡ ♣❛'❛❣'❛♣❤❡ ✷✳✶✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❢❛✐3 ❧✬53❛3 ❞❡ ❧✬❛'3 ❞❡ ❧✬❡♥3'❛7♥❡♠❡♥3 #②♥❝❤'♦♥❡ ; ❆=#

❞❛♥# ❧❛ 3'❛❝3✐♦♥ ❢❡''♦✈✐❛✐'❡✳ ❊♥ ❛♣♣'5❝✐❛♥3 ❧❡# ❛✈❛♥3❛❣❡# ❡3 ✐♥❝♦♥✈5♥✐❡♥3# ?✉❡ ♣'♦♣♦#❡ ❝❤❛?✉❡

3♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ▼❙❆=#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♦'✐❡♥35 ♥♦# '❡❝❤❡'❝❤❡# ✈❡'# ❧❡# ♠❛❝❤✐♥❡# #✉✐✈❛♥3❡#✱ '❛♥❣5❡# ♣❛'

♦'❞'❡ ❞❡ ♣'✐♦'✐35 ✿

✶✳ ❙3❛3♦' ; ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐)12✐❜✉3 ❡3 '♦3♦' 5?✉✐♣5 ❞✬❆6) ♠♦♥13) ❡♥ )✉2❢❛❝❡ ✿ ▼❙❆=#

❝❧❛##✐?✉❡ ?✉✐ ♥♦✉# ♣❡'♠❡33'❛ ❞❡ ♣'❡♥❞'❡ ❡♥ ♠❛✐♥ ❧✬53❛3 ③5'♦✱ ❞✬❛♣♣'5❤❡♥❞❡' ❧❡# ♣'♦❜❧5♠❛✲

3✐?✉❡# ❛❝3✉❡❧❧❡# ❧✐5❡# ; ❝❡33❡ 3❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣'❡♥❞'❡ ❧❡# ❜❡#♦✐♥# ❞✬5✈♦❧✉3✐♦♥

3❡❝❤♥♦❧♦❣✐?✉❡ ; ❧✬♦'✐❣✐♥❡ ❞❡ ♥♦# 3'❛✈❛✉①✳

✷✳ ❙3❛3♦' ; ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥1❛✐2❡ ❡3 '♦3♦' 5?✉✐♣5 ❞✬❆6) ♠♦♥13) ❡♥ )✉2❢❛❝❡ ✿ ▼❙❆=#

❛✈❡❝ ✉♥❡ 5✈♦❧✉3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #3'✉❝3✉'❡ #3❛3♦'✳ ▲✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡ ❝❡33❡ 3♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥♦✉# ♣❡'♠❡33'❛ ❞❡

?✉❛♥3✐✜❡' ❧❡# ❞✐✛5'❡♥❝❡#✱ ♣❛' '❛♣♣♦'3 ; ❧✬53❛3 ③5'♦✱ ❡♥ 3❡'♠❡ ❞❡ ❝♦♥3❡♥✉ ❢'5?✉❡♥3✐❡❧ ❞❛♥#

❧✬❡♥3'❡❢❡'✱ ❞❡ ❝♦J3 ❞❡ ❢❛❜'✐❝❛3✐♦♥ ❡3 ❞❡ ❜'✉✐3 ❧✐5# ❛✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥3❛✐'❡✳

✸✳ ❙3❛3♦' ; ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐)12✐❜✉3 ❡3 '♦3♦' 5?✉✐♣5 ❞✬❆6) ❡♥1❡223) ✿ ▼❙❆=# ❛✈❡❝ ✉♥❡ 5✈♦❧✉✲

3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #3'✉❝3✉'❡ '♦3♦'✳ ❇✐❡♥ ?✉❡ ❧✬✐♥#❡'3✐♦♥ ❞❡# ❆=# ❞❛♥# ❧❛ 3M❧❡ ❞✉ '♦3♦' ♥❡ ❝❤❛♥❣❡

♣❛# ❢♦♥❞❛♠❡♥3❛❧❡♠❡♥3 ❧❡ #♣❡❝3'❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣'❡##✐♦♥ ❛❝♦✉#3✐?✉❡ '❛②♦♥♥5❡ ✭❢'5?✉❡♥❝❡#

❞❡# ❤❛'♠♦♥✐?✉❡#✮ ❬❋❛❦❛♠ ✷✵✶✶❪✱ ❧✬53✉❞❡ ❛♥❛❧②3✐?✉❡ ❞❡ ❝❡33❡ 3♦♣♦❧♦❣✐❡ #❡'❛ ❡♥ ♣❡'#♣❡❝3✐✈❡✳

▲✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡ ❝❡33❡ 3♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥♦✉# ♣❡'♠❡33'❛ ❞❡ ?✉❛♥3✐✜❡' ❧❡# ❛♣♣♦'3#✱ ♣❛' '❛♣♣♦'3 ; ❧✬53❛3

③5'♦✱ ❡♥ 3❡'♠❡ ❞❡ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡✱ ❞❡ ❝♦J3 ❞❡ ❢❛❜'✐❝❛3✐♦♥ ❡3 ❞❡ ❜'✉✐3 ❧✐5# ; ❧✬❡♥3❡''❡♠❡♥3 ❞❡ ❆=#✳

❉❛♥# ❧❡ ♣❛'❛❣'❛♣❤❡ ✷✳✷✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣'5#❡♥35 ❧✬❛'❝❤✐3❡❝3✉'❡ ❣5♥5'❛❧❡ ❞✉ ♣'♦❝❡##✉# ❞❡ ❞53❡'✲

♠✐♥❛3✐♦♥ ❞✉ ❜'✉✐3 ♠❛❣♥53✐?✉❡✱ ❡♥ ✐♥#✐#3❛♥3 #✉' #♦♥ ❝❛'❛❝3U'❡ ♠✉❧3✐✲♣❤②#✐?✉❡✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝♦♥3❡①3❡✱

✐❧ ❛ 535 ❛❜♦'❞5 ❞✐✛5'❡♥3❡# 3❡❝❤♥✐?✉❡# ❞❡ ♠♦❞5❧✐#❛3✐♦♥ ♣'♦♣♦#❛♥3 ❞❡# ❝♦♠♣'♦♠✐#  ❛♣✐❞✐%& ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ✲ ♣ &❝✐,✐♦♥ ❞❡,  &,✉❧%❛%, ❞✐✛5'❡♥3#✳ ■❧ ❛ 535 53❛❜❧✐ ?✉❡ ♣♦✉' ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜'✉✐3 ♠❛❣♥53✐?✉❡

❞✬✉♥ ♠♦3❡✉' #✉' ✉♥ ♣'♦✜❧ ❞❡ ♠✐##✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥53✐?✉❡ ❞❛♥# ❧✬❡♥3'❡❢❡' ❡3 ❧❡ ❝♦♠♣♦'3❡♠❡♥3

✈✐❜'❛3♦✐'❡ ❞♦✐✈❡♥3 W3'❡ ❞53❡'♠✐♥5# ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣'❡❝✐#✐♦♥✱ ❞❛♥# ❞❡# ❞5❧❛✐# ❛❝❝❡♣3❛❜❧❡#✳

◆♦3'❡ ♠♦❞5❧✐#❛3✐♦♥ ❛ 535 ♦'✐❡♥35 ✈❡'# ❞❡# 3❡❝❤♥✐?✉❡# ❛♥❛❧②3✐?✉❡# 3'U# '❛♣✐❞❡#✱ '❡♥❢♦'❝5❡# ♣❛'

❞❡# #✐♠✉❧❛3✐♦♥# ♥✉♠5'✐?✉❡# ?✉✐ ❛♠5❧✐♦'❡♥3 #❛ ♣'5❝✐#✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡# ❝❛❧❝✉❧#✳ ▲❡ ❜✉3 ❡#3 ❞❡ ♣'❡♥❞'❡

❡♥ ❝♦♠♣3❡ ❧❡# ❛❧✐♠❡♥3❛3✐♦♥# ; ❞5❝♦✉♣❛❣❡# ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥53✐?✉❡ ❞❛♥# ❧✬❡♥3'❡❢❡'✳

▲❡# ❣'❛♥❞❡# ❤②♣♦3❤U#❡# #♦♥3 ❧❡# #✉✐✈❛♥3❡# ✿

✶✳ ❯♥❡ ♠♦❞5❧✐#❛3✐♦♥ ✷❉ ❞❡# ❝♦♠♣♦'3❡♠❡♥3# ❛♥❛❧②3✐?✉❡ ❡3 ✈✐❜'❛3♦✐'❡✳

✷✳ ▲❡# ♣'❡##✐♦♥# '❛❞✐❛❧❡# ✭❊?✉❛3✐♦♥ ✷✳✾✮ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ #♦♥3 '❡#♣♦♥#❛❜❧❡# ❞✉ ❜'✉✐3 ❞✬♦'✐❣✐♥❡

♠❛❣♥53✐?✉❡✳ ❆ ❧✬✐♥#3❛' ❞❡# ♦✉3✐❧# ♥✉♠5'✐?✉❡# ?✉✐ ❞53❡'♠✐♥❡♥3 ♣'5❝✐#5♠❡♥3 ❧❡# ❞✐'❡❝3✐♦♥#

❞❡# #✉'❢❛❝❡# ❞✬❛♣♣❧✐❝❛3✐♦♥ ❞❡ ♣'❡##✐♦♥# ❡3 ❧❡# ♣'❡##✐♦♥# ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# #✉♣♣♦#❡'

?✉❡ ❧❡# #✉'❢❛❝❡# ✐♥3❡'♥❡# ❞✉ #3❛3♦' #✉' ❧❡#?✉❡❧❧❡# #✬❛♣♣❧✐?✉❡♥3 ❝❡# ♣'❡##✐♦♥# '❛❞✐❛❧❡# ✭❞❛♥#

❧✬❡♥3'❡❢❡'✮ #♦♥3 ❡##❡♥3✐❡❧❧❡♠❡♥3 ❞❛♥# ❧❛ ❞✐'❡❝3✐♦♥ '❛❞✐❛❧❡✳ ▲❡, ♣ ❡,,✐♦♥, %❛♥❣❡♥%✐❡❧❧❡, ,✉ ❧❡

 ❛②♦♥ ✐♥%❡ ♥❡ ❞✉ ,%❛%♦ ,♦♥% ♥&❣❧✐❣&❡,✳



✷✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✺✵

✸✳ ▲❛ $%&✉❝%✉&❡ ✈✐❜&❛♥%❡✱ /✉✐ ❡$% ❝♦♥$%✐%✉1❡ ❞✉ $%❛%♦& ❡% ❞❡ ❧❛ ❝❛&❝❛$$❡✱ $❡&❛ ♠♦❞1❧✐$1❡ ❝♦♠♠❡

❝②❧✐♥❞&❡ ❝&❡✉① 1/✉✐✈❛❧❡♥%✳ ▲❡$ ❡✛❡%$ ❧✐1$ 8 ❧❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣1♥1✐%1 ❛①✐❛❧❡ ❡% ❛✉① ✢❛$/✉❡$ $❡&♦♥%

♣&✐$ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ✈✐❛ ❞❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥%$✳

✹✳ ▲❛ ❢♦&♠✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ $%&✉❝%✉&❡$ &❛②♦♥♥❛♥%❡$ $♣❤1&✐/✉❡$ ♦✉ ❝②❧✐♥❞&✐/✉❡$ ♣♦✉& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉

❢❛❝%❡✉& ❞❡ &❛②♦♥♥❡♠❡♥% $❡&❛ ❛❞♦♣%1❡ ❞❛♥$ ♥♦$ %&❛✈❛✉①✱ ❝♦♠♣%❡ %❡♥✉ ❞❡$ ❡♥❝♦♠❜&❡♠❡♥%$

❞❡$ ♠♦%❡✉&$ ❞❡ %&❛❝%✐♦♥ ❛♥❛❧②$1$✳

❉❛♥$ ❧❡$ ♣❛&❛❣&❛♣❤❡$ ✷✳✸ ❡% ✹✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ✈✉ /✉✬✐❧ ❡①✐$%❡ ♣❧✉$✐❡✉&$ %❡❝❤♥✐/✉❡$ ❞❡ &1❞✉❝%✐♦♥ ♦✉

❞❡ ♠✐♥✐♠✐$❛%✐♦♥ ❞✉ ❜&✉✐% ❞✬♦&✐❣✐♥❡ ♠❛❣♥1%✐/✉❡✳ ❉❛♥$ ♥♦$ %&❛✈❛✉①✱ ✉♥ ❡♥&✐❝❤✐$$❡♠❡♥% ❞❡$ &D❣❧❡$

❞❡ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ $❡&❛ ♣&♦♣♦$1✳ ◆♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ✐❞❡♥%✐✜❡& ❧❡$ ♣❛&❛♠D%&❡$ ✧♠❛❝❤✐♥❡$✧ ❧❡$ ♣❧✉$ ✐♥✢✉❡♥%$

$✉& ❧❡ ❜&✉✐% ♠❛❣♥1%✐/✉❡$✱ ❡% ♣&♦♣♦$❡& ✉♥❡ $♦❧✉%✐♦♥ ♦♣%✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣&♦❥❡% ❆❘❖▼❆❚✳



❈❤❛♣✐%&❡ ✸

▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ #❧❡❝(,♦♠❛❣♥#(✐/✉❡ ❡(

✈❛❧✐❞❛(✐♦♥& ❡①♣#,✐♠❡♥(❛❧❡&

❙♦♠♠❛✐%❡

✸✳✶ ●$♥$&❛❧✐*$+ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ $❧❡❝*&♦♠❛❣♥$*✐4✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✷ ❚❡♥+✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥*❛*✐♦♥✱ Un
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✷✳✶ ▲❡& ♠♦❞✉❧❛-✐♦♥& ✐♥-❡0&❡❝-✐✈❡& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✷✳✷ ▲❡& ♠♦❞✉❧❛-✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧4❡& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✸ ❋♦&❝❡+ ♠❛❣♥$*♦♠♦*&✐❝❡+✱ fmm(α, t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✸✳✶ ❋♦%❝❡( ♠❛❣♥-.♦♠♦.%✐❝❡( ❞✉ (.❛.♦%✱ fs

mm
(α, t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✸✳✷ ❋♦%❝❡( ♠❛❣♥-.♦♠♦.%✐❝❡( ❞✉ %♦.♦%✱ fr

mm
(α, t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✹ %❡'♠)❛♥❝❡ ❞✬❡♥/'❡❢❡'✱ Λ(α, t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✹✳✶ ❱❛%✐❛.✐♦♥( ❞❡ ♣❡%♠-❛♥❝❡ ✐♥.%♦❞✉✐.❡( ♣❛% ❧❡ (.❛.♦%✱ Λs(α, t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✹✳✷ ❱❛%✐❛.✐♦♥( ❞❡ ♣❡%♠-❛♥❝❡ ✐♥.%♦❞✉✐.❡( ♣❛% ❧❡ %♦.♦%✱ Λr(α, t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✹✳✸ <❡%♠-❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✺ ❋♦♥❝/✐♦♥♥❡♠❡♥/ )❧❡❝/'♦♠❛❣♥)/✐9✉❡ ; ✈✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✺✳✶ ■♥❞✉❝.✐♦♥ ❞❛♥( ❧✬❡♥.%❡❢❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✺✳✷ ❋♦%❝❡ -❧❡❝.%♦♠♦.%✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✺✳✸ ❈♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞-.❡♥.❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✸✳✻ ❘)?♦❧✉/✐♦♥ ?❝❤)♠❛ ♠♦♥♦♣❤❛?) )9✉✐✈❛❧❡♥/ )/❡♥❞✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✸✳✻✳✶ ■♥❞✉❝.❛♥❝❡( (②♥❝❤%♦♥❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✻✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡( ❝♦✉%❛♥.( ❞❡( ♣❤❛(❡( i(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✸✳✼ ❱❛❧✐❞❛/✐♦♥? )❧❡❝/'♦♠)❝❛♥✐9✉❡? ❡①♣)'✐♠❡♥/❛❧❡? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✼✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❛✉ ♣%♦.♦.②♣❡ ❆❘✈✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✼✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❛✉ ♣%♦.♦.②♣❡ ❆❘✈✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✽ ❆♥❛❧②?❡ ?♣❡❝/'❛❧❡ ❞❡? ♣'❡??✐♦♥? ♠❛❣♥)/✐9✉❡? ❞✬❡♥/'❡❢❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✸✳✽✳✶ ❍❛%♠♦♥✐J✉❡( ❞✬✐♥.❡%❛❝.✐♦♥ ❡♥.%❡ ❧❛ ♣❡%♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥.%❡❢❡% ❡. ❧❛ ❢♦%❝❡ ♠❛❣♥-✲

.♦♠♦.%✐❝❡ ❞❡( ❆<( ✭❋❛♠✐❧❧❡ ✶✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✸✳✽✳✷ ❍❛%♠♦♥✐J✉❡( ❞✬✐♥.❡%❛❝.✐♦♥ ❡♥.%❡ ❧❛ ♣❡%♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥.%❡❢❡% ❡. ❧❛ ❢♦%❝❡ ♠❛❣♥-✲

.♦♠♦.%✐❝❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✭❋❛♠✐❧❧❡ ✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✸✳✽✳✸ ❍❛%♠♦♥✐J✉❡( ❞✬✐♥.❡%❛❝.✐♦♥ ❡♥.%❡ ❧❛ ♣❡%♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥.%❡❢❡% ❡. ❧❡( ❢♦%❝❡( ♠❛✲

❣♥-.♦♠♦.%✐❝❡( ❞❡( ❆<( ❡. ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✭❋❛♠✐❧❧❡ ✸✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✸✳✾ ❈♦♥❝❧✉?✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

▲❛ ♠♦❞%❧✐(❛)✐♦♥ ✉)✐❧✐(%❡ ❞❛♥( ♥♦( )-❛✈❛✉① ♣♦✉- ❧❛ ♣-%❞✐❝)✐♦♥ ❞❡ ❜-✉✐) ❞✬♦-✐❣✐♥❡ ♠❛❣♥%)✐5✉❡✱

♠♦❞%❧✐(❛)✐♦♥ ❝❛♣✐)❛❧✐(%❡ ❞❛♥( ❧✬♦✉)✐❧ ❉■❱❆ ✸✱ ❡() ❛-❝❤✐)❡❝)✉-%❡ ❡♥ 5✉❛)-❡ ♣-✐♥❝✐♣❛❧❡( ❢♦♥❝)✐♦♥(

❝♦♠♠❡ ❞%❝-✐) ❞❛♥( ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✶✼✳



Couplage Eléments 

finis

Inductances Perméance entrefer

In

En 

FEMM

Modèle magnétique

B =  e (fmmr + fmms)

Yd
m,f

LwA 

Modèle électrique

Un = En + RnIn + jXnIn

Modèle électromagnétique

Un 

Modèle mécanique

Modèle acoustique

Ccalculé = C
0 

Itération sur le vecteur I

Oui

Non

C
ar

ac
té

ri
st

iq
u

es
 p

h
y

si
q

u
es

 e
t 

g
éo

m
ét

ri
q

u
es

 m
o

te
u

r 
+

 S
tr

at
ég

ie
s 

 M
L

I

Optimisation Multi-Objectif 

Courbe Couple-Vitesse 

Onduleur de tension

(Simulink)

n

C0 , N0 

P m,f

Un

Pm,f



✸✳✶✳ ●$♥$&❛❧✐*$+ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ $❧❡❝*&♦♠❛❣♥$*✐4✉❡ ✺✸

❞❡" ❝❛❧❝✉❧" '❧'♠❡♥*" ✜♥✐" "*❛*✐-✉❡" *./" .❛♣✐❞❡" ✭❈♦♥♥❡①✐♦♥" ❡♥ ❜❧❡✉❡" ❞❛♥" ❧❛ ✜❣✉.❡ ✸✳✶✮ ❀

✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ✬♠$❝❛♥✐4✉❡✬✱ -✉✐ "✐♠✉❧❡ ❧❛ .'♣♦♥"❡ ❞❡ ❧❛ "*.✉❝*✉.❡ ♠'❝❛♥✐-✉❡ ✈✐❜.❛♥*❡ "♦✉"

❢♦.♠❡ ❞❡ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥*" ❞②♥❛♠✐-✉❡" ♦✉ ✈✐❜.❛*✐♦♥" ✭Y m,f
d ✮✱ ❛✉① "♦❧❧✐❝✐*❛*✐♦♥" ❞❡" ❢♦.❝❡"

♠❛❣♥'*✐-✉❡" ❞❛♥" ❧✬❡♥*.❡❢❡. ❀

✹✳ ▲❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ✬❛❝♦✉+*✐4✉❡✬✱ -✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉. ✉♥ ♣♦✐♥* ❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* ❞♦♥♥' ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❛❝♦✉"*✐-✉❡ '♠✐" ♣❛. ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❡ ❙♦✉♥❞ %♦✇❡( ▲❡✈❡❧ ✭Lw✮✳

▲❡" ❞♦♥♥'❡" ❞✬❡♥*.'❡ "♦♥* ❧❡" ❝❛.❛❝*'.✐"*✐-✉❡" *.❛❝*✐♦♥✴❢.❡✐♥❛❣❡ ❞'✜♥✐❡" ♣❛. ❧❡" ❝♦✉.❜❡"

❝♦✉♣❧❡✴✈✐)❡**❡ ✱ ❛✐♥"✐ -✉❡ ❧❡" ❞♦♥♥'❡" ❣'♦♠'*.✐-✉❡" ❡* '❧❡❝*.✐-✉❡" ✭*❡♥"✐♦♥ ❞✉ ❜✉" ❝♦♥*✐♥✉ ❡*

"*.❛*'❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥✮ ❞✉ ♠♦*❡✉. ❞❡ *.❛❝*✐♦♥✳ E♦✉. ❝❤❛-✉❡ ♣♦✐♥* "✐*✉' ❞❛♥" ❧❛ ③♦♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣'❡

♣❛. ❧❡" ❝♦✉.❜❡" ❝♦✉♣❧❡✴✈✐*❡""❡✱ ❉■❱❆ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❛❝♦✉"*✐-✉❡ ✭Lw✮ '♠✐" ♣❛.

❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ "✉. ✉♥ "♣❡❝*.❡ ❞❡ ❢.'-✉❡♥❝❡ ❞'✜♥✐✱ "♦✉" ❤②♣♦*❤/"❡" ❞'*❛✐❧❧'❡" ❞❛♥" ❧❡" ♣❛.❛❣.❛♣❤❡"

"✉✐✈❛♥*"✳

▲❛ ♣♦♥❞'.❛*✐♦♥ ❆ ❡* ❧❡" ♣'♥❛❧✐*'" "❡.♦♥* ❡♥"✉✐*❡ ❛♣♣❧✐-✉'❡" ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ "♦♥♦.❡ ✭LwA✮ ♣♦✉.

.❡♥❞.❡ ❝♦♠♣*❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡.❝❡♣*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❜.✉✐* K ❧✬♦.❡✐❧❧❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡* ❞❡" .❛✐❡" *♦♥❛❧❡"✳

▲❛ ❞'♠❛.❝❤❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❜.✉✐* ♠❛❣♥'*✐-✉❡ ❡"* ♣.'"❡♥*'❡ ♣❛. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✸✳✶✳ ▲❡" ❞✐✛'.❡♥*❡"

❢♦♥❝*✐♦♥"✱ ✐♥❞'♣❡♥❞❛♥*❡" ❡* ❞✐""♦❝✐❛❜❧❡"✱ "✬'❝❤❛♥❣❡♥* ❧❡" ✐♥❢♦.♠❛*✐♦♥" "♦✉" ❢♦.♠❡ ❢.'-✉❡♥*✐❡❧❧❡✳

❉❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐*.❡✱ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ♥♦✉" ❝♦♥❝❡♥*.❡. "✉. ❧❡" *.❛✈❛✉① ❡✛❡❝*✉'" ❞❛♥" ❝❡**❡ *❤/"❡ "✉. ❧❡

♠♦❞/❧❡ '❧❡❝*.♦♠❛❣♥'*✐-✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞/❧❡ '❧❡❝*.♦♠❛❣♥'*✐-✉❡ .❛""❡♠❜❧❡ ❧❡" ❢♦♥❝*✐♦♥" $❧❡❝*&♦♥✐4✉❡

❞❡ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❡* $❧❡❝*&♦♠❛❣♥$*✐4✉❡✳

✸✳✶ ●$♥$&❛❧✐*$+ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ $❧❡❝*&♦♠❛❣♥$*✐4✉❡

▲❡ ♠♦❞/❧❡ '❧❡❝*.♦♠❛❣♥'*✐-✉❡ ❛ ♣♦✉. ❜✉* ❧❛ ❞'*❡.♠✐♥❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣.❡""✐♦♥ ❞❛♥" ❧✬❡♥*.❡❢❡.✳

▲✬❤②♣♦*❤/"❡ ✈❛❧✐❞'❡ ❡* ♠❛✐♥*❡♥✉❡ ✐❝✐✱ ❡"* -✉❡ ❧❡" ♣.❡""✐♦♥" .❛❞✐❛❧❡" ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✭σr✮ "♦♥* ♣.✐♥❝✐✲

♣❛❧❡♠❡♥* ❡* ♠❛❥♦.✐*❛✐.❡♠❡♥* .❡"♣♦♥"❛❜❧❡" ❞❡" ✈✐❜.❛*✐♦♥" ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡**❡ ❤②♣♦*❤/"❡✱

❧❡ ✢✉① ❞✬✐♠♣✉❧"✐♦♥ ♠❛❣♥'*✐-✉❡ -✉✐ ❡♥*.❡ ❞❛♥" ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ "*❛*♦. ❡"* ❝♦..❡❝*❡♠❡♥* -✉❛♥*✐✜'✳ ❇✐❡♥

-✉❡ ❧❛ .'♣❛.*✐*✐♦♥ ❞❡ ❝❡**❡ ❢♦.❝❡ "✉. ❧❡" ❞❡♥*" ❞✉ "*❛*♦. ♥❡ "♦✐* ♣❛" .✐❣♦✉.❡✉"❡♠❡♥* ♣.✐"❡ ❡♥

❝♦♠♣*❡ ✭"✉♣♣♦"'❡ .❛❞✐❛❧❡ "✉. ❧❡ .❛②♦♥ ✐♥*❡.♥❡ ❞✉ "*❛*♦.✮✱ ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❞✉ ❜.✉✐* ❞✬♦.✐❣✐♥❡ ♠❛❣♥'*✐-✉❡

"✬❡"* ❛✈'.'❡ "❛*✐"❢❛✐"❛♥*❡ ❡* "✉✣"❛♥*❡✳

❈❡" ♣.❡""✐♦♥" "✬❡①♣.✐♠❡♥* ❝♦♠♠❡ "✉✐* ✿

pe(α, t) = σr(α, t) =
1

2µ0

[
B2

er(α, t)−B2
eθ
(α, t)

]
✭✸✳✶✮

♦U Ber ❡* Beθ "♦♥* .❡"♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❧✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ .❛❞✐❛❧❡ ❡* *❛♥❣❡♥*✐❡❧❧❡ ❞❛♥" ❧✬❡♥*.❡❢❡.✳ α ❡"*

❧❛ ❞✐"❝.'*✐"❛*✐♦♥ "♣❛*✐❛❧❡ ❞❛♥" ❧✬❡♥*.❡❢❡. ♠♦②❡♥ ❡* t ❧❛ ❞✐"❝.'*✐"❛*✐♦♥ *❡♠♣♦.❡❧❧❡✳ ▲❛ ❞'*❡.♠✐✲

♥❛*✐♦♥ ♣.'❝✐"❡ ❞❡ ❧❛ ♣.❡""✐♦♥ .❛❞✐❛❧❡ ♣❛""❡ ♣❛. ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ '✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞❡" ✐♥❞✉❝*✐♦♥" .❛❞✐❛❧❡

❡* *❛♥❣❡♥*✐❡❧❧❡ ❞❛♥" ❧✬❡♥*.❡❢❡. ♠♦②❡♥ ❡* ✉♥❡ ❞✐"❝.'*✐"❛*✐♦♥ ❛""❡③ ✜♥❡ ❞❛♥" ❧✬❡"♣❛❝❡ ❡* ❞❛♥" ❧❡ *❡♠♣"✳



✸✳✶✳ ●$♥$&❛❧✐*$+ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ $❧❡❝*&♦♠❛❣♥$*✐4✉❡ ✺✹

❉❛♥# ♥♦%&❡ ♠♦❞*❧✐#❛%✐♦♥✱ ♥♦✉# ❝❛❧❝✉❧♦♥# #*♣❛&*♠❡♥% ❧❡# ✐♥❞✉❝%✐♦♥# ❣❧♦❜❛❧❡# ❣*♥*&*❡# &❡#♣❡❝✲

%✐✈❡♠❡♥% ♣❛& ❧❡# ❜♦❜✐♥❛❣❡# ❞✉ #%❛%♦& ❡% ❧❡# ❆6# ❞❛♥# ❧✬❡♥%&❡❢❡& ♠♦②❡♥ ✭Bs ❡% BAPs ❞❛♥# ❧❛ ✜❣✉&❡

✸✳✷✮✳ ❈❡# ✐♥❞✉❝%✐♦♥# #♦♥% ❝❛❧❝✉❧*❡# ❞❛♥# ❧✬❡#♣❛❝❡ ❞✐#❝&❡%✳ 6♦✉& ❞*%❡&♠✐♥❡& ❧✬✐♥❞✉❝%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❞❛♥#

❧✬❡♥%&❡❢❡&✱ ✉♥❡ #♦♠♠❡ ❞❡# ❝❤❛♠♣# ♠❛❣♥*%✐B✉❡# Bs ❡% BAPs #✉& ❝❤❛B✉❡ *❧*♠❡♥% ❞❡ ❞✐#❝&*%✐#❛%✐♦♥

❡#% ❡✛❡❝%✉*❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✸✳✷❜✮✳

Ber ❡% Beθ #♦♥% &❡#♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡# ❝♦♠♣♦#❛♥%❡# &❛❞✐❛❧❡ ❡% %❛♥❣❡♥%✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❛♥#

❧✬❡♥%&❡❢❡& %♦%❛❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❛♥# ❧✬❡♥%&❡❢❡& ❛✐♥#✐ ❞*%❡&♠✐♥* ❡#% *❣❛❧ F ❧❛ &❛❝✐♥❡

❝❛&&*❡ ❞❡ B2
er(α, t) +B2

eθ
(α, t) ✭❋✐❣✉&❡ ✸✳✷❛✮✳

Bs

Be

BAPs

Ber

Be er

e 

✭❛✮ ❉✐❛❣&❛♠♠❡ ✈❡❝+♦&✐❡❧ ❞❛♥0 ❧✬❡♥+&❡❢❡&✳

0 20 40 60 80 100 120
 1.1

0

1.1

Angle mécanique (° degré)

A
m

p
li

tu
d
e 

(T
es

la
)

APs

Stator

Totale
Bs

Be

BAPs
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❞❛♥# ❧✬❡♥%&❡❢❡& ❞❛♥# ❧❡ &❡♣H&❡ ❞❡ 6❆❘❑✳

❈♦♠♣%❡ %❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐% B✉❡ ❧✬✐♥❞✉❝%✐♦♥ %❛♥❣❡♥%✐❡❧❧❡ ❡#% %&H# ❢❛✐❜❧❡ ❞❡✈❛♥% ❧✬✐♥❞✉❝%✐♦♥ &❛❞✐❛❧❡✱

♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❛❞♦♣%❡& ❧✬❡①♣&❡##✐♦♥ ❞❡ ❧✬*B✉❛%✐♦♥ ✸✳✷ ♣♦✉& ❡#%✐♠❡& ❧❡# ♣&❡##✐♦♥# &❛❞✐❛❧❡# ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧

❞❛♥# ❧✬❡♥%&❡❢❡&✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛# ❞❡ ✜❣✉&❡✱ ❧❡# ♣&❡##✐♦♥# ❞❛♥# ❧✬❡♥%&❡❢❡& #♦♥% ❧*❣H&❡♠❡♥% #✉&✲❡#%✐♠*❡#✱

❝❡ B✉✐ ♥✬❡#% ♣❛# ✉♥ ❤❛♥❞✐❝❛♣ ❞❛♥# ❧❡# ❞*♠❛&❝❤❡# ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡♠❡♥%✳

pe(α, t) ≃
1

2µ0
B2

e (α, t) ✭✸✳✷✮

▲✬✐♥❞✉❝%✐♦♥ %♦%❛❧❡ ❞❛♥# ❧✬❡♥%&❡❢❡& ♠♦②❡♥✱ Be✱ ❡#% ❧❡ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❧❛ ♣❡&♠*❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥%&❡❢❡& ❡%

❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ❢♦&❝❡# ♠❛❣♥*%♦♠♦%&✐❝❡# ❞*✈❡❧♦♣♣*❡# ♣❛& ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✉ #%❛%♦& ❡% ❧❡# ❆6#✳ ■❧ ❛ ♣♦✉&

❡①♣&❡##✐♦♥ ✿

Be(α, t) = BAPs(α, t) +Bs(α, t) ✭✸✳✸✮

= Λ(α, t) f r
mm(α, t) + Λs(α, t) f

s
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= Λ(α, t) {f r
mm(α, t) + f s

mm(α, t)} ✭✸✳✹✮

f s
mm(α, t) &❡♣&*#❡♥%❡ ❧❛ ❢♦&❝❡ ♠❛❣♥*%♦♠♦%&✐❝❡ ❞*✈❡❧♦♣♣*❡ ♣❛& ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ B✉✐ ❡#% ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡

N s
q (α)✱ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❞✐#%&✐❜✉%✐♦♥ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❛##♦❝✐*❡ F ❧❛ ♣❤❛#❡ q ❞✉ #%❛%♦&✱ ❡% i

s
q(t) ❝♦✉&❛♥% B✉✐

❝✐&❝✉❧❡ ❞❛♥# ❝❡%%❡ ♣❤❛#❡ q✳ f r
mm &❡♣&*#❡♥%❡ ❧❛ ❢♦&❝❡ ♠❛❣♥*%♦✲♠♦%&✐❝❡ ❞*✈❡❧♦♣♣*❡ ♣❛& ❧❡# ❛✐♠❛♥%#

♣❡&♠❛♥❡♥%# ✭❆6#✮✳ Λ(α, t) ❡#% ❧❛ ♣❡&♠*❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥%&❡❢❡&✱ B✉✐ &❡♥#❡✐❣♥❡ #✉& ❧❡# ✈❛&✐❛%✐♦♥#
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❞❡ "#❧✉❝'❛♥❝❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡♥'"❡❢❡" ♠♦②❡♥✱ ❡♥ '❡♥❛♥' ❝♦♠♣'❡ ❞❡ ❧❛ "♦'❛'✐♦♥✳

4♦✉" ✉♥❡ ❛♥❛❧②5❡ 5❛'✐5❢❛✐5❛♥'❡ ❞✉ ❜"✉✐' ♠❛❣♥#'✐7✉❡✱ ✐❧ ❡5' ♣"✐♠♦"❞✐❛❧❡ ❞✬❛✈♦✐" ❧❛ ❞✐5❝"#'✐5❛'✐♦♥

(α, t) ❧❛ ♣❧✉5 ✜♥❡ ♣♦55✐❜❧❡✳ ❆✜♥ ❞✬#✈❛❧✉❡" ♣"#❝✐5#♠❡♥' ❧✬✐♥❞✉❝'✐♦♥ ❞❛♥5 ❧✬❡♥'"❡❢❡"✱ ❡' ❞♦♥❝ ❧❡5

♣"❡55✐♦♥5 ♠❛❣♥#'✐7✉❡5✱ ✐❧ ♥♦✉5 ❢❛✉' "#♣♦♥❞"❡ ❛✉① ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧'#5 5✉✐✈❛♥'❡5✱ ❝♦♥♥✉❡5 ♣♦✉" ='"❡

❧❡5 ♣♦✐♥'5 ❢❛✐❜❧❡5 ❞❡ ❝❡''❡ ❢♦"♠✉❧❛'✐♦♥ ✭➱7✉❛'✐♦♥ ✸✳✸✮ ✿

• ▲❛ ❞2.❡3♠✐♥❛.✐♦♥ ♣32❝✐&❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡3♠2❛♥❝❡ ❡♥.3❡❢❡3 Λ(α, t) ✿ ◆♦✉5 ❛✈♦♥5 "#❛❧✐5# ✉♥

❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥'"❡ ❧✬♦✉'✐❧ ♥✉♠#"✐7✉❡ ❋❊▼▼ ✭❋✐♥✐'❡ ❊❧❡♠❡♥' ▼❡'❤♦❞ ▼❛❣♥❡'✐❝5 ❬▼❡❡❦❡" ✷✵✵✻❪

✮ ❡' ❧✬♦✉'✐❧ ❛♥❛❧②'✐7✉❡ ❉■❱❆ ❛✜♥ ❞❡ ❞#'❡"♠✐♥❡"✱ ❣"Q❝❡ R ❞❡5 5✐♠✉❧❛'✐♦♥5 #❧#♠❡♥'5 ✜♥5

5'❛'✐7✉❡5 '"S5 "❛♣✐❞❡5✱ ❧❛ ♣❡"♠#❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥5 ❧✬❡♥'"❡❢❡" ❛✈❡❝ ❧❛ ♣"#❝✐5✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✳ ◆♦✉5

❛❧❧♦♥5 ❡5'✐♠❡" ❧❡5 ✈❛"✐❛'✐♦♥5 ❞❡ "#❧✉❝'❛♥❝❡ ✐♥'"♦❞✉✐'❡5 ♣❛" ❧❡5 ❞❡♥'5 ❞✉ 5'❛'♦" ❡' ❧❡5 ❆45 ❞✉

"♦'♦"✳

• ▲❛ ❞2.❡3♠✐♥❛.✐♦♥ ♣32❝✐&❡ ❞✉ ❝♦✉3❛♥. ❞❡ ♣❤❛&❡ isq(t) ✿ ❉#'❡"♠✐♥❡" ♣"#❝✐5#♠❡♥' ❧❡

❝♦✉"❛♥' ❞❡ ♣❤❛5❡ ♣❛55❡ ♣❛" ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ #✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡5 ✐♥❞✉❝'❛♥❝❡5 5②♥❝❤"♦♥❡5 ❞❡ ❧❛ ▼❙❆4

✭Ld, Lq✮✳ 4♦✉" ❝❡ ❢❛✐"❡✱ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛♥❛❧②'✐7✉❡ ✲ ♥✉♠#"✐7✉❡ ❞✉ ♠=♠❡ '②♣❡ ✭❞❡5 5✐♠✉❧❛'✐♦♥5

❡♥ 5'❛'✐7✉❡5 '"S5 "❛♣✐❞❡5✮ 5❡"❛ ✉'✐❧✐5#✳ ❯♥❡ ❢♦✐5 ❧❡5 ✐♥❞✉❝'❛♥❝❡5 ❝❛❧❝✉❧#❡5✱ ❧❡5 ❝♦✉"❛♥'5

❞❡ ♣❤❛5❡5 5♦♥' ❞#'❡"♠✐♥#5 ✈✐❛ ❧❛ "#5♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣"❛♠♠❡ ❞❡ ❋❘❊❙◆❊▲ ❬●✐❡"❛5 ✷✵✵✷❪

❬❙#❣✉✐❡" ✷✵✵✻❪✳

▲❡5 ❤❛"♠♦♥✐7✉❡5 ❞❡ ❧❛ '❡♥5✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥'❛'✐♦♥ ▼▲■ ✭Un
✮ 5♦♥' ❝❛❧❝✉❧#❡5 ❛♥❛❧②'✐7✉❡♠❡♥' ❡'

♥✉♠#"✐7✉❡♠❡♥' ❞❛♥5 ♥♦'"❡ ♠♦❞S❧❡✳ ▲❡5 ❝♦✉"❛♥'5 ❞❡ ♣❤❛5❡5 5♦♥' ❛❧♦"5 ❝❛❧❝✉❧#5 ❡♥ ✉'✐❧✐5❛♥' ✉♥❡

❡①'❡♥5✐♦♥ ❞✉ 5❝❤#♠❛ ♠♦♥♦♣❤❛5# #7✉✐✈❛❧❡♥' ✭❙▼❊✮ R '♦✉'❡5 ❧❡5 ❤❛"♠♦♥✐7✉❡5 ❞❡ '❡♠♣5 n ✭➱7✉❛✲

'✐♦♥ ✸✳✺✮✳ e(t) ❡5' ❧✬❡①♣"❡55✐♦♥ '❡♠♣♦"❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦"❝❡ #❧❡❝'"♦♠♦'"✐❝❡✳
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▲❡ 5❝❤#♠❛ ✐♠♣❧❛♥'# 5♦✉5 ▼❆❚▲❆❇✲❙■▼❯▲■◆❑ ❡5' ✐❧❧✉5'"# ♣❛" ❧❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✸✳ ❈❡ ♠♦❞S❧❡

♥✉♠#"✐7✉❡ ♥♦✉5 ♣❡"♠❡' ❞❡ ❞#'❡"♠✐♥❡" ❧❡5 '❡♥5✐♦♥5 ❞✬❛❧✐♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞✉ ♠♦'❡✉" #❧❡❝'"✐7✉❡ ♣♦✉" ❧❡5

5'"❛'#❣✐❡5 ❞❡ ❞#❝♦✉♣❛❣❡ 5✉✐✈❛♥'❡5 ✿

✕ ❆!②♥❝❤&♦♥❡ ✭❆&②♥✮ ❀

✕ ❆!②♥❝❤&♦♥❡ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝-✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐1✉❡ ✸ ✭❆&②♥✰3th✮ ❀

✕ ❙②♥❝❤&♦♥❡ ✭❙②♥✮✳

▲❡5 5'"❛'#❣✐❡5 ❆&②♥✱ ❆&②♥✰3th ❡' ❙②♥ 5♦♥' ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧❡♠❡♥' ✐❞❡♥'✐7✉❡5✳ ❊❧❧❡5 "#5✉❧'❡♥'

❞❡ ❧✬✐♥'❡"5❡❝'✐♦♥ ❡♥'"❡ ❞❡✉① 5✐❣♥❛✉①✱ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛♥-❡ ❡' ✉♥❡ ♣♦&-❡✉!❡✱ 7✉✐ ♣❡"♠❡' ❞❡ ❣#♥#"❡" ❞❡5

5✐❣♥❛✉① ❞❡ '❡♥5✐♦♥ 5✉" ❝❤❛7✉❡ ♣❤❛5❡ q✳
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Modèle Onduleur Triphasé
"stratégie aléatoire + injection harmonique 3"

Vdc

Bus continu

Vdc/2 Bus Continu

v_pwm2

v_pwm1

v_pwm3

Sum8

Sum5

Sum4

Sum3

Sum2

Sum1

>=

>=

>= -K-

-K-

-K-

In1 Out1

Porteuse

Sine Wave3

Sine Wave1

Sine Wave2

Sine Wave6

Sine Wave4

Sine Wave5

commande 3

modulante 3

modulante 2

porteuse

modulante 1

Tension 23

Tension 12
commande 1

commande 2

Tension 31

injection 

harmonique 3

signaux 

fondamentaux
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<♦✉= ❧❡+ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥+ ❛+②♥❝❤=♦♥❡+✱ ❧❛ ❢=&A✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦=/❡✉+❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦=❡ ❢=&A✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞&✲

❝♦✉♣❛❣❡ ❡+/ ✜①❡✳ ❊♥ ❝❛+ ❞✬✐♥❥❡❝/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❛=♠♦♥✐A✉❡ 3 ❞❛♥+ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐/✉❞❡ ❞❡ ❝❡/

❤❛=♠♦♥✐A✉❡ ❡+/ ❥✉❞✐❝✐❡✉+❡♠❡♥/ ❝❤♦✐+✐❡ ♣❛= ❧❡+ ❝♦♥❝❡♣/❡✉=+ ❛✜♥ ❞✬♦♣/✐♠✐+❡= ❧❡ /❛✉① ❞❡ ♠♦❞✉✲

❧❛/✐♦♥ ❡/ ❞❡ ❞✐+/♦=+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❡♥+✐♦♥✳ ▲❛ ❢=&A✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡ ❡+/ &❣❛❧❡ I ❧❛ ❢=&A✉❡♥❝❡

+②♥❝❤=♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ <♦✉= ❧❡+ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥+ +②♥❝❤=♦♥❡+✱ ❧❛ ❢=&A✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦=/❡✉+❡ &✈♦❧✉❡ ❞❡

❢❛K♦♥ ♣=♦♣♦=/✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢=&A✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡✳
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✭❜✮ ▼♦❞✉❛❧❛(✐♦♥ ❆!②♥✰3th

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ ▼▲■ ❆+②♥❝❤=♦♥❡+✱ ❣&♥&=❛/✐♦♥ ❞✉ ♣♦/❡♥/✐❡❧ ❞❡ ♣❤❛+❡ Uq ✈✐❛ ❧✬✐♥/❡=+❡❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣♦=/❡✉+❡ ❡/ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡ ✭Vdc ❂ ✶✽✵✵ ❱✱ fc ❂ ✹✵✵ ❍③ ❡/ fs ❂ ✷✵ ❍③✮✳
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▲❡" ✜❣✉&❡" ✸✳✹❛ ❡+ ✸✳✹❜ ✐❧❧✉"+&❡♥+ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡" ♣♦+❡♥+✐❡❧" ❞❡ ♣❤❛"❡" ✭Uq✮ ❣7♥7&7❡" ♣❛& ❧❛

▼▲■ ✐♥+❡&"❡❝+✐✈❡✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛+✐♦♥ ❙②♥ ♥❡ ❞✐✛=&❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛+✐♦♥ ❆&②♥ >✉❡ ♣❛& ❧❛ ♥❛+✉&❡ ❞❡

❧❛ ❢&7>✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦&+❡✉"❡✳ ▲❡" ❢♦&♠❡" ❞✬♦♥❞❡" ❞❡" +❡♥"✐♦♥" "✐♠♣❧❡" ✭❋✐❣✉&❡ ✸✳✺✮ "♦♥+ ♦❜+❡♥✉❡"

❣&C❝❡ ❛✉① ♣♦+❡♥+✐❡❧" ❞❡ ♣❤❛"❡" ✭❋✐❣✉&❡ ✸✳✹✮ ✈✐❛ ❧✬7>✉❛+✐♦♥ ❝✐✲❞❡""♦✉" ✿
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▲❡" ✜❣✉&❡" ✸✳✺ ♣&7"❡♥+❡♥+ ❧✬❛❧❧✉&❡ +❡♠♣♦&❡❧❧❡ ❡+ ❧❡" ❝♦♥+❡♥✉" ❤❛&♠♦♥✐>✉❡" ❞❡" +❡♥"✐♦♥" "✐♠♣❧❡"

▼▲■ ♣♦✉& ❧❡" ♠♦❞✉❧❛+✐♦♥" ❆&②♥ ❡+ ❆&②♥✰3th✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ❚❡♥'✐♦♥ '✐♠♣❧❡ Vq✱ ▼▲■ ❆'②♥❝❤5♦♥❡' ❆!②♥ ❡6 ❆!②♥✰3th ✭Vqeff ❂ ✹✵✵ ❱✱ fc ❂

✹✵✵ ❍③ ❡6 fs ❂ ✷✵ ❍③✮✳

▲❡' ❝♦♥6❡♥✉' ❤❛5♠♦♥✐B✉❡' '♦♥6 B✉❛❧✐6❛6✐✈❡♠❡♥6 ✐❞❡♥6✐B✉❡'✱ ❧❡' ❛❧❧✉5❡' 6❡♠♣♦5❡❧❧❡' ❛✉''✐✳ ▲❡

♣5❡♠✐❡5 ❣5♦✉♣❡ ❞✬❤❛5♠♦♥✐B✉❡' ❞❡ ❧❛ ▼▲■ ❡'6 ❢♦56❡♠❡♥6 5H❞✉✐6 ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❥❡❝6✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❛5♠♦♥✐B✉❡

3✳

❉❛♥' ❧❛ '✉✐6❡ ❞❡ ♥♦' 65❛✈❛✉①✱ ♥♦✉' ❛❧❧♦♥' ❛♣♣❡❧❡5 m0 ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛6✐♦♥ ❡6 r0 ❧❡ 6❛✉①

❞❡ ♠♦❞✉❧❛6✐♦♥✳ ▲❡' HB✉❛6✐♦♥' ✸✳✼ ♣❡5♠❡66❡♥6 ❞❡ ❞H6❡5♠✐♥❡5 ❝❡' ❣5❛♥❞❡✉5'✱ ♦M V1 ❡'6 ❧❛ ✈❛❧❡✉5

❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ 6❡♥'✐♦♥ '✐♠♣❧❡ ❡6 Vdc ❧❛ ✈❛❧❡✉5 ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ 6❡♥'✐♦♥ ❞✉ ❜✉' ❝♦♥6✐♥✉✳
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✭✸✳✼✮

❊♥ 65❛❝6✐♦♥ ❢❡55♦✈✐❛✐5❡✱ ❝♦♠♣6❡ 6❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐6 B✉❡ ❧❡' ❢5HB✉❡♥❝❡' ❞❡ ❞H❝♦✉♣❛❣❡ '♦♥6 5❡❧❛6✐✈❡♠❡♥6

❢❛✐❜❧❡'✱ ✐❧ ❡'6 5❡❝♦♠♠❛♥❞H B✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛6✐♦♥ '♦✐6 '✉♣H5✐❡✉5 Q 10 ✭❞❛♥' ♥♦65❡ ❝♦♥6❡①6❡✱

♥♦✉' '♦♠♠❡' ❝♦♥65❛✐♥6' Q m0 > 15✮ ♣♦✉5 ❛✈♦✐5 ✉♥ '✐❣♥❛❧ ♣H5✐♦❞✐B✉❡ ❧❡ ♠♦✐♥' ♣❡56✉5❜H ♣♦''✐❜❧❡✳

❆✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛6✐♦♥ ✐♥6❡5'❡❝6✐✈❡ ❝❧❛''✐B✉❡✱ ❙②♥ ❡6 ❆!②♥✱ ❧❡' ❞H❝❤❡6' ❞❡ 6❡♥'✐♦♥ ♦♥6

✉♥❡ ✈❛❧❡✉5 ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ 21.5%✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉5 ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ 6❡♥'✐♦♥ '✐♠♣❧❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉5

♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ 78, 5% ❞❡ ❧❛ 6❡♥'✐♦♥ ❞✉ ❜✉' ❝♦♥6✐♥✉ Vdc✳ ❈❡ ♣♦✉5❝❡♥6❛❣❡ ❡'6 ♠❛①✐♠❛❧ ❝❛5 ♦♥ ♥❡
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♣!❡♥❞ ♣❛& ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ✐❝✐ ❧❡& *❡♠♣& ♠♦!*& ♥-❝❡&&❛✐!❡& . ❧❛ ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥ ❞❡& ✐♥*❡!!✉♣*❡✉!& ✭r0 < 1✮ ✳

❆✈❡❝ ❧✬✐♥❥❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❛!♠♦♥✐8✉❡ 3✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡& ❞-❝❤❡*& ❞❡ *❡♥&✐♦♥ ♣❛&&❡ ❞❡ 21.5%

. 9.3%✳ ▲❡& ✈❛❧❡✉!& ❡✣❝❛❝❡& ❞❡ ❧❛ *❡♥&✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥* ❞♦♥❝ ❛**❡✐♥❞!❡ 90.7% ❞❡ ❧❛ *❡♥&✐♦♥ ❞✉ ❜✉&

❝♦♥*✐♥✉ Vdc✳ ❈✬❡&* ❧❛ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥  ✉❜♦♣%✐♠❛❧❡✳

▲❡& ❤❛!♠♦♥✐8✉❡& ❞❡ *❡♠♣& ✐♥*!♦❞✉✐*& ♣❛! ❧❡& ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥& ✐♥*❡!&❡❝*✐✈❡& ❞❛♥& ❧❡& ♣♦*❡♥*✐❡❧&

❞❡ ♣❤❛&❡✱ &♦♥* . ❧❛ ❢!-8✉❡♥❝❡ n1fc + n2fs✱ ❛✈❡❝ n1 ❡* n2 ❞❡& ❡♥*✐❡!& ♥❛*✉!❡❧& ❞❡ ♣❛!✐*- ♦♣♣♦&-❡✳

■❧& &❡ !❡❣!♦✉♣❡♥* ❡♥ *!♦✐& ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡& ❢❛♠✐❧❧❡&✳ ❆✉✲❞❡❧. ❞❡ ❧❛ *!♦✐&✐B♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❧❡& ❤❛!♠♦♥✐8✉❡&

&♦♥* ❢❛✐❜❧❡&✱ ❧✬✐♠♣-❞❛♥❝❡ -8✉✐✈❛❧❡♥*❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ -❧❡✈-❡ ❡* ❞♦♥❝ ❧❡& ❤❛!♠♦♥✐8✉❡& ❞❡ ❝♦✉!❛♥*&

♣❡✉✈❡♥* C*!❡ ♥-❣❧✐❣-&✳ ❖♥ ❛ ✿

✕ ▲❛ ♣!❡♠✐B!❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝❡♥*!-❡ ❛✉*♦✉! ❞❡ ❧✬❤❛!♠♦♥✐8✉❡ fc✱ 8✉✐ ❝♦♠♣!❡♥❞ ❧✬❤❛!♠♦♥✐8✉❡ fc✱ ❧❛

♣❛✐!❡ fc ± 2fs ❡* ❧❛ ♣❛✐!❡ fc ± 4fs✳

✕ ▲❛ ❞❡✉①✐B♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝❡♥*!-❡ ❛✉*♦✉! ❞❡ ❧✬❤❛!♠♦♥✐8✉❡ 2fc✱ 8✉✐ ❝♦♠♣!❡♥❞ ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥* ❧❛

♣❛✐!❡ 2fc ± fs ❡* ❧❛ ♣❛✐!❡ 2fc ± 3fs✳

✕ ▲❛ *!♦✐&✐B♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝❡♥*!-❡ ❛✉*♦✉! ❞❡ ❧✬❤❛!♠♦♥✐8✉❡ 3fc✱ 8✉✐ ❝♦♠♣!❡♥❞ ❧✬❤❛!♠♦♥✐8✉❡ 3fc✱

❧❛ ♣❛✐!❡ 3fc ± 2fs ❡* ❧❛ ♣❛✐!❡ 3fc ± 4fs✳

❉❛♥& ❧❡& &②&*B♠❡& *!✐♣❤❛&-& -8✉✐❧✐❜!-&✱ ❧✬❤❛!♠♦♥✐8✉❡ 3fc ♥✬❛♣♣❛!❛✐* ♣❛& ❞❛♥& ❧❡ &♣❡❝*!❡ ❤❛!✲

♠♦♥✐8✉❡ ❞❡& *❡♥&✐♦♥& &✐♠♣❧❡&✳ J♦✉! ❞❡& ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥& ❙②♥ ❡* ❆&②♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥

m0 ♠✉❧*✐♣❧❡ ❞❡ 3✱ ❧✬❤❛!♠♦♥✐8✉❡ fc ❞✐&♣❛!❛✐* ❛✉&&✐ ❞❛♥& ❧❡ &♣❡❝*!❡ ❤❛!♠♦♥✐8✉❡ ❞❡& *❡♥&✐♦♥& &✐♠♣❧❡&✳

✸✳✷✳✷ ▲❡% ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧0❡%

▲❡& *❡♥&✐♦♥& ❞✬❛❧✐♠❡♥*❛*✐♦♥ ♣♦✉! ❧❡& &*!❛*-❣✐❡& ❞❡ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥ . ❆♥❣❧❡ ❈❛❧❝✉❧0 ✭❈❛❧❝✮ ♦✉

1❧❡✐♥❡ ❖♥❞❡ ✭7❖✮ &♦♥* ❞-*❡!♠✐♥-❡& ♣❛! ❝❛❧❝✉❧& ❛♥❛❧②*✐8✉❡&✳ ▲❡ &✉♣♣♦!* ❜✐❜❧✐♦❣!❛♣❤✐8✉❡ 8✉✐

❛ ♣❡!♠✐& ❧✬-❧❛❜♦!❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡& ❝❛❧❝✉❧& ❡&* ❬❇♦♥❛❧ ✶✾✾✼❪✳ ❊♥ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧-❡✱ ❧❡& ❛♥❣❧❡& ❞❡

❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥ &♦♥* ❞-*❡!♠✐♥-& &♦✐* ♣♦✉! -❧✐♠✐♥❡! ❧❡& ♣!❡♠✐❡!& ❤❛!♠♦♥✐8✉❡&✱ &♦✐* ♣♦✉! ♠✐♥✐♠✐&❡!

❧❡ *❛✉① ❞✬❤❛!♠♦♥✐8✉❡&✳

❉❛♥& ♥♦*!❡ ♦✉*✐❧✱ ❧❡& ❛♥❣❧❡& . ❛♣♣❧✐8✉❡! ❞❛♥& ❧❛ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧-❡ &♦♥* ❞♦♥♥-& ❞❛♥& ✉♥❡

*❛❜❧❡ ❡* &♦♥* ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ *❛✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥✳ J♦✉! ❧❡ *❛✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥ ❞♦♥♥-✱ ❧✬❛❧❣♦!✐*❤♠❡

❢❡!❛ ✉♥❡ ✐♥*❡!♣♦❧❛*✐♦♥ ❧✐♥-❛✐!❡ ❡♥*!❡ ❧❡& ❛♥❣❧❡& ❝♦!!❡&♣♦♥❞❛♥*& ❛✉ *❛✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥ &✉♣-!✐❡✉!

❡* ❛✉ *❛✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥ ✐♥❢-!✐❡✉! . ❝❡❧✉✐ &♦✉❤❛✐*-✳ J♦✉! ❣❛!❛♥*✐! ❞❡& &✐❣♥❛✉① . ❛❧*❡!♥❛♥❝❡

&②♠-*!✐8✉❡ ♣❛! !❛♣♣♦!* ❛✉ ♣♦✐♥* ♠✐❧✐❡✉✱ ❝❡& ❛♥❣❧❡& &♦♥* ❞-✜♥✐& &✉! ✉♥ 8✉❛!* ✭1/4✮ ❞❡ ♣-!✐♦❞❡✳

❯♥❡ ❢!-8✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞-❝♦✉♣❛❣❡ ✜❝*✐✈❡ ❡&* ❞-❞✉✐*❡ ♣♦✉! ❝❤❛8✉❡ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧-❡✳ ❙❛❝❤❛♥*

8✉❡ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ac ❛♥❣❧❡& ♣❛! 8✉❛!* ❞❡ ♣-!✐♦❞❡✱ ✐❧ ❡&* ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉!❡ 8✉✬✐❧ ② ❛ ac ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥&

♣❛! 8✉❛!* ❞❡ ♣-!✐♦❞❡✱ ❡* ❞♦♥❝ 2ac ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥& ♣❛! ❛❧*❡!♥❛♥❝❡✳ ■❧ ✈✐❡♥* ❞♦♥❝ 8✉❡ ♣♦✉! ✉♥❡

♠♦❞✉❧❛*✐♦♥ . ac ❛♥❣❧❡& ❝❛❧❝✉❧-&✱ ❧❛ ❢!-8✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞-❝♦✉♣❡ ✜❝*✐✈❡ ❡&* ✿

fc = 2 ac + 1 ✭✸✳✽✮

▲❡& &✐❣♥❛✉① !-&✉❧*❛♥*& &♦♥* ❝♦♥&*!✉✐*& ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉&*!- ♣❛! ❧❡& ✜❣✉!❡& ✸✳✻❛ ❡* ✸✳✻❜✳ ❊♥ ✉*✐❧✐&❛♥*

❧✬-8✉❛*✐♦♥ ✸✳✻✱ ♥♦✉& ♦❜*❡♥♦♥& ❧❡& *❡♥&✐♦♥& &✐♠♣❧❡& ❞❡& ✜❣✉!❡& ✸✳✼❛ ❡* ✸✳✼❜✳
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✭❜✮ #♦%❡♥%✐❡❧ ♣❤❛,❡ ❈❛❧❝ ✹ ❛♥❣❧❡,✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ▼▲■ ❆♥❣❧❡, ❈❛❧❝✉❧1,✱ ❝♦♥,45✉❝4✐♦♥ ❞❡, ♣♦4❡♥4✐❡❧, ❞❡ ♣❤❛,❡ Uq ✈✐❛ ❧❛ ❧❡❝4✉5❡ ❞❡,

❛♥❣❧❡, ❡4 4❡♥,✐♦♥, ,✐♠♣❧❡, ✭Vdc ❂ ✶✽✵✵ ❱ ❡4 fs ❂ ✺✺ ❍③✮✳

▲❡ ♥♦♠❜5❡ ❞✬❛♥❣❧❡, 5❡♣51,❡♥4❡ ❧❡, ❞❡❣51, ❞❡ ❧✐❜❡541 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥✳ ❆✈❡❝ na ❛♥❣❧❡, ❝❛❧❝✉❧1,✱ ✐❧

❡,4 ♣♦,,✐❜❧❡ ❞✬❛❣✐5 ,✉5 na−1 ❤❛5♠♦♥✐I✉❡,✳ ❉❛♥, ♥♦45❡ ❝♦♥4❡①4❡✱ ❧❡, ❛♥❣❧❡, ,❡5♦♥4 ♣5✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥4

❝❛❧❝✉❧1, ❞❛♥, ❧❡ ❜✉4 ❞✬1❧✐♠✐♥❡5 ❧❡, ♣5❡♠✐❡5, ❤❛5♠♦♥✐I✉❡,✳
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✭❜✮ ❚❡♥,✐♦♥ ,✐♠♣❧❡ ❈❛❧❝ ✹ ❛♥❣❧❡,✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ ▼▲■ ❆♥❣❧❡, ❈❛❧❝✉❧1,✱ 4❡♥,✐♦♥, ,✐♠♣❧❡, ❞1❞✉✐4❡, ❞❡ ❧✬1I✉❛4✐♦♥ ✸✳✻✳

❆✐♥,✐✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛4✐♦♥ M 5 ❛♥❣❧❡, ❝❛❧❝✉❧1, ❈❛❧❝✺✱ ♥♦✉, 1❧✐♠✐♥♦♥, ❧❡, 4 ♣5❡♠✐❡5,

❤❛5♠♦♥✐I✉❡,✱ M ,❛✈♦✐5 ❧❡, ❤❛5♠♦♥✐I✉❡, H05✱ H07✱ H11 ❡4 H13 ✭❋✐❣✉5❡ ✸✳✽❛✮✳ ❉❡ ♠O♠❡✱ ❛✈❡❝ 4

❛♥❣❧❡, ❝❛❧❝✉❧1, ❈❛❧❝✹✱ ♥♦✉, 1❧✐♠✐♥♦♥, ❧❡, ❤❛5♠♦♥✐I✉❡, H05✱ H07 ❡4 H11 ✭❋✐❣✉5❡ ✸✳✽❜✮✳

▲❡, ✜❣✉5❡, ❝✐✲❞❡,,♦✉, ✭❋✐❣✉5❡ ✸✳✽✮ 51❝❛♣✐4✉❧❡♥4 ❧✬❛♥❛❧②,❡ ,✉5 ❧❡, 4❡♥,✐♦♥, ,✐♠♣❧❡, ❞✬❛❧✐♠❡♥✲

4❛4✐♦♥ ♣♦✉5 ❧❡, ❞✐✛15❡♥4❡, ♠♦❞✉❧❛4✐♦♥, ❝❛❧❝✉❧1❡, ❡4 ❧❛ ♣❧❡✐♥❡ ♦♥❞❡✳ ▲❡, ♠♦❞✉❧❛4✐♦♥, ❝❛❧❝✉❧1❡,

❡4 ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧❡✐♥❡ ♦♥❞❡ ✐♥45♦❞✉✐,❡♥4 ❧❡, ❤❛5♠♦♥✐I✉❡, ❞❡ ❢51I✉❡♥❝❡ 6k± 1 ❛✈❡❝ k ❡♥4✐❡5

♥❛4✉5❡❧✳ ❉❛♥, ❧✬♦✉4✐❧ ❉■❱❆✱ ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ &❧❡❝()♦♥✐-✉❡ ❞❡ ♣✉✐11❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐I✉❡ M ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥

&❧❡❝()♦♠❛❣♥&(✐-✉❡✱ ❧❡, 4❡♥,✐♦♥, ❤❛5♠♦♥✐I✉❡, Un = ❚❋❉{Vq(t)}✳

▲❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ 1❧❡❝45♦♠❛❣♥14✐I✉❡ ❛ ♣♦✉5 ♦❜❥❡❝4✐❢ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡5 ❧✬✐♥❞✉❝4✐♦♥ 4♦4❛❧❡ ❞❛♥, ❧✬❡♥45❡❢❡5✳

❈❡❝✐ ♣❛,,❡ 4♦✉4 ❞✬❛❜♦5❞ ♣❛5 ❧❛ ❞14❡5♠✐♥❛4✐♦♥ ❞❡, ❢♦5❝❡, ♠❛❣♥14♦♠♦45✐❝❡, ❞1✈❡❧♦♣♣1❡, ♣❛5 ❧❡

❜♦❜✐♥❛❣❡ ,4❛4♦5 f s
mm ❡4 ❧❡, ❆V, ❞✉ 5♦4♦5 f r

mm✱ ♣✉✐, ♣❛5 ❧✬❡,4✐♠❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡5♠1❛♥❝❡ ❞✬❡♥45❡❢❡5
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥- ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ *❡♥-✐♦♥ -✐♠♣❧❡ Vq✱ ❚❋❉ ▼▲■ ❛♥❣❧❡- ❝❛❧❝✉❧<- ✭Vqeff ❂ ✹✵✵

❱ ❡* fs ❂ ✺✺ ❍③✮ ❡* ❚❋❉ ♣❧❡✐♥❡ ♦♥❞❡ ✭Vqeff ❂ ✽✶✵ ❱ ❡* fs ❂ ✺✺ ❍③✮✳
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(1❛1♦+ ✭❋✐❣✉+❡( ✸✳✶✶✮ (♦♥1 +6❝❛♣✐1✉❧6( ❞❛♥( ❧❡ 1❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ ◆♦1♦♥( /✉❡ ks ❡(1 ✉♥ ❡♥1✐❡+ ♥❛1✉+❡❧✳
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✭❜✮ ❚❋❉ ✷❉ {fs
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶ ✕ ▼♦1❡✉+ ❆❘✈✷✱ spp = 2
5 ❡♥❝♦❝❤❡( ♣❛+ ♣C❧❡ ❡1 ♣❛+ ♣❤❛(❡✳

▲✬❤❛+♠♦♥✐/✉❡ ❞❡ +❛♥❣ 5 ❡(1 ❧✬❤❛+♠♦♥✐/✉❡ ✉1✐❧❡ /✉✐ 1♦✉+♥❡ F ❧❛ ✈✐1❡((❡ (②♥❝❤+♦♥❡ 6❧❡❝1+✐/✉❡

❞✉ ♠♦1❡✉+✱ ❞❛♥( ❧❡ (❡♥( ❞✐+❡❝1✳ ▲❡( ❤❛+♠♦♥✐/✉❡( ❞❡ +❛♥❣ ✐♥❢6+✐❡✉+ F 15 (♦♥1 ❛♣♣❡❧6( ❞❡( (♦✉(✲

❤❛+♠♦♥✐/✉❡(✳

❍❛+♠♦♥✐/✉❡ ❖+❞+❡ (♣❛1✐❛❧ (m) ❋+6/✉❡♥❝❡ (f) ❡♥ Hz

F
m,f
s (1± 2qsks) fs

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ✕ ❍❛+♠♦♥✐/✉❡( ❞❡ ❧❛ ❢♦+❝❡ ♠❛❣♥61♦✲♠♦1+✐❝❡ (1❛1♦+✱ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥1❛✐+❡ ♦✉ ❝♦♥❝❡♥1+6✳

❆✈❡❝ ✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐'-$✐❜✉, 4 ♣❛' ❡♥-✐❡$✱ ❧❡( ❤❛+♠♦♥✐/✉❡( (♣❛1✐♦✲1❡♠♣♦+❡❧( ❞❡ ❧❛ ❢♦+❝❡

♠❛❣♥61♦✲♠♦1+✐❝❡ (1❛1♦+ ✭❋✐❣✉+❡( ✸✳✶✷✮ (♦♥1 +6❝❛♣✐1✉❧6( ❞❛♥( ❧❡ 1❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✱ ❛✈❡❝ ks ❡(1 ✉♥ ❡♥1✐❡+

♥❛1✉+❡❧✳
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✭❜✮ ❚❋❉ ✷❉ {fs
mm(α, t)}✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷ ✕ ▼♦'❡✉* ❆❘✈✵✱ spp = 2 ❡♥❝♦❝❤❡3 ♣❛* ♣6❧❡ ❡' ♣❛* ♣❤❛3❡✳



✸✳✸✳ ❋♦$❝❡' ♠❛❣♥,-♦♠♦-$✐❝❡'✱ fmm(α, t) ✻✹

❉❛♥# ❧❡ #♣❡❝()❡ ❤❛)♠♦♥✐.✉❡ ❞❡ f s
mm ✭❋✐❣✉)❡# ✸✳✶✶❜✱ ✸✳✶✷❜ ❡( ✸✳✶✸❜✮✱ ❧❡ #✐❣♥❡ (−) ()❛❞✉✐( ❧❛

)♦(❛(✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡ #❡♥# ✐♥✈❡)#❡ ❞❡ ❧✬❤❛)♠♦♥✐.✉❡ ❝♦♥❝❡)♥= > ❧❛ ♣✉❧#❛(✐♦♥ ✭❢)=.✉❡♥❝❡✮ ❛##♦❝✐=❡✳

❍❛)♠♦♥✐.✉❡ ❖)❞)❡ #♣❛(✐❛❧ (m) ❋)=.✉❡♥❝❡ (f) ❡♥ Hz

F
m,f
s p(1± 2qsks) fs

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ✕ ❍❛)♠♦♥✐.✉❡# ❞❡ ❧❛ ❢♦)❝❡ ♠❛❣♥=(♦✲♠♦()✐❝❡ #(❛(♦)✱ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐#()✐❜✉= > ♣❛# ❡♥(✐❡)✳

❆✈❡❝ ✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐'-$✐❜✉, 5 ♣❛' ❢$❛❝-✐♦♥♥❛✐$❡✱ ❧❡# ❤❛)♠♦♥✐.✉❡# #♣❛(✐♦✲(❡♠♣♦)❡❧# ❞❡ ❧❛

❢♦)❝❡ ♠❛❣♥=(♦✲♠♦()✐❝❡ #(❛(♦) ✭❋✐❣✉)❡# ✸✳✶✸✮ #♦♥( )=❝❛♣✐(✉❧=# ❞❛♥# ❧❡ (❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✱ ❛✈❡❝ ks ❡#( ✉♥

❡♥(✐❡) ♥❛(✉)❡❧✳
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✭❜✮ ❚❋❉ ✷❉ {fs
mm(α, t)}✳

❋✐❣✉)❡ ✸✳✶✸ ✕ ▼♦(❡✉) ❙✐♥❱✶✱ spp = 1.5 ❡♥❝♦❝❤❡# ♣❛) ♣H❧❡ ❡( ♣❛) ♣❤❛#❡✳

❍❛)♠♦♥✐.✉❡ ❖)❞)❡ #♣❛(✐❛❧ (m) ❋)=.✉❡♥❝❡ (f) ❡♥ Hz

F
m,f
s p(1± qsks) fs

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸ ✕ ❍❛)♠♦♥✐.✉❡# ❞❡ ❧❛ ❢♦)❝❡ ♠❛❣♥=(♦✲♠♦()✐❝❡ #(❛(♦)✱ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐#()✐❜✉= > ♣❛# ❢)❛❝✲

(✐♦♥♥❛✐)❡✳

❉❛♥# ❧❡# (❛❜❧❡# ✸✳✶✱ ✸✳✷ ❡( ✸✳✸✱ ks ❡#( ✉♥ ❡♥(✐❡) ♥❛(✉)❡❧✳ ◗✉❡❧.✉❡ #♦✐( ❧❡ (②♣❡ ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡✱

❧✬♦)❞)❡ #♣❛(✐❛❧ ❞❡# ❤❛)♠♦♥✐.✉❡# ❞❡ ❧❛ ❢♦)❝❡ ♠❛❣♥=(♦♠♦()✐❝❡ #(❛(♦) ♣❡✉( #✬=❝)✐)❡ #♦✉# ✉♥❡ #❡✉❧❡

❢♦)♠❡✱ νp✳ ❆✈❡❝ ks = 0,±1,±2, ... ✐❧ ✈✐❡♥( ✿

✕ ♣♦✉) ❞❡# ❜♦❜✐♥❛❣❡# ❞✐#()✐❜✉=# > ♣❛# ❡♥(✐❡) ✿ ν = (2qsks + 1) ❀

✕ ♣♦✉) ❞❡# ❜♦❜✐♥❛❣❡# ❞✐#()✐❜✉=# > ♣❛# ❢)❛❝(✐♦♥♥❛✐)❡ ✿ ν = (qsks + 1) ❀

✕ ♣♦✉) ❞❡# ❜♦❜✐♥❛❣❡# ❝♦♥❝❡♥()=# ♦✉ ❞❡♥(❛✐)❡# ✿ ν = (2qsks + 1)/p✳

✸✳✸✳✶✳✶ ❊①♣$❡''✐♦♥ ❤❛$♠♦♥✐<✉❡ ♣♦✉$ ❛❧✐♠❡♥-❛-✐♦♥ '✐♥✉'♦>❞❛❧❡

M♦✉) ✉♥❡ ❛❧✐♠❡♥(❛(✐♦♥ #✐♥✉#♦N❞❛❧❡✱ ❧❡# ❝♦✉)❛♥(# #♦♥( > ❧❛ ❢)=.✉❡♥❝❡ #②♥❝❤)♦♥❡ fs✳ ❈✬❡#( ❧❡ ❝❛#

❞❡ ✜❣✉)❡ .✉✐ ❛ =(= =(✉❞✐= ❥✉#.✉✬✐❝✐✳ ▲❡ #♣❡❝()❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦)❝❡ ♠❛❣♥=(♦♠♦()✐❝❡ ❞✉ #(❛(♦) #❡ )=#✉♠❡

❞❛♥# ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✳



✸✳✸✳ ❋♦$❝❡' ♠❛❣♥,-♦♠♦-$✐❝❡'✱ fmm(α, t) ✻✺

❍❛"♠♦♥✐'✉❡ ❖"❞"❡ ,♣❛.✐❛❧ (m) ❋"1'✉❡♥❝❡ (f) ❡♥ Hz

F
m,f
s νp fs

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹ ✕ ❍❛"♠♦♥✐'✉❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦"❝❡ ♠❛❣♥1.♦✲♠♦."✐❝❡ ,.❛.♦"✱ ❛❧✐♠❡♥.❛.✐♦♥ ,✐♥✉,♦;❞❛❧❡✳

✸✳✸✳✶✳✷ ❊①♣$❡''✐♦♥ ❤❛$♠♦♥✐8✉❡ ♣♦✉$ ❛❧✐♠❡♥-❛-✐♦♥ ▼▲■ ✐♥-❡$❝❡♣-✐✈❡

<♦✉" ✉♥❡ ❛❧✐♠❡♥.❛.✐♦♥ ▼▲■ ❆,②♥❝❤"♦♥❡ ♦✉ ❙②♥❝❤"♦♥❡✱ ❧❡, ❝♦✉"❛♥., ,♦♥. D ❧❛ ❢"1'✉❡♥❝❡

f s
n = n1fs ± n2fc✱ ❛✈❡❝ n1 ❡. n2 ❞❡, ❡♥.✐❡", ♥❛.✉"❡❧, ❞❡ ♣❛"✐.1 ♦♣♣♦,1❡✳ ▲❡ ,♣❡❝."❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦"❝❡

♠❛❣♥1.♦♠♦."✐❝❡ ❞✉ ,.❛.♦" ,❡ "1,✉♠❡ ❞❛♥, ❧❡ .❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺✳

❍❛"♠♦♥✐'✉❡ ❖"❞"❡ ,♣❛.✐❛❧ (m) ❋"1'✉❡♥❝❡ (f) ❡♥ Hz

F
m,f
s νp n1fs ± n2fc

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺ ✕ ❍❛"♠♦♥✐'✉❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦"❝❡ ♠❛❣♥1.♦✲♠♦."✐❝❡ ,.❛.♦"✱ ▼▲■ ❛,②♥❝❤"♦♥❡ ♦✉ ,②♥❝❤"♦♥❡✳

✸✳✸✳✶✳✸ ❊①♣$❡''✐♦♥ ❤❛$♠♦♥✐8✉❡ ♣♦✉$ ❛❧✐♠❡♥-❛-✐♦♥ ▼▲■ ❝❛❧❝✉❧,❡ ❡- ?❧❡✐♥❡ ❖♥❞❡

<♦✉" ✉♥❡ ❛❧✐♠❡♥.❛.✐♦♥ ▼▲■ D ❛♥❣❧❡, ❝❛❧❝✉❧1,✱ ❧❡, ❝♦✉"❛♥., ,♦♥. D ❧❛ ❢"1'✉❡♥❝❡ f s
n = (2n+1)fs✱

❛✈❡❝ n = 0,±1,±2, ...✳ ▲❡ ,♣❡❝."❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦"❝❡ ♠❛❣♥1.♦♠♦."✐❝❡ ❞✉ ,.❛.♦" ,❡ "1,✉♠❡ ❞❛♥, ❧❡ .❛❜❧❡❛✉
✸✳✻✳

❍❛"♠♦♥✐'✉❡ ❖"❞"❡ ,♣❛.✐❛❧ (m) ❋"1'✉❡♥❝❡ (f) ❡♥ Hz

F
m,f
s νp (2n+ 1)fs

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻ ✕ ❍❛"♠♦♥✐'✉❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦"❝❡ ♠❛❣♥1.♦✲♠♦."✐❝❡ ,.❛.♦"✱ ▼▲■ D ❛♥❣❧❡, ❝❛❧❝✉❧1,✳

✸✳✸✳✷ ❋♦%❝❡( ♠❛❣♥-.♦♠♦.%✐❝❡( ❞✉ %♦.♦%✱ f r
mm(α, t)

<♦✉" ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦"❝❡ ♠❛❣♥1.♦✲♠♦."✐❝❡ ❞1✈❡❧♦♣♣1❡ ♣❛" ❛✐♠❛♥., ♣❡"♠❛♥❡♥., ✭❆<,✮

❞❛♥, ❧✬❡♥."❡❢❡" f r
mm✱ ♥♦✉, ❛❧❧♦♥, ✉.✐❧✐,❡" ✉♥❡ ♠1.❤♦❞❡ ."L, ♣"1❝✐,❡✱ ❧❛ "1,♦❧✉.✐♦♥ ❞❡, 1'✉❛.✐♦♥,

▲❛♣❧❛❝✐❡♥✴'✉❛,✐✲<♦✐,,♦♥✳ ❈✬❡,. ❝❡..❡ ♠1.❤♦❞❡ ❞❡ "1,♦❧✉.✐♦♥ '✉✐ ❡,. ✉.✐❧✐,1❡ ❞❛♥, ❧❡, ❢♦"♠✉❧❛.✐♦♥,

♥✉♠1"✐'✉❡,✳

❉❛♥, ♥♦."❡ ♠1.❤♦❞♦❧♦❣✐❡✱ ♥♦✉, ❛❧❧♦♥, ,✉♣♣♦,❡" ❧❡ ,.❛.♦" ❧✐,,❡✱ ❧❡, ❆<, ♠♦♥.1, ❡♥ ,✉"❢❛❝❡✱ ❧❡,

❆<, ❡♥ ❢♦"♠❡ ❞❡ ❝❛❧♦..❡ ❡. ❧❡ ❢❡" ✐♥✜♥✐♠❡♥. ♣❡"♠1❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥. ❧✬❛✐"✳ ❉❛♥, ,❡, ❝♦♥❞✐.✐♦♥,✱ ♥♦✉,

❛❧❧♦♥, ❝❛❧❝✉❧❡" ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1.✐'✉❡ ❞❛♥, ❧✬❡♥."❡❢❡" HI ♣♦✉" ✉♥❡ ▼❙❆<, ❝♦♠♠❡ ❞1❝"✐. ❞❛♥, ❧❡,

❛".✐❝❧❡, ❬❇♦✉❧❡, ✶✾✽✺❪ ❡. ❬❩❤✉ ✷✵✵✷❪✳







−→
B I = µ0

−→
H I

−→
B II = µ0µr

−→
H II + µ0

−→
M

✭✸✳✶✸✮

▲❡, 1'✉❛.✐♦♥, ✸✳✶✸ ❞1❝"✐✈❡♥. ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥."❡ ❧❡, ❝♦♠♣♦,❛♥.❡, ❞✉ ❝❤❛♠♣ 1❧❡❝."♦♠❛❣♥1.✐'✉❡

✭

−→
B ✱
−→
H ✮ ❛♣♣❧✐'✉1❡, D ✉♥❡ ▼❙❆<,✱ ♦Z ✭

−→
B I ✱

−→
H I✮ ❡. ✭

−→
B II ✱

−→
H II✮ "❡♣"1,❡♥.❡♥. "❡,♣❡❝.✐✈❡♠❡♥. ❧❡,



fmm(α, t)

µ0 µr

2D r θ−→
M

−→
M =Mr

−→r +Mθ

−→
θ

MMr

M 

er

et

hmax
hmin

!p"/p

rc

rc =
(hmax − hmin)

hmax

rc
rc 1

−→r Xrshape
−→
θ Xθshape

rc 0

α Xrshape = Xθshape = 1

{
Xrshape = 1

Xθshape = 1

α
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❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ &✉✐) ✿







Xrshape =
Rm

hm

(

1− 1
cos(α)

)

+ 1
cos(α)

Xθshape = 1
✭✸✳✶✼✮

▲❡& ♣3♦❥❡❝)✐♦♥& ❞❛♥& ❧❡ 3❡♣73❡ ❝②❧✐♥❞3✐9✉❡ ❞✉ ✈❡❝)❡✉3 ♠❛❣♥<)✐&❛)✐♦♥

−→
M ✱ ♥♦)❛♠♠❡♥) &✉3 ❧✬❛①❡

−→r ❡) &✉3 ❧✬❛①❡

−→
θ &♦♥) 3❡♣3<&❡♥)<❡& 3❡&♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ♣❛3 ❧❡& ✜❣✉3❡& ✸✳✶✺❛ ❡) ✸✳✶✺❜✳

Mr = M cos( ) Xrshape 

0

!/p

M

-M 

2!/p

 !/2p

- p!/2p 3!/2p p!/2p

✭❛✮ ❈♦♠♣♦'❛♥)❡ +❛❞✐❛❧❡✱ Mr(α)✳

M  = M sin(!) X shape 

0
"/p 2"/p

"/2p

-!p"/2p 3"/2p

!p"/2p !

✭❜✮ ❈♦♠♣♦'❛♥)❡ )❛♥❣❡♥)✐❡❧❧❡✱ Mθ(α)✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✺ ✕ %&♦❥❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥3+✐4❛+✐♦♥ ❞❡4 ❆%4 ❞❛♥4 ❧❡ &❡♣7&❡ ❝②❧✐♥❞&✐9✉❡✳

❆✈❡❝ ❞❡4 ♠♦+❡✉&4 39✉✐♣34 ❞❡4 ❆%4 ❡♥ +❡&&❡4 &❛&❡4 ✭❛✈❡❝ ❧❡ 4❡❝♦♥❞ ❝❛❞&❛♥+ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉&❜❡ ❞❡

❞34❛✐♠❛♥+❛+✐♦♥ ❧✐♥3❛✐&❡✮✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ✈❡❝+❡✉& ♠❛❣♥3+✐4❛+✐♦♥ ❡4+ ❞♦♥♥3 ♣❛& ❧✬39✉❛+✐♦♥ ✸✳✶✽✱ ♦B

Br ❡4+ ❧✬✐♥❞✉❝+✐♦♥ &3♠❛♥❡♥+❡ ❞❡4 ❆%4✳

M =
∣
∣
∣
−→
M

∣
∣
∣ =

Br

µ0
✭✸✳✶✽✮

❊♥ ❛♣♣❧✐9✉❛♥+ ❧❡4 ❝♦❡✣❝✐❡♥+4 ❞❡ ❧✬39✉❛+✐♦♥ ✸✳✶✼✱ ❧❡4 ♣&♦❥❡❝+✐♦♥4 ❞✉ ✈❡❝+❡✉&

−→
M 4✬❡①♣&✐♠❡♥+ ❞❡

❧❛ ♠❛♥✐7&❡ 4✉✐✈❛♥+❡ ✿

Mr = 0

Mθ = 0

}

− π

2p
≤ α < −αp

π

2p
✭✸✳✶✾✮

Mr =
Br

µ0

[
Rm

hm
(cos(α)− 1) + 1

]

Mθ = −
Br

µ0
sin(α)







−αp
π

2p
≤ α < αp

π

2p
✭✸✳✷✵✮

Mr = 0

Mθ = 0

}

αp
π

2p
≤ α <

(2− αp)π

2p
✭✸✳✷✶✮

Mr = −
Br

µ0

[
Rm

hm

(

cos(α− π
p
)− 1

)

+ 1
]

Mθ =
Br

µ0
sin(α− π

p
)







(2− αp)π

2p
≤ α < αp

3π

2p
✭✸✳✷✷✮

Mr = 0

Mθ = 0

}

αp
3π

2p
≤ α ≤ 3π

2p
✭✸✳✷✸✮
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▲❡" ✈❛%✐❛❜❧❡" Mr ❡) Mθ✱ %❡"♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ♣❛✐%❡ ❡) ✐♠♣❛✐%❡ ♣❡✉✈❡♥) "✬❡①♣%✐♠❡% "♦✉" ❢♦%♠❡ ❞❡

"5%✐❡" ❞❡ ❋♦✉%✐❡% ✭➱9✉❛)✐♦♥" ✸✳✷✹ ❡) ✸✳✷✺✮✳

Mr =

∞∑

n=1,3,5,..

Mrncos(npα) ✭✸✳✷✹✮

Mθ =
∞∑

n=1,3,5,..

Mθnsin(npα) ✭✸✳✷✺✮

❊♥ ✐♥)5❣%❛♥) ❧❡" ✈❛%✐❛❜❧❡" Mr ❡) Mθ "✉% ❧❡" ✐♥)❡%✈❛❧❧❡" ❞5✜♥✐" ❞❛♥" ❧❡" 59✉❛)✐♦♥" ✸✳✷✵ ❡) ✸✳✷✷✱

♥♦✉" ♦❜)❡♥♦♥" ❧✬❡①♣%❡""✐♦♥ ❞❡" ❝♦♥")❛♥)❡" ❞❡ ❋♦✉%✐❡% "✉✐✈❛♥)❡" ✿

Mrn =
Br

µ0
αp

[

2

(

1− Rm

hm
A0n

)

+
Rm

hm
A1n +

Rm

hm
A2n

]

✭✸✳✷✻✮

Mθn =
Br

µ0
αp [A1n −A2n] ✭✸✳✷✼✮

❛✈❡❝ ❧❡" ♣❛%❛♠G)%❡" "✉✐✈❛♥)" ✿

A0n =
sin

[

npαp
π
2p

]

npαp
π
2p

A1n =
sin

[

(np+ 1)αp
π
2p

]

(np+ 1)αp
π
2p

A2n =
sin

[

(np− 1)αp
π
2p

]

(np− 1)αp
π
2p

❆✜♥ ❞✬♦❜)❡♥✐% ❧✬❡①♣%❡""✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥5)✐9✉❡ ❞5✈❡❧♦♣♣5 ❞❛♥" ❧✬❡♥)%❡❢❡% ♣❛% ❞❡" ❆J"

♠♦♥)5" ❡♥ "✉%❢❛❝❡✱ )♦✉) ❡♥ ❝♦♥"✐❞5%❛♥) ❧❛ ♣♦❧❛%✐"❛)✐♦♥ ❞❡" ❆J" ✉♥✐❢♦%♠❡✱ ❧❡" ❡✛❡)" ❞❡ ❜♦%❞

♥5❣❧✐❣❡❛❜❧❡" ❡) ❧❡" ❝♦✉%❛♥)" ✐♥❞✉✐)" ❞❛♥" ❧❡" )L❧❡" ♠❛❣♥5)✐9✉❡" ♥✉❧"✱ ❬◆♦❣❛%G❞❡ ✷✵✵✺❪ "✉♣♣♦"❡

❧❡ "❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜%❡ ❞❡ ❧✬59✉❛)✐♦♥ ❛✉ ♣♦)❡♥)✐❡❧ ✭59✉❛)✐♦♥ ❞❡ J♦✐""♦♥✮ ✐❞❡♥)✐9✉❡♠❡♥) ♥✉❧ ❞❛♥"

❧✬❤②♣♦)❤G"❡ ❞❡" ❝❤❛♠♣" 9✉❛"✐✲")❛)✐♦♥♥❛✐%❡"✳ ▲❡ ♣%♦❜❧G♠❡ ❡") ❛❧♦%" ❣♦✉✈❡%♥5 ♣❛% ❧✬,4✉❛-✐♦♥ ❞❡

▲❛♣❧❛❝❡ ✭△A = 0✮ ❞❛♥" ❧❛ ③♦♥❡ ❡♥)%❡❢❡% ❝♦♠♠❡ ❞❛♥" ❧❛ ③♦♥❡ ❛✐♠❛♥)5❡✳

J♦✉% ❞❡" ♠❛❝❤✐♥❡" ♥♦♥ ✈%✐❧❧5❡"✱ ❧❡ ♣♦)❡♥)✐❡❧ ✈❡❝)❡✉% A ❞♦♥) ❞5%✐✈❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥5)✐9✉❡

−→
B ✱

❡") ❞✐%✐❣5 ❞❡ ❢❛S♦♥ ✐♥✈❛%✐❛♥)❡ "✉✐✈❛♥) ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭Oz✮✳ ❊♥ ❝♦♦%❞♦♥♥5❡" ❝②❧✐♥❞%✐9✉❡" ✭r✱θ✮✱

❧✬59✉❛)✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣❡✉) ❞♦♥❝ "✬5❝%✐%❡ "♦✉" ❢♦%♠❡ "❝❛❧❛✐%❡ ❝♦♠♠❡ "✉✐) ✿

∂2A

∂r2
+
1

r

∂A

∂r
+

1

r2
∂2A

∂θ2
= 0 ✭✸✳✷✽✮

▲✬59✉❛)✐♦♥ ✸✳✷✽ ❡") ✉♥❡ 59✉❛)✐♦♥ ❛✉① ❞5%✐✈5❡" ♣❛%)✐❡❧❧❡" 9✉✐ ❛❞♠❡) ✉♥❡ "♦❧✉)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦%♠❡ ✿

A(r, θ) =

∞∑

n=−∞

(

ν1λr
|λ| + ν2λr

−|λ|
)

ejλθ ✭✸✳✷✾✮
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▲❡" ❝♦♠♣♦"❛♥)❡" ❞❡ +❛♥❣ λ -✉✐ ✜❣✉+❡♥) ❞❛♥" ❧❛ "♦❧✉)✐♦♥ ✸✳✷✾✱ +7"✉❧)❡♥) ❞✐+❡❝)❡♠❡♥) ❞❡"

❤❛+♠♦♥✐-✉❡" ❞✬❡"♣❛❝❡ ❝♦♥)❡♥✉❡" ❞❛♥" ❧❛ "♦✉+❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✿

µ0
−→
rot(

−→
M) = µ0

(
Mr

r
+
1

r

∂Mr

∂r
+
1

r

∂Mθ

∂θ

)

−→ez

= µ0





∞∑

n=1,3,5,..

1

r
(Mrn + npMθn) cos(npθ)



−→ez

= µ0





∞∑

n=1,3,5,..

1

r
Mncos(npθ)



−→ez ✭✸✳✸✵✮

♦> Mn =Mrn + npMθn✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ♣♦)❡♥)✐❡❧ ✈❡❝)❡✉+ A "✉✐✈❛♥) ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧✬7-✉❛)✐♦♥ ✸✳✷✾

♣❡✉) ❞♦♥❝ "❡ +77❝+✐+❡ ❞❛♥" ❧✬❡♥)+❡❢❡+ ❝♦♠♠❡ "✉✐) ✿

A(r, θ) =
∞∑

n=1,3,5,...

(

ν1λr
λ + ν2λr

λ
)

cos(npθ) ✭✸✳✸✶✮

♦> ν1λ ❡) ν2λ "♦♥) ❞❡" ❝♦♥")❛♥)❡" +7❡❧❧❡" -✉✐ "♦♥) ❞7)❡+♠✐♥7❡" ❡♥ )❡♥❛♥) ❝♦♠♣)❡ ❞❡" ❝♦♥❞✐)✐♦♥"

❛✉① ❧✐♠✐)❡" "✉+ ❧❡" ✐♥)❡+❢❛❝❡" "✉✐✈❛♥)❡" ✿

HθI(r, θ)|r=Rs = 0 ✭✸✳✸✷✮

HθII(r, θ)|r=Rr = 0 ✭✸✳✸✸✮

BrI(r, θ)|r=Rm = BrII(r, θ)|r=Rm ✭✸✳✸✹✮

HθI(r, θ)|r=Rm = HθII(r, θ)|r=Rm ✭✸✳✸✺✮

◆♦✉" "✉♣♣♦"♦♥" ❧❛ ♣❡+♠7❛❜✐❧✐)7 ❞❡ ❧✬❆H ♣+♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐+✱ ❡) ❧❡ ❢❡+ ✐♥✜♥✐♠❡♥)

♣❡+♠7❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥) ❧✬❛✐+✳ ▲❡" 7-✉❛)✐♦♥" ✸✳✸✷ ❡) ✸✳✸✸ "♦♥) +❡"♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❧❡" ❝♦♥❞✐)✐♦♥" ❧✐♠✐)❡"

"✉+ ❧❡" ✐♥)❡+❢❛❝❡" ❢❡+ +♦)♦+ ✴ ❆H" ❡) ❛✐+ ✴ ❢❡+ ")❛)♦+✱ ❡) ❧❡" 7-✉❛)✐♦♥" ✸✳✸✹ ❡) ✸✳✸✺ ❧❡" ❝♦♥❞✐)✐♦♥"

❧✐♠✐)❡" "✉+ ❧✬✐♥)❡+❢❛❝❡ ❆H" ✴ ❛✐+✳
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BrI(r, θ) =
1

r

∂A

∂θ
=

∞∑

n=1,3,5,..

KB(n)fBθ(r)cos(npα) ✭✸✳✸✻❛✮

BθI(r, θ) = −∂A

∂r
=

∞∑

n=1,3,5,..

KB(n)fBθ(r)sin(npα) ✭✸✳✸✻❜✮
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KB(n) =
µ0Mn

µr

np

(np)2 − 1







(A3n − 1) + 2
(

Rr

Rm

)np+1
− (A3n + 1)

(
Rr

Rm

)2np

µr+1
µr

[

1−
(
Rr

Rs

)2np
]

− µr−1
µr

[(
Rm

Rs

)2np
−

(
Rr

Rm

)2np
]
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fBr(r) =

(
r

Rs

)np−1 (Rm

Rs

)np+1

+

(
Rm

Rr

)np+1
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fBθ(r) = −
(

r

Rs

)np−1 (Rm

Rs

)np+1

+

(
Rm

Rr

)np+1
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HrI(r, θ) =
1

µ0
BrI(r, θ)

HθI(r, θ) =
1

µ0
BθI(r, θ)
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f r
mmr(α) = hmHrI(α)

f r
mmθ(α) = hmHθI(α)
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α=2π−αe
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mm [npe, t = ti] =

[
Fr0
mm(ne + 1 : npe)
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]
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]
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fmsr(α) = hmf Hsr(α)

fmsθ(α) = hmf Hsθ(α)

✭✸✳✹✽✮

▲❛ ❢♦!❝❡ ♠❛❣♥4)♦✲♠♦)!✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ fms✱ +✬❡①♣!✐♠❡ +♦✉+ ❢♦!♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭➱:✉❛)✐♦♥ ✸✳✹✾✮✳ ❙❛

♣❛!)✐❡ !4❡❧❧❡ ❡+) ❧❛ ❝♦♠♣♦+❛♥)❡ !❛❞✐❛❧❡ ❡) +❛ ♣❛!)✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐!❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦+❛♥)❡ )❛♥❣❡♥)✐❡❧❧❡✳

fms(α) = fmsr(α) + j fmsθ(α) ✭✸✳✹✾✮
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 ❝"✐"❡ ❛❧♦"( ✿

Bs(α) = [Bsr(α) + j Bsθ(α))] ✭✸✳✺✵✮

= Λ∗(α) fms(α)

= [Λsr(α)− j Λsθ(α)] [fmsr(α) + j fmsθ(α)] ✭✸✳✺✶✮

= [Λsr(α)fmsr(α) + Λsθ(α)fmsθ(α)] +

j [Λsr(α)fmsθ(α)− Λsθ(α)fmsr(α)] ✭✸✳✺✷✮
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✸✳✺✵ ❡6 ✸✳✺✷✳ ❖♥ ♦❜6✐❡♥6 ✿







Λsr(α) =
Bsr(α)fmsr(α) +Bsθ(α)fmsθ(α)

f2
msr(α) + f2

msθ
(α)

Λsθ(α) =
Bsr(α)fmsθ(α) +Bsθ(α)fmsr(α)

f2
msr(α) + f2

msθ
(α)

✭✸✳✺✸✮
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❡6 M ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥6❛✐"❡✳
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Tôle Stator

Aimant Fictif

Dents Stator

Tôle Rotor

Lignes Flux

✭❛✮ ❊❋ ❛✈❡❝ ❞❡♥*+ +*❛*♦-

Tôle Stator

Aimant Fictif

Lignes Flux

Tôle Rotor
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Λrr(α) =
Brr(α)fmrr(α) +Brθ(α)fmrθ(α)

f2
mrr(α) + f2

mrθ
(α)

Λrθ(α) =
Brr(α)fmrθ(α) +Brθ(α)fmrr(α)

f2
mrr(α) + f2

mrθ
(α)
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♣❡✉$ !✬❡①♣.✐♠❡. ❡♥ !&.✐❡! ❞❡ ❋♦✉.✐❡. ❝♦♠♠❡ ❞&✜♥✐ ❞❛♥! ❧✬&?✉❛$✐♦♥ ✸✳✺✽✳ ▲❡! ❝♦❡✣❝✐❡♥$! Λ0
r ✱ Λ

r
krr

❡$ Λr
krθ
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Λr(α, t) = Λrr(α, t) + j Λrθ(α, t) ✭✸✳✺✽✮
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Λrr(α, t) = Λ0
r +

∑∞
kr=1 Λ

r
krr

❝♦!(kr2pα+ kr2ωt)

Λrθ(α, t) =
∑∞

kr=1 Λ
r
krθ

!✐♥(kr2pα+ kr2ωt)
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▲❡! ❡①♣.❡!!✐♦♥! ♦❜$❡♥✉❡! ✈✐❛ ❧✬&?✉❛$✐♦♥ ✸✳✺✾ !♦♥$ ❧❡! ♣❡.♠&❛♥❝❡! 4 ✉♥ ✐♥!$❛♥$ ❞♦♥♥& ✭t = 0

❣&♥&.❛❧❡♠❡♥$✮✳ ❉❛♥! ♥♦$.❡ ❢♦.♠❛❧✐!♠❡ ♠❛$.✐❝✐❡❧✱ ❧❡! ❝♦♠♣♦!❛♥$❡! .❛❞✐❛❧❡ ❡$ $❛♥❣❡♥$✐❡❧❧❡ ♦❜$❡♥✉❡!

✈✐❛ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠&.✐?✉❡ !❡.♦♥$ .❡!♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❛♣♣❡❧&❡! Λrr(npe) ❡$ Λrθ(npe)✳

❆ ❧✬✐♥!$❛♥$ ti = ntte ❛✈❡❝ nt ✉♥ ❡♥$✐❡. ♥❛$✉.❡❧✱ ❧❡ ♣❛! ❛♥❣✉❧❛✐.❡ 4 ❝❡$$❡ ✈✐$❡!!❡ ❞❡ .♦$❛$✐♦♥ ❡!$

αs = ωste✳ ❉❡ ♠L♠❡✱ ✐❧ ❡①✐!$❡ ✉♥ ne ❡♥$✐❡. ♥❛$✉.❡❧ $❡❧ ?✉❡ αs ≈ neαe✳ ■❧ ✈✐❡♥$ ✿

Λr [npe, t = ti] =

[
Λr(ne + 1 : npe)

Λr(1 : ne)

]
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Λrr [npe, npt] = [Λrr(npe) Λrr [npe, t = t1] ... Λrr [npe, t = ti] ..]

Λrθ [npe, npt] = [Λrθ(npe) Λrθ [npe, t = t1] ... Λrθ [npe, t = ti] ..]
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!✬❡①♣.✐♠❡ ❝♦♠♠❡ !✉✐$ ✿

Λ(α, t) = Λr(α, t) + j Λθ(α, t) ✭✸✳✻✷✮
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Λr(α, t) ≈ 2
Λ0
s Λ

0
r

Λ0
s + Λ0

r

+
∞∑

ks=1

Λs
ksr

❝♦!(ksZsα)

+
∞∑

kr=1

Λr
krr

❝♦!(kr2pα+ kr2ωt) ✭✸✳✻✸✮
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#✉✐% ✿

Λ0
s = < Λsr > ✭✸✳✻✹✮

Λ0
r = < Λrr > ✭✸✳✻✺✮

∞∑

ks=1

Λs
ksr
❝♦#(ksZsα) = Λsr− < Λsr > ✭✸✳✻✻✮

∞∑

kr=1

Λr
krr
❝♦#(kr2pα+ kr2ωt) = Λrr− < Λrr > ✭✸✳✻✼✮
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✷ ✕ ❈♦♥#%&✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡&♠1❛♥❝❡ ❞✬❡♥%&❡❢❡& %♦%❛❧❡ ✿ ❝♦♠♣♦#❛♥%❡ &❛❞✐❛❧❡ A t = 0✳

❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦#❛♥%❡ %❛♥❣❡♥%✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡&♠1❛♥❝❡ %♦%❛❧❡ ❞✬❡♥%&❡❢❡&

❡#% ❞♦♥♥1❡ ♣❛& ❧❛ ❧✬12✉❛%✐♦♥ ✸✳✻✽✳

Λθ(α, t) ≈
∞∑

ks=1

Λs
ksθ
#✐♥(ksZsα)

+

∞∑

kr=1

Λr
krθ
#✐♥(kr2pα+ kr2ωt) ✭✸✳✻✽✮

❉❛♥# ♥♦%&❡ ❢♦&♠❛❧✐#♠❡ ♠❛%&✐❝✐❡❧✱ ❧❡# ❝♦♠♣♦#❛♥%❡# ❞❡ ❧✬12✉❛%✐♦♥ ✸✳✻✽ #♦♥% ❞1✜♥✐❡# ❝♦♠♠❡ #✉✐% ✿

∞∑

ks=1

Λs
ksθ
#✐♥(ksZsα) = Λsθ ✭✸✳✻✾✮

∞∑

kr=1

Λr
krθ
#✐♥(kr2pα+ kr2ωt) = Λrθ ✭✸✳✼✵✮

▲❡# ❝♦♥#%&✉❝%✐♦♥# ❞❡ ❝❡%%❡ ❝♦♠♣♦#❛♥%❡ %❛♥❣❡♥%✐❡❧❧❡✱ ♣♦✉& ❧❡# ♠♦%❡✉&# ❆❘✈✵ ❡% ❆❘✈✷✱ #♦♥%

✐❧❧✉#%&1❡# ♣❛& ❧❡# ✜❣✉&❡# ✸✳✸✸❛ ❡% ✸✳✸✸❜✳
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▲❡& ✜❣✉(❡& ✸✳✸✹❛ ❡' ✸✳✸✹❜ ✐❧❧✉&'(❡♥' (❡&♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❡& ❝♦♥'❡♥✉& ❤❛(♠♦♥✐>✉❡& &♣❛'✐♦✲'❡♠♣♦(❡❧&

❞❡ ❧❛ ♣❡(♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥'(❡❢❡( '♦'❛❧❡ ♣♦✉( ❧❡& ♠♦'❡✉(& ❆❘✈✵ ❡' ❆❘✈✷✳

❈❡& ❤❛(♠♦♥✐>✉❡& &♣❛'✐♦✲'❡♠♣♦(❡❧& ❞❡ ❧❛ ♣❡(♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥'(❡❢❡( '♦'❛❧❡ ✭❋✐❣✉(❡& ✸✳✸✹✮ &♦♥' (2✲

❝❛♣✐'✉❧2& ❞❛♥& ❧❡ '❛❜❧❡❛✉ ✸✳✽✳

❍❛(♠♦♥✐>✉❡ ❖(❞(❡ &♣❛'✐❛❧ (m) ❋(2>✉❡♥❝❡ (f) ❡♥ ❍③

Λ
m,f
0
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Λ
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ksZs 0

Λ
m,f
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♠2❛♥❝❡ (♦'♦(✱ Λksr ✱ ♥❡ &♦♥' ♣❛& ♣(✐& ❡♥ ❝♦♠♣'❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝❡''❡ ❝♦♥'(✐❜✉'✐♦♥ ♣❡✉' P'(❡ ♥2❣❧✐❣2❡

♣♦✉( ❧✬2'✉❞❡ ❞❡& (♦'♦(& 7 ❆K& ♠♦♥'2& ❡♥ &✉(❢❛❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❧❡& ❤❛(♠♦♥✐>✉❡& ❞❡ &❛'✉(❛'✐♦♥✱ Λka ✱ ♥❡

&♦♥' ♣❛& ♣(✐& ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ♥♦♥ ♣❧✉&✳ ❙❡❧♦♥ ❬▲❡ ❇❡&♥❡(❛✐& ✷✵✵✽❜❪✱ ❝❡& ❤❛(♠♦♥✐>✉❡& &❡ &✉♣❡(♣♦&❡♥' ❛✉①

❤❛(♠♦♥✐>✉❡& ✐♥'(♦❞✉✐'& ♣❛( ❧❡& ❆K&✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠2(✐>✉❡ (2❛❧✐&2 ❞❛♥& ♥♦'(❡ ♠♦❞2❧✐&❛'✐♦♥✱

❧❡& ❡✛❡' ❞❡ &❛'✉(❛'✐♦♥ ❧✐2 ❛✉① ❆K& &♦♥' ♣(✐& ❡♥ ❝♦♠♣'❡✳

❍❛(♠♦♥✐>✉❡ ❖(❞(❡ &♣❛'✐❛❧ (m) ❋(2>✉❡♥❝❡ (f) ❡♥ ❍③
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▲❡ '❛❜❧❡❛✉ ✸✳✾ ✈✐❡♥' ❡♥ ❝♦♠♣❧2♠❡♥' ❞✉ '❛❜❧❡❛✉ ✸✳✽✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡& ❤❛(♠♦♥✐>✉❡& ❞✬❡①❝❡♥'(✐❝✐'2

&'❛'✐>✉❡ ♦✉ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ♣❡✉✈❡♥' ❛✉&&✐ P'(❡ ✐♥'(♦❞✉✐'& ❞❛♥& ❧❡ &♣❡❝'(❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡(♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥'(❡❢❡(

❣❧♦❜❛❧❡ ❬▲❡ ❇❡&♥❡(❛✐& ✷✵✵✽❛❪✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✹ ✕ $❡&♠(❛♥❝❡ ❞✬❡♥.&❡❢❡& .♦.❛❧❡ ✿ ❛♥❛❧②4❡ 4♣❡❝.&❛❧❡ .❡♠♣♦&❡❧❧❡ ✭❢&(7✉❡♥❝❡ f✮ ❡.

4♣❛.✐❛❧❡ ✭❞(❢♦&♠(❡ ; m ❧♦❜❡4✮✳
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❉❛♥4 ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ (❧❡❝.&✐7✉❡✱ ❧❡ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡♠❡♥. (❧❡❝.&♦♠❛❣♥(.✐7✉❡ ❡4. ❝♦♥4✐❞(&( ; ✈✐❞❡ ❧♦&47✉❡

❧❛ ❢♦&❝❡ ♠❛❣♥(.♦✲♠♦.&✐❝❡ ❞(✈❡❧♦♣♣(❡ ♣❛& ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✉ 4.❛.♦& ❡4. ♥✉❧❧❡✱ f s
mm(α, t) = 0✳
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✸✳✺✳✶ ■♥❞✉❝)✐♦♥ ❞❛♥- ❧✬❡♥)1❡❢❡1

❆ ✈✐❞❡✱ ❧✬✐♥❞✉❝+✐♦♥ ❞❛♥. ❧✬❡♥+/❡❢❡/ ❡.+ 1❣❛❧❡ ❛✉ ♣/♦❞✉✐+ ❞✉ ❝♦♥❥✉❣✉1 ❞❡ ❧❛ ♣❡/♠1❛♥❝❡ ❞✬❡♥+/❡❢❡/

❡+ ❞❡ ❧❛ ❢♦/❝❡ ♠❛❣♥1+♦✲♠♦+/✐❝❡ ❞1✈❡❧♦♣♣1❡ ♣❛/ ❧❡. ❆7. ❞✉ /♦+♦/✳ ■❧ ✈✐❡♥+ ✿

Bevide(α, t) = Λ∗(α, t) f r
mm(α, t) ✭✸✳✼✶✮

= [Λr(α, t)f
r
mmr(α, t) + Λθ(α, t)f

r
mmθ(α, t)]

+j [Λr(α, t)f
r
mmθ(α, t)− Λθ(α, t)f

r
mmr(α, t)] ✭✸✳✼✷✮

❘❛♣♣❡❧♦♥. B✉❡ ❞❛♥. ❧✬1B✉❛+✐♦♥ ✸✳✼✷✱ ❧❡. ♣❛/+✐❡. /1❡❧❧❡ ❡+ ✐♠❛❣✐♥❛✐/❡ .♦♥+ /❡.♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❧❡.

❝♦♠♣♦.❛♥+❡. /❛❞✐❛❧❡ ❡+ +❛♥❣❡♥+✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝+✐♦♥ ❞❛♥. ❧✬❡♥+/❡❢❡/✳

7♦✉/ ✈❛❧✐❞❡/ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡. ✐♥❞✉❝+✐♦♥. ❞❛♥. ❧✬❡♥+/❡❢❡/✱ ❧❡. /1.✉❧+❛+. ❉■❱❆ .❡/♦♥+ ❝♦♠♣❛/1. ❛✉①

.✐♠✉❧❛+✐♦♥. ♣✉/❡♠❡♥+ ♥✉♠1/✐B✉❡. ✭♦✉+✐❧ ❋❧✉①✷❉✮✳ ▲❡. ✜❣✉/❡. ✸✳✸✺ ❡+ ✸✳✸✻ ❝♦♠♣❛/❡♥+ ❧❡. /1.✉❧+❛+.

♦❜+❡♥✉. /❡.♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ♣♦✉/ ❧❡. ✐♥❞✉❝+✐♦♥. /❛❞✐❛❧❡ ❡+ +❛♥❣❡♥+✐❡❧❧❡ ❞❛♥. ❧✬❡♥+/❡❢❡/ ♠♦②❡♥ ♣♦✉/

✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ 1B✉✐♣1❡ ❞✬✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐.+/✐❜✉1 ❝❧❛..✐B✉❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✺ ✕ ■♥❞✉❝+✐♦♥ /❛❞✐❛❧❡ ❞❛♥. ❧✬❡♥+/❡❢❡/ ♠♦②❡♥ ❞✉ ♠♦+❡✉/ ❆❘✈✵ P fs = 200 ❍③ ✿ ❝♦♠♣❛✲

/❛✐.♦♥ ❉■❱❆ ✲ ❋❧✉①✷❉✳

▲❡. ❝❛❧❝✉❧. ❉■❱❆ ♦♥+ 1+1 /1❛❧✐.1 ❡♥ 8 .❡❝♦♥❞❡. ❛❧♦/. B✉❡ ❧❡. .✐♠✉❧❛+✐♦♥. ♥✉♠1/✐B✉❡. ❋❧✉①✷❉

.❡ .♦♥+ ❢❛✐+ ❡♥ 25 .❡❝♦♥❞❡.✳ ➪ ✈✐❞❡✱ ♠❛❧❣/1 ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠1/✐B✉❡ ✭❛✈❡❝ ❋❊▼▼✮ /1❛❧✐.1 .♦✉.

❉■❱❆✱ ♥♦+/❡ ♠♦❞V❧❡ /❡.+❡ /❛♣✐❞❡✳
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H1400,42

H1800,54
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✻ ✕ ■♥❞✉❝)✐♦♥ )❛♥❣❡♥)✐❡❧❧❡ ❞❛♥0 ❧✬❡♥)2❡❢❡2 ♠♦②❡♥ ❞✉ ♠♦)❡✉2 ❆❘✈✵ : fs = 200 ❍③ ✿

❝♦♠♣❛2❛✐0♦♥ ❉■❱❆ ✲ ❋❧✉①✷❉✳

❉❛♥0 ❧❡ ❜✉) ❞✬F)✉❞✐❡2 ❧❡ ❝♦♥)❡♥✉ ❤❛2♠♦♥✐H✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝)✐♦♥ ❞❛♥0 ❧✬❡♥)2❡❢❡2✱ ❡) F♥♦♥❝❡2 ❧❡0

♣2♦♣2✐F)F0 ♠❛)❤F♠❛)✐H✉❡0 H✉✐ 0❡2♦♥) ❧❛2❣❡♠❡♥) ✉)✐❧✐0F❡0 ❞❛♥0 ❝❡))❡ )❤J0❡✱ ♥♦✉0 ❛❧❧♦♥0 2❡♣2❡♥❞2❡

❧✬FH✉❛)✐♦♥ ✸✳✼✶ ❡) ❧❡0 ✐♥❢♦2♠❛)✐♦♥0 ❞♦♥♥F❡0 ♣❛2 ❧❡0 )❛❜❧❡❛✉① ✸✳✼ ❡) ✸✳✽✳ ❖♥ ❛ ✿

Bm,f
evide

=
[

Λ
✵,✵
0

+Λ
kZs ,✵
ks

+Λkr

✷kp,✷kfs
]∗

Fµp,µfs
r ✭✸✳✼✸✮

= Λ0Fr
µp,µfs +

1

2
Λks

Fr
µp±kZs ,µfs +

1

2
Λkr

Fr
µp±✷kp,µfs±✷kfs

✭✸✳✼✹✮

❈❡0 ❤❛2♠♦♥✐H✉❡0 0♣❛)✐♦✲)❡♠♣♦2❡❧0 ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝)✐♦♥ ♠❛❣♥F)✐H✉❡ ❞❛♥0 ❡♥)2❡❢❡2 ♠♦②❡♥ ✭➱H✉❛)✐♦♥

✸✳✼✹✮ 0♦♥) 2F❝❛♣✐)✉❧F0 ❞❛♥0 ❧❡ )❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✵✳

Bm,f ❖2❞2❡ 0♣❛)✐❛❧ ❋2FH✉❡♥❝❡ ❈♦♠♠❡♥)❛✐2❡0

(m) (f) ♦2✐❣✐♥❡ ❞❡0 2❛✐❡0

Λ0Fr µp µfs ❆T0 0❡✉❧0

1

2
Λks

Fr µp± kZs µfs
❆T0 ✰

❉❡♥)✉2❡ 0)❛)♦2

1

2
Λkr

Fr µp± ✷kp µfs ± ✷kfs
❆T0 ✰

❙❛✐❧❧❛♥❝❡ 2♦)♦2

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✵ ✕ ❍❛'♠♦♥✐,✉❡/ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝4✐♦♥ ❞❛♥/ ❧✬❡♥4'❡❢❡' 6 ✈✐❞❡ ✿ ❆:/ ♠♦♥4;/ ❡♥ /✉'❢❛❝❡✱

/4❛4♦' 6 ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐/4'✐❜✉; ♦✉ 6 ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥4❛✐'❡✳

❉❛♥/ ❧❡/ ✜❣✉'❡/ ✸✳✸✺ ❡4 ✸✳✸✻✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣'♦❝;❞; 6 ❧✬✐❞❡♥4✐✜❝❛4✐♦♥ ❞❡/ '❛✐❡/ ♣♦✉' ❧❡ ♠♦4❡✉'

❆❘✈✵✳ ▲❡/ '❛✐❡/ ✐❞❡♥4✐✜;❡/ /♦♥4 ❡♥ ❜♦♥♥❡ ❛❞;,✉❛4✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ 4❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✵✳ ▲❡/ ';/✉❧4❛4/ /♦♥4 ❧❡/

/✉✐✈❛♥4/ ✿
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• ▲✬❤❛$♠♦♥✐)✉❡ H200,6 ✿ ❤❛$♠♦♥✐)✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥/❛❧❡ ❞♦♥/ ❧❡1 ♦$✐❣✐♥❡1 1♦♥/ ✿

✶✳ ▲❡1 ❆61 1❡✉❧1✱ µ = 1 ❀

✷✳ ▲❡1 ❆61 ✰ ❧❛ 1❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ $♦/♦$ ✭1♦✉1/$❛❝/✐♦♥✮✱ µ = 3 ❡/ k = 1 ❀

• ▲✬❤❛$♠♦♥✐)✉❡ H200,78 ✿ ❤❛$♠♦♥✐)✉❡ > ❧❛ ❢$?)✉❡♥❝❡ 1②♥❝❤$♦♥❡ ❞♦♥/ ❧❡1 ♦$✐❣✐♥❡1 1♦♥/ ✿

✶✳ ▲❡1 ❆61 ✰ ❧❡1 ❞❡♥/1 ❞✉ 1/❛/♦$ ✭❛❞❞✐/✐♦♥✮✱ µ = 1 ❡/ k = 1 ❀

• ▲✬❤❛$♠♦♥✐)✉❡ H200,−66 ✿ ❤❛$♠♦♥✐)✉❡ > ❧❛ ❢$?)✉❡♥❝❡ 1②♥❝❤$♦♥❡ ❞♦♥/ ❧❡1 ♦$✐❣✐♥❡1 1♦♥/ ✿

✶✳ ▲❡1 ❆61 ✰ ❧❡1 ❞❡♥/1 ❞✉ 1/❛/♦$ ✭1♦✉1/$❛❝/✐♦♥✮✱ µ = 1 ❡/ k = 1 ❀

• ▲✬❤❛$♠♦♥✐)✉❡ H400,18 ✿ ❤❛$♠♦♥✐)✉❡ > ❧❛ ❢$?)✉❡♥❝❡ 1②♥❝❤$♦♥❡ ❞♦♥/ ❧❡1 ♦$✐❣✐♥❡1 1♦♥/ ✿

✶✳ ▲❡1 ❆61 1❡✉❧1✱ µ = 3 ❀

✷✳ ▲❡1 ❆61 ✰ ❧❛ 1❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ $♦/♦$ ✭1♦✉1/$❛❝/✐♦♥✮✱ µ = 5 ❡/ k = 1 ❀

• ▲✬❤❛$♠♦♥✐)✉❡ H1000,30 ✿ ❤❛$♠♦♥✐)✉❡ > ❧❛ ❢$?)✉❡♥❝❡ 1②♥❝❤$♦♥❡ ❞♦♥/ ❧❡1 ♦$✐❣✐♥❡1 1♦♥/ ✿

✶✳ ▲❡1 ❆61 1❡✉❧1✱ µ = 3 ❀

✷✳ ▲❡1 ❆61 ✰ ❧❛ 1❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ $♦/♦$ ✭❛❞❞✐/✐♦♥✮✱ µ = 3 ❡/ k = 1 ❀

• ▲✬❤❛$♠♦♥✐)✉❡ H1000,−42 ✿ ❤❛$♠♦♥✐)✉❡ > ❧❛ ❢$?)✉❡♥❝❡ 1②♥❝❤$♦♥❡ ❞♦♥/ ❧❡1 ♦$✐❣✐♥❡1 1♦♥/ ✿

✶✳ ▲❡1 ❆61 ✰ ❧❡1 ❞❡♥/1 ❞✉ 1/❛/♦$ ✭1♦✉1/$❛❝/✐♦♥✮✱ µ = 5 ❡/ k = 1 ❀

✷✳ ▲❡1 ❆61 ✰ ❧❛ 1❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ $♦/♦$ ✭❛❞❞✐/✐♦♥✮✱ µ = 3 ❡/ k = 1 ❀

• ▲✬❤❛$♠♦♥✐)✉❡ H1400,42 ✿ ❤❛$♠♦♥✐)✉❡ > ❧❛ ❢$?)✉❡♥❝❡ 1②♥❝❤$♦♥❡ ❞♦♥/ ❧❡1 ♦$✐❣✐♥❡1 1♦♥/ ✿

✶✳ ▲❡1 ❆61 1❡✉❧1✱ µ = 7 ❀

✷✳ ▲❡1 ❆61 ✰ ❧❛ 1❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ $♦/♦$ ✭❛❞❞✐/✐♦♥✮✱ µ = 5 ❡/ k = 1 ❀

• ▲✬❤❛$♠♦♥✐)✉❡ H1400,−30 ✿ ❤❛$♠♦♥✐)✉❡ > ❧❛ ❢$?)✉❡♥❝❡ 1②♥❝❤$♦♥❡ ❞♦♥/ ❧❡1 ♦$✐❣✐♥❡1 1♦♥/ ✿

✶✳ ▲❡1 ❆61 ✰ ❧❡1 ❞❡♥/1 ❞✉ 1/❛/♦$ ✭1♦✉1/$❛❝/✐♦♥✮✱ µ = 5 ❡/ k = 1 ❀

• ▲✬❤❛$♠♦♥✐)✉❡ H1800,54 ✿ ❤❛$♠♦♥✐)✉❡ > ❧❛ ❢$?)✉❡♥❝❡ 1②♥❝❤$♦♥❡ ❞♦♥/ ❧❡1 ♦$✐❣✐♥❡1 1♦♥/ ✿

✶✳ ▲❡1 ❆61 1❡✉❧1✱ µ = 9 ❀

✷✳ ▲❡1 ❆61 ✰ ❧❛ 1❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ $♦/♦$ ✭❛❞❞✐/✐♦♥✮✱ µ = 7 ❡/ k = 1 ❀

▲❡ /❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✵ ♣❡$♠❡/ ❞✬✐❞❡♥/✐✜❡$ /♦✉/❡1 ❧❡1 $❛✐❡1 ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ❞✬❡♥/$❡❢❡$✳ ➪ ✈✐❞❡✱ ❧❡ 1♣❡❝/$❡

❤❛$♠♦♥✐)✉❡ ❡1/ ❞♦♠✐♥? ♣❛$ ❧❡1 ❤❛$♠♦♥✐)✉❡1 ✐♥/$♦❞✉✐/1 ♣❛$ ❧❡1 ❆61 ❡/ ❧❛ ❞❡♥/✉$❡ ❞✉ 1/❛/♦$✳

❉❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞❡ ♥♦1 $♦/♦$1 > ❆61 ♠♦♥/?❡ ❡♥ 1✉$❢❛❝❡✱ ❧❡1 ❤❛$♠♦♥✐)✉❡1 ✐♥/$♦❞✉✐/1 ♣❛$ ❧❛ 1❛✐❧❧❛♥❝❡

❞✉ $♦/♦$ 1♦♥/ 1✉♣❡$♣♦1?1 ❛✉① ❤❛$♠♦♥✐)✉❡1 ❞❡1 ❆61 ❡/ 1♦♥/ ♥?❣❧✐❣❡❛❜❧❡1✳ ❉❛♥1 ❧❛ 1✉✐/❡ ❞❡ ♥♦1

/$❛✈❛✉①✱ ♥♦✉1 ♥?❣❧✐❣❡$♦♥1 ❝❡//❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ $❛✐❡1✳

▲❡1 ❝❛❧❝✉❧1 ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ♠❛❣♥?/✐)✉❡ ❞❛♥1 ❧✬❡♥/$❡❢❡$ ✈✐❛ ❉■❱❆ 1♦♥/ ♣$?❝✐1✳ ▲❡1 ❝♦♠♣❛$❛✐1♦♥1

❞❡1 ❝♦♥/❡♥✉1 ❤❛$♠♦♥✐)✉❡1 ❡♥/$❡ ❧❡1 ❝❛❧❝✉❧1 ❉■❱❆ ❡/ ❧❡1 1✐♠✉❧❛/✐♦♥1 ♥✉♠?$✐)✉❡1 ❋❧✉①✷❉ 1♦♥/

)✉❛❧✐/❛/✐✈❡♠❡♥/ ❡/ )✉❛♥/✐/❛/✐✈❡♠❡♥/ ♣$?❝✐1✳ ❖♥ ♣❡✉/ ❢❛✐$❡ ❧❡ ♠N♠❡ ❝♦♥1/❛/ ♣♦✉$ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡

?)✉✐♣?❡ ❞✬✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥/❛✐$❡ ✭❋✐❣✉$❡1 ✸✳✸✼ ❡/ ✸✳✸✽✮✳

❈❡1 ❝♦♠♣❛$❛✐1♦♥1 ♣❡$♠❡//❡♥/ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉$❡ )✉❡ ❧❛ ❞?/❡$♠✐♥❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✲

/$❡❢❡$✱ ✈✐❛ ♥♦/$❡ ♠?/❤♦❞❡ ❞✬❡1/✐♠❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡$♠?❛♥❝❡ ❞✬❡♥/$❡❢❡$✱ ❡1/ /$S1 ♣$?❝✐1❡ ❡/ $❛♣✐❞❡ ✭✸

♠✐♥✉/❡1 ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛$ ♣$♦❥❡/✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✼ ✕ ■♥❞✉❝)✐♦♥ ,❛❞✐❛❧❡ ❞❛♥0 ❧✬❡♥),❡❢❡, ♠♦②❡♥ ❞✉ ♠♦)❡✉, ❆❘✈✷ 9 fs = 200 ❍③ ✿ ❝♦♠♣❛✲
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✽ ✕ ■♥❞✉❝)✐♦♥ )❛♥❣❡♥)✐❡❧❧❡ ❞❛♥0 ❧✬❡♥),❡❢❡, ♠♦②❡♥ ❞✉ ♠♦)❡✉, ❆❘✈✷ 9 fs = 200 ❍③ ✿

❝♦♠♣❛,❛✐0♦♥ ❉■❱❆ ✲ ❋❧✉①✷❉✳

E♦✉, ❝♦♠♣❧F)❡, ❧❛ ✈❛❧✐❞❛)✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❡,♠F❛♥❝❡ ❞✬❡♥),❡❢❡,✱ ♥♦✉0 ❛❧❧♦♥0 ❛♣♣,F❝✐❡,

❧❛ 0❡♥0✐❜✐❧✐)F ❡) ❧❛ ,♦❜✉0)❡00❡ ❞❡ ♥♦),❡ ♠♦❞F❧✐0❛)✐♦♥ ♣❛, ,❛♣♣♦,) ❛✉① ✈❛,✐❛)✐♦♥0 ❞❡ ❝❡,)❛✐♥❡0

✈❛,✐❛❜❧❡0 ❣F♦♠F),✐I✉❡0 ✐♥✢✉❡♥)❡0 ❞❛♥0 ❧❡ ❞✐♠❡♥0✐♦♥♥❡♠❡♥) F❧❡❝),♦♠❛❣♥F)✐I✉❡ 9 0❛✈♦✐, ✿

✕ ❧❛ ❧❛-❣❡✉- ❞❡7 ❞❡♥'7 ❞✉ 0)❛)♦, ❀

✕ ❧✬♦✉✈❡-'✉-❡ ❞❡7 ❆97 9 ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥0)❛♥) ❀

✕ ❧❛ ❤❛✉'❡✉- ❞❡ ❧✬✐'❤7♠❡ ❞✬❡♥❝♦❝❤❡ ❀

✕ ❧❛ ♣❡-♠+❛❜✐❧✐'+ ❞❡7 ❝❧❛✈❡''❡7 ♠❛❣♥F)✐I✉❡0 ❞❛♥0 ❧❡0 ❡♥❝♦❝❤❡0 ❞✉ 0)❛)♦,✳
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▲❡" ❞❡✉① ❞❡&♥✐)&❡" ✈❛&✐❛❜❧❡" ❞❡✈✐❡♥♥❡♥. ❞❡ ♣❧✉" ❡♥ ♣❧✉" ✐♠♣♦&.❛♥.❡" ❞❛♥" ❧❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡♠❡♥.

❞❡" ▼❙❆5" ❝❛& ❡❧❧❡" ♣❡&♠❡..❡♥. ❞❡ &7❞✉✐&❡ ❧❡" ♣❡&.❡" ❧✐7❡" ❛✉① ❆5" ✭♣❡&.❡" ❞❛♥" ❧❡" ❆5" ❡.

❞❛♥" ❧❡" ❝♦♥❞✉❝.❡✉&"✮✳ ❈❡" ✈❛&✐❛❜❧❡" ♦✛&❡♥. ❞❡" ❧❡✈✐❡&" "✉♣♣❧7♠❡♥.❛✐&❡" ❞❛♥" ❧✬♦♣.✐♠✐"❛.✐♦♥

❞✉ .❛✉① ❞✬❤❛&♠♦♥✐?✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝.✐♦♥ ♠❛❣♥7.✐?✉❡ ❞❛♥" ❧✬❡♥.&❡❢❡& ❡. ♦♥. ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♠♣❛❝. "✉& ❧❡

❝♦♠♣♦&.❡♠❡♥. ✈✐❜&♦✲❛❝♦✉".✐?✉❡ ❞❡ ❧❛ ▼❙❆5"✳

▲❡" &7"✉❧.❛." ❞❡ ❧✬7.✉❞❡ ❞❡ "❡♥"✐❜✐❧✐.7 ❡. ❞❡ &♦❜✉".❡""❡ ❞✉ ♠♦❞)❧❡ ❉■❱❆ ♣❛& &❛♣♣♦&. ❛✉①

✈❛&✐❛.✐♦♥" ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡" ✹ ✈❛&✐❛❜❧❡" ❝✐.7❡" ❝✐✲❞❡""✉"✱ ✐♥❞7♣❡♥❞❛♠♠❡♥. ❧❡" ✉♥❡" ❞❡" ❛✉.&❡"✱ "♦♥.

♣&7"❡♥.7" ❞❛♥" ❧❡" ♣❛&❛❣&❛♣❤❡" "✉✐✈❛♥."✳

✸✳✺✳✶✳✶ ❘♦❜✉:'❡::❡ ❛✉① ✈❛-✐❛'✐♦♥: ❞❡ ldent

▲❛ ✈❛&✐❛❜❧❡ ldent ❡". ❧❛ ❧❛&❣❡✉& ❞❡" ❞❡♥." ❞✉ ".❛.♦&✳ ❉❛♥" ❧✬♦♣.✐♠✐"❛.✐♦♥ ❞✉ ♠♦.❡✉& ❆❘✈✵✱

❝❡..❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❡". ✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❝♦♥.✐♥✉❡✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ❞7✜♥✐ ❧❛ ❜♦&♥❡ "✉♣7&✐❡✉& ✭122% ❞❡ ldent✮ ❡.

❧❛ ❜♦&♥❡ ✐♥❢7&✐❡✉& ✭78% ❞❡ ldent✮ ❞❡ ❧❛ ❧❛&❣❡✉& ❞❡" ❞❡♥." ❞✉ ".❛.♦&✳

0 20 40 60
 1.1

0

1.1

Angle mécanique (° degré)

In
d
u
ct

io
n
 (

T
)

radiale, Numérique

radiale, DIVA

tangentielle, Numérique

tangentielle, DIVA

✭❛✮ ❆❘✈✵ ✿ ❧❛)❣❡✉) ❞❡♥/ = 78% ❞❡ ldent✳
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✭❜✮ ❆❘✈✵ ✿ ❧❛)❣❡✉) ❞❡♥/ = 122% ❞❡ ldent✳
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✭❝✮ ❆❘✈✷ ✿ ❧❛)❣❡✉) ❞❡♥/ = 60% ❞❡ ldent✳
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✭❞✮ ❆❘✈✷ ✿ ❧❛)❣❡✉) ❞❡♥/ = 140% ❞❡ ldent✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✾ ✕ ❙❡♥"✐❜✐❧✐.7 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝.✐♦♥ .♦.❛❧❡ ❞❛♥" ❧✬❡♥.&❡❢❡& ❛✉① ✈❛&✐❛.✐♦♥" ❞❡ ❧❛

❧❛&❣❡✉& ❞❡ ❞❡♥." ".❛.♦& ❞❡" ♠♦.❡✉&" ❆❘✈✵ ❡. ❆❘✈✷ ❀ ❝♦♠♣♦"❛♥.❡" &❛❞✐❛❧❡ ❡. .❛♥❣❡♥.✐❡❧❧❡✳

▲❡" ✜❣✉&❡" ✸✳✸✾❛ ❡. ✸✳✸✾❜✱ ♣✉✐" ✸✳✸✾❝ ❡. ✸✳✸✾❞ ♥♦✉" ❞✐"❡♥. ?✉❡ ❧❡ ♠♦❞)❧❡ ❉■❱❆ &❡".❡ ♣&7❝✐"
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♠❛❧❣$% ❞❡( ✈❛$✐❛+✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ❧❛$❣❡✉$ ❞❡( ❞❡♥+(✳ ▲✬❡$$❡✉$ $❡❧❛+✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ (✉$ ❧✬❤❛$♠♦♥✐4✉❡ ❢♦♥✲

❞❛♠❡♥+❛❧❡ ❡(+ ❞❡ 4%✳ ▲✬❡$$❡✉$ $❡❧❛+✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ (✉$ ❧❡ +❛✉① ❞❡ ❞✐(+♦$(✐♦♥ ❤❛$♠♦♥✐4✉❡ ✭❚❍❉✮

❡(+ ❞❡ 4.5%✳

✸✳✺✳✶✳✷ ❘♦❜✉:'❡::❡ ❛✉① ✈❛-✐❛'✐♦♥: ❞❡ βAPs

▲❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ βAPs ❡(+ ❧✬♦✉✈❡$+✉$❡ ❞❡( ❆>( ? ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥(+❛♥+ ✭❤❛✉+❡✉$ ❞❡ ❧✬❆>( ❛✉+♦♠❛+✐4✉❡

❛❥✉(+%❡✮✳ ❉❛♥( ❧✬♦♣+✐♠✐(❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦+❡✉$ ❆❘✈✵✱ ❝❡++❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❡(+ ✉♥❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❝♦♥+✐♥✉❡✳ ◆♦✉(

❛✈♦♥( ❞%✜♥✐ ❧❛ ❜♦$♥❡ (✉♣%$✐❡✉$ ✭130% ❞❡ βAPs✮ ❡+ ❧❛ ❜♦$♥❡ ✐♥❢%$✐❡✉$ ✭85% ❞❡ βAPs✮ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡$+✉$❡

❞❡( ❆>(✳
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✭❛✮ ❆❘✈✵ ✿ ♦✉✈❡+,✉+❡ ❞❡. ❆/. = 85% ❞❡ βAPs✳
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✭❜✮ ❆❘✈✵ ✿ ♦✉✈❡+,✉+❡ ❞❡. ❆/. = 130% ❞❡ βAPs✳
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✭❝✮ ❆❘✈✷ ✿ ♦✉✈❡+,✉+❡ ❞❡. ❆/. = 85% ❞❡ βAPs✳
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✭❞✮ ❆❘✈✷ ✿ ♦✉✈❡+,✉+❡ ❞❡. ❆/. = 140% ❞❡ βAPs✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✵ ✕ ❙❡♥(✐❜✐❧✐,- ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝,✐♦♥ ,♦,❛❧❡ ❞❛♥( ❧✬❡♥,4❡❢❡4 ❛✉① ✈❛4✐❛,✐♦♥( ❞❡ ❧✬♦✉✲

✈❡4,✉4❡ ❞❡( ❆:( ; ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❆:( ❝♦♥(,❛♥, ❞❡( ♠♦,❡✉4( ❆❘✈✵ ❡, ❆❘✈✷ ❀ ❝♦♠♣♦(❛♥,❡( 4❛❞✐❛❧❡ ❡,

,❛♥❣❡♥,✐❡❧❧❡✳

▲❡( ✜❣✉4❡( ✸✳✹✵❛ ❡, ✸✳✹✵❜✱ ♣✉✐( ✸✳✹✵❝ ❡, ✸✳✹✵❞ ♣4-(❡♥,❡♥, ❧❡( ❝♦♠♣❛4❛✐(♦♥( ❞✬✐♥❞✉❝,✐♦♥ ❞❛♥(

❧✬❡♥,4❡❢❡4 ❝❛❧❝✉❧-❡( ♣❛4 ♥♦,4❡ ♦✉,✐❧ ❉■❱❆ ❡, ♣❛4 ❋❧✉①✷❉ ♣♦✉4 ❞❡( ♦✉✈❡4,✉4❡( ❞❡( ❆:( ❞✐✛-4❡♥,❡(✳

▲✬❡44❡✉4 4❡❧❛,✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ (✉4 ❧✬❤❛4♠♦♥✐K✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧❡ ❡(, ❞❡ 5%✳ ▲✬❡44❡✉4 4❡❧❛,✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

(✉4 ❧❡ ,❛✉① ❞❡ ❞✐(,♦4(✐♦♥ ❤❛4♠♦♥✐K✉❡ ✭❚❍❉✮ ❡(, ❞❡ 5%✳



✸✳✺✳ ❋♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' +❧❡❝'-♦♠❛❣♥+'✐0✉❡ 2 ✈✐❞❡ ✾✷

✸✳✺✳✶✳✸ ❘♦❜✉:'❡::❡ ❛✉① ✈❛-✐❛'✐♦♥: ❞❡ histhme

▲❛ ✈❛#✐❛❜❧❡ histhme ❡() ❧❛ ❤❛✉)❡✉# ❞❡ ❧✬✐()❤♠❡ ❞❡( ❞❡♥)( ()❛)♦#✳ ❉❛♥( ❧✬♦♣)✐♠✐(❛)✐♦♥ ❞✉ ♠♦)❡✉#

❆❘✈✵✱ ❝❡))❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❡() ✉♥❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❝♦♥)✐♥✉❡✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥( ❞:✜♥✐ ❧❛ ❜♦#♥❡ (✉♣:#✐❡✉# ✭270% ❞❡

histhme✮ ❡) ❧❛ ❜♦#♥❡ ✐♥❢:#✐❡✉# ✭65% ❞❡ histhme✮ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉)❡✉# ❞❡ ❧✬✐()❤♠❡ ❞❡( ❞❡♥)( ()❛)♦#✳
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✭❛✮ ❆❘✈✵ ✿ ❤❛✉*❡✉, ❞❡ ❧✬✐1*❤♠❡ = 65% ❞❡ histhme✳
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✭❜✮ ❆❘✈✵ ✿ ❤❛✉*❡✉, ❞❡ ❧✬✐1*❤♠❡ = 270% ❞❡ histhme✳
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✭❝✮ ❆❘✈✷ ✿ ❤❛✉*❡✉, ❞❡ ❧✬✐1*❤♠❡ = 65% ❞❡ histhme✳
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✭❞✮ ❆❘✈✷ ✿ ❤❛✉-❡✉. ❞❡ ❧✬✐2-❤♠❡ = 150% ❞❡ histhme✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✶ ✕ ❙❡♥(✐❜✐❧✐,- ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝,✐♦♥ ,♦,❛❧❡ ❞❛♥( ❧✬❡♥,4❡❢❡4 ❛✉① ✈❛4✐❛,✐♦♥( ❞❡ ❧❛

❤❛✉,❡✉4 ❞❡ ❧✬✐(,❤♠❡ ❞❡( ❞❡♥,( (,❛,♦4 ❞❡( ♠♦,❡✉4( ❆❘✈✵ ❡, ❆❘✈✷ ❀ ❝♦♠♣♦(❛♥,❡( 4❛❞✐❛❧❡ ❡, ,❛♥✲

❣❡♥,✐❡❧❧❡✳

▲❡( ✜❣✉4❡( ✸✳✹✶❛ ❡, ✸✳✹✶❜✱ ♣✉✐( ✸✳✹✶❝ ❡, ✸✳✹✶❞ ♣4-(❡♥,❡♥, ❧❡( ❝♦♠♣❛4❛✐(♦♥( ❞✬✐♥❞✉❝,✐♦♥ ❞❛♥(

❧✬❡♥,4❡❢❡4 ❝❛❧❝✉❧-❡( ♣❛4 ♥♦,4❡ ♦✉,✐❧ ❉■❱❆ ❡, ♣❛4 ❋❧✉①✷❉ ♣♦✉4 ❞❡( ❤❛✉,❡✉4( ❞❡ ❧✬✐(,❤♠❡ ❞❡( ❞❡♥,(

(,❛,♦4 ❞✐✛-4❡♥,❡(✳▲✬❡44❡✉4 4❡❧❛,✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ (✉4 ❧✬❤❛4♠♦♥✐J✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧❡ ❡(, ❞❡ 4%✳ ▲✬❡44❡✉4

4❡❧❛,✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ (✉4 ❧❡ ,❛✉① ❞❡ ❞✐(,♦4(✐♦♥ ❤❛4♠♦♥✐J✉❡ ✭❚❍❉✮ ❡(, ❞❡ 4%✳

✸✳✺✳✶✳✹ ❘♦❜✉)*❡))❡ ❛✉① ✈❛/✐❛*✐♦♥) ❞❡ µcla

▲❛ ✈❛4✐❛❜❧❡ µcla ❡(, ❧❛ ♣❡4♠-❛❜✐❧✐,- ❞❡( ❝❧❛✈❡,,❡( ♠❛❣♥-,✐J✉❡( ❞❛♥( ❧❡( ❡♥❝♦❝❤❡( ❞✉ (,❛,♦4✳

❉❛♥( ❧✬♦♣,✐♠✐(❛,✐♦♥ ❞✉ ♠♦,❡✉4 ❆❘✈✵✱ ❝❡,,❡ ✈❛4✐❛❜❧❡ ❡(, ✉♥❡ ✈❛4✐❛❜❧❡ ❞✐(❝4O,❡✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥( ❞-✜♥✐

❧❛ ❜♦4♥❡ (✉♣-4✐❡✉4 ✭µcla = 1✮ ❡, ❧❛ ❜♦4♥❡ ✐♥❢-4✐❡✉4 ✭µcla = 3✮ ❞❡ ❧❛ ♣❡4♠-❛❜✐❧✐,- ❞❡( ❝❧❛✈❡,,❡(

♠❛❣♥-,✐J✉❡( ❞❛♥( ❧❡( ❡♥❝♦❝❤❡( ❞✉ (,❛,♦4✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✷ ✕ ❙❡♥(✐❜✐❧✐,- ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝,✐♦♥ ,♦,❛❧❡ ❞❛♥( ❧✬❡♥,4❡❢❡4 ❛✉① ✈❛4✐❛,✐♦♥( ❞❡ ❧❛

♣❡4♠-❛❜✐❧✐,- 4❡❧❛,✐✈❡ ❞❡( ❝❧❛✈❡,,❡( ❞✬❡♥❝♦❝❤❡ ❞❡( ♠♦,❡✉4( ❆❘✈✵ ❡, ❆❘✈✷ ❀ ❝♦♠♣♦(❛♥,❡( 4❛❞✐❛❧❡

❡, ,❛♥❣❡♥,✐❡❧❧❡✳

▲✬❡44❡✉4 4❡❧❛,✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ (✉4 ❧✬❤❛4♠♦♥✐A✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧❡ ❡(, ❞❡ 3.5%✳ ▲✬❡44❡✉4 4❡❧❛,✐✈❡

♠❛①✐♠❛❧❡ (✉4 ❧❡ ,❛✉① ❞❡ ❞✐(,♦4(✐♦♥ ❤❛4♠♦♥✐A✉❡ ✭❚❍❉✮ ❡(, ❞❡ 4.5%✳ ◆♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉4❡

(✉4 ❧❛ 4♦❜✉(,❡((❡ ❞❡ ♥♦,4❡ ♠♦❞-❧✐(❛,✐♦♥ ❉■❱❆ ✈✐❛ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠-4✐A✉❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❡4✲

♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥,4❡❢❡4✱ ❡①♣4✐♠- ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡, ♦❜,❡♥✉ ✈✐❛ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦✉,✐❧ ♥✉♠-4✐A✉❡ ❋❊▼▼✱

❡(, ❛✐♥(✐ ✈❛❧✐❞-✳

✸✳✺✳✷ ❋♦&❝❡ )❧❡❝+&♦♠♦+&✐❝❡

❉❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞✬✉♥ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥, O ✈✐❞❡✱ ❧❛ ❢♦4❝❡ -❧❡❝,4♦♠♦,4✐❝❡ ❡(, ❧❛ ✈❛4✐❛❜❧❡ ♣❤②(✐A✉❡ A✉✐

♣❡4♠❡, ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛,✐♦♥ ❡①♣-4✐♠❡♥,❛❧❡ 4❛♣✐❞❡ ❡, ♣4❛,✐A✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥-,✐A✉❡ ❞❛♥(

❧✬❡♥,4❡❢❡4✳ ❈❡,,❡ ❢♦4❝❡ -❧❡❝,4♦♠♦,4✐❝❡✱ e(t)✱ 4-(✉❧,❡ ❞✉ ♣4♦❞✉✐, ❡♥,4❡ ❧✬✐♥❞✉❝,✐♦♥ ❞❛♥( ❧✬❡♥,4❡❢❡4

O ✈✐❞❡ ❡, ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ▲❛ ❢♦4❝❡ -❧❡❝,4♦♠♦,4✐❝❡✱ A✉✐ ❡(, ❧✬✐♠❛❣❡ -❧❡❝,4✐A✉❡ ❞❡ ❧✬-,❛,

♠❛❣♥-,✐A✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ (❡4❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛4✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥,4❡ ❧❡ ♠♦❞R❧❡ ♠❛❣♥-,✐A✉❡ ❡,

-❧❡❝,4✐A✉❡✳ ❖♥ ❛ ✿

e(t) = −ns
dφc

dt
✭✸✳✼✺✮
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♦! φc ❡#$ ❧❡ ✢✉① ♠❛❣♥-$✐/✉❡ ❡♠❜1❛#- ♣❛1 ✉♥❡ #♣✐1❡✱ ❡$ ns ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ #♣✐1❡# ♣❛1 ♣❤❛#❡✳ ▲❡ ✢✉①

♠❛❣♥-$✐/✉❡ ✈✉❡ ♣❛1 ✉♥❡ #♣✐1❡ ❡#$ ❞♦♥♥- ♣❛1 ❧✬❡①♣1❡##✐♦♥ #✉✐✈❛♥$❡ ✿

φc(t) = RmL1

Y 2π
Zs∫

0

Bevider
(α, t)dα ✭✸✳✼✻✮

Rm ❡#$ ❧❡ 1❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❡♥$1❡❢❡1✱ L1 ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉1 ❞✉ ❢❡1 #$❛$♦1 ❡$ Y ❧❡ ♣❛# ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ◆♦✉#

❛✈♦♥# ✈❛❧✐❞-✱ ✈✐❛ ❞❡# #✐♠✉❧❛$✐♦♥# ♥✉♠-1✐/✉❡#✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦1❝❡ -❧❡❝$1♦♠♦$1✐❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉1❡ ✸✳✹✸

♠♦♥$1❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦11❡#♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥$1❡ ❧❡# ❝❛❧❝✉❧# ❉■❱❆ ❡$ ❧❡# #✐♠✉❧❛$✐♦♥# ♥✉♠-1✐/✉❡# ❋❧✉①✷❉✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✸ ✕ ❋♦&❝❡ )❧❡❝+&♦♠♦+&✐❝❡ ♣&♦❞✉✐+❡ ♣❛& ✉♥❡ ♣❤❛4❡ ❞❡4 ♠♦+❡✉&4 ❆❘✈✵ 9 fs = 200 ❍③ ❡+

❆❘✈✷ 9 fs = 167 ❍③ ❀ ❝♦♠♣❛&❛✐4♦♥ ❞❡4 ❝❛❧❝✉❧4 ❉■❱❆ ✲ ❋❧✉①✷❉✳

◆♦+&❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦&❝❡ )❧❡❝+&♦♠♦+&✐❝❡ ♣❛& ♣❤❛4❡ ❡4+ 4✉✣4❛♠♠❡♥+ ♣&)❝✐4 ✭❧❡ ❝♦♥+❡♥✉
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❞❡* ❝♦♠♣❛#❛✐*♦♥* *✉# ❝❤❛8✉❡ ❤❛#♠♦♥✐8✉❡ ❞❡ '❡♠♣*✳

❚❡♥*✐♦♥ ✭❱✮ ❍01 ❍03 ❍05 ❍07 ❍11 ❍13

❚❡*'* 603.0 1.7 3.9 2.90 7.4 1.00

❉■❱❆ 597.4 0.62 3.61 1.98 2.54 0.5

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✶ ✕ ❈♦♠♣❛#❛✐*♦♥* ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞❡* ❤❛#♠♦♥✐8✉❡* ❞❡ ❧❛ '❡♥*✐♦♥ *✐♠♣❧❡ F ✈✐❞❡ ❞✉

♠♦'❡✉# ❆❘✈✵✱ F fs = 200 ❍③✳

❚❡♥*✐♦♥ ✭❱✮ ❍01 ❍05 ❍07 ❍11 ❍13

❚❡*'* 64.18 1.25 0.19 0.19 0.02

❉■❱❆ 60.49 0.14 0.18 0.16 0.03

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✷ ✕ ❈♦♠♣❛#❛✐*♦♥* ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞❡* ❤❛#♠♦♥✐8✉❡* ❞❡ ❧❛ '❡♥*✐♦♥ ❝♦♠♣♦*.❡ F ✈✐❞❡

❞✉ ♠♦'❡✉# ❆❘✈✷✱ ✱ F fs = 167 ❍③✳

▲❡* '❛❜❧❡❛✉① ❝✐✲❞❡**✉* ♠♦♥'#❡♥' ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦##❡*♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥'#❡ ❧❡* ❝❛❧❝✉❧* ❉■❱❆ ❡' ❧❡*

#.*✉❧'❛'* ❞✬❡**❛✐*✳ ▲❛ ❞.'❡#♠✐♥❛'✐♦♥ ❞❡* ❝♦♠♣♦*❛♥'❡* ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧❡* ❡*' ♣#.❝✐*❡✳ ❉❡* ❡##❡✉#* *✐✲

❣♥✐✜❝❛'✐✈❡* *♦♥' ❡♥#❡❣✐*'#.❡* *✉# ❧❡* ❝♦♠♣♦*❛♥'❡* ❤❛#♠♦♥✐8✉❡* ❝❛# ❧✬❡✛❡' ❞❡ ❧❛ ❞❡♥'✉#❡ ❞✉ *'❛'♦#

❡*' ❛''.♥✉.❡ ❞❛♥* ♥♦'#❡ ♠♦❞.❧✐*❛'✐♦♥ ✭❧✬✐♥❞✉❝'✐♦♥ *✉# ❧❡ #❛②♦♥ ❞✬❡♥'#❡❢❡# ♠♦②❡♥✮✳

✸✳✺✳✸ ❈♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞*+❡♥+❡

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞.'❡♥'❡ ❡*' ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ #.*✐*'❛♥' ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ F ✈✐❞❡✳ ❊❧❧❡ #.*✉❧'❡ ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥'

❞❡ ❧✬✐♥'❡#❛❝'✐♦♥ ❡♥'#❡ ❧❡* ❆R* ❡' ❧❡* ❞❡♥'* ❞✉ *'❛'♦#✳ ❈✬❡*' ✉♥❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦#'❛♥'❡ ❞✉ ❞✐♠❡♥✲

*✐♦♥♥❡♠❡♥' ❞❡* ▼❙❆R*✳ ❉❛♥* ❝❡ ♣❛#❛❣#❛♣❤❡✱ ♥♦✉* ❛❧❧♦♥* ✈❛❧✐❞❡# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ ✈✐❛ ❧❡

♠♦❞T❧❡ ❉■❱❆✳

❊♥ ✉'✐❧✐*❛♥' ❧❡* ♣#❡**✐♦♥* '❛♥❣❡♥'✐❡❧❧❡* ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✭➱8✉❛'✐♦♥ ✷✳✶✵✮ ❞❛♥* ❧✬❡♥'#❡❢❡# ♠♦②❡♥✱

♥♦✉* ❛❧❧♦♥* .✈❛❧✉❡# ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ F ✈✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ▼❙❆R*✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞.'❡♥'❡ ❡*' .❣❛❧❡ F ✿

Γvide(t) = L1

2π∫

0

Rmσθ(α, t)dl ✭✸✳✼✼✮

❆✈❡❝ dl = Rmdα✳ ■❧ ✈✐❡♥' ❞♦♥❝ ✿

Γvide(t) = L1
R2

m

µ0

2π∫

0

Bevider
(α, t)Bevideθ

(α, t)dα ✭✸✳✼✽✮

▲❡* ❝❛❧❝✉❧* ❞❡* ✐♥❞✉❝'✐♦♥* #❛❞✐❛❧❡ ❡' '❛♥❣❡♥'✐❡❧❧❡ ♦♥' .'. ✈❛❧✐❞.* ❞❛♥* ❧❛ *❡❝'✐♦♥ ✸✳✺✳✶✳ ❊♥

❛♣♣❧✐8✉❛♥' ❧✬.8✉❛'✐♦♥ ✸✳✼✽ ♣♦✉# ❧❡* ♠❛❝❤✐♥❡* ❆❘✈✵ ❡' ❆❘✈✷ ✱ ♥♦✉* ❝❛❧❝✉❧♦♥* ❧❡✉# ❝♦✉♣❧❡ ❞❡

❞.'❡♥'❡ ❡' ❧❡ ❝♦♠♣❛#♦♥* ❛✉① *✐♠✉❧❛'✐♦♥* ♥✉♠.#✐8✉❡* .❧.♠❡♥'* ✜♥✐* #.❛❧✐*.❡* *♦✉* ❋❧✉①✷❉ ✭▲❡*

❝♦♠♣❛#❛✐*♦♥* *♦♥' #❡*♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ♣#.*❡♥'.❡* ❞❛♥* ❧❡* ✜❣✉#❡* ✸✳✹✹❛ ❡' ✸✳✹✹❜ ♣♦✉# ✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞*✐'#✐❜✉.✱ ♣✉✐*✸✳✹✹❝ ❡' ✸✳✹✹❞ ♣♦✉# ✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥'❛✐#❡✮✳
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✭❞✮ ❆❘✈✷ ✿ ❚❋❉ {Γvide(t)}✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✹ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞+,❡♥,❡ ❞❡. ♠♦,❡✉0. ❆❘✈✵ ❡, ❆❘✈✷ ❀ ❝♦♠♣❛0❛✐.♦♥ ❞❡. ❝❛❧❝✉❧. ❉■❱❆ ✲

❋❧✉①✷❉✳

❉❛♥. ❧❡. ❞❡✉① ❝❛.✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞+,❡♥,❡ ❡., ♣♦0,+ ♣❛0 ❧✬❤❛0♠♦♥✐C✉❡ ❞♦♥, ❧❡ 0❛♥❣ ❡., +❣❛❧ ❛✉

♥♦♠❜0❡ ❞❡ ❞❡♥,. ❞✉ .,❛,♦0 ❛✉✲❞❡..✉. ❞❡ ❧❛ ♣+0✐♦❞❡ ♠❛❣♥+,✐C✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦0❡ ♣+0✐♦❞❡ +❧❡❝,0✐C✉❡ ✭❧❡

0❛♥❣ ✶✷ ❞❛♥. ♥♦,0❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥✮✳

I♦✉0 ❧❡. ♠♦,❡✉0. ❆❘✈✵ ❡, ❆❘✈✷✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✧❞+,❡♥,❡ ✭❝♦✉♣❧❡ ❝0K,❡ L ❝0K,❡✮✧ ❛ +,+ ♠❡.✉0+

♣❡♥❞❛♥, ❧❡. ❡..❛✐. L ✈✐❞❡✳ ▲❡. ,❛❜❧❡❛✉① .✉✐✈❛♥,. ❝♦♠♣❛0❡♥, ❧❡. ♠❡.✉0❡. ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞+,❡♥,❡ ❛✉①

❝❛❧❝✉❧. ❉■❱❆ ❡, ❛✉① .✐♠✉❧❛,✐♦♥. ♥✉♠+0✐C✉❡. ❋❧✉①✷❉ ✿

❙✉♣♣♦0, ❊..❛✐. ❉■❱❆ ❋❧✉①✷❉

❈♦✉♣❧❡ ✭◆✳♠✮ 14 15.5 15

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✸ ✕ ❈♦♠♣❛0❛✐.♦♥. ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ✲ ❋❧✉①✷❉ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞+,❡♥,❡ ❞✉ ♠♦,❡✉0 ❆❘✈✵✳

I♦✉0 ❧❡ ♠♦,❡✉0 ❆❘✈✷✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞+,❡♥,❡ ❡., ,0R. ❜❛.✳ ▲❡ ❝❛❧✐❜0❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡✲♠R,0❡ ♥❡ ♣❡0♠❡,

♣❛. ❞❡ ♠❡.✉0❡0 ♣0+❝✐.+♠❡♥, ❧❡ ❝♦✉♣❧❡✳



✸✳✻✳ ❘$%♦❧✉)✐♦♥ %❝❤$♠❛ ♠♦♥♦♣❤❛%$ $1✉✐✈❛❧❡♥) $)❡♥❞✉ ✾✼

❙✉♣♣♦$% ❊''❛✐' ❉■❱❆ ❋❧✉①✷❉

❈♦✉♣❧❡ ✭◆✳♠✮ ≤ 0.1 0.063 0.056

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣❛$❛✐'♦♥' ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ✲ ❋❧✉①✷❉ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞A%❡♥%❡ ❞✉ ♠♦%❡✉$ ❆❘✈✷✳

❉❛♥' ♥♦%$❡ ♠♦❞A❧✐'❛%✐♦♥✱ ♥♦✉' '♦♠♠❡' ❞♦♥❝ ❡♥ ♠❡'✉$❡ ❞❡ '✐♠✉❧❡$ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣$A❝✐'✐♦♥ ❧❡'

A✈♦❧✉%✐♦♥' ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝%✐♦♥ G ✈✐❞❡ ❞❛♥' ❧✬❡♥%$❡❢❡$ ✭$❛❞✐❛❧❡ ❡% %❛♥❣❡♥%✐❡❧❧❡✮✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦$❝❡ A❧❡❝%$♦♠♦%$✐❝❡

❡% ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞A%❡♥%❡ ❧♦$' ❞❡' ✈❛$✐❛%✐♦♥' ❞❡' ♣❛$❛♠J%$❡' ❣A♦♠A%$✐K✉❡' ❡% ♣❤②'✐K✉❡' ❞✉ ♠♦%❡✉$✳

✸✳✻ ❘$%♦❧✉)✐♦♥ %❝❤$♠❛ ♠♦♥♦♣❤❛%$ $1✉✐✈❛❧❡♥) $)❡♥❞✉

❉❛♥' ❧❛ '❡❝%✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ♣$A'❡♥%A ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡' ❤❛$♠♦♥✐K✉❡' ❞❡ ❧❛ %❡♥'✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥%❛✲

%✐♦♥ Un
✳ ❉❛♥' ❧❡ ♣❛$❛❣$❛♣❤❡ ✸✳✺✳✷✱ ✉♥❡ ♠A%❤♦❞❡ ❞❡ ❞A%❡$♠✐♥❛%✐♦♥ ❞❡' ❤❛$♠♦♥✐K✉❡' ❞❡ ❧❛ ❢♦$❝❡

A❧❡❝%$♦♠♦%$✐❝❡ En
❛ A%A ♣$♦♣♦'A❡✳ ◆♦✉' ❛❧❧♦♥' ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ♣$♦❝A❞❡$ G ❧❛ $A'♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ '❝❤A♠❛

♠♦♥♦♣❤❛'A AK✉✐✈❛❧❡♥% A%❡♥❞✉✳ ❉❛♥' ❧❡ $❡♣J$❡ ❞❡ O❆❘❑✱ ❧✬AK✉❛%✐♦♥ ✸✳✺ '❡ $AA❝$✐% ❝♦♠♠❡ '✉✐% ✿

Un = En + (Rn
s + j ωnLd) I

n
d + (Rn

s + j ωnLq) I
n
q ✭✸✳✼✾✮

♦T Ld ❡% Ld '♦♥% $❡'♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡' ✐♥❞✉❝%❛♥❝❡' '②♥❝❤$♦♥❡' '✉✐✈❛♥% ❧❡' ❛①❡' d ❡% q✳ Rn
s ❡'% ❧❛

$A'✐'%❛♥❝❡ A❧❡❝%$✐K✉❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ '%❛%♦$ '✉$ ❝❤❛K✉❡ ❤❛$♠♦♥✐K✉❡ ❞❡ %❡♠♣' n✳ ❉❛♥' ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

Rn
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▲✬♦❜❥❡❝2✐❢ ❞❛♥" ❝❡ ♣❛#❛❣#❛♣❤❡ "❡#❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛#2♦❣#❛♣❤✐❡# ❧❡ ❝♦♠♣♦#2❡♠❡♥2 ♠❛❣♥$2✐7✉❡ ❞❡ ❧❛

♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦✉# 2♦✉" ❧❡" ♣♦✐♥2" ❞❡ ❝❤❛#❣❡ ♣♦""✐❜❧❡ ✭♣♦✉# 2♦✉2❡" ❧❡" ✈❛❧❡✉#" ❞❡ id✱ ❡2 iq✮✳

✸✳✻✳✶✳✶ ❙)❛)♦7 : ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐%)7✐❜✉$

K#$❛❧❛❜❧❡♠❡♥2✱ ♣♦✉# ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ L ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐"2#✐❜✉$✱ ❧❡" ❛①❡" d ❡2 q "♦♥2 ✐❞❡♥2✐✜$"

❛✉2♦♠❛2✐7✉❡♠❡♥2 ❣#N❝❡ L ❧❛ ❝♦♥♥❛✐""❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦"✐2✐♦♥ ❞✉ #♦2♦# ✭❋✐❣✉#❡ ✸✳✹✻✮✳

●#N❝❡ L ❧❛ ♠❛2#✐❝❡ ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡✱ ❧❡" ❝♦♦#❞♦♥♥$❡" ❞❡" ♥S✉❞" "✐2✉$" ❛✉ ❝❡♥2#❡ ❞❡ ❝❤❛7✉❡ ❢❛✐"✲

❝❡❛✉ ❞❛♥" ❧❡" ❡♥❝♦❝❤❡" "♦♥2 ❞$2❡#♠✐♥$"✳ ❉❛♥" ❧✬♦✉2✐❧ ♥✉♠$#✐7✉❡✱ ♥♦✉" ❡♥#❡❣✐"2#♦♥" ❧❡ ♣♦2❡♥2✐❡❧

♠❛❣♥$2✐7✉❡ "✉# ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡" ♥S✉❞" Anode✳ ▲❡ ✢✉① ♠❛❣♥$2✐7✉❡ ✈✉ ♣❛# ❧❛ ♣❤❛"❡ ph ❡"2 ❞♦♥♥$

♣❛# ❧✬$7✉❛2✐♦♥ ✸✳✽✸✳

ϕph = nsf





Nf∑

1

Anode+ph
−

Nf∑

1

Anode−ph



L1 ✭✸✳✽✸✮

♦V L1 ❡"2 ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✉ ❢❡# "2❛2♦#✱ nsf ❧❡ ♥♦♠❜#❡ "♣✐#❡" ❞❛♥" ✉♥ ❢❛✐"❝❡❛✉ ❞❛♥" ❧✬❡♥❝♦❝❤❡ ❡2

Nf ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❢❛✐"❝❡❛✉① ♣❛# ♣❤❛"❡✳ Anode+ph
❡2 Anode+ph

"♦♥2 #❡"♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2 ❧❡" ♣♦2❡♥2✐❡❧"

♠❛❣♥$2✐7✉❡" ❛✉ ❝❡♥2#❡ ❞❡" ❢❛✐"❝❡❛✉① ✧❛❧❧❡$✧ ❡2 ✧$❡%♦✉$✧ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ph✳

phase 1: retour 

phase 1: aller

axe q

axe d

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✻ ✕ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠$#✐7✉❡ ✭❋❊▼▼✮ ❀ ♠♦2❡✉# ❆❘✈✵ L ✈✐❞❡ ✿ Hc 6= 0 ❡2 id, iq = 0✳

▲❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡ θ✱ 7✉✐ ❡"2 ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥2#❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ✶ ❡2 ❧✬❛①❡ d ❞❡" ❛✐♠❛♥2"✱ ❡"2 ❛✉""✐

❝❛❧❝✉❧$❡ ✳ ❊♥ ✉2✐❧✐"❛♥2 ❧❡" 2#❛♥"❢♦#♠❛2✐♦♥" ❞❡ K❆❘❑ ♦V P ❡"2 ❧❛ ♠❛2#✐❝❡ ❞❡ ♣❛""❛❣❡✱ ❧❡" ✢✉① ϕd

❡2 ϕq "✉# ❧❡" ❛①❡" d ❡2 q "♦♥2 ❞$2❡#♠✐♥$" ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❛♥" ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡" ♣❤❛"❡" ϕ1✱ ϕ2 ❡2

ϕ3✳ ➚ ✈✐❞❡✱ ϕd = ϕmagnet✳ ❖♥ ❛ ✿

[
ϕd

ϕq

]

= P





ϕ1

ϕ2

ϕ3




✭✸✳✽✹✮



✸✳✻✳ ❘$%♦❧✉)✐♦♥ %❝❤$♠❛ ♠♦♥♦♣❤❛%$ $1✉✐✈❛❧❡♥) $)❡♥❞✉ ✶✵✵

❊♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡) ❞✐✛+,❡♥%❡) ✈❛❧❡✉,) ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ✭id✱iq✮✱ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ❞♦♥❝ ❞+%❡,♠✐♥❡, ❧❡) ✐♥❞✉❝✲

%❛♥❝❡) )②♥❝❤,♦♥❡) ✈✐❛ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡) ✢✉① ♠❛❣♥+%✐<✉❡) )✉, ❧❡) ❛①❡) d ❡% q ✭➱<✉❛%✐♦♥ ✸✳✽✺✮✳







Ld =
ϕd − ϕmagnet

id

Lq =
ϕq

iq

✭✸✳✽✺✮

▲❡) ✜❣✉,❡) ✸✳✹✼❛ ❡% ✸✳✹✼❛ ♣❡,♠❡%%❡♥% ❞❡ ❝♦♥)%❛%❡, <✉❡ ❧❡) ❛①❡) ❞❡ F❆❘❑ ♦♥% ❜✐❡♥ +%+ ❞+%❡,✲

♠✐♥+)✳

référence phase 1

axe d

 

aller

✭❛✮ Hc = 0 ❀ id = 100 ❆ ❀ iq = 0

référence phase 1

axe d

 

er

✭❜✮ Hc = 0 ❀ id = 0 ❀ iq = 100 ❆

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✼ ✕ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠/0✐2✉❡ ✭❋❊▼▼✮ ❀ ♠♦9❡✉0 ❆❘✈✵ >❛♥> ❆?>✱ ✭❛✮ id ❙❡✉❧✱ ✭❜✮ iq ❙❡✉❧✳

ϕmagnet ❡>9 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥/9✐2✉❡ ❞/✈❡❧♦♣♣/ ♣❛0 ❧❡> ❛✐♠❛♥9> ♣❡0♠❛♥❡♥9> >✉✐✈❛♥9 ❧✬❛①❡ d✳ ▲❛

♠✐>❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠!"❛✲♠♦❞'❧❡ ✭❞❡ 9②♣❡ >✉0❢❛❝❡ ❞❡ 0/♣♦♥>❡✮ 0❡>9❡ 90K> 0❛♣✐❞❡ ✭3 L 5 ♠✐♥✉9❡>

❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉0 ✉♥ ♣0♦❥❡9✮ ❡9 ♥♦✉> ♣❡0♠❡9 ❞❡ ♣0❡♥❞0❡ ❡♥ ❝♦♠♣9❡ ❧❡> >❛9✉0❛9✐♦♥> ❞❛♥> ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡> ✐♥❞✉❝9❛♥❝❡> >②♥❝❤0♦♥❡> Ld✱ Lq✳

▲❡> ❝❛09❡> ♥❡ >♦♥9 ❣/♥/0/❡> 2✉✬✉♥❡ ❢♦✐> ♣♦✉0 ✉♥❡ 9♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞♦♥♥/❡✳ ▲♦0> ❞❡ ❧✬/9✉❞❡ L ✈✐9❡>>❡

✈❛0✐❛❜❧❡✱ ❧✬♦✉9✐❧ ♥❡ ❢❡0❛ 2✉❡ ❞❡> ✐♥9❡0♣♦❧❛9✐♦♥> ❞❡ ❧✬/9❛9 ♠❛❣♥/9✐2✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞/9❡0♠✐♥❡0✱ ❡♥ 9♦✉9

♣♦✐♥9 ❞❡ ❢♦♥❝9✐♦♥♥❡♠❡♥9✱ ❧❡> ✐♥❞✉❝9❛♥❝❡> >②♥❝❤0♦♥❡>✳

▲❡> ✜❣✉0❡> ✸✳✹✽❛ ❡9 ✸✳✹✽❜ ♠♦♥90❡♥9 ❧❡> 0/>✉❧9❛9> ❞❡ ❝❛09♦❣0❛♣❤✐❡ ♠❛❣♥/9✐2✉❡ ❞✉ ♠♦9❡✉0

♣0♦9♦9②♣❡ ❆❘✈✵✳
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✭❛✮ ▲❞
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✭❜✮ ▲&

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✽ ✕ ■♥❞✉❝*❛♥❝❡- ❙②♥❝❤1♦♥❡- ❞✉ ♠♦*❡✉1 ❆❘✈✵ ✿ ❝❛❧❝✉❧- ❉■❱❆✳

▲❡- ❝❛❧❝✉❧- ❞❡- ✐♥❞✉❝*❛♥❝❡- -②♥❝❤1♦♥❡-✱ ♣♦✉1 ❧❡ ♠♦*❡✉1 ❆❘✈✵ ♦♥* @*@ ✈❛❧✐❞@- ❧♦1- ❞❡- ❡--❛✐-✳

➚ 1000 *1✴♠✐♥ ✿

✕ ❧❛ ❢♦1❝❡ @❧❡❝*1♦♠♦*1✐❝❡ ❛ @*@ ♠❡-✉1@❡ D E = 302 ❱

✕ ❧♦1- ❞❡ ❧✬❡--❛✐ ❡♥ ❝♦✉1*✲❝✐1❝✉✐*✱ ❧❡ ❝♦✉1❛♥* ✭❞❛♥- ❧✬❛①❡ d✮ ❡-* ♠❡-✉1@ D I = Id = 375 ❆✳

✳

▲✬✐♥❞✉❝*❛♥❝❡ -②♥❝❤1♦♥❡ -✉✐✈❛♥* ❧✬❛①❡ q ❡-* ❞@❞✉✐*❡ ❞❡ ❧✬@J✉❛*✐♦♥ -✉✐✈❛♥*❡ ✿

Lq =
E

2πfsId
✭✸✳✽✻✮

▲❡ *❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✺ ❝♦♠♣❛1❡ ❧❡- 1@-✉❧*❛*- ❞✬❡--❛✐- ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❉■❱❆ ♣♦✉1 ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❆❘✈✵✳ ◆♦*♦♥-

J✉❡ ❧✬✐♥❞✉❝*❛♥❝❡ -✉✐✈❛♥* ❧✬❛①❡ d ♥✬❛ ♣❛- @*@ ♠❡-✉1@❡ ❞✉1❛♥* ❧❡- ❡--❛✐- -✉1 ❧❡ ❆❘✈✵✳

■♥❞✉❝*❛♥❝❡- ✭♠❍✮ ❊--❛✐- ❉■❱❆

Ld −− 1.278

Lq 1.281 1.287

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✺ ✕ ❈♦♠♣❛1❛✐-♦♥- ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞❡- ✐♥❞✉❝*❛♥❝❡- -②♥❝❤1♦♥❡- ❞✉ ♠♦*❡✉1 ❆❘✈✵✱

❛✈❡❝ id = 400 ❆ ❡* iq = 0 ❆✳

✸✳✻✳✶✳✷ ❙)❛)♦9 : ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥)❛✐9❡

S♦✉1 ❝❛❧❝✉❧❡1 ❧❡- ✐♥❞✉❝*❛♥❝❡- -②♥❝❤1♦♥❡- ❞❡- ♠❛❝❤✐♥❡- D ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥*❛✐1❡✱ ❧❛ ❞@♠❛1❝❤❡ ♣1@✲

-❡♥*@❡ ♣♦✉1 ❧❡- ❜♦❜✐♥❛❣❡- ❞✐-*1✐❜✉@- ❡-* ❛♣♣❧✐J✉@❡✳ ▲❡- ❛①❡- d ❡* q -♦♥* ❞@*❡1♠✐♥@- ❞✐✛@1❡♠♠❡♥*

✭❋✐❣✉1❡ ✸✳✹✾✮✳

●1Y❝❡ D ❧❛ ♠❛*1✐❝❡ ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡✱ ❧❡- ✢✉① ❝❛♣*@- ♣❛1 ❝❤❛J✉❡ ♣❤❛-❡ ϕ1✱ ϕ2 ❡* ϕ3 -♦♥* ❞@*❡1♠✐♥@-

✈✐❛ ❧✬@J✉❛*✐♦♥ ✸✳✽✸✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐--❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ❞❡ θ✱ J✉✐ ❡-* ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥*1❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛-❡ ✶

❡* ❧✬❛①❡ d ❞❡- ❛✐♠❛♥*-✱ ♣❡1♠❡* ❞✬✉*✐❧✐-❡1 ❧❡- *1❛♥-❢♦1♠❛*✐♦♥- ❞❡ S❆❘❑ ❞❛♥- ❧❡ ❜✉* ❞✬❡-*✐♠❡1 ❧❡-

✢✉① -②♥❝❤1♦♥❡- ϕd ❡* ϕq ✭➱J✉❛*✐♦♥ ✸✳✽✹✮✳
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phase 1: retour phase 1: allé

axe q

axe d

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✾ ✕ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠/0✐2✉❡ ✭❋❊▼▼✮ ❀ ♠♦9❡✉0 ❆❘✈✷ > ✈✐❞❡ ✿ Hc 6= 0 ❡9 id, iq = 0✳

référence phase 1

 

✭❛✮ Hc = 0 ❀ id = 30 ❆ ❀ iq = 0

 

✭❜✮ Hc = 0 ❀ id = 0 ❀ iq = 30 ❆

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✵ ✕ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠/0✐2✉❡ ✭❋❊▼▼✮ ❀ ♠♦9❡✉0 ❆❘✈✷ C❛♥C ❆DC✱ ✭❛✮ id ❙❡✉❧✱ ✭❜✮ iq ❙❡✉❧✳

▲❡C ✜❣✉0❡C ✸✳✺✵❛ ❡9 ✸✳✺✵❜ ♣❡0♠❡99❡♥9 ❞❡ ❝♦♥C9❛9❡0 2✉❡ ❧❡ ✢✉① ♠❛❣♥/9✐2✉❡ ❞/✈❡❧♦♣♣/ ♣❛0 ❧❡

❜♦❜✐♥❛❣❡ ♣❡✉9 M90❡ ❛❧✐❣♥/ ❝♦00❡❝9❡♠❡♥9 C✉0 ❧❡C ❛①❡C ❞❡ D❆❘❑ ✿ ♣♦✉0 ❧❛ ♣♦C✐9✐♦♥ ❞✉ 0♦9♦0 ❞♦♥♥/❡

❞❛♥C ❧❛ ✜❣✉0❡ ✸✳✹✾✱ ✐❧ C✬❛❣✐9 ❞❡C ❛①❡C ❞❡ ❢❛❝✐❧❡ ❛✐♠❛♥9❛9✐♦♥ ✭d✮ ❡9 ❞❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❛✐♠❛♥9❛9✐♦♥ ✭q✮✳

▲❡C ✜❣✉0❡C ✸✳✺✶❛ ❡9 ✸✳✺✶❜ ♠♦♥90❡♥9 ❧❡C 0/C✉❧9❛9C ❞❡ ❝❛09♦❣0❛♣❤✐❡ ♠❛❣♥/9✐2✉❡ ❞✉ ♠♦9❡✉0

♣0♦9♦9②♣❡ ❆❘✈✷✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✶ ✕ ■♥❞✉❝*❛♥❝❡- ❙②♥❝❤1♦♥❡- ❞✉ ♠♦*❡✉1 ❆❘✈✷ ✿ ❝❛❧❝✉❧- ❉■❱❆✳

▲❡- ❝❛❧❝✉❧- ❞❡- ✐♥❞✉❝*❛♥❝❡- -②♥❝❤1♦♥❡-✱ ♣♦✉1 ❧❡ ♠♦*❡✉1 ❆❘✈✷ ♦♥* @*@ ✈❛❧✐❞@- ❧♦1- ❞❡- ❡--❛✐-

A ✈✐❞❡✱ ❡♥ ❝♦✉1*✲❝✐1❝✉✐* ❡* ❡♥ ❝❤❛1❣❡ -✉1 ✐♥❞✉❝*❛♥❝❡ ♣✉1❡✳ ▲❡ *❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✻ ❝♦♠♣❛1❡ ❧❡- 1@-✉❧*❛*-

❞✬❡--❛✐- ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❉■❱❆ ♣♦✉1 ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❆❘✈✷✳

■♥❞✉❝%❛♥❝❡( ✭♠❍✮ ❊((❛✐( ❉■❱❆

Ld ♣♦✉4 id = 1.5 ❆ ❡% iq = 1.4 ❆ 2.343 2.322

Lq ♣♦✉4 id = 26.7 ❆ ❡% iq = 0 ❆ 1.323 2.322

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✻ ✕ ❈♦♠♣❛4❛✐(♦♥( ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞❡( ✐♥❞✉❝%❛♥❝❡( (②♥❝❤4♦♥❡( ❞✉ ♠♦%❡✉4 ❆❘✈✷✳

✸✳✻✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡+ ❝♦✉-❛♥/+ ❞❡+ ♣❤❛+❡+ i(t)

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡( ❝♦✉4❛♥%( ❞❡( ♣❤❛(❡( (❡ ❞♦✐% ❞✬E%4❡ ♣4F❝✐( ❝❛4 ✐❧( ✐♥✢✉❡♥% ❢♦4%❡♠❡♥% ❧❡( ❢♦4❝❡(

♠❛❣♥F%♦♠♦%4✐❝❡( ❞F✈❡❧♦♣♣F❡( ♣❛4 ❧❡( ❜♦❜✐♥❛❣❡(✳ ❯♥❡ ❢♦✐( ❧❡( ♥❛♣♣❡( ❞✬✐♥❞✉❝%❛♥❝❡( (②♥❝❤4♦♥❡(

❡(%✐♠F❡(✱ ❧❡( ❝♦✉4❛♥%( ❞❡ ♣❤❛(❡ (♦♥% ❝❛❧❝✉❧F( ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐%❡((❡ ❞❡ 4♦%❛%✐♦♥ ✭ωs✮✱ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡

♦❜❥❡❝%✐❢ ✭Γobj✮ ❡% ❞❡( ❤❛4♠♦♥✐N✉❡( ❞❡ ❧❛ ❢♦4❝❡ F❧❡❝%4♦♠♦%4✐❝❡ ✭En
✮ ❞✉ ♣♦✐♥% ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥%

❝♦♥(✐❞F4F✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦✉4❛♥% ❞❡ ♣❤❛(❡✱ ✈✐❛ ❧❛ 4F(♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ (❝❤F♠❛ ♠♦♥♦♣❤❛(F FN✉✐✈❛❧❡♥% F%❡♥❞✉✱ (❡

❢❛✐% ❡♥ ❞❡✉① F%❛♣❡( ✿

• ▲❛ ♣#❡♠✐'#❡ ()❛♣❡ ❝♦♥(✐(%❡ Q ❝❛❧❝✉❧❡4 ❧❛ %❡♥(✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧❡ ❡✣❝❛❝❡ ♥F❝❡((❛✐4❡ ♣♦✉4

❞F✈❡❧♦♣♣❡4 ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✉%✐❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥% ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞♦♥♥F ❡♥ ✐%F4❛♥% (✉4 ❧❛ ✈❛❧❡✉4 ❞❡

❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❛❣❡ ✭Ψ✮ ❡% ❞✉ ❝♦✉4❛♥% ❡✣❝❛❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞❡ ♣❤❛(❡ ✭Is✮✳ ❈❡%%❡ %❡♥(✐♦♥

❡✣❝❛❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧❡ ❡(% ❧✐♠✐%F❡ ♣❛4 ❧❛ %❡♥(✐♦♥ ❞✉ ❜✉( ❝♦♥%✐♥✉ ❡♥ ❛♠♦♥% ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉4 ✿

Umax ❡(% ❧❛ %❡♥(✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ N✉✬✐❧ ❡(% ♣♦((✐❜❧❡ ♦❜%❡♥✐4 ❛✈❡❝

❧✬♦♥❞✉❧❡✉4✳

• ▲❛ ❞❡✉①✐'♠❡ ()❛♣❡ ❝♦♥(✐(%❡ Q 4F(♦✉❞4❡ ❧❡ (❝❤F♠❛ ♠♦♥♦♣❤❛(F FN✉✐✈❛❧❡♥% F%❡♥❞✉✱ ❡♥

❝❛❧❝✉❧❛♥% ❧❛ %❡♥(✐♦♥ ▼▲■ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (%4❛%F❣✐❡ ❞✬❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ▼▲■ ❡% ❞✉ %❛✉① ❞❡

♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ r0✳
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 ♦✉# ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❜❥❡❝+✐❢✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡0 ♣❡#+❡0 ♠2❝❛♥✐4✉❡0 ❡+ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡0 ♣❡#+❡0 ❞❛♥0

❧❡0 ❆ 0 0♦♥+ ❝❛❧❝✉❧20✳ ❉✉#❛♥+ ❝❡++❡ ♣#❡♠✐8#❡ #20♦❧✉+✐♦♥✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝❤❛#❣❡✱ δ ❡0+ ❞2+❡#♠✐♥2✳

❯♥❡ ❢♦✐0 ❧❡0 ❤❛#♠♦♥✐4✉❡0 ❞❡ ❧❛ +❡♥0✐♦♥ ▼▲■ ❞2+❡#♠✐♥20 ✭Un
✮✱ ❧✬24✉❛+✐♦♥ ✸✳✼✾ ❡0+ #20♦❧✉❡✳

▲❡0 ❝♦✉#❛♥+0 Ind ❡+ Inq ② 0♦♥+ ❛❧♦#0 ❞2+❡#♠✐♥20 ❛✐♥0✐ 4✉❡ ❧❡0 ✈❛❧❡✉#0 ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❛❣❡ Ψn
✳

▲✬❤②♣♦+❤80❡ ❢♦#+❡ ❝♦♥0✐❞2#2❡ ❡0+ 4✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝❤❛#❣❡ ❡0+ ✐❞❡♥+✐4✉❡ 0✉# +♦✉0 ❧❡0 ❤❛#♠♦♥✐4✉❡0 ❞❡

+❡♠♣0 n✳ ▲❛ ✜❣✉#❡ ✸✳✺✷ ♣#20❡♥+❡ ❧✬❛#❝❤✐+❡❝+✉#❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❉■❱❆ ❞✉ ❝♦✉#❛♥+ ❞❡ ♣❤❛0❡✳

Incrémentation de   : 0 - 90 °

Incrémentation de Is : 0 - Imax

Calcul de Id et Iq 

Lecture de Ld et Lq

!1
em = pqs[E

1Iq + IqId"s(Ld-Lq)]/"s

!u = !1
em -!mec-!APs

!u = !obj

U1 = E1+(R1
s+j"sLd)Id+(R1

s+j"sLq)Iq

U1 # Umax

r0 = V1/Vdc

Simulation de Un
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d , I

n
q = fd($,Rn

s,E
n,Un)

 n   = arctg(In
d/I

n
q)

In = fi(In
d,I

n
d, 

n)

"s , !obj

i(t) = TFD-1{In}

Calcul de !mec 

Calcul de !APs 

non

oui

oui

non
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❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦✉#❛♥+ ❞❡ ♣❤❛0❡✳



✸✳✼✳ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥+ ,❧❡❝(/♦♠,❝❛♥✐1✉❡+ ❡①♣,/✐♠❡♥(❛❧❡+ ✶✵✺

▲❡" ♣❡$%❡" ❞❛♥" ❧❡" ❆+" ❡% ❧❡" ♣❡$%❡" ❢❡$ "♦♥% ❝❛❧❝✉❧0❡" ❣$2❝❡ 3 ❧✬✐♥❞✉❝%✐♦♥ ♠❛❣♥0%✐7✉❡ "♣❛%✐♦✲

%❡♠♣♦$❡❧❧❡ ❞❛♥" ❧✬❡♥%$❡❢❡$ ♠♦②❡♥✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡"%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉$❛♥% ❞❡ ♣❤❛"❡✱ ❧❡" ♣❡$%❡" ❏♦✉❧❡ ❡% ♣❡$%❡"

"✉♣♣❧0♠❡♥%❛✐$❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝✉✐✈$❡ "♦♥% ❛✉""✐ ❞0%❡$♠✐♥0❡"✳ ▲❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❡"% ❛❧♦$" 0%❛❜❧✐✱ ❡%

✐❧❧✉"%$0 ♣❛$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✺✸✳

Pabsorbée
Putile

pJoule
pFer

pAPs
pmec

Pem

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✸ ✕ ❇✐❧❛♥ ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ▼❙❆+"✳

▲❛ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧0❡ ♣❛$ ❧✬07✉❛%✐♦♥ ✸✳✽✷ ❡"% ❧❛ ♣✉✐""❛♥❝❡ 0❧❡❝%$♦♠❛❣♥0%✐7✉❡✱ Pem✱ ❞❛♥" ❧✬❡♥✲
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❝❛♥✐7✉❡" pem ❡% ❧❡" ♣❡$%❡" ❞❛♥" ❧❡" ❆+" pAPs✳ ▲❡" ♣❡$%❡" ❢❡$✱ pFer✱ "♦♥% ❝❛❧❝✉❧0❡" ❣$2❝❡ 3 ❧❛
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▲❡" ♣❡$%❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝✉✐✈$❡✱ pJoule✱ "♦♥% ❧❛ "♦♠♠❡ ❞❡" ♣❡$%❡" ❏♦✉❧❡ ❡% ❞❡" ♣❡$%❡" "✉♣♣❧0♠❡♥%❛✐$❡"✳

▲✬❡✛❡% ❞❡ ♣❡❛✉ ❡"% ♣$✐" ❡♥ ❝♦♠♣%❡✳

✸✳✼ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥+ ,❧❡❝(/♦♠,❝❛♥✐1✉❡+ ❡①♣,/✐♠❡♥(❛❧❡+

+♦✉$ ✈❛❧✐❞❡$ ❧❡" $0"✉❧%❛%" ❞❡ ♥♦%$❡ ♠♦❞J❧❡ ❉■❱❆✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" "✐♠✉❧0 ❞❡" ♣♦✐♥%" ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡✲

♠❡♥% ❡♥$❡❣✐"%$0" ❧♦$" ❞❡" ❡""❛✐"✳ ▲❡" ❣$❛♥❞❡✉$" ♠❛❣♥0%✐7✉❡" %❡❧❧❡" 7✉❡ ❧❡" ♣$❡""✐♦♥" $❛❞✐❛❧❡" ❞❛♥"

❧✬❡♥%$❡❢❡$ "❡$♦♥% ✈❛❧✐❞0❡" ❣$2❝❡ 3 ❞❡" "✐♠✉❧❛%✐♦♥" 0❧0♠❡♥%" ✜♥✐"✳ ▲❡" ♣♦✐♥%" ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥%

0❧❡❝%$✐7✉❡ ✭❝♦✉$❛♥% ❞❡ ♣❤❛"❡✱ %❡♥"✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥✱ ❢❛❝%❡✉$ ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡✱ ❝♦✉♣❧❡ ✉%✐❧❡ ❡%

$❡♥❞❡♠❡♥%✮ "❡$♦♥% ✈❛❧✐❞0" ❛✈❡❝ ❞❡" $0"✉❧%❛%" ❞✬❡""❛✐✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ♣$♦❝0❞0 3 ❧❛ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ "✉$ ❧❡" ❞❡✉① ♣$♦%♦%②♣❡" ❛✈❡❝ ❞❡" ❆+" ♠♦♥%0" ❡♥ "✉$❢❛❝❡✱

❆❘✈✵ 7✉✐ ❡"% ✉♥❡ ▼❙❆+" 07✉✐♣0❡ ❞✬✉♥ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✐"%$✐❜✉0 ❡% ❆❘✈✷ ❡"% ✉♥❡ ▼❙❆+" 07✉✐♣0❡ ❞✬✉♥

❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥%❛✐$❡✳

✸✳✼✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❛✉ ♣.♦*♦*②♣❡ ❆❘✈✵

▲❡" ♣♦✐♥%" ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% 3 ✈✐❞❡ ♦♥% ❞0❥3 0%0 ✈❛❧✐❞0" ❞❛♥" ❧❛ "❡❝%✐♦♥ ✸✳✺✳ ▲❡" ❛❧❧✉$❡" ❞❡"

✐♥❞✉❝%✐♦♥" $❛❞✐❛❧❡ ❡% %❛♥❣❡♥%✐❡❧❧❡ 3 ✈✐❞❡ "♦♥% $❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ♣$0"❡♥%0❡" ✸✳✸✺ ❡% ✸✳✸✻✳ ■❧ ❛ 0%0 ❛✉""✐

♠♦♥%$0 7✉❡ ❝❡%%❡ ♠♦❞0❧✐"❛%✐♦♥ ❡"% $♦❜✉"%❡✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣$0❝✐"✐♦♥ ❛ 0%0 ❛✉""✐ ❡♥$❡❣✐"%$0❡ ❞❛♥" ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦$❝❡ 0❧❡❝%$♦♠♦%$✐❝❡ ✭❋✐❣✉$❡" ✸✳✹✸❛ ❡% ✸✳✹✸❜✮ ❡% ❞❛♥" ❧❛ ❞0%❡$♠✐♥❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❛$♠♦♥✐7✉❡

♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞0%❡♥%❡ ✭❋✐❣✉$❡" ✸✳✹✹❛ ❡% ✸✳✹✹❜✮✳

✸✳✼✳✶✳✶ ❘,❣✐♠❡ ❝♦♥(✐♥✉

▲❡ $0❣✐♠❡ ❝♦♥%✐♥✉ ❡"% ❧❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% $0❢0$❡♥❝❡ ♦[ ❧❡" ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡" ❞✉ ♠♦%❡✉$

"♦♥% 0✈❛❧✉0❡"✳ ▲❡" ❝♦♥%❡♥✉" ❤❛$♠♦♥✐7✉❡" ❞❡ ❧❛ %❡♥"✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ❡% ❞✉ ❝♦✉$❛♥% ❞❡ ♣❤❛"❡

"♦♥% ✐❧❧✉"%$0" ♣❛$ ❧❡" ✜❣✉$❡" ✸✳✺✹✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✹ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥, ❊❙❙❆■❙✲❉■❱❆ ❞❡, ❝♦♥8❡♥✉, ❤❛*♠♦♥✐;✉❡, ❞❡, ♣❛*❛♠<8*❡, =❧❡❝✲

8*✐;✉❡, ♣♦✉* ❧❡ ♠♦8❡✉* ❆❘✈✵ ❛✉ *=❣✐♠❡ ❝♦♥8✐♥✉✳

▲❡, ❝❛*❛❝8=*✐,8✐;✉❡, ❞✉ ♣♦✐♥8 ❞❡ ❢♦♥❝8✐♦♥♥❡♠❡♥8 E *=❣✐♠❡ ❝♦♥8✐♥✉ ,♦♥8 ♣*=,❡♥8=❡, ❞❛♥, ❧❡

8❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡,,♦✉,✳

❘=❣✐♠❡ ❝♦♥8✐♥✉ ♥♦*♠❛❧ ❊,,❛✐, ❉■❱❆

❚❡♥,✐♦♥ ❞✉ ❜✉, ❝♦♥8✐♥✉ ✭❱✮ 1500 1500

❚❡♥,✐♦♥ ❘▼❙✴❢♦♥❞❛♠❡♥8❛❧❡ ✭❱✮ 714.5/680.2 701.5/675.0

❈♦✉*❛♥8 ❘▼❙✴❢♦♥❞❛♠❡♥8❛❧ ✭❆✮ 204.9/203.4 209.4/208.9

❋❛❝8❡✉* ❞❡ ♣✉✐,,❛♥❝❡✴❝♦,✐♥✉, ♣❤✐ 0.938/0.991 0.942/0.986

M✉✐,,❛♥❝❡ ❛❜,♦*❜=❡ ✭❦❲✮ 409.3 410.7

M✉✐,,❛♥❝❡ ✉8✐❧❡ ✭❦❲✮ 400.7 400.7

❘❡♥❞❡♠❡♥8 ✭%✮ 97.9 97.6

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✼ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞✉ ♣♦✐♥8 ❞❡ ❢♦♥❝8✐♦♥♥❡♠❡♥8 ❡♥ *=❣✐♠❡ ❝♦♥8✐♥✉

❞✉ ♠♦8❡✉* ❆❘✈✵✱ E Tbobinage = 100✝C ❡8 TAPs = 100✝C✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✺ ✕ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❋❧✉①✷❉ ✲ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ ♣)❡++✐♦♥ ♠❛❣♥:;✐<✉❡ )❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥+

❧✬❡♥;)❡❢❡) ♠♦②❡♥ ♣♦✉) ❧❡ ♠♦;❡✉) ❆❘✈✵ ❛✉ ):❣✐♠❡ ❝♦♥;✐♥✉✳



✸✳✼✳ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥+ ,❧❡❝(/♦♠,❝❛♥✐1✉❡+ ❡①♣,/✐♠❡♥(❛❧❡+ ✶✵✼

▲❛ ❞❡$♥✐'$❡ ()❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛)✐♦♥ ❡.) ❧✬❛♥❛❧②.❡ ❞❡. ♣$❡..✐♦♥. ♠❛❣♥()✐3✉❡. $❛❞✐❛❧❡. ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧

❞❛♥. ❧✬❡♥)$❡❢❡$ ♠♦②❡♥✳ ▲❡. ♣$❡..✐♦♥. ♠❛❣♥()✐3✉❡. ✈✐❛ ❧✬♦✉)✐❧ ♥✉♠($✐3✉❡ ❋❧✉①✷❉ .♦♥) ❞()❡$♠✐♥(❡.

❡♥ ❛♣♣❧✐3✉❛♥) ❧✬(3✉❛)✐♦♥ ✸✳✶ ❛♣$'. ❛✈♦✐$ ❡♥$❡❣✐.)$( ❧❡. ✐♥❞✉❝)✐♦♥. $❛❞✐❛❧❡ ❡) )❛♥❣❡♥)✐❡❧❧❡✳ ▲✬♦✉)✐❧

❉■❱❆ ✉)✐❧✐.❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❛❜.♦❧✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝)✐♦♥ ♠❛❣♥()✐3✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥. ❧✬❡♥)$❡❢❡$ ✭➱3✉❛)✐♦♥ ✸✳✷✮✳

➪ ❧✬✐♥.)❛♥) ✐♥✐)✐❛❧ i1 = 101.55 ❆✱ i2 = −276.47 ❆ ❡) i3 = 174.92 ❆✳ ▲❡. ✜❣✉$❡. ✸✳✺✺ ♣$(.❡♥)❡♥)

❧❡. $(.✉❧)❛). ❞❡. ❝♦♠♣❛$❛✐.♦♥. ❛✈❡❝ ❧❡. (❧(♠❡♥). ✜♥✐.✳

✸✳✼✳✶✳✷ ❱✐(❡++❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

➪ ❧❛ ✈✐)❡..❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❛ ♣✉✐..❛♥❝❡ ❞(✈❡❧♦♣♣(❡ ♣❛$ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡.) (❣❛❧❡ L ❧❛ ♣✉✐..❛♥❝❡ ♥♦✲

♠✐♥❛❧❡✳ ❈✬❡.) ❧❡ ♣♦✐♥) ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❞❛♥. ❧❡3✉❡❧ ❧❡ ❞(✲✢✉①❛❣❡ ❡.) ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❡. ❝♦♥)❡♥✉.

❤❛$♠♦♥✐3✉❡. ❞❡ ❧❛ )❡♥.✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥)❛)✐♦♥ ❡) ❞✉ ❝♦✉$❛♥) ❞❡ ♣❤❛.❡ .♦♥) ✐❧❧✉.)$(. ♣❛$ ❧❡. ✜❣✉$❡.
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✻ ✕ ❈♦♠♣❛$❛✐.♦♥. ❊❙❙❆■❙✲❉■❱❆ ❞❡. ❝♦♥)❡♥✉. ❤❛$♠♦♥✐3✉❡. ❞❡. ♣❛$❛♠')$❡. (❧❡❝✲

)$✐3✉❡. ♣♦✉$ ❧❡ ♠♦)❡✉$ ❆❘✈✵ L ❧❛ ✈✐)❡..❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳

▲❛ )❡♥.✐♦♥ ❞✉ ❜✉. ❝♦♥)✐♥✉ ✐❝✐ ❡.) ❞❡ 1800 ❱✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉$ ❧❡. ❞❡✉① ♣♦✐♥). ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥)

♣$(❝(❞❡♥).✱ ❧❛ .)$❛)(❣✐❡ ❞❡ ❞(❝♦✉♣❛❣❡ ❡.) ❧❛ ♠♦❞✉❧❛)✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡ ♦♥❞❡✳

▲❡. ❝❛$❛❝)($✐.)✐3✉❡. ❞✉ ♣♦✐♥) ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) L ❧❛ ✈✐)❡..❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♦♥) ♣$(.❡♥)(❡. ❞❛♥. ❧❡

)❛❜❧❡❛✉ ❝✐ ❞❡..♦✉.✳

❱✐)❡..❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❊..❛✐. ❉■❱❆

❚❡♥.✐♦♥ ❞✉ ❜✉. ❝♦♥)✐♥✉ ✭❱✮ 1800 1800

❚❡♥.✐♦♥ ❘▼❙✴❢♦♥❞❛♠❡♥)❛❧❡ ✭❱✮ 869.5/827.2 830.9/804.1

❈♦✉$❛♥) ❘▼❙✴❢♦♥❞❛♠❡♥)❛❧ ✭❆✮ 206.6/206.4 214.9/214.7

❋❛❝)❡✉$ ❞❡ ♣✉✐..❛♥❝❡✴❝♦.✐♥✉. ♣❤✐ 0.875/0.921 0.902/0.932

X✉✐..❛♥❝❡ ❛❜.♦$❜(❡ ✭❦❲✮ 471.8 468.6

X✉✐..❛♥❝❡ ✉)✐❧❡ ✭❦❲✮ 450.9 449.8

❘❡♥❞❡♠❡♥) ✭%✮ 95.6 95.9

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✽ ✕ ❈♦♠♣❛$❛✐.♦♥. ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞✉ ♣♦✐♥) ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) L ✈✐)❡..❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

❞✉ ♠♦)❡✉$ ❆❘✈✵✱ L Tbobinage = 100✝C ❡) TAPs = 100✝C✳
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➪ ❧✬✐♥%&❛♥& ✐♥✐&✐❛❧ i1 = 232.94 ❆✱ i2 = −261.75 ❆ ❡& i3 = 28.807 ❆✳ ▲❡% ✜❣✉0❡% ✸✳✺✼❛ ❡& ✸✳✺✼❜

♣06%❡♥&❡♥& ❧❡% 06%✉❧&❛&% ❞❡% ❝♦♠♣❛0❛✐%♦♥% ❞❡% %✐♠✉❧❛&✐♦♥% ♥✉♠60✐;✉❡ ✭❋❧✉①✷❉✮ ✈% ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✼ ✕ ❈♦♠♣❛0❛✐%♦♥% ❋❧✉①✷❉ ✲ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ ♣0❡%%✐♦♥ ♠❛❣♥6&✐;✉❡ 0❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥%

❧✬❡♥&0❡❢❡0 ♠♦②❡♥ ♣♦✉0 ❧❡ ♠♦&❡✉0 ❆❘✈✵ N ❧❛ ✈✐&❡%%❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳

✸✳✼✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❛✉ ♣.♦*♦*②♣❡ ❆❘✈✷

❈♦♠♠❡ ❞❛♥% ❧❡ ♣❛0❛❣0❛♣❤❡ ♣06❝6❞❡♥&✱ ❧❡% ♣♦✐♥&% ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& N ✈✐❞❡ ♦♥& ❞6❥N 6&6 ✈❛❧✐❞6%

❞❛♥% ❧❛ %❡❝&✐♦♥ ✸✳✺✳ ▲❡% ❛❧❧✉0❡% ❞❡% ✐♥❞✉❝&✐♦♥% 0❛❞✐❛❧❡ ❡& &❛♥❣❡♥&✐❡❧❧❡ N ✈✐❞❡ %♦♥& 0❡%♣❡❝&✐✈❡♠❡♥&

♣06%❡♥&6❡% ✸✳✸✼ ❡& ✸✳✸✽✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣06❝✐%✐♦♥ ❛ 6&6 ❛✉%%✐ ❡♥0❡❣✐%&06❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦0❝❡

6❧❡❝&0♦♠♦&0✐❝❡ ✭❋✐❣✉0❡% ✸✳✹✸❝ ❡& ✸✳✹✸❞✮ ❡& ❞❛♥% ❧❛ ❞6&❡0♠✐♥❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❛0♠♦♥✐;✉❡ ♣0✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉

❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞6&❡♥&❡ ✭❋✐❣✉0❡% ✸✳✹✹❝ ❡& ✸✳✹✹❞✮✳
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✭❜✮ ❈♦✉&❛♥) ❞❡ ♣❤❛.❡✱ In✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✽ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥, ❊❙❙❆■❙✲❉■❱❆ ❞❡, ❝♦♥8❡♥✉, ❤❛*♠♦♥✐;✉❡, ❞❡, ♣❛*❛♠<8*❡, =❧❡❝✲

8*✐;✉❡, ♣♦✉* ❧❡ ♠♦8❡✉* ❆❘✈✷ ❛✉ *=❣✐♠❡ C ♣❧❡✐♥ ✢✉①✳



✸✳✼✳ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥+ ,❧❡❝(/♦♠,❝❛♥✐1✉❡+ ❡①♣,/✐♠❡♥(❛❧❡+ ✶✵✾

▲❡" ❝❛%❛❝&'%✐"&✐)✉❡" ❞✉ ♣♦✐♥& ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& 1 ♣❧❡✐♥ ✢✉① "♦♥& ♣%'"❡♥&'❡" ❞❛♥" ❧❡ &❛❜❧❡❛✉

❝✐✲❞❡""♦✉"✳

❘'❣✐♠❡ 1 ♣❧❡✐♥ ✢✉① ❊""❛✐" ❉■❱❆

❋%')✉❡♥❝❡ "②♥❝❤%♦♥❡ ✭❍③✮ 45.64 45.41

❚❡♥"✐♦♥ ❞✉ ❜✉" ❝♦♥&✐♥✉ ✭❱✮ 80 80

❚❡♥"✐♦♥ ❘▼❙✴❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧❡ ✭❱✮ 24.56/14.12 21.98/12.77

❈♦✉%❛♥& ❘▼❙✴❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧ ✭❆✮ 13.15/13.10 13.03/13.01

❋❛❝&❡✉% ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡✴❝♦"✐♥✉" ♣❤✐ 0.539/0.936 0.619/0.923

K✉✐""❛♥❝❡ ❛❜"♦%❜'❡ ✭❲✮ 522.81 537.7

K✉✐""❛♥❝❡ ✉&✐❧❡ ✭❲✮ 371.25 368.9

❈♦✉♣❧❡ ✉&✐❧❡ ✭◆♠✮ 6.51 6.46

❘❡♥❞❡♠❡♥& ✭%✮ 70.9 68.6

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✾ ✕ ❈♦♠♣❛%❛✐"♦♥" ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞✉ ♣♦✐♥& ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& ❡♥ %'❣✐♠❡ 1 ♣❧❡✐♥

✢✉① ❞✉ ♠♦&❡✉% ❆❘✈✷✱ 1 Tbobinage = 60✝C ❡& TAPs = 60✝C✳

▲❛ ✈❛❧❡✉% %'❡❧❧❡ ❞✉ ❜✉" ❝♦♥&✐♥✉ ♥✬❡"& ♣❛" ✜①❡✱ ❝❡ )✉✐ ❡①♣❧✐)✉❡ ❡♥ ♣❛%&✐❡ ❧❛ ❞✐✛'%❡♥❝❡ "✉% ❧❡"

✈❛❧❡✉%" ❞❡ ❧❛ &❡♥"✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥&❛&✐♦♥✱ ❞✉ ❝♦✉%❛♥& ❞❡ ♣❤❛"❡ ❡& ❞✉ ❢❛❝&❡✉% ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡✳

▲❛ ❞❡%♥✐Y%❡ '&❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛&✐♦♥ ❡"& ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡" ♣%❡""✐♦♥" ♠❛❣♥'&✐)✉❡" %❛❞✐❛❧❡" ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧

❞❛♥" ❧✬❡♥&%❡❢❡% ♠♦②❡♥✳ ▲❡" ♣%❡""✐♦♥" ♠❛❣♥'&✐)✉❡" ✈✐❛ ❧✬♦✉&✐❧ ♥✉♠'%✐)✉❡ ❋❧✉①✷❉ "♦♥& ❞'&❡%♠✐♥'❡"

❡♥ ❛♣♣❧✐)✉❛♥& ❧✬')✉❛&✐♦♥ ✸✳✶ ❛♣%Y" ❛✈♦✐% ❡♥%❡❣✐"&%' ❧❡" ✐♥❞✉❝&✐♦♥" %❛❞✐❛❧❡ ❡& &❛♥❣❡♥&✐❡❧❧❡✳ ▲✬♦✉&✐❧

❉■❱❆ ✉&✐❧✐"❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❛❜"♦❧✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝&✐♦♥ ♠❛❣♥'&✐)✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥" ❧✬❡♥&%❡❢❡% ✭➱)✉❛&✐♦♥ ✸✳✷✮✳

➪ ❧✬✐♥"&❛♥& ✐♥✐&✐❛❧ i1 = −2.676 ❆✱ i2 = 19.317 ❆ ❡& i3 = −16.641 ❆✳ ▲❡" ✜❣✉%❡" ✸✳✺✾ ♣%'"❡♥&❡♥&
❧❡" %'"✉❧&❛&" ❞❡" ❝♦♠♣❛%❛✐"♦♥" ❛✈❡❝ ❧❡" '❧'♠❡♥&" ✜♥✐"✳
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❋✐❣✉)❡ ✸✳✺✾ ✕ ❈♦♠♣❛%❛✐"♦♥" ❋❧✉①✷❉ ✲ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ ♣%❡""✐♦♥ ♠❛❣♥'&✐)✉❡ %❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥"

❧✬❡♥&%❡❢❡% ♠♦②❡♥ ♣♦✉% ❧❡ ♠♦&❡✉% ❆❘✈✷ ❛✉ %'❣✐♠❡ 1 ♣❧❡✐♥ ✢✉①✳

✸✳✼✳✷✳✷ ❋❧✉① /,❞✉✐(

▲❡ %'❣✐♠❡ ❝♦♥&✐♥✉ 1 ✢✉① %'❞✉✐& ❡"& ❧❡ ♣♦✐♥& ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& ♦^ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥'&✐)✉❡

❞'✈❡❧♦♣♣' ♣❛% ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✉ "&❛&♦% ✈✐❡♥& %'❞✉✐%❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥'&✐)✉❡ ❝%'' ♣❛% ❧❡" ❆K""✉% ❧✬❛①❡

d✳ ▲❡" ❝♦♥&❡♥✉" ❤❛%♠♦♥✐)✉❡" ❞❡ ❧❛ &❡♥"✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥&❛&✐♦♥ ❡& ❞✉ ❝♦✉%❛♥& ❞❡ ♣❤❛"❡ "♦♥& ✐❧❧✉"&%'"

♣❛% ❧❡" ✜❣✉%❡" ✸✳✻✵✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✻✵ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥, ❊❙❙❆■❙✲❉■❱❆ ❞❡, ❝♦♥8❡♥✉, ❤❛*♠♦♥✐;✉❡, ❞❡, ♣❛*❛♠<8*❡, =❧❡❝✲

8*✐;✉❡, ♣♦✉* ❧❡ ♠♦8❡✉* ❆❘✈✷ ❛✉ *=❣✐♠❡ C ✢✉① *=❞✉✐8✳

▲❡, ❝❛*❛❝8=*✐,8✐;✉❡, ❞✉ ♣♦✐♥8 ❞❡ ❢♦♥❝8✐♦♥♥❡♠❡♥8 C ✢✉① *=❞✉✐8 ,♦♥8 ♣*=,❡♥8=❡, ❞❛♥, ❧❡ 8❛❜❧❡❛✉

❝✐✲❞❡,,♦✉,✳

❘=❣✐♠❡ C ✢✉① *=❞✉✐8 ❊,,❛✐, ❉■❱❆

❋*=;✉❡♥❝❡ ,②♥❝❤*♦♥❡ ✭❍③✮ 66.65 66.66

❚❡♥,✐♦♥ ❞✉ ❜✉, ❝♦♥8✐♥✉ ✭❱✮ 80 80

❚❡♥,✐♦♥ ❘▼❙✴❢♦♥❞❛♠❡♥8❛❧❡ ✭❱✮ 24.89/14.43 23.48/14.27

❈♦✉*❛♥8 ❘▼❙✴❢♦♥❞❛♠❡♥8❛❧ ✭❆✮ 2.21/1.65 1.86/1.61

❋❛❝8❡✉* ❞❡ ♣✉✐,,❛♥❝❡✴❝♦,✐♥✉, ♣❤✐ 0.424/0.991 0.581/0.998

R✉✐,,❛♥❝❡ ❛❜,♦*❜=❡ ✭❲✮ 79.53 75.12

R✉✐,,❛♥❝❡ ✉8✐❧❡ ✭❲✮ 66.41 65.02

❈♦✉♣❧❡ ✉8✐❧❡ ✭◆♠✮ 0.792 0.779

❘❡♥❞❡♠❡♥8 ✭%✮ 83.6 86.5

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✵ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥, ❉■❱❆ ✲ ❊❙❙❆■❙ ❞✉ ♣♦✐♥8 ❞❡ ❢♦♥❝8✐♦♥♥❡♠❡♥8 ❡♥ *=❣✐♠❡ C ✢✉①

*=❞✉✐8 ❞✉ ♠♦8❡✉* ❆❘✈✷✱ C Tbobinage = 60✝C ❡8 TAPs = 60✝C✳
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✭❜✮ ❚❋❉ {σr(α, t = 0)}✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻✶ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥, ❋❧✉①✷❉ ✲ ❉■❱❆ ❞❡ ❧❛ ♣*❡,,✐♦♥ ♠❛❣♥;<✐=✉❡ *❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥,
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▲❛ ❞❡$♥✐'$❡ ()❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛)✐♦♥ ❡.) ❧✬❛♥❛❧②.❡ ❞❡. ♣$❡..✐♦♥. ♠❛❣♥()✐3✉❡. $❛❞✐❛❧❡. ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧

❞❛♥. ❧✬❡♥)$❡❢❡$ ♠♦②❡♥✳ ▲❡. ♣$❡..✐♦♥. ♠❛❣♥()✐3✉❡. ✈✐❛ ❧✬♦✉)✐❧ ♥✉♠($✐3✉❡ ❋❧✉①✷❉ .♦♥) ❞()❡$♠✐♥(❡.

❡♥ ❛♣♣❧✐3✉❛♥) ❧✬(3✉❛)✐♦♥ ✸✳✶ ❛♣$'. ❛✈♦✐$ ❡♥$❡❣✐.)$( ❧❡. ✐♥❞✉❝)✐♦♥. $❛❞✐❛❧❡ ❡) )❛♥❣❡♥)✐❡❧❧❡✳ ▲✬♦✉)✐❧

❉■❱❆ ✉)✐❧✐.❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❛❜.♦❧✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝)✐♦♥ ♠❛❣♥()✐3✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥. ❧✬❡♥)$❡❢❡$ ✭➱3✉❛)✐♦♥ ✸✳✷✮✳

➪ ❧✬✐♥.)❛♥) ✐♥✐)✐❛❧ i1 = −3.02 ❆✱ i2 = 4.23 ❆ ❡) i3 = 1.21 ❆✳ ▲❡. ✜❣✉$❡. ✸✳✻✶ ♣$(.❡♥)❡♥) ❧❡.

$(.✉❧)❛). ❞❡. ❝♦♠♣❛$❛✐.♦♥. ❛✈❡❝ ❧❡. (❧(♠❡♥). ✜♥✐.✳

■❧ ❡.) ♠♦♥)$( ❞❛♥. ❝❡))❡ ♣❛$)✐❡ 3✉❡ ❧❡ ♠♦❞'❧❡ ✬❤②❜-✐❞❡✬ ✭❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛♥❛❧②)✐3✉❡ ✲ ♥✉♠(✲

$✐3✉❡✮ ❉■❱❆ ♣❡$♠❡) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡$ ❝♦$$❡❝)❡♠❡♥) ❧❡. ♣♦✐♥). ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) (❧❡❝)$♦♠(❝❛♥✐3✉❡.✳

▲✬❡.)✐♠❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣$❡..✐♦♥ ♠❛❣♥()✐3✉❡ ❞✬❡♥)$❡❢❡$ ❡.) ♣$(❝✐.❡✳ ◆♦✉. ✈❛❧✐❞♦♥. ❛✐♥.✐ ❧❡ ♠♦❞'❧❡ ❉■❱❆✳

❉❛♥. ❧❡. ✜❣✉$❡. ❝✐✲❞❡..✉.✱ ✐❧ ❡.) ♣♦..✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥.)❛)❡$ 3✉❡ ❧❡. ♣$❡..✐♦♥. ♠❛❣♥()✐3✉❡. ♣❡✉✈❡♥)

M)$❡ ♥(❣❛)✐✈❡.✳ ❈❡❝✐ ❡.) .✉.❝❡♣)✐❜❧❡ ❞❡ $(❞✉✐$❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦.❛♥)❡ ❞✬♦$❞$❡ 0 ❞❡ ❧❛ ♣$❡..✐♦♥ ♠❛❣♥()✐3✉❡

❞✬❡♥)$❡❢❡$✳ ◆(❣❧✐❣❡$ ❧❛ ❝♦♠♣♦.❛♥)❡ )❛♥❣❡♥)✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝)✐♦♥ ♠❛❣♥()✐3✉❡ ❞✬❡♥)$❡❢❡$ )$♦✉✈❡ ❞♦♥❝

.❡. ❧✐♠✐)❡. ❞❛♥. ❧❡. ♣$♦❥❡). ♦P ❧❛ $(.♦♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ♠(❝❛♥✐3✉❡ 0 ❡.) ♣$♦❜❧(♠❛)✐3✉❡ ✭❢!"#✉❡♥❝❡

♥❛)✉!❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞❡ m = 0 ♣!♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢!"#✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣✉❧0❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦0❛♥)❡ ❞✬♦!❞!❡ 0 ❞❡ ❧❛

♣!❡00✐♦♥ ♠❛❣♥")✐#✉❡ ❞✬❡♥)!❡❢❡!✮✳

✸✳✽ ❆♥❛❧②(❡ (♣❡❝,-❛❧❡ ❞❡( ♣-❡((✐♦♥( ♠❛❣♥3,✐4✉❡( ❞✬❡♥,-❡❢❡-

▲❡. )$♦✐. ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡. ❢♦♥❝)✐♦♥. ❉■❱❆ ✭(❧❡❝)$♦♥✐3✉❡ ❞❡ ♣✉✐..❛♥❝❡✱ (❧❡❝)$♦♠❛❣♥()✐3✉❡ ❡)

✈✐❜$♦✲❛❝♦✉.)✐3✉❡✮ .❡ ❝♦♠♠✉♥✐3✉❡♥) ❞❡. ✈❛$✐❛❜❧❡. .♦✉. ❢♦$♠❡ ❢$(3✉❡♥)✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉. ❛❧❧♦♥.✱ ❞❛♥. ❝❡

♣❛$❛❣$❛♣❤❡✱ ❢❛✐$❡ ❧✬❛♥❛❧②.❡ ❢$(3✉❡♥)✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❞❡ .♦$)✐❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ (❧❡❝)$♦♠❛❣♥()✐3✉❡✱

❧❡. ♣$❡..✐♦♥. ♠❛❣♥()✐3✉❡. $❛❞✐❛❧❡. ❞✬❡♥)$❡❢❡$✳

❉❛♥. ❧✬(3✉❛)✐♦♥ ✸✳✽✽✱ ❧❡. ❤❛$♠♦♥✐3✉❡. ✭ms , fs✮ ♣$♦✈✐❡♥♥❡♥) ❞❡. )❛❜❧❡❛✉① ✸✳✹✱ ✸✳✺ ❡) ✸✳✻✳ ❈❡✉①

❡①♣$✐♠(. .♦✉. ❧❛ ❢♦$♠❡ ✭mr , fr ✮ .♦♥) )✐$(. ❞✉ )❛❜❧❡❛✉ ✸✳✼ )❛♥❞✐. 3✉❡ ❧❡. ❤❛$♠♦♥✐3✉❡. ✭mΛ, fΛ✮

♣$♦✈✐❡♥♥❡♥) ❞✉ )❛❜❧❡❛✉ ✸✳✽✳ ❖♥ ♣❡✉) $(❝❛♣✐)✉❧❡$ ✿
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✳

❉❛♥. ❧❡. ❢♦$♠✉❧❛)✐♦♥. ❝✐✲❞❡..✉.✱ ✐❧ ♥✬② ♣❛. ❧❡. ❡✛❡). ❞❡ .❛)✉$❛)✐♦♥✱ ❞✬❡①❝❡♥)$✐❝✐)( ❡) ❞✬✐♥)❡$✲

❛❝)✐♦♥ ❡♥)$❡ ❧❡. ♣❡$♠(❛♥❝❡. ❞✉ .)❛)♦$ ❡) ❞✉ $♦)♦$✳ ▲❡. ❤❛$♠♦♥✐3✉❡. ❞❡ ♣$❡..✐♦♥. ♠❛❣♥()✐3✉❡.

♣❡✉✈❡♥) M)$❡ ❝❧❛..(. ♣❛$ ❛♠♣❧✐)✉❞❡ ❡♥ ✉)✐❧✐.❛♥) ❧❡. ✐♥(❣❛❧✐)(. .✉✐✈❛♥)❡. ✿
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❞❡ ❧✬✐♥#❡1❛❝#✐♦♥ ❡♥#1❡ ❧❡ ❤❛1♠♦♥✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡1♠5❛♥❝❡ ❡♥#1❡❢❡1 ❡# ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦1❝❡ ♠❛❣♥5#♦♠♦#1✐❝❡

❞❡ ❆? ✱ ❝❡✉① ♥5 ❞❡ ❧✬✐♥#❡1❛❝#✐♦♥ ❡♥#1❡ ❧❡ ❤❛1♠♦♥✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡1♠5❛♥❝❡ ❡♥#1❡❢❡1✱ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦1❝❡

♠❛❣♥5#♦♠♦#1✐❝❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡# ❡♥✜♥ ❞❡ ❤❛1♠♦♥✐3✉❡ ♥5 ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥#1❡ ❧❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡ 

♣15❝5❞❡♥#❡ ✳

✸✳✽✳✶ ❍❛&♠♦♥✐+✉❡. ❞✬✐♥1❡&❛❝1✐♦♥ ❡♥1&❡ ❧❛ ♣❡&♠5❛♥❝❡ ❞✬❡♥1&❡❢❡& ❡1 ❧❛ ❢♦&❝❡

♠❛❣♥51♦♠♦1&✐❝❡ ❞❡. ❆9. ✭❋❛♠✐❧❧❡ ✶✮

▲♦1 ❞❡ ❧✬♦♣51❛#✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❞❡  51✐❡ ❞❡ ❋♦✉1✐❡1✱ ❧❡ #❡1♠❡ ✐  ✉ ❞✉ ♣1♦❞✉✐# ❞✬❤❛1✲

♠♦♥✐3✉❡ ❞❡ ♠E♠❡ 1❛♥❣ ❡# ❝❡✉① ✐  ✉ ❞❡ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❝1♦✐ 5❡ ❛♣♣❛1❛✐  ❡♥#✳ ■❧ ✈✐❡♥# ❞♦♥❝ ✿

P
m,f
famille1

=
1

2µ0
(Λ0

2 + 2Λ0Λs
mks ,fks + 2Λ0Λr

mkr ,fkr +ΛsΛr
mks±mkr ,fks±fkr

+
1

2
Λs

2mks ,2fks +Λs
mks

✷

±mks
✶

,fks
✷

±fks
✶ +

1

2
Λr

2mkr ,2fkr +Λr
mkr

✷

±mkr
✶

,fkr
✷

±fkr
✶ )

×
(
1

2
Fr

2mr ,2fr + Fr
mr

✷

±mr
✶

,fr
✷

±fr
✶

)

✭✸✳✽✾✮

❊♥ ♥5❣❧✐❣❡❛♥# ❧❡ ❤❛1♠♦♥✐3✉❡ ✐♥❥❡❝#5 ♣❛1 ❧❛  ❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ 1♦#♦1 ✭Λr
m,f

✮ ❝♦♠♠❡ 5✈♦3✉5 ♣❧✉ 

❤❛✉#✱ ❧✬53✉❛#✐♦♥ ✸✳✽✾  ❡ 15❞✉✐# J ✿

P
m,f
famille1

=

●)♦✉♣❡ ✶

︷ ︸︸ ︷

Λ2
0
Fr

4µ0

2mr ,2fr

+

●)♦✉♣❡ ✷

︷ ︸︸ ︷

Λ2
0
Fr

2µ0

mr
✷

±mr
✶

,fr
✷

±fr
✶

+

●)♦✉♣❡ ✸

︷ ︸︸ ︷

ΛsFr

16µ0

2mr±2mks ,2fr±2fks

+

●)♦✉♣❡ ✹

︷ ︸︸ ︷

Λ0ΛsFr

4µ0

2mr±mks ,✷fr±fks

+

●)♦✉♣❡ ✺

︷ ︸︸ ︷

ΛsFr

8µ0

2mr±(mks
✷

±mks
✶

),2fr±(fks
✷

±fks
✶

)

+

●)♦✉♣❡ ✻

︷ ︸︸ ︷

Λ0ΛsFr

2µ0

(mr
✷

±mr
✶

)±mks ,(fr
✷

±fr
✶

)±fks

+

●)♦✉♣❡ ✼

︷ ︸︸ ︷

ΛsFr

8µ0

(mr
✷

±mr
✶

)±2mks ,(fr
✷

±fr
✶

)±2fks

+

●)♦✉♣❡ ✽

︷ ︸︸ ︷

ΛsFr

4µ0

(mr
✶

±mr
✷

)±(mks
✷

±mks
✶

),(fr
✷

±fr
✶

)±(fks
✷

±fks
✶

)

✭✸✳✾✵✮



✸✳✽✳ ❆♥❛❧②(❡ (♣❡❝,-❛❧❡ ❞❡( ♣-❡((✐♦♥( ♠❛❣♥3,✐4✉❡( ❞✬❡♥,-❡❢❡- ✶✶✸

▲❛ ♣#❡♠✐'#❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❤❛#♠♦♥✐/✉❡1 1❡ ❞2❝♦♠♣♦1❡ ❡♥ ❤✉✐4 ❣#♦✉♣❡1 ❞✬❤❛#♠♦♥✐/✉❡1✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②1❡

❡①❤❛✉14✐✈❡ ❞✉ ❝♦♥4❡♥✉ ❤❛#♠♦♥✐/✉❡ ❞; < ❧✬✐♥4❡#❛❝4✐♦♥ ❡♥4#❡ ❧❛ ♣❡#♠2❛♥❝❡ ❡♥4#❡❢❡# ❡4 ❧❛ ❢♦#❝❡

♠❛❣♥24♦♠♦4#✐❝❡ ❞2✈❡❧♦♣♣2❡ ♣❛# ❧❡1 ❆>1 ❡14 ♣#21❡♥42❡ ❞❛♥1 ❧❡ 4❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡11♦✉1 ✿

◆✝

❈♦♠♠❡♥4❛✐#❡1 ❖#❞#❡ 1♣❛4✐❛❧ ❋#2/✉❡♥❝❡

♣#♦❞✉✐4 ❞✬❤❛#♠♦♥✐/✉❡1 (m) (f)

✶

✐❞❡♥4✐/✉❡1 ♣♦✉# f r
mm 2µp 2µfs× ❝♦♠♣♦1❛♥4❡ Λ0

✷

❞✐✛2#❡♥41 ♣♦✉# f r
mm (µ2 + µ1)p (µ2 + µ1)fs

× ❝♦♠♣♦1❛♥4❡ Λ0 (µ2 − µ1)p (µ2 − µ1)fs

✸

✐❞❡♥4✐/✉❡1 ♣♦✉# f r
mm 2µp+ 2kZs

2µfs× ✐❞❡♥4✐/✉❡1 ♣♦✉# Λs 2µp− 2kZs

✹

✐❞❡♥4✐/✉❡1 ♣♦✉# f r
mm × 2µp+ kZs

2µfs
❝♦♠♣♦1❛♥4❡1 Λ0 ❡4 Λs 2µp− kZs

✺

2µp+ (k2 + k1)Zs

2µfs
✐❞❡♥4✐/✉❡1 ♣♦✉# f r

mm 2µp+ (k2 − k1)Zs

× ❞✐✛2#❡♥41 ♣♦✉# Λs 2µp− (k2 + k1)Zs

2µp− (k2 − k1)Zs

✻

(µ2 + µ1)p+ kZs (µ2 + µ1)fs
❞✐✛2#❡♥41 ♣♦✉# f r

mm × (µ2 + µ1)p− kZs (µ2 + µ1)fs
❝♦♠♣♦1❛♥4❡1 Λ0 ❡4 Λs (µ2 − µ1)p+ kZs (µ2 − µ1)fs

(µ2 − µ1)p− kZs (µ2 − µ1)fs

✼

(µ2 + µ1)p+ 2kZs (µ2 + µ1)fs
❞✐✛2#❡♥41 ♣♦✉# f r

mm (µ2 + µ1)p− 2kZs (µ2 + µ1)fs
× ✐❞❡♥4✐/✉❡1 ♣♦✉# Λs (µ2 − µ1)p+ 2kZs (µ2 − µ1)fs

(µ2 − µ1)p− 2kZs (µ2 − µ1)fs

✽

(µ2 + µ1)p+ (k2 + k1)Zs (µ2 + µ1)fs
(µ2 + µ1)p+ (k2 − k1)Zs (µ2 + µ1)fs
(µ2 + µ1)p− (k2 + k1)Zs (µ2 + µ1)fs

❞✐✛2#❡♥41 ♣♦✉# f r
mm (µ2 + µ1)p− (k2 − k1)Zs (µ2 + µ1)fs

× ❞✐✛2#❡♥41 ♣♦✉# Λs (µ2 − µ1)p+ (k2 + k1)Zs (µ2 − µ1)fs
(µ2 − µ1)p+ (k2 − k1)Zs (µ2 − µ1)fs
(µ2 − µ1)p− (k2 + k1)Zs (µ2 − µ1)fs
(µ2 − µ1)p− (k2 − k1)Zs (µ2 − µ1)fs

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✶ ✕ ❍❛#♠♦♥✐/✉❡1 ❞❡ ♣#❡11✐♦♥ ♠❛❣♥24✐/✉❡ ❞✬❡♥4#❡❢❡# ❞✉❡ < ❧✬✐♥4❡#❛❝4✐♦♥ ❡♥4#❡ ❧❛

♣❡#♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥4#❡❢❡# ❡4 ❧❛ ❢♦#❝❡ ♠❛❣♥24♦♠♦4#✐❝❡ ❞❡1 ❆>1✳



✸✳✽✳ ❆♥❛❧②(❡ (♣❡❝,-❛❧❡ ❞❡( ♣-❡((✐♦♥( ♠❛❣♥3,✐4✉❡( ❞✬❡♥,-❡❢❡- ✶✶✹

✸✳✽✳✷ ❍❛&♠♦♥✐+✉❡. ❞✬✐♥1❡&❛❝1✐♦♥ ❡♥1&❡ ❧❛ ♣❡&♠5❛♥❝❡ ❞✬❡♥1&❡❢❡& ❡1 ❧❛ ❢♦&❝❡

♠❛❣♥51♦♠♦1&✐❝❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✭❋❛♠✐❧❧❡ ✷✮

▲♦"# ❞❡ ❧✬♦♣)"❛+✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡# #)"✐❡# ❞❡ ❋♦✉"✐❡"✱ ❧❡# +❡"♠❡# ✐##✉# ❞✉ ♣"♦❞✉✐+ ❞✬❤❛"✲

♠♦♥✐5✉❡# ❞❡ ♠6♠❡ "❛♥❣ ❡+ ❝❡✉① ✐##✉# ❞❡# ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥# ❝"♦✐#)❡# ❛♣♣❛"❛✐##❡♥+✳ ■❧ ✈✐❡♥+ ❞♦♥❝ ✿

P
m,f
famille2

=
1

2µ0
(Λ0

2 + 2Λ0Λs
mks ,fks + 2Λ0Λr

mkr ,fkr +ΛsΛr
mks±mkr ,fks±fkr

+
1

2
Λs

2mks ,2fks +Λs
mks

✷

±mks
✶

,fks
✷

±fks
✶ +

1

2
Λr

2mkr ,2fkr +Λr
mkr

✷

±mkr
✶

,fkr
✷

±fkr
✶ )

×
(
1

2
Fs

2ms ,2fs + Fs
ms

✷

±ms
✶

,fs
✷

±fs
✶

)

✭✸✳✾✶✮

❊♥ ♥)❣❧✐❣❡❛♥+ ❧❡# ❤❛"♠♦♥✐5✉❡# ✐♥❥❡❝+)# ♣❛" ❧❛ #❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ "♦+♦" ✭Λr
m,f

✮ ❝♦♠♠❡ )✈♦5✉) ♣❧✉#

❤❛✉+✱ ❧✬)5✉❛+✐♦♥ ✸✳✾✶ #❡ ")❞✉✐+ D ✿

P
m,f
famille2

=

●!♦✉♣❡ ✾

︷ ︸︸ ︷

Λ2
0
Fs

4µ0

2ms ,2fs

+

●!♦✉♣❡ ✶✵

︷ ︸︸ ︷

Λ2
0
Fs

2µ0

ms
✷

±ms
✶

,fs
✷

±fs
✶

+

●!♦✉♣❡ ✶✶

︷ ︸︸ ︷

ΛsFs

16µ0

2ms±2mks ,2fs±2fks

+

●!♦✉♣❡ ✶✷

︷ ︸︸ ︷

Λ0ΛsFs

4µ0

2ms±mks ,✷fs±fks

+

●!♦✉♣❡ ✶✸

︷ ︸︸ ︷

ΛsFs

8µ0

2ms±(mks
✷

±mks
✶

),2fs±(fks
✷

±fks
✶

)

+

●!♦✉♣❡ ✶✹

︷ ︸︸ ︷

Λ0ΛsFs

2µ0

(ms
✷

±ms
✶

)±mks ,(fs
✷

±fs
✶

)±fks

+

●!♦✉♣❡ ✶✺

︷ ︸︸ ︷

ΛsFs

8µ0

(ms
✷

±ms
✶

)±2mks ,(fs
✷

±fs
✶

)±2fks

+

●!♦✉♣❡ ✶✻

︷ ︸︸ ︷

ΛsFs

4µ0

(ms
✷

±ms
✶

)±(mks
✷

±mks
✶

),(fs
✷

±fs
✶

)±(fks
✷

±fks
✶

)

✭✸✳✾✷✮

▲❛ ❞❡✉①✐F♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❤❛"♠♦♥✐5✉❡# #❡ ❞)❝♦♠♣♦#❡ ❛✉##✐ ❡♥ ❤✉✐+ ❣"♦✉♣❡# ❞✬❤❛"♠♦♥✐5✉❡#✳

❯♥❡ ❛♥❛❧②#❡ ❡①❤❛✉#+✐✈❡ ❞✉ ❝♦♥+❡♥✉ ❤❛"♠♦♥✐5✉❡ ❞J D ❧✬✐♥+❡"❛❝+✐♦♥ ❡♥+"❡ ❧❛ ♣❡"♠)❛♥❝❡ ❡♥+"❡✲

❢❡" ❡+ ❧❛ ❢♦"❝❡ ♠❛❣♥)+♦♠♦+"✐❝❡ ❞)✈❡❧♦♣♣)❡ ♣❛" ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡#+ ♣")#❡♥+)❡ ❞❛♥# ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡##♦✉#✳

❆✈❡❝ ks = 0,±1,±2, ...✱ "❛♣♣❡❧♦♥# 5✉❡ ❧✬❡①♣"❡##✐♦♥ ❞❡ ν ❞❛♥# ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡##♦✉# ❞)♣❡♥❞

❞✉ +②♣❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✿

✕ N♦✉" ❞❡# ❜♦❜✐♥❛❣❡( ❞✐(,-✐❜✉3( ; ♣❛( ❡♥,✐❡-✱ ν = (2qsks + 1) ❀

✕ N♦✉" ❞❡# ❜♦❜✐♥❛❣❡( ❞✐(,-✐❜✉3( ; ♣❛( ❢-❛❝,✐♦♥♥❛✐-❡✱ ν = (qsks + 1) ❀

✕ N♦✉" ❞❡# ❜♦❜✐♥❛❣❡( ❝♦♥❝❡♥,-3( ♦✉ ❞❡♥,❛✐-❡(✱ ν = (2qsks + 1)/p✳

❉❡ ♠6♠❡✱ "❛♣♣❡❧♦♥# 5✉❡ ❧✬❡①♣"❡##✐♦♥ ❞❡ f s
n ❞❛♥# ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡##♦✉# ❞)♣❡♥❞ ❞✉ +②♣❡

❞✬❛❧✐♠❡♥+❛+✐♦♥ ✿



✸✳✽✳ ❆♥❛❧②(❡ (♣❡❝,-❛❧❡ ❞❡( ♣-❡((✐♦♥( ♠❛❣♥3,✐4✉❡( ❞✬❡♥,-❡❢❡- ✶✶✺

✕ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧✐♠❡♥+❛+✐♦♥ -✐♥✉-♦.❞❛❧❡✱ f sn = fs ❀

✕ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧✐♠❡♥+❛+✐♦♥ ▼▲■ ❛-②♥❝❤7♦♥❡ ♦✉ -②♥❝❤7♦♥❡✱ f sn = n1fs ± n2fc✱ ❛✈❡❝ n1 ❡+ n2 ❞❡-

❡♥+✐❡7- ♥❛+✉7❡❧- ❞❡ ♣❛7✐+9 ♦♣♣♦-9❡ ❀

✕ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛+✐♦♥ : ❛♥❣❧❡- ❝❛❧❝✉❧9- ♦✉ ♣❧❡✐♥❡ ♦♥❞❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥+ f sn = (2n+ 1)fs✱ ❛✈❡❝

n = 0,±1,±2, ...✳

◆✝

❈♦♠♠❡♥+❛✐7❡- ❖7❞7❡ -♣❛+✐❛❧ ❋79B✉❡♥❝❡

♣7♦❞✉✐+ ❞✬❤❛7♠♦♥✐B✉❡- (m) (f)

✾

✐❞❡♥+✐B✉❡- ♣♦✉7 f s
mm 2νp 2f s

n× ❝♦♠♣♦-❛♥+❡ Λ0

✶✵

❞✐✛97❡♥+- ♣♦✉7 f s
mm (ν2 + ν1)p f s

n2
+ f s

n1

× ❝♦♠♣♦-❛♥+❡ Λ0 (ν2 − ν1)p f s
n2
− f s

n1

✶✶

✐❞❡♥+✐B✉❡- ♣♦✉7 f s
mm 2νp+ 2kZs

2f s
n× ✐❞❡♥+✐B✉❡- ♣♦✉7 Λs 2νp− 2kZs

✶✷

✐❞❡♥+✐B✉❡- ♣♦✉7 f s
mm × 2νp+ kZs

2f s
n

❝♦♠♣♦-❛♥+❡- Λ0 ❡+ Λs 2νp− kZs

✶✸

2νp+ (k2 + k1)Zs

2f s
n

✐❞❡♥+✐B✉❡- ♣♦✉7 f s
mm 2νp+ (k2 − k1)Zs

× ❞✐✛97❡♥+- ♣♦✉7 Λs 2νp− (k2 + k1)Zs

2νp− (k2 − k1)Zs

✶✹

(ν2 + ν1)p+ kZs f s
n2
+ f s

n1

❞✐✛97❡♥+- ♣♦✉7 f s
mm × (ν2 + ν1)p− kZs f s

n2
+ f s

n1

❝♦♠♣♦-❛♥+❡- Λ0 ❡+ Λs (ν2 − ν1)p+ kZs f s
n2
− f s

n1

(ν2 − ν1)p− kZs f s
n2
− f s

n1

✶✺

(ν2 + ν1)p+ 2kZs f s
n2
+ f s

n1

❞✐✛97❡♥+- ♣♦✉7 f s
mm (ν2 + ν1)p− 2kZs f s

n2
+ f s

n1

× ✐❞❡♥+✐B✉❡- ♣♦✉7 Λs (ν2 − ν1)p+ 2kZs f s
n2
− f s

n1

(ν2 − ν1)p− 2kZs f s
n2
− f s

n1

✶✻

(ν2 + ν1)p+ (k2 + k1)Zs f s
n2
+ f s

n1

(ν2 + ν1)p+ (k2 − k1)Zs f s
n2
+ f s

n1

(ν2 + ν1)p− (k2 + k1)Zs f s
n2
+ f s

n1

❞✐✛97❡♥+- ♣♦✉7 f s
mm (ν2 + ν1)p− (k2 − k1)Zs f s

n2
+ f s

n1

× ❞✐✛97❡♥+- ♣♦✉7 Λs (ν2 − ν1)p+ (k2 + k1)Zs f s
n2
− f s

n1

(ν2 − ν1)p+ (k2 − k1)Zs f s
n2
− f s

n1

(ν2 − ν1)p− (k2 + k1)Zs f s
n2
− f s

n1

(ν2 − ν1)p− (k2 − k1)Zs f s
n2
− f s

n1

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✷ ✕ ❍❛7♠♦♥✐B✉❡- ❞❡ ♣7❡--✐♦♥ ♠❛❣♥9+✐B✉❡ ❞✬❡♥+7❡❢❡7 ❞✉❡ : ❧✬✐♥+❡7❛❝+✐♦♥ ❡♥+7❡ ❧❛

♣❡7♠9❛♥❝❡ ❞✬❡♥+7❡❢❡7 ❡+ ❧❛ ❢♦7❝❡ ♠❛❣♥9+♦♠♦+7✐❝❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳



✸✳✽✳ ❆♥❛❧②(❡ (♣❡❝,-❛❧❡ ❞❡( ♣-❡((✐♦♥( ♠❛❣♥3,✐4✉❡( ❞✬❡♥,-❡❢❡- ✶✶✻

✸✳✽✳✸ ❍❛%♠♦♥✐*✉❡- ❞✬✐♥0❡%❛❝0✐♦♥ ❡♥0%❡ ❧❛ ♣❡%♠4❛♥❝❡ ❞✬❡♥0%❡❢❡% ❡0 ❧❡- ❢♦%❝❡-

♠❛❣♥40♦♠♦0%✐❝❡- ❞❡- ❆8- ❡0 ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✭❋❛♠✐❧❧❡ ✸✮

▲♦"# ❞❡ ❧✬♦♣)"❛+✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡# #)"✐❡# ❞❡ ❋♦✉"✐❡"✱ ❧❡# +❡"♠❡# ✐##✉# ❞✉ ♣"♦❞✉✐+ ❞✬❤❛"✲

♠♦♥✐5✉❡# ❞❡ ♠6♠❡ "❛♥❣ ❡+ ❝❡✉① ✐##✉# ❞❡# ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥# ❝"♦✐#)❡# ❛♣♣❛"❛✐##❡♥+✳ ■❧ ✈✐❡♥+ ❞♦♥❝ ✿

P
m,f
famille3

=
1

2µ0
(Λ0

2 + 2Λ0Λs
mks ,fks + 2Λ0Λr

mkr ,fkr +ΛsΛr
mks±mkr ,fks±fkr

+
1

2
Λs

2mks ,2fks +Λs
mks

✷

±mks
✶

,fks
✷

±fks
✶ +

1

2
Λr

2mkr ,2fkr +Λr
mkr

✷

±mkr
✶

,fkr
✷

±fkr
✶ )

×
(
1

2
FrFs

mr±ms ,fr±fs

)

✭✸✳✾✸✮

❊♥ ♥)❣❧✐❣❡❛♥+ ❧❡# ❤❛"♠♦♥✐5✉❡# ✐♥❥❡❝+)# ♣❛" ❧❛ #❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ "♦+♦" ✭Λr
m,f

✮ ❝♦♠♠❡ )✈♦5✉) ♣❧✉#

❤❛✉+✱ ❧✬)5✉❛+✐♦♥ ✸✳✾✸ #❡ ")❞✉✐+ C ✿

P
m,f
famille3

=

●!♦✉♣❡ ✶✼

︷ ︸︸ ︷

Λ2
0
FrFs

4µ0

mr±ms ,fr±fs

+

●!♦✉♣❡ ✶✽

︷ ︸︸ ︷

ΛsFrFs

16µ0

(mr±ms)±2mks ,(fr±fs)±2fks

+

●!♦✉♣❡ ✶✾

︷ ︸︸ ︷

Λ0ΛsFrFs

4µ0

(mr±ms)±mks ,(fr±fs)±fks

+

●!♦✉♣❡ ✷✵

︷ ︸︸ ︷

ΛsFrFs

8µ0

(mr±ms)±(mks
✷

±mks
✶

),(fr±fs)±(fks
✷

±fks
✶

)

✭✸✳✾✹✮

▲❛ +"♦✐#✐E♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❤❛"♠♦♥✐5✉❡# #❡ ❞)❝♦♠♣♦#❡ ❡♥ 5✉❛+"❡ ❣"♦✉♣❡# ❞✬❤❛"♠♦♥✐5✉❡#✳ ❯♥❡

❛♥❛❧②#❡ ❡①❤❛✉#+✐✈❡ ❞✉ ❝♦♥+❡♥✉ ❤❛"♠♦♥✐5✉❡ ❞I C ❧✬✐♥+❡"❛❝+✐♦♥ ❡♥+"❡ ❧❛ ♣❡"♠)❛♥❝❡ ❡♥+"❡❢❡" ❡+

❧❛ ❢♦"❝❡ ♠❛❣♥)+♦♠♦+"✐❝❡ ❞)✈❡❧♦♣♣)❡ ♣❛" ❧❡# ❆K# ❡+ ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡#+ ♣")#❡♥+)❡ ❞❛♥# ❧❡ +❛❜❧❡❛✉

❝✐✲❞❡##♦✉# ✿



✸✳✾✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✶✶✼

◆✝

❈♦♠♠❡♥'❛✐*❡+ ❖!❞!❡ $♣❛'✐❛❧ ❋!+,✉❡♥❝❡

♣!♦❞✉✐' ❞✬❤❛!♠♦♥✐,✉❡$ (m) (f)

✶✼

♣!♦❞✉✐' ❝!♦✐$+ ❡♥'!❡ f r
mm (µ+ ν)p µfs + f s

n

❡' f s
mm × ❝♦♠♣♦$❛♥'❡ Λ2

0 (µ− ν)p µfs − f s
n

✶✽

♣!♦❞✉✐' ❝!♦✐$+ ❡♥'!❡ (µ+ ν)p+ 2kZs µfs + f s
n

f r
mm ❡' f s

mm (µ+ ν)p− 2kZs µfs + f s
n

× ❤❛!♠♦♥✐,✉❡$ (µ− ν)p+ 2kZs µfs − f s
n

✐❞❡♥'✐,✉❡$ $❡ Λs (µ− ν)p− 2kZs µfs − f s
n

✶✾

♣!♦❞✉✐' ❝!♦✐$+ ❡♥'!❡ (µ+ ν)p+ kZs µfs + f s
n

f r
mm ❡' f s

mm (µ+ ν)p− kZs µfs + f s
n

× ❤❛!♠♦♥✐,✉❡$ Λs (µ− ν)p+ kZs µfs − f s
n

× ❝♦♠♣♦$❛♥'❡ Λ0 (µ− ν)p− kZs µfs − f s
n

✷✵

(µ+ ν)p+ (k2 + k1)Zs µfs + f s
n

(µ+ ν)p+ (k2 − k1)Zs µfs + f s
n

♣!♦❞✉✐' ❝!♦✐$+ ❡♥'!❡ (µ+ ν)p− (k2 + k1)Zs µfs + f s
n

f r
mm ❡' f s

mm (µ+ ν)p− (k2 − k1)Zs µfs + f s
n

× ❤❛!♠♦♥✐,✉❡$ ❞✐✛+!❡♥'$ (µ− ν)p+ (k2 + k1)Zs µfs − f s
n

❞❡ Λs (µ− ν)p+ (k2 − k1)Zs µfs − f s
n

(µ− ν)p− (k2 + k1)Zs µfs − f s
n

(µ− ν)p− (k2 − k1)Zs µfs − f s
n

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✸ ✕ ❍❛!♠♦♥✐,✉❡$ ❞❡ ♣!❡$$✐♦♥ ♠❛❣♥+'✐,✉❡ ❞✬❡♥'!❡❢❡! ❞✉❡ A ❧✬✐♥'❡!❛❝'✐♦♥ ❡♥'!❡ ❧❛

♣❡!♠+❛♥❝❡ ❞✬❡♥'!❡❢❡! ❡' ❧❡$ ❢♦!❝❡$ ♠❛❣♥+'♦♠♦'!✐❝❡$ ❞❡$ ❆C$ ❡' ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳

✸✳✾ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥$ ❝❡ ❝❤❛♣✐'!❡✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❞+'❛✐❧❧+ ❧❡ ♠♦❞H❧❡ +❧❡❝'!♦♠❛❣♥+'✐,✉❡ ❞+✈❡❧♦♣♣+ ❞✉!❛♥' ❝❡$

'!❛✈❛✉① ❞❡ '❤H$❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ♥♦'!❡ ♠♦❞+❧✐$❛'✐♦♥ ❡$' ❧❛ ❞+'❡!♠✐♥❛'✐♦♥ ✜♥❡ ❡' ♣!+❝✐$❡ ❞❡$

♣!❡$$✐♦♥$ ♠❛❣♥+'✐,✉❡$ !❛❞✐❛❧❡$ ❞❛♥$ ❧✬❡♥'!❡❢❡!✱ ❡♥ '❡♥❛♥' ❝♦♠♣'❡ ❞❡$ ❞✐✛+!❡♥'❡$ $'!❛'+❣✐❡ ❞❡

❞+❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ '❡♥$✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞✉ ♠♦'❡✉!✳

▲❛ ♣!♦❝+❞✉!❡ ❞❡ ❞+'❡!♠✐♥❛'✐♦♥ ❞❡$ ❤❛!♠♦♥✐,✉❡$ ❞❡ ❧❛ '❡♥$✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥'❛'✐♦♥ Un
❛ +'+

❡①♣♦$+❡ ❞❛♥$ ❧❡ ♣❛!❛❣!❛♣❤❡ ✸✳✷✳ ❖♥ ② ♠♦♥'!❡ ❝♦♠♠❡♥' ❧❡$ '❡♥$✐♦♥$ $✐♠♣❧❡$ ❞✬❛❧✐♠❡♥'❛'✐♦♥ ✐$✲

$✉❡ ❞❡$ ▼▲■ ❛$②♥❝❤!♦♥❡$✱ $②♥❝❤!♦♥❡$✱ ❛♥❣❧❡$ ❝❛❧❝✉❧+$ ❡' ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛'✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡ ♦♥❞❡ $♦♥' ❝!++❡$✳

▲✬♦!✐❣✐♥❛❧✐'+ ❞❡ ♥♦'!❡ ♠♦❞+❧✐$❛'✐♦♥ ❡$' ❞✬❛✈♦✐! ❝♦✉♣❧+ A ♥♦'!❡ ♠♦❞H❧❡ ❛♥❛❧②'✐,✉❡✱ ✉♥ ♠♦❞H❧❡

♥✉♠+!✐,✉❡ !❡♣♦$❛♥' $✉! ❧❡$ ❝❛❧❝✉❧$ +❧+♠❡♥'$ ✜♥✐$✳ ▲❛ ♣❡!♠+❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬❡♥'!❡❢❡! ✭C❛!❛❣!❛♣❤❡

✸✳✹✮ ❡' ❧❡$ ✐♥❞✉❝'❛♥❝❡$ $②♥❝❤!♦♥❡$ $♦♥' ❞+'❡!♠✐♥+❡$ ♥✉♠+!✐,✉❡♠❡♥'✳ ❈❡ '②♣❡ ♠♦❞+❧✐$❛'✐♦♥

✬❤②❜$✐❞❡✬ ❡$' ♣!+❝✐$❡✱ !❛♣✐❞❡ ✭♣❛! !❛♣♣♦!' ❛✉ '♦✉' ♥✉♠+!✐,✉❡✮✱ ♣!♦♣♦$❡ ✉♥❡ ❞✐$❝!+'✐$❛'✐♦♥ +❧❡✈+❡

❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥+'✐,✉❡ ❞❛♥$ ❧✬❡♥'!❡❢❡! ❡' ♣!❡♥❞ ❡♥ ❝❤❛!❣❡ ❧❡$ ❝❛!❛❝'+!✐$'✐,✉❡$ ♠❛❣♥+'✐,✉❡$ ❞❡$

♠❛'+!✐❛✉① ❞❛♥$ ❧❛ ▼❙❆C$ ✭'V❧❡✱ ❝❧❛✈❡''❡ ♦✉ ❢!❡''❡✮✳

●!X❝❡ A ❧❛ ❞+'❡!♠✐♥❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡!♠+❛♥❝❡ ❞✬❡♥'!❡❢❡! ❡' ❞❡ ❧❛ ❢♦!❝❡ ♠❛❣♥+'♦♠♦'!✐❝❡ ❞✉

!♦'♦!✱ ❧❛ ❢♦!❝❡ +❧❡❝'!♦♠♦'!✐❝❡ En
❡$' ❞+'❡!♠✐♥+❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣!+❝✐$✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❧❡$ '❡♥$✐♦♥$

Un
✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥' ❛❧♦!$ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡! ❧❡$ ❝♦✉!❛♥'$ In ✈✐❛ ❧❛ !+$♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ $❝❤+♠❛ ♠♦♥♦♣❤❛$+



✸✳✾✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✶✶✽

 !✉✐✈❛❧❡♥)  )❡♥❞✉ ✭,❛-❛❣-❛♣❤❡ ✸✳✻✮✳

❆♣-67 ❛✈♦✐- -❡❝♦♥7)✐)✉ ❧❡7 ❛❧❧✉-❡7 )❡♠♣♦-❡❧❧❡7 ❞❡7 ❝♦✉-❛♥)7 ❞❡ ♣❤❛7❡7 ✭i(t) = ❚❋❉

−1 {In}✮
❡) ❝❛❧❝✉❧ ❧❡7 ❢♦-❝❡7 ♠❛❣♥ )♦♠♦)-✐❝❡7 ✭,❛-❛❣-❛♣❤❡ ✸✳✸✮✱ ❧❡7 ✐♥❞✉❝)✐♦♥7 ❞❛♥7 ❧✬❡♥)-❡❢❡- 7♦♥) ❛❧♦-7

❝❛❧❝✉❧ ❡7✳ ❉❛♥7 ❧❛ 7❡❝)✐♦♥ ✸✳✼✱ ♥♦✉7 ❛✈♦♥7 ♠♦♥)- !✉❡ ♥♦7 - 7✉❧)❛)7 ❡) ❧✬❡7)✐♠❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣-❡77✐♦♥

❞✬❡♥)-❡❢❡- 7♦♥) ♣- ❝✐7 ❡) 7✉✣7❛♠♠❡♥) -❛♣✐❞❡7 ♣♦✉- C)-❡ ♣-✐7 ❡♥ ❝❤❛-❣❡ ♣❛- ✉♥ 7✉♣❡-✈✐7❡✉-

❞✬♦♣)✐♠✐7❛)✐♦♥✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉7 ❛✈♦♥7 ♣-♦♣♦7 ✉♥❡ ❛♥❛❧②7❡ 7♣❡❝)-❛❧❡ ❞❡7 ♣-❡77✐♦♥7 ♠❛❣♥ )✐!✉❡7 ❞✬❡♥)-❡❢❡- ❞❛♥7

❧❡ ♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✸✳✽✳ ▲❡ 7♣❡❝)-❡ ❤❛-♠♦♥✐!✉❡ ❞❡7 ♣-❡77✐♦♥7 ♠❛❣♥ )✐!✉❡7 ❞✬❡♥)-❡❢❡- ❡7) ❧❛ ♣-✐♥❝✐♣❛❧❡

✈❛-✐❛❜❧❡ ❞❡ 7♦-)✐❡ ❞❡ ♥♦)-❡ ♠♦❞6❧❡  ❧❡❝)-♦♠❛❣♥ )✐!✉❡✳ ▲❡7 ♣-❡77✐♦♥7 ♠❛❣♥ )✐!✉❡7 ❞✬❡♥)-❡❢❡-✱

❝❛❧❝✉❧ ❡7 7✉- ❝❤❛!✉❡  ❧ ♠❡♥)7 ❞❡ ❞✐7❝- )✐7❛)✐♦♥ 7♣❛)✐❛❧❡ ❡) )❡♠♣♦-❡❧❧❡✱ 7♦♥) ❡①♣-✐♠ ❡7 7✉- ❝❤❛!✉❡

♦-❞-❡ 7♣❛)✐❛❧✳



Mcm,n Kcm,n

Kc, Mc Keq, Meq
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Meqm,n ❡! ❞❡ #❛✐❞❡✉# Keqm,n ✱ (♣❛✐* ♦✉ ♠✐♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥! ❞❡ ✈✉❡ ❛❝♦✉*!✐1✉❡ ✭❋✐❣✉#❡ ✹✳✶✮✳

❯♥❡ ❢♦✐* ❧✬❤②♣♦!❤>*❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞#❡ ❝#❡✉① (1✉✐✈❛❧❡♥! ❛❞♠✐*❡✱ ♥♦✉* ❛❧❧♦♥* ❝❛❧❝✉❧( ❧❡* ♠❛**❡*

✭Mm,n✮ ❡! ❧❡* #❛✐❞❡✉#* ✭Km,n✮ ♣♦✉# ❝❤❛1✉❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞(❢♦#♠❛!✐♦♥ ✭m,n✮ ❞❡ ❝❡ ❝②❧✐♥❞#❡ (1✉✐✲

✈❛❧❡♥! ❣#A❝❡ ❛✉① #(❢(#❡♥❝❡* ❬❄❪✱ ❬❲❛♥❣ ✷✵✵✵❛❪✱ ❬●❧❛❞✇❡❧❧ ✶✾✼✺❪ ❡! ❬❚✐♠M#✲N ✶✾✽✾❪✳ ▲❡* ✜❣✉#❡* ✹✳✷

♣#(*❡♥!❡♥! ❞❡* ❡①❡♠♣❧❡* ❞❡ ❞(❢♦#♠❛!✐♦♥* ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞#❡ ❝#❡✉①✳

✭❛✮ #❛❞✐❛❧❡✱ m = 0✳ ✭❜✮ #❛❞✐❛❧❡✱ m = 1✳ ✭❝✮ #❛❞✐❛❧❡✱ m = 2✳

✭❞✮ ❛①✐❛❧❡✱ n = 1✳ ✭❡✮ ❛①✐❛❧❡✱ n = 2✳ ✭❢✮ ❛①✐❛❧❡✱ n = 3✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡* ❞❡ ❞(❢♦#♠❛!✐♦♥* #❛❞✐❛❧❡* ❡! ❛①✐❛❧❡* ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞#❡ ❝#❡✉①✳

▲❡* ❞(❢♦#♠❛!✐♦♥* ❞❡ ❧❛ *!#✉❝!✉#❡ ✈✐❜#❛♥!❡ ✭❋✐❣✉#❡* ✹✳✶✶✮✱ ❝❛✉*(❡* ♣❛# ❧❡* ❢♦#❝❡* ❞✬❡①❝✐!❛!✐♦♥

❞❛♥* ❧✬❡♥!#❡❢❡#✱ *♦♥! *♣❛!✐❛❧❡* ❡! !❡♠♣♦#❡❧❧❡*✳ ▲❛ ❞(❢♦#♠❛!✐♦♥ ♣❡✉! U!#❡ *!❛!✐♦♥♥❛✐#❡ ♦✉ #♦!❛!✐✈❡✱

*❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛!✉#❡ ❞❡* ❢♦#❝❡* ❞✬❡①❝✐!❛!✐♦♥ ❞❛♥* ❧✬❡♥!#❡❢❡#✳ ▲❛ ❢♦#❝❡ ❞✬❡①❝✐!❛!✐♦♥ Pm,f
*❡#❛ ❝♦♥*✐❞(#(❡

❝♦♠♠❡ *!❛!✐♦♥♥❛✐#❡ *✉# ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞(❢♦#♠❛!✐♦♥ m = m1✱ *✐ *❡* ❝♦♠♣♦*❛♥!❡* Pm1,f
❡! Pm1,−f

✱

1✉✐ *♦♥! #♦!❛!✐✈❡* ♣❛# ❞(✜♥✐!✐♦♥✱ ❡①✐*!❡♥! ❡! ♦♥! ❧❛ ♠U♠❡ ❛♠♣❧✐!✉❞❡✳

❙❡✉❧❡* ❧❡* ❞(❢♦#♠❛!✐♦♥* ❛①✐❛❧❡* n = 0 ✭❛✉❝✉♥❡ ❞(❢♦#♠❛!✐♦♥ ❛①✐❛❧❡✮ ❡! n = 1 *♦♥! ♣#✐*❡* ❡♥

❝♦♠♣!❡ ❞❛♥* ♥♦!#❡ ♠♦❞(❧✐*❛!✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡!✱ ❧❡* ❢♦#❝❡* ❞✬❡①❝✐!❛!✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *!#✉❝!✉#❡ ✈✐❜#❛♥!❡ ✭❧❡*

♣#❡**✐♦♥* ♠❛❣♥(!✐1✉❡* ❞✬❡♥!#❡❢❡# ❞❡ ▼❛✇①❡❧❧✮ *♦♥! *✉♣♣♦*(❡* ✐♥✈❛#✐❛♥!❡* ❞❛♥* ❧❛ ❞✐#❡❝!✐♦♥ ❛①✐❛❧❡✳

▲❡* ♠♦❞❡* ♣#♦♣#❡* ❛①✐❛✉① ♥❡ ♣❡✉✈❡♥! ❞♦♥❝ ♣❛* U!#❡ *♦❧❧✐❝✐!(*✳ ▲❛ 1✉❛❧✐!( ❞✬✉♥ ♠♦❞>❧❡ ♠(❝❛♥✐1✉❡

❛♥❛❧②!✐1✉❡ *❡ ♠❡*✉#❡ Y *❛ ❝❛♣❛❝✐!( Y ❝❛❧❝✉❧❡# ❞❡ ❢❛Z♦♥ ♣#(❝✐*❡ ❧❡* #❛✐❞❡✉#* ❡! ❧❡* ♠❛**❡* ♣♦✉#

❝❤❛1✉❡ ♠♦❞❡ ♣#♦♣#❡ ❞❡ ❧❛ *!#✉❝!✉#❡ ✈✐❜#❛♥!❡✳

❉❛♥* ❧❛ *✉✐!❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐!#❡✱ ♥♦✉* ❛❧❧♦♥* !♦✉! ❞✬❛❜♦#❞ ❞(!❡#♠✐♥❡# ❧❡* ❢#(1✉❡♥❝❡* ♥❛!✉#❡❧❧❡* ❡!

❧❡* ❛♠♦#!✐**❡♠❡♥!* ❛**♦❝✐(* ♣♦✉# ✉♥ ❝②❧✐♥❞#❡ ❝#❡✉①✳ ▲❛ ♣#✐*❡ ❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❞❡* ♠♦❞✐✜❝❛!✐♦♥* ❞❡

♠❛**❡ ❡! ❞❡ #❛✐❞❡✉# ✐♥!#♦❞✉✐!❡* ♣❛# ❧❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* ♠(❝❛♥✐1✉❡* ♥♦♥✲❤♦♠♦❣>♥❡* !❡❧* 1✉❡ ❧❡* ❞❡♥!*

❞✉ *!❛!♦#✱ ❧❡ ❝✉✐✈#❡ ❡! *♦♥ ✐*♦❧❛!✐♦♥ ❡! ❧❛ ❝❛#❝❛**❡ *❡#❛ ❡♥*✉✐!❡ ❞(!❛✐❧❧(❡✳
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✹✳✶✳✶ ▲❡% ❢'()✉❡♥❝❡% ♥❛.✉'❡❧❧❡% ❡. ❛♠♦'.✐%%❡♠❡♥.%

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡' ❢)*+✉❡♥❝❡' ♥❛-✉)❡❧❧❡' ❞❡ ❧❛ '-)✉❝-✉)❡ ✈✐❜)❛♥-❡ ❡- ❞❡' ❛♠♦)-✐''❡♠❡♥-' ❛''♦❝✐*' '❡

❢❡)❛ ♣❛) *-❛♣❡ ❛✜♥ ❞✬*✈❛❧✉❡) ❧❡' ❧✐♠✐-❡' ❞❡ ♥♦-)❡ ♠♦❞*❧✐'❛-✐♦♥✳

✹✳✶✳✶✳✶ ❚✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✿ ♠♦❞&❧✐)❛+✐♦♥

▲❛ ♣)❡♠✐7)❡ *-❛♣❡ ❡'- ❞❡ ✈❛❧✐❞❡) ❧❡' ❢♦)♠✉❧❛-✐♦♥' ❞❡ ❧✬❤②♣♦-❤7'❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞)❡ ❝)❡✉① *+✉✐✈❛❧❡♥-✱

'✉) ✉♥ ❝②❧✐♥❞)❡ ❝)❡✉① )❡♣)*'❡♥-* ♣❛) ✉♥ -✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳ <♦✉) ❞❡' ❝②❧✐♥❞)❡' ❝)❡✉① ❡♥ ❧✐❜)❡✲

❧✐❜)❡✱ ❧❡' ❢)*+✉❡♥❝❡' ♥❛-✉)❡❧❧❡' ❞❡' ♠♦❞❡' )❛❞✐❛✉① '♦♥- ❞♦♥♥*❡' ♣❛) ❧✬*+✉❛-✐♦♥ '✉✐✈❛♥-❡ ✿

fm,n =
1

2π

√

Km,n

Mm,n
✭✹✳✶✮

▲✬❡①♣)❡''✐♦♥ ❞❡' )❛✐❞❡✉)' '✉) ❝❤❛+✉❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧❛ '-)✉❝-✉)❡ ❡'- ❞♦♥♥*❡ ♣❛) ❧✬*+✉❛-✐♦♥ ✹✳✷







Km=0,n=0 = 4π
EchcLfer

Dc

Km=1,n=0 = 4π
EchcLfer

Dc

Km>2,n=0 = 4π
EchcLfer

Dc
κ2

m2
(
m2 − 1

)2

m2 + 1

Km>2,n=1 = 4π
EchcLfer

Dc
κ2

m2
(
m2 − 1

)2

m2 + 1

1 +
2 (1− υc)

m2ι2

1 +
1

m2 (m2 + 1) ι2

✭✹✳✷✮

♦D Ec✱ hc ❡- υc '♦♥- )❡'♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣✱ ❧❛ ❤❛✉-❡✉) ❡- ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❞❡ <♦✐''♦♥

❞✉ ❝②❧✐♥❞)❡ ❝)❡✉① '♦✉' ✐♥✈❡'-✐❣❛-✐♦♥ ✭♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧❛''❡ ❞✉ '-❛-♦)✮✳ Lfer ❡'- ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉) ❞❡

❧✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥- ❞❡' -H❧❡' ❞✉ '-❛-♦)✳

κ2 ❡- ι2 '♦♥- )❡'♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ❧❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥-' ❛❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❡❧' ❞✬*♣❛✐''❡✉) ❡- ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉)✳ ❖♥ ❛ ✿

κ2 =
h2c
3D2

c

✭✹✳✸✮

ι2 =
L2
fer

3D2
c

✭✹✳✹✮

▲✬❡①♣)❡''✐♦♥ ❞❡' ♠❛''❡' '✉) ❝❤❛+✉❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧❛ '-)✉❝-✉)❡ ❡'- ❞♦♥♥*❡ ♣❛) ❧✬*+✉❛-✐♦♥ ✹✳✺







Mm=0,n=0 = Mc

Mm=1,n=0 = Mc
1

F 2
1

Mm>2,n=0 = Mc
1

F 2
m

Mm>2,n=1 ≃ Mc
1

F 2
m

✭✹✳✺✮
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♦! Mc ❡#$ ❧❛ ♠❛##❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞.❡ ❝.❡✉① #♦✉# ✐♥✈❡#$✐❣❛$✐♦♥ ✭♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧❛##❡ ❞✉ #$❛$♦.✮✳ ▲❡# ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥$# F #♦♥$ ❞❡# ❝♦❡✣❝✐❡♥$# ❞❡ ♣.♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛##❡ #✉. ❧❡# ♠♦❞❡# ♣.♦♣.❡# ❞❡ .❛♥❣ #✉♣9.✐❡✉.

❞✉ ❝②❧✐♥❞.❡ ❝.❡✉①✳ ■❧ ✈✐❡♥$ ✿

1

F 2
1

=
2
(
1− υ2c

)

2 + κ2 −
√
4 + κ4

✭✹✳✻✮

1

F 2
m

= 1 +
κ2

(
m2 − 1

) (
4m2 + 3

)

m2 + 1
✭✹✳✼✮

✹✳✶✳✶✳✷ ❚✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✿ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥)

▲❛ ♠♦❞9❧✐#❛$✐♦♥ .9❛❧✐#9❡ ❝✐✲❞❡##✉# ❛ 9$9 $❡#$9❡ #✉. ✉♥ $✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳ ▲❛ $❡❝❤♥✐A✉❡

❞✬❆♥❛❧②#❡ ▼♦❞❛❧❡ ❊①♣9.✐♠❡♥$❛❧❡ ✭❆▼❊✮ A✉✐ ❛ 9$9 ❡①♣❧♦✐$9❡ ❡#$ ❞9❝.✐$❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❈❛# $❡#$ ✿ $✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❡♥ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❧✐❜.❡✲❧✐❜.❡ ❛✉✲❞❡❧H ❞❡ 300 ❍③✳

▲❡# ❢.9A✉❡♥❝❡# ♥❛$✉.❡❧❧❡# ❞❡ ❝❤❛A✉❡ ♠♦❞❡ ♦❜$❡♥✉❡# ✈✐❛ ❧✬❆♥❛❧②#❡ ▼♦❞❛❧❡ ❊①♣9.✐♠❡♥$❛❧❡

✭❆▼❊✮ ❡$ ❧❡# ❝❛❧❝✉❧# ❛♥❛❧②$✐A✉❡# #♦♥$ ❝♦♠♣❛.9❡# ❞❛♥# ❧❡# $❛❜❧❡❛✉① ✹✳✷ ❡$ ✹✳✸✳ ▲✬❆▼❊ ❛ 9$9 .9❛❧✐#9

#✉. ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❢.9A✉❡♥$✐❡❧❧❡ ❛❧❧❛♥$ ❞❡ 300 ❍③ H 12.8 ❦❍③✱ ❝✬❡#$ ♣♦✉.A✉♦✐ ❧❡ ♠♦❞❡ ✭0, 0✮ ♥✬❛ ♣❛# ♣✉ Q$.❡

♦❜#❡.✈9✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ ❢.9A✉❡♥$✐❡❧❧❡ ♦♣9.❛$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❆▼❊ ❡#$ ❢♦.$❡♠❡♥$ $.✐❜✉$❛✐.❡ ❞❡# ♠❛$9.✐❛✉①

❞❛♥# ❧❡#A✉❡❧# #♦♥$ .9❛❧✐#9# ❧❛ #$.✉❝$✉.❡ ♠9❝❛♥✐A✉❡ #♦✉# ✐♥✈❡#$✐❣❛$✐♦♥ ❡$ ❧✬❡♠❜♦✉$ ❞❡ ♠❛.$❡❛✉ ❝❤♦❝✳

R♦✉. #❡ .❡♥❞.❡ ❝♦♠♣$❡ ❞❡ ❧❛ #❝❛❧❛❜✐❧✐$9 ❞✉ ♠♦❞S❧❡ ❡♥ 9❧❛❜♦.❛$✐♦♥✱ ❧❡# ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡#

❞❡ ❝❤❛A✉❡ ❝❛# $❡#$ #❡.♦♥$ ❞♦♥♥9❡#✳ ▲❡# ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❞✉ $✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ #♦♥$ ♣.9#❡♥$9❡# ❞❛♥#

❧❡ $❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳

❉✐♠❡♥#✐♦♥# Dc hc Lfer

✭mm✮ 95 5.1 171.45

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ✕ R.✐♥❝✐♣❛❧❡# ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❞✉ $✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳

◆♦$♦♥# A✉❡ ❧❛ ❣.❛♥❞❡✉. ❛❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬9♣❛✐##❡✉. ❡#$ 9❣❛❧❡ H κ = 0.03 ❡$ ❧❛ ❣.❛♥❞❡✉.

❛❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉. H ι = 1.04✳
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▼♦❞❡

❆▼❊ ✭'❯▲❙❊✮ ❆▼❊ ✭'❯▲❙❊✮ ❉■❱❆

❋012✉❡♥❝❡ fm,n ❉1❢♦0♠❛9✐♦♥ ❋012✉❡♥❝❡ fm,n

(0, 0) ✕ 17150 ❍③
❍♦0> ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

❢012✉❡♥9✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❆▼❊

(1, 0) 300− 400 ❍③ 276 ❍③

(2, 0) 1408 ❍③ 1390 ❍③

(3, 0) 3956 ❍③ 3887 ❍③

(4, 0) 7492 ❍③ 7340 ❍③

(5, 0) 11930 ❍③ 11646 ❍③

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ✕ ❉19❡0♠✐♥❛9✐♦♥ ❞❡> ❢012✉❡♥❝❡> ♥❛9✉0❡❧❧❡> ❡9 ❞❡> ❛♠♦09✐>>❡♠❡♥9> ❞✬✉♥ 9✉❜❡ ❡♥

❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❡♥ ✉9✐❧✐>❛♥9 ❉■❱❆ ❡9 '❯▲❙❊ ❀ ❞1❢♦0♠❛9✐♦♥> 0❛❞✐❛❧❡>✳

▲❡> ♠♦❞❡> ✭0, 1✮ ❡9 ✭1, 1✮ ♥✬♦♥9 ♣❛> ♣✉ G90❡ ✐❞❡♥9✐✜1>✳ ▲❡ >②>9J♠❡ ❞❡ ❞1❝♦✉♣❧❛❣❡ ✭>✉>♣❡♥>✐♦♥✮✱

2✉✐ ❣❛0❛♥9✐9 ❧❡> ❝♦♥❞✐9✐♦♥> ❞✬❛♥❛❧②>❡ ❡♥ ❧✐❜0❡✲❧✐❜0❡ ❛✉✲❞❡❧N ❞❡ 300 ❍③✱ ♣❡✉9 G90❡ ♠✐> ❡♥ ❝❛✉>❡ ✐❝✐

❝❛0 ❧❡> ♣♦✐♥9> ❞❡ ❝♦♥9❛❝9 ❛✈❡❝ ❧❡ 9✉❜❡ ❝②❧✐♥❞0✐2✉❡ ♥❡ >♦♥9 ♣❛> 0✐❣♦✉0❡✉>❡♠❡♥9 >②♠190✐2✉❡>✳
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▼♦❞❡

❆▼❊ ✭'❯▲❙❊✮ ❆▼❊ ✭'❯▲❙❊✮ ❉■❱❆

❋012✉❡♥❝❡ fm,n ❉1❢♦0♠❛9✐♦♥ ❋012✉❡♥❝❡ fm,n

(0, 1) ✕ ✕ ✕

(1, 1) ✕ ✕ ✕

(2, 1) 1568 ❍③ 1575 ❍③

(3, 1) 4172 ❍③ 4198 ❍③

(4, 1) 7740 ❍③ 7762 ❍③

(5, 1) 12160 ❍③ 12213 ❍③

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ ✕ ❉19❡0♠✐♥❛9✐♦♥ ❞❡A ❢012✉❡♥❝❡A ♥❛9✉0❡❧❧❡A ❡9 ❞❡A ❛♠♦09✐AA❡♠❡♥9A ❞✬✉♥ 9✉❜❡ ❡♥

❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❡♥ ✉9✐❧✐A❛♥9 ❉■❱❆ ❡9 '❯▲❙❊ ❀ ❞1❢♦0♠❛9✐♦♥A ❛①✐❛❧❡A✳

5♦✉/ ❝❡ ❝❛) +❡)+✱ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡) +❛❜❧❡❛✉① ✹✳✷ ❡+ ✹✳✸ ♣❡/♠❡+ ❞✬❛✣/♠❡/ <✉❡ ❧❡ ♠♦❞=❧❡

♠&❝❛♥✐<✉❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞/❡ ❝/❡✉① ❡)+ ❝♦//❡❝+✳

✹✳✶✳✶✳✸ ❙+❛+♦/ ❛✈❡❝ ❞❡♥+✉/❡ ✿ ♠♦❞&❧✐)❛+✐♦♥

▼❛✐♥9❡♥❛♥9 2✉❡ ❧❛ ♣01❝✐A✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡A ❢012✉❡♥❝❡A ♥❛9✉0❡❧❧❡A ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞0❡ ❝0❡✉①

A✐♠♣❧❡♠❡♥9 A✉♣♣♦091 I A❡A ❡①901♠✐91A ❛ 191 ♣0♦✉✈1❡ ✭❡♥ ♣❧✉A ❞❡A ✈❛❧✐❞❛9✐♦♥A 01❛❧✐A1❡A ❞❛♥A ❧❡A 01✲

❢10❡♥❝❡A ❬❲❛♥❣ ✷✵✵✵❛❪ ❡9 ❬❄❪✮✱ ♥♦✉A ❛❧❧♦♥A ❛♥❛❧②A❡0 ❧❡ ❝❛A ❞✬✉♥ A9❛9♦0 12✉✐♣1 ❞❡ ❞❡♥9A ✭❋✐❣✉0❡ ✹✳✹✮✳

❉❛♥A ♥♦90❡ ❛♣♣❧✐❝❛9✐♦♥✱ ❧❛ ❞❡♥9 A9❛9♦0 ❡A9 ✉♥ ♣0✐A♠❡ ✭❡♥ 0♦✉❣❡ ✐♥9❡00♦♠♣✉ ✹✳✹✮ ❞❡ ❧❛0❣❡✉0

♠♦②❡♥♥❡ bt✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉0 ❞❡ ❜❛A❡ ht ❡9 ❞♦♥9 ❧❡ ❝❡♥90❡ ❞❡ ❣0❛✈✐91 ❡A9 A✉0 ❧❡ 0❛②♦♥ rd✳ ▲❡A

❞❡♥9A ❢♦0♠❡♥9 ✉♥ ❡♥A❡♠❜❧❡ ♠1❝❛♥✐2✉❡ ❤1910♦❣T♥❡ 2✉✐ ✈✐❡♥9 A❡ ✬❣0❡✛❡0✬ A✉0 ❧❛ ❝✉❧❛AA❡ ❞✉ A9❛9♦0✳

d ❡A9 ❧❛ ❞✐A9❛♥❝❡ ❡♥90❡ ❧❡ ❝❡♥90❡ ❞❡ ❣0❛✈✐91 ❞❡A ❞❡♥9A ❡9 ❧❡ ❝❡♥90❡ ❞❡ ❣0❛✈✐91 ❞❡ ❧❛ ❝✉❧❛AA❡ ❞✉ A9❛9♦0✳

▲♦0A ❞❡A ❞1❢♦0♠❛9✐♦♥A ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❡ A9❛9♦0 ♣❡✉9 A❡ ❞1♣❧❛❝❡0 ❡♥ 90❛♥A❧❛9✐♦♥ ❡9✴♦✉ ❡♥

0♦9❛9✐♦♥✳ '♦✉0 2✉❛♥9✐✜❡0 ❧✬✐♠♣❛❝9 ❞❡A ❞❡♥9A ❞❛♥A ❧❛ ❞②♥❛♠✐2✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥A❡♠❜❧❡ ♠1❝❛♥✐2✉❡✱ ❞❡✉①



kmd

kid

d

rd

rc

ht

bt

culasse stator

dent

translation 

translation 

rotation

ht bt
Mt kmd

kmd
= 1 +

Mt

Mc

kid = 1 + Zs
bth

2
tLfer

πIcDc

(
4h2t + 6hcht + 3h2c

)

Ic =
h3cLfer

12

F

1

1

F 2
m

= 1 +

κ2
(
m2 − 1

)
[

m2

(

4 +
kid
kmd

)

+ 3

]

m2 + 1
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 ❡ "##❝"✐& ❝♦♠♠❡  ✉✐& ❬❲✐&❝③❛❦ ✷✵✶✶❪ ✿







Mm=0,n=0 = Mckmd

Mm=1,n=0 = Mc
kmd

F 2
1

Mm>2,n=0 = Mc
kmd

F 2
m

Mm>2,n=1 ≃ Mc
kmd

F 2
m

✭✹✳✶✷✮

♦8 Mc ❡ & ❧❛ ♠❛  ❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧❛  ❡ ❞✉  &❛&♦"✳

✹✳✶✳✶✳✹ ❙+❛+♦/ ❛✈❡❝ ❞❡♥+✉/❡ ✿ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥)

❉❛♥ ❧❡ ❜✉& ❞✬❛♣♣"#❝✐❡" ❧❛ ♣❡"&✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞#❧✐ ❛&✐♦♥ ♣"#❝#❞❡♥&❡✱ ❧❡ ❝❛ &❡ & ❞✬✉♥  &❛&♦"

❞❡♥&#  ❡"❛ ❛♥❛❧② #✳ ❈♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ &✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✱ ❧❛ &❡❝❤♥✐E✉❡ ❞✬❛♥❛❧② ❡ ❡①♣#"✐♠❡♥&❛❧❡ ❡ &

❞#❝"✐&❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ❈❛ &❡ & ✿  &❛&♦" ❛✈❡❝  ❛ ❞❡♥&✉"❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❧✐❜"❡✲❧✐❜"❡ ❛✉✲❞❡❧L ❞❡ 200 ❍③✳

N♦✉" ❝❡ ❝❛ &❡ &✱ ❧❡ ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥  ♦♥& ❞♦♥♥#❡ ❞❛♥ ❧❡ &❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹✳ ▲❛ ❣"❛♥❞❡✉"

❛❞✐♠❡♥ ✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬#♣❛✐  ❡✉" ❡ & #❣❛❧❡ L κ = 0.06 ❡& ❧❛ ❣"❛♥❞❡✉" ❛❞✐♠❡♥ ✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉" L

ι = 0.21✳

❉✐♠❡♥ ✐♦♥ Dc hc Lfer ht bt
❡♥ ♠♠ 123 12.1 44.5 5.5 15.7

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹ ✕ N"✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥ ❞✉  &❛&♦" ❛✈❡❝  ❛ ❞❡♥&✉"❡✳

▲❡ ❢"#E✉❡♥❝❡ ♥❛&✉"❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛E✉❡ ♠♦❞❡ ♦❜&❡♥✉❡ ✈✐❛ ❧✬❆▼❊ ❡& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧②&✐E✉❡ 

 ♦♥& ❝♦♠♣❛"#❡ ❞❛♥ ❧❡ &❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡  ♦✉ ✳ ❇✐❡♥ E✉❡ ❧❡ ♣"♦♣♦"&✐♦♥ ❣#♦♠#&"✐E✉❡ ❞✉  &❛&♦" ❛✈❡❝

 ❛ ❞❡♥&✉"❡  ♦✐❡♥&  ✐❣♥✐✜❝❛&✐✈❡♠❡♥& ❞✐✛#"❡♥&❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ &✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ 

❢"#E✉❡♥❝❡ ♥❛&✉"❡❧❧❡ "❡ &❡ &"V  ❛&✐ ❢❛✐ ❛♥&✳
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▼♦❞❡

❆▼❊ ✭'❯▲❙❊✮ ❆▼❊ ✭$❯▲❙❊✮ ❉■❱❆

❋-./✉❡♥❝❡ fm,n ❉.❢♦-♠❛8✐♦♥ ❋-./✉❡♥❝❡ fm,n

(0, 0) 10930 ❍③ 11300 ❍③

(1, 0) ✕ 323 ❍③
◆♦♥ ♦❜?❡-✈.❡

❧♦-? ❞❡ ❧✬❆▼❊

(2, 0) 1550 ❍③ 1623 ❍③

(3, 0) 4160 ❍③ 3873 ❍③

(4, 0) 7190 ❍③ 7040 ❍③

(5, 0) 9830 ❍③ 11117 ❍③

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛-❛✐?♦♥ ❞❡? ❢-./✉❡♥❝❡? ♥❛8✉-❡❧❧❡? ❞✬✉♥ ?8❛8♦- ❞❡♥8. ❡♥ ✉8✐❧✐?❛♥8 ❉■❱❆ ❡8

$❯▲❙❊ ❀ ❞.❢♦-♠❛8✐♦♥? -❛❞✐❛❧❡?✳

✹✳✶✳✶✳✺ ❙%❛%♦( ❛✈❡❝ ❞❡♥%✉(❡ ❡% ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✿ ♠♦❞4❧✐6❛%✐♦♥

▲❛ ♣-✐?❡ ❡♥ ❝♦♠♣8❡ ❞❡? ♠♦❞✐✜❝❛8✐♦♥? ✐♥8-♦❞✉✐8❡? ♣❛- ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡?8 ❧❛ 8-♦✐?✐L♠❡ .8❛♣❡ ❞❡ ❧❛

♠♦❞.❧✐?❛8✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡8✱ ❧❡? ❜♦❜✐♥❡? ❝♦♥?8✐8✉.? ❞❡ ❝✉✐✈-❡ ❡8 ❞✬✐?♦❧❛♥8 ?♦♥8 ❧♦❣.❡? ❞❛♥? ❧❡? ❡♥❝♦❝❤❡?

❞✉ ?8❛8♦-✳ ▲✬❛❥♦✉8 ❞❡ ❝❡8 ❡♥?❡♠❜❧❡ ✈✐❡♥8 ♠♦❞✐✜❡- ❧❡? ♠❛??❡? Q ❞.♣❧❛❝❡- ❧♦-? ❞❡? ❞.❢♦-♠❛8✐♦♥?✳

❊♥ ❝♦♥?✐❞.-❛♥8 Mcu ❡8 Mins ❝♦♠♠❡ .8❛♥8 -❡?♣❡❝8✐✈❡♠❡♥8 ❧❡? ♠❛??❡? ❞❡ ❝✉✐✈-❡ ❡8 ❞✬✐?♦❧❛♥8?

❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥8 ❞✬❛❞❞✐8✐♦♥ ❞❡ ♠❛??❡ ♣♦✉- ❧❛ 8-❛♥?❧❛8✐♦♥✱ kmd
✱ ❡?8 ❞♦♥♥. ♣❛- ❧✬./✉❛8✐♦♥

?✉✐✈❛♥8❡ ✿

kmd
= 1 +

Mt + δcu (Mcu +Mins)

Mc
✭✹✳✶✸✮

δcu ❡?8 ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥8 ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ■❧ -❡♥❞ ❝♦♠♣8❡ ❞❡ ❧❛ ♣-♦♣♦-8✐♦♥ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡

✐♠♣❧✐/✉. ❞❛♥? ❧❡? ❞.❢♦-♠❛8✐♦♥? ❞✉ ?8❛8♦-✳ ❉❛♥? ♥♦? 8-❛✈❛✉①✱ ?❡✉❧❡ ❧❛ ♣-♦♣♦-8✐♦♥ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❧♦❣.❡

❞❛♥? ❧❡? ❡♥❝♦❝❤❡? ?❡-❛ ❝♦♥?✐❞.-.❡ ❝♦♠♠❡ ?✉?❝❡♣8✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡- ❧❡? ❝❛-❛❝8.-✐?8✐/✉❡? ❞❡? ❞❡♥8?✳

❆✈❡❝ ❝❡88❡ ❤②♣♦8❤L?❡✱ ❧❡? -.?✉❧8❛8? ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢-./✉❡♥❝❡? ♥❛8✉-❡❧❧❡? ?✉- ❞✐✛.-❡♥8❡? ?8-✉❝8✉-❡?
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♦♥" #"# ❛♠#❧✐♦(#)✳ ❊♥ )✉♣♣♦)❛♥" .✉❡ Lspire ❡)" ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞✬✉♥❡ )♣✐(❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡

❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡)" ❞♦♥♥#❡ ♣❛( ✿

δcu =
2Lfer

Lspire
✭✹✳✶✹✮

❉❛♥) ❧✬❛①❡ (❛❞✐❛❧✱ ❧❛ ♠❛))❡ > "(❛♥)❧❛"❡( ❡)" ❧❛ ♠❛))❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧❛))❡ ❛❞❞✐"✐♦♥♥#❡ > ❝❡❧❧❡ ❞❡)

❞❡♥") ❞✉ )"❛"♦(✱ ❞✉ ❝✉✐✈(❡ ❡" ❞❡) ✐)♦❧❛♥") ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ❉❛♥) ❧❛ ❞✐(❡❝"✐♦♥ "❛♥❣❡♥"✐❡❧❧❡✱ ❝✬❡)"

❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬✐♥❡("✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ✬❞❡♥") ✰ ❜♦❜✐♥❛❣❡✬ ❞✉ )"❛"♦( .✉✐ )❡ "(❛♥)♣♦("❡ )✉( (❛②♦♥

♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧❛))❡ ❞✉ )"❛"♦( ❡" ✈✐❡♥" ♠♦❞✐✜❡( ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬✐♥❡("✐❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ■❧ ✈✐❡♥" ❛❧♦()

❬❲✐"❝③❛❦ ✷✵✶✶❪✱❬❨❛♥❣ ✶✾✽✶❪ ✿

kid = 1 + Zs
bth

2
tLfer

πIcDc

(

1 +
δcu (Mcu +Mins)

Mt

)
(
4h2t + 6hcht + 3h2c

)
✭✹✳✶✺✮

✹✳✶✳✶✳✻ ❙+❛+♦/ ❛✈❡❝ ❞❡♥+✉/❡ ❡+ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✿ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥)

❯♥ )"❛"♦( ❞❡♥"# ❡" ❜♦❜✐♥# )❡(❛ ❛♥❛❧②)# ❞❛♥) ❝❡""❡ )❡❝"✐♦♥ ✭❋✐❣✉(❡ ✹✳✻✮✳ ▲❡ )"❛"♦( ❜♦❜✐♥# ❡)"

♠❛✐♥"❡♥✉ > ✉♥❡ "❡♠♣#(❛"✉(❡ ❞❡ 90✝❈ ♣❡♥❞❛♥" ❧✬❆▼❊✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ ❈❛) "❡)" ✿ )"❛"♦( ❛✈❡❝ )❛ ❞❡♥"✉(❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❧✐❜(❡✲❧✐❜(❡ ❛✉✲❞❡❧> ❞❡ 150 ❍③✳

▲❡) ❢(#.✉❡♥❝❡) ♥❛"✉(❡❧❧❡) ❞❡ ❝❤❛.✉❡ ♠♦❞❡ ♦❜"❡♥✉❡) ✈✐❛ ❧✬❆▼❊ ❡" ❧❡) ❝❛❧❝✉❧) ❛♥❛❧②"✐.✉❡) )♦♥"

❝♦♠♣❛(#❡) ❞❛♥) ❧❡ "❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡))♦✉) ✿
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▼♦❞❡

❆▼❊ ✭'❯▲❙❊✮ ❆▼❊ ✭'❯▲❙❊✮ ❉■❱❆

❋012✉❡♥❝❡ fm,n ❉1❢♦0♠❛9✐♦♥ ❋012✉❡♥❝❡ fm,n

(0, 0) 7456 ❍③ 7466 ❍③

(1, 0) ✕ 17150 ❍③
◆♦♥ ♦❜@❡0✈1❡

❧♦0@ ❞❡ ❧✬❆▼❊

(2, 0) 408 ❍③ 380 ❍③

(3, 0) 1096 ❍③ 1067 ❍③

(4, 0) 1976 ❍③ 2029 ❍③

(5, 0) 2896 ❍③ 3238 ❍③

(6, 0) 5432 ❍③ 4690 ❍③

(7, 0) 6656 ❍③ 6357 ❍③

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛0❛✐@♦♥ ❞❡@ ❢012✉❡♥❝❡@ ♥❛9✉0❡❧❧❡@ ❞✬✉♥ @9❛9♦0 ❜♦❜✐♥1 ❡♥ ✉9✐❧✐@❛♥9 ❉■❱❆ ❡9

'❯▲❙❊ ❀ ❞1❢♦0♠❛9✐♦♥@ 0❛❞✐❛❧❡@✳

'♦✉0 ❝❡ ❝❛@ 9❡@9✱ ❧❡@ ♣0✐♥❝✐♣❛❧❡@ ❞✐♠❡♥@✐♦♥@ @♦♥9 ❞♦♥♥1❡@ ❞❛♥@ ❧❡ 9❛❜❧❡❛✉ ✹✳✼✳ ▲❛ ❣0❛♥❞❡✉0

❛❞✐♠❡♥@✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬1♣❛✐@@❡✉0 ❡@9 1❣❛❧❡ M κ = 0.02 ❡9 ❧❛ ❣0❛♥❞❡✉0 ❛❞✐♠❡♥@✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉0 M

ι = 0.13✳
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❉✐♠❡♥%✐♦♥% Dc hc Lfer ht bt
❡♥ ♠♠ 130 4.3 30.1 10 4.1

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✼ ✕ +,✐♥❝✐♣❛❧❡% ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ❞✉ %3❛3♦, ❜♦❜✐♥5✳

▲❛ ♣,♦♣♦,3✐♦♥ ❡♥ 5♣❛✐%%❡✉, ❞✉ %3❛3♦, ❜♦❜✐♥5 ❡%3 ♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ 3✉❜❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳ ▲❡%

,5%✉❧3❛3% %♦♥3 ❛✉%%✐ 3,8% %❛3✐%❢❛✐%❛♥3%✳ +♦✉, ❧❡% 3,♦✐% ❝❛% 3❡%3%✱ ❧❛ ❢,5;✉❡♥❝❡ ♥❛3✉,❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞❡

❞✬❡①3❡♥%✐♦♥ ✭m = 0✮ ❡%3 ❞53❡,♠✐♥5❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣,5❝✐%✐♦♥✳ ▲❛ ♣,5❝✐%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡%3✐♠❛3✐♦♥ ❞❡%

❢,5;✉❡♥❝❡% ♥❛3✉,❡❧❧❡% ❞❡% ♠♦❞❡% ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ✭m = 2, 3, 4, ...✮ ❡%3 ❜♦♥♥❡✱ ♠❛✐% %❡ ❞5❣,❛❞❡ ❛✉ ❢✉, ❡3

C ♠❡%✉,❡ ;✉❡ ❧❡ ,❛♥❣ ❞✉ ♠♦❞❡ ❡%3 5❧❡✈5✳ ❖♥ ❞✐,❛ ;✉❡ ♥♦3,❡ ♠♦❞8❧❡ ❞✐✈❡,❣❡ ❧♦,%;✉❡ ❧❡ ,❛♥❣ ❞❡%

♠♦❞❡% ❛✉❣♠❡♥3❡✳

▲❡% ✈❛❧✐❞❛3✐♦♥% ❡✛❡❝3✉5❡% ❥✉%;✉✬✐❝✐ ♦♥3 535 ❢❛✐3❡% %✉, ❞❡% %3,✉❝3✉,❡% C 3❛✐❧❧❡ ,5❞✉✐3❡✳ +♦✉,

%3❛3✉❡, %✉, ❧❛ %❝❛❧❛❜✐❧✐35 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡% ❢,5;✉❡♥❝❡% ♥❛3✉,❡❧❧❡% ❞❡% ♠❛❝❤✐♥❡% 5❧❡❝3,✐;✉❡%✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥%

53✉❞✐❡, ❧❡ ❝❛% ❞✬✉♥ %3❛3♦, ,5❡❧ ❞❡ ♠♦3❡✉, ❞❡ 3,❛❝3✐♦♥

✹✳✶✳✶✳✼ ❙+❛+♦/ ❛✈❡❝ ❝❛/❝❛))❡ ❡+ ✢❛):✉❡ ✿ ♠♦❞&❧✐)❛+✐♦♥

▲✬❛❞❞✐3✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛,❝❛%%❡ ♦✉ ❞❡% ✢❛%;✉❡% C ✉♥ %3❛3♦, ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡% ❢,5;✉❡♥❝❡% ♥❛3✉✲

,❡❧❧❡% ❞❡% ♠♦❞❡% ❞❡ %3,✉❝3✉,❡✳ ▲✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❝❛,❝❛%%❡ ❡3 ✢❛%;✉❡% ❞♦✐3 I3,❡ ❛♥❛❧②%5 ✐♥❞5♣❡♥❞❛♠♠❡♥3

❞✉ %3❛3♦,✳ ■❧ ❡%3 ❞♦♥❝ ♥5❝❡%%❛✐,❡ ❞❡ ❞53❡,♠✐♥❡, ❧❡% ,❛✐❞❡✉,% ♠♦❞❛❧❡% Kfm,n
❡3 ❧❡% ♠❛%%❡% ♠♦❞❛❧❡%

Mfm,n
❞❡ ❝❡3 ❡♥%❡♠❜❧❡ %✉, ❝❤❛;✉❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞5❢♦,♠❛3✐♦♥ ✭m,n✮✳

▲❛ ❝❛,❝❛%%❡ ❞✬✉♥ ♠♦3❡✉, ❞❡ 3,❛❝3✐♦♥ ❡%3 %♦✉✈❡♥3 ✉♥❡ ♣✐8❝❡ ❝②❧✐♥❞,✐;✉❡ ❝,❡✉%❡ ❤♦♠♦❣8♥❡ ♦✉

♥♦♥✲❤♦♠♦❣8♥❡ ✭❧♦,%;✉✬❡❧❧❡ ❛❜,✐3❡ ✉♥ ❝✐,❝✉✐3 ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❡ ,❡❢,♦✐❞✐%%❡♠❡♥3✮✱ %✉, ❧❛;✉❡❧❧❡ %♦♥3 ♠♦♥✲

35% ❞❡% %②%38♠❡% ❞❡ ✜①❛3✐♦♥✳ ▲❛ ❝❛,❝❛%%❡ ♣❡✉3 I3,❡ ❛✉%%✐ ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣✐8❝❡% ,✐❣✐❞❡%✱ %♦✉❞5❡%

%✉, ❧❡ %3❛3♦,✳ ❖♥ ♣❛,❧❡ ❛❧♦,% ❞❡ ❝❛,❝❛%%❡ ♠5❝❛♥♦%♦✉❞5❡✳ ❉❛♥% ❧❡% ❞❡✉① ❝❛%✱ ✐❧ ❡%3 ✐♥❞✐%♣❡♥%❛❜❧❡

❞❡ ❝♦♥♥❛L3,❡ ❧❛ ♠❛%%❡ 3♦3❛❧❡ ❡3 ❧✬❡♥❝♦♠❜,❡♠❡♥3 ❞❡ ❧❛ ❝❛,❝❛%%❡✳ ❉❛♥% ❧❡ ❝❛❞,❡ ❞❡ ♥♦% 3,❛✈❛✉①✱

❞❡% ,5%✉❧3❛3% %❛3✐%❢❛✐%❛♥3% ♦♥3 535 ♦❜3❡♥✉% ❡♥ ❛♣♣,♦①✐♠❛♥3 ❝❡33❡ ❝❛,❝❛%%❡ C ✉♥ ❝②❧✐♥❞,❡ ❝,❡✉① ❞❡

♠❛%%❡ ❡3 ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ 5;✉✐✈❛❧❡♥3%✱ ❞♦♥3 ❧❡ ❞✐❛♠83,❡ ✐♥35,✐❡✉, ❡%3 5❣❛❧❡ C ❞✐❛♠83,❡ ❡①35,✐❡✉, ❞✉ %3❛3♦,✳

❊♥ ❛♣♣❡❧❛♥3 Kcm,n ❡3 Mcm,n ❧❡% ,❛✐❞❡✉,% ❡3 ❧❡% ♠❛%%❡% ❞✉ %3❛3♦, ❜♦❜✐♥5✱ ❧❡% ❢,5;✉❡♥❝❡% ♥❛3✉✲

,❡❧❧❡% ❞❡% ♠♦❞❡% ❞❡ %3,✉❝3✉,❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ %✬5❝,✐3 ❛❧♦,% ❬●✐❡,❛% ✷✵✵✺❪ ✿

fm,n ≈
1

2π

√

Kcm,n +Kfm,n

Mcm,n +Mfm,n

✭✹✳✶✻✮

❇✐❡♥ ;✉❡ ❧❡✉, ✐♠♣❛❝3 %✉, ❧❡% ❢,5;✉❡♥❝❡% ♥❛3✉,❡❧❧❡% ❛ 535 ♥5❣❧✐❣5✱ ❧❡% ✢❛%;✉❡% ✐♥✢✉❡♥3 %✉, ❧❡%

❛♠♦,3✐%%❡♠❡♥3% ❛%%♦❝✐5% ❛✉① ♠♦❞❡% ❞❡ %3,✉❝3✉,❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣,♦①✐♠❛3✐♦♥ ❞❡% ❛♠♦,3✐%%❡♠❡♥3% ✭➱;✉❛✲

3✐♦♥ ✹✳✶✼✮ ❡%3 ❞♦♥♥5❡ ❞❛♥% ❧❛ ,5❢5,❡♥❝❡% ❬●✐❡,❛% ✷✵✵✺❪✳ +♦✉, ❧❡% ♠♦3❡✉,% ❆▲❙❚❖▼✱ ❧✬❛♣♣,♦①✐♠❛✲

3✐♦♥ ❡%3 ✈❛❧✐❞❡ ❬▲❡ ❇❡%♥❡,❛✐% ✷✵✵✽❛❪✳

ξm,n =
1

2π

(
2.76.10−5 fm,n + 0.062

)
✭✹✳✶✼✮

✹✳✶✳✶✳✽ ❙+❛+♦/ ❛✈❡❝ ❝❛/❝❛))❡ ❡+ ✢❛):✉❡ ✿ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥)

▲❛ %3,✉❝3✉,❡ ✈✐❜,❛♥3❡ ❞✉ ♠♦3❡✉, ;✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❛♥❛❧②%5 ♣♦✉, ✈❛❧✐❞❡, ♥♦% ❝❛❧❝✉❧% ❡%3 ✐❧❧✉%3,5❡

♣❛, ❧❡% ✜❣✉,❡% ✹✳✼✳ ▲❡ ♠♦3❡✉, ❛ 535 ✜♥❡♠❡♥3 ♠❛✐❧❧5 ❧♦,% ❞❡ ❧✬❆▼❊ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐, ♠✐❡✉① ♦❜%❡,✈❡,



✹✳✶✳ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ✈✐❜/❛+♦✐/❡ ❡+ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥) ❡①♣&/✐♠❡♥+❛❧❡) ✶✸✶

❧❡" ❞$❢♦'♠❛*✐♦♥"✳ ▲❛ *❡❝❤♥✐1✉❡ ✉*✐❧✐"$❡ ♣♦✉' '$❛❧✐"❡' ❧✬❆▼❊ ❡"* ❞$❝'✐*❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇✳

✭❛✮ ❙$❛$♦& ❜♦❜✐♥* ✰ ❝❛&❝❛--❡✳ ✭❜✮ ❙$❛$♦& ❜♦❜✐♥* ✰ ❝❛&❝❛--❡ ✰ ✢❛-1✉❡-✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ❈❛" *❡"* ✿ ♠♦*❡✉' ❞❡ *'❛❝*✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❧✐❜'❡✲❧✐❜'❡ ❛✉✲❞❡❧A ❞❡ 30 ❍③✳

▲❛ ❝❛'❝❛""❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦*❡✉' ❡"* 1✉❛"✐♠❡♥* ❝②❧✐♥❞'✐1✉❡ ❡* ❛❜'✐*❡ ❞❡" ❝❛♥❛✉① '❡❢'♦✐❞✐""❡♠❡♥*

✭"❡'♣❡♥*✐♥✮✳ ▲❡ ❞✐"♣♦"✐*✐❢ ✭$❧✐♥❣✉❡" ❡♥ ♣♦❧②❡"*❡'✮ ❞❡ "✉"♣❡♥"✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢'$1✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉'❡

♣'♦❝❤❡ ❞❡ 27 ❍③✳

H♦✉' ❝❡ ❝❛" *❡"*✱ ❧❡" ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡" ❞✐♠❡♥"✐♦♥" "♦♥* ❞♦♥♥$❡" ❞❛♥" ❧❡ *❛❜❧❡❛✉ ✹✳✽✳ ▲❛ ❣'❛♥❞❡✉'

❛❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬$♣❛✐""❡✉' ❡"* $❣❛❧❡ A κ = 0.1 ❡* ❧❛ ❣'❛♥❞❡✉' ❛❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉' A ι =

0.7✳ ▲❡" ♣'♦♣♦'*✐♦♥" ❡♥ $♣❛✐""❡✉' "♦♥* ❝♦♠♣❧K*❡♠❡♥* ❞✐✛$'❡♥*❡" ♣♦✉' ❝❡ ♠♦*❡✉'✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛'❛✐"♦♥

❛✈❡❝ ❧❡" ❛✉*'❡" ❝❛" *❡"*"✳

❉✐♠❡♥"✐♦♥" Dc hc Lfer ht bt
❡♥ ♠♠ 159 30 215 32 9

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✽ ✕ H'✐♥❝✐♣❛❧❡" ❞✐♠❡♥"✐♦♥" ❞✉ "*❛*♦' ❜♦❜✐♥$✳

❙❡✉❧❡" ❧❡" ❞$❢♦'♠❛*✐♦♥" '❛❞✐❛❧❡" "❡'♦♥* ♣❡'*✐♥❡♥*❡" ♣♦✉' ♥♦*'❡ ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧❛ ❝❛'❝❛""❡

♣'$"❡♥*❡ ❞❡" ❛"②♠$*'✐❡" ❛①✐❛❧❡" "✐❣♥✐✜❝❛*✐✈❡" 1✉✐ ❣$♥K'❡♥* ❧✬❛♣♣❛'✐*✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉"✐❡✉'" ♠♦❞❡" ❧♦♥❣✐✲

*✉❞✐♥❛✉①✳ ▲❡" ❢'$1✉❡♥❝❡" ♥❛*✉'❡❧❧❡" ❞❡ ❝❤❛1✉❡ ♠♦❞❡ ♦❜*❡♥✉❡" ✈✐❛ ❧✬❆▼❊ ❡* ❧❡" ❝❛❧❝✉❧" ❛♥❛❧②*✐1✉❡"

"♦♥* ❝♦♠♣❛'$❡" ❞❛♥" ❧❡ *❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡""♦✉" ✿



fm,n fm,n fm,n

(0, 0)

3816 3740 3846

0.914% 1.065% 2.671%

(2, 0)

612 865

9961.318% 2.321%

803 980 1.152%

2.167% 1.669%

(3, 0)

1963.63 2167.3 2318

1.277% 1.597% 1.832%

m = 2



✹✳✶✳ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ✈✐❜/❛+♦✐/❡ ❡+ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥) ❡①♣&/✐♠❡♥+❛❧❡) ✶✸✸

▲❡" ✜❣✉&❡" ✹✳✽❛ ❡+ ✹✳✽❜ ✐❧❧✉"+&❡♥+ &❡"♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❧❡" ♣&♦+♦+②♣❡" ❆❘✈✵ ❡+ ❆❘✈✷✳ ▲❛ ❝❛&❝❛""❡

❞✉ ♠♦+❡✉& ❆❘✈✵ ❡"+ ✉♥❡ ❝❛&❝❛""❡ ♠;❝❛♥♦✲"♦✉❞; ❡+ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉& ❆❘✈✷ ❡"+ ❝②❧✐♥❞&✐=✉❡✳ >♦✉&

❝❡" ❞❡✉① ❝❛" +❡"+"✱ ❧❡" ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡" ❞✐♠❡♥"✐♦♥" "♦♥+ ❞♦♥♥;❡" ❞❛♥" ❧❡" +❛❜❧❡❛✉① ✹✳✶✵ ❡+ ✹✳✶✶✳

❉✐♠❡♥"✐♦♥" Dc hc Lfer ht bt κ ι

❡♥ ♠♠ 250 30 240 40 10.5 0.07 0.55

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✵ ✕ >&✐♥❝✐♣❛❧❡" ❞✐♠❡♥"✐♦♥" ❞✉ ♠♦+❡✉& ❆❘✈✵✳

❉✐♠❡♥"✐♦♥" Dc hc Lfer ht bt κ ι

❡♥ ♠♠ 65.3 10 150 14 12.8 0.02 0.34

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✶ ✕ >&✐♥❝✐♣❛❧❡" ❞✐♠❡♥"✐♦♥" ❞✉ ♠♦+❡✉& ❆❘✈✷✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ❛❝♦✉"+✐=✉❡ ✭✈❛❧❡✉& ❞❡" ❝♦❡✣❝✐❡♥+" κ ❡+ ι✮✱ ❧❡ ♠♦+❡✉& ❆❘✈✵ ❡"+ "❡♠❜❧❛❜❧❡

❛✉ ❝❛" +❡"+ ✐❧❧✉"+&; ♣❛& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✼✱ ❛❧♦&" =✉❡ ❧❡ ♠♦+❡✉& ❆❘✈✷ "❡ &❛♣♣&♦❝❤❡ ♣❧✉" ❞✉ "+❛+♦& ❛✈❡❝

❞❡♥+✉&❡ ❡+ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✹✳✻✮✳

❉❛♥" ❧❡" +❛❜❧❡❛✉①✱ ❧❡" &;"✉❧+❛+" ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧②+✐=✉❡ ✭❉■❱❆✮ ❞❡" ❢&;=✉❡♥❝❡" ♥❛+✉&❡❧❧❡" ❡+

❛♠♦&+✐""❡♠❡♥+" ❛""♦❝✐;" "♦♥+ ❝♦♠♣❛&;" ❛✈❡❝ ❧❡" &;"✉❧+❛+" ❡①♣;&✐♠❡♥+❛✉① ✭❆▼❊✮✳ ▲❡ ♠♦❞❡ ❞✬❡①✲

+❡♥"✐♦♥ ✭m = 0✮ ❡"+ ❝♦&&❡❝+❡♠❡♥+ ❡"+✐♠;✳ >♦✉& ❧❡ ♠♦+❡✉& ❆❘✈✵✱ ❧❡" ♠♦❞❡" ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❧❡ "♦♥+

❛✉""✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡" ❢&;=✉❡♥❝❡" ♥❛+✉&❡❧❧❡" ♣♦✉& ❧❡ ♠♦+❡✉& ❆❘✈✷ ❡"+ ♠♦✐♥" ♣&;❝✐" ♠❛✐"

&❡"+❡ "❛+✐"❢❛✐"❛♥+✳

❋&;=✉❡♥❝❡ ✭❍③✮

(0, 0) (1, 0) (2, 0) (3, 0) (4, 0)
✭❛♠♦&+✐""❡♠❡♥+✮

❆▼❊ ✭>❯▲❙❊✮

2300 − 428 903 1646

✭1.112%✮ ✲ ✭1.235%✮ ✭2.083%✮ ✭1.525%✮

❉■❱❆

2420 62 310 840 1530

✭2.051%✮ ✭1.014%✮ ✭1.122%✮ ✭1.356%✮ ✭1.659%✮

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✷ ✕ ❈♦♠♣❛&❛✐"♦♥ ❞❡" ❢&;=✉❡♥❝❡" ♥❛+✉&❡❧❧❡" ❡+ ❞❡" ❛♠♦&+✐""❡♠❡♥+" ❞✉ ♠♦+❡✉& ❆❘✈✵

❡♥ ✉+✐❧✐"❛♥+ ❉■❱❆ ❡+ >❯▲❙❊✳

❋&;=✉❡♥❝❡ ✭❍③✮

(0, 0) (1, 0) (2, 0) (3, 0) (4, 0)
✭❛♠♦#$✐&&❡♠❡♥$✮

❆▼❊ ✭>❯▲❙❊✮ 9512 − 1552 3988 6372

❙❛♥" ❝❛&❝❛""❡✴✢❛"=✉❡ ✭2.784%✮ ✲ ✭1.394%✮ ✭1.785%✮ ✭2.354%✮

❉■❱❆

9535 258 1320 3695 6018

✭5.171%✮ ✭1.101%✮ ✭1.621%✮ ✭2.315%✮ ✭3.249%✮

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✸ ✕ ❈♦♠♣❛&❛✐"♦♥ ❞❡" ❢&;=✉❡♥❝❡" ♥❛+✉&❡❧❧❡" ❡+ ❞❡" ❛♠♦&+✐""❡♠❡♥+" ❞✉ ♠♦+❡✉& ❆❘✈✷

❡♥ ✉+✐❧✐"❛♥+ ❉■❱❆ ❡+ >❯▲❙❊✳
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✹✳✶✳✷ ▲❡& '(♣♦♥&❡& ♠(❝❛♥✐0✉❡& ✿ ❧❡& ✈✐❜'❛6✐♦♥&

 ♦✉# ❧❛ ❞'(❡#♠✐♥❛(✐♦♥ ❞❡- ✈✐❜#❛(✐♦♥- ❞❡- ▼❙❆ -✱ ❧✬'5✉❛(✐♦♥ ✷✳✸✶ ❡-( ✉(✐❧✐-'❡✳ ▲✬❛♠♣❧✐(✉❞❡

❞❡- ✈✐❜#❛(✐♦♥- ❡-( ❞♦♥♥'❡ ♣❛# ❧✬'5✉❛(✐♦♥ -✉✐✈❛♥(❡ ✿

vm,f = 2πf Ys
m,f 1

√
√
√
√

[

1 +

(
ω

ωm

)2
]2

+

[

2ξm

(
ω

ωm

)]2

✭✹✳✶✽✮

♦A Ys #❡♣#'-❡♥(❡ ❧❡- ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥(- -(❛(✐5✉❡- -✉# ❝❤❛5✉❡ ♠♦❞❡ ❞❡ -(#✉❝(✉#❡✳  ♦✉# ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✬❡①✲

(❡♥-✐♦♥ ✭m = 0✮✱ ❧❡ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥( -(❛(✐5✉❡ ❛--♦❝✐' ❡-( ❞♦♥♥' ♣❛# ❧✬'5✉❛(✐♦♥ ✹✳✶✾✱ ♦A Ra ❡-( ❧❡ #❛②♦♥

❞✬❛❧'-❛❣❡ ❡( Rc ❧❡ #❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧❛--❡ ❞✉ -(❛(♦#✳

Ys
0,f = P0,f RaRc

Echc
✭✹✳✶✾✮

 ♦✉# ❧❡ ♠♦❞❡ #✐❣✐❞❡ ✭m = 1✮ ❝#'' ♣❛# ❞❡- ❜❛❧♦✉#❞- ♠❛❣♥'(✐5✉❡- ♦✉ ♠'❝❛♥✐5✉❡-✱ ❧❡ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥(

-(❛(✐5✉❡ ❛--♦❝✐' ❡-( ❞♦♥♥' ♣❛# ❧✬'5✉❛(✐♦♥ ✹✳✷✵✳ Lr ❡-( ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✉ #♦(♦# ❡( lb ❧❛ ❞✐-(❛♥❝❡ ❡♥(#❡

❧❡- ♣❛❧✐❡#- ❞✉ ♠♦(❡✉#✳

Ys
1,f = P1,f 4RaLrl

3
b

3Erh4r
✭✹✳✷✵✮

▲❡- ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥(- ❞❡- ♠♦❞❡- #✐❣✐❞❡- -✬❛♣♣✉✐❡♥( -✉# ❧❡ #♦(♦#✳ ❈❡- ❢♦#❝❡- ❛-②♠'(#✐5✉❡- ✈♦♥(

✈❡♥✐# ❡①❝✐(❡# ❧❡- ♣#❡♠✐❡#- ♠♦❞❡- ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❞✉ #♦(♦#✳ ❈✬❡-( ♣♦✉#5✉♦✐ ❧✬'5✉❛(✐♦♥ ✹✳✷✵ ❡-( ❜❛-'❡ -✉#

❧❡- ❝❛#❛❝('#✐-(✐5✉❡- ❞✉ #♦(♦#✳  ♦✉# ❧❡- ♠♦❞❡- m ≥ 2✱ ❧✬❡①♣#❡--✐♦♥ ❞❡- ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥(- -(❛(✐5✉❡- ❡-(

❧❛ -✉✐✈❛♥(❡ ✿

Ys
m≥2,f = Pm≥2,f 12RaR

3
c

Ech3c (m
2 − 1)2

✭✹✳✷✶✮

❊♥ ✐♥❥❡❝(❛♥( ❧✬'5✉❛(✐♦♥ ✷✳✷✽ ❞❛♥- ❧✬❡①♣#❡--✐♦♥ ✹✳✶✽✱ ❡( ❡♥ ❛♣♣❧✐5✉❛♥( ❧❡ (❤'♦#O♠❡ ❞❡ -✉♣❡#♣♦✲

-✐(✐♦♥ ❞❡- ♠♦❞❡- ✭♣#✐♥❝✐♣❡ ♠P♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②-❡ ♠♦❞❛❧❡✮✱ ❧✬❛❝❝'❧'#❛(✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡- ✈✐❜#❛(✐♦♥- ❞❡ ❧❛

-(#✉❝(✉#❡ -✉# ❝❤❛5✉❡ ♠♦❞❡ ❡-( '❣❛❧❡ R ✿

a(f) =
√
2πf

v(f)
︷ ︸︸ ︷

2πf
∑

m

Ys
m,fHm,f

✭✹✳✷✷✮

❊♥ ♣♦-❛♥( a0 = 10−6 m/s2✱ ❧✬❛❝❝'❧'#❛(✐♦♥ ❞❡ #'❢'#❡♥❝❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ❛❝❝'❧'#❛(✐♦♥ ❞❡- ♠♦(❡✉#-

-♦✉- ✐♥✈❡-(✐❣❛(✐♦♥ ❡-( ✜♥❛❧❡♠❡♥( ♦❜(❡♥✉ ♣❛# ❧✬♦♣'#❛(✐♦♥ ❧♦❣❛#✐(❤♠✐5✉❡ -✉✐✈❛♥(❡ ✿

❆(f) = 20 log10

(
a(f)

a0

)

✭✹✳✷✸✮

❉❛♥- ❧❡ ❜✉( ❞❡ ✈❛❧✐❞❡# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡- ✈✐❜#❛(✐♦♥- ✭♦✉ ❛❝❝'❧'#❛(✐♦♥- ❞❡- ✈✐❜#❛(✐♦♥-✮✱ ❧❛ ❞'♠❛#❝❤❡

-❡#❛ ❛♣♣❧✐5✉'❡ -✉# ❧❡- ♠♦(❡✉#- ❞❡ (#❛❝(✐♦♥ ❆❘✈✵ ❡( ❆❘✈✷✳ ▲❡- ✜❣✉#❡- ✹✳✾ ❡( ✹✳✶✵ ❝♦♠♣❛#❡♥( ❧❡-

#'-✉❧(❛(- ❉■❱❆ ❡( ❧❡- ❛❝5✉✐-✐(✐♦♥- ✈✐❜#❛(♦✐#❡- #'❛❧✐-'❡- #❡-♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( -✉# ❧❡- ♠♦(❡✉#- ❆❘✈✵ ❡(

❆❘✈✷✳
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✭❛✮ ❆!②♥ ✿ fs = 25 ❍③✱ fc = 400 ❍③✳
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✭❜✮ ❈❛❧❝ ✺ ❛♥❣❧❡) ✿ fs = 60 ❍③✳
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✭❝✮ ❈❛❧❝ ✸ ❛♥❣❧❡) ✿ fs = 81 ❍③✳
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✭❞✮ $❖ ✿ fs = 270 ❍③

❋✐❣✉$❡ ✹✳✾ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡+ ❛❝❝,❧,-❛.✐♦♥+ ❞❡+ ✈✐❜-❛.✐♦♥+ ❞✉ ♠♦.❡✉- ❆❘✈✵ 8 ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡+ .❡♥+✐♦♥+

▼▲■ ✿ ❝♦♠♣❛-❛✐+♦♥+ ❊❙❙❆■❙ ✲ ❉■❱❆✳
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✭❛✮ ❆'②♥ ✿ fs = 45.41 ❍③✱ fc = 1000 ❍③✳
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✭❜✮ ❆'②♥ ✿ fs = 50 ❍③✱ fc = 600 ❍③✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡+ ❛❝❝,❧,-❛.✐♦♥+ ❞❡+ ✈✐❜-❛.✐♦♥+ ❞✉ ♠♦.❡✉- ❆❘✈✷ 8 ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡+ .❡♥+✐♦♥+

▼▲■ ✿ ❝♦♠♣❛-❛✐+♦♥+ ❊❙❙❆■❙ ✲ ❉■❱❆✳

❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦--❡+♣♦♥❞❛♥❝❡ F✉❛❧✐.❛.✐✈❡ ✭❢-,F✉❡♥❝❡+ ,♠❡-❣❡♥.❡+✮ ❡. F✉❛♥.✐.❛.✐✈❡ ✭❛♠♣❧✐.✉❞❡

❞❡+ ✈✐❜-❛.✐♦♥+✮ ❡♥.-❡ ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❉■❱❆ ❡. ❧❡+ ❡++❛✐+ ❡+. ♦❜+❡-✈,❡ ♣♦✉- ❧❡ ♠♦.❡✉- ❆❘✈✵ ✭❋✐❣✉-❡+

✹✳✾✮ ❡. ❧❡ ♠♦.❡✉- ❆❘✈✷ ✭❋✐❣✉-❡+ ✹✳✶✵✮✱ 8 ❞❡+ ✈✐.❡++❡+ ❞✐✛,-❡♥.❡+ ❡. ♣♦✉- ❞✐✛,-❡♥.❡+ +.-❛.,❣✐❡+

❞✬❛❧✐♠❡♥.❛.✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉+ ♣❡-♠❡. ❞❡ ✈❛❧✐❞❡- ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈✐❜-❛.✐♦♥ ♣♦✉- ❞❛♥+ ♥♦.-❡ ♠♦❞O❧❡✳ ❊♥

❡✛❡.✱ ❞❛♥+ ❧❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥♥❡♠❡♥. ✈✐❜-♦✲❛❝♦✉+.✐F✉❡✱ ❧❡ ❝♦♥.❡♥✉ ❢-,F✉❡♥.✐❡❧ ❞✉ +♣❡❝.-❡ ✈✐❜-❛.♦✐-❡ ❡+.
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▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, κ +❡♥(❡✐❣♥❡ ❞♦♥❝ (✉+ ❧❡ +❛♣♣♦+, ❞❡ ,+❛♥(♠✐((✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐((❛♥❝❡ ✈✐❜+❛,♦✐+❡ 9 ❧❛
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❞❛♥( ❧✬✐♥❞✉(,+✐❡✱ ❧❡ (❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜+❡ ❞❡( 3.✉❛,✐♦♥( ✹✳✷✼ ❡, ✹✳✷✽ ❛ 3,3 3✈❛❧✉3 ❡, +3❝❛♣✐,✉❧3 ❞❛♥( ❧❡



✹✳✷✳ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❛❝♦✉)+✐/✉❡ ❡+ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥) ❡①♣&4✐♠❡♥+❛❧❡) ✶✸✼

 ❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✹✳ ❖♥ ♣❡✉ ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉/❡ 0✉❡  ♦✉ ❡1 ❧❡1 1 /✉❝ ✉/❡1 ❛♥❛❧②13❡1 ❞❛♥1 ❝❡ ❝❤❛♣✐ /❡ 1♦♥ 

3♣❛✐11❡1 ❞✬✉♥ ♣♦✐♥ ❞❡ ✈✉ ❛❝♦✉1 ✐0✉❡✳

▼❛ 3/✐❛✉① ❆❧✉♠✐♥✐✉♠ ▼✸✸✵✲✸✺❆ ▼✸✸✵✲✺✵❆ ▼✹✵✵✲✺✵❆

κ ✭< ♦✉ >✮ 0.0043 0.00426 0.00426 0.00433

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✹ ✕ ❈/✐ >/❡ ❛❝♦✉1 ✐0✉❡ 1✉/ ❧❛ ✈❛/✐❛❜❧❡ ❛❞✐♠❡♥1✐♦♥❡❧❧❡ ❞✬3♣❛✐11❡✉/ κ✳

❉❡1 ❡①♣/❡11✐♦♥1 ❞✉ ❢❛❝ ❡✉/ ❞❡ /❛②♦♥♥❡♠❡♥ ♦♥ 3 3 ♣/♦♣♦13❡1 ❡ ❞✐1❝✉ 3❡1 ❞❛♥1 ❧❡1 /3❢3✲

/❡♥❝❡1 ❬❲❛♥❣ ✷✵✵✵❜❪✱ ❬❲❛♥❣ ✷✵✵✶❪ ❡ ❬●✐❡/❛1 ✷✵✵✺❪✳ ❉❡✉① ❢♦/♠✉❧❛ ✐♦♥1 ❞✉ ❢❛❝ ❡✉/ ❞❡ /❛②♦♥♥❡✲

♠❡♥ ❡①✐1 ❡♥ ❬❚✐♠❛/ ✶✾✾✹❪ ❀ ❧✬❛♣♣/♦①✐♠❛ ✐♦♥ ❞✬✉♥ /❛②♦♥♥❡♠❡♥ 1♣❤3/✐0✉❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞/❡ ✐♥✜♥✐✳

▲❡ ♠♦❞>❧❡ ❞✬✉♥ /❛②♦♥♥❡♠❡♥ 1♣❤3/✐0✉❡ 1❡/❛ ❛❞♦♣ 3 1✉/ ❧✬30✉❛ ✐♦♥ ✹✳✷✾ ❡1 ✈3/✐✜3❡✳

0.28 < ι < 1.15 ✭✹✳✷✾✮

❈♦♠♣*❡ *❡♥✉ ❞❡/ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ ❞❡/ /*1✉❝*✉1❡/ /♦✉/ ✐♥✈❡/*✐❣❛*✐♦♥/✱ ❡* ❞❡/ ♠❛❝❤✐♥❡/ ❆▲❙❚❖▼

❡♥ ❣>♥>1❛❧ ❬▲❡ ❇❡/♥❡1❛✐/ ✷✵✵✽❛❪✱ ❧❡/ ❢❛❝*❡✉1/ ❞❡ 1❛②♦♥♥❡♠❡♥* ❞❡ *♦✉*❡/ ❧❡/ /*1✉❝*✉1❡/ ❛♥❛❧②/>❡/

❞❛♥/ ❝❡ ❝❤❛♣✐*1❡ /❡1♦♥* ❛❧♦1/ ❛♣♣1♦①✐♠>/ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦1♠✉❧❛*✐♦♥ /♣❤>1✐H✉❡✳ ❊♥ /✉♣♣♦/❛♥* H✉❡ ❧❛

❧♦♥❣✉❡✉1 ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❜1❛*✐♦♥ /♦✐* >❣❛❧❡ L λ = c0/f ✱ ❡* H✉❡ ❧❡ 1❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ /♣❤M1❡ >H✉✐✈❛✉* L

r = ♠❛① (Rc,Lfer) ✱ ♦♥ ♣❡✉* >❝1✐1❡ H✉❡ ✿

σm(f) = ℜe





2jπr

λ

∑m
i=0

(m+i)!
(m−i)!

m!
i!

(
4jπr
λ

)m−i

∑m
i=0

(m+i)!
(m−i)!

m!
i!

(
4jπr
λ

)m−i (

1 + 2jπr
λ

+ i
)




 ✭✹✳✸✵✮

◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ❝❛❧❝✉❧> ❧❡/ ❢❛❝*❡✉1/ ❞❡ 1❛②♦♥♥❡♠❡♥* /✉1 ❝❤❛H✉❡ ♠♦❞❡✱ ♣♦✉1 ❧❡/ ♠♦*❡✉1/ ❆❘✈✵ ❡*

❆❘✈✷✳ ▲❡/ 1>/✉❧*❛*/ /♦♥* ♣1>/❡♥*>/ 1❡/♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ♣❛1 ❧❡/ ✜❣✉1❡/ ✹✳✶✶❛ ❡* ✹✳✶✶❜✳

0 2000 4000 6000 8000 10000
0

0.5

1

1.5

2

Fréquence (Hz)

F
ac

te
u

r 
d

e 
ra

d
ia

ti
o

n

m
=

0

m
=

6

m
=

1
2

m
=

2

✭❛✮ ❆❘✈✵✳

m
=1

0

m
=4

m
=2

m
=0

0 2000 4000 6000 8000 10000
0

0.5

1

1.5

2

Fréquence (Hz)

F
ac

te
u

r 
d

e 
ra

d
ia

ti
o

n

✭❜✮ ❆❘✈✷✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❢❛❝*❡✉1 ❞❡ 1❛②♦♥♥❡♠❡♥* ❛✉① ♠♦*❡✉1/ ❆❘✈✵ ❡* ❆❘✈✷✳

U♦✉1 ❧❡ ♠♦*❡✉1 ❆❘✈✵✱ *♦✉*❡ ❧❛ ♣✉✐//❛♥❝❡ ✈✐❜1❛*♦✐1❡ ❞✉ ♠♦❞❡ 0 ❡/* *1❛♥/❢♦1♠>❡ ❡♥ ♣✉✐//❛♥❝❡

❛❝♦✉/*✐H✉❡ L ♣❛1*✐1 ❞❡ 200 ❍③✳ ❉❡ ♠Y♠❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞❡ 2 ❡/* *1❛♥/❢♦1♠>❡ ❡♥ ♣✉✐//❛♥❝❡ ❛❝♦✉/*✐H✉❡

L ♣❛1*✐1 ❞❡ 500 ❍③✳ ❙✬✐❧ ❡①✐/*❡ ❞❡/ ♣1❡//✐♦♥/ ♠❛❣♥>*✐H✉❡/ ❞❛♥/ ❧✬❡♥*1❡❢❡1 ❞✬♦1❞1❡ 0 L ✉♥❡ ❢1>H✉❡♥❝❡

/✉♣>1✐❡✉1❡ L 200 ❍③ ❡* ❞✬♦1❞1❡ 2 L ✉♥❡ ❢1>H✉❡♥❝❡ /✉♣>1✐❡✉1❡ L 500 ❍③✱ ❧❡ ♠♦*❡✉1 /❡1❛ ♣♦*❡♥*✐❡❧✲

❧❡♠❡♥* ❜1✉②❛♥*✳ ❈✬❡/* ❛✐♥/✐ H✉✬✐❧ ❢❛✉* ✐♥*❡1♣1>*❡1 ❧❡/ ✜❣✉1❡/ ❝✐✲❞❡//✉/✳ U♦✉1 ❧❡ ♠♦*❡✉1 ❆❘✈✷ ♣❛1

❡①❡♠♣❧❡✱ *♦✉*❡ ❧❛ ♣✉✐//❛♥❝❡ ✈✐❜1❛*♦✐1❡ ♥❡ ♣♦✉11❛ Y*1❡ *1❛♥/❢♦1♠>❡ ❡♥ ♣✉✐//❛♥❝❡ ❛❝♦✉/*✐H✉❡ H✉✬❛

♣❛1*✐1 ❞❡ 2000 ❍③✳
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✹✳✷✳✷ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ❛❝♦✉,/✐0✉❡ ✿ ❙♦✉♥❞ 3♦✇❡5 ▲❡✈❡❧

▲❛ ♣✉✐%%❛♥❝❡ ❛❝♦✉%*✐+✉❡ ,❛②♦♥♥.❡ ♣❛, ❧❡% ✈✐❜,❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ♠.❝❛♥✐+✉❡ m✱ ❞.✜♥✐❡ ❞❛♥% ❧❡

,❡♣6,❡ ♠♦❞❛❧ ♣❛, ❧✬.+✉❛*✐♦♥ ✷✳✸✼✱ ❛ ♣♦✉, ❡①♣,❡%%✐♦♥ ✿

W =
∑

m=0

1

2
ρ0c0Scσm(f) < V 2

m,ω > ✭✹✳✸✶✮

Vm,ω ❡%* ❞♦♥♥. ♣❛, ❧✬.+✉❛*✐♦♥ ✷✳✸✶✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐%%❛♥❝❡ ❛❝♦✉%*✐+✉❡ Lw(f)✱ ❡♥ ❞.❝✐❜❡❧ ✭❞❇✮✱ ❡%*

❞♦♥♥. ♣❛, ❧✬.+✉❛*✐♦♥ ✷✳✸✻✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐+✉❛♥* ❧❛ ♣♦♥❞.,❛*✐♦♥ ∆LA(f)✱ +✉✐ ❡%* ✉♥❡ ❢♦♥❝*✐♦♥ ,❡♥%❡✐❣♥❡

%✉, ❧❛ %❡♥%✐❜✐❧✐*. ❞❡ ❧✬♦,❡✐❧❧❡ ❤✉♠❛✐♥❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐%%❛♥❝❡ ❛❝♦✉%*✐+✉❡ ,❛②♦♥♥.❡✱ ❡♥

❞.❝✐❜❡❧ ❛✉❞✐❜❧❡ ✭❞❇❆✮✱ %✬♦❜*✐❡♥* ❝♦♠♠❡ %✉✐* ✿

LwA = 10 ❧♦❣10




∑

f

10Lw(f)+∆LA(f)




✭✹✳✸✷✮

▲♦,% ❞❡% ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥% ♣♦✉, ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣,❡%%✐♦♥ ❛❝♦✉%*✐+✉❡ ,❛②♦♥♥.❡✱ ♥♦✉% ❛❝❝♦,❞❡✲

,♦♥% ♣❧✉% ❞✬✐♠♣♦,*❛♥❝❡ J ❧❛ ❢,.+✉❡♥❝❡ ❞❡% ❤❛,♠♦♥✐+✉❡% ❞✉ %♣❡❝*,❡ ❛❝♦✉%*✐+✉❡ +✉✬J ❧❡✉, ❛♠♣❧✐*✉❞❡✳

❉❛♥% ❝❡ ♣❛,❛❣,❛♣❤❡✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ❛♥❛❧②%❡, ❧❡% ❝♦♥*❡♥✉% ❤❛,♠♦♥✐+✉❡% ❞❡% ♣✉✐%%❛♥❝❡% ❛❝♦✉%*✐+✉❡%

,❛②♦♥♥.❡% ♣❛, ❧❡% ♠♦*❡✉,% ❆❘✈✵ ❡* ❆❘✈✷✱ ♣♦✉, ❧❡% ♣♦✐♥*% ❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* .*✉❞✐.% ❞❛♥% ❧❛

%❡❝*✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳
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✭❜✮ ❈❛❧❝ ✺ ❛♥❣❧❡. ✿ fs = 60 ❍③✳
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✭❝✮ ❈❛❧❝ ✸ ❛♥❣❧❡. ✿ fs = 81 ❍③✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐%%❛♥❝❡ ❛❝♦✉%*✐+✉❡ ✭▲✇✮ ❞✉ ♠♦*❡✉, ❆❘✈✵ J ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡% *❡♥%✐♦♥%

▼▲■ ✿ ❝♦♠♣❛,❛✐%♦♥% ❊❙❙❆■❙ ✲ ❉■❱❆✳
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▲❡" ✜❣✉&❡" ✹✳✶✷❛✱ ✹✳✶✷❜✱ ✹✳✶✷❝ ❡/ ✹✳✶✷❞ &❡♣&2"❡♥/❡♥/ ❧❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡" ❛❝♦✉"/✐9✉❡"

&❛②♦♥♥2❡" ♣❛& ❧❡ ♠♦/❡✉& ❆❘✈✵ ❡/ ❣2♥2&2" ♣❛& ❧❡" ✈✐❜&❛/✐♦♥" ✐❧❧✉"/&2❡" &❡"♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ♣❛& ❧❡"

✜❣✉&❡" ✹✳✾❛✱✹✳✾❜✱ ✹✳✾❝ ❡/ ✹✳✾❞✳

@♦✉& ❧❡ ♠♦/❡✉& ❆❘✈✷✱ ❧❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡" ❛❝♦✉"/✐9✉❡" &❛②♦♥♥2❡" "♦♥/ ❞♦♥♥2" ♣❛& ❧❡"

✜❣✉&❡" ✹✳✶✸❛✱ ✹✳✶✸❜ ❡/ ❝♦&&❡"♣♦♥❞❡♥/ ❛✉① ✈✐❜&❛/✐♦♥" ❝❛❧❝✉❧2❡" ❞❛♥" ❧❡ ♣❛&❛❣&❛♣❤❡ ✹✳✶✳✷✳
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✭❜✮ ❆!②♥ ✿ fs = 50 ❍③✱ fc = 600 ❍③✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✸ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❛❝♦✉"/✐9✉❡ ✭▲✇✮ ❞✉ ♠♦/❡✉& ❆❘✈✷ H ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡" /❡♥"✐♦♥"

▼▲■ ✿ ❝♦♠♣❛&❛✐"♦♥" ❊❙❙❆■❙ ✲ ❉■❱❆✳

▲❡" ❞❡✉① ♠♦/❡✉&" "♦♥/ ❛❧✐♠❡♥/2" ♣❛& ❞❡" ❛❧✐♠❡♥/❛/✐♦♥" H ❞2❝♦✉♣❛❣❡✳ ▲❡" ♦❜"❡&✈❛/✐♦♥" ❢❛✐/❡"

"✉& ❧❡" &2"✉❧/❛/" ❞❡ ❧✬❡"/✐♠❛/✐♦♥ ❞✉ ❜&✉✐/ ♣❛& ❉■❱❆ ♥♦✉" ♠♦♥/&❡♥/ 9✉❡ ❧❡ ♠♦❞S❧❡ ❡"/ ❝♦&&❡❝/✳ ▲❡"

❢&29✉❡♥❝❡" ❞❡" &❛✐❡" 2♠❡&❣❡♥/❡" "♦♥/ ❜✐❡♥ ❡"/✐♠2❡"✳ ▲❡" ❡&&❡✉&" "✉& ❧❡" ❛♠♣❧✐/✉❞❡" ❞❡" ❤❛&♠♦♥✐9✉❡"

❞✉ "♣❡❝/&❡ ❛❝♦✉"/✐9✉❡ "♦♥/ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥/ ❞✉❡" H ✉♥❡ ❡&&❡✉& "✉& ❧❡ ❢❛❝/❡✉& ❞✬❛♠♦&/✐""❡♠❡♥/ ♦✉

"✉& ❧❡ ❢❛❝/❡✉& ❞❡ &❛②♦♥♥❡♠❡♥/✳

✹✳✸ ❈❛%❛❝'(%✐*❛'✐♦♥ ❞✉ ❜%✉✐'

@♦✉& ❝❛&❛❝/2&✐"❡& ❧❡ ❜&✉✐/ 2♠✐" ♣❛& ✉♥❡ ▼❙❆@"✱ ❞❡" ❛♥❛❧②"❡" H ✈✐/❡""❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ "♦♥/ ♥2❝❡"✲

"❛✐&❡"✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✹ &❡♣&2"❡♥/❡ ❧❡ "♦♥❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣&❡""✐♦♥ ❛❝♦✉"/✐9✉❡ &❛②♦♥♥2❡ ♣❛& ❧❡ ♠♦/❡✉&✱

♦❜/❡♥✉ ♣❛& ♠❡"✉&❡" ❡①♣2&✐♠❡♥/❛❧❡"✳ ▲❡" ❢&29✉❡♥❝❡" ❞❡ ❧❛ ❞✉ ❝♦♥/❡♥✉ "♣❡❝/&❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣&❡""✐♦♥

❛❝♦✉"/✐9✉❡ "♦♥/ ❡♥ ❛❜"❝✐""❡✳ ❙✉& ❧✬❛①❡ ❞❡" ♦&❞♦♥♥2❡"✱ ❝✬❡"/ ❧❛ ✈✐/❡""❡ ❞❡ &♦/❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼❙❆@" 9✉✐

❡"/ &❡♥"❡✐❣♥2❡✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣&❡""✐♦♥ ❛❝♦✉"/✐9✉❡ ♣♦✉& ❝❤❛9✉❡ ✈✐/❡""❡ ❞❡ &♦/❛/✐♦♥ ❡"/ ❞♦♥♥2 "✉&

❧✬❛①❡ Z✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❝♦✉❧❡✉& ✈❛ ❞✉ ❜❧❛♥❝ ♣♦✉& ❞❡" ❢❛✐❜❧❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣&❡""✐♦♥ ❛❝♦✉"/✐9✉❡✱ ❛✉ %♦✉❣❡

♣♦✉& ❧❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣&❡""✐♦♥ ❛❝♦✉"/✐9✉❡ ❧❡" ♣❧✉" 2❧❡✈2❡"✳

✹✳✸✳✶ ▲❡ ♠♦(❡✉* ❆❘✈✵

▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✺ &❡♣&2"❡♥/❡ ❧❡ "♦♥❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❛❝♦✉"/✐9✉❡ &❛②♦♥♥2❡ ♣❛& ❧❡ ♠♦/❡✉&✱

♦❜/❡♥✉ ♣❛& ❝❛❧❝✉❧" ❉■❱❆✳ ▲❡" ❛①❡" ❛❜"❝✐""❡ ❡/ ♦&❞♦♥♥2❡ "♦♥/ ✐❞❡♥/✐9✉❡" H ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✹✳ ▲❡ ❝♦❞❡

❝♦✉❧❡✉& ✈❛ ❞✉ ❜❧❡✉❡ ♣♦✉& ❞❡" ❢❛✐❜❧❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❛❝♦✉"/✐9✉❡✱ ❛✉ %♦✉❣❡ ♣♦✉& ❧❡" ♥✐✈❡❛✉①

❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❛❝♦✉"/✐9✉❡ ❧❡" ♣❧✉" 2❧❡✈2❡"✳
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1
2

3
4

5

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹ ✕ ❊%%❛✐% ❛✈❡❝ +❡♥%✐♦♥ ▼▲■ ✿ %♦♥❛❣3❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣3❡%%✐♦♥ ❛❝♦✉%+✐9✉❡ 3❛②♦♥♥;❡ ❡♥

❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡%%❡ ❞❡ 3♦+❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦+❡✉3 ❆❘✈✵✳

❉❛♥% ❧❡ %♦♥❛❣3❛♠♠❡ ❡①♣;3✐♠❡♥+❛❧ ❞✉ ♠♦+❡✉3 ❆❘✈✵✱ 5 ❧✐❣♥❡% %♦♥+ ♣3;❞♦♠✐♥❛♥+❡%✳ ❊❧❧❡% ♦♥+

;+; ♥✉♠;3♦+; ❞❡ 1 C 5✳ ▲♦3% ❞❡ ❧✬;+✉❞❡ C ❞❡% ✈✐+❡%%❡% ✜①❡%✱ ❝❡% 3❛✐❡% ❞❡ ♣3❡%%✐♦♥ ❛❝♦✉%+✐9✉❡ ♦♥+

;+; ♦❜%❡3✈;❡% ✭❋✐❣✉3❡% ✹✳✶✷✮✳

1 2

3

4

5

Mode 0Mode 2 Mode 4

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✺ ✕ ❙✐♠✉❧❛+✐♦♥% ❉■❱❆ ❛✈❡❝ +❡♥%✐♦♥ ▼▲■ ✿ %♦♥❛❣3❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣3❡%%✐♦♥ ❛❝♦✉%+✐9✉❡

3❛②♦♥♥;❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡%%❡ ❞❡ 3♦+❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦+❡✉3 ❆❘✈✵✳

▲❡ %♦♥❛❣3❛♠♠❡ %✐♠✉❧; ❞✉ ♠♦+❡✉3 ❆❘✈✵ ❡%+ ❞♦♥♥; ♣❛3 ❧❛ ✜❣✉3❡ ✹✳✶✺✳ ❚♦✉+❡% ❧❡% 3❛✐❡% ❞❡

♣✉✐%%❛♥❝❡ ❛❝♦✉%+✐9✉❡ %♦♥+ ❜✐❡♥ ❞;+❡3♠✐♥;❡%✳ ❈❡++❡ ;+✉❞❡ ❛♥❛❧②+✐9✉❡ ♣❡3♠❡++3❛ ❞❡ ❝♦♠♣3❡♥❞3❡

❧✬♦3✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡% 3❛✐❡% ❞❡ ♣✉✐%%❛♥❝❡ ❛❝♦✉%+✐9✉❡✱ ❣3P❝❡ C ❧❡✉3 ♣❡♥+❡ ❡+ ❛✉① ♠♦❞❡% ♠;❝❛♥✐9✉❡% ❛✈❡❝

❧❡%9✉❡❧❧❡% ❡❧❧❡% 3;%♦♥♥❡♥+✳

Q♦✉3 ✐❞❡♥+✐✜❡3 ❧❡% 3❛✐❡% ❧✐;❡% C ❧❛ ▼▲■✱ ❧❡ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ C ✈✐+❡%%❡ ✈❛3✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧✐♠❡♥✲

+❛+✐♦♥ %✐♥✉%♦S❞❛❧❡ ❛ ;+; %✐♠✉❧; ✭❋✐❣✉3❡ ✹✳✶✻✮✳ ❚♦✉+❡% ❧❡% 3❛✐❡% ♣3;%❡♥+❡% ❞❛♥% ❧❡ %♦♥❛❣3❛♠♠❡ ❛✈❡❝

+❡♥%✐♦♥ ▼▲■ %♦♥+ ♣3;%❡♥+❡% ✐❝✐✳ ▲❡% 3❛✐❡% 1 − 3 − 4 %♦♥+ ♠♦✐♥% ;♥❡3❣;+✐9✉❡%✱ ❛❧♦3% 9✉❡ ❧❡% 3❛✐❡%

2− 5 3❡%+❡♥+ ✐♠♣♦3+❛♥+❡%✳



✹✳✸✳ ❈❛%❛❝'(%✐*❛'✐♦♥ ❞✉ ❜%✉✐' ✶✹✶

1 2

3
4

5

Mode 2 Mode 4 Mode 0

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✻ ✕ ❙✐♠✉❧❛+✐♦♥. ❉■❱❆ ❛✈❡❝ +❡♥.✐♦♥ .✐♥✉.♦6❞❛❧❡ ✿ .♦♥❛❣:❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣:❡..✐♦♥ ❛❝♦✉.+✐<✉❡

:❛②♦♥♥>❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡..❡ ❞❡ :♦+❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦+❡✉: ❆❘✈✵✳

▲❛ ♣:❡♠✐C:❡ ❝♦♥❝❧✉.✐♦♥ .❡:❛✐+ <✉❡ ❧❡. :❛✐❡. ❧✐>. D ❧❛ ▼▲■ .❡ .✉♣❡:♣♦.❡♥+ ❛✉① :❛✐❡. ❝❛✉.>❡. ♣❛:

❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ▲✬❡✛❡+ ❡.+ ❛++❡♥❞✉ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡. ♠♦❞✉❧❛+✐♦♥. D ❛♥❣❧❡. ❝❛❧❝✉❧>. ❡+ D ♣❧❡✐♥❡ ♦♥❞❡

✭K❛:❛❣:❛♣❤❡ ✸✳✷✮✳

2

Mode 0

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✼ ✕ ❙✐♠✉❧❛+✐♦♥. ❉■❱❆ D ✈✐❞❡ .❛♥. ❛❧✐♠❡♥+❛+✐♦♥ ✿ .♦♥❛❣:❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣:❡..✐♦♥ ❛❝♦✉.+✐<✉❡

:❛②♦♥♥>❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡..❡ ❞❡ :♦+❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦+❡✉: ❆❘✈✵✳

▲✬❛♥❛❧②.❡ ❞✉ .♦♥❛❣:❛♠♠❡ ❡♥ ✜❣✉:❡ ✹✳✶✼ ♥♦✉. ♠♦♥+:❡ <✉❡ .❡✉❧❡ ❧❛ :❛✐❡ 2 ❡.+ ❞✐:❡❝+❡♠❡♥+ ❝❛✉.>❡

♣❛: ❧✬✐♥+❡:❛❝+✐♦♥ ❡♥+:❡ ❧❡. ❤❛:♠♦♥✐<✉❡. ❞❡ ❧❛ ❢♦:❝❡ ♠❛❣♥>+♦♠♦+:✐❝❡ ❞❡. ❆K. ❡+ ❞❡ ❧❛ ♣❡:♠❡❛♥❝❡

❞✬❡♥+:❡❢❡:✳ ❈✬❡.+ ♣❛: ❛✐❧❧❡✉:. ❧❛ :❛✐❡ ❧❛ ♣❧✉. >♥❡:❣>+✐<✉❡ ❞❛♥. +♦✉. ❧❡. +②♣❡. ❞✬❛❧✐♠❡♥+❛+✐♦♥✳ ❊❧❧❡

:>.♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞❡ ♠>❝❛♥✐<✉❡ 0 ❡+ ❛ ✉♥❡ ♣❡♥+❡ ❞❡ 72✳ ❊❧❧❡ ❡.+ ❞♦♥❝ ❝❛✉.>❡ ♣❛: ✉♥❡ :❛✐❡ ❞❡ ♣:❡.✲

.✐♦♥ ♠❛❣♥>+✐<✉❡ ❞❛♥. ❧✬❡♥+:❡❢❡: ❞✬♦:❞:❡ 0✳ ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✺ :>❝❛♣✐+✉❧❡ ❧❡. ♣:✐♥❝✐♣❛❧❡. ❝♦♥+:✐❜✉+✐♦♥.

<✉✐ ♦♥+ ❞♦♥♥>❡. ♥❛✐..❛♥❝❡ D ❧❛ :❛✐❡ 2✳



✹✳✸✳ ❈❛%❛❝'(%✐*❛'✐♦♥ ❞✉ ❜%✉✐' ✶✹✷

Pm,f ❖!❞!❡ $♣❛'✐❛❧ ❋!+,✉❡♥❝❡ ❖!✐❣✐♥❡

(m) (f) ❞❡$ !❛✐❡$

µ1 = 1✱ µ2 = 11 (µ2 + µ1) p− kZs (µ2 + µ1) fs ▲✐❣♥❡ 2

k = 1 ✭m = 0✮ ♣❡♥'❡ (µ2 + µ1) = 12 ●!♦✉♣❡ 6

µ1 = 1✱ µ2 = 13 (µ2 − µ1) p− kZs (µ2 − µ1) fs ▲✐❣♥❡ 2

k = 1 ✭m = 0✮ ♣❡♥'❡ (µ2 − µ1) = 12 ●!♦✉♣❡ 6

µ1 = 5✱ µ2 = 7 (µ2 + µ1) p− kZs (µ2 + µ1) fs ▲✐❣♥❡ 2

k = 1 ✭m = 0✮ ♣❡♥'❡ (µ2 + µ1) = 12 ●!♦✉♣❡ 6

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✺ ✕ %&✐♥❝✐♣❛✉① ❤❛&♠♦♥✐1✉❡3 ❞❡ ❧❛ ♣&❡33✐♦♥ ♠❛❣♥78✐1✉❡ ❞✬❡♥8&❡❢❡& ; ✈✐❞❡ ✭3❛♥3

❛❧✐♠❡♥8❛8✐♦♥✮✳

❯♥❡ ❛♥❛❧②3❡ 3✐♠✐❧❛✐&❡ ❞✉ ❝♦♥8❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♣&❡33✐♦♥ ❛❝♦✉38✐1✉❡ ❛ 787 &7❛❧✐37❡ 3✉& ❧❡ ♠♦8❡✉& ❆❘✈✷✳

❚♦✉8❡3 ❧❡3 ❛✉8&❡3 &❛✐❡3 1− 3− 4− 5 3♦♥8 ❝❛✉37❡3 ♣❛& ❧✬✐♥8❡&❛❝8✐♦♥ ❡♥8&❡ ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡✱ ❧❡3 ❆%3 ❡8

❧❛ ♣❡&♠7❛♥❝❡ ❞✬❡♥8&❡❢❡&✳ ▲❛ &❛✐❡ 1 &73♦♥♥❡ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥8 ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞❡ ♠7❝❛♥✐1✉❡ 4 ♣♦✉& ✉♥❡

❛❧✐♠❡♥8❛8✐♦♥ 3✐♥✉3♦H❞❛❧❡ ❡8 ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞❡ ♠7❝❛♥✐1✉❡ 0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ 8❡♥3✐♦♥ ▼▲■✳ ❊❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ♣❡♥8❡ ❞❡

70✳ ▲❡3 &❛✐❡3 3−4−5 &73♦♥♥❡♥8 ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞❡ 0 ❡8 ♦♥8 &❡3♣❡❝8✐✈❡♠❡♥8 ❞❡3 ♣❡♥8❡3 ❞❡ 108−144−216✳

❆✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧✐♠❡♥8❛8✐♦♥ ▼▲■✱ ❝❡&8❛✐♥❡3 &❛✐❡3 ❞❡ ♣✉✐33❛♥❝❡ ❛❝♦✉38✐1✉❡✱ ✐❞❡♥8✐1✉❡3 ❛✉① &❛✐❡3 ❞❡

♣&❡33✐♦♥ ♠❛❣♥78✐1✉❡ ❞✬❡♥8&❡❢❡&✱ ✈✐❡♥♥❡♥8 3❡ 3✉♣❡&♣♦3❡& ; ❧❛ &❛✐❡ 2 ❡♥&❡❣✐38&7❡ ; ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ 8❡♥3✐♦♥

3✐♥✉3♦H❞❛❧❡✳ ▲❡ 8❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✻ ♣&73❡♥8❡ ❧❡3 ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡3 ♦&✐❣✐♥❡3 ❞❡ ❝❡3 &❛✐❡3✳

Pm,f ❖!❞!❡ $♣❛'✐❛❧ ❋!+,✉❡♥❝❡ ❖!✐❣✐♥❡

(m) (f) ❞❡$ !❛✐❡$

µ = 1 ❡' ν = 1 (µ− ν) p µfs − (1 + 2n) fs ▲✐❣♥❡ 1

n = −3 ✭❈❛❧❝✮ ✭m = 0✮ ♣❡♥'❡ ✿ µ− (1 + 2n) = 6 ●!♦✉♣❡ 17

µ = 1 ❡' ν = 1 (µ− ν) p µfs − (1 + 2n) fs ▲✐❣♥❡ 2

n = −6 ✭❈❛❧❝✮ ✭m = 0✮ ♣❡♥'❡ ✿ µ− (1 + 2n) = 12 ●!♦✉♣❡ 17

µ = 11✱ ν = 1 (µ+ ν) p− kZs µfs + fs ▲✐❣♥❡ 2

k = 1 ✭m = 0✮ ♣❡♥'❡ ✿ µ− 1 = 12 ●!♦✉♣❡ 19

µ = 1 ❡' ν = 1 (µ− ν) p µfs − (1 + 2n) fs ▲✐❣♥❡ 3

n = −9 ✭❈❛❧❝✮ ✭m = 0✮ ♣❡♥'❡ ✿ µ− (1 + 2n) = 18 ●!♦✉♣❡ 17

µ = 1 ❡' ν = 1 (µ− ν) p µfs − (1 + 2n) fs ▲✐❣♥❡ 4

n = −12 ✭❈❛❧❝✮ ✭m = 0✮ ♣❡♥'❡ ✿ µ− (1 + 2n) = 24 ●!♦✉♣❡ 17

µ = 1 ❡' ν = 1 (µ− ν) p µfs − (1 + 2n) fs ▲✐❣♥❡ 5

n = −18 ✭❈❛❧❝✮ ✭m = 0✮ ♣❡♥'❡ ✿ µ− (1 + 2n) = 36 ●!♦✉♣❡ 17

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✻ ✕ %&✐♥❝✐♣❛✉① ❤❛&♠♦♥✐1✉❡3 ❞❡ ❧❛ ♣&❡33✐♦♥ ♠❛❣♥78✐1✉❡ ❞✬❡♥8&❡❢❡& ❞✉ ♠♦8❡✉& ❆❘✈✵

❡♥ ❝❤❛&❣❡ ✭❛✈❡❝ ❛❧✐♠❡♥8❛8✐♦♥ ▼▲■✮✳

✹✳✸✳✷ ▲❡ ♠♦(❡✉* ❆❘✈✷

%♦✉& ❧❡ ♣&♦8♦8②♣❡ ❆❘✈✷✱ 1✉✐ ❡38 ✉♥ ♠♦8❡✉& 71✉✐♣7 ❞✬✉♥ 38❛8♦& ; ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞❡♥8❛✐&❡✱ ❧❛ &❛✐❡

❧❛ ♣❧✉3 7♥❡&❣78✐1✉❡ ✭❧❛ &❛✐❡ 2✮ ❡38 ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥8 ♦&✐❣✐♥❛✐&❡ ❞✉ ❣%♦✉♣❡ 6✳ ▲❡3 ❤❛&♠♦♥✐1✉❡3

❞✉ ❣%♦✉♣❡ 6 3♦♥8 ✐33✉3 ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡3 ❤❛&♠♦♥✐1✉❡3 ❝❛✉37❡ ♣❛& ❧✬✐♥8❡&❛❝8✐♦♥ ❡♥8&❡ ❧❛ ❢♦&❝❡

♠❛❣♥78♦♠♦8&✐❝❡ ❞❡3 ❆%3 ❡8 ❧❛ ♣❡&♠7❛♥❝❡ ❞✬❡♥8&❡❢❡&✳ ▲❡ 3♦♥❛❣&❛♠♠❡ 3✐♠✉❧7 ❞✉ ♠♦8❡✉& ❆❘✈✷✱

❛❧✐♠❡♥87 ❛✈❡❝ ❞❡3 8❡♥3✐♦♥3 ▼▲■✱ ❡38 ❞♦♥♥7 ♣❛& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✽✳



1

Mode 2

2

3

1 − 2 − 3

60 190 210

2 6

1 5

1

Mode 2

2

3



✹✳✹✳ ❘#❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ ❜,✉✐' ❞❛♥. ❧❡. ▼❙❆4. ✶✹✹

❈❡" ♣❛❧♠✐❡(" ❞❡ (❛✐❡" "♦♥, ❧✐-" ❛✉ ❣,♦✉♣❡ 13 ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✼✮ ❞❡" ❤❛(♠♦♥✐8✉❡" ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

♥-❡ ❞❡ ❧✬✐♥,❡(❛❝,✐♦♥ ❡♥,(❡ ❧❡" ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡, ❧❛ ♣❡(♠-❛♥❝❡ ❞✬❡♥,(❡❢❡(✳

Pm,f ❖!❞!❡ $♣❛'✐❛❧ ❋!+,✉❡♥❝❡ ❖!✐❣✐♥❡

(m) (f) ❞❡$ !❛✐❡$

ν1 = 5✱ ν2 = 19 (ν2 − ν1) + kZs fc − fs
k = 1 ✭m = −2✮

fc + 3fsν1 = 17✱ ν2 = 7 (ν2 − ν1) p− kZs 4❛❧♠✐❡!

k = 1 ✭m = −2✮
fc − 3fs

●!♦✉♣❡ 14

µ1 = 11✱ µ2 = 1 (ν2 − ν1) p− kZs

k = 1 ✭m = −2✮ fc + fs

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✼ ✕ >(✐♥❝✐♣❛✉① ❤❛(♠♦♥✐8✉❡" ❞❡ ❧❛ ♣(❡""✐♦♥ ♠❛❣♥-,✐8✉❡ ❞✬❡♥,(❡❢❡( ❡♥ ❝❤❛(❣❡✱ ❧✐-" A

❧❛ ,❡♥"✐♦♥ ▼▲■✳

✹✳✹ ❘#❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ ❜,✉✐' ❞❛♥. ❧❡. ▼❙❆4.

❉❛♥" ❧❡ ♣❛(❛❣(❛♣❤❡ ♣(-❝-❞❡♥,✱ ❧❛ ♠-,❤♦❞❡ ❞✬✐❞❡♥,✐✜❝❛,✐♦♥ ❞❡" (❛✐❡" A ❧✬♦(✐❣✐♥❡ ❞✉ ❜(✉✐, ♠❛✲

❣♥-,✐8✉❡ ❡", ♣(-"❡♥,-❡✳ ◆♦✉" ❛❧❧♦♥" ♠❛✐♥,❡♥❛♥, ♣(♦♣♦"❡( ❞❡" ,❡❝❤♥✐8✉❡" ♣❡(♠❡,,❛♥, ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐(

❞❡" ♠♦,❡✉(" ▼❙❆>" ♣❧✉" "✐❧❡♥❝✐❡✉①✳

✹✳✹✳✶ ❘$❣❧❡( ❞❡ ❝♦♥❝❡♣.✐♦♥ (✐❧❡♥❝✐❡✉(❡ ❞❡( ▼❙❆4(

✹✳✹✳✶✳✶ ❘8❣❧❡. .✉, ❧❡. ❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥. ♣:❧❡.✴❡♥❝♦❝❤❡.

▲♦(" ❞❡ ❧❛ ❝❛(❛❝,-(✐"❛,✐♦♥ ❞✉ ❜(✉✐,✱ ✐❧ "✬❛✈L(❡ 8✉❡ ❧❡" ❤❛(♠♦♥✐8✉❡" ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❛❝♦✉",✐8✉❡

(❛②♦♥♥-❡ ♥-" ❞✉ ❣,♦✉♣❡ 6 ❞❡" ❤❛(♠♦♥✐8✉❡" ❞❡ ♣(❡""✐♦♥ ♠❛❣♥-,✐8✉❡ ❞❛♥" ❧✬❡♥,(❡❢❡( "♦♥, ❧❡" ♣❧✉"

♣(♦❜❧-♠❛,✐8✉❡"✳ ❈❡ "♦♥, ❞❡" ❤❛(♠♦♥✐8✉❡" ,(L" -♥❡(❣-,✐8✉❡" ❞✬♦(❞(❡ ❢❛✐❜❧❡" ❧✐-" A ❧✬❤❛(♠♦♥✐8✉❡

❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦(❝❡ ♠❛❣♥-,♦♠♦,(✐❝❡ ❞❡" ❆>"✳ ➪ ❝❡" ❤❛(♠♦♥✐8✉❡" ✭●,♦✉♣❡ 6✮✱ ✈✐❡♥♥❡♥, "❡

"✉♣❡(♣♦"❡( ❧❡" ❤❛(♠♦♥✐8✉❡" ❧✐-" A ❧✬❛❧✐♠❡♥,❛,✐♦♥ -❧❡❝,(✐8✉❡✳

◆♦✉" ♣❛(,✐(♦♥" ❞✉ ♣♦",✉❧❛, 8✉✬✐❧ ❢❛✉, -✈✐,❡( ❧❛ (-"♦♥❛♥❝❡ ❞❡" ❤❛(♠♦♥✐8✉❡" ❞✉ ●,♦✉♣❡ 6✱ "✐

❧✬♦♥ ✈❡✉, ❝♦♥❝❡✈♦✐( ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ "✐❧❡♥❝✐❡✉"❡✳ ❈❡,,❡ ♦♣-(❛,✐♦♥ "❡ ,(❛✐,❡(❛ "✉( ❞❡✉① ,❡((❛✐♥" ✿

✶✳ ▲✬♦,❞,❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡. ❤❛,♠♦♥✐@✉❡. ❛♣♣❛,'❡♥❛♥' A ❝❡ ❣,♦✉♣❡✱ mcr✱ ❞❡✈,❛ D',❡ ❧❡

♣❧✉. #❧❡✈# ♣♦..✐❜❧❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥, ❛ ♣♦✉( ❜✉, ❞✬-✈✐,❡( ❧❡" (-"♦♥❛♥❝❡" ❛✈❡❝ ❧❡" ♠♦❞❡" ♠-❝❛♥✐8✉❡"

❞❡ (❛♥❣ ❢❛✐❜❧❡✱ 8✉✐ ♦♥, ❣-♥-(❛❧❡♠❡♥, ❧❡" ❢(-8✉❡♥❝❡" ♥❛,✉(❡❧❧❡" ❧❡" ♣❧✉" ❜❛""❡" ❡, ❞♦♥❝ ❧❡"

♣❧✉" ❛❝❝❡""✐❜❧❡"✳ ■❧ ✈✐❡♥, ✿

mcr = ♠✐♥ [(µ2 ± µ1)p± kZs] ✭✹✳✸✸✮

❛✈❡❝ µ1 = 1, 3, 5, 7, ...

µ2 = 1, 3, 5, 7, ...

k = 1, 2, 3, 4, ...

✷✳ ▲❛ ♣❡♥'❡ ❞❡. ❤❛,♠♦♥✐@✉❡. ❛♣♣❛,'❡♥❛♥' A ❝❡ ❣,♦✉♣❡✱ acr✱ ❞❡✈,❛ D',❡ ❧❛ ♣❧✉.

❢❛✐❜❧❡ ♣♦..✐❜❧❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥, ❛ ♣♦✉( ❜✉, ❞✬-✈✐,❡( ❧❡" (-"♦♥❛♥❝❡" ❛✈❡❝ ❧❡" ♠♦❞❡" ♠-❝❛♥✐8✉❡"



✹✳✹✳ ❘#❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ ❜,✉✐' ❞❛♥. ❧❡. ▼❙❆4. ✶✹✺

❞❡ "❛♥❣ ❢❛✐❜❧❡ * ❞❡ ❢❛✐❜❧❡+ ✈✐-❡++❡+✳ ❈❡--❡ ♣❡♥-❡ +❡"❛ ❛♣♣❡❧1❡ ❞❛♥+ ♥♦+ -"❛✈❛✉①✱ ❧❛ ♣❡♥'❡

❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧❡✳

acr = ♠✐♥ [(µ2 ± µ1)p± kZs] ✭✹✳✸✹✮

;♦✉" ❞❡+ ♠♦-❡✉"+ * 12 ♣<❧❡+ ❡- 10 ♣<❧❡+✱ ❧✬♦"❞"❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡- ❧❛ ♣❡♥-❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥-❛❧❡ ❞❡+

❤❛"♠♦♥✐?✉❡+ ❞✉ ❣,♦✉♣❡ 6 ♦♥- 1-1 ❛♥❛❧②+1+✱ ♣♦✉" ❞✐✈❡"+❡+ ✈❛❧❡✉"+ ❞✉ ♥♦♠❜"❡ ❞✬❡♥❝♦❝❤❡ ♣❛"

♣<❧❡ ♣❛" ♣❤❛+❡ ✭.♣♣✮✳ ▲❡ -❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✽ "1❝❛♣✐-✉❧❡ ❧✬❛♥❛❧②+❡ ❡①❤❛✉+-✐✈❡ ❢❛✐-❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❈ +✉"

❧❡+ ❤❛"♠♦♥✐?✉❡+ ❞✉ ❣,♦✉♣❡ 6✱ ❛✈❡❝ ♣❂6✳ ;♦✉" ✉♥ ♦"❞"❡ ❞♦♥♥1✱ ✐❧ ♣❡✉- ❡①✐+-❡" ♣❧✉+✐❡✉"+ ♣❡♥-❡+

❢♦♥❞❛♠❡♥-❛❧❡+ ❛++♦❝✐1❡+✳ ❉❛♥+ ❝❡ ❝❛+✱ +✉" ✉♥ +♦♥❛❣"❛♠♠❡✱ ♦♥ ♦❜+❡"✈❡ ❛❧♦"+ ♣❧✉+✐❡✉"+ "❛✐❡+

❣"♦✉♣1❡+ ❞✬♦"❞"❡ ✐❞❡♥-✐?✉❡ ✭?✉✐ "1+♦♥♥❡♥- ❛✈❡❝ ❧❡ ♠H♠❡ ♠♦❞❡ ♠1❝❛♥✐?✉❡✮✳

▲❡+ ❢"1?✉❡♥❝❡+ ♥❛-✉"❡❧❧❡+ fm ❞❡+ ♠♦❞❡+ ♠1❝❛♥✐?✉❡+✱ ❡①❝❡♣-1+ ❧❡ ♠♦❞❡ m = 0✱ +❡ ❝❧❛++❡♥-

❝♦♠♠❡ +✉✐- ✿ fm=1 ≤ fm=2 ≤ fm=3 ≤ fm=4 ≤ ...✳ ▲❛ ❢"1?✉❡♥❝❡ fm=0 ♣❡✉- ❛✈♦✐" ♥✬✐♠♣♦"-❡ ?✉❡❧❧❡

♣❧❛❝❡ ❞❛♥+ ❝❡ ❝❧❛++❡♠❡♥-✳ ❈✬❡+- ♣♦✉"?✉♦✐ ✐❧ ❡+- -♦✉❥♦✉"+ ✐♠♣♦"-❛♥- ❞❡ +✐❣♥❛❧❡" ❧✬❡①✐+-❡♥❝❡ ❞✬✉♥

♠♦❞❡ m = 0✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥+ ?✉❡ ♣❧✉+ ❧❛ ❢"1?✉❡♥❝❡ ♥❛-✉"❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❡+- ❜❛+✱ ♣❧✉+ ❧❡ ❞✐- ♠♦❞❡ ❡+-

+✉+❝❡♣-✐❜❧❡ ❞✬H-"❡ ❡①❝✐-1 ♣❛" ✉♥❡ "❛✐❡ ❞❡ ♣"❡++✐♦♥ ♠❛❣♥1-✐?✉❡✳ ❯♥❡ "1+♦♥❛♥❝❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡

❢"1?✉❡♥❝❡ ❛✉❞✐❜❧❡ ❡+- ❛❧♦"+ ♣♦++✐❜❧❡✳

spp 0.25 0.5 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5

Zs 9 18 36 45 54 63 72 81 90

mcr

3 6

0

3 6 3

0

3 6

❡- ❡- ❡- ❡- ❡- ❡- ❡-

0(k=4) 0(k=2) 0(k=4) 0(k=2) 0(k=4) 0(k=4) 0(k=2)

acr

2 2/4

6

8 8/10 10

12

14 14/16

❡- ❡- ❡- ❡- ❡- ❡- ❡-

6 12 30 36 42 54 60

kw1 0.945 0.933 0.866 1 0.945 0.965 0.951 0.959 0.953

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✽ ✕ ❘N❣❧❡+ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣-✐♦♥ +✐❧❡♥❝✐❡✉+❡ ✿ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜"❡ ❞✬❡♥❝♦❝❤❡ ❞✉ +-❛-♦" ♣♦✉" ✉♥

"♦-♦" * 12 ♣<❧❡+✳ ❋❛♠✐❧❧❡ ✶✱ ◆

o
✻✳

spp 0.3 0.4 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Zs 9 12 15 30 45 60 75 90 105

1 2 5 5 5 5

mcr ❡- ❡- ❡- 0 ❡- 0 ❡- 0 ❡-

0(k=10) 0(k=5) 0(k=2) 0(k=2) 0(k=2) 0(k=2)

2 2 2/4 8/10 14/16 20/22

acr ❡- ❡- ❡- 6 ❡- 12 ❡- 18 ❡-

18 12 6 18 30 42

kw1 0.945 0.933 0.866 1 0.945 0.965 0.951 0.959 0.953

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✾ ✕ ❘N❣❧❡+ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣-✐♦♥ +✐❧❡♥❝✐❡✉+❡ ✿ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜"❡ ❞✬❡♥❝♦❝❤❡ ❞✉ +-❛-♦" ♣♦✉" ✉♥

"♦-♦" * 10 ♣<❧❡+✳ ❋❛♠✐❧❧❡ ✶✱ ◆

o
✻✳
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❊♥ ♦❜$❡&✈❛♥) ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✽✱ ❧❛ ♣&❡♠✐5&❡ &❡♠❛&6✉❡ ✐❝✐ ❡$) 6✉❡ ❧✬♦&❞&❡ 0 ❡①✐$)❡ )♦✉❥♦✉&$✱

♣♦✉& ❞❡$ ✈❛❧❡✉&$ ❞❡ k ❞✐✛=&❡♥)$✳ >♦✉& ❝❤❛6✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐$♦♥✱ ❡♥ ♣❧✉$ ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐❞❡♥)✐✜=✱

✐❧ ❢❛✉❞&❛ ❢❛✐&❡ ❛))❡♥)✐♦♥ ❛✉① ♣&❡$$✐♦♥ ♠❛❣♥=)✐6✉❡ ❞✬♦&❞&❡ 0✳ >❧✉$ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥) k ❡$)

✐♠♣♦&)❛♥)❡✱ ♣❧✉$ ❧✬❛♠♣❧✐)✉❞❡ ❞❡ ❧❛ &❛✐❡ ❞❡ ♣&❡$$✐♦♥ ♠❛❣♥=)✐6✉❡ ❞✬♦&❞&❡ 0 ❡$) ❢❛✐❜❧❡✳

▲❡ )❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✾ &=❝❛♣✐)✉❧❡ ❧✬❛♥❛❧②$❡ ❢❛✐)❡ $✉& ❧❡$ ❤❛&♠♦♥✐6✉❡$ ❞✉ ❣,♦✉♣❡ 6✱ ❛✈❡❝ ♣❂5✳ ❉❛♥$

❧❡$ )❛❜❧❡❛✉① ✹✳✶✽ ❡) ✹✳✶✾✱ ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ✉)✐❧✐$= ❡$) ❝❡❧✉✐ 6✉✐ ♣&♦♣♦$❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥) ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ❧❡

♣❧✉$ =❧❡✈=✳

▲❡$ ♠♦)❡✉&$ ❛✈❡❝ ✉♥ .♣♣ ❡♥)✐❡& ❣=♥5&❡♥) ❞❡$ ♣&❡$$✐♦♥$ ♠❛❣♥=)✐6✉❡$ ❞❛♥$ ❧✬❡♥)&❡❢❡& ❞✬♦&❞&❡

0✳ ❙✐ ❧❛ ❢&=6✉❡♥❝❡ ♥❛)✉&❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞❡ m = 0 ❡$) ❜❛$$❡ ✭❝♦♠♣&✐$❡ ❡♥)&❡ 250 ❍③ ❡) 4000 ❍③✮✱ ❝❡$

♣&❡$$✐♦♥$ ♠❛❣♥=)✐6✉❡$ ❞❛♥$ ❧✬❡♥)&❡❢❡& ♣❡✉✈❡♥) $✬❛✈=&❡& ❞❛♥❣❡&❡✉$❡$ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥) ❞❡ ✈✉❡ ❛❝♦✉$)✐6✉❡✳

>♦✉& ❞❡$ ❜♦❜✐♥❛❣❡$ ❞✐$)&✐❜✉=$✱ ✐❧ $❡&❛✐) ✐♥)=&❡$$❛♥) ❞❡ )&❛✈❛✐❧❧❡& ❛✈❡❝ ✉♥ .♣♣ ♥♦♥ ❡♥)✐❡&✳ >♦✉&

❞❡$ ❜♦❜✐♥❛❣❡$ ❞❡♥)❛✐&❡$ =)✉❞✐=$ ✐❝✐✱ ❧❡$ ♠♦❞❡$ ♠=❝❛♥✐6✉❡$ ❞❡ &❛♥❣ ❢❛✐❜❧❡$ $❡&♦♥) )♦✉❥♦✉&$ ❡①❝✐)=$✳

❙❡❧♦♥ ❧❛ )♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ✐❧ $✬❛❣✐&❛ ❞❡$ ♠♦❞❡$ ♠=❝❛♥✐6✉❡$ ♣❛✐&$ ♦✉ ✐♠♣❛✐&$✳ ❯♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♣O❧❡$ ♣❧✉$

✐♠♣♦&)❛♥) ♦✛&❡ ♣❧✉$ ❞❡ ❝❤♦✐①✳

▲❛ )♦♣♦❧♦❣✐❡ ♦♣)✐♠❛❧❡ ❧❛ ♣❧✉$ ♣&♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦)❡✉& ❆❘✈✵✱ ♣&♦♣♦$=❡ ♣❛& ❧❡ )❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✽✱ ❡$) 54

❡♥❝♦❝❤❡$ / 12 ♣O❧❡$ ✭✺✹.✶✷♣✮✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐6✉❛♥) ❧❛ $)&❛)=❣✐❡ ❞✬❛❧✐♠❡♥)❛)✐♦♥ ▼▲■ ❞✉ ♠♦)❡✉& ❆❘✈✵✱

$✉✐✈❛♥) $❛ ❝❛&❛❝)=&✐$)✐6✉❡ ❝♦✉♣❧❡✴✈✐)❡$$❡✱ ❧❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) V ✈✐)❡$$❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❛ =)= $✐♠✉❧= ♣♦✉&

❝❡))❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ )♦♣♦❧♦❣✐❡✳

Mode 2 Mode 4 Mode 0
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54 encoches / 12 pôles

✭❜✮ ❈♦♠♣❛'❛✐/✐♦♥ ❆❘✈✵ ✲ ✺✹/✶✷♣✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✵ ✕ ❈♦♠♣❛&❛✐$♦♥ ❞✉ ❜&✉✐) =♠✐$ V ✈✐)❡$$❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ♣❛& ❧❡ ♠♦)❡✉& ❆❘✈✵ ❡) ✺✹$✶✷♣ ❀ ❡♥

❝❤❛&❣❡ ❛✈❡❝ )❡♥$✐♦♥ ▼▲■ ❞✉ ♣&♦❥❡) ❆❘✈✵✳

❉❛♥$ ❧❡ $♦♥❛❣&❛♠♠❡ ✹✳✷✵❛✱ ❛✉❝✉♥❡ &❛✐❡ ♥❡ &=$♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞❡ ♠=❝❛♥✐6✉❡ 0✳ ❊♥ ♦❜$❡&✈❛♥)

❧❛ ❝♦♠♣❛&❛✐$♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦)❡✉& ❆❘✈✵✱ ✉♥❡ &=❞✉❝)✐♦♥ ❞❡ 20 ❞❇❆ ❛ =)= ❡♥&❡❣✐$)&=❡ ❡♥ $✐♠✉❧❛)✐♦♥

✭❋✐❣✉&❡ ✹✳✷✵❜✮✳ ❊♠♣^❝❤❡& ❧❛ &=$♦♥❛♥❝❡ ❞❡$ ❤❛&♠♦♥✐6✉❡$ ❞✉ ❣,♦✉♣❡ 6 ♣❡&♠❡) ❞❡ &=❞✉✐&❡ ❞❡ ❢❛_♦♥

$✐❣♥✐✜❝❛)✐✈❡ ❧❡ ❜&✉✐) ♠❛❣♥=)✐6✉❡ =♠✐$ ♣❛& ❧❡$ ▼❙❆>$✳

✹✳✹✳✶✳✷ ❘;❣❧❡. .✉, ❧❛ ❢,#=✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞#❝♦✉♣❛❣❡

▲♦&$6✉✬✉♥ ♠♦)❡✉& ❡$) ❛❧✐♠❡♥)= ❛✈❡❝ ✉♥❡ )❡♥$✐♦♥ ▼▲■✱ ❧❡$ ❤❛&♠♦♥✐6✉❡$ )❡♠♣♦&❡❧$ ✐♥)&♦❞✉✐)$

♣❛& ❧✬❛❧✐♠❡♥)❛)✐♦♥ $❡ &❡)&♦✉✈❡ ❞❛♥$ ❧❡ $♣❡❝)&❡ ❞❡ ❧❛ ♣&❡$$✐♦♥ ♠❛❣♥=)✐6✉❡ ❞❛♥$ ❧✬❡♥)&❡❢❡&✳

▲❡$ ❤❛&♠♦♥✐6✉❡$ ❞❡ ❧❛ ▼▲■ ♥✬♦♥) ❛✉❝✉♥ ✐♠♣❛❝) $✉& ❧✬♦&❞&❡ ❞❡$ ❤❛&♠♦♥✐6✉❡$ ❞❡ ❧❛ ♣&❡$$✐♦♥
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Palmier de raies 

MLI oblique

m 0 fsmax

n1 n2

fm ξm
m

n1fc ± n2fsmax ∈ [0, (1− ξm)fm] ∪ [(1 + ξm)fm, ∞]



✹✳✹✳ ❘#❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ ❜,✉✐' ❞❛♥. ❧❡. ▼❙❆4. ✶✹✽

✹✳✹✳✷ ❖♣%✐♠✐(❛%✐♦♥ ❞❡( ▼❙❆1(

❯♥❡ ❢♦✐& ❧❛ &)*✉❝)✉*❡ ❞❡ ❧❛ ▼❙❆1& ❞2✜♥✐❡ ✭♥♦♠❜*❡ ❞✬❡♥❝♦❝❤❡& ✴ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ♣;❧❡&✮✱ ✐❧ ❡&)

✐♥)2*❡&&❛♥) ❞❡ ❝❤❡*❝❤❡* ❧❡& ✈❛❧❡✉*& ❞❡& ✈❛*✐❛❜❧❡& ❣2♦♠2)*✐@✉❡& @✉✐ ♣❡*♠❡))*♦♥) ❞❡ *2❞✉✐*❡ ❡♥❝♦*❡

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣*❡&&✐♦♥ ❛❝♦✉&)✐@✉❡ *❛②♦♥♥2❡✳ ◆♦✉& ❛✈♦♥& ❝♦✉♣❧2 ❧✬♦✉)✐❧ ❉■❱❆ G ✉♥ &✉♣❡*✈✐&❡✉*

❞✬♦♣)✐♠✐&❛)✐♦♥ ✭❙❖4❍❊▼■❙✮ ❛✜♥ ❞❡ *❡❝❤❡*❝❤❡* ❧❡& ✈❛❧❡✉*& ♦♣)✐♠❛❧❡& ❣*H❝❡ G ✉♥ ❛❧❣♦*✐)❤♠❡

❣2♥2)✐@✉❡✳

✹✳✹✳✷✳✶ ●#♥#,❛❧✐'#. .✉, ❧❡. ❛❧❣♦,✐'❤♠❡. ❣#♥#'✐@✉❡.

▲❡& ❛❧❣♦*✐)❤♠❡& ❣2♥2)✐@✉❡& ❡) &❡& ✈❛*✐❛♥)❡& ❢♦♥) ♣❛*)✐❡ ❞❡& ♠2)❤♦❞❡& ❞✬♦♣)✐♠✐&❛)✐♦♥ &)♦❝❤❛&✲

)✐@✉❡& ✭♥♦♥ ❞2)❡*♠✐♥✐&)❡&✮✳ ❈❡& ❛❧❣♦*✐)❤♠❡& ✉)✐❧✐&❡♥) ✉♥ ❣*❛♥❞ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❣2♥2)✐@✉❡ ❡) ❞❡

❧❛ &2❧❡❝)✐♦♥ ♥❛)✉*❡❧❧❡✱ ❧❛ '❤#♦,✐❡ ❞❡ ❧✬#✈♦❧✉'✐♦♥ ♥❛'✉,❡❧❧❡ ❞❡ ❉❛,✇✐♥ ❬❄❪✳ ❉❛*✇✐♥ ♣♦&)✉❧❡

@✉❡ ❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❧❡& ♠✐❡✉① ❛❞❛♣)2& G ❧❡✉* ❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥) ♦♥) ✉♥❡ ♣❧✉& ❣*❛♥❞❡

♣*♦❜❛❜✐❧✐)2 ❞❡ &✉*✈✐✈*❡ ❡) ❞❡ &❡ *❡♣*♦❞✉✐*❡✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥) ❞❡& ❞❡&❝❡♥❞❛♥)& ❡♥❝♦*❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣)2&✳

❉❛♥& ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡&✱ ❝❤❛@✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉* ❞❡& ✈❛*✐❛❜❧❡& ❞✉ ♣*♦❜❧Q♠❡ ❡&)

✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥✳ ▲❡& ♠❡✐❧❧❡✉*& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ✭❞♦♥) ❧❡& &♦*)✐❡& &♦♥) ❧❡& ♣❧✉& ♣*♦❝❤❡&

❞❡& ♦❜❥❡❝)✐❢&✮ &♦♥) ❝*♦✐&2& ❡♥)*❡ ❡✉①✱ ❞❛♥& ❧❡ ❜✉) ❞✬♦❜)❡♥✐* ❞❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ❡♥❝♦*❡ ♠❡✐❧❧❡✉*&✳

❉❡& ♦♣2*❛)❡✉*& ❣2♥2)✐@✉❡& ✭❝*♦✐&❡♠❡♥)✱ ♠✉)❛)✐♦♥✮ &♦♥) ❛✐♥&✐ ❡♠♣❧♦②2& ♣♦✉* ❝*2❡* ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡

♣♦♣✉❧❛)✐♦♥✳ ▲❡ ♣*♦❝❡&&✉& ❡&) ✐)2*2 ♣♦✉* ✉♥ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❣2♥2*❛)✐♦♥& ✜①2✳

❉❛♥& )♦✉& ♥♦& ♣*♦❜❧Q♠❡& ❞✬♦♣)✐♠✐&❛)✐♦♥✱ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ✬❣#♥✐'❡✉,.✬ ❡&) ❝♦♥&)✐)✉2❡ ❞❡ 15

✐♥❞✐✈✐❞✉&✳ ▲✬❛❧❣♦*✐)❤♠❡ 2✈❛❧✉❡ ❝❡))❡ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❡) ❣2♥Q*❡ ❧❡& ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥& ✬❞❡.❝❡♥❞❛♥'.✬ &✉✐✈❛♥)

❧❡& *Q❣❧❡& ❞❡ ❧❛ &2❧❡❝)✐♦♥ ♥❛)✉*❡❧❧❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❣2♥2*❛)✐♦♥& &❡*❛ ✜①2 G 15✳

✹✳✹✳✷✳✷ ❉❡.❝,✐♣'✐♦♥ ❞✉ ♣,♦❜❧G♠❡ ❞✬♦♣'✐♠✐.❛'✐♦♥

▲❡ ♣*♦❜❧Q♠❡ ❞✬♦♣)✐♠✐&❛)✐♦♥ ❞❡ ▼❙❆1&✱ ❞2✈❡❧♦♣♣2 ❞❛♥& ❝❡& )*❛✈❛✉① ❞❡ )❤Q&❡✱ ❡&) ❞2❝*✐)❡ ❞❡

❧❛ ❢❛R♦♥ &✉✐✈❛♥)❡ ✿







min F (X) =







f1(X)

f2(X)

f3(X)

❛✈❡❝ gi(X) ≤ 0 i = 1, .., n

✭✹✳✸✻✮

fi &♦♥) ❧❡& ❢♦♥❝)✐♦♥& ♦❜❥❡❝)✐❢& G ♠✐♥✐♠✐&❡* ♦✉ G ♠❛①✐♠✐&❡* ❡) gi &♦♥) ❧❡& ❝♦♥)*❛✐♥)❡& ❞✬✐♥2❣❛❧✐)2

G &❛)✐&❢❛✐*❡✳ X &♦♥) ❧❡& ✈❛*✐❛❜❧❡& ❞✉ ♣*♦❜❧Q♠❡✳ ▲❡& ❞✐✈❡*&✐)2& ❞❡& ❜♦❜✐♥❛❣❡& ✭♥♦♠❜*❡ ❞❡ &♣✐*❡&✱

♣❛& ❞❡ *❛❝❝♦✉*❝✐&&❡♠❡♥)✮ ❡) ❞❡& )❡❝❤♥✐@✉❡& ❞✬❛❧✐♠❡♥)❛)✐♦♥ *❡♥❞❡♥) ❧✬♦♣)✐♠✐&❛)✐♦♥ ❞❡& ♣♦✐♥)&

❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❡♥ ❝❤❛*❣❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ◆♦✉& ❛❧❧♦♥& )*❛✐)❡* ❧❡ ❝❛& ❞✉ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) G ✈✐❞❡ ❞❡&

▼❙❆1&✱ ❛❧✐♠❡♥)2& ♣❛* ✉♥❡ )❡♥&✐♦♥ &✐♥✉&♦X❞❛❧❡✳

▲✬♦❜❥❡❝)✐❢ ♣*❡♠✐❡* ❞❡ ♥♦& )*❛✈❛✉① ❡&) ❧❛ *2❞✉❝)✐♦♥ ❞✉ ❜*✉✐) 2♠✐& ♣❛* ❧❡& ▼❙❆1&✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥)✱

❝♦♠♣)❡ )❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐) @✉❡ ❝❡& ♠♦)❡✉*& ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♥) G ✈✐)❡&&❡ ✈❛*✐❛❜❧❡✱ ❧❛ *2❞✉❝)✐♦♥ ❞✉ ❜*✉✐) ❞♦✐)

❡♥ ♣*✐♥❝✐♣❡ Y)*❡ ❛&&✉*2❡ &✉* )♦✉)❡ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐)❡&&❡✳ ❙✉* ❝❡))❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐)❡&&❡✱ ❧❛ &)*❛)2❣✐❡

❞✬♦♣)✐♠✐&❛)✐♦♥ ❛❞♦♣)2❡ ✐❝✐ ❡&) ❞❡ *❡♣2*❡* ❧❡ ♣♦✐♥) ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❧❡ ♣❧✉& ❜*✉②❛♥)✱ @✉✐ ❡&)

❣2♥2*❛❧❡♠❡♥) ❧❛ ❝♦♥&2@✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ *2&♦♥❛♥❝❡✳ 1♦✉* ❝❡ ♣♦✐♥) ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥)✱ ❧❡& ✈❛❧❡✉*& ♦♣)✐✲

♠❛❧❡& ❞❡& ✈❛*✐❛❜❧❡& ❞❡ ❧❛ ▼❙❆1& &❡*♦♥) *❡❝❤❡*❝❤2❡& ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐&❡* ❧❡ ❜*✉✐)✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ 2)✉❞❡



✹✳✹✳ ❘#❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ ❜,✉✐' ❞❛♥. ❧❡. ▼❙❆4. ✶✹✾

❝♦♠♣❛%❛&✐✈❡ ❞✉ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& . ✈✐&❡//❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ /♦❧✉&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡ ❡& ❞❡ ❧❛ /♦❧✉&✐♦♥ ♦♣&✐♠❛❧❡

/❡%❛ ♣%♦♣♦/2❡✳

✹✳✹✳✷✳✸ ❋♦,♠✉❧❛'✐♦♥ ❞❡. ♦❜❥❡❝'✐❢.

▲❡/ ❢♦♥❝&✐♦♥/ ♦❜❥❡❝&✐❢/ ❞❡ ♥♦&%❡ ♣%♦❜❧6♠❡ ❞✬♦♣&✐♠✐/❛&✐♦♥ /❡%♦♥& ✿

• ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐..❛♥❝❡ ❛❝♦✉.'✐?✉❡ ,❛②♦♥♥#❡✱ f1(X) = Lw ✿ ❢♦♥❝&✐♦♥ . ♠✐♥✐♠✐/❡%✳

• ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞#'❡♥'❡✱ f1(X) = Γdet ✿ ❢♦♥❝&✐♦♥ . ♠✐♥✐♠✐/❡%✳

• ▲❛ ❢♦,❝❡ #❧❡❝',♦♠♦',✐❝❡✱ f1(X) = Ev ✿ ❢♦♥❝&✐♦♥ . ♠❛①✐♠✐/❡%✳

✹✳✹✳✷✳✹ ▲❡. ✈❛,✐❛❜❧❡. ❞✉ ♣,♦❜❧B♠❡

▲❡/ ✈❛%✐❛❜❧❡/ ❞❡ ♥♦&%❡ ♣%♦❜❧6♠❡ ❞✬♦♣&✐♠✐/❛&✐♦♥ /❡%♦♥& ❧❡/ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ ❣2♦♠2&%✐<✉❡/ ❞❡/ ❡♥✲

❝♦❝❤❡/ ❞✉ /&❛&♦% ❡& ❞❡/ ❆@/ ❞✉ %♦&♦%✳ ❊❧❧❡/ /♦♥& %2❝❛♣✐&✉❧2❡/ ❞❛♥/ ❧❡ &❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✵✳ ❈❡/ ✈❛%✐❛❜❧❡/

♦♥& 2&2 ❝❤♦✐/✐❡/ ❞❛♥/ ❧❡ ❜✉& ❞✬❛❣✐% /✉% ❧❛ ♣❡%♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥&%❡❢❡% ❡& /✉% ❧❛ ❢♦%❝❡ ♠❛❣♥2&♦♠♦&%✐❝❡ ♣%♦✲

❞✉✐&❡ ❧❡/ ❆@/✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛%❛♥&✐% ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ 2❧❡❝&%♦♠❛❣♥2&✐<✉❡ ❞2✈❡❧♦♣♣2 ♣❛% ❧❛ ▼❙❆@/✱

❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥&%❡❢❡% /❡%❛ ❝♦♥/❡%✈2 ✭❞✐❛♠6&%❡ ❞✬❛❧2/❛❣❡ ❡& 2♣❛✐//❡✉% ❞❡ ❧✬❡♥&%❡❢❡%✮✳

❱❛%✐❛❜❧❡/

❉❡/❝%✐♣&✐♦♥

❚②♣❡

❣2♦♠2&%✐<✉❡/ ✭❉ ✿ ❞✐/❝%❡&✱ ❈ ✿❝♦♥&✐♥✉❡✮

βAPs ❖✉✈❡%&✉%❡ ❞❡/ ❆@/ %❛♠❡♥2❡ . 180✝ ❈

hAPs ❍❛✉&❡✉% ❞❡/ ❆@/ ❈

H1 ❍❛✉&❡✉% ❞❡ ❧✬✐/&❤♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❝❤❡ ❈

H2 ❍❛✉&❡✉% ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✈❡&&❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❝❤❡ ❈

H3 ❍❛✉&❡✉% ✉&✐❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❝❤❡ ❈

B3 ▲❛%❣❡✉% ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❝❤❡ ❈

µcla @❡%♠2❛❜✐❧✐&2 ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✈❡&&❡ ❉

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✵ ✕ ❱❛%✐❛❜❧❡/ ❞❡ ❧❛ ▼❙❆@/ ✉&✐❧✐/2❡ ❞❛♥/ ❧❡ ♣%♦❜❧6♠❡ ❞✬♦♣&✐♠✐/❛&✐♦♥✳

✹✳✹✳✷✳✺ ▲❡. ❝♦♥',❛✐♥'❡. ❞✉ ♣,♦❜❧B♠❡

❉❛♥/ ❧❡/ ♣%♦❜❧6♠❡/ ❞✬♦♣&✐♠✐/❛&✐♦♥✱ ❧✬❡①♣❧♦✐&❛&✐♦♥ ❞❡/ ✈❛%✐❛❜❧❡/ ❡/& ❝♦♥&%❛✐♥&❡ ♣❛% ❞❡/ ❧✐♠✐&❡/

❞❡ ❢❛❜%✐❝❛&✐♦♥✱ ❞❡/ ❧✐♠✐&❡/ ♣❤②/✐<✉❡/ ♦✉ ❡♥❝♦%❡ ❞❡/ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡/ . ❛&&❡✐♥❞%❡✳ ❉❛♥/ ♥♦&%❡ ❝❛/✱

&%♦✐/ ❝♦♥&%❛✐♥&❡/ /♦♥& ✉&✐❧✐/2❡/ ✿

• ❈♦♥&%❛✐♥&❡ /✉% ❧❛ ❢♦,❝❡ #❧❡❝',♦♠♦',✐❝❡ Evmin
≤ Ev ≤ Evmax ✿ ♣♦✉% ✉♥❡ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ✜①2❡✱

❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ <✉✐ ♣%♦♣♦/❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡/& ❛✉&♦♠❛&✐<✉❡♠❡♥& ❣2♥2%2

♣❛% ❉■❱❆ ❀

• ❈♦♥&%❛✐♥&❡ /✉% ❧❛ .❡❝'✐♦♥ ✉'✐❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❝❤❡✱ Sencmin
≤ Senc ≤ Sencmax ✿ ❝❡&&❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡

❣❛%❛♥&✐❡ <✉❡ ❧❡/ /♦❧✉&✐♦♥/ ♦❜&❡♥✉❡/ . ✈✐❞❡✱ ❛✉%♦♥& ❡♥ ❝❤❛%❣❡ ❞❡/ ❞❡♥/✐&2/ ❞❡ ❝♦✉%❛♥& ❞❛♥/

❧❡/ ❡♥❝♦❝❤❡/ 2<✉✐✈❛❧❡♥&❡/ ✭. ✉♥❡ ✐♥❞✉❝&❛♥❝❡ ♣%6/✮ ❀



✹✳✹✳ ❘#❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ ❜,✉✐' ❞❛♥. ❧❡. ▼❙❆4. ✶✺✵

• ❈♦♥#$❛✐♥#❡ (✉$ ❧❛ ♠❛..❡ '♦'❛❧❡ ❞❡. ❆4.✱MAPsmin
≤MAPs ≤MAPsmax ✿ ❝❡##❡ ❝♦♥#$❛✐♥#❡

♥♦✉( ♣❡$♠❡# ❞❡ ❝♦♠♣❛$❡$ ❞❡( (♦❧✉#✐♦♥( 1✉✐ ♣♦((2❞❡♥# ❛♣♣$♦①✐♠❛#✐✈❡♠❡♥# ✉♥❡ 5♥❡$❣✐❡ ✈♦✲

❧✉♠✐1✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡( ❆9( 51✉✐✈❛❧❡♥#❡✳

✹✳✹✳✷✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥. ❛✉① ♣,♦'♦'②♣❡. ❆❘✈✵ ❡' ❆❘✈✷

▲❡( ✈❛$✐❛❜❧❡( ❧❡( ♣❧✉( ✐♥✢✉❡♥#❡( ❞❛♥( ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❜$✉✐# ♠❛❣♥5#✐1✉❡ 5♠✐( ♣❛$ ❧❡( ▼❙❆9( (♦♥#

❧❡( ♣❛$❛♠2#$❡( ❣5♦♠5#$✐1✉❡( ❞❡( ❆9( ❡# ❞❡( ❡♥❝♦❝❤❡( ❞✉ (#❛#♦$✳ ❈❡ (♦♥# ❧❡( ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡( ✈❛$✐❛❜❧❡(

1✉✐ ♣❡$♠❡##❡♥# ❞❡ $❡❞5✜♥✐$ ❧❛ ♣❡$♠5❛♥❝❡ ❞✬❡♥#$❡❢❡$✳ ❉❛♥( ❧❡ #❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✶✱ ❧❡( ✈❛❧❡✉$( ♦♣#✐♠❛❧❡(

❞❡( ✈❛$✐❛❜❧❡( ❞✉ ♣$♦❜❧2♠❡ ♦♥# 5#5 ♦❜#❡♥✉❡( ❛♣$2( 15 ♠✐♥✉#❡( ❞✬✐#5$❛#✐♦♥(✳

▲❛ $5❞✉❝#✐♦♥ ❞✉ ❜$✉✐# ♦❜#❡♥✉❡ ✐❝✐ ♥✬❡(# ♣❛( #♦✉❥♦✉$( (✐❣♥✐✜❝❛#✐✈❡ ❡# ❧❡( ❢♦♥❝#✐♦♥( ♦❜❥❡❝#✐❢( ♥❡

(♦♥# ♣❛( #♦✉❥♦✉$( ❝♦♥#$❛❞✐❝#♦✐$❡(✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥# ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ✈✐❜$♦✲❛❝♦✉(#✐1✉❡ ♥✬❡(# ❞♦♥❝ ♣❛(

❝♦♥#✐♥✉✳ ▲❛ ❝♦♥(#$✉❝#✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢$♦♥# ❞❡ 9❛$❡#♦ $❡(#❡ ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡✳

❉❛♥( ❧❡ ❜✉# ❞✬❛♣♣$5❝✐❡$ ❧❡ ❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥# ❣5♥5$❛❧ ❞❡ ♥♦#$❡ ♠♦❞2❧❡✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❣5♥5$5 ❞❡(

♣❧❛♥( ❞✬❡①♣5$✐❡♥❝❡( J ♣❛$#✐$ ❞❡ ✸✵✵ 5❝❤❛♥#✐❧❧♦♥(✱ ♣♦✉$ ❧❡ ♠♦#❡✉$ ❆❘✈✵ ❡# ❆❘✈✷✳ ◆♦✉( ❛❧❧♦♥(

♦❜(❡$✈❡$ ❧❡( 5✈♦❧✉#✐♦♥( ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐((❛♥❝❡ ❛❝♦✉(#✐1✉❡ $❛②♦♥♥5❡✱ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞5#❡♥#❡ ❡#

❞❡ ❧❛ ❢♦$❝❡ 5❧❡❝#$♦♠♦#$✐❝❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝#✐❢ ❡(# ❞❡ (✐#✉❡$ ❧❛ (♦❧✉#✐♦♥ ♦♣#✐♠❛❧❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$# J ❧❛ (♦❧✉#✐♦♥

✐♥✐#✐❛❧❡✳

❱❛$✐❛❜❧❡(

❆❘✈✵ ❆❘✈✷

❣5♦♠5#$✐1✉❡(

βAPs 97.5% βAPs 130% βAPs

hAPs 98.8% hAPs 77% hAPs

H1 100% H1 100% H1

H2 100% H2 100% H2

H3 91.1% H3 115% H3

B3 119.4% B3 74% B3

µcla µcla µcla

❖❜❥❡❝#✐❢(

❱✐#❡((❡ ❞❡ $♦#❛#✐♦♥ 2000 #$/♠✐♥ 500 #$/♠✐♥

LwA 44.47 ❞❇❆ ✭−10 ❞❇❆✮ 33.15 ❞❇❆ ✭−2 ❞❇❆✮
Ev 586 ❱ ✭−11 ❱✮ 8.45 ❱ ✭−1.1 ❱✮
Γdet 13 ◆♠ ✭−4 ◆♠✮ 0.045 ◆♠ ✭−0.015 ◆♠✮

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✶ ✕ ❱❛❧❡✉$( ♦♣#✐♠❛❧❡( ❞❡( ✈❛$✐❛❜❧❡( ❞❡ ❧❛ ▼❙❆9( ✉#✐❧✐(5❡( ❞❛♥( ❧❡ ♣$♦❜❧2♠❡ ❞✬♦♣#✐✲

♠✐(❛#✐♦♥ ✿ ❡①♣$✐♠5❡( ❡♥ ♣♦✉$❝❡♥#❛❣❡ ❞❡ ❧❡✉$ ✈❛❧❡✉$ ✐♥✐#✐❛❧✳

▲❡( ✜❣✉$❡( ✹✳✷✷ ♣$5(❡♥#❡♥# ❧❡( (♦❧✉#✐♦♥( ♦❜#❡♥✉❡( ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦#❡✉$ ❆❘✈✵✳ 9♦✉$ ❧❡ ♠♦#❡✉$

❆❘✈✵✱ ❧❛ (♦❧✉#✐♦♥ ♦♣#✐♠❛❧❡ ❡# ❛((❡③ ♣$♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ (♦❧✉#✐♦♥ ✐♥✐#✐❛❧❡✳ ▲❛ (♦❧✉#✐♦♥ ♦♣#✐♠❛❧❡ ♣$♦♣♦(❡

✉♥❡ $5❞✉❝#✐♦♥ ❞❡ ❜$✉✐# $❛②♦♥♥5 J ✈✐❞❡ ❞✬❡♥✈✐$♦♥ 10 ❞❇❆✳ ▲❡ ♣$✐① J ♣❛②❡$ ❡(# ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉#✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ❧❛ ❢♦$❝❡ 5❧❡❝#$♦♠♦#$✐❝❡ −10 ❱ ❡♥✈✐$♦♥✳
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✭❜✮ LwA ✈$ Ev✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✷ ✕ $❧❛♥( ❞✬❡①♣./✐❡♥❝❡( ♣♦✉/ ❧❡ ♠♦5❡✉/ ❆❘✈✵ ✿ (✐5✉❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (♦❧✉5✐♦♥ ♦♣5✐♠❛❧❡ ♣❛/

/❛♣♣♦/5 ; ❧❛ (♦❧✉5✐♦♥ ✐♥✐5✐❛❧❡✳

▲✬❛♥❛❧②(❡ ❞❡( (♦❧✉5✐♦♥( ❞❡ ❧✬♦♣5✐♠✐(❛5✐♦♥ ✐❧❧✉(5/.❡( ; ❧❛ ✜❣✉/❡ ✹✳✷✷❛✱ ♠♦♥5/❡ A✉❡ ♣♦✉/ ❝❡

♠♦5❡✉/✱ /.❞✉✐/❡ ❧❡ ❜/✉✐5 ♠❛❣♥.5✐A✉❡ ; ✈✐❞❡ /❡✈✐❡♥5 ; /.❞✉✐/❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞.5❡♥5❡✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡

❞❡ ❞.5❡♥5❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❡♥✈✐/♦♥ 9 ◆♠✮ ❡5 ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜/✉✐5 ♠❛①✐♠❛❧ ✭❡♥✈✐/♦♥ 82 ❞❇❆✮ ❛♣♣❛/❛✐((❡♥5✳

▲✬❛♥❛❧②(❡ ❞❡( (♦❧✉5✐♦♥( ❞❡ ❧✬♦♣5✐♠✐(❛5✐♦♥ ✐❧❧✉(5/.❡( ; ❧❛ ✜❣✉/❡ ✹✳✷✷❜ ❡(5 ❞✐✛./❡♥5❡ ✿ ❛✉❝✉♥❡

❞②♥❛♠✐A✉❡ ❞✬.✈♦❧✉5✐♦♥ ❡♥5/❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜/✉✐5 /❛②♦♥♥. ❡5 ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ ❧❛ ❢♦/❝❡ .❧❡❝5/♦♠♦5/✐❝❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥5✱ (✐ ❧✬♦❜❥❡❝5✐❢ ❞❡ ❧✬♦♣5✐♠✐(❛5✐♦♥ ❡(5 ❞❡ /.❞✉✐/❡ ❧❡ ❜/✉✐5 /❛②♦♥♥. 5♦✉5 ❡♥ ♠❛①✐♠✐(❛♥5 ❧❛

❢♦/❝❡ .❧❡❝5/♦♠♦5/✐❝❡✱ ✉♥ ❢/♦♥5 ❞❡ $❛/❡5♦ (❡ ❞.❣❛❣❡ ✈✐(✐❜❧❡♠❡♥5 ✭❧❡( (♦❧✉5✐♦♥( ♦♣5✐♠❛❧❡( (♦♥5 (✉/

❝❡ ❢/♦♥5✮✳

▲❡( ✜❣✉/❡( ✹✳✷✸ ♣/.(❡♥5❡♥5 ❧❡( ♣❧❛♥( ❞✬❡①♣./✐❡♥❝❡( /.❛❧✐(.( ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦5❡✉/ ❆❘✈✷✳ ▲❡( ✈❛/✐❛5✐♦♥(

❞❡ ❜/✉✐5 /❛②♦♥♥. ❞❛♥( ❝❡ ♣/♦❥❡5 (♦♥5 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉( ❢❛✐❜❧❡( A✉❡ ❝❡❧❧❡( ❡♥/❡❣✐(5/.❡( ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦5❡✉/

❆❘✈✵✳ ▲✬.❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡( ♦/❞♦♥♥.❡( ❡(5 ♣❧✉( ❞✐❧❛5.❡✳
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✭❜✮ LwA ✈$ Ev✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✸ ✕ $❧❛♥( ❞✬❡①♣./✐❡♥❝❡( ♣♦✉/ ❧❡ ♠♦5❡✉/ ❆❘✈✷ ✿ (✐5✉❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (♦❧✉5✐♦♥ ♦♣5✐♠❛❧❡ ♣❛/

/❛♣♣♦/5 ; ❧❛ (♦❧✉5✐♦♥ ✐♥✐5✐❛❧❡✳

▲✬❛♥❛❧②(❡ ❞❡( (♦❧✉5✐♦♥( ❞❡ ❧✬♦♣5✐♠✐(❛5✐♦♥ ✐❧❧✉(5/.❡( ; ❧❛ ✜❣✉/❡ ✹✳✷✸❛✱ ♠♦♥5/❡ A✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉/

❧❡ ♠♦5❡✉/ ❆❘✈✵✱ /.❞✉✐/❡ ❧❡ ❜/✉✐5 ♠❛❣♥.5✐A✉❡ ; ✈✐❞❡ /❡✈✐❡♥5 ; /.❞✉✐/❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞.5❡♥5❡✳
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▲✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡& &♦❧✉+✐♦♥& ❞❡ ❧✬♦♣+✐♠✐&❛+✐♦♥ ✐❧❧✉&+/0❡& 1 ❧❛ ✜❣✉/❡ ✹✳✷✸❜ ❡&+ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉& ♣❡/✲

+✐♥❡♥+❡✳ ❖♥ ② ✈♦✐+ ❞❡& &❛✉+& =✉✐ ❝♦//❡&♣♦♥❞❡♥+ 1 ❧❛ ✈❛/✐❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬0♣❛✐&&❡✉/ ❞❡& ❆?&✳ ?♦✉/ ✉♥❡

✈❛❧❡✉/ ❞✬0♣❛✐&&❡✉/ ❞❡& ❆?& ❞♦♥♥0❡✱ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐=✉❡ ❞✬0✈♦❧✉+✐♦♥ ❡♥+/❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜/✉✐+ /❛②♦♥♥0

❡+ ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ ❧❛ ❢♦/❝❡ 0❧❡❝+/♦♠♦+/✐❝❡ ❛♣♣❛/❛✐+ &✐ ❧✬♦✉✈❡/+✉/❡ ❞❡& ❆?& ✈❛/✐❡✳ ❉❛♥& ❝❡ ❝❛&✱ ❧❡&

❝♦♥+/❛✐♥+❡& &✉/ ❧❛ ❢♦/❝❡ 0❧❡❝+/♦♠♦+/✐❝❡ ✭❡+ ❞♦♥❝ &✉/ ❧❡& ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡& ❞✉ ♠♦+❡✉/✮ ❡+ &✉/ ❧❛ ♠❛&&❡

♠❛①✐♠❛❧❡ ❛❞♠✐&&✐❜❧❡ ❞❡& ❆?& &❡/♦♥+ ❞0+❡/♠✐♥❛♥+❡&✳
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✭❜✮ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ❛✈❡❝ ▼▲■✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✹ ✕ ❈♦♠♣❛/❛✐&♦♥ ❞✉ ❜/✉✐+ 0♠✐& 1 ✈✐+❡&&❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ ❡♥+/❡ ❧❛ &♦❧✉+✐♦♥ ♦♣+✐♠❛❧❡ ❡+ ❧❛

&♦❧✉+✐♦♥ ✐♥✐+✐❛❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉/ ❆❘✈✵✳

▼❛✐♥+❡♥❛♥+ =✉❡ ❧✬❛❧❣♦/✐+❤♠❡ ❞✬♦♣+✐♠✐&❛+✐♦♥ ❛ +/♦✉✈0 ❧❡& ✈❛❧❡✉/& ♦♣+✐♠❛❧❡& ❞❡& ✈❛/✐❛❜❧❡& ❞✉

♠♦+❡✉/ =✉✐ ♠✐♥✐♠✐&❡♥+ ❧❡ ❜/✉✐+ ♠❛①✐♠❛❧ 0♠✐& 1 ✈✐❞❡✱ ❧✬❛♥❛❧②&❡ 1 ✈✐+❡&&❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ ❡&+ ♥0❝❡&&❛✐/❡

♣♦✉/ ❣❛/❛♥+✐/ ✉♥❡ /0❞✉❝+✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❜/✉✐+✳

▲❛ ✜❣✉/❡ ✹✳✷✹ ♣❡/♠❡+ ❞❡ ❝♦♥&+❛+❡/ =✉❡ ❧✬♦♣+✐♠✐&❛+✐♦♥ ♣❡/♠❡+ ❞❡ /0❞✉✐/❡ ❧❡ ❜/✉✐+ 0♠✐& ♣❛/

❧❡ ♠♦+❡✉/✱ ❧♦/& ❞❡ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ 1 ✈✐+❡&&❡ ✈❛/✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❡♥ ♦♣+✐♠✐&❛♥+ ❧❡& ♣❛/❛♠N+/❡& ❞❡

❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❡& ❛♠♣❧✐+✉❞❡& ❞❡& /❛✐❡& ❞❡ ❧❛ ❢♦/❝❡ ♠❛❣♥0+♦♠♦+/✐❝❡ ❞❡& ❆?& ❡+ ❞❡ ❧❛ ♣❡/♠❡❛♥❝❡

❞✬❡♥+/❡❢❡/ =✉✐ &♦♥+ 1 ❧✬♦/✐❣✐♥❡ ❞❡& ❤❛/♠♦♥✐=✉❡& ❞✉ ❣,♦✉♣❡ 6 ♦♥+ 0+0 ❛++0♥✉0❡&✳
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▲❡ ❜✉$ ❞❡ ❝❡ $'❛✈❛✐❧ ❝♦♥❝❡'♥❛✐$ ❧❡ ❞.✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❞❡ ♠♦❞1❧❡2 .❧❡❝$'♦♠❛❣♥.$✐4✉❡ ❡$ ✈✐❜'♦✲

❛❝♦✉2$✐4✉❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡2 2②♥❝❤'♦♥❡2 8 ❛✐♠❛♥$2 ♣❡'♠❛♥❡♥$2 ✐♥$.❣'❛♥$ ❞✐✛.'❡♥$❡2 $♦♣♦❧♦❣✐❡2 ❞❡

❜♦❜✐♥❛❣❡ ❡$ ❞❡ '♦$♦' ❡♥ ✈✉❡ ❞✬.$❛❜❧✐' ❞❡2 '1❣❧❡2 ❞❡ ❝♦♥❝❡♣$✐♦♥ 2✐❧❡♥❝✐❡✉2❡✳ ❈❡ $'❛✈❛✐❧ ❛ .$. '.❛❧✐2.

❡♥ '❡❧❛$✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆▲❙❚❖▼ ❚'❛♥2♣♦'$ ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛❞'❡ ❞✉ ♣'♦❥❡$ ❆◆❘ ♥♦♠♠. ✬❆❘❖▼❆❚✬✳ ❯♥

♦✉$✐❧ ❞❡ ♣'.❞✐♠❡♥2✐♦♥♥❡♠❡♥$ ❛ .$. .$❛❜❧✐ ♣❡'♠❡$$❛♥$ ❞✬✐❞❡♥$✐✜❡' ❧❡2 '❛✐❡2 ✬❞♦♠✐♥❛♥,❡.✬ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❜'✉✐$ ❞✬♦'✐❣✐♥❡ .❧❡❝$'♦♠❛❣♥.$✐4✉❡✳ ❆✐♥2✐✱ ❧♦'2 ❞✬✉♥❡ ✈❛'✐❛$✐♦♥ ❞❡ ❣.♦♠.$'✐❡✱ ❧✬♦✉$✐❧ ♣❡'♠❡$

4✉❛❧✐$❛$✐✈❡♠❡♥$ ❞✬♦❜2❡'✈❡' ❧❡2 ❜♦♥♥❡2 $❡♥❞❛♥❝❡2 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛❝♦✉2$✐4✉❡✳

▲❡2 ❡✛❡$2 ❞❡ ❧❛ ❞❡♥$✉'❡✱ ❞❡2 ❛✐♠❛♥$2 ♣❡'♠❛♥❡♥$2✱ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛'❣❡✉' ❞✬✐♠✲

♣✉❧2✐♦♥2✱ ❞❡ ❧❛ ♣❡'♠.❛❜✐❧✐$. ❞❡2 ❝❧❛✈❡$$❡2 ❡$ ❧❡✉'2 ✐♥$❡'❛❝$✐♦♥2 2♦♥$ ♣'✐2 ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❡$ ✉♥❡

♦♣$✐♠✐2❛$✐♦♥ ❛ ♣❡'♠✐2 ❞❡ ❞.✜♥✐' ❞❡2 2$'✉❝$✉'❡2 ♦♣$✐♠❛❧❡2✳ ❊♥✜♥ ✉♥❡ ❛♥❛❧②2❡ ❛♣♣'♦❢♦♥❞✐❡ ❛✉ ♥✐✲

✈❡❛✉ ❛♥❛❧②$✐4✉❡ ❞❡2 ❤❛'♠♦♥✐4✉❡2 ❞❡ ❢♦'❝❡2 ❛ ♣❡'♠✐2 ❞✬.$❛❜❧✐' ❞❡2 '1❣❧❡2 ❞❡ ❝♦♥❝❡♣$✐♦♥ 2✐❧❡♥❝✐❡✉2❡✳

J♦✉' '.♣♦♥❞'❡ 8 ❝❡$$❡ .$✉❞❡ ❡$ ❛✜♥ ❞✬♦❜$❡♥✐' ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣'♦♠✐2 ❡♥$'❡ ❧❡ $❡♠♣2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡$

❧❛ ♣'.❝✐2✐♦♥✱ ✉♥ ❞❡2 ♣♦✐♥$2 ✐♠♣♦'$❛♥$2 ❛ .$. ❧❛ ♠✐2❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞1❧❡ 2❡♠✐✲❛♥❛❧②$✐4✉❡ ❝♦✉♣❧.

8 ✉♥ ♦✉$✐❧ .❧.♠❡♥$2 ✜♥✐2✱ ✬❋❊▼▼✬✳ ❆✐♥2✐✱ ✐❧ ❛ .$. ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦22✐❜❧❡ ❞✬.$✉❞✐❡' ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ ❝❛❧❡ 2❡♠✐✲♠❛❣♥.$✐4✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛❝♦✉2$✐4✉❡ ❡♥ ❞.$❡'♠✐♥❛♥$ ❧❡✉' ✐♠♣❛❝$ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛

♣❡'♠.❛♥❝❡ ❞✬❡♥$'❡❢❡'✳

▲✬❡①♣❧♦✐$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉$✐❧ .❧.♠❡♥$2 ✜♥✐2 ❝♦✉♣❧. 8 ❧✬♦✉$✐❧ ❉■❱❆ ♥♦✉2 ❛ ❛✉22✐ ♣❡'♠✐2 ❞✬.✈❛❧✉❡'

❧❡2 ✈❛❧❡✉'2 ❞❡2 ✐♥❞✉❝$❛♥❝❡2 Ld ❡$ Lq ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡2 ❝♦✉'❛♥$2 Id ❡$ Iq✱ ❝❡❧❧❡2✲❝✐ .$❛♥$ '.❡①♣❧♦✐$.❡2

2♦✉2 ❢♦'♠❡ ❞❡ 2✉'❢❛❝❡ ❞❡ '.♣♦♥2❡✳ ❈❡2 ❝❤♦✐① 2❡ 2♦♥$ ✐♠♣♦2.2 ❛✜♥ ❞✬❡2$✐♠❡' ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✬✐♥❞✉❝$✐♦♥

❞❛♥2 ❧✬❡♥$'❡❢❡' 4✉✐ '❡♣♦2❡ 2✉' ❧❛ '❡❧❛$✐♦♥ ♠✉❧$✐♣❧✐❛♥$ ❧❛ ❢♦'❝❡ ♠❛❣♥.$♦♠♦$'✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❢♦♥❝$✐♦♥

❞✉ $❡♠♣2 ❡$ ❞❡ ❧✬❡2♣❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡'♠.❛♥❝❡ ❞✬❡♥$'❡❢❡' ✭❣❧♦❜❛❧❡✮ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ $❡♠♣2 ❡$ ❞❡ ❧✬❡2♣❛❝❡✳

❉❛♥2 ❧❡ ❝❤❛♣✐$'❡ ✸✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❛✐♥2✐ '❛♣♣❡❧. ❧❡2 ❞✐✛.'❡♥$❡2 ♣'♦❝.❞✉'❡2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡$ ❧❡

2❝❤.♠❛ ♠♦♥♦♣❤❛2. ❡①♣❧♦✐$. ♥♦✉2 ♣❡'♠❡$$❛♥$ ❛✐♥2✐ ❞✬❡2$✐♠❡' ❧❡2 ❝♦✉'❛♥$2 ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ $❡♠♣2✳

❈❡✉①✲❝✐ 2♦♥$ ❡♥2✉✐$❡ ✬✐♥❥❡❝,3.✬ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡2 2♦✉'❝❡2 ❞❡ ❢♦'❝❡2 ♠❛❣♥.$♦♠♦$'✐❝❡2 ❞✉ 2$❛$♦'✳ ❯♥

$'❛✈❛✐❧ ✐♠♣♦'$❛♥$ ❛ .$. ❢❛✐$ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡2$✐♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡'♠.❛♥❝❡ ❞✬❡♥$'❡❢❡' ❝♦♠♣❛'❛♥$ ❞❡
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♥♦♠❜$❡✉'❡' ❢♦$♠✉❧❛+✐♦♥' ✿

✕ ❯♥❡ ♣❡$♠1❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡①♣$✐♠1❡ ♣❛$ ✉♥ $1❡❧✱ 6✉✐ ❡①♣❧♦✐+❡ ❧❡' ❢♦$♠✉❧❛+✐♦♥' ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥+

❞❡ ❈❛$+❡$ ❀

✕ ❯♥❡ ♣❡$♠1❛♥❝❡ '♦✉' ❢♦$♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐''✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐+❛+✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ 1❧1♠❡♥+' ✜♥✐'

✬❋❊▼▼✬✳ ▲❡' ♣❛$+✐❡' $1❡❧❧❡ ❡+ ✐♠❛❣✐♥❛✐$❡ '♦♥+ $❡'♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❧❡' ❝♦♠♣♦'❛♥+❡' $❛❞✐❛❧❡ ❡+

+❛♥❣❡♥+✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡$♠1❛♥❝❡ ❞✬❡♥+$❡❢❡$✳

◆♦✉' ❛✈♦♥' ❡✉ ❧❛ ♣♦''✐❜✐❧✐+1 ❞❡ +❡'+❡$ ♥♦' ♠♦❞A❧❡' '✉$ ♣❧✉'✐❡✉$' ♣$♦+♦+②♣❡' ✿ ✉♥ ♣$♦+♦+②♣❡

❆❘✈✵ ❞❡ ♣✉✐''❛♥❝❡ $1❞✉✐+❡ ✭✶❦❲✮ ♣❡$♠❡++❛♥+ ❧✬❡①♣❧♦✐+❛+✐♦♥ ♣❧✉' ✬&♦✉♣❧❡✬ ❡♥ ❧❛❜♦$❛+♦✐$❡✱ ❡+ '✉$

❞❡✉① ♠♦+❡✉$' K ✓5❝❤❡❧❧❡ ✶✔ ❞❡ ❢♦$+❡ ♣✉✐''❛♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❝♦✉♣❧1 ♥♦' ♠♦❞A❧❡' K ✉♥ ♦✉+✐❧ ❞✬♦♣+✐♠✐'❛+✐♦♥ ✬❙❖#❍❊▼■❙✬ 6✉✐ ❡'+ ✉♥❡

♣❧❛+❡❢♦$♠❡ ❞✬♦♣+✐♠✐'❛+✐♦♥ ❞✉ ▲✷❊P ✭❤++♣ ✿✴✴❧✷❡♣✳✉♥✐✈✲❧✐❧❧❡✶✳❢$✴♣❛❣❡❴✐❞ = 1321✮ $❛''❡♠❜❧❛♥+

❞✐✛1$❡♥+❡' ♠1+❤♦❞♦❧♦❣✐❡' ❞✬♦♣+✐♠✐'❛+✐♦♥✳ ◆♦✉' ❛✈♦♥' ❡''❡♥+✐❡❧❧❡♠❡♥+ ❡①♣❧♦✐+1 ❧❡' ♣❧❛♥' ❞✬❡①♣1✲

$✐❡♥❝❡'✱ ♠❛✐' ❛✉''✐ ❧❡' ❛❧❣♦$✐+❤♠❡' ❣1♥1+✐6✉❡' '✉$ ❞❡' ❞♦♠❛✐♥❡' $❡'+$❡✐♥+' ✭♠❛''❡ ❞❡' ❛✐♠❛♥+'

♣❡$♠❛♥❡♥+' ❡+ '❡❝+✐♦♥ ✉+✐❧❡ ❞❡' ❡♥❝♦❝❤❡' ❝♦♥'❡$✈1❡'✮✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉' ❛ ♣❡$♠✐' ❞❡ ❞1❞✉✐$❡ ❞❡' ❢$♦♥+'

❞❡ P❛$❡+♦ ❞♦♥♥❛♥+ ❧❛ ♣♦''✐❜✐❧✐+1 ❛✉① ❝♦♥❝❡♣+❡✉$' ❞❡ ❢❛✐$❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❞❡' '♦❧✉+✐♦♥'

♦♣+✐♠❛❧❡'✳
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❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦✉$+ +❡$♠❡✱ ♥♦✉' ❞❡✈♦♥' ♣♦✉$'✉✐✈$❡ ❧✬✐♥+1❣$❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❛+✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡

❞❛♥' ♥♦+$❡ ♦✉+✐❧ ❛✜♥ ❞✬❡'+✐♠❡$ ❡♥❝♦$❡ ♣❧✉' ♣$1❝✐'1♠❡♥+ ❧✬✐♥❞✉❝+✐♦♥ $❛❞✐❛❧❡ ❡+ +❛♥❣❡♥+✐❡❧❧❡ ❞❡'

▼❙❆P'✳ P♦✉$ $❡♥❞$❡ ❝❡++❡ ♠1+❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥+❡✱ ♥♦✉' ❞❡✈♦♥' ❛✉''✐ +$❛✈❛✐❧❧❡$ ❧❡' ♣♦✐♥+'

'✉✐✈❛♥+' ✿

✕ ▼❡++$❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❛+✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦$❝❡ ♠❛❣♥1+♦♠♦+$✐❝❡ ♣$♦❞✉✐+❡ ♣❛$ ❧❡

❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ❉❛♥' ❝❡' +$❛✈❛✉①✱ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❛+✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛ 1+1 ✉+✐❧✐'1❡✳ ▲♦$' ❞❡' ❡''❛✐' ❡♥

❝❤❛$❣❡ ❡+ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ 1+1 ❝♦♥'+❛+1✱ ❧✬✐♥❞✉❝+✐♦♥ +❛♥❣❡♥+✐❡❧❧❡ ♥✬❡'+ ♣❛' ❡'+✐♠1❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❣$❛♥❞❡ ♣$1❝✐'✐♦♥✳ ❆♠1❧✐♦$❡$ ❝❡ ♣♦✐♥+ ♣❡$♠❡++$❛✐+ ❞❡ +$❛✈❛✐❧❧❡$ ❡♥+✐A$❡♠❡♥+ ❞❛♥' ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❝♦♠♣❧❡①❡ ❀
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♦& bo ❡() ❧❛ ❧❛,❣❡✉, ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❝❤❡✱ ❡) υ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥) 7✉✐ ✈9,✐✜❡ ❧✬97✉❛)✐♦♥ (✉✐✈❛♥)❡ ✿

em
π

bo
=
1

2
❧♥

[√
a2 + υ2 + υ√
a2 + υ2 − υ

]

+
2em
bo

❛,❝)❛♥

[
2em
bo

υ√
a2 + υ2

]
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❞❡( ❆A(✱ ✐❧ ✈✐❡♥) ✿
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(
2em
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Ordre de la raie de force = ( 2+ 1) + kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1) - kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 
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mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31

3 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33

5 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35

7 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37

9 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39

11 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

13 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43

15 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45

17 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47

19 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49

21 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -7 -5 5 7 9 11 13

3 -5 5 7 9 11 13 15

5 5 7 9 11 13 15 17

7 5 7 9 11 13 15 17 19

9 5 7 9 11 13 15 17 19 21

11 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

13 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

15 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27

17 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

19 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31

21 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

3 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27

5 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

7 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

9 5 7 9 11 13 15 17 19 21

11 5 7 9 11 13 15 17 19

13 5 7 9 11 13 15 17

15 -5 5 7 9 11 13 15

17 -7 -5 5 7 9 11 13

19 -9 -7 -5 5 7 9 11

21 -11 -9 -7 -5 5 7 9

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -9 -7 -5 5 7 9 11

3 -11 -9 -7 -5 5 7 9

5 -13 -11 -9 -7 -5 5 7

7 -15 -13 -11 -9 -7 -5 5

9 -17 -15 -13 -11 -9 -7 -5

11 -19 -17 -15 -13 -11 -9 -7 -5

13 -21 -19 -17 -15 -13 -11 -9 -7 -5

15 -23 -21 -19 -17 -15 -13 -11 -9 -7 -5

17 -25 -23 -21 -19 -17 -15 -13 -11 -9 -7 -5

19 -27 -25 -23 -21 -19 -17 -15 -13 -11 -9 -7

21 -29 -27 -25 -23 -21 -19 -17 -15 -13 -11 9

❋✐❣✉$❡ ❈✳✶ ✕ ❍❛&♠♦♥✐+✉❡. ❞❡ ♣&❡..✐♦♥ ♠❛❣♥23✐+✉❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡& ❝❛✉.2❡ ♣❛& ❧✬✐♥3❡&❛❝3✐♦♥ ❡♥3&❡ ❧❛

❢♦&❝❡ ♠❛❣♥23♦♠♦3&✐❝❡ ❞❡. ❆9. ❡3 ❧❛ ♣❡&♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡&✳ .♣♣ = 0.25✳ ❖&❞&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ = 1✳ 9❡♥3❡

❢♦♥❞❛♠❡♥3❛❧ = 30✳



✶✻✹

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

3 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

5 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

7 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170

9 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

11 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190

13 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

15 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210

17 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220

19 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220 230

21 140 150 160 170 180 190 200 210 220 230 240

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -20 -10 10 20 30 40 50 60 70 80

3 -10 10 20 30 40 50 60 70 80 90

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

7 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

9 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

11 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

13 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

15 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

17 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

19 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170

21 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

3 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

7 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

9 -10 10 20 30 40 50 60 70 80 90

11 -20 -10 10 20 30 40 50 60 70 80

13 -30 -20 -10 10 20 30 40 50 60 70

15 -40 -30 -20 -10 10 20 30 40 50 60

17 -50 -40 -30 -20 -10 10 20 30 40 50

19 -60 -50 -40 -30 -20 -10 10 20 30 40

21 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 10 20 30

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -30 -20 -10 10 20 30 40 50 60 70

3 -40 -30 -20 -10 10 20 30 40 50 60

5 -50 -40 -30 -20 -10 10 20 30 40 50

7 -60 -50 -40 -30 -20 -10 10 20 30 40

9 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 10 20 30

11 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 10 20

13 -90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 10

15 -100 -90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10

17 -110 -100 -90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10

19 -120 -110 -100 -90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20

21 -130 -120 -110 -100 -90 -80 -70 -60 -50 -40 30

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

❋✐❣✉$❡ ❈✳✷ ✕ ❍❛&♠♦♥✐+✉❡. ❞❡ ♣&❡..✐♦♥ ♠❛❣♥23✐+✉❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡& ❝❛✉.2❡ ♣❛& ❧✬✐♥3❡&❛❝3✐♦♥ ❡♥3&❡ ❧❛

❢♦&❝❡ ♠❛❣♥23♦♠♦3&✐❝❡ ❞❡. ❆9. ❡3 ❧❛ ♣❡&♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡&✳ .♣♣ = 1✳ ❖&❞&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ = 0✳ 9❡♥3❡

❢♦♥❞❛♠❡♥3❛❧ = 36✳



✶✻✺

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 57 69 81 93 105 117 129 141 153 165 177

3 69 81 93 105 117 129 141 153 165 177 189

5 81 93 105 117 129 141 153 165 177 189 201

7 93 105 117 129 141 153 165 177 189 201 213

9 105 117 129 141 153 165 177 189 201 213 225

11 117 129 141 153 165 177 189 201 213 225 237

13 129 141 153 165 177 189 201 213 225 237 249

15 141 153 165 177 189 201 213 225 237 249 261

17 153 165 177 189 201 213 225 237 249 261 273

19 165 177 189 201 213 225 237 249 261 273 285

21 177 189 201 213 225 237 249 261 273 285 297

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -33 -21 -9 15 27 39 51 63 75 87

3 -21 -9 15 27 39 51 63 75 87 99

5 -9 15 27 39 51 63 75 87 99 111

7 15 27 39 51 63 75 87 99 111 123

9 15 27 39 51 63 75 87 99 111 123 135

11 27 39 51 63 75 87 99 111 123 135 147

13 39 51 63 75 87 99 111 123 135 147 159

15 51 63 75 87 99 111 123 135 147 159 171

17 63 75 87 99 111 123 135 147 159 171 183

19 75 87 99 111 123 135 147 159 171 183 195

21 87 99 111 123 135 147 159 171 183 195 207

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 45 57 69 81 93 105 117 129 141 153 165

3 33 45 57 69 81 93 105 117 129 141 153

5 21 33 45 57 69 81 93 105 117 129 141

7 9 21 33 45 57 69 81 93 105 117 129

9 9 21 33 45 57 69 81 93 105 117

11 -15 9 21 33 45 57 69 81 93 105

13 -27 -15 9 21 33 45 57 69 81 93

15 -39 -27 -15 9 21 33 45 57 69 81

17 -51 -39 -27 -15 9 21 33 45 57 69

19 -63 -51 -39 -27 -15 9 21 33 45 57

21 -75 -63 -51 -39 -27 -15 9 21 33 45

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -45 -33 -21 -9 15 27 39 51 63 75

3 -57 -45 -33 -21 -9 15 27 39 51 63

5 -69 -57 -45 -33 -21 -9 15 27 39 51

7 -81 -69 -57 -45 -33 -21 -9 15 27 39

9 -93 -81 -69 -57 -45 -33 -21 -9 15 27

11 -105 -93 -81 -69 -57 -45 -33 -21 -9 15

13 -117 -105 -93 -81 -69 -57 -45 -33 -21 -9

15 -129 -117 -105 -93 -81 -69 -57 -45 -33 -21 -9

17 -141 -129 -117 -105 -93 -81 -69 -57 -45 -33 -21

19 -153 -141 -129 -117 -105 -93 -81 -69 -57 -45 -33

21 -165 -153 -141 -129 -117 -105 -93 -81 -69 -57 45

❋✐❣✉$❡ ❈✳✸ ✕ ❍❛&♠♦♥✐+✉❡. ❞❡ ♣&❡..✐♦♥ ♠❛❣♥23✐+✉❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡& ❝❛✉.2❡ ♣❛& ❧✬✐♥3❡&❛❝3✐♦♥ ❡♥3&❡ ❧❛

❢♦&❝❡ ♠❛❣♥23♦♠♦3&✐❝❡ ❞❡. ❆9. ❡3 ❧❛ ♣❡&♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡&✳ .♣♣ = 1.25✳ ❖&❞&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ = 3✳ 9❡♥3❡

❢♦♥❞❛♠❡♥3❛❧ = 48✳



✶✻✻

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 66 78 90 102 114 126 138 150 162 174 186

3 78 90 102 114 126 138 150 162 174 186 198

5 90 102 114 126 138 150 162 174 186 198 210

7 102 114 126 138 150 162 174 186 198 210 222

9 114 126 138 150 162 174 186 198 210 222 234

11 126 138 150 162 174 186 198 210 222 234 246

13 138 150 162 174 186 198 210 222 234 246 258

15 150 162 174 186 198 210 222 234 246 258 270

17 162 174 186 198 210 222 234 246 258 270 282

19 174 186 198 210 222 234 246 258 270 282 294

21 186 198 210 222 234 246 258 270 282 294 306

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -42 -30 -18 18 30 42 54 66 78

3 -30 -18 18 30 42 54 66 78 90

5 -18 18 30 42 54 66 78 90 102

7 18 30 42 54 66 78 90 102 114

9 18 30 42 54 66 78 90 102 114 126

11 18 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138

13 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138 150

15 42 54 66 78 90 102 114 126 138 150 162

17 54 66 78 90 102 114 126 138 150 162 174

19 66 78 90 102 114 126 138 150 162 174 186

21 78 90 102 114 126 138 150 162 174 186 198

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 54 66 78 90 102 114 126 138 150 162 174

3 42 54 66 78 90 102 114 126 138 150 162

5 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138 150

7 18 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138

9 18 30 42 54 66 78 90 102 114 126

11 18 30 42 54 66 78 90 102 114

13 -18 18 30 42 54 66 78 90 102

15 -30 -18 18 30 42 54 66 78 90

17 -42 -30 -18 18 30 42 54 66 78

19 -54 -42 -30 -18 18 30 42 54 66

21 -66 -54 -42 -30 -18 18 30 42 54

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -54 -42 -30 -18 18 30 42 54 66

3 -66 -54 -42 -30 -18 18 30 42 54

5 -78 -66 -54 -42 -30 -18 18 30 42

7 -90 -78 -66 -54 -42 -30 -18 18 30

9 -102 -90 -78 -66 -54 -42 -30 -18 18

11 -114 -102 -90 -78 -66 -54 -42 -30 -18

13 -126 -114 -102 -90 -78 -66 -54 -42 -30 -18

15 -138 -126 -114 -102 -90 -78 -66 -54 -42 -30 -18

17 -150 -138 -126 -114 -102 -90 -78 -66 -54 -42 -30

19 -162 -150 -138 -126 -114 -102 -90 -78 -66 -54 -42

21 -174 -162 -150 -138 -126 -114 -102 -90 -78 -66 54

❋✐❣✉$❡ ❈✳✹ ✕ ❍❛&♠♦♥✐+✉❡. ❞❡ ♣&❡..✐♦♥ ♠❛❣♥23✐+✉❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡& ❝❛✉.2❡ ♣❛& ❧✬✐♥3❡&❛❝3✐♦♥ ❡♥3&❡ ❧❛

❢♦&❝❡ ♠❛❣♥23♦♠♦3&✐❝❡ ❞❡. ❆9. ❡3 ❧❛ ♣❡&♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡&✳ .♣♣ = 1.5✳ ❖&❞&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ = 6✳ 9❡♥3❡

❢♦♥❞❛♠❡♥3❛❧ = 48− 80✳



✶✻✼

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 75 87 99 111 123 135 147 159 171 183 195

3 87 99 111 123 135 147 159 171 183 195 207

5 99 111 123 135 147 159 171 183 195 207 219

7 111 123 135 147 159 171 183 195 207 219 231

9 123 135 147 159 171 183 195 207 219 231 243

11 135 147 159 171 183 195 207 219 231 243 255

13 147 159 171 183 195 207 219 231 243 255 267

15 159 171 183 195 207 219 231 243 255 267 279

17 171 183 195 207 219 231 243 255 267 279 291

19 183 195 207 219 231 243 255 267 279 291 303

21 195 207 219 231 243 255 267 279 291 303 315

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -51 -39 -27 -15 9 21 33 45 57 69

3 -39 -27 -15 9 21 33 45 57 69 81

5 -27 -15 9 21 33 45 57 69 81 93

7 -15 9 21 33 45 57 69 81 93 105

9 9 21 33 45 57 69 81 93 105 117

11 9 21 33 45 57 69 81 93 105 117 129

13 21 33 45 57 69 81 93 105 117 129 141

15 33 45 57 69 81 93 105 117 129 141 153

17 45 57 69 81 93 105 117 129 141 153 165

19 57 69 81 93 105 117 129 141 153 165 177

21 69 81 93 105 117 129 141 153 165 177 189

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 63 75 87 99 111 123 135 147 159 171 183

3 51 63 75 87 99 111 123 135 147 159 171

5 39 51 63 75 87 99 111 123 135 147 159

7 27 39 51 63 75 87 99 111 123 135 147

9 15 27 39 51 63 75 87 99 111 123 135

11 15 27 39 51 63 75 87 99 111 123

13 -9 15 27 39 51 63 75 87 99 111

15 -21 -9 15 27 39 51 63 75 87 99

17 -33 -21 -9 15 27 39 51 63 75 87

19 -45 -33 -21 -9 15 27 39 51 63 75

21 -57 -45 -33 -21 -9 15 27 39 51 63

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -63 -51 -39 -27 -15 9 21 33 45 57

3 -75 -63 -51 -39 -27 -15 9 21 33 45

5 -87 -75 -63 -51 -39 -27 -15 9 21 33

7 -99 -87 -75 -63 -51 -39 -27 -15 9 21

9 -111 -99 -87 -75 -63 -51 -39 -27 -15 9

11 -123 -111 -99 -87 -75 -63 -51 -39 -27 -15

13 -135 -123 -111 -99 -87 -75 -63 -51 -39 -27 -15

15 -147 -135 -123 -111 -99 -87 -75 -63 -51 -39 -27

17 -159 -147 -135 -123 -111 -99 -87 -75 -63 -51 -39

19 -171 -159 -147 -135 -123 -111 -99 -87 -75 -63 -51

21 -183 -171 -159 -147 -135 -123 -111 -99 -87 -75 63

❋✐❣✉$❡ ❈✳✺ ✕ ❍❛&♠♦♥✐+✉❡. ❞❡ ♣&❡..✐♦♥ ♠❛❣♥23✐+✉❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡& ❝❛✉.2❡ ♣❛& ❧✬✐♥3❡&❛❝3✐♦♥ ❡♥3&❡ ❧❛

❢♦&❝❡ ♠❛❣♥23♦♠♦3&✐❝❡ ❞❡. ❆9. ❡3 ❧❛ ♣❡&♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡&✳ .♣♣ = 1.75✳ ❖&❞&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ = 3✳ 9❡♥3❡

❢♦♥❞❛♠❡♥3❛❧ = 60✳



✶✻✽

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 84 96 108 120 132 144 156 168 180 192 204

3 96 108 120 132 144 156 168 180 192 204 216

5 108 120 132 144 156 168 180 192 204 216 228

7 120 132 144 156 168 180 192 204 216 228 240

9 132 144 156 168 180 192 204 216 228 240 252

11 144 156 168 180 192 204 216 228 240 252 264

13 156 168 180 192 204 216 228 240 252 264 276

15 168 180 192 204 216 228 240 252 264 276 288

17 180 192 204 216 228 240 252 264 276 288 300

19 192 204 216 228 240 252 264 276 288 300 312

21 204 216 228 240 252 264 276 288 300 312 324

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -60 -48 -36 -24 -12 12 24 36 48 60

3 -48 -36 -24 -12 12 24 36 48 60 72

5 -36 -24 -12 12 24 36 48 60 72 84

7 -24 -12 12 24 36 48 60 72 84 96

9 -12 12 24 36 48 60 72 84 96 108

11 12 24 36 48 60 72 84 96 108 120

13 12 24 36 48 60 72 84 96 108 120 132

15 24 36 48 60 72 84 96 108 120 132 144

17 36 48 60 72 84 96 108 120 132 144 156

19 48 60 72 84 96 108 120 132 144 156 168

21 60 72 84 96 108 120 132 144 156 168 180

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 72 84 96 108 120 132 144 156 168 180 192

3 60 72 84 96 108 120 132 144 156 168 180

5 48 60 72 84 96 108 120 132 144 156 168

7 36 48 60 72 84 96 108 120 132 144 156

9 24 36 48 60 72 84 96 108 120 132 144

11 12 24 36 48 60 72 84 96 108 120 132

13 12 24 36 48 60 72 84 96 108 120

15 -12 12 24 36 48 60 72 84 96 108

17 -24 -12 12 24 36 48 60 72 84 96

19 -36 -24 -12 12 24 36 48 60 72 84

21 -48 -36 -24 -12 12 24 36 48 60 72

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -72 -60 -48 -36 -24 -12 12 24 36 48

3 -84 -72 -60 -48 -36 -24 -12 12 24 36

5 -96 -84 -72 -60 -48 -36 -24 -12 12 24

7 -108 -96 -84 -72 -60 -48 -36 -24 -12 12

9 -120 -108 -96 -84 -72 -60 -48 -36 -24 -12

11 -132 -120 -108 -96 -84 -72 -60 -48 -36 -24 -12

13 -144 -132 -120 -108 -96 -84 -72 -60 -48 -36 -24

15 -156 -144 -132 -120 -108 -96 -84 -72 -60 -48 -36

17 -168 -156 -144 -132 -120 -108 -96 -84 -72 -60 -48

19 -180 -168 -156 -144 -132 -120 -108 -96 -84 -72 -60

21 -192 -180 -168 -156 -144 -132 -120 -108 -96 -84 72

❋✐❣✉$❡ ❈✳✻ ✕ ❍❛&♠♦♥✐+✉❡. ❞❡ ♣&❡..✐♦♥ ♠❛❣♥23✐+✉❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡& ❝❛✉.2❡ ♣❛& ❧✬✐♥3❡&❛❝3✐♦♥ ❡♥3&❡ ❧❛

❢♦&❝❡ ♠❛❣♥23♦♠♦3&✐❝❡ ❞❡. ❆9. ❡3 ❧❛ ♣❡&♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡&✳ .♣♣ = 2✳ ❖&❞&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ = 0✳ 9❡♥3❡

❢♦♥❞❛♠❡♥3❛❧ = 72✳



✶✻✾

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 93 105 117 129 141 153 165 177 189 201 213

3 105 117 129 141 153 165 177 189 201 213 225

5 117 129 141 153 165 177 189 201 213 225 237

7 129 141 153 165 177 189 201 213 225 237 249

9 141 153 165 177 189 201 213 225 237 249 261

11 153 165 177 189 201 213 225 237 249 261 273

13 165 177 189 201 213 225 237 249 261 273 285

15 177 189 201 213 225 237 249 261 273 285 297

17 189 201 213 225 237 249 261 273 285 297 309

19 201 213 225 237 249 261 273 285 297 309 321

21 213 225 237 249 261 273 285 297 309 321 333

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -69 -57 -45 -33 -21 -9 15 27 39 51

3 -57 -45 -33 -21 -9 15 27 39 51 63

5 -45 -33 -21 -9 15 27 39 51 63 75

7 -33 -21 -9 15 27 39 51 63 75 87

9 -21 -9 15 27 39 51 63 75 87 99

11 -9 15 27 39 51 63 75 87 99 111

13 15 27 39 51 63 75 87 99 111 123

15 15 27 39 51 63 75 87 99 111 123 135

17 27 39 51 63 75 87 99 111 123 135 147

19 39 51 63 75 87 99 111 123 135 147 159

21 51 63 75 87 99 111 123 135 147 159 171

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 81 93 105 117 129 141 153 165 177 189 201

3 69 81 93 105 117 129 141 153 165 177 189

5 57 69 81 93 105 117 129 141 153 165 177

7 45 57 69 81 93 105 117 129 141 153 165

9 33 45 57 69 81 93 105 117 129 141 153

11 21 33 45 57 69 81 93 105 117 129 141

13 9 21 33 45 57 69 81 93 105 117 129

15 9 21 33 45 57 69 81 93 105 117

17 -15 9 21 33 45 57 69 81 93 105

19 -27 -15 9 21 33 45 57 69 81 93

21 -39 -27 -15 9 21 33 45 57 69 81

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -81 -69 -57 -45 -33 -21 -9 15 27 39

3 -93 -81 -69 -57 -45 -33 -21 -9 15 27

5 -105 -93 -81 -69 -57 -45 -33 -21 -9 15

7 -117 -105 -93 -81 -69 -57 -45 -33 -21 -9

9 -129 -117 -105 -93 -81 -69 -57 -45 -33 -21 -9

11 -141 -129 -117 -105 -93 -81 -69 -57 -45 -33 -21

13 -153 -141 -129 -117 -105 -93 -81 -69 -57 -45 -33

15 -165 -153 -141 -129 -117 -105 -93 -81 -69 -57 -45

17 -177 -165 -153 -141 -129 -117 -105 -93 -81 -69 -57

19 -189 -177 -165 -153 -141 -129 -117 -105 -93 -81 -69

21 -201 -189 -177 -165 -153 -141 -129 -117 -105 -93 81

❋✐❣✉$❡ ❈✳✼ ✕ ❍❛&♠♦♥✐+✉❡. ❞❡ ♣&❡..✐♦♥ ♠❛❣♥23✐+✉❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡& ❝❛✉.2❡ ♣❛& ❧✬✐♥3❡&❛❝3✐♦♥ ❡♥3&❡ ❧❛

❢♦&❝❡ ♠❛❣♥23♦♠♦3&✐❝❡ ❞❡. ❆9. ❡3 ❧❛ ♣❡&♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡&✳ .♣♣ = 2.25✳ ❖&❞&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ = 3✳ 9❡♥3❡

❢♦♥❞❛♠❡♥3❛❧ = 84✳



✶✼✵

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2+ 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2+ 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p + kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

Ordre de la raie de force = ( 2- 1)p - kZs Pente de la raie de force = ( 2- 1)p 

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 102 114 126 138 150 162 174 186 198 210 222

3 114 126 138 150 162 174 186 198 210 222 234

5 126 138 150 162 174 186 198 210 222 234 246

7 138 150 162 174 186 198 210 222 234 246 258

9 150 162 174 186 198 210 222 234 246 258 270

11 162 174 186 198 210 222 234 246 258 270 282

13 174 186 198 210 222 234 246 258 270 282 294

15 186 198 210 222 234 246 258 270 282 294 306

17 198 210 222 234 246 258 270 282 294 306 318

19 210 222 234 246 258 270 282 294 306 318 330

21 222 234 246 258 270 282 294 306 318 330 342

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -78 -66 -54 -42 -30 -18 18 30 42

3 -66 -54 -42 -30 -18 18 30 42 54

5 -54 -42 -30 -18 18 30 42 54 66

7 -42 -30 -18 18 30 42 54 66 78

9 -30 -18 18 30 42 54 66 78 90

11 -18 18 30 42 54 66 78 90 102

13 18 30 42 54 66 78 90 102 114

15 18 30 42 54 66 78 90 102 114 126

17 18 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138

19 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138 150

21 42 54 66 78 90 102 114 126 138 150 162

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 90 102 114 126 138 150 162 174 186 198 210

3 78 90 102 114 126 138 150 162 174 186 198

5 66 78 90 102 114 126 138 150 162 174 186

7 54 66 78 90 102 114 126 138 150 162 174

9 42 54 66 78 90 102 114 126 138 150 162

11 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138 150

13 18 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138

15 18 30 42 54 66 78 90 102 114 126

17 18 30 42 54 66 78 90 102 114

19 -18 18 30 42 54 66 78 90 102

21 -30 -18 18 30 42 54 66 78 90

mu 1 / mu2 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

1 -90 -78 -66 -54 -42 -30 -18 18 30

3 -102 -90 -78 -66 -54 -42 -30 -18 18

5 -114 -102 -90 -78 -66 -54 -42 -30 -18

7 -126 -114 -102 -90 -78 -66 -54 -42 -30 -18

9 -138 -126 -114 -102 -90 -78 -66 -54 -42 -30 -18

11 -150 -138 -126 -114 -102 -90 -78 -66 -54 -42 -30

13 -162 -150 -138 -126 -114 -102 -90 -78 -66 -54 -42

15 -174 -162 -150 -138 -126 -114 -102 -90 -78 -66 -54

17 -186 -174 -162 -150 -138 -126 -114 -102 -90 -78 -66

19 -198 -186 -174 -162 -150 -138 -126 -114 -102 -90 -78

21 -210 -198 -186 -174 -162 -150 -138 -126 -114 -102 90

❋✐❣✉$❡ ❈✳✽ ✕ ❍❛&♠♦♥✐+✉❡. ❞❡ ♣&❡..✐♦♥ ♠❛❣♥23✐+✉❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡& ❝❛✉.2❡ ♣❛& ❧✬✐♥3❡&❛❝3✐♦♥ ❡♥3&❡ ❧❛

❢♦&❝❡ ♠❛❣♥23♦♠♦3&✐❝❡ ❞❡. ❆9. ❡3 ❧❛ ♣❡&♠2❛♥❝❡ ❞✬❡♥3&❡❢❡&✳ .♣♣ = 2.5✳ ❖&❞&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ = 6✳ 9❡♥3❡

❢♦♥❞❛♠❡♥3❛❧ = 84− 96✳



❆♥♥❡①❡ ❉

❈♦♠♠❛♥❞❡ ✈❡❝)♦*✐❡❧❧❡ *-❛❧✐.-❡ .✉* ❧❡

♠♦)❡✉* ❆❘✈✷

❈♦♠♠❛♥❞❡' ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠,❝❛♥✐.✉❡ .✉❡ ❞,✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥❡ ▼❙❆34 ❡45 ♥,❝❡44❛✐'❡ ♣♦✉' ❧❛ ♣✐❧♦5❡'✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞,♣❡♥❞ ❞❡4 ❝♦✉'❛♥54 ❞❡ ♣❤❛4❡ ❡①♣'✐♠,4 ❞❛♥4 ❧❡ '❡♣:'❡ d− q✳ ■❧ ❢❛✉5 ❞♦♥❝ ❝♦♥5'=❧❡' ❧❡4

❝♦✉'❛♥54 Id ❡5 Iq✳ ❉❛♥4 ❧❡ '❡♣:'❡ ❞❡ 3❆❘❑✱ ❧❡4 ❝♦✉'❛♥54 Id ❡5 Iq ❞,♣❡♥❞❡♥5 ❞❡4 5❡♥4✐♦♥4 Vd ❡5

Vq✳ ❈❡4 ✈❛'✐❛❜❧❡4 4♦♥5 ✐♥❞,♣❡♥❞❛♥5❡4 ❞❡ ❧❛ '♦5❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ,❧❡❝5'✐.✉❡✱ ❡5 ❝♦♥45❛♥5❡4 ❧♦'4

❞✉ ',❣✐♠❡ ♣❡'♠❛♥❡♥5✳

❉✳✶ ❉#❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡- ❝♦♠♠❛♥❞❡- ❞❡- 0❡♥-✐♦♥- Vd ❡0 Vq

❊♥ ♥,❣❧✐❣❡❛♥5 ❧❛ 4❛5✉'❛5✐♦♥ ❞❛♥4 ❧❡ ❢❡'✱ ❡5 ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦5❤:4❡ ❞✉ ♣'❡♠✐❡' ❤❛'♠♦♥✐.✉❡✱ ❧❡4 ,.✉❛✲

5✐♦♥4 ❞❡4 5❡♥4✐♦♥4 ❡①♣'✐♠,❡4 ❞❛♥4 ❧❡ '❡♣:'❡ ❞❡ 3❆❘❑ 4♦♥5 ❞♦♥♥,❡4 ♣❛' ❧❡4 '❡❧❛5✐♦♥4 4✉✐✈❛♥5❡4 ✿

Vd = RsId +
❞Φd

❞5

− ωrΦq ✭❉✳✶✮

Vq = RsIq +
❞Φq

❞5

+ ωrΦd ✭❉✳✷✮

ωr ❡45 ❧❛ ♣✉❧4❛5✐♦♥ ❞❡ '♦5❛5✐♦♥ ❞✉ '♦5♦' ❞❡ ❧❛ ▼❙❆34✳ Rs ❡45 ❧❛ ',4✐45❛♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥5❛❧❡ ❞✉

❜♦❜✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛4❡✳ Φd ❡5 Φq 4♦♥5 '❡4♣❡❝5✐✈❡♠❡♥5 ❧❡4 ✢✉① ♠❛❣♥,5✐.✉❡4 ✈✉❡ ♣❛' ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡

❞❡4 ♣❤❛4❡4 4✉' ❧❡4 ❛①❡4 d ❡5 q✳ ❖♥ ❛ ✿

Φd = LdId +ΦAPs ✭❉✳✸✮

Φq = LqId ✭❉✳✹✮

Ld ❡5 Lq 4♦♥5 '❡4♣❡❝5✐✈❡♠❡♥5 ❧❡4 ✐♥❞✉❝5❛♥❝❡4 4②♥❝❤'♦♥❡4 4✉' ❧❡4 ❛①❡4 d ❡5 sq✳ ❈❡4 ✐♥❞✉❝5❛♥❝❡4

4♦♥5 ❝♦♥45❛♥5❡4 ❞❛♥4 ❧❡ '❡♣:'❡ ❞❡ 3❆❘❑✳ ΦAPs ❡45 ❧❡ ✢✉① ♠❛❣♥,5✐.✉❡ ❞,✈❡❧♦♣♣, ♣❛' ❧❡4 ❆34✳ ❊♥

'❡♠♣❧❛Q❛♥5 '❡4♣❡❝5✐✈❡♠❡♥5 ❧❡4 ,.✉❛5✐♦♥4 ❉✳✸ ❡5 ❉✳✹✱ ❞❛♥4 ❧❡4 ,.✉❛5✐♦♥4 ❉✳✶ ❡5 ❉✳✷✱ ♦♥ ♦❜5✐❡♥5 ✿

Vd = RsId + Ld
❞Id
❞5

−
−Ed

︷ ︸︸ ︷

ωrLqId ✭❉✳✺✮

Vq = RsIq + Lq
❞Iq
❞5

+ ωrLdId + ωrΦAPs
︸ ︷︷ ︸

Eq

✭❉✳✻✮

▲❡4 5❡♥4✐♦♥4 Ed ❡5 Eq '❡♣',4❡♥5❡♥5 ❧❡4 5❡'♠❡4 ❞❡ ❝♦♠♣❡♥4❛5✐♦♥4 4✉' ❧❡4 ❛①❡4 d ❡5 q✳ ❈❡4

5❡♥4✐♦♥4 ♣✐❧♦5❡♥5 ❞✐'❡❝5❡♠❡♥5 ❧❡4 ✢✉① 4✉' ❧❡4 ❛①❡4 d ❡5 q✳ ▲❡4 5❡♥4✐♦♥4 T ❛♣♣❧✐.✉❡' 4✉' ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡✱

❛✜♥ ❞❡ ♠❛V5'✐4❡' ❧❡4 ❞②♥❛♠✐.✉❡4 ❞❡4 ❝♦✉'❛♥54✱ 4❡ ❞,❞✉✐4❡♥5 ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ 4✉✐5 ✿

Vd − Ed = V
′

d = RsId + Ld
❞Id
❞5

✭❉✳✼✮

Vq − Eq = V
′

q = RsIq + Lq
❞Iq
❞5

✭❉✳✽✮



p

Γem = p [ΦAPsIq + (Ld − Lq) IdIq]

s

Id

V
′

d

=
1

Rs + Lds

Iq
V ′

q

=
1

Rs + Lqs

d − q

Ci f J

Vd Vq Id Iq
Γem ωr

Rs + Ld s

1

Rs + Lq s

1

Vd

Vq

V'q

 rLdId +  r!APs

 rLqIq

!APsIq + (Ld-Lq)IqId 

V'd Id

Iq

f + J s

Ci"em  r

 r

 r

Iq

Id

+

+

-

+ Iq

Id

"em

MSAPs dans le repère de PARK

Vd Vq

Id Iq Γem ωr

Id Iq

Iq
Γem = p [ΦAPs + (Ld − Lq) Id] Iq

ΦAPs ≫ (Ld − Lq) Id Iq



Id Iq

Iq
Iq I#q Id

I#d
ω#
r I#d

Vd

Vq

 rLdId +  r!APs

 rLqIq

 r

 r

 r

Iq

Id

+
-

Iq

Id

"em

MSAPs dans le 

repère de PARK

PIId

PIIqPIN
+

+

++

Id

I#
d

I#
q

-

Iq
 r

 
#
r

-

V'd

V'q

+

-

kp
ki

Pelec =
1

Rs + Ldqs
, Pmeca =

Ci

f + Js

Pelec Pmeca

10

K(s) = Kp +
Ki

s



❉✳✹✳ ❙②♥&❤()❡ ❞❡) ,-❣✉❧❛&❡✉,) ✶✼✹

❞✉ ♣#❡♠✐❡# ♦#❞#❡✱ P(s) =
b

1 + as
✱ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ .#❛♥/❢❡#. ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡#♠1❡ /✬1❝#✐. ❝♦♠♠❡ /✉✐. ✿

TBF(s) =
1 +

Kp

Ki
s

1 +

(
1 + bKp

bKi

)

s+

(
a

bKi

)

s2
✭❉✳✶✹✮

▲❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ .#❛♥/❢❡#. ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡#♠1❡ ❡/. ❞✬♦#❞#❡ ✷ ❡. ♣♦//<❞❡ ✉♥ ③1#♦ ❡. ❞❡✉① ♣?❧❡/✱ ❞♦♥.

.#♦✐/ ♣❛#❛♠<.#❡/ @ #1❣❧❡#✳ ❙❡✉❧/ ❞❡✉① ♣❛#❛♠<.#❡/ /♦♥. #1❣❧❛❜❧❡/ ❛✈❡❝ ✉♥ D■✳ ▲❡/ ♣?❧❡/ ✈♦♥. ❞♦♥❝

F.#❡ ♣❧❛❝1/ /❛♥/ /❡ /♦✉❝✐❡# ❞✉ ③1#♦✳ ❊♥ ❢❛✐/❛♥. ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✉ /❡❝♦♥❞ ♦#❞#❡

❡①♣#✐♠1 ♣❛# /❛ ♣✉❧/❛.✐♦♥ ♣#♦♣#❡ ω0 ❡. /♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ❞✬❛♠♦#.✐//❡♠❡♥. ξ0✱ ✐❧ ✈✐❡♥. ✿

ω2
0 =

bKi

a
,

2ξ0
ω0

=
1 + bKp

bKi
✭❉✳✶✺✮

▲❛ ♣✉❧/❛.✐♦♥ ♣#♦♣#❡ ω0✱ ✈❛ ♣❡#♠❡..#❡ ❞❡ #1❣❧❡# ❧❛ ✬❝♦♥)&❛♥&❡ ❞❡ &❡♠♣)✬ ❞✉ /②/.<♠❡ #1❣✉❧1✳

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ❞✬❛♠♦#.✐//❡♠❡♥. ξ0✱ ✈❛ ♣❡#♠❡..#❡ ❞❡ #1❣❧❡# ❧❡ ✬❞-♣❛))❡♠❡♥&✬ ❞❡ ❝♦♥/✐❣♥❡ ❞✉

/②/.<♠❡ #1❣✉❧1✳ ▲❡/ ❝♦❡✣❝✐❡♥./ Ki ❡. Kp ❞✉ D■ /♦♥. ❞♦♥♥1/ ♣❛# ❧❡/ ❡①♣#❡//✐♦♥/ ❉✳✶✼ ❡. ❉✳✶✻✳

Ki =
aω2

0

b
✭❉✳✶✻✮

Kp =
2ξ0aω0 − 1

b
✭❉✳✶✼✮

▲❡ #1❣❧❛❣❡ ❡/. ❝♦##❡❝. /✐ Kp > 0✱ ❝✬❡/. @ ❞✐#❡ ξ0ω0 >
1

2a
✳ ▲❛ ♣✉❧/❛.✐♦♥ ♣#♦♣#❡ ❡/. ❞♦♥♥1❡ ♣❛#

❧✬1M✉❛.✐♦♥ ω0 =
3

Tr
✱ ❛✈❡❝ Tr ❧❡ .❡♠♣/ ❞❡ #1♣♦♥/❡ ❞✉ /②/.<♠❡ #1❣✉❧1✳
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✇✐♥❞✐♥❣(✳ ■♥ ❊♥❡;❣② ❈♦♥✈❡;5✐♦♥ ❈♦♥❣;❡55 ❛♥❞ ❊①♣♦5✐#✐♦♥ ✭❊❈❈❊✮✱ ✷✵✶✶ ■❊❊❊✱ ♣❛❣❡5
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