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Introduction générale

Contexte et enjeux du contrôle-santé-intégré

Au cours du dernier siècle, l’ingénierie structurelle en général et celle appliquée au

transport en particulier a connu une évolution notable à tous les niveaux. Particuliè-

rement, les exigences en termes de matériaux utilisés dans les industries ferroviaires,

aéronautiques, automobiles, marines ou pétrochimiques n’ont cessé d’accroitre. Afin de

répondre aux enjeux de résistance accrue, allégement de la structure et amélioration

des performances, une nouvelle classe de matériaux est conçue afin de répondre à ces

exigences. Cependant, sous l’influence des charges et des conditions environnementales

de fonctionnement difficiles, de sérieux endommagements peuvent avoir lieu causant

des défaillances. Ainsi, un contrôle adéquat de leur état de santé est nécessaire afin de

s’assurer de leur intégrité.

Effectivement, plusieurs méthodes de contrôle non-destructif (CND) - évaluation de

l’intégrité des matériaux sans pour autant les dégrader - ont vu le jour : ressuyage, radio-

graphie, courants de Foucault, magnéto-scopie, ultrasons, etc. Elles sont appliquées selon

leurs spécificités, soit dans la phase de fabrication, soit dans les tests in-situ ou encore en

cours d’utilisation.

Depuis les années quarante, les techniques CND par des ondes ultrasons occupent une

place très importante. La technique classique reposant sur le principe de l’échographie,

dite en réflexion ou pulse-écho, s’est avérée très efficace pour la détection des défauts à

l’intérieur de la structure. Néanmoins, la nécessité : de l’immobilisation de la structure

à tester, d’un balayage bidimensionnel et dans certain cas le démontage des pièces l’ont

rendu très coûteuse en temps et en argent pour les structures industrielles. En outre, dans

le cas des structures longues (pipelines, rails, etc.) et celles présentant certaines difficul-

tés d’auscultation (câbles précontraints, tubes des réacteurs nucléaires et satellites), ces

méthodes restent inadéquates. Par conséquent, les recherches se sont orientées vers le dé-

veloppement de nouvelles techniques de contrôle plus rapides, moins coûteuses et fiables.

Depuis une quinzaine d’années, un nouveau concept appelé Contrôle-Santé-Intégré

(CSI) (ou SHM pour Structural Health Monitoring), se développe [6]. Il consiste en l’im-

17
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plémentation d’un système de suivi automatique et permanent de l’état de santé de la

structure. Cette implémentation se fait en intégrant les transducteurs à l’intérieur de la

structure ou les coller à sa surface.

Problématiques des méthodes ultrasons

De plus amples recherches ont montré un potentiel important des Ondes Guidées

Ultrasonores (OGU). Ces ondes se propagent dans les structures de formes oblongues

telles que les barres, les tubes ou encore les plaques et les coques [7]. Elles présentent

l’avantage de propagation sur des longues distances et avec très peu de dissipation. Ceci

permet d’inspecter des grandes structures et des zones difficiles d’accès en peu de temps.

De plus, leur grande sensibilité aux défauts rend possible leur détection de manière

précoce. En outre, en utilisant des techniques de traitement de signal avancées, plusieurs

informations sur la localisation, la forme et la nature des défauts peuvent être obtenues.

Par ailleurs, la mise en œuvre de ces techniques est sans danger et automatisable.

Plusieurs systèmes d’inspection ont été développés pour différents types de structures

(barres, plaques, pipelines et rails) en laboratoire [8, 9, 10, 11] et en industrie [12]. Tou-

tefois, le développement de tels systèmes reste compliqué. En contrepartie de tous les

avantages, les OGU présentent une grande complexité d’interprétation des signaux, ce

qui limite encore leur utilisation à l’heure actuelle. Ceci est en premier lieu à cause de

certaines caractéristiques complexes telles que la multitude des modes de propagation et

la dispersion. Contrairement aux ondes ultrasonores conventionnelles, il existe un nombre

infini de modes de propagation et qui diffèrent en fonction de la géométrie de la structure,

du matériau et de la fréquence du travail. En outre, l’utilisation des nouveaux matériaux,

souvent anisotropes (comme dans le cas des structures composites stratifiées) et inhomo-

gènes (comme dans le cas de matériaux à gradient fonctionnel) ou encore de géométrie

complexe, rend la tâche très difficile de point de vue interprétation et nécessite des outils

d’analyse plus sophistiqués.

Objectifs et contribution de la thèse

Le groupe de recherche Transduction, Propagation et Imagerie Acoustique (TPIA) au

sein de l’Institut d’électronique, de Micro-Électronique et de Nanotechnologie (IEMN),

département d’Opto-Acousto-Électronique (DOAE), travaille depuis une vingtaine d’an-

nées dans le domaine du CSI, en particulier pour des applications pour le transport

aéronautique et ferroviaire [13].

Les activités de recherche visent globalement à proposer et à développer différentes

méthodes d’analyse et des outils permettant une conception optimale des systèmes
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d’inspection. On mentionne notamment les travaux de Blanquet [14], Moulin [15], Ben-

meddour [16], Achdjian [17], Chehami [18] et Sadoudi [19]. Les résultats obtenus sur

des plaques, des tubes et des rails sont très encourageants. L’utilisation des nouveaux

matériaux jouissant des propriétés innovantes bien spécifiques nécessite d’étendre ces

développements.

Le point commun de départ de tout les travaux est l’étude de la propagation des ondes

guidées et la détermination des caractéristiques de dispersion. Dans ce contexte, l’objectif

de ce projet de thèse est le développement d’un outil de modélisation performant et fiable,

permettant d’étudier la propagation des OGU avec une grande précision et faibles coûts

en temps de calculs et d’utilisation de ressources informatiques. De ce fait, nous nous

intéressons aux méthodes numériques d’ordres élevés dont les propriétés de convergence

se sont beaucoup améliorées. En particulier, les avantages de la méthode des éléments

finis de Galerkin discontinue (DG-FEM) pour une utilisation dans le domaine fréquen-

tiel sont étudiés. La principale contribution de cette thèse est le développement d’une

méthode semi-analytique éléments finis de Galerkin discontinue (SADG-FE) pour la dé-

termination des courbes de dispersion des ondes guidées. La méthode est applicable aux

structures planes et cylindriques de section arbitraire, fabriquées avec des matériaux iso-

tropes, anisotropes et hétérogènes. L’analyse des performances de ces méthodes et leurs

comparaisons sont effectuées par rapport aux modèles basés sur la méthode des éléments

finis classiques.

Méthodologie et organisation

Comme le montre la figure (1), ce projet de thèse est divisé en cinq étapes. Tout

d’abord, l’étude se focalisera dans un premier temps sur les guides d’ondes classiques

afin d’en constituer une base pour la validation théorique et numérique. Dans un

deuxième temps, le modèle hybride semi-analytique sera développé et validé. Dans un

troisième temps, les guides d’ondes à section arbitraire et hétérogènes seront analysés.

Enfin, les stratégies de parallélisation des calculs seront examinées.

A l’instar de la méthodologie, ce rapport de thèse est organisé comme suit. Le pre-

mier chapitre présentera des généralités sur les ondes guidées ultrasonores et un état de

l’art sur les méthodes d’analyse de la propagation guidée. Tout d’abord, des notions de

base sur les équations fondamentales de propagation et les caractéristiques dispersives

seront détaillées. Les ondes guidées dans une plaque et un cylindre droit homogènes et

isotropes sont étudiées. Ensuite, une revue des méthodes d’analyse de la propagation

d’ondes guidées sera présentée. On se focalisera dans un premier temps sur les méthodes

classiques : analytiques, numériques et hybrides permettant d’étudier la propagation

dans des structures saines à section transversale arbitraire, fabriquées avec des matériaux

hétérogènes. Dans un deuxième temps, une étude bibliographique sur les méthodes
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numériques d’ordres élevés, notamment la DG-FEM, sera présentée et un exemple de

formulation variationnelle sera explicité. Après, une conclusion sur les avantages et les

inconvénients d’une telle formulation sera donnée.
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Figure 1 – Méthodologie générale du projet de thèse.

Le deuxième chapitre sera consacré à l’étude d’applicabilité des méthodes DG-FEM

dans le domaine fréquentiel, précisément aux problèmes aux valeurs propres. Une analyse

modale d’une barre mince libre en une dimension (1D), sera réalisée. Cette étude a pour

objectif, d’un côté, de tester l’utilité des méthodes discontinues pour l’approximation

spectrale ainsi que d’identifier leurs avantages. D’un autre côté, les propriétés dispersives

et de convergence de la méthode seront examinées et comparées. L’opérateur du second

ordre sera discrétisé à l’aide d’une classe de méthodes DG-FEM, notamment la méthode

de Galerkin discontinue à pénalité intérieure (IPDG, "Interior Penalty Discontinuous

Galerkin Method"). Ensuite, une analyse modale d’une membrane libre de forme rectan-

gulaire (2D) sera présentée. Également, une comparaison des performances sera montrée.

Le troisième chapitre sera dédié au développement de la méthode semi-analytique

pour le calcul des propriétés de dispersion des ondes guidées dans les plaques. La for-

mulation variationnelle discontinue et son implémentation seront détaillées. La validation

analytique sera réalisée à travers le cas homogène et isotrope avec des conditions aux

limites de surfaces libres. Ensuite, les plaques en matériau à gradient fonctionnel (FGM,

"Functionally Graded Material") et multi-couches seront analysées.

Le quatrième chapitre montrera l’extension de la méthode semi-analytique aux guides

d’ondes cylindriques complexes. Idem, la formulation variationnelle et les détails de la

mise en œuvre seront exposés. La validation sera effectuée via les solutions analytiques

disponibles dans la littérature pour un cylindre plein homogène. Par la suite, des exemples

de matériaux et de géométries complexes seront analysés. Les courbes de dispersion pour

un rail seront également calculées. Une validation numérique sera présentée.
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1Ondes guidées ultrasonores pour

le contrôle non-destructif des

structures

1.1 Introduction

Au cours des dernières années, le besoin des systèmes de Contrôle Non-Destructif

(CND) pour diagnostiquer l’intégrité des structures est devenu un enjeu très important

que ça soit dans le domaine de l’aérospatiale, l’énergie nucléaire, l’industrie pétrochi-

mique ou encore l’ingénierie civile.

L’idée qu’un système intégré dans une structure peut informer sur l’état de santé en

temps réel, fournir une estimation d’éventuels endommagements et de la durée de vie est

un besoin capitale en matière de sécurité et des ressources impliquées. De divers straté-

gies de Contrôle Santé Intégré (CSI) ont fait l’objet de plusieurs recherches scientifiques.

Elles ont pour objectif la détection et la caractérisation des endommagements via la

surveillance des modifications du matériau et/ou des propriétés géométriques. Les ondes

guidées ultrasonores (OGU) présentent un intérêt potentiel pour ce type d’applications

[7]. Elles possèdent l’avantage de parcourir de longues distances avec très peu de dissi-

pation et une sensibilité accrue aux petits défauts. Néanmoins, elles présentent certaines

caractéristiques complexes (propagation multimodales et dispersive) qui rendent difficile

l’analyse, la modélisation et l’interprétation des signaux.

Ce chapitre a pour objectif de définir le contexte et les objectifs de ce travail de thèse.

Il est divisée en trois parties. La première section présente des notions de base sur les

ondes ultrasonores en générale et la propagation d’ondes élastiques en particulier. Une

description des ondes ultrasonores dans un milieu solide infini non-borné est introduite.

Les équations décrivant le mouvement associé à la propagation sont données. Ensuite,

l’attention est centrée sur la propagation d’ondes guidée dans les milieux délimités.

23
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Une description générale des guides d’ondes typiques est donnée. Les caractéristiques

multimodales et dispersives des ondes guidées (courbes de dispersion, modes de vibra-

tions, vitesse de phase et de l’énergie) sont illustrées pour les deux types de guides de

références : la plaque et le cylindre droit homogènes isotropes.

La deuxième section est consacré à l’état de l’art des méthodes d’analyse de la pro-

pagation des ondes guidées. Une grande variété de méthodes a été développée dont

les spécificités varient en fonction du problème à traiter. Un aperçu générale des mé-

thodes existantes, leurs développements récents et un bilan détaillé de leurs avantages

et inconvénients pour la modélisation des guides d’ondes complexes sont donnés. Enfin,

nous synthétiserons les capacités et les limitations des méthodes actuelles pour le cas des

guides d’ondes à section transversale arbitraire, fabriqués avec des matériaux hétérogènes.

La troisième section est dédiée aux différentes méthodes d’ordre élevé et aux avantages

qu’elles offrent pour la modélisation des ondes guidées. Ainsi, les principales orientations

de cette thèse peuvent être définies.

1.2 Généralités sur les ondes guidées ultrasonores

1.2.1 Introduction

Bien que les techniques de CSI utilisant des OGU sont relativement récentes, l’étude

de leur propagation en revanche remonte au fin du 19ème siècle. Les premiers travaux ont

été réalisés principalement pour les structures cylindriques. Des approches analytiques

pour l’analyse de la propagation des ondes dans un cylindre droit, homogène et isotrope,

plein et de longueur infinie, ont été proposées par Pochhammer [22] en 1876 et indépen-

damment par Chree [23] en 1889. De même, les ondes dans les plaques ont été analysées

par Rayleigh [24] en 1877 et un peu plus tard par Lamb [25] en 1917. Des équations

analytiques décrivant les propriétés de dispersion dans le domaine fréquentiel ont été

développées. Cependant, due à la complexité de ces équations, une solution complète

est restée un défi jusqu’au 20ème siècle. Grâce à l’invention des ordinateurs et l’implé-

mentation des méthodes numériques. Le spectre complet des modes de propagation, a

été calculé par Mindlin [26] et Merkulov et al. [27] pour les plaques ; par Bancroft [28],

Mirsky [29], Zemenak [30] et Thurston [31] pour les cylindres. Une étude de ces deux

guides d’ondes est donnée dans les travaux de Meeker et Meitzler [32]. Une revue de

l’histoire et de l’état de l’art des ondes guidées est donnée par Meleshko et al. [33, 34].

Dans cette section, nous nous intéressons principalement aux plaques et aux cylindres

libres, de forme canonique, infinis, homogènes et isotropes. En particulier, les ondes gui-

dées qui leur sont associées, appelées ondes de Lamb et ondes de Pochhammer-Chree.

Des cas pour lesquels les aspects théoriques sont disponibles et bien documentés dans
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la littérature. Les détails des calculs peuvent être trouvés dans les ouvrages classiques

de Victorov [35], Auld [36], Achenbach [37] et Graff [38]. Les résultats présentés ici vont

servir d’outils de vérification et de validation analytiques ainsi que de références pour

l’évaluation des performances de la méthode proposée dans ce travail.

1.2.2 Équations de l’élastodynamique linéaire

Tout phénomène physique peut être décrit mathématiquement par un système d’équa-

tions différentielles (ODE, Ordinary Differential Equation) ou aux dérivées partielles (PDE,

Partial Differential Equations). Le phénomène physique de la propagation des ondes élas-

tiques est gouverné par l’équation générale du mouvement résultante du principe fonda-

mental de la dynamique. Dans un système de coordonnées cartésiennes (x1, x2, x3), elle

s’écrit :
∂σij

∂xj
+ ρ fi = ρ

∂2ui

∂t2 , i, j = 1, 2, 3, (1.1)

où σij désigne les composantes du tenseur des contraintes σ, fi sont les composantes des

forces volumiques, ρ est la masse volumique du matériau, ui sont les composantes du

champ de déplacement u et t est le temps. La convention de sommation sur les indices

répétés d’Einstein est adoptée.

La relation constitutive de contrainte-déformation, la loi de Hooke généralisée, s’écrit :

σij = Cijklεkl , i, j, k, l = 1, 2, 3, (1.2)

où Cijkl sont les composantes du tenseur des rigidités élastiques C. Ce dernier est un

tenseur d’ordre 4 et contient 81 coefficients élastiques qui caractérisent les propriétés mé-

caniques du matériau.

Toutefois, dans le cas d’un matériaux isotrope, le nombre de composantes indépendantes

est réduit à deux. Le tenseur des rigidités peut être décrit uniquement par deux constantes

élastiques : les coefficients de Lamé (λ, µ) ou encore le couple (E, ν) où ν est le coefficient

de Poisson et E le module de Young. Ainsi, l’équation se réduit à :

σij = λεkkδij + 2µε ij, (1.3)

où ε ij =
1
2 (

∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi
) sont les composants du tenseur des déformations ε, εkk est la trace

de ε et δij est le symbole de Kronicker (vaut 1 pour i = j, 0 sinon ).

En l’absence de force volumique fi, la substitution de (1.3) dans (1.1) aboutit à l’équa-

tion du mouvement en déplacements dite de Navier :

(λ + µ)
∂2uj

∂xj∂xi
+ µ

∂2ui

∂x2
j

= ρ
∂2ui

∂t2 . (1.4)

Sous la forme vectorielle et en régime harmonique u(x, t) = û(x)e−iωt, l’équation de-

vient :

(λ + µ)∇(∇.û) + µ∇2û = ω2ρû, (1.5)
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où ω est la fréquence angulaire. ∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3) est le vecteur de l’opérateur

différentiel "Nabla".

En effet, les trois composantes du déplacement û1, û2, û3 sont couplées. Il est pos-

sible d’obtenir des équations découplées en adoptant la décomposition de Helmholtz. Le

champ de vecteur û est décomposable en une somme de deux champs vecteur

û = ûl + ût (1.6)

sous forme d’un potentiel scalaire irrotationnel et d’un potentiel vectoriel incompressible

respectivement. Ainsi, ils satisfont les conditions représentées par les équations :

∇× ûl = 0, ∇ · ûl 6= 0, (1.7a)

∇ · ût = 0, ∇× ût 6= 0. (1.7b)

En remplaçant chacune de ces équation (1.7a)-(1.7b) dans l’équation de Navier (1.5),

cette dernière se réduit alors à un système de deux équations d’Helmholtz découplées

(1.8a)-(1.8b). La première décrit le comportement de propagation des ondes longitudinales

(L), de compression-traction, induisant un déplacement de la matière dans la direction de

propagation de l’onde. En revanche, la deuxième corresponds aux ondes transversales (T),

de cisaillement, pour lesquelles le déplacement de la matière est perpendiculaire à la di-

rection de propagation. Ainsi, deux type peuvent être distinguées : les ondes transversales

horizontales (TH) et les ondes transversales verticales (TV).

∇2ûl +

(
ω

cl

)2

ûl = 0, (1.8a)

∇2ût +

(
ω

ct

)2

ût = 0, (1.8b)

où cL =
√

λ+2µ
ρ et cT =

√
µ

ρ
sont respectivement les vitesse de propagation des ondes

longitudinale et transversale.

Il est important de souligner que les ondes de volume dites planes se propagent dans

un milieu infini, sans changer de vitesse ni de direction ni d’amplitude. Ce type d’onde

théorique n’existe pas dans la nature. Néanmoins, il constitue une bonne approximation

de nombreuses ondes physiques, en particulier lorsque la longueur d’onde est extrême-

ment petite par rapport aux dimensions de la structure. En général, elles sont caractérisées

par plusieurs paramètres : la fréquence temporelle f = ω
2π (Hz), la direction de propaga-

tion exprimée par le vecteur d’onde k et la fréquence spatiale représentée par son module,

le nombre d’onde k = |k| (m-1), la longueur d’onde Λ = 2π/k (m), la vitesse de phase

Cp = ω
k (m/s) et la vitesse de groupe Cg = ∂ω

∂k (m/s).
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1.2.3 Description des guides d’ondes élastiques

Dès lors qu’un milieu de propagation est borné dans au moins une direction et

présente une invariance géométrique suivant la direction perpendiculaire à celle-ci, il

constitue un guide d’ondes élastiques. Sous l’hypothèse de petites déformations linéaires,

la génération d’ondes - de longueur égale à la dimension caractéristique de la section

ou à son multiple - dans telles structures engendre un effet de résonance. Des ondes

particulières résultent des réflexions multiples des ondes de volumes sur les interfaces et

se propageant suivant la direction de l’invariance, dite de propagation. Elles sont appelées

des ondes guidées.

Contrairement aux ondes de volumes, elles sont multimodales et dispersives. Elles

engendres des multiples modes de résonances qui dépendent des caractéristiques du

guide (géométriques et matérielles) et dont la vitesse change en fonction de la fréquence.

Deux types de géométries sont susceptibles de guider les ondes. Il s’agit des plaques

et des cylindres au sens large - toute extrusion de surface quelconque fermée - comme le

montre les figures (1.1a) et (1.1b).

(a) bidimensionnel (2D)

x
2 

x
1 

x
3 
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(b) tridimensionnel (3D)
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Figure 1.1 – Géométries des guides d’ondes élastiques : (a) plane et (b) cylindrique .

Dans le cadre de cette thèse, la condition d’invariance implique que les propriétés

matérielles et géométrique du guide sont considérées constantes dans la direction de pro-

pagation. En revanche, le guide peut être transversalement hétérogène : les propriétés du

matériaux sont autorisées à varier, de façon discontinue ou en continu à travers la section.

Le guide d’onde est considéré dans le vide, le paroi ou la surface de celui-ci est supposée

libre de toutes contraintes. Ces conditions sont maintenues tout au long de ce travail.

1.2.4 Les ondes guidées dans les plaques

Lorsqu’une plaque homogène isotrope libre, de dimensions latérales infinies et d’une

épaisseur 2d du même ordre de grandeur que les longueurs d’ondes, deux familles
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d’ondes guidées sont générées. Les ondes longitudinales et transversales verticales vont

subir des réflexions sur les surfaces, se coupler et donner naissance aux ondes guidées

dites de Lamb. Deux formes de déformations peuvent être identifiées : les déformations

symétriques (mouvement de compression sans flexion) et les déformations antisymé-

triques (flexion sans compression). Les figures (1.2a) et (1.2b) montre les déformées

typiques de ces deux familles de modes de plaques.

(a) mode de flexion
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(b) mode de compression
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-d 

Figure 1.2 – Représentation de la déformée des modes de Lamb : (a) Symétrique et (b) Antisymétrique.

En raison de l’existence de deux direction d’invariance et de l’isotropie, les ondes

transversales horizontales restent indépendantes et découplées. Ces derrières donnent

lieu à des modes de cisaillement dans le plan parallèle à la surface nommés (SH, Shear

Horizontal). Une représentation de leur déformée est montrée dans la figure (1.3).

x
2 +d 

-d 

x
3 

x
1 

Figure 1.3 – Représentation de la déformée des modes SH.

Afin d’analyser le comportement d’un guide d’onde, l’évolution des caractéristiques

de la propagation des ondes (nombre d’onde, déformées, vitesse de phase, vitesse de

groupe) doivent être trouvés en fonction de la pulsation ω. Dans les deux cas de figures

des modes de Lamb et modes SH, des solutions analytiques peuvent être obtenues. Un

résumé des équations essentielles est présenté dans l’annexe A.

Les couples (ω, k) pour lesquels il existe des solutions non-triviales décrivent les

courbes de dispersion. Pour chaque valeur de ω réelle, les solutions k peuvent être réelles

(modes propagatifs), imaginaires pures (modes évanescents) ou encore complexes (modes

inhomogènes).

La figure (1.4) montre les courbes de dispersion des modes de Lamb propagatifs cal-

culés pour une plaque d’aluminium. Pour des raisons d’aisance et de clarté, les grandeurs

sont adimensionnées. La fréquence Ω = 2π f h/cT est en fonction de la valeur absolue du
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Figure 1.4 – Courbes de dispersion des premiers huit modes de Lamb propagatifs pour une plaque libre
homogène et isotrope : les modes S tracées en traits pointillés et les modes A en traits pleins.

produit du nombre d’onde et de la demi-épaisseur : kd. Les modes symétriques S sont

tracés avec une ligne discontinue, tandis que les modes antisymétriques A sont représen-

tées par une ligne continue. Les tracés sont étiquetés Si=0,1,... et Ai=0,1,... en fonction de leur

ordre d’apparition. Il existe deux modes qui se propagent dans la plaque quelque soit la

fréquence, le mode A0 et le mode S0. Ils sont qualifiés de modes de Lamb fondamentaux.

Les modes d’ordres supérieures possèdent une fréquence de coupure à partir de laquelle

ils peuvent se propager.

En outre, il est possible d’accéder aux autres représentations notamment la vitesse de

phase Cp et la vitesse de groupe Cg. Les figures (1.5a) et (1.5b) présentent respectivement

l’évolution de ces vitesses pour les modes propagatifs de la figure (1.4) en fonction de la

fréquence Ω. Elles sont également adimentionnées par rapport à cT.
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(b) vitesse de groupe
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Figure 1.5 – Évolution de (a) la vitesse de phase Cp/cT et (b) de la vitesse de groupe Cg/cT des modes de
Lamb propagatifs pour une plaque libre homogène et isotrope en fonction de la fréquence Ω.
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Quant aux solutions complexes, elles sont généralement d’intérêt moindre dans les

analyses expérimentales puisqu’ils ne transportent pas d’énergie. Néanmoins, ils ont une

importance primordiale pour l’analyse de la diffraction des ondes par les défauts puis-

qu’ils représentent des solutions de champs proche. Ils constituent un éléments indispen-

sable pour la complétude des modes guidées, une condition nécessaire pour l’analyse de

tout phénomène interne dans les guides élastiques [1]. La figure (1.6) présente une pro-

jection des courbes de dispersion des modes de Lamb non-propagatifs et inhomogènes en

fonction de la fréquence.
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Figure 1.6 – Courbes de dispersion des modes de Lamb non-propagatifs (triangles rouges) et inhomogènes
(carrés bleus et losanges verts) d’une plaque libre homogène isotrope dans le plan complexe.

1.2.5 Les ondes guidées dans les cylindres

De manière analogue aux ondes de plaques, on considère un cylindre libre, homogène

et isotrope de longueur infinie et de géométrie circulaire de rayon a. La superposition

des ondes de volumes crée des modes de résonances qui sont guidées dans la direction

axiale, elles sont généralement appelées modes de Pochhammer-Chree. Elles présentent

certaines ressemblances avec les modes de Lamb, hormis que la fermeture de la section

engendre un couplage des ondes transversales horizontales et créent un mouvement de

torsion. Ainsi, les modes guidées dans les cylindres peuvent être classé en trois catégo-

ries : les modes longitudinales de compression (L), les modes de flexion (F) et les modes

de torsion (T). Les déformées de ces modes sont illustrées respectivement dans les figures

(1.7a)-(1.7b) et (1.7c).

L’analyse de la propagation dans de telles structures est effectuée de la même manière

que pour les plaques. La résolution de l’équation de mouvement en tenant en compte des

conditions aux limites et la géométrie du guide permet l’établissement des équations de

dispersion. Elles sont également récapitulées dans l’annexe A.
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Figure 1.7 – Représentation de la déformée des modes de Pochhammer-Chree (a) de compression, (b) de
flexion et (c) de torsion.

Les courbes de dispersions dans le cas d’un cylindre en acier sont représentée sur la

figure (1.8). Les nombres d’ondes réels et imaginaires sont en fonction de la fréquence

adimensionnée. Les modes L(0, n) sont tracés avec des lignes discontinues noirs, les

modes T(0, n) sont représentés par des lignes pointillées rouges, tandis que les modes

F(m, n) sont en lignes continues bleues. Les tracés sont étiquetés en fonction de n, leur

ordre d’apparition. m ≥ 1 fait référence au type des modes de flexion.

Figure 1.8 – Courbes de dispersion kd(Ω) des modes de Pochhammer-Chree propagatifs et non-propagatifs
pour un cylindre droit homogène et isotrope libre [1].
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1.3 État de l’art sur les méthodes d’analyse de la propagation des

ondes guidées

1.3.1 Introduction

Dans la démarche du développement des systèmes de contrôle de santé structurelle,

la modélisation de la propagation des ondes guidées ultrasonores est fondamentale. En

effet, elle contribue à la compréhension des aspects de la propagation guidées dans une

structure complexe. Elle permet de prédire les caractéristiques dispersives et multimodale

et les ondes susceptibles de se propager dans le guide d’onde.

Dans la littérature on trouve une multitude de méthodes : analytiques, numériques et

hybrides. Cette section présente une étude bibliographique des méthodes existantes.Pour

chaque famille de méthode, une brève description de son principe est donnée, des

exemples de références bibliographiques pour chaque cas d’étude disponible sont pré-

sentés et enfin une synthèse est effectué.

On note qu’il existe d’autres techniques et la liste des références n’est pas exhaustive.

En effet, on se limite ici aux développements les plus répandus dans le communauté

scientifique, récents et pertinents.

1.3.2 Méthodes analytiques

Dans la littérature, plusieurs approches analytiques ont été développées. Les solutions

exactes des déplacements et l’équation de dispersion ont été obtenues pour différents

guides d’onde tels que : les plaques anisotropes [39], les composites multi-couches [40],

les tubes [41], les barres rectangulaires [42, 43], les cylindres circulaire composites [44, 29],

et les cylindres elliptiques [45].

Outre les théories classiques des déformations mécaniques [46], il existe deux mé-

thodes classiques auxquelles la majorité des chercheurs ont recours :

— la méthode des potentiels (PT, Potential Theory) [35],

— la méthode de superposition des ondes partielles [36] (SPW, Superposition of Partial

Waves).

La première reste limitée aux cas isotrope. En revanche, la méthode SPW permet d’étudier

en plus, les guides d’onde anisotropes. De plus, les développements ont étendus l’analyse

aux structures composites multi-couches, planes et cylindriques canoniques.

1.3.2.1 Méthode de superposition des ondes partielles

Dans la littérature, la méthode de superposition des ondes partielles a été largement

utilisée pour la modélisation de la propagation des ondes guidées dans plusieurs cas
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d’études et dans plusieurs domaines. Elle a été appliquée pour le calcul de l’équation de

dispersion des ondes de Rayleigh, de Lamb, et de Love (pour plus de détails voir le livre

[36]). Elle a été utilisée également dans le cas des plaques libres homogènes isotropes et

anisotropes [39].

Cette méthode est utilisée afin d’étudier la propagation d’onde dans une ou plusieurs

couches dans un espace semi-infini. Comme la méthode implique la propagation des

conditions aux limites d’une frontière à l’autre via les coefficients de réflexion, plusieurs

techniques de multiplications matricielles ont été élaborées. La première est la méthode de

la matrice de transfert (TMM, Transfer Matrix Method) [40, 47]. Elle permet la modélisation

des milieux composites stratifiées en sismologie. Cependant, elle devient instable pour

les fréquences élevées lorsque les dimensions des couches sont importantes [48]. Pour

palier à ce problème, la méthode global (GMM, Global Matrix Method) [49] est développée.

Néanmoins, l’assemblage de la matrice globale est coûteux en temps de calculs lorsqu’un

grand nombre de couches est considéré. Enfin, une reformulation de la TMM [50] est

proposée pour obtenir un algorithme simple, stable et efficace en termes de calcul.

Plusieurs modèles basés sur ce principe ont été développés dans le domaine du CND

pour calculer les courbes de dispersion des ondes guidées dans les milieux composites

anisotropes et viscoélastiques. On cite en particulier les travaux de Nayfeh [51] sur les

plaques multi-couches anisotropes et de Barshinger [52] sur les tubes enrobés de maté-

riaux viscoélastiques. Une revue générale de ces méthodes matricielles et leur applica-

tions dans le CND peut être trouvée dans les travaux de Lowe [53], une bibliographie et

un contexte historique étendu sont fournis dans le livre [54]. En outre, plusieurs logiciels

ont été développés tels que : l’outil commerciale DISPERSE développé à Imperial College

[55, 56] et PCDISP (libre) pour les guides d’ondes cylindriques [57].

1.3.2.2 Conclusion

En général, les méthodes analytiques offrent un excellent moyen pour l’analyse de la

propagation et le calcul des propriétés dispersives dans des guides d’ondes canoniques

que ça soit homogènes isotropes, anisotropes ou multicouches. Les solutions sont obte-

nues avec une bonne précision et moins de temps de calculs. Cependant, pour élargir

l’analyse à des guides d’onde à sections arbitraires (rails, profilés, etc.), le développement

analytique se révèle très difficile voir impossible. Pour s’affranchir de ces limites, les re-

cherches se sont orientés vers les méthodes numériques.

1.3.3 Méthodes numériques

Plusieurs techniques numériques ont été mises au point afin de modéliser les phéno-

mènes de propagation des ondes élastiques dans les guides d’onde à section complexes.

On peut citer les méthodes numériques classiques, telles que : la méthode des différences
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finies [58], la méthode des éléments de frontières [59], et la méthode des éléments finis

[60, 61], qui sont largement utilisées dans la littérature. Ces méthodes consistent en gé-

nérale à résoudre les équations de mouvement (1.1) et (1.4) en prenant en considération

les conditions initiales et aux limites du système. Elles font appel à des techniques de

discrétisation en espace et/ou en temps pour calculer les champs des déplacements et

les contraintes résultant d’une excitation donnée. Leur intérêt réside en leurs propriétés

de flexibilité géométrique, leur capacité de fournir une excellente approximation de la

solution exacte lorsque les conditions de la discrétisation sont respectées. En plus, elles

permettent le traitement de différents matériaux : homogènes, hétérogènes ou à gradient

fonctionnel (FGM, Functionally Graded Materials).

En effet, il existe plusieurs types d’analyses possibles pour résoudre les équations

de mouvement et elles dépendent de l’étude envisagée. Elle peut être statique, modale,

harmonique ou transitoire. Dans le contexte de la propagation en générale, seules les

deux dernières ont un intérêt. Les courbes de dispersion sont obtenue par application de

la Transformation de Fourier rapide 2D (FFT, Fast Fourier Transform) [16] aux réponses

temporelles à plusieurs point de l’espace.

1.3.3.1 Méthodes des différences finies

La méthode des différences finies (FDM, Finite Difference Method) a été la première

des trois techniques à être utilisée pour résoudre les équations d’ondes et reste encore

très populaires dans la communauté scientifique. Les premiers développements de la

FDM ont été publiés pour la simulation de la propagation d’onde dans le domaine de

la géophysique [62, 63, 64, 65, 66]. Ceux-ci souffrent des instabilités numériques lorsque

le milieu présente des changements de propriétés matériels et/ou des géométries irré-

gulières. Récemment, des versions stables ont été développées pour traiter les matériaux

hétérogènes [67] et les domaines non-rectangulaires [68].

Dans le domaine de l’acoustique, Delsanto [69] a étudié des matériaux composites. Par

la suite, une technique appelée LISA (Local Interaction Simulation Machine) est développée

pour étudier les hétérogénéités. Celle-ci est adaptée au calcul parallèle [70, 69, 71]. Elle a

été appliquée à la modélisation des transducteurs piézoélectriques [72] et la simulation

des ondes de Lamb [73]. Très récemment, une implémentation dans des processeurs

graphiques parallèles [74] et une extension à l’analyse des structures composites multi-

couches [75] ont été étudiées.

En générale, le schéma FDM le plus utilisé est basé sur des approximations dites

centrées du second ordre dans le temps et dans l’espace. Celle-ci fournit une bonne sta-

bilité numérique. Néanmoins, elle n’offre pas assez de précision pour pouvoir modéliser

de grands domaines et nécessite un grand nombre de points. Elle devient très couteuse
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en temps et en ressources informatiques pour de grands domaines tridimensionnels. En

outre, elle est difficile à appliquer aux géométries complexes. De plus, la modélisation des

matériaux complexes hétérogènes dégrade la stabilité numérique de la méthode.

1.3.3.2 Méthodes des éléments de frontières

Une revue du développement de la méthode des éléments de frontières (BEM, Boun-

dary Elements Method) a été publié par Cheng et Cheng [76]. La BEM se base sur une

formulation intégrale de l’équation (1.1) sur le volume du guide. Celui-ci est transformée

ensuite en une formulation intégrale sur la surface à l’aide de l’identité de Green. Cette

dernière est approximée par un ensemble discret de fonctions d’interpolation linéaires Li.

De ce fait, la BEM n’exige que la discrétisation de la frontière, ce qui la rend plus facile

à utiliser et plus performante en terme de calculs. Cependant, la connaissance préalable

d’une solution particulière limite son champ d’utilisation uniquement pour les équations

linéaires avec des coefficients constants. En plus, la multitude des formulations intégrales

rend l’analyse mathématiques de ses propriétés très difficile.

Dans la littérature, la BEM a été principalement utilisée pour les problèmes de l’élas-

todynamique linéaire, en particulier lorsque le domaine est infini ou semi-infini. Une

revue de son utilisation est donnée dans les travaux de Beskos [77, 78]. Toutefois, on

trouve très peu de travaux qui l’ont utilisé pour l’analyse de la propagation des ondes

guidées. On cite particulièrement Gunawan [79] qui a développé un modèle pour l’étude

de la dispersion dans les barres cylindriques isotropes. En revanche, elle est utilisée pour

l’étude de la diffraction des ondes par une hétérognéité [80].

Bien que la BEM présente des instabilités numériques et des singularités, elle a été

l’objet de nombreux travaux de recherches au cours de la dernière décennie [81]. De plus,

l’étude des matériaux hétérogènes est très complexe. Pour cette raison, elle est généra-

lement combinée avec d’autres approches telle que la méthode des éléments finis pour

améliorer les performances des calculs [82].

1.3.3.3 Méthodes des éléments finis

La méthode des éléments finis (FEM, Finite Elements Method) est la technique la plus

répondue dans le domaine de l’élasticité en général [83] et de l’élastodynamique en

particulier [84]. Elle consiste à transformer l’équation (1.1) en une formulation intégrale

de volume, dite formulation variationnelle, sur tout le domaine. La méthode est très bien

adaptée pour traiter les géométries complexes et les discontinuités des propriétés dans

les guides d’onde. Il existe plusieurs dérivations parmi lesquelles, on peut citer : Galerkin

Continue, Galerkin Discontinue, Collocation et Rayleigh-Ritz. Toutefois, la formulation

la plus employée dans les codes industriels (ABAQUS, ANSYS, COMSOL Multiphysics,
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FreeFem++, etc.) est la méthode classique dite de Galerkin continue (CGFEM) [85].

Dans la littérature, la FEM a été très utilisée grâce à la simplicité de sa formulation

numérique. Une bibliographie de son utilisation dans le domaine de CND est donnée par

Mackerle [86]. Plusieurs types de guides d’onde complexes ont été analysés, notamment

les plaques et les guides cylindriques [87, 88, 89], les guides viscoélastiques [90] et les

rails [91]. Néanmoins, son utilisation pour le calcul des propriétés de dispersion est restée

très limité. Elle reste majoritairement utilisée pour l’analyse temporelle des guides d’onde

à section arbitraire [92] et les problèmes d’interaction ondes-endommagements [16]. Une

revue complète peut être trouvée dans les travaux de Willberg et al. [93].

1.3.3.4 Conclusions

Les méthodes numériques classiques ont été largement utilisées et validées dans la

littérature pour plusieurs cas d’études. Toutefois, elles présentent des difficultés pour ana-

lyser la propagation dans les structures tridimensionnelles et extraire les caractéristiques

de dispersion des ondes guidées. Ces méthodes restent donc privilégiées pour l’étude

de la diffraction. Par ailleurs, l’apparition des techniques hybrides a permit une grande

réduction des problèmes rencontrés dans ce contexte et a donné accès à des solutions

numériques rapides et plus précises.

1.3.4 Méthodes hybrides

Pour palier aux problèmes des méthodes classiques, les recherches se sont orientées

vers les méthodes hybrides formulées dans le domaine fréquentiel. Ces dernières per-

mettent d’exploiter l’invariance géométrique des guides pour chercher des solutions sous

une forme harmonique dans la direction de propagation. La formulation résultante est

ensuite approchée en utilisant une technique de discrétisation spatiale. Dans la littérature,

il existe en général trois types : la méthode des éléments finis ondulatoires, les méthodes

semi-analytiques numériques et enfin les méthodes spectrales.

1.3.4.1 Méthode des éléments finis ondulatoires

La méthode des éléments finis ondulatoires (WFE, Wave Finite Element) est une tech-

nique qui considère l’invariance du guide d’onde comme étant un système périodique

composé de petites structures en chaine. Celle-ci se base sur la théorie des structures

périodiques [94, 95] introduite dans les années 1970. Le guide d’onde est donc subdiviser

en petits morceaux identiques de la section transversale appelées cellules ou maillons I

(figure 1.9-a). Chaque cellule est connecté avec ses voisines via des conditions aux limites

périodiques, figure (1.9-b).

La discrétisation d’un maillon I(j) en utilisant la FEM donne un système algébrique

dont les déplacements sont partagés en éléments de gauche, internes et de droite. En
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supposant que les éléments internes sont libre, l’insertion des conditions aux limites pé-

riodiques aboutit à un problème aux valeurs propres quadratique. La résolution de celui-ci

fournit les nombres d’ondes et la solution élémentaire qui sont utilisées pour déduire la

réponse globale en exploitant la condition de périodicité.

Figure 1.9 – Système infini (a) composé d’éléments identiques (b) dont les forces extérieures et les déplace-
ments de gauche (uL,fL) et de droite (uL,fL) sont liées par une condition périodique.

La WFE est utilisée dans la littérature pour deux types de problèmes dans les guides

d’ondes à motifs périodiques avec ou sans élément de couplage :

(a) modélisation de la propagation libre et calcul des courbes de dispersion [96],

(b) calcul de la réponse forcée [97, 98, 99, 100].

Premièrement, elle a été utilisée pour les structures périodiques 1D [101], puis généralisée

pour le cas 2D [102]. La méthode a été également appliquée pour le calcul des propriétés

de dispersion de différents guides d’ondes complexes, en particulier le rail [103, 104, 105],

les plaques nervurées [106], les coques cylindriques [107], les barres et les tubes [108], les

poutres et les plaques composites [101, 102], les guides d’onde hélicoïdaux [109] et enfin

les pneus [110].

L’avantage de cette technique est qu’elle peut être directement implémentée dans les

logiciels éléments finis existants [108]. Par contre, l’étude des structures tridimensionnelles

limite l’analyse aux basse et moyennes fréquences. De plus, la périodicité spatiale peut en-

traîner la présence d’artefacts périodiques, c’est-à-dire des solutions parasites. Une revue

des avantages et des inconvénients de la méthode ont été montrés dans le travail de Waki

et al. [111]. Plus de détails sur les développements récents peuvent être trouvés dans les

travaux de thèse de Manconi [112].

1.3.4.2 Méthodes semi-analytiques

Les méthodes Semi-Analytiques (SA) sont en générale, une combinaison d’une mé-

thode analytique et une méthode numérique. Elles consistent à modéliser la propagation

dans un guide d’onde à section transversale arbitraire uniquement à partir de sa section.

Sous l’hypothèse d’invariance des propriétés du matériau et de la géométrie du guide
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d’onde dans la direction de propagation x3, le champ des déplacements peut être exprimé

en régime harmonique sous la forme :

u(x, t) = U(x1, x2)ei(kx3−ωt), (1.9)

où k est le nombre d’onde. L’injection de cette expression dans l’équation (1.1) permet

d’obtenir un système d’équations différentielles posées uniquement dans la section S du

guide d’onde. Tenant compte des conditions aux limites du problème, la discrétisation

du système au moyen d’une méthode numérique conduit à un problème aux valeurs

propres. Ce dernier exprime la relation de la dispersion de la fréquence en fonction du

nombre d’onde et dont les vecteurs propres représentent les déformées modales.

Dans le cas des guides plans, la section S se réduit à l’épaisseur 2d (voir sous-section

(1.2)). Le champ des déplacements devient :

u(x, t) = U(x1)ei(kx3−ωt). (1.10)

La figure (1.10) montre la discrétisation de l’épaisseur en utilisant des éléments unidimen-

sionnels.

Figure 1.10 – Discrétisation des guide d’onde plane 2D d’épaisseur 2d en éléments linéaires.

De nombreuses combinaisons semi-analytiques numériques ont été développées ces

deux dernières décennies. Trois variantes principales peuvent être distinguées :

1. la méthode semi-analytique différences finis [113], développée comme étant une

généralisation des techniques SA pour la modélisation des ondes de Lamb dans les

plaques multi-couches anisotropes ;

2. la méthode semi-analytique éléments de frontières modifiées [114, 115, 116, 117,

118, 119], elle utilise une version améliorée de la méthode des éléments de frontières

introduite dernièrement dans le travail de Wolf et Song [82] ;

3. la méthode semi-analytique éléments finis, connue sous le nom (SAFE, Semi-

Analytical Finite Elements).

Cette dernière méthode est la plus utilisée dans la littérature.

Les premiers développements de la méthode remontent aux années 1970

[120, 121, 122, 123]. Les caractéristiques dispersifs des modes propagatifs ont été ob-

tenues respectivement pour de guides d’onde de types : cylindres droits orthotropes,
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rectangulaires, profilés en T. Plus tard, l’analyse a été étendu aux modes complexes

non-propagatifs et inomohgènes dans le cas d’un cylindre composite anisotrope [124].

Les plaques composites anisotropes ont été traitées pour la première fois par Dong et

Huang [125], puis par Datta et al. [126] et Liu et al. [127]. Ensuite, plusieurs guides de

géométries complexes ont été analysés notamment : les rails [128, 129, 130], les barres

torsadées [131], les profilés inhomogènes anisotropes [132], les cylindres FGM [133], les

plaques composites multi-couches [134, 135] les stratifiés visco-élastiques [136, 137], et les

structures périodiques [138].

Récemment, d’autres recherches ont analysé : la réponse transitoire forcée [139, 140],

la propagation des ondes atténuées [141, 142, 143, 144] dans les guides revêtues ou im-

mergés dans un milieu infini tels que les pipelines et les barres d’acier dans le béton.

On peut également citer les guides d’onde complexes tels que les structures hélicoïdales

[145, 146], constituées de matériaux viscoélastiques précontraints [147] et les tubes filetés

[148]. En outre, la méthode SAFE a été combinée avec la FEM afin d’étudier l’interaction

des ondes guidées avec les endommagements dans un guide d’onde à section arbitraire

[1]. Enfin, la méthode SAFE a été intégrée dans plusieurs logiciels commerciaux et libres

pour l’analyse de la propagation d’onde guidées dans le domaine du CSI et lu CND. On

mentionne en particulier : le logiciel CIVA [149, 150, 151] mise au point au CEA (Com-

missariat à l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives) et le logiciel libre GUIGUW

[4] développé à l’université de Bologne en Italie.

Grâce à sa formulation analytique, la modélisation est réduite de 3 dimensions à 2

dimensions pour les structures à section arbitraire et de 2 dimensions à 1 dimension pour

les plaques et les cylindres axi-symétriques. Ainsi, la méthode SAFE constitue une solution

économique en temps de calcul quel que soit la longueur du guide considéré. De plus, elle

bénéficie de tous les avantages de la FEM pour la gestion de complexités géométriques

et paramétriques. Cependant, comme la FEM classique, elle nécessite un maillage adapté

en fonction des longueurs d’ondes recherchées. Ainsi, l’analyse en hautes fréquences et

dans certains cas de géométrie complexe tel que le rail, engendre une consommation

significative des ressources informatiques.

1.3.4.3 Méthodes spectrales

Les méthodes spectrales sont des techniques quasi-analytiques dédiées à la résolution

des ODE et des PDE gouvernant les phénomènes physiques. Elles sont semblables aux mé-

thodes numériques classiques. En effet, elles se base sur la transformation des équations

en un système algébrique matriciel. La différence majeur réside dans la technique d’ap-

proximation. Pour plus de détails, il est recommandé de voir les livres [152, 153, 154, 2].

En opposition aux approches locales, les méthodes spectrales considèrent une approche

globale. Elles consistent en l’approximation de la solution par une somme de fonctions
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trigonométriques ou d’interpolation (séries de Fourier, séries de puissances, polynômes

de Chebyshev, polynômes de Jacobi, etc.) sur tout le domaine. En choisissant des coeffi-

cients qui satisfont les équations gouvernantes et les conditions aux limites, un système

algébrique est construit.

Les méthodes spectrales (SM, Spectral Method), ont été développés durant les années

70 pour la résolution des problèmes hyperboliques de la dynamique des fluides. Ceux-ci,

en se basant sur une approximation par les séries de Fourier [155, 156]. Plus tard, une

variante de la méthode a été développé pour la modélisation de la propagation des ondes

élastiques dans les structures [154]. Elle consiste à résoudre le système différentielle par

approximation des opérateurs de différenciation basés sur la FFT. Cependant, le dévelop-

pement en séries de Fourier limite leur application au structures avec des conditions aux

limites périodiques. Par conséquent, des opérateurs de différenciation utilisant les poly-

nômes de Chebyshev et de Jacobi ont été étudiées pour surmonter cette limitation. La SM

a été appliquée pour le calcul des propriétés de dispersion dans les annaux hétérogène

complexes [157], les guides d’ondes cylindriques multi-couches [158] et ceux fabriqués

avec des matériaux hétérogènes et anisotropes [159, 160].

Parallèlement, la méthode de collocation d’expansion de Fourier (SCM, Spectral Col-

location Method), a été développée afin d’analyser les guides d’onde à section polygonale

[161, 162, 163]. Puis, elle a été généralisée pour traiter les guide d’onde à sections ar-

bitraires [164]. Par ailleurs, on peut également citer en particulier un exemple d’une

technique de série de puissance utilisée pour traiter le cas d’une plaque FGM [165, 166].

En général, les méthodes spectrales offrent un moyen très performant pour l’analyse

des guides d’onde canoniques constitués de matériaux complexes. Elles possèdent de

nombreux avantages par rapport aux formulations éléments finis. Elles sont simples à

implémenter, rapide, possèdent une convergence exponentiel et ne souffrent pas des pro-

blèmes en hautes fréquences. Néanmoins, elles sont moins adaptées pour les problèmes

de géométries complexes et plus particulièrement les rails. En outre, l’analyse en hautes

fréquences pour les SMs exige un nombre important de coefficients afin d’obtenir une

bonne précision à cause du phénomène de Gibbs.

1.3.5 Conclusion

Dans cette section, une revue générale des méthodes d’analyse de la propagation des

OGU a été présentée. Au vu de l’analyse effectuée, on peut conclure que :

— les méthodes analytiques sont très limitées et très difficiles à établir pour les guides

d’onde complexes ;

— les méthode numériques classiques permettent d’analyser les propagation dans les

guides d’onde complexes.



1.4. Méthodes numériques d’ordre élevé 41

Néanmoins, pour les modélisations tridimensionnelles, les calculs deviennent très coûteux

en temps de calculs et en utilisation d’espace mémoire. Ceux-ci, limitent leur utilisation,

en générale, aux modèles bidimensionnels à moins d’avoir accès à un grand calculateur.

Les méthodes hybrides présentent une excellente alternative aux méthodes numé-

riques classiques puisqu’elles n’exigent que la modélisation d’une partie ou uniquement

la section transversale du guide d’onde. Les méthodes spectrales semblent offrir une

combinaison favorable grâce à la simplicité de leur implémentation, leur rapidité et

leur convergence exponentielle qui rend possible d’étudier des problèmes en hautes

fréquences. Toutefois, elles sont moins adaptées pour des problèmes de géométries com-

plexes telles que les rails et les profilés.

Par conséquent, le choix s’est porté sur la méthode semi-analytique éléments finis.

Elle constitue une combinaison intéressante pour l’élaboration d’un outil de modélisation

efficace, économique et surtout applicable à une large gamme de cas d’étude usuellement

rencontrés dans l’industrie. De plus, elle est fréquemment employée dans la modélisation

des configurations en CND pour l’étude de l’interaction des ondes avec différents types

d’endommagements. Toutefois, la discrétisation numérique par la méthode FEM clas-

sique résulte des coûts de calculs (temps et mémoire) conséquents. Ces derniers ne sont

souvent pas convenables pour des applications industrielles. En particulier, si un nombre

important de simulations est nécessaire afin de résoudre des problèmes inverses.

Récemment, des méthodes numériques d’ordres supérieurs ont été étudiées afin

d’améliorer l’efficacité de ces méthodes.

1.4 Méthodes numériques d’ordre élevé

1.4.1 Introduction

À partir des études bibliographiques précédentes, il a été constaté que la méthode des

éléments finis classique est souvent utilisée pour la modélisation des structures indus-

trielles réelles et complexes (ex. rails et pipelines). Toutefois, l’analyse de ces dernières

à des fréquences relativement élevées, avec une bonne précision, reste fastidieuse. Une

discrétisation spatiale très fine est nécessaire pour satisfaire les exigences minimales re-

commandées : 10 à 20 nœuds par longueur d’onde. Autrement dit, la faible convergence

de la discrétisation FEM conventionnelle impacte la précision des résultats et les coûts de

calculs. L’affinement du maillage entraîne une augmentation de la consommation des res-

sources et/ou à un certain point une grande erreur provoquant une solution numérique

inexacte. Par conséquent, les calculs en hautes fréquences, sur de simples ordinateurs,

constituent un défi majeur à ce jour.
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Au cours des deux dernières décennies, certains chercheurs ont accordé une attention

particulière aux méthodes d’ordre élevé (HO, High Order). En effet, celles-ci offrent une

meilleur précision que les méthodes d’ordre faible. Mathématiquement, une méthode

numérique est dite du N-ème ordre (ou d’ordre N de précision) si l’erreur de solution

E est proportionnelle à la taille du maillage h à la puissance N, équivalent à E ∝ hN .

En conséquence et afin de diminuer l’erreur, il est nécessaire d’augmenter le dégrée N

avec un h suffisamment petit. Le coefficient N dépend des éléments de la discrétisation,

notamment le type du maillage, l’ordre et la nature des fonctions d’approximation uti-

lisées, ainsi que les méthodes d’intégration numériques associées. Les méthodes sont

dites d’ordres élevés lorsqu’elles possèdent un ordre de précision (N > 2). Les méthodes

numériques classiques sont généralement du second-ordre de précision.

Dans ce qui suit, le concept de base des différents types de discrétisations spatiales

d’HO sont décrites. Un résumé des avantages et inconvénients de chaque type de ces

techniques est donné.

1.4.2 Concepts de discrétisations

Dans la littérature, une multitude de discrétisations d’ordre élevé a été proposée.

La plupart d’entre elles sont principalement issues du domaine de la dynamique des

fluides (CFD, Computational Fluid Dynamics), où les problèmes nécessitent de très grands

maillages. Elles se basent le principe de la FEM classique mais utilisent une approche

semblable aux méthodes spectrales. C’est-à-dire, la solution est approximée par des fonc-

tions d’interpolation d’ordres supérieurs, non pas sur la totalité du domaine mais sur

un maillage relativement grand. Ainsi, les temps de calculs et la qualité de la solution

(convergence) peuvent être optimisés. La figure (1.11) illustre la différence entre les diffé-

rents algorithmes de discrétisations.

La méthode classique, communément notée h − FEM, est basée sur l’évaluation de la

fonction approchée seulement aux deux ou trois points sélectionnés, sur un sous-domaine

ou élément de petite taille. Le degré polynômial p des fonctions de forme utilisées est

d’ordre faible (1 ou 2). Ces dernières sont non-superposées, et s’annulent en dehors de

l’élément. En revanche, la méthode spectrale utilise une fonction d’ordre p suffisamment

élevé pour couvrir tout le domaine (non-nuls sur l’ensemble du domaine). Enfin, les

méthodes HO représentent un compromis entre les deux discrétisations. Ainsi, elles béné-

ficient des avantages des deux techniques et sont généralement précédées par la mention

"hp" [167].

Plusieurs variantes inspirées de ce principe ont été développées. Celles-ci, peuvent être

regroupées, en général, en deux grandes familles : les méthodes des éléments spectraux

et les méthodes de Galerkin discontinues.
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Figure 1.11 – Trois types d’algorithmes numériques. Les lignes fines (bleues) en x0 et xn indiquent les
limites du domaine. Les points noirs xj illustrent les points de discrétisation. Les lignes verticales (oranges
et vertes) épaisses sont les bords d’un sous-domaine. Les points rouges représentent les solutions approchées
qui sont calculées à partir des approximations (lignes grises) sur les points de discrétisation [2].

1.4.3 Méthodes des éléments spectraux

Les méthodes des éléments spectraux sont un ensemble des extensions de la méthode

FEM classique. La différence principale entre elles réside dans le mécanisme d’améliora-

tion de convergence et le choix des fonctions d’interpolations [168]. La variante la plus

utilisée, référencée (hp-SEM, hp Spectral Element Method) [169], emploie les polynômes de

Lagrange combinés avec une formule de quadrature de Gauss-Lobatto pour atteindre une

convergence optimale.

Cette méthode a été développée pour la résolution numérique des équations de

Navier-Stokes incompressibles par Patera [170]. Ensuite, elle a été utilisée pour la modé-

lisation des problèmes de propagation d’ondes élastiques en sismologie dans les travaux

de Komatitsch et al. [171, 172], puis Mercerat et al. [173] et Seriani et al. [174]. En ce qui

concerne la propagation des ondes guidées et les problématiques du domaine de CSI, elle

a été employée pour la simulation des modes de Lamb dans une plaque composite et leur

génération par des transducteurs piézoélectriques [175, 176]. Récemment, la propagation

dans des plaques FGM est effectuée par un modèle 2D dans le domaine temporel [177].

Les courbes de dispersion sont calculées en utilisant un post-traitement en fréquentiel.

Une revue générale récente est publiée par Willberg et al. [93].

Les méthodes des éléments spectraux fournissent un excellent outil de modélisation

de la propagation des ondes guidées ultrasonores. Elles possèdent de nombreux avan-

tages par rapport à la FEM classique. Une convergence rapide et une bonne précision

peuvent être obtenues [168, 178, 179]. En particulier, la méthode hp-SEM s’est avérée très
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attrayante. Toutefois, elle n’est pas aussi flexible que la méthode FEM classique. Elle est

basée en grande partie sur des éléments quadrilatéraux en 2D et hexaédriques en 3D. Ceci

rend parfois difficile la prise en compte de certains domaines à géométries complexes.

Pour pallier à ce problème, des étude ont été menées afin de prendre en compte les

éléments triangulaires en 2D [180, 173]. Cependant, l’extension en 3D reste très difficile à

mettre en œuvre [181].

En effet, la flexibilité est limitée par l’exigence de continuité entre les éléments. Si des

ordres polynomiaux différents sont utilisés dans les éléments voisins, la continuité n’est

plus aisément assurée. D’autre part, lorsque des nœuds suspendus (nœuds qui ne sont pas

partagés par deux bords d’éléments voisins) sont utilisés, une incompatibilité géométrique

est crée. Ainsi, une formulation alternative dite méthode de Galerkin discontinue a été

développée pour gérer ces incompatibilités.

1.4.4 Méthode de Galerkin discontinue

La méthode de Galerkin discontinue (hp-DGM, hp Discontinuous Galerkin Method) est

une extension de la hp-SEM. Une étude exhaustive et une bibliographie détaillées sont

données dans les ouvrages suivants : [182, 183, 184]. Cette méthode est basée sur des fonc-

tions de forme où le champ ou ses dérivées ou généralement les deux sont discontinues.

La discontinuité est considérée à travers les limites de l’élément tandis que la continuité

du domaine de calcul est maintenue. La méthode discontinue est une combinaison de la

hp-SEM et la méthode des volumes finies (FVM, Finite Volume Method) [185]. De ce fait,

la formulation DG bénéficie des mêmes avantages que la hp-SEM. De plus, grâce à la

formulation locale de la FVM, elle acquiert une très grande flexibilité géométrique.

La figure (1.12) montre la différence entre une approximation par la formulation de

Galerkin continue (CG) et discontinue (DG). Dans la première, le champ approché est

continu à travers les frontières des éléments ; conséquence directe de la nature de la

fonction d’interpolation définie sur tout le domaine. En revanche, la deuxième méthode

permet au champ approché d’être discontinu à travers les frontières. La fonction de

pondération est considérée discontinue et définie uniquement à l’intérieur d’une cellule.

Le couplage des solutions élémentaires est assuré par un traitement basé sur l’utilisation

des flux numériques développés dans le cadre de la FVM. Ainsi, plusieurs dérivations

ont été proposées pour résoudre une grande variété de problèmes. Elles différent princi-

palement dans la technique de liaison des nœuds aux interfaces. Une analyse unifiée de

ces dérivations, dans le cadre des problèmes elliptiques, peut être trouvée dans le travail

de Arnold [186].

Le premier développement de la hp-DGM a fait l’objet du travail novateur de Reed et

Hill [187] pour l’équation de transport des neutrons. Cette méthode a été principalement
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(a) solution continue

(b) solution discontinue

Figure 1.12 – Représentation de la solution par la méthode (a) continue et (b) discontinue.

utilisée dans le domaine de CFD, puis généralisée pour d’autres types d’applications

[188]. Une analyse mathématique plus générale ainsi qu’une bibliographie détaillée sont

données dans l’ouvrage de Hesthaven et Warburton [183]. Récemment, la méthode a

suscité l’intérêt des chercheurs dans le domaine de la propagation des ondes élastiques,

spécifiquement dans le domaine de la géophysique. On cite en particulier les travaux

suivants : [189, 190, 191, 192, 193, 194, 195, 196, 197]. En ce qui concerne la propagation

d’OGU pour le CND, on trouve très peu de travaux. Bou Matar et al. [198] ont utilisé

la méthode pour la simulation de la propagation d’onde non-linéaire. Une application à

l’imagerie acoustique pour la détection de défauts a été réalisée par Li [199]. La propaga-

tion dans une plaque FGM et multi-couches est étudiée par Aksoy et Senocak [200].

Il est à noter que tous les travaux de simulation de la propagation d’onde avec la

hp-DGM, cités dans ce rapport, ont été effectués dans le domaine temporel. En régime

harmonique, le développement des méthodes hp-DGM pour l’élastodynamique reste

limité à cause du dédoublement des degrés de liberté. Récemment, la méthode (HDG,

Hybridizable discontinuous Galerkin method) a été développée par Soon et al. [201] pour

surmonter cette limitation. Bonnasse-Gahot et al. [202] l’ont utilisé pour une application

à l’imagerie sismique [203].

La méthode de Galerkin discontinue est une nouvelle méthode émergente dans

le domaine de calcul scientifique pour l’analyse de propagation des ondes élastiques.

Les éléments dans un même maillage peuvent être de degré polynomial et de nature

totalement différents. Des maillages structurés et non-structurés, formés d’éléments tri-

angulaires et/ou quadrilatéraux, peuvent être utilisés. Ce qui lui permet de modéliser
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plus efficacement les géométries complexes et l’hétérogénéité dans le milieu ainsi que des

éventuelles discontinuités (défauts).

Le principal inconvénient de la méthode est qu’elle nécessite plus de degrés de liberté.

Le système d’équations résultant est plus grand et nécessite plus de calculs. Cependant,

cet inconvénient n’est vrai que lorsque des polynômes de degrés faibles sont utilisés.

Les coûts supplémentaires correspondants diminuent rapidement pour les ordres supé-

rieurs (p ≥ 3). En outre, la nature locale de la méthode permet d’obtenir une matrice

de masse diagonale par blocs inversible à faibles coûts. Cette matrice permet également

l’exploitation des méthodes de parallélisation, dans certains cas, sans développements

supplémentaires.

1.4.5 Conclusion

Au court de cette dernière décennie, il y a eu de grands progrès dans le développe-

ment des formulations d’ordre élevé pour résoudre les problèmes de propagation d’ondes

guidées. Bien que les études ont montré leur efficacité, les méthodes du second-ordre sont

utilisées de façon prédominante dans les applications industrielles. Or, dans le domaine

des fréquences relativement élevées, l’analyse est, soit impossible à effectuer, soit non

fiable.

Les méthodes d’ordres élevé ont démontré leur potentiel pour la résolution des pro-

blèmes complexes et à grande échelle. En particulier, les méthodes des éléments spectraux

et la méthode de Galerkin discontinue offrent un outil numérique efficace et de hautes

performances : une convergence rapide, une grande précision, une flexibilité géométrique

améliorée, une prédisposition au calcul parallèle et un meilleur traitement des milieux

hétérogènes.

Il a été conclu que la hp-DGM est attrayante pour divers raisons [194, 196, 184, 204,

181, 205, 206]. Premièrement, elle permet d’utiliser un degré polynomial et un maillage

relativement grand pour obtenir une précision élevée. Deuxièmement, il a été constaté

que dans les applications dont le milieu de propagation est fortement hétérogènes ou

lorsque les paramètres changent à l’intérieur des éléments, la méthode DG fournit une

précision supérieure à celle de la SEM. En outre, elle permet l’utilisation des maillages

d’éléments finis non-conformes. Ils peuvent s’adapter aux discontinuités, non seulement

des paramètres, mais aussi du champ d’onde.

Par conséquent, dans l’objectif de développement d’un outil performant, capable de

modéliser la propagation guidées dans les guides complexes de géométrie et de matériaux

hétérogènes, la méthode hp-DG-FEM semble présenter un potentiel intéressant et fera

l’objet d’étude de ce travail.
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une étude bibliographique sur les méthodes d’analyse de la pro-

pagation des ondes guidées ultrasonores et leur intérêt pour le contrôle-santé-intégré a

été effectuée. Dans un premier temps, la propagation des ondes guidées et ses caractéris-

tiques sont introduites. Dans un deuxième temps, une étude de l’état de l’art a permis de

faire le point sur les méthodes utilisées pour la modélisation de la propagation d’onde et

le calcul des courbes de dispersion. Trois grandes catégories de méthodes sont identifiées :

analytiques, numériques et hybrides.

La méthode semi-analytique élément finis (SAFE) semblent être le choix pratique

pour le calcul des propriétés dispersives des OGU dans les guides d’onde complexes.

Elle présente une approche efficace et économique : seule la section transversale est

modélisée. Cependant, lorsqu’il s’agit d’étudier des guides d’onde complexes (géométrie

arbitraire et/ou matériaux hétérogène), à des fréquences relativement élevées et/ou à une

précision donnée, la méthode atteint ses limites. L’analyse devient soit infaisable, soit les

résultats obtenus sont de qualité compromise. Afin de s’affranchir de ces limitations, une

étude bibliographique sur les méthodes d’éléments finis d’ordre élevé a été réalisée. Entre

autres, la méthode des éléments finis de Galerkin discontinue.

Dans la suite de ce travail, la méthode semi-analytique basée sur la hp-DGM est dé-

veloppée. Ceci permettra d’analyser la propagation d’ondes guidées dans les matériaux

innovants appliqués dans le domaine de transport en deux et en trois dimensions, à des

fréquences moyennes et élevées. Celle-ci sera étudiée dans le domaine fréquentiel. En par-

ticulier pour des problèmes aux valeurs propres associés à l’approche semi-analytique. Le

chapitre suivant présentera une description plus détaillée des particularités des dériva-

tions existantes ainsi que leur utilisation pour les problèmes elliptiques.
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2Applicabilité de la méthode de

Galerkin discontinue dans le

domaine fréquentiel : problèmes

aux valeurs propres

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédant, l’étude bibliographique a mis en évidence l’intérêt de l’uti-

lisation d’outils d’analyse numériques dans le domaine de contrôle-santé-intégré. Nous

avons proposé le développement des modèles : semi-analytique et hybride, en exploitant

les avantages qu’offrent les méthodes d’ordre élevé, en particulier la méthode de Galerkin

discontinue. Cependant, l’emploi de cette dernière n’est pas trivial et nécessite une étude

dans le domaine fréquentiel.

Ce chapitre présente la vérification et la validation de la méthode de Galerkin dis-

continue d’ordre élevé pour la résolution des problèmes aux valeurs propres issues de

la méthode semi-analytique. La vérification est effectuée avec des problèmes simplifiés

dont la solution exacte est connue et donc l’erreur entre la solution exacte et la solution

numérique peut être quantifiée. L’étude est réalisée en une dimension puis en deux di-

mensions, sur des maillages triangulaires et rectangulaires, uniformes et non-uniformes,

avec des conditions aux limites libres. Pour le reste de ce travail, nous choisissons les

méthodes à pénalité intérieure (IPDG), car elles permettent une discrétisation directe de

l’opérateur Laplacien et fournissent des matrices creuses (contenant beaucoup de zéros)

permettant une résolution optimale [183].

En conséquence, ce chapitre est divisé en trois parties. Dans un premier temps, une

description détaillée des particularités des variantes de la méthode IPDG est présentée.

Dans un deuxième temps, l’analyse de l’erreur de dispersion numérique de la méthode

49
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utilisée est effectuée à travers des cas de test analytiques, notamment l’équation de Helm-

holtz (1.8a) sous sa forme scalaire. Enfin, les résultats obtenus sont comparés avec les

solutions exactes d’une part, et la méthode de Galerkin continue (CG-FEM) d’autre part.

Ainsi, les performances et les avantages potentiels de la méthode sont évalués.

2.2 Méthodes à pénalité intérieure

Dans cette section, nous présentons une description général du problème considéré ;

toutes les notations et définitions nécessaire pour la formulation de la méthode à pénalité

intérieure (IPDG). Ensuite, la formulation variationnelle de la méthode est décrite en une

dimension, puis en dimensions supérieurs.

2.2.1 Description général du problème

Afin de simplifier les développements mathématiques et introduire l’analyse de pro-

pagation d’ondes guidées dans les plaques et les cylindres, il est important d’étudier

les vibrations dans les barres et les membranes minces. Ces dernières présentent l’avan-

tage d’une propagation d’onde non-dispersive, ce qui permettra de valider la méthode

et d’analyser ses propriétés : dispersion numérique intrinsèque et performances. Ces

exemples sont applicables aux ondes SH dans les milieux isotropes (section (1.2)) et les

ondes longitudinales dans les cylindres minces. Ces cas d’étude sont régies par le pro-

blème elliptique général défini tel que :

∇ · (C∇u) + k2u = f sur I , (2.1a)

u = gD sur SD, (2.1b)

(C∇u).n = gN sur SN , (2.1c)

où k exprime le nombre d’onde de l’équation d’Helmholtz, u est le déplacement. C est

une matrice de coefficients variables ou constants du milieu. n est le vecteur normal

sortant, f est le terme de forces externes. gD et gN représentent les conditions aux limites

de Dirichlet et de Neumann respectivement, sur les frontières (SD, SN) ∈ ∂I . Cette

équation permet de modéliser également le problème élastodynamique (1.5) (voir [85]).

Cependant, nous nous limitons dans ce chapitre au cas scalaire. Dans ce qui suit, nous

nous intéressons au problème (2.1) avec des conditions aux limites libres (gN = 0, gD = ∅).

2.2.2 Discrétisation en une dimension

Contrairement à la formulation de Galerkin continue (section(1.3)) qui consiste en

l’intégration sur tout le domaine puis la discrétisation, la formulation discontinue est une

formulation locale. La solution est recherchée dans chaque élément séparément.
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2.2.2.1 Définitions et notations

Considérons le problème défini en (2.1) en une dimension de l’espace x. Comme le

montre la figure (2.1), le domaine unidimensionnel I = [a, b] est maillé en un nombre

fini de n éléments Ej = [xj, xj+1], où j = 0, .., n − 1 est l’indexe de l’élément. Le maillage

est autorisé à être non-uniforme (éléments de tailles et d’ordres différents). On définit la

taille de chaque élément par hj = xj+1 − xj et hmax(j) = max(hj−1, hj).

Figure 2.1 – Maillage d’un domaine unidimensionnel I .

Les fonctions de forme discontinues sont définies uniquement à l’intérieur de l’élément

(voir figure (1.12)). Soit Dp l’espace des fonctions de test v(x) discontinues par morceaux

sur le maillage I ≃ Ih = ∪jEj tel que :

Dp(Ih) = {v : v |Ej∈ Pp(Ej) ∀j = 1, .., n − 1},

où Pp(Ej) est l’espace des polynômes d’interpolation d’ordre p sur Ej. De ce fait, il est

judicieux de noter que pour v |Ej , on écrit :

v(xj) = v(x+j ) = lim
δ→0
δ>0

v(xj + δ),

v(xj+1) = v(x−j+1) = lim
δ→0
δ>0

v(xj+1 − δ).

Pour cette raison, un traitement de la discontinuité inter-éléments est nécessaire afin

de compléter la discrétisation. Les valeurs aux frontières sont calculées en fonction des

deux valeurs disponibles à travers un flux numérique. Dans le but d’établir ce flux, il

est nécessaire de définir le saut J•K et la moyenne {{•}} à l’interface entre deux éléments

voisins :

J•K = (• |L)− (• |R),
{{•}} = cL(• |L) + cR(• |R),

(2.2)

où cL et cR sont les coefficients de la moyenne, de l’élément à gauche (L, Left) et à droit (R,

Right) de l’interface considérée, respectivement. La définition de la moyenne est générale.

Néanmoins, dans ce travail, nous nous limitons au cas particulier où cL = cR = 1
2 .

Par convention, cette définition (2.2) est étendue pour les frontières du domaine de

calcul (x0, xn) :

J (•) (x0)K = −(•)(x+0 ), {{ (•) (x0)}} = +(•)(x+0 ),

J (•) (xn)K = +(•)(x−n ), {{ (•) (xn)}} = +(•)(x−n ).
(2.3)
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2.2.2.2 Formulation variationnelle

Au moyen de la méthode des résidus pondérés, en multipliant l’équation (2.1-a) par

une fonction de test discontinue v(x) et en intégrant le résultat sur chaque élément Ej, la

forme intégrale forte élémentaire est obtenue :

∫ xj+1

xj

(
∂

∂x

(
C(x)

∂u(x)
∂x

)
+ k2u(x)

)
v(x)dx =

∫ xj+1

xj

f (x)v(x)dx. (2.4)

La méthode IPDG consiste en l’intégration par parties du Laplacien, puis en la somme

sur tous les éléments. Ensuite, des termes de stabilisations sont alors rajoutés à la for-

mulation. Le premier et le deuxième terme correspondent au flux numérique résultant

de l’intégration par parties. Le troisième et le quatrième terme sont des fonctions de pé-

nalisation permettant d’imposer une continuité faible de la solution numérique et de ses

dérivées. La formulation variationnelle correspondante au problème (2.1) est définie tel

que [184] : chercher u ∈ Dp(Ih) :

∀v ∈ Dp(Ih), aǫ(u, v) = L(v), (2.5)

où la forme bilinéaire aǫ(u, v) et la forme linéaire L(v) sont définies telles que :

aǫ(u, v) =
n−1

∑
j=0

∫ xj+1

xj

(
C(x)

∂u(x)
∂x

∂v(x)
∂x

dx − k2u(x)v(x)dx
)

−
n

∑
j=0

{{
C(x)

∂u(xj)

∂x

}}
Jv(xj)K+ ǫ

n

∑
j=0

{{
C(x)

∂v(xj)

∂x

}}
Ju(xj)K

+
n

∑
j=0

α

hmax(j)
Ju(xj)KJv(xj)K+

n−1

∑
j=1

γ

hmax(j)
J

∂u(xj)

∂x
KJ

∂v(xj)

∂x
K,

L(v) =
n−1

∑
j=0

∫ xj+1

xj

f (x)v(x)dx + BC,

(2.6)

où BC représente la contribution des conditions aux limites. Celles-ci seront détaillées

dans la suite de ce travail. ǫ, α et γ sont des nombres réels à ajuster, appelés facteurs de

pénalisation. En effet, il existe trois cas de ǫ dans la littérature [184] à savoir {−1; 0; +1}.

Dans chaque cas, une sous-méthode peut être identifiée : à pénalité intérieure symétrique

(SIPG), à pénalité intérieure incomplète (IIPG) et à pénalité intérieur non-symétrique

(NIPG), respectivement. Les détails de la mise au point sont omis ici. Néanmoins, une

analyse mathématique plus générale ainsi qu’une dérivation détaillée sont données en

annexe B.

Effectivement, le choix de ǫ a des répercussions sur les autres paramètres α et γ.

Ensemble, ils définissent le comportement de la méthode. Le tableau ci-dessous résume

les différentes variantes existantes dans la littérature et leur critère de stabilité.



2.2. Méthodes à pénalité intérieure 53

Méthode IPDG ǫ α γ p stable

Symétrique (SIPG) −1 ≫ 0 0 ≥ 1
√

Element global (GEM) −1 0 0 ≥ 1 ×
Incomplète (IIPG) 0 ≫ 0 − ≥ 1

√

Non-symétrique (NIPG) 1 > 1 0 ≥ 1
√

Non-symétrique zéro (NIPG 0) 1 0 0 ≥ 2
√

Table 2.1 – Dérivations de la méthode IPDG et conditions de stabilité.

En fait, lorsque ǫ = α = γ = 0, la solution n’est ni convergente ni stable. De plus,

l’existence et l’unicité de la solution ne peuvent être prouvées. Quant aux autres variantes,

l’existence et l’unicité de la solution sont démontrées [184]. Par conséquent, l’ajustement

des paramètres de pénalisation α et γ nécessite une étude poussée. Plusieurs expressions

ont été développées pour différentes formes de maillages en 1, 2 et 3 dimensions. Une

étude comparative et une analyse approfondie de leur influence dans le contexte des

problèmes aux valeurs propres est effectuée en annexe C.

Remarque : Il est à noter que la variante symétrique reste la plus avantageuse par rapport aux

autres configurations grâce à sa matrice globale définie positive permettant d’utiliser des solveurs

plus rapide (par exemples : méthode du gradient conjugué, pré-conditionnement factorisation de

Cholesky, etc.). Quant aux autres variantes, elles nécessitent des solveurs pour des matrices non-

symétriques et qui sont généralement plus lents (par exemple : méthode GMRES).

2.2.2.3 Conditions aux limites

Dans le cas de la DG-FEM, l’implémentation des Conditions Aux Limites (CAL) (2.1-

b)-(2.1-c) est une tâche difficile. La seule information échangée entre les éléments voisins

est la valeur du flux numérique à l’interface commune. Cette liaison est donc la clé de

leur mise en œuvre. Deux méthodes de traitements des conditions aux limites peuvent

être utilisées : l’imposition faible ou forte.

L’approche générale est de traiter les CAL de type Dirichlet faiblement. Autrement

dit, leur intégration sur le bord d’un élément peut être effectuée par l’imposition d’un état

externe, ce qui est pris en compte dans l’évaluation du flux numérique correspondant. De

ce fait, la condition à la limite est dite appliquée sous une forme faible, de sorte que la

solution numérique à l’interface approche l’état externe. L’erreur devrait tendre vers zéro

soit par raffinement de maillage (raffinement-h) ou en augmentant le degré de l’espace

polynômial de la solution numérique (raffinement-p). En revanche, une imposition forte

est possible mais elle est rarement utilisée.

La forme bilinéaire aǫ(u, v) peut être modifiée pour tenir en compte des CAL de type

Dirichlet. Les deux expressions de pénalité impliquant le saut et la moyenne vont engen-
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drer des contributions dans la partie gauche aǫ(u, v) et droite L(v). L’expression de BC

devient :

BC =−
(

ǫ C(a)
∂v(x+0 )

∂x
− α

hmax(0)
v(x+0 )

)
u(a)

+

(
ǫ C(b)

∂v(x−n )
∂x

+
α

hmax(n)
v(x+n )

)
u(b).

(2.7)

La particularité des CAL de type Neumann réside dans le fait qu’elles satisfont direc-

tement l’intégrale sur les frontières. Le saut et la moyenne impliquant u et ∂u sont nuls.

Par conséquent, ils n’ajoutent aucune contribution à la forme bilinéaire. Ainsi, le terme de

cette intégrale peut être déplacé directement à la partie droite tel que :

BC =
∫

∂Ih

C(x)
∂u(x)

∂x
v(x)dx =

[
C(x)

∂u(x)
∂x

v(x)
]b

a
. (2.8)

2.2.3 Discrétisation en dimensions supérieures

L’extension de la formulation unidimensionnelle précédente en dimensions supérieurs

est directe et ne nécessite que des changement mineurs. Bien que l’étude se focalise dans

la suite de ce travail sur les problèmes en deux dimensions, la formulation donnée reste

identique pour les problèmes tridimensionnels.

2.2.3.1 Définitions et notations

Soit un domaine I dans Rd, d = 2, 3. Comme montré sur la figure (2.2), le domaine

de calcul Ih est un maillage de I composé d’un ensemble d’éléments arbitraires E ∈ Ih.

Les frontières externes ∂I sont composées de deux segments (SD) et (SN) indépendants.

Ceux-ci correspondent aux conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann, respecti-

vement. n est un vecteur normal sortant. Chaque élément E possède des limites uniques

∂E, composées d’éléments de frontières orientés positivement, dans un sens antihoraire.

Ces bords ont chacun un vecteur normal unitaire sortant nE.

Figure 2.2 – Maillage arbitraire d’un domaine de géométrie arbitraire bidimensionnel (2D).
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Γh désigne l’ensemble des frontières internes Γ ∈ ∂E partagées entre deux éléments,

avec nΓ leur vecteur normal correspondant. Subséquemment, ΓD et ΓN représentent les

frontières externes qui coïncident avec SD et SN , respectivement. Par ailleurs, les même

définitions de l’espace Pp(E), du saut et de la moyenne (2.2) sont maintenues.

2.2.3.2 Formulation variationnelle

À l’aide de la méthode des résidus pondérés, en multipliant (2.1-a) par une fonction de

test discontinue {v(x); x = (x1, x2, x3) ∈ Ej} et en intégrant le résultat sur un élément, la

forme intégrale forte élémentaire est obtenue. Ensuite, en intégrant par parties l’opérateur

Laplacien, on obtient la forme intégrale élémentaire faible :
∫

E

(
C∇u · ∇v − k2 uv

)
dx −

∮

∂E
(∇u · nE v)ds =

∫

E
f v dx (2.9)

En faisant la somme sur tous les éléments et en introduisant les termes de stabilisa-

tions, le schéma général IPDG est obtenu. Il s’écrit : chercher u ∈ Dp(Ih),

∀v ∈ Dp(Ih), aǫ(u, v) = L(v), (2.10)

où la forme bilinéaire aǫ(u, v) et la forme linéaire L(v) sont respectivement définies telles

que :

aǫ(u, v) = ∑
E∈Ih

∫

E

(
C∇u.∇v − k2 uv

)
dx − ∑

Γ∈Γh∪ΓD

∫

Γ
{{C∇u.nΓ}} JvK ds

+ ǫ ∑
Γ∈Γh∪ΓD

∫

Γ
{{C∇v.nΓ}} JuK ds + ∑

Γ∈Γh∪ΓD

∫

Γ

α

|eΓ|β0
JuKJvK ds

+ ∑
Γ∈Γh

∫

Γ

γ

|eΓ|β1
J∇u.nΓKJ∇v.nΓK ds,

L(v) = ∑
E∈Ih

∫

E
f v dx − ∑

Γ∈ΓD

∫

Γ

(
ǫ C∇v.nΓ −

α

|eΓ|β0
v
)

gD ds + ∑
Γ∈ΓN

∫

Γ
gNv ds.

(2.11)

α, γ et σ sont les paramètres de pénalisation. β0 et β1 sont des nombres positifs dépendant

de la dimension d. La variable |eΓ| est la dimension caractéristique de la frontière Γ (lon-

gueur du bord en 2D et surface de l’élément en 3D). Tous ces paramètres sont détaillés en

annexe B.

2.2.4 Implémentation de la formulation discontinue

Dans ce travail, l’implémentation de la formulation discontinue est effectuée à l’aide

des approximations nodales, en particulier les éléments de types Lagrange. Le calcul du

système linéaire est effectué pour le cas de conditions aux limites libres (gN = 0, gD = ∅,

un ensemble vide) et de C = 1, i.e. problème aux valeurs propres. La mise en œvre est

réalisée sous le logiciel MATLAB. Toutefois les procédures présentées restent applicables

dans les librairies d’éléments finis (ex. Fenics-Project [207]) et aux langages de program-

mation classiques. Le logiciel GMSH [208, 209] est utilisé pour la CAO (Conception As-

sistée par Ordinateur) et la génération des différents maillages.
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2.2.4.1 Organisation générale des calculs

Lors de la mise en œvre de la méthode DG en général, il faut calculer des intégrales

de volume (tels que les éléments 1D, les triangles ou les rectangles en 2D, tétraèdres ou

hexaèdres en 3D) et de surface pour l’évaluation du flux aux frontières. Ces dernières

ne peuvent pas être calculées directement et nécessitent des transformations pour simpli-

fier le traitement. Afin de simplifier la discrétisation, l’algorithme d’implémentation est

montré sur la figure (2.3) .

Figure 2.3 – Structure d’implémentation de la méthode DG.

Cette section résume la formulation sous forme matricielle de façon générale. Toute-

fois, nous nous concentrions sur la discrétisation 2D basée sur des quadrangles et des

triangles. Il convient de souligner que tout autre type d’élément pourrait être utilisé. Les

détails sont donnés en annexe B.

2.2.4.2 Présentation matricielle

Afin de construire le système algébrique, la discrétisation de la forme bilinéaire (2.11)

est réalisée par le biais de l’approximation nodale. La solution globale est considérée

comme la concaténation des solutions élémentaires due à la nature discontinue de la

formulation [183] :

u(x) =
n−1⊕

j=0

u(j)(x). (2.12)

Dans chaque élément Ej, la solution est approchée par une solution numérique expri-

mée par une interpolation nodale :

u(j)(x) =
Nddl

∑
l=1

Pl(x)U
(j)
l = PŨ(j), (2.13)

appartenant au même espace Pp(Ej) que v = PT. Nddl est le nombre de degrés de liberté

de l’élément considéré. {Pl(x), l = 1, 2, ..., Nddl} sont les polynômes d’interpolation d’ordre
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p correspondants. Ũ(j) est le vecteur des variables nodales de l’élément Ej correspondant

au champ u.

En substituant u par son approximation (2.13) dans (2.6)-(2.11) et en calculant pour

tous les éléments, le système algébrique globale est obtenu :

[A]{Ũ} = {F}. (2.14)

où [A] est la matrice bilinéaire globale. {Ũ} est le vecteur global des valeurs nodales

généralisées. {F} est le vecteur d’excitation.

En tenant compte des conditions aux limites libres ({F} = 0), le système devient un

problème aux valeurs propres tel que :
(
[AK] + [AE]− k2[AM]

)
{Ũ} = 0, (2.15)

où {Ũ} est le vecteur global des valeurs nodales généralisées des déplacements. [AK],

[AE] et [AM] sont les matrices globales de rigidité, de flux et de masse, respectivement.

Elle sont exprimées comme suit :

[AK] =
n−1

∑
j=0

∫

Ej

∇PT∇P dx,

[AM] =
n−1

∑
j=0

∫

Ej

PTP dx,

(2.16)

Notons que [AK,M,E] sont des matrices carrées complexes partitionnées en blocs de taille

{(m×m), m = n × Nddl}.

En revanche, les matrices du flux internes correspondant aux intégrales sur un bord

Γ ∈ Γh, impliquent deux éléments voisins (E1 et E2). Ainsi, en substituant par les défini-

tions du saut et de la moyenne (2.2), on obtient :

[AE] = ∑
Γ∈Γh

∫

Γ
([T11] + [T12] + [T21] + [T22])ds, (2.17)

avec :

[T11] = −1
2

PT
1 (∇P1.nΓ) +

ǫ

2

(
∇PT

1 .nΓ

)
P1 +

α

|eΓ|β0
PT

1 P1 +
γ

|eΓ|β1

(
∇PT

1 .nΓ

)
(∇P1.nΓ) ,

[T22] = +
1
2

PT
2 (∇P2.nΓ)−

ǫ

2

(
∇PT

2 .nΓ

)
P2 +

α

|eΓ|β0
PT

2 P2 +
γ

|eΓ|β1

(
∇PT

2 .nΓ

)
(∇P2.nΓ) ,

[T21] = +
1
2

PT
2 (∇P1.nΓ) +

ǫ

2

(
∇PT

2 .nΓ

)
P1 −

α

|eΓ|β0
PT

2 P1 −
γ

|eΓ|β1

(
∇PT

2 .nΓ

)
(∇P1.nΓ) ,

[T12] = −1
2

PT
1 (∇P2.nΓ)−

ǫ

2

(
∇PT

1 .nΓ

)
P2 −

α

|eΓ|β0
PT

1 P2 −
γ

|eΓ|β1

(
∇PT

1 .nΓ

)
(∇P2.nΓ) .
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En analysant ces termes, on peut clairement voir que [T11] et [T22] correspondent à l’in-

teraction des fonctions locales avec eux mêmes sur l’élément E1 et E2, respectivement. Les

matrices [T12] et [T21] assurent le couplage entre les deux éléments. Ainsi, ces dernières

s’écrivent : (
[T11] [T12]

[T21] [T22]

)(
Ũ(E1)

Ũ(E2)

)
. (2.18)

Enfin, en employant les transformations affines vers des éléments de références (voir

annexe B), les intégrales élémentaires de (2.16)-(2.17) sont exprimées telles que :

[Ke] =
∫

Ere f

(
[j]∇PT(ξ, η)

)
([j]∇P(ξ, η)) |J(ξ, η)| dξ dη,

[Me] =
∫

Ere f

PT(ξ, η)P(ξ, η) |J(ξ, η)| dξ dη,

[Te] =
∫

t
T(i,j)=1,2 |Jc(t)| dt.

(2.19)

L’évaluation de ces intégrales est effectuée par la quadrature de Gauss [210]. L’assem-

blage de ces contributions permet de construire le système algébrique globale (2.15).

2.2.4.3 Avantages et inconvénients du système algébrique

Comme discuté dans la section (1.4), la formulation locale de la méthode DG offre

plusieurs avantages par rapport à la méthode classique : grande flexibilité géométrique,

utilisation des éléments arbitraire, etc. Toutefois, elle conduit à un dédoublement de

degrés de liberté.

L’utilisation de polynômes d’ordres supérieurs permet de palier à ce problème et

d’améliorer la précision. En ce qui concerne l’implémentation, le système discontinu pos-

sède d’autres aspects très intéressants. Le système algébrique (2.15) est constitué de ma-

trices carrées partitionnées en blocs de tailles (m×m) avec m = n × Nddl . Cette forme

permet d’une part, des opérations d’assemblage des matrices de rigidités et de flux plus

rapides. D’autre part, elle permet d’avoir une matrice de masse diagonale par blocs (2.20).

Ainsi, elle est inversible à faibles coûts - son inverse est la matrice diagonale par blocs

constituée des inverses des matrices élémentaires :

[AM]−1 =




[M0] 0 · · · 0

0 [M1] · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · [Mn−1]




−1

=




[M−1
0 ] 0 · · · 0

0 [M−1
1 ] · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · [M−1
n−1]




(2.20)
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Ces matrices élémentaires inverses peuvent être calculées indépendamment et multi-

pliées directement pour construire la matrice de rigidité dynamique [Ag] = [AM]−1[AK].

Par conséquent, l’assemblage de la matrice de masse est inutile. De plus, la matrice [Ag]

conserve toujours sa forme de bloc-tridiagonale. Ainsi, le problème aux valeurs propres

est réduit de la forme généralisée à une forme standard. Cette transformation, dans le cas

des problèmes de grandes tailles (Nddl >>), peut conduire à un gain important en temps

de calcul. Enfin, le problème sous forme standard s’écrit :

(
[Ag]− k2[I]

)
{U} = 0, (2.21)

où [I] est la matrice identité d’ordre m.

Par ailleurs, il est bien connu que l’extraction des valeurs propres est le problème le

plus onéreux en temps et en ressources informatiques même pour un problème standard.

Cependant, le système discontinu (2.21) est encore plus intéressant grâce à sa forme tri-

diagonale par blocs pour laquelle il existe dans la littérature de nombreuses méthodes

d’extraction modale performantes basées sur la technique algorithmique "Diviser pour ré-

gner" [211, 212]. Cette nouvelle génération d’algorithmes efficaces et adaptés pour une

exécution parallèle, opèrent sur plusieurs portions/blocs à la fois au lieu de scalaires.

Ils utilisent des techniques de décomposition et de multiplication par blocs (bloc LU,

bloc QR, bloc Arnoldi, Cholskey, Multiplication Strassen, etc.). Par conséquent, ils né-

cessitent à la fois moins d’opérations et moins de stockage (voir Algorithme de blocs

[213, 214, 215, 216, 217]). En outre, leur gain augmente en fonction de la taille des blocs,

ce qui est en parfaite adéquation avec la solution recherchée. En augmentant la taille des

matrices locales, donc l’ordre polynomiale p, on réduit le nombre de blocs dans la matrice

globale et par conséquent on diminue le nombre d’opérations. Cette stratégie permet un

gain double en temps de calculs/demande en mémoire et en précision.

2.3 Résultats numériques et validations

Afin de valider la méthode IPDG pour les problèmes aux valeurs propres, deux pro-

blèmes classiques sont considérés. Tout d’abord, les vibrations longitudinales d’une barre

mince libre (en 1D) sont analysées. Ensuite, un exemple de vibration d’une membrane

(en 2D) libre est montré. Les solutions numériques sont comparées aux valeurs exactes

afin d’étudier les propriétés de convergence ainsi que la précision de la méthode.

L’analyse est effectuée en utilisant des approximations d’ordre faible (p = 1) pour les

deux méthodes : Galerkin continue et discontinue. Ceci, afin de comparer les résultats et

identifier les avantages potentiels de la méthode de Galerkin discontinue.
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2.3.1 Ondes longitudinales dans une barre mince

On considère une barre de section arbitraire uniforme le long de l’axe de propagation,

de longueur L et libre de toutes forces externes comme le montre la figure (2.4).

L 

x
x
0

x
L

u(x,t)	

Figure 2.4 – Barre à section transversale uniforme dans l’axe de propagation x.

Dans le cas de déformations planes et d’une section transversale de dimension ca-

ractéristique très petite par rapport à la longueur de la structure, les ondes de traction-

compression dans l’axe de propagation x sont gouvernées par l’équation d’onde (1.1) sous

forme scalaire [38, 80] :

∂2u
∂t2 = c2

L
∂2u
∂x2 . (2.22)

En régime harmonique u(x, t) = U(x)e−iωt et en tenant compte des conditions aux

limites libres, le problème devient sous la forme (2.1) avec C = 1, f = 0 et ∂xu(x)|∂I = 0.

Le système est défini sur le domaine unidimensionnel I = [a, b] et ses limites ∂I = (a, b).

Le nombre d’onde devient k = ω/cL, où cL =
√

E
ρ est la vitesse de propagation des ondes

longitudinales, E est le module de Young et ρ est la masse volumique.

Dans le cas présent, il existe une solution analytique correspondant à une infinité

de modes de vibration (Uex, kex : déformées modales et fréquences naturelles correspon-

dantes où l’exposant ex désigne solution exacte) tel que [38, 80] :





Uex
m (x) = Am cos(kmx), mode propre m ∈ N

kex
m =

mπ

L
, nombre d’onde correspondant.

(2.23)

Am sont des coefficients d’amplitudes arbitraires. Toutes les solutions kex sont des nombres

réels positifs. La première fréquence correspond à un mouvement de corps rigide de la

barre (k = 0, Uex
1 (x) = cte). La deuxième fréquence représente le mode fondamental de

traction-compression. Les modes d’ordres supérieurs sont des multiples de cette dernière

fréquence [83].
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2.3.1.1 Problème aux valeurs propres discrétisé

Le problème aux valeurs propres discrétisé (2.15) correspondant, en une dimension,

s’écrit sous la forme généralisée suivante :
(
[AKE]− λ[AM]

)
{U} = 0, (2.24)

où λ = k2 est un scalaire réel positif. [AKE] = [AK] + [AE] et [AM] sont de taille (m×m)

avec m = n ∗ (p + 1). En conséquence, ce système de m équations linéaires admet m

solutions non triviales Ui(i = 1, 2, ..., m) vérifiant :
(
[AKE]− λi[AM]

)
{U}i = 0, (2.25)

où les grandeurs λi = k2
i (i = 1, 2, ..., m) sont les racines de l’équation algébrique :

det
(
[AKE]− λ[AM]

)
= 0, (2.26)

2.3.2 Résultats numériques 1D

On considère une barre de longueur L = 60. Le domaine est maillé en n éléments

linéaires de Lagrange à 2 nœuds (p = 1) de même taille h. La discrétisation est effectuée

par les deux formulations de Galerkin continue et discontinue pour obtenir un problème

de taille fixe m = 300 ; ce qui implique : nCG = 299 et nCG = 150. Les dérivations IPDG

(Symétrique, Non-symétrique et Incomplète) sont utilisées avec des facteurs de pénalisa-

tion α = 3 > 0 et γ = 0 de manière à garantir la stabilité. Tous les résultats présentés dans

ce qui suit ont été obtenus en utilisant MATLAB.

2.3.2.1 Comparaison des formulations continue et discontinue

La figure (2.5) montre les déformées modales continues (CG-FEM) et discontinues

(IIPG) ainsi que les nombres d’onde correspondants pour les six premiers modes

{(Ui, ki), i = 1, 2, .., 6}. Les amplitudes de chaque mode sont normalisées par rapport

au maximum. Pour la méthode de Galerkin discontinue, chaque élément est tracé indé-

pendamment de l’autre, en couleurs différentes avec des points indiquant le degré de

liberté de l’élément considéré.

Les résultats obtenus des deux formulations sont en très bon accord. Ceci constitue

une première validation de la méthode.

2.3.2.2 Évaluation de l’erreur et des taux de convergence

Le tableau (2.2) présente l’erreur de dispersion sur les nombres d’onde, ainsi que la

norme L2 de l’erreur pour les six premiers modes {(Ui, ki), i = 1, .., 6}. Elles sont définies

par [218] :
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(a) Solutions continues :
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(b) Solutions discontinues :
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Figure 2.5 – Les premiers 6 modes propres et nombres d’ondes obtenus de : (a) la formulation continue et
(b) discontinue (IIPG avec α = 3 et γ = 0), respectivement.
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1. Erreur de dispersion sur le nombre d’onde ki :

Ek = |kex − knum|; (2.27)

2. Norme L2 de l’erreur sur la déformée modale Ui :

‖Eh‖L2 =

√√√√
n

∑
j=0

(
Uex(xj)− Unum(xj)

)2. (2.28)

Le taux de convergence de chaque méthode (voir section (1.4), la vitesse à laquelle la

solution converge (ou l’erreur diminue) en fonction de la taille du maillage h, est calculé

pour les modes propres et leurs nombres d’ondes correspondants. Le tableau (2.3) montre

ces taux de convergence dans la norme L2 des fonctions propres et le taux de convergence

des valeurs propres pour n = 150 et n ∗ 2 = 300 correspondant à h et h/2, respectivement.

L’erreur est définie telle que [218, 167] :

E(h) = Chβ, (2.29)

où :

β =
1

ln(2)
ln
( E|h
E|h/2

)

est l’ordre de précision de la méthode en espace.

Méthode SIPG NIPG IIPG

mode i Erreur sur le nombre d’onde Ek

1 8,38E-08 5,79E-08 8,38E-08

2 9,57E-07 1,40E-11 3,19E-07

3 7,65E-06 4,48E-10 2,55E-06

4 2,58E-05 3,40E-09 8,61E-06

5 6,12E-05 1,43E-08 2,04E-05

6 1,19E-04 4,37E-08 3,99E-05

SIPG NIPG IIPG

Norme L2 de l’erreur ‖Eh(Ui)‖L2

1,32E-11 1,51E-11 1,62E-11

4,69E-06 2,34E-06 3,13E-06

3,75E-05 1,88E-05 2,50E-05

1,27E-04 6,33E-05 8,44E-05

3,00E-04 1,50E-04 2,00E-04

5,85E-04 2,93E-04 3,90E-04

Table 2.2 – L’erreur Ek et la norme L2 de l’erreur ‖Eh(Ui)‖L2 pour les 6 premières solutions (Ui, ki)

obtenues de la résolution du problème (2.15) avec α = 3/h, γ = 0 et N = 150 éléments.

Tout d’abord, à partir des tableaux (2.2) et (2.3), les résultats des trois méthodes IPDG

montrent un excellent accord avec les solutions analytiques. En particulier, la méthode

symétrique (SIPG) et incomplète (IIPG) fournissent une approximation du second-ordre

de précision sur le nombre d’onde, tandis que la dérivation non-symétrique (NIPG)

fournit une approximation du quatrième ordre. Par ailleurs, le taux de convergence dans

la norme L2 des fonctions propres est le même pour toute la famille d’IPDG.

Afin de s’assurer de la complétude du spectre des valeurs propres (convergence de

toutes les solutions) et vérifier le comportement dispersif des méthodes, l’erreur est véri-

fiée pour le spectre entier des différentes dérivations : CG et IPDG. La figure (2.6) montre
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l’erreur relative absolue en (%) sur les nombres d’onde en fonction des nombres d’onde

exactes en échelle linéaire et logarithmique. Cette dernière représente également les taux

de convergence pour le raffinement du maillage de n = 150 à 300 éléments linéaires.

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Nombre d'onde k
ex

0

5

10

15

20

25

E
rr

e
u
r 

d
e
 d

is
p
e
rs

io
n
 r

e
la

ti
v
e
 (

%
) CG

SIPG

IIPG

NIPG

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

Log( k
ex

 )

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

L
o

g
( 

E
k
 )

CG

SIPG

IIPG

NIPG

4.00

2.00

Figure 2.6 – Évolution de l’erreur de dispersion relative absolue (%) sur les nombres d’onde (Ek =

100 |kex−knum |
kex

) en échelle linéaire et logarithmique avec les taux de convergence pour un raffinement de
maillage uniforme linéaire (p = 1) de n = 150 et 300.

En conséquence, nous observons généralement un comportement de dispersion simi-

laire pour toutes les méthodes. Les approximations DG fournissent un spectre complet

et exempte de modes complexes parasites. Les méthodes CG, SIPG et IIPG présentent

un même taux de convergence β = 2. La dérivation NIPG présente effectivement une

meilleure précision pour (kex ≤ 8) avec β = 4. Ceci constitue une validation claire de

la méthode IPDG en générale et démontre son applicabilité aux problèmes aux valeurs

propres en particulier.

Méthode SIPG NIPG IIPG

mode i Taux de convergence β(k)

1 0,3779 1,6543 0,0894

2 1,9999 4,7580 2,0000

3 1,9997 4,0055 2,0000

4 1,9993 4,0010 1,9999

5 1,9988 4,0000 1,9999

6 1,9982 3,9999 1,9998

SIPG NIPG IIPG

Taux de convergence β(U)

2,6635 3,9869 6,4006

2,4999 2,5000 2,4999

2,4997 2,4998 2,4998

2,4993 2,4996 2,4995

2,4987 2,4994 2,4992

2,4980 2,4990 2,4987

Table 2.3 – Taux de convergence des méthodes IPDG pour les 6 premières solutions (Ui, ki) dans un
maillage uniforme de taille h et h/2.
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2.3.2.3 Analyse des résultats

L’analyse effectuée dans cette section a pour objectif, d’un côté, de répondre à la

question d’applicabilité des méthodes IPDG pour les calculs des valeurs et des vecteurs

propres d’un problème elliptique. D’autre côté, cette étude permet de comparer les résul-

tats des méthodes DG et de la méthode CG afin d’identifier les avantages potentiels dans

de telles applications.

Suivant la même analyse que Antonietti et al. [219] et en se basant sur les résultats

numériques, il a été démontré que les méthodes IPDG fournissent une solution spectrale

correcte, exempte de modes parasites et vérifiant les propriétés suivantes :

(1) La non-pollution du spectre : il n’y a pas des valeurs propres complexes parasites.

(2) La complétude du spectre : toutes les valeurs propres continues inférieures à une

grande valeur fixée sont calculées lorsque le maillage est suffisamment fin.

(3) La non-pollution et la complétude des espaces propres : il n’y a pas de fonctions propres

(vecteurs) parasites et toutes les approximations des espaces propres ont la bonne

dimension.

Ces qualités sont garanties pour des facteurs de pénalité vérifiant les conditions de stabi-

lité et de convergence de chaque méthode.

La nature locale de la méthode DG possède des avantages et des inconvénients. Entre

autres, le dédoublement de degrés de liberté génère des coûts de calculs supplémen-

taires. Cependant, la méthode discontinue fournit des résultats plus précis. Rappelons

que l’exemple montré traite un problème de taille fixe m = 300 avec nCG = 299 pour

la méthode continue et nCG = 150 pour la méthode discontinue. Le nombre d’éléments

nDG est égale à peu près la moitié du nombre d’éléments en formulation CG, et permet

d’obtenir une précision du même ordre, voir supérieure. Ainsi, la méthode discontinue

présente moins de temps de calculs des matrices élémentaires et d’assemblage que la CG.

En accord avec les résultats prédits et démontrés par Antonietti et al. [219], des taux de

convergence de β = 2 ont été obtenus pour les dérivations symétrique et non-symétrique.

En revanche, une convergence optimale de β = 4 est obtenue pour la dérivation incom-

plète. Ainsi, un degré polynomial et des taux d’échantillonnage faibles permettent d’ob-

tenir une meilleure convergence et une précision élevée.

2.3.2.4 Conclusion

Les résultats obtenus sont en excellent accord avec ceux trouvés dans la littérature.

Ceci constitue une première validation pour les problèmes unidimensionnels, qui est la

première étape essentielle pour les développements suivants, en particulier le modèle

semi-analytique éléments finis 1D. Par ailleurs, une analyse complémentaire est nécessaire

en deux dimensions et fera l’objet de la suite de cette section.
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2.3.3 Vibration d’une membrane libre

Une membrane peut être considérée comme une plaque très mince et parfaitement

flexible ; équivalente aux barres minces en deux dimensions. On considère donc une

membrane de géométrie arbitraire et de bords libres, comme illustré sur la figure (2.7).

☐
 

x
2 

x
1 

n

I

I = (SN =0)      (SD =Ø)∂ ∪

x
3 

Figure 2.7 – Membrane occupant un domaine I ∈ R2 de frontière ∂I libre.

Dans le cas de petites déformations, de masse uniformément répartie et de déplace-

ments perpendiculaires au plan (x1, x2), la vibration suivant l’axe x3 est gouvernée par

l’équation d’onde du second-ordre scalaire (2.22) bidimensionnelle. En régime harmo-

nique, le problème se réduit à l’équation (2.1-a) avec C = 1, définie sur I ∈ R2 avec
∂U(x1,x2)

∂n = 0 sur ∂I . k représente également le nombre d’onde. n est un vecteur normal

sortant.

Afin de simplifier les calculs analytiques, on considère le cas d’un domaine de géomé-

trie rectangulaire [0, π]× [0, π]. Les solutions analytiques correspondantes sont [38] :





Uex
mn(x1, x2) = Amn cos(m x1) cos(n x2), (m, n) ∈ N

kex
mn =

√
m2 + n2,

(2.30)

où Uex sont les modes propres et kex sont les nombres d’ondes correspondants. Toutes les

solutions kex sont des nombres réels positifs. La première fréquence du mouvement du

corps rigide est nulle (k = 0) et son mode propre Uex
(0,0) = Cte. À partir de l’équation (2.30),

les modes possèdent une multiplicité double et le système est également non-dispersif.

2.3.4 Résultats numériques 2D

Le domaine I est maillé en n éléments de Lagrange rectangulaire uniforme, triangu-

laire régulier et irrégulier, comme le montre la figure (2.8). Toutes les simulations ont été

réalisées avec des éléments du premier ordre (p = 1).

L’erreur de dispersion de chaque méthode pour les valeurs propres est évaluée en

utilisant la même procédure que celle montrée dans la section précédente (2.3.2.2). Les

résultats obtenus des taux de convergence sont résumés dans le tableau (2.4) ci-dessous.
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Figure 2.8 – Maillages d’une membrane rectangulaire : rectangulaire uniforme, triangulaire régulier et
irrégulier.

Méthode SIPG NIPG IIPG

Maillage rectangulaire uniforme

Rate β(k) 2.00 4.00 2.00

Maillage triangulaire régulier

Rate β(k) 2.00 2.00 2.00

Maillage triangulaire irrégulier

Rate β(k) 2.00 2.00 2.00

Table 2.4 – Taux de convergence des méthodes IPDG (p = 1) pour les dix premières solutions propres ki

dans un maillage rectangulaire uniforme, triangulaire régulier et irrégulier pour deux différents maillages
avec h/2 et h/4.

2.3.4.1 Maillage rectangulaire uniforme

On considère un maillage rectangulaire uniforme, constitué de nquad = n × n éléments

quadrilatéraux. Les facteurs de pénalité (α = 3 > 0, γ = 0, β0 = β1 = 1) sont utilisés. La

variable |eΓ| correspond à la taille du maillage h.

Dans un premier temps, les résultats des deux formulations de Galerkin continue et

discontinue sont comparés. La figure (2.9) montre les déformées modales continues et

discontinues (SIPG) ainsi que les nombres d’onde correspondants pour les deux premiers

modes {(Ui, ki), i = 1, 2} en utilisant le même nombre d’éléments n = 8. Les amplitudes

de chaque mode sont normalisées.

Dans un deuxième temps, les résultats sont comparés avec les solutions analytiques

(2.30). Le tableau (2.5) montre l’erreur de dispersion sur les nombres d’onde des deux

formulations pour les dix premiers modes {(Ui, ki), i = 1, .., 10}. Un bon accord entre les

résultats des différentes formulations est constaté. Ceci constitue une deuxième validation

de la méthode en deux dimension.
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(a) Solutions continues :

k1 = 1.0129

0

1

2

3
3

2

1

0

1

-1

-0.5

0

0.5

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(b) Solutions discontinues :

k1 = 1.0126

0

1

2

30

1

2

3

0

-1

1

0.5

-0.5

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

k2 = 2.0258

0

1

2

3
3210

0.5

-0.5

0

-1

1

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

k2 = 2.0252

0

1

2

3
3

2
1

0

0.5

-0.5

-1

1

0

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figure 2.9 – Les premiers 2 modes propres et nombres d’onde obtenus de la formulation continue et discon-
tinue (SIPG) respectivement, en utilisant nquad = 16 éléments quadrilatéraux linéaires à 4 nœuds.

Méthode CG SIPG NIPG IIPG

kex
mn Erreur sur le nombre d’onde Ek

0.00 − − − −
1.00 6.43E-03 6.27E-03 3.07E-05 2.13E-03

1.00 6.43E-03 6.27E-03 3.07E-05 2.13E-03

1.41 9.10E-03 8.87E-03 4.33E-05 3.02E-03

2.00 5.17E-02 4.68E-02 1.05E-03 1.69E-02

2.00 5.17E-02 4.68E-02 1.05E-03 1.69E-02

2.24 4.92E-02 4.47E-02 9.50E-04 1.61E-02

2.24 4.92E-02 4.47E-02 9.50E-04 1.61E-02

2.83 7.31E-02 6.62E-02 1.48E-03 2.39E-02

3.00 1.75E-01 1.41E-01 7.91E-03 5.63E-02

Table 2.5 – Erreurs de dispersion sur les nombres d’ondes des différentes méthodes IPDG et CG pour les
dix premiers modes {ki, i = 1, .., 10} en utilisant 8 × 8 éléments quadrilatéraux.

En outre, l’erreur et la convergence sont évaluées pour des raffinements de maillage

successifs de n = 8, 16 et 32 correspondants à h/2, h/4 et h/8. Nous constatons que

pour les maillages rectangulaires uniformes, l’erreur de dispersion se comporte de la
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même manière que dans le cas unidimensionnel pour toutes les dérivations. Les taux de

convergence obtenus en tableau (2.4) : β(SIPG) = β(I IPG) = 2 et β(NIPG) = 4, sont

identiques à ceux du cas unidimensionnel du tableau (2.3). Ces résultats confirment ceux

montrés par Ainsworth et al. [220].

Enfin, toutes les méthodes IPDG fournissent une solution spectrale correcte tant que

les conditions de stabilité sont vérifiées. La multiplicité double est conservée dans les

solutions numériques et l’erreur correspondantes (voir tableau (2.5)). Les nombres d’onde

multiples sont approximés par une séquence de valeurs propres identiques.

2.3.4.2 Maillage triangulaire régulier et non régulier

Ensuite, on considère un maillage triangulaire régulier, puis non régulier. Les facteurs

de pénalisation (α = 6, γ = 0, β0 = β1 = 1) sont utilisés. La variable |eΓ| est consi-

dérée comme étant la moyenne des rayons du cercle circonscrit des triangles adjacents

|eΓ| = (R(E1) + R(E2))/2. L’implémentation et les simulations sont réalisées en Python

sur la plateforme Fenics-Project [207].

Le tableau (2.6) présente l’erreur de dispersion sur les nombres d’onde pour les

dix premiers modes {(Ui, ki), i = 1, .., 10}. Les solutions obtenues sont correctes et ne

contiennent pas des modes parasites. Les résultats des différentes méthodes, sur les deux

types de maillages, sont en bon accord. En revanche, les éléments triangulaires sont moins

précis que les éléments quadrilatéraux. De plus, la multiplicité double n’est pas conservée,

en particulier pour le maillage irrégulier ; une conséquence directe de la symétrie des

maillages.

Méthode CG SIPG NIPG IIPG

kex
mn Erreur sur le nombre d’onde Ek

0.00 − − − −
1.00 2.83E-03 1.93E-03 3.06E-04 9.06E-04

1.00 2.83E-03 1.93E-03 5.96E-04 9.06E-04

1.41 1.19E-02 6.28E-03 1.95E-03 3.40E-03

2.00 2.26E-02 1.51E-02 3.67E-03 7.23E-03

2.00 2.27E-02 1.52E-02 3.71E-03 7.26E-03

2.24 3.21E-02 1.77E-02 4.95E-03 8.38E-03

2.24 5.08E-02 2.80E-02 8.68E-03 1.58E-02

2.83 9.22E-02 4.69E-02 1.57E-02 2.62E-02

3.00 7.64E-02 4.94E-02 1.24E-02 2.43E-02

Table 2.6 – Erreurs de dispersion sur les nombres d’onde des différentes méthodes IPDG et CG pour les dix
premiers modes {ki, i = 1, .., 10} en utilisant un maillage triangulaire régulier de ntri = 288 éléments.
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La convergence montrée dans le tableau (2.4), est évaluée pour des raffinements de

maillage de h/2 et h/4, correspondants à : ntri = 72 et 4 ∗ ntri = 288 pour le maillage

régulier ; ntri = 112 et 4 ∗ ntri = 448 pour le maillage irrégulier. Les taux de convergences

sont identiques et aucune amélioration par rapport à la CG n’est observée. Ces conclusions

sont en bonne concordance avec ceux de la littérature [219, 183].

2.3.5 Conclusion

Dans cette section, l’applicabilité des méthodes IPDG pour le calcul des valeurs et des

vecteurs propres est vérifiée. Ces méthodes fournissent une solution correcte et exempte

des modes parasites. En outre, il a été constaté qu’une convergence optimale peut être ob-

tenue avec moins d’éléments par rapport à la formulation continue et pour un polynôme

d’ordre faible (p = 1), en particulier pour un maillages rectangulaire uniforme. Enfin, ces

résultats dépendent des valeurs de pénalisation et de l’ordre polynomial choisis. Cette

influence est étudiée dans le contexte d’analyse des performances des méthodes IPDG en

ordre polynomial p ≥ 1, reportée en annexe C.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, une étude d’applicabilité des méthodes IPDG aux problèmes aux

valeurs propres est réalisée via le problème de Laplace avec des conditions aux limites

libres. Il a été démontré à travers des tests numériques (en 1D et 2D) que ces méthodes

fournissent des solutions correctes et exemptes des modes parasites. En outre, une conver-

gence optimale peut être obtenue avec moins d’éléments par rapport à la formulation

continue, en particulier pour les maillages uniformes.

De plus, suite à la comparaison des performances en terme de précision et de temps

de calculs (voir annexe C), la formulation symétrique est un choix judicieux. En effet, elle

présente plusieurs avantages, notamment :

— un taux de convergence optimale, plus élevé par rapport à toutes les formulations

étudiées (CG, NIPDG et IPDG), de 2p + 2 lorsque des polynômes de degré p pairs

sont utilisés et de 2p lorsque l’ordre p est impair.

— des caractéristiques du système algébrique (matrice de rigidité bloc-tridiagonal

et matrice de masse bloc-diagonale symétriques définies positives) permettant un

gain en temps de calcul approximé à 35%.

Pour des approximations p > 1, les résultats permettent un gain double : moins de

temps de calculs/consommation de ressources informatiques et une meilleur précision.

Ils sont encourageants pour continuer ces travaux pour le développement d’une méthode

semi-analytique éléments finis de Galerkin discontinue.



3Développement de la méthode

semi-analytique éléments finis de

Galerkin discontinue pour les

plaques

3.1 Introduction

La méthode semi-analytique éléments finis (SAFE) s’est avérée très pratique pour

modéliser la propagation d’ondes dans des guides d’ondes à section arbitraire et hétéro-

gènes. Cependant, lorsqu’il s’agit de guides d’ondes complexes, elle présente quelques

inconvénients. En effet, le raffinement du maillage et la faible convergence de la méthode

des éléments finis classique entraîne une augmentation de la consommation en temps

de calcul et en espace mémoire. Par conséquent, les calculs pour certaines structures et

dans des plages de fréquences relativement hautes constituent un défi à ce jour. L’idée

est d’exploiter des formulations éléments finis d’ordre élevé pour atteindre des taux de

convergence supérieurs et optimiser les algorithmes de calculs.

Dans le chapitre précédent, l’applicabilité de la méthode discontinue aux problèmes

aux valeurs propres a été validée. Dans ce chapitre, la méthode semi-analytique éléments

finis de Galerkin discontinue (SADG-FE) est développée pour le calcul des courbes de

dispersion. En particulier ceux des plaques, qui présente un cas particulier de la formula-

tion en une dimension.

Cette étude est organisée comme suit : la formulation SADG-FE pour le problème des

modes guidés dans les plaques en 1D est présentée. Ensuite, les détails d’implémentation

pour plusieurs cas de figures sont montrés. Les résultats des simulations numériques sont

présentés et discutés. Enfin, une conclusion résume les points principaux de l’étude et son

intérêt pour les travaux futurs.
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3.2 Formulation SADG-FE pour les ondes guidées

Dans cette section, la formulation semi-analytique éléments finis de Galerkin discon-

tinue (SADG-FE) est développée pour calculer les courbes de dispersion et les déformées

modales des ondes guidées dans les structures planes. Tout d’abord, une description gé-

nérale du problème et de l’approche semi-analytique est donnée. Ensuite, la formulation

variationnelle discontinue pour la discrétisation du système différentiel résultant est ex-

plicitée.

3.2.1 Description générale du problème

On considère un guide d’ondes élastique dans un système de coordonnées carté-

siennes x = (x1, x2, x3), de section arbitraire S dans le plan (x1, x2) ayant une invariance

le long de l’axe de propagation x3 (voir section (1.2)). En l’absence de forces externes, les

ondes guidées sont gouvernées par l’équation générale du mouvement (1.1) :

∂σij

∂xj
= ρ

∂2ui

∂t2 , i, j = 1, 2, 3.

En appliquant l’approche semi-analytique (voir section (1.3)), on cherche des solutions

en régime harmonique de la forme :

u(x, t) = U(x1, x2)ei(kx3−ωt).

En injectant cette expression dans l’équation (1.1), on obtient le système d’équations

différentielles. L’association des conditions aux limites libres permet d’écrire :

{
∇ · (σk(U)) + ω2ρU = 0 x ∈ S ,

σk(U).ns = 0 x ∈ ∂S ,
(3.1)

où ns correspond au vecteur unitaire normal sortant. U = [U1, U2, U3]T est le vecteur des

composantes du champ de déplacements, l’exposant T désigne la transposée.

Reprenons la figure (3.1), soit donc une plaque d’épaisseur constante 2d, de dimen-

sions latérales infinies et libre de toutes contraintes externes.

Figure 3.1 – Géométrie du guide d’onde 2D dans le sens de propagation x3 : plaque d’épaisseur 2d et de
dimensions latérales infinies.
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Contrairement à un guide d’ondes cylindrique, la résonance dans les plaques se pro-

duit dans l’épaisseur. Cela permet de chercher des solutions indépendantes de la direction

de x2 :

u(x1, x3, t) = U(x1)ei(kx3−ωt).

et associées à la condition de surfaces libres σk(U).e1 = 0 dans x1 = ±d.

Par conséquent, en éliminant la variable x2 du système, on obtient des équations sim-

plifiées posées uniquement sur une ligne de l’épaisseur. Le problème (3.1) devient :




∂

∂x1

(
[M0]

∂U
∂x1

)
+

∂

∂x1

(
ik [M1] U

)
−
(

k2 [M2]− ω2 [M3]

)
U = 0,

[M0]
∂U
∂x1

(±d) + ik [M4] U(±d) = 0,
(3.2)

[Mi=0,1,2,3,4] sont des matrices de 3 × 3 contenants les coefficients élastiques du matériau

(voir section 3.3).

3.2.2 Formulation variationnelle discontinue

Le système (3.2) est défini sur une ligne de l’épaisseur de la plaque représentée par le

domaine I = [−d,+d] sur la figure (3.1). Par souci de clarté, on note x la variable x1 pour

le reste de cette section. Comme le montre la figure (3.2), l’épaisseur est maillée en un

nombre fini de n éléments unidimensionnels Ej = [xj, xj+1] où {j = 0, .., n − 1} est l’index

des éléments. Le maillage peut être non uniforme.

Figure 3.2 – Maillage d’une ligne de l’épaisseur de la plaque.

À l’aide de la méthode des résidus pondérés, en multipliant la première partie de

l’équation (3.2) par une fonction test discontinue v(x) et en intégrant le résultat sur la

cellule Ej, la forme intégrale élémentaire forte est obtenue :
∫ xj+1

xj

[
∂

∂x1

(
[M0]

∂U
∂x1

)
+

∂

∂x1

(
ik [M1] U

)
−
(

k2 [M2]− ω2 [M3]

)
U
]

v dx = 0. (3.3)

L’opérateur du second ordre est discrétisé en utilisant la méthode de Galerkin dis-

continue à pénalité intérieure (IPDG, voir chapitre 2), tandis que l’opérateur du premier

ordre est approximé par la méthode de Galerkin Discontinue Standard (SDG, Standard

Discontinuous Galerkin). Enfin, on obtient le schéma général : trouver U ∈ Dp(Ih) tel que

∀v ∈ Dp(Ih), a(U, v) = a0(U, v) + ik a1(U, v) + k2 a2(U, v)− ω2a3(U, v) = L(v)

où a(., .) est la forme bilinéaire globale, ai=0,1,2,3(., .) est la forme résultante de la discréti-

sation de chaque opérateur et L(.) est la forme linéaire.
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3.2.2.1 Méthode à pénalité intérieure

On reprend donc l’opérateur du second ordre, la première partie de l’équation (3.3).

L’utilisation du théorème de Green donne la forme intégrale faible :

−
∫ xj+1

xj

∂

∂x

(
[M0]

∂U
∂x

)
v dx =

∫ xj+1

xj

[M0]
∂U
∂x

∂v
∂x

dx −
[
[M0]

∂U
∂x

v
]xj+1

xj

. (3.4)

En faisant la somme de l’équation (3.4) pour tous les éléments et en ajoutant les

termes de stabilisation, l’expression générale de l’approximation de Galerkin discontinue

de l’opérateur Laplacien devient :

a0(U, v) =
n−1

∑
j=0

∫ xj+1

xj

[M0]
∂U
∂x

∂v
∂x

dx −
n−1

∑
j=1

{{
[M0]

∂U(xj)

∂x

}}
Jv(xj)K

+ε
n−1

∑
j=1

{{
[M0]

∂v(xj)

∂x

}}
JU(xj)K+

n−1

∑
j=1

α

hmax(j)
JU(xj)KJv(xj)K

+
n−1

∑
j=1

γ

hmax(j)
J

∂U(xj)

∂x
KJ

∂v(xj)

∂x
K

(3.5)

où ε, α et γ sont des nombres réels à ajuster.

3.2.2.2 Méthode discontinue standard

Maintenant, on considère l’intégrale de l’opérateur du premier ordre de l’équation

(3.3). Pour des raisons de clarté, on pose d’abord :

f(U) = [M1]U.

De même, en intégrant par partie la première dérivée, la forme intégrale faible élé-

mentaire est obtenue :

−
∫ xj+1

xj

∂f(U)

∂x
v dx =

∫ xj+1

xj

f(U)
∂v
∂x

dx − [ f̄v ]
xj+1
xj

. (3.6)

La méthode de Galerkin discontinue générale appliquée au système de premier ordre

repose sur un traitement de discontinuité beaucoup plus simple. La fonction de teste

discontinue permet au champ approché d’être discontinu à travers les limites et conduit à

la duplication des valeurs aux interfaces. Pour connecter les éléments, la partie droite f̄ du

saut de l’équation (3.6) est calculée directement en fonction des deux valeurs disponibles

à l’aide d’une combinaison linéaire (g), appelée flux numérique, tel que :

f̄ = g(fL, fR), (3.7)

où fL et fR sont respectivement les valeurs de f(U) à gauche et à droite de l’interface de

l’élément. Dans ce travail, une formule plus générale est utilisée [183] :

f̄(U) |∂Ej
= {{f(U)}}+ θJUK, (3.8)
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où θ est un paramètre scalaire.

En faisant la somme de l’équation (3.6) pour tous les éléments et en substituant f̄ par

la formule du flux (équation (3.8)), la formulation SDG suivante est obtenue :

a1(U, v) =
n−1

∑
j=0

∫ xj+1

xj

f(U)
∂v
∂x

dx −
n−1

∑
j=1

{{
f(xj)

}}
Jv(xj)K− θ

n−1

∑
j=1

JU(xj)KJv(xj)K. (3.9)

3.2.2.3 Conditions aux limites libres

Le problème est associé à la condition de surfaces libres de contraintes dans l’équation

(3.2) :

[M0]
∂U
∂x1

(±d) + ik [M4]U(±d) = 0.

C’est une relation linéaire entre les valeurs de la fonction et sa dérivée sur les limites,

une combinaison pondérée des Conditions Aux Limites (CAL) à la fois de Dirichlet et de

Neumann. Celle-ci est appelée condition mixte de Robin.

En considérant les nœuds de frontières ∂I = (x0, xn), on peut distinguer la partie des

CAL de Dirichlet et celles de Neumann qui sont naturellement obtenues dans l’intégration

par parties dans les équations (3.6) et (3.4), respectivement. En additionnant les deux sauts

pour (x0, xn), on obtient :
[(

[M0]
∂U
∂x1

+ ik [M1]U
)

v
]xn

x0

. (3.10)

Cependant, cela ne satisfait toujours pas totalement la condition de l’équation (3.2).

Soit donc une matrice [M5] tel que : [M1] = [M4] + [M5]. En substituant [M1] dans

l’équation (3.10), on obtient deux expressions. L’intégrale correspondant à la condition

recherchée de l’équation (3.2) est déplacée directement à la partie droite

L(v) =
∫

∂I

(
[M0]

∂U
∂x1

+ ik [M4]U
)

v dx = 0, (3.11)

tandis que la deuxième expression apporte une contribution à la forme bilinéaire de l’opé-

rateur du premier ordre :

a1(U, v) =
n−1

∑
j=0

∫ xj+1

xj

f(U)
∂v
∂x

dx −
n−1

∑
j=1

{{
f(xj)

}}
Jv(xj)K

− θ
n−1

∑
j=1

JU(xj)KJv(xj)K+ ∑
j=0,n

{{
[M5]U(xj)

}}
Jv(xj)K.

(3.12)
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3.2.2.4 Problème aux valeurs propres

Finalement, en assemblant les équations (3.5), (3.11) et (3.12), on obtient le schéma

discontinu complet. Le problème devient : chercher U ∈ Dp(Ih) tel que :

∀v ∈ Dp(Ih), a(U, v) = 0, (3.13)

où la forme bilinéaire globale a(U13, v) est donnée par

a(U, v) = a0(U, v) + ik a1(U, v) + k2 a2(U, v)− ω2a3(U, v) (3.14)

avec :

ai=2,3(U13, v) = [Mi=2,3]
n−1

∑
j=0

∫ xj+1

xj

Uv dx.

Il s’agit içi d’un problème aux valeurs propres où U est le vecteur propre associé. Les

solutions peuvent être déterminées : soit en fixant la fréquence à un nombre réel positif

(ω ∈ R+) et le problème est résolu pour le nombre d’onde k dans le plan complexe ;

soit un nombre d’onde réel ou complexe k est donné et la résolution est faite pour ω.

En général, le premier cas est le plus utilisé car il permet d’étudier tous les types de

modes : propagatifs (k ∈ R), non-propagatifs et inhomogènes (k ∈ C). Les couples (ω, k)

pour lesquels il existe des solutions non-triviales décrivent la relation (ou courbes) de

dispersion D(ω, k) des ondes guidées.

3.3 Implémentation numérique de la méthode SADG-FE

Dans cette section, l’implémentation numérique de la méthode SADG-FE en une di-

mension est présentée pour différents cas d’études. Elle est effectuée en utilisant des ap-

proximations nodales de type Lagrange (Annexe B). Cependant, la méthode est applicable

à tout autre type de fonction de base modale et nodale. Premièrement, la dérivation est

étudiée pour le cas le plus simple des ondes de Lamb dans une plaque homogène isotrope.

Deuxièmement, les cas de deux plaques fabriquées avec des matériaux hétérogènes : stra-

tifiée et à gradient fonctionnel, sont analysés. Ensuite, le cas d’une plaque anisotrope est

étudié. Enfin, une technique pratique pour linéariser le problème quadratique est décrite.

3.3.1 Détermination du problème aux valeurs propres quadratique

La discrétisation de la forme bilinéaire par approximation nodale permet de construire

le système algébrique. Dans chaque cellule Ej, la solution est exprimée par :

U(j)
i=1,2,3(x) =

p

∑
l=0

Pl(x)U(j)
li=1,3

= PŨ(j)
i=1,2,3, (3.15)

appartenant au même espace Pp(Ej) que la fonction test v = PT. {Pl(x), l = 0, 1, ..., p}
sont les polynômes d’interpolation d’ordre p. Ũ(j)

i=1,2,3 est le vecteur des déplacements
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nodaux de l’élément j correspondant à la composante du champ Ui=1,2,3.

En substituant U par son approximation (3.15) dans (3.14) et en calculant pour tous les

éléments, nous obtenons un problème aux valeurs propres quadratique (QEP, Quadratic

Eigenvalue Problem) tel que :

[(
[A0]− ω2[A3]

)
+ ik [A1] + k2 [A2]

]
{Ũ} = 0. (3.16)

où {Ũ} = [Ũ1 Ũ2 Ũ3]T est le vecteur global des déplacements nodaux généralisés.

[Ai=0,1,2,3] sont les matrices de rigidité et de masse globales obtenues comme suit :

[A0] =
n−1

∑
j=0

(∫

Ej

∂PT

∂x
[M0]

∂P
∂x

dx + T0
j

)
,

[A1] =
n−1

∑
j=0

(∫

Ej

∂PT

∂x
[M1]P dx + T1

j

)
+ [M5][B],

[A2] =
n−1

∑
j=0

∫

Ej

PT[M2]P dx,

[A3] =
n−1

∑
j=0

∫

Ej

PT[M3]P dx.

avec T0,1
j sont les matrices de flux élémentaires. [B] est la matrice de contribution des

éléments de frontières ayant des valeurs nulles à l’exception des déplacements nodaux

aux limites. [Ai=0,1,2,3] sont des matrices carrées constituées de nombres complexes parti-

tionnées en blocs et de taille {(3m×3m), m = n × (p + 1)}. Le système de 3m équations

quadratiques admet 2 × 3m solutions non-triviales (ki, {Ũ}i); i = 1, 2, ..., 6m).

3.3.2 Plaques homogènes isotropes

Dans le cas d’une plaque homogène isotrope, le système (3.2) fait apparaitre un dé-

couplage en deux familles d’équations : un système d’équations associé aux composantes

(U1, U3) et une équation scalaire de la composante U2. Ce même découplage, conservé

également dans les conditions aux limites, permet de définir deux problèmes indépen-

dants. Ils correspondent respectivement aux ondes de Lamb et aux ondes SH. La relation

de dispersion pour les modes SH est similaire à celle de la barre mince (guide d’onde 1D)

déjà analysée dans le chapitre 2.

Sans perte de généralité, on se focalise sur les modes Lamb dans ce qui suit. Les

matrices [Mi=0,1,2,3,4] sont donc réduites à une taille de 2 × 2 et elles sont exprimées en
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utilisant uniquement les coefficients de Lamé λ et µ.

[M0] =

[
(λ + 2µ) 0

0 µ

]
, [M1] =

[
0 (λ + µ)

(λ + µ) 0

]
,

[M2] =

[
µ 0

0 (λ + 2µ)

]
, [M3] =

[
ρ 0

0 ρ

]
,

[M4] =

[
0 λ

µ 0

]
, U13 =

[
U1 U3

]T
.

Lorsque les paramètres sont constants dans tout le domaine, une implémentation sim-

plifiée est possible. Une seule composante est calculée et les matrices du système global

sont déduites. Cela permet de réduire les coûts de calcul et augmenter l’efficacité des

algorithmes d’assemblage.

[A0] = [M0]⊗ [Kg2],

[A1] = [M1]⊗ [Kg1] + [M5]⊗ [B],

[A2] = [M2]⊗ [Mg],

[A3] = [M3]⊗ [Mg].

Le symbol ⊗ désigne le produit Kronecker. [Kg1] et [Kg2] sont les matrices de rigidité-

flux obtenues à partir de la discrétisation des opérateurs du premier et du second ordre

respectivement. [Mg] est la matrice de masse.

3.3.3 Plaques hétérogènes

L’une des principales caractéristiques intéressantes de la méthode discontinue est que

les discontinuités des paramètres dans le milieu peuvent être facilement prises en compte.

Cette propriété la rend intéressante lorsqu’elle est appliquée à des matériaux hétérogènes :

composites multi-couches et matériaux à gradient fonctionnel où les paramètres varient

graduellement à travers l’épaisseur.

Du fait de sa nature discontinue, on peut étudier les matériaux hétérogènes sans chan-

gement significatif. Ceci est effectué en assignant simplement les valeurs des coefficients

dans les matrices [Mi=0,1,2,3,4].

3.3.3.1 Plaques multicouches

Pour un système multi-couches, chaque couche est discrétisée en utilisant un ou plu-

sieurs éléments comme montré dans la figure (3.3). Comme la formulation discontinue

est locale, elle permet aux éléments de ne pas se chevaucher. Chaque élément unidimen-

sionnel Ej constitue donc une couche d’un Materiau(j) différent avec ses propres coeffi-

cients (λj, µj, ρj) et matrices [Mi=0,1,2,3,4]. Les conditions aux limites de continuité entre les

couches sont incluses directement dans la formulation du flux numérique.
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Figure 3.3 – Discrétisation de l’épaisseur d’une plaque multicouche.

3.3.3.2 Plaques à gradient fonctionnel

Dans le cas des matériaux à gradient fonctionnel, les coefficients élastiques sont ex-

primés en fonction de l’épaisseur [221, 165]. La variation des propriétés du matériau est

continue à l’intérieur de la plaque et des éléments. Dans ce cas, un terme de gradient im-

pliquant la fonction dérivée des coefficients est ajouté au système différentiel (3.2). Après

simplification et réarrangement, la formulation est modifiée telle que :

[A∗
1 ] = [A1] + [A

′
1]

avec :

[A
′
1] =

n−1

∑
j=0

∫

Ej

PT[M
′
1]P dx.

Dans le cas d’un matériau isotrope :

[M
′
1] =

[
0 µ

′

λ
′

0

]
.

Il est à noter que ce terme disparaît automatiquement lorsque les coefficients sont

constants. En outre, les matrices des coefficients [Mi=0,1,2,3,4] sont également interpolées

comme en (3.15).

3.3.3.3 Adimensionnement des paramètres

Afin d’éviter les instabilités numériques et améliorer les performances, les paramètres

du modèle doivent être adimensionnés. Ceux-ci sont calculés via un changement de va-

riables. Les grandeurs caractéristiques (ρ, µ) sont normalisées par rapport aux valeurs

maximales de leurs fonctions respectives. Le paramètre λ est normalisé par rapport à µ.

Les paramètres du système deviennent [222] :




x̄ =
x
d

, Ī = [−1,+1],

ρ̄ =
ρ

max ρ
, µ̄ =

µ

max µ
, λ̄ =

λ

max µ
.

Ω =
ωd

max cT
.

Pour les FGM, les grandeurs sont généralement normalisées par rapport aux paramètres

de l’un des deux matériaux.
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3.3.4 Plaques anisotropes

La méthode proposée dans ce travail n’est pas limitée aux matériaux isotropes. En

effet, elle peut être utilisée pour n’importe quel système gouverné par l’équation (3.2), en

particulier les plaques anisotropes.

3.3.4.1 Tenseur d’élasticité

En général, le comportement anisotrope d’une couche homogène peut être modélisé

en modifiant la matrice d’élasticité dans la loi de Hooke généralisée (1.2). En utilisant la

notation de Voigt, elle s’écrit :

[σ] = [C][ε] (3.17)

avec :

[C] =




C11 C12 C13 C14 C15 C16

C22 C23 C24 C25 C26

C33 C34 C35 C36

C44 C45 C46

C55 C56

Sym. C66




(3.18)

Dans le cas des matériaux anisotropes, la matrice d’élasticité est exprimée par 21

coefficients indépendants ; le matériau dans ce cas est appelé triclinique et ne possède

aucune symétrie. Lorsque le matériau possède un seul plan de symétrie, il est dit mono-

clinique et requière 13 coefficients indépendants. S’il possède deux plans de symétrie, il

est désigné comme orthotrope avec 9 coefficients indépendants et ainsi de suite.

Par exemple, si le matériau possède des symétries supérieurs dans le plan transversal

et les coefficients sont invariants pour un angle de rotation de ϕ = 0 à 90, le matériau

est transversalement isotrope. Il possède seulement 5 coefficients indépendants. On peut

citer le composite unidirectionnel (polymère renforcé en fibres est très courant dans l’in-

dustrie), dans lequel la majorité des fibres sont orientées dans une seule direction. Dans

ce cas, l’analyse de la propagation dépend de l’orientation des fibres de la couche par

rapport à l’axe de propagation considéré. Un moyen pratique pour accommoder cela est

basé sur des transformations orthogonales linéaires [223, 54].

3.3.4.2 Transformation du tenseur

Considérons une plaque infinie anisotrope d’épaisseur 2d dont la normale à la sur-

face est alignée avec l’axe x3 d’un système de coordonnées cartésiennes de référence

x = (x1, x2, x3). Le plan médian de la plaque est choisi afin de coïncider avec le plan

(x1, x2), comme le montre la figure (3.4).
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Pour les ondes se propageant suivant une direction xϕ orientée selon un angle quel-

conque ϕ par rapport à la direction des fibres x1, la méthode étudiée ici nécessite simple-

ment une rotation de la matrice d’élasticité [C] de chaque couche, telle que :

[Cϕ] = [Rϕ][C0][Rϕ]
T. (3.19)

[C0] représente la matrice des coefficients d’élasticité dans les directions principales de la

couche. Rϕ est la matrice de rotation donnée par :

[Rϕ] =




G2 S2 0 0 0 2SG

S2 G2 0 0 0 −2SG

0 0 1 0 0 0

0 0 0 G −S 0

0 0 0 S G 0

−SG SG 0 0 0 (G2 − S2)




(3.20)

avec G = cos(ϕ) et S = sin(ϕ). Cette transformation peut être appliquée aux autres axes

en utilisant la matrice de rotation correspondante. Le plan (x1, x2) choisi comme plan

médian est la configuration la plus utilisée dans la littérature.

Figure 3.4 – Direction de propagation dans une couche anisotrope suivant une direction arbitraire.

Matrices élémentaires : Dans le cas général, les matrices [Mi=0,1,2,3,4] sont données par :

[M0] =




Cϕ
55 Cϕ

45 Cϕ
35

Cϕ
44 Cϕ

34

Sym. Cϕ
33


 , [M1] =




2Cϕ
15 (Cϕ

14 + Cϕ
56) (Cϕ

13 + Cϕ
55)

2Cϕ
46 (Cϕ

36 + Cϕ
45)

Sym. 2Cϕ
35


 ,

[M2] =




Cϕ
11 Cϕ

16 Cϕ
15

Cϕ
66 Cϕ

56

Sym. Cϕ
55


 , [M3] =




ρ 0 0

0 ρ 0

0 0 ρ


 ,

[M4] =




Cϕ
15 Cϕ

56 Cϕ
55

Cϕ
14 Cϕ

46 Cϕ
45

Cϕ
13 Cϕ

36 Cϕ
35


 , U =

[
U1 U2 U3

]T
.
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Il est à souligner que dans les cas : triclinique et monoclinique, les composantes

de déplacements dans la direction perpendiculaire à l’axe de propagation dans le plan

médian ne sont pas indépendantes. Par conséquent, les équations des modes de Lamb et

des modes SH sont couplées [224].

Par ailleurs, dans le cas d’un système multicouches, la méthode reste applicable. Tou-

tefois, il existe dans la littérature un certain nombre de théories (théories de module ef-

ficace) qui permettent de réduire le modèle d’un matériau hétérogène composite à une

seule couche anisotrope homogène [80].

3.3.5 Propriétés du problème aux valeurs propres quadratique

Le système algébrique résultant de la discrétisation discontinue possède des propriétés

singulières par rapport à la méthode des éléments finis classique. Ces dernières offrent des

avantages pour les algorithmes de résolution.

3.3.5.1 Réduction du problème aux valeurs propres quadratique

La résolution directe du QEP (3.16) est une tâche très fastidieuse et consommatrice en

temps de calcul. En pratique, le QEP est transformé en un problème aux valeurs propres

linéaire généralisé (GEP, Generalised Eigenvalue Problem), en utilisant des méthodes de

linéarisation [225].

Afin de réduire le système quadratique (3.16) à un système linéaire, une variable sup-

plémentaire Q̃ = kŨ est introduite :
{

Q̃ − k Ũ = 0

[A0ω3]Ũ + i[A1]Q̃ + [A2] k Q̃ = 0
(3.21)

avec :

[A0ω3] = [A0]− ω2[A3].

En factorisant par Ṽ = [Ũ Q̃]T et en multipliant la deuxième ligne par −1, le système

(3.21) peut être réécrit sous la forme linéaire généralisée :

([A]− k[B]) {Ṽ} = 0 (3.22)

avec :

[A] =

[
0 [I2m]

−[A0ω3] −i [A1]

]
,

[B] =

[
[I2m] 0

0 [A2]

]
.

(3.23)

[I2m] est la matrice d’identité d’ordre 2m.
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Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes de linéarisation. Il est donc important

de choisir celle qui respecte la symétrie et/ou d’autres propriétés structurelles du système

quadratique. Le système (3.22) est très intéressant en raison de la nature diagonale en blocs

de la matrice de masse [B] (Voir chapitre 2, section (2.2)). D’une part, il permet d’obtenir

une matrice hermitienne et définie positive, une propriété importante lors de l’utilisation

des solveurs GEP et pour laquelle les algorithmes sont plus robustes et convergent plus

rapidement. D’autre part, il conserve la forme bloc-diagonale de la matrice [A2]. Cette

dernière est une fonction très utile puisque l’inverse de [B], donc de [A2], est la matrice

diagonale par blocs construite de l’inverse des blocs :

[B−1] =

[
[I2m] 0

0 [A−1
2 ]

]
. (3.24)

Les matrices élémentaires inverses de [A2] peuvent être calculées indépendamment

puis multipliées directement pour construire la matrice de rigidité dynamique globale

[Dg] = [B−1A]. L’assemblage de la matrice de masse [Mg] n’est donc pas nécessaire. De

plus, le GEP est à nouveau réduit à la forme SEP et le problème (3.16) devient :

(
[Dg]− k [I4m]

)
{Ṽ} = 0. (3.25)

Cette transformation permet aux problèmes avec un grand nombre de Degrés De Li-

berté (DDL) d’avoir un gain significatif en temps de calcul.

3.4 Résultats numériques

Afin de valider la méthode SADG-FE, quelques exemples sont étudiés dans cette sec-

tion. Premièrement, les courbes de dispersion des ondes de Lamb sont calculées pour

une plaque homogène isotrope et sont comparées avec les solutions exactes. Ensuite, une

plaque constituée d’un matériau à gradient fonctionnel et une plaque anisotrope sont

analysées. Les résultats obtenus sont comparés à ceux trouvés dans la littérature.

3.4.1 Plaques homogènes isotropes

3.4.1.1 Généralités

Soit une plaque d’aluminium homogène isotrope dont les propriétés sont données

dans le tableau (3.1). L’épaisseur de la plaque 2d est maillée en n = 60 éléments linéaires

de Lagrange (p = 1) qui ont tous la même taille hj = h. La forme bilinéaire globale est

utilisée avec les facteurs de pénalité ε = −1, α = 30, γ = 0 et θ = 0 pour assurer la

stabilité. La méthode SDG du flux moyen et la méthode SIPG sont utilisées. La même

configuration est utilisée pour la suite sauf indication contraire. Le SEP (3.25) est résolu

pour des fréquences f allant de 0 à 1 MHz avec un pas de 10 kHz. Le critère de maillage

pour les solutions réelles min(Λ)
h > 10 où Λ = cT/ f est la longueur d’onde, est largement

satisfait.
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Épaisseur 2d (m) cL (m/s) cT (m/s) ν(−)

8E-3 6440.8 3125.4 0.346

Table 3.1 – Propriétés d’une plaque d’aluminium.

Par souci de clarté, seuls les modes se propageant vers la droite (k positifs) sont

présentés et les quantités sont adimensionnées. Tous les résultats présentés dans ce qui

suit sont calculés sur MATLAB.

En effet, les exigences minimales de discrétisation satisfont uniquement les modes

propagatifs puisqu’il existe un nombre fini de solutions pour une gamme de fréquences

donnée. En revanche, pour k imaginaire des modes inhomogènes, il existe une infinité

de solutions quelque soit la fréquence. Par conséquent, au-delà d’une certaine limite, des

solutions qui n’ont aucune signification physique apparaissent.

Les solutions physiquement significatives doivent être sélectionnées et gardées. Toute-

fois, les critères de sélection ne sont pas évidents. À notre connaissance, aucune méthode

ou critère strict n’a été proposé dans la littérature. Plusieurs approches basées sur la

partie imaginaire des solutions propres et sur le calcul du flux énergétique moyen sont

utilisés. Dans ce qui suit, l’intervalle de la recherche de la partie imaginaire est limité à

{ℑ(kd) ∈ [−5,+5], ∀ f } [1].

3.4.1.2 Courbes de dispersion

La figure (3.5) montre les courbes de dispersion numériques de la SADG-FE (points

noirs) obtenues à partir de la résolution de l’équation (3.25). La figure représente la

fréquence adimensionnée Ω = ωd
cT

en fonction du produit du nombre d’onde réel et de la

demi-épaisseur de la plaque ℜ(kd). Les résultats sont comparés aux solutions analytiques

de la figure (1.4) pour les huit premiers modes de Lamb propagatifs. Les modes symé-

triques sont tracés avec des traits pleins bleus, tandis que les modes antisymétriques sont

représentés par des traits pleins rouges. Un très bon accord est observé.

Les déformées modales des modes de Lamb sont comparées aux composantes du

champ de déplacement analytiques (voir annexe A). La figure (3.6) illustre les déforma-

tions modales discontinues : les profils des composantes U1(x1) et U3(x1) pour les modes

symétriques et antisymétriques à la fréquence f = 1 MHz. Chaque élément est tracé indé-

pendamment de façon discontinue (points noirs). Les solutions analytiques sont tracées

avec un trait bleu pour la composante U1 et un trait rouge pour la composante U3. Les

amplitudes sont normalisées par rapport au maximum. Une très bonne correspondance

est obtenue.
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Figure 3.5 – Courbes de dispersion (kd, Ω) des modes de Lamb propagatifs pour une plaque isotrope : résul-
tats numériques obtenus par SAFE-DG (points noirs) contre les modes symétriques (S) et anti-symétriques
(A) des solutions analytiques tracés en lignes bleues et rouges, respectivement.

Figure 3.6 – Comparaison des résultats numériques (points noirs) avec les solutions analytiques des com-
posantes du champ de déplacement des modes de Lamb à la fréquence de 1 MHz : U1(x1) et U3(x1) sont en
traits pleins bleus et rouges, respectivement.

Les résultats des modes non-propagatifs et inhomogènes résultants de SADG-FE sont

ensuite comparés à ceux de la méthode SAFE classique. La figure (3.6) montre les courbes

de dispersion des modes inhomogènes (partie réelle en marqueurs carrés magentas et

partie imaginaire en losanges verts) et non-propagatifs (marqueurs triangles rouges) [32].
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Les résultats de la méthode SAFE sont tracés en points noirs et sont obtenus en utilisant

la même discrétisation. Les résultats des modes propagatifs ne sont pas montrés ici afin

d’éviter la redondance.

Figure 3.7 – Projection dans le plan complexe des courbes de dispersion (kd, Ω) des modes de Lamb pour
une plaque isotrope : modes inhomogènes (� magenta et ♦ verts) et non-propagatifs (△ rouges), obtenues
de la SADG-FE comparées aux résultats de la méthode SAFE (points noirs).

3.4.2 Plaques à gradient fonctionnel

Dans ce qui suit, on considère un matériau à gradient fonctionnel de type Métal-à-

Céramique. Cet FGM dit binaire, est formé de deux matériaux isotropes différents qui

changent graduellement de l’un à l’autre. Celui-ci est généralement utilisé pour accom-

moder les grands gradients de température souvent rencontrés dans les applications

aérospatiales. Ce cas a été largement étudié dans la littérature et les résultats sont dispo-

nibles ([165, 114, 3]).

Les propriétés de ces deux matériaux isotropes sont indiquées dans le tableau (3.2).

La surface inférieure (x = −d) de la plaque est considérée à 100% Chrome (Cr), tandis

que le côté supérieur (x = +d) de la plaque est en céramique (Cer).

Matériaux λ (GPa) µ (GPa) ρ (kg/m3)

Chrome 74.2 102.5 7190

Céramique 138 118.11 3900

Table 3.2 – Propriétés des matériaux : Céramique et Chrome, utilisés pour la plaque FGM.
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Les propriétés du FGM Chrome-Céramique sont supposées varier en fonction de

l’épaisseur selon une loi de la forme :

CFGM(x) =
(

CCer − CCr
)( x + d

2d

)Pp

+ CCr, (3.26)

où C représente l’une des caractéristiques du matériau (ρ, µ ou λ). Pp est un nombre entier

positif représentant le coefficient du gradient.

La figure (3.8) représente les courbes de dispersion obtenues de la vitesse de phase

Cp en fonction du nombre d’onde adimensionné k2d (points rouges). L’épaisseur

(2d = 12mm) est partitionnée en utilisant n = 90 éléments linéaires. Les calculs sont

effectués jusqu’à une fréquence f = 3 MHz. Les quantités sont normalisées en utilisant

les paramètres du Chrome. La distribution est considérée comme une fonction linéaire

avec Pp = 1. Les résultats sont comparés à ceux trouvés dans les travaux de Benmeddour

et al. [3], tracés en traits épais pleins noirs. Encore une fois, les résultats obtenus sont en

très bon accord.
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Figure 3.8 – Courbes de dispersion de la vitesse de phase Cp des modes Lamb dans une plaque en matériau
à gradient fonctionnel libre : les résultats numériques du SADG-FE représentés par des points rouges sont
superposés aux résultats de Benmeddour et al. [3] en traits pleins noirs.

En conclusion, la méthode SADG-FE s’est avérée très pratique pour la modélisation

des matériaux hétérogènes à gradient fonctionnel. Le calcul des courbes de dispersion est

effectué de manière très efficace et sans modification significative de la formulation. En

outre, elle permet de prendre en compte une fonction continue qui représente le gradient

effectif. Les paramètres varient à l’intérieur de chaque élément. Par ailleurs, l’exemple

analysé consiste en une fonction linéaire avec Pp = 1. Pour des fonctions complexes,

l’utilisation des éléments d’ordre élevé permettra de représenter plus efficacement les

coefficients du gradient des propriétés du matériau.
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3.4.3 Plaques anisotropes

Un exemple numérique pour le calcul des courbes de dispersion dans des plaques

constituées de matériaux anisotropes composites est présenté.

On considère une plaque anisotrope d’épaisseur 2d = 1mm, constituée d’un stratifié

unidirectionnel de 32 couches de Carbon-Epoxy de type T300/914 [226]. Ce dernier fait

parti des polymères à renfort en fibre de carbone les plus utilisés dans le domaine de

transports automobile et aéronautique. Dans cet exemple, le matériau est supposé à la fois

non-atténuant et homogène. Les propriétés matérielles homogénéisées, dans la direction

principale des fibres, sont données dans le tableau (3.3). Il s’agit d’une plaque trans-

versalement isotrope avec 5 coefficients indépendants. Ce cas de figure est étudié dans

plusieurs travaux notamment de Pavlakovic et al. [55] en utilisant le logiciel DISPERSE

basé sur la méthode SPW (voir chapitre 1, section (1.2)) et de Bartoli et al. [227] en utilisant

la méthode SAFE.

Matériau ρ (kg/m3) C11 C12 C13 C22 C23 C33 C44 C55 C66

Carbon-Epoxy 1560 143.8 6.2 6.2 13.3 6.5 13.3 3.6 5.7 5.7

Table 3.3 – Propriétés élastiques homogénéisées du matériau composite Carbone-Epoxy T300/914 à ϕ = 0.
Les constantes élastiques Cij sont en GPa.

La propagation des ondes guidées est considérée le long de l’axe principale ϕ = 0.

Afin d’analyser l’effet de l’anisotropie (direction de propagation ϕ 6= 0), les courbes de

dispersion sont calculées et comparées pour différentes valeurs de ϕ = 45, −45 et 90.

L’épaisseur est partitionnée en utilisant n = 22 éléments quadratiques (p = 2) et les

calculs sont effectués jusqu’à une fréquence de f = 8 MHz.

La figure (3.9) montre les résultats obtenus de la vitesse de phase Cp en fonction du

nombre d’onde adimensionné kd. Les résultats obtenus de la méthode SADG-FE sont

présentés en cercle noirs. Ces derniers sont comparés aux résultats de la méthode SAFE

(en points rouges) calculés à l’aide du logiciel libre GUIGUW [4] en utilisant la même

discrétisation. Une très bonne concordance entre les deux résultats est obtenue.

Dans le cas présent, les équations gouvernantes des modes de Lamb et les modes

SH ne sont découplés que pour ϕ = 0 et ϕ = 90. À partir de la figure (3.9), on peut

observer qu’effectivement le mode SH0 reste non-dispersif pour ces deux cas de figure.

En revanche, pour ϕ = 45 et ϕ = −45, les effets du couplage sont visibles. Les modes

SH présentent une distorsion autant pour le mode SH0 que pour les ordres supérieurs.

En conséquence, pour les matériaux anisotropes en général, on parle des ondes de Lamb

généralisées. En outre, une baisse d’amplitude des vitesses en fonction de l’angle ϕ est
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Figure 3.9 – Courbes de dispersion de la vitesse de phase Cp des modes de Lamb et des modes SH dans
une couche composite libre : les résultats numériques du SADG-FE représentés par des cercles noirs sont
superposés aux résultats de la méthode SAFE [4] en points rouges.

constatée, en particulier pour les modes symétriques et pour ϕ = 90. Ces observations ont

été mentionnées dans les travaux de Bartoli et al. [227, 137].

3.4.4 Conclusion

Les résultats numériques présentés dans cette section montrent un bon accord avec

ceux trouvés dans la littérature, en particulier ceux obtenus avec la méthode SAFE clas-

sique. Ceci constitue une validation claire de la méthode proposée dans le cas 1D. Tou-

tefois, ces exemples sont réalisés en utilisant la dérivation symétrique (ε = −1) et des

éléments de Lagrange d’ordre faibles (p = 1 et 2) avec au moins dix points pour une lon-

gueur d’onde. L’utilisation de polynômes d’ordre supérieur offrira plusieurs avantages

par rapport à la méthode standard. La précision peut être améliorée en augmentant sim-

plement l’ordre des polynômes au lieu du raffinement du maillage. De plus, cela permet-

tra d’optimiser les opérations d’assemblage des matrices de rigidité et une résolution plus

efficace du problème aux valeurs propres. Ainsi, la méthode développée ici a le potentiel

d’économiser un temps de calcul important tout en préservant une excellente précision.

Une évaluation précise de ces gains fera l’objet des travaux futurs.
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode semi-analytique éléments finis de Galerkin discontinue

est développée. Celle-ci est utilisée pour le calcul des caractéristiques des modes de Lamb

dans des plaques. Plusieurs cas de figure sont examinés et leurs détails d’implémentation

sont présentés. Ces calculs numériques ont permis la validation de la méthode et l’éva-

luation de son potentiel. Dans un premiers temps, la validation analytique est effectuée

via le cas homogène isotrope avec des conditions aux limites libres. Ensuite, un exemple

de plaque en matériau à gradient fonctionnel et transversalement isotrope sont analysés.

Les résultats numériques sont en excellent accord avec ceux obtenus dans la littérature.

La méthode SADG-FE s’est avérée très efficace pour modéliser des matériaux hété-

rogènes. En particulier, lorsque les paramètres du milieux changent graduellement en

fonction de l’épaisseur. La nature locale de la formulation permet une gestion pratique

de la discontinuité et des conditions aux limites. Ceux-ci engendrent une approximation

très précise et à faibles coûts. Par conséquent, l’extension de méthode aux cas de guides

d’ondes tridimensionnels à géométries complexes est développée dans le chapitre suivant.



4Développement de la méthode

semi-analytique éléments finis de

Galerkin discontinue pour les

guides d’ondes à section arbitraire

4.1 Introduction

Les guides d’ondes cylindriques, en général et ceux ayant une section à géométrie

complexe en particulier, sont très courants dans l’industrie : rails, pipelines, tubes de réac-

teur nucléaire, câbles de précontraintes, etc. L’évaluation de leur état de santé par ondes

guidées est un besoin indéniable. La simulation de la propagation des ondes guidées et

l’analyse des propriétés de dispersion est au centre des recherches actuelles.

Contrairement aux structures planes, pour lesquelles il existe plusieurs méthodes

d’analyse, la propagation d’ondes dans tels guides est complexe et difficile. Ceci est en

partie dû à la complexité de leur géométrie et aux différents matériaux utilisés pour leur

fabrication. D’un côté, des solutions analytiques n’ont été développées que pour le cas de

cylindre et de tube droits. D’un autre côté, les méthodes numériques et semi-analytiques

classiques deviennent très coûteuses en temps de calcul et en ressources informatiques.

Ceci limite les calculs aux basses fréquences.

Dans le chapitre 3, la méthode semi-analytique éléments finis de Galerkin discontinue

(SADG-FE) est développée pour le calcul des propriétés de dispersion pour les plaques.

Dans ce chapitre, le développement de la méthode SADG-FE pour les guides d’ondes

à section arbitraire est montré. La première section présente une description générale

du problème et la formulation de la méthode SADG-FE en deux dimensions. Dans la

deuxième section, la validation de la méthode est effectuée à l’aide de méthodes analy-

tique et numérique. Enfin, une conclusion est présentée dans la dernière section.
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4.2 Formulation SADG-FE en deux dimensions

Dans cette partie, la formulation de la méthode SADG-FE en deux dimensions est pré-

sentée. La description générale du problème est rappelée. Ensuite, en suivant la même

procédure définie dans la section (3.2), la formulation variationnelle discontinue est obte-

nue.

4.2.1 Description du problème

On reprend ici la définition des guides d’ondes de la section (1.2) et la description

générale du problème de la section (3.2). Le guide est considéré de dimension infinie sui-

vant l’axe de propagation x3 et de section arbitraire S dans le plan (x1, x2) du système de

coordonnées cartésiennes, comme montré sur la figure (4.1). Les hypothèses d’invariance

géométrique et matérielle selon x3, d’absence de toute force externe et des conditions aux

limites libres sont conservées. En cherchant des solutions en régime harmonique sous la

forme (1.9) :

u(x, t) = U(x1, x2)ei(kx3−ωt),

l’équation générale du mouvement devient (3.1) :
{
∇ · (σk(U)) + ω2ρU = 0 x ∈ S ,

σk(U).ns = 0 x ∈ ∂S ,

avec ns le vecteur unitaire normal sortant. U = [U1, U2, U3]T est le vecteur du champ de

déplacement et T indique la transposé.

Figure 4.1 – Géométrie d’un guide d’ondes à section arbitraire S , de bord latéral ∂S , extrudée dans le sens
de propagation x3.

Pour simplifier l’analyse et par analogie aux développements dans les chapitres pré-

cédents (2 et 3), une re-formulation du σk permet d’écrire le problème (3.1) sous la forme :
{
∇ · ([M0]∇U) +∇ · (ik [M1] U)−

(
k2 [M2]− ω2 [M3]

)
U = 0,

([M0]∇U + ik [M4] U) · ns = 0,
(4.1)

avec le vecteur de l’opérateur différentiel ∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2) et les matrices des coeffi-

cients élastiques du matériau [Mi=0,1,2,3,4]. (voir section 4.3).
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Notons que le système d’équations (4.1) peut être réduit à l’équation (3.2) simplement

par élimination de ∂/∂x2 du vecteur ∇. En outre, il peut être facilement implémenté

dans les logiciels d’éléments finis supportant la méthode de Galerkin discontinue tels que

Fenics-Project, GetFem++, etc. La formulation variationnelle discontinue correspondante

est développée dans ce qui suit.

4.2.2 Formulation variationnelle discontinue

Soit I dans Rd=2 et son contour ∂I , le domaine physique correspondant à la section

transversale S du guide d’onde en 3D et son bord latéral ∂S . Celui-ci est approché par

le domaine de calcul Ih et ses frontières ∂Ih, un maillage composé d’un ensemble de n

éléments arbitraires Ej=1,..,n ∈ Ih qui ne se chevauchent pas, comme montré sur la figure

(4.1). Tout élément possède des limites uniques ∂E orientées positivement dans le sens

anti-horaire.

On désigne Γh l’ensemble des frontières internes Γ ∈ Ih partagées entre deux éléments

adjacents (E1 et E2), auxquelles un vecteur normal unitaire nΓ est associé. En outre, on

définit ΓR l’ensemble des frontières externes ∂Ej
⋃

∂Ih. Le vecteur normal ns dans ce cas

est considéré toujours sortant. Notons que dans le cas de la figure (4.1), on a un seul type

de conditions aux limites mixtes qui s’appliquent sur toutes les frontières externes.

On reprend ici les notations et les définitions de la section (2.2). Soit Dp l’espace des

fonctions de test v(x) discontinues par morceaux sur Ih = ∪n
j=1Ej :

Dp(Ih) = {v : v |Ej∈ Pp(Ej) ∀j = 1, .., n},

Pp(Ej) est l’espace des polynômes d’interpolation d’ordre inférieur ou égale à p sur Ej. Le

saut J•K et la moyenne {{•}} sur une frontière interne Γ ∈ Ih entre deux éléments voisins

(E1 et E2) sont définis tels que :

J•K = (• |E1)− (• |E2),

{{•}} =
1
2
(• |E1) +

1
2
(• |E2),

Pour une frontière externe Γ ∈ ΓR appartenant à E1, nous utilisons la même notation avec :

J•K = (• |E1),

{{•}} = (• |E1).

En suivant la même procédure de discrétisation définie dans la section (3.2), on obtient

le schéma général de Galerkin discontinue correspondant à l’équation (4.1) : trouver U ∈
Dp(Ih) tel que ∀ v(x) ∈ Dp(Ih),

a(U, v) = a0(U, v) + ik a1(U, v) + k2 a2(U, v)− ω2a3(U, v) = L(v),
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avec la forme bilinéaire globale de chaque opérateur ai=0,1,2,3(., .) et la forme linéaire L(.)
données par :

a0(U, v) = ∑
E∈Ih

∫

E
[M0]∇U · ∇v dx − ∑

Γ∈Γh

∫

Γ
{{[M0]∇U · nΓ}} JvK ds

+ ǫ ∑
Γ∈Γh

∫

Γ
{{[M0]∇v.nΓ}} JUK ds + ∑

Γ∈Γh

∫

Γ

α

|eΓ|β0
JUKJvK ds

+ ∑
Γ∈Γh

∫

Γ

γ

|eΓ|β1
J∇U.nΓKJ∇v.nΓK ds,

a1(U, v) = ∑
E∈Ih

∫

E
[M1]U · ∇v dx − ∑

Γ∈Γh

∫

Γ
{{[M1]U · nΓ}} JvK ds

− ∑
Γ∈Γh

∫

Γ
θJUKJvK ds + ∑

Γ∈ΓR

∫

Γ
{{[M5]U · nΓ}} JvK ds,

ai=2,3(U, v) = ∑
E∈Ih

∫

E
[Mi=2,3]Uv dx.

L(v) = ∑
Γ∈ΓR

∫

Γ
([M0]∇U + ik [M4] U) · nΓv ds = 0,

(4.2)

avec :

[M5] = [M1]− [M4].

ǫ, α, γ et θ sont les paramètres de pénalisation et |eΓ| est la longueur du bord Γ. β0 et β1

sont des nombres positifs dépendants de la dimension d, dits de super-pénalisation. Pour

des raisons de simplicité, on considère dorénavant la dérivation symétrique obtenue par

ǫ = −1, γ = θ = 0 et β0 = 1.

4.3 Implémentation

Dans cette section, l’implémentation de la méthode SADG-FE est montrée. Différents

guides d’ondes sont analysés : le cylindre plein et creux. Trois types de matériaux sont

étudiés, à savoir : les matériaux homogènes isotropes, à gradient fonctionnel et aniso-

tropes.

4.3.1 Présentation matricielle

La discrétisation de l’équation (4.2) est effectuée par approximation nodale basée sur

des éléments de type Lagrange (3.15)-(B.4). Pour un élément Ej, la solution est approximée

telle que :

U(j)
i=1,2,3(x) =

Nddl

∑
l=0

Pl(x)U(j)
li=1,2,3

= PŨ(j)
i=1,2,3,

La substitution de U par son approximation permet d’obtenir le problème aux valeurs

propres quadratique (3.16) :

[(
[A0]− ω2[A3]

)
+ ik [A1] + k2 [A2]

]
{Ũ} = 0. (4.3)
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où {Ũ} est le vecteur global des déplacements nodaux généralisés. [Ai=0,1,2,3] sont les

matrices de rigidité et de masse globales obtenues telle que :

[A0] =
n

∑
j=1

∫

Ej

∇BT [M0] ∇B dx +
n

∑
j=1

∫

Ej∩Ek 6=j

T0
j ds,

[A1] =
n

∑
j=1

∫

Ej

∇BT [M1] B dx +
n

∑
j=1

∫

Ej∩Ek 6=j

T1
j ds −

n

∑
j=1

∫

Ej∩∂S
(BT · ns) [M5] B ds,

[A2] =
n

∑
j=1

∫

Ej

BT [M2] B dx,

[A3] =
n

∑
j=1

∫

Ej

BT [M3] B dx.

avec B = P ⊗ I3, où ⊗ représente le produit de Kronecker. P est le vecteur des polynômes

d’interpolation de l’élément considéré. I3 est la matrice identité de 3 × 3 représentant les

trois composantes du champ U = [U1, U2, U3]T. T0,1
j sont les matrices de flux numériques

élémentaires obtenues telles que (2.18)-(2.19) (voir annexe B).

[Ai=0,1,2,3] sont des matrices carrées constituées de nombres complexes, partitionnées

en blocs et de taille {(3m×3m), m = n × Nddl}. Le système de 3m équations quadra-

tiques admet 2 × 3m solutions non-triviales (ki, {Ũ}i); i = 1, 2, ..., 6m). La résolution de

ce problème est effectuée après linéarisation via le problème de forme standard (3.25).

4.3.2 Cylindre plein homogène isotrope

Contrairement au cas des plaques de dimensions latérales infinies, où les solutions

recherchées sont indépendantes de la variable x2, les guides cylindriques sont bornés dans

cette direction. Par conséquent, les dérivées par rapport à cette coordonnée cartésienne

ne s’annulent pas. Le système est posé sur la totalité de la section et ne fait apparaitre

aucun découplage. Dans le cas d’un guide d’ondes homogène et isotrope, les matrices

[Mi=0,1,2,3,4] sont exprimées en utilisant les coefficients de Lamé telles que :

[M0] =

(
[M01] [M02]

[M03] [M04]

)
=







λ + 2µ 0 0

0 µ 0

0 0 µ







0 λ 0

µ 0 0

0 0 0







0 µ 0

λ 0 0

0 0 0







µ 0 0

0 λ + 2µ 0

0 0 µ







,

[M1] =
(
[M11] [M12]

)T
=







0 0 λ + µ

0 0 0

λ + µ 0 0







0 0 0

0 0 λ + µ

0 λ + µ 0







T

,
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[M4] =
(
[M41] [M42]

)T
=







0 0 λ

0 0 0

µ 0 0







0 0 0

0 0 λ

0 µ 0







T

,

[M2] =




µ 0 0

0 µ 0

0 0 λ + 2µ


 , [M3] =




ρ 0 0

0 ρ 0

0 0 ρ


 ,

Ces matrices peuvent être également obtenues en fonction du module de Young et du

coefficient de Poisson. Ces derniers sont calculés par :

ν =
λ

2(λ + µ)
,

E = 2µ(1 + ν).

De façon similaire à la SADG-FE pour les plaques isotropes (section (3.3)), une im-

plémentation simple et rapide est possible. Le calcul peut être effectué pour une seule

composante du champ de déplacement. Le système global est ensuite calculé via des mul-

tiplications matricielles.

4.3.3 Tube homogène isotrope

x2

x1

n

!

s

∂Sext

∂Sint

n

!

s

Figure 4.2 – Configuration d’un cylindre creux.

Sur la figure (4.1), la normale ns est considérée orientée vers l’extérieur du domaine.

L’intégration sur le contour externe ∂Sext est réalisée dans le sens anti-horaire. Toutefois,

lorsque le domaine est multi-convexe - possédant une interface interne ∂Sint - tel qu’un

tube, l’intégration sur celle-ci est effectuée dans le sens horaire [61], comme le montre la

figure (4.2). Le système (4.3) est modifié tel que :

[A∗
1 ] = [A1] +

n

∑
j=1

∫

Ej∩∂Sint

(BT · ns) [M5] B ds. (4.4)
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4.3.4 Guide d’onde à gradient fonctionnel

Lorsque les paramètres du matériaux varient à travers la section, les matrices des

coefficients [Mi=0,1,2,3,4] sont également interpolées [228]. Ceci est effectué en utilisant les

mêmes fonctions d’interpolation des éléments.

[Mi](x) =




D11(x) D12(x) · · · D1k(x)

D21(x) D22(x) · · · D2k(x)
...

...
. . .

...

Dj1(x) Dj2(x) · · · Djk(x)




, (4.5)

avec :

Djk(x) =
Nddl

∑
l=0

Pl(x)Dl . (4.6)

où Dl sont les valeurs des coefficients élastiques du matériau évaluées aux nœuds d’un

élément. Ainsi, les propriétés réelles du matériau peuvent être incorporées pour chaque

point d’intégration numérique.

Dans ce cas de figure, le système (4.3) doit être également adapté pour tenir compte

des termes du gradient impliquant les dérivées des fonctions exprimant la variation des

coefficients élastiques. Suivant la même procédure de la section (3.3), après simplification

et réarrangement, la formulation devient :

[A∗
1 ] = [A1] + [A

′
1]

avec :

[A
′
1] =

n

∑
j=1

∫

Ej

BT [M
′
5] B dx. (4.7)

où :

[M
′
5] = ∇ · ([M1]− [M4])

T .

Pour un FGM fabriqués de matériaux isotropes, la matrice [M
′
5] s’écrit :

[M
′
5] =




0 0
∂µ

∂x1

0 0
∂µ

∂x2
∂λ

∂x1

∂λ

∂x2
0




On rappelle que ces termes disparaissent automatiquement pour un matériau homogène.
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4.3.5 Guide d’onde anisotrope

Dans la section (3.3), le cas général d’un guide d’ondes fabriqué avec un matériau

anisotrope est montré. La matrice d’élasticité contenant les 21 coefficients élastiques indé-

pendants est :

[C] =




C11 C12 C13 C14 C15 C16

C22 C23 C24 C25 C26

C33 C34 C35 C36

C44 C45 C46

C55 C56

Sym. C66




.

Dans ce cas, les matrices [Mi=0,1,2,3,4] peuvent être obtenues directement de cette der-

nière par de simples multiplications matricielles. On définit :

[L1] =




1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0




T

, [L2] =




0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0




T

, [L3] =




0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0




T

,

Les matrices élémentaires sont calculées telles que :

[M01] = [L1]
T[C][L1] =




C11 C16 C15

C66 C56

Sym. C55


 , [M02] = [L1]

T[C][L2] =




C16 C12 C14

C66 C26 C46

C56 C25 C45


 ,

[M03] = [L2]
T[C][L1] =




C16 C66 C56

C12 C26 C25

C14 C46 C45


 , [M04] = [L2]

T[C][L2] =




C66 C26 C46

C22 C24

Sym. C44


 ,

[M41] = [L1]
T[C][L3] =




C15 C14 C13

C56 C46 C36

C55 C45 C35


 , [M42] = [L2]

T[C][L3] =




C56 C46 C36

C25 C24 C23

C45 C44 C34


 .

[M11] = [M41] + [L3]
T[C][L1] =




2C15 (C14 + C56) (C13 + C55)

2C46 (C36 + C45)

Sym. 2C35


 ,

[M12] = [M42] + [L3]
T[C][L2] =




2C56 (C46 + C25) (C36 + C45)

2C24 (C23 + C44)

Sym. 2C34


 ,

[M2] = [L3]
T[C][L3] =




C55 C45 C35

C44 C34

Sym. C33


 , [M3] =




ρ 0 0

0 ρ 0

0 0 ρ


 ,
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Enfin, on obtient :

[M0] =

(
[M01] [M02]

[M03] [M04]

)
,

[M1] =
(
[M11] [M12]

)T
,

[M4] =
(
[M41] [M42]

)T
.

4.4 Résultats numériques

Cette section présente la validation de la méthode SADG-FE en 2D. Tout d’abord, Les

courbes de dispersion sont calculées analytiquement pour un cylindre droit homogène et

isotrope. Les résultats sont comparés avec les solutions numériques. Ensuite, un cylindre

fabriqué avec un matériau à gradient fonctionnel est analysé. Les résultats sont présentés

et comparés avec les solutions analytiques obtenues en utilisant une approximation par

un système multi-couches. Après, les calculs pour un tube anisotrope sont montrés et les

résultats sont comparés à ceux de la méthode SAFE classique. Enfin, un exemple de guide

d’ondes à section arbitraire (dans ce cas, un rail) et sa discrétisation en éléments d’ordres

élevés sont présentés.

4.4.1 Cylindre plein homogène isotrope

On considère un cylindre plein homogène et isotrope, de rayon a = 1mm. Les proprié-

tés du matériau sont données dans le tableau (4.1). La forme bilinéaire globale est utilisée

avec le facteur de pénalité α = 30 pour assurer la stabilité. Les courbes de dispersion sont

calculées jusqu’à la fréquence f = 3 MHz avec un pas de 100 kHz.

c0 (m/s) ρ (km/m3) E (GPa) ν(−)

5188.74 7800 210 0.3

Table 4.1 – Caractéristiques du cylindre en acier. La vitesse de la barre est c0 =
√

E/ρ.

La section S est maillée en n = 64 éléments rectangulaires quadratiques incomplets

à 8 nœuds (Q8), comme le montre la figure (4.3). Un maillage régulier est utilisé. Ainsi,

les conditions minimales de discrétisation sont largement satisfaites. Pour des raisons de

visibilité, seuls les modes se propageant vers la droite (k réel positif) sont présentés. Les

résultats sont calculés via une implémentation de la méthode sur le logiciel MATLAB.

La figure (4.4) montre les courbes de dispersion de la vitesse de phase Cp en fonction

de la fréquence. Les résultats numériques de la SADG-FE (point noirs) sont comparés

avec les solutions analytiques (traits pleins). Ces dernières sont calculées en utilisant le

logiciel PCDISP [57], basé sur la résolution de l’équation de dispersion analytique (A.11)
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obtenue par la méthode de superposition des ondes partielles (voir section (1.3)). Les deux

résultats sont en excellent accord.

-1 -0.5 0 0.5 1

10
-3

-1

-0.5

0

0.5

1

10
-3

Figure 4.3 – Maillage régulier d’un disque de rayon a = 1mm en utilisant des éléments quadratiques (Q8).

Figure 4.4 – Courbes de dispersion de la vitesse de phase Cp des modes de Pochhammer-Chree dans un
cylindre plein en acier. Les résultats numériques du SADG-FE (points noirs) sont superposés aux résultats
analytiques (traits pleins).

En ce qui concerne les modes non-propagatifs et inhomogènes, la figure (4.5) montre

les courbes de dispersion analytiques obtenues par PCDISP [57]. Les modes non-

propagatifs (points rouges) et inhomogènes (partie réelle en points violets et partie

imaginaire en points verts) y sont montrés. Les résultats de la méthode SADG-FE sont

tracés en cercles noirs. Une très bonne correspondance est également obtenue.
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Figure 4.5 – Courbes de dispersion analytiques des modes non-propagatifs (points rouges) et inhomogènes
(points violets et verts) d’un cylindre homogène et isotrope dans le plan complexe. Ces dernières sont com-
parées aux solutions numériques de la SADG-FE (cercles noirs).

4.4.2 Cylindre plein à gradient fonctionnel

On considère un cylindre fabriqué d’un matériau à gradient fonctionnel, dont les pro-

priétés varient radialement en fonction de l’épaisseur, comme illustré sur la figure (4.6).

x1

x2

x3
r

o
Section	graduée

Figure 4.6 – Configuration géométrique et matérielle du guide d’ondes FGM cylindrique.

Le FGM est de type Métal-Céramique constitué de deux matériaux isotropes : l’acier et

le silicone nitride, respectivement. Les coefficients élastiques correspondants sont montrés

dans le tableau (4.2). Cet FGM est généralement utilisé dans les environnements à forts

gradients de température.

Matériau E (GPa) ν ρ (kg/m3)

Acier 207.82 0.3177 8166

Silicone nitride 322.4 0.240 2370

Table 4.2 – Propriétés des matériaux : acier et silicone nitride, utilisés pour le cylindre FGM.

Dans la littérature, les courbes de dispersion des tubes FGM ont été calculées en uti-

lisant différentes méthodes : une approche polynômiale [229, 230] et le formalisme de

Stroh [231]. Toutefois, dans le cadre de la méthode semi-analytique éléments finis, Han et
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al. [133] ont utilisé une approximation par un système multi-couches annulaires. Dans ce

travail, un cylindre plein est considéré. Le gradient de propriétés est représenté par une

fonction continue sur toute la section et à l’intérieur de chaque élément (4.5)- (4.6). Les

caractéristiques varies en fonction du rayon (r) selon une loi de la forme :

CFGM(r) =
(

CSiN − CSS
) ( r

a

)Pp
+ CSS, (4.8)

C désigne une propriété du matériau (ρ, E ou ν). Pp est le coefficient du gradient. Le

matériau varie continuellement de l’acier inoxydable (SS) (au centre du cylindre) au

Silicium Nitride (SiN) sur la surface extérieure.

Le disque de rayon a = 5 mm est discrétisé en utilisant le même maillage dans la

figure (4.3). Pour chaque élément de Nddl nœuds de coordonnées xe = {Ni(xi
1, xi

2), i =

1, 2, ..., Nddl}, les valeurs des coefficients élastiques du matériau Dl de (4.5)- (4.6) sont

calculées par rapport au rayon :

r(Ni) =
√
(xi

1)
2 + (xi

2)
2. (4.9)

Le problème (4.3) est résolu pour une gamme de fréquence f = [0 1] MHz, pour

une distribution (4.8) linéaire de Pp = 1. Les solutions obtenues sont comparées avec

les résultats analytiques calculés avec PCDISP [57] et numériques de la méthode SAFE

classique calculés sur le logiciel GUIGUW [4]. Ces deux résultats de référence sont obte-

nus en utilisant une approximation par un système multi-couches, dont chacune d’elles

est homogène. Le cylindre FGM est divisé en N éléments annulaires. Les propriétés de

chaque anneau Ai=1,..,N sont calculées pour la moyenne de son rayon interne et externe.

Les solutions numériques sont calculées pour N = 5 anneaux, tandis que les solutions

analytiques sont obtenues pour N = 50 couches.

La figure (4.7) présente les courbes de dispersion de la vitesse de phase Cp en fonction

de la fréquence. Les résultats de la méthode SADG-FE sont en cercles noirs. Les résultats

analytiques sont tracés en lignes continues bleues et les résultats numériques de SAFE

classique sont en points rouges. Une bonne concordance entre les différents résultats est

observée.

4.4.2.1 Discussion

Les résultats obtenus sont en bon accord avec ceux de la littérature. Le calcul des pro-

priétés de dispersion est effectué de manière très efficace. De plus, grâce à une résolution

via un problème aux valeurs propres, la méthode est stable et converge pour tous les

modes en basses et en hautes fréquences.

À partir de la figure (4.5), on peut constater que la modélisation du FGM en utili-

sant un modèle stratifié permet d’obtenir une solution admissible. Toutefois, lorsqu’une
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Figure 4.7 – Courbes de dispersion de la vitesse de phase Cp des modes propagatifs dans un cylindre FGM
isotrope. Les résultats numériques du SADG-FE (cercles noirs) sont superposés aux résultats analytiques
(traits pleins bleus) et ceux de la méthode SAFE (points rouges).

grande précision est demandée, un grand nombre de couches est nécessaire. Autrement,

cela peut générer un champ de contraintes discontinu, qui peut ne pas simuler correc-

tement les conditions réelles. En outre, ce modèle ne peut être utilisé que dans le cas

d’un cylindre droit. En revanche, les solutions analytiques sont obtenues en utilisant des

techniques de multiplications matricielles (voir section (1.3)). Ces dernières présentent

des instabilités numériques et entraînent des solutions parasites (lignes manquantes sur

la figure (4.5)).

La méthode proposée ici utilise une fonction continue qui représente le gradient ef-

fectif dans une section arbitraire. Par conséquent, les résultats sont précis, obtenus avec

moins d’éléments et de temps de calculs par rapport aux autres méthodes étudiées. De

plus, dans le contexte des éléments d’ordres élevés (p ≥ 3), elle permettra de représenter

plus efficacement la variation des coefficients du milieu en utilisant moins d’éléments.

4.4.3 Tubes anisotropes

Dans cette partie, un exemple de calcul des courbes de dispersion pour des guides

d’ondes fabriqués en matériaux anisotropes est étudié. Ces derniers sont largement utili-

sés dans divers secteurs de l’ingénierie. On considère donc un tube anisotrope, de rayon

interne a1 = 2.5mm et de rayon externe a2 = 5mm, constitué d’un alliage de zirconium M5

[5, 232, 233]. Ce dernier est une gaine métallique utilisée dans les réacteurs nucléaires. Elle

est assujettie à des contraintes d’irradiation et de corrosion qui peuvent engendrer des

endommagements de lourdes conséquences. Les techniques de contrôle non-destructif

par ultrasons jouent un rôle primordiale dans le contrôle de leur état de santé.
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Dans ce travail, l’alliage de zirconium M5 est considéré non-atténuant et homogène,

d’une structure cristalline hexagonale [5]. La matrice d’élasticité (3.18) contient cinq

constantes élastiques indépendantes. Les valeurs de ces constantes sont montrées dans le

tableau (4.3).

[C] =




C11 C12 C13 0 0 0

C11 C13 0 0 0

C33 0 0 0

C44 0 0

C44 0

Sym. C66




(4.10)

avec : C66 = (C11 − C12)/2.

Matériau ρ (kg/m3) C11 C12 C13 C33 C44

Zircaloy M5 6494 145.6 70.2 70.8 170 21.9

Table 4.3 – Constantes élastiques Cij (GPa) de l’alliage de zirconium M5 [5].

La propagation des ondes est considérée le long de l’axe principale ϕ = 0. Afin de

réduire le nombre de modes à comparer, les calculs sont effectués jusqu’à une fréquence

de f = 500 kHz. La vitesse des ondes transversales est cT =
√

C66/ρ. Le maillage de

la section S du tube est représenté sur la figure (4.8). Ce dernier est constitué de 128

éléments quadratiques complets, de type "Q9" (9 nœuds).

-5 0 5

10
-3

-5

0

5

10
-3

Figure 4.8 – Maillage régulier en deux dimensions de la section d’un tube de rayon interne a1 = 2.5mm et
de rayon externe a2 = 5mm, en utilisant des éléments quadratiques complets à 9 nœuds.
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La figure (4.9) montre les résultats obtenus de la vitesse de phase Cp en fonction de

la fréquence en kHz. Les résultats de la méthode SADG-FE (cercles noirs) sont comparés

avec les résultats de la méthode SAFE (points rouges) calculés sur GUIGUW [4]. Un bon

accord est constaté.

Figure 4.9 – Courbes de dispersion de la vitesse de phase Cp des modes propagatifs dans un tube anisotrope
libre : les résultats numériques de la SADG-FE (cercles noirs) sont comparés aux résultats de la méthode
SAFE classique [4] (points rouges).

4.4.4 Guide d’onde à section arbitraire : le rail

Dans cette section, les courbes de dispersion pour un rail sont calculées. Actuellement,

ces dernières ne peuvent pas être calculées analytiquement. En revanche, le rail a fait

l’objet de plusieurs recherches [128, 129, 130, 234, 227]. La détermination des propriétées

dispersives des ondes guidées dans le rail permet la conception des systèmes d’inspection

et de surveillance de son état de santé [10, 11], ainsi que la réduction du bruit des trains

dans le domaine de l’audible [103]. Les fréquences d’intérêt pour ces applications varient

généralement entre 100 Hz et 50 kHz.

En effet, il existe un nombre important de profils de rails. Ici, on considère le cas d’un

rail de type Vignole qui a la référence 60 E1 ou UIC 60. Celui-ci est largement utilisé dans

les lignes du réseau ferroviaire trans-européen de grande vitesse [235]. Il est fabriqué

en acier, homogène isotrope. Les mêmes propriétés du matériau du tableau (4.1) sont

utilisées. La section transversale du rail est maillée en n = 44 éléments rectangulaires,

comme illustré dans la figure (4.10). L’ordre des éléments peut être choisi en fonction de

la fréquence maximale de travail, tandis que la forme des éléments reste constante.

Il faut noter ici que les éléments d’ordres élevés sont utilisés. En effet, en considérant

des éléments d’ordres p = 1 ou 2, un grand nombre d’éléments donc de degrés de liberté,



106

Chapitre 4. Développement de la méthode semi-analytique éléments finis de Galerkin
discontinue pour les guides d’ondes à section arbitraire

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

Figure 4.10 – Discrétisation d’un rail 60 E1 en n = 44 éléments quadrilatéraux pour une approximation
d’ordre élevée.

est nécessaire pour représenter la géométrie du rail et satisfaire les conditions minimales

de discrétisation. En revanche, les éléments d’ordre p ≥ 3 présentent l’avantage d’une

très bonne précision de la représentation géométrique de la section et des résultats numé-

riques. Toutefois, la génération de maillages d’ordres supérieurs de qualité satisfaisante

reste compliqué ([236]).

Afin d’effectuer des calculs jusqu’à la fréquence de 25 kHz, on utilise des éléments

d’ordre p = 3, "Q16". La figure (4.11) montre les courbes de dispersion de la vitesse de

phase Cp en fonction de la fréquence en kHz. Les résultats de la méthode SADG-FE

(cercles noirs) sont superposés aux résultats de la méthode SAFE classique [1] (lignes

rouges). Ces derniers sont obtenus en utilisant le même contour de la section du rail (adi-

mentionné) que sur la figure (4.10). Toutefois, la discrétisation est effectuée en utilisant

n = 1672 éléments triangulaires quadratiques "T6", à 6 nœuds.

La figure (4.12) montre deux modes de vibration de la section du rail et les nombres

d’onde obtenus de la SADG-FE et de SAFE à la fréquence de 25 kHz. Ceux-ci corres-

pondent aux déformées modales dans la direction de propagation x3, c’est-à-dire la

composante U3(x1, x2). Les amplitudes sont normalisées par rapport au maximum. Une

très bonne correspondance entre les deux résultats est obtenue.

En effet, outre que l’identification des modes qui sont susceptibles de se propager dans

le rail, la connaissance préalable des déformées modales est nécessaire pour concevoir

l’approche appropriée d’excitation et de détection des ondes. Elles sont utilisées dans la
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Figure 4.11 – Courbes de dispersion de la vitesse de phase Cp des modes propagatifs dans un rail homogène
isotrope libre : les résultats numériques de la SADG-FE (cercles noirs) sont comparés aux résultats de la
méthode SAFE classique [1] (lignes rouges).
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Figure 4.12 – Modes de vibration d’un rail à la fréquence de 25 kHz. Les déformées modales et les nombres
d’ondes sont obtenus de : (a) la méthode SAFE et (b) la méthode SADG-FE.
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pratique pour cibler les défauts à divers endroits dans la section. Par exemple, on peut

voir sur la figure (4.12) que les modes excitent de préférence une certaine partie du rail.

Le premier s’agit d’un mode de vibration du champignon tandis que le deuxième est un

mode de vibration de la base. Ils sont symétriques par rapport à l’axe normal et peuvent

être utilisés pour le contrôle des deux parties respectives. Par ailleurs, il existe d’autres

modes plus complexes qui permettent de contrôler plusieurs parties au même temps.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, le développement de la méthode SADG-FE en 2D pour le calcul

des propriétés dispersives des ondes guidées dans des guides d’ondes à section arbitraire

est montré. La formulation variationnelle et son implémentation sont étudiées. Plusieurs

guides d’ondes fabriqués avec des matériaux complexes sont analysés. Ensuite, diverses

simulations sont effectuées pour valider la méthode et montrer son potentiel effectif.

Tout d’abord, le cas d’un cylindre homogène isotrope et libre est analysé. Les résultats

numériques obtenus sont en bonne concordance avec les solutions analytiques pour les

différents modes : propagatifs, non-propagatifs et inhomogènes. Ainsi, la méthode est va-

lidée. Ensuite, un exemple d’un cylindre à gradient fonctionnel est analysé. Les résultats

numériques de la SADG-FE sont présentés et comparés avec des solutions analytiques et

numériques en utilisant la méthode SAFE classique. Ces derniers sont obtenus via une

approximation par un système multi-couches. Les résultats montrent un excellent accord

avec ceux issus des deux méthodes. La méthode proposée s’est montrée très convenable

pour la modélisation des matériaux hétérogènes FGM. Grâce à l’interpolation des coef-

ficients élastiques dans chaque élément, elle permet une représentation plus efficace du

gradient effectif à travers la section. Ainsi, une très bonne précision peut être obtenue avec

moins d’éléments et de temps de calculs. Après, les courbes de dispersion pour un tube

anisotrope sont calculées. Les résultats sont comparés à ceux obtenus avec la méthode

SAFE. Un bon accord est également constaté.

Enfin, dans le but d’évaluer le potentiel de la méthode, un guide d’ondes à section

arbitraire à savoir le rail, est étudié. Les courbes de dispersion pour un rail homogène

isotrope sont calculées et comparées avec ceux trouvées dans la littérature. En utilisant

des éléments d’ordres élevés pour la discrétisation, la méthode s’est avérée très avanta-

geuse par rapport à la méthode classique. Elle permet d’obtenir une grande précision en

utilisant un maillage relativement grand. Ainsi, les opérations d’assemblage et les calculs

sont plus rapides. Les ressources informatiques dédiées sont considérablement réduites.
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5.1 Conclusion

Ce travail de recherche est consacré au développement d’un outil de modélisation

pour l’étude de la propagation des ondes guidées ultrasonores dans des guides d’ondes à

section arbitraire constitués de matériaux complexes. Ces guides d’ondes se rapprochent

de ceux qu’on utilise dans le domaine de transports.

Dans le premier chapitre, le contexte général et l’intérêt des ondes guidées pour le

contrôle de l’état de santé des structures sont rappelés. Les caractéristiques et les pro-

blématiques de la propagation des ondes guidées sont exposées. Ensuite, un état de l’art

sur les méthodes d’analyse : analytiques, numériques et hybrides, est présenté. L’étude

bibliographique a permis d’identifier le besoin de développement de nouvelles approches

permettant d’étudier des guides d’ondes à géométrie arbitraire constitués de matériaux

complexes. Cela avec une grande précision et une consommation de ressources moindre.

Les méthodes des éléments finis d’ordres élevés, en particulier la méthode de Galerkin

discontinue, présente un bon candidat. Cette dernière possède d’excellentes propriétés

de convergence, une grande précision, une flexibilité géométrique améliorée, une prédis-

position au calcul parallèle et un meilleur traitement de discontinuités dans le milieu et

du champ d’onde approché. Pour toutes ces raisons, le développement de la méthode

semi-analytique éléments finis de Galerkin discontinue est proposé. Néanmoins, il a été

constaté que la méthode de Galerkin discontinue est utilisée quasi-exclusivement dans le

domaine temporel. De plus, son application dans le domaine fréquentiel - aux problèmes

aux valeurs propres associés à l’approche semi-analytique - n’est pas trivial et nécessite

une étude à part entière.

Le deuxième chapitre est dédié à l’étude de l’applicabilité d’une famille des méthodes

DG, dites à pénalité intérieure (IPDG), aux problèmes aux valeurs propres avec des condi-

tions aux limites libres. Afin de vérifier l’utilité et les performances de ces méthodes, des

109
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problèmes simplifiés en une et en deux dimensions ont été étudiés, à savoir : les vibrations

d’une barre mince libre et d’une membrane libre. Cette étude a montré, d’une part, que

les méthodes IPDG fournissent une solution correcte et exempte des modes parasites.

D’autre part, elle a démontré qu’une convergence optimale peut être obtenue avec moins

d’éléments par rapport à la formulation continue. En outre, le système algébrique obtenu

est plus adapté aux algorithmes de résolution en parallèle.

Dans le troisième chapitre, la méthode semi-analytique éléments finis de Galerkin

discontinue est développée. La méthode est utilisée pour calculer les courbes de disper-

sion des ondes guidées dans les plaques. La formulation variationnelle et les détails de

son implémentation en utilisant une approximation nodale via les éléments de Lagrange

sont explicités. Plusieurs exemples de matériaux homogènes et hétérogènes (isotrope,

anisotrope et à gradient fonctionnel) sont analysés. Les résultats numériques obtenus

présentent un excellent accord avec ceux trouvés dans la littérature.

Le quatrième chapitre est dédié à la formulation générale de la méthode. Celle-ci est

applicable à toute structure tridimensionnelle présentant une invariance géométrique et

matérielle dans la direction propagation de l’onde. Son implémentation, en particulier

pour les FGM, est montrée. La validation est également effectuée en utilisant plusieurs

types de guides d’ondes de géométries simples (cylindre homogène isotrope, cylindre

hétérogène FGM, tube anisotrope) et à section arbitraire (rail).

La SADG-FE a montré des avantages par rapport aux méthodes classiques à savoir

analytiques et numériques classiques. D’un côté, elle permet d’obtenir une précision

élevée en utilisant un degré polynomial et un taux d’échantillonnage (longueur d’onde

par rapport à la taille du maillage) plus faible. En outre, grâce à une résolution via un

problème aux valeurs propres, la méthode a montré une stabilité numérique tant pour

les petites que pour les grandes longueurs d’ondes. D’un autre côté, elle s’est révélée

efficace pour modéliser des matériaux hétérogènes, en particulier lorsque les paramètres

du milieux changent graduellement en fonction de l’épaisseur. La nature locale de la

formulation permet une gestion plus pratique de la discontinuité et des conditions aux

limites, ce qui engendre une approximation très précise à faible coûts. De plus, elle

permet d’optimiser les opérations d’assemblage des matrices de rigidité et une inversion

plus efficace du problème aux valeurs propres.

Enfin, la méthode développée dans ce travail présente un outil performant, permettant

de calculer les courbes de dispersion et les modes de vibration des ondes guidées dans

diverses applications, avec une excellente précision et une réduction importante des temps

de calculs.
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5.2 Perspectives

5.2.1 Amélioration de la méthode et son implémentation

Le développement de la formulation semi-analytique peut être améliorer ainsi que son

implémentation :

1. Étudier la convergence de la méthode SADG-FE : Dans le chapitre 2, il a été mon-

tré que le gain de la méthode dépend de la valeur des facteurs de pénalité, de l’ordre

polynomial et de la nature du maillage. Il est donc intéressant d’effectuer une étude

des propriétés spectrales dispersives et dissipatives de la méthode SADG-FE, pour

les éléments rectangulaires, triangulaires et mixtes, afin d’optimiser le comporte-

ment de l’erreur.

2. Utilisation de nouvelles techniques de maillage : Contrairement à la méthode

continue, la méthode de Galerkin discontinue possède une très grande flexibilité

géométrique. Dans un même maillage, les éléments peuvent être de degré polyno-

mial et de nature totalement différentes, afin d’approcher au mieux le domaine de

calcul. Dès lors, des techniques de maillages adaptées aux éléments d’ordres élevés

peuvent être mises en œuvre afin de modéliser les géométries complexes.

3. Étudier l’influence de la distribution nodale des éléments : La méthode SADG-FE

permet une convergence spectrale de 2p + 2. Cependant, lorsque l’erreur atteint les

alentours de 10−10, aucune amélioration supplémentaire n’est observée. La raison

est conjecturée d’être une conséquence des éléments de Lagrange avec des point

équidistants et de la quadrature de Gauss utilisés [179]. Pour cette raison, une étude

de l’influence de la distribution nodale des éléments et des points de la méthode

d’intégration sur les propriétés de convergence est nécessaire.

4. Analyser la méthode de Galerkin discontinue Hybridisable : L’inconvénient majeur

de la méthode discontinue est le dédoublement des degrés de liberté. Toutefois, il

peut être surmonter en utilisant une nouvelle variante de la méthode discontinue

appelée Hybridisable [202]. Il serait donc souhaitable d’étudier son implémentation

dans le cadre de la méthode SADG-FE.

5. Parallélisation des calculs : On peut envisager une implémentation de la méthode

en utilisant des librairies d’éléments finis libres supportant la méthode de Galerkin

discontinue telles que Fenics-Project et GetFem++. On peut également développer

une application à part entière (Standalone) en utilisant des langages de programma-

tion orientés objet tels que le C++ et Python. Ceux-ci contiennent des librairies pour

le calcul parallèle.

5.2.2 Développement de la méthode SADG-FE pour le contrôle santé intégré

Le développement de la méthode SADG-FE pour le contrôle santé intégré et l’interac-

tion onde-endommagement nécessite des études supplémentaires, à savoir :
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1. Les guides d’ondes complexes : étudier l’excitabilité, la vitesse de l’énergie et le vec-

teur de Poynting. Modéliser les guides d’ondes viscoélastiques. Étendre le modèle

pour les guides d’ondes périodiques [138, 148]. Développer le modèle 1D simplifié

pour les guides axi-symétriques [139]. Analyser les guides enrobés dans un milieu

infini [143, 144]. Étudier les guides d’ondes hélicoïdaux et coudés [146], viscoélas-

tiques précontraints [147]. Calculer la réponse forcée suite à une excitation transitoire

[237, 140].

2. Interaction onde-endommagement : Afin d’étudier l’interaction des ondes guidées

avec les endommagements, le développement d’une méthode hybride est nécessaire.

Dans la littérature [1, 3], la méthode SAFE-FEM peut être exploitée afin de dévelop-

per une méthode hybride SADG-FEM.
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AOndes élastiques dans les plaques

et les cylindres homogènes

isotropes

A.1 Introduction

Les ondes ultrasonores sont des ondes mécaniques, acoustiques ou élastiques, causées

par une perturbation d’un milieu matériel et qui se propagent dans le temps et l’espace.

Elles sont généralement dans la gamme de fréquences inaudibles allant de 20 kHz à

quelques dizaines de GHz. Elles sont utilisées dans des domaines variés et elles ont de

nombreuses applications qui varient en fonction de la fréquence [238].

Dans le domaine du CND, les ondes utilisées sont généralement des ondes élastiques

dans la gamme de fréquence comprise entre 10 kHz et 50 MHz. Il existe plusieurs classifi-

cations de ces ondes selon le milieu dans lequel elles se propagent. De façon générale, on

peut distinguer deux types : les ondes longitudinales et les ondes transversales. Elles sont

dites ondes de volumes. Sous certaines conditions liées aux dimensions de la structure

ou de la configuration de leur génération, d’autres types d’ondes sont générées, notam-

ment les ondes de plaques (symétriques, antisymétriques ou de cisaillement), les ondes

cylindriques (de compression, de flexion ou de torsion) ou encore des ondes de surface,

etc. Cette annexe a pour but de présenter une brève description des équations principales

décrivant les ondes guidées dans les plaques et les cylindres homogènes et isotropes.

A.2 Ondes guidées dans les plaques

Considérons une plaque homogène isotrope d’épaisseur constante 2d, de dimensions

latérales infinies, comme le montre la figure (A.1). Lorsque l’épaisseur est inférieure ou

égale à la longueur d’onde, la propagation des ondes devient dispersive. Les ondes de

volume donnent lieu à des ondes guidées. Ces dernières se découplent en deux catégories :

ondes de Lamb et les ondes SH.

115



116 Annexe A. Ondes élastiques dans les plaques et les cylindres homogènes isotropes

A.2.1 Modes de Lamb

On considère la propagation dans l’épaisseur suivant l’axe x3. On utilise la méthode

des potentiels [35], valable uniquement dans le cas des matériaux isotropes. L’hypo-

thèse de déformation plane et de l’invariance du guide dans la direction perpendiculaire

conduisent à chercher des solutions indépendantes de la variable x2.

Figure A.1 – Plaque homogène isotrope d’épaisseur 2d et de dimensions latérales infinies.

Dés lors, les solutions recherchées sont de la forme des fonctions harmoniques dans

la direction de propagation e+ikx3 . Ces solutions sont injectées dans le système (1.8a-1.8a).

Quand elles sont associées aux conditions aux limites de surfaces libres (contraintes nulles

en x1 = ±d), les expressions analytiques des composantes du champ de déplacement

(û1, û3) sont déduites

û1 = [−Ap sin(px1 + α) + ikB sin(qx1 + α)] e+ikx3 ,

û3 = ikA cos(px1 + α) [−qB cos(qx1 + α)] e+ikx3 ,
(A.1)

et le système linéaire homogène suivant est obtenu
{
(k2 − q2)A cos(pd + α) + 2ikqB cos(qd + α) = 0,

(q2 − k2)B sin(qd + α)− 2ikpA sin(pd + α) = 0,
(A.2)

avec α = 0, α = π/2 pour les modes de Lamb symétriques et antisymétriques, respective-

ment. Les coefficients A et B représentent les amplitudes. p et q sont définis tels que :

p2 =
ω2

c2
L
− k2, q2 =

ω2

c2
T
− k2. (A.3)

L’homogénéité de ce système d’équations implique l’annulation du déterminant des

coefficients A et B. Le système se réduit donc à l’équation

− (k2 − q2)2 cos(ph + α) sin(qh + α)− 4k2qp cos(qh + α) sin(ph + α) = 0, (A.4)

qui, après simplification, peut également s’écrire sous la forme suivante :

ω4

c4
T
= 4k2q2

[
1 − p

q
tan(ph + α)

tan(qh + α)

]
. (A.5)

Cette équation constitue une relation entre la fréquence angulaire ω et le nombre

d’onde k. Elle permet de déterminer les nombres d’ondes, et donc les vitesses à lesquelles
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les ondes sont susceptibles de se propager à une fréquence donnée. Autrement dit, elle

exprime la relation de dispersion des modes de Lamb et elle est souvent indiquée comme

l’équation fréquentielles de Rayleigh-Lamb. En injectant les solutions du nombre d’onde

dans (A.1), les allures des déplacements peuvent être déterminées.

Bien qu’elle apparait simple, elle est insoluble analytiquement et nécessite impérati-

vement l’utilisation des méthodes numériques. Ces dernières sont généralement basées

sur les algorithmes de recherche des racines d’une fonction tels que : Newton-Raphson,

la bissection, sécante, etc. Dans ce travail, les courbes de dispersion analytiques sont ob-

tenues par un programme de suivi numérique des racines adapté des travaux [239, 240].

Les couples (ω, k) pour lesquels il existe des solutions non-triviales décrivent des

courbes que l’on appelle les courbes de dispersion. Pour chaque valeur de ω réelle, les so-

lutions k peuvent être réelles (modes propagatifs), imaginaires pures (modes évanescents)

ou encore complexes (modes inhomogènes).

A.2.1.1 Modes propagatifs

Lorsque les solutions k = |kr| sont réelles, les déplacements peuvent être réécrites tels

que :

u = AU(x1)ei(krx3−ωt),

où A est un coefficient d’amplitude. Les déplacements sont une fonction sinusoïdale à la

fois dans l’espace et le temps. Ainsi, les ondes de Lamb sont propagatifs. Pour une plage

de fréquences donnée, il existe un nombre fini de ce type de solutions et elles constituent

des branches correspondants aux différents modes symétriques (S) et antisymétriques (A).

A.2.1.2 Modes non-propagatifs et inhomogènes :

Quant aux solutions complexes k = |kr|+ i|km| , les déplacements deviennent :

u = AU(x1)ei(krx3−ωt)e−kmx3 .

Cette forme fait apparaitre un facteur d’atténuation e−kmx3 . Les déplacements montrent

alors une décroissance exponentielle dans la direction x3 et les valeurs des nombres

d’onde expriment le taux de cette décroissance. Par conséquent, lorsque les solutions sont

purement imaginaires, les modes correspondants peuvent être interprétés comme étant

des modes évanescents qui restent confinés à proximité des bords et s’atténuent ailleurs

en fonction de la distance, i.e. solutions en champ proche. Du coup, ils sont des modes

de Lamb non-propagatifs. Ils forment des boucles imaginaires d’une structure en tresses

entrelacées reliant les modes propagatifs les uns aux autres à travers les fréquences de

coupures. Pour une plage de fréquences donnée, il existe un nombre fini de ce type de

solutions.
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En revanche, lorsqu’elles présentent une partie réelle, elles peuvent être distinguées

comme des ondes se propageant avec une variation sinusoïdale modulée par une fonc-

tion exponentielle décroissante. Ces ondes sont généralement caractérisées par une partie

imaginaire très importante et divergente, tandis que la partie réelle reste faible et limitée.

A.2.2 Modes SH

À l’encontre de l’analyse des ondes de Lamb, seule la composante û2 du champ de

déplacement est d’intérêt. En raison du découplage des composantes, l’élimination de

(û1, û3) de l’équation (1.5) engendre l’équation d’onde scalaire gouvernant la propagation

des ondes SH. En considérant une solution harmonique e+ikx3 , elle s’écrit :

∂2û2

∂x2
1
+ q2û2 = 0. (A.6)

En tenant en compte la condition de bords libres
∂û2

∂x1
(±d) = 0, la résolution de cette

équation permet de déduire les déformées modales et la relation de dispersion. Il existe

une infinité de solutions telles que :

û2 = A cos(
mπ

2d
(x1 + d)) où m ∈ N, (A.7)

avec :

ω2 = c2
T

[
k2 +

(mπ

2d

)2
]

. (A.8)

Ces solutions peuvent être soit réelles (modes propagatifs), soit imaginaires

pures (non-propagatifs). De même, elles sont classées en modes symétriques et anti-

symétriques : les modes d’indices m pair correspondent au type S tandis que les nombres

impairs représentent les modes A. Le mode propagatif fondamental SH0 est non dispersif.

Le reste des modes sont dispersifs et ils possèdent une partie non-propagative connectée

aux fréquences de coupure dans l’axe k = 0. Cette relation de dispersion est semblable à

celle des guides d’ondes unidimensionnels (1D), l’exemple d’une barre mince traité dans

le Chapitre 2.

A.3 Ondes guidées dans les cylindres

De manière analogue aux ondes guidées dans les plaques, on considère un cylindre

libre, homogène et isotrope, de longueur infinie et de géométrie circulaire de rayon a. Dès

lors que les longueurs d’ondes de volume sont du même échelle que le rayon, la propa-

gation donne naissance aux ondes guidées dites de Pochhammer-Chree. Elles présentent

certaines ressemblances avec les ondes de Lamb, hormis que la fermeture de la section

engendre un couplage des ondes transversales horizontales et créent un mouvement de

torsion. Les modes guidés dans les cylindres peuvent être classés en trois catégories : les

modes longitudinaux de compression (L), de flexion (F) et de torsion (T).
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L’analyse de la propagation dans telles structures est de même ordre que pour les

plaques. La résolution de l’équation de mouvement tenant compte des conditions aux

limites et la géométrie du guide permet de tracer les caractéristiques de la propagation

guidées.

A.3.1 Équations de dispersion

En raison de l’uniformité de la section du guide, le système des coordonnées cylin-

driques (r =
√

x2
1 + x2

2, θ = arctan
(

x1
x2

)
, x3) est adopté. L’équation de mouvement

(1.5) est traduite en coordonnées cylindriques. En utilisant la décomposition de Helm-

holtz, le système (1.8a-1.8b) devient un système d’équations différentielles de Bessel. Les

solutions recherchées sont considérées de la forme harmonique dans la direction de pro-

pagation e+ikx3 . La substitution de ces solutions dans la loi de Hook permet de déduire

les composantes du champ de déplacements dans le cas général [37, 38] :

ûr = Ur

[
cos(nθ)

sin(nθ)

]
e+ikx3

ûθ = Vr

[
− sin(nθ)

cos(nθ)

]
e+ikx3

û3 = Wr

[
cos(nθ)

sin(nθ)

]
e+ikx3

(A.9)

avec :

Ur = ApJ
′
n(pr) +

n
r

BJn(qr) + ikCJn+1(qr),

Vr = −n
r

AJn(pr) + ikBJn+1(qr)− CqJ
′
n(qr),

Wr = ikAJn(pr)− BqJ
′
n+1(qr)− n + 1

r
CJn+1(qr),

(A.10)

où A, B et C sont des coefficients arbitraires d’amplitudes, Jn(·) sont les fonctions de Bessel

de première espèce et n est un nombre entier permettant la détermination des types des

modes.

L’association de ces solutions avec les conditions aux limites libres à r = a conduit à

la construction d’une matrice M de dimension 3 × 3, dont les éléments sont définis dans

les travaux de Graff [38]. L’annulation de son déterminant permet d’obtenir l’équation

générale de dispersion [29] :

|M(p, q, n)| = 0, i, j = 1, 2, 3. (A.11)

Le choix de la variable n mène à une multitude d’équations de dispersion particulières.

Lorsque n = 0, les modes longitudinaux et les modes de torsion sont identifiés. Autre-

ment, pour n ≥ 1, ils sont qualifiés de modes de flexion.
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A.3.2 Modes longitudinaux

La vibration décrite par (A.9), lorsque n = 0 pour le premier ensemble, se réduit à la

composante ûr et û3, la composante ûθ = 0. Les modes résultants sont alors des ondes de

compression axisymétriques (sin(nθ) = 0) de type axial-radial. Ils sont indicés L(n = 0, m)

avec m ≥ 1 faisant référence à leur ordre d’apparition. Le déterminant (A.11) se réduit en

deux facteurs. Le premier facteur, après simplification et réarrangement, donne l’équation

de dispersion dite de Pochhammer-Chree :

2p
a
(q2 + k2)J1(pa)J1(qa)− (q2 − k2)J0(pa)J1(qa)− 4k2 pqJ1(pa)J0(qa) = 0. (A.12)

Pareil à l’équation de Rayleigh-Lamb, les solutions peuvent être réelles (propagatifs), pu-

rement imaginaires (non-propagatifs) ou complexes (inhomogènes). Ils ont un comporte-

ment similaire à celui des modes symétriques.

A.3.3 Modes de torsion

En revanche, l’ensemble inférieur de (A.9) décrit les ondes de torsion. La composante

circonférentielle ûθ 6= 0 est la seule non nulle, ûr = û3 = 0. Ces ondes constituent des

modes axisymétriques correspondants à des mouvements de rotation de chaque section

transversale autour de l’axe du cylindre. Ils sont indicés T(n = 0, m) avec m ≥ 1. Le

deuxième facteur résultant de la factorisation de (A.11) donne l’équation de dispersion

des modes de torsion :

qaJ0(qa)− 2J1(qa) = 0. (A.13)

Le premier mode T(0, 1) n’est pas dispersif et leur spectre est semblable au modes SH

dans les plaques.

A.3.4 Modes de flexion

Enfin, à l’encontre des modes longitudinaux et de torsion, les modes de flexions

(n ≥ 1) sont décrits par toutes les composantes du champ de déplacement (A.9) et ils

ne présentent pas d’axisymétrie. Ils sont notés F(n, m) avec m ≥ 1. Parmi la grande fa-

mille des ondes de flexion, les modes d’ordre n = 1 sont les plus étudiés et qualifiés

d’ordinaires. Leur comportement est équivalent à celui des modes antisymétriques dans

les plaques. De l’autre côté, les modes d’ordres supérieurs n ≥ 2 sont reconnus comme

modes circonférentiels et ils n’ont pas d’homologues dans les plaques. En outre, les calculs

des équations de dispersion sont beaucoup plus compliqués.



BImplémentation de la méthode de

Galerkin discontinue à pénalité

intérieure

B.1 Introduction

Les méthodes de Galerkin discontinues ont été développées pour la première fois

pour résoudre les problèmes hyperboliques et paraboliques [188, 241, 242]. Dès lors, vu

son potentiel démontré dans ce domaine, plusieurs travaux de recherche ont été menés

indépendamment afin d’étendre son application aux autres types de problèmes notam-

ment de type elliptique.

L’extension à ce type de problèmes, avec des opérateurs de second ordre, a été lancé

par la méthode dite de Bassi-Rebay [243]. Elle consiste en la réécriture de l’opérateur du

2nd ordre en un système d’équations du premier ordre. Cela a conduit à l’introduction de

la méthode discontinue dite mixte ou Locale (LDG) [244]. Ensuite, une formulation alter-

native directe, dite de forme primale de Oden-Babuska-Baumann (OBB), a été proposée

[245, 246]. Cette dernière est basée sur des méthodes dites à pénalisation internes mises

au point bien longtemps avant qu’elles soient associées à la DG-FEM. Ultérieurement, as-

sociées à la DG, elles ont été regroupées dans une classe de méthodes discontinues dites

à pénalité intérieure (IPDG).

Enfin, ces méthodes diffèrent principalement dans leur traitement des flux numé-

riques utilisés pour communiquer l’information aux interfaces. Plus tard, ces méthodes

(pénalité intérieure, Galerkin discontinue local, etc.) ont été regroupées et étudiées d’une

manière générale pour unifier leur analyse dans les travaux de Arnold [186].

Cet annexe présente les détails de l’implémentation de la méthode à pénalité intérieure

pour le problème de Laplace. Ceci est effectué en suivant l’approche donnée dans [247,

184], en utilisant une approximation nodale en 1D et 2D, pour des éléments linéiques,

quadrilatéraux et triangulaires.
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B.2 Formulation variationnelle

B.2.1 Description du problème

Considérons le problème elliptique général défini tel que :

∇ · (C∇u) + k2u = f sur I , (B.1a)

u = gD sur SD, (B.1b)

(C∇u).n = gN sur SN , (B.1c)

où k exprime le nombre d’onde de l’équation d’Helmholtz, u est le déplacement. C est une

matrice de coefficients variables ou constants du milieu. n est le vecteur normal sortant

sur les frontières ∂I du domaine I , f est le terme de fores ou de sollicitations externes. gD

et gN représentent les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann respectivement,

sur les frontières (SD, SN) ∈ ∂I .

B.2.2 Formulation variationnelle générale

Soit le domaine de calcul Ih un maillage de I ∈ Rd=1,2,3, composé d’un ensemble

d’éléments E, avec les frontières ∂I . On définie Γh l’ensemble des frontières inter-éléments

Γ. Soit {v(x); x = (x1, x2, x3) ∈ Ej} une fonction test ou de pondération. Le schéma IPDG

général appliqué au problème (B.1) s’écrit : chercher u ∈ Dp(Ih) tel que :

∀v ∈ Dp(Ih), aǫ(u, v) = L(v), (B.2)

où la forme bilinéaire aǫ(u, v) et la forme linéaire L(v) sont respectivement définies telles

que :

aǫ(u, v) = ∑
E∈Ih

∫

E

(
C∇u.∇v − k2 uv

)
dx − ∑

Γ∈Γh∪ΓD

∫

Γ
{{C∇u.nΓ}} JvK ds

+ ǫ ∑
Γ∈Γh∪ΓD

∫

Γ
{{C∇v.nΓ}} JuK ds + ∑

Γ∈Γh∪ΓD

∫

Γ

α

|eΓ|β0
JuKJvK ds

+ ∑
Γ∈Γh

∫

Γ

γ

|eΓ|β1
J∇u.nΓKJ∇v.nΓK ds,

L(v) = ∑
E∈Ih

∫

E
f v dx − ∑

Γ∈ΓD

∫

Γ

(
ǫ C∇v.nΓ −

α

|eΓ|β0
v
)

gD ds + ∑
Γ∈ΓN

∫

Γ
gNv ds.

(B.3)

ǫ, α et γ sont les paramètres de pénalisation. β0 et β1 sont des nombres positifs dépen-

dant de la dimension d. La variable |eΓ| est la dimension caractéristique de la frontière Γ

(longueur de l’élément en 1D et du bord en 2D).

Dans la suite, nous considérons le problème aux valeurs propres de Laplace corres-

pondant à (B.3) avec C = 1 et (gN = 0, gD = ∅).
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B.3 Implémentation nodale

L’implémentation est effectuée à l’aide des approximations nodales, en particulier les

éléments de type Lagrange qui ont démontré d’excellentes performances dans des appli-

cations d’élastodynamique [194].

B.3.1 Approximation nodale

Dans chaque élément Ej, la solution locale exacte est approchée, dans le sens de Ga-

lerkin, par une solution numérique exprimée par une interpolation nodale :

u(j)(x) =
Nddl

∑
l=0

Pl(x)U
(j)
l = PŨ(j), (B.4)

appartenant au même espace Pp(Ej) que v = PT. Nddl est le nombre de degrés de liberté

de l’élément considéré. {Pl(x), l = 0, 1, ..., Nddl} sont les polynômes d’interpolation d’ordre

p correspondants. Ũ(j) est le vecteur des variables nodales de l’élément Ej correspondant

au champ u.

Figure B.1 – Quadrangle (2D) à quatre nœuds.

A titre d’exemple, pour un élément rectangulaire linéaire (2D) à 4 nœuds (N) montré

dans la figure (B.1), de coordonnées xe = {Ni(xi
1, xi

2), i = 1, 2, 3, 4}, l’approximation de la

solution élémentaire sur ce dernier s’écrit :

uj(x) =
[

P1(xe) P2(xe) P3(xe) P4(xe)
]




U(j)
1

U(j)
2

U(j)
3

U(j)
4




Trois éléments iso-paramétriques sont considérés dans cette thèse : linéiques, triangu-

laires et quadrilatéraux à bords droits de type Lagrange. La logique derrière l’utilisation

de ces éléments est leur simplicité, rapidité et grande précision.

Dans le cas unidimensionnel, l’expression du polynôme au nœud i est :

Pi(x) =
∏

Nddl
l=1,l 6=i(x − xl)

∏
Nddl
l=1,l 6=i(xi − xl)

(B.5)
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Dans le cas des éléments multi-dimensionnels, il suffit de faire le produit des polynômes

1D dans les différentes directions. Une liste détaillée de ces polynômes, dans les dimen-

sions (1, 2 et 3), pour les trois éléments peut être trouvée dans le livre [61].

En conséquence, le nombre de degrés de liberté dépend de l’ordre p et de la dimension

d. Pour les éléments quadrilatéraux, la relation est donnée par Nddl = (p + 1)d, tandis que

pour les éléments linaires et triangulaires

Nddl =
(p + 1)...(p + d)

d!
.

Remarque : Les schémas DG-FEM sont usuellement présentés pour les éléments triangu-

laires. Dans ce travail, nous envisageons la possibilité d’utiliser des éléments quadrilatéraux en

combinaison avec des éléments triangulaires. D’une part, l’utilisation des éléments triangulaires

présente l’avantage d’avoir un déterminant constant du jacobien, ce qui réduit notablement le

coût de calcul des intégrales de volume. D’autre part, les éléments rectangulaires présentent une

meilleure précision (voir [248] ).

En substituant u par son approximation (B.4) dans (B.3) et en calculant pour tous les

éléments, le système algébrique globale est obtenu :
(
[AK] + [AE]− k2[AM]

)
{Ũ} = 0, (B.6)

où [AK], [AE] et [AM] sont les matrices globales de rigidité, de flux et de masse respective-

ment. {Ũ} est le vecteur global des valeurs nodales généralisées. Notons que [AK,M,E] sont

des matrices carrées complexes partitionnées en blocs de taille {(m×m), m = n × Nddl}.

Elles sont exprimées telles que :

[AK] =
n−1

∑
j=0

∫

Ej

∇PT∇P dx,

[AM] =
n−1

∑
j=0

∫

Ej

PTP dx,

[AE] = ∑
Γ∈Γh

∫

Γ
([T11] + [T12] + [T21] + [T22])ds.

(B.7)

[T11] et [T22] correspondent à l’interaction des fonctions locales (B.5) des deux éléments

voisins (E1 et E2) avec eux mêmes respectivement. Les matrices [T12] et [T21] assurent le

couplage entre les deux éléments.

B.3.2 Transformation des intégrales

Les termes (B.7) nécessitent le calcul des intégrales de volume et de surface. Pour

effectuer ces intégrations numériquement, il est plus avantageux de considérer des élé-

ments fixes dits de référence Ere f dans un espace de calcul (ξ, η, ζ). Ceci nécessite des
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transformations affines (TE) du système de coordonnées cartésiennes pour le système de

coordonnées de référence, comme le montre la figure (B.2).

Figure B.2 – Transformations des éléments de référence triangulaires et quadrilatéraux (2D).

B.3.2.1 Intégrale de volume :

La transformation de l’intégrale d’une fonction polynomiale générale g(x), dans le

système cartésien à un système de référence, est effectuée grâce à la matrice Jacobienne,

telle que : ∫

Ej

g(x)dx =
∫

Er

g(x(ξ))|J|dξ dη dζ (B.8)

avec |J| le déterminant de la matrice Jacobienne :

J(Er → Ej) =
∂(x1, x2, x3)

∂(ξ, η, ζ)
=




∂x1

∂ξ

∂x2

∂ξ

∂x3

∂ξ
∂x1

∂η

∂x2

∂η

∂x3

∂η
∂x1

∂ζ

∂x2

∂ζ

∂x3

∂ζ




(B.9)

La même transformation s’applique pour calculer les dérivées des fonctions dans

(ξ, η, ζ) à partir de ses dérivées en x et inversement telle que :

{∂ξ} = [J]{∂x}
{∂x} = [j]{∂ξ}

(B.10)

avec [j] l’inverse de la matrice Jacobienne.
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B.3.2.2 Intégrale de surface :

La transformation de l’intégrale de contour Γ d’un élément Ej en 2D est effectuée via

un changement de variable (technique d’intégrale curviligne) dans le domaine de calcul

t = [−1, 1]. La fonction c(x), la courbe que fait Γ dans x, est exprimée en fonction de la

variable t et la longueur de l’élément différentiel ds.
∫

Γ
g(x)ds =

∫

t
g(c(t))|Jc(t)|dt (B.11)

avec :

|Jc(t)| =
√
(

dx1

dt
+

dx2

dt
) =

eΓ

2
. (B.12)

En 3D, la même technique est utilisée pour projeter la surface de l’élément dans le

système de référence (voir [61]). Pour des raisons de brièveté, nous nous limitons au cas

bidimensionnel.

B.3.2.3 Intégration numérique de Gauss

Pour évaluer numériquement les intégrales de volume et de surface sur les éléments

de référence, on utilise une méthode de quadrature. Cette dernière consiste en l’approxi-

mation de la valeur numérique de l’intégrale d’une fonction par une combinaison linéaire

de ses valeurs en différents points du domaine. Par exemple, dans le cas unidimensionnel,

l’intégrale est exprimée par :
∫ +1

−1
g(ξ)dξ ≃

n

∑
i=1

wi g(ξi), (B.13)

où wi sont les coefficients de pondération.

Il existe plusieurs méthodes de quadrature qui différent principalement sur la dé-

termination des points et des poids d’intégration. Toutefois, dans ce travail, on utilise

la méthode classique dans le domaine des éléments finis, dite quadrature de Gauss-

Legendre. Elle permet une intégration exacte pour un polynôme de degré 2n − 1 avec n

points. Le couple (wi, ξi) sont déterminés en fonction des polynômes de Legendre d’où la

notation.

En outre, la formule (B.13) peut être généralisée au cas des fonctions de plusieurs

variables. En deux dimensions, l’intégrale double est définie telle que :
∫ +1

−1

∫ +1

−1
g(ξ, η)dξ dη ≃

n

∑
i=1

n

∑
j=1

wi wj g(ξi, ηj). (B.14)

De manière analogue, en trois dimensions, elle devient :
∫ +1

−1

∫ +1

−1

∫ +1

−1
g(ξ, η, ζ)dξ dη dζ ≃

n

∑
i=1

n

∑
j=1

n

∑
k=1

wi wj wk g(ξi, ηj, ζk). (B.15)

Enfin, les abscisses et les poids d’intégration sont disponibles dans la littérature. Ils

sont tabulés de manière détaillée dans l’ouvrage [61].



CÉvaluation des performances des

méthodes à pénalité intérieure

C.1 Introduction

Le talon d’Achille de la méthode discontinue en général et celui de l’IPDG en particu-

lier, réside en la nécessité de l’ajustement des paramètres de pénalisation puisque le gain

de la solution (précision et temps de calcul) en est très dépendant. L’objectif du présent

annexe est d’évaluer les performances de la famille IPDG, tout d’abord en explicitant le

rôle de la pénalisation, son choix optimal ainsi que l’impact de l’ordre de la base polyno-

mial sur les propriétés spectrales (erreur sur la solution propre). Ensuite, leur influence

sur les fonctionnalités du système algébrique vis-à-vis d’algorithmes d’extraction modale

et des temps de calculs sera détaillée. L’analyse suivante sera effectuée uniquement pour

le problème (1D) sur un maillage uniforme et constitue une suite à l’étude d’applicabilité

du chapitre 2.

C.2 Propriétés spectrales dispersives et dissipatives

Dans le contexte de propagation d’onde, l’étude de la totalité du spectre du système

discrétisé est nécessaire afin de comprendre le comportement de la méthode en fonc-

tion de ses paramètres influents. Dans cet objectif, le problème étudié (2.1)-(2.23) étant

non-dispersif, tout comportement dispersif est par conséquent intrinsèque à la méthode.

Ainsi, un meilleur aperçu sur la précision peut être obtenu et une comparaison des

performances des dérivations IPDG peut être réalisée.

En outre, parmi les principaux outils d’analyse qui déterminent l’applicabilité d’une

méthode numérique aux problèmes de propagation d’ondes sont les critères de stabilité et

de dispersion numérique. Le critère de dispersion numérique (différente de la dispersion

physique de l’onde) détermine le plus grand taux d’échantillonnage (nombre de points

par longueur d’onde) pour la discrétisation spatiale, de sorte que la solution numérique

soit d’une précision acceptable. Par conséquent, cette étude présente également une se-

conde validation des méthodes IPDG.

127
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C.2.1 Influence des paramètres de pénalité

Rappelons que la fonction de l’erreur est inhérente à chaque méthode numérique.

Pour la méthode classique de Galerkin continue, cette fonction ne dépend que de l’ordre

et le type de maillage (voir section (1.4)). Dans le contexte des méthodes IPDG, les pro-

priétés de cette fonction sont liées également au choix des paramètres de pénalisation, en

particulier la variable α.

Pour illustrer son rôle, nous allons résoudre le problème (2.25) pour différentes va-

leurs de pénalité. Considérons donc une barre de longueur L = 1m. Le domaine est

maillé en n = 50 puis 100 éléments linéaires (p = 1) de même taille h, correspondants à

Nddl = 100 et 200. Toutes les dérivations IPDG sont utilisées avec γ = 0. La figure (C.1)

montre l’erreur relative en (%) de chaque nombre d’onde ki pour différentes valeurs de

pénalisation : α = 1, 5 et 10.
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Figure C.1 – Erreur relative de dispersion des méthodes IPDG pour γ = 0 et α = (1; 5; 10).

De la figure (C.1), on peut voir que la méthode SIPG fait apparaitre un nuage de

modes parasites réels pour α = 1. Lorsque α > 1, une séparation du spectre en deux

groupes : valeurs convergentes kconv et valeurs divergentes kdiv, est observée. En outre,

le spectre supérieur (divergent) accroît en amplitude en fonction de α. Enfin, toutes les

dérivations IPDG ont des comportements similaires pour les deux discrétisations utilisées.

De cela, nous constatons qu’il existe un seuil de α, indépendant de h, pour lequel les

modes parasites disparaissent et une meilleure approximation peut être obtenue.
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C.2.2 Formules d’ajustement

L’ajustement des paramètres de pénalisation, pour les dérivations IPDG appli-

quées aux problèmes elliptiques, a été adressé dans de nombreux travaux notamment

[249, 250, 251, 184]. Plusieurs expressions de seuils, à partir lesquels la formulation de-

vient stable et convergente, ont été développées pour différentes formes de maillages en

1, 2 et 3 dimensions.

À titre d’exemple, considérons le problème (2.1) avec C = 1. Pour deux éléments

(E1, E2) triangulaires adjacents partageants un bord Γ, le seuil de la pénalisation est

donné par [184] :

α∗

|eΓ|
=

3
2

(
pE1(pE1 + 1) cot(θE1) + pE2(pE2 + 1) cot(θE2))

)

où θ représente le plus petit angle d’un triangle. Dans le cas de maillages généraux, une

formule plus explicite [250] peut être utilisée :

α∗

|eΓ|
= max

(
(pEi + 1)(pEi + d)

d
A(Ei)

V(Ei)

)

où d est la dimension du problème. Pour d = 1, A = 1 et V indiquent la taille de l’élément

h. Pour d = 2, elles indiquent la longueur et la surface ; pour d = 3, elles désignent la

surface et le volume, respectivement.

Remarque : Outre que le paramètre α, il existe une condition sur le paramètre β0 pour que la

méthode NIPG et la méthode SIPG soient cœrcitives - fournir une solution unique. Ce dernier est

appelé paramètre de super-pénalisation. Conjointement à la condition sur α, il doit satisfaire :

β0 ≥ (d − 1)−1, (C.1)

pour les dimensions supérieures d ≥ 1. Cette pénalisation permet également d’améliorer la conver-

gence [184]. Toutefois, elle détériore le conditionnement des matrices globales, associé à la difficulté

de la résolution numérique du problème [252]. Ainsi, elle est généralement prise égale à 1.

C.2.2.1 Problèmes aux valeurs propres

Dans le cadre des problèmes aux valeurs propres (PVP) [253, 219], le paramètre α a

été fixé à une valeur suffisamment grande de telle manière à garantir la stabilité et une

solution admissible du spectre convergent.

Une compréhension intuitive de son rôle dans la séparation du spectre a été adressée

en [254, 183]. Il a été conclu que pour avoir un spectre inférieur exempte des valeurs

parasites, on peut toujours choisir un paramètre de pénalité suffisamment grand. Néan-

moins, les résultats ne peuvent démontrer comment il doit être choisi pour garantir un

découplage souhaité.
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En outre, une étude comparative des performances des méthodes IPDG a été effectuée

en [255]. Elle a montré que le conditionnement du système augmente en fonction de la

pénalité α et qu’une très grande valeur de pénalité réduit les performances des solveurs,

ce qui engendre des résultats moins précis. De plus, elle a montré que pour un paramètre

suffisamment grand, toute la famille IPDG a le même ordre de précision.

Enfin, cette stratégie permet bien d’isoler le spectre convergent des valeurs parasites.

En revanche, un système mal conditionné entrainera une dégradation des performances.

Par conséquent, une étude du choix optimal en fonction de l’erreur et de la précision est

nécessaire afin de définir un compromis.

C.2.3 Analyse de la solution modale

L’analyse des propriétés spectrales de dispersion et de dissipation des méthodes

de Galerkin discontinues a fait l’objet de maintes travaux de recherche dans différents

domaines [256, 257, 258, 220, 194, 259]. Elle permet non seulement de donner un éclairage

sur les performances de la méthode, mais aussi d’élucider le problème de la manifestation

des modes fictifs. Ce dernier étant étroitement lié aux propriétés spectrales, son influence

touche également aux problèmes d’évolution temporelle qu’aux PVPs.

Particulièrement, pour la famille IPDG appliquée à la discrétisation de l’équation

d’ondes acoustiques et élastiques. Ce type d’analyse est resté un peu limité dans la littéra-

ture. Tout d’abord, pour l’équation d’ondes acoustiques, une étude rigoureuse de l’erreur

numérique a été réalisée en [220]. Des formules pour un choix optimal du paramètre de

pénalité ont été démontrées jusqu’à p = 3 et conjecturées pour les degrés plus élevés.

Néanmoins, seule la dérivation IPDG symétrique est analysée. Plus tard, une analyse pour

l’équation d’ondes élastiques a été adressée en [194] avec un accent particulier sur l’effet

du choix de la base polynomiale sur la dispersion. Cependant, le paramètre de pénalité a

été choisi suffisamment grand pour garantir la stabilité. Aucune étude de son influence

n’a été considérée. Par ailleurs, ces travaux [220, 194] ont été effectués en se basant sur

l’analyse du PVP périodique élémentaire sur maillage uniforme, dit aussi Analyse d’onde

plane (de l’anglais : "Plane wave analysis") introduite en [256]. Elle suppose un milieu

homogène, infini et périodique.

Dans le présent travail, nous allons traiter les propriétés spectrales des méthodes IPDG

dans le contexte du PVP (2.25) en accordant une attention particulière à l’influence du

paramètre de pénalité. L’évaluation est effectuée par une analyse de la solution numérique

du PVP global, sur un maillage uniforme et tenant compte des conditions aux limites

libres. Les résultats numériques obtenus pour la dérivation symétrique sont comparés

avec ceux de [220] et étendus jusqu’à p = 5. Ensuite, la même analyse est appliquée aux

autres méthodes IPDG Non-symétrique et Incomplète.
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C.2.3.1 Méthode symétrique

Il a été démontré en [220] que pour éliminer les modes parasites, la valeur du para-

mètre de pénalité doit vérifier :

α >
p(p + 1)

2
. (C.2)

D’un autre côté, l’expression de la relation de dispersion, l’estimation de la précision

sur le nombre d’onde numérique k, pour les ordres impairs est donnée par :

Ek = − 1
2(2p + 1)

[
p!

(2p)!

]2

k2p+1h2p + O(k2p+3h2p+2), (C.3)

tandis que pour les nombres pairs, l’expression est donnée par :

Ek = − 1
2(2p + 1)

[
p!

(2p)!

]2

k2p+1h2p 2α − (p + 1)(p + 2)
2α − p(p − 1)

+ O(k2p+3h2p+2). (C.4)

Pour les ordres p impairs, l’erreur de dispersion persiste quelque soit le choix du

paramètre α ; il n’y a pas de choix optimal. Pour les ordres p pairs, un optimum est atteint

en choisissant α tel que :

2α − (p + 1)(p + 2) = 0. (C.5)

Afin de vérifier ces résultats, considérons le problème (2.25) issu de la SIPG avec des

différents ordres polynomiaux p = {1, 2, 3, 4, 5} et les valeurs α(p) correspondants. Pour

cela, la formule (C.5) est utilisée pour les deux cas de p pairs et impairs, ce qui correspond

à α = {3, 6, 10, 15, 21}. La figure (C.2) montre l’erreur de dispersion relative en (%) en

fonction de l’indice i en échelle linéaire (b) et logarithmique (a). Cette dernière présente

également une comparaison de l’erreur de dispersion relative calculée à partir des résul-

tats numériques, avec l’estimation théorique (C.3) pour les ordres impairs p = 1, 3 et 5.
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Figure C.2 – Erreur relative de dispersion de la méthode SIPG pour p = {1, 2, 3, 4, 5}, γ = 0 et α =

(p + 1)(p + 2)/2 : (a) en échelle logarithmique, (b) en échelle linéaire.

De la figure (C.2-b), on remarque que pour p = 1, la fonction d’erreur est continue,

contrairement à celles obtenues sur la figure (C.1). Elle se comporte comme la méthode
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classique. Ceci est noté également dans la section (2.3), figure (2.6). Pour les autres ordres

p > 1, le découplage a lieu indépendamment du choix optimal du paramètre de pénalité.

La zone de convergence s’élargit en fonction de l’ordre p > 1, alors que la zone du spectre

divergent rétrécit et accroit en amplitude. En outre, sur la figure (C.2-a), la précision de la

première zone augmente en ordre spectaculairement pour les p pairs. Enfin, une bonne

concordance entre l’estimation théorique (C.3) et les résultats numériques est obtenue.

Le tableau (C.1) récapitule les résultats obtenus, notamment l’évolution d’élargisse-

ment de la zone de convergence en fonction des différents paramètres α et p, ainsi que

l’ordre de précision correspondant.

Ordre polynomial p Facteur de pénalité α Spectre convergent (%) Ordre de précision β

1 3 - 2

2 6 33.33 6

3 10 50 6

4 15 60 10

5 21 66.66 10

Table C.1 – Zone de convergence et ordre de précision en fonction des paramètres α et p.

Pour p = 1, le taux de convergence est du second ordre, ce qui est typique de la

méthode de Galerkin continue. Pour p = 2, la méthode est d’une précision du sixième

ordre, plus élevée que ce qui peut être obtenue par la formulation continue. Ainsi de

suite, deux ordres pairs et impairs successifs ont le même taux.

Finalement, les estimations théoriques et résultats numériques sont en très bon ac-

cord. Ils permettent de conjecturer que l’erreur de dispersion du spectre convergent va

décroitre exponentiellement en augmentant l’ordre p. L’ordre de convergence général de

la méthode est de 2p. En revanche, lorsque le nombre p est pair, le choix optimal du pa-

ramètre α permet d’atteindre un ordre de 2p + 2. Enfin, ces résultats sont applicables au

cas multidimensionnel sur un maillage uniforme.

C.2.3.2 Méthodes non-symétrique et incomplète

En effet, la même approche d’analyse de [220] peut être appliquée aux dérivations

non-symétrique et incomplète. Néanmoins, dans le cadre de ce travail, seule une étude

numérique est effectuée.

Contrairement à la méthode symétrique purement dispersive, les méthodes NIPG et

IIPG sont également dissipatives. Par conséquent, les solutions k peuvent être complexes,

qualifiés de modes non physique, si la condition sur α permettant de les éliminer n’est

pas satisfaite. Dans le but de déterminer cette condition, les solutions k sont étudiés en
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fonction de plusieurs valeurs de α = [0, 80] pour chaque ordre p = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}
séparément. Ensuite, les taux de convergence sont déterminés.

Le tableau (C.2) présente les différents seuils de pénalisation pour lesquels la solution

devient purement réelle. Le tableau (C.3) présente le taux de convergence général et

optimal s’il existe, ainsi que la pénalisation correspondante.

Méthode IIPG

Ordre p 1 2 3 4 5 6 7 8

α > 0 1 4 7 10 15 19 25

Méthode NIPDG

Ordre p 1 2 3 4 5 6 7 8

α > - - 0 2 4 5 8 10

Table C.2 – Seuils de pénalité α pour lesquels la solution devient purement réelle pour les ordres p =

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} respectivement.

Méthode IIPG

Ordre polynomial p Ordre général Ordre optimal Facteur de pénalité α

1 2 4 2

2 2 - -

3 4 - -

4 4 - -

5 6 - -

Méthode NIPG

Ordre polynomial p Ordre général Ordre optimal Facteur de pénalité α

1 2 4 3

2 2 - -

3 4 - -

4 4 - -

5 6 - -

Table C.3 – Les taux de convergence obtenus numériquement pour la méthode Incomplète et Non-
symétrique pour p = {1, 2, 3, 4, 5}.

Nous constatons qu’à l’exception de p = 1, il n’existe pas de choix optimal du pénali-

sation α ni pour les nombres pairs ni impairs. Pour ce cas, le taux de convergence est du

quatrième ordre en α = 2 (resp. α = 3) pour la méthode IIPG (resp. la méthode NIPG).

Par ailleurs, le taux de convergence pour un nombre p pair est égale à p. Pour un nombre
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p impair, il est égale à p + 1.

Enfin, le même comportement que la méthode symétrique est remarqué. Un décou-

plage du spectre ait lieu en fonction de la pénalité. Pareillement, la zone de convergence

s’élargit en fonction de l’ordre p, alors que la zone du spectre divergent rétrécit et aug-

mente en amplitude.

C.2.4 Conclusion

En résumé, la méthode symétrique offre une meilleure convergence pour les ordres

p > 1, pouvant atteindre 2p + 2 lorsque le choix de α est optimal. Quant aux autres dé-

rivations non-symétrique et incomplète, seul le cas de p = 1 présente une amélioration

conséquente. Autrement, il n’existe pas de choix optimal et l’ordre général de précision

est de p + 1 pour les p impair. Ces résultats sont en parfaite adéquation avec les résul-

tats obtenus en section (2.3) et les travaux de la littérature. Ceci constitue une seconde

validation de la méthode.

C.3 Temps de calcul

Pour évaluer la performance en terme de temps de calculs, le problème (2.25) est

résolu dans sa forme généralisée pour chaque méthode et pour différentes tailles m.

La comparaison est effectuée sur MATLAB avec la routine eig(). Nous soulignons que

ce solveur ne prends pas en compte la forme partitionnée des matrices globales et par

conséquent l’ordre polynomial.

Le temps d’exécution nécessaires pour calculer toutes les valeurs propres et les fonc-

tions propres est mesuré pour plusieurs nombres de degrés de liberté de NDDL = 100

jusqu’à 1000. La figure (C.3-a) montre le temps de calcul en secondes consommé par

chaque méthode en fonction du nombre de degrés de liberté. La figure (C.3-b) est un

zoom sur la dérivation symétrique (SIPG) et la méthode de Galerkin continue (CG).

A partir des résultats de la figure (C.3-a), nous pouvons constater que le temps de cal-

culs de la dérivation non-symétrique (NIPG) et la dérivation incomplète (IIPG) augmente

considérablement en fonction du NDDL, tandis que les formulations symétriques (SIPG,

CG) garde une consommation de ressources relativement basse. Dans la figure (C.3-b), le

graphique montre une rapidité pour la dérivation symétrique par rapport à la méthode

continue qui augmente de manière significative au-delà du 600 pour atteindre un gain de

35% en NDDL = 1000.

Ces résultats peuvent être justifiés par l’analyse de la forme bilinéaire discontinue. La

matrice globale issue de la SIPG est une matrice symétrique définie positive [184]. Elle
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Figure C.3 – Temps de calcul en secondes consommé par le solveur pour résoudre le problème sous forme
généralisée de différentes tailles, de NDDL = 100 jusqu’à 1000.

permet d’utiliser des algorithmes plus rapide. Quant aux autres, elles nécessitent des mé-

thodes d’extraction modales pour des matrices non-symétriques, qui sont généralement

plus lents. Enfin, ces résultats sont en bon accord avec l’étude comparative [255].

Notons que l’opérateur bilinéaire de la méthode continue est également symétrique.

Sa discrétisation fournit une matrice globale de forme tridiagonale scalaire, ce qui ex-

plique la proximité des résultats. Néanmoins, le système algébrique discontinu reste plus

intéressant du fait de sa matrice bloc-tridiagonal pour lequel des algorithmes de blocs très

efficace et bien adapté pour la mise en œuvre en parallèle sont développés.

C.4 Conclusion

Dans cette section, une étude numérique du problème (1D) sur un maillage uniforme

est effectuée. Le rôle du paramètre de pénalité et son influence sur la solution numérique

sont discutés. Les propriétés spectrales des méthodes IPDG sont analysées. Des formules

de seuils de pénalité α sont élaborées pour les dérivations Non-symétrique et Incomplète.

Enfin, une comparaison des performances en terme de précision et de temps de calculs est

faite. En conséquence, la formulation symétrique semble un choix judicieux. Elle présente

plusieurs avantages, notamment :

— un taux de convergence optimale, plus élevé par rapport à toutes les formulations

étudiées (CG, NIPDG et IPDG), de 2p + 2 lorsque des polynômes de degré p pairs

sont utilisés et de 2p lorsque l’ordre p est impair.

— des caractéristiques du système algébrique (matrice de rigidité blocs tridiagonal

et matrice de masse bloc-diagonale symétriques définies positives) permettant un

gain en temps de calcul approximé à 35%.

Ces résultats, dans le contexte des approximations p > 1, permettent une stratégie

à double gain : moins de temps de calcul/consommation de mémoire et une précision

d’ordre élevé.
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Titre Étude numérique de la propagation des ondes guidées ultrasonores par la méthode de Galerkin
discontinue : Application au contrôle non-destructif dans le domaine des transports.

Résumé Les structures mécaniques utilisées de nos jours ne cessent d’évoluer en utilisant des matériaux
composites ou à gradient fonctionnel afin de répondre aux enjeux de résistance accrue, allégement de la struc-
ture et amélioration des performances. Ceux-ci nécessitent un contrôle adéquat de leur état de santé afin de
s’assurer de l’intégrité de la structure. L’utilisation des ondes guidées ultrasonores fournit un moyen efficace
et rapide d’inspection sur de longues distances. Néanmoins, ces ondes présentent certaines caractéristiques
complexes qui rendent la tâche très difficile. L’utilisation d’outils d’analyse tels que les modèles numériques
constitue un grand atout pour ce type d’application. Dans ce contexte, l’objectif de cette de thèse est le dé-
veloppement d’un outil de modélisation performant, permettant d’étudier la propagation des ondes guidées
ultrasonores avec une grande précision et une faible consommation de ressources et de temps de calculs. De
ce fait, l’intérêt est porté sur des méthodes numériques d’ordres élevés dont les propriétés de convergence
sont beaucoup améliorées que les méthodes classiques. En particulier, la méthode semi-analytique éléments
finis de Galerkin discontinue pour la détermination des courbes de dispersion des ondes guidées est déve-
loppée. La méthode est applicable aux structures planes et cylindriques fabriquées de matériaux isotropes,
anisotropes et hétérogènes (à gradient fonctionnel de propriétés). Une étude comparative sur l’analyse des
performances de ces méthodes est effectuée. Celle-ci a démontré la capacité de la méthode à modéliser la pro-
pagation des ondes guidées ultrasonores dans des guides d’ondes à section arbitraire avec des performances
prometteuses par rapport à la méthode des éléments finis classique.

Mots-clés Modélisation des ondes guidées par ultrasons, Contrôle non-destructif, Méthodes des éléments
finis, Galerkin discontinu, Technique semi-analytique.

Title Numerical study of ultrasonic guided waves propagation using the discontinuous Galerkin method :
Application to non-destructive testing in the transports field.

Abstract The mechanical structures used today are constantly evolving using composite or functionally
gradient materials to meet the challenges of increased strength, lightening the structure and improving per-
formance. These require adequate control of their state of health to ensure the integrity of the structure. The
use of Ultrasound Guided Waves (UGW) provides an efficient and fast way of inspection over long distances.
Nevertheless, these waves have some complex features that make the task very difficult. The use of analysis
tools such as numerical models is a great asset for this type of application. In this context, the objective of this
thesis is the development of a powerful modeling tool, allowing to study the propagation of UGWs with a
great precision, less computational time and consumption of resources. Accordingly, we are interested in hi-
gher order numerical methods whose convergence properties are much improved than the classical methods.
In particular, a semi-analytical discontinuous Galerkin finite element method (SADG-FE) is developped for
the determination of the dispersion properties of guided waves in arbitrary cross-section waveguides. The
method is applicable to plates and cylindrical structures made of isotropic, anisotropic heterogeneous (func-
tionally graded) materials. The performance analysis of these methods and their comparisons are performed
with respect to the models based on the classical finite element method. The results demonstrated the ability
of the proposed method to model the propagation of ultrasounic guided waves in arbitrary section wave-
guides with promising performance over the conventional finite element method.

Keywords Ultrasound Guided Waves modelling, Non-destructive testing, Finite Elements methods, Dis-
continuous Galerkin, Semi-analytical technique.
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