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Soutenue le mercredi 8 mars 2017 devant le jury composé de :
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∗ ∗ ∗



4



5

Table des matières

Remerciements 3

Introduction 7

I. Images inverses généralisées 7
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Introduction

Les fibrés vectoriels algébriques non décomposables connus de rang n− 1 sur l’espace projectif
complexe Pn pour n ≥ 5 sont rares.

Une conjecture de Hartshorne prétend que tout fibré vectoriel algébrique de rang 2 sur Pn doit
être décomposable pour n > 5. Cette perspective rend très intéressante la construction des
fibrés vectoriels algébriques non décomposables de petit rang 1 < r < n sur Pn.

Les deux seules familles connues de fibrés vectoriels non décomposables de rang n − 1 sont la
famille des fibrés de Tango pondérés de Cascini [9] et celle des fibrés instantons de Okonek et
Spindler pour n impair [43]. Les chapitres 1 et 2 sont consacrés à des généralisations de ces
deux familles, et le chapitre 3 est consacré à construire des nouveaux fibrés de rang 3 sur P4 en
utilisant une méthode due à Kumar, Peterson et Rao.

I. Images inverses généralisées.

Horrocks [20] a introduit une technique de construction d’un nouveau fibré à partir d’un ancien
fibré muni d’une action de C∗. Ancona et Ottaviani [2] ont étudié cette technique qui a été
appelée l’image inverse généralisée. Plus précisément, on considère V1 = Cn+1 et V2 un C-espace
vectoriel de dimension n + 1, et g0, g1, . . . , gn des polynômes homogènes de degrés d0 ≥ d1 ≥
. . . ≥ dn respectivement sans zéro commun sur P(V1) = Pn. On a l’application

ω := (g0, g1, . . . , gn) : V1 \ {0} −→ V2 \ {0}
v 7−→ (g0(v), g1(v), . . . , gn(v)).

Soit ηi : Vi \ {0} −→ P(Vi) la projection, pour i = 1, 2. On considère l’action de C∗ sur V2

σ : C∗ −→ GL(V2)

t 7−→ σ(t)

où

σ(t) =


td0

td1 0. . .

0 tdn−1

tdn

 ,

et on considère une C∗-action T qui est la multiplication usuelle sur V1 \ {0}
T : C∗ × V1 \ {0} −→ V1 \ {0}
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(t, v) 7−→ T (t, v) = t.v

de telle sorte que ηi soit un C∗-morphisme. Alors ω est une C∗-application par rapport à ces
deux actions. L’action σ induit une action σ ∈ PGL(V2) de C∗ sur P(V2) et l’action T induit
une action triviale de C∗ sur P(V1). On obtient donc le C∗-diagramme suivant

V1 \ {0}
ω //

η1
��

V2 \ {0}
η2
��

Pn = P(V1) Pn = P(V2)

Soit F un fibré vectoriel sur P(V2), muni d’une C∗-action (au-dessus de l’action σ). Donc
η∗2F est muni d’une C∗-action au-dessus de l’action σ. Alors ω∗η∗2F est muni d’une C∗-action
au-dessus de l’action usuelle de C∗ sur V1 \ {0}. En conséquence il existe un fibré vectoriel
Fg0,g1,...,gn sur P(V1) tel que l’on ait un C∗-isomorphisme

ω∗η∗2F ' η∗1Fg0,g1,...,gn .

On appelle Fg0,g1,...,gn l’image inverse généralisée de F .

II. Fibrés (b + 1)-instantons pondérés.

Nous présentons dans le chapitre 1 une généralisation de la famille des fibrés instantons spé-
ciaux. Cette famille présente un lien important entre la géométrie algébrique et la physique
mathématique, en particulier la théorie de Yang-Mills. Cette famille de fibrés a été construite
sur P3 par Atiyah, Drinfeld, Hitchin et Manin [6] et correspond aux solutions auto-duales (ins-
tantons) des SU(2)-équations de Yang-Mills sur la sphère euclidienne S4 [6, 12, 4, 5], grâce à la
correspondance de Penrose-Ward. Suite à la généralisation de cette correspondance sur l’espace
projectif complexe de dimension impaire par Salamon [47], la famille des fibrés instantons a été
également généralisée sur P2n+1 par Okonek et Spindler [43]. Ensuite Spindler et Trautmann,
puis Ancona et Ottaviani, ont étudié la famille des fibrés instantons spéciaux [50, 1].

Les fibrés instantons spéciaux de nombre quantique 1 (les fibrés de corrélation nulle classiques
spéciaux) N(f) sur P2n+1 = P(V ) [1] sont des cohomologies de la monade de type

0 −→ OP2n+1(−1)
g−→ V ⊗OP2n+1

T g◦f−→ OP2n+1(1) −→ 0,

où g est l’inclusion canonique et f est un isomorphisme antisymétrique f : V −→ V ∗ défini
relativement à une base de V par la (2n+ 2)× (2n+ 2)-matrice antisymétrique suivante
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On a
TB =T g =

(
x0 . . . xn y0 . . . yn

)
et

A =T g ◦ f =
(
yn . . . y0 −xn . . . −x0

)
qui sont des 1×(2n+2)-matrices, avec x0, x1, . . . , xn, y0, y1, . . . , yn des formes linéaires sans zéro
commun sur P2n+1. Ce sont donc des fibrés vectoriels de rang 2n sur P2n+1. Nous construisons
une généralisation de ces fibrés. Plus précisément, on considère le multi-indice

m = (γ; (λi)0≤i≤n, (−λi)0≤i≤n),

où n ∈ N∗, γ > 0, λi sont des entiers naturels pour i = 0, 1, 2, . . . , n tels que

γ > λn ≥ λn−1 ≥ . . . ≥ λ0 ≥ 0.

Soient gi ∈ H0(P2n+1,OP2n+1(γ−λi)) et fi ∈ H0(P2n+1,OP2n+1(γ+λn−i)) des formes homogènes
sur P2n+1 sans zéro commun, pour i = 0, 1, 2, . . . , n. On considère l’action de C∗ sur P2n+1 =
P(V ) : pour tout t ∈ C∗,

tγ.


tλn

tλn−1 0. . .

0 t−λn−1

t−λn

 .

On définit l’image inverse généralisée Nm d’un tel fibré de corrélation nulle classique spécial
N(f). On appelle Nm le fibré de corrélation nulle ((1)-instanton) pondéré par le poids m sur
P2n+1. Ce fibré est défini par la cohomologie de la monade

0 −→ OP2n+1(−γ)
B−→ H A−→ OP2n+1(γ) −→ 0,

où
TB =

(
f0 . . . fn g0 . . . gn

)
,

et
A =

(
gn . . . g0 −fn . . . −f0

)
,
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sont des 1× (2n+ 2)-matrices avec A.B = 0, et H est le fibré suivant

H :=
n⊕
i=0

(OP2n+1(λn−i))⊕
n⊕
i=0

(OP2n+1(−λi)) .

Soit U = C2 muni d’une action de C∗ définie par la matrice tγ
(
tα 0
0 t−α

)
. On en déduit

une action de C∗ sur P(S2n+1 U). On a les fibrés de corrélation nulle pondérés par le poids
m = (γ; (α(2n+ 1− 2i))0≤i≤2n+1) sur P2n+1.

Nous avons trouvé que ce fibré vectoriel est symplectique, et nous avons trouvé une condition
suffisante pour qu’un fibré de corrélation nulle pondéré par le poids m sur P2n+1 soit stable.

Le fibré de corrélation nulle pondéré par le poids m a été étudié sur P3 par Ein [13] et sur P5

par Ancona et Ottaviani [2], et a été défini sur P2n+1 par Migliore, Nagel et Peterson [38].

On a également présenté dans ce chapitre une généralisation de fibrés instantons spéciaux de
nombre quantique b+1 sur P2n+1 [1]. Plus précisément, les fibrés instantons spéciaux de nombre
quantique b + 1 sur P2n+1 sont des cohomologies de la monade de type

0 −→ OP2n+1(−1)b+1 B−→ O2n+2b+2
P2n+1

A−→ OP2n+1(1)b+1 −→ 0,

où

TB =


x0 . . . xn 0 y0 . . . yn 0x0 . . . xn y0 . . . yn

. . . . . . . . . . . .

0 x0 . . . xn 0 y0 . . . yn


et

A =


yn . . . y0 0 −xn . . . −x0 0yn . . . y0 −xn . . . −x0

. . . . . . . . . . . .

0 yn . . . y0 0 −xn . . . −x0


sont des (b + 1)× (2n+ 2b + 2)-matrices, avec x0, x1, . . . , xn, y0, y1, . . . , yn des formes linéaires
sans zéro commun sur P2n+1. Ce sont donc des fibrés vectoriels de rang 2n sur P2n+1.

Nous construisons une généralisation de ces fibrés. Plus précisément, on considère le multi-
indice

m = ((γj)0≤j≤b; (λi)0≤i≤n+b, (−λi)0≤i≤n+b),

où b ∈ N∗, n ∈ N∗, γj > 0, λi sont des entiers naturels pour j = 0, 1, 2, . . . , b et
i = 0, 1, 2, . . . , n+ b tels que

γ0 ≥ γ1 ≥ . . . ≥ γb > λn+b ≥ λn+b−1 ≥ . . . ≥ λ0 ≥ 0,

et
(∗)
{
γj − γj+1 = λi+1 − λi : b ≥ 1, 0 ≤ j ≤ b− 1 et 0 ≤ i ≤ n+ b− 1
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Soient gr ∈ H0(P2n+1,OP2n+1(γb − λr)) et fr ∈ H0(P2n+1,OP2n+1(γb + λn+b−r)) des formes
homogènes sur P2n+1 sans zéro commun, pour r = 0, 1, 2, . . . , n. Soient

TB =


f0 . . . fn 0 g0 . . . gn 0f0 . . . fn g0 . . . gn

. . . . . . . . . . . .

0 f0 . . . fn 0 g0 . . . gn

 ,

et

A =


gn . . . g0 0 −fn . . . −f0 0gn . . . g0 −fn . . . −f0

. . . . . . . . . . . .

0 gn . . . g0 0 −fn . . . −f0

 ,

des (b + 1)× (2n+ 2b + 2)-matrices, avec A.B = 0. On considère aussi les fibrés

H :=
n+b⊕
i=0

(OP2n+1(λn+b−i))⊕
n+b⊕
i=0

(OP2n+1(−λi)) ,

et

L− :=
b⊕
j=0

(OP2n+1(−γb−j)) , L+ :=
b⊕
j=0

(OP2n+1(γj)) .

On définit Dm, le fibré (b + 1)-instanton pondéré par le poids m sur P2n+1 (avec c1 = 0 et une

charge topologique c2 =
∑b

j=0 γ
2
j −

∑n+b
i=0 λ

2
i ), par la cohomologie de la monade

0 −→ L−
B−→ H A−→ L+ −→ 0.

Nous avons trouvé que ce fibré est symplectique. Nous avons aussi trouvé qu’une petite défor-
mation de fibré de Steiner pondéré Sm

0 −→ L−
B−→ H −→ Sm −→ 0

est encore un fibré de Steiner pondéré par le poids m sur P2n+1, et que l’espace de Kuranishi
de ce fibré est lisse au point correspondant à ce fibré.

III. Fibrés de Tango pondérés.

Les fibrés de Tango ont été construits sur Pn par Tango [51]. Ensuite Cascini [9] en a déduit
un seul exemple qui donne des fibrés de Tango pondérés en utilisant la technique de l’image
inverse généralisée. Plus précisément, on considère Q le fibré quotient sur P(V ) défini par la
suite exacte suivante

0 −→ OP(V )(−1)
g−→ V ⊗OP(V ) −→ Q −→ 0.

Soit W ⊂
∧2 V = (H0(Q∗(1)))∗ un sous-espace vectoriel tel que

(∗∗)

 − dim(W ) =

(
n+ 1

2

)
− 2n+ 1

− W ne contient pas d’élément décomposable non nul de
∧2 V.
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L’isomorphisme canonique
∧2 V = (H0(Q∗(1)))∗ induit un morphisme injectif de fibrés

Q(−1) −→
2∧
V ⊗OPn .

On en déduit

Q(−1)
$W−→

(
(

2∧
V )�W

)
⊗OPn .

Le fait que W ne contient pas d’élément décomposable non nul de
∧2 V est équivalent à

l’injectivité de $W . On appelle F (W ) le fibré de Tango [51] qui est un fibré vectoriel de rang
n− 1

0 −→ Q(−1)
$W−→

(
(

2∧
V )�W

)
⊗OPn −→ F (W )(1) −→ 0.

Pour définir les fibrés de Tango pondérés de Cascini [9] : Soit U = C2 muni d’une action de C∗

définie par la matrice

(
t 0
0 t−1

)
. On en déduit une action de C∗ sur Pn = P(Sn U). Il existe

une SL2(C)-décomposition irréductible de
∧2(Sn U) (la décomposition de Clebsch-Gordan)

2∧
(Sn U) ' S2(n−1) U ⊕ S2(n−3) U ⊕ S2(n−5) U ⊕ S2(n−7) U ⊕ . . .

Le sous-espace vectoriel

W0 = S2(n−3) U ⊕ S2(n−5) U ⊕ S2(n−7) U ⊕ . . . ⊂
2∧

(Sn U)

vérifie la condition (**) et il est C∗-invariant. Le fibré de Tango F (W0) est muni d’une C∗-
action. Les images inverses généralisées de F (W0) sont les fibrés de Tango pondérés de Cascini.

Nous nous intéressons dans le chapitre 2 à la généralisation du fibré de Tango pondéré. Plus
précisément, soient α, β des entiers tels que α 6= β. On considère l’action de C∗ sur Pn =
P(Sn U) induite par l’action suivante sur U : pour tout t ∈ C∗,(

tα 0
0 tβ

)
.

On classifie les sous-espaces W de
∧2 Sn U vérifiant la condition (**) et qui sont C∗-invariants.

Le fibré de Tango correspondant F (W ) est donc muni d’une C∗-action. On définit et on étudie
les images inverses généralisées F d’un tel fibré de Tango F (W ).

Une petite déformation d’un tel fibré générique F est un fibré de même type et les espaces de
Kuranishi de ce fibré sont lisses au point correspondant à ce fibré. On donne aussi la condition
suffisante pour qu’un tel fibré F soit stable.

On considère N(f) (resp. F (W )) le fibré de corrélation nulle classique (resp. le fibré de Tango)
sur P(S2n+1 U) tel que 〈f,W 〉 = 0. Nous avons trouvé la suite exacte suivante

0 −→ N(f)(−1) −→ (H�W )⊗OP(S2n+1 U) −→ F (W )(1) −→ 0,
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où H = ker(f). On considère l’action de C∗ sur P(S2n+1 U) induite par l’action suivante sur
U : pour tout t ∈ C∗,

tγ
(
tα 0
0 t−α

)
,

où γ, α sont des entiers tels que γ > (2n + 1)α ≥ 0. Alors les fibrés vectoriels dans la suite
précédente sont munis des C∗-actions. L’image inverse généralisée de cette suite est donc

0 −→ N (−γ)
π−→ Υ1

ι−→ F(γ) −→ 0,

où

Υ1 =
4n⊕
i=1

OP2n+1(ζi),

avec ζ1 = 4nα, ζ2 = (4n− 1)α, . . . , ζ2n = 2α, ζ2n+1 = −2α, . . . , ζ4n = −4nα.

IV. Nouveaux fibrés vectoriels de rang 3 sur P4.

On utilise dans le chapitre 3 une technique de construction de fibrés vectoriels due à Kumar,
Peterson et Rao. Soient X une variété projective lisse, Y un diviseur de X et la suite exacte
suivante de fibrés vectoriels sur Y

0 −→ A a−→ F b−→ B −→ 0.

Soit F̂ un fibré vectoriel sur X tel que sa restriction sur Y est F̂ |Y = F. On définit G un fibré
vectoriel sur X par le diagramme commutatif suivant

0

��

0

��

F̂ (−Y )

��

F̂ (−Y )

��

0 // G //

��

F̂ //

��

B // 0

0 // A //

��

F //

��

B // 0

0 0

On obtient que le rang du fibré G est rg(G) = rg(A) + rg(B). On appelle le fibré G l’extension
de B sur X. Soit la suite exacte sur P3

0 −→ N (−γ)
π−→ Υ1

ι−→ F(γ) −→ 0,
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où

Υ1 =
4⊕
i=1

OP3(ζi),

avec ζ1 = 4α, ζ2 = 2α, ζ3 = −2α, ζ4 = −4α. Le morphisme composé

Υ∗1
T π−→ N (γ) ' N (−γ)⊗

2∧
N (γ)

π⊗I−→ Υ1 ⊗
2∧
N (γ)

est alors de rang constant 2, et il est antisymétrique. Il est donc défini par une matrice
0 −S12 −S13 −S14

S12 0 −S23 −S24

S13 S23 0 −S34

S14 S24 S34 0

 .

Soient z ∈ H0(P4,OP4(1))\{0} et P3 ⊂ P4 l’hyperplan de P4 défini par l’équation z = 0. Soient
ε ≥ 1 un entier et Y(ε) ⊂ P4 le voisinage infinitésimal de l’ordre ε de P3 dans P4, défini par
l’équation zε = 0. Soit J(ε) : Y(ε) −→ P3 la projection d’un point, en dehors de Y(ε), sur un
sous-espace projectif P3. En appliquant l’image inverse de J(ε) sur la suite exacte précédente,
on obtient la suite exacte suivante

0 −→ N(ε)(−γ)
π−→ Υ(ε)

ι−→ F(ε)(γ) −→ 0,

où N(ε) = J ∗(ε)N et F(ε) = J ∗(ε)F , et

Υ(ε) := J ∗(ε)Υ1 =
4⊕
i=1

OY(ε)(ζi).

On considère X = P4 et Y = Y(ε). En appliquant la méthode de Kumar-Peterson-Rao [34], nous
trouvons des 3-fibrés vectoriels sur P4 pour certaines valeurs de ε. Parmi ces fibrés, certains ne
sont pas isomorphes à une somme directe de trois fibrés en droites.

∗ ∗ ∗
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1. Fibrés (b + 1)-instantons pondérés de rang 2n
sur P2n+1

1.1. Images inverses généralisées de fibrés vectoriels sur les espaces projectifs. Nous
donnons ci-après la description et quelques propriétés d’une méthode de construction de fibrés
vectoriels sur les espaces projectifs, due à Horrocks [20].

1.1.1. Définitions. Soient G un groupe algébrique et X une variété algébrique. Une action de
G sur X est un morphisme de variétés algébriques

G×X −→ X

(g, x) 7−→ g.x

tel que (g1.g2).x = g1.(g2.x) et e.x = x, pour tout g1, g2 ∈ G, x ∈ X, e étant l’élément neutre
de G. L’action de G sur X définit un morphisme de groupes

π : G −→ Aut(X)

où Aut(X) est le groupe des automorphismes de X. Si g ∈ G, on note aussi g l’automorphisme
de X induit par g.

Soit E un fibré vectoriel algébrique sur X. On dit que E est G-invariant si on a g∗E ' E pour
tout g ∈ G, où g∗E est l’image inverse du fibré E qui est définie par (g∗E)x = Eg.x pour tout
x ∈ X.

Un G-fibré E sur X est un fibré vectoriel E sur X muni d’une action de G

Φ : G× E −→ E,

qui est linéaire et compatible avec l’action de G sur X. Autrement dit, pour tout point x ∈ X
et tout g ∈ G, l’application de multiplication par g

ϕxg : Ex −→ Eg.x

est linéaire et envoie Ex sur Eg.x. On appelle l’action sur E G-linéarisation du fibré E [40].
Réciproquement, pour tout point x ∈ X et tout g ∈ G, si ϕxg : Ex −→ Eg.x est un isomorphisme
tel que le diagramme suivant est commutatif

Ex
ϕxg1.g2 //

ϕxg2 !!

E(g1.g2).x = Eg1.(g2.x)

Eg2.x

ϕ
g2.x
g1

66
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pour tout g1, g2 ∈ G, ϕxg1.g2 = ϕg2.xg1
◦ ϕxg2 , alors on peut définir l’action de G sur E par

Φx : G −→ Aut(Ex),

g 7−→ ϕxg .

En général, si E est un G-fibré, tous les fibrés construits à partir de E (par exemple, E∗ et SpE
et
∧pE) sont munis d’une linéarisation. Par exemple, l’action naturelle de G sur E∗ définie

par

Φ̂ : G× E∗ −→ E∗

tel que, pour tout point x ∈ X et tout g ∈ G, l’application de multiplication par g est

ϕ̂xg : E∗x −→ E∗g.x, ϕ̂
x
g = Tϕg.xg−1 ,

où Tϕg.xg−1 est l’application transposée de ϕg.xg−1 , ou bien si d ∈ E∗x et e ∈ Eg.x : (g.d)(e) = d(g−1.e).

Soient V un C-espace vectoriel de dimension n+1, et PGL(V ) ' GL(V )�C∗ le groupe linéaire
projectif, où GL(V ) est le groupe des matrices carrées inversibles.

Soient Pn = P(V ) l’espace projectif complexe associé dont les points sont les droites de V ,

η : V \ {0} −→ P(V )

la projection. On a une action canonique de GL(V ) sur V

GL(V )× V −→ V

(g, v) 7−→ g.v = g(v),

et une action canonique de GL(V ) sur P(V ) au-dessus de la précédente

GL(V )× P(V ) −→ P(V )

(g, x) 7−→ g.x = C.g(v),

où x = C.v et v ∈ V .

On en déduit une action de PGL(V ) sur P(V ). On a Aut(P(V )) = PGL(V ).

Soit E un fibré vectoriel sur P(V ). On dit que E est homogène s’il est PGL(V )-invariant.
Autrement dit, le fibré E est homogène si et seulement si le groupe de stabilisateurs du fibré E

Sym(E) = {u ∈ PGL(V ) | u∗(E) ' E}

vérifie PGL(V ) ' Sym(E). C’est le cas par exemple si E admet une PGL(V )-linéarisation ou
bien une GL(V )-linéarisation. Une C∗-action linéaire sur V est définie par un morphisme

% : C∗ −→ GL(V ).

On en déduit une action de C∗ sur P(V )

% : C∗ −→ PGL(V )

au-dessus de la précédente. Si le fibré E est muni d’une action de C∗ au-dessus de l’action %
sur P(V ) précédente, alors on a un isomorphisme, pour tout t dans C∗,

τ(t) : %(t)
∗
E −→ E

tel que le diagramme suivant soit commutatif
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%(t1)
∗
%(t2)

∗
E = %(t1.t2)

∗
E

τ(t1.t2)
//

%(t1)
∗
(τ(t2)) ))

E

%(t1)
∗
E

τ(t1)

<<

pour tout t2, t1 ∈ C∗.

1.1.2. Remarque. 1- Si D est un espace vectoriel de dimension 1, et q un entier, on note

Dq =

 D ⊗D ⊗ . . .⊗D ⊗D (q fois) : q > 0
C : q = 0

D∗ ⊗D∗ ⊗ . . .⊗D∗ ⊗D∗ (-q fois) : q < 0.

et

SqD =

 SqD : q > 0
C : q = 0

S−qD∗ : q < 0.

Même chose pour un fibré vectoriel sur une variété X. On a donc, pour tout entier q et
x = C.v ∈ Pn = P(V ),

(OP(V )(q))x = x−q = (C.v)−q.

On peut dire que v∗ := v−1 est le vecteur dual de v. On peut donc définir v−q ∈ (C.v)−q ⊂ S−q V
pour tout entier q.

2- Pour tout C∗-fibré vectoriel F sur V \ {0}, il existe un fibré vectoriel E sur P(V ) tel que l’on
ait un C∗-isomorphisme F ' η∗E.

On note T une C∗-action triviale (la multiplication usuelle) sur V \ {0}
T : C∗ × V \ {0} −→ V \ {0}

(t, v) 7−→ T (t, v) = T (t).v = t.v.

L’action T induit une action triviale de C∗ sur P(V ) tel que η est C∗-équivariant et que

P(V ) ' (V \ {0})�C∗.

Pour tout fibré E sur P(V ) et pour tout t ∈ C∗ et v ∈ V \ {0}, le fibré η∗(E) est muni d’une
action canonique de C∗ au-dessus de l’action de T

η∗(E)v = Eη(v) ' Et.η(v) = Eη(T (t).v) = η∗(E)T (t).v.

Donc on a E = η∗(E)�C∗. Pour tout entier q et tout v ∈ V \ {0}, on a un isomorphisme
canonique

C '−→ η∗(OP(V )(q))v

t 7−→ t.v−q.

Cela définit un isomorphisme

OV \{0}
'−→ η∗(OP(V )(q)).



18

Le C∗-fibré η∗(OP(V )(q)) a une action canonique de C∗ compatible avec l’action de ce groupe
sur V \ {0}. Compte tenu de l’isomorphisme précédent, cette action est une action de C∗ sur
OV \{0} et qui est la suivante

C∗ ×OV \{0} = C∗ × (V \ {0} × C) −→ V \ {0} × C
(t, (u, a)) 7−→ (tu, tqa).

Autrement dit, cette action est la multiplication de l’action triviale de C∗ sur OV \{0} par le
caractère tq. Donc η∗(OP(V )(q)) est le fibré trivial sur V \ {0} muni de l’action définie par le
caractère tq.

Par conséquent, pour tout C∗-fibré F sur V \ {0}, il existe un fibré E sur P(V ) tel que l’on ait
un C∗-isomorphisme F ' η∗E.

1.1.3. Définition de l’image inverse généralisée d’un fibré (transformation de Hor-
rocks [20]). Soient V1 = Cn+1 et V2 un C-espace vectoriel de dimension n+ 1, et

ηi : Vi \ {0} −→ P(Vi)

la projection, pour i = 1, 2. Soient g0, g1, . . . , gn des polynômes homogènes de degrés d0 ≥ d1 ≥
. . . ≥ dn respectivement sans zéro commun sur P(V1). On a l’application surjective

ω := (g0, g1, . . . , gn) : V1 \ {0} −→ V2 \ {0}
v 7−→ (g0(v), g1(v), . . . , gn(v))

On considère l’action de C∗ sur V2

σ : C∗ −→ GL(V2)

t 7−→ σ(t)

où

σ(t) =


td0

td1 0. . .

0 tdn−1

tdn

 ,

de telle sorte que ηi est un C∗-morphisme si V1 est muni de la C∗-action usuelle T . Alors ω est
une C∗-application par rapport à ces deux actions. L’action σ induit une action σ ∈ PGL(V2)
de C∗ sur P(V2) et l’action T induit une action triviale de C∗ sur P(V1). On obtient donc le
C∗-diagramme suivant

V1 \ {0}
ω //

η1
��

V2 \ {0}
η2
��

Pn = P(V1) Pn = P(V2)

Soit F un fibré vectoriel sur P(V2), muni de l’action de C∗ au-dessus de l’action σ. Donc on
a sur η∗2F une action de C∗ au-dessus de l’action σ. Alors on a sur ω∗η∗2F une action de C∗
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au-dessus de l’action usuelle de C∗ sur V1\{0}. Autrement dit, pour tout v ∈ V1\{0} et t ∈ C∗,
on a

(ω∗η∗2F )v = Fη2(ω(v)) ' Fσ(t).η2(ω(v)) = Fη2(σ(t).ω(v)) =

(η∗2F )σ(t).ω(v) = (η∗2F )ω(t.v) = (ω∗η∗2F )t.v.

Alors il existe un fibré vectoriel Fg0,g1,...,gn sur P(V1) tel que l’on ait un C∗-isomorphisme

ω∗η∗2F ' η∗1Fg0,g1,...,gn .

On appelle Fg0,g1,...,gn l’image inverse généralisée de F . On notera, si g0, g1, . . . , gn sont fixes,

Fg0,g1,...,gn = Iming(F )

Cette transformation de Horrocks Iming est compatible avec les opérations habituelles sur les
fibrés vectoriels. Par exemple, si on considère que le fibré F (resp. F ∗) a une action de C∗ au-

dessus de l’action σ (resp. une action de C∗ au-dessus de l’action σ̂ qui est l’action duale de σ),
alors on a Iming(F ∗) = Iming(F )∗. Même chose pour les produits tensoriels (resp. extérieurs,
symétriques), la somme directe et les suites exactes (resp. monades) des fibrés vectoriels. On
définit donc ainsi un foncteur

FV(P(V2), σ)
Iming // FV(P(V1))

où FV(P(V2), σ) est la catégorie des fibrés vectoriels sur P(V2) qui ont une action de C∗ au-
dessus de l’action σ, et les morphismes de cette catégorie sont des morphismes C∗-équivariants
des fibrés vectoriels. Comme les fibrés vectoriels sur P(V1) qui ont une action de C∗ au-dessus
de l’action usuelle T , alors FV(P(V1)) est la catégorie des fibrés vectoriels sur P(V1). Notons
que pour tout entier k on a Iming(OP(V2)(k)) = OP(V1).

1.1.4. Proposition. Soient E un C∗-fibré quelconque sur P(V2), et s : C∗ × E −→ E sa
C∗-action au-dessus de l’action σ et q un entier. On en déduit une nouvelle action sq de C∗
sur E, pour tout x ∈ P(V2),

sq,x : C∗ × Ex −→ Ex
(t, u) 7−→ tq.sx(t, u)

(multiplication de l’action par le caractère tq). On note le C∗-fibré obtenu E(q) (donc E(q) =

E ⊗O(q)
P(V2)). Alors on a

1- Iming(O(q)
P(V2)(k)) = OP(V1)(q), pour tout entier k.

2- Iming(E(q)) = (Iming(E))(q).

Démonstration. 1- On considère Iming(O(q)
P(V2)(k)) = OP(V1)(d), où d est un entier. C’est-à-dire

ω∗η∗2(O(q)
P(V2)(k)) ' η∗1OP(V1)(d).

Pour tout x = C.v2 ∈ P(V2), on a un isomorphisme canonique

µv2 : OV2\{0},v2 ' C
.v−k2−→ η∗2(O(q)

P(V2)(k))v2 ' (Cv2)−k ⊂ S−k V2

a � // a.v−k2 .
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On a aussi, pour tout x = C.v1 ∈ P(V1), un isomorphisme canonique

µv1 : OV1\{0},v1 ' C
.v−d1−→ η∗1(OP(V1)(d))v1 ' (C.v1)−d ⊂ S−d V1

a � // a.v−d1 .

Alors, pour tout v ∈ V1, on a un isomorphisme

(Cω(v))−k ' (ω∗η∗2O
(q)
P(V2)(k))v ' (η∗1OP(V1)(d))v ' (C.v)−d

a.(ω(v))−k � // a.(v)−d.

Alors on obtient le diagramme commutatif suivant

C∗

v−d

!!

(ω(v))−k

��

tq // C∗

(ω(t.v))−k

��

(t.v)−d

}}

(Cω(v))−k
sq,v // (Cω(t.v))−k

(C.v)−d // (C.v)−d ' (C.(t.v))−d

tel que a.(v)−d = b.tq(t.v)−d := b.tq−d(v)−d, où a, b ∈ C∗. Par conséquent d = q et b = a on
obtient

Iming(O(q)
P(V2)(k)) = OP(V1)(q).

2- Comme E(q) = E ⊗ O(q)
P(V2) et comme le foncteur Iming respecte le produit tensoriel, on

obtient
Iming(E(q)) = Iming(E)⊗ Iming(O(q)

P(V2)).

D’après (1), on a
Iming(E(q)) = Iming(E)(q).

�

1.2. Fibré de corrélation nulle pondéré sur P2n+1. Nous allons étudier ci-après un fibré
de corrélation nulle pondéré sur P2n+1 provenant d’une image inverse généralisée du fibré de
corrélation nulle classique spécial.
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1.2.1. Fibrés de corrélation nulle classiques sur P2n+1. Soient V un espace vectoriel com-
plexe de dimension dim(V ) = 2n + 2, P2n+1 = P(V ) l’espace projectif complexe associé dont
les points sont les droites de V , et v ∈ V un point correspondant à la droite x = C.v ∈ P(V ).
On a l’inclusion canonique

gx : (OP2n+1(−1))x := C.v ↪→ V

av 7−→ gx(av) = av,

où a ∈ C. Alors on a la suite exacte suivante

0 −→ OP2n+1(−1)
g−→ V ⊗OP2n+1 −→ Q −→ 0.

On a aussi le morphisme surjectif
Tgx : V ∗ −→ C.v∗ := OP2n+1,x(1)

h 7−→ Tgx(h),

où Tgx(h) est la restriction de h à C.v. Ce morphisme nous donne le morphisme surjectif suivant

V ∗ ⊗OP2n+1

T g−→ OP2n+1(1) −→ 0.

Soit f : V −→ V ∗ un morphisme. On sait que f est antisymétrique si et seulement si, pour tout
u ∈ V , f(u)(u) = 0. Alors (Tgx ◦ f ◦ gx)(v) = Tgx(f(v)) est nul si et seulement si f(v)(v) = 0,
où Tgx(f(v)) est la restriction de f(v) à C.v.

Soit f : V −→ V ∗ un isomorphisme antisymétrique (symplectique). On peut définir la monade
suivante

0 −→ OP2n+1(−1)
g−→ V ⊗OP2n+1

f−→ V ∗ ⊗OP2n+1

T g−→ OP2n+1(1) −→ 0

qui peut s’écrire également

0 −→ OP2n+1(−1)
g−→ V ⊗OP2n+1

T g◦f−→ OP2n+1(1) −→ 0.

On définit le fibré de corrélation nulle classique N(f) sur P2n+1 par la cohomologie de la monade
précédente.

1.2.2. Proposition. 1- Soient f1, f2 : V −→ V ∗ des isomorphismes antisymétriques. Alors on
a N(f1) ' N(f2) si et seulement s’il existe a ∈ C∗ tel que f1 = a.f2.

2- Soient κ ∈ GL(V ), κ ∈ PGL(V ) son élément correspondant et f : V −→ V ∗ un
isomorphisme antisymétrique. Alors on a

κ∗(N(f)) ' N(Tκ ◦ f ◦ κ).
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Démonstration. 1- Soit la suite exacte suivante

0 −→ OP2n+1(−1)
g−→ V ⊗OP2n+1 −→ Q −→ 0.

Pour f1, f2 : V −→ V ∗ des isomorphismes antisymétriques, on a les suites exactes suivantes

0 −→ OP2n+1(−1)
T b1−→ Q∗

d1−→ N∗(f1) −→ 0

0 −→ OP2n+1(−1)
T b2−→ Q∗

d2−→ N∗(f2) −→ 0,

où b1 := (Tg ◦ f1) et b2 := (Tg ◦ f2).

S’il existe a ∈ C∗ tel que f1 = a.f2, alors on a ker(Tg ◦ f2) = ker(Tg ◦ f1). Donc on obtient

N(f1) ' N(f2). Soit ψ : N∗(f1)
∼−→ N∗(f2). On a la suite suivante

0 −→ Hom(Q∗,OP2n+1(−1)) −→ Hom(Q∗, Q∗) −→ Hom(Q∗, N∗(f2))

−→ Ext1(Q∗,OP2n+1(−1)) −→,

mais Hom(Q∗,OP2n+1(−1)) = 0 et Ext1(Q∗,OP2n+1(−1) = 0. On obtient que

Hom(Q∗, Q∗)
∼−→ Hom(Q∗, N∗(f2))

Comme ψ est non trivial, donc ψ◦d1 6= 0. Il existe alors un morphisme non trivial ϕ : Q∗ −→ Q∗

tel que ψ ◦ d1 = d2 ◦ ϕ. D’après ([42], Lemme 1.2.8), on obtient que ϕ est un isomorphisme.
Comme le fibré Q∗ est simple, on obtient que ϕ est une homothétie. Alors il existe a1 ∈ C∗ tel
que ψ ◦ d1 = d2a1. Donc on a le diagramme commutatif suivant

0 // OP2n+1(−1)
T b1 //

a2
��

Q∗
d1 //

a1

��

N∗(f1) //

ψ

��

0

0 // OP2n+1(−1)
T b2 // Q∗

d2 // N∗(f2) // 0

où a2 ∈ C∗. On a a2(f2 ◦ g) = a1(f1 ◦ g), pour tout g : X ↪→ V où X est une droite dans V , ce
qui donne f1 = a.f2 avec a = a2a

−1
1 .

2- Pour la monade suivante

0 −→ OP2n+1(−1)
g−→ V ⊗OP2n+1

T g◦f−→ OP2n+1(1) −→ 0

et d’après la définition de l’image inverse de morphisme par κ, on a

κ∗(g) = κ ◦ g et κ∗(Tg) =T (κ ◦ g).

Cela nous donne la monade suivante

0 −→ OP2n+1(−1)
κ◦g−→ V ⊗OP2n+1

T (κ◦g)◦f−→ OP2n+1(1) −→ 0.

Donc on a κ∗(N(f)) ' N(Tκ ◦ f ◦ κ).

�
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1.2.3. Fibrés de corrélation nulle classiques spéciaux sur P2n+1 [1]. On considère main-
tenant un isomorphisme antisymétrique f : V −→ V ∗ défini relativement à une base de V par
la (2n+ 2)× (2n+ 2)-matrice antisymétrique suivante

−1

0 .
.

.
−1

1
.

.
. 01


.

Dans ce cas on dit que N(f) est un fibré de corrélation nulle classique spécial sur P2n+1. Dans
ce cas, N(f) est la cohomologie de la monade

0 −→ OP2n+1(−1)
g−→ V ⊗OP2n+1

T g◦f−→ OP2n+1(1) −→ 0,

où g est la (2n+ 2)× 1-matrice
Tg =

(
x0 . . . xn y0 . . . yn

)
et Tg ◦ f est la 1× (2n+ 2)-matrice

Tg ◦ f =
(
yn . . . y0 −xn . . . −x0

)
,

où x0, x1, . . . , xn, y0, y1, . . . , yn sont des formes linéaires sans zéro commun sur P2n+1.

1.2.4. Proposition. Soient a0, a1, . . . , a2n, a2n+1, d ∈ Z tels que ai + a2n+1−i = d ∈ Z, i =

0, 1, . . . , 2n+1. On définit σ(t) ∈ GL(V ) une C∗-action sur V et σ(t) ∈ PGL(V ), (relativement
à une base de V ) par

σ(t) :=


ta0

ta1 0. . .

0 ta2n

ta2n+1


où t ∈ C∗. Alors on a un isomorphisme canonique

st : σ(t)
∗
N(f) ' N(f),

tel que st1.t2 = st2 ◦ σ(t2)
∗
(st1),

σ(t2)
∗
σ(t1)

∗
N(f) = σ(t1.t2)

∗
N(f)

st1.t2 //

σ(t2)
∗
(st1 ) **

N(f)

σ(t2)
∗
N(f),

st2

99
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pour t1, t2 ∈ C∗.

Démonstration. On a Tσ(t) ◦ f ◦ σ(t) = tdf , pour tout t ∈ C∗. D’après la proposition (1.2.2),
on obtient automatiquement le résultat voulu.

�

Soient (ur)0≤r≤2n+1 une base de l’espace vectoriel complexe V , f : V −→ V ∗ l’isomorphisme
défini relativement à la base (ur)0≤r≤2n+1 par la (2n+ 2)× (2n+ 2)-matrice antisymétrique de
(1.2.3). On considère le multi-indice

m = (γ; (λi)0≤i≤n, (−λi)0≤i≤n),

où γ, λi sont des entiers naturels pour i = 0, 1, 2, . . . , n tels que

γ > λn ≥ λn−1 ≥ . . . ≥ λ0 ≥ 0.

On considère l’action de C∗ sur V défini relativement à la base (ur)0≤r≤2n+1 par

σ(t) = tγ.


tλn

tλn−1 0. . .

0 t−λn−1

t−λn

 ,

où t ∈ C∗.

1.2.5. Proposition. Soient V un espace vectoriel complexe de dimension 2n+ 2, (ur)0≤r≤2n+1

une base de V et P(V ) l’espace projectif complexe associé dont les points sont les droites de V .
On considère le multi-indice

m = (γ; (λi)0≤i≤n, (−λi)0≤i≤n),

où γ, λi sont des entiers naturels pour i = 0, 1, 2, . . . , n tels que

γ > λn ≥ λn−1 ≥ . . . ≥ λ0 ≥ 0.

Soient gi ∈ H0(P2n+1,OP2n+1(γ−λi)) et fi ∈ H0(P2n+1,OP2n+1(γ+λn−i)), pour i = 0, 1, 2, . . . , n,
des formes homogènes sur P2n+1 = P(C2n+2) sans zéro commun. Alors les fibrés vectoriels Q et
N(f), sur P(V ), ont une action canonique de C∗ au-dessus de σ, telle que Q (resp. N(f))
possède (relativement à g0, . . . , g2n+1) une image inverse généralisée Qm(γ) (resp. Nm(γ))
définie par les suites exactes

(1) 0 −→ OP2n+1(−γ)
B−→ H −→ Qm −→ 0,

et

(2) 0 −→ Nm −→ Qm
A−→ OP2n+1(γ) −→ 0.

Autrement dit, Nm est la cohomologie de la monade suivante

(3) 0 −→ OP2n+1(−γ)
B−→ H A−→ OP2n+1(γ) −→ 0,

où H :=
⊕n

i=0 (OP2n+1(λn−i))⊕
⊕n

i=0 (OP2n+1(−λi)), et
TB =

(
f0 . . . fn g0 . . . gn

)
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et
A =

(
gn . . . g0 −fn . . . −f0

)
sont des 1× (2n+ 2)-matrices, avec A.B = 0.

Démonstration. On considère l’application

ω := (f0, . . . , fn, g0, . . . , gn) : C2n+2 \ {0} −→ V \ {0}
v 7−→ (f0(v), . . . , fn(v), g0(v), . . . , gn(v))

On considère aussi l’action de C∗ (multiplication usuelle sur C2n+2)

T : C∗ × C2n+2 −→ C2n+2

(t, u) 7−→ t.u.

Alors ω est une C∗-application par rapport aux actions T et σ. Donc on a une transformée de
Horrocks (1.1.3)

Iming : FV(P(V ), σ) // FV(P2n+1).

On considère le morphisme

g := Tω : OP(V )(−1) −→ V ⊗OP(V ),

où OP(V )(−1) et V ⊗ OP(V ) sont munis de l’action canonique σ(t). Comme on a, pour tout
t ∈ C∗,

σ(t).(ui) = tγ+λn−i .(ui), 0 ≤ i ≤ n

alors le sous-fibré (ui.C)⊗OP(V ) de V ⊗OP(V ) est C∗-invariant. On obtient l’isomorphisme

O(γ+λn−i)
P(V ) ' (ui.C)⊗OP(V ),

défini localement, pour tout v ∈ V , par

(O(γ+λn−i)
P(V ) )v ' C

'−→ ((ui.C)⊗OP(V ))v ' ui.C
a 7−→ aui.

Pour
σ(t).(un+1+i) = tγ−λi .(un+1+i), 0 ≤ i ≤ n,

on obtient la même chose
O(γ−λi)
P(V ) ' (un+1+i.C)⊗OP(V ).

Donc on a un C∗-isomorphisme

V ⊗OP(V ) '
n⊕
i=0

O(γ+λn−i)
P(V ) ⊕

n⊕
i=0

O(γ−λi)
P(V ) .

Alors on a un C∗-morphisme

g := Tω : OP(V )(−1) −→
n⊕
i=0

O(γ+λn−i)
P(V ) ⊕

n⊕
i=0

O(γ−λi)
P(V ) .

On considère le morphisme

A := Tg ◦ f : V ⊗OP(V ) −→ OP(V )(1),
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où V ⊗ OP(V ) (resp. OP(V )(1)) est muni de l’action canonique σ(t) (resp. σ̂(t)). Pour que le
morphisme A soit un C∗-morphisme il faut avoir

Av(σ(t).v1) = tqσ̂(t).Av(v1),

pour tout v, v1 ∈ V , q un entier et

Av : V −→ (OP(V )(1))v = (C.v)−1.

Alors on obtient q = 2γ. Donc il faut que OP(V )(1) soit muni de l’action duale σ̂(t) multipliée
par le caractère t2γ. Donc A est le C∗-morphisme suivant

A :
n⊕
i=0

O(γ+λn−i)
P(V ) ⊕

n⊕
i=0

O(γ−λi)
P(V ) −→ OP(V )(1)(2γ).

Donc on a la C∗-monade suivante

0 −→ OP(V )(−1)
g−→

n⊕
i=0

O(γ+λn−i)
P(V ) ⊕

n⊕
i=0

O(γ−λi)
P(V )

A−→ OP(V )(1)(2γ) −→ 0.

D’après la proposition (1.1.4), on obtient que

Iming(
n⊕
i=0

O(γ+λn−i)
P(V ) ⊕

n⊕
i=0

O(γ−λi)
P(V ) ) =

n⊕
i=0

(OP2n+1(γ + λn−i))⊕
n⊕
i=0

(OP2n+1(γ − λi)) := H(γ)

et
Iming(OP(V )(1)(2γ)) = OP2n+1(2γ), Iming(OP(V )(−1)) = OP2n+1 .

Comme le fibré Q a une GL(V )-action alors il a une C∗-action au-dessus de σ. D’après la
proposition (1.2.2), on obtient

σ(t)∗N(f) ' N(f).

Soient Iming(Q) = Qm(γ) et Iming(N(f)) = Nm(γ). Alors on a la monade suivante

0 −→ OP2n+1
B−→ H(γ)

A−→ OP2n+1(2γ) −→ 0,

où
TB =

(
f0 . . . fn g0 . . . gn

)
et

A =
(
gn . . . g0 −fn . . . −f0

)
sont des 1 × (2n + 2)-matrices, avec A.B = 0 . Donc on obtient les deux suites exactes (1) et
(2) et la monade (3).

�

Soient U un C-espace vectoriel de dimension 2 et {x, y} une base. On considère V = S2n+1 U ,
et (x2n+1−jyj)0≤j≤2n+1 une base de V = S2n+1 U . Soit f : S2n+1 U −→ S2n+1 U∗ l’isomorphisme
défini relativement à la base (x2n+1−jyj)0≤j≤2n+1 par la (2n+2)×(2n+2)-matrice antisymétrique
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de (1.2.3). Soient α, γ ∈ N des entiers. On considère l’action de C∗ sur S2n+1 U défini relative-
ment à la base (x2n+1−jyj)0≤j≤2n+1 par

σ(t) = tγ.


t(2n+1)α

t(2n−1)α 0. . .

0 t(−2n+1)α

t(−2n−1)α

 ,

où t ∈ C∗.

1.2.6. Proposition. Soient α, γ ∈ N des entiers tels que γ > (2n + 1)α ≥ 0. On considère le
multi-indice m = (γ; (α(2n+ 1− 2i))0≤i≤2n+1). Soient g0, . . . , g2n+1 des formes homogènes sans
zéro commun sur P(C2n+2) telles que

deg(gi) = γ + (2n+ 1− 2i)α, i = 0, 1, . . . , 2n+ 1.

Alors les fibrés vectoriels Q et N(f), sur P(S2n+1 U), ont une action canonique de C∗ au-
dessus de σ, telle que Q (resp. N(f)) possède (relativement à g0, . . . , g2n+1) une image inverse
généralisée Qm(γ) (resp. Nm(γ)) définie par les suites exactes

(4) 0 −→ OP2n+1(−γ) −→ S2n+1 U −→ Qm −→ 0,

(5) (resp. 0 −→ Nm −→ Qm −→ OP2n+1(γ) −→ 0 ),

où U = OP2n+1(α)⊕OP2n+1(−α).

Démonstration. La même démonstration de la proposition (1.2.5) �

1.2.7. Définition. On appelle le fibré vectoriel Qm le fibré quotient pondéré par le poids m sur
P2n+1. On appelle le fibré vectoriel Nm le fibré de corrélation nulle ((1)-instanton) pondéré par
le poids m sur P2n+1.

On en déduit que : c1(Qm) = γ, c1(Nm) = 0 et c2(Nm) = γ2 −
∑n

i=0 λ
2
i . On appelle c2(Nm) la

charge topologique du fibré Nm. Ce fibré a déjà été traité par Ein, [13] sur P3 et par Ancona
et Ottaviani [2] sur P5 et défini par Migliore, Nagel et Peterson [38] sur P2n+1.

Notons Q := Qm et N := Nm sauf si on a besoin de préciser le poids m. Soit J une (2n+ 2)×
(2n+ 2)-matrice symplectique
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J =



−1

0 .
.

.
−1

1
.

.
. 01


.

Alors on a J2 = −1 et TB = −A.J et TA = −J.B.

1.2.8. Définition. Soit E un fibré vectoriel dont la première classe de Chern est c1(E) = 0. On
dit que le fibré vectoriel E est un fibré symplectique si et seulement s’il existe un isomorphisme
de fibrés

ϕ : E −→ E∗

tel que Tϕ = −ϕ. Autrement dit, le fibré vectoriel E est un fibré symplectique si et seulement
s’il existe une forme symplectique non dégénérée $ ∈ H0(

∧2E).

1.2.9. Théorème. Le fibré (1)-instanton pondéré N sur P2n+1 est un fibré symplectique.

Démonstration. Le fibré N ∗ est la cohomologie de la monade suivante

0 −→ OP2n+1(−γ)
−J.B−→ H −A.J−→ OP2n+1(γ) −→ 0

où J2 = −1, TB = −A.J et TA = −J.B. Donc l’isomorphisme de monades suivant

0 // OP2n+1(−γ)
B // H A //

J

��

OP2n+1(γ) //

1
��

0

0 // OP2n+1(−γ)
−J.B // H −A.J // OP2n+1(γ) // 0

induit un isomorphisme ϕ : N −→ N ∗. En transposant le diagramme précédent, les flèches
verticales sont multipliées par −1. Donc on obtient Tϕ = −ϕ.

�

1.2.10. Lemme. (Lemme 1.10 [1]). Soit E un fibré vectoriel symplectique sur une variété
algébrique X. Pour tout 1 ≤ j ≤ −1 + rg(E)/2, le fibré OX est un facteur direct du fibré∧2j E, et le fibré E est un facteur direct du fibré

∧2j+1E.

Démonstration. voir [1]. �
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1.2.11. Remarque. Pour tout fibré vectoriel, le fibré
∧j+1E est un facteur direct du fibré

E ⊗
∧j E, où j ≥ 0. C’est-à-dire, on a un morphisme injectif localement donné par

Φ :

j+1∧
E −→ E ⊗

j∧
E

e1 ∧ . . . ∧ ej+1 7−→
1

j + 1

j+1∑
i=1

(−1)j−i+1(e1 ∧ . . . ∧ êi ∧ . . . ∧ ej+1)⊗ ei.

1.2.12. Proposition. Soient Q le fibré quotient pondéré sur P2n+1 et N le fibré de
corrélation nulle pondéré sur P2n+1 et définis par les suites exactes (1) et (2). Alors on a

I) Q est stable si et seulement si c1(Q) = γ > (2n+ 1)λn.

II) Si Q est stable, alors N est simple.

Démonstration. Le théorème 2.7, [7] donne (I).

Pour démontrer II), supposons que Q est stable. En tensorisant la suite (2) par N , on obtient
la suite exacte suivante

0 −→ N ⊗N −→ Q⊗N A−→ N (γ) −→ 0.

Alors on a
h0(N ⊗N ) ≤ h0(Q⊗N ).

D’après le lemme (1.2.10), la remarque (1.2.11) et le théorème (1.2.9), on a

OP2n+1 ↪→
2∧
N ↪→ N ⊗N .

Donc on a
h0(N ⊗N ) ≥ 1.

On tensorise la suite duale de la suite (2) par Q ce qui permet d’obtenir la suite exacte suivante

0 −→ Q(−γ)
TA−→ Q⊗Q∗ −→ Q⊗N −→ 0.

Cependant, de la suite (1) on a

h0(Q(−γ)) = h1(Q(−γ)) = 0.

Alors on a
h0(N ⊗Q) = h0(Q∗ ⊗Q).

Mais, Q est stable. On en déduit que h0(N ⊗N ) = 1.

�
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1.2.13. Définition de la résolution de Koszul généralisée. On définit la résolution de
Koszul généralisée de la suite exacte des fibrés vectoriels

0 −→ A −→ B −→ F −→ 0

par

0 −→ S iA −→ S i−1A⊗B −→ S i−2A⊗
2∧
B −→ S i−3A⊗

3∧
B −→ S i−4A⊗

4∧
B −→ . . .

. . . −→ S2A⊗
i−2∧

B −→ A⊗
i−1∧

B −→
i∧
B −→

i∧
F −→ 0.

Soient rg(F ) = r, et c1(F ) = c. On a
∧r−i F ∗ =

∧r F ∗ ⊗
∧i F =

∧i F (−c). En tensorisant la

résolution de Koszul généralisée par
∧r F ∗, on obtient une résolution pour

∧r−i F ∗

0 −→ S iA(−c) −→ S i−1A⊗B(−c) −→ S i−2A⊗
2∧
B(−c) −→

S i−3A⊗
3∧
B(−c) −→ S i−4A⊗

4∧
B(−c) −→ . . .

. . . −→ S2A⊗
i−2∧

B(−c) −→ A⊗
i−1∧

B(−c) −→
i∧
B(−c) −→

r−i∧
F ∗ −→ 0.

1.2.14. Remarque. Pour la suite exacte (1), on a la résolution suivante

0 −→ OP2n+1(−qγ) −→ H(−γ(q − 1)) −→
2∧
H(−γ(q − 2))(6)

aq−2−→
3∧
H(−γ(q − 3))

aq−3−→ . . .

. . .
a3−→

q−2∧
H(−2γ)

a2−→
q−1∧
H(−γ)

a1−→
q∧
H a0−→

q∧
Q −→ 0

où 1 6 q 6 2n+ 1. Pour la suite exacte (1), on a aussi la résolution suivante

0 −→ OP2n+1(−γ(2n+ 2− q)) −→ H(−γ(2n+ 1− q)) −→
2∧
H(−γ(2n− q))(7)

a2n−1−q−→
3∧
H(−γ(2n− 1− q)) a2n−2−q−→ . . .

an+2−q−→
n∧
H(−(n+ 2− q)γ)

an+1−q−→
n+1∧
H(−(n+ 1− q)γ)

an−q−→
n∧
H(−(n− q)γ)

an−1−q−→ . . .

. . .
a3−→

q+3∧
H(−3γ)

a2−→
q+2∧
H(−2γ)

a1−→
q+1∧
H(−γ)

a0−→
q∧
Q∗ −→ 0

où 1 6 q < 2n+ 1.

On a le fibré de corrélation nulle pondéré N sur P2n+1 dans la suite exacte (2)

(8) 0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Q∗ −→ N −→ 0.
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On obtient la résolution de Koszul généralisée suivante

0 −→ OP2n+1(−qγ) −→ Q∗(−γ(q − 1)) −→
2∧
Q∗(−γ(q − 2))(9)

aq−2−→
3∧
Q∗(−γ(q − 3))

aq−3−→ . . .

. . .
a3−→

q−2∧
Q∗(−2γ)

a2−→
q−1∧
Q∗(−γ)

a1−→
q∧
Q∗ a0−→

q∧
N −→ 0

où 1 6 q 6 2n.

1.3. Stabilité du fibré de corrélation nulle pondéré sur P2n+1. Nous allons démontrer
ci-après que le fibré de corrélation nulle pondéré sur P2n+1 est stable au sens du Mumford-
Takemoto.

1.3.1. Lemme. Soient p, q, k, λi; i = 0, 1, 2, . . . , n et γ > 0 des entiers tels que γ > λn ≥
λn−1 ≥ . . . ≥ λ0 ≥ 0. Soit H :=

⊕n
i=0 (OP2n+1(λn−i))⊕

⊕n
i=0 (OP2n+1(−λi)).

I- Pour k ≥ γ et 1 ≤ q ≤ 2n+ 1, on a

h0(
∧qH(−k)) = 0 si et seulement si γ >

∑min(q−1,n)
i=0 λn−i. En particulier, on a

h0(

q∧
H(−k)) = 0 si γ >

n∑
i=0

λi.

II- Pour k ≥ 2 et 1 ≤ p, q ≤ 2n+ 1. Alors on a h0((
∧pH)⊗

∧qH(−kγ)) = 0 si γ >
∑n

i=0 λi.

III- Pour 1 ≤ q ≤ 2n+ 1 et k ≥ min(q − 1, n) + 2. Alors on a h0(H⊗
∧qH(−kγ)) = 0.

Démonstration. Pour démontrer (I), on a

max{t ∈ Z| OP2n+1(t) ⊆
q∧
H} =

min(q−1,n)∑
i=0

λn−i.

Donc pour k ≥ γ, on obtient

h0(

q∧
H(−k)) = 0 si et seulement si γ >

min(q−1,n)∑
i=0

λn−i.

(II) et (III) sont analogues.

�
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1.3.2. Proposition. Soit Q le fibré quotient pondéré sur P2n+1 et défini par la suite exacte
(1). Soient 1 ≤ q ≤ n, 0 < i < 2n+ 1 et k ≥ 0 des entiers. Alors on a

I- h0(
∧qQ∗(−m)) = 0 si γ >

∑n
v=0 λv, ∀m ∈ N.

II- Pour 0 ≤ k ≤ q, on a

hi(

q∧
Q∗(−kγ)) =

 0 : i 6= q
εk,q : i = q 6= k
1 : i = q = k

où εk,q = h1{ker[H(γ(q − 1− k)) −→ OP2n+1(γ(q − k))]}.
III- Pour k > q, on a

hi(

q∧
Q∗(−kγ)) = 0.

Démonstration. Pour démontrer (I), on considère 1 ≤ q ≤ n, 0 < i < 2n+ 1 et ∀m ∈ N. De la
résolution (7), on obtient la résolution suivante

0 −→ OP2n+1(−γ(2n+ 2− q)−m) −→ H(−γ(2n+ 1− q)−m) −→
2∧
H(−γ(2n− q)−m)

a2n−1−q−→
3∧
H(−γ(2n− 1− q)−m)

a2n−2−q−→ . . .
an+2−q−→

n∧
H(−(n+ 2− q)γ −m)

an+1−q−→
n+1∧
H(−(n+ 1− q)γ −m)

an−q−→
n∧
H(−(n− q)γ −m)

an−1−q−→ . . .

. . .
a3−→

q+3∧
H(−3γ −m)

a2−→
q+2∧
H(−2γ −m)

a1−→
q+1∧
H(−γ −m)

a0−→
q∧
Q∗(−m) −→ 0.

Soit Ar = ker(ar) où r = 0, 1, . . . , 2n− 1− q. D’après le lemme (1.3.1), hj(A0) = 0 pour j ≤ q.
On a aussi

h0(

q+1∧
H(−γ −m)) = 0 si γ >

n∑
v=0

λv.

Donc on obtient, pour tout m ∈ N,

h0(

q∧
Q∗(−m)) = 0 si γ >

n∑
v=0

λv.

De plus on a hi(
∧qQ∗(−m)) = 0 pour 0 < i ≤ q − 1. De la résolution duale de résolution (6)

on obtient la résolution suivante, pour tout q > 0,

0 −→
q∧
Q∗(−kγ) −→

q∧
H(−kγ) −→

q−1∧
H(γ(1− k))

bq−2−→
q−2∧
H(γ(2− k))

bq−3−→ . . .

. . .
b3−→

3∧
H(γ(q− 3− k))

b2−→
2∧
H(γ(q− 2− k))

b1−→ H(γ(q− 1− k))
b0−→ O(γ(q− k)) −→ 0.

On considère Br = ker(br) pour r = 0, 1, . . . , q − 2. Alors on obtient
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hi(Bq−2) =

{
0 : q ≤ i ≤ 2n

h1(B0) = εk,q : i = q − 1

Comme on a la suite exacte

0 −→
q∧
Q∗(−kγ) −→

q∧
H(−kγ) −→ Bq−2 −→ 0,

alors on a, pour 0 ≤ k ≤ q,

hi(

q∧
Q∗(−kγ)) =

 0 : q 6= i
1 : i = q = k
εk,q : sinon

Pour k > q et pour tout i, on a

hi(

q∧
Q∗(−kγ)) = 0.

�

1.3.3. Proposition. Soient Q le fibré quotient pondéré sur P2n+1 et N le fibré de corrélation
nulle pondéré sur P2n+1 et définis par les suites exactes (1) et (8), et 1 ≤ 2j+ 1 ≤ n un entier.

I- Si m ∈ N et γ >
∑n

i=0 λi, alors h0(
∧2j+1N (−mγ)) = 0.

II- On a h1(
∧2j+1N (−γ)) = 1.

Démonstration. Pour démontrer (I), on fixe 1 ≤ 2j+ 1 ≤ n, ∀m ∈ N. D’après la résolution (9),
on obtient la résolution suivante

0 −→ OP2n+1(−γ(2j + 1 +m)) −→ Q∗(−γ(2j +m)) −→
2∧
Q∗(−γ(2j − 1 +m))

a2j−1−→
3∧
Q∗(−γ(2j − 2 +m))

a2j−2−→ . . .

. . .
a2−→

2j∧
Q∗(−γ(1 +m))

a1−→
2j+1∧
Q∗(−γm)

a0−→
2j+1∧
N (−γm) −→ 0.

On considère Ai = ker(ai) pour i = 0, 1, . . . , 2j − 1. Les termes dans cette résolution sont de
la forme

∧qQ∗(−γ(k + m)), où 0 ≤ k ≤ 2j, 1 ≤ q ≤ 2j + 1 tels que k + q = 2j + 1 et k 6= q.

D’après la proposition (1.3.2), on obtient hk(
∧2j+1−kQ∗(−γ(k +m))) = 0. Comme

h2j+1(OP2n+1(−γ(2j + 1 +m))) = 0

alors on a hi+1(Ai) = 0, i = 0, 1, . . . , 2j − 1. De la suite exacte

0 −→ A0 −→
2j+1∧
Q∗(−γm)

a0−→
2j+1∧
N (−γm) −→ 0

et comme h0(
∧2j+1Q∗(−γm)) = 0 si γ >

∑n
i=0 λi, alors on obtient

h0(

2j+1∧
N (−γm)) = 0 si γ >

n∑
i=0

λi.
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Pour démontrer (II), on fixe m = 1 dans la résolution précédente. On obtient la résolution
suivante

0 −→ OP2n+1(−γ(2j + 2)) −→ Q∗(−γ(2j + 1)) −→
2∧
Q∗(−γ(2j))

d2j−1−→
3∧
Q∗(−γ(2j − 1))

d2j−2−→ . . .

. . .
dj+2−→

j∧
Q∗(−γ(j + 2))

dj+1−→
j+1∧
Q∗(−γ(j + 1))

dj−→
j+2∧
Q∗(−γ(j))

dj−1−→ . . .

. . .
d3−→

2j−1∧
Q∗(−3γ)

d2−→
2j∧
Q∗(−2γ)

d1−→
2j+1∧
Q∗(−γ)

d0−→
2j+1∧
N (−γ) −→ 0.

On considère Dα = ker(dα) pour α = 0, 1, . . . , 2j − 1. Les termes dans cette résolution sont de
la forme

∧qQ∗(−kγ) où 1 ≤ k, q ≤ 2j + 1 tels que k + q = 2j + 2.

On a deux cas:

Premier cas, si k ≥ q. Dans ce cas on obtient, d’après la proposition (1.3.2), que

hi(

q∧
Q∗(−kγ)) = 0 pour i 6= 0, 2n+ 1.

Donc ça nous donne que hi(Dα) = 0 pour α ≥ j, i ≤ 2n− j, sauf pour i = α. On obtient

hj+1(

j+1∧
Q∗(−γ(j + 1))) = 1 , hi(Dj) = 0 , i = j + 1, j + 2.

De la suite exacte suivante

0 −→ Dj −→
j+1∧
Q∗(−γ(j + 1)) −→ Dj−1 −→ 0,

on obtient hj+1(Dj−1) = 1. Donc on obtient hα+2(Dα) = 1 pour α = 0, 1, . . . , j − 1.

Deuxième cas, si k < q. D’après la proposition (1.3.2), on a hi(
∧qQ∗(−kγ)) = 0 pour i =

k, k − 1 et 1 ≤ k ≤ j + 1. Alors on obtient hα+2(Dα) = 1 pour α = 0, 1, . . . , j − 1.

Dans les deux cas, on a h2(D0) = 1. D’après la proposition (1.3.2), on obtient

hi(

2j+1∧
Q∗(−γ)) = 0 pour i = 1, 2.

Donc d’après la suite exacte suivante

0 −→ D0 −→
2j+1∧
Q∗(−γ)

a0−→
2j+1∧
N (−γ) −→ 0,

on a h1(
∧2j+1N (−γ)) = 1.

�
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1.3.4. Proposition. Soit Q le fibré quotient pondéré sur P2n+1 et défini par la suite exacte
(1). Soient 1 ≤ k ≤ n+ 1 un entier et α ∈ Z. Si γ >

∑n
i=0 λi, alors on obtient

hi(Q∗ ⊗
k∧
H(−αγ)) = 0

dans les cas suivants :

- Si α = 1, 2 ≤ i ≤ 2n, ou bien i = 0.

- Si α < 1, 2 ≤ i ≤ 2n.

- Si α > 1, 0 ≤ i ≤ 2n.

Démonstration. Soient 1 ≤ k ≤ n + 1 un entier et α ∈ Z. On veut calculer les groupes
cohomologiques du fibré

Q∗ ⊗
k∧
H(−αγ).

De la suite exacte suivante

0 −→ Q∗ ⊗
k∧
H(−αγ) −→ H⊗

k∧
H(−αγ) −→

k∧
H(γ(−α + 1)) −→ 0

et d’après le lemme (1.3.1) on obtient :

si α ≤ 1. on a

hi(Q∗ ⊗
k∧
H(−αγ)) = 0, 2 ≤ i ≤ 2n,

si α > 1, on a

hi(Q∗ ⊗
k∧
H(−αγ)) = 0, 2 ≤ i ≤ 2n.

Si γ >
∑n

i=0 λi, alors on obtient

h1(Q∗ ⊗
k∧
H(−αγ)) = 0, pour α > 1.

Pour calculer h0(Q∗ ⊗
∧kH(−αγ)) où α ≥ 1, on va utiliser la résolution (7) avec q = 1. Donc

on obtient la résolution suivante

0 −→
k∧
H(−γ(α + 2n+ 1)) −→ H⊗

k∧
H(−γ(α + 2n)) −→ (

2∧
H)⊗

k∧
H(−γ(α + 2n− 1))

d2n−2−→ (
3∧
H)⊗

k∧
H(−γ(α + 2n− 2))

d2n−3−→ . . .
an+1−→ (

n∧
H)⊗

k∧
H(−γ(α + n+ 1))

dn−→ (
n+1∧
H)⊗

k∧
H(−γ(α + n))

dn−1−→ (
n∧
H)⊗

k∧
H(−γ(α + n− 1))

dn−2−→ . . .

. . .
d2−→ (

3∧
H)⊗

k∧
H(−γ(α+ 2))

d1−→ (
2∧
H)⊗

k∧
H(−γ(α+ 1)

d0−→ Q∗ ⊗
k∧
H(−αγ) −→ 0.
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On considère Dj = ker(dj) pour j = 0, 1, . . . , 2n− 2. D’après le lemme (1.3.1), on obtient que
h1(D0) = 0 pour α ∈ Z. D’après le lemme (1.3.1) et de la suite exacte suivante

0 −→ D0 −→ (
2∧
H)⊗

k∧
H(−γ(α + 1))

d0−→ Q∗ ⊗
k∧
H(−αγ) −→ 0

on obtient que, si α ≥ 1 et γ >
∑n

i=0 λi,

h0(Q∗ ⊗
k∧
H(−αγ)) = 0.

�

1.3.5. Proposition. Soit Q le fibré quotient pondéré sur P2n+1 et défini par la suite exacte
(1). Soient α ≥ 0 et 1 ≤ q ≤ 2n+ 1 des entiers. Si γ >

∑n
i=0 λi, alors on obtient

hi(Q∗ ⊗
q∧
Q∗(−αγ)) = 0,

dans les cas suivants :

- Si α = 0, 0 ≤ i ≤ 2n, i 6= 1, q.

- Si α > 0, 0 ≤ i ≤ 2n, i 6= q.

Démonstration. On fixe γ >
∑n

i=0 λi. Soient α ≥ 0 et 1 ≤ q ≤ 2n + 1 des entiers. De la
résolution (7), on obtient la résolution suivante

0 −→ Q∗(−γ(α+ 2n+ 2− q)) −→ Q∗⊗H(−γ(α+ 2n+ 1− q)) −→ Q∗⊗
2∧
H(−γ(α+ 2n− q))

b2n−1−q−→ Q∗ ⊗
3∧
H(−γ(α + 2n− 1− q)) b2n−2−q−→ . . .

bn+2−q−→ Q∗ ⊗
n∧
H(−γ(α + n+ 2− q))

bn+1−q−→ Q∗ ⊗
n+1∧
H(−γ(α + n+ 1− q)) bn−q−→ Q∗ ⊗

n∧
H(−γ(α + n− q)) bn−1−q−→ . . .

. . .
b2−→ Q∗ ⊗

q+2∧
H(−γ(α + 2))

b1−→ Q∗ ⊗
q+1∧
H(−γ(α + 1))

b0−→ Q∗ ⊗
q∧
Q∗(−αγ) −→ 0.

On considère Bm = ker(bm) pour m = 0, 1, . . . , 2n− 1− q. D’après la proposition (1.3.4), on a

hi(B0) = 0, où 0 ≤ i ≤ q.

De la suite exacte suivante

0 −→ B0 −→ Q∗ ⊗
q+1∧
H(−γ(α + 1))

b0−→ Q∗ ⊗
q∧
Q∗(−αγ) −→ 0

et d’après la proposition (1.3.4) on obtient, si α = 0,

hi(Q∗ ⊗
q∧
Q∗(−αγ)) = 0, où 2 ≤ i ≤ q − 1, ou bien i = 0.

On obtient aussi, si α > 0,

hi(Q∗ ⊗
q∧
Q∗(−αγ)) = 0, où 0 ≤ i ≤ q − 1.
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On a la résolution suivante

0 −→ Q∗ ⊗
q∧
Q∗(−αγ) −→ Q∗ ⊗

q∧
H(−αγ) −→ Q∗ ⊗

q−1∧
H(γ(−α + 1))

aq−2−→

Q∗ ⊗
q−2∧
H(γ(−α + 2))

aq−3−→ . . .

. . .
a2−→ Q∗ ⊗

2∧
H(γ(−α + q − 2))

a1−→ Q∗ ⊗H(γ(−α + q − 1))
a0−→ Q∗(γ(−α + q)) −→ 0.

On considère Ar = ker(ar) pour r = 0, 1, . . . , q − 2. D’après la proposition (1.3.4), on a

hi(Aq−2) = 0, où q ≤ i ≤ 2n.

De la suite exacte suivante

0 −→ Q∗ ⊗
q∧
Q∗(−αγ) −→ Q∗ ⊗

q∧
H(−αγ) −→ Aq−2 −→ 0

et d’après la proposition (1.3.4) on obtient, si α ≥ 0,

hi(Q∗ ⊗
q∧
Q∗(−αγ)) = 0, où q + 1 ≤ i ≤ 2n.

�

1.3.6. Proposition. Soient Q le fibré quotient pondéré sur P2n+1 et N le fibré de corrélation
nulle pondéré sur P2n+1 et définis par les suites exactes (1) et (8). Soit 1 ≤ 2j + 1 ≤ n. Si on
a γ >

∑n
i=0 λi, alors on obtient

h0(N ⊗
2j+1∧
N ) = 1.

Démonstration. On fixe 1 ≤ 2j+ 1 ≤ n et γ >
∑n

i=0 λi. D’après le lemme (1.2.10), la remarque
(1.2.11) et le théorème (1.2.9), on a

OP2n+1 ↪→
2j+2∧
N ↪→ N ⊗

2j+1∧
N .

Donc on a

h0(N ⊗
2j+1∧
N ) ≥ 1.

De la suite exacte suivante

0 −→
2j+1∧
N (−γ) −→ Q∗ ⊗

2j+1∧
N −→ N ⊗

2j+1∧
N −→ 0

et d’après la proposition (1.3.3), on a h1(
∧2j+1N (−γ)) = 1. Donc il suffit de démontrer que

h0(Q∗ ⊗
2j+1∧
N ) = 0.
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De la résolution (9), on obtient la résolution suivante

0 −→ Q∗(−γ(2j + 1)) −→ Q∗ ⊗Q∗(−γ(2j)) −→ Q∗ ⊗
2∧
Q∗(−γ(2j − 1))

µ2j−1−→

Q∗ ⊗
3∧
Q∗(−γ(2j − 2))

µ2j−2−→ . . .

. . .
µj+2−→ Q∗ ⊗

j∧
Q∗(−γ(j + 1))

µj+1−→ Q∗ ⊗
j+1∧
Q∗(−γ(j))

µj−→ Q∗ ⊗
j+2∧
Q∗(−γ(j − 1))

µj−1−→ . . .

. . .
µ3−→ Q∗ ⊗

2j−1∧
Q∗(−2γ)

µ2−→ Q∗ ⊗
2j∧
Q∗(−γ)

µ1−→ Q∗ ⊗
2j+1∧
Q∗ µ0−→ Q∗ ⊗

2j+1∧
N −→ 0.

On considère Σm = ker(µm) pour m = 0, 1, . . . , 2j − 1. Les termes dans cette résolution sont
de la forme

Q∗ ⊗
q∧
Q∗(−αγ),

où 0 ≤ α ≤ 2j, 1 ≤ q ≤ 2j + 1 ≤ n tels que q + α = 2j + 1 et q 6= α. D’après la proposition
(1.3.5), on a

hα(Q∗ ⊗
2j+1−α∧

Q∗(−αγ)) = 0 pour tout α, si γ >
n∑
i=0

λi.

Comme hi(Q∗(−γ(2j + 1))) = 0 pour tout 0 ≤ i ≤ 2n, alors on obtient que h1(Σ0) = 0.
En utilisant la suite exacte suivante

0 −→ Σ0 −→ Q∗ ⊗
2j+1∧
Q∗ µ0−→ Q∗ ⊗

2j+1∧
N −→ 0,

on obtient

h0(Q∗ ⊗
2j+1∧
N ) = 0,

et

h0(N ⊗
2j+1∧
N ) = 1 si γ >

n∑
i=0

λi.

�

1.3.7. Théorème. (théorème 3.5, [1]). Soient E un fibré vectoriel symplectique sur une variété
projective X avec Pic(X) = Z, et 1 ≤ 2j + 1 ≤ rg(E)/2 un entier impair tels que

I) h0(
∧2j+1E) = 0.

II) h0(E ⊗
∧2j+1 E) = 1.

Alors E est stable (au sens du Mumford-Takemoto).

Démonstration. voir [1]. �
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1.3.8. Théorème. Soient m = (γ; (λi)0≤i≤n, (−λi)0≤i≤n), et Qm le fibré quotient pondéré par
le poids m et Nm le fibré de corrélation nulle pondéré par le poids m sur P2n+1 et définis par les
suites exactes suivantes

0 −→ OP2n+1(−γ)
B−→ H −→ Qm −→ 0,

0 −→ Nm −→ Qm
A−→ OP2n+1(γ) −→ 0.

Si γ >
∑n

i=0 λi, alors Nm est stable.

Démonstration. On fixe γ >
∑n

i=0 λi. D’après le théorème (1.2.9), le fibré vectoriel Nm est un
fibré symplectique. D’après les propositions (1.3.3) , (1.3.6) et le théorème (1.3.7), on obtient
que le fibré Nm est stable. �

1.3.9. Corollaire. Soit N := Nm le fibré de corrélation nulle pondéré sur P2n+1 avec m =
(γ; (α(2n+ 1− 2i))0≤i≤2n+1) et défini dans la proposition (1.2.6).

Si γ > (n+ 1)2α, alors le fibré vectoriel N est stable.

Démonstration. Voir le théorème (1.3.8). �

1.4. Construction de fibré vectoriel de rang 2n sur P2n+1. Soient V un espace vectoriel
complexe de dimension 2n + 2, et P2n+1 = P(V ) l’espace projectif complexe associé dont les
points sont les droites de V . On considère le multi-indice

m = ((γj)0≤j≤b; (λi)0≤i≤n+b, (−λi)0≤i≤n+b),

où n ∈ N, b ∈ N∗, et γj > 0, λi sont des entiers naturels pour j = 0, 1, 2, . . . , b et i =
0, 1, 2, . . . , n+ b tels que

γ0 ≥ γ1 ≥ . . . ≥ γb > λn+b ≥ λn+b−1 ≥ . . . ≥ λ0 ≥ 0.

et
(∗)
{
γj − γj+1 = λi+1 − λi : b ≥ 1, 0 ≤ j ≤ b− 1 et 0 ≤ i ≤ n+ b− 1

Soient gr ∈ H0(P2n+1,OP2n+1(γb − λr)) et fr ∈ H0(P2n+1,OP2n+1(γb + λn+b−r)), pour r =
0, 1, 2, . . . , n, des formes homogènes sur P2n+1 sans zéro commun. Soient

TB =


f0 . . . fn 0 g0 . . . gn 0f0 . . . fn g0 . . . gn

. . . . . . . . . . . .

0 f0 . . . fn 0 g0 . . . gn

 ,

et

A =


gn . . . g0 0 −fn . . . −f0 0gn . . . g0 −fn . . . −f0

. . . . . . . . . . . .

0 gn . . . g0 0 −fn . . . −f0

 ,
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sont des (b + 1)× (2n+ 2b + 2)-matrices, avec A.B = 0. On considère aussi les fibrés

H :=
n+b⊕
i=0

(OP2n+1(λn+b−i))⊕
n+b⊕
i=0

(OP2n+1(−λi)) ,

et

L− :=
b⊕
j=0

(OP2n+1(−γb−j)) , L+ :=
b⊕
j=0

(OP2n+1(γj)) .

On obtient les isomorphismes canoniques H ' H∗ et L∗+ ' L−. On considère

Xi = V (fi, fi+1, . . . , fn; gi, gi+1, . . . , gn).

On va montrer que le morphisme de fibrés vectoriels B : L− −→ H est injectif. On suppose
qu’il existe x ∈ P2n+1 tel que Bx n’est pas injectif, et on va montrer par récurrence descendante
sur i que x ∈ Xi.

Pour i = n, les formes f b+1
n et gb+1

n sont des mineurs maximaux de la matrice Bx. Donc fn et
gn s’annullent en x (x ∈ Xn). Supposons que x ∈ Xi. Les formes f b+1

i−1 et gb+1
i−1 sont des mineurs

maximaux de la restriction de Bx au Xi. Donc fi−1 et gi−1 s’annullent en x (x ∈ Xi−1). Alors
x ∈ Xi pour tout i, ce qui est en contradiction avec X0 = ∅. Donc le morphisme B : L− −→ H
est injectif. Par le même raisonnement, on obtient que le morphisme A : H −→ L+ est surjectif.
Donc tout cela nous donne la monade suivante

(10) 0 −→ L−
B−→ H A−→ L+ −→ 0.

On en déduit la suite exacte suivante

(11) 0 −→ L−
B−→ H −→ Sm −→ 0,

où Sm est un fibré vectoriel de rang 2n+ 1 + b sur P2n+1. D’après le diagramme

0 // L−
B // H //

A
��

Sm //

s

~~

0

L+

��
0

la condition A.B = 0 donne que le morphisme Sm
s−→ L+ est surjectif. Autrement dit, il existe

Dm un fibré vectoriel de rang 2n sur P2n+1 tel que

(12) 0 −→ Dm −→ Sm
s−→ L+ −→ 0.

Donc, le fibré vectoriel Dm est la cohomologie de la monade précédente.



41

1.4.1. Définition. On appelle le fibré vectoriel Sm le fibré de Steiner pondéré par le poids m
sur P2n+1. On appelle le fibré vectoriel Dm le fibré (b+ 1)-instanton pondéré par le poids m sur
P2n+1.

On en déduit que : c1(Sm) =
∑b

j=0 γj, c1(Dm) = 0 et c2(Dm) =
∑b

j=0 γ
2
j −

∑n+b
i=0 λ

2
i . On appelle

c2(Dm) la charge topologique du fibré Dm.

Donc, pour tout b ∈ N, on a un fibré (b + 1)-instanton pondéré par le poids m sur P2n+1.

Soit J une (2n+ 2b + 2)× (2n+ 2b + 2)-matrice symplectique

J =



−1

0 .
.

.
−1

1
.

.
. 01


.

Alors on a J2 = −1 et TB = −A.J et TA = −J.B.

1.4.2. Théorème. Le fibré (b + 1)-instanton pondéré Dm sur P2n+1 est un fibré symplectique.

Démonstration. C’est la même démonstration de théorème (1.2.9) �

1.4.3. Remarque. Les fibrés instantons spéciaux de nombre quantique b+1 sur P2n+1 [1] sont
des cohomologies de la monade de type

0 −→ OP2n+1(−1)b+1 B−→ O2n+2b+2
P2n+1

A−→ OP2n+1(1)b+1 −→ 0,

où

TB =


x0 . . . xn 0 y0 . . . yn 0x0 . . . xn y0 . . . yn

. . . . . . . . . . . .

0 x0 . . . xn 0 y0 . . . yn


et

A =


yn . . . y0 0 −xn . . . −x0 0yn . . . y0 −xn . . . −x0

. . . . . . . . . . . .

0 yn . . . y0 0 −xn . . . −x0

 ,

sont des (b + 1)× (2n+ 2b + 2)-matrices, avec x0, x1, . . . , xn, y0, y1, . . . , yn des formes linéaires
sans zéro commun sur P2n+1. Donc le fibré (b + 1)-instanton pondéré par le poids

m = ((γj)0≤j≤b; (λi)0≤i≤n+b, (−λi)0≤i≤n+b) = (1, 1, . . . , 1; 0, 0, . . . , 0),

sur P2n+1 est un fibré instanton spécial sur P2n+1.
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1.5. Déformation du fibré de Steiner pondéré. Soit Sm = S le fibré de Steiner pondéré
par le poids m sur P2n+1 et défini par la suite exacte (11).

0 −→ L− −→ H −→ S −→ 0.

Nous allons démontrer ci-après qu’une petite déformation de fibré S est encore un fibré
de Steiner pondéré sur P2n+1, et que l’espace de Kuranishi du fibré S est lisse au point corres-
pondant à S.

1.5.1. Définition. ([48] et [41]). Soient E un faisceau cohérent sur un schéma X avec X −→ S
un morphisme où S est un schéma noethérien.

Soit T un schéma noethérien avec T −→ S un morphisme, on considère ET l’image inverse de
E sur XT = X ×S T par rapport à la projection XT −→ X, et p(d) un polynôme. On dit que
(Q, q) est une famille quotient de E paramétrisée par T si on a les deux conditions suivantes :

- Q est un faisceau cohérent sur XT , qui est plat sur T . Chaque Qt a un polynôme de Hilbert
p(d),

- q : ET −→ Q est un morphisme surjectif de faisceaux.

Deux quotients (Q, q), (Q
′
, q
′
) sont équivalents (on note (Q, q) ∼ (Q

′
, q
′
)) si et seulement s’il

existe un isomorphisme f : Q −→ Q
′

tel que le diagramme suivant soit commutatif

ET
q // Q //

f
��

0

ET
q
′
// Q
′ // 0

Ce qui est équivalent à la condition ker(q
′
) = ker(q). On définit le foncteur Quot(E,p(d))/X/S

par
Quot(E,p(d))/X/S : SchS −→ Sets

T 7−→ { tout (Q, q) paramétrisé par T}� ∼,
où SchS est la catégorie des schémas noethériens sur S.

1.5.2. Théorème. ([48]). Si le S-schéma X est projectif, alors le foncteur Quot(E,p(d))/X/S est
représentable par un S-schéma projectif Z := Quot(E,p(d))/X/S −→ S. Autrement dit,

Quot(E,p(d))/X/S(•) = hZ(•) = Hom(•, Z).

Chaque élément du S-schéma projectif Quot(E,p(d))/X/S −→ S est une famille quotient de E.

1.5.3. Proposition. ([48] Changement de base). On garde les mêmes notations que dans
(1.5.1) et dans (1.5.2). Soit S

′ −→ S un morphisme, alors on a

S
′ ×S Quot(E,p(d))/X/S = Quot(E

S
′ ,p(d))/X

S
′ /S
′ .

Pour tout s ∈ S, on a Zs = Quot(Es,p(d))/Xs ⊂ Z qui est un k(s)-schéma projectif.
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1.5.4. Théorème de la semi-continuité supérieure. (13.1.3, page 189 [27]). Soit
f : X −→ Y un morphisme localement de type fini. Pour tout entier n, l’ensemble

{x ∈ X : dimx(f
−1(f(x))) ≥ n}

est fermé. Autrement dit, la fonction x 7−→ dimx(f
−1(f(x))) est semi-continue supérieurement

dans X (pour tout x dans X, il existe U un voisinage de x tel que, pour tout x0 ∈ U , on a
dimx0(f

−1(f(x0))) ≤ dimx(f
−1(f(x)))).

1.5.5. Corollaire. (13.1.6, page 190 [27]). Soit f : X −→ Y un morphisme dominant locale-
ment de type fini entre deux schémas irréductibles. Soit y un point générique dans Y . Alors
on a dim(f−1(y)) ≤ dimx(f

−1(f(x))) pour tout x ∈ X.

1.5.6. Théorème. ([37]). Soit f : X −→ Y un morphisme dominant de variétés quasi-
projectives. Alors la fonction

µ : X −→ N
x 7−→ dimx(f

−1(f(x))),

est semi-continue supérieurement dans X. En plus, si X0 est une composante irréductible de
X et Y0 = Im(f|X0), alors on a

dim(X0) = dim(Y0) + µ0,

où µ0 = infx∈X0{µ(x)}.

1.5.7. Définition. Soient X un espace topologique et x ∈ X. On appelle (X, x) un espace
topologique pointé (un germe). Les espaces topologiques pointés forment une catégorie Ger
dont les morphismes sont de la forme f : (X, x) −→ (Y, y) tel que f : X −→ Y avec f(x) = y.

1.5.8. Définition. ([49]). Soit E un faisceau cohérent sur une variété algébrique projective
complexe X. Une déformation de E est un quadruplet δ = (Y, y0, G, ε) tel que,

- Y est une variété algébrique complexe, et y0 est un point fermé (C(y0) = C) correspondant à
E.

- G est un faisceau cohérent sur XY = X ×C Y , et G est plat sur Y .

- ε : Gy0 = G×C C(y0) ' E.

Soit δ = (Y, y0, G, ε) une déformation de E avec (Y, y0) un germe de variété analytique complexe.
On appelle la déformation δ petite déformation et le germe (Y, y0) la base de cette déformation δ.
Si on a un morphisme de germes ψ : (Y

′
, y
′
0) −→ (Y, y0), alors on peut définir une déformation

de E comme suit : δ
′
= (Y

′
, y
′
0, (idX×ψ)∗G, ε

′
) avec ε

′
= ε : J∗

y
′
0

(idX×ψ)∗G = J∗y0G = Gy0 ' E,

où Jy′0
est le morphisme injectif

Jy′ : X −→ XY ′ , x 7−→ (x, y
′
).

Un morphisme entre deux petites déformations δ = (Y, y0, G, ε) et δ
′

= (Y
′
, y
′
0, G

′
, ε
′
) est

la donnée d’un morphisme (ψ, ϕ) : (Y
′
, G
′
) −→ (Y,G) tel qu’il vérifie les deux conditions

suivantes :

- ψ : (Y
′
, y
′
0) −→ (Y, y0) est un morphisme de germes,
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- ϕ : (idX × ψ)∗G −→ G
′

est un isomorphisme tel que ε = ε
′ ◦ J∗

y
′
0

(ϕ).

On dit qu’une petite déformation δ = (Y, y0, G, ε) est semi-universelle ou verselle si elle vérifie
les deux conditions suivantes :

- δ est complète, si pour toute autre déformation δ
′
= (Y

′
, y
′
0, G

′
, ε
′
) il existe un morphisme

(ψ, ϕ) : (Y
′
, G
′
) −→ (Y,G).

- On a l’isomorphisme canonique Ty0Y −→ Ext1(E,E).

De plus, pour tous les morphismes des déformations

(ψ, ϕ) : (Y
′
, G
′
) −→ (Y,G),

l’application linéaire tangente Tψ : Ty′0
Y
′ −→ Ty0Y ' Ext1(E,E) est uniquement déterminée.

Cette application s’appelle le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer.

1.5.9. Théorème. ([49]). Pour tout faisceau cohérent E, il existe toujours une déformation
semi-universelle δ = (Y, y0, G, ε) de E telle que G est un faisceau analytique.

1.5.10. Théorème-Définition. Soit E un fibré vectoriel sur une variété algébrique complexe
compacte X. Il existe une déformation semi-universelle δ = (Y, y0, G, ε) de E telle que

- Y = kur−1
|U (0), où U est un ouvert de y0 dans Ext1(E,E), et l’application kur est définie par

kur : Ext1(E,E) −→ Ext2(E,E),

y 7−→ d(y) +
1

2
[y, y]

où d(y) = [y0, y]. Cette application s’appelle l’application de Kuranishi. Cet espace vérifie les
deux conditions suivantes :

- l’espace Y a une famille universelle G. Autrement dit, pour tout espace Y
′

avec une famille
G ′ sur Y

′
alors il existe un morphisme g : Y

′ −→ Y tel que g∗G ' G ′.
- les germes de Y sont uniques à un isomorphisme près.

Démonstration. Voir [2, 15, 30, 39, 44], pour en savoir plus. �

On note kur(E) l’espace de Kuranishi de E, et (kur(E), y0) son germe où y0 est le point corres-
pondant à E. On appelle la déformation semi-universelle δ = (kur(E), y0, G, ε) la déformation
de type Kuranishi de E. On appelle les espaces de Kuranishi les espaces de modules locaux.

Soit K un ensemble de classes d’isomorphisme de faisceaux cohérents sur X, tel que E ∈ K. On
dit que les déformations de E sont des faisceaux de K si pour toute déformation δ = (Y, y0, G, ε)
de E, il existe un ouvert U ⊂ Y (au sens de la topologie usuelle) tel que y0 ∈ U et que pour
tout point fermé y ∈ U on ait Gy ∈ K.
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1.5.11. Lemme. Soient S ′ et S ′′ deux fibrés de Steiner pondérés sur P2n+1 et définis par les
suites exactes suivantes

0 −→ L− −→ H
q1−→ S ′ −→ 0

0 −→ L− −→ H
q2−→ S ′′ −→ 0

tels qu’il existe un morphisme ψ : S ′ −→ S ′′. Alors il existe un morphisme ϕ : H −→ H tel
que q2 ◦ ϕ = ψ ◦ q1. Si ψ est un isomorphisme, alors ϕ l’est.

Démonstration. De la deuxième suite, on obtient la suite exacte suivante

0 −→ Hom(H,L−) −→ Hom(H,H)
q2 ◦ •−→ Hom(H,S ′′)

−→ Ext1(H,L−) −→ 0.

Comme on a
Exti(H,L−) = H i(H⊗L−) = 0, pour i = 0, 1,

alors on obtient que q2 = q2 ◦ • : Hom(H,H) −→ Hom(H,S ′′) est bijective. Comme le
morphisme ψ ◦ q1 : H −→ S ′′ est dans Hom(H,S ′′), alors il existe un morphisme ϕ : H −→ H
tel que q2 ◦ ϕ = ψ ◦ q1. Supposons que ψ soit un isomorphisme, alors il existe un morphisme
ϕ
′

: H −→ H tel que q1 ◦ ϕ
′

= ψ−1 ◦ q2. Donc on a q2 ◦ ϕ ◦ ϕ
′

= ψ ◦ ψ−1 ◦ q2 = q2. Comme q2

est bijective, on obtient ϕ ◦ ϕ′ = IdH. Donc ϕ est un isomorphisme. �

1.5.12. Lemme. Soient f, f
′ ∈ Hom(L−,H) deux morphismes injectifs (non nuls). Alors f

et f ′ donnent le même élément dans le schéma QuotH/P2n+1 := Quot(H,p(d))/P2n+1, où p(d) est un

polynôme de Hilbert, si et seulement s’il existe un isomorphisme g ∈ End(L−) tel que f = f
′ ◦g.

Démonstration. La définition du schéma Quot(H,p(d))/P2n+1 suffit. �

On a Aut(L−) ⊂ End(L−) ⊂ Hom(L−,H). Le groupe topologique Aut(L−) agit continûment
sur un espace topologique Hom(L−,H). Donc d’après le lemme (1.5.12), l’espace des orbites
de cette action Hom(L−,H)�Aut(L−) vérifie

Hom(L−,H)�Aut(L−)
'−→ QuotH/P2n+1 ,

[f ] 7−→ [coker(f)].

Comme Aut(L−) est ouvert dans End(L−), alors dim(Aut(L−)) = dim(End(L−)). Donc on a

dim(QuotH/P2n+1) = h0(H⊗L+)− h0(End(L−)).

On adapte ici la méthode de la proposition 3.1 de [2] sur P2n+1 au contexte du fibré de Steiner
pondéré sur P2n+1.
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1.5.13. Théorème. Soit S0 un fibré de Steiner pondéré sur P2n+1 et défini par la suite exacte
suivante

0 −→ L−
x0−→ H −→ S0 −→ 0

(le conoyau de l’élément non nul x0 := B ∈ Hom(L−,H), (1.4.1)). Alors une petite défor-
mation du fibré S0 est encore un fibré de Steiner pondéré sur P2n+1. L’espace de Kuranishi
Kur(S0) de S0 est lisse au point y0 correspondant au fibré S0.

Démonstration. Soit S0 = coker(x0) le fibré vectoriel de Steiner pondéré correspondant au
morphisme x0. Soient X ⊆ QuotH/P2n+1 une composante irréductible contenant x0 et (Y =
Kur(S0), y0, G, ε) une déformation de type Kuranishi de S0. On a la projection

P2n+1
Y = Y ×C P2n+1 −→ Y,

et le morphisme

X ⊆ QuotH/P2n+1 = (QuotHY /P2n+1
Y /Y )y0 ⊆ QuotHY /P2n+1

Y /Y −→ Y.

Donc on obtient le morphisme naturel des germes suivant

π : (X, x0) −→ (Y, y0)

D’après le théorème (3.12, page 137 [46]), on a

dimy0(Y ) ≥ dimx0(X)− dimx0(π
−1(y0)).

D’après le théorème (2.2, page 126 [46]), le théorème (1.5.10) et la définition de la dimension
de l’espace Y , on a

h1(End(S0)) = dim(Ty0Y ) ≥ dim(Y ) ≥ dimy0(Y ),

où Ty0Y est l’espace tangent de Y au point y0. Soit Z = {x1 ∈ X| S1 ' S0 où S1 = coker(x1)}.
Alors on a

(π−1(y0), x0) ⊆ (Z, x0) et dimx0((π
−1(y0), x0)) ≤ dimx0((Z, x0)).

On obtient
dimy0(Y ) ≥ dimx0(X)− dimx0((Z, x0)).

D’après le lemme (1.5.12), on peut considérer que la composante irréductible X vérifie

dimx0(X) = dim(QuotH/P2n+1) = h0(H⊗L+)− h0(End(L−)).

Soit Σ = {ψ ∈ End(H)| ψ.x0 = x0}. De la suite exacte de fibrés vectoriels

0 −→ S∗0 ⊗H −→ End(H) −→ H⊗L+ −→ 0,

on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques

0 −→ H0(S∗0 ⊗H) −→ End(H)
f :=•◦x0−→ H0(H⊗L+),

qui nous donne l’isomorphisme suivant

H0(S∗0 ⊗H) −→ Σ

σ 7−→ σ + 1

0 7−→ 1.
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Autrement dit, dim(Σ) = h0(S∗0 ⊗H). On obtient l’application linéaire

g : End(H)�Σ −→ H0(H⊗L+),

a 7−→ f(a),

qui est injective et Im(g) = Im(f). On a End(L−) ↪→ H0(H ⊗ L+) et Z ∩ End(L−) = {0}.
D’après le lemme (1.5.11), f(Aut(H)) = Z. Donc Z∪End(L−) est un ouvert d’une sous-variété
fermée de X, et on a

dim(Z) + h0(End(L−)) = h0(End(H))− dim(Σ).

Donc on a
dimx0(Z) ≤ dim(Z) = h0(End(H))− dim(Σ)− h0(End(L−)).

De la suite exacte précédente de fibrés vectoriels, on obtient que

h1(S∗0 ⊗H) = h0(H⊗L+)− h0(End(H)) + h0(S∗0 ⊗H).

Donc on a

dimy0(Y ) ≥ dimx0(X)− dimx0((Z, x0)) ≥ h0(H⊗L+)−
h0(End(H)) + h0(S∗0 ⊗H) = h1(S∗0 ⊗H).

La suite exacte suivante des fibrés vectoriels

0 −→ S∗0 ⊗ L− −→ S∗0 ⊗H −→ End(S0) −→ 0

nous donne H1(S∗0 ⊗ H) −→ H1(End(S0)) −→ 0. Donc on a h1(S∗0 ⊗ H) ≥ h1(End(S0)).
Ensuite on obtient que

dimy0(Y ) ≥ h1(End(S0)).

Autrement dit, dimy0(Y ) = h1(End(S0)) = dim(Ty0Y ). Donc Y est régulier en y0. Alors Y est
lisse en y0, car le corps de base est le corps parfait C. De plus on a

dimy0(Y ) = dimx0(X)− dimx0(π
−1(y0)) = h0(H⊗L+)− h0(End(H)) + h0(S∗0 ⊗H).

D’après le théorème de la semi-continuité des fibres (1.5.4) et sachant que Y contient un seul
point générique 0, on obtient : Pour tout U ⊂ Y un ouvert tel que 0, y0 ∈ U , on a

dim(π−1(0)) ≤ dimx0(π
−1(y0)).

Donc on obtient que dimx0(π
−1(0)) ≤ dimx0(π

−1(y0)), et on a

dimy0(Y ) = dimx0(X)− dimx0(π
−1(y0)) ≤ dimx0(X)− dimx0(π

−1(0)) = dimy0(Im(π)).

Donc on a dim(Y ) = dimy0(Y ) = dimy0(Im(π)) = dim(Im(π)), et Y = Im(π) car Im(π) est
fermé dans Y . Donc π est surjectif. Pour tout point fermé y ∈ Y , il existe un point fermé
x ∈ X tel que π(x) = y, car on a une extension des corps

C = C(y) −→ C(x),

et comme C est un corps fermé algébriquement, on obtient C = C(x).

Comme (Y = Kur(S0), y0, G, ε) est une déformation de S0, alors (X, x0, G
′
= (idP2n+1×π)∗G, ε

′
)

est une déformation de S0 avec ε
′

= ε : G
′
x0

= Gy0 ' S0. Donc G
′

est un fibré sur X ×C P2n+1

et G
′
x0

est un élément dans QuotH/P2n+1 ⊂ QuotHX/P2n+1
X /X . Alors G

′
est un élément dans
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QuotHX/P2n+1
X /X . On obtient : pour un voisinage U1 ⊆ Y de y0 et pour tout point fermé y ∈ U1,

il existe un point fermé x ∈ X tel que π(x) = y et

Gy = ((idP2n+1 × π)∗G)x = G
′

x.

Autrement dit, une petite déformation du fibré S0 est encore un fibré de Steiner pondéré sur
P2n+1.

�
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2. Fibrés vectoriels de rang n− 1 sur Pn

2.1. Fibrés de Tango pondérés généralisés et stabilité. Soient V un C-espace vectoriel
de dimension dim(V ) = n + 1, et Pn = P(V ) l’espace projectif complexe associé. En utilisant
la suite exacte suivante

0 −→ OPn(−1)
g−→ V ⊗OPn

µ−→ Q −→ 0,

on obtient la résolution suivante

0 −→ OPn(−2)
g⊗IOPn (−1)−→ V ⊗OPn(−1)

IV
∧
g−→

2∧
V ⊗OPn

∧2 µ−→
2∧
Q −→ 0,

et

0 −→ Q∗(1)
Tµ−→ V ∗ ⊗OPn(1)

T g−→ OPn(2) −→ 0.

Donc on en déduit
∧2 V = (H0(Q∗(1)))∗ et la suite exacte suivante

0 −→ Q(−1)
b−→

2∧
V ⊗OPn

∧2 µ−→
2∧
Q −→ 0,

où IV ∧ g = b ◦ (µ⊗ IOPn (−1)). Soit

evQ∗(1) : OPn ⊗
2∧
V ∗ −→ Q∗(1),

le morphisme d’évaluation du fibré Q∗(1). Il en découle b =T evQ∗(1) qui est injectif.

2.1.1. Lemme. Soient W ⊂
∧2 V , qW :

∧2 V −→ (
∧2 V )�W la projection et

$W = qW ⊗ IOPn ◦ b : Q(−1) −→

(
(

2∧
V )�W

)
⊗OPn .

Alors $W est un morphisme injectif de fibrés si et seulement si W ne contient pas d’élément
décomposable non nul de

∧2 V .

Démonstration. On considère x = C.v0 ∈ Pn et v0 ∈ V . Soit ($W )x(a) = 0, pour tout
a ∈ Qx(−1). On obtient que bx(a) ∈ W . Il existe également v ∈ V tel que

a = (µ⊗ IOPn (−1))x(v ⊗ x) = µx(v)⊗ v0.

Donc on a
(b ◦ (µ⊗ IOPn (−1)))x(v ⊗ x) = (IV ∧ g)x(v ⊗ x),

bx(a) = v ∧ gx(x) = v ∧ v0.
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Comme W ne contient pas d’élément décomposable non nul de
∧2 V , alors on obtient bx(a) = 0

qui donne a = 0. Réciproquement, soit v ∧ v0 ∈ W un élément non nul. Alors on a

(b ◦ (µ⊗ IOPn (−1)))x(v ⊗ x) = (IV ∧ g)x(v ⊗ x),

bx(µx(v)⊗ v0) = v ∧ v0,

où µx(v)⊗ v0 6= 0. Donc on a

($W )x(µx(v)⊗ v0) = qW (bx(µx(v)⊗ v0)) = qW (v ∧ v0) = 0.

Ce qui est contradictoire.

�

Donc la plus grande dimension possible pour un tel sous-espace vectoriel W est

(
n+ 1

2

)
−

2n+ 1.

2.1.2. Définition. (Jaczewski, Szurek, Wisniewski [29] et Tango [51]). Soit W ⊂
∧2 V =

(H0(Q∗(1)))∗ un sous-espace vectoriel tel que

(∗∗)

 − dim(W ) =

(
n+ 1

2

)
− 2n+ 1

− W ne contient pas d’élément décomposable non nul de
∧2 V.

D’après le lemme (2.1.1), le morphisme $W est injectif. Donc on définit le fibré de Tango F (W )
de rang n− 1 sur Pn par F (W ) = coker($W )(−1). On a la suite exacte suivante

0 −→ Q(−1)
$W−→

(
(

2∧
V )�W

)
⊗OPn −→ F (W )(1) −→ 0.

Sa première classe de Chern est c1 = 2n et sa nème classe de Chern est cn = 0 et

H0(F (W )(1)) = (
2∧
V )�W.

On a un carré commutatif

(
(
∧2 V )�W

)∗ ⊗OPn T$W //
� _

��

Q∗(1)

(
∧2 V )∗ ⊗OPn

evQ∗(1) // Q∗(1).

On en déduit immédiatement que l’inclusion T qW :
(
(
∧2 V )�W

)∗ ⊂ (
∧2 V )∗ s’identifie à

H0(T$W ). De la suite exacte précédente, il découle la suite de cohomologies suivante

H0((F (W )(1))∗) = Hom(F (W )(1),OPn) −→ Hom(

(
(

2∧
V )�W

)
⊗OPn ,OPn)

H0(T$W )−→

Hom(Q(−1),OPn) −→ Ext1(F (W )(1),OPn) −→ 0.

Donc on a H0((F (W )(1))∗) = 0 et H1((F (W )(1))∗) = Ext1(F (W )(1),OPn) = W ∗.
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2.1.3. Proposition. 1- Soient W1,W2 des sous-espaces vectoriels de
∧2 V vérifiant la condition

(**). Alors on obtient F (W1) ' F (W2) si et seulement si on a W1 = W2. Autrement dit, il
existe une correspondance entre les sous-espaces vectoriels W de

∧2 V vérifiant la condition
(**) et les fibrés de Tango F (W ) associés à W .

2- Soient σ ∈ GL(V ) et σ ∈ PGL(V ) l’élément correspondant. Soit W un sous-espace vectoriel
de
∧2 V vérifiant la condition (**). Alors σ−1(W ) est un sous-espace vectoriel de

∧2 V vérifiant
la condition (**) et il existe un isomorphisme canonique

ΨW
σ : σ∗(F (W ))

'−→ F (σ−1(W )).

Soient ρ ∈ GL(V ) et ρ ∈ PGL(V ) l’élément correspondant, alors on a

ΨW
σρ = Ψσ−1(W )

ρ ◦ ρ∗ΨW
σ .

En particulier, pour tout t ∈ C∗, soit

σ(t) :=


ta0

ta1 0. . .

0 tan−1

tan

 ∈ GL(V )

tel que σ(t)(W ) ⊆ W . Alors on peut écrire l’isomorphisme ΨW
σ par

st : σ(t)
∗
F (W ) ' F (W ),

et on a st2.t1 = st2 ◦ σ(t2)
∗
(st1), pour t1, t2 ∈ C∗. Autrement dit, on a le diagramme commutatif

suivant

σ(t2)
∗
σ(t1)

∗
F (W ) = σ(t1.t2)

∗
F (W )

st1.t2 //

σ(t2)
∗
(st1) **

F (W )

σ(t2)
∗
F (W ).

st2

88

Démonstration. 1- Pour W1,W2 des sous-espaces vectoriels de
∧2 V vérifiant la condition (**),

on a les suites exactes suivantes

0 −→ Q(−1)
$W1−→

(
(

2∧
V )�W1

)
⊗OPn

bW1−→ F (W1)(1) −→ 0

et

0 −→ Q(−1)
$W2−→

(
(

2∧
V )�W2

)
⊗OPn

bW2−→ F (W2)(1) −→ 0.

Soit ϕ : F (W1)(1) ' F (W2)(1). On déduit de la deuxième suite

0 −→ Hom(

(
(

2∧
V )�W1

)
⊗OPn , Q(−1)) −→
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Hom(

(
(

2∧
V )�W1

)
⊗OPn ,

(
(

2∧
V )�W2

)
⊗OPn)

bW2
◦•

−→

Hom(

(
(

2∧
V )�W1

)
⊗OPn , F (W2)(1)) −→ Ext1(

(
(

2∧
V )�W1

)
⊗OPn , Q(−1)) −→ 0.

Comme H1(Q(−1)) = 0, alors le morphisme bW2 ◦ • est surjectif. Donc pour le morphisme
ϕ ◦ bW1 il existe un morphisme

H0(ϕ)⊗ IOPn :

(
(

2∧
V )�W1

)
⊗OPn −→

(
(

2∧
V )�W2

)
⊗OPn

tel que bW2 ◦ (H0(ϕ) ⊗ IOPn ) = ϕ ◦ bW1 . Comme ϕ est un isomorphisme, alors H0(ϕ) ⊗ IOPn

est aussi un isomorphisme lequel définit un isomorphisme ϕ2 : Q(−1) −→ Q(−1) qui est une
homothétie car le fibré Q est simple. Donc on obtient le diagramme commutatif suivant

0 // Q(−1)
$W1 //

ϕ2

��

(
(
∧2 V )�W1

)
⊗OPn //

o H0(ϕ)⊗IOPn
��

F (W1)(1)) //

o ϕ

��

0

0 // Q(−1)
$W2 //

(
(
∧2 V )�W2

)
⊗OPn // F (W2)(1) // 0.

En considérant la cohomologie de ce diagramme, on obtient

Hom(
(
(
∧2 V )�W2

)
⊗OPn ,OPn) �

�H0(T$W2
)

//

o TH0(ϕ)
��

Hom(Q(−1),OPn) // // Ext1(F (W2)(1),OPn)

o TH1(ϕ)

��
Hom(

(
(
∧2 V )�W1

)
⊗OPn ,OPn) �

�H0(T$W1
)

// Hom(Q(−1),OPn) // // Ext1(F (W1)(1),OPn)

Donc on obtient un diagramme commutatif

0 //
(
(
∧2 V )�W2

)∗H0(T$W2
)
//

TH0(ϕ)
��

(
∧2 V )∗ // (W2)∗ //

TH1(ϕ)

��

0

0 //
(
(
∧2 V )�W1

)∗H0(T$W1
)
// (
∧2 V )∗ // (W1)∗ // 0.

Comme H0(T$W1), H
0(T$W2) sont les inclusions naturelles, alors les sous-espaces vectoriels(

(
∧2 V )�W1

)∗
et
(
(
∧2 V )�W2

)∗
de (

∧2 V )∗ sont égaux et donc W1 = W2.

2- Soient σ ∈ GL(V ) et σ ∈ PGL(V ) son élément correspondant. Alors on obtient que
dim(W ) = dim(σ−1(W )) et que σ−1(W ) ne contient pas d’élément décomposable non nul de∧2 V . Car si σ−1(W ) contient σ−1(y) ∧ σ−1(z) = σ−1(y ∧ z) qui est un élément non nul, alors
W contient y ∧ z qui est un élément non nul; ce qui est contradictoire. Soit x = C.v ∈ Pn où
v ∈ V . On a un carré commutatif
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Q(−1)x = (V�C.v)⊗ C.v
($σ−1(W ))x //

d

��

(
∧2 V )�σ−1(W )

σ∧σ
��

σ∗Q(−1)x = (V�C.σ(v))⊗ C.σ(v)
(σ∗($W ))x // (

∧2 V )�W.

où d est défini de manière canonique. On a la suite exacte suivante

0 −→ σ∗Q(−1)
σ∗($W )−→ σ∗

((
(

2∧
V )�W

)
⊗OPn

)
σ∗(bW )−→ σ∗F (W ) −→ 0.

Comme le fibré Q est homogène, alors on obtient

0 // Q(−1)
$σ−1(W ) //

o
��

(
(
∧2 V )�σ−1(W )

)
⊗OPn //

o
��

F (σ−1(W )) //

��

0

0 // Q(−1)
σ∗($W )

// σ∗
((

(
∧2 V )�W

)
⊗OPn

)
// σ∗F (W ) // 0.

Ce qui implique qu’il existe un isomorphisme canonique

ΨW
σ : σ∗(F (W ))

∼−→ F (σ−1(W )).

Soient ρ ∈ GL(V ) et ρ ∈ PGL(V ) son élément correspondant. Alors on a un carré commutatif

ρ∗σ∗F (W ) = (σ ◦ ρ)∗F (W )
ΨWσ◦ρ //

ρ∗(ΨWσ )
��

F ((σ ◦ ρ)−1(W ))

ρ∗F (σ−1(W ))
Ψ
σ−1(W )
ρ // F (ρ−1(σ−1(W ))) = F ((σ ◦ ρ)−1(W )).

Pour le cas particulier, σ(t)(W ) ⊆ W entrâıne σ(t)−1(W ) = W , pour tout t ∈ C∗. Donc on
peut écrire l’isomorphisme ΨW

σ sous la forme suivante :

st = ΨW
σ(t) : σ(t)

∗
F (W ) ' F (W ).

On a σ(t1).σ(t2) = σ(t1.t2), pour tout t2, t1 ∈ C∗. D’après le carré commutatif précédent, on
en déduit immédiatement

st2.t1 = st2 ◦ σ(t2)
∗
(st1).

�
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2.1.4. Fibrés de Tango C∗-invariants. Soient U un C-espace vectoriel de dimension 2, {x, y}
une base et n > 2 un entier. Soit

B0 := {vp := xn−pyp, 0 ≤ p ≤ n}

une base de l’espace vectoriel Sn U . Soient t ∈ C∗ et α, β des entiers tels que α ≥ β. On
considère l’action de C∗ sur U défini relativement à la base {x, y} par(

tα 0
0 tβ

)
∈ GL2(C),

telle que

(
tα 0
0 tβ

)
(ax+ by) = tαax+ tβby. On en déduit une action κn de C∗ sur Sn U telle

que
κn(t)(vp) = tnα+p(β−α).vp.

Soit

B := {zp,q := xn−pyp ∧ xn−qyq, 0 ≤ p < q ≤ n}

une base de l’espace vectoriel
∧2 Sn U . On en déduit une action κ

′
n de C∗ sur

∧2 Sn U telle que

κ
′

n(t)(zp,q) = t2nα+(p+q)(β−α).zp,q.

Soient k un entier avec 1 ≤ k ≤ 2n− 1 et Ek le sous-espace vectoriel de
∧2 Sn U constitué des

u tels que
κ
′

n(t)(u) = t2nα+k(β−α).u.

Alors Ek est engendré par les éléments zp,q tels que k = p+ q, et on a

2∧
Sn U '

⊕
1≤k≤2n−1

Ek.

Soient p, k des entiers tels que 1 ≤ k ≤ 2n − 1 et max(k − n, 0) ≤ p ≤ [k−1
2

]. L’ensemble des
hyperplans H ⊂ Ek tels que zp,k−p ∈ H est un hyperplan de P(E∗k). Cet ensemble est le fermé
de Zariski de P(E∗k) suivant

V (zp,k−p) = {H ⊂ Ek|zp,k−p ∈ H} ⊆ P(E∗k).

Soit D(zp,k−p) = P(E∗k)�V (zp,k−p). On définit

Zk =

[ k−1
2

]⋂
p=max(k−n,0)

D(zp,k−p)

qui est l’ouvert constitué de tous les sous-espaces vectoriels de Ek de dimension dim(Ek) − 1
ne contenant aucun élément de la base B. On a donc

Z1 = Z2 = Z2n−1 = Z2n−2 = ∅.

On notera W l’ensemble des sous-espaces vectoriels C∗-invariants de
∧2(Sn U) et vérifiant les

conditions (**).
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2.1.5. Théorème. W ∈ W si et seulement s’il existe Wk ∈ Zk pour 3 ≤ k ≤ 2n − 3 tel que
W =

⊕
3≤k≤2n−3Wk.

Démonstration. On montre d’abord que, pour tout 0 6= u ∈ Ek, u est décomposable si et
seulement s’il existe un entier p tel que max(k−n, 0) ≤ p ≤ [k−1

2
] et ε ∈ C tel que u = ε.zp,k−p.

On a un morphisme canonique suivant
2∧
Sn U ×

2∧
Sn U −→

4∧
Sn U,

(v, w) 7−→ v ∧ w.

Alors {zp,k−p ∧ zq,k−q}max(k−n,0)≤p<q≤[ k−1
2

] est une base de l’image de Ek ×Ek dans
∧4 Sn U par

ce morphisme.

Si u =
∑

max(k−n,0)≤p≤[ k−1
2

] ap.zp,k−p 6= 0, alors on obtient

u ∧ u = 2
∑

max(k−n,0)≤p<q≤[ k−1
2

]

ap.aq.zp,k−p ∧ zq,k−q.

Rappelons que u est décomposable si et seulement si u ∧ u = 0. Si u ∧ u = 0, on obtient que
ap.aq = 0 pour tout max(k− n, 0) ≤ p < q ≤ [k−1

2
]. Donc il existe p un entier et ε ∈ C tels que

max(k − n, 0) ≤ p ≤ [k−1
2

] et u = ε.zp,k−p. Les sous-espaces de Ek ne contenant aucun élément
décomposable non nul sont donc ceux qui ne contiennent aucun zp,k−p. Il en découle que la
dimension maximale d’un tel sous-espace vectoriel de Ek est dim(Ek)−1 et que ces hyperplans
sont les éléments de Zk.
Tout sous-espace C∗-invariant W de

∧2 Sn U est une somme directe de sous-espaces vectoriels
Wk de Ek. Si W ne possède pas d’élément décomposable non nul, alors on peut supposer que

3 ≤ k ≤ 2n− 3. Si on a en plus dim(W ) =

(
n+ 1

2

)
− (2n− 1), alors Wk est un hyperplan

de Ek pour 3 ≤ k ≤ 2n − 3. Donc on a Wk ∈ Zk. Réciproquement, soit Wk ∈ Zk pour tout
3 ≤ k ≤ 2n− 3. On considère le sous-espace vectoriel C∗-invariant de

∧2 Sn U

W =
⊕

3≤k≤2n−3

Wk.

On a dim(W ) =

(
n+ 1

2

)
− (2n− 1). Il reste à démontrer que W ne contient aucun élément

décomposable non nul de
∧2 Sn U . Soit w ∈ W tel que w ∧ w = 0. On veut démontrer que

w = 0. On peut écrire

w =
2n−3∑
k=3

wk, où wk ∈ Wk.

Donc on obtient

w ∧ w = 2
2n−4∑
i=3

(
2n−3−i∑
j=1

wi ∧ wi+j

)
+

2n−3∑
i=3

wi ∧ wi.
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L’action de C∗ sur un élément wi ∧ wj ∈
∧4 Sn U étant la multiplication par t4nα+2(i+j)(β−α),

alors on regroupe les éléments dans w ∧ w suivant l’action de C∗, en mettant ensemble les
éléments wi ∧ wj ayant le même i+ j. On obtient

w ∧ w =
4n−6∑
d=6

gd,

où

g2m = wm ∧ wm + 2
m−3∑
j=1

wm−j ∧ wm+j,

g4n−2m = w2n−m ∧ w2n−m + 2
m−3∑
j=1

w2n−m−j ∧ w2n−m+j,

g2m′+1 = 2
m
′−3∑
j=0

wm′−j ∧ wm′+1+j, g4n−2m′−1 = 2
m
′−3∑
j=0

w2n−m′−j ∧ w2n−m′−1+j,

où 3 ≤ m ≤ n et 3 ≤ m
′ ≤ n− 1. On a aussi, pour tout t ∈ C∗,(

tα 0
0 tβ

)
.(w ∧ w) =

4n−6∑
d=6

((
tα 0
0 tβ

)
.gd

)
,

(
tα 0
0 tβ

)
.(w ∧ w) =

4n−6∑
d=6

(t4nα+2d(β−α).gd).

Comme w ∧ w = 0, alors on a gd = 0 pour tout 6 ≤ d ≤ 4n − 6. Nous allons montrer, par la
récurrence sur m, que wr = 0, w2n−r = 0 pour tout 3 ≤ r ≤ m et pour tout 3 ≤ m ≤ n :

- Pour m = 3, on a g6 = w3 ∧ w3 = 0 et g4n−6 = w2n−3 ∧ w2n−3 = 0, ce qui entrâıne que
w3 = w2n−3 = 0.

- Pour m = 4, on a g6 = w3 ∧ w3 = 0 et g4n−6 = w2n−3 ∧ w2n−3 = 0, ce qui entrâıne que
w3 = w2n−3 = 0, et on obtient que g8 = w4 ∧ w4 = 0 et g4n−8 = w2n−4 ∧ w2n−4 = 0, ce qui
entrâıne que w4 = w2n−4 = 0.

- On suppose que wr = 0, w2n−r = 0 pour tout 3 ≤ r ≤ m, et on montre que wr = 0, w2n−r = 0
pour tout 3 ≤ r ≤ m+ 1.

- Pour m+ 1, on a
g2(m+1) = wm+1 ∧ wm+1 + 2(wm ∧ wm+2+

wm−1 ∧ wm+3 + . . .+ w4 ∧ w2m−2 + w3 ∧ w2m−1) = 0,

et
g4n−2(m+1) = w2n−(m+1) ∧ w2n−(m+1) + 2(w2n−m−2 ∧ w2n−m+

w2n−m−3 ∧ w2n−m+1 + . . .+ w2n−2m+2 ∧ w2n−4 + w2n−2m+1 ∧ w2n−3) = 0,

ce qui entrâıne que wm+1 = w2n−(m+1) = 0. Donc on obtient que w = 0, et que W ne contient

aucun élément décomposable non nul de
∧2 Sn U . �
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2.1.6. Corollaire. Soit W ∈ W. Alors il existe un sous-espace vectoriel C∗-invariant DW ⊂∧2 Sn U tel que l’on a un C∗-isomorphisme

2∧
Sn U ' DW ⊕W.

De plus on a la suite exacte suivante

0 −→ Q(−1)
$W−→ DW ⊗OPn −→ F (W )(1) −→ 0,

où F (W ) est le fibré de Tango associé au sous-espace W .

Démonstration. Il suffit de choisir dk ∈ Ek�Wk, pour tout 1 ≤ k ≤ 2n− 1, et de considérer le
sous-espace vectoriel de

∧2 Sn U

DW =
⊕

1≤k≤2n−1

C.dk,

qui est C∗-invariant. D’après la définition (2.1.2), on obtient la suite exacte recherchée. �

2.1.7. Proposition. Soient n, α, γ, β des entiers tels que γ > 0, n > 2, α ≥ β et γ + nβ > 0.
On considère le multi-indice m = (γ; (nα + i(β − α))0≤i≤n). Soient g0, . . . , gn des formes
homogènes sans zéro commun sur P(Cn+1) telles que

deg(gi) = γ + nα + i(β − α) pour i = 0, 1, . . . , n.

Soit W ∈ W. Alors les fibrés vectoriels Q et F (W ), sur P(Sn U), ont une action canonique de
C∗, telle que Q (resp. F (W )) possède (relativement à g0, . . . , gn) une image inverse généralisée
Qm(γ) (resp. Fm(3γ)) et définie par les suites exactes

0 −→ OPn(−γ) −→ Sn U −→ Qm −→ 0

(resp. 0 −→ Qm(−γ) −→ S2(n−1) U(β + α) −→ Fm(γ) −→ 0 ),

où U = OPn(α)⊕OPn(β). La première classe de Chern du fibré Fm est 3(β + α)
n(n− 1)

2
. On

appelle le fibré vectoriel Qm le fibré quotient pondéré par le poids m, sur Pn, et le fibré vectoriel
Fm le fibré de Tango pondéré par le poids m, sur Pn.

Démonstration. On considère l’application

ω := (g0, . . . , gn) : Cn+1 \ {0} −→ Sn U \ {0}
v 7−→ (g0(v), . . . , gn(v)).

En considérant (2.1.4), on en déduit une action σ de C∗ sur Sn U telle que

σ : C∗ × Sn U −→ Sn U
(t, u) 7−→ tγ.κn(t)(u).
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Cette action est représentée relativement à la base B0 de Sn U par la matrice

σ(t) = tγ.


tnα

tnα+(β−α) 0. . .

0 tnα+(n−1)(β−α)

tnβ

 .

On considère aussi l’action de C∗ sur Cn+1 qui est la multiplication usuelle sur Cn+1

T : C∗ × Cn+1 −→ Cn+1

(t, u) 7−→ t.u.

Alors ω est une C∗-application par rapport à ces deux actions. L’action σ induit une action
σ ∈ PGL(Sn U) de C∗ sur P(Sn U) et l’action T induit une action triviale de C∗ sur Pn. Donc
on a la transformée de Horrocks (1.1.3)

Iming : FV(P(Sn U), σ) // FV(Pn),

où FV(P(Sn U), σ) est la catégorie de fibrés vectoriels sur P(Sn U) qui sont C∗-invariants
au-dessus de l’action σ, et FV(Pn) est la catégorie de fibrés vectoriels sur Pn.

On considère le morphisme

g := Tω =: OP(Sn U)(−1) −→ Sn U ⊗OP(Sn U),

avec OP(Sn U)(−1) et Sn U ⊗ OP(Sn U) munis de l’action canonique σ. Alors g est un C∗-
morphisme. Comme on a, pour tout t ∈ C∗,

σ(t).(xn−i.yi) = tnα+i(β−α)+γ.(xn−i.yi)

alors le sous-fibré (xn−i.yi.C) ⊗ OP(Sn U) de Sn U ⊗ OP(Sn U) est C∗-invariant. On obtient
l’isomorphisme

O(nα+i(β−α)+γ)
P(Sn U) ' (xn−i.yi.C)⊗OP(Sn U)

défini localement, pour tout v ∈ Sn U , par

(O(nα+i(β−α)+γ)
P(Sn U) )v ' C

'−→ ((xn−i.yi.C)⊗OP(Sn U))v ' xn−i.yi.C

a 7−→ axn−i.yi.

Donc on a un C∗-isomorphisme

Sn U ⊗OP(Sn U) '
n⊕
i=0

O(nα+i(β−α)+γ)
P(Sn U) .

Alors on a un C∗-morphisme

g := Tω =: OP(Sn U)(−1) −→
n⊕
i=0

O(nα+i(β−α)+γ)
P(Sn U) .

On considère le morphisme

$W : Q(−1) −→ DW ⊗OP(Sn U),
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avec DW ⊗OP(Sn U) et Q(−1) munis de l’action canonique σ. Pour que le morphisme $W soit
un C∗-morphisme il faut avoir

($W )v(σ(t).v1) = tqσ(t).($W )v(v1)

pour tout v, v1 ∈ Sn U , q un entier et

($W )v : Q(−1)v −→ (DW ⊗OP(Sn U))v = DW =
⊕

1≤k≤2n−1

C.dk,

où dk ∈ Ek�Wk, pour tout 1 ≤ k ≤ 2n − 1, comme dans (2.1.6). Alors on obtient q = 0.
Comme on a, pour tout t ∈ C∗,

σ(t).(dk) = t2nα+k(β−α)+2γ.(dk),

alors le sous-fibré (dk.C)⊗OP(Sn U) de DW ⊗OP(Sn U) est C∗-invariant. On a l’isomorphisme

O(2nα+k(β−α)+2γ)
P(Sn U) ' (dk.C)⊗OP(Sn U)

défini localement, pour tout v ∈ Sn U , par

(O((2nα+k(β−α)+2γ)
P(Sn U) )v ' C

'−→ ((dk.C)⊗OP(Sn U))v ' dk.C.
a 7−→ adk.

Donc on en déduit le C∗-isomorphisme

DW ⊗OP(Sn U) '
2n−1⊕
k=1

O(2nα+k(β−α)+2γ)
P(Sn U) ,

et le C∗-morphisme

$W : Q(−1) −→
2n−1⊕
k=1

O(2nα+k(β−α)+2γ)
P(Sn U) .

D’après la proposition (2.1.3), on obtient que σ(t)∗F (W ) ' F (W ). Soient

Iming(Q(−1)) = Qm et Iming(F (W )(1)) = Fm.

D’après la proposition (1.1.4) on a

Iming(OP(Sn U)(−1)) = OPn ,

Iming(DW ⊗OP(Sn U)) ' Iming(
2n−1⊕
k=1

O(2nα+k(β−α)+2γ)
P(Sn U) )

=
2n−1⊕
k=1

OPn(2nα + k(β − α) + 2γ) := S2(n−1) U(2γ + (β + α)),

Iming(Sn U ⊗OP(Sn U)) ' Iming(
n⊕
i=0

O(nα+i(β−α)+γ)
P(Sn U) )

=
n⊕
i=0

OPn(nα + i(β − α) + γ) := Sn U(γ),
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où U = OPn(α)⊕OPn(β). On en déduit les suites exactes

0 −→ OPn
g−→

n⊕
i=0

OPn(nα + i(β − α) + γ) −→ Qm −→ 0

et

0 −→ Qm
$W−→

2n−1⊕
k=1

OPn(2nα + k(β − α) + 2γ) −→ Fm −→ 0.

Ces suites exactes s’écrivent également comme suit

0 −→ OPn(−γ) −→
n⊕
i=0

OPn(nα + i(β − α)) −→ Qm −→ 0

et

0 −→ Qm(−γ) −→
2n−1⊕
k=1

OPn(2nα + k(β − α)) −→ Fm(γ) −→ 0,

où Qm := Qm(−γ), et Fm(γ) := Fm(−2γ).

�

2.1.8. L’exemple de Cascini [9]. (Décomposition de Clebsch-Gordan [32].) On suppose que
β = −α. Alors il existe une SL2(C)-décomposition irréductible de Sn U ⊗ Sn U

Sn U ⊗ Sn U '
n⊕
i=0

S2n−2i U.

En particulier, on a
2∧

(Sn U) ' S2(n−1) U ⊕ S2(n−3) U ⊕ S2(n−5) U ⊕ S2(n−7) U ⊕ . . .

qui est un SL2(C)-isomorphisme. Soit

W0 = S2(n−3) U ⊕ S2(n−5) U ⊕ S2(n−7) U ⊕ . . . ⊂
2∧

(Sn U).

Alors W0 ∈ W . On associe au sous-espace W0 le fibré de Tango F (W0) défini par la suite exacte
suivante

0 −→ Q(−1)
$W0−→ S2(n−1) U ⊗OPn −→ F (W0)(1) −→ 0,

où Q est le fibré quotient. Alors le fibré vectoriel Fm est le fibré construit par Cascini [9] où
m = (γ; (α(n− 2i))0≤i≤n).

En général, nous allons noter Q = Qm et F = Fm.
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2.1.9. Proposition. Si γ > 2nα + (β − α)− 3

2
n(α + β) alors le fibré vectoriel F est stable.

Démonstration. Soient q un entier avec 1 ≤ q ≤ n−2 et tq ∈ Z tels que (
∧q F)norm =

∧q F(tq).
On obtient alors

−1 <
c1(
∧q F(tq))

rg(
∧q F(tq))

≤ 0,

qui s’écrit également

tq + c1(F)
q

n− 1
≤ 0.

Donc on a

tq < −
n

n− 1
q(α + β)

3(n− 1)

2
= −3

2
nq(α + β).

De la suite exacte suivante

0 −→ OPn(−γ) −→ Sn U −→ Q −→ 0,

il en découle la suite exacte suivante

0 −→ Sq−1 Sn U(−γ +m) −→ Sq Sn U(m) −→ SqQ(m) −→ 0

qui nous donne hi(SqQ(m)) = 0, pour tout m ∈ Z et 1 ≤ i ≤ n−2. De la suite exacte suivante

0 −→ Q(−γ) −→ S2(n−1) U(β + α) −→ F(γ) −→ 0,

on obtient la résolution suivante

0 −→ SqQ(−2qγ + tq) −→ Sq−1Q⊗ S2(n−1) U((β + α)− γ(2q − 1) + tq)

−→ Sq−2Q⊗
2∧
S2(n−1) U(2(β + α)− γ(2q − 2) + tq)

aq−2−→ . . .

. . .
a2−→ Q⊗

q−1∧
S2(n−1) U((β + α)(q − 1)− γ(q + 1) + tq)

a1−→
q∧
S2(n−1) U(q(−γ + β + α) + tq)

a0−→
q∧
F(tq) −→ 0.

En considérant Aj = ker(aj) pour j = 0, 1, . . . , q − 2, on obtient alors hi(A0) = 0 pour
tout 1 ≤ i ≤ n+ 1− q. On a

max{e ∈ Z| OPn(e) ⊆
q∧
S2(n−1) U(q(−γ + β + α) + tq)} =

= 2nqα + (β − α)
q(q + 1)

2
− qγ + tq < (β − α)

q(q − 1)

2
≤ 0.

De la suite exacte suivante

0 −→ A0 −→
q∧
S2(n−1) U(q(−γ + β + α) + tq)

a0−→
q∧
F(tq) −→ 0,

on en déduit h0(
∧q F(tq)) = 0. D’après le critère de Hoppe [23], F est stable.

�
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2.2. Déformation du fibré de Tango pondéré. Nous allons démontrer ci-après qu’une
petite déformation de fibré F est encore un fibré de Tango pondéré sur Pn. Nous allons aussi
montrer que l’espace de Kuranishi du fibré F est lisse au point correspondant au fibré F .

2.2.1. Lemme. Soient Q′ et Q′′ deux fibrés quotients pondérés par le poids m = (γ; (nα+i(β−
α))0≤i≤n) sur Pn et définis par les suites exactes suivantes

0 −→ OPn(−γ) −→ Sn U
q1−→ Q′ −→ 0

et
0 −→ OPn(−γ) −→ Sn U

q2−→ Q′′ −→ 0

tels qu’il existe un morphisme ψ : Q′ −→ Q′′. Alors il existe un morphisme ϕ : Sn U −→ Sn U
tel que q2 ◦ ϕ = ψ ◦ q1. Si ψ est un isomorphisme, alors ϕ l’est.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est très similaire à celle du lemme (1.5.11). �

2.2.2. Lemme. Soient f, f
′ ∈ Hom(OPn(−γ),Sn U) deux morphismes injectifs (non nuls).

Alors f et f ′ donnent le même élément dans le schéma QuotSn U/Pn := Quot(Sn U ,p(d))/Pn, où
p(d) est un polynôme de Hilbert, si et seulement s’il existe un isomorphisme g ∈ End(OPn(−γ))
tel que f = f

′ ◦ g.

Démonstration. La définition du schéma Quot(Sn U ,p(d))/Pn suffit.

�

2.2.3. Théorème. Soit Q0 un fibré quotient pondéré par le poids m sur Pn et défini par la
suite exacte suivante :

0 −→ OPn(−γ)
x0−→ Sn U −→ Q0 −→ 0

où x0 := Tω ∈ Hom(OPn(−γ),Sn U). Alors une petite déformation du fibré Q0 est encore un
fibré quotient pondéré sur Pn. L’espace de Kuranishi de Q0 est lisse au point correspondant au
fibré Q0.

Démonstration. La démonstration de ce théorème est très similaire à celle du théorème (1.5.13).
�

2.2.4. Lemme. Soit Q un fibré quotient pondéré par le poids m sur Pn. Soient F ′ et F ′′ des
fibrés de Tango pondérés par le poids m sur Pn et définis par les suites exactes

0 −→ Q(−γ) −→ S2(n−1) U(β + α)
p1−→ F ′(γ) −→ 0

et
0 −→ Q(−γ) −→ S2(n−1) U(β + α)

p2−→ F ′′(γ) −→ 0,

tels qu’il existe un morphisme ψ : F ′(γ) −→ F ′′(γ). Alors il existe un morphisme

ϕ : S2(n−1) U(β + α) −→ S2(n−1) U(β + α),

tel que p2 ◦ ϕ = ψ ◦ p1. Si ψ est un isomorphisme, alors ϕ l’est.
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Démonstration. De la suite exacte suivante

0 −→ Q(−γ) −→ S2(n−1) U(β + α)
p2−→ F ′′(γ) −→ 0,

il en découle la suite exacte suivante de groupes cohomologiques

0 −→ Hom(S2(n−1) U(β + α),Q(−γ)) −→ Hom(S2(n−1) U(β + α),S2(n−1) U(β + α))
p2 ◦ •−→ Hom(S2(n−1) U(β + α),F ′′(γ)) −→ Ext1(S2(n−1) U(β + α),Q(−γ)) −→ 0.

De la suite exacte suivante

0 −→ OPn(−2γ)⊗ (S2(n−1) U(β + α))∗ −→ Sn U(−γ)⊗ (S2(n−1) U(β + α))∗

−→ Q(−γ)⊗ (S2(n−1) U(β + α))∗ −→ 0

on en déduit

Ext1(S2(n−1) U(β + α),Q(−γ)) = H1(Q(−γ)⊗ (S2(n−1) U(β + α))∗) = 0.

Alors on obtient que

p2 := p2 ◦ • : Hom(S2(n−1) U(β + α),S2(n−1) U(β + α)) −→ Hom(S2(n−1) U(β + α),F ′′(γ))

est bijective. Comme le morphisme

ψ ◦ p1 : S2(n−1) U(β + α) −→ F ′′(γ)

est dans Hom(S2(n−1) U(β + α),F ′′(γ)) alors il existe un morphisme

ϕ : S2(n−1) U(β + α) −→ S2(n−1) U(β + α)

tel que p2 ◦ ϕ = ψ ◦ p1. Supposons que ψ soit un isomorphisme, alors il existe un morphisme
ϕ
′

: S2(n−1) U(β + α) −→ S2(n−1) U(β + α) tel que p1 ◦ ϕ
′

= ψ−1 ◦ p2. Donc on a p2 ◦ ϕ ◦ ϕ
′

=
ψ ◦ ψ−1 ◦ p2 = p2. Comme p2 est bijective, on obtient ϕ ◦ ϕ′ = IdS2(n−1) U(β+α). Donc ϕ est un
isomorphisme. �

2.2.5. Lemme. Soit Q un fibré quotient pondéré sur Pn. Soient f et f
′

deux morphismes in-
jectifs (non nuls) dans Hom(Q(−γ),S2(n−1) U(β+α)). Alors les morphismes f et f

′
donnent le

même élément dans QuotS2(n−1) U(β+α)/Pn := Quot(S2(n−1) U(β+α),p(d))/Pn, où p(d) est un polynôme

de Hilbert, si et seulement s’il existe un isomorphisme g ∈ End(Q(−γ)) tel que f = f
′ ◦ g.

Démonstration. La définition du schéma QuotS2(n−1) U(β+α)/Pn suffit.

�

On a
Aut(Q(−γ)) ⊂ End(Q(−γ)) ⊂ Hom(Q(−γ),S2(n−1) U(β + α)).

Le groupe topologique Aut(Q(−γ)) agit continûment sur un espace topologique

Hom(Q(−γ),S2(n−1) U(β + α)).

Donc d’après le lemme (2.2.5), on a

Hom(Q(−γ),S2(n−1) U(β + α))�Aut(Q(−γ))
'−→ QuotS2(n−1) U(β+α)/P2n+1 ,

[f ] 7−→ [coker(f)].
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Comme Aut(Q(−γ)) est ouvert dans End(Q(−γ)), alors

dim(Aut(Q(−γ))) = dim(End(Q(−γ))).

Donc on a

dim(QuotS2(n−1) U(β+α)/Pn) = h0(Q(−γ)∗ ⊗ S2(n−1) U(β + α))− h0(End(Q(−γ))).

On considère l’ensemble F des classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels F sur Pn tels qu’il
existe des suites exactes de fibrés vectoriels

0 −→ Q(−γ) −→ S2(n−1) U(β + α) −→ F(γ) −→ 0

et
0 −→ OPn(−γ) −→ Sn U −→ Q −→ 0,

et que F est un fibré générique (qui est un point générique dans QuotS2(n−1) U(β+α)/P2n+1).

On adapte ici la méthode du théorème 4.1 de [9] sur Pn au contexte du fibré de Tango pondéré
par le poids m = (γ; (nα + i(β − α))0≤i≤n) sur Pn, (2.1.7).

2.2.6. Théorème. Soit F0 ∈ F un fibré de Tango pondéré par le poids m sur Pn et défini par
les suites exactes

0 −→ Q0(−γ)
x0−→ S2(n−1) U(β + α) −→ F0(γ) −→ 0

et
0 −→ OPn(−γ) −→ Sn U −→ Q0 −→ 0,

où x0 := $W ∈ Hom(Q0(−γ),S2(n−1) U(β+α)), (2.1.7). Alors une petite déformation du fibré
F0 est encore un fibré de Tango pondéré sur Pn. L’espace de Kuranishi de F0 est lisse au point
correspondant au fibré F0.

Démonstration. Soit F0(γ) = coker(x0) un fibré vectoriel quotient de S2(n−1) U(β + α) corres-
pondant au morphisme x0. Soient (Y = Kur(Q0), y0, G1, ε1) une déformation de type Kuran-
ishi du fibré Q0, et (B = Kur(F0), b0, G, ε) une déformation de type Kuranishi du fibré F0.
Soit X une sous-variété d’une composante irréductible de QuotS2(n−1) U(β+α)/Pn contenant x0 et

composée de tous les quotients de morphismes 0 −→ Q0(−γ) −→ S2(n−1) U(β+α) pour un fibré
quotient pondéré Q0. On a le morphisme PnY×B = Y × B × Pn −→ Y × B et les morphismes
suivants

X ⊆ QuotS2(n−1) U(β+α)/Pn ⊆ Quot(S2(n−1) U(β+α))Y×B/PnY×B/Y×B
−→ B,

et
X ⊆ QuotS2(n−1) U(β+α)/Pn ⊆ Quot(S2(n−1) U(β+α))Y×B/PnY×B/Y×B

−→ Y.

Donc on obtient les morphismes naturels des germes

(X, x0)
Ψ //

Φ

��

(Y, y0)

(B, b0)
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Alors on a
(Φ−1(b0), x0) ⊆ (Ψ−1(y0), x0) ⊆ (QuotS2(n−1) U(β+α)/Pn , x0).

Pour le morphisme Ψ, on considère qu’une composante irréductible X
′ ⊆ X de x0 vérifie

Y = Im(Ψ|X′ ) et

dimx0(Ψ
−1

|X′ (y0)) = dim(QuotS2(n−1) U(β+α)/Pn) = h0(Q0(γ)∗ ⊗ S2(n−1) U(β + α))− h0(End(Q0)).

Comme x0 est un point générique dans X
′
et Ψ|X′ est dominant, alors y0 est un point générique

dans Y . D’après le théorème (1.5.6), on a

dim(X
′
) = dim(Y ) + dimx0(Ψ

−1
|X (y0)).

Mais on a dimx0(X
′
) = dim(X

′
) et dimy0(Y ) = dim(Y ) d’après la proposition (5.2.1 page 90

[26]). Donc on obtient

dimx0(X
′
) = dimy0(Y ) + dimx0(Ψ

−1
|X (y0)).

D’après le théorème (2.2.3), on obtient dimy0(Y ) = h1(End(Q0)). Donc on obtient

dimx0(X
′
) = h1(End(Q0)) + h0(Q∗0(γ)⊗ S2(n−1) U(β + α))− h0(End(Q0)).

Pour le morphisme Φ, d’après le théorème (3.12, page 137 [46]), on a

dimb0(B) ≥ dimx0(X)− dimx0(Φ
−1(b0)) ≥ dimx0(X

′
)− dimx0(Φ

−1(b0)).

D’après le théorème (2.2, page 126 [46]), le théorème (1.5.10) et la définition de la dimension
de l’espace B, on a

h1(End(F0)) = dim(Tb0B) ≥ dim(B) ≥ dimb0(B),

où Tb0B est l’espace tangent de B au point b0. Soit

Z = {x1 ∈ X| F1 ' F0 où F1 est le fibré correspondant à x1 }.

On obtient que (Φ−1(b0), x0) ⊆ (Z, x0) et dimx0((Φ
−1(b0), x0)) ≤ dimx0((Z, x0)). On en déduit

dimb0(B) ≥ dimx0(X
′
)− dimx0((Z, x0)).

Soit Σ = {σ ∈ End(S2(n−1) U(β + α))| σ.x0 = x0}. En considérant la suite exacte suivante de
fibrés vectoriels

0 −→ F∗0 (−γ)⊗S2(n−1) U(β+α) −→ End(S2(n−1) U(β+α)) −→ Q∗0(γ)⊗S2(n−1) U(β+α) −→ 0,

on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques

0 −→ H0(F∗0 (−γ)⊗ S2(n−1) U(β + α)) −→ End(S2(n−1) U(β + α))

f :=•◦x0−→ H0(Q∗0(γ)⊗ S2(n−1) U(β + α))

qui nous donne Σ ' H0(F∗0 (−γ)⊗ S2(n−1) U(β + α)). On obtient l’application linéaire

g : End(S2(n−1) U(β + α))�Σ
•◦x0−→ H0(Q∗0(γ)⊗ S2(n−1) U(β + α))

a 7−→ f(a),
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qui est injective et Im(g) = Im(f). On a End(Q0) ↪→ H0(Q∗0(γ) ⊗ S2(n−1) U(β + α)) et
Z ∩ End(Q0) = {0}. D’après le lemme (2.2.4), on a f(Aut(S2(n−1) U(β + α))) = Z. Donc
Z ∪ End(Q0) est un ouvert d’une sous-variété fermée de X

′
. Il en découle que

dimx0(Z) ≤ dim(Z) = h0(End(S2(n−1) U(β + α)))− dim(Σ)− h0(End(Q0)).

Donc on obtient que

dimb0(B) ≥ dimx0(X
′
)− dimx0((Z, x0)) ≥ h1(End(Q0))+

h0(Q∗0(γ)⊗ S2(n−1) U(β + α))− h0(End(S2(n−1) U(β + α))) + h0(F∗0 (−γ)⊗ S2(n−1) U(β + α)).

De la suite exacte précédente de fibrés vectoriels, il s’ensuit que

dimb0(B) ≥ h1(End(Q0)) + h1(F∗0 (−γ)⊗ S2(n−1) U(β + α)).

En considérant la suite exacte suivante de fibrés vectoriels

0 −→ F∗0 (−2γ)⊗Q0 −→ Q0(−γ)⊗ (S2(n−1) U(β + α))∗ −→ End(Q0) −→ 0

et comme on a

H1(Q0(−γ)⊗ (S2(n−1) U(β + α))∗) = H2(Q0(−γ)⊗ (S2(n−1) U(β + α))∗) = 0,

alors on obtient
H1(End(Q0)) ' H2(F∗0 (−2γ)⊗Q0).

En considérant la suite exacte suivante de fibrés vectoriels

0 −→ F∗0 (−2γ)⊗Q0 −→ F∗0 (−γ)⊗ S2(n−1) U(β + α) −→ End(F0) −→ 0,

on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques

. . . −→ H1(F∗0 (−γ)⊗ S2(n−1) U(β + α)) −→ H1(End(F0)) −→ H2(F∗0 (−2γ)⊗Q0) −→ . . .

qui nous donne h1(End(F0)) ≤ h2(F∗0 (−2γ) ⊗ Q0) + h1(F∗0 (−γ) ⊗ S2(n−1) U(β + α)). Alors il
en résulte que

h1(End(F0)) ≤ h1(End(Q0)) + h1(F∗0 (−γ)⊗ S2(n−1) U(β + α)),

et que dimb0(B) = h1(End(F0)). Donc B est lisse en b0. De plus on obtient

dimb0(B) = dimx0(X
′
)− dimx0(Φ

−1(b0)).

Comme on a fait dans le théorème (1.5.13), on obtient qu’une petite déformation du fibré F0

est encore un fibré de Tango pondéré sur Pn.

�
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2.3. Relations entre les fibrés de Tango pondérés et les fibrés de corrélation nulle
pondérés. Nous allons utiliser ci-après les notations et les résultats de (1.2.1) et (2.1.7). Nous
allons trouver des relations entre les fibrés de Tango pondérés et les fibrés de corrélation nulle
pondérés sur P2n+1.

2.3.1. Proposition. Soient V un C-espace vectoriel de dimension dim(V ) = 2n + 2,
f ∈

∧2 V ∗ = H0(Q∗(1)) une forme antisymétrique non dégénérée, H = ker(f) ⊂
∧2 V

l’hyperplan correspondant et W ⊂
∧2 V un sous-espace vectoriel vérifiant la condition (**).

Soit N(f) le fibré de corrélation nulle classique (resp. F (W ) le fibré de Tango) associé à la
forme f (resp. au sous-espace W ). Si W ⊂ H, alors on a une suite exacte canonique suivante

0 −→ N(f)(−1) −→ (H�W )⊗OP2n+1 −→ F (W )(1) −→ 0.

Démonstration. Le fibré N(f) est défini par la suite exacte suivante

0 −→ OP2n+1

T f◦g−→ Q∗(1) −→ N(f)(1) −→ 0.

Alors on a la suite exacte de la cohomologie

0 −→ C H0(T f◦g)−→ H0(Q∗(1)) '
2∧
V ∗ −→ H0(N(f)(1)) −→ 0

où H0(Tf ◦ g)(a) := a.f pour tout a ∈ C. Alors on a H0(Tf ◦ g)(1) = f , c’est-à-dire on a le
diagramme commutatif suivant

0

��
Q(−1)

T g◦f //

��

OP2n+1 // 0

∧2 V ⊗OP2n+1 .

T f
55

Comme Tf :
∧2 V −→ C est une application linéaire surjective, on considère la suite exacte

suivante

0 −→ H −→
2∧
V

T f−→ C −→ 0.

Si W ⊂ H, alors il existe une application linéaire surjective f telle que l’on a le diagramme
commutatif suivant

0

(
(
∧2 V )�W

) f //

OO

C // 0

∧2 V

T f

66
OO
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et ker(f) = H�W . On obtient donc le diagramme commutatif suivant

0

��
Q(−1)

T g◦f //

��

OP2n+1 // 0

∧2 V ⊗OP2n+1

T f //

��

OP2n+1 // 0

(
(
∧2 V )�W

)
⊗OP2n+1

f

44

où Q(−1) −→
(
(
∧2 V )�W

)
⊗OP2n+1 est le morphisme injectif $W dans la suite exacte

0 −→ Q(−1)
$W−→

(
(

2∧
V )�W

)
⊗OP2n+1 −→ F (W )(1) −→ 0.

On en déduit le diagramme commutatif suivant

0

��

0

��
0 // N(f)(−1) //

h

��

Q(−1)
T g◦f //

$W
��

OP2n+1 // 0

0 // H�W ⊗OP2n+1 //

��

(
(
∧2 V )�W

)
⊗OP2n+1

f //

��

OP2n+1 // 0

coker(h) //

��

F (W )(1)

��
0 0

D’après le lemme du serpent, on obtient que coker(h) ' F (W )(1), ce qui donne la suite exacte
suivante

0 −→ N(f)(−1) −→ H�W ⊗OP2n+1 −→ F (W )(1) −→ 0.

�

A partir de maintenant, nous allons nous intéresser au fibré de corrélation nulle classique spécial
N(f) sur P2n+1.

2.3.2. Dualité. Soient U = C2 un espace vectoriel et {x, y} une base. Il existe un isomor-
phisme antisymétrique ν : U −→ U∗ unique à une constante multiplicative près. Il est défini
relativement à la base précédente par la matrice antisymétrique(

0 −1
1 0

)
.
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La forme symplectique 〈, 〉 sur U correspondant à ν est donc définie par

〈x, x〉 = 〈y, y〉 = 0, 〈x, y〉 = −〈y, x〉 = −1.

On appelle l’espace (U ; 〈, 〉) le plan symplectique. On en déduit l’isomorphisme Sm U ' Sm U∗
et la forme quadratique (resp. la forme symplectique) associée, si m est pair (resp. si m est
impair), définie par : Soient v∗1 = v∗2 = . . . = v∗i = x, v∗i+1 = v∗i+2 = . . . = v∗m = y, on a

〈xiym−i, xjym−j〉 = 〈v1.v2 . . . vm, x
jym−j〉 = (v1.v2 . . . vm)∗(xjym−j)

=
∑
ι∈Sm

v∗ι(1)(x).v∗ι(2)(x) . . . v∗ι(j)(x).v∗ι(j+1)(y) . . . v∗ι(m)(y)

où Sm est le groupe des permutations. Donc on obtient

〈xiym−i, xjym−j〉 =

 0 si i+ j 6= m

(−1)ii!.j! si i+ j = m.

Ensuite on en déduit l’isomorphisme
∧2 S2n+1 U '

∧2 S2n+1 U∗ et la forme quadratique associée
définie par : Soient 0 ≤ i < j ≤ 2n+ 1, 0 ≤ s < t ≤ 2n+ 1, et

zi,j = xiy2n+1−i ∧ xjy2n+1−j, zs,t = xsy2n+1−s ∧ xty2n+1−t,

on a

〈zi,j, zs,t〉 =

 〈xiy2n+1−i, xsy2n+1−s〉 〈xiy2n+1−i, xty2n+1−t〉

〈xjy2n+1−j, xsy2n+1−s〉 〈xjy2n+1−j, xty2n+1−t〉

 .

Autrement dit, on a

〈zi,j, zs,t〉 =


(−1)i+j+1i!.t!.j!.s! si j + s = i+ t = 2n+ 1

(−1)i+ji!.t!.j!.s! si i+ s = j + t = 2n+ 1

0 sinon.

2.3.3. Théorème. Pour tout W ∈ W, il existe une forme antisymétrique non dégénérée (sym-
plectique) f := fW :

∧2 S2n+1 U −→ C, unique à une constante multiplicative près, telle que

- f est C∗-invariant (σ(t) =

(
tα 0
0 t−α

)
, t ∈ C∗, est la C∗-action)

- f(w) := 〈f, w〉 = 0 pour tout w ∈ W .

Il existe aussi un sous-espace vectoriel C∗-invariant DW de
∧2 S2n+1 U contenant f tel que∧2 S2n+1 U ' DW ⊕W . Dans ce cas on a la suite exacte suivante

0 −→ N(f)(−1) −→ (DW�C.f)⊗OP2n+1 −→ F (W )(1) −→ 0,

où N(f) est le fibré de corrélation nulle classique spécial associé à la forme f , et F (W ) est le
fibré de Tango associé au sous-espace W .
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Démonstration. On utilise les mêmes notations que dans (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.6) pour α = −β.
On a une base

B := {zp,q := x2n+1−pyp ∧ x2n+1−qyq, 0 ≤ p < q ≤ 2n+ 1},

de l’espace vectoriel
∧2 S2n+1 U , et une décomposition en somme directe de sous-espaces

vectoriels C∗-invariants
2∧
S2n+1 U '

⊕
1≤k≤4n+1

Ek,

où Ek est engendré par les éléments zp,q tels que k = p + q. D’après la dualité (2.3.2), pour
tout pi + qi = ki et i = 1, 2 tels que p1 + q1 + p2 + q2 = k1 + k2 6= 4n+ 2, on a

〈zp1,q1 , zp2,q2〉 = 0.

Donc, pour k1 6= 2n + 1, chaque élément de Ek1 est orthogonal à lui-même et aux autres
éléments de Ek1 et aux autres éléments de Ek2 où k1 + k2 6= 4n+ 2. Pour k1 = 2n+ 1, chaque
élément de E2n+1 est orthogonal aux autres éléments de E2n+1 et aux autres éléments de Ek2
où k2 6= 2n+ 1. On pose donc

Ek :=

 Ek ⊕ E4n+2−k si 1 ≤ k ≤ 2n

E2n+1 si k = 2n+ 1

qui donne
2∧
S2n+1 U '

⊕
1≤k≤2n+1

Ek.

On obtient que 〈ui, uj〉 = 0 pour tout ui ∈ Ei et uj ∈ Ej avec i 6= j. Donc si u, h ∈
∧2 S2n+1 U

on peut les écrire sous la forme

u = u1 + u2 + . . .+ u2n + u2n+1, h = h1 + h2 + . . .+ h2n + h2n+1,

où uk, hk ∈ Ek pour 1 ≤ k ≤ 2n+ 1. On a

〈u, h〉 = 〈u1, h1〉+ 〈u2, h2〉+ 〈u3, h3〉+ . . .+ 〈u2n, h2n〉+ 〈u2n+1, h2n+1〉.

On cherche une forme linéaire f ∈ (
∧2 S2n+1 U)∗ qui est C∗-invariante telle que

f(w) := 〈f, w〉 = 0

pour tout w ∈ W . Ce qui est donc équivalent à dire que l’on cherche une forme linéaire telle
que f ∈ E2n+1, et

f(w2n+1) := 〈f, w2n+1〉 = 0

pour tout w2n+1 ∈ W2n+1. Comme W2n+1 est un hyperplan de E2n+1, on a dans ce cas

C.f = W∨
2n+1,

où W∨
2n+1 est l’orthogonal de W2n+1 dans E2n+1. Donc f est uniquement déterminée à une

constante multiplicative près. On obtient que la forme linéaire f est non dégénérée, car si le
coefficient de zp,2n+1−p dans f est nul, pour 0 ≤ p ≤ n, alors on a

f(zp,2n+1−p) := 〈f, zp,2n+1−p〉 = 0
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qui donne zp,2n+1−p ∈ W2n+1; ce qui est en contradiction avec W2n+1 ∈ Z2n+1. Comme la forme

quadratique 〈, 〉 est une forme symétrique non dégénérée définie sur
∧2 S2n+1 U et comme f 6= 0,

alors on a f /∈ W2n+1.

Pour tout W ∈ W , on choisit donc dk ∈ Ek�Wk non nuls pour tout 1 ≤ k ≤ 4n + 1. On a
C.d2n+1 = W∨

2n+1 et on définit f = a.d2n+1 où a ∈ C∗. En considérant le sous-espace vectoriel

C∗-invariant de
∧2 S2n+1 U

DW =
⊕

1≤k≤4n+1

C.dk,

on obtient que
∧2 S2n+1 U ' DW ⊕W est un C∗-isomorphisme.

Soit l’hyperplan H := ker(f) ⊂
∧2 S2n+1 U , alors on obtient W ⊂ H. D’après la proposition

(2.3.1), on obtient la suite exacte suivante

0 −→ N(f)(−1) −→ H�W ⊗OP2n+1 −→ F (W )(1) −→ 0.

Autrement dit,

0 −→ N(f)(−1) −→

(
k 6=2n+1⊕

1≤k≤4n+1

C.dk

)
⊗OP2n+1 −→ F (W )(1) −→ 0,

où N(f) est le fibré de corrélation nulle classique spécial associé à la forme f , et F (W ) est le
fibré de Tango associé au sous-espace W .

�

2.3.4. Proposition. Soient n, α, γ ∈ N des entiers tels que n > 0 et γ > (2n + 1)α ≥ 0. On
considère le multi-indice m = (γ; (α(2n + 1 − 2i))0≤i≤2n+1). Soient g0, . . . , g2n+1 des formes
homogènes sans un zéro commun sur P(C2n+2) telles que

deg(gi) = γ + (2n+ 1− 2i)α, i = 0, 1, . . . , 2n+ 1.

Soient W ∈ W et f ∈ (
∧2 S2n+1 U)∗ comme dans le théorème (2.3.3). Alors on a une suite

exacte suivante

(13) 0 −→ N (−γ) −→ Υ1 −→ F(γ) −→ 0.

où

Υ1 :=

k 6=2n+1⊕
1≤k≤4n+1

OP2n+1((4n+ 2− 2k)α) =
4n⊕
i=1

OP2n+1(ζi)

avec ζ1 = 4nα, ζ2 = (4n− 2)α, . . . , ζ2n = 2α, ζ2n+1 = −2α, . . . , ζ4n = −4nα, et le fibré vectoriel
N (resp. le fibré vectoriel F) est le fibré défini sur P2n+1 comme dans la proposition (1.2.6)
(resp. la proposition (2.1.7)).

Démonstration. On considère la transformée de Horrocks Iming définie dans la proposition
(1.2.5) pour S2n+1 U . D’après la proposition (1.2.2) et le théorème (2.3.3), on obtient que le
fibré vectoriel N(f) a une C∗-action

σ(t)∗N(f) ' N(f).
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D’après la proposition (2.1.3) et le théorème (2.1.5), on obtient que le fibré vectoriel F (W ) a
une C∗-action

σ(t)∗F (W ) ' F (W ).

Soient Iming(F (W )) = Fm et Iming(N(f)) = Nm. Le fibré
(⊕k 6=2n+1

1≤k≤4n+1C.dk
)
⊗ OP(S2n+1 U)

est muni de l’action canonique σ(t). Comme on a, pour tout t ∈ C∗,
σ(t).(dk) = t((2(2n+1)−2k)α+2γ).(dk),

alors le sous-fibré (dk.C)⊗OP(S2n+1 U) de
(⊕k 6=2n+1

1≤k≤4n+1C.dk
)
⊗OP(S2n+1 U) est C∗-invariant. On

obtient l’isomorphisme

O((2(2n+1)−2k)α+2γ)

P(S2n+1 U) ' (dk.C)⊗OP(S2n+1 U),

défini localement, pour tout v ∈ S2n+1 U , par

(O((2(2n+1)−2k)α+2γ)

P(S2n+1 U) )v ' C
'−→ ((dk.C)⊗OP(S2n+1 U))v ' dk.C

a 7−→ adk.

Donc on a un C∗-isomorphisme(
k 6=2n+1⊕

1≤k≤4n+1

C.dk

)
⊗OP(S2n+1 U) '

k 6=2n+1⊕
1≤k≤4n+1

O((2(2n+1)−2k)α+2γ)

P(S2n+1 U) .

Donc on obtient

Iming

((
k 6=2n+1⊕

1≤k≤4n+1

C.dk

)
⊗OP(S2n+1 U)

)
=

k 6=2n+1⊕
1≤k≤4n+1

OP2n+1((4n+ 2− 2k)α + 2γ) := Υ1(2γ),

où Υ1 :=
⊕k 6=2n+1

1≤k≤4n+1OP2n+1((4n + 2 − 2k)α). Nous appliquons la transformée de Horrocks
Iming sur la suite exacte suivante

0 −→ N(f)(−1) −→ (DW�C.f)⊗OP(S2n+1 U) −→ F (W )(1) −→ 0.

On obtient la suite exacte suivante

0 −→ N (−γ) −→ Υ1 −→ F(γ) −→ 0.

où N := Nm(−γ), F(γ) := Fm(−2γ).

�
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3. Construction de nouveaux fibrés vectoriels
de rang 3 sur P4

3.1. Technique de construction d’un fibré vectoriel sur une variété lisse. Kumar,
Peterson et Rao ont présenté dans leur article [34] une méthode pour construire un fibré vectoriel
sur une variété projective lisse X à partir de deux fibrés vectoriels sur une sous-variété de X.

Soient X une variété projective lisse, Y un diviseur de X correspondant à une section
s ∈ H0(X,OX(Y )) et i : Y ↪→ X le morphisme d’inclusion. On notera D le faisceau i∗D pour
tout faisceau cohérent D sur la variété Y .

Supposons que l’on ait la suite exacte suivante de fibrés vectoriels sur Y

0 −→ A a−→ F b−→ B −→ 0

et que l’on ait F̂ un fibré vectoriel sur X tel que la restriction sur Y est F̂ |Y = F. On définit
G un fibré vectoriel sur X par le diagramme commutatif suivant

0

��

0

��

F̂ (−Y )

��

F̂ (−Y )

��

0 // G //

��

F̂ //

��

B // 0

0 // A //

��

F //

��

B // 0

0 0

On obtient que le rang du fibré vectoriel G est rg(G) = rg(A) + rg(B). On appelle le fibré
vectoriel G l’extension de B sur X.
Supposons maintenant qu’il y ait aussi deux fibrés vectoriels L̂1, L̂2 sur X avec L1, L2 leurs
restrictions sur Y telles qu’il existe un morphisme surjectif de fibrés vectoriels f : L1 −→ A et
un morphisme injectif de fibrés vectoriels g : B −→ L2. Soit le morphisme f (resp. g) tel que

le composé φ : L1
f−→ A a−→ F (resp. ψ : F b−→ B g−→ L2) sur Y se relève en un morphisme

Φ : L̂1 −→ F̂ (resp. Ψ : F̂ −→ L̂2 ) sur X. Donc on a le diagramme commutatif suivant
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L̂1
Φ //

��

F̂
Ψ //

��

L̂2

��
L1

φ //

f   

F
ψ //

b ��

L2

A
a

??

��

B

  

g

??

0

>>

0

??

0.

3.1.1. Lemme. ([34], proposition 2.1). On a un morphisme de fibrés vectoriels ∆ défini de la
façon suivante :

∆ : F̂ (−Y )⊕ L̂1 −→ F̂ ⊕ L̂2(−Y )

∆ =

(
sI Φ
Ψ s−1ΨΦ

)
.

Le morphisme ∆ se factorise de la façon suivante

F̂ (−Y )⊕ L̂1
∆ //

∆1

%%

F̂ ⊕ L̂2(−Y )

G

∆2

99

&&
0

88

0

où ∆2 : G −→ F̂ ⊕ L̂2(−Y ) est un morphisme injectif de fibrés vectoriels,

et ∆1 : F̂ (−Y )⊕ L̂1 −→ G est un morphisme surjectif de fibrés vectoriels.

Démonstration. voir [34]. �

3.1.2. Remarque. La méthode de Kumar-Peterson-Rao [34] consiste :

1 - Soit à trouver un sous-fibré vectoriel N̂ de F̂ (−Y ) ⊕ L̂1 tel que la restriction de ∆ à N̂

est injective (en tout point de X). Ce qui implique que N̂ est un sous-fibré vectoriel de G, et

on obtient ainsi un nouveau fibré vectoriel G/N̂ sur X. Autrement dit, On a le diagramme
commutatif suivant
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N̂
lL

i1

zz
µ

��

µ1

$$

F̂ (−Y )⊕ L̂1
∆

//

∆1

$$

F̂ ⊕ L̂2(−Y )

G

∆2

::

  
0

>>

0

où i1 est un morphisme d’inclusion tel que µ1 = ∆i1 est un morphisme injectif sur X. On en
déduit que µ1 = ∆2µ. Comme ∆2, µ1 sont injectifs sur X, alors le morphisme µ est injectif sur
X. Donc on a une suite exacte suivante

0 −→ N̂
µ−→ G −→ coker(µ) −→ 0.

2 - Soit à trouver un sous-fibré vectoriel M̂ de F̂ ⊕ L̂2(−Y ) avec p : F̂ ⊕ L̂2(−Y ) −→ M̂ un
morphisme projection tel que p∆ est surjectif (en tout point de X). Ce qui implique que le

morphisme q : G −→ M̂ est surjectif, et on obtient ainsi un nouveau fibré vectoriel ker(q) sur
X. Autrement dit, On a le diagramme commutatif suivant

M̂

F̂ (−Y )⊕ L̂1
∆

//

∆1

$$

δ1

::

F̂ ⊕ L̂2(−Y )

p

dddd

G

∆2

::

  

q

OO

0

>>

0

où p est un morphisme projection tel que δ1 = p∆ est un morphisme surjectif sur X. On en
déduit que δ1 = q∆1. Comme δ1,∆1 sont surjectifs sur X, alors le morphisme q est surjectif
sur X. Donc on a une suite exacte suivante

0 −→ ker(q) −→ G
q−→ M̂ −→ 0.
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3.1.3. Théorème de Hirzebruch-Riemann-Roch. Soient X une variété projective lisse sur
un corps K et F un faisceau cohérent sur X. On a donc le diagramme commutatif suivant

K(X)
ch(•).td(X)

//

χ(X,•)
��

CH∗(X)

deg(•)
��

Z // Q
χ(X,F ) = deg(ch(F ).td(X))

où deg(•) est l’application de degré, ch(F ) le caractère de Chern de F , K(X) l’anneau de
Grothendieck de X, CH∗(X) l’anneau de Chow de X et td(X) les classes de Todd de X.

Démonstration. Voir Hartshorne [18]. �

3.1.4. Remarque. D’après l’exemple (15.1.2 de Fulton [16]) : Pour E un faisceau cohérent de
rang r dont les classes de Chern sont c1, c2, . . . , cn sur Pn = P(V ), et pour x = c1(OPn(1)) ∈
CH∗(Pn). On a

ch(E) = r + h1x
1 + h2x

2 + h3x
2 + . . .+ hnx

3 + . . .

où

hi =
1

i!
.det


c1 1 0 · · · 0

2c2 c1 1
...

...
...

. . . . . .
1

ici ci−1 ci−2 · · · c1

 .

et
td(Pn) = 1 + T1x

1 + T2x
2 + T3x

3 + . . .+ Tnx
n + . . .

où

T0 = 1, T1 =
1

2
α1, T2 =

1

12
(α2

1 + α2), T3 =
1

24
(α1α2), . . .

où α1, α2, . . . , αn sont les classes de Chern du fibré Q(1) qui est défini par la suite exacte suivante

0 −→ OPn(−1) −→ V ⊗OPn −→ Q −→ 0.

D’après le théorème de Hirzebruch-Riemann-Roch sur la variété Pn, on a

χ(Pn, E(t)) = degn(ch(E(t)).td(Pn)) = degn(etx.ch(E).td(Pn))

où, pour tout y ∈ CH∗(Pn)⊗Q, degn(y) désigne le coefficient de xn dans y et t ∈ Z.

Autrement dit, on peut écrire le théorème de Hirzebruch-Riemann-Roch sur la variété Pn par

χ(Pn, E(t)) =
r

n!
.tn +

n∑
i=1

Ai
(n− i)!

.tn−i

où Ai = rTi +
∑i−1

j=0 Ti−j−1.hj+1, i = 1, 2, . . . , n.
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Soit f : X −→ Y un morphisme de variétés algébriques. A l’aide du théorème de Hirzebruch-
Riemann-Roch, on peut calculer les classes de Chern de l’image directe d’un fibré vectoriel F
défini sur la variété X.

3.1.5. Lemme. Soient f : X −→ Y un morphisme fini de variétés algébriques et F un faisceau
cohérent sur X.

1 - Le faisceau f∗F est cohérent et Rqf∗F = 0 pour q > 0.

2 - On a Hq(X,F ) = Hq(Y, f∗F ) pour tout intègre q. En particulier si X et Y sont des variétés
projectives, alors on a

χ(X,F (t)) = χ(Y, f∗F (t)) pour t ∈ Z.

Démonstration. Voir Le Potier [36]. �

3.1.6. Proposition. Soit Pn−1 ⊂ Pn l’hyperplan de Pn défini par l’équation z = 0 où z ∈
H0(Pn,OPn(1)) \ {0}. Soit Y(k) ⊂ Pn le voisinage infinitésimal de l’ordre k de Pn−1 dans Pn
défini par l’équation zk = 0 où k ≥ 1 un entier positif. Soient les morphismes d’inclusion
suivants

Pn−1 := Y(1)
� �

b(2) // Y(2)
� �

b(3) // . . . �
� b(k) // Y(k)

� � d // Pn.

Soient F̂ un fibré vectoriel sur Pn−1 de rang r dont les classes de Chern sont c1, c2, c3, . . . , cn−1,

F(k) un faisceau cohérent sur Y(k) tel que F̂ = F(k)|Pn−1 := F(1) et F = d∗(F(k)) un faisceau

cohérent sur Pn dont les classes de Chern sont c
′
1, c

′
2, c

′
3, . . . , c

′
n. Alors

c
′

1 = rk, c
′

2 = k2(
r(r + 1)

2
)− kc1

c
′

3 = k3(
r(r + 1)(r + 2)

6
)− k2(r + 1)c1 + k(c2

1 − 2c2)

c
′

4 = k4(
r(r + 1)(r + 2)(r + 3)

24
)− k3(

(r + 2)(r + 1)

2
)c1+

k2((r + 2)c2
1 − (2r + 3)c2) + k(−c3

1 + 3c1c2 − 3c3).

Démonstration. De la suite exacte sur Y(k)

0 −→ F(k−1)(−1) −→ F(k) −→ F(1) −→ 0,

on obtient alors que

χ(Y(k), F(k)(t)) =
k−1∑
ε=0

χ(Pn−1, F(1)(t− ε)).
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Comme l’immersion fermée affine d est un morphisme fini, en utilisant le lemme (3.1.5), on
obtient que

k−1∑
ε=0

χ(Pn−1, F(1)(t− ε)) = χ(Y(k), F(k)(t)) = χ(Pn, F (t)).

Soient

χ(Pn−1, F(1)(t− ε)) =
r

(n− 1)!
.(t− ε)n−1 +

n−1∑
i=1

Ai
(n− 1− i)!

.(t− ε)n−i

où Ai = rTi +
∑i−1

j=0 Ti−j−1.hj+1, i = 1, 2, . . . , n− 1, et

χ(Pn, F (t)) =
rg(F )

n!
.tn +

n∑
i=1

A
′
i

(n− i)!
.tn−i

où A
′
i = rg(F )Ti +

∑i−1
j=0 Ti−j−1.h

′
j+1, i = 1, 2, . . . , n pour tout t ∈ Z.

Alors on en déduit
k−1∑
ε=0

{ r

(n− 1)!
.(t− ε)n−1 +

n−1∑
i=1

Ai
(n− 1− i)!

.(t− ε)n−1−i} =

k−1∑
ε=0

{ r

(n− 1)!
.tn−1 + (

r.ε

(n− 2)!
+

A1

(n− 2)!
).tn−2+

(
r.ε2

2!.(n− 3)!
− A1.ε

(n− 3)!
+

A2

(n− 3)!
).tn−3+

(− r.ε3

3!.(n− 4)!
+

A1.ε
2

2!.(n− 4)!
− A2.ε

(n− 4)!
+

A3

(n− 4)!
).tn−4 + . . .} =

=
rg(F )

n!
.tn +

A
′
1

(n− 1)!
.tn−1 +

A
′
2

(n− 2)!
.tn−2 +

A
′
3

(n− 3)!
.tn−3 +

A
′
4

(n− 4)!
.tn−4 + . . .

Ces polynômes étant identiques, on peut identifer les coefficients et obtenir des équations per-
mettant d’obtenir rg(F ) = 0 et

c
′

1 = rk, c
′

2 = k2(
r(r + 1)

2
)− kc1

c
′

3 = k3(
r(r + 1)(r + 2)

6
)− k2(r + 1)c1 + k(c2

1 − 2c2)

c
′

4 = k4(
r(r + 1)(r + 2)(r + 3)

24
)− k3(

(r + 2)(r + 1)

2
)c1+

k2((r + 2)c2
1 − (2r + 3)c2) + k(−c3

1 + 3c1c2 − 3c3).

�
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3.2. Fibré vectoriel de rang 3 sur P4. Nous allons utiliser ci-après les relations entre les
fibrés de Tango pondérés et les fibrés de corrélation nulle pondérés par le poids m = (γ; (α(2n+
1− 2i))0≤i≤3) sur P3 (2.3), pour construire un fibré vectoriel de rang 3 sur P4. On considère

Υ1 =
4⊕
i=1

OP3(ζi),

où ζ1 = 4α, ζ2 = 2α, ζ3 = −2α, ζ4 = −4α.

3.2.1. Proposition. Nous gardons les mêmes notations de la proposition (2.3.4) sur P3. Pour
la suite exacte suivante

0 −→ N (−γ)
π−→ Υ1

ι−→ F(γ) −→ 0,

il existe deux 4× 4-matrices antisymétriques φ et ψ de rang constant 2 telles que le diagramme
suivant est commutatif et exact en Υ1

Υ∗1(−2γ)
φ //

%%

Υ1
ψ //

ι

!!

Υ∗1(2γ)

N (−γ)

π

;;

##

F(γ)

$$

::

0

88

0

<<

0.

Démonstration. On considère

B1 = {e1 = d1, e2 = d2, e3 = d4, e4 = d5}

la base canonique de l’espace vectoriel D1, et B1
∗ = {e∗i }1≤i≤4 la base canonique de l’espace

vectoriel dual D∗1. Soit la suite exacte suivante

0 −→ N (−γ)
π−→ Υ1

ι−→ F(γ) −→ 0.

Comme le fibré vectoriel N est symplectique (cf. proposition (1.3.9)), le morphisme injectif
π : N (−γ) −→ Υ1 donne

Υ∗1
T π−→ N (γ) −→ 0.

Donc on obtient le diagramme commutatif suivant

Υ∗1(−2γ)
φ //

T π(−2γ) %%

Υ1

N (−γ)

π

;;

##
0

88

0.

Le morphisme surjectif ι : Υ1 −→ F(γ) donne le morphisme injectif suivant
T ι : (F(γ))∗ −→ Υ∗1.
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Comme c1(F(γ)) = 2γ et (F(γ))∗ ⊗
∧2(F(γ)) = F(γ), alors on obtient le morphisme injectif

T ι(2γ) : F(γ) −→ Υ∗1(2γ).

Donc on a le diagramme commutatif suivant

Υ1
ψ //

ι !!

Υ∗1(2γ)

F(γ)

$$

T ι(2γ)

::

0

<<

0.

Comme on a
0 −→ N (−γ)

π−→ Υ1
ι−→ F(γ) −→ 0,

alors on obtient ψ.φ = 0. Donc le diagramme suivant est commutatif

Υ∗1(−2γ)
φ //

T π(−2γ) %%

Υ1
ψ //

ι

!!

Υ∗1(2γ)

N (−γ)

π

;;

##

F(γ)

$$

T ι(2γ)

::

0

88

0

<<

0.

Soient (Sij)1≤i 6=j≤4 des polynômes homogènes de 4 variables sans zéro commun sur P3 tels que
Sij ∈ H0(OP2n+1(ζi + ζj + 2γ)) pour 1 ≤ i < j ≤ 4 et Sij = −Sji. On a

deg(S12) + deg(S34) = deg(S13) + deg(S24) = deg(S14) + deg(S23).

Donc on peut définir le morphisme φ

φ : Υ∗1(−2γ) −→ Υ1

par la matrice 4× 4 antisymétrique

φ =


0 −S12 −S13 −S14

S12 0 −S23 −S24

S13 S23 0 −S34

S14 S24 S34 0

 .

Cette matrice est de rang 2, car le fibré vectoriel N est de rang 2. Le fibré vectoriel N est de
rang 2 si et seulement si les formes (Sij)1≤i 6=j≤4 vérifient l’équation de Plücker

pf(φ) :=
√
det(φ) = S12S34 − S13S24 + S14S23 = 0.

Donc on peut définir le morphisme ψ

ψ : Υ1 −→ Υ∗1(2γ)



81

par la matrice 4× 4 antisymétrique

ψ =


0 −S34 S24 −S32

S34 0 −S14 S13

−S24 S14 0 −S12

S32 −S13 S12 0


tel que ψ.φ = 0 et pf(ψ) = pf(φ) = S12S34 − S13S24 + S14S23 = 0. Cette matrice est de rang
2, car le fibré vectoriel F est de rang 2.

�

3.2.2. Remarque. Soit P3 ⊂ P4 l’hyperplan de P4 défini par l’équation z = 0 où z ∈
H0(P4,OP4(1)) \ {0}. Soit Y(ε) ⊂ P4 le voisinage infinitésimal de l’ordre ε de P3 dans P4

défini par l’équation zε = 0 où ε ≥ 1 un entier positif. On a les morphismes d’inclusion suivants

P3 := Y(1)
� �

b(2) // Y(2)
� �

b(3) // . . . �
� b(ε) // Y(ε)

� � d // P4.

Soit e0 ∈ P4 \ P3 tel que e0 /∈ Y(ε) . On définit la projection d’un point (cf. [18] page 22) sur le
sous-espace projectif P3 par

J : P4 \ {e0} −→ P3

e 7−→ J (e)

où J (e) est l’intersection de P3 avec la droite unique passant par les points e0 et e. On considère
la restriction de la projection J au voisinage infinitésimal Y(ε). On obtient la projection d’un
point en dehors de Y(ε) sur un sous-espace projectif P3

J(ε) : Y(ε) −→ P3.

On considère N(ε) = J ∗(ε)N et F(ε) = J ∗(ε)F où N est le fibré de corrélation nulle pondéré sur

P3, et F est le fibré de Tango pondéré sur P3 comme dans la proposition (2.3.4). En prenant
l’image inverse de la suite exacte suivante

0 −→ N (−γ) −→ Υ1 −→ F(γ) −→ 0,

on obtient donc la suite exacte suivante

(14) 0 −→ N(ε)(−γ) −→ Υ(ε) −→ F(ε)(γ) −→ 0,

où
Υ(ε) := J ∗(ε)Υ1 = OY(ε)(4α)⊕OY(ε)(2α)⊕OY(ε)(−2α)⊕OY(ε)(−4α).
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3.2.3. Théorème. Nous gardons les mêmes notations que dans les propositions (2.3.4) et
(3.2.1) sur P3. Soient N(ε) et F(ε) comme dans la remarque (3.2.2) et G un fibré vectoriel
sur P4 défini par le diagramme commutatif suivant

0

��

0

��
Υ(−ε)

��

Υ(−ε)

��
0 // G //

��

Υ //

��

F(ε)(γ) // 0

0 // N(ε)(−γ) //

��

Υ(ε)
//

��

F(ε)(γ) // 0

0 0

où
Υ := OP4(4α)⊕OP4(2α)⊕OP4(−2α)⊕OP4(−4α).

Alors on a :

- Si ε = 2γ + 8α, il existe un fibré vectoriel E1 (resp. K4) de rang 3 sur P4 tel que

(15) 0 −→ OP4(−2γ − 4α) −→ G −→ E1 −→ 0.

(resp. 0 −→ K4 −→ G −→ OP4(−4α) −→ 0).

- Si ε = 2γ + 4α, il existe un fibré vectoriel E2 (resp. K3) de rang 3 sur P4 tel que

0 −→ OP4(−2γ − 2α) −→ G −→ E2 −→ 0.

(resp. 0 −→ K3 −→ G −→ OP4(−2α) −→ 0).

- Si ε = 2γ − 4α, il existe un fibré vectoriel E3 (resp. K2) de rang 3 sur P4 tel que

0 −→ OP4(−2γ + 2α) −→ G −→ E3 −→ 0.

(resp. 0 −→ K2 −→ G −→ OP4(2α) −→ 0).

- Si ε = 2γ − 8α, il existe un fibré vectoriel E4 (resp. K1) de rang 3 sur P4 tel que

0 −→ OP4(−2γ + 4α) −→ G −→ E4 −→ 0.

(resp. 0 −→ K1 −→ G −→ OP4(4α) −→ 0).
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Démonstration. D’après la proposition (3.2.1), on a le diagramme commutatif sur P3 suivant

Υ∗1(−2γ)
φ //

%%

Υ1
ψ //

!!

Υ∗1(2γ)

N (−γ)

;;

##

F(γ)

$$

::

0

88

0

<<

0,

avec ψ.φ = 0, et

φ =


0 −S12 −S13 −S14

S12 0 −S23 −S24

S13 S23 0 −S34

S14 S24 S34 0

 ,

et

ψ =


0 −S34 S24 −S32

S34 0 −S14 S13

−S24 S14 0 −S12

S32 −S13 S12 0

 .

En prenant l’image inverse du diagramme précédent par la projection d’un point en dehors
de Y(ε) sur le sous-espace projectif P3 (J(ε) : Y(ε) −→ P3 comme dans la remarque (3.2.2)), on
obtient le diagramme suivant sur Y(ε)

Υ∗(ε)(−2γ)
φ //

&&

Υ(ε)
ψ //

##

Υ∗(ε)(2γ)

N(ε)(−γ)

::

%%

F(ε)(γ)

%%

99

0

77

0

::

0

où Υ(ε) :=
⊕4

i=1OY(ε)(ζi). En choisissant les mêmes notations que dans (3.1) avec Φ = φ et

Ψ = ψ sur P4, tous les fibrés Υ∗(ε)(−2γ), Υ(ε) et Υ∗(ε) peuvent se relever en fibrés Υ∗(−2γ), Υ et

Υ∗ respectivement sur P4. On obtient donc le complexe suivant sur P4

Υ∗(−2γ)
Φ−→ Υ

Ψ−→ Υ∗(2γ),

où Ψ.Φ = ψ.φ = 0. Alors on peut définir le morphisme suivant sur P4

∆ : Υ(−ε)⊕Υ∗(−2γ) −→ Υ⊕Υ∗(2γ − ε)

∆ =

(
zεI Φ
Ψ 0

)
,
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qui est la (8× 8)-matrice suivante

∆ =



zε 0 0 −S12 −S13 −S14

zε S12 0 −S23 −S24

0 zε S13 S23 0 −S34

zε S14 S24 S34 0
0 −S34 S24 −S32

S34 0 −S14 S13 0−S24 S14 0 −S12

S32 −S13 S12 0


On considère la condition ε = 2γ + 8α.

- Pour le fibré E1. D’après la remarque (3.1.2), soit le morphisme injectif

I : OP4(4α− ε) −→ Υ(−ε)⊕Υ∗(−2γ),

défini par la matrice
T [a, 0, 0, 0, b, 0, 0, 0],

où a, b ∈ C∗. La condition ε = 2γ + 8α garantit l’homogénéité du morphisme I. Autrement
dit, soit

(h1, h2, h3, h4, h5, h6, h7, h8) ∈ H0(OP4(4α− ε))⊕H0(OP4(2α− ε))⊕H0(OP4(−2α− ε))
⊕H0(OP4(−4α− ε))⊕H0(OP4(−4α− 2γ))⊕H0(OP4(−2α− 2γ))

⊕H0(OP4(2α− 2γ))⊕H0(OP4(4α− 2γ)).

On prend la combinaison linéaire de la 1ère colonne et de la 5ème colonne de la matrice ∆ avec
une condition d’homogénéité qui provient de la 1ème coordonnée et de la 5ème coordonnée de
(h1, h2, h3, h4, h5, h6, h7, h8),

deg(h1) = deg(h5)

−ε+ 4α = −4α− 2γ.

Une telle combinaison existe grâce à la condition ε = 2γ + 8α. Donc on obtient un morphisme
d’une colonne µ := ∆I

µ : (OP4(4α))(−2γ − 8α) −→ Υ⊕Υ∗(−8α)
Tµ = [az2γ+8α, aS12, aS13, aS14; 0, bS34,−bS24, bS32].

Le morphisme µ ne s’annule pas dans P4, car V (z2γ+8α, S12, S13, S14, S34, S24, S32) = ∅. Donc
le morphisme µ est injectif. On obtient le diagramme commutatif suivant
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OP4(−2γ − 4α)
iI

I

ww
µ1

��

µ

''
Υ(−ε)⊕Υ∗(−2γ)

∆
//

∆1

((

Υ⊕Υ∗(2γ − ε)

G

∆2

77

''
0

77

0

On obtient µ = ∆2µ1. Comme µ,∆2 sont injectifs sur P4, alors le morphisme µ1 est injectif sur
P4. Alors on obtient la suite exacte suivante

0 −→ OP4(−2γ − 4α)
µ1−→ G −→ E1 −→ 0,

où E1 est un fibré vectoriel de rang 3 sur P4. On utilise la proposition (3.1.6) pour calculer
les classes de Chern du faisceau F(2γ+8α)(γ). En utilisant la suite exacte précédente et la suite
exacte suivante

0 −→ G −→ Υ −→ F(2γ+8α)(γ) −→ 0

on obtient les classes de Chern du fibré E1

c1(E1) = −2γ − 12α, c2(E1) = −4α2 + 4γ2 + 16γα, c3(E1) = −16γ2α− 32γα2 + 144α3.

- Pour le fibré K4, D’après la remarque (3.1.2), soit le morphisme surjectif

J : Υ⊕Υ∗(−ε+ 2γ) −→ OP4(−4α),

défini par la matrice
[0, 0, 0, a, 0, 0, 0, b],

où a, b ∈ C∗. La condition ε = 2γ + 8α garantit l’homogénéité du morphisme J . Autrement
dit, soit

(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8) ∈ H0(OP4(4α))⊕H0(OP4(2α))⊕H0(OP4(−2α))

⊕H0(OP4(−4α))⊕H0(OP4(−4α + 2γ − ε))⊕H0(OP4(−2α + 2γ − ε))
⊕H0(OP4(2α + 2γ − ε))⊕H0(OP4(4α + 2γ − ε)).

On prend la combinaison linéaire de la 4ème ligne et de la 8ème ligne de la matrice ∆ avec
une condition d’homogénéité qui provient de la 4ème coordonnée et de la 8ème coordonnée de
(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8),

deg(a4) = deg(a8)

−4α = 2γ − ε+ 4α.
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Une telle combinaison existe grâce à la condition ε = 2γ + 8α. Donc on obtient un morphisme
d’une ligne δ = J∆

δ : Υ(−2γ − 8α)⊕Υ∗(−2γ) −→ OP4(−4α)

δ = [bS32,−bS13, bS12, az
2γ+8α, aS14, aS24, aS34, 0].

Le morphisme δ ne s’annule pas dans P4, car V (z2γ+8α, S12, S13, S14, S34, S24, S32) = ∅. Donc le
morphisme δ est surjectif. On obtient le diagramme commutatif suivant

OP4(−4α)

Υ(−ε)⊕Υ∗(−2γ)
∆

//

∆1

''

δ

88

Υ⊕Υ∗(2γ − ε)

J

ffff

G

∆2

88

$$

q

OO

0

::

0

On obtient δ = q∆1. Comme δ,∆1 sont surjectifs sur P4, alors le morphisme q est surjectif sur
P4. Alors on obtient la suite exacte suivante

0 −→ K4 −→ G
q−→ OP4(−4α) −→ 0,

où K4 est un fibré vectoriel de rang 3 sur P4. On utilise la proposition (3.1.6) pour calculer
les classes de Chern du faisceau F(2γ+8α)(γ). En utilisant la suite exacte précédente et la suite
exacte suivante

0 −→ G −→ Υ −→ F(2γ+8α)(γ) −→ 0

on obtient les classes de Chern du fibré K4

c1(K4) = −12α− 4γ, c2(K4) = −4α2 + 8γ2 + 32γα, c3(K4) = 144α3 − 8γ3 − 32γ2α + 40γα2.

On fait la même chose pour le fibré vectoriel E2 (resp. E3, E4) en considérant la condition
ε = 2γ + 4α (resp. ε = 2γ − 4α, ε = 2γ − 8α ). On obtient une colonne qui est la combinaison
linéaire de la 2ème (resp. 3ème, 4ème) colonne et de la 6ème (resp. 7ème, 8ème) colonne de la matrice
∆ sur P4.

On fait la même chose aussi pour le fibré vectoriel K3 (resp. K2, K1) en considérant la condition
ε = 2γ + 4α (resp. ε = 2γ − 4α, ε = 2γ − 8α ). On obtient une ligne qui est la combinaison
linéaire de la 3ème (resp. 2ème, 1ère) ligne et de la 7ème (resp. 6ème, 5ème) ligne de la matrice ∆
sur P4. Dans ces cas-là, on obtient ce que l’on recherche.

�
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3.2.4. Proposition. Si 3γ2 > 52α2, alors le fibré vectoriel E1 n’est pas isomorphe à la somme
directe de trois fibrés en droites.

Démonstration. On a

c1(E1(4α)) = −2γ, c2(E1(4α)) = −52α2 + 4γ2, c3(E1(4α)) = 0.

Soit h = c1(OP4(1)). Supposons que E1(4α) ' OP4(a) ⊕ OP4(e) ⊕ OP4(b) où a, e, b ∈ Z. On
obtient

1 + (−2γ)h+ (−52α2 + 4γ2)h2 = (1 + ah)(1 + eh)(1 + bh).

D’où
a+ e+ b = −2γ,

ae+ ab+ eb = −52α2 + 4γ2,

aeb = 0.

Donc a ou b ou c est nul. Pour a = 0, on obtient l’équation en b suivante :

b2 + (2γ)b+ (−52α2 + 4γ2) = 0.

En calculant le discriminant de cette équation, on obtient que ce discriminant est négatif si
3γ2 > 52α2. Autrement dit, la solution b n’est pas dans Z. Ce qui est une contradiction.

�
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Références

[1] Ancona, V. Ottaviani, G. Stability of special instanton bundles on P2n+1. Trans. of the Amer. Math.
Soc.341, 2 (1994), 677-693.

[2] Ancona, V. Ottaviani, G. The Horrocks bundles of rank 3 on P5, Journal reine angew. Math. 460 (1995),
69-92.

[3] Ancona, V. Ottaviani, G. On moduli of instanton bundles on P2n+1. Pacific J. of Math. 171, 2 (1995),
343-351.

[4] Atiyah, M.F. Geometry on Yang-Mills fields, Scuola Normale Superiore Pisa, Pisa, 1979, 99 pp.
[5] Atiyah, M.F. R.S. Ward. Instantons and algebraic geometry, Comm. Math. Phys. 55 (1977), 117-124.
[6] Atiyah, M. Drinfeld, V. Hitchin, N. and Manin, Y. Construction of instantons, Phys. Lett., 65A(1978),

pp. 185-187.
[7] Bohnhorst, G. Spindler, H. The stability of certain vector bundles on Pn. Complex algebraic varieties

(Bayreuth, 1990), 39-50, Lect. Notes in Math. , 1507, Springer, Berlin, 1992.
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