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Introduction

Les fibrés vectoriels algébriques non décomposables connus de rang n — 1 sur 1’espace projectif
complexe P pour n > 5 sont rares.

Une conjecture de Hartshorne prétend que tout fibré vectoriel algébrique de rang 2 sur P" doit
étre décomposable pour n > 5. Cette perspective rend tres intéressante la construction des
fibrés vectoriels algébriques non décomposables de petit rang 1 < r < n sur P".

Les deux seules familles connues de fibrés vectoriels non décomposables de rang n — 1 sont la
famille des fibrés de Tango pondérés de Cascini [9] et celle des fibrés instantons de Okonek et
Spindler pour n impair [43]. Les chapitres 1 et 2 sont consacrés a des généralisations de ces
deux familles, et le chapitre 3 est consacré & construire des nouveaux fibrés de rang 3 sur P* en
utilisant une méthode due a Kumar, Peterson et Rao.

I. Images inverses généralisées.

Horrocks [20] a introduit une technique de construction d’un nouveau fibré a partir d’un ancien
fibré muni d’une action de C*. Ancona et Ottaviani [2] ont étudié cette technique qui a été
appelée I'image inverse généralisée. Plus précisément, on considere V; = C*™! et V5 un C-espace
vectoriel de dimension n + 1, et go, g1, - . ., g, des polynomes homogenes de degrés dy > dy >
... > d, respectivement sans zéro commun sur P(V;) = P". On a I'application

w = (9o, 91, -, gn) : Vi \ {0} — V2 \ {0}
v (go(v), 1(v), -+, gn (V)
Soit n; : V; \ {0} — P(V};) la projection, pour ¢ = 1,2. On considere l'action de C* sur V5
o:C" — GL(V,)

t— o(t)
ol

th

o(t) = O )

et on considere une C*-action 7' qui est la multiplication usuelle sur V; \ {0}
T:C*xVi\{0} — Vi \ {0}



(t,v) — T(t,v) =t.w

de telle sorte que 7; soit un C*-morphisme. Alors w est une C*-application par rapport a ces
deux actions. L’action ¢ induit une action @ € PGL(V;) de C* sur P(V3) et 'action 7" induit
une action triviale de C* sur P(V}). On obtient donc le C*-diagramme suivant

Vi\{0} ——13\ {0}

ml lm

P = P(11) P =P(13)

Soit F un fibré vectoriel sur P(V3), muni d’'une C*-action (au-dessus de l'action ). Donc
N5 F est muni d’'une C*-action au-dessus de l'action o. Alors w*nsF est muni d’'une C*-action
au-dessus de 'action usuelle de C* sur V; \ {0}. En conséquence il existe un fibré vectoriel

Fyo 1.9, sur P(V7) tel que 'on ait un C*-isomorphisme

* * *
W B =i Fy g1, gn-

On appelle F, ,, . I'image inverse généralisée de F'.
I1. Fibrés (b + 1)-instantons pondérés.

Nous présentons dans le chapitre 1 une généralisation de la famille des fibrés instantons spé-
ciaux. Cette famille présente un lien important entre la géométrie algébrique et la physique
mathématique, en particulier la théorie de Yang-Mills. Cette famille de fibrés a été construite
sur P2 par Atiyah, Drinfeld, Hitchin et Manin [6] et correspond aux solutions auto-duales (ins-
tantons) des SU(2)-équations de Yang-Mills sur la sphere euclidienne S* [6, 12} 4], 5], grace i la
correspondance de Penrose-Ward. Suite a la généralisation de cette correspondance sur ’espace
projectif complexe de dimension impaire par Salamon [47], la famille des fibrés instantons a été
également généralisée sur P>"™! par Okonek et Spindler [43]. Ensuite Spindler et Trautmann,
puis Ancona et Ottaviani, ont étudié la famille des fibrés instantons spéciaux [50), [1].

Les fibrés instantons spéciaux de nombre quantique 1 (les fibrés de corrélation nulle classiques
spéciaux) N(f) sur P21 = P(V) [1] sont des cohomologies de la monade de type

T (o]
0 — Opznt1(—1) 5V @ Opznaa 9o Opznt1(1) — 0,

ou g est l'inclusion canonique et f est un isomorphisme antisymétrique f : V — V* défini
relativement a une base de V' par la (2n 4 2) X (2n 4 2)-matrice antisymétrique suivante



—1
-1
1
1 O
On a
'p="¢g= ( Ty ... xn‘ Yo .- yn)
et
A="go f= (W - wo| —an ... —mx)

qui sont des 1 x (2n+2)-matrices, avec xg, 1, . . ., Tn, Yo, Y1, - - -  Yn des formes linéaires sans zéro

commun sur P?"*!. Ce sont donc des fibrés vectoriels de rang 2n sur P2"*!. Nous construisons
une généralisation de ces fibrés. Plus précisément, on considere le multi-indice

m = (7; (M)o<i<n, (—Ai)o<i<n),
oun € N* v >0, \; sont des entiers naturels pour : = 0,1,2,...,n tels que

Y>A 2> Ao 2.0 2> A 2> 0.
Soient g; € HY(P?" ! Openti(y—N\;)) et fi € HO(P*" ! Opont1 (74 A\n—;)) des formes homogenes
sur P?"*! sans zéro commun, pour i = 0,1,2,...,n. On considére I'action de C* sur P?"! =

P(V) : pour tout t € C*,
tAn

tAnt ) 0

On définit I'image inverse généralisée N, d’un tel fibré de corrélation nulle classique spécial
N(f). On appelle V;, le fibré de corrélation nulle ((1)-instanton) pondéré par le poids m sur
P21 Ce fibré est défini par la cohomologie de la monade

0— Op2n+1(—’y) i} H i) O]P)2n+1 (’7) — 0,

ol
TB:(fO fn‘ gO gn)a

et
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sont des 1 x (2n + 2)-matrices avec A.B = 0, et ‘H est le fibré suivant
H =P (021 (Mni) & €D (Opnr (= N0))
i=0 i=0

t* 0
0 t=@
une action de C* sur P(§*"™ U). On a les fibrés de corrélation nulle pondérés par le poids
m = ("}/, (06(271 +1-— 2Z’))0§7§§2n+1> sur P2n+1.

Soit U = C? muni d’une action de C* définie par la matrice t7 ( ) On en déduit

Nous avons trouvé que ce fibré vectoriel est symplectique, et nous avons trouvé une condition
suffisante pour qu’un fibré de corrélation nulle pondéré par le poids m sur P2"+! soit stable.

Le fibré de corrélation nulle pondéré par le poids m a été étudié sur P par Ein [13] et sur P?
par Ancona et Ottaviani [2], et a été défini sur P*"*! par Migliore, Nagel et Peterson [38].

On a également présenté dans ce chapitre une généralisation de fibrés instantons spéciaux de
nombre quantique b+1 sur P?**1 [1]. Plus précisément, les fibrés instantons spéciaux de nombre
quantique b + 1 sur P?"*! sont des cohomologies de la monade de type

B A
0— O[p2n+1(—l)b+1 — O;Qiiqu — Op2n+1<1)b+1 — 0,

ou
Ty ... Tp O Yo -+ Yn O
To ... Tp Yo .- Yn
T _ 0 0 |
O Ty ... Tp O Yo .- Yn
et
Yn --- Yo O —Xn ... —I O
T —T, ... —
A— Y 0 0 ‘
O Yn -+ Yo O —Z, ... —Xo
sont des (b + 1) x (2n + 2b + 2)-matrices, avec g, x1,. .., Tn, Yo, Y1, - - - , Yn des formes linéaires

sans zéro commun sur P?*!. Ce sont donc des fibrés vectoriels de rang 2n sur P2+,
Nous construisons une généralisation de ces fibrés. Plus précisément, on considere le multi-
indice

m = ((77)oj<o; (Ai)osicn+s, (—Ai)o<i<nrs);

on b € N, n € N*, v, > 0, \; sont des entiers naturels pour j = 0,1,2,...,b et
1=0,1,2,...,n+ b tels que

Vo=V 2 Ve > Apge = Apgp—1 = ... > Ao > 0,

et
L= =Am =N b>1,0<j<b-let0O<i<n+b—1
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Soient g, € H(P* 1 Oponii(1 — \)) et fr € HO(P?" Op2nir (Vo + Augp_r)) des formes
homogenes sur P?"*! sans zéro commun, pour r = 0,1,2,...,n. Soient

Jo o Ja O go -+ Gn O

rp_ fo B e | fo oo In |

() . ﬁ) ..: fh () . Jo ..: gn
n -+ 9o O _fn _fO O

gn - Qo _fn e —fo

0 o - w 0 b h
des (b + 1) x (2n 4 2b + 2)-matrices, avec A.B = 0. On considere aussi les fibrés
n+b n+b

H = @ (Opznst (Mnso_i)) ® EB (Opznsr (=)

et

et
b

b
L_ = @(OPQTLJ"I( Yo— ] @ O]P)Qn+l ’}/]
j=0

=0
On définit Dy, le fibré (b + 1)-instanton pondéré par le poids m sur P***! (avec ¢; = 0 et une
charge topologique ¢, = Z?:o v — S A2), par la cohomologie de la monade

0— L. SHY L, —0.

Nous avons trouvé que ce fibré est symplectique. Nous avons aussi trouvé qu’'une petite défor-
mation de fibré de Steiner pondéré S,

0—>£_i>7-[—>8m—>0

est encore un fibré de Steiner pondéré par le poids m sur P?"*1, et que I'espace de Kuranishi
de ce fibré est lisse au point correspondant a ce fibré.

II1. Fibrés de Tango pondérés.

Les fibrés de Tango ont été construits sur P" par Tango [51]. Ensuite Cascini [9] en a déduit
un seul exemple qui donne des fibrés de Tango pondérés en utilisant la technique de I'image
inverse généralisée. Plus précisément, on considere @) le fibré quotient sur P(V') défini par la
suite exacte suivante

0— Op(v)(-l) i) Ve Op(v) — Q — 0.
Soit W € A’V = (H°(Q*(1)))* un sous-espace vectoriel tel que

—dim(W)z(”;l)—QnH

— W ne contient pas d’élément décomposable non nul de /\2 V.

()
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L’isomorphisme canonique A*V = (H°(Q*(1)))* induit un morphisme injectif de fibrés

2
Q(-1) — A\ V & Op-.
On en déduit

Q(-1) =% ((/\ V)/W) ® Opn.

Le fait que W ne contient pas d’élément décomposable non nul de /\2V est équivalent a
l'injectivité de wy,. On appelle F'(W) le fibré de Tango [51] qui est un fibré vectoriel de rang
n—1

0— Q(—1) 2% ((/2\ V)/W) ® Opn — F(W)(1) — 0.

Pour définir les fibrés de Tango pondérés de Cascini [9] : Soit U = C? muni d’une action de C*

définie par la matrice ( é t91 ) On en déduit une action de C* sur P* = P(S§™ U). 1l existe

une SLy(C)-décomposition irréductible de A*(S™ U) (la décomposition de Clebsch-Gordan)
2

NS'U) = VTV o Uas M Ua. ..

Le sous-espace vectoriel

2
WO _ SZ(n—S) U 82(71—5) U 82(71—7) U ... C /\(Sn U)

vérifie la condition (**) et il est C*-invariant. Le fibré de Tango F(Wj) est muni d'une C*-
action. Les images inverses généralisées de F'(W}) sont les fibrés de Tango pondérés de Cascini.

Nous nous intéressons dans le chapitre 2 a la généralisation du fibré de Tango pondéré. Plus
précisément, soient «, 3 des entiers tels que a # 3. On considere 'action de C* sur P" =
P(S™ U) induite par l'action suivante sur U : pour tout ¢t € C*,

t* 0
0 )
On classifie les sous-espaces W de \* S™ U vérifiant la condition (**) et qui sont C*-invariants.

Le fibré de Tango correspondant F(WW) est donc muni d’une C*-action. On définit et on étudie
les images inverses généralisées F d’'un tel fibré de Tango F(WW).

Une petite déformation d'un tel fibré générique F est un fibré de méme type et les espaces de
Kuranishi de ce fibré sont lisses au point correspondant a ce fibré. On donne aussi la condition
suffisante pour qu’un tel fibré F soit stable.

On considere N(f) (resp. F(W)) le fibré de corrélation nulle classique (resp. le fibré de Tango)
sur P(S§*"*1 U) tel que (f, W) = 0. Nous avons trouvé la suite exacte suivante

0— N(f)(=1) — (H/ W) ® Opsent1yy — F(W)(1) — 0,
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ot H = ker(f). On considére l'action de C* sur P(§*"*! U) induite par 1’action suivante sur

U : pour tout t € C*,
t* 0
2
(0 ).

ol v, a sont des entiers tels que v > (2n + 1)a > 0. Alors les fibrés vectoriels dans la suite
précédente sont munis des C*-actions. L’image inverse généralisée de cette suite est donc

0 — N(—y) =T, - F(y) —0,
ol

4n
Y1 = @D Openir (),
=1

avec (1 = 4na, (o = (An — Da, ..., Con = 20, Cony1 = 20, . .., (n = —4na.

IV. Nouveaux fibrés vectoriels de rang 3 sur P*.

On utilise dans le chapitre 3 une technique de construction de fibrés vectoriels due a Kumar,
Peterson et Rao. Soient X une variété projective lisse, ¥ un diviseur de X et la suite exacte
suivante de fibrés vectoriels sur Y

0—A-F-"B—0.

Soit F' un fibré vectoriel sur X tel que sa restriction sur Y est F|y = F. On définit G un fibré
vectoriel sur X par le diagramme commutatif suivant

0 G F B 0
0 A F B 0
0 0

On obtient que le rang du fibré G est rg(G) = rg(A) +rg(B). On appelle le fibré G 'extension
de B sur X. Soit la suite exacte sur P?

0 — N(—y) = T — F(y) — 0,
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ol .
T, =P 0=s(G).
i=1
avec (1 = 4a, (o = 2a, (3 = —2a, (4 = —4a. Le morphisme composé

T: 5 N () = N (=) © AN(7) Z25 10 AN()

est alors de rang constant 2, et il est antisymétrique. Il est donc défini par une matrice

0 =S —Si3 —Su
Sz 0 —S —Su
Sis S 0 —Sxu
Sy S Su 0

Soient z € HO(P*, Opa(1))\ {0} et P> C P* 'hyperplan de P* défini par 'équation z = 0. Soient
€ > 1 un entier et () C P* le voisinage infinitésimal de l'ordre € de P* dans P*, défini par
I'équation z¢ = 0. Soit J : Yy — P3 la projection d'un point, en dehors de Y(e), sur un
sous-espace projectif P2. En appliquant I'image inverse de J(e) sur la suite exacte précédente,
on obtient la suite exacte suivante

0 — Nig(=7) = T — Fg(r) — 0,
ot N = TigN et Fioy = Ty F, et

4
Yo = JT4HT1 =P 0y, (¢).
=1

On considere X =Ptet Y = Y(¢). En appliquant la méthode de Kumar-Peterson-Rao [34], nous
trouvons des 3-fibrés vectoriels sur P* pour certaines valeurs de €. Parmi ces fibrés, certains ne
sont pas isomorphes a une somme directe de trois fibrés en droites.



15

1. Fibrés (b + 1)-instantons pondérés de rang 2n
sSur ]P>2n+1

1.1. Images inverses généralisées de fibrés vectoriels sur les espaces projectifs. Nous
donnons ci-apres la description et quelques propriétés d’'une méthode de construction de fibrés
vectoriels sur les espaces projectifs, due a Horrocks [20].

1.1.1. Définitions. Soient G un groupe algébrique et X une variété algébrique. Une action de
G sur X est un morphisme de variétés algébriques

Gx X —X
(9,2) — g.x

tel que (g1.92).¢ = g1.(g2.7) et e.x = x, pour tout gi,g9, € G, x € X, e étant I’élément neutre
de G. L’action de G sur X définit un morphisme de groupes

m: G — Aut(X)

ot Aut(X) est le groupe des automorphismes de X. Si g € G, on note aussi g ’automorphisme
de X induit par g.

Soit E un fibré vectoriel algébrique sur X. On dit que E est G-invariant si on a ¢*E ~ E pour
tout g € G, ou g*E est I'image inverse du fibré E qui est définie par (¢*F), = E,, pour tout
r e X.

Un G-fibré E sur X est un fibré vectoriel £ sur X muni d’une action de G
o:GxE—F,
qui est linéaire et compatible avec I'action de G sur X. Autrement dit, pour tout point z € X
et tout g € GG, 'application de multiplication par g
0y By — By
est linéaire et envoie E, sur E,,. On appelle l'action sur £ G-linéarisation du fibré E [40].

Réciproquement, pour tout point z € X et tout g € G, si ¢y : B, — E,, est un isomorphisme
tel que le diagramme suivant est commutatif

xT
¥91-92

Ex E(g1,g2).:1: -

%\4

E92-I

E

91.(92.7)
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pour tout g1,92 € G, @y, ., = ©5* o @y, alors on peut définir 'action de G sur £ par
O G — Aut(E,),
g ¢y
En général, si E est un G-fibré, tous les fibrés construits a partir de £ (par exemple, E* et SP F
et A" E) sont munis d’une linéarisation. Par exemple, 'action naturelle de G sur E* définie

par
b:Gx E*— E*
tel que, pour tout point x € X et tout g € G, 'application de multiplication par g est

ot B — s BY ot =T 97
gpg'Ea: Eg,x7 gpg_ 909—17

ot "o est I'application transposée de 7, oubiensid € Ej et e € Ey, : (g.d)(e) = d(g ".e).

Soient V' un C-espace vectoriel de dimension n+ 1, et PGL(V) ~ GL(V') /C* le groupe linéaire
projectif, o GL(V') est le groupe des matrices carrées inversibles.

Soient P = P(V') I'espace projectif complexe associé dont les points sont les droites de V/,

n:V\{0} — P(V)
la projection. On a une action canonique de GL(V') sur V'

GLV)xV —V
(g,v) — gv = g(v),
et une action canonique de GL(V') sur P(V') au-dessus de la précédente
GL(V) x P(V) — P(V)
(g,2) — g.x = Cg(v),

otx=CuvetvelV.
On en déduit une action de PGL(V') sur P(V). On a Aut(P(V)) = PGL(V).

Soit E un fibré vectoriel sur P(V'). On dit que E est homogéne s'il est PGL(V')-invariant.
Autrement dit, le fibré E est homogene si et seulement si le groupe de stabilisateurs du fibré E

Sym(E) ={u e PGL(V) | ©"(F) ~ E}

vérifie PGL(V') ~ Sym(E). C’est le cas par exemple si £ admet une PGL(V')-linéarisation ou
bien une GL(V')-linéarisation. Une C*-action linéaire sur V' est définie par un morphisme

0:C" — GL(V).
On en déduit une action de C* sur P(V)
5:C* — PGL(V)

au-dessus de la précédente. Si le fibré E est muni d’une action de C* au-dessus de l'action o
sur P(V') précédente, alors on a un isomorphisme, pour tout ¢ dans C*,

7(t): o) E— E

tel que le diagramme suivant soit commutatif
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* 7(t1.t2)

o(t1) o(ts) E = o(t1.t2) E E

o(t1)" (7(t2)) 4

*

olth) E

pour tout to,t; € C*.

1.1.2. Remarque. 1- Si D est un espace vectoriel de dimension 1, et ¢ un entier, on note
DD®..D®D (qfois) : ¢>0
D? = C : q=0
D@ D*®...9 D*® D* (-q fois) : ¢<0.
et
S'D : ¢g>0
S!'D = C : q=0
S 1D* : ¢q<O.
Meéme chose pour un fibré vectoriel sur une variété X. On a donc, pour tout entier g et
r=CuvelPr=PV),
(Or (@) =277 = (Cv)™".
On peut dire que v* := v™! est le vecteur dual de v. On peut donc définirv™4 € (Cv)™ 4 C SV
pour tout entier gq.

2- Pour tout C*-fibré vectoriel F' sur V'\ {0}, il existe un fibré vectoriel E sur P(V') tel que 'on
ait un C*-isomorphisme F' ~ n*FE.

On note 7' une C*-action triviale (la multiplication usuelle) sur V' \ {0}
T:C*xV\{0} — V\{0}
(t,v) — T(t,v) =T(t).v = t.v.
L’action T" induit une action triviale de C* sur P(V') tel que n est C*-équivariant et que
P(V) ~ (V\{0}) /C".

Pour tout fibré E sur P(V') et pour tout t € C* et v € V' \ {0}, le fibré n*(E) est muni d’'une
action canonique de C* au-dessus de 'action de T’

N (E)o = Eyw) = Erne) = Eyr@.o) =1 (E)r@).0-

Donc on a E = n*(E),/C*. Pour tout entier ¢ et tout v € V \ {0}, on a un isomorphisme
canonique
C— 1" (Or) (@)

t—> tv 9

Cela définit un isomorphisme
Owv\oy — 77 (Orv)(9))-
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Le C*-fibré n*(Opv)(q)) a une action canonique de C* compatible avec 'action de ce groupe
sur V '\ {0}. Compte tenu de I'isomorphisme précédent, cette action est une action de C* sur
Ov\foy et qui est la suivante

C' x Onjoy =C" x (V\{0} xC) — V\ {0} xC
(t, (u,a)) — (tu, ta).
Autrement dit, cette action est la multiplication de I'action triviale de C* sur Oy (o} par le

caractere t9. Donc n*(Opv)(q)) est le fibré trivial sur V' \ {0} muni de l'action définie par le
caractere t9.

Par conséquent, pour tout C*-fibré I’ sur V' \ {0}, il existe un fibré E sur P(V) tel que 'on ait
un C*-isomorphisme F' ~ n*E.
1.1.3. Définition de 'image inverse généralisée d’un fibré (transformation de Hor-
rocks [20]). Soient V; = C"™! et V5 un C-espace vectoriel de dimension n + 1, et

i Vi\ {0} — P(V))

la projection, pour i = 1,2. Soient g, g1, ..., g, des polynomes homogenes de degrés dy > d; >
... > d, respectivement sans zéro commun sur P(V;). On a 'application surjective

w:=1(90,91,---,9n) : Vi \ {0} — V5\ {0}
v (90(v), g1 (v), - -+, g (V)
On considere I'action de C* sur V5,
o:C" — GL(V,)
t— o(t)
ol

th 0

O—(t): )

de telle sorte que 7; est un C*-morphisme si V; est muni de la C*-action usuelle T". Alors w est
une C*-application par rapport a ces deux actions. L’action o induit une action & € PGL(V53)
de C* sur P(V3) et l'action T induit une action triviale de C* sur P(V;). On obtient donc le
C*-diagramme suivant

Vi\ {0} —— 12\ {0}

ml lm

Pr=P(V;)  P"=B(Vj)

Soit F' un fibré vectoriel sur P(V5), muni de I'action de C* au-dessus de l'action @. Donc on
a sur 73 F une action de C* au-dessus de l'action o. Alors on a sur w*n; ' une action de C*
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au-dessus de 'action usuelle de C* sur V3 \ {0}. Autrement dit, pour tout v € V;\ {0} et t € C*,
on a
(W E)e = Frp@e) = Fogmwe) = Pre@em) =
(1 F)o()ww) = (1 F)win) = (W ).

Alors il existe un fibré vectoriel Fy, ,, . sur P(V}) tel que 'on ait un C*-isomorphisme

n

* * *
W B =i Fg, g1 g0

On appelle F, ,, 4. I'image inverse généralisée de F'. On notera, si go, g1, - - . , g sont fixes,
FQO:gly-“:g'n = Iming(F)

Cette transformation de Horrocks Iming est compatible avec les opérations habituelles sur les
fibrés vectoriels. Par exemple, si on considere que le fibré F' (resp. F*) a une action de C* au-
dessus de I'action @ (resp. une action de C* au-dessus de 1'action 7 qui est action duale de ),
alors on a Iming(F™*) = Iming(F")*. Méme chose pour les produits tensoriels (resp. extérieurs,
symétriques), la somme directe et les suites exactes (resp. monades) des fibrés vectoriels. On
définit donc ainsi un foncteur

FV(P(V2),7)

Iming

FY(P(W))

ou FV(P(V,),7) est la catégorie des fibrés vectoriels sur P(V3) qui ont une action de C* au-
dessus de 'action @, et les morphismes de cette catégorie sont des morphismes C*-équivariants
des fibrés vectoriels. Comme les fibrés vectoriels sur P(V;) qui ont une action de C* au-dessus
de l'action usuelle T, alors FV(P(V})) est la catégorie des fibrés vectoriels sur P(V7). Notons
que pour tout entier £ on a Iming(Op(v;)(k)) = Opy)-

1.1.4. Proposition. Soient E un C*-fibré quelconque sur P(V3), et s : C* x B — E sa
C*-action au-dessus de l'action & et ¢ un entier. On en déduit une nouvelle action s, de C*
sur E, pour tout x € P(V3),
Squ: C" X B, — E,
(t,u) — t%.5,(t,u)

(multiplication de laction par le caractére t9). On note le C*-fibré obtenu E@ (donc E@ =
E® 01(911()\/2))' Alors on a

1- Iming((’)ﬂ(}q()m(k)) = Opy)(q), pour tout entier k.

2- Iming(E@) = (Iming(E))(q).

Démonstration. 1- On considere Iming((’)g{)‘@(l@)) = Op(v;)(d), ol d est un entier. C’est-a-dire
W15 (O (k) = 7 Orevs ().

Pour tout x = C.vy € P(V3), on a un isomorphisme canonique

v;k * — —
s = Ovi (03 = € = 15(OF0, (K)o, = (Cua) ™ C ST Vs

‘ —k
at a.vy .
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On a aussi, pour tout z = C.v; € P(V}), un isomorphisme canonique

vfd % _ _
o, Ovivfopr = C == 05 (Opg)(d)), = (Covn) ™ € SV

, —d
at a.vy .

Alors, pour tout v € V4, on a un isomorphisme
(Cw(v)) ™ = (W n3OL,) (k) = (] Osa) () = (Cv) ™

a.(w(v))=F a.(v)~4

Alors on obtient le diagramme commutatif suivant

t4

C* C*
(w(v))~k (w(tw))=F
(Cw(v))~* (Cwtv))™* | w)d
(C.v)_d (C.v)_d ~ (C.(t.v))_d

tel que a.(v)™4 = b.t4(tw)~4 = b.t7%(v)7% ol a,b € C*. Par conséquent d = g et b = a on
obtient »
Iming(OPq(VQ)(k)) = OP(%)(Q)-

2- Comme E@W = F ® O];q()vé) et comme le foncteur Iming respecte le produit tensoriel, on
obtient

Iming(E'”) = Iming(E) © Iming(O%), ).

D’apres (1), on a
Iming(E?) = Iming(E)(q).

1.2. Fibré de corrélation nulle pondéré sur P2"*!, Nous allons étudier ci-aprés un fibré
de corrélation nulle pondéré sur P?"*! provenant d’une image inverse généralisée du fibré de
corrélation nulle classique spécial.
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1.2.1. Fibrés de corrélation nulle classiques sur P?"*!. Soient V un espace vectoriel com-
plexe de dimension dim/(V) = 2n + 2, P2"*! = P(V) I'espace projectif complexe associé¢ dont
les points sont les droites de V', et v € V un point correspondant a la droite z = C.v € P(V).
On a l'inclusion canonique
Gy - (Op2n+1(—1))m =Cov—=V
av — g, (av) = av,
ou a € C. Alors on a la suite exacte suivante

0 — Opzns1(—1) -5 V @ Opanis — Q — 0.
On a aussi le morphisme surjectif
Tge 1 V¥ — Cv* = Opens1 (1)
h— Tg.(h),

ot Tg,(h) est la restriction de h & C.v. Ce morphisme nous donne le morphisme surjectif suivant

T
V* @ Oponss —% Op2n+1(1) — 0.

Soit f : V' — V* un morphisme. On sait que f est antisymétrique si et seulement si, pour tout
uweV, f(u)(u) =0. Alors (Tg, o fog,)(v) =Tg.(f(v)) est nul si et seulement si f(v)(v) = 0,
olt Tg,(f(v)) est la restriction de f(v) & C.v.

Soit f : V — V* un isomorphisme antisymétrique (symplectique). On peut définir la monade
suivante

0 — Opznt1(—1) LV e Op2n+1 i) V* ® Opznt i) Opzn+1(1) — 0

qui peut s’écrire également

0— O]p2n+1(—1) i> V® Op2n+1 Tﬂ OIP2n+1<].) — 0.

On définit le fibré de corrélation nulle classique N(f) sur P21 par la cohomologie de la monade
précédente.

1.2.2. Proposition. 1- Soient fi, fo : V. — V* des isomorphismes antisymétriques. Alors on
a N(f1) ~ N(f2) si et seulement s’il existe a € C* tel que f1 = a.fs.

2- Soient k € GL(V), £ € PGL(V) son élément correspondant et f : V. — V* un
isomorphisme antisymétrique. Alors on a

R (N(f)~NTko fok).
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Démonstration. 1- Soit la suite exacte suivante

0 — Opznt1(—1) L Ve Op2nt1 — QQ —> 0.
Pour fi, fo : V — V* des isomorphismes antisymétriques, on a les suites exactes suivantes

0— Op2n+1(—1) E Q* i) N*(fl) — 0

0 — Opanii(—1) -2 Q* 24 N*(f,) — 0,

olt by := (Tgo fi) et by:= (Tgo fo).
S’il existe a € C* tel que f; = a.fo, alors on a ker(Tgo fo) = ker(Tg o fi). Donc on obtient
N(f1) = N(fy). Soit ¢ : N*(f1) — N*(f2). On a la suite suivante

0 — Hom(Q", Op2n+1(—1)) — Hom(Q*, Q") — Hom/(Q*, N*(f2))
— Extl(Q*, Op2n+1(—1)) —,
mais Hom(Q*, Opzni1(—1)) = 0 et Ext'(Q*, Opznt1(—1) = 0. On obtient que
Hom(Q", Q) — Hom(Q", N*(f2))
Comme 1 est non trivial, donc vod; # 0. Il existe alors un morphisme non trivial ¢ : Q* — Q*
tel que 1 o d; = dy o p. D’apres ([42], Lemme 1.2.8), on obtient que ¢ est un isomorphisme.

Comme le fibré Q* est simple, on obtient que ¢ est une homothétie. Alors il existe a; € C* tel
que ¥ o d; = dyaq. Donc on a le diagramme commutatif suivant

Tbl dl
0 —> Opzosi (—1) 2= Q* — & N*(f,) —=0

T
0 —— Opanir(—1) 2n Q* —% N*(fo) —= 0

ot ay € C*. On a as(fr09) = a1(fiog), pour tout g : X < V ou X est une droite dans V', ce
qui donne f; = a.f, avec a = asa; .
2- Pour la monade suivante
g Toof
0 — Opzat1(—1) — V ® Op2an1 Op2n+1(1) — 0
et d’apres la définition de 'image inverse de morphisme par x, on a

K(g) =roget k*(Tg) =" (kog).

Cela nous donne la monade suivante

Kog T (wog)of

0— OanH(—l) — V ® Op2nt1 Op2n+1(1) — 0.

Donc on a 5 (N(f)) =~ N(*ko fok).
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1.2.3. Fibrés de corrélation nulle classiques spéciaux sur P?**! [I]. On considére main-
tenant un isomorphisme antisymétrique f : V' — V* défini relativement a une base de V' par
la (2n 4 2) x (2n 4 2)-matrice antisymétrique suivante

0

0

Dans ce cas on dit que N(f) est un fibré de corrélation nulle classique spécial sur P2"™1. Dans
ce cas, N(f) est la cohomologie de la monade

1

T o
0 — Opanii(=1) =5 V @ Opanit <2 Opanii (1) — 0,

ou g est la (2n + 2) x 1-matrice

Tg:(:zco xn‘ Yo .- Yn )
et Tgo festlalx (2n+ 2)-matrice
Tgof= ( Un v yo‘ —Xn ... —X ),
Ol Xo, T1, .-+ Ty Yo, Yis - - - » Yn sont des formes linéaires sans zéro commun sur P?+1,
1.2.4. Proposition. Soient ag,ay,...,a9,,aonr1,d € Z tels que a; + aspi1-; = d € Z, 1 =

0,1,...,2n+1. On définit o(t) € GL(V') une C*-action surV et o(t) € PGL(V), (relativement
a une base de V') par
[

o | 0
0 . t%2n

out € C*. Alors on a un isomorphisme canonique

ta2n+l

*

se:o(t) N(f) ~ N(f),

tel que i, 4, = Sy, 0 0(t2) (S4,),
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pour ty,ty € C*.

Démonstration. On a To(t) o f o o(t) = tif, pour tout t € C*. D’apres la proposition (1.2.2)),
on obtient automatiquement le résultat voulu.

O

Soient (u,)o<r<on+1 une base de l'espace vectoriel complexe V| f : V. — V* I'isomorphisme
défini relativement a la base (u,)o<r<2n+1 Par la (2n + 2) x (2n 4 2)-matrice antisymétrique de
(1.2.3). On considere le multi-indice

m = (7; (Ai)o<i<n, (—Ai)o<i<n),

ol v, A; sont des entiers naturels pour + = 0,1,2,...,n tels que

On considere 'action de C* sur V' défini relativement a la base (u,)o<y<2n+1 par

A ) 0

tn

o(t)=1".

out e C*.

1.2.5. Proposition. Soient V' un espace vectoriel complexe de dimension 2n+ 2, (u,)o<r<2n+1
une base de V' et P(V') l’espace projectif complexe associé dont les points sont les droites de V.
On considere le multi-indice

m = (7; (A\)o<i<n, (—Ai)o<i<n),

ou v, A\; sont des entiers naturels pour i = 0,1,2,...,n tels que

Soient g; € HY(P*" ! Oponsa (y—N\;)) et fi € HO(P?" ™, Opent1 (y+ i), pouri =0,1,2,...,n,
des formes homogénes sur P*"1 = P(C*"*2) sans zéro commun. Alors les fibrés vectoriels Q et
N(f), sur P(V), ont une action canonique de C* au-dessus de @, telle que @Q (resp. N(f))
posséde (relativement a o, ..., g2nt1) une image inverse généralisée Qu(vy) (resp. Nu(7y))
définie par les suites exactes

(1) 0 — Opzuii(—7) 25 H — QO — 0,
et
(2) 0 — Ny — Qu — Opznsa(7) — 0.

Autrement dit, Ny est la cohomologie de la monade suivante
(3) 0 — Opanir(—7) =5 H 25 Opania(v) — 0,
ot H = B, (Opzn1(Ani)) & By (Opznia (= Ai)), et

T™B=(fo .-« fal 90 - g)
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et
A=(gu oo 90| —F0 o =)
sont des 1 x (2n 4 2)-matrices, avec A.B = 0.

Démonstration. On considere ’application

w:=(fo, s frGos- - gn) : C"P2N\ {0} — V' \ {0}
v (f()(v)a s 7fn(v)790(v>7 s 7gn(v))
On considere aussi Paction de C* (multiplication usuelle sur C?"*2)
T - C* x (C2n+2 N (C2n+2
(t,u) — t.u.

Alors w est une C*-application par rapport aux actions 7" et ¢. Donc on a une transformée de

Horrocks (|1.1.3))

Iming : FV(P(V),7) Fy(p2tl).

On considere le morphisme

g:=Tw: Opv)(—1) — V @ Op(yy,

ot Opy(—1) et V ® Opyy sont munis de 'action canonique o(t). Comme on a, pour tout
t e Cr,
o(t).(u;) = =i (1), 0<i<n

alors le sous-fibré (u;.C) ® Opyy de V ® Op(y) est C*-invariant. On obtient 'isomorphisme
Op ™ = (u;.C) ® Oz,
défini localement, pour tout v € V', par
(OG5 )e = € = ((u;.€) @ Op(vy)y = 4;.C
a— au;.

Pour
o (t).(tng1s) = 7 (Ungrga), 0 < i <,
on obtient la méme chose
OI(P’E\;)AZ) ~ (un+1+i.C) X O]p(v).

Donc on a un C*-isomorphisme
V @ Opyy é oy @ é OpY.
i=0 i=0
Alors on a un C*-morphisme
g:="Tw: Opyy(—1) — é Oy & é O
=0 i=0

On considere le morphisme
A=Tgof: V® Opvy — Opv)(1),
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—

ol V & Opgvy (resp. Op(yy(1)) est muni de l'action canonique o(t) (resp. o(t)). Pour que le
morphisme A soit un C*-morphisme il faut avoir

—

Ay (o(t).vy) = tlo(t).Ay(vy),

pour tout v,v; € V, ¢ un entier et
Av V— (O]P’(V)(]-))v = ((C.U>_1.

Alors on obtient ¢ = 2. Donc il faut que Opgy(1) soit muni de I'action duale U/(t\) multipliée
par le caractere t27. Donc A est le C*-morphisme suivant

DN ) o (T (9= 2
A: PO @ D Oy’ — Oy ()™,
=0 =0

Donc on a la C*-monade suivante

T . ) A

i=0 i=0
D’apres la proposition ((1.1.4)), on obtient que
. >\n—i —)\i
Iming(EP 05 & @ 04) = @ (Osenis (v + M) & €D (Opanss (v = M) = H(7)
i=0 i=0 i=0 i=0

et
Imlng(Op(V) (1)(27)) = Op2n+1 (2’)/), Imlng(Op(V) (—1)) = Op2n+1 .

Comme le fibré @ a une GL(V)-action alors il a une C*-action au-dessus de . D’apres la

proposition ([1.2.2)), on obtient
a(t)"N(f) =~ N(f).

Soient Iming(Q) = Qn(7) et Iming(N(f)) = Nu(7y). Alors on a la monade suivante
0 — Op2nt1 i) H(’Y) i> Op2n+1(2’y) — 0,

ol

TB:(fO fn‘ Jdo --- gn)
et

A:(gn go‘ —fn ... —fo)

sont des 1 x (2n + 2)-matrices, avec A.B = 0 . Donc on obtient les deux suites exactes et

et la monade .
O

Soient U un C-espace vectoriel de dimension 2 et {z,y} une base. On considere V = §*"*1 U,
et (2*"179y7) o< iconq1 une base de V = §*" 1 U. Soit f : §*" U — §*"*! U* I'isomorphisme
défini relativement & la base (z2" "1 77y/ )g<j<an41 par la (2n+2) X (2n42)-matrice antisymétrique
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de ([1.2.3). Soient v, € N des entiers. On considere 'action de C* sur §?"*! U défini relative-

ment a la base (:L‘Q"H*jyj)ogjggnﬂ par

t(2n71)a O

o(t)=1". :

O t(72n+1)a
t(—2n—1)a

t(2n+1)a

out e C*.

1.2.6. Proposition. Soient o,y € N des entiers tels que v > (2n + 1)a > 0. On considére le
multi-indice m = (y; (a(2n+ 1 — 2i))o<i<ont1). Soient go, ..., gont1 des formes homogénes sans
zéro commun sur P(C?*"2) telles que

deg(g)) =7+ 2n+1—2i)a, i=0,1,...,2n+ 1.
Alors les fibrés vectoriels Q et N(f), sur P(S*"*1U), ont une action canonique de C* au-

dessus de @, telle que Q (resp. N(f)) posséde (relativement a go, . . ., Gont1) une image inverse
généralisée Qu () (resp. Nu(v)) définie par les suites exactes

(4) 0 — Opnsa(—y) — S U — O — 0,

(5) (resp. 0 — Ny — Qu — Op2ati(y) — 0 ),
ot U = Opzn+1 (Oé) @ Op2nt1 (—a).
Démonstration. La méme démonstration de la proposition (|1.2.5) O

1.2.7. Définition. On appelle le fibré vectoriel Qy le fibré quotient pondéré par le poids m sur
P2t On appelle le fibré vectoriel Ny, le fibré de corrélation nulle ((1)-instanton) pondéré par
le poids m sur P?n+1,

On en déduit que : ¢1(Qn) =7, c1(Na) = 0 et c2(N) =% — D7, AZ. On appelle ¢3(N,) la

charge topologique du fibré N,. Ce fibré a déja été traité par Ein, [I3] sur P? et par Ancona
et Ottaviani [2] sur P° et défini par Migliore, Nagel et Peterson [38] sur P!

Notons Q := Qy, et N := N, sauf si on a besoin de préciser le poids m. Soit J une (2n + 2) x
(2n + 2)-matrice symplectique
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0

1
Alorsona J?2=—-letTB=—-AJetTA=—JB.

1.2.8. Définition. Soit E un fibré vectoriel dont la premiére classe de Chern est c1(E) = 0. On
dit que le fibré vectoriel E est un fibré symplectique si et seulement s’il existe un isomorphisme
de fibrés

p: E— E*

tel que T = —p. Autrement dit, le fibré vectoriel E est un fibré symplectique si et seulement
s’il existe une forme symplectique non dégénérée w € HO(\* E).

1.2.9. Théoréme. Le fibré (1)-instanton pondéré N sur P21 est un fibré symplectique.

Démonstration. Le fibré N™* est la cohomologie de la monade suivante

0— O[p2n+1(—’}/) i? H ﬂ Oﬂm2n+1<’)/) —0

ouJ?=—-1,"B=—-A.JetTA= —J.B. Donc 'isomorphisme de monades suivant
0 — Op2n+1(—7) B H 4 Op2n+1(y) —=0
; ll
—JB —AJ
00— Op2n+1 (—’y) H Op2n+1 (’y) —0

induit un isomorphisme ¢ : N' — AN*. En transposant le diagramme précédent, les fleches
verticales sont multipliées par —1. Donc on obtient T = —¢.

O

1.2.10. Lemme. (Lemme 1.10 [I]). Soit E un fibré vectoriel symplectique sur une variété
algébrique X. Pour tout 1 < j < —1+rg(E)/2, le fibré Ox est un facteur direct du fibré
N E, et le fibré E est un facteur direct du fibré N**' E.

Démonstration. voir [I]. O
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1.2.11. Remarque. Pour tout fibré vectoriel, le fibré N E est un facteur direct du fibré
E® N E, ou j>0. Cest-a-dire, on a un morphisme injectif localement donné par
J+1 J
o: N\E—Eo \E
| i
61/\'--/\€j+1 — ? (—1)J72+1(€1/\.../\é\i/\.../\€j+1)®€i.
J i=1
1.2.12. Proposition. Soient Q le fibré quotient pondéré sur P> et N le fibré de
corrélation nulle pondéré sur P! et définis par les suites exactes et (@ Alors on a

I) Q est stable si et seulement si c1(Q) =~ > (2n+ 1)\,.
II) Si Q est stable, alors N est simple.

Démonstration. Le théoreme 2.7, [7] donne (I).

Pour démontrer IT), supposons que Q est stable. En tensorisant la suite (2)) par A/, on obtient
la suite exacte suivante

0—=NON— QN -5 N(y) — 0.

Alors on a

RN @N) <R(QaeN).
D’apres le lemme ((1.2.10)), la remarque ((1.2.11)) et le théoreme ((1.2.9)), on a

2
Op2nt1 — /\N‘—)N@N

Donc on a

RN @N) > 1.
On tensorise la suite duale de la suite ([2) par Q ce qui permet d’obtenir la suite exacte suivante
0—Q(—) 5 QeQ — QaN — 0.
Cependant, de la suite on a

Alors on a

RN ® Q) =h(Q*® Q).
Mais, Q est stable. On en déduit que h°(N @ N) = 1.
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1.2.13. Définition de la résolution de Koszul généralisée. On définit la résolution de
Koszul généralisée de la suite exacte des fibrés vectoriels

0—A—B—F—0
par

0—S'A—S1T"A® B — S 2A®/\B—>51 3A®/\B—>51 4A®/\B—>...

1—2

-8 A®/\B—>A®/\BH/\B—>/\F—>O

Soient rg(F) =r, et ¢;(F)=¢. Ona N " F*= N F*@ N'F = \' F(—c). En tensorisant la
résolution de Koszul généralisée par A" F*, on obtient une résolution pour A" " F*

2
0— 8 A(—c) — 8 "A®B(—c) — 8 A® \ B(-¢) —

S 3A®/\B ) — S 4A®/\B ) — ...

. — S A®/\B —>A®/\B —>/\B(—c)—>/\F*—>O.
1.2.14. Remarque. Pour la suite exacte , on a la résolution suivante

(6) 0 — Opzntr1(—qy) — H(—(g—1)) — /\H —v(q —2))

q—2 q—1
—3>/\H(—27)ﬁ>/\7{(—7)£>/\7{ﬂ>/\@—>0

ou 1 < ¢ < 2n+ 1. Pour la suite exacte , on a aussi la résolution suivante
(1) 0— Opznti(—y(2n+2—¢q)) — H(—(2n+1—q)) — /\ H(—y(2n — q))

3
T AH(—(2n - 1)) TR /\7—[ (n+2—q))
n+1
an+1q/\7-[ (n+1-—4q)y /\7—[ (n—q)y) =5" ...
q+3 q+2 q+1
—3>/\’H —37) —>/\'H —27) —>/\7—[ 20, /\Q*—>0
oul<g<2n+1.
On a le fibré de corrélation nulle pondéré A sur P?"*! dans la suite exacte

(8) 0 — Op2ari(—y) — Q* — N — 0.
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On obtient la résolution de Koszul généralisée suivante
2

(9) 0 — Op2nii (—qy) — Q°(—v(¢ = 1)) — N\ Q@ (—7(¢ - 2))
"3 AQ (g —3) =2

q—2 g—1 q q
SN2 BN (=) B AN AN —0

oul <qg<2n.

1.3. Stabilité du fibré de corrélation nulle pondéré sur P?*"!, Nous allons démontrer
ci-apreés que le fibré de corrélation nulle pondéré sur P2+ est stable au sens du Mumford-
Takemoto.

1.3.1. Lemme. Sotent p, q, k, A\;; 1 =0,1,2,....n et v > 0 des entiers tels que v > A\, >
)\n,1 2 e Z )\0 2 0 SOZt H = @?:0 (Op2n+1 ()\nfl)) @ @:-L:O (Opzaﬁ-l(—)\i)).

I- Pourk>~vetl1<qg<2n+1, ona
RO(AN*H(—Fk)) =0 si et seulement si vy > Z?zg(q_l’") Mi. En particulier, on a

WO(N\H(=K) =0 si v > Z)\

II- Pour k> 2 et1<p,qg<2n+1. Alors on a h°((AN"H) @ N*H(=ky)) =0 sty > > ", A\
IIT- Pour 1 < q<2n+1 etk >min(q—1,n)+2. Alors on a h°(H & N H(—kv)) = 0.

Démonstration. Pour démontrer (I), on a

q min(qg—1,n)
maz{t € Z| Opnr(t) C AH} = Y Msa
i=0
Donc pour k > ~y, on obtient
min(g—1,n)

q
ho(/\H(—k:)) =0 si et seulement si vy > An—i-
i=0

(IT) et (III) sont analogues.
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1.3.2. Proposition. Soit Q le fibré quotient pondéré sur P>"*1 et défini par la suite exacte
. Soient 1 <qg<n,0<i<2n+1 et k>0 des entiers. Alors on a

RO (AT Q*(—m)) =0 siy > >0 Ay, Ym e N.
II- Pour 0 <k <gq, ona

o a 0 i;zéq
RNQ (—k7) =1 g Q%k
1 :i=q=k

ot € = h' {ker[H(v(q —1—k)) — Opzur1(7y(q — k))]}
III- Pour k > q, on a

PN Q (k) =

Démonstration. Pour démontrer (I), on considere 1 < ¢<n,0<i<2n+1et ¥m € N. De la
résolution , on obtient la résolution suivante

0 — Opzati(—y(2n+2—¢q) —m) — H(—y2n+1—q) — —>/\7—[ v(2n — q) —m)

3
A1) —m) E S A2 - gy
n+1
an+1q/\7-[ (n+1-q)y—m) —>/\7‘[ (n—q)y —m) L
q+3 q+2 tl

/\H —3v — m—>/\7—[ —2v — m—>/\H’ym—>/\Q* ) — 0.

Soit A, = ker(a,) our =0,1,...,2n—1—q. D’apres le lemme (1.3.1)), h/(A4) = 0 pour j < q.

On a aussi
q+1

/\H —y —m) —0527>Z)\

Donc on obtient, pour tout m € N,
q n
KON\ Q(=m)) =0 si 7> .
v=0

De plus on a h(A? Q*(—m)) = 0 pour 0 <i < g — 1. De la résolution duale de résolution (6]
on obtient la résolution suivante, pour tout ¢ > 0,

q—1

O—>/\Q* (—k7) —>/\H k) s A - R) A K@ -

22 /\’H(v(q—3—k)) -2, /\Hw(q—z—k» 5 Hy(g—1— k) 2% O(v(q — k) — 0.

On considere B, = ker(b,) pour r =0,1,...,q — 2. Alors on obtient
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i _ 0 g <1<2n
h<Bq_2) _{ hl(Bo)Ith . Z:q—l

Comme on a la suite exacte

q

q
0— /\ Q (—ky) — /\'H(—k’y) — B,2 — 0,

alors on a, pour 0 < k£ < g,

o a 0 qFi
hl(/\ Q" (—kv)) = 1 :i=q=k
€hyg - sinon

Pour k > g et pour tout i, on a
q

RAQ (k) =0,
O
1.3.3. Proposition. Soient Q le fibré quotient pondéré sur P?"** et N le fibré de corrélation
nulle pondéré sur P*"*1 et définis par les suites exactes et (@), et 1 <25+1<n un entier.
- SimeN ety >0 N, alors AN N(—=mny)) = 0.
II- On a RY (AT N(=7)) = 1.

Démonstration. Pour démontrer (I), on fixe 1 < 2j+1 < n, Vm € N. D’apres la résolution @D,

on obtient la résolution suivante
2

0 — Opzatri(—y(2j + 14+ m)) — Q" (—y(2j + m)) — /\ Q" (—v(27 — 1+ m))

3
AN (2 -2+ m) 2

2j 2j+1 2j+1
N /\ O (—y(1+m)) X /\ Q*(—ym) 2 /\ N(=ym) — 0.
On considere A; = ker(a;) pour i = 0,1,...,25 — 1. Les termes dans cette résolution sont de

la forme A Q*(—y(k +m)), ou 0 < k < 25, 1 <g<2j+1ltelsquek+qg=2j+1etk#gq.
D’aprés la proposition (1.3.2), on obtient h*(A¥™ % Q*(—y(k +m))) = 0. Comme

W7 (Opznia (—7(2) + 1+ m))) =0
alors on a hit1(A;) =0, i =0,1,...,2j — 1. De la suite exacte

2j+1 2j+1

0— Ay — /\ Q*(—ym) =% /\N(—vm)—>0

et comme R (A¥*! Q*(—ym)) =0 si v > 3.1, A, alors on obtient
27+1 n

Ro( /\ N(=ym)) =0 si 7> Z)"
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Pour démontrer (II), on fixe m = 1 dans la résolution précédente. On obtient la résolution

suivante
2

0 — Op2nn (—(25 +2)) — Q' (-2 + 1)) — N\ Q" (—(24))

3

doj_ doj_

AL -
j+1 Jj+2

J
djt2 * . djt1 * . dj * . dj—1
BN (G +2) BN QG+ D) S N\ (=)
2j—1 2j 2j+1 2j+1
d . d . i X d
N Q=3 B A2 B N () - A\ N(—) — 0.
On consideére D, = ker(d,) pour o = 0,1,...,2j — 1. Les termes dans cette résolution sont de

la forme A? Q*(—k~v) ou 1 < k,q <2j+1 tels que k + g =25 + 2.
On a deux cas:

Premier cas, si k > ¢. Dans ce cas on obtient, d’apres la proposition (|1.3.2)), que

q
h’(/\ Q*(—kv)) =0 pour i #0, 2n+ 1.

Donc ¢a nous donne que h*(D,) = 0 pour a > j, © < 2n — j, sauf pour i = a. On obtient
WA Q(G+D) =1, WD) =0, i=j+1j+2
De la suite exacte suivante
j+1
0— D; — \ Q(=7(j + 1)) — Dj_1 — 0,
on obtient A/*1(D;_1) = 1. Donc on obtient h*"?(D,) =1 pour a=0,1,...,j — 1.

Deuxieéme cas, si k < q. D’apres la proposition (1.3.2), on a hi(A? Q*(—k~)) = 0 pour i =
k, k—1et1<k<j+1. Alorson obtient h*"?(D,) =1 pour a=0,1,...,j— 1.
Dans les deux cas, on a h*(Dy) = 1. D’apres la proposition ((1.3.2)), on obtient

2j+1

R'( /\ Q*(—v)) =0 pour i = 1,2.

Donc d’apres la suite exacte suivante
2j+1 2j+1

0— Dy — [\ @ (=) % A\ N(—) —0,

ona WY (AP N (=) = 1.
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1.3.4. Proposition. Soit Q le fibré quotient pondéré sur P>"*1 et défini par la suite exacte
. Soient 1 <k <n+1 un entier et a € Z. Siy> Y N, alors on obtient

k
Q" ® /\H(—a’y)) =0
dans les cas suivants :
-Sia=1,2< i< 2n, ou bien i =0.
-Sia<1,2< i< 2n.
-Sia>1,0< i< 2n.

Démonstration. Soient 1 < k < n + 1 un entier et a € Z. On veut calculer les groupes
cohomologiques du fibré

Q" ® /\H(—Cz’y).

De la suite exacte suivante
k

k k
0— 9" ® /\’H(—a’y) — HR® /\’H(—ory) — /\H(’y(—a +1)) —0
et d’apres le lemme (|1.3.1)) on obtient :

st <1 ona .

Q" ® /\H(—a’y)) =0, 2< i< 2n,
st a>1,0na .

W(Q @ \H(-ay) =0, 2< i< 2n.

Siy > " A\, alors on obtient

k
RHO* ® /\H(—ay)) =0, pour o > 1.

Pour calculer h°(Q* @ A" H(—av)) olt a > 1, on va utiliser la résolution (7)) avec ¢ = 1. Donc

on obtient la résolution suivante
k

k 2
0— /\H(—v(a+2n+ 1) — H® /\H(—v(a—l— 2n)) — (/\7—[) ®/\7—[(—7(a+2n —1))

3 k
Lo /\’H ®/\7—L— a+2n—2))di>‘°’. s /\ ®/\7—L v(a+n+1))

n+1

/\7—[ ®/\H Y(o+n)) /\7—[ /\ —7(c +n—1))
LR /\ ®/\H v(a+2)) -2 /\ ®/\H v(a+1) Q*®/\7—[ —ay) — 0.
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On considere D; = ker(d;) pour j =0,1,...,2n — 2. D’apres le lemme ((1.3.1]), on obtient que
h'(Dy) = 0 pour a € Z. D’apres le lemme ((1.3.1]) et de la suite exacte suivante

0 — Dy — (/\H)@/\H(—'y(a+1)) D, Q*®/\H(—Oz7) —0

on obtient que, si a > 1et y>>" A,

h(Q ® \H(—ay)) =0.
[

1.3.5. Proposition. Soit Q le fibré quotient pondéré sur P>"*1 et défini par la suite exacte
. Soient >0 et 1 < q <2n+1 des entiers. Siy > " N, alors on obtient

q
n(Q e\ Q(-av) =0,

dans les cas suivants :

-Sia=0,0< i< 2n,i#1,q.

-Sia>0,0< i< 2n,i#4q.

Démonstration. On fixe v > Z?:o Ai. Soient a > 0 et 1 < g < 2n + 1 des entiers. De la
résolution , on obtient la résolution suivante

0— Q(—y(a+2n+2—q)) — S QH(—y(a+2n+1—q)) — Q*®/\H(—’y(a+2n—q))

3 n
Qe AH(—va+ 2 —1-q) LS Qe A H(—(a+n+2 - q)
n+1 n
bn 1—q * b — * bnflfq
5O /\%(—v(a—l—n%—l—q)) - Q ®/\7—[(—”y(a+n—q)) — ...

) q+2 ) g+l ) q

e ANH(=Ya+2) =5 @ @ AH(—v(e+1) = Q@ \ Q' (—ay) — 0.
On considere B,, = ker(b,,) pour m = 0,1,...,2n — 1 — ¢. D’apres la proposition (1.3.4), on a
h'(By) =0, ou 0<i<gq.

De la suite exacte suivante
g+1 q
* bo * *
0— By — Q" ® \H(—(a+1) % 2 @\ Q(-ay) — 0
et d’apres la proposition ((1.3.4) on obtient, si o = 0,
q
h(Q ® [\ @ (—a)) =0, ot 2< i< g¢—1, ou bieni=0.

On obtient aussi, si a > 0,

q
h(Q @\ Q(—a7)) =0, 0t 0< i< g—1.
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On a la résolution suivante
q—1

0— QN9 (-ay) — Qe A\H(-ay) — Q@ \ H(y(—a+1) 3

q—2

Q' ® \HH(—a+2) =
2
00 NHO(—a+q—2) 5 @ @H(Y(—a+q-1)) “> Q' (v(—a+q) — 0.
On considere A, = ker(a,) pour r =0,1,...,q — 2. D’apres la proposition (|1.3.4]), on a
hi(Aq_Q) =0, ou ¢ <i<2n.
De la suite exacte suivante
q q
0— O ® /\ Q' (—ay) — Q' ® /\’H(—ory) — Ay 0 —0

et d’apres la proposition ((1.3.4) on obtient, si a > 0,

q
h(Q ® N\ Q(—ay) =0, 0t ¢g+1< i< 2n.
|

1.3.6. Proposition. Soient Q le fibré quotient pondéré sur P?"*1 et N le fibré de corrélation
nulle pondéré sur P>+ et définis par les suites exactes et (@ Soit 1 <27+1<mn. Sion
a7y > >N, alors on obtient

2j+1

PNe AN =1

Démonstration. On fixe 1 <2j+1 <nety>>"  X. Dapresle lemme (1.2.10), la remarque
(1.2.11)) et le théoreme ((1.2.9)), on a
2j+2 2j+1

Op2n+1 — /\N‘—L/\/@/\N

Donc on a
2j+1

W \N)>1

De la suite exacte suivante
2j+1 2j+1 2j+1

0— /\J\/’(—y)—>Q*® /\/\/’—>/\/’® /\N—>O

et d’apres la proposition (1.3.3)), on a h'(A¥ "' N(—~)) = 1. Donc il suffit de démontrer que
2j+1

Qe AN =0
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De la résolution @, on obtient la résolution suivante
2
0— Q' (—7(2j +1) — @ ®Q(—(2))) — @ ® A\ Q(—(2 - 1) =

3
Q" ® N\ Q@ (—(2j - 2)) "2

J Jj+1 Jj+2
LB e NQ(—G+ ) BB o e A\ () = 2 e A\ Q1 (—(i — 1) =
25—-1 2j+1 2j+1
ﬁ>Q*®/\Q’*(—zv>ﬁ>9*®/\g*(— Hoe N oe AN —O
On considere %, = ker(p,,) pour m = 0,1,...,25 — 1. Les termes dans cette résolution sont

de la forme .
Q' @ /\ Q(—ay),
o0 <a<2j, 1<q¢g<2j+1<ntelsqueq+a=2j+1etqg# a Dapres la proposition

2j+1 a
h( /\ Q*(—ay)) = 0 pour tout «, 817>Z)\
1=0
Comme h'(Q*(—v(2j + 1))) = 0 pour tout 0 < i < 2n, alors on obtient que h'(3y) = 0.
En utilisant la suite exacte suivante
2j+1 2j+1

0—>20—>Q*®/\Q* Q*®/\N—>O

on obtient
241
Qe AN =0
et
25+1
RN @ /\N y=1 si 7>Z)\

=0

0J
1.3.7. Théoréme. (théoreme 3.5, [1]). Soient E un fibré vectoriel symplectique sur une variété
projective X avec Pic(X) =17, et 1 <2j+1 <rg(E)/2 un entier impair tels que
I RN E) = 0.
I EQ N E) =1
Alors E est stable (au sens du Mumford-Takemoto).

Démonstration. voir [1]. O
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1.3.8. Théoréeme. Soient m = (7v; (\;)o<i<n, (—Ai)o<i<n), €t Qu le fibré quotient pondéré par
le poids m et Ny, le fibré de corrélation nulle pondéré par le poids m sur P! et définis par les
suites exactes suivantes

0 — Opznt1(—7) Ly 0, —0,

0— Nm — Qm i> Op2n+1(’7) — 0.
Siy > >0 N, alors Ny est stable.
Démonstration. On fixe v > "  A\;. D’apres le théoreme (1.2.9)), le fibré vectoriel Ny, est un

fibré symplectique. D’apres les propositions (|1.3.3) , (1.3.6]) et le théoreme (|1.3.7)), on obtient
que le fibré N, est stable. O

1.3.9. Corollaire. Soit N' := Ny le fibré de corrélation nulle pondéré sur P*"*! avec m =
(v; ((2n + 1 = 20))o<i<ont1) et défini dans la proposition (1.2.6]).
Siy > (n+ 1), alors le fibré vectoriel N est stable.

Démonstration. Voir le théoreme ((1.3.8)). O

1.4. Construction de fibré vectoriel de rang 2n sur P?"*!1, Soient V un espace vectoriel
complexe de dimension 2n + 2, et P?"*1 = P(V) I'espace projectif complexe associé¢ dont les
points sont les droites de V. On considere le multi-indice

m = ((7;)o<j<o; (Mi)o<icnto, (—Ai)o<i<nts),

oun € N, b e N et~ >0, \ sont des entiers naturels pour j = 0,1,2,...,b et i =
0,1,2,...,n+ b tels que
YoV 2 Ve > Angs = Angeo1 = .- 2> Ao 2 0.

et
(*){ Vi— Y= A — A b2 0<j<b-let0<i<n+b-1

Soient g, € H(P**1 Oponti(yp — ) et fr € HO(P* 1 Opzasi (6 + Apso_r)), pour r =
0,1,2,...,n, des formes homogenes sur P?"*! sans zéro commun. Soient

Jo o Ja O go -+ Gn O

Ty fo B e | fo oo In |

In -+ Qo O —fn .. —fo O

gn --- Q9o _fn e —fo

0 9w 0 o

et
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sont des (b + 1) x (2n + 2b + 2)-matrices, avec A.B = 0. On considere aussi les fibrés
n+b n+b

H = @ (Opznst Anpo_i)) & EB (Opzns1(=Ny)),

et
b

b
L= @(OP%H( Yo— ] @ Op2n+1 7]
j=0

J=0
On obtient les isomorphismes canoniques H ~ H* et L ~ L_. On considere

Xi = V(fl) fi+17 R fn;givgi-i-la s 7gn)

On va montrer que le morphisme de fibrés vectoriels B : £L_ — H est injectif. On suppose
qu’il existe x € P?2"*! tel que B, n’est pas injectif, et on va montrer par récurrence descendante
sur ¢ que ¢ € X;.

Pour i = n, les formes f'** et g°™ sont des mineurs maximaux de la matrice B,. Donc f,, et
gn s'annullent en 2 (z € X,,). Supposons que z € X;. Les formes f''} et ¢° sont des mineurs
maximaux de la restriction de B, au X;. Donc f;_1 et g;_1 s annullent enz (r € X;_1). Alors
x € X, pour tout 7, ce qui est en contradiction avec Xy = (). Donc le morphisme B : £L_ — H
est injectif. Par le méme raisonnement, on obtient que le morphisme A : H — L est surjectif.
Donc tout cela nous donne la monade suivante

(10) 0— L. ZSHn-c,—o.

On en déduit la suite exacte suivante

(11) 0— L. B H— 80— 0,

oll Sy est un fibré vectoriel de rang 2n + 1 + b sur P?***1. D’apres le diagramme

la condition A.B = 0 donne que le morphisme Sy, — £ est surjectif. Autrement dit, il existe
D, un fibré vectoriel de rang 2n sur P?**! tel que

(12) 0 — Dy — Sp — L, — 0.

Dong, le fibré vectoriel Dy, est la cohomologie de la monade précédente.



41

1.4.1. Définition. On appelle le fibré vectoriel Sy le fibré de Steiner pondéré par le poids m

sur P> On appelle le fibré vectoriel Dy, le fibré (b+ 1)-instanton pondéré par le poids m sur
P2t

On en déduit que : ¢;(Spn) = Z?:o Vi, ¢1(Dw) = 0 et c3(Dy) = Z?:o v — S A2, On appelle
¢2(Dy) la charge topologique du fibré Dy,.
Donc, pour tout b € N, on a un fibré (b + 1)-instanton pondéré par le poids m sur P21,

Soit J une (2n + 2b 4 2) x (2n 4 2b + 2)-matrice symplectique

—1

0

0

1
Alorsona J?=—-1let"TB=—-AJetTA=—JB.
1.4.2. Théoréme. Le fibré (b + 1)-instanton pondéré Dy, sur P2t est un fibré symplectique.

Démonstration. C’est la méme démonstration de théoreme (|1.2.9)) U

1.4.3. Remarque. Les fibrés instantons spéciaux de nombre quantique b+ 1 sur P***1 [1] sont
des cohomologies de la monade de type

B A
00— Op2n+1(—1)b+1 — O;Q;?f’“ — Op2n+1(1)b+1 — 0,

ol
To ... Tp O Yo -+ Un O
Ty ... Tnp Yo --- Un
Tp_ 0 0 |

O Ty ... Tp O Yo --- Yn

et
Yn -+ Yo O —Tp ... —Xo O
A Yo -+ Yo —Tp c. —X ‘ 7
0 Yn - Yo 0 —Tp ... —

sont des (b4 1) x (2n + 2b + 2)-matrices, avec g, T1, .- ., Tn, Yo, Y1, - - - , Y des formes linéaires

sans zéro commun sur P21, Donc le fibré (b + 1)-instanton pondéré par le poids
m = ((7])0§]§b7 ()\i>0§i§n+ba <_Ai)0§i§n+b> - (]-7 17 sy ]-a 07 07 s 70>7

sur P?"*! est un fibré instanton spécial sur P2 +1,
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1.5. Déformation du fibré de Steiner pondéré. Soit S, = S le fibré de Steiner pondéré
par le poids m sur P?"! et défini par la suite exacte .

00— L —H—S—0.

Nous allons démontrer ci-apres qu'une petite déformation de fibré S est encore un fibré
de Steiner pondéré sur P?*" !, et que l'espace de Kuranishi du fibré S est lisse au point corres-
pondant a S.

1.5.1. Définition. ([4g] et [41]). Soient E un faisceau cohérent sur un schéma X avec X — S
un morphisme ou S est un schéma noethérien.

Soit T" un schéma noethérien avec T' — S un morphisme, on considere Fr I'image inverse de
E sur X7 = X xg T par rapport a la projection X7 — X, et p(d) un polynéme. On dit que
(@, q) est une famille quotient de F paramétrisée par 7" si on a les deux conditions suivantes :

- () est un faisceau cohérent sur X, qui est plat sur 7. Chaque @); a un polynome de Hilbert
p(d),
- q: Er — @) est un morphisme surjectif de faisceaux.

Deux quotients (Q,q), (Q',¢) sont équivalents (on note (Q,q) ~ (Q',¢)) si et seulement sil
existe un isomorphisme f: Q — Q' tel que le diagramme suivant soit commutatif

ETLQ—>0

| )

Er—=Q —=0
q

Ce qui est équivalent & la condition ker(q') = ker(q). On définit le foncteur Quol (g p(a))/x/$
par
Quot(E,p(d))/X/g : Schg — Sets
T — { tout (@, q) paramétrisé par 7'}/ ~,
ou Schg est la catégorie des schémas noethériens sur S.

1.5.2. Théoreme. ([48]). Sile S-schéma X est projectif, alors le foncteur Quot g pay)/x/s est
représentable par un S-schéma projectif Z = Quot g p(a))/x/s — S. Autrement dit,

Quot(g p(ay)/x/s(®) = hz(e) = Hom(e, Z).

Chaque élément du S-schéma projectif Quot (g pq))/x/s — S est une famille quotient de F.

1.5.3. Proposition. ([48] Changement de base). On garde les mémes notations que dans

et dans . Soit 8" — S un morphisme, alors on a

S x5 Quot(sp(a)/x/s = QUOt(p, p(ay/x /s’

Pour tout s € S, on a Z, = Quot(g, pay)/x, C Z qui est un k(s)-schéma projectif.
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1.5.4. Théoréme de la semi-continuité supérieure. (13.1.3, page 189 [27]). Soit
f: X — Y un morphisme localement de type fini. Pour tout entier n, [’ensemble

{z € X+ dim,(f7'(f(2))) = n}

est fermé. Autrement dit, la fonction v — dim,(f~1(f(x))) est semi-continue supérieurement
dans X (pour tout x dans X, il existe U un voisinage de x tel que, pour tout xo € U, on a

dimy, (f~H(f(20))) < dim,(f~'(f(2))))-

1.5.5. Corollaire. (13.1.6, page 190 [27]). Soit f : X — Y un morphisme dominant locale-
ment de type fini entre deur schémas irréductibles. Soit y un point générique dans Y. Alors
on a dim(f~(y)) < dim.(f~1(f(x))) pour tout x € X.

1.5.6. Théoreme. ([37]). Soit f : X — Y un morphisme dominant de variétés quasi-
projectives. Alors la fonction
pw:X — N

x — dimg (' (f(x))),

est semi-continue supérieurement dans X . En plus, st Xy est une composante irréductible de

X et Yy = Im(fix,), alors on a
dim(Xo) = dim(Yp) + po,

ou Mo = Z'nf:t:EXo{:u(x)}‘

1.5.7. Définition. Soient X un espace topologique et € X. On appelle (X, z) un espace
topologique pointé (un germe). Les espaces topologiques pointés forment une catégorie Ger
dont les morphismes sont de la forme f: (X,2) — (Y,y) tel que f: X — Y avec f(x) =y.

1.5.8. Définition. ([49]). Soit £ un faisceau cohérent sur une variété algébrique projective
complexe X. Une déformation de E est un quadruplet § = (Y, yo, G, ) tel que,

- Y est une variété algébrique complexe, et yo est un point fermé (C(yy) = C) correspondant a
E.

- (G est un faisceau cohérent sur Xy = X Xc Y, et G est plat sur Y.
-e: Gy, =G xc C(y) ~ E.

Soit d = (Y, 40, G, ) une déformation de E avec (Y, 39) un germe de variété analytique complexe.
On appelle la déformation § petite déformation et le germe (Y, yo) la base de cette déformation d.
Si on a un morphisme de germes ¢ : (Y, y,) — (Y, 40), alors on peut définir une déformation
de E comme suit : 0 = (Y, y,, (idx x¥)*G, &) avec e = ¢ : J;‘é(idx xP)'G=JyG =Gy, ~FE,

ou Jy(/) est le morphisme injectif
Jy : X — Xy, v (2,9).
Un morphisme entre deux petites déformations 6 = (Y,50,G,¢) et & = (Y ,y,, G ,€') est

la donnée d’un morphisme (1, ¢) : (Y ,G) — (Y, G) tel quil vérifie les deux conditions
sulvantes :

- (Y, y5) — (Y, 90) est un morphisme de germes,
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- ¢ (idx x 1)*G — G est un isomorphisme tel que € = ¢ o J;‘, ().
0
On dit qu’'une petite déformation 6 = (Y, yo, G, €) est semi-universelle ou verselle si elle vérifie
les deux conditions suivantes :
- 0 est compléte, si pour toute autre déformation & = (Y7, y(l), G',€') il existe un morphisme

(0, 0): (Y, G) — (Y, Q).
- On a lisomorphisme canonique T,,Y — Ext*(E, E).
De plus, pour tous les morphismes des déformations

(,9): (Y, &) — (Y, @),

I’application linéaire tangente T : T yéY' — T,,Y ~ Ext'(F, E) est uniquement déterminée.
Cette application s’appelle le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer.

1.5.9. Théoreme. ([49]). Pour tout faisceau cohérent E, il existe toujours une déformation
semi-universelle 6 = (Y, vy, G, ) de E telle que G est un faisceau analytique.

1.5.10. Théoreme-Définition. Soit E un fibré vectoriel sur une variété algébrique complexe
compacte X . Il existe une déformation semi-universelle § = (Y, yo, G, ¢) de E telle que

-Y = k’ur|_U1(0), ou U est un ouvert de yoy dans Ext'(E, E), et l'application kur est définie par
kur : Ext'(E,E) — Ext*(E, E),

y — d(y) + %[y, Y]

ot d(y) = [yo,y]. Cette application s’appelle Uapplication de Kuranishi. Cet espace vérifie les
deux conditions suivantes :

- Uespace Y a une famille universelle G. Autrement dit, pour tout espace Y avec une famille
G surY' alors il existe un morphisme g 1Y —Y tel que ¢*G ~ G .

- les germes de Y sont uniques a un isomorphisme pres.
Démonstration. Voir [2], [15], B0, B9 44], pour en savoir plus. O

On note kur(E) I'espace de Kuranishi de E, et (kur(E), yo) son germe ot y, est le point corres-
pondant & E. On appelle la déformation semi-universelle 6 = (kur(E), yo, G, €) la déformation
de type Kuranishi de E. On appelle les espaces de Kuranishi les espaces de modules locaux.

Soit 8 un ensemble de classes d’isomorphisme de faisceaux cohérents sur X, tel que £ € K. On
dit que les déformations de F sont des faisceaux de £ si pour toute déformation 6 = (Y, 4o, G, €)
de F, il existe un ouvert U C Y (au sens de la topologie usuelle) tel que yo € U et que pour
tout point fermé y € U on ait G, € K.
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1.5.11. Lemme. Soient S’ et S deux fibrés de Steiner pondérés sur P*"+1 et définis par les
suites exactes sutvantes
0 — L. — H S —0

0—L —HZ2S" —0

tels qu’il existe un morphisme ¢ : S — S". Alors il existe un morphisme ¢ : H — H tel
que gz 0 p =1 oqy. St est un isomorphisme, alors ¢ [’est.

Démonstration. De la deuxieme suite, on obtient la suite exacte suivante
0 — Hom(H,L_) — Hom(H,H) 2= Hom(H,S")
— Ext' (H, L) — 0
Comme on a

Ext' (H,L_) = H(H®L_) =0, pouri=0,1,

alors on obtient que Gz = g2 o ® : Hom(H,H) — Hom(H,S") est bijective. Comme le
morphisme ¢ o q; : H — S est dans Hom(H,S"), alors il existe un morphisme ¢ : H — H
tel que g 0w = Y o q. Supposons que 7 soit un isomorphisme alors il existe un morphisme
@ H — H tel que g1 o0 =~ Lo gy Donconagopoy =tpop~tog =q. Comme G
est bijective, on obtient ¢ o ¢ = Idy. Donc ¢ est un isomorphisme. UJ

1.5.12. Lemme. Soient f, f € Hom(L_,H) deuzx morphismes injectifs (non nuls). Alors f
et f' donnent le méme élément dans le schéma Quoty jpent1 := QUOt (3 p(ay)p2nt1, 0 p(d) est un

polynéme de Hilbert, si et seulement s’il existe un isomorphisme g € End(L_) tel que f = f og.
Démonstration. La définition du schéma Quot 3 p(qy)/p2n+1 suffit. O

On a Aut(L_) C End(L-) C Hom(L_,H). Le groupe topologique Aut(L_) agit continiment
sur un espace topologique Hom(L_,H). Donc d’apres le lemme (|1.5.12)), ’espace des orbites
de cette action Hom(L_,H),Aut(L_) vérifie

Hom(L_,H)/Aut(L_) — Quotyy pani1,
[f] — [coker(f)].
Comme Aut(L_) est ouvert dans End(L_), alors dim(Aut(L-)) = dim(End(L-)). Donc on a
dim(Quoty spznr) = R (H @ L) — h2(End(L-)).

On adapte ici la méthode de la proposition 3.1 de [2] sur P?"™! au contexte du fibré de Steiner
pondéré sur P27+,
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1.5.13. Théoréme. Soit Sy un fibré de Steiner pondéré sur P> et défini par la suite exacte
suivante
0—L % H—S—0

(le conoyau de ’élément non nul xy := B € Hom(L_,H), (-)) Alors une petite défor-
mation du fibré Sy est encore un fibré de Steiner pondéré sur P?"*1. L’espace de Kuranishi
Kur(Sy) de Sy est lisse au point yo correspondant au fibré Sy.

Démonstration. Soit Sy = coker(zg) le fibré vectoriel de Steiner pondéré correspondant au
morphisme x. Soient X C Quoty pn+1 une composante irréductible contenant o et (Y =
Kur(8o), yo, G, €) une déformation de type Kuranishi de S;. On a la projection

]P’?;H_l —-Y X ¢ ]P)QnJrl N )/'7
et le morphisme

X C QUOt'H/PQnJrl = (QUOtyy/PinJrl/Y)yO - QUOtﬂy/P§n+l/Y — Y.

Donc on obtient le morphisme naturel des germes suivant
™1 (X, 20) — (Y, 40)
D’apres le théoreme (3.12, page 137 [46]), on a
dimy, (Y) > dimg, (X) — dimg, (7~ (o).

D’apres le théoreme (2.2, page 126 [40]), le théoreme (1.5.10)) et la définition de la dimension
de l'espace Y, on a

R (End(Sy)) = dim(T,,Y) > dim(Y) > dim,, (Y),

ou T, Y est l'espace tangent de Y au point yo. Soit Z = {z1 € X| S = Sy ou &; = coker(z1)}.
Alors on a

(Wﬁl(yo)axo) - <27 :CO) et dimxo((ﬂ-il(y[))?mo)) < dimmo((z? xU))

On obtient
dimy, (V) > dimg, (X) — dim,((Z, x0)).

D’apres le lemme ([1.5.12)), on peut considérer que la composante irréductible X vérifie
dimy, (X) = dim(Quoty pear1) = h°(H @ L) — B%(End(L-)).
Soit ¥ = {¢ € End(H)| ¥.xo = xo}. De la suite exacte de fibrés vectoriels
0 —SH —End(H) — HR L, — 0,
on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques
0— HYS; ®H) — End(H) "= H'(H ® L),
qui nous donne I'isomorphisme suivant
HYS; @H) — %

c—o+1
0O 1.
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Autrement dit, dim(X) = h°(S; ® H). On obtient Papplication linéaire
g:EndH)/Y — H'(H® L,),
ar— f(a),
qui est injective et Im(g) = Im(f). On a End(L_) — H°(H® L,) et Z N End(L_) = {0}.

D’apres le lemme (1.5.11)), f(Aut(#H)) = Z. Donc ZUEnd(L_) est un ouvert d'une sous-variété
fermée de X, et on a

dim(Z) + h*(End(L_)) = h°(End(H)) — dim(X).
Donc on a
dimg,(Z) < dim(Z) = R (End(H)) — dim(X) — h®(End(L_)).
De la suite exacte précédente de fibrés vectoriels, on obtient que
RU(S; @H) =h(H® L) — h(End(H)) + h(S; @ H).

Donc on a
dimy, (V) > dimg,(X) — dimy, ((Z,10)) > B°(H® L,)—
RO (End(H)) + h*(S; @ H) = hH(S; @ H).
La suite exacte suivante des fibrés vectoriels
0 —=8 L. — S @H — End(Sy) — 0
nous donne H'(S; ® H) — H'(End(Sy)) — 0. Donc on a h'(S; @ H) > h'(End(S)).

Ensuite on obtient que
dimy, (V) > R (End(Sy)).

Autrement dit, dim,, (Y) = h'(End(Sy)) = dim(T,,Y). Donc Y est régulier en yo. Alors Y est
lisse en g, car le corps de base est le corps parfait C. De plus on a
dimy, (Y) = dimg,(X) — dimg, (7 (y0)) = h®(H @ L) — h*(End(H)) + h°(S; @ H).
D’apres le théoreme de la semi-continuité des fibres ((1.5.4]) et sachant que Y contient un seul
point générique 0, on obtient : Pour tout U C Y un ouvert tel que 0,y € U, on a
dim(7=1(0)) < dimg, (7~ (o).

Donc on obtient que dimg,(77(0)) < dim., (7 (o)), et on a
dimy, (V) = dim,(X) — dimg, (7~ (yo)) < dimay (X) — dimg, (771(0)) = dimy, (Im(x)).

Donc on a dim(Y') = dim,,(Y) = dimy,(Im(n)) = dim(Im(x)), et Y = Im(m) car Im(m) est
fermé dans Y. Donc 7 est surjectif. Pour tout point fermé y € Y, il existe un point fermé
x € X tel que m(x) =y, car on a une extension des corps

C=C(y) — C(x),

et comme C est un corps fermé algébriquement, on obtient C = C(z).

Comme (Y = Kur(Sy), yo, G, €) est une déformation de Sy, alors (X, 29, G’ = (idpnt1 x7)*G, €')
est une déformation de Sy avec ¢ = ¢ : G, = Gy, = ;. Donc G est un fibré sur X x¢ P?*!
et G;,O est un élément dans Quoty pnr1 C Quoty, /B x Alors G’ est un élément dans
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Quoty, /B2t X On obtient : pour un voisinage U; C Y de g, et pour tout point fermé y € Uy,
il existe un point fermé z € X tel que w(z) =y et

Gy - ((id[@?n«kl X W)*G)m - G;:

Autrement dit, une petite déformation du fibré Sy est encore un fibré de Steiner pondéré sur
P2t

O
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2. Fibrés vectoriels de rang n — 1 sur P”

2.1. Fibrés de Tango pondérés généralisés et stabilité. Soient IV un C-espace vectoriel
de dimension dim(V) = n+ 1, et P* = P(V) I'espace projectif complexe associé. En utilisant
la suite exacte suivante

on obtient la résolution suivante
2 2
QI n (—1 2
0 — Op(—2) " 2V YV @ Opn(—1) LY AV & Op: AN AQ—0,

et
0 —5 Q" (1) 5 V* @ Opn(1) —% Opn(2) — 0.

Donc on en déduit A\*V = (H°(Q*(1)))* et la suite exacte suivante
2 , 2
0—Q(-1) 5 AVeOam M8 AQ — 0,

o Iy Ag="bo (u® Io,.(—1)). Soit

2
evQ*(1) Opr ® /\V* — Q*<]—)7
le morphisme d’évaluation du fibré Q*(1). Il en découle b =T evg«(1) qui est injectif.

2.1.1. Lemme. Soient W C A’V qw : A°V — (A*V),/W la projection et
2
ow = qw @ lo,, 0b: Q(—1) — ((/\V)/W) ® Opn.

Alors wy, est un morphisme injectif de fibrés si et seulement si W ne contient pas d’élément
décomposable non nul de A*V.

Démonstration. On considére x = C.yy € P" et vy € V. Soit (ww).(a) = 0, pour tout
a € Q(—1). On obtient que b,(a) € W. Il existe également v € V tel que

a = (b ® Lopn(-1))a(v ® T) = 11z(v) @ vo.
Donc on a

(bo (1 & lop(-1))e(v © 2) = (Iv A g)a(v @ z),
be(a) =v A ge(z) =v A vy
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Comme W ne contient pas d’élément décomposable non nul de /\2 V', alors on obtient b,(a) =0
qui donne a = 0. Réciproquement, soit v A vg € W un élément non nul. Alors on a

(bo (u ®foﬂm( D))a(v @) = (Iv A g)e(v @),
b (112 (V) @ v9) = v A vy,

ol pz(v) ® vy # 0. Donc on a
(@w ) (t12(v) © v0) = gw (b (p2(v) @ v0)) = quw (v Avo) = 0.

Ce qui est contradictoire.

Donc la plus grande dimension possible pour un tel sous-espace vectoriel W est ( n—2|— 1 ) —

2n + 1.

2.1.2. Définition. (Jaczewski, Szurek, Wisniewski [29] et Tango [51]). Soit W < A’V =
(H°(Q*(1)))* un sous-espace vectoriel tel que

) —dim(W)z(”;l)—mH

— W ne contient pas d’élément décomposable non nul de /\2 V.

D’apres le lemme ([2.1.1)), le morphisme wyy est injectif. Donc on définit le fibré de Tango F(W)
de rang n — 1 sur P™ par F(W) = coker(wwy)(—1). On a la suite exacte suivante

0— Q(—1) =% ((;\W/W) ® Opn — F(W)(1) — 0.

Sa premiere classe de Chern est ¢; = 2n et sa n®® classe de Chern est ¢, = 0 et

HO(F(W)(D)) = (\V)/W.

On a un carré commutatif

(N2V),/W) @ Opn =22 Q (1)

| |

(A2V)* @ Opn ——2 Q*(1).

On en déduit immédiatement que linclusion “qy, : ((/\2 V)/W)* c (A’V)* s'identifie &
H°(Twy ). De la suite exacte précédente, il découle la suite de cohomologies suivante

HY((F(W)(1))*) = Hom(F(W)(1), Op:) —> Hom( ((/\ V)/W> ® Opn, Opn) L3

Hom(Q(—1), Opn) — Ext'(F(W)(1), Opn) — 0.
Donc on a HO((F(W)(1))*) =0 et H'((F(W)(1))*) = Eat'(F(W)(1), Opn) = W*.
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2.1.3. Proposition. 1- Soient Wy, Wy des sous-espaces vectoriels de /\2 V vérifiant la condition
(**). Alors on obtient F(W;) ~ F(W3) si et seulement si on a Wy = Wy. Autrement dit, il

existe une correspondance entre les sous-espaces vectoriels W de /\2V vérifiant la condition
(**) et les fibrés de Tango F(W) associés a W.

2- Soient 0 € GL(V') et € PGL(V') l’élément correspondant. Soit W un sous-espace vectoriel
de N>V wérifiant la condition (**). Alors o= (W) est un sous-espace vectoriel de N>V vérifiant
la condition (**) et il existe un isomorphisme canonique

W F(F(W)) —= F(o Y (W)).
Soient p € GL(V) et p € PGL(V) l’élément correspondant, alors on a
o1 —%
vl =wr oyl
En particulier, pour tout t € C*, soit

oo
g
o(t) = e GL(V)

0

tel que o(t)(W) C W. Alors on peut écrire l’isomorphisme W par

an

*

s o(t) F(W) ~ F(W),

el on a Sy 4, = St, © a(tg)*(stl), pour ty,ty € C*. Autrement dit, on a le diagramme commutatif
suivant

3

o(ts) o(t)) F(W) = o(ty.ty) F(W)
(t2)" (s¢y)

F(W
F(W).

o(ts)

Stq.ty

)

Démonstration. 1- Pour Wy, W, des sous-espaces vectoriels de AV vérifiant la condition (**)

on a les suites exactes suivantes

I

0—Q(-1) 21 ((/\ V)/W1> © Opn 2% F(W1)(1) — 0

2
0— Q(—1) 2% ((/\ V)/Wg) ® Opr hEY F(W3)(1) — 0.
Soit ¢ : F(W1)(1) ~ F(W2)(1). On déduit de la deuxieme suite

0 — Hom( ((/\ V)/W1> ® Opn, Q(—1)) —
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Hom( (( AV) /Wl) ® Opr, (( AV) /Wg) © Opn) 25

Hom/( ((/\ V)/W1> ® Opn, F(W,)(1)) — Eat!( ((/\ V)/W1> ® Opn, Q(—1)) — 0.

Comme H'(Q(—1)) = 0, alors le morphisme by, o e est surjectif. Donc pour le morphisme
@ o by, il existe un morphisme

H(p) @ Io,, ((/\ V)/Wl) ® Opn — <(/\ V)/W2> @ Opn

tel que by, o (H°(¢) ® Ip.,) = ¢ o by,. Comme ¢ est un isomorphisme, alors H%(¢) ® Ip,,
est aussi un isomorphisme lequel définit un isomorphisme ¢y : Q(—1) — Q(—1) qui est une
homothétie car le fibré @) est simple. Donc on obtient le diagramme commutatif suivant

le

0—Q(~1) (NV),/W1) @ Opn
©2 le%p)@Ioﬂm zlw
0—=Q(-1) ((A*V),/W2) @ Op»

En considérant la cohomologie de ce diagramme, on obtient

F(W)(1)) —=0

w Wy

F(W5)(1) —0.

HO (TwW2 )

Hom(((A*V),/W2) ® Opn, Opn) ———— Hom(Q(—1), Opn) —> Ext'(F(W2)(1), Op»)
ZlTHO(w) H ZlTHl(w)
H(Tww,)

Hom(((/\2 V),/Wi) @ Opn, Opn) ———= Hom(Q(—1), Opn) —> Ext* (F(W1)(1), Opn)

Donc on obtient un diagramme commutatif

*HO(TwWQ)

0— (N V),/ /W) (N V)"
LTHO(@ H lTHl(w)
00— (A2V),/Wy) 2 A2y (Wy)* —=0.

Comme H°(Twy,), H'(Twy,) sont les inclusions naturelles, alors les sous-espaces vectoriels
((/\2 V)/Wl)* et ((/\2 V)/Wg)* de (A®V)* sont égaux et donc Wy = W,

2- Soient ¢ € GL(V) et ¢ € PGL(V) son élément correspondant. Alors on obtient que
dim(W) = dim(oc=2(W)) et que o~ (W) ne contient pas d’élément décomposable non nul de
A’ V. Car si o~} (W) contient o~ (y) Ao~ (2) = 0~ (y A z) qui est un élément non nul, alors
W contient y A z qui est un élément non nul; ce qui est contradictoire. Soit x = C.v € P" ou
v e V. On a un carré commutatif

(Wa)* —0
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(wa—l(W))z

Q(—1), = (V,/Cw)® Cw (A*V)/ o~ (W)

7Q(~1)s = (V/C.o(v)) ® C.o(v) 2V (A2

ou d est défini de maniere canonique. On a la suite exacte suivante

2
0— 7 Q(—1) "= 5 (((/\ V)/W) ® opn> T S (W) — 0.

Comme le fibré @) est homogene, alors on obtient

0——Q(-1) W (APV) S0 W) © Opn —— F(orwn ——0
0—>Q(—1) TE 5 ((A2V),/W) @ Opn) FF(W) — 0.

Ce qui implique qu’il existe un isomorphisme canonique
vV THF(W)) = Fo ' (W)).

Soient p € GL(V') et p € PGL(V') son élément correspondant. Alors on a un carré commutatif

FE (W) = (305 F(W) ——2 F((o 0 )" (W)
p*(\IfXV)l Yo H
7 (o= (W) C o F(p Mo (W) = (o0 p) (W),

Pour le cas particulier, o(t)(W) C W entraine o(t)"*(W) = W, pour tout ¢ € C*. Donc on
peut écrire Iisomorphisme ¥% sous la forme suivante :

*

se =V, 1 o(t) F(W)~ F(W).

On a o(ty).0(te) = o(ti.t2), pour tout to,t; € C*. D’apres le carré commutatif précédent, on
en déduit immédiatement

*
Sto.t; = Sty O U(t2) (5t1)~
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2.1.4. Fibrés de Tango C*-invariants. Soient U un C-espace vectoriel de dimension 2, {z, y}
une base et n > 2 un entier. Soit

Bo = {v, :==2"""y", 0<p<n}

une base de 'espace vectoriel S U. Soient t € C* et «, 8 des entiers tels que o« > . On
considere l'action de C* sur U défini relativement a la base {x,y} par

t* 0
( 0 48 ) € GLy(C),

telle que ( to tOB ) (az + by) = t*ax + tPby. On en déduit une action #, de C* sur S" U telle
que
Fon (1) (0,) = trotPB=) 4
Soit
Bi= {2, =" Py A" y?, 0<p<q<n}

une base de Iespace vectoriel A>S™ U. On en déduit une action &, de C* sur \*> S" U telle que

“/n (t) (Zp,q) = ¢iratete)(f-a) “Zp

?q'

Soient k un entier avec 1 < k < 2n — 1 et E}, le sous-espace vectoriel de /\2 S" U constitué des
u tels que

/iln(t)(u) = ¢Zroth(B=a) 5

Alors Ej, est engendré par les éléments z,, tels que k =p+ ¢, et on a

2

1<k<2n—1

Soient p, k des entiers tels que 1 < k < 2n — 1 et max(k —n,0) < p < [kgl] L’ensemble des
hyperplans H C Ej, tels que z,x_, € H est un hyperplan de IP’(E;) Cet ensemble est le fermé
de Zariski de P(E}) suivant

V(Zp,kfp) ={H C Ek‘zp,kfp € H} CP(E]).
Soit D(zpk—p) = P(ELNV (2pk—p). On définit

(534

2

Zr = ﬂ D(Zp,k—p)

p=maz(k—n,0)

qui est 'ouvert constitué de tous les sous-espaces vectoriels de Ej de dimension dim(Ey) — 1
ne contenant aucun élément de la base B. On a donc
Z1=2Zy= Zon1= Zop2 =0,

On notera ) 'ensemble des sous-espaces vectoriels C*-invariants de /\2(8" U) et vérifiant les
conditions (**).
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2.1.5. Théoreme. W € W si et seulement s’il existe W), € Z;, pour 3 < k < 2n — 3 tel que
W= @3§k§2n—3 Wi.

Démonstration. On montre d’abord que, pour tout 0 # u € FEj, u est décomposable si et
seulement s'il existe un entier p tel que maz(k—n,0) < p < [kT] et e € Ctel que u=e.2, 1.
On a un morphisme canonique suivant

2 2 4
AS"Ux \s"U— \s"U,
(v, w) — v A w.

Alors {zpk—p A Zgk—q}
ce morphisme.

(k21 est une base de I'image de Ej x E) dans /\4 S" U par

max(k—n,0)<p<qg<

Siu= Zmaz(k—n,o)gpg[%] ap.2p —p 7 0, alors on obtient

uAu =2 g Qp.Qq.-Zp k—p N\ Zg k—q-
maz(k—n,0)<p<q<[E51]

Rappelons que u est décomposable si et seulement si u Au = 0. Si u Au = 0, on obtient que
ap.aq = 0 pour tout maz(k —n,0) <p <gq< [ 11, Donc il existe p un entier et € € C tels que
maz(k —n,0) <p< [kQI] et u = €.2,5—p. Les sous-espaces de Ej, ne contenant aucun élément
décomposable non nul sont donc ceux qui ne contiennent aucun z,;—,. Il en découle que la
dimension maximale d'un tel sous-espace vectoriel de Fy est dim(Ey) — 1 et que ces hyperplans
sont les éléments de Zj,.

Tout sous-espace C*-invariant W de /\2 S" U est une somme directe de sous-espaces vectoriels
Wy de Ej. Si W ne possede pas d’élément décomposable non nul, alors on peut supposer que

3<k<2n—3. Sionaenplusdim(W):<n—2|—1

de Ej pour 3 < k < 2n — 3. Donc on a W, € Z,. Réciproquement, soit W, € Z,. pour tout
3 <k <2n— 3. On considere le sous-espace vectoriel C*-invariant de /\2 S"U

W = QB Wy

3<k<2n—3

) — (2n — 1), alors W}, est un hyperplan

n+1
2

décomposable non nul de /\2 S"U. Soit w € W tel que w A w = 0. On veut démontrer que
w = 0. On peut écrire

On a dim(W) = (

) — (2n —1). Il reste a démontrer que W ne contient aucun élément

w = E Wy, ou wy € W.

Donc on obtient
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L’action de C* sur un élément w; A w; € /\4 S™U étant la multiplication par t*re+2(+5)(B-a)
alors on regroupe les éléments dans w A w suivant 'action de C*, en mettant ensemble les
éléments w; A w; ayant le méme ¢ + j. On obtient

4n—6

wAw = ngv
d=6

ol
m—3
Jom = Wy A Wy + 2 E Win—j N\ Winpj,
J=1
m—3
Jan—2m = Won—m N\ Wop_m + 2 E Won—m—j A Won—m+7,
Jj=1
m —3 m' -3
Gom/ 41 = 2 § Wy 5 N Wyt p14iy Gapom/ -1 = 2 E Wop ' — 5 N Wop /1455
Jj=0 Jj=0

ou3<m<net3<m <n-1. On a aussi, pour tout t € C*,

(5 8)er- (5 4))

4n—6
ta 0 no —
( 0 4P ) (wAw) = Z(t4 2B g).

d=6
Comme w A w = 0, alors on a g4 = 0 pour tout 6 < d < 4n — 6. Nous allons montrer, par la
récurrence sur m, que w, = 0, wy,_, = 0 pour tout 3 < r < m et pour tout 3 <m < n:
- Pour m = 3, onags = w3 ANwg =0 et gg,_6 = Wap_3 N\ wo,_3 = 0, ce qui entraine que
w3 = Wa,—3 = 0.
- Pour m = 4, on a gs = w3 ANws =0 et g6 = Wa,_3 N\ wo,_3 = 0, ce qui entraine que
w3 = wWa,_3 = 0, et on obtient que gs = wys A wy = 0 et gyn_g = Wop_g A Wa,_4 = 0, ce qui
entraine que wy = wy,_4 = 0.
- On suppose que w, = 0, wsy,_, = 0 pour tout 3 < r < m, et on montre que w, = 0, wy,_, =0
pour tout 3 <r <m+1.
- Pour m+1, on a
G2(mt1) = Wing1 A Wipg1 + 2(Wyy A W2+
Wy—1 N Wm+3 + .. Wy A Woy_o + W3 A wgm_l) = 0,

et
J4n—2(m+1) = W2n—(m+1) A W2n—(m+1) + 2(w2n—m—2 N Wap—m+
Wan—m—3 N Wan—mi1 + - + Won—amy2 A Wap—g + Wan—2ms1 A Wan—3) = 0,
ce qui entraine que Wy,11 = Wap—(m+1) = 0. Donc on obtient que w = 0, et que W ne contient
aucun élément décomposable non nul de /\2 S"U. O
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2.1.6. Corollaire. Soit W € W. Alors il existe un sous-espace vectoriel C*-invariant Dy, C
/\2 S" U tel que l'on a un C*-isomorphisme

2
NS"U ~ Dy & W.

De plus on a la suite exacte suivante

0— Q(—1) =% Dy ® Opn — F(W)(1) — 0,
ou F(W) est le fibré de Tango associé au sous-espace W .

Démonstration. 11 suffit de choisir d, € Ex\ Wy, pour tout 1 < k < 2n — 1, et de considérer le
sous-espace vectoriel de /\2 S"U

Dy= P Cud,

1<k<2n—1

qui est C*-invariant. D’apres la définition (2.1.2)), on obtient la suite exacte recherchée. O

2.1.7. Proposition. Soient n,a, vy, des entiers tels que v >0, n > 2, a > [ et v+np > 0.
On considere le multi-indice m = (v; (na + (6 — «))o<i<n). Soient go,...,g, des formes
homogénes sans zéro commun sur P(C") telles que

deg(g;) =~v+na+i(f—a«a) pouri=0,1,... ,n.
Soit W € W. Alors les fibrés vectoriels Q et F(W), sur P(S™U), ont une action canonique de

C*, telle que Q (resp. F(W)) posséde (relativement a go, - . ., g, ) une image inverse généralisée
Om(7y) (resp. Fu(37)) et définie par les suites exactes

0— Opn(—y) — S"U — Qn — 0

(resp. 0 — Qu(—y) — S VUB+ ) — Fuly) — 0 ),

-1
ot U = Opn(a) ® Opn(B). La premieére classe de Chern du fibré Fy est 3(5 + a)n(n—)' On

appelle le fibré vectoriel Qn le fibré quotient pondéré par le poids m, sur P", et le fibré vectoriel
Fu le fibré de Tango pondéré par le poids m, sur P™.

Démonstration. On considere 'application
w:=(go,...,gn) : C"T\ {0} — S" U\ {0}
v (90(v), - gn(v))-
En considérant , on en déduit une action ¢ de C* sur §" U telle que
c:C"x$§"U— S"U
(t,u) — t7 .k, (1) (u).
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Cette action est représentée relativement a la base By de §™ U par la matrice
tna
ot (B—a) O
o(t)=1".
O frat(n—1)(8—a)
b

On considere aussi I'action de C* sur C"*! qui est la multiplication usuelle sur C**!
T:C* xCt! — Ctt
(t,u) — t.u.

Alors w est une C*-application par rapport a ces deux actions. L’action ¢ induit une action
g € PGL(S"U) de C* sur P(§"U) et l'action T" induit une action triviale de C* sur P". Donc
on a la transformée de Horrocks (1.1.3])

Iming : FV(P(S"U),o)

FV(Pm),

ou FV(P(S"U),7) est la catégorie de fibrés vectoriels sur P(S™U) qui sont C*-invariants
au-dessus de I'action @, et FV(P") est la catégorie de fibrés vectoriels sur P™.

On considere le morphisme

g = Ty = OIP’(S" U)(_1> — S"U® OFP’(S” U)

avec Opgniy(—1) et §"U ® Opsnyy munis de I'action canonique . Alors g est un C*-
morphisme. Comme on a, pour tout t € C*,

O'(t) ' (xn—zyz) _ tna—i—i(ﬁ—a)—l—*y. ($n—zyz)

alors le sous-fibré (2" ".y".C) @ Opsnyy de S"U @ Op(snyy est C*-invariant. On obtient
I’isomorphisme

Ofanty 7 = (¢"7".y'.C) ® Opsnu
défini localement, pour tout v € S" U, par

(OIEDr(ngz )+7))v ~ (C i> ((xnfzyzc> ® OIP’(S" U))v ~ xnfzyzc

1,0

a+— az" "yt

Donc on a un C*-isomorphisme

n

S"U @ Opsniry ~ P Offan sy ™.
1=0

Alors on a un C*-morphisme

g:= T, —. O]P(.S" _> @ O na+1 +’Y)

On considere le morphisme

ww : Q(—1) — Dy @ Op(sn 1y,
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avec Dy ® Op(sn 1y et Q(—1) munis de I'action canonique . Pour que le morphisme wy soit
un C*-morphisme il faut avoir

(@w)o(o(t).v1) = t'o(t).(@w)v(v1)
pour tout v,v; € S" U, ¢ un entier et

(@w)y: Q(=1)y, — (Dw ® Op(sn U))v = Dy = @ C.dy,

1<k<2n—-1

ou d € ENWy, pour tout 1 < k < 2n — 1, comme dans (2.1.6). Alors on obtient ¢ = 0.
Comme on a, pour tout t € C*,

U(t)(dk) _ t2na+k(ﬂ—a)+2fy'<dk>’
alors le sous-fibré (dy.C) ® Op(snyy de Dy @ Op(gn ) est C*-invariant. On a 'isomorphisme

2na+k(B—a)+2
O = (1,€) © Onanty

défini localement, pour tout v € S" U, par

(Oé(éza;r)k(ﬁfa)ﬁv))v ~C = ((d1-C) ® Opgsn 1)) =~ di..C.

a+— ady.

Donc on en déduit le C*-isomorphisme
2n—1

(2na+k(B—a)+2v)
DW®OP(S”U @O P(s" U) )

et le C*-morphisme

N

n—1
2na+k(B—a)+2
k=1
D’apres la proposition (2.1.3]), on obtient que o(t)*F (W) ~ F(W). Soient

Iming(Q(—1)) = Qu et Tming(F(W)(1)) = F.

D’apres la proposition ((1.1.4)) on a
Iming(Op(sn U)(_l)) = Opn,

2n—1
Iming(Dw ® Op(s» 1)) ~ Iming( @ @, 27;?1?) AR
2n—1
= @ Opn (2na 4 k(B — a) + 27) == S* ™ VU(2y + (6 + a)),
k=1

n

Iming(S™ U © Ors ) ~ Iming () O
1=0

= @Opn(na—l—i(ﬂ —a)+7)=8"U(y),

=0
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ou U = Opn(a) ® Opn (). On en déduit les suites exactes

0 — Opn 5 @ Opn(na +i(8 —a) +7) — Qu — 0
1=0

et
2n—1

0 — Qu = D Op(2na + k(F — a) +27) — Fy — 0.
k=1

Ces suites exactes s’écrivent également comme suit

0 — Opn(—7) — @Opn(na +i(f—a)) — Qn — 0
i=0

et
2n—1

0 — Qu(—y) — P Op(2na + k(8 — @) — Fuly) — 0,
ol O := Qu(—7), et Fu(y) := Fu(—27).
0

2.1.8. L’exemple de Cascini [9]. (Décomposition de Clebsch-Gordan [32].) On suppose que
f = —a. Alors il existe une SLo(C)-décomposition irréductible de S"U @ S™ U

S"UeS"U~Ps™™U.
=0

En particulier, on a
2
NS V) =S VU e SV s U e U e ...

qui est un SLs(C)-isomorphisme. Soit

2
WO _ 82(n73) U ® 82(n75) U ® 82(n77) U ®...C /\(Sn U)

Alors Wy € W. On associe au sous-espace Wy le fibré de Tango F'(W,) défini par la suite exacte
suivante _

0— Q(—1) =8 2DV @ Opn —s F(Wy)(1) — 0,
ou @ est le fibré quotient. Alors le fibré vectoriel Fy, est le fibré construit par Cascini [9] ou
m = (7; (a(n — 2i))o<i<n)-

En général, nous allons noter Q = Q,, et F = F.
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3
2.1.9. Proposition. Siy > 2na+ (f — a) — En(oz + B) alors le fibré vectoriel F est stable.

Démonstration. Soient ¢ un entier avec 1 < ¢ < n—2et t, € Z tels que (A? F)norm = N\ F(t,).
On obtient alors

q
1< Cl(/\q (g)) <0,
rg(A* F(ty))
qui s’écrit également
4q
t <0.
Donc on a
(n -1

n

ty < ———

q n— 19( a+f)—p—
De la suite exacte suivante

0— Opn(—y) — S"U — Q —0,
il en découle la suite exacte suivante
0— S S"U(—y+m) — §*S"U(m) — §*Q(m) — 0

qui nous donne h*(S§? Q(m)) = 0, pour tout m € Z et 1 <14 < n—2. De la suite exacte suivante

0— Q(—y) — 8™ VUB+a) — F(y) — 0,

on obtient la résolution suivante
0— S19(—2¢y+1t,) — ST Qa8 VU((B+a)—v(2¢—1) +1,)
2
— 877 \S VUG + a) - 1(2¢ - 2) +1,) 3
q—1
00 NS VU(B+a)g—1) — (g +1) +1,)

q
5 ASP D U(g(—y + B+ a) + 1) /\]-"

En considérant A; = ker(a;) pour j = 0,1,...,¢ — 2, on obtient alors h'(Ag) = 0 pour
tout 1<i<n+1-—g¢q. Ona
q

maz{e € Z| Opn(e) C /\82("71)2/1((](—7 +B+a)+i)}t =

+1 -1
:2nqa+(5—a)q<qT)—q’y+tq < (6—04)(](617) <0.
De la suite exacte suivante
q
0— Ay — NS*" DU(g(—7 + B+ @) +1,) /\JT

on en déduit h°(A? F(t,)) = 0. D’apres le critére de Hoppe [23], F est stable.



62

2.2. Déformation du fibré de Tango pondéré. Nous allons démontrer ci-apres qu’'une
petite déformation de fibré F est encore un fibré de Tango pondéré sur P”. Nous allons aussi
montrer que l'espace de Kuranishi du fibré F est lisse au point correspondant au fibré F.

2.2.1. Lemme. Soient Q et Q" deux fibrés quotients pondérés par le poids m = (v; (na+i(3—
a))o<i<n) sur P™ et définis par les suites exactes suivantes

0— Opn(—) — S"U 5 Q — 0
et
0— Opn(—) — S"U L Q" — 0

tels qu’il existe un morphisme ¢ : @ — Q". Alors il existe un morphisme ¢ : S"U — S"U
tel que gz 0 o =1 o q. Si Y est un isomorphisme, alors ¢ lest.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est tres similaire a celle du lemme (1.5.11f). [

2.2.2. Lemme. Soient f, f € Hom(Opn(—7),8"U) deur morphismes injectifs (non nuls).
Alors f et f' donnent le méme élément dans le schéma Quotgnypn = Quot(gnypay) pn, OU
p(d) est un polynome de Hilbert, si et seulement s’il existe un isomorphisme g € End(Opn(—7))

tel que f = f og.
Démonstration. La définition du schéma Quot sy pa))pe suffit.
O

2.2.3. Théoreme. Soit Qy un fibré quotient pondéré par le poids m sur P" et défini par la
suite exacte sutvante :
0 — Opn(—y) = 8" U — Qy — 0

ol g := Tw € Hom(Opn(—7),S8"U). Alors une petite déformation du fibré Qy est encore un
fibré quotient pondéré sur P™. L’espace de Kuranishi de Qg est lisse au point correspondant au

fibré Q.

Démonstration. La démonstration de ce théoreme est tres similaire a celle du théoreme (|1.5.13)).

O
2.2.4. Lemme. Soit Q un fibré quotient pondéré par le poids m sur P*. Soient F et F  des
fibrés de Tango pondérés par le poids m sur P et définis par les suites exactes
0— Q(—y) — S VUB+a) 2 F(y) — 0

et
0— Q(—) — ™" VUB+a) 2 F'(7) — 0,

tels qu’il existe un morphisme ¥ : F () — F (7). Alors il eviste un morphisme

¢ : S VUPB+ a) — S*VUB + a),

tel que ps o =1 opy. St est un isomorphisme, alors ¢ [est.
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Démonstration. De la suite exacte suivante
0— Q(—7) — S* " VUB+a) 2 F'(y) — 0,
il en découle la suite exacte suivante de groupes cohomologiques
0 — Hom(§*" VU(B + ), Q(—)) — Hom(§* "V U(B + ), 8"V U(B + )
25 Hom(S* ™ VUB +a), F (7)) — Eat'(S*" D UB + @), Q(—7)) — 0.
De la suite exacte suivante
0 — Ope(=27) @ (S VUB + )" — S U(=7) @ (S*" VU(B + )"
— Q(—) @ (S*" VUB+ ) — 0
on en déduit
Ext (S*"VU(B + ), Q(—7)) = H(Q(=1) ® (8™ U(B + a))") = 0.
Alors on obtient que
P2:=p2 0 ®: Hom(S* ™ VU(B + ), > VU(B + a)) — Hom(S* ™ DU+ a), F
est bijective. Comme le morphisme
bop: SVUPB +a) — F ()
est dans Hom(S*™ D U(B + a), F (7)) alors il existe un morphisme
¢ 2 VUB A+ a) — SXVUB + )

tel que pa 0 ¢ = 1 o p;. Supposons que 1 soit un isomorphisme, alors il existe un morphisme
/ (p / ’

¢ S*VYUB+ a) — SPVUB + a) tel que pyo :/1/;_1 ope. Donconapsopop =

o1 topy, = py. Comme Py est bijective, on obtient o ¢ = Tdg2n—1)1y(510)- Done ¢ est un

isomorphisme. O

/

()

2.2.5. Lemme. Soit Q un fibré quotient pondéré sur P™. Soient f et f deuz morphismes in-
jectifs (non nuls) dans Hom(Q(—y), SX* VU (B+a)). Alors les morphismes f et f donnent le
méme élément dans Quot gatn—1) y(g1a)pn = QUOt(s20—1) 1y(g4a) p(d)) /e, OU P(d) est un polynome
de Hilbert, si et seulement s’il existe un isomorphisme g € End(Q(—~)) tel que f = f og.

Démonstration. La définition du schéma Quot gan-1)y4(s4q)/pe suffit.

On a
Aut(Q(—7)) € End(Q(—7)) C Hom(Q(—), 8" VU(B + a)).

Le groupe topologique Aut(Q(—7)) agit continiment sur un espace topologique
Hom(Q(—7), 8" D U(B + o).
Donc d’apres le lemme , on a
Hom(Q(—), S*" M U(B + a)) / Aut(Q(=7)) — Quotsain-1 (a1a)p2n+1-
[f] — [coker(f)].
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Comme Aut(Q(—7)) est ouvert dans End(Q(—7)), alors
dim(Aut(Q(—))) = dim(End(Q(~7))).
Donc on a

dim(Quot g2 1y 1oy pn) = h(Q(—7)" @ S* ™ N U(B + ) — B (End(Q(—7))).-

On considere I’ensemble § des classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels F sur P tels qu’il
existe des suites exactes de fibrés vectoriels
0— Q(—) — S* VUL +a) — F(y) — 0

et

et que F est un fibré générique (qui est un point générique dans Quot gan—1) y(g4a) /P2n+1).

On adapte ici la méthode du théoréme 4.1 de [9] sur P™ au contexte du fibré de Tango pondéré

par le poids m = (7; (na + (5 — a))osicn) sur P, @17).

2.2.6. Théoreme. Soit Fy € § un fibré de Tango pondéré par le poids m sur P™ et défini par
les suites exactes
0 — Qo(—7) 2% S2VYUB +a) — Fo(y) — 0

et
0 — O[Pn(—’}/) — Snu — QO — 07

ot zy 1= wyw € Hom(Qo(—7), S2" VU(B+a)), . Alors une petite déformation du fibré
Fo est encore un fibré de Tango pondéré sur P". L’espace de Kuranishi de Fqy est lisse au point
correspondant au fibré Fy.

Démonstration. Soit Fo(7) = coker(xy) un fibré vectoriel quotient de 2™~V (B + a) corres-
pondant au morphisme xy. Soient (Y = Kur(Qy), yo, G1,1) une déformation de type Kuran-

ishi du fibré Qq, et (B = Kur(Fy), by, G,¢) une déformation de type Kuranishi du fibré F.
Soit X une sous-variété d’'une composante irréductible de Quotgan-1)y(g1q)/pr coOntenant zo et

composée de tous les quotients de morphismes 0 — Qy(—7) — S~V (B +a) pour un fibré
quotient pondéré Qy. On a le morphisme Py, 5, =Y X B X P* — Y x B et les morphismes
suivants

X Q QUOtSQ(n—l) U(B+a) /P Q Quot(52<n_1)u(5+a))YXB/Pn /Y xB — B,

Y xB

et
X Q Qu0t82(n71) U(B+a)/Pm Q Quot(82(n71) UB+a))y xB/PY g /Y xB — Y.
Donc on obtient les morphismes naturels des germes

(X, wo)

(Y7 yO)

<B7 bO)
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Alors on a
(@1 (bo), o) € (¥ (y0), 20) S (QuOt g2tn-1) 14510 » To)-

Pour le morphisme ¥, on considére quune composante irréductible X' C X de z, vérifie
Y == [m(\IJ‘X/) et

dim, (U, (o)) = dim(Quot s yyipyay ) = h(Qo(7)" © S VU(B + @) — B(End(Qy)).
Comme z, est un point générique dans X et ‘I/‘ ' est dominant, alors yy est un point générique
dans Y. D’apres le théoreme , on a
dim(X") = dim(Y) + dim., (V3 (yo)).
Mais on a dim,,(X') = dim(X') et dim,,(Y) = dim(Y) d’apres la proposition (5.2.1 page 90
[26]). Donc on obtient
dimg,(X') = dimy, (V) + dim,, (\If‘;(l(yo)).
D’apres le théoreme (2.2.3), on obtient dim,,(Y') = h*(End(Qy)). Donc on obtient
dimg,(X') = h'(End(Qo)) + h*(Q5(7) © S* ™ D U(B + o)) — h*(End(Qy))-

Pour le morphisme ®, d’apres le théoreme (3.12, page 137 [46]), on a

dimy, (B) > dimg, (X) — dimg, (71 (by)) > dimg, (X' ) — dimg, (D (by)).

D’apres le théoreme (2.2, page 126 [40]), le théoreme ([1.5.10)) et la définition de la dimension
de I'espace B, on a

B (End(Fo)) = dim(Ty, B) > dim(B) > dimy, (B),
ou Tj, B est I'espace tangent de B au point by. Soit
Z ={x1 € X| F1 ~ Fy ou Fj est le fibré correspondant a z; }.
On obtient que (@' (bo), %0) C (Z,20) et dimg, (2" (bo), w0)) < dimy,((Z,20)). On en déduit
dimp,(B) > dimq,(X') = dima, ((Z, ).

Soit ¥ = {0 € End(S* " VU(B + a))| 0.79 = z9}. En considérant la suite exacte suivante de
fibrés vectoriels

0 — F(—1)®8*" VUB+a) — End(S* ™ D U(B+a)) — (1S VU(B+a) — 0,
on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques
0 — H(F3 (=) @ S* " VU(B + @) — End(S* ™ D U(B + «))
TR (Q5() © SV U + )
qui nous donne ¥ ~ HO(F(—v) ® SX""YU(B + a)). On obtient I'application linéaire

g1 End(S*™ VUB+a)),/S 58 H(Q4() @ 8> VUB + )
a+— f(a),
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qui est injective et Im(g) = Im(f). On a End(Qy) — H°(Qj(y) @ S2"VU(B
7 N End(Qy) = {0}. D’apres le lemme (2.2.4), on a f(Aut(S* ™ DU(B + a))) =

7 U End(Qp) est un ouvert d’une sous-variété fermée de X'. Il en découle que
dim,,(Z) < dim(Z) = R°(End(S* ™ VU(B + a))) — dim(Z) — h°(End(Qy)).

+ «
Z.

Donc on obtient que
dimy, (B) > dimg, (X') — dimg, ((Z,x0)) > h*(End(Qp))+

) e

Donc

RO(Q(7) @ SX " VU(B + a)) — h(End(S* ™ VD U(B + @))) + hO(Fe(—y) @ SX " DU(B + a)).

De la suite exacte précédente de fibrés vectoriels, il s’ensuit que
dimy, (B) > b (End(Qo)) + h' (F5 (=) © S DU(B + ).
En considérant la suite exacte suivante de fibrés vectoriels

0 — F5(=27) © Qo — Qo(—) @ (S*™ VU(B + a))* — End(Qo) —

et comme on a

HY(Qo(—) ® (S*™ D U(B +a))*) = HA(Qo(—7) @ (S*" VU + a))") = 0,
alors on obtient

HY(End(Qy)) ~ H*(F;(—27) ® Q).
En considérant la suite exacte suivante de fibrés vectoriels
0 — Fi(=27) ® Qo — Fi (=) @ S*" VU(B + o) — End(Fy) — 0,

on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques

= HY(F (=) @ S VU + @) — HY (End(Fy)) — H(F3(=27) © Qo) —

qui nous donne h'(End(Fp)) < R(Fi(—=27) ® Qo) + h (Fg(—7) @ S*» VU(B + «)). Alors il

en résulte que
B (End(Fo)) < B (End(Qo)) + B (F (1) ® S** D U(B + a)),
et que dimy,(B) = h*(End(Fy)). Donc B est lisse en by. De plus on obtient
dimy, (B) = dimg, (X') — dimg, (971 (by)).

Comme on a fait dans le théoreme ([1.5.13]), on obtient qu’une petite déformation du fibré Fy

est encore un fibré de Tango pondéré sur P".

O
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2.3. Relations entre les fibrés de Tango pondérés et les fibrés de corrélation nulle
pondérés. Nous allons utiliser ci-apres les notations et les résultats de (1.2.1)) et (2.1.7). Nous
allons trouver des relations entre les fibrés de Tango pondérés et les fibrés de corrélation nulle
pondérés sur P27+,

2.3.1. Proposition. Soient V' un C-espace wvectoriel de dimension dim(V) = 2n + 2,
f e /\2 V* = H°Q*(1)) une forme antisymétrique non dégénérée, H = ker(f) C /\2V
I’hyperplan correspondant et W C /\2V un sous-espace vectoriel vérifiant la condition (**).
Soit N(f) le fibré de corrélation nulle classique (resp. F(W) le fibré de Tango) associé a la
forme f (resp. au sous-espace W ). Si W C H, alors on a une suite exacte canonique suivante

0— N(f)(-1) — (H/W) ® Opznsr — F(W)(1) — 0.

Démonstration. Le fibré N(f) est défini par la suite exacte suivante
Tfo
0 — Opans1 2 Q*(1) — N(f)(1) — 0.

Alors on a la suite exacte de la cohomologie
2

0— € "5 5OQ (1) = \ VT — HYN(f)(1)) — 0

ot H(Tf o g)(a) := a.f pour tout a € C. Alors on a H°(Tf o g)(1) = f, c’est-a-dire on a le
diagramme commutatif suivant

0
Q(-1) e Opaen 0
L %
/\2 V ® Op2ni1.

2 . . e . . . TN .
Comme T f : AV — C est une application linéaire surjective, on considere la suite exacte
suivante

2
O—>H—>/\V2><C—>O.

Si W C H, alors il existe une application linéaire surjective f telle que I'on a le diagramme
commutatif suivant

0
[

(A2V), /W) —L C 0
=
NV
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et ker(f) = H,W. On obtient donc le diagramme commutatif suivant

0
T [¢]
Q(—1) 90! Opan 0
2 i
NV @ Opznts Op2n+1 0
f

((/\2 V)/W) ® Op2nt1

ou Q(—1) — ((/\2 V),/W) @ Opzns1 est le morphisme injectif @y, dans la suite exacte
2
0— Q(—l) =, <(/\ V)/W) ® Op2nt1 —> F(W)(l) — 0.

On en déduit le diagramme commutatif suivant
0 0

Tgof

0

N(f)(=1) Q(=1)
h wow

0—= H,/W & Osaner —= ((A2V),/W) @ Opaner —= Opanis —= 0

Op2nt1 —0

coker(h) FW)(1)

0 0

D’apres le lemme du serpent, on obtient que coker(h) ~ F(W)(1), ce qui donne la suite exacte
suivante

0— N(f)(—=1) — H/W & Opn+r — F(W)(1) — 0.
0

A partir de maintenant, nous allons nous intéresser au fibré de corrélation nulle classique spécial
N(f) sur P21,

2.3.2. Dualité. Soient U = C? un espace vectoriel et {z,y} une base. Il existe un isomor-
phisme antisymétrique v : U — U™ unique a une constante multiplicative pres. Il est défini
relativement a la base précédente par la matrice antisymétrique

(173):
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La forme symplectique (,) sur U correspondant & v est donc définie par
<1E,£L'> = <y7y> - Oa <[L’,y> = _<y,$> = —1.

On appelle 'espace (U; (,)) le plan symplectique. On en déduit 'isomorphisme S™ U ~ §™ U*
et la forme quadratique (resp. la forme symplectique) associée, si m est pair (resp. si m est

impair), définie par : Soient vi = v =... =0 =z,v}, =V}, =... =0V}, =y,ona
(z'y™ " 2Ty ) = (01.0g . U, DY) = (V1090 (2™
= Z vf(l)(x).vj‘@) (). .. Uf(j) (x)-vf(jﬂ)(y) - -Uf(m)(y)
LEG,

ou G,, est le groupe des permutations. Donc on obtient
‘ o . 0 si 14+j#Fm
(z'y™ " 2ty ) =
(—1)4lg! si i+7=m.

Ensuite on en déduit I'isomorphisme A* St U ~ A\> 82"+ U* et la forme quadratique associée
définie par : Solent 0 <i<j<2n+1,0<s<t<2n+1, et

i, 2n+1—1 i 2n+1—7 8 2n+l1—s t 2n+1—t
Zijg =2y N2y =2ty Az'y ,

on a

<xiy2n+1—i7 xsy2n+1—s> <xiy2n+l—i7 xty2n+1—t>

<Zi,j7 Zs,t> = ' ) 4 ,
<x]y2n+lfj7 xsy2n+175> <xjy2n+lf], mty2n+17t>

Autrement dit, on a

(=)Ll gls! si jHs=i+t=2n+1
(Zijs 2st) = (=)Ll jls! st i+s=j+t=2n+1
0 sinon.

2.3.3. Théoreme. Pour tout W € W, il existe une forme antisymétrique non dégénérée (sym-
plectique) f := fw : /\2 S U — C, unique & une constante multiplicative prés, telle que

t* 0
0 t«
- f(w) == (f,w) =0 pour tout w € W.

- [ est C*-invariant (o(t) = ( ) , t € C*, est la C*-action)

1l existe aussi un sous-espace vectoriel C*-invariant Dy de /\2 S LU contenant f tel que
/\2 S U ~ Dy @ W. Dans ce cas on a la suite exacte suivante

0 — N(f)(=1) — (Dw/C.f) ® Opzuss — F(W)(1) — 0,

ot N(f) est le fibré de corrélation nulle classique spécial associé a la forme f, et F(W) est le
fibré de Tango associé au sous-espace W.
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Démonstration. On utilise les mémes notations que dans (2.1.4)), (2.1.5) et (2.1.6) pour a = —f.
On a une base

B = {Zp,q — x2n+1*pyp A x2n+1*qu’ 0< p<q< oI + 1}’

. 2 , _ .
de T'espace vectoriel A\°S?"™' U, et une décomposition en somme directe de sous-espaces

vectoriels C*-invariants )
/\SZTH-I U ~ @ Ek,w

1<k<4n+1
ol Ej, est engendré par les éléments z,, tels que k = p + ¢. D’apres la dualité (2.3.2)), pour
tout p; +q; =k; et i=1,2telsque p1 +q +p2+q =k + ks #4n+2, on a

<Zp1,q1 ) zpqu) =0.

Donc, pour ky # 2n + 1, chaque élément de Ej, est orthogonal a lui-méme et aux autres
éléments de Ej, et aux autres éléments de Fy, ou ky + ko # 4n + 2. Pour k; = 2n + 1, chaque
élément de Fy, ;1 est orthogonal aux autres éléments de Eo, 1 et aux autres éléments de £},
ou ky # 2n 4+ 1. On pose donc

Ey® Eyyox st 1< k<2n
]Ek =
E2n+1 si k=2n+1

qui donne

2
/\82n+1 U~ @ Ek.

1<k<2n+1

On obtient que (u;, u;) = 0 pour tout u; € E; et u; € E; avec i # j. Donc si u, h € /\2 Sty
on peut les écrire sous la forme

U=1up +ug+ ...+ Uy + Uzng1, h=h1+ha+ ...+ hop + hopy,

ou Uy, hy € Ep pour 1 <k <2n+1. On a
(u,h) = (uy, hy) + (ua, ho) + (us, hs) + ... + (Uan, hon) + (Uant1, hont1)-

On cherche une forme linéaire f € (A”S2**' U)* qui est C*invariante telle que
fw) = (f,w) =0

pour tout w € W. Ce qui est donc équivalent a dire que I'on cherche une forme linéaire telle
que f € Eypyq, et
f(w2n+1) = <f7 w2n+1> =0

pour tout wag, 1 € Wo, 1. Comme W, 1 est un hyperplan de Fs, .1, on a dans ce cas
\Y

ou Wy, 41 est Porthogonal de W,y dans Ey,;;. Donc f est uniquement déterminée a une
constante multiplicative pres. On obtient que la forme linéaire f est non dégénérée, car si le
coefficient de 2, 9,41-p dans f est nul, pour 0 < p < n, alors on a

f(Zp,2n+l—p) = <f7 Zp,2n+1—p> =0
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qui donne 2 25, 41-p € Wapy1; ce qui est en contradiction avec Wo, 11 € Z2,41. Comme la forme
quadratique (, ) est une forme symétrique non dégénérée définie sur A~ S*** U et comme f # 0,
alors on a f ¢ Wo,.1.

Pour tout W € W, on choisit donc di, € E\W) non nuls pour tout 1 < k£ <4n+1. On a
C.dypy1 = Wy, 41 et on définit f = a.dyp4q1 ot @ € C*. En considérant le sous-espace vectoriel

C*invariant de A\> S U
Dy= & cCua,

1<k<dn+1
on obtient que A\* 82"t U ~ Dy, @& W est un C*-isomorphisme.

Soit I'hyperplan H := ker(f) € A\*S2**' U, alors on obtient W C H. D’aprés la proposition
(2.3.1), on obtient la suite exacte suivante

0— N(f)(—=1) — H/ W ® Op2ns1 —» F(W)(1) — 0.

Autrement dit,
k#2n+1
0— N(f)(-1) — ( . C.dk> ® Opaars — F(W)(1) — 0,

1<k<dn+1
ou N(f) est le fibré de corrélation nulle classique spécial associé a la forme f, et F(W) est le
fibré de Tango associé au sous-espace W.

]

2.3.4. Proposition. Soient n,a,y € N des entiers tels que n > 0 et v > (2n+ 1)a > 0. On
considere le multi-indice m = (; (a(2n + 1 — 2i))o<i<ont1). Soient go, ..., gant1 des formes
homogénes sans un zéro commun sur P(C**2) telles que

deg(g)) =7+ (2n+1—2i)a, i=0,1,...,2n + 1.

Soient W e W et f € (NS U)* comme dans le théoréme . Alors on a une suite
exacte suivante

(13) 0— N(—y) — T, — F(y) —0.
ol
k#2n+1 4dn
T, := @ Op2n+1 ((4n +2— 2]€)Oé) = @ Op2n+1 (<l>
1<k<dn+1 i=1
avec (1 = 4dna, G = (4n — 2)a, . .., Con = 20, Qon1 = —2a, ..., (4 = —4na, et le fibré vectoriel

N (resp. le fibré vectoriel F) est le fibré défini sur P*"*1 comme dans la proposition

(resp. la proposition (2.1.7)).

Démonstration. On considere la transformée de Horrocks Iming définie dans la proposition

(1.2.5) pour §?"T1U. D’apres la proposition ([1.2.2)) et le théoréme (2.3.3), on obtient que le

fibré vectoriel N(f) a une C*-action
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D’apres la proposition (2.1.3)) et le théoreme (2.1.5), on obtient que le fibré vectoriel F(W) a

une C*-action

g(t)"F(W) ~ F(W).
Soient Iming(F(W)) = Fy et Iming(N(f)) = Ny,. Le fibré ( S Cdk> ® Op(gont1 1)
est muni de 'action canonique o(t). Comme on a, pour tout t € C*,

( ) (dk) t( 2(2n+1)—2k)a+27) (dk),

alors le sous-fibré (d;,.C) ® Op(gen+1y) de < ’fzizzﬂ (C.dk> ® Op(g2n+1 1) est C*-invariant. On

obtient 1'isomorphisme

OLCGIE T o (4. C) ® Opgensa vy,

défini localement, pour tout v € S U, par

(Opggmnsity ™™o 2 € = ((di.C) ® Opgrrsry) = di.C

a — ady.
Donc on a un C*-isomorphisme
k#2n+1 k#2n+1
n k)a
( @ Cdk> ® Op (§2n+1 7)) @ (’) S22mj_11()j)2 +27)
1<k<4n+1 1<k<4n+1

Donc on obtient

k#2n+1 k#2n+1
Iming (( &P C.dk> ® Op(gents U)> = P Orn((dn+2-2k)a+2y) = T1(2v),

1<k<dn+1 1<k<dn+1
ou T; = EZ;E +1Op2nti((4n + 2 — 2k)a). Nous appliquons la transformée de Horrocks

Iming sur la suite exacte suivante

0— N(f)(-1) — (Dw/C.f)® (9]}1’(3211+1 vy — FW)(1) — 0.

On obtient la suite exacte suivante
0—N(—) — T — F(y) — 0.

ot N := Nu(=7), F(y) = Fu(—27).
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3. Construction de nouveaux fibrés vectoriels
de rang 3 sur P*

3.1. Technique de construction d’un fibré vectoriel sur une variété lisse. Kumar,
Peterson et Rao ont présenté dans leur article [34] une méthode pour construire un fibré vectoriel
sur une variété projective lisse X a partir de deux fibrés vectoriels sur une sous-variété de X.

Soient X une variété projective lisse, Y un diviseur de X correspondant a une section
s € H'(X,0x(Y)) et i : Y < X le morphisme d’inclusion. On notera D le faisceau i,D pour
tout faisceau cohérent D sur la variété Y.

Supposons que 1’on ait la suite exacte suivante de fibrés vectoriels sur Y

0—A-"F-"B—0

et que 'on ait F un fibré vectoriel sur X tel que la restriction sur Y est F |y = F. On définit
G un fibré vectoriel sur X par le diagramme commutatif suivant

0 G F B 0
0 A F B 0
0 0

On obtient que le rang du fibré vectoriel G est rg(G) = rg(A) 4+ rg(B). On appelle le fibré
vectoriel G [’extension de B sur X. o

Supposons maintenant qu’il y ait aussi deux fibrés vectoriels L, Lo sur X avec Ly, Ly leurs
restrictions sur Y telles qu’il existe un morphisme surjectif de fibrés vectoriels f : L; — A et
un morphisme injectif de fibrés vectoriels g : B — L. Soit le morphisme f (resp. g¢) tel que

le composé ¢ : 1L, BNy LN (resp. ¢ : FF 2B L Ly) sur Y se releve en un morphisme
®: Ly — F (resp. ¥ : F — Ly ) sur X. Donc on a le diagramme commutatif suivant
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T T
N AN A

3.1.1. Lemme. ([34], proposition 2.1). On a un morphisme de fibrés vectoriels A défini de la

fagon suivante : A ) o
A:F(=Y)® L — F® Ly(-Y)

sl P
A= ( U s U ) '
Le morphisme A se factorise de la facon suivante
® I £
K y
0

0Ny G— F iz(—Y) est un morphisme injectif de fibrés vectoriels,

Fa& zz(—Y)

F(=Y)
0

et Ay : F(—Y) ® Ly — G est un morphisme surjectif de fibrés vectoriels.
Démonstration. voir [34]. O

3.1.2. Remarque. La méthode de Kumar-Peterson-Rao [34] consiste :

1 - Soit & trouver un sous-fibré vectoriel N de F(=Y) @& Ly tel que la restriction de A & N
est injective (en tout point de X). Ce qui implique que N est un sous-fibré vectoriel de G, et
on obtient ainsi un nouveau fibré vectoriel G/ N sur X. Autrement dit, On a le diagramme
commutatif suivant
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Al AQ

0 0

ol 71 est un morphisme d’inclusion tel que p; = Ai; est un morphisme injectif sur X. On en
déduit que p; = Agpu. Comme Ay, iy sont injectifs sur X, alors le morphisme g est injectif sur
X. Donc on a une suite exacte suivante

0— N 5 G — coker(u) — 0.

2 - Soit & trouver un sous-fibré vectoriel M de F @ Ly(—Y) avec p : F' @ Ly(—=Y) — M un
morphisme projection tel que pA est surjectif (en tout point de X). Ce qui implique que le
morphisme g : G — M est surjectif, et on obtient ainsi un nouveau fibré vectoriel ker(q) sur
X. Autrement dit, On a le diagramme commutatif suivant

~

M

Al AQ

A

|

|

|

|

|

I q
A

|

|

|

|

|

|
G

RN

0 0

ou p est un morphisme projection tel que 6; = pA est un morphisme surjectif sur X. On en
déduit que 0; = ¢A;. Comme 1, Ay sont surjectifs sur X, alors le morphisme ¢ est surjectif
sur X. Donc on a une suite exacte suivante

0 — ker(q) — G -4 M — 0.
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3.1.3. Théoreme de Hirzebruch-Riemann-Roch. Soient X une variété projective lisse sur
un corps K et F' un faisceau cohérent sur X. On a donc le diagramme commutatif suivant

KX x
x(Xe) L Ldeg(ﬂ
Z Q

X(X, F) = deg(ch(F).td(X))

ot deg(e) est lapplication de degré, ch(F) le caractére de Chern de F, K(X) l'anneau de
Grothendieck de X, CH*(X) l'anneau de Chow de X et td(X) les classes de Todd de X.

Démonstration. Voir Hartshorne [I§]. O

3.1.4. Remarque. D’apres I'exemple (15.1.2 de Fulton [16]) : Pour E un faisceau cohérent de
rang r dont les classes de Chern sont ¢y, s, ..., ¢, sur P* = P(V), et pour x = ¢;(Opn (1)) €
CH*(P"). On a

ch(E) = r + hya' + hoa? + hga® + ...+ hpa + ...

ou
¢ 1 o .- 0
1 202 C1 1 :
hz = —det :
7!
1
1C;  Ci—1 Ci—g - C1
et
td(P") =1+ Tya' + Tox? + Taa® + ... + Tpa" + ...
ou . ]
Tg = 1,T1 = §Oé1,T2 12 (041 + 062) T3 o4 (061062)
ol (v, (g, . . ., (v, sont les classes de Chern du fibré (1) qui est défini par la suite exacte suivante

0— Opn(—1) — VR0 — Q — 0.

D’apres le théoreme de Hirzebruch-Riemann-Roch sur la variété P”, on a

X(P", E(t)) = deg,(ch(E(t)).td(P")) = deg, (e .ch(E).td(P"))

ou, pour tout y € CH*(P") ® Q, deg,(y) désigne le coefficient de ™ dans y et t € Z.

Autrement dit, on peut écrire le théoreme de Hirzebruch-Riemann-Roch sur la variété P" par

X(P", E(t) :—t”

ou A; —rT—l—Zl 1T —j1-hjp, 0 =1,2,... n.
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Soit f : X — Y un morphisme de variétés algébriques. A l'aide du théoreme de Hirzebruch-
Riemann-Roch, on peut calculer les classes de Chern de I'image directe d'un fibré vectoriel F'
défini sur la variété X.

3.1.5. Lemme. Soient f : X — Y un morphisme fini de variétés algébriques et F' un faisceau
cohérent sur X.

1 - Le faisceau f.F est cohérent et R1f.F =0 pour q > 0.

2-0na HYX,F)= HIUY, f.F) pour tout intégre q. En particulier si X etY sont des variétés
projectives, alors on a
X(X, F(t) = x(Y, f.F(t)) pour t € Z.

Démonstration. Voir Le Potier [36]. O
3.1.6. Proposition. Soit P"~! C P" l'hyperplan de P" défini par 'équation z = 0 ot z €

HO(P", Opn (1)) \ {0}. Soit Yy C P le voisinage infinitésimal de Uordre k de P! dans P
défini par Uéquation 2¥ = 0 ou k > 1 un entier positif. Soient les morphismes d’inclusion

sutvants
b b bk
Prl = Y€ @ ¥(9)¢ @) e (k) Y d P
Soient I un fibré vectoriel sur P~ de rang v dont les classes de Chern sont ¢y, ca,¢3, ..., Cpn_1,
Fly un faisceau cohérent sur Yy, tel que F' = Fyypn—1 = Fqy et F' = d.(Fry) un faisceau
cohérent sur P dont les classes de Chern sont cll, c;, c;), e ,c;l. Alors
, / 1
o =rk, ¢y = kQ(M) — ke
/ 1 2
Cy = k3<r(r i ()3(7‘ i )) —E*(r +1)e; + k(S — 2c))
/ r(r+1)(r+2)(r+3 r+2)(r+1
PR V(G R PG GRSV

24 2

K((r+2)cl — (2r + 3)ca) + k(—c} + 3cica — 3e).

Démonstration. De la suite exacte sur Y,

00— F(k,l)(—l) — F(k) — F(l) — 0,

on obtient alors que

e

-1

XYy, Fan () = > x(P" 1, Fyy(t —¢)).

®
Il
o



78

Comme 'immersion fermée affine d est un morphisme fini, en utilisant le lemme (3.1.5), on
obtient que

k—1
X(P"Y Foy(t =€) = x(Yiwy, Fuo (£) = x (P, F(1)).

e=0

Soient
r 2 A;
Pl Fo(t—e)) = (t =)t —  _(t—e)"!
X( ) (1)< 6)) (n_1)| ( 5) +;(n_1_2)| ( 8)

ouA—rT—i—ZZlT_]lh]H,Z—lQ n—1,et

o A, = rg(F )T+lelehj+1,Z—12 .,n pour tout t € Z.

Alors on en déduit

Z:;{<nj1) +z:1: n—l—@ _5>n*1*i}:

it r r.e A
> 1 B (e )

< (n—1)! (n—=2)  (n—2)!
<2!.(;€j 3 (nA—l.Z)! + (nf23)!>-t"3+
(_3!.(25—3 o 2!.(2524)! - (nAji)! * (nil34)!)‘tn_4 o=
- ng).t" + (n/_{ll)!.tnl + (n’fg)!.t”? + (n’i;’?))!.t”?’ + (n/_ll4>!.t"4 +...

Ces polynomes étant identiques, on peut identifer les coefficients et obtenir des équations per-
mettant d’obtenir rg(F) =0 et

! ! 1
o =1k, ¢y = k2(r(r +1)

)—]{ch

0,3 _ k3<7’(r + 1()5(7’ +2)

) — K2(r + 1)ep + k(e — 2¢))

, L+ D) (r+2)(r+3)

L o 2+ 1)

24 ) =K 2

)Cl‘|—

]{72<<T + 2>C% - (27, + 3)62) + k(—C? 4+ 3cico — 303).



79

3.2. Fibré vectoriel de rang 3 sur P*. Nous allons utiliser ci-aprés les relations entre les
fibrés de Tango pondérés et les fibrés de corrélation nulle pondérés par le poids m = (; (a(2n+
1 — 2i))o<i<s) sur P (2.3, pour construire un fibré vectoriel de rang 3 sur P*. On considere

4
Tl = @ OP3(CZ>7
=1

ou Cl = 4Oé7<2 = 2(17C3 — —20é7<4 = —4q.

3.2.1. Proposition. Nous gardons les mémes notations de la proposition sur P3. Pour
la suite exacte suivante

0 — N(—y) =T, = F(y) — 0,

il existe deux 4 X 4-matrices antisymétriques ¢ et Y de rang constant 2 telles que le diagramme
sutvant est commutatif et exact en Tl

\ /\ /W

—7)

/\/\

Démonstration. On considere
Bi={e1=di,eo =dy,e3 =dy,eq =d5}

’I‘*

)

la base canonique de espace vectoriel Dy, et B1* = {e}}1<i<4 la base canonique de 'espace
vectoriel dual Dj. Soit la suite exacte suivante

0 — N(—y) 5 T - F(y) — 0.

Comme le fibré vectoriel N est symplectique (cf. proposition ([1.3.9))), le morphisme injectif
7 : N(=v) — T donne

T: 2T N(7) — 0.

Donc on obtient le diagramme commutatif suivant

m/
/\

Le morphisme surjectif ¢ : Ty — F(7) donne le morphisme injectif suivant
Ty (F(y)r — T3

T3 (
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Comme ¢, (F (7)) = 2v et (F(7))* @ A*(F(7)) = F(v), alors on obtient le morphisme injectif
"U(29) : Fy) — Ti(29).

Donc on a le diagramme commutatif suivant

15(279)

\A
/\

0— N(—y) = T — F(y) — 0,

Comme on a

alors on obtient ¥.¢ = 0. Donc le diagramme suivant est commutatif
T3(27)

\/\/

—7)

/\/\

Soient (S;;)1<izj<a des polynomes homogenes de 4 variables sans zéro commun sur P? tels que
Sij € HY(Op2ns1 (G + ¢+ 27)) pour 1 <i<j<d4detS;;=-5; Ona

deg(Slg) + deg(534) = deg(Slg) + deg(524) = deg(514) -+ deg(823).

Donc on peut définir le morphisme ¢

par la matrice 4 X 4 antisymétrique

0 —Si2 —Si3 —Su
6= Siz2 0 =Sy —Su

S13 Sa 0 —Ss

Sia Saa Su 0

Cette matrice est de rang 2, car le fibré vectoriel N est de rang 2. Le fibré vectoriel N est de
rang 2 si et seulement si les formes (.5;;)1<izj<4 vérifient [’équation de Pliicker

= /det(¢) = S12531 — 513524 + S14523 = 0.

Donc on peut définir le morphisme )
YTy — Ti(29)
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par la matrice 4 X 4 antisymétrique

0 =S Su  —953

b = Sy 0 =S Si3
—Su  Su 0  —Sp

S3a —S13 Si2 0

tel que .0 = 0 et pf(Y) = pf(p) = S12534 — S13524 + S14523 = 0. Cette matrice est de rang
2, car le fibré vectoriel F est de rang 2.

O

3.2.2. Remarque. Soit P?> C P* I'hyperplan de P* défini par 1'équation z = 0 ol z €
HO(P*, Opa(1)) \ {0}. Soit Y[y C P* le voisinage infinitésimal de l'ordre e de P? dans P*
défini par I’équation z¢ = 0 o € > 1 un entier positif. On a les morphismes d’inclusion suivants

b b b
@) ®) © d 4
LG Yo Pt

P? = Y)© Yo

Soit ey € P*\ P? tel que ey ¢ V() . On définit la projection d’un point (cf. [18] page 22) sur le
sous-espace projectif P3 par
J P\ {eg} — PP
e— J(e)
olt J (e) est I'intersection de P? avec la droite unique passant par les points eg et e. On considere

la restriction de la projection J au voisinage infinitésimal Y(.). On obtient la projection d’un
point en dehors de Y{,) sur un sous-espace projectif P?

T+ Yig — P

On considere ./\/'(6) = \7(2)/\/ et Fo = \7(“;)}" o1 \V est le fibré de corrélation nulle pondéré sur

P3. et F est le fibré de Tango pondéré sur P2 comme dans la proposition (2.3.4). En prenant
I'image inverse de la suite exacte suivante

00— N(—y) — T, — F(y) — 0,

on obtient donc la suite exacte suivante

(14) 0 — N(=y) — T — Foly) — 0,

ou
T(e) = \7(2)T1 = OY<E)<4CY) D (9y(5>(2a) @D 03/(6>(—2()é) D Oy@(—lla).
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3.2.3. Théoréme. Nous gardons les mémes notations que dans les propositions (2.3.4]) et
(15’.2.1 sur P, Soient No) et Fo comme dans la remarque et G un fibré vectoriel

sur P* défini par le diagramme commutatif suivant

0 0
T(—¢) T(—e)
0 G T Fig(7) —=0
0 ——=N(—7) T Fioly) —=0
0 0
o
T := Ops(da) ® Opa(2a) ® Opa(—20) @ Opa(—4av).
Alors on a :

- Si e = 2y + 8a, il existe un fibré vectoriel £y (resp. K4) de rang 3 sur P* tel que
(15) 0— Ops(—2y —4da) — G — & — 0.

(resp. 00— Ky — G —> Ops(—4a) — 0).
- Si € = 2y + 4o, il existe un fibré vectoriel £y (resp. K3) de rang 3 sur P* tel que
0 — Ops(—2y—-20) — G — & — 0.

(resp. 0 — K3 — G — Ops(—2a) — 0).
- Si € = 2y — 4a, il existe un fibré vectoriel s (resp. Ko) de rang 3 sur P* tel que
0— Ops(—2y+2a) — G — & — 0.

(resp. 0 — Ky — G — Ops(2a) — 0).
- Si € = 2y — 8a, il existe un fibré vectoriel £, (resp. K1) de rang 3 sur P* tel que

0 — Ops(—2y+4a) — G — & — 0.

(resp. 0 — Ky — G — Ops(4da) — 0).
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Démonstration. D’apres la proposition (3 ,on ale d1agramme commutatif sur P? suivant

T1(—27) 27)

7

(=)

\ \/
/\/\
4

avec .9 = 0, et
0 —Si2 —Si3 —Su
b — Sz 0 —S3 —Su
S13 So3 0 —534
Sia S
et
0 —S34  Spy —S3
b = S3y 0 =S Si3
—S21 St 0 =S
Sz —S13 Si2 0

En prenant l'image inverse du diagramme précédent par la projection d’un point en dehors

de Y{ sur le sous-espace projectif P3 (Je) : Yo — P3 comme dans la remarque (3.2.2))), on
obtient le diagramme suivant sur Y/

NN

NN

o Y = @?:1 Oy, (¢:). En choisissant les mémes notations que dans 1} avec ¢ = ¢ et
U = ) sur P4, tous les fibrés T’(*E)(—ny), T () et T{, peuvent se relever en fibrés T*(—27v), T et
T* respectivement sur P4, On obtient donc le complexe suivant sur P4

TH(—2y) =5 T =5 T*(2y),

T’("e) —27

7)

ol W.& =1).¢ = 0. Alors on peut définir le morphisme suivant sur P*
A:T(—e) T (=2y) — THT"(2y —¢)

z¢I | ®
2= (F10):
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qui est la (8 x 8)-matrice suivante

z€ O 0 —=S12 —S13 —Su
2€ Si2 0 =Sy —Su
O 2 Sz Sos 0 — 534

2° Sia Sos Sy 0

0 —S34 S —53

Ss4 0 —S1u Sis O

—S21  Sua 0 —S12
Szp —S13 Siz 0

On considere la condition € = 2v + 8av.
- Pour le fibré &£;. D’apres la remarque (3.1.2)), soit le morphisme injectif
I:0Opi(da —€) — T(—¢€) ® T*(—27),

défini par la matrice
T[a’ O’ 07 07 b? 07 07 0]7
ou a,b € C*. La condition € = 2y + 8a garantit I’homogénéité du morphisme /. Autrement
dit, soit
(hl, h27 hg, h4, h5, h6, h7, hg) S HO(O]}M (40& — 6)) Q) HO(OP4<206 — 6)) ) H0<0]p4<—26( — 6))
SOH(Ops(—da — €)) ® H*(Ops(—4a — 27)) @ H(Ops(—2a0 — 27))
OH(Ops(2a — 27)) & H(Opa(da — 27)).

5%me colonne de la matrice A avec
5%me coordonnée de

On prend la combinaison linéaire de la 1°® colonne et de la
une condition d’homogénéité qui provient de la 1°™° coordonnée et de la
(hla h27 h37 h47 h57 h67 h77 h8)7
deg(h1) = deg(hs)
—e+4da = —4a — 27.
Une telle combinaison existe grace a la condition € = 2 + 8a. Donc on obtient un morphisme
d’une colonne p := Al
w: (Opa(da)) (=27 — 8a) — T & T*(—8a)
TM = [CLZ27+8Q, aS12,aS13,aS14; 0, bS34, —bSoy, 6532]-

Le morphisme g ne s’annule pas dans P4, car V(22778 Sy, 813, S14, Ss4, Sa4, S32) = @. Donc
le morphisme g est injectif. On obtient le diagramme commutatif suivant
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\

Opa(—
I
|
|
/ :
|
€) dT*(— A; THT(2y —¢)
: Ao
|
|
\
/g\
0

On obtient p = Agpy. Comme g, Ay sont injectifs sur P*, alors le morphisme p; est injectif sur
P1. Alors on obtient la suite exacte suivante

T(—

0—>Olp>4(—2’7—405) £>g—>51 — 0,

ol & est un fibré vectoriel de rang 3 sur P*. On utilise la proposition pour calculer
les classes de Chern du faisceau F(o,4sq)(7). En utilisant la suite exacte précédente et la suite
exacte suivante

0—G — T — Faytsa)(y) — 0

on obtient les classes de Chern du fibré &;
c1(&1) = =27 — 12a, (&) = —4a® + 492 + 167a, c3(&1) = —167%a — 32va? + 144a°.

- Pour le fibré K4, D’apres la remarque (3.1.2)), soit le morphisme surjectif
J T DT (—e+27) — Ops(—4a),

défini par la matrice
[07 07 07 a? 07 07 07 b]?

ou a,b € C*. La condition € = 27 + 8« garantit I’homogénéité du morphisme J. Autrement
dit, soit
(ah a2, as, a4, 45, g, v, aS) € HO(OEM (4&)) D HO<O]P4 (206)) D HO(OP4(_2a))
DH(Ops(—4a)) ® H*(Ops(—4a + 27y — €)) @ H(Ops(—2a + 2y — €))
OH(Ops (20 + 27 — €)) & H°(Opa(da + 27y — €)).

On prend la combinaison linéaire de la 4°™¢ ligne et de la 8™ ligne de la matrice A avec
une condition d’homogénéité qui provient de la 4°™° coordonnée et de la 8°™° coordonnée de
(ab a2, as, a4, s, g, v, a8)7

deg(as) = deg(as)

—4da =27 — e+ 4a.
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Une telle combinaison existe grace a la condition € = 2 + 8a. Donc on obtient un morphisme
d’une ligne 6 = JA
§: YT (=27 —8a) ® T*(—2v) — Ops(—4a)
5 = [bS327 —bslg, bSlg, CLZ2,Y+SQ, CLSl4, GSQ4, (18347 0]

Le morphisme § ne s’annule pas dans P*, car V(2278 Sy, S13, S14, Ss4, Sa4, S32) = &. Donc le
morphisme § est surjectif. On obtient le diagramme commutatif suivant

o

Opa(—

A

|

|

/ :

|
€)@ T*(— 2 T @ T2y — o)
|
|
\/
|
g\

On obtient § = ¢A;. Comme §, A; sont surjectifs sur P4, alors le morphisme ¢ est surjectif sur
P*. Alors on obtient la suite exacte suivante

0— Ky — G -5 Opi(—da) — 0,

oll K4 est un fibré vectoriel de rang 3 sur P%. On utilise la proposition (3.1.6) pour calculer
les classes de Chern du faisceau F(o,4sq)(7). En utilisant la suite exacte précédente et la suite
exacte suivante

0—G — T — Foytsa)(y) — 0

on obtient les classes de Chern du fibré K4
c1(Ky) = —12a — 4y, c(Ky) = —4a® + 87 + 32ya, c3(Ky) = 144a® — 89% — 32+%a + 4070’

On fait la méme chose pour le fibré vectoriel & (resp. &3, &) en considérant la condition
€ =2y +4a (resp. € = 2y —4a, € = 2y — 8« ). On obtient une colonne qui est la combinaison
linéaire de la 2°™¢ (resp. 3°™¢, 4°m¢) colonne et de la 6°™¢ (resp. 7°™¢, 8°m¢) colonne de la matrice
A sur P4

On fait la méme chose aussi pour le fibré vectoriel K3 (resp. Ko, K1) en considérant la condition
€ = 2y + 4a (resp. € = 2y — 4o, € = 27y — 8 ). On obtient une ligne qui est la combinaison
lindaire de la 3°™¢ (resp. 2°m¢ 1%¢) ligne et de la 7°™¢ (resp. 6°™¢, 5°°) ligne de la matrice A
sur P*. Dans ces cas-1a, on obtient ce que 1’on recherche.

O
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3.2.4. Proposition. Si 3% > 5202, alors le fibré vectoriel £ n'est pas isomorphe a la somme
directe de trois fibrés en droites.

Démonstration. On a
c(&1(4a)) = =27, e(&1(4a)) = =520° + 497, c3(&1(4a)) = 0.

Soit h = ¢1(Ops+(1)). Supposons que &;(4da) ~ Opi(a) ® Opa(e) ® Opa(b) ot a,e,b € Z. On
obtient
1+ (=29)h + (=52a” + 49*)h* = (1 + ah)(1 + eh)(1 + bh).
D’ou
a+e+b= -2,
ae + ab+ eb = —52a° + 4+?,
aeb = 0.

Donc a ou b ou c est nul. Pour a = 0, on obtient ’équation en b suivante :
b? + (29)b + (—52a% + 4+*) = 0.

En calculant le discriminant de cette équation, on obtient que ce discriminant est négatif si
37?2 > 52a%. Autrement dit, la solution b n’est pas dans Z. Ce qui est une contradiction.

O
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