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Résumé

Les réseaux de lois de bilan sont définis par I'interconnexion, via des conditions aux bords,
de modules élémentaires individuellement caractérisés par la conservation de certaines quan-
tités. Des applications industrielles se trouvent dans les réseaux de lignes de transmission
électriques (réseaux HVDC), hydrauliques et pneumatiques (réseaux de distribution du gaz,
de l'eau et du fuel). La these se concentre sur I’analyse modulaire et la commande au bord
d’une ligne élémentaire représentée par un systeme de lois de bilan en dimension infinie,
ou la dynamique de la ligne est prise en considération au moyen d’équations aux dérivées
partielles (EDP) hyperboliques linéaires du premier ordre et couplées deux a deux. Cette
dynamique permet de modéliser d’une maniere rigoureuse les phénomenes de transport et les
vitesses finies de propagation, aspects normalement négligés dans le régime transitoire. Les
développements de ces travaux sont des outils d’analyse qui testent la stabilité du systeme,
et de commande au bord pour la stabilisation autour d’un point d’équilibre.

Dans la partie analyse, nous considérons un systeme de lois de bilan avec des couplages sta-
tiques aux bords et anti-diagonaux a l'intérieur du domaine. Nous proposons des conditions
suffisantes de stabilité, tant explicites en termes des coefficients du systeme, que numériques
par la construction d’un algorithme. La méthode se base sur la reformulation du probleme
en une analyse, dans le domaine fréquentiel, d’un systéme a retard obtenu en appliquant une
transformation backstepping au systeme de départ.

Dans le travail de stabilisation, un couplage avec des dynamiques décrites par des équa-
tions différentielles ordinaires (EDO) aux deux bords des EDP est considéré. Nous dévelop-
pons une transformation backstepping (bornée et inversible) et une loi de commande qui, &
la fois stabilise les EDP a I'intérieur du domaine et la dynamique des EDO, et élimine les cou-
plages qui peuvent potentiellement mener a 'instabilité. L'efficacité de la loi de commande
est illustrée par une simulation numérique.

Mots clés

Equations aux dérivées partielles hyperboliques, systemes a parametres répartis, stabilisation
par backstepping, équations aux différences, systéemes a retard, analyse de stabilité.
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Nomenclature et notations

d Induction électrique

e Champ électrique

b Induction magnétique

h Champ magnétique

p Polarisation

m Magnétisation

¢v Densité de charge électrique

j Densité de courant

o Conductivité

1o Perméabilité magnétique du vide

gg Permittivité diélectrique du vide

R Résistance de la ligne par unité de longueur
L Inductance de la ligne par unité de longueur
C Capacité de la ligne par unité de longueur
G Conductance de la ligne par unité de longueur
v Tension

i Courant

0; Dérivée partielle par rapport a la variable ¢
V- Opérateur de divergence

V x Opérateur de rotationnel

1

o Vitesse de propagation

% Vitesse de propagation

0 i,j € {+,—} Coefficients de couplage & I'intérieur du domaine
q Coefficient de couplage au bord

p Coeflicient de couplage au bord

u Etat EDP du systeme de départ en coordonnées de Riemann
v Etat EDP du systeme de départ en coordonnées de Riemann
o Etat EDP du systeme cible en coordonnées de Riemann

B Etat EDP du systeme cible en coordonnées de Riemann

X Etat EDO du systeme de départ

Y Etat EDO du systeme de départ

& Etat EDO du systeme cible

n Etat EDO du systéme cible

U Entrée de commande

Ap Matrice de la dynamique de 1’état X

Ay Matrice de la dynamique de 1’état Y

By Matrice d’entrée
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viii NOMENCLATURE ET NOTATIONS

Ey Vecteur de couplage entre les états v et X

F; Vecteur de couplage entre les états u et YV

Cy Vecteur de couplage entre les états X et u

C1 Vecteur de couplage entre les états Y et v

PY i, 5 € {1,2} Noyaux d'une transformation de backstepping directe
PY i, 5 € {u,v} Noyaux d’une transformation de backstepping directe
LY i, 5 € {1,2} Noyaux d'une transformation de backstepping inverse
K 4,5 € {1,2} Noyaux d’une transformation de backstepping inverse
K i, j € {a,3} Noyaux d’une transformation de backstepping inverse
N Noyau d’un retard distribué

qAS Quasi-polynome caractéristique associé a une équation a retard dans le domaine fréquentiel
1 Fonction caractéristique

Jn,n € Z Fonctions de Bessel de premiere espece

I,,,n € Z Fonctions de Bessel modifiées de premiere espece

N Ensemble des entiers naturels

R Ensemble des réels

R Ensemble des réels positifs

L' Ensemble des fonctions absolument intégrables & valeurs dans R

L? Ensemble des fonctions carré intégrables & valeurs dans R

L*>° Ensemble des fonctions bornées a valeurs dans R

C*,k € N Ensemble de fonctions k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre k est continue

A Algebre de Banach munie du produit de convolution standard et constituée des fonctions
BIBO-stables généralisées

|| - []2 norme spectrale d’une matrice
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1.1. CONTEXTE DU TRAVAIL 3

1.1 Contexte du travail

Devant le besoin mondial en différentes formes d’énergie, les ingénieurs sont confrontés
au défi de la répartition des ressources souvent assurée par des réseaux de distribution
(d’électricité, d’eau, de gaz naturel, etc.). Ces réseaux évoluent vers des topologies complexes,
des structures décentralisées et des grandes échelles de transmission. Avec cette probléma-
tique, la nécessité de transmettre ’énergie avec une performance désirée requiert des études
de stabilité et de conception de lois de commande pour différents types d’interconnexion et
qui répondent a certaines exigences ainsi qu’au niveau de complexité de la représentation
mathématique associée.

Bien qu’il existe des méthodes classiques de commande localisées aux terminaux d’un
réseau, les outils adoptés négligent généralement la dynamique et les effets de couplage dans
la ligne et sur les noeuds aux bords des lignes. L’effet de ces couplage est crucial quant
a la stabilité du systeme et a la synthese de lois de commande. Par ailleurs, 1'utilisation
d’un modele réduit entraine des erreurs qui apparaissent suite a des dynamiques non
modélisées, mene a un degré de conservatisme dans le développement de la commande, et
force 'apparition des effets non désirables comme les vibrations en hautes fréquences.

L’approche que nous adoptons afin de résoudre ces problemes est une approche modulaire
d’un réseau de transmission. Un module consiste par exemple en une ligne de transmission
représentée par un modele générique tenant compte des phénomenes physiques des points de
connexion. Le travail de la these s’inscrit dans 'objectif de développer des outils modulaires
d’analyse et de commande au bord. Les outils d’analyse servent a tester la stabilité d’une
ligne en mettant a disposition des conditions de stabilité, et les outils de commande, a
stabiliser les états dynamiques d’une ligne de transmission en un point d’équilibre spécifié.
La commande “au bord” signifie que celle-ci est appliquée a une extrémité de la ligne (a un
nceud ou a un terminal). Le réseau sera ensuite traité comme une interconnexion de ces
modules élémentaires. Les outils concus seront étendus en interconnectant deux lignes par un
nceeud ayant des propriétés statiques ou dynamiques et ainsi de suite. L’originalité apportée
est la représentation fine d’'un module par un systéme a parametres répartis en dimension
infinie. Une particularité importante de cette approche est la prise en compte de toutes
les dynamiques présentes avec des vitesses finies de propagation grace aux équations aux
dérivées partielles (EDP), ainsi que la considération des couplages a l'intérieur de la ligne
(termes sources) et a ses deux extrémités (réflexions statiques ou couplages dynamiques), ce
qui permet une étude du régime transitoire.

Un moyen efficace de représenter le comportement d’un systeme dynamique dans un
domaine de 'espace se fait fondamentalement grace aux lois de bilan qui correspondent aux
principes de conservation de I’énergie, de la masse et de la quantité de mouvement. Ainsi,
un module élémentaire est décrit par des lois de bilan qui exposent son comportement et
mettent en relief les échanges en termes de gains et de pertes le long de la ligne, modélisant
donc avec précision ’évolution dans le temps et dans I'espace des grandeurs importantes
pour l'analyse et la stabilisation.

La loi de bilan expose que le taux de variation dans le temps d’une certaine quantité phy-
sique a l'intérieur d’'un domaine de I'espace est égal au flux total de cette grandeur traversant
la frontiére du domaine plus la somme algébrique de sa production ou consommation & I'inté-
rieur du domaine. Une description mathématique découle de cette définition. L’équation aux
dérivées partielles suivante décrit un systeme mono-dimensionnel (dans l’espace normalisé
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FIGURE 1.1 — Structure d’une cellule élémentaire [Bregeon et al., 2003].

x € [0,1], et pour un temps t > 0) de n lois de bilan [Bastin et al., 2015].

0 0
aw(t,x) + J:(w(t,x))%w(t,x) =G(w(t, x)) (1.1)
avec w: Ry x[0,1] — W C R™ est un vecteur de n variables d’état, F est lié aux densités
de flux et G & la production et la consommation dans le domaine.

Le systeme (1.1) est hyperbolique quand F(w) possede n valeurs propres réelles, appelées
“vitesses caractéristiques”. Une loi de conservation est un cas particulier d’une loi de bilan
avec des termes sources nuls (i.e. G = 0).

Un exemple de systeme régi par des lois de bilan consiste en des réseaux de lignes a
haute tension et courant continu (HVDC). Ces réseaux sont utilisés pour la distribution
d’énergie électrique sur de longues distances [Bregeon et al., 2003], dus aux avantages
qu’ils fournissent par rapport aux transmissions a courant alternatif (AC). Les systemes
HVDC peuvent délivrer une puissance plus grande par conducteur avec moins de perte. Ils
exigent une construction plus simple d’une ligne, des pylones de transmission plus petites,
moins d’isolants, ne nécessitent pas de compensation de la perte en puissance réactive, ne
présentent pas un effet de peau et permettent d’économiser environ 30% dans la construction
de la ligne [Okba et al., 2012]. Néanmoins, le probleme de commande des flux de puissance
pour une transmission satisfaisante de I’énergie et sa répartition reste un grand défi a relever.

Un modele simplifié d’une ligne électrique a travers un nombre fini d’éléments consiste
en une succession de cellules élémentaires [Poullain et al., 2001]. La structure d'une cellule
élémentaire k est donnée sur la figure (1.1) et consiste en une capacité C, en parallele avec
une inductance L. et une résistance R, en série. La commande d’une ligne en dimension
finie avec cette représentation contribue a des améliorations concernant les oscillations et les
dépassements par rapport aux techniques classiques ou la ligne n’est pas modélisée [Bregeon
et al., 2003].

Dans cette these, nous privilégions une représentation en dimension infinie de la ligne
sous la forme de systéeme a parametres répartis. D’une part, les cellules élémentaires ne
représentent pas le meilleur choix d’un modele pour une solution transitoire alors que les
systemes a parametres répartis décrivent le phénomene de propagation des ondes et les ré-
flexions aux extrémités de la ligne avec une meilleure précision et n’introduisent pas une
résonance artificielle, aspect observé par le modele d’un nombre fini de cellules élémentaires
[Khatir et al., 2006]. D’autre part, la discrétisation d’une équation d’ondes par rapport aux
coordonnées spatiales (ou semi-discrétisation), aboutissant & un systeme d’équations diffé-
rentielles ordinaires (EDO), fait apparaitre un probleme en hautes fréquences et cause une
perte de commandabilité quand le pas de discrétisation est trop faible [Zuazua, 2005]. La
semi-discrétisation d’'une EDP continue génere des vibrations en hautes fréquences et en es-
sayant de les controler, nous nous éloignons de la commande exigée pour le systeme continu.
La permutation de la discrétisation numérique avec la commande n’aboutit pas au méme
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1.1. CONTEXTE DU TRAVAIL )

résultat.

[Modéle Continu + Observation/ Commande] + Discrétisation

4

[Modéle Continu + Discrétisation] + Observation/ Commande

Il demeure ainsi plus judicieux de considérer le systeme en dimension infinie, décrit par
des EDP avec toutes les valeurs propres, qui modélise d’'une maniere exacte les phénomenes
de propagation des champs électromagnétiques et le régime transitoire. Nous nous appuyons
alors sur les équations du télégraphiste décrivant 1’évolution de la tension et du courant
dans une ligne électrique.

Dans un apergu historique, en 1880 Oliver Heaviside (1850-1925) fut le premier & obtenir
les équations du télégraphiste [Heaviside, 1892]. Sir William Thomson (1824-1907), connu
sous le nom de Lord Kelvin a établi en 1884 les équations classiques du télégraphiste pour
les cables électriques [Thomson, 1884] en se basant sur la théorie des circuits qui est une
généralisation des observations d’Ohm, de Faraday, de Henry, de Kirchhoff et d’autres.
Par ailleurs, James Maxwell (1831-1879) a formulé en 1873 sa théorie sur les champs
électromagnétiques [Maxwell, 1881]. Ces deux théories coexistérent séparément pendant
plusieurs décades [Schelkunoff, 1955]. Un fait intéressant a évoquer est que les fondateurs
de la théorie du circuit et James Maxwell étaient contemporains (Georg Ohm (1789-1854),
Michael Faraday (1791-1867), André-Marie Ampere (1775-1836), Gustav Kirchhoff (1824-
1887), Joseph Henry (1797-1878)), et les lois d’Ohm, de Faraday, d’Ampere, de Kirchhoff et
de Henry sur ’électricité et le magnétisme furent trouvées avant que Maxwell eut sorti sa
théorie. La théorie des circuits est plus simple et présente un coté pratique dans l'ingénierie.
Néanmoins, John Carson déclare dans [Carson, 1927] que cette théorie inclut plusieurs
hypotheses : elle ignore la vitesse finie de propagation des perturbations électromagnétiques
et par suite le phénomene de radiation. Elle représente un réseau par un nombre fini de
coordonnées et elle approche les relations entre le courant total, les charges et les forces
électromotrices, tandis que la théorie sur 1’électromagnétisme formule les relations entre le
courant, les densités de charge et les champs.

En outre, la théorie des circuits a échoué dans plusieurs problemes comme les hautes
fréquences dans la transmission radio. En conséquence, John Carson a établi les équations
classiques du télégraphiste basées sur les équations de Maxwell en termes de potentiels
retardés [Carson, 1927]. D’un autre c6té, S. A. Schelkunoff a développé les équations géné-
ralisées du télégraphiste en se basant également sur les équations de Maxwell [Schelkunoff,
1955]. Les deux articles adoptent une approche fréquentielle dans le domaine de Laplace.
Cependant, puisque nous nous sommes intéressés a modéliser une ligne de transmission DC,
un développement rigoureux des équations classiques du télégraphiste pour une ligne de
transmission coaxiale, basée sur la théorie des champs électromagnétiques de Maxwell est
présenté dans I'annexe A avec toutes les hypotheses & prendre en considération. Le lecteur
intéressé est invité a se reférer a [Orta, 2009], [Bossavit, 1998] et [Magnusson et al., 2000]
pour plus de détails concernant la théorie des champs électromagnétiques et les lignes de
transmission.

Les équations du télégraphiste décrivant 1’évolution de la tension v et du courant ¢ le long
d’une ligne de transmission électrique se révelent étre deux EDP hyperboliques linéaires du
premier ordre mono-dimensionnelles couplées deux a deux

_ 1, - G _
oo(t, ) + Eaxz(t,x) = —Ev(t,x) (1.2a)
Oi(t, ) + Eﬁxv(t,x) = —Zz(t,:c), (1.2b)
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

FIGURE 1.2 — Modele d’une piéce infinitésimale d’un cable de télégraphe.

ou z € [0,] et t > 0. Les notations 0; et 0, désignent les dérivées partielles par rapport aux
variables t et x respectivement. L, R, C et GG sont respectivement I'inductance de la ligne par
unité de longueur (H/m), la résistance du conducteur par unité de longueur (Ohm/m), la
capacité du diélectrique par unité de longueur (F/m) et la conductance du diélectrique par
unité de longueur (S/m). Une représentation schématique de ces parametres dans un modele
infinitésimal d’un cable de télégraphe est donnée sur la figure 1.2.

Les équations (1.2) représentent deux lois de bilan linéaires. Elles sont de la

forme de (1.1), ou les états sont représentés par le vecteur w(t,xz) = l%}((f’:f))] avec
0o % -g 9

Fw(t,z)) = |, 8 w(t,z) et G(w(t,z)) = OC & | w(t,z). Une ligne sans perte est
L L

caractérisée par des coefficients R et G nuls.

La structure de deux EDP hyperboliques couplées est également présente dans les modeles
des lignes hydrauliques et pneumatiques en appliquant les lois de bilan. Les équations de Saint-
Venant décrivent des écoulements dans des canaux ouverts. Avec les hypotheses d’un canal
horizontal, d’une section rectangulaire de largeur constante égale a I'unité et d’un écoulement
sans frottement, ces équations s’écrivent [Coron et al., 2007]

OH (t, ) + 0, (H(t,2)V (t,2)) =0 (1.3a)

07 (t,7) + 0, (%v%, o) + gH(t, m)) o, (1.3b)

ot H(t,z) représente le niveau du liquide, V (¢, z) sa vitesse d’écoulement et g dénote 1’accé-
lération de pesanteur. Le modele simplifié d’un écoulement laminaire d’un gaz compressible
dans un oléoduc est donné par les équations suivantes [Rager et al., 2015]

Oymn(t,x) = —A0, P(t,x) — ARm(t, x) (1.4a)
O P(t,x) = —éawm(t,x) (1.4b)

ou P(t,z) et m(t,z) sont respectivement la pression et le débit massique du gaz, A est la
section interne du tube, c est la vitesse du son et R est la résistance de la ligne. Les lois de bilan
(1.3) et (1.4) dans le cas des écoulements hydraulique et pneumatique respectivement sont
initialement non-linéaires, et peuvent étre linéarisées autour d’un point d’équilibre [Bastin
and Coron, 2016] afin d’obtenir un systéeme de deux EDP hyperboliques linéaires couplées
similaires & (1.2) avec des coefficients adaptés. De ce fait, une analogie entre les systémes de
transmission électrique, hydraulique et pneumatique® peut se faire. L’équivalence (dans le
sens de cette analogie) entre les états est résumée sur la figure 1.3.

1. Remarquons que le produit pgH est équivalent a une pression statique et permet d’avoir une analogie
complete en termes de variables de puissance.
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1.1. CONTEXTE DU TRAVAIL 7

Systéme Eloctriquo Hydraulique Pneumatique
Tension (v) < Niveau (H) < Pression (P)

Etats C ¢ (7) Vitesse - Débit
ourant ¢ < Qécoulement ) massique (1)

F1GURE 1.3 — Analogie entre les systemes de transmission électrique, hydraulique et pneu-
matique.

Il apparait ainsi pertinent de considérer dans notre étude une classe générale d’EDP
hyperboliques linéaires du premier ordre couplées deux a deux et mono-dimensionnelles,
qui représentent les équations du télégraphiste, les équations de Saint-Venant linéarisées ou
celles des écoulements de gaz. Cependant, le fait que les opérateurs de dérivation temporelle
et spatiale soient appliqués a la fois aux deux états dans chaque équation aboutit a une
certaine complexité dans I'analyse. Nous adoptons alors une représentation de cette classe
générale d’EDP hyperboliques en coordonnées de Riemann [Bastin and Coron, 2016], qui est
potentiellement intéressante dans la mesure ou elle met en évidence les vitesses de propagation
(vitesses caractéristiques). Les opérateurs de dérivation temporelle et spatiale sont appliqués
a une seule variable a la fois dans chaque équation. Le systéme dans ces coordonnées est plus
simple & analyser au niveau du caractére bien-posé (i.e. existence d’une solution unique),
de la stabilité et sa résolution & travers la méthode des caractéristiques est réalisable. Cette
classe d’EDP hyperboliques dans les coordonnées de Riemann s’écrit

Opu(t,z) + Nopu(t,z) = o tu(t, z) + ot v(t, z) (1.5a)
op(t,x) — poyu(t,x) = o Tu(t,z) + o~ " v(t, x) 1.5b)
avec les conditions aux bords
u(t,0) = gult,0) (1.6a)
v(t,1) = pult, 1.6b)
et les conditions initiales
u(0,x) = up(z) (1.7a)
v(0,z) = vo(x). (1.7b)

En identifiant les équations du télégraphiste (1.2) représentées en coordonnées de Riemann
avec (1.5), les coefficients de (1.5) sont explicités en termes des caractéristiques de la ligne
par [Bastin and Coron, 2016, Chapitre 1]

N
IRYi7e
1/G R
++ _ — _ _ (= g
o T = 2<C+L>
1/G R
+-_ —+ _ - (= _ "
o =7 _2<C L)'

A et p sont respectivement les vitesses de transport des deux ondes w et v qui se propagent
respectivement dans le sens positif et négatif de l'espace. Les couplages a lintérieur du
domaine sont décrits par les termes diagonaux représentés par les coefficients o+ et 07—,
et anti-diagonaux représentés par les coefficients 0™~ et o~ . Les conditions aux bords
(1.6) modélisent des réflexions statiques et locales, et sont représentées par les coefficients
p et q. Cependant, la nature physique d'un nceud (ou d’une extrémité de la ligne) peut
imposer d’autres conditions ou un couplage avec une équation différentielle a lieu. Nous

parlons dans ce cas de conditions aux bords dynamiques. Enfin, les conditions initiales (1.7)
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

appartiennent a une classe adéquate selon la régularité de la solution cherchée.

Les équations (1.5)-(1.7) représentent une classe d’EDP hyperboliques linéaires du pre-
mier ordre, mono-dimensionnelles, couplées deux a deux, a coefficients constants. Ce systeme
bien-posé [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 4.1] modélise un module élémentaire d’une ligne
de transmission et sa structure en dimension infinie sera conservée dans le développement
des outils d’analyse et de commande de cette these. Le défi majeur dans les études théoriques
de ces systemes sont les couplages, qu’ils soient présents a I'intérieur du domaine entre les
états EDP, ou aux bords avec des dynamiques EDO. Ces couplages ajoutent une complexité
considérable a I’étude des systemes hyperboliques et sont souvent regardés comme des pertur-
bations ou des termes non désirables. Nous contribuons dans cette these aux besoins d’outils
qui fournissent une compréhension du comportement du systéme avec ces couplages et qui
fournissent une résolution du probleme de stabilisation d’un module élémentaire.

1.2 Plan du mémoire et contributions

Un état de lart sur lequel nous nous sommes appuyés dans notre travail est présenté
dans le chapitre 2. Nous y exposons les différentes méthodes d’analyse et de commande
qu’un chercheur est capable d’utiliser pour le systeme hyperbolique que nous considérons.

Dans le chapitre 3, nous nous concentrons sur ’analyse de stabilité du systeme (1.5)-(1.7)
ol les couplages dans le domaine sont anti-diagonaux. La synthese de criteres de stabilité de
ce systeme reste un défi quand les couplages a l'intérieur du domaine et aux bords sont tous
présents. La majorité des conditions de stabilité dans la littérature exige une dissipativité aux
bords et une autre forme de stabilité a I'intérieur du domaine. Notre objectif est d’enrichir
la littérature par des criteres qui servent a tester la stabilité.

Les contributions apportées sont d’une part, I'introduction d’une condition de stabi-
lité explicite en termes des coefficients et simple a appliquer, et d’autre part, un critére
numérique moins restrictif. Ces outils sont des conditions suffisantes pour la stabilité
du systeme sous considération. Le critere explicite fournit des inégalités que les coefficients
du systeme doivent satisfaire afin de garantir la stabilité. Dans ’approche numérique, nous
développons un algorithme qui teste l'absence de racine a partie réelle positive d’une
équation caractéristique associée au systeme dans le domaine fréquentiel. Notre approche se
base sur la reformulation du probleme en une analyse de stabilité d’un systéme a retard
(SAR) en appliquant une transformation backstepping appropriée.

La stabilisation du systeme hyperbolique (1.5) est abordée dans le chapitre 4, oi nous
faisons apparaitre des conditions aux bords dynamiques aux deux extrémités de la ligne. La
problématique regardée est le couplage des EDP avec des EDO au niveau de la commande
et de la charge.

L’originalité de ce travail est que la commande s’applique via une dynamique décrite par
une EDO et non directement au bord d’un état EDP. Le systeme considéré consiste ainsi en
un systeme de deux EDP hyperboliques couplées d’'une maniere bidirectionnelle avec des
EDO aux deux bords du domaine pour obtenir enfin un systeme EDO-EDP-EDO. Nous
présentons une transformation backstepping et une fonction de Lyapunov augmentées
par rapport a la littérature, et une commande par backstepping stabilisante. Cette loi
de commande est un retour d’états EDP et EDO qui stabilise les états EDO, élimine les
couplages qui conduisent potentiellement a l'instabilité (comme ceux présents a lintérieur
du domaine) et engendre une structure en cascade entre les EDP et 'EDO présente au
niveau de la commande.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
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Les conclusions de la these et des perspectives sont données dans le chapitre 5. Nous
résumons les développements effectués et proposons une continuité du travail vis-a-vis de
systemes plus complexes et des interconnexions de deux systemes d’EDP hyperboliques qui
constituent deux modules élémentaires d’un réseau.

1.3 Liste des publications et collaborations

Bou Saba D., Bribiesca Argomedo F., Auriol, J., Di Loreto M., Di Meglio F., A Sufficient
Stability Condition for a Class of Linear 2x2 Hyperbolic PDEs Using a Backstepping
Transform. Under review (IEEE Transactions on Automatic Control).

Auriol, J., Bribiesca Argomedo F., Bou Saba D., Di Loreto M., Di Meglio F., Delay-robust
stabilization of a hyperbolic PDE-ODE system. Automatica, vol. 95, pp. 494-502, 2018.

Bou Saba, D., Bribiesca-Argomedo, F., Di Loreto, M., Eberard, D. (2017, December). Backs-
tepping stabilization of 2x2 linear hyperbolic PDEs coupled with potentially unstable actua-
tor and load dynamics. In Melbourne, Decision and Control (CDC), 2017 IEEE 56th Annual
Conference on (pp. 2498-2503). IEEE.

En outre, nous mentionnons d’autres contributions faites au laboratoire Ampere. Ces
contributions portent sur la modélisation et la commande d’une plateforme & deux degrés de
liberté actionnée par trois muscles pneumatiques, pour laquelle une commande par platitude
(commande non-linéaire pour I'asservissement en position) a été élaborée et implantée sur
le banc d’essai. Ces travaux ont été effectués durant le Master et les deux papiers suivants
ont été publiés pendant la these.

Bou Saba, D., Bideaux, E., Brun, X., Massioni, P. (2016, September). A Complete Model of
a Two Degree of Freedom Platform Actuated by Three Pneumatic Muscles Elaborated for
Control Synthesis. In BATH/ASME 2016 Symposium on Fluid Power and Motion Control.
American Society of Mechanical Engineers.

Bou Saba, D., Massioni, P., Bideaux, E., Brun, X., Flatness-based control of a two-degree-
of-freedom platform with pneumatic artificial muscles. Journal of Dynamic Systems, Measu-
rement, and Control (2018, to appear).

Par ailleurs, deux collaborations ont été menées durant cette these. La premiere a été
effectuée avec le chercheur Richard Kern, doctorant du Department of Automatic Control
Engineering du TUM (Technical University of Munich) en Allemagne. Richard Kern travaille
sur la stabilisation et 1’observation des EDP hyperboliques modélisant des écoulements de
gaz a l'intérieur des pipelines. La similarité de la structure de ces EDP avec celle adoptée
dans notre these a créé une piste d’échange qui s’est orientée vers le caractere bien-posé
d’une classe d’EDP hyperboliques et leur simulation numérique.

Une deuxieéme collaboration a été menée avec le laboratoire CAS (Centre Automatique
et Systémes) a I’Ecole des Mines ParisTech. Elle a eu pour objet ’étude des systemes hy-
perboliques en passant d’une représentation par des EDP & une représentation sous la forme
d’un systeme a retard (SAR) en employant une transformation backstepping adéquate. Les
résultats de cette collaboration sont d’une part une analyse de stabilité d’un systeme de deux
EDP hyperboliques couplées (le résultat est détaillé dans le chapitre 3), et d’autre part, la
stabilisation robuste d’un systéeme EDP-EDO couplées [Auriol et al., 2018].

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 2.

Etat de l’art

11

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



12 CHAPITRE 2. ETAT DE L’ART

Sommaire
2.1 Introduction . ... ... ...t 13
2.2 Analyse des systemes de loisde bilan . . .. ... ......... 13
2.2.1 Seconde méthode de Lyapunov . . . . . . .. .. ... ... ..... 13
2.2.2  Methode des caractéristiques . . . . . . . ... L 17
2.2.3 Approche fréquentielle . . . . . .. ..o oo Lo 21
2.2.4 Approche via un systeme a retard . . . . .. ... ... 21
2.3 Commande des systémes de loisde bilan . . ... ... ... ... 25
2.3.1 Commande par retour de sortie statique . . . . . . . ... ... ... 25
2.3.2 Régulateur Proportionnel Intégral . . . . ... ... ... ... ... 25
2.3.3 Commande par Platitude . . . .. .. ... ... .. ......... 27
2.3.4 Commande par backstepping . . . . . . . . ... ... 28
2.3.5 Robustesse vis-a-vis des erreurs du modele . . . . . . ... ... ... 33
2.3.6 Robustesse vis-a-vis du retard dans la commande . . . . . .. .. .. 35
2.4 Conclusion . . . . . . . i i i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e 36

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés
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2.1 Introduction

Tout développement de recherche est une continuation des travaux qui le précedent et une
ouverture sur des méthodologies qui enrichissent I’étude abordée. Afin de bien positionner la
recherche que nous avons effectuée sur un axe dédié a la mise en place d’outils d’analyse et de
commande, nous présentons la littérature de différentes approches et méthodes utilisées pour
cette finalité. Avec la diversité des méthodes existantes, il n’est pas raisonnable de vouloir
les inclure toutes dans ce chapitre. Pour cette raison, nous présentons quelques unes qui sont
en lien avec le travail que nous effectuons et qui ont béati le chemin qui nous a menés a nos
contributions. En outre, exposer leurs applications et les résultats nous permet de justifier le
choix de la méthodologie adoptée dans notre travail. Il est vrai que choisir une méthode ou
une autre amene du questionnement mais seules les tentatives nous offrent un moyen pour
évaluer ce choix et pour acquérir une maturité qui permet de conjecturer 'efficacité d’une
approche sur le probleme considéré.

La section 2.2 est consacrée aux outils d’analyse des EDP hyperboliques et la section 2.3
aux techniques de commande de ces EDP.

2.2 Analyse des systemes de lois de bilan

L’objectif de I'analyse de ces systemes est principalement de montrer I'existence d’une
solution (unique) dans un espace approprié, d’étudier son comportement et de donner des
conditions nécessaires et/ou suffisantes de stabilité. Ces conditions servent également & conce-
voir une loi de commande, puisque tout systeme en boucle fermé est censé avoir des propriétés
de stabilité. Nous nous concentrons sur les EDP hyperboliques du premier ordre, et présen-
tons des approches d’analyse basées sur la seconde méthode de Lyapunov, sur la méthode des
caractéristiques, sur une approche fréquentielle et sur une approche par systemes a retard.

2.2.1 Seconde méthode de Lyapunov

La fonction de Lyapunov, des son introduction par Alexandre Lyapunov dans sa these
[Liapounoff, 1907] rédigée a la fin du dix-neuvieme siecle, s’est avérée un moyen efficace pour
étudier le comportement asymptotique et tester la stabilité des systemes en dimension finie.
La seconde méthode de Lyapunov se base sur cette fonction de Lyapunov, fonction définie !
et dont la dérivée par rapport au temps a un signe fixe et opposé a celui de la fonction, ou
est identiquement nulle, dans un voisinage de l'origine [Mawhin, 2005]. L’existence d’une
telle fonction, souvent équivalente a la norme de I’état, garantit la stabilité du systeme.
D’un point de vue physique, le signe de la dérivée et le taux de décroissement de la fonction
exposent des propriétés de dissipativité du systeme.

Cette méthode a été étendue aux systemes en dimension infinie, et est considérée comme
outil puissant d’analyse de stabilité. Nous reprenons de [Prieur and Mazenc, 2012] une dé-
finition de la fonction de Lyapunov, de classe C!, établie pour un systeme linéaire d’EDP
hyperboliques du premier ordre, avec une perturbation § a l'intérieur du domaine. Nous
restreignons cette définition & la topologie de la norme L?.

Définition 1. Soit V: L2((0,1);R) xR — R une fonction dérivable continue et périodique par
rapport au second argument. La fonction V' est dite fonction de Lyapunov faible, s’il existe
deux fonctions kg et k1, appartenant & la classe® Koo et telles que, pour toutes les fonctions

1. En pratique, cette fonction est prise positive et minorée par une autre fonction.

2. Une fonction continue d’un intervalle de Ry dans R4 est dans la classe K si elle est strictement croissante
et nulle a l'origine. Une fonction continue de R4+ dans R4 est dans la classe K si elle est dans la classe K et
non bornée a 'infini.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
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é € L%((0, L);R) et pour tout t € [0,00),

w5 (16 l2qo.nym) < V6,t) < nr (16 lrom) (2.1)
et pour tout t > 0 et en absence de perturbation 9,
av(w(-,t),t

pour la solution w(-,t) du systéme hyperbolique considéré.
La fonction V' est dite fonction de Lyapunov stricte si la condition (2.1) est vérifiée et
s’il existe un réel Ay > 0 tel que, en absence de §,

dV (w(-,t),t)

y < —MV(w(-t),1). (2.3)

La fonction V est dite fonction de Lyapunov-ISS (‘Input-to-state stability’) si la condition
(2.1) est vérifiée et s’il existe un réel A\ > 0 et une fonction Ao appartenant a la classe IC,
tels que pour toute solution du systeme et pour tout t > 0

av(w(-,t),t)

L
2 < AV (w( 1), +/0 Ao (|62, 1)) dz. (2.4)

Un systéme admettant une fonction de Lyapunov stricte, satisfaisant (2.3), est globa-
lement asymptotiquement stable pour la topologie de la norme L?. En d’autres termes,
sa solution converge asymptotiquement vers zéro. En revanche, afin d’établir une stabilité
asymptotique a I’aide d’une fonction de Lyapunov faible, le principe de 'invariance de
LaSalle doit étre appliqué (voir [Luo et al., 2012, Théoréeme 3.64]). La propriété ISS est
détaillée dans [Sontag, 2008]. Elle permet de garantir que pour un temps suffisamment
large, la trajectoire représentant la solution s’approche arbitrairement d’une boule dont le
rayon est proportionnel a 'amplitude de la perturbation (ou de l'entrée dans le cas général).
Des exemples d’utilisation d’une fonction de Lyapunov-ISS sont donnés dans [Argomedo
et al., 2012] et [Prieur and Mazenc, 2012] pour une étude de robustesse par rapport a
une perturbation aux bords du domaine et dans le domaine respectivement, ou pour la
construction d’un régulateur proportionnel intégral qui stabilise un systeme EDP-EDO
couplées [Terrand-Jeanne et al., 2018].

Souvent, la fonction V est cherchée sous la forme de la norme L? (pondérée) des états
EDP. Cette derniere fonction est considérée pour différents emplois dans la littérature. Nous
citons a titre d’exemple :

— lanalyse de stabilité en boucle ouverte. Cette analyse conduit a des conditions suffi-

santes qui peuvent étre explicitées en termes des parametres du systeme de départ,
ou sous la forme d’inégalités matricielles linéaires (linear matrix inequalities ou LMI
en anglais) qui repose sur l'existence d’un ou de plusieurs parametres de conception
vérifiant certaines inégalités [Prieur et al., 2012], [Diagne et al., 2012], [Tchousso et al.,
2009,

— l’analyse de stabilité en boucle fermée. Apres application d’une loi de commande, cette
étude est primordiale afin de s’assurer que le systeme satisfait les performances désirées
(stabilité exponentielle, robustesse,...) [Coron et al., 2013], [Krstic and Smyshlyaev,
2008b], [Di Meglio et al., 2018],

— la construction d’une commande aux bords stabilisante. La fonction de Lyapunov est
congue de maniere a contenir les gains de la loi de commande (‘Control Lyapunov
function’), qui sont ensuite calculés en dérivant la fonction de Lyapunov et en faisant
de sorte que sa dérivée soit définie négative [Bastin and Coron, 2011], [Coron et al.,
2007], [Dos Santos et al., 2008],

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
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— l’approximation de la solution d’un systéme a perturbation singuliere par celle du
systéme réduit [Tang et al., 2015b], [Tang et al., 2016],

— la démonstration de l’existence d’une solution unique de I’équation de Burgers en
boucle fermée, avec analyse de régularité de la solution [Liu and Krsti¢, 2000],

— la commandabilité d’une équation d’ondes semi-linéaire [Coron and Trélat, 2006],

— la construction d’un observateur. La fonction de Lyapunov stricte garantit la
convergence de I’état observé vers 1’état réel [Hasan et al., 2016].

Nous présentons les résultats de l'utilisation de cette fonction dans l'analyse de la
stabilité des EDP hyperboliques linéaires du premier ordre. Le lecteur est invité a consulter
le livre de G. Bastin et J.M. Coron [Bastin and Coron, 2016] qui présente une richesse
en analyses de ces systéemes dans différentes normes, adoptant des approches temporelles
et fréquentielles. Le théoreme 2.4 de ce livre s’appuie sur une fonction de Lyapunov pour
donner une condition nécessaire et suffisante de stabilité dans la norme L? d’un systeme
linéaire de lois de conservation, représenté par deux équations de transport couplées aux
bords. Nous soulignons que la fonction de Lyapunov consiste ici en la norme L? pondérée
des états EDP. La pondération utilisée dans [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 2.4]
est une fonction exponentielle décroissante (respectivement croissante) associée a l'onde
qui se propage dans le sens positif (respectivement négatif). A noter qu’'une pondération
décroissante n’est pas nécessairement associée a ’onde qui se propage dans le sens positif
(voir par exemple [Prieur et al., 2014, Proposition 2.1]). Par ailleurs, d’autres fonctions de
pondération sont adoptées dans la fonction de Lyapunov, nous citons par exemple [Vazquez
et al., 2011] on la pondération est une fonction affine en la variable d’espace.

La condition de stabilité exigée par [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 2.4] est que
la valeur absolue du produit des coefficients de réflexion soit strictement inférieure a 1.
Ce résultat, faisant intervenir uniquement les coefficients de réflexion du systéeme sans les
vitesses de propagation, est potentiellement intéressant pour la conception de commandes
aux bords, comme montré dans [Coron et al., 2007], ou la commande synthétisée vise a ce
que le systéme en boucle fermée respecte cette condition. Ce résultat traduit une dissipativité
aux bords, et une interprétation physique s’énonce alors comme suit. Les deux ondes, écrites
en coordonnées de Riemann et se propageant avec une vitesse constante, restent invariables
le long d’une ligne caractéristique (ce principe est décrit avec plus de détails dans la section
2.2.2). Cette propriété est justifiée par ’absence de termes non-homogenes (termes sources)
dans 'équation, donc par I’absence d’une amplification (ou amortissement) de ces ondes &
I'intérieur du domaine. La seule altération que ces ondes peuvent subir se trouve au niveau
des bords du domaine, ot un amortissement (dissipation d’une certaine quantité et réflexion
de l'autre) peut avoir lieu. Le théoréme 3.2 du méme livre généralise ce résultat pour un
systeme linéaire de lois de conservation, avec un nombre arbitraire d’ondes. La condition,
toutefois suffisante, de dissipativité aux bords nécessite que la norme spectrale d’un produit
matriciel, faisant intervenir la matrice de couplage aux bords, soit strictement inférieure a
I'unité.

Ce principe de dissipativité aux bords est illustré également dans d’autres exemples.
Les mémes auteurs cités ci-dessus ont appliqué cette approche a un systeme de lois de
conservation quasi-linéaire dans [Coron et al., 2008], les vitesses de propagation étant des
fonctions des états EDP. L’objectif était de donner, a travers une fonction de Lyapunov, une
condition suffisante de stabilité du régime permanent dans la norme C'. Sous I’hypothese
d’une régularité C! de la condition aux bords et de la dynamique de propagation, la stabilité
est obtenue si le rayon spectral de la matrice jacobienne de la condition aux bords, évaluée
a Dorigine, est strictement inférieur a 1.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
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Parallelement, des systemes de lois de conservation sujets a des signaux de commutation
dans la dynamique et aux bords sont analysés dans [Prieur et al., 2012] & travers la seconde
méthode de Lyapunov. Ces commutations interviennent suite a des décisions logiques. La
stabilité de chaque signal commuté, assurée par la dissipativité de sa condition aux bords,
entraine l’existence d’un temps maximal de commutation en dessous duquel la stabilité du
systeme commuté (global) est exponentiellement stable.

Toutefois, en ajoutant des termes non-homogenes dans des systemes de lois de bilan, les
états écrits en coordonnées de Riemann ne sont plus constants le long des courbes carac-
téristiques. Ces termes ajoutés décrivent des couplages & lintérieur du domaine entre les
états EDP. Par suite, ces couplages et les vitesses de propagation doivent intervenir dans les
conditions de stabilité. Ces termes sont présents dans des modeles physiques comme ceux
des lignes de transport (équations du télégraphiste [Magnusson et al., 2000]) ou des écou-
lements de fluide (équations de Saint-Venant [Coron et al., 2007]) et décrivent souvent des
amortissements ou pertes dans la ligne de transmission [Magnusson et al., 2000].

G. Bastin et J.M. Coron [Bastin and Coron, 2016] considerent le systeme de lois de bilan

suivant.
Ri(t,x) + AR, (t,z) + XR(t,z) =0, te€[0,+0), z € (0,L) (2.5)

avec R: [0,4+00) x (0,1) — R™ représente les états EDP, A est une matrice réelle constante
diagonale et ¥ une matrice réelle constante de dimension n X n. Les auteurs énoncent un
théoreme (théoréme 5.4) qui garantit la stabilité du systéme dans la norme L? s’il existe une
matrice diagonale réelle positive P telle que

YTP+ PY »0, (2.6a)
| AKA™! |lo< 1, (2.6b)
ott || - ||2 représente la norme spectrale® et A est une matrice diagonale dont les éléments
sont A; =/ FP;A;, i =1, -, n. Une interprétation concréte de ces inégalités est donnée dans

[Diagne et al., 2012]. Alors que l'inégalité (2.6b) traduit la dissipation aux bords (avec prise
en considération des vitesses de propagation), 'inégalité (2.6a) signifie que la matrice X
de couplage a l'intérieur du domaine est diagonalement marginalement stable. En résumé,
ces conditions mettent en relief une dissipation aux bords, accompagnée par une autre
dissipation & lintérieur du domaine. Ces résultats sont étendus dans [Bastin and Coron,
2016, Théoreme 6.6] pour le cas des EDP quasi-linéaires dans la topologie * H?2.

Les travaux de [Prieur et al., 2012] sont étendus pour des systémes de lois de bilan
(avec des termes non-homogenes) sujets a des signaux de commutation dans [Prieur et al.,
2014]. Des conditions de stabilité exponentielle, basées sur la technique de Lyapunov, sont
présentées.

Motivés par les procédés chimiques dans l'ingénierie, comme la cristallisation et la
polymérisation, A. Tchousso et al. ont établi dans [Tchousso et al., 2009] des conditions
suffisantes de stabilité pour un systeme d’EDP hyperboliques avec des coefficients non
uniformes (variables dans l'espace) ayant une régularité C°°. De méme, des inégalités
représentant des conditions de dissipativité a l'intérieur du domaine et aux bords sont
trouvées. A noter que la différence entre la condition de dissipativité dans le domaine et
(2.6a) de [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 5.4] réside dans le fait que dans [Tchousso
et al., 2009], la condition ne fait pas intervenir un parametre de décision dans la recherche

3. La norme spectrale || A ||2 d’'une matrice A est définie par la racine carrée de la plus grande valeur
propre de A*A, o A* est la conjuguée de la transposée de A.

4. H® est 'ensemble de fonctions dans L? et dont les dérivées d’ordre 1 & k sont dans L? (un espace de
Sobolev).
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d’une fonction de Lyapunov, mais s’écrit uniquement en fonction des coefficients du systeme.

Le probleme de commande des fleuves et des réseaux de fleuves a déclenché un grand
nombre d’études sur les équations de Saint-Venant linéarisées, décrites par des EDP
linéaires du premier ordre avec des termes non-homogenes. Ces équations sont traitées dans
[Bastin et al., 2009]. La condition de stabilité est sous la forme d'un ensemble d’inégali-
tés satisfaites par les coefficients constants du systeme et par d’autres parametres de décision.

En outre, une fonction de Lyapunov de controle (control Lyapunov function) associée
a des systemes de lois de bilan (2.5) avec des coefficients non uniformes est employée dans
[Bastin and Coron, 2011] pour élaborer une commande aux bords stabilisante. L’existence
d’une fonction de Lyapunov quadratique et stricte est équivalente a ce que la solution
maximale d’un probleme de Cauchy (écrit sous la forme d’une EDO avec une condition
initiale) est définie sur le domaine.

Certains systemes de lois de conservation ou de bilan possedent une représentation par-
ticuliere quand les dynamiques agissent avec des échelles de temps variées. Nous observons
alors des dynamiques rapides par rapport a d’autres lentes. Ce type de systemes décrit des
phénomenes physiques, comme le transport d’un gaz a travers un tube de section constante
[Tang et al., 2015b], des réacteurs chimiques ou linterconnexion d’actionneurs aux bords
avec des procédés, évoluant avec deux dynamiques d’échelles de temps différentes [Tang and
Mazanti, 2017]. Une modélisation pertinente est de considérer la dynamique rapide comme
une perturbation singuliere décrite par un parametre de perturbation, qui prend générale-
ment de faibles valeurs, multiplié par la dérivée temporelle de I’état considéré. La résolution
du systeme de départ en faisant tendre ce parametre vers zéro aboutit a deux sous-systemes :
le systeme réduit (avec la dynamique lente) et la couche limite (ayant une dynamique rapide).
L’analyse de stabilité de ces systemes par la seconde méthode de Lyapunov est également
abordée dans la littérature. Des systemes de lois de conservation et de bilan avec une pertur-
bation singuliere sont traités dans [Tang et al., 2015b] et [Tang et al., 2016] respectivement.
Y. Tang et al. montrent dans [Tang et al., 2015b] que la stabilité du systeme global implique
la stabilité des deux sous-systemes. En revanche, dii aux couplages entre les sous-systemes,
I'inverse n’est pas vrai. De plus, pour un parametre de perturbation suffisamment faible, une
approximation de la solution du systeme global par celle du systeme réduit est établie dans
les deux dernieres références citées. La fonction de Lyapunov adoptée dans la preuve consiste
en une fonction quadratique de I'erreur entre ’état de la dynamique lente du systéeme global
et celui du systeme réduit d’une part, et entre ’état de la dynamique rapide et celui de la
couche limite d’autre part. D’autres études [Tang et al., 2015a], [Tang and Mazanti, 2017],
[Cerpa and Prieur, 2017], considérent une interconnexion de ces systémes avec une dyna-
mique EDO pour des raisons d’analyse de stabilité. Ce modele représente dans [Tang et al.,
2015a] la dynamique d’un gaz dans une colonne chauffante (décrite par 'EDQO) couplée a
un transport de ce gaz dans un tube (décrit par des EDP). Dans ces trois références, deux
cas sont considérés selon que la perturbation est au niveau des EDP ou de 'EDO. Pour une
dynamique EDP rapide, les résultats montrent que la stabilité des sous-systemes entraine la
stabilité du systéme interconnecté. Néanmoins, dans le cas contraire (dynamique EDP lente),
des contre-exemples révelent que l'interconnexion de deux sous-systemes stables peut causer
une instabilité du systeme global, indépendamment de la valeur de la perturbation.

2.2.2 Methode des caractéristiques

Une autre approche d’analyse des EDP hyperboliques que nous présentons est la méthode
des caractéristiques en coordonnées de Riemann. Cette méthode permet 1’étude de 'existence
d’une solution, son unicité et sa régularité. La solution est exprimée (souvent explicitement)
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v(t, 1) = pu(t, 1)

u(t,0) = qu(t,0)

0 Condition initiale 1

FIGURE 2.1 — Lignes caracteristiques en bleu (respectivement rouge) associées a 'EDP (2.7a)
(respectivement (2.7b)).

en termes des conditions initiales, et la conclusion sur la stabilité du systeme est en consé-
quence déduit. Cette méthode consiste a transformer une EDP hyperbolique en une simple
EDO ou la dérivée qui apparait est une dérivée directionnelle. La courbe caractéristique
qui en résulte est orientée selon la direction de propagation de 'onde dans le cadre spatio-
temporel et sa pente en chaque point est déterminée par les coefficients du systeéme (termes
multipliés par les dérivées spatiale et temporelle). Pour clarifier notre idée, considérons le
systeme de deux lois de conservation mono-dimensionnel suivant.

ug(t, @) + Aug(t, ) =0 (2.7a)
ve(t,x) — pog(t,x) = 0. (2.7b)

u et v sont deux ondes qui se propagent avec les vitesses constantes A > 0 et p > 0 respecti-
vement, pour un temps t > 0 et dans ’espace normalisé 0 < z < 1. Les conditions initiales
associées sont

u(0,+) =wup(+) (2.8a)
v(0,) = wo(+), (2.8b)

et appartiennent a des espaces adéquats (selon la régularité de la solution cherchée). Nous
prenons les conditions aux bords locales

u(t,0) = qu(t,0) (2.92)
v(t, 1) = pu(t, 1), (2.9b)

avec p et ¢ € R les coefficients de réflexion. Etant donné que les vitesses de propagation sont
constantes, les courbes caractéristiques associées a ce systeme sont en effet des lignes droites,
émanant soit de la condition initiale a ¢ = 0, soit des conditions aux bords. Sur la figure 2.1,
nous illustrons en bleu les lignes caractéristiques associées a (2.7a) (propagation dans le sens
positif de ’espace avec une pente %) et en rouge celles associées a (2.7b) (propagation dans le
sens négatif de ’espace avec une pente i) Avec cette représentation, la valeur de la variable
associée sur toute la ligne caractéristique est constante et égale a sa valeur sur le bord ou a
la condition initiale lorsque la ligne “émerge”. La solution sur un point d’intersection entre
un bord et une ligne qui le quitte est décrite par les conditions aux bords (2.9), dépendant
donc de la solution sur une ligne qui arrive a ce bord en ce point.

Dans [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 2.1], le systéme (2.7)-(2.9) est résolu par cette
méthode en vue de donner une condition nécessaire et suffisante de stabilité dans la norme L°.
L’expression de la solution est la condition initiale multipliée par le produit des coefficients
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TABLEAU 2.1 — Comparaison entre [Coron and Bastin, 2015, Théoréeme 3.3] et [Greenberg
and Tsien, 1984, Théoreme 2]. Les deux théorémes traitent I'analyse de stabilité dans la
norme C'! des systemes quasi-linéaires de lois de conservation.

. [Coron and Bastin, 2015, [Greenberg and Tsien,
Référence . P
Théoreme 3.3] 1984, Théoreme 2]
Méthode . Méthode des
; Fonction de Lyapunov .
d’analyse caractéristiques
Conditi
ORCIHONS atx C, non locales C*, locales
bords
Rayon spectral de la Valeur absolue du produit
Condition matrice Jacobienne de la | des dérivées des conditions
suffisante de condition aux bords, aux bords, évaluées a
stabilité évaluée a l'origine, est l'origine, est strictement
strictement inférieur & 1 inférieure a 1

de réflexion a une puissance croissante avec le temps. De cette expression, la condition de

stabilité
lpa|< 1 (2.10)

est trouvée, et révele étre exactement la méme condition établie dans [Bastin and Coron,
2016, Théoreme 2.4] pour la norme L? en adoptant une fonction de Lyapunov (mentionnée
dans la section 2.2.1).

La méthode des caractéristiques est appliquée dans [Greenberg and Tsien, 1984 pour
un systeme quasi-linéaire de deux lois de conservation. Dans le théoreme 2, l'existence
unique d’une solution est démontrée et une condition suffisante de stabilité est établie.
Une comparaison de ce résultat avec celui trouvé dans [Coron and Bastin, 2015, Théoréme
3.3] par la fonction de Lyapunov est présentée dans le tableau 2.1. Remarquons que ces
deux conditions, évaluées avec les coefficients du systeme (2.7)-(2.9) aboutissent a la méme
expression (2.10).

Les équations de Saint-Venant linéarisées sont considérées dans [de Halleux et al., 2003] et
[Perrollaz and Rosier, 2014]. Le théoréme 1 de [de Halleux et al., 2003] applique [Greenberg
and Tsien, 1984, Théoreme 2] pour donner une condition suffisante de stabilité en termes des
conditions aux bords. Ensuite, une commande aux bords stabilisante est congue en analysant
la solution sur les lignes caractéristiques. Dans [Perrollaz and Rosier, 2014], un couplage
avec deux dynamiques EDO est considéré. Une étude, inspirée par la méthode des caractéris-
tiques sur 'analyse des EDP hyperboliques, porte sur I'existence unique de la solution, des
conditions suffisantes de stabilité et une commande en retour d’état stabilisante en temps fini.

Passons aux systemes de lois de bilan, écrits d’une maniere plus générale (avec des termes
non-homogenes). Pour ces systemes, la valeur de la variable n’est pas constante sur une courbe
caractéristique. En un point (¢,x) sur cette courbe, la solution peut étre calculée a partir
de la solution au bord ou la ligne ‘émerge’ avec une dépendance (sous la forme d’un terme
intégral) a la solution en tous les points entre la condition au bord et le point ou la solution
est cherchée, comme montré en vert sur la figure 2.2.

Dans [Prieur et al., 2008], les termes de couplage non-homogenes sont considérés comme
des perturbations, et par suite, ’analyse de stabilité est reformulée en une analyse de
robustesse, en termes des conditions aux bords, vis-a-vis de ces perturbations. Les résultats
dévoilent que si 'amortissement aux bords est suffisamment fort pour vaincre les termes
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(t,z)

0 1

FIGURE 2.2 — Dépendance de la solution en un point (¢,x) a la solution en tous les points
du segment en vert.

TABLEAU 2.2 — Comparaison entre [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 5.4] et [Prieur et al.,
2008, Théoreme 1] pour I'analyse des systémes quasi-linéaires de lois de bilan.

Référonce [Bastin and Coron, 2016, [Prieur et al., 2008,
Théoreme 5.4] Théoreme 1]
Méthode . Méthode des
; Fonction de Lyapunov (s
d’analyse caractéristiques
Conditions suffisantes de
L Conditions suffisantes de robustesse vis-a-vis des
Objectifs e . © e s
stabilité perturbations a 'intérieur
du domaine
Cf)nfiltl()'ns aux bords Conditions aux bords
dissipatives (2.6b) et N e
.- . dissipatives et variation
Conditions matrice de couplage . .
. faible (bornée) des termes
suffisantes diagonalement R
. non-homogenes au
marginalement stable voisinace do Iorisine
(2.6a) & &

non-homogenes, alors la stabilité est assurée. Une comparaison de ce résultat avec celui de
[Bastin and Coron, 2016, Théoréme 5.4] est donnée dans le tableau 2.2. Remarquons que
les deux différentes approches conduisent a 'exigence d’une dissipativité aux bords. Alors
que [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 5.4] requiert une LMI satisfaite par la matrice de
couplage a l'intérieur du domaine, [Prieur et al., 2008, Théoréme 1] requiert eux une faible
variation des termes de ce couplage.

Les systemes de lois de bilan sujets a des signaux de commutation sont également
analysés par la méthode des caractéristiques dans [Amin et al., 2011]. Un résultat qui
rappelle de celui trouvé dans [Prieur et al., 2008, Théoreme 1] est énoncé. La condition de
stabilité exige un rayon spectral de la condition aux bords strictement inférieur a I'unité
(dissipativité aux bords), et que la norme infinie des matrices de couplage a I'intérieur du
domaine soit suffisamment faible.

En outre, la méthode des caractéristiques est utilisée afin de démontrer le caractére bien-
posé (i.e. existence d’une solution unique) des EDP hyperboliques satisfaites par des noyaux
d’une transformation backstepping [Coron et al., 2013], [Di Meglio et al., 2018]. Ces EDP
sont réécrites sous forme d’équations intégrales et une analyse de ces équations est ensuite
abordée.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



2.2. ANALYSE DES SYSTEMES DE LOIS DE BILAN 21

TABLEAU 2.3 — Comparaison des trois approches d’analyse de stabilité dans [Bastin and
Coron, 2016].

Référence [Bastin and Coron, [Bastin and Coron, [Bastin and Coron,
2016, Théoreme 2.1] 2016, Théoreme 2.4] 2016, Théoreme 3.7]
Méth Méth
’et ode ot ,O (.ie .des Fonction de Lyapunov Domaine fréquentiel
d’analyse caractéristiques
Norme de . 9 0
stabilité L L ¢

2.2.3 Approche fréquentielle

Les systemes linéaires en dimension finie sont souvent représentés dans le domaine
fréquentiel. Cette approche simplifie considérablement 1’analyse de stabilité et de robustesse.
De plus, elle permet de calculer les gains d’une commande pour atteindre des performances
désirées en boucle fermée. En dimension infinie, [Curtain and Morris, 2009] constitue une
référence sur la représentation des EDP dans le domaine fréquentiel, et montre 'application
de cette représentation a des EDP paraboliques (équations de la chaleur) et hyperboliques
(équations d’ondes). Cette méthode montre l'influence des conditions aux bords sur la
dynamique et les propriétés du systeme. Dans [Litrico and Fromion, 2009], une condition
nécessaire et suffisante de stabilité dans le domaine de Laplace des équations de Saint-Venant
linéarisées autour du régime d’équilibre, ainsi que des criteres de stabilité de type Nyquist
sont établis. Un aspect physique qui explique le lien entre les EDP hyperboliques et une
représentation dans le domaine de Laplace est le suivant. Considérons ’équation (2.7a) avec
les valeurs aux bords u(t,0) et u(t, 1). Etant donné que la valeur de 'onde est conservée sur
une ligne caractéristique, la valeur de u(t,0) va apparaitre au bord x = 1 apres un délai
correspondant au temps de propagation. De ce fait, une fonction de transfert associée n’est
autre qu’un retard pur, décrit par e x.

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité d’un systéme de deux lois de conserva-
tion est donnée dans [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 2.6], et une condition suffisante
pour un systéme de lois de conservation dans [Bastin and Coron, 2016, Théoréeme 3.7] en
adoptant une approche fréquentielle et en analysant le polynoéme caractéristique. Pour un
systeme de deux lois de conservation, il s’avere que le lieu des racines est strictement lié a la
valeur absolue du produit de termes de réflexion. Pour un systéme avec un nombre arbitraire
d’ondes, la condition exige toujours une dissipativité des conditions aux bords (norme
spectrale d’'un produit faisant intervenir la matrice des conditions aux bords inférieure a
l'unité). Dans le tableau 2.3, nous comparons les trois approches de [Bastin and Coron,
2016] ainsi que les normes utilisées.

Cependant, en présence de termes non-homogenes, une représentation dans le domaine de
Laplace devient compliquée. Ceci explique la motivation de la majeur partie de la littérature
a adopter d’autres approches, comme celle de Lyapunov, ou la méthode des caractéristiques
dans les coordonnées de Riemann.

2.2.4 Approche via un systéme a retard

Une derniere approche de I'analyse des EDP hyperboliques que nous présentons dans
ce chapitre est une approche par les systemes a retard. Il n’est pas surprenant que dans la
littérature, des systemes de lois de conservation ou de bilan soient reformulés en systemes
a retard. Une équation aux différences, par exemple, peut s’interpréter comme la différence
entre la valeur d’un signal émis & un bord et celle de ce méme signal revenant a ce bord
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apres reflexion a l'autre bord en subissant une modification [Sharkovsky et al., 2012].
L’équation résultante dépend ainsi des conditions aux bords. La résolution des équations
de télégraphiste (avec l'’hypothése d’une propagation sans perte) aboutit & une forme
d’équations aux différences (page 4 de [Sharkovsky et al., 2012]). Ce méme type d’équations
est obtenu dans [Di Loreto et al., 2016] en résolvant un systeme de lois de conservation.
Egalement, un systéme a retard est obtenu dans [Coron and Nguyen, 2015] en résolvant
un systeme hyperbolique non-linéaire par la méthode des caractéristiques. Une condition
suffisante de stabilité est en conséquence établie en utilisant les résultats trouvés dans
[Hale and Verduyn Lunel, 1993] pour les systémes a retard. Dans [Auriol et al., 2017],
une équation aux différences avec un retard distribué est établie en partant de deux EDP
hyperboliques dans le but de concevoir une commande robuste par rapport a un retard
dans la commande. Dans le sens contraire, le retard du signal d’un capteur est modélisé par
une EDP hyperbolique dans [Krstic and Smyshlyaev, 2008b]. Tous ces exemples mettent
en relief le lien étroit entre les systemes décrits par des EDP hyperboliques et les systemes
a retard, et la possibilité de passer de 'analyse d’un type de systeme a un autre, tout en
gardant la validité des résultats obtenus pour le systeme de départ.

Ainsi, le phénomene de transport peut étre modélisé par un retard discret (souvent
appelé retard pur ou ponctuel). Dans les lois de bilan, les termes non-homogenes (causés
par un couplage a lintérieur du domaine ou des termes sources) meénent & un terme
intégral qui dépend de la solution dans le temps passé. Ils sont alors modélisés par
un retard distribué. Les conditions aux bords influent & leur tour sur la solution. Des
conditions aux bords statiques conduisent a des équations aux différences, tandis que des
conditions aux bords dynamiques (décrites par des EDO) engendrent des équations dif-
férentielles aux différences de type retardé ou parfois de type neutre [Sharkovsky et al., 2012].

Une vision générale du lien entre les EDP hyperboliques du premier ordre et les systemes
a retard est traitée dans [Karafyllis and Krstic, 2014]. Les conditions aux bords du systéme
hyperbolique considéré dépendent de tout 1’état, conséquence de l'application d’une loi de
commande par retour d’état. Le théoreme 2.1 de cette référence montre que sous certaines
hypotheses liées a des propriétés du systeme, il existe une transformation unique qui mene
du systeme de départ au systéme s’écrivant sous la forme d’équations intégrales a retard.
En outre, il s’avére plus simple & analyser les EDP hyperboliques, une fois transformées
en une forme a retard. Des conditions de robustesse et de stabilité associées aux équations
intégrales a retard sont également présentées dans [Karafyllis and Krstic, 2014]. Dans
[Russell, 1978], un systéeme hyperbolique avec une commande distribuée a l'intérieur du
domaine est transformé en une équation aux différences avec un retard distribué. Une
équivalence entre ces systemes d’équations est montrée. Dans [Russell, 1991], un systeme
hyperbolique est transformé en équations fonctionnelles de type neutre.

Un grand nombre d’études des systemes a retard est disponible dans la littérature. La
motivation, autre que les EDP hyperboliques, est la présence de retards dans les systemes
physiques, comme pour la combustion interne dans les engins, les procédés chimiques, les
réseaux de communication, les véhicules sous-marin, un résonateur & retard [Zhong, 2006],
ou I’évolution de la population d’une espece [Sharkovsky et al., 2012], [Diekmann et al., 2012].

Nous présentons quelques résultats sur la stabilité des systemes a retard qui nous semblent
importants pour nos développements dans notre travail. Présentons d’abord deux outils d’ana-
lyse des systemes a retard : la fonction de Lyapunov-Krasovskii et la fonction de Razumikhin.
Nous énoncons les théoremes 1.3 et 1.4 de [Gu et al., 2003] en utilisant les notations suivantes.
C est 'ensemble des fonctions continues de [—r, 0] dans R", avec r un réel positif. Ry est la
fermeture de 'ensemble des réels positifs. ¢j1(0) = ¢(t +0) € C, avec —r < § < 0, est un
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segment d’une fonction ¢. Pour une fonction ¢ € C, sa norme || - || dans C' est définie par
= 2.11
Iélle=_max | () [l (2.11)
ou la norme || - || d’un vecteur est la norme euclidienne. Une forme générale d’une équation
différentielle fonctionnelle de type retardé est la suivante [Gu et al., 2003].
X(t) = f(t, Xp) - (2.12)

Théoréme. [Gu et al., 2003], Théoréme 1.3 : théoréme de stabilité de Lyapunov-Krasovskii.
Supposons que vy, vy et y: R+ — R+ sont des fonctions continues et croissantes, v1(s) et
va(s) >0 pour s > 0 et v1(0) = v2(0) = 0. Sl existe une fonctionnelle continue et dérivable
V:RxC — R telle que

v ([ ¢0) ) <Vt ) <wvalll o) (2.13)

et
vV (t.Xy) <= (I Xg0) ) (2.14)

alors la solution triviale de (2.12) est uniformément stable. Siy(s) > 0 pour s > 0, alors elle
est uniformément asymptotiquement stable. Si, en plus, limg_, o, v1(s) = +00, alors elle est
globalement uniformément asymptotiquement stable.

Théoréme. [Gu et al., 2003], Théoréme 1.4 : théoréme de Razumikhin.

Supposons que vy, vy et y: RJ’_ — RJ’_ sont des fonctions continues et croissantes, v1(s) et va(s)
>0 pour s >0, v1(0) = 12(0) = 0 et vy strictement croissante. S’il existe une fonctionnelle
continue et dérivable V: R x R™ — R telle que

n (X ) <V X) <we (] X)) (2.15)

pourt € R et X € R", et la dérivée par rapport au temps de V le long de la solution X (t)
de (2.12) satisfait
V(L X() < (Il X®) 1) (2.16)
a chaque fois que V(t+60,X(t+0)) <V(t,X(t)),

pour 0 € [—r,0], alors le systéeme (2.12) est uniformément stable. Si, en plus, y(s) > 0
pour s > 0, et s’il existe une fonction continue croissante p(s) > s pour s > 0, telle que la
condition (2.16) s’écrit d’une maniére plus forte

Ve, X@®) <=y (I X@) () s V(E+0,X(E+0)) <p(V(,, X)),  (217)

pour 6 € [—r,0], alors le systéme (2.12) est uniformément asymptotiquement stable. Si,
en plus, limg_, 1 o11(s) = 400, alors le systéme (2.12) est globalement uniformément
asymptotiquement stable.

Présentons maintenant les résultats de l’analyse des équations aux différences. Une
analyse de stabilité de ces équations, homogenes et non-homogenes, est abordée dans [Elaydi,
1999]. Pour le cas scalaire, un polynome caractéristique associé est étudié et une condition
nécessaire et suffisante de stabilité est construite. Egalement sont exposées une condition
nécessaire et suffisante et une condition suffisante de stabilité. En outre, ce livre fournit une
étude de commandabilité, d’observabilité et de stabilisation par retour d’état.

Des retards distribués sont ajoutés a ces équations dans [Damak et al., 2015] et

[Melchor-Aguilar, 2013]. Les auteurs présentent des conditions suffisantes de stabilité de ces
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systemes en se basant sur une fonction de Lyapunov-Krasovskii pour un systéme intégral
a retard. Une comparaison entre ces deux références est résumée dans le Tableau 2.4. La
procédure adoptée dans [Melchor-Aguilar, 2013, Théoreme 4] est de considérer le noyau du
retard distribué constant par intervalle de temps.

Une étude des systémes d’équations aux différences et des systemes d’équations différen-
tielles aux différences est présentée dans [Sharkovsky et al., 2012]. Cette étude porte sur
I’analyse de I'existence d’une solution, sa régularité et son comportement.

Une forme d’équations différentielles a retard peut étre établie quand un systeme d’EDP
hyperboliques est couplé & une dynamique EDO aux bords. Ces équations différentielles,
avec des retards discrets et distribués sont analysées dans [Gu et al., 2003]. Une étude dans
le domaine fréquentiel, a travers le polynéme caractéristique, montre ’existence d’une marge
de retard pour la stabilité. En revanche, I'approche temporelle présente l'avantage d’étre
applicable a des systémes non-linéaires et pour ceux présentant des incertitudes variables en
fonction du temps. Des conditions suffisantes de stabilité, sous forme de LMI indépendantes
du retard, sont établies en utilisant d’une part la fonction de Lyapunov-Krasovskii, et
d’autre part, la fonction de Rasumikhin. Ces criteres sont ensuite rétablis en fonction du
retard en effectuant une transformation du modeéle incluant alors un retard distribué sous
forme d’une perturbation.

D’autres études sur les équations différentielles aux différences et les équations diffé-
rentielles fonctionnelles sont menées dans [Dickmann et al., 2012], [Bellman and Cooke,
1963], [Hale, 1971], [Kharitonov et al., 2009], [Hale and Lunel, 2002]. L’analyse porte
principalement sur l'existence de la solution, son unicité, son comportement et sur la
présentation des conditions nécessaires et suffisantes (ou seulement suffisantes) de stabilité.
Nous trouvons également des approches temporelles (comme dans [Hale, 1971] en utilisant
une fonction de Lyapunov) ou fréquentielles en étudiant le lieu des racines des polynome
caractéristiques dans le plan complexe (comme dans [Bellman and Cooke, 1963, Théoreme
13.1] et [Kharitonov et al., 2009]). Dans [Vidyasagar, 1972] et [Baker and Vakharia, 1970],
des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité de type Nyquist sont présentées en
abordant une analyse entrée/sortie dans le domaine de Laplace.

A noter que les fonctions de Lyapunov et de Lyapunov-Krasovskii sont également utilisées
dans la littérature pour construire une loi de commande stabilisante des systémes a retard,
comme dans [Park, 2004] et [da Silva Jr et al., 2011] respectivement.

TABLEAU 2.4 — Comparaison des analyses de stabilité des équations aux différences avec

retard(s) distribué(s) dans [Damak et al., 2015] et [Melchor-Aguilar, 2013].

[Damak et al., 2015, [Melchor-Aguilar, 2013,
Théoreme 4] Théoréme 4]

Référence

plusieurs retards purs et
plusieurs retards
distribués

plusieurs retards purs et

Retard idéré e e
crard considere un retard distribué

Noyaux des retards fonctions bornées et

e . constants
distribués continues par morceaux

Condition vis-a-vis du

dépendante du retard | indépendante du retard
retard
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2.3 Commande des systemes de lois de bilan

Nous présentons différentes approches de commande aux bords des EDP hyperboliques de
lois de conservation et de bilan. Nous nous référons aussi a certains travaux qui emploient une
commande répartie a I'intérieur du domaine et a d’autres résultats sur les EDP paraboliques
en vue de mieux décrire I’approche de commande utilisée dans nos travaux et de clarifier
les démarches de synthese qui s’appliquent également au systéme que nous traitons. Nous
présentons dans la suite la commande par retour de sortie statique, le régulateur PI, la
platitude et la commande par backstepping. La robustesse vis-a-vis des erreurs du modele
est ensuite considérée en présentant 'approche par mode glissant et la commande adaptative.
Finalement, la robustesse vis-a-vis du retard dans la commande est traitée par la méthode
backstepping.

2.3.1 Commande par retour de sortie statique

Une méthode efficace pour commander les EDP hyperboliques par un retour de sortie
statique est d’exploiter les résultats de I’analyse de stabilité de ces systemes, présentés dans
la section 2.2. L’idée principale est de paramétrer la commande aux bords par des gains qui
sont déterminés de maniere a ce que le systeme en boucle fermée respecte la condition de
stabilité, notamment la dissipativité aux bords, comme effectué dans [Prieur et al., 2008] et
[de Halleux et al., 2003]. Dans d’autres exemples, une fonction de Lyapunov de commande
(Control Lyapunov function) est concue dans [Coron et al., 2007], [Bastin et al., 2018] et
[Bastin and Coron, 2011]. Les gains de la loi de commande sont choisis tels que la fonction
de Lyapunov soit stricte, assurant ainsi une stabilité exponentielle du systeme. Ce type de
commande par retour de sortie présente ’avantage de la simplicité d’implantation puisqu’elle
exige uniquement la mesure des valeurs des états des EDP aux bords, sans avoir besoin de
connaitre leurs valeurs a l'intérieur du domaine. Néanmoins, cette méthode de commande
par retour de sortie statique n’est pas capable d’éliminer une perturbation et ne présente pas
un effet régulant [Trinh et al., 2017]. Ce fait a motivé les chercheurs a introduire une action
intégrale dans la commande en I’écrivant sous la forme d’un retour de sortie dynamique.

2.3.2 Régulateur Proportionnel Intégral

Etendue de la théorie de la commande des systemes en dimension finie, le correcteur
proportionnel intégral (PI) est surtout utilisé afin de réguler une sortie soumise a des pertur-
bations. La sortie est généralement un état EDP a un bord. La loi de commande comprend
un terme proportionnel a I'erreur entre la sortie a réguler et la sortie désirée, ainsi qu’un
terme intégral de cette erreur. Afin de donner une idée plus claire, considérons ’équation de

transport scalaire (2.7a)
ur(t, @) + Aug(t,z) = 0, (2.18)

évoluant pour 0 < x < 1 et t > 0. La sortie u(¢,1) est a stabiliser & la valeur nulle par une
commande appliquée en u(t,0). Une expression d'un régulateur PI est donnée dans [Coron
and Tamasoiu, 2015], de la maniére suivante.

u(t,0) = kpu(t,1) + k; /Ot u(y, 1)dy, (2.19)

avec k, le gain de I’action proportionnelle et k; le gain de l'action intégrale. L’objectif est
de calculer les valeurs des gains k, et k; qui assurent cette régulation. Nous présentons deux
approches de calcul adoptées dans la littérature :
— une approche fréquentielle, basée sur ’étude de I’équation caractéristique associée a
la dynamique de la sortie,
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— une approche temporelle, basée sur une fonction de Lyapunov.

Dans [Coron and Tamasoiu, 2015], I’équation scalaire de transport (2.18) est considérée
avec la loi de commande (2.19). L’équation aux différences avec un terme intégral, satisfaite
par la sortie, est établie et I’équation caractéristique associée en est déduite. L’analyse du
lieu des racines de cette équation conduit & des conditions (nécessaires et suffisantes ou
seulement suffisantes) de stabilité, sous la forme d’inégalités satisfaites par les gains k, et
k;. Il est intéressant de mentionner qu’en ajoutant une action dérivée au régulateur PI,
I’équation caractéristique ne possede plus un terme principal, et en conséquence, possede
une infinité de zéros dont la partie réelle est arbitrairement grande (voir plus de détails dans
[Bellman and Cooke, 1963, Théoreme 13.1]). Le systéme en boucle fermée est donc instable.

La méme approche est abordée dans [Bastin et al., 2015] pour un systéeme de deux lois
de conservation linéaires. La commande est appliquée au bord x = 0 a travers un état
EDP, tandis qu’un terme de réflexion distale apparait sur I’autre. L’équation caractéristique
associée a la sortie est analysée dans le domaine de Laplace, aboutissant a une condition
nécessaire et suffisante de stabilité, explicitée en termes des gains k, et k;.

Par I'approche temporelle, dans [Dos Santos et al., 2008], un systéme linéaire de deux
lois de conservation est commandé aux deux bords par des régulateurs PI. Une fonction de
Lyapunov, comprenant les gains des actions proportionnelles et intégrales est synthétisée.
Ces gains sont ensuite calculés de maniere a rendre la fonction de Lyapunov stricte. Le
résultat est appliqué en simulation aux équations de Saint-Venant linéarisées, et implanté
sur un micro-canal fluvial.

Un régulateur PI basé sur une fonction de Lyapunov est également employé pour les
systemes hyperboliques quasi-linéaires. En présence de termes non-linéaires, la seconde mé-
thode de Lyapunov est un choix qui s’impose étant donné que ’analyse dans le domaine
fréquentiel n’est plus applicable. Dans [Trinh et al., 2017], un correcteur intégral est proposé.
L’objectif est de garantir la stabilité asymptotique du point d’équilibre d’un systéme hyper-
bolique scalaire quasi-linéaire dans la topologie H? et la régulation de la sortie & un point de
fonctionnement donné. Nous résumons ici les démarches effectuées dans cette référence.

1. Un changement de variable transforme le probleme de stabilisation de I’état au point
d’équilibre en une stabilisation a 'origine de 'erreur entre 1’état et le point d’équilibre.

2. La vitesse caractéristique du systeme non-linéaire est évaluée a l'origine, et ainsi un
systeme linéaire avec une vitesse de propagation constante en résulte. A travers une
fonction de Lyapunov stricte qui comprend le gain de ’action intégrale, un intervalle de
ce gain est proposé de maniere a garantir la stabilité exponentielle du systeme linéaire.
La largeur de cet intervalle est proportionnelle a la vitesse de transport et inversement
proportionnelle & la distance de propagation.

3. La stabilité exponentielle locale dans la norme H? du systéme non-linéaire en boucle
fermée, en prenant le méme gain de I'action intégrale calculé a I'étape 1, est traitée.
Une fonction de Lyapunov est congue. Cette fonction est une version augmentée de
celle utilisée dans [Coron et al., 2007] avec des termes quadratiques en les dérivées
spatiales de premier et de second ordres de I'état. La régulation de la sortie est alors
une conséquence directe de la stabilisation locale de tout ’état en boucle fermée.

Ce résultat est affiné dans [Coron and Hayat, 2018], ol un systéme similaire est considéré.
Une condition suffisante de stabilité et une autre nécessaire sont présentées en termes du
gain de 'action intégrale via une fonction de Lyapunov.
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Une extension de cette méthode vers un systeme de deux lois de bilan couplé a une
dynamique EDO a un bord est établie dans [Terrand-Jeanne et al., 2018] afin de résoudre
des problemes de forage liés a des vibrations radiales du tube de forage. Ces oscillations
causent des dégats et peuvent mener a linstabilité du systeme et donc a la rupture du
dispositif. L’objectif de la commande est de réguler la vitesse de la téte de forage et d’assurer
une stabilité exponentielle du point d’équilibre. La stratégie de conception des gains PI se
résume de la maniere suivante.

1. En négligeant la dynamique du terme intégral dans la commande, une fonction de
Lyapunov-ISS est synthétisée. L’étude de la dérivée de cette fonction conduit a la
détermination du gain proportionnel, sous la forme d’une inégalité a satisfaire.

2. La dynamique du terme intégral du correcteur est prise en considération. Une nouvelle
fonction de Lyapunov, version augmentée de la précédente, est congue. L’analyse de
cette fonction permet la détermination du gain de I'action intégrale.

2.3.3 Commande par Platitude

Le probleme de génération de trajectoires pour des systemes a parametres répartis a
motivé & son tour les chercheurs. En dimension finie, la génération d’une trajectoire est
souvent assurée par inversion du modele dans le cas d’un systeme linéaire ou par platitude
(flatness en anglais) pour les systémes non-linéaires. Introduite par Fliess et al. [Fliess
et al., 1995], la platitude est a la base une méthode de commande non-linéaire en boucle
ouverte (feed-forward). Cette approche, basée sur le modele, exige une forte connaissance
du modele, avec un degré de précision et d’exactitude relativement satisfaisant. L’idée de
la platitude est de choisir une sortie (dite plate) de maniére & pouvoir exprimer toutes les
variables d’état et les entrées indépendamment en fonction de cette sortie et de ses dérivées
successives. Ainsi, étant donné I'expression de la trajectoire désirée, une expression de la
commande en boucle ouverte est déduite de cette trajectoire et de ses dérivées successives.
Apres application de la commande, le systéme est équivalent & une chaine d’intégrateurs
ou chaque entrée est associée a une sortie différente a travers un nombre d’intégration
adéquat. Cette méthode est appliquée dans la littératiure dans [Martin et al., 2003] pour la
planification d’un mouvement, dans [Fliess et al., 1995] pour la commande d’une grue en
deux dimensions et dans [Rouchon et al., 1993] pour la commande d’une remorque.

Cette méthode est étendue pour les systéemes en dimension infinie et appliquée a différents
exemples. Pour un systeme hyperbolique commandé au bord, ’expression de la commande
est liée a la résolution du systeme en termes de la sortie, généralement prise a un bord du
domaine. La solution en chaque point du domaine est équivalente a une fonction de transfert
qui mene de la sortie plate a tout 1’état du systeme [Petit and Rouchon, 2001]. Ensuite,
cette solution est évaluée au bord ou la commande agit pour déduire son expression. Il est
intéressant de noter qu'une paramétrisation de la trajectoire de la sortie permet d’aboutir a
une expression de la commande en termes de cette trajectoire et de ses dérivées. Les étapes
de construction de la commande sont brievement décrites comme suit.

1. Choisir une sortie plate et une trajectoire désirée,
2. résoudre les EDP a l'intérieur du domaine en termes de la trajectoire (considérée comme
parametre) et de ses dérivées,

3. évaluer la solution au point d’application de la commande.

Dans [Petit and Rouchon, 2001], une corde verticale est pilotée par un chariot placé
a son extrémité supérieure, le bord inférieur étant la sortie a commander. Ce systéeme est
modélisé par une équation d’ondes, ot un bord est paramétré par une trajectoire et 'autre
représente la commande. La solution a l'intérieur du domaine est établie d’abord dans le
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domaine fréquentiel en appliquant la transformée de Laplace, ce qui simplifie le probleme
en une résolution d’un systeme d’EDQO. La solution est ensuite trouvée dans le domaine
temporel en effectuant une transformée de Laplace inverse. Une correspondance unique
entre la solution lisse des EDP et la trajectoire associée a la sortie est montrée.

La platitude est utilisée dans [Schmuck et al., 2014] pour commander un réseau HVDC.
Les trajectoires de la tension et de l'intensité dans une ligne sont calculées a partir de la
connaissance des trajectoires de ces variables aux bords du domaine. Des systemes de lois de
bilan, modélisant 1’écoulement fluide dans des canaux et un réacteur tubulaire, sont comman-
dés par platitude dans [Kniippel et al., 2010] et [Woittennek et al., 2009] respectivement. La
solution des EDP & l'intérieur du domaine est obtenue par la méthode des caractéristiques.
En outre, la platitude est utilisée dans [Woittennek, 2011] pour une étude de commandabilité
d’une équation d’ondes (sans amortissement, ni de termes sources). La sortie est la position
d’une charge placée au bout non commandé d’une corde. L’état EDP et la commande sont
exprimés en termes de la sortie et de ses dérivées temporelles d’ordres un et deux.

2.3.4 Commande par backstepping

La commande par backstepping est une méthode dédiée originellement a la stabilisation
d’une classe de systémes non-linéaires appelés systémes a retour strict (strict feedback en an-
glais), et date de la fin du vingtieme siecle [Krstic et al., 1995], [Khalil, 1996]. Une explication
de cette commande est donnée dans le chapitre 14 du livre [Khalil, 1996]. Considérons une
version simplifiée de ’écriture générale d’un systeme d’EDO a retour strict oti nous omettons
la dépendance par rapport au temps.

Z1 = fl(zl) + 0 (21)22 (220&)

Z9 = f2(217 22) + 92(217 22)23 (220b)

Zp—1 = fo—1(21,22, -+, 2p—1) + ge—1(21, 22, -+, Zp—1) 2k (2.20c)

Zp = fr(21, 22, 261, 2k) + gk(21, 22, -5 211, 21U, (2.20d)

ou z;, 1 = 1,---,k sont des états scalaires et u est I’entrée de commande. f; et g; sont des
fonctions réelles régulieres (dont les dérivées a un certain ordre existent, selon le probleme
considéré), telles que fi disparait a lorigine et g;(z1, 22, -,2x) # 0, pour ¢ = 1,--- k.

L’objectif de la commande par backstepping est la stabilisation a ’origine du systeme (2.20).
L’attribution ‘retour strict’ est justifiée par la structure triangulaire inférieure du systeme.
En d’autres termes, dans la dynamique Z;, les fonctions non-linéaires f; et g; dépendent
uniquement de z1,-- -, 2;, donnant ainsi une connexion en cascade avec k composantes. La
propriété d’une telle structure triangulaire est importante dans I’extension de cette méthode
en dimension infinie.

Contrairement & la linéarisation par retour d’état ou par platitude, la commande par
backstepping n’exige pas une dynamique entrée/sortie linéaire en boucle fermée. En revanche,
c’est une commande par retour d’état qui s’effectue suivant une procédure récursive et qui se
base sur la synthese de ‘commandes virtuelles’ (intermédiaires) pour chaque état, avec une
fonction de Lyapunov adéquate. Nous exposons le déroulement de la premiére étape de cette
procédure.

1. En analysant la dynamique en z; de (2.20a), 29 est considéré comme une entrée virtuelle,
et (2.20a) peut étre stabilisée par un retour d’état régulier zo = ¢a(21), avec ¢2(0) = 0.
Afin de trouver ¢2(z1), une fonction de Lyapunov quadratique en z; est construite, et
¢2(z1) est calculée de sorte que la dérivée de cette fonction de Lyapunov, le long de la
dynamique 1 = f1(z1) + g1(21)¢2(2z1) soit définie négative,
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2. Derreur e = z9 — ¢o(21) est prise comme un nouvel état et sa dynamique, affine en z3,
est déduite de (2.20b),

3. a son tour, I’état z3 est considéré comme une entrée virtuelle utilisée pour stabiliser es
a zéro. Afin d’établir ’expression de cette entrée, la fonction de Lyapunov construite
est augmentée par un terme quadratique en es. Le retour d’état z3 = ¢3(z1,22) est
calculé de maniere a obtenir une dérivée de cette fonction définie négative.

Par suite, la stabilisation de es a zéro entraine

ea(t) = 0 < 22(1) Tood Pa(z1(t))

= ng(Zl(t)) —0

t—o00

= ZQ(t) m 0.

Cette démarche s’enchaine, et un retour d’état est attribué a chaque z; afin de stabiliser
zi—1, pour obtenir au final une expression ezplicite de la commande u(t) en termes des états
zi, @ = 1,---, k. Remarquons d’abord qu’en écrivant la dynamique de l'erreur es(t) (pour
stabiliser la dynamique en z; par exemple), le retour d’état (pseudo-commande) ¢2(21)
apparailt avec une dérivation du premier ordre. Schématiquement, ceci est équivalent a un
déplacement de ce terme en amont d’un intégrateur. Il est intéressant de montrer 1’origine
du terme ‘backstepping’ (pas en arriere). En appliquant la loi de commande, son effet se
propage de z a z1. Par contre, sa conception s’effectue dans un sens inverse a travers une
chaine d’intégrateurs, en commencant par une stabilisation de z; a travers z9, suivie de la
stabilisation de zo a travers z3 et ainsi de suite pour arriver enfin a la stabilisation de z; a
travers u. La synthese d’une telle loi de commande est rendue possible grace a la structure
triangulaire inférieure du systéme. Dans le cas ou le systeme de départ ne satisfait pas
cette structure, un difféomorphisme est cherché de sorte que le systeme avec les nouvelles
variables s’écrive sous la forme (2.20).

La commande par backstepping des systemes d’EDP discrétisées a été mise en lumiere
grace a Balogh et Krstic dans [Balogh and Krstic, 2002]. Dans ces travaux, une équation
de la chaleur (réaction-diffusion) est discrétisée en 'espace, le systeme EDO obtenu possede
la structure d’un retour strict et donc, une commande par backstepping décrite ci-dessus
est envisageable. L’instabilité de ce systeme résulte du coefficient de réaction positif. La
méthode de stabilisation récursive est de concevoir a chaque itération une transformation
de coordonnées (étape 1 du déroulement expliqué ci-dessus) qui élimine le terme de réaction
ayant un coeflicient positif et le remplace par un autre ayant un coefficient négatif. Le sys-
teme résultant en boucle fermée est une équation de la chaleur stable avec un choix adéquat
du coefficient de réaction. Balogh et Krstic [Balogh and Krstic, 2002] montrent qu’il existe
une transformation basée sur une fonction bornée (appelée ‘noyau’), pour laquelle la solution
classique (forte) du systeme est exponentiellement stable. Néanmoins, les résultats de
simulation montrent que ce noyau posséde des oscillations dont la fréquence augmente avec
la diminution du pas de discrétisation, et donc le noyau ne converge pas vers une fonction
continue. Cette observation est expliquée dans [Krstic and Smyshlyaev, 2008¢c, Chapitre 4]
par le fait que la structure méme de 'EDP discrétisée est altérée. En diminuant le pas de dis-
crétisation, le nombre d’itérations de la procédure backstepping augmente indéfiniment, alors
qu’un systéme pris en dimension infinie (sans discrétisation) exige un nombre fini d’itérations.
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Ce résultat a été une motivation pour appliquer ce changement de variable au méme
systeme d’EDP mais en gardant sa caractéristique de dimension infinie dans [Krstic et al.,
2008] et [Krstic et al., 2006]. La transformation prend alors la forme d’un opérateur de
Volterra borné et inversible :

a(t,z) = u(t,x) — /Ox k(x,y)u(t,y)dy, (2.21)

avec x € [0, 1] représentant ’espace et t > 0 le temps. u(t,z) est I'état EDP du systeme de
départ, a(t,x) est la nouvelle variable d’état et k(z,y) est le noyau de la transformation,
avec 0 < y < x. Le livre [Krstic and Smyshlyaev, 2008c] de M. Krstic et A. Smyshlyaev
fournit une explication approfondie de la méthode backstepping en dimension infinie.
Cette méthode est exploitée pour la stabilisation d’un systéme instable, 'amélioration de
performance (augmentation de la vitesse de convergence) d’un systeéme stable, la conception
d’observateurs et la génération de trajectoires. En outre, elle est appliquée pour une grande
variété d’EDP, y compris les équations d’ondes et les équations hyperboliques du premier
ordre (auxquelles nous nous sommes intéressés dans ce travail de these).

Avant de donner les détails techniques, nous présentons 'idée principale de stabilisation
par backstepping en deux points :

1. identifier les termes non désirés dans le modele EDP qui conduisent potentiellement a
I'instabilité,

2. construire une transformation qui mene (apres application d’une commande adéquate)
a un systeme cible (évidemment stable et bien-posé) ou ces termes sont éliminés, avec
possibilité d’ajout de termes stabilisants (amortissement par exemple).

En conséquence, le systeme en boucle fermée se comporte d’une maniere équivalente au
systeme cible.

Entrons maintenant dans les détails techniques. La transformation backstepping est réali-
sée a travers un opérateur Volterra représenté par une intégration sur un intervalle (de 0 & z)
de l'espace (équation (2.21)). Cette forme d’intégration assure une structure triangulaire du
systeéme cible, équivalente & la structure de (2.20). De plus, étant donné une régularité appro-
priée des noyaux, c’est un opérateur borné et inversible qui permet de décaler les termes non
désirés de l'intérieur du domaine vers le bord ou la commande agit. La difficulté de cette mé-
thode est que le systeme cible et les noyaux de la transformation sont obtenus simultanément
par un calcul unique, dont le déroulement est décrit comme suit.

1. Choisir une structure d’une transformation backstepping et un systéme cible ayant un
comportement intéressant (au niveau de la stabilité, de la vitesse de convergence, ...),

2. dériver la transformation par rapport au temps et a ’espace et effectuer des intégrations
par parties quand l'opérateur intégral est appliqué a une dérivée d’un état EDP,

3. substituer ces dérivées dans le systeme cible pour développer les équations satisfaites
par les noyaux de la transformation, et établir ’expression de la commande par retour
d’état sur tout le domaine en évaluant la transformation au bord ou la commande agit,
de maniere & éliminer les termes non désirés et décalés vers le bord par la transforma-
tion,

4. vérifier si les équations des noyaux sont bien-posés, sinon recommencer cette procédure
en modifiant soit la structure de la transformation backstepping soit le systeme cible
de I'étape 1.

Les différentes applications de cette méthode [Krstic and Smyshlyaev, 2008c] ont montré
que les équations des noyaux satisfont le méme type d’EDP que le systeme de départ (avec
le méme niveau de complexité). A titre d’exemple, en stabilisant une équation de la chaleur,
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les noyaux de la transformation vérifient des EDP paraboliques. Par contre, la stabilisation
d’une équation d’ondes entraine des EDP hyperboliques vérifiées par ces noyaux. A no-
ter qu'une modification du systeme cible engendre une modification des équations des noyaux.

Cette méthode fait ressortir trois points essentiels a toujours prendre en considération :

— la stabilité et le caractere bien-posé du systeme cible,

— lexistence des noyaux dans un espace fonctionnel adéquat,

— la bornitude et I'inversibilité de la transformation, pour pouvoir conclure quant a la
stabilité du systeme de départ a partir de la stabilité du systeme cible.

Afin d’illustrer la démarche présentée, prenons de [Vazquez et al., 2011] exemple d’un
systeme de deux lois de bilan en coordonnées de Riemann

ug(t, ) + M2)ug(t, x) = o7 (2)v(t, z) (2.22a)
=0 T(z)u(t,z), (2.22b)

qui évolue pour = € [0,1] et ¢ > 0. A(z) et p(z) > 0 sont les vitesses de propagation, et
ot (z) et ot (z) sont des couplages anti-diagonaux a I'intérieur du domaine. X et p sont de
classe C1, 07~ et o~ sont continues, et les conditions initiales sont dans L?. Les conditions
aux bords sont

u(t,0) = U(t) (2.23a)
v(t,1) = pu(t, 1), (2.23b)

avec p # 0 et U(t) est 'entrée de commande. Les termes non désirés et qui peuvent étre
éventuellement des sources d’instabilité sont les couplages o7~ et o~ . En conséquence, ils
doivent étre éliminés par la commande. A travers une transformation, similaire A (2.21), et
qui prend en considération les deux états EDP wu et v, le systeme cible obtenu consiste en
deux équations de transport découplées a l'intérieur du domaine :

a(t,z) + Mz)ax(t,z) =0 (2.24a)
Bi(t, ) — p(x)Bx(t, x) =0, (2.24b)
avec un couplage au bord
a(t,0) =0 (2.25a)
B(t, 1) = paf(t,1). (2.25b)

Les deux aspects a discuter sont I’existence des noyaux de la transformation backstepping et
les propriétes du systeme cible. Les noyaux vérifient quatre EDP hyperboliques, qui évoluent
dans un domaine triangulaire, couplées deux a deux a 'intérieur de ce domaine et aux bords.
L’existence unique de la solution de ces EDP est établie dans les théorémes A.1 et A.2 de
[Coron et al., 2013], avec une régularité qui dépend de celle des coefficients du systeme de
départ. Nous résumons la preuve de cette existence par les points suivants.

1. La résolution des EDP hyperboliques le long des courbes caractéristiques permet d’ob-
tenir des équations intégrales en termes des noyaux,

2. la solution de ces équations intégrales est établie sous forme de séries par la méthode
des approximations successives,

3. la convergence de chaque série est démontrée en majorant la valeur absolue du terme
général pour aboutir & une majoration de la valeur absolue de la série par une fonction
exponentielle.

La philosophie de ce résultat est une injection de la valeur nulle au bord ou la commande
agit (dead beat control en anglais [Bastin and Coron, 2016]). Autrement dit, la commande
va absorber tous les termes présents aux bords, y compris le terme de réflexion proximale.
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L’effet de cette application se propage le long des lignes de transport pour stabiliser, en un
temps fini qui dépend des vitesses de propagation, les deux états a l'origine. Nous notons
également que la stabilité du systeme cible est souvent démontrée par le biais d’une fonction
de Lyapunov.

Il est intéressant de mentionner que R. Vazquez et M. Krstic ont développé dans [Vazquez
and Krstic, 2014] les expressions explicites des noyaux d’une transformation backstepping
appliquée a un systeme de deux lois de bilan du premier ordre avec des coefficients constants.
Ces noyaux sont exprimés en termes des fonctions de Bessel et des fonctions Q de Marcum.
L’objectif était d’expliciter l'expression de la commande par backstepping. Ce résultat
simplifie considérablement I'implantation de la loi de commande et montre la dépendance de
la solution aux coefficients du systeme de départ, permettant ainsi '’analyse de la solution
vis-a-vis de ces coefficients.

La méthode backstepping est aussi utilisée dans [Vazquez et al., 2011] pour concevoir un
observateur en dimension infinie du systeme (2.22)-(2.23). Le systeéme estimé est une copie
de (2.22)-(2.23) avec un retour de sortie. La dynamique de lerreur entre les états u et v,
et les états observés est établie. Une transformation inverse de backstepping aboutit a un
systeme cible en 'erreur qui converge vers l’origine.

L’effet spectaculaire de la commande par retour d’état estimé par l’observateur précé-
dent est exploité pour des systemes hyperboliques divers et pour différents objectifs. Nous
présentons quelques travaux sur les systemes hyperboliques du premier ordre, sur lesquels
nous nous appuyons dans nos développements de cette these. Ces papiers sont groupés selon
que le systeme traité comprend une EDP, deux EDP ou un nombre arbitraire d’EDP.

1. Modele comprenant une EDP hyperbolique.

Dans [Krstic and Smyshlyaev, 2008b], cette EDP modélise des problemes physiques,
comme les réacteurs chimiques et les échangeurs thermiques. Une particularité de ce
papier est la démonstration de ’existence d’une solution unique du noyau satisfaisant
une EDP hyperbolique contenant un intégrateur de Volterra dans le domaine. La preuve
se base sur la méthode des approximations successives. Le résultat est appliqué pour
stabiliser une équation de Korteweg—de Vries et un systeme présentant un retard dans
le capteur. Dans [Bribiesca-Argomedo and Krstic, 2015], le probleme de stabilisation
d’une EDP avec une intégrale de Fredholm dans le domaine est résolu. Le systeme
cible est une équation de transport stable en temps fini. Le caractere bien-posé des
EDP satisfaites par les noyaux est donné. La preuve consiste a résoudre les EDP par la
méthode des caractéristiques et en utilisant ensuite le théoréme du point fixe dans un
espace de Banach, basé sur la propriété de contraction d’un opérateur intégral [Khamsi
and Kirk, 2011, Théoreme 3.1]. Le résultat est appliqué a une EDP couplée au bord
avec une EDO du second ordre.

2. Systeme de deux EDP hyperboliques couplées.

La stabilisation du systeéme linéaire (2.22)-(2.23) est traitée dans [Vazquez et al., 2011]
et étendue pour le cas quasi-linéaire dans [Coron et al., 2013]. Dans [Lamare and
Bekiaris-Liberis, 2015], la méthode backstepping est utilisée afin de générer une trajec-
toire de sortie en boucle ouverte. La commande est augmentée par un correcteur PI sur
Ierreur de suivi de la sortie. Constatons I'importance de la méthode backstepping qui
a rendu possible la génération de trajectoire. La simplicité de résolution du systeme
cible, complétée par la bornitude et l'inversibilité de la transformation a permis de
déduire 'expression de la solution du systeme de départ en connaissant la solution du
systeme cible. O. Aamo utilise la méthode de backstepping pour résoudre le probleme
de détection et de localisation de fuites dans les oléoducs dans [Aamo, 2016], et pour
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stabiliser un systeéme de forage exposé a des perturbations au fond du tube de forage
dans [Aamo, 2013]. Ces perturbations sont modélisées par un couplage en cascade du
systeme de deux EDP hyperboliques avec une dynamique ODE. Dans [Hasan et al.,
2016], un couplage en cascade & un bord avec une dynamique ODE est considéré et un
observateur est synthétisé.

3. Systemes modélisés par un nombre arbitraire d’EDP hyperboliques.

La stabilisation en temps minimal des EDP hyperboliques avec application d’'une com-
mande & un bord et aux deux bords est traitée dans [Auriol and Di Meglio, 2016a] et
[Auriol and Di Meglio, 2016b] respectivement. Le temps minimal de stabilisation se ré-
vele étre inversement proportionnel a la plus faible vitesse de propagation. Ce résultat
met en relief une caractéristique particuliere des EDP hyperboliques concernant 'effet
de propagation de la commande. Celle-ci ne peut stabiliser le systeme qu’a partir d’un
certain moment lié a la vitesse de transport. Des écoulements de fluides sont modélisés
par des systemes d’EDP hyperboliques couplées 3 a 3, et stabilisés par backstepping
dans [Di Meglio et al., 2012b]. Dans [Di Meglio et al., 2012a] et [Di Meglio et al., 2013],
le systeme hyperbolique stabilisé comprend un nombre arbitraire d’ondes qui se pro-
pagent dans un sens, couplées a une seule onde se propageant dans le sens contraire
et commandée au bord par une commande scalaire. Un systéeme général comprenant
un nombre arbitraire d’ondes dans les deux sens de propagation est stabilisé dans [Hu
et al., 2016] avec un couplage statique au bord, et dans [Di Meglio et al., 2018] ol un
bord présente un couplage bidirectionnel avec une dynamique EDO.

Remarquons que, quand le systeme présente un couplage avec une dynamique EDO, la
stabilisation en temps fini est abandonnée au détriment d’une stabilisation exponentielle.
Nous citons par exemple les travaux de [Roman et al., 2018], o une équation d’ondes est
stabilisée par la méthode de backstepping. La commande est appliquée a un bord ou une
condition de type Robin est présente et 'autre bord est couplé a une dynamique EDO
instable.

Nous soulignons ici les résultats de [Di Meglio et al., 2018] qui nous ont servis comme
base pour contribuer a la littérature et pour prouver des lemmes dans notre travail. Ces
résultats seront évoqués ultérieurement. Nous mentionnons, par exemple, le caractere bien-
posé des noyaux satisfaisant un ensemble d’une classe générale d’EDP hyperboliques couplées
a lintérieur d’un domaine triangulaire, et aux bords avec des EDO.

2.3.5 Robustesse vis-a-vis des erreurs du modele

Certains problemes de commande découlent des erreurs du modele. Celui-ci peut contenir
des imprécisions, comme des incertitudes sur certains parametres, ou tout simplement des
parametres inconnus. En outre, pour des raisons de commande, les automaticiens choisissent
intentionnellement d’adopter un modele simplifié dans lequel des dynamiques sont négligées
ou considérées comme des perturbations non mesurées. En conséquence, des commandes
robustes vis-a-vis de ces erreurs et qui maintiennent en méme temps la stabilité, sont
recherchées. Nous présentons succinctement deux méthodes de commande robuste vis-a-vis
de ces incertitudes pour les systéemes décrits par des EDP : la commande par mode glissant
et la commande adaptative.

La commande par mode glissant est une approche simple de commande robuste appliquée
essentiellement & un modele non-linéaire. Présentée par J. Slotine et W. Li dans [Slotine et al.,
1991], cette méthode est bien connue pour ses performances quant au rejet de perturbations
externes et a I'insensibilité par rapport aux variations des parametres. Cette méthode s’appuie
sur la construction d’une fonction continue et dérivable S(t), telle que pour toute condition
initiale du systeme, 1’état rejoint forcément la surface S(t) = 0, appelée surface de glissement
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(dite aussi surface de Slotine). La synthese de la commande se base sur une fonction de
Lyapunov rendue stricte grace a la condition d’attractivité de la surface :

S(t)S(t) < 0. (2.26)

Cette méthode est étendue pour les systémes en dimension infinie dans [Orlov and
Utkin, 1987] et appliquée a un systéme parabolique. Le modele considéré décrit un champ
thermique avec des termes sources représentant des échanges thermiques entre les états
avec ’environnement, et la commande est répartie a l'intérieur du domaine. En suivant
I’approche pour les systemes en dimension finie, la surface de glissement est définie, suivie
de la construction de la commande se basant sur une fonction de Lyapunov. Nous soulignons
le fait que la condition d’attractivité (2.26), nécessaire pour la stabilité, est assurée par une
commande discontinue, dépendant du signe de S(t).

La commande par mode glissant est utilisée pour stabiliser, avec rejet de perturbations
aux bords, des systémes paraboliques avec un actionnement de type Dirichlet dans [Cheng
et al., 2011] et avec un couplage & une EDO dans [Wang et al., 2015]. Dans ces deux travaux,
la construction de la surface de glissement est précédée d’une transformation de Volterra,
congue dans [Krstic and Smyshlyaev, 2008¢|, afin de stabiliser I’état EDO et les états EDP a
I'intérieur du domaine. Nous notons comme exemple que dans [Cheng et al., 2011], la surface
de glissement assure un flux nul a un bord du domaine du systeme cible contribuant ainsi
a une stabilité exponentielle. L’approche par mode glissant est appliquée a des systéemes
hyperboliques quasi-linéaires ayant une structure variable dans [Hebertt, 1989] pour lesquels
une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une surface de glissement répartie est
donnée.

Une alternative pour atteindre une robustesse vis-a-vis des incertitudes d’un modele est
la commande adaptative. La conception d’une telle commande, avec une analyse et une
étude de robustesse pour des systémes en dimension finie, est présentée dans [[oannou and
Sun, 1996].

En dimension infinie, cette méthode est implantée en parallele avec la commande par
backstepping dans [Krstic and Smyshlyaev, 2008a] (voir plus de détails dans [Krstic and
Smyshlyaev, 2008¢, Chapitre 13]). M. Krstic et A. Smyshlyaev congoivent des estimateurs qui
estiment en ligne un parametre incertain du modele. Cette estimation est ensuite introduite
dans ’expression explicite de la commande par backstepping établie pour la stabilisation d’un
systeme parabolique. Deux types d’estimateur du parametre sont présentés : un estimateur
basé sur le principe de la passivité, et un autre basé sur la méthode du gradient. Les étapes
de synthese d’un estimateur par la méthode de passivité se résument de la maniere suivante.

1. Estimer le parametre incertain par une fonction variable du temps,

2. introduire un systeme auxiliaire ayant la méme structure que le modele considéré avec
un terme non-linéaire. Ce terme ralentit ’adaptation en ajoutant un amortissement,

3. écrire la dynamique, résultante du systéeme auxiliaire et du modele, en termes des
erreurs sur ’état et sur le parametre a identifier,

4. construire une fonction de Lyapunov quadratique en termes des erreurs,

5. établir la dynamique de la fonction estimée de maniére a rendre la dérivée par rapport
au temps de la fonction de Lyapunov négative.

L’expression de la commande par backstepping est modifiée par I'introduction de la fonction
estimée du parametre incertain. Finalement, le systéme cible est reformulé et sa stabilité,
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avec le choix de la fonction estimée, est montrée. L’estimateur basé sur la méthode du
gradient s’appuie sur la conception de deux filtres, un sur I’état et un autre sur I’entrée. Une
démarche similaire a celle présentée ci-dessus s’en suit. La dynamique de 'erreur est écrite,
une fonction de Lyapunov est construite et la dynamique de la fonction estimée est déduite
en visant un signe négatif de la dérivée par rapport au temps de la fonction de Lyapunov.

La commande adaptative est appliquée a une équation d’ondes dans [Krstic, 2009] et
[Bresch-Pietri and Krstic, 2014] avec un anti-amortissement au bord et un coefficient d’anti-
amortissement incertain. Dans [Krstic, 2009], un changement de variables de départ aboutit
a un systeme présentant une évolution d’ordre un en temps et deux en espace, tandis que
dans [Bresch-Pietri and Krstic, 2014], I’équation d’ondes est reformulée en coordonnées de
Riemann (évolution d’ordre un en temps et un en espace).

2.3.6 Robustesse vis-a-vis du retard dans la commande

Dans la section 2.3.4, nous avons présenté la commande par backstepping des EDP
hyperboliques. Malgré l'effet stabilisant, I’approche adoptée dans les travaux mentionnés ne
prend pas en considération 'effet d’un retard dans la commande sur la stabilité du systeme
en boucle fermée. La robustesse de la commande vis-a-vis du retard s’avere un élément
indispensable & étudier dans la mesure ou sa présence dans les applications pratiques est
inévitable (voir les exemples dans [Gu et al., 2003] qui montrent différents systémes ol un
retard est présent).

Cette problématique, essentielle a aborder pour éliminer des barrieres entre la théorie
de la commande et sa mise en ceuvre pratique, a été initialisée dans [Datko et al., 1986].
Les auteurs montrent qu’une équation d’ondes, stabilisée par un amortissement a un bord,
peut subir une déstabilisation quand un retard arbitraire intervient dans la rétroaction.
Par ailleurs, 'effet du retard sur un systéeme d’EDP hyperboliques couplées a été détaillé
dans [Auriol et al., 2017]. Les résultats dévoilent qu’en annulant completement le terme
de réflexion proximale par une loi de commande linéaire, le systéme risque d’avoir une
marge de robustesse nulle et n’importe quel retard, aussi petit qu’il soit, peut effectivement
déstabiliser le systeme en boucle fermée.

Afin de garantir une marge de robustesse, les auteurs de [Auriol et al., 2017] préservent
une partie de la réflexion au bord. La procédure présentée consiste alors a modifier la
loi de commande classique par backstepping (voir par exemple [Vazquez et al., 2011]) en
introduisant un parametre qui représente le taux d’annulation de la réflexion proximale. Ce
parametre de réglage ajoute un degré de liberté qui réalise un compromis entre la vitesse de
convergence et la robustesse. En conséquence, cette démarche conduit a obtenir une marge
de robustesse non nulle en diminuant par contre la vitesse de convergence du systeme.

Nous présentons de [Auriol et al., 2017] un résultat intéressant pour une stabilisation
robuste d’'un systeme de deux EDP hyperboliques couplées (systeme (2.22)-(2.23) avec des
vitesses de propagation constantes)

ug(t, x) + Mug(t,z) = o (z)v(t, x) (2.27a)
vi(t, ) — pg(t,r) = o~ T (2)ul(t, x), (2.27b)

avec les conditions aux bords

u(t,0) = qu(t,0) (2.28a)
v(t, 1) = pu(t,1) + U(t). (2.28Db)
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Nous savons que si |pg|> 1, alors la fonction de transfert en boucle ouverte a un nombre
infini de poéles a parties réelles positives, et le systeme considéré ne peut pas étre stabilisé
par un retour d’état linéaire avec une robustesse vis-a-vis du retard. Ce résultat s’appuie
sur [Logemann et al., 1996, Théoréme 1.2] qui donne une condition nécessaire pour une
stabilisation robuste vis-a-vis du retard par un retour d’état linéaire et sur [Hale and Lunel,
2002, Corollaire 2.4] qui présente une condition nécessaire et suffisante de stabilité d’une
équation aux différences scalaire.

2.4 Conclusion

La variété des approches d’analyse et la multitude de techniques de commande présentées
dans ce chapitre montrent la nécessité des études approfondies des systemes de lois de bilan,
retrouvés dans des applications concretes en physique et en ingénierie.

Toutefois, ces techniques présentent des limitations et 'implantation des méthodes de
commande sur des cas pratiques exige des études supplémentaires afin d’enrichir la base
théorique de la littérature. Nous rappelons que toute étude, qu’elle soit dirigée vers une
synthese de commande ou vers une analyse de stabilité, sert comme élément essentiel sur les
deux axes, puisqu’un systéme commandé en boucle fermée (ou, d’'une maniere équivalente,
le systéme cible dans le cas d’une commande par backstepping) doit étre stable.
4

et o~ t

Revenons au systeme de lois de bilan (2.27)-(2.28), avec les coefficients o
constants, et sans entrée de commande. Les sources d’instabilité de ce systeéme sont les
couplages a I'intérieur du domaine (représentés par o~ et 0~ 1) et les couplages aux bords
(termes de réflexion, représentés par p et ¢). L’analyse de stabilité de ce systéme quand
ces deux couplages sont présents reste un défi. Remarquons qu’une condition nécessaire de
stabilité est dominante dans la plupart des études discutées dans la section 2.2. Elle impose
la dissipativité de la condition aux bords, et est décrite par une inégalité (stricte par rapport
a 'unité) a vérifier par une certaine forme de la condition aux bords : le rayon spectral, la

norme spectrale, la valeur absolue du produit de ses dérivées ou des coeflicients de réflexion...

Pour un systeme linéaire de lois de conservation (sans couplage a l'intérieur du domaine),
cette condition s’est avérée a la fois nécessaire et suffisante. L’'interrogation alors se pose sur
leffet de l'intervention de ces couplages quant a la stabilité du systéme. Certaines études
[Prieur et al., 2008, Théoréme 1] exigent une faible variation de ces couplages de sorte a
ce qu’ils soient compensés par la dissipativité aux bords, tandis que d’autres références
imposent a la matrice de couplage d’étre marginalement stable [Diagne et al., 2012], [Bastin
and Coron, 2016, Théoreme 5.4], ou un mélange d’un amortissement a la frontiere et a
l'intérieur du domaine [Prieur et al., 2014]. Ce fait s’explique physiquement de la maniere
suivante. La stabilité est assurée si I'atténuation des ondes aux bords l'emporte sur leur
amplification a l'intérieur du domaine. Si les ondes sont amorties a l'intérieur du domaine
et en méme temps les condtions aux bords présentent une dissipativité, alors le systeme
est stable. En outre, pour des systemes quasi-linéaires ou non-linéaires de lois de bilan et
les systemes a retard, la majorité des conditions suffisantes de stabilité s’expriment sous la
forme de LMI, qui nécessite la recherche d’existence d’un ou de plusieurs parametres de
décision (scalaires ou matriciels).

Des questions de recherche découlent de ces résultats : est-ce-qu’il existe un moyen plus
pratique pour évaluer les valeurs admissibles des coefficients de couplage pour garantir la
stabilité 7 Est-il possible de développer des conditions explicites en termes des coefficients
de couplage a l'intérieur du domaine et ceux des conditions aux bords, pour enrichir la
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littérature en outils d’analyse qui fournissent des tests de stabilité ? Existe-il d’autres moyens
moins conservatifs pour exécuter ces tests ?

Nous cherchons en conséquence une nouvelle représentation du systeme de lois de bilan
(2.27)-(2.28) (avec des coefficients constants), qui meéne a des outils pratiques pour tester
leur stabilité. Etant donné que la complexité est une conséquence directe des couplages a
Iintérieur du domaine, serait-il pertinent de les décaler vers le bord par une transformation
backstepping adéquate ? Serait-il possible de restreindre ainsi notre étude a une analyse au
bord, dont les résultats sont valables sur tout le domaine 7

Avant de répondre & ces questions et d’attaquer l’analyse dans le chapitre suivant, nous
justifions le choix du systéme considéré. En stabilisant les systémes hyperboliques par la
commande par backstepping, les couplages a l'intérieur du domaine sont considérés comme
des termes non désirés et sont par suite éliminés avec le terme de réflexion proximale. Cette
procédure résulte en un systeme stable en temps fini, et dont ’analyse est relativement
simple. Néanmoins, les résultats récents de [Auriol et al., 2017], présentés dans la section
2.3.6, montrent qu’avec cette approche, le systeme en boucle fermée possede une marge
de robustesse nulle vis-a-vis du retard dans la commande. Il demeure donc nécessaire de
garder une partie de la réflexion proximale, limitant ainsi le nombre de systemes cibles dont
la stabilité est simple a analyser. L’injection de la valeur nulle au bord (dead beat control)
n’étant plus favorisée, le systeme cible sera exponentiellement stable (et pas stable en temps
fini). En conséquence, le besoin d’ajouter un degré de liberté pour le choix d'un systeme
cible en altérant sa vitesse de convergence et sa réponse en régime transitoire s’avere d’une
grande importance. Prenons, par exemple, les travaux récents sur la commande aux bords
des systemes hamiltoniens a port [Ramirez et al., 2017] et [Macchelli et al., 2017]. Dans ces
travaux, une alternative a la structure de couplage interne du systeme cible est proposée.
Toutefois, la conception de la commande s’appuie sur annulation complete du terme
de réflexion et 'utilisation d’une fonction de Lyapunov stricte qui impose une structure
particuliere du systéme en boucle fermée, exigeant un degré de dissipativité dans le domaine.

Le systeme que nous considérons représente donc un systeme cible, avec des couplages
aux bords et des couplages anti-diagonaux a 'intérieur du domaine, les couplages diagonaux
originellement présents dans le systeme de départ pouvant étre éliminés par une transforma-
tion backstepping et une commande adéquates. La stabilité du systeme considéré sera testée
par des outils développés dans le chapitre 3.

Passons maintenant & la commande des systéemes d’EDP hyperboliques linéaires du
premier ordre couplées deux & deux. Le travail le plus récent est celui de [Di Meglio
et al, 2018] ou une classe générale d’EDP hyperboliques couplées a une dynamique
EDO au niveau de la charge est stabilisée. Toutefois, dans ce travail et dans tous les
travaux qui stabilisent des systéemes hyperboliques par backstepping, la commande est
directement injectée au bord d’un état EDP. En réalité, nous pouvons étre confrontés a
une autre dynamique présente au niveau de la commande et celle-ci ne sera plus dispo-
nible directement au bord de 'EDP. Nous sommes ramenés donc a stabiliser un systeme
hyperbolique linéaire couplé aux deux bords avec des dynamiques EDO (systeéme écrit
sous forme de couplages bidirectionnels EDO-EDP-EDO). Ce probleme, une fois résolu,
constitue alors un module élémentaire. L’étape qui va suivre sera d’interconnecter deux
modules pour former un réseau et étendre les résultats de stabilisation a cette interconnexion.

La décision qui reste a prendre est le choix de la commande. Notre choix de la commande

par backstepping est motivé par les raisons suivantes. Un correcteur PI est performant pour
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le rejet de perturbation. Néanmoins, les résultats de la littérature montrent que le gain
k; est restreint a un intervalle qui dépend des coefficients du systéme, ajoutant ainsi des
contraintes sur les performances du systeme en boucle fermée. En outre, contrairement a
la correction PI qui consiste en un retour de sortie, la commande par backstepping est un
retour sur tout I’état EDP a I'intérieur du domaine ainsi qu’aux bords, et nous fournit plus
de degrés de liberté sur le choix des termes a garder et ceux a éliminer (avec autant de
termes de retour d’états), spécifiant ainsi une dynamique désirée du systéme cible. Cela étant
dit, la commande par backstepping requiert, en revanche, la construction d’un observateur
d’état. La correction PI est appliquée a un systeme linéaire, ou pour un syteme non-linéaire
au voisinage de l'origine (stabilité locale), tandis que la commande par backstepping est
appliquée a la base pour des systémes non-linéaires en dimension finie, et étendue pour des
systémes non-linéaires en dimension infinie avec une stabilisation globale [Liu and Krsti¢,
2000] et [Krstic and Smyshlyaev, 2008c].

Par ailleurs, la platitude est un bon choix pour générer une trajectoire en boucle
ouverte. Cependant, elle nécessite une résolution du systéme en tout point, ce qui peut étre
complexe, voire non réalisable, quand des couplages bidirectionnels avec des dynamiques
EDO sont prises en compte. En revanche, en appliquant une transformation backstepping,
un systeme cible plus simple a analyser sera obtenu. Une résolution de ce systeme cible,
avec la transformation backstepping inverse, nous donne une expression de la solution du
systeme de départ (voir par exemple [Lamare and Bekiaris-Liberis, 2015]).

Une commande par mode glissant est robuste vis-a-vis des erreurs du modele, mais
n’oublions pas qu’elle aboutit souvent a une commande non-linéaire et fait apparaitre le
phénomene de réticence (chattering en anglais : vibrations a hautes fréquences), qui est tres
génant et qui peut étre nuisible en application. Afin de surmonter les erreurs de modéle,
le mode glissant ou la commande adaptative peuvent étre employés en parallele avec la
transformation backstepping (comme expliqué dans la section 2.3.5).

D’autres raisons qui supportent notre choix du backstepping sont listées ci-dessous.

— Cette commande est appliquée a une large classe de systemes,

— elle permet le passage du systeme de départ a un systeéme cible plus simple a analyser
et a résoudre,

— elle permet d’éliminer exactement les termes non désirés et changer la structure a
Iintérieur du domaine en ajoutant un amortissement mais en altérant aussi la vitesse
de convergence. Elle permet donc de choisir une dynamique cible a l'intérieur du
domaine et le comportement du systéme en boucle fermée en régime transitoire [Krstic
and Smyshlyaev, 2008¢],

— elle permet de décaler toutes les valeurs propres du systeme globalement vers le plan
complexe gauche, sans pour autant affecter un placement de poles pour chaque valeur
propre individuellement [Krstic and Smyshlyaev, 2008¢],

— elle évite le passage par une résolution d’équations compliquées et difficiles & résoudre,
comme les équations de Riccati obtenues par une commande optimale [Krstic and
Smyshlyaev, 2008¢],

— les noyaux de la transformation sont simples a calculer numériquement ou méme
explicitement dans certains cas [Vazquez and Krstic, 2014]. Les équations satisfaites
par ces noyaux sont de méme niveau de complexité que le systeme de départ,

— la commande est écrite explicitement en termes de retour d’état,

— la loi de commande peut étre modifiée pour garantir une marge de robustesse
non-nulle vis-a-vis du retard dans la commande [Auriol et al., 2017].

La commande par backstepping sera donc appliquée a un systeme EDO-EDP-EDO pour
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une stabilisation exponentielle dans le chapitre 4.
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3.1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) hyperboliques du premier ordre, représentant
des systemes de loi de conservation et de bilan, sont largement étudiées dans le cadre de la
commande et de ’analyse. Différentes approches de commande ont été élaborées pour la
stabilisation et 'observation de systémes régis par des EDP hyperboliques (voir par exemple
[Aamo, 2016], [Coron et al., 2007], [Dos Santos et al., 2008], [Vazquez et al., 2011], [Coron
et al., 2013] et [Lamare and Bekiaris-Liberis, 2015]). La synthese de la commande de ces
systemes nécessite une analyse préalable de stabilité, afin d’assurer un comportement désiré
du systeme controlé. Les EDP hyperboliques du premier ordre peuvent inclure a la fois des
couplages aux bords et a l'intérieur du domaine qui peuvent étre des sources d’instabilité.
La motivation de cette étude est de développer des outils pratiques d’analyse, tant explicites
que numériques, qui testent leur stabilité, pour le cas général de coeflicients de couplage
constants a l'intérieur du domaine.

Dans ce chapitre, nous analysons la stabilité d’une classe d’EDP hyperboliques linéaires
couplées 2 a 2 pour en donner des conditions suffisantes de stabilité. Nous reformulons le
probleme comme une analyse d’un systeme décrit par une équation aux différences avec un
retard distribué. Le passage de I'analyse d’un systeme d’EDP hyperboliques a celui d’un
systeme & retard (SAR) est justifié par les arguments suivants :
— il nous permet de nous concentrer sur ’analyse de la stabilité d’'un état a un seul bord
de notre domaine, plutot que de considérer deux états EDP dans tout le domaine.
Ainsi, la dépendance a la variable spatiale ne sera plus incluse,

— le SAR obtenu ne contient pas des dérivations partielles. Par suite, il est plus simple
a analyser,

— il existe dans la littérature des outils d’analyse de stabilité des systemes a retard. Nous
citons [Damak et al., 2015] [Melchor-Aguilar, 2013], [Hale and Lunel, 2002], [Glizer
et al., 2017], [Bellman and Cooke, 1963], [Diekmann et al., 2012], [Niculescu, 2001],
[Vidyasagar, 1972] et [Baker and Vakharia, 1970],

— la stabilité du systeme a retard obtenu est équivalente a celle du systeme de départ.
Ainsi, toute conclusion sur la stabilité d’un de ces deux systéemes s’applique aussi sur
Iautre.

Ce passage est réalisé en guise d’une transformation backstepping qui transforme le
systeme de départ en un systeme cible ou les couplages a 'intérieur du domaine sont décalés
vers le bord. La structure particuliere du systeéme cible (équations de transport couplées aux
deux bords) nous permet de réécrire celui-ci sous la forme d’une équation aux différences
avec un retard distribué satisfaite par un état EDP a un bord. Ce fait met en relief 'efficacité
de la technique backstepping, non seulement pour la synthese d’une commande, mais aussi
comme outil d’analyse.

Notre approche s’appuie sur ’analyse de I’équation aux différences avec retard distribué
associée a notre systeme dans le domaine de Laplace, et pour laquelle une condition
nécessaire et suffisante (CNS) de stabilité est déduite en se référant a I'analyse de stabilité
entrée/sortie des systémes BIBO dans [Vidyasagar, 1972].

La contribution de cette étude est 'introduction d’une condition suffisante de stabilité,
simple a appliquer et explicite en termes des coefficients du systéeme. Cette condition est
trouvée par une relaxation analytique de la CNS en majorant certains termes. Elle est
ensuite comparée avec d’autres conditions existant dans la littérature et qui présentent
une similarité dans la simplicité d’évaluation. Les résultats montrent les avantages et
les limitations de la condition introduite par rapport aux conditions existantes. Afin de
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rendre notre critere explicite, nous établissons les expressions analytiques des noyaux de
la transformation backstepping en adoptant une procédure similaire a celle utilisée dans
[Vazquez and Krstic, 2014]. Ces expressions donnent la dépendance de la condition suffisante
de stabilité vis-a-vis des coefficients du systeme.

Dans [Vazquez and Krstic, 2014], les expressions analytiques des noyaux de la transforma-
tion directe de backstepping sont établies par R. Vazquez et M. Krstic. Le systeme considéré
consiste en deux EDP hyperboliques couplées 2 & 2 avec des termes constants de couplages
diagonaux et anti-diagonaux a l'intérieur du domaine et un couplage statique au bord. La
solution des équations des noyaux est obtenue en résolvant un systeme d’EDP hyperboliques
couplées 2 a 2 et en utilisant les fonctions ) de Marcum et les fonctions de Bessel modifiées
de premiere espece. Dans ce travail, nous trouvons les expressions analytiques exactes des
noyaux de la transformation inverse de backstepping. Pour cette finalité, nous transformons
les EDP couplées 4 a 4 satisfaites par ces noyaux en équations intégrales. Nous appliquons
ensuite la méthode des approximations successives pour aboutir & des expressions en série
de puissance. Finalement, en utilisant les fonctions de Bessel et les fonctions de Bessel
modifiées de premieére espeéce, nous obtenons leur expression analytique. En conséquence,
en combinant les résultats de [Vazquez and Krstic, 2014] avec ceux de ce travail, nous
obtenons les expressions analytiques completes des noyaux de backstepping (directe et
inverse). Ces expressions servent a ’étude en régime transitoire du systéme en boucle fermée.

Le conservatisme de la condition de stabilité introduite est évalué a travers une approche
numérique qui approxime numériquement la CNS développée dans le domaine de Laplace.
Nous construisons un algorithme qui, grace aux expressions explicites des noyaux, est
capable de tester la validité de la CNS en restreignant 1’étude a une région compacte du
demi-plan complexe droit. Cet algorithme présente une condition suffisante de stabilité avec
un degré de conservatisme tres faible, dépendant uniquement de la vitesse de la machine et
de sa précision. Il sert également comme référence pour conjecturer l’efficacité des conditions
explicites comparées dans ce chapitre.

Ce chapitre est structuré comme suit. Nous présentons les notations et définitions dans
la section 3.1.1. Dans la section 3.1.2, nous formulons le probléme de I’analyse en présentant
les équations. Dans la section 3.2, nous établissons 1’équation aux différences avec retard
distribué a partir du systeme de départ en utilisant une transformation backstepping. Une
condition nécessaire et suffisante de stabilité dans le domaine de Laplace est exposée. Dans
la section 3.3, une condition suffisante ezplicite en termes des coeflicients du systeme de
départ est proposée. Cette condition est ensuite comparée a d’autres criteres trouvés dans la
littérature et validée par des exemples académiques. Ensuite, un test numérique de la condi-
tion nécessaire et suffisante est construit. Il est utilisé dans des exemples numériques dans
la section 3.4 pour évaluer le conservatisme de la condition suffisante explicite. Finalement,
une conclusion est donnée dans la section 3.5. Les expressions analytiques des noyaux sont
établies dans 'annexe E.

3.1.1 Notations

Dans ce chapitre, nous utilisons les notations suivantes. L’espace fonctionnel
x = L3([0,1;R) x L2([0,1]; R) est I'espace dans lequel les états EDP sont définis, avec la
norme associée

1/2

Il e ([ w0 [ o) (3.1)

pour tout (¢,7%) € x. Le sens de la stabilité exponentielle dans la norme de x est défini
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ci-dessous.

Un systeme (p,1) est exponentiellement stable dans la norme de x s’il existe des constantes
réelles M > 0 et w > 0 telles que, pour toute condition initiale (¢(0),1(0)) € x, la solution
(p,1) de ce systeme satisfait

I (2,%) < M| (9(0),(0)) I e, ¥t >0, (3.2)

ot t désigne la variable temporelle.

Nous définissons la trajectoire partielle d’'une fonction ¢ comme @y (0) = @(t + 0),
0 € [-7,0), 7> 0ett> T, avec la norme dans L?([—7,0);R)

0 1/2
| 1 lr2(=r0):R)= (/ 802(t+9)d9> (3.3)
pour t > 7, et sa norme dans C!([—7,0];R) est définie comme
RY= t+6 t+46 4
I ller (=r0:m) Gg[lffo]l@( + )|+0§1§§0]|30t( +0)| (3.4)

pour t > 7. Nous notons par C¥, k € N, I’ensemble de fonctions k fois dérivables et dont la
dérivée d’ordre k est continue, et par ¢, la dérivée partielle de ¢ par rapport a la variable
indépendante t. La stabilité exponentielle d’une trajectoire partielle dans la norme de
L?([~7,0);R) est définie comme suit.

Le point d’équilibre nul d’une trajectoire partielle ppy), t > 7, est exponentiellement stable
dans la norme de L*([—7,0);R) sl existe des constantes réelles M > 0 et w > 0 telles que,
pour toute condition initiale ;) € L3([~7,0);R), la solution ¢y satisfait

I e r2(emoyr) < M || 0 lr2(oroyry €, VE> 1. (3.5)

Par ailleurs, nous rappelons que J,, et I,,, n € Z sont les fonctions de Bessel et les fonctions
de Bessel modifiées de premiere espece respectivement. Etant donné un ensemble €2 C R, sa
fonction caractéristique 1g: R — R est définie comme suit

1 sifef)
La(9) = { 0 sinon.

Une fonction f définie sur w C C est Lipschitz-continue avec une constante de Lipschitz
m sur w, s’il existe une constante m > 0 telle que |f(z1) — f(22)|< m|z1 — 22|, V21,22 € w,
ou |-| est le module d’un élément dans C. Pour une matrice symétrique A, les symboles >
(=) indiquent que A est semi-définie positive (négative) respectivement. Nous considérons le
domaine triangulaire 7 = {(z,y) € [0,1] x [0,1];y < z}.

3.1.2 Formulation du probléme d’analyse

Nous nous intéressons a ’analyse de stabilité d’une classe d’EDP hyperboliques linéaires
du premier ordre couplées 2 a 2. Les systemes sous considération sont donc de la forme

u(t, z) + r—lluw(t, z) =0t x) (3.6a)
wit,z) — r—12vm(t, ) = o Tult,x) (3.6b)

pour tout ¢ > 0, z € [0,1], ou %> 0 et %> 0 sont les vitesses de transport associées aux

deux équations de transport (3.6a) et (3.6b) respectivement. Les coefficients ot~ et o~ T
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représentent des couplages constants entre les EDP a 'intérieur du domaine. Les conditions
initiales associées sont

u(0,-) = uo(-) (3.7a)
v(0,-) = vo(+) (3.7b)

définies dans L2([0,1],R). En outre, u(t,z) et v(t,z) vérifient les conditions aux bords de
Dirichlet suivantes

pour tout t > 0, ol p et ¢ sont des coefficients de couplage aux bords, tels que
lpa|< 1. (3.9)

Nous attirons l'attention sur le fait que si |pg|> 1, le systéme est instable. La fonction de
transfert possede une infinité de pdles a partie réelles positives [Bastin and Coron, 2016,
Theorem 2.6]. Nous considérons dans ce chapitre que p et ¢ ne sont pas tous les deux nuls et
le cas p = g = 0 est traité dans 'annexe C. Nous étudions ces deux cas séparément puisque
les systemes cibles obtenus apres application d’une transformation backstepping ne sont pas
identiques. De plus, nous considérons que ¢ # 0 afin de garantir 'existence des noyaux en
évitant que certains coefficients prennent des valeurs infinies (voir plus de détails dans la
section 3.2.1, équations (3.12)). Cette hypothese est faite sans perte de généralité en vertu
de la symétrie du probleme. En d’autres termes, le cas ¢ = 0 et p # 0 peut étre traité avec
la méme procédure.

Nous visons & construire des conditions suffisantes qui testent la stabilité exponentielle
du systeme (3.6)-(3.8) dans le sens de (3.2). Nous commengons par établir une condition
nécessaire et suffisante pour la stabilité du systeme a retard associé a (3.6)-(3.8).

3.2 Condition nécessaire et suffisante de stabilité

Dans cette section, nous considérons la classe ’EDP (3.6)-(3.8) et établissons une réalisa-
tion équivalente sous la forme d’une équation aux différences avec un retard distribué. Notre
objectif est de présenter une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de ce systeme
en adoptant une approche fréquentielle.

Dans la section 3.2.1, nous présentons en détails les démarches d’obtention du systeme
a retard et montrons ensuite I’équivalence au niveau de la stabilité entre les deux systemes
(EDP et SAR). Nous présentons également la transformation backstepping utilisée et le
systeme cible. Une représentation schématique de cette procédure est illustrée sur la figure
3.1.

En se basant sur cette représentation, notre analyse est focalisée sur I’équation a retard
obtenue. Il est intéressant de noter que des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité de
systemes BIBO sont données dans [Vidyasagar, 1972] dans le domaine fréquentiel. Par suite,
en appliquant la transformée de Laplace a notre systeme a retard pour obtenir I’équation
caractéristique, [Vidyasagar, 1972, Théoréme 1] est appliqué et une condition nécessaire et
suffisante de stabilité est exposée dans la section 3.2.2.

3.2.1 Equivalence de stabilité entre EDP et SAR

La complexité de 'obtention d’une équation a retard en résolvant directement le systeme
(3.6)-(3.8) découle de la présence des couplages a l'intérieur du domaine (représentés par
ot~ et 0~ ). La résolution de ce systeme a l'intérieur du domaine fait apparaitre des termes
intégraux ou les deux états u et v vont figurer. Afin d’y remédier, nous avons recours a
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Transformation backstepping Résolution par la méthode

Systeme cible

bornée et inversible (3.14)-(3.16) des caractéristiques
Systeme de départ Equation aux différences
(3.6)-(3.8) < avec retard distribué (3.21)

Equivalence de stabilité

» pas de dérivation partielle
« pas de variable spatiale
(analyse portée a un bord du domaine)

e existence d’outils d’analyse

FIGURE 3.1 — Représentation schématique de la procédure de passage du systeme EDP au
systeme a retard.

la transformation backstepping qui intervient dans notre démarche comme outil efficace
d’analyse. Cette transformation nous permet d’obtenir un systéme cible ayant une structure
simplifiée. Ensuite, la résolution du systeme cible & travers la méthode des caractéristiques
nous conduit au systeme a retard souhaité.

Le systeme cible cherché s’écrit donc comme équations de transport sans couplage a
I'intérieur du domaine. Les couplages entre les EDP sont uniquement présents aux bords.
Ceci est essentiel afin de pouvoir établir ’équation aux différences.

Nous mettons en relief qu'un systeme cible décrit par des équations de transport couplées
seulement aux bords est obtenu dans [Coron et al., 2013] et [Vazquez et al., 2011]. Dans
ces références, la transformation backstepping employée est une transformation de Volterra,
bornée et inversible, qui décale les couplages a l'intérieur du domaine vers un bord ou
la commande les élimine. Le résultat présenté est potentiellement intéressant dans notre
analyse et en conséquence nous nous appuyons sur la transformation utilisée. Cependant,
étant donné que dans notre étude, nous n’appliquons pas une loi de commande, ces couplages
décalés vers un bord du systeme cible apparaissent sous forme de termes intégraux en ce bord.

Dans la suite, nous exposons cette transformation de backstepping. Nous utilisons la
transformation inverse, au lieu de la transformation directe, puisque d’une part, elle nous
permet d’écrire les conditions aux bords du systeme cible en fonction de ses états EDP
et d’autre part, les noyaux de cette transformation sont utilisés dans les calculs qui vont
suivre. Le systeme cible qui résulte de ’application de cette transformation est montré et
résolu a l'intérieur du domaine en termes des conditions aux bords. Nous établissons ensuite
I’équation aux différences avec un retard distribué satisfaite par un état EDP du systeme
cible & un bord. Finalement, nous prouvons I’équivalence de stabilité entre le SAR obtenu
et le systeme hyperbolique de départ. Considérons la transformation suivante [Coron et al.,
2013], [Vazquez et al., 2011].

ult,2) = afta) — [ L@ alty)dy - [ LHa)8 0y (3.100)

o(t, z) = B(t, 2) —/

Ox LYz, y)a(t, y)dy — /Ox L?(z,y)B(t,y)dy, (3.10D)

ott les noyaux L¥ i, j € {1,2} vérifient les EDP suivantes dans 7 [Coron et al., 2013]

1 1 ~
r—lLil (z,y) + r—lLél(w, y) =0 L*(z,y) (3.11a)
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1 1
— L2 (z,y) — =L (2,y) = 0" LP(x,y) (3.11b)
1 T2
1 1
— L3N (2, y) = =Ly (z,y) = =0~ "L (z,y) (3.11c)
T2 1
1 1
SLP @)+ L y) = —o T L (), (3.11d)

avec les conditions aux bords
1

LY (z,0) = L'(z,0) (3.12a)
qr2
L2(z,2) = —ot~ 2 (3.12b)
r
L (z,2) = o+ 2 (3.12¢)
T
L*(z,0) = L21(x,0)r—2q, (3.12d)
T
ol nous notons
r=ry+r. (3.13)

Les expressions explicites des noyaux L¥ sont données en (E.23) dans I’annexe E. Etant
donné que q # 0, les equations (3.11)-(3.12) admettent une solution unique L%, i,j € {1,2}
dans C*°(T;R). C’est un résultat direct de [Coron et al., 2013, Théoreme A.2] ou le caractere
bien-posé (i.e. 'existence d’une solution unique) d’une classe générale d’un systéme hyper-
bolique couplé a l'intérieur du domaine et aux bords a été démontré. La régularité C'™° est
déduite du fait que les coefficients figurants dans (3.11)-(3.12) sont des constantes. De plus, la
transformation (3.10) est un opérateur linéaire borné et inversible de y dans x [Coron et al.,
2013], et nous meéne au systeme de départ (3.6)-(3.8) en partant du systéme cible suivant ! :

%@m+%%@@:o (3.14a)
1
avec les conditions initiales .
a(0,-) = ap(+) (3.15a)
B(0,-) = Bo(-), (3.15b)
définies dans L2([0, 1], R), et les conditions aux bords
a(t,0) = gB(t,0) (3.16)
1 1
51 = pat,1) + [ Nty + [ N5 )y, (3.16b)
0 0
o No(y) = L2(1,y) — pL'(1,y) (3.17a)
NP(y) = L*?(1,y) - pL"*(1,y). (3.17b)

Remarquons que la transformation backstepping (3.10) inverse nous a permis d’écrire
la condition au bord (3.16b) en fonction des états a et . Ce systeme cible est une version
modifiée du systéeme obtenu dans [Coron et al., 2013] et [Vazquez et al., 2011]. Des termes
intégraux dans (3.16b) apparaissent et ne sont pas éliminés par une loi de commande. En
outre, ce systeme est bien-posé comme le montre la proposition 1 ci-dessous.

1. La procédure d’obtention d’un systeme cible et de calcul des équations des noyaux d’une transformation
backstepping est expliquée avec plus de détails dans ’annexe H (voir section H.3) avec application & un systéme
EDO-EDP-EDO.
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Proposition 1. Pour toute condition initiale (cv, Bo) € X, le systéme cible (3.14)-(3.16)
admet une solution unique au sens faible (définie presque partout)

(Oé(t, ')7B(t7 )) € X7Vt >0 et /B[t](a 1) € LQ([_rv O);R)7Vt >

Démonstration. Une condition initiale (ag, fp) € x est transformée par (3.10) en une condi-
tion initiale (ug,vp) € x. L'existence d'une solution unique (u(t,-),v(t,-)) € x du probleme
de Cauchy (3.6)-(3.8) avec cette condition initiale est démontrée par G. Bastin et J. M. Co-
ron dans [Bastin and Coron, 2016, Théoreme A.4]. Le théoreme cité considere le caractere
bien-posé d’un systeme de lois de bilan écrit sous la forme d’EDP hyperboliques de premier
ordre avec des vitesses de propagation et des couplages anti-diagonaux non-uniformes et un
couplage statique aux bords. La bornitude de l'opérateur associé a la transformation (3.10)
de x dans x nous permet de conclure la preuve. O

La preuve présentée ci-dessus s’appuie sur les propriétés du systeme de départ et de la
transformation backstepping. Nous exposons dans ’annexe B une seconde méthode pour la
démonstration sans avoir recours au systeme de départ. Cette alternative vise a résoudre les
EDP (3.14)-(3.16), pour t € [0,r], en fonction de B(¢,1) et des conditions initiales par la
méthode des caractéristiques et obtenir enfin expression de (¢, 1).

Remarque 1. Supposons que ug et vg € CH([0,1];R), et que les conditions initiales du
systeme de départ vérifient les conditions de compatibilité suivantes

u(0,0) = qv(0,0) (3.18a)
v(0,0) = pu(0,0). (3.18b)
u2(0,0) = —q:—;vm(O, 0) — grie—H(0)u(0,0) + rio ™ (0)v(0,0) (3.18¢)
v2(0,1) = —p:—jux((), 1) — roo™ T (1)u(0,1) + prao™ (1)v(0, 1). (3.18d)

En adaptant la preuve de [Coron et al., 2013, Théoréme A.1] a la classe C([0,1];R), nous
obtenons que le systéme cible (3.14)-(3.16) admet une solution unique a(t,z) et B(t,x) satis-
faisant a(t,-) et 5(t,-) € C'([0,1];R), V¢ > 0 et By (-,1) € C*([-r,0l;R), Vt > r.

Passons maintenant a la résolution du systeme cible (3.14)-(3.16) pour ¢ > r. En utilisant
la méthode des caractéristiques?, les équations de transport (3.14) sont réécrites sous la
forme d’équations aux différences comme suit

a(t,r) = a(t —riz,0), Vt>rz (3.19a)
B(t,x) = Bt —ra(l —x),1), Vt>ro(l —x) (3.19b)

Vx € [0,1]. En substituant les équations (3.19) dans la condition au bord (3.16b) satisfaite
par B(t,1) et en utilisant (3.16a), nous obtenons

a(t,1) = a(t —r,0)
a5 o (3200
= QIB(t - 1)’

1 1
| N wattndy =g [ N -2 - iy )y
0 0

_ 4 " e <6 — TQ) Bt — 6,1)de,

1 Jrg ™

(3.20b)

2. La méthode des caractéristiques est appliquée avec plus de détails dans I’annexe H (voir section H.1) a
un systéeme EDO-EDP-EDO.
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[ Nowptuay = [ N —ra( ), 1y
0 0

_ L[ (1 _ ﬂ) B(t — 6,1)d.
T2 Jo ]

(3.20c)

Finalement, 1’équation aux différences avec un retard distribué satisfaite par 5(t, 1) est

B(t,1) = paBlt— 7, 1) + /0 N(O)B(t — 0,1)d0 (3.21)

pour tout ¢ > r, avec

1 0
N(8) = ENB (1 - E) Lo,r,) () (3.22)

+ %N“ (9 m”) 1.(0), 6 € [0,7).

Le terme a retard distribué dans (3.21) est une conséquence directe des termes intégraux
de la condition au bord (3.16b). Ces derniers proviennent des couplages a lUintérieur du
domaine et décalés au bord x = 1 a travers la transformation (3.10).

A noter que N® et N¥ € C¢°°([0,1];R) en raison de leur définition dans (3.17) et ayant
LY € C*®(T;R). Remarquons que l'expression de N(f) donnée dans (3.22) peut présenter
une discontinuité en ro. Néanmoins, en utilisant la solution analytique de LY dans (E.23),
nous trouvons que les deux termes suivants

1 0 1 0 0
—N* <1 — —) == <L22 <1,1 — —) — pL*? (1,1 — —>) , 0€10,m),
T2 T2 T2 T2 T2

e ()5 () (255 e
(a1 T1 1 1 e}

possedent exactement la méme expression (cf. (E.25) et (E.27)). Ce résultat est intéressant
et nous permet d’écrire : N € C*°([0,7];R) en raison de sa définition dans (3.22). N () est
exprimée en termes des fonctions de Bessel dans 'annexe E (équation (E.28)).

Nous soulignons le fait qu'une équation aux différences avec retard distribué peut étre
déduite pour v(+, 1). Le résultat montre exactement la méme forme obtenue pour 5(-,1) dans
(3.21). Par ailleurs, les équations (3.19) représentent la solution des états EDP a I'intérieur
du domaine en fonction de la solution aux bords. Il en résulte que la stabilité de Sp(-,1)
implique en particulier la stabilité de I’état 3 satisfaisant (3.19b). A son tour, la stabilité de
létat « est assurée en x = 0 par (3.16a) et a l'intérieur du domaine par (3.19a). De plus,
la stabilité du systeme de départ et celle du systeme cible sont équivalentes en vertu de la
bornitude et de l'inversibilité de la transformation backstepping (3.10). Cette équivalence en
termes de stabilité est illustrée sur la figure 3.2.

Toutefois, I’équation a retard (3.21) n’est valide que pour ¢ > r. Nous signalons que pour
t € [0,7], la régularité de la solution du systeme cible (3.14)-(3.16) dépend fortement de la
régularité des conditions initiales ag et Sy (voir équation (B.7)). Puisque la transformation
(3.10) est un opérateur borné de x dans x [Coron et al., 2013], alors en partant d’une
condition initiale (ug,vg) € X, celle-ci est transformée en une condition initiale (ag, 5p) € x.
Par suite, (-, 1) € L*([—r,0);R) et («(t,-), 3(t,)) € x pour t € [0,7].

Pour toutes ces raisons mentionnées, nous concentrons notre analyse sur le critere de
stabilité & un bord de notre domaine et donnons des conditions de stabilité de SBy(-,1)
satisfaisant 1’équation aux différences avec retard distribué (3.21). Ces conditions sont
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Stabilité exponentielle Stabilité exponentielle Stabilité exponentielle Stabilité exponentielle

de By (-, 1) en (3.21) de D’état S en (3.19b de apy(-0) en (3.16a) de I'état a en (3.19a
[t]

dans le sens de (3.5) dans L%([0,1];R) dans le sens de (3.5) dans L2([0,1];R)

0

Stabilité exponentielle
de (o, 8) dans le sens de (3.2)

0

Stabilité exponentielle

de (u,v) dans le sens de (3.2)

FIGURE 3.2 — Schéma récapitulatif de ’équivalence entre la stabilité du systeme a retard et
celle du systeme de départ.

équivalentes a la stabilité du systeme de départ (3.6)-(3.8).

Avant d’attaquer le probleme d’analyse de stabilité exponentielle dans le domaine
fréquentiel, nous rappelons que dans ’étude effectuée dans ce chapitre, les coefficients
de réflexion aux bords p et ¢ ne sont pas tous les deux nuls. Nous traitons dans 'an-
nexe C le cas p = ¢ = 0 en cherchant le systeme cible, les EDP satisfaites par les noyaux
de la transformation et I’équation a retard associée. Celle-ci a une structure similaire a (3.21).

En outre, la transformation (3.10) utilisée dans ce chapitre est une transformation in-
verse qui nous mene du systeme cible (3.14)-(3.16) au systeme de départ (3.6)-(3.8). La
transformation directe est présentée dans [Coron et al., 2013] et s’écrit comme suit

a(t,z) =u(t,z) — /Ox P (2, y)u(t,y)dy — /Ox PY2(z,y)v(t,y)dy (3.23a)

Bit,a) = o(t.a) = [ P pulty)dy — [ Pyt u)dy. (3.23b)

Afin de pouvoir conclure quant a I’équivalence de stabilité des systemes de départ et du
systeme cible, il s’avere essentiel que 'opérateur intégral T' associé & la transformation (3.10)
soit identique & l'opérateur inverse de T', associé a la transformation directe (3.23). Dans
I’annexe D, nous montrons que 7' = T~ !, en cherchant 'opérateur 7! inverse de 7. Nous
établissons les EDP satisfaites par les noyaux de 7!, qui sont celles satisfaites par les noyaux
LY deT.

3.2.2 Condition de stabilité

Dans cette section, nous considérons I’équation aux différences avec retard distribué
(3.21). En premier lieu, nous appliquons la transformée de Laplace et présentons ensuite une
condition nécessaire et suffisante de stabilité des systemes s’écrivant sous la forme obtenue.
Nous nous appuyons sur cette condition dans les sections qui vont suivre afin d’exposer une
condition suffisante (CS) explicite et de construire un algorithme numérique qui vérifie sa
validité.

Nous présentons d’abord quelques définitions basées sur I’analyse entrée/sortie des sys-
temes dans le domaine fréquentiel et présentées dans [Vidyasagar, 1972]. Nous définissons
lalgebre de Banach A munie du produit de convolution standard dans le sens de [Vidyasagar,
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1972]. A est constituée des fonctions BIBO-stables généralisées de la forme
o0
g(t) = go(t) +D_ gid(t — t;) (3.24)
i=1

avec go € LY (RT;R) et 327°,|gi|< 0o. § est la distribution de Dirac et L' est 'ensemble des
fonctions absolument intégrables a valeurs dans R. A est munie de la norme

o0
g lla=ll go llzx +_lgil- (3.25)
=1

A représente I'ensemble des transformations de Laplace des éléments dans A. A est une
algtbre de Banach unitaire. La norme sur A satisfait | §
transformation de Laplace de g € A.

Pour I’analyse de stabilité, nous allons restreindre notre étude au demi-plan Re(s) > 0.
Nous définissons la Condition N comme suit : un couple de fonctions a valeurs scalaires
(b(s), c(s)) satisfait la Condition N si pour toute suite {sj} dans le demi-plan fermé Re(s) > 0
telle que limy_, o b(sx) = 0, alors limy_,, inf|c(sg)|> 0.

Une restriction du [Vidyasagar, 1972, Théoréme 1] sur lalgebre A et pour le cas scalaire
est énoncée de la maniere suivante.

A=1 g llaotgestla

Théoréme. [Vidyasagar, 1972], Théoréme 1. Soit une fonction G(s) de la forme

A A

G(s) = P(S)Q_l(s), (3.26)

ot P(s) et Q(s) € A et le couple (Q(s), P(s) + Q(s)) satisfait la Condition N. Alors, la
fonction H(s) = G(s)(1+ G(s))~! est un élément de A si et seulement si

Regl)fzo‘l + G(s)]> 0. (3.27)

Nous présentons, dans la proposition 2, une condition nécessaire et suffisante pour la

stabilité des systemes écrits sous la forme d’une équation aux différences avec un retard

distribué, avant de donner des conditions suffisantes pour la stabilité du systeme (3.6)-(3.8)

qui dépendent que de ses coefficients. En appliquant la transformée de Laplace, I’équation
caractéristique associée a (3.21) est

b(s) =1— pge™®" — /Or N(#)e *%d6 = 0. (3.28)

Proposition 2. Pour toute condition initiale (ug,vo) € X, le systéeme (3.6)-(3.8) est
exponentiellement stable dans le sens de (3.2) si et seulement si

inf | . .
R 20|¢(s)\> 0 (3.29)

Démonstration. Soit la fonction de transfert

A 1
G(s) = =
) Q(s) ) (3.30)
T pge s — JUN(0)e50d0
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Ayant N € C*([0,7],R) c L'([0,7],R), nous pouvons vérifier que Q € A et que le couple
(Q(s),1+ Q(s)) satisfait la condition N. En outre, nous avons que

G 1
() __ (3.31)
1+G(s)  o(s)
et .
14 G(s)| 56:) (3.32)
s)| = . )
lpge=*" + [g N(0)e==0do)|
Selon [Vidyasagar, 1972, Théoreme 1], % € A si et seulement si
inf [1+G .
Rl 20! + G(s)|> 0, (3.33)

qui, par (3.32), est équivalent a (3.29).

La condition (3.29) est nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle de By (-, 1)
satisfaisant (3.21) dans le sens de (3.5), pourvu que (ayg, 5y) € x. Ce fait est basé sur [Baker
and Vakharia, 1970, Remarque 1], ou les auteurs montrent que la régularité de la sortie du
systeme est imposée par celle de son entrée. La stabilité du systeme (3.6)-(3.8) dans le sens
de (3.2) est par conséquence équivalente a (3.29). O

Cette condition nécessaire et suffisante ne peut pas étre facilement appliquée du moment
qu’elle réclame 1’évaluation de ’q@’ en chaque point s dans le demi-plan droit (RHP). La

difficulté réside dans la complexité de Pexpression du retard distribué (terme intégral dans
(3.28)). Par conséquent, elle ne présente pas un outil pratique pour tester la stabilité du
systeme sous considération.

En revanche, nous pouvons procéder a une majoration des modules des termes dans (ﬁ
Cette procédure nous conduit a un critere suffisant (au lieu de la condition nécessaire et
suffisante), plus simple & appliquer et ne dépendant que des coefficients du systeme. Cette
démarche est 'objectif de la section 3.3.1.

Une autre approche est d’approximer numériquement la condition (3.29) et de développer
un algorithme qui teste sa validité. Cette démarche est I'objectif de la section 3.3.2. Malgré
le cott de calcul plus élevé qu’il impose, cet algorithme est moins conservatif que le critere
explicite. La construction de ’algorithme est possible du fait que nous sommes capables de
vérifier la condition (3.29) en nous restreignant & un domaine compact du demi-plan droit
plutot que de considérer tout ce demi-plan, comme montré dans la section 3.3.2.

Ces deux approches exigent une solution de N(6). Il est possible d’obtenir les noyaux de
la transformation backstepping sans avoir recours aux expressions explicites, en effectuant
des approximations successives numériques. Néanmoins, cette démarche sera plus compliquée
que l'utilisation des expressions analytiques et nous mene probablement a des criteres plus
conservatifs. Dans cette étude, nous résolvons d’une maniere exacte les EDP hyperboliques
(3.11)-(3.12) satisfaites par ces noyaux dans 7 et obtenons ainsi une solution analytique
exacte de N(#). Celle-ci est essentielle pour pouvoir tirer un critere explicite de stabilité
(en termes des coefficients du systéme) et construire le domaine compact ou des tests sont
exécutés par l'algorithme. De plus, la solution analytique sera utilisée afin d’obtenir les
expressions de plusieurs parametres demandés par I'algorithme (voir section 3.3.2 pour plus
de détails). Pour toutes ces raisons, 'annexe E est consacré a établir la solution analytique
exacte des EDP hyperboliques (3.11)-(3.12) satisfaites par les noyaux de la transformation
backstepping (3.10), aboutissant aux expressions de N(6), N’(6) et des bornes supérieures
de leurs valeurs absolues.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



54 CHAPITRE 3. ANALYSE DE STABILITE

CNS (3.29)

avec l'expression analytique de N(6) (E.28)

CS explicite )
Algorithme

Proposition 3

Comparaison avec

e (S par Lyapunov-Krasovskii
pour le systeme a retard (3.21)

e CS par Lyapunov
pour le systeme de lois de bilan

(3.6)-(3.8)

FIGURE 3.3 — Schéma récapitulatif de I'obtention des conditions suffisantes de stabilité a
partir de la condition nécessaire et suffisante.

3.3 Conditions suffisantes de stabilité

Dans cette section, nous présentons des conditions suffisantes de stabilité pour 5(-,1)
satisfaisant (3.21). En premier lieu, un critére explicite, en termes des coefficients du systeme
et dépendant de leur signe est exposé. Cette condition s’appuie sur une relaxation analytique
de la condition nécessaire et suffisante (3.29). Le résultat est comparé avec d’autres conditions
suffisantes de stabilité dans la littérature, obtenues en adoptant une approche temporelle. Ces
conditions suffisantes sont basées sur

— une fonction de Lyapunov-Krasovskii utilisée dans [Damak et al., 2015] et appliquée

au systeme a retard (3.21),

— une fonction de Lyapunov utilisée dans [Bastin and Coron, 2016] et appliquée au

systeme de lois de bilan (3.6)-(3.8).

Ensuite, en effectuant une approximation numérique de (3.29), un algorithme est
construit. Sa tache est de vérifier la validité de (3.29) dans un domaine compact du demi-plan
droit. Le déroulement de cette section est illustré sur la figure 3.3.

3.3.1 Relaxation analytique de la CNS : Condition explicite

Reprenons les équations du systeme de départ

ug(t, z) + %uz(t,x) =0T v(t,z) (3.34a)

vty 2) — —va(t, 7) = o Fult, 2) (3.34D)
T2

u(0,) = up(-) (3.34c)

v(0,-) = wvo(+) (3.34d)

u(t,0) = qu(t,0) (3.34e)

v(t,1) = pu(t, 1) (3.34f)

Nous avons démontré que sa stabilité exponentielle dans le sens de (3.2) est équivalente
a (3.29) (voir proposition 2). Nous exposons dans cette section une condition suffisante de
stabilité, explicite en termes des parametres o™, o~ ", 71, ra, p et g et selon les signes de
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oT70~T et pq. Ce résultat est une contribution principale de ce travail. Il est obtenu par une
relaxation analytique de la condition (3.29) en majorant les termes exponentiels. En vue de

simplifier la notation, nous définissons les parametres
a=qroo~t +priot

R=rire0" "0 .

(3.35a)
(3.35b)

Proposition 3. Si les coefficients (constants) du systéme (3.34) vérifient un des en-
sembles des inégalités suivants
()
ot7o™t >0, pg>0 et
1 1- Ipq|>
+|R ( — <1- ,
(i)
ot7o™t >0, pg<0 et
1+ Ipql
|al+[Rl—— < 1—pdql,
(iii)
ot <0, pg>0 et
1 1 — |pq|
a Ig < R) + |R < - )
alto (Vi) + 181 (157 —
<[ (Vir) - 1 (Vir) | < 1= b
(i)
ot7o™t <0, pqg <0 et
1+ Ipql
alfo (/1RI) + 1RI=5520
< |1 (VIRT) - 1 ( |R)} <1~ Jpal,
(v)
ot7o™t <0, pg<0, a>|R| et
1+
(a- R|ﬂ) 1o (i)
L+ lpq
IR (IR <1 lodl,
alors, ce systéme est exponentiellement stable dans le sens de (3.2).

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Démonstration. Partons de la condition nécessaire et suffisante (3.29), qui est satisfaite si

sup |1 —@(s)|< 1.
Re(s) >0

|1 — ¢(s)| peut étre majoré comme suit

11— d(s)]= \pqesw / N(@)esede\srpqw [ 1 @)as.
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En utilisant (3.42), une condition suffisante pour (3.41) est
T
/O IN(B)[d6 < 1 — |pgl. (3.43)

Une borne supérieure de ['|N(6)|d6 est donnée dans (E.46) dans annexe E selon les signes
de o707 et pq. En substituant ces expressions dans (3.43), nous concluons la preuve.

O

Remarquons que l'inégalité (3.43) peut étre utilisée pour tester la stabilité du systeme
tout en approximant numériquement le terme intégral et en utilisant ’expression de |N(6)]
dans (E.28). Dans le cas des coefficients variables dans l'espace o~ (z) et o~ " (z), les
noyaux L% possedent la méme structure d’EDP que (3.11)-(3.12) avec des coefficients o+~
et 0~ qui varient en fonction de l'espace (voir équations (3.40)-(3.47) dans [Coron et al.,
2013]). Dans ce cas, (3.43) peut aussi étre testée, avec N(6) générée numériquement par la
méthode des approximations successives.

En suivant les hypotheses de la Remarque 1, et selon [Baker and Vakharia, 1970, Re-
marque 1] (discutée dans la section 3.2.2), la condition suffisante (3.36)-(3.40) de la propo-
sition 3 implique une stabilité exponentielle en tout point du systeme (3.21). En d’autres
termes, il existe M > 0 et w > 0 tels que

1B(t,1)|[< M sup |B(6,1)]e™T) ¢ > (3.44)
—r<6<0

Comparaison avec une condition suffisante basée sur une fonc-
tion de Lyapunov-Krasovskii

Dans le but d’évaluer efficacité de la condition suffisante (3.36)-(3.40) de la proposition
3, nous la comparons avec un autre critere de stabilité des systemes a retard. La littérature
présente des outils d’analyse pour le type d’équations obtenu dans (3.21). Parmi ces réfé-
rences, nous citons [Damak et al., 2015] ot une fonction de Lyapunov-Krasovskii est utilisée.
Vu que (3.21) est dans la classe considérée dans cette référence (pour un cas scalaire), nous
pouvons appliquer [Damak et al., 2015;, Théoreme 5] & notre systéme. Les parametres sui-

vants seront utilisés : j = pq et G = / (N())?d6. L’adaptation de ce théoréme au systéme

scalaire (3.21) nous permet d’écrire I’énoncé suivant.

Théoréme. [Damak et al., 2015], Théoréme 5. Supposons qu’il existe p > 0, S >0, w > 0
et € >0 tels que

p—eG >0, (8.45a)
S <, (3.45b)
M >0, (3.45¢)
ou M est une matrice symétrique définie par
S|P e NpHaGe
—M=r Vi . S g—2wr | - (3.46)
T

Si les conditions (3.45) admettent une solution, alors le systéeme (3.21) est exponentiellement
stable dans le sens de (3.5).
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Nous signalons que la fonction de Lyapunov-Krasovskii adoptée dans la preuve du [Damak
et al., 2015, Théoreéme 5] pour le cas scalaire est

V(t——fOQwG2 g [ a2 Ongz
Lk (t) = (p eG)/ e B(t+6,1)d0+S/ON(9)/ B2t 4y, 1)dydd.  (3.47)

—r —

Proposition 4. Si les coefficients du systéme (3.34) vérifient la condition suivante
T
r [ (V©)2d0 < (1= o). (3.48)

alors le systéme (3.34) est ezponentiellement stable dans le sens de (3.2) et By (-, 1) est
exponentiellement stable dans le sens de (3.5) avec une estimation de w

—In(7)

r

I<w<

Démonstration. Nous démontrons que les parametres introduits dans ce théoreme existent
et vérifient les hypotheses (3.45) si la condition (3.48) est satisfaite.
En effet, si rG < (1 — |7])?, alors il existe un parametre w qui vérifie

0 <w< #(77) (3.49)

tel que G < (e79" — |ﬁ|)2. 1l existe de méme deux paramétres de décision S et e vérifiant

S >0, (3.50a)
€>0, (3.50b)
S <, (3.50c)
tels que
rGe < S (e — Jij])”. (3.51)
Pour une notation plus compacte, nous introduisons le parameétre & = reG.
Soit p > 0 tel que
0< Pmin < p < Pmazx, (352)
ol
) eQwr _ 9 72 _ _ 3 N2 __
Pmaz = =5 Se ™" —n7) + &+ (S(e*%r —7%) + 5) — 48¢e~2wr (3.53a)
r
) eQwr _ 9 72 _ _ 3 N2 __
Pmin = =5 Se ™" —n7) + &~ (S(e*%r —7%) + 5) —48¢e~2r | . (3.53b)
r
Sous les considérations mentionnées ci-dessus pour p, S, € et w nous avons que
—2wr =2 g
(™" =07 )p == (3.54a)
r
S ¢] S¢
—e 2Tt 4 p ?(6_2“”" — ﬁ2) + % — r_f > 0. (3.54b)
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En effet
(e—Zwr - ﬁz)pmin > §
-r
ef2wr _ 772 _ _ — — — _
& —F (S(e‘“ — i)+~ \J(S(e2r — )+ €)? — 4S§e—2w) > o2

o (e — ﬁ2)\/(§(e—2wr _2) 4 €)2 — 482 > E(e 2 4 ?) — § (efzw _ 772)2.

(3.55)

En utilisant (3.51), nous pouvons constater que

febr i) =5 (e =) 2 (e [ @2 +ip) - 5 (72 — )
= S =) [ + 7 = (e +|l)’]

Qa—WT | 5| (A—WT 12
= =28 “ij|(e™" —7])” < 0. (3.56)

Par suite

(3.55) & S(e 2w — 2) 4 £)2 — 45€e2r
—2w7"
+77 QA —2wr =
( —2wr __ >+S(e > _772)
0>
2 __
+ SZ ( _ 77/2) _ 2S§(e—2wr +?7]2)

_ —2wr =2 _ 357)
2 (€ + 1 2 ( —2wr 2 —2wr | 2 (
§§ (e_Qwr_n2> + S (e -n ) _255( +1n )

—2wr _9\ 2
ce-e(nth) <o

Les équivalences dans (3.55) et (3.57) garantissent la validité de (3.54a). D’un autre coté,
le membre de gauche de I'inégalité (3.54b) peut étre vu comme une forme quadratique en
p, et donc peut prendre des valeurs positives, pour des valeurs de p, S, € et w satisfaisant
(3.49)-(3.52), seulement si son discriminant

A =L [(S*(em —) ) - 45@%?} (3.58)

r2
est positif. En développent (3.58), nous obtenons
= 5 [@ - 28E e 1) + S )] (3.59)
Ay peut étre vu comme une forme quadratique en ¢. Le discriminant de &2 — 2S€(e2" +
772) + SQ(e—Zwr _ 772)2 est
A, = §2 (e—zw + 772)2 Sy (e_QW - 772)2 (3.60)

_ 452 R2e—2wr (361)
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~ Les racines de A; sont £ =S (e™r — |77|)2 et & = S (™ + |ﬁ|)2. Il en résulte que si
€ < S(e " —[q])? (cette inégalité est d’ailleurs vérifiée en vertu de (3.51)), alors A; est
positif.

Par un calcul simple, nous pouvons trouver que les racines de —e"2rp? 4
D {%(e_z"” — %)+ ﬂ - f—§ sont Pmaz €t Pmin présentés dans (3.53a) et (3.53b) res-
pectivement, et par conséquence 'inégalité (3.54b) est satisfaite pour tout p € [Pmin, Pmaz)-

Le calcul précédent nous a permis de construire les parametres p, S, € et w satisfaisant
(3.45) et la preuve est ainsi conclue.

O

Cette démarche aboutit a la condition suffisante (3.48). En comparant cette condition
avec (3.43) obtenue suite a l’analyse de stabilité dans le domaine fréquentiel, nous trouvons
que la premiere peut étre déduite de la deuxieme par relaxation a travers une inégalité de
Cauchy-Schwarz comme suit

(/Or’N(G)]dQ)Z . T/OT(N(H))Q(M_ 3.62)

Ainsi, la réalisation de (3.48) entraine la réalisation de (3.43) ((3.48) = (3.43)) et le résultat
de la proposition 4 est contenu dans celui de la proposition 3 et par suite il est plus conservatif.

Comparaison avec une condition suffisante basée sur la seconde
méthode de Lyapunov

Comparons maintenant le résultat présenté dans la proposition 3 avec une autre condition
de la littérature pour la stabilité des EDP hyperboliques linéaires du premier ordre. Des
conditions de stabilité exponentielle, basées sur des fonctions de Lyapunov pour des systéemes
de lois de bilan sont données dans [Bastin and Coron, 2016]. La fonction de Lyapunov adoptée
dans [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 5.4] pour la classe d’EDP considérées dans ce travail

est la suivante
T _
(Y utx) me At 0 u(t,x)
Vi(t) = /O (v(t’x) o meierr| Lo )0 (3.63)

avec [i, ¢, m1 et mo des constantes strictement positives. Cette fonction a été originellement
utilisée pour des systemes avec des couplages diagonaux et anti-diagonaux, et possiblement
variables dans l'espace. En adaptant [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 5.4] au systéme
(3.34) avec les coefficients constants o™~ et =1, nous aboutissons & I’énoncé suivant.

Théoréme. [Bastin and Coron, 2016/, Théoréme 5.4. le systéme (3.34) est exponentielle-
ment stable dans le sens de (3.2) s’il existe une matrice 2 x 2 diagonale réelle définie positive

II= [m O] telle que

0 )
SIHI41IE >0 (3.64a)
| AKA™ |, <1 (3.64b)
0 —ot :_11 0 . [O q]
0122:[ 4 ],A: et K = .
—o 0 0 /:_22 p 0
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La norme || - ||o figurant dans (3.64b) est la norme spectrale ®. La condition (3.64a) est
équivalente a
)

0
~ (mot -
(mo™ ™ + meo 1 0

1] - 0. (3.65)

Les valeurs propres de la matrice dans (3.65) étant +(m10"~ +me0~ 1), cette condition n’est
vérifiée que si

Tt + Mo T =0. (3.66)
D’un autre coté
aga= Vo lo q} - R (3.67)
o 2l oo BT byEE o

La condition (3.64b) est équivalente & :

2T T2 <1, et
Ty T
; Tl (3.68)
221 <,
T T2
Finalement, en tenant compte de (3.66), la condition (3.64) se réduit & : 67~ =0~ =0, ou
ot T <0, et (3.69a)
—+
2 g 9 1
<———< - 3.69b
p o 7 (3.69Db)

Autrement, si cT"6~" > 0 ou un seul coefficient parmi eux est nul, aucune conclusion
concernant la stabilité ne peut étre faite.

Un autre critere de stabilité pour les EPD hyperboliques et symétriques est présenté dans
[Tchousso et al., 2009]. En appliquant [Tchousso et al., 2009, Theoreme 2.1] pour la classe
de 2 x 2 a coefficients constants, la condition exigée est

N4+ 3T=0 (3.70a)
1 1
1 T2
1 1
———=>0 (3.70¢)
T2 1

avec ¢1 > 0, cg > 0 et ¢; et ¢y ne sont pas tous les deux nuls. Cette condition traduit
I’hypothese d’une dissipation dans le domaine ainsi qu’au bord. Elle se réduit a

ot +o T =0, et (3.71a)
r 1 r
61T2+,02<—2§—2 2.

— Cog— 3.71b
< Co ( )

q2

A noter que cette condition est plus restrictive que celle imposée par [Bastin and Coron,
2016, Théoreme 5.4] concernant la stabilité du systeme vis-a-vis des valeurs de o™~ et o~ .
Pour cette raison, nous comparons la condition obtenue dans ce manuscrit avec (3.69) (de

[Bastin and Coron, 2016, Théoreme 5.4]).

Nous présentons dans le tableau 3.1 les conditions suffisantes exigées par la proposition 3
et par [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 5.4] pour des différents signes de o™~ 0~ et pq.

3. La norme spectrale | A |2 d’une matrice A est définie par la racine carrée de la plus grande valeur
propre de A*A, ou A™ est la conjuguée de la transposée de A.
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TABLEAU 3.1 — Comparaison entre la condition (3.36)-(3.40) exigée par la proposition 3 et
(3.69) exigée par [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 5.4] pour la stabilité du systeme (3.34).
i . Condition (3.69) exigée par
cas Condition (356)_(5 40‘5) ‘efz‘xiltgee"par la [Bastin and Coron, 2016,
PTOPOSIHION & Saustalte st Théoréme 5.4] satisfaite si

pq =0
ot~o~" >0 o0u 1 1—|pq|
al+|R — <1-—|pq
un seul parmi |- —’ —‘ —‘— l(_li-lgql_ 2 —)— -—- —’ - ’— . (Non satisfaite)
eux est nul pq < 0

1
Jal+|RIFLL < 1~ |pg]

ot =0,

ot =0 lpal< 1 lpgl< 1

pq =0

1 1—|pq|
lallo (VIRT) + |RI( g — 524)
x 1o (VIRI) = 1 (VIRI)] <
1 —|pq|

pqg <0

— —_ 0_7+
O'+O'+<0 1+|pq| p2<_a+_77"_2<ql2

lalfo (V/IRT) + RIS =
% [1o (VITI) = & (VITT) | <
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TABLEAU 3.2 — Exemples numériques. Tous ces systemes sont stables.

o Condition Condition (3.69) exigée
EX(erT)le dﬁu:};st(:ﬂme (3534) (3.36)-(3.40) de la | par [Bastin and Coron,
g T HTLT2 0 proposition 3 2016, Théoreme 5.4]
e Non Satisfaite
(1.1,0.4,1,1.2,0.4,-0.5) Satisfaite (0+—0—+ > 0)
(—0.8,0.7,1,1.2,0.4,0.25) Satisfaite Satisfaite
(1.3,—0.95,1.8,0.44, 0.45,0.25) Satisfaite Non Satisfaite
(1.3,—1.2,1.8,1.5, 0.45,0.25) Non Satisfaite Satisfaite
(2.3,-3.5,0.8,1.1, 0.5,—0.7) Non Satisfaite Non Satisfaite
Nous pouvons vérifier que dans le cas o7~ = o~ = 0, le systeme (3.34) peut étre vu

comme un systeme linéaire de deux lois de conservation couplées aux bords a travers deux
termes de réflexion. Dans le cas o7~ 0~ < 0, les conditions (3.36)-(3.40) et (3.69) sont
toutes les deux des conditions suffisantes et peuvent étre simultanément appliquées. Dans
Iintention de clarifier notre idée, des exemples numériques sont donnés dans le tableau 3.2.

Conformément a ce que montrent les résultats, la stabilité de plusieurs systemes peut
étre testée en s’appuyant sur la proposition 3. Néanmoins, il existe toujours de nombreux
autres systemes pour lesquels les deux criteres suffisants ne sont pas capables de donner une
conclusion concernant la stabilité.

Le conservatisme dans notre approche est un résultat de la majoration des modules des
termes exponentiels dans (5 dans (3.42). Cette majoration est justifiée par la complexité
a manipuler le terme intégral de (3.28), représentant le retard distribué. Afin d’avoir
une idée sur son comportement, une résolution de ce terme est développée dans I'annexe
F. La solution obtenue est générée sous la forme de séries de fonctions Gamma et de
fonctions de Gamma modifiées, ou sous la forme de séries de puissance. Cette solution est
toutefois non adoptée dans ce travail, car elle ne contribue pas a la simplification de I’analyse.

Une alternative est de considérer la condition nécessaire et suffisante (3.29) et de ’approxi-
mer numériquement tout en gardant les termes exponentiels. Cette démarche est I'ojectif de
la section suivante 3.3.2, ou un algorithme est construit et se révele moins conservatif que
les deux approches comparées ci-dessus, mais nécessite un temps de calcul élevé.

3.3.2 Approximation numérique de la CNS : algorithme

Reprenons la condition nécessaire et suffisante de stabilité du systeme a retard (3.21).
L’équation caractéristique est

3(s) =1 — pge=*" — / N(9)e 0 = 0. (3.72)
0
La condition nécessaire et suffisante est
inf  |d(s)|> 0. 3.73
pnf_[665) (373)

Nous développons un test numérique de la condition (3.73), basé sur les expressions
explicites de N(0), sa dérivée N'(f) et des bornes supérieures de leurs valeurs absolues,
données dans 'annexe E. Notre objectif est de tester ’absence des racines (a une certaine
précision pres) de ’équation caractéristique (3.72) dans le demi-plan droit.
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Nous signalons que les algorithmes numeriques pour 'analyse spectrale des systemes a
retard comme DELAY_PSA développé dans [Gumussoy and Michiels, 2010], YALTA dans
[Avanessoff et al., 2013] ou DDE-BIFTOOL dans [Engelborghs et al., 2002] exigent des
quasi-polynémes caractéristiques explicites. Cependant, ces représentations analytiques ne
s’appliquent pas dans notre probleme, et nous sommes restreints a utiliser une réalisation
numérique pour le retard distribué. Pour cette raison, un algorithme numérique pour le
(pseudo)spectre du systéeme a retard (3.21) est développé dans cette section.

Nous considérons le nombre complexe s = z + iy avec z > 0 et nous visons a tester
I’absence de racine a partie réelle positive de (3.72). Cette étude nécessite a priori la
considération de tout le demi-plan droit (avec une infinité de points). Cependant, ayant
Pexpression explicite de N(0), et donc le comportement de ngb, nous restreignons notre
analyse a un domaine compact dans ce demi-plan. La propriété intéressante de ce compact
est qu’il présente la seule région du RHP ou I’équation caractéristique (3.72) peut avoir
des racines (comme est montré dans le lemme 5). Ce fait nous permet de construire une
grille initiale (qui peut étre raffinée si nécessaire) comprenant un nombre fini de nceuds

est évaluée. L’algorithme est capable de conclure sur I'absence de racine

sur lesquels ‘qz@
au voisinage d’un point d’évaluation en utilisant la constante de Lipschitz de ‘QAS‘ Quand

I’évaluation de ’q@’ n’est pas suffisante pour garantir I’absence de racine entre deux points
d’évaluation adjacents, la grille est raffinée autour de ces points, et I’algorithme exécute des
tests en évaluant ‘(b‘ sur les nceuds créés sur la grille raffinée.

L’algorithme effectue des itérations récursives en suivant une technique similaire & un
algorithme de parcours en profondeur DFS (Depth-First Search), jusqu’a ce qu’il retourne
qu’il n’a trouvé aucune racine dans le compact et par suite le systeme est stable, ou qu’il a
détecté une tres petite valeur de ‘gzg‘ (au-dessous d’une valeur de tolérance), et dans ce cas,
nous ne pouvons pas conclure quant a la stabilité du systeme. Le niveau de tolérance doit
étre fixé a priori afin que I'algorithme arréte les itérations dans le cas d’un systeme instable.
Soit le compact sous-ensemble de C :

C={s=z4+iyeC;0<z<zet|s|<M(z)}, ou nous avons défini

= @ +v (3.74a)
M(z) = ’N(T)’ezrfr_“‘\;(ji‘:é hoe ) (3.74b)
N(0) = %(a +R) (3.750)

N(r)= %(a — pqR). (3.75b)

Les valeurs de a et R sont données dans (3.35a) et (3.35b) respectivement. v et v, bornes
supérieures de |N(0)| et |[N'(0)| respectivement, sont données dans (E.44).

Une illustration de ce compact est montrée par la surface en gris de la figure 3.4. Les
parametres choisis pour cet exemple sont 07~ =2, 0= = 1.5, 711 = 0.85, ro = 1.1, p = 0.7
et ¢ = —0.4.
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FIGURE 3.4 — Représentation du compact C.

Lemme 5. Par définition de C, nous avons que

Jde>0;Vse RHP\C,

b(s)| > e.

(avec RHP ou Right-Half Plane est le demi-plan droit).

Démonstration. z > z aboutit a

305)1=[1 = pae = [ @) 0a0)
0
>1—|pge™*"|— ‘/ N(G)esede‘
0

r
>1— —zr / szde
> 1—|pgle v e (3.76)

Zl_mq‘e—zr_z_i_ze—zr
z z

>1—|pgle”™ — =
> led v
zr z
—1-2 <.
z
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En outre, en intégrant par parties le terme [j N (8)e=*d# nous obtenons

/T N(H)efseda — _Me*sr + N(0)
0

S S

1 T
+ / N'(0)e=%%d. (3.77)
0
Ainsi, si |s|> M(z) nous avons que

INOY™ INO 7y

()] 1 — pgle™" —
] [ 2fs] (3.78)

M(z)

5]

>1- > 0.

O

A noter que M(2) est strictement décroissante quand z augmente et que lim,_,o M(z) =

N N(0)|+v
| (T)LH ‘ ( ‘)HW ot lim, o0 M(2) = |N(0)].
—1Pq B
Construisons d’abord une grille définie par un ensemble G° de noeuds dans un compact C

contenant strictement C comme représenté sur la figure 3.5. Les nceuds dans la grille sont a
égale distance le long des axes z et y avec des pas z et dy respectivement. Nous devons nous
assurer que C O C en surpassant les erreurs numériques pouvant étre présentes entre deux
neeuds successifs dans la direction de z. Afin de couvrir tout le compact C par un nombre
fini de nceuds, nous considérons B(s, 0), une boule fermée centrée en chaque s € G° et ayant

un rayon .
0= 5\/522 + oy? (3.79)

comme montré sur la figure 3.6. Nous notons que C C C C Usegog(s, 0).

L’algorithme est basé sur le lemme suivant

Lemme 6. Soit le paramétre )
/@ir|pq|+§r2u. (3.80)

Si en un point 5 € G°,

&(5)‘ > Ko, (3.81)

alors ‘(Z)(s)‘ >0 Vs € B(5,0).

Démonstration. Ayant N € C*°([0,7];R),  est Lipschitz-continue. De plus,

d(s1)| = |8s2)]| < [d(s1) — d(s2)]
3. 5. (3.82)
< {390 00} 1 =l
avec 5 5
= 0(s) = i-9(s)
Oy 0z ) (3.83)
=irpge " + 2/ ON (0)e*0do.
0
Ainsi, ngb‘ est Lipschitz-continue avec une constante de Lipschitz majorée par k. O
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Par conséquent, ’algorithme commence par calculer ‘q@(s)‘ Vs € G° Si Vs € G°, (3.81)

est satisfaite, alors ‘QAS(S)‘ > 0 Vs € C. Par suite, ‘QAS(S)’ > 0 V Re(s) > 0 et le systeme est
stable selon la condition nécessaire et suffisante de stabilité (3.73). Sinon, une grille plus fine
est construite en considérant davantage des noeuds dans le voisinage de tout point s € G°
ou (3.81) n’est pas satisfaite. Nous commengons par le point ou ‘QAS‘ a la plus petite valeur et

nous divisons le rayon de la boule fermée dans (3.79) par 2. Nous notons une grille raffinée
obtenue au voisinage d’un point § = z + iy € C apres k itérations récursives par

(3.84)

Dans une grille raffinée G*,

(ﬁ‘ est calculée sur tous les noeuds récemment considérés et
un test similaire a (3.81) sera exécuté.
Avant de visiter un autre nceud dans la grille initiale G¥, I’algorithme visite d’abord tous les
nceuds d’une grille raffinée en utilisant une technique similaire a un algorithme de parcours en
profondeur DFS. L’algorithme va visiter un nceud en passant a une grille de niveau supérieur
Gk—1 si tous les noeuds de GF vérifient

a(s)| > noyp (3.85)

Une progression d’itérations récursives est montrée dans les figures 3.7, 3.8, 3.9 et 3.10.
Sur la figure 3.7, nous considérons un point 5 dans G°, tel que ‘@(5)’ ne satisfait pas (3.81).
Par suite, G!(5) est construite (montrée sur la figure 3.7 & travers des cercles en rouge). Si

le minimum de ‘(]3‘ sur G1(5) ne satisfait pas (3.85) (pour k = 1), alors G2(5) est construite

en ajoutant davantage des noeuds au voisinage de 5 = argmingegi (s)

QE(S)‘ comme montrés
avec des signes ‘4’ en rose sur la figure 3.8. L’algorithme va continuer a itérer avec la méme
démarche pour obtenir les noeuds pointés en astérisques noirs et en carrés en cyan représentés
sur les figures 3.9 et 3.10 respectivement.

La construction d’une grille raffinée Gk sera toujours priorité au nceud
5 = argmingcgr-1 ‘(b(s)‘ avant de visiter les autres nceuds de G*¥~!, dans le but de
réduire le temps global demandé pour un test complet dans le cas d’un systeme instable.

La procédure s’arréte quand une de ces situations a lieu :

— Tlalgorithme a réussi & visiter tous les points construits dans GY (et dans toutes les
grilles raffinées) et les inégalités (3.81) ou (3.85) sont satisfaites pour tous les points
créés. Le systeme est alors stable.

— des grilles raffinées sont toujours entrain d’étre développées par des itérations en
un certain point, jusqu’a ce que ‘(]3‘ atteigne un niveau de tolérance £ (un critere

prédéfini, par exemple 10710), alors dans ce cas I'algorithme retourne que la stabilité
du systeme n’est pas garantie.

Nous illustrons sur la figure 3.11 une procédure complete de ’algorithme, pour le systeme

(3.34) avec les coefficients suivants : 07~ = 2.3, 0= = —=3.5, 71 = 0.8, 79 = 1.1, p = 0.5 et
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q = —0.7. Le compact C est montré par la courbe noire et la grille principale par les nceuds
en bleu. Apres avoir évalué la valeur de ](]3\ sur chaque point de cette grille, ’algorithme
crée une grille raffinée au voisinage du noeud ou (3.81) n’est pas satisfaite et I’évaluation
s’enchaine d’'une maniere itérative. Nous pouvons observer les noeuds créés dans des grilles
raffinées en couleurs rouge, rose, noire et cyan comme expliqué ci-dessus. Dans cet exemple,
lalgorithme a réussi a visiter tous les noeuds créés et vérifier la validité du critere (3.85).

Une description de I'algorithme est montrée en forme d’un organigramme sur la figure
3.12 et sous la forme d’un texte structuré dans I'annexe G. Nous soulignons l'importance
du développement des expressions des noyaux dans 'annexe E puisqu’elles nous ont permis
d’expliciter le critere de stabilité dans la proposition 3 et la construction de l'algorithme
décrit dans cette section.

En vue d’avoir une évaluation globale et plus riche des conditions suffisantes présentées
((3.36)-(3.40) de la proposition 3, (3.69) du [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 5.4, et
Palgorithme), nous illustrons dans la section suivante des domaines de stabilité obtenus par
ces criteres en fonction des coefficients du systeme.
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FIGURE 3.5 — Construction de la grille G dans C D C.
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FIGURE 3.7 — Grille raffinée G'(5) aprés une premiere itération, les nceuds ajoutés sont
représentés par des cercles rouges.
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FIGURE 3.8 — Grille raffinée G2(5) apres une seconde itération, les noeuds ajoutés sont repré-
sentés par des signes ‘+’ en rose.
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FIGURE 3.9 — Grille raffinée apres une troisieme itération, les nceuds ajoutés sont représentés

en astérisques noirs.
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FIGURE 3.10 — Grille raffinée apres une quatrieme itération, les nceuds ajoutés sont représen-
tés par des carrés en cyan.
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FIGURE 3.11 — Grilles principales et raffinées créées par I'algorithme apres une procédure
complete pour un systeme dont les parametres sont : 07~ = 2.3, 0~ t = —3.5, 1 = 0.8,
ro =11, p=0.5et ¢g=—-0.7.
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Input : parametres du
systeme : o=, o= 1, 71,
r9, p et q; niveau de tolé-
rance : €; pas : 0y et 0z

!
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a, R, v, v, z, M(Z), ket o

)
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‘ Construire C en pre-

nant z de 0 & z; et
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i
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mingego (Z)(s)‘ >
KO
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de noeud§ Sk o=
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ous les neeuds de
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Prendre un autre
neeud § € Sk-1
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FIGURE 3.12 — Organigramme représentatif de I’algorithme.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf

© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés

non

Systeme stable

73
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3.4 Comparaison numérique : domaines de stabilité

Considérons les deux conditions suffisantes analytiques : (3.36)-(3.40) dans la proposition
3 et (3.69) exigée par [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 5.4]. Ces deux criteres possedent
une similarité dans la complexité d’évaluation. Ils représentent des inégalités a vérifier qui
ne dépendent que des parametres du systeme de départ : les vitesses % et %, les coefficients
de réflexion aux bords p et ¢ et les coefficients de couplage & I'intérieur du domaine o™~ et
o~ . De plus, aucune inclusion de I'un dans I’autre n’est observée. Ce fait est bien remarqué
dans la Tableau 3.2, o1 nous montrons qu’il existe des exemples ot 'un est vérifié sans I'autre.

Cependant, ces exemples ne présentent pas un cadre assez général pour conjecturer le
conservatisme de chaque critere. Afin de pouvoir évaluer ces deux criteres d’une maniere
plus fine et de visualiser leurs marges de validité et leur dépendance sur les parametres
mentionnés ci-dessus, nous souhaitons comparer les domaines de stabilité, assurés par
chacun, en fonction des parametres o™, o=, p et ¢q. Toutefois, l'illustration visuelle des
domaines de stabilité en variant ces quatre parametres simultanément n’est pas réalisable.
Nous présentons par suite six graphes ou nous fixons dans chacun deux parametres et
varions les deux autres. Ces graphes nous donnent une idée plus claire sur les avantages des
conditions explicites et leurs limitations.

Sur deux figures (parmi les six figures présentés), les domaines de stabilité obtenus
par les deux criteres explicites sont superposés avec le domaine approché numériquement
par lalgorithme. Celui-ci aboutit au résultat le moins conservatif parmi tous les criteres
présentés dans ce chapitre. Sa performance est limitée par la précision et la rapidité de
la machine. Il va ainsi servir comme outil de référence pour évaluer le conservatisme des
conditions explicites.

Analysons la figure 3.13 oll nous prenons 'exemple suivant : 711 = 0.5, o = 1.1, 07~ =1
et ¢ = 1.2. p est varié de facon & avoir —1 < pg < 1 avec un pas de 0.02 et o~ est choisie
entre —0.8 et 0.8, avec un pas de 0.04. : si le couple (p, 0~ ) est & l'intérieur de la courbe
rouge en traits tirés (respectivement surface hachurée a l'intérieur de la courbe bleue), alors le
systéme est stable selon la proposition 3 (respectivement [Bastin and Coron, 2016, Théoreme
5.4]). A noter que ces deux conditions peuvent étre appliquées. En revanche, le domaine de
stabilité obtenu par 'algorithme (surface ombrée sur la méme figure) couvre les deux autres
domaines de stabilité. De la méme maniere, ces trois domaines sont superposés sur la figure
3.14 en faisant varier les coefficients (p, 7).

Les figures 3.15, 3.16, 3.17 et 3.18 montrent les domaines garantis par les criteres explicites
de stabilité, en fonction des couples (¢, o77), (¢, o= ), (67—, 07 F) et (p, q) respectivement.
Les domaines de stabilité obtenus en appliquant la proposition 3 sont représentés par la
surface ombrée a l'intérieur de la courbe rouge en traits-tirés, tandis que ceux obtenus en
appliquant [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 5.4] sont dans la zone hachurée a I'intérieur
de la courbe bleue. Nous signalons que sur les figures 3.14 et 3.16, le domaine hachuré en bleu
(qui résulte de I’application de [Bastin and Coron, 2016, Théoreéme 5.4]) n’est pas restreint
aux valeurs de o7~ et o~ (respectivement) choisies pour ces simulations. Les courbes en
bleu limitant la zone hachurée continuent & progresser, pour des valeurs négatives de o+~ et
o~ T respectivement, avec une forme hyperbolique.

Constatons de méme que, di a la symétrie du probléeme, les domaines obtenus en faisant
varier le couple (0=, p) (figure 3.13) présentent des allures trés proches de celles obtenues
en variant le couple (¢, q) (figure 3.15). De méme, les allures obtenues en variant (o7, p)
(figure 3.14) sont similaires & celles visualisées sur la figure 3.16 en fonction de (0=, q).

Nous apprécions également que la condition de la proposition 3 possede 'avantage
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- Domaine de stabilite garanti par I'algorithme
Domaine de stabilité garanti par la proposition 3
1.5 — Domaine de stabilité garanti par [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 5.4]

-1.5¢
-08 -06 -04 -02 0 02 04 06 038
P

FIGURE 3.13 — Domaines de stabilité en fonction du couple (p, =) pour 71 = 0.5, ro = 1.1,
ot~ =1 et ¢ = 1.2. La condition (3.36)-(3.40) de la proposition 3 garantit la stabilité du
systeme si (p, 0~ 1) est a l'intérieur de la courbe rouge en traits tirés, tandis que la condition
(3.69) exigée par [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 5.4] garantit la stabilité si (p, o~ 1) est
dans la surface hachurée a l'intérieur de la courbe bleue. L’algorithme garantit la stabilité
de systéme de départ si (p, 0~ 1) est dans la surface ombrée & l'intérieur de la courbe noire
traitillée /pointillée.

remarquable d’assurer des régions de stabilité quand o7~ et o~ possédent le méme signe
(figures 3.13-3.17). Observons en plus le premier cadran des figures 3.13 et 3.14. Ce cadran
sur ces deux figures correspond & un signe positif des produits o™~ 0~ et pq. La limite du
domaine garanti par la condition de la proposition 3 est tres proche de celle du domaine
approché numériquement. En conséquence, nous pouvons conclure que pour cette région, la
proposition 3 est un outil efficace qui donne avec précision la limite de stabilité du systeme
en fonction des coefficients. En revanche, la condition (3.69) du [Bastin and Coron, 2016,
Théoréme 5.4] est capable de garantir un domaine non limité par une valeur de o™~ < 0
(figure 3.14) ou o~ < 0 (figure 3.16).

Nous observons dans tous les cas que les domaines de stabilité résultants des deux condi-
tions suffisantes ne sont pas identiques et aucun d’eux n’est contenu dans I’autre. Ces graphes
nous montrent également la dépendance de tous les criteres sur les parametres. Ils permettent
donc de préciser la direction ou faut-il encore avancer la recherche pour tirer des conditions
explicites qui peuvent couvrir des régions de stabilité dévoilées par I’algorithme et non encore
couvertes par des conditions analytiques. A titre d’exemple, sur la figure 3.13, une région
considérable, ott 0~ < 0 et p < 0 n’est pas couverte par une condition suffisante explicite
dans la littérature. Egalemen‘c, de la figure 3.14, nous déduisons que la région du deuxieme
cadran, qui correspond & o7~ > 0 et p < 0 peut étre considérée afin de développer des
criteres analytiques de stabilité.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



76 CHAPITRE 3. ANALYSE DE STABILITE

***** Domaine de stabilité garanti par l'algorithme
---Domaine de stabilité garanti par la proposition 3
—Domaine de stabilité garanti par [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 5.4]

nol

FIGURE 3.14 — Domaines de stabilité en fonction du couple (p, c77) pour 711 = 0.5, ro = 1.1,
ot =1etqg=0.3.

---Domaine de stabilité garanti par la proposition 3
—Domaine de stabilité garanti par [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 5.4]
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FIGURE 3.15 — Domaines de stabilité en fonction du couple (¢, o7 ~) pour 71 = 0.5, ro = 1.1,
oot =1let p=14.
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---Domaine de stabilité garanti par la proposition 3
S —Domaine de stabilité garanti par [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 5.4]
ook
. _
-5

FIGURE 3.16 — Domaines de stabilité en fonction du couple (¢, o~F) pour 71 = 0.9, ro = 1.2,
ot™ =0.5¢et p=0.5.

***** Domaine de stabilité garanti par l'algoritme
---Domaine de stabilité garanti par la proposition 3

4 | —Domaine de stabilité garanti par [Bastin and Coron, 2016, Théoreme 5.4]

FIGURE 3.17 — Domaines de stabilité en fonction du couple (67, o=") pour 11 = 0.5,
ro =11 p=03et ¢g=—-0..8.
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al Domaine de stabilité garanti par la proposition 3
—Domaine de stabilité garanti par [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 5.4]
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FIGURE 3.18 — Domaines de stabilité en fonction du couple (p, ¢) pour r; = 0.5, ro = 1.1
ot =03et o =-02.
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3.5 Conclusion et perspectives

Systéme de départ ~ Transformation Slystbmcf ci’tflc Résolution Equation aux différences
(3.6)-(3.8) Backstepping (3.14)-(3.16) - avec retard distribué (3.21)

Résolution des Transformée
équations des noyaux de Laplace

Expressions analytiques Equation caractéristique

de Lij(z,y) (328)
CS explicite -
Proposition (3) [Vidyasagar, 1972, Théoreme 1]

Expression analytique

CNS (3.29)
de N(0) (E.28)

Algorithme

FIGURE 3.19 — Schéma récapitulatif du déroulement de I’analyse.

Dans ce chapitre, une analyse de stabilité d’une classe d’EDP hyperboliques linéaires du
premier ordre couplées 2 a 2 est présentée. Une transformation backstepping nous mene a
un systeme cible, qui consiste en deux équations de transport couplées aux bords. Ensuite,
nous avons établi une réalisation équivalente de la stabilité sur un systéeme s’écrivant sous la
forme d’une équation aux différences avec un retard distribué. Les expressions explicites des
noyaux de la transformation backstepping inverse sont trouvées en utilisant les fonctions de
Bessel et les fonctions de Bessel modifiées de premiere espéce. En appliquant la transformée
de Laplace sur I’équation a retard, une analyse de stabilité exponentielle dans le domaine
fréquentiel nous conduit & une condition nécessaire et suffisante de stabilité. Cette condition
n’étant pas simple a manipuler, deux criteres suffisants de stabilités sont obtenus en se
basant sur la condition nécessaire et suffisante et sur les expressions explicites des noyaux.
Une premiere approche consiste a majorer les modules des termes de la condition nécessaire
et suffisante pour aboutir & une condition suffisante de stabilité explicite en terme des
coefficients du systeme de départ et qui dépend de leurs signes. Une alternative est d’ap-
proximer numériquement la condition nécessaire et suffisante et construire un algorithme
qui exécute des tests sur un domaine compact du demi-plan droit afin de vérifier sa validité.
Son objectif principal est de tester I’absence de racine a partie réelle positive (a des erreurs
numériques pres) de ’équation caractéristique associée a 1’équation aux différences avec un
retard distribué dans le domaine de Laplace, sans avoir recours a majorer les termes ex-
ponentiels. Un schéma récapitulatif du déroulement de I’analyse est illustré sur la figure 3.19.

La condition explicite présentée dans ce travail a été comparée a deux autres conditions
de la littérature. Une premiere, basée sur une fonction de Lyapunov-Krasovkii, s’est avérée
plus conservative. Dans une deuxiéme comparaison, nous faisons appel a une fonction de
Lyapunov utilisée pour un systeme de lois de bilan et conduit & un autre critere de stabilité.
Des exemples académiques montrent que les critéres comparés sont différents (aucune
équivalence ou inclusion observée). Cette différence réside dans 'inégalité mise en ceuvre.

Alors que la condition (3.69) impose des inégalités qui doivent étre satisfaites par le quotient
o tr
U+_T?
R =0T~ 0" Trire, qui n’est autre qu un produit des coefficients.

, la condition de la proposition 3 exige des inégalités qui font intervenir le parametre
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Finalement, dans le but d’évaluer le conservatisme des conditions suffisantes explicites,
des domaines de stabilité garantis par ces conditions sont illustrés en fonction des para-
metres du systeme. Les deux criteres explicites ont été placés dans le contexte de I’approche
numérique qui nous permet de conclure sur le conservatisme et les limitations de ces criteres.
L’algorithme demeure le moyen le plus efficace pour tester la stabilité, malgré le cout de
calcul élevé qu’il exige.

Par ailleurs, nous mettons en relief le passage d’'un systeme d’EDP hyperbolique a un
systeme a retard. Ce passage simplifie considérablement I'analyse et ouvre des perspectives
sur des travaux de stabilisation et de robustesse. Le travail dans ce chapitre, se reposant
sur une équivalence entre systéeme d’EDP hyperboliques et SAR constitue un des deux axes
de recherche effectués en collaboration avec le laboratoire CAS (Centre Automatique et
Systemes), Mines ParisTech. Le deuxiéme axe porte sur la stabilisation robuste (vis-a-vis
d’un retard dans la commande) d’un systéeme EDP-EDO en faisant apparaitre une équation
a retard de type neutre.

De ce chapitre, nous ressortons les perspectives suivantes, qui restent des questions ou-
vertes a résoudre (voir plus de détails dans le chapitre 5, section 5.1) :
- expliciter le terme intégral dans (3.28), représentant le retard distribué
- expliciter des conditions suffisantes de stabilité en termes des parametres pour les cas :
e 0T >0,00"<0,p<0etqg>0
e 0" <0,07">0,p>0cetq<0.
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4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, une transformation backstepping a été appliquée a un
systeme d’EDP hyperboliques couplées deux & deux afin d’obtenir des conditions suffisantes
de stabilité de ce systeme. La technique backstepping nous a donc servi comme outil
d’analyse, en permettant de déplacer les termes de couplage de l'intérieur du domaine vers
les conditions aux bords.

Dans le présent chapitre, nous appliquons ’approche de commande par backstepping
pour la stabilisation d’un systeme linéaire d’EDP couplées 2 a 2, de type hyperbolique
du premier ordre, couplées a deux EDO linéaires aux extrémités. Cette structure peut
apparaitre, par exemple, lorsque 'on considere une ligne de transmission de puissance
[Magnusson et al., 2000] avec une charge dynamique & un bord et une dynamique d’action-
neur a l'autre, ces dynamiques étant de dimension finie. D’autres applications peuvent étre
trouvées dans le forage de puits de pétrole [Aamo, 2013] et les flux incompressibles [Castillo
et al., 2013] quand la dynamique de 'actionneur doit étre considérée.

Une complexité de ce travail est de pouvoir gérer les différents couplages présents dans
le systeme et qui peuvent mener a 'instabilité. Nous attirons ’attention qu’en raison des
couplages, le systeme interconnecté peut présenter une instabilité, méme si les dynamiques
EDO et EDP découplées sont stables. Cet effet est illustré dans [Tang and Mazanti, 2017],
ou un systeme d’EDO-EDP hyperboliques est instable mais constitué de sous-systemes
stables.

La méthode de commande par backstepping est choisie vu son efficacité a stabiliser un
grand nombre de classes d’EDP. En outre, elle nous permet de construire une loi de commande
par retour d’état et simple a implanter. La détermination des gains de la commande nécessite
la résolution d’un systeme d’EDP ayant une complexité similaire au systeme de départ sans
avoir recours a résoudre des équations présentant une complexité supérieure (par exemple
des équations de Riccati, LMI...) [Krstic and Smyshlyaev, 2008c].

Nous visons, a travers une commande au bord par backstepping, a éliminer ou modifier
les termes déstabilisants qui apparaissent dans tout le domaine, tout en agissant a un bord
ou regne une dynamique EDO. Cette technique se base sur la construction d’un systeme
cible (stable) et d’une transformation (bornée et inversible) appropriée entre le systeme de
départ et le systeme cible. Il est intéressant de noter que cette transformation, au moyen
de 'opérateur de Volterra, nous permet de restructurer la dépendance entre les états d’une
maniere triangulaire. Ce fait va pouvoir décaler les termes déstabilisants de l'intérieur du
domaine pour enfin les éliminer. L’objectif est que le systéme en boucle fermée, grace a la
transformation et a la loi de commande congues, se comporte d’une maniere similaire au
systeme cible.

La stabilisation d’un cas général de systemes d’EDP hyperboliques couplées a une dyna-
mique EDO apparaissant uniquement au niveau de la charge, a été établie dans [Di Meglio
et al., 2018]. Nous soulignons le fait que dans ce papier, I'actionnement est directement dis-
ponible au bord de 'EDP. La commande synthétisée ne s’applique donc pas a la classe de
systemes que nous traitons. En conséquence, les résultats présentés dans ce chapitre consti-
tuent une continuité de ceux obtenus dans [Di Meglio et al., 2018] pour le cas de deux EDP
hyperboliques puisque nous considérons une dynamique EDO au niveau de 'actionnement,
avec 'hypothése d’une matrice d’entrée inversible.

Les contributions de ce chapitre sont donc les suivantes :

— une fonction de Lyapunov augmentée par rapport a celle utilisée dans [Di Meglio et al.,

2018], servant & prouver la stabilité du systeme cible,
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— une transformation backstepping ayant une structure augmentée par rapport a celle
adoptée dans [Di Meglio et al., 2018], ol des termes ajoutés permettent d’annuler des
couplages non désirés

— une loi de commande en retour d’état qui stabilise exponentiellement le systeme
considéré autour du point d’équilibre nul. L’expression de la loi de commande est
une forme explicite en termes de retours d’états EDP et EDO.

Dans ce qui suit, nous présentons les différentes notations utilisées et définissons les
espaces fonctionnels associés aux états du systeme. Nous présentons a nouveau les équations
du systeme considéré et formulons le probleme de stabilisation avec les hypotheses faites.
Les étapes de la synthese de la loi de commande stabilisante sont détaillées dans la section
4.2. Le systeme cible et la transformation backstepping sont congus avant de conclure sur le
comportement du systéme en boucle fermée. Dans la section 4.3, nous traitons un exemple
numérique en simulation. Finalement, les conclusions et les perspectives sont données dans
la section 4.4.

4.1.1 Notations

Dans ce chapitre, nous adoptons les notations suivantes pour deux domaines triangulaires
dans R?
% [0,1],y < z} (4.1a)
% [0,1],y > z}- (4.1b)
En outre, étant donné un ensemble Q C R?, sa fonction caractéristique sera notée

)1 osi(x,y) € Q
]I{Q}(x,y) - { 0 sinon.

1/2
La norme euclidienne d’un vecteur ¢ € R¥, k € N\ {0} sera notée ||o||ge= (gngo) / .

Pour une fonction dans L2(]0,1];R) (ensemble des fonctions carré-intégrables, c.a d. dont
Vintégrale [y ©?(#)dé existe), sa norme sera prise dans le sens usuel

1 1/2
lellz2(o,1):r)= (/0 wz(e)de) .

Nous notons par C*, k € N, I'ensemble de fonctions k fois dérivables et dont la dérivée
d’ordre k est continue. La notation I représente la matrice identité k x k. Et finalement,
pour une matrice symétrique A € R¥*¥ A = 0 (A < 0, respectivement) indique que A est
définie positive (définie négative, respectivement).

Nous utilisons les deux espaces de Banach suivants munis chacun de leur norme. Nous
introduisons l'espace = = C([0, 1];R) x C*([0, 1];R) x R™ x R™ qui sera utilisé afin de définir
une solution classique du systeme (voir lemmes 7 et 12). = est muni de la norme

1 1== max {11 ]lor o.um), 122 llor 0,12y, @512, |l } (4.2)

pour ¥ = (W1, Wy, U3, Wy) € E, olt |+|c1([0,1);r) est la norme usuelle dans C*(]o, 1];R)

leller (oymy= sup |o(z)|+ sup [¢'(x)|- (4.3)
z€[0,1] z€[0,1]

Nous introduisons également 1'espace x = L2([0, 1];R) x L2([0,1];R) x R® x R™ muni de la

norme

) 1/2
1902 (0003 g0 1+ 12230 g0y 1 W I (4.4)
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pour ¥ = (U, Wy, U3, Uy) € . Cet espace, contenant toutes les composantes du systeme,
est introduit dans le but de définir un sens pour la stabilité du systéme considéré (voir
lemme 8, ot une fonction de Lyapunov basée sur la norme L? pondérée des états EDP est
définie). La stabilité dans la norme de x s’écrit de la maniere suivante.

1l existe des constantes réelles M > 0 et w > 0 telles que, pour toute condition initiale
Uy € X, la solution V(t) du systéme satisfait

1 ()]l < Me™|[@olly, Vte[0,T]. (4.5)

ou T est un réel positif arbitraire.

4.1.2 Représentation du systeme EDO-EDP-EDO

Il est question ici de la stabilisation autour du point d’équilibre nul d’une classe de
systemes décrits par des EDO-EDP-EDO couplées. Une représentation schématique de tels
systemes est donnée sur la figure 4.1. Les fleches épaisses représentent le couplage des états des
EDP a l'intérieur du domaine, et les fleches fines, le couplage aux bords des EDP. Remarquons
que les couplages entre les EDP et les EDO aux deux extrémités sont bidirectionnels, ce qui
fait que les commandes congues dans [Aamo, 2013], [Vazquez et al., 2011] ou [Di Meglio et al.,
2018] ne peuvent pas étre appliquées.

— Couplage EDO-EDP
— Couplage EDP-EDP

U(t) —

xo ¥ D1y

FIGURE 4.1 — Représentation schématique du systéeme EDO-EDP-EDO couplées (4.6).

Plus précisément, nous considérons les systéemes de la forme :

ug(t,x) = —Aug(t, ) + ot u(t,z) + o v(t, v) (4.6a)
v(t,z) = Mg (t, ) + o~ Tu(t,z) + o~ w(t,z) (4.6b)
X(t) = Ao X (t) + Eov(t,0) + BoU(t) (4.6¢)

Y (t) = AY(t) + Fru(t,1) (4.6d)
u(t,0) = qu(t,0) + CoX (t) (4.6e)
v(t, 1) = pu(t,1) + C1Y (¢t) (4.6f)

pour tout ¢ € [0,7], ou T est un réel positif arbitraire, et position z € [0,1], ou A > 0
est la vitesse de transport associée aux deux équations de transport et les constantes réelles
o' i, j € {+,—}, représentent des couplages & I'intérieur du domaine entre les états des EDP.
Les matrices figurant dans (4.6¢)-(4.6f) sont réelles et de dimensions appropriées. U(t) € R"
est I'entrée de commande. qu(t,0) et pu(t,1) sont respectivement des termes de réflexion
proximale (présent au bord ou la commande agit) et distale (présent au bord éloigné de la
commande). Les conditions initiales associées sont

X(0) = X, (4.7a)
Y(0) =Y (4.7b)

appartenant a R™ et R™ respectivement et
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u(0,-) = uo(-), (4.8a)
v(0,+) = vo(+) (4.8b)

appartenant & des espaces fonctionnels adaptés. Il est important de noter que le sens donné
aux équations (4.6) dépend du type de la solution considérée (faible ou classique), du choix
de l'espace fonctionnel pour les états du systéme et des conditions initiales. Une solution
faible (définie presque partout) dans L2([0, 1];R) est cherchée afin de montrer la stabilité du
systeme cible par une fonction de Lyapunov basée sur la norme L? pondérée des états EDP.
En revanche, dans les autres démarches de ce travail, nous imposons de fortes régularités sur
les conditions initiales, et nous cherchons donc des solutions classiques (fortes, définies en
tout point) dans C1([0,1];R) et les conditions initiales (4.7)-(4.8) satisfont potentiellement
des conditions de compatibilité adéquates. Les sources potentielles d’instabilité de ce systeme
sont présentées dans le Tableau 4.1.

TABLEAU 4.1 — Sources potentielles d’instabilité du systeme (4.6)-(4.8).

Représentation par les

Termes coefficients/vecteurs/matrices
Couplage d’lz?gonal entre l'es EDP a o+t o
I'intérieur du domaine
Couplage anti-diagonal entre les EDP IR
N . ot T, 0
a l'intérieur du domaine
Réflexions aux bords 0, q
Couplage bidirectionnel entre les
EDP et les EDO Eo, Co, E1, €1
Dynamiques EDO Ag, Ay

En outre, les hypotheses suivantes sont faites :

Hypothése 1. By est inversible (ce qui implique en particulier que la paire (Ag, By) est
commandable).

Hypotheése 2. rang(Cp) > 1.
Hypotheése 3. p # 0.

Hypothese 4. La paire (A1, E1) est stabilisable (i.e. il exviste Fy € RY™ tel que la matrice
A1 + EqFy est Hurwitz).

Dans ce chapitre, nous faisons le choix d’une matrice d’entrée inversible (hypothese 1).
Nous signalons que si ’hypothese 2 n’est pas satisfaite, la commande U (t) sera découplée des
états EDP et de I’état EDO en Y, et n’aura donc pas d’effet de stabilisation. L’hypothese
3 est essentielle afin de garantir 'existence des noyaux de la transformation backstepping
introduite dans la section 4.2.2. Les équations de ces noyaux sont décrites dans le lemme 10.
Finalement, 'hypothese 4 est une condition nécessaire pour pouvoir stabiliser la dynamique
en Y. La section suivante présente la synthese de la commande par backstepping.

4.2 Syntheése de la commande par backstepping

Dans cette section, nous synthétisons une loi de commande qui stabilise le systeme (4.6)-
(4.8) autour du point d’équilibre nul par la méthode de backstepping. Les structures du
systeme cible et de la transformation sont décrites dans les sections 4.2.1 et 4.2.2 respecti-
vement. Nous montrons leurs propriétés essentielles qui seront utilisées dans la section 4.2.3
pour exposer les résultats sur le systeme de départ en boucle fermée. Les termes de la loi de
commande sont ensuite analysés dans la section 4.2.4.
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4.2.1 Systeme cible

Nous construisons un systeme cible qui possede des propriétés intéressantes, notamment
vis-a-vis du caractere bien-posé (i.e. existence d’une solution unique) et de la stabilité expo-
nentielle. Pour cela, il faut tout d’abord identifier les termes du systeéme de départ (4.6)-(4.8)
qui conduisent possiblement a I'instabilité. Ces termes sont ensuite éliminés a travers une
transformation backstepping et une loi de commande appropriées. L’analyse du systeme cible
et les propriétés de la transformation backstepping concue dans la section 4.2.2 permettent
de conclure sur le comportement du systeme de départ en boucle fermée. L’enjeu est de
pouvoir choisir simultanément une dynamique cible et la transformation convenables. Nous
exposons dans cette section ce systeme cible ainsi que ces propriétés. La forme choisie est la

suivante
ai(t,r) = =g (t,x) + o al(t, ) (4.9a)
Be(t,z) = N\Bx(t,x) + 0~ B(t, x) (4.9b)
E(t) = (Ao + BoFo)&(1) (4.9¢)
n(t) = (A1 + E1F)n(t) + Era(t, 1) (4.9d)
a(t, 0) = Co&(t) (4.9e)
B(t,1) =p (t 1) + Cin(t), (4.9f)

ott Fy € R™" et Fy; € R™™ sont choisis de sorte & obtenir des matrices (Ag + BoFp) et
(A1 + E1 Fy) Hurwitz. Les conditions initiales des états & et 1 sont

£(0) = &, (4.10a)
1(0) = no (4.10Db)
appartenant a R™ et R" respectivement. Les conditions initiales des états « et 3 sont
a(0,) = a() (4.11a)
B(0,-) = Bo(-). (4.11Db)

Une représentation schématique du systéme cible (4.9)-(4.11) est donnée sur la figure 4.2.

— Couplage EDO-EDP
— Couplage EDP-EDP

EDP
a(t, )
EDO |- D—» EDO
() : - ()
B(t,x)
T = 0 x L 1

FIGURE 4.2 — Représentation schématique du systéme cible (4.9).

Remarquons que dans ce systeme, différents couplages n’apparaissent plus. Ces couplages
sont essentiellement : la réflexion proximale (au bord z = 0) entre les EDP, le couplage a
Iintérieur du domaine entre les EDP et la dépendance de la dynamique ODE en X de I’état
EDP en v. Cette structure particuliere demeure ainsi une cascade & un bord et un couplage
bidirectionnel a un autre. De plus, des termes agissant sur la dynamique des états X et Y
sont ajoutés (BoFy et EqF) respectivement).

L’élimination des termes de couplage anti-diagonaux est assurée grace a l'opérateur de
Volterra de la transformation backstepping introduite dans la section 4.2.2 (voir équation
(4.33)). Nous observons en conséquence une dépendance triangulaire entre les états EDP.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



88 CHAPITRE 4. STABILISATION PAR BACKSTEPPING

Pour clarifier notre idée, la valeur de a(t,z) dépend uniquement de «(t,z) pour 0 <z <z
et de £(t). Par contre, la valeur de (¢, ) dépend de la valeur de 8 a U'instant ¢ et aux points
Z tels que z < x < 1, de a(t, 1) et de n(t).

Nous présentons maintenant les résultats sur les propriétés de ce systeme. Le lemme 7
porte sur son caractere bien-posé en partant d’une condition initiale dans ’espace = et le
lemme 8 sur sa stabilité exponentielle. La preuve du Lemme 7 est donnée dans ’annexe H.1.
Nous notons par le symbole ’ la dérivation par rapport a .

Lemme 7. Etant donné une condition initiale (ao(-),Bo(+),€0,m0) € E vérifiant les
conditions de compatibilité

ap(0) = Coéo (4.12a)

Bo(1) = pao(1) + Cimo (4.12b)
++

0} (0) = T—a0(0) - %CO(AO + BoFo)o (1.12¢)

o(1) = —%50(1) + % (e+tp+ C1E1) ao(1)

1 (4.12d)
— pag(1) + XCI(AI + E1F1)no,

le systéme (4.9)-(4.11) admet une solution unique (classique)

(a(tv ')7 /B(tv ')7 f(t), 77(75)) €=

pour tout t € [0,T], satisfaisant £(-) € C([0,T];R"), n(-) € C*([0,T);R™), a(-,-),
B(-,) € CH[0,T] x [0, 1];R).

La preuve de ce lemme se base sur la résolution du systeme cible (4.9)-(4.11) par la
méthode des caractéristiques (voir annexe H.1). La finalité des conditions de compatibilité
(4.12) est de tisser un lien entre les conditions initiales (4.11) et les conditions aux bords
(4.9¢)-(4.9f) & t = 0 du systeme cible. Ces conditions sont exigées, comme montré dans
la preuve du lemme 7 (voir annexe H.1), afin de garantir la régularité de la solution.
En d’autres termes, ces conditions assurent la continuité de «a(t,z), au(t,x), B(t,x) et
Bi(t,x). Constatons de méme que les EDP hyperboliques n’ont pas naturellement un effet
régularisant. En conséquence, la dépendance de la solution sur les conditions initiales impose
que celles-ci soient dans 'espace = afin que la solution possede la régularité demandée. La
régularité C'*° obtenue pour & est justifiée par la structure en cascade au bord en x = 0,
résultat de I’élimination d’un terme de couplage (Eyv(t,0)). Ceci entraine que la dynamique
de I'état € ne dépend pas des états EDP ni de 7. La régularité C? pour n est déduite de
I'expression de la solution 7(t) dans (4.28b), étant donné que a(-,-) € C*([0,T] x [0, 1];R).

Nous présentons maintenant 1’étude de stabilité du systeme cible. Sa stabilité dans
la norme de x dans le sens de (4.5) sera d’abord montrée dans le lemme 8, en partant
d’une condition initiale ¥y = (ao(+), Bo(+),&0,m0) € x. Cette démarche constitue une base
technique et une méthode conventionnelle pour la preuve de stabilité. De plus, elle présente
une propriété intéressante du systeme cible et permet de dévoiler son comportement quand
une solution faible de ce systéeme est cherchée.

Néanmoins, puisque nous exigeons dans ce travail une solution forte du systéme de départ
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(4.6)-(4.8), nous repartons d'une condition initiale des EDP avec une régularité C'. Nous
poursuivons en conséquence notre démarche en exhibant la stabilité du systeme cible dans la
norme de Z si ses conditions initiales sont dans = et satisfont les conditions de compatibilité
(4.12). Nous nous basons sur ’expression de la solution de ce systeme, établie dans le Lemme 7.
Remarquons que si les conditions initiales du systeme cible sont dans =, la stabilité dans
norme de y (dans le sens de (4.5)) est toujours obtenue puisque = C x.

Lemme 8. Etant donné une condition initiale Wo = (ag(-), Bo(), &0, m0) € X, le point
d’équilibre nul (origine) du systéme (4.9)-(4.11) est exponentiellement stable dans le sens

de (4.5).

Démonstration. La preuve de ce lemme s’appuie sur une fonction de Lyapunov appropriée.
Cette derniére prend une expression augmentée par rapport a la fonction utilisée dans [Di Me-
glio et al.; 2018], ou un systeme EDP-EDO couplé a été stabilisé. Le terme additionnel dans
la nouvelle fonction de Lyapunov correspond & la norme de I’état EDO ajouté au niveau
de la commande. Nous utilisons la notation ¥(t) = («(t,-), 5(t,-),&(t),n(t)) pour indiquer
la solution de (4.9)-(4.11), et cherchons les constantes positives M et w telles que (4.5) est
vraie. Nous utilisons également les notations Ag = Ag + BoFp et A} = A; + E1 F} (Hurwitz).
Nous considérons la fonction de Lyapunov suivante

V(t) = Vi(t) + Va(t) + Va(t) + Va(t) (4.13)
Vi(t) = ; 01 e %2 (t, z)dx (4.14a)
Va(t) = % 01 B2 (¢, 2)dx (4.14D)
Va(t) = £(t) & (2) (4.14c)
Vi(t) = n(t)"ILin(2). (4.14d)

Les parametres de décision € > 0, § > 0 et les matrices symétriques définies positives 1y €
R™*™ et II; € R™*™ sont & déterminer. Soient

1
K1 = min {ie_‘s, X, )\min(HO)7 )\min(Hl)} (4.15&)
e e
Ko = max {X’ R Amax (ITp), Amax(ﬂl)} . (4.15b)

V(t) peut étre majorée en termes de la norme du systeéme cible dans y comme suit
p[ P[RS V() < moll U5, VE=0. (4.16)

Nous dérivons chaque terme de V' (¢) le long de la solution (classique) de (4.9)

. € 1

Vi(t) = 2X/0 e %a(t, x) {—)\aw(t,x) + 0++a(t,x)} dz (4.17a)
Va(t) = %/01 O B(t,x) [NBu(t, ) + o~ B(t, x)] da (4.17b)
Va(t) = €07 [AfT + Ty Ao | £(1) (4.17¢)
Vi(t) = n(e)7 [ATIT) + 1131 nfe) + 2a(t, D ET (o) (117)

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés
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En intégrant (4.17a) par parties et en utilisant (4.9a) et (4.9¢), nous avons que

=1 EO'++

1
/ e a2 (t, z)dx
0

o\ 1
— —ee00P(t,1) + £(t)TOTCoé(t) — € (5 - 2T> / e a2 (t, z)dz.
0

. 1
Vi(t) = —e {ef5ma2(t,x)} - 56/ e a2 (t, x)dx + 2
0

z=0

(4.18)

D’une maniére similaire, en intégrant (4.17b) par parties et en utilisant (4.9b) et (4.9f), nous
obtenons

Va(t) = [eé$62(t,x)}z:) — 5/01 P32 (t, z)dx + 2? /01 2% B2 (t, x)dx w1
/1 2% 32(t, x)dx.

0

< 2% p2a?(t,1) + 2¢°n(t)TCTO(t) — <5 - 2%)

Appliquons 'inégalité de Young au terme 2«/(t, 1) ETII;n(t) dans (4.17d)

Va(t) < n(t)" [A]TL + T Ay n(t) + ETTRE (¢, 1) + () Tn(2). (4.20)

Dérivons (4.13) et utilisons (4.17¢), (4.18)-(4.20)

)< e (5270 ) [ mattanan - (5270 ) [ a0

— |ee™ — 2¢°p? — BIMRE: | a?(t,1) + &(1)7 | AT + Tg Ao + eCJCol &(1)
+ n(t)T [A-{Hl + Hlf_h + 265C’1T01 + Hm} ’I’](t)

(4.21)

Les parameétres de décision 9, Iy, € et Il sont choisis de sorte que les inégalités suivantes
soient vérifiées

o> %max{a‘ur,aff} (4.22a)
ATI 4 11 Ay +26°CTCL +1,,, < 0 (4.22b)
€ >2e2p? + SETZE, (4.22¢)
AlTly + Tl Ag + €CJCo < 0. (4.22d)

Remarquons qu’une solution pour (4.22b) et (4.22d) peut étre trouvée selon [Kailath, 1980,
Théoreme 2.6-1]. En adoptant

Amax (ABHQ + H(]/_l(] + ECJCO)

1
w=3 min{)\5 — 20t N6 =207, —

Amax(Io) | (4.23)
Amax (AIIL + 1 Ay + 11 + 2650101)
B )\maX(Hl)
nous obtenons .
V(t) < —2wV (). (4.24)

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés
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Finalement, en intégrant (4.24)), V(¢) s’écrit
V(t) < e 'V (0), (4.25)
et en utilisant (4.16), nous aboutissons a
LIPS < V() < e L(0)]5, (4.26)

ou, d’une maniere équivalente
K2 1/2 —wt
Ol < () e o, o (a.27
O

La stabilité exponentielle du point d’équilibre du systéme cible (4.9)-(4.11) pour la norme
dans x est démontrée grace a la fonction de Lyapunov (4.13). En outre, en partant d’une
condition initiale dans Z, sa stabilité dans la norme C' est déduite en examinant les ex-
pressions de la solution de ce systeme, établies dans la preuve du Lemme 7 de 'annexe H.1.
Prenons les expressions de £(¢) et de n(t) dans (H.1), avec les notations €;, ¢ = 1,---,5 qui
représentent des régions du cadre spatio-temporel et définis dans ’annexe H.1

£(t) = e, (4.284)

_ [
n(t) = e +/ M B a(r,1)dr, (4.28b)
0

de a(t,x) et de ay(t,x) dans (H.9) et (H.10)

alt,z) = ¢ tag(x — M), (t,2) + ¢ FCoe (KoL, (1, 2), (4.29)

at(t’ x) = ea++t (O‘++O£0(£C - )‘t) - )\Oé{)(ﬁl? - At)) ]191 (t’ CC) + ea++§C0A06AO(t_§)£O]lQQ (t’ x),
(4.30)

et de B(t,z) et By(t,) dans (H.16) et (H.17) respectivement.

/B(tv r) = eaiitﬂo(x + )‘t)]lﬂ?, (tv )

—— 1l—x

pe’ Tea++(t717Tz)ao(2 — At —x)

—— 11—z 1—x

4o e )770]194uﬂ5(t79€)+

t— 1=z

n ea”%””cl/ A eﬁl(t*I_Tx*T)EwﬁﬂOco(l - )‘T)dT] Lo, (t, )
0

|

+ 6077 1;96 Cl /)\ eAl(tiliTziT)EleaJﬁLTOéo(l — )\T)dT
0

t— 1—z

—_1-z ott A
+e7 X ex C’l/1

eAl (t=155-7) E1COGAO (T%)§0d7‘| Lo, (2, x)’

(4.31)

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



92 CHAPITRE 4. STABILISATION PAR BACKSTEPPING

Bi(t,x) =7 " (07 Bola + At) + Ay (x + At)) Lo, (t, )
+e7 T O A e T ) g Lg,00, (1, 7)

4+ e R (-5) [(pa‘H' + C1E)ap(2 — Xt — 2) — phag(2 — Mt — x)}

— 1l—x

o= 5E ,,
+ e’ TClAl / * eAl(t_lT_T)EleoJﬁLTOéo(l — )\T)dT
0

e —17“”01,41&1(*171)770] la, (¢ 2)

——1-z ott

+ [eg e % (PCOAO + 01E1CO) er(t—Q—Tx)&)

-

[

—i—e" Tlell/A eAl(tiliTziT)EleaJﬁLTOéo(l — )\T)dT
0
—_1-z ott - tfliTz A, (t— 1=z i 1
+e X e ClAl/l e 1(7 A 77)E100€ 0(T7X)§0d7' 1195(t,x).

A

(4.32)

Ayant la matrice Ay Hurwitz, nous déduisons la stabilité exponentielle du point d’équi-
libre de ¢, satisfaisant (4.28a), pour la norme dans C'*([0, T];R). De (4.29) et (4.30), (-, ) est
exponentiellement stable pour la norme dans C*([0, 7] x [0, 1];R). La stabilité exponentielle
de f3(-,-) dans cette méme norme est obtenue de (4.31) et (4.32) puisque A; est Hurwitz.
Finalement, 1’état 7, satisfaisant (4.28b) est exponentiellement stable pour la norme dans
CL([0,T];R). Ceci implique que le systeme cible (4.9)-(4.11) est exponentiellement stable
dans la norme de Z. La vitesse de convergence dépend des valeurs propres maximales de Ay
et Al.

Les conditions d’un systeme cible bien-posé et de sa stabilité exponentielle étant posées,
nous enchainons maintenant avec la transformation backstepping employée, présentons ses
propriétés et donnons ’expression de la loi de commande.

4.2.2 Transformation Backstepping et loi de commande

Le but de cette section est de présenter la transformation backstepping qui nous mene,
avec la loi de commande synthétisée, du systéme de départ (4.6)-(4.8) au systeme cible (4.9)-
(4.11), ainsi que de dévoiler ses propriétés. Nous cherchons une structure linéaire qui assure
sa bornitude et son inversibilité, tout en veillant sur I'existence unique de ses noyaux. Cette
structure va également servir a déplacer certains termes non désirés (comme le couplage
anti-diagonal a l'intérieur du domaine) a un bord ou la commande va pouvoir les éliminer
ou controler leurs effets [Krstic and Smyshlyaev, 2008¢c]. Nous proposons la transformation
backstepping suivante

1 1
alt.) =ulta) — [ P putty)dy = [ Py)oty)dy @)Y (0) (433)

xT T

1 1
Bita) = vlt.a) — [ P y)ult)dy— [Pyt )dy - w(@)Y(0) (4330

xT

782

—
~~

S—
I
<

1 1
(t) = DY (t) — Rov(t,0) — /0 pi(y)u(t, y)dy — /0 p2(y)v(t,y)dy (4.33c)
n(t) =Y (t). (4.33d)
La structure de (4.33) est essentiellement basée sur des transformations de Volterra et

de Fredholm. Nous souhaitons attirer l'attention que la transformation (4.33b) possede une
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structure similaire a celle employée dans [Di Meglio et al., 2018]. Cependant, en raison de
lajout d’une dynamique EDO & un bord dans notre systéme, les transformations (4.33a) et
(4.33c) possedent des expressions augmentées. Les termes ajoutés notamment dans (4.33c) né-
cessitent une étude sur la bornitude et I'inversibilité de la transformation. Ces deux propriétés
sont abordées dans le lemme 9 ot nous travaillons dans les classes C*(73;R) et C1([0, 1];R™).
Dans le lemme 10, nous exposons les équations satisfaites par les noyaux et les coefficients de
la transformation ainsi que ’expression de la commande. Les noyaux vérifient des EDP hy-
perboliques couplées a des EDO, et les coefficients satisfont des équations algébriques. Nous
montrons le caractere bien-posé des EDP-EDO couplées ainsi obtenues dans le lemme 11.
Les preuves de ces lemmes sont données dans 'annexe H (H.2, H.3 et H.4 respectivement).

Lemme 9. Etant donné PY € CHTxR), 0,5 € {u,v}, g, w € CLH[0,1];R™) et p1,
p2 € CH([0,1];R™), la transformation définie par (4.33) est un opérateur linéaire borné
de = dans Z. De plus, il admet un inverse borné dans =.

En vue de démontrer la bornitude de (4.33), nous majorons les normes des variables
obtenues apres application de cette transformation en fonction des normes des variables
initiales (voir annexe H.2). L’inversibilité de cette transformation est prouvée en cherchant
une transformation inverse et en démontrant I’existence et 'unicité de ses noyaux. Toutefois,
dans le lemme 9, nous avons fait une hypothese sur la régularité des noyaux P% et les
coefficients ¢ et w. Leur régularité, ainsi que leur existence unique, dépendent en fait des
équations satisfaites par ces noyaux. Ces équations servent également a l'implantation de
la commande, puisque son expression dépend de ces noyaux et de ces coefficients. Nous
établissons ces équations dans le lemme 10, tandis que la régularité exigée est obtenue dans
la preuve du lemme 11.

Lemme 10. Une condition suffisante pour que la transformation backstepping (4.33)
transforme (d’une maniére inversible) une solution classique du systéeme (4.6)-(4.8) en
une solution correspondante du systéeme (4.9)-(4.11) est que les noyauz P9 ,i,j € {u,v},
p1, p2, les coefficients g, w, D et Ry, et l'entrée de commande U(t) satisfassent les
conditions de régularité du lemme 9 ainsi que les équations suivantes dans le domaine
triangulaire To

—+

P (a,y) + By (a,y) = =5 P"(.y) (4-34a)
ottt —o7 " ot~

PY(ay) - B ag) = T T Py - TP ) ()
ott —o™~ o=t

PP ay) - B(ag) = T TP + TP ) ()

+7

Py (e,y) + P} (w,y) = 5P (@) (4.34d)

g (x) = %g(x) {0++]Im - Al} — P"(z,1)C4 (4.34¢€)

w'(x) = %w(x) [—o" Ly + Ay] + P (x,1)Ch, (4.34f)

avec les conditions aux bords
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P"(xz,1) = P*"(z,1)p + %g(x)El (4.35a)
ot~
VU O-_+
P (z,x) = TN (4.35¢)
P, 1) = 2P (3,1) — —(a) By (1.95d)
p Ap
9(1) =k (4.35¢)
w(1) = pFy (4.95f)
et les conditions algébriques
CoD = ¢(0) (4.56a)
CoRp = —q (4.36b)
Cop1(y) = P*(0,y) (4.56¢)
Copz(y) = P*(0,y). (4.56d)

La loi de commande s’exprime

U(t) = kyo(t,0) + kovy(t,0) 4 ksu(t, 1) + ks X (¢)

4.87
+ksY (t) + /1 ke (y)u(t,y)dy + /1 kz(y)v(t, y)dy, 437
0 0

k1 = Byt (Agp1(0) — Ap2(0) — (Ag + BoFy)Ro — Fo) (4.38a)

k2 = By ' Ry (4.38b)

ks = By (DE; — Ap1(1) + Appa(1)) (4.38¢)

ks = Fy + ABy 'p1(0)Co (4.38d)

ks = Byt (DA; — (Ag + BoFy)D + Apa(1)Ch) (4.98e¢)
ko(y) = By (Wi (y) + (01 = Ao = BoFo)pi(y) + 0 +pa(y)) (4-38f)
kr(y) = By (=wh(y) + (07 T — Ao = BoFo)pe(y) + o mi(y)) . (4:389)

Nous adoptons une procédure standard de backstepping décrite dans [Krstic and Smysh-
lyaev, 2008¢]. Nous dérivons ainsi (4.33) par rapport au temps et a l'espace, effectuons des
intégrations par parties et substituons enfin dans le systeme cible (4.9)-(4.11) (voir annexe
H.3). La structure linéaire des EDP des noyaux rend son implantation simple (section 4.3.1).
En revanche, étant donné le couplage au bord de ces EDP avec des dynamiques EDO, il
s’avere indispensable de démontrer 'existence, 'unicité et la régularité de leur solution. Ce
point est 'objet du lemme 11.

Lemme 11. Les équations (4.34)-(4.35) admettent une solution unique vérifiant les
conditions du lemme 9.

La preuve de ce lemme s’appuie sur [Di Meglio et al., 2018, Théoreme 3.2] (avec
une adaptation & la classe C%(73;R)), ol le caractére bien-posé dun systéme d’EDP
hyperboliques couplées a des dynamiques EDO a été démontré. L’énoncé de ce théoreme
est présenté dans I'annexe H.4. Les équations (4.34) sont réécrites sous la forme abordée
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dans ce théoreéme apres un changement de variables. Afin de démontrer que les noyaux
PY appartiennent & la classe C'!(73;R), nous établissons les équations intégrales satisfaites
par ces noyaux par la méthode des caractéristiques. Nous dérivons ensuite ces équations
par rapport a x et & y et obtenons les équations intégrales satisfaites par ces dérivées. Ces
équations, appartenant elles-méme a la classe considérée dans la preuve de [Di Meglio et al.,
2018, Théoreme 3.2], nous permettent de conclure sur la preuve du lemme 11.

Dans cette section, nous avons présenté la transformation backstepping et démontré sa
bornitude et son inversibilité dans un espace adéquat. Nous avons également établi les équa-
tions satisfaites par les noyaux et les coefficients de cette transformation, et finalement prouvé
I'existence unique et la régularité de leur solution. Nous exposons maintenant les propriétés
du systeme de départ en boucle fermée.

4.2.3 Propriétés du systeme en boucle fermée

En se basant sur les lemmes 7, 9, 10 et 11, nous aboutissons au résultat suivant, qui
établit le caractere bien-posé de notre systeme de départ.

Lemme 12. Etant donné une condition initiale (up(+),vo(+), Xo, Yo) € E vérifiant les condi-
tions de compatibilité

up(0) = quo(0) + CoXo (4-39a)
vo(1) = puo(1) + C1Yo (4.59b)
ot —go+
1 1 1
+ X(J+_ —qo~ " — CoEp)vg(0) — XCOAOXO - XCOBOU(O)
1
vh(1) = —pupy(1) + <(pott — o= + C1E1)ug(1
o(1) o(1) + ~( 1E1)uo(1) (4.390)
potT —oT T 1
+ fvo(l) + XCIAIYO

et U(t) satisfaisant la loi de commande du lemme 10, le systéme (4.6)-(4.8) admet une
solution unique (classique) (u(t,-),v(t,-), X(t),Y (t)) € E pour tout t € [0,T], satisfaisant
u(,+), v+, ) € CH([0,7] x [0, 1;R), X(-) € CH([0, TER™), Y () € CH([0, TR™).

Démonstration. Toute condition initiale (4.7)-(4.8) dans = est transformée, par le lemme 9
et le lemme 11 en une condition initiale (4.10)-(4.11) dans E. D’apres la définition de la
transformation backstepping (4.33), avec les noyaux et la commande satisfaisant le lemme 10
(d’ailleurs le lemme 11 garantit leur existence), les conditions de compatibilité dans ce lemme
impliquent que les conditions de compatibilité du lemme 7 sont vérifiées. Ceci implique & son
tour que le systeme cible (4.9)-(4.11) admet une solution classique unique avec la régularité
adéquate (donnée dans le lemme 7). En utilisant le lemme 10 et le fait que l'opérateur de la
transformation (4.33) admet un inverse borné (dans =), du lemme 9 et du lemme 11, nous
concluons que le systeme de départ (4.6)-(4.8) admet une solution classique unique avec la
régularité désirée.

A noter que Déquivalence entre les conditions de compatibilité (4.39) et (4.12) des sys-
temes de départ et cible respectivement a lieu vu que la transformation backstepping (4.33)
est bornée et admet une inverse bornée de = dans =. O

Nous sommes ainsi capables de présenter le résultat principal de ce travail.
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Théoréme 13. Le point d’équilibre nul (origine) du systéme (4.6)-(4.8), vérifiant les condi-
tions du lemme 12 est exponentiellement stable dans le sens de (4.5). De plus, la loi de
commande (4.37) vérifie U(-) € C°([0, T]|;R™).

Démonstration. Le lemme 12 garantit ’existence d’une solution unique et classique du sys-
teme en boucle fermée avec la loi de commande définie dans le lemme 10. Cette solution
est liée, a travers un opérateur borné et inversible, a la solution classique correspondante
du lemme 7, cette derniére satisfaisant les exigences de la stabilité exponentielle au sens du
lemme 8 (car = C x). L’inverse de la transformation backstepping étant borné dans 'espace
=, la conclusion du théoreme est déduite des lemmes 9 et 11. Une représentation schématique
du lemme 12 et du théoreme 13 est illustrée sur la figure 4.3. U

Lemme 9 Conditions initiales du systéme cible (4.9)

(@0(); Bo(+), €0, m0) € =

Conditions initiales du systeme de départ (4.6)

(uo(*),vo(+), X0, Yo) € 2 Lemme 1¥

— — Lemme 10
Conditions de compatibilité (4.39) Conditions de compatibilité (4.12)
et loi de commande U (t) (4.37) Lemme 9
-~ )
@ &
|z
— s
® Systéme de départ (4.6)-(4.8) bien posé ® Systeme cible (4.9)-(4.11) bien posé
u('7 ')7 /U('v ) € Cl([ov T] X [07 l]aR) a('v ) ﬁ( ) € Cl([ov T] X [07 1]~R)
Lemme 9
X(-) € CL(0, TR, Y () € C1([0, T|;R™) £() € C=(0, TIiR™), 1(-) € C2([0, T;R™)
Lemme 11
® Point d’équilibre exponentiellement stable ® Point d’équilibre exponentiellement stable
pour la norme dans y pour la norme dans y
e U(-) € C°0,T|;R™)

FIGURE 4.3 — Schéma récapitulatif des lemmes 7 & 12 et du théoreme 13.

Conformément a ce qui est évoqué dans la section 4.2.1, les termes déstabilisants ont
été éliminés grace a la transformation (4.33) et la loi de commande (4.37). Nous présentons
dans la section suivante l'effet de chaque terme de cette commande dans la stabilisation du
systeme.

4.2.4 Analyse des termes de la loi de commande

Reprenons 'expression de la loi de commande.

U(t) = klv(t, O) + kzvt(t, O) + kgu(t, 1) + /{?4X(t)

1 1 (4.40)
+hsY (1) + [ kot )y + [ kel)o(t.)dy.
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Les termes de cette commande possedent des roles spécifiques dans la stabilisation du
systéme. D’une maniére plus précise, le terme kjuv(t,0) élimine le couplage Egv(t,0) entre
IEDP en v et 'EDO en X. Le terme kovi(t,0) annule un terme de réflexion proximale
qu(t,0). Le terme ksu(t, 1) est essentiel afin de garder une structure en cascade au bord z = 0
et d’éviter la dépendance de 1'état £(t) en a(t,1) et en n(t). Les termes ks X (t) et ksY (t)
sont des retours d’état sur X (¢) et Y(¢) et servent a stabiliser leur dynamique. Enfin, les
termes fol ke(y)u(t,y)dy et fol k7(y)v(t,y)dy sont des retours d’état sur u et v et contribuent
a la stabilisation en éliminant le couplage antidiagonal entre les EDP a I'intérieur du domaine.

Dans le but d’illustrer schématiquement les différents effets que nous venons d’expliciter,
reprenons le schéma 4.1 du systéeme de départ (4.6). Sur la figure 4.4, nous représentons
en pointillé les couplages éliminés par la loi de commande (4.40) et les stabilisations effectuées.

Réflexion éliminée Couplages éliminés
par kzui(t, 0) par [ ke(y)u(t, y)dy et fo kz(y)v(t, y)dy

u(t, x)
) EDO X(t) = e >:

Dynamique stabilisée | | Dynamique stabilisée

par ks X (t) . \ U(TL r) par ksY ()

Structure en cascade i
assurée par kyv(t,0) et kzu(t, 1)

 EDO Y(t)

FIGURE 4.4 — Représentation schématique des effets de stabilisqtion de chaque terme de la
loi de commande (4.37).

Nous soulignons le fait que 'annulation compléte du terme de réflexion quv(t,0) a été
adoptée dans la littérature dans la commande par backstepping des EDP hyperboliques. Nous
prenons comme exemple [Krstic and Smyshlyaev, 2008b], [Vazquez et al., 2011], [Coron et al.,
2013], [Auriol and Di Meglio, 2016a], [Di Meglio et al., 2012a] et [Di Meglio et al., 2018] ou
le systeme cible est concu de maniere a avoir une valeur au bord d’un état EDP nulle pour
tout instant. Cette procédure est connue aussi sous le nom de “dead beat control” [Bastin
and Coron, 2016]. Dans le cas des systémes hyperboliques non couplés a des dynamiques
EDO, elle permet de stabiliser le systeme autour du point d’équilibre en temps fini. En
revanche, elle présente I'inconvénient d’'une marge de robustesse nulle vis-a-vis d’un retard
dans la commande [Auriol et al., 2017]. Remarquons que dans les références citées ci-dessus,
I’élimination du terme de réflexion ne requiert pas la présence d’une action dérivée dans
la commande, puisque celle-ci est appliquée directement a un bord de PEDP. Néanmoins,
comme une dynamique EDO est présente au niveau de la commande dans le cas traité dans
ce travail, il s’avere indispensable de faire apparaitre 'action dérivée kouvy(t,0) dans le but
d’annuler le terme de réflexion.

Par ailleurs, cette action est un résultat direct de 'emploi du terme Ryv(t,0) dans la
transformation (4.33c). Ce terme est une évaluation sur un point de l'espace (de mesure
de Lebesgue nulle) d’un état EDP. Il aurait donc présenté un probleme en dégradant les
propriétés de bornitude et d’inversibilité de la transformation backstepping (4.33) si nous
avions travaillé dans certains espaces et notamment I’espace L? o la solution des états EDP
est définie presque partout. La transformation (4.33) risquerait d’étre non bornée ou non
inversible. Nous avons été alors amenés & imposer une régularité forte (C!) a la condition
initiale afin de garder les propriétés intéressantes de cette transformation.
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98 CHAPITRE 4. STABILISATION PAR BACKSTEPPING

Afin d’évaluer Defficacité de la loi de commande proposée dans ce chapitre, nous prenons
un systéme initialement instable et simulons sa réponse en boucle ouverte et en boucle fermée
apres I’application de la commande dans le paragraphe suivant. Nous présentons également les
méthodes de discrétisation qui sont utilisées dans I'implantation numérique de notre systeme
et afin de vérifier la propriété stabilisante de la loi de commande aux approximations prées
des méthodes numériques employées.

4.3 Simulation numérique

Avant de prendre un exemple numérique, nous souhaitons exposer dans la section 4.3.1 les
démarches de discrétisation des EDP (4.34a)-(4.34b) et de 'EDO (4.34e) satisfaites par les
noyaux P**, P" et g respectivement, avec les conditions aux bords (4.35a), (4.35b) et (4.35¢).
Ces équations sont discrétisées par la méthode des différences finies avec un schéma implicite.
Les EDP (4.34a) et (4.34b) sont réécrites dans de nouvelles coordonnées, dont les directions
coincident avec celles des lignes caractéristiques associées a ces EDP. L’objectif est d’obtenir
un systeme d’EDP dans le domaine triangulaire 75, ou seules les dérivées directionnelles
apparaissent. Ces EDP, présentant une dérivation par rapport a une seule variable, sont
utilisées pour effectuer le calcul puisqu’elles sont plus simples a implanter numériquement.
Une procédure similaire est adoptée pour la discrétisation des équations (4.34c), (4.34d) et
(4.34f) avec les conditions aux bords (4.35c), (4.35d) et (4.35f) mais non présentée dans ce
chapitre.

Dans la section 4.3.2, nous présentons la méthode de MacCormak de [LeVeque and
Yee, 1990] pour la discrétisation d'un systéme hyperbolique de lois de bilan. Cette méthode
est appliquée au systeme de départ (4.6). Enfin, un exemple numérique est simulé dans la
section 4.3.3.

Nous rappelons d’abord les schémas implicite et explicite de discrétisation en se basant
sur [Riley et al., 2006]. Soit une variable ¢ € C*(]0,1],R) satisfaisant 'EDO suivante

¢'(x) = f(2), (4.41)

avec f € C9([0,1],R). Une approximation implicite (backward scheme) de l'opérateur de
dérivation par rapport a x s’écrit

o(r;) — p(xi1)
X U= fa), (4.42)

ou Az = x; — ;1 est le pas de discrétisation, alors qu'une approximation explicite (forward
scheme) de cet opérateur s’écrit

o(x;) _Ai(m'i—l) — f(ai). (4.43)

Le schéma implicite est adopté dans la discrétisation des équations des noyaux puisqu’il
conduit a un schéma de discrétisation stable indépendamment du pas utilisé.

4.3.1 Discrétisation des équations satisfaites par les noyaux

Nous considérons les EDP (4.34a)-(4.34b). En vue d’obtenir des dérivées directionnelles
selon les lignes caractéristiques, nous effectuons le changement de variables suivant

—r—y (4.44a)
-z +y, (4.44Db)

T

Y
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ou, d’une maniere équivalente

1
z=—5(+9)
y=5(=T+70).

PLL'LL
Plll,’
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99

(4.45a)

(4.45D)
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FIGURE 4.5 — Schéma de discrétisation des équations (4.34a), (4.34b) et (4.34e). (a) lignes
caractéristiques, (b) grille dans les coordonnées (z,y) et (Z,7).

Nous signalons que Z évolue suivant la méme direction que la ligne caractéristique de P“*
et que 7 évolue dans la direction de la ligne caractéristique de P*¥ (voir figure 4.5a). Afin de
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100 CHAPITRE 4. STABILISATION PAR BACKSTEPPING

calculer la variation de P“* et P“Y par rapport a T et § respectivement, nous effectuons les
dérivées directionnelles suivantes

1 1

Pt (z,y) = =5 B (a,y) — 5B, y) (4.46a)
1 1

Pi(wy) = =5 P (2,y) + 5P (2, 9). (4.46b)

En utilisant (4.34a) et (4.34b), nous obtenons les EDP suivantes

Pi(z,y) = o1 P (z,y). (4.47a)
P (x,y) = 0o P (z,y) + o3 P"" (2, y), (4.47b)

ou nous avons défini les parametres suivants

—+
.o
g1 = K (448&)
o” " —ott
= 4.48b
72 2\ (4.48b)
Jrf
g
- . 4.4
g3 S\ ( 8C)

Les EDP (4.47) possedent la propriété intéressante de présenter une dérivée par rapport
a une seule variable. En conséquence, elles seront considérées pour la discrétisation par la
méthode implicite en différences finies décrite en (4.42). Précisons d’abord les pas selon Z et
7. Sur une ligne caractéristique de P"*, pour la direction de & montrée sur la figure 4.5a,
nous prenons un pas en x et en y dans le sens négatif et de valeur %, ce qui engendre, en s’ap-
puyant sur (4.44), un pas selon & de Az =1[ et selon § de Ay = 0. Par contre, sur une ligne
caractéristique de PV, pour la direction de ¢, nous prenons un pas en = dans le sens négatif
et en y dans le sens positif de valeur %, ce qui donne AZ = 0 et Ag = [. Nous présentons la
démarche de calcul des noyaux P"*, P“W et g dans une grille représentée schématiquement
sur la figure 4.5b dans les coordonnées (x,y) et (Z,7). Pour éliminer toute confusion, nous
notons par ]5““, Puv e g les valeurs de ces noyaux dans cette grille en fonction des coor-
données i et j qui évoluent d’une maniere entiere selon les directions de § et & respectivement.

La discrétisation de 'EDP (4.47a) donne
PU(i, §) = P¥(i,j — 1) + 1o, P*™ (i, ), i j. (4.49)
La discrétisation de 'EDP (4.47b) donne
P™(i,5) = P™(i —1,5) + loog P (i, §) + log P™(i, 7). (4.50)
Nous déduisons de (4.50)

g 1 . l o
P ) = g P ) o P ). (4.51)

1—l0’2

]5“”(1', j) existe si 1 — loy est inversible. Cette propriété doit étre assurée par le choix de [.
La condition au bord (4.35a) s’écrit

¥ o 1
PU(ii) = P'(i,i)p + (i) En, (4.52)
alors que la condition au bord (4.35b) s’écrit
P¥(1,j) = —os3. (4.53)
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4.3. SIMULATION NUMERIQUE 101

La discrétisation de 'EDO (4.34e) satisfaite par g dans le sens négatif de = (de 1 vers 0)
aboutit a

() = 6 — 1) + (=1)1 Eg(i) (0L — A1) = P*(s, i)cl} . (4.54)
De (4.54), nous déduisons
g(i) = (g(z' —1)+ lﬁuv(i,i)cl) [(1 + §a++> I, — %Al] B . (4.55)

Pour garantir 'existence de (i), | doit étre choisi de sorte que
[(1 + §U++) I, — §A1} soit inversible. g vérifie la condition au bord (4.35¢) pour i =1

3(1) = Fy. (4.56)

Pour trouver les expressions de Pt ot Puogur la ligne y = 1 (qui correspond & j = ),
les équations (4.51), (4.52), (4.55) et (4.56) doivent étre prises en considération. En évaluant
(4.51) en j =i et en utilisant (4.52) et (4.55), nous obtenons

oo 1 oo ) log  w . . .
pw — Pw(; —1 pw
(,7) [ log © ,z)+1_l02 (i,7)p
[ oy , l [ 17t
- gii—1) | (14~ ++) Hm——A] E (4.57)
X110, )[( T PN !
2 o3 o l [ 17t
— Pw(G.d)C [ 1 —++)]Im——A} E;.
T, G 1[( T A !

Nous déduisons de (4.57)

P, i) = — 24

Puv [ . I o304 . T+t l -1
P (1_1’1)+X gi—1) {1+ <o Ly — XAl E,, (4.58)

1—loy 1—log

ou nous avons défini
-1

B l0'3 l2 o3 l Tt l -1

L’existence de o4 est lié au choix de 1. §(i) et P““(i,i) sont ensuite déduites de (4.55) et
(4.52) respectivement.

Pour j > i, les équations (4.49) et (4.51) sont résolues en P““(i,j) et P"’(i,j) pour
obtenir

3 1 3 los 3

P (¢, 9) = P"(—1,9 P, 5 —1 4.60
(0.5) = 7= P p—— (0 =1,5)+ 71— log — oo (4,5 —1), (4.60a)

o 1-1 o l o

PUui, ) = O (i, 1)+ T P"(i—1,5). (4.60b)

1 —loy— 2003 1—loy — 20103
Du calcul précédent, nous déduisons les conditions suivantes sur le choix du pas .

Condition 1. 1 — loy est inversible,

Condition 2. 1 —loy — 20,03 est inversible,

Condition 3. (1 + %a**) L, — %Al est inversible,

Condition 4. o4 existe.

Une description de la procédure de calcul élaborée dans cette section est présentée dans
I’algorithme 1.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



102 CHAPITRE 4. STABILISATION PAR BACKSTEPPING

Algorithme 1: Algorithme de discrétisation des noyaux P"* et P"Y

Input:

parametres du systéme : o7

, 0, O’Jrf7 O’er7 A, P, FEr, Cl, Aj et Fy

Fixer le nombre de noeuds N sur la ligne y =1
Calculer le pas : [ = ﬁ
Calculer les parametres : 01, 09, 03 et o4
if Au moins une des Conditions 1-4 n’est pas satisfaite then
Changer la valeur de N
go to 2
end
for j < 1to 2N —1by 1do
‘ puv(l’]) = —03
end
g(1) =F
puu(l’ 1) = —po3 + %FlEl
for j<1to 2N —1by 1do
| Puu(1,j) = P*(1,j — 1) — loyos
end

© N oo ok W N =

I T
[ O R,

16 for i < 2 to N by 1 do

17 Calculer P*(i,i) comme dans (4.58)

18 Calculer (i) comme dans (4.55)

19 Calculer P*“(i,4) comme dans (4.52)

20 for j<1+1to2N —i by 1ldo

21 Calculer P (i, j) comme dans (4.60a)
22 Calculer P*“(i, j) comme dans (4.60b)
23 end

24 end

4.3.2 Discrétisation des EDP hyperboliques satisfaites par le systeme de
départ

Les EDP (4.6a) et (4.6b) sont discrétisées par la méthode de MacCormack décrite dans
[LeVeque and Yee, 1990]. C’est une méthode de prédiction-correction qui consiste a discrétiser
les opérateurs de dérivation par différences finies en suivant deux étapes. Considérons le
systeme hyperbolique de lois de bilan suivant

Orp(t, ) = Do f(p(t, 2)) + Y (p(t, 2))- (4.61)

Dans la phase de prédiction pour l'instant ¢;11, la dérivée temporelle est approchée par un
schéma explicite et la dérivée spatiale par un schéma implicite comme suit
e(tiv1,0,%5) — (i, z;) (et 25)) — f (ot zj-1))

At - Ar +P(p(ti, xg).  (4.62)

@(tit1,0,2;) est alors calculée par (4.62) et utilisée pour la phase de correction au méme
instant ¢;4.1. Celle-ci sera implicite par rapport a la dérivée temporelle et explicite par rapport
a la dérivée spatiale, comme le montre ’équation suivante

P(tiv1,1,25) — i, x;) [ (p(tivr,0,2541)) — f((tit1,0,25))

At - Ax +(p(tit1,0,2;5)). (4.63)

De (4.63), ¢(ti+1,1,%;) du membre de gauche est recalculée avec p(ti11,0,) du membre de
droite trouvée de (4.62) et (t;, ;) obtenue de l'itération en i précédente. Cette méthode est
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4.3. SIMULATION NUMERIQUE 103

adoptée pour la discrétisation des EDP (4.6a) et (4.6b) satisfaites par les états u(t, z) et v(t, z)
du systeme de départ. Les EDO (4.6¢) et (4.6d) satisfaites par X (t) et Y (¢) respectivement
sont discrétisées par le schéma implicite décrit par (4.42). Un exemple numérique est ainsi
traité dans la section suivante.

4.3.3 Exemple numérique

Prenons un exemple numérique du systéme (4.6)-(4.8). Pour se placer dans un cadre
général, nous choisissons des parametres qui rendent tous les sous-systemes (en EDP et
EDO découplées) instables. Prenons les parametres suivants :

A=1, ¢g=15 p=11,

20 0 0
ott ot=] [02 03 B _[01 0 0
ot o 1 —01|” %" 1o 0o -3 o|’

00 0 1

Co 1 -1 2 3 Cy 1 -2 4

1 4 3 0 -
2 -4 6 7 2 1 -4

Ay =1/7 ., A =171 0 2

4 9 -5 5 .
-8 7 4 3 L

Les matrices Ap et A; ainsi choisies possédent des valeurs propres a partie réelle positive.
Les états EDO X et Y sont donc intrinsequement instables. D’autre part, le produit des
coefficients de réflexion en valeur absolue |pg| est supérieur a 1, donc les états EDP wu et
v sont eux-mémes instables [Bastin and Coron, 2016, Théoréme 2.6]. Nous prenons une
condition initiale (ug(-),vo(+), Xo,Yp) € Z et qui vérifient les conditions de compatibilité
(4.39).

La réponse en boucle ouverte des états EDP u(t,x) et v(t,x) et de la norme du systéme
U = (u,v,X,Y) dans x est montrée sur les figures 4.6a, 4.6b et 4.6¢ respectivement. Les
figures 4.7a et 4.7b montrent 1’évolution en boucle ouverte des états EDO X (t) et Y ()
respectivement. Ces figures sont illustrées afin d’insister sur l'instabilité de ce systeme en
boucle ouverte. Les états progressent en prenant des valeurs de plus en plus grandes.

Sur les figures 4.8a et 4.8b, nous montrons les noyaux P“" et P"Y respectivement
dans le domaine 75. Ces noyaux satisfont la régularité imposée par le lemme 9, i.e.
C1(T3;R). Les composantes de la commande U(t) sont illustrées sur la figure 4.9. Nous
apprécions sur cette figure que la commande décroit asymptotiquement pour s’annuler
pour t assez grand. De plus, nous remarquons la régularité C°([0, T];R™) de cette commande.

L’évolution des EDP u(t,x) et v(¢,z) en boucle fermée est présentée sur les figures 4.10a
et 4.10b respectivement, tandis que I’évolution de la norme dans y est donnée sur la figure
4.10c. Finalement, I’évolution des EDO X (t) et Y (f) est montrée sur les figures 4.11a et
4.11b respectivement. La stabilisation de tous les états du systéme en boucle fermée est bien
observée sur ces figures. Les états convergent vers zéro pour ¢ suffisamment large. La conver-
gence de la norme x du systeme (figure 4.10c) est suffisante pour conclure sur la stabilisation
de tous les états. A noter que les allures des courbes des états u, v, X et Y ne contredisent
pas la régularité démontrée dans le lemme 12, i.e. u(-,-), v(-,-) € CY[0,T] x [0,1];R),
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104 CHAPITRE 4. STABILISATION PAR BACKSTEPPING

X(:) € CY([0, T);R™) et Y(-) € CL([0, T];R™).

Conformément a notre attente, la loi de commande congue et appliquée a un systeme en
simulation rend le systeme en boucle fermée asymptotiquement stable.
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FIGURE 4.6 — Simulation de I’évolution des états EDP et de la norme dans x du systeme
interconnecté EDO-EDP-EDO en boucle ouverte. (a) u(t,z), (b) v(t,x), (c) [[¥(t)|ly-
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FIGURE 4.7 — Simulation de I’évolution des états EDO du systeéme interconnecté EDO-EDP-

EDO en boucle ouverte. (a) X(¢), (b) Y (t).
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FIGURE 4.8 — Simulation des noyaux de la transformation backstepping. (a) P*“*(z,y), (b)
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FIGURE 4.11 — Simulation de I’évolution des états EDO du systéme interconnecté EDO-EDP-
EDO en boucle fermée. (a) X (t), (b) Y (¢).
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4.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, le probleme de stabilisation d’un systeme linéaire d’EDP couplées 2 a
2 de type hyperbolique du premier ordre couplées aux deux bords a des dynamiques EDO
est résolu sous I’hypothese d’'une matrice d’entrée inversible. La synthese de la commande
est basée sur une transformation backstepping et un systeme cible appropriés.

Dans une premiere partie, nous avons démontré que le systeme cible est bien-posé et
exponentiellement stable pour la norme dans y. Dans une seconde partie, la transformation
backstepping a été exposée. Sa bornitude et son inversibilité ont été démontrées et les
équations des noyaux ont été établies. Le caractere bien-posé de ces équations a été ensuite
obtenu. Ces propriétés, liées au systeme cible et a la transformation, nous ont menés a
conclure sur le caractere bien-posé et la stabilité exponentielle du systeme de départ en
boucle fermée. La commande résultante est une commande par retour d’état qui dépend
de tout I’état et exige par conséquent la connaissance de 1’état dans tout le domaine, ainsi
que la dérivée temporelle en un point au bord d’un état des EDP. Les termes de la loi de
commande ont été analysés en expliquant les différents effets sur la stabilisation. Finalement,
les méthodes de discrétisation ont été présentées et une simulation numérique a illustré le
développement analytique sur un exemple.

Malgré l'effet stabilisant de la loi de commande proposée, elle présente une marge de
robustesse nulle vis-a-vis du retard dans la commande. C’est un résultat direct de 1’élimina-
tion totale du terme de réflexion proximale (voir [Auriol et al., 2017]). Une solution que nous
proposons est de garder cette réflexion (avec une hypothese de dissipativité de la condition
aux bords). Cette démarche nous permet d’éviter l'action dérivée dans la commande et
d’assurer une marge de robustesse non nulle (voir plus de détails dans le chapitre 5, section
5.2). Dans un cadre de collaboration avec le laboratoire CAS a IEcole des Mines ParisTech,
un résultat de stabilisation robuste pour des systemes EDP-ODE a été développé. Des
méthodes similaires & celles adoptées dans [Auriol et al., 2018] sont envisageables dans
Iobjectif d’attaquer le probleme de robustesse pour le systeme EDO-EDP-EDO que nous
stabilisons dans ce chapitre.

Nous ressortons de cette conclusion les perspectives suivantes.

— la synthese d’un observateur pour les systemes EDO-EDP-EDO,

— une extension des résultats de la stabilisation du systeme EDO-EDP-EDO pour le cas
d’une matrice d’entrée By non inversible,

— et stabilisation robuste des systémes EDO-EDP-EDO vis-a-vis du retard dans la com-
mande en préservant le terme de réflexion proximale.
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L’objectif de la these a été le développement d’outils d’analyse et de commande de
systemes de lois de bilan, modélisés par deux EDP hyperboliques linéaires du premier ordre
couplées entre elles a l'intérieur du domaine et aux bords par un couplage statique ou avec
des dynamiques EDO. Notre motivation était de résoudre des problémes liés a la commande
des réseaux de lignes de transmission. Notre approche a été de considérer chaque ligne de
ce réseau comme un module élémentaire pour lequel nous avons élaboré des outils d’analyse
et de commande. Ainsi, nous avons considéré dans les travaux de cette theése des systemes
qui représentent une seule ligne de transmission avec des couplages a 'intérieur du domaine
et aux bords. Les termes de couplage & l'intérieur du domaine dépendent de la nature
de la ligne et des échanges entre les différents états, tandis que les conditions aux bords
sont influencées par la nature du nceud, point d’interconnexion de deux lignes et peuvent
représenter des couplages statiques ou dynamiques. La perspective est d’analyser et de
commander deux ou plusieurs modules élémentaires interconnectés.

Les résultats essentiels que nous avons développés dans cette these sont

— une analyse appliquée a un systeme d’EDP hyperboliques couplées deux a deux, avec
des vitesses de propagation constantes, des coefficients constants de couplage anti-
diagonal a l'intérieur du domaine et des réflexions aux bords,

— une commande stabilisante d’un systeme de deux EDP hyperboliques couplées entre

elles a 'intérieur du domaine et aux deux bords avec des dynamiques EDO.

Nous mentionnons également le résultat obtenu en collaboration avec le laboratoire
Centre Automatique et Systemes, CAS a I'Ecole des Mines, ParisTech, sur la commande
robuste vis-a-vis d’un retard dans la rétroaction, d’un systeme EDP-EDO. Nous soulignons
I'importance de la technique backstepping utilisée dans ces travaux, qui nous a simplifié les
problemes d’analyse, de résolution et de commande.

Dans le travail d’analyse, nous avons établi des conditions suffisantes de stabilité, tant
explicites en termes des coefficients du systéme, que numériques a travers un algorithme
qui teste la stabilité. L’originalité de ce travail est d’une part la reformulation de ’analyse
des EDP hyperboliques en une analyse d’'un systeme a retard, présentant uniquement une
évolution temporelle avec un retard distribué, et d’autre part, la résolution analytique du
noyau du retard distribué.

Ce passage du systeme hyperbolique au systeme a retard est réalisé a travers une
transformation backstepping qui mene a un systéme cible ou les couplages & l'intérieur
du domaine (originellement présents dans le systéme de départ) sont décalés vers le bord.
Ensuite, la résolution du systéme cible aboutit & une équation aux différences avec un retard
distribué satisfaite par un état EDP & un bord. Ayant montré I’équivalence de stabilité
entre le systeme de départ et ’équation a retard obtenue, une étude dans le domaine fré-
quentiel de I’équation a retard a été abordée. En conséquence, nous avons établi I’équation
caractéristique associée en appliquant la transformée de Laplace. En analysant 1’équation
caractéristique, une condition nécessaire et suffisante (CNS) a été obtenue. Toutefois, son
application présente une difficulté puisqu’elle nécessite ’évaluation d’un quasi-polynome
caractéristique sur le demi-plan droit. Pour cette raison, nous avons développé une condition
suffisante explicite par une relaxation analytique en majorant les termes de la CNS d’une
part, et une autre condition suffisante en approchant numériquement la CNS d’autre part.

En vue d’expliciter une condition suffisante uniquement en termes des coefficients
du systeme, nous avons résolu analytiquement les EDP satisfaites par les noyaux de la
transformation backstepping. Cette résolution conduit & une expression explicite du noyau
du retard distribué en termes des fonctions de Bessel et des fonctions de Bessel modifiées
de premiere espéce. La majoration des termes exponentiels et des fonctions de Bessel du
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noyau dans la CNS aboutit a une condition suffisante de stabilité explicite uniquement en
termes des coefficients du systeme. Cette condition est simple & appliquer et ne réclame pas
la recherche d’'un parametre qui vérifie une LMI. Elle a été ensuite comparée a d’autres
conditions de stabilité de la littérature.

L’approximation numérique de la condition nécessaire et suffisante est réalisée a travers
un algorithme qui fournit un outil efficace d’analyse de stabilité, moins restrictif que les
criteres explicites. Néanmoins, celui-ci exige un coiit de calcul élevé. Cet algorithme teste
I’absence de racine a partie réelle positive de 1’équation caractéristique. La contribution
dans sa construction est la restriction des tests a un nombre fini de points du demi-plan
droit, et qui appartiennent a un domaine compact dans ce demi-plan. Les tests qu’il exécute
se basent sur la continuité Lipschitzienne du quasi-polynoéme caractéristique.

Dans le but de comparer la condition suffisante explicite que nous proposons avec une
condition suffisante de la littérature appliquée au méme systeme de départ par la méthode de
Lyapunov, et de visualiser la différence entre les résultats, nous avons illustré en simulation
les domaines ou ces conditions détectent la stabilité. Ces domaines sont tracés dans un
repere & deux dimensions ou nous modifions & chaque fois deux coefficients du systeme
de départ. Les figures obtenues dévoilent qu’il n’existe ni une équivalence ni une inclusion
entre les deux conditions explicites. Afin d’évaluer le conservatisme de ces deux criteres
explicites, certains domaines ont été superposés avec celui obtenu par ’approche numérique.
L’algorithme numérique présente les résultats les moins conservatifs et sa performance est
uniquement limitée par la précision de la machine. Il est intéressant de signaler que dans
certains endroits des domaines de stabilité, la zone limitée par I’approche numérique converge
vers celle limitée par la condition explicite que nous proposons. Cette observation indique que
cette condition explicite constitue potentiellement un outil efficace qui donne avec précision
la limite de stabilité du systéme en fonction des coefficients.

Passons maintenant & une description du travail effectué en stabilisation. Afin de
contribuer a la littérature de la commande des EDP hyperboliques, nous avons considéré
un couplage avec des dynamiques EDO aux deux bords de ces EDP. L’originalité apportée
est que lentrée de commande est régie par une dynamique EDO et en conséquence, n’est
pas directement appliquée au bord des EDP. La contribution est la construction d’une
transformation backstepping qui, avec une loi de commande adéquate, a la fois stabilise
les EDP a l'intérieur du domaine et la dynamique des EDO, et élimine les couplages qui
peuvent potentiellement aboutir & l'instabilité. Nous rappelons que dans ce travail, une
solution classique avec une régularité C! a été recherchée.

La transformation backstepping est une version augmentée de celle adoptée dans
la littérature pour la stabilisation d’'un systéme EDP-EDO. Les termes augmentés sont
présents principalement dans la transformation de I’état EDO au niveau de la commande
et comprennent des opérateurs de Fredholm, qui consistent en une intégration des états
EDP sur tout le domaine avec des pondérations. Les équations satisfaites par les noyaux se
sont révélées étre des EDP hyperboliques couplées aux bords avec des dynamiques EDO.
L’existence unique de la solution avec une régularité C'' de ces équations a été démontrée.
Avec ce résultat, la transformation est bornée et admet une inverse bornée.

Le systeme cible obtenu est représenté par deux équations de transport couplées entre
elles uniquement par une réflexion distale, avec une EDO de fagon bidirectionnelle a un
bord et en cascade avec une EDO a l'autre bord. Ce systéme admet une solution unique
avec une régularité C'. La stabilité exponentielle du systeme cible a été démontrée pour la
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norme dans L? des états EDP, et la norme euclidienne des états EDO & travers une fonction
de Lyapunov. Cependant, en résolvant le systéme cible par la méthode des caractéristiques,
nous avons déduit, des expressions de la solution en termes des conditions initiales, une
stabilité exponentielle de tous les états pour la norme dans C*.

La loi de commande est un retour des états EDP et EDO avec une action dérivée d’un état
EDP a un bord. Les termes de cette commande sont analysés et leur effet sur la stabilisation
a été montré. Afin d’illustrer lefficacité de cette commande, elle a été appliquée en simulation
a un systeme originellement instable. Pour cette finalité, nous avons exposé les méthodes
de discrétisation des EDP du systeme de départ et des EDP des noyaux de la transformation.

Dans la suite, nous proposons les perspectives qui découlent du travail de ’analyse dans
la section 5.1, et celles qui résultent du travail de la commande dans la section 5.2.

5.1 Perspectives du travail de ’analyse

Reprenons du chapitre 3 les domaines de stabilité assurés par les conditions explicites et
par I’approche numérique. Ces domaines montrent I’existence de régions o aucune condition
explicite n’est capable de tester la stabilité. La complication principale dans notre dévelop-
pement est la présence d’un retard distribué décrit par une intégration d’une fonction de
Bessel, multipliée par un terme exponentiel. Remarquons également que la fonction de Bes-
sel contient un terme non-linéaire en la variable d’intégration. La résolution explicite de ce
terme reste un verrou mathématique qui, & notre connaissance, n’a pas encore de solution.
Les perspectives de notre travail se projettent principalement sur la possibilité d’élaborer
d’autres criteres explicites (ou d’améliorer les criteres obtenus) en utilisant les résultats de
nos développements.

Reprenons d’abord les équations du systeme de départ (3.6)-(3.8).

ug(t, z) + %ux(t,x) = o u(t, x) (5.1a)
ve(t, ) — %vx(t,x) = o Tu(t,z), (5.1b)

avec les conditions aux bords suivantes
u(t,0) = qu(t,0) (5.2a)
v(t,1) = pu(t, 1). (5.2b)

La condition nécessaire et suffisante dans le domaine fréquentiel, donnée dans la proposition
2 du chapitre 3, est

inf | 0 5.3
R 20\¢($)\> ; (5.3)

avec r
B(s) =1 — pge=™" — / N(9)edo (5.4)

0

I’équation caractéristique associée a la dynamique au bord d’un état EDP du systeme cible.
Nous présentons les perspectives suivant les trois points suivants.

Développement d’une condition nécessaire et suffisante de stabilité explicite
en termes des coefficients du systéme

Considérons la forme analytique du noyau N, en termes des fonctions de Bessel de pre-
miere espece, établie dans 'annexe E (équation (E.28))

N(9) = (9 + @) Jo (2 h(a)) + @JQ (2 h(a)) oo, (5.5)

r
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avec
a=qroo” T+ priotT (5.6a)
R=riro0" 0™ (5.6b)
d@) =R[r—0(1+ pq)] (5.6¢)
R
h(0) = ﬁﬂ(r —0). (5.6d)

Une premiere perspective est de développer des outils mathématiques d’intégration afin de
résoudre les intégrations suivantes qui apparaissent en développant d(6) de (5.6¢) :

/OTJO (2 h(9)> %040,
/OTGJO (2 h(e)) )
/OTJ2 (2 h(9)> e %040,

/0 "0, (2 h(e)) e=*0df.

Il est clair que la difficulté du calcul intégral réside dans ’application de la fonction de
Bessel a la racine carrée d’un terme non-linéaire en la variable d’intégration. Nous attirons
I'attention sur le fait que la résolution de [j N(0)e™*°df en une série de fonctions Gamma
(F.10) ou une série de puissance (F.13) est établie dans ’annexe F. Cette résolution peut
également servir a analyser le lieu des racines de (5.4) et déduire des conditions de stabilité.

Une alternative, plus conservative, est de restreindre I’analyse aux signes des coefficients,
et d’analyser le lieu des racines de (5.4) selon les signes de pg et de N(6).

Développement de conditions suffisantes de stabilité explicites qui dé-
pendent des signes des coefficients

En examinant les résultats des domaines de stabilité donnés dans la section 3.4 du chapitre
3, des développements aboutissant a des conditions suffisantes de stabilité selon les signes
des coefficients sont proposés. Les figures 3.13-3.18 illustrent des domaines de stabilité en
fonction des coefficients du systeme, en faisant varier deux de ces coefficients a la fois. Nous
déduisons de chaque figure une zone ou la stabilité est garantie par I'algorithme sans la
condition explicite. Il est vrai que ’algorithme fournit le test le moins restrictif, par contre
les criteres explicites donnent une idée plus concrete de la dépendance de la stabilité aux
coefficients du systeme et sont évidemment plus simples a employer.

Commencons par la figure 3.13. La région du troisiéme cadran, limitée par o=+ < 0 et
p < 0 est riche en points stables que les critéres explicites comparés ne sont pas capables de
détecter. En gardant les signes des autres coefficients, 07~ > 0 et ¢ > 0, nous remarquons
que a < 0, pg < 0, d(f) < 0 pour 6 € [0,r], et donc N(#) < 0 pour € € [0,r]. Ce cas nécessite
une attention, et en analysant le lieu des racines de (5.4) avec ces signes des coefficients, des
conditions de stabilité peuvent étre déduites.

Par symétrie du probleme, le méme raisonnement s’applique a la figure 3.15, obtenue en
variant le couple (q,0% 7). Les coefficients & prendre en considération possédent les signes
suivants : 07~ <0, ¢<0,0"" >0et p > 0.

De la figure 3.14, obtenue en faisant varier le couple (p,o7 ™), la région intéressante &
étudier est : 07~ > 0,0 " >0, p <0 et ¢ > 0. De méme, due & la symétrie du probleme,
une étude avec les signes opposés est envisageable.

En suivant la méme démarche, d’autres régions peuvent étre déduites. Ces régions dé-
pendent des signes des coefficients ainsi que des valeurs numériques des coefficients du sys-
teme associées dans la simulation.
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Etendre le résultat pour un systéme comprenant des couplages diagonaux
et anti-diagonaux

Les résultats de notre travail, conditions explicite de la proposition 3 et numérique par
Palgorithme, peuvent étre étendus en ajoutant au systeme (5.1)-(5.2) des couplages diagonaux
a l'intérieur du domaine pour aboutir a la forme

1

u(t, ) + —ug(t,z) = ot u(t,z) + o v(t, z) (5.7a)
1
1

vi(t,z) — —v.(t,x) = o~ Tu(t,z) + o~ "v(t, z), (5.7b)
T2

avec les conditions initiales

dans L2([0,1];R) et les conditions aux bords

u(t,0) = qu(t,0) (5.9a)
v(t,1) = pu(t,1). (5.9b)

En vue de développer des conditions suffisantes de stabilité de (5.7)-(5.9) en adoptant la méme
approche présentée dans le chapitre 3, nous commencgons par appliquer une transformation
backstepping ayant une forme similaire a (3.10)

u(t, ) = aft,z) - /Om L'z, y)a(t,y)dy — /: L¥(xz,y)B(t, y)dy (5.10a)
ot.w) = Blta) - [ I @ty — [ E2@ By, (5.10b)

Nous visons par cette transformation a obtenir comme systeme cible une copie de (3.14)-(3.16)
obtenu dans la section 3.2.1 avec des couplages diagonaux dans le domaine. La résolution
du systeme cible méne a une équation aux différences avec un retard distribué, a laquelle
I’équation caractéristique suivante est associée

$(5) =1 — pge? O 2T / N(#)e *%ds =0 (5.11)
0
avec
\7 1 ogT 0TS 0
N(9) = —e NP1 = — ) 1oy (0)
"2 "2 ; (5.12)
_|_ ie(U__fa""F)TQeO"""’@NCV < - T2) ]]_(7.277.} (9)’ 9 c [O,T],
1 71
et _ - _
N*(y) = L*(1,y) — pL" (1, ) (5.13a)
NP(y) = L?(1,y) — pL"(1,y). (5.13b)

Il reste & déterminer I'expression explicite de N(#) de la maniere établie dans I'annexe E.
Pour cette finalité, nous avons établi les EDP satisfaites par les noyaux LY, i,j € {1,2}
par la procédure de backstepping. Ensuite, en suivant la méthode des caractéristiques, nous
avons trouvé les équations intégrales satisfaites par L¥. Finalement, nous avons appliqué la
méthode des itérations successives dans 'intention d’aboutir a une série de puissance similaire
a (E.7). Les premiers termes de ces séries ont été exprimés comme dans (E.8)-(E.15).

Toutefois, une expression du terme général des séries de puissance reste un probléeme
ouvert a résoudre. La difficulté est qu’a chaque itération, un terme supplémentaire s’ajoute,
complexifiant ainsi le calcul.
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Néanmoins, une alternative est de calculer numériquement les noyaux L%, et ensuite
N(0). Nous attirons l'attention qu'un critere suffisant de stabilité est déduit de (3.43). Ce
critere s’écrit

/ IN(0)[d < 1 — |pgle” 1o 72, (5.14)
0

En outre, une majoration de la valeur absolue de N(6) et de N’(#) obtenus explicitement
par un développement ou numériquement, peut étre utilisée afin de construire un algorithme,
version modifiée de celui construit dans la section 3.3.2. Cet algorithme teste la stabilité du
systeme (5.7)-(5.9) en vérifiant ’absence de racine a partie réelle positive de (5.11), d’une
maniere moins conservative que le critere explicite a développer.

5.2 Perspectives du travail sur la commande

Les perspectives du travail sur la commande portent sur ’extension des résultats vers
un cadre assez général et doivent compléter le travail effectué par la conception d’un ob-
servateur. Nous proposons ensuite d’interconnecter deux modules (EDP-EDO-EDP) en vue
de les stabiliser par une commande au bord. Etant donné que les résultats récents sur la
commande par backstepping prennent en considération une robustesse vis-a-vis du retard,
ils présentent donc une approche pragmatique pour une mise en ceuvre de la commande sur
des applications industrielles. Nous proposons ainsi une validation expérimentale de cette loi
de commande sur un banc d’essai. Ces perspectives sont détaillées dans les quatre points
présentés ci-dessous.

Stabilisation par backstepping d’un systeme EDO-EDP-EDO avec une ma-
trice d’entrée non inversible

Nous avons considéré dans notre développement le probleme de stabilisation d’une ligne
de transmission avec des conditions aux bords dynamiques (décrites par des EDO aux deux
bords du domaine), avec ’hypothése d’une matrice d’entrée inversible. Toutefois, la réalité
exige parfois des contraintes qui sont plus difficiles & manipuler. Nous rappelons que la
commande élaborée élimine complétement la réflexion proximale a travers une action dérivée
par retour d’état. Bien que cette approche stabilise exponentiellement le systeme, elle aboutit
aux effets non désirables suivants :

— marge de robustesse nulle vis-a-vis du retard (conséquence de I'annulation du terme

de réflexion),

— stabilité interne dégradée (conséquence de l'action dérivée dans la commande),

— exigence d'une régularité forte des conditions initiales (classe C1). Cette régularité est
imposée par la présence d’un terme évaluant un état EDP en un point du domaine dans
la transformation backstepping. Une faible régularité (L? par exemple) a pour effet
de dégrader les propriétés de la transformation backstepping (comme la bornitude).

Nous en déduisons alors la nécessité de changer de paradigme afin de répondre aux besoins
de la réalité. Nous proposons de stabiliser le probleme considéré dans le chapitre 4, avec
une relaxation de 'hypothese faite, i.e. une matrice d’entrée non nécessairement inversible,
mais qui assure la commandabilité du systéeme. Afin de garantir une robustesse vis-a-vis du
retard et a la fois une stabilité interne, nous proposons de garder les termes de réflexion
intacts, ce qui évite la nécessité d’une action dérivée dans la commande, et nous permet en
outre de travailler avec des solutions faibles (en L? par exemple). Néanmoins, la stabilité
du systeme en boucle fermée sera garantie seulement si les conditions aux bords, inchangées,
présentent une dissipativité. En d’autres termes, nous ferons I’hypothese que la valeur absolue
du produit des coefficients de réflexion est strictement inférieure a I'unité. Cette hypotheése
n’est pas restrictive, puisque si elle n’est pas vérifiée, le systeme ne peut pas étre stabilisé
d’une maniere robuste par un retour d’état linéaire [Auriol et al., 2017].
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Réécrivons le systeme de départ de (4.6) de la maniere suivante

ur(t,x) = —Aug(t, ) + O'+_( Y(t, z) (5.15a)
vi(t, ) = pg(t, ) + o~ T (x)u(t, x) (5.15b)
X(t) ApX (t) + Epv(t,0) + BoU(t) (5.15¢)
Y (t) = ALY (t) + Fru(t,1) (5.15d)
u(t,0) = qu(t,0) + Co X (t) (5.15¢e)
v(t, 1) = pu(t,1) + C1Y (¢t) (5.15f)

pour tout ¢ > 0 et x € [0,1]. A\,;u > 0 sont les vitesses associées aux deux équations de
transport (5.15a) et (5.15b) respectivement. 0¥ € CY([0,1];R) (4,5 € {+,—}) représentent
des couplages a l'intérieur du domaine entre les états des EDP. U(t) € R" est 'entrée de
commande. Les conditions initiales associées sont

X(0) = Xo, (5.16a)
Y(0) =Y (5.16b)

appartenant a R™ et R™ respectivement, et

u(0,-) = up(+), (5.17a)
v(0,-) = vo(+) (5.17b)

dans L?([0, 1];R). Nous modifions les hypotheses du chapitre 4 de la maniére suivante.
Hypothése 5. La paire (Ay, By) est commandable.

Hypotheése 6. rang(Cp) > 1.

Hypothese 7. p £ 0 et |pg|< 1.

Hypothese 8. La paire (A1, Ey) est stabilisable (i.e. il existe Fy € R1™ tel que la matrice
A1 + ErFy est Hurwitz).

Nous exposons dans ce chapitre les premiers développements effectués sans détailler les
calculs. La commande est dissociée en commande par backstepping Upg et une commande
Ugpo du systeme cible obtenu suite a ’application de Upg avec une transformation adéquate.
L’objectif de Upg est d’éliminer les termes de couplage a I'intérieur du domaine entre les EDP,
et de stabiliser la dynamique de chaque EDO. Cependant, les interconnexions entre les états
EDP et EDO dans le systeme cible persistent. Une résolution de ce systeme aboutit a un
systeme a retard de type neutre avec retard dans la commande, et sa stabilisation s’effectue
grace a Ugpo-

Nous adoptons une transformation de backstepping inverse, ayant une forme similaire a
(H.35), sans pour autant considérer le terme Ryf3(t,0) dans (H.35¢c). Avec un choix approprié
de Upg(t) et en suivant les démarches de la commande par backstepping, les équations bien-
posées (qui admettent une solution unique) des noyaux et des coefficients de la transformation
sont établies et le systeme cible suivant est obtenu

a(t,z) = —Aag(t, x) (5.18a)
5t(ta CC) = Aﬁx(ta CC) (518b)

£(0) = Ao€(t) + EoB(1,0) + M(t) + [ M (y)a(t,)dy
0 (5.18¢c)

+ / MP(y)B(t,y)dy + BoUgpo(?)

i(t) = Ain(t) + Era(t, 1) (5.184)
a(t,0) = gf(t,0) + Co&(t) (5.18e)
B(t,1) = pa(t,1) + Cin(t), (5.18f)
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122 CHAPITRE 5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

avec Ay = Ao+ BoFy et A} = Ay + E1Fy Hurwitz. La matrice M et les coefficients M® et M?
dépendent des coefficients et des noyaux de la transformation backstepping. Les conditions
initiales des états & et n sont & = £(0) € R™ et ny = n(0) € R™ respectivement. Les
conditions initiales des états « et 8 sont ag(-) = «(0,-) et Bo(-) = B(0,-) € L*([0,1];R). La
résolution de (5.18) aboutit au systéme a retard de type neutre suivant.

B fet=m)| _ | Ao M| [|&®)] _ (t—r)
lﬁ(t)] - ln@—ﬂ] - [o AJ qn(t)] - lnu >D
EyC Omxm T) nxn EyC
+lp0nin0 qEICI‘|l T)]+lE100 Un?xrj
T IM&(0)Cy M (6
+/0 l Oan ’ me ] [

&(t 1
n(t
’ ](U() paU(t —T)) .

b

_l’_

Ome

(5.19)

ou nous avons défini 7 = % + % M¢ et M" sont des combinaisons des fonctions M® et M7,
L’étape qui va suivre est de trouver la loi de commande Ugpo(t) qui stabilise ce systeme.

Nous proposons d’employer une commande par retour de sortie via une fonction de Lyapunov
[Park, 2004].

Construction d’un observateur du systeme EDO-EDP-EDO

La commande backstepping congue pour le systeme EDO-EDP-EDO est un retour d’état
EDO et EDP sur tout le domaine. Elle exige donc la connaissance de la valeur de ces états.
La construction d’un observateur s’avere ainsi nécessaire. L’observateur peut étre construit
par la technique backstepping (voir [Vazquez et al., 2011] pour un systéeme de deux EDP
hyperboliques et [Hasan et al., 2016] pour un systeme EDP-EDO en cascade) ou en définissant
un probléme de commande dual au probleme de I'observation (voir [Auriol and Di Meglio,
2016b)).

Stabilisation par backstepping d’un systeme EDP-EDO-EDP

Apres la stabilisation d’un cas général d’une ligne de transmission modélisée par un
systeme EDO-EDP-EDO, nous visons a interconnecter deux lignes couplées entre elles a
travers une dynamique EDO. Cette interconnexion est illustrée sur la figure 5.1. Les états
EDP wu, v, y et z évoluent suivant x € [0,1]. En vue de se placer dans un cadre général,
les couplages entre les états EDP et la dynamique EDO en X () € R™ sont bidirectionnels,
et la commande est injectée au bord x = 0 de I'état u. Les équations qui décrivent cette

— Couplage EDO-EDP
—» Couplage EDP-EDP

EDP EDP
ult, z) y(t, )
Ult, — EDO [—
AR G T S T ol Y G T
v(t, ) 2(t, x)
T z 1 T L 0 T z 0 x L 1

FIGURE 5.1 — Représentation schématique du systeme EDP-EDO-EDP couplées.
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interconnexion sont les suivantes.

up(t, 1) = —Aug(t,z) + o]~ (z)v(t, r) (5.20a)
vi(t,z) = e (t, ) + op T(x)u(t, x) (5.20b)
u(t,1) = qru(t, 1) + U(t) (5.21a)
v(t,0) = pru(t,0) + C1 X (t) (5.21b)
X(t) = AX(t) + Byu(t,0) + Byz(t,0) (5.22)
yi(t, ®) = =Xy (t, o) + o ~(2)2(t, 2) (5.23a)
z2i(t, ) = poze(t,x) + o5 T (2)y(t, x) (5.23b)
y(t,0) = g22(t,0) + Co X (t) (5.24a)
z(t,1) = pay(t,1) (5.24b)

pour tout ¢ > 0, et position x € [0, 1]. A1, g1, A2, 2 > 0 sont les vitesses de transport associées
aux quatre équations de transport (5.20a), (5.20b), (5.23a) et (5.23b) respectivement.
oy (respectivement o3) € C°([0,1];R) (i,j € {+, —}) représentent des couplages a I'inté-
rieur du domaine entre les états des EDP w et v (respectivement y et z). Les matrices A, By,
By, Cy et Cy sont réelles et de dimensions appropriées. U(t) € R est l'entrée de commande.
Les conditions initiales sont u(0, ) = ug(t), v(0,x) = vo(t), y(0,x) = yo(t), 2(0,x) = zo(t)
€ L?([0,1];R), et X(0) = X, € R™.

La stabilisation par backstepping de ce systeme se base sur les résultats de la stabilisation
robuste d’un systeme EDP-EDO présentés dans [Auriol et al., 2018] avec ceux de la stabili-
sation d’un systeme EDO-EDP-EDO. La commande aura pour effet d’éliminer les couplages
a lintérieur du domaine, une partie de la réflexion proximale et de stabiliser ’état EDO.

Exécution de la commande robuste d’un systeme EDP-EDO par expérimen-
tation sur banc d’essai

Durant notre travail de these, nous avons apprécié la collaboration avec ‘Department of
Automatic Control Engineering’ de la TUM (Technical University of Munich en Allemagne),
et le chercheur Richard Kern qui travaille sur la stabilisation des EDP hyperboliques
modélisant des écoulements de gaz a lintérieur de tuyaux de transmission. Le modele
simplifié est donné dans [Rager et al., 2015] et représente deux EDP linéaires de premier
ordre couplées. Les états sont la pression et le débit massique. Richard Kern travaille sur la
stabilisation par backstepping et ’observation de ces écoulements en dimension infinie, avec
mise en ceuvre expérimentale sur un banc d’essai.

Nous visons a appliquer sur ce banc d’essai la commande par backstepping qui préserve
une quantité de la réflexion proximale, présentée dans [Auriol et al., 2018]. Cette commande
a pour effet de garantir une marge de robustesse non nulle vis-a-vis du retard dans la rétroac-
tion pour un systeme EDP-EDO couplées. L’idée est de pouvoir atteindre les performances
étudiées principalement pour un systeme linéaire et attendues par un systeme dont les termes
non linéaires sont approchés ou simplifiés, et de pouvoir générer une condition au bord dy-
namique avec un modele EDO précis. Les résultats attendus sont lefficacité de la loi de
commande a stabiliser le systeme quand un retard intervient dans la rétroaction et de cal-
culer, si possible, la marge de retard admissible pour la stabilisation. En d’autres termes,
nous proposons d’estimer la valeur du retard a partir de laquelle le systeme en boucle fermée
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devient instable. Les résultats peuvent servir comme confirmation expérimentale de notre
contribution théorique, et seront considérés comme une base pour de futurs implantations
d’une commande aux bords appliquée a des systemes modélisés par des EDP hyperboliques
du premier ordre couplées a une dynamique EDO.

Le travail de recherche n’étant jamais achevé, une conclusion cloturant ne nous semble
pas adéquate. Cependant, nous espérons que les résultats présentés vont guider d’autres
travaux a étre enchainés, ou améliorés pour une meilleure exécution ou implantation. Les
outils d’analyse et de commande constituent les éléments essentiels qui approvisionnent un
automaticien, une fois apprivoisés...
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Annexe A.

Dérivation des équations du télé-
graphiste a partir de la théorie de
Maxwell sur 1’électromagnétisme
pour une ligne de transmission co-
axiale
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TABLEAU A.1 — Définitions et unités.

d  Induction électrique C/m?
e  Champ électrique V/m
b Induction magnétique Wb/m?
h  Champ magnétique A/m
p  Polarisation C/m?
m  Magnétisation A/m
gy Densité de charge électrique C/m?
j  Densité de courant A/m?
o Conductivité S/m
to Perméabilité magnétique du vide H/m
g0 Permittivité diélectrique du vide F/m

Nous établissons les équations du télégraphiste qui régissent 1’état électromagnétique dans
une ligne de transmission coaxiale & partir des équations de Maxwell. Nous considérons éga-
lement les pertes dans la ligne qui apparaissent sous forme de résistance dans le conducteur
et de conductance dans le diélectrique. Cette analyse sert comme support théorique pour la
modélisation des lignes de transmission électriques coaxiales en courant continu (DC). Les
équations du télégraphiste sont établies dans la littérature pour le transport d’un courant
alternatif (AC) en fonction de la fréquence d’excitation. Nous adoptons alors un développe-
ment similaire pour le cas DC. Les points importants que nous soulignons dans cette étude
sont les hypothéses a prendre en considération dans une telle modélisation concernant les
champs électrique et magnétique (& l'intérieur des conducteurs et dans le diélectrique), et
les équations du télégraphiste pour la ligne traitée avec les expressions explicites des coeffi-
cients (inductance, résistance, capacité et conductance) en termes des parametres de la ligne
(dimensions, conductivité, permittivité et perméabilité). Nous nous référons a [Orta, 2009],
[Bossavit, 1998] et [Magnusson et al., 2000] pour notre analyse dans cette annexe. Sauf dans
les EDP satisfaites par la tension et le courant, nous n’explicitons pas par ailleurs la dé-
pendance par rapport au temps pour simplifier I’écriture. Commencons par reprendre les
équations de Maxwell.

V-d=q, (A.la)
V:-b=0 (A.1b)
b
Vxe= 5 (A.1c)
od -
= — .. A.l
V xh 5 +J (A.1d)

La définition de chaque terme de (A.1l), ainsi que son unité sont listées dans le tableau A.1.
L’opérateur de divergence est représenté par V- et I'opérateur de rotationnel par Vx.

Les équations (A.la) et (A.1b) sont les lois de Gauss dans un champ électrostatique et
magnétique respectivement, tandis que (A.lc) découle de la loi de Faraday et (A.1d) est la
loi d’Ampere généralisée. La loi d’Ohm dévoile une relation dynamique entre la densité du
courant et le champ électrique de la maniere suivante.

j=oe. (A.2)

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI084/these.pdf
© [D. Bou Saba], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



127

Conducteur externe
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FIGURE A.1 — Ligne de transmission coaxiale.

Les inductions électrique et magnétique sont reliées aux champs électrique et magnétique
respectivement par les équation suivantes.

d=¢cpe+p (A.3a)
b= pio(h+m), (A-3b)

avec €9, o, p et m définis dans le tableau A.1. Cependant, nous considérons dans notre
travail un type de matériau dans la ligne de transmission qui ne présente ni une polarisation
permanente (p) ni une magnétisation permanente (m). Nous supposons également que la
polarisation et la magnétisation sont proportionnelles aux champs électrique et magnétique
respectivement (comportement linéaire). En conséquence, nous avons

d=ce (Ada)
b= puh, (A.4Db)

ol € et u sont respectivement la permittivité et la perméabilité du matériau considéré. Dans
la suite, nous supposons que les scalaires o, j et € sont linéaires ', isotropique 2, homogenes,

invariants dans le temps et indépendants de la fréquence.

Considérons la ligne de transmission coaxiale montrée sur la figure A.1, avec les coor-
données cylindriques (r, ¢, z) et les vecteurs unitaires (a,, ay, a,). Nous sommes concernés
par I’étude de l'interaction entre les champs et leur comportement dans le conducteur in-
terne, le conducteur externe et ’espace diélectrique en vue de déterminer les équations du
télégraphiste. La démarche que nous adoptons se résume par les étapes suivantes.

1. Nous présentons les différentes hypotheses faites pour la ligne de transmission coaxiale,
au niveau du conducteur et du diélectrique.

2. Nous écrivons les équations de Maxwell dans les coordonnées cylindriques. Nous abou-
tissons ainsi a une description de I’évolution des champs électrique et magnétique dans
le temps et dans I’espace.

3. Nous trouvons la relation entre le champ électrique et la tension et celle entre le champ
magnétique et le courant.

4. Nous déduisons les EDP satisfaites par la tension et le courant et les expressions expli-
cites des coefficients de ces EDP en termes des parametres de la ligne.

1. Indépendants de 'amplitude du champ.
2. Indépendants de la direction du champ.
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Avant de réécrire les équations de Maxwell pour une ligne coaxiale et dans les coordonnées
cylindriques, nous citons les différentes hypotheses faites dans les deux régions : conducteur
et diélectrique.

1. Dans le conducteur,

(a) la circulation du courant est uniquement longitudinale (selon I'axe a,) et s’effectue
en sens opposés dans les conducteurs,

(b) du a la symétrie de la géométrie, le courant et les charges sont uniformément
distribués sur une circonférence de chaque conducteur (indépendants de ¢),

(¢) les conducteurs interne et externe possedent la méme conductivité finie o,

(d) le champ électrique est uniquement longitudinal (e = e, ) ? et le champ magnétique
est négligé,

(e) Deffet de peau? n’est pas présent pendant les régimes transitoire et permanent.
Ceci engendre une distribution uniforme du courant dans n’importe quelle section

du conducteur,

(f) Teffet du flux du courant de déplacement® défini par jp = @ est négligé dans
n’importe quelle section de la ligne de transmission dans notretdéveloppement.
2. Dans le diélectrique,
(a) la circulation du courant est uniquement radiale,

(b) la configuration d’un champ e purement radial et d’'un champ h purement circon-
férenciel est adoptée (e = e, , h = hy),

(c) er et hy sont uniformément distribués sur une circonférence.

La figure A.2 illustre la répartition de ces champs dans une ligne de transmission coaxiale.
La considération d’un champ e purement radial dans le diélectrique est justifiée par le fait
que les lignes de e s’étendent des charges d’une certaine polarité vers les charges ayant une
polarité opposée, et en conséquence, d’'un conducteur vers un autre. En outre, 'interprétation
d’un champ h purement circonférenciel est que les lignes de champ de h forment des boucles
fermées autour des conducteurs porteurs du courant.

Nous désignons par les indices (.) et (4) les parametres associés aux conducteurs et au
diélectrique respectivement. Les composantes des champs électrique et magnétique sont
respectivement (e,,0,e;) et (0, hg,0).

Nous considérons la loi de Faraday décrite dans (A.lc) et nous la réécerivons dans les
coordonnées cylindriques en utilisant la relation (A.4b). En tenant compte des hypotheses
faites sur les directions des lignes de champ (eg = 0,h, = h, = 0), nous obtenons les
équations suivantes.

Oe
2 = A.
9 0 (A.5a)
Oe
r— A.5b
G =0 (A.5)
de, Oe, Ohg

oz  or ot (A-5¢)

Les équations (A.5a) et (A.5b) traduisent que les champs e, et e, dans les conducteurs et
le diélectrique respectivement sont indépendants de ¢, donc uniformément répartis sur une

3. Le champ électrique est nul dans un conducteur sans perte, mais ce n’est pas le cas que nous traitons.

4. Ce phénomene apparait plus probablement quand une excitation sinusoidale prend place et produit une
non-uniformité de la densité du courant.

5. Le champ électrique longitudinal est beaucoup plus faible que le champ électrique radial, di a la conduc-
tivité élevée du conducteur.
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circonférence. De la méme maniere, nous réécrivons la loi d’Ampere généralisée (A.1d) dans
les coordonnées cylindriques, en substituant la densité de courant j par son expression de
(A.2) (loi d’Ohm généralisée) et I'induction d par son expression de (A.4a), pour obtenir une
autre forme d’interaction entre les champs électrique et magnétique.

dhy de,
T = g . A.
82’ Ed 8t gder ( 6)

Conformément a ’hypothese 2b, e, est nul dans le diélectrique et par suite, le terme

Oe,,

dans (A.5c) disparait. Néanmoins, il n’est pas nécessairement nul sur les surfaces de

frontiere entre les conducteurs et le diélectrique. Les équations (A.5¢) et (A.6) décrivent
I’évolution des champs e et h dans la ligne a travers des dérivations partielles, temporelle
et spatiale, du premier ordre de ces champs. Remarquons que la dérivation par rapport
a r dans le terme %erz de (A.5¢) peut étre éliminée par une intégration par rapport a la
coordonnée r, et par suite, I’évolution spatiale se fait d’une maniere mono-dimensionnelle

selon la direction z uniquement.

Puisque nous sommes intéressés par I’évolution de la tension v(z,t) et du courant i(z,t)
sous la forme d’EDP en s’appuyant sur (A.5c) et (A.6), il s’avere nécessaire d’établir la
relation entre le champ électrique e et la tension v, et entre le champ magnétique h et le
courant i. Une fois ces relations trouvées, nous intégrons (A.5¢) et (A.6) par rapport a r de
rq & 7y, en vue d’établir les EDP satisfaites par v(z,t) et i(z,t).

La tension v en tout point longitudinal z est définie par l'intégrale curviligne du champ
électrique e de r, a 1.

B(2) = / " e (2)dr. (A7)

En vue de déterminer la relation entre le champ magnétique hy et le courant i, nous
procédons au calcul du flux des deux membres de (A.1d) & travers une section de la ligne.
Nous définissons alors sur la figure A.2 la surface (S) comme un disque de rayon r contenant
le conducteur interne (r, < r < rp). Prenons (A.1d) et appliquons une intégrale double sur

(S) a chaque terme.
//v x h¢dS:// @dSJF// 7ds. (A.8)
S s Ot S

Le théoreme de Stokes nous permet d’évaluer le flux du rotationnel de h traversant (S) par
une intégration curviligne de h sur 95, la frontiere de (S). En constatant que hy est constant
sur S (hypothese 2¢), nous obtenons

thdS:f he = 2mrhydl. A9
//S ¢ b 1o = 2mThy (A.9)

od
Le flux du courant de déplacement i a travers (S) est égal a celui de sa composante

longitudinale. Cependant, nous négligeons sa contribution (voir hypothese 1f). En outre, le
courant ¢ est par définition égal au flux de la densité de courant a travers (.5)

/ /S jdS =i. (A.10)

Substituons (A.9) et (A.10) dans (A.8) pour obtenir la relation suivante

he(r, z) = iz) (A.11)
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130 ANNEXE A. EQUATIONS DE TELEGRAPHISTE

FIGURE A.2 — Distribution des champs électrique et magnétique dans une ligne de transmis-
sion coaxiale.

Nous utilisons (A.7) et (A.11) et intégrons (A.5c) par rapport a r de r, a 7, pour obtenir
I’EDP suivante.

%v(z,t) =y <:—”) %z’(z,t) Fea(ry 1) — ex(ra, 2 1), (A.12)
Les termes e, (74, 2,t) et e,(rq, 2, t) sont déduits des expressions du champ e, dans les conduc-
teurs externe et interne respectivement. Nous prenons alors chaque conducteur a part et
établissons, & travers la loi d’Ohm généralisée (A.2), la relation entre e, (r, 2) et i(r, z), pour
r € (0,74] (conducteur interne) et pour r € [rp, ) (conducteur externe). Commencons par le
conducteur interne. En nous appuyant sur ’hypothese 1le, le courant qui traverse une section
équivalente & un disque de rayon r (0 < r < r,) est proportionnel a la surface de cette section,
i.e.

i(r,z) = j(z)mr?. (A.13)
La loi d’Ohm (A.2) nous permet d’écrire

i(r, z)

mrio,

e,(r,z) = pour 0 <r <7, (A.14)
Pour le conducteur externe, nous prenons la section qui consiste en un anneau de rayon
interne r € [ry, r.) et de rayon externe r.. Nous avons par suite

i(r, 2)

e,(r,z) = ————5— pour 1, <71 < 7re. A.15
+(r2) w(r2 —r?)o, P b= c ( )
Le signe négatif dans (A.15) découle du fait que le courant circule dans des sens opposés
dans les conducteurs interne et externe (voir hypothese la).

En substituant r = 7, dans (A.14) et r = 73, dand (A.15), i(r, z) prend la valeur du courant
total i(z,t) qui traverse le conducteur a la position z et a I'instant ¢. En conséquence, (A.12)

s’écrit

0 _  HMd 5\ O - 1 1 1\-
av(z,t) =5 In ( ) az(z,t) — < 5 + —2> i(z,1). (A.16)

Ta moe \r2—ry 12
Intégrons maintenant (A.6) par rapport a r de rq & 7.

0 - 2 0 _
—i(z,t) = o T(rz) av(z,t) - @

0z
Ta Ta

2mog

v(z,t). (A.17)
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Les équations (A.16) et (A.17) se réécrivent de la maniére suivante

J _ d- -
%U(Z’t) + Laz(z,t) = —Ri(z,t) (A.18a)
0 - 0 _ _
&Z(Z’t) + Cav(z,t) = —Go(z,t). (A.18Db)

Les EDP (A.18a) et (A.18b) sont les équations du télégraphiste pour une ligne de trans-
mission coaxiale avec

=" (E) (A.19a)
2T Ta
1 1 1
= R A.19b
o O, (r?—r2+r2> (A-19b)
¢ — 2Ted (A.19¢)
In (%)
G _2rod (A.19d)

L, R, C et G sont respectivement 'inductance de la ligne par unité de longueur (H/m),
la résistance du conducteur par unité de longueur (Ohm/m), la capacité du diélectrique par
unité de longueur (F/m) et la conductance du diélectrique par unité de longueur (S/m).

Nous notons que quand une excitation alternative a lieu, ’équation (A.13) ne sera plus
valide et la résistance sera croissante avec la fréquence. De plus, deux autres termes qui
dépendent de la fréquence doivent étre ajoutés a l'inductance, et G et C' seront eux-mémes
dépendants de la fréquence.

La dynamique de la tension et du courant dans une ligne de transmission est décrite par
deux EDP hyperboliques du premier ordre couplées. Des conditions initiales et des conditions
aux bords doivent étre associées a ces EDP afin d’obtenir un systeme bien-posé.
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Annexe B.

Une seconde méthode pour démon-
trer le caractere bien-posé d’un sys-
teme (cible) d’EDP hyperboliques
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7= -
>
P
N -
N »
N
N //
N
N
<
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- N
_
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N N
N N
N ~ T1
~N
N
N .
N -
_
<
<
<0
- N
- - x

FIGURE B.1 — Lignes caracteristiques associées a 'EPD (B.la) satisfaite par « en bleu et a
IEDP (B.1b) satisfaite par 8 en rouge.

Nous présentons dans cette annexe une alternative a la démonstration de la proposition
1 du chapitre 3. Notre objectif est de montrer le caractére bien-posé dans 'espace x =
L2([0,1;R) x L?([0,1];R) du systéme cible sans avoir recours au systéme de départ. Nous
rappelons que le systéme cible vérifie les EDP suivantes

on(t,z) + Tiam(t, 2) =0 (B.1a)
1

Bt z) — %ﬁx(t,m) ~0 (B.1b)
avec les conditions initiales a(0,) = ag(") (B.2)
B8(0,-) = Bo() (B.2b)

définies dans L2([0,1],R), et les conditions aux bords
a(t,0) = gB(1,0) (B.33)

1 1

Bit1) = pa(t. ) + [ N*@altydy+ | N @)t y)dy. (B.3b)

Démonstration. Nous trouvons la solution de a(t,z) et B(t,x) pour t € [0, 7] par la méthode
des caractéristiques en fonction des conditions initiales et de 3(+,1). Nous exprimons ensuite
B(t,1) en utilisant la solution de «(t, z) et 5(t, x) et la condition au bord (B.3a) et montrons
que B(+,1) vérifie une équation de Volterra de seconde espece. Cette derniere admet une
solution unique de carré intégrable.

Les courbes caractéristiques associées aux états « et 8 sont des lignes droites du moment
ou les vitesses de propagation % et % sont des constantes (voir figure B.1). Une propriété
intéressante apportée par l'utilisation de ces lignes est que les états a et [ prennent des
valeurs constantes tout le long de ces lignes en raison de ’absence de terme source dans les
EDP (B.1). Une étude détaillée sur la résolution par la méthode des caractéristiques est
donnée dans la section H.1 de ’annexe H.

Nous considérons dans la preuve que ro > 71 (le cas r9 < 11 peut étre traité d’'une maniere
similaire). En suivant les lignes caractéristiques de « et [, nous avons la solution suivante
pour z € [0,1] et ¢ € [0, 7]

¢ t—mx
a(t, ) = ag (x - H) Lo, (t) + a0 ( 1 ) Lrairatria)(t) (B-4a)
+ q/B(t —mMx — 7“2, 1)]1(r2+rll','f‘] (t)
t
/B(t, $) = Bo (x + E) 1[0,7’2(171)} (t) + /B(t — 7”2(1 - x)7 1)]1(T2(1*33)7T] (t) (B'4b)
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En utilisant (B.4) et la condition au bord (B.3b), 5(t, 1) vérifie

5(t.1) = pao (1= ) Lot (®) + a5 () L0

= t— 1 t
+/0 N (y) qbo < 1y> dylig,(t) + /L N (y) ao (y - E) dyljg(t)

_r t— 7‘2
+/ Na Q/BO ( 1y) dy]l(rl 7"2 +/ (y) q/B(t—le—Tza )dy]l(rg 7"}( )

n / () o (Y )y 1) + /0 N () (v+ ) dvtior®
# N8l =) Dt )
+/ NP (y) B (t —ra(1 —y), 1) dylL(,, »(t).

(B.5)

En changeant la variable d’intégration des termes intégraux dans (B.5) qui dépendent de
B(+,1), nous aurons

t—ro

t—ro _ A —
/ TN (y)qB(t—riy — 72, 1)dy = L [ N© (tai’"?) B8(6,1)dd, (B.6a)
0 1 Jo 1
1 1t t—6
8 (] — _ 1 51—
/ NSl D= [ (1= ) s o)
[¥wse-no-poa=>1 (-0 senw @
0 T2 Jt—ro )
En substituant (B.6) dans (B.5) nous obtenons
5(6,1) = Flao(). 50N + [ N.0)50,000, 1 € [0.1], (B.7)
ou
\/ ;i B _t 4
N(t,0) = el (1 ng )11[0,«2]() 9 (B3
9o (=0T Lyl t=
AN (2 ) L@+ 2N (122 ) L 6] L)
et f est un opérateur linéaire tel que
t t—
Flao(),Bo(I(0) = pao (1= - ) Loy @) + pad () Lrpal(®)
T e t—
+ [ N ) as () dyt @
1
+ [ N a0 (15 ) dvtion(0
(B.9)

+/ Na C]ﬁo( :1:[/) d ]l(rl,rg}( )

+/ y) 4bo ( ) Ayl (1)

1—7 t
[N W (v o) vt o)
0 T2
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Le caractére bien-posé de ’équation de Volterra de seconde espece (B.7) (voir, par
exemple, [Bastin and Coron, 2016] et [Evans, 1911]) garantit l’existence d’une solution unique
B(t, 1) satisfaisant B}, (-,1) € L?([-7,0);R) pour une condition initiale (o, By) € x. Il résulte
des expressions de a(t,z) et 5(t,x) dans (B.4) qu'il existe une solution unique dans le sens
faible satisfaisant (a(t, ), B(t,-)) € x, Vt € [0,7]. Le méme développement peut étre entrepris
pour t € [nr, (n+1)r], Vn € N, en considérant la solution en ¢t = nr comme condition initiale,
pour conclure le preuve.

O
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Analyse d’une classe d’EDP hyper-
boliques couplées 2 a 2 avec des
coefficients de réflexion aux bords
nuls
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Dans cette annexe, nous obtenons une équation a retard distribué établie a partir d’un
systeme d’EDP hyperboliques linéaires couplées 2 a 2 avec des coefficients de réflexion
aux bords nuls. Nous appliquons une transformation backstepping au systeme de départ
et cherchons le systeme cible et les noyaux de la transformation. Le cas ol au moins un
coefficient de réflexion n’est pas nul est traité dans le chapitre 3 (section 3.2.1), ou une
équation aux différences avec un retard distribué a été établie. Nous exposons dans cette
annexe les modifications trouvées sur le systeme cible, les EDP satisfaites par les noyaux
et ’équation a retard distribué satisfaite par un état EDP du systéme cible & un bord du
domaine.

Considérons le systeme suivant

u(t, z) + r—lluw(t, r)=0""v(t, ) (C.1a)
v (t, ) — r—tw(t,m) =0 Tu(t, ) (C.1b)

pour tout ¢t > 0, x € [0, 1]. Nous rappelons que % > 0et % > 0 sont les vitesses de transport
associées aux deux équations de transport (C.1a) et (C.1b) respectivement. Les coefficients
o7~ et o~ représentent des couplages constants entre les EDP & l'intérieur du domaine.
u(t,x) et v(t,x) vérifient les conditions aux bords suivantes

u(t,0) =0 (C.2a)
v(t,1) = 0. (C.2b

~—

Les conditions initiales associées sont

définies dans L2([0, 1];R).

Transformation backstepping et systeme cible

Soit la transformation backstepping

a(t,x) = u(t,z) — /0:r Pll(az, y)u(t,y)dy — /0:r Pm(az, y)v(t,y)dy (C.4a)
Bita) = vit.2) — [ P agult )y — [ Pyt )y (C.4D)

ol les noyaux P, i,j € {1,2} vérifient les EDP suivantes [Coron et al., 2013] dans

T = {(z,y) €[0,1] x [0,1];y < 2}

1 - 1 - -

Engl(may) + Epyll(may) = —0'7+P12(1',y) (C5a‘)
1 - 1 - -

T_1Px12(may) - V"_QPle(m’y) = —U+_P11(1‘,y) (C5b)
1 - 1 - _

7°_ gl(way) - _le(may) = O'_+P22(.%'7y) (C5C)
2 1

1 - 1 - ~

T—QPg?Q(:v,y) + T—QngQ(cv,y) = ot P (z,y) (C.5d)
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avec les conditions aux bords

P> (z,0) =0 (C.6a)
PP(z,2) = o~ 12 (C.6b)
P (z,z) = ot “:2 (C.6¢)
P?%2(2,0) =0 (C.6d)

Les EDP (C.5) avec les conditions aux bords (C.6) sont dans la classe considérée dans
[Coron et al., 2013, Théoreme A.2]. Par suite, ces équations admettent une solution unique
Pi i je {1,2} dans C*°(T;R). De plus, la transformation (C.4) est un opérateur inversible
et borné de y dans y. La transformation backstepping inverse est de la forme

u(t,z) = a(t,z) — /O LY (@, y)a(t, y)dy — /0 L™ (2,y)B(t,y)dy (C.7a)
ot.a) = Bta) = [ I @watdy - [ L2 ydy. (C.7h)
Les noyaux LY, i,j € {1,2} vérifient les EDP suivantes dans T~
1. 1. ~
_L:}:I(x’ y) + _Lél (CE, y) = O'+7L21($, y) (C8a)
1 r1
1= 1. -
_L:}:2(x’y) - —L;Q(Cﬂ,y) = O'+7L22($,y) (C8b)
1 )
1= 1. -
_Lil(x7y) - _Lzl (xay) = _0'7+L11(x7y) (C8C)
T2 r1
1 - 1. -
_LiQ(x7y) + _LZQ/Q(xay) = —O'_+L12(1',y) (C8d)
T2 T2

avec les conditions aux bords

LY (z,0) =0 (C.9a)

L2%(z,2) = —ot~ “:2 (C.9b)

LA (z,2) = o+ 2 (C.9¢)
r

L%(z,0) = /0 L (z,y)P*(y,0)dy. (C.9d)

La différence entre ces EDP et celles satisfaites par les noyaux L¥ (3.11)-(3.12) (dans le
cas ol au moins un des coefficients de réflexion est non nul) réside dans les conditions aux
bords L'*(z,0) et L??(z,0). Les autres conditions aux bords, ainsi que les EDP & l'intérieur
du domaine, sont les mémes. Nous constatons que les EDP satisfaites par les noyaux
L' et L?' sont couplées entre elles et sont indépendantes des noyaux L'2 et L?2, contrai-
rement au couplage 4 a 4 qui apparait si au moins un des coeflicients de réflexion est non nul.

En appliquant la transformation backstepping (C.7), nous obtenons le systéme cible sui-
vant

aalt, ) + %dm(t,x) _ %]512(:6, 0)3(t,0) (C.10a)
Byt z) — %@@,x) —0 (C.10b)

avec les conditions aux bords
a(t,0) =0 (C.11a)
N 1 1 N
B = [ Nty + [ N Aty (C.11b)
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o No(y) = £2(1,y) (C.12a)
N (y) = L*(1,y). (C.12b)

Les conditions initiales associées sont
a(0,-) = ap(+) (C.13a)
B(0,-) = Bo(") (C.13b)

définies dans L2([0, 1], R).

Nous présentons les détails de calcul qui conduisent & l'obtention des EDP (C.8)-(C.9)
satisfaites par les noyaux L7, i, j € {1,2}. Nous adoptons la démarche classique de la méthode
de backstepping en dérivant la transformation (C.7) par rapport au temps et a l’espace, en
effectuant des intégrations par parties et en identifiant les différents termes avec les équations
(C.1)-(C.2). Notre choix d’établir les EDP (C.8)-(C.9) est justifié¢ par le fait que les noyaux
LY interviennent dans ’équation avec retard distribué satisfaite par 5’(, 1) comme montré
ci-dessous.

Commengons par dériver (C.7a) par rapport a ¢ et intégrer par parties

w(t, ) = =g (t,2) + P2, 0030

- /x L (x,y) [—idy(ty) + ip”(%O)B(LO)} dy -~ /x L2(z,y)By(t,y)dy
0 ™ T2 0

T2

1 1. 1=
= __dm(ta”r) + _Lll(x’x)d(tax) - _L12(x’x)/8(t’x)
1 1 T2

1 - z 1 . - 1~ -
+ |:—P12(.%'7O) _/ _Lll(x7y)P12(y70)dy + —L12(.%'7O):| /B(ta 0)
T2 0 T2 ()

1o i 1 [o. .
-~ [ B watpdy+ [ LRty
71 J0 T2 J0O
(C.14)

Nous notons qu’en suivant la méme procédure adoptée dans 'annexe D pour établir les
équations intégrales satisfaites par LY en fonction des noyaux PY, nous retrouvons exacte-
ment les équations intégrales (D.13). En conséquence, L'?(z,0) satisfait

~ ~ z ~ ~
E2(,0) = ~P2(@,0) + [ £ (a,5) P (3, 0)dy, (C.15)
0
ce qui simplifie des termes dans (C.14) comme suit

[iﬁw(x,()) _ /0 "L P20y 0)dy + T—Zi”(x,oﬂ Bt0)=0.  (C.16)

T2 T2
Dérivons (C.7a) par rapport a x et multiplions par %

1 1 _ 1. 5 1 /= -
—um(t,x) = _a:l?(t?x) - —Ln(x,x)oz(t,x) - _/ Lil(x’y)a(t’y)dy
r1 r1 1 r1Jo

L i [ By,

™

(C.17)

Afin que (C.la) soit satisfaite, les noyaux L!' et L'? doivent vérifier les EDP
(C.8a)-(C.8b) avec les conditions aux bords (C.9a)-(C.9b) respectivement. A noter que le
choix de la condition au bord (C.9a) de L'!(x,0) est libre et elle est donc considérée ar-
bitrairement nulle. Cette valeur doit étre fixée pour que le systeme (C.8)-(C.9) soit bien-posé.
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En suivant la méme procédure, nous dérivons (C.7b) par rapport a ¢ et intégrons par
parties

vi(t, ) = —& (t,z) / L (z,y) {—:—lay(t y)+— P12(y, )B(t,O)] dy
22
- E/o L2 (2,y)By(t,y)dy

= %Bm(t,x) + %!321(90,:1;) (t,z) — iLZQ(:I; 2)B(t, x) (C.18)
+ [— /OQC %im(%y)?”(y, 0)dy + - L22 (2,0 }
—i/ LMz, y)alt, y)dy + — / L22 (z,9)B(¢,y)dy

r1.Jo
Dérivons (C.7b) par rapport a x et multiplions par %

L va(t,2) = Bt x) — I (2, 2)alt, ) — i2 [ Bty

2 T2 2

- iI~/22(9U,gzc)ﬂ~(t,gzc) — %/Ox L2 (z,y)B(t,y)dy.

2

(C.19)

Afin que (C.1b) soit satisfaite, les noyaux L' et L?? doivent vérifier les EDP (C.8c)-(C.8d)
avec les conditions aux bords (C.9¢)-(C.9d) respectivement.

Equation a retard distribué

Dans le but d’établir une équation a retard distribué a partir du systeéme cible (C.10)-
(C.11), nous résolvons ce systéme par la méthode des caractéristiques pour avoir

~ R S TN 3
a(t,x) = / — P =,0)B(t —rixz+&£0)dE (C.20a)
~ /0 T2 1
Bt,x) =Bt —ro(l —x),1) (C.20Db)
pour ¢ > 7. Evaluons (C.20b) pour 2 = 0 et substituons dans (C.20a)
alt,z) = / 1 o < 3 0> Bt —rix —ry + €, 1)dE. (C.21)
0o 72 1

Substituons (C.20b) et (C.21) dans la condition au bord (C.11b)

Bt.1) /NO‘ /“y11512<£,o>5<t—ny—r2+f,1>dgdy

T2 1

/ NB)B(t —ro(1 — y),1)dy.

(C.22)

Faisons un changement de variable d’intégration suivi d’un changement de I'ordre de l'inté-
gration du premier terme intégral de (C.22)

/lzvay/”ylp (5 ) <t—ny—r2+§, 1)dedy

2 ™

B
/ Ne(y /Tﬁhy 1 ~12(
//0 _Na P12< "

7‘2 rr-2
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D’ou (C.22) s’écrit sous la forme
Bt = [ N(©)B( - 0)as (C.24)
0

t > r, avec

1

1 - ~ ro — 0
_Na(y)P12 (y+ 27“1 70) dy]l(rz,r}(e)' (C'25)

0—ro r

Ny = L§s (1 _ ﬁ) L0,(6) +

2 T2

Nous remarquons une forme similaire de (C.24) a I’équation aux différences avec retard
distribué (3.21) (le terme de retard ponctuel n’existe pas dans (C.24)). Les expressions ex-
plicites des noyaux P peuvent étre calculées en utilisant les fonctions Q de Marcum et
les fonctions de Bessel modifiées de premiere espece [Vazquez and Krstic, 2014]. Cependant,
étant donné la complexité d’obtenir des expressions explicites des noyaux L%, les résultats
de la proposition 3 ne peuvent pas étre appliqués dans ce cas. Par contre, une condition
suffisante numérique de stabilité peut étre testée. Elle se base sur la condition (3.43) et se
réécrit comme suit

/OT|N(9)|d9 <1 (C.26)
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L’analyse de stabilité d’une classe d’EDP hyperboliques dans ce travail repose sur la
réécriture de ces EDP en un systeme a retard en appliquant une transformation backstepping
(3.10). Les calculs qui meénent aux conditions suffisantes de stabilité s’appuient fortement
sur les expressions des noyaux L¥, i,j € {1,2}, de cette transformation.

Notre démarche présentée dans le chapitre 3 repose sur le fait que I'opérateur intégral
T associé & la transformation (3.10) est identique & l'opérateur inverse de T, associé a la
transformation directe (3.23). Toutefois, ces deux opérateurs peuvent ne pas étre identiques
suivant les conditions aux bords imposées sur les systeémes cible et de départ. I demeure
ainsi inévitable de vérifier cette égalité d’opérateurs. En outre, dans certains cas, les noyaux
PY de la transformation (3.23) sont résolus numériquement par des itérations successives,
ou explicitement [Vazquez and Krstic, 2014]. Il parait ainsi plus simple d’obtenir les noyaux
L% par implantation des équations intégrales qui dépendent de P¥ plutdt que de résoudre
les EDP correspondantes (3.11)-(3.12). Ces équations intégrales sont établies en cherchant
l'opérateur inverse de T' comme montré dans la démarche qui suit.

L’objectif de cette annexe est de prouver que les noyaux L% de 'opérateur de Volterra T
(associé a (3.10)) sont exactement les noyaux de 'opérateur inverse de T' (associé a (3.23)).

La démarche de cette preuve consiste a chercher 'opérateur inverse de T et établir les
équations intégrales satisfaites par ses noyaux. Nous effectuons ensuite des dérivées partielles
de ces équations pour montrer enfin que ces noyaux vérifient les mémes EDP que celles
vérifiées par LY avec les mémes conditions aux bords. Le caractére bien-posé de ces EDP
nous permet alors de conclure.

Nous rappelons d’abord les équations du systeme de départ, des transformations, ainsi
que des EDP des noyaux. Nous considérons le systeme de départ

u(t, z) + %uw(t, r) =o't (z)v(t, ) (D.1a)
v (t, ) — %vgg(t,m) = o T (x)u(t, x) (D.1b)

avec les conditions initiales )
u(0,) = uo ) (D 22)
v(0,-) = vo(+) (D.2b)
définies dans L2([0,1],R) et les conditions aux bords

u(t,0) = qu(t,0) (D.3a)
v(t, 1) = pu(t,1) (D.3b)

pour tout ¢ > 0. Nous signalons que les coefficients 07~ et o~ sont pris constants dans
notre analyse du chapitre 3. Afin de nous placer dans un cadre plus général, nous supposons
que oT7,0~F € C1([0,1];R). Les parametres 71, 72, p et ¢ sont des constantes réelles.

La transformation backstepping qui transforme le systéme de départ en le systéme cible
est la suivante [Coron et al., 2013]

alta) =ult.2) = [ PUaputtoydy - [ PRayptady  (Dda)

flta) =v(t.a) ~ [ Pl y)dy— [ PRayptady  (Ddb)

ott les noyaux P% i, j € {1,2} vérifient les EDP suivantes dans le domaine triangulaire
T ={(z,y) €0,1] x [0,1],y < z}
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avec les conditions aux bords

L’opérateur T associé a (D.4) s’écrit sous la forme matricielle suivante

PY2(z,z) = 0'+_(£C)m
,
P (z,0) = P2(z,0) L
(2,0) = P*z,0) 7
P2 (z,2) = —0~H(2) "2
r
22 21 T2
P (x,O) =P ( 50)_q
]

T M (@.9) = [I_‘P?f 1 Z‘_P;z] M (w.9)

avec P [p(t, )] (z) = [5 PY(z,y)e(t, y)dy, Ve(t, ) € L2([0,1];R) et Z est I'opérateur identité.

Les EDP (D.5) avec les conditions aux bords (D.6) admettent une solution unique P%¥,
i,j € {1,2} dans C'(T;R) [Coron et al., 2013, Théoréeme A.2]. De plus, la transformation
(D.4) est un opérateur inversible et borné de y dans x. La transformation inverse qui trans-

forme le systeme cible en le systeme de départ s’écrit [Coron et al., 2013]

ult.) = alt,a) — [ L@ walt)dy— [ L))y

ut.a) = Bto) - | " L2 (2, y)alt, y)dy — / " L2(2, y)B(t, v)dy.

Les noyaux LY, 4,7 € {1,2} vérifient les EDP suivantes dans 7

avec les conditions aux bords

L%(z,0) = —0* ()12
"
LY (2, 0) = L'2(z,0) 1L
(z,0) (2.0)
L (z,x) = O'_+($)w
"
L%(z,0) = L% (z,0)2q.
1
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(D.5a)
(D.5b)
(D.5¢)

(D.5d)

(D.6a)

(D.6b)

(D.6c)

(D.6d)

(D.7)

(D.8a)

(D.8b)

(D.9a)
(D.9b)
(D.9¢)

(D.9d)

(D.10a)
(D.10Db)
(D.10c)

(D.10d)
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En premier lieu, nous trouvons un opérateur inverse & gauche 7! de 'opérateur T associé
a (D.4), ayant une structure similaire & 7. Nous cherchons donc des opérateurs de Volterra
K9 4,7 € {1,2}, satisfaisant

_ IT-KkY K2 | |lz-P —p2 I 0
T7'T = [ _x21 I_,CQQ] [ _p2l I_P22‘| - [0 I] (D-H)

avec KV [p(t,)](x) = [§ K'(z,y)e(t, y)dy, Veo(t,-) € L*([0,1];R).

En vue d’établir les équations satisfaites par K% en partant de (D.11), nous allons utiliser
I’égalité suivante obtenue en inversant ’ordre d’intégration

i [PHIp(e ] (@) = [ Gy) [T P el e)aedy

0

- /: /: K9 (2, y) P (y, ) (t, €)dydé (D.12)
= /Ol“ /yl“ Kij(x’g)Pkl(fay)d&P(t,y)dy

pour i, j,k,l € {1,2}. Le développement du produit matriciel de (D.11) et son identification
a la matrice unité du membre de droite conduisent aux équations intégrales suivantes

Kll(x7y) - _Pll(xay) +/

xK”(ﬂc,S)PH(&y)dﬁJr/x K2z, 6)P?' (¢,y)d¢  (D.13a)
Yy Yy

xK”(ﬂc,S)Pm(&y)dﬁJr/x K2 (z,6)P?2(¢,y)d¢  (D.13b)

KIQ(x7y) - _PIQ(xay) +/ )

Y

KM@ P E e+ [ K@ P Eyds (D 130)

K2 (a,y) = =P (@) + | y

Y

T

KA @ PR(Ey)a+ [ K2@PP(Epde. (D130

2200 ) = — P22(y
K2(e,y) = ~P2(.y) + | y

y
Les équations intégrales (D.13) sont des équations de Volterra de seconde espece. Le
caractere bien-posé de ce type d’équations est traité dans ’annexe 1. Il existe une solution
unique K% € CY(T;R), 4,7 € {1,2}.

Nous commencons d’abord par établir les conditions aux bords des noyaux K% & partir
de celles de P¥ dans (D.6). En évaluant (D.13b) et (D.13c) en y = x et en utilisant les
conditions aux bords (D.6a) et (D.6c), nous obtenons les conditions aux bords de K12 et K?2!

suivantes b b Ly
K*“(z,x) = —-P*(z,z)=—0" (z)— (D.14a)
r
K*(z,2) = —P*(z,2) = J*Jr(g;)w. (D.14b)
r

Evaluons (D.13a) en y = 0 et utilisons (D.6b)

KM (w,0) = ~Pl@.0)+ [ K@ P 0dE + [ K126 PP (€, 0)d
0 0

— PR, 0) 2+ L [T @, )P, 0)dE + [ K, P, 0)de.
0 0

qra qra
(D.15)
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De la méme maniere, évaluons (D.13b) en y = 0 et utilisons (D.6d)
K2(2,0) = =P2(w,0)+ [ KM@, P2(e,00de + 2 [" K120, P (¢, 0)d8. (D.16)
0 1 JO

De (D.15) et (D.16), nous pouvons déduire la condition au bord de K!!

K (2,0) = K'2(z,0)L.
(@.0) = K™(2,0)

(D.17)

Afin de construire la condition au bord de K22, évaluons (D.13c) et (D.13d) en x = 0 et
utilisons (D.6b) et (D.6d)

K*(z,0) = —P21(m,0)+r—1/x KQl(x,§)P12(§,0)d§+/m K%2(z,6)P?*(£,0)d¢  (D.18a)
qraz Jo 0

K2(,0) = =P, 02 1 [" K% (@, 9P 00 + 2L [" K2, 9P (€ 0)de.
ri Jo 1 Jo D1sh)

De (D.18), nous déduisons
K2(2,0) = K2 (z,0)2L. (D.19)
1

L’objectif du calcul qui suit est d’établir les EDP vérifiées par les noyaux K%, i,j € {1,2}
dans 7. En conséquence, nous commencons par dériver chaque équation intégrale de (D.13)
par rapport a x et a y et additionnons ensuite les équations obtenues. Prenons d’abord
(D.13a), et effectuons ses dérivées partielles :

K (zy) = =Py (z,y) + Kz, 2) P (2, y) + K2 (2, 2) P (2, y)

+ [ Kl @oP Ewds + [ KPP )
Y Y

KN (x,y) = =P} (z,y) — KM (z,y) P (y,y) — K (2,5)P*' (y,y)

+ /y KM@ PR e + [ K2R € p)de

Y

(D.20D)

Nous constatons que les deux derniers termes intégraux de (D.20b) contiennent des dé-
rivées partielles des noyaux P%. Cependant, notre but est d’obtenir des dérivées partielles
uniquement pour les noyaux K". Nous remplagons donc les termes P}/ (&,y) figurant dans

I’équation précédente par des termes en ng (€,9) et PY(£,%) en nous servant des EDP (D.5).
Ensuite, les termes en ng (&,y) peuvent étre transformés en des termes en K, éj (x,€) en effec-

tuant des intégrations par parties par rapport a la variable d’intégration £. Prenons le terme
Iy K'(z,6) P} (&,y)dé, en utilisant (D.5a) nous obtenons

[ K@ op e e = - [ K@ OR €t - not ) [ KD @ 9P e

Yy
— —Kll(:c,x)PH(x,y) + KH(CC,y)PH(y,y)
+ /y " KB (2, )P (€ y)de — o (y) / KV (2, ) P2 (¢, y)de.

' (D.21)
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De méme, en utilisant (D.5¢), le dernier terme de (D.20b) s’écrit

" K2(3, ) P2 (€ y)ae = 2 [ K2(2,€)PEE, y)AE — mo () [ K, ) PR(E, y)de
y T2 Jy y
=2 K”(ﬂc z) P (z,y) — 70—117(12(96,2/)1321(217y)
/ (0, €) PP (€, y)de

—w7<wA;KWx©PWa>£
(D.22)

En substituant (D.21) et (D.22) dans (D.20b), puis en additionnant & (D.20a)
K @,y) + K, (@,y) = = (P (e.y) + P} (2.))
n :—2K12(az,x)P21(:c,y) - %K”(:v,y)Pm(y,y)
) / K (0, PP (€ y) + K (2,6 P26 )] de
+/ (.8 + K¢ @,€)] P& y)d

Ko - R P
(D.23)

En utilisant PEDP (D.5a) et en substituant les conditions aux bords de K'? et P?! par leur
expression (D.14a) et (D.6¢) respectivement dans (D.23), nous avons

Kl (@) + K (@) = —mo (@) P (@,y) + 110" () (P2(2,9) + K (2,9))
—rﬂfﬁxy>/’[Aﬂlua@fﬂ2gyy>+1<”¢as>P”<ayﬂ<m
+/ (2,8 + K¢ @,€)] P& y)d

+ [ kP - P | P
’ (D.24)

Finalement, en utilisant (D.13b), nous aboutissons & I'EDP suivante satisfaite par K'!

%K;l(x,y) + %Kyn(:c,y) = —ot (2)P?(z,y)

[}K5x£<+ K6 Py (D2)
BT 1 K 6)| P e
Appliquons la méme procédure & I’équation intégrale (D.13b) satisfaite par K12

K2 (a,9) = =P (a,y) + KV (0,2) P2 (,) + K2 (2, 0) P2 (a,9)
+ [ KR @OPRE e + [ K@ OPP(E )
Yy Yy

KQ}Q(x’y) = _Ple(xay) - Kll(xay)Plz(y’y) - Klz(x’y)PZQ(yay)
[ K @ORREa + [ KPR E e
Y Y

(D.26a)

(D.26b)
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En utilisant (D.5b) et (D.5d), les deux termes intégraux de (D.26b) s’écrivent

[ K op e / K @, PR + o) [ K (@, PV (€ y)ag
Yy
K“<x 2)P(z,y) - QK“(w,y)P”(y,y)
-2 [ Kb P ettt W) [ K@ OP e
(D.27a)
/y " K'2(z,€) P2(¢, y)de = — /y " K12(2,€) PR (€, y)dE + rao™ (1) /y " K12(z,€) P (¢, y)de
K (2, 2) P®(z, )

+ K2(2,)P?(y,y) + /yx K2 (2, &) PP (&, y)dE (D.27b)

+ 10T / K" (2, &) P (¢, y)de.

En substituant (D.27) dans (D.26b) et en multipliant (D.26a) par % et (D.26b) par —%, des
termes se simplifient comme suit

1 12 1 12 _ 1 12 1 12
Tle (.%',y) TzKy (1',2/) - rlpa: (x,y) TZPy (.%',y)

T T
+ —K12(1’,$)P22(.%'7y) + —Kll(xay)P12(yay)
T17T2 T172

o) [ KM P ) + K P € )] g
[T e + K )] PRy
[ - SrEeo| PRep

(D.28)

En utilisant 'EDP (D.5b) et en substituant les conditions aux bords de K'? et P'? par
leur expression (D.14a) et (D.6a) respectivement dans (D.28), nous aurons

KR (y) - K wy) = —0 @ PR(y) + 0" ) (P + K o)
ey [K“<x,s>P“<s,y> +K"(2,)P? (6.)] de
[T e + K )] PRy

o Lk - Exg 2(2,6)| PR(Ey)de.
(D.29)

En utilisant (D.13a), nous aboutissons & I'EDP suivante satisfaite par K2

1 1 _
EK112(x’y) - EKZ}Q(xay) = _U+ (:C)P22(xay)

_l’_

[ v (@,8) + - 611(3575)} P2(g,y)de  (D.30)

/
/y [ % 512(56,5)} P2(€, y)de.

+
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Enchainons avec I’équation intégrale (D.13c) satisfaite par K 2!

KN (z,y) = —P7 (2,y) + K2 (x,2) P (2, y) + K?(2,2) P* (2, y)

z x D.31
+ [ KB @oP gy + [ KP@OP €y -
y y
Kg?l(l",y) = —P;l(gﬂ,y) - K21($,y)P11(y,y) - K22($,y)P21(y,y)
! 11 T2 21 (D-31b)
[ KN @ORM G + [ KPP )
y y
En utilisant (D.5a) et (D.5c), les deux termes intégraux de (D.31b) s’écrivent
[ K@ o R e mag = - [T K@ P € e —rio ) [T K P g
y
K”(w w)P”(cﬂ y) + K2 (z,y) P (y,y)
+ / OPEYAE — rio(y) [ K (@ PR )
y
(D.32a)
[ K2 ortende =" [ KPR Ende —no o) [T K2 @ 0Py
Yy 27y Yy

= LK (2,0) P (2, y)
()

1,22 21 [T 0 21

—no ) [ K2 @ PR (E )
Yy

En substituant (D.32) dans (D.31b) et en multipliant (D.31a) par % et (D.31b) par —%, des
termes se simplifient comme suit

1 1 1 1
—K21 o _K21 — (_P21 o _P21 )
K (2,9) K () m—_ (2,9) . (2,9)

T T
+ —K21($,$)P11($,y) + —K22($,y)P21(y,y)
172 172

+o () [ KB OPREY) + K2, OPR(E )]

Y

+/yx [T2K2l(w 5)—l ¢'(@ 5)} P& y)de
[ [ER2e e + kP 0] P e
Y (D.33)

En utilisant PEDP (D.5¢) et en substituant les conditions aux bords de K2! et P?! par leur
expression (D.14b) et (D.6c) respectivement dans (D.33), nous avons

LK (@) - K @) = 0 @ ay) — o) (PR + K(0)
+o ) [ K @ PR ) + K2 PR (€ )] de
rrl 1
e - z B )| P e

gk K22 21
+/y [m (2,6 + a<~’v,£>}P (&,y)dé.
(D.34)
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En utilisant (D.13d), nous aboutissons & 'EDP suivante satisfaite par K?2!

Sy - I ey =0 @ P )+ [ [ K2 (2,6) — K2 (2, )| P (6 p)ae
T2 1 1
[ R0+ KR P e
(D.35)

Appliquons cette procédure & la derniere équation intégrale (D.13d) satisfaite par K22

K2 (z,y) = —PP(z,y) + K2 (2, 2) P2 (2, y) + K?(z,2) P (2,y)

+ [(KR@OPR s + [ KPPy
Y Y

K2(z,y) = —P2(z,y) — K*!(z,y)P2(y,y) — K*(2,y)P**(y,y)

[ KN @OPEE s + [ K@ OPR(E
Yy

)

(D.36b)

En utilisant (D.5b) et (D.5d), les deux termes intégraux de (D.36b) s’écrivent

| K@ op e e =" [T KN @ R E vag +rr ) [TK @ O P (e e
Yy Ly

=2 K21(x x) P (x,y) — T_2K21(x,y)P12(y,y)
1

-2 [T @ O PR et ) [ K @ 9P €t

/y " K2 (5, ) PR (€, y)dE = — /y " K2 (5, ) PR (£, y)d€ + ra0™ (1) /y " K2, ) PL(E, y)de
= —K*(x,1)P?*(2,y)

+ K2(z,y)P?%(y,y) + / : K (x,£)P?(&,y)d¢ (D.37b)
Yy

+ 10T / K (2,&)P* (¢, y)de.

En substituant (D.37) dans (D.36b) et en additionnant (D.36a) et (D.36b), nous obtenons

K2(2,y) + KP(z,y) = - (PP(2,y) + P (x,9))

+ LKQI(x,x)Pw(x,y) — LKQI(JU,Z/)PIQ(%y)
71 ™

+r0t () [ K9P (€ ) + K2 PP (€ )] d

X
°,
X

+ ) [P @O + K9] PREy

Yy
K2 (o8- 2 §1<x,s>] P2(€,y)de

(D.38)
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En utilisant "EDP (D.5d) et en substituant les conditions aux bords de K2! et P2 par leur
expression (D.14b) et (D.6a) respectivement dans (D.38), nous aurons

K2(2,y) + K2(z,y) = ra0 H(x >P12<x y) = a0t (y) (P (@,y) + K¥(2,y))
a0t /y (K2 (0, ) PI € ) + K2(2, ) P (£, y)] de
[ Ko - PrEe o] Pre

/ [K (2,6) + K, (m,ﬁ)} P2 (g, y)d¢.
(D.39)

En utilisant (D.13c), nous aboutissons & 'EDP suivante satisfaite par K 22
L o2 L 20 12( 21 L o1 12
—K2(@.y) + K2 () =0 @) PR ay) + / S (@) - —KP(@.)| P(E 9
T 1
b 1K) + KR @9 PR e
y
(D.40)

Considérons les EDP (D.25), (D.30), (D.35) et (D.40). Dans le but de simplifier les
écritures, faisons le changement de variable

=5 (a,y) = K3 a,y) - K3 (o) (D 41a)
~81%(a,y) = KB (a,y) + K (o) (D.41b)
§(@y) = KM @) + 2Kl ) (D.41c)
§% () = —KPwg) - K o). (D.41d)

Remarquons que du fait de I'existence d’une solution unique K%, i,j € {1,2} dans C*(T;R)
satisfaisant (D.13), les fonctions S% satisfaisant (D.41) sont bien définies dans C°(7;R). En
conséquence, les S¥. i, j € {1,2}, vérifient les équations intégrales (bien-posées) suivantes

$1(w,y) = o~ @) PYay) + [ S @ OPE y)de
Y (D.42a)

+ [ 8@ P )
Y

S, y) = —o~* (2) P2 (2, y) + / " SM () P12 (€, y)de

) (D.42b)
+ [ 82 0P (e yag
S (w.y) = ot (@ P ay) + [ S @ OPE )
Y (D.42c¢)
+ [ 82 PM (e e
§2(w,y) = ot (@)PPy) + [ @ OPR(E y)de
Y (D.42d)

+ [ 82w e
Y
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Les équations (D.42) peuvent étre écrites d’une maniere compacte comme suit
SH(x, N P (z, P11 p21] [t
lS”Ex Zy/;] =0 " () l PlQE yﬂ + lpm 7;22] lsul (7,y) (D.43a)
S%(x, _ P (x pi1 p21) [g21
lSZQEx ZyJ;] =o' () [ p22§x 31 + [pm 7;22] lSQQ] (z,y) (D.43b)

ot P4, 4,5 € {1,2}, sont des opérateurs intégraux linéaires définis par P¥[p|(z,y) =
Iy vl LE P (€, y)dE, Vo € C°(T;R). La solution de (D.43) s’écrit

Sll(x,y) —+ N —1 _Pll
[512(35, | =7 () (I2 - 7’) _pi2| (@), (D.44a)
521 (CE, y) +— N —1 _P21
[522(35, | =7 () (I2 - 7’) _p2| (@) (D.44b)
_ 11 21 )
avec P = [glz ng] et 7o = [g g} Nous rappelons que I'opérateur (Ig — 73) admet un

inverse unique, en vertu du caractere bien-posé de (D.42), mentionné ci-dessus. Remarquons
que la solution de (D.13) est de la forme

[ﬁgiﬂ - (12 - 75) 1 [:ﬁl] (z,y) (D.45a)
[ﬁigiiﬂ = (z-7)" [:52] (@,9)- (D.45D)

aux noyaux K%

Sh@y)] [0 (@)K (a,y)
SB(xy)| _ |—o (@)K (w,y)
§2(2,y)| T |0t () K2 ) (D40
S%(@,y) —0 " (@) K* (2, y)
En tenant compte de (D 41) et (D. 46) les EDP satisfaites par K% 4,5 € {1,2} sont
KH(:C y)+ - Ku(l’ y) =0 (1)K (z,y) (D.47a)
—Klz(ﬁC y) — —K12(1‘ y) =0 (2)K*(z,y) (D.47b)
1 1 _
EKgl(way) - EKg?l(x7y) =0 (x)Kll(xay) (D47C)
1 1 _
LK P(0,) + KR 0) = o (@K, (D47
avec les conditions aux bords
K2(z,2) = o+ (2) 2 (D.48a)
r
K (z,0) = K'2(z,0)—- (D.48b)
qra
K (z,2) = o~ ()12 (D.48¢)
T
K2(2,0) = K2(2,0)-2q. (D.48d)
1

Les noyaux K% vérifient les EDP (D.47)-(D.48) identiques & celles satisfaites par les
noyaux L% (D.9)-(D.10) de la transformation inverse (D.8) avec les mémes conditions aux
bords. Ces EDP, étant bien-posées [Coron et al., 2013, Theorem A.2], admettent une solution
unique K% = L% € CY(T;R), i,j € {1,2}.
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E.1. EQUATIONS INTEGRALES 157

Nous établissons la solution analytique exacte des noyaux L%, i, j € {1, 2} satisfaisant les
EDP hyperboliques (3.11) avec les conditions aux bords (3.12), en fonction des parametres
constants (o7, 0", 71,79, p et ¢) du systéme de départ (3.6)-(3.8). A noter que la solution
donnée dans [Vazquez and Krstic, 2014] en utilisant les fonctions de Bessel et les fonctions
() de Marcum ne peut pas étre appliquée puisque la classe considérée est un systeme d’EDP
hyperboliques couplées 2 & 2, contrairement au couplage 4 a 4 qui apparait dans (3.11)-(3.12).

Nous trouvons d’abord les équations intégrales satisfaites par L avant d’appliquer la
méthode des approximations successives qui nous conduit aux expressions de ces noyaux en
séries de puissance. Leur solution analytique exacte est ainsi déduite en utilisant les fonctions
de Bessel J,,n € Z et les fonctions de Bessel modifiées I,,,n € Z de premiere espece. Nous
cherchons ensuite 'expression analytique de N(6) et de N'(#), et majorons leur valeur abso-
lue. Ces solutions, ainsi que les majorants, sont utilisés pour exprimer la condition suffisante
de stabilité du systeme considéré, présentée dans la section 3.3.1, et dans l'approxima-
tion numérique de la condition nécessaire et suffisante (3.29) développée dans la section 3.3.2.

Nous rappelons que les noyaux L% 4, j € {1,2} vérifient les EDP suivantes dans 7 [Coron
et al., 2013]

1 1 _
EL:}il(x7y) + EL;I(xay) - 0+ L21(.%',y) (Ela‘)
1 1 _
_L;Q(x7y) - _Lgl/Q(xay) = U+ L22(.%',y) (Elb)
r1 T2
1 1 _
_Lil(x7y) - _L32/1 (xay) =0 +L11($,y) (ElC)
[ 1
1 1 _
— L2 (2,y) + — L (2,y) = —0~ "L (z,y) (E.1d)
() T2
avec les conditions aux bords
L2(z,2) = —ot 2 (E.2a)
r
L' (2,0) = L'2(z, 0) - (E.2b)
qra
L (z,x) = o+ 2 (E.2¢)
T
L%(z,0) = LZl(az,O):—iq. (E.2d)

E.1 Equations intégrales

En appliquant la méthode des caractéristiques, et en intégrant le long des lignes carac-
téristiques émergeant des bords (E.2) ou les noyaux sont définis, nous trouvons que les L"),
i,7 € {1,2} vérifient les équations intégrales suivantes

11 ot — [V

Dy =TT ot [TE(E 4 a -y

o (E.3a)

= T—Y)— r r

+ I 2 (S r@-pn - aw-yph)a
q T2.J0 (&) T 9 r
(z—y) L2
LP?(z,y) = —ot 2 4 a**/ L% (é +ad 42,
r 0 1 r r (E.3b)
AP yr—z) d¢
T9 T T
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(z—y) =52
Lm(x’y):(,—+m_a—+/ Il <£+ 2y ,n
r 0 2 r (E.3¢)
Ly yr—l) d¢
T T T
3 Yy
L2(a,y) =02 — oo~ [T L6+ 2 - y,€)d
0 (E.3d)
T (w—y) =2 T T
o (S-S -2 ae
1 Jo 2 T 1 r

Une forme générale de ces équations intégrales se trouve dans [Coron et al., 2013]. Ecrivons
les équations (E.3) sous une forme matricielle compacte

L(z,y) = Lo + A[L](z,y) (E.4)
L' (z,y) —e
avec L(z,y) = ﬁ;igi:z; et Lo = _Jj:i
L?(z,y) ot

A est un opérateur intégral linéaire défini comme suit

0 0 7“10'+_A1 07;7 :—; Lll
. 0 0 0 ot Ay | | L2
A[L] = E.5
[L] ot A, 0 0 0 121 (E.5)
—O’erq:—ng, —7“20’7+141 0 0 L??
avec
.. Yy ..
AL @y) = [ L€+ -y, €)dg (E.6a)
0
(5’3*?4)”:2 r r
a2 oley = [T 12 (S et reopt)a oy
0 T T T9 T

A3[LP (-, )] (2, y) = / L yr—z) ¢ (E.6c)
0 T r roT T r

172
r

(e B2

ALY () = /0 T (5 +o 4yt —f +22 4 y%) ¢ (E.6d)
(z—y)

AL ) = [T 2

Era-pZ-taeop)e (E6)

E.2 Approximations successives et expressions en séries de
puissance

La solution de I’équation intégrale (E.4) est générée en utilisant la méthode des approxi-
mations successives (voir, par exemple, [Carothers et al., 2004] et [Krstic and Smyshlyaev,
2008b]) de la maniere suivante

L(z,y) = Y _ A"[Lo](z,y) (E.7)

n=0
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avec A°[Lg] = Lo. Nous notons L?(:ﬂ, y) = A¥[Lo)(x,%), k € N. Nous adoptons de méme les
notations
(

Yz,y) = om0 (@ = y)(raz +r1y)

et
Yz, y) =0t "o7 (@ —y)(rz + ray).
Afin d’obtenir le terme général des séries de puissance satisfaites par chaque L% comme dans

(E.7), les premiers termes (L;g (z,y),k = 1---5) sont exprimés. Commengons par L}!(z,vy),

pour k pair.
r?ot—

L =1 E.8
0 (.%',y) rq ) ( a)
11 rirg ot +- _—+
Ly (z,y) = TTTU o " (z —y)(rex + r1y), (E.8b)
612 ot o 2
LiY(z,y) = —%ﬂ {UJF o T (x —y)(roz + rly)} . (E.8¢)
Pour k impair, L}!}(z,y) vérifie
11 T%TZ +— _—+
Ly (z,y) = 20 (rox + 1my), (E.9a)
11 rirs +— _—+\2 2
L3 (ey) =~ (o0 P — ) o i), (.90)
i _ 7"?7“:2)’ +— —\3( N2 3 E.9
5 (1,9) = g0 o7 ) (@ —y) (raz + 11y)”. (E.9¢)
Enchainons avec Li%(z,y), pour k pair
L (x,y) = —20t, (E.10a)
r
12 T%T%UJﬁ - _—t
Ly (xz,y) = 5 o o (x —y)(riz + roy), (E.10b)
r3rBot— o 2
LP(z,y) = _12'2T {O’+ o Tz —y)(riz+ rgy)} . (E.10c)
Pour k impair, L}?(z,y) vérifie
12 7”17”% +— _—+
Li*(z,y) = ¢—5 0 0 (x —y), (E.11a)
12 rirs +— _—+)2 2
L3*(z,y) = —q1'2'r4(a o ) (x —y)(rix + r2y), (E.11b)
12 rirs +— _—+)\3 3 2
L5™(z,y) = aggr (07 07 ) (@ —y) (nz +ray)”. (E.11c)

De la méme maniere, Lil (z,y) satisfait ces expressions pour k pair

L (a,y) = 20, (E.12a)
3,2 —+
rirso
L%l(m, y) = —%ajL_a_’L(x —y)(rex + 1Y), (E.12b)
5.3 —+
rirs o _ 2
L3z, y) = %W {a* o T (x—y)(rax + rly)} , (E.12¢)
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et les expressions suivantes pour k impair

KT B —
riro o g
72 _Tireot o
o) = T2 ),
5,2 (t— —+)2
21 _ CARCD) 2
Ly (z.y) = ——3 Tilg (x —y)*(rox + r1y),
7.3 (p+——+)3
21 _rirs(cTo™ ") 3 2
L3 () = T @ - ) a4 )
A son tour, L(x,y) satisfait pour k pair
22 r3 —+
Lo“(zy) =q—"07,
22 AL PO
L5 (z,y) = 349 00 (z —y)(rz + ray),
2.6 _—+
22 _mMrago +— _—+ 2
L (a,y) = 25 T g ot o @ —y)ne +ray)]

et finalement pour k impair

rir
L¥2(x,y) = %aJr*J*Jr(rlx + 7r2y),
L3 (2,y) = - (0" "o ") (@ — y)(rz + ray)?,

LE(x,y) = 5iag

Les expressions suivantes sont déduites de (E.8)-(E.15) par récurrence sur k

2 _+— (_1)m 2m,.m
rio r{yTr
Lom(@y) = ===~ @)™

2
TiTro _
L%71n+1(33,y) =1=0""0 trow +11y)

r2
A

m!(m + 1)l r2m

[y(z,y)]™

e - (=)™ r{”r%m

12 _
Lo (2, y) = r ml2 p2m [’Y(xay)]m
3
™@r
L%%m+1($ay):qr—220+ g +(l“—y)
(D"
X
21 rire _ (=)™ T%mﬁm
L2m(x7y): r o " mlZ p2m [ (x7y)]m
3 +— =+
rTiro O g
(o) = 12— —y)
—1)m TQmT,m
Sl L R

m!(m+1)! r2m
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(E.13b)

(E.13c)

(E.14a)
(E.14b)

(E.14c¢)

(E.15a)
(E.15b)

(E.15¢)

(E.16a)

(E.16b)

(E.17a)

(E.17b)

(E.18a)

(E.18b)
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r2 L(=m rmram

Lom(@,y) = a0 e == (e, )™ (E.19a)
2
m™mr _
L%%n—l—l(x’ ):T—QQU+ o +(T1$+T2y) (E.19b)
—_1)m 7,,7717,,2771 - :
S0 T\

m!(m + 1)l r2m

En additionnant les termes consécutifs de chaque LY, i,j € {1,2}, nous aboutissons aux
expressions en séries de puissance suivantes :

T 20t & (=1)™ |21y "
Lll(.%',y) =1 Z ( )2 12 ( 7y)
|
r q m=0 m r (EQO&)
2 00 m 2 m
7"17’12 +— 7"17’12
2 o r2x+r1y mz::O m' m—i— 1)! 2 v(z, y)}
o) 2 m
Ty -1 T
L (a,y) = -2g+- 3~ 2D [ 25 ,yﬂ
" m=0 " (E.20D)
00 m 2 m
Iy (—1) rirs
HFeTe ) 3 ey | )
o (_1)ym 2 m
L21( ’ )_ wo- * ( ')2 [%7( ) )]
T m=0 "M " (E.20c)
+— 5=+ 0o m m
riro ot o B (—1) riTY
72 q (==9) mz—o m!(m +1)! l r2 (. y)
o0 2 m
_ -1 rirs _
LP(z,y) = q20 " ( ,)2 T—fw(w,y)]
m=0 " (E.20d)
T‘l’l“% 4

T 7'2 mn
1
22 Y(x, y)] :

E.3 Expressions explicites des noyaux

En utilisant les fonctions de Bessel de premiere espece Jy et J; [Kreh, 2012], nous avons

r2ot— 2r14/T
Lll(may):_?l q JO( 1\/—2\/7(1.72/))

(E.21a)
7“1\/_\/U+JJr Tz;H_le 1<27"1;/EM)
ST (M )

E.21c

A e (0
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L*(a, y)—q ot (@ W(%y))

(E.21d)
AL \/ oot ) <2\/ﬁr2 w(x,y)) .
r x—y r
A noter que pour = =y, les expressions (E.21) sont bien définies et se simplifient en
2 __+— 2
LY (z,2) = JOZ AR ey (E.22a)
r oq r
L2(z,2) = -2+~ (E.22b)
r
L (z,x) = N2 5=+ (E.22¢)
r
22 r3 —+ 173 +— _—+
L*(z,z) =q¢—=0 "+ —=0" o Tx. (E.22d)
r r

Dans la mesure ou la manipulation numérique de (E.21) autour de = y peut étre problé-
matique, nous pouvons utiliser les propriétés des fonctions de Bessel, comme [Kreh, 2012]

€)= 2 (Jar(€) + T (€)Y € 2, VE € R,

pour obtenir

r2gt— r2p o 2r14/T
LY (2,y) = [_71 y i 710220+ o +(r2x+r1y)] Jo< 1?\/@) (F.23a)
.Z29a
2
701702 +_ — J (2701\/6 )
+ 5 (rox + r1y)Jo . m
rre L rrd 2\/riry -
L2(z,y) l S b +(ﬂc—y)] JO( \/E : V(x’y)) (E.23b)
rrs 2\/rire /-
+g—5o o (@ —y)h <Q 7(“’”’9)>
Bp gt—g— 2r1./r2
L2 (2, y) = nre,—+nr2g 9 Ji ( ! (z )
(,y) l - g T )| ey (E.23¢)
3p gt—o—+
rir2 O g 27’11\/E )
—(x—y)Jo | ——
tor (z —y) 2( V(@)
r2 rir2 2 r
L2(z,y) = [q720+ + —71“22 o "o (rix +ray) | J ( Ve 7(9U7y)) (F.23d)

rird 2./rir
+ 200 (11w + ray) o (Q 7(33,?4)) .

r2

Remarque 2. Pour le cas o7 o~ < 0, il parait plus simple d’utiliser les fonctions de
Bessel modifiées de premiére espéce I, vérifiant la relation [Kreh, 2012/

Jn(1&) =i"I,(§),Vn € Z, V¢ € R.
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E.4 Expression de N(0)

Le critére explicite donné dans la proposition 3 se base sur les expressions de N(6) et de
la borne supérieure de |N(0)], 6 € [0,7], en fonction des parametres du systeme de départ
(c7=, 0=, 11, ra, p et q). Dans ce qui suit, nous trouvons ces expressions avant de dériver
N () et majorer sa valeur absolue.

0
Pour 6 € [0, 72], 'évaluation de (E.23b) et (E.23d) en x =1 et y =1 — — donne

T2
o
rT—y=— (E.244a)
T2
rr+roy=r—>0 (E.24b)

T9 T

S O G

(E.25a)
+ %(r —6)Jy (@) :
—£L12 (1, 1— ﬂ) = |:p20'+_ — pqEQH:| Jo <@>
" " ' ' ' (B.25b)

)

R <zm>
0y | 2

olt R =rireo0™ "0~ (cf. équation (3.35b)). Pour @ € (ry, r|, I'évaluation de (E.23a) et (E.23c)

enr=1ety= donne
T
' r—=0
x—y= (E.26a)
|

roT + 11y =0 (E.26b)

4 (170—702) _ [q” _++R( 9)}%(2\/}30(7“—9))

n E " " (E.27a)
R 2y RO(r — 0

+ = (r—0)D <#> ,
T r
P <1,9—r2) _ {pr_lﬁ_pq 29] <2\/R9r— )
E E " " (E.27b)

— PG 9J2

()

En substituant ces expressions dans (3.17) (ot N et N® sont exprimées en termes de L)
et (3.22) (olt N est exprimée en termes de N et N?), nous obtenons

N(9) = (% + @) Jo (2 h(a)) T @JQ (2 h(a)) Coveelr]  (B28)
ou nous définissons 26) = Rlr— 6(1 4+ po) (E.295)
h(8) = T—}EH(T —0) (E.29Db)

et a = qroo~t + prioT™ (cf. équation (3.35a)). A noter qu'une expression en séries de

puissance de N () peut étre trouvée a partir de (E.28). Elle s’écrit

N(0) = % ZZO%W(&) + dﬁ? Z:o m!((;ll)fl)!hm(e), Vo e [0,r].  (E.30)
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E.5 Majoration de |[N(0)| et de |N'(0)|

Les calculs suivants sont valides pour c™~¢~" > 0. Le cas o1 0770~ < 0 sera traité
juste apres. Nous trouvons une borne supérieure de |N ()| en utilisant les propriétés des

fonctions de Bessel de premiere espece [Kreh, 2012] comme
Jo (2 h(&))‘ <1, Voe[0,r] (E.31a)
Jo (2 h(a)) + (2 h(@))‘ <1, Voe (0. (E.31b)

En remarquant que |d(0)|< |R|r , nous avons
1
IN@)< ~ (lal+[R]). (E.32)

Dérivons N (0)

o d'(6) = —R(1 + pq) (E.34a)
O <1 - 22) (E.34b)
7 (2 h(@)) :% T (2 h(e)) 5 (2 h(a))} i
' (2 h(@))
7, (2 h(9)> _% :Jl (2 h(9)> s <2 h(&))] (E.34d)

N(0) === (1+pq) [Jo (2 h(e)) +J2 (2 h(@)ﬂ — <%+@) Ji (2 h(9)> 252%2)
4 %% [Jl (2 h(e)) s (2 h(a))} Qi%g)
:—T—}z(l—i-pq) [Jo (2 1)) + Js (2 h(e))}

| -5(-44) (- 322)

(E.35)
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Finalement

N'(9) = —% [1 +pg+ <1 - 22) <a—|— ld—‘g)ﬂ Ty <2 h(e))

2 r
- % {1 + pg + (1 - zg) (a + ng‘g))} J (2 h(a)) (E.36)
_ ér—}z@ <1 _ zg) A <2 h(e)) .

En utilisant les inégalités satisfaites par les fonctions de Bessel de premiere espéce :

Jo (2 h(@)) iy (2 h(@))‘ <1

et

Jo (2 h(a)) + gjg (2 h(e)) + %J4 (2 h(@))‘ <1

et en remarquant que ’1 - 2%’ < 1, nous pouvons majorer |[N’(0)| de la maniére suivante

R R
IN(6)|< |T—2| (1 + pq + ya\+%) : (E.37)

Nous devons noter que quand o™ ~0~+ < 0, |[N(0)| et |N’(0)| sont majorées différemment.
Nous rappelons I’équation (E.28). Selon la remarque 2, N () dans ce cas s’écrit

N = 5+ @) o (2v/20)) - W, (2v/h0)). (E.38)
ol nous avons défini
h(0) = |h(0)|= %9(7‘ —0). (E.39)

L’expression en séries de puissance de N () dans ce cas s’écrit

a & H0) , d(o) i W™ (6)

N(§) = - mZ:O — 17 2 llm 4 1T Vo € [0,7]. (E.40)

En s’appuyant sur les propriétés des fonctions de Bessel modifiées [Kreh, 2012] :
Vn € Z7 In(e) - In+2(9) > 07 Vo > 0

et I,(-) — Iht2(-) est une fonction strictement croissante, |[N ()| peut étre majorée de la
maniere suivante

ol B (Vi) + B [n (Vim) - (Viw)]. (B.41)

r

N'(0) dans ce cas peut étre déduite de (E.36) en suivant la remarque 2

N'(0) = —T—Rz [1+pq—|— (1 —2§> <a+ %@)] I (2 h(9)>

+ T—}z [1 + pq+ (1 - 22) (a + ;@ﬂ I (2 B(e)) (E.42)
— ér—lz@ (1 — 2?) I (2 h(@)) :
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IN’(6)| est majorée, comme dans (E.41), en utilisant les fonctions de Bessel modifiées

IN'(6)|< ’rﬂa‘ (1+pq+ \a!+’2ﬂ) [10( ‘R’) ‘12( ’R‘ﬂ (E43)

g () 1 ()

Nous définissons v et v comme bornes supérieures de |N(0)| et de |[N'(0)| respectivement, en
fonction des coefficients du systeme de départ, déduits de (E.32), (E.37), (E.41) et (E.43) :

%(|a|—|—R) si otTo™T >0,
v= (E.444)
lry (VIRT) + 2 1o (VIRT) - B (VIRI)] st ot 07" <0

% (1 + pq + |a|+@) si ot o™t >0,

T (o patlale ) [0 (VIT) — 12 (VI)] (440)

+& [ (VIR]) - L (VIR])]  si ot o™ <0

Les valeurs de v et v dans (E.44) sont utilisées dans la construction de ’algorithme dans la
section 3.3.2. Néanmoins, en vue d’étre plus précis et de donner une approximation moins
conservative du terme intégral dans la condition suffisante (3.43), nous exprimons |d(#)| selon
le signe de pq :

|R|[r —0(1 + pg)] Ljo,_=_(0)

1+4pq

1d(6)|= +R|[=r+0(1+pg)| L= 4(0) si pg >0, (E.45)

1+pq’

|R|[r —0(1+pg)] st pg<0

ce qui implique la borne supérieure suivante de [ |N(0)|df, en utilisant (E.28), (E.38) et
(E.45)

1 _ 1-|pq|
|a|+|R|<1+\pq\ 2 )
si oTToTT>0 et pg>0

jal+ BRI
si oot >0 et pg<O

1 1-
|allo (\/ |R|) + [R5 — épql)

/0 TIN (0)]do < ; {IES_ J‘ﬂ); 012 ot ‘i’q) }z 0 (E.46)

Jalfo (VIFT) + [RI=#2 1o (VIFT) — 22 (VIRT)|

siootToTT <0 et pg<O

(a - [RI%) 1o (VIR])
+| R 1, (VR])
si ot7o7t <0, pg<0 et a>|R)|.
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TABLEAU E.1 — Exemples académiques pour différents signes de o7 0~ et pq.

Figure (cT 07", 11,79, 0,q) Comportement
E.1 (0.8,0.7,0.85, 1.1, —0.5, —0.4) Stable
E.2 (1.9,0.95,0.85,1.1,0.5, 0.4) Instable
B3 (1.3,1.05,0.85, 1.1, 0.5, —0.4) Stable
E.4 (2,1.5,0.85,1.1,0.7, —0.4) Instable
E.5 (0.6,—0.9,4.5,4.4,0.4,0.7) Stable
E.6 (3,—4,0.25,0.11,0.9, 1) Instable
E.7 (2.3,-3.5,0.8,1.1, —0.5,0.7) Stable
E.8 (0.4,-3.5,0.8,1.1,0.9, — 1) Instable

E.6 Courbes de variation de N(0)

Conformément & ’analyse présentée dans le chapitre 3, la stabilité du systéme considéré
dépend fortement de la fonction N, un élément essentiel qui contribue a la réalisation de
(3.29). Dans le but d’avoir une idée sur les ordres de grandeur de N pour quelques exemples
académiques, et de montrer sa dépendance aux coefficients du systeme de départ, nous illus-
trons les variations de N en fonction de 6. Nous exposons ces courbes de variation selon

différentes valeurs des parametres (o=, 071, r,rq, p et et différents signes de o7 o
p ) b ) ?p q g

—+

et pq, pour des systemes stables et instables. Afin de simplifier la notation, nous réécrivons

Pexpression de N (#) comme suit
N(B) = No(8) + N1 (0)

ou ’on considere

CoJo (2 h(&)) si oo™ T >0,
No(0) =

Colo (2 h(e)) si oTTo T <0

C1(0) [Jo (20/R0)) + 2 (21/0(0))]
Ni(6) =

x0) 1 () - 1 (o7

avec les coefficients

si ot7o™T >0,

si ot 07T <0

(E.47)

(E.48a)

(E.48b)

(E.49a)

(E.49b)

Les figures E.1 a E.8 montrent les courbes de variation de Ny, N1 et N a gauche et de Cy
et C7 a droite, en fonction de 6 € [0,r]|. Les valeurs numériques de ces exemples, ainsi que

leur état de stabilité sont donnés dans le tableau E.1.
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0.3 0.3 \
_: 77700
0.2¢ o) 0.2+ C.
N
0.1} 0.1+
0 0

0.1

0.2

-0.3

-0.4 :

0 0.5 1 15

FIGURE E.1 — Variation de N(#) pour 6"~ 0~ >0, pg > 0 (systeme stable).

08¢f 1]

0.61

0.4r

0.27
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0 0.5 1 15 0 0.5 1 15

FIGURE E.2 — Variation de N(#) pour o™~ o~ >0, pg > 0 (systéme instable).
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0.1

FIGURE E.3 — Variation de N(#) pour 67~ 0~ > 0, pg < 0 (systeme stable).

0.4¢

0.2} "~

FIGURE E.4 — Variation de N(#) pour o7~ 0~" > 0, pg < 0 (systéme instable).
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-1.2¢

-1.4

FIGURE E.5 — Variation de N(#) pour o7~ 0~ < 0, pg > 0 (systeme stable).

1
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0 [

FIGURE E.6 — Variation de N(#) pour o™~ 0~ < 0, pg > 0 (systéme instable).
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-14

FIGURE E.7 — Variation de N(#) pour 67 0~ < 0, pg < 0 (systeme stable).
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FIGURE E.8 — Variation de N(#) pour o7~ 0~ < 0, pg < 0 (systéme instable).
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Dans ce manuscrit, nous proposons des conditions suffisantes de stabilité pour un systeme
de deux EDP hyperboliques couplées. Ces conditions se basent sur 1’expression explicite de
N(0) établie dans 'annexe E. En vue de donner un critére explicite pour la stabilité, en
termes des coefficients du systeme de départ, nous avons eu recours a la majoration des
modules des termes du polynéme caractéristique ngb dans (3.28). Cependant, cette majoration
a engendré un conservatisme dans notre approche. Cette derniere serait évidemment plus
simple et moins restrictive si le terme f; N (0)e=*%dh figurant dans ngb pouvait étre explicité
en fonction des coefficients.

La complication découle d’une intégration d’une fonction Bessel de la racine carrée
d’un terme non linéaire en @, multipliée par e*?. En revanche, en adoptant ’expression en
séries de puissance pour N(#) (E.40), nous faisons apparaitre (r — 6)™. Ce terme peut étre
simplifié en effectuant un développement en binéme de Newton.

Nous présentons dans cette annexe une résolution de ce terme intégral pour le cas
o770~ < 0 afin de mieux comprendre son comportement et d’avoir une idée plus claire sur
sa structure. Pour atteindre ce but, nous utilisons 'expression de N(f) en forme de séries
de puissance et envisageons deux méthodes. La premiere s’appuie sur le développement en
binéme de Newton appliqué au terme (r —6)™ dans 2 (6). La solution obtenue est une série
de fonctions de gamma et de fonctions de gamma incomplétes. Dans la seconde méthode,
nous utilisons en plus le développement en série entiere de e=*?
expression de séries de puissance.

pour aboutir au final a une

Le cas 07~ 0~ < 0 est choisi car les fonctions de Bessel modifiées de premiere espece
peuvent prendre des valeurs considérables, contrairement a celles prises par les fonctions de
Bessel de premiere espece (qui interviennent pour le cas o™=~ > 0). En conséquence, leur
majoration présente un conservatisme plus important.

Dans les deux méthodes présentées, une solution explicite de [j IV (0)e=*%dh et simple &
manipuler est loin d’étre obtenue. Les résultats de cette annexe ne sont pas utilisés dans ce
travail. Néanmoins, nous les gardons comme perspective a développer et afin de donner au
lecteur une idée sur le comportement de ce terme.

Nous rappelons les différentes équations utilisées. Le polynéme caractéristique est

(ﬁ(s) =1-—pge™®" — /OT N(é?)e_sgd«? (F.1)

N(9) = % > h;ff) + dg) > m'?Z(—?—)l)" V6 € [0, 7] (F.2)
= m! = m! !

a=qroo” T+ priotT (F.3a)

R=riro0" 0™ 7" (F.3b)

d(0) = R[r — 0(1 + pq)] (F.3c)

(o) = Mo o). (F.34)
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Substituons (F.2) dans [j N(6)e */d¢

| wioreras =2 / W6) o-s0qg 4 L / mfjm, :L(i)n e=*0dg

0

_ a OO ’R‘m / Hm _ m —sede (F4)
T2mm‘2

'(m+1)!

|R[\™ 1 r N s
+Z( ) ﬁ/o [0(1+ pg) — 1] 0™ (r — 0)™e%d0.

Méthode 1 : nous développons (r — 0)™ = >/, (7{?) (—6)Frm—k,

Le premier terme intégral du membre de droite de (F.4) s’écrit

/ 0" (r — 0)me dg = > (—1)F @) ek / o ke=0dg
0 0

k=0 (F.5)

Sm+k5+1

— i(_l)k <m> Tm_kl“(m—l- k+ 1) — F(m +k+ 1,7“8)

ou la fonction gamma I'(z) et la fonction gamma incomplete I'(z, b) sont définies comme suit
[Polyanin and Manzhirov, 2006]

I(z) = /0 - 7 temtde (F.6a)
T(z,b) = /b T ele e (F.6b)

pour z > 0. Le second terme intégral du membre de droite de (F.4) peut lui aussi étre
développé pour obtenir

/0 " (61 + pg) — 1] 6™ (r — 0) 0B

= (tpg) [ 07— 0yme a0 —r [ 0m( —0)"e a0
0

(14 p0) Y1) (7};) / ey (-

k=0 k=0

<m> rmk /r gmtke—s0qg
k 0

- mkL(m+k+2)—T(m+k+2rs
e S (1)t e )

m—+k+2
k=0 §

Sm+k5+1

- rZ(_mk @) kLM k+1) —T(m+k+17s)
(F.7)

En utilisant les propriétés suivantes des fonctions gamma [Polyanin and Manzhirov, 2000]

[(z+1) =2I'(2) (F.8a)
[(z +1,b) = 2T(z,b) + b*e™? (F.8b)
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et en substituant (F.5) et (F.7) dans (F.4), nous obtenons

r _s0 |R|m . 'm+k+1)—T(m+k+1,rs)
/ON(H)Q df = Z Z (m — k'k' (rs)m+k+1

B i |R|m+1 2 (=DF Tm+k+1)—T(m+k+1,rs)
(m+ 1! = (m = k)!k! (rs)mthtl (F.9)

m=0

S R G L
+ (14 pg) mzzo (m+ D1 2= (m— K

r 1)-T 1 —s
xl(m+k+1) (m+k+1)—T(m+k+1rs) e ]

(TS)m+k+2 rs

Une factorisation des termes de (F.9) nous mene a I'expression sous la forme de séries de
fonctions gamma suivante

/ N(0)e *?d0

L =

Pm+k+1)—T(m+k+1rs) e " X R &
(1+pg) rs Z m—|—1'Z

m-+k
(rs)mth+l = vkv
(F.10)
Méthode 2 : nous utilisons en plus le développement en série enticre : e 57 = ;"; : (*j)‘jej .
Les termes intégraux du membre de droite de (F.4) dans ce cas s’écrivent
r m r X (—5)igI
[ ome—oymetao = S (-uF () rm—k/ gk 50 4
0 o k 0 o J!
m e Ptk
B ;)(_ Z (m+k+j+1)
— - k 2m+1 )j
R () S T
(F.lla)
/ [0(1+pq) —r] 0™ (r — 6)™e™*°d0 = (1+pg) Y _(—1)* (k) / gkl Z
0 k=0 j=0
m r o0 _ ]
I o A L Tm—k/ gtk S_
kz:%( ) (k ) 0 2:: 7!
m J
=(1+ 1 2m+2 )
( PQ)];]( < ) Z m+k+]+2)
i J
o 1 2m—+2 )
/;0( < ) Z (m + k+j+1)
(F.11b)
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En substituant (F.11) dans (F.4), nous obtenons

r B ORI )J
N s60 _ ’
/0 (6)e™""do “Z m! Z (m — k'k'z m—i—k—i—y—l—l)

[e%} m+1 m ).]
1 F.12
* +pq)z +1'Z (m — k'k'z m—i—k—i—]—i—z) (12)
o0 |R|m+1 m )j

_mz m+1'Z 'k'z m—l—k—i—j—i—l)

Finalement, factorisons les termes de (F.12) pour aboutir & une alternative pour I’expression
de [y N(0)e=*9dh. Celle-ci est en forme de séries de puissance :

m

759 |R|m
[ xoean= 3 BIES o

XZ[ a N \R[ ( l+pg 1 )] (=rs)”
s m+k+j+1 m+1\m+k+j+2 m+k+75+1 4!
(F.13)

Les expressions obtenues (F.10) et (F.13) sont sous la forme de séries de fonctions gamma
et de puissance respectivement. Nous constatons que le terme for N (H)e*sed«? présente une
certaine complexité si 'on considere N () avec sa forme explicite ou sa forme en séries de
puissance. Nous ne sommes toutefois pas parvenus a donner une solution explicite de cette
intégration. Nous avons par contre majoré la valeur absolue de N(6) afin d’expliciter la
condition suffisante de stabilité dans la proposition 3.
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Nous présentons dans cette annexe deux pseudo-codes décrivant d’une maniere textuelle
I’évolution de I'algorithme présenté dans le chapitre 3, section 3.3.2. Le pseudo-code 2 suit la
logique de 'organigramme 3.12. En revanche, le pseudo-code 3 possede la structure du code
qui a été implanté dans le logiciel Matlab en vue d’obtenir les résultats numériques et sert
au lecteur comme référence d’exécution.
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Algorithme 2: Pseudo-code 1
Input:
parametres du systeme : o
un niveau de tolérance : e

+77 0'7+7 T, T2, P et g

pas : 6z et dy
1 Calculer les parametres : a, R, v, U, z;, M(z), k et g
2 Initialiser : k < 0
3 Construire C en prenant z <— 0 to z; by dz et y < —M(2) to M(z) by dy
4 Considérer C D C et construire
GO={s=z+iyeC t.q. 2=n1.0z, n1 EN et y=ny.0y, no €L}
5 forall s € G do
6 ‘ Calculer ’qZA)(s)‘
7 end
8 if mincgo ‘(5(3)’ > ko then
| Output: Systeme stable
9 else
10 Considérer 'ensemble des noeuds S* = {5 € Gk s.t. ‘q@(s)’ < /-@2%}
11 Prendre le nceud 5 = argmin,gx q@(s)’
12 k+—k+1
13 Construire G¥(5) comme dans (3.84)
14 forall s € G* do
15 ‘ Calculer }(5(3)‘
16 end
17 if min g d;(s)‘ > kzr then
18 if Tous les neuds € S¥=1 sont visités then
19 k+—k—1
20 if k=0 then
Output: Systeme stable
21 return
22 else
23 ‘ go to 18
24 end
25 else
26 Prendre un autre nceud § € S¥—1
27 go to 13
28 end
29 else
30 if mincgr ‘(5(3)‘ < ¢ then
Output: Pas de conclusion
31 return
32 else
33 ‘ go to 10
34 end
35 end
36 end
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Algorithme 3: Pseudo-code 2

1 Main
Input:
parametres du systéme : 07, 07", r1, 79, p et g
un niveau de tolérance :
pas : 0z et dy
2 Calculer les parametres : a, R, v, v, z;, M(z), k et o
3 Initialiser : k < 0
a Construire C en prenant z < 0 to z; by dz et y < —M(z) to M(z) by dy
5 Considérer C O C et construire
GO={s=z+iyecC st. z=n.0z, n€N and y=m.0y, mc 7Z}
6 forall s € G° do
7 ‘ Calculer ‘(5(3)‘
8 end
9 if mingego ‘d;(s)‘ > ko then
| Output: Systeme stable
10 else
11 ensemble_raffiné
12 ‘gzg‘ = grille_raffinée(s, k)
13 [=lipschitz_test (‘gzg ,k‘)
14 if [ then
| Output: Pas de conclusion
15 else
16 autres_nceuds
17 if =/ then
| Output: Systeme stable
18 end
19 end

20 procedure ensemble_raffiné
21 Considérer ensemble des noeuds SF = {s e Gk s.t. ‘(5(3)‘ < ni}

ok
22 Prendre le nceud 5 = argmin ¢gx (5(3)‘
23 kE+—k+1
24 end
25 function |¢|= grille_raffinée(3, k)
26 Construire G¥(3) comme dans (3.84)
27 forall s € GF do
28 ‘ Calculer ‘gzg(s)’
29 end
30 end
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31 function [ = lipschitz_test (||, k)

32 Initialiser [ < 0
33 if min  gr q@(s)‘ < ¢ then
34 =1
35 return [
36 end
37 | if mingcgr (23(8)‘ < kzr then
38 ensemble_raffiné
39 ‘(5‘ = grille_raffinée(s, k)
40 [=lipschitz_test (‘(5 ,k)
41 if [ then
42 ‘ return [
43 end
44 autres_nceuds
45 end
46 return [
47 end
48 procedure autres_noceuds
49 forall s € S¥~1\ {5} do
50 ‘gzg‘ = grille_raffinée(s, k)
51 [=lipschitz_test (‘gzg ,k‘)
52 if [ then
Output: Pas de conclusion
53 break
54 end
55 end
56 end
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H.1. DEMONSTRATION DU LEMME 7 187

Dans cette annexe, nous présentons les preuves des lemmes 7 a 11 du chapitre 4. Ces
lemmes se concentrent sur les propriétés du systeme cible (4.9)-(4.11) et de la transformation
backstepping (4.33). Le lemme 7 porte sur le caractére bien-posé du systeéme cible, pourvu
que la condition initiale soit dans un espace fonctionnel adéquat et satisfaisant des conditions
de compatibilité. Dans le lemme 9, nous exhibons la bornitude et I'inversibilité de la trans-
formation (4.33) en supposant que les noyaux appartiennent a un espace approprié. Les EDP
satisfaites par ces noyaux sont ensuite établies dans le lemme 10. Finalement, nous prouvons
dans le lemme 11 que ces équations sont bien-posées et que la solution possede la régularité
imposée par le lemme 9. Pour simplifier la notation, nous définissons Ag = Ay + BoFp et
Ay = Ay + E1F; (matrices Hurwitz).

H.1 Démonstration du lemme 7

Démonstration. La démonstration s’appuie sur la résolution du systeme cible (4.9)-(4.11)
a travers la méthode des caractéristiques. La régularité de la solution est ensuite déduite
de son expression et des conditions de compatibilité (4.12). La solution est trouvée dans
différents domaines du cadre spatio-temporel selon sa dépendance aux conditions initiales
ou aux conditions aux bords en x =0 et z = 1.

Nous résolvons d’abord les EDO (4.9¢c) et (4.9d) satisfaites par & et n respectivement,
avec les conditions initiales (4.10), en fonction de a(-,1) :

£(t) = ety (H.1a)
n(t) = eAltno + /t eAl(t_T)Ela(T, 1)dr. (H.1b)
0

Nous pouvons déduire de la solution £(t) dans (H.1a) que £(-) € C*°([0, T];R™). Avant de
résoudre les EDP satisfaites par « et 8 avec les conditions aux bords et les conditions initiales
associées, nous définissons le domaine Q = [0,7] x [0,1] avec T > %, un sous-ensemble
fermé et borné de R%. Nous considérons de méme les sous-domaines de €2 suivants :

O ={(t,) €Q;0<t <L},

Qo ={(t,r) €Q; 5 <t <T},

d* = {(t,z) € Q; 1 =2},

Qs ={(t,2) € Q;0<t < 52}
Q= {(t,x) € Q; 5% <t < 2},
Qs ={(t,x) €Q; 5L <t < T},
dy = {(t,x) € Q; t =152},

dy = {(t,x) € Q;t =22}

Les lignes caractéristiques le long desquelles 'EDP (4.9a) (en «v) évolue dans §2; et 25 sont
illustrées sur la figure H.1. La figure H.2 montre les lignes caractéristiques le long desquelles
I'EDP (4.9b) (en ) évolue dans 3, Q4 et Q5.

Nous définissons les espaces fonctionnels Z; = C1(€;;R), pour 4 = 1---5, munis de la
norme

| ¢ llz.= sup [pt.2)[+ sup |@u(t,z)|[+ sup |@u(t, ) (H.2)
(t,x)eQ; (t,x)eQ; (t,x)eQ;
Vo € E; et
¢ llcr@my= sup |o(t z)|[+ sup |¢i(t, z)|+ sup |¢q(t, 2)] (H.3)
(t,x)eQ (t,x)eN (t,x)eN

Vi € CHQ;R). Notre objectif est de montrer que les équations (4.9a) et (4.9b) avec les
conditions initiales (4.11) et les conditions aux bords (4.9¢) et (4.9f), ou £(¢) et n(t) vérifient
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FIGURE H.1 — Lignes caracteristiques associées a 'EDP (4.9a) satisfaite par o dans 4 et
Qs.
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FIGURE H.2 — Lignes caracteristiques associées a 'EDP (4.9b) satisfaite par § dans Q3, 4
et Q5.
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H.1. DEMONSTRATION DU LEMME 7 189

(H.1), admettent une solution unique dans C'(£;R). Nous résolvons donc (4.9a), (4.9¢),
(4.11a) dans ©; et Qg et résolvons (4.9b), (4.9f), (4.11b) dans Qg3, Q4 et Q5 a travers la
méthode des caractéristiques.

La solution «(t,x) est cherchée dans Qq et Q9 séparément car cette solution dans
dépend de la condition initiale, tandis que dans s, elle dépend de la condition au bord
z = 0. A son tour, ((t,z) prend des expressions différentes dans Q3, Q4 et Q5. Ce fait
est montré par les lignes caractéristiques qui partent d’un point (0,z¢) ou (to,0) selon le
domaine dans lequel la solution est cherchée (figures H.1 et H.2). La solution trouvée dans
un domaine €;, i = 1---5 se révele étre continue dans £2;. Nous dérivons ’expression de la
solution et montrons que la dérivée est également continue, ce qui entraine que la solution
calculée dans €2; appartient a =Z;. Nous vérifions ensuite cette régularité pour « sur d% et
pour 3 sur df et sur dg pour prouver au final que la solution est dans C1({;R).

Les variables x and t sont paramétrées par s sur les lignes caractéristiques correspondant
A a(t,z) et par s” sur celles correspondant & 3(t, ). En utilisant les dérivées directionnelles,
(4.9a) et (4.9b) s’écrivent

d

Za0t(s™), 2(s%) = o alt(s), 2(s%), (H.4a)
%5@(5%, 2(s%)) = 077 B(H(s”), u(s7)). (H.4b)
La résolution des EDO (H.4) le long des lignes caractéristiques aboutit &
a(t(s®), z(s*)) = e *“a(t(0), 2(0)), (H.5a)
B((s”), 2(s7)) = 7 B(1(0), 2(0)). (H.5b)

H.1.1 Résolution pour «(t, )

Les lignes caractéristiques satisfaites par «(t, x) dans 2y émergent d’une condition initiale
xo = x — At. Par contre, dans ), ces lignes émergent de la condition au bord z = 0 ou « est
défini & un temps 9 =t — {. Dans la suite, nous cherchons la solution de a(t,z) dans €2 et
Q. Pour (¢,x) € Q, les lignes caractéristiques vérifient

z(s%) = As* + xo (H.6a)
t(s*) = s°, (H.6Db)

alors que pour (t,z) € g, ces lignes vérifient

z(s%) = As® (H.7a)
t(sY) = s* + to. (H.7b)

En utilisant (H.5a), (H.6) et (H.7), la solution en «(t,x) est

alt, ) = & Mag(z — Mo, (t,7) + ¢ fa (t -3 0) Loy (t,). (HL8)
Utilisons la condition au bord (4.9¢) et la solution en £(t) dans (H.1a)

alt,z) = e tag(z — M)1g, (t,z) + ¢ T xChet (%) g1, (¢, 2). (H.9)
Dérivons (H.9) par rapport au temps

ai(t,x) = e” Tt (0++a0(ac — At) — Aajy(z — )\t)) 1g,(t,x)
+ eaJer X CQA()GAO (t7§)§0192 (t, .%')

(H.10)
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Les expressions de a(t, z) dans (H.9) et de a4 (¢, z) dans (H.10) garantissent I’existence d’une
solution unique (-, ) € Z1NEq. Afin de vérifier la continuité de o et o sur d*, nous évaluons
(H.9) et (H.10) en (¢, At)
a(t, \t) = e tag(0)lq, (t,2) + e tCotolq, (t, ), (H.11a)
Oét(t, )\t) = ea++t (O'JrJrOéo(O) - )\046(0)) 1o, (t, .%') + eg++tCOA0§0]IQ2 (t, .%') (H.llb)

Nous déduisons la continuité de « et oy sur d* des conditions de compatibilité (4.12a) et
(4.12c) respectivement et nous avons alors a(-,-) € C*(;R).

H.1.2 Résolution pour (¢, )

Les lignes caractéristiques satisfaites par (¢, x) dans {23 émergent d’une condition initiale
xo = x + At. Par contre, dans €24 ou (25, ces lignes émergent de la condition au bord z = 1 ou
[ est défini & un temps tg =t — lfT‘T Dans la suite, nous cherchons la solution 3(t,z) dans
Q3, Q4 et Q5. Pour (¢, z) € Q3, les équations de ces lignes caractéristiques s’écrivent

z(s?) = =\s® 4+ 2 (H.12a)
t(s?) = s, (H.12b)

tandis que pour (t,x) € Q4 U Qs, ces lignes vérifient
z(s’)=1-As? (H.13a)
t(s®) = 5" +to. (H.13Db)

En utilisant (H.5b), (H.12) et (H.13), nous aboutissons a la solution en (¢, z) suivante

Blt, .%') = eaiit/BO(x + )‘t)]lﬂ?, (t, .%')

— 1l—x

e (- 52 B Y

Utilisons la condition au bord (4.9f) et la solution en 7n(t) dans (H.1b)

Bt,x) = e Bo(z + M) Lo, (t, )
+ {e"__sz (ﬂa (t - 1_Tx, 1> +Cin <t - 1_Tx)>} Lo,ue; (t, )

—— 1l—x 1— —— 11—z A —x
pe’ B a(t— )\x,l)—i—e" 1TC’leAl(t_lT)nO

=e” 'By(x + M), (t,x) +

1—z

o1z =5 3 (t—152 —r)
+e X Cl/ e\ Era(r,1)dr| 1o,ua;s(t, ).
0

(H.15)

Remarquons que dans Qy, a(+,1) dépend de la condition initiale oy tandis que dans Q5, a(-, 1)
dépend de la condition au bord z = 0. En évaluant (H.9) en z = 1 et en I'introduisant dans
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(H.15), celle-ci s’écrit

/B(tv T) = eaiitﬂo(x + )‘t)]lﬂ?, (tv )

——1l—z U++(t,1*_z

+ e S e T gl 00, (6 2) + [pe” 3 e “Jag(2 ~ At )

—_1-=z t_l__x A —x
-+ e? ITCI / A eAl(t_lT_T)EleU++Ta0(1 — )\T)dT‘| ]1Q4 (t, x)
0

3 A —x
+ e”__szCl /A eAl(t_lT_T)Ele”++Ta0(1 — Ar)dr
0

1—
——1-z ott t— -

Lo | AeA1<t1-TwT>Elcoer<T%>gOdT] Lo, (t.2).

A

(H.16)
Dérivons (H.16) par rapport au temps

Bilt,x) = e " (07 Bola + At) + Ay (x + At)) T, (t, x)
+e7 17TIC'1f_heAl(t_I_Tm)no]lmugs (t,z)

——1l—x

4+ e R (-5) [(pa‘H' + C1Ey)ap(2 — Xt — 2) — phag(2 — Mt — x)}

. _ t_ﬂ _ .
+ e 1T01A1 / . eAl(t_lT_T)EleoJﬁLTao(l — )\T)dT
0

—— 1l—x

+e? p) C’lf_lle‘il(t_l_Tx)nO] 1q,(t, )

11—z ++

+ [e” ~eTx (pCOAO + C1E1CO) eAO(FQ_Tx)go

Jun

L RO [N M) e g1 - Ar)ar
0

1—x

—— 1l—x O'++ Y - A - A
N C'1A1/1 ’ eAl(tlTT)Elcoer(T%)deT] Los(t, 7).

A

(H.17)

Les expressions de (¢, x) dans (H.16) et de ;(t, x) dans (H.17) garantissent l’existence d’une
solution unique S(-,-) € 23N E4 N Z5. Dans le but de vérifier la continuité de 5 et 5; sur df,
nous évaluons (H.16) et (H.17) en (¢,1 — At) comme suit

Blt,1—At) =e” Bo(Dlq,(t,z) +e” "(pag(1l) + Cino) 1o, (t, x), (H.18a)

Be(t,1 = At) =¢ " (07 Bo(1) + AB)(1)) Lo (t, z) (HL.18b)
+e7 (0 p 4 CuErao(1) = Apah(1) + CrAimo] Ta,(t, ).

La continuité de f et [3; sur df découle des conditions de compatibilité (4.12b) et (4.12d)
respectivement, alors que leur continuité sur dg est assurée grice a la continuité de « et
de oy sur d* (ou des conditions de compatibilité (4.12a) et (4.12c)). Par suite, nous avons
B(+,-) € CHR). Finalement, en se basant sur 'expression de 7n(t) donnée dans (H.1b),
nous concluons la preuve.
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Nous devons noter que les conditions de compatibilité exigées pour une solution dans C'*
ne sont pas surprenantes (voir par exemple les conditions analogues dans [Coron et al., 2013]
pour une solution dans H2). Dans ce travail, nous considérons seulement ces solutions et ne
cherchons pas a enlever les conditions (fortes) de compatibilité. O

H.2 Démonstration du lemme 9

Démonstration. Cette démonstration comprend deux parties. Nous prouvons dans la pre-
miere partie que 'opérateur associé a la transformation (4.33) est borné dans =. La démarche
consiste a montrer que cet opérateur transforme des variables (u(t,-),v(t,), X (¢),Y (t)) € 2
en des variables (a(t,-), B(t,-),&(t),n(t)) € =. Nous cherchons les normes dans C*([0, 1];R)
de a(t,-) et de S(t,-) et les normes euclidiennes de £(t) et de n(t) et les majorons en fonction
des normes dans C*([0,1];R) de u(t,-), v(t,-), P et des composantes de g, w, p1 et pa, et
des normes euclidiennes de X (¢) et de Y (¢).

Dans la deuxieme partie, nous cherchons un opérateur inverse de celui associé a la
transformation backstepping (4.33). Nous noterons par H l'opérateur de la transformation
directe (4.33) et par H son inverse. Nous établissons les équations intégrales satisfaites par
les noyaux de H en fonction de ceux de H. Nous prouvons ensuite que ces équations sont
bien-posées dans 'annexe I. La majoration de la norme des noyaux de H dans C!(72;R) en
termes des normes des noyaux de H est une application directe de I’équation (I.16).

H.2.1 Bornitude dans =

Nous faisons I'hypothése que (u(t,-),v(t, ), X(¢),Y(t)) € = et prouvons que
(alt,-), B(t,-),&(t),n(t)) € E en montrant la bornitude des normes de «(t,-) et G(t,-) dans
C1([0,1];R) et en nous appuyant sur la transformation (4.33).

En utilisant (4.33a), nous trouvons une borne supérieure de |a(t, x)| comme suit

sup |a(t, 2)|< sup Ju(t, )+ sup |PY(z,y)| sup Ju(t,a)|
z €[0,1] z€[0,1] (z,y)€T2 z€[0,1] (H.19)
+ sup |[P*(z,y)| sup \U (t,z) !+Z!Y Sup lgz( -

(z,y)ET2 z€[0,1 i—1 z€[0,1

Dans le but d’avoir une borne supérieure de |ay(t, x)|, nous dérivons (4.33a) par rapport a

ay(t,z) = ug(t,z) + P"(z,x)u(t,x) + P (x,z)v(t, x)

1 1 (H.20)
- [ Pty - [ PR @ et y)dy - 4 @Y o)
x €T
ce qui entraine
sup Jau(t2)| € sup [us(t,2)|+ sup [P (z,y)| sup |u(t,a)]
z €[0,1] z€[0,1] (z,9)€T2 z€[0,1]
+ sup |[P*(z,y)| sup |v(t,z)[+ sup [P"(z,y)| sup |u(t,z)] (H.21)
(z,y)€T2 z€(0,1] (z,y)€T2 z€(0,1]

+ sup [P (z,y)] sup !v ta \+Z\Y | sup |gi(z)].
(z,y)€T2 z€l0,1 i1 z€[0,1]
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En additionnant (H.19) and (H.21), nous obtenons

It ) lerqom) < 1l ult, ) lleror)

+ sup \U(t,x)\<2 sup |P“(x,y)|+ sup !Pé“‘(w,y)!)
x€l0,1] (z,y)€T2 (z,y)€T2
) (H.22)

+ sup \U(t,w)!<2 sup |P"(z,y)|+ sup |P;(z,y)|
z€[0,1] (z,y)€T2 (z,y)€T2

+ Z I 9i llero,1):m) -1Yi(E)]-
i=1

Un calcul similaire est appliqué & (4.33b) en vue de chercher une borne supérieure de ||
B(t,) llcr(o,1);r) comme suit

sup |B(t,x)|< sup |v(t,z)[+ sup [P*(z,y)| sup |u(t,z)]

z €[0,1] z€]0,1] (z,9)ET2 J:E[O 1] (H23)
+ sup |P"(z,y)| sup |v(t,x |+Z|Y | sup |w;(x)|.
(z,9)ET2 z€[0,1] i=1 z€[0,1]
Dérivons (4.33b) par rapport & x
Ba(t,x) = vy (t x) P”“( x)u(t,z) + P (x,z)v(t, )
(H.24)
[ Bty — [Py - @Y ),
ce qui aboutit a la majoration suivante
sup |B(t,x)| < sup |vg(t,z)|+ sup |P"“(z,y)| sup |u(t,z)]
z €[0,1] z€[0,1] (z,y)€T2 z€[0,1]
+ sup [P"(z,y)| sup |[v(t,x)|+ sup |P;"(z,y)| sup |u(t, )| .95
(z,y)ET2 z€[0,1] (z,9)€T2 z€[0,1] (H.25)
+ sup |PY(x,y)| sup |o(t, @)+ _|Yi(t)] sup [w](z)].
(z,y)€T2 z€[0,1] i=1 z€[0,1]

En additionnant (H.23) et (H.25), nous obtenons

I B(t, ) llero,ry < vt ) llerom)

+ sup \U(t,x)\<2 sup |P"(z,y)|+ sup !Pé’”(w,y)!>
z€[0,1] (z,y)€T2 (z,y)€T2
> (H.26)

+ sup |v(t,~’v)|<2 sup |P"(x,y)[+ sup |P)"(z,y)|
z€[0,1] (z,y)€T2 (z,y)€T2

+ > wi lleroagry 1Ya(®)]-
i=1
Nous majorons ensuite la norme euclidienne de £(t) en utilisant (4.33c)

I€®) ln < I X&) [2n + | DY (2) [l - I Rov(t, 0) ||

+Z(/ pri(y tydy) +Z(/ P2y ty)dy)2-

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux termes intégraux de (H.27) nous permet d’écrire

(H.27)
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( /O 1pu(y) (t,y dy) ( / Ip1i(y)u(t,y) !dy)2 (H.28a)

< | pri 122, 1]~]R)H u(t,) 1220, 13:m)
2

( /0 1pz@-(y) (t,y dy) ( / [p2i(y)v(t,y Idy> (H.28b)

< | pai HLQ([O,l];R)H u(t, ) \\%2([0,1];11@)-
Substituons (H.28) dans (H.27)

€@ & < | X( ) ln + 11 DY (£) lfn + (v(t,0)* || Ro I

+Z I p1i 72 o) | @t ) 122(0.11:m) +Z I p2i 720, am) | o) IZ2 0,11
=0

(H.29)
Finalement, en utilisant (4.33d)

I7(t) [fn = 1Y (®) 1. (H.30)

H.2.2 Opérateur inverse

En vue d’écrire la transformation (4.33) sous une forme matricielle compacte, nous dé-
finissons les opérateurs suivants. Soient P¥: C1([0,1];R) — C([0,1];R), 4,5 € {u,v} des
opérateurs de Volterra définis par

PUlp(t, () =~ [ PG u)lt, ) (131

pour tout o(t,-) € C([0,1];R). Nous définissons de méme les opérateurs de Fredholm
P;: C1([0,1];R) — R", i € {1,2} comme suit

Pilp(t, )] = — /0 1 pi(y)p(t, y)dy. (H.32)

Les opérateurs R, G, W et D sont définis par

Rlv(t, )] = —Rov(t,0) (H.33a)
GIY(1)](z) = —g(2)Y (¢) (H.33b)
WY ()](z) = —w(z)Y(¢) (H.33¢)
DY (t)] = —DY (). (H.33d)
En nous appuyant sur ces définitions, la transformation (4.33) s’écrit
u(t, ) Z4+pPw  Pw 0 G| |ult-)
u(t,-) | P IHP 0 W ()
Hlxwm|@=1 5  par 7 p||x0)| @ (H.34)
Y(t) 0 0 0 Z||Y(®

pour tout (u(t,-),v(t, ), X(t),Y (t)) € Z, H étant I'opérateur associé a cette transformation et
7 l'opérateur identité. Nous cherchons maintenant une transformation backstepping inverse
a (4.33) de la forme
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1 1
ult,a) =aft.o) ~ [ K@ ylalty)dy — [ KO (y)B(ty)dy - gam(®) (H35)

x xT

1 1
o(t, ) Zﬁ(t,w)—/ Kﬁ“(w,y)a(t,y)dy—/ KPP (z,4)B(t,y)dy — w(z)n(t) (H.35b)

X(t) = &(t) — Dn(t) — Rof(t,0) — /0 1 k1(y)at,y)dy — /0 1 ke(y)B(t,y)dy  (H.35¢)

Y () = n(t). (H.35d)

Dans le but d’écrire (H.35) sous la méme forme que (H.34), nous définissons les opérateurs
suivants. Soient les opérateurs de Volterra K¥: C1([0,1];R) — C*([0,1];R), i,j € {a, 3} et
de Fredholm K;: C1([0,1];R) — R™, i € {1,2} satisfaisant

K p(t, )](x) = - /x K (2, )t y)dy, (H.36a)

Kilelt ) = [ hilw)o(t, ). (H.36b)

Nous définissons également les opérateurs R, G, W and D comme suit

R[B(t,-)] = —Rop(t,0) (H.37a)
Gn(®)](x) = —g(x)n(t) (H.37b)
Wn(®)(x) = —w(z)n(t) (H.37c)
Dln(t)] = —Dn(t). (H.37d)
Ainsi, la transformation (H.35) s’écrit
a(t,-) I+K  K¥ 0 G [alt,)
=B8], | K THKPE 0 W |B(,)
HiPe) | D= i Jsr 7 1| ey | @ (FL.38)
n(t) 0 0 0 | |n).

H étant 'opérateur associé a cette transformation.

Dans le travail qui suit, nous établissons les équations satisfaites par les noyaux K% et
ki, et les coefficients g, w, D et Ry. Nous montrons maintenant que ces équations admettent
une solution unique. L’opérateur H, étant I'inverse de H, satisfait

u(t,-) Z 0 0 0f [u(t)

~ u(t,-) 100 Z 0 0f |v(t-)

HH X() (x) = 0 0 7 o] |x( (). (H.39)
Y (¢t) 0 0 0 Z||Y(t)

Le produit HH s’écrit matriciellement comme suit
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u(ta )
[] U(t7 )
HH X(1) (x)
Y(t)
[Z+Kee kP 0 Gl[z+P™ P® 0 G [ult)
| KP4k 0 W Pve T+ PYW 0 W |vu(t,) ()
o Ky Ko+R I D P1 Pr+R I D X(t)
|0 0 0 T 0 0 0 Z||Y(@)
_(I_|_ Kaa) (I + Puu) (I + ,Caoz) Puv 0 (Z + Icaa) q
B pru +KB (T + P) +KPW 4 G
KPe (T 4 P (z+ /cﬁﬂ2 T+P") (Z+EP)W | Tut, )
o+ (Z + ICW) pre +KPapuv +KCPG + W v(t,-) (2)
- x(t) |
Ki(Z+P*)+ Py (ICQ + 72) Z+P") (ICQ - 7%) 144 Y (t)
+ (’C2 +R) P I PW + Py + R +K1G+D+D
I 0 0 0 z |
(H.40)

En vue de trouver les équations intégrales satisfaites par K% et k;, nous utilisons les égalités
suivantes, obtenues par inversion de l’ordre des intégrations

Ka[pel[p(t, - / K9 (x,y) < / P (y,0)¢(t, 9)d9) dy

_/ / K (x,4)P (y,0)p(t,0)dody
(H.41a)

_ / / K (2, y) P (y, 0)o(t, 6)dydd

- / ([ K90 6.9)06 ) olt. ),
i,j € {a,B},e, f € {u,v},

KaPE [, )] = / (/ P (4. 0)¢(8,6)d6 ) dy

= [ [ k)P 00100, 000y
0 Jy (H.41b)

B /1 /6 ki(y) P! (y, 0)(t, 0)dyde

_/ (/ (6)P<! (6, y)da) o(t,y)dy,

i €{a,B},e, f €{u,v}.

En identifiant les termes de la matrice du membre de droite de (H.40) & ceux de la matrice
de (H.39) et en utilisant (H.41), nous obtenons les équations intégrales suivantes satisfaites
par les noyaux K% i,j € {a, 8}
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Y y
Ko (a,y) = =P"(a.y) + [ K (0,0)P"(0,9)d0 + [* K (2,0)P™(8,)d0,
(H.42a)
Y Y
K (x,y) = —P"(z,y) —i—/ Kaa(x,G)P“”(H,y)dH—i—/ K (z,0)P"(0,y)d6, (H.42b)

Yy Yy
K (a,y) = =P"(o,y) + [ K7 @ )P (0.5)d0 + [ K7 (0,0)P™(6.)d6, (H.A2)
xy xy
K% (a0, y) = —P"(2,1) + / K52, 0) P (6, y)d6 + / K5(2,0)P* (0, y)d6. (H.42d)
Les noyaux ki and ko a leur tour vérifient
_ Y Y
ki(y) = —p1(y) + RoP™(0,y) + /O ki (6) P™(0, )0 + /O () PU (6, )9, (H.43a)

ka(9) = =paly) + RaP™ (0.9) + [ ka(0)P(0.5)d0+ [ ka(0)P™ (0. )d0. (H.43b)

Finalement, les coefficients g, w, D et Ry vérifient

1 1
9(w) = ~g@)+ [ K@ 9)g)dy+ [ K (a,yyuls)dy. (H.44a)
w@) = —w@) + [ Koy + [ Kyl (H.44)
Ry = —Ry, (H.44c)
_ _ 1 1
D=-D+ Row(0) + | ki)g)dy+ | Faly)wis)dy. (H.44d)
0 0

Remarquons que les équations intégrales de Volterra de seconde espece (H.42a) et
(H.42Db), satisfaites par K et K’ sont couplées entre elles et sont indépendantes des
noyaux K% et KPB. Ces équations appartiennent & la classe considérée dans I’annexe 1.
Egalement, les équations (H.42c) et (H.42d), satisfaites par K5 et K”P sont indépendantes
des noyaux K et K*? et appartiennent & la classe traitée dans I’annexe I. Par suite, nous
garantissons l’existence unique d’une solution K% € C'(T3;R), i,j € {a, 8}. La norme de
ces noyaux est majorée en appliquant directement 1’équation (I1.16).

Par ailleurs, la forme des équations (H.43) est traitée dans [Kress, 1999, Théoreme 3.10].
Nous exposons 1’énoncé de ce théoreme comme suit.

Théoréme. [Kress, 1999], Théoréme 3.10. Soit I’équation satisfaite par ¢
x
ola) = [ K@yeldy = @), @€ lbel. (1.45)

Pour toute fonction f € CO([b,c];R), I’équation intégrale de Volterra de second espéce
(H.45), avec un noyau K continu, a une solution unique ¢ € C°([b, c|;R).

Avec une simple adaptation de ce théoréme a la classe C1([0,1];R) en dérivant (H.43)
par rapport a y et en montrant que la dérivée satisfait la méme forme d’équation considérée
dans ce théoréme, nous concluons qu'il existe une solution unique ki, ko € C*([0,1];R).
Finalement les équations (H.44) garantissent 1’existence des coefficients g,w € C'([0, 1];R),
Ry € R" et D € R™*™,

La bornitude de 'opérateur de = dans = est garantie en suivant la méme démarche utilisée
pour démontrer la bornitude de H.
O
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H.3 Démonstration du lemme 10

Démonstration. Ce lemme est démontré par une procédure standard de backstepping (voir
par exemple [Krstic and Smyshlyaev, 2008¢|). Nous dérivons (4.33) par rapport au temps et
a lespace et substituons ensuite ces dérivées dans le systeme cible (en effectuant en plus des
intégrations par parties quand nécessaire). Commencons par dériver (4.33a) par rapport a ¢
et utilisons les équations du systeme de départ (4.6) pour obtenir

a(t,z) = —Aug(t,z) + o tu(t, ) + o7 v(t, x)
1
- /m P (x,y) {—)\uy(t,y) + o u(t,y) + U+_v(t,y)} dy
- /: P*(z,y) [Avy(t, y)+o Fult,y)+o o, y)} dy —g(x) [A1Y (¢) + Eyu(t, 1)] -
(H.46)

L’intégration par parties des termes fxl P (x,y)uy(t,y)dy et fml P (x,y)vy(t,y)dy nous
mene a

ap(t,z) = —Aug(t,x) + {UJFJF — )\P““(x,x)} u(t, x)
+ {UJ“* + )\P“”(x,x)} v(t, x)
+ [AP"(z,1) — g(z)Ey — ApP"" (2, D)] u(t, 1) — [g(x) A1 + AP (x,1)C1] Y (¢)
1
- [ PRy + ot Py + o P )] u(t y)dy
— /xl {—)\P;”(:U,y) + ot P (2, y) + JffP””(:U,y)} u(t,y)dy.
(H.47)
Dérivons (4.33a) par rapport a x
ay(t,z) = ux(t,lx) + P"(z,x)u(t,x) + 1Pu”(3:, r)v(t,x) — ¢ ()Y (¢)
- [ Preuttady = [P ey)

Substituons (H.47) et (H.48) dans 'EDP (4.9a). Celle-ci est vraie si les noyaux P"* et P"¥
satisfont les EDP (4.34a) et (4.34b) respectivement dans 72 ainsi que les conditions aux
bords (4.35a) et (4.35b) respectivement, et si g satisfait 'EDO (4.34e).

(H.48)

Passons a (4.33b) et dérivons-la par rapport a ¢
Bi(t,x) = Mg (t,z) + o~ Tu(t,z) + o~ " v(t, )
1
= [ Py [<duy () + ot ulty) + ooty dy
1
= [ P y) [yt )+ o Fulty) + o0l )] dy = wle) (ALY () + Eralt, 1)
(H.49)
L’intégration par parties des termes fxl P (z,y)uy(t,y)dy et fxl P (x,y)vy(t,y)dy donne
Be(t, z) = Avg(t, ) + [0_+ — )\P”“(x,x)} u(t,x) + [o7 " + AP (z,2)] v(t, z)
+ AP (z,1) — w(z)E1 — A\pP" (z,1)] u(t, 1) — [w(z) A1 + AP (x,1)C1] Y (¢)

1
—/x AP (2,y) + 0P (@ y) 4+ 0T P (2, y)| ult y)dy

N /xl [—APJU(x,y) + ot TPz, y) + 0__Pw(9”7y)} v(t y)dy.
(H.50)
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Dérivons (4.33b) par rapport a z

Be(t,x) = v.(t,x) + P""(z,2)u(t, =) + P (z,x)v(t,x) — w' (2)Y (t)

1 1 (H.51)
- [ Pttty - [P @yt pdy.

Substituons (H.50) et (H.51) dans 'EDP (4.9b). Celle-ci est vraie si les noyaux P"* et P’
satisfont les EDP (4.34c) et (4.34d) respectivement dans 73 ainsi que les conditions aux
bords (4.35¢) et (4.35d) respectivement, et si w satisfait 'EDO (4.34f).

La dérivation de (4.33d) par rapport a t est exactement 1’équation (4.6d). En substituant
cette équation dans (4.9d) et en se servant de (4.33d) et (4.33a) apres 'avoir évaluée en z = 1,
nous obtenons

A1Y(t) + Elu(t, 1) = (A1 + ElFl)Y(t) + F; (u(t, 1) — g(l)Y(t)) (H52)
L’EDO (4.9d) est vraie si g satisfait la condition initiale (4.35¢).

Nous évaluons ensuite (4.33a) et (4.33b) au bord z = 1 et les introduisons, avec (4.33d),
dans (4.9f) pour avoir

o(t, 1) —w(1)Y (£) = plu(t,1) — g(1)Y () + C1Y (¢). (H.53)

En tenant compte de la condition au bord (4.6f), la condition au bord (4.9f) est vraie si w
satisfait la condition initiale (4.35f).

Evaluons (4.33a) en 2 = 0 et injectons-la, avec (4.33c), dans (4.9¢) pour obtenir

1 wu ! uv
u(t,O)—/O P (O,y)U(t,y)dy—/o PO, y)u(t, y)dy — g(0)Y (1) (H.54)

= CoX(t) — CoDY (t) — CoRyv(t,0) — Cy /01 p1(y)u(t,y)dy — Cy /01 p2(y)v(t,y)dy.

En tenant compte de la condition au bord (4.6e), la condition au bord (4.9¢) est vraie si
les coefficients D, Ry, p1 et py satisfont les équations algébriques (4.36). Remarquons que
nous pouvons toujours trouver une solution a ces équations en utilisant 'inverse a droite
ch = CJ(CoCJ)™L, qui est bien définie par I'’hypothese 2, comme suit

D = Clg(0) (H.55a)
Ry = —Clq (H.55b)
pi(y) = CLP(0,y) (HL.55¢)
p2(y) = CLP™(0,) (HL55d)

Ce choix est adopté dans le reste de ce travail.

Finalement, dérivons (4.33c) par rapport au temps et utilisons (4.6)

S(t) = A()X(t) + E(ﬂ)(t, O) + B()U(t) —D (A1Y(t) + Elu(t, 1))

— Rowy(t,0) — /01 () [~y (ty) + o ulty) + ot ot y) | dy (HL56)

— /Olpg(y) [)\vy(t,y) + o Tu(t,y) + U__v(t,y)} dy.
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En intégrant par parties les termes fol p1(y)uy(t,y)dy et fol p2(y)vy(t, y)dy, nous obtenons
£(t) = [Eo — Agp1(0) + Ap2(0)] v(t, 0) — Rowy(t,0)
+ [=DEy + Ap1(1) — Appa(D] w(t, 1) + [4g — Apy(0)Co) X (1)

! (H.57
~ DAL+ dp(OCI Y () = [ [Wh(w) + o pily) +o pa)] ut iy (5T
1
~ [ [ + om0 + 0 pa)] ot )y + BU ).
En utilisant (4.33c), le membre de gauche de (4.9¢) s’écrit

(Ao + BoFo)&(t) = —(Ao + BoFo)Rov(t,0) + (Ao + BoFo) X (t) — (Ao + BoFo)DY (1)

1 1 (H.58)
— | o+ BoFom(wyutt.) = | (Ao + BoFo)pa(y)o(t.v).
Ainsi, la loi de commande synthétisée dans (4.37), avec les coefficients définis dans (4.38),
garantit la validité de 'EDO (4.9¢).
O

H.4 Démonstration du lemme 11

Démonstration. Nous démontrons le caractere bien-posé des équations des noyaux (4.34)-
(4.35), et que la solution satisfait la régularité imposée par le lemme 9, i.e. P¥ € C(T3;R)
pour i,j € {a, B}, g, w € CY([0,1];R™) et p1, p2 € CL([0,1];R"). La difficulté découle du
couplage a lintérieur du domaine, ainsi que des conditions aux bords. Pour clarifier notre
idée, nous remarquons que les noyaux P** et P"’ vérifient deux EDP hyperboliques couplées
entre elles, avec des conditions aux bords couplées & une dynamique EDO vérifiée par g. Il
est intéressant de noter que ces dynamiques (décrites par (4.34a), (4.34b) et (4.34e) avec les
conditions aux bords (4.35a), (4.35b) et (4.35e)) sont indépendantes des noyaux P"", P et
w. Ces derniers vérifient eux-méme une dynamique similaire (deux EDP couplées entre elles
dans le domaine et & une EDO au bord).

Nous considérons un changement de variable adéquat et nous réécrivons les équations
(4.34a), (4.34b) et (4.34e) sous la forme abordée dans [Di Meglio et al., 2018, Théoreme 3.2].
Ce théoreme est appliqué car ces équations vérifient les hypotheses qu’il exige. Nous exposons
maintenant 1’énoncé de ce théoreme.

Théoréme. [Di Meglio et al., 2018], Théoréme 3.2. Considérons le systéme

ot F = (Fy--- F,)". Chaque F; est inconnue et satisfait des conditions dans un sous-ensemble
Q; € 971 de la forme suivante

n
Vi =1,---,n FZ’QZ = fl+zrlj()F]’Qz (H.60)
j=1

ou f; et I';; sont définies sur €;. Supposons que
— le systéme découplé, obtenu en prenant ¥;(x,y) = 0 dans (H.59) et I';; = 0, Vi, j dans
(H.60) est bien-posé,
— il existe a > 1 tel que, pour tout i =1,---,n, les inégalités suivantes sont vraies

V(z,y) €1 agi(x) —vi(y) > >0 (H.61)

— le graphe représentant le couplage aux bords entre les noyaux est acyclique, i.e. il ne
contient aucun cycle.
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F1cURE H.3 — Lignes caracteristiques associées a P“*, P% et g dans 7s.

Alors il existe une solution unique F' € L*(T1;R).

Nous commencgons a réécrire PEDO vérifiée par g dans (4.34e) sous une forme EDP,
comme établi dans [Di Meglio et al., 2018], en définissant

9(x,y) = Liy—y(z, y)g(), (H.62)
ou § satisfait
Aga(,9) = 1gym1y(2,9) [§(,9) |07 T — 41| = AP'(2,)C1 (H.63)
pour (z,y) € T2, avec la condition au bord
g(x,x) = Ly—ny(z, ) F1. (H.64)

Les lignes caractéristiques correspondant aux noyaux P“%, P“’ et § et partant des bords
ol ces noyaux sont définis sont montrées sur la figure H.3.

Nous considérons le changement de variables

r=1-u, (H.65a)

y=1-uy, (H.65Db)

“ sz, y) = P"(z,y), (H.66a)
Sz, y) = P*(x,y), (H.66b)

hz,y) = §(z,y). (H.66¢)

Sut, SUY et h sont définis dans le domaine T; = {0 <y <z < 1}. Afin d’établir les EDP
satisfaites par S**, S* et h, nous effectuons des dérivées partielles de (H.66a) et (H.66b)
par rapport & Z et y. Nous dérivons ensuite (H.66¢) par rapport a Z. En nous appuyant sur
les EDP (4.34a), (4.34b) et (H.63) et sur les conditions aux bords (4.35a), (4.35b) et (H.64),
nous trouvons que S™*, S% et h vérifient les EDP couplées suivantes

—+

> 5 Uu (7 o g uv (5

S3(2.9) + 57" (,9) = ——5"(2,9) (H.67a)
o o o —ogtT o ot~ o

53 (%,9) = 55" (2,9) = ————5"(@,9) + ——5"(%,9) (H.67b)

)‘Bi(fa g) = ]1{§=0} (fa g) |:B('i'7 g) {_UJrJrIm + Al} + )\Suv(fa g)cl ’ (H67C)
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FIGURE H.4 — Lignes caractéristiques associées & S, SU et h dans 7Ts.

avec les conditions aux bords

S (7,0) = RyS™(F,0) + %B(z, 7) By (HL.68a)
w (= = ot”
Wz, %) = 140y (7. 5)F1. (HL68c)

Les lignes caractéristiques de S™*, SU¥ et h émanant des conditions aux bords ol ces
noyaux sont définis sont illustrées sur la figure H.4. Les variables S%*, SU% et  telles qu’elles
sont décrites dans (H.67)-(H.68) vérifient les hypotheses suivantes requises par [Di Meglio
et al., 2018, Théoréeme 3.2] :

(i) le systeme découplé (a l'intérieur du domaine et aux bords) est bien-posé,

(ii) il existe une ligne (d): y = az (montrée sur la figure H.4) telle que toutes les lignes
caractéristiques, orientées en partant des conditions aux bords ou les noyaux sont définis,
s’éloignent de (d),

(iii) le graphe représentant les couplages aux bords entre les noyaux S**, S"¥ et h et défini
sur les bords du domaine triangulaire 77 est acyclique. Ce graphe est bien acyclique
puisqu’en examinant les conditions aux bords (H.68), S“*(z,0) dépend de S*¥(z,0) et
de h(z, 7). Par contre, les conditions aux bords S**(Z,Z) et h(Z,Z) sont constantes et
ne dépendent pas des valeurs des noyaux considérés.

En appliquant [Di Meglio et al., 2018, Théoreme 3.2] avec une adaptation & la classe
C°(T1;R) en utilisant la norme sup et en ayant les coefficients dans les conditions aux
bords (H.68) continus, nous trouvons que S** et S** sont dans C°(71;R) et h(-,0) est dans
C°([0,1];R). Nous déduisons de I’expression de h;z dans (H.67c) que h(-,0) € C([0,1];R).
Dans le but de démontrer que S et S“ sont en fait dans C'(77;R), nous cherchons
les équations intégrales satisfaites par ces noyaux a travers la méthode des caractéris-
tiques, nous dérivons ensuite ces équations par rapport a T et a y, et prouvons que ces
dérivées satisfont des équations intégrales dans la classe considérée dans la preuve [Di Me-
glio et al., 2018, Théoreme 3.2] et par suite, que ces dérivées sont elles-mémes dans C°(7;R).

En appliquant la méthode des caractéristiques et en intégrant le long des lignes caracté-
ristiques représentées sur la figure H.4 en partant des bords ou ces noyaux sont définis, nous
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obtenons la solution des EDP (H.67) suivante

1- oy
0

e ey (9 )
RSt
0
M(E ) = 10, )Fi
o[ 0@ [fonae e e e

]
* /0 Lig—0}(2,2)5"(0 + 9,9)Crdf.

En évaluant (H.69b) et (H.69c) en Z := & — y et y := 0 et en l'injectant dans (H.69a) nous

avons
e FECARLY ) A /i2g5““<9+x_y 0+x_y)d9
o —ott T -y -y 1 [
g "7 s (g a0+~ S (9,0)C, Eydf
T A /0 (+2’ 2)"‘)\/0 (0,0)C1Ex
-+ ry -y
—/ S“”(9+:E—g,9)d9+ﬁ/ 7(6,0)(—o T, + A1) Erde.
0
(H.70)
Dérivons (H.70) par rapport a =
+
S (z,y) = Pjsuu(l“—yao)
uu x_g j_g un i'_g i'_g
*p/{s( 2 2)+Sy( 2 2)](16
- w AR Sl P f—@ T—j
+'”TS C ’0)+'”T/0 [5 < : 2 >
+ 5w <9+— 0+ = )]d9+ ASuv( —5,0)C1E:
—/ SU (0 + 7 —,0)d0 + A2h( 0)(—a++]1m+A1)E
0
(H.71)

En utilisant (H.67a), nous pouvons exprimer Si* en fonction de S* et S comme suit

y) = S (9+%,—9+x_y>

2
L g (e+f_?7 —a+f_?7)
X 2 '

o <9 (H.72)

2

Nous pouvons également exprimer Sj* en fonction de Sz¥, S et S en utilisant (H.67b)
comme suit

T—y -y -7y T—y
s (g =S (g -0
(ot e s (e e )
ST (o4 T o4 Y (Y
A 2
ot~ T—y -y
—— S (h4+ === -0
o (0t -0 )
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En introduisant (H.72) et (H.73) dans (H.71), nous aboutissons a

—_— 4+ -y =
Su(z, ) = M (z,7) + pT—T— / SE“’( y)d@
 (Z,9) (,9) + p—— 5 5 (H.74)
ot v
+T/ SU (0 + & — §,0)d6,
0
avec
+— —— _ g+t
Mll__io- SuU(zE () o - o S (% _ i ()
(@,9) = po3- 5" (@ = 9,0) + p——5 (z —9,0)
1 uv ( =
+XS (x—y, )ClEl"i‘Fh( O)(—0++Hm+A1)E1
- ++ =9 _ _ _ _
0 —0O T o T — T—1y
E—g o _
Pt (o _ 2] [ 2 quw rT—Yy 5, Ty
+2)\2[0 o (o o )}/0 S (9—!— 5 0+ 5 )d@.

Dérivons (H.69b) par rapport a &

uv (5 g —att uv (5 o~ —ott % uv T4y T4y
s 9) = T T8 g + T T | [Sf (04252 -0+ 220)
uv r+y ot w _
+Sy< )] a0+ Tmsm@

+

2

uu £C+ _ r+y uu x
QA/ [s ( 0+ >+S§ <9+

En substituant (H.72) et (H.73) dans (H.76), nous obtenons

— _ g+t 52 T
SW(E,7) = M*2(x, y)—i—%/ o guw (e+¥ _e+“;y) 49, (H.77)
0

avec
- ++ +-
12/~ ~ o o Uv o U
++ 4
+-0 2 W + +vy
~0 % /0 S (9 )dH
O USRS /_52@7 ( Pty :c+y)
+2)\2[0 o (o o )} ; S0+ 5 0+ 5 dé.

(H.78)

Afin d’obtenir les équations intégrales satisfaites par Sy* et Si¥, nous dérivons d’abord (H.70)
puis (H.69b) par rapport a y. En utilisant (H.72) nous obtenons

z-g
2
uv
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avec
+- —— _ 4t+ 1
M21__——U UU (5 g o UV (5 = — Quv E
(@,9) = —p53-5"(@ = 9,0) = p— 75" (@ — ,0) = 15 )C1Ey
_+ 1 _
+= — 5" (z, g)—ﬁh(f—g,o)(—a‘LﬂIm—i—Al)El
ot=o=t -7 -7
— P we —0 dé
P /0 o ( Ty it )
o —ott 5 77 T
— g do
ot (v
~ 2 [T 8w + z — 5,60)do.
A Jo
(H.80)

Finalement, en dérivant (H.69b) par rapport a y et en utilisant (H.72), nous obtenons

—— ++ 2 T
o _— - T+y Tty
wv 2 o —o /2 uv( rry _ ) H.81
Sy (2,9) = M™(2,9) + ——5 S0 T ) a6, (181
avec
—— _ gttt ot
2~ - 9 —o (T g) — uy =
+—o—+ 52
+%/ Lo (9+ﬂ—9+x+y)d9 (H.82)
2\ 0
o7 —otTt 7 w T+y r+y
LT /O s ( : : )de.

Les équations intégrales couplées (H.74) et (H.77) appartiennent & la classe des équations
obtenues dans la preuve de [Di Meglio et al., 2018, Théoreme 3.2]. Il en est de méme pour
(H.79) et (H.81). Nous déduisons que S¥, S¥v, Sit et Sp¥ e CY(Ty;R). Par suite, S* et
Sw ¢ CY(T1;R), ce qui entraine que P et P € CY(T3;R) et g € CH([0,1];R). Avec
une démarche analogue a celle présentée dans cette preuve, nous trouvons que P** et P
€ CY(T3;R) et w € CL([0, 1];R).

O
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Dans cette annexe, nous démontrons le caractere bien-posé de deux équations de Volterra
de seconde espece couplées. Nous nous appuierons sur le théoreme du point fixe dans un
espace de Banach [Almezel et al., 2016, Théoreme 2.4]. L’énoncé de ce théoreme est le suivant.

Théoreme. [Almezel et al., 2016], Théoréme 2.4. Soit (X,d) un espace métrique complet
et soit Z: X — X une application telle que Z™ est strictement contractante sur X pour un
entier positif n. Alors Z admet un point fize unique.

Nous rappelons qu'un opérateur Z: X — X est strictement contractant s’il existe une
constante positive € < 1 telle que

d(Z[f], 21f]) <ed(f.f), Vf fex. (L1)

Le résultat présenté dans cette annexe est appliqué aux équations intégrales (D.13) et (H.42).
Nous considérons d’abord le domaine 72 = {(z,y) € [0,1] x [0,1];y > x}. Nous définissons
I'espace fonctionnel ® = C''(73;R) muni de la norme

| ¢ lleg= sup |o(z,y)|+ sup |eu(z,9)|+ sup |poy(z,y)|, Vo€ . (1.2)
(z,y)€T2 (z,9)€T2 (z,y)€T2

Nous définissons de méme 'espace ® = & x P, avec la norme associée

| f le=max{l[ f1 llg, | f2 la}, VS = (f1,f2) € P (I.3)

Nous pouvons constater que (P, | - ||¢) est un espace de Banach.

Nous considérons ensuite les fonctions Q'1, @2, Q! et Q%2 € @, avec Q = max{|| Q" IR
QY2 g, Il @ |lg, |l @%2 ||} Les fonctions K'(z,y) et K?(z,y) vérifient les équations
intégrales de Volterra de seconde espece suivantes

K (ay) = K(oy) + [ K'@0)QU0.0)a0+ [ K2@.0)Q7 (0.9)80  (L4a)

K%(z,y) :Kg(x,y)+/yK1(x,9)Q12(9,y)d9+/y K?(z,0)Q*(0,y)d8  (L4b)

pour tout (x,y) € T3. Nous signalons que dans [Kress, 1999, Théoreme 3.10], le caractere
bien-posé de deux équations de Volterra a été démontré, les fonctions dans ce théoréme
comprennent un seul argument. Dans cette annexe, nous effectuons une modification sur la
preuve de ce théoreme en vue de démontrer que les équations (I.4a) et (I.4b) sont bien-posées
dans ®.

Nous introduisons 'opérateur Z: ® — ® associé a (1.4), défini comme suit

Ky [Q o] [K! (I5)
= | g2 T oz o2 g2 (@,9),
O(x7y) Q Q
pour Ky = Ky € ® et avec K(x,y) = K (z,y) Les opérateurs linéaires Q7: & — @
° kG ’ K*(z,y)| '

sont définis par

g y g
QUK (z,y) = [ K'(2,0)Q7(0.y)d0. (16)
xX
pour i, 7,1 € {1,2}. Remarquons qu’en utilisant l'opérateur Z, (I1.4) s’écrit

ZK|(z,y) = K(z,y). (1.7)
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L’équation (I.7) admet une solution unique dans ’espace de Banach ® si et seulement si
l'opérateur Z admet un point fixe unique dans cet espace pour tout Zy € ®. En vue d’appli-
quer [Almezel et al., 2016, Théoreme 2.4], nous cherchons a démontrer qu’il existe un n €N
tel que Z™ est strictement contractant, i.e. il existe € € [0,1) tel que

1 Z°f1 = Z"f] le<ell f = fllo, VS fe@. (L.8)

Notons qu’en vertu de la linéarité de Q, nous avons pour tout n € N

Z"f) = 2"f] = Z[2" "' f] - 212" ]

= Q[z" ']~ QIz" ] (1.9)
=Qz" 1 f — 2" ]
=Q"f-fl, Vffee

Afin de démontrer (I.8) pour un n € N, nous commencgons par majorer les premiers termes

de ‘Q" f — f](m,y)’ (pour n = 1,2,3). Nous serons ensuite amenés par récurrence sur n a

majorer la norme de Q"[f — f] dans ®. Pour n = 1, nous avons

Qf ~ ()| < 200 - )] - f%l] (1.10)

Pour n = 2, nous obtenons

\Qﬁf—ﬂmwﬂs[ufuf—fm/ﬂe—mw]H]

(I.11)
~a0? -]
Effectuons la méme démarche pour n =3
3rp 7 8 534 7 Yoo 2 1
9°1f - Aww)] < | 5@ £ ﬂ@/(@aﬂw}u .
=5 e
Par récurrence sur n € N, nous trouvons que
i 2Q(y - 2)]"
\QW—ﬂwwﬂgL———wa fm[] L13)
En conséquence ~
~ 20\ ~
I 2tr = Al < ELY 5= Fla. (114)

(QQ) — 0. Ainsi, il existe n € N tel que (Co)il Q) <1

En passant a la limite n — oo, le quotient
et Z™ est strictement contractant sur ® d’ apres (I.9). La solution de (I.5) est obtenue par
des itérations successives (voir [Carothers et al., 2004] et [Krstic and Smyshlyaev, 2008b]) de
la maniere suivante

o0

n=0
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avec QY[Ky] = Kp. La norme de la solution est majorée par

1K Jlo <>l Q"[Ko] [l

n=0
< | Ko llo, i€ {1,2}.

(L.16)

Nous prouvons ainsi qu’il existe une solution unique des équations intégrales (I1.4) satis-
faisant K, K? € ®.
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