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Résumés

Français :
Cette thèse s’intéresse à l’optimisation multiobjectif sans contrainte lorsque les objectifs
sont exprimés comme des espérances de fonctions aléatoires. L’aléa est modélisé par
l’intermédiaire de variables aléatoires et on considère qu’il n’impacte pas les variables
d’optimisation du problème. La thèse consiste à proposer un algorithme de descente qui
permet l’obtention des solutions de Pareto du problème d’optimisation ainsi écrit. En
utilisant des résultats d’analyse convexe, il est possible de construire un vecteur de des-
cente commun à l’ensemble des objectifs du problème d’optimisation pour un tirage des
variables aléatoires donné. Une suite itérative consistant à descendre dans la direction
du vecteur de descente commun calculé au point courant et pour un tirage aléatoire
unique et indépendant des variables aléatoires est alors construite. De cette manière,
l’estimation coûteuse des espérances à chaque étape du processus d’optimisation n’est
pas nécessaire. Il est possible de prouver les convergences en norme et presque sûre
de cette suite vers les solutions de Pareto du problème d’optimisation en espérance
et d’obtenir un résultat de vitesse de convergence lorsque la suite de pas de descente
est bien choisie. Après avoir proposé diverses méthodes numériques d’amélioration de
l’algorithme, un ensemble d’essais numériques est mené et les résultats de l’algorithme
proposé sont comparés à ceux obtenus par deux autres algorithmes classiques de la
littérature. Les résultats obtenus sont comparés par l’intermédiaire de mesures adaptées
à l’optimisation multiobjectif et sont analysés par le biais de profils de performance.
Des méthodes sont alors proposées pour prendre en compte deux types de contrainte
et sont illustrées sur des problèmes d’optimisation de structures mécaniques. Une
première méthode consiste à pénaliser les objectifs par l’intermédiaire de fonctions
de pénalisation exacte lorsque la contrainte est décrite par une fonction déterministe.
Pour les contraintes probabilistes, on propose de remplacer les contraintes par des
objectifs supplémentaires, ces contraintes probabilistes étant alors reformulées comme
des espérances de fonctions indicatrices, le problème étant résolu à l’aide de l’algorithme
proposé dans la thèse sans avoir à estimer les probabilités des contraintes à chaque
itération.
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Mots clés : Optimisation ◦ Multiobjectif ◦ Stochastique ◦ Vecteur de descente ◦ Gra-
dient ◦ Sous-différentielle ◦ Pareto

English :
This thesis deals with unconstrained multiobjective optimization when the objectives
are written as expectations of random functions. The randomness is modelled through
random variables and we consider that this does not impact the problem optimization
variables. A descent algorithm is proposed which gives the Pareto solutions without
having to estimate the expectancies. Using convex analysis results, it is possible to
construct a common descent vector that is a descent vector for all the objectives
simultaneously, for a given draw of the random variables. An iterative sequence is then
built and consists in descending following this common descent vector calculated at
the current point and for a single independent draw of the random variables. This
construction avoids the costly estimation of the expectancies at each step of the
algorithm. It is then possible to prove the mean square and almost sure convergence
of the sequence towards Pareto solutions of the problem and at the same time, it
is possible to obtain a speed rate result when the step size sequence is well chosen.
After having proposed some numerical enhancements of the algorithm, it is tested on
multiple test cases against two classical algorithms of the literature. The results for
the three algorithms are then compared using two measures that have been devised
for multiobjective optimization and analysed through performance profiles. Methods
are then proposed to handle two types of constraint and are illustrated on mechanical
structure optimization problems. The first method consists in penalising the objective
functions using exact penalty functions when the constraint is deterministic. When
the constraint is expressed as a probability, the constraint is replaced by an additional
objective. The probability is then reformulated as an expectation of an indicator
function and this new problem is solved using the algorithm proposed in the thesis
without having to estimate the probability during the optimization process.
Keywords : Optimization ◦ Multiobjective ◦ Stochastic ◦ Descent vector ◦ Gradient ◦
Subdifferential ◦ Pareto
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Chapitre 1

Introduction

Les constructeurs industriels recherchent à développer des systèmes ayant les
meilleurs performances, garantissant le meilleur niveau de fiabilité et de sécurité, tout
en réduisant au mieux les coûts de production. Un moyen de répondre simultanément
à ces objectifs multiples et antagonistes est d’intégrer au niveau du processus de
conception une ou plusieurs étapes d’optimisation multiobjectif.
L’aéronautique fournit de nombreux exemples illustrant ce type de problématiques. En
aérodynamique, on optimise la géométrie des surfaces portantes, et plus généralement
des configurations entières plus ou moins simplifiées, de manière à atteindre un bon
compromis entre performances pures, stabilité et manœuvrabilité en extrêmalisant
un ou plusieurs critères qui intègrent ces notions via les coefficients aérodynamiques
(forces et moments). Le bon compromis dépend du point considéré sur l’enveloppe de
vol de l’engin (“problème multipoint”). Typiquement, en matière d’aérodynamique des
avions civils, domaine industriel très concurrentiel, étant donné les enjeux économiques
et les contraintes légales environnementales, il est primordial de minimiser la traînée en
régime de croisière de vol transsonique sous contrainte de portance, pour maximiser le
rayon d’action, et minimiser la consommation et l’impact de pollution atmosphérique.
Pour la phase de décollage (et d’atterrissage), on cherche à maximiser la portance de
l’engin dans une configuration différente (vol subsonique à grande incidence, volets
hyper-sustentateurs déployés) afin de garantir la sécurité de cette phase de vol. En
aérodynamique des avions militaires, d’autres critères sont pris en considération. En
particulier, un intercepteur peut être amené à déclencher volontairement un décrochage
dans une manœuvre d’évitement. Pour cette raison la stabilité des avions militaires est
optimisée différemment.
De manière générale, les formes sont optimisées vis-à-vis de disciplines concourantes.
En particulier, les voilures dont la structuration interne est complexe, sont analysées
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en matière de résistance des matériaux. La rigidité est habituellement maximinisée
par minimisation de la compliance. Notons dès à présent, que cette optimisation est
habituellement très conflictuelle à celle de l’optimisation aérodynamique, ce qui renforce
le besoin de méthodes performantes en optimisation multiobjectif.
Au stade de l’avant projet, le constructeur intègre l’ensemble de ces différentes disci-
plines dans des "boîtes noires" pour lesquelles, un jeu de paramètres de conception de
l’avion résulte sur un ensemble de performances réalisées (masse, coefficients aérodyna-
miques, rigidité de l’avion, etc. . .) et ceci permet d’aborder globalement les questions
de mécanique du vol.
Chercher le ou les meilleurs jeux de paramètres de conception revient mathématique-
ment à résoudre un problème d’optimisation multiobjectif dont on voit qu’il revêt de
nombreux aspects pour optimiser un système aussi complexe qu’un avion.

La présence importante de problématiques d’optimisation multiobjectif chez les
industriels a favorisé un développement important de méthodes numériques en optimi-
sation multiobjectif et en recherche opérationnelle. On pourra notamment citer le livre
de Collette et Siarry [15] qui recense un grand nombre de méthodes d’optimisation
multiobjectif récentes et leur contexte d’utilisation, ainsi que le livre de Miettinen
[55] qui propose des méthodes étendues à un cadre où les objectifs sont non-linéaires.
La communauté scientifique autour des problèmes d’optimisation multiobjectif est
aujourd’hui très riche et active. On note un nombre important de projets de recherche
européens et nationaux dont le projet ANR Optimisation MultiDisciplinaire (OMD)
coordonné par le CNRS et l’École des Mines de Saint-Étienne qui a découlé sur un
grand nombre de publications portant sur la thématique multiobjectif dans le livre de
Coelho et Breitkopf [14] et de Breitkopf et Coelho [10]. On pourra de plus distinguer
deux approches dans l’optimisation multiobjectif, une première appelée l’optimisation
multidisciplinaire, où les différents objectifs font appels à des disciplines variées pour
lesquelles les objectifs peuvent être interdépendants. C’est le cas de l’optimisation
aéro-structure dont une application fait l’objet de la thèse de Achard [1], qui en plus de
proposer une méthode innovante pour le calcul des gradients des objectifs par rapport
aux paramètres aéro-structures, réalise un exemple d’optimisation d’une aile sous
des critères à la fois structuraux et aérodynamiques pour lesquels un couplage entre
ces deux disciplines est pris en compte. Le second type de problème est le problème
multipoint, où cette fois un seul objectif est considéré, mais dans des configurations
différentes.
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Les méthodes d’optimisation multiobjectif s’inspirent souvent des méthodes dévelop-
pées en optimisation mono-objectif pour lesquelles une adaptation au cadre multicritère
a été effectuée. Les premières méthodes à apparaître consistent entre autres à ramener
les problèmes multiobjectifs à des formulations mono-objectifs pour lesquelles un grand
nombre d’algorithmes de résolution efficaces existent. Mais ce type de méthode à
l’inconvénient de perdre l’aspect multiobjectif du problème, et a tendance à ne proposer
qu’une unique solution parmi l’ensemble des solutions possibles et privilégie les objectifs
entre eux, on parle d’optimisation a priori. Plus récemment, les adaptations des algo-
rithmes heuristiques ont connu un important essor. Ces méthodes ont pour avantage
d’être relativement simples à mettre en œuvre, leur adaptation nécessite seulement un
changement dans la manière de noter ou de sélectionner les individus performants. On
peut notamment citer parmi les algorithmes génétiques les plus réputés ceux décrits
dans les papiers suivants : NSGA-II [19],SPEA [77], PAES [43]. Bien que largement
utilisés lorsque les objectifs sont simples à calculer, le nombre de calculs nécessaires à
leur convergence est très élevé, ce qui les rend difficilement applicables à des problèmes
requérant des calculs haute performance ou numériquement coûteux. L’extension des
méthodes de gradient n’arrive que plus tard en optimisation multiobjectif, mais vient
combler le manque de rapidité des algorithmes précédemment cités. En optimisation
multiobjectif convexe différentiable, l’Inria a développé la méthode Multiple Gradient
Descent Algorithm (MGDA) [20] qui, lorsqu’on connait en un point les gradients des
différents critères du problème, permet de construire une direction de descente commune
à l’ensemble des objectifs et ce quel que soit leur nombre. Quand les gradients sont
linéairement indépendants, la direction de descente fournie est telle que les dérivées
directionnelles des critères dans cette direction sont égales. Au second ordre près, les
objectifs diminuent donc d’autant à chaque itération. Lorsque la direction de descente
fournie est nulle, on atteint un point Pareto stationnaire du problème multiobjectif.
Cette méthode continue a être développée à l’Inria suivant différentes voies d’améliora-
tions et a donné lieu à une plateforme logicielle disponible en ligne https://mgda.inria.fr.
Un exemple d’application de la méthode MGDA à un cas où le nombre de gradients
est grand est fourni dans Désidéri et Duvigneau [22], où les auteurs s’intéressent à
la minimisation de la trainée d’une plaque plane par l’intermédiaire de jets pulsés
périodiques dans un cadre d’écoulement compressible visqueux laminaire. L’optimisa-
tion est menée sur 6 paramètres définissant le fonctionnement de ces jets de manière
à réduire la trainée à tous les instants de la période considérée. Les développements
récents portent sur le traitement des contraintes [21], ainsi que sur le traitement de
problèmes multiobjectifs priorisés par partage de territoire et jeux de Nash [23]. Cette

https://mgda.inria.fr
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méthode MGDA-Nash, à partir d’un point Pareto optimal vis-à-vis des seuls critères
prioritaires, permet de construire un continuum de solutions, équilibres de Nash, qui
améliorent d’autres critères initialement considérés comme secondaires tout en pré-
servant la Pareto-optimalité des critères prioritaires. La méthode MGDA a aussi été
étendue au cadre non-différentiable dans l’article de Mäkelä et al. [50].

Parallèlement est apparu le besoin de prendre en compte les incertitudes inhérentes
à tout problème réel où les phénomènes obtenus sont affectés par des méconnaissances
ou des fluctuations aléatoires (défauts géométriques, matériaux, etc...). Les travaux
incluant les incertitudes lors du processus d’optimisation ont connu d’importants dé-
veloppements au cours du 20ième siècle avec notamment les travaux de Dantzig [17],
Bellman et Zadeh [6], Klamroth et al. [42] et de nombreuses approches ont été proposées
parmi lesquelles on retrouve l’optimisation dite robuste. L’optimisation robuste inclut
un nombre important de concepts de robustesse comme l’optimisation du "pire cas"
ou encore l’optimisation sur la moyenne et la variance [36, 41] ainsi que l’optimisation
stochastique où les paramètres incertains sont modélisés par des variables aléatoires de
distribution connue et où l’information probabiliste est directement incluse dans les
approches numériques. Dans ce contexte, les objectifs du problème d’optimisation sont
écrits comme des espérances de fonctions aléatoires. Dans cette thèse, on s’intéresse
tout particulièrement à cette dernière formulation. Concernant l’optimisation stochas-
tique mono-objectif, la littérature est bien plus riche et comporte un grand nombre
d’approches numériques [68, 67]. Deux approches distinctes existent, une première
basée sur une approximation stochastique comme l’algorithme proposé initialement
par Robbins et Monro [66] et qui a fait l’objet de différentes améliorations [31, 32]. La
seconde approche est une approche dite par scénarios [71, 58], cette dernière étant plus
fréquemment utilisée pour les problèmes d’optimisation avec contraintes en probabilité.
L’optimisation multiobjectif stochastique étant quant à elle moins développée dans
la littérature, la majorité des approches proposées sont basées sur l’utilisation d’un
algorithme classique d’optimisation déterministe couplé à une formulation robuste où
les moyennes stochastiques ou les variances sont soit obtenues de manière analytique sur
des objectifs simples [34, 18, 12] ou estimées par le biais d’approches de type scénarios
(Sample Average Approximation) [35, 8, 51, 47, 24, 74, 44, 64, 72]. L’inconvénient
majeur des méthodes couplées est le coût numérique engendré par l’approximation des
espérances à chaque itération de l’algorithme d’optimisation.
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Cette thèse s’intéresse donc au développement d’un algorithme d’optimisation
multiobjectif qui s’abstient du calcul coûteux des espérances. À cette fin, on cherche à
étendre l’algorithme du gradient stochastique [66] au cadre multiobjectif en s’appuyant
sur les résultats d’analyse convexe qui ont été mis en avant pour l’algorithme mul-
tiobjectif MGDA dans le cadre de fonctions différentiables et non-différentiables. On
cherche de plus à démontrer des résultats théoriques de convergence de l’algorithme
vers les solutions du problème d’optimisation multiobjectif en espérance et à comparer,
sur un ensemble de tests classiques de la littérature, les performances de ce nouvel
algorithme par rapport aux approches présentées ci-dessus.
Après avoir rappelé dans le Chapitre 2 l’ensemble des résultats d’analyse convexe et de
probabilité nécessaires aux développements menés dans cette thèse, on présente formel-
lement dans le Chapitre 3 la formulation mathématique d’un problème d’optimisation
et ce qu’implique le passage au cadre multiobjectif. Dans ce même chapitre, on donne
aussi les résultats théoriques qui concernent la construction d’un vecteur de descente
commun pour un ensemble de classes de fonctions objectifs (convexes différentiables,
non-différentiables, pseudo-convexes). Une fois la construction du vecteur de descente
commun effectuée, on présente alors, dans le Chapitre 4, l’algorithme MGDA qui permet
de résoudre les problèmes déterministes d’optimisation multiobjectif. Le passage à un
problème stochastique donne alors l’opportunité de proposer un nouvel algorithme
Stochastic Multiple Gradient Descent Algorithm (SMGDA) qui correspond à l’extension
de MGDA lorsque les objectifs du problème sont écrits comme des espérances de fonc-
tions aléatoires. Des preuves de convergence de ce nouvel algorithme vers les solutions
du problème stochastique sont alors proposées et permettent justifier la proposition
de ce nouvel algorithme de résolution. Dans le chapitre 5, après avoir introduit des
améliorations numériques de SMGDA, on compare les performances de ce nouvel
algorithme aux performances des algorithmes classiques de la littérature, ceux-ci étant
couplés avec des approches Sample Average Approximation. Ces essais sont effectués
sur un ensemble de tests classiques de la littérature auxquels des incertitudes ont
été rajoutées, et les résultats sont analysés par l’intermédiaire de deux mesures de
performance. L’analyse finale des résultats s’appuie en partie sur l’utilisation de profils
de performances qui notent les algorithmes testés sur l’ensemble des tests numériques
sans avoir à les analyser tous un à un. La question des problèmes d’optimisation
contraints est traitée au Chapitre 6 par l’intermédiaire d’applications à des problèmes
d’optimisation de structures. Deux types de contraintes sont analysés dans ce chapitre,
dans un premier temps les contraintes déterministes pour lesquelles on utilise des
techniques de pénalisation des objectifs. Puis dans un second temps, on s’intéresse
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aux problèmes d’optimisation avec contraintes probabilistes qu’on réécrit comme des
problèmes multiobjectifs stochastiques non contraints.

Les travaux de cette thèse ont donné lieu à des publications et communications
décrites dans le tableau 1.1 qui suit.
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Table 1.1 Liste des publications et communications

Journaux Titre Journal

[54] QM,FP,JAD A Stochastic Multiple Gradient Descent Algorithm Journal of Operatio-
nal research

[62] FP,QM,JAD Descent algorithm for nonsmooth stochastic mul-
tiobjective optimization

Computational Op-
timization and Ap-
plications

[53] QM,FP,JAD
Nonconvex multiobjective design optimization un-
der uncertainty : a descent algorithm. Application
to sandwich plate design and reliability

Engineering Optimi-
zation

[63] FP,QM,JAD Descent methods for design optimization under
uncertainty

Aerospacelab Jour-
nal

Proceedings Titre Recueil

[52] QM,FP,JAD
SMGDA : an uncertainty based multiobjective op-
timization approach. Illustration to an airplane
composite material

Procedia enginee-
ring

[61] FP,QM,JAD Uncertainty-based multidisciplinary design optimi-
zation. A descent algorithm

Proceedings of
the joint IC-
VRAM ISUMA
UNCERTAIN TIES
conference

Conférences Titre Lieu

Optimization 2017
Stochastic Multiple Gradient Descent Algortihm
(SMGDA). Illustration on a Sandwich Material Op-
timization Problem

Lisbonne, Portugal

ParaOptXI A gradient-based method for multiobjective opti-
mization problem under uncertainties (SMGDA)

Prague, République
Tchèque

CSM8
RBDO problem solving through multiobjective for-
mulation using a stochastic multiple gradient decent
algorithm (SMGDA)

Paros, Grèce

ISMP2018 A descent algorithm for stochastic multiobjective
optimization problems Bordeaux, France





Chapitre 2

Rappels mathématiques

Dans l’ensemble du document, la notation ⟨·, ·⟩ sera utilisé pour désigner le produit
scalaire euclidien de Rn. De même, on utilise la notation ∥ · ∥ pour la norme associée
au produit scalaire de Rn.

2.1 Probabilités et Processus stochastiques

L’algorithme proposé dans la thèse définit une suite récursive de variables aléatoires.
Nous rappelons ici, sans les développer, les quelques notions de probabilité nécessaires à
la construction de l’algorithme ainsi qu’à la démonstration des résultats de convergence.
Les détails relatifs aux résultats rappelés ici peuvent être trouvés dans l’ouvrage de
Durrett [28]. Pour les résultats sur les martingales à temps discret, le lecteur pourra se
rapprocher de Neveu [59].

2.1.1 Espace probabilisé, variables aléatoires et espérance

Définition 1. Soit Ω un ensemble, on appelle tribu sur Ω un ensemble T de parties
de Ω qui vérifie

— T n’est pas vide
T ̸= ∅

— T est stable par complémentaire

∀A ∈ T , Ac ∈ T
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— T est stable par union dénombrable

∀n ∈ N, An ∈ T :
⋃

n∈N
An ∈ T

Les parties de Ω qui appartiennent à la tribu T sont appelés les ensembles mesurables
ou encore évènements dans un contexte probabiliste.

Définition 2. Soient Ω un ensemble et T une tribu sur Ω, on appelle ensemble
mesurable tout élément de T . On dit du couple (Ω, T ) qu’il forme un espace mesurable.

Définition 3. Soit (Ω, T ) un espace mesurable. Une application µ définie sur T à
valeurs dans [0,+∞] est appelée mesure lorsque les deux propriétés suivantes sont
satisfaites :

— L’ensemble vide est de mesure nulle

µ(∅) = 0

— µ est σ-additive : si E1, E2, . . . est une famille dénombrable de parties de Ω
appartenant à T et si ces parties sont deux à deux disjointes, alors la mesure de
l’union des parties est égale à la somme des mesures des parties

µ

( ∞⋃
k=1

Ek

)
=

∞∑
k=1

µ(Ek)

Définition 4. Soit µ une mesure sur l’espace mesurable (Ω, T ), on dit que µ est une
mesure de probabilité si µ a la particularité d’avoir une masse égale à 1

µ(Ω) = 1.

De manière générale, on utilise la notation P pour désigner une mesure de probabilité.

Définition 5. Soit P une mesure de probabilité sur (Ω, T ). On dit que le triplet
(Ω, T ,P) est un espace probabilisé.

Définition 6. Soient (E, E) et (F,F) deux ensembles mesurables. Une fonction
f : E → F est dite mesurable si la tribu image réciproque par f de la tribu F
est incluse dans E

∀B ∈ F , f−1(B) ∈ E .
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Définition 7. Soient (Ω, T ,P) un espace probabilisé et (F,F) un espace mesurable.
On appelle variable aléatoire de Ω vers F toute fonction mesurable X de Ω vers F .
La mesure de probabilité P sur (Ω, T ) permet de définir une mesure de probabilité sur
(F,F) image par la réciproque de la variable aléatoire X de la mesure de probabilité
définie sur (Ω, T ) et notée PX par

∀B ∈ F, PX(B) = P
(
X−1(B)

)
= P (X ∈ B) ,

PX est appelé loi de la variable aléatoire X. À partir d’une famille de variables
aléatoires, il est possible d’engendrer une tribu qui est la plus petite tribu qui rend la
famille de variables aléatoires mesurables.

Définition 8. Soit {Xi}i∈N une famille de variables aléatoires sur (Ω, T ,P) et à valeurs
dans les espaces mesurables (Fi,Fi)i∈N. On appelle tribu engendrée par {Xi}i∈N la plus
petite tribu contenant la réunion des tribus images réciproques X−1

i (Fi) et on la note
σ(Xi, i ∈ N).

Définition 9. Soit X une variable aléatoire définie sur (Ω, T ,P) et à valeurs dans R
muni de la tribu des boréliens notée B(R) (engendrée par les ouverts de R). Si X est
intégrable selon la mesure P, l’espérance est définie par

E [X] =
∫

Ω
X(ω)dP(ω) =

∫
R
xdPX(x).

2.1.2 Espérance Conditionnelle

Soit A ⊆ T une sous-tribu.

Définition 10. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable définie sur (Ω, T ). Il
existe une unique variable aléatoire Z A-mesurable et intégrable vérifiant pour toute
variable Y A-mesurable et intégrable la relation

E [XY ] = E [ZY ] .

On note Z sous la forme E [X|A], et on la désigne comme l’espérance conditionnelle
de X sachant A.

Remarque 1. Lorsque la tribu A est engendrée par une variable aléatoire Y , l’espérance
conditionnelle de X sachant Y est définie comme l’espérance conditionnelle de X

sachant A. De plus il existe une fonction f telle que

E [X|Y ] = f(Y ), p.s.
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Proposition 1. L’espérance conditionnelle vérifie les propriétés suivantes

1. Linéarité :
E [λX + µY |A] = λE [X|A] + µE [Y |A] ,

2. Positivité :
X > Y ⇒ E [X|A] > E [Y |A] ,

3. Si X est A-mesurable et intégrable :

E [X|A] = X,

4. Si Z est A-mesurable et intégrable :

E [ZX|A] = ZE [X|A] ,

5. Soit B une sous tribu de A :

E [E [X|A]] = E [X]
E [E [X|A] |B] = E [X|B] ,

6. Si X est indépendante de A, c’est à dire indépendante de toutes les variables
aléatoires A-mesurable, alors :

E [X|A] = E [X] ,

7. Contraction par la norme L2 :

E
[
|E [X|A] |2

]
≤ E

[
|X|2

]
.

Lemme 1. Soit A une sous-tribu de T , X et Y des variables aléatoires telles que X
est indépendante de A et que Y est A-mesurable. Alors pour toute fonction f mesurable
bornée de R2 dans R E [f(X, Y )|A] = ψ(Y )

ψ(y) = E [f(X, y)] .
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2.1.3 Processus et Martingales

Nous serons amenés au cours de ce travail à étudier les propriétés d’une suite de
variables aléatoires. Une telle suite définit un processus stochastique (à temps discret).
Nous rappelons les quelques notions sur les processus qui seront utilisées par la suite.

Définition 11. Un processus aléatoire à temps discret est une suite de variables
aléatoires (Xk)k∈N définies sur (Ω, T ,P) à valeurs dans Rn.

Définition 12. On dit qu’un processus aléatoire (Xk)k∈N converge en norme L2 vers
une variable aléatoire X∞ si, pour tout temps k, la variable aléatoire Xk est de carré
intégrable et

lim
k→+∞

E
[
∥Xk −X∞∥2

]
= 0.

Définition 13. On dit qu’un processus aléatoire (Xk)k∈N converge presque sûrement
vers une variable aléatoire X∞ si

P
({

lim
k→+∞

Xk = X∞

})
= 1.

Définition 14. Une filtration est une suite de sous-tribus (Fk)k∈N croissante pour
l’inclusion

F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fk.

La tribu Fk dans ce cas contient l’information acquise au temps k.

Définition 15. Un processus aléatoire (Xk)k∈N est dit adapté à la filtration (Fk)k∈N si
pour tout k, la variable aléatoire Xk est Fk-measurable

E [Xk|Fk] = Xk.

Définition 16. Soit (Xk)k∈N un processus à valeurs réelles adapté à la filtration
(Fk)k∈N tel que Xk est intégrable pour tout k. On dit que le processus est

— une martingale si pour tout k

E [Xk+1|Fk] = Xk,

— une surmartingale si pour tout k

E [Xk+1|Fk] ≤ Xk,
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— une sousmartingale si pour tout k

E [Xk+1|Fk] ≥ Xk.

Théorème 1 (Neveu [59]). Soit (Xk)k∈N une surmartingale positive (Xk ≥ 0 p.s., ∀k).
Il existe une variable aléatoire X∞ telle que (Xk)k∈N converge vers X∞ presque sûrement.

2.2 Analyse convexe

Cette partie du chapitre donne les quelques notions d’analyse convexe qui seront
utilisées lors de la construction de l’algorithme d’optimisation présenté dans la suite.
Les notions et résultats rappelés ici sont tirés des ouvrages de Bonnans et al. [7], Clarke
[13], Miettinen [55].

2.2.1 Ensemble convexe et Enveloppe convexe

Définition 17. Un ensemble C ⊆ Rn est dit convexe si pour tout élément x et y de
C, le segment [x,y] est entièrement contenu dans C

∀t ∈ [0, 1], tx + (1 − t)y ∈ C.

Définition 18. Soit A une partie de E ⊆ Rn. L’enveloppe convexe de A est l’intersec-
tion de toutes les parties convexes de E contenant A. On notera l’enveloppe convexe de
A par Conv (A).

Proposition 2. Soit A une partie de E ⊆ Rn. L’enveloppe convexe de A est l’ensemble
des combinaisons convexes de familles de points de A

Conv (A) =
{

x ∈ E : ∃{ai}i∈J1,pK, ai ∈ A; x =
p∑

i=1
λiai, λi ≥ 0,

p∑
i=1

λi = 1
}
.

2.2.2 Sous-différentielles et dérivées directionnelles

Définition 19. La fonction f : Rn → R est dite lipschitzienne si il existe K

strictement positif tel que pour tout (x,y) dans (Rn)2 on a l’inégalité suivante

|f(y) − f(x)| ≤ K|y − x|.
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Définition 20. La fonction f : Rn → R est dite localement lipschitzienne au point x
si il existe une boule de centre x et de rayon ρ positif telle que pour tout (y, z) dans
B(x, ρ) on a l’inégalité suivante

|f(z) − f(y)| ≤ K|z − y|, K > 0.

Définition 21. La dérivée directionnelle au point x suivant la direction v dans Rn

d’une fonction f : Rn → R est définie par la limite

f ′(x,v) = lim
t↓0

f(x + tv) − f(x)
t

.

Lorsque f est différentiable, on a

f ′(x,v) = ⟨∇f(x),v⟩,

où ∇f(x) = ( ∂
∂x1

(f(x)), . . . , ∂
∂xn

(f(x))) désigne le gradient de la fonction f au point x

Définition 22. Une fonction f : Rn → R est dite convexe si pour tout x et y dans
Rn et λ dans [0, 1] l’inégalité suivante est vérifiée

f(λx + (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y).

Définition 23. La sous-différentielle d’une fonction convexe f : Rn → R au point x
est définie par l’ensemble

∂f(x) = {s ∈ Rn : f ′(x,d) ≥ ⟨s,d⟩, ∀d ∈ Rn} .

Cet ensemble est non-vide, convexe et fermé. Chaque vecteur de ∂f(x) est appelé
sous-gradient de f au point x, et la sous-différentielle est réduite au gradient ∇f(x)
lorsque la fonction f est différentiable.

La Figure 2.1 illustre ce qu’est la sous-différentielle d’une fonction convexe. Dans
cet exemple, la fonction f(x) est continue et convexe mais elle est non-différentiable
aux points x1 et x2. En ces points la sous-différentielle correspond à l’ensemble des
vecteurs directeurs des droites qui passent par le point (xi)i∈J1,2K en restant sous la
courbe représentant la fonction f(x).

La dérivée directionnelle définie précédement n’existe pas forcément quand la
fonction n’est plus convexe mais seulement localement lipschitzienne. Nous rappelons



16 Rappels mathématiques

Figure 2.1 Exemple de calcul d’une sous-différentielle d’une fonction convexe

l’approche suivie par Clarke [13] pour généraliser cette notion ainsi que la notion de
sous-différentielle au cas des fonctions localement lipschitziennes.

Définition 24. Soit f : Rn → R une fonction continue localement lipschitzienne. La
dérivée directionnelle généralisée de la fonction f au point x dans la direction v de Rn

est définie par
f ◦(x,v) = lim

y→x
sup
t↓0

f(y + tv) − f(y)
t

.

Définition 25. Une fonction f : Rn → R continue localement lipschitzienne est
dites régulière pour la sous-différentiabilité en un point x ∈ Rn si pour tout d ∈ Rn la
dérivée directionnelle f ′(x,d) existe et si on a l’égalité

f ′(x,d) = f ◦(x,d).

Définition 26. Une fonction continue localement lipschitzienne f : Rn → R est
f ◦-quasi-convexe si

∀(x,y) ∈ (Rn)2, f(y) ≤ f(x) ⇒ f ◦(x,y − x) ≤ 0.

Définition 27. Une fonction continue localement lipschitzienne f : Rn → R est
f ◦-pseudo-convexe si

∀(x,y) ∈ (Rn)2, f(y) < f(x) ⇒ f ◦(x,y − x) < 0.
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Théorème 2. (Mäkelä et al. [49])
Une fonction f ◦-pseudo-convexe est f ◦-quasi-convexe.

Définition 28. Soit f : Rn → R une fonction continue localement lipschitz. La
sous-différentielle de Clarke de f au point x est l’ensemble ∂C f(x) de vecteurs défini
par

∂C f(x) = {s ∈ Rn : f ◦(x,v) ≥ ⟨s,v⟩ ∀v ∈ Rn} .

Proposition 3. (Mäkelä et al. [49])
Les fonctions convexes sont régulières pour la sous-différentiabilité. Soit f : Rn → R
une fonction convexe, en un point x ∈ Rn, on a

∂f(x) = ∂C f(x)

Théorème 3. (Mäkelä et al. [49])
Soit m fonctions fi : Rn → R localement lipschitziennes et continue en x ∈ Rn. Et
soit {λi}i∈J1,mK une famille de réels. La fonction définie par

h(x) =
m∑

i=1
λifi(x),

est localement lipschitzienne et continue en x. De plus sa sous-différentielle a la
propriété suivante

∂h(x) ⊆
m∑

i=1
λi∂fi(x).

De plus, lorsque les fonctions fi sont régulières pour la sous-différentielle et que la
famille des λi, i = 1, . . . ,m est uniquement constituée de réels positifs alors h est aussi
régulière pour la sous-différentielle, et on a

∂h(x) =
m∑

i=1
λi∂fi(x).

Clarke donne une définition équivalente de la sous-différentielle, définition qui
sera utile pour en construire une approximation : elle est basée sur le théorème de
Rademacher [33] qui dit qu’une fonction lipschitzienne sur un ensemble E ⊆ Rn est
différentiable presque partout sur E.

Définition 29. Soit f : Rn → R une fonction continue localement lipschitz et Q
un sous-ensemble de Rn contenu dans un voisinage de x ∈ Rn où f est différentiable.
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Alors
∂C f(x) = Conv

({
lim

xr→x
∇f(xr) : xr ∈ Q

})
.

Construction numérique de la sous-différentielle de Clarke :

À partir de cette définition de la sous-différentielle de Clarke, Burke [11] a proposé
une approche numérique permettant de construire une approximation de cette sous-
différentielle. Tout d’abord, la sous-différentielle de Clarke peut-être définie de la
manière équivalente suivante ; soit B = {x : ∥x∥ ≤ 1} la boule unité, et ϵ > 0. On
considère l’ensemble convexe

Gϵ(x) = Conv ({∇f(z), z ∈ (x + ϵB) ∩Q}) ,

alors la sous-différentielle de Clarke peut s’écrire encore

∂C f(x) =
⋂
ϵ>0

Gϵ(x).

Pour δ > 0 fixé, la démarche proposée consiste alors à effectuer des tirages xi, i =
1, . . . , k uniformément et indépendamment dans l’ensemble (x + δB) ∩ Q, puis de
construire la suite des gradients Gi = ∇f(xi), ainsi que la suite croissante d’ensembles
convexes fermés

Ck = Conv ({G1, . . . , Gk}) .

Théorème 4. Si f est une fonction localement lipschitzienne au voisinage de x alors
pour δ suffisamment petit et pour tout ϵ > 0 on a

lim
k→+∞

P
(
{∂C f(x) ⊂ Ck + ϵB}

)
= 1

La Figure 2.2 illustre la construction d’une approximation de la sous-différentielle
de Clarke pour une fonction non-différentiable au point x0. Un voisinage de rayon ϵ

est choisi autour de x0, et le gradient de la fonction est calculé pour des points xi

du voisinage tirés aléatoirement. L’enveloppe convexe de ces échantillons constitue
l’approximation utilisée de la sous-différentielle. Sur cet exemple simple on peut observer
une différence entre la vraie sous-différentielle tracée en vert, et son approximation en
orange.
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Figure 2.2 Exemple de calcul d’une sous-différentielle d’une fonction non-convexe





Chapitre 3

Optimisation multiobjectif et
vecteur de descente commun

Dans un premier temps, on rappelle la formulation mathématique d’un problème
d’optimisation de manière générale, ainsi que la relation de domination selon Pareto qui
est utilisée dans le cadre de cette thèse en vue de faire de l’optimisation multiobjectif
sans a priori. Les résultats et notions sur la relation de dominance de Pareto sont tirés
de l’ouvrage d’Ehrgott [30].

3.1 Relations binaires

L’optimisation correspond à la recherche du ou des meilleurs éléments d’un ensemble,
le terme meilleur devant être précisé. Afin de pouvoir identifier les éléments considérés
comme les plus performants, il faut pouvoir comparer chacun des éléments présents dans
l’ensemble de recherche. Cette partie rappelle les outils mathématiques qui permettent
de mettre en place les méthodes de comparaisons entre les éléments d’un ensemble.
Dans un premier temps il est nécessaire de définir la notion de relation entre éléments
d’un ensemble ou de plusieurs ensembles.

Définition 30. Une relation binaire R d’un ensemble X entre Y est définie par une
partie G ⊆ X × Y. On dit qu’un élément x ∈ X est en relation avec y ∈ Y si le couple
(x, y) ∈ G et on note

xRy.

Lorsque X = Y on dit que R est une relation sur X

Définition 31. Soit R une relation sur un ensemble X , on dit que R est
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1. réflexive (resp. irréflexive) si : ∀x ∈ X , xRx (resp. x��Rx),

2. symétrique si : ∀(x, y) ∈ X 2, xRy ⇒ yRx,

3. faiblement antisymétrique si : ∀(x, y) ∈ X 2, xRy ∧ yRx ⇒ x = y,

4. fortement antisymétrique si : ∀(x, y) ∈ X 2, xRy ⇒ y��Rx,

5. transitive si : ∀(x, y, z) ∈ X 3, xRy ∧ yRz ⇒ xRz,

6. totale si : ∀(x, y) ∈ X 2, xRy ∨ yRx,

où ∨ (resp. ∧) désigne le "ou" (resp. le "et") logique.

À partir des relations binaires, il est possible de construire des relations de compa-
raison entre différents éléments d’un ensemble donné.

Définition 32. On dit qu’une relation binaire R sur X définit :

1. un préordre sur X lorsque la relation R est reflexive et transitive. On dit du
couple (X ,R) qu’il constitue un espace préordonné. On utilise la notation ⪯X

pour désigner un préordre sur X ,

2. une équivalence sur X lorsque la relation R est reflexive, transitive et symétrique
et sera notée ≡X ,

3. un ordre sur X lorsque la relation R est reflexive, transitive et antisymétrique.
On dit du couple (X ,R) qu’il constitue un espace ordonné. La notation ≤X sera
utilisée,

4. un ordre strict sur X lorsque la relation R est irreflexive, transitive et antisymé-
trique et la notation <X sera utilisée.

L’optimisation utilise naturellement la notion d’ordre et de préordre afin de compa-
rer différents éléments d’un ensemble et d’en déduire quels sont les éléments les plus
performants. Il est clair que les éléments d’un ensemble considérés comme les plus
performants dépendront fortement des relations binaires utilisées : différentes relations
de comparaison donneront différents éléments les plus performants.

Dans la partie suivante, on introduit formellement le principe de l’optimisation
et la notion de minimum d’un ensemble ordonné et préordonné. En particulier, on
présente le préordre de Pareto qui est une des relations binaires utilisées dans le cadre
de l’optimisation multiobjectif.
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3.2 Optimisation multiobjectif, préordre de Pareto

Un problème d’optimisation peut toujours être représenté mathématiquement
comme un problème de minimisation d’une fonction appelée fonction coût f définie
sur un ensemble X appelé espace des variables et à valeur dans Y appelé espace des
objectifs

f : X → Y

x 7→ f(x).

L’espace X ⊆ X sur lequel la minimisation est réalisée correspond aux solutions
admissibles du problème ; les solutions prenant en compte les contraintes éventuelles.
On note Y ⊆ Y l’image par la fonction coût f de l’ensemble X et on appelle cet espace
l’ensemble réalisable. Minimiser f sur X revient en fait à trouver l’ensemble des minima
de Y muni d’un ordre ≤Y

min
x∈X

f(x) = min(Y ,≤Y), (3.1)

et à identifier les éléments de X dont les images sont des minima de (Y ,≤Y)

argmin
x∈X

f(x) = {x ∈ X ; f(x) ∈ min(Y ,≤Y)} .

Définition 33. Soit f une fonction de X ⊆ X à valeurs dans Y ⊆ Y muni d’un
ordre ≤Y total. L’ensemble des éléments de Y qui minimisent l’espace ordonné (Y ,≤Y)
est donné par

min(Y ,≤Y) = {y⋆ ∈ Y ; ∀y ∈ Y ,y⋆ ≤Y y} .

Dans le cas où la fonction coût f est à valeur dans R, on lui associe généralement
l’ordre usuel ≤ des nombres réels. On parle alors d’optimisation mono-objectif.

Lorsque la fonction coût f est à valeurs dans Rm, on associe à chaque composante
fi de f une fonction à valeur dans R que l’on appelle fonction objectif.

∀i ∈ J1,mK, fi : Rn → R

x 7→ fi(x).

On parle alors d’optimisation multiobjectif et on peut interpreter le problème (3.1)
sous la forme

min
x∈X

f(x) = min
x∈X

{f1(x), f2(x), . . . , fm(x)}. (3.2)

L’extension directe de la Définition (33) dans le cas d’une fonction f = (f1, . . . , fm)
à valeurs dans Rm avec m un entier strictement supérieur à 1 n’est pas possible puisque
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l’ordre produit résultant ∏m(R,≤) n’est pas un ordre total. Une première approche
en optimisation multiobjectif est de se ramener dans un espace Z par l’intermédiaire
d’une fonction

θ : Y → Z

f(x) 7→ θ ◦ f(x),

pour lequel un ordre total ≤Z existe. La manière la plus classique étant d’utiliser une
somme pondérée des objectifs pour se ramener à une fonction coût à valeurs réelles.
Cela permet de conserver l’ordre ≤ des nombres réels. Le problème (3.2) peut alors se
réécrire

min
x∈X

(θ ◦ f(x)) = min
x∈X

(
m∑

i=1
pifi(x)

)
, (3.3)

où p = (p1, . . . , pm) ∈ [0, 1]m est le vecteur des pondérations tel que ∑m
i=1 pi = 1.

Cependant, la réduction du problème multiobjectif à un problème mono-objectif muni
de l’ordre usuel ≤ implique que des préférences entre les objectifs aient été ajoutées par
le choix des poids pi. Lorsque le problème multiobjectif est modifié par une fonction θ

afin de se ramener à un nouvel espace totalement ordonné, on parle d’optimisation a
priori.

Si on cherche à conserver complètement la nature multiobjectif du problème initial
(3.2), un nouvel ordre permettant de comparer les solutions réalisables doit être construit.
On peut dans un premier temps considérer qu’une solution est meilleure qu’une autre
si elle est aussi bonne sur l’ensemble des objectifs et est strictement meilleure pour au
moins un objectif du problème : c’est la dominance de Pareto.

Définition 34. Pour un problème d’optimisation de la forme (3.2), on dit qu’un point
de l’espace des variables d’optimisation x1 domine au sens de Pareto un point x2 si le
point x1 est au moins aussi bon que x2 sur l’ensemble des objectifs et si x1 est meilleur
que x2 pour au moins un objectif :∀i ∈ J1,mK, fi(x1) ≤ fi(x2)

∃ℓ ∈ J1,mK, fℓ(x1) < fℓ(x2)
(3.4)

Soient (x1,x2) deux solutions admissibles et (y1,y2) leurs images respectives par la
fonction coût f à valeurs dans Rm. Si x1 domine au sens de Pareto le point x2, on note

x1
f
≺P x2,
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et dans l’espace des objectifs, on note de manière équivalente à l’aide du symbole ≺P

f(x1) ≺P f(x2).

On obtient alors directement
y1 ≺P y2.

Proposition 4. La relation binaire ≺P de la dominance selon Pareto définit un ordre
strict dans l’espace Rm pour le problème d’optimisation (3.2).

Démonstration. Soit x un point de Rn, et y son image par la fonction coût f

fi(x) = fi(x), ∀i ∈ J1,mK.

Alors, il n’existe pas de ℓ ∈ J1,mK tel que

fℓ(x) < fℓ(x),

donc
y ⊀P y

La relation binaire ≺P est donc irréflexive.
Soient (x1,x2,x3) ∈ (Rn)3 et (y1,y2,y3) ∈ (Rm)3 leurs images respectives par la
fonction coût f tels que y1 ≺P y2 et y2 ≺P y3. Alors, il existe (ℓ12, ℓ23) tels que∀i ∈ J1,mK; fi(x1) ≤ fi(x2)

∃ℓ12 ∈ J1,mK; fℓ12(x1) < fℓxy(x2)
et

∀i ∈ J1,mK; fi(x2) ≤ fi(x3)
∃ℓyz ∈ J1,mK; fℓ23(x2) < fℓ23(x3).

Par conséquent, ∀i ∈ J1,mK; fi(x1) ≤ fi(x3)
∃ℓ23 ∈ J1,mK; fℓ23(x1) ≤ fℓ23(x2) < fℓ23(x3),

donc finalement
y1 ≺P y3.

La relation binaire ≺P est donc transitive.

En utilisant ce principe de dominance il n’est plus possible d’ordonner toutes les
solutions les unes par rapport aux autres, et on cherche alors à déterminer les solutions
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admissibles telles que leurs images par la fonction coût f ne soient pas dominées dans
l’espace des objectifs

PO = {y⋆ ∈ Y ; ∄y ∈ Y , y ≺P y⋆} . (3.5)

On appelle front de Pareto l’ensemble des points réalisables non-dominés. L’image
réciproque du front de Pareto par la fonction coût f est appelé ensemble des solutions
de Pareto et est noté PD :

PD = {x ∈ X ; f(x) ∈ PO} .

L’ensemble des solutions de Pareto correspond donc à l’ensemble des solutions ad-
missibles tel qu’il n’existe aucune autre solution admissible meilleure simultanément
sur l’ensemble des objectifs constituant le problème d’optimisation : il est impossible
d’améliorer une solution de Pareto sur un des objectifs sans en dégrader un autre. Une
manière d’interpréter les solutions est de dire que le front de Pareto donne accès à
l’ensemble des meilleurs compromis entre les différents objectifs du problème d’optimi-
sation. Une fois le front de Pareto déterminé, il devient possible de choisir une solution
particulière en privilégiant tel ou tel objectif. On parle alors d’optimisation a posteriori.

En guise d’illustration de la notion de dominance de Pareto, on peut observer, sur
la Figure 3.1, quelques points appartenant à un ensemble réalisable d’un problème
d’optimisation biobjectif

min
x

{f1, f2}.

En prenant pour référence le point y1, et en utilisant la définition de la dominance de
Pareto, il est possible de déterminer les régions pour lesquelles :

— tout point y est dominé par y1 ( ),

— tout point y domine y1 ( ).

Sur cette figure, il est aussi possible de trouver les points non-dominés pour l’échan-
tillon de l’ensemble réalisable représenté.

Il n’est pas possible, à partir de la relation de dominance de Pareto, de créer un
ordre compatible avec la Définition (33) d’un minimum. Une seconde définition d’un
minimum, plus générale, sur un espace préordonné permet de contourner cette difficulté.

Définition 35. Soit f une fonction de X ⊆ X à valeurs dans Y ⊆ Y muni d’un
préordre ⪯Y . L’ensemble des éléments de Y qui minimisent l’espace préordonné (Y ,⪯Y)
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Figure 3.1 Exemple de la domination selon Pareto pour un problème biobjectif
minx{f1(x), f2(x)}

est donné par

min(Y ,⪯Y) = {y⋆ ∈ Y ; ∀y ∈ Y ,y ⪯Y y⋆ ⇒ y ≡Y y⋆} .

Définition 36. Soient f une fonction de X dans Y , X ⊆ X l’ensemble des solutions
admissibles du problème d’optimisation associé, Y ⊆ Y l’image de X par f et ⪯Y un
préordre sur Y. On dit que x⋆ est un minimum local de f sur X pour le préordre ⪯Y

si et seulement si il existe une boule ouverte B(x⋆, ρ) de centre x⋆ et de rayon ρ > 0
telle que

argmin(Y ,⪯Y) = {x⋆ ∈ X ; ∀x ∈ X ∩ B(x⋆, ρ), f(x) ⪯Y f(x⋆) ⇒ f(x) ≡Y f(x⋆)} ,
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Dans la suite, on cherche à construire un préordre dérivé de la dominance de Pareto
compatible avec la Définition (35). On crée une nouvelle relation binaire notée ⪯P telle
que pour tout éléments (y1,y2), la relation y1 ⪯P y2 implique que y1 domine y2 selon
Pareto ou alors que y1 = y2

∀(y1,y2) ∈ Y2, y1 ⪯P y2 =⇒


y1 ≺P y2

ou

y1 = y2

Proposition 5. La relation binaire ⪯P est un préordre sur Rm

Démonstration. La relation d’égalité = donne la reflexivité à ⪯P .
Les relations ≺P et = étant transitives et = étant symétrique, l’union des deux relations
binaires conserve la propriété de transitivité.

Remarque 2. Le préordre issue de la dominance de Pareto et de la relation d’égalité
correspond en fait à l’ordre produit de Rm

Proposition 6. Soit f une fonction coût à valeur dans Rm, et soit ⪯P le préordre de
Pareto sur Rm.

1. Tout élément du front de Pareto PO défini par la relation (3.5) est un élément
minimum de (Rm,⪯P),

2. tout élément qui minimise (Rm,⪯P) appartient au front de Pareto PO.

Démonstration.

1. Soit y⋆ un élément du front de Pareto PO. Supposons qu’il existe y tel que
y ⪯P y⋆, c’est à dire que

y ≺P y⋆ ou y = y⋆.

Or y⋆ ∈ PO, donc il n’existe pas de y tel que y ≺P y⋆.
Nécessairement, on a y = y⋆ et donc y⋆ ∈ min(Rm,⪯P)

2. Soit y⋆ ∈ min(Rm,⪯P). Par définition

∀y ∈ Rm, y ⪯P y⋆,

c’est à dire
y ≺P y⋆ ou y = y⋆.
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Mais y⋆ est un élément qui minimise (Rm,⪯P) donc nécessairement

y = y⋆.

Finalement, on peut déduire qu’il n’existe pas de y de Y tel que

y ≺P y⋆.

Lorsque deux points (y1,y2) de l’ensemble réalisable sont incomparables, c’est à
dire que

y1 ⊀P y2 et y2 ⊀P y1, (3.6)

on dit par abus de langage que les deux points y1 et y2 sont équivalents au sens de
Pareto bien que la relation binaire décrite en (3.6) n’étant pas transitive ne soit pas
une relation d’équivalence. On note cette relation

y1 ≡P y2.

Proposition 7. Les éléments du front de Pareto PO sont incomparables entre eux.

Démonstration. Soient (y1,y2) deux éléments du front de Pareto PO.D’après la Pro-
position (6) y1 est un élément de min(Rm,⪯P), c’est à dire que

∀y ∈ Rm, y ⪯P y1 ⇒ y = y1.

Par conséquent, y ne domine pas y1

y ⊀P y1.

En particulier y2 ⊀P y1.

Résoudre un problème de minimisation d’une fonction coût à valeurs dans Rm muni
du préordre de Pareto correspond donc à trouver l’ensemble des solutions incomparables
telles qu’elles ne puissent pas être dominées par un élément de l’ensemble réalisable.

La partie suivante du chapitre a pour but de définir la notion de vecteur de descente
commun. On propose notamment plusieurs méthodes afin de construire un tel vecteur
selon la régularité des fonctions objectifs. On considère dans la suite un problème
d’optimisation décrit par la relation (3.2), où la fonction coût f = (f1, . . . , fm) est une
fonction de X ⊆ Rn à valeurs dans Y ⊆ Rm muni du préordre de Pareto ⪯P sur Y .



30 Optimisation multiobjectif et vecteur de descente commun

3.3 Vecteur de descente commun

Dans cette partie du chapitre, on s’attache à donner les définitions et les différentes
propriétés des vecteurs de descente commun qui sont des ingrédients essentiels aux
algorithmes proposés dans la suite du document.

On suppose que les fonctions objectifs fi sont au moins f ◦-pseudo-convexes et
localement lipschtiziennes.

Définition 37. Soit d un vecteur de Rn, on dit que d est vecteur de descente de la
fonction fi, i ∈ J1,mK, au point x ∈ X si la fonction fi décroit de manière monotone
sur un segment de direction d

∃ℓ0 ∈ R+, ∀ℓ ∈ [0, ℓ0]; fi(x + ℓd) ≤ fi(x).

Proposition 8. Soit d un vecteur de descente pour fi, i ∈ J1,mK, au point x ∈ X .
Pour une fonction f ◦

i -pseudoconvexe la dérivée directionnelle généralisée suivant la
direction d est négative

f ◦
i (x,d) ≤ 0.

Démonstration. Le résultat est immédiat de part le Théorème 2.

Définition 38. Soit d un vecteur de Rn, on dit que d est vecteur de descente commun
aux fonctions {fi} avec i ∈ J1,mK en x ∈ X si les fonctions fi décroissent toutes de
manière monotone sur un segment de direction d

∃ℓ0 ∈ R+, ∀ℓ ∈ [0, ℓ0]; fi(x + ℓd) ≤ fi(x), ∀i ∈ J1,mK.

On dénote l’ensemble des vecteurs de descente commun au point x par D(x)

Proposition 9. Soit d un vecteur de descente commun aux fonctions {fi} avec i ∈
J1,mK et au point x ∈ X . Les dérivées directionnelles généralisées des {fi} suivant la
direction d sont négatives

∀i ∈ J1,mK, f ◦
i (x,d) ≤ 0.

Démonstration. Voir la preuve de la Proposition 8
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Dans la suite, on utilise la notation C(x) pour désigner l’enveloppe convexe de
l’union des sous-différentielles calculées au point x

C(x) = Conv

(
m⋃

i=1
∂C fi(x)

)
. (3.7)

Proposition 10. Soit x une solution admissible et C(x) l’enveloppe convexe de l’union
des sous-différentielles de Clarke. Tout élément de C(x) peut s’écrire comme une
combinaison convexe d’un élément de chacune des sous-différentielles.

∀c ∈ C(x), ∃{Λi}i∈J1,mK, c =
m∑

i=1
ΛiT

i, T i ∈ ∂C fi(x),

où la somme des Λi sont positifs ou nuls et de somme égale à 1, les Λi ≥ 0 positifs.

Démonstration. En séparant l’union des sous-différentielles de la manière qui suit,

C(x) = Conv

(
m⋃

i=1
∂C fi(x)

)
= Conv

(
∂C f1(x) ∪

(
m⋃

i=2
∂C fi(x)

))
,

un élément c de C(x) peut s’écrire comme

∑
i

αiτ
1
i +

∑
i

βiθi

où τ 1
i ∈ ∂C f1(x) et θi ∈ ⋃m

i=2 ∂
C fi(x). De plus les αi et les βi sont des réels positifs

dont la somme vaut 1 ∑
i

αi +
∑

i

βi = 1.

Si la somme ∑αi n’est pas nulle, on peut écrire

∑
i

αiτ
1
i =

∑
i

αi

∑
i αiτ

1
i∑

i αi

.

Or la sous-différentielle ∂C f1(x) est un ensemble convexe par définition, donc on sait
que

T 1 =
∑

i αiτ
1
i∑

i αi

∈ ∂C f1(x).

Si la somme des αi est nulle, on pose T 1 = 0. Par conséquent, on obtient

c =
∑

i

αiT
1 +

∑
i

βiθi = Λ1T
1 +

∑
i

βiθi
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Le résultat s’en déduit par récurrence.

Définition 39. On dit qu’un point x⋆ de l’espace des variables d’optimisation est
un point Pareto stationnaire si le vecteur nul appartient à l’enveloppe convexe des
sous-différentielles de Clarke

0 ∈ C(x⋆).

Remarque 3. Lorsque les fonctions objectifs sont convexes, alors la définition de la
Pareto stationnarité devient

0 ∈ Conv

(
m⋃

i=1
∂fi(x)

)
.

De plus, lorsque les fonctions sont convexes et différentiables, on obtient

0 ∈ Conv
(
{∇fi(x)}i∈J1,mK

)
.

Définition 40. On dit d’un vecteur x⋆ de Rn qu’il est une solution faible de Pareto
pour le problème d’optimisation (3.2), s’il n’existe pas de x de Rn tel que

fi(x) < fi(x⋆), ∀i ∈ J1,mK.

De façon évidente, on peut d’ores et déjà dire que tout point Pareto solution est
aussi une solution faible de Pareto.

Théorème 5. (Mäkelä et al. [48])
Si un point x⋆ est une solution faible de Pareto locale, alors le vecteur nul appartient

à l’enveloppe convexe des sous-différentielles de Clarke

0 ∈ C(x⋆). (3.8)

Lorsque les fonctions objectifs sont toutes au moins f ◦-pseudo-convexes, alors la condi-
tion (3.8) devient une condition suffisante pour avoir une solution faible de Pareto
globale.

Lemme 2. Soit x une solution admissible. Il existe un unique élément de norme mi-
nimale dans C(x). De plus, l’élément de norme minimale ξ = argmin {∥v∥, v ∈ C(x)}
vérifie la propriété suivante

∀c ∈ C(x), ⟨c, ξ⟩ ≥ ∥ξ∥2.
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Démonstration. L’existence et l’unicité de l’élément de norme minimale ξ est assuré
de part le fait que C(x) est un ensemble convexe fermé.
Soit c un élément de l’enveloppe C(x), on pose h = c − ξ. Puisque C(x) est convexe

∀ϵ ∈ [0, 1], ξ + ϵh ∈ C(x).

Nécessairement, par définition de ξ, on a ∥ξ + ϵh∥2 ≥ ∥ξ∥2, ce qui peut s’écrire

∥ξ + ϵh∥2 − ∥ξ∥2 = 2ϵ⟨h, ξ⟩ + ϵ2∥r∥2 ≥ 0.

Le paramètre ϵ pouvant être aussi petit que l’on veut, cela requière

⟨r, ξ⟩ = ⟨c − ξ, ξ⟩ ≥ 0.

Théorème 6. Soient x une solution admissible et C(x) l’enveloppe convexe de l’union
des sous-différentielles de Clarke. L’opposé de l’élément de norme minimale −ξ dans
C(x), s’il est non nul, est un vecteur de descente commun.

ξ = argmin {∥c∥, c ∈ C(x)}. (3.9)

Démonstration. Soit ξ l’élément de norme minimale dans C(x). D’après la Proposition
10, il existe une famille {τi}i∈J1,mK composée d’un élément de chaque sous-différentielle
telle que

ξ =
m∑

i=1
αiτi,

∑
i

αi = 1, αi ≥ 0.

Le Lemme 2 nous donne

∀c ∈ C(x), ⟨c, ξ⟩ ≥ ∥ξ∥2 > 0.

Donc en particulier pour tous les éléments des sous-différentielles, on obtient

∀i ∈ J1,mK, ∀θi ∈ ∂C fi(x), ⟨θi,−ξ⟩ < 0.

Donc −ξ est une direction de descente commune à l’ensemble des objectifs au point
x.

À partir de l’enveloppe convexe de l’union des sous-différentielles de Clarke, il
est possible de construire un vecteur de descente commun à tous les objectifs. Cette
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construction d’une direction de descente permet de généraliser les algorithmes de
descente classique à des problèmes où l’image de la fonction coût est de dimension
supérieure à 1. Dans la suite, on présente un algorithme de descente compatible avec
la Définition 35 d’un minimum sur Rm muni du préordre de Pareto.



Chapitre 4

Algorithme de descente pour
l’optimisation multiobjectif et son
extension au cadre stochastique

4.1 Multiple Gradient Descent Algorithm (MGDA)

L’algorithme Multiple Gradient Descent Algorithm (MGDA) a été introduit pour
la première fois en 2009 dans le rapport technique [20] afin de résoudre les problèmes
d’optimisation multiobjectif composés de fonctions différentiables

min
x∈X

{f1(x), . . . , fm(x)}.

MGDA est un algorithme de descente qui se base sur l’existence et la construction d’un
vecteur de descente commun à l’ensemble des objectifs à chaque itération. L’algorithme
utilise le vecteur de descente commun proposé au Théorème 6 et se place uniquement
dans le cadre d’objectifs supposés convexes et différentiable. Par conséquent, l’enveloppe
convexe de l’union des sous-différentielles C en un point x est réduite à

C(x) = Conv
(
{∇fi(x)}i∈J1,mK

)
.

Le vecteur de descente calculé est alors utilisé en tant que direction de descente pour
un pas donné. Les méthodes classiques de sélection de pas de descente peuvent être
utilisées pour trouver un pas optimal. Il est possible de prouver la convergence d’un
tel algorithme vers des solutions Pareto stationnaires qui, dans le cadre convexe, sont
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aussi les solutions de Pareto.

L’algorithme MGDA s’écrit :

Algorithm 1: Multiple Gradient Descent Algorithm (MGDA)
begin

On se donne :
— un point de départ x0,
— un seuil pour le critère d’arrêt σ et ∥ξ0∥ = σ,
— le choix d’un pas de descente ϵ,
— un compteur k = 1.

while ∥ξk−1∥ ≥ σ do
Évaluer {∇fi(xk−1)}i∈J1,mK.
Construire le vecteur de descente commun −ξk en résolvant :

ξk = argmin{∥v∥; v ∈ C(xk−1)}.

Actualliser le point courant

xk = xk−1 − ϵkξk.

k = k + 1
Evaluer {fi(xk)}i∈J1,mK à la fin de l’algorithme.

Les conditions d’arrêt de l’algorithme seront pilotées par la valeur de la norme du
vecteur de descente utilisé. En effet, si la norme de ce vecteur de descente est nulle, on
sait que le point courant est un point Pareto stationnaire. En pratique, on imposera
un seuil sur la norme du vecteur de descente en deçà duquel le point sera considéré
comme Pareto stationnaire.

Le choix d’un pas de descente ϵ est une opération délicate à effectuer et plusieurs
méthodes ont été proposées dans la littérature. Une première méthode classique consiste
à garder un pas fixe sur l’ensemble des itérations. Cette méthode a l’avantage de ne
pas nécessiter d’informations supplémentaires lors des itérations mais peut s’avérer
inefficace lorsque le pas de descente est mal choisi. En effet un pas trop important
pourra amener l’algorithme à osciller autour d’un point Pareto stationnaire sans jamais
réussir à l’atteindre, alors qu’un pas trop petit risque d’être très coûteux en terme
d’itérations nécessaires pour converger. Un second moyen d’obtenir un pas de descente
est de procéder à une étude de variation des objectifs autour du point courant dans



4.1 Multiple Gradient Descent Algorithm (MGDA) 37

la direction de descente ξ calculée, et d’approcher localement chacun des objectifs
par une fonction quadratique dont la localisation du minimum est connue analyti-
quement. Le pas de descente utilisé sera alors le plus petit des pas de descente optimaux.

Plus précisément, on se donne une solution admissible x dans l’espace des variables
d’optimisation, et une direction de descente commune −ξ pour le point courant x.
On se donne un rayon r, et on calcule les valeurs des objectifs aux points (x − rξ) et
(x − 2rξ). À partir de ces valeurs, on construit m fonctions quadratiques

∀i ∈ J1,mK, ∀ℓ ∈ R, fi(x − ℓξ) ≈ f̃i(x − ℓξ) = Aiℓ
2 +Biℓ+ Ci,

passant par les valeurs calculées aux points x − rξ et x − 2rξ. Le pas descente ϵ utilisé
est alors de la forme

ϵ = min
i∈J1,mK

{
− Bi

2Ai

}

Figure 4.1 Exemple de calcul de pas ϵ optimal par approximation quadratique dans
la direction ξ

La Figure 4.1 illustre la variation locale de deux objectifs {f(x), g(x)} dans la
direction de descente −ξ en fonction du paramètre ℓ. En trait plein, l’évolution des
vrais objectifs est représentée, les approximations quadratiques étant quant à elles
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représentées en pointillé. Pour chacune des approximations, il est facile de d’obtenir Li

tel qu’il minimise les approximations quadratiques. Le pas de descente utilisé étant pris
comme les minimum des Li ainsi obtenus. Pour cette illustration, le pas de descente
choisi sera donc Lf .

Théorème 7. (Désidéri [20]) Lorsque les objectifs du problème d’optimisation (3.2)
sont convexes, une sous-suite de la suite itérative des {xk}k∈N décrite dans l’Algorithme
1 converge vers un point x⋆ solution de Pareto du problème d’optimisation (3.2).

MGDA est donc un algorithme de descente compatible avec la minimisation dans
Rm muni du préordre de Pareto. L’algorithme repose sur l’existence d’un vecteur de
descente commun à l’ensemble des objectifs et offre des résultats de convergences vers
les solutions du problème (3.2) lorsque les objectifs du problèmes sont convexes et
différentiables en tout point de l’ensemble des solutions admissibles. Dans la suite
du document nous nous intéresserons au cas où les fonctions objectifs dépendent de
paramètres incertains qui seront modélisés par des variables aléatoires. Dans le cadre
de ce travail, nous considérons que l’aléa ne porte pas sur les variables d’optimisation.
Nous montrerons comment alors adapter l’algorithme MGDA. Dans un premier temps,
nous allons tout d’abord formuler le problème multicritère aléatoire avant de présenter
l’algorithme.

4.2 Stochastic Multiple Gradient Descent Algorithm
(SMGDA)

Dans cette partie du chapitre on se propose de modifier le problème d’optimisation
(3.2) initialement traité. On considère désormais dans la suite que la fonction coût f
du problème est une fonction aléatoire à valeurs dans Rm.

Tout d’abord, le sigle choisi pour désigner l’algorithme peut sembler à priori erroné
puisqu’il permet de traiter le cas des fonctions objectifs non-différentiables. Il sera
néanmoins retenu car d’une part il permet de marquer sa filiation avec MGDA et
d’autre part on a pu voir que numériquement, il utilisera des gradients pour approcher
les sous-différentielles aux points non-réguliers.

4.2.1 Problème d’optimisation stochastique multiobjectif

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, et W : Ω → Rd, ω 7→ W (ω) un vecteur aléa-
toire supposé donné. On note µ la distribution du vecteur aléatoire W et W son image
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W (Ω) ⊆ Rd. Soit W1, ...,Wp, ... des copies indépendantes de la variable aléatoire W qui
seront utilisées pour générer des tirages aléatoires indépendants avec la distribution µ.

On considère m fonctions fi : Rn × W → R, i = 1, ...,m. Le problème proposé
dans ce paragraphe est de résoudre le problème multiobjectif moyen qui peut s’écrire
de la façon suivante :

min
x∈Rn

{E[f1(x,W ),E[f2(x,W )], ...,E[fm(x,W )]} . (4.1)

Plus précisément, on cherche à construire un ensemble de points Pareto solutions. De la
façon dont il est présenté, le problème (4.1) est un problème déterministe. Cependant,
les espérances des objectifs ne sont généralement pas connues. Une approche classique
consiste à remplacer chaque espérance par une approximation construite par le biais
d’un estimateur d’espérance utilisant des tirages aléatoires indépendants wk de la
variables aléatoire W [8, 35]. Cette approche est numériquement coûteuse puisqu’elle
fait apparaître deux boucles imbriquées dans les algorithmes de résolution. Comme
pour l’algorithme du gradient stochastique, l’algorithme qui est proposé dans cette
partie du chapitre ne nécessite pas le calcul des espérances, il est uniquement basé sur
le calcul des sous-différentielles de Clarke pour des tirages de la variable aléatoire.

On introduit la filtration (Fk)k∈N où les tribus sont générées par les k premières
variables aléatoires de la suite (Wi)i∈N

∀k ∈ N, Fk = σ(W1, ...,Wk).

4.2.2 Algorithme et résultats théoriques

On se donne un problème d’optimisation (4.1)

min
x∈Rn

{E[f1(x,W ),E[f2(x,W )], ...,E[fm(x,W )]} .

Trois classes de fonctions objectifs localement lipschitziennes seront considérées dans
cette partie de chapitre :

G 1 la classe des fonctions convexes et différentiables : ∂C fi(x,W (ω)) = ∇fi(x,W (ω)),

G 2 la classe des fonctions convexes non-différentiables : ∂C fi(x,W (ω)) = ∂fi(x,W (ω)),

G 3 la classe des fonctions f ◦-pseudo-convexes.
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On notera ξ(x,W (ω)) l’élément de norme minimale de l’enveloppe convexe C(x,W (ω)) :

∃{αi(x,W (ω))}i∈J1,mK, ξ(x,W (ω)) =
m∑

i=1
αi(x,W (ω))si(x,W (ω)),

où les si(x,W (ω)) ∈ ∂C fi(x,W (ω)), les αi(x,W (ω)) sont positifs et∑i αi(x,W (ω)) = 1
presque sûrement.

L’algorithme proposé dans la suite du chapitre consiste à effectuer un tirage aléatoire
wk d’une copie Wk de la variable aléatoire W et de calculer l’élément de norme minimale
dans l’enveloppe C(x, wk) ainsi généré. Son opposé est un vecteur de descente commun
aux objectifs du problème pour le tirage particulier wk. On utilise comme pas de
descente les éléments d’une σ-suite définie par

Définition 41. On dit qu’une suite (ϵi)i∈N est une σ-suite si sa série d’ordre 1 diverge,
et que sa série d’ordre 2 converge



+∞∑
i=1

ϵi = ∞
+∞∑
i=1

ϵ2
i < ∞

Exemple :
Pour (A,B,C,D) des réels positifs tels que C ∈]1

2 , 1], les suites de type

ϵk = A

B · kC +D
, ∀k ∈ N,

sont des σ-suites.
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Algorithm 2: Stochastic Multiple Gradient Descent Algorithm (SMGDA)
begin

— Un point de départ X0.

— Un nombre d’itérations N .

— Une σ-suite(ϵi)i∈N.

— Un compteur k = 1.

for k = 1, . . . , N do
Effectuer un tirage aléatoire wk+1 de la variable aléatoire Wk.
Évaluer Ck(Xk, wk+1).
Construire le vecteur de descente commun −ξk(Xk, wk+1) en résolvant :

ξk = argmin{∥v∥; v ∈ C(Xk, wk+1)}.

Faire l’itération
Xk+1 = Xk − ϵkξk. (4.2)

Evaluer {E [fi(XN ,W )]}i∈J1,mK

Remarque 4. L’algorithme SMGDA ne nécessite jamais l’estimation des espérances
des objectifs durant le processus d’optimisation. Les espérances sont évaluées uniquement
à la fin pour le point XN afin de construire le front de Pareto dans l’espace des objectifs.

Remarque 5. À chaque itération k, la variable aléatoire Xk est Fk-mesurable, la suite
récursive décrite par l’équation

Xk+1(ω) = Xk(ω) − ϵkξ(Xk(ω),Wk+1(ω))

est un processus stochastique adapté à la filtration F = (σ(W1, . . . ,Wk))k∈N.

Remarque 6. Partant d’un unique point de départ x0, l’algorithme SMGDA donne une
seule solution appartenant au front de Pareto en fin de processus d’optimisation. Par
conséquent, afin d’avoir une description complète du front de Pareto, il est nécessaire
de lancer l’algorithme depuis plusieurs points de départ. Ce qui peut se faire par
parallélisation en effectuant une optimisation pour un point de départ différent par
cœur de calcul disponible.

Remarque 7. Dans cet algorithme, aucun critère d’arrêt n’est proposé. L’existence
d’indicateur de convergence sera discuté plus loin dans le chapitre après avoir donné
certains résultats.
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On introduit la notation x⋆ qui désigne un des points solution de Pareto parmi les
plus proches d’un point courant x

∀k ∈ N, x⋆ ∈ argmin
v∈PD

∥x − v∥.

On utilisera la notation L⋆
k pour désigner la distance au carré entre Xk et un des

éléments de PD les plus proches

L⋆
k = ∥Xk − X⋆

k∥2, ∀k ∈ N.

Afin de prouver la convergence de l’algorithme, nous supposerons vérifiées l’ensemble
d’hypothèses noté H suivant :

Hypothèses H :

H1. L’ensemble des solutions de Pareto est non vide PD ̸= ∅.

H2. Les fonctions x 7→ fi(x,W ) appartiennent à une des trois classes (G 1,G 2,G 3) de
fonctions pour tout i ∈ J1,mK.

H3. Les variables aléatoires ω 7→ fi(x,W (ω)) sont intégrables pour tout i ∈ J1,mK.

H4. La norme de tout vecteur si ∈ ∂C fi(x,W (ω)) est presque sûrement majorée par
un nombre réel Mi

∥si∥ ≤ Mi, p.s. ∀x ∈ X .

H5. Il existe un objectif fℓ convexe pour lequel la contribution αℓ(x,W (ω)) dans la
construction du vecteur de descente commun n’est pas nulle presque sûrement.
De plus : ∀i ∈ J1,mK, fi(x,W ) − fi(x⋆,W ) ≥ 0, p.s.

∃ℓ ∈ J1,mK, fℓ(x,W ) − fℓ(x⋆,W ) ≥ C
2 ∥x − x⋆∥2, p.s..

H6. La suite (ϵi)i∈N est une σ-suite.

Remarque 8. L’hypothèse H5. induit que le point x⋆ domine presque sûrement le
point x.

Avant de proposer des résultats de convergence, certaines propriétés du vecteur de
descente commun dans ce cadre d’hypothèses devront être démontrées. Il sont présentés
ci-dessous.



4.2 Stochastic Multiple Gradient Descent Algorithm (SMGDA) 43

Proposition 11. La norme du vecteur de descente commun est presque sûrement
majoré par un réel M :

∥ξ(x,W (ω))∥ ≤ M, p.s., x ∈ X .

Démonstration. ξ est l’élément de norme minimal dans l’enveloppe convexe Ck au point
x ∈ X pour un tirage fixé ω ∈ Ω, il existe donc une famille {αi(x,W (ω))}i∈J1,mK de
réels positifs telle que

∥ξ(x,W (ω))∥ = ∥
m∑

i=1
αi(x,W (ω))si(x,W (ω))∥,

où αi ∈ [0, 1], ∑αi = 1 et où si est un élément de la sous-différentielle ∂C fi. On peut
donc majorer la norme de ξ par la somme des éléments si ce qui implique

∥ξ(x,W (ω))∥ ≤
m∑

i=1
∥si(x,W (ω))∥, p.s.

L’utilisation de l’hypothèse H4. permet d’avoir la relation suivante et de conclure

∥ξ(x,W (ω))∥ ≤
m∑

i=1
Mi, p.s.

Définition 42. On définit le vecteur de descente commun moyen au point x ∈ X par
la relation

Ξ(x) = E [ξ(x,W (ω))] =
m∑

i=1
E [αi(x,W (ω))si(x,W (ω))] , si ∈ ∂C fi, i = 1, . . . ,m.

Proposition 12. En un point x de X , le vecteur de descente commun moyen vérifie
la relation

Ξ(x)(x − x⋆) ≥ C

2 ∥x − x⋆∥2

Démonstration. L’hypothèse H5. nous dit qu’il existe ℓ dans J1,mK tel que

⟨sℓ(x,W (ω)),x − x⋆⟩ ≥ fℓ(x,W (ω)) − fℓ(x⋆,W (ω)) ≥ C

2 ∥x − x⋆∥2, p.s. (4.3)

De plus, on a supposé que x⋆ domine le point x presque sûrement ce qui donne

∀i ∈ J1,mK, fi(x⋆,W (ω)) ≤ fi(x,W (ω)), p.s.
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En utilisant les caractéristiques des différentes classes de fonctions traitées, on peut
obtenir facilement que

⟨si(x,W (ω)),x − x⋆⟩ ≥ 0,∀i ∈ J1,mK, p.s. (4.4)

En multipliant cette relation par αi positif, et en sommant les expressions (4.3) et (4.4)
pour tout i = 1, . . . ,m, on obtient la relation

m∑
i=1

αi⟨si(x,W (ω)),x − x⋆⟩ ≥ αℓ(x,W (ω))C2 ∥x − x⋆∥2, p.s. (4.5)

En prenant l’espérance de l’expression (4.5), on aboutit au résultat

Ξ(x)·(x−x⋆) =
m∑

i=1
⟨E [αi(x,W (ω))si(x,W (ω))] ,x−x⋆⟩ ≥ E [αℓ(x,W (ω))] C2 ∥x−x⋆∥2.

L’hypothèse H5. permet de conclure car E [αℓ(x,W (ω))] > 0.

Un dernier résultat sur les vecteurs de descente commun est nécessaire, il s’agit
cette fois d’une propriété probabiliste lié au processus (Wk)k∈N. On désigne par ξk le
vecteur de descente commun au point Xk

ξk(ω) = ξ(Xk,Wk+1(ω)),

et on utilise Ξk pour désigner son espérance Ξk = E [ξk(ω)].

Lemme 3. L’espérance conditionnelle de ⟨Xk − X⋆
k, ξk − Ξk⟩ sachant la tribu Fk est

nulle
E [⟨Xk − X⋆

k, ξk − Ξk⟩|Fk] = 0, p.s.

Démonstration. La preuve résulte directement du Lemme 1 puisque la variable aléatoire
Wk+1 est indépendante de Fk, de même que ξk

E [⟨Xk − X⋆
k, ξk − Ξk⟩|Fk] = ψ(Xk), p.s.,

où ψ est la fonction définie par

ψ(x) = ⟨x − x⋆,E [ξk] − Ξk⟩, p.s., ∀x ∈ X .
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La conclusion résulte directement de la définition du vecteur de descente commun
moyen pour lequel

Ξk = EWk+1 [ξ(Xk,Wk+1)].

Un premier théorème prouve la convergence en moyenne quadratique du processus
(Xk)k∈N vers une solution X⋆ de Pareto du problème d’optimisation.

Théorème 8. Sous l’ensemble d’hypothèses H , le processus stochastique construit par
les itérations de SMGDA converge en norme L2 vers un point X⋆ Pareto solution

lim
k→+∞

E
[
∥Xk − X⋆

k∥2
]

= 0.

Démonstration. Soit
L⋆

k = ∥Xk − X⋆
k∥2, p.s.

Comme X⋆
k+1 est l’une des solutions de Pareto les plus proches de Xk+1 , on a

L⋆
k+1 ≤ ∥Xk+1 − X⋆

k∥2, p.s.

En introduisant la relation de recurrence (4.2) induite par SMGDA, on obtient

L⋆
k+1 ≤ ∥Xk − ϵkξk − X⋆

k∥2, p.s.

En développant le terme de droite :

L⋆
k+1 ≤ L⋆

k + ϵ2
k∥ξk∥2 − 2ϵk⟨Xk − X⋆

k, ξk⟩, p.s.

En ajoutant le terme nul ⟨Xk − X⋆
k,Ξk − Ξk⟩ à droite, puis en utilisant simultanément

les proposition 11 et 12, on est capable de majorer à nouveau l’expression pour arriver
à :

L⋆
k+1 ≤ L⋆

k(1 − ϵkC) + ϵ2
kM

2 − 2ϵk⟨Xk − X⋆
k, ξk − Ξk⟩, p.s.

Par la suite, en prenant l’espérance conditionnelle de l’expression précédente par rapport
à la tribu Fk, Xk étant Fk-mesurable, on obtient :

E
[
L⋆

k+1|Fk

]
≤ L⋆

k(1 − ϵkC) + ϵ2
kM

2 − 2ϵkE [⟨Xk − X⋆
k, ξk − Ξk⟩|Fk] , p.s.
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En introduisant le résultat du Lemme 3, on aboutit à la relation

E
[
L⋆

k+1|Fk

]
≤ L⋆

k(1 − ϵkC) + ϵ2
kM

2, p.s.

En prenant l’espérance de cette relation, et en utilisant le fait que E
[
E
[
L⋆

k+1|Fk

]]
=

E
[
L⋆

k+1

]
, on obtient finalement

E
[
L⋆

k+1

]
≤ E [L⋆

k] (1 − ϵkC) + ϵ2M2.

En sommant la relation précédente pour N itérations consécutives :

E
[
L⋆

k+1+N

]
≤ E [L⋆

k]
k+N∏
j=k

(1 − ϵjC) +
k+N∑
j=k

ϵ2
jM

2.

La preuve de convergence finale résulte du faite que le produit et la somme présentés
ci-dessus tendent vers 0. La somme tend vers 0 car la suite (ϵk)k∈N est une σ-suite. Il
est facile de prouver la convergence du terme produit en considérant son logarithme.
Finalement, on a prouvé que

lim
N→+∞

E
[
L⋆

k+1+N

]
= 0,

ce qui donne la convergence en norme L2.

Il est possible d’obtenir une information sur la vitesse de convergence lorsqu’on
considère une σ-suite particulière :

Théorème 9. Soit x0 un point de X , si on utilise la σ-suite

ϵk = 1
C/2 · k + M2

E[L⋆
0]C/2

, E [L⋆
0] = E

[
∥x0 − x⋆

0∥2
]
,

alors
E [L⋆

k] ≤ 1
C/2
M2 k + 1

E[L⋆
0]
.

Démonstration. La démonstration est exactement identique à la preuve de vitesse de
convergence que l’on peut trouver pour l’algorithme du gradient stochastique [25].

La Remarque 7 met en avant l’absence de critère d’arrêt dans l’algorithme SMGDA.
Cependant, en s’appuyant sur le résultat de vitesse de convergence, il est possible
de proposer des critères d’arrêts comme cela a été fait dans les papiers de Bouleau
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et al. [9], Dvoretzky [29]. L’inconvénient majeur des critères ainsi proposés sont qu’ils
nécessitent des grandeurs non connues comme E [L⋆

0] qui impose de connaitre l’ensemble
des solutions du problème afin de déterminer l’élément x⋆

0. D’autre part, les conditions
d’optimalité du Théorème 5 peuvent permettre de donner un critère d’arrêt sur la
norme du vecteur de descente associé au problème en espérance de manière équivalente
au critère proposé pour l’algorithme MGDA. En effet, en un point x⋆ Pareto solution
du problème d’optimisation

min
x∈X

{E [f1(x,W (ω))] , . . . ,E [fm(x,W (ω))]} ,

il existe une combinaison convexe d’éléments des espérances des sous-différentielles de
Clarke en x⋆ nulle

∃{αi}i∈J1,mK,
m∑

i=1
αisi(x⋆) = 0,

où si ∈ E
[
∂C fi(x⋆,W (ω))

]
et la somme des αi positifs ou nuls vaut un ∑

i αi = 1.
L’extension directe du critère proposé dans MGDA revient donc à calculer l’élément
de norme minimale dans l’espérance de l’enveloppe convexe de l’union des sous-
différentielles de Clarke

ζ = argmin
{

∥u∥, u ∈ E
[
Conv

(
m⋃

i=1
∂C fi(x⋆,W (ω))

)]}
.

L’algorithme pouvant alors être stoppé lorsque la norme de ζ atteint un certain seuil.
Ce critère d’arrêt est nécessairement coûteux puisqu’il nécessite le calcul d’espérances,
ce qui est contraire à la philosophie de SMGDA.

Théorème 10. Le processus stochastique décrit par la séquence de variables aléatoires
(Xk)k ∈ N converge presque sûrement vers une solution de Pareto X⋆.

P
({

lim
k→+∞

X − X⋆ = 0
})

= 1.

Démonstration. Soit (Yk)k∈N le processus stochastique décrit par la relation

Yk = ∥Xk − X⋆
k∥2 +M2 ∑

j≥k

ϵ2
j .
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Il est possible de majorer Yk+1 par la relation suivante en utilisant un raisonnement
équivalent à la preuve de convergence en norme L2

Yk+1 ≤ ∥Xk − X⋆
k∥2 + ϵ2

kM
2 +M2 ∑

j≥k+1
ϵ2

j − 2ϵ⟨Xk − X⋆
k, ξk − Ξk + Ξk⟩.

La Propostion 12 permet de majorer par 0 le dernier terme de la relation ci-dessus

−2ϵk⟨Xk − X⋆
k,Ξk⟩ ≤ −ϵkC∥Xk − X⋆

k∥2 ≤ 0,

ce qui mène finalement à

Yk+1 ≤ ∥Xk − X⋆
k∥2 + ϵ2

kM
2 +M2 ∑

j≥k+1
ϵ2

j − 2ϵ⟨Xk − X⋆
k, ξk − Ξk⟩.

En prenant l’espérance conditionnelle de l’expression précédente sachant la tribu Fk et
en utilisant le Lemme 3, on obtient

E [Yk+1|Fk] ≤ E [Yk|Fk] .

Or la variable aléatoire Yk est Fk-mesurable, par conséquent

E [Yk+1|Fk] ≤ Yk.

Le processus (Yk)k∈N est donc une surmartingale qui est de manière évidente positive.
En utilisant les résultats du Théorème 1, on peut affirmer que le processus décrit par
les (Yk)k∈N converge presque sûrement vers une variable aléatoire que l’on notera Y∞.
L’utilisation du Lemme de Fatou permet d’écrire

0 ≤ E
[

lim
k→+∞

(
inf
j≥k

Yj

)]
= E [Y∞] ≤ lim

k→+∞

(
inf
j≥k

E [Yj]
)

≤ lim
k→+∞

E [L⋆
k] +

∑
j≥k

ϵ2
jM

2

 .
La convergence en norme et le fait que le second terme est le reste de la série carré
sommable des (ϵk)k∈N nous permet de déduire que

E [Y∞] = 0

Le processus stochastique (Yk)k∈N étant positif, cela implique que nécessairement
Y∞ = 0 presque sûrement :

P
(

lim
k→+∞

Yk = 0
)

= 1.
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Les Théorèmes de convergence précédents donnent une justification théorique
à l’algorithme SMGDA. Ces résultats constituent le cœur de la thèse. Nous allons
maintenant évaluer les capacités numériques de l’algorithme en l’utilisant sur un certain
nombre de problèmes tests issus de benchmarks classiques et nous comparerons ses
performances à celles obtenues par deux autres algorithmes classiques (NSGA-II, DMS)
utilisant pour ces derniers une approche Sample Average Approximation.





Chapitre 5

Essais numériques de SMGDA et
comparaisons

Nous présentons dans ce chapitre les essais numériques qui ont permis de valider
l’algorithme. Ces essais, réalisés sur une famille de problèmes issus de benchmarks
classiques en optimisation, ont également permis de comparer les performances de
SMGDA à celles des algorithmes DMS et NSGA-II . Nous débuterons en présentant deux
stratégies numériques permettant d’améliorer les performances de SMGDA. Puis nous
présentons deux métriques, ou mesures de performance, utilisées pour la comparaison
d’algorithmes d’optimisation multiobjectifs.

5.1 Améliorations de SMGDA et stratégies numé-
riques d’optimisation

On présente ici deux stratégies permettant d’améliorer les performances de SMGDA.
La première, en guidant le choix des points initiaux, permet d’augmenter la dispersion
sur le front de Pareto des solutions données par l’algorithme et réduire ainsi le nombre
de points initiaux nécessaires pour parvenir à décrire correctement le front. La seconde
démarche utilise une modification du vecteur de descente utilisé à chaque itération :
il est construit à partir des estimateurs récursifs des gradients ou des sous-gradients.
Cette stratégie permet là encore d’améliorer la dispersion des solutions sur le front et
offre un test d’arrêt.
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5.1.1 Stratégie pour la génération de points de départ

La Remarque 6 nous permet de lancer SMGDA simultanément sur un ensemble de
cœurs de calcul noté Nth pour des points de départs différents. Lorsqu’on désire un
nombre de solutions finales Nsol pour décrire le front de telle sorte que Nsol ≫ Nth le
processus d’optimisation total requiert plusieurs salves d’optimisation. On considère
que le nombre de salves d’optimisation à effectuer est donné par

Nbatch = E
(
Nsol

Nth

)
+ 1,

où E(·) désigne la partie entière. On utilisera l’indice j = 1, . . . , Nbatch pour désigner
la salve en cours de traitement. On cherche à profiter des informations obtenues à la
fin de l’optimisation de chacune des salves afin d’améliorer la procédure d’optimisation
en générant des points initiaux potentiellement plus proches de l’ensemble solution, et
dans des zones mal décrites par les solutions déjà acquises.

On se donne un problème d’optimisation associé à une fonction coût f : X ⊆
Rn → Y ⊆ Rm

min
x∈X

f(x).

On se place à un instant j pour lequel, j− 1 salves d’optimisation ont été effectuées.
On note P(j)

D l’ensemble des solutions de Pareto obtenues sur les j − 1 premières salves
et P(j)

O leurs images par la fonction coût f . La procédure consiste à construire une
approximation numérique qui permet de passer de l’espace des objectifs à l’espace des
variables d’optimisation

f̃−1 : Rm → Rn

y 7→ f̃−1(y).

Cette approximation est construite à l’aide des résultats obtenus par les salves d’opti-
misation déjà effectuées P(j)

O et leurs antécédents dans l’espace des variables P(j)
D en

utilisant un modèle de substitution basé sur une approche de Krigeage.

Parallèlement, à l’aide de P(j)
O , on identifie les zones P(j)

O de Y à l’instant j qui
peuvent contenir des éléments du front de Pareto. Ces régions sont définies par :

P(j)
O = Y − {y ∈ Y , ∀y⋆ ∈ P(j)

O , (y ⪯P y⋆) ∪ (y⋆ ⪯P y)},
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ce qui peut s’écrire plus simplement en utilisant la relation d’incomparabilité

P(j)
O = {y ∈ Y , ∀y⋆ ∈ P(j)

O , y ≡P y⋆}.

Des tirages aléatoires uniformes de points dans P(j)
O sont ensuite effectués et

correspondent à la performance cible des futurs points de départ dans l’espace des
objectifs. La fonction f̃−1 permet alors de ramener ces tirages dans l’espace des variables
d’optimisation qui vont être utilisés comme points de départs {x(j)

0 } pour la salve
d’optimisation présente j. L’ensemble de cette procédure peut être représenté sous la
forme de l’Algorithme 3.

Algorithm 3: Génération de points de départ
begin

Choisir une σ-suite;
Choisir un nombre d’itérations N1;
Choisir un ensemble de points de départ {x(1)

0 } pour la première salve;
Déclarer les variables P(0)

O = P(0)
D = ∅;

for j = 1, . . . , Nbatch do
if j ̸= 1 then

Entrainer le métamodèle de Krigeage P(j)
O 7→ P(j)

D ;
Identifier les zones de solutions possibles dans l’espace objectif P(j)

O ;
Effectuer des tirages aléatoires dans P(j)

O correspondant à la
performance espérée des futurs points de départ;

Utiliser le métamodèle pour obtenir un ensemble de points de départ
{x(j)

0 };
Adapter le nombre d’itérations Nj à effectuer en fonction de l’erreur
estimée par le métamodèle;

Optimiser la salve de points de départ {x(j)
0 } avec SMGDA en parallèle;

Ajouter les nouvelles solutions

P(j+1)
D = P(j)

D ∪ {x(j)
Nj

}

Estimer la performance de l’ensemble {x(j)
Nj

} et les ajouter à P(j+1)
O ;

Afin d’illustrer cette procédure, on se propose d’observer le déroulement de cet
algorithme sur un exemple d’optimisation simple, pour lequel on détaille les étapes
de la procédure. L’illustration est basée sur un exemple classique biobjectif (JOS1)
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déterministe suivant

min
(x,y)∈[−1,3]2

 f1(x, y) = x2 + y2

f2(x, y) = (x− 2)2 + (y − 2)2.


Les solutions de Pareto analytiques sont données par x = y, x ∈ [0, 2]. Les différentes
étapes sont présentées dans le Tableau 5.1 où chaque ligne correspond aux étapes
décrites ci-après :

1. Un premier ensemble de points de départ {x(1)
0 } est tiré aléatoirement dans

l’ensemble réalisable.

2. SMGDA est utilisé en parallèle pour optimiser l’ensemble des points de départ
{x(1)

0 }, et le métamodèle de Krigeage f̃−1 est entrainé.

3. Les zones de solutions P(1)
O non-dominées dans l’espace des objectifs sont identi-

fiées.

4. Des tirages aléatoires sont effectués dans les zones P(1)
O et le métamodèle f̃−1

est utilisé pour obtenir les nouveaux points de départ {x(1)
0 }.

Les zones où les solutions sont les moins nombreuses, sont aussi les zones de P(1)
O

les plus vastes. Par conséquent, l’utilisation de tirage uniforme dans l’ensemble P(1)
O

aura tendance à générer des points de départ dans des zones faibles en information, ne
contenant pas de solution identifiée à l’issue des salves précédentes. De cette manière,
on espère pouvoir venir enrichir le front de Pareto en générant les nouveaux points de
départ dans cette zone.
De même, on pourra se baser sur l’indicateur d’erreur donné par le métamodèle en sortie,
pour modifier le nombre d’itérations alloué à SMGDA pour cette salve d’optimisation.
Dans les applications numériques, on limitera la réduction du nombre d’itérations à la
moitié du nombre d’itération alloué pour la première salve N1.

5.1.2 Construction d’un estimateur et modification du vec-
teur de descente.

Lors des premiers essais numériques, nous avons été confrontés à un phénomène de
glissement des solutions sur le front de Pareto. En effet, SMGDA donne rapidement
des solutions proches du front de Pareto et ce de façon dispersée, mais en prolongeant
l’algorithme sur quelques itérations de plus, on a constaté un phénomène de glissement
de ces solutions vers des zones restreintes du front. Ce phénomène de glissement est
illustré dans la Figure 5.1 pour le problème d’optimisation biobjectif min {E [f1] ,E [f2]},
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Table 5.1 Exemple du déroulement de l’Algorithme 3

Étape Espace des variables Espace des objectifs

1

2

3

4
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où les objectifs sont donnés par les expressions suivantes :

f1(x,W ) = −1
2 + |x+W1 + 1| + 1

2(y +W2)2

f2,1(x,W ) =
√
W3 · (x+ y)2

f2,2(x,W ) = (x+ y)2

f2(x,W ) = min (f2,1, f2,2),

et dont les composantes du vecteur aléatoire W suivent les lois

W1 → 0.3 · U(−1, 1)
W2 → 0.3 · U(−1, 1)
W3 → (N (0, 1))2,

où U(−1, 1) désigne la variable aléatoire de loi uniforme entre [−1, 1] et N (0, 1) la
variable normale centrée réduite.

150 itérations 1500 itérations 15000 itérations

Figure 5.1 Phénomène de glissement sur le front de Pareto

Les objectifs constituant ce problème d’optimisation sont tous deux non-différentiables,
et sont représentés pour un tirage aléatoire fixé ainsi que leurs moyennes sur 5000 échan-
tillons sur la Figure 5.2. On peut notamment remarquer que la moyenne stochastique
de ces objectifs a tendance à lisser les fonctions objectifs.

Le phénomène de glissement observé à la Figure 5.1 peut s’expliquer par le fait que
le vecteur de descente choisi ne correspond pas au vecteur de descente du problème
moyen : sa norme ne devient donc jamais nulle. Nous allons modifier la construction
de ce vecteur de descente de façon à ce qu’il converge au cours des itérations vers le
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Objectifs pour un tirage aléatoire Espérance des objectifs
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Figure 5.2 Objectifs du problème traité pour un tirage aléatoire unique et leur moyenne
sur 5000 tirages

vecteur de descente associé au problème en espérance.

min
x∈X

{E [f1(x,W (ω))] , . . . ,E [fm(x,W (ω))]}

Plus précisément, on cherche à construire un vecteur de descente associé aux estimateurs
des espérances des objectifs sur Ne échantillons

min
x∈X

{ 1
Ne

Ne∑
j=1

f1(x,Wj(ω)), . . . , 1
Ne

Ne∑
j=1

fm(x,Wj(ω))}. (5.1)

Afin d’éviter l’utilisation d’un estimateur basé sur une méthode Sample Average Approxi-
mation, on cherche à profiter des itérations précédentes pour construire l’estimateur.
Pour cela, on considère les estimateurs récursifs, construits au cours des itérations, des
espérances des fonctions objectifs et de leur gradients ou sous-gradients

f̂i,k(xk) = 1
Ne

Ne∑
j=1

fi(xk−j, wk+1−j), k ≥ Ne

∂C f̂i,k(xk) = 1
Ne

Ne∑
j=1

∂C fi(xk−j, wk+1−j), k ≥ Ne. (5.2)
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La relation (5.2) est trivialement vérifiée dans le cas où les fonctions sont diffé-
rentiables. Elle l’est également pour des fonctions objectifs régulières pour la sous
différentielle au vue du Théorème 3 énoncé au Chapitre 2. Le vecteur de descente alors
choisi est l’élément de norme minimale de l’ensemble convexe engendré par l’union des
estimateurs des sous-différentielles

ζ(xk) = argmin
{

∥u∥, u ∈ Conv

(
m⋃

i=1
∂C f̂i(xk)

)}
.

Le vecteur ζ(xk) peut être considéré comme une approximation du vecteur de descente
commun associé au problème (5.1) lorsque k est suffisamment grand et si les points
{xk−j}j∈J1,NeK restent suffisamment proches

∀j ∈ J1, NeK, xk−j ∈ B(xk, ρ), ρ ≪ 1,

ce qui est le cas par exemple lorsque le point xk est proche des solutions de Pareto.
Sur l’exemple précédent, le front de Pareto obtenu en utilisant ce nouveau vecteur de

descente est représenté sur la Figure 5.3. On peut observer une bien meilleure stabilité
des solutions et une meilleure dispersion. Le phénomène de glissement a disparu.

150 itérations 1500 itérations 15000 itérations

Figure 5.3 Résultats obtenus en utilisant le nouveau vecteur basé sur l’estimateur

On a représenté sur la Figure 5.4 l’histogramme des normes des vecteurs de descente
commun calculées en chaque point solution et pour la 15000ième itération du processus
d’optimisation, lorsque le vecteur est calculé par l’intermédiaire de l’estimateur (orange)
ou comme proposé initialement dans l’algorithme 2 (vert). On observe entre un et deux
ordres de grandeur d’écart sur la norme calculée, ce qui explique la stabilité et le non
glissement des solutions sur le front lorsque l’estimateur est utilisé.
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Figure 5.4 Normes des vecteurs de descente calculées aux points finaux pour 15000
itérations : en orange, en utilisant l’estimateur et en vert, en utilisant le vecteur de
descente commun initialement proposé

5.2 Choix des algorithmes de comparaison

Afin de comparer les performance de SMGDA aux algorithmes de la littérature,
nous avons sélectionné deux algorithmes : un algorithme génétique et un algorithme de
recherche directe. Le choix de l’algorithme génétique s’est porté sur NSGA-II déve-
loppé par Deb et al. [19]. Il s’agit d’un algorithme génétique dont le classement des
solutions à chaque génération est fait selon un critère de non-domination. Ainsi, des
fronts successifs de points équivalents au sens de Pareto peuvent être tracés à chaque
génération et servent à classer les individus. Le second algorithme qui sera testé dans
les benchmarks effectués dans la suite du chapitre est un algorithme de recherche dit
directe : DMS , pour Direct MultiSearch. Il apparaît pour la première fois dans l’article
de Custódio et al. [16]. Il s’agit en fait de la généralisation au cadre multiobjectif des
méthodes de recherche directionnelle.

Les deux algorithmes présentés précédemment ne sont pas prévus pour résoudre les
problèmes stochastiques multiobjectifs. Par conséquent, on utilisera un estimateur de
type Sample Average Approximation pour estimer les espérances des fonctions objectifs,
et on remplace le problème à résoudre initialement par le problème déterministe
suivant :

min
x∈X

{
1
Ns

Ns∑
k=1

f1(x, w(1)
k ), . . . , 1

Ns

Ns∑
k=1

fm(x, w(m)
k )

}
,
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où les w(i)
k , i = 1, . . . ,m sont des tirages aléatoires indépendants du vecteur aléatoire

W (ω). Le calcul de l’estimateur des espérances doit être effectué à chaque itération de
l’algorithme d’optimisation, ce qui rend l’approche numérique coûteuse. Par ailleurs,
dans la suite, on parlera de manière équivalente du temps de calcul et du nombre
d’appels aux fonctions objectifs.

Avant de présenter les résultats obtenus, on présente les outils utilisés pour comparer
et analyser les solutions obtenues par les trois algorithmes.

5.3 Mesures de performance et profils de perfor-
mance

Il existe un grand nombre de mesures qui permettent d’analyser les résultats
d’une optimisation multiobjectif. La plupart des mesures sont présentées dans l’article
de Riquelme et al. [65] qui compare leur fréquence d’utilisation dans la littérature
ainsi que leurs défauts et avantages. Quand on analyse un front de Pareto, deux
facteurs entrent en jeu. Dans un premier temps, la performance pure des solutions
trouvées par un algorithme. Ces mesures quantifient l’appartenance des solutions au
front de Pareto. C’est le cas par exemple de la mesure de Pureté [16] qui sera utilisée ici.

La procédure pour mesurer la pureté des solutions d’un algorithme consiste à créer,
à partir des solutions de tous les algorithmes, un front de Pareto de référence. Puis de
faire un comptage pour chaque algorithme du nombre de solutions faisant partie du
front de référence ainsi construit. Soit S = {SMGDA,DMS,NSGA-II} l’ensemble de
solveurs , et P = {p1, . . . , pn}n∈N un ensemble de problèmes d’optimisation. On désigne
le front de Pareto trouvé par le solveur s ∈ S pour le problème p ∈ P par Fp,s. Pour
un problème p ∈ P , le front de référence est calculé de la manière suivante

Fp = {y⋆ ∈
⋃
s∈S

Fp,s; ∀y ∈
⋃
s∈S

Fp,s, y ⪯P y⋆ ⇒ y = y⋆}.

Autrement dit, il s’agit de l’ensemble des points non-dominés trouvés par l’union des
solutions trouvées par tous les solveurs. La pureté d’un solveur s pour le problème p
est alors donnée par

t̄p,s = |Fp,s ∩ Fp|
|Fp,s|

,
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où | · | désigne le cardinal d’un ensemble. Ainsi, plus un algorithme fournit de solutions
appartenant au front de référence, plus sa note est grande.

Un autre type de mesure est aussi très utilisé et correspond à la mesure de la
dispersion des solutions sur le front de Pareto. En effet, pour obtenir une description
satisfaisante du front de Pareto, il faut que les solutions trouvées par un algorithme
soient suffisamment dispersées sur le front c’est à dire que le front de Pareto construit
par l’algorithme soit le plus étendu possible. Nous avons choisi d’utiliser la mesure la
plus répandue, qui cumule à la fois mesure de performance et de dispersion, c’est la
mesure d’hypervolume. Partant d’un point de référence r bien choisi [5], cette mesure
consiste à calculer le volume de l’union des hypervolumes générés entre le point de
référence, et les solutions trouvées par un solveur s pour un problème p

t̄p,s = V

 ⋃
y⋆∈Fp,s

HV (y⋆, r)
 ,

où V désigne le volume, et HV correspond à l’hypervolume généré entre le point de
référence r et une solution y⋆.

Afin d’illustrer les deux mesures précédentes, la Figure 5.5 présente les fronts de
Pareto des solveurs pour un des problèmes traités. Le front de Pareto de référence est
présenté en trait noir plein, il est construit avec l’ensemble des points non dominés de
tous les solveurs. La mesure d’hypervolume est aussi présentée pour les solutions du
solveur DMS . On peut voir sur cette illustration que plus un solveur a de solutions
performantes et dispersées, plus le volume mesuré est grand.

Pour éviter d’avoir à présenter, pour chaque test réalisé, les fronts de Pareto de
chaque solveur et leurs mesures associées, il existe des méthodes de représentation
qui permettent de faire une concaténation des résultats sur l’ensemble des tests et
d’exprimer la performance globale d’un algorithme d’optimisation. Ces méthodes sont
appelées profils de performance [26] et correspondent à des fonctions de répartition
générées par l’intermédiaire des mesures faites sur l’ensemble des résultats des tests.
Les profils de performance nécessitent des mesures de performance décroissantes (plus
l’algorithme est bon, plus sa note est basse), par conséquent les mesures tp,s considérées
seront prises comme les inverses de la mesure de pureté ou de la mesure d’hypervolume

tp,s = 1
t̄p,s

.
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Figure 5.5 Exemple de calcul des mesures pour les solutions du problème JOS1

On introduit le ratio rp,s pour un solveur s et un problème p par la relation

rp,s = tp,s

min {tp,s̄, s̄ ∈ S}
.

Ce qui correspond à la division de la note d’un solveur s pour un problème p par la
note du meilleur solveur pour ce même problème p. Puis on introduit la fonction ρ(τ),
qui donne le nombre de problèmes qui peut être considéré comme résolu pour un seuil
τ par

ρs(τ) = 1
|P|

× |{p ∈ P , rp,s ≤ τ}|.

Ainsi, pour τ = 1, on obtient le nombre de problèmes qui ont été le mieux résolus
suivant la mesure t analysée, pour un solveur s fixé. Lorsque ρ(τ) atteint la valeur 1,
tous les problèmes ont été résolus par le solveur s pour un seuil τ . Un défaut majeur
de ces profils de performance est qu’ils ne prennent pas en compte le coût en temps
de calcul qu’un algorithme met pour avoir les résultats analysés. Le nombre d’appels
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autorisés étant à la discrétion de l’utilisateur.

5.4 Benchmarks

Les trois algorithmes considérés dans ce chapitre ont été soumis à un benchmark
composé de 10 problèmes déterministes comportant un nombre de paramètres d’opti-
misation très varié. La majorité des problèmes tests présents dans la littérature sont
des problèmes déterministes, nous avons donc construit des problèmes stochastiques en
introduisant artificiellement des variables aléatoires dans ces exemples. L’ensemble des
tests effectués est décrit dans le Tableau 5.2. Un second tableau situé dans les annexes
décrit précisément les fonctions objectifs de chaque test du benchmark (A.2, A.3, A.4).
La version déterministe de ces cas peut être retrouvée dans les publications [38, 76, 39].

Table 5.2 Fonctions test du benchmark

Nom dim (x) dim (W (ω)) Appels aux objectifs

[38] Fonseca-Fleming 15 30 105

[38] MOP3 2 18 104

[38] MOP6 2 3 104

[76] ZDT{1,2,3} 32 30 5 · 105

[39] JOS1 30 60 5 · 105

[39] JOS2 30 32 5 · 105

[38] SCH1 1 4 104

[38] IM1 2 3 104

Le nombre total d’appels aux objectifs est donné dans le Tableau 5.2. Il correspond
au nombre de fois qu’un algorithme est autorisé à calculer l’ensemble des fonctions
objectifs pour un jeu de variables d’optimisation, et un tirage de la variable W (ω).
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Le nombre d’appels aux objectifs est considéré représentatif du coût en terme de
temps de calcul, puisque la complexité des objectifs est responsable de la majorité du
temps à consommer particulièrement quand les objectifs sont composés de modèles
à grand nombre de degrés de liberté. À titre d’exemple, pour les cas analytiques qui
sont traités dans ce chapitre, un processus complet d’optimisation de SMGDA dure
en temps réel moins de deux minutes sur un calculateur composé de sept cœurs de
calcul. Pour SMGDA, ce nombre d’appels autorisés a été fixé 10 fois moindre que le
nombre alloué aux deux autres algorithmes concurrents. La performance finale des
solutions obtenues par les algorithmes est obtenue par simulation de Monte Carlo avec
105 tirages aléatoires. En effet, les mesures de performance nécessitent la construction
du front de Pareto du problème moyen, qu’il est nécessaire d’estimer.

5.4.1 Réglage des algorithmes

Les algorithmes d’optimisation sont très sensibles aux choix des paramètres qui les
définissent. Afin de pouvoir offrir une comparaison juste et honnête des algorithmes, nous
avons choisi dans un premier temps les paramètres pour lesquels ces algorithmes donnent
les meilleurs résultats. Ce choix s’est fait en utilisant une procédure d’optimisation qui
maximise la mesure d’hypervolume pour chaque cas de test. Les paramètres optimisés
comprennent l’ensemble des réglages possibles sur chacun des algorithmes ainsi que le
partage des appels aux objectifs entre la boucle d’approximation des espérances et les
itérations de l’algorithme d’optimisation. La maximisation de la mesure d’hypervolume
a été effectuée par l’intermédiaire d’un algorithme génétique sur 15 générations et une
population de 20 individus. Étant donné le caractère semi-stochastique de NSGA-II ,
et l’aspect incertain des problèmes d’optimisation à résoudre, nous avons choisi comme
fonction coût à maximiser la moyenne obtenue sur 5 résolutions successives de la
mesure d’hypervolume. Pour NSGA-II et un problème p, on peut résumer ce nouveau
problème d’optimisation par

max
θ

(
1
5

5∑
i=1

tp,i

(
NSGA(θ)

min
x∈X

(E [f(x,W )])
))

,

où θ désigne le jeu de paramètres de l’algorithme utilisé et tp,i la mesure d’hypervolume
pour la iième résolution du problème d’optimisation. Les jeux de paramètres utilisés
pour chaque algorithme et pour chaque cas de test peuvent être vu dans le Tableau
A.1 donné en annexe.
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5.4.2 Résultats

Une fois le jeu idéal de paramètres déterminé, les algorithmes NSGA-II et DMS
sont appliqués 5 fois pour chaque problème du benchmark. Seule la meilleure solution
pour la mesure d’hypervolume a été conservée. Sur la Figure 5.6 est représenté le profil
de performance des trois algorithmes pour la mesure de pureté. SMGDA réalise un
très bon score en comparaison aux deux autres algorithmes et ce malgré une quantité
d’appels aux objectifs bien inférieure. En effet, SMGDA a été capable de résoudre
mieux que ses concurrents huit des dix problèmes du benchmark. De plus la valeur
ρ = 1 est atteinte pour un seuil τ inférieur à 2, ce qui signifie que pour le cas de test
que SMGDA a le moins bien réussi, il n’a été que deux fois moins performant que le
meilleur parmi DMS ou NSGA-II . Les deux autres algorithmes n’ont pas été capables
d’atteindre la valeur ρ = 1, cela signifie que pour certains tests ces algorithmes n’ont
pas réussi à trouver un point non-dominé.

Figure 5.6 Profil de performance pour la mesure de pureté
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Ces résultats étaient en partie attendus pour la mesure de pureté, puisque seul
SMGDA parmi les trois algorithmes possède des résultats de convergence vers les
solutions de Pareto du problème. Cependant, certains tests ne satisfont pas aux
hypothèses nécessaires à la convergence. Notamment le test MOP6 qui est observable
sur la Figure 5.7 et pour lequel il existe des points Pareto stationnaires qui ne sont pas
des solutions de Pareto du problème d’optimisation.

Figure 5.7 Solutions des algorithmes pour le cas de test MOP6

La mesure d’hypervolume rend, quant à elle, des résultats plus équilibrés puisque
SMGDA est désormais le meilleur algorithme pour seulement six cas de test sur dix.
Le profil de performance associé à la mesure d’hypervolume peut être vu sur la Figure
5.8. Cette fois, l’ensemble des algorithmes atteignent la valeur ρ = 1 pour un seuil
τ inférieur à 2. NSGA-II et DMS ayant été optimisés pour rendre la meilleure note
d’hypervolume, il est logique que les deux algorithmes fassent mieux que pour la
mesure précédemment analysée. SMGDA reste tout de même plus performant que ses
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deux concurrents pour le benchmark, puisqu’il est capable de résoudre l’ensemble des
problèmes pour un seuil τ = 1.02.

Figure 5.8 Profil de performance pour la mesure d’hypervolume

Dans l’ensemble, SMGDA semble être un algorithme très performant en considérant
le benchmark étudié. De plus, il nécessite moins d’appels aux objectifs que les deux
concurrents. Cette rapidité et précision des résultats est grandement due aux résultats
de convergence obtenus et au fait que les espérances des objectifs n’ont jamais besoin
d’être estimées. On pourra tout de même noter que si le gradient des objectifs n’est pas
disponible, une estimation par différence finie pourrait pour certains tests de grande
dimension rendre SMGDA plus coûteux que ses deux algorithmes concurrents. De plus,
lorsque les objectifs ne satisfont pas aux hypothèses de convergence, SMGDA peut se
retrouver piégé sur des points Pareto stationnaires non nécessairement solutions du
problème d’optimisation.

Les problèmes apparaissant dans le benchmark traité dans ce chapitre étaient
jusqu’à présent des problèmes d’optimisation sans contraintes. Nous allons voir dans le
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chapitre suivant comment des contraintes déterministes ou probabilistes peuvent être
résolues à l’aide de l’algorithme SMGDA.



Chapitre 6

Prise en compte de contraintes
déterministes et probabilistes, deux
méthodes

Nous allons dans ce chapitre étendre l’utilisation de l’algorithme SMGDA à des
problèmes d’optimisation avec contraintes. Lorsque les contraintes sont déterministes
nous utiliserons une méthode de pénalisation exacte. Nous montrerons ensuite que la
solution d’un problème d’optimisation mono-objectif avec une contrainte probabiliste
peut être interprété comme une solution particulière d’un problème multiobjectif
stochastique, qu’on pourra alors résoudre par l’algorithme SMGDA. Des illustrations
viennent éclairer les résultats.

6.1 Contraintes déterministes par pénalisation

Considérons tout d’abord le cas de contraintes déterministes. Notre propos se
base sur l’étude d’un problème particulier d’optimisation. Plus précisément, nous
reprenons une application traitée à l’origine par Leite [46] dans sa thèse : il s’agit
d’optimiser un matériau sandwich trois couches sous une contrainte d’épaisseur totale.
On considère une poutre en matériau sandwich (Figure 6.1). Les peaux du sandwich
(surfaces extérieures) sont constituées de plaques d’aluminium d’épaisseur tu et tb

considérées comme des variables d’optimisation. Le cœur du sandwich est constitué de
nids d’abeilles symétriques en aluminium et d’épaisseur tc.

La géométrie des nids d’abeilles est illustrée sur la Figure 6.2 et le ratio épaisseur
sur longueur (R = t/ℓ) des parois constituant les cellules est une variable. On considère
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b

l

tu

tc

tb

R, ρc, Ec, σc

ρu, σ̃u

ρb, σ̃b

x⃗1

x⃗2

x⃗3

Figure 6.1 Matériau sandwich à optimiser

de plus que certains paramètres de ce matériau sont incertains, et on modélise ces
incertitudes par le biais de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(Ω, T ,P). La qualité des aluminiums constituant les peaux est considérée comme
aléatoire, et la résistance élastique peut varier en suivant une loi uniforme de la manière
suivante σ̃u = (1 + U(ω)) · σalu

σ̃b = (1 + U(ω)) · σalu

où U(ω) désigne une variable aléatoire de loi uniforme sur [−0.2, 0.2] et σalu représente
la résistance élastique nominale de l’aluminium qui est égale à 350 MPa. On considère
de même que la fabrication des cellules nids d’abeille en aluminium peut engendrer des
erreurs sur la géométrie des cellules par le biais de l’angle θ̃, voir Figure 6.2

θ̃ = (1 + U(ω)) · θ,

où θ est l’angle nominal fixé à 30°. On utilisera la notation x pour désigner le vecteur
des variables d’optimisation

x = [tu, tb, tc,R],

et la notation W pour désigner le vecteur aléatoire

W (ω) = [σ̃u(ω), σ̃b(ω), θ̃(ω)].

Les relations proposées par Gibson et Ashby [37] sont utilisées afin de déduire, en
partant de la description des cellules, les caractéristiques matériau équivalentes. Les
relations sont rappelées dans le Tableau 6.1 et montrent que la masse volumique du
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θ̃1

tℓ
x⃗1

x⃗2

◦.
x⃗3

θ̃2

tℓ
x⃗1

x⃗2

◦.
x⃗3

Figure 6.2 Deux échantillons de la cellule nids d’abeille

matériau équivalent ρR ainsi construit est une variable aléatoire dépendant de l’angle
incertain θ̃ et de la masse volumique du matériau constitutif des cellules ρc fixé à
2700 kg/m3.

Table 6.1 Propriétés matériau du
cœur en fonction de R

R t/ℓ

ρR = 3
2 cos (θ̃)(1+sin (θ̃))ρcR

σR = 5.6 (R)
5
3 σc

Le but de l’optimisation de ce matériau est de minimiser la masse du matériau par
unité de surface

M(x,W (ω)) = ρutu + ρR(ω)tc + ρbtb, (6.1)

tout en maximisant la force critique qui induit un mode de défaillance en flexion.
Suivant la conception du matériau sandwich, les modes de défaillance qui peuvent
engendrer la ruine du sandwich ne répondent pas nécessairement aux mêmes méca-
nismes. On considère dans cet exemple deux modes de défaillance en flexion que l’on
suppose représentatifs des mécanismes de ruine pouvant intervenir. Un premier mode de
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défaillance correspond à l’indentation du cœur sous une charge en flexion imposée par
un indentateur de taille a = 1 cm. La force critique qui induit ce mode de défaillance
représentée sur la Figure 6.3 est donnée par la relation (6.2)

Fc1(x,W (ω)) = 2btu

√
σRσ̃u(ω) + abσR. (6.2)

a

Fc1

l

Figure 6.3 Indentation du cœur sous une charge critique Fc1

Le second mode de défaillance pris en compte est le dépassement de la résistance
élastique de la peau inférieure sous une charge critique Fc2. Cette charge critique,
illustrée sur la Figure 6.4, peut être calculée par l’intermédiaire de la relation (6.3)

Fc2(x,W (ω)) = 4btb(tc + (tu + tb)/2)
l

σ̃b(ω). (6.3)

σ > σ̃b

l

Fc2

Figure 6.4 Dépassement de la résistance élastique de la peau inférieure sous une
charge critique Fc2
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Le but du problème d’optimisation est de retarder au maximum l’apparition des
modes de défaillance, ce qui se traduit par la maximisation de la charge critique
minimale entre Fc1 et Fc2 qui induit un mode de défaillance en flexion de la poutre :

Fc(x,W (ω)) = min {Fc1(x,W (ω)), Fc2(x,W (ω))}.

On souhaite contrôler l’épaisseur du matériau sandwich en imposant une épaisseur
maximale sous la forme d’une contrainte à ajouter au problème d’optimisation

e(x) = tu + tc + tb ≤ 25 cm.

On peut donc écrire le problème d’optimisation complet sous la forme de l’équation
(6.4) où la maximisation de la charge critique a été transformée en la minimisation de
son opposé


min
x∈X

{E [M(x,W (ω))] ,E [− min {Fc1(x,W (ω)), Fc2(x,W (ω))}]}

sous la contrainte e(x) ≤ .25
(6.4)

Pour ce problème particulier, on impose en plus des bornes sur les variables
d’optimisation, contraintes décrites dans le tableau 6.2. Ces contraintes sont traitées
par l’intermédiaire d’une projection sur les bornes à chaque itération de SMGDA quand
les contraintes sont saturées.

Table 6.2 Contraintes de boîte X sur les variables d’op-
timisation x

variable intervalle unité

tu ∈ [0.03, 0.14] m

tc ∈ [0.05, 0.32] m

tb ∈ [0.03, 0.14] m

R ∈ [0.01, 0.2] ∅

La contrainte géométrique e(x) définissant un plan dans l’espace des variables,
il aurait aussi été possible de la traiter par l’intermédiaire d’une projection. Mais
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nous avons choisi, pour illustrer le traitement de contraintes déterministes, d’utiliser
une formulation par pénalisation exacte. On définit alors la fonction de pénalisation
suivante

g(x) = Cp min {0, (1 − e(x)/.25)},

où Cp désigne le coefficient de pénalisation. Ce coefficient, dans l’application, sera
fonction du nombre nc de fois consécutives où la contrainte est violée au cours des
itérations de l’optimisation. On posera Cp = 10nc . On peut alors réécrire le problème
d’optimisation :

min
x∈X

{E [M(x) − Cpg(x)] ,E [−Fc(x,W ) − Cpg(x)]} (6.5)

On souhaite obtenir 49 points sur le front de Pareto. L’optimisation est réalisée
sur un calculateur possédant sept cœurs, le processus d’optimisation se déroule donc
sur sept salves d’optimisation. La Figure 6.5 illustre l’algorithme qui génère les points
initiaux sur les quatre premières salves d’optimisation. On remarque bien sur cet
ensemble de figures que l’algorithme de génération a tendance à générer des points
initiaux dans les zones sans solutions proches. Plus le nombre de solutions disponibles
est grand, plus les zones identifiables contenant le front de Pareto se réduisent. Il en va
de même pour la précision du métamodèle de Krigeage qui gagne en précision au fur
et à mesure des salves d’optimisation déjà effectuées. La génération de points initiaux
gagne alors en qualité, et le nombre d’itérations nécessaires à la convergence à chaque
salve se réduit considérablement.
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Figure 6.5 Génération des points initiaux sur les 4 premières salves

Le problème a été résolu par la suite avec NSGA-II , et on s’est donné un nombre
de 250 appels aux fonctions objectifs par point à optimiser. Les résultats peuvent
être observés sur la Figure 6.6 qui illustre les solutions dans l’espace des variables
d’optimisation. La variable R est représentée par l’intermédiaire de l’échelle de couleurs.
La contrainte géométrique d’épaisseur maximale est décrite par un plan dans l’espace
(tu, tc, tb). On peut constater que la totalité des points valide la contrainte et ce, quel
que soit l’algorithme d’optimisation utilisé.
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Figure 6.6 Solutions des algorithmes dans l’espace des variables d’optimisation

Les solutions obtenues par SMGDA dans l’espace des objectifs sont représentées
sur la Figure 6.7, où sont également représentées les solutions obtenues par NSGA-II
pour un budget de 250 et 25000 appels aux objectifs.

Figure 6.7 Solutions des algorithmes dans l’espace des objectifs
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À nombre d’appels équivalent, SMGDA propose des solutions qui dominent les
solutions de NSGA-II en plus d’être bien plus représentatives de l’ensemble du front
de Pareto. NSGA-II nécessite un plus grand nombre d’appels (de l’ordre de 100
fois plus) pour parvenir à une description du front équivalente comme le montre la
seconde résolution. La résolution de ce même problème d’optimisation sans la contrainte
géométrique a aussi été menée avec SMGDA. La Figure 6.8 illustre la différence de
front de Pareto obtenue lorsque la contrainte géométrique n’est plus présente dans le
problème. On peut voir que la contrainte géométrique commence à devenir effective
par rapport au problème sans contrainte à partir d’une masse surfacique de 450 kg/m2.
Au delà, les deux fronts identifiés se séparent.

Figure 6.8 Solutions SMGDA pour le problème avec et sans contrainte

Partant d’une solution de SMGDA dans l’espace des variables d’optimisation, il est
possible de reconstruire la densité de probabilité résultante dans l’espace des objectifs.
Pour cela, on procède à une propagation des incertitudes en simulant 105 échantillons
de la variable aléatoire W . Puis la densité de probabilité est reconstruite à l’aide d’un
estimateur de densité à noyaux gaussiens. La construction de la densité de probabilité
pour deux points y1 (resp. y2) solutions est représentée dans les Figures 6.9 (resp. 6.10).
La reconstruction des densités permet en partie de comprendre les effets engendrés par
la présence de variables aléatoires sur les objectifs du problème d’optimisation.

Pour chacune des deux densités, est donné en haut à droite le point du front analysé.
La sensibilité de la masse aux incertitudes reste faible puisque la masse n’est soumise
qu’à l’aléa sur la géométrie des cellules. Cependant, pour le calcul de la charge critique,
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Figure 6.9 Densité de probabilité pour le point solution y1

la variation due à la présence d’incertitudes est bien plus importante puisqu’elle peut
varier de plus de 30%. De plus, sur la surface représentant la densité de probabilité on a
représenté par le symbole la valeur moyenne des objectifs, et la performance de cette
même solution pour la moyenne des incertitudes (M(xi,E [W (ω)]), Fc(xi,E [W (ω)]))
par le symbole . On a également porté sur la surface, une centaine de performances
calculées pour des réalisations de W (ω) et nous avons discriminé ces points en fonction
du mode de ruine qui apparait en premier (indentation du cœur ou plastification de la
peau inférieure). Les solutions présentes sur le front de Pareto se trouvent toutes à la
limite entre les deux modes de ruine considérés.

Cette application a permis de montrer qu’il est possible de résoudre des problèmes
d’optimisation multicritères stochastiques en utilisant l’algorithme SMGDA et ce de
manière efficace. La prise en compte des incertitudes prend tout son intérêt sur ce type
d’exemple puisque la propagation de celles-ci à travers les objectifs peut influencer
de manière importante la performance finale d’une solution comme cela a été mon-
tré sur les densités de probabilité reconstruites. Cependant le coût numérique induit
par les incertitudes n’est pas négligeable, il faut compter un nombre d’itérations de
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Figure 6.10 Densité de probabilité pour le point solution y2

l’algorithme d’optimisation plus important qu’un cas déterministe. Cette demande
d’itérations supplémentaires, qui dépend majoritairement de la sensibilité des objectifs
aux incertitudes, pour la résolution peut être limitante dans une phase d’avant projet.
Il faut de plus noter que la méthode de pénalisation exacte telle qu’elle est appliquée
ici, en rajoutant un terme non-différentiable aux objectifs, rend nécessaire l’utilisation
de sous-différentielles pour construire le vecteur de descente commun ce qui induit un
nouveau surcoût numérique. Cependant, on reste optimiste sur le fait que des solutions
seront trouvées pour repousser les limites dues au coût numérique.
Outre la difficulté numérique induite par l’ajout d’incertitude, la mise en place d’un
problème sous incertitudes peut aussi s’avérer complexe. En effet, la difficulté d’un
tel problème réside tout particulièrement dans la mise en place de lois de probabilité
qui rendent compte de la réalité. Les informations concernants les incertitudes sur les
matériaux, ou les géométries n’étant pas évidentes à trouver. Sur cet exemple, on peut
notamment regretter l’absence de données industrielles concernant les incertitudes que
nous avons ajoutées au problème et qui auraient permis d’obtenir un test plus réaliste.
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Dans la suite, on se propose de traiter le cas où la contrainte est exprimée comme une
probabilité d’un évènement. L’optimisation fiabiliste rentre dans ce cadre particulier.

6.2 Contraintes en probabilité par une approche
multiobjectif

L’optimisation fiabiliste (Reliability based design optimization (RBDO)) est un
problème d’optimisation sous une contrainte en probabilité. La fiabilité est exprimée
par l’intermédiaire d’une probabilité de ruine d’un système mécanique, et est ajoutée au
problème d’optimisation par l’intermédiaire d’une contrainte. La véritable difficulté est
l’évaluation de cette probabilité, puisqu’en règle générale, il n’existe pas d’expression
analytique qui donne la valeur de la probabilité et que celle-ci est souvent désirée faible.
La littérature est très riche sur les méthodes de résolution de ce type de problème,
on peut par exemple citer les articles suivants [2, 56, 60, 57, 69, 73]. La formulation
générale d’un problème d’optimisation fiabiliste est donné parminx∈Rn {E[f(x,W (ω))]}

sous la contrainte P[g(x,W (ω)) ≥ 0] ≤ α],
(6.6)

où g(x,W (ω)) ≥ 0 est l’évènement de ruine dont on désire sa probabilité d’apparition
inférieure à un certain seuil α.

Le but de cette application est d’illustrer les capacités de SMGDA à traiter les
problèmes d’optimisation sous contrainte probabiliste. Pour cela, on considère un
exemple simple tiré de l’article de Moustapha et al. [57]. Le but de cette optimisation
est de minimiser la section d’une poutre soumise à une charge de compression. La
probabilité de défaillance en flambage de cette poutre devant être inférieure à un
seuil α (α = 5% dans [57]). La Figure 6.11 illustre la poutre qui sera étudiée dans
cette application où b et h sont les variables d’optimisation du problème, et on note
x = [b, h] ∈ [0.15, 0.35]2. La section de la poutre peut être écrite de la manière

M(x) = b× h.

Une première contrainte géométrique déterministe est introduite sur ce problème de
telle sorte que b ≥ h. Cette contrainte sera traitée par projection dans le cadre de cette
application.
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b
h
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Figure 6.11 Poutre étudiée en compression

Des incertitudes sont introduites dans le modèle par l’intermédiaire de variables
aléatoires. La première incertitude porte sur un coefficient multiplicatif k̃(ω) du seuil
de flambage d’Euler. Le module de Young Ẽ(ω) sera aussi considéré incertain ainsi que
la longueur de la poutre L̃. Les incertitudes suivent toutes les trois des lois lognormales
décrites dans le tableau 6.3.

Table 6.3 Variables aléatoires du problème de fiabilité

Variable distribution moyenne (µ) covariance (δ)

k̃ lognormale 0.6 10%

Ẽ (MPa) 104 5%

L̃ (m) 3 1%
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On peut alors écrire le problème d’optimisation complet sous la forme :

min
x∈[0.15,0.35]2

M(x,W (ω))

sous les contraintes


b ≥ h

P
(
Fser − k̃(ω)π

2Ẽ(ω)bh3

L̃(ω)
≥ 0

)
≤ α.

(6.7)

Le choix d’incertitude s’est porté sur des lois lognormales puisqu’elles permettent
de construire une solution analytique du vecteur de variables d’optimisation pour un
seuil de probabilité α donné. Cette solution analytique est donnée par la relation

b⋆(α) = h⋆(α) =
 12Fser

π2 exp (λk̃ + λẼ − 2λL̃ + Φ−1(α)
√
ζ2

k̃
+ ζ2

Ẽ
+ ζ2

L̃
)

 1
4

, (6.8)

où Φ(α) est la fonction de répartition de la loi normale standard, ζj =
√

ln (1 + δ2
j )

et λj = ln (µj) − 1/2 × ζ2. Pour un seuil de probabilité α donné, il va de soi que les
performances associées aux points (b⋆(α), h⋆(α)) sont situées sur le front de Pareto du
problème d’optimisation multiobjectif


min

x∈[0.15,0.35]2

{
M(x),P

(
Fser − k̃(ω)π

2Ẽ(ω)bh3

L̃(ω)
≥ 0

)}
Sous la contrainte b ≥ h.

(6.9)

La plus grande difficulté de ce type de problème d’optimisation est le calcul de la
probabilité qui peut avoir une valeur très petite. Dans ce cas, les méthodes classiques
d’estimation de la probabilité par simulation de Monte Carlo ne sont alors plus envi-
sageables. On propose dans ce paragraphe de modifier le problème de fiabilité initial,
en un problème multiobjectif que l’on résoudra avec SMGDA. L’intérêt d’une telle
approche est qu’elle ne nécessite pas de calculer la probabilité de défaillance à chaque
itération de l’algorithme. Elle donne en particulier accès à l’ensemble des meilleurs
compromis pour l’ensemble des valeurs de la probabilité de défaillance α ∈ [0, 1].

Afin de résoudre le problème (6.9) en utilisant SMGDA, il est nécessaire d’expri-
mer les objectifs comme des espérances de fonctions aléatoires. On remarque que la
probabilité de défaillance est l’espérance d’une fonction indicatrice de l’évènement de
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défaillance :

P
(
Fser − k̃(ω)π

2Ẽ(ω)bh3

L̃(ω)
≥ 0

)
= E

[
1

Fser−k̃(ω) π2Ẽ(ω)bh3
L̃(ω) ≥0

]
,

où 1 correspond à la fonction indicatrice. On peut alors réécrire le problème d’optimi-
sation (6.9) par sous la forme :


min

x∈[0.15,0.35]2

{
M(x),E

[
1

Fser−k̃(ω) π2Ẽ(ω)bh3
L̃(ω) ≥0

]}
Sous la contrainte b ≥ h.

(6.10)

Le problème ainsi formulé correspond aux formulations adaptées à SMGDA. Cepen-
dant la fonction indicatrice n’appartient à aucune classe de fonction considérées ici
puisque qu’elle n’est pas localement lipschitzienne. Dans sa thèse, Andrieu [3] propose
d’approcher la fonction indicatrice par un produit de convolution de l’indicatrice avec
une fonction régulière, dépendant d’un paramètre et qui converge vers la fonction de
Dirac lorsque le paramètre est grand : c’est la technique des "mollifiers". Cette approche
va être rappelée dans le paragraphe suivant.

On introduit une fonction régulière h : R → R, dépendant d’un paramètre r,
paire, à valeurs positives ou nulles, d’intégrale égale à 1 avec son maximum en 0 et
approchant le Dirac lorsque le paramètre r tend vers 0. Des exemples pour la fonction
h sont donnés dans le tableau 6.4.

Table 6.4 Exemple de fonctions pour h(x/r), où 11 désigne l’indi-
catrice de l’intervalle [−1, 1[

h(x/r)

1
211(x/r)

(1 − |x/r|)11(x/r)

π
4 cos (π

2x/r)11(x/r)

3
4(1 − (x/r)2)11(x/r)
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On construit alors l’approximation de la fonction indicatrice sur R+

1r
R+(z) = 1

r

∫ +∞

−∞
1R+(y)h(z − y

r
)dy = 1

r

∫ +∞

0
h(z − y

r
)dy,

ce qui peut s’interpréter comme l’espérance de la fonction indicatrice pour une variable
aléatoire y et de distribution 1

r
h(·/r) centrée autour de z. Cette distribution sera de

plus en plus concentrée autour de z lorsque r décroît vers 0. En remplaçant z par
l’évènement de défaillance g(x,W (ω)) ≥ 0 pour un tirage ω fixé, on obtient :

1r
R+(g(x,W (ω))) = 1

r

∫ +∞

0
h

(
g(x,W (ω)) − y

r

)
dy.

Cette approximation est différentiable par rapport à x (différentielle notée par ∇) :

∇1r
R+(g(x,W )) = 1

r

∫ +∞

0
h′
(
g(x,W (ω)) − y

r

)
∇g(x,W (ω))

r
dy

=
∫ +∞

0

1
r2h

′
(
g(x,W (ω)) − y

r

)
∇g(x,W (ω))dy.

Ce qui conduit à l’expression finale

∇1r
R+(g(x,W (ω))) = −1

r
h

(
g(x,W (ω))

r

)
∇g(x,W (ω)).

Des études de cet estimateur ont été menée dans la thèse [3], et l’auteur préconise de
faire décroitre le paramètre r avec une loi

rk = 1
k1/5 ,

où k est le numéro de l’itération de l’algorithme d’optimisation. Ce qui permet d’obtenir
un compromis satisfaisant entre le biais et la variance de l’estimateur ainsi construit.
La suite retenue pour l’application est donnée par :

rk = 7 · 105

k1/5 .

Afin de mieux répondre au problème initial posé pour un seuil fixé, l’algorithme de
génération de points initiaux a été modifié. Au lieu d’effectuer des tirages uniformes
dans les zones pouvant contenir le front de Pareto, on effectue des tirages qui suivent
une loi normale centrée en 0.05 dans la direction de la probabilité de défaillance. L’ajout
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de cette loi uniforme sur les tirages est illustré sur la Figure 6.12 qui illustre les points
obtenus à la fin de la première salve d’optimisation . Le front de Pareto final obtenu

Figure 6.12 Loi normale autour de 5% sur les tirages aléatoires lors de la génération
de points initiaux

est représenté sur la Figure 6.13. Un budget de 650 appels aux objectifs par point
a été attribué et les performances finales des solutions obtenues ont été évalués en
utilisant une méthode Sample Average Approximation sur 109 échantillons ce qui a
permis d’estimer des probabilités de l’ordre de 10−7.

Les résultats obtenus par SMGDA sont tous proches du front de Pareto analytique
donné par l’expression (6.8) ce qui est très satisfaisant vu le nombre réduit d’itérations
par point alloué à SMGDA. L’enrichissement des solutions autour de la valeur initiale de
5% par le biais de l’algorithme 3 permet d’obtenir des solution proche de la contrainte
du problème original, mais aussi d’estimer les compromis possibles autour de ce seuil
critique. L’algorithme, avec ce nombre d’itérations faible, a donné des solutions pour
lesquels la probabilité de défaillance est très faible 10−6 sans avoir à calculer les
espérances durant le processus d’optimisation. Le calcul de performance final des
objectifs et de la probabilité de défaillance reste cependant à effectuer, avec un coût
non négligeable nécessaire pour voir les probabilités faible (109 échantillons sur ce
dernier test). Cette nouvelle difficulté pour l’estimation des performances finales est
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Figure 6.13 Résultats finaux de SMGDA pour le problème de fiabilité

cependant indépendante du problème d’optimisation et peut être résolue à l’aide de
méthodes dédiées (subset simulation [4, 27]).



Chapitre 7

Conclusion

Les travaux menés dans cette thèse ont abouti au développement d’un algorithme de
résolution de problèmes d’optimisation pour lesquels la fonction coût s’exprime comme
l’espérance d’une fonction aléatoire à valeurs vectorielles. À l’inverse de nombreuses mé-
thodes proposées dans la littérature, l’algorithme s’appuie directement sur le préordre
de Pareto associé à l’optimisation multiobjectif et permet donc d’effectuer des optimi-
sations sans a priori sur les objectifs du problème. L’algorithme est construit autour
de résultats d’analyse convexe prouvant l’existence d’un vecteur de descente commun
à l’ensemble des objectifs par le biais d’informations sur les dérivées directionnelles des
fonctions à minimiser. À l’instar de l’algorithme du gradient stochastique, nous avons
alors construit un nouvel algorithme nommé SMGDA, qui propose de construire une
suite itérative pour laquelle chaque étape consiste à avancer dans la direction donnée
par le vecteur de descente commun, calculé au point courant et pour un tirage unique
et indépendant des variables aléatoires modélisant l’aléa dans la fonction coût. Ainsi
construit, l’algorithme ne nécessite pas la construction coûteuse des estimateurs des
espérances des objectifs à chaque itération.

En s’appuyant sur les différentes preuves de convergence de l’algorithme du gradient
stochastique, nous avons pu mettre en place un ensemble d’hypothèses pour lequel des
résultats de convergence de ce nouvel algorithme vers les solutions de Pareto ont pu
être prouvés. Une première convergence en distance a ainsi pu être démontrée, associée
à un résultat de vitesse de convergence pour une suite de pas de descente bien choisie.
Une seconde preuve, s’appuyant sur les surmartingales, a permis de mettre en avant la
convergence presque sûre de l’algorithme vers les solutions de Pareto. Ces résultats
rendent l’utilisation de SMGDA tout à fait pertinente pour résoudre les problèmes
d’optimisation multicritères stochastiques. On pourra cependant noter que certaines
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hypothèses avancées dans ce document sont fortes (gradients et sous-différentielles
bornées presque sûrement) et pourraient faire l’objet d’un travail complémentaire pour
les affaiblir.

Les essais numériques nous ont permis dans un premier temps de procéder à des
améliorations moins formelles de l’algorithme, et en particulier à améliorer à la fois la
dispersion des solutions obtenues sur le front de Pareto, mais aussi le nombre d’itérations
nécessaires à la convergence. Dans un premier temps, nous avons proposé de remplacer
le vecteur de descente commun par un vecteur calculé sur le même schéma mais en
utilisant des estimateurs des espérances des gradients et des sous-différentielle estimés
en profitant de l’information acquise aux itérations précédentes. Cette méthode nous a
permis d’atténuer le phénomène de glissement des solutions sur le front de Pareto, et
garantit donc une certaine stabilité et dispersion des solutions sur le front. Une seconde
amélioration a consisté, sachant que les points de départ sont déterminants pour les
solutions finales, à construire une procédure de génération de points initiaux de manière
à atteindre les zones où aucune solution n’a été obtenue préalablement (amélioration
de la dispersion) et plus proches des solutions de Pareto (moins d’itérations). Cette
méthode s’appuie en partie sur la création d’un métamodèle de krigeage, et l’utilisation
de la relation de dominance de Pareto pour identifier les zones où des solutions du
front peuvent exister.

L’algorithme SMGDA a ensuite été testé sur un benchmark comportant dix tests
variés et extraits de la littérature, et ses performances ont été comparées à celles obte-
nues par deux autres algorithmes classiques du domaine de l’optimisation multiobjectif
(NSGA-II , DMS). Les performances de chaque algorithme ont pu être comparées par
l’intermédiaire de mesures (pureté, hypervolume) et analysées par le biais de profils
de performances. Sur l’ensemble des tests, SMGDA, avec dix fois moins d’appels aux
objectifs alloués que ses concurrents, s’est montré très performant puisque sur les deux
mesures on a obtenu de meilleurs résultats sur le plus grand nombre de tests. Nous
avons pu en particulier voir que les essais pour lesquels SMGDA s’est montré moins
performant sont en partie des tests pour lesquels les hypothèses de convergence ne sont
pas validées (objectifs multimodaux). Cependant, même lorsqu’il n’a pas été le plus
performant, SMGDA a donné des résultats ayant des notes faiblement éloignés de ses
deux concurrents. L’algorithme SMGDA s’est donc montré très performant lors des
premiers essais numériques et cela face à des algorithmes réputés.
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Nous avons ensuite procédé à une série de mise en situation sur des problèmes
d’optimisation de structures plus réalistes. Ces nouveaux essais avaient pour objectif
d’étendre les illustrations numériques aux problèmes contraints.
Un premier essai a été mené sur l’optimisation d’une poutre en considérant deux
objectifs sous une contrainte géométrique déterministe. L’utilisation d’une fonction de
pénalisation a permis la gestion de cette contrainte et la résolution de ce problème.
Une seconde possibilité qui n’a pas été traitée dans cette thèse aurait été la gestion de
ce type de contrainte déterministe par l’utilisation de méthodes de type Lagrangien.
L’intégration des méthodes Lagrangiennes dans MGDA a déjà en partie été analysée
et effectuée avec succès, et leur extension au cadre stochastique devrait être possible.
Il faudra néanmoins être attentif à l’ajout des incertitudes qui engendre une difficulté
supplémentaire.
Dans un second temps, nous avons voulu étudier comment des contraintes en probabi-
lité peuvent être prises en compte et résolues par l’intermédiaire de SMGDA. Nous
avons donc considéré une optimisation fiabiliste pour laquelle on cherche à minimiser
la masse d’une poutre en conservant une probabilité de ruine inférieure à 5%. La
solution d’un tel problème de fiabilité est aussi une solution de Pareto du problème
multiobjectif cherchant à minimiser à la fois la masse de la poutre et la probabilité de
ruine. Par conséquent, nous avons transformé l’écriture de ce problème contraint en
un problème multiobjectif sans contrainte. La probabilité de ruine est alors réécrite
comme l’espérance d’une fonction indicatrice valant 1 lorsque l’évènement de ruine est
actif. Cette réécriture nous a permis d’obtenir par l’intermédiaire de SMGDA le front
de Pareto correspondant à ce problème de fiabilité sans avoir à estimer les valeurs des
probabilités à chaque itération.
Cependant, quelque soit l’essai numérique réalisé, l’estimation des performances finales
des solutions obtenues nécessite le calcul d’espérances de fonctions aléatoires. Dans cette
thèse, seule une méthode de type Monte Carlo naïve a été utilisée en fin de processus
d’optimisation afin d’estimer les performances. L’ajout de méthodes spécifiques à la
propagation d’incertitudes ou à l’estimation de probabilités faibles pourrait permettre
de réduire le coût de cette dernière estimation.

Finalement, on a démontré l’efficacité de l’algorithme SMGDA grâce aux preuves de
convergence vers les solutions du problème et aux illustrations numériques. L’absence
du calcul des espérances permet aussi de lui conférer une très bonne rapidité et un coût
numérique moindre en regard des approches classiques existantes à ce jour. Ce dernier
point pourrait éventuellement permettre l’utilisation de cette méthode d’optimisation
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lors de phases d’optimisation d’avant projet où les objectifs à calculer sont bien plus
coûteux en terme de temps, et bien plus réalistes. Une éventuelle hybridation de la
méthode SMGDA avec des méthodes d’approximations (métamodèles, modèles réduits)
pourraient notamment permettre de résoudre des problèmes d’optimisation soumis à
la discrétisation d’une équation au dérivées partielles comme les Éléments Finis ou les
Volumes Finis et où le nombre de paramètres d’optimisation ou d’objectifs est plus
conséquent. Ce type d’hybridation a déjà été menée dans la thèse de Zerbinati [75] qui
construit des approximations par métamodèle de krigeage d’objectifs d’un problème
d’optimisation aérodynamique haute fidélité afin de réduire le coût des objectifs et
d’avoir accès aux gradients approchés. L’algorithme MGDA est alors utilisé sur ces
approximations pour trouver les solutions du problème d’optimisation multiobjectif.
Il existe aussi de nombreuses méthodes d’accélération pour l’algorithme du gradient
stochastique dans la littérature et particulièrement dans le domaine du machine learning
[45, 40, 70], où la vitesse d’apprentissage d’un algorithme est souvent une caractéristique
critique. Ces méthodes pouvant potentiellement être transférées au cadre multiobjectif
et à l’algorithme SMGDA.
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Annexe A

Tableau récapitulatif des essais
numériques du Chapitre 5

Les valeurs des paramètres des algorithmes d’optimisation utilisées pour chaque
cas de test sont contenues dans le tableau A.1. Ces paramètres correspondent aux pa-
ramètres détermininés lors du processus d’optimisation en vue de maximiser le résultat
d’hypervolume de chaque algorithme pour chacun des tests. Pour l’algorithme DMS , le
chiffre indiqué dans la colonne correspond au nombre d’échantillons utilisés dans la
boucle d’estimation des espérances. Pour NSGA-II , le premier chiffre du vecteur de
paramètres correspond lui aussi au nombre d’échantillons de la boucle d’échantillonnage.
Le second nombre est le ratio du nombre d’individus par le nombre de générations.
Le troisième nombre correspond à la valeur de la probabilité de mutation utilisée. Le
dernier chiffre correspond quant à lui à un paramètre qui modifie la distribution de
probabilité qui gère les croisements entre individus.

Les trois tableaux A.2, A.3 et A.4 correspondent aux descriptions des différents
tests qui ont été effectués dans le Chapitre 5.
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Table A.1 Paramètres des algorithmes
NSGA-II et DMS

Problème NSGA-II DMS

MOP2 (2, .89, 92, 1.05) 45

MOP3 (5, 2.8897, 79, 3.3857) 178

MOP6 (46, 2.8573, 84, 1.1424) 149

ZDT1 (5, 0.9558, 96, 1.1556) 10

ZDT2 (5, 0.48758, 75, 1.0165) 19

ZDT3 (5, 0.51436, 79, 4.7875) 47

JOS1 (5, 0.35807, 78, 1.4316) 7

JOS2 (39, 2.7511, 80, 4.839) 48

SCH1 (6, 2.9513, 95, 4.2607) 192

IM1 (5, 2.3811, 92, 1.1904) 182
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Optimisation multicritère sous incertitudes : un algorithme de descente stochastique

Cette thèse s’intéresse à l’optimisation multiobjectif sans contrainte lorsque les objectifs sont exprimés comme des
espérances de fonctions aléatoires. L’aléa est modélisé par l’intermédiaire de variables aléatoires et on considère qu’il
n’impacte pas les variables d’optimisation du problème. La thèse consiste à proposer un algorithme de descente qui permet
l’obtention des solutions de Pareto du problème d’optimisation ainsi écrit. En utilisant des résultats d’analyse convexe, il est
possible de construire un vecteur de descente commun à l’ensemble des objectifs du problème d’optimisation pour un tirage
des variables aléatoires donné. Une suite itérative consistant à descendre dans la direction du vecteur de descente commun
calculé au point courant et pour un tirage aléatoire unique et indépendant des variables aléatoires est alors construite. De cette
manière, l’estimation coûteuse des espérances à chaque étape du processus d’optimisation n’est pas nécessaire. Il est
possible de prouver les convergences en norme et presque sûre de cette suite vers les solutions de Pareto du problème
d’optimisation en espérance et d’obtenir un résultat de vitesse de convergence lorsque la suite de pas de descente est bien
choisie. Après avoir proposé diverses méthodes numériques d’amélioration de l’algorithme, un ensemble d’essais
numériques est mené et les résultats de l’algorithme proposé sont comparés à ceux obtenus par deux autres algorithmes
classiques de la littérature. Les résultats obtenus sont comparés par l’intermédiaire de mesures adaptées à l’optimisation
multiobjectif et sont analysés par le biais de profils de performance.
Des méthodes sont alors proposées pour prendre en compte deux types de contrainte et sont illustrées sur des problèmes
d’optimisation de structures mécaniques. Une première méthode consiste à pénaliser les objectifs par l’intermédiaire de
fonctions de pénalisation exacte lorsque la contrainte est décrite par une fonction déterministe. Pour les contraintes
probabilistes, on propose de remplacer les contraintes par des objectifs supplémentaires, ces contraintes probabilistes étant
alors reformulées comme des espérances de fonctions indicatrices, le problème étant résolu à l’aide de l’algorithme proposé
dans la thèse sans avoir à estimer les probabilités des contraintes à chaque itération.

Mots-clés : OPTIMISATION  ;  MULTIOBJECTIF  ;  STOCHASTIQUE  ;  VECTEUR DE DESCENTE  ;  GRADIENT  ; 
SOUS-DIFFÉRENTIELLE  ;  PARETO

Multiobjective optimization under uncertainty : a stochastic descent algorithm

This thesis deals with unconstrained multiobjective optimization when the objectives are written as expectations of random 
functions. The randomness is modelled through random variables and we consider that this does not impact the problem 
optimization variables. A descent algorithm is proposed which gives the Pareto solutions without having to estimate the 
expectancies. Using convex analysis results, it is possible to construct a common descent vector that is a descent vector for all 
the objectives simultaneously, for a given draw of the random variables. An iterative sequence is then built and consists in 
descending following this common descent vector calculated at the current point and for a single independent draw of the 
random variables. This construction avoids the costly estimation of the expectancies at each step of the algorithm. It is then 
possible to prove the mean square and almost sure convergence of the sequence towards Pareto solutions of the problem and 
at the same time, it is possible to obtain a speed rate result when the step size sequence is well chosen. After having proposed 
some numerical enhancements of the algorithm, it is tested on multiple test cases against two classical algorithms of the 
literature. The results for the three algorithms are then compared using two measures that have been devised for multiobjective 
optimization and analysed through performance profiles.
Methods are then proposed to handle two types of constraint and are illustrated on mechanical structure optimization problems. 
The first method consists in penalising the objective functions using exact penalty functions when the constraint is deterministic. 
When the constraint is expressed as a probability, the constraint is replaced by an additional objective. The probability is then 
reformulated as an expectation of an indicator function and this new problem is solved using the algorithm proposed in the 
thesis without having to estimate the probability during the optimization process.

Keywords : OPTIMIZATION ; MULTIOBJECTIVE ; STOCHASTIC ; DESCENT VECTOR ; GRADIENT ; SUBDIFFERENTIAL ; PARETO
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