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Chapitre 1

Introduction

And God said : “Let there be
light.” Then there was light.

Genesis 1:3, New World
Translation of the Holy Scriptures



1.1 Contexte historique

Messager divin, rayonnement stellaire, onde, particule... la lumiere a toujours fasciné ’homme. Sa percep-
tion et la compréhension de sa nature ont évolué au cours des siecles, menant a de nombreuses découvertes.
L’homme commenca par étudier la lumiere qui lui venait du ciel, que ce soit celle du Soleil qu’il peine a
regarder ou celle des étoiles qu’il contemple. Observant la périodicité et la précision de leur mouvement,
les civilisations antiques apprirent & construire des calendriers, afin de prédire les saisons & venir ou les
équinoxes. Ces mouvements furent mis en équations pour la premiere fois de maniére précise par Newton.
Une fois le mouvement de ces luminaires célestes appréhendé, il s’interrogea sur la nature méme de la lu-
miere. Ce fut Maxwell qui pour la premiere fois en proposa une description ondulatoire, la définissant comme
un phénomene électromagnétique. Finalement, suite a la révolution quantique qu’initia Planck, I’étude de
leffet photoélectrique mena Einstein & suggérer une description corpusculaire de la lumiere. Cette dualité
onde/corpuscule poussa alors de Broglie a généraliser cette description ondulatoire a toutes les particules de
matiére, ce qui permit a Schrodinger d’établir sa célebre équation...

1.1.1 Meécanique céleste : les prémices de la dynamique hamiltonienne

La présentation qui suit est inspirée de [14] et du tres éclairant [53]. Elle introduit les outils nécessaires
a 'exposé de la problématique étudiée dans ce manuscrit de these, qui sera développée dans la section 1.2.

L’histoire de la mécanique telle qu’on la connait aujourd’hui débute avec Newton. Il s’appuie sur les
travaux de Copernic et Galilée, péres de I’héliocentrisme, et de Kepler, qui introduisit ses trois lois, expliquant
notamment que les planetes et les cometes ont des trajectoires elliptiques. Introduisant le calul infinitésimal
(indépendemment et simultanémment & Leibniz), il obtient une description précise de la mécanique des corps
célestes. C’est dans son livre Principia qu’il écrit ses lois, notamment la seconde loi de Newton, connue aussi
sous le nom de ‘principe fondamentale de la dynamique’. Ainsi naquit la mécanique classique.

Ces lois inspireront toute une génération de scientifiques (aujourd’hui célebres), et pour cause, elles
permettent une mise en équation du mouvement. On peut citer par exemple Euler, Lagrange ou encore
Hamilton. Les travaux de ce dernier aboutiront sur une reformulation de la mécanique classique, a savoir
la mécanique hamiltonienne. Cette mécanique exprime les trajectoires non plus en termes de position, mais
en terme de position et d’impulsion. Le mouvement est donc vu dans l'espace Ry x R}, (¢,p) désignant les
variables (position, impulsion). Cet espace est appelé espace des phases ou espace des configurations et est
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défini comme le cotangent T*Ry de l'espace des positions Ry, les covecteurs d’'un vecteur fixé désignant
les impulsions d’une position donnée. La mécanique hamiltonienne provient alors de la description des sys-
témes dynamiques par une fonction H en les variables (¢, p) correspondante a ’énergie du systéme étudié,
appelée la fonction hamiltonienne (nommée H par Lagrange en '’honneur de Huygens, et non de Hamilton
contrairement aux apparences... voir [42]). Elle a pour expression dans de nombreux cas

H(q,p) = (p—A9)* +V(a), (a,p) €R] xRy

ou A est un potentiel vecteur et V une fonction potentiel. Par exemple, en électromagnétisme, A désigne le
potentiel magnétique et V le potentiel électrique. L’entier n désigne le nombre de variables de positions, n = 2
dans le cas d’'un mouvement plan par exemple. De cette fonction on déduit les trajectoires de la dynamique
via les équations hamiltoniennes du mouvement

q(t) = G (q(1), p())
p(t) = =G (q(t),p(t)) - (1.1)
(4(0),p(0)) = (g0 po)

Cette formulation permettra notamment l'introduction de la géométrie symplectique dans la dynamique
classique, dont on illustrera quelques avantages dans le Chapitre 3. On peut insister sur le fait que I'état
d’une particule, i.e. sa position et son impulsion, est alors décrit par un point de ’espace des phases.

Au 19¢ siecle, la mécanique classique connait une profonde évolution par l'introduction de la notion
de champs. Jusque 1a, les ‘particules’ intéragissaient entre elles via des ‘forces’. Cependant, les travaux de
Faraday prolongés par ceux de Maxwell montrent la nécessité d’introduire les ‘champs’, des objets physiques
immatériels qui intéragissent et mettent en mouvement la matiere. Maxwell, en 1864, formule alors les
célebres équations de Maxwell, mettant ainsi en équation les champs électrique et magnétique et présentant
les liens entre ces derniers. Il propose alors une description de la lumieére en tant qu’onde électromagnétique.

1.1.2 La catastrophe ultraviolette, les quantas d’énergie et les grains de lumiere

A la fin du 19¢ siécle, Planck s’intéresse au rayonnement des corps noirs. Il n’arrive pas & concilier deux
lois sur ce rayonnement, les lois de Wien et de Rayleigh-Jean, qui donnent la longueur d’onde du rayonnement
en fonction de la température du corps noir mais dans des domaines spectraux différents. La loi de Rayleigh-
Jean étant mise en défaut pour de petites longueurs d’onde, cela remet en cause la thermodynamique et en
fait toute la dynamique classique de I’époque : il s’agit de la catastrophe ultraviolette. Cela le poussera a
introduire timidement en 1901 la constante de Planck h et la théorie des quanta d’énergie. Il explique que
les échanges d’énergie AFE entre le corps noir et son rayonnement sont quantifiés, multiples entiers de la
constante de Planck réduite

AFE =nh

ou i = h/2m. Cette théorie ne sera confirmée que quelques années plus tard, en 1905, par Einstein et son
explication de l'effet photoéléctrique. Il introduisit alors les quanta de lumiére, c’est & dire les photons, qui
constituent une description corpusculaire de la lumiere.

1.1.3 Meécanique ondulatoire et principe d’incertitude

En 1924, dans sa theése de doctorat, Louis de Broglie suggere alors que cette dualité onde/corpuscule ne se
limite pas uniquement aux photons mais & toute particule de matiere. Il propose que ’on puisse associer une
onde a chaque particule, et cette théorie sera confirmée dans le cas des électrons par ’expérience de Davisson
et Germer en 1927. Seulement deux années apres ’hypotheése de De Broglie, en réponse a une question de
Debye ("If there is a wave, there must be a wave equation!"), Schrodinger propose une équation décrivant
la propagation d’une telle onde (c.f. [64]). Il postule que la fonction d’onde 1 d’une particule seule évoluant
sous un potentiel V' doit étre solution de

aw h?

ihy = =5 =M+ V. (1.2)



Cette formulation de la mécanique quantique est alors fortement rattachée a la mécanique hamiltonienne,
lopérateur —h2A 4 V étant obtenu par quantification de ’hamiltonien H.
La quantification a pour but d’associer a un hamiltonien, i.e. une fonction H € C>*(T*R7,R) que l'on

appelera symbole, un opérateur He L(L2(R?)), que I'on appelera opérateur pseudo-différentiel ou opérateur
de Schrodinger. L’idée est de quantifier pour 1 < j < n, le symbole de position

Qj: (¢:p) = g
en l'opérateur de multiplication par z;
Q;: feLAR") — x;f

et le symbole d’impulsion
Pj:(a,p) = p;
en l'opération de dérivation
Pj: f € L*(RY) = —ihd; f.

Les opérateurs Q]‘ et 15j définissent alors des opérateurs autoadjoints, non bornés sur L2(R™). On cherche
alors naivement & remplacer g; par ; et p; par P; dans I'expression de I’hamiltonien H. Ceci dit, du fait
de la non-commutation des opérateurs (); et P;, le symbole

(a,p) = a;p)

peut étre quantifié de deux manieres diférentes : Qj Pj ou Pj Qj. Il est donc nécessaire de définir une méthode
de quantification. La méthode de quantification qui sera utilisée ici sera la quantification de Weyl, parfois
appelée aussi quantification de Schréodinger. Elle concerne certaines classes de symboles que nous allons
briévement introduire. On se réferera & [74] pour une présentation plus détaillée. On commence par définir
une fonction d’ordre m. Il s’agit d’une fonction vérifiant la propriété

m € C*(T*Ry,R) telle que IC,r >0, VX,V € T"R"m(X) < C(X - Y)"'m(Y)
ot (X) := (1+ ||X||?)*/2. On définit alors la classe de symbole associée
S(m) := {a € C®°(T*R},R)|Vor € N*,3C,, > 0, |[0%a| < Cam} .

Alors, pour tout a € S(m), on associe l'opérateur Opy (a) défini en ¢ € .(R™) par

1 i
Opy(a)yp:z e R" — k) //R2" en @)y (x;y,f) ¥ (y)dydE.

L’opérateur Opy (a) peut alors étre étendu en un opérateur non borné sur L?(R"). Cette quantification
est une quantification symétrique car elle quantifie les symboles réels en des opérateurs symétriques, par
exemple,
QP + P,Q;
Opy; ((g,p) = gjp;) = ==
La théorie ondulatoire de la matiére développée par de Broglie et Schrédinger se heurte alors a une diffi-
culté majeure, tant d’ordre physique que philosophique ou pragmatique. Effectivement, en 1927 Heisenberg
présente, sur la base des travaux de De Broglie et Schrodinger, son principe d’incertitude. Il se formule
comme suit : pour ¥ une fonction d’état, i.e. telle que |)|? soit une densité de probabilité, on définit les
positions et impulsions moyennes de ¥ comme

(Q)y = (U, 2Y)12 et (P)y = (¥, —ih0, )y
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et les variances associées
ApQ = 1/(@%)y — (@) et Ay P :=/(P?)y — (P)]]
(en supposant que toutes ces quantités existent). Alors,

AyQALP > g (1.3)

Autrement dit, il est impossible de décrire avec précision a la fois la position et I'impulsion d’une particule
quantique. Ceci remet en question lexistence méme de particules quantiques (car non localisées) ainsi que la
description de telles particules par un espace des phases quantique, comme c’était le cas pour la mécanique
hamiltonienne.

Néanmoins, la question avait été anticipée par Schrodinger. En effet ce dernier montre dans [63] que
la dynamique d’un état gaussien localisé propagé par un oscillateur harmonique reste localisée autour de
la dynamique classique associée. On peut aussi citer les travaux d’Ehrenfest et sa communication [18] en
1927 dans laquelle il montre que pour des temps plus petits qu’un temps 7g un état initialement localisé
reste localisé autour de la trajectoire classique. Le temps 7g sera alors dénommé temps d’Ehrenfest et
correspondra au temps auquel un état localisé perd toute localisation. Cela meénera a ’étude d’une classe
particuliere d’états localisés : les états cohérents.

1.2 Problématique étudiée

Le sujet de ce manuscrit s’insére dans cette problématique. Il s’agit d’étudier ’évolution de la localisa-
tion d’états d’une classe particuliere, les états cohérents, dans un cadre bien précis, celui de la propagation
magnétique 2-D. Dans le cas de ces états extrémement localisés, les liens entre la dynamique quantique et la
dynamique classique sous-jacente sont forts. Ils seront mis en évidence de maniere générale dans le Chapitre 4
et dans le cas précis de la propagation magnétique 2-D dans le Chapitre 5.

1.2.1 De lincertitude d’Heisenberg a la cohérence d’un état

Reprenons le principe d’incertitude d’Heisenberg et donnons en un énoncé plus général et plus précis.
Avant cela, on définit pour un opérateur auto-adjoint C' non nécessairement borné sur L2(R"), et pour une
fonction ¢ € Dom(C) N Dom(C?), la valeur moyenne de C en 1)

(CY, ) L2mn)

Cly = —F5——,
S 7 v

et sa variance
2,0 = [ic2), - ()2,
Theorem 1.2.1. Soient A et B deux opérateurs autoadjoints sur L?(R™), n > 1. de domaines respectifs

Dom(A) et Dom(B). On supposera que . (R™) C Dom(A)NDom(B) et que A et B laissent .7 (R™) stable.
Soit ¢ € S (R") tel que ||[¢||r2@®n) = 1. Alors

AADB > 3[4, B), |

ot [A, Bl = AB — BA désigne le commutateur de A et de B.

Démonstration. On pose f = (A — (A)y)¥ et g = (B — (B)y)¥ et on commence par remarquer que
(ApA)*(AyB)? = | flIE2@m l9lIE2@ny = [(F, )Lz | (1.4)
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par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. On observe d’une part que

(fsg)r2@n) = (BA)y — (A)y(B)y

et
(9, Fr2@ny = (AB)y — (A)y(B)y

puis d’autre part que

(fs 2@y — <9af>L2(R”)>2
2

(f, g)ee e = Tm ((f, g)ran)” = (

Un calcul donne alors que

L((AB)y — (A (B)y — (BA)y + (A)y(B)y)?

([4, B]),, -

Im ({f, g)r2m)” =

N = N

O

Prenons alors pour opérateurs autoadjoints (non bornés) les opérateurs @; et P;, ou, pour rappels, Q;
désigne la multiplication par la coordonnée z; de R™ et P; la dérivation en la j°® variable P; = —ihd;,
1 < 7 < n. La relation de commutation s’écrit alors

Qj, P;] =ih
et le Théoréme 1.2.1 donne alors pour toute fonction ¢ € . (R")

h
AyQAyP > 3 (1.5)
On retrouve la relation (1.3). On souhaite définir une classe d’états de localisation optimale, i.e. minimisant

ce principe, des états 1 tels que

AyQALP = g
On obtient la proposition suivante.
Proposition 1.2.2. Pour toute fonction ¢ € ./ (R") telle que ||¢|2mny = 1, pour tout 1 < j < n, les
assertions suivantes sont équivalentes

i. ¢ vérifie le cas d’égalité de (1.5), & savoir

h
ApQjAP; = 9

ii. il existe g e R", pe R" A >0 et g€ L (R"1), ||g|lL2@n-1) =1 tels que

22\ 4 Py Mei—a)?
P e
mh

Vo € Rn, gp(x) = g(l‘l,. ey L1, L1y - - - ,.T,”) <

Démonstration. On se place dans le cas n = 1 pour simplifier. Soit ¢ minimisant le principe d’Heisenberg
(1.5). On pose (@), = q et (P), = p et on considére a nouveau f = (Q — (Q)y)p et g = (P — (P),)ep.
Puisque ¢ minimise (1.5), on est dans le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.4), i.e. f =g ou
g =~ f pour 7, 4 deux nombres complexes. Puisque ¢ est une fonction de Schwartz, on obtient que ni ~, ni
4 ne peut étre nul. Considérons g = v f, qui donne ’équation différentielle en ¢ :

Orp = %(v(x ~qo) — Po)
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qui admet des solutions dans I’espace de Schwartz si et seulement si Im(y) > 0, de la forme
plz) = CeRlo—0™+i%t

avec C une constante de normalisation L. En injectant alors dans

h
A‘PQAWP = 5
on obtient que v = —i\, avec A > 0 et C' de la forme annoncée. La réciproque se vérifie par le calcul. O
Dans la suite on considérera la classe d’état de la forme
1 n/4 pa_ (z—q)?
2 eR" = [ — [ 1.6
0 (%) (1.6

correspondant au cas A = 1/2. Les états ¢ de la forme (1.6) sont aujourd’hui appelés les états cohérents
gaussiens. Il s’agit d’une classe d’états dont la propagation a été beaucoup étudiée (voir [23, 39] par exemple).
L’intérét de tels états est leur localisation optimale autour d’un point (go,po). Effectivement, on retrouve
par le calcul les moyennes en position et impulsion (@), = o et (P), = po. Cette minimisation du prin-
cipe d’Heisenberg donne alors des propriétés intéressantes de propagation. Dans [63], Schrodinger étudie la
propagation d’une telle fonction, qu’il nomme alors Gaussian error-curve par un oscillateur harmonique. Il
obtient deux résultats importants. Le premier est que la solution de I’équation de Schrodinger associée a
loscillateur harmonique —h?A + 22 prise au temps ¢, issue d’un état cohérent gaussien de la forme (1.6),
reste un état cohérent gaussien. Le second est que cet état cohérent gaussien suit exactement la trajectoire
classique de ’hamiltonien sous-jacent, H(q,p) = p* + ¢®. En d’autres termes, si 1’état cohérent initial est
‘centré’ en (qo,po) et si (q(t), p(t)) décrit la trajectoire classique issue de (qo, po), alors, le propagé au temps ¢
par I’équation de Schrédinger est un état cohérent gaussien centré en (g(t), p(t)). Ainsi, un tel état cohérent
reste localisé, ‘optimal’ au sens du principe d’incertitude de Heisenberg, pour tout temps de la propagation.

Il apparait par la suite que ce fait n’est pas vrai pour des hamiltoniens généraux. L’exemple ci-dessus entre
dans le cadre de la propagation d’états gaussiens par I’équation de Schrodinger associée a des hamiltoniens
quadratiques. On peut se référer & [12, 60] pour des références sur le sujet. L’idée est que la propagation
par des hamiltoniens quadratiques laisse stable une classe contenant les états gaussiens et qui lui est assez
proche : il s’agit de la classe des états comprimés, de forme

_jap ;zp ,(x—qg)D(r—q)
p:xe€R—are*2me' m e 2"

avec I une matrice carrée de taille n symétrique complexe de partie imaginaire définie positive et ar > 0 telle
que [|¢[|r2@®n) = 1. On retrouve les états gaussiens en posant I' = il,,, ot I,, désigne la matrice identité de
taille n. Lorsque 1’on propage par des hamiltoniens plus généraux, donc non nécéssairement quadratiques, il
se passe un phénomene de délocalisation en temps longs. Ce phénomene a été remarqué et quantifié pour la
premiere fois par Ehrenfest en 1927, peu de temps apres que Schrédinger ait mis en place son équation et que
Heisenberg ait prouvé ses principes d’incertitudes. Dans une communication [18], il parle de Deffet dissipatif
que peut avoir I’équation de Schrédinger et introduit un temps, le temps d’Ehrenfest, que 'on notera Tg au

dela duquel un état cohérent perd sa localisation. Comme la délocalisation est un phénomeéne quantique, il
s’agit d’un temps dépendant du parametre f, de sorte que

Te — o lorsque A — 0.

L’ordre de grandeur de ce temps est directement relié & la nature du probléme étudié (se référer a l'in-
troduction éclairante de Darticle [65]). Ainsi on peut identifier deux ordres de grandeurs de temps dans la
propagation des états cohérents. La propagation en temps dits finis, concernant des temps ¢t indépendants
du parametre h, et la propagation en temps longs, concernant les temps ¢ qui tendent vers I'infini lorsque A
tend vers 0.
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La propagation en temps finis par des hamiltoniens généraux d’états cohérents comprimés a été étudiée
par Hagedorn dans [25, 26, 27]. L’idée est d’approcher la solution de ’équation de Schrédinger associée a
un opérateur H par des superpositions d’états cohérents comprimés, centrés en la dynamique classique. Ce
faisant, Hagedorn résout I’équation de Schréodinger dans le cas électrique H= —h2A+V, a une erreur d’ordre
O(hl/ 2) en norme L? pres, Pentier [ étant relié au nombre d’états comprimés utilisés dans la superposition
d’état et a la régularité du potentiel V. Ces travaux seront prolongés dans [11] ot la méme étude sera
menée pour des hamiltoniens trés généraux, plus nécessairement de la forme H = (p — A(q))? + V(q).
Le point important de cette généralisation est 'utilisation de la concentration des états cohérents en un
point de la trajectoire classique et la linéarisation du flot autour de ce point, faisant intevenir le Hessien de
I’hamiltonien en ce point, qui est une forme quadratique... Ainsi la propagation des états comprimés par des
hamiltoniens quadratiques fournira une bonne approximation de la propagation générale des états cohérents.
Cette méthode d’approximation se montrera fertile. Elle permettra entre autres de retrouver la notion de
‘temps limite’ au bout duquel on perd toute localisation, voir encore [11]. On trouve aussi dans [60, 12]
I’approximation de la propagation par ’équation de Schréodinger d’un état comprimé par un développement
en série de puissances de h'/2 et de coefficients des états gaussiens multipliés par des polyndmes dont
on controle la croissance en degré. Cela donnera acceés aux représentations de Bargman et de Wigner, qui
permettront d’améliorer le temps de validité de 'approximation et la qualité de celle-ci pour des hamiltoniens
plus réguliers par exemple. On peut citer [13] pour une référence plus récente. On cite aussi [51, 52, 48], ot
les états cohérents sont définis sous la forme

1 —41P ;TP r—q
Plgp)(T) = We e’ pg()an W

avec p, une troncature autour de g et ap une famille de fonctions de Schwartz dépendant continuement de
h et admettant un développement (au sens de Borel) de la forme

ap, ~ Zhjﬂaj

Jj=0

avec les fonctions a; des fonctions de Schwartz. On voit alors émerger la notion de profil d'un état cohérent,
retrouvant les états cohérents gaussiens ou comprimés en posant pour ay un profil gaussien. Dans ses articles,
Thierry Paul étudie la propagation en temps finis de tels états. Il obtient similairement a Didier Robert et
Monique Combescure que les états cohérents propagés par des hamiltoniens (électriques cette fois ci) peuvent
étre approchés & tout ordre en /i par un état cohérent centré en la trajectoire classique et de profil a(t). Le
terme d’ordre 0 est obtenu par propagation du terme ag par le hessien de ’hamiltonien (ce qui n’est pas sans
rappeler la propagation d’état gaussiens). Voir par exemple [48] pour un énoncé. Il en fera notamment des
applications pour la construction de quasimodes pour les opérateurs de Schréodinger en jeu. Enfin, on peut
aussi citer les travaux de Yajima dans [73] qui propose une formulation Lagrangienne des états cohérents et
des résultats de propagation en temps court. Il s’intéresse a des solutions approchées sous la forme WKB et
en temps courts, associées a des hamiltoniens avec potentiels magnétique et électrique.

Pour conclure cette présentation des résultats de propagation en temps finis, il est important de parler des
liens entre la propagation en temps finis d’états cohérents et le Théoréme d’Egorov. Ce dernier est un outil
puissant permettant de faire le lien entre la propagation quantique et la dynamique classique sous jacente.
Voir lexcellente référence [74, Chapitre 11] pour un énoncé précis, et le Chapitre 4 pour une discussion plus
poussée sur le sujet. Une des applications de ce théoréme est la suivante : la localisation d’une fonction que
I’on propage évolue en temps finis selon la dynamique classique associée a la propagation quantique. Comme
mentionné plus haut, les états cohérents sont un moyen de mesurer ce lien entre dynamique classique et
propagation quantique. En effet, lors de la propagation quantique en temps finis d’un état cohérent, le centre
de I’état propagé est donné par 1’évolution classique issue du centre de ’état initial.

L’étude de la propagation en temps longs (i.e. pour des temps ¢ — oo lorsque i — 0) se heurte & un
obstacle qui n’était pas présent lors de la propagation en temps finis. En effet les états cohérents introduits
plus haut sont alors sujets a des phénomeénes de délocalisations, i.e. ne peuvent plus étre décrits par une
position ¢ et une impulsion p. L’ordre de grandeur des temps pour lesquels ce phénomene apparait est
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donné par le temps d’Ehrenfest Tg. Il est alors connu que pour des cas ou la dynamique classique est
hyperbolique 7z = | In(h)| et que pour des trajectoires stables Tz =< VA, c.f. [11, 49, 50] par exemple. L’idée
est alors d’étudier la dynamique des états cohérents pour des temps d’ordres inférieurs a celui du temps
d’Ehrenfest en s’attendant a garder des états localisés, mais aussi d’étudier la propagation pour des temps
de ordre de Tg et au-dela et de voir quels phénomeénes purement quantiques peuvent surgir. Par exemple,
par des techniques impliquant les fonctions de Wigner (voir [20] pour une définition), dans [11] les auteurs
montrent que 'approximation en sommes d’états cohérents d’un état gaussien propagé reste valide jusqu’a
des temps proche du temps Tg. Dans les mémes années, Hagedorn et Joye dans [28, 29] prouvent un résultat
similaire, impliquant une concentration de 1’état propagé autour de la trajectoire classique pour des temps
de l'ordre du temps Tg. Utilisant des techniques de transformation de Wigner, on trouve dans [8] un énoncé
du Théoréeme d’Egorov jusqu’en des temps de 'ordre de T, i.e. logarithmiques en temps. Il y est alors étudié
des phénomeénes de concentration des états cohérents dans des propagations en des temps t < |log(h)| dans
le cas d’un flot hyperbolique.

La propagation pour des temps au dela du temps d’Ehrenfest laisse quant a elle apparaitre toute sorte
de comportements... Il peut y avoir déconstruction de I’état, 1’état cohérent transitant alors vers un état
lagrangien. On peut se référer a [65] pour une étude de ce phénomene. Dans le cas de trajectoires périodiques,
on peut avoir des échelles de temps pour lesquelles on a destruction de ’état cohérent, ce dernier se trouvant
délocalisé sur toute la trajectoire classique, et pour d’autres échelles de temps on peut voir apparaitre des
reconstructions partielles voire une reconstruction totale de I’état. On peut citer a ce sujet la tres instructive
zoologie de Paul dans [49], ou encore 1'étude détaillée des phénomenes de recontruction dans [44]. On peut
aussi se référer a 'introduction générale aux états cohérents [61]. Pour un point de vue plus ‘dynamique
classique’ de ce genre de phénomeénes, on peut aussi se référer au trés clair exposé de [50]. On peut aussi se
référer & [2], ol est abordée la propagation en temps longs par le moyen des mesures semiclassiques. Pour
diverses échelles de temps, comparées & A~ ', les auteurs obtiennent une description précise de ces mesures
dans le cas comletement intégrable du tore.

La problématique de cette these s’inscrit alors dans la propagation d’état cohérents pour des temps
longs, de I'ordre de t < ™!, donc bien au dela du temps d’Ehrenfest 7z, laissant apparaitre des phénomeénes
purement quantiques. Cela sera possible en raison du cadre magnétique que nous prodigue la dimension
n = 2, que nous introduirons brievement ci-dessous. Pour réaliser cette étude il est & noter qu’il nous faudra
décider quelle définition d’états cohérents adopter, ce qui fera 'objet de la discussion du Chapitre 4.

1.2.2 Champ magnétique et le cas 2-D

Dans tout le reste de ce chapitre, nous nous placerons dans le cas de la dimension 2, i.e. dans le cas
d’un mouvement plan : (¢q,p) € Rg X Rf,. Dans ce cadre la, on considere un champ magnétique B comme un
champ de vecteurs de R? orthogonal en tout point au plan R? x {0} que 1’on identifiera & Rg. Les trajectoires
obtenues laissent alors stable ce plan, et on limitera notre étude a Rz. On peut prouver qu’il existe un
potentiel vecteur A € C*°(R?,R?), appelé potentiel magnétique de sorte que dans le formalisme hamiltonien
la fonction hamiltonienne responsable du mouvement soit donnée par

H:(q,p) € Ry xRS v |lp — A(q)|”
ott || - || désigne la norme euclidienne de R?. En quantifiant cet objet, on obtient le laplacien magnétique
Lpa = || =iV — A|*> = (=ihdy — A1(q))* + (—ihdy — As(q))>.

Les trajectoires classiques sont alors obtenues en résolvant les équations hamiltoniennes associées & H et la
dynamique quantique est quant a elle donnée par ’équation de Schrodinger afférante & Ly a. Les définitions
précises de ces objets et les questions d’existence des flots classiques et quantiques seront examinées en détail
dans le Chapitre 3.

Comme dit précédemment, le formalisme hamiltonien ouvre I'accés aux outils de la géométrie symplec-
tiques. Via de telles techniques, dans [57], dans le cadre d’'un champ magnétique B ne s’annulant pas, les
auteurs prouvent des résultats de formes normales tant pour 'hamiltonien H que pour le laplacien magné-
tique Lp a. Ces résultats de formes normales permettent une description fine du mouvement classique dans
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un champ magnétique de particules a petites énergies et de I'impact de ces trajectoires sur le mouvement
quantique associé. Donnons un énoncé simplifié de ces resultats.

Le premier est un résultat de forme normale classique, et concerne la transformation de I’hamiltonien
H par une application compatible avec les équations du mouvement, a savoir un symplectomorphisme.

Cette transformation se fait pour ‘de petites valeurs de H’ i.e. sur un voisinage de la surface caractéristique
= H1({0}).

Theorem 1.2.3. Soit Q) un ouvert de ]Rg sur lequel le champ B ne s’annule pas. Alors il existe un symplec-
tomorphisme r d’un voisinage Q0 de

{(¢,A(q)) eRI xR2jge Q} C %

2

sur un voisinage de {0} x RZ_,

et une fonction
feC®R:, xR R)

telle que .
V(Zl, 2:2) € K(Q), Ho n_l(zl, 22) = f(ZQ, |21|2) + O(|21|OO)

De plus,
¢:q € Ry~ r(q, Alg) € {0} x RZ,

définit un symplectomorphisme de R?I sur Ri et on a f o ¢(q) = B(q).

Ce théoreme permet une description fine du mouvement classique d’une particule de petite énergie, i.e.
de position ¢ et d’impulsion p de sorte que (g,p) soit proche de la surface d’énergie nulle X. En effet, ce
théoreme prouve que sur un voisinage de la surface caractéristique, I’hamiltonien magnétique est proche
d'un systéme intégrable, dont I'hamiltonien K = f(22,|21]?) est fonction de |21|?, responsable d’oscillations
rapides centrées en {z; = 0}, i.e. sur la surface d’énergie nulle, et dont le centre évolue selon ’hamiltonien

hr = f(z2,1) = Bokr™1(0,2)1 + O(I*/?)

en z, la valeur de I = |z;|? étant constante au cours du temps. Ce mouvement est appelé le mouvement centre
guide, car il s’agit d’oscillations rapides dont le centre dérive plus lentement. Ce phénomene fut déja étudié
par Littlejohn dans [45], article dans lequel il introduit aussi une forme normale classique de ’hamiltonien
magnétique. Dans [57], les auteurs utilisent des résultats de géométrie symplectique pour obtenir une premieére
forme normale classique, qu’ils affinent en utilisant des résultats de formes normales de Birkhoff. Les preuves
seront données dans le Chapitre 3, mais on peut se référer & [70, 9, 69, 71] en ce qui concerne l'outil des
formes normales de Birkhoff. On peut remarquer finalement que les auteurs appliquaient ce résultat dans un
cadre confinant, ce qui ne sera pas notre cas ici. Les résultats d’approximation de la dynamique classique
issue de H par celle du systéme intégrable K seront valables pour des temps d’ordre t = e~ ! ot € désigne
I’énergie magnétique de la particule. Ce résultat sera établi dans le Chapitre 3.

La forme normale de Birkhoff permet une quantification des résultats ci-dessus en une forme normale
quantique du Laplacien magnétique.

Theorem 1.2.4. Il existe un opérateur unitaire Uy, et deux opérateurs pseudo-différentiels N et Ry tels que
Uhﬁh’AU;»: =N+ Ry,

avec N tel que si H; = Vect(hj) ® L*(R), j € N, avec h; la j¢ fonction d’hermite, la resctriction a H;,
notée N'U) soit un opérateur pseudo-différentiel 1-D de symbole principal

n) =n(2j +1)Bo¢t.
L’opérateur pseudo-différentiel Ry, est ‘négligeable’ sur un voisinage de /{(Q)
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La négligeabilité de Rj sera explicitée dans le Théoréme 2.2.5. On reconnait ici les niveaux d’énergie
de Voscillateur harmonique. En effet, les fonctions d’Hermite désignent les fonctions propres de l'oscillateur
harmonique et les i(2j+1) les valeurs propres de ce dernier. Ceci est dii & la présence de l'oscillateur classique
dans la forme normale classique, qui se quantifie en oscillateur quantique. Il se passe alors un phénomene
intéressant d’un point de vue quantique : les restrictions A7) sont toutes d’ordre 4. En d’autres mots, d’un
point de vue ‘spectral’ 'opérateur N est d’ordre h, ce qui ralenti la dynamique quantique associée. Ainsi sur
chaque espace H;, la dynamique étant d’ordre £, si on propage jusqu’en des temps d’ordre £, on obtient une
propagation d’ordre 1 en un ‘temps réduit’, ce qui permet d’appliquer la théorie usuelle de propagation des
états cohérents en des temps finis, s’appuyant sur la dynamique classique. Dans le cas magnétique, pour de
petites énergies, ce théoreme de forme normale quantique permet une description de la propagation d’états
cohérents en temps longs par la dynamique classique.

1.3 Résultats prouvés dans ce manuscrit

La contribution principale de cette these se répartie sur trois domaines :
i/ la définition d’une classe d’états et les premiéres propriétés de propagation générale ;
it/ la propagation magnétique en temps longs de fonctions de la classe de Schwartz;
iii/ la propagation magnétique en temps longs d’états cohérents et I’étude de leur localisation.

Il est a noter que le résultat principal de ce manuscrit est celui concernant la propagation en temps longs
des états cohérents. Comme expliqué dans la section 1.2, le grand défi de I’analyse semi-classique est la
propagation pour des temps longs, ou on fait tendre en méme temps t vers I'infini et A vers zéro, ces deux
limites ne commutant pas. Le ‘mur’ que ’on rencontre alors dans le cas de la propagation d’états cohérents
est le temps d’Ehrenfest Tz, au plus de I'ordre de A/, Le résultat prouvé ici est un résultat de propagation
en temps d’ordre A1, bien plus longs que le temps d’Ehrenfest. Il s’agit & notre connaissance du premier
résultat de propagation pour des temps aussi longs. Ce résultat est obtenu pour des états cohérents d’énergie
magnétique nulle, i.e. centrés sur la surface caractéristique. Dans ce cas, la dynamique classique est triviale,
car le centre de ’état cohérent en est un point fixe. Le Théoreme d’Egorov nous enseigne alors que 'état
pour des temps finis ne bouge pas dans la limite semi-classique. Grace aux résultats de formes normales de
[57], on arrive alors & ‘pousser’ le temps de validité du Théoreme d’Egorov a des temps longs de lordre de
k1, observant un phénomeéne d’ubiquité de ’électron, ou de quantification des trajectoires. L’état, localisé
en un point pour des temps finis, se sépare en plusieurs états, se délocalisant sur les centres de ses états,
tous suivant la méme dynamique guidée par le champs magnétique B mais a des vitesses différentes.

Les techniques mises en oeuvres pour prouver ce résultat sont assez sophistiquées. Il s’agit de techniques
de géométrie symplectique, formes normales, d’analyse microlocale (transformation de Wigner, front d’onde,
opérateurs Ai-pseudodifférentiels et opérateurs intégraux de Fourier), équations de propagation, espaces de
Sobolev semiclassiques, hypoellipticité... Le but de cette section est d’exposer une vision d’ensemble des
résultats établis durant cette these et des idées clefs des preuves afférantes.

1.3.1 Définition d’une nouvelle classe d’états et étude de la propagation en
temps finis

Un des premiers problémes apparus dans I’étude de la propagation magnétique des états cohérents fiit
la nécessité de préciser la classe d’états que l'on allait étudier parmi celles prodiguées par la littérature,
abondante a ce sujet. On peut citer entre autres deux définitions de classes d’états cohérents qui ont guidé
I'introduction d’une nouvelle classe d’états. La premiere est celle que I’on retrouve dans les travaux de Robert
et Combescure [11, 13] : les états comprimés. L’avantage de cette classe d’état est qu’elle est explicite, ce qui
permet de faire des calculs. L’inconvénient est que la classe est uniquement stable par propagation par des
hamiltoniens quadratiques et nécessite de sommer des états pour approcher une propagation plus générale.
La seconde est celle utilisée par Paul ([52, 48]) : il s’agit d’états cohérents s’écrivant avec un profil a se
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développant au sens de Borel en série de fonctions de Schwartz et de puissance de h'/2. De méme cette classe
n’était pas stable par propagation générale, mais un état cohérent propagé restait trés proche en norme L2
d’un état de la classe centré en la dynamique classique.

Ce qui a guidé le choix de la classe est le fait suivant : pour utiliser les résultats de forme normale, il
est nécessaire d’appliquer a ’état cohérent que 'on souhaite propager 'opérateur de forme normale. Cet
opérateur est en fait un propagateur pris au temps 1 d’une équation de Schrédinger avec hamiltonien borné.
On souhaite alors que I'application de I'opérateur de forme normal & 1’état initial de la propagation donne
un état qui soit dans la méme classe. Cette réfléxion a mené a l'introduction de la classe suivante d’états
cohérents.

Definition 1.3.1. On considére pour A > 0 et z € T*R? les opérateurs unitaires de dilatation
1 .
Ap: feL3(R?) — — ()€L2R2

et de translation o
Th(2) : f € L2A(R?) = e 5 % f(2 — q)

ol z = (q,p). On définit I'ensemble s des profils sur R? comme suit : f, € s si et seulement si il existe
f € #(R?) indépendant de % avec || f|r2mr2) =1, 8> 0 et (gr)o<n<n, C - (R?) une famille de fonctions de
Schwartz uniformément bornée en i dans les semi-normes de Schwartz tels que f;, = f + #%gs. On définit
alors la classe d’états cohérents comme

¢ .= {ei%Th(z)Ahfh, SER, € T*R2, fy € 5, } .

Remark 1.3.2. Cette définition se généralise en toute dimension, en considérant z € T*R"™ et f,gr comme
des fonctions de .#(R™). On notera alors respectivement s et €[n] les classes de profils et d’états cohérents
en dimension n > 1.

Cette définition emprunte la notion de profil f; translaté par 'opérateur Tj(z)Ap aux définitions intro-
duites précédemment. Elle englobe de plus les deux définitions précédentes lorsque l'on fixe le parameétre
B =1/2. L’idée est de concentrer un profil f;, autour d’un point z, qui sera appelé centre de I'état cohérent, &
un taux V4. Ce profil est défini par une partie classique, f, qui est une distribution de probabilité, pouvant
ainsi représenter une particule classique vue d’un point de vue quantique, et par une partie semi-classique,
hPgp, disparaissant a la limite semi-classique i — 0. L’intérét d’introduire cette partie semi-classique est que
les théoremes précédents de propagation en temps finis deviennent un théoréeme de stabilité.

Theorem 1.3.3. Considérons (Hy).co,1] une famille d’hamiltoniens réels dépendant continuement du temps,
telle que uniformément en temps et en h € (0,ho), (Ht)iepp,1] € S(1). Considérons la dynamique classique
z(t) = (q(t), p(t)) associée, issue d’un point z = (q,p). Alors, si @, € €, si l’équation de Schrodinger associée
a (Hy)ieo,1) admet une solution jusqu’au temps t = 1 issue de cet état, le propagé quantique de . au temps
t est un état de la classe € centré en z(1).

Ce théoreme prouve deux choses. La premiére est une stabilité de la classe € par propagation en des
temps finis, et la deuxieéme est que le centre de ’état propagé est donné par la dynamique classique : il s’agit
en quelque sorte d’un théoréeme d’Egorov de la classe €.

Idées de la preuve du Théoréme 1.3.3 La preuve de ce théoreme repose sur la localisation en un point
des états cohérents, via Popérateur de ‘translation-concentration’ Ty (2)A. Posons

p(t) == U(t0)p-

la solution de I’équation de Schrodinger associée & I’hamitonien Hy, ot U(t, s) définit la famille des propa-
gateurs associés, i.e. la famille d’opérateurs unitaires sur L2(IR?) tels que

ihdsU(t,s) = Opy (Hy)U(t,s) U(s,s) = idpz(ge)-

16



On suppose l'existence d’une telle famille de classe C! en les variables (¢, s) € [0, 1]%. On pose alors ¢ = ¢(1).
Puisque H; définit une famille de symboles uniformément bornée en temps, on peut prouver que pour tout
t €[0,1], ¢(t) € #(R?). On considére alors z le centre de ¢ et son profil f; = f + h?g; € s. Considérant
Iintégrale d’action

K 1
6t = 60 +/ (ps . QS - Hs(zs))ds - §(qt Pt — qo 'pO)a
0

on définit

o(t) == e AT (—2()U (2, 0)p(0). (1.7)
Il s’agit du propagé de ¢(0) au temps ¢ que l'on translate par —z(t) et que I'on dilate de v/A. On s’attend
alors a retrouver un profil f(¢), ce que l'on cherche & prouver. Pour cela, on commence par établir I’équation
de propagation associée a v. Par le calcul, on est naturellement mené a considérer, via les opérateurs de
concentration et de dilatation en z(t), le développement de Taylor de X — H;(z(t) 4+ vhX) autour du point
z(t) et on pose

Ky(t, X) := X THess(Hy, 2(t)) X

et R®) le reste intégral de Taylor d’ordre 3 dans ce développement. On obtient alors I’équation

i0(t) = Opp_y (Ka(t, X) + VAR®) (t, X)) v(t)
U(t = 0) = fh
qui admet un propagateur Pj(-,-) donné par
Py :(t,s) €[0,1]* = Pi(t,s) = (Th(z(t))Ah)_lU(t,s)T(z(t))Ah
avec les mémes propriétés de continuité que U, appliquant .(R?) sur lui-méme et satisfaisant pour tout
v e .S (R?),
i0, Py (t,0)v = Oph_; (K2 + VAR®) Py (¢, 0)v
0) .

On considére alors ’équation suivante, en vf

{i@tv(o)it)oz Oqule(KQ(t’ '))U(O) (t) (1.8)

(0 (t y=Ff
Par les travaux de [11], puisque (1.8) est une équation de propagation par un hamiltonien quadratique, on
peut prouver que la condition d’existence d’un flot classique suffit a ce que le flot quantique existe aussi.
Ainsi, pour ¢t € [0,1], 'équation (1.8) admet un propagateur (P(t,s)): sefo,1] de classe Cl! en temps et
unitaire sur L?(IR?). On peut prouver, via des techniques d’états cohérents gaussiens et d’espaces de Sobolev

semiclassique, que ce propagateur est continue sur la classe de Schwartz : pour toute semi-norme de Schwartz
p, il existe une constante C' > 0 et une semi-norme p telles que

p (P(t,00®) < CH(o®)

Pour t € [0, 1], on pose alors
v O (t) := P,(t,0)f € .Z(R")

qui est la solution de (1.8). Il s’agit d’une famille de fonctions indépendantes de fi et telle que
vt € [0,1], [0 Wl = 10O 0) 22 = 1.

La fonction v(%) (1) semble étre un bon candidat pour la partie classique du potentiel profil de (1). Reste a
prouver que A; 'T5(2(1))p(1) —v® (1) ’écrit sous la forme 17§y, avec 3 > 0 et §; une fonction uniformément
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bornée dans .7 (R?) par rapport a h, désignant ainsi la partie semi-classique du profil de ¢(1). Par le principe
de Duhamel, on a

v(t) — v O (t) = KPPy (t,0) gn — iVR /O t Py(t, s) Opi_, (R P, (s,0) fds. (1.9)

Par le caractére uniformément borné de H;, on prouve alors que le propagateur P; est borné sur la classe de
Schwartz, ce qui donne, avec (1.9) que

(1) = v (1) + g,

oll g, est une fonction uniformément bornée en A dans .%(R?) d’expression
N _ ot
gn = RPPPy(t,0) g — in'/2F / Pi(t, 5) Op} oy (R Po(s,0) fds
0

et A := min(1/2, B) ce qui prouve v(1) € s (en fait, on obtient vy () € 5™ pour tout ¢ € [0,1]). Finalement,
w = eiél/hTh<2’1)Ahvh(1)

ol 01 := §;—1 and z := 2(1), ce qui prouve le résultat annoncé. O

Dans I’étude de la dynamique en temps longs de ces états cohérents, il nous a été utile d’avoir, outre des
estimées L2, des estimées précises des états cohérents dans la classe de Schwartz. Dans I’esprit de [60], nous
avons prouvé les estimations suivantes, que nous nommerons estimées de Wigner.

Proposition 1.3.4. Soit a un symbole d’une classe S(m) avec m une fonction d’ordre quelconque, et soit
p, € € un état cohérent de profil fy € s. Alors, pour € > 0 donné et pour M, N assez grands,

N
_z+z o —M
Op ey < 3200 (8) |1£R]12E X // // 2 dY<Z z> a2 (1.10
0B} (@) 22 e (5) 1] N/ — (1.10)

avec
_ —1 L (£:)0409
Ce(t) = _max_(1060(¥)¥) @) 3 T w1s60) (111)
i€l jeJ
ou K est un entier dépendant de N et M et I, J des ensembles finis dépendant uniquement de N, M, € et
m, et enfin avec p;; une semi-norme de Schwartz, 0; ; > 0 dépendants de €.

Remark 1.3.5. Le parameétre € est nécessaire ici pour controéler la croissancce ( au plus polynomiale) du
symbole a a I'infini. Moralement, on ‘multiplie’ le symbole par f; qui décroit trés rapidement a I'infini. C’est
par ce biais que I'on obtient I'estimation (1.10) avec une contante dépendante de € et avec un terme ||f;||*~¢
et c’est pourquoi on ne peut prendre directement ¢ = 0 en général. Cependant, on peut noter que pour
a € S(1) il est possible de prendre £ = 0 grice & la ‘non-croissance’ de a & I'infini.

L’intérét de ce résultat réside dans I'arbitrarité de la fonction d’ordre m. En effet, ce résultat étant vrai
pour tout symbole a de classe de symbole S(m) arbitraire, il implique un controle des normes de Schwartz
avec une expression explicite de la constante dans ’estimation (voir les liens entre semi-normes de Schwartz
et espaces de Sobolev généralisés dans [74, Chapitre 8]). Il permet par exemple de prouver les résultats
suivants sur la classe d’états introduite précédemment.

Corollary 1.3.6. Soit ¢, € € un état cohérent de profil fr, € s et soit m une fonction d’ordre sur R*. alors,
pour € > 0 on a la propriété de continuité suivante

Ya € S(m), Vz € RY, ||Op%”(a)<pz\|iz(R2) < h3C(a) (fﬁ)”fﬁ”LQ R?2) (1.12)

avec C(a) < C maxog|a|<K ||m_18aa/HLoo(]R2n) ot C > 0 dépend uniquement de m et avec Cc(fy) comme
dans (1.11). Si de plus on considére un symbole a € S(m) s’annulant sur un voisinage de z, alors pour toute
semi-norme de Schwartz p, on obtient

P (0D} (a) =) = Cla, p)Ce(fn) 112 (az) O (1) (1.13)
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avec C(a,p) ne dépendant que de a et de p, et C.(fy) comme ci-dessus. Les constantes dans O(h™) ne
dépendent que du voisinage sur lequel s’annule a et de la fonction d’ordre m.

Nous donnons une idée de la preuve des estimées de Wigner. Elle s’appuie sur la représentation dans
I’espace des phases des états cohérents via la transformation de Wigner et sur la décroissance rapide du profil
fy.

Esquisse des preuves de la Proposition 1.3.4 et du Corollaire 1.3.6. L’idée principale de la preuve
de la Proposition 1.3.4 repose sur 'introduction d’une fonction associée aux états cohérents, la fonction de
Wigner (voir [20] pour une définition plus complete). Cette fonction ‘représente’ les états cohérents dans
I’espace des phases. Elle permet de tirer parti de la forte localisation des états cohérents dans ’espace des
phases et de leur décroissance rapide a l'infini pour obtenir des estimations sur des opérateurs pseudo-
différentiels a partir de leur symbole.

On consideére une famille d’états cohérents (¢, ),cr2» de méme profil f5; € s. On remarque alors que pour
un symbole arbitraire a € S(m) avec m(z) < (z)! ot I € N,

2
(2wh)™

[ ] ¥ atgnye s iven-on, () a5y (=

Ceci conduit & définir la fonction de Wigner W, ,» associée a la famille d’états cohérents (¢, ),cgrs de profil
fy, € s,

mn 2i,(— +p’ 7L‘1/7 7Lq’+
V\/Z’Z/(y,n):hn/2 ﬁw(Y_ 22— z)x/ ezh (n P2p)fh <y2\/ﬁu> i, <y2\/ﬁu w

ol w désigne la forme symplectique canonique sur R*

<Op’lféj (a)8027 Soz’ >L2 (R") =

w((a,b),(c,d)=b-c—a-d

et ou Y := (y,n). Cette définition donne acces a la formule suivante

w 1
(Oph (@)= )12 = 5w /R L Y)Wz (Y)dY (1.14)

qui montre que la fonction de Wigner peut étre utilisée comme noyau intégral pour le calcul de l'action des
opérateurs pseudo-différentiels sur les états cohérents. Posons maintenant

U= (g, u) € R* = £4(5 — w)a (9 + u).

L’application U, est une fonction de Schwartz sur R* de semi-normes toutes bornées unifomément en h €
(0, hg), et on a l'expression plus concise

2" 244, (p_ pte’ —m
W (y 77) hn/thw(Y—fz z—2") % / e%u(ﬂ 3 )\I/h<\,(/j; Y \f )du

Pour prouver la Proposition 1.3.4 on utilise alors les propriétés d’intégrale oscillante de la fonction de
Wigner pour montrer une décroissance rapide en les variables Y — %Zl et z — 2/, Ce faisant, on arrive par
la décroissance rapide de la fonction ¥y & compenser la croissance polynomiale du symbole a et a avoir
Pestimation ci-dessus. On ne fera pas la preuve de cette proposition ici car elle est trés calculatoire et utilise
les outils classiques de I’étude des intégrales oscillantes. On en fera la preuve compléte dans le Chapitre 4.

La Proposition 1.3.4 permet de prouver le Corollaire 1.3.6. La propriété (1.12) en est une implication
directe. En ce qui concerne la propriété (1.13), en considérant un état cohérent ¢, localisé en z et un symbole
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a dans une classe S(m) tel que a s’annule sur une boule B(z,d), § > 0, la Proposition 1.3.4 permet de prouver
que

o B ()

(1)

" //R%\B(o,é) //R%\B(Oﬁ) <§E>Ndr <‘§ﬁ>MdC>

(2)

avec C, := C(a)C.(fp)||fn]|?>~¢, fn désignant le profil de ¢.. On peut alors prouver que (1) = O(hM) et que
(2) = O(AY), de sorte que pour tout entier M, N, on ait

1Py (@)= [IF2gny < C-O(RY + 1Y)

ce qui implique la proposition de localisation (1.13). O

1.3.2 Propagation magnétique en temps long

L’objet de cette these est la propagation magnétique. Posons succintement le cadre de cette propagation,
qui sera détaillée dans le Chapitre 3. On considére ’hamiltonien magnétique en dimension 2,

H(q,p) = llp — Ag) |-

Si on suppose que B est dans une classe de symbole S(m), alors on peut prouver qu’il en est de méme pour
I’hamiltonien H, que I'on quantifie alors pour obtenir le Laplacien magnétique

Lna = —ihV — A(q)|?

de domaine
Dom(Lpa) = {¢ € L*(R*) t.q. Vj € {1,2},(—ind; — A;)p € L*(R*)}.

On obtient donc I’équation de Schrédinger

bt = Ly At
{;t_tgp: " nAY (1.15)

pour 9 un état de L?(R?) que l'on précisera plus tard. Puisque £ o est un opérateur autoadjoint indépen-
dant du temps, le théoreme de Stone nous prodigue un groupe a un parametre d’opérateurs unitaires sur
L2(R"), (P');cx tel que

Vit € R, Pt DOI‘I’I(E;LA) — Dom(£h7A)

et tel que la solution de (1.15), dans le cas ol P9 € Dom(Ly, a), s’écrive
’L/)t teR— Pt’L/JO S DOI’I’I(,C;LA).

La famille d’opérateurs (P?!);cg est alors appelée la famille des propagateurs associée & Ly 4. Cette résolution
de I’équation de Schrédinger par une famille de propagateurs n’est pas propre au cas magnétique, mais s’étend
a tous les cas ou lopérateur de Schrodinger dirigeant la propagation est indépendant du temps et (essen-
tiellement) autoadjoint, par exemple pour le laplacien magnétique sous sa forme normale N, essentiellement
autoadjoint sur le domaine .%(R?).

L’outil principal de I’étude de la propagation des états cohérents en temps longs par 'opérateur de
Schrédinger magnétique est le résultat de forme normale quantique. Il permet 1’étude de la propagation
magnétique par le laplacien magnétique Ly a, dont le propagateur est donné par I’équation

ihO P' = Ly aP', P'=° = Idi2(ge), (1.16)
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par comparaison avec la propagation par I'opérateur sous forme normale N, d’équation
Q' = NQ', Q= = Idiz(re). (1.17)
En effet, puisque par le Théoréme 1.2.4 il existe un opérateur unitaire Uy tel que
Ui Ly aUp =N + Ry,

il nous faut comparer la propagation magnétique P' avec la propagation sous forme normale U} Q?, et pour
cela on invoque la formule de Duhamel, qui s’écrit ici, pour g € .7 (R?),

t
* ? —S *
Plapg — Ur Q"Unpy = _g/ P'= RyU; Q*Upapods. (1.18)
0

Ceci dit, pour estimer la différence P'yg — U;Q'Uptpy en temps longs il est alors nécessaire d’avoir des
estimations sur P* et Q' en temps longs aussi. Quand il s’agit d’estimer dans la norme L2, le résultat est
immédiat par les estimations de Wigner de la Proposition 1.3.4 et par unitarité des propagateurs. Or, si
on veut un controle plus fin, comme dans des normes de Schwartz, le résultat est beaucoup moins évident.
Il s’avére que grace & la structure de I'opérateur N, les estimations de propagation en temps finis restent
valables pour des temps d’ordre A~! pour le propagateur Q'. Ce n’est pas le cas pour P?.

La question est donc : peut-on contréler en temps longs les semi-normes de Schwartz pour la propagation
magnétique ¢ La réponse est oui et a fait 'objet d’un travail en commun avec Nicolas Raymond et San Va
Ngoc. Ce travail a donné lieu & un article soumis [5]. Le résultat prouvé dans cet article est & rapprocher de
celui fait dans [46]. Dans cet article, les auteurs étudient la croissance en temps des normes de Sobolev de
solutions d’équations de Schrédinger et en font une application aux opérateurs de Schréodinger magnétique
et électrique. La force de ces résultats est que les opérateurs considérés dépendent du temps, et que sous des
hypotheses sur des crochets de commutations avec un opérateur donné, indépendant du temps, on obtient
une croissance exponentielle en temps, voire polynémiale sous certains cas. On peut aussi se référer au
Chapitre 3 pour une littérature plus abondante a ce sujet.

Citons les théorémes principaux de [5] et donnons l’essence des preuves. Le travail effectué le fut en
dimension n quelconque, mais par souci de cohérence, nous nous restreindrons a la dimension 2.

Commencgons par énoncer les hypotheses nécessaires aux théoremes qui suivent :

Assumption 1.3.7. On suppose que
i. il existe by > 0 tel que, pour tout = € R?,

B(I’) 2 b()7

ii. pour tout a € N2, il existe C' > 0 tel que, pour tout = € R%, [0°B(z)| < C|B(x)|.

Cette derniere hypothese est une condition de ‘régularité’” a 'infini du champ B. Dans ces conditions,
nous avons le lemme suivant qui sera utile pour les preuves des résultats qui suivent (voir [35, Theorem 2.2]
pour une référence).

Lemma 1.3.8. On a

infsp(Lpa) =" inﬂ£ B(z) + o(h).
z€R?

En particulier, il existe C > 0 et hg > 0, tels que, pour tout h € (0, k), Ln,.a est inversible et

ILha | <CR7L.

Ainsi, pour A suffisament petit, 'opérateur Ly o sera inversible, dont 'inverse est de norme de I'ordre
ﬁ71
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Definition 1.3.9. Pour tout n € N, on considere
Dom(LyA") = {1 € L*(R?) : V0 e {1,...,n} : Lpa""" € Dom(LsAa)}.
L’opérateur L5 o™ est défini par récurrence via la relation

VY € Dom(Lpa™), Laa"t = Lia(Lna™ '),

L’opérateur (Dom(Ls a™), Lr,a™) est autoadjoint et inversible. Le théoréme qui suit prouve une propriété
de régularité elliptique du laplacien magnétique. On définit les dérivées magnétiques

VJ S {172}7 Lj = 7Zhaj - Aj.
L’idée est de controler les dérivées magnétiques successives par une certaine puissance du laplacien Ly A .
Theorem 1.3.10. On suppose satisfaite I’Hypothése 1.3.7. Soit n € N. Il existe hy > 0 et C > 0 tels que
pour tout h € (0,hy), et pour tout yp € Dom(Ly A™),

D el < CR 2| Lp Ayl (1.19)

oceA(2n)

ot, pour k € N, (k) = U];:O{l,Q}{l""’p}, et pour p € N, pour o € {1,2}{b-P} [ .= Loy Loy, avec
la convention Ly = 1d.
Definition 1.3.11. Pour tout k € N et tout ¢ € .%(R?), on considére
= max [|z%0%] s .
P = max [20%)
lal+181<k

On cite alors le théoreme principal de cette sous-section, qui donne une estimation en temps longs de la
dynamique quantique magnétique dans la classe de Schwartz.
Theorem 1.3.12. On suppose que I’Hypothése 1.3.7 est satisfaite. Pour toutt € R, on a

itLy,

e Z(RY) ¢ S (RY).

De maniére plus précise, pour tout M € N*, et tout k € N, il existe hg > 0, C >0, N € N* et K € N, tels
que, pour tout h € (0, hg), pour tout vy € S (R?), et tout t € [0, A~ M],

itLy A

pr(e ™" o) < Ch Npk (o).

Un résultat similaire est dans l'article [60, Corollary 2.11], fondé sur I'analyse des états cohérents, et ou
est faite '’hypothese que les dérivées du symbole d’ordre 3 ou plus sont bornées. L’approche choisie ici est
directement reliée & la structure du laplacien magnétique, que I'on peut comparer & 'analyse dans [41].

On commence par donner les arguments principaux de la preuve du Théoréme 1.3.10.

Esquisse de la preuve du Théoréme 1.3.10 La preuve de ce théoréme débute avec un résultat de
densité, établissant qu’il suffit de prouver le Théoréme 1.3.10 pour des fonctions de Schwartz. Considérons
f € L?(R?). 11 existe un unique ¢ € Dom(L; A") tel que L A" = f. Soit alors fi € €5°(R?) convergeant
vers f dans L?(R?) et considérons a k fixé I'unique ¢ € Dom(Ls a") tel que L A" = fx. On remarque
alors que, par continuité de (L a™)7!, 1) converge vers ¢ dans L?(R?). Forts de ceci, munissons nous du
lemme suivant.

Lemma 1.3.13. Posons

HZ (RY) = {p € L*(R?) : Yo € N?,38 > 0: #@ 9% € L*(R?)}.

exp
Considérons f € Hg)fp(RQ). Alors, lunique solution w € Dom(Ly o) de Ly aw = f appartient ¢ espace
HZ (R?).

exp
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On peut noter que, par les injections de Sobolev on a, HZ (RY) C .#(R%). Par le Lemme 1.3.13 on

exp

observe que 1y, € .%(R?). Supposons alors que (1.19) est vérifiée pour tout 1 € L a (R?), avec ¥ = 1y, — 1y,
for all (k,f) € N2, cela montre que pour tout o € 2A(2n), (Ly¥n)nen est une suite de Cauchy de L2(R?).
Ainsi, au sens des distributions, Lyt € L2(R?). Il reste a appliquer a nouveau (1.19) avec ¢ = 1, et a faire
tendre k — +o0.

La preuve du Théoreme 1.3.10 nécéssite aussi les deux lemmes suivants.

Lemma 1.3.14. Pour tout ¢y € Dom(Ls a), on a
. 1
I(=ihV — A)PlIEe ey < SI00Z, u

ot Y117, o = 1VlE2 g2y + [1£n,a%|E2 ge)-
Démonstration. La preuve de ce lemme est élémentaire. Par définition du domaine, pour tout ¢ € Dom(Ly, A ),

2
(Lnath, ¥)L2@2) = [(—ihV — A)p|12me) = Z L9117 2 g2y »

j=1

de sorte que

2
> Ll gy < INILR AVl @e) -
j=1

Lemma 1.3.15. II existe C > 0 et hy > 0 tels que pour tout ¢ € . (R?) et tout h € (0, hy),
[(B)¢llaqee) + 1(B)* (—ihV — A)llaqae) < Ch7H [l esn - (1.20)
De plus, pour tout ¢ € Dom(Ly ), on a
By € L2(R?) et |B|2(—ihV — A)p € L2(R?),
et (1.20) est vérifiée pour tout ¢ € Dom(Ly, a).

Démonstration. Par intégration par parties, en utilisant 'Hypotheése 1.3.7 et notamment le fait que (B)
controle ses dérivées,

[ B = A)ufde = (B)(=ihY = A)u (<ihY = A)i)saqee

< (Lrat, (B)Y)re(re) + C|[(B)YllL2ge) [ (=AY — A)¢||L2(ge)
< C||<B>¢||L2(R2)”¢”EhA .

(1.21)

On obtient
|, WBPFIvRde = (L1, Lol KB

< CHBYlwaqeey[(~hY ~ A)ilaey + Ch [ (B)|(~iV ~ A)yofde,
R
ol on a utilisé une intégration par partie et 'Hypothése 1.3.7. Par (1.21), on a alors

[ BRI < 08 (B e 4],

et ainsi
I(B)¢lle ey < Ch™H|9ll 2y m -
On conclut en appliquant de nouveau (1.21). O

Le Théoreme 1.3.10 se prouve par récurrence pour n > 0. Néanmoins, le cas n = 1 peut étre prouvé
directement et est éclairant sur la preuve du théoréme. Nous ne ferons donc pas la preuve de I’hérédité et
nous contenterons du cas n = 1.
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Le cas n = 1. On cherche a prouver ce qu’il existe C > 0, hg > 0 tels que, pour tout ¢ € .7 (R?) et tout
he (0, ho),

L% |lL2 ey + |1 L3 lIL2@e) + |1 L1Lot e ey + | LeLitllize) < CR™ Y| L at||r2(re) -

Pour cela, considérons ¢ € .%(R?) et posons

Lrat=f.

Considérons j € {1,2}. On a
Lra(Ljy) =Lif + [Lna, Ljl,
et
[(=ihV — A)(Lj)|F2mey = (Lj f, Lyt reee) + ([Cna, Ly, Liv)rzee) ,

On a, pour k # j
[Cha,Ly) = (L3, L] = (L, Lj] Ly + Li[Lk, Ly]) -

Ainsi,
(2. L} Lithuaen| < OB o [(ihV = Ablliaee) +C [ [BI(=ih¥ - Ayofd.

Et, pour tout ¢ € (0,1),
(Ljf, Li)aee)| < ellL39[72 ey + CllFIIF2R2) »

d’on

1(=ihV — A)(Lj)[IE2 g2y < C||f||i2(R2)+C||B¢\|L2<R2)||(—z'hV—A)z/z||L2(R2)+C/R2 [B|(=ihV — A)p|*dz.

En appliquant le Lemme 1.3.14, conjointement & la remarque ||¢H%hA <C(+ h’2)||f||iz(R2), on trouve
(=i — A) (L) 2 g2y < ChT2N 7.

ce qui prouve le résultat annoncé.

Donnons maintenant les idées de la preuve du Théoréme 1.3.12.
Esquisse de la preuve du Théoréme 1.3.12 Considérons tout d’abord 1y € .(R?). On désigne par
1(+) la solution de 1’équation de Schrédinger (1.15). On introduit quelques notations.

Notation. Pour k,A € N, on définit Il » I'ensemble des opérateurs P qui sont la compositon d’opé-
rateurs pris parmi (L;)igj<2 et (Tr)i1gkg2 avec K occurences de x et A occurences de L. On pose aussi

= U I, x.

(k,\)ENZ
La preuve du Théoréme 1.3.12 s’appuie sur la proposition suivante.

Proposition 1.3.16. Soient (r,\) € N et P € Il 5. Il existe hg >0, C >0 et N € N tels que, pour tout
t >0, et tout 1y € . (R?), pour A <2n < A+ 1,

I1PY(t) |22y < Ch™N (14 %) > 1Ln,a"x% 0|12 (r2) -

|| <k |a|+r<a+n
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Cette propostion prouve le contrdle des semi-normes de Schwartz et ainsi le Théoréeme 1.3.12. En effet,
des injections de Sobolev on apprend que, pour tout k € N; il existe K € N tel que pour tout f € .7 (R?),

< max  |z®9°f|.
p(f) < max (00

En utilisant que 9; = (—ih) "' (L; + A;), et que A est dans une certaine classe de symboles, on a C' > 0 et
N € N tels que, pour tout f € L*(R?), si [|Pf||L2gz) < 400 pour tout P € II, z*0° f € L*(R?) pour tout
a,B N2 et

1220° fllLa@ey < Ch™N > IPfllLeee) »
PER

ou R est une partie finie de II. Alors, la Proposition 3.3.1 implique, pour IV, k et n assez grands,

0% 6(t) a2 < ChN S PO ey < CRNA %) S [1Lna” @ olls e -

PER lyl<k, v]<n

On conclut finalement par

1L 2%ollL2ey < C(1+2%)™Lp A" 2P0l ®2) < Cpi (o) ,

pour m, K suffisaments grands.

Cette proposition se prouve par récurrence sur le nombre k£ d’occurences de z dans 'opérateur P. On ne
prouvera pas ici cette récurrence, mais on peut l'illustrer en prouvant la Proposition 1.3.16 dans les kK = 0
et k =1.

Lorsque « vaut 0 Pour tout ¢t > 0, on a, par définition,

b(t) = e Eragy.
Pour tout ¢ € N, on obtient
it
L a"(t) = emFmALy a3 .

Par application du Théoréme 1.3.10, on prouve I'estimation de la Proposition 1.3.16 pour x = 0.

Lorsque k vaut 1 On a
—ih0y(zj9) = L,a(x9) + (25, Lralt) .
On remarque que [z, L5 a] = 2hL;. Avec la formule de Duhamel, on a, pour tout ¢ > 0,
i(t

. t —s
2(t) = ¥ ErA (a000) + / e T AL 1 (s)ds (1.22)

Par le Lemme 1.3.14, on obtient

t t
@) lle e < s dollueqee) + 2 / 1Li20(8) e rayds < [l ollieme) + V2 / 16(5)l| e ads.
0 0

Puisque le propagateur est un opérateur unitaire, on a, pour tout ¢t > 0,

t
llzj9 ()2 ey < 259012 ®2) + 2/ IL3(s) lL2eyds < [|2jv0llL2me) + V2] Yol 2y a -
0

De maniére plus générale, par (1.22), on obtient pour tout ¢ € N,

t
it i(t—s)
ﬁh,Azxﬂ/J(t):efﬁh’Aﬁh,Aé(%%)+/ e T ErA2Ly A Litp(s)ds.
0
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de sorte que
t
I1Lha 0 (8)lleme) < [|Lna" (25%0) |2 @e) + 2/ ILn.A" Lij(s)||r2(re)ds
0

t
< na i)y + Ch™ [ ena 0l uaqeayds
0

<1Lha" (z5%0) L2 @e) + Cth ™ (| L A o2 ge) -

II reste alors a appliquer le Théoreme 1.3.10 et de commuter les x; avec les L. La preuve de I’hérédité
empruntant les méme outils que ceux utilisés dans les cas k = 0 et k = 1, elle ne sera pas développée ici. [

1.3.3 Propagation magnétique d’états cohérents : un résultat d’ubiquité

Apres avoir introduit la classe d’états cohérents qui nous intéresse, les résultats de formes normales et
de propagations magnétique, nous énoncons les théorémes de propagation en temps longs d’états cohérents.
Pour le théoréme qui suit, nous supposons seulement que le champ magnétique B ne s’annule pas sur un
ouvert €2 de Ri.

Theorem 1.3.17. Il existe un opérateur pseudo-différentiel Jp sur L2(R?) tel que pour tout a € (0,1) et
K >0, si J; € N est une famille d’entiers tels que Jp = Kh™%, alors les assertions qui suivent sont vraies.
Soit ¢ € € un état cohérent centré en un point zo de la surface caractéristique ¥ = H~1(0) et soit (¢h)ier
son propagé par 'équation de Schrédinger magnétique (1.16) :

Vt € R, @h := P,
Alors @b peut étre décomposé comme suit :

Jh

oh=Y st (129
j=0

ot (aj)jen € 2(Ry), et il existe T > 0 tel que le reste r}, satisfasse, pour tout N € N,

sup [|[(Ln,a)Vrh L2 @2y = O(h), (1.24)
te[0,T/h]

et tel que gog-’h ait les propriétés suivantes.
1. Vj 20, ol est la projection orthogonale de ¢j, sur ker(Jyn — (25 + 1)h) ;
2. vie 0,7, )
P e e (1.25)
3. on peut suivre le centre de ces états cohérents : pour tout t € [0,T), on a goi-/hh centré en z((2j5 + 1)t)
ot z(t) := @%zo, et @% désigne le flot hamiltonien de B sur X.

Ici, Jp est un oscillateur harmonique 1-D ‘déformé’. En effet, son spectre est composé des valeurs propres
de l'oscillateur harmonique 1-D,
{(2j +1)h,j € N}
et les espaces propres sont donnés par

,Hj,h = ker (jh — (2] + 1)h)

tous de dimension infinie. Ces espaces sont appelés les niveauzr de Landau. Le Théoréme 1.3.17 nous apprend
que pour des temps d’ordres 2!, ces niveaux de Landau sont stables par la dynamique quantique & un terme
d’ordre Opz2(h*) pres.
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Le Théoréme 1.3.17 nous apprend alors que pour des temps d’ordre A~!, un phénomeéne d’ubiquité
quantique de 1’état cohérent apparait, ce qui n’était pas prévisible par la dynamique classique. En effet
la relation (1.23) montre que 1’état se réparti sur les niveaux de Landau et se propage sur chacun de ces
niveaux a une vitesse différente : il s’agit d’un effet de dispersion en énergie de ’état. Chaque paquet d’onde
se propageant définit un état cohérent & un facteur prés, qui correspond & la quantité d’énergie de 'état
initial sur le niveau considéré.

Cette découpe de I’état cohérent est valide pour des temps plus courts. Cependant, la distance entre
deux paquets d’onde de deux niveaux de Landau consécutifs étant de 'ordre de ¢t x &, on obtient que pour
des temps d’ordre plus petit que A1, & la limite semiclassique, les états se trouvent tous confondus avec le
centre zg de I’état cohérent initial, ce qui est cohérent avec le Théoreme d’ Egorov, zg étant un point fixe de
la dynamique.

On peut noter que lestimation du reste (1.24) se fait dans les normes adaptées au laplacien magnétique.
Ce dernier n’étant pas elliptique, on ne peut conclure sur un contréle par des normes de Sobolev semi-
classiques plus générales. Pour cela, on peut invoquer le Théoréme 1.3.10, pour obtenir le théoréme suivant.

Theorem 1.3.18. On reprend les notations du Théoréme 1.3.17. Pour un champ magnétique B satisfaisant
Uhypothése 1.3.7, en supposant de plus qu’il existe by > 0 tel que

Y e R?, Bg) > by, (1.26)

on obtient l'estimation suivante du terme de reste 7’% spour T € R un temps donné et pour une semi-norme
de Schwartz p quelconque, on a
sup p(r) = O(h™). (1.27)
te[0,T/h)

Ainsi, avec une hypotheése de régularité du champ magnétique a linfini, et une hypothese d’ellipticité
(1.26), on obtient une estimation (1.27) dans toutes les semi-normes de Schwartz, ce qui est bien plus fort que
Pestimation (1.24). L’estimation dans l'espace de Schwartz montre que 1'état propagé est fortement localisé
autour des centres des états cohérents répartis sur les niveaux de Landau.

L’hypothese 1.3.7 suppose que le champ magnétique ‘ne varie pas trop a 'infini’, en contrélant ses dérivées
par lui-méme. Il apparait que cette hypothése est assez connue et utilisée dans la littérature. En dimension
d > 3, cette condition est cruciale pour obtenir, négociant des hypotheses d’ellipticité supplémentaires, que
le laplacien magnétique a une résolvante compacte et ainsi n’a pas de spectre essentiel. En ’absence de ces
conditions d’ellipticité, cette méme hypotheése donne une description précise du spectre essentiel. On peut se
référer & [4, 34]. Le bien fondé de cette hypothése dans notre cas est son utilisation pour obtenir une borne
inférieure au spectre essentiel de £y a, obtenue dans [34], et qui est un ingrédient important de la preuve
du Théoreme 1.3.10. De maniére générale cette hypothese est optimale pour obtenir la compacité de la
résolvante du laplacien magnétique : dans [17] il est prouvé que méme sous de bonnes conditions d’ellipticité,
si ’hypothese 1.3.7 n’est pas satisfaite, il peut y avoir des champs magnétiques donnant des laplaciens sans
résolvante compacte et sans une bonne description du spectre essentiel.

Nous donnons maintenant les arguments principaux des preuves des théoremes ci-dessus, reposant essen-
tiellement sur les outils présentés jusqu’ici.

Etapes principales de la preuve des Théorémes 1.3.17 et 1.3.18 : L’objet de ces deux théorémes
est de propager un état 302 € € par I'équation de Schrodinger magnétique

{Zh:?togo}tz :OEH,ASD;'L (128)
Prn = Pho

avec un état initial gp% centré sur la variété caractéristique ¥. Reprenant le notations du Théoreme 1.2.4, on
considére l'opérateur unitaire Up. Appliquant la Proposition 1.3.3, on obtient que %9 := U;¢? est encore
un état cohérent de la classe € centré en un point 29 := £~ 1(Xo) € k1(X) = {21 = 0}. La stratégie de la
preuve est de propager dans un premier temps 1) par la forme normale N et de relier cette propagation a
celle de ¢f par I'équation de Schrédinger magnétique (1.28) initiale.
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Propagation par la forme normale : On s’intéresse a I’équation de propagation suivante

{ifiatf% =Nv; (1.29)

RO =1vh-

qui, par le Théoréme de Stone admet un propagateur (Q°)¢cr, unitaire sur L2(R?) et satisfaisant

Vi € .Z(R?) ihdQt = NQUp.

On désigne alors par 1} := Q'Y la solution de (1.29). Comme dit plus haut, I'état ¥9 € € est localisé en
R (X0) = (0,29).

Considérons l'oscillateur harmonique en la variable zy,
In = —h?02, + a3,

et les fonctions de Hermite associées (h;)jen C -7 (Ry,). On commence par énoncer le résultat suivant.

Lemma 1.3.19. II existe une famille d’états (f))jen C 7 (Ry,) et une suite (a;)jen C 2(Ry) telles que
Yh= hi®f
§=0

avec pour tout entier j pour lesquels a; # 0, aj_lfjo est un état cohérent de la classe €MV, centré en 29. Dans
le cas ot a; = 0, on obtient que f; = Orz2(hP)

Le Lemme 1.3.19 montre que %Y est une somme de fonctions, chacune correspondant & un ‘niveau de
Landau’ : fJQ correspond & l'occupation de 99 du j¢ niveau d’énergie. Le lemme suivant donne la répartition
en énergie sur les niveaux de Landau dans la limite semiclassique 7 — 0.

Lemma 1.3.20. Reprenant la suite ci-dessus (aj)jen C (*(Ry) indépendante de h, il existe une suite
dépendante de h, (¢(h)); C R telle que j € N

IF7II? = of + h¥e;(h)
avec Y75 of =1 et ol > js0l€j(R)| est une suite bornée indépendemment de h.

Appliquant le Lemme 1.3.19, on étudie maintenant la propagation

o0
h=D_hi®f
=0

Par le Théoréme 1.2.4, la solution de (1.29) peut s’écrire
o0
Uh=>Y i@ fl
j=0
avec pour tout j € N, fjt solution de I’équation de propagation

fias = G

fi=0 _ g0 (1.30)

ou %N () est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole principal s’écrit (2§ +1)Bo¢~L. Dans le but
d’appliquer les résultats de propagations usuels & (1.30) on fait le ‘rescaling’ en temps suivant. Etant donné
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J €N, on pose 7 :=t x ii(2j + 1) de sortes que 7; corresponde au temps de la dérive lente sur le j° niveau de
Landau. Ainsi, pour un temps de propagation global ¢ € [0, Th™'], on a des temps réduits 7; € [0, (25 + 1)T7.
On pose alors ij I= f; et on obtient I’équation de propagation équivalente

ihd,, [ = FO [

Ik

f_;‘—J = fJO )

G . L ()

F h(2j + 1)N
est un opérateur pseudo-différentiel agissant sur L2(R,,) avec pour symbole principal B o ¢~!. On met en
avant le fait qu’ici, méme si le symbole total de FU) dépend de j, le symbole principal quant & lui est
indépendant de j. Puisque N') est la restriction d’un opérateur autoadjoint sur un sous espace stable, il
définit un opérateur autoadjoint sur L?(R,,). Toujours par le Théoréme de Stone, il existe une famille de
propagateurs (Q;j )r;er pour 'équation (1.30); revenant & la propagation pour le temps initial ¢, on obtient
pour t € [0, T/A],

T j ht
£ =17 =@,

De plus, par le Lemme 1.3.19 et par la Proposition 1.3.3, on sait que a;l ijj est un état cohérent de la classe
¢l on 7; est fixé, et I’évolution du centre de cet état cohérent est gouverné par le flot hamiltonien de

K:=Bog¢g !,

qui est le pull-back du champ magnétique B de Q C R(QI sur la surface d’énergie nulle {z; = 0} par ¢. De

maniére plus précise, soit @, le flot hamiltonien de K, et soit 7' > 0 tel que @gj +1)t(zg) reste dans 'ouvert

Q pour i € [0,7]. Alors, puisque f]f:o est un état cohérent centré en 29, on obtient que f;7 est un état
cohérent centré en @32 (29) pour 7; € [0, (25 + 1)T]. En d’autres mots, pour tout € [0, 7], le centre de f;/h

est donné par @gj+1)t(z8), ol la solution de (1.29) est donnée par

vt [0.T/H, =) hi®ff.

jEN

On retrouve déja a ce stade de la preuve le phénoméne d’ubiquité quantique annoncé. En effet, notre état
cohérent se sépare en une somme pondérée d’états cohérents et chacun des centres des états cohérents a
sa propre dynamique. Ainsi, pour des temps d’ordre A~!, la localisation de % n’est plus un point unique
dans I'espace des phases, mais une suite de points tous sur la méme trajectoire issue du flot de I’hamiltonien
donné par le champ magnétique, en restriction a la surface caractéristique {z; = 0}.

Une autre remarque importante est que, diie & la propriété de conservation de la norme L2 par la
propagation par I’équation de Schrédinger

1£ilLe ey = £ L2, ) (1.31)

Poccupation en énergie du j° niveau de Landau reste la méme au cours du temps, a savoir a?-. En d’autres
mots, il n’y a pas de glissement énergétique vers des énergies plus hautes ou plus basses au cours de la
propagation.

Retour a la propagation initiale Apres avoir étudié la propagation magnétique par I'opérateur de
forme normale, il nous faut maintenant revenir & la propagation initiale, par le laplacien magnétique Ly a.
Le lemme qui suit constitue le premier pas de cette preuve. Le Lemme 1.3.19 nous enseignait que

Wh=D hi®ff. (1.32)

Jj=0
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Lemma 1.3.21. Pour«a € (0,1) et K > 0, soit J une suite d’entiers dépendante de h, telle que Jp > Kh™?.
Alors, pour

= hiof], (1.33)
J<Jn

on a }
Up — 4 = Oz (h).
Remark 1.3.22. Il apparait en fait que pour toute semi-norme de Schwartz p pout tout é > 0, on a
> op(f))’ < oo
JEN
Cette propriété nous sera utile plus tard

Ce lemme nous montre que seuls les premiers niveaux de Landau de 1’état ¢ importent dans la propa-
gation, mais qu’il nous faut considérer un nombre croissant de niveaux de Landau lorsque & — 0 pour avoir
une bonne estimation du terme de reste. On compare maintenant la propagation de I’état

70
Uh= ) Ui
J<JIh
par N avec la propagation de go% par le Laplacien de départ.

Propagation sous des champs magnétiques généraux On considére dans ce paragraphe un champ
magnétique B ne s’annulant pas, sans autres hypotheses. Le Théoreme 1.2.4 prodigue une relation entre L5 a

et NV,
£E7A = Uh./\/'Ug + UthUg.

Pour tout j € Net t € R, on pose ¢ , := h; ® ff. De (1.30) on obtient que
ihO Ut = L AURYS  — Un Ryt .
Considérons a € (0,1) et J; € N comme dans le Lemme 1.3.21 et sommons en j < Jz. On obtient alors

I’équation de propagation suivante, en posant 1[)% = ZjéJn h; ® f;,

{matUh&g = L aUp} + ¢} (1.34)

Tt=0 _ 7.0
hoo=Uh

avec el = UhR;ﬂ;é. On compare alors la solution de (1.34) avec la solution ot de (1.28). Pour tout /1 > 0 et
pour tout ¢ € R, posant D} = ¢ — Uptk, le principe de Duhamel nous enseigne que

.t
D! = P'DY — % /0 Ptoeids (1.35)

ou P! désigne le propagateur associé a I’équation (1.28), donné par le théoréme de Stone. Notre but est de
prouver que pour tout temps T et pour tout entier N, uniformément en temps ¢ € [0,7T/h],

||£h,AND%||L2(R2) = O(hoo)

Nous ne prouverons pas ce résultat ici, mais nous donnerons les ingrédients principaux de la preuve. Puisque
P! est unitaire et commute avec Ly A, on obtient

T S
HEh,ANth‘ZHL%R?) S HCE’ANDFQLHN(RZ) + n2 SE[SO?%M H‘ChﬁANeﬁHLZ(]RZ) :
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Alors, par application du Lemme 1.3.21, on prouve que
||£h,AND%||L2(R2) = OY(hOO)

En utilisant maintenant les estimations de Wigner prodiguées par la Proposition 1.3.4 et le Corollaire 1.3.6,
on prouve que

HLH,ANezHLQ(]RQ) = O(hoo)

On obtient alors

sup HEn,AN (¢h — Unibp) ||L2(R2) = O(h*). (1.36)
te[0,7/h]

Propagation par des champs magnetiques vérifiant la propriété (P) On donne maintenant les
idées principales de la preuve du Théoreme 1.3.18. On suppose alors que le champ magnétique B vérifie la
propriété (P). On suppose de plus qu’il existe by > 0 tel que Vg € R?, B(q) > by. On considére a nouveau
D! = pp — Upbk, et (1.35) nous donne & nouveau

. t
¢ —S,S8
D = P'D}) — %/0 P'%eids

et on cherche & prouver pour un temps 7' > 0 donné, uniformément pour des temps t € [0, T/#],
D} = 0.5 (h™).

Pour ce faire il faut d’abord prouver que PD) = O o (h*), ce qui est directement donné par le Lemme 1.3.21
et par le Théoreme 1.3.12. Il reste alors a prouver l’estimation

/ Preids = O (B). (1.37)
0

on commence par prouver que uniformément en s € [0,T/h], ¢§ = Oz (h*). On rappelle que ¢} =
UnRp>. i<an w;)h. En appliquant alors a nouveau les estimations de ngner de la Proposition 1.3.4 et du
Corollaire 1.3.6 on obtient alors
sup p(e}) = O(F).
s€[0,T/h]

Les estimations de propagation magnétiques du Théoréeme 1.3.12 donnent alors

sup p (’D%) = O(h™)
te[T/h)

ce qui prouve

sup  p | ¢ @i | = O0>). (1.38)
te[0,T/h] he ];h i

Fin des preuves des Théorémes 1.3.17 et 1.3.18 On définit alors pour tout j les espaces
Hjn = Uy (Vect(hj) ® L*(Ry,))

et on définit 'opérateur
In = UnZrUy,

qui est un opérateur pseudo-différentiel par le Théoréme d’Egorov. Puisque (h;) en est une base hilbertienne
de L%(R,, ), les espaces H,; , sont en somme directe orthogonale et

VieN, VfeHjn Inf=(2j+1)hf
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Pour tout t € R, ¢, := Upt! 1, et 9%, est la projection de 9 sur I'espace Vect(h;) @ L*(R,,). Ainsi, ¢,
est la projection de ¢} sur H; 5, d'out cpz-ﬁ € Hjn, et

LP% = Z @;,h'

jEN

Ceci, avec (1.36) prouve (1.23) et (1.24). De plus, pour tout j, en utilisant la Proposition 1.3.3 appliquée a
lopérateur Uy, on constate que chaque état gpgvf’,;l est centré en @gﬂ +1)tX0. Finalement, (1.25) est donné par
le Lemme 1.3.19. Ceci acheve la preuve du Théoréeme 1.3.17. En ce qui concerne la preuve du Théoréme 1.3.18,
il reste a estimer le terme de reste r; dans les semi-normes de Schwartz. Ces estimations sont données par

(1.38), qui prouve (1.27). O

1.4 Organisation du manuscrit

Le présent chapitre contient une entrée en matiere historique, conduisant & l'introduction des bases
mathématiques nécessaires a 1’étude développée dans ce manuscrit. Elle permettra aussi d’introduire les
différents résultats prouvés dans cette these et d’expliciter les outils nécessaires a ces preuves.

Le Chapitre 2 introduira de maniére précise les notions de champ magnétique, de dynamique classique
et de propagation quantique, dans le cas spécifique de la dimension 2. Ceci permettra d’énoncer les théoremes
de formes normales que nous utiliserons, en absence de confinement. On donnera alors les idées majeures de
la preuve de ces théoremes.

Le Chapitre 3 fait ’'objet de I'article [5], soumis, en colaboration avec Nicolas Raymond et San Va Ngoc.
Il y est prouvé un résultat de stabilité de la classe de Schwartz sous la propagation quantique magnétique,
sous des hypotheses d’ellipticité du champ magnétique et de controle des dérivées de ce dernier, I’empéchant
de ‘trop osciller’ & I'infini.

Le Chapitre 4 est entieremement dédié a I’étude des états cohérents. Apres un état de ’art plus développé
que dans cette introduction, axé essentiellement sur la propagation des états comprimés de Didier Robert
et Monique Combescure par des hamiltoniens quadratiques et plus généraux, on définira la classe d’états
cohérents que 'on cherche & propager et on énoncera et prouvera les théoremes de propagation afférants,
s’'inspirant des résultats concernants les états comprimés. Cette derniére partie sera tirée directement d’une
section de l'article [6] soumis, écrit en collaboration avec San Vi Ngoc.

Le Chapitre 5 est constitué de 'article [6], moins la section contenant 1’étude des états cohérents. Il s’agit
de prouver les théorémes principaux de ce manuscrit, le Théoreme 5.1.1 et le Théoreme 5.1.2, établissant les
propriétés de délocalisation d’un état cohérent sous propagation magnétique en temps longs.
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Chapitre 2

Un monde magnétique

33

[...] and the moral of that is — ‘Be
what you would seem to be’ — or,
if you’d like it put more simply —
‘Never imagine yourself not to be
otherwise than what it might
appear to others that what you
were or might have been was not
otherwise than what you had
been would have appeared to
them to be otherwise’

Alice’s Adventures in
Wonderland, Lewis Carroll



Les phénomenes magnétiques sont connus depuis I'antiquité. Témoin en est le terme ‘magnétique’, qui
provient de la ville antique de Magnésie de Méandre, au sud-ouest de ’actuelle Turquie, fondée autour de 500
avant notre ere, célebre pour son temple d’Artémis et son amazonomachie (fresque représentant un combat
impliquant des amazones) et d’oul on extrayait la magnétite, pierre magnétique connue a 1’époque par les
grecs. On peut aussi mentionner I'invention de la boussole, entre le I1°™¢ et le I°" siecle avant notre ére en
Asie, qui prit la forme d’une cuillere en magnétite indiquant le sud (c.f. image 2.1). Les savants de 1’époque
attribuaient alors les phénomenes électromagnétiques a des ‘esprits’, conférant des propriétés animistes a la
matiere...

De nos jours, les ‘esprits’ qui se cachent derriére ces phénomenes sont démasqués, tant d’un point de
vue classique que quantique. Du c6té classique, la géométrie symplectique et le formalisme hamiltonien
permettent de décire le mouvement des particules chargées dans des champs magnétiques. Cependant, ce
formalisme nécessite pour un champ magnétique B donné de poser une fonction potentiel magnétique A. Ce
potentiel magnétique n’est pas défini de maniére unique, mais a une jauge pres. Il entre dans I'expression de
I’hamiltonien magnétique

H(q,p) == |p— A(g)|?

qui désigne la fonction énergie d’une particule a la position ¢ et d’impulsion p. La trajectoire d’une particule
est alors donnée par les équations hamiltoniennes du mouvement (2.6). Ceci dit, le formalisme hamiltonien
permet une description plus précise encore du mouvement classique magnétique car il ouvre la voie a toute
la théorie symplectique. Plus précisément, le champ magnétique est connu pour courber les trajectoires des
particules (FIGURE 2.1). Dans un champ uniforme, les trajectoires sont d’ailleurs circulaires, orthogonales
aux lignes de champ. Dans des champs magnétiques ‘presque uniformes’; on observe de méme des trajectoires
circulaires, mais de centre mobile, se mouvant le long des lignes de champ magnétiques. Dans [45], on trouve
une premiére explication & ce phénomeéne, appelé mouvement centre guide. Finalement, dans [57], dans le
cadre du mouvement magnétique plan, via des outils de déformations symplectiques et des techniques de
formes normales, et pour des particules de petite énergie magnétique, le responsable de ce mouvement oscil-
latoire rapide et de la variation plus lente du centre de ces oscillations est confondu : il s’agit de 'oscillateur
harmonique (ce résultat était déja connu, c.f. [47, 45]; ce que [57] apporte est une description explicite de
Phamiltonien magnétique via un résultat de forme normale). Dans ce premier chapitre, nous introduirons le
formalisme hamiltonien du mouvement magnétique, nous énoncerons le théoréme de forme normale classique
et exliquerons en quoi ce théoréme permet de décrire avec précision les trajectoires magnétiques. Finalement,
nous donnerons une preuve de ce résultat de forme normale, issue de [57]. L’exemple conducteur qui illustrera
ces résultats sera le cas du champ constant.
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FIGURE 2.1 — (a) Cuillére indiquant le sud du temps des Han (206 avant J.-C. - 220 apres J.-C.) (b) Des
électrons en trajectoire rectiligne sont propulsés dans une chambre d bulles soumise a un champ magnétique. 11
s’agit d’un liquide a la limite de [’ébullition dans lequel I’électron, sur son trajet, forme un noyau d’ébullition
et produit en cédant localement de l’énergie, un chapelet de bulles, ce qui permet de visualiser sa trajectoire.
On remarque alors que les trajectoires sont courbées, ce qui est caractéristiques de la présence d’un champ
magnétique.

Le formalisme hamiltonien de la mécanique classique donne acces a une description quantique du mou-
vement magnétique. En quantifiant I’hamiltonien magnétique, on identifie un autre de ces ‘esprits’ antiques,
le laplacien magnétique

Ly :=|—ihV — Al

et on peut définir le mouvement quantique via la céleébre équation de Schrodinger

ihdypt = L a1’
Pr=0 = 1y

ott 9 désigne la fonction d’onde d'une particule prise au temps ¢, [¢)'|?> donnant la densité de présence
de la particule. Le laplacien magnétique a été largement étudié durant les derniéres décennies. On s’est
notamment intéressé a ses propriétés spectrales, au développement asymptotique de ses valeurs propres et
a la localisation des fonctions propres qui y sont associées (voir [43, 4, 17, 34, 35, 21, 33, 38, 56] et bien
d’autres). Certains ont cherché les liens entre ce laplacien et le laplacien électrique via 'approximation de
Borh-Oppenheimer, ce dernier de la forme —h?A 4+ V ou V est un potentiel dit ‘électrique’, comme étudié
par Schrédinger lui-méme dans un de ses trois articles de 1926 (voir [63] et [55, 16, 54] pour les liens entre
le laplacien électrique et le laplacien magnétique). On peut citer aussi les résultats de type scattering et
résonances dans le cas magnétique, comme dans [3, 7] ot est considéré le cas du champ magnétique constant,
perturbé par un champ électrique a courte portée. On y retrouve alors les niveaux de Landau, ce qui fait
écho a I’étude développée dans ce chapitre et dans le Chapitre 5.

Nous ne nous intéresserons pas a la théorie spectrale du laplacien magnétique ici mais plutét aux pro-
priétés de propagation d’états tres localisés. Nous nous restreindrons au cas 2-D, qui nous prodigue la forme
normale annoncée ci-dessus. Une fois quantifiée, elle met en évidence un résultat de forme normale quantique
dans lequel on retrouve l'oscillateur harmonique quantique, dont les niveaux d’énergies, que I'on appelera
niveauxr de Landau ici, sont quantifiés. Dans le Chapitre 5, il permettra d’étudier la propagation d’états
en temps longs. Dans ce chapitre, on introduira aussi tout ce formalisme quantique, et on énoncera puis
prouvera le résultat de forme normale quantique.
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L’idée essentielle de ce chapitre est d’identifier I’origine du caractere oscillatoire des trajectoires classiques
et de mettre en évidence les conséquences quantiques de ce mouvement classique oscillatoire. Ceci constituera
Poutil principal du résultat de propagation en temps long du Chapitre 5. Par temps longs, on entend des
temps ¢ qui tendent vers 'infini dans la limite semi-classique, i.e. lorsque i — 0. L’expression temps longs
est utilisée par opposition a ’expression temps courts, ou temps finis, qui désigne les temps admettant une
limite finie dans la limite & — 0, par exemple les temps indépendants de .

2.1 Cadre magnétique

Soit (21, 22, 33) une base orthonormée de R3. On considére une particule chargée se déplacant dans le

2 — — 2 . N J N
plan R? = {q1 €1 + g2 €2/(q1, ¢2) € R*}. On soumet cette particule & un champ magnétique orthogonal a ce

—
plan : B = ng. On identifiera donc ce champ & une fonction B € C*°(R?,R). On consideérera de plus que
ce champ ne s’annule pas a 'intérieur d'un ouvert  C R?, et pour simplifier on le supposera positif sur cet
ouvert : B > 0. On ne traitera pas le cas ou un champ électrique est présent, i.e. ce dernier sera considéré
comme nul dans tout le développement qui suit. Nous commencerons par décrire le mouvement classique
d’une telle particule, et nous verrons comment on peut en déduire la dynamique quantique associée.

2.1.1 Du champ magnétique a ’hamiltonien magnétique

Comme annoncé ci-dessus, le formalisme hamiltonien permet de décrire le mouvement d’une particule
dans un champ magnétique via une fonction hamiltonien H, appelé hamiltonien magnétique. On explique
comment cet hamiltonien est construit a partir du champ B. Pour le développement qui suit, on peut se
référer a [45, 68, 14].

Définition d’un potentiel magnétique

L’idée vient d’une interprétation géométrique du champ magnétique. Comme présenté ci-dessus, le champ
magnétique tel que I’on va I’utiliser est une fonction de classe C* de R?, & valeurs dans R. Or, les équations
de Maxwell nous donnaient un tel champ comme étant a divergence nulle

- =
A\ Bthéorique =0

_
ce qui nous prodigue un champ Bih¢orique cOmme un champ a rotationnel

— - =
Bthéorique =V X Athéorique-

On cherche donc a réécrire ces équations en terme de formes différentielles, compatibles avec une description
symplectique du mouvement. On consideére la dérivée extérieure d sur R? et un champ de vecteur A €

C>*(R?%,R?). On a alors
_ (A9
Alg) = <A2(Q)>

et de I'identification entre champs vectoriels et formes différentielles, en définissant la 1-forme wa = A;dg; +
Asdgs on tire
dwa = (0142 — 02 A1)dg1 A dgo.

N
Or, pour un champ de vecteur Ashéorique = (A1, A2,0)T, on a
" 0
V x Athéorique = 0

0145 — 02 A4

On définit alors la 2-forme og = B dg; A dgs et on cherche une 1-forme wa sur R? de sorte que dwa = og.
Pour cela, on fait appelle au Lemme de Poincaré, dont on donnera une preuve constructive.
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Theorem 2.1.1. (Lemme de Poincaré) Soit p un entier non nul et o une p-forme lisse sur R™ fermée et
définie sur un voisinage de 0. On définit la (p — 1)-forme

1
Ve e R", wy(-) = / P oy, -)dt. (2.1)
0

Alors dw = o.

Démonstration. On considere la famille de difféomorphismes (¢¢)c(0,1) définie par ¢;(x) = tx, que l'on
prolonge par l'application nulle en ¢ = 0. Cette famille est le flot issu du champ de vecteur (x:):e(o,1) défini
par x;(x) = t~'x. En notant ¢;o le pull-back de o par ¢, on a

' d
0 =¢i0 — Ppy0 = /o %qbtadt.

Par définition de la dérivée de Lie £,,, on obtient

1
U:/ ¢; Ly, odt.
0

La formule de Cartan nous donne que
Lx = d(Lx(T) + txdo

ou txo(-) =o(X,-). La forme o étant fermée, on a do = 0 et ainsi

1
o :/ qbfd(LXta)dt.
0
Par commutation de d avec le pull-back et I'intégrale en ¢, on obtient
o =dw
avec
1
Wy :/ ®7 (ty, 0x)dt.
0

Enfin, en utilisant la définition de ¢; et de x;, on obtient

1
Wy = / tp_lotx(:lc7 )dt
0
ce qui pouve le résultat annoncé. O

Ainsi, puisque la 2-forme og est fermée sur €2, il existe une 1-forme wa = A;dg; + Asdgs telle que
dws = og. On définit alors le potentiel magnétique de B comme

A:=qeR?:— (28;) € R2.

Se pose alors la question de 'unicité d’un tel potentiel vecteur, élucidée dans le lemme suivant grace au
Lemme de Poincaré.

Lemma 2.1.2. Soient A et A € COO(R(QI,]R2) telles que, via lidentification avec les formes différentielles,
dwa = dwz = Bdg; Adge. (2.2)
Alors, il existe une fonction ¥ € COO(RZ,R) telle que
A=A+VU. (2.3)

Inversement, si A et A satisfont (2.3), alors (2.2) est vérifiée, ou, en d’autres termes, les potentiels vecteurs
définissent le méme champ B.
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Démonstration. Soient A et A satisfaisant (2.2). Alors,
d(wA - OJA) = 07

ie. la 1-forme wa — wj est une forme fermée. En appliquant le Lemme de Poincaré ci-dessus il existe une
0-forme, donc une fonction ¥ € C*°(R2,R) telle que

wA—wA:d\Il

en identifiant ¥ avec la 0-forme correspondante. Ainsi, puisque d¥ = wyy on obtient (2.3). Inversément, en
supposant (2.3),
de =dwa + (—6281\1' + 8162‘1’) =Bdg; ANdge

par lemme de Schwartz. O
Ainsi, on constate que le potentiel magnétique A ainsi défini n’est pas unique, mais & une jauge ¥ pres.
L’introduction du potentiel magnétique permet alors de définir I’hamiltonien magnétique associé a B.
Le formalisme hamiltonien
On commence par définir ’hamiltonien magnétique.

Definition 2.1.3. On considére espace des phases associé & R?, T*R? ~ R xR2. L’hamiltonien magnétique
est donné par
H:T'R*> (¢,p) = H(g,p) = [p— A(@)|* €R

ott || - || définit la norme euclidienne sur R2.

On remarque alors qu’une particule soumise & un champ magnétique pur, se situant en un point (g, p) de
Pespace des phases, a une énergie H (g, p) qui ne dépend pas directement de la valeur du champ magnétique
en ¢ mais de celle du potentiel magnétique.

Pour décrire les trajectoires du mouvement par cette fonction hamiltonienne, il est nécessaire d’introduire
quelques notions de géométrie symplectique. Il est connu que ’on peut munir le cotangent T*R? d’une forme
symplectique naturelle

wo = dg1 Adpr + dgz A dpe

olt (q1,q2) désignent le systéme de coordonnées canonique de TR? identifié & R? et (p;, p2) correspondant aux
coordonnées canoniques de (TR?)* identifié & TR? via ¢} = p; et g5 = pa. Le théoréme de représentation de
Riesz nous apprend alors que pour toute 1-forme L € (TR?)*, il existe un unique champ de vecteur x € TR?
tel que

Vg € R?, VX € T,R?, L,(X) = wo(x(q), X).

Appliquons cela & ’hamiltonien H et considérons la 1-forme définie par la différentielle de H, & savoir dH .

Theorem 2.1.4. Il existe un unique champ de vecteurs
xu € TR?
tel que pour tout g € R?, pour tout X € Tq]RQ,
dgH(X) = wo(xm(q), X).

Ce champ de vecteur est appelé le champ de vecteurs hamiltonien de H.
Remark 2.1.5. Si
_ 0 I
7= (% 6)

désigne la matrice symplectique de M4(R), si VH désigne le vecteur gradient de H, on a la relation

XH = JVH.
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Les trajectoires du mouvement magnétique sont alors obtenues en intégrant ce champ de vecteurs : si
X(t) = (q(t),p(t)), (q(t),p(t)) correspondant & la trajectoire d’une particule issue de (go,po) dans le champ

magnétique B, on a
X(t) = xu(t)
{X(O) = lwop0) 24

Puisque la fonction hamiltonienne H est de classe C*°(R*,R), on a le théoréme d’existence locale de solution
a I’équation ci-dessus, donné par le Théoreme de Cauchy-Lipshitz.

Theorem 2.1.6. Pour tout Xo € T*R?, il existe T(X,) > 0 et une unique application (®*(Xy))
de classe C1([0,T(Xy)), T*R?) solution de

tef0.7(x0))

S (X0) = xu(#(X0))

(2.5)
o'=0 = X,

De plus, t — ®(Xo) définit un groupe a un paramétre, que l'on appelle le flot hamiltonien issu de Xo et
Uapplication
D (t,Xo) g q)(t,X())

définie sur un voisinage ouvert U de {0} x T*R? de Ry x T*R? est un difféomorphisme global de U sur son
image.

Remark 2.1.7. On supposera dans la suite, pour des raisons de simplicité, que le flot est global en temps,
ce qui n’est bien slir pas le cas en toute généralité.

En explicitant (2.5), la trajectoire (q(t),p(t)) d’une telle particule est alors donnée par les équations
hamiltoniennes du mouvement
i =0,H(q,
p=—-0,H(q,p)

et de maniére tout aussi remarquable ces équations ne dépendent pas du champ magnétique directement
mais de son potentiel vecteur associé. Un premier intérét au formalisme hamiltonien développé ci-dessus est
donné par le théoreme suivant.

Theorem 2.1.8. Le flot hamiltonien laisse H invariant, i.e.
VteR, (®')*H=Hod"'=H.
De plus, le flot hamiltonien donné par H préserve la structure symplectique de T*R?, i.e.
vt € R, (®")*wy = wo.
Ainsi, en plus d’étre un difféomorphisme, application
X € T*R? = ®'(X) € T*R?,
pour t fixé, constitue un symplectomorphisme.

Démonstration. La premiére assertion se vérifie en dérivant par rapport au temps 'application H o ®. En

effet, on obtient
d
&H 0 ® = dgtH - x(®") = wolxm(®"), xu(®")) =0
par antisymétrie de wg, d’ou
VteR, Hod' = Hod" = H.

Pour la deuxieéme assertion, on se réferera a [68, chapitre 8] O
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Ce théoeme montre que le formalisme hamiltonien entre dans le cadre des systémes conservatifs, i.e.
systemes dont I'énergie est conservée au cours du temps. Ainsi, ’énergie magnétique est constante lors de
la propagation. De plus, cela prouve que les trajectoires sont piégées dans les lignes de niveau de H. Une
application a ce théoréme est que pour toute condition initiale Xy appartenant a une ligne de niveau bornée
de H, le flot correspondant est global. Puisque la fonction hamiltonien H est conservée au cours du temps,
elle peut étre appelée une intégrale premiere du mouvement. Dans le cas des systémes 1-D, cela constitue
des systémes complétement intégrables (c.f. [68] pour une définition et la théorie qui en découle).

Compatibilité entre les équations de Hamilton et le principe fondamental de la dynamique

A ce stade du développement, il est bon de se poser la question suivante : quel est lien entre le formalisme
hamiltonien développé ci-dessus et le principe fondamental de la dynamique, ou deuxiéme loi de Newton ?
Effectivement, ce dernier nous enseigne que si x désigne la position d’une particule dans un champ magnétique

=
B, alors elle est soumise a la force de Lorentz

— —
FLorentz =iAB

et le mouvement est décrit par
— —

i = FLorentz = 4 A B. (2.7)

Il S’avere que les deux équations du mouvement (2.6) et (2.7) sont équivalentes. Dans le développement qui
suit, on considerera que ’hamiltonien magnétique est donné par

1
H = 5lp = Alg)]”

ce qui simplifiera les différentes identifications entre les variables (g,p) du formalisme hamiltonien et les
variables (z,) des équations de Newton. En effet, si on explicite les équations hamiltoniennes (2.6), on
obtient

¢ =p—Alg)p = (T,A)" (p — Alg)) = (T,A)"q,

ou T,A désigne I'application tangente & A en ¢, d’out en posant z(t) = ¢(t), on obtient & = p — A(z) et
i=p—T,Ai = (T,AT — T, A)i.

Finalement, par un calcul on obtient
—
i=1AB,
et on retrouve la force de Lorentz et les équations newtoniennes du mouvement. Inversement, partant des
équations de Newton (2.7), en posant pour position ¢(t) := z(t) et pour impulsion magnétique p(t) :=
Z(t)+ A(z(t)), on retrouve les équations hamiltoniennes du mouvement. Ainsi, les descriptions hamiltonienne
et newtonienne du mouvement sont équivalentes.
Il est & noter que le principe fondamental de la dynamique ne nécessite pas l'introduction d’un potentiel

magnétique A, et donc n’appelle pas l'outillerie des formes différentielles et de la géométrie symplectique.
Comme on le verra dans la section 2.3, c’est ce qui fait la richesse du formalisme hamiltonien.

Exemple : cas du champ constant

Prenons le cas du champ constant B = Bg. Un choix possible de potentiel magnétique est alors A =
(A1, Ao)T avec
A RS (q1,2) = 0 et Ay :R? 3 (q1,q2) — Bogi.

On retrouve bien
doa = Bodgi Adge = wi,.-
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FIGURE 2.2 — Résolution numérique de la trajectoire (g1(t), g2(t)) d’une particule dans un champ variable
B(q1,q2) = 2 — cos(q1) + ¢3. La trajectoire oscillante enserre une ligne de niveau de B.

L’hamiltonien magnétique a alors pour expression
H:R*xR*3 (q,p) = pi + (p2 — Bowr)?

et les équations hamiltoniennes du mouvement sont données par

G1 = 2p1

g2 = 2(p2 — Boq1)

p1 = 2Bo(p2 — Bog1)
p2 =0

La résolution de ces équations conduit a ’expression suivante de la trajecoire

< Zgg ) = ag cos(2Bot) + By sin(2Bot) + Cy

avec g, fo et Co dans R*. On trouve alors un mouvement circulaire, de pulsation donnée par le champ
magnétique 2B, appelée aussi pulsation cyclotron (voir [47] par exemple). On retrouve le mouvement circu-
laire caractéristique des particules chargées en présence de champ magnétique. Lorsque le champ magnétique
varie peu, ou lorsque I’énergie de la particule est tres petite, on constate que le mouvement d’une particule
est circulaire rapide de centre suivant une dynamique plus lente, ce qui est lié au résultat de forme normale
mentioné plus haut (c.f. section 2.2 pour les détails et la Figure 2.2).

2.1.2 De ’hamiltonien magnétique au laplacien magnétique

La formulation hamiltonienne de la dynamique classique permet de décrire le mouvement d’une particule
grace & une fonction hamiltonienne H, qui généralement correspond & une fonction énergie de la particule
étudiée. D’une maniere similaire, pour décrire la dynamique quantique d’une telle particule, on utilise une
‘fonction énergie’, en réalité le quantifié de la fonction H, et une équation du mouvement quantique, ’équation
de Schrédinger. Dans cette section, on définit le quantifié de H et on donne des propriétés du propagateur
associé.
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On suppose a partir d’ici et pour toute la suite que le champ magnétique B est dans une classe de
symboles S(m’), pour m” une fonction d’ordre sur T*R?. Par le Lemme de Poincaré, et plus précisément
via (2.1), on remarque que le potentiel magnétique A a ses deux composantes A; et Ay dans une classe
S(m’). On obtient finalement que ’hamiltonien magnétique ci-dessus appartient & une classe S(m), ce qui
nous permet de le quantifier avec de bonnes propriétés de 'opérateur pseudo-différentiel obtenu.

Definition 2.1.9. On définit le laplacien magnétique comme le quantifié de I’hamiltonien magnétique
Ly.a := Opy (H)
que I'on munit provisoirement du domaine . (R?). Il a pour expression
Lya = (—ihdy — Ay)? + (—ihdy — As)?
que 'on écrira de maniére plus concise L5 4 = || — AV — A2

On remarque immédiatement qu'un tel opérateur n’est pas borné sur L2(R?), qu’il est bien défini sur les
fonctions de Schwartz .7 (R?) et qu’il y est symétrique :

Vo, € S (R?), (¢, Lnat)12re) = (Lnap, ¥)12®2).

Nous énongons quelques propriétés du laplacien magnétique.

Caractére autoadjoint du laplacien magnétique

On introduit I'espace HY défini par
Hj = {u e L*(R®) t.q. (—ihV —A)u e L*(R?)}

que I’on munit de la forme sesquilinéaire (-, '>H}; donnée par

Ve €Hh ey = [ (<inY = A)p- T — Ajide + |

opdz.
R2

On a alors la proposition suivante.

Proposition 2.1.10. L’espace (HY, (-, ~>H}\) est un espace de Hilbert, dans lequel C§°(R?) est dense.

Démonstration. La forme sesquilinéaire (-, '>Hi\ définit bien un produit scalaire sur Hy . On prouve la com-
plétude de I'espace. Pour cela on consideére une suite de Cauchy (uy, )nen de (Hy, (-, >Hi\) Puisque pour tout
u dans HY

lullf, = I(=ihV — A)u|E2ge) + llullfs ge).

on obtient que (un)nen et ((—ihV — A)uy), . définissent aussi des suites de Cauchy sur L?(R?). Par
complétude de cet espace, il existe deux fonctions u et v dans L2(R?) telles que les suites (up)nen et
((—inv — A)un)n oy convergent respectivement vers u et v dans L?(R?). Enfin, par continuité de V et de la
multiplication par A dans I’espace des distributions D, ((—ihV — A)un)
sens de D’ et par unicité de la limite

nen converge vers (—ihV — A)u au

(—ihV — A)u = v dans D'.

Or, v € L2(R?), d’out (uy)nen converge vers u dans Hj , ce qui achéve la preuve de complétude.
En ce qui concerne le résultat de densité, on commence par poser

H1A7comp := {4 € Hj tel que supp(v)) compact}.
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Puisque A € C*°(R?) C L3, (R?), on a de maniére directe que Hy .., € H'(R?). On prouve que C5°(R?)

loc
est dense dans Hy ... Ce fait se prouve par régularisation. En effet, soit ¢ € Hj .o, €t 80it (p5)nen une
approximation de I'identité lisse & support compact. On pose ¢, := p, * ¢, qui définit une suite de fonctions
de C§°(R?). Par les propriétés des approximations de I'identité, ||, — ¢l (r2) — 0 lorsque n — 0, d’out

on g et Ve, 5 Vo

Enfin, puisque A € Li_ et puisque (¢, —¢)nen est une suite de fonctions de supports inclus dans un compact

fixe, on obtient que [|A(¢n — ¢)|lL2®2) — 0, ce qui achéve la preuve de densité de C5°(R?) dans H}y .o,
On prouve maintenant que C5°(R?) est dense dans HY . Pour cela on consideére f € H} tel que

Vo € C5°(R?), [ Tpda /W(fmv — A)f(—ihV — A)pdz = 0. (2.8)

Par densité de C5°(R?) dans Hp .o, (2.8) s’étend a toutes fonctions ¢ € Hy .o, On considere alors

X € C5°(IR?) une fonction réelle positive valant 1 sur B(0,1) et 0 en dehors de B(0,2), et soit pour n entier
Xn(2) = x(z/n). On pose alors ¢, = x,f. On a alors ¢, € H},&ycomp et ainsi (2.8) est vérifiée pour tout ¢y,
n € N. Or, (2.8) se réécrit pour p = ¢,, n € N,

/RQ Yol f12da + /]R Xn|(—ihV — A) f|2dz + %/W((fmv —A)f)- (fmfvx (;))dx —0. (2.9)

Puisque f € HY et x € C5°, on obtient que

1 /RZ((—mv ~ ) (ingvx () )ar — 0

n

et par application du théoréme de Beppo-Levy, (2.9) donne a la limite n — oo

2 —ihV — A)f|> = 0.
JrP+ [y = Ay <o

Ainsi, si f € HY est orthogonal & toute fonction ¢ € C§°(R?) au sens du produit scalaire (-, '>H}\, alors f =0,
ce qui prouve la densité de C§°(R?) dans HY. O

On a alors le théoreme suivant qui donne une réalisation autoadjointe de Lp a .
Theorem 2.1.11. On définit ’espace

HR = {p € L*(R?) t.q. (—ihV — A)*p € L*(R?)} .
Le laplacien magnétique muni du domaine

Dom(Lp a) := Ha
définit un opérateur autoadjoint sur L2(R?) et de plus
Ly a : Dom(Ly a) — L*(R?) (2.10)

est une application bijective d’inverse continue.

Démonstration. Pour prouver ce résultat, on invoque le théoréme de Lax-Milgram (c.f. [56, 31]) dont on
donne un énoncé.
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Theorem 2.1.12. Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que V s’injecte continuement dans H et tels
que V soit dense dans H. Si B est une forme sesquilinéaire hermitienne continue sur V coercive, i.e. telle
qu’il existe o > 0 avec

Vu € V,B(u,u) > aofu|)?,

alors il existe un opérateur L de domaine
Dom(L) :={u € V: v+ B(u,v) est continue sur V pour la topologie de H}
défini de maniére unique pour tout u € Dom(L) par
Yo eV, B(u,v) = (Lu,v)q.

Lopérateur £ : Dom(L) — H ainsi défini est bijectif d’inverse continu et Dom(L) est dense dans H. Il
s’agit d’un opérateur autoadjoint de domaine Dom(L) dense dans V.

En reprenant les notations du Théoréme 2.1.12, on pose H := L%(R?) et V := H}&. Selon la proposition
précédente, ils définissent des espaces de Hilbert avec les normes associées, et V s’inclut continuement dans
H, avec densité du premier dans le deuxiéme. De plus, on définit la forme sesquilinéaire hermitienne sur V

Bra:Hy x Hy 3 (u,v) = [ (—=ihV — A)u(—ihV — A)vdz +/ uodz € R.
R2 R2

Pour u € V, By a(u,u) = [[ul|}: , ce qui donne la continuité de Bp A sur V. En remarquant que pour tout
A

u€eV,
Yo €V, By alu,v) = (Lsau,v)wH,

on obtient alors par application du Théoréme de Lax-Milgram que le laplacien magnétique L5 o de domaine
Dom(Ly a) = H% définit un opérateur autoadjoint. De plus,

£h,A : Dom(ﬁh)A) — LQ(RQ)
est une application bijective d’inverse continue. O

Le caractere autoadjoint de (Eh, A, Dom(Lp, A)) nous permettra de définir le propagateur associé lors-
qu’on introduira 1’équation de Schrédinger associée. La propriété de régularité elliptique ci-dessus permet
d’inverser le laplacien elliptique. En d’autres mots, si on se donne f € L2(R?), alors par le théoréme précédent,
il existe une fonction u € H% telle que

EhyAu = f

Liens entre le laplacien magnétique L5 o et le champ magnétique B

Comme mentioné plus haut, il est surprenant de voir que le laplacien magnétique dépend non pas de la
fonction B directement mais du potentiel A. On constate cependant que le champ B resurgit dans la forme
quadratique associée a Ly a. On rappelle I'expression de la forme sesquilinéaire

Bpa:Hy x Hy 3 (u,v) = [ (—=ihV — A)u(—ihV — A)vdz +/ uodz € R.
R2 R2

et on définit la forme quadratique asociée a Lx A
Ona:Ha Surs Bra(u,u) €R.
La proposition suivante donne une estimation de la forme quadratique par le champ magnétique.

Proposition 2.1.13. Pour toute fonction u de Hj,
Qna(u) = / |(—ihY — A(2)) o(@)|*dz > h / Blo(x) d.
RQ
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Démonstration. On prouve le résultat sur I'espace .7 (R?), ce qui est suffisant par densité de .#(R?) dans
H4. On a, pour ¢ € ¥ (R?),

Qale) = [ 1=V = AW pla)ateda.

On remarque alors que par intégration par partie, pour j € {1,2},

[ ih0; =A@ Pota)a@ie = [ | [(=ihd; = Aj(a)ple) dr

8
d’ou
Qale)i= [ IV = Aw) pla)| da.
Or
[—ihdy — Ay, —ihds — As] = —iliB.
Ainsi

([=1h01 — A1, —ih0s — Az o, <P>L2(JR2) = _m/]R2 B(z)|p(z)[*dz,
et par intégration par parties,
([—ihdy — A1, —ihds — As) @, @)12mey < 2[[(=ihdy — A1)l 2 gay (002 — A2) @l 2 g2
d’ot1, en utilisant
2||(=ihd1 — A1) llpa(gey II(=ihd2 = A2)@ll2(gay < [I(=ihd1 — A)@lIT2(ge) + [[(=ih02 — A2)¢l[7a ge)
on obtient le résultat annoncé. O

La Proposition 2.1.13 permet par exemple de pallier au manque d’ellipticité du symbole de L a. En
effet, dans [74, Chapitre 6], on trouve que des opérateurs pseudo-différentiels avec des conditions d’ellipticité
sur le symbole définissent des opérateurs a résolvante compacte. Dans le cas présent, le laplacien magnétique
n’a pas d’hypotheése d’ellipticité sur son symbole (la surface d’annulation ne peut pas étre compacte). Ceci
dit, la condition

B(q) — o0
lg|—o0
suffit & prouver que L5 a est a résolvante compacte (voir [4, 17, 34]). Néanmoins, en dimension n > 2, il est
nécessaire d’ajouter une condition de régularité sur le champ magnétique a l'infini (voir I'Hypothése 3.1.1
du Chapitre 3).

Un autre lien entre le laplacien magnétique et le champ magnétique B, qui sera énoncé et prouvé dans

le Chapitre 3 est le suivant :

Proposition 2.1.14. Sous l’hypothese de contréle suivante
Ya € N?, 3C, > 0 t.q. Vg € R?, |0°B(q)| < C.B(q),
il existe C > 0 et hig > 0 tels que pour tout ¢ € Dom(Lpx a), pour tout h € (0, fig),
(B |2 g2) + [|(B)/2(—=ihV — A)||L2ee) < [¢llL2@2) + [1£n,a%[|L2 @2)-

Autrement dit, cette proposition montre que la multiplication par le champ B est en quelque sorte
contrdlée au sens L2 par le laplacien magnétique. Cette estimation sera un ingrédient central dans la preuve
des estimées en temps longs de la propagation magnétique de fonctions de I'espace de Schwartz (c.f. Théo-
réeme 3.1.6).
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Propagation quantique par un champ magnétique

On s’interesse maintenant a la dynamique quantique d’un état soumis & un champ magnétique. La
dynamique quantique est donnée par l’équation de Schrodinger, définie a partir de la fonction ‘énergie
quantique’ du systeme, a savoir le quantifié de H, le laplacien magnétique L a. Ainsi, pour un état initial
w0 € L2(R?), on considére I’équation de Schrodinger magnétique

ihopp' = L t

T AR (2.11)
P = %o

Une premiere question est celle de D'existence de solutions a (2.11). Puisque (L5 a,Dom(Lp a)) est un

opérateur autoadjoint et indépendant du temps, le Théoréme de Stone y répond (voir Annexe A pour un

énoncé et [56, 31] pour une référence).

Theorem 2.1.15. Pour tout o € Hy, il existe une unique solution locale et de classe C* en temps
't Plyg.

Cette solution est globale, et vérifie
||<Pt||L2(R2) = ||800||L2(JR2)~

Pour tout t € R et pour tout po € Hy, on a Plyy € Hy et ainsi Uopérateur P est unitaire sur L?(R?) et
laisse H)y stable. De plus, pour tout t,s € R, on a

PtPS — PSPt — Pt+8
i.e. la famille (P%)ycr est un semi-groupe.
Ce théoreme prouve l'existence et 'unicité d’un propagateur magnétique
t e R PP e L(LA(R?))

de classe C! en temps et solution de
ihOy Pt = Ly o P*
Pt:O - ’isz (Rz)

Il s’agit de ’analogue quantique du flot hamiltonien ®? introduit plus haut. Il est & noter que ce qui nous
donne l'existence et la globalité en temps de solutions d’un telle équation est le caractere autoadjoint et
indépendant du temps de L5 a. Cela ne serait pas vrai en toute généralité, par exemple dans le cas d'un
opérateur dépendant du temps. De plus, cela souligne une premiere différence entre la propagation quantique,
qui est globale en temps, et la propagation classique, qui a besoin d’hypotheéses plus fortes sur H pour avoir
un flot global.

Une deuxiéme question est la suivante : Quelle régularité peut-on espérer pour une solution Pty de
(2.11) 2 Le Théoréme 2.1.15 nous donne seulement le caractére unitaire de la famille (P?);cg, i.e. que la
norme L? d’une fonction propagée est constante au court du temps, donc exactement contrdlée. En fait, en
fonction de la régularité de g, on peut espérer une meilleure régularité du propagé Ptypg. On peut se référer
par exemple & [72], qui traite de la régularité des solutions dans des cas ou le potentiel décroit a I'infini, ou
encore le Chapitre 3 qui traite le cas de la régularité au sens de Schwartz avec des estimations uniformes en
temps longs (i.e. pour des temps ¢t — oo quand i — 0, c.f. Théoréme 3.1.6). Ces estimations nous seront utiles
lorsqu’on étudiera la propagation pour une classe particuliere d’états, que ’on appelera états cohérents. Voir
aussi le Chapitre 4 pour un résultat de propagation par des hamiltoniens généraux permettant un controle
en temps finis (par rapport au parametre /i) des normes de Schwartz.
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Changement de jauge

Comme expliqué plus haut, on a vu que le potentiel magnétique n’est pas défini de maniere unique et
que si A et A proviennent du méme champ magnétique, alors il existe une fonction ¥ € C>(R?) telle que

A = A + VVU. On obtient alors deux hamiltoniens
H:R*xR*3 (¢,p) = [lp— A(@> et H:R*xR?>3(q,p)— |p— A9l

et les deux laplaciens magnétiques associés, L a et Ly, 5, autoadjoints de domaines Dom(Lp o) = Hj et
Dom(L;, ;) = HQA définis ci-dessus. Se pose alors naturellement la question du lien entre ces deux objets et
les propagateurs correspondants. Effectivement, provenant d’'un méme champ B, ces deux potentiels doivent
définir les méme ‘géométries’, i.e. les hamiltoniens doivent étre équivalents d’un point de vue symplectique
et les laplaciens doivent étre unitairement conjugués. Pour expliciter ce lien, on commence par poser 'appli-
cation ® définie par

P :R* x R? 3 (¢,p) = (¢,p — V¥(q)).

On peut aisément vérifier qu’il s’agit d’un difféomorphisme de R? x R? sur lui-méme, et d’inverse
o' R? xR? 3 (¢,p) = (¢,p + V¥(q)).

On remarque de plus que
O*(dg Adp) =dgAdp

par le théoréme de Schwartz, puisque ¥ € C°°(R?). Ainsi ® est un symplectomorphisme, c’est-a-dire qu’il
s’agit d’un difféomorphisme conservant la structure symplectique sur R*, et donc les équations hamiltoniennes
du mouvement. On voit alors clairement, que

H=9%"H.

Ainsi, les dynamiques définies par H et H sont équivalentes via ce symplectomorphisme et ne dépendent pas
du choix du potentiel A. D’un point de vue quantique, on commence par la remarque suivante : pour toute
fonction f € enYDom(L; a), on a

Ainsi, on obtient

. , _ i . . . . . 4, .
et, puisque opérateur e~ #"¥ est unitaire sur L?(R?), les deux laplaciens sont unitairement équivalents. I en
est de méme pour les propagateurs associés.

De la dynamique quantique a la dynamique classique : le cas magnétique

Nous avons présenté jusqu’ici les différentes notions de propagation magnétique, que ce soit la propagation
classique par le formalisme hamiltonien ou la propagation quantique a l'aide de ’équation de Schrédinger. 11
est alors légitime de se demander quels sont les liens entre ces deux propagations. Une premiere réponse est
fournie par le théoréeme d’Egorov, dont on a discuté dans le chapitre précédent. Ce dernier permet d’affirmer
que pour des temps finis (par temps finis on entend des temps indépendants du parameétre %) la dynamique
quantique de n’importe quel hamiltonien ‘raisonnable’ suit la dynamique classique associée. C’est ce qui sera
mesuré par le biais des états cohérents dans le Chapitre 4. Quid des temps longs 2 On répondra a cette
question dans le Chapitre 5, ot on montrera notamment que la dynamique classique permet d’expliciter la
propagation magnétique quantique d’états microlocalisés en un point, les états cohérents, pour des temps
d’ordre A~!. Ce dernier résultat s’appuiera sur les résultats de formes normales classique et quantique propres
au champ magnétique en dimension 2. Il s’agit la aussi d’un lien important entre la dynamique classique et
la dynamique quantique magnétique.
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2.2 Géométrie du champ magnétique et formes normales

Comme illustré dans la section précédente, le champ magnétique courbe les trajectoires classiques des
particules. Un premier responsable de ce phénomene est la force de Lorentz qui s’exerce sur les particules en
présence de champ magnétique

— ) —
FLorentz - m(t) A B.

Cette force s’écrivant comme un produit vectoriel avec le vecteur vitesse, par principe fondamental de la
dynamique, ceci contraint I'accélération & étre orthogonale a la vitesse de la particule, d’ou le mouvement
courbé. Puisque l'on a introduit le formalisme hamiltonien, il serait intéressant de mettre en lumiére un
responsable plus ‘symplectique’. C’est tout I'objet de cette section : confondre par des outils de géométrie
symplectique I’élément de la dynamique hamiltonienne qui courbe les trajectoires. De maniére plus précise,
nous énoncerons deux résultats de formes normales (symplectique et quantique) qui permettront d’expliciter
la trajectoire de particules a petites énergies dans des champs magnétiques.

2.2.1 Cas du champ constant
On considére un champ magnétique B constant, i.e. tel qu’il existe By > 0 avec
B:R?’5¢— By eR.

On considere le potentiel magnétique
A:R*3 g~ (0,Boqr)

associé au champ B. L’hamiltonien magnétique est donné par
H:R* xR? > (q,p) = pT + (p2 — Boan)*.
On considere alors I’application linéaire

b1 P2

L:R?x R*(q,p) = (VBogi — —==, /Boga — =, , )T e R
(a:) = (VBoar = Jp VBote = U U By

qui est symplectique, et on remarque que
L*H :R* 3 (q1,q2,p1,p2)" = Bolqi +p?).

En posant
IV =R2xR2 > (¢,p) = % + p?

qui est Poscillateur harmonique classique dans la coordonnée (g1, p1), on obtient que 'hamiltonien magné-
tique est a un symplectomorphisme preés un oscillateur harmonique & une dimension. Cela explique ’aspect
oscillatoire des trajectoires classiques. Mais on assiste a un autre phénomene : on a une réduction de la
dimension. En effet, 'hamiltonien magnétique & deux coordonnées est symplectiquement équivalent & un
oscillateur harmonique a une dimension. D’un point de vue quantique, les conséquences sont d’autant plus
importantes. En effet, en quantifiant ’application symplectique L par un opérateur métaplectique U}, associé
(voir [20, 48, 13] pour une définition ou le Chapitre 4), en désignant 1’oscillateur harmonique quantique dans
la premiere coordonnée par

Iél) = —h?07 + 23,

on obtient
Ui Ly aUn = BoZV.

En posant (h;);en la suite des fonctions de Hermite en la coordonnée z1, et en posant pour un entier j > 0,
H; = Vecty, (h;) @ L*(R,,)
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on a, puisque les H; sont en somme directe orthogonale,

UpLnaUs =Bo > h(2j + 1)y,
JEN
ou les I3, sont les projecteurs orthogonaux associés aux espaces H; ce qui donne une expression du propa-
gateur
Phi=Uy Yy Bt |
J
Jj=0

11 se passe alors un phénomeéne qui motive toute I’étude du Chapitre 5 : en posant ¢ = th, et en considérant

S ¢ LB (2j+1
Pl=P' =T, enBoithiy, |
j=0

on obtient sur chaque espace H; une nouvelle dynamique quantique, générée par le propagateur

iy P HPoC40)
associé a I'opérateur pseudo-différentiel de multiplication par (2§ + 1)Byg, pour des temps d’ordre t = A~ t.
Ainsi, le laplacien magnétique dans le cas du champ constant hérite des propriétés spectrales de 'oscillateur
harmonique et permet une description de la propagation niveau de Landau par niveau de Landau. On peut
alors étendre les résultats de propagation connus en temps finis & des temps d’ordre A~ 1.

L’opérateur plus simple (loscillateur harmonique 1-D) obtenu par conjugaison par un opérateur unitaire
est ce que lon appelle la forme normale de Ly a (cf. [74] par exemple pour une théorie générale des
formes normales d’opérateur pseudo-différentiels). Dans le cas de 'hamiltonien magnétique et de son pendant
quantique le laplacien magnétique, San Vi Ngoc et Nicolas Raymond ont prouvé des résultats de formes
normales que nous allons présenter ci dessous. On donnera la preuve de ces résultats a la fin de ce chapitre.

2.2.2 Forme normale symplectique de I’hamiltonien

On considére & partir de maintenant un champ variable B qui ne s’annule pas sur un ouvert { de R? (on
supposera B > 0). Soit A un potentiel vecteur associé, et H(q,p) := ||p — A(q)|* 'hamiltonien associé. On
définit la surface caractéristique ¥ de H comme son lieu d’annulation, i.e.

%= H ' ({0}) = {(¢,p) € R*[p = A(q)} -

Le théoréme suivant montre I’existence d’'un symplectomorphisme ® qui transforme I’hamiltonien magnétique
initial en une forme normale modulo un reste infiniment petit en la distance a la surface caractéristique X.

Theorem 2.2.1. [I existe un symplectomorphisme ® défini sur un ouvert Q de C,, x Ri, a valeurs dans
T*R? = Rg X RIQ), qui envoie le plan {z1 = 0} sur X, et tel que
Ho® = |z1[*f(z2,|1]*) + O(|z1]™),
ot f:R2 xR — R est une application lisse. De plus, l’application
¢:Q3q— 2 (g, Ag) € ({0} xRZ,)NQ
est un difféomorphisme local vérifiant
fo(9(q),0) = B(q).

On remarquera que contrairement au cas du champ constant, ce résultat est un résultat local, le symplec-
tomorphisme ® étant construit sur un voisinage de {z; = 0}, i.e. pour des ‘petites valeurs’ de 'hamiltonien
H.

Ce théoreme permet une meilleure compréhension du mouvement classique magnétique. En effet, il donne
acces au théoréme suivant. On pose

K :(2z1,2) € Q- |2’1\2f(22, |21|2)-
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Theorem 2.2.2. Pour ¢ > 0 suffisamment petit, pour (q,p) tel que H(q,p) = O(¢), pour T. = Te~ ! avec
T > 0 donné, alors le flot t — ®%(q,p) est défini pour tout t € (=T, T.) et l'image de (—T¢,T.) par ce flot
est un ensemble borné. De plus, on a

i. uniformément pour des temps d’ordre T, = O(In(e)),
125 (g, p) — P (a.p)|| = O(e>);

ii. si on suppose en outre qu’il existe un intervalle J fermé tel que B(q) € J et tel que dB ne s’annule
pas sur B1(J), alors uniformément pour des temps T, = O(e™ 1),

1@ (g, ) — P (a:p)[| = O(€).
La preuve du Théoréeme 2.2.2 repose sur le lemme suivant.

Lemma 2.2.3. On pose I := |z1|? et on rappelle que
K : (21,2’2) € Q — |21|2f(22, |21|2)
de sorte que
H:=K+0OI>®). (2.12)
Soit 0 < e < e et M > 0. On considére
2
Ue := {|Z1|2 < 5 |z2| < M}

et
Vei={|z1]> < €, |z| < 2M}.

Soit
T. :=sup{T t.q. Vt € (-T,T), VXo € U, D} (Xo) € V. }.

Alors, il existe une constante Ce,, indépendante de €, ne dépendant que de la géométrie des ensembles Ue,
et Ve, et de celle du champ magnétique B, telle que

T >

€

Démonstration. Soit Xo € U.. Par (2.12), on a 'expression de H en Xj :
H(Xo) = L(e)é?

avec L(e) = Bog(Xo)(1+R2(X)(e?)), avec Ry une fonction lisse. On pose T.(Xp) le temps de premiére sortie
du flot ®;(X,) de 'ensemble V.. Si T.(Xy) = oo, la propriété est trivialement vraie en ce Xy, on supposera
alors que X est tel que T,.(Xj) soit fini. Puisque H est invariant par le flot ®%;, si @4 (Xo) = (q(t),p(t))
dans les coordonnées d’origine, on obtient

vt € (=Te(Xo), Te(Xo)),  [lp(t) — Alg))] = v/ L(e)e.
En écrivant le champ de vecteur hamiltonien x g (g, p) = (p—A(q), DyAT (p—A(q))T, Vt € (-T.(Xo), T.(Xo))

It
127 (Xo0) — Xoll < /0 Ixs o @3 (Xo)llds < V/L(e) (1 + | DAllo,v,, ) [t]e. (2.13)

On pose de plus I(t) := I o ®4;(X;). On regarde I'évolution I(¢) au cours du temps. Par (2.12), pour N
un entier arbitraire, on peut trouver une fonction lisse Ry telle que H = K + IV Ry. On obtient alors
vt € (—Te(Xo), Te(Xo))

L1y

ST = {1, HY 0 @4 (Xo)}| = IV() {I(0), Ru()} < IV (@) |V Ryl
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En intégrant,
[1(t) — 1(0)] < 2CNe*N Tt (2.14)

avec Cy = ||[VRy||oo,v,,- On fait alors la dichotomie suivante : le flot ®%;(Xy) sort de Ve au temps T.(Xo)
soit parce que I(T.(Xo)) = €2, soit parce que |29(t)| = 2M. Dans le premier cas, par continuité du flot, (2.14)
donne )

€
5 < H(T(Xo0)) = 1(0)] < 20NN TIT,
d’ott T, > 4Cne*N~1 pour N arbitrairement grand. Dans le deuxiéme cas, toujours par continuité du flot,
Iestimation (2.13) donne

M < [[@f(Xo) — Xoll < V/L(e) (1 + | DA|oc,v,, ) Te(Xo)e.
Ainsi, en prenant N suffisamment grand et ¢y < 1, et en remarquant que
L(€) < B o ¢ Hlooat, (1 + [R2lloos,)) = ClIB o ¢~ oo,

on obtient y
et (2.15)

TE(XO) 2
VCOIB o6 ocas, (14 IDA]v,,)

Comme le membre de droite dans (2.15) ne dépend pas de X, notant que

T.= inf T.(X
nf, Te(Xo)

on obtient le résultat annoncé. O

On ne prouvera pas ici le Théoréme 2.2.2 puisque il s’agit exactement de la méme preuve que dans [57].
En effet le Lemme 2.2.3 joue le méme role que [57, Lemme 3.1] en remarquant que, puisque on n’a pas
d’hypothese de confinement, le controle des trajectoires ne se fait que pour des temps d’ordre T, ~ ¢! o1 €
correspond informellement a la fois & vV H et & la distance & la variété caractéristique ¥ dans les coordonnées
(Zl y 22).

Le Théoreme 2.2.2 ci-dessus implique que les deux dynamiques sont assez proches. Il suffit donc d’expli-
citer la dynamique issue de I’hamiltonien K. Pour comprendre le flot ®%-, on commence par s’intéresser a la
quantité I := |z1|%. On a

{K7 I} =0,

d’ou I est une quantité invariante, ou intégrale premiere, du mouvement. De méme,

{K’f(vj)} =0,

d’ou f(-, I) désigne une autre intégrale premiére du mouvement. On remarque de plus que ces deux quantités
sont en involution :

{4, f(, D)} = 0.

On obtient donc que les champs de vecteurs hamiltoniens associés xr et x; géneérent des flots hamiltoniens
qui commutent :
Vt, s, <I>? o ®f = fo@?.

Or, le champ de vecteurs x g s’écrit
xk =Ixy+ fxi

On obtient donc la décomposition abélienne du flot issu de K
t _ Fft It
Ol = 7" 0 Oy
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Reste alors a décrire les flots générés par xr et x . Puisque I = |21|2, le flot @ s’intégre facilement dans les
coordonnées (z1, z2) :
t(,0 0 it .0 0
P (21, 22) = (21, 23).

Ainsi, le flot @{t(z% 29) décrit des oscillations autour d'un centre (0, 29) € ¥ de pulsation
wi=f(z3,1) = Bo ¢~ (23) + O(I).

On reconnalit en particulier la pulsation cyclotron. En ce qui concerne le flot associé a f, si @‘} = (z1(t), 22(t)),
on obtient

Zo(t) = Xz, f(22(1), 1)
21(t) = Orf(22(t), I)xr(21(t))

ol X, désigne la composante zo du champs de vecteur hamitonien issu de f. On obtient alors que le flot
associé a f est donné par une dérive en zo, d’hamiltonien

hi:z € RZ 5 f(z0,]) =Bog¢ ' +0O(I)

ou I est fixé, et une oscillation en z1, de période 9; f. Ainsi, @}t est responsable de la dérive en la coordonnée
zo (coordonnée correspondant a la surface caractéristique), a vitesse d’ordre I ~ e, et la dérive est lente
devant la période des oscillations, de période f + I0;f = 07 K. On obtient alors le corollaire suivant.

Corollary 2.2.4. Soit T > 0 et soit g comme introduit dans le Théoréme 2.2.2. On considére Xg € Rg X Ri
tel que H(Xo) < € pour € < €, € introduit ci-dessus. Alors, le flot @ issu de Xo est donné pour des temps
[t| < T/e a un terme d’ordre O(e>) prés par la composition abélienne d’un flot périodique obtenu par action

transitive de S', de période 01K, et d’une dérive lente du centre de ces oscillations le long de ¥, d vitesse
de lordre O(e).

On obtient le mouvement centre-guide annoncé. En effet, ce corollaire donne une description précise du
mouvement : il s’agit d’oscillations de rayon

€
r(t):wloq)fq:MiBoq)g{ +O(€3/2)

pour une énergie H = ¢, la vitesse angulaire de la rotation étant donnée par
O(t) = —2B o dt, + O(e).

En ce qui concerne le centre ¢(t) des oscillations, il dérive lentement dans la surface caractéristique en suivant
I’hamiltonien

hy = I(t)B o dl,

et ainsi avec une vitesse ¢(t) = O(e).

2.2.3 Forme normale quantique

On cite le théoreme de forme normale quantique, qui est la version quantique de Théoreme 2.2.1

Theorem 2.2.5. Pour h assez petit, il existe un opérateur intégral de Fourier unitaire Uy, tel que

UgﬁmAUﬁ =N + Ry,
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1. Nest un opérateur pseudo-différentiel qui commute avec

Iy = hQQil + a3

2. Pour toute fonction d’hermite hj, telle que Iél)hj = hW(2j + 1)h;, Uopérateur N'9) défini sur L*(Ry,)
par

h; ®N(j)(u) =N(h; @ u)

est un opérateur pseudo-différentiel de classe S(1) et d’ordre 1 en h, avec pour symbole principal
n (29, 8) = h(2j + 1)B o ¢~ (22,&)
avec ¢ le difféeomorphisme introduit dans le Théoréme 2.2.1;

3. Etant donné un opérateur pseudo-différentiel Dy, avec pour symbole principal dy tel que do(z1,22) =
c(z2)]2112 + O(|21]?), et pour tout N > 1, il existe deux opérateurs pseudo-différentiels Sp n et Zn tels
que

Ry = Sh,N(Dh)N + Zn,

avec Zn un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole est nul sur un voisinage fize de la surface
caractéristique de la forme normale symplectique K, c’est-a-dire sur un voisinage fize de {z1 = 0} ;

4. N =H) + Qpn, ou H) = Opy (HY), H® = Bo ¢~ (22)|2112, et lopérateur Qp, est relativement borné
par rapport a 'H% avec une borne arbitrairement petite.

Ce théoréme est une version légerement différente de celui présenté dans [57]. En effet, dans article
d’origine, ’Opérateur Intégral de Fourier Uy était microlocalement unitaire sur un voisinage de la surface
{z1 = 0}. Cependant, il est possible de le définir comme globalement unitaire et satifaisant les mémes
hypothéses locales du Théoréme 2.2.5 quitte & changer Zy (c.f. la preuve dans la section 2.3). L’unitarité
de Up va étre un outil important dans la description géométrique de la propagation en temps longs du
Chapitre 5.

On remarque de plus que la forme normale A ci-dessus définit un opérateur essentiellement autoadjoint
sur . (R?). En effet, on apprend de [31] par exemple que, puisque Q est relativement borné par rapport
a HY, si HY est essentiellement autoadjoint, alors A" aussi. Et H) étant un produit tensoriel d’opérateurs
essentiellement autoadjoints sur .#(R), il est lui aussi essentiellement autoadjoint sur . (R?) et il en va de
méme pour N. Ceci permet entre autre de définir le propagateur associé par application du Théoréme de
Stone.

Le Théoreme 2.2.5 sera un outil central de I’étude en temps long d’états cohérents dans le cadre magné-
tique. Il permet de faire le lien entre la dynamique classique de particules et la dynamique quantique d’états
localisés. L’oscillateur harmonique I,gl) joue un role central dans ce résultat. Effectivement, il permet 1’écri-
ture de cette forme normale en somme directe d’opérateurs pseudo-différentiels 1-D, chacun correspondant
a un niveau de Landau de l'oscillateur : il s’agit d’'un phénomeéne de réduction de dimension, dont on tirera
pleinement partie dans le Chapitre 5.

Ce théoréme a de nombreuses implications spectrales. Dans [57], les auteurs font 'hypothése d’un champ
magnétique confinant, ce qui leur donne un laplacien magnétique avec le bas du spectre discret. Ils obtiennent
alors de bonnes propriétés de localisation des fonctions propres associées via les estimées d’Agmon et en
déduisent des développements asymptotiques complets des valeurs propres correspondant a ce bas de spectre
discret.

2.3 Une idée des preuves des théoremes de formes normales
Dans cette partie, on présente les arguments principaux des preuves des deux théoremes de formes

normales, le Théoreme 2.2.1 et le Théoreme 2.2.5. L’idée est de présenter une forme normale de I’hamiltonien
magnétique en munissant la surface caractéristique d’une structure symplectique, puis de remanier cette
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forme normale par un procédé de Birkhoff (voir [70, 9] pour la théorie générale) pour obtenir le terme
f(22,]21|%) + O(|21]°°) de maniére & pouvoir le quantifier et obtenir la forme normale quantique. 11 s’agit
d’une preuve tres géométrique et assez belle. C’est pourquoi je la joins au présent manuscrit. Cette section
est entiérement tirée de l'article on elle est donnée, & savoir [57]. Dans toute la preuve, on remplacera ) par
R? pour simplifier. Il faut néanmoins garder & l’esprit que I’hypothése principale que I’on utilise est la non
annulation du champ B sur Q et qu’ansi, ce qui suit est vrai sur tout ouvert de R? sur lequel B ne s’annule
pas.

2.3.1 Etude géométrique du fibré normal symplectique & la surface caractéris-
tique

Tout commence avec la définition de la surface caractéristique :
2= H ' ({0}) = {(a.p) € T'R*|p = A(q)}-

Dans cette définition de ¥ on remarque tout de suite qu’il s’agit d’une surface, en tant qu’image de R? par
la fonction
jra € R (q,Alq) €3

Par définition, j est surjective sur ¥ (et méme bijective). On va s’aider de cette fonction pour transporter
la structure symplectique de R? sur ¥. On pose w := dg; A dp; + dgs A dps la forme symplectique naturelle
sur T*R2.

Lemma 2.3.1. L’application j définit un symplectomorphisme de ¥ sur R? et Jrdws : T*R? — T*Y est
donné par
J*dw;s = dA = Bdg; A dge.

Démonstration. Soit ¢ € R?. On a alors
Jw(q) = w(i(q)) o dj(q)

=dq1 Nd(Ai1(g)) +dg2 A d(A2(q))
= (02A1(q) — 0142(q))dq1 A dga.

Comme le champ magnétique est supposé comme ne s’annulant pas, ceci prouve que j transporte la structure
symplectique sur ¥ en une structure symplectique sur R? vu comme T*R. De plus j est un difféomophisme :
il s’agit donc d’un symplectomorphisme de R? sur . O

Notre but est de décrire ’hamiltonien H pour de petites énergies, c’est a dire sur un voisinage de 3. On
s’aide alors du symplectomorphisme j pour définir une structure symplectique sur ce voisinage. On considere
pour cela I'application tangente de A :

Vg eR?, T,A: X €R? - TeA - X € Ty %
Puisque ¥ est le graphe de 7, on obtient pour tout ¢ € R? :
TjE = Tej(T,R?), avec Tyj = (idr g2, T,A).
Ceci donne acces & une description précise du fibré normal symplectique T+3.

Lemma 2.3.2. Pour tout ¢ € R?, on pose les vecteurs
1 T
u1(q) == —=(e1,(T4A) " e1) et wvi(q) :=

VB

Alors (u1,v1) définit une base symplectique de T;(q)> 3.

(62, (TqA)Teg).

® -
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Démonstration. 1l suffit de vérifier que u; et v, sont deux vecteurs de Tj-(q)Z et que w(uq,v1) = £1. O

Cette description du fibré normal permet d’expliciter le Hessien de H en restriction & T3, que l'on
appelera le Hessien transverse.

Lemma 2.3.3. Le Hessien transverse de H est donné par
Mat(y, v)d*Hjpis, = 2Bl
ou Iy désigne la matrice identité de Mo(R). En d’autre termes, pour tout (x,y) € R?, pour tout q € R?

&5 H(wur(a) +yon(a) = 2B(* +47).

Démonstration. Le Hessien de H est donné par
d°H = 2||dp — TyA o dq||” +2(p — A, d(T, A o dg))

ot || - || et (-,-) désignent la norme et le produit scalaire euclidien sur 7*R? = R*. Soit alors (¢,p) € %,
c’est & dire tel que p = A(q). Pour tout (X,Y) € Tj-(q)22, on a alors, puisque (X,Y) € Vect(ui(q),v1(q)),

Y = TqATX et

i, yH(X,Y) =2[[Y - T,AX|]?
= 2||(T,AT - T,A) X,

=
Un calcul donne (T,AT — T,A)X =BA X, d’'on

2 A2
@, H(X,Y)=2|[B A B|

et enfin, pour (o, B) € R?, pour X = auy(q) + Bvi(q), on obtient
&, H(X,Y) = 2B(a® + 5°)

d’ou le résultat annoncé. O

On reconnait ici un oscillateur harmonique classique, responsable des oscillations rapides autour de la
dérive lente dans la dynamique classique magnétique (c.f. Corollaire 2.2.4).

2.3.2 Construction du symplectomorphisme ¢

Considérons maintenant ’espace C,, x Rﬁg, muni des variables canoniques z; = x1 +i&; et 29 = (22,&2)

et ainsi de la forme symplectique wg = dxy A d&§; + dao A dés. Posons maintenant

(b: (q17q2) € Rg = (ZEQaE?) = (q17/7q2B(q17s>dS> .
0

On voit aisément que ¢ réalise un difféomorphisme de Rg sur son image ¢5(R3) C REZ et que
¢ (dza AN d&s) = jHw.
En posant alors j = j o ¢! on obtient que
jioR) =S
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est un symplectomorphisme. L’idée est maintenant de s’appuyer sur ce symplectomorphisme et d’utiliser la
base (u1,v;1) pour d’écrire un voisinage de 3. Dans ce but on pose @1 := uo ¢t et 91 : = vod~! et on définit
I’application ~
o C, x REZ — T+

(:Cl + ifl, 2’2) — 131’&1(2’2) + 5151(22) ’
Il s’agit d’un difféomorphisme envoyant TLg(Rﬁ) sur TTY, dont la différentielle est égale & ’identité sur
{0} x g(Rﬁ). On aimerait alors que ® soit un symplectomorphisme car, par développement de Taylor en
z1 =0 (voir (2.16)), .

Ho®(z1,2) = Bog ' (z2)|a1]* + O(z1]?).

Malheureusement, il n’y aucune raison pour que ® soit un symplectomorphisme. Cependant, on a le lemme
suivant.

Lemma 2.3.4. Pour tout ouvert borné U de g(Rg), il existe € > 0 et un difféomorphisme Sy de B(0,¢) xU
sur lui méme tel que, Vzo € U,

d(0u22)5u = Z’dT(O,@)(CZI XREQ
et tel que B
SZ}‘P*W = wyp-

Autrement dit, ce lemme propose pour chaque ouvert borné de qb(Rg) de relever le difféomorphisme ®
en un un symplectomorphisme sur un voisinage tubulaire de cet ouvert dans C,, x Rgz. On ne donnera pas
la preuve de ce lemme, mais on peut en donner une idée (se référer a [57] pour une preuve compléte). On
commence par remarquer que 'application

o : C., x¢(RZ) — T*RZ =R2 x R2
(x1 +1i&1,22) = J(22) + P(x1 + &1, 22) = j(22) + 210(22) + &101(22)

est un difféomorphisme d’un voisinage de {0} x ¢(R?) sur un voisinage de . Fixant un ouvert borné ¢/ dans
¢(R2), il existe € > 0 tel que ®q réalise un difféomorphisme de B(0,¢) x ¢(R2) sur B(0,e) x ¢(U) C TLE x X,
On remarque de plus que 3
(Pow — wo) {0y xu = 0.

Par une méthode semblable a celle utilisée pour construire la forme différentielle dans le Lemme de Poincaré
(Théoréme 2.1.1), on peut alors construire le difféomorphisme S;; du lemme ci-dessus. Il est a noter que pour
deux ouverts bornés U et V d’intersection non vide, les difféomophismes associés Sy, et Sy coincident sur
B(0,e) x U NV quite & prendre un ¢ plus petit. Ceci permet alors de définir un difféomorphisme S, d’un
voisinage A de {0} x g(R2) sur lui-méme tel que

Vac A, S*®iw = wp.

Posons ® := &, o S. Cette application est ainsi un symplectomorphisme de A sur son image qui est un
voisinage ouvert de X. Etudions alors 'hamiltonien H o ®. Il s’agit d’'un hamiltonien sur A, de surface

caractéristique ®~1(X) = {0} x g(Rﬁ). Le fibré symplectique normal est transporté, pour zo € R2 | de

Z9
T(Jé 22)2 sur C x {z2}. On a de plus P’expression du Hessien transverse :

@ (H 0 @) (20} = dip(0,25) 7 0 (d(0,2) P, (0,20 ) = 2B 0 g~ (22)idl(r 0 {za})2-
Ainsi, par les formules de Taylor, en développant en la variable z; autour de 0, on obtient
1
Ho®(z1,22) = Ho®(0,22) + do,2,)(H o ®)z1 + §d%0,22)(H 0 ®)(21,21) + O(|z1]*)
=0+0+Boo 1 (2)x20(x)?). (2.16)

On parvient alors a un résultat semblable & celui de I’énoncé du Théoreme 2.2.1. Cependant, on a ici un
terme de reste de 'ordre O(]21]?), alors que I'on aimerait avoir un terme d’ordre O(|z1|>°). Pour ce faire, on
utilise un procédé de forme normale de Birkhoff.
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2.3.3 Forme normale de Birkhoff

Le résultat de forme normale ci-dessus montre, en posant H=Ho P,
H=H,+ O(|z1%)

avec Hy = B o ¢~ 1(23)|21]. Le but est d’appliquer de nouveau une transformation & H de sorte & obtenir
un reste d’ordre O(]z1]°°), quitte & modifier le terme Hy en une autre fonction toujours en les variables zo
et |z1)%. 1l est & souligner que l'objectif est exactement d’obtenir une fonction en la variable |z;]?. Un outil
puissant pour parvenir a ce but est la forme normale de Birkhoff, que I'on va détailler dans la suite. Ce qui
suit est inspiré de [9, 70]. On trouve aussi une version classique des formes normales de Birkhoff dans [69].

L’idée de la forme normale de Birkhoff est de travailler sur la série de Taylor de H en la variable Zz1en
0, notée T(ﬁ ), et d’y appliquer une transformation qui se relévera en un symplectomorphisme sur H. Ce
dernier transformera la série T(H) en une série en |z1|?, ce qui permettra de conclure au résultat qui nous
intéresse par application du Lemme de Borel.

Commencons par poser le cadre des séries formelles qui nous intéresse ici. On considere

& = C™(22)[[x1, &1, ]

I’espace des séries formelles en x1, &1 et A, et a coefficients dans les fonctions lisses en z5. On définit de plus
I’application
T Coo(Zl,Zg) — &

qui & une fonction lisse en (21, 22) associe sa série de Taylor en z; = 0. Par le lemme de Borel, il s’agit
d’une application surjective non injective. On définit enfin le degré d’'un mondme z¥£™A! comme entier
|k| + |m| + 21, avec k, m € N2 et [ € N. L’espace vectoriel des mondmes de degrés N sera alors noté Zy et
Oy désignera 'espace des séries formelles de valuation au moins N.

Puisque 'on cherche & obtenir un résultat compatible avec le cadre symplectique de T*R2, on munit &
du produit de moyal #, définit par

k

o ik
VE,Ge &, F#G= Z h [AD)H(F(2,m) Gy, )] | ye (2.17)
k=0

avec

1
A(D) = 5(8961877 - aya§1)‘

En remarquant que AA(D)(Pn) C Pny1 pour tout entier N, le produit # étant bien défini sur les séries
formelles au sens de la topologie usuelle. On munit ainsi & d’une structure d’algebre non commutative, et
on définit le crochet de commutation correspondant, appelé crochet de Weyl,

VF,G € &, [F,G]=F#G — G#F.
En appliquant la formule (2.17), on obtient que pour tout entier Ny, No,
h Y On,, ON,] C On,+N,—2 (2.18)
Une application naturelle définie sur les algebres non commutatives est 'application adjointe associée & un

élément F', définie par
ady : K € & — [A K].

Si A € 05, on remarque, par (2.18), que ad4(€n) C On41. On peut ainsi définir 'application
et ad KEé”i—)Z adkKeé”
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qui désigne alors une série convergente au sens de la topologie des séries formelles, ou on a posé ad% =idg,
et on a, pour K € O,
1
e A — K i tada K 4 Opryo (2.19)

avec ih tads K € Opr41. On énonce a présent le résultat de forme normale de Birkhoff. Pour simplifier les
notations, puisque Hy est égal a sa série de Taylor, on l'identifiera avec sa série formelle T'(Hy) € &.

Proposition 2.3.5. Soit v € O53. Alors il existe T,k € O3 tel que
th” tads (Hy+7v)=Ho+k
avec, [k, Ho] = 0.
Démonstration. On prouve le résultat par récurrence. Soit, pour N > 1, &y la proposition suivante
Py il existe Ty € O3 tel que
e~ il adry (Hh+7v)=Ho+ks+ ...+ kN1 + BRyio+ Onas (2.20)

avec, en posant g := Ho, pour tout 2 < j < N +1, k; € Z;, ad|;, 2k =0 et Ryy2 € Dnyo.

Par définition de Hgy et de ~, la proposition & est vérifiée. Supposons alors &y vraie pour N > 1 et
prouvons Zn.1. La proposition &y nous prodigue alors 7y, K3,...,kn+1 et Ryio tels que (2.20) et les
hypotheses suivantes sont satisfaites. Considérons alors 7 € Py 2. On remarque alors que

e ey (Hy + ) = (ihad et adry Hotn) 4 gy o

=Ho+r3+ ...+ kN1 +Eng2 + Ongs

avec, par (2.19),
EN+2 = Ry4o + (ihil)adT/HO =Hy—Bo ¢’1(z2)ad|z1|27’.

En notant que ad|.,2(Zy) C Z pour tout entier M, on a kn12 € Pn42. Or,
ﬁilad|zl|2 = 2x18§1 — 26104, ,

d’ont, par un calcul, on peut trouver 7’ tel que ad., 26n42 = 0, ce qui prouve &y 1. En posant alors

7':27'1\; et KZZKN,

N0 N0
qui sont bien des séries convergentes dans &, on a [k, |21]%] = 0 et
eih tads (Ho+7)=Hy+ &
ce qui conclut la preuve. O

Appliquons ceci & H. On a .
H=Hy+R
avec R = O(|z1]?) le reste de Taylor du développement (2.16). On obtient alors au sens de &

T(H)=Ho+7v

avec 7 = T(R) le développement de Taylor a tout ordre de R en z; = 0, d’ou v € 03. Par la proposition
précédente, il existe alors k et 7 dans O3 telles que

e T(H) = Ho + K (2.21)
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avec k telle que [k, |21|%] = 0. Cela implique que » peut s’écrire comme une série formelle en les indéterminées

|z1|% et B, i.e.
K= Z Z Bl e (22)]21]2™

k>120+m=k

avec (¢m,1(22))m,iz0 C C> (Rzz). On vise dans un premier temps une application classique du résultat de
forme normale de Birkhoff, ’'application quantique étant faite dans la sous-section 2.3.4. Pour ce faire, on
commence par remarquer que
ih~'ad, — ad,,,
h—0

avec 7o € & indépendant de fi. En faisant tendre le parameétre i vers 0 dans (2.21), on obtient
el T(H) = Hy + ke (2.22)

avec

Rel = Z cm,0(22)|31|2m

m>1
Par le lemme de Borel, on conclut qu’il existe une fonction
fiR2 x[0,400) & R

de classe C™ telle que T(f) = Hy + ke 1l reste alors a relever application e*de sur & en un symplecto-
morphisme agissant sur les hamiltoniens. Pour cela, on invoque un lemme issu de [69], dont on ne donnera

pas la preuve.

Lemma 2.3.6. Soient H € C*®°(T*R2,R) et A € O3 indépendant de h. Soit a € C*(T*R2 R) vérifiant
T(a) = A. Alors,
T((®L)*H) = e *T(H) (2.23)

pour des temps t > 0 tels que le flot dans le membre de gauche soit bien défini.

Ce lemme se prouve en montrant que les deux membres de 1’égalité (2.23) satisfont & la méme équation
différentielle. En posant S € C*°(T*R2,R) telle que T'(S) = 7.1, et en considérant le flot hamiltonien issu de
S, on obtient un symplectomorphisme ®%=! sur un voisinage ouvert de {0} x QS(R?I) tel que

(PG H 0 (21, 22) = f(22,|21%) + O(|25°)

ce qui acheve la preuve du Théoreme 2.2.1.

2.3.4 De la forme normale symplectique a la forme normale quantique

Reste a prouver le Théoreme 2.2.5. La preuve repose sur la forme normale de Birkhoff ci-dessus. On
commence par faire un choix différent de fonction f. En effet, il est possible de réordonner les coefficients de

la série de Taylor de f comme
K=Y Y Hema(a)*(laf)r
k>12l+m=k

ott (|z1|2)#™ = |212# ... #|21|%, m fois. Ceci est possible puisque (X#™),, est une famille génératrice de
R[X]. Grace au lemme de Borel, on peut trouver une fonction f# & support compact telle que la série de
Taylor de f# corresponde & la série réordonnée :

T (F (| 2) = 3 S Hemalza)* (1 )#.

k>0 2l+m=k

Ici, T™ désigne I'application qui associe a une fonction sa série de Taylor ordonnée en puissances au sens
du produit de moyal. Par le calcul fonctionnel (voir [15] pour une référence), si Z, := Op}y (|21]?) désigne
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l'oscillateur harmonique en la variable 21, on définit f#(h, Iy, z2) comme un symbole en 2y & valeurs opéra-
teurs, que I'on quantifie en un opérateur pseudo-différentiel en la variable z3. Ces opérations sont licites car
la fonction f# est & support compact. Par définition de f#, il existe une fonction f# telle que

f#(ha Iﬁv 22) = Iﬁf#(hazha Z?)'
Dfi & ceci, quitte & restreindre le support de f# il existe 19 tel que pour tout 1 € (0,179), pour toute fonction
¥ € C°(R?),

‘<Op;iu(f#(ha Ifm 22))1/)7 1/)>L2(]R2) < 77||I}}L/21/)||L2(]R2) (224)

On revient alors & 'hamiltonien magnétique H. En (2.16), on a l'existence d’un symplectomorphisme ® tel
que Ho® = Hy + r, avec T%(ry) = v € O3. Par le Théoréme d’Egorov (voir Annexe A, [74] pour une
référence), il existe un Opérateur Intégral de Fourier unitaire V3 associé au symplectomorphisme ® tel que

V{LE,AV}‘L =Ho+ Op;‘;(ﬁi) + Os(m)(h)

ot m est une fonction d’ordre telle que H € S(m). Quitte & modifier r en 75, en y ajoutant les termes du
O(h) de symbole de séries de Taylor d’ordre au moins 3, on obtient

Vi Lr,aVi = Ho + Coh + Opy (71)

avec Cp une constante, le terme Cyhi correspondant au seul terme d’ordre 2 dans le O(#i). En fait, on peut
prouver que Cy = 0 (voir [57] pour les détails). En appliquant la Proposition 2.3.5, si T () = ¥, on obtient
I'existence de deux séries formelles 7 et k dans O3 telles que

Bihiladr (HQ —+ ’~}/) = HO + K

avec [Hy, k] = 0, ce qui nous prodigue une fonction f# comme introduite ci-dessus, vérifiant 7% (f#) = & et
(2.24). En appliquant le lemme de Borel a la série formelle 7, on obtient une fonction lisse réelle & support
compact ay telle que T (ap) = 7. Par le théoréme d’Egorov, en considérant le propagateur associé a ay pris
au temps 1, noté eihilOquf(“ﬁ), l'opérateur

w w

e —1 s —1
6fzh Op} (ah)vrzkﬁh,AVhem Opy (an)

est un opérateur pseudo-différentiel. Par le calcul, on constate que le symbole de cet opérateur a pour série
de Taylor

eihfladTTw(H o @) — HO + K.

Il vient alors que
e—ih’IOp}f(ah)(V;£h7AVh)eihOp}f(an) =Ho + Op%u(f#(h, Th, 2:2)) + Ry,

avec Ry un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole a sa série de Taylor nulle a tout ordre en z; = 0.
En posant
Uh = ‘/}LeihOp%}(arz),

et
N = Ho + Op¥ (f7#(h, Tn, 22))

on obtient alors I'opérateur unitaire ainsi que l'opérateur A/ annoncés dans le Théoréme 2.2.5. Le calcul
fonctionnel nous donne alors les points 1 et 2 et le point 4 est prouvé par (2.24). Il ne nous reste plus qu’a
prouver le point 3. On se donne donc Dy un opérateur pseudo-différentiel avec pour symbole dy(z1, 22) =
c(2z2)|21)%> + O(|z1|?). Par le lemme de Morse, on peut trouver un difféomorphisme d’un voisinage de {z; = 0}
sur lui méme tel que, si Z; désigne la coordonnée dans la nouvelle carte, do(Z1, z0) = ¢(22)|21|2. Etant donné
que tous les résultats ci-dessus sont locaux en z; = 0, quitte & restreindre le voisinage de {0} x g(R?]), on peut

60



faire la preuve sur le voisinage prescrit par le difféomorphisme du lemme de Morse. Nous allons prouver 4
par récurrence. Supposons que ’on ait

Ry = OpY (so +hs1+...+ hksk) szv + hHlRﬁka’

avec les symboles s; de série de Taylor s’annulant a tout ordre en Z; = 0. On cherche a construire le symbole
sk+1 tel que
Ry = Opy (so+hst+ ...+ B sp + W siq) DY + W2 Ry oo,

11 suffit de trouver s;41 tel que, si 7p ;41 désigne le symbole de Rj j1,
N
Thk+1 = dy Sk+1-

Or, puisque le symbole rp 141 s’annule & tout ordre en Z; = 0, il existe une fonction ¢, telle que

Thie1 = Ora|2 Y.

Alors

A Drt1
k1= —x—
N

convient, ce qui prouve 3. Ceci achéve la preuve du Théoréeme 2.2.5.
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Chapitre 3

Propagation magnétique, temps longs
et estimées de Schwartz

When you appeal to force, there’s
one thing you must never do —
lose.

Dwight Eisenhower
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L’objet de ce chapitre est 'article [5] soumis en collaboration avec Nicolas Raymond et San Vi Ngoc.
Contrairement au chapitre précédent, il concerne la propagation magnétique en dimensions quelconque.
Cependant, 'application de ce résultat quant a elle sera faite dans le Chapitre 5 en dimension 2. Je remercie
tout particulierement Nicolas pour sa contribution a la mise en forme et a la preuve du résultat présenté ici.

ON THE STABILITY OF THE SCHWARTZ CLASS
UNDER THE MAGNETIC SCHRODINGER FLOW

Abstract : We prove that the Schwartz class is stable under the magnetic Schréodinger flow when the
magnetic 2-form is non-degenerate and does not oscillate too much at infinity.

3.1 Introduction

3.1.1 Motivation and context

This paper is devoted to describing the solutions to the magnetic Schrédinger equation. Let B be a
smooth and closed 2-form on R%. Let A : R — R? be a 1-form (identified with a vector field) such that
dA = B. The magnetic Schrodinger operator is the essentially self-adjoint differential operator

d
Ly = (—ihV - A)? =" 17,
j=1

where h > 0 and, for all j € {1,...,j}, L; = —th0; — A;. Its domain is given by
Dom(%,) = {1y € L*(R?) : (=ihV — A)p € L*(R?), (—=ihV — A)*p € L2 (R?)}
= {¢ € L*(RY) : (—ihV — A)*yp € L*(RY)}.
The time dependent magnetic Schréodinger equation is given by
—ihowp = L, P(0) = b € Dom (L) . (3.1)
By Stone’s theorem, this Cauchy problem admits a unique solution, evolving in the domain of .%,, and it is
given by

ity

VteR, w(t):eTwo
By unitarity of the flow, we have

vieR, [v®l = llvoll,  [Zay(@)I = |Lntboll,

where || - || denotes the usual norm on L?(R?). This norm controls the rough phase space localization of the
quantum state 1 (t) ; a natural question is to know to which extent a strong phase space localization of g
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is preserved by the flow. More precisely, this paper was inspired by the following rather naive question. Is it
true that

Yo € S(RY) = WVteR, o) e SRY ? (3.2)

If so, what kind of explicit control do we have in terms of the Schwartz semi-norms ?

These questions are motivated by the recent investigation of the propagation of coherent states by the

magnetic Hamiltonian flow in two dimensions (see Chapitre 5). The present paper gives a positive answer

0 (3.2). Our explicit estimates of the Schwartz semi-norms (in terms of the semiclassical parameter h),
combined with the use of the Birkhoff normal form from [57], turn out to be the key ingredients in the study
by [6] of the propagation of coherent states up to times of order h=", for all N € N. This gives a quantum
analog to the low energy (say of order ¢) classical propagation for times of order e~ (see [57, Theorem
1.2]). Taking into account the analysis of [32], one can even hope to extend these results to three dimensions
where the classical dynamics has a more complex behavior.

Independently of this motivation, the answer to (3.2) has an interest of its own, especially because it lives
at the confluence of two closely related domains : hypoellipticity and semiclassical analysis with magnetic
fields. On these vast subjects, the literature is enormous, and we only refer to [41, 36, 34, 37, 66, 67, 22, 56].
We can also refer to [46] for a related work. In this paper, we will use many classical ideas from these two
contexts, and provide an elementary and self-contained presentation.

3.1.2 Main results

Let us now describe our assumptions and results.
Let & be the class defined by

P ={p € €°RY) :Ya e N I(C,m) € Ry x Ry Vo € R, [0%Y| < C(x)™}.

The following assumption will hold throughout the paper, where we identify B with its antisymmetric
matrix obtained in the usual basis (dz; A day;j < k).

Assumption 3.1.1. We assume that
i. A belongs to & (in particular B € &),
ii. there exists by > 0 such that, for all z € RY,
Tr " B(x) > by,

where Tr*B(z) denotes the sum of the moduli of the eigenvalues with positive imaginary part of the
matrix B(z),

iii. for all @ € N%, there exists C' > 0 such that, for all x € R%, ||0°B(z)|| < C||B(z)||, where || - || denotes
a norm on the space of matrices.

Assumption 3.1.1 is stronger than really necessary as we can see in our proofs. In this context, we will
use the following lemma (see [35, Theorem 2.2]).

Lemma 3.1.2. We have
infsp(L) =h inﬂgd TrB(x) + o(h).
xre

In particular, there exist C > 0 and hg > 0, such that, for all h € (0, hg), £ is invertible and
Il < Cht
In the following, we will always assume that h is small enough and such that .%}, is invertible.
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Definition 3.1.3. For all n € N, we let
Dom(#") = {¢ € L*(RY) : V0 € {1,...,n} : L'~ € Dom(Z,)}.
The operator £} is defined by induction by
v € Dom(Ly), L = Lu(Lr ).

The operator (Dom(.Z}"), Z}") is self-adjoint and invertible. The following theorem proves some magnetic
elliptic estimates, showing that iterations of the magnetic laplacian %}, control iterations of the magnetic
derivatives (L;)i<j<a- This will be an important tool on the proof of the main result of the paper.

Theorem 3.1.4. Let Assumption 3.1.1 hold. Let n € N. There exist hg > 0 and C > 0 such that, for all
h € (0,hy), and all ¢ € Dom(.Z}"),

> Loyl < Ch )Ly (3.3)

oe2A(2n)

where, fork € N, (k) = Uzzo{l, o dY Pt and forp €N, foro € {1,...,d}tbPt Ly = Loy Loy,
with the convention Ly = 1d.

In the case where A is bounded, Theorem 3.3 is closely related to [66, Theorem 3], which deals with the
context of general Garding inequalities.

Definition 3.1.5. For all k € N and all ¢ € .7 (R%), we let

= max [|z2%9° .
T
lal+1B8I<k

We can now state the main result of this paper.

Theorem 3.1.6. Let Assumption 3.1.1 hold. For allt € R, we have

ity

e (RN C S RY).

More precisely, for all M € N*, for all k € N, there exist hg >0, C >0, N € N* and K € N, such that, for
all h € (0, hg), and for all Yy € (R?), and all t € [0,h~M],

it

pr(e o) < Ch Npg (o) .

Theorem 3.1.6 is related to the (pseudo-differential) analysis in [67, Section 7]. In this work, under the
assumption that the derivatives of order two or higher of the symbol of the propagator should be bounded, a
parametrix of the evolution operator was constructed. Closely related is also the paper [60, Corollary 2.11],
based on the analysis of coherent states, where the derivatives of order three or higher of the symbol have
to be bounded. Our approach here is more directly related to the structure of the magnetic Laplacian, and
is reminiscent of the analysis in [41] of the ellipticity of certain algebras of non-commuting vector fields.

3.1.3 Organisation of the proofs

In Section 3.2, we prove Theorem 3.1.4 by using a regularization argument involving exponentially weigh-
ted estimates and commutator estimates. In Section 3.3, we apply our magnetic elliptic estimates to prove
Theorem 3.1.6.
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3.2 Magnetic elliptic estimates

This section is devoted to the proof of Theorem 3.1.4.

3.2.1 Density argument

Let us explain here why it is sufficient to prove Theorem 3.1.4 for 1 € .7 (R%).

Let us consider f € L?(R?). There is a unique 1) € Dom(.%}") such that £ = f. Consider fi € 65°(R?)
converging to f in L?(R?) and consider the unique v, € Dom(.%) such that "¢ = fi. Note that, by
continuity of (Z*)~1, 1y converges to 1 in L*(R%).

Lemma 3.2.1. We let

HZ (RY) = {4y € L*(RY) :Va e N 38 > 0: #@ 9% € L2(RY)}.

exp

Consider f € HZ (RY). Then, the unique solution u € Dom(.%,) to Lu = f satisfies u € HZ (R?).

exp exp

Démonstration. The proof follows from the classical Agmon estimates (see [1, 30]). Consider 8 > 0 such that
P f e L2(RY). Let € > 0 and ®. = Smin((z),e~1). We have the Agmon formula (see [56, Section 4.2]) :

(L, e*®=u) (—ihV — A)e®eul?dz — h?|| VO e®=ul|?.

In particular,

/Rd |(=ihV — A)eP<ul*da — B2h%|[e®ul® < [l f]|[le®=ul|. (3.4)
On the other hand, by Lemma 3.1.2, we get, for some ¢ > 0,
(he — B%h?)|[e®=u|)? < /Rd |(—ihV — A)e®<ul?dz — 52Rh%| e ul®.
Choosing 8 small enough, we get, for some C(h) > 0 independent of ¢,
le®<ull < C(h)lle® f]]-
Then, we take the limit ¢ — 0 and apply Fatou’s Lemma to find
le”ull < C(R)l|e” ) 1] (3.5)

Coming back to (3.4), and replacing 3 by 5 < 3, we get

le®s(—ihV — A — ihV®, )u|>dx — B2h%|[e®=u)?® < |le® ][] e u

Rd
Thus,
h? P P ® 3 ® ®
G Ll Vulds < e e ul + BR P ul? + 2 (V. + A)ePul?
R

< le® fllle®ull + 2h?|le®<ul|® + 4| Veee®<ul® + 4] Ae®eul?.

Using that A € &, (3.5), and Fatou’s Lemma, we get Py € L2(RY).
Considering the equation Zyu = f, we get, in the sense of tempered distributions,

—h*Au = f — |A]Pu—ih(V - A)u — 2ih(A - V)u. (3.6)
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Noticing that we have just controlled the terms of order at most one, we deduce that, for some § > 0,
A Ay e L2 (RY),

and also
A (eﬁ<w>u) e L2(RY).

By Fourier transform, we get
P@y e HA(RY),

which implies that, for all a € N? with |a| < 2,
A@ ooy e L2(RY).
The higher order derivatives can be controlled by induction (taking successive derivatives of (3.6)). O

Remark 3.2.2. By the Sobolev embeddings, we have H (R?) C .7 (R9).

exp

By Lemma 3.2.1, we see that 1, € .7(R%). Assume that (3.3) holds for any 1 € .7 (R%), with 1) = ), — )y,
for all (k,£) € N2, this shows that, for all o € 2(2n), (Ls%n)nen is a Cauchy sequence in L?(R%). Thus, in
the sense of distributions, Lyt € L?(R%). It remains to use again (3.3) with ¢ = v and to take the limit
k — 4o0.

3.2.2 Preliminary lemmas

Lemma 3.2.3. For all ¢ € Dom(.%},), we have
. o _ L, o
I(=ihV = M)y < S 1Y,

where |[|I%, = 1¥[* + | Zuy]*.

Démonstration. We recall that, by definition of the domain, for all ¥ € Dom(.%},),

d
(L, ) = I(=ihV — M) > =D | Lywl®,
j=1

so that

d
S ILlP < -l
j=1

Lemma 3.2.4. There exist C > 0 and ho > 0 such that, for all ¢ € #(R%) and all h € (0, hy),
I(B)Y ]| + [[(B)2 (—ihV — A)io|| < Ch ™ [[¢]l., (3.7)
Moreover, for all ¢ € Dom(.%,), we have
By € L2(RY)  and |B|?(—ihV — A)y € L2(RY),
and (3.7) holds for ¢ € Dom(.%},).
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Démonstration. By integration by parts and using Assumption 3.1.1,

[ BT = Ayofds = (B)(iV = A)u (<ihY — A)Y)

(
(Zny, (B)9) + Cl[(B)9|[[(—=ihV — Ay
ClBPIY 2. -

. (3.8)
<

Then, we have

[ B -
Rd

(k,0)E{L,....d

and we write
> / hBeelPloPde = S [[Le Leltb, Bt
(k0)€{1,.. (k,0)€{1,...,d)2
< CHIB)|(~ihV ~ A)][+ Ch | (B)(~ih¥ — A)ufds,
R

where we used an integration by parts and Assumption 3.1.1.
By (3.8), it follows

| BRIwEe < Ch B ]

and then
[(B)y|| < Ch™ |9 <, -

Using again (3.8), the conclusion follows. O

3.2.3 Casen=1

The estimate of Theorem 3.1.4 is obvious when n = 0. Let us consider the case when n = 1 to explain
the principle producing these estimates.

Lemma 3.2.5. There exist C > 0, hg > 0 such that, for all 1 € .7 (R?) and all h € (0, hy),
L3I + 1 L339 + [ Ly Lol + ([ Lo Lol < CR™H L) -
Démonstration. Let us consider 1) € .7 (R%) and let
L= f.

Consider j € {1,...,d}. We have

and
[(=ihV — AN Ly)|1° = (L; f, L) + ([Za, Ll L)
We have
d d
(L, Lj) =Y (L3 L) = Y ([Lk, L)Lk + Li[ L, L)) -
k=1 k=1
Thus,

([, L, L) | < CIBY[[[[(=ihV — A + C/Rd |B|(~ihV — A)y[*d.

We have, for all € € (0,1),
(Lif, L) < el Livl?* + ClfI?,
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and then
1(—ihV — A) (L)
< C|IfI? + CIBY[l[|(=ihV — A)| + C/Rd B|(—ihV — A)¢|*dz.

With Lemma 3.2.3, noting that [[¢||%, < C(14 h=2)]|f|?, we find

I(=ihV — A)(L;¥)II* < Ch73| f]1%.

3.2.4 Induction

Let n € N*. Let us assume that, for all k € {1,...,n}, the ellipticity property (3.3) is true. Let us consider
f,v € 7 (R9) such that
Ly =f.

Consider o € 24(2n). Since the functions are in the Schwartz class, all the following computations are justified.
We have
tho"(/} = LO’f + ["g}h Lo’]’(/} 5

and then
<°§/ﬂhLa¢a Law> = <Lz7fa Law> + <["%L7 La]% LU’¢> . (39)

By using the Cauchy-Schwarz inequality and the induction assumption, we have for all € € (0, 1),
(Lo f, Lo)| < CRT3" L0 fI1L0 0l < CRT3M (2|2 + Ch™2m |12,

so that, by Lemma 3.1.2,
(Lo f, Low)| < Ch™Cr2 gty

Let us now deal with (%, Ly]®, Lyt). The commutator [.%}, L] is the sum of various terms. Each of them
is the composition of at most 2n — 2 of the L; and with exactly one of the By ;. By commuting the By, to
put it on the left, and using Assumption 3.1.1, we get

% Lol <C > IB)L-].

TEA(2n—2)

By applying Lemma 3.2.4, and then the induction assumption, we get

%0, Lol SCRTY Y (ILellz, < CR™Cr=D2Lgy).
TeA(2n—-2)

Thus, we deduce
(LhLoth, Low)| < CR™3" 2|2t by )2,

This shows that, for all v € 2(2n + 1),
1Ly < Ch™Gr/2H0 | grtly) . (3.10)

Now, we want to get the control for v € 2(2n+2). Let o € A(2n+1). We consider again (3.9). By integration
by parts, we can write

<L0f7LU¢> = <L5'f7L5T¢>7

with & € 2(2n) and 6 € A(2n + 2). Thus, by Cauchy-Schwarz, and the induction assumption, for all € > 0,
there exists C' > 0 such that

(Lo f, Lot)| < el Lawb||* + Ch™" 2| Lt 1|2 (3.11)
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As previously, we have

1% Lol <C 37 IKBYL] -

reA(2n—1)
We use Lemma 3.2.4 and (3.10) to find
1[0, Lol S CR™Y D7 | Letplle, < CR™CM22|Z ).
reA(2n—1)
Then, with Cauchy-Schwarz and (3.10), we get
([ Zhs Lolto, Loth)| < Ch™ G| oty ||2. (3.12)

From (3.9), (3.11), and (3.12), summing over o € A(2n + 1), and choosing & small enough, we get (3.3) with
n replaced by n + 1.

This achieves the proof of Theorem 3.1.4 when 9 € .#(R?) and it remains to use the discussion of Section
3.2.1.

3.3 Application to the evolution problem

We can now prove Theorem 3.1.6. Let 1y € . (R%). We denote by 9(-) the solution to the Schrédinger
equation (3.1).

Notation. For x,\ € N, we define I, y the set of the operators P that are composition of operators
taken among (L;)1<jca and and (x)i<k<a With & occurences of x and X occurences of L. We also set

= U I, x.

(k,\)ENZ
The aim of this section is to prove the following proposition.
Proposition 3.3.1. Let (k,\) € N? and consider P € 1l \ . There exist hg > 0, C > 0 and N € N such
that, for allt >0, and all Yo € L (RY), for A <2n < A+ 1,
[Py < Ch™N (1 +1%) > 15z ol| -
la| <k:|a|+r<+n

This proposition implies the control of the Schwartz semi-norms and achieves the proof of Theorem 3.1.6.
Indeed, from Sobolev embeddings, for all & € N, there exists K € N such that for all f € .%(R9),

. < max z29° f||.
plf) < e a0’ |

Using now that 9; = (—ih)"'(L; + A;), and A € 2, there exists C > 0 and N € N such that, for all
f € LARY), if |Pf|| < +oo for all P € II, then 29° f € L%(RY) for all o, 8 € N%, and

z*0” f| < Ch™N > ||IPf|,

PeER

where R is a finite part of II. Then, Proposition 3.3.1 implies, for N, x and n large enough,

||xaaﬂ’l/1(t)” <Ch™ N Z [Py ()] < ChiN(l +t") Z L5 27 o[ -

PeR YISk, vI<n

Finally, we conclude by
125 x%4bol| < ClI (L +2?)™ Ly aPolloe < Cpic(%0)

for m, K large enough.
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3.3.1 Case when Kk =0

For all t > 0, we have, by definition, ‘
() = en Py

For all £ € N, we get _
Lai(t) = en P L.

Applying Theorem 3.1.4, this establishes the estimate of Proposition 3.3.1 when x = 0.

3.3.2 Case when k=1

Before starting the induction procedure, let us understand first the mechanism with only one occurence
of z. Let j € {1,...,d}. We have

—ih0y(zj¥) = Lp(x;0) + [25, Ll
Note that [z;, Z] = 2hL;. With the Duhamel formula, we have, for all ¢t > 0,

; b s
ry(0) = 40 (ain) + [T (5)ds. (3.13)

With Lemma 3.2.3, we get

t t
e, < ol + 2 / ILi(s)llds < lasioll + V2 / 6(5) ., ds

Since the evolution is unitary, we get, for all ¢ > 0,

t
o < llzjoll + 2/0 IZ;(s)llds < llajaboll + tv2][Woll 2, -

More generally, with (3.13), we have, for all £ € N,

it t i(t—s
Llr(t) :e%”?”'ﬁf(xﬂ/)o)Jr/ e %w,ijw(s)ds.
0

so that
t
1Lrz (I < [ (x30) | +2/0 1L Ly (s) ds
t
<)l +On [ ol s
< |1 (@so)|| + Cth™N (1L 4ol -
It remains to apply Theorem 3.1.4 and to commute the x; with the L.

3.3.3 Induction

Let us now end the proof of Proposition 3.3.1 by induction. We set the following two induction assump-
tions. For xk € N, let

9, :VneN,Vae N |a| =, IN € Ns.t.
Lz @) < 15 = ol + C > 1L aPapo || N (1 4 %) ;

|BI<k—1:]Bl+v<r+n
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and
P NP el |Py(t)| <C > 1LY %ol b N (1 +t7), for A <2n < A+1.

la|<ki|a]+r<k+n

We have proved propositions &y, 2y and 2. We assume now that for a given x € N*, for any k < k, 2y,
and Z, hold, and we prove Z, ;1 and 2, 1. We begin with 2, ;. Let o € N, with |a| = k+1 and n € N.
We have

—ihd, (Lra®p(t)) = LTy (t) + L e, Lalw(t) -

Then, noting that
[.Z'a,gh} = hPl

with P; a sum of elements in II, ;, we get from the Duhamel formula
it ¢ t—s
Lrap(t) = enDr Lo +i/ e L LR Py (s)ds
0

As Z'Py is a sum of elements in II,; (2,41), we can apply &, and integrating in time and using the
unitariness of ei%ffh, we find, for some integer N € N

I e vl < 1Ll +CRTN 30 [ Haoll(L+1H)
|BI<k:|Bl+v<rtnt1

that proves 2,41. It remains to prove ... We consider so some P € Il;11 y, for a given A € N. Then,
because of the commutation relation of the (zx)i1<r<a With the (L;)1< <a, that is [zg, L;] = —ihdy ;, there
is o € N4, |a] = k + 1 such that

P= P2 + P3$a

with P, a sum of elements in Il x_; and P53 € Il ». So
[Py < |P2v @) + |1 Py (@)]]-

Then, applying Z,;, we get, for some integer N € N

1P (1) < Ch™N (1 + ) > 12 2 | (3.14)

IBI<k: | Bl+v<itn
and applying Theorem 3.1.4 along with 2,11, for some integer N € N, and for A < 2n < A+ 1, we have
[1Psz ()] < Ch™" 2L (1)
- K n, .o v (3.15)
SO N (145 | [|L 2ol + > [EZi

|B<k:|Bl+v<r+n+1

Now, gathering (3.14) and (3.15), we find, for some integer N,

[Py < Ch™N (1 +¢+1) > 1L P o
|81 <A1 Bl v <t 1

that proves 2,11 and achieves the proof of Proposition 3.3.1.
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Chapitre 4

Les états cohérents

propagation

75

et leur

"Puisque ces mysteéres me
dépassent, feignons d’en étre
I'organisateur”

Jean Cocteau, Les Mariés de la
tour Fiffel



Les mysteéres qui nous dépassent sont ici ceux de la dynamique quantique qui, comme indiqué dans
I'introduction & ce manuscrit, ne suit pas toujours la dynamique classique. Cependant, ces deux dynamiques
sont liées, comme se flit anticipé par Schrodinger dans son article [63] de 1926. Un lien possible entre ses
deux dynamiques est l'utilisation d’états initiaux a la propagation tres localisés, au sens qu’ils minimisent
le principe d’incertitude d’Heisenberg. Ces états étaient appelés ‘gaussian error-curves’ par Schrédinger, qui
remarqua par le calcul qu’ils restaient localisés sur la dynamique classique au cours de leur propagation par
Poscillateur harmonique. La dénomination d’états cohérents est introduite en 1963 par J. R. Glauber dans
[23], ou il utilise ces états localisés pour décrire les états de la lumiére dans les lasers. Il y justifie alors le
choix du mot cohérent pour décrire ces états localisés. On peut aussi mentionner les travaux du physicien
Hepp dans [40], s’intéressant & la propagation des états cohérents en linéarisant 'hamiltonien dirigant la
propagation quantique autour de la trajectoire classique, procédé qui sera largement repris par la suite, ainsi
que les travaux de Heller dans [39] qui utilise les états cohérents pour étudier l'effet de la lumiére sur des
réactions chimiques.

L’intérét des états cohérents est leur forte localisation dans I’espace des phases qui permet en quelque
sorte de microlocaliser la dynamique quantique en un point. Considérons qu’un tel état décrive la fonction
d’onde d’un systéme tel qu'une particule sous un champ de forces hamiltonien. L’évolution quantique de
cet état devrait alors étre lié a la propagation classique de cette particule par I’hamiltonien sous-jacent.
Dans [11], Monique Combescure et Didier Robert prouvent que pour des temps classiques, i.e. des temps
finis indépendants du parametre semi-classique A, cette propriété est vraie pour une classe raisonnable
d’hamiltoniens. Ce résultat avait déja était prouvé pour des classes plus restreintes d’hamiltoniens, voir les
travaux de Hagedorn et Joye dans [25, 26, 27, 28, 29]. Ces propriétés de propagation sont liées au théoréme
d’Egorov, dont une des conséquences est que la localisation d’un état initial propagé est donnée par la
propagation classique de la localisation de cet état. Se pose alors naturellement la question de la propagation
de tels états pour des temps plus longs, i.e. tendant vers l'infini lorsque le parametre A tend vers 0. Dans
ce cas, pour des temps de I'ordre du temps d’Ehrenfest ou plus, des phénomeénes purement quantiques, non
prévisibles par la mécanique classique, apparaissent mais ces phénomenes peuvent toujours étre décrits par
la dynamique classique sous-jacente. On peut se référer a nouveau aux travaux de Combescure et Robert,
ou & ceux de Hagedorn et Joye cités plus haut, mais aussi aux exposés éclairants de Thierry Paul [49, 50].
On peut aussi se référer aux résultats prouvés dans [6], présentés dans le Chapitre 5 du présent manuscrit.

L’objet de ce chapitre est de présenter la classe d’états cohérents que 'on souhaite propager par 1’ha-
miltonien magnétique, et d’énoncer les propriétés relatives a la propagation générale et a la localisation
de ces états. Cependant, avant d’introduire ces résultats, il apparait important de présenter des résultats
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antérieurs, concernant la propagation d’états cohérents gaussiens ou comprimés. On traitera notamment de
la propagation quadratique de ces états. Ces résultats seront par la suite étendus dans le cadre de la classe
d’états plus générale que 1'on souhaite propager sous un champ magnétique (voir le Chapitre 5).

4.1 Etats gaussiens et états comprimés

Dans cette section on introduit la classe des états cohérents gaussiens et comprimés, étudiés par Combes-
cure, Robert, Hagedorn Joye et d’autres. Les résultats de propagations de ces états serviront alors de modele
pour les preuves dans le cas plus général qui sera abordé dans la deuxiéme partie de ce chapitre.

4.1.1 Définition de la classe d’états

On commence par définir la classe des états cohérents gaussiens et comprimés. Pour cela, on introduit
Popérateur de translation
b

Ty(z) = f € L*(R") = [x ER" s e i fa— q)} € L2(R")

défini pour z = (¢,p) € R™ x R™ et 'opérateur de dilatation

()

Ay - f € LZ(RH) —

tous deux unitaires sur L2(R™). On pose de plus

1
. n - —zxm/2
g:xeR H(wh)”/‘le

la fonction gaussienne sur R”, et en considérant X, l'espace de Siegel, i.e. 'espace des matrices de taille
n, symétriques complexes de partie imaginaire définie positive, on pose pour I' € ¥, la fonction gaussienne
comprimée

Tz

gp:xGR"HapeimT eR
ot ar > 0 tel que ||gr|| 2@») = 1. On définit alors les classes d’états cohérents gaussiens et comprimés.

Definition 4.1.1. La classe des états cohérents gaussiens est définie par
& = {Th(2)Ang, z € R*", he (0,1)}
et on définit la classe des états cohérents comprimés par
6 = (T, (2)Angr, 2z € R?™, he (0,1); T €%,}.

Remark 4.1.2. La classe des états cohérents gaussiens est un cas particulier de la classe des états cohérents
comprimés. En effet, on retrouve g = ¢,;,,, ou I,, désigne la matrice idéntité de taille n.

Dans [13] on trouve une définition plus générale des états cohérents. Ils sont construits & partir d’une
fonction u € L2(R™), que I'on peut appeler profil de I'état cohérent, comme la famille (. ),cgen avec

0, = Th(2)Aru.

Cette définition correspond a celle utilisée par Thierry Paul dans [48, 52], ce dernier autorisant un dévelop-
pement en puissance de A'/2 du profil dans la classe de Scwhartz. Ce développement convient aux résultats
de propagation prouvés plus tard par Combescure et Robert dans le cas gaussien, voir la sous-section 4.1.4.
Pour chaque famille d’états cohérents, utilisant des résultats de la théorie de la représentation, on peut
prouver la formule de reconstruction suivante.

7



Lemma 4.1.3. Soit u € L?(R"), et soit (¢.).crzn la famille d’états cohérents correspondante,
0> = Tr(2)Anu.

Alors, pour tout v € L2(R"),
1

L’application
FB v e PR = [z (v, 0.)]

est appelée transformation de Fourier-Bargman (voir [13] pour les propriétés de cette application).

4.1.2 Propagation quadratique

Un premier résultat concernant les classes &M et (’5[2” I est leur propagation par des hamiltoniens quadra-
tiques. On considére un hamiltonien quadratique réel dépendant du temps (H;)ieg. On le suppose continu
en temps. Il existe alors une famille de matrices symétriques réelles (S(t)):cr de taille 2n, dépendant conti-
nuement du temps, telle que

Vt€R, VX € R*™, H,(X)=XTS(t)X.

Puisque S(t) est symétrique, on peut I’écrire par blocs de taille n comme

o=zt &)

L’équation du flot classique est alors donnée par

{F@) = JS(t)F(t) (4.1)
F(0) = Id. |

Solution d’une équation différentielle linéaire & coefficients continus sur R, le flot F'(¢) est bien défini pour
tout temps. Il est linéaire (d’on 'appellation F'(¢) préférée a celle @y utilisée jusqu'ici), et vérifie de plus
pour tout ¢ réel FT(t)JF(t) = J. Le flot est donc constitué de matrices symplectiques. Comme pour S(t),
on écrit ce dernier par blocs de taille n,
Ay By
Fo= (2 5).

On cherche maintenant a résoudre 1’équation de Schrodinger

1oyt = Opy (Hy) !
t_tOSD pr (Hi)p (4.2)
Y = %o

avec @g € QS[E" I, On va prouver en particulier que cette équation admet une solution pour tout temps et que
cette solution est entierement déterminée par le flot classique.

Existence d’un flot quantique

On commence par discuter de 'existence d’un propagateur (U (%, s))¢ ser pour I’équation (4.2), i.e. d'un
opérateur unitaire défini sur LZ(R™), de classe C! en temps vérifiant pour toute fonction ¢ € .7 (R")

{maU(t, 5)¢ = Opy (Hy)U(t, s)¢ (4.3)

U(‘S? s)p =¢

Dans ’article [11], Combescure et Robert prouvent l’existence et I'unicité d’un tel propagateur pour le
cas quadratique. Il s’avere que dans ce cadre, il est possible d’expliciter complétement cette famille d’opé-
rateurs en fonction du flot classique F(t). Ainsi dans le cas quadratique, la dynamique classique détermine
completement la dynamique quantique. De maniére plus précise, les auteurs prouvent la proposition suivante.
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Proposition 4.1.4. I existe une unique famille de propagateurs (U(t,s))s ser satisfaisant (4.3). Cette
famille se décompose en la composition de deux opérateurs unitaires (en fait métaplectiques) C(t) et R(t) de
sorte que

U(t,0) = C(t)R(t)

la famille C(t) étant responsable de la compression des états, R(t) étant responsable de la rotation de ces
derniers.

Voir Particle [11] pour un exposé détaillé et [13] pour une explication plus fine du phénomeéne de compres-
sion/rotation, en se référant en particulier & la représentation complexe des opérateurs métaplectiques. Ce
résultat d’existence et d’unicité du flot quantique est aussi prouvé dans [74, Chapitre 11], via les fonctions
génératrices du flot classique.

Résultat de stabilité de la classe (’5[2" ] par propagation quadratique

On souhaite expliciter la propagation quadratique d’éléments de la classe 6[; I, On commence par prouver
le lemme suivant.

Lemma 4.1.5. Soit U(t) := U(t,0). Alors, si Q désigne Uopérateur auto-adjoint non borné de multiplication

par x sur L2(R"™) et si P := —ihV,, lui aussi auto-adjoint non borné, on obtient pour toute fonction ¢ €
7 (R™)

A~ A~

v () vee=ro (§)e.

Démonstration. On pose Qy := U(t)*QU(t) et P, := U(t)*PU(t). Par (4.3), on a pour toute fonction
p e S(R")

-ino, (3 ) e =vter |onm). ()] v

t

Or, un calcul montre

ovi). (§)| ==insse ()
avec J la matrice symplectique standard de taille 2n,
(0 —I,
= (In 0 ) |

On obtient alors le résultat voulu par intégration de I’équation différentielle

~

) (%) o= JS(1) (g) o

Fort de ce lemme, on prouve le résultat suivant.

Proposition 4.1.6. Soit T (z) lopérateur de translation en z. Alors,
Ut) Tu(2)U(t) = To(F() ™" - 2).

Démonstration. On commence par remarquer que pour z = (¢,p) € R?", si on pose (Ls)sepo,1] la famille
d’opérateurs unitaires satisfaisant

Vi € S (R"), ihds Lyt = (pQ — qP)Lytp, Lo—o = idyz(rn),
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alors Ls—1¢ = Ty(2)t. Ainsi, on obtient
Y € L (R"Y), ihds(U(t) LU (t)y = (pQr — ¢P)U (£)* LU (t)1).

Or, puisque le flot F(t) est symplectique, on obtient que, si wy définit la forme symplectique canonique sur
R2n,
wo(z, F(t) - Z) = wo(F(t)™" - 2,2)
en posant Z := (Q, P)T. Ainsi, pour toute fonction ¢ € .7 (R"),
ihdy(U(t)* LU)Y = (p_+Q — q_+ P)U(t)* LU (t)y)

ot (q—¢,p—t) = F(t) 7' - z et
U(t) Tu(2)U(t) = Ta(F ()" - 2).

O

Une premiére conséquence de ce résultat est la suivante. Considérons g = Th(2)Angr, avec z € R??
et I' € 3. Alors, U(t)po = Th(z)U(t)Argr. Ainsi, un état cohérent de la classe (’5[2"] reste ‘centré’ en la
dynamique classique au cours de la propagation quantique. On explicitera ceci a la fin de cette section. Une
deuxiéme conséquence est que pour résoudre (4.2) pour des états de la classe Qi[zn ], il est suffisant en fait de
résoudre cette équation pour des états centrés en z = 0. On consideére alors 'ansatz ¢'* donné par

Vo € R™, o't (x) = ar, exp(%x Tyx)

ot ar, tel que ||¢"t|lLz = 1 et T'; un chemin de classe C* sur R dans %, et on suppose cet ansatz solution
de (4.2). Injectons-le dans I’équation de Schrodinger (pour simplifier les calculs, on prendra i = 1). Le but
est d’obtenir une équation sur I'; et sur a(t) := ar,. En notant que

)
Op}f(:c . Lf) = ZLj7k <$jDk — 25jk)
7.k
et que

OpY (€ - GE)" = ar ZGj}ijDk ewl®/2 — (GI'z - Tx — itr(GT)) ",
3k
le calcul donne .
Ot = (a(t) + %x . ftx) exp(iz - I'vx)
et
N 1 1 T { r
Hot=(x  Kix + 5:10 L+ ix TyLy o+ T - Gl — §tr(Lt +GiIy) |t

ce qui aboutit aux équations différentielles

Iy + 2K, + LTy + T, Ly + 2T, G, T,
a(t) = —%tl‘(Lt + GtI’t)a(t)
Li=o =T € %y, ,a(0) = ar.

Pour résoudre ces équations, nous utilisons le lemme suivant.

Lemma 4.1.7. Soit F une matrice symplectique,
A B
r=(¢ )
et soit Z € B,,. Alors A+ BZ et C + DZ sont inversibles et (C+ DZ)(A+ BZ) 1 € %,,.
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Remark 4.1.8. En dimension n = 1, ce résultat est bien connu. En effet, Sp(1) = SLy(R) et X7 = I,
ou IT; correspond au demi-plan de Poincaré (nombres complexes de partie imaginaire strictement positive).
Ainsi, le lemme dit simplement que SLs(R) laisse stable I1, par action par homographies. En fait, on peut
méme prouver que ’action est transitive dans le lemme, ce qui peut se voir comme une généralisation a toute

dimension de P’action transitive SLa(R) ~ II,.

Démonstration. Posons M = A+ BZ et N = C + DZ. Puisque F est symplectique, on a FTJF = J. En

remarquant que

(2)=(&5)(%)=(F)

)z(Id,ZT)J<IZd>:Z—ZT:O

on obtient la propriété

==

MTN - NTM = (M,N)J (

dout MTN = NTM. Le méme calcul donne
MTN — NTM = 2i3(2).

Ainsi pour tout x € C" ~ -
2iz - 3(Z)r = Mx - Nz — Nx - Mz.

On en déduit que M et N sont injectifs. En effet, supposons qu’il existe z € C" tel que Mx = 0 (ou Nz = 0).
La relation ci-dessus devient x$(Z)x = 0, ce qui entraine que & = 0 puisque I(Z) est définie positive. Ainsi

M et N sont inversibles.
Prouvons que NM~1 € %,. On a

(NM—l)T _ (M—l)TNT —_ (M—l)T(MTNM—l) — NM—l

et
NM~'—-NM~—' (MY)INTMM-'— (M - HTMTNM! N _
2i - % = (M HT3(2)M

et par injectivité de M, on obtient que I(NM 1) est définie positive.

O

Comme pour tout temps F'(t) € Sp(n) en appliquant le lemme, on pose M; = A;+B;I'g et N = Cy+ D, Ty

qui sont inversibles et qui vérifient Nthl € ¥,,. De plus, on remarque que

M, = Ay + B,Tg
=LY A, +GiCy + LY BTy + G; DT
= L;I‘Mt + GtNt

et de méme

N, = —K,M, — L;N;.

Prenant la dérivée de N;M, !, on obtient

d . )
&(Nthl) = N,M;' — N MM MY

= —K; — LiN M — NM;7YLE — NoM;YGoN M

.. -1 . N ’ . crs . e N oL ..
Ainsi, NyM; " et I'; sont solutions de la méme équation différentielle linéaire, avec méme condition initiale

My = Id, Ny =T), donc T’y = N, M, pour tout temps.
I 9 t p p
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Reste & calculer a(t). En utilisant que I'; = N, M, ', a(t) satisfait & ’équation différentielle linéaire
. L
a(t) = —itr(MtMt ).
En utilisant la formule de Liouville

%bg(det(Mt)) = tr(M; M, ")

on obtient
a(t) = ap det(M,)~4/2,

Ainsi, partant de I'ansatz ', on obtient que I’équation d’évolution ne peut avoir des solutions de cette
forme que si
Iy = NyM;7 ' = (Cy 4+ D,T')(A; + B,I') !

et
a(t) = ap det(M,)~4/2,

Or, on vérifie aisément que ces fonctions sont bien solutions de I’équation d’évolution. On obtient ainsi la
proposition suivante.

Proposition 4.1.9. Pour tout I' € ¥,,, pour tout t réel et pour tout z € R?",
Ut)Trh(z)Argr = Trh(F(t) - 2)Angr,
avec Ty = N;M; ' = (Cy 4+ D) (A + B,I) ™! et ar, = ar det(M;)~ /2.
Cette proposition se reformule en le théoréeme suivant.

Theorem 4.1.10. La classe 6[51 est stable par propagation par des hamiltoniens quadratiques.

Ce théoréme fait suite en quelque sorte a la remarque de Schrodinger dans [63], ou il constate que la
classe &1 est stable par propagation par l'oscillateur harmonique. Un fait important et spécifique & la classe
des états comprimés est qu’en tout temps, les états restent des états comprimés, centrés en la dynamique
classique : il n’y a pas de phénomenes de délocalisation. De plus, la propagation est complétement explicite
en termes du flot classique et de 'hamiltonien quadratique. Ces faits permettront de prouver 'approximation
(4.10) du Théoréeme 4.1.24, ou on approche la dynamique quantique par des hamiltoniens généraux par la
propagation quantique associée a la partie quadratique de ’hamiltonien.

4.1.3 Opérateurs métaplectiques et transformation de Wigner

Le théoreme d’Egorov nous enseigne que pour tout propagateur U(t, s) associé & un hamiltonien H; et
pour tout symbole a, H; et a étant raisonnables (voir [13, 74] pour des hypotheéses précises), alors pour des
temps t indépendants de A

U(t,0)*Opy (a)U(t,0) = Opy (b)

avec b = ®5;a+ O(h). En d’autres termes, la conjugaison par un flot quantique en temps finis d’un opérateur
pseudo-différentiel donne a nouveau un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole principal est donné par
la dynamique classique. Il s’avere que dans le cas d’un propagateur quadratique, cette assertion est exacte,
c’est-a-dire sans termes d’erreurs.

Theorem 4.1.11. Soient a € S(m) pour m une fonction d’ordre quelconque et soit (U(t,0))ter le propaga-
teur associé d un hamiltonien quadratique (Hy)ier, de flot classique F(t). Alors, pour tout temps t € R, on
obtient

U(t,0)*Opy (a)U(t,0) = Opy (F(t)"a) (4.4)
ot F(t)*a: X € R*™ — a(F(t) - X) désigne le pull-back de a par F(t).

Les opérateurs satisfaisant une équation du type (4.4) sont appelés des opérateurs métaplectiques.
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Opérateurs métaplectiques

On commence par une définition.

Definition 4.1.12. Un opérateur R est appelé opérateur métaplectique s’il existe une transformation sym-
plectique linéaire F telle que pour tout symbole a € S(m), R*Op} (a) R est un opérateur pseudo différentiel
et si

R*Op} (a) R = Opy/ (F*a).

Ces opérateurs sont liés a la propagation quadratique par les deux théorémes qui suivent.

Theorem 4.1.13. On considére le flot quantique (U(t, s))t ser associé a une famille d’hamiltoniens quadra-
tiques (Hy)ier. Soit F(t) le flot classique associé. Alors pour tout couple (t,s) € R, 'opérateur U(t,s) est
un opérateur métaplectique associé d la transformation symplectique linéaire F(t)F(s)~% donnée par le flot
classique.

On ne prouve pas ce théoréeme mais on en donne une idée de la preuve. Elle réside dans la démonstration
du théoreme d’Egorov, oli, pour un symbole quadratique, on montre 1’égalité sur le crochet de commutation

[Opy (H1), Opy (a)] = —ihOpy, ({Hy, a})

pour tout symbole a € S(m), m une fonction d’ordre arbitraire sur R?". Cette égalité prouve que
ihoy (U(t,0)*Opy (a)U(t,0) — Opy (a0 F(t))) =0

ce qui entraine le résultat. Ce théoréeme laisse entendre que les propagateurs quadratiques sont un cas
particulier des opérateurs métaplectiques, mais il permet en fait de construire a partir d’une transformation
symplectique linéaire donnée un opérateur métaplectique associé. On prouve alors le théoreme suivant.

Theorem 4.1.14. Soit F' une application linéaire symplectique de R?™. Alors, il existe un opérateur méta-
plectique associé, unique a multiplication prés par un complexe de module 1.

Démonstration. On ne donnera pas une preuve compléte de ce résultat mais seulement les étapes principales.
On renvoie & [13, 74] pour une preuve compléte du résultat. On commence par relier F' & l'identité par un
chemin (F'(t))ep0,1] de matrices symplectiques de classe C! (ce chemin existe par décomposition polaire
symplectique par exemple), de sorte que F(0) = I,,, F(1) = F. On y associe alors une famille d’hamiltoniens
quadratiques

H;: X eR™ = XTS(t)X € R,

de sorte que le flot hamiltonien issu de H; soit donné par F(t). De 14, on obtient par application de la
Proposition 4.1.4 qu'il existe un flot quantique associé a (Hy)¢c[o,1) et par application du Théoréme 4.1.13
que ce flot quanthue pI‘lS au temps t = 1 est un opérateur métaplectique associé a F.

Soient alors R et V deux opérateurs métaplectiques associés a F. On remarque par ce qui précede que
V=1 est un opérateur métaplectique associé & F~1. En utilisant les translations T} (z) et la Proposition 4.1.6,
on obtient en posant B=V-'R que

Tu(2)"'BTu(2) = B

pour tout z € R?". On conclut alors par un argument de la théorie des représentations, impliquant qu’un
opérateur commutant avec les translations T5(z) est alors scalaire. On obtient que B = Aldy2gn). Puisque

B est unitaire on obtient que A est un nombre complexe de module 1. O

Ainsi, les opérateurs métaplectiques sont ceux donnés par propagation quadratique & multiplication par un
complexe de module 1 pres. L’intérét de ces opérateurs est qu’il s’agit d’objets quantiques construits a partir
de la dynamique classique qui leur est associée. Ces objets sont un cas particulier des Opérateurs Intégraux
de Fourier (voir [15, 74] pour une référence). Il existe diverses constructions des opérateurs métaplectiques.
On pourra se référer par exemple a [15, 74, 13, 20].
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Transformation de Wigner des états cohérents et représentation dans ’espace des phases

Un état cohérent est une fonction sur R™ qui est extrémement localisée dans I’espace des phases R2".
Un outil pour ‘voir’ cette localisation est la transformation de Wigner. Ce qui suit est tiré de [13]. On peut
consulter aussi [20] pour une référence plus compléte.

Definition 4.1.15. La transformation de Wigner de deux fonctions ¢ et ¢ de L2(R") est donnée par

Wew t (2,6) € R" xR = . e_%“'gcp (x + g) P (sr: — g)du.

Un premier intérét de cette fonction est le suivant.
Proposition 4.1.16. Pour a € S(1), pour ¢, 1 € L2(R"),

1
(0, 0pp () )e@n) = vy [ AW, pdY. (4.5)

(27Th)n R2n

On prouvera cette proposition dans la deuxieme partie de ce chapitre, dans le cadre de la transformée
de Wigner de fonctions de Schwartz, ce qui permettra en particulier d’étendre le résultat a tout symbole
a € S(m), m fonction d’ordre arbitraire. Historiquement, ce que Wigner cherchait en introduisant cette
fonction était une représentation des états comme des densités de probabilités sur I'espace des phases, de
sorte que la relation (4.5) soit vérifiée. Il obtint alors la fonction W, ., introduite ci-dessus. Il se trouve que
cette fonction n’est en générale pas une densité de probabilité, car pas nécéssairement positive (on peut
méme prouver que les seuls cas dans lesquels elle est positive correspondent aux cas des états cohérents
comprimés). Ceci dit, la fonction de Wigner satisfait tout de méme aux propriétés suivantes.

Proposition 4.1.17. Pour une fonction ¢ € L*(R™) telle que ||¢||r2mny = 1, si on écrit Wy := W, on a
1. pour tout x € R™,
(2mh)~" . We(z,m)dn = |p()[ (4.6)
2. si Fo désigne la transformée de Fourier de ¢, pour tout £ € R"
) [ Wl an = 7ol (@7
3. on a de plus
@2rh)™" [ Wy, n)dydn = 1; (4.8)

R2n
4. pour tout x € R™, £ € R, W,(z,&) € R.

Ainsi en intégrant la transformée de Wigner W, de ¢ on retrouve une interprétation probabiliste de cette
fonction. En effet, si ¢ correspond a la fonction d’onde d’une particule, (4.6) donne qu’en intégrant W,, sur
les impulsions, on obtient la probabilté de présence de cette particule en la position x. De méme, en intégrant
sur les positions, (4.7) nous donne la probabilité de présence en 'impulsion £ de la particule. Finalement
(4.8) donne que la masse totale de la fonction de Wigner est de 1. On a de plus le comportement suivant de
la transformation de Wigner avec les translations de Weyl T} (2) et les opérateurs métaplectiques.

Proposition 4.1.18. Soit z € R?" et soit F une application linéaire symplectique sur R2". On considére
la translation de Weyl Ty(2) et l'opérateur métaplectique R correspondants. Alors, pour tout ¢, 1 € L2(R"),
pour tout Y € R?",

Wr, () Tn(2)p (Y) = Wep (Y — 2) et Wﬁ:gp 2y (V) = Ww,w(F_IY)-
On a de plus, pour h > 0,

_ Y
WAMO,AFAZJ(Y) = WZ,_wl () .

84



2 2
1 1 :
0 0
-1 | -
-2 -2
-3 -3
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 4.1 — En haut fonction de Wigner, en bas fonction de Husimi d’états cohérents a une dimension,
centrés en 0 : (a) un état cohérent gaussien, (b) un état cohérent comprimé @7 avec v = 140.3i. En abscisse
est la variable position x, en ordonnée la variable d’impulsion &.
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Ces quelques propositions montrent que la transformation de Wigner d’états permet une représentation
de ces derniers dans ’espace des phases. On illustre ceci dans le cas des états cohérents gaussiens, de la classe
&, On pose ¢, := Th(2)Anrg, pour z € R?".

Proposition 4.1.19. Pour tout z, 2/ € R?™ en désignant Weet =We. 0.0

En particulier

On remarque alors que la transformée de Wigner d’un état cohérent gaussien centré en z est une Gaus-
sienne centrée en z dans Pespace des phases, de ‘rayon’ v/, comme on pouvait s’y attendre. Une application
des transformations de Wigner est la suivante.

Lemma 4.1.20. Soit a € S(1). Alors, pour M > M' > 0 arbitrairement grands, il existe une constante
Cu. > 0 telle que pour tout z, 2’ € R*™, on a

|Y—Z| — M’ |Z—Z" M’ —M
Opy(a)e., o) < Crrmr 1+ 1+ dYy.
(0P (a) s, 92)] < Carar /( = ) ( = )

Cette estimation est un cas particulier des estimations de Wigner que 'on démontrera dans un cadre
plus général (pour une classe d’états cohérents plus grande et des symboles a dans des classes arbitraires
de symboles S(m)). Le Lemme 4.1.20 permet notamment de préciser la propriété de localisation des états
cohérents.

Definition 4.1.21. On considére une fonction ¢ € L2(R"), Hz/)||Lz(Rng . On définit le front d’onde
semi-classique de 9, désigné par WF(¢) comme suit : pour Xy € R*" XO ¢ W}' (1) si et seulement s’il
existe un symbole a € S(1) tel que sur un voisinage V de Xj, il existe > 0 tel que

Vhe (0,1),VX e V,a(X) =2v>0

et tel que
10pR (@)Y [|r2 ) = O(R™).

La notion de front d’onde semi-classique permet de ‘voir’ la localisation des fonctions dans 1’espace des
phases. En effet il s’agit de ’ensemble des points de ’espace des phases o, a la limite semi-classique, la
fonction n’est pas O(h*). L’estimation du Lemme 4.1.20 permet de prouver le résultat de localisation suivant.

Proposition 4.1.22. Soit ¢ € ", centré en z, i.e. s’écrivant
o =Tr(2)Ang.

Alors, le front d’onde de ¢ est donné par

Flp) = {z}.

Ces résultats seront prouvés dans la deuxieme partie de ce chapitre dans un cadre plus général. On
généralisera notamment le Lemme 4.1.20, pour obtenir des estimées de Wigner plus précises. On s’attachera
particulierement & expliciter la constante Cps asv, ce qui nous sera utile dans le Chapitre 5, oll on considerera
des états cohérents avec des profils différents.

Pour conclure cette partie, on peut noter qu'une maniere de palier a la non positivité des fonctions de
Wigner est 'introduction des fonctions de Husimi (voir [13]).

86



Definition 4.1.23. La fonction de Husimi d'une fonction u € L*(R™) vérifiant ||u||p2rn) = Op(1) est définie
par

Hy:z € R™ [, 02) [

(2mh)™

ol les fonctions ¢, désignent les états cohérents gaussiens,
Vz € R*", ¢. = Tp(2)Ang.

Les fonctions d’Husimi permettent d’étudier plus directement la localisation des états, la fonction d’Hu-
simi d’une fonction u ‘étant petite’ & tout ordre en i au voisinage des points ot n’est pas localisée u (au
sens du front d’onde). Ces fonctions sont aussi généralement utilisées pour représenter numériquement des
fonctions dans 'espace des phases. On renvoie & nouveau & [13, 61] pour plus de détails & ce sujet.

4.1.4 Propagation d’états cohérents comprimés par des hamiltoniens généraux

On considére maintenant une plus grande classe d’hamiltoniens. Le cas quadratique était confortable car
il permettait d’avoir un calcul exact de la propagation des états cohérents gaussiens. On ne peut en espérer
autant pour un hamiltonien quelconque. Cependant, en utilisant le cas quadratique, on peut obtenir une
forme approchée de la propagation. On renvoie & [60] pour un exposé détaillé et approfondi de ce qui suit.

Approximation de la propagation pour des hamiltoniens a croissance modérée

Soit Hy(X) un hamiltonien continu en ¢ € R et de classe C* en X € R?". On suppose que H; est a
croissance modérée : Vy € N, I > 0 et 3C, > 0 tels que

0% H(X)| < Cy(L+ | X])".

L’objet de cette section est d’obtenir une approximation a tout ordre de I’équation de Schrédinger, autrement
dit pour N un entier arbitraire, on cherche ¥ telle que

{mag,? = Opy/ (H)yY + O(hN) (4.9)

¢iv(f=0) = Pz-

Pour ce faire, on va travailler ’équation de Schrodinger (4.9), le but étant de faire apparaitre le terme
principal du développement souhaité dans ’équation elle-méme.Tout d’abord on remarque que Aglz/)Z(t =0)
est indépendant de A, ce qui parait étre un bon candidat pour un terme principal d’un développement
asymptotique en h. Se rappelant que la dynamique quantique est centrée sur la dynamique classique, on
pose

Fot) = e T DN (— 20 ) (t)

ce qui revient a recentrer la dynamique en l'origine et & renormaliser la largeur de la ‘gaussienne propagée’.
L’utilité de la phase ¢, sera précisée plus tard. Pour trouver I’équation d’évolution satisfaite par f,, on calcule

OULA0) = HON (LB (0T (—20) + OTh(e0) — (=20 ) 000

Se rappelant que pour ¢ € . (R"),

; 4t Pt Pt

Ve € RY, (Th(z)0) (2) = e 5 (o — g,
on obtient _
0:Th(—2t) = Th(—2¢) <22h((1t “pe—qe D)+ — (¢ - P +th)> .
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L’équation vérifiée par f, devient donc

0u1-(6) = 8 Tae) ™ (0000 = G = ) = - P - Q)4 1) T (0

Or, on a, par le théoréme d’Egorov, Angh(zt)_lﬁTh(zt)Ah = Opy_,(Hy(z + vhX). En développant en
série ’hamiltoniein H autour de z;, et en posant pour j, k entiers

1
Kij(t;X)= Y 0% Hi(2) X"

[vI=4
et
ng)(t;x) = | He(z + \/ﬁX) — Zﬁj/sz(t;X)
i<k
on obtient
) 1/, 1. )
0 f-(t) = % (5z(t) - 5(%& ‘P —qu - Pr) + He(z)
A
~Vh(G - P+ pr- Q)+ VRO Hy(2) - Q + 0c - P)

B
+ Opj_y (K2 (t; X)) + A~ Opj_y (R (£ X)).

On annule alors le terme A en posant

t —_ .
5.0 = [ (v — Hieds — 20D
0

et le terme B est nul puisque (g, p;) décrit une trajectoire classique, i.e. est solution des équations du

mouvement. Finalement , si on pose
—|a|?

gz R Mo

on obtient que f, est solution du probléme d’évolution

i0,f.(t) = Opi_, (Ka(t; X)) + h'Opi_, (RY)
fz (O) =4g.

On remarque alors que, Ks(t; X) étant quadratique, cette équation est une pertubation d’ordre Vvh d’une
équation de Schrodinger avec hamiltonien quadratique (h = 1). Considérons alors f,(¢) comme une perturba-
tion de la solution de I’équation non perturbée. Si F'(t) est le flot symplectique associé & Ko (t; X) et si Uy (t, 0)
est le propagateur associé, la solution s’écrit Uy (t, 0)g. On cherche alors f, sous la forme f,(t) = U,(t, 0)b(t)g.
L’équation vérifiée par b est donc

i0ib(t, x)g(w) = Opi; (R (1 F(1) - X)) (b(1)g) (v)
b(0,z) = 1.

Puisque Rg’) (t; X) admet un développement en V/h, on cherche b sous la forme

b(t,x) =Y W/2b(t, ).

Jj=20
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En remplacant et en identifiant les puissances de v/A, on obtient que les b; sont déterminés par les relations

i0b; (t, 2)9(x) = X 1—jyap1, 1>3 OPh=1 (Ku(t, F(t) - X)(b(t,-)g)(x)
Vi e R, Ve e R"by(t,z) =1
Ve e R", VI > 1, b;(0,2) = 0.

Une conséquence directe de ceci, considérant la forme des Kj, est que les b;(¢,x) sont polynomiaux en z.
Apres estimations des termes de restes, on obtient alors le théoreéme qui suit.

Theorem 4.1.24. Sous les hypothéses et avec les notations ci-dessus, pour Y comme suit

N
YN = O/ D )ARU (1) Z b; (t) (4.10)
7=0

on a N
iy = HYN (t) + Opa (RN T3)/2)

Uestimation de l’erreur étant uniforme sur tout intervalle de temps borné.

Dans le cas sous quadratique, ot les dérivées d’ordre supérieur & 2 sont bornées, i.e. dans la classe S(1),
la preuve de ce théoréme est essentiellement faite ci-dessus. Par le calcul, on montre, en utilisant la formule
de Taylor avec reste intégral, que

ihdp — HpL = ihe’®= O D(2)AnU (1)[Opy (D2 R(E; X))b(t, -)g] (x)

avec R une fonction continue en ¢, ne faisant intervenir que des dérivées de H d’ordre au moins 2, ce qui
implique R € S(1). On conclut par application du théoréme de Caldéron Vaillancourt. En ce qui concerne le
cas général, on renvoie & [60]. On y trouve aussi des estimations plus fortes pour des temps non seulement
finis sous des hypotheses plus fortes sur la famille d’hamiltoniens H;.

4.2 Une classe générale d’états cohérents et les résultats de pro-
pagation afférants

La section qui suit est une partie de Uarticle [6]. On y détaille la défintion de la classe d’états utilisée dans
le Chapitre 5 pour I’étude de la propagation magnétique, ainsi que leur propagation sous des hamiltoniens
généraux. On y aborde aussi la question de leur localisation via des estimations des Wigner.

The goal of this section is to introduce a class of ‘coherent states’, which is large enough to contain the
usual ones (such as the Gaussian coherent states and the squeezed ones — see for instance [11]), but also
more flexible, allowing to replace exponential localization by a softer Schwartz-like ‘rapid decay’. As the
following discussion holds in any dimension, in this paper we will not limit ourselves to the dimension 2, but
we will consider instead the general dimension n. Recall that the Schwartz space .(R™) has the Fréchet
topology induced by the seminorms

PN (f) = sup ’xﬁao‘f(ac)‘, m, N € N. (4.11)
aENq;"e,\R;L|<7n
BEN|8I<N

4.2.1 Definition of the class
We consider first s, the set of shapes of coherent states defined as follows.

Definition 4.2.1. We say that f; € s if and only if one can find f € #(R") with || f|12®~) = 1, a family
(9n)re0,ry) C < (R™) with seminorms uniformly bounded with respect to h, and a real number 3 > 0 such
that

fr =+ hgn.
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In the definition below, we use the following unitary operators on L(R") : the rescaling operator

() (@) = (jﬁ)

and the translation operator
Ve=(q,p) ER™,  (Ta(x)u)(z) = ¢ 9P Pu(z —q).

Definition 4.2.2. A coherent state ¢y in the class €™ is given by its center z in the phase space Rg X R%,
a phase 6 € R and a shape f; € s by the formula

©r = €_i5/h Th(Z)Ah . fh.
In other words, we have

Qt[n] = {gﬁh = eiié/h Th(Z)Ah -1y | 0 € R, z € R2n, i € ﬁ[n]} .

We will denote @ := ¢[2. In this text, unless explicitly stated, the expression ‘coherent state’ will always
refer to an element of €. This definition generalizes the ones in [25] or [13] that only allow a % independent
part in the shape fj. In [52, 48], the author uses a full expansion in i'/? for the shape in .#(R") in the Borel
sense. In this paper, the shape of the coherent state admits an expansion at the first order in any 4 in the
shape, 8 > 0, bounded in 4 in . (R"). Finally, an interesting thing in this definition is that, using results
in [11, 13, 61], under short-time propagation this class must remain stable. This point will be dealt with in
what follows.

4.2.2 Propagation results

A first and natural question is ‘How is such a coherent state propagated for finite times 2. The propa-
gation of coherent states has been widely studied over the last few decades. A lot of results are related to
approximation of the propagation of coherent states by sums of coherent states whose parameters depend on
time. In [25, 26, 27] we find such propagation results for finite times and for Gaussian like coherent states,
defined as the squeezed states in [13]. In [28, 29], the authors investigate the propagation for longer times,
reaching Ehrenfest times, i.e. times of order |log(%)| and the bounds in these approximations are precised in
[11] in terms of the the linearized flow around the underlying classical dynamics, using the well-known pro-
pagation of purely Gaussian coherent states through quadratic Hamiltonians and the theory of metaplectic
operators. One can find a precise review of the quadratic propagation of coherent states in [60, 48]. In [73]
the authors investigate expansion in power of 4 instead of A'/2 of the dynamics of coherent states defined in
the formalism of Lagrangian states. Nevertheless, due to the analysis of the turning points, this study holds
for short times in the propagation. Finally, we can state the work done in [51, 52] where the authors use
coherent states and their propagation in order to build quasimodes for general Schrodinger operators

We now present some facts about the propagation of coherent states in the class ¢ and some Schwartz
estimates of these propagations. Our goal is not to approximate the propagation by expansions of coherent
states but, because of the general definition of the shape f5, to turn these results into a stability property
of the class through finite time propagation. We also give estimates on these propagations. To do so, it will
be convenient to introduce the semiclassical Sobolev spaces, which are more suitable for pseudodifferential
computations. We recall here their definition, and refer to [74, Chapter 8] for a more detailed presentation.

An order function on R?" is a function m : R?” — R for which there is an integer N and a constant
C > 0 such that for any X,Y € R?"

m(X) < C(X = V)N m(Y)

where (X) := (1 + || X]|*)"/2, || - || denoting the euclidian norm on R™ (see for instance [15, Definition 7.4]).
The symbol class associated with this function is

S(m) := {a € C*(R*;R) | Vo € N*", 3C, > 0,VX € R*", |9%a(X)| < Com(X)}.
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One can find an order function 7 such that S(m) = S(m) and 7m € S(1n) ; therefore we will always assume
that the order function m lies in its own class, i.e.

m € S(m). (4.12)
Given an ‘observable’ a € S(m), its Weyl quantization is the operator

1 o
(@rh)" //R eRa (52, m) (y)dy dn

for ¢ € .7(R™). Let g := log(m) and g* := Op¥(g); the exponential e*9" is a pseudodifferential operator
with symbol ¢y € S(m).

[Opp (a)¥](x) :=

Definition 4.2.3. The generalized Sobolev space associated with m is given by
Hy (m) = {u e SR |9 u e LQ(R")}
and the norm on Hy(m) is defined by
[ull, my = 17" ull2 @) -
We have the following equivalence of seminorms.

Lemma 4.2.4. Let p be a Schwartz seminorm. One can find two order functions m and m satisfying (4.12)
and C > 0 such that for any u € ./ (R™) and h € (0,1],

1
o lullin oy < p(w) < Clulls, gm)-

Operators with a symbol in S(m) map the Schwartz space to itself and, more precisely, the continuity
between semiclassical Sobolev spaces is given by the following proposition.

Proposition 4.2.5. Given two order functions my, ma, if a € S(mq), then

Opy (a) : Hy(ms) - Hy (’”)

my
defines a continuous operator uniformly for h € (0,1], such that as h — 0
”Oqu{zj(a‘)||Hﬁ(m2)—>Hh(m2/m1) = O(l)

The following well-known (and straightforward) lemma will be repeatedly used to deal with the v/A-
localization of coherent states.

Lemma 4.2.6. Let ¢ € S(m), for some order function m on R**. Then
(Th(=)An) " OPY (€)Th(=) A = Opjy (),
where ¢1(X) := ¢(z + VhX) (and hence ¢, € S(m)).

We can now prove some propagator estimates.

Lemma 4.2.7. Let z € R?*" and h > 0. Then for any f,p € S (R"™), for any order function v on R*",

1Th(2) A S,y < Crllflla, o)

and 1
H(TH(Z)AE) QOH < CQHQOHHn(V)
Hl(V)

with Cp, Co independent of h, and Hy(v) := Hp—1 (v).
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Démonstration. Let f, z, v as above. Let v := log(v), and v* := Opy (7), ¥} := Opp_1 (7). Then, using the
unitarity of Ty (2)Ap,

IT(2) A i) = || (Th(2)An) '€ Th()Ane ™ e |

L2(Rn)
Since e*7" = Op}/ (c¢*) with ¢* € S(v*!), Lemma 4.2.6 gives
(Tn(2)An) " € Tn(2)An = Opj_y (c1)
with ¢; : X = c(z + ViX), ¢1 € S(v). Therefore,
(T;:b(z)Ah)e"YwT,Ll(z)Ahe_"’iu = Opi_,(c1)e™
is bounded on L?(R) because it is a pseudodifferential operator with a symbol in S(1). Finally,
10 (=) An Sl ) < 1OPR=1 (e)e™ ™ zqam 1 f Il -
For the reverse inequality, we can write
H(Th(z)Aﬁ)”wHHl(y) = |Ta(2)Ane™ (Ta(2)An) " e " " @l gn)-

But,
w —1 w
Th(Z)Ah@Pyl (Th(z)Ah) = Oph (6_1)

clzX»—>c<X;),

The symbol c_; belongs to the ‘limit’ class Sj /() (see [74, Chapitre 4] for a definition and the related
theory). Thus, Opy (c—1)Opy, (¢7) is a pseudodifferential operator with a symbol in S;/5(1), and from the
Calderon-Vaillancourt theorem it defines a bounded operator on L?(R"). Finally,

with

-1 w

I(Th(2)An) @l o) < 0PR (c-1)e™ [lLaqn)ll i, ),
which concludes the proof. O
We prove now the following continuity property of bounded propagators on generalized Sobolev spaces.

Lemma 4.2.8. Let (Ht)e[0,1] be a real-valued time-dependent family of Hamiltonians. We assume (Hy)ie[o,1)
to be continuous in time and to lie in S(1) uniformly in time. Then there exists a family (Un(t,s)): sejo,1) of
unitary operators on L2(R™) satisfying

1. Up(0,0) = idr2(mny and for any r € [0,1],
Ur(t,s) = Up(t,r)Ur(r, s);
2. Un(+,-) is strongly continuous on L2(R™);
3. for any ¢ € L2(R™) and any s € [0,1], the map t — Un(t, )1 is differentiable, and satisfies

ihdyUn(t, s) = Op (H)Up(t, )y in L2(R™), (4.13)
and this family is unique. Moreover, for any order function v, for any ¢ € (R"), we have

where C' is h-independent.
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Démonstration. We consider the equation
ihd;Un(t,0) = Opy (Hy)Ux(t,0)p ¢ € S (R"). (4.14)

Let v be an order function on T*R". Since H; € S(1) uniformly for ¢ € [0, 1], Op}, (H;) defines a continuous
linear operator on Hp(v) with a uniform bound for ¢ € [0, 1]. So, considering (4.14) as an EDO with values
in Hy(v), the Cauchy-Lipschitz theorem gives us a unique solution (Up(t,0)¢) € C([0,1],Hx(v)), with
(Un(t,5))(t,s)e[0,1] satisfying the above assumptions (1), (2) and (3). One should remark that Up(t,0) then
defines an operator in C'([0,1], L(Hp(v))), that is unitary for v = 1, i.e. on L2(R"). In order to prove
the announced estimate, let now v := log(v) and v := Op}(v). We set also U := 7" Upe™", and
H) = ¢ Op¥(Hy)e ", so that U € C*([0,1], £(L*(R™))) and H; is a pseudodifferential operator with
symbol in S(1) such that

ihd U} (,0) = HY U (t,0) and  —ihd U (t,0)* = U} (t,0)* H, "
Then we have for ¢ € L2(R"),
Zhat ||Uﬁy(t 0 QD”LQ(]RTL <U7'L t 0 e - [ “’7Opg(Ht)]Q*'wag(t’O)¢O’¢O>

= h (" (1)U7 (£.0)0. U} (£.0)¢) L2 g

L2(R")

where n*(t) := Opy (0 (t)) = L= [, Op¥ (Hy)]e™"" whose symbol 7(t) belongs to S(1) uniformly in
time. Therefore n® (t)U,) (¢,0)¢ E L2 (R™), which justifies the above computation. Then by Proposition 4.2.5,
we have

QTR (¢, 00022 gy < 11" (D)2 52 @) 1UR (£ 00422 g

which implies
1
”U;(t’O)SOHLQ(R") < (eXp/O |nw(s)||L2(R”)—>L2(R”)d8> llollL2 &)
Considering now 1 € Hp(v) and ¢ = 7" 4 proves the result. O

We now turn to the propagation of coherent states for finite times. The following proposition generalizes
to the class €[ the result obtained by Robert for Gaussian states (see [13, Section 4.3.1]).

Proposition 4.2.9. Let (H;)icjo,1) and the associated propagator (Un(t,s))t s€[0.1]

Consider the associated Hamiltonian flow ®g : [0,1] x R*® — R>*. Then, for a coherent state oy € €M
centered at zg € R?", the state ¢y, := Up(1,0)¢p is still a coherent state in €™ centered at 2, := ®4F1(2).

be as in Lemma 4.2.8.

Démonstration. Let
(ph(t) = Uh(t,O)gDh and 1/)h = (ph(l).

Since ¢y € . (R™), from Lemma 4.2.8 we know that, for all ¢ in [0,1], px(t) € .7(R™). Because ¢y, € €M,
there are fg e sl 5, € R and zg € R?" such that

on = e T (20) An(f + Wogn), (4.15)

B >0, fe SR and (gn)neo,n,) C (R") (see Definition 4.2.2). Let (zt)o<t<1 denote the classical
evolution from zg led by the time-dependent Hamiltonian (Hy)o<i<1,

vt €[0,1], 2 = ®4(20).

As (H¢)¢epo,1 lies uniformly in time in S(1), the corresponding Hamiltonian vector field is uniformly bounded
in times, that ensures us the global existence of the flow (®%;)¢c0,1]- Introducing the action integral

t
. 1
5t = 50 +/ (ps s — Hs(zs))ds - 5(‘]1‘ Pt — 4o 'p0)7
0
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we define _
op(t) = e O AT (—2) Un(t, 0)on(0). (4.16)

We establish the propagation equation of vy (t). Noting that V¢ € . (R"™),

0, (T (2)9) (x) = [Th(—zt) (-2 (W P x gy mw)) w} ()

and by the differentiability property (4.13),

. 1], _ w
Zatvﬁ,(t) = ﬁ AthfL(_Zt)Oph (Ht)Th(Zt)Ah

—A? (Op}f(az)ath(zt) - Opg(f)ath(zt))Ah - Ht(zt)‘| un(t)

where (z,£) = X € R?". Since
A7 Th(—2)OpY (Hi)Th(z) A = Op¥ (X — Hy(z + VhX)),
we are naturally led to Taylor expanding the function X + Hy(z + vAX) around the point z ; let
Ko(t, X) := XTHess(Hy, z:) X
and let RS) be the integral remaining term of order 3 in this Taylor expansion. We obtain

i0pon(t) = Opi_, (Ka(t, X) + VAR (t, X)) vs(1)
’Uh(t:()) :f+hﬁgh

Recall, from the definition (4.16) of vx(¢), that this equation admits a propagator Py (-, -) given by
Pr:(t,s) € [0,1]2 = Pi(t,s) = (Tn(z)An) " Un(t, $)Th () An.

From this formula, P; inherits the group and strong continuity properties of Uy. Moreover, it defines a map
from .7 (R™) to itself that satisfies, for any v € .Z(R"),

i0, Py (t,0)v = Op¥_, (Ka + VAR Yu ,
and from Lemma 4.2.7 and Lemma 4.2.8, for any order function v,
1P, 0)vllm, o) < Cllvlla ) »

where C is time and A independent. We consider now the following propagation equation in v(® :

{iaﬂj(o) (t

= Opp_1 (Ka(t,))v O (t)

)
01 (4.17)

Since it is defined by a time-dependent quadratic Hamiltonian, we may apply the result of [11, Theorem 2.8],
which asserts that the propagator is well-defined as long as the classical flow z; exists. Hence for ¢ € [0, 1],
Equation (4.17) admits a propagator (P (%, s))¢.se[0,1] (Where the subscript ¢ stands for ‘quadratic’), which
is smooth in ¢ and unitary on L2(R"), satisfying

Py(t,r)Py(r,s) = Py(t, s).

94



In order to prove that P, acts on . (R"), we will use Gaussian coherent states. Let Gy be the normalized

Gaussian on R"”,

1 .
Go(X) = -

an/4 €

and define
Gg = Thzl(é)Go.

Since P,(t,0)f € L2(R™), the resolution of identity property of Gaussian coherent states gives

Pit0)f = [ (FPyft0)°G2)Gd (4.18)

From [13, Chapter 3, Theorem 16], there is a differentiable map
t e [O,l} P—)Ft GH:

where IT} is the Siegel space of complex and symmetric matrices with positive-definite imaginary part, such
that,
r
Py(t,0)G: = G5!
Here we have denoted, for T' € T},
G (X) = ape "7,
where ar is the L?-normalization constant and % corresponds to the Hamiltonian flow of the quadratic
Hamiltonian starting from Zz. Since f € .(R™) we can, for any ¢ € [0, 1], integrate by parts and obtain, for
any integer N > 0
Cn(f:T4)
(Ze)N

This ensures, from usual theorems of derivation under the integral (4.18), that

(f,Gz )12 <

0,1] 5t — Py(t,0)f € .#(R™)

is continuous. We now prove that such a quadratic propagator satisfies the Schwartz estimates as in Lemma 4.2.8.

To do so, considering v an order function, v := log(v), and 7}’ := Opj_, (), we have for any Schwartz func-
tion f,

1Pt 0 M) = 17F Pyt O sy < [ 1 GEO 17 Gl

A computation gives (see Proposition 4.2.12) that there is an integer [ depending only on the order function
v such that
||€’yl GgHLZ(Rn) < C<§>l,

where C' is a constant depending only on v ; hence one can find an order function 7 such that

1P (&, 0) e, o) < CW [l )

So, Equation (4.17) admits a propagator family (Pq(t7 s)) that satisfies the same Schwartz continuity

t,s€[0,1]
property as P;. For t € [0, 1], let
vO(t) == P,(t,0)f € Z(R™)

be the solution to (4.17) ; notice that v(?) (t) does not depend on 1 and satisfies, for any ¢ € [0, 1], [[v(®(£) |2 rn)
[0 (0)||2(rn). Using now Duhamel’s principle, we get

t
on(t) — v O t) = KPP (t,0) gr — iVh / Py(t, s) Opi_, (RP)) P, (s,0) fds.
0
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From Lemma 4.2.8, as the Schwartz seminorms of (g5)r~o are bounded, the same holds for (P1 (t,0) gh)h>0

for any t € [0,1]. Since H; € S(1), it follows from Taylor’s formula that R%g) € S((X)?), uniformly for
t € [0,1]. Therefore we may apply Lemma 4.2.4 and Proposition 4.2.5 to conclude, from the continuity of
(Pi(t,9)), sejo.) and (Py(s, 0))36[0 ;) With respect to (t,s) in [0, 1], that the integral

t
| Put5) OBy (R, 0) 7
0
is uniformly bounded in .(R™) for all ¢ € [0,1] and & € (0,1]. Finally, we have
on(1) = v (1) + 7 g

where

~ ~ t
Gn = KPP (t,0) g — k2P / Py(t, s) Opi_, (R P,(s,0) fds
0

and /3 := min(1/2, 8), which proves v,(1) € s/l (actually we obtain vy (t) € s for any ¢ € [0, 1]). Finally,
b = €T (21) Apon(1)

where §1 := ;=1 and z1 := z;—1, which establishes the announced result. O

Remark 4.2.10. The fact that the function f in (4.15) is normalized in L? is not relevant. Indeed, the proof
still works for any shape function of the form f; = f +h%gp, where f is an h-independent function of L2(R?),

B > 0 and (gr)r>o0 is a family of functions in . (RQ) with bounded seminorms, uniformly with respect to
he (0,1].

We now develop some very useful tools on the study of the coherent state class we introduced earlier on,
that is the Wigner transform.

4.2.3 Wigner transform of coherent states and applications

The main idea of the Wigner transform is to take advantage of the strong localization of coherent states
(sometimes called ‘peak states’) to get estimates on pseudodifferential operators from the associated symbol.
We refer to [20] for the definition below of the Wigner transform. In [60, 13], authors use fast decay properties
of the Wigner transform of coherent states to get strong approximation results on the propagation of coherent
states depending on the regularity of the generator of the propagation. Here, we will take advantage of the
Schwartz property of our class of coherent states to prove some estimates on pseudodifferential operators for
symbols class S(m) for arbitrary large order functions m.

We consider a family (¢.).cren of coherent states with the same shape : for any 2z € R?", ¢, = Tj(2)Apfs,
where f5, is a given shape in sl”. Now, let a € S(m) a given symbol, with m(z) < (2)! for an integer I. We
have

w on
(Opy (a)pz, oz )r2mn) = (2mh)™ X
2i(p_g ~ _ i i Gj—x P B FRa ’wﬁ
/n//]R?Sh( y)na(y,n)e 2Pt P(20-2) £ (2y\/:% q) djjdn ez ?? —iP'w g, (ac\/% )dx,

which leads to the following definition.
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Definition 4.2.11. We define the Wigner function W, ./ associated with the family (¢,),cren of coherent
states with shape fj, € s/ as

27l
, _ tw(Y—32"2—2")
Wz,z (9777) hn/2e X
; / +q’ +q'
/ e%u(n_p? )fh y— T —u fr e du
" \/ﬁ \/ﬁ

where w is the canonical symplectic form on R2"

w((a,b),(e,d))=b-c—a-d
and where Y := (y, 7).

With this definition we have the following formula

1
Opy 2y D2 VL2 (RP) = YW, . (Y)dY , 4.19
(D (@)oo aoga) = T [ alV )W) (119)
which highlights the Wigner function as a Kernel to compute the action of pseudodifferential operators on
coherent states. Setting

Uy = (ga U) € RQn = fh(g - U’)fh(g + u)7

Uy, is a Schwartz function on R?" with all Schwartz seminorm uniformly bounded with A € (0, hg) and we
have the shorter expression

on 2y, _ p+p’ _m
Weo () = et (7302 ”X/ Hul(n-"s )wﬁ<} Y = )du.

The goal is to use the oscillating integral structure to show some fast decay with respect to Y — ZJEZ/ and

z — 2" and to prove the following key property for this article.

Proposition 4.2.12. Let a € S(m) for an order function m on R?" satisfying for | € N, C > 0,
VY € R*", [m(Y)] < C<Y>l.

Let (©2).cren being a family of coherent states with shape fy € s . Then we have for € > 0, for N,M € N
large enough,

—M

N
y — 2t z—2
Op¥ (a)e.|?- ") < h32CL(8) 1175 Eon // // 2 dY< > dz’
O (@) e izt [ ] —

C.(f;) = max <||8aa(Y)< Lo (m) ) > T pistn) (4.20)

eNm |a|<K
. lal< il jeJ

with

where K is an integer depending on N and M and I, J finite sets depending only on N, M, | and €, and
with p; j being some Schwartz seminorm, §; ; > 0 depending on €.

Remark 4.2.13. The parameter ¢ is necessary to handle the growth of the symbol a at infinity, by somehow
‘multiplying’ by f; that decays very fast at infinnity. That is the reason why we get an estimate by an ¢
depending constant and by ||f;||?~¢ and we can’t take ¢ = 0 in general. Nevertheless, one can remark that
for a € S(1) it is possible to take e = 0, because of the ‘non-growing’ property at infinity.
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Démonstration. Applying Plancherel’s theorem along with (4.19), we first get
2

10D (@) 122 o 012 gy = // // W)y | dz'.
]R2n R2n

We now use the fact that the Wigner functlon is an oscﬂlatlng integral. Noting that

<Z - Z/ N N i (U(Y _ 2 /) i (U(Y _ 2 /)
X(l*liAy) - eh 27 =eh 27
\/ﬁ >

and, for any integer M,

n_ﬂ - 21
K x (1 — A, )MeHw

Vh
we get

1 22n

100} @ s o ey < oy T

J o (5 () E ot
q+q 2M
[

w(w oy 5N AN e I s
n (f NG ) 2 C’“(wﬁ) M”‘L(f f)

Ogljkl,‘jk‘<2N
constants Cy, not depending on f, for k € N>, As a € S(m), with VY € R?" |m(Y)| < (Y)!, we have
sup 22005 a(Y)(Y) L~ av) < C(L, M)

0<[kI<N
with C(l, M) independent of h. Moreover,
vy _ c'iz)

2M X i\ 2M 1
2N iz _zte
o y— 2tz <Z,Z/>2N—z Y242
Vh N 2 vh

2
dz’

q+q

B Mgl [ ¥ Y— 2/
orsonet (32=25)

dudY

with

Finally, setting

q+q M
Crm(Y) = C(k,1, M) x Z/n< >

|k[=0

du,

k
(1—hA,)Mult (

oy
Vi Vh
from Hélder inequality in Y variable, we get

22n

0D (@) 2 e a2y < (20 s *

-2

2N—1 oz \ M
S\ a) ) @)
R2n supp(a) \/ﬁ \/ﬁ
V/ ICoar (V)2 aY | a2/
supp(a)
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We now estimate

For more simplicity, we set

Noting that

and that
2N j oM Wl v @
TN 4 - ragMel () _
> (G -t (7

s () () s ()7 (5)

i,5€1

where the I is a finite set and C%J only depends on the integers k, N, M and [, but not on the shape fj;, we
get for § > 0 small enough

A —2M 26
< e n(om - (F)n ()

ijed
s (Gl ™ () T o

with again J a finite set and C%J > 0, these two only depending on the integers k, N, M and [, but not on
the shape fj, and where x is the convolution product. So, integrating, we have

1-06

~ —2M
Cru (V)2 Y < CW'/ <”> dn x
/RM| 2t (V) >ouf (o

i,5€J
28

26
.- (fh (%) ) - (fh () ) o
‘ a-a (|
ot
7)
due to usual estimates on the convolution product. Noting that

‘ H%ini félf‘s) (

)
i)

for some fixed integer K and for px a seminorm depending on K, we use the following lemma to estimate
the terms ||0“fy|r2(rn) and [|0°f5|12(z»). This lemma is known as the Kolmogorov inequalities.

2

i ()

LQ(RH) Ll(Rn)

2
_ . 5)
<h n/QH‘?awthL?l(Ri ||aa”fh||L1(Rn
L2(R")

and that

< n/2||361th”L12(H§i)pK(aﬂ”f )25/(1+25)/ () K da

n

LI (R")
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Lemma 4.2.14. Let f € /(R™). Then for any L € N, for any ¢ € N, ¢ < L, for any integer i such that

1 <i < n, we have
1-£

HainHL?(Rn Hf”[,?(]Rn ”aiLfHEz(Rn)
Then, for any f € .(R"), for ¢ = (c1,...,¢,) € N*, for L € N, L > max ¢, and L := (L,..., L), we have

PO el § (T Sk

So,
(k) (k)
" 25)1‘[k( ><1 )
/2 |G (V)P AY < h=32C0 ie nova () % Z ||thL2 (4.21)
e ,,7EJ
for, given 7,5 € J, ar; = (al,...,al"), Bi; = (B%,..., 8", and for L € N, L > max; ;x(ai?, B%)). Let

now € > 0 : for L great enough and 5 Small enough, from (4.21) we get
[ (G ay < hn ) e
R n

with C.(f,) satisfying (4.20). We then get the expected result

N

y — 2zt z—2
Op 0, . h 3n/20 fh fh 2—¢ // // 2 dY< > dzl
10} (@) 122 e (5n) 16| S — vE

We state two applications of this result. The first one is a straightforward application of the above
Proposition 4.2.12.

Proposition 4.2.15. Let (p.),cr2n a family of coherent states with shape fy, € sl" and let m be any order
function on R*™. Then, given any € > 0 we have the continuity property

Va € S(m), Vz € R*, O} (a)¢:|amny < h2"2C(a)Ce () IfallF 2 (on (4.22)

with C(a) < C maxog|o|<k [[m ™1 0%a| 100 (r2n) where C > 0 only depending on m and with C.(f) as in
(4.20).

This property gives a useful boundedness property for pseudodifferential operators acting on the coherent
states of €I, We will mainly use this property in the last part of the paper, where the shape will depend on
a parameter j € N. The second property is about the localization of elements of €™, We first define what
we are saying by localization (one could also say microlocalization) of a function depending on .

Definition 4.2.16. Let fip > 0 and let (¢n)ne(o,n,) be a family of Schwartz functions on R™ such that

lenllLz®ny = On(1).

We define its semi-classical wavefront set WF(pp) as follows. Let Zy € T*R™, then Zy ¢ WF(pp) if and
only if there exists a € S(1) such that a(Z) > v > 0 for a fixed v € R and for Z in a small neighborhood of
ZO with

10py (@)¢nllL2@ny = O(R%).

Then a function ¢y € #(R™) is said localized at Xy € T*R™ if WF(¢p) C {Xo}.
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Proposition 4.2.17. Let ¢, be a coherent state centered at z € T*R™. Let a € S(m), for some order
function m, and assume that one can find § > 0 such that a vanishes on B(z,4), then

10D (a)@: [IF2 ) = C (@) Ce(f) I 172 Gy O(R)

with C(a) and C.(fy) as in Proposition 4.2.15 and with constants in O(l>) only depending on §.

Démonstration. Let § > 0 and a € S(m) such that supp(a) C T*R™ = R?" \ B(z,d). Then, if ¢ > 0, because
of Proposition 4.2.12, we have

242 -N O —M
Op Pz n £r)11fr n // // . dY <> dz'.
(Omi e Eaceny < CotilnlEzten > [ [ (7 =

We denote C. := C(a)C.(fp)||fa]|>~=. Then, setting Y :=Y — z and ¢ := 2’ — 2, we get

v\ N ¢ -M
Op} P2 mny < O — dY >d
10pi (@)= 1 (&) S (//B(o,a) //R2"\B(0,6) <\/ﬁ> <\/ﬁ ‘
(1)
v\ N ¢ -M
— dY ( — d
* //R?n\B(o,a) //R%\B(o,a) <\/ﬁ> <\/ﬁ> C)

(2)
and one can check that (1) = O(AM) and (2) = O(AY), so that for any integer M, N, we have

10Dy (@)= [1F2(gny < CcO(RY + 1)

From this we get the following strong localization property.
Proposition 4.2.18. Let z € T*R™ and v, = Tr(2)Anfs € e, Then ¢, is localized at z, i.e.
WF(p.) = {z}.

Moreover if a € S(m), where m is a given order function, a vanishing near z, then for any order function p
and any € > 0 we have

0B (@) ity (o) = €@y 1)C= ) 16015 O )

with C(a, ), Ce(fn) as in Proposition 4.2.17.
Démonstration. From Proposition 4.2.17, we get that

WF(p2) C {z}.
Now, using stationary phase methods (see e.g. [74, Chapter 3]), for a € S(1) with compact support we get

105 (@)@ 2 ey = lala. p)*[fallF2 ey + O(R)

which gives

WF(pz) = {z}.
We now consider a € S(m) and ~y := log(u), for some order functions m, u. We have

10p; (@)= NI, ) = le”” Opy (@) Iz (n).-

Since L := 7" Op¥(a) is a pseudodifferential operator with its symbol in S(mu), we may apply Proposi-
tion 4.2.17 to obtain the announced result. O
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Chapitre 5

Propagation magnétique d’états

cohérents en temps longs
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Ce chapitre est en quelque sorte le point culminant de ce manuscrit. Au moment de ma these ou le
résultat principal de cet article & commencer & poindre, il apparut important de bien définir les notions
utilisées, notamment celle d’état cohérent, mais aussi d’étudier et de développer les outils nécessaires a leur
propagation magnétique, que ce soit les résultats de formes normales et leurs applications dans le Chapitre 2,
le résultat de propagation magnétique en temps longs du Chapitre 3 ou encore les estimations de Wigner
de la classe d’états du Chapitre 4. Une fois ces outils développés et rassemblés, nous obtenons le présent
chapitre, qui est intégralement constitué d’un article [6] coécrit avec San Vi Ngoc, soumis & ce jour.

LONG-TIME DYNAMICS OF COHERENT STATES IN STRONG MAGNETIC
FIELDS

Abstract : We consider a charged particle on a plane, subject to a strong, purely magnetic external field.
It is well known that quantum dynamics closely follows the classical one for short periods of time. Using
a recent completely integrable microlocal normal form by Raymond and the coauthor of this paper, we
prove that for times of order 1/A, the quantum evolution of (generalized) coherent states splits into multiple
wavepackets, each one following the average dynamics of the guiding center motion but at its own speed.

5.1 Introduction

5.1.1 Motivation

The aim of this article is to study the propagation of coherent states in the 2-dimensional plane R? C R3,
subject to a strong magnetic field B = Beg perpendicular to the plane. In this article, B will be a C*
smooth, non vanishing function B : R?> — (0,+0c0). From the Poincaré lemma, one can find a smooth
function A : R? — R2, the magnetic potential, such that

dA = (92A1 - 81A2 = B.
The classical magnetic Hamiltonian is
H:R*xR*> (¢,p) = [lp— A(9)I* € R,

giving rise to the Hamiltonian flow ®%, (g0, po) = (¢(t), p(t)) defined by Hamilton’s equations
(5.1)

with initial condition ¢(0) = ¢o, p(0) = po. The corresponding quantum operator, or magnetic Laplacian, is
the differential operator given by

Lia = || — iV — A(q)||? = (—ihdy — A1(q))? + (—ihds — As(q))?. (5.2)
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It is well known that £; a, as an unbounded operator acting on L?(R?), is essentially self-adjoint [43], and
one can define the associated Schrédinger unitary group on L?(R?) given by

ihOypr, = Ln,aPh
{ o o (5.3)
Y = Ph
We shall consider the case where the initial quantum state cp% is coherent, which means strongly localized in
phase space (see Section 4.2). The general semiclassical theory states that, for finite times (by finite, we mean
a time ¢ that does not depend on %), the quantum evolution (5.3) closely follows the classical trajectories (5.1),
in the regime where A is small. Early works in semiclassical physics and chemistry emphasize the importance
of this idea, see [45, 39]. More precisely, one can define the classical limit (or semiclassical wavefront set,
see Definition 4.2.16) of a coherent state; this is a position z = (g,p) in phase space. Then, if zy denotes
the classical limit of the initial quantum state go%, Egorov’s theorem (Proposition 4.2.9) ensures that the
classical limit of o} coincides with the flow at time ¢ of the classical Hamiltonian starting from zo. See for
instance [25] for a mathematical account of this in the case of electric potentials, or [59, 74] for a more general
formulation.

However, for long times, i.e. times that tend to infinity when i — 0, most of the results break down. In
many cases, the non-commutativity of the limits A — 0 and ¢ — oo is simply inextricable, at least beyond the
so-called Ehrenfest time ¢ < |In A|. In this paper, we will investigate the propagation of a coherent quantum
wave packet under the action of strong magnetic fields, for times of order ¢ < 1/h. How is this possible ?

2.6
2.4
2.2

5]
1.8
1.6

1.4

1.2

A

1 2 3

FIGURE 5.1 — Motion of a classical particle in a strong magnetic field. The particle oscillates around a level
line of B. Here B(q1,q2) = 2 — cos(q1) + ¢3.

Classical trajectories of a charged particle under a strong magnetic field have a distinctive feature : they
can be approximately described as a superposition of a fast rotation motion (cyclotron, or Larmor motion)
with a slow drifting motion (often called the guiding center motion [45]), see Figure 5.1. If the energy of the
initial state is small enough, then this guiding center motion can be controlled, and the fast rotation is almost
decoupled, giving rise to an adiabatic invariant (see the classical book [47], or the recent review [10]). Then,
since we work on a two-dimensional plane, the motion becomes nearly integrable. This near-integrability is
a crucial element in an attempt to explain why it is possible to describe the motion for such long times.

5.1.2 Mathematical background

We shall assume that the magnetic field B and its derivatives have at most polynomial growth at infinity,
in the sense that B belongs to a symbol class S(m) for some order function m on R? (see Section 4.2.2).
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For instance, m(q) = (||¢||* + 1)™ for some M € R. Then one can find a potential A lying in some S(m’),
with an order function m’ on R?, showing that H € S(m") for an order function m” on R*. The magnetic
Laplacian defined in (5.2) is the natural symmetric (Weyl) quantization of H, acting of the Schwartz space
S (R?) :

Lr.a = Op; (H).

Since Lp a is essentially self-adjoint on L?(R?) we will identify Ly, A with its self-adjoint extension, and we
may now consider the magnetic Schrodinger evolution equation (5.3), where go% € .Z(R?). From Stone’s
theorem (see e.g. [58]), there is a unique continuous family of unitary operators (P?);cg satisfying the
propagation equation

ihOyP' = Ly A P!
and for any ¢ € R, the solution to (5.3) is given by % := P'p?. In this work, ¢? will be a coherent state in

a generalized sense, as follows (see Section 4.2 for a precise definition).
Defining for 2 > 0 and z = (¢, p) € R? x R? the rescaled translation operator

1 _ i T —q
Th(z) o Ap : LA(R?*) 3 f [m»—>e 2RIPer®P ( )]
a state o, will be called a coherent state if one can find a function f € .#(R?) with normalized L?-norm,
a family of functions (gr)re(0,r) € < (R?) with seminorms that are uniformly bounded in £, and a real
number 3 > 0, such that
e = Tr(2)An - (f + B gn).

Such a coherent state is said to be centered at z in phase space. We denote by € the set of coherent states.
Since we are interested in the propagation of quantum states with low energy, we shall consider coherent
states centered at a vanishing point of the Hamiltonian H, i.e. z € ¥ with

L =H"'({0}) = {(0;A(9)) | ¢ e R*} CR] x Ry
On this smooth surface we define the pull-back B of the magnetic field B as follows. Let j be the projection
j:%3(q,Alg) = q R

Since ¥ is the graph of the function A, j is invertible and then we can view the magnetic field as a function
on X via ~
B:=Boj

One can check that, when B is non-vanishing, ¥ is a symplectic submanifold of the canonical phase space
R? x R? = T*R? (in fact, the restriction to X of the canonical symplectic form on T*R? is exactly the
pull-back j*(Bdgq; A dgz)). Hence B is now a Hamiltonian on ¥ and we can consider its Hamiltonian flow
®’. A basic result in magnetic dynamics (see also [57]) is that this flow gives a good approximation of the
guiding center motion.

5.1.3 Description of the main results

The main goal is to prove the following fact. Let ¢ be a coherent state centered at a point z in the
characteristic surface 3. Classically, this state cannot move because it has zero kinetic energy. However, due
to the uncertainty principle, the quantum state lives on a ball of radius =< A!/2 around z, and so almost all
the points in this ball will actually move slowly, at various speeds of order A, with a precise factor depending
on the distance to X. But, because of energy quantization, the involved speeds will actually be quantized :
only integer multiples of hBy, for some positive constant By, will play a part. Thus, the initial state will
be split into a number of new coherent states evolving at theses speed scales, becoming genuinely separated
from each other after a time of order < A~!.
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Theorem 5.1.1. There exists a self-adjoint pseudodifferential operator Jy (the ‘Quantum adiabatic inva-
riant’) on L2(R?) such that for any o € (0,1) and K > 0, if J, € N is a family of integers satisfying
Jr = Kh™?, then the following holds.
Let o) € € be a coherent state centered in zg € ¥ = H~1(0) and consider its propagation (¢})ier through
the Schrodinger equation (5.3) :
Vt € R, @k := P,

Then ¢}, can be decomposed as follows :

Jh

h=D it Th (5.4)
j=0

where (o) jen € (2(Ry), there exists T > 0 such that the remainder vt satisfies, for any N € N,

sup [[(Ln,a)Vrh L2 g2y = O(h), (5.5)
t€[0,T/h)

and the gog-,h have the following properties.
1.5 20, ol is the orthogonal projection of ¢}, onto ker(Jn — (25 + 1)h) ;

2. Vi €[0,T], o
t
i €& (5.6)

3. we can follow the center of these coherent states : for any t € [0,T], we have
WF (&) = {22 + D)D)} (5.7)

where z(t) := @%zo, and fb% is the Hamiltonian flow of B on X.

Here, WF(f) denotes the semiclassical wavefront set of the function f € .(R?), see Definition 4.2.16
below. The quantum adiabatic invariant J5 corresponds to the pure cyclotron motion that one would obtain
for a homogeneous magnetic field of strength 1. Its spectrum consists of the eigenvalues {(2j + 1)A;j € N},
and the corresponding eigenspaces

Hjn = ker(Tn — (2§ + 1)h)

are infinite dimensional Hilbert spaces that one can call the adiabatic Landau levels of the system. Up to
an error of size O(h*), these spaces are preserved by the quantum dynamics. We see from (5.7) that the
“adiabatic value” (2j + 1)h is coupled with the original dynamics in that it defines a quantized speed of
motion for a coherent state living in H; 5. It would be very interesting to observe this quantization effect in
a (real or numerical) experiment, but the long time 2~ clearly poses serious numerical challenges.

Notice that the remainder in (5.5) is controlled in terms of the obvious Sobolev-like norms that are
preserved by the dynamics : the L2-norms of arbitrary powers of the magnetic Laplacian (which, in particular,
control the quadratic form (L a1, ), and hence, by the Cauchy-Schwarz inequality, the norm of the usual
magnetic Sobolev space HY, where derivatives are replaced by magnetic derivatives hd; + A;). But recall
that £y A is not elliptic in the semiclassical sense, since the characteristic manifold ¥ extends to infinity
in ¢q. Therefore, if one is interested in quantum transport or, rather, quantum localization, it is in general
an important, non obvious question to check whether, and to which extent, these norms can be compared
to more ’localized’ norms like Schwartz seminorms or standard Sobolev norms. The answer is expected to
depend on the geometry of the magnetic field. Recently, the control of Schwartz seminorms has been obtained
in [5], under the assumption that the magnetic field is uniformly non-vanishing, and satisfies the following

property.

(P) : for all @ € N?| there exists C' > 0 such that, for all z € R?, [|0“B(z)|| < C||B(2)|.
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This assumption states that the derivatives of the magnetic field are controlled by the magnetic field itself,
preventing B from ‘oscillate too much’ at infinity. It appears to be rather known and used in literature. In
dimension d > 3, this property is crucial to obtain that, under some ellipticity condition, £ o has compact
resolvent and hence no essential spectrum ; and if these ellipticity conditions do not hold, there is a rather
precise description of the essential spectrum (see [4, 34]). The lower bound at the bottom of the essential
spectrum of Ly A obtained in [35] is an important ingredient in the localization estimates of [5].

In general, Property (P) is optimal to prove the compactness of the resolvent : in the paper [17], the
author constructs a magnetic field that does not satisfy this property and such that L£j a, while enjoying
some ellipticity properties, has no compact resolvent. On the other hand, in dimension 2, the diamagnetic
inequality gives an immediate lower bound on the essential spectrum without needing (P). It would be
interesting to investigate whether, in dimension 2, the localization estimates of [5] could be obtained under
a weaker condition than (P).

In this work, we take advantage of the results of [5] to obtain a stronger estimate of the remainder r} in
Theorem 5.1.1, as follows.

Theorem 5.1.2. With the same notations as in Theorem 5.1.1, for a magnetic field B satisfying the above
property (P), assuming that there exists by > 0 such that

Vg € R?, B(q) > by, (5.8)
we get the following estimate of v} : given any T € R and any Schwartz seminorm p, we have
sup p(rt) = O(h™). (5.9)
t€[0,T/h)

We surmise that this result does not hold for general magnetic fields B. Although the control in terms
of Schwartz seminorms is much more satisfying in the setting of coherent states, the price to pay for this is
that the proof of Theorem 5.1.2 is substantially more involved than the proof of Theorem 5.1.1.

5.1.4 Organization of the article

In section 4.2, we define the class of coherent states that we will use, and we present some facts about
their propagation. We will prove some short time propagation properties for these coherent states and some
long-time estimates in the case of coherent states centered at a critical point of the classical dynamics. In
section 5.3, we introduce the symplectic and quantum magnetic normal forms, which are here the main tools
to study the long time dynamics. In section 5.4, we prove Theorems 5.1.1 and 5.1.2.

5.2 A general class of coherent states and related propagation
results

Pour cette section se rapporter a la Section 4.2, ou pour la cohérence du manuscrit est rapportée la
définition de la calsse d’états cohérents étudiée dans cette article et les résultats de propagations afférants.

5.3 Geometry and propagation under magnetic field

The first part of this section is about the underlying geometry of the magnetic field, more precisely about
the classical and quantum normal forms of L5 a. Classsical and quantum normal forms for the magnetic
Hamiltonian were introduced by Raymond and one of the co-author of the present article, see [57]. We first
briefly present the symplectic normal form adapted to the Hamiltonian H, and then we will explain how,
from the symplectic setting, one can obtain the corresponding quantum normal form (we mainly refer to
[57]). The second part of this section is about the long time quantum propagation. It turns out that, assuming
some control of the derivatives of the magnetic field by the magnetic field itself, we can get uniform estimates
of the propagation in the Schwartz class.
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5.3.1 Symplectic normal form

The following symplectic normal form result is about the existence of a symplectomorphism that locally
around X N transform the magnetic Hamiltonian H into an almost integrable system.

Theorem 5.3.1 ([57]). Let
R 2 *p2 _ 2 2

where the magnetic potential A : R? — R? is smooth. Let B := 0y, Az — 0y, A1 be the corresponding magnetic
field. Let Q C R* be a bounded open set such that B does not vanish on

Qo = {q € R?|(q, A(q)) € Q}.

Then there exists a symplectic diffeomorphism k, defined in an open set Qc C,, x Rgz, with values in T*R?,

wich identifies the plane {z1 = 0} N Q with the surface {H(q,p) = 0lq € Qo}, and such that
Hor =z f(22,|21]) + O(|21]®),
where f :R?2 x R — R 4s smooth. Moreover, the map
¢: 003 qr o) € ({0} xRE,)NO

is a local diffeomorphism and

fo(6(q),0) =[B(q)l-

From this theorem, we get a better understanding of the dynamics near the characteristic surface 3.
Indeed, up to an O(|z1|*°) term, that is for trajectories very close to 3, the trajectories in the (z1,22)
coordinates are given by the Hamiltonian |z;|?f(22, |21]?) that gives the center-guide dynamics, whose center
25(t) follows the Hamiltonian flow led by f(-,|z1|?). Moreover, as f(z2, |21]?) = B(z2) + O(]21]?), still near
the surface X, the dynamics of the center z3(t) is given by the magnetic field pulled back on ¥, B:=Bog¢™ 1.

5.3.2 Quantum normal form

The following theorem is the quantum version of Theorem 5.3.1. It introduces the normal form of L5 A.

Theorem 5.3.2 ([57]). For h small enough, there is a unitary Fourier integral operator Uy, such that
Ui Ly aUp =N + Ry,
where

1. N is a pseudodifferential operator that commutes with
I == h?02, + a%;
2. For any hermite function hj, such that Iph; = h(2j + 1)h;, the operator NG acting on L2(R,,) by
hj @ N9 (u) = N'(hj @ u) (5.10)
is a classical pseudodifferential operator in S(1) of order 1 in h with its principal symbol
n) (z3,62) = W(2j + 1)Bo ¢ (w2, &)
with ¢ the diffeomorphism in Theorem 5.5.1;
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3. Given any pseudodifferential operator Dy, whose principal symbol do such that do(z1, 22) = c(22)|21|* +
O(|z1]3), and any N > 1, there exist pseudodifferential operators Sy N and Zy such that

Ry = Spn(Dp)N + Zn,
with Zn a pseudodifferential operator whose symbol is supported away from a fized neighborhood of
‘Zl| =0.
4. N =H)+H}, where H) = Opy (HY), H® = Bo¢~'(22)|21|?, and the operator H; is relatively bounded
with respect to 7—[% with an arbitrarily small relative bound.

Actually, the above theorem is a slightly different formulation of the one stated in [57]. Indeed, the
authors introduced a Fourier integral operator U, that is unitary only microlocally in a fixed neighborhood
of 3. It will be useful for us to have a genuinely unitary operator, which microlocally satisfies the same
assumptions. Since the canonical transformation associated to Uy is obtained by the flow of a compactly
supported, time-dependent Hamiltonian, one can in fact obtain U as the quantum flow of a time-dependent,
uniformly bounded self-adjoint propagator, as in Lemma 4.2.8; see [74, Chapter 11].

5.3.3 Quantum propagation under magnetic field

The main topic of this article is the long time propagation of coherent states. It is well known that, for
a general Schrodinger operator, and for times bigger than the Erhenfest time = [In A, propagated coherent
states may not remain coherent. Thus, in order to obtain a rough control on the localization of the propagated
state, it is natural to estimate the growth of its Schwartz seminorms. In the case of a purely magnetic
propagation, this is given by the following theorem, proved in [5]. For the purpose of this article, we only
state it in the 2-dimensional case.

Theorem 5.3.3 ( [5]). Let P! be the propagator of Ly a, given by Stone’s theorem,
P:teRw Pl = ¢ 7hna,
Under property (P), and assuming B > by > 0,we have
vteR, PLYR?Y cC.Z(RY).

More precisely, for all M € N*, for any Schwartz seminorm p, there exist hy > 0, C > 0, N € N* and a
seminorm P, such that, for all h € (0,hg), and for all vy € .#(R?), and all t € [0, A~ M],

P(P'4o) < Ch=Np(¢) .

5.4 Propagation of ¢-class states
Our goal is to propagate a state ¢9 € € through the magnetic Schrédinger equation,

ihdypl = Ly A}
{ t=0 i 0 " (5.11)
Ph = P>

where the initial state ¢Y is such that
WF()) c {X for X° e N Q.

We consider the Fourier integral operator Uy from Theorem 5.3.2. Since Uy is the time-1 flow of a
time-dependent quantum Hamiltonian, the same holds for the adjoint (or inverse) U, and we may apply
Proposition 4.2.9, which shows that ¢ := U} oY is still a coherent state of the class €. Moreover, because the
canonical transformation associated with U} is the symplectomorphism k~!, we obtain that w% is centered
at a point 29 := £k 1(Xp) € kH(X) = {21 = 0}. Our strategy is to first propagate ¥? through the quantum
normal form A and then to relate it to the propagation of ¢ through the initial Schrodinger equation (5.11).
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5.4.1 Propagation through the normal form
The normal form A of Theorem 5.3.2 defines an essentially self-adjoint operator on .#(R?). Indeed, as
N =H)+H}

with H} relatively bounded with respect to HY, it suffices to prove that HY is essentially self-adjoint. This
follows from the fact that H? is a tensor product of two essentially self-adjoint operators on .%(R). Thus,
we can study the following Cauchy problem :

(i~ o1
o = Yhe
From Stone’s theorem, we have a unique family of propagators (Q!);cg, unitary on L?(R?) and satisfying
Vi € S (R?)  ihd, Qb = N Q.

Then, we denote 9! := Q)Y the solution to (5.12). As explained above, ¥ € € is localized on

X)) = (0, 29).
Considering the harmonic oscillator in the variable zq,

In = —h*0; +af,
and the associated Hermite functions (h;)en C (R,,), we get the following Lemma.

Lemma 5.4.1. There is a family of states (f7)jen C ./ (Ra,) and a sequence (o) jen C £2(Ry) such that
v => hj®f]
=0
with for any integer j, if a; # 0 then aj_lff e ¢l and W]:“(fjo) = {29}. In the case of aj = 0, we have

fi = O (R?) and WF™(f7) C {29}

Démonstration. From Definition 4.2.2, one can find a function f in .#(R?), with || f||r2(r2) = 1, and a family
(9n)ne(0,n0) C - (R?), with seminorms in .#(R?) bounded uniformily in %, such that

Vp = Tr(0, 29)Ar(f + K’ gp).

Then we let
£ = W ) ae, = TP DA + 10n), by € Z(Ry,). (5.13)

L]

Since (h;);en is a Hilbert basis of L?(R,, ), after defining

. h=
vieN, a; = (£, B N @, ) le@,,),

we get Za? = ||f\\i2(R2) =1and, for j € N, a; #0, oz;lf]Q € ¢l centered at 29. In the case of aj = 0,
we get fjo = O (h?) and applying Proposition 4.2.17 we have WF* (f]()) C {28}, with equality if g5 is not
O (h>) (in that case, we have WF®2(f?) = 0). O

Lemma 5.4.1 expresses 12 as a sum of functions, each one corresponding to a ‘Landau level’ of the
harmonic oscillator : f](-) corresponds to the occupation of the j* energy level. The following lemma gives
the energy distribution of these levels, in the semiclassical limit 7 — 0.
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Lemma 5.4.2. Tuking the h-independent sequence (aj)jen C *(Ry) introduced above, there is an h-
dependent sequence (e(h)); C R such that for any j € N

IF217 = af + hPe;(n)
with 35+, a? =1 and where }_ - |;(R)| is bounded independently of h.
Démonstration. From the proof of Lemma 5.4.1 we have Zj>0 a? =1 and we can compute, using (5.13) :

h=
1912,y = 14F ™ Va3, +

h= h= h=
W <2Re <<<f,h§ Daers (gns 1§ 1)>dz1>dI2>+h’8||<gh,h§- 1>>dg[‘,1||39,32>

=l + hPe;(h),

where 1
h=1 h=1 h=1
&3 < GUKE ATz e, + 1gm Bz Ie,) + 21 gms B e
and 1
>l (M < llgnllfaee) (5 + %) + 1,
720
wihch is uniformly bounded for & € (0, ip). O

Remark 5.4.3. The result of Lemma 5.4.2 can be extended to the functions x”@ﬁipg, for any v, 6 in N2,
Indeed, we have
2O Th(2)An = b\ Th(2) Anlg + Vha][ip + Vhd,]°

where we denote z = (21,22) € C x R?, 21 = q1 +ip1, 22 = (q2,p2) and finally ¢ = (¢1,42), p = (p1,p2)-
Then, for ¢ = Th(2)As - (f + hPgn), with f and the family (gn)n as in Definition 4.2.2, we get

2800 = 1T (2) A (£ + 1P g0,

with § = min(1/2, 8), where the function f7 € .#(R?) is independent of %, and the family (g;{"s)h belongs
to the Schwartz class with bounded seminorms, uniformly in £, satisfying the definition of €. Then, letting

200 =S " hy @ £)°
JjEN

with f]"; = WO (z7324Y, h;)de, , mimicking the above proof, we get
)6 ) 3 _~,0
£ HiQ(dxz) = |} >+ hﬁf'?; ()

where (a7

%5|2
J
1.

); and (5}’5) are sequences as in Lemma 5.4.2 except that >_, [a*°|® is not necessarily equal to

Applying Lemma 5.4.1, we now study the propagation of
oo
=) hjef]
j=0
From (5.10), the solution to (5.12) can be written as

vh=) hi® ff

J=0
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where for all j € N, fjt satisfies the evolution equation

0,15 = (hN) £
770=1

where %N () is a semi classical pseudodifferential operator whose principal symbol is (2j+1)Bog¢~!. In order
to apply usual propagation results to (5.14) we rescale time as follows. Given j € N, we set 7; :=t x i(2j +1)
so that 7; represents the reduced time corresponding to the slow drift of the 4t landau level. So for a global
time propagation ¢ € [0, Th '], we have a reduced time 7; € [0, (25 + 1)T]. We let now f? := f} and get the
following equivalent propagation equation

(5.14)

ihdy, f] = FOf7
=1,

where
B 1

() .
o h2j+1)
is a pseudodifferential operator acting on L?(RR,,) whose principal symbol is B o ¢~!. At this point, we may
highlight that even if the total symbol of F() depends on j, its principal symbol does not. Since N'U) is the
restriction of an essentially selfadjoint operator to a stable subspace, it is essentially selfadjoint on L?(R,,).
Therefore, from Stone’s theorem we get a family of propagators (Q;j )r;er for this equation ; coming back to
the initial propagation time ¢, we obtain, for ¢ € [0,T/A],

NG

T j ht
£ =17 =@,

Furthermore, from Lemma 5.4.1 and Proposition 4.2.9, we know that ozj_l ijj is a coherent state in ¢} when

7; is fixed, and the evolution of its wavefront set is governed by the Hamiltonian flow of
K:=Bog¢g !

which is the pull back of the magnetic field B from Qy C RZ on the zero energy surface {z; = 0} by
¢ =Ko (j‘g)*l. More precisely, let ®%- denote the Hamiltonian flow of K, and let T > 0 be such that

cl)gjﬂ)f(zg) stays in the open set Q for € [0, T]. Then, since
WFa, (f;7°) € {25},

we get

WFo, (f;7) C {®%(23)}

for 7; € [0, (24 + 1)T]. In other words, for any f € [0, 7], the wavefront set of ff/h is given by
WE (") < {2 ), (5.15)
while the solution to (5.12) is given by

Ve [0,T/h], Y= h;®fl.
jeN
We can then at this stage of the proof give an informal explanation about the quantum phenomenon
occurring here. Actually, our coherent state splits into a weighted sum of coherent states, each one with a
wavefront set with its own dynamics. For times ¢ of order h~!, the localization of ¢! is no more a point
in phase space but a sequence of points lying on the integral curve of the Hamiltonian provided by the
magnetic field in restriction to the characteristic set, or the zero set. The point labelled by ‘j’ corresponds
to the occupation of the j** Landau levels of Zj,. Furthermore, since the Schrédinger evolution preserves the
L2-norm, that is
12 .y = 157 L2 (a,)» (5.16)
the occupied energy level of the harmonic oscillator remains occupied with the same amount of energy, that
is oz?. In other words, we do not have any shift of energy to higher or lower levels during the evolution.
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5.4.2 Back to the initial magnetic laplacian

After the study of the propagation in the normal form setting, we need to return to the initial laplacian
Ly a. The first step is the following lemma. Recall that from Lemma 5.4.1 that we write

Up=> h;ef. (5.17)

§=0
Lemma 5.4.4. Let a € (0,1) and for K > 0 consider an h dependent integer Jy such that Jp > Kh~®.
Then, for
Y= hj®ff, (5.18)

J<Jn
we have

Uh —bp = Oz (h™).

Démonstration. Let us first recall a useful fact about Hermite coefficients of Schwartz functions. Consider
some function ¢ in . (R). We have
v=2 cih

JEN

with ¢; := (¢, hj)12(r). Since ¢ € #(R), for any N € N, for any h > 0, Z}'¢) € /(R). Furthermore, we have

I =Y WY (25 +1)Neh; .
jJEN

Hence, taking the L2-norm of ZV¢), and h = 1, we get

> (25 +1)*Ve? < o0 (5.19)
JEN
and so for any non negative integer N the sequence (j2V|c;|?);jen is bounded. Consider now the above
function 12 € € C .#(R?). We have

P9 = Ty(0, 20) A - (f + EPgn)

with f and (gn)n as in Definition 4.2.2. In (5.17) we have f) = (Y7, hj)12(dz,) and || 7172 (gn,) = @5 +17e(h)
according to Lemma 5.4.2. Then, from (5.19), and by definition of the sequence (¢;);, for any non negative
integer N, (a3j?"); is bounded (and independent of %). Moreover, from the h-boundedness of (gr)s in
S (R?), we get that for any N, | Z} gnl|1.2(r2) is bounded uniformly with 7 € (0, Ag). From this, we have that
for any non negative integer N, (j2Ve;(h)); is bounded uniformly with & € (0, hg). We now turn to (5.18);
let

Vi=p—gp =Y hief)

i>Jn

and we wish to prove that, for any v, § € N2
|27 830[|oc = O(R™).

To do so, we note that
2700 = Z 2190 hy @ 232022 f;.
i>Jn
First, if we set
20 = h (a0 ),

2
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then because of the definition of the sequence (f;); and applying Remark 5.4.3, we get that there is a

sequence of real numbers (a;262 ); independent of /i and a family of sequences (5}252 (h)); uniformly bounded

with respect to h € (0, hp) such that
5 522 G _2d
”fjvz 2”%2((“2) - (azz 2) —|—h66j72 2(h).

We now study the 7' 931 h; term. One can note that from the 1-D recursion relations

J [j+1
h;— = \/;hj1 - Thj+1

and
] li+1
:Uh; = \/Zhjl + JTthrl
we get
JH(y1+d1) ‘
= > P,
k=j—(y1+3d1)

where (Cglélj )k,; is a sequence of real numbers such that for any integers 1,1, there exists C, 5, > 0 such
that for any k, j in N,

L1467

|Clzlélj| < 07151]

We finally get
J+y1+61
I“/ﬁzo _ h*tsz Z Z C];Yléljhk ® f]ztsz
J>Jn \k=j—(v1+01)

that we rewrite as

k+v1+01 )
DO =h" > e Soopt g
k>Jp—(v1+01) Jj=k—(v1+61)
Denoting
k41461
fyS . _ V101 £y262
k Z Ck; fj )
Jj=k—(v1+61)

which is a Schwartz function as a finite sum of Schwartz functions on R, we get that

5 —25 2l
4709017 2 gy < A% Z 17212 ()
k>0

with J,;“‘;l := Ju — (71 + 61). Note that there is a constant K > 0 such that ng‘sl > Kh~“. The sequence
((2k + 1)N||f26||Lz(dx2))k, is bounded uniformly with 7 € (0, fip). Indeed, from above computations,

8 oy Y1467 2%k +1\" 5 3| _26
@+ DN o) < s . G7FN (j) (0772 + ni|3* (m]
Jj=k—(v1+61)
k+(y1+91) s s ~
LY1To1 LJ1+91
SOnms 3o [N 4 N R ()
Jj=k—(v1+61)

Ly1+96
< (2<71 + 61) + 1)CNV151 ('-7 12 1+N(a;’262)2”oo

3, .J1+d1 5
TS +Ne;“<h>||oo)
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and from what precedes, for any non negative integer N, the sequences ((a;’262)2 52N )j and (5;262(7”2) 42N )

are bounded uniformly in i € (0, fig). Finally, from the boundedness of ((2k + 1)V f7%||.2), we get

_ 6
||177320H%2(R2) = h7? Z I H%P(dm)

k>J710

_ h_262 Z (Hfl’cﬂsH?ﬁ(dmg)kZN)(kha)_2Nh2Na
k> g0

< C»ygth(Na752) Z (kha)izN

k>0

for any non negative integer N. Then, by sum-integral comparison methods, we have
1) N— —25
Hxﬂ/a’pa”i?(RQ) = O(h(z a2 2)7

from what we obtain that 27920 = Or2(h*) for any multi-indices v, 6§ in N2. So, giving any order function
m, we get [|0]|w, (m) = O(h>), which is the expected result. O

Remark 5.4.5. It appears in the above proof that for any Schwartz seminorm p and for any § > 0, we have

> op(f)) < oo

JjEN
We will use this property later on.

Thus, this lemma teaches us that only the first Landau levels of our initial state 99 matter in the
propagation, but we need to consider a large number of levels in order to get a nice estimation of the
remainder. We now relate the propagation of the state

70 . 0
W=D i

J<Jn

through N to the propagation of ¢ through the initial laplacian.

Propagation under general magnetic fields

In what follows, we only assume that the magnetic field B does not vanish on Q4. We do not make any
further assumptions on the magnetic field. Theorem 5.3.2 gives the relation between L5 o and N,

Eh,A = UhNUg + UthU;{.
For j € Nand t € R, we let ¢} , := h; ® f. From (5.14) we get the following propagation equation :
O U, = Ln aAURYS , — UnRitl .
Considering a € (0,1) and J, € N as in Lemma 5.4.4 and summing for j < Js, we get the following

propagation equation for ¢ := > i< i ® fi:

{ih@tUmﬁ}é = Ly aUndf, + ¢ (5.20)

T7t=0 _ 7.0
roo=Vn
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with ¢}, = UpRpib%. We compare the solution to (5.20) to the solution ¢} to (5.11). For any i > 0 and for
any ¢ € R, setting D} = ¢, — Uptbh, the Duhamel principle gives

. t
Dt = P'DY — %/0 Pt=oeids (5.21)

where P! is the propagator associated with (5.11), given by Stone’s theorem. We aim at proving that for a
given time T and a given integer N, uniformly for times t € [0,7/h],

||ﬁh,AND%||L2 O(h*>).

(R2) —

Since P! is unitary and commutes with £5 a, we have

T
H’Ch»AND%HLQ(RQ) S HCF%AND%HN(RZ) T Esup ] HE"%ANQ%HH(W) :

[0,7/h

Since Ly, A" is a pseudo-differential operator with symbol in S (m) and Uy is unitary, we have due to
Lemma 5.4.4

Hch,ANDQ,HLz(RQ) < Z wjo',h = O(hoo)

7> Hp(m—N)

Noting that H;C}LANQ%HLQ(RQ) < ||Rﬁ’lﬁg||Hh(,’n—N), it remains to prove

Rps = O(h™). 5.22
SE[S()?ZQ/E]H h'(/}hHHﬁ(m—N) ( ) ( )

Actually, we prove that for any order function p,

Rp; = O(h™), 5.23
Se[sol}%)/h]|| |y, 0 = OF) (5.23)

which implies (5.22). To do so, we begin with giving an explicit expression of Ry. Using Dy = Hg in Item 3

of Theorem 5.3.2, we get that for any N € N, there are pseudodifferential operators Sy n, Zn such that
Ry = Sh,N’HéV + Zy. Then, for any order function u, as j < Kh™¢

1Bn 3 Y5l < OXBUTDN S {[SnaOpi (Bed™) (hy @ )y,

J<JIn J<JIn

+ > 125l gy - (5:24)

J<In
From Proposition 4.2.15, we get that for ¢ € [0,T/h], for a given € € (0, 1),
Sk OpE (B oo™ (hy @ )l < B2 NYCWS DI N5 (5.25)
because of (5.16), with C(¢f ) as in (4.22). To estimate this constant, we note that
Wi = idiag,,) © Q5 - [h; © f]]
where £ = th € [0,7T] so from Lemma 4.2.8 and because of n9) € S(1), we have for any order function s

sup |9 sllngo < sup llidiz,,) © Q5 - [y @ f71luag) < CUISF ln-
te[0,T/h] te[0,T]
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Then using the link between the Schwartz seminorms and the weighted Sobolev norms in Lemma 4.2.4, we
get

sup C(yt
t€[0,T/h]

R < C(f}) (5.26)

)

and because of the definition of f]Q, (Hf]0||Hh(,,))jeN is a bounded sequence for any order function v, and so
s (C’(ff))jeN. Then (5.25) becomes

sup ([[Snn 0Dy (Boo™) (hy @ £, ) < B2 2M Ol N1 (5.27)
te[0,T/h)

We now estimate the Schwartz seminorms of Zx1%. Using Proposition 4.2.18, as Zy is a pseudodifferential
operator with symbol ¢y supported away from a fixed neignborhood of {z; = 0}, where the states 1/)§7h are
centered at any time ¢t € [0,7/h], and because of (5.26), we get for any order function p and for any € > 0,

sup ([ Z2n95 5 ) < CUn,W)C(F Iz Gy O(R). (5.28)
te[0,7/h)

Finally, using (5.27) and (5.28) with (5.24) we get, for any ¢ € [0,T/H],

||Rﬁ Z Wt ,FL”Hh(M) ]\401\/,6'(’“7 )h(l a)N—-3/2 Z HfOHL?(]R?)

I<JIn I<JIn

+ Cn, WO(h™) > C(fIF oy

i<Jn
Now, from Remark 5.4.5, we get that
S+ UG
J<JIn
is a convergent series whose sum is bounded uniformly with A, so that
sup (| B Y Wl o = O(R) (5.29)
te[0,T/h) i<Jn
for any order function p. This proves (5.23), and then we get
sup HC;LAN (ap% - Um]}%)”v(w) = O(h*™). (5.30)

t€[0,T/h]

Propagation under magnetic fields satisfying the property (P)

We now establish the propagation result for magnetic fields satisfying (P). We assume henceforth that
(P) holds for B. We assume also there exists by > 0 such that Vg € R?, B(q) > bo. Considering again
D} = ¢, — Upy}, from (5.21) we have

. t
¢ —S8 .8
D! = P'D}) — ﬁ/o P'%eids

and we now aim at proving that for a given T > 0, uniformly for times ¢ € [0,T/5],
D} = O.»(h).

We will reach this goal in two steps. We first prove that P!DI = O (h>°). We have

UpDp =Y Y,

i>Jn
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then from Lemma 5.4.4, we get that
UrDY = 0.5 (h™). (5.31)

Applying Lemma 4.2.8 to Uy, which is a time-1 quantum flow, we get
D) = Uy, (UpDy) = O (h™).
Finally, applying Theorem 5.3.3 to P, t € [0,T/h], we have the long-time estimate

sup (p(P'Dp)) = O(h™).
te[0,T/h]

It remains now to be shown that .
/ Pt*Se%ds = O (h™). (5.32)
0

We first prove that uniformly for times s € [0,T/h], ¢f = O (h>). Recall that e, = UpRy ) ;5 ¥}, and
the estimate (5.29), holding for any order function . Using Lemma 4.2.4 and Lemma 4.2.8, we get for any
Schwartz seminorm p,

sup p|UsRr Y i, | =0((0>)
te[0,T/h) jgn ’
and so
sup  p(e) = O(h™).
s€[0,T/h]

Now, applying Theorem 5.3.3 again, the same estimate holds for p(P'~*e;), and by the semi-norm property
we may integrate and obtain (5.32). This gives

sup p (D) = O(F>).
te[T/h]

In other words, letting ¢ , = Upt% ,, we have proved

sup p | oh— D @l | =00, (5.33)
te[0,T/h] J<Jn

where (¢} )ier is the solution to (5.11),

5.4.3 End of the proof of Theorems 5.1.1 and 5.1.2

We consider for any j the subspaces
Hjn=Up- (Span(hj) ® LQ(RZQ))
and the operator
In = UnZrUy,

which is pseudodifferential by the Egorov theorem. Since (h;);en is a Hilbert basis, the spaces H,  are in
direct sum, and

Vi €N, Vf € Hjn Tnf=(2j+1)Af.

For all t € R, ¢}, := Unt)} ;, and ¢}, is the projection of 4}, on the space span(h;) ® L?(Ry,). Therefore,
©j.n is the projection of ¢}, on H;p, so ¢, € Hjp, and

@% = Z @?,rr

JEN
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This with (5.30) proves (5.4) and (5.5). Now, for each j, using (5.15) and Proposition 4.2.9 applied to the
Fourier integral operator Uy, we see that the wavefront set of gp?-f’,{l is located at the point

R(0, 97120 = BTV X,

which proves (5.7). Finally, (5.6) is proved by Lemma 5.4.1. This ends the proof of Theorem 5.1.1. In order
to prove Theorem 5.1.2, we still need to estimate the remainder r; in Schwartz seminorms. These estimates
are given by (5.33), which gives (5.9).

5.5 Conclusion

In this paper, we have shown that localized quantum particles can be split into distinct pieces by long
time magnetic propagation, a property that is sometimes called quantum ubiquity. On a mathematical level,
this splitting always holds modulo a small O(h*) term in L? norm (Theorem 5.1.1). In order to get the
stronger Schwartz estimates (5.9), in our study it was necessary for the magnetic field to satisfy property
(P) and the ellipticity condition (5.8). These properties allow the use of Theorem 5.3.3 which is crucial in
handling the remainder terms. It would be interesting to investigate whether, under magnetic confinement
leading to discrete spectrum, as in [57], we could get rid of property (P). In this case, thanks to the control on
the Hamiltonian dynamics (see [57, Section 3]), one expects to get good estimates for quantum propagators
up to times of order A~ for any M > 0. In this regime, the split wave-packets should self-interfere, giving
rise to magnetic revivals (see [62, 44]). We hope to return to this question in the future.

Acknowledgement : The authors are grateful to Nicolas Raymond for his important contribution to the
article by bringing to their attention the property (P), leading to the proof of Theorem 5.3.3.
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Chapitre 6

Conclusion

121

“Begin at the beginning," the
King said, very gravely, "and go
on till you come to the end : then
stop.”

Lewis Carroll, Alice in
Wonderland



En guise de conclusion, il semble approprié d’énoncer quelques pistes non abouties de ce travail de these.
On peut en citer trois. La premiére concerne I’étude de la propagation magnétique dans le cas du confinement
magnétique. Ce dernier permet des propriétés spectrales absentes dans le cas général prouvé ici. Il semble
possible de s’absoudre alors de la propriété de ‘régularité a 'infini’ du champ magnétique qui permettait un
controdle en temps long du flot quantique magnétique associé. Une deuxieme piste que I’on peut mentionner ici
est celle de I'étude des revivals magnétiques. En suivant les calculs d’Olivier Lablée dans sa these de doctorat,
il semble possible de mettre en évidence des temps de renaissances pour des états bien préparés. Finalement,
une derniere piste est celle du numérique. Il serait intéressant de mettre en évidence numériquement ce
phénomene de découpe de 1’état cohérent en temps longs, mais cela pose des problemes difficiles & résoudre
numériquement. Développons un peu plus chacune de ces pistes.

6.1 Confinement magnétique, propriétés spectrales et propaga-
tion en temps longs

On commence par donner une définition du confinement.

Definition 6.1.1. Le champ magnétique B est dit confinant s’il existe deux constantes C' > 0 et M > 0
telles que pour tout q € R?,
B(g) > C pour |q|| > M. (6.1)

Cette propriété de confinement donne la proposition suivante sur les spectres des opérateurs L a et N.

Proposition 6.1.2. Soit C la constante de confinement du champ B, donnée par (6.1). Alors, pour C <,
les opérateurs Lp a et N nont pas de spectre essentiel dans l'intervalle (—oo,C’h] (le spectre y est donc
discret). Si0 < A1(h) < Aa(h) < ... désignent les valeurs propres de Ly a et 0 < p1(h) < pa(h) < ... celles
de N, alors, pour j € N* tel que \j(h) < Ch et wi(h) < Ch,

[Aj (1) = i (R)l = O(R).

En introduisant II le projecteur spectral de L A associé & (—oo, C’h], un état cohérent ¢ se décompose
alors en

o =M+ (1 -I)ep.
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On s’attend a ce que la partie Iy corresponde & la partie confinée de I’état cohérent, la partie (1 — IT)p
n’étant pas nécessairement confinée par le champ magnétique. L’image du projecteur Im(II) restant stable
par propagation magnétique, il semble que par des estimations du type Agmon (voir celles faites dans [57])
on puisse prouver un résultat de propagation pour ’état Ilp similaire & celui du Chapitre 5 sans utiliser
de propriétés de régularités a 'infini. Cette approche tirerait parti du caractére discret du bas du spectre
de Ly a et de N. On remplacerait alors une propriété de régularité & U'infini par une propriété locale de
confinement. L’inconvénient de ceci est que la partie (1 — IT)p est a priori non négligeable : il n’y a pas de
raison pour qu’elle soit O(h>°). C’est par cette approche qu’avait débuté ce travail de these, mais elle fut
vite mise de c6té au profit du cadre plus général développé dans ce manuscrit.

6.2 FEtude numérique de la propagation en temps longs

La troisieme piste explorée dans ce travail de these est celle de 'observation numérique de la propagation
en temps longs d’états gaussiens. L’approche utilisée ici est celle de [19], que 'on adapte au cas 2-D. L’objet
est d’illustrer numériquement le phénomeéne de découpe d’un état cohérent gaussien par un hamiltonien
magnétique, associé a un champ magnétique polynomial. On utilise pour ceci une méthode spectrale.

Considérons un champ magnétique B polynomial. Il admet un potentiel A lui aussi polynomial, d’ou
un hamiltonien polynomial. On peut alors exprimer le laplacien magnétique en termes des opérateurs de
création et d’anihilation

Q+iP
== et a' = —r—F0b
V2h V2h

En considérant la base hilbertienne (h; ® hk:)j,k:;(), donnée par les fonctions de Hermite, on obtient une
expression de Ly o dans cette base sous la forme d’'une matrice infinie, que 'on tronque en j, k < N, N
choisi numériquement. On obtient alors le laplacien magnétique aproché par une matrice tronquée My .
Connaissant I’écriture des états cohérents gaussiens (et comprimés) dans la base des fonctions de Hermite,
on obtient un vecteur colonne tronqué Cy et I’équation

. Q—iP

t=0 _

ihdyp' = L, ap"
¥ = ¥o

est alors approchée par

ihECl = MyCY (6.2)

o = % |
Pour résoudre (6.2), on diagonalise My en une matrice diagonale Dy, de matrice de passage Py et on
obtient

— _ it
O = Pyle w0y POy

Si Cly = (¢ 4)j, k<N, on approche I'état cohérent propagé par ¢ par

t t
N = Z Cj,k‘,h’j ® hk
J kSN

et on trace le module de cette fonction ce qui donne la FIGURE 6.2

On remarque que la méthode est assez robuste pour des temps longs, et on constate 1’allongement de 1’état
attendu, mais sans pouvoir clairement constater la découpe de 1’état cohérent en somme d’états cohérents.
Il est & noter aussi que pour les valeurs de N considérées ici, du ‘bruit’ numérique apparait. Finalement,
pour des valeurs de N grandes, dii & la dimension 2, on en vient & considérer des vecteurs C de taille N2
et une matrice My de taille N4, qu’il nous faut alors diagonaliser. Cette méthode impose donc des temps
de calculs importants (plusieurs heures pour ceux effectués ici).
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(b)

FIGURE 6.1 — Propagation d’un état gaussien (a) pour des temps proches du temps initial et (b) pour des
temps de l’ordre h™1. Le champ est donné par B(z1,x2) = 1+ 22 + 3, les vecteurs sont tronqués a N = 70
et on prend h = 0.3. On remarque que pour des temps petits, numériquement l’état cohérent reste localisé
sur la trajectoire classique, mais que pour des temps plus long, l’état se délocalise sur la trajectoire classique.
Cependant, la méthode mise en oeuvre ici n’est pas assez précise pour pouvoir discerner la découpe de I’état.

6.3 Revivals magnétiques

Une deuxiéme piste est celle des phénomenes de délocalisations et de renaissances des états cohérents dans
la propagation magnétique. On peut motiver cette perspective par 1’étude réalisée dans le cas électrique, voir
[24, 61]. Dans [44], Lablée étudie des phénomenes de renaissance et de destruction d’états localisés excités
dans la propagation par un hamiltonien qui est une fonction de 'oscilateur harmonique. Il se trouve que
ces calculs s’adaptent directement pour des états initiaux non excités, en fond de puit, qui dans le cas 1-D

prenne la forme
¢ = E ozjhj,
j<h?

h; désignant les fonctions de Hermite, et la suite (a;) € £%(N) étant normalisée.

Les résultats du Chapitre 3 montrent que la propagation par L5 a suit dans toutes les normes de Schwartz
la propagation par la forme normale A" & O(h°°) prés. Or, il se trouve que dans certains cas de confinement,
la forme normale est le quantifié d’'un hamiltonien de la forme

1 2 1
g1, 1),

Se pose donc la question : peut-on adapter les calculs de [44] dans le cas de la propagation par la forme
normale ci-dessus ¢ Si oui, par les résultats du Chapitre 3, on obtiendrait des temps de renaissances pleines
et fractionnaires et des temps de délocalisation pour des états cohérents bien préparés, de faible énergie.

Ces trois pistes n’ont pas été développées dans ce travail de these car elles ne répondaient pas a la
problématique principale. Néanmoins elles ouvrent des perspectives intéressantes pour des travaux ultérieurs.

124



Annexe A

Deux théoremes importants

A.1 Théoréme de Stone

Le théoreme de Stone s’énonce comme suit.
Theorem A.1.1. Soit (£L,Dom(L)) un opérateur autoadjoint de L2(R™). Alors, pour tout 1)y € Dom(L),
il existe une unique solution locale t + S(t)vy de classe C' a I’équation
ihy)t = Lyt =0 = 1.

Cette solution est globale et, pour tout t € R, |[S(t)tollL2mry = [[%olL2@ny. Pour tout t € R et tout 1)y €
Dom(L), S(t)o € Dom(L).

Ce théoreme donne 'existence d’un groupe a un parametre, résolvant ’équation de Schrédinger associée
a un opérateur autoadjoint. Cette famille d’opérateurs est alors appelée propagateurs associés a L. Les
hypotheses importantes sont le caractere autoadjoint et I'indépendance en temps de l'opérateur £. On utilise
abondamment ce théoreme de le cadre de la propagation par des hamiltoniens indépendants du temps, tel
I’hamiltonien magnétique qui se quantifie en le laplacien magnétique Lx a. Dans le Chapitre 3, on démontre
des propriétés de régularité de cette famille de propagateurs dans le cas magnétique et pour de la propagation
en des temps semi-classiquement longs.

A.2 Théoreme d’Egorov

On donne I’énoncé du théoréeme d’Egorov de [74]. On considére une famille d’hamiltoniens & support
compact (Hy)ieo,r)- Le flot associé a cette famille d’hamiltoniens constitue alors une famille de symplecto-
morphismes (#¢):e[o,7], donnés par

0Kt = XH, © Kt

olt xp, désigne le champ de vecteur hamiltonien associé a (H;).co, 7). On considere de plus le flot quantique
(P")iejo,m associé a (Hy)sepo,1), solution de

ih0,P' = Opyy (Hy)P',  P'=Y = Idyzgn).
Ce flot est bien défini, par les résultats du Chapitre 3. On énonce le théoreme d’Egorov.

Theorem A.2.1. Soit a € S(m) un symbole, avec m une fonction d’ordre arbitraire. Alors, pourt € [0,T],
P~'Opy (a)P" = Opy, (br)
avec by un symbole de la classe S(m) et on a

bt = Ii:at + OS(m)(h)
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Ce théoreme nous enseigne deux choses. La premiere est que lorsque 1’on conjugue un opérateur pseudo-
différentiel par un flot quantique, on obtient & nouveau un opérateur pseudo-différentiel. La deuxieéme est que
le symbole de ce dernier est donné par le flot classique de I’hamiltonien sous-jacent au systeme quantique.
Une conséquence sur la localisation des états est la suivante. On définit le front d’onde semi-classique.

Definition A.2.2. Soit ¢ € L?(R") un état tel que [|¢||r2n) = Op(1). Le front d’onde de ¢ est I'ensemble
WUF(p) défini comme : Xy ¢ WF(p) si et seulement s'il existe un symbole a € S(1), v > 0 et un voisinage
V de X tels que VX € V, a(X) > v et ||Opy (a)p|L2mn) = O(R™).

Le théoreme d’Egorov nous prodigue alors la propsition suivante.
Proposition A.2.3. Soit ¢ un état de L*(R™) tel que ||¢||L2rn) = O(1). Alors, pour tout t € [0,T],
WF(P') = e (WF(p)) .

Le théoreme d’Egorov et la proposition précédente montrent que pour des temps finis, la dynamique
classique guide la dynamique quantique. Effectivement, en appliquant cela a un état cohérent, on obtient
que ce dernier est localisé sur les trajectoires classiques. Dans le Chapitre 3, on montre qu’en fait, un état
cohérent reste un état cohérent au cours de la propagation en temps finis par des hamiltoniens bornés.
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Titre : Dynamique quantique en temps longs d’états cohérents dans un champ magnétique fort.

Mots clés : états cohérents, propagation magnétique, temps longs, centre-guide

La propagation des états cohérents est un sujet actif
de la recherche des derniéres décénies. Due a leur forte
localisation dans l'espace des phases, la propagation
quantique de ces états est tres liée a la dynamique clas-
sique sous-jacente. En particulier, pour des temps de
propagation indépendants de h, voire pour des temps
de l'ordre du temps d’Erhenfest Tz = O(|In(h)|), la
dynamique quantique des états cohérents suit exacte-
ment les trajectoires classiques associées. C'est ce que
prouve le théoreme d’Egorov. Le probleme est alors ce-
lui de la propagation en temps longs, c’est a dire des
temps T} plus grands que le temps Tg, notamment des
temps de l'ordre O(h™1).

Dans le cadre de la propagation quantique dans un
champ magnétique fort, 'opérateur de Schriodinger est
donné par le laplacien magnétique,

Ly = —ikV — A2

avec A € C®(R?,R?) le potentiel magnétique associé
au champ magnétique B > 0. Il s’agit du quatifié de
Weyl de I'hamiltonien

H:R2xR?3(¢q,p)~ |p—A(g)|* €R.

La dynamique classique sous-jacente est alors bien
connue : il s’agit du mouvement centre-guide, i.e. une
rotation rapide, de pulsation appelée pulsation syn-
chrotron ou de Larmor, qui se fait autour d’un centre
virtuel qui, lui, décrit un mouvement ‘lent’ le long des
lignes de champs. Le travail de cette thése est alors
d’étudier I'impact de cette dynamique centre-guide sur
le propagation quantique des états cohérents de basse
énergie, i.e. de 'ordre de h, en des temps T = h~".

Pour y parvenir, il est tout d’abord nécessaire de
préciser la classe d’états cohérents que l'on étudie
ici. 11 s’agit d'une classe suffisamment générale pour
qu’elle englobe les résultats déja prouvés sur les états
cohérents, mais suffisamment précise aussi pour pou-
voir la propager par des opérateurs pseudo-différentiels.
Ceci fait, s’appuyant sur des estimations de Wigner
sur les états cohérents sus-définis, et sur des tech-
niques de régularités elliptiques et de forme normale, on
prouve que pour des temps de propagation magnétique
de Tordre h~!, il apparait un phénomeéne purement
quantique de séparation de ’état cohérent propagé en
somme d’états cohérents, tous suivant la méme dyna-
mique mais a des vitesses différentes.

Title : Long time quantum dynamics of coherent states under a strong magnetic field

Keywords : coherent states, magnetic propagation, long time behavior, center-guide

In recent decades, the propagation of coherent
states was intensely studied. Due to their strong lo-
calization in the phase space, the quantum dynamics
narrowly follows the associated classic dynamics. Ac-
tually, for propagation times of order less or equal to
the Erhenfest time O(|In(h)|), one can prove that the
dynamics of the coherent state follows exactly the clas-
sic dynamics. This follows from the Egorov Theorem.
So, the aim is to study the propagation of coherent
states for times beyond the Erhenfest time 7z, nota-
bly for times of order O(h~1).

In the case the quantum propagation under strong
magnetic field, the Schrédinger operator is given by the
magnetic Laplacien

Ln = || —ihV — A2

with A € C>*(R? R?) the magnetic potential associa-
ted with the magnetic field B > 0. It is in fact the Weyl
quantization of the magnetic hamiltonian

H:RxR3(q.p) = [p-AQI® € R.

The underlying classical dynamics is given by the fa-
mous center guide movement : it is a fast oscillation
with pulsation given by the synchrotron, or Larmor,
pulsation around a virtual center that describes a ‘slow’
motion along the field lines of the magnetic field. This
thesis is about studying the consequence of this cen-
ter guide motion on the quantum propagation of co-
herent states with low energy, of order h, for long times
Ps=.he

To do so, it is first of all necessary to precisely de-
fine the class of the coherent states we are studying
here. It is a class that must be wide enough so that the
... can apply to it but precise enough to fit to the pro-
pagation through pseudo-differential operators. Then,
using Wigner estimates on the above class of coherent
states, and results of magnetic elliptic regularity and
normal form, one can prove the following. For times of
order A~!, under a strong magnetic field, a propagated
coherent state splits on a sum of coherent states, each
one following the same dynamics, led by the magnetic
field B, each one with its own speed.
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