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Résume

Résumé

Ce travail de thése porte sur I’analyse robuste et I'optimisation fiabiliste des problémes vibro-
acoustiques (ou en interaction fluide-structure) en tenant en compte des incertitudes des para-
metres d’entrée.

En phase de conception et de dimensionnement, il parait intéressant de modéliser les systémes
vibroacoustiques ainsi que leurs variabilités qui peuvent étre essentiellement liées a 'imper-
fection de la géométrie ainsi qu’aux caractéristiques des matériaux. Il est ainsi important, voire
indispensable, de tenir compte de la dispersion des lois de ces parametres incertains afin d’en
assurer une conception robuste. Par conséquent, I'objectif est de déterminer les capacités et les
limites, en termes de précision et de couts de calcul, des méthodes basées sur les développe-
ments en chaos polynomiaux en comparaison avec la technique référentielle de Monte Carlo
pour étudier le comportement mécanique des problémes vibroacoustique comportant des pa-
rametres incertains.

L’étude de la propagation de ces incertitudes permet leur intégration dans la phase de concep-
tion. Le but de I'optimisation fiabiliste Reliability-Based Design Optimization (RBDO) consiste a
trouver un compromis entre un coit minimum et une fiabilité accrue. Par conséquent, plusieurs
méthodes, telles que la méthode hybride (HM) et la méthode Optimum Safety Factor (OSF), ont
été développées pour atteindre cet objectif.

Pour remédier a la complexité des systémes vibro-acoustiques comportant des parametres in-
certains, nous avons développé des méthodologies spécifiques a cette problématique, via des
méthodes de méta-modelisation, qui nous ont permis de batir un modeéle de substitution vibro-
acoustique, qui satisfait en méme temps l'efficacité et la précision du modele.

L’objectif de cette thése, est de déterminer la meilleure méthodologie a suivre pour I'optimisa-

tion fiabiliste des systemes vibroacoustiques comportant des parameétres incertains.

Mots-clé:

Vibro-acoustique, Chaos polynomial généralisé, Monte Carlo, Optimisation fiabiliste, Modele

de substitution.
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Abstract

Abstract

This PhD thesis deals with the robust analysis and reliability optimization of vibro-acoustic
problems (or fluid-structure interaction) taking into account the uncertainties of the input pa-
rameters.

In the design and dimensioning phase, it seems interesting to model the vibro-acoustic sys-
tems and their variability, which can be mainly related to the imperfection of the geometry as
well as the characteristics of the materials. It is therefore important, if not essential, to take
into account the dispersion of the laws of these uncertain parameters in order to ensure a ro-
bust design. Therefore, the purpose is to determine the capabilities and limitations, in terms
of precision and computational costs, of methods based on polynomial chaos developments in
comparison with the Monte Carlo referential technique for studying the mechanical behavior
of vibro-acoustic problems with uncertain parameters.

The study of the propagation of these uncertainties allows their integration into the design
phase. The goal of the reliability-Based Design Optimization (RBDO) is to find a compromise
between minimum cost and a target reliability. As a result, several methods, such as the hybrid
method (HM) and the Optimum Safety Factor (OSF) method, have been developed to achieve
this goal.

To overcome the complexity of vibro-acoustic systems with uncertain parameters, we have de-
veloped methodologies specific to this problem, via meta-modeling methods, which allowed us
to build a vibro-acoustic surrogate model, which at the same time satisfies the efficiency and
accuracy of the model.

The objective of this thesis is to determine the best methodology to follow for the reliability

optimization of vibro-acoustic systems with uncertain parameters.

Keywords:

Vibroacoustic, Generalized polynomial chaos, Monte Carlo, Reliability based design optimiza-

tion, Surrogate model.
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Introduction générale

Ce travail de these porte sur I’analyse robuste et I’optimisation fiabiliste des problemes vibro-
acougtiques (ou en intéraction fluide-structure) en tenant en compte des incertitudes des para-
metres d’entrée.

En effet, 'interaction fluide-structure s’adresse aI’étude du comportement d'un solide en contact
avec un fluide ce qui engendre la variation de sa réponse par I’action du fluide. Ces phénomenes
du couplage fluide-structure sont a l'origine du fonctionnement de certains systémes, ou au
contraire manifestent un dysfonctionnement a cause des vibrations qui alteérent I'intégrité des
structures. Ces vibrations doivent étre prédites afin d’éviter la destruction et I'usure du sys-
téme. Ainsi il est important d’établir, avant toute production, des modeles fiables permettant de
prédire ces comportements vibro-acoustiques.

Actuellement, de multiples problemes de couplage fluide-structure [1-4] se posent, par exemple,
en génie environnemental dans le cas du transport de produits toxiques fluides, dans le cas de
I’écoulement autour des pales d’éolienne, dans I'industrie automobile, dans le domaine aéro-
nautique et aéro-acoustique, dans I'industrie de transport, et en industrie navale ou I’étude de
la réponse des systémes couplés reste un sujet délicat et encore peu maitrisée. L’étude de ces
phénomenes nécessite des analyses vibro-acoustiques, ce qui a engendré des recherches scien-

tifiques spécifiques sur le comportement des structures a moyennes et hautes fréquences [5-7].

Cependant, la plupart des systemes mécaniques sont caractérisés par la présence de parametres
incertains qui affectent leur robustesse vis-a-vis des zones de stabilité et d’instabilité et des
niveaux vibratoires. La nature incertaine des phénoménes mis en jeu sur les systéemes méca-
niques considérée (variabilités des propriétés des matériaux, imprécisions géométriques, aléas
des chargements appliqués,..), a un impact significatif sur les performances du systéme. Aussi,
il est indispensable d’intégrer ces incertitudes de fagon a travailler sur des modélisations réa-

listes. Dans la démarche probabiliste en revanche, on construit une modélisation stochastique
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dans laquelle les données incertaines sont représentées par des variables aléatoires [8, 9].

La prise en compte des incertitudes dans ’analyse des systémes est un domaine complexe
qui englobe les étapes suivantes : I'identification et la modélisation des sources d’incertitudes,
la propagation des incertitudes et le post-traitement pour mesurer I'influence de ces incerti-
tudes sur le comportement du systéme. D’ou I'intérét d’utiliser des techniques numériques pour
prendre en compte ces incertitudes. Parmi ces méthodes, figure celle de la simulation de Monte
Carlo, qui est considérée comme référence pour I’étude stochastique dans ce travail. En re-
vanche, la méthode du Chaos polynoémial généralisé, qui est treés reconnue, efficace et moins

colteuse en calcul, est appliquée sur des exemples vibro-acoustiques [10, 11].

De plus, lors de la conception d’un produit, les constructeurs doivent optimiser ces perfor-
mances. La conception des structures économiques et performantes a suscité de nombreux
progres dans les domaines de la modélisation et de l'optimisation, permettant ’analyse des
structures de plus en plus complexes. Cependant, la conception optimale sans prise en compte
des incertitudes sur les paramétres, risque de ne pas respecter certains criteres de fiabilité qui
consiste a définir la probabilité de défaillance d’une structure par la probabilité que les condi-
tions de bon fonctionnement ne soient pas respectées. Ainsi, 'optimisation fiabiliste (Reliability-
Based Design Optimization RBDO) constitue une nouvelle discipline introduisant des critéres de
fiabilité dans la recherche de la configuration optimale. Elle a pour objectif de définir le meilleur
compromis entre la réduction du cotit et 'assurance de la fiabilité, en intégrant les incertitudes
sur les variables du systéme.

Le probléme d’optimisation, en utilisant les approches classiques de la RBDO, nécessite un
temps de calcul important. En effet, ces approches sont réalisées dans deux espaces séparés:
I’espace physique et I'espace normalisé. Pour pallier a cet inconvenient, une méthode efficace
appelée méthode hybride est proposée par Kharmanda [12]. Cette méthode est basée sur la ré-
solution simultanée des problémes d’optimisation et de fiabilité, dans un seul espace, appelé
espace hybride de conception. Elle permet de minimiser le temps de calcul par rapport a la
méthode classique, mais le probléme d’optimisation est toujours plus complexe que I'optimi-
sation déterministe. Pour cela, Kharmanda [13] a proposé une méthode basée sur la solution
semi-numérique, appelé Optimum Safety Factor (OSF). Cette méthode consiste a calculer des
coefficients de sécurité déterminés a partir d’'une analyse de sensibilité de la fonction d’état li-

mite par rapport a chaque variable d’optimisation.
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D’autre part, il est indispensable d’intégrer les méthodes de méta-modélisation dans I'ingénie-
rie moderne puisqu’elles réduisent le cotit de calcul des problemes complexes. Ces méthodes
consistent a construire des approximations, c’est-a-dire des modéles de substitution (surogate
models), développées a partir d’une série de simulations utilisant les modeles réels. L’idée pro-
vient de I'ajustement d’un modeéle de substitution a une série d’expériences physiques congues
[14]. Puisque les méta-modeles sont des approximations des modéles de simulation réels, une
source supplémentaire d’erreur est introduite et le but est de garder cette erreur en un niveau
acceptable pour le probleme traité.

Les méthodes liées aux modéles de substitution et a leurs applications ont été largement étudiées
et développées au fil des années. L’utilisation des approximations lors des études d’optimisa-
tion, appelée optimisation de la conception basée sur le méta-modele, s’est révélée efficace dans

de nombreux cas. Cependant, le sujet est toujours un domaine de recherche actif.

L’objectif de cette thése, est de déterminer la meilleure méthodologie a suivre pour I'optimisa-
tion fiabiliste des systémes vibro-acoustiques comportant des parameétres incertains. Pour cela,

ce manuscrit est composé de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on introduit le modele du systéme vibro-acoustique. Le probléme
est traité pour la structure, pour la cavité acoustique interne séparément, puis pour le systéeme
vibro-acoustique couplé. Pour chacun des trois problémes, on introduit le probléme aux limites
moyen, puis sa formulation faible et finalement sa discrétisation par la méthode des éléments fi-
nis afin d’obtenir les équations matricielles du systéme vibro-acoustique couplé. Une deuxiéme
partie de ce chapitre est consacrée a un état d’art mené autour des approches robustes permet-
tant la quantification des incertitudes. L’analyse des avantages et des inconvénients de chacune
des méthodes relevées dans la littérature a permis d’orienter notre choix vers I'approche pro-
babiliste en particulier vers la méthode basée sur le concept du chaos polynomial généralisé.
Dans une troisiéme partie de ce chapitre, nous rappelons les notions fondamentales de la fiabi-

lité pour les intégrer dans 'optimisation fiabiliste dans le chapitre 3.

L’objet principal du deuxieéme chapitre concerne la théorie du chaos polynomial généralisé et la

technique référentielle de Monte Carlo, qui sont des approches robustes évoquées dans I’état de
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Part du chapitre 1 et qui sont choisises pour traiter la problématique de la these. Les descriptions
détaillées des formalismes mathématiques et des schémas numériques d’implémentation sont
présentés. A la fin de ce chapitre, deux applications avec la prise en compte des incertitudes

liées aux parametres matériaux, géométriques ainsi que les conditions aux limites sont traitées.

Dans le troisieme chapitre, les différentes méthodes d’optimisation fiabiliste sont présentées.
Au début, la mise en oeuvre de 'optimisation déterministe de conception (DDO) est facile a
implémenter. Ainsi elle peut garantir une conception optimale, mais on ne peut pas controler
le niveau de fiabilité du systeme. Ensuite, les méthodes RBDO telles que la méthode hybride et
la méthode OSF sont appliquées. En comparant avec la méthode DDO, le modele RBDO res-
pecte un niveau de fiabilité cible. En utilisant la méthode hybride, ’algorithme peut converger
vers un point optimal dans la région de défaillance et le résultat est ensuite rejeté. Pour ce
faire, une nouvelle méthode appelée Robust Hybrid Method (RHM) est donc appliquée. A la fin
de ce chapitre, les approches (HM, OSF et RHM) sont testées sur plusieurs exemples de pro-
blemes vibro-acoustiques. Tout d’abord, deux applications qui tiennent en compte la présence
d’incertitudes sont considérées. Ainsi, une analyse probabiliste est assurée pendant la procé-
dure d’optimisation. En fait, ’approche choisie consiste a coupler la méthode OSF avec le chaos
polyndmial généralisé (CPG) (chapitre 2) pour garantir la robustesse du systéme pendant I’op-
timisation. Par la suite, un exemple valorisant la nouvelle méthode RHM est étudié. Il s’agit de
I'optimisation fiabiliste d'un simple silencieux d’expansion. Les résultats montrent bien que les
nouvelles conceptions présentent bien des meilleures performances. De plus, le temps de calcul

de la RHM est moins coliteux que les autres approches de la RBDO.

La construction des modeles de substitution, est présentée dans le quatrieme chapitre. Elle né-
cessite des évaluations, du modele réel, réalisées en un nombre limité de points de I'espace de
conception. Une fois construite, 'approximation peut fournir une réponse en un point quel-
conque de cet espace en un temps tres réduit (comparé au temps nécessaire au simulateur mé-
. . , A . A . 3 . . .
canique pour fournir la réponse exacte au méme point). A ce titre, I’'objectif de ce chapitre
est de construire un modeéle mathématique permettant d’assurer une bonne représentativité du
modeéle réel obtenu par le simulateur. Pour valider notre travail, un exemple d’application vibro-

acoustique est traité par différentes techniques de méta-modélisation a la fin de ce chapitre.
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Chapitre 1: Quantification des incertitudes et fiabilité des problémes vibro-acoustiques

1.1 Introduction

La vibro-acoustique vise a étudier un ou plusieurs fluides compressibles en contact avec un
solide élastique dont la réponse peut étre fortement affectée par I’action du fluide. Actuellement,
multiples problémes vibro-acoustiques se posent, par exemple, dans I'industrie automobile, dans
le domaine aéronautique et aéro-acoustique, dans I'industrie de transport, et en industrie navale
ou I’étude de la réponse des systémes couplés reste un sujet délicat et encore peu maitrisé

[15, 16].

L’optimisation des problemes d’interaction fluides-structures ne cesse de jour en jour de se dé-
velopper et les recherches qui visent la fiabilisation de ces problémes et leurs perfectionnements
ne cessent de progresser. La simulation numérique basée sur la méthode des éléments finis est
un outil puissant permettant de simuler virtuellement le phénomene vibro-acoustique et fournit
les informations nécessaires a la phase de fabrication. Une bonne prédiction dépend essentiel-
lement de la précision sur les parametres d’entrée souvent entachés d’incertitudes. Ceci rend
I’approche déterministe classique peu fiable a prédire correctement par exemple le niveau des
contraintes ou le champ de pression acoustique a I'intérieur de la cavité acoustique en intérac-
tion avec la structure.

De loin, les incertitudes peuvent étre catégorisées comme des incertitudes aléatoires et des in-
certitudes épistémiques. La prise en compte de ces incertitudes parait incontournable pour une
bonne prédiction des propriétés finales. Pour prendre en compte les incertitudes, il existe des
méthodes possibilistes (comme la méthode des intervalles ou encore celle basée sur I'utilisation

des ensembles flous) et les méthodes probabilistes.

Ce chapitre présente un bref état de I’art des techniques permettant la modélisation et la pro-
pagation des incertitudes en vibro-acoustiques. A la fin, une bréve introduction sur la notion

de fiabilité est présentée.

1.2 Présentation des problémes vibro-acoustiques

Il existe deux approches pour traiter les problémes couplés fluide-structure: le couplage fort
et le couplage faible. La premiére approche consiste a résoudre de facon simultanée toutes les
équations couplées en combinant I’ensemble des degrés de liberté associés a chaque modele

au sein d’une seule et méme matrice de résolution. La seconde est basée sur la résolution des
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équations de maniére séquentielle, en fixant a tour de réle I’ensemble des parameétres d’un mo-
dele, durant l'itération de ’autre modele. Le couplage fort permet une meilleure précision des

résultats mais il est prohibitif au sens du cott de calcul.

1.2.1 Présentation du modele global

Le probleme vibro-acoustique consiste en une structure en contact avec une cavité acoustique.
La structure est constituée d’'un matériau élastique et le fluide est supposé parfait, non pesant,
compressible et homogeéne. Le bord du domaine structurel €2 est constitué de la frontiére I'; en
contact avec I'extérieur et de la frontiére I'; constituant I'interface du couplage fluid-structure
3.

Le systéme est décrit dans le repére cartésien (0,r1,22,73). La normale extérieure a €2, est notée
ns = (Ns1,Ms2,Ms3) et extérieure a Q) est notée ny = (nf1,n2,ns3). La normale a I'; extérieure
a ()5 est notée n,. Le champ de déplacement u en chaque point du domaine structurel €2, et
a une fréquence w donnée est u(x,w) = (ui(x,w),us(z,w),uz(z,w)). La structure est bloquée

sur une partie de la frontiére I'y empéchant ainsi le déplacement du corps rigide de la structure

(figure 1.1).
Structure .
I, a
Fluide
Iy Interface ©
X3
iy
0 % R
N I,
" ]

Figure 1.1: Présentation schématique du systéme vibro-acoustique

Le probleme vibro-acoustique consiste alors a résoudre simultanément deux problémes:

— L’un dans la structure soumise, sur >, a un champ de pression p imposé par le fluide.

— L’autre dans le fluide soumis a un champ de déplacement « de la paroi >..

Afin d’obtenir les équations discrétisées du systeme vibro-acoustique couplé, on doit dans un

premier temps faire la modélisation de chacune des deux parties de ce systéeme, a savoir la cavité
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fluide et la structure. L’étude est menée dans le domaine fréquentiel sur une bande de fréquences
[Winin Wimaz] avec 0 < Wiin < Wmnae- La formulation du probléme est abordée en trois parties,
pour la cavité acoustique, pour la structure, puis pour le systéme vibro-acoustique couplé. Pour
chaque partie on présente le probléme aux limites, sa formulation faible, puis sa discrétisation

par la méthode des éléments finis.

1.2.2 Equations du modéle de la structure

On se place dans ’hypothéese des petites perturbations en élasticité linéaire. Le probleme aux
limites de la structure non couplée avec la cavité acoustique est définit par I’équation suivante
[2, 17]:

Voo + [ = psii dans € (1.1)

Avec: V est Iopérateur différentiel vectoriel nabla, 0° est le tenseur symétrique des contraintes
de Cauchy, f est le vecteur des répartitions volumiques de forces, i est accélération en un
point et p; est la masse volumique de la structure.

La relation contraintes déformations donnée par la loi de Hooke généralisée, s’écrit:
o= Dse (1.2)

OW: € = (€4 Eyy 2z 264y 26y, 2€,,) estle vecteur associé au tenseur des petites déformations,
Dy est la matrice d’élasticité et 0 = (0, 0yy 02, Ouy 0y, 0.4) estle vecteur associé au tenseur

des contraintes de Cauchy o°.

1.2.2.1 Conditions aux limites

Les Conditions aux limites, comme présentées dans la figure 1.2, s’écrivent:
ong = —p.ng = p.nys sur I' (1.3)

u =0 sur 'y (1.4)
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Structure O,

s

\
O u=uy=0

ol 1 .

O.n=-p. N

Figure 1.2: Conditions aux limites du domaine structurel

1.2.2.2 Formulation variationnelle du probléme dynamique

La résolution du probléme relatif a la structure revient a chercher une solution satisfaisant une
formulation intégrale (ou formulation variationnelle faible), équivalente au probléme initial.
La formulation faible du probléme est obtenue en utilisant la méthode des fonctions tests [7,
18]. On considére un vecteur déplacement du arbitraire et régulier dans le domaine €2 appelé
champ de déplacement virtuel vérifiant la condition du = 0 sur I'y. La pondération de I’équation
du mouvement de la structure (eq.1.1) par du conduit apreés intégration sur le domaine €2, a
I'équation suivante:

o (u)

—wQ/ psuéudV—/ ——=oudV =0 (1.5)
s o, 0x;

En appliquant la formule d’intégration par partie généralisée a la deuxiéme intégrale du terme

de gauche de I’équation précédente on obtient:

Jdo(u) / J(du) /
= — ; 1.
o Oz, dudV Qsa(u) o, av + Fsa(u)nsjdualS (1.6)

En utilisant la propriété de symétrie du tenseur de contraintes 0;; = 0j; et en tenant compte

des conditions aux limites, la formulation variationnelle du probléme structurel devienne:

—w2/ psu5udV+/ U(u)sij(&t)d‘/:/ o(u)ng;oudS (1.7)
Qs Qs

s

Ainsi, la fonctionnelle de la structure peut étre écrite sous la forme suivante:

F(u) = %/Q (o(u)es;(u) — psw® (w,u))dV — / pudsS (1.8)

s
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1.2.2.3 Discrétisation par éléments finis du probleme dynamique

La méthode des éléments finis est adoptée d’une facon classique pour la résolution de la for-
mulation variationnelle. On cherche une solution discréte approchée de la solution exacte du
probléme continu. Le domaine (2, est ainsi approché par /N volumes élémentaires (2, de forme

polygonale de sorte qu’on puisse écrire [7]:

N
0, = Z Q.. (1.9)
e=1

On réalise ainsi un maillage de la structure étudiée et les intégrales de la formulation variation-

nelle sont alors approchées comme suit:

/ psuvdV, = V. [MS] U, (1.10)
Q

Se

Avec [M¢] = [, psN¢' N¢dV, est la matrice de masse élémentaire, N¢ est la matrice des

fonctions d’interpolation et U, est le vecteur des déplacements nodaux.
| ot @av.=vrixu, (1.11)
Q.

Ou [K¢] = [, B¢" D,B¢dV, est la matrice de raideur élémentaire et B¢ est la matrice des
dérivées des fonctions d’interpolation.
Pour généraliser sur toute la structure, il suffit d’assembler les matrices de rigidités élémentaires,

et les matrices masses élémentaires. Ainsi, on obtient le systéme global a résoudre suivant:

([Ks] - pSWQ [Ms]) [u] = [P] (1'12)

1.2.3 Equations du modéle de la cavité acoustique

Le fluide remplissant la cavité acoustique est considéré compressible homogene occupant un
domaine a ()7 et limité par la frontiere I';. Le fluide est analysé en variables eulériennes et il est

décrit par deux équations locales [2, 7]:

— Equation de continuité ou conservation de la masse
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% + Vprv =0 dans (1.13)

Avec p; est la masse volumique du fluide et v est le vecteur de vitesse des particules.

- Equation de conservation de la quantité de mouvement

Pf <% + %VU A U) = f+ Vo dans (1.14)

Le tenseur des contraintes s’exprime en fonction de la pression p, de la viscosité ;. et du tenseur

gradient des taux de déformations D par:
o=pl+2uD (1.15)

avec D = % (Vv + V') et I est le tenseur identité.
Dans ce travail, on considére que le fluide est parfait (a viscosité nulle), compressible et de petits

mouvements. On obtient ainsi I’équation des ondes ou bien équation d’Helmholtz:

1 0%
Ap — Ehri 0 dans Qy (1.16)

ou ¢ est la célérité du son dans le fluide.

1.2.3.1 Conditions aux limites

Si on impose une accélération normale i, sur la surface I', comme le montre la figure 1.3, alors

on obtient:

Fluide .Qf

I} Interface X

5= _pfﬂn
anf f

Figure 1.3: Conditions aux limites du domaine fluide

dp

—— = —priy,, sur I’ 1.17
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ou n est la normale extérieure au domaine fluide, donc intérieure au domaine structurel; n; =

—Nng=mn

1.2.3.2 Formulation variationnelle de la cavité acoustique

Soit dp une fonction arbitraire et suffisamment réguliére dans le domaine {2 du fluide, la pon-

dération de I’équation d’Helmholtz par ¢ conduit apres intégration a I’équation suivante:

/ (Ap + E*p)dpdV =0 (1.18)
Qp

avec k = ¥ est le vecteur d’'onde. D’apreés la formule d’intégration par partie généralisée, on

peut écrire:

/ (—=VpVép + k*pdp)dV + 5p@d5 =0 (1.19)
Qf 3n

Ly
Si on consideére que Jp est nulle sur 'y, et en tenant compte des conditions aux limites sur I'y,

on aboutit a:

/ (VpVp — k*pép)dV :/ prwu,6pdS (1.20)
Qy Iy

On constate que quel que soit dp statiquement admissible, on peut écrire cette formulation sous

la forme suivante:

B(p,dp) = L(dp) (1.21)

Ou B est une forme bilinéaire symétrique et L est une forme linéaire qui peuvent étre écrites

de la maniére suivante:

B (p,0p) = 4psw? [H (p,6p) — Q (p,0p)] (1.22)

avec
H(p,0p) = 5 VpVopdV (1.23)

dprw Q
et
1 p.Op
Q(p,0p) = —/ —=dV 1.24)
(p,0p) 1), o7 (

Puisque B est symétrique, la fonctionnelle F'(p) peut alors étre écrite sous la forme suivante:

F(p) = %B (p,p) — L(p) (1.25)
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Ainsi la fonctionnelle du probléme fluide peut se mettre sous la forme suivante:

1
F(p) = 5/ (VpVp — k*pp)dV — / pwu,p dS (1.26)
Qf Ff

1.2.3.3 Discrétisation par éléments finis de la cavité acoustique

Le domaine {2 est ainsi approché par Ny volumes élémentaires {2;, de forme polygonale de

sorte qu’on puisse écrire:
Ny
Qp=> 0y (1.27)
e=1

On réalise ainsi un maillage du fluide étudié et les intégrales de la formulation variationnelle

sont alors approchées comme suit:

1

H(p.g) = 7 o {a}" [H]{p} (1.28)
Q) = 1l (@) () (129)
L(q) = pyw*{a}" {iin} (1.30)

Avec: [H| et [)] sont les matrices globales du fluide, {p} est la pression nodale du fluide et {ii, }
est le vecteur nodal second membre. Ainsi la fonctionnelle du fluide peut étre mise sous une

forme matricielle:

F(p) = %{p}T (H] = k*[Q]) {p} — prw*{p}" {iin} (1.31)

L’équation matricielle dynamique du fluide s’écrit:

([H] = K [Q]) {p} = pyw” {iin} (1.32)

Les modes acoustiques d’une cavité fluide sont déterminés a partir de la résolution de I’équation

matricielle suivante:

([H] - £*1Q]) {p} = {0} (1.33)
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1.2.4 Equations du modéle vibro-acoustique couplé

L’objectif ici est de déterminer les équations du probléme vibro-acoustique de la structure cou-

plée avec sa cavité acoustique interne.

1.2.4.1 Conditions aux limites et couplage fluide-structure

Alinterface X entre le fluide et la structure, comme le fluide n’est pas visqueux il n’adhére pas a
la paroi, par conséquent il y a une continuité des contraintes normales et des vitesses normales
a la paroi, et puisque on n’a pas de frottement visqueux alors la contrainte tangentielle est

considérée comme nulle.

Continuité du déplacement normal

Up.n = un sur X (1.34)
— Continuité des vitesses normales
an 8u
—In = —n sur X 1.35
ot ot (135)

Continuité des contraintes normales

on = —pn sur X (1.36)

Si on impose une accélération normale sur la surface d’interaction X, une condition

s’ajoute:
dp

n ,ofwzu.n =0 sur X (1.37)

u=uy =0 sur I'y (1.38)

La formulation variationnelle faible du couplage vibro-acoustique n’est que la somme des deux

équations (eq.1.8) et (eq.1.26):

F(up) =} Jo, (0(w)eij(0) = po? (ua))dV — fypudS — 51 [, | (2222) + k29?) av
(1.39)

Enfin, la solution (u,p) est donnée par 1’équation variationnelle 6 F'(u,p) = 0.
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1.2.4.2 Discrétisation par éléments finis du probleme vibro-acoustique couplé

L’intégrale de surface apparaissant dans la formulation (eq.1.39), peut étre approchée de la facon

suivante:
E.
/ pods > / pds, = QT [Ce] P, (1.40)
bY e=1 e
Avec: [C°] = fEe Ne¢TNedy, est la matrice de couplage élémentaire. La matrice de couplage
totale est donnée par:
[C]=> [ (1.41)

€
La discrétisation de la formulation faible (eq.1.39) du probléme couplé, par éléments finis conduit

au systeme matriciel suivant:

[I] — w? [M] - [C] ey O (1.42)

o M) = 5 (K] p 0

Avec [K,] et [M,] sont les matrices de rigidité et de masse de la structure respectivement; [/ ]
et [M/] sont les matrices globales du fluide respectivement; [C] est la matrice de couplage; u
est le vecteur déplacement nodal de la structure et p est le vecteur de la pression nodale dans la

cavité fluide.

1.3 Quantification des incertitudes

1.3.1 Classification des incertitudes

Dans les problémes vibro-acoustiques, les incertitudes peuvent provenir des variations de cer-
tains parametres (géométriques, matériaux, chargements, etc). Oberkampf et al. [19] ont large-
ment discuté des sources d’incertitude et des méthodes traitant de 'incertitude. Ils ont classé

les incertitudes dans différentes classes:

1. Incertitudes aléatoires: L’incertitude associée au phénoméne observé qui ne peut étre
décrite par une description déterministe. Cette incertitude est due au caractére aléatoire
inhérent du phénomene.

2. Incertitudes épistémiques: Une déficience potentielle dans toute phase ou activité du pro-

cessus de modélisation due au manque de connaissances.
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L’incertitude aléatoire peut étre trouvée dans la littérature comme étant une incertitude irré-
ductible, une variabilité et une incertitude inhérente. Cette incertitude est la variabilité natu-
relle intrinsequement présente. Des exemples d’incertitude aléatoire apparaissent entre autres
dans les conditions aux limites ou dans la description géométrique du modele. La variabilité
des conditions aux limites et des parameétres géométriques sera toujours présente en raison
de la variabilité naturelle et de la précision limitée, par exemple, des processus de production.
L’incertitude épistémique s’appelle également une incertitude réductible car, en augmentant les
connaissances, l'incertitude peut étre réduite. Pour ces incertitudes, qui contiennent une cer-
taine imprécision, aucune fonction de densité de probabilité ne peut étre spécifiée. Les exemples
liés a ce type d’incertitudes sont des données expérimentales insuffisantes ou des connaissances
physiques insuffisantes du systeme analysé. La conclusion de la différence entre l'incertitude

aléatoire et 'incertitude épistémique est clairement montrée sur la figure 1.4.

Incertitude aléatoire Incertitude épistémique
Caractéristiques: variabilité, Caractéristiques: réductible,
irréductible, aléatoire, inhérente ou subjective.
stochastique.

Dérivent de:
Dérive de: » Informations incomplétes
* Variation inhérente du systéme * Certain niveau d'ignorance
ou de I'environnement * Manque de connaissances
* variation irréductible de la (différents modeles, données
propriété dans le temps ou la expérimentales insuffisantes)

population C

Approche pour la modélisation:
théorie des ensembles flous,

Approche pour la modélisation: |  théorie des preuves, théorie des
\_théorie des probabilités \_ possibilités, etc.

Figure 1.4: Comparaison entre les incertitudes aléatoires et les incertitudes épistémiques

1.3.2 Modélisation et propagation des incertitudes

Dans la figure 1.5, différentes méthodes traitant les incertitudes sont classées en fonction des
données d’entrée disponibles. Ces méthodes peuvent étre combinées et modifiées selon nos
besoins. Suivant la complexité du probléme, une méthode peut étre mieux adaptée qu'une autre.

L’approche possibiliste et I'approche probabiliste sont les plus utilisées en littérature.
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Méthodes de
quantification
d’incertitudes

Approches
possibilistes

Approches
probabilistes

* M¢éthode des
intervalles

Monte Carlo
Méthode de

perturbation
Chaos
polynomial

* Formalisme
de la logique
floue

Figure 1.5: Méthodes de quantification des incertitudes

1.3.2.1 Approches Possibilistes

L’avantage majeur des méthodes possibilistes (ou encore ensemblistes) est qu’elles ne néces-
sitent pas la connaissance des lois régissant les incertitudes. Cette approche a pour objectif de
modéliser des données imprécises. Les deux méthodes les plus importantes de cette approche

sont: la méthode des intervalles [20] et le formalisme de la logique floue [21].

1.3.2.1.1 Méthode des intervalles L’idée principale de cette méthode est basée sur la mo-
délisation des données incertaines par des intervalles dont les bornes représentent les limites
minimales et maximales de ces paramétres [20] & € [Zyin,Tmaz |- En connaissant les intervalles
de variation des parametres incertains, on peut déterminer facilement l'intervalle de variation
des sorties. Aucune information n’est nécessaire sur I’évolution de la dispersion dans son in-
tervalle. Par contre, cette méthode présente une certaine limite dans le sens ou ce n’est plus
possible de savoir dans quel ensemble la variable peut étre trouvée exactement, c’est-a-dire que
I'information sur la variable est partiellement représentée. En revanche, grace a son formalisme
mathématique, cette approche est plus simple a utiliser pour les traitements non linéaires des
incertitudes. Plusieurs problemes sont parus et qui sont basés sur le traitement avec la méthode
d’analyse des intervalles [22-25]. La méthode d’analyse des intervalles offre I’avantage de mo-
déliser les variables incertaines uniquement par leurs bornes physiques qu’on peut facilement

les mesurer et identifier.
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1.3.2.1.2 Formalisme de la logique floue Le formalise de la logique floue est une amélio-
ration et une généralisation de I’algorithme des intervalles. Cette approche a été développée par
[21] dans le but de résoudre le probléme de surestimation des variables incertaines qui sont mo-
délisée par des intervalles sans le besoin des informations probabilistes. Dans la logique floue,
la notion d’intervalle est améliorée a I’aide d’'une nouvelle composante qui permet d’affecter
une valeur entre [0,1] a la valeur de la variable incertaine. La logique floue a été appliquée dans
plusieurs travaux pour la modélisation des incertitudes dans des problemes de mécanique. Cette
théorie a été utilisée par [26] en simulation numérique a travers la méthode des éléments finis
flous. L’incertitude est décrite par des fonctions d’appartenance p(x) dont leur détermination
reste une tache tres difficile. En effet, elles dépendent des informations expérimentales fournies

ce qui rapproche sa détermination d'une démarche statistique.

1.3.2.2 Approches Probabilistes

L’approche probabiliste est la théorie la plus répandue dans le domaine d’ingénierie. Cette ap-
proche est basée sur la représentation des incertitudes comme des variables aléatoires ou des
processus stochastiques. Dans le contexte d'une approche probabiliste, deux difficultés sont ren-
contrées. La premiére est le choix du type de distribution (uniforme, normal, lognormal, etc.).
Ce choix est connu a partir de I'expérience ou d’avis d’experts. La deuxiéme difficulté réside
dans le manque de données adéquates pour estimer les parametres de la distribution avec un
degré de confiance élevé. Les méthodes de Monte Carlo [27, 28], perturbation [29] et celle du
chaos polynomial [30] sont les plus développées dans la littérature et nécessitent toutes une

caractérisation probabiliste de I'incertitude comme préalable a leur utilisation.

1.3.2.2.1 Monte Carlo (MC) La méthode de Monte Carlo a été présentée a partir des an-
nées 1930 grace aux études de Fermi portant sur la caractérisation de nouvelles molécules. Cette
méthode est un outil mathématique tres général et facile a utiliser avec un systéme déterministe
possédant des parameétres incertains modélisés par des variables aléatoires. La méthode consiste
a générer des tirages aléatoires pour tous les parameétres incertains suivant leurs lois de pro-
babilité. Un jeu de parametres est alors obtenu pour chaque tirage et un calcul déterministe
est effectué par la suite. Une caractérisation statistique et probabiliste des résultats (moments
statistiques, lois de probabilité) est effectuée [28]. L’avantage principal de la méthode de MC

est son applicabilité pour tous les systémes et que ses résultats sont exacts au sens statistique.
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Cependant, son inconvénient majeur réside dans le fait qu’elle nécessite un grand nombre de
tirages pour avoir une précision raisonnable avec un niveau de confiance donné, ce qui rend

cette méthode prohibitive en termes de cotit de calcul [31].

1.3.2.2.2 Méthode de perturbation La méthode de perturbation définit une autre procé-
dure permettant la propagation des incertitudes dans les systémes. Elle est basée sur ’approxi-
mation de tous les paramétres incertains par leurs développements de Taylor autour de leurs
valeurs moyennes [29]. Le principe de cette méthode est basé sur la substitution, dans I'ex-
pression du modele, les fonctions aléatoires par leurs développements de Taylor. Les termes du
méme ordre sont regroupés et un systeme d’équations est généré par la suite. La résolution se
fait alors successivement ordre par ordre a commencer par 'ordre zéro. Cependant, Iutilisation
de cette méthode est tres difficile pour les systémes complexes qui ont un grand nombre de
degré de liberté. L’inconvénient majeur de cette méthode réside dans le fait qu’elle ne peut étre
utilisée que pour les cas ou les parametres incertains ont de faibles dispersions autour de leurs

valeurs moyennes.

1.3.2.2.3 Chaos polynomial Seul I’aspect bibliographique de la méthode du chaos polyno-
mial est présenté dans cette section. Les formalismes mathématiques sont présentés en détails
dans le chapitre 2. Le chaos polynomial formalise une séparation entre les composantes stochas-
tiques d’une fonction aléatoire et ses composantes déterministes. C’est un outil mathématique
puissant qui a été développé par [30] dans le cadre de sa théorie sur le chaos homogéne et qui
est de plus en plus utilisé dans la science et techniques. Le chaos polynomial permet d’obtenir
une expression fonctionnelle d'une réponse aléatoire en décomposant son aléa sur une base de
polynomes orthogonaux. De facon générale, cette théorie est basée sur le fait que tout champ de
variables stochastiques du second ordre (a variance finie) peut étre exprimé par un développe-
ment en série de polyndmes d’Hermite. La partie déterministe est modélisée par des coeflicients

Z;, appelés modes stochastiques, pondérant les fonctions polynémiales d' Hermite ¢;.
X (&) =) 76; (&) (1.43)
=0

La famille des polyndomes d’'Hermite ¢; forme une base orthogonale permettant une conver-

gence optimale au sens des moindres carrés du développement pour des processus Gaussien
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[32]. Askey et Wilson [33] ont défini un schema pour généraliser ces développements en chaos
a des processus non-Gaussien afin d’assurer une correspondance entre des familles de poly-
némes orthogonaux et des lois de probabilité. La notion de développement en polynémes de
chaos généralisé est alors définie et une convergence exponentielle est généralisée au cas de lois
de probabilité arbitraires [34, 35]. Les premieres applications du chaos polynomial remontent
aux années 1960. [29] ont combiné le développement de Wiener-Hermite avec la méthode des
éléments finis pour modéliser et propager les incertitudes dans des structures mécaniques.
L’application du chaos polynomial a été développée dans différents domaines, par exemple dans
la fiabilité des structures mécaniques [31, 36]. Le chaos polynomial a également été utilisé pour
analyser et prédire de facon robuste le comportement dynamique des systémes de transmis-
sion d’engrenage a parametres incertains [37, 38]. Cette these a abouti a 'utilisation du chaos
polynomial généralisé dans ’analyse robuste des problemes en intéraction fluide-structure en

présence d’incertitudes [10, 11].

1.4 Fiabilité mécanique des systémes

Selon la norme AFNOR [39], on peut définir la fiabilité comme étant l’aptitude d’un dispositif
a accomplir une fonction requise dans des conditions données. La fiabilité d’'une structure a pour
objectif d’évaluer la probabilité qu’une structure, soumise a des aléas (vibration, chocs, fatigue,
etc.), soit capable de satisfaire 1'intégralité de ces besoins et ce pour une durée de vie donnée.

L’analyse de la fiabilité se résume en 3 étapes:

— La sélection des variables aléatoires de base, qui vont intégrer les incertitudes mises en

jeu au travers de leurs lois de distribution.
— Détermination de la fonction de performance définissant la défaillance du systeme.

— Le calcul des indicateurs de fiabilité, qui vont fournir une évaluation quantitative et qua-

litative de la fiabilité du systéme.

En outre, 'analyse de fiabilité se résume par I’évaluation de la probabilité de défaillance par

rapport a chacun des scénarios de défaillance.
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1.4.1 Fonction de performance

La notion de fiabilité étant posée, un critere de défaillance est défini a I’aide d’une fonction dite
de performance (ou d’état limite), notée G(X), et qui dépend des variables de conception du
modele. On définit le domaine de siireté D et le domaine de défaillance D de R* comme suit

(voir figure 1.6):
- D,={X e R*,G(X) > 0}
- Dy ={X eR" G(X) <0}

X
Domaine de
défaillance
GX)<0
Domaine de
sécurité
G(X)>0
X Fonction
d’état limite
G(X)=0
X1

Figure 1.6: Domaines de streté et de défaillance dans le cas de deux variables de conception

1.4.2 Probabilité de défaillance

La fiabilité R (en anglais, reliability) d’'une structure est par convention définie de la facon

suivante:

R=1-F (1.44)

Avec la probabilité de défaillance P (en anglais, probability of failure) correspond a la proba-

bilité d’occurrence de I'événement G(X) < 0 et elle peut étre écrite sous la forme:

Py = prob(G(X) <0) (1.45)
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Cette probabilité n’est que I'intégration de la densité conjointe de probabilité sur le domaine de

défaillance.

Pr= [ fx(x)]]de (1.46)

Le calcul de cette intégrale est une tache difficile vu que la densité conjointe est rarement
connue, en plus la fonction de performance est généralement implicite résultant d’'un modele
numérique comme par exemple la méthode des éléments finis. Dans la littérature, diverses mé-
thodes de résolution ont été développées afin de pallier ces difficultés. On distingue deux caté-

gories: les méthodes basées sur des simulations et celles recourant a I’approximation de I'indice

de fiabilité.

1.4.2.1 Méthodes de simulations

Ces méthodes sont basées sur le calcul de la fonction de performance pour un échantillon repré-
sentatif. Elles sont les plus cotiteuses en temps du calcul, mais restent la référence sur le résultat
en probabilité de défaillance. De multiples travaux sont toutefois réalisés sur ces méthodes, car

elles sont robustes.

- Les simulations Monte Carlo sont largement utilisées pour estimer la fiabilité dans le
domaine du génie civil et en calcul de structures. Le principe de cette technique est décrit
dans la section 1.2.2.2.1. La probabilité de défaillance n’est que le nombre de simulations

défaillantes sur le nombre total de simulation (voir figure 1.7).

X2

Domaine de
défaillance

Domaine de

sécurité d

X1

Figure 1.7: Simulations de Monte Carlo pour la probabilité de défaillance
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Plus le nombre de tirages aléatoires, N, est grand plus I’estimation de la probabilité de
défaillance est meilleure.

— On peut améliorer cette méthode de simulation de Monte Carlo en adoptant une tech-
nique qui consiste a réduire le nombre de simulations par leurs concentrations dans les
zones les plus informatives: c’est la méthode des simulations d’importance. Ainsi on peut
considérer que les tirages situés autour du point de conception ou le point de défaillance

le plus probable P* (figure 1.8).

LxZ

Domaine de
défaillance

Domaine de
sécurité

Figure 1.8: Simulations d’importance pour la probabilité de défaillance

1.4.2.2 Méthodes d’approximation FORM/SORM

Tout d’abord, il faut introduire la notion d’indice de fiabilité qui est la base de calcul des mé-
thodes d’approximation. Plusieurs auteurs ont proposé des indices de fiabilité. Les plus connus
dans la littérature sont ceux de Rjanitzyne-Cornell (3.) et de Hasofer-Lind (5j;). L’indice de
Rjanitzyne-Cornell (3.) est défini comme le rapport entre la moyenne et ’écart type de la fonc-
tion de performance.

g, =*te (1.47)
oG

Hasofer et Lind ont proposé d’effectuer le calcul de (), dans 'espace des variables aléatoires
normales centrées réduites et statistiquement indépendantes donc le vecteur des variables aléa-
toires X; de 'espace physique doit étre changé a I’aide d’une transformation iso-probabiliste
[40] en un vecteur aléatoire U dans ’espace normal standard comme indique la figure 1.9. Selon
la définition de Hasofer et Lind, I'indice de fiabilité 5, n’est que la distance minimale de I’ori-

gine de I'espace normé a la fonction d’état limite H(u) = 0. La probabilité de défaillance peut
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Zone de

Zone de défaillance

sécurité

Zone de

\ défaillance

Etat limite

Point de défaillance
e plus probable

Zone de

sécurité Etat limite

a- Espace physique b- Espace normé

Figure 1.9: Transformation iso-probabiliste de 'espace physique vers I’espace normal standard

alors s’écrire sous la forme:

Py = / . (u)du (1.48)
H(u)<0

Avec ®,, est la fonction de densité de la loi multi-normale centrée réduite. En outre, la déter-
mination du point de conception appelé aussi le point de défaillance le plus probable, (MPFP:

Most Probable Failure Point) revient a résoudre le probléme d’optimisation suivant:

min d(u) = \/Zu%

st. H(zu) <0

(1.49)

- Méthode FORM (First Order Reliability Method) [41]
Elle consiste a remplacer la surface d’état limite par un hyperplan tangent au point MPFP
P*. A Taide de cette approximation, il est possible de donner une équation exprimant la

probabilité de défaillance en fonction de I'indice de fiabilité 5 = (p;:

Py = &(—p) (1.50)

- Méthode SORM (Second Order Reliability Method) [42]
Cette approximation permet une meilleure précision sur la probabilité de défaillance. En
fait, elle consiste a remplacer ’hyperplan par une hyper-surface quadratique tangente
et ayant les mémes courbures que la surface réelle au point de conception P*. Ainsi, la

fonction d’état limite est approchée au point MPFP par un développement de Taylor a
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lordre deux et la probabilité de défaillance devienne ainsi:

n—1 1
Py =&(—p) ll g

(1.51)

Avec k; sont les courbures principales de la fonction de performance au point de dé-

faillance P*.

1.4.3 Couplage mécano-fiabiliste

Le couplage mécano-fiabiliste (figure 1.10) a été abordé dans plusieurs travaux de recherche no-
tamment en calcul de structures afin d’assurer une conception optimale et fiable. Ce couplage
consiste a combiner des méthodes de calcul des structures comme la méthode des éléments finis
avec des algorithmes de fiabilité et optimisation. Il permet d’assurer une conception optimale
en comparant les techniques classiques utilisées dans I'optimisation des structures mécaniques.
L’étude de la fiabilité en mécanique nécessite une coopération entre différents acteurs: du mé-

canicien au probabiliste en passant par le statisticien et le fiabiliste.

Le Statisticien
Analyse des données

Le Probabiliste % " Le Mécanicien
Quantification et Mise en ceuvre du

propagation d’incertitude modele mécanique

Analyse des modes de

" Le Fiabiliste
défaillance

Figure 1.10: Schéma du principe du couplage mécano-fiabiliste

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une étude bibliographique des problémes vibro-acoustiques est présentée. Les
équations aux dérivées partielles qui gouvernent le milieu fluide et le domaine structurel ainsi
que les équations qui régissent les conditions initiales et aux limites sont établies. Par la suite,

la discrétisation par éléments finis du probléme vibro-acoustique couplé est élaboréé.
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Différentes approches ont été proposées dans la littérature permettant une modélisation d’in-
certitudes. Le choix de la technique appropriée dépend essentiellement de la nature de ces in-
certitudes et aussi de la quantité d’informations disponibles. La méthode probabiliste basée sur
le concept du chaos polynémial est choisie pour traiter la modélisation et I’analyse robuste de la
réponse mécanique des problemes vibro-acoustiques. Cette méthode est détaillée dans le cha-
pitre 2 et est comparée a la technique référentielle de Monte Carlo (MC).

D’autre part, la fiabilité est indispensable dans 'optimisation de la conception des problémes

vibro-acoustiques qui est présentée dans le chapitre 3.
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Chapitre 2: Approche robuste basée sur le chaos polynomial généralisé des systémes
vibro-acoustiques

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente les méthodes probabilistes permettant la quantification et la pro-
pagation des incertitudes dans les problémes vibro-acoustiques. L’approche robuste (ou sto-
chastique) est basée sur le concept fondamental appelé chaos polyndmial, utilisant des fonctions
orthogonales pour représenter des processus aléatoires du second ordre, solutions des systéemes
stochastiques. Par ailleur, ce chapitre revient brievement au début sur la méthode référentielle
de Monte Carlo dont 'algorithme est utilisé avec la méthode du chaos polynomial généralisé.
De plus, la méthode du chaos polyndémial généralisé non-intrusif est combinée avec la méthode
numérique (EF/Ansys) pour résoudre deux problémes vibro-acoustiques en présence d’incerti-

tudes.

2.2 Méthode de Monte Carlo

Comme mentionnée dans le chapitre 1, la méthode de Monte Carlo (MC) est un outil mathé-
matique trés général et peut étre appliquée pour tous les systémes. C’est une approche pro-
babiliste permettant la modélisation des parameétres incertains dans des systemes dynamiques
complexes comme par exemple les problemes vibro-acoustiques. Dans cette section 1’algorithme

fondamental de la technique de Monte Carlo peut étre résumé en 5 étapes [10, 43].

Etape 1: Identification probabiliste des parametres incertains dans le modéle.

Etape 2: Echantillonnage et génération aléatoire de réalisations suivant les lois probabi-

listes identifiées.

Etape 3 : Propagation de I'incertitude (les jeux de données de I’étape 2) dans le modele et

détermination des réponses correspondantes.

Etape 4: Analyse statistique des sorties correspondantes aux échantillons.

Etape 5: Analyse de la convergence de la distribution de la sortie du modéle.

Soit M une fonction mathématique analytique (ou algorithmique) modélisant un systéme quel-
conque et X = (X1,Xs,..,X,) un vecteur aléatoire de paramétres incertains. La réponse Y est

alors la solution aléatoire du modéle suivant:

Y = M(X) (2.1)
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Généralement, on utilise la technique de Monte Carlo pour estimer la loi de distribution de la
sortie dont les caractéristiques statistiques sont données par la valeur moyenne iy et 'écart
type oy. Ces deux caractéristiques sont calculées a 1’'aide d’'un ensemble de N simulations

comme Ssuit: N

iy = 5 >, M(XD)

=y (2.2)

% = ke 2 (100) — v
Selon le théoreme de la limite centrale, la convergence de la technique de Monte Carlo est
certifiée par le fait que I’écart entre ’espérance py de Y et son estimé /iy converge vers une loi
normale de moyenne nulle et d’écart type égal a oy /v/N.
Une utilisation rigoureuse de la technique de Monte Carlo implique la nécessité des intervalles
de confiance des résultats. Par exemple, pour un nombre N donné de tirages et un niveau de

confiance 1 — « fixé, I'intervalle de confiance correspondant a la valeur moyenne est donné par:

N Ua/2(5Y N ua/zéy
— < 2.3
TN TN 3)
avec s = — Fy'(1—%), F étantla fonction de répartition définie par F'(z) = ;= [ e dz.

L’inéquation (2.3) peut étre utilisée pour calculer le nombre de tirages minimal, N,,;,,, nécessaire
pour estimer la valeur moyenne avec une erreur relative +¢,, avec un niveau de confiance égal

a 1 — a. Ce nombre minaimal de tirage peut alors étre calculé a partir de I’équation suivante:

2

tayCy

Nopin = 1 + ceil (2.4)

5HY

Ou ceil(z) est I'arrondi de x a la valeur entiére la plus proche et Cy = 6y /[y représente le
coeflicient de variation de la réponse Y.

La simplicité de la technique de Monte Carlo a permis son exploitation dans différents domaines
de la science de I'ingénieur. Cependant son inconvénient majeur réside dans le fait qu’il est
nécessaire de générer un grand nombre de tirages pour avoir une précision raisonnable avec
un niveau de confiance fixé. Par la suite, le cotit de calcul est trés prohibitif et surtout pour les
systemes complexes ayant un grand nombre de degrés de liberté et/ou de nombreux parametres

incertains.
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2.3 Chaos polynomial généralisé (CPG)

2.3.1 Généralités

La technique du chaos polyndmial (PC) est une représentation spectrale basée sur la projec-
tion de grandeurs aléatoires dans un espace probabilisé. Cette méthode est basée sur la théorie
du chaos homogene de Wiener et le théoréeme de Cameron-Martin selon lesquels un processus
stochastique du second ordre peut étre exprimé par un développement convergent, au sens des
moindres carrés, en série de polyndomes, fonctions orthogonales de variables aléatoires indé-
pendantes gaussiennes [29, 30, 32].

Théoriquement, le chaos polynomial est un ensemble de fonctions polynémiales de I’ensemble
infini {;} de variables aléatoires. En pratique, I'expansion du chaos polynomial (Eq. 1.42) est

tronquée a un nombre fini de termes:

X (&) =D 705 (&) (25)

Le nombre de termes NNV, + 1 dépend de I'ordre du chaos polynomial généralisé p et du nombre
de parameétres incertains r, avec £ = (£;,&2,...,&, ). La relation qui donne le nombre de termes

N, + 1 en fonction de p et de r est exprimée comme suit:

(p+r)!

Np1= plr!

(2.6)

L’ensemble {¢;} regroupe des fonctions polynomiales orthogonales par rapport a la mesure
gaussienne de probabilité. La famille ¢; est une base orthogonale vérifiant la comdition d’or-

thogonalité suivante:

0 siidi
(Gisd5) = (bidi) 6ij»  0ij = ST Z 7&] (2.7)
1sii=7

d;; étant le symbole de Kronecker. Le produit scalaire (¢;,¢;) est définit par:

(Gi,0:) :/¢i¢z’W (&) d¢ (2.8)
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L’intégration que définit 'expression (eq.2.8) est effectuée sur un domaine déterminé par le
support probabiliste du vecteur aléatoire £ € R, ou W (&) est la fonction densité de probabilité
de £ décrite par:

T

w©) =] w (2.9)

Le développement (2.5) formalise une séparation entre le caractere stochastique et le carac-
tére déterministe d’une variable aléatoire X (£). Le caractere déterministe est modélisé par les
coefficients stochastiques Z; appelés aussi coefficient modaux. Il peuvent étre statiques ou dy-
namiques (en fonction de la nature de la fonction aléatoire approximée) et représentent les
coordonnées de la variable aléatoire X (§) dans sa base orthogonale des fonctions ¢;(&). Le ca-
ractére stochastique de la variable X (&) est concentré dans la base orthogonale. Le mode 7
du développement en chaos polyndmial n’est que la valeur moyenne de la variable aléatoire
X (&) tandis que les modes d’ordres supérieurs offrent une mesure de la variabilité de X (§) au-
tour de sa valeur moyenne. En effet, on peut directement déterminer sa variance par I’équation

suivante:

Np
ok = Zi(01.05) (2.10)
=1

Les fonctions aléatoires peuvent étres décrite précisement par le développement de Wiener-
Hermite. Sa convergence, démontrée par le théoréme de Cameron-Martin, est vérifiée dans de
nombreux exemples pratiques référencés dans le chapitre 1. Par contre, dans le cas des fonc-
tions non-gaussiennes, la rapidité et la précision de la convergence présentent des insuffisances
particulierement. Dans ce contexte, une correspondance optimale, établie par [34], généralise
la notion du chaos polynémial au cas non-gaussien. Cette généralisation conduit a la notion du
chaos polynomial généralisé (CPG) appelé aussi le développement de Wiener-Askey a cause de

la correspondance globale définie par le schéma d’Askey [33], présenté dans le tableau 2.1.

Variable aléatoire ¢ Wiener-Askey PC ¢({)  Support

Distribution continue Gaussienne Hermite | — 00, + o0]
Uniforme Legendre [a,b]
Gamma Laguerre [0, 4 oo
Beta Jacobi [a,b]

Tableau 2.1: Correspondance entre le type de distribution et le type de la base du chaos poly-
nomial
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2.3.2 Calcul pratique du développement en polynémes du chaos poly-
nomial généralisé

Le chaos polynomial généralisé permet la quantification et la modélisation des incertitudes dans

le modéle en se basant sur 3 étapes fondamentales [43]:

- Le choix de la base polyndmiale appropriée au probleme:
Le chaos polynomial généralisé permet de représenter de facon optimale une fonction
aléatoire par un développement en série de polyndomes orthogonaux en lien direct avec
la loi de probabilité la régissant (Schéma d’Askey) qui n’est en général pas connue. En
pratique, un test doit d’abord étre réalisé avec la méthode de Monte Carlo avec un nombre

modéré de tirages pour estimer la loi de distribution de la fonction aléatoire.

- Le choix de 'ordre de troncation N,,:
Le choix de 'ordre du chaos p est essentiel pour la précision de I’approximation obtenue
avec chaos polyndmial généralisé. Generallement, ce parametre p est fixé via une étude
de convergence qui consiste a évaluer la qualité de la représentation avec 'augmentation

de 'ordre.

- Le calcul des coefficients stochastiques:
Le calcul d’une représentation par le chaos polynémial généralisé nécessite la détermi-
nation de N, + 1 modes stochastiques. Deux schémas d’implémentation peuvent étre
utilisés: 'approche intrusive et I'approche non-intrusive. La premiere utilise des tech-
niques de projection de Galerkin pour exprimer le modéle incertain dans la base du chaos
polynomial sous forme d’un systeme d’équations couplées et déterministes gardant les
mémes propriétés de linéarité que celles du systéme original [29, 44]. Le calcul des modes
stochastiques passe alors par 'adaptation d’un algorithme de calcul correspondant a la
nature du systéme d’équations résultant. L’intérét de cette approche est la nécessité d'un
seul calcul pour déterminer les coefficients stochastiques. Néanmoins, dans le cas des
systémes a grand nombre de degrés de liberté, des systemes non linéaires et celui ou le
nombre de parameétres incertains est important, cette approche devienne tres prohibitive
au sens du cout de calcul. Tous ces inconvénients rendent ’approche non-intrusive tres
intéressante. En effet, elle ne nécessite aucune modification et aucune manipulation du
modele incertain initial pour le calcul des coefficients stochastiques. L’approche non in-

trusive se résume a projeter directement mais aussi uniquement la solution stochastique

Khalil DAMMAK 32



Chapitre 2: Approche robuste basée sur le chaos polynomial généralisé des systémes
vibro-acoustiques

sur la base du chaos polynémial généralisé. La difficulté est liée essentiellement a I'obten-
tion des points de simulation nécessaires au calcul des coefficients stochastiques par les

méthodes d’intégration numériques.

Dans la suite, seule I’approche non-intrusive est utilisée dans la these. Considérons le probléme
qui consiste a caractériser la solution y(x,t,£(w)) de 'équation différentielle stochastique don-

née sous sa forme générale suivante:

S(y(zt.Ew)) = f (y(@t.E(w))wg(w)) (2.11)

Ou & désigne un opérateur différentiel. La solution y(x,t,&(w)) dépend de I'espace z, du temps
t et du phénomene aléatoire modélisé par la variable £, qui elle-méme est liée a I'événement
aléatoire w. f est une fonction qui peut étre non linéaire. La solution y(z,t,{(w)) peut étre

exprimée sous forme d’un développement en série de polynémes orthogonaux (eq.2.12).
y(@,t,8) = > () 6;(6) (2.12)

2.3.2.1 Approche non-intrusive

L’avantage mageur de I’approche non-intrusive réside dans le fait qu’elle nécessite quelques
calculs de solutions déterministes en un nombre fini de points du domaine de variation pro-
babiliste. Le choix de ces points dépend essentiellement de la méthode utilisée pour le calcul
des coefficients stochastiques. Deux techniques peuvent étre distinguées a savoir la méthode de

projection spectrale non-intrusive (NISP) et la méthode de régression.

2.3.2.1.1 Technique de projection spectrale non-intrusive (NISP) Dans la technique
NISP, une fois la solution exprimée dans la base du chaos polynémial généralisé suivant I’ex-
pression (eq.2.12), elle y est projetée ce qui permet de déterminer directement les coefficients

stochastiques par I’équation (eq.2.13):

<y(x>t7€)v¢l(€)>

It) = @ a0)

1=0,..N, (2.13)
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Ou de facon équivalente:

Bit) = / Y.t ) (EW(E)E 1 =0,..N, (2.14)

1
(&0°)
Le coefficient ¢;(z,t) mesure, a un facteur de normalisation pres, la corrélation entre la fonc-
tion y(z,t,£) et le polyndme ¢;(€). Le dénominateur dans I’équation (eq.2.14) est défini par des
produits internes entre des polynomes identiques. Ces produits internes peuvent étre calculés
de facon indépendante. Leurs valeurs, qui sont des constantes réelles, peuvent étre tabulées et
sauvegardées. Le calcul du numérateur dans 'expression (eq.2.14) passe par le calcul d’inté-
grales multidimensionnelles le long du support probabiliste du vecteur aléatoire £. Différentes
méthodes sont utilisées pour approximer ces intégrales telles que les techniques numériques de
Monte Carlo, la méthode de Simpson ou les méthodes de collocation de Gauss. Par exemple, dans
le cas d’une intégration de Gauss monodimensionnelle, ’approximation de I'intégrale (eq.2.14)

est donnée par:

Q
Blwt) = (;ﬂ >yt @)W (EW) 1=0,.N, (2.15)
k=1

Les points £*) sont les points d’intégration de Gauss appelés aussi points de collocations et qui
sont donnés par les racines du polynome ¢; de degré p tandis que les T (£(*)) représentent les

poids d’intégration de Gauss.

2.3.2.1.2 La technique de régression La méthode de régression consiste a calculer les
modes stochastiques de telle sorte a minimiser, au sens des moindres carrés, ’écart ¢ entre
la solution du modéle stochastique et son approximation dans la base du chaos polynomial

généralisé.
Q Np 2
e=> |u@ts™) = gz )™ (2.16)
k=1 1=0

La méthode de régression n’utilise pas la propriété de I'orthogonalité de la base polynomiale
contrairement a la technique de la projection spectrale non intrusive ou encore la méthode
intrusive. Elle requiert, par contre, un nombre () de simulations supérieur au nombre de coeffi-
cients modaux a calculer, dou NV, +1 < () . Cette condition est nécessaire pour que la solution
du probléme des moindres carrés correspondant soit admissible. () définit le nombre de simu-

lations correspondant & un jeu de valeurs £*). Deux approches différentes sont possibles pour
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générer ce jeu de valeurs:

~ L’approche aléatoire ot les points £(¥) sont générés suivant la loi de &.

— L’approche déterministe qui consiste a choisir 4 I'avance les points £*) ot1 'on va évaluer
le modele (eq.2.11). Les £*) peuvent étre choisis a partir des racines d’un polynéme avec

comme condition () > N, + 1.

En désignant par Y = (§o,...,inp)" le vecteur des coefficients modaux, par Z la matrice d’élé-
ments z,; = ¢ (@) et par Y = (y(z,t,EW),...y(2,t,£@)) le vecteur des simulations corres-
pondant au jeu {5 (‘1)} et si la matrice Z7Z est non singuliére alors la solution optimale du

probléme classique des moindres carrés est donnée par:
Y =(Z"2)' 7Ty (2.17)

La qualité de la solution dépend du conditionnement de la matrice Z7Z appelée matrice de
Fischer. Des méthodes telles que la décomposition en valeurs singuliéres peuvent étre utilisée

pour mieux conditionner cette matrice.

2.3.2.2 Criteres de choix de ’ordre optimal de troncation

Plus I'ordre de troncation est élevé plus la précision du CPG est bonne mais plus le nombre
de points de simulation avec le systéme stochastique initial est élevé. Il faut donc déterminer
I'ordre optimal de troncation. L’erreur de variance e,2 , entre deux processus d’ordre successif

est donnée par:

crp=oi—o? =3 52 (2.18)

j=Np-1+1"7
L’erreur moyenne (au sens des moindres carrés) entre deux développements d’ordres successifs

est calculée avec:

2 __ 1 Y 2 1 o Np _ 2
& = N’ ; (l’p (&) — Tp-1 (&))" = N £ (Zj:NpH-l T, (fk)) (2.19)

avec N’ le nombre d’échantillons. On peut montrer que cette erreur est égale a:

e2 = ¢,2 (2.20)

P
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On constate qu’il n’est pas nécessaire de faire des simulations avec le modéele initial ou avec le
CPG pour calculer erreur qu’on pourra déterminer a partir des modes stochastiques. Le critere
de choix de 'ordre optimal est basé sur le calcul du taux de décroissance de I'erreur relative de

la variance entre deux développements d’ordre successif:

60-27'7
my = S (2.21)
9%ip
Ainsi on peut écrire:
Vi <0 (2.22)

avec 0 est lié au seuil du choix de 'ordre de troncation [45]. Un autre critére peut étre utilisé
pour choisir I'ordre optimal de troncation et qui est lié au nombre de calculs directs ) < N
(nombre de points de collocation de Gauss), avec () = (p + 1)” et N : nombre d’échantillons

utilisés avec Monte Carlo.

2.4 Modélisation numérique de I'incertitude de la propa-

gation acoustique via le chaos polynomial généralisé

La propagation acoustique guidée est un domaine important de ’acoustique. Cette importance
découle de la nécessité de réduire ou d’augmenter I'intensité sonore dans certaines régions des
guides d’ondes. La propagation acoustique dans les guides d’ondes cylindriques est un champ
commun dans les secteurs d’automobile et d’avion. L’équation de Helmholtz est normalement
utilisée pour modéliser la propagation des ondes acoustiques [46—-49]. Pour un grand nombre
de problemes, il n’y a pas de solution analytique exacte de cette équation. Généralement, une
procédure numérique est appliquée pour calculer le champ de pression acoustique [50, 51]. La
simulation par éléments finis (FES) est une technique trés puissante, qui peut étre appliquée
pour obtenir une solution approchée de I’équation de Helmholtz. La simulation déterministe
conduit a une solution approximative et nominale de la réalité. Dans certains cas, la prédiction
du comportement d’un systéme est particulierement difficile en raison de la variabilité induite
par lincertitude. L’objectif de cette section consiste a améliorer les performances des simula-

tions numériques de la propagation acoustique guidée en présence d’incertitudes.
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2.4.1 Modélisation analytique du guide cylindrique

Dans cette section, les équations de la propagation du son dans les conduites de section circu-

laire (voir la figure 2.1) sont présentées.

Figure 2.1: Description du guide cylindrique

L’équation gouvernant le comportement acoustique d'un fluide est I’équation de Helmholtz
[52, 53]:
Ap; + E*p; = 0. (2.23)

A est I'opérateur laplacien, p; est la pression acoustique a I'intérieur de la conduite étudiée
et k est le nombre d’ondes total. Il est clair que la résolution de cette équation dépend de la
géométrie de la conduite. Dans ce travail, une conduite de section transversale cylindrique est
considérée. Pour ce type de conduite, I’équation de résolution de Helmholtz dans le systeme de
coordonnées cylindriques est réalisée par la méthode de séparation des variables. La pression

acoustique est alors exprimée comme:
P(r;,0,z) = R(r;).9(0).Z(z), (2.24)

ou:
4

Z(z) = Aeik=* 4 Be=ik:2

@(9) = Qle_jme + ngjme (225)

| R(ri) = C (ki)
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A, B0, 2 et C sont des constantes qui dépendent des conditions limites. Les nombres d’ondes

sont liés par la relation de dispersion [54]:
2 +k2, —k*=0. (2.26)

Dans le cas d’une paroi rigide, le nombre d’ondes radiales est défini par:

r,, = Xm (2.27)
a

avec Xmn est la nth racine de la dérivée de la fonction de Bessel, J,,,, du premier type d’ordre
m. Ainsi 'analyse modale peut étre appliquée [55, 56] et le champ de pression acoustique a

I'intérieur de la conduite est obtenu comme:

P(r;,0,z,t) = i i": P (2). W (1,0).7", (2.28)

m=0 n=0

ou P, sont les coefficients modaux associés aux modes (m,n) et définis par:
P (2) = Appe 5mm# 4= B, edFmn-2 (2.29)

et U,,,, sont les fonctions propres de la cavité [56, 57], qui satisfont ’équation de Helmholtz et

peuvent étre exprimées comme suit:

T

Wonn (ri,0) = Jon (X —)- e (2.30)

L’équation de Helmholtz sera résolue numériquement dans la suite a ’aide de la méthode des

éléments finis.

2.4.2 Modélisation numérique du guide cylindrique

L’exemple choisi consiste a appliquer une pression modale a la limite gauche I';, de la conduite
cylindrique, comme indiqué sur la figure 2.1. Les caractéristiques géométriques de la conduite
étudiée sont les suivantes: rayon a = 0.02m et longueur L = 0.25m. L’amplitude de la pression
imposée est égale a 1 Pa. A la fin de la conduite I'g, une impédance acoustique normalisée est

appliquée (Z, = 2) afin de refléter 'onde acoustique plane. La conduite a été modélisée avec
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8000 éléments FLUID30. C’est une analyse entiérement acoustique et il n'y a pas de degrés de

liberté de déplacement actif. Le modele élément fini ANSYS de la conduite est présenté dans la

figure 2.2.

Figure 2.2: Modele éléments finis ANSYS de la conduite cylindrique

La figure 2.3 présente le champ de pression a I'intérieur de la conduite a plusieurs fréquences.
La propagation de 'onde est claire et la localisation du maximum de la partie réelle de la pres-
sion acoustique varie en fonction de la fréquence. L’évolution de la pression en fonction de la
fréquence en un point a 'intérieur de la conduite cylindrique est montrée dans la figure 2.4. Les

résultats trouvés sont pratiquement similaires avec ceux montrés dans [58].
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Figure 2.3: Partie réelle de la pression acoustique a I'intérieur de la conduite cylindrique étudiée
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Figure 2.4: Evolution de I’amplitude de la pression acoustique en fonction de la fréquence

2.4.3 Analyse probabiliste

Dans cette section, les méthodes stochastiques discutées ci-dessus, MC et CPG, sont implé-
mentées et intégrées dans la simulation par éléments finis du guide cylindrique. Le parameétre
incertain géométrique considéré ici est le rayon du guide cylindrique a et le parameétre physique
incertain est la densité p. Ces parametres sont choisis pour étre uniformement aléatoires autour
de leurs valeurs nominales, £5%; a = ag + ay et p = pg + £p1, avec ag, po sont les valeurs
moyennes de a et p, respectivement et ay, p; sont des constantes pratiques.

L’utilisation de la méthode de Monte Carlo pour analyser le champ de pression consiste a créer
une grille de valeurs numériques a partir des parametres incertains probabilistes et a calculer la
quantité d’intérét du systéme linéarisé pour chaque valeur de la grille. La pression acoustique
a l'intérieur du guide cylindrique est analysée pour 500 tirages aléatoires.

La représentation chaotique de la pression acoustique est donnée par:

NP
Popa(rif,2.€) = Y Pj(rif,2).6,(¢) (2.31)
j=0
La représentation de la pression acoustique par MC est donnée par:

Pye(ri,0,2,8) = M(X) (2.32)
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avec M est le modeéle élément fini et X = [a,p]” est le vecteur des paramétres d’entrée incer-
tains.

L’amplitude de la pression acoustique est représenté dans les figures 2.5 et 2.6 en fonction du
rayon et de la densité de la conduite. On peut constater que pour +5% de la variation de rayon,
a, 'amplitude de la pression maximale varie linéairement. Dans le cas de la variabilité de la

densité, p on peut remarquer que le rayon a plus d’effet sur la grandeur de la pression que la

s
densité.
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Le tableau 2.2 montre les principales caractéristiques de chaque technique.

Frequence f = 1000H z Monte Carlo CPG (r = 2)
Order p - 4
Nombre de simulations 500 25
Erreur relative maximale entre MC et CPG - 6.4e74
Moyenne de la pression (Pa) 0.047262 0.047262
Ecart type de pression 0.001821 0.001826
Temps (s) 43438.96 0.5182

Tableau 2.2: Comparaison des résultats entre MC et CPG

Il est a noter que la technique de Monte Carlo est une méthode trés puissante pour résoudre la
complexité des systemes avec des parametres aléatoires. Néanmoins, selon les résultats, cette
technique présente une faible convergence pour la moyenne et I’écart-type de la solution, né-

cessitant un grand nombre d’échantillons pour obtenir une bonne précision des résultats, ce qui
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entraine des calculs cotteux. On constate que, pour un ordre p = 4, le CPG suit parfaitement
I’évolution obtenue avec MC avec un nombre réduit de simulations (500 — 50) et un temps

negligeable.

2.5 Etude vibro-acoustique d’une cavité simplifiée en pré-

sence d’incertitude

‘Bruit, vibrations et dureté’, (Noise, vibration and harshness: NVH), est 'un des facteurs les
plus importants et essentiels pour les industries d’automobile pour améliorer la qualité de leurs
produits et de réduire le bruit a I'intérieur des cabines des véhicules. Cette 'NVH’ représente
I'analyse acoustique de la cavité. Bien que la nature de I'excitation puisse étre unique pour
chaque type de véhicule, le champ de pression interne dans la cavité fermée est significati-
vement affecté par les caractéristiques modales acoustiques de la cavité, par le comportement
dynamique de la structure environnante, ainsi que par la nature du couplage.

Dans cette section, la méthode du chaos polynomial généralisé non-intrusif est utilisée pour
traiter les parametres aléatoires présentes dans un probléme vibro-acoustique. Cette technique
est combinée avec la simulation numérique (EF / Ansys) pour étudier le comportement vibro-
acoustique d’une simple cabine fermée de véhicule.

Le modele considéré est une simple cabine de véhicule [10]. La figure 2.7 présente le dia-
gramme 2D de ’habitacle. Les dimensions géométriques de la cavité étudiée sont: L, = 2.51m,
L, = 1.1m, L, = 1.4m. Le modéle éléments finis, présenté dans la figure 2.8, a été modélisé a
l’aide du logiciel ANSYS en utilisant 3808 éléments pour le fluide interne et 70 éléments pour
modéliser la tole d’acier d’'une épaisseur de 8mm située en avant de la cavité. Les éléments in-
ternes sont des éléments 3D délimités par 6 faces, ayant 8 noeuds avec un degré de liberté par
nceud: la pression acoustique. Les éléments de la structure sont des éléments coques a quatre
nceuds avec six degrés de liberté a chaque nceud: 3 translations dans les directions nodale z, y
et z et 3 rotations autour des axes nodal z, y et z. Les conditions aux limites adoptées sont I'in-
teraction fluide-structure dans tous les nceuds libres de la plaque structurelle. Tous les noeuds

de la frotiere de la plaque ont été contraints.
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Figure 2.7: Schéma 2D de la cavité acoustique Figure 2.8: Modéle élément fini de la cabine
acoustique

Le fluide a l'intérieur de la cabine est I’air dont les caractéristiques sont: sa masse volumique
est 1.21kg/m? et la célérité du son est 343m/s. L’analyse par éléments finis (FEA) est utilisée
pour prédire le niveau de la pression acoustique (SPL) a 'intérieur de la cavité. Cette 'SPL’ peut

étre déterminée a partir de I’équation suivante:

P
ref

Avec P,.; = 20p1Pa est la pression acoustique de 'audition humaine.

2.5.1 Etude vibro-acoustique (déterministe)

Dans cette section on va étudier I'influence de la vibration de la structure sur la réponse acous-
tique (SPL). On considére que la vibration de la structure en avant est la source la plus dominante
du bruit dans ’habitacle [59]. Le tableau 2.3 montre les résultats pour les fréquences naturelles

obtenues a partir de simulations FEA.

Cavité acoustique Plaque structurelle Systéme couplé

78.84 20.87 21.26
122.75 32.82 87.35
145.89 51.58 124.58
145.93 73.64 150.66
160.17 94.85 159.18
181.71 126.75 162.67
190.69 151.49 185.23
217.53 173.43 201.02

Tableau 2.3: Fréquences propres vibro-acoustique

On peut noter que lorsque la plaque structurelle devienne comme une partie du systéme couplé,
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les fréquences naturelles obtenues lors des simulations FEM sont considérablement plus faibles.
Maintenant, nous évaluons le niveau de pression acoustique (SPL) dans la cabine en fonction
de la fréquence dans deux positions: la premiére a I’oreille droite du conducteur (DRE), située a
(1.5,0.8,1.25) et la seconde a 'oreille droite du passager (PRE) située a ’arriére du conducteur
et située a (0.6,0.8,1.25). Une force harmonique unitaire est appliquée au centre de la plaque
frontale dans la bande de fréquences 0 — 200H z. On présente dans le tableau 2.4 une com-
paraison des valeurs de la SPL entre les deux positions avec et sans la présence de matériau

absorbant.

Matériau absorbant Position Max SPL (dB) Min SPL (dB) Fréquence (Hz)

DRE 124.8 81.52 185/60
Sans

PRE 138.2 74.39 185/140

DRE 125.9 79.49 165/55
Avec

PRE 105.9 60 140/55

Tableau 2.4: Valeurs caractéristiques de la SPL avec et sans absorption

Avec la présence de matériau absorbant, nous constatons que:

— Pour le DRE: une augmentation de 1dB pour la valeur maximale et une diminution de
2d B pour la valeur minimale du SPL.
- Pour le PRE: une réduction de 30dB pour la valeur maximale et de 15d 5 pour la valeur

minimale du SPL.

Dans la suite on va introduire la variabilité des parametres incertains dans I’étude vibro-acoustique

dans le cas *présence d’absorption’.

2.5.2 Etude avec prise en compte d’incertitudes

Dans cette section, la méthode stochastique discutée ci-dessus, CPG, est mise en oeuvre et in-
tégrée dans la simulation par éléments finis de la section 2.3.1. L’objectif de cette section est
d’améliorer la performance des systemes vibro-acoustiques qui fonctionneront en présence
d’incertitudes des parameétres inévitables associés en méme temps aux propriétés matérielles
et aux conditions aux limites. Ces parameétres sont choisis de fagon aléatoire suivant une distri-
bution uniforme autour de leurs valeurs nominales +5%. Le tableau 2.5 présente une idée sur

les différents parametres incertains choisis pour 'exemple de la cabine.
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Partie Acoustique Partie Structure

Paramétres c(m/s) Z(Pa.s/m) coef-Abs E(GPa) ps(kg/m?)
Valeurs  U[325.85,360.15] U[0.95,1.05] U[0.2375,0.2625] U[199.5,220.5] U|[7457.5,8242.5]

Tableau 2.5: Caractéristiques des parameétres incertains

L’utilisation de la méthode de MC, pour analyser le niveau de pression acoustique (SPL) a I'in-
térieur de la cabine, consiste a créer une grille de valeurs numériques a partir des parameétres
incertains et a calculer la quantité d’intérét (SPL) du systéme linéarisé pour chaque valeur de
la grille. La quantité d’intérét est analysée pour 2000 tirages aléatoires. On présente dans les fi-
gures 2.9 et 2.10 I’évolution de la SPL en fonction de la fréquence calculée par les deux méthodes

stochastiques MC et CPG. On constate que, pour un ordre p = 6, le CPG suit parfaitement I’évo-
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Figure 2.9: Moyenne de la SPL pour p=6 Figure 2.10: Ecart-type de la SPL pour p=6

lution obtenue avec MC. Le tableau 2.6 présente un récapitulatif de toutes les simulations faites

par les deux méthodes. Pour 3 paramétres incertains, on constate que pour un ordre p = 2, le

Nombre de paramétres incertains r=3 r=4 r=5
(Z7E7ps) (Z7C7E7p3) (Z7C7a7E7ps)
Nue 500 1000 2000
Ordre du chaos 2 4 6

DRE: 125.36/124.57 DRE: 120.47/121.26 DRE: 113.28/113.75
PRE: 105.19/106.48 PRE: 103.62/103.39 PRE: 100.14/102.26
DRE: 10.54/10.68 DRE: 9.78/11.17 DRE: 9.45/12.24
PRE: 13.28/14.36 PRE: 14.36/15.87 PRE: 16.32/12.48
Temps MC (h) 4.16 8.2 25.43
Temps CPG (s) 1.24 5.26 45.18

Moyenne maxi de la SPL (MC/CPG)

Ecart type maxi de la SPL (MC/CPG)

Tableau 2.6: Récapitulatif des résultats pour les deux positions

CPG suit exactement la réponse obtenue par MC avec une erreur de I'ordre 10~° et un temps tres

négligeable. Si la vitesse du son, ¢, devient incertaine, on doit augmenter ’ordre du CPG jusqu’a
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p = 4 pour qu’on puisse suivre la réponse de MC. Si on tient compte encore de la variabilité du
coefficient d’absorption a, le systéme devient plus complexe en termes de dimension et le CPG
a besoin d’un ordre p = 6 pour pouvoir suivre I’évolution obtenue par MC. On remarque que
lorsque les plages de variation des parameétres incertains sont supposées étre celles-ci figurant
dans le tableau 2.5, les fréquences propres dans la bande de fréquence [50 — 200] H z sont situés
dans les bandes de fréquences 130 — 140H 2z, 160 — 180H 2 respectivement. Il faut aussi noter
qu’avec la présence d’incertitudes, I’évolution de la SPL en fonction de la fréquence devient

plus stable et les pics de résonance deviennent plus lisses.

2.6 Conclusion

Ce chapitre présente les théories sur lesquelles sont basées les approches robustes qui vont
étre utilisées dans ces travaux de theése pour étudier le comportement dynamique des systemes
vibroaoustiques plus particuliérement les approches non-intrusives du chaos polynomial géné-
ralisé (CPG). L’approche robuste basée sur le CPG est utilisée afin de contourner I'inconvénient
majeur de la méthode référentielle de Monte-Carlo qui est prohibitive en terme de cotit de calcul
pour les systémes industriels. Généralement, trois problémes sont présentés dans 'utilisation
pratique du CPG: le choix de la méthode non-intrusive, le choix des points de collocation de
Gauss et le choix de 'ordre optimal.

A la fin de ce chapitre, deux applications ont été étudiées avec la prise en compte de I'incerti-
tudes des parameétres liés aux caractéristiques des matériaux, géométriques et aux conditions
aux limites. Une analyse numérique acoustique d’un guide cylindrique est adressée au début. A
la fin, une étude vibro-acoustique d’une cavité simplifiée d’un habitacle est présentée. Les résul-
tats ont montré la performance de la méthode du CPG comparée a la technique du MC au sens
du cott de calcul. En fait, le CPG nous a permis de minimiser le nombre de simulations néces-
saires et bien sur le temps de calcul qui est devenu négligeable par rapport au temps prohibitif
de MC. Cette étude a montré que les résultats dépendent fortement de ’ordre du gPC. Une aug-
mentation dans cet ordre s’accompagne d’une meilleure projection de la solution. Cependant, il
est nécessaire de mentionner que la méthode du CPG présente un inconvénient majeur au sens

que son efficacité diminue avec I'augmentation du nombre de parametres incertains.
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3.1 Introduction

L’optimisation des structures souléve depuis plusieurs années le plus vif intérét des concep-
teurs. Elle s’y integre progressivement, dans les techniques classiques de modélisation, au fur
et a mesure que s’élargi sa performance. Au début, 'optimisation est utilisée dans des systemes
trés simples, son champ d’application s’étend aujourd’hui a de nouveaux défis toujours plus
complexes.

La détermination de la conception optimale d’un systéme est un enjeu majeur pour les concep-
teurs. Le dimensionnement idéal (optimal) doit garantir plusieurs criteres tels que la fiabilité,
la durabilité, la faisabilité tout en minimisant le cott de la structure. En conséquence, 'objectif
de 'optimisation des structures consiste a trouver la meilleure conception qui permet en méme
temps de réduire les colits et augmenter les performances.

Généralement, 'optimisation est formulée par un probléeme de minimisation d’une fonction
appelée ’fonction objectif sous des contraintes appelées limitations’. Cette problématique est
généralement résolue a partir des algorithmes itératifs [60] qui nécessitent le calcul des gra-
dients de la fonction objectif et des contraintes.

La mise en oeuvre de 'optimisation des structures [61] est présentée par la figure 3.1. Sur la
base d’une conception initiale définie par des variables de conception, 'optimisation vise a dé-
terminer de maniere itérative la conception optimale vérifiant les critéres de performance.
Cependant, une optimisation sans tenir compte des incertitudes liées a la structure peut conduire
a des écarts imprévisibles des performances réelles et espérées. Par ailleur, la présence d’un
grand risque de défaillance de la conception qui ne respecte pas la fiabilité souhaitée. Pour
cette raison, plusieurs méthodes d’optimisation fiabiliste ont été développées afin de concevoir
des structures satisfaisant a la fois les performances économiques et fiables. Ces méthodes ont
été appliquées dans différents domaines telles que: génie civile [62], mécatronique [63], vibro-

acoustique [11], aérodynamique [64] et biomécanique [65, 66].

On présente dans ce chapitre I'implémentation des différentes méthodes d’optimisation de
conception basée sur la fiabilité (Reliability Based Design Optimization RBDO) dans des pro-

blémes vibro-acoustiques.
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Figure 3.1: Mise en oeuvre de 'optimisation des structures
3.2 Optimisation des structures

L’optimisation des structures a pour objectif de concilier les exigences contradictoires de la
conception: minimiser le cott et augmenter les performances. Parmi les problemes d’optimisa-
tion des structures, on peut distinguer trois grandes catégories selon la nature des variables de

décision [61] (voir figure 3.2):

— Optimisation de contrdle (optimisation de dimensionnement)
Elle vise a améliorer le modele dont la forme et la topologie sont fixes. Les variables de
conception sont par exemple I’épaisseur d’une plaque, section d’un treilli,...,etc.

- Optimisation de forme
Elle vise a modifier la géométrie avec une topologie définie a ’avance. Les variables de
conception sont donc des parameétres représentant les frontieres du domaine.

— Optimisation de la topologie
Elle consiste a contrdler, en plus de la géométrie, la topologie de la piece. Elle cherche
la topologie optimale d’une structure a partir de la géometrie initiale, des conditions aux

limites et des chargements appliqués.
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Modéle initial

Modéle optimal

o

Dimensionnement Optimisation de Optimisation
optimal forme topologique

Figure 3.2: Différents probléemes d’optimisation des structures

Dans la suite de ce travail, nous intéressons a 'optimisation de conception (ou bien de dimen-

sionnement).

3.2.1 Formulation du probléme d’optimisation

L’optimisation de conception est formulée par la recherche des parametres intervenant dans la
phase de conception, qui minimisent une fonction objectif, (en mécanique, I’objectif est souvent
de minimiser la masse de la structure ou de maximiser sa raideur), et qui vérifient les contraintes

de performances mécaniques, physiques et géométriques.

(3.1)

Ou z est le vecteur des variables de conception (appelées aussi variables de décision), f(z) est
la fonction objectif a minimiser, gi(x) et h;(z) sont respectivement les contraintes d’inégalité
et les contraintes d’égalité et x, xyy sont respectivement les bornes inférieures et supérieures

du domaine de recherche des variables de décision. Il est possible de passer d’'un probleme de
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maximisation a un probléme de minimisation grace a la propriété suivante [61]:

min(x) = max(~f(x)) 32

Les algorithmes d’optimisation peuvent étre classées en deux classes: avec et sans gradient de
la fonction objectif et aussi des contraintes. En général, ces algorithmes convergent vers un
minimum local plut6ét qu'un minimum global. La Figure 3.3 montre un exemple d’une fonction

a une variable avec des minimums locaux et un minimum global.

)
Fonction a
minimiser

/

Minimum
local

Minimum
global

I

Minimum
local

Figure 3.3: Minimisation d’une fonction objectif & une variable

3.2.2 Optimisation de conception déterministe

L’optimisation de conception déterministe (deterministic design optimisation DDO) telle que for-
mulée dans I’équation (eq.3.1) ne tient pas en considération des incertitudes sur les variables
d’entrée. Lors d’une optimisation déterministe, le concepteur introduit des coefficients de sé-
curité pour augmenter la stireté de sa conception. Ces coeflicients sont utilisés pour remplacer
la présence d’incertitudes dans la structure. Le choix de ces facteurs de sécurité est basé sur
I'expérience des ingénieurs.
Le processus d’optimisation déterministe est illustré dans la figure 3.4. Elle contient trois étapes:
— La représentation de la géométrie par un modéle géométrique a I’aide d’un logiciel CAO.

- Analyse du modeéle par la méthode des éléments finis.

— Optimisation de la structure en minimisant une fonction objectif comme le coit ou le

volume.
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Modéle géométrique Modzéle éléments finis

Optimisation

|

‘ Calcul de fiabilité

Figure 3.4: Processus d’optimisation de conception déterministe

Plusieurs algorithmes et techniques ont été développés pour résoudre le probléeme d’optimisa-
tion de conception déterministe [67-69].

Bien que I’approche DDO offre une conception optimale, on ne peut pas controler le niveau de
fiabilité [70] puisque les coefficients de sécurité sont basés sur 'expérience. D’ou l'intérét de

I'optimisation fiabiliste pour garantir a la fois I'optimalité et la fiabilité de la conception.

3.2.3 Exemple d’une poutre en flexion

La figure 3.5 présente le schéma d’une poutre en flexion soumise a une force concentrée F'. Les

différentes propriétés mécaniques de la poutre sont regroupées dans le tableau 3.1.

F=2000N
A, A-A
i H
ALl
) 550 mm -

F 3
h
=3

1000 mm

Figure 3.5: Shéma de la poutre en flexion

Module d’Young (M Pa) Coefficient de poisson Limite élastique (M Pa)

210e? 0.3 235

Tableau 3.1: Propriétés mécaniques de la poutre

Il s’agit d’une poutre en acier de forme rectangulaire et de longueur L = 1000mm. Cette poutre

se repose sur deux supports: un appui double du coté gauche et un appui simple du c6té droite.
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Elle est sollicitée par une force concentrée ' = 2000 située au premier quarts de la poutre.
Le but de ce probléme d’optimisation est de minimiser le volume de la poutre sans dépasser la
contrainte admissible. Les variables de conception sont la largeur 11 et la hauteur . Afin de
prendre en compte les incertitudes, un coefficient de sécurité est appliqué sur la limite élastique
de la poutre. Le choix de ce coefficient est basé sur 'expérience de 'ingénieur. La contrainte
maximale dans la poutre ne doit pas donc dépasser 1500 Pa et les variables de conception
doivent étre comprises entre 10mm < W; H < 50 mm. Le calcul de la contrainte maximale
s’effectue par le logiciel de calcul par éléments finis ANSYS qui a été couplé avec Matlab. Le
probléme d’optimisation est donc défini par I’équation suivante:

min V=W x Hx L

W,H

L adm < 150 M P
s Oud a (3.3)

10mm < W < 50mm

10mm < H <50mm

Le tableau 3.2 présente les résultats du probleme d’optimisation de ’équation (eq.3.3). On re-
marque bien que le volume de la poutre est réduit et que la contrainte maximale est égale a
150M Pa. Les figures 3.6 et 3.7 montrent respectivement 1’évolution de la fonction objective et

de la contrainte d’optimisation en fonction du nombre d’itérations.

Point initial Point optimal

H (mm) 20 38.73
W (mm) 20 10
V (mm?) 4e® 3.87¢e°
o (M Pa) 281.25 150

Tableau 3.2: Résultats de 'optimisation déterministe pour la poutre en flexion
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Figure 3.6: Evolution de la fonction objec- Figure 3.7: Evolution de la contrainte d’op-
tive timisation

3.3 Optimisation fiabiliste (Reliability-based design optimi-
zation RBDO)

L’optimisation fiabiliste est basée sur I’analyse de la défaillance a chaque itération afin de dé-
terminer les roles des incertitudes sur le systéme. Cependant, dans les applications pratiques,
le couplage entre ’analyse de fiabilité et les procédures d’optimisation conduit a des temps de
calcul tres élevés et a une faible stabilité de la convergence. Dans le processus de la RBDO,
comme présenté dans la figure 3.8, deux boucles imbriquées sont presentes: une est concernée
par Poptimisation de la fonction objectif sous des contraintes physiques, géométriques, fonc-
tionnelles, etc., et I’autre est consacrée au calcul de la fiabilité, qui elle méme nécessite une

procédure d’optimisation de la fonction de performance du systéme.

Modéle géométrique 4'{ Modéle éléments finis
| D
4'{ Calcul de fiabilité }—
RBDO ZD

‘ Optimisation ‘

Figure 3.8: Processus de 'optimisation fiabiliste de conception
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3.3.1 Formulation de 'optimisation fiabiliste de conception

A la différence de I'optimisation déterministe, la RBDO a pour objectif de rechercher la solution
optimale, tel que sa fonction de performance (etat limite de défaillance) soit maintenue suffi-
samment loin du point de conception.

La formulation de base de la RBDO peut étre écrite comme suit:

min f(x)
st.  PJ[Gi(zy) <0 <P i=1,.m (3.4)

h](fﬂ) S O, j =m + 1,..,M

Ou z est le vecteur des variables déterministes de la conception, y est le vecteur des variables
aléatoires. f est la fonction objectif (colit, masse, ...,etc.), P,[.] est 'opérateur de probabilité, PiT
est le niveau de fiabilité cible, G;(z,y) est la fonction de performance (état de limite) et h;(x)
est la contrainte déterministe.

Cette formulation (eq.3.4) est a lorigine de tous les développements en RBDO. Elle peut étre

réalisée par deux types d’algorithmes:

- Les algorithmes stochastiques basés sur les simulations aléatoires, comme par exemple
les algorithmes génétiques.
- Les algorithmes de la programmation non linéaire (NLP) basés sur le calcul des gradients

de la fonction objectif et des contraintes mécaniques.

D’apres [71], on peut également classer les différentes approches RBDO dans trois catégories

principales comme le montre la figure 3.9:

- Méthodes mono-niveau (Mono-level Approches MLA)
- Méthodes a deux-niveaux (Double-level Approaches DLA)

— Méthodes séquentielles découplées (Sequential Decoupled Approaches SDA)

Le calcul de I'indice de fiabilité demande un temps de calcul trés important. Afin d’améliorer
les performances numériques, Kharmanda et al. ont développé une méthode efficace appelée
méthode hybride (Hybrid method HM) [12, 72, 73]. Elle consiste a résoudre simultanément le
probleme de fiabilité et d’optimisation. La solution est réalisée dans un nouveau espace appelé
espace hybride de conception (Hybrid Design Space HSD) contenant a la fois les variables déter-

ministes et aléatoires.
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Optimisation fiabiliste
(RBDO)

|
| l

Algorithmes de la programmation

Algorithmes stochastiques

non linéaire (NLP)
Approches séquentielles Approches mono-nivaux Approches a deux nivaux
découplees (SDA) (MLA) (DLA)
+ TAM * MLA *+ RIA
* RBDO par SIP * Hybride (RBDO) * PMA
* SFA « SIP
- PSE . SLSV
* SORA . AMA
* SAP
« DDA « SLA
+ RBDO par ASLP * RDS

» RBDO découplée

Figure 3.9: Classification des différentes méthodes de la RBDO

Cette méthode a réduit énormément le temps de calcul mais le probléme RBDO devient plus
complexe que le probleme DDO. Par conséquent, une autre méthode appelée facteurs de sécu-
rité optimals (Optimum Safety Factor OSF) a été développée [13, 74, 75]. La solution optimale
est obtenue en considérant le point de conception et les facteurs de sécurité calculés a partir des
dérivées des contrainte. Cette méthode a permis de réduire le temps de calcul par rapport a la
méthode hybride. L’efficacité de ces méthodes n’a été démontrée que pour des cas statiques et
des cas dynamiques bien spécifiques. Une amélioration de la méthode hybride appelée méthode
hybride robuste (Robust Hybrid Method RHM) est proposée [76] pour couvrir les inconvénients
des deux méthodes HM et OSF.

3.3.2 Approche classique

Traditionnellement, la RBDO classique consiste, tout d’abord, a effectuer ’analyse de la fiabi-
lité mécanique. Ainsi, la solution obtenue est utilisée pour minimiser la fonction objectif sous
des contraintes mécaniques y compris la contrainte de fiabilité. Par conséquent, la formulation

classique de la RBDO est effectuée, dans deux espaces séparées: ’espace physique et 'espace
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normé [77-79], par 'intégration des deux problemes suivants:

1. Probléme d’optimisation
Ce probleme consiste a minimiser une fonction objectif f(z) sous des contraintes déter-

ministes g; () ainsi que les exigences de fiabilité. Sa formulation peut étre définie comme

suit:
min f(x)
st. gu(z) <0, k=1, K (3.5)
B(IL‘,U) Z /Bt

Avec u est le module vectoriel dans ’espace normalisé, 5(z,u) est I'indice de fiabilité de
la structure et (; est 'indice de fiabilité souhaité.

2. Probleme de fiabilité
L’indice de fiabilité, qui est considéré comme la distance minimale entre 1'origine et la
fonction d’état limite H (z,u) dans 'espace normalisé (voir figure 1.7), est déterminé en

résolvant le probleme de minimisation suivant:

min d(u) = \/Zuf

st. H(zu) <0

(3.6)

L’algorithme de cette formulation classique est illustré dans la figure 3.10.

[ 1

Point initial x, Point initial #,

‘ Evaluation de 1’état limite H ‘

’ Calcul la fonction objective f{x)

Mise a jour u

Mise a jour x

‘ Calcul de I’indice de fiabilité 8 ‘

Calcul de la contrainte mécanique et
de I’indice de fiabilité

fin

Figure 3.10: Algorithme de I'approche classique

Il est claire que dans cette approche classique, le nombre total d’itérations des deux probléemes

conduit a un nombre important d’évaluations du modele mécanique et par conséquence un
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temps de calcul assez grand. Pour pallier cet inconveignant majeur, une approche efficace ap-
pelée Méthode Hybride (HM), basée sur la résolution simultanée de la fiabilité et d’optimisation,

a été élaborée [12].

3.3.3 Approche hybride (HM)

Cette approche consiste a résoudre simultanément le probleme de fiabilité et d’optimisation
dans I’espace hybride de conception contenant a la fois les variables déterministes et aléatoires.
L’idée de base de cette approche est basée sur le développement d’'une nouvelle fonction objectif
liant les deux problemes de la formulation classique. Cette nouvelle fonction peut s’exprimer

sous la forme suivante:

F(ry) = f(v).ds(z,y) (3.7)

avec f(x) est la fonction objectif standard et dg(x,y) représente la distance, dans I’espace hy-
bride de conception, entre le point optimal et le point de conception (voir figure 3.11 dans le

cas d’une distribution normale des variables aléatoires). Dans cet espace, les niveaux de fiabilité

X2¥2

Niveau de function objective

Figure 3.11: Espace hybride de conception (HDS)

dg peuvent étre représentés par des ellipses. De plus, deux points importants sont présentés: la
solution optimale, P; et le point de défaillance P, qui est basé sur l'intersection de la courbe

d’état limite G(z,y) = 0 et I'indice de fiabilité cible dg = f;. La nouvelle formulation de la
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RBDO par I’approche hybride est écrite comme suit:

min  F(z.y) = f(x).ds(z.y)

x7y

st.  G(ry) <0 (3.8)

L’algorithme de la formulation basée sur I’approche hybride est illustré dans la figure 3.12.

Valeurs initiales de x, et y,

Evaluation de la fonction
objective F(x)

A4

Mise a jour x ef y Calcul des contraintes mécaniques et
¥ de I’indice de fiabilité §

Non

Convergence
?

fin

Figure 3.12: Algorithme de la méthode hybride

3.3.4 Facteurs de sécurité optimals (OSF)

Dans I’approche d’optimisation déterministe (DDO), le choix du coefficient de sécurité est basé
sur 'expérience de I'ingénierie et la solution obtenue ne peut pas satisfaire le niveau de fiabi-
lité approprié. Cependant, lors de la conception d’une nouvelle structure, nous avons besoin
habituellement d’un certain contexte expérimental pour proposer des facteurs de sécurité ap-
propriés. Cependant, avec I’approche OSF, la détermination de ces facteurs de sécurité devrait
étre indépendante de I'expérience de I'ingénieur.

Bien que la méthode hybride conduit a améliorer le niveau de fiabilité, 'approche OSF conduit
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a minimiser le temps de calcul. Elle consiste a utiliser I’analyse de sensibilité combinée a I’ana-
lyse de fiabilité afin d’éliminer les inconvénients de la méthode DDO et des méthodes RBDO
[13, 73, 80].

L’algorithme de la méthode OSF est composé de trois étapes principales comme présenté dans

la figure 3.13:

Point initial x,

Evaluer la fonction objective f{x)
é_ i Mise a jour x
% i Calcul de la contrainte mécanique g
Non
gx) <07
Oui
™
2
g 7] Calcul des OSF
i
on
;’:- . Calcul du point optimal
pea|

Figure 3.13: Algorithme de la méthode OSF

- Détermination du point de conception y;
Nous minimisons ici la fonction objectif sous les conditions de la fonction d’état limite
G(y) et les contraintes déterministes. La solution résultante est congue par le point de
défaillance le plus probable.

- Calcul des facteurs de sécurité S
Pour calculer ces facteurs de sécurité, une analyse de sensibilité de la fonction d’état limite
est requise. En général, pour une distribution normale de la variable aléatoire y;, et pour
un probléme de n variables de conception, la transformation de I'espace physique vers

I’espace normalisé peut étre définie par 1’équation (eq.3.9):

Yi — T
a;

u; = ,i=1,...n (3.9
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Les facteurs de sécurité peuvent donc étre déterminés a partir des u] par:

Sp,=14+yu; ,i=1,..n (3.10)

7

Avec ; est le coefficient reliant la valeur moyenne et I'écart type: 7; = -

Selon Kharmanda [75], la valeur optimale du vecteur normalisé v} peut étre déterminée

a partir des dérivées de la fonction d’état limite au niveau du point de conception comme

suit:

oG

i i=1,.n (3.11)

Sy
> |5,
=1

u; = £5

Avec le signe + dépend du signe du dérivé:

9 S0 u >0

i=1,.n (3.12)

oG

*
oy, <0 u; <0

- Calcul de la solution optimale =}
Dans la derniere étape, pour déterminer la conception optimale, il faut ajouter les valeurs

des facteurs de sécurité dans la valeur du point de conception par I’équation suivante:

x; =Y /5y, (3.13)

3.3.5 Meéthode hybride robuste (RHM)

L’inconvénient majeur de la méthode hybride est son temps de calcul élevé. En plus de ¢a,
elle n’est pas toujours stable et peut facilement diverger. C’est-a-dire, la solution obtenue P;
peut étre située dans la région de défaillance (G(P}) > 0) tandis que la distance entre le point
optimal et le point de conception P, satisfait la contrainte de fiabilité, comme le montre la figure
3.14. Une nouvelle approche appelée méthode hybride robuste (RHM) est donc développée par
[76] afin de pallier la difficulté de divergence. Cette méthode consiste a forcer I’algorithme
d’optimisation hybrid a trouver la solution optimale dans la zone de sécurité par I’ajott d’'une
nouvelle contrainte liée a la fonction objectif de la solution optimale qui devrait étre supérieure

a celle au point de conception. La méthode hybride robuste peut alors étre définie par ’équation
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X202

Zone de
défaillance

=0

G(x,y)

Zone de
sécurité

X1V

Figure 3.14: Divergence de la méthode hybride dans le HDS

(eq.3.14) comme suit:

min F(z,y) = f(z).ds(z,y)

z,y

s.t.

(3.14)

La figure 3.15 montre un exemple de lefficacité de cette méthode dans I’espace hybride de

conception. fi(x) et fo(x) sont deux niveaux de la fonction objectif qui se croisent respecti-

vement avec le point optimal P; et le point de conception P;. Apres cette modification, il est

clair que la solution optimale se trouve bien dans la zone de sécurité, f(P,) > f(P;) et que la

fiabilité cible est bien satisfaite (dg = ;).

X2)2

Zone de
défaillance

Zone de
sécurité

Niveau de function objective

L)< fix)

X1 V1

Figure 3.15: Efficacité de la RHM dans le HDS
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L’algorithme de cette méthode RHM est présenté dans la figure 3.16:

Valeurs initiales de x, et y,

h 4

Calcul la fonction objective F(x)

h 4

Calcul des contraintes mécaniques
G(x,y)

;

Mise 4 jour x ef y Calcul de I’indice de fiabilité 8

Evaluer les fonction f{x) et f{3)

convergence
Non

Oui

fin

Figure 3.16: Algorithme de la méthode RHM

3.4 Méthode OSF couplée avec le chaos polynomial géné-
ralisé appliquée aux systemes vibro-acoustiques en pré-

sence d’incertitudes

Dans cette section, deux exemples numériques sont étudiés: une plaque flexible couplée avec
une cavité acoustique rectangulaire et un habitacle automobile simplifié couplé avec des plaques
flexibles [11]. Dans la premiére application, une procédure analytique est considérée dans le cas
déterministe. Ensuite, une analyse probabiliste est mise en place pour étudier la robustesse du
systéme. Enfin, une optimisation fiabiliste utilisant le chaos polynomial généralisé est adressée
afin d’obtenir la conception optimale et robuste du systéme. Dans la seconde application, seuls
les résultats de I’étape finale, qui est 'optimisation de la conception basée sur la fiabilité utilisant

le chaos polynomial généralisé, sont présentés.
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3.4.1 Exemple de plaque flexible couplée a une cavité acoustique rec-

tangulaire

La figure 3.17 montre un schéma d’une cavité rectangulaire avec 5 parois rigides couplée avec
une plaque flexible simplement supportée sur la paroi d’extrémité. Une force ponctuelle harmo-

nique agit sur la plaque qui fournit la vibration. La plaque vibrante génere ainsi une pression

acoustique a l'intérieur de la cavité.

I —pd— Cavité acoustique
¥ 2 1
1
1
o P R R Y
I N ~
3 A L X

Plaque structurelle

Force

Figure 3.17: Schéma de la plaque simplement supportée couplée a I'extrémité d'une cavité rec-
tangulaire a parois rigides

Les dimensions et les propriétés du systéme sont représentés dans le tableau 3.3. Les fréquences

Description Parameétres Valeurs
Largeur de la cavité L, 0.5m
Hauteur de la cavité L, 0.3m
Profondeur de la cavité L, 1.1m
Vitesse du son c 344(m/s)
Densité de air p 1.21(kg/m?)
Emplacement de sortie — (0.125m,0.15m,0.875m)
Largeur de la plaque L, 0.5m
Hauteur de la plaque L, 0.3m
Epaisseur de la plaque h 3mm
Densité de la plaque Pp 2700(kg/m?)
Module d’Young de la plaque E 70(GPa)
Le coefficient de Poisson de la plaque v 0.3
Amplitude de la force F, 1(N)
Emplacement de la force — (0.1m,0.075m,0m)

Tableau 3.3: Dimensions et propriétés du systéme
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naturelles d’'une plaque rectangulaire simplement supportée peuvent étre calculées comme:

D mq.m Mo. T

7)) (3.15)

Y

ou mq,ms sont les indices modaux le long des axes x,y, respectivement et D est la rigidité a la
flexion. Le déplacement d’un point de la plaque flexible peut étre décrit en termes de sommation

des facteurs de participation modaux structurels u,, et de ses formes de mode ¢,, as:

N
w(@y) = om(®y) tm, (3.16)
m=1

ou N est le nombre de modes structurels et ¢,,, sont donnés par:

mip.T.x, . Mo.T.Y

I ). sin( 7

Grmy.ms (T,y) = sin( ) (3.17)

Y

Les fréquences propres d’une cavité acoustique rectangulaire a parois rigides sont données par:

ni ng

wn(n1mzong) = W.c.\/(L—x)Q +(2

P () (318)

Y

ou ny,ny,n3 sont les indices modaux le long des axes x,y,z de la cavité rectangulaire. La pression
acoustique a l'intérieur de la cavité peut étre décrite en termes de sommation des facteurs de

participation modaux acoustiques p,, et de ses formes de mode v, as:

Nq
play,2) =Y Uu(2y,2).pn, (3.19)
n=1

ou N, est le nombre de modes acoustiques et 1, est donné par:

ny.T.T Ng.T.Y
I ). cos( I, ). cos( I

Uy nama (1,4,2) = cos( ) (3.20)

Les équations du mouvement de la plaque et la réponse acoustique de la cavité peuvent étre

réarrangées en une équation matricielle comme indiqué dans (eq.3.21):

A (W2 —w?) =S [Chn]” U, E,
. _ (3.21)
(_WQ)-S- [Cnm] ﬁT@(wg - w2> Pn 0

Khalil DAMMAK 66



Chapitre 3: Optimisation fiabiliste des systémes vibro-acoustiques

ou F}, est la force modale agissant sur la plaque, S est la surface de la structure, A,,, est la masse
modale de la plaque simplement supportée, A,, est le volume modal de la cavité rectangulaire
et C),, est le coeflicient de couplage sans dimension entre le mode structural, m, et le mode
acoustique, n.

Pour le probléme d’optimisation, la fonction objectif consiste & minimiser la masse, W, de la
plaque soumise a la contrainte probabiliste liée a la pression acoustique. Nous considérons que
les points de conception sont associés a I’épaisseur de la plaque et a 'amplitude de la force
appliquée a la plaque.

Pour réaliser I'optimisation de la conception déterministe, un facteur de sécurité Sy = 1.2 est
proposé sur la pression acoustique cible P, = 50Pa.

Le modele mathématique du DDO est formulé comme suit:

min W(x)
) (3.22)
st Puaz(x,8) < b

Pour réaliser 'optimisation de la conception basée sur la fiabilité par la méthode OSF, la pre-
miere étape consiste a obtenir le point de conception. La formulation du probléme d’optimisa-

tion est donnée par:

o W) (3.23)

st P (y,§) < P, =50Pa
L’étape suivante consiste a calculer les facteurs de sécurité a 'aide de ’équation (eq.3.7) et a
déterminer la solution optimale en divisant la valeur du point de conception par les coeflicients
de sécurité calculés par (eq.3.10). L’algorithme de la méthode OSF combinée avec le chaos poly-
ndmial généralisé est présenté dans la figure 3.18. Le probleme d’optimisation est résolu a I'aide
de l'algorithme de programmation séquentielle quadratique (SQP) du logiciel MATLAB (voir
Annexe C).

3.4.1.1 Modéle déterministe

Le modele théorique décrit ci-dessus a été implémenté dans Matlab. D’apres les équations
(eq.3.12) et (eq.3.15), les tableaux 3.4 et 3.5 montrent, respectivement, les 5 premiéres fréquences
naturelles de la plaque flexible et de la cavité acoustique. Une comparaison avec une simula-

tion éléments finis utilisant Ansys pour le cas non couplé est effectuée pour validation. Il est
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- Calcul de la contrainte probabiliste ; Construction du modele
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Calcul des coefficients du
chaos par NISP/Regression

Calcul des OSF

Calcul du point optimal

Figure 3.18: Organigramme de ’OSF combinée avec le CPG

remarquable que la formulation théorique donne des résultats précis comparée avec ’analyse

éléments finis. La figure 3.19 montre 'amplitude de la pression acoustique dans la cavité a

Modes Analytique (Hz) Ansys-FE (Hz)

1 110.43 108.30
2 198.12 196.36
3 344.27 344.80
4 354.01 359.96
5 441.70 446.43

Tableau 3.4: Fréquences naturelles de la plaque flexible

Modes Analytique (Hz) Ansys-FE (Hz)

1 156.36 159.53
2 312.73 313.51
3 344 347.40
4 377.87 378.96
> 464.90 465.76

Tableau 3.5: Fréquences naturelles de la cavité acoustique rectangulaire

Iemplacement de sortie et la figure 3.20 montre 'amplitude du déplacement de la plaque a
I'emplacement de la force dans une bande de fréquence de [0 — 500]H z. Ces résultats sont
comparés avec les simulations éléments finis utilisant ANSYS. On peut noter que les pics de
fréquence des résultats calculés coincident avec les fréquences de résonance de la plaque et de

la cavité acoustique qui ont été provoquées soit par les modes de la cavité, soit par les modes
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Figure 3.19: Pression acoustique a l'intérieur  Figure 3.20: Déplacement de la plaque a l'en-
de la cavité droit de la force

de vibration de la plaque. Un excellent accord entre les résultats analytiques et numériques est

obtenu qui évalue le modele.

3.4.1.2 Analyse probabiliste

Dans cette partie, la méthode stochastique discutée dans le chapitre 2, CPG, est implémentée
et intégrée dans la simulation analytique décrite ci-dessus. L’objectif est d’améliorer la perfor-
mance et la robustesse des systémes vibro-acoustiques couplés qui opérent en présence d’in-
évitables parameétres incertains associés simultanément aux propriétés du matériau. Ces pa-
rametres sont choisis de maniére aléatoire suivant une distribution uniforme autour de leurs

valeurs nominales +5% présenté dans le tableau 3.6.

Partie acoustique Partie structurelle

Parametres c(m/s) E(GPa) v
Valeurs U[326.8,361.2] U[67.35,74.45] U][0.285,0.315]

Tableau 3.6: Caractéristiques des parametres incertains

L’utilisation de la méthode MC pour analyser la pression acoustique a I'intérieur de la cavité
rectangulaire et le déplacement de la plaque consiste a créer une grille de valeurs numériques
a partir des parameétres incertains et calculer la quantité d’intérét du systéme linéarisé pour
chaque valeur de cette grille. La quantité d’intérét est analysée pour 1000 simulations.

Avant de procéder au probléme d’optimisation, il devrait étre testé si le CPG fonctionne comme

un bon métamodéle par rapport au modéle initial. A cette fin, la fonction de densité de proba-
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bilité (PDF) de la pression acoustique estimée a ’aide de 'approche CPG est comparée a celle
obtenue par la simulation MC et est représentée dans la figure 3.21. Le CPG est obtenu a partir
d’un ordre p = 3 (donc 64 évaluations) par approche de régression. Les résultats montrent une
bonne correspondance pour la forme de la distribution avec une légere différence dans la valeur

moyenne de la presion, ce qui implique que le CPG peut servir pour le probleme d’optimisation.

20 T T T 20

DI
s
—l
—T
I
D
3

A A n
0.25 0.3 q.35 0.4 0.45 0.24 0.26 0.28 03 0.32 0.34 0.36 0.38 04 0.42
Pression [Pa] Pression [Pa]

Figure 3.21: Loi de distribution de la pression acoustique de la cavité (Gauche: MC, Droite: CPG)

3.4.1.3 Méthode OSF couplée avec le chaos polynomial généralisé

Afin d’obtenir la meilleure conception de la structure, nous introduisons I’approche RBDO com-
binée avec la formulation analytique de I’exemple de cavité couplée.

Les résultats de la DDO sont présentés dans le tableau 3.7. Il est nécessaire de mentionner que
la solution optimale satisfait la contrainte requise de la pression a 'intérieur de la cavité mais
le niveau de fiabilité trouvé est inférieur au niveau de fiabilité cible 3; = 3.35 correspondant a

une probabilité de défaillance Py = 0.04%.

Valeurs initiales Point de conception y Point optimal z}

h(mm) 4.9 2 2
Variables de conception
F(N) 1.49 1.16 1.06
Fonction objectif W(kg) 1.98 0.81 0.81
Contrainte d’optimisation  P,,,,(Pa) 56.57 45.02 40.82
Indice de fiabilité 15} — 1.028

Tableau 3.7: Résultats de la DDO

C’est pour cette raison que la méthode, OSF couplée avec le CPG, est utilisée pour assurer la

robustesse et la fiabilité du systéme. La robustesse est garantie par ’estimation de la moyenne
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Valeurs initiales Point de conception y; Sy  Point optimal «}

Variables de conception h}({jr(n]g;) 14 '499 1'12 64 (1)?); l.f 56
Fonction objectif W(kg) 1.98 0.81 — 1.22
Contrainte d’optimisation P, (Pa) 56.57 45.02 — 36.91
Indice de fiabilité B — — — 3.35

Tableau 3.8: Résultats de la OSF couplé avec le CPG

et de la variance de la réponse. Le tableau 3.8 montre les résultats de cette approche. Il est
remarquable qu’avec ’approche OSF; le cott de calcul est trés faible par rapport aux autres
méthodes RBDO. Le tableau 3.9 présente une comparaison pourle point optimal entre DDO et

OSF en utilisant le CPG.

DDO OSF

Masse (kg) 0.81 1.22

Pression maximale (Pa)  40.82 36.91

Niveau de fiabilité 1.028 3.35
CPU (s) 3593.19 2158.79

Tableau 3.9: Comparaison de la solution optimale entre DDO et OSF

D’apres le tableau 3.9 on peut remarquer que:

— Dans l'optimisation déterministe utilisant le CPG, la pression acoustique maximale dans
labande de fréquence [0—500] H z est de 40.82 Pa, ce qui satisfait la condition de contrainte
mécanique (inférieure a 50/S; = 41,67 Pa), et la masse de la structure est de 0.81kg mais
le niveau de fiabilité est tres faible (5 = 1,028) ce qui ne garantit pas la fiabilité cible et

donc risque de défaillance.

- Dans l'optimisation fiabiliste (OSF utilisant le CPG), la pression acoustique maximale
dans la bande de fréquence [0 — 500]H z est de 36.91Pa, ce qui satisfait la condition

de contrainte mécanique (moins de 50 Pa) et la masse de la structure est 1.22kg.

Il est nécessaire de s’assurer que le modéle CPG est également bien adapté a MC apres la procé-
dure d’optimisation. Pour cette raison, la fonction de densité de probabilité (PDF) de la pression
acoustique pour la solution optimale est représentée sur la figure 3.22. Le tableau 3.10 montre
une comparaison de l'erreur relative entre CPG et MC pour le point initial ainsi que la solution

optimale.
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Figure 3.22: Loi de distribution de la probabilité de la pression acoustique pour la solution op-
timale (Left: MC, Right: CPG)

Solution initiale ~Solution optimale

Erreur relative maximale 6.24% 7.86%

Tableau 3.10: Comparaison de I'erreur relative entre gPC et MC

Pour mieux valider la méthode proposée, un deuxiéme exemple de probléme vibro-acoustique
sera étudié dans la section suivante. Il s’agit de 'optimisation fiabiliste en présence d’incerti-

tudes d’un habitacle automobile simplifié.

3.4.2 Exemple de cavité acoustique simplifiée d’un habitacle couplée

avec des plaques structurelles

Dans cette partie, nous avons considéré un modele vibro-acoustique d’un habitacle automobile
simplifié. Le modele d’éléments finis présenté dans la figure 3.23 a été modélisé avec le logiciel
ANSYS. Pour la modélisation de la cavité acoustique, des éléments FLUID30 ont été utilisés.
Ce sont des éléments 3D ayant 8 nceuds avec 4 degrés de liberté par noeud: 3 déplacements de
translation dans les directions nodale x,yetz et la pression. Pour les plaques de la structure, on a
utilisé des éléments SHELL181 qui sont des éléments 2D quadrilatéraux. Une force harmonique
unitaire dans la bande de fréquences [0-300] Hz est appliquée. Le fluide a 'intérieur de la cabine
est I'air dont les propriétés sont: sa densité est de 1,21kg/m? et la vitesse du son est de 343m/s.
Dans le tableau 3.11, les propriétés matérielles de la structure sont présentées. L’analyse par
éléments finis (FEA) est utilisée pour prédire le niveau de pression acoustique (SPL) a 'intérieur

de la cabine.
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Structure FElasticité (Pa) Coefficient de Poisson Densité (kg/m?)

Acier 2.1e!! 0.3 7850
Verre 6.2¢10 0.24 2300

Tableau 3.11: Caractéristiques matérielles de la structure

Roof

Bulkhead

Windshield

Firewall

Figure 3.23: Discrétisation éléments finis de la cabine

Le tableau 3.12 présente une idée sur les différents parameétres incertains choisis pour cet exemple.
Ces parameétres sont choisis de maniere aléatoire suivant une distribution uniforme autour de

leurs valeurs nominales +5%.

Partie acoustique Partie de la structure

Paramétres Densité(kg/m?3) Elasticité de I'acier (GPa) Elasticité du verre (G Pa)
Valeurs  U[1.1495,1.2705] U[199.5,220.5] U[58.9,65.1]

Tableau 3.12: Caractéristiques des parametres incertains

La quantité d’intérét est analysée pour 1000 simulations en utilisant MC. Le CPG a été obtenu
a partir d’'un ordre p = 4 (donc 125 évaluations) par 'approche de régression. Les résultats
montrent une bonne correspondance, ce qui implique que le GPC peut servir pour le probléeme
d’optimisation. Les panneaux de la structure et la force harmonique sont choisis comme des

variables de conception (voir tableau 3.13).
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Panneaux de la structure Initial Borne inférieur Borne supérieur

Bulkhead (mm) 0.8 0.72 0.88
Roof (mm) 0.7 0.63 0.77
Floor (mm) 0.9 0.81 0.99

Force (N) 1 0.5 1.1

Tableau 3.13: Variables de conception

La fonction objectif consiste a minimiser la masse structurelle globale, I/, soumise a la contrainte
probabiliste liée au niveau maximum de pression acoustique, qui devrait étre inférieur a 105dB.
Pour 'optimisation fiabiliste, nous prendrons en compte la propagation des incertitudes a I'in-
térieur du modeéle en couplant 'approche OSF avec le CPG. Le tableau 3.14 montre les résultats

de cette méthode.

Valeurs initiales Point de conceptiony; Sy  Point optimal z

Bulkhead (mm) 0.8 0.72 1.179 0.61
Roof (mm) 0.7 0.63 1.169 0.54
Variables de conception
Floor (mm) 0.9 0.812 1.169 0.69
Force (N) 1 0.881 1.008 0.87
Fonction objectif W (kg) 31.93 30.64 — 28.9
Contrainte d’optimisation ~ SPL,,,, (dB) 110.5 104.47 - 104.57
Indice de fiabilité I6] — — — 3

Tableau 3.14: Résultats de la OSF couplé avec le CPG

On remarque que la présence d’incertitudes, décrites dans le tableau 3.11, affecte le niveau de
pression acoustique (SPL). Pour le modéle initial probabiliste, le niveau de pression acoustique
maximal a I'oreille du conducteur est égal a 110,5dB. Apres 13 itérations du processus d’optimi-
sation, la masse structurelle est réduite de 31,93kg a 28,9k g et le niveau de pression acoustique
maximum a été diminué de 6d53. La figure 3.24 présente une comparaison entre le niveau de

pression acoustique pour le modéle initial probabiliste et la conception optimale.
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Figure 3.24: Comparaison de la SPL entre le modele initial avec incertitudes et le modeéle optimal

Dans les deux exemples précédents, une étude probabiliste est effectuée via le chaos polynomial
généralisé dans la procédure d’optimisation. Dans la section suivante, la méthode RHM sera

validée sur un exemple d’un simple silencieux.

3.5 Optimisation fiabiliste basée sur la méthode RHM d’un

simple silencieux a chambre d’expansion

Un simple silencieux a chambre d’expansion est un dispositif acoustique installé a I'extrémité
des véhicules d’échappement et d’autres systémes d’évacuation pour améliorer I’atténuation du
bruit dans la plage de fréquences cible. La perte de transmission (7'L) est utilisée pour évaluer
le comportement acoustique, qui est 'un des principaux indices de performance d’un silencieux
[81].

La figure 3.25 montre la géométrie du silencieux d’expansion simple considéré dans cette étude.
Une conduite d’entrée de diametre d; est connectée a un grand tube de diameétre d. La chambre
d’expansion a une longueur [ et se termine par une conduite de sortie de diamétre d, (d; = d,).
L’excitation acoustique sur la conduite d’entrée est considérée comme une vitesse de particule
acoustique harmonique. Il est également supposé que les conduites d’entrée et de sortie avaient

une terminaison anéchoique (Z = pocp). La méthode de la matrice de transfert a 4 poles peut
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Entrée Chambre d'expansion Sortie
—=r A v

~—

Figure 3.25: Silencieux d’expansion simple

étre décrite par [81, 82]:
D1 - Ty Tio D2 (3 24)
U1 Tor T (%]

ou p; et po sont des pressions acoustiques a ’entrée et a la sortie, et v; et v, sont les vitesses
des particules a U'entrée et a la sortie, respectivement; 711, T2, 151 et Ty sont les parametres a
quatre pdles.

La T'L est la différence de niveau de puissance acoustique entre les ondes incidentes et trans-
mises d’un silencieux a terminaison anéchoique (voir la figure 3.25). Son expression peut étre

formulée comme suit:

T + f—OiTm + g—iTm + Th

TL = 20log 5

(3.25)

Ou S; est la section transversale de la conduite d’entrée et ¢ est la vitesse du son de l’air
a l'intérieur du silencieux. La matrice combinée a 4 poles pour le silencieux de la chambre

d’expansion est donnée par:

Ty, T, cos (kl 1 sin (kI
Texp ansion — ! . = . ( ) g ( ) (326)
T21 T22 ]c;j sin (k'l) COS (k’l)

S est la section transversale de la chambre d’expansion et & est le nombre d’onde.
Dans un cas simplifié, ’équation (eq.3.24) peut étre réduite a une expression linéaire pour la

perte de transmission (7'L):

TL=10log

1\* .,
1+0.25 <N — N) sin (l{;l)] (3.27)
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La chambre d’expansion simple a les dimensions et les caractéristiques présentées dans le ta-

bleau 3.15. La bande de fréquence est de [0 — 3000] H z. La fonction objectif consiste & minimiser

Description Parameétres Valeurs Unités
Diameétre de la conduite d’entrée ds 0.05 m
Diametre de la chambre d’expansion do 0.2 m
Diameétre de la conduite de sortie dy 0.05 m
Longueur de la chambre d’expansion l 0.5 m
La vitesse du son o 34324 m/s
Densité 0o 1.2 Kg/m?
Vitesse a I'entrée U1 1 m/s

Tableau 3.15: Dimensions et caractéristiques du silencieux
le volume total, V, soumis a la contrainte mécanique liée a la perte de transmission requise
(T'Lypean > 25dB) et a 'indice de fiabilité (8 = 3).

1

TL e TL(f)d
mean m /fmm (f) f (328)

ou z est le vecteur des variables de conception qui sont présentées dans le tableau 3.16.

Variables de conception Borne inférieure (m) Borne supérieure (m)

ds 0.03 0.07
do 0.1 0.3
l 0.03 0.07

Tableau 3.16: Variables de conception et leurs intervalles

Les tableaux 3.17 et 3.18, présentent les résultats trouvées avec les méthodes HM et OSF, res-
pectivement.

On peut remarquer que les résultats de la méthode OSF respectent toutes les conditions de

HM
Point initial zy Point initial yy Point de conception y Point optimal x
V (m3) 0.129 0.071 0.065 0.037
TL(dB) 13.21 13.72 25 20.37
Niveau de fiabilité 3.77 - - 3

Tableau 3.17: Comparaison de la solution optimale et du modeéle initial avec la méthode HM

contraintes dans le probléme d’optimisation. Cependant, nous avons trouvé que le point op-

timal n’est pas dans l'intervalle d’optimisation du tableau 3.16. Il est également clair que le
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OSF
Point initial z; Point de conception y Point optimal x
V (m?) 0.071 0.063 0.0512
TL(dB) 13.21 25 31.98
Niveau de fiabilité 1.01 - 3

Tableau 3.18: Comparaison de la solution optimale et du modéle initial avec la méthode OSF

point optimal résultant, obtenu a partir de la méthode HM, est dans la zone de défaillance
(T Lyean = 20,37 < 25dB). Pour ces raisons, la méthode RHM est nécessaire afin d’obtenir

la meilleure conception du silencieux tout en respectant le niveau de fiabilité cible. Le tableau

3.19 présente les principaux résultats de la RHM.

RHM

Point initial zy Point initial yy Point de conception y Point optimal x

V (m?) 0.053 0.065 0.076 0.046
TL(dB) 10.76 8.09 25 26.68
Niveau de fiabilité 0.5 - - 3

Tableau 3.19: Principaux résultats de la méthode RHM

Avec la RHM, la solution optimale est dans la zone de sécurité (7' L,cqn, = 26.68 > 25dDB)
et le niveau de fiabilité est vérifié. La perte de transmission (7'L) du modéle initial et celle

de la conception optimale sont présentées dans la figure 3.26. On remarque que la perte de

= = Pointinitial
—Point optimal
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Figure 3.26: Perte de transmission par la RHM

transmission dans le modeéle optimal est beaucoup plus importante que celle du modele initial

avec une conception vérifiant un volume minimal.
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3.6 Conclusion

L’objectif de 'optimisation fiabiliste est de définir le meilleur compromis entre la réduction du
cott et 'assurance de la fiabilité. Ce chapitre est consacré a I’étude de 'optimisation de concep-
tion basé sur la fiabilité des problemes vibro-acoustiques.

Dans la premiére partie, les différentes méthodes de 'optimisation fiabiliste de conception sont
rappelées. Nous montrons au début que la mise en oeuvre de la méthode DDO est facile. Ainsi
la DDO peut garantir une conception optimale, mais on ne peut pas contréler le niveau de fia-
bilité. Ensuite, les méthodes RBDO telles que la méthode hybride et la méthode OSF ont été
appliquées. En comparant avec la méthode DDO, le modéle RBDO respecte un niveau de fia-
bilité cible. En utilisant la méthode hybride, I’algorithme peut converger vers un point optimal
dans la région de défaillance et le résultat est ensuite rejeté. Pour ce faire, une nouvelle méthode
appelée Robust Hybrid Method (RHM) est donc appliquée.

Dans une deuxiéme partie, nous avons appliqué ces approches (HM, OSF et RHM) sur plu-
sieurs exemples de problémes vibro-acoustiques. Tout d’abord, nous avons considéré deux ap-
plications qui tiennent en compte la présence d’incertitudes. Ainsi, une analyse probabiliste est
assurée pendant la procédure d’optimisation. En fait, 'approche choisie consiste a coupler la
méthode OSF avec le chaos polyndmial généralisé pour assurer la robustesse du systéme pen-
dant 'optimisation. Par la suite, un exemple valorisant la nouvelle méthode RHM est étudié.
Il s’agit de 'optimisation fiabiliste d'un silencieux d’expansion simple. Les résultats montrent
bien que les nouvelles conceptions présentent bien des meilleurs performances que les modéles
initaux. De plus, le temps de calcul de la RHM est moins cotliteux que les autres approches de la

RBDO.
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4.1 Introduction

Les entreprises du secteur automobile, aéronautique, etc. travaillent dans un environnement
fortement concurrentiel et s’efforcent continuellement de concevoir de meilleurs produits de
maniére moins cotiteuse et plus rapide. C’est un défi qui nécessite des améliorations continues
des méthodes et des processus. Le développement industriel est ainsi passé d une approche d’es-
sai et d’erreur dans un environnement matériel pour s’appuyer entiérement sur 'ingénierie as-
sistée par ordinateur (CAE). Le nombre de prototypes est réduit au minimum afin de réduire les
cotts et le temps de développement. Au lieu de cela, tous les aspects possibles du produit sont
évalués a 'aide de modéles de simulation détaillés. Ces modéles complets sont souvent coii-
teux a évaluer, ce qui représente un défi lorsque de nombreuses évaluations sont nécessaires,
comme lors d’études d’optimisation ou de robustesse. Une facon d’alléger la charge de calcul
peut consister a utiliser des approximations des modeéles réels qui prennent peu de temps a
évaluer. Une approche consiste a construire des méta-modeéles, c’est-a-dire des modeles de sub-
stitution (surogate models) développés a partir d’une série de simulations utilisant les modéles
rééls. L’idée provient de I’ajustement d’'un modele de substitution a une série d’expériences
physiques congues [14]. Puisque les méta-modeles sont des approximations des modéles de si-
mulation réels, une source supplémentaire d’erreur est introduite et le but est de garder cette
erreur en un niveau acceptable pour le probléme a traiter.

La construction de ces modéles de substitution, qui sera détaillée dans ce chapitre, nécessite
des évaluations réalisées en un nombre limité de points de 'espace de conception. Une fois
construite, I’approximation peut fournir une réponse en un point quelconque de cet espace
en un temps trés réduit (comparé au temps nécessaire au simulateur mécanique pour fournir
la réponse exacte au méme point). Comme le montre la figure 4.1, le modéle de substitution
s’intégre dans la modélisation du modéle réel. A ce titre, il est nécessaire de noter que notre
objectif est de construire une approximation permettant d’assurer une bonne représentativité
du modele réel obtenu par le simulateur, c’est-a-dire une analyse valide du probléme réel. Les
méthodes liées aux modeles de substitution et a leurs applications ont été largement étudiées et
développées au fil des années. L’utilisation des approximations lors des études d’optimisation,
appelée optimisation de la conception basée sur le méta-modéle, s’est révélée efficace dans de

nombreux cas. Cependant, le sujet est toujours un domaine de recherche actif.
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‘ Probléme réel

Valide
%,
%‘
o
R
opIeA

. .. Meéta-modélisation . ; .
Modéle de substitution Modéle mécanique

Valide |

Figure 4.1: Métamodélisation du modéle mécanique réel
4.2 Mise en oeuvre d'un modéle de substitution

La mise en oeuvre d’'un modele de substitution est un processus basé sur plusieurs étapes. Elle
fait appel a plusieurs techniques telle que celles présentées par [83]. La représentation schéma-
tique du processus d’élaboration d’un modele de substitution est présentée dans la figure 4.2 et

composée de 5 étapes:

— Une procédure d’échantillonnage permettant d’obtenir un ensemble de points z; de I'es-
pace de conception par la méthode des plans d’expériences.

— Une procédure d’évaluation des réponses exactes y; de la fonction considérée aux points
obtenus soit par la stratégie de tirages soit par la procédure d’enrichissement. Cette phase
fait appel au modele mécanique considéré et finalise la construction de la base d’appren-
tissage E, composée de couples de sites et de réponses (z;,y;).

— La procédure de construction du métamodeéle a proprement parler. Elle nécessite I’emploi
de méthodologies spécifiques au modele de substitution utilisé. Cette phase de construc-
tion peut s’avérer particuliérement longue pour certains modeles de substitution.

- Validation du métamodele par la mesure de sa précision basée sur la minimation de I'er-
reur entre le modele de substitution et le modele exacte en quelques points.

— Une procédure d’enrichissement (si la convergence n’est pas assurée) permettant d’ajou-

ter des nouveaux sites dans la base d’apprentissage.

4.3 Métamodeéle estimé dans la boucle d’optimisation

C’est ce qu’on appelle 'optimisation de conception basée sur le métamodéle (MBDO) [84, 85]

lorsque des modeles de substitution sont utilisés pour les évaluations pendant le processus d’op-
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Figure 4.2: Organigramme du processus d’élaboration d’'un modele de substitution

timisation. Ainsi, a chaque pas d’optimisation z;, on construit un modéle de substitution pour
la fonction objectif f(z;) et les contraintes d’optimalité gi(z;), k = 1,..K. L’avantage d’utiliser
les métamodeéles dans 'optimisation consiste au fait que le nombre de points nécessaires a leurs

constructions est beaucoup plus petit que pour les méthodes de Monte Carlo.

4.4 Meéthodes d’échantillonnage de I’espace de conception

Afin de construire un métamodele, un ensemble de données d’entrée (variables de conception)
et la sortie correspondante (valeurs de réponse) est nécessaire. La théorie sur I’endroit ou ces
points de conception doivent étre placés dans 'espace de conception afin d’obtenir la meilleure
information possible a partir d’une taille d’échantillon limitée est appelée plans d’expérience
(Design of experiments DOE) [86, 87]. Les plans d’expérience classiques sont principalement
utilisés comme base pour la construction de métamodeles polynomiaux. Lorsque I'ensemble
des données est utilisé pour ajuster un métamodele plus complexe, d’autres plans d’expérience

sont préférés.
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4.4.1 Plans d’expérience standards

Les théories des plans d’expériences proviennent de la planification d’expériences physiques.
L’idée est de recueillir autant d’informations que possible a partir d’'un nombre limité d’expé-
riences. Ces informations obtenues sont souvent utilisées pour identifier I'influence sur la ré-

ponse causée par les changements des variables. Parmi ces plans d’expérience usuels on trouve:

- Les plans factoriels complets [* qui consistent a remplir I’espace de conception a I'aide
d’une grille réguliére. Ces plans présentent I’avantage d’offrir un trés bon remplissage qui
n’est cependant valable que pour des faibles niveaux (! = 2 ou bien [ = 3), avec £ est le
nombre de variables dans I’espace de conception.

- Les plans factoriels fractionnaires /*~" qui consistent a prendre des sous ensembles
des plans factoriels complets. Il s’agit donc d’une réduction du nombre de simulations.

- Les plans composites (CDD) qui consistent a améliorer certaines propriétés des plans
factoriels a 2 niveaux. Leur construction s’appuie sur un plan factoriel complet ou frac-
tionnaire avec ’ajotit de nouveaux points. Ces plans d’expérience ont été proposés pour
approcher des surfaces de réponse de second degré. Cependant, ils ne présentent pas une
bonne répartition des points sur ’espace de conception.

- Les plans de Box-Behnken (BBD) ou chaque paramétre ne peut prendre que 3 niveaux.
Les tirages obtenus correspondent aux milieux des arétes de ’hypercube formé par Ies-

pace de conception avec I’ajolit du point central de 'hypercube.

La figure 4.3 présente des exemples de configuration des plans d’expérience.

c)
O
O
O Q
@
@] (@]
O
O

Figure 4.3: a: Plan factoriel complet 32, b: Plan composite centré pour 3 paramétres et 2 niveaux,
c: Plan de Box-Behnken pour 3 parameétres

Il existe de nombreux autres plans d’expériences utilisables principalement pour des approches
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de type surface de réponse [87].

4.4.2 Méthodes de remplissage de ’espace de conception (Space filling

design)

Comme nous ’avons vu précédemment, les plans d’expérience standards tendent a étendre les
points d’échantillonage autour de la frontiere et ne mettent que quelques points a 'intérieur
de I'espace de conception. Souvent, de nombreuses variables de conception sont étudiées sur
un grand espace de conception et généralement un métamodele complexe doit étre installé. 11
semble y avoir un consensus parmi les scientifiques sur le fait qu'un plan d’expérience appro-
prié pour ces cas devrait étre I’espace de remplissage, ce qui vise a étendre les points de concep-
tion dans 'espace de conception complet. L’idée est trouver un compromis entre le nombre de
sites fournis par la méthode, le remplissage de 1’espace et I'uniformité de ces sites. La méthode
Hypercube Latin (LHS) a été proposée par [88] dans le cadre du calcul numérique des inté-
grales multiples. L’objectif était d’améliorer la qualité de convergence des méthodes de Monte
Carlo, qui nécessitent un nombre important de tirages pour parvenir a converger vers une va-
leur correcte de I'intégrale considérée. Actuellement, cette méthode est énormément utilisée,
par exemple pour la construction des modeles de substitution de type krigeage [89]. La LHS
consiste a diviser, chacun des axes des k variables, en n intervalles de méme longueur, sans
chevauchement et de probabilité égale. Il en résulte une matrice, S, de plan d’échantillonnage
de dimension n X k, ou les k colonnes décrivent les niveaux de chaque variable, et les n lignes
présentent les parametres correspondants a chaqune des variables de conception (voir figure
4.4). Mathématiquement, cela pourrait étre décrit comme une base de plan d’échantillonnage

de matrice X avec les éléments suivants:
1<j<k (41)

ou 7; (%) sont des permutations indépendantes uniformément aléatoires des entiers 1 a n et U;;
sont des valeurs aléatoires de distribution uniforme sur [0,1]. Ainsi, les ensembles 7;(7) et Uj;
représentent la cellule dans laquelle se trouve le point et 'endroit ou se situe le point dans la
cellule, respectivement. Afin de générer une meilleur remplissage de 'espace de conception, le
LHS peut étre pris comme un plan de départ et les valeurs de chaque colonne dans la matrice

de dimension n X k sont ensuite permutées afin d’optimiser certains critéres. Une approche
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Ty

Figure 4.4: Echantillonnage en hypercube latin pour deux variables a cinq niveaux

consiste a maximiser la distance minimale entre deux points quelconques (c’est-a-dire entre
deux lignes quelconques) a I'aide d’un algorithme d’optimisation. Une autre méthode consiste
a minimiser I’écart, qui représente la mesure de la non-uniformité des points de conception sur
un domaine expérimental.

Les stratégies d’échantillonnage forment un large champ de prospection scientifique. De ce
fait, il existe plusieurs autres techniques de remplissage de I’espace de conception telles que
celles destinées a construire un hypercube latin orthogonal en améliorant un critere de corré-
lation [90-92], celles visant a minimiser le critere IMSE (Integrated Mean Square Error) [93] ou
celles permettant de sélectionner un tirage LHS ayant de bonnes propriétés d’uniformité (IHS

- Improved Hypercube Sampling) [94].

4.5 Construction des métamodeéles

Les techniques du métamodele sont aujourd’hui largement utilisées en ingénierie, car I’analyse
technique consiste a implémenter des codes informatiques complexes. Les métamodéles sont
utilisés pour construire des approximations du code d’analyse et décrire la relation fonctionnelle
entre les variables de conception et les réponses correspondantes. De cette maniere, le cott de
calcul est réduit.

Le nombre de métamodeles existants dans la littérature est assez important. On peut cependant

les classer en deux catégories:

— Les métamodeles paramétriques qui, comme leur nom l'indique, nécessitent de choisir
des parameétres internes de maniere manuelle par un choix plus ou moins empirique de
'utilisateur ou de maniére automatique en mettant en oeuvre une méthodologie destinée
a les fixer. Pour certains métamodeles paramétriques, le choix précis de ces parametres est

indispensable et ne peut étre ignoré. Ces techniques, souvent spécifiques au type de mé-
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tamodéles employés, nécessitent des outils adaptés tels que, par exemple, un algorithme
d’optimisation. Cette phase de choix du ou des paramétres peut accaparer la majorité
du cofit nécessaire a la construction du modéle de substitution. Parmi les modéles para-
métriques, on trouve les modeles de type krigeage, fonctions de base radiales (RBF), les
régression a vecteur de support (SVR).

- Les métamodeles non-paramétriques qui, a 'inverse des précédents, ne requiérent aucune
détermination de paramétres internes. Historiquement, c’est ce type de modeéles qui furent

les premiers utilisés avec par exemple la régression linéaire, quadratique et polynomiale.

4.5.1 Régression polynomiale

Les modeéles a régression polynomiale s’inscrivent dans une démarche de modélisation par sur-
face de réponse (Response Surface Methodology (RSM)) [87, 95]. Cette technique a été decrite
par [14] comme étant un ensemble de méthodes statistiques et mathématiques pour développer,
améliorer et optimiser les processus et les produits. Les modeles sont développéz a I'aide de la
régression, qui se définit comme étant un processus d’ajustement d'un modele de régression
y = y(x,6") + € a un ensemble de données de n paramétres, x; et de la réponse, y correspon-
dante.

La méthode des moindres carrés choisit le coefficient de régression 8" pour que I'erreur qua-

dratique soit minimale, c’est-a-dire résoudre la régression du probléme:

min i £2 = mm Z §(x;,87))? (4.2)
i=1

Un modeéle de régression peut étre de différentes formes, pas nécessairement un polynoéme.
Toutefois, la classe la plus fréquemment utilisée dans la régression linéaire, ou (x,") est li-
néaire en (3", se compose de polynémes d’ordre inférieur. Par exemple le modele quadratique

de deuxiéme ordre (QRS) peut servir pour tenir un métamodele de k variables de conception:

j=s(z,07) = By + Zﬁm + Z Z i+ Z T (43)

=1 1<j=2

Le modeéle de régression peut étre écrit sous forme matricielle:

y=Fg3 +¢ (4.4)
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F est la matrice de modéle de dimensions n X p constituée des parametres variables étendus a
la forme du modeéle. Dans cette matrice, chaque ligne correspond a un seul point de conception

et chaque colonne a un seul coefficient de régression. Le modéle de régression ajusté devient:

j = Fb (4.6)

ou:

b= (F'F)'FTy (4.7)

L’approximation polynomiale est a la fois facile d’utilisation et d’implémentation. Elle est ce-
pendant d’une précision faible lorsque la fonction a approcher est multimodale suivant cer-
taines composantes. Lorsque 'ensemble d’ajustements est si petit, c’est-a-dire qu’il y a assez de
données disponibles pour déterminer tous les coefficients de régression dans le modele, les mé-
tamodeéles polynomiaux puissent interpoler facilement les données d’ajustement. Cependant,
de tels petits ensembles d’ajustements ne sont généralement pas recommandés. Ces métamo-
deles sont donc principalement utilisés dans des procédures d’optimisation itératives ou une
séquence de métamodeles est construite dans une région de plus en plus petite de ’espace de
conception autour du point optimal. Des compléments concernant ['usage de la régression po-

lynomiale pour I'optimisation peuvent étre trouvés dans [96].

4.5.2 Moindres carrés mobiles

L’approche des moindres carrés mobiles (MLS) [97, 98] est devenue populaire suite a son utili-
sation pour construire des fonctions de forme dans le cadre des méthodes sans maillage pour

résoudre des problemes d’équations aux dérivées partielles. Selon [99], la description mathé-
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matique d’'un métamodéle a base MLS peut étre formulée comme:

§=>_ filx)bi(x) (4.8)
i=1

ou f est un vecteur des fonctions de base (polynémes) pour le métamodele et b est un vecteur
des coeflicients. Le nombre de coefficients p dépend de 'ordre d’approximation. La différence de
cette approche avec la régression polynomiale classique réside dans le fait que les coefficients de
b; sont dépendants du point x ou I'on cherche I'approximation. Leur détermination se base sur
I'utilisation d’une méthode de type moindres carrés pondérés. On cherche alors les coefficients
b; qui minimisent 'erreur pondérée entre la réponse de la base du modeéle détaillé y(x) et la

valeur approchée du métamodeéle (z):

min Z wie? = mbinz w(||lz; — x| [fF (2 — 2)b — yi]? (4.9)
i=1 i=1

ou n est le nombre de modéle d’ajustement et = est '’entrée de la conception ¢. Les poids w; > 0
assurent la continuité et la localité de 'approximation. w; prend sa valeur maximale au point x;
et diminue dans une zone fixe autour du point, appelé le domaine d’influence de x; et s’annule
a Pextérieur de cette région. Les fonctions de poids, y compris la taille du domaine d’Influence,
jouent un role important en régissant les modalités des coefficients b;(x) dépendant de 'empla-

cement du point étudié x. La minimisation de I’erreur conduit a la solution suivante:

b= (X"WX)'X"Wy (4.10)
ou
vi [z — ) w(||z1 — x]) 0
y=|:|.X(@)= | W) = (4.11)
Yn fr(xn — ) 0 w(||zn — )

Ce type de métamodele a été utilisé dans le cadre de 'optimisation fiabiliste [100], pour les

études stochastiques [101] et pour I’approximation locale de la fonction objectif [99].

Khalil DAMMAK 90



Chapitre 4: Méta-modélisation pour I'analyse d’incertitudes des systémes vibro-acoustiques

4.5.3 Krigeage

Construire des modéles de substitution afin de réduire le cott de calcul associé a I’analyse de
fiabilité, les probléemes stochastiques ou d’optimisation a regu le nom générique (Design and
Analysis for Computer Experiments-DACE) dans la littérature. A cet égard, le krigeage est ap-
paru au cours des deux dernieres décennies comme un outil puissant pour construire des méta-
modeles. Historiquement, le krigeage a été nommé d’aprés I'ingénieur sud-africain D. Krige
[102] qui a initié une méthode statistique pour évaluer les ressources et les réserves minérales.
L’idée de base est de modéliser une fonction connue seulement a un nombre fini de points
d’échantillonnage comme la réalisation d’'un champ aléatoire gaussien. Aujourd’hui, le krigeage
est trés appliqué en raison de sa robustesse et de la qualité de I’approximation qu’il peut fournir.
Par ailleurs, il fournit une estimation de I’erreur des moindres carrés du processus qu’il estime.
Le cadre moderne du krigeage (appelé aussi modélisation gaussienne des processus [103]) est
basé sur le fait que la fonction de substitution est supposée étre une réalisation d’un processus

gaussien noté y(x). La réponse y(z) se formule de la maniére suivante:

y(a) = f(z) + Z(z) (4.12)

ou f(x) est généralement donnée comme une combinaison linéaire de fonctions polynomiales

de base:

flae) =B85+ B filx) (4.13)
=1

et Z(z) est un processus stochastique (fonction aléatoire) & moyenne nulle (E[Z(z)] = 0), de

variance o et de covariance non nulle donnée par:
Cov(Z(x) — Z(z')) = o> R(x,2") (4.14)

R(z,2") est la fonction de corrélation entre les points d’échantillonnage évalués z et 2. Celle-ci
controle la fluidité du modele de Kriging résultant et I'influence des points voisins en quan-
tifiant la corrélation entre les observations. En pratique, les modéles exponentiels carrés sont

généralement utilisés pour décrire la fonction de corrélation:

k
R(z,x") = exp (— Z O;|x; — x;|> (4.15)
i=1

Khalil DAMMAK 91



Chapitre 4: Méta-modélisation pour I'analyse d’incertitudes des systémes vibro-acoustiques

ou 6;(i = 1,2,..,n) sont des parameétres de la fonction de corrélation. Les paramétres ¢; sont
essentiellement des parameétres qui affectent la mesure dans laquelle I'influence d’un point
d’échantillon s’étend [104]. Un 6; faible signifie que tous les points auront une corrélation R
élevée, avec Z(x;) étant similaire a travers I’échantillon, tandis qu’un 6, élevé signifie qu’il existe
une différence significative entre les Z(z;) pour différents points d’échantillonnage. L’estimateur
de krigeage a un point z donné est par définition une variable aléatoire gaussienne obtenue
comme une combinaison linéaire des observations et qui est non biaisé avec une variance mi-

nimale (the best linear unbiased predictor-BLUP):

j(z) = f(2)B" + " (x) R (y — F'B") (4.16)

ou f(z) est un vecteur correspondant a une ligne de la matrice modéle des fonctions de régres-
sion F' pour z, 3" est le vecteur des coefficients de régression, r(z) = [R(x,z1),...R(x,x,)]"
est le vecteur des fonctions de corrélation entre le point inconnu et les n points d’observation,
R est la matrice de dimension n X n des fonctions de corrélation pour I’échantillon ajusté,
et y est le vecteur des réponses observées correspondant a 'ensemble des entrées. Le vecteur
(y — FT3") correspond au vecteur des erreurs (résidus) de I'’ensemble des données lorsque le
terme stochastique du model est éliminé. Afin de pouvoir construire le métamodele de krigeage,
il faut tout d’abord, déterminer les parameétres de corrélation du vecteur 8 = [0;,05,..,0,], les
coefficients de régression du vecteur 3" ainsi que la variance du modéle stochastique 2. La
méthode actuellement la plus employée pour déterminer tous ces parametres, s’appuie sur le
cadre statistique du krigeage et en particulier sur celui des processus gaussiens. En effet, elle
propose de déterminer les parameétres du modele en maximisant la fonction vraisemblance qui
a été utilisée pour déterminer la covariance d’un processus aléatoire spatial [105-107]. L’idée
repose sur la recherche des parametres du modéle de sorte que I'observation des réponses soit
la plus vraisemblable possible, c’est-a-dire tel que I'on maximise la probabilité des réponses.
Dans le cadre d’un krigeage universel, la vraisemblance s’écrit sous la forme suivante:

(y—F"B")"R'(0)(y — F'8")

202

L(B",02,0)

(4.17)

exp | —

1
V2102 /|R(6)]
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Dans la pratique, on applique le logarithme népérien sur 'expression du vraisemblance et on

obtient:

(y—F"8") R™(6) (y - F")

202

In(L) = ~5 In(2m) ~ 5 In (0?) - % In(|R(6)]) -

> (4.18)

La vraisemblance est maximale lorsque sa dérivé par rapport a 8 et o2 s’annule, ainsi on obtient:
gr= (FTR'F)" FTRy, (4.19)

et
o (y-FE) Rn1(9) (y—F'5") (4.20)

Les valeurs optimales de @ sont déterminées en résolvant le probléme d’optimisation non li-

néaire de la maximisation de la fonction de vraisemblance:

1
max L(0) = —=[nIn(6?*) + In(|R|)]
0 2 (4.21)
st 0;,>0,i=1,.Fk

Ainsi, en résolvant ce probleme d’optimisation unidimensionnel, le modéle de krigeage y(x) est

complétement défini par I’équation (eq.4.16).

4.5.4 Fonctions de bases radiales (RBF)

Le principe des fonctions de base radiales consiste a construire I’approximation sous la forme
d’'une combinaison linéaire de fonctions radiales. Cette méthode fut introduite pour I'interpo-
lation de fonctions de plusieurs variables [108-110] et utilisée dans la résolution de problémes

aux dérivées partielles sans maillage.

4.5.4.1 Formulation du modéle

Les fonctions de base radiale ne dépendent que de la distance radiale d’un point z a partir d’'un
point spécifique z; tel que:

¢(x,2:) = ¢([|lx = 2ill) = o(r) (4.22)
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ou r est la distance entre les points = et x;. Les RBF peuvent avoir plusieurs formes mais sont
toujours radialement symétriques. Un métamodéle a base des RBF consiste en une combinai-
son linéaire de fonctions radialement symétriques pour approcher des réponses complexes, qui

peuvent étre exprimées comme:

y= sz¢(‘|x — z;|) (4.23)
i=1

Le métamodeéle est donc représenté par une somme de n RBF, chacun associé a un point d’échan-
tillonnage x;, représentant le centre du RBF, et pondéré par un coefficient w;. Les coefficients
w;, c’est-a-dire les parametres inconnus qui doivent étre déterminés lors de la construction du
¢tamodel t étre collectés d t = T. Ainsi équati
métamodele, peuvent étre collectés dans un vecteur w Wy,..,Wy,|" . Ainsi, ces n équations

linéaires conduisent a un systéeme sous forme matricielle:

g = dw (4.24)

avec § = [{1,..,Un)" est le vecteur des réponses et ® est la matrice d’interpolation symétrique

de dimension n x n:

Oller —aill) [ ollar = zall)
P — : : (4.25)

O(lzn —aall) - Ol — al))

Le systéme d’équation (4.24) peut étre résolu par des méthodes standard, en utilisant des dé-
compositions matricielles, pour n petit. Des méthodes spéciales doivent étre appliquées lorsque
n devient trop grand, comme décrit par [111], puisque la matrice d’interpolation est souvent
pleine et mal conditionnée. Lorsque le nombre de fonctions de base nzpp est inférieur a la taille
de I’échantillon n, le modele sera approximatif. De maniere similaire au modéle de régression
polynomiale, les poids optimaux dans le sens des moindres carrés sont obtenus analytiquement
comme:

w=(dTP) oy (4.26)
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4.5.4.2 Choix de la fonction de base radiale et effet du facteur d’atténuation

Parmi les fonctions de base radiales ¢(z,z;) = ¢(r) classiquement employées, on trouve:

Splines linéaires: ¢(r) = r

3

Splines cubiques: ¢(r) =7
— Splines en plaque mince: ¢(r) = r*In(r),k = 2p + 1 avec p € N

- Gaussienne: ¢(r) = exp(—é)

Multiquadratique: ¢(r) = /1 + £

Multiquadratique inverse: ¢(r) = -

ou c¢ est un parametre de forme, appelé aussi facteur d’atténuation, qui contréle le lissage de
la fonction. Ce facteur a une influence critique sur la précision du modéle d’interpolation. Au
sens physique, le parameétre de forme c controéle la largeur des fonctions et donc I'influence des
points proches. Une grande valeur de ¢ donne une région affectée plus large, c’est-a-dire que
des points plus éloignés d’un point inconnu auront un effet sur la prédiction de la réponse a
ce point. D’autre part, une petite valeur de c signifie que seuls les points proches influenceront
la prédiction. Par conséquent, le choix du facteur d’atténuation influe également sur le risque
de sur ou sous-ajustement. En effet, si la valeur est choisie trop petite, un sur-agustement se
produira, c’est-a-dire que chaque point d’échantillonnage n’influencera que son voisinage tres
proche. D’un autre c6té, si la valeur est sélectionnée assez grande, le sous-ajustement apparaitra
et le modele perdra des détails fins. D’autres fonctions de base radiale peuvent étre trouvées
dans [24].

Les RBF gaussiens ont une caractéristique souhaitable en ce que la variance de prédiction peut

facilement étre évaluée a n’'importe quel point x dans '’espace de conception par [104, 112, 113]:

sthpp(®) =1— @7 ()P 1®(1) (4.27)

4.5.5 Régression a Vecteur de Support

La Régression a Vecteur de support est issu des Machines a Vecteur de Support (SVM) déve-
loppées par Vapnik, V.N [114] dans le cadre de la théorie de 'apprentissage. C’est une méthode
relativement récente. Initialement utilisées pour résoudre des problémes de classification de

données, elles ont été étendues a I'estimation de fonctions a partir d’'un échantillon de sites
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et de réponses associées. On pourra se référer a [83, 115, 116] pour plus de détailles sur la
Régression a Vecteur de Support.

Le métamodéle SVR peut étre décrit par la formulation mathématique suivante:

M
§(r) =b+ Y wmQm(r) = b+ w.Q(x) (4.28)
m=1

Par conséquent, il s’agit d’une somme de fonctions de base Q@ = [Q;(z),..,Qa(z)]" avec des
poids w = [w1,..,wys]” ajouté & un terme de base b. Les paramétres b et w,,, doivent étre estimés,
mais d’'une maniere différente de celle des autres métamodeles (RBF et Krigeage). Les fonctions
de base @@ dans le modele SVR peuvent étre considérées comme une transformation de la va-
riable de conception, z, dans un espace de caractéristiques dans lequel le modele est linéaire,
comme présenté dans la figure 4.5. Le modele non linéaire est réduit a un modeéle linéaire par
le mappage @ a partir de 'espace d’entrée dans I'espace des caractéristiques et les vecteurs de

support contribuent au cofit par la fonction de perte ¢ — insensitive.

Q
¥ ) Espace caractéristique

Espace d’entrée

perte

M (’t+ * =+
@ @ o D_ £
= =) +
& & § ¢ :
[+ e o & \)
Yi— Vi
. = +&
—_—>
Variable Variable

Figure 4.5: Transformation de la variable de conception dans '’espace des caractéristiques

Le principe de cette SVR repose sur la construction de marges ¢ définissant une zone dans
laquelle la différence entre les réponses de I'’ensemble d’ajustement et la prédiction du méta-
modele est acceptée. Cela signifie que les points d’ajustement qui se trouvent dans la bande
=+¢ sont ignorés, et le métamodele est entierement défini par les points, appelés vecteurs de
support, qui se trouvent sur ou en dehors de cette zone. L’estimation des parametres inconnus
d’un métamodele SVR est un probléeme d’optimisation. L’objectif est de trouver un modeéle qui
présente au plus un écart de ¢ par rapport aux réponses observées y;,i = (1,..,n) et en méme
temps minimise la complexité du modéle, c’est-a-dire, rend le métamodéle aussi plat que pos-
sible dans I'espace des caractéristiques [116]. La planéité signifie que w devrait étre petit, ce qui

peut étre assuré en minimisant la norme vectorielle ||w]||?>. Comme c’est impossible de trouver
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une solution qui se rapproche de tout y; avec une précision +¢, les variables d’écart £* et £~
peuvent étre introduites, voir figure 4.5. Le probleme d’optimisation peut alors étre écrit comme
suit:

min |l + 03 (€ + &)

i=1

sty —wQ(x) —b<e+& (4.29)

w.Q(z) +b—y; <e+&
F& 20

Le probléme d’optimisation présente un compromis entre le respect de la tolérance en chaque
point échantillonné et le lissage de la fonction d’approximation. Ce compromis est régi par la
constante définie par I'utilisateur C' > 0. Cette approche est connu comme la fonction de perte
e-insensitive. Cette fonction de perte signifie qu’aucune perte ne sera associée aux points a
I'intérieur de la bande +¢, tandis que les points a 'extérieur auront une perte qui augmente
linéairement avec un taux déterminé par C. Bien qu’il puisse y avoir une valeur optimale de
C, selon [104] le choix exact n’est pas critique. Il suffit donc d’essayer quelques valeurs de C'
d’ordres de grandeur variables et de choisir celle qui fournit la mesure d’erreur la plus faible.
Dans la plupart des cas, le probleme d’optimisation décrit par 1’équation (4.29) est plus faci-
lement résolu sous sa forme double, et il est donc écrit comme la minimisation de la fonction
lagrangienne L. En optimum, les dérivées partielles de L par rapport a ses variables primales w,

b, £ et ¢ doivent disparaitre, ce qui conduit au probléme d’optimisation dans sa forme double

suivante:
min S > (of —a7)(a) — o) k(i) + > (af +a7) = Y yila; —af)
ij=1 i=1 i=1
s.t. Z(aj —a;)=0 (4.30)
i=1
(a;_ - O'/z_) S [070]
ol a; et o sont les multiplicateurs de Lagrange et k(x;,2;) = Q(x;).Q(x;) représente la

fonction de Kernel. Ces multiplicateurs doivent avoir certaines propriétés et les choix possibles
incluent des fonctions linéaires k(z;,z,) = x;.x; et gaussiennes k(z;,z;) = exp —w [116].
n
La dérivée partielle de L par rapport a w étant nul donne w = > (o —«; ).Q(x;). Cela signifie
i=1

que ’équation (4.28) peut alors étre réécrite et fournir la réponse dans un point quelconque x

comme suit [115]:
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§lr) =b+w.Q(w) =b+ 3 (of —07)Q(:)-Qr) = b+ (af —ai)k(ziz)  (431)

Le probléme d’optimisation dans les équations (4.29) et (4.30) permet la recherche de la fonction
la plus plate dans Iespace des caractéristiques, pas dans 'espace d’entrée. Le terme de base b

est encore inconnu qui pourrait étre déterminé a partir de:

b=y, —wQ(z;)+e=y; + Z(aj — o k(i) +e si 0<a; <C (4.32)
i=1

b=y, —wQ(z;) —e=y; + Z(ozi+ — o) )k(zixj) —e si 0<af <C (4.33)
i=1

ce qui signifie que b peut étre calculé pour un ou plusieurs ;. Selon [104], de meilleurs résultats

sont obtenus pour un «; pas trop proche des limites.

4.6 Validation des métamodeles

Une fois le métamodeéle est obtenu, il est nécessaire d’évaluer sa qualité. La précision d’un mé-
tamodele est influencée par le type de métamodele ainsi que par la qualité et la quantité de
I’ensemble de données a partir duquel il est construit. La qualité d’'un métamodéle ne peut pas
étre décrite par une seule mesure. Au lieu de cela, il existe plusieurs méthodes qui peuvent étre

utilisées pour évaluer la précision d’'un métamodele et le comparer a d’autres.

4.6.1 Mesures d’erreur

Une fagon d’évaluer la précision d'un métamodele consiste a étudier ses résidus, c’est-a-dire la
différence entre la valeur simulée y; et la valeur prédite a partir du métamodeéle ;. Les petits
résidus signifient que le modéle refléte I'ensemble de données avec plus de précision que si les

résidus étaient plus grands, c’est-a-dire que I'erreur d’ajustement est plus petite.

4.6.1.1 MAE, RME, RMSE

L’erreur quadratique carrés (RMSE) et '’erreur moyenne relative (RME), sont les deux indica-

teurs les plus utilisés pour mesurer I’écart entre deux fonctions. Ces deux critéres servent a
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mesurer [’écart entre la la fonction réelle et son approchée en un ensemble de n points d’échan-

tillonnage.
1 < 2
" Z:; (yi — i) (4.34)
1 < s — 1
RME=-Y %Y (4.35)
n - Yi
=1

L’erreur maximum absolue (MAE) donne une mesure de précision locale, c’est-a-dire qu’elle

indique s’il existe une erreur importante dans une zone de I’espace de conception.

MAE = max |y;(z) — g:i(z)| (4.36)

i€[1,n]

Au sens de ces critéres, plus leur valeur est faible, plus le modele approché est précis.

4.6.1.2 Coefficient de corrélation linéaire R?

Le coefficient de corrélation linéaire de Bravais-Pearson (&%) traduit une dépendance linéaire
entre deux variables en n points d’échantillonnge. C’est une mesure de la capacité du métamo-

deéle a saisir la variabilité dans ’ensemble de données.

M=

> (@) — 5u(@)? () — (@)
R*=1-" = (4.37)
@) = (@) () ~ @)

I
—
<.
I
—

3
3

i
<
I

ou n est le nombre de points de conception et ¥;, y; et y; représentent la réponse moyenne,
prédite et réelle respectivement. Au sens de ce critére, plus la valeur R? est élevée plus le modéle

réduit est précis avec R? € [0,1].

4.6.2 Validation croisée

Une autre facon d’évaluer la qualité d’'un métamodéle et de le comparer a d’autres modéles
s’appelle la validation croisée (CV) [117-119], dans laquelle le méme ensemble de données est
utilisé pour I’ajustement et la validation du modéle. Lorsque le temps de simulation est long et
que les données disponibles sont limitées, il peut étre souhaitable d'utiliser 'ensemble de don-

nées complet pour ajuster les métamodeles plutdt que de réduire potentiellement la précision en
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laissant une partie de 'ensemble pour validation. Dans le ’p-fold CV’, ensemble de données
de n paires de données d’entrée-sortie est divisé en p sous-ensembles différents. Le métamodele
est alors ajusté p fois, en omettant chaque fois 'un des sous-ensembles. Le sous-ensemble omis
est utilisé pour évaluer les mesures d’erreur d’intérét. Une variation de cette méthode est le
‘leave-k-out CV’, dans lequel tous les (Z) sous-ensembles possibles de tailles k sont omis, et le
métamodeéle est ajusté a I’ensemble restant. Chaque fois, les mesures d’erreur pertinentes sont
évaluées aux points omis. Cette approche est plus cotuteuse que le *p-fold CV’. Cependant, pour
le cas spécial ou k£ = 1, appelé 'leave-one-out CV’, une estimation de I'erreur de prédiction
peut étre calculée pour certains métamodeéles, comme par exemple; régression polynomiale,
krigeage et RBF. L’erreur de généralisation, c’est-a-dire 'erreur de prédiction, pour un calcul de
‘leave-one-out CV’ lorsque l'erreur est décrite par le MSE, peut étre représentée par:
MSE iy ly ) 2 438
Loocv = ;ei o ;(yz(flf) = Y- (@) (4.38)
ol §(—i) () représente la prédiction en x en utilisant le métamodeéle construit a partir de tous

les points d’échantillonnage sauf (z,y) [104].

4.7 Analyse d’incertitudes basée sur des modeles de sub-

stitution pour les problémes vibro-acoustiques

Dans la méthode proposée, la simulation déterministe par la méthode des éléments finis est
utilisée pour obtenir la réponse caractéristique aux points générés en utilisant 1’échantillon-
nage hypercube latin (LHS), ensuite le métamodéle est utilisé pour illustrer la relation entre les
entrées (points de conception) et les sorties (réponses), et enfin ’analyse d’incertitudes est ef-
fectuée en utilisant la méthode Monte Carlo basée sur le modéle de substitution construit. Dans
cette section, la faisabilité de la méthodologie proposée pour I’analyse d’incertitudes basée sur

le modele de substitution est appliquée a un exemple vibro-acoustique.

4.7.1 Simulation déterministe par la méthode éléments finis

Le modéle déterministe consiste en deux plaques 1 et 2 flexibles en aluminium d’épaisseur

t1 = 2mm et to = 4mm comme le montre la figure 4.6 [120]. Ces plaques sont imposées

Khalil DAMMAK 100



Chapitre 4: Méta-modélisation pour I'analyse d’incertitudes des systémes vibro-acoustiques

sur la surface droite et sur la surface supérieure de la cavité acoustique, respectivement. Les
surfaces restantes de la cavité acoustique sont parfaitement rigides et le systéme composé de
plaques flexibles et de cavité acoustique présente un probléme structural-acoustique couplé. La
simulation numérique de la réponse vibro-acoustique est réalisée a I’aide du logiciel commercial
ANSYS. En ce qui concerne la discrétisation du fluide interne et des plaques, des éléments 3000
et 200 sont adoptés respectivement pour le fluide et la structure. Les éléments fluides internes
sont des éléments 3D délimités par 6 faces, ayant 8 noeuds avec un degré de liberté par noeud:
la pression acoustique. Les éléments de la structure sont des éléments coques a 4 noeuds avec
6 degrés de liberté par noeud: 3 translations dans les directions nodale x, y et z et 3 rotations
autour du noeud dans les directions nodale z, y et z (voir figure 4.7). Les conditions aux limites

adoptées étaient I'interaction fluide-structure dans tous les nceuds libres de la structure. Tous

les noeuds a la frontiére des plaques sont contraints.

0.1m
Plaque 2 F

0,lm

0.1m

Plaque 1

0,2m

0 lm

g y
S| 0075 5
o
',’Q
o 0,1:
v o m

0.2m

Figure 4.6: Modéle structurel-acoustique  Figure 4.7: Discrétisation par éléments finis du
modele structurel-acoustique

L’analyse par éléments finis (FEA) est utilisée pour prédire le niveau de pression acoustique

(SPL) au point G2 comme indiqué sur la figure 4.8.

4.7.2 Analyse d’incertitude basée sur le métamodele

Dans cet exemple, les parametres de matériaux (élasticité et densité) et les épaisseurs des plaques
d’aluminium sont pris comme des variables incertaines. Les caractéristiques probabilistes de ces

variables sont listés dans le tableau 4.1.
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Figure 4.8: Niveau de pression acoustique a l'intérieur de la cavité

Variables Valeurs moyennes Cov Distributions
Module d’Young E (Pa) 2.1et! 0.05 Normale
Densité p (kg/m?) 7850 0.05  Normale
t1 (mm) 4 0.02  Uniforme
to5 (mm) 2 0.02  Uniforme

Tableau 4.1: Caractéristiques des variables aléatoires

Le niveau de pression acoustique (SPL) a l'intérieur de la cavité est approximé en utilisant
les métamodeles QRS (eq.4.3), Krigeage (eq.4.16) et RBF (eq.4.23). Ici, les fonctions multi-
quadratiques inverses sont choisies comme les fonctions Kernel pour construire le métamodele
RBF. Les approximations de Krigeage sont construits en utilisant Matlab Design and Analysis of
Computer Experiments (DACE) [121]. La fonction polynomiale de second ordre de tendance glo-
bale et la fonction expononielle de corrélation sont adoptées. Les estimateurs sont construits
a partir de 30 points d’échantillonnage hypercubes latins (LHS). 30 points d’échantillonnage
supplémentaires sont générés afin de valider l'efficacité des modéles de substitution. Les simu-
lations par éléments finis (FES) sont répétées en prenant les données d’entrainement (tableau
4.1) comme des entrées. Les 30 simulations de FES utilisant les points LHS sont implémentées en
interfonctionnement avec MATLAB et ANSYS. Apres avoir généré les données d’échantillon-
nage, le modele de substitution peut étre construit. Il est utilisé pour approcher la relation entre

la sortie (SPL) et ses entrées (F,p,t1,t2).

L’efficacité des trois types de méta-modéles est validée par leur RMSE (eq.4.34), RME (eq.4.35)

et MAE (eq.4.36). Les résultats de la mesure d’erreur des métamodeles sont présentés dans le
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tableau 4.2. Un résultat plus intuitif est montré par la validation croisée (CV) dans les figures

49a4.11.

Mesures d’erreur

Métamodéles
MAE RME RMSE

QRS 10.202  0.089  7.746
RBF 0.107 4.55¢ % 0.268
Krigeage 0.433  0.003  0.002

Tableau 4.2: Comparaison de l'efficacité des métamodeles
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Figure 4.9: Validation croisée avec QRS Figure 4.10: Validation croisée avec RBF
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Figure 4.11: Validation croisée avec Krigeage

Les résultats montrent que le prédicteur QRS ne fournit pas une approximation du modele ori-
ginal avec une grande précision. Puisque le modeéle RBF est extrémement lié au choix de la
fonction de Kernel, nous pouvons conclure que le Krigeage fournit une bien meilleure approxi-
mation que les autres estimateurs. Par conséquent, les modeles de Krigeage sont utilisés dans

la simulation de Monte Carlo pour I’analyse d’incertitudes. Ainsi, un ensemble d’échantillon-
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nage avec le nombre de N = 10° pour les variables aléatoires, présentées dans le tableau 4.1
est généré, puis le MCS est effectué en utilisant les modéles de Krigeage. La valeur moyenne
et écart-type du niveau de pression acoustique (SPL) sont présentés respectivement dans les

figures 4.12 et 4.13.
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Figure 4.12: Valeure moyenne de la SPL Figure 4.13: Ecart type de la SPL

Il faut noter que le temps de calcul FES déterministes pour un échantillonnage est d’environ 3
min. Donc, si I'analyse d’incertitudes est réalisée en utilisant les simulations de Monte Carlo
basées sur FES, le temps de calcul sera pris environ 3 x 10° min. Les MCS basées sur les modéles
de Krigeage réduisent fortement le cott de calcul (environ 27s). En d’autres termes, la méthode
proposée utilisant MCS basées sur le modéle de substitution est plus efficace que la méthode

classique utilisant les FES déterministes.

4.8 Conclusion

Les méthodes de métamodélisation sont devenues indispensables dans l'ingénierie moderne
vu qu’elles réduisent le cout de calcul des problemes complexe. Ce chapitre présente une idée
sur les théories sur lesquelles sont basées les techniques permettant ’approximation des sys-
temes complexes ’les modéles de substitution’. Des mesures d’eflicacité de ces métamodeéles sont
présentés pour vérifier leur capabilité a estimer le modéle mécanique réel. A la fin de ce cha-
pitre, la méthode d’analyse d’incertitude basée sur les modeles de substitution est appliquée
dans des modeles vibro-acoustiques. L’approche proposée consiste a combiner la simulation

par éléments finis (FES), les techniques de métamodélisation et les simulations de Monte Carlo
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(MCS). Pour approcher la relation entre la réponse (sortie) et les variables de conception (en-
trées), les modeéles QRS, RBF et Krigeage sont utilisés pour construire ’estimation du modele
original. D’apres les résultats des mesures d’erreur et de la validation croisée (CV), les modeles
de Krigeage sont les plus précis et adaptés dans les systémes acoustiques-structurels couplés.
Les résultats montrent également que la méthode proposée est beaucoup plus facile et rapide
a mettre en oeuvre pour des problémes compliqués, tels que les systémes vibro-acoustiques
industriels, que les simulations de Monte Carlo traditionnelles avec la méthode des éléments

finis.
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L’objectif principal de cette theése est le développement des outils analytiques et numériques
permettant la quantification et la propagation d’incertitudes des systémes vibro-acoustiques
dans le cadre d’interaction fluide-structure et introduire la fiabilité mécanique dans 'optimisa-
tion de conception pour assurer la robustesse et la fiabilité de la conception optimale. Ce travail
a été réalisé en collaboration entre le Laboratoire de Mécanique de Normandie (LMN) de 'INSA
de Rouen et le Laboratoire de recherche de Mécanique, Modélisation et Production (LA2MP) de
I’Ecole Nationale d’Ingénieurs de Sfax en tant que these en cotutelle internationale.

Nous avons d’abord modélisé le systeme vibro-acoustique par un modele numérique détermi-
niste. Pour cette construction, on a utilisé les méthodes numériques existantes qui sont utilisées
par I'industrie. Dans ces méthodes, le probleme vibro-acoustique est formulé dans le domaine
fréquentiel et en terme de champ de déplacement pour la structure et de champ de pression
pour la cavité acoustique. Le probléme a été traité pour la structure, pour la cavité acoustique
interne séparément, puis pour le systéme vibro-acoustique couplé. Pour chacun des trois pro-
bléemes, on introduit le probléme aux limites, puis sa formulation faible et finalement sa discré-
tisation par la méthode des éléments finis afin d’obtenir les équations matricielles du systéme
vibro-acoustique couplé.

Par la suite, nous avons effectué la modélisation probabiliste des incertitudes en utilisant 1’ap-
proche robuste basée sur le chaos polynomial généralisé. Cette approche a été validée par la
méthode référentielle de Monte Carlo sur des exemples vibro-acoustiques. En fait, les approches
de quantification des incertitudes sont basées sur des formalismes différents dans la facon d’in-
corporer les incertitudes, c’est la deuxieme étape considérée dans cette these. L’approche proba-
biliste choisie est basée sur une caractérisation des incertitudes par des modeéles stochastiques.
La simulation de Monte Carlo est couramment utilisée puisqu’elle garanti de trés bon résultats.
L’un des principaux avantages de cette technique est qu’elle peut s’appliquer a tous les systéemes

linéaires ou non linéaires. Cependant, la simulation de Monte Carlo pose de sérieux problémes
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puisqu’elle nécessite beaucoup de tirages pour assurer une précision raisonnable. C’est pour
cette raison qu’on a choisi le chaos polyndmial généralisé pour traiter les incertitudes dans des
exemples vibro-acoustiques.

L’objectif de I’étape suivante, était de développer une approche efficace qui nous permet d’ob-
tenir la meilleure conception des systémes vibro-acoustiques avec la nécessité de garantir le
niveau de fiabilité cible. Pour cela, les méthodes RBDO telles que la méthode OSF et la méthode
hybride ont été appliquées tout en garantissant un niveau de fiabilité donné, comparées avec
la méthode DDO. Une nouvelle méthode appelée Robust Hybrid Method (RHM) a été appli-
quée pour forcer la procédure d’optimisation d’avoir une solution dans la zone de sureté. Tout
d’abord, deux applications qui tiennent en compte la présence d’incertitudes ont été considé-
rées. L’approche proposée consiste a coupler la méthode OSF avec le chaos polynomial géné-
ralisé pour assurer la robustesse du systeme pendant 'optimisation. Par la suite, un exemple
valorisant la nouvelle méthode RHM est étudié. Il s’agit de 'optimisation fiabiliste d’un silen-
cieux d’expansion simple. Les résultats montrent bien que les nouvelles conceptions présentent
bien des meilleurs performances que les modeles initaux.

La dernieére étape dans cette thése consiste a construire des modéles de substitution du systeme
vibro-acoustique original. L’approximation peut fournir une réponse en un point quelconque
de I'espace de conception en un temps tres réduit par rapport a celui nécessaire au simulateur
mécanique. A ce titre, notre objectif était de construire une approximation permettant d’assu-
rer une bonne représentativité du modeéle réel obtenu par le simulateur, c’est-a-dire une analyse
valide du probléme réel. Pour valider notre travail, un exemple d’application vibro-acoustique
est traité par différentes techniques de méta-modélisation. D’apres les résultats des mesures
d’erreur et de la validation croisée (CV), il a été démontré que les modéles de Krigeage sont les
plus précis et adaptés dans les systémes acoustiques-structurels couplés. Les résultats montrent
également que la méthode proposée est beaucoup plus facile et rapide a mettre en oeuvre pour

des probléemes compliqués, tels que les systémes vibro-acoustiques industriels.

De nombreuses perspectives sont envisageables a la suite de ce travail:

- Introduire la méthode de réduction de modele en intéraction fluide-structure dans les pro-
blémes vibro-acoustiques pour réduire le nombre de degré de liberté du systéme couplé.
- Passer a optimisation multi-objectif de conception pour traiter des problémes vibro-

acoustiques complexes qui présentent plusieurs fonctions objectif.

Khalil DAMMAK 107



Conclusions et perspectives

- Integration des techniques de méta-modélisation dans la procédure d’optimisation fiabi-
liste pour minimiser le temps de calcul.
— Appliquer les différentes méthodes proposées d’incertitudes, d’optimisation et de méta-

modélisation sur des exemples industriels complexes.
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Annexe A

Notions fondamentales de 1a théorie des

probabilités

L’ensemble des définitions énoncées dans cette section est issu de 'ouvrage de Baillargeon

[122], et a été présenté aussi dans la thése de Lyes Nechak [43].

A.1 Notions d’expérience et d’événements aléatoires

Définition A.1: Une expérience aléatoire ¢, est un processus qu’on peut répéter aussi souvent
que l'on veut sous des conditions fixées.

L’ensemble des résultats possibles d’'une expérience aléatoire est caractérisé formellement par
la notion de I'univers €). Son résultat ne peut, par contre, étre prédit avec certitude.
Définition A.2: A toute expérience aléatoire est liée la notion d’événement aléatoire w qu’on
définit comme un sous-ensemble de I'univers {2 correspondant a un énoncé d’une expérience
aléatoire.

Définition A.3: Deux événements w; et w, sont mutuellement exclusifs si dans le cas ou w; se
produit, ws ne se produit pas et vice versa.

Définition A.4: Des événements sont collectivement exhaustifs si leur union donne (2.
Définition A.5 : Une partition est un ensemble d’événements mutuellement exclusifs et collec-

tivement exhaustifs.



Annexe A: Notions fondamentales de la théorie des probabilités

A.1.1 Tribu des événements

L’ensemble de tous les événements possibles définit une tribu 3 (ou une o-algebre) sur 2. Une

tribu [ se dit de toute partition de €2 vérifiant les propriétés suivante:

- B#0
- Siw € [ alors son complémentaire w € [3

~ Si (Wn),,cy €st une suite d’éléments de ¢, alors |J w, € 3
nenN

A.1.2 Espace probabilisé

Définition A.6: L’espace probabilisable lié a I'expérience ¢, est défini par le couple (£2,5) ou
() est 'univers des résultats de ¢, et (§ la tribu des événements liés a ¢,,.
Définition A.7: Soit (€2,/5) un espace probabilisable. Toute application Pr : § — [0 1] qui

vérifie les propriétés ci-dessous, définit la probabilité sur (€2,5).
-Pr(Q)=1

- Pour toute suite (wy,),,. y d’événements deux a deux incompatibles,

(G S

n=0

L’espace probabilisé est alors défini par le triplet (€2,5,Pr).

A.1.3 Probabilité conditionnelle, théorémes de Bayes et des probabili-

tés totales

Définition A.8: Soit (€2,3,Pr) un espace probabilisé et soit ws € (3 un événement de probabilité
non nulle. La probabilité conditionnelle sachant w, est I'application Pr (./ws) : 5+ [0 1] telle

que,
Pr(w; Nws)

Pr (10g) ,Vw, € 5 (A1)

Pr(wy/wy) =

Lorsque la connaissance de la réalisation de I'événement wy n’influe pas sur la probabilité
que I’événement w; se produise, les deux événements w; et wo sont indépendants, c’est-a-dire
Pr (w;/ws) = Pr(wy). Par conséquent, en utilisant la formule de la probabilité conditionnelle,
il advient:

Pr(wy Nwy) = Pr(ws) Pr(ws) ; Ywy,wy € B (A.2)
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La premieére formule du théoreme de Bayes est une application de la probabilité conditionnelle.

Elle est donnée comme suit:

Pr (w; /ws) Pr(wy)
Pr (ws)

Pr (wl/CL)Q) = ,le,wg S 6 (A3)

Théoréme A.1 (de la probabilité totale): Soit wy,ws,...,w, une partition de €2 alors, quel que

soit '’événement w € f3, sa probabilité est donnée par:
Pr(w) = Z Pr (w/wy) Pr (wy) (A4)
k=1

La deuxieme formule du théoréme de Bayes est une conséquence du théoréme de la probabilité

totale. Ainsi,
Pr (w/w;) Pr (w;)

Pr (wi/) =
kz::l Pr (w/wg) Pr (wi)

; Vi=1,...,n (A.5)

A.2 Variable aléatoire

Définition A.9: Soient (£21,53;) et (€22,532) deux espaces mesurables. Une application f : {3 —
(25 est mesurable si I'image réciproque de la tribu )5 est une sous-tribu de €2, c’est-a-dire
Vw € Dy, fH (w) € Q.

Définition A.10: Soit (€2,3,Pr) un espace probabilisé. Une variable aléatoire réelle est définie
par toute application mesurable w — X (w) de (2,/3,Pr) dans R.

Définition A.11: La fonction de répartition d’'une variable aléatoire X de support [x est une

application Fx: Ix C R — [0 1] telle que:
Fx (z) =Pr(X <x) (A.6)

La fonction densité de probabilité notée fx associée a la variable aléatoire X est une fonction

positive, d’intégrale égale a 1/ x et définie par:

Pr(ag.ic§b):/fX(x)das:FX(b)—FX(a) (A7)
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Définition A.12: Les notions suivantes sont définies pour une variable aléatoire X dont la

densité de probabilité est donnée par fy:

- L’espérance mathématique (ou moyenne ou moment d’ordre 1) notée E[.]

px =EX) = [ af(a)ds (A3)
- La variance (ou moment d’ordre 2), écart type et coeflicient de variation

Var [X] = E [(X — pux)?] (A.9)

ox =/ Var|[X] (A.10)

c, =% (A.11)
Hx
— Les moments d’ordre «
EI(X = B = [ (X = E(X))fx (z) da (A1)
Ix

Pour une variable aléatoire réelle, la loi de probabilité est compleétement déterminée par sa
fonction de répartition dont la valeur en chaque réel x est la probabilité que la variable aléatoire
soit inférieure ou égale a x. Les lois gaussiennes et uniformes seront tres utilisées dans la suite

de ce chapitre.

- Loi gaussienne:

1 (x — px)’
T) = ex —_— A.13
frle) = — = p< o (a13)
avec ux = E[X] et Var (X) = o%
- Loi uniforme bornée sur un intervalle [a,b]
L si z €la b]
fx(z)={ b (A.14)
0 ailleurs
(b—a)?

avec pux = 2% et Var (X) =

12

Définition A.13: Un vecteur aléatoire (ou variable vectorielle) réel X est une application X :

2 — I" C R ou n est la dimension de X (n > 2). Les composantes de X sont des variables
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aléatoires, X = (X1,Xs,...,X,,) aveci = 1,...,n.
Définition A.14: Un vecteur aléatoire X défini sur I'espace probabilisé (€2,5,Pr) et a valeur

dans R" est dit du second ordre si:

ENmeﬂ=/WUMWHMM<+w (A.15)

ou || X||* = ;Xf.

A.3 Espace d’Hilbert

Soit (€2,3,Pr) un espace probabilisé. L’espace O des fonctions mesurables de {2 dans R est défini
par:

©={g/g:Q— R} (A.16)

Le produit interne (appelé aussi produit scalaire) (.) sur © est défini comme suit:

(9) = [ () (@) dPr(w) (1)
Q
Soit X (w) une variable aléatoire dont la densité de probabilité est notée fx. L’espace (2 des
fonctions mesurables qui associe a tout élément w C R une valeur dans R et muni du produit
interne (X,Y) = E [XY] définit un espace d’Hilbert noté L*(Q,3,Pr).
Une variable aléatoire X (w) € L*(Q,,Pr) est une variable du second ordre qui vérifie I'équa-

tion (eq.A.15).

A.4 Processus stochastique

Un processus stochastique ou processus aléatoire représente une évolution, généralement dans
le temps, d’une variable aléatoire.

Soit (€2,3,Pr) un espace probabilisé et 7" un intervalle de R. Un processus stochastique X
défini sur (€2,5,Pr) et indexé sur T" a valeurs dans R" est une application telle que: 7' —
LRt — X (tw) = (X1 (tw) ... Xy (1))

ou L°(,R") est 'espace des variables aléatoires définies sur (£2,/3,Pr) a valeurs dans R".
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Le processus X (t,w) sera noté indifféremment X ou encore X;(w), cette derniére notation in-
diquant qu’un processus est en fait une famille de variables aléatoires: pour ¢ fixé, X;(w) est
une variable aléatoire.

Dans la définition du processus, le parametre d’indexation est choisi réel. Lorsque ce parametre
est vectoriel, ¢ € R?, la notion de processus aléatoire est substituée par celle du champ stochas-

tique.

A.5 Processus stochastique du second ordre

Soit X un processus indexé sur 7' = R a valeurs dans R”. Le processus X (t,w) est dit du second

ordre si pour tout ¢ fixé, la variable aléatoire X (¢,w) est du second ordre c’est-a-dire:

vieT: E[||X (t,w)HQ} = / | X (tw)]]* Pr(dw) < 400 (A.18)
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Annexe B

Intégration numérique en utilisant les
polynomes orthogonaux (méthodes de

Gauss)

Les méthodes d’intégration de Gauss utilisent une subdivision particuliere de I'intervalle d’in-
tégration. En effet, elles considérent les points x; comme étant les racines d’une famille de
polynomes orthogonaux. Ces points ne sont pas régulierement espacés contrairement a ceux
considérés par les méthodes d’intégration numérique en utilisant les polyndmes d’interpolation
(Méthode des trapezes, Méthode de Simpson, etc.). Tout d’abord, quelques notions relatives a la

propriété d’orthogonalité sont rappelées [43, 45, 123].

B.1 Produits scalaires

Soit [E un espace vectoriel réel.
Définition B.1: Un produit scalaire sur E est une application E x E — R
(z,y) — (x,y) qui vérifie:

- (r,x) >0,Ve e E, (z,2) =0 2=0

- Vay eR, (ry) = (yx)

- Va2 € E,Va,0 € R, (ax + fy,2) = a(z,y) + 5 (y,2)
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E est dit dans ces cas-1a Euclidien.

Sur I’espace des fonctions continues C'([a,b]) = f : [a,b] — R, le produit scalaire est défini par:

(f.9) = / f(2)g(0)da (B.1)

Définition B.2 : Une norme sur un espace vectoriel réel E est une application: || || : E — R*
telle que :

- |lz[|=0=2=0

- |l +yl < |lz|| + ||y|| (inégalité triangulaire)

- Vo € E,Va e R,

az| = la -

Sur R", les expressions suivantes définissent des normes:

lzll, =) i (B.2)
i=1

], = (Z m,p) (B.3)
i=1

||$HOO :max(’x1|7“'v|xn|) (B'4)

B.2 Bases orthogonales

Dans cette section on considére encore un espace Euclidien (£, (,)).

Définition B.3: Un ensemble de vecteurs {vy,...,v,} C E est une famille orthogonale si les v;
sont orthogonaux entre eux. La famille est alors dite orthogonale. Si de plus, les v; sont unitaires
(i.e de norme égale a 1) alors la famille est dite orthonormée. De facon formelle, une famille de

vecteurs {v1,...,u,} C E est orthonormale si et seulement si:
(vi,vj) = 6;; pourd,j =1,...p (B.5)

0sii#y
1sii=j

Ou ¢;; étant le symbole de Kronecker avec d;; =

La définition B.3 est valable pour I’espace de fonctions continues C([a,b]) = f : [a,b] — R.

Il existe plusieurs familles de fonctions polyndmiales orthogonales. Quelques exemples sont
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donnés ci-dessous.

B.2.1 Polynémes d’Hermite

Les polyndémes d’Hermite monodimensionnels d’ordre n sont des fonctions vérifiant la forme

récursive:

H,1 () =2xH, () — 2nH, 1 (x) (B.6)

avec Hy (z) = 1l et Hy (z) = 2x.

2

La fonction de poids correspondant aux polynémes d’Hermite est donnée par W (z) = e
définie sur |—o0, + o0

L’orthogonalité des polyndmes d’Hermite se traduit par le produit scalaire:

—+00
(H,,H,,) = H, (2) Hy, () e dz = 20 W70 (B.7)

B.2.2 Polynémes de Legendre
Les polynomes de Legendre d’ordre n sont définis par la relation de récurrence suivante:
(n + 1) Ln+1 (I) = (27’L + 1) an ({L‘) - nLn—l (J]) (BS)

avec Lo (x) =let Ly (x) = x.
La fonction de poids correspondant aux polynémes de Legendre est donnée par W (z) = 1
définie sur 'intervalle [—1, 1].

L’orthogonalité des polyndmes de Legendre se traduit par le produit scalaire:
1
2
(Ly, L) = / L, (x) Ly, (x)dx J (B.9)
“1

B.2.3 Polynomes de Laguerre

Les polynomes de Laguerre d’ordre n sont définis par la relation de récurrence suivante:

(m+1) Ly (z) = 2n+1—2) L, (x) —nL,—; (x) (B.10)
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avec Lo (z) =1let Ly (z) =1—x.
La fonction de poids correspondant aux polyndomes de Legendre est donnée par W (z) = 1
définie sur l'intervalle [—1, 1].

L’orthogonalité des polynémes de Laguerre se traduit par le produit scalaire:

—+o00

(L L) = / L, () Ly, () e *dz = dpm, (B.11)
0

B.3 Méthode de quadrature de Gauss

Dans le domaine mathématique de I’analyse numérique, les méthodes de quadrature sont des
approximations de la valeur numérique d’une intégrale. En général, on remplace le calcul de
I'intégrale par une somme pondérée prise en un certain nombre de points du domaine d’inté-
gration. La méthode de quadrature de Gauss est une méthode de quadrature exacte pour un
polynome de degré 2n "1 avec n points pris sur le domaine d’intégration. Si ce dernier est (a,b),

les méthodes sont de la forme:
b n
= [f@w@de=Y ws (@) ®B.12)
i=1

ou @ : (a,b) — RT est une fonction de pondération, qui peut assurer I'intégrabilité de f.
Les w; sont appelés les coefficients de quadrature (ou poids). Les points z;, ou noeuds, sont
réels, distincts, uniques et sont les racines de polyndémes orthogonaux pour le produit scalaire
(f,g9) = fb f () g (z) w (x) dx. Les poids et les noeuds sont choisis de facon a obtenir des degrés
d’exactitclllde les plus grands possibles.

Les formules de Gauss jouent un role fondamental dans la méthode des éléments finis. Le do-
maine d’intégration et la fonction de pondération déterminent le type de la quadrature de Gauss.

Le tableau B.1 résume les situations les plus communes:

Domaine d’intégration (a,b) Fonction de pondération cw(x) Famille de polynomes orthogonaux

[-1,1] 1 Legendre
[0, + oo e Laguerre
] — 00, + o0 e Hermite

Tableau B.1: Principales configurations de quadrature de Gauss
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Une fois le type de quadrature choisi, la formule a n points s’écrit:

I(f) =" wif (x;) (B.13)

Les noeuds sont déterminés comme les n racines du nieme polyndéme orthogonal associé a la
formule de quadrature (polynomes de Legendre pour la formule de Gauss-Legendre, etc.). On
définit 'erreur comme F (f) = |I — I (f)]. Le degré d’exactitude d’une formule de quadrature
est le degré le plus élevé de la famille des polynémes annulant £(f). On a le résultat suivant:

une formule a n points admet un degré d’exactitude de 2n — 1.

B.3.1 Méthode de Gauss-Legendre

Pour le probleme d’intégration le plus classique, on utilise la méthode de Gauss-Legendre. 11

ime

s’agit d’intégrer la fonction f sur l'intervalle [—1,1]. Les n noeuds sont les racines du n

polynome de Legendre, P, (), et les coefficients sont donnés par I'une ou 'autre égalité:

= —2 = 2 (B.14)
O T ) Pl (1) Port (21) (1= 22) Plo(a:)? '

On peut aussi remarquer que la somme des coefficients est égale a 2. Le tableau B.2 donne
I’ensemble des informations pour réaliser le calcul approché de I pour les formules a un, deux

et trois points.

Nombre de points n  Poids (w;) Points (z;) Polynome de Legendre

1 2 0 T

2 11 —V/1/3./1/3 (3z% —1) /2
3 5/9,8/9,5/9 —+/3/5,0,/3/5 (523 — 3x) /2

Tableau B.2: Information sur le calcul approché de I'intégrale 1
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B.3.2 Méthode de Gauss-Laguerre

Cette formule est associée au poids w (z) = e~* sur |0, + oo[. Les n noeuds sont les racines du

nieme polynome de Laguerre L,, et les coeflicients sont:

_ 1 B.15
T ) I () Lo (a2 (B.15)

B.3.3 Méthode de Gauss-Hermite

Sur R =] — 00, + 00|, la formule de Gauss-Hermite est caractérisée par la pondération w (x) =
— 2 . . , . i A
e~"". Pour une formule a n points, les x; sont calculés comme les racines du n'”* polynéme

d’Hermite f,; quant aux pondérations, elles sont obtenues a partir de:

2ntin /7
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Annexe C
Algorithme d’optimisation SQP

La méthode de programmation quadratique séquentielle (SQP) est I'une des méthodes les plus
utilisées de 'optimisation non-linéaire pour résoudre un tel probléme. Elle est trés robuste et
tres efficace [60]. Historiquement, cet algorithme peut étre vu comme une extension de la mé-
thode de Newton permettant d’intégrer des contraintes. Un tel probléme peut étre écrit sous la
forme suivante:

min f(x)

x
st ge(x) <0, k=1, K (C.1)
hij(z)=0,5=1,...J

ou f est la fonction objectif, h = (hi(z),...,h;(x))" est le vecteur des contraintes d’égalités et
g = (91(),....g5 (z))" est celui des contraintes d’inégalités.

Il est courant d’introduire SQP comme une telle extension avant d’expliciter les principales
différences avec la formulation actuelle. Considérons en premier que le probleme a résoudre ne

comporte que des contraintes d’égalité:

min f(x)
v (C.2)
st. he(z)=0,k=1, K

La méthode SQP est basée sur la creation d’une suite de vecteur convergeant vers la solution :

mit-i—l — l’it + ad(it) (C3)
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A chaque étape it, le probléme initial est alors approché par un probleme quadratique. Cette
approximation doit étre construite de fagon a produire une suite qui converge rapidement vers
la solution du probleme. Dans le cadre sans contrainte, la méthode de Newton satisfait ces
criteres. C’est donc tout naturellement que cette méthode est adaptée. Considérons pour cela le

lagrangien L du probléme (eq.C.2):

L(z,\) = f(x) + N h(z) (C.4)

ou \ est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange et h est le K-vecteur dont la compo-
sante k contient la fonction h(z). Notons également A(x) la matrice jacobienne de ce vecteur
des contraintes h. L’application des conditions Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [60] du probléme
(eq.C.2) a ce lagrangien donne un systéme F"

Fan = |V (@) +A@N _ (C.5)

h(x)
Sous certaines hyphothéses liées a 'indépendance des contraintes, le couple (z*,\*) solution du
probléme initial vérifie également 1’équation (eq.C.5). Le principe fondamental de la méthode
SQP consiste a résoudre ce systéme par la méthode de Newton. Le jacobien du systéme est
donné par:
W A(x)
A(z) 0

(C.6)

ou W = V2 _L(x,)\) est le hessien du lagrangien. La direction de descente d* introduite dans

I’équation (eq.C.3) est donnée par:

-1
. d! Wit A (2 .
gt = (B o | VAR p e )
di A (z") 0
Sous certaines conditions, I'itération de ce procédé fournit un algorithme convergent et perfor-

mant. Cette premiére approche est souvent appelée méthode de Newton-Lagrange. La méthode

SQP est une variante de ce schéma. Elle est basée sur une interprétation alternative du systeme
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(eq.C.7). Al'itération (xit,)\it)t, on introduit le sous-probléme quadratique de la forme suivante:

min p'Wip 4+ Vf (x“)t P
b (C.8)
s.t. A(:Eit)p+h(:pit) =0,k=1.,K

Les conditions d’optimalité permettent de mettre en correspondance les solutions (p*,.*) de ce
probléme quadratique avec les solutions du systéme linéaire (eq.C.7). Ces conditions impliquent
en effet les équations dif = p* et N1 = y*. Autrement dit, & chaque itération, la direction de
descente et les nouvelles valeurs des multiplicateurs de Lagrange peuvent étre obtenues en ré-
solvant le systéme quadratique (eq.C.8). Dans [124], les auteurs soulignent I'intérét de pouvoir
calculer ces grandeurs de deux facons différentes: d’'une part, le point de vue de la méthode de
Newton est pratique a des fins d’analyse; d’autre part, la résolution du programme quadratique
permet de définir un nouvel algorithme et d’étendre la méthode au cadre des contraintes d’in-
égalité. De nombreuses méthodes numériques permettent en effet de résoudre efficacité de tels
problemes quadratiques. Lorsque des contraintes d’inégalités doivent également étre prises en

compte, le sous-probléme a résoudre devient alors:

Hgn ptWitp+ Vf (xit)tp

st. A (@) p+gi (%) >0, k

1, K (C.9)
Aj (I'Zt) yy + hj (l’Zt) ..,J

0,7=1,

ou Ay, et A; sont les matrices jacobiennes des vecteurs g, et h; respectivement.

Comme pour la méthode de Newton, ’algorithme SQP peut diverger si le point initial n’est suf-
fisament proche de I'optimum. Ce schéma est donc souvent qualifié de ’local’. Comme pour les
algorithmes n’intégrant pas les contraintes, il est possible de renforcer les propriétés de conver-
gence de la méthode en le couplant a une étape de calcul du pas ou de région de confiance. De
plus, a 'instar des méthodes de quasi-Newton, il est possible de remplacer I’évaluation couteuse

du hessien par le calcul d’'une matrice approchée [124].
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