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Chapitre 1
Introduction générale

Depuis plusieurs décennies, le probléme de 'estimation d’état, communément appelé obser-
vation, est un probléme d’automatique inhérent et essentiel dans I’étude des systémes linéaires
et non linéaires. Concrétement, ’étude de la dynamique d’un systéme physique donné est en
bonne partie permise grace a la mesure de ses grandeurs physiques. Cependant, de nombreuses
raisons (colit ou incapacité de mesurer une grandeur par exemple) nous poussent a ne mesurer
que certaines des grandeurs physiques du systéme d’étude. L’observation des systémes est le
domaine permettant d’estimer les grandeurs qui ne sont pas mesurées, et 'observateur est
I’outil mathématique faisant office de capteur logiciel, permettant de collecter une estimation
de I’état inconnu recherché. Cette estimation ne peut se faire en général qu’avec une connais-
sance du modéle du systéme étudié, mais aussi par la connaissance des différentes sorties et
entrées de ce dernier. Une intense activité de recherche a ainsi été consacrée a travers le monde
a I'étude de ce probléme d’observation et & la synthése d’observateurs qui en résulte, pour

différents types de systémes.

Il existe dans la littérature de nombreuses approches permettant de concevoir des observateurs
que ce soit dans le cas linéaire ou dans le cas non linéaire. Les premiéres approches historiques
ont d’abord concerné les systémes linéaires invariant dans le temps, avec le trés populaire filtre
de Kalman (KALMAN 1960) et I'observateur de Luenberger (LUENBERGER 1971). La popula-
rité du filtre de Kalman résulte directement de sa simplicité d’implémentation, qui constitue
un atout majeur notamment dans I'industrie. Néanmoins, le filtre de Kalman ne garantit pas,
pour les systémes non linéaires, une convergence asymptotique de ’erreur d’observation. De
nombreux travaux se sont ensuite intéressés aux systémes non linéaires. L’approche de la linéa-
risation de l'erreur d’observation (KRENER et ISIDORI 1983 ; KRENER et RESPONDEK 1985 ;
X1A et GAO 1989 ; Hou et PUGH 1999 ; GUAY 2002 ; SOULEIMAN et al. 2003 ; BOUTAT et al.
2009 ; TamI et al. 2016) forme I'un des points de départ de ’étude de la synthése d’observateur
pour le cas non linéaire. Cette approche a la particularité de mettre le systéme non linéaire

sous une forme ou le systéme est affine selon ’état et ou les non-linéarités ne dépendent que



de V'entrée et de la sortie par un changement de coordonnées approprié, permettant ainsi
de synthétiser un observateur de Luenberger. Cependant, cette approche ne délivre pas une
transformation systématique et la recherche d’une telle transformation permettant de linéari-
ser I'erreur d’observation n’est pas forcément aisée. Une seconde approche pour les systémes
non linéaires, basée sur les LMI (Linear Matrix Inequality), est une autre méthode populaire
permettant de transformer un probléme d’observabilité en un probléme de résolution de LMI
(RAJAMANI 1998 ; ZEMOUCHE et BOUTAYEB 2009). Cependant, cette approche ne propose
pas de conditions exploitables permettant d’assurer la faisabilité des LMI. Cette derniére doit
ainsi étre vérifiée a priori et ce numériquement (ARCAK et KOKOTOVIC 2001). Une troisiéme
approche, appelée platitude, utilise I’algébre différentielle pour exprimer les états non mesurés
en fonction des signaux mesurés, a savoir les entrées et les sorties (FLIESS et al. 2008). Une
quatriéme approche est basée sur le calcul d’intervalles (EFIMOV et RAfssI 2016; MOISAN
et al. 2009; RATssSI et al. 2012; MAZENC et al. 2012). Enfin, une derniére approche pour le
cas des systémes non linéaires est basée sur les formes canoniques d’observabilité. Ce concept
vient naturellement du fait que 'observabilité des systémes non linéaires dépend de 'entrée
(SUSSMANN 1978). L’observabilité pour toute entrée a notamment longuement été considérée
et une condition nécessaire et suffisante permettant la caractérisation des systémes & une en-
trée et une sortie a été trouvée dans le cas ot le systéme est affine en la commande (GAUTHIER
et al. 1992). En particulier, un difféomorphisme a été proposé dans (GAUTHIER et al. 1992)
permettant de transformer le systéme uniformément observable et affine en la commande sous
une forme canonique d’observabilité ou la partie non linéaire est triangulaire selon ses nou-
velles coordonnées. Dans le cas ou le systéme considéré est Lipschitz, il est alors possible de
concevoir un observateur grand gain dont ’erreur d’observation sous-jacente converge expo-
nentiellement vers zéro. Néanmoins, pour le cas des systémes multi-sorties, la recherche d’une
forme canonique reste un probléme ouvert. Plusieurs structures générales de systémes MIMO
(Multiple-input /multiple-output) uniformément observables ont ainsi été proposées dans la
littérature (DEZA et al. 1992; GAUTHIER et KUPKA 1994; RUDOLPH et ZEITZ 1994 ; Bu-
SAWON et al. 1998 ; HOu et al. 2000 ; SHIM et al. 2001 ; HAMMOURI et FARZA 2003 ; FARZA
et al. 2004 ; BESANGON et TICLEA 2007 ; HAMMOURI et al. 2010 ; FARZA et al. 2011 ; DUFOUR
et al. 2012; BORNARD et HAMMOURI 2002; GRIP et SABERI 2012). Les travaux présentés
tout au long de ce manuscrit de thése aborderont la synthése de type grand gain & travers des

systémes uniformément observables.

Les travaux cités précédemment ont été réalisés dans le cas de systémes sans retard et ou la
sortie est disponible en temps continu. Cependant, dans la pratique, les sorties peuvent éven-
tuellement n’étre disponibles qu’a certains instants précis de temps (sorties échantillonnées),
et le systéme considéré peut étre soumis a un retard (potentiellement variant dans le temps).
Certains auteurs se sont intéressés au probléme de la synthése d’'une commande pour des sys-

témes linéaires a temps variant dont I’entrée est soumise a un retard (BRESCH-PIETRI et al.



2012 ; BRESCH-PIETRI et al. 2018). En particulier, les auteurs dans (BRESCH-PIETRI et al.
2012) proposent une commande adaptative estimant des paramétres inconnus du modéle et
rejetant des perturbations d’entrée, le tout via une entrée soumise & un retard constant. Dans
(BRESCH-PIETRI et al. 2018), les auteurs s’intéressent au cas d’une entrée soumise a un retard
variable continu par morceaux et dont la dérivée par rapport au temps peut étre plus grande
que 1, en contournant notamment le probléme de causalité induit par cette derniére condition.
D’autres auteurs se sont intéressés a la problématique d’un systéme dont I’état est soumis a
un retard. C’est le cas notamment de (KADER et al. 2018) ou les auteurs ont considéré le
probléme d’inversion & gauche d’un systéme non linéaire dont 1’état est soumis & un retard
constant. En particulier, ce probléme consiste, a partir des états du systéme, & reconstruire
I’entrée qui a permis d’obtenir ces états. Le probléme de la synthése d’observateurs avec retard
sur la sortie a également été minutieusement examiné dans (KRrISTIC 2009) pour des systémes
linéaires. Des observateurs ayant une structure en cascade ont été proposés dans (BESANGON
et TICLEA 2007 ; GERMANI et al. 2002 ; KAZANTZIS et WRIGHT 2005 ; VAFAEI et YAZDAN-
PANAH 2016) pour des systémes non linéaires exhibant un retard arbitrairement grand sur la
sortie. L’observateur en cascade (prédicteur) est composé d'une chaine de sous-systémes ou
chaque sous-systéme prédit ’état du sous-systéme précédent dans la chaine. Cette prédiction
est effectuée sur un horizon dont la longueur est égale & une fraction du retard initial, de
sorte que I'état du dernier sous-systéme fournisse une estimation de 1’état réel du systéme.
L’observation des systémes non linéaires soumis a des perturbations inconnues et & des sorties
retardées reste cependant un probléme difficile & résoudre. Une classe de systémes incertains
uniformément observables avec sortie retardée a été considérée dans (FARZA et al. 2018). Un
observateur en cascade a d’abord été proposé dans le cas oul les mesures de sortie sont dis-
ponibles en temps continu, puis une re-synthése a été réalisée dans 'objectif de prendre en
compte le processus d’échantillonnage des mesures de sortie. D’un point de vue fondamental,
il a été démontré que la limite ultime de 'erreur d’estimation asymptotique est une fonction
décroissante de la longueur de la cascade. Enfin, les auteurs dans (CLERGET et al. 2017) se
sont intéressés & un systéme en boucle fermée ot la sortie est soumise & un retard relativement
grand, variant dans le temps et incertain. Ils ont notamment donné des résultats de conver-

gence et de robustesse du systéme considéré.

Les résultats mentionnés ci-dessus ont été obtenus en supposant que les mesures retardées de
sortie sont exclusivement disponibles sous forme continue ou selon un processus d’échantillon-
nage approprié. Une re-synthése des observateurs proposés est ainsi toujours nécessaire pour
tenir compte de la nature des mesures de sortie (retardées) disponibles. En outre, la plupart
des résultats disponibles concernant les sorties retardées ont été consacrés au cas des retards
constants. Dans (CACACE et al. 2014), une classe de systémes uniformément observables avec
de longs retards variables dans le temps a été proposée. Les auteurs ont ainsi considéré une

partition non uniforme du retard variable dans le temps et ont proposé un observateur en



cascade constitué de m systémes dynamiques enchainés et congus de sorte que le premier
sous-systéme de la cascade fournisse une estimation de 1’état actuel du systéme. Cependant,
afin de tenir compte des variations du retard variable, la structure du terme correcteur im-
pliqué dans chaque systéme n’est pas fixée comme dans le cas du retard constant, mais elle
est mise & jour de maniére appropriée en fonction des valeurs instantanées du retard. Dans
(FARZA et al. 2015), les auteurs ont proposé une solution innovante traitant les retards va-
riables dans le temps de la méme maniére que les retards constants. L’idée fondamentale est
d’introduire un retard supplémentaire sur la sortie retardée disponible de telle sorte que le
retard global résultant soit constant et égal au maximum du retard variant dans le temps

appliqué a la sortie originale.

La premiére contribution de ce manuscrit de thése a proposé d’étendre, dans quatre directions,
les résultats de (FARzA et al. 2018) pour des systémes MIMO uniformément observables et
soumis & des incertitudes dans le but de proposer un contexte de synthése unifié des observa-
teurs de type grand gain. Le résultat primordial de cette contribution consiste a considérer tous
les cas possibles issus du processus d’acquisition des mesures de sortie. En d’autre termes, les
sorties retardées (ou non) ne sont plus supposées disponibles exclusivement sous une forme fixe
(mesures continues uniquement ou mesures échantillonnées uniquement a l'instar de (FARzA
et al. 2018)). Plus précisément, les mesures de sortie sont désormais supposées vérifier I'un

des cas suivant pour chaque intervalle de temps d’une partition de temps considérée :
— Mesures non retardées disponibles en temps continu
— Mesures disponibles en temps continu retardées par un retard variable dans le temps
— Mesures non retardées échantillonnées
— Mesures échantillonnées et retardées par un retard variable dans le temps

Nous appelons dans la suite de ce manuscrit processus d’acquisition des mesures de sortie
le processus permettant d’obtenir des mesures de sortie sous I'une des quatre formes précé-
dentes. C’est dans ce cadre trés général d’acquisition des mesures de sortie que nous proposons
la synthése d’un observateur grand gain dans cette contribution. Il convient de souligner trois
caractéristiques importantes dans le cadre du processus d’acquisition des mesures de sortie.
Premiérement, la synthése de I'observateur dans le cas d’un retard sur la sortie arbitrairement
petit a été particuliérement allégée dans la mesure ot la structure en cascade n’est plus néces-
saire. En effet, nous avons montré qu’il est possible de traiter la synthése de I'observateur dans
le cas d’un retard relativement faible en utilisant un observateur ayant la méme dimension
que le systéme considéré contrairement a (FARZA et al. 2018) ou la structure en cascade est
requise quelle que soit la valeur du retard de sortie. Deuxiémement, le retard de sortie variable
dans le temps a également été considéré contrairement & (FARZA et al. 2018) ou ce dernier est
supposé constant. A I'image de ce qui a été proposé dans (FARZA et al. 2015), le probléme du

retard variable dans le temps a été transformé en un probléme de retard constant grace a une



procédure appropriée. Enfin, tous les résultats précédents ont été adaptés au cas multi-sorties

ol chaque sortie est soumise & un retard et un échantillonnage potentiellement différents.

La synthése d’observateurs grand gain, essentiellement motivée par des considérations de sim-
plicité de mise en ceuvre, comporte trois limites qu’il convient de souligner. La premiére limite
qui résulte naturellement de ce type de synthése consiste en des problémes numériques pour les
systémes de grande dimension lorsque des valeurs relativement élevées du gain d’observation
sont requises. La deuxiéme limite réside dans la sensibilité au bruit de mesure de la sortie.
Cette derniére découle naturellement du fait que le terme correcteur de I'observateur grand
gain est le produit du gain de l'observateur par ’erreur d’observation de sortie, c’est-a-dire
la différence entre la sortie estimée par ’observateur et la sortie mesurée. Le signal résultant
intervenant dans le terme correcteur est ainsi de plus en plus amplifié lorsque le gain d’obser-
vation augmente, fournissant ainsi des estimations d’état trés bruitées, voire non-exploitables.
La derniére limite liée & la synthése grand gain est le phénomeéne caractérisé par de grandes
amplitudes dans le régime transitoire de la convergence de 1’observateur de type grand gain,

appelé phénoméne du ’pick’.

Plusieurs solutions ont ainsi été proposées dans le but de réduire la sensibilité au bruit de
mesure de 'observateur grand gain. Les solutions fondatrices sont généralement basées sur
un gain variant dans le temps qui est mis a jour de maniére appropriée en tenant compte des
exigences de stabilité et de convergence (AHRENS et KHALIL 2009 ; BO1ZOT et al. 2010 ; OUE-
DER et al. 2012 ; SANFELICE et PRALY 2011 ; ALESSANDRI et ROssI 2015). Plus récemment,
un observateur grand gain dont le gain d’observation est petit, dit observateur grand gain
'low power’, a été proposé dans (ASTOLFI et MARCONI 2015) pour une classe de systémes
non linéaires & une sortie et de dimension n > 3. La pierre angulaire de cette contribution
consiste a limiter la puissance impliquée dans le gain de 1'observateur & 2, améliorant ainsi la
performance de ’observateur vis-a-vis du bruit de mesure sur la sortie. Deux caractéristiques
de 'observateur proposé méritent alors d’étre mentionnées. Premiérement, la dimension de
I'observateur est égale & 2(n — 1) ou n est la dimension du systéme original. Deuxiémement,
I’observateur fournit une estimation de la premiére et de la derniére composante de I’état du
systéme ainsi que deux estimations pour chaque composante intermédiaire de 1'état. Cette
synthése particuliére a ensuite été reconsidérée dans (ASTOLFI et al. 2016) et (TEEL 2016) ou
un contexte de synthése incorporant des saturations a été proposé dans le but de limiter le
phénomeéne du ’pick’ énoncé plus haut. Un autre observateur grand gain récent ayant la méme
dimension que le systéme original et ol la puissance du gain de 'observateur est limitée & 1 a
été proposé dans (KHALIL 2017) pour la méme classe de systémes considérés dans (ASTOLFI
et al. 2016). Comme dans (ASTOLFI et al. 2016) et (TEEL 2016), des fonctions de saturation

imbriquées ont été utilisées dans le but de limiter le phénoméne du ’pick’.



La deuxiéme contribution proposée dans ce manuscrit de thése a consisté & proposer un nou-
vel observateur grand gain filtré dans ’objectif de réduire la sensibilité au bruit de mesure.
Le nouvel observateur filtré se distingue des observateurs 'low power’ cités plus haut par sa
simplicité d’implémentation et ses capacités de filtrage. La structure de 'observateur filtré
proposé se décompose en deux sous-systémes, chacun ayant la méme dimension que le sys-
téme original. La dynamique du premier sous-systéme, dont les états sont les estimations du
systéme original, est une copie du systéme original avec un terme correctif qui dépend de I’état
du second sous-systéme. Ce dernier est un filtre linéaire dont ’entrée est ’erreur d’observa-
tion de sortie, c’est-a-dire la différence entre la sortie estimée et la sortie mesurée. Le gain de
I’observateur filtré résultant est constant et une approche systématique pour le calculer est
donnée. L’application de ce nouvel observateur au cas de mesures échantillonnées a ensuite

été considérée, ol une re-synthése a été effectuée.

Comme cela a été dit au début de cette introduction, la recherche d’une forme canonique
d’observabilité pour les systémes non linéaires multi-sorties reste un probléme ouvert. De
nombreux auteurs se sont dans cette optique intéressés aux systémes observables pour toute
entrée. Parmi les multiples définitions existant de 1’observabilité des systémes non linéaires,
beaucoup pensent que 'observabilité pour toute entrée est une extension logique de ’'observa-
bilité des systémes linéaires. A terme, les auteurs s’intéressant au probléme de 1’observabilité
pour toute entrée pour les systémes non linéaires & sorties multiples ont pour objectif de
caractériser I'ensemble des systémes observables pour toute entrée par une forme canonique
d’observabilité, & l'instar de ce qui a été fait dans (GAUTHIER et al. 1992) dans le cas mono-
sortie et affine en la commande. En particulier, la forme canonique exhibée dans ce dernier
cas est constituée d’une partie linéaire en 1’état du systéme auquel on a appliqué la matrice
anti-décalage, et d’une partie non linéaire, triangulaire selon I'état du systéme et affine en
la commande. Dans (GAUTHIER et KUPKA 2001), les auteurs ont alors généralisé les résul-
tats de (GAUTHIER et al. 1992) dans le cas ou la partie non linéaire n’est pas affine en la
commande, complétant de ce fait I’étude sur les systémes mono-sortie. Les systémes non li-
néaires posent, eux, plus de problémes, et seules des formes normales d’observabilité pour
toute entrée ont été établies jusqu’a présent dans la littérature. Une premiére étape a consisté
a reprendre la forme introduite dans (GAUTHIER et al. 1992) et a ’adapter dans le cas MIMO
(HAMMOURI et FARZA 2003). Le résultat obtenu consiste alors a regrouper toutes les sorties
un seul bloc, et les dérivées successives de ces derniéres sont données par les blocs suivants.
La matrice anti-décalage résultante est ainsi une matrice anti-décalage par bloc et la par-
tie non linéaire est triangulaire par rapport aux blocs d’états. Un autre axe de travail a été
fourni par (SHIM et al. 2001), ou les auteurs considérent cette fois le cas ou chaque sortie
est associée, avec ses dérivées successives, & un bloc donné. Notons cette fois-ci que la partie
non linéaire est triangulaire selon les états dans le bloc considéré et selon les blocs d’états.

Malgré tout, ces deux travaux ne fournissent pas une forme canonique d’observabilité, mais



bien deux formes normales, différentes et qui se complétent. Cela signifie qu’aucune de ces
deux formes ne généralise I'autre. Plus récemment, d’autres formes ont été proposées dans le
but d’étendre ces résultats. C’est le cas notamment de (HAMMOURI et al. 2010) qui propose
plusieurs conditions suffisantes structurelles sur les non-linéarités du systéme & plusieurs sor-
ties considéré permettant d’assurer I’observabilité pour toute entrée de ce dernier. Une autre
forme normale plus générale, décrite dans (FARZA et al. 2011), reprend la forme triangulaire
par bloc introduite dans (SHIM et al. 2001) en permettant, en plus, a la derniére dynamique
de chaque bloc de dépendre de tout I’état du systéme considéré. Malgré cela, cette forme ne
constitue toujours pas une forme canonique dans la mesure ou certains systémes observables
pour toute entrée ne peuvent pas se mettre sous cette derniére forme. En réalité, la forme
normale la plus générale actuellement a été proposée dans (BORNARD et HAMMOURI 2002)
via une approche par graphe. Plus précisément, on associe & chaque systéme un graphe, qui,
si le systéme est observable pour toute entrée, ne contient pas de cycle. Cette derniére forme
normale a la particularité de contenir la forme introduite dans (FARzA et al. 2011) mais
aussi une autre forme introduite dans (GRIP et SABERI 2012) et également basée sur une ap-
proche graphique. Cependant, les auteurs dans (BORNARD et HAMMOURI 2002) ne proposent
pas une approche systématique permettant de synthétiser simplement un observateur grand

gain pour I'ensemble de la classe de systémes introduite dans (BORNARD et HAMMOURI 2002).

Notre derniére contribution de ce manuscrit de thése a consisté a étendre la synthése a grand
gain standard sur la plus large classe possible de systémes non linéaires MIMO uniformément
observables. Nous avons ainsi repris la classe de systémes introduite dans (BORNARD et HAM-
MOURI 2002), i.e. la forme normale la plus générale actuellement. Plus précisément, en nous
basant sur les définitions (notamment celles en lien avec le graphe d’uniforme observabilité)
introduites dans (BORNARD et HAMMOURI 2002), nous avons réécrit cette forme normale sous
une autre forme qui ne va pas sans rappeler la forme normale introduite dans (FARZA et al.
2011). Nous avons ensuite proposé une immersion de cette réécriture permettant par la suite
de synthétiser un observateur grand gain sur I’ensemble de la classe de systémes considérée.
L’objectif futur de cette derniére contribution consiste a adapter cette forme normale au cas

ou le systéme considéré est soumis au processus d’acquisition des mesures mentionné plus haut.

Ce manuscrit de thése est organisé en 6 chapitres dont 'introduction et la conclusion, ainsi

que de deux annexes A et B.

Le deuxiéme chapitre propose un état de I’art sur l’observabilité et ’observation des systémes
non linéaires. Un ensemble de définitions est donné pour une bonne compréhension de ce ma-
nuscrit, et plusieurs exemples de synthése d’observateurs, notamment des observateur grand
gain, y ont été proposés. Enfin, les limites de 'observateur grand gain sont illustrées & travers

un exemple pour une bonne compréhension des problémes en jeu.



Le troisiéme chapitre, pour une classe de systémes non linéaires MIMO uniformément ob-
servables ol les sorties sont regroupées dans un seul bloc, traite le probléme des mesures
disponibles dans le cadre du processus d’acquisition des mesures de sortie. Un lemme tech-
nique constituant la clé de votite du probléme du retard variable et de 1’échantillonnage est
d’abord fourni. Une premiére synthése a été considérée dans le cas ou les mesures de sortie ne
sont pas retardées, mais peuvent étre continues ou échantillonnées selon le processus d’acqui-
sition des mesures. Ce résultat est ensuite étendu au cas d’un retard variable dans le temps
relativement petit. Le cas du retard arbitrairement long est ensuite traité, d’abord sous sa
forme constante, via une structure en cascade. Ce dernier est ensuite considéré comme étant
variant dans le temps, et une procédure appropriée permettant de reformuler le probléme
du retard variable dans le temps en un probléme de retard constant et arbitrairement long
est ensuite donnée, permettant ainsi d’effectuer directement la synthése de ’observateur en
exploitant I’approche suivie dans le cas constant. Enfin, tous ces résultats ont été adaptés au
cas oll chaque sortie est soumise & un retard et un échantillonnage potentiellement différents.
Deux exemples de simulation sont finalement fournis selon la nature du processus d’acquisi-

tion des mesures de sortie considéré.

Le quatriéme chapitre s’organise autour de la synthése d’un nouvel observateur grand gain fil-
tré pour une classe de systémes non linéaires SISO (Single-input /single-output) uniformément
observables. Dans un premier temps, un lemme technique fournissant une procédure systé-
matique et simple pour assigner arbitrairement les poles de 1’observateur filtré est proposé.
La synthése de 'observateur filtré est ensuite donnée pour des mesures de sortie disponibles
en temps continu. Une comparaison avec 1'observateur ’low power’ donné par (ASTOLFI et
MARCONI 2015) puis une étude détaillée de la sensibilité au bruit de mesure de 1'observateur
filtré proposé, dans un particulier linéaire a 'instar de (ASTOLFI et MARCONI 2015), sont
ensuite proposées. Enfin, 'observateur grand gain filtré a été re-synthétisé dans le but de
prendre en compte ’échantillonnage de la sortie, et une extension de I'observateur filtré au
cas multi-sorties est détaillée, dans le cas ol les sorties sont regroupées dans un seul bloc.
Plusieurs exemples (oscillateur forcé de Van Der Pol, bioréacteur) ont servi d’illustration en

fin de chapitre afin de souligner les performances de ’observateur filtré.

Le cinquiéme chapitre s’articule autour de la forme normale d’observabilité introduite dans
(BORNARD et HAMMOURI 2002) et vise & la réétudier sous un autre angle. Aprés avoir rap-
pelé la définition du graphe d’uniforme observabilité introduit dans (BORNARD et HAMMOURI
2002), nous avons proposé de réécrire le systéme introduit dans (BORNARD et HAMMOURI
2002) sous la forme d’étages, appelés passes, dans l'optique de mettre en exergue le caractére
observable pour toute entrée de la classe de systémes étudiée. Une écriture sous la forme de

passes via un formalisme similaire & ce qui a été introduit dans (FARZA et al. 2011) a alors été
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proposé, puis une immersion de cette derniére forme a été donnée en vue d’une synthése grand
gain. Deux lemmes techniques similaires a ce qui a été démontré dans (FARZA et al. 2011) ont
alors été fournis afin de prouver la convergence de I'observateur. Un exemple traitant d’un

réseau de réservoirs interconnectés est enfin proposé a but illustratif.

Ce manuscrit de thése se clot par une conclusion globale mettant en avant les différents points

évoqués au fil des chapitres et proposant un ensemble de perspectives pour les travaux futurs.
Enfin, ’annexe A rappelle I'une des formes normales d’observabilité uniforme les plus générales

existant actuellement, et I’annexe B rassemble plusieurs lemmes techniques utilisés dans les

chapitres 3 et 4, mis de coté dans une optique de clarté du manuscrit proposé.
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Chapitre 2

Notions d’observabilité pour les

systémes non linéaires

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de donner les définitions clés de I’'observabilité et de I’'observation
des systémes non linéaires dans 'optique d’une lecture agréable de ce manuscrit de thése. Dans
la section 2.2, aprés avoir rapidement défini ce qu’est un observateur, il convient de donner tout
un ensemble de définitions sur ’observabilité des systémes non linéaires pour mieux apprécier
les subtilités, en 'occurrence ce qui concerne ’observabilité pour toute entrée. Nous donnons
ensuite dans la section 2.3 un apergu de synthéses possibles d’observateurs. Nous mettons en
particulier I’accent sur la synthése grand gain, famille d’observateurs que nous avons choisi
d’utiliser tout au long de ce mémoire. Enfin, nous proposons dans la section 2.4 de souligner
quelques limites importantes (bruit de mesure, phénoméne du ’pick’) de la synthése grand

gain par le biais d’un exemple illustratif.

2.2 Observabilité

Nous allons dans cette section introduire le concept clé d’estimation d’état d’un systéme
dynamique et donner des définitions élémentaires dans la compréhension de la suite de ce

manuscrit.

2.2.1 Estimation d’état

Un estimateur d’état, ou observateur, est un algorithme permettant de reconstruire des va-
riables d’état d’un systéme dynamique en exploitant les mesures des différentes entrées et
sorties de ce dernier. Un observateur peut étre vu comme un capteur logiciel, jouant un role

similaire a celui d’un capteur physique, mais pour une grandeur non mesurée. Nous considé-
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2.2. Observabilité

rons dans ce qui suit le systéme dynamique suivant :

i) = f(ult)o)
SYS .
Y {y<t> — b)) 21

o l'état x(t) € X est une variété analytique de dimension n de classe C*, i.e. X C IR",

e uclU C R™ et y € IRP sont respectivement 'entrée et la sortie du systéme (2.1),

hy

e le champ de vecteurs f,(z) = f(u,z) et la fonction h = : sont de classe C*° sur X.
hg

Un observateur est un systéme dynamique qui permet donc d’estimer 1’ensemble de I'état z(t)

du systéme (2.1) par la connaissance de la sortie y(t), de I'entrée u(t) et du modeéle du systéme

(2.1). Un observateur peut étre schématisé par la figure 2.1.

u(t) y()

> Systeme >

Modele du
Systeme

y

Observateur

|

(t)

FIGURE 2.1 — Schéma fonctionnel d’un estimateur d’état

Un observateur pour un systéme non linéaire de la forme (2.1) est généralement donné par le

systéme dynamique suivant

(2.2)

L’observateur (2.2) est composé de deux termes additifs : le premier correspond & une copie
du modéle du systéme (2.1) alors que le deuxiéme est un terme correctif basé sur l'erreur
d’observation (g(t) — y(t)). La dynamique du systéme (2.2) est fixée par la matrice de gain L.

Notons que l'observateur peut également avoir une forme plus générale avec une dimension
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différente de celle du systéme.

Le concept clé derriére la notion d’observabilité réside dans la détermination, & chaque instant
de temps, de I'état du systéme (2.1). Cet ensemble d’états est appelé trajectoire du systéme
(2.1). Il existe une infinité de trajectoires; chaque trajectoire dépend de I'instant initial to,
de l'état initial x(tg) et de I'entrée a chaque instant ¢, notée u(t). Dans ce qui suit, on no-
tera tg un instant initial quelconque, T > 0 un horizon temporel éventuellement infini, et on
notera x(t,x(to),u(t)) la trajectoire du systéme (2.1) lorsqu’elle existe et est unique, pour
t e [to,to+ T

L’observabilité exprime la possibilité de reconstruire la trajectoire d’état du systéme z(t, z(to), u(t))
telle que définie ci-dessus par la simple connaissance de la sortie y(t, ) et de I'entrée u(t, o)
sur un intervalle de temps [tg, to + T[. Concrétement, 1’observabilité est basée sur la possibi-
lité de distinguer deux trajectoires distinctes pour tout couple distinct de conditions initiales

(HERMANN et KRENER 1977).

2.2.2 Observabilité globale

L’observabilité pour les systémes non linéaires, contrairement aux systémes linéaires, n’est pas
un concept universel. Il existe ainsi plusieurs définitions traitant de ’observabilité; on parle

notamment d’observabilité globale, observabilité locale, ou encore d’observabilité uniforme.

La premiére définition ci-aprés est directement liée & la distinguabilité de deux trajectoires a

partir de deux conditions initiales différentes (HERMANN et KRENER 1977).

Définition 2.2.1 (Distinguablité et indistinguabilité) Deuz états initiaur xo,z1 € X
tels que xo # x1 sont dits distinguables dans X si 3t > 0 et Ju : [0,t] — U une entrée
admissible telle que les trajectoires des sorties issues de xg et x1, respectivement, restent dans
X sur Uintervalle [0,t], et vérifient y(t,zo,u(t)) # y(t,x1,u(t)). Dans ce cas, on dit que
lentrée u distingue xg de x1 dans X. Réciproquement, deuz états initiauzr xg,r1 € X tels que
xo # 1 sont dits indistinguables si, YVt > 0 et Yu : [0,t] — U pour lesquels les trajectoires

issues de xq et x1 restent dans X, nous avons y(t, xo, u(t)) = y(t, x1,u(t)).

La notion d’observabilité d’un systéme en un point (GAUTHIER et BORNARD 1981 ; ZE-
MOUCHE 2007 ; L1u 2007) découle directement de la précédente définition. Par extension, il

est possible de définir I’observabilité d’un systéme en tout point de X.

Définition 2.2.2 (Observabilité) Le systéme (2.1) est dit observable en xy € X si pour
tout autre état x1 # xo, les deux états xg,x1 sont distinguables dans X. Par extension, si

cette derniére propriété est vraie pour tout xg € X, alors on dit que le systéme est observable.
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2.2. Observabilité

Cette derniére définition améne au théoréme suivant que I'on peut retrouver dans (KALMAN
1960).

Théoréme 2.2.1 ((KALMAN 1960)) Soit le systéme linéaire invariant suivant

{i:(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cu(t)

avec A € R™"™, B € R", C € RY". Le systeme (2.3) est observable si et seulement si la

(2.3)

matrice d’observabilité associée a ce systeme et donné par

C
CA
0, = CA?

i CAnfl

est de rang plein. Dans ce cas, on dit que la paire (C, A) est observable.

Ce résultat, trés utilisé dans le cas linéaire, est en réalité particuliérement contraignant dans
le cas non linéaire. En effet, la notion d’observabilité telle que donnée ci-dessus est un ré-
sultat global. Or, en pratique, nous n’avons pas besoin de distinguer chaque trajectoire sur
I'ensemble X" et pour tout intervalle de temps [to, to + T'[. Pour cela, nous allons rappeler dans
la partie suivante la notion d’observabilité locale faible, donnée par (HERMANN et KRENER
1977).

2.2.3 Observabilité locale faible

Il convient dans un premier temps de définir la notion d’observabilité locale (HERMANN et
KRENER 1977).

Définition 2.2.3 (Observabilité locale) Le systéme (2.1) est dit localement observable en
xo st, pour tout voisinage Vy, de xo, l’ensemble des états indistinguables de xo dans Vg, se
réduit au singleton xy. Par extension, le systéeme (2.1) est dit localement observable s’il est

localement observable pour tout xo € X.

La notion d’observabilité locale faible donnée par (HERMANN et KRENER 1977) se définit

alors comme suit.

Définition 2.2.4 (Observabilité locale faible) Le systéme (2.1) est dit localement faible-
ment observable en xo sl existe un voisinage ouvert Vi, de xzq tel que pour tout voisinage
ouvert Vx/0 C Vi, U'ensemble des états indistinguables de xo dans Vl:o se réduit au singleton
xg. Par extension, le systéme (2.1) est dit localement faiblement observable s’il est localement

faiblement observable pour tout xg € X.
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Cette derniére définition signifie qu’un systéme est localement faiblement observable si tout
état xg peut étre distingué de ses voisins instantanément. Dans la partie suivante, nous allons

traduire cette définition sous la forme d’une condition de rang similaire au cas linéaire.

2.2.4 Observabilité au sens du rang

Avant de définir la notion d’observabilité au sens du rang, il convient de définir I'espace

d’observation (HERMANN et KRENER 1977).

Définition 2.2.5 (Espace d’observation) L’espace d’observation du systéme (2.1) est le
plus petit sous-espace vectoriel, noté O(h), contenant les composantes de la fonction h, i.e.
hi, ..., hq, et qui soit fermé pour la dérivation de Lie le long de tous les champs de vecteurs
fulz) = f(u,x), w € U constant.

Notons que la dérivée de Lie de h(*) () selon la direction du champ f,, & u constant est donnée

par

OhF) ()
ox

_dyW()

fulz) = (Vh(k) (x))T. fule) =2 (2.4)

(k) -
Ly, h ) (@) =

et, plus généralement,

i i diy®) (t)
Ly n®@) = Ly, (qulh(k)(l‘)> ==
Définissons maintenant 1’observabilité au sens du rang (HERMANN et KRENER 1977).

Définition 2.2.6 (Observabilité au sens du rang) Le systéme (2.1) est localement fai-
blement observable au sens du rang en xq si l’espace des différentielles des éléments de O(h)

évaluées en xg, noté dO(h)|y,, vérifie
dim dO(h)jz, = n (2.6)

La condition (2.6) est appelée condition du rang. Si cette condition est respectée quel que soit

xg € X, alors on dit que le systéme (2.1) est observable au sens du rang.

La définition ci-dessus donne une condition suffisante d’observabilité locale faible. Il est ce-
pendant possible de trouver une condition nécessaire, comme le montre le théoréme suivant

(NIJMELJER et SCHAFT 1990).

Théoréme 2.2.2 Supposons que le systéme (2.1) est localement faiblement observable. Alors

la condition (2.6) est satisfaite presque partout dans X, i.e. dim dO(h)|,, = n pour tout état

[zo

x appartenant a un ouvert X' dense dans X.
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2.2. Observabilité

Dans toutes les définitions précédentes, 'influence de 'entrée u n’a pas été prise en compte.
En effet, ces définitions n’impliquent pas que toute entrée distingue les couples de points de
X. Or, nous aimerions distinguer, pour toute entrée u € U, tout couple d’états distincts don-
nant lieu & des sorties différentes. Pour remédier & ce probléme, nous allons introduire dans un

dernier volet de définitions le concept d’entrée universelle et celui de /-uniforme observabilité.

2.2.5 U-uniforme observabilité

Dans le cas de systémes non linéaires, ’observabilité d’un systéme dépend fortement de ’en-
trée que l'on applique au systéme considéré. En effet, le systéme (2.1) peut tout a fait étre
observable pour certaines entrées, et étre inobservables pour d’autres entrées. Dans cette op-
tique, nous allons introduire la notion d’entrée universelle puis nous définirons 1’observabilité
pour toute entrée, concept clé des contributions présentées dans ce manuscrit (SUSSMANN
1978).

Définition 2.2.7 (Entrée universelle) Une entrée u : [0,T] — U admissible est dite uni-
verselle pour le systeme (2.1) sur [0,T] si, quel que soit le couple d’états initiauz distincts
xo, T1, il existe au moins un instant de temps t € [0,T] pour lequel les sorties résultantes
de xo et x1 sont distinctes, i.e. y(t,zo,u(t)) # y(t,x1,u(t)). Une entrée non-universelle est

appelée entrée singuliére.

Dans le cas ou toutes les entrées admissibles de U sont universelles, alors tout couple d’états
initiaux est distinguable. C’est ce que l'on appelle I'observabilité pour toute entrée, ou U-

uniforme observabilité (WILLIAMSON 1977).

Définition 2.2.8 (U-uniforme observabilité) Un systéme (2.1) dont toutes les entrées ad-

missibles a valeurs dans U sont universelles est dit U-uniformément observable.

Dans la littérature, beaucoup de travaux traitent de la caractérisation de classes de systémes
U-uniformément observables. Le cas des systémes mono-sortie est étudié dans (WILLIAMSON
1977) pour les cas des systémes bilinéaires, et dans (GAUTHIER et BORNARD 1981 ; GAUTHIER
et al. 1992) pour le cas des systémes affines en la commande. Ces deux cas sont détaillés dans
les deux paragraphes suivants. Nous donnerons ensuite deux exemples traitant du cas multi-

sorties, ol nous verrons qu’il n’existe que des conditions suffisantes d’observabilité uniforme.

Observabilité des systémes mono-sortie bilinéaires

Dans (WILLIAMSON 1977), la classe de systémes considérée est la suivante :

{j;(t) = Az(t) + u(t)Bx(t) + Fu(t)
y(t) = Ca(t)
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otz e ", ueR,yceR, Aec R, Be R, CecR™ et FelR" La condition

nécessaire et suffisante d’observabilité uniforme est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.3 Le systéme (2.7) est IR-uniformément observable si et seulement s’il existe

un changement de coordonnées z = Tx pour lequel le systéme (2.7) peut étre mis sous la forme

{zm = Az(t) +u(t)Bz(t) + Fu(t)

y(t) = Cz(t)
avec
[0 1 0 0 ) ]
by 0 0
. 1 -
A=TAT '=| .. .. o |, B=TBT "= ,
: 0
0 0 1 _ _
b oo oo b |
al (0799
F=TF e C=CT'=[1 0 0]

Observabilité des systémes mono-sortie affines en la commande

Soit désormais le systéme non linéaire suivant :

{s‘c(t) = J(ult),2(0) = f@) + gla(t)u(t) 25)

otz e R, yeRetu= ( Uy U ... Uy ) € IR™. La condition nécessaire et suffisante
d’observabilité uniforme du systéme (2.8) et donnée par (GAUTHIER et BORNARD 1981) est

décrite par le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.4 Le systéme (2.8) est IR™-uniformément observable si et seulement s’il
existe un changement de coordonnées locales sur IR" pour lequel le systéeme (2.8) peut se

mettre localement presque partout sous la forme suivante :
Aty = Az(t) + @(2(1) + ¥ (2(2))u(t)
yt) = Cz(t)

ou :

o A est la matrice anti-décalage, donnée par

0o 1 0 ... 0
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2.2. Observabilité

o C est la matrice d’observation, donnée par
C=|10 ...0

e La fonction ¢(z) est donnée par

0
pl2) =
0
©n(2)
o La matrice (2) = | vM(2) @ (2) ... »pM(2) ] est telle que chacune de ces com-

posantes a une structure triangulaire par rapport o l’état z, i.e. chacune d’elles est décrite

comme suit
k
¥ (1)
(k)
¥y (21, 22)
W=
k

1/}’51 )(Z17 MR} Z’Vl)
Dans le dernier paragraphe de cette partie, nous proposons de donner une condition suffisante

d’observabilité uniforme pour une classe de systémes non linéaires & plusieurs sorties ol toutes

les sorties sont regroupées en un seul bloc.

Observabilité d’une classe de systémes non linéaires a plusieurs sorties regroupées

en un bloc

Nous considérons donc la classe de systémes suivante :

i(t) = Ax(t) + p(u(t),z(t)) (2.9)
y(t) = Cx()
€1
€2
ou r = ) € R", x, € IR? pour tout k = 1,...,q, y € IR? avec n = ¢p, u =
Lyq
( Ul U ... Uy, ) € IR™, et les matrices A et C sont données par
[0, I, 0, ... 0,
A= g, | ERTT et C=[1, 0, .. 0, | emO
p p Ip
| Yp p Up |
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La condition suffisante d’observabilité uniforme du systéme (2.9) est donnée par le théoréme

suivant.

Théoréme 2.2.5 Le systeme (2.9) est IR™-uniformément observable si la fonction non li-

néaire ¢ a la structure triangulaire suivante :

¥1 (uv xl)
Y2 (U, X1, .'L'Q)
Sp(ua JJ) - .

wq(u,x1,...,2q)

Maintenant que les différents concepts d’observabilité nécessaires dans ce manuscrit ont été
définis et que plusieurs exemples dans le cas mono-sortie et le cas multi-sorties ont été donnés,
il convient de présenter ’outil permettant d’estimer une trajectoire d’état a ’aide de la sortie
et de l'entrée du systéme, a savoir un observateur. Nous présenterons en guise d’illustration
plusieurs observateurs courants dans la littérature dans le cas linéaire, & savoir 1’observateur
de Luenberger et le filtre de Kalman. Nous présenterons ensuite des observateurs de type
grand gain, type d’observateur considéré tout au long de ce manuscrit, synthétisés ici sur

deux classes de systémes non linéaires, uniformément observables.

2.3 Synthése d’observateurs

Comme cela a été dit ci-dessus, un observateur, ou reconstructeur d’état, est un outil mathé-
matique permettant de reconstruire la trajectoire d’état d’un systéme par la seule connaissance
de la sortie et de I'entrée du systéme a l'instant présent et aux instants passés. Dans cette

optique, considérons le systéme dynamique général suivant :

063{ IR CONORTOR

(2.10)
x(t) - h(z(t)7 u(t)v y(t)7 t)

ol z € X, et u et y sont respectivement l’entrée et la sortie du systéme (2.1).

Définition 2.3.1 (Observateur) Le systéme dynamique (2.10) est un observateur asymp-
totique local pour le systéme (2.1) s’il existe un point vog € X et un voisinage Vg, de o tels

que

lim [l&(t) - 2()] = 0

t——+o0

pour toute condition initiale x(0) € Vy,. De plus, cet observateur est un observateur global si

lim ||Z(¢t) —z(t)|| =0

t——+00
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2.3. Synthése d’observateurs

pour toute condition initiale ©(0) € X. Enfin, on dit que la systéme (2.10) est un observateur

exponentiel pour le systeme (2.1) s’il vérifie :

I\ 1> 0 tels que [|2(t) — ()] < pe™[|2(0) — 2 (0)]|

Cette derniére propriété est généralement trés recherchée dans le cadre de la synthése d’un

observateur. Généralement, un observateur se met sous la forme suivante :

OBS{ 2(t) = [lult),&(1)) = G(g)(h(2(t)) — y(1))

. (2.11)
g(t) = (@), u(t), y(t),9(t))

L’observateur (2.11) est ainsi composé de deux termes additifs : le premier terme f(u(t), Z(t))
correspond simplement & une copie du modeéle du systéme (2.1) ; le second terme, i.e. le terme
G(g)(h(z(t)) — y(t)), est ce que 'on appelle le terme de correction de I'observateur (2.11),
et G(g) est appelé gain d’observation.

Donnons maintenant plusieurs exemples concrets de synthése d’observateur.

2.3.1 Systémes linéaires a temps invariant - Observateur de Luenberger

Considérons le systéme linéaire invariant suivant

{g;«(t) —  Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t)

ounx € R", u € R™ et y € IRP. L'observateur de Luenberger (LUENBERGER 1971) est le

(2.12)

systéme dynamique donné par I’expression suivante
(t) = A#(t)+ Bu(t) — K(C&(t) — y(t))

ot la matrice K est choisie de sorte que la matrice A 2 A - KC soit Hurwitz, i.e. les valeurs
propres de A sont toutes a partie réelle négative. Un tel observateur est un observateur expo-

nentiel pour le systéme (2.12).

2.3.2 Systémes linéaires a temps variant - Filtre de Kalman

Soit le systéme linéaire & temps variant suivant :

(2.13)
y(t) = Ct)x(t)

ouxz € R™, u € IR™ et y € IRP. Dans le cas ot le systéme linéaire considéré est & temps variant,

comme c’est le cas pour le systéme (2.13), il est possible de synthétiser un observateur de
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type Kalman. La synthése d’un tel observateur nécessite que les entrées soient réguliérement
persistantes. Le filtre de Kalman peut prendre deux formes différentes, suivant si on utilise une
équation dynamique de Lyapunov ou une équation dynamique de Riccati. Ces deux formes

sont respectivement données par les expressions (2.14) et (2.15) suivantes :

p(t) = A1)+ B(t)u(t) - STHH)CT (1) (C(O)E(t) - y(t)

S(t) = —0S(t) — AT(#)S(t) — S(H)A(t) + CT(H)C(t) (2.14)
S(0) = So
et
z(t) = A@®)(t) + B(t)u(t) — STHH)CT (1) (C()(t) — y(t))
$(t) = —SHQ)S(H) — AT(B)S() — S(H)A() + CT($)C(t) (2.15)

ou 6 > 0, et les matrices Sy et (Qy sont définies positives.

La convergence de ces deux observateurs est garantie sous I’hypothése de I'uniforme compléte
observabilité du systéme. Pour ce type de synthése, il faut assurer & la fois la stabilité de
I'équation d’erreur et celle de la matrice de gain S(t). Cette derniére doit constamment étre

symétrique définie positive (SDP) et bornée, c’est-a-dire pour tout t.

Dans ce qui suit, nous allons reconsidérer la classe de systémes non linéaires données par (2.9)
dans 'optique de synthétiser sur cette classe un observateur. Nous considérerons ensuite une
classe de systémes plus générale introduite dans (FARZA et al. 2011). Dans les deux cas, un

observateur de type grand gain est synthétisé.

2.3.3 Synthése d’un observateur grand gain pour une classe de systémes

non linéaires a plusieurs sorties regroupées en un bloc

Considérons de nouveau le systéme dynamique donné en (2.9), i.e.

p(t) = Ax(t t t
{ i(t) = Ax(t) +p(u(t) z(1)) (216)
y(t) = Cx()
€1
€2
ol T = . GR”,yEIRpavecn:qp,u:<u1 Uy ... um>EIRm,lesmatricesA
Lq
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2.3. Synthése d’observateurs

et C sont données par

0, I, 0, ... 0,

A: Op EIRan et C:[Ip Op Op:|EIRan
Op .o .. 0, I,
Op ..o ... 0, O,

et la fonction non linéaire ¢ est décrite par

¥1 (u7 xl)
Y2 (u7 A .TQ)
o(u, ) = .

wq(u,1,...,2q)

En général, pour une synthése d’observateur de type grand gain, les hypothéses suivantes sont

considérées.

Hypothése 2.3.1 L’état x(t) et la commande u(t) sont bornés, i.e. x(t) € X et u(t) €U ou
X C IR" etU C IR™ sont des ensembles compacts. Plus précisément, il existe des constantes

pi, t=1,...,q, telles que max llzi(t)|| < pi pour tout t > 0.
e

Hypothése 2.3.2 Les fonctions p;(u,x), i = 1,...,q, sont Lipschitz sur X selon x unifor-

mément en u, t.e.
ALy, >0, Yueld, V(z,Z) € X x X :

A
lpi(u, 21, .o i) = @iw, T1, o Z)|| < Ly, > ok — Zll, i=1,...,m. (2.17)
k=1

Nous posons L, = max Ly,.
1<i<q

Un observateur grand gain pour le systéme (2.16) est alors donné par le systéme dynamique

suivant
B(t) = Az(t)+ p(u(t), &(1)) — 08K (Ci(t) — y(1)) (2.18)
ou :
e 0 > 1 est un paramétre de synthése propre aux observateurs de type grand gain,

e la matrice K est choisie de sorte que la matrice A SA-K C est Hurwitz,
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e Ay est la matrice diagonale décrite par I'expression suivante
Ay :diag( L, 3, ..., s, ) (2.19)

Le théoréme suivant stipule que l'observateur (2.18) est un observateur exponentiel pour le

systéme (2.16).

Théoréme 2.3.1 Dans le cas ou le systéme (2.16) est soumis aux hypotheéses 2.3.1 et 2.5.2,
le systéme dynamique (2.18) est un observateur exponentiel pour le systéme (2.16) pour des
valeurs suffisamment grandes du paramétre 0, i.e. Uerreur d’observation Z(t) = z(t) — z(t)

converge exponentiellement vers zéro quand t tend vers linfini pour 0 assez grand.

Le preuve du théoréme 2.3.1 est donnée dans (MAATOUG 2009).

2.3.4 Synthése d’un observateur grand gain pour une classe de systémes

non linéaires non-triangulaire par bloc

L’une des classes les plus générales existant actuellement de systémes non linéaires MIMO
uniformément observables est décrite dans (FARZA et al. 2011). La classe de systémes propo-
sée est composée de g > 1 sorties, chacune représentée par un bloc. Cette classe de systéme
se distingue des précédentes par le fait qu’elle n’est pas triangulaire par blocs. Plus particu-
lierement, les dépendances possibles des non-linéarités du systéme proposé sont décrites par
les points suivants :

— Les non-linéarités d’un bloc donné k£ > 1 peuvent dépendre de I’état d’un bloc précédent
I < k : Cest la triangularité selon les blocs du systéme.

— Dans un bloc donné k£ > 1, la non-linéarité de la i-éme composante, ¢ > 1, peut dépendre
de I’état de la composante j < ¢ du bloc k : C’est la triangularité au sein d’un bloc du
systéme.

— La derniére composante de chaque bloc peut dépendre de 1’état complet du systéme :
Ce dernier cas représente le caractére non triangulaire du systéme d’étude.

Les auteurs dans (FARZA et al. 2011) ont montré que ce systéme est uniformément observable
et qu’il est possible de synthétiser un observateur grand gain sur cette classe de systémes.
L’annexe A propose une description plus détaillée de la classe de systémes et de la synthése

de l'observateur grand gain donné dans (FARzA et al. 2011).

2.4 Limites de la synthése d’observateurs grand gain

Avant de clore ce chapitre d’état de ’art sur les principaux concepts d’observabilité impliqués

dans ce manuscrit et présentant quelques synthéses classiques d’observateur, il convient de
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2.4. Limites de la synthése d’observateurs grand gain

souligner les principales limites résultant de la synthése d’un observateur grand gain. Nous al-
lons pour cela considérer dans cette section un exemple de systéme non linéaire, uniformément

observable. Plus particuliérement, considérons 1’exemple dynamique suivant

(

o1(t) = xa(t)
ia(t) = ws(t)
d3(t) 24(t) (2.20)
T4(t) = palz)
y(t) = zi(t)
@a(r) = —0.06z1z013 —0.02235 — 23 — 0.01(xF — 1)z4 — 4(23 + 0.01(2% — 1)29 + 21)

ott w(t) est le bruit de mesure sur la sortie y(¢). Les conditions initiales du systéme (2.20)

sont choisies, pour chacune des simulations suivantes, comme suit
T
20) = (1 -1 0 098)

La sortie y(t) a été perturbée par un bruit gaussien w(¢) de moyenne nulle et de variance

relativement faible égale & 0.01 comme montré par la figure 2.2.

y(t)

.
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

FIGURE 2.2 — Mesure bruitée de z;

Un observateur grand gain du type (2.18) dans le cas ¢ = 1 (i.e. une sortie) peut étre modélisé

pour le systéme (2.20), dont I’équation différentielle est donnée par

2(t) = AR(t) +o(2(t) — 08, K (C2(t) — y(t) (2.21)

, et o la matrices Ay est donnée par (2.19) et ou la matrice K est
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telle que la matrice A 24— KC est Hurwitz, en posant

etC’:<1000>

o O o O
o O o =
o O = O
S = O O

La matrice de gain K de l'observateur (2.21) a été calculée de sorte que les valeurs propres

de la matrice A soient toutes placées en (—1), ce qui donne

— R O

Deux simulations ont été proposées dans cet exemple, ol seul le dernier état x4 du systéme

(2.20) nous intéresse. Dans les deux cas, I'état estimé a été initialisé comme suit
#0)T = (1 0 0 o)

Les figures 2.3 et 2.4 illustrent l'estimation #4 de I’état x4 pour un paramétre de synthése
choisi égal & 8 et 30 respectivement. On notera que la premiére simulation réalisée pour 6 = 8
donne une meilleure estimation de 1’état x4 que dans le cas ot § = 30. Cela nous pousse a

souligner deux principaux problémes :

e Par soucis de convergence de 'observateur, il convient de prendre une valeur du para-
métre de synthése 6 suffisamment élevée. Cependant, de grandes valeurs de ce paramétre
provoquent une amplification du bruit de mesure sur la sortie comme l'illustre la figure
2.4.

e D’autre part, comme nous le montre la figure 2.4 dans le cas sans bruit, on observe pour
de grandes valeurs du paramétre de synthése # un phénoméne du ’pick’ a I'initialisation
de I'observateur. Ce phénomeéne s’explique mathématiquement par la structure de 1’ob-
servateur proposé, oil lorsque la dimension n du systéme original devient grande, ’état

estimé est en O(6"1).

2.5 Conclusion

Ce chapitre avait pour but d’effectuer quelques rappels sur I'observabilité et I’observation des
systémes, nécessaire a la bonne compréhension de la suite de ce manuscrit. Nous avons ainsi

vu que la notion d’observabilité pour les systémes non linéaires n’était pas unique a I'instar du
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2.5. Conclusion
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FIGURE 2.3 — Estimation de I’état x4 fournie par I’observateur pour 8 = 8
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FIGURE 2.4 — Estimation de I’état x4 fournie par I’observateur pour 8 = 30 - Au dessus en

présence de bruit de mesure, en dessous en ’absence de bruit de mesure

cas linéaire, et qu’elle pouvait notamment dépendre de ’entrée du systéme. Ce manuscrit de
thése mettra notamment 'accent sur le caractére indépendant de ’observabilité vis-a-vis des
entrées du systéme, ce qui nous améne & nous intéresser a I’observabilité pour toute entrée.
D’autre part, un éventail de synthéses possibles d’observateurs a été proposé. Notons que, de
méme que pour la définition de I'observabilité pour les systémes non linéaires, il existe une

multitude d’observateurs possibles. En ce qui nous concerne, nous nous intéresserons dans ce
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qui suit & la synthése grand gain, dont nous avons fait un rapide tour des limites rencontrées.
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2.5. Conclusion
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Chapitre 3

Observateur pour des systémes non
linéalres avec prise en compte du
processus d’acquisition des mesures de

sortie

3.1 Introduction

Ce chapitre s’articule autour du probléme de 'acquisition des mesures disponibles de sortie
pour une classe de systémes MIMO uniformément observables dont les sorties sont regroupées
dans un bloc. Plus précisément, I'objectif de ce chapitre est d’améliorer la synthése de 1’ob-
servateur grand gain proposé dans (FARZA et al. 2018) en considérant des sorties disponibles
selon un processus d’acquisition des mesures de sortie respectant, suivant un partitionne-
ment du temps en plusieurs intervalles de temps, I'un des quatre points suivants sur chaque

intervalle de temps :
— Mesures non retardées disponibles en temps continu
— Mesures disponibles en temps continu retardées par un retard variable dans le temps
— Mesures non retardées sous la forme d’échantillons

— Mesures sous la forme d’échantillons retardées par un retard variable dans le temps

Nous montrons dans ce qui suit que nous pouvons nous affranchir de la structure en cascade
donnée par (FARZA et al. 2018) dans le cas de retards arbitrairement petits. Ainsi, ce chapitre
propose de synthétiser un observateur grand gain dans le cadre du processus d’acquisition des
mesures présenté ci-dessus en procédant d’'une maniére progressive selon la nature du retard

de la sortie du systéme :

— Mesures non retardées
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3.2. Quelques résultats préliminaires

— Mesures avec retard variable, arbitrairement petit sur la sortie
— Mesures avec retard constant, arbitrairement long sur la sortie
— Mesures avec retard variable, arbitrairement long sur la sortie

Nous nous proposons ensuite de généraliser ces résultats dans le cas ol ’échantillonnage et le

retard considérés sont potentiellement différents sur chaque composante de la sortie.

Les performances des observateurs résultants selon les scénarios considérés sont illustrées via
deux problémes d’observation relevant respectivement d’un systéme chaotique de Lorenz et

d’un joint flexible de bras robotique.

3.2 Quelques résultats préliminaires

Nous considérons la classe de systémes MIMO non linéaires difféomorphes a la classe de

systémes triangulaires de la forme

z(t) = Ax(t) + o(u(t),z(t)) + Be(t) (3.1)
y(t) = h(Cz(t)) = h(z1(t))
avec
) p1(u, 1)
Z2 §02(ua$17$2)
x = : eR", o(u,z)=
Tg—1 @q_l(u,l'l, ) xq—l)
Lq Pq(u, )
Og—1pp (g1 T
A:< fa-npe St ) B=(0, 0, 1,). c=(1 0, - 0,) (2
Op.p Op,(g-1)p
ou x; € IRP pour | = 1,...,q sont les blocs de variables d’état du systéme, u(t) € U est

I'entrée du systéme, ot U est un ensemble compact, y(¢) € IRP représente la sortie du sys-
téme, et ¢ : IRT — IR? est une fonction inconnue décrivant les incertitudes du systéme et
peut éventuellement dépendre de I’état du systéme, de I’entrée et de paramétres inconnus. 11
est important de noter que la sortie s’exprime seulement comme une fonction h du sous-état
x1, a savoir y(t) = h(xz1(t)). Cette derniére sera graduellement modifiée a travers ce chapitre
selon le scénario envisagé concernant la disponibilité des mesures et selon les retards éventuels

considérés.

Dans ce qui suit, I'objectif consiste & synthétiser un observateur grand gain délivrant une
estimation continue de I’état complet du systéme (3.1) en exploitant judicieusement les pro-

priétés des mesures disponibles de la sortie a partir d'une définition appropriée du processus
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

d’échantillonnage. La nature grand gain de I'observateur impose les hypothéses suivantes.

Hypothése 3.2.1 L’état x(t) et la commande u(t) sont bornés, i.e. x(t) € X et u(t) € U ou
X C IR" etU C IR® sont des ensembles compacts.

Hypothése 3.2.2 Les fonctions ¢; pourl =1,...,q sont Lipschitz selon x uniformément en

Uu, i.€.
HLW >0, Vuel, \V/(l',if') €EX XX, ||<)0l(u71') - @l(U,i’)” < LQOH:E - j” (33)
Hypothése 3.2.3 L’incertitude € est une fonction essentiellement bornée, i.e.

0. > 0 tel que ||| 2 ess sup |[e(t)]] < 6.
>0

Plus spécifiquement, nous allons utiliser les notations suivantes

e Ay est une matrice diagonale par bloc donnée par

D = diag( L, 3L, ... gl ) avec >0 (3.4)
e La matrice K est une matrice de taille n x p donnée par
ki1,
K = k2.Ip € R™? telle que A2 A— KC est une matrice Hurwitz. (3.5)
kqlp

Notons que puisque la matrice A est Hurwitz, il existe une matrice SDP de taille n x n P et

un réel positif p tels que
PA+ATP < —2uI, (3.6)

Nous désignons respectivement par A, (P) et Ay(P) la plus petite et la plus grande valeur

propre de la matrice P.

Remarque 3.2.1 Comme il a été indiqué dans (FARZA et al. 2018), puisque la trajectoire
de l’¢tat du systéme reste dans un ensemble borné X, nous pouvons étendre la fonction non
linéaire o(u,x) de telle sorte que cette extension devienne globalement Lipschitz sur tout IR™.
La synthése de 'observateur sera ensuite basée sur le systéme étendu résultant qui coincide
avec le systéme original sur le domaine d’étude X. Nous pouvons nous référer 4 (KHALIL
2017; SHIM et al. 2001) et aux références qui s’y trouvent pour plus de détails sur comment

réaliser des prolongations globalement Lipschitz dans un contexte d’estimation d’état.

Dans ce qui suit, il convient d’introduire graduellement les différents observateurs selon les

scénarios proposés sur la disponibilité des mesures de sortie.
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3.3. Synthése d’observateur dans le cas d’une sortie sans retard

3.3 Synthése d’observateur dans le cas d’une sortie sans

retard

Notre premier objectif consiste a synthétiser un observateur grand gain délivrant une estima-
tion compléte de I'état du systéme (3.1) soumis aux hypothéses 3.2.1 a 3.2.3 et dont la sortie
est le résultat d’'un processus d’acquisition des mesures ne mettant pas en jeu de retard sur

la sortie.

3.3.1 Description du processus d’acquisition des mesures de sortie
Soient les entiers positifs Ng > 0 et N >0, k =1,2,..., et soient

0 <t <t <t <t <<t <<l <l <<l <0 <

des instants tels que la sortie prenne I'une des deux formes suivantes.

1. Pour tout t € [t;o),t,gN’“) [, k > 0, la sortie y(t) est disponible sous forme d’échantillons,

ie.
y(t) =y (107) =21 (47), e @[ n =0, Ny=1, k20
Par ailleurs, nous supposons naturellement qu’il existe 0 < 7,,, < Ty < 400 tels que
0<rm<r™ =t W <0y WE>0,n=0,...,Ny—1 (3.7)
2. Pour tout t € [tggNk), t,(gzl [, k > 0, la sortie y(t) est disponible en temps continu, i.e.

y(t) = 21(t), Vte [t,gN’“),tSEl [ k>0

(0) et t(NO)

Notons que les instants ¢ (0) < 4(No)

o sont tels que ¢ o - Ainsi, dans le cas ou Ny = 0,

les premiéres mesures de la sortie sont disponibles en temps continu sur l'intervalle [t(()o), tgo) [

Dans le cas ot Ng > 0, les premiéres mesures de sortie sont disponibles sous la forme d’échan-

(0) (1) No)

tillons seulement aux instants 2y, t;’, ... , t[() . Dans les deux cas, la sortie est alors

disponible en temps continu & partir de l'instant t(()NO).

3.3.2 Synthése d’observateur

La synthése d’observateur proposée dans cette partie s’inspire de celle donnée dans (Bou-
RAOUI et al. 2015) pour le systéme (3.1) dans le cas sans retard sur la sortie. Les sorties
du systéme ont d’abord été supposées disponibles exclusivement en temps continu et un
observateur grand gain a été proposé. Ces sorties ont ensuite été considérées comme étant
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

exclusivement échantillonnées, et I'observateur synthétisé dans le premier cas a été remodelé
afin de prendre en compte le processus d’échantillonnage, délivrant une estimation continue
de I'état complet du systéme. En gardant a l’esprit les deux observateurs proposés dans (Bou-
RAOUI et al. 2015), nous suggérons dans cette partie un observateur délivrant une estimation
continue de 1’état complet du systéme selon le processus d’acquisition des mesures décrit
précédemment. Cet observateur est donné par le systéme dynamique suivant

z(t) = Az(t) + p(u(t), (t)) — G(t), vt > téo), avec pour tout k > 0

G(t) = OA; Ke0ka(t=t") (C’j: (t,(j‘)) —y (t;’”)) vt € [t,ﬁ"),t,(j’“) [ n=0,. .. ,N,—1, (38)
G(t) = OA; K (Ci(t) — y(t)), Vt € [t;N“,t,(jﬁl[,
1
ouz = : € IR"™ est I’état estimé de ’état x avec ; € IRP pourl =1,...,q, Ag est lama-
g

trice diagonale par blocs donnée par (3.4), 6 > 0 est le paramétre de synthése de I'observateur

grand gain, et K est la matrice de taille n x p donnée par (3.5) et respectant la propriété (3.6).

Le théoréme suivant stipule que le systéme dynamique (3.8) est un observateur adapté au
systéme (3.1) et cohérent avec les conditions d’acquisition des mesures de sortie, sans retard,

décrites ci-dessus.

Théoréme 3.3.1 Considérons le systéme (3.1) soumis aux hypothéses 3.2.1 & 3.2.3 conjoin-
tement avec l'observateur (3.8). Alors, 30y > 0 tel que Y0 > 0y, pour tout u € U, il existe une
constante positive xg > 0 telle que si la borne supérieure des périodes d’échantillonnages s

définie dans (3.7) est choisie telle que Tar < xg, alors pour tout z(0) € IR", nous avons

la(t) — 2] < poe=s2t=4")5(0) — (0)]| + Moos, Vit >,

avec
Yo = H : ae:“ie’ by = 00| K| (L, + 6),
2(Ly + 0)o|| K| A (P) 22 (P)
2¢a9Tar — 9 -1
po = o071 [1 4 b,° S (3.9)
46%a;
o e2sa9TM _ |
My=— et ¢ esttelque 0 <¢<1, avec ——— < (1—¢)xp

Sag 2cay
ot x est la trajectoire inconnue du systéme (3.1) associée a Uentrée u, & est une trajectoire
du systéme dynamique (3.8) associée au couple (u,y), 6p = max (1,2L,/nAy(P)/p), Ly et
w sont définis par (3.3) et (3.6), respectivement, et ot 0 = \/Apr(P)/Am(P) est le nombre de

conditionnement de la matrice P donnée par (3.6).
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3.4. Synthése d’observateur dans le cas d’une sortie avec petit retard variable

Le résultat précédent constitue un cas particulier de ce qui va étre énoncé dans la section
suivante, en présence d’un retard sur la sortie. Ces résultats seront regroupés dans un autre

théoréeme qui généralise le théoréme 3.3.1 et dont la preuve sera détaillée.

3.4 Synthése d’observateur dans le cas d’une sortie avec petit

retard variable

La deuxiéme synthése d’observateur est réalisée dans les mémes conditions que pour la pre-
miére synthése, excepté pour le retard sur la sortie. Plus précisément, nous considérons dans
cette partie un retard variant dans le temps de magnitude relativement faible sur la sortie

comme suit

d(t) = dy(t), Vt e [t,iN’f),tﬂl], k>0, 510,
at) = de(tf”), vee [t 0 Rz 0n =1, Ny - 1, '
ou chaque di, est une fonction continue [t](CN’“), t,(ﬁzl} — IR™, différentiable sur ]t](CNk),t,(gl [ et
bornée par dy; > 0. D’aprés la définition (3.10), la fonction retard d(t) est bornée pour tout
t >t ie.
3dp >0, V¢ >t |dt)] < dy (3.11)

Les mesures retardées de la sortie sont disponibles comme décrit par ce qui suit.

e Pour tout ¢t € [t,(CN’“), tgﬁl [, k > 0, la sortie retardée est disponible en temps continu, i.e.
yat) = y(t—dt)), Vte {t,ﬁN’“),t,(fjl [ k>0, (3.12)
e Pour tout t € [t,(fn),t,(gnﬂ) [, n=20,...,N,—1, k > 0, la sortie retardée est seulement

disponible aux instants d’échantillonnages, & savoir

yat) = ya(t")
=y (t,(j) _ d(t,g"))) Ve [t,gn>,t;”+1> { VE>0, n=0,...,Ny— 1. (3.13)

) L . o . . 7 0 .
Désormais, il convient de définir un signal variant dans le temps d : [t(() ), —1—00[ — IR' qui va
permettre une mise a jour automatique du terme de correction de l’observateur en prenant
en compte la nature des mesures disponibles de la sortie, & savoir

dit) = dt), vte [t,(fN’“),t,E:OJZJ k>0 -

U
—~
~~
SN—
I

t—tl(vn)_yd(t’(c")), YVt € [t,ﬂn),t%”[, E>0,n=1,...,N,—1
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

Il est & noter que la fonction d est bien définie sur [t(o), —I—OO[ et continue sur chaque intervalle
[t,(gNk),t,(C(El[ pour k > 0 ainsi que sur chaque intervalle [t,(ﬁn),tgcnﬂ)[ pour £ > 0 et n =

0,...,Np—1. D’autre part, cette fonction est continue par morceaux sur [téo), 400 [ et bornée

comme on peut le vérifier
vt >t d(t) < da + 7, (3.15)

ou 17 et dps sont donnés par (3.7) et (3.11), respectivement. L’objectif de ce qui suit est ainsi

de synthétiser un observateur grand gain dont la sortie y est disponible a I'instant ¢ — d(t)

comme le montre la figure 3.1 suivante.

u(?) . y() Processus d’acquisition y(t —d(t))
> Systeme > .
des mesures

y(t —d(t))

Observateur |f——————»

FIGURE 3.1 — Structure d’un observateur grand gain avec prise en compte du processus

d’acquisition des mesures de sortie

3.4.1 Synthése de ’observateur

Le signal variant dans le temps d est crucial pour la synthése de I'observateur avec prise en
compte de la disponibilité des mesures de sortie et en présence d’un retard variant dans le
temps sur la sortie de magnitude relativement petite. Ce dernier est donné par le systéme

dynamique suivant

i) = AZ(t) + o(u(t),2(t)) — G(t), o ¥t >t
G(t) = 0A'K (g(t) — g(t — d(t)) + C&(t — d(t)) — ya(t)) avec (3.16)
g(t) = —0ki (g(t) — g(t — d(t)) + Ca(t - d(t)) — ya(t)) , '
9s) = w(s), Vs € [t§ —du — ot
21
. . o . ORI O] &~ : n
ot ¢(s) est une fonction arbitraire continue sur |t dyg — Ty, ty |, o0 T = : cR
g
est I'état estimé de ’état x avec Z; € IRP pour [ = 1,...,q, Ay est la matrice diagonale par

blocs donnée par (3.4), 8 > 0 est le paramétre de synthése de l'observateur grand gain, K
est la matrice de taille n x p donnée par (3.5) et respectant la propriété (3.6), yq est la sortie

retardée mesurée donnée par (3.12) et (3.13), d est le signal & temps variant donné par (3.14),
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3.4. Synthése d’observateur dans le cas d’une sortie avec petit retard variable

dps est la borne supérieure du retard variable donné par (3.11), et 737 est la borne supérieure

des périodes d’échantillonnages, définie dans (3.7).

Le résultat suivant confirme que le systéme dynamique ci-dessus est un observateur convenable
et adapté au scénario considéré concernant la disponibilité des mesures de sortie, avec un

retard variable de magnitude relativement faible.

Théoréme 3.4.1 Considérons le systéme (3.1) soumis aux hypothéses 3.2.1 a 3.2.3 conjoin-
tement avec 'observateur (3.16). Alors, 30y > 0 tel que VO > Oy, pour tout w € U, si la borne
supéerieure des périodes d’échantillonnages Tas et la borne supérieure du retard variable dps

donnés par (3.7) et (3.11), respectivement, sont telles que
v+ dyr < Xo, (3.17)
ot xg est donné dans (3.9), alors pour tout £(0) € IR", nous avons

l#(t) —2(t)] < ppe <ot sup l#(s) = 2(s)| + Mod., vt > 1, (3.18)

sE [tg(]) —TM _dA{ ,té())]

ot ag et by sont comme dans (3.9) et

4c%a Sag (3.19)
e2%ao(Tart+dar) _

et ¢ esttel que 0 << <1 avec — <(1-=9%)xe
2Say

2fa9(TM+dM) — 2 d —1 _
% ZUQQ_I\/l—H)ge Sag(Tar + dwr) M= C

ot x est la trajectoire inconnue du systéme (3.1) associée a Uentrée u, & est une trajectoire
du systeme dynamique (3.16) associée au couple (u,y), Oy = max (1,2L,/nAp(P) /1), Ly et
p sont définis par (3.3) et (3.6), respectivement, et ot 0 = \/ Ay (P)/Am(P) est le nombre de

conditionnement de la matrice P donnée par (3.6).

Preuve du théoréme 3.4.1. Soit Z(t) = &(t) — x(t) lerreur d’observation, et posons
T =071 Ap7 ot Ag est donné par (3.4). D’aprés (3.1) et (3.16), nous avons

B(t) = AZ() + a(ult), #(t), 2(t) — Be(t) — G(t), (3.20)
ot g(u(t), 2(t),z(t)) = @(u(t), 2(t)) — p(u(t), z(t)).

Nous pouvons tout d’abord remarquer que nous avons, pour tout ¢ € [t,(CN’“), t,(ﬁzl [, k>0,

ya(t) = y(t—d(t))
— Yt —d(t)) = Ca(t—d(t), Ve [t,(CN’“),tgﬁl[, k>0 (3.21)

38



Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

et, pour tout t € [t,ﬁ”),t;”“) { E>0,n=0,...,N,—1,

vat) =y (4 —ae™))
=y <t - <t — 4 d(t;"))))

= y(t—d(t))

= Cz(t—d(t), Vte [t,ﬁ"%t}j*”[, k>0, n=0,...,N,—1 (3.22)

Ainsi, d’apreés les relations (3.21) et (3.22), la sortie retardée disponible selon le scénario
(3.12) et (3.13) peut s’exprimer a l'aide du signal & temps variant d(¢) défini par (3.14)

comime suit

ya(t) = y(t—d(t)) = Ca(t —d(t)), vt >t

D’autre part, la dérivée premiére de la fonction g(t) ainsi que la fonction G(t), données par

(3.16), peuvent s’exprimer par

{ g(t) = —0Oki(g(t) — g(t — d(t)) + Ci(t - d(t)), (3.23)

G(t) = 0A;'K(g(t) — g(t —d(t)) + Ci(t — d(2)).

En prenant en considération le fait que AgAA, ! = 0A et CA,' = C, I'équation (3.20)
mene a

I(t) = 0AZ(t) + 07 Agp(u(t), 2(t), =

= QAZ(t) + 0T A @ (u(t), &(t), x

—0K (g(t) —g(t —d(t)) + Cz(t — d(t)), (3.24)

1)) — 07 Ay Be(t) — 07 L AgG (1)

ot g(t) = 69 1g(t). Maintenant, d’aprés (3.23), nous avons
g(t) = —0ki(g(t) — g(t — d(t)) + Cz(t - d(t)). (3.25)
En ajoutant et soustrayant le terme § K CZ(t) a droite de I’équation (3.24), il vient

B(t) = OAT(t) + 09 Ngp(ult), 2(t), z(t)) — Be(t) + 0K 2(t),

ot A=A — KC est la matrice Hurwitz apparaissant dans (3.5), et ot

2(t) = (Ca(r) — Ca(t — d(t))) — (9() — (¢ — d(1)))

Le terme z(t) peut se réécrire comme suit

A(t) = (Cz(t) — Ca(t —d(t))) — (g(t) — g(t — d(1)))



3.4. Synthése d’observateur dans le cas d’une sortie avec petit retard variable

D’autre part, il est facile de vérifier d’apres (3.24) que

Zi(t) = 0Z2(t) + 07 @i (u(t), 2(), x(t)) — Oki(g(t) — gt — d(t)) + Cz(t — d(t)).
En exploitant (3.25), ’équation précédente devient
Ti(t) = 0Z2(t) + 07 @1 (ult), &(t), x(t) + §(t), (3.27)

et en combinant avec (3.26) et (3.27), nous trouvons

z(t) = / 072(s) + 0971 p1(u(s), 2(s), x(s))ds. (3.28)
t—d(t)

Considérons désormais la fonction quadratique candidate de Lyapunov suivante : V(z) =
z'PZ ot P est donné par (3.6). En procédant comme dans (BOURAOUI et al. 2015) et

d’aprés 'hypothése 3.2.2, nous pouvons montrer que pour # > 1, nous avons

Vz) = 257(t)P (92133 0T Ay (ult), £ (1), 2(t)) — Be(t) + 9Kz(t)>
< —(2pu8 — 2Lo/nA g (P))||2|| + 2027 PK 2(t) — 227 PBe(t) (3.29)

En choisissant 6 de sorte que 2410 — 2L,\/nAy (P) > 10, i.e.

0> 0y 2 2L,/nn(P)/ 1, (3.30)
I'inégalité (3.29) devient
o b -~ . _
V(z) < - V(z) + 20| Pz|[|| K[| =) ]| + 2 Pzlle()]]
Am(P)

< - A;ffp)v (@) + 205/ 3ar PV @ K20 + 2/ APl VV (@) (331)

Maintenant, la variable z donnée par (3.28) peut étre bornée comme suit

Il < e [ gy VV@EEDds < e[l VV(EG)ds, (332)

ou la derniére inégalité vient directement de (3.15). L’association de (3.29) et (3.32) meéne

a
t

S “(HP) V(z) +200(6 + L) K| VV (@(s))ds
M t—7pr—dym

+ 2/ (P eIV ED),

V(Ez) < -

ou de maniére équivalente,

t

%\/V(a}(t)) < —agy/V(Z(t)) + b@/ V'V (z(s))ds + p(t), (3.33)

t—7p—dp

ou

0= g3, b= 0011, ), pl0) = VAP a0
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Notons que d’aprés 'hypothése 3.2.3, la fonction p(¢) donnée par (3.34) est essentielle-
ment bornée par /Ar(P)d.. Maintenant, si la borne supérieure des périodes d’échan-

tillonnages 7ps ainsi que la borne supérieure du retard variable dj; vérifient la condition
bo(Tar + dar)
ag

<1, ie.

ag A H

+dy < — =xp= ,
MM S =X o (P)o | K| (Ly + 0)

alors toutes les conditions d’applications du lemme B.1.1 donné en annexe B.1 sont remplies
et d’aprés ce lemme, nous obtenons

e25ae(Ta+dm) — 2¢ag (Tjw + dM) —1

- ©
V(z(t)) < e S®t=t) [14p - max V(z(v))
( 4§2@3 ve[ts® —ra—dar,t$"]
+ 7AA_4(P)55, vt >t
Sag
by e2Sag(Tart+dar) _ q
oicesttelque << 1et — — <1 -¢, c’est-a-dire
ag 2Cay

e25ag(T+dn) _ q

< (1-¢
2Cag < (1-9)xe
En revenant & 7 (t) et d’aprés le fait que ||2(t)|| < ||z(t)]| < 697 1||#(t)|| pour tout ¢ > téo)

avec 6 > 1, nous trouvons

IE@O)]] < poe= =" max [[Ew)]| + Moo
£

o VE[t(OO)ijwfd]u,t‘go)]

ott py et My sont donnés par (3.19). Ceci termine la preuve du théoréme 3.4.1. OJ

Remarque 3.4.1 La borne ultime de erreur d’observation asymptotique Myd, telle que don-
née par (3.18) peut étre rendue aussi petite que désirée en choisissant des valeurs du paramétre
uo

_ o
de synthese 0 suffisamment grandes puisque My = — avec ag = ———.
Sap 22 (P)

Maintenant que nous avons prouvé le théoréme 3.4.1, il nous reste & montrer que ce dernier
observateur est en réalité une généralisation de I'observateur (3.8) proposé dans le cas sans

retard sur la sortie. C’est ce qui est fait dans ce qui suit.
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3.4.2 Rapprochement avec le cas sans retard sur la sortie

Considérons I'observateur (3.16) et supposons que d(t) = 0. Dans ce cas particulier, la fonction

d définie par (3.14) se spécialise comme suit

it) = o, vt e |8 40 L k>0, et
1) = t—t", vee [t "] k>0 n=0,... N —1.

e Soitt e [t,(cN’“), t,(gl [,k: > 0. Alors, d(t) = 0 et y4(t) = y(t). L’expression de G(t) donnée

par (3.16) devient alors

Gt) = ;K (g(t) — g(t — d(t)) + Ci(t — d(t)) — yalt))
= 0A;'K (g(t) — g(t) + C2(t) — y(t) = 68, K (Ca(t) — y(t). (3.35)

Cette derniére expression coincide ainsi avec l'expression de G(t) donnée dans (3.8)

pour t € [t;N’“),t,(gzl [, k>0.

e Soit maintenant ¢ € [t,(en),t,(cn—‘_l) [,k: >0,n=0,...,Ny — 1. Alors, d(t) =t — t,(cn) et
ya(t) = y(t,g")). La dynamique de g(t) donnée dans l'observateur (3.16) peut s’exprimer

comme suit

gt) = —0ki (g(t) — g(t —d(t)) + Ca(t — d(t)) — ya(t))
= 0k (9(0) — g(t") + C(”) —u (1))

Par application du lemme de comparaison, cette derniére relation nous meéne a

t
g(t) — 6—0161(15—1515€ ))g(tl({;n)) + 9]4,‘1 /( ) e—@kl(t—S)dS (g(t,(cn)) + Ciﬁ(t’(cn)) _ y(tl(gn)))
)

(n) n _ _¢(n) n ~r,(n n
= () 4 (1 M) (g() + Ca”) - y(t))

n — —¢(m ~ra(n n
= ") + (1= e M) (Ca?) —u(r))
Ceci nous permet par suite de réécrire G(t) de la maniére suivante

G(t) = 05" (9(0) - g(t") — Ca(t") - y(t"

~—

)

= A, e ) (C:@(t;ﬁ") )~ y(t;ﬁ")>>

Nous retrouvons donc 'expression de G(t) donnée dans (3.8) pour t € [t,gn),t,(fnﬂ) [,

E>0,n=0,...,N,— 1.
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3.5 Synthése d’observateur dans le cas d’une sortie avec

retard relativement grand

3.5.1 Cas d’un retard long constant sur la sortie

La troisiéme synthése d’observateur est réalisée en considérant toujours le processus d’acqui-
sition des mesures décrit par la section 3.3.1 ot le retard djs sur la sortie est supposé constant
et ne vérifie plus la condition (3.17), i.e. 7a7 + dpr > X o0t xp est donné par (3.9). Ainsi,
I'observateur (3.16) ne peut plus étre utilisé pour lestimation de ’état du systéme dans le
contexte actuel. Ce dernier peut cependant étre adapté en utilisant une structure en cascade
similaire & ce qui a été proposé dans (FARZA et al. 2018). Plus précisément, supposons que
Tm < Xo et soit dp un réel non négatif tel que 73 + dy < xg. L'observateur en cascade
qui est proposé ici est composé de m + 1 sous-systémes en cascade. Le premier sous-systéme
est similaire a I'observateur (3.16) et fournit une prédiction de I’état retardé, avec un hori-
zon de prédiction de dy. Chacun des sous-systémes restants, dont 1'état est noté 20, prédit
I’état du sous-systéme précédent dans la cascade avec un horizon de prédiction égal a M

de sorte que I'état du dernier sous-systéme est une estimation de I’état actuel du systéme x(t).

La synthése du premier sous-systéme de 'observateur en cascade peut étre réalisée comme
dans le cas d’un court retard en tenant compte de la mise & jour automatique du gain de
I’observateur, quelle que soit la forme sous laquelle les mesures de sortie sont disponibles.
Pour ce faire, définissons la fonction dy : [t(()O), +o0o[— IRT comme suit

do(t) = do, vee |8 40 1 k>0,

3.36
do(t) = t—t/" +do, vte |t "V k>0 n=0,...,N,—1 (3.36)

De la méme facon que pour le cas du petit retard, la fonction dy est continue par morceaux

sur [téo), +oo[ et bornée par dy + Tas ou T est donné par (3.7)

Avant de donner les équations de I'observateur, nous rappelons les notations usuellement uti-
lisées dans le cadre d’observateurs en cascade (GERMANI et al. 2002 ; KAZANTZIS et WRIGHT
2005 ; FARZA et al. 2015)

w(j)(t>=x<t—d+ ;Ld) u(”(t)zu(t—dﬁld), =0 >

ol m est un entier positif qui sera spécifié plus tard, et
d = dy — dp. (3.37)

Il est & noter que I'idée fondamentale derriére les observateurs en cascade est basée sur les

propriétés suivantes

2 <t— d) =20 D@ et u (t — d> =V, j=1,...,m. (3.38)

m m
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3.5. Synthése d’observateur dans le cas d’une sortie avec retard relativement grand

L’observateur en cascade est alors décrit par les équations différentielles suivantes

(

2O(t) = AZO() + pO(t), 20 (1)) - GO(1), avec
GO) = MK (9(t) — g(t — do(t)) + C2O(t — do(t)) — ya(t)) avec
gt) = =0k (g(t) — g(t — do(t)) + CEO(t — do(t)) — ya(?)) ,
() = Az0(t) + o (t),20) (1)) — GYU(t), avec
GUI(t) = etm (Gu—l)(t) +(A— A) (ﬁ;(j) (t _ %) _ @(j—l)(t)) (3.39)
+¢< G=1(1), 300 (t— i) — (D), 20 1)@)))’ j=1,...,m,
igj)
on zU0) = : e IR" est Détat estimé de z\) avec ;f:gj) € IR? pour I = 1,...,q et
:%((,j)
j=0,...,m, Ay est la matrice diagonale par blocs donnée par (3.4), 6 > 0 est le paramétre

de synthese de l'observateur grand gain, K est la matrice de taille n x p donnée par (3.5) et
respectant la propriété (3.6), yq est la sortie retardée mesurée, et enfin dy est défini comme
dans (3.36) et A € IR"*™ est une matrice Hurwitz qui constitue un paramétre de synthése de

I'observateur en cascade (3.39).

La propriété suivante sur la matrice Hurwitz A € IR™ ™ est essentielle pour I'analyse de

convergence de l'erreur d’observation de 'observateur (3.39)

38> 1 tel que HeAtH < Be”™ Yt >0 avec a = {min , IR(X:(A))] (3.40)
1€{1,...,n
oit A\;(A), pour i = 1,...,n, sont les n valeurs propres de A (& partie réelle négative).

Il est particulierement intéressant de noter que les équations différentielles & retard de 1’ob-

servateur ci-dessus sont initialisées comme suit

2Oy = i(téo) —d) et 2U)(s) =@ (s —d+ Ld), Vs € [(0) L340 j=1,...,m,
g(s) = Y(s), Vs € [t(()o) —dy — T]\/[,t(() )] ,

ou &(s), s € t(()o) —d, t(()o)} est une estimation sélectionnée a priori du vecteur d’état, et 1(s),

€ [t(()o) —do — T, t(()o)} est une fonction continue arbitraire.

L’observateur (3.39) a une structure en cascade avec m + 1 sous-systémes chainés. La téte
de la cascade, dont 1'état est noté 2(?), fournit une estimation de I’état retardé du systéme
z(t — dy, + dp). Une telle estimation est en réalité une prédiction de I'état retardé x(t — d,y,)
avec un horizon de prédiction égal & dy. Chaque sous-systéme restant de la cascade, dont

Iétat est noté #(), prédit état du précédent sous-systéme dans la cascade avec un horizon
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

dm —d
de prédiction égal & — = =m0 de sorte que I’état du dernier sous-systéme de la cascade

délivre une estimatiorrln de l’étgg actuel du systéme z(t). Notons qu’une intéressante propriété
de l'observateur (3.39) réside dans le fait que seule 'expression de Gy dépend du processus
d’acquisition des mesures de sortie. Les sous-systémes restants de la cascade, c’est-a-dire les
sous-systémes avec pour état Z;, j = 1,...,m, gardent la méme structure quelle que soit
la forme sous laquelle la sortie est disponible. Remarquons enfin que deux observateurs ont
été proposés dans (FARZA et al. 2018) pour le systéme (3.1) et que chacun d’entre eux est
consacré au cas ou la sortie retardée est disponible exclusivement sous 'une des deux formes
considérées, a savoir disponible en temps continu ou échantillonnée. Il est & noter que dans
le cas ot dyp = 0, 'observateur (3.39) coincide avec chacun de ces deux observateurs, et le
premier sous-systéme de la cascade de l'observateur (3.39) fournit une estimation de l'état

retardée du systéme (3.1), a savoir une estimation de l'é¢tat x(t — dy,).

Les propriétés de I'observateur en cascade sont similaires & celles de 1’observateur en cascade
proposé dans (FARZA et al. 2018) et sont résumées dans le théoréme suivant, dont la preuve
est semblable & celles proposées pour le théoréme 3.4.1 et le théoréme 4.1 dans (FARZA et al.
2018).

Théoréme 3.5.1 Considérons le systéeme (3.1) soumis aux hypotheéses 3.2.1 & 3.2.3 conjoin-

tement avec l'observateur (3.39). Alors, 30y > 0 tel que YO > 6y, pour tout u € U, si

e la borne supérieure des périodes d’échantillonnages s et dy sont tels que

™ + do < X6, (3.41)

ot xp est donné par (3.9),

o la matrice A est choisie de sorte que a < ag ot @ et ag sont donnés respectivement par

(3.40) et (3.9),

e e nombre m est choisi tel que

d — d .
¢ <1, avee €2 B(Ly + |4 - A, (3.42)

ou Ly, est la constante de Lipschitz de p, A est la matrice anti-décalage donnée par (3.2)
et B est donné (3.40),

alors nous avons, pour j =1,...,m,

>

7(7) ) (1) — () 5.0t L V. (0)
58] - 9 .
12 @) [227(t) — (1) < pje”™ + Mjoe, t =1 (3.43)



3.5. Synthése d’observateur dans le cas d’une sortie avec retard relativement grand

avec

pj = Bxhupoll < ’ #0)
Pj Boxinpol| 2 (0)] + &, —do)/m /_(dm_do)/m\x (s)llds
E —
+1 _ f(dm — do)/m ZXmHTj*k(O”L (3.44)
v o dm — do)
M; = BxinMo+1f(£ _od(f”/@mz X, (3.45)

ot po et My sont donnés par (3.19) respectivement, et 0. est la borne essentielle supérieure de
Uincertitude ||e|| apparaissant dans hypothése 3.2.3. Les ry,’s, k = 1,..., ], sont des fonctions
variables dans le temps et gouvernées par ’EDO suivante : 7(t) = Ary(t), VYt > 0. Enfin,

l’expression de xm, est donnée par

—dm—dg
e_a m

el — 3.46
Xm gy (3.46)

Remarque 3.5.1 Soit M,,0. la borne ultime de lerreur entre I’état actuel x(t) du systéeme
(3.1) et létat du dernier sous-systeme &™) (t) dans l’observateur en cascade (3.39) tel qu’il

est donné par (3.43) pour j =m, a savoir

lim sup || (¢) — z(t)|| < Mym0.
t—o00
Alors, il a été montré dans ((FARZA et al. 2018), Proposition 3.1) que la séquence (My, )mEN
est une séquence décroissante avec

lim M,, = BMyelé ®du—do) 4 g (e(f—é)(dM—do) _ 1) /(& —a), (3.47)

m—00

ot My est donné par (3.19), B,a sont donnés par (3.40) et enfin & est donné par (3.42).

Remarque 3.5.2 L’expression de la limite de M, donnée dans la remarque 3.5.1 par (3.47)
est composée de deux termes additifs. Le premier peut étre rendu aussi petit que possible
en choisissant des valeurs de 0 suffisamment grandes, comme évoqué par la remarque 3.4.1.
Le second terme est fixé, et représente une certaine limite quand m est choisi suffisamment
grand. Une procédure judicieuse consiste & choisir la longueur m de la cascade en accord avec
la condition (3.42) avec un compromis approprié entre la complezité de l’observateur, due
a de grandes valeurs de m, et un comportement convenable de l'erreur d’observation (voir

notamment les remarques 3.2 et 3.3 dans (FARZA et al. 2018)).
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3.5.2 Cas d’un retard long variable sur la sortie

Jusqu’a présent, le retard long sur la sortie a été traité seulement dans le cas d’un retard
constant. La synthése du quatriéme observateur de ce chapitre est réalisée en considérant un
retard arbitrairement long et variable dans le temps, c’est-a-dire en supposant que la sortie est
disponible selon le processus d’acquisition des mesures décrit par la section 3.3.1 et soumise
a un retard variable d(t) tel qu’il est défini dans (3.10) mais de magnitude arbitrairement
grande. Un probléme similaire a été étudié dans (FARZA et al. 2018) ou les mesures de sortie
sont supposées disponibles en temps continu et dont le retard variable d(t) est différentiable
avec d(t) < 1 pour tout t > 0. L’idée fondamentale derriére la solution proposée dans cette
partie réside dans une reformulation du probléme du retard variable dans le temps en un
probléme simplifié de retard constant, qui peut étre traité via un observateur en cascade.
Cette reformulation permet de retrouver la propriété essentielle de la synthése d’observateurs
en cascade, a savoir la relation z(/) (t — %) = zU *1)(1‘), qui n’est plus satisfaite dans le cas
d’un retard variable sur la sortie. Pour obtenir cette reformulation, 'idée est d’augmenter le
retard sur la sortie retardée disponible de sorte que le retard total résultant sur la sortie soit
constant et égal au maximum du retard variable original. Nous aborderons ainsi la synthése
de I'observateur qui nous intéresse via une reformulation ingénieuse du probléme de retard
variant dans le temps en un retard constant avec les caractéristiques de synthése d’observateur
en cascade soulignées dans la section précédente. Il est & noter que I'extension de 'approche
donnée dans (FARZA et al. 2015) que nous proposons dans ce qui suit n’est en rien évidente,
et requiert un important réexamen de la définition du retard variable donnée par I’expression

(3.10), détaillé ci-apres.

Comme décrit précédemment, les échantillons de sortie, dans le cas d’un échantillonnage de

la sortie, sont disponibles aux instants tl(j) pour k > 0 et 0 < n < Ng, et chacun de ces

échantillons correspond a la mesure de la sortie a I'instant t,(:) - d(t,(gn)). Ainsi, il convient

(n)

naturellement de supposer que (tl(j) —d(t, est une séquence strictement crois-

)> 0<n<Np—1
sante. Notons que chaque instant (t](gN'“) — d(t,(CN’“))), k > 0, peut étre interprété comme étant
le point de départ de 'intervalle de temps a partir duquel les mesures de sortie sont acquises
de maniére continue. Ces instants n’ont donc pas été considérés dans la séquence précédente.

D’autre part, nous pouvons également supposer que la fonction ¢ — t — d(t) est croissante

(Vi) 4(0)
k » Yk+1

Autrement dit, nous supposons vraies les conditions suivantes :

sur tout intervalle [t [, k > 0, pour lequel la sortie est disponible en temps continu.

. Vt € {t,(cN’“),t,gl [, k>0, la fonction t — ¢t — d(t) est croissante. (3.48)
° Pour un entier k£ > 0 fixé,
. ) (n) (n) . .
(7) la séquence (tk d(ty, ))OSnSNk—l est strictement croissante, et (3.49)
(i) £V — g My < N g (Nk)y (3.50)
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D’autre part, nous supposons que la fonction d(t) est bornée, i.e.
ddpr > 0,Vt >0, 0<d(t) <dyp. (3.51)

Notons que puisque le retard variable est défini comme dans (3.10), ce dernier est différen-

o,

tiable sur chaque intervalle }t,(gN’“), thi1

Soit (V,(cn))(K N la séquence des instants de temps définis par
SNS N
v = W @™y fdyy, k>0, 0<n < Ny (3.52)

W= ) >0 0<n < N — 1. (3.53)

La variable T]gn) représente la période d’échantillonnage correspondant au retard variable

d(t). Notons que d’aprés (3.49) et (3.50), nous avons T]En) > 0 pour tout k > 0 et n =

0,...,Ni—2, ainsi que T,ENIC -1 > 0. Il convient de noter 7Tj; la valeur maximale des périodes

d’échantillonnages T,g"), ie.

T = max T]gn) (3.54)
0<n<Np-—-1
k>0

La synthése du quatriéme observateur de ce chapitre repose sur 1'idée fondamentale d’exploi-
ter une version retardée de la sortie retardée disponible de sorte que le retard total obtenu
soit constant et égal au maximum du retard variable d(¢). Nous allons expliquer dans le pa-

ragraphe suivant comment obtenir la nouvelle version retardée de la sortie.

3.5.3 Retarder la sortie retardée disponible

Définissons la fonction ( : [V(()O), +oo[ — IR* comme suit

t+d(¢(t) —dy, Vte I/liNk),I/]Ef_]gl , avec C(u,gNk)) = t,gNk), k>0,

t,(cn), vVt € Vlgn),z/,(cnﬂ) , k>0, n=0,..., N — 1.

¢t) = (3.55)

La fonction ((t) vérifie quelques propriétés importantes, résumées dans la proposition suivante.

Proposition 3.5.1 La fonction ((t) définie par (3.55) est telle que
1 @)=Y ) <t

(ii) Vt € |:V](€Nk),l/,(£31 [
() —dC®) = t—dur e [ —a™), 1%, —aal,)|,
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(ifi) Vi [u,g”),y,g"*” [ k>0, 0<n<N,—1,
W —dce) = 7 —d") = 1" —dy,
2.Vt e :|V£Nk), V,Ef_)gl [, C(t) € ]t,(cNk),t,(co_gl [ et ((t) est différentiable a t avec

) = 1 avee (MY — (M)
) = ) e ™) =" (3.56)

Preuve de la proposition 3.5.1.

1. (i) D’une part, pour tout t € [u,gNk), u,(jr)l [, nous avons directement

C(t) = t—(dp—d(((t)) < t dapres la définition de djy.

D’autre part, pour tout t € |:V1(€n), V,gnﬂ) [, nous avons directement
¢ty = ¢ <t 4dy—drl) = <t

(ii) Soit t € [u,gNk), w9, [ Puisque C(£) — d(C(t)) = ¢ — das, il vient

M —dy <) - d(C() < v —dar. (3.57)
En remplacant dans l'inégalité ci-dessus I/’(CNIC) et 1/]821 par leurs expressions

respectives données par (3.52), nous avons
(M —a@ ™) <) —dw) < B —d@).  (358)
(iii) Soit t € [V](cn), V}(€n+1) [ D’aprés la définition de ¢ donnée par (3.55), nous avons
(1) —dct)) = " —d@”) = v —du dapres (3.52).

2. Soit t € }VéNk)7y£(£1 [ Il convient dans un premier temps de prouver que ((t) €

]t,gNk),t,g(El [ Pour cela, procédant comme pour (3.58), nous obtenons

£ g™y <) —dcw) < £ —d@,). (3.59)

Supposons par 'absurde qu’il existe t* € ]V](CNk), y,g(l)l[ tel que ¢(t*) > t;ﬂl. Alors,
(0)

puisque la fonction ¢t — ¢t — d(t) n’est pas décroissante pour tout ¢ > ¢, il vient
0 0
) =) =t —d)).
ce qui est en contradiction avec (3.59).
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Similairement, supposons par ’absurde qu’il existe t* € :|V](€Nk) , Vli?l [ tel que ((t*) <
t,(CN’“). Alors, puisque la fonction ¢ +— t — d(t) n’est pas décroissante pour tout ¢ > t(()o),
il vient

CE) —d(C(tr) <t —a(e™),

ce qui est une nouvelle fois en contradiction avec (3.59).

Montrons maintenant que ¢ () est différentiable a t avec {(t) tel que donné dans (3.56).

En effet, d’aprés le fait que ((t) € }t;N’“),tglzl[ et le fait que d(t) est différentiable

sur }tLN’“),t,(ﬂl[ avec d(t) < 1 (puisque la fonction ¢ — ¢ — d(t) est croissante et
d(t) est différentiable sur cet intervalle), nous en concluons directement que ((t) est
différentiable pour tout ¢ € }V,(CN’C), u,g‘jzl[ et I’équation (3.56) peut étre retrouvée en

prenant la dérivée premiére a gauche et a droite de 'expression ((t) = t+d({(t))—das.

Ceci termine la preuve de la proposition 3.5.1. [J

Evaluons maintenant la sortie mesurée y4(t) a I'instant ¢(¢). La nouvelle sortie obtenue cor-
respond & une version retardée de y,(t) puisque ((t) <t d’apreés le point 1.(i) de la proposition
3.5.1. Notons que

Pour tout ¢ € [V,QN“, v [ _ [t,ﬁw +dar — At 69+ day — (1Y) [ le signal ya(C(1))

est toujours disponible puisque ((t) — d({(t)) € [t,(cN’“) - d(t,(cN’“)),t,g(El — d(t,(gzl)[ d’apres le
point 1.(ii) de la proposition 3.5.1 d’une part, et le signal y4(t) = y(t — d(t)) est disponible en

temps continu pour tout t € [t,(cN’“), t,(ﬁgl { d’autre part.

Similairement, pour tout ¢ € |:Z/]£n), y,gm_l) [ = [t,(fn) +dy — d(t](cn)), t,(fm_l) +dy — d(t,gn+1)) [,

nous avons y(((t) —d(¢(t))) = y(t,(cn) — d(t,(gn))) qui est une quantité disponible. Ainsi, le signal
(0)

ya(¢(t)) est bien disponible pour tout ¢ > 1, et correspond a une version retardée de la

sortie retardée disponible y4(t). Notons que l'obtention de y4(((t)) requiert le calcul de ((t).
)

Ce dernier est égal a t;n pour tout t € [V,in), y,(cnﬂ) [, et est solution de 'EDO donnée par

(3.56) pour tout t € [ylgNk), ulgl)l [, ie.

o Vic [V‘”),V,E"m[, k>0, 0<n<No—1, ((t)=t",

k
: 3.60
LS [u,iNk),u,i(jzl {, E>0, ((¢) avec C(VIENIC)) _ t](cNk)' (3.60)

_ L
1—d(¢(1))
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

A ce stade, nous avons prouvé la disponibilité du signal y4(((t)) pour tout ¢ > 1/(()0). Il reste
a remarquer d’aprés les points 1.(ii) et 1.(iii) de la proposition 3.5.1 que la sortie retardée

ya(C(t)) peut s’exprimer comme suit

o Vtc [V]E:Nk)7 V,ioﬁl {, k>0,
ya(C(t)) = y(¢(t) — d(C(1))) = y(t — dmr), (3.61)

. Vte[y,gn>,y,g"+1>[, k>0, 0<n<Nj—1,

pa(C(8)) = y(C(8) = d(C(8) = y (v — dur) (3.62)

D’aprés (3.61) et (3.62), la sortie retardée y4(¢(t)) n’est rien de plus qu’une version retardée
de la sortie actuelle, & savoir la sortie actuelle retardée par un retard constant égal a dj;.
Ainsi, un observateur similaire & ce qui a été proposé dans le cas d’'un retard long constant

peut étre employé ici dans le but d’estimer ’état actuel du systéme (3.1).

3.5.4 Lien avec le cas du retard constant

Les équations du nouvel observateur sont identiques & celles de ’observateur proposé dans le
cas du long retard constant, i.e. les équations du systéme dynamique (3.39) avec d = dp; — do

ol dy : [I/éo), —1—00[ — IR sont données par (& comparer avec (3.14) et (3.36))

Jo(t) = dp, vVt € V](gNk),V]g(_)gl , k>0,
do(t) t—v tdy, Vee [y I k>0, n=0,... Ny — 1.

(3.63)

Rappelons que dy permet une mise a jour automatique du terme correctif de I’'observateur, et
similairement au cas du petit retard variable, la fonction dg(t) est continue par morceaux sur
[Véo), —1—00[ et bornée par dy + Ty ot Tas est donné par (3.54). Notons que la sortie retardée
disponible y4(t) utilisée dans le cas du retard constant est remplacée ici par sa version retardée

ya(C(t)) donnée par (3.60). L’observateur résultant est alors initialisé par
#00) (Véo)) _ (0) 7)
i(J)(S) = S_d+%d>a VSG[V((]O)_%au(()())}vj:lv"',ma
gls) = wls), Vs e [ —do—rar, ]

=
OT
|
QU

=

ou &(s),s € [Véo) —d, u(()o)} est une estimée sélectionnée a priori du vecteur d’état et ¥ (s), s €

(0)

0 _ . . .. . .
[1/(() ) do — T, 1 } est une fonction continue choisie arbitrairement.
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3.6. Synthése d’observateur pour des sorties avec retards variables multiples

3.6 Synthése d’observateur pour des sorties avec retards

variables multiples

Jusqu’a maintenant, la sortie retardée y4(t) € IRP disponible selon le processus d’acquisition
des mesures décrit par la section 3.3.1 est telle que chacune de ses composantes est soumise
au méme échantillonnage et au méme retard. Nous allons désormais généraliser les résultats
des sections 3.4 et 3.5 pour un retard et un échantillonnage potentiellement différents pour
chacune des composantes de la sortie y4(¢). Dans cette section, il convient de souligner que la

sortie y(t) et 'état x1(t) se décomposent comme suit

yi(t)
Yo (t
y(t) = 2() € RP avec y;(t)eR, i=1,...,p

Z/p(t)

:L'171 (t)

1,2(t)
xz1(t) = ) €IR? avec z1(t) eR, i=1,...,p

z1,p(1)

3.6.1 Description du processus d’acquisition des mesures pour chacune des

composantes de la sortie, dans le cas sans retard

Dans ce paragraphe, nous ne considérons aucun retard sur les sorties y;(t), i = 1,...,p. Simi-
lairement & la section 3.3, nous allons dans un premier temps décrire le processus d’acquisition
des mesures pour chaque composante y;(t) de la sortie, dans le cas sans retard sur la sortie.

Pour tout ¢ = 1,...,p, soient les entiers No; > 0 et Ni; >0, k =1,2,..., et soient

(0) (Ng,s) (0)

No,i
01 < 40) <<ty <t MU <t <

0 < t§) <t <40 <4

i 1,
des réels positifs tels que la sortie g; prenne I'une des deux formes suivantes :

1. Pour tout t € {t(o) #{Nit) {, k>0,i=1,...,p, la sortie y;(t) est disponible sous forme

ko Uk
d’échantillons, i.e. 'intervalle {t,(cog , t,(g]\ifk”') { est I'union de i ; sous-intervalles, a savoir

Nk,i_l
©) (N[ _ (n) 4(n+1) 0) _ ,(1) (Nk,i)
[tk7i,tk7i’“ { = U [tkvi,tkﬂ. { avec ) <tp)<... <t
n=0

(2

tel que y;(t) = yl(tg?) = 1‘17¢(t,(€n-)) pour tout t € [t,(cni),t,(ﬁnjl) [, n=20,...,Np; — 1. Par

ailleurs, nous supposons naturellement qu’il existe 0 < 7,,, < 737 < +00 tels que

0 < <o) =t " < =1, k>0, n=0,..., Ny — 1 (3.64)
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2. Pour tout t € t,i]:[k

’i),t,(gl,i [, i=1,...,p, k>0, y(t) = x1,4(t) est disponible en

temps continu.

Dans ce qui suit et sans perte de généralité, nous supposons que les composantes de la sortie

sont toutes disponibles & l'instant initial t(()o), & savoir

3.6.2 Synthése d’observateur dans le cas de petits retards variables mul-

tiples

Nous considérons désormais, & I'instar de la section 3.4, que les mesures des composantes de
la sortie résultant du processus d’acquisition des mesures sont retardées par de petits retard
variables multiples. En particulier, pour tout ¢ = 1,...,p, chaque sortie y; est soumise au
retard variable d; suivant

di(t) = dpi(t), Vte tg’“)tgﬁ“} k>0,

(3.65)
dilt) = dii(t), vie [t { k>0, n=1,...,Nyi—1,
ot chaque dy, ; est une fonction continue [tg’“’) , 751(@(21 J — IR, différentiable sur ] t,(cj\lhC ’i), tlESZl ;
et bornée par dy; > 0. D’aprés la définition (3.65), chaque fonction retard d;(t), i = 1,...,p,
est bornée pour tout t > t(()o), i.e.
>0, Vi=1,...,p, >t 0<di(t) <dy (3.66)

Ainsi, chaque sortie y; posséde un échantillonnage et un retard variable qui lui sont propres.

Les mesures retardées de chaque composante de la sortie sont disponibles comme décrit par
ce qui suit.

e Pour tout t € tgk’i),t,(gli , 1t =1,...,p, k >0, la i-itme composante de la sortie

retardée, notée yq,, est disponible en temps continu, i.e.
N ; 0
va(t) = wilt—di@), vee [l L k=0 (3.67)

e Pour toutt € [tl(g?, t](gniﬂ) [, t=1,...,p, k>0, n=0,...,N;;—1, lai-iétme composante

Y4, de la sortie retardée est seulement disponible aux instants d’échantillonnages, a savoir

ya, () = ya,(t)
- (t,ﬁ’f} _ di(t,@)) Ve [t,i’f},t,ﬁf” [ k>0, n=0,... Ny—1 (368
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Désormais, et comme dans la section 3.4, il convient de définir pour tout ¢ = 1,..., p le signal
variant dans le temps d; : [t((]o) , —l—oo[ — IR" permettant de mettre & jour automatiquement le

terme de correction de l'observateur en tenant compte de la nature des mesures disponibles

de la sortie yq,(t), 7 =1,...,p, & savoir
L6 = i), vee [t ] k=0
_ ) (3.69)
dit) = t—t") + (1), vie [t&),tg?f )[, k>0, n=1,..., Ny —1
Chaque fonction d;, i = 1,...,p, est alors bien définie sur [t(o), —I—OO[ et continue sur chaque
intervalle t,g\ifk’i),t,gqal ;| pour k > 0 ainsi que sur chaque intervalle [t,(g?jt,(fn;rl) { pour k£ > 0

et n=0,...,N,; — 1. De plus, chaque fonction d; est continue par morceaux sur [t(()o), +oo[

et bornée comme suit
Vet vi=1,....p, di(t) < dar+ Tur, (3.70)

ou Tps et dps sont donnés par (3.64) et (3.66), respectivement.

Observateur

Dans ce qui suit, nous posons

Yd, (t) ;i‘l’l(t _ Czl(t))
it = | 0| cagy = | P00
Yd, (t) fl,p(t _ Jp(t))

L’observateur avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie, en pré-
sence de retards variables multiples variant dans le temps sur les différentes composantes de

la sortie et de magnitudes relativement petites, est donné par le systéme dynamique suivant

i) = Ad(t) + o(u(t),2(t) — G(t), on Wt >t

G(t) = 0A;'K (g(t) — ga(t) + Cig(t) — ya(t)) avec (3.71)
g(t) = —0ki(g(t) — g4(t) + C24(t) — yalt)), '
g(s) = (s), Vs € t(()o) —dy — TM,t(()O) ,
g1(t) g1t — 6?1(15))
oty = |7 2:@) ew ot gut) = | PV _:dQ(t)) € R?, (3.72)
gp(t) gp(t - Jp(t))
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ou T = : € IR"™ est I'état estimé de I'état = avec &; € IR pour [ = 1,...,q, Ag
Tq

est la matrice diagonale par blocs donnée par (3.4), 6 > 0 est le paramétre de synthése de

l'observateur grand gain, K est la matrice de taille n x p donnée par (3.5) et respectant la

propriété (3.6), yq est la sortie retardée mesurée donnée par (3.67) et (3.68), d est le signal &

40 (0)

temps variant donné par (3.69), v : { o —dym —Tam,ty’ | = IRP est une fonction arbitraire

continue sur [t(()o) —dy — T, t(()o)} , dps est la borne supérieure du retard variable donnée par

(3.66), et Tas est la borne supérieure des périodes d’échantillonnages, définie dans (3.64).

Le théoréme suivant stipule que le systéme dynamique ci-dessus est un observateur convenable
et adapté au scénario considéré concernant la disponibilité des mesures de sortie en présence

de retards variables multiples de magnitude relativement faible.

Théoréme 3.6.1 Considérons le systéme (3.1) soumis aux hypothéses 3.2.1 & 3.2.3 conjoin-
tement avec l'observateur (3.71). Alors, 30y > 0 tel que VO > Oy, pour tout w € U, si la borne
supérieure des périodes d’échantillonnages Tas et la borne supérieure du retard variable dps

donnés par (3.64) et (3.66), respectivement, sont telles que
™ +dy < X6, (3.73)

alors pour tout z(0) € IR"™, nous avons

l5(t) — 2(®)]| < poe— @0~ sup l3(s) — a(s)[| + Mo, Wt >t (3.74)

SE[t(()O)—TM—dAI,téo)]

ol

a0 = = b= Opo | K(Ly +0), %o — / ,
2\ (P) 2p(Ly + 0)o || K[| An(P)

_ e2Sag(Tam+dy) — 92g dur) — 1

po =071 |1+ Dp° _“f‘;(TM Fdv) =1 (3.75)
4¢%a;
_ o e2%ao(Tar+dnr) _ 1
My=— et ¢ esttel que 0<3T<1, avec — <(1-9%)xe
Sag 2Say

ot x est la trajectoire inconnue du systéme (3.1) associée a Uentrée u, & est une trajectoire
du systéme dynamique (3.71) associée au couple (u,y), Oy = max (1,2Lyv/nAy(P)/p), Ly et
w sont définis par (3.3) et (3.6), respectivement, et ot 0 = \/ Ay (P)/Am(P) est le nombre de

conditionnement de la matrice P donnée par (3.6). .
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Preuve du théoréme 3.6.1. Soit Z(t) = &(t) — x(t) lerreur d’observation, et posons

T =071 Ap7 ot Ag est donné par (3.4). L’association de (3.1) et (3.71) nous méne a

B(t) = AZ(t) + p(u(t), (1), z(t)) — Be(t) — G(1), (3.76)
ot @(u(t),z(t), z(t)) = p(u(t),z(t)) —p(u(t), z(t)). Remarquons d’une part que nous avons,
pour tout t € [tg’“’i),t,(ﬂl’i ,i=1,...,p, k>0,

ya:(t) = vt —di(t))
= plt— i) = walt—dir), vee [(3 0 [ k=0 @)

et, pour tout t € [t;”},té@“)[, i=1,...,p, k>0, n=0,...,Np; — 1,

va®) = w (1) — )
= (t — (t - tl(;? + di(t,(;fi))))
= it — di(t))
= 21t — di(t)), Vte [téﬁ?,t,ﬁ?f“ [ k>0, n=0,....Ny—1 (3.78)

Les relations (3.77) et (3.78) impliquent ainsi que toute composante yq,, ¢ = 1,...,p, de
la sortie retardée disponible selon le scénario (3.67) et (3.68) peut s’exprimer a I'aide du
signal & temps variant d;(t) défini par (3.69) par
7 7 0
v (t) = wilt = di(0) = waa(t = (1)), Ve =g,

et par suite

yi(t — di(t))

) = yalt) = y2(t—.d2(t)) v O,

La dérivée premiére de la fonction g(t) et la fonction G(t), données par (3.71), s’expriment

ainsi par
{ §t) = —Oki(g(t) — gq(t) + Cia(t)), (3.79)
1 ~ :
G(t) = 085 K(g(t) — ga(t) + Cz4(t)),
ou g;(t) est donné par (3.72), et ou
T1(t — C@ ()
Ciat) 2 Cagt)—ualt) = Cigt) -y = | T E N s

ilm(t - dp(t»
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En prenant en considération le fait que A@AAe_l =0A et C’A9_1 = (', nous obtenons
(t) = OAZ(t) + 0T Agp(u(t), #(t), z(t)) — 891 AgBe(t) — 0771 ApG(2)
= QAZ(t) + 0T Agp(u(t), (t), 2(t)) — Be(t)

—0K(g(t) — g4(t) + Cz4(t)), (3.81)

ou
g(t) = 67'g(t), ga(t) = 07 g(t), Cxa(t) = 67 Cz4(1)
Il vient alors, d’aprés (3.79),
i) =~k ((t) — galt) + CT4(0), (382)

et en particulier, d’apreés (3.72) et (3.80) et pour tout i =1,...,p,

5i(t) = —0ki(gi(t) — gi(t — di(t)) + Z1,3(t — di(2))). (3.83)
En ajoutant et soustrayant le terme 0 K CZz(t) a droite de I’équation (3.81), il vient
I(t) = 0AZ(t) + 07 Agp(u(t), &(t), x(t)) — Be(t) + 0K 2(t),
ot A=A — KC est la matrice Hurwitz apparaissant dans (3.5), et ou

2(t) = (Cx(t) — Crg(t)) — (9(t) — ga(t)) - (3.84)

zi(t) = (Z1i(t) = 21i(t — di(1))) — (9:(t) — Gi(t — di(2)))
- /t F14(s)ds — /t Gi(s)ds = /t_di@) (31.4(5) — Gi(s)) ds. (3.85)

—d;(t) —d;(t)
D’autre part, il est facile de vérifier d’aprés (3.81) que
T1(t) = 0z2(t) + 077 1 (u(t), 2(t), () — Ok (g(t) — ga(t) + Cz4(t)),

et par suite, pour tout ¢ =1,...,p,

T1,(t) = 0T2,(t) + 09 Gri(ult), (t), () — Ok1(gi(t) — gi(t — di(t)) + T14(t — di(1))),
L’exploitation de la relation (3.83) méne a
flﬂ'(t) = 9@271‘@) + Hqil(ﬁl,i(u(t), .Cﬁ(t), :c(t)) + éi(t), (3.86)

et 'association de (3.85) avec (3.86) donne

; _ [ To(s 15 5 (u(s), 2(s), x(s))ds) . .
at) = [ 0l 0 (o), 40),(5)s) (3.57)
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Considérons désormais la fonction quadratique candidate de Lyapunov suivante : V(z) =
T PZ ot P est donné par (3.6). En procédant comme dans (BOURAOUI et al. 2015) et en

considérant ’hypothése 3.2.2, nous avons pour 6 > 1

V(z) = 227(t)P (9!1:5 + 07 Ag@(u(t), 2(t), z(t)) — Be(t) + 9Kz(t)>
—(2p8 — 2L,/nA i (P))|1Z))? + 2027 PK 2(t) — 227 PBe(t) (3.88)

A

En choisissant 6 de sorte que 2uf — 2L,\/nAp (P) > (0, i.e.

0> 0y 2 2L,/nAn(P)/ 1, (3.89)

I'inégalité (3.88) devient

V(@) <~ ]59 Vi(z) + 20| Pz ||| K[[|z(£)[| + 2[[ Pz[[[l(®)]

S_/\j\j(eP)V(f)—I-QQWWHKHHZ@)H+2\/m”5 NIVV(@) (3.90)

La variable z donnée par (3.84) peut alors étre bornée comme suit

N

b p 9+L —
z(t)] < Z!\Zi(t)ll < VVI(Z(s))ds
=1

t—d; (t)

< 2 L [ Vs

P) t—7mr—dp

9 O+ Ly, [ -
= VV(Z(s))ds, (3.91)
\/ t—Tpm—dm
ot la derniére inégalité vient de la relation (3.70). L’association de (3.88) et (3.91) nous
donne alors

V(z) < _)\M?P)V(x) +2pfo(6 + L,)|| K|| VV(Z(s))ds
M t—Tar—das

+ 2/ AP )l V @),

ou de maniére équivalente,
d _ t
LG < —a0/VED) + b / JVGEE)ds +p),  (3.92)
t—Typ—dyg
ou

T
"7 22 (P)

by = Opo || K|[(Ly +0), p(t) = v Au(P)]e(t)]. (3.93)
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Puisque la fonction p(¢) donnée par (3.93) est essentiellement bornée par \/ Ay (P)d. d’aprés

I'hypothése 3.2.3, si la borne supérieure des périodes d’échantillonnages 7); ainsi que la
bg(Tar + dnr)
ag

borne supérieure du retard variable dy; vérifient la condition <1, ie.

54— M
"7 2Ly + ol KD (P)’

TM+dM<€L6
by

alors toutes les conditions d’applications du lemme B.1.1 donné en annexe B.1 sont remplies

et d’aprés ce lemme, nous trouvons

__ _ e2%ag(tm+dum) — 9cg d —1
V@) < e =167, 1 45, ;%“M+A” max VEw)
4¢2ag ve[ts® —ra—dar,t$"]
+ 7/\{4_(]3)65, vt >t
Sag
59 €2€aG(TM+dM) _ 1
oucesttel qued<¢g<1et — <1 -—g, c'est-a-dire

ag 25ay

e25ag (T +dn) _ q

< (1-9)x
5cag < (1-9)Xe

< ||Z(8)]| < 6971|Z()|| pour tout t > )

En revenant a Z(t) et d’aprés le fait que ||Z(¢)]|

avec 6 > 1, nous trouvons

1Z(8)]] < poe@ 10" max @) + Moo
£y

I/E[téo)—ﬂ\/j—d]w,t‘go)]

oil po et My sont donnés par (3.75). Ceci termine la preuve du théoréme 3.6.1. O]

3.6.3 Synthése d’observateur dans le cas de retards variables relativement

grands

A Tinstar de la section 3.5, nous considérons désormais que chaque composante y; de la sortie
y est disponible selon le processus d’échantillonnage de la section 3.6.1 et est soumise & un
retard variable d;(t) arbitrairement grand. En particulier, nous supposons que 7as + dasr > Xo

ol Tpr, dp, et X sont donnés par (3.64), (3.66) et (3.75) respectivement.

Comme détaillé précédemment, les échantillons de mesures de la i-éme composante de la
sortie, dans le cas d’un échantillonnage de la sortie, sont disponibles aux instants tg? pour
kE>0e 0 < n < Niy, et chacun de ces échantillons correspond a la mesure de la sor-

tie & l'instant t,gni) - di(t,gni)). Encore une fois, il convient de supposer que toute séquence
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(t,(cni) - di(t,gni))) ,pour i =1,...,p, est croissante. Comme pour la section 3.5, nous
’ 7] 0<n< N, i —1
supposons donc vraies les conditions suivantes, pour tout i =1,...,p :
(Nk,i) ,(0) : . ;
. Vte |t ity l1i] s k>0, lafonction ¢~ t — d;(t) est croissante. (3.94)

° Pour un entier k > 0 fixé,

: ; (n) (n) -
(1) la séquence <tk"2 - di(t,:i ))OSTLSNI@,Z‘—I est croissante, et (3.95)

(i)t Y =yt )y < ) g e, (3.96)

Nous supposons encore une fois que toute fonction d;(t) est bornée, i.e.

Jdy >0, Vi=1,....p, vt >t 0<di(t) < dy (3.97)
Notons que tout retard variable d;(t), i = 1,...,p, est défini comme dans (3.65). Ce dernier
est différentiable sur chaque intervalle t,gjjk’i), t,(ﬁal ; [
Soit maintenant pour tout ¢ = 1,...,p la séquence des instants <V,(£)) définis par
) 0<n< N,

vl = Y —dity)) +dar, k>0, 0 <0< Ny (3.98)
et soit

A= ) >0 0<n < Ny — 1. (3.99)

(n)

La variable Tkz

d;(t). D’aprés (3.95) et (3.96), il vient 7Y > 0 pour tout k > 0 et n = 0,..., Ny, — 2, et

Nji—1 oo . .. )l . .
7']5 i]“ ) > 0. Enfin, soit Tys la valeur maximale des périodes d’échantillonnages Tk(:ni) ie.

représente la période d’échantillonnage correspondant au retard variable

I >0, Vi=1,...,p, ¥k >0, ¥n=0,..., Ne;—1, 0<7" <7y (3.100)

Nous allons donner dans le paragraphe suivant chaque fonction retard (;(t), i = 1,...,p per-
mettant de retarder chaque composante y; de la sortie de fagon & obtenir un retard maximal

égal & dps sur chacune de ces composantes.

Retarder chaque composante de la sortie retardée disponible

Définissons pour tout ¢ = 1,...,p la fonction ¢ : [1/((]?2, —1—00[ — IR comme suit
t+di(Gi(t)) —dm, Ve [V,gk’i), V£?17i[, avec C,-(V,Sjk’i)) = t,(:’\i[’“'i), k>0,
G(t) = (3.101)
s vee [ O] k=0, =0, N — 1,

Chaque fonction (;(t) vérifie alors la propriété 3.5.1 de la section 3.5, réécrite pour chaque

fonction (;(¢) comme suit et dont la preuve est identique a celle de la proposition 3.5.1.
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Proposition 3.6.1 Toute fonction (;(t), pouri=1,...,p et définie par (3.101), est telle que
1. (i) Vt>u , Gi(t) <

e |
G(t) = di(Glt) = t—du € [t = dilt ), 00 — it )|
(iii) Vt € [y,f;’),y,g’;“) [ k>0, 0<n<Ny—1,
G(t) — di(Gi(t) = 75;(;? - di(t&)) = V;(fi) —du,

2.Vt E} (Nei) 1,(0) [, Gi(t) € ]tk]\zf“) 0| et Gi(t) est différentiable a t avec

P k41,3 k+1,3

: 1 ki ki
L) = Taco ™ Gy = 1) (3.102)

L’évaluation de la i-éme composante de la sortie mesurée ygq,(¢) & 'instant ;(¢) nous donne

ainsi

ya, (G 2 i (G — dilGi(1)) -

Comme pour la section 3.5, le signal yg,(¢;(¢)) est disponible pour tout ¢ > I/(OZ»), o ((t) est

donné par
evte [ k=0, 00 S N -1 Gl =47,
" , 1 Ne N (3.103)
oVic [Vlik ) V’gﬁll[’ k>0, G(t) = o Q(y]glk ) :t’(wk, ).

Enfin, d’aprés les points 1.(ii) et 1.(iii) de la proposition 3.6.1, la sortie retardée ygq,(¢;(t))

peut s’exprimer comme suit
o e 00 L k2o
ya, (G (1) = yi (Gi(t) — di(Gi(1)) = yilt — dmr), (3.104)

o vee [ k=0, 0<n < N1,

ya; (Gi(1)) = yi(Gi(t) — diGi(1))) = v (V,if? - dM) : (3.105)

D’aprés (3.104)-(3.105), la composante retardée yg,(¢;(t)) n’est rien de plus qu'une version
retardée de la composante actuelle y; de la sortie, & savoir la sortie actuelle retardée par un
retard constant égal & djp;. Nous proposons ainsi dans le paragraphe suivant et de fagon si-
milaire & la section 3.5 un observateur dont la structure est similaire & celui de la section 3.5

dans le cas d’un retard long constant et identique sur chaque composante de la sortie.
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3.6. Synthése d’observateur pour des sorties avec retards variables multiples

Observateur

Les équations du nouvel observateur sont similaires a celles de ’observateur proposé dans

le cas du long retard constant dans la section 3.5. Pour tout ¢ = 1,...,p, la fonction CZ(M :

(0)

[vg,i » +oo[— IRT est définie comme suit

dos(t) = do, vee [yl k=0, 5106
doilt) = t—v\ +do, Vie | vim [ k>0, n=0,... Nyi—1.
et soit d = dp; — dy. Chaque fonction a?ovi, i =1,...,p, permet ainsi une mise a jour automa-

tique de la i-éme composante du terme correctif de 'observateur, et similairement au cas du
(0)

petit retard variable, la fonction J(M(t) est continue par morceaux sur [1/01- , +oo[ et bornée

par do 4+ Tps ot Tpy est donné par (3.100).

L’observateur en cascade est alors décrit par les équations différentielles suivantes pour tout

te [V((]O), +o00 [, avec ﬁéo) = max Véoi) :
1=1,...,p 7

F0(t) = AZO) + p(u®(1),201) - GO), avec
GO = 087K (g(t) - go<>+cx<°><> valC(1))) avec
at) = =0k (g(t) — g4, (t) + € ()—yd«(t»),

@) = AzD@#) + ) (t), 20 (1) — GU(t), avec

GO(t) = et (GUI() + (A= 4) (20 (- £) - 20D (3.107)
\ o (w000, 30 (1= £)) — eV, 20D@)), j=1...,m,
avec
91(t) g1t — do. (1))
t t —doo(t
g(t) = 92.( ' e R, 9,(t) = ol . 2O ¢ o
9p(1) gp(t — dop(t))
Ya, (C1(2)) F1,1(t = do(t))
t Z12(t —doa(t
va(C(t) = yd2(§2( ) € IRP, Cﬁ:g;)(t) _ 1,2( | 0,2(t)) € R, (3.108)
Yd, (Cp(t)) il,p(t - JO,p(t))
ﬁgj)
ott yg.(¢i(t)) est donné par (3.104) et (3.105), ou ) = : € IR"™ est I'état estimé de
fr(zj)
zU) avec m( ) ¢ RP pour I =1,...,qet j =0,...,m, Ag est la matrice diagonale par blocs

donnée par (3.4), 6 > 0 est le parameétre de synthése de 'observateur grand gain, K est la
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matrice de taille n x p donnée par (3.5) et respectant la propriété (3.6), et do;, i = 1,...,p,

est le signal & temps variant donné par (3.106).

L’observateur résultant est alors initialisé par

j(o)(g((]o)) = 3 17(()0) _ d)
d0(s) = d(s—d+ %d) , Vse [aéo) - %,,;gm] L ji=1,...,m,
9(s) = wls), ¥s e [ —do—7ar, 54",
ot Z(s), s € [D(()O) —d, D(()O)} est une estimée sélectionnée a priori du vecteur d’état et ¢(s), s €

{40)

_ (0 . . .. o
o — do — T, 1/(() )} est une fonction continue choisie arbitrairement.

La preuve de convergence de 'erreur d’observation associée a I’observateur (3.107) est donnée
par 'application directe des théorémes 3.5.1 et 3.6.1, en prenant Tas + dg < Xg, oU Tas, dg et
Xo sont donnés par (3.100), (3.106) et (3.75) respectivement.

3.7 Exemples illustratifs

Dans cette section, les performances des observateurs étudiés précédemment sont illustrées
par le biais de deux exemples. Le premier exemple traite d’'un systéme chaotique de Lorenz
soumis 4 un échantillonnage et un retard variable unique sur toutes les composantes de la
sortie du systéme. Le second exemple étudie le cas d’un échantillonnage multiple et de petits
retards multiples constants sur les différentes composantes de la sortie d’un joint flexible de

bras robotique.

3.7.1 Exemple 1 - Systéme chaotique de Lorenz

L’efficacité de I'observateur en cascade proposé est étudiée dans un cadre de simulation réaliste
impliquant une synchronisation hyperchaotique conjointement avec un probléme de mesures
tamponnées. Un tel probléme a déja été abordé dans (CACACE et al. 2014) ou les mesures de
sortie sont stockées dans un buffer sous forme de paquets de données avant d’étre envoyées a

I'unité de traitement. La synthése de 'observateur est basée sur le systéme de Lorenz suivant

To(t) = a (zp(t) — 2a(t))

a.cb(t) = B xa(t) + ap(t) — za(t)zc(t) — 24(t) (3.109)
Ze(t) = za(t)zp(t) — v 2c(t)

Ea(t) = & mp(t)ze(t) +ealt)

ot 7' = ( Ta Tp Te Xg ) € IR* est I'état du systéme, (o, 8,7,0) € IR** sont les para-

métres du systéme et €4 est une incertitude. Ce systéme fournit un comportement chaotique
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3.7. Exemples illustratifs

a condition que ses paramétres soient correctement spécifiés, par exemple o = 10, f = 28,
v =8/3 et § = 0.1. Une telle propriété a été utilisée de maniére appropriée dans 'ingénierie
des communications sécurisées (voir par exemple (PENG et al. 1996) et (XIANG-JUN et al.
2011)). La sortie disponible y dépend de z1 = ( Tq Tp+ X )T. On suppose que les mesures

sont récupérées a intervalles réguliers [t,(CN’“),t,(Co_gl, .. ,t,gj_’“l“) { dont la longueur de chacun de

ces intervalles est égale a T, = T, + 47, + s ou Ty, 7y, €t 7oy avec 7, < Tar, sont des
constantes réelles positives, et N = 5, t,(cn) =(k-1)Tc.+T,+n7m, k>0,n=1,... Ny —1
et tl(CNk) = kT,. Toutes les mesures arrivent au buffer avec un retard constant d,,, > 0 selon le

scénario suivant.

(i) Les mesures sont fournies a l'unité de traitement a une fréquence élevée pendant I'inter-

valle de temps [t,(CN’“), tl(cOle} = [kT,,kT. + T,] , k > 0. En particulier, le premier paquet,

disponible pour I'observateur en cascade a l'instant ¢ = 0, contient les mesures acquises

sur l'intervalle de temps [—T¢,0]. Le délai de transmission entre le buffer et I'unité de

traitement, d,(cT) peut étre modélisé comme un signal continu dont ’expression est

t— M)

dD () = (dy — dum) (1 T) (3.110)

ou 0 < d,, < dps sont des constantes positives.

k+10 Yk+1
envoie instantanément a 'unité de traitement une nouvelle sortie échantillonnée retardée

Z/d(t](;fgl) puis attend une période de temps 7, avant de renvoyer le prochain échantillon.

Par conséquent, nous avons déT) (tgfgl) =0.

(iii) Sur chaque intervalle de temps [t,g]j_kl“_l),tgﬁ“

envoie instantanément a 'unité de traitement une nouvelle sortie échantillonnée retardée
yd(t,gi’“l“*l)) (ici aussi d,iT) (t,(ﬁ'“l“*l) ) = 0). Ensuite, le buffer attend une période de
temps 7)s atteignant ainsi I'instant de temps tl(ﬁkl“)
(i) ont un flux continu de mesures retardées est fourni a I'unité de traitement & partir

du buffer.

(ii) Sur chaque intervalle de temps {t(n) #{ntd) [, k>0,n=1,..., N1 — 2 =3, le buffer

[ dont la longueur est 77, le buffer

. Nous revenons alors a la situation

Selon le scénario ci-dessus, la sortie est disponible avec un retard global égal & d,,, auquel est

ajouté le retard de transmission. Par conséquent, on a

dyr — dy,
d(t) = day— P (t=6™), vee [t ] k=0
(3.111)
de(t™) = dp, Vte [t,g"),t,in+1)[,n — 1, Ny —1

En résumé, les sorties retardées disponibles (rapportées dans la figure 3.2) peuvent étre ex-
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primées en y,(t) = y(t — d(t)) ot d est défini comme suit (voir figure 3.3)

: das — d
dt) = da = (=™ vee (470 ] k= 0

d(t) = t—t,g”)+dm,Vte{t,ﬁ"),t;"“){,n:17...,Nk—1

yi(t)
SORTIE RETARDE DISPONIBLE

SORTIE INCONNUE ACTUELLE

(3.112)

20

60

2 t SORTIE RETARDE DISPONIBLE
ol a(t) _ |
10

-10+

SORTIE INCONNUE ACTUELLE
L I

0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps(s) Temps(s)

-20
0

FIGURE 3.2 — Sorties avec leurs mesures retardées disponibles respectives

L) (1) 4(2) (3) ,(4)
:tk+l tepr tin B T

5 (5)
# tii1

FIGURE 3.3 — Evolution temporelle de d(t)

La synthése de 'observateur a été réalisée selon les étapes décrites dans la section 3.5.2, grace

a la transformation d’état @ : x € R* — 2 € R?* ou

21 Tq a (xzp — x4)
z = avec z1 = et zg =
29 Ty + X B Tg+ Tp — TqTe — Tg + TaTp — Y Te

Il a été montré dans (CACACE et al. 2014) que la transformation ® place le systéme de Lorenz
(3.109) sous la forme désirée, c’est-a-dire sous la forme (3.1). Un observateur en cascade avec
un retard variant dans le temps a été concu dans les coordonnées en z et implémenté dans les
coordonnées en x en utilisant 'inverse de la transformation d’état jacobienne, et en choisissant

les paramétres de réglage et de synthése suivants
7. = dpy = 0.5s, 17, = 0.025s, d,, = 0.225s, 737 = 0.275s, 7, = 0.05s

20

0 =30, m=12, dy=0.025s, K:( I
2

>, A=A—30I
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FIGURE 3.4 — Estimation de z°, z¢
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es conditions initiales du systéme ainsi que celles de 1’observateur en cascade ont été choisies
L dit tiales d t lles de I'ob t d t été ch

comme dans (CACACE et al. 2014), & savoir 21 (0) = ( 4.0 24 246 272 ) et 27(s) =
( 4.0 2.0 250 28.0 ) avec s € [—dps,0]. Deux ensembles de résultats de simulation ont

été obtenus en fonction de l'incertitude. Le premier ensemble correspond au cas sans in-
certitude, tandis que le second est consacré au cas ou lincertitude a été choisie égale a
gq(t) = 3.5sin(t). La figure 3.4 montre le comportement des variables d’état non mesurées du
systéme ainsi que leur erreur d’estimation respective dans le cas sans incertitude, tandis que
la figure 3.5 montre 1’évolution de I'erreur d’estimation ultime en présence de l'incertitude,
dans le cas de différentes longueurs de cascade, a savoir m = 12,20, 40. En plus de la capacité
de l'observateur proposé a traiter les problémes d’ingénierie des communications sécurisées,
les résultats de ces simulations corroborent les résultats fondamentaux et plus spécifiquement
une propriété intéressante qui a été soulignée dans la remarque 3.5.2, & savoir que 'erreur

d’estimation ultime est une fonction décroissante de la longueur de la cascade de I’observateur.

3.7.2 Exemple 2 - Joint flexible de bras robotique

Le second exemple de ce chapitre traite le probléme d’observation d’un bras robotique avec
joint flexible qui a déja été considéré dans plusieurs publications (RAFF et al. 2008 ; HOWELL
et HEDRICK 2008 ; FARZA et al. 2014). Nous allons illustrer par le biais de cet exemple les
performances de l'observateur (3.71) dans le cas d'un échantillonnage et de petits retards
constants multiples sur les différentes composantes de la sortie. Le bras de robot considéré est

décrit par le systéme dynamique suivant

B(t) = )+

y(t) = ( 2

p(ult), x(t)) + Be(t)
) _ <x1,1<t>> (3.113)
{ELQ(t)

ou l'état = est donné par

T
4 1,1 2
T = o | €R*, avecx; = eR” € R, 23 € R,
1,2
T3

ot u(t) = sin(t)—sin(7t) est entrée du systéme (3.113), y(¢) est la sortie inconnue actuelle du
T
systéme (3.113) et €(¢) est une incertitude, la matrice B est telle que B = ( 0 001 ) ;

la matrice F' est donnée par
02 F1 0O2x1 0
F = 0 0 1 avec Fy = ,
i ' ( 48.6 )
O1x2 O 0
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et la fonction ¢(u,x) est décrite par

u 1'1
T1,2
, p1(u, ) = :
—48.6.1‘1’1 — 1.25%’172 + 21.6u
<P3 I 173?2
3(x1,1,22) = 19.5211 — 19.529 — 3.3sin(x2).

La sortie actuelle y(t) est inconnue, et nous ne disposons que d’une sortie échantillonnée

t
et retardée yq(t) = Yai ()
Yds (t)
égal & dyi et dy respectivement. Plus précisément, les mesures de la sortie y; sont récupérées
(n) (n+1)[

ty1,t

& intervalles réguliers [ 0.1

). Les composantes y; et yo sont disponibles avec un retard

, n > 0, et la longueur de chaque intervalle vaut 7. De

méme, les mesures de la sortie yo sont récupérées a intervalles réguliers [tg’g), t(()n; b [, n >0,
chaque intervalle étant de longueur 7. En outre, nous supposons que les sorties y; et ys sont
disponibles & partir de 'instant t(()?% = t(()?% = 0. Le retard maximal dj; et la plus grande

période d’échantillonnage 7a7, donnés respectivement par (3.66) et (3.64), vérifient

(3.114)

dM = maXxX {dl, dg}
™

max {71, 72}

Les sorties retardées disponibles yq, et yq, (rapportées dans la figure 3.6), purement échan-

tillonnées au regard de ce qui a été dit précédemment, vérifient ainsi

ya () =y (15 —d(e5))), vee [t n>o,
_ (n) 0 (n) (n+1) (3.115)
de (t) = Y2 t(), d t ’ Vt € t() 27t y 1 Z 07

et les signaux & temps variant correspondant dj et dy et décrits par la relation (3.69) sont

calculés comme suit

di(t) = t—ty) +di, vee |t 5], n>o0, 5.116)
do(t) = t—t)) +dy, Ve |t 155, n>0 '

: : : : : : : 15 : : : .
16 n(t) 1 . 2 (t)

10+
14 SORTIE INCONNUE ACTUELLE,

SORTIE INCONNUE ACTUELLE,

SORTIE RETARDE DISPONIBLE -101 SORTIE RETARDE DISPONIBLE

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Temps(s) Temps(s)

FIGURE 3.6 — Sorties avec leurs mesures retardées disponibles respectives
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Puisque le systéme (3.113) n’est pas sous la forme (3.1), il convient d’exhiber une transfor-
mation d’état permettant de le mettre sous cette forme (HAMMOURI et FARZA 2003 ; FARZA

et al. 2004). Plus précisément, considérons I'application injective suivante

ou
21
21,1 22,1 23,1
z = 29 , avec z1 = , 22 = y B3 =
21,2 222 23,2
23
et
Iy 0O2x1 0O2x1
A = 02  F1 O2x1
O2 O2x1  Fi
N PP . Oax2 14 . .
Cette derniére matrice vérifie 'égalité AF = AA ou A = 0 0 est la matrice anti-
2 2x4

décalage. La dynamique de la nouvelle variable z est alors donnée par I’équation différentielle

suivante

{ Ht) = AFz(t) + Ap(u(t),z(t)) = Az(t) + Ap(u(t), AT 2(1)) (3.117)

y(t) = C=z(t)

ou y(t) est la sortie inconnue actuelle du systéme (3.113), et ou C' = ( Io 02 09 ) et

AT 2 (ATA)flAT est 'inverse & gauche de la matrice A. Nous pouvons ainsi synthétiser pour
ce dernier systéme dynamique un observateur grand gain du type (3.71) dans le but d’estimer
I’état complet du systéme (3.113). Plus particuliérement, les équations de I'observateur sont

données, dans les coordonnées originales en x, par le systéme suivant (& comparer avec (3.71))

(t) = Fi(t)+ o(ut),i(t)) — ATG(t), ou ¥Vt >0,
G(t) = 0A;'K (9(t) — ga(t) + Cig(t) — ya(t)) avec
—0k1 (9(t) — g4(t) + C4(t) — wa(t)) ,

® (3.118)
g(s) = 02><17 Vs € [—dM — TM,O],

avec

o an(®) o [ gt —di(t) »

et C@d(t):<:’ _())>€IRP,
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oil la sortie retardée disponible y, est décrite par (3.115), les signaux a temps variant dy et do
sont donnés par (3.116), et das et Tps vérifient la relation (3.114). Les matrices Ag et K ont
été déterminées en prenant ¢ = 3 et p = 2 puisque 'observateur est synthétisé sur la base des

coordonnées en z. La simulation a été effectuée avec les valeurs
diy = 0.05s, do =dp =0.1s, 4 =1y =0.45, 75 =0.1s
et en spécifiant les paramétres de synthése de 1'observateur comme suit

31
0 - 4, K = 3[2
Iy

Les conditions initiales du systéme et de 'observateur ont été choisies comme suit

2T(0) = (3 2 3 —2> ot 27 (s) = (0 0 0 0), s€[-dy,0]  (3.119)

167 T T T T T T T 20T T T T T
z(t) , z12(t)
] sl ;

101

ESTIMATION

\ ESTIMATION

a0t}
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151

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Temps(s) Temps(s)

157

Ix(‘t)

101
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\ / ESTIMATION

SIMULATION SIMULATION

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Temps(s) Temps(s)

FIGURE 3.7 — Estimation des états x1 1, 12, 2 et 3

Par ailleurs, les simulations ont été réalisées en choisissant U'incertitude e(t) = 0.5sin(2t). La
figure 3.7 décrit le comportement des variables d’état du systéme ainsi que leur erreur d’esti-
mation respective. Les résultats de cette nouvelle simulation montre donc bien la capacité de
I’observateur synthétisé & estimer I’ensemble de ’état du systéme dans le cas ou les différentes
composantes de la sortie sont soumises & un échantillonnage et un retard différents, et en

présence d’incertitudes.
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3.8 Conclusion

Ce chapitre a principalement été motivé par la synthése d’observateurs grand gain pour une
classe de systémes non linéaires MIMO uniformément observables et dont les sorties sont
regroupées en un seul bloc, avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de
sortie (mesures continues, échantillonnées, retardées). Plusieurs aspects de synthése méritent
d’étre soulignés. Tout d’abord, la dimension de ’observateur est égale a celle du systéme dans
le cas ou le retard (variant dans le temps) de la sortie est relativement petit. Ensuite, un
observateur en cascade approprié a été utilisé dans le but de traiter les retards arbitrairement
longs et constants. Cette synthése a ensuite été adaptée au cas des retards arbitrairement
longs et variant dans le temps par le biais d’'une procédure systématique. Enfin, ces résultats,
d’abord établis dans le cas ou I’échantillonnage et le retard sont identiques pour chacune des
sorties, ont été étendus au cas ot chaque sortie posséde son propre échantillonnage et son
propre retard (variant dans le temps). Par ailleurs, deux remarques méritent d’étre mention-
nées d’un point de vue fondamental. La premiére concerne la convergence exponentielle de
Ierreur d’observation vers zéro en I’absence d’incertitude. Cette propriété a été établie dans le
cas sans retard sous une condition bien définie mettant en jeu la valeur maximale de la période
d’échantillonnage. La seconde est consacrée & la convergence ultime de ’erreur d’estimation en
présence d’incertitude sous une condition faisant intervenir la valeur maximale de la période
d’échantillonnage. Une attention particuliére est réservée au fait que la limite ultime peut étre
rendue aussi petite que souhaitée dans le cas d’un retard arbitrairement petit, alors qu’il s’agit

d’une fonction décroissante de la longueur de la cascade pour des retards arbitrairement longs.

Les performances des observateurs proposés suivant le scénario de disponibilité des mesures
de sortie ont été illustrées par deux exemples. Le premier concerne une synchronisation hy-
perchaotique avec mesures 'bufferisées’ conduisant & des résultats prometteurs dans un cadre
technique de communication sécurisée appropriée. La synthése est réalisée en supposant que
toutes les sorties ont été échantillonnées simultanément et sont affectées par le méme retard
(variant dans le temps). Le second exemple est un bras robotique avec un joint flexible qui
a été particulierement utilisé pour illustrer les performances de ’observateur proposé dans le
cas ou I’échantillonnage et le retard sont considérés différents sur chaque sortie du systéme

considéré.
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Chapitre 4

Observateur grand gain filtré

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons de synthétiser un observateur grand gain incorporant une
fonction de filtrage appropriée pour réduire sa sensibilité au bruit de mesure. Une importante
activité de recherche a été récemment consacrée a cette problématique (ASTOLFI et MARCONI
2015 ; ASTOLFI et al. 2016 ; TEEL 2016 ; KHALIL 2017) en introduisant une limitation du gain
d’observation adéquate et soucieuse, dite 'low power’, de la convergence de 1’observateur. Les
observateurs proposés dans (ASTOLFI et al. 2016 ; TEEL 2016) ont été en plus judicieusement
modifiés en y ajoutant des saturations pour limiter le phénoméne connu sous I'appellation
phénomeéne du ’pick’ intrinséque au régime transitoire des observateurs grand gain. On notera
toutefois que la mise en ceuvre de ces observateurs est relativement fastidieuse pour percevoir

I’horizon d’une ingénierie des observateurs grand gain.

Les performances réalisées par I'observateur grand gain filtré (FHGO) sont comparées par
rapport a celles d'un observateur grand gain standard (SHGO). Le FHGO se distingue par
sa simplicité structurelle puisqu’il consiste tout simplement en deux sous-systémes de méme
dimension que le systéme original. La dynamique du premier sous-systéme, dont 1’état est
constitué d’une estimée de 1’état du systéme original, est une simple copie du systéme original
avec un terme de correction dépendant de I'état du second systéme. Ce dernier est un filtre
linéaire dont l'entrée correspond & 'erreur d’observation de sortie, i.e. la différence entre la
sortie prédite par ’observateur et la sortie mesurée. Les matrices de gain de l'observateur
sont constantes et une procédure simple est donnée afin de les calculer convenablement. Une
analyse détaille les propriétés de filtrage de ce dernier observateur. Nous étendrons ensuite les
conditions d’application du FHGO en présence de mesures échantillonnées, mais également
dans le cadre de sorties multiples. Les performances du FHGO sont illustrées par le biais de

deux exemples : un oscillateur forcé de Van Der Pol et un bioréacteur.
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4.2. Formulation du probléme

4.2 Formulation du probléme

4.2.1 Présentation de la classe d’étude

Considérons la classe de systémes non linéaires suivante :

{ i(t) = Ana(t) + p(u(t), 2(t)) + Bue(t) (1)
y(t) = Cp(t) + w(t) = 21(t) + w(?)
o o1 (u,71)
2 (u, 1, z2)
T = : e R", ¢(u,z)= v ’: ’ € IR"
$::1 On(U, T1, ..., Zy)

B B R

ou x; € R pour i = 1,...,n sont les variables d’état du systéme, u(t) € U est entrée du
systéme, ou U est un ensemble compact, y(t) € IR représente la sortie du systéme, w(t) est
le bruit de mesure et ¢ : IR™ — IR est une fonction inconnue décrivant les incertitudes du
systéme et peut éventuellement dépendre de I’état du systéme, de 'entrée et de paramétres

inconnus.

Dans cette partie, la synthése de ’observateur se fera sous les hypothéses usuelles suivantes.

Hypothése 4.2.1 L’état x(t) et la commande u(t) sont bornés, i.e. x(t) € X et u(t) €U ou
X C IR" etU C IR sont des ensembles compacts. Plus précisément, il existe des constantes

pi, 1 =1,...,n, telles que max |z; ()| < pi pour tout t > 0.
S

Hypothése 4.2.2 Les fonctions pi(u,x), i = 1,...,n, sont Lipschitz sur X selon x unifor-

mément en u, i.e.

dL, >0, Vuel, Y(z,z) € X x X' :

%
i (w1, mi) = 0 (w0, 2, Z) (| S Lp Y o —Zl, i=1,...,m. (4.3)
k=1

Hypothése 4.2.3 L’incertitude € et le bruit de mesure w sont des fonctions essentiellement

bornées, 1i.e.

F0e, 0w >0, |e|oo 2 ess sup le(t)] < 0: et |w|eo 2 ess sup |w(t)] < by (4.4)
>0 >0
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Chapitre 4. Observateur grand gain filtré

Remarque 4.2.1 De la méme facon que dans le chapitre précédent, puisque [’état est borné,
nous pouvons construire des prolongations globalement Lipschitz des non-linéarités p; via
Vutilisation de fonctions de saturation (KHALIL 2017). Par soucis de simplification, nous

supposons dans ce qui suit que la fonction o résulte de ces prolongations.

4.2.2 Préliminaires

Il convient dans un premier temps de rappeler quelques résultats liés a la synthése d’un ob-
servateur grand gain standard (SHGO) pour la classe de systéme MIMO introduite dans
(Bouraoul et al. 2015) dont le cas SISO coincide avec la classe de systémes (4.1) sous les
hypothéses 4.2.1 a 4.2.3. Nous énoncerons ensuite un lemme technique qui constitue la clé de

voiite de la synthése de 'observateur grand gain filtré.

Les équations du SHGO pour le systéme (4.1) sont données par

1) = Anilt) + p(ut). #(t) — 087G (Cui(t) — y(t)) (4.5)

avec
A,g:diag(l, > T 6,1%1) (4.6)
ou T € IR™ représente ’état estimé, la matrice de gain G, 2 ( g1 --- On >T € R" est

choisie de sorte que la matrice fln 2 A, — G,C, est Hurwitz, et § > 1 est un paramétre de
synthése typique de la synthése grand gain. Notons que puisque la matrice 4, = A,, — G,C,,
est Hurwitz, il existe une matrice SDP P, = P > 0 de taille n x n et un réel positif y, tels

que
P, A, + AP, < —2u,1I, (4.7)

Nous désignons respectivement par A, (P,) et Aas(P,) la plus petite et la plus grande valeur

propre de la matrice P,.

Il a été montré que 'erreur d’observation Z(t) = #(t) — z(t), relative a l'observateur (4.5),

vérifie I'inégalité suivante

30y > 0, VO > 0y, Yu € U, Vz(0) € R™, nous avons
pint

B
20y, P, € —
Jo(6) = 2(0) < aa6~te ) a(0) (o) + 222D (S gty ).

ol fy > 0 est un réel positif donné par (4.7), . et J,, sont les bornes essentielles supé-

rieures de ||e(t)|| et ||w(t)|| données par 'hypothése 4.2.3, §y = max (1, W), L est

la constante de Lipschitz donnée par ’hypothése 4.2.2, et o, = i‘\i‘: ((11;:)) est le nombre de
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conditionnement de la matrice P, donnée en (4.7).

Il convient désormais de présenter le résultat suivant permettant de sélectionner convenable-

ment la dynamique de ’observateur filtré que nous proposons ci-aprés.

An _Kn
cre, —-D,+ AT
sont données par (4.2), et Dy, K,, sont les matrices diagonales suivantes :

Lemme 4.2.1 Soit M,, = ( ) ol n > 2 est un entier positif, A, et Cy,

Dn:diag< 51, ba, ... . G ) et K, :diag( A S ) (4.8)
ot chaque §; et chaque k;, i = 1,...,n, est un réel constant. Il existe un choizr de 6; et de k;,
1=1,...,n, tel que les valeurs propres de la matrice M, peuvent étre assignées arbitrairement.

Preuve du lemme 4.2.1. Soit A € C un nombre complexe arbitraire. La matrice M,,— 1o,

peut tout d’abord se factoriser comme suit :

g [ A A ~K,
no A T CTC,  —(M+ D)+ AT

B ~K, Y On In
B —(\,+D,)+ AT  cTc, I, 0,

0, Ipn
2N . (4.9)
I, 0,

La matrice IV définie dans la derniére équation satisfait ’équation

L, K;'(-
N n no (A + An)
O?’L ITL

B -K, -, + A, I, K;l (—)\In + An)
(L + D)+ AT Cle, On I,

_Kn On
B ( —(M\, + D)+ AL CLC, + (ML, + Dy) — AL) K7V (M, — Ay) > ‘
De la derniére égalité, nous obtenons

det(N) = det(—Ky)det (CE Ch + (M + D) — AT K;7Y (AL, — A) )
— (~1)"det(L) (4.10)

avec

L & K,CLC,+ K, ((\,+Dy)—AL) K, (\I, — A,). (4.11)

76



Chapitre 4. Observateur grand gain filtré

De l'équation (4.9), nous en déduisons que det(M, — Ala,) = (—1)"det(N) =
(—1)?"det(L) = det(L).

Calculons désormais le déterminant de la matrice L. Il convient tout d’abord de souligner
que cette matrice est tridiagonale et fournit une expression de I'entrée [; ; localisée & la ligne

17 et la colonne j de cette matrice. En effet, L peut étre réécrite comme suit :

L = K,CLC,+ ((\,+ Dy) — K, AVKY) (M, — Ay)
= MM, + Dy) — (M + Dp)A, + MK, ALK + (K, ALK A, + K, CEC)

Soit I' la matrice diagonale suivante :

r:dmg<k1, R kfﬁl) (4.12)

Il est aisé de vérifier que les identités suivantes sont valables
K,ATk-1 =147 ot K,CTC,=TClC,(=kCIC,)
De ce fait, la matrice L peut s’exprimer par

L = MM, +Dy) = (M + Dp)A, + ATAD) +T (AL A, + CLCy)
= MM, + Dy) = (M + Dy)A, + ATAL) +T (4.13)

ol la derniére égalité vient du fait que AL A, + CLC, = I,,.

D’aprés la structure des matrices A, et I', il peut étre démontré que la matrice L est

tridiagonale, i.e. l; ; = 0 pour |j —¢| > 1. En particulier, nous avons

hai=AXXA+0)+k, Lao=—A+0d),

k ki .
lig = AMA+0) + =, lij-1= A=, liig1=—(A+d), pouri=2,...,n—1,
. ki1 ki—lk
ln,n—l =-A = 5 ln,n = A()\ + 51) + z
kn—l kn—l
Pour tout entier ¢ € {1,...,n}, désignons par L; la sous-matrice de taille i xi de L composée

des i premiéres lignes et des ¢ premiéres colonnes de la matrice L, et posons Ly = 1. Pour
plus de simplicité, nous posons également u; = det(L;) pour ¢ = 0,...,n. Prenant en

considération la structure tridiagonale de la matrice L, nous montrons que

u; = ()\(/\ +4;) + ’ > wi—1 — AMA+ 5¢_1)k—ui_2, pour i =mn,...,2.
i—1 1—1

Puisque ugp =1 et u; =111 = A(A + 01) + k1 par construction, nous avons alors pour tout

1=n,...,1
k;
U; — )\()\ + 5i)ui_1 = k (u,-_l — )\()\ + (51'_1)11,,'_2)
i—1
ki kic1 ke
= R— —AN+6
kic1kia k1 (1 (A+ d1)uo)
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4.2. Formulation du probléme

c’est-a-dire
k;
U; — )\()\ + (5i)u,~_1 = k:i ()\()\ + 51) + kl — )\()\ + 51)) = ki,
1

ou de maniére équivalente,

u; — k; = /\(/\ + 5i)ui_1. (4.14)

Dans ce qui suit, il convient de montrer comment ’expression itérative (4.14) peut étre

utilisée afin de déterminer les coefficients d;, k;, pour ¢ = 1,...,n. Pour ce faire, soit
2n—1
Qan(N) = A2 4+ 37 b\ ), (4.15)
i=1
un polynoéme arbitraire Hurwitz d’ordre 2n dont les bgn), i=1,...,2n, sont des réels posi-
tifs. Rappelons que 'objectif ici est de déterminer les coefficients §;, k;, pour i = 1,...,n,

tels que le polynome caractéristique de la matrice M,, coincide avec Qay, i.e. uy = Qan(N).

Tout d’abord, I’équation (4.14) s’écrit comme suit pour i = n :
Up, — kn = A+ 0p)up—1. (4.16)

D’autre part, ’équation (4.15) peut étre réécrite de la maniére suivante
2n—1 . 2n—1 '

Qan(A) — by =220 S p{azni = ) (AQ”‘I +3 bg”W"—l—%) 2 AQan-1(N). (4.17)
i=1 i=1

Notons que le polynome @Q2,—1(A) est d’ordre impair (2n — 1). Par conséquent, ce dernier
admet au moins une racine réelle que 'on notera —p,, ol p, est un réel constant. Ce

polynome peut ainsi se factoriser comme suit :

Qan-1(N) = (A +pn)Q2mn-1)(N)

ol Qa(n—1)(A) est un polynéome d’ordre 2(n — 1). L’équation (4.17) peut alors se réécrire de

la maniére suivante

Qan(N) = b5 = AN+ 1a)Qapn-1)(A). (4.18)

Maintenant, si u, = Q2 (), alors les coefficients k,, et 6y, et u,_; présents dans I’équation
(4.16) peuvent étre déterminés par une simple identification d’apres (4.16) et (4.18), ce qui

nous mene a

Fin = 52, 00 = Py 11 = Qo (V). (4.19)
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Chapitre 4. Observateur grand gain filtré

La procédure ci-dessus peut ensuite étre appliquée a up,—1 et le polynéme connu Qg(,—1)

dans le but de déterminer k,_1, 6,—1 et u,_o. En effet, Qg(n_l) s’écrit

2(n—1)—1
Qapnony(X) = X271 4 Z bz(’nil)v(n_l)_l + bg?;—l)n
i—1

ou de maniére équivalente

2(n 1)—
Qa(n-1)(A) — b(?n 1)1) = A%l Z b(n DA2=D=1 2 3@, 5(N)

(n—1)

ou b; ,i=1,...,2(n—1), sont des réels constants et Q2,—3(\) est un polynéme d’ordre

impair (2n — 3). En poursuivant la méme procédure que pour Qg et u,, nous obtenons
fono1 = b 5,y = et Up_2 = Q \)
n—1 = U9(,_1)» On—1 = Pn—1 n—2 = &2(n—2)(A),
oil pp—1 est une racine réelle de Q2,-3()), et le polynome Qy,—2)(A) est tel que

Q2n-3(A) = (A + pr—1)Qa(n—2)(N)

L’application de cette procédure pour i = n,...,1 nous permet alors de déterminer chaque

coefficient k; et §;. Notons que pour la derniére étape nous trouvons Qa(\) = )\Q—I—bgl))\—l—bgl),

ou de maniére équivalente Q2(\) — bg ) = ()\—H) )Qo( ) avec Qo(A) = up = 1. Ainsi, nous
(1)

en déduisons directement les valeurs de 41 et de k1, i.e. 61 = b(ll) et k1 = by ’. Ceci termine

la preuve du lemme 4.2.1. [J

Remarque 4.2.2 Selon la preuve du lemme 4.2.1, le choix arbitraire des valeurs propres de
la matrice My, peut s’effectuer par un calcul simple des coefficients 6; et k; pouri=1,...,n.
Ces derniers peuvent en effet étre déterminés facilement via une procédure itérative impliquant

les deuz étapes suivantes, exécutées de maniére séquentielle de i =n ai= 1.

1. Soient )\gi), j=1,...,2i, les valeurs propres désirées et soit
. . T .
Gai = ( b ) ) € R

le vecteur des coefficients du polynéme caractéristique correspondant d’ordre 24, a savoir

Q2:(N). Le vecteur Go; peut étre facilement calculé en utilisant les fonctions prédéfinies

de Matlab ’place’, ’acker’ ou ’poly’. En supposant que chaque coefficient bg-i) correspond

au coefficient multipliant \**=7 dans le polynéme Qo;(N\), pour j = 1,...,2i, nous avons
directement k; = bg? en nous basant sur la relation (4.19).

2. Nous calculons ensuite le vecteur Ro;—1 contenant les racines du polynome d’ordre 21 — 1
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résultant de ’étape 1, & savoir le polynome
Qaim1 = A1 4 pN22 bg.i)vi—l—j FR A0y

Ce dernier polynéme étant d’ordre impair 2i — 1, il admet nécessairement au moins une
racine réelle, notée p;, et nous posons §; = —p;. Notons que la racine p; est strictement
négative, et donc d; est strictement positif, puisque tous les coefficients du polynéme Qa;—1
sont strictement positifs. Les racines du polynome Q2,1 peuvent étre facilement calculées

a laide de la fonction ’roots’ de Matlab. Les 2i — 2 racines restantes, c’est-a-dire les
(i-1)
J

Nous effectuons alors Uaffectation i < i—1. Si i = 0 alors la procédure se termine, sinon

éléments de l’ensemble Ra;—1 ~{p;} sont ensuite réécrites \ ,avec j=1,...,2(i—1).

nous retournons a [’étape 1.

4.3 Synthése d’un observateur filtré pour une classe de

systémes uniformément observable

Dans cette partie, nous allons proposer un observateur grand gain filtré (FHGO) pour une
classe de systémes SISO uniformément observables. Nous effectuerons une analyse de conver-
gence de 'erreur d’observation puis nous comparerons la structure de ’observateur FHGO
proposé avec celle de I'observateur proposé dans (ASTOLFI et MARCONI 2015). Nous procéde-
rons ensuite a une étude détaillée de la sensibilité au bruit de mesure de 'observateur FHGO
dans un cadre comparable & celui donné dans (ASTOLFI et MARCONI 2015), & savoir le cas
d’une fonction ¢(u,x) du systéme (4.1) linéaire en x et intervenant seulement sur la derniére
dynamique du systéme. Nous étendrons enfin 'utilisation du FHGO pour les systémes multi-

sorties dans le cas ou les mesures sont échantillonnées.

4.3.1 Structure de ’observateur FHGO

Rappelons que notre objectif est d’améliorer les performances en terme de sensibilité au bruit
de mesure de 'observateur SHGO (4.5). Nous proposons dans ce chapitre une structure inno-
vante composée de deux sous-systémes bouclés, comme le montre la figure 4.1.

Chacun des deux sous-systémes du FHGO est de la méme dimension que le systéme original
(4.1). En particulier, le premier sous-systéme, la partie observateur, est une copie du systéme
original avec un terme correctif dépendant de I’état du second sous-systéme. Ce dernier est
un filtre linéaire dont l'entrée est la différence entre la sortie estimée par l'observateur et la
sortie mesurée, en l'occurrence 'erreur d’observation de sortie. L’observateur proposé dans

cette partie est donné par ’ensemble des équations différentielles suivantes :

() = And(t) + o(u(t),2(t) — OKn(t),
i(t) = —0Dun(t) + 02ALn(t) + 6CT (Cu(t) — y(t)) avee n(0) = 0,

(4.20)
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g
TN L )
Q</ Filtre (1)
- Observateur f——
u(t)
FIGURE 4.1 — Structure de 'observateur FHGO proposé
751 m
oux = : eR*, n= : € IR" avec z;, m; € IR pour tout i = 1,...,n, 0 > 0 est
Iy, Mn

un paramétre de synthése réel positif, et ot D,, et K, sont les matrices diagonales

D, — dz’ag( P ) K, = diag( ko ky )
Les coefficients d; et k;, ¢ = 1,...,n, sont des réels constants et sont choisis de sorte que la
matrice
A -K
M, = " " c R*" (4.21)
cre, —D,+ Al

est Hurwitz. Notons qu'un tel choix est possible d’aprés le lemme 4.2.1 sur la base de la
procédure établie dans la preuve du lemme 4.2.1. Par ailleurs, puisque la matrice M,, est
Hurwitz, il existe une matrice SDP P, = P > 0 de taille n x n et un réel positif j,, > 0 tels

que
MTIP, + P,M, < —2u,Is, (4.22)

Nous désignons respectivement par A, (FP,) et Aps(Pp) la plus petite et la plus grande valeur

propre de la matrice P,.

Avant d’établir le théoréme décrivant les propriétés principales de I'observateur FHGO (4.20),
il convient de comparer la structure de I'observateur FHGO (4.20) avec celle de I'observateur
SHGO donné par (4.5) afin de mettre en avant les capacités de filtrage de 'observateur
proposé. Nous allons pour cela nous focaliser sur 1’état n = ( M ... Mn )T. La premiere
composante 11 correspond & une version filtrée de l'erreur d’observation &1 — y par un filtre
d’ordre 1 et dont le gain statique ne dépend pas de 8. En effet, la composante n; vérifie d’apreés

(4.20) I'équation différentielle suivante
) = —06m(t)+0(21(t) —y(t))
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ce qui donne, dans le domaine de Laplace,

0

Hip) = s ($100) = Y ()

ou H1(p) et X1(p)—Y (p) sont les transformées de Laplace de 11 (t) et &1 (t) —y(t), respective-
ment. En raisonnant de fagon similaire, la i-éme composante 7; correspond & une version filtrée
d’ordre i de l'erreur d’observation ; — y, de gain statique proportionnel & #*~!, comme 1’at-
teste la relation suivante dans le domaine de Laplace, basée sur les équations de ’observateur

(4.20)

2i—1

Hip) = ngwwwpm@—Y@) (4.23)
ou H;(p) et X1(p) — Y (p) sont les transformées de Laplace de n;(¢) et &1 (t) — y(t), respective-
ment. Ainsi, 'EDO associée a I'état 2; dans 'observateur FHGO est similaire a celle vérifiée
par 2; dans observateur SHGO, excepté le fait que le terme correctif #°~!v; (#; — y) est rem-
placé par sa version filtrée k;n;. Deux propriétés importantes sont & souligner en lien avec
cette transformation. La premiére correspond au fait que la puissance maximale associée au
paramétre 6 n’excéde pas 2 dans l'observateur FHGO, alors qu’elle est de n — 1 pour 'ob-
servateur SHGO. La deuxiéme caractéristique vient du fait que le remplacement de 'erreur
d’observation par une version filtrée appropriée améliore nécessairement les capacités de fil-
trage de 'observateur FHGO, et donc son comportement vis-a-vis du bruit de mesure comme

nous le verrons plus tard.

Le théoréme suivant stipule que le systéme dynamique (4.20) est un observateur convenable
pour le systéme (4.1), & savoir 'erreur d’observation (& (t) — z(t)) converge exponentiellement

vers zéro.

Théoréme 4.3.1 Considérons le systéme (4.1) soumis aux hypotheéses 4.2.1 & 4.2.3 conjoin-
tement avec 'observateur (4.20). Alors, il existe 6y > 0 tel que pour tout 0 > 0y, pour tout

u €U, pour tout (0) € R™, nous avons

pint

_7t o
() — a(®)] < aub7te 2r(P) a(0) — (o) | + 220 o)

n

(‘5; + e”—15w>, (4.24)

pour tout t > 0, ou x(t) est la trajectoire inconnue du systéme associée a l’entrée u, (t) est
n’importe quelle trajectoire du systéme (4.20) associée a (u,y), pn, > 0 est un réel positif donné
par (4.22), d et 0y sont les bornes essentielles supérieures de |e(t)| et |w(t)|, respectivement,
ot 0y = max(1, 2 \y(Pn)vnLy/pn), Ly est la constante de Lipschitz donnée par I’hypothése
4.2.2 et oy = \/)\M(Pn)/)\m(Pn) est le nombre de conditionnement de la matrice P, donnée
par (4.22).
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Preuve du théoréme 4.3.1. Posons & = & —z et T = 0" ' ApZ ou Ay est la matrice

diagonale donnée par (4.6). Les inégalités suivantes peuvent étre facilement vérifiées :
DA AT =04, et C,A; = O, (4.25)
D’aprés les relations (4.1) et (4.20), Z(t) vérifie

z(t) = Apz(t) + Glult), 2(t), z(t)) — Bue(t) — 0Knn(t),
ou p(u(t), z(t), z(t)) = e(u(t), z(t))—p(u(t), z(t)). En prenant en considération les identités
(4.25) et puisque les matrices Ay et K,, commutent entre elles, il s’ensuit que
T(t) = DgAnA 7 T(t) + 0" N (ult), #(t), 2(t)) — 0" T AgBue(t) — 0" Ag K (t)
= 0A,T(t) + 0" App(ult), Z(t), z(t)) — Bpe(t) — 0K,7(t) (4.26)

ot 7)(t) = 0" 1 Agn(t). En utilisant (4.20) et par commutation de Ay et K, nous obtenons

i(t) = —0Dui(t) + 02 Mg ALA; (1) + 0CECLz(t) — 0" CLw(t)
= —0D,7(t) + 0AL7(t) + 0CT C,z(t) — 0"CTw(t) (4.27)

Les équations différentielles (4.26) et (4.27) peuvent étre regroupées en une seule équation

comme suit :

(4.28)

) = OMo(t) + < 0" A g (u(t), 2(t), 2(t)) > B ( Bue(t) )

On 1 o™ C’Z:w (t)

)

- z(t) . - .

ou z(t) = ) et M, est la matrice Hurwitz donnée par (4.21).
n

Soit V(2(t)) = z(t)T P,z(t) la fonction de Lyapunov candidate pour I’équation d’erreur

(4.28), ou P, est la matrice SDP donnée par (4.22). D’aprés l'inégalité (4.22), la dérivée

par rapport au temps de la fonction V' vérifie

V(W) < ~2pmbll 20 + 2 Pz Mg (ut), 2(0), 2()) |
2| P20 (07| CTw(t) | + 1 Bas(t)])

< =200 27 + 2200 (P) 21107 Bo@(u(t), &(2), (1))
+2¢/ 2 (L) V'V (Z(8)) (0 Crw ()| + 1 Bre(t)])

< —2un9HE(t)H2+2AM(Pn)IIE(t)HH9” g (u(t), &(t), x(t))l]
+2¢/ A (Pa) V'V (Z(1) (0" [w(®)] + [e(t)])

En prenant en considération la structure triangulaire de la fonction ¢, nous pouvons montrer

que (voir par exemple (BOURAOUI et al. 2015))

16" Aop(u(t), (1), 2] < VALol2()]| < VAL|lz(0)] (429)
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ol L, est la constante de Lipschitz donnée par I’hypothese 4.2.2. Désormais, en prenant 6

suffisamment grand de sorte que 21,0 — 2Xp(Py)y/nLy > pnb, ie.

A An(Po)ynL
0> 0,2 QW, (4.30)

nous obtenons

VED) < bl 201 + 20/ A (Pa) V'V (2(2)) (6" [w(®)] + [e(2)])
< —&L"MHV(Z'(t)) + 2/ (Po) V'V (2(1)) (0" [w(t)] + [e(t)])  (4.31)

ou d’une maniére équivalente

GVVE0) <~ 530 VVE0) + VAu(P) (0" w(t)] + )

En considérant I'hypothése 4.2.3, et en utilisant le lemme de comparaison donné dans (KHA-

LIL 2015), il vient alors

VE@) <e 2Au(Pn) \/7+2 (Anr(Pn))3/? <9n 15w+<;)

n

L’inégalité

VED) o ) < L LED)
At (Pr) A (Pr)
meéne ensuite a
L
2001 < 0 PP |5(0) +2W($)“”L (0"—15w + ‘;)
Comme [|z(1)] < [|2(¢)[| < 6"~*||z(t)|| pour 0 > 1, on obtient
I
=01 < a8 te B (o) 4 2207 (g5, 4 02

En revenant & ||Z(¢)||, et puisque [|Z(¢)|| < [|z(¥)|| et ||z(0)|| = |Z(0)|| (car n(0) = 0), nous

obtenons finalement

pint

ot
1Z()]| < 0p6™ e 22m(Pn) |17(0) + o A (Fn)on <9n—15w n 5;)

pour tout 6 > 6y = max (1,6,) ou 6, est donné par (4.30). Ceci termine la preuve du
théoréme 4.3.1. O
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Remarque 4.3.1 [l convient de comparer la borne supérieure de ||Z|| donnée par la rela-
tion (4.24) et associée a l'observateur FHGO avec celle donnée par l'observateur SHGO dans
(BOURAOULI et al. 2015). En absence d’incertitudes et de bruit de mesure, l’erreur d’obser-
vation converge exponentiellement vers zéro dans les deuxr cas et avec un tauxr de décrois-
sance identique. D’autre part, en présence d’incertitudes et en l’absence de bruit de mesure, le
comportement de ces deux observateurs est également similaire puisque ’erreur asymptotique

d’observation peut étre rendue aussi petite que désirée en choisissant 6 suffisamment grand.

4.3.2 Comparaison avec ’observateur donné dans (ASTOLFI et M ARCONI
2015)

Dans ce paragraphe, nous allons comparer la structure de 'observateur FHGO (4.20) avec
I'observateur donné dans (ASTOLFI et MARCONI 2015). Notons que ce dernier a été synthétisé
dans le cas particulier o n > 3 et o, =0 pour i =1,...,n — 1. L’idée fondamentale derriére
I'observateur donné dans (ASTOLFI et MARCONI 2015) réside dans une duplication de toutes

les composantes de I'état du systéme, excepté la premiére et la derniére. Soit donc x; la i-éme

composante de I'état du systéme, pour ¢ = 1,...,n. Nous considérons également le vecteur
5
d’état z¢ = : des composantes dupliquées de 1'é¢tat du systéme, avec z§ = x; pour
Ty 1
tout i = 2,...,n — 1. Les équations différentielles de 1’observateur proposé dans (ASTOLFI et

MARCONI 2015) peuvent s’écrire de maniére équivalente comme suit :

T1(t) = &5(t) — Oki (£1(8) — y(t))
w5(t) = a5(t) = 0%k 2 (81(2) — y(1))
Zo(t) = &5(t) — Okoy (2o(t) — &5(t))
y(t) = z(t) +w(t),
{ if(t) = ) = ki (ﬁjz_l(t) N :%Zc_l(t)) pour tout i = 3,...,n — 2, (4.32)
Ti(t) = &5(t) — Ok (2:(t) — ()
2o () = En(t) — 0%kn o2 (En—a(t) — 5 (1))
Tn1(t) = n(t) — Okn_11 (Fn_1(t) — 25_ (1))
Ta(t) = en(u(t),@(t) — 0%kn-12 (Zn-1(t) — T5,_(t))

ou y est la sortie du systéme, w est le bruit de mesure et les paires (k;1,ki2), pour i =
1,...,n — 1, sont des nombres réels calculés selon la procédure détaillée dans (ASTOLFI et
MARCONI 2015), dans le but d’assigner arbitrairement les poles de la partie linéaire de I’erreur

d’observation.

Désormais, posons 1y = T1 = &1 —y et n; = &; — &5 pour ¢ = 2,...,n — 1. L’observateur
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précédent (4.32) peut se réécrire de la maniére suivante

B1(t) = @a(t) — Ok1131(t) — ma(),
zi(t) = @ (t) — Okiami(t) —mia(t), i=2,...,n—2,
J21‘7}—1(?5) = Zn(t) — Okn_11mn-1(1), (4.33)
Tn(t) = @n(u(t),2(t)) — 0*kn_12m0-1(1),
() = —0kaima(t) + 0%ky 231 (t),
ni(t) = —O0kiami(t) + 0%ki—19mi—a(t), i=3,...,n—1.

D’une part, I'état 1o correspond & une version filtrée d’ordre 1 de ’erreur d’observation 1, de
gain statique proportionnel a 6. D’autre part, pour ¢ > 3, 'état n; est une version filtrée d’ordre
1 de I’état m;_1, de gain statique également proportionnel & 6. Par conséquent, pour tout ¢ > 2,
I'état n; est une version d’ordre i — 1 de 'état Z1, de gain statique proportionnel a #°~!. Ainsi,
le terme correctif impliqué dans la dynamique de la composante &;, pour ¢ = 1,...,n — 2,
est composée de deux termes additifs impliquant 7; et 7,11 qui sont des versions filtrées de
Z1 d’ordre 7 — 1 et i, respectivement. Les estimations Z,_1 et Z, sont, elles, mises a jour
via un terme correctif impliquant seulement 1’état n,_1, version filtrée d’ordre n — 2 de Z;.
Remarquons au passage que l'erreur de sortie £1 = 21 — y est directement injectée dans
le terme correctif lié & la dynamique de Z1. Nous pouvons alors résumer les différences de
structure entre I'observateur (4.33) et 'observateur FHGO donné par (4.20) par les aspects

suivants :

1. La puissance du paramétre 8, présent dans les deux observateurs, ne dépasse pas 2 dans

ces derniers.

2. Le terme correctif injecté dans la dynamique de I'état estimé ;, dans le cas de I'obser-
vateur FHGO, est composé d’un seul terme correspondant a une version filtrée d’ordre
i de lerreur de mesure Z;. Dans I'observateur (4.33), le terme correctif injecté dans la

dynamique de I'état estimé z; dépend de la valeur de 7 :

(a) Pour i = 1, ce terme contient deux composantes faisant intervenir lerreur de

mesure non filtrée 1 et sa version filtrée d’ordre 1, respectivement.

(b) Pour i =2,...,n — 2, le terme correctif contient deux composantes faisant inter-
venir, respectivement, une version filtrée d’ordre ¢ — 1 de I'erreur de mesure & et

une version filtrée d’ordre 7 de cette méme erreur.

(¢) Enfin, pour i = n — 1,n, ce terme ne contient qu’'une seule composante et ne fait

intervenir qu’une version d’ordre n — 2 de ’erreur de mesure Z7 .

4.3.3 Etude de la sensibilité au bruit de mesure de ’observateur FHGO

La plupart des travaux traitant de la sensibilité au bruit de mesure de I’état estimé d’obser-

vateurs grand gain en régime permanent délivrent une borne H,,. Récemment, une approche
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prometteuse basée sur ’approximation d’une EDP modélisant I’état d’équilibre non linéaire de
I’estimation a été proposée dans le but de caractériser la sensibilité au bruit de mesure hautes
fréquences des observateurs non linéaires grand gain (ASTOLFI et al. 2016). Nous allons mettre
en avant dans cette partie les caractéristiques de filtrage passe-bas de 'observateur FHGO
(4.20). L’établissement d’une telle propriété dans le cas général, & savoir pour des systémes
non linéaires, peut étre assez complexe. C’est pourquoi nous allons, & l'instar de (ASTOLFI
et MARCONI 2015), considérer le cas linéaire, et plus particuliérement le cas ot ¢; = 0 pour
™
i=1,....,n—1cet p,(u,x) = Rr avec R = © |. L’étude d’un tel cas sera instructif
Tn
et pourra étre considérée comme une premiére étape dans 'objectif d’'une étude compléte
pour les systémes non linéaires. Cette étude permettra en outre de comparer les résultats
obtenus ici avec ceux soulignés par (ASTOLFI et MARCONI 2015). L’objectif est ici de tirer
une expression de la fonction de transfert entre la i-éme composante de ’erreur d’observation

Z;(t) = z;(t) — x;(t), pour tout ¢ = 1,...,n, et le bruit de mesure w(t).

Le théoréme suivant décrit les propriétés de filtrage de 'observateur FHGO (4.20).

Théoréme 4.3.2 Soit n > 1, et soit p € {1,2,...,n} lindice correspondant au premier
coefficient non nul du vecteur de coefficients R (et p = n si R = 0,,1) intervenant dans la
fonction non linéaire p(u,x) = B,Rx, ot By, est la matrice donnée par (4.74). Enfin, soit d;,
pour tout i = 1,...,n, Uordre relatif de la fonction de transfert entre la i-éme composante de

Uerreur d’observation T;(t) = &;(t) — x;(t) et le bruit de mesure w(t). Alors nous avons

d; > min{(i+1), (p+n—i+2)}, i=1,...,n (4.34)

Preuve du théoréme 4.3.2. Soit Z(t) = #(t) — z(t). En considérant le fait que ¢(u,z) =
B, Rz, les équations de I'observateur FHGO (4.20) se spécialisent par

B(t) = ApE(t) + BoRE(t) — 0K,n(t)
0(t) = —0D.n(t) +62ATy(t) +0CTCLE(t) — 0CTw(t)

L’application de la transformée de Laplace & la premiére équation en T donne immédiate-

ment
X(p) = —0(pl, — An — B,R)"" K, H(p) (4.35)
et il a été montré d’apres (4.23) que pour tout ¢ =1,...,n,
921'71 N
Hp) = ————— (%) - W) (4:36)

H;‘:1 (p+60;)
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ot p est la variable de Laplace, et X, X1, H, H; et W sont les transformées de Laplace de

Z, 1, n, m; et w, respectivement. Soit

A -1

(Xij(P)1<ijen = (PIn—An— BpR)

Nous avons, d’aprés le lemme B.2.1 et pour tout 4,5 =1,...,n,
P = Y e
P =Y ey Tmp™ ! =

m=
Xij(p) = (4.37)
J m+i—j—2

Lim=1 ImP sii>j

P =Y et Tmp™

ot X j(p) est 'entrée de la matrice (pI, — A, — BnR)_1 localisée & ligne 7 et la ligne j.
Nous avons alors d’aprés (4.35), (4.36) et (4.37), pour tout i = 1,...,n,

Xi(p) = -0 Z ki Xij(p)H ;(p)

= —OZkXJ —GZkX” (p)

r pm+z—g—2
- o

> m=1 Tmp™ !
ntimj—1 _ g mei—j—2
) Z % 0
i—1 ;0% (Z L pm+z’—j—2)
_L=1 (P = > et "™ 1) [z (P + 001)
n_ k0% (pn+i—j—1 _ Z:Ln:j—l-l Tmpm+z‘—j—2)
= (= e ™) I (p+06y)

Fi1(p) + Fi2(p) (
(" = 2 me1 TP ) Tzt ( + 061)

H;(p)

+ ] (Xl(p) - W(p))

Xi(p) - W(p))

avec
A i—1 7 n
R 2 5 (1 () T o
j=1 m=1 m=j+1 (4.38)
A j n-+i—j— m—+i—j—
E,Z(p) = Z kj92j p timg-1l Z mP Himi—2 H (p+ eém)
j=i m=j+1 m=j+1
Dans ce qui suit, pour tout ¢ = 1,...,n, nous cherchons a calculer la fonction de transfert

G;(p) vérifiant
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Casi=1: Danslecasi=1, F;;(p) et F;2(p) se spécialisent comme suit

Fia(p) = 0
n N n i " (4.39)
Fia(p) = k6% | "7 = " ™| T (0 06m)
j=1 m=j+1 m=j+1
ce qui donne
> F12(p) S
Xi(p) = - 7 : o (Xﬂp)—VVuﬁ)
(0" = 21 TP ) [ ey (P + 00m)
ou, écrit de maniére équivalente,
S Fi2(p)
X = —==" W 4.40
1(p) ot Fia®) (p) (4.40)
en posant
A . n . n
P <p<_§:nﬂ) Q (p+ 06m) (4.41)
m=1 m=1
Ainsi, il vient
A Fia(p)
G = — 4.42
1(r) P+ Fi2(p) (4.42)

ou Fi 2(p) et p, sont donnés par (4.39) et (4.41), respectivement.

Cas ¢ > 1 : Nous avons, d’aprés 'expression de )N(z(p) et en utilisant 'expression de p,
donné par (4.41)

- Fi1(p) + Fia(p) (<
Xy = T () - wy) (1.43)
n
ou F; 1(p) et F;2(p) sont donnés par (4.38), et p,, est donné par (4.41).
D’autre part, nous avons d’apres (4.42),
~ Pn
X -Ww = (G =4 = ——W 4.44
1(p) = W(p) (Gi(p) = 1) W(p) o T Fia) (p) (4.44)
L’association des relations (4.43) et (4.44) nous donne alors directement, pour i = 2,...,n,
= F;1(p) + Fi2(p) Pn
Xip) = ’ W
2 Pn pn + F12(p) (7)
F; F;
_ z,l(p) + 2,2(p) W(p)
pn + F12(p)
ou F; 1(p) et F;2(p) sont donnés par (4.38), ce qui donne finalement
A Fiip) + Fiap)
G = J ’ 4.45
i(p) on+ Fra) (4.45)
Notons que l'expression de G;(p) donnée par (4.45) pour i = 2,...,n reste valable pour

i = 1 d’aprés les expressions de Fi 1(p) et Fj 2(p) donnés par (4.39).
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Détermination du degré relatif de la fonction de transfert G;(p), i = 1,...,n :
Il nous reste désormais a calculer 'ordre relatif de la fonction de transfert G;(p), pour
i = 1,...,n. Notons tout d’abord que puisque deg(p,) = 2n et deg(Fi2(p)) = 2(n — 1),

nous avons

deg(pn + F12(p)) = deg(pn) = 2n. (4.46)

Ainsi, lordre relatif de la fonction de transfert G;(p) vaut

di = —deg(Gi(p)) = 2n—2(n—1) = 2 (4.47)
et vérifie bien la relation (4.34) du théoréme 4.3.2. D’autre part, pour i = 2,...,n nous
avons

deg(Fi2(p)) = 2n—i—1 (4.48)
et, en posant p € {1,2,...,n} comme étant le plus indice tel que le coefficient r, du vecteur

R est non nul (et p =n si R est le vecteur nul),

i—1 7 n
deg(Fii(p)) = deg | kﬂ?f(Zrmpm“—f—?) I @+66m)

j=1 m=1 m=j+1
= deg | kyr,0°p"? H (p+0m)| =n+i—p—2 (4.49)
m=p+1

Ainsi, nous avons, pour i = 2,...,n,

deg(Fi1(p) + Fip(p)) < max{(2n—i—1),(n+i—p—2)} (4.50)
et par suite

A

di = —deg(Gi(p)) = 2n—deg(Fii(p)+ Fia(p))

> 2n—max{(2n—i—1),(n+i—p—2)}
= 2n+min{(—2n+i+1),(—n—i+p+2)}
min{(i+1),(p+n—i+2)} (4.51)

et vérifie encore une fois la relation (4.34) du théoréme 4.3.2. Ceci termine la preuve du
théoreme 4.3.2. OJ

Remarque 4.3.2 1[I convient de comparer le résultat du théoréme précédent 4.5.2 avec celui de

la proposition 2 de (ASTOLFI et MARCONI 2015). L’ordre relatif d; de la fonction de transfert
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Gi(p) est tel que
di > min{(i+1),(p+n—i+2)}
alors qu’il vérifie, dans (ASTOLFI et MARCONI 2015),
d; = min{i,(p+n—i+1),(n—1)}

Par conséquent, ’observateur FHGO procure un gain de 1 dans lordre relatif de la fonction
de transfert Gi(p), pour i = 1,....,n —1, et un gain de 1 et un gain de 2 pour i = n, dans
les cas p <m—1 et p>n— 1 respectivement. L’observateur FHGO (4.20) propose ainsi un
filtrage d’ordre relatif plus important que ce qui a été proposé dans (ASTOLFI et MARCONI
2015).

4.3.4 Structure de ’observateur avec prise en compte de I’échantillonnage

de la sortie

L’observateur synthétisé ci-dessus suppose que la sortie est disponible de maniére continue.
Ce n’est en général pas le cas en pratique du fait que la sortie est généralement disponible
qu’a des instants d’échantillonnage donnés 0 < tg < ... <t < tp+1 < ... avec des intervalles
d’échantillonnage (variant dans le temps) 7, = tx4+1 — tr et avec kgrfm tr, = 4+oo. Dans ce
qui suit, nous proposons une nouvelle synthése de 'observateur en considérant cette fois-ci
le processus d’échantillonnage. Pour ce faire, nous supposons que les intervalles de temps 7%

sont bornés par une borne inférieure 7,,, > 0 et une borne supérieure 7y, i.e.
0<Tm <Tp=tgy1 —t <7, V>0 (4.52)

Plus précisément, le systéme dynamique qui sera soumis & I’observateur FHGO continu-discret

est le suivant

{ B(t) = Apz(t) + @(u(t), z(t)) + Bpe(t) (4.53)

y(te) = Cnz(ty) +w(ty) = 21(tk) + w(ty)
L’approche adoptée pour la synthése de l'observateur FHGO continu-discret est similaire a
celle proposée dans (BOURAOUI et al. 2015), excepté que le terme correctif est légérement
différent comme nous le montrerons ci-aprés. Similairement a (BOURAOUI et al. 2015), il
nous est nécessaire de considérer I’hypothése supplémentaire suivante sur la bornitude des

échantillons de bruit w(t).

Hypothése 4.3.1 Pour tout ty, k > 0, les échantillons w(ty) sont bornés par 6, ot 0y est

la borne essentielle supérieure donnée par ’hypothese 4.2.3.

Afin de prendre en compte le processus d’échantillonnage, 'observateur SHGO (4.5) donné

dans (BOURAOUI et al. 2015) a été réécrit sous la forme suivante

() = Ani(t) + o(ut), i(t)) — 0A, 'Gre =) (CLa(ty) — y(ty))  (4.54)
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ou G, et Ay sont donnés comme dans le cas continu, i.e. la matrice Ay est donnée par
9
(4.6) et la matrice G,, = : est choisie de sorte que la matrice fln = A, — G,C,

9n
est Hurwitz. Dés lors, en comparant les équations de 'observateur continu (4.5) avec son

équivalent continu-discret (4.54), nous remarquons que lerreur d’observation C,Z(t) — y(t)
dans le terme correctif de I'observateur continu a été remplacé dans le cas échantillonné par le
terme e %91 (t=t) (O, 2 (1) — y(tx)) qui peut étre interprété comme étant une version filtrée de
I'erreur impulsionnelle de sortie Cy,Z(t;) — y(tx). En nous basant sur une approche similaire
a ce qui a été proposé dans (BOURAOUI et al. 2015) et dans l'objectif de synthétiser un
observateur FHGO avec mesures échantillonnées, il est naturel de remplacer le terme correctif
Cyi(t) —y(t) dans ce dernier par un signal de la forme e=%%1(t=t) (C, &(t,) — y(t1)) + B(t) o
B(t) est un signal a temps variant a déterminer. Ainsi, 'observateur FHGO continu-discret
est donné par les équations différentielles suivantes

Bt = Ani(t)+ p(u(t), (1) — OKun(t),
i(t) = —0D,n(t) + 02 ALn(t) + 0CT (e (=t) (C2(tr) — y(te)) + B(t)), € [ta, taga[,(4:-55)
Bt) = g(t), tE€ [ty trm| avec B(ty) =0.

ou l'expression de g(t) est a déterminer.

Nous établissons alors le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.3 Considérons le systéme (4.53) soumis aux hypothéses 4.2.1 a 4.2.3 et a
Uhypothése 4.3.1 conjointement avec l’observateur (4.55). Alors, il existe 6y > 0 tel que pour
tout 0 > Oy, il existe des constantes positives xg > 0 et ng(tar) > 0 telles que si la borne

supérieure des périodes d’échantillonnage Ty est choisi de sorte que Ty < Xg, en choisissant
: A — — N
Blt) = g(t) = ke (@ (t) —y(t)) — Okim(t), (4.56)

alors pour tout w € U et pour tout £(0) € R™, nous avons

o) = 2Ol < 6" e M a(0)  o(0)] + 0 Na(r ran) (5 + 67180 ). (457

pour tout t > 0, ot z(t) est la trajectoire inconnue du systéme associée o l'entrée u, &(t) est
n’importe quelle trajectoire du systéme (4.55) associée a (u,y), pn > 0 est un réel positif donné
par (4.22), o et 6, sont les bornes essentielles supérieures de |e(t)| et |w(t)|, respectivement,
o est donné dans le théoreme 4.5.1, L, est la constante de Lipschitz donnée par I’hypothese
4.2.2, oy = \/)\M(Pn)/)\m(Pn) est le nombre de conditionnement de la matrice P, donnée
par (4.22), et 7y, et Tpr sont définis dans (4.52), avec

™ — Hn
- —a 1 _ i e QQTIW’ e 9
no(Tar) = ag ( o ) X = 5@y + 0)ouhi (Pa)
,Um9 2 e—ne(TM)Tm

ag No(Tim, Tar) = 0701 (4.58)

1—eno(T)™m’

" 2B
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Chapitre 4. Observateur grand gain filtré

Preuve du théoréme 4.3.3. De la méme fagon que dans la preuve du théoréme 4.3.1,
nous posons Z(t) = &(t) — z(t), Z(t) = 0" Apz(t) et 7(t) = 0" Agn(t), ot la matrice Ay
est donné par (4.6). Comme dans la preuve du théoréme 4.3.1, nous pouvons montrer que

(par comparaison des équations ci-dessous avec (4.26) et (4.27), respectivement)
B(t) = 0AL() + 0" AgB(u(t), 3(2), 2(t)) — Bus(t) — 0Kii(h), (4.59)
i(t) = —ODuI() + 0ATT() + 6CT (10 (Coi(ty) — y(t)) + B(E)) . (4.60)
L’ajout et la soustraction du terme 0CLC,z(t) — 0*CLw(t;,) & droite de 1’équation (4.60)
méne & l'expression
A(t) = —6Du(t) + BATR(E) + 6CTCor(t) — 6"CTu(ty) — OCTE(H),  (461)
ou

€(t) = Cy (z(t) - e_le(t_tk)it(tk)) e O L (e_‘%l(t_tk) - 1) w(ty).  (4.62)

Les équations d’erreur (4.59) et (4.61) peuvent également s’écrire sous la forme condensée
suivante

o (TR0 50.20) N ( Bue®) Y (0
{0 = oM “”( On ) <enczw<tk>> <ecss<t>> (4.65)

o

=

N

Il
N
I 8

~ ) et M, est la matrice Hurwitz introduite par le lemme 4.2.1.

L’inégalité ci-dessus (4.63) est similaire & ’équation (4.28) issue du cas continu, excepté
la présence d’un terme supplémentaire a droite de 'inégalité (4.63) impliquant la variable
&(t), conséquence de la considération de I’échantillonnage. Dans ce qui suit, notre objectif
est de trouver la plus petite borne supérieure possible de ce terme additionnel de sorte que
la borne supérieure des périodes d’échantillonnage 7, puisse étre la plus grande possible.
D’une part, puisque f(t;) = 0, il vient £(¢;) = 0, et d’apreés les relations (4.59) et (4.62), la

dérivée par rapport au temps de £ peut s’écrire comme suit

E(t) = 0Za(t) + 0" ' @a(u(t), &1(t), 21(t) — Okai (1)
+0k1e OOt 2 (1) — 0771 B(8) — 07 ke PRty
= 02a(t) + 0" r(u(t), 21(t), 21(t))
071 (B() = Okie ) (3 () — (1)) + Ok () (2.64)
La derniére égalité résulte du fait que 1 (tx) = 0" 121 (tx) et 71(t) = 0" 'n(t). En choisis-
sant
A

Bt) = g(t) = Okie” ™) (@1 () — y(tr)) — Okim (t),
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Péquation (4.64) se transforme en &(t) = 0Zo(t) + 0" @1 (u(t), #1(t), z1(t)). L'intégration

de cette derniére équation entre les instants ¢; et ¢ > ¢ nous donne alors

§(t) = / (625(s) + 0" @1 (u(s), &1 (s), 21(s)) ds

tg

et d’apreés la propriété de Lipschitz de la fonction ¢, nous avons

(1) < (0 + Ly) / 2 (s) lds (4.65)

Soit V(2(t)) = z(t)T P,z(t) la fonction candidate de Lyapunov, avec la matrice P, donnée
par (4.22). En procédant comme dans la preuve du théoréme 4.3.1, nous montrons que (par

comparaison avec (4.31))

VD) <~V E) + 2/ APV TTED) (0"t + |=)] + 0160 (466)
M\If'n

D’aprés (4.65), et puisque nous avons ||Z(s)|| < ||Z(s)]|, il vient

t t
€(1)] < (0+ L) / 2(s) ds < Lo [ VEG)as (4.67)

Am (Pp)
La combinaison des inégalités (4.66) et (4.67) nous donne

d —~ U0 -
p V(z(t) < o () V(z(t))

60, (6 + L) /\/ )ds + /A (Bo) (05w + |(8)]) (4.68)
pnt

220 (Pp)’

que la borne supérieure des périodes d’échantillonnage 75, vérifie la condition suivante

Posons ay = by = 00, (0+ Ly) et po(t) = / An(Pn) (070w + |€(t)]), et supposons

™ < X 2% _ Kn
M= A0 T 20+ Lo)onAn (Pr)

(4.69)

Alors, d’apres le lemme B.2.2 donné en annexe B.2, nous obtenons

2 — e MoTm

VVED) < VO + coma o (4.70)
ot ess sup;sq po(t) < co 2 A (Pr) (0 + 60™0y) et no(Tar) = ag (1 - %) e~ ™  En

remplacant ¢y par son expression dans I’équation (4.70) et en revenant a z(t), on trouve
)
12| < an6™ L™ 2(0)|| + 0 No(Tm, Tar) (; + 9”15w> , (4.71)

ot Ng(Tpm, Tar) est donné par (4.58). Comme [|Z(t)|| < ||z(¢)|| et |z(0)] = ||Z(0)]|, 'inégalité
(4.71) implique (4.57). Ceci termine la preuve du théoréme 4.3.3. OJ
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Remarques 4.3.1

1. La fonction B(t), dont la dynamique est donnée par l'expression (4.56), peut se réécrire

comme suit pour tout t € [t tii1]

B = (1MW) (@1(t) — y(t) +a(t) avec
a(t) = —Okim(t), t€ [t tep], alty) =0.

En remplagant 8 par sa nouvelle expression dans (4.55), lobservateur FHGO avec
prise en compte du processus d’échantillonnage se spécialise comme suit, pour tout

t € [th, teti],

Bt) = Ani(t) + p(ult), (1)) — 0K (1),
i(t) = —0Dun(t) + 0> Ain(t) + 0CT (Cui(te) — y(t) + a(t)), (4.72)
—0kini(t), avec a(ty) = 0.

Q.
—~
~
~—

2. La borne de l’erreur d’observation liée a ['observateur continu-discret, i.e. [’expression
a droite de l'inégalité (4.57), est tres similaire a celle obtenue dans le cas d’une sortie
disponible continiment, i.e. l’expression a droite de l'inégalité (4.24), a deuz différences

pres :

(1) Le taux de décroissance exponentielle est égal a p,0/(2Ar(Py)) dans le cas d’une
sortie disponible en temps continu, alors qu’il est égal & ng(Tar) quand la sortie

est échantillonnée.

(i1) Le terme 2Xpr(Pp)/ 1y résultant de Uexpression de la borne supérieure dans le

cas continu est remplacé par No(Tm, Tar) quand la sortie est échantillonnée.

3. Il a été montré dans (BOURAOUI et al. 2015) que dans le cas d’une période d’échan-
tillonnage constante, i.e. Taf = T = Ts, n9(Ts) est une fonction décroissante de T
avec Tlsigl[) no(Ts) = pnb/ (2 0 (Py)). 1l a également été montré dans (BOURAOUI et al.
2015) que Ng(T) est une fonction croissante de Ts avec jlsigo No(Ts) = 201 (Py)/ tin,.-
Ainsi, les résultats obtenus dans le cas d’une sortie échantillonnée sont en concordance
avec ceux issus d’une sortie disponible continiment. Concrétement, la décroissance vers
zéro de lerreur d’observation est inversement proportionnelle & l'amplitude de la période
d’échantillonnage alors que sa borne supérieure ultime est proportionnelle a cette méme
amplitude. D’autre part, quand la période d’échantillonnage tend vers zéro, les expres-
stons du tauzx de décroissance exponentielle et de la borne supérieure ultime tendent vers

celles 1ssues du cas ot la sortie est disponible contindment.

Les équations de I'observateur FHGO continu-discret données par (4.72) sont calculées pour

un choix précis de la fonction B(t) gouverné par (4.56). D’autres expressions de (3(t) sont
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4.3. Synthése d’'un observateur filtré pour une classe de systémes uniformément observable

cependant possibles, menant & d’autres synthéses possibles de ’observateur FHGO continu-
discret et dont les propriétés de convergence asymptotique sont similaires a celles soulignées
dans les remarques 4.3.1. La principale différence entre ces derniéres et la fonction 8 choisie
(4.56) réside dans la valeur maximale possible du diamétre maximum des périodes d’échan-
tillonnages 7)s. Concrétement, la fonction § choisie (4.56) maximise la borne supérieure de
Ty - Pour souligner ce fait, considérons dans ce qui suit 5 = 0 et trouvons une nouvelle ex-

pression de yjg.

Dans le cas ou 8 = 0, 'expression (4.62) se spécialise comme suit

£@>=Ch(ﬂw—wf%“*wkuw)+0w4(aﬁhw%w—1)w@m.
La dérivée temporelle de & devient ainsi
E(t) = 0Ta(t) + 0" @1 (u(t), i1 (t), a1 (t)) — Okain (t) + Okye PRt (z1 () — 0" w(ty))
= 9552(25) + Gn_lgbl(u(t), jl(t), CEl(t)) — Ok (t) + 0k (i‘l(tk) — Gn_lw(tk) — f(t))

D’apreés le lemme de comparaison entre les instants ti et ¢ > ¢y, et puisque £(tx) = 0, il vient

i) = / t e PR1E=9) (039 (s) + 0" L@ (u(s), #1(5), 71 (5)) — Ok171 () + Ok1T1(5)) ds

ty

_gn—1 <1 _ e—ekl(t—tk)) wl(ty)

En remplagant £(¢) par sa nouvelle expression dans (4.63), nous obtenons

o _ 0" Do (u(t), &(t),z(t) | Bre(t) B On1
zZ(t) = OM,z(t) + ( Ons ) ( grCT =0k (t=ti) gy (1) ) ( 0CT (1) ) )

ou

[1>2

) +om ! (1 - efekl(t*t’“)> w(ty)
= / t e P17 (975 (s) + 0" 1 @1 (u(s), 21(s), w1(s)) — k11 (s) + Ok1T1(s)) ds

173

¢(t)

Considérons maintenant et comme dans la preuve précédente la fonction candidate de Lyapu-
nov suivante : V(z) = zI P, z. Ainsi, en procédant de la méme maniére que dans cette derniére
preuve, nous montrons que (en comparant avec (4.67) et (4.68), respectivement)

) < fdH2Rt L, \/“‘ns

)\m(Pn)

et 4 V(z(t)) < \/ )) + 00y, (0(1 + 2k1) + L) \/ ))ds

2)\M
)\M( Pn) (676w + [e(t)])

L’expression résultante de xg est alors donnée par (& comparer avec (4.68) et (4.69))

A (Mn‘g)/(Q)‘M(Pn)) _ Hn
00, (0(1+2k1) + L) 20, 0 (Py) (0(1 + 2k1) + Ly)

X6 (4.73)
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Nous en concluons donc que la norme de xy donnée par 'expression (4.73) est plus petite que

pour celle donnée par (4.69).

4.3.5 Extension au cas multi-sorties

La synthése de 'observateur FHGO peut étre étendue au cas d’un systéme & sorties multiples
décrit par les équations (4.1), on 'état x € IR™ est partitionné sous la forme de ¢ sous-états x; €
1 o1 (u, 21)
IR? pour ¢ = 1,...,q, avec n = gp, i.e. z(t) = : € IR" avec p(u,x) = '
Tq Pq(u, )
pour i =1,...,q, u(t) € U ot U est un sous-ensemble compact de IR?, y(t) € IRP, w(t) € IR?
et les incertitudes du systéme sont telles que € : IR" — IR?. Finalement, les matrices A,,

B, et C,, se spécialisent comme suit

O¢g— Iig_ T
A, = [ (a=Dpp Ny | p ( 0, 0, I, ) :
Op.p Op,(g-1)p
Co=(1, 0, ... 0,) (4.74)

Les équations de l'observateur FHGO résultantes sont similaires a celles du systéme (4.20)
ou A,, B, et C), sont telles que définies par (4.74), ou les états Z et n de 'observateur sont

partitionnés comme suit :

I m
z(t) = eR" et n(t) = : € R"
Zq Mg
avec &;, m; € IRP pour i = 1,...,q, et les matrices de gain d’observation K, et D,, sont des

matrices diagonales par bloc et s’écrivent comme suit
Kn:diag( ki Ly oon s kg I ) ot Dn:diag< o Ly, ..., 8,1, )

ou les coefficients k; et 9;, i = 1,...,¢q, sont des réels constants choisis comme dans le cas

mono-sortie, ¢’est-a-dire choisis de sorte que la matrice de taille 2¢ x 2¢ suivante

M. — Aq Kq
"\ ¢crc, —D,+ AT
q ~4aq q q

soit Hurwitz, ot les matrices A4, Cy, Dy et K, sont les matrices données dans le lemme 4.2.1
dans le cas n = ¢q. En effet, nous pouvons facilement montrer que la matrice M,, obtenue dans
le cas multi-sorties peut étre transformée par le biais de permutations adaptées de lignes et
de colonnes sous la forme M,, = diag ( My, ..., M, ) Ainsi, chaque valeur propre de la

matrice Hurwitz M, est également une valeur propre, de multiplicité p, de la matrice M,.
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L’analyse de la sensibilité au bruit de mesure de I'observateur FHGO peut étre menée & bien
de la méme maniére que dans le cas mono-sortie, et nous pouvons montrer que la fonction de
transfert entre la i-éme composante de 'erreur d’observation (% = () — z() et le bruit de

mesure w(t) est identique a celle fournie dans le cas mono-sortie, a savoir

ou X (p) et W (p) sont les transformées de Laplace de Z()(t) et w(t), respectivement, et I'ex-
pression de G;(p) € C est donnée par (4.45). Notons que dans ce cas, on a X (p), W(p) € CP.
Cela signifie que la fonction de transfert entre chaque composante de X (p) et W (p) est la

méme, chacune étant égale a G;(p).

Dans le cas d’une sortie échantillonnée, les équations de I'observateur FHGO continu-discret
résultantes sont également similaires a celles données dans le cas mono-sortie par (4.72), ou
les états estimés & et  de méme que les matrices A,,, B,, Cn, D, et K, sont celle spécifiées
dans le cas de sorties disponibles contintiment et la fonction a € IR? est gouverné par 'EDO

suivante :

d(t) = —lenl(t), YVt € [tk,tk+1[ avec a(tk) =0.

4.4 Exemples illustratifs

Dans cette section, les performances de I'observateur FHGO étudié précédemment sont illus-
trées par le biais de deux exemples. Le premier exemple, qui traite d’un oscillateur forcé de
Van Der Pol, met en avant les capacités de filtrage de 'observateur FHGO. La seconde ap-
plication, traitant d’un bioréacteur, souligne les capacités de filtrage de 1’observateur FHGO
en présence de mesures échantillonnées et met en pratique un probléme d’ingénierie difficile

consistant & considérer des états inconnus comme étant des incertitudes et & les estimer.

4.4.1 Exemple 1 - Application & un oscillateur forcé de Van Der Pol

Il convient d’illustrer les performances de ’observateur FHGO et de les comparer avec celles
de I'observateur SHGO. Pour cela, nous considérons dans cette premiére partie un exemple
traitant d’un oscillateur forcé de Van Der Pol (voir (ASTOLFI et al. 2016) pour plus de

précisions). Ce dernier, avec n = 4 et ¢; = 0, i = 1,...,3, est modélisé par les équations
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différentielles suivantes :

@1(t) = m(t)
io(t) = w3()
x3(t) = x4(t) (4.75)
E4(t) = palz) +e(t)
y(t) = x1(t) +wy(t)
oa(x) = —0.06z12223 —0.02235 — 23 — 0.01(2% — 1)y — 4(2z3 + 0.01(2F — 1)z2 + 1)

La sortie y(t) a été perturbée par un bruit gaussien w(t) de moyenne nulle et de variance
égale a 0.5 et filtré par un filtre passe-haut G, rejetant les fréquences inférieures & 100H z.

Le gabarit de ce filtre est décrit par la figure 4.2.

|G (jw)|

1k
0.8 b
0.6 i
04 b
02 |

0 1 1 1 1 1 1 1 1

50 100 150 200 250 300 350 400 450
Frequence(Hz)

FIGURE 4.2 — Gain du filtre passe-haut G, appliqué au bruit gaussien w(t)

Ce filtre passe-haut, filtre RII de butterworth, a été congu via les fonctions ’buttord’ et "butter’

de Matlab comme suit

[Nora, Wn| = buttord(W,, Wy, Ry, Rs), [N, D] = butter(Nypq, W, high')

3 B . e AOQ s Fs 10~ . . ¥
ot Wy, W, sont les fréquences normalisées (par rapport a % = 5 ol dt est le pas de simula-

tion) en bande passante et en bande coupante respectivement, R, et R, sont les atténuations
en dB pour les fréquences normalisées W), et W, respectivement, Ny.q est I'ordre du filtre
passe-haut et W, la fréquence normalisée de coupure, tous ces paramétres résultants de la
fonction Matlab "buttord’, et enfin IV, et D, sont respectivement le numérateur et le dénomi-
nateur du filtre passe-haut résultant. Les fréquences normalisées W), W et les atténuations

R,, R,, pour un pas de simulation dt = 0.001, ont été calculées comme suit
W, =0.2, W, =0.18, R, =20logip(0.9) = —0.9151, Ry = 20log19(0.1) = —20
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ce qui conduit a
Norg = 28, W, = 0.1945

La sortie bruitée résultante, bruitée par le bruit de mesure wy = G,w, est donnée par la

figure 4.3. Les conditions initiales pour la simulation ont été prises comme suit :

2(0) = (1 1 0 098 )T

Temps(s)

FIGURE 4.3 — Mesures bruitées de x;

Les conditions des observateurs SHGO et FHGO ont été fixées par
T
#0) = (100 0)
Les matrices de gain K4 et Dy ont été calculées de sorte que la matrice Hurwitz My de 1’ob-

servateur FHGO (4.20) ait quatre valeurs propres doubles localisées en (—0.5, —0.9, —2, —3).

Pour ce faire, la procédure décrite dans la remarque 4.2.2 a été exécutée, ce qui donne
Ky = diag ( 6.4337 15.7134 17.3948 7.29 )

D, = diag<3.0893 3.1581 3.2465 3.3062)

Concrétement, les résultats intermédiaires fournis par cette procédure sont donnés par ce qui

suit, basés sur les notations introduites dans la remarque 4.2.2.

e ; —4:
2.8 - 7
—3.3062

67.86 .

—2.7676 4+ 0.57214

193.4600 .

—2.7676 — 0.5721%

322.6225

Gy = et Ro;_q1 = —1.5469 + 0.9101%

321.045 ]

—1.5469 — 0.91012

186.0525 .

—0.4324 + 0.6994:

57.51 .

—0.4324 — 0.6994;
7.29 - -
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ie. kg =729 et 94 = 3.3062.

e 1 =3:
9.4938 r .
—3.2465
36.4719 ,
—2.4548 + 1.22944
72.8784
G2i = et RQl;l - —2.4548 — 1.2294i
81.6755 ,
—0.6688 + 1.2796%
51.0133 ,
—0.6688 — 1.2796%
17.3948 - -

ie. kg = 17.3948 et 03 = 3.2465.

e [ =2:
6.2474
—3.1581

16.1899

Gy = et Roj_1 = —1.5447 + 2.0119:

20.3180 )

—1.5447 — 2.01194
15.7134

ie. ko = 15.7134 et d = 3.1581.

o ;. =1:

3.0893
Goi =
6.4337

ie. k1 = 6.4337 et §; = 3.0893.

Par soucis de comparaisons, la matrice de gain G4 a été choisie de sorte que la matrice Hurwitz

résultante Ay = Ay — C4Gy ait ses quatre valeurs propres localisées en (—0.5,—0.9, —2, —3).

Dans ce qui suit, deux ensembles de simulations ont été exécutes. Le premier ensemble de
simulations a été réalisé en ’absence d’incertitude, i.e. pour £(t) = 0. Le paramétre de syntheése
0 a été choisi égal & 5 pour l'observateur SHGO, et & 25 pour l'observateur FHGO. Les
états estimés du systéme fournis par l'observateur FHGO sont donnés en figure 4.4 ou ils
sont comparés & leur vraie trajectoire (sans bruit) issue du modéle de simulation. De méme,
les états estimés du systéme fournis par l'observateur SHGO sont donnés en figure 4.5. 11
convient notamment de souligner les estimations relativement lisses fournies par 1’observateur
en présence d'un bruit relativement élevé sur la sortie. En particulier, I'estimation fournie
par 'observateur FHGO, pour une vitesse de convergence identique, est nettement moins
bruitée que celle fournie par I'observateur SHGO. De telles courbes confirment sans conteste
les capacités de filtrage de 'observateur FHGO proposé. La deuxiéme simulation a été réalisée
en présence d'une incertitude e(t) = 3sin(0.5t). Le paramétre de synthése 6 a de nouveau été

fixé a 5 pour I'observateur SHGO et & 25 pour I'observateur FHGO. La figure 4.6 montre le
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comportement des observateurs SHGO et FHGO en présence d’une incertitude sur le systéme.
Plus précisément, une simulation sans bruit de mesure sur la sortie et une seconde avec bruit
de mesure sur la sortie ont été réalisées comme le montre la figure 4.6. Il est & noter que
I'observateur FHGO fournit une estimation moins bruitée que I'observateur SHGO et permet

une compensation plus forte de 'incertitude considérée.

ESTIMATION

/SIMULATION

SIMULATION

T esivaTion

Temps(s) ’ ’ Temps(s)

w3(t)

z4(t)

SIMULATION

SIMULATION

-10

Temps(s) ’ : Temps(s)

FIGURE 4.4 — Estimation des états & ’aide d’un observateur FHGO pour 8 = 25

@5(t)

SIMULATION

SIMULATION

Temps(s) Temps(s)

z3(t)

)

ESTIMATION

SIMULATION SIMULATION

ESTIMATION

Temps(s) Temps(s)

FIGURE 4.5 — Estimation des états a 1'aide d’un observateur SHGO pour 6 = 5

4.4.2 Exemple 2 - Application a un bioréacteur - Estimation des taux de

réaction

Dans ce second exemple, nous allons montrer que ’observateur FHGO proposé peut étre utilisé
avec succes dans le but de résoudre un probléme d’ingénierie difficile, a savoir I’estimation en
ligne des taux de réaction impliqués dans les processus de fermentation & partir des mesures

échantillonnées du substrat et des concentrations du produit. Un tel probléme d’estimation a
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5 ESTIMATION (FHGO, ¢=25) SIMULATION

ESTIMATION (FHGO, §=25)

ESTIMATION (SHGO, 6=5)
ESTIMATION (SHGO, 6=5)

L L | L L
0 5 10 15 0 5 10 15
Temps(s) Temps(s)

FIGURE 4.6 — Estimation des états via les observateur SHGO et FHGO, pour § = 5 et 6 = 25

respectivement - au-dessus sans bruit de mesure, en dessous en présence de bruit de mesure

déja été étudié dans (BOURAOUI et al. 2015) a l'aide d’un observateur SHGO. Le processus
de fermentation considéré consiste en la production d’éthanol (produit) par Saccharomyces
cerevisiae (biomasse) qui pousse sur du jus de tige de sorgho sucré contenant du glucose
comme source de carbone (substrat) (BIROL et al. 1998; JIN et al. 2012). Le bioprocédé
concerné fonctionne en mode continu avec un taux de dilution variant dans le temps et une
concentration constante du substrat d’entrée, et peut étre décrit de maniére appropriée par

le modéle dynamique suivant :

X =r —DX
S = —a11r1 — agsro + Dl(Sm — S) (476)
P=ry— D,P

ou D; et S;n représentent respectivement le taux de dilution et le substrat d’entrée, X, S et P
sont les concentrations respectives de la biomasse, du substrat et du produit, 1 et ro sont les
taux de réaction, et aq et as sont des rendements constants. Les taux de réaction r{ et ro sont
généralement des fonctions trés complexes des conditions de fonctionnement et de I'état du
procédé. La modélisation analytique de ces fonctions est souvent lourde et fait encore ’objet
de recherches approfondies et intensives. Pour résoudre ce probléme, ces fonctions sont traitées
comme des paramétres variant dans le temps qui doivent étre estimés a ’aide des mesures
des concentrations de certains composants. Ainsi, les taux de réaction ri et ro doivent étre
traités comme des paramétres cinétiques variant dans le temps avec une dynamique inconnue,
et 'objectif consiste a estimer ces parameétres clé & partir des échantillons mesurés de S et P.

Cet objectif peut étre atteint en considérant le systéme dynamique suivant :

Dy(t)Sin >

il(t) = Y.CCQ(t) — Dl(t)xl(t) -+ ( 0

4.77
ia(t) = (1) a)

y(te) = x1(te) +wp(te)

S _ _
ol x1 = 11 = , Tg = T2.1 (" Y = @ a2 est la matrice
€12 P €22 9 0 1
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€2 T2
est une fonction bornée inconnue. En effet, le systéme (4.77) peut se mettre sous la forme (4.1)

€ 7
des coefficients de rendement, wy est le bruit de mesure sur la sortie et € = ( ! ) = ( ! )

par le biais du changement de variable suivant :

o (=) = (2)- () o

De ce fait, un observateur continu-discret de la forme (4.72) peut étre synthétisé dans le but

d’estimer en temps réel les taux de réaction rq et ro. Les équations de ’observateur peuvent
92 . . o . -1, . . . .

s’écrire dans les coordonnées originales en considérant la transformation jacobienne inverse

comme suit :

Fi(t) = Yaot) — Di(t)in(t) + ( D’(QS“‘ ) y—-—

.%i'g(t) = —9k2Y71772(t) ) (4.79)
m(t) = —00m(t) + 0 (21(tk) — y(te) + a(t))

ma(t) = —08ama(t) + 6701 (t)

a(t) = —0kini(t)

Dans ce qui suit, il convient de fournir des résultats de simulation dans le but d’illustrer les
performances de I'observateur grand gain filtré, en utilisant les expressions de modélisation

suivantes des taux de réaction (BIROL et al. 1998; JIN et al. 2012)

o Hmaz XS . Gmaz XS

=———(1-KpxP t =
st-i—S( pxP) e "2 Kgp+ S

1 (1 - KPPP) (480)

Ol Umaz, Gmazs Ksx, Ksp, Kpx et Kpp sont des paramétres cinétiques constants. Les expé-
riences de simulation ont été effectuées avec le paramétrage suivant :
tmaz = 0.259(1/h), Gmaz = 1.916(1/h),
Kgx = 0.258(g9/L), Ksp =0.83(g/L), Kpx = 0.007(g/L)"*, Kpp =0.01(g9/L)" ",
a1 = 23.3(g/9), az =2.4(g/g), Sin =100(g/L). (4.81)
La figure 4.7 montre le taux de dilution, et les conditions initiales ont été choisies comme
suit :
S(0) = S(0) = 92.45(g/L), P(0) = P(0) = 1.37(¢g/L), X(0) = 0.19(g/L),
71(0) = 72(0) = 0(1/h).
Les mesures de S et P issues de la simulation du systéme (4.76) avec (4.80) ont été corrompues

par un bruit blanc gaussien additif de moyenne nulle et de variance égale & 0.2, filtré par un

filtre passe-haut RII de Butterworth G, filtrant les fréquences inférieures & 200H z et similaire
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. . .
03 Dy(1/h)
025
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. . . . . .
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Temps(h)

FIGURE 4.7 — Evolution temporelle du taux de dilution

A ce qui a été proposé dans I’exemple 1. Suivant la méme procédure, nous avons choisi un pas
de simulation dt = 0.001s, et

W, =0.4, W, =0.38, R, =20log19(0.9) = —0.9151, Ry = 20log19(0.1) = —20
ce qui nous a conduit &
Norg = 46, W, = 0.3949

Le gabarit résultant de ce filtre est décrit par la figure 4.8.

Gw(jw)

0.4 b

02r b

O L L 1 1 1 1 1 1 1
50 100 150 200 250 300 350 400 450

Frequence(H z)

FIGURE 4.8 — Gain du filtre passe-haut G, appliqué au bruit gaussien w(t)

La sortie résultante y a donc été bruitée par le bruit hautes fréquences w; et les mesures
continues résultants de S et P sont décrites par la figure 4.9.

Deux ensembles de simulations sont proposés dans ce qui suit, pour une période d’échantillon-
nage 7y = 0.1h dans le premier ensemble et & 73y = 1h dans le second ensemble. Pour chaque
ensemble de simulation, une comparaison de ’estimation des taux de réaction est proposée
pour un observateur SHGO et un observateur FHGO. En particulier, le paramétre de synthése
0 est choisi égal & 3 pour 'observateur SHGO et a égal & 5 pour I'observateur FHGO de fagon
a ce que les deux observateurs aient une vitesse de convergence similaire. Les résultats fournis

pour 'observateur FHGO ont été réalisés pour des matrices de gain K et D5 calculées comme
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FIGURE 4.9 — Mesures bruitées de S et P

suit
Ky = diag( 2L, I ) et Dy — diag( or, 2I, )

de sorte que les valeurs propres de la matrice Hurwitz My soient toutes localisées en (—1).

Par soucis de comparaisons, le gain Gy de 'observateur SHGO a été choisi comme suit

21
Gy=| 77 (4.82)
I

de facon a ce que les valeurs propres de la matrice Hurwitz As = Ay — C3G4 soient également

localisées en (—1).
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? \ \ \ \ \ \
0 20 40 60 80 100 120
Temps(h)

FIGURE 4.10 — Estimation de r; et r9 fournie par I'observateur FHGO, pour 737 = 0.1h et
=5
Les estimations de r1 et de ro fournies pour 'observateur FHGO et I'observateur SHGO pour

7y = 0.1h sont illustrées par les figures 4.10 et 4.11, respectivement. Celles correspondantes
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FIGURE 4.11 — Estimation de r1 et ro fournie par I'observateur SHGO, pour 73y = 0.1h et
0 =
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FIGURE 4.12 — Estimation de rq et 9 fournie par I'observateur FHGO, pour 73y = 1h et
=5
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FIGURE 4.13 — Estimation de rq et r9 fournie par ’observateur SHGO, pour 73y = 1h et
0=3

au cas Tpy = 0.1h sont illustrées par les figures 4.12 et 4.13. Notons que dans tous les cas,
les résultats obtenus sont en accord avec le bon comportement de l'observateur FHGO en
présence de bruit de mesure sur la sortie, et confirment donc les propriétés de filtrage de ce
dernier. Notons par ailleurs que pour de grandes périodes d’échantillonnages, les performances

de l'observateur FHGO, a l'instar de celles de 'observateur SHGO, sont dégradées.

4.5 Conclusion

Une version filtrée de 'observateur grand gain standard a été proposée dans ce chapitre pour
le cas mono-sortie. Deux principales caractéristiques de cette version sont & souligner. La
premiére caractéristique concerne la simplicité de la structure de ’observateur. La seconde
caractéristique, et sans doute la plus importante, réside dans les capacités de filtrage de ’ob-
servateur proposé. Il est & noter que le choix du gain de I'observateur est réalisé ici & travers
une procédure simple et systématique permettant d’assigner arbitrairement les valeurs propres
de la matrice Hurwitz résultante. Une analyse de sensibilité au bruit de mesure a été fournie
dans un cadre simplifié et similaire & ce qui a été proposé dans (ASTOLFI et MARCONI 2015)
afin de souligner les capacités de filtrage de I'observateur proposé. Deux extensions de cet ob-
servateur ont par ailleurs été proposées : une version avec prise en compte de ’échantillonnage

des mesures de sortie, et une version adaptée au cas multi-sorties, ou tous les résultats précé-
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dents y sont rappelés. Enfin, deux exemples ont été considérés dans ce chapitre. Le premier,
traitant d’un oscillateur forcé de Van Der Pol, et le second, traitant d’un bioréacteur, ont
permis d’illustrer les capacités filtrantes de I'observateur filtré & mesures continues et mesures

échantillonnées en présence d’un bruit hautes fréquences et d’incertitudes.
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Chapitre 5

Forme normale d’observabilité
uniforme pour une classe de systémes

non linéaires a sorties multiples

5.1 Introduction

Comme cela a été évoqué dans l'introduction générale, la plus grande classe de systémes non
linéaires MIMO uniformément observables a été proposée dans (BORNARD et HAMMOURI
2002). Plus spécifiquement, il a été montré que tout systéme appartenant a cette classe est
uniformément observable si le graphe d’uniforme observabilité associé au systéme est défini
dans (BORNARD et HAMMOURI 2002) ne comporte pas de cycle. Rappelons que la classe de
systémes considérée dans (BORNARD et HAMMOURI 2002) généralise la classe de systémes
non-triangulaires introduite dans (FARZA et al. 2011) et celle donnée par (GRIP et SABERI
2012), basée sur une autre approche graphique. Néanmoins, la synthése de 1’observateur sup-
pose l'existence d’un ensemble d’entiers nécessaires pour construire le gain de I'observateur.
Contrairement a (FARZA et al. 2011), aucune procédure systématique n’est proposée pour

trouver ces entiers.

Dans ce chapitre, nous proposons une approche permettant de synthétiser un observateur
grand gain pour I’ensemble de la classe de systémes considérée dans (BORNARD et HAMMOURI
2002). A cet égard, une décomposition précise en étages de la classe de systémes considérée est
introduite et nous montrons que cette derniére est rendue possible par ’absence de cycle dans
le graphe d’uniforme observabilité défini dans (BORNARD et HAMMOURI 2002), impliquant
que le systéme considéré est uniformément observable. Une immersion est ensuite proposée,
permettant par la suite la synthése de 'observateur. Un exemple hydraulique est enfin donné

a titre illustratif dans le but de témoigner des performances de ’observateur synthétisé.

111



5.2. Formulation du probléme

5.2 Formulation du probléme

Considérons I'’ensemble des systémes non linéaires & sorties multiples difféomorphes a la classe

de systémes suivante :

sys { §(t) = A1) + p(u(t). £(1)) (5.1
y(t) = C&(t)
ou :
e ¢ est I'état du systéme (5.1), donné par
&1 §(k.1)
&2 n §(k.2) n
£= ) e IR" avec & = ) € R™ et &4 € RPF, (5.2)
&q k)

pourk=1,...,geti=1,...,  , avecn =Y {_ k= Y i_1 MNPk €t A\ > 2,
e u € IR™ est 'entrée du systéme, et y € IR? est la sortie du systéme, donnée par

U1

Y2
y= ] € RP avec yp € RP*, k=1,...,q,

Yq
avec p = >.7_, Dk

e les matrices A et C' sont données respectivement par

U I Ut
A . .
A= € R™™ avec A}, = : - 0 € IR™ X"k
: : -~ Upy
Aq S | S
| Op e oo Op Opy
et
Cy
C = e R”" avec Cp=| I, Op ... 0p | €IRPFX"
Cy
e la fonction non linéaire ¢ est telle que
@1(“» g) P(k,1) (’LL, f)
@2(u7 g) P(k,2 (u7 5
&)= avee gp(u) = [ 77 Ck=1.g
qu(uv g) @(k,)xk)(ua 5)
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Dans ce chapitre, nous allons déterminer la structure des non-linéarités ¢ 5, k = 1,...,¢q,
i=1,..., )\, d’aprés la notion de graphe d’uniforme observabilité introduite dans (BORNARD
et HAMMOURI 2002). Plus précisément, la description des non-linéarités ¢y, ;) du systéme (5.1)
va se faire grace a la relation d’ordre R introduite dans (BORNARD et HAMMOURI 2002) et
qui sert de base au graphe d’uniforme observabilité. Ces deux notions sont introduites dans

le paragraphe suivant.

5.2.1 Relation de dépendance d’observabilité et graphe d’uniforme obser-

vabilité

Dans ce qui suit, soit A/ 'ensemble des paires d’indices (k,7), k =1,...,¢,i =1,..., A, du
systéme (5.1). Avant de déterminer le graphe d’observabilité uniforme donné par (BORNARD
et HAMMOURI 2002), il convient d’introduire la relation d’ordre R appelée relation de dépen-

dance d’observabilité et définie comme suit.

Définition 5.2.1 (Relation de dépendance d’observabilité) Pour tout k,l = 1,...,q,
i =1,....0 et j =1,...,), nous avons (l,j)R(k,i) si et seulement si l'une des trois

conditions suivantes est respectée :

(i) k=1 et i=j+1,

8 .

(i) k=1 et D0, ¢y 0,
9E(1,5)

9P (ki)

(iii) k#1 et ———(u,§)#0
85(l7j+1)

Remarques 5.2.1

1. Les points (i) et (iii) de la définition 5.2.1 ne sont valables que pour j < A;.

P 0P(k,i py
2. Les dérivées non nulles de la forme 8?((;“’11)) (u, &) nont pas d’élément correspondant pour

le point (1ii). En d’autres termes, pour tout k,l =1,...,q, i =1,..., A, %‘2;;3 (u,§) #0

nimplique pas de relation de dépendance d’observabilité.

De la relation de dépendance d’observabilité R donnée par la définition 5.2.1, nous introdui-

sons la notion de graphe d’uniforme d’observabilité comme suit.
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Définition 5.2.2 (Graphe d’uniforme observabilité, ou graphe UO) Pour tout k,l =
1,...,q, i=1,...; g et j=1,..., )\, chaque paire de neeuds relatifs (1, j)R(k,i) de la rela-
tion de dépendance d’observabilité R, donnée par la définition 5.2.1, est appelé arc orienté du
neeud (1, 7) vers le neud (k,i). L’ensemble des arcs orientés issus de la relation de dépendance
d’observabilité R forment le graphe d’uniforme observabilité, ou graphe UO. Le graphe UO

obtenu a partir de toutes les paires de neuds relatifs de R est ensuite simplifié comme suit :

e Si deux arcs ont la méme origine et la méme fin, alors ils sont remplacés par un seul

arc.

o Chaque arc partant d’un neud vers lui-méme est supprimé.

Exemple 5.2.1 En guise d’illustration, considérons le systéme dynamique suivant :

5(1 n(t) = Eu2)(t) + &) t)u(?) 5(2,1)@) = §22)()
5(1 () = Eaa)(t) +E22t)ut) 5:(2,2) ) = &e3)(t) + a3 ) uld) (5.3)
fun) = 0 §pa(t) = 0

vi(t) = Ean() ya(t) = an(t)

Le systeme (5.3) se met bien sous la forme (5.1). D’apres la définition 5.2.1 de la relation de

dépendance d’observabilité R, le point (i) donne les paires de neeuds relatifs de R suivantes :
(LDR(L2), (LAR(L3) et (2DRE22), (2,2)R(23)

D’apres le point (ii) de la définition 5.2.1, il vient (1,1)R(1,1). Notons que larc orienté
associé a cette paire de neuds relatifs de R n’intervient pas dans le graphe UO d’aprés les
régles de simplification du graphe. Enfin, d’aprés le point (i) de la définition 5.2.1, nous

(2,1)R(1,2) et (1,2)R(2,2)

Toutes ces paires de neeuds relatifs de R ameénent au graphe UO suivant, donné par la figure
5.1.

Avant de donner une caractérisation des non-linéarités du systéme (5.1) a partir de la relation
de dépendance d’observabilité R et du graphe UO définis ci-dessus, il convient de donner les

définitions suivantes.
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(1,1) (1,2) (1,3)

) 4

21 22 (23

FIGURE 5.1 — Graphe d’uniforme observabilité du systéme (5.3)

Définition 5.2.3

1. Pour tout k,l=1,...,q, i=1,...., g et j=1,..., ), on dit que le couple (k,i) est

accessible via le couple (1,7), si et seulement si
LR ... R(k,7)
Dans ce cas, nous notons (1, j)A(k,i). En particulier, nous avons
)Rk, i) = (1,4)A(k, )

2. On dit que le graphe UO posséde un cycle lorsqu’il existe deux couples (k,i) # (1,7),

aveck,l=1,...,q, i1=1,..., \p et j=1,..., N, pour lesquels nous avons

(1, 7)A(k,i) et (k,i)A(l j)

5.2.2 Caractérisation des non-linéarités du systéme d’étude

Dans un premier temps, rappelons le théoréme 4.1 issu de (BORNARD et HAMMOURI 2002)

pour un systéme de la forme (5.1).

Théoréme 5.2.1 Considérons le systéme (5.1) et supposons que son graphe UO n’a pas de

cycle. Alors le systeme (5.1) est IR™-uniformément observable.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux systémes de la forme (5.1) dont le graphe
UO n’a pas de cycle. Contrairement a ce qui est donné dans (BORNARD et HAMMOURI 2002),
nous nous proposons de synthétiser un observateur de type de grand gain pour tout systéme
(5.1) dont le graphe UO n’a pas de cycle. Pour tout ce qui suit, considérons donc I’hypothése

suivante.

Hypothése 5.2.1 Le graphe UO du systeme (5.1) n’a pas de cycle. Par conséquent, par

application du théoréme 5.2.1, le systéme (5.1) est IR™-uniformément observable.
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Dans le but de rendre possible la synthése d’un observateur grand gain pour le systéme (5.1),
nous proposons dans le paragraphe suivant de le réécrire sous une forme mettant en avant son
observabilité pour toute entrée. Cette nouvelle forme est directement construite & partir du
graphe UQO. Ensuite, nous proposerons une immersion de cette nouvelle forme dans le but de

rendre possible la synthése de 'observateur.

5.3 Forme décomposée en étages du systéme d’étude
Dans ce qui suit, soit I’ensemble Y défini par

Yo={(lj)/l=10iq j=2,..., N} (5.4)

avec card(Yo) = Y ¢_;(Ax — 1). L’ensemble Ty correspond & I’ensemble des paires d’indices

des états non mesurés du systéme (5.1). Notre objectif dans cette section est de proposer une
nouvelle forme pour le systéme (5.1) composée de R > 1 ensembles appelés passes, mettant
en avant son observabilité pour toute entrée. Pour ce faire, il convient dans un premier temps
de re-partitionner les couples d’indices (1,7), 1 =1,...,q, j =2,...,\;, du systéme (5.1) dont
nous n’avons pas la mesure. Ce partitionnement passe par I'introduction d’une suite décrois-

sante stricte et finie d’ensembles Yy, proposée dans le paragraphe suivant.

5.3.1 Construction d’une suite décroissante finie d’ensembles T,

A partir de 'ensemble Y, nous cherchons & construire une suite décroissante stricte et finie

d’ensembles T1, Ty, ... , Yo, avec Q £ card(Yy), telle que

ToDTlDTQD...DTQ

et ou
card(Ty) = Q—k, VE=0,...,Q
En particulier, pour tout £ = 1,...,Q, nous souhaitons que chaque ensemble Y} vérifie
Ti = Yo~{(l,51)}
Ty = Ti~A{(l242)}
To = To-1~{(q.jo)}
ou les paires d’indices (I1, 1), (I2,72), ... ,(lQ,Jjg) sont toutes différentes deux & deux. Une

telle construction implique nécessairement Yo = @. Le choix des paires d’indices (l1, j1),
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(l2,42), ..., (lg,jq) et la construction précise des ensembles Y1, o, ..., , T, sont donnés

par le lemme suivant.

Lemme 5.3.1 Soit le systeme (5.1) vérifiant ’hypothése 5.2.1. Alors :

(i) Il existely =1,...,q et j1 = 2 tels que (I1,j1) = (11,2) € Yo et (l1,j1—1) = (I1,1) ¢ Yo,

et tels que

V(l,5) € Yo~ A, 50)} (L= DR (1,51 - 1) (5.5)

Nous construisons alors l’ensemble Y1 de la maniére suivante :

Ty = Yo~{(l,71)} (5.6)
(ii) Supposons désormais les ensembles Y1, Vo, ... , Tp_1 définis, avec k =1,...,Q. Alors
il existe une paire d’indices (I, ji) € YTi—1 avec l, = 1, ... ,q, jr = 2, ... , N,

vérifiant (I, jr — 1) ¢ Yi_1, et telle que

V(1,5) € Thor ~ AUk dn)bs (LG — DR (I, jie — 1) (5.7)

Nous construisons alors ’ensemble T}, de la maniére suivante :

Te = Y1~ Ak, Jr)} (5.8)

Preuve du lemme 5.3.1.

(i) Notons tout d’abord que pour tout [ = 1,...,¢q, nous avons immédiatement (I,2) €
Yo et (I,1) ¢ Ty par construction de l'ensemble Yy donnée par (5.4). Maintenant,

supposons par 'absurde que la condition (5.5) n’est pas vraie, i.e.
Vi=1,...,q, 3(k,i) e To~{(,2)} t.q. (k,i—1R(1) (5.9)

Soit un entier Iy = 1,. .., ¢q vérifiant la condition (5.9), il existe donc une paire (11, j1) €
Yo~ {(lp,2)} telle que (1,51 — 1)R(lp,1). D’aprés le point (i) de la définition 5.2.1,
(i, DR ... R(l1,51 — 1) et donc

(I, 1)A(l1, 1 — 1R (I, 1) (5.10)

Puisque le graphe UO n’a pas de cycle par hypothése 5.2.1, nécessairement [y # lo.

D’autre part, puisque la paire (l1,1) vérifie également la condition (5.9), il existe
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(l2,72) € Yo~ {(l1,2)} tel que (l2,j2 — 1)R(l1,1). Toujours d’apres le point (i) de

la définition 5.2.1, en combinant avec la relation (5.10), nous obtenons
(I2, 1) A(l2, j2 — DR(l1, 1) A(l1, j1 — 1)R(lo, 1) (5.11)
ou de maniére condensée
(I2,1)A(l1,1) A(lo, 1)

ou les entiers lg, 1,y sont différents deux & deux puisque le graphe UO n’a pas de
cycle, d’aprés ’hypothése 5.2.1. Plus généralement, il existe ¢ — 1 entiers [1,[l2,...,l4—1

tels que nous ayons
Ly, D A(lg—2, DA .. A(ly, 1) A(lo, 1)

ol les entiers lo, l1, 12, . .., ly—1 sont différents deux a deux puisque le graphe UO n’a pas
de cycle, d’aprés ’hypothése 5.2.1. Puisque la paire d’indices (l;—1,1) vérifie également
la condition (5.9), il existe (I4,jq) € Yo ~ {(lg—1,2)} tel que (4,7 — 1)R(lg—1,1).

Nécessairement, I, € {lo,l1,l2,...,l4—1}. Autrement dit, nous obtenons
(lg; 1) A(lg, jg — D)R(lg—1,1) et (lg—1,1)A(lg,4q — 1)
ce qui meéne a
(g, Jq — 1) Alg—1, 1) A(lg; jg — 1) (5.12)

Puisque (I, jq) # (lg-1,2), i.e. (Ig,4q — 1) # (lg—1,1), la derniére relation (5.12) est en
contradiction avec le fait que le graphe UO n’a pas de cycle. En réalité, la condition

(5.9) n’est pas vraie, i.e. la condition (5.5) du lemme 5.3.1 est bien satisfaite.

Tout d’abord, pour tout k = 1,...,Q, Ty # & par construction, donc il existe au moins
une paire d’'indices (I,j) € Yj. Par suite, en posant j/ = 2,...,7 le plus petit entier
vérifiant (1,5 ) € Tx, nous obtenons par construction (I, j — 1) & Yy, ce qui témoigne
de D'existence d’au moins une paire d’indices (I, jx) € YTr—1 avec I = 1, ... ,q,
Jk =2, ..., N, vérifiant (I, jx — 1) ¢ Yj,_;. Maintenant, supposons par l’absurde
que la condition (5.7) n’est pas vraie. Ainsi, pour tout [ =1,...,¢, 7 =1,..., A — 1
tels que (I,j) € Tp_y et (1,7 —1) ¢ Ti_1,

Ak, i) € Tror ~ {(LH)} tq. (kyi— DR(,j —1) (5.13)

Soit une paire (lg,jo) € Yr—1 avec (lg,jo — 1) ¢ Tr_1 vérifiant la condition (5.13). Il
existe donc (I1,71) € Tre_1~{(lo,j0)} tel que (I1, 41 —1)R(lo, jo—1). Soit j; = 2,..., 51
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le plus petit entier vérifiant (ll,ji) € T_1. D’apreés le point (i) de la définition 5.2.1,

nous avons en particulier (I1,7; — 1)R...R(l1,51 — 1), et par suite
(Il 1 = DA, g1 = DR (. jo — 1) (5.14)

Puisque le graphe UO n’a pas de cycle par hypothése 5.2.1, nécessairement [y # lp.
D’autre part, puisque nous avons (I, ]/1) €Yy _qet (ll,ji—l) ¢ Y1, cette derniére vé-
rifie également la condition (5.13). Par conséquent, il existe (l2, j2) € Tg_1 {(ll,j;)}
tel que (l2,j2 — 1)7?,(11,]'1 — 1). Soit j; = 2,...,j9 le plus petit entier vérifiant
(I2,75) € YTk_1. Toujours d’aprés le point (i) de la définition 5.2.1, en combinant avec

la relation (5.14), nous obtenons
(T2, 5 = 1) A(l2, j2 = DR(11, g1 = DA g1 = DR, o — 1)
ou de maniére condensée
(I2, jo = 1)A(l1, 41 — 1)A(lo, jo — 1)

ou les entiers lg, 1,y sont différents deux & deux puisque le graphe UO n’a pas de

cycle, d’aprés I'hypothése 5.2.1. Plus généralement, il existe ¢ — 1 paires d’indices

(llaji)v (l27jé)7 ey (lq—hj(;—l) € Tk’—lv avec (lkw];g_l) ¢ Tk—l pour k= 17 s g 17
tel que

(lg-1,4g-1 = DAUg-2Gg2 = DA... Al jy — Ao, jo — 1) (5.15)
ou les entiers lo,l1,1la,...,l;—1 sont différents deux & deux puisque le graphe UO n’a

pas de cycle, d’aprés ’hypothése 5.2.1. Comme la paire d’indices (lq_l,jt;fl) vérifie
également la condition (5.13), il existe (g, jq) € Tr—1 ~ {(lq_l,j;_l)} tel que (lg, jq —
1)R(lq_1,j;,1 —1). Nécessairement, I, € {ly,l1,l2,...,l4—1}. Soit j:] =2,...,jq le plus

petit entier vérifiant ([, j;) € T;_1. Nous obtenons donc
(s dg = D A(lg dg = DR(Ug-1, 41 — 1)
et puisque Iy € {lo,l1,12,...,lg—1}, alors d’apres (5.15)
(g1, g1 = DAUg Jg = 1)
ce qui mene a
(lg Jg = DAUg-1,4g—1 — 1)-Algs jg — 1) (5.16)

Puisque (Iq,7q) # (lq_1,j;_1), Le. (Ig,jq — 1) # (lq—17j:]_1 — 1), la derniére relation
(5.16) est en contradiction avec le fait que le graphe UO n’a pas de cycle. En réalité, la

condition (5.13) n’est pas vraie, i.e. la condition (5.7) du lemme 5.3.1 est bien satisfaite.

Ceci termine la preuve du lemme 5.3.1. O
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La construction de la suite décroissante stricte finie d’ensembles T, &k = 1,...,Q, par le lemme
5.3.1, fournit les paires d’indices (1, j1), (l2,72), ... , (lg—1,Jg-1), (lg, j@)- Ces derniéres, qui
constituent une base pour le partitionnement des paires d’indices du systéme (5.1) en passes,

vérifient deux propriétés importantes, énoncées par la proposition suivante.

Proposition 5.3.1

(i) Pour tout k = 1,...,Q, la paire d’indices (lg,jr — 1) avec lp = 1, ... ,q et jp =
2, ..., N, vérifie
(lk7jk_1) 6{(l17.]1)7(l2aj2)7 7(lk—1’jk—1)}u{(171)’ 7((],]—)} (517)

En particulier, lorsque ji > 2, il existe s < k tel que

(l57j8) = (lk7jk_1)

(i)) Pour tout k = 1,...,Q, Uétat §q, ;. 1y associé a la paire d’indices (I, j, — 1) vérifie
léquation différentielle suivante

€(lk,jlfl) = é(lk’jk) +¢(lk:jk*1)(u’§(ll7j1)’ ’g(lkflyjk—l)’y) (5.18)

Preuve de la proposition 5.3.1.
(i) Lorsque ji = 2, alors il est clair que

(lkﬂ1> S {(l17j1)7(l27j2>7 7(lk717jk71)}u{(171)7 7(q7 1)}

Considérons donc le cas ji > 2. Supposons par 1’absurde que la condition (5.17) n’est

pas correcte, i.e. il existe k =1,...,Q tel que Iy = 1,...,q, jr > 2 et tel que

(ks i — 1) & {1, 51), (U2, 52), -+ (-1, 5k—1)} (5.19)

D’aprés le point (ii) du lemme 5.3.1, nous avons (I, jx — 1) ¢ Tr_1 par construction.

De plus, 'ensemble Y1 peut se réécrire comme suit

Tio1 = Yio~A{(lk—1,Jk-1)}
= T3~ {(k—2,Jk—2), (lp—1,Jk—1)}
= Yo~A{l1,51),U2,72) - s (l—1,7k-1)} (5.20)

ce qui implique que

(ks Je — 1) & Yo~ A1, 51), 2y J2)s « - v s (k15 Jk—1) } (5.21)

Les conditions (5.19) et (5.21) impliquent que (Ig, jx — 1) ¢ Yo. Or jr > 2, ce qui est
en contradiction avec le fait que (Ix,jr — 1) ¢ Yo, par définition de Yy donnée par
(5.4). En fait, la condition (5.17) est correcte.
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(ii) Pour tout k =1,...,@Q, la paire d’indices (I, jx — 1) construite dans le lemme 5.3.1

est telle que

(Li=DRUk,jk—1) = (,7) & Y1 N Ak J)}
= (L,j) ¢ Tx (5.22)
Puisque Y = Yo ~ {(l1,71), (2, 52), - , (lk, )} d’aprés (5.20), nécessairement
(lv]) € {(llvjl)a(l27j2)v ’(lkvjk)} AiDSi, il existe s < k tel que (lvj) = (lS)jS)‘

Deux cas sont alors possibles :

— [ =l : Puisque (I, js — 1)R(lk, jx — 1), comme ls = I, d’aprés le point (ii) de

0 -
la définition 5.2.1, nous obtenons M(u, €) #0, ou
8£(l57js_1)
(lsyjs — 1) € {(l1, 1), (L2, J2), -+ s (ls—1,Js—1) F U{(1, 1), ... , (¢, 1)} (5.23)

— | # 1, : D’aprés le point (iii) de la définition 5.2.1, puisque (Is, js—1)R(lk, jr—1),

Do
i1 vient 2Wdk=Y () ey £ 0, o
9&(1,.5)

(Is; Js) € {(l1, 1), (I2, 52)5 + -+ 5 (=1, Jk—1) } (5.24)

D’aprés les relations (5.23) et (5.24), nous en déduisons alors que la fonction non

linéaire ¢(;, j, —1)(u,§) vérifie la structure suivante

Clrge—1) (W E) = 0y ir—1) (W& 1) Eltarga)s -+ 3 &k 1rjp_1)1Y)

ce qui conduit & 'équation différentielle (5.18).

Ceci termine la preuve de la proposition 5.3.1. [J

Dans le paragraphe suivant, nous proposons donc de re-partitionner les paires d’indices (I3, 1),
(l2,42), ..., (Ig,jg) en R > 1 ensembles de blocs appelés passes dans 1'objectif de proposer

ensuite une nouvelle forme décomposée en plusieurs passes du systéme (5.1).

5.3.2 Deécomposition en R passes des paires d’indices du systéme d’étude

Les paires d’indices (I, jx), k = 1,...,Q, introduites par le lemme 5.3.1 peuvent ainsi se

réécrire comme donné par la proposition suivante.

Lemme 5.3.2 Soient les paires d’indices (I, jx), k = 1,...,Q, données par le lemme 5.5.1.

Il existe R > 1 tel que pour tout r = 1,..., R, il existe ¢, < q entiers positifs v(g,_, 1),
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U(go_142)s -+ 5 U(g)s avec vg > 1 pour tout k = Gr—1 +1,...,q, tels que les paires d’indices
(w1 +1) @1 +1))s (w20 d@e42)s 5 (og)s doy)
appartiennent au méme bloc Ly, 41y, pourr =1,...,R, k=¢-+1,...,Gr41, 0U
T
Qr = ZQT“ r=1,...,R,
ri=l (5.25)

k
Vg = Zvl, r=1,....,R, k=q¢_1+1,...,q
=1

avec pour convention Go = Ug = 0. D’autre part, pour tout r = 2,..., R, le bloc l(f,@ o+

vérifie

l(6(§r71)+1) S {l(@(k71)+1) / k=g —o+1, ... ,¢r—1— 1} (5.26)

Preuve du lemme 5.3.2. Dans ce qui suit, nous allons raisonner par récurrence sur
r=1,...,R.

(1) Il existe v; > 1 tel que les paires
(I, 1), (I2,52)s -5 (loys Jor)
appartiennent au méme bloc [;, de sorte que
(li,ji) = (bp+i=1), i=1...,0

Par extension, il existe g1 < ¢ blocs différents et g; entiers positifs vy, va, ... ,vq,

avec v > 1 pour tout k=1,...,q, tels que les paires
(Uwpy+1) J@op1+1)s (on_a42) J@wpa+2))s -+ 5 (o) don)

appartiennent au méme bloc l(5, | 11), pour k =1,...,q, avec
k

UV = Z’Ul, k=1,....,q1 et v9=0
=1

en accord avec (5.25). Plus précisément, nous avons pour tout k =1,...,q
(l(@k,1+i)7j(f}k,1+i)) = (l(’f)k,1+1)7j(’l_)k,1+1) +/I’ - 1)7 /L = ]'7 A 7Uk)

(2) En utilisant les notations (5.25), supposons maintenant que les paires d’indices

Uopor 1) Jopr+1))s Uwp_i42)s Jwe142))s -+ 5 op)s J(on))
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ont été construites pour s =1, ... ;7 et k=qgs—1+1, ... ,qs, avec s = @s—1 + s
d’aprés (5.25), et supposons que U(g,) < Q. En effet, si ce n’est pas le cas, i.e. si U(g,) =
@, alors toutes les paires d’indices (1, j1), (I2,j2), ... ,(lg,jg) ont été intégralement
réparties en R = r ensembles de blocs. Plagons-nous donc dans le cas ou v, < @,

et supposons sans perte de généralité que
l(@@r)Jrl) € {l(ﬁ(k71)+1) [k=G-1+1, ... G — 1} (5.27)

Notons que dans le cas ou la relation (5.27) n’est pas vérifiée, ou bien nous avons
l(@(wﬂ) = l(ﬁ(qrfl)JFl) i.e. le bloc l(@(gr)ﬂ) n’est qu’une simple prolongation du bloc
l(ﬁ(th)'*‘l)’ ou bien le bloc l(@(mﬂ) est un bloc supplémentaire de ’ensemble de

blocs l(@@,l)ﬂ)’ l(@(q,.,1+1>+1)’ ceey l(@@_z)ﬂ), composé alors de ¢, + 1 blocs.

Dans le cas ot la relation (5.27) est vérifide, il existe v(g. 11y > 1 tel que les paires
d’indices

U+ d@an+0) Lo +2) Joa)+2)r o U, 1) I@ )
appartiennent au méme bloc l(@(q |+1) avec

G+l
Ug+1) = Yg) T Yag+1) = sz
=1

en accord avec (5.25). Plus précisément, nous avons pour ¢ = 1, ... s V(g1

(U@ i) J@antd) = g+ J@g,+1) +i—1)

Par extension, il existe ¢"t1 < ¢ blocs différents et ¢" ! entiers positifs VU(gr41)s V(G +2)s
c sy U(gg1)) AVEC UV > 1 pour tout k = q- + 1,...,Gr+1 OU Gry1 = Gr + q d’apreés
(5.25), tels que les paires

(U y+1) J@op1+1))s (opa42) J@pa+2))s -+ 5 (o) doy)
appartiennent au méme bloc I3, | 11), pour k = ¢ +1,...,Gr+1, avec
k
O = Yu, k=G+1,...,0n
=1
en accord avec (5.25). Plus précisément, nous avons pour tout k =g, +1,..., @41
(l(ok—l“"i)’j(ﬂkfl‘i‘i)) = (Z(Dkq-"l)’j(ﬁkﬂ-"l) +i=1), i=1...,0 (5.28)

Le raisonnement effectué dans les points (1) et (2) s’arréte pour r = R lorsque les paires
d’indices (I1,71), (I2,72), --. ,(lg,jo) ont été intégralement réparties en R ensembles de

blocs, c’est-a-dire lorsque U3, = @. Ceci termine la preuve du lemme 5.3.2. [J
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Notons que les paires

(llajl)v (l27j2)7 SRR (l(’l_}l)?j(l_)l))? (l(ﬁl—l—l)aj(ﬁl—f—l))a (l(171+2)7j(171+2))7
e (1(6(51))7]’(@(‘71)))’ (l(6(51)+1)’j(6(‘71>+1))’ (1(5(61)+2)’j(’7<61>+2))’ B (l(@(m))’j(@(m)))
ne sont qu'un simple partitionnement des paires d’indices (I1,j1), (l2,j2), ... , (lg,Jjg), ol

chaque paire d’indices (l(g, ,4i)sJ(,_144) — 1), pour 7 = 1,..., R, k = g1+ 1,...,Gr,
i=1,...,vg, respecte la propriété (ii) de la proposition 5.3.1. Autrement dit, d’aprés (5.18),

nous avons pour tout r=1,.... R, k=¢g_-1+1,...,¢, 1=1,..., v,

g(l(ﬁk_1+i)vj(ﬁk_1+i)_1> = g(l(l’)k_lJri)aj(f)k_lJri)) +Qp(l(ak_1+i)7j<ak_1+i)—1)(u7 £(l17j1)’ E(12,‘7‘2)’
< g(l(ak_l)d’(a,c_l))’ g(l(7sk_1+1>J'(ak_lﬂ))’

T g(l(’rjk_1+i—l)7j(qjk_1+i71>)7 y) (529)

Le lemme 5.3.2 introduit ainsi R > 1 ensembles de blocs que ’on appelle passes. Chaque passe

du systéme (5.1) est alors définie de la maniére suivante.

Définition 5.3.1 Pour tout r = 1,..., R, ’ensemble de q. < q différents blocs l(@(k_l)ﬂ),
pour k = @1+ 1, ... ,Gr 00 Gr = Gr—1 + Gr, est appelé passe r du systéeme (5.1). En

particulier, chaque passe r =2, ..., R vérifie, d’aprés le lemme 5.5.2,
l(ﬁ(qT71)+1) € {l(ﬁ(k,1)+1) / k = (77‘72 + 17 s >(7r71 - 1}

Autrement dit, le premier bloc de toute passe r = 2,..., R est déja présent dans la passe

précédente r — 1.

Dans la prochaine et derniére partie de cette section, nous allons construire un état x; pour
chaque bloc k de chaque passe r, avecr =1,...,R et k=¢qg—1+1, ... ,qr, en exploitant

notamment la relation (5.29).
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5.3.3 Construction de la forme décomposée en R passes du systéme d’étude

Soit z € IR™ I'état de la forme décomposée en R passes du systéme (5.1), avec

k
T = : e R", avec zF e R"

"E(jR

pourr=1,....,R, k=¢qg-1+1, ... ,q, en utilisant les notations (5.25), et ou nous avons
dr

an = n. En remarquant que j(ﬁ(k_1>+1) > 2 d’aprés le lemme 5.3.1, chaque état z* pour
k=1
r=1, ... ,Retk=qg—-1+1, ..., @ se construit de la maniére suivante :
(i) Cas J@@_1y+1) = 2 : Nous avons (l(D(k,lwl):j(@(k,l)H) -1)= (l(@(k71>+1), 1). Dans ce cas,
nous définissons I'état z* par

1"f g(l(ﬁ(,ﬁl)+1)»j(5(k71)+1)—1) g(l(ﬁ(k71)+l)71)
k .
) g(l(ﬁ(k71)+l)a](ﬁ(k71)+1)) g(l(a(k_l)H),?)
k k
g X = . — B .
z 3 g(l(ﬁ(k71)+2)7](D(k71)+2)) g(l(v(k_1)+l)73) (5 30)
k
Ty g .
A é(l(ﬁk)d(f}k)) g(l(ﬂ(k_1)+1)7)\k)

avec \F = vy +1 > 2, ol O = U1 + vy d’aprés (5.25).

(ii) Cas J@g_1y+1) > 2 Dans ce cas, en utilisant la relation (5.28), nous définissons 1’état

xk par
k ) .
.I'l g(l(ﬁ(k_l)+1)7](6(k_1)+1)) g(l(ﬁ<k71)+l)7.7(17<k71)+1))
x . i . . 1
F = 2 g(l%fl)+2>’J<v<k71>+2>) — @1y 03 py+ T (5.31)
o5 3 ; u j 1
A ((og)od(op)) ((D(k—l)Jrl)’](f’(k—l)+1>+vk_ )

avec \¥ = v, > 1. Dans ce cas, d’aprés le point (i) de la proposition 5.3.1, il existe s < r

et ks =qs_1+1,...,qs tels que

U@y +1) J@gny+n) — 1) = (k) J@r,)) (5.32)
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La construction des états 2*, r =1, ... ,R, k = Go—1 +1, ... , G-, donnée par les deux
situations ci-dessus améne a deux cas de figure possible pour la composante xik de chaque
bloc k.

e La premiére situation correspond au cas ou I’équation différentielle vérifiée par a;';k meéne
& une nouvelle variable d’état. Cette derniére correspond & la premiére composante d’un
. o, R . . )
bloc ks = gs—1 + 1, ... , gs d’'une passe future s > r, a savoir la variable d’état x7°.

e La seconde situation correspond au cas ou aucune nouvelle variable d’état n’apparait

k

dans I'équation différentielle vérifice par la variable z7,.

Le bloc (5, ,41) se termine

alors, c’est-a-dire que nous avons

ko _ _
Tk = 5(l<73,€_1+1)7J‘<7:k,_1+1)-i-/\’“—1) - f(bkv)\bk)
oupourtoutr=1, ... R, k=¢—-1+1, ... , @, nous posons
bk} é l(@kfl-f'l) (533)

Avant d’introduire la nouvelle classe de systémes décomposée en passes, nous définissons une

fonction de permutation P, pour tout r =1,..., R comme suit.

Définition 5.3.2 Pour tout r = 1,..., R, nous définissons l'application P, donnée de [’en-
semble {Gr—1+ 1, ... , @} vers l’ensemble {q, + 1, ... , qr}U{0} et vérifiant les propriétés
sutvantes :

e Dans le cas ot une nouvelle variable d’état apparait dans I’équation différentielle vérifiée
par la variable x’;k, pourk =qr_1+1, ..., G, cette derniére est décrite par la premiére

composante du bloc P,(k), et la nouvelle variable d’état est notée xfr(k).

e Dans le cas ou aucune nouvelle variable d’état n’apparait dans ’équation différentielle

vérifiée par la variable x];’\k, pour k =q-—1+1, ... , @, nous avons P.(k) =0.

e Pour tout k =qr—1+1, ... ,qr, nous avons Pr(k) = 0.

Similairement, pour tout r = 1, ... ,R, la fonction inverse P=' donnée de l’ensemble
{G—1+1, ..., G-} vers Uensemble {1, ... , Gr—1}U{0} vérifie les propriétés suivantes :

e Dans le cas ot la variable :U’f ne correspond pas a la sortie du bloc by, pour k = Gr—1 +
1, ..., Gr et avec by donné par (5.33), d’aprés la proposition 5.3.1, il existe une va-
riable d’état correspondant a la composante précédent la variable :E]f dans le bloc by,. Cette

-1
derniére se note alors a:PT_gk) .
APr (k)

e Dans le cas ot la variable J:If est la sortie du bloc by, pour k = g1+ 1, ... , G-, nous
avons P71 (k) = 0.

e Pourtoutk=1, ..., q1, nous avons Pl_l(k:) =0.
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Nous devons également définir une fonction de dépendance ¢, pour tout r = 1,..., R — 1

comme donné par la définition suivante.

Définition 5.3.3 Pour tout r = 1,...,R — 1, nous définissons ’application ¢, donnée de
Uensemble {q,—1 + 1, ... , G-} vers l'ensemble {G-—1+ 1, ... , qr} telle que ¢.(k) > k et
telle que pour tout ks = (k) +1, ... ,qr et i=1,...,AFs,
dph
Ak _
u,T) =
ok (u, )

Nous pouvons désormais introduire la nouvelle classe de systémes décomposée en passes. Ainsi
en nous basant sur la relation (5.29) et d’apreés les définitions précédentes 5.3.2 et 5.3.3, chaque
variable d’état =¥, pour tout » =1, ... R, k= go—1 + 1, ... , Gy, vérifie 'ensemble des

équations différentielles suivantes :

e 1<r<R-letk=g_1+1, ... ,q:
J'JlC = x§+<p’f(u,x1, ’$5r—17qu—1+17 a'rkilv'rllay)
ok = b+ b(u,t, o pTr p@a L gk ke 2k )
. ’ ) B (5.34)
N, , = x’;\k +g0§k_1(u,x1, cosyxlrr p@eatl e gkl gk 7x’i,g_l,y)
P, (k _ Z .
o _ x ( )+<p§k(u,z1,x2, ookl ak o P ) si Pu(k) #£0
PUE _ .
O (u,at 2?, o ah T ek 25 (R) ) si P.(k)=0
er=Retk=qr_1+1, ... ,qr:
:i'lf = x§+<plf(u7x17 M 71:(?R717I6R71+1’ R 7xk‘717x§:’y)
ik = ok +oh(u,at, .. pTror iRt gkl gk k)
(5.35)
if o= b+ eh (uat, L adem glratll o Rl gk ek )
xl;k = @ik(uaxlax2a 5IqRay)

N _ _ — =g k
ou ¢ (.) = Pl 1oy, i) POUT tout 7 = 1,....R k=q_1+1, ... ,Gr,i=1,..., A"
Remarque 5.3.1 Pour tout r = 1, ,R—1, k=qg_-1+1, ... ,G, dans le cas o
P.(k) # 0, nous avons <,.(k) = P.(k) d’apres la définition 5.3.3, et par suite

-k Pr(k k 1,2 k-1 _k P(k)—1
N xl()—{—ap)\k(u,x,x,...,x ko etk )
sr(k k 2 k—1 _k r(k)—1
= xl()-l—go)\k(u,x,x, .o, ,x,...,xg() ,Y)
Ainsi, Uéquation différentielle vérifiée par la variable xlf\k se réécrit pour toutr =1, ... |R—1,
k=qg-—_1+1, ... ,qr, de la maniére suivante
-k —k 1,2 k—1 _k r(k
Ty, = Oye(u, 2”2, L ,xg(),y)



5.4. Immersion du systéme d’étude

ol
r(k P (k .
@k (u.z) = xi (k) + cp’f\k(u, ) = x; (k) + go’f\k (u,z) si P.(k)#0 (5.36)
k ) - . .
A gpik (u, x) st Pr(k) =0
Dans la suite de ce chapitre, nous allons considérer le cas ou pour tout £ = gr_1+1,...,qgR,

il existe une fonction inconnue e : IRT — IR% décrivant des incertitudes sur la derniére
dynamique du bloc by, donné par (5.33), pouvant dépendre de 1’état du systéme (5.1), de
Ientrée u et de paramétres inconnus. Chaque dynamique x”f\k, k=qpr-1+1,...,qR, décrite

dans (5.35) se spécialise alors comme suit

x’f\k = gpl;k(u,xl, 2 o xTR) Rt

Remarque 5.3.2 Dansle cas R =1 et q; = 1, nous retrouvons la classe de systéme introduite
dans (HAMMOURI et FARZA 2003) ot le systéme est triangulaire selon ’état du systéme. Dans
le cas ou R = 1, nous retrouvons la classe de systéme non linéaire introduite dans (FARZA
et al. 2011) pour un systéme triangulaire par bloc et ou la derniére composante non linéaire

de chaque bloc du systéme peut dépendre de tout [’état.

Nous proposons dans la partie suivante de construire une immersion du systéme (5.34)-(5.35)

dans le but ensuite de synthétiser un observateur grand gain.

5.4 Immersion du systéme d’étude

Pour chaque variable d’état 2%, r = 2,... . R, k = G-—1 + 1,..., G, telle que P71 (k) # 0,

c’est-a-dire dans le cas ou x’f n’est pas la sortie du bloc b, nous allons construire un nouvel
état 2¥ de telle sorte que zé“, . z’f\k, z’f\kﬂ correspondent aux variables x’f, e, x’f\kil,

Pl (k)

_1..., composante précédent 1’état
\Pr (k)

x’ik, et tel que 'état z{“ correspond & une copie de ’état x

2% dans le bloc by.

128



Chapitre 5. Forme normale d’observabilité uniforme pour une classe de systémes MIMO

Soit
Sl
Zq_l
q@1+1
o dr
. n k nk — —k
z = : € IR" avec 2z € IR™ avecn = Zn , (5.37)
Zq_2 k=
Z(j2+1
Zq_R
ou chaque état z*, r=1,...,R, Gr—1+1,...,Gr, est défini par 'un des deux cas suivants :
e P71(k) =0 : Dans ce cas, la variable d’état ¥ correspond & la sortie du bloc bg. Nous
posons dans ce cas zF = zF, c’est-a-dire
k k
i a1
2 = ' = ' (5.38)
2k zk
Ak—1 Ak—1
k k

e P71(k) # 0 : Dans ce cas, nous construisons 1’état 2F, composé de (A + 1) composantes,

de la maniére suivante :

k P (k)
1 AP
k
k
k
EXk41 -Tl;ik
Dans les deux cas (i) et (ii), soit ¥ le nombre de composantes de 'état z¥, pourr =1, ... , R,
k=qr—1, ... , @r. Ainsi, pour tout r =1, ... R, k= ¢qr—1, ... , Gr, puisque ’état $If est

une sortie lorsque P 1(k) = 0, nous avons d’aprés (5.30) et (5.38) d’une part, et (5.31) et
(5.39) d’autre part,
o M= +1 si PY(k)=0
MWirl=u+1 siP7Hk)#0
Par conséquent, nous obtenons Ne=wv,+1>2 pourtout r=1,..., R, k= qr—1, --- , Gr-

D’autre part, n se spécialise par

qr R
n=) b= N,
k=1 k=1
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oil I'entier py, est introduit dans (5.2). La construction des variables z¥ donnée par les cas (i)

et (ii) ci-dessus est telle que dans le cas ott P71(k) # 0, pourr =2, ... \R. k=Gr_1, --- , Gr,
I'état 2f vérifie
R & ()
LT Aprw

-1
Autrement dit, dans le cas out P1(k) # 0, 'état 2f est une copie de 1'état P

Pl provenant

d’un bloc d’une passe s < r, d’aprés la définition 5.3.2.

Avant d’introduire 'immersion du systéme (5.34)-(5.35), notons que pour tout r =2, ..., R,
k=qG_-1+1, ..., G telsque P Y(k)=ks#0 avec gs_1+1<ks<qsets<r,ilest

r

facile de vérifier que

P, (P7Y(k)) = Psi(ks) =k

T

-1
Autrement dit, ’état z/{\g;_l(]:lz) vérifie I’équation différentielle suivante

ﬁi—lfﬁf) = 'f;gl;k) d’apres (5.38) et (5.39)
= ¥4+ cpf}fr_lﬁ’fi) (u,zt, 2%, ... ,xp’rl(k)fl,xpr_l(k), a2y dapres (5.34)
e R i N P R L S ORI )
La derniére égalité vient du fait que z§ =z pourtout r=2, ..., R, k=G_1+1, ... , G

tels que P1(k) # 0 d’aprés (5.39), mais aussi du fait que les états supplémentaires dans les

variables 2z ne sont que des copies d’états antérieurs, c’est-a-dire que nous veérifions

P (k) 1.2 k—1 P (k) 1 .2 k—1
SOA;;I(M(UVZU YLy e 5 T 7y) = w;\;;l(k)(uvz 1Ry e R 71/)
. P (k) s Prl(k) ) : k PrMR) s
ouyY._" )= " .). D’autre part, puisque z7 = z_" il vient
¢5\Pr_l(k)( ) )\Pr—l(k)( ) part, puisq 1 NPl
& k P (k) 1.2 k—1
# o= z2+w5\Pr,1(k>(u,z,z, c 2N y)
k k 1 .2 k—1
= 22+¢1(Uazaz7--~az 7y)

-1

avec PF(.) = w;;,l(’:]z) (.). Remarquons au passage que la fonction ¥ (u, 2) ne dépend pas de
T

P (k)

APt (k)

aussi se généraliser au cas ol zf est la sortie du bloc by puisque zf est inclus dans y dans ce

I'état 2¥ car étant une copie de l'état 2 . Enfin, la derniére équation différentielle peut

cas particulier, ce qui donne, pour tout r=1, ... \Retk=q¢-1+1, ... ,qr,

g4 = A+eiu,z 2 2 y) (5.40)

D’apreés la relation (5.40) et les remarques précédentes, en nous basant sur le systéme (5.34)-

(5.35), chaque état 2¥ vérifie ainsi les équations différentielles suivantes.
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e 1<r<R-letk=g_1+1, ... ,q:
ko Lk k 1 Gr1 oGr—1+1 k—1
27 = b4+ pf(u, 2t oo 2T Tt R )
ko Lk k 1 Gre1 oGr_1+1 k=1 _k
25 = 25+ 5(u, 2t Lo 2T Tt R R )
-k k k 1 Gro1 Gr—1+1 k-1 _k k
T e T (O I L T AT TR S 1)
Py (k) k 1,2 k-1 k P.(k)—1
ok B 25 + Y5 (u, 25,25, .z 2R PRy si Pa(k) #£ 0
X T k 1,2 k-1 _k (k
wj\k(uaz 1Ry e H R y 2 s . 7Z§()ay) Slpr(k)*o
er=Retk=qr_1+1, ... ,qr:
ko ok k 1 Gr—1 ~Gr_1+1 k-1
25 25 4 (u, 2t L. 29R-1 RAratl o R )
ko Lk k 1 GR—1 GRr—1+1 k-1 _k
22 - Z3+1)Z)2(’U,,Z 9 e anR lanR 1t g e 5 R aZQay)
ok _ Lk k 1 r—1 Gr-1+1 k=1 _k k
I T (O A e T TP N )
K _ ok 1,2 g k
Z:\k - d)j\k(uaz 72 9 e anRvy)+5

oupourtoutr=1, ... R k=qg-1+1, ...

comme suit :

e Si P1(k) =0, alors
vil) 2 o),
e Si P71(k) # 0, alors
-1
O N
W) 2 g

Les équations différentielles (5.41)-(5.42) vérifiées
k=1,...

,Gr, les fonctions ¥, ...

par chaque état z* pour tout r =1, ..

,q", peuvent finalement s’écrire de maniére condensée comme suit

o= AFR R (u, 2) + BREF
avec
OPb,c Ipbk Opbk e OpblC
. . . Opbk
Ak — c Rﬁ’“xﬁk Bk — c Rﬁk
o ) 0 )
Pbvy,
S
Py,
Oy, oo e Op Op |
sz)lf(u7217227 7Zk_17y)
k 1 .2 k—1 _k
1/12(”72’72'7 7Z 7227y)
=k
et YF(u,z) = eRr"
k 1 .2 k—1 _k k
wj\k_l(u7z 7Z 9 7Z 7227 azj\k_py)
1k 1 .2 r(k
wj\k(uaz » 2 7z§()ay)

(5.41)

(5.42)

, wlf\k sont définies
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oupour tout r=1, ... ,R—1, k=¢g—1+1, ... , g (& comparer avec (5.36)),
r(k _ .
o (,2) = zg( )—i—w’/{k(u, 2,22, . 2r(k) Ly) si Pu(k)#0
k 9 -
A Wf\k(u,zl,zQ, o2 (R) g si P(k)=0
et pour tout k=qgr—1+1, ..., qg,
'&Iik(uaz) = wljfk(uazlaz27 7Z§R7y)7
et en définissant la fonction inconnue &* pour tout r =1,...,R, k=G _1 +1, ... , G, par
0 sir<R
=0 . (5.43)
e®(t) sir=R

5.5 Synthése de I’observateur

Dans le but de synthétiser un observateur grand gain pour 'immersion (5.41)-(5.42) du sys-

téme (5.34)-(5.35), il convient d’introduire les notations suivantes.

5.5.1 Notations

Pour tout 7 = 1,...,R, k = G-—1 + 1,...,G., définissons la matrice diagonale A¥(#) comme

suit
k . 1 1
A%(0) = diag| 1, gk o g(E_Dok (5.44)

ol @ > 0 est un entier positif, ot les puissances de 6 représentées par les entiers 6% sont définies

de la maniére suivante

( - 3
ok = 2(>\’“+1—2> Sl te, r=1,...,R k=Gg_1+1,...,¢ —1
or
o= 23 (Nt 1)git g e p=1, R 1 (5.45)
s=r+1
R = 1
ou, pour tout r =1, ... |R—1,
G = max (k) et pre{r+1, ... ,R}esttelqueqs_1+1<3 <gz (5.46)

qr—1+1<k<gqr

ou la fonction ¢, est donnée par la définition 5.3.3, et € > 0 est un paramétre de synthese.
Notons que pour tout r = 1, ... ;R — 1, Uentier g, vérifie p, > r + 1 par définition de

la fonction P,(k) et par suite de la fonction ., données respectivement par les définitions
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5.3.2 et 5.3.3. Nous introduisons également la séquence d’entiers orll-g pour tout r =1,... R,

Gro1+1,...,G,i=1,...,\F, comme suit

oF = of (X’“ - 1) o+ (i — 1)

(2

,
7 <G _1+1 Gr, 141
ot = % (Xj it 1) gl (5.47)
7’7;21
Enfin, similairement aux matrices A¥(6), nous définissons, pour tout r = 1,..., R, k = @1 +

1,...,Gr, la matrice diagonale A*(6) par

AR(0) = 07 °TAR ) = di Ao ! 5.48
(0) (9) iag | —7F oo . (5.48)

Nous établissons alors la proposition suivante.

Proposition 5.5.1

(i) La séquence d’entiers positifs 68 vérifie l'inégalité suivante :

e L Lo L L L | (5.49)
(ii) La séquence d’entiers o vérifie
O-f 207 pour toutr:l,...,R, k‘:(jrfl_"la"')@“v L= 17"'75\k (550)

Preuve de la proposition 5.5.1.

(i) Procédons par récurrence pour r = R, ..., 1. Pour r = R, puisque N> 2 pour tout

k=qgr-1+1, ... ,Gr, nous avons directement d’apres (5.45)
F > pe> M k=gra+1, ... qr—1

avec 9% = 1. Soit maintenant r € {1,..., R — 1}, et supposons la relation (5.49) vraie

pour les étages 7+1, ..., R. D’une part, puisque A* > 2 pour tout k = g,_1+1, ... ,Gr,

nous avons directement d’aprés (5.45)
F>eH peso ! k=g _1+1, ..., —1

D’autre part, puisque g, > r+1, il vient & > @5,—1+1 > G- +1 et par suite 6 < §%+1
puisque la relation (5.49) est vraie pour les étages r + 1,..., R. Nous obtenons alors
d’aprés (5.45),

6‘77" Z 25‘77“"!‘1 _ 6’57“ + € Z 25‘7r+1 _ 5‘77“"!‘1 + € > 6‘71"4‘1

Nous en déduisons alors que la relation (5.49) est vraie pour tout k = g.—1+1, ... , G
soit pour ’ensemble de la passe r. Par suite, la relation (5.49) pour tout r =1, ... | R
etk=q¢g_1+1, ... ,qr.
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(ii) Notons que nous avons d’aprés (5.47), pour tout r =1,..., R, k=¢G_-1+1, ... ,Gr,
i=1,...,)\F,
d g 1 g 1
O_f _ Z (Ativ'iflJr . 1) 6(117'i71+ _ ()\k; N 1) 51{: + (Z _ 1) 5k
T'i:l
a Gry—1+1 Gr,—1+1
Ndr;— qr; — Nk . k
= S (T el - (=i
7'1':1
Montrons que Jf >0pourtout r=1,..., R k=G_1+1, ... ,G,i=1,...,\F
e D’une part, pour tout r =1,..., R et pour k = ¢q,_1 + 1, nous avons
: g 1 it 1
o—f = Z (Xim** _ 1) 5‘11Ti—1+ _ ()\Q'rfl"rl _ Z) §ar—1+1
ri=1
> (2 _ 1) 5l?r—1+1 >0
e D’autre part, pour tout r =1,..., R et pour k > @._1 + 1, nous avons
J g 1 it 1
A= (T e ()t
Tizl
> (Ad-HL ) gart (;\k _ Z) sk
o B 6]9‘71 5k
> ()\qT”H -1) §I—1tl S 5 d’aprés (5.45)

> (A r-1tl _ 2) 6711 >0 d’aprés la relation (5.49)

Ceci termine la preuve de la proposition 5.5.1. [J

Dans ce qui suit, pour tout r =1,...,R, k= ¢-—1+1, ... , G-, nous choisissons la matrice

de gain K* de sorte que la matrice A¥ = A* — K*C* soit Hurwitz, avec

Ck:[l 0

=k
pr Xn
2 Opbk € F

2
Ainsi, il existe une matrice SDP P* et un réel positif ;¥ tels que
k gk (7T pk k
PRAR 4 (A9 PR < —opt Iy, (5.51)
D’aprés la structure des matrices diagonales A¥(6) et A*(6), nous avons les égalités suivantes :

AF(0) AR AR(9) 1 = AF(9) AR AR(9) L = ¢°" AF

5.52
e—afckAk(e)—l — C’kAk(Q)_l — ka ( )

Pour finir, dans ce qui suit, nous notons A, (P*) et A\ps(P¥) la plus petite valeur propre et la

plus grande valeur propre de la matrice P¥, respectivement. De plus, soit A, (P) et A (P)
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respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de la matrice P, définie par

P:dmg(Pl, p2 ..., pn, patl P@R)

Avant de conclure de paragraphe et de passer a la synthése de I'observateur, il convient de

donner les deux lemmes techniques suivants.

Lemme 5.5.1 Soit

. OPF(u,z)
(k‘,i)_ O S 762’; :O
Xg) = .
1 stnon
pourr,s=1,... R, k=qg—1+1, ... .G, l=qs—1+1, ... ,Gs,i=1,...., X etj=2 ...

Alors, la séquence d’entiers positifs af définie par (5.47) est telle que

st ok
alors ot —oF - — - — < —

(ki) _ ¢ : €
Li) =7 )

Si X1

(k)

et 7 =2,..., A si et seulement si 'une des cing situations suivantes est rencontrée.

triangulaire du systéme par rapport aux passes.

du systéme en fonction de ses sous-blocs.
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avons x; oy = lpourr,s=1,....R, k=g —1+1, ... ,Gr,l =qs—1+1, ... ,Gs, 0 =1,.

er=1,....R-—1L,kc{g1+1, ..., ¢}, i=X,ets>r+1,1€{g,_1+1, ...

avec | < ¢, : Ceci traduit le fait que la derniére composante de chaque sous-bloc k£ de

(5.53)

Preuve du lemme 5.5.1. D’une part, d’apreés la structure du systéme (5.41)-(5.42), nous

C AR

er > s ke {qga+1, ... .G} etie {1,...,5\’“} : Ceci traduit une dépendance

er=sk>letic {1, . ,5\]’“} : Ceci traduit une dépendance triangulaire d’une passe

er=s5 k=1letic {1, .. .,5\’“} avec ¢ > j : Ceci traduit la dépendance triangulaire

d’un sous-bloc au sein d’une passe du systéme en fonction de ses propres variables.

s}

chaque passe r = 1,..., R — 1 peut dépendre de tous les états 2z, 22, ..., 2.

er=Rkec{Gg_1+1,...,G}, i=A:Cecitraduit le fait que la derniére composante

de chaque sous-bloc k du dernier étage R peut dépendre de tout 1’état du systéme.
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D’autre part, de la relation (5.47), nous avons
ol —of - — - — = Gt _gl—tl (5\[ — 1) S+ —1)d
+(I\k—1)5’f—(z’—1)5’“—f—f
Gortl _ Gt (ks YNk (o _ L)
= o —oi" + A—Z—i 5+ ]_)\_5 (5

Vérifions désormais que la condition (5.53) est vérifiée dans chacun des cing cas listés
précédemment.
er>s, ke{g_1+1, ... ,¢}etic {1, .. .,;\k} : Nous avons en particulier, d’aprés
(5.47) et puisque r > s,

l k 51 5k — - 5\‘77“71‘1'1 1 6(?7“-71"!‘1
Uj—f’z‘—g—?——Z( ' —1) o7
ri=s+1
_ 1 o1
k_ . - k Y A l
+<)\ i 2)5 +<] A 2)5
— . - 1
< = (ATt ) gt g <)\’“ - g) o — ial d’aprés (5.49)

Sik>qg-—1+1, alors

(j\k B 2) 5t < %51@—1 < %5@71“ < <5\qr1+1 _ ‘2) 5T+ Qapres (5.45),

et par suite
o —of — — — — < _ (5\‘7’1‘*1‘1’1 _ 1) 5‘?7‘71"‘1 + <5\Cj7‘1+1 _ 3) 5‘?’1‘71"'1 _ ldl
- 2 2

— _%5@—1-1—1_%5[ < -1 < —

N ™

° r:s,k>leti€{1,...,5\k}:Puisque'r:setk>l, il vient

5t ok < 1 o 1
L k_ - 7 k_ . - k Y 2 l
0jTO TS T (x\ i 2)5 —|—<] A 2)5

< 3 1
< ko 2) sk L
< <)\ 2)6 25

1 1
- 551 - % d’aprés (5.45)

- 2
< —% d’apres (5.49)
er=s5k=letic {1, .. ,5\’“} avec 1 > j : Dans ce particulier, et puisque ¢ > 7, nous
avons directement
stk
l k _ . . k
R e T (j—i—1)0
€
< o<
- -2
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er=1,....,R-—1,kc{g1+1, ..., ¢ohi=X N, ets>r+1,1€{g_1+1, ... ,q}
avec [ < & : Dans ce quatriéme cas, puisque s > r, nous avons
st ok o - 1 o 1
ol —of — 7= 5 = > (At ) gt 55’“ + <j — - 2) o
ri=r+1
> 1 1
< Z (j\qri—1+1 _ 1) §ri—1+1 _ 55% _ 551
ri=r+1
s or
— Z (j\qri—1+1 _ 1) 5§ri—1+1 _ Z (5\61”1-—14’1 _ 1) 5§ri—1+1
ri=r+1 ri=r+1
1. 1
507 % — 500 dapres (5.45)
1. 1
< 55“ - 551 — % puisque s < g,
< —% puisque I < &,
er=R ke{@G1+1, ... ¢}, i= AF : Dans ce dernier cas, nous avons directement
st ok . . 1 o 1
_ o Gs-1tl 11 k ooy LY g
0j O Ty Ty = gls—1Th — gr-t —5(5 —|—<] A 2)(5
1, 14 i
< —5(5 — 5(5 puisque s < R
< —1<-S
- - 2
Ceci termine la preuve du lemme 5.5.1. [J

Lemme 5.5.2 Soientr =2,...,R, k=q,_1+1, ... ,G- tels que nous ayons P, 1 (k) # 0 et
PrYk) ok
Ty =2z{. Alors
APr (k)
—1
piwy g O ot e
arte 2 2 = 2

| Preuve du lemme 5.5.2. Soit s < r la passe contenant le bloc P 1(k), i.e. telle que
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Gs—1+1 < P7Y(k) < G. De la relation (5.47), nous avons

—1 —1
RO I A Fao1+1 _ _Gro1+1 <*k_ ) g 07 o
P o 5 —i—? = 0 o + (A 1})6 5 —1—5
- _ Z (5\17”71-&-171)5(7@71-&-1
ri=s+1
_ gh k) gk
k k
_1> _ o
+(A 5 —+ 5
S _ Z (S\(Yri71+1 _ 1)5@ri71+1
ri=s+1
- _ PRy sk
Gr—1+1 _ 1) §@r—1+1 _ .
+ (A )6 5 T35
k P (k)
< o0 << d’apres (5.45) et (5.49)

2 2 - 2

Ceci termine la preuve du lemme 5.5.2. [J

5.5.2 Observateur

Avant de synthétiser un observateur pour I'immersion (5.41)-(5.42) du systéme (5.34)-(5.35),

nous considérons les hypothéses suivantes sur le systéme (5.1).

Hypothése 5.5.1 L’état £(t) et la commande u(t) sont bornés, i.e. {(t) € X et u(t) €U ou
X C IR" etU C IR™ sont des ensembles compacts.

Hypothése 5.5.2 La fonction p(u,§) est une fonction non linéaire globalement Lipschitz sur

IR™ selon & uniformément en u.

Hypothése 5.5.3 Pour tout k = Gr_1+1,...,qr, la fonction inconnue € est essentiellement

bornée, i.e.

30.>0; Vek=Gr_1+1,...,qr, ||c]lcc = ess sglg lF(@)| < 0.
t>

Un observateur pour I'immersion (5.41)-(5.42) du systéme (5.34)-(5.35) est donné par l'en-

semble des équations différentielles suivantes, pour tout r=1,..., Ret k=¢-1+1,...,q :
() = AR+ pR(ut), (1) — GH(1), avec

0% AR (0) T KK (CF2R(t) — y, (1)) si Pl (k) =0 (5.54)
0

k _
Gi(t) = 0% AR(0)~1 Kk (Ckék(t) _ BPfl(k)ngl(k)(t)> si P7Y(k) #
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oit u et y sont respectivement l’entrée et la sortie du systéme (5.1), 2 € IR™ est une estimation

de l'état de I'immersion (5.41)-(5.42) avec

s1 sk
z 27
) 52 ) " sk L
zZ= _ € R" avec 2" = , e R"
24R élj\gk

ol 227“ eRP, pourr=1,...,R k=G_1+1,....,¢-eti=1,...,\F, 8 > 0 est le paramétre
de synthése de I'observateur grand gain, et A¥(0), §¥ et K* sont définis dans le paragraphe
précédent par (5.44), (5.45) et (5.51), respectivement. Enfin, Z représente une estimation par

injection de sortie, c’est-a-dire

~k _
Z; =

r

zZ: sinon

{z’f si PrU(k)=0 et i=1

Le résultat suivant stipule que le systéme dynamique (5.54) constitue un observateur conve-
nable pour 'immersion (5.41)-(5.42) du systéme (5.34)-(5.35).

Théoréme 5.5.1 Considérons l’immersion (5.41)-(5.42) du systéme (5.34)-(5.35) soumis
auzr hypothéses 5.2.1, 5.5.1, 5.5.2 et 5.5.3 conjointement avec l'observateur (5.54). Alors,
il existe 0y > 0 tel que pour tout 0 > 0, il existe \g > 0 et puy > 0 tels que pour tout
r=1,....R k=q¢g1+1,...,q,

127(t) — 2" (@)I] < Age™"*"[12(0) — 2(0)]| + agoe

pour tout t > 0, pour toute entrée u € U, ot 0. est la borne essentielle supérieure de ||€¥||

donnée par ’hypothése 5.5.3, ot A\g est un polynome en 6, lim pug = —+oo et lim ay = 0.
0—4oc0 60— —+o00

Preuve du théoréme 5.5.1. En guise de simplification d’écriture, il convient d’omettre
dans ce paragraphe le temps ¢ de chaque variable. Pourr=1,...,Ret k= q.—1+1, ... , G,

posons

ot A¥(0) est défini par (5.48). Posons également
vi(zh) = (TP (5.55)

oil P* est la matrice SDP définie par (5.51), et soit

R Gr
V:ZZVk

r=1 k:(j7-,1+1
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la fonction de Lyapunov candidate. Enfin, nous notons

R ar
VE = 0vE et V=Y N (VR (5.56)

r=1k=qr_1+1

Remarquons simplement que nous avons, pour § > 1, la relation suivante

R ar ) R ar
Ve Y Y v =0 > vE =V

r=1k=qr—1+1 r=1k=qr,—1+1

Dans la suite de la preuve, nous allons considérer deux situations possibles, pour tout
r=1,...,Retk=1,...,¢" : les cas P"1(k) =0 et P71(k) # 0.
Cas P '(k) =0 : Dans ce cas, d’aprés (5.54), I'observateur s’écrit
ko pksk wk(U,i) _ edkAk(e)—lKkz (Ckék _ ybk> _ gk
= ARZE gk (y, 5) — eékAk(g)—lchk (21@ _ Zk) _ Bk
et par suite
o= ARER R (u, 2, 2) - 00" AR(G) T KFOREE - BRE,

en posant ¥ (u, 2, 2) = ¥ (u, 2) — ¥ (u, z). Le passage a la variable d’état z* nous donne

alors

o= ARO)ARAR(0)71ZF + AR(0)F (u, 2, 2)
— 0% AR (9)AR(0) L KR CEAR(9) 1k — AR (9)BReF
= AF(O)AFAR(0)1EF + AR(0)0F (u, £, 2) — 0 0 T KRCRAR(9) 15k — AR(9)BFeF
= 0% ARk 4 A (0))F (u, 2, 2) — 00" KFCk sk — AF(0)B*e* d’apres les identités (5.52)
= 0% AFZF 4 AR(0)F (u, 2, 2) — AF(0)BFEF (5.57)

La dérivée par rapport au temps de la fonction V¥ définie par (5.55) est telle que

vk — 2(2k)Tszik
= 20" (zF)T PF AP ZF + 2(2F) T PEAR () (u, 2, 2) — 2(2%)T PR AR (0) BYe*

En exploitant I'inégalité (5.51), la dérivée V¥ vérifie alors
VE < —ouh 0 ||2M)” 4 20 PR AR (0)5F (u, 2, 2)I| + 2] PR | AR(0) BR |
k AF
< eékv’f+2,/AM(Pk)x/VkZiW(u 22|
= TP 2 oI

+ 20778k /A (PE)VVR|F|
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b

D’autre part, d’aprés ’hypothése 5.5.2, o est borné et nous obtenons
x

k

Mpk ""W”?PWMP’fWZZ Z Z N Bl

1=1 s=11=qs—1+1j=2

+ 2075k /A (PR)VVE|ER| (5.58)

k
A sup{| 3%(
j

oxl

Ve <

ou

9y )

/ x€R™ et Hu|OO§M}

et ol ch]z)) est donné par le lemme 5.5.1. L’inégalité précédente (5.58) peut se réécrire

comime suit

rk Sk rk k & (k) 070' k
s AM@N VEF 205 A (POVY ZZ > qu)e J ey
i=1 s=11=qs_1+1 j=2
+ 20773 \ /A (PR)VVE||ER

MR ds A
2uF sk k (ki) got—a¥ | /170
e AL > oD DI WV Iy
=1 s=11=G,_1+1 j=2
2075k A (PR)VVE|E (5.59)
Av (P
en posant 7 = )\M((P))' Enfin, en utilisant (5.56), I'inégalité (5.59) vérifie
m

PR LR o Sl S I I S SN

B A (P) =1 s=11=qs_1+1 j=2

+ 20773 [ A (PR)VVH||E"|
X R s N gl
= —)\1\2;2 )(Vk) +277Pk\/ ZZ Z Z 8“7; 9ot =% (Vi

=1 s=11=qs—1+1 j=2

42075k /A (PR)VVE|)

Par application du lemme 5.5.1, il vient




5.5. Synthése de 'observateur

ce qui mene a
] 9 k X R qs P
vk < —AMlEP) (VF)* + 2"/ (V ZZ Z Z 2/(v
=1 s=11 =2
+ 29‘“’5k¢mvvklle"“\l

24k < s

= 3 (P )(Vk) + 29\ Z 3 Z\/ (Vi)
M s=11l=qs—1+1j=2
+ 2073 A (P)VVE ||

ds X
< - (VEY* 4+ 2nAFpke—3 \/V*Z Z D> VVE 4207 e/ (PIWVVIER]
M( ) s=11=qs_1+1 j=2
2k - c _
< 5D )(vk) 2Nk 5V 1 20778\ (P)VV |2 (5.60)
M

Cas P (k) #0 : Dans ce second cas, d’aprés (5.54), I'observateur s’écrit
koo pkzk g W (u, ) - gékAk(g)—lKk (Ck?:,k _ BPfl(k)?:,Pfl(k)> _ gk
= Akzk 4 wk:( ) — HékAk(e)—lKkagk + gdkAk(9)—1KkBP;1(k)2P;1(k) _ Bkg-k7

k Py (k:)

puisque 2z} = 2 iy . En procédant de maniére similaire au cas précédent, nous trouvons

En utilisant exactement le méme raisonnement pour la dérivée V; par rapport au premier

cas, nous obtenons alors

2k

. — € _~k
VS I (V) 20V 4 20 A PP
P (k)
+29(5k_alf+afol<k>) (z5YT Pk ph P (B)
Notons que 'on a
k_ gk P—1<k> Ky Pt (R )
29" a0 sy phach r ) < 9T ek P9
)
_ (apr_l(k) —of 2 o (k)+‘L) —1
< onKQ AP T (VR (VW)
ou
K =max{|[KH, k=1, .. ar)
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D’aprés le lemme 5.5.2, nous avons

—1
Pr_l(k E (5Pr (k) ﬁ _E
R 2 = T3
de sorte que V¥ vérifie I'inégalité suivante
. 2k - s . -
Vvko< —AL(P)(V’C)* oAtV £ 2n0 S RV 4 207 /A (P)VV||EF]|
M
2uk - N\ Y
- —AL(P)(V’C)* + 277(ﬁAkpk + K)@‘ﬂ/* 1207 A (PIWVVER (5.61)
M

Regroupement des deux cas : Remarquons tout d’abord que seulement g sous-blocs
vérifient le premier cas, alors que les gr — ¢ sous-blocs restants vérifient le second cas. Ainsi,
la combinaison des deux inégalités (5.60) et (5.61) pour les cas P1(k) =0 et P-1(k) #0
respectivement nous donne
R qr
v=>) > Vvt
r=1k=@,_1+1

qr

R
5—2( K —n(n2p+q(R—1)K)9§>v*+Z > 2073 \/Dar (P)VV||2¥]

Au (P) r=1k=@r—1+1

= —2< P = n(@p+ (R - 1)17_()95)‘/*

Ay (P)
qr X
+ Y 207 A (P)VV[EF|| drapres (5.43),
k=qr—1+1
ol
o= mar{|ltl, k=1, ... ar}
p = maz{|lptl, k=1 ... .qr}

Choisissons 6 de telle sorte que

0 > 6 = max{ [?WZ(P) (nQ,o—i-q(R—l)I_()}e,l},

et puisque V* > 0V car § > 1, alors

1% —2 i\ p— &
— R—-1)K)6 > 0, V6>40
o (D) n(n?p + q )K)6~> , V0 > 6o,
et nous obtenons
qr
Vo< —29(A 'LEP)—n(nZ,o—l—q(R—l)K')Q;)V—i— 3 207 PV
M “
k=gr—1+1

IN

_20<AMF2P) —n(n*p+q(R - 1)K)9—§>V + 2qR\/m\/V0C§;_I
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A ri=1
d’aprés (5.47). De maniére équivalente, nous avons

. 7_7“7 1 _'r‘f 1 dr— — _
puisque ¥, = ZR ()\(i i 1) 6‘11’ 1 pr- pour tout £ = gr—1 + 1, ... ,qR,

Oc

it (VYD) < =0 (s = (i + R = DR)OE) V) + e AurlP)—i

Cette derniére relation méne en particulier par application du lemme de comparaison a

VEEE) < VVI(E®)
exp<—9<)\M'LEP) —n(*p+q(R - 1)f()9§>t> V(z(0))
+ qrvVAm(P) ; - ° —(5.62)

IN

D’une part, nous avons
(5.63)

D’autre part,

VAu(P) — \/Au(PF) Am (PF) Am(P)

et

25 < [13%] < gLt na s (5.65)
Les relations (5.63) et (5.65) ménent a

V(z) = VAuP)zll < VAu(P)IZ]] (5.66)

et la combinaison des relations (5.64) et (5.65) nous donne

) ) k(K
125 < 9(0’f+(/\k—1)5k)||2k|| < 9(0f+(k’“—1)5’“)M (5.67)
Am(P)

L’association des inégalités (5.62), (5.66) et (5.67) ameéne finalement a

L gloT+(\F=1)5%) L 5 —\ -
12 0)] < Mp)exp<—e( iy (R DR)6E ) ) VVEO)
elot+(N"=1)8") 5
+ 4r7 . T
(ﬁ(p) - n(ﬁ2p +q(R— UK)Q_?)Q(HU?R R
< 779("If+()‘k_1)6k)e:):p<—9 ()\MlzP) —n(R*p + q(R - 1)K)9_§>t> 12(0)]|
plok+(E-1)5%) 5
+ qr7 . TR
()\Mu(p) - Tl(fzzp+ q(R — 1)K)97§)9(1+0L11R Y
dR—1 — € -
< o )ea:p(—@ <)\MFEP) —n(a%p+q(R - 1)K)92>t> 1Z(0)]|

Oe

+ QRTZ(
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en remarquant d’aprés (5.47) que

R
UgR—l _ Z <X‘11'ri71+1 . 1> 5;1”71-1—1
ri=1
k yk k _ s _
> ol + W\ =1)¢", r=1,... R k=¢G-1+1, ... ,q
Nous obtenons donc

12(8) = 22 ()] < Age™"]12(0) — 2(0)|| + cvgo-

ou les paramétres 0y, Ag, g et ay du théoréme 5.5.1 sont donnés par
A (P :
max{ [771\/1() (7%p + q(R — 1)K)] , 1}
1

w = ()
9 =

po = 9<>\Mlzp)—n(n2p+q(R—1)I_{)6§>
4r7

(#(P) —n(n%p+q(R - 1)[{)9—3)9

to

oy =

Ceci termine la preuve du théoréme 5.5.1. [J

5.6 Exemple : Application & un systéme hydraulique

Les systémes hydrauliques & réservoirs sont communément utilisés dans 'industrie, dans le cas
notamment ou I'on considére des échanges de liquide entre réservoirs. De nombreuses études
sur les systémes de réservoirs se trouvent dans la littérature (IQBAL et al. 2009 ; IBRIR 2011 ;
LIN et al. 2012). En particulier, dans (IQBAL et al. 2009; IQBAL et al. 2011), un systéme
a trois réservoirs en série avec des paramétres inconnus (débit, coefficients de viscosité) est
considéré. Un observateur d’état étendu est alors utilisé afin d’estimer les états du systéme et
les parameétres inconnus. Dans (IQBAL et al. 2009), ce systéme est également étudié¢ dans le

but de réaliser une détection de défauts sur d’éventuels blocages de tuyauterie entre réservoirs.

Dans cette partie, un systéme de réservoirs plus général comportant deux cascades de trois
réservoirs est envisagé. D’autre part, des interconnexions entre réservoirs des deux cascades
sont possibles, de sorte que le systéme proposé est plus complexe et plus réaliste. Le but de
cette étude est d’estimer la hauteur de liquide de chaque réservoir du systéme, en ne connais-

sant que la hauteur de liquide du réservoir inférieur de chaque cascade.
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Dans ce qui suit, nous supposons que chaque réservoir contient uniquement de I’eau. Dans un
premier temps, aprés avoir introduit le modéle hydraulique, nous le poserons sous la forme
décomposeée en étages (5.34)-(5.35). Ensuite, une immersion sera construite sur ce dernier, et

un observateur grand gain sera synthétisé.

5.6.1 Description du systéme d’étude

Qin

Qout

—_—

FIGURE 5.2 — Modélisation d’un réservoir

Avant tout, d’aprés (IQBAL et al. 2009), tout réservoir comme décrit par la figure 5.2 vérifie

I’équation différentielle suivante

h(t) = Qin— Qowr = Qin— C\/% (5.68)

S
oll ¢ = gp 2g, avec g = 9.81m/s2, et onl sp et S sont la section transversale du tuyau de

sortie et ’aire du réservoir, respectivement.

Considérons dans ce qui suit deux cascades de trois réservoirs, inter-connectés comme décrit
par la figure 5.3. On désigne par h;; la hauteur (en métres) de 'eau dans le réservoir j de la
cascade 7, pour i = 1,2, j = 1,...,3. );; désigne le débit d’eau qui sort du réservoir j de la
cascade i et qui est entiérement déversé dans le réservoir suivant. Notons que le débit d’eau
;1 qui quitte le réservoir i1 est déversé dans le réservoir 3, réservoir supérieur de la cascade
1. Dans chaque cascade 7, un débit d’eau d’entrée (), déversé dans le réservoir supérieur de la
cascade i, et un débit de fuite controlé Q} du réservoir inférieur de la cascade i sont également
présents. Connaissant la hauteur d’eau h;; de réservoir ¢1, un observateur peut étre congu pour
estimer les hauteurs d’eau h;o et h;3. Les différents débits d’eau peuvent étre exprimés comme

suit :

Qi = 5p\/29V hik
QY = qispy/29y/max(0, b1 — hig)
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=ik

Qn l

his

Réservoir 13|

t Q13

) ‘l Qa1

ha3

Réservoir 23}

l qQ23 l Q23 4

hio hao

Réservoir 12 Réservoir 224

Q12 l qQ12 l l Q22

hll th

Réservoir 11, Réservoir 21|

FIGURE 5.3 — Systéme a deux cascades de trois réservoirs

ou la hauteur d’eau h;y est choisie égale a 4m pour ¢ = 1,2, ot S correspond & l'aire de

chaque réservoir, s, est la section transversale de chaque tuyau de sortie et g = 9.81m.s™

2 est

'accélération de pesanteur. Dans notre exemple, nous prenons S = 3.14m? et sp = 0.0314 m2.

Le coefficient gy correspond au taux d’ouverture de sortie des réservoir 11 et 21, et est compris

entre 0 and 1. Le coefficient ¢ correspond au taux d’ouverture des tuyaux 12 — 21 et 23 — 12,

également compris 0 and 1. Selon un raisonnement similaire & (IQBAL et al. 2009), en utilisant

la relation (5.68), le systéme dynamique complet composé des deux cascades s’exprime par le

biais des équations différentielles suivantes :

ha3

Y2

cvhis — evhil — qoc\/max((), hi1 — hio)
cvhiz — e/ hia — qevhig + qevhag

i e s % (5.69)
h11
cv'has — ev/ha1 — qocy/max(0, hay — hao) + gev/hiz
cv'haz — cv/haa
(5.70)

cvho1 — e/ hag — qev/ hog + %
hoy
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ou les entrées g € [0,1], o € [0,1], et @ > 0 sont les entrées du systéme dynamique (5.69)-

(5.70), décrites comme suit

0 sit< 100

1 sinon

0 sit <50

qgo = { ) (5.71)

0.5+ 0.5cos(g5t) sinon
0 sit<50

0.1 sinon

/2.

et ouc=

N

5.6.2 Difféomorphisme et forme décomposée en passes du systéme d’étude

Dans ce qui suit, nous considérons le difféomorphisme F' suivant

F RS — RS
hll hll
hi2 cvVhia
2 /i
me || Y8 (572
ho1 ha1
hao cv haa
2 /R
has3 5 hii

Le systéme hydraulique (5.69)-(5.70) écrit dans les nouvelles coordonnées & = F'(h) est donné

par les équations différentielles suivantes

(€uy = fuo +eanwéan)
fno) = 5(1 3) T 01,2) (W €(1,2),§(2,2), €(2.3))

5(1,3) = 1,3 (Uaf(m f ,513) 5(22 5 ))
y1 = 5(1,1)
( 5(2,1) = o2 T Pen(wéag)en)
o) = &@3)+ P2
3 = P32 ¢e23)
v2 = §@2,1)
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avec
pan(w,g) = —cy/&an — qOC\/maX(O,ﬁ(Ln — hio)
02 5 2,3 5 2,2
Pap (8 = —S(1+q) +q- 22002
2 §(1,2)
J Ve oA 6 0
©(1,3)(u, & s —— — + <
() 8 5(21,2§)§<1,3) ) 8€2 5 €1 s e
(1,3) (c c*§2,2)82.3)
120 (C 14 g) — g ) + ¢S S22
§,2) \ 2 ( )~ Sas) 4 5(2172)5(1,3)
von(,f) = —cy /a1 — QOC\/maX(O>§(2,1) — hao) + ¢€q12)
2
C
e, = -3
™ Ve ct b Q o3 (A
P2, U,f = 5 : - 1+q—|— — + - (—§’>
L eant) 8 5(2272)5(2,3) 45(2,2)( ) 85(22,2)5(2,3) S 2 \ 2 @3)
qo0
et olt u = qg |,avecp =pa=1.
Q

En accord avec le lemme 5.3.1, les paires d’'indices (Ig,jx), k =1,...,Q, 00 Q = 6 — 2 = 4,

sont construites de la maniére suivante

(ll’jl) = (172)’ (l27j2) = (2’2)7 (l3aj3) = (273)7 (l4,j4) = (173)5

et en nous basant sur le lemme 5.3.2 de décomposition des paires d’indices (Ix, ji) en passes,

nous obtenons les trois ensembles suivants

{(llajl)} = {(172)}7 {(ZZajB)a (lg,jg)} = {(232)’ (2a3)}7 {(l47j4)} = {(133)}

Par conséquent, la forme décomposée en passes contient R = 2 passes, avec ¢ = 2, ¢ = 3, et

xt xt
Soit enfin ’état x = o0 = 2 construit de la maniére suivante
z® 3
1 1,1
v=1 )= ca=l a3 = ey | = (k) =(cus)
T §(1,2) >
T3 §(2,3)

avec \' = vl +1 =2 A2 =024+ 1 =3, A3 =03 = 1. Le systéme (5.69)-(5.70) se met ainsi

sous la forme (5.34)-(5.35) comme suit
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5.6. Exemple : Application a un systéme hydraulique

e Passe 1 :
S 2 1,2
it = ab+eduad) noT mraen)
.1 3 1 1.2 .2 $% = $§+¢%(U)
Ty = @+ py(u, 2y, 23, 73) oo o o (5.73)
_ 1 I3 = <p3(u,xl,x2,x3)
o Y2 = z?
= ]
e Passe 2:
{# = giualaad o)) (5.74)
avec
2 A
901() = ¥21 ()
Al L eunt) 0 2 poml) (0 2 was())
P A pan() )| B, e [ LR T et
) 2)(. R
03() £ ©@s3()

5.6.3 Construction de 'immersion du systéme d’étude

En nous basant sur la procédure décrite dans la section 5.4, puisque par définition 5.3.2 de la

fonction FP,, nous avons
P(1)=3, PI(2)=0, P,(3)=0 et Py'(3)=1, P['(2)=0, P/'(1)=0

nous construisons les états z!, 22 et 23 comme suit

2 2

Zl .’El 21 Ty

1 _ 1 _ 1 2 _ 2 _ 2
z = L= N A 5 =1 z3 |-

23 T3

P(3)
3 2 1
;:<%): e :<%>
3 3
2 3 Ty

L’immersion du systéme (5.73)-(5.74) est alors décrite par les équations différentielles suivantes

e Passe 1 :
-2 2 2 1.2
S RS BN A | g o=z iy 2, 2)
2= 2+ ) 2 = 224 42(u)
. 2 3 2
Z% = Z%"i_w%(uvzévzgazg) ) 2 2 .2 .2 (575)
1 z3 = ¢3(u7 21722723)
n o= 2 2
Y2 = 2
e Passe 2 :
2% = Z%'i_l/}%(uvz%v'z%vz%) (5.76)
3 3 1.1 .2 .2 .3 :
29 = wQ(uaZhZQ?ZQ?ZS?ZQ)
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Chapitre 5. Forme normale d’observabilité uniforme pour une classe de systémes MIMO

20y A L2
<w%<.> - soﬂ.)) fﬁ; . ZE; (w%m s w%())
1y & 1 ’ )= o] 3y A 3
¢2(-) = 902(-) Tﬁg() N (pg() ¢2(-) @1()

et Al=2XA2=3 N\ =2.

5.6.4 Synthése de ’observateur et résultats de simulation

Comme décrit par la section 5.5, nous proposons I’observateur suivant pour 'immersion (5.75)-
(5.76) du systeme (5.73)-(5.74)

4Y _ (& Yl (u, 21) s ten—lptya
<%> B <2§>+<wé(u,%,2§,z§>) AO) K (B ) (BT

82 23 W3 (u, 23, 23) 1

- ~ 2 - ~

22 = 2 |+ V3 (u) — 0% (A%0)) T K2(37 — y2) (5.78)
23 0 V3 (u, 27, 23, 23)

G 5 V3(u, 23, 23,22) ; R
(3) = () (aeddd, ) weworew- om

131 22 22 5
(u, 21, 23, 23, 23, 25)
Les gains K, K2 et K? sont calculés de sorte que les valeurs propres de la matrice Hurwitz

de Perreur d’observation résultante soient toutes placées en (—0.1), i.e.

1 3e! 1
1 2e~ 9 9 3 2e~
K = 5 | K= 3e” , K° = N
le™ 3 le™

le™

et les matrices diagonales A*, k = 1,2, 3, sont calculées comme suit

1 . 1
AYO) = dmg<1, 951>,

9 . . 1 1
A(Q) = dmg<1, 9?, 9262)7

A3(0) = dz’ag(l, 9(153>

Enfin, les entiers 6%, §2 et 92 sont choisis comme dans (5.45), a savoir
@ =1 & =2N-1-8+e =8+e = 1+e,
< 3
et ot :2<)\2—2>52+€:352+5:3+45

en prenant ¢ = 0.001, et ol 62 a été calculé en remarquant que g1 = 2, G = 3 d’aprés (5.46)

et la définition 5.3.3 de la fonction de dépendance ;.
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L’observateur (5.78)-(5.79)-(5.79) a été simulé sur 200 s en utilisant les mesures disponibles,
a savoir l'entrée u et les sorties y; et y2, obtenues par simulation du systéme (5.69)-(5.70). La

simulation a été réalisée pour 0 = 3, et avec les conditions initiales suivantes

hi1(0) =7 ho1(0) = 1
hi2(0) = 2.5 has(0) = 1.5
h13(0) = 4 | 723(0) = 3.5
et
h11(0) =7 ho1(0) = 1
h12(0) = ho2(0) = 5
h13(0) = ho3(0) =5

et par suite
52

~1 21 1
21 (O) =7 22

25(0) =5

Ldwos {30
3

de sorte que l'on ait 2§(0) = 21(0). Les entrées sont choisies comme décrit par (5.71). La figure

5.4 fournit I’évolution des états hio, hi3, hog et hog avec leurs estimées respectives 512, ﬁlg,

A1\ 2 ~123\ 2
B . 2'72 iL 2222'2
12 = ) 13 3

C C

A2\ 2 2222\ 2
i B ) i B 22525
22 = ) 23 — 3

C C

Nous notons que les estimations des états convergent vers leurs vraies valeurs malgré un bruit

hoso et hog, calculées par

de mesure relativement élevé.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un observateur grand gain pour une large classe de sys-
témes non linéaires MIMO observables pour toute entrée. La classe de systémes uniformément
observables considérée dans ce chapitre constitue la forme normale d’observabilité uniforme
la plus générale existant actuellement, et une équivalence entre cette forme et I’approche par
graphe proposée dans (BORNARD et HAMMOURI 2002) a été démontrée. Par le biais d’une
immersion, un observateur grand gain a été synthétisé pour I’ensemble de la classe de systémes
contrairement a ce qui a été proposé dans (BORNARD et HAMMOURI 2002). Il a été montré
que l'erreur d’observation converge exponentiellement vers zéro en ’absence d’incertitude, et
est proportionnel & 1/6 en présence d’incertitude. Un exemple mettant en jeu plusieurs réser-

voirs hydraulique en cascade et inter-connectés a été proposé en guise d’illustration.
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FIGURE 5.4 — Estimation des états
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Chapitre 6
Conclusion générale

Dans ce manuscrit de thése, nous nous sommes penchés sur la synthése d’observateurs grand
gain pour plusieurs classes de systémes non linéaires observables pour toute entrée. Trois
contributions ont été réalisées dans ce manuscrit de thése. Nous nous sommes en particulier

intéressés a trois problémes ouverts :

o [’étude de la disponibilité des mesures de sortie & travers un processus général d’acqui-

sition des mesures de sortie (mesures continues, échantillonnées, retardées),
e [’insensibilité au bruit de mesure,

e [’étude de la forme normale d’observabilité uniforme la plus générale actuellement.

Pour mieux apprécier nos contributions, nous avons effectué dans le chapitre 2 quelques rap-
pels sur 'observation et 'observabilité des systémes non linéaires, indispensables a la bonne
compréhension de I'ensemble du travail réalisé. Des exemples de synthéses d’observateurs ont
été proposés otl I’accent a en particulier été mis sur la synthése grand gain, synthése considérée
tout au long de ce manuscrit. Le chapitre 2 a finalement été clos par une illustration bréve

des limites rencontrées dans la synthése grand gain.

La premiére contribution a été détaillée au chapitre 3 ol le processus d’acquisition des mesures
de sortie a été pris en compte dans la synthése de 'observateur pour une classe de systémes
non linéaires MIMO oul toutes les sorties ont été regroupées dans un seul et unique bloc. En
particulier, cette contribution a permis de traiter le cas général d’un processus d’acquisition
des mesures de sortie mettant en jeu des mesures de sortie continues ou échantillonnées, retar-
dées ou non, selon les intervalles d’'une partition de temps donnée. Nous avons ainsi proposé
un observateur pour des mesures disponibles via le processus d’acquisition des mesures selon
le retard considéré. On distingue successivement le cas sans retard, le cas d’un retard va-
riant dans le temps arbitrairement petit, le cas d’un retard constant, arbitrairement long et

le cas d’un retard variant dans le temps et arbitrairement long. En particulier, la structure de
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I’observateur pour un retard variant dans le temps et arbitrairement petit a la particularité
d’avoir la méme dimension que celle du systéme original, nous permettant de nous affranchir
de la structure en cascade proposée dans (FARZA et al. 2018). Le cas du retard variant dans
le temps et arbitrairement long a été traité en s’inspirant de ce qu’ont proposé les auteurs
dans (FARZA et al. 2015) : une procédure systématique a été proposée afin de retarder la sor-
tie retardée disponible de sorte d’obtenir, & chaque instant, une sortie retardée par la valeur
maximale du retard de la sortie originale. D’autre part, nous avons retrouvé les propriétés
inhérentes de la synthése grand gain avec mesures retardées données dans (FARZA et al. 2018)
et portant sur la borne ultime de I'erreur d’estimation entre I’état du dernier sous-systéme de
la cascade et ’état réel du systéme, en présence d’incertitude. En effet, cette borne constitue
une fonction décroissante selon la longueur m de la cascade, et sa limite quand m tend vers
I'infini est composée de deux termes additifs, 'un pouvant étre rendu aussi petit que pos-
sible pour de grandes valeurs du paramétres @, I'autre terme étant fixé et représentant une
certaine limite quand m tend vers 'infini. Tous ces résultats ont ensuite été repris dans le
cas ou ’échantillonnage et le retard ont été rendus potentiellement différents sur chacune des
composantes de la sortie du systéme, généralisant ainsi les différents observateurs proposés

dans le cas ot I’échantillonnage et le retard sont uniques.

La deuxiéme contribution présentée au chapitre 4 a concerné la synthése d’un observateur
grand gain filtré pour une classe de systémes non linéaires SISO uniformément observables.
L’objectif derriére cette synthése a été de réduire la sensibilité au bruit de mesure tout en
proposant un observateur dit 'low power’, permettant de limiter la puissance impliquée dans
le gain de 'observateur & 2, améliorant ainsi la performance de I’observateur vis-a-vis du bruit
de mesure sur la sortie. L’un des précieux avantages de cette nouvelle synthése est la simplicité
de spécification de la dynamique d’observation via une procédure systématique de synthése.
L’observateur filtré proposé est composé de deux sous-systémes, de la méme dimension que
le systéme orignal. Le premier sous-systéme est une simple copie du systéme original avec un
terme correctif dépendant de I’état du second sous-systéme, alors que le second sous-systéme
est un filtre linéaire dont l’entrée correspond & l'erreur d’observation de sortie. Une compa-
raison de cet observateur avec I'observateur 'low power’ proposé dans (ASTOLFI et MARCONI
2015) a été réalisée mettant en avant le filtrage supplémentaire induit par le nouvel observateur
proposé. Une analyse plus détaillée de la sensibilité au bruit de mesure dans un cas linéaire
semblable & ce qui a été proposé dans (ASTOLFI et MARCONI 2015) a ensuite été fournie,
allant dans le sens de la comparaison précédente. Enfin, I'observateur filtré a été re-synthétisé
dans le cas de mesures échantillonnées, et une généralisation a été établie pour le cas d’'un
systéme non linéaire MIMO uniformément observables et ou les sorties sont regroupées dans

un seul bloc.

La derniére contribution proposée dans ce manuscrit a été présentée par le chapitre 5. La forme
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normale d’observabilité uniforme la plus générale actuellement, introduite dans (BORNARD
et HAMMOURI 2002), a été remise au gott du jour par le biais d’une réécriture sous forme
d’étages, appelés passes. Cette construction a été réalisée en nous basant sur le résultat por-
tant sur le graphe d’uniforme observabilité introduit dans (BORNARD et HAMMOURI 2002).
Plus précisément, en reprenant la définition donnée par (BORNARD et HAMMOURI 2002), le
graphe d’uniforme observabilité associé & la classe de systémes étudiée est considéré, et 1’ob-
servabilité pour toute entrée de cette derniére est directement caractérisée par une absence de
cycle dans le graphe. Cette absence de cycle permet la construction d’une suite d’ensembles
de paires d’indices permettant ainsi de décomposer le systéme uniformément observable sous
forme de passes. Une immersion de cette forme est alors proposée, permettant par la suite de
synthétiser, a partir cette immersion, un observateur grand gain dont ’erreur d’observation
converge exponentiellement vers zéro en l’absence d’incertitude, et converge dans une boule
de rayon 1/6 en présence d’incertitude. La synthése grand gain réalisée a été rendue possible
en utilisant le formalisme (notations, lemmes techniques équivalents) introduit dans (FARZA
et al. 2011).

Ces différentes contributions ont été illustrées par un ensemble d’exemples provenant de plu-
sieurs horizons (systéme hydraulique, bioréacteur, oscillateur forcé de Van Der Pol, bras de

robot).

Chaque contribution présentée dans ce document offre cependant de nombreuses perspectives

de travail, dont certaines seront présentées dans ce qui suit :

o Le travail effectué dans le chapitre 3 sur la disponibilité des mesures de sortie vise & étre
généralisé a une classe de systémes non linéaires MIMO uniformément observables plus
générale, comme celle donnée par (FARZA et al. 2011) ou la forme normale introduite

dans le chapitre 5.

e La synthése de 'observateur grand gain filtré établie dans le chapitre 4, a 'instar de
ce qui a été proposé dans (ASTOLFI et MARCONI 2015; ASTOLFI et al. 2016; TEEL
2016 ; KHALIL 2017), invite a revisiter I'observateur grand gain en s’affranchissant de
ses principales limites. En particulier, nous envisageons de synthétiser un observateur
grand gain filtré saturé permettant, en plus des propriétés de 'observateur grand gain
filtré, de supprimer le phénoméne de ’pick’. D’autre part, il semblerait intéressant de
considérer le probléeme du processus d’acquisition des mesures de sortie dans le cadre de

la synthése d’un observateur grand gain filtré.

e La forme normale d’observabilité uniforme présenté dans le chapitre 5 n’étant pas
une forme canonique, il reste éventuellement a généraliser cette forme normale dans
le but d’englober I'ensemble des systémes non linéaires uniformément observables, afin

de rendre possible une synthése grand gain sur l’ensemble des systémes non linéaires
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uniformément observables.
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Annexe A

Forme normale d’observabilité pour
une large classe de systémes MIMO

non triangulaires par bloc

A.1 Description de la forme normale d’observabilité uniforme
(FARZA et al. 2011)

La classe de systémes introduite dans (FARZA et al. 2011) est donnée par

{st(t) = Ax(t)+ p(u(t),z(t))
y(t) = Cux(t)

— L’état « du systéme (A.1) se décompose comme suit

2 2
(2) (k)
x x
x = ) e R" avec z®) = 2 € R"
2(a) Q;E\’z)

ou z® ¢ Rrex pour k=1,...,q, i =1,..., A, avec Y ¢_ np =D 4 oI =n, pp > 1

7

et \p > 2.

— u €U C IR™ et y € IR? sont respectivement l'entrée et la sortie du systéme (A.1). En

particulier, la sortie y est décrite par
Y1

Y2
Y= ] € IRP avec y, € RP* pour k=1,...,q

Yq

165



en donc Y {_ pr =p.

— Les matrices A et C' sont données par

Ope  Ipe Opy Opy
Ay .
A= e R™"™ avec Ay = : o, c TR™ X"k
: k
Ag R | P
Opk Opk Opk i
et
&)
C= e RP*" avec Cy=| I, 0, Op, ] € IRk

Cy

La condition suffisante d’observabilité uniforme du systéme (A.1) est donnée par le théoréme

suivant.

Théoréme A.1.1 Le systeme (A.1) est IR™-uniformément observable si la fonction non li-

néaire ¢ a la structure particuliére suivante :

oW (u, ) o1 (u, )
@) (u, z (k) u,

o(u, x) = 4 ( ) e R" avec o®(u,z) = & ( ) eR™, k=1,...,q
D (u,) o5 (. )

(*)

ot chaque fonction ;" (u,x) est dérivable selon létat x et satisfait la structure de dépendance

en r sutvante :

— Pour1 <i< X —1,

gol(k)(u,x) = cpz(»k)(u,m(l),x@),...,a:(kfl),xgk),xgk),...,xgk),x§k+1),ajgk+2),...,xgq))
— Pour i = Mg,
oW z) = o (u,2®,2@, . 2@)

Remarques A.1.1

o La classe de systéemes (A.1) contient celle donnée par (2.16) dans le chapitre 2. En effet,
cette derniére se déduit de (A.1) en prenant g = 1.

e Contrairement a la classe donnée par (2.16), cette classe de systéemes n’est pas triangulaire

dans la mesure ou chaque fonction gog\]?, k=1,...,q dépend de tout l’état du systeme.
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A.2 Synthése de I’observateur

Comme pour la classe de systémes (2.16) présentée dans le chapitre 2, nous supposons ici les

hypothéses suivantes vérifiées.

Hypothése A.2.1 L’état x(t) et la commande u(t) sont bornées, i.e. x(t) € X et u(t) € U
ou X C IR™ et U C IR™ sont des ensembles compacts.

Hypothése A.2.2 Les fonctions %(k) (u,z), k=1,...,q,1=1,..., A\, sont Lipschitz sur X

selon x uniformément en u.

D’autre part, avant de donner ’expression de ’observateur grand gain, nous devons introduire

plusieurs notations.

e Nous définissons la matrice diagonale Ag(f) comme suit

. 1 1
A]{;(O) = dZag < ka, ngka, ey Wlpk >

ou 0 > 0 est le parameétre de synthése propre a tout observateur grand gain, et ou les

entiers positifs §x, k = 1,...,q, sont calculés de la maniére suivante :

q
3
8, = 207k (H )\i—2>, k=1,...,q—1
i=k+1
0y =1
e La matrice Sy est I'unique solution de ’équation algébrique de Lyapunov suivante

Sy + AL Sk + SiAx = CFCy,

Ch I

k Pk
— Ci ka ; /\k!
ce qui donne S}, IC,?: F ,ou :m pour i = 1,..., Ag.
A
C)\::ka

Un observateur pour le systéme (A.1) est donné par le systéme dynamique de g blocs suivant :
F0(0) = 420 () + o0 (u, 1) - A (0)5CF (CaW (1) —y M @), k=1,.,q, (A2

ol u et y sont respectivement l’entrée et la sortie du systéme (A.1), & € IR" représente ’état

estimé donné par

7 k)
~(2) - (k)
& &
= . e R" avec &F) = 2 € IR
7@ jg\?
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ol .@Ek) eRP pour k=1,...,q,i=1,...,\, et 2#) € IR™ représente une estimation de

état 2(F) avec injection de sortie, ¢’est-a-dire

(k) xgk) pour i =1
Ly = .
pour i = 2,..., A

Le théoréme suivant stipule que l'observateur (A.2) est un observateur exponentiel pour le
systéme (A.1).

Théoréme A.2.1 Supposons que le systéme (A.1) est soumis auz hypothéses A.2.1 et A.2.2

conjointement avec l'observateur (A.2). Alors

309 > 0;V0 > 0y,3Ng > 0,3ug > 0 tels que pour k=1,...,q,
155) () — 2®) (1)[| < Age=HOT|[2(0) — 2(0)] (A.3)

pour toute entrée admissible w € U, ou N9 est un polynome en 0 et
lim pg = +oo.
6—4oc0

Le preuve du théoréme A.2.1 est donné dans (FARZA et al. 2011).
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Annexe B

Lemmes techniques

B.1 Lemmes techniques du chapitre 3

Le lemme technique suivant est un résultat vital intervenant dans toutes les preuves de conver-

gence du chapitre 3.

Lemme B.1.1 Soit une fonction différentiable v : t € [tg—0d, +oo[— v(t) € IR" avecty,§ > 0,
vérifiant l'inégalité suivante

¢
o(t) < —av(t) + b/ v(s)ds+p(t), Vt>to
t—48
ota>0,b>0,etp: R" — IRT est une fonction essentiellement bornée avec ||p||,, =

ess sup ||p(t)]| < 6p. Si
>0

alors la fonction v vérifie

268 _ 9¢a0 — 1 5
5 < e—salt=to), [1 4 pC S 2ot >t B.1
o(t) < e + 4242 ue[l;lolgj}g,to] v(v) + <’ 2 o (B.1)

ot  est tel que 0 < ¢ < 1 et vérifie

< 1-g (B.2)

Preuve du lemme B.1.1. Prouvons dans un premier temps l’existence de ¢ donnée par
1
e —1

b

(B.2). En effet, puisque — < 1, et puisque la fonction o — , ot @ > 0 est un réel, est
a o

une fonction strictement croissante sur [0, +o0o], il existe & > 0 tel que, pour tout « €]0, &],

nous avons (GERMANI et al. 2002 ; FARZA et al. 2015)

< 1 (B.3)




B.1. Lemmes techniques du chapitre 3

Maintenant, soit 0 < ¢; < 1 tel que 2¢ia < @, il est clair que (B.3) est satisfaite pour
a = 2¢ia. D’autre part, puisque toutes les variables impliquées dans le terme & gauche de

I'inégalité (B.3) sont constantes, il existe ¢2 avec 0 < ¢2 < 1 tel que

b 2§1a6_1
M) < (B.4)
a 2¢1a

Maintenant, il convient de considérer deux cas suivant ¢; < ¢ ou non.
Cas 1 : ¢ < ¢. Dans ce cas, nous avons 1 — ¢y < 1 — ¢y, et selon la relation (B.4) il vient

b 2§1a5_1
be™® -1 _
a 2¢1a

Ainsi, linégalité (B.2) est vérifiée avec ¢ = ¢1.
Cas 2 : ¢ > ¢. Dans ce cas, nous avons

b 2¢0ad 1 b 2¢1ad __ 1
7@ < fu <1-—¢ dapres (B.4)
a  2%a a  2qa

Cette fois, I'inégalité (B.2) est vérifiée pour ¢ = ¢y.
Désormais, considérons la fonction candidate de Lyapunov suivante
§ ot
W (v,t) = v*(t) + b/ / X W =t)02 (V) duds, Vit >ty (B.5)
0 Jt—s
ou ¢ est défini par (B.2). Nous avons ainsi

. é k)
W(ot) = 20(t)o(t) — 2a (W(v,t) — (1)) +b /0 ¢2593,2 (1) ds — b /0 V(1 — s)ds
¢ 2

e2§a5 -1
= 20(00(0) — 20 (W(o,1) —02(0) + 05—~ b /t (s (B.6)

D’aprés (B.2), la précédente inégalité (B.6) nous donne

W(v,t) 4+ 2aW (v,t) < 20(t)0(t) + 25av?(t) + (1 — ¢)av*(t) — b/t6v2(s)ds
< —2av*(t) +2b /t v(t)v(s)ds + 2v(t)p(t)
t—48
+(1 4 ¢)av?(t) — b/ 5v2(s)ds

< —2a02(t) + b /;6 V2 (t) 4+ v2(s)ds + 2v(t)p(t)
+(1+<)av?(t) — b t; v (s)ds

= —2av*(t) + bdv*(t) + 2v(B)p(t) + (1 + <)av?(t)

< a(—2 + % 14 g) 2 (t) + 20(t)p(8) (B.7)
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Annexe B. Lemmes techniques

: L . , be® —1 _ bs o
L’association de la relation (B.2) avec le fait que ———— > — V§ > 0, méne a
a 2¢a a
b
—<1l-g (B.8)
a

D’aprés (B.8), I'inégalité (B.7) nous donne
W(v,t) + 2caW (v,t) < 20(t)p(t)
D’aprés (B.5), nous avons v(t) < W (v,t) pour tout ¢ > 0, et par suite

W(v,t) + 2caW (v,t) < 2p(t)\/W(v,t)

ou de maniére équivalente

%\/W(v,t) < /W (o0 + p(t)

En utilisant le lemme de comparaison, nous obtenons alors

W), ) < e ) /W (ulto)fo) + —0,, Wt >t (B.9)
ca

D’autre part, d’aprés (B.5) nous avons

0 to
W(v(tg),to) < v2(to)+b (/ / nga(”_t0+S)duds> max v2(v)
0 to—s ve

[to—d,t0]
2cad
9 e*% —2¢ad — 1 9
= t b
v(to) + 4¢2q2 ue[ItI;;i}g,to]v 2
€200 _ 9¢qd — 1
< (1+0b 2 B.10
- < * 4¢2a? ) VE[rtI(}Ei}g,to} vv) ( )

D’aprés le fait que v(t) < /W (v(t),t), Vt > to, la combinaison de (B.9) et (B.10) méne a

(B.1). Ceci termine la preuve du lemme B.1.1. O

B.2 Lemmes techniques du chapitre 4

Le lemme suivant est utilisé dans ’analyse de sensibilité au bruit de mesure de I'observateur
FHGO (théoréme 4.3.2).

Lemme B.2.1 Considérons les matrices suivantes :

0 r1
O0p— I,_ : :
An _ n—1,1 n—1 c anXn : Bn _ . c IR" , R— . c IR"
0 Ol,n—l 0 T'n—1
Tn
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ot les coefficients r;, i = 1,...,n, sont des réels, de sorte que nous ayons
[y -1 0 ... ... 0o |
p -1
: .op -1 0
0 R () P -1
e T “Tn-1 P~ Tn |

ol p est la variable associée a la transformée de Laplace. Soit également

[1>2

(Xivj(p))lngSn (pIn — A, - BnR)_l

Alors Ventrée X; ;(p) de la matrice (pI, — A, — B,R)™" localisée a la ligne i et la colonne j

vérifie

pitici=1 _ EZ:J'H r ™I 2 .

— o —1 S11 X ]

p Zm:l T'mpP
Xij(p) = (B.12)
J m+i—j—2
T
2im=1"mP sii> ]

P = et TPt
Preuve du lemme B.2.1. Notre objectif est de calculer la matrice (pI,, — A, — BnR)_1

vérifiant

(pIn - An - BnR)(pIn - An - BnR)il - In

Soit donc (Xivj(p))1<ij<n 2 (pl, — Ay, — BnR)_l. Nous avons alors, pour tout ,j =
1,...,n,
<(pIn — Ay — BuR)(ply, — A — BnR)il) .= (In)i,j
0.
i.e.

3

(pIn - An - BnR)i,ka,j (p) = (In)i,j (B13)

k=1

Nous allons dans ce qui suit raisonner de maniére itérative sur j de facon & déterminer,

pour j fixé, tous les termes X; j(p), i =1,...,n.

Colonne j =1: Dansle cas j = 1, la relation précédente (B.13) se spécialise comme suit

n

Z (pIn s BnR)i,ka,l<p) = (In)i,l
k=1
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ce qui, en exploitant la relation (B.11), méne au systéme d’équations suivant
pX11(p) — X21(p) =1,
pXiJ(p) — Xi+171(p) = 0, 7 = 2, e, — 1 (B14)
PXn1(P) = 2t TmXm1 (p) = 0.

D’une part, d’aprés le systéme d’équations (B.14) précédent, nous avons pour tout m =

2,...,n

Xmi(p) = p" ' X21(p)

ce qui donne

n n
pXna(p) — Z rmXm1(p) = <pn_1 - Z 7“m10m_2> Xo1(p) —rX11(p) = 0
m=1 m=2

En injectant dans 1’équation précédente I'expression de X» 1(p) = pX1,1(p) — 1 donnée par

le systéme (B.14), il vient

n n
(pn— zrmpm—1>x1,l<p>—mxl,1<p> _ (pn—l— zrmpm—Z)
m=2 m=2

i.e.
pn—l _ n: r pm—Q
Xialp) = L Zma i (B.15)
p 72771:1 T’mp

D’aprés (B.14), il vient alors

1
X2,1(p) = le,l(p) -1 = o — Z;nn:1 Tmpm_l (B16)
et, pour : = 3,...,n,
_ _ rp?
Xii(p) = pXic11(p) = P T (B.17)
Les relations (B.15), (B.16) et (B.17) vérifient donc le résultat (B.12).
Colonne j =2,...,n—1: En exploitant la relation (B.11), nous obtenons cette fois-ci
le systéme d’équations suivant, pour j = 2,...,n — 1,
pXi;i(p) — Xip1,;(p) =0, i=1,....5-1
X X -1
bAj; (p) J+1,j () ) . . (B.18)
pX’Ly](p)_XH-l,](p):Ov Z:]_’_la"'an_l

pXnj(P) = Y me1 TmXm i (p) = 0.

D’une part, d’aprés le systéme d’équations (B.14) précédent, nous avons les relations sui-

vantes
Xm,](p) = pm_le,j(p)v m = 17"'7ja
Xjri(p) = pXji(p) -1, (B.19)
Xmj(p) = pmfjlejH,j(p), m=j+1,...,n,
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ce qui donne

n n J
an,j (p) - Z Tme,j (p) = p7 — Z Tmpm7J71 Xj+1,j (p) - Z THLX'HLJ (p)
m=1 m=j+1 m=1

J
= pnij - Z T77me7J71 (pXj,j (p) - 1) - Z T77LX7rl,j (p)
m=1

m=j5+1
_ n+l—j S m—j j*lX . _ - mflx i
- p Z mpP p l,j(p) Z 'mpP l,j(p)
m=j+1 m=1
n
(7= D> !
m=j5+1
n ) n )
= <p"— Zrmpm‘1>X1,g(p)— Pl = Y ™
m=1 m=j+1
= 0
l.e.
pnfj _ n:. r pmfjfl
X0 = —; i = (B.20)
p - Zm:l Tmp
D’apreés (B.18), nous avons pour i = 2,...,J
- pn+i—j—1 _ Zn i T,mpm—i-i—j—Q
Xij(p) = ' Xi;0p) = P : (B.21)

pn _ anzl Tmpm_l

nous avons pour ¢ = j + 1

Xir1i(p) = pXj;(p)—1

_ - D om—j+1 rmp™ ! _ D
- n __ n m—1 L= no__ n m—1"7 (B22)
P = =1 Tmp P =D =1 TmbP
et, pourt=75+2,...,n,
o J o pm+i—j—2
Xij(p) = P X (p) = Zm=1 I (B.23)

n 1
P =Y oy TPt

Les relations (B.20), (B.21), (B.22) et (B.23) sont ainsi en accord avec le résultat (B.12).

Colonne j = n : Par un raisonnement similaire aux cas précédents, en exploitant la

relation (B.11), nous obtenons cette fois-ci le systéme d’équations suivant pour j = n,

{ PXin(p) = Xit1n(p) =0, i=1,...,n—1 (B.24)

an,n(p) - Zzz:1 Tme,n(p) =1

ce qui implique notamment la relation suivante, pour m =1,...,n,

Xin(p) = p™" ' X10(p)
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Nous avons alors directement

n

anl,n(p) - Z Tmpm_le,n(p) =1 (B.25)
m=1
et par suite
pi-1
Xin(p) = =1,...,n (B.26)

n 1
P =Y oy TPt

La relation (B.26) est donc également en accord avec le résultat (B.12). Nous avons donc
montré que le résultat (B.12) est vrai pour tout ,j = 1,...,n, ce qui termine la preuve du
lemme B.2.1. O

Le lemme suivant est utilisé dans la preuve de convergence de I'observateur FHGO continu-

discret, donnée par le théoréme 4.3.3 du chapitre 4.

Lemme B.2.2 (BoUuRrRaAoOUI et al. 2015) Considérons une fonction différentiable réelle a
valeurs positives v : t € IRT — v(t) € IRT wvérifiant, pour tout t > 0,

0(t) < —av(t) + b/ttv(s)ds +p(t), Vte [tr,tis]s (B.27)

avec k € IN, tg > 0, 0110<TmSTk:tk+1—tk§TM<+oo,p(t):ZR+—>lRestune

fonction essentiellement bornée avec |p|so 2 ess sup p(t) <c, et a et b sont des réels positifs.
>0

Si la borne SU])é? Teure TM vémﬁe la relation ™ < X —_A -, alors la f(mctz'«m v vém’ﬁe
(t) <e <(t—to) (1 ) + cT1 7§ " O0<g¢= 1—— e M (B 28)
v v C avec a .
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Observateurs grand gain pour des systémes non linéaires &

sorties échantillonnées et retardées

Résumé

Ce manuscrit porte sur la synthése d’observateurs grand gain pour des systémes non linéaires & sor-
ties échantillonnées et retardées. Trois contributions sont proposées a la lecture de ce manuscrit. La
premiére contribution, pour une classe de systémes Multi-entrées / Multi-sorties uniformément ob-
servables et dont les sorties sont regroupées en un seul bloc, met en jeu le probléme du processus
d’acquisition des mesures de sortie (continues, échantillonnées, retardées ou non) et propose un cadre
commun pour ’ensemble des cas possibles. La deuxiéme contribution propose un observateur grand
gain filtré sur cette méme classe de systémes dans 'optique de réduire la sensibilité au bruit de me-
sure, dans le cas ou la sortie est continue puis dans le cas ou cette derniére est échantillonnée. La
derniére contribution vise & étendre la synthése grand gain standard pour une large classe de systémes
Multi-entrées / Multi-sorties uniformément observables dont les mesures de sortie sont continues. Pour
chacune de ces contributions, il a été montré que ’erreur d’observation de chacun des observateurs
proposés converge exponentiellement vers zéro en 1’absence d’incertitudes sur le systéme. Toutes ces

contributions ont été illustrées par différents exemples issus de plusieurs domaines d’étude.

Mots-clés : Systémes non linéaires, Observateur grand gain, Observabilité uniforme, Processus

d’acquisition des mesures de sortie, Observateur grand gain filtré, Bioréacteur.

Abstract

This manuscript deals with the synthesis of high gain observers for nonlinear systems with sampled
and delayed outputs. Three contributions are proposed for consideration in this manuscript. The first
contribution, for a class of Multi-input / Multi-output systems whose outputs are grouped into a single
block, involves the problem of the acquisition process of output measurements (continuous, sampled,
delayed or not) and proposes a common framework for all possible cases. The second contribution
proposes a filtered high gain observer on this same class of systems in order to reduce the sensitivity
to measurement noise, in the case where the output is continuous and then in the case where the latter
is sampled. The last contribution aims to extend the standard high gain synthesis for a large class
of uniformly observable Multi-input / Multi-output systems with continuous output measurements.
For each of these contributions, it has been shown that the observation error of each of the proposed
observers converges exponentially towards zero in the absence of uncertainties in the system. All these

contributions have been illustrated through several examples from different fields of study.

Keywords : Nounlinear systems, High gain observer, Uniform observability, Acquisition process of

output measurements, Filtered high gain observer, Bioreactor.
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