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Notations

IR Ensemble des nombres réels

IR+ Ensemble des nombres réels positifs ou nuls

IRn Espace vectoriel de dimension n dans l’ensemble des réels

IRn×m Ensemble des matrices réelles de dimension n×m
In Matrice identité de dimension n× n
0n Matrice carrée nulle de dimension n× n
0n×m Matrice nulle de dimension n×m
t Variable temporelle

θ Paramètre de synthèse de l’observateur grand gain
∆
= Égal par définition

|a| Valeur absolue du réel a

xT Transposée du vecteur x

‖x‖ Norme euclidienne du vecteur x

AT Transposée de la matrice A

‖A‖ Norme euclidienne de la matrice A

λm(.) Plus petite valeur propre de la matrice carrée (.)

λM (.) Plus grande valeur propre de la matrice carrée (.)

[a, b] Intervalle fermé de IR, d’extrémités a et b
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diag(a1, . . . , ap) Matrice diagonale d’éléments diagonaux ai, i = 1, . . . , p

ẋ(t) = dx
dt Dérivée temporelle de x(t)

supx(t) Borne supérieure de x(t)

maxx(t) Borne maximale de x(t)
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Acronymes :

MIMO Multi-entrées / Multi-sorties (Multi-input / Multi-output)

SISO Mono-entrée / Mono-sortie (Single-input / Single-output)

LMI Inégalité Matricielle Linéaire (Linear Matrix Inequality)

EDO Équation Différentielle Ordinaire

EDP Équation aux Dérivées Partielles

SDP Matrice Symétrique Définie Positive

RII Réponse Impulsionelle Infinie

SHGO Observateur Grand Gain Standard (Standard High Gain Observer)

FHGO Observateur Grand Gain Filtré (Filtered High Gain Observer)
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Chapitre 1

Introduction générale

Depuis plusieurs décennies, le problème de l’estimation d’état, communément appelé obser-

vation, est un problème d’automatique inhérent et essentiel dans l’étude des systèmes linéaires

et non linéaires. Concrètement, l’étude de la dynamique d’un système physique donné est en

bonne partie permise grâce à la mesure de ses grandeurs physiques. Cependant, de nombreuses

raisons (coût ou incapacité de mesurer une grandeur par exemple) nous poussent à ne mesurer

que certaines des grandeurs physiques du système d’étude. L’observation des systèmes est le

domaine permettant d’estimer les grandeurs qui ne sont pas mesurées, et l’observateur est

l’outil mathématique faisant office de capteur logiciel, permettant de collecter une estimation

de l’état inconnu recherché. Cette estimation ne peut se faire en général qu’avec une connais-

sance du modèle du système étudié, mais aussi par la connaissance des différentes sorties et

entrées de ce dernier. Une intense activité de recherche a ainsi été consacrée à travers le monde

à l’étude de ce problème d’observation et à la synthèse d’observateurs qui en résulte, pour

différents types de systèmes.

Il existe dans la littérature de nombreuses approches permettant de concevoir des observateurs

que ce soit dans le cas linéaire ou dans le cas non linéaire. Les premières approches historiques

ont d’abord concerné les systèmes linéaires invariant dans le temps, avec le très populaire filtre

de Kalman (Kalman 1960) et l’observateur de Luenberger (Luenberger 1971). La popula-

rité du filtre de Kalman résulte directement de sa simplicité d’implémentation, qui constitue

un atout majeur notamment dans l’industrie. Néanmoins, le filtre de Kalman ne garantit pas,

pour les systèmes non linéaires, une convergence asymptotique de l’erreur d’observation. De

nombreux travaux se sont ensuite intéressés aux systèmes non linéaires. L’approche de la linéa-

risation de l’erreur d’observation (Krener et Isidori 1983 ; Krener et Respondek 1985 ;

Xia et Gao 1989 ; Hou et Pugh 1999 ; Guay 2002 ; Souleiman et al. 2003 ; Boutat et al.

2009 ; Tami et al. 2016) forme l’un des points de départ de l’étude de la synthèse d’observateur

pour le cas non linéaire. Cette approche a la particularité de mettre le système non linéaire

sous une forme où le système est affine selon l’état et où les non-linéarités ne dépendent que

3



de l’entrée et de la sortie par un changement de coordonnées approprié, permettant ainsi

de synthétiser un observateur de Luenberger. Cependant, cette approche ne délivre pas une

transformation systématique et la recherche d’une telle transformation permettant de linéari-

ser l’erreur d’observation n’est pas forcément aisée. Une seconde approche pour les systèmes

non linéaires, basée sur les LMI (Linear Matrix Inequality), est une autre méthode populaire

permettant de transformer un problème d’observabilité en un problème de résolution de LMI

(Rajamani 1998 ; Zemouche et Boutayeb 2009). Cependant, cette approche ne propose

pas de conditions exploitables permettant d’assurer la faisabilité des LMI. Cette dernière doit

ainsi être vérifiée a priori et ce numériquement (Arcak et Kokotović 2001). Une troisième

approche, appelée platitude, utilise l’algèbre différentielle pour exprimer les états non mesurés

en fonction des signaux mesurés, à savoir les entrées et les sorties (Fliess et al. 2008). Une

quatrième approche est basée sur le calcul d’intervalles (Efimov et Raïssi 2016 ; Moisan

et al. 2009 ; Raïssi et al. 2012 ; Mazenc et al. 2012). Enfin, une dernière approche pour le

cas des systèmes non linéaires est basée sur les formes canoniques d’observabilité. Ce concept

vient naturellement du fait que l’observabilité des systèmes non linéaires dépend de l’entrée

(Sussmann 1978). L’observabilité pour toute entrée a notamment longuement été considérée

et une condition nécessaire et suffisante permettant la caractérisation des systèmes à une en-

trée et une sortie a été trouvée dans le cas où le système est affine en la commande (Gauthier

et al. 1992). En particulier, un difféomorphisme a été proposé dans (Gauthier et al. 1992)

permettant de transformer le système uniformément observable et affine en la commande sous

une forme canonique d’observabilité où la partie non linéaire est triangulaire selon ses nou-

velles coordonnées. Dans le cas où le système considéré est Lipschitz, il est alors possible de

concevoir un observateur grand gain dont l’erreur d’observation sous-jacente converge expo-

nentiellement vers zéro. Néanmoins, pour le cas des systèmes multi-sorties, la recherche d’une

forme canonique reste un problème ouvert. Plusieurs structures générales de systèmes MIMO

(Multiple-input/multiple-output) uniformément observables ont ainsi été proposées dans la

littérature (Deza et al. 1992 ; Gauthier et Kupka 1994 ; Rudolph et Zeitz 1994 ; Bu-

sawon et al. 1998 ; Hou et al. 2000 ; Shim et al. 2001 ; Hammouri et Farza 2003 ; Farza

et al. 2004 ; Besançon et Ticlea 2007 ; Hammouri et al. 2010 ; Farza et al. 2011 ; Dufour

et al. 2012 ; Bornard et Hammouri 2002 ; Grip et Saberi 2012). Les travaux présentés

tout au long de ce manuscrit de thèse aborderont la synthèse de type grand gain à travers des

systèmes uniformément observables.

Les travaux cités précédemment ont été réalisés dans le cas de systèmes sans retard et où la

sortie est disponible en temps continu. Cependant, dans la pratique, les sorties peuvent éven-

tuellement n’être disponibles qu’à certains instants précis de temps (sorties échantillonnées),

et le système considéré peut être soumis à un retard (potentiellement variant dans le temps).

Certains auteurs se sont intéressés au problème de la synthèse d’une commande pour des sys-

tèmes linéaires à temps variant dont l’entrée est soumise à un retard (Bresch-Pietri et al.
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2012 ; Bresch-Pietri et al. 2018). En particulier, les auteurs dans (Bresch-Pietri et al.

2012) proposent une commande adaptative estimant des paramètres inconnus du modèle et

rejetant des perturbations d’entrée, le tout via une entrée soumise à un retard constant. Dans

(Bresch-Pietri et al. 2018), les auteurs s’intéressent au cas d’une entrée soumise à un retard

variable continu par morceaux et dont la dérivée par rapport au temps peut être plus grande

que 1, en contournant notamment le problème de causalité induit par cette dernière condition.

D’autres auteurs se sont intéressés à la problématique d’un système dont l’état est soumis à

un retard. C’est le cas notamment de (Kader et al. 2018) où les auteurs ont considéré le

problème d’inversion à gauche d’un système non linéaire dont l’état est soumis à un retard

constant. En particulier, ce problème consiste, à partir des états du système, à reconstruire

l’entrée qui a permis d’obtenir ces états. Le problème de la synthèse d’observateurs avec retard

sur la sortie a également été minutieusement examiné dans (Kristic 2009) pour des systèmes

linéaires. Des observateurs ayant une structure en cascade ont été proposés dans (Besançon

et Ticlea 2007 ; Germani et al. 2002 ; Kazantzis et Wright 2005 ; Vafaei et Yazdan-

panah 2016) pour des systèmes non linéaires exhibant un retard arbitrairement grand sur la

sortie. L’observateur en cascade (prédicteur) est composé d’une chaîne de sous-systèmes où

chaque sous-système prédit l’état du sous-système précédent dans la chaîne. Cette prédiction

est effectuée sur un horizon dont la longueur est égale à une fraction du retard initial, de

sorte que l’état du dernier sous-système fournisse une estimation de l’état réel du système.

L’observation des systèmes non linéaires soumis à des perturbations inconnues et à des sorties

retardées reste cependant un problème difficile à résoudre. Une classe de systèmes incertains

uniformément observables avec sortie retardée a été considérée dans (Farza et al. 2018). Un

observateur en cascade a d’abord été proposé dans le cas où les mesures de sortie sont dis-

ponibles en temps continu, puis une re-synthèse a été réalisée dans l’objectif de prendre en

compte le processus d’échantillonnage des mesures de sortie. D’un point de vue fondamental,

il a été démontré que la limite ultime de l’erreur d’estimation asymptotique est une fonction

décroissante de la longueur de la cascade. Enfin, les auteurs dans (Clerget et al. 2017) se

sont intéressés à un système en boucle fermée où la sortie est soumise à un retard relativement

grand, variant dans le temps et incertain. Ils ont notamment donné des résultats de conver-

gence et de robustesse du système considéré.

Les résultats mentionnés ci-dessus ont été obtenus en supposant que les mesures retardées de

sortie sont exclusivement disponibles sous forme continue ou selon un processus d’échantillon-

nage approprié. Une re-synthèse des observateurs proposés est ainsi toujours nécessaire pour

tenir compte de la nature des mesures de sortie (retardées) disponibles. En outre, la plupart

des résultats disponibles concernant les sorties retardées ont été consacrés au cas des retards

constants. Dans (Cacace et al. 2014), une classe de systèmes uniformément observables avec

de longs retards variables dans le temps a été proposée. Les auteurs ont ainsi considéré une

partition non uniforme du retard variable dans le temps et ont proposé un observateur en
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cascade constitué de m systèmes dynamiques enchaînés et conçus de sorte que le premier

sous-système de la cascade fournisse une estimation de l’état actuel du système. Cependant,

afin de tenir compte des variations du retard variable, la structure du terme correcteur im-

pliqué dans chaque système n’est pas fixée comme dans le cas du retard constant, mais elle

est mise à jour de manière appropriée en fonction des valeurs instantanées du retard. Dans

(Farza et al. 2015), les auteurs ont proposé une solution innovante traitant les retards va-

riables dans le temps de la même manière que les retards constants. L’idée fondamentale est

d’introduire un retard supplémentaire sur la sortie retardée disponible de telle sorte que le

retard global résultant soit constant et égal au maximum du retard variant dans le temps

appliqué à la sortie originale.

La première contribution de ce manuscrit de thèse a proposé d’étendre, dans quatre directions,

les résultats de (Farza et al. 2018) pour des systèmes MIMO uniformément observables et

soumis à des incertitudes dans le but de proposer un contexte de synthèse unifié des observa-

teurs de type grand gain. Le résultat primordial de cette contribution consiste à considérer tous

les cas possibles issus du processus d’acquisition des mesures de sortie. En d’autre termes, les

sorties retardées (ou non) ne sont plus supposées disponibles exclusivement sous une forme fixe

(mesures continues uniquement ou mesures échantillonnées uniquement à l’instar de (Farza

et al. 2018)). Plus précisément, les mesures de sortie sont désormais supposées vérifier l’un

des cas suivant pour chaque intervalle de temps d’une partition de temps considérée :

— Mesures non retardées disponibles en temps continu

— Mesures disponibles en temps continu retardées par un retard variable dans le temps

— Mesures non retardées échantillonnées

— Mesures échantillonnées et retardées par un retard variable dans le temps

Nous appelons dans la suite de ce manuscrit processus d’acquisition des mesures de sortie

le processus permettant d’obtenir des mesures de sortie sous l’une des quatre formes précé-

dentes. C’est dans ce cadre très général d’acquisition des mesures de sortie que nous proposons

la synthèse d’un observateur grand gain dans cette contribution. Il convient de souligner trois

caractéristiques importantes dans le cadre du processus d’acquisition des mesures de sortie.

Premièrement, la synthèse de l’observateur dans le cas d’un retard sur la sortie arbitrairement

petit a été particulièrement allégée dans la mesure où la structure en cascade n’est plus néces-

saire. En effet, nous avons montré qu’il est possible de traiter la synthèse de l’observateur dans

le cas d’un retard relativement faible en utilisant un observateur ayant la même dimension

que le système considéré contrairement à (Farza et al. 2018) où la structure en cascade est

requise quelle que soit la valeur du retard de sortie. Deuxièmement, le retard de sortie variable

dans le temps a également été considéré contrairement à (Farza et al. 2018) où ce dernier est

supposé constant. À l’image de ce qui a été proposé dans (Farza et al. 2015), le problème du

retard variable dans le temps a été transformé en un problème de retard constant grâce à une
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procédure appropriée. Enfin, tous les résultats précédents ont été adaptés au cas multi-sorties

où chaque sortie est soumise à un retard et un échantillonnage potentiellement différents.

La synthèse d’observateurs grand gain, essentiellement motivée par des considérations de sim-

plicité de mise en œuvre, comporte trois limites qu’il convient de souligner. La première limite

qui résulte naturellement de ce type de synthèse consiste en des problèmes numériques pour les

systèmes de grande dimension lorsque des valeurs relativement élevées du gain d’observation

sont requises. La deuxième limite réside dans la sensibilité au bruit de mesure de la sortie.

Cette dernière découle naturellement du fait que le terme correcteur de l’observateur grand

gain est le produit du gain de l’observateur par l’erreur d’observation de sortie, c’est-à-dire

la différence entre la sortie estimée par l’observateur et la sortie mesurée. Le signal résultant

intervenant dans le terme correcteur est ainsi de plus en plus amplifié lorsque le gain d’obser-

vation augmente, fournissant ainsi des estimations d’état très bruitées, voire non-exploitables.

La dernière limite liée à la synthèse grand gain est le phénomène caractérisé par de grandes

amplitudes dans le régime transitoire de la convergence de l’observateur de type grand gain,

appelé phénomène du ’pick’.

Plusieurs solutions ont ainsi été proposées dans le but de réduire la sensibilité au bruit de

mesure de l’observateur grand gain. Les solutions fondatrices sont généralement basées sur

un gain variant dans le temps qui est mis à jour de manière appropriée en tenant compte des

exigences de stabilité et de convergence (Ahrens et Khalil 2009 ; Boizot et al. 2010 ; Oue-

der et al. 2012 ; Sanfelice et Praly 2011 ; Alessandri et Rossi 2015). Plus récemment,

un observateur grand gain dont le gain d’observation est petit, dit observateur grand gain

’low power’, a été proposé dans (Astolfi et Marconi 2015) pour une classe de systèmes

non linéaires à une sortie et de dimension n ≥ 3. La pierre angulaire de cette contribution

consiste à limiter la puissance impliquée dans le gain de l’observateur à 2, améliorant ainsi la

performance de l’observateur vis-à-vis du bruit de mesure sur la sortie. Deux caractéristiques

de l’observateur proposé méritent alors d’être mentionnées. Premièrement, la dimension de

l’observateur est égale à 2(n− 1) où n est la dimension du système original. Deuxièmement,

l’observateur fournit une estimation de la première et de la dernière composante de l’état du

système ainsi que deux estimations pour chaque composante intermédiaire de l’état. Cette

synthèse particulière a ensuite été reconsidérée dans (Astolfi et al. 2016) et (Teel 2016) où

un contexte de synthèse incorporant des saturations a été proposé dans le but de limiter le

phénomène du ’pick’ énoncé plus haut. Un autre observateur grand gain récent ayant la même

dimension que le système original et où la puissance du gain de l’observateur est limitée à 1 a

été proposé dans (Khalil 2017) pour la même classe de systèmes considérés dans (Astolfi

et al. 2016). Comme dans (Astolfi et al. 2016) et (Teel 2016), des fonctions de saturation

imbriquées ont été utilisées dans le but de limiter le phénomène du ’pick’.
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La deuxième contribution proposée dans ce manuscrit de thèse a consisté à proposer un nou-

vel observateur grand gain filtré dans l’objectif de réduire la sensibilité au bruit de mesure.

Le nouvel observateur filtré se distingue des observateurs ’low power’ cités plus haut par sa

simplicité d’implémentation et ses capacités de filtrage. La structure de l’observateur filtré

proposé se décompose en deux sous-systèmes, chacun ayant la même dimension que le sys-

tème original. La dynamique du premier sous-système, dont les états sont les estimations du

système original, est une copie du système original avec un terme correctif qui dépend de l’état

du second sous-système. Ce dernier est un filtre linéaire dont l’entrée est l’erreur d’observa-

tion de sortie, c’est-à-dire la différence entre la sortie estimée et la sortie mesurée. Le gain de

l’observateur filtré résultant est constant et une approche systématique pour le calculer est

donnée. L’application de ce nouvel observateur au cas de mesures échantillonnées a ensuite

été considérée, où une re-synthèse a été effectuée.

Comme cela a été dit au début de cette introduction, la recherche d’une forme canonique

d’observabilité pour les systèmes non linéaires multi-sorties reste un problème ouvert. De

nombreux auteurs se sont dans cette optique intéressés aux systèmes observables pour toute

entrée. Parmi les multiples définitions existant de l’observabilité des systèmes non linéaires,

beaucoup pensent que l’observabilité pour toute entrée est une extension logique de l’observa-

bilité des systèmes linéaires. À terme, les auteurs s’intéressant au problème de l’observabilité

pour toute entrée pour les systèmes non linéaires à sorties multiples ont pour objectif de

caractériser l’ensemble des systèmes observables pour toute entrée par une forme canonique

d’observabilité, à l’instar de ce qui a été fait dans (Gauthier et al. 1992) dans le cas mono-

sortie et affine en la commande. En particulier, la forme canonique exhibée dans ce dernier

cas est constituée d’une partie linéaire en l’état du système auquel on a appliqué la matrice

anti-décalage, et d’une partie non linéaire, triangulaire selon l’état du système et affine en

la commande. Dans (Gauthier et Kupka 2001), les auteurs ont alors généralisé les résul-

tats de (Gauthier et al. 1992) dans le cas où la partie non linéaire n’est pas affine en la

commande, complétant de ce fait l’étude sur les systèmes mono-sortie. Les systèmes non li-

néaires posent, eux, plus de problèmes, et seules des formes normales d’observabilité pour

toute entrée ont été établies jusqu’à présent dans la littérature. Une première étape a consisté

à reprendre la forme introduite dans (Gauthier et al. 1992) et à l’adapter dans le cas MIMO

(Hammouri et Farza 2003). Le résultat obtenu consiste alors à regrouper toutes les sorties

un seul bloc, et les dérivées successives de ces dernières sont données par les blocs suivants.

La matrice anti-décalage résultante est ainsi une matrice anti-décalage par bloc et la par-

tie non linéaire est triangulaire par rapport aux blocs d’états. Un autre axe de travail a été

fourni par (Shim et al. 2001), où les auteurs considèrent cette fois le cas où chaque sortie

est associée, avec ses dérivées successives, à un bloc donné. Notons cette fois-ci que la partie

non linéaire est triangulaire selon les états dans le bloc considéré et selon les blocs d’états.

Malgré tout, ces deux travaux ne fournissent pas une forme canonique d’observabilité, mais
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bien deux formes normales, différentes et qui se complètent. Cela signifie qu’aucune de ces

deux formes ne généralise l’autre. Plus récemment, d’autres formes ont été proposées dans le

but d’étendre ces résultats. C’est le cas notamment de (Hammouri et al. 2010) qui propose

plusieurs conditions suffisantes structurelles sur les non-linéarités du système à plusieurs sor-

ties considéré permettant d’assurer l’observabilité pour toute entrée de ce dernier. Une autre

forme normale plus générale, décrite dans (Farza et al. 2011), reprend la forme triangulaire

par bloc introduite dans (Shim et al. 2001) en permettant, en plus, à la dernière dynamique

de chaque bloc de dépendre de tout l’état du système considéré. Malgré cela, cette forme ne

constitue toujours pas une forme canonique dans la mesure où certains systèmes observables

pour toute entrée ne peuvent pas se mettre sous cette dernière forme. En réalité, la forme

normale la plus générale actuellement a été proposée dans (Bornard et Hammouri 2002)

via une approche par graphe. Plus précisément, on associe à chaque système un graphe, qui,

si le système est observable pour toute entrée, ne contient pas de cycle. Cette dernière forme

normale a la particularité de contenir la forme introduite dans (Farza et al. 2011) mais

aussi une autre forme introduite dans (Grip et Saberi 2012) et également basée sur une ap-

proche graphique. Cependant, les auteurs dans (Bornard et Hammouri 2002) ne proposent

pas une approche systématique permettant de synthétiser simplement un observateur grand

gain pour l’ensemble de la classe de systèmes introduite dans (Bornard et Hammouri 2002).

Notre dernière contribution de ce manuscrit de thèse a consisté à étendre la synthèse à grand

gain standard sur la plus large classe possible de systèmes non linéaires MIMO uniformément

observables. Nous avons ainsi repris la classe de systèmes introduite dans (Bornard et Ham-

mouri 2002), i.e. la forme normale la plus générale actuellement. Plus précisément, en nous

basant sur les définitions (notamment celles en lien avec le graphe d’uniforme observabilité)

introduites dans (Bornard et Hammouri 2002), nous avons réécrit cette forme normale sous

une autre forme qui ne va pas sans rappeler la forme normale introduite dans (Farza et al.

2011). Nous avons ensuite proposé une immersion de cette réécriture permettant par la suite

de synthétiser un observateur grand gain sur l’ensemble de la classe de systèmes considérée.

L’objectif futur de cette dernière contribution consiste à adapter cette forme normale au cas

où le système considéré est soumis au processus d’acquisition des mesures mentionné plus haut.

Ce manuscrit de thèse est organisé en 6 chapitres dont l’introduction et la conclusion, ainsi

que de deux annexes A et B.

Le deuxième chapitre propose un état de l’art sur l’observabilité et l’observation des systèmes

non linéaires. Un ensemble de définitions est donné pour une bonne compréhension de ce ma-

nuscrit, et plusieurs exemples de synthèse d’observateurs, notamment des observateur grand

gain, y ont été proposés. Enfin, les limites de l’observateur grand gain sont illustrées à travers

un exemple pour une bonne compréhension des problèmes en jeu.
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Le troisième chapitre, pour une classe de systèmes non linéaires MIMO uniformément ob-

servables où les sorties sont regroupées dans un seul bloc, traite le problème des mesures

disponibles dans le cadre du processus d’acquisition des mesures de sortie. Un lemme tech-

nique constituant la clé de voûte du problème du retard variable et de l’échantillonnage est

d’abord fourni. Une première synthèse a été considérée dans le cas où les mesures de sortie ne

sont pas retardées, mais peuvent être continues ou échantillonnées selon le processus d’acqui-

sition des mesures. Ce résultat est ensuite étendu au cas d’un retard variable dans le temps

relativement petit. Le cas du retard arbitrairement long est ensuite traité, d’abord sous sa

forme constante, via une structure en cascade. Ce dernier est ensuite considéré comme étant

variant dans le temps, et une procédure appropriée permettant de reformuler le problème

du retard variable dans le temps en un problème de retard constant et arbitrairement long

est ensuite donnée, permettant ainsi d’effectuer directement la synthèse de l’observateur en

exploitant l’approche suivie dans le cas constant. Enfin, tous ces résultats ont été adaptés au

cas où chaque sortie est soumise à un retard et un échantillonnage potentiellement différents.

Deux exemples de simulation sont finalement fournis selon la nature du processus d’acquisi-

tion des mesures de sortie considéré.

Le quatrième chapitre s’organise autour de la synthèse d’un nouvel observateur grand gain fil-

tré pour une classe de systèmes non linéaires SISO (Single-input/single-output) uniformément

observables. Dans un premier temps, un lemme technique fournissant une procédure systé-

matique et simple pour assigner arbitrairement les pôles de l’observateur filtré est proposé.

La synthèse de l’observateur filtré est ensuite donnée pour des mesures de sortie disponibles

en temps continu. Une comparaison avec l’observateur ’low power’ donné par (Astolfi et

Marconi 2015) puis une étude détaillée de la sensibilité au bruit de mesure de l’observateur

filtré proposé, dans un particulier linéaire à l’instar de (Astolfi et Marconi 2015), sont

ensuite proposées. Enfin, l’observateur grand gain filtré a été re-synthétisé dans le but de

prendre en compte l’échantillonnage de la sortie, et une extension de l’observateur filtré au

cas multi-sorties est détaillée, dans le cas où les sorties sont regroupées dans un seul bloc.

Plusieurs exemples (oscillateur forcé de Van Der Pol, bioréacteur) ont servi d’illustration en

fin de chapitre afin de souligner les performances de l’observateur filtré.

Le cinquième chapitre s’articule autour de la forme normale d’observabilité introduite dans

(Bornard et Hammouri 2002) et vise à la réétudier sous un autre angle. Après avoir rap-

pelé la définition du graphe d’uniforme observabilité introduit dans (Bornard et Hammouri

2002), nous avons proposé de réécrire le système introduit dans (Bornard et Hammouri

2002) sous la forme d’étages, appelés passes, dans l’optique de mettre en exergue le caractère

observable pour toute entrée de la classe de systèmes étudiée. Une écriture sous la forme de

passes via un formalisme similaire à ce qui a été introduit dans (Farza et al. 2011) a alors été
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proposé, puis une immersion de cette dernière forme a été donnée en vue d’une synthèse grand

gain. Deux lemmes techniques similaires à ce qui a été démontré dans (Farza et al. 2011) ont

alors été fournis afin de prouver la convergence de l’observateur. Un exemple traitant d’un

réseau de réservoirs interconnectés est enfin proposé à but illustratif.

Ce manuscrit de thèse se clôt par une conclusion globale mettant en avant les différents points

évoqués au fil des chapitres et proposant un ensemble de perspectives pour les travaux futurs.

Enfin, l’annexe A rappelle l’une des formes normales d’observabilité uniforme les plus générales

existant actuellement, et l’annexe B rassemble plusieurs lemmes techniques utilisés dans les

chapitres 3 et 4, mis de côté dans une optique de clarté du manuscrit proposé.
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Chapitre 2

Notions d’observabilité pour les

systèmes non linéaires

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de donner les définitions clés de l’observabilité et de l’observation

des systèmes non linéaires dans l’optique d’une lecture agréable de ce manuscrit de thèse. Dans

la section 2.2, après avoir rapidement défini ce qu’est un observateur, il convient de donner tout

un ensemble de définitions sur l’observabilité des systèmes non linéaires pour mieux apprécier

les subtilités, en l’occurrence ce qui concerne l’observabilité pour toute entrée. Nous donnons

ensuite dans la section 2.3 un aperçu de synthèses possibles d’observateurs. Nous mettons en

particulier l’accent sur la synthèse grand gain, famille d’observateurs que nous avons choisi

d’utiliser tout au long de ce mémoire. Enfin, nous proposons dans la section 2.4 de souligner

quelques limites importantes (bruit de mesure, phénomène du ’pick’) de la synthèse grand

gain par le biais d’un exemple illustratif.

2.2 Observabilité

Nous allons dans cette section introduire le concept clé d’estimation d’état d’un système

dynamique et donner des définitions élémentaires dans la compréhension de la suite de ce

manuscrit.

2.2.1 Estimation d’état

Un estimateur d’état, ou observateur, est un algorithme permettant de reconstruire des va-

riables d’état d’un système dynamique en exploitant les mesures des différentes entrées et

sorties de ce dernier. Un observateur peut être vu comme un capteur logiciel, jouant un rôle

similaire à celui d’un capteur physique, mais pour une grandeur non mesurée. Nous considé-
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2.2. Observabilité

rons dans ce qui suit le système dynamique suivant :

SYS
{

ẋ(t) = f(u(t), x(t))

y(t) = h(x(t))
(2.1)

où :

• l’état x(t) ∈ X est une variété analytique de dimension n de classe C∞, i.e. X ⊂ IRn,

• u ∈ U ⊂ Rm et y ∈ IRp sont respectivement l’entrée et la sortie du système (2.1),

• le champ de vecteurs fu(x) = f(u, x) et la fonction h =









h1
...

hq









sont de classe C∞ sur X .

Un observateur est un système dynamique qui permet donc d’estimer l’ensemble de l’état x(t)

du système (2.1) par la connaissance de la sortie y(t), de l’entrée u(t) et du modèle du système

(2.1). Un observateur peut être schématisé par la figure 2.1.

Système

Observateur

y(t)u(t)

x̂(t)

Modèle du
Système

Figure 2.1 – Schéma fonctionnel d’un estimateur d’état

Un observateur pour un système non linéaire de la forme (2.1) est généralement donné par le

système dynamique suivant
{

˙̂x(t) = f(u(t), x̂(t))− L (ŷ(t)− y(t))
ŷ(t) = h(x̂(t))

(2.2)

L’observateur (2.2) est composé de deux termes additifs : le premier correspond à une copie

du modèle du système (2.1) alors que le deuxième est un terme correctif basé sur l’erreur

d’observation (ŷ(t)− y(t)). La dynamique du système (2.2) est fixée par la matrice de gain L.

Notons que l’observateur peut également avoir une forme plus générale avec une dimension
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différente de celle du système.

Le concept clé derrière la notion d’observabilité réside dans la détermination, à chaque instant

de temps, de l’état du système (2.1). Cet ensemble d’états est appelé trajectoire du système

(2.1). Il existe une infinité de trajectoires ; chaque trajectoire dépend de l’instant initial t0,

de l’état initial x(t0) et de l’entrée à chaque instant t, notée u(t). Dans ce qui suit, on no-

tera t0 un instant initial quelconque, T > 0 un horizon temporel éventuellement infini, et on

notera x(t, x(t0), u(t)) la trajectoire du système (2.1) lorsqu’elle existe et est unique, pour

t ∈ [t0, t0 + T [.

L’observabilité exprime la possibilité de reconstruire la trajectoire d’état du système x(t, x(t0), u(t))

telle que définie ci-dessus par la simple connaissance de la sortie y(t, t0) et de l’entrée u(t, t0)

sur un intervalle de temps [t0, t0 + T [. Concrètement, l’observabilité est basée sur la possibi-

lité de distinguer deux trajectoires distinctes pour tout couple distinct de conditions initiales

(Hermann et Krener 1977).

2.2.2 Observabilité globale

L’observabilité pour les systèmes non linéaires, contrairement aux systèmes linéaires, n’est pas

un concept universel. Il existe ainsi plusieurs définitions traitant de l’observabilité ; on parle

notamment d’observabilité globale, observabilité locale, ou encore d’observabilité uniforme.

La première définition ci-après est directement liée à la distinguabilité de deux trajectoires à

partir de deux conditions initiales différentes (Hermann et Krener 1977).

Définition 2.2.1 (Distinguablité et indistinguabilité) Deux états initiaux x0, x1 ∈ X
tels que x0 6= x1 sont dits distinguables dans X si ∃t ≥ 0 et ∃u : [0, t] → U une entrée

admissible telle que les trajectoires des sorties issues de x0 et x1, respectivement, restent dans

X sur l’intervalle [0, t], et vérifient y(t, x0, u(t)) 6= y(t, x1, u(t)). Dans ce cas, on dit que

l’entrée u distingue x0 de x1 dans X . Réciproquement, deux états initiaux x0, x1 ∈ X tels que

x0 6= x1 sont dits indistinguables si, ∀t ≥ 0 et ∀u : [0, t] → U pour lesquels les trajectoires

issues de x0 et x1 restent dans X , nous avons y(t, x0, u(t)) = y(t, x1, u(t)).

La notion d’observabilité d’un système en un point (Gauthier et Bornard 1981 ; Ze-

mouche 2007 ; Liu 2007) découle directement de la précédente définition. Par extension, il

est possible de définir l’observabilité d’un système en tout point de X .

Définition 2.2.2 (Observabilité) Le système (2.1) est dit observable en x0 ∈ X si pour

tout autre état x1 6= x0, les deux états x0, x1 sont distinguables dans X . Par extension, si

cette dernière propriété est vraie pour tout x0 ∈ X , alors on dit que le système est observable.
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2.2. Observabilité

Cette dernière définition amène au théorème suivant que l’on peut retrouver dans (Kalman

1960).

Théorème 2.2.1 ((Kalman 1960)) Soit le système linéaire invariant suivant
{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(2.3)

avec A ∈ Rn×n, B ∈ Rn, C ∈ R1×n. Le système (2.3) est observable si et seulement si la

matrice d’observabilité associée à ce système et donné par

Oy =



















C

CA

CA2

...

CAn−1



















est de rang plein. Dans ce cas, on dit que la paire (C,A) est observable.

Ce résultat, très utilisé dans le cas linéaire, est en réalité particulièrement contraignant dans

le cas non linéaire. En effet, la notion d’observabilité telle que donnée ci-dessus est un ré-

sultat global. Or, en pratique, nous n’avons pas besoin de distinguer chaque trajectoire sur

l’ensemble X et pour tout intervalle de temps [t0, t0+T [. Pour cela, nous allons rappeler dans

la partie suivante la notion d’observabilité locale faible, donnée par (Hermann et Krener

1977).

2.2.3 Observabilité locale faible

Il convient dans un premier temps de définir la notion d’observabilité locale (Hermann et

Krener 1977).

Définition 2.2.3 (Observabilité locale) Le système (2.1) est dit localement observable en

x0 si, pour tout voisinage Vx0 de x0, l’ensemble des états indistinguables de x0 dans Vx0 se

réduit au singleton x0. Par extension, le système (2.1) est dit localement observable s’il est

localement observable pour tout x0 ∈ X .

La notion d’observabilité locale faible donnée par (Hermann et Krener 1977) se définit

alors comme suit.

Définition 2.2.4 (Observabilité locale faible) Le système (2.1) est dit localement faible-

ment observable en x0 s’il existe un voisinage ouvert Vx0 de x0 tel que pour tout voisinage

ouvert V
′

x0 ⊂ Vx0 , l’ensemble des états indistinguables de x0 dans V
′

x0 se réduit au singleton

x0. Par extension, le système (2.1) est dit localement faiblement observable s’il est localement

faiblement observable pour tout x0 ∈ X .
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Cette dernière définition signifie qu’un système est localement faiblement observable si tout

état x0 peut être distingué de ses voisins instantanément. Dans la partie suivante, nous allons

traduire cette définition sous la forme d’une condition de rang similaire au cas linéaire.

2.2.4 Observabilité au sens du rang

Avant de définir la notion d’observabilité au sens du rang, il convient de définir l’espace

d’observation (Hermann et Krener 1977).

Définition 2.2.5 (Espace d’observation) L’espace d’observation du système (2.1) est le

plus petit sous-espace vectoriel, noté O(h), contenant les composantes de la fonction h, i.e.

h1, . . . , hq, et qui soit fermé pour la dérivation de Lie le long de tous les champs de vecteurs

fu(x) = f(u, x), u ∈ U constant.

Notons que la dérivée de Lie de h(k)(x) selon la direction du champ fu à u constant est donnée

par

Lfuh
(k)(x) =

∂h(k)(x)

∂x
.fu(x) =

(

∇h(k)(x)
)T
.fu(x) =

dy(k)(t)

dt
(2.4)

et, plus généralement,

Lifuh
(k)(x) = Lfu

(

Li−1
fu
h(k)(x)

)

=
diy(k)(t)

dti
(2.5)

Définissons maintenant l’observabilité au sens du rang (Hermann et Krener 1977).

Définition 2.2.6 (Observabilité au sens du rang) Le système (2.1) est localement fai-

blement observable au sens du rang en x0 si l’espace des différentielles des éléments de O(h)
évaluées en x0, noté dO(h)|x0 , vérifie

dim dO(h)|x0 = n (2.6)

La condition (2.6) est appelée condition du rang. Si cette condition est respectée quel que soit

x0 ∈ X , alors on dit que le système (2.1) est observable au sens du rang.

La définition ci-dessus donne une condition suffisante d’observabilité locale faible. Il est ce-

pendant possible de trouver une condition nécessaire, comme le montre le théorème suivant

(Nijmeijer et Schaft 1990).

Théorème 2.2.2 Supposons que le système (2.1) est localement faiblement observable. Alors

la condition (2.6) est satisfaite presque partout dans X , i.e. dim dO(h)|x0 = n pour tout état

x appartenant à un ouvert X ′

dense dans X .
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2.2. Observabilité

Dans toutes les définitions précédentes, l’influence de l’entrée u n’a pas été prise en compte.

En effet, ces définitions n’impliquent pas que toute entrée distingue les couples de points de

X . Or, nous aimerions distinguer, pour toute entrée u ∈ U , tout couple d’états distincts don-

nant lieu à des sorties différentes. Pour remédier à ce problème, nous allons introduire dans un

dernier volet de définitions le concept d’entrée universelle et celui de U -uniforme observabilité.

2.2.5 U-uniforme observabilité

Dans le cas de systèmes non linéaires, l’observabilité d’un système dépend fortement de l’en-

trée que l’on applique au système considéré. En effet, le système (2.1) peut tout à fait être

observable pour certaines entrées, et être inobservables pour d’autres entrées. Dans cette op-

tique, nous allons introduire la notion d’entrée universelle puis nous définirons l’observabilité

pour toute entrée, concept clé des contributions présentées dans ce manuscrit (Sussmann

1978).

Définition 2.2.7 (Entrée universelle) Une entrée u : [0, T ] → U admissible est dite uni-

verselle pour le système (2.1) sur [0, T ] si, quel que soit le couple d’états initiaux distincts

x0, x1, il existe au moins un instant de temps t ∈ [0, T ] pour lequel les sorties résultantes

de x0 et x1 sont distinctes, i.e. y(t, x0, u(t)) 6= y(t, x1, u(t)). Une entrée non-universelle est

appelée entrée singulière.

Dans le cas où toutes les entrées admissibles de U sont universelles, alors tout couple d’états

initiaux est distinguable. C’est ce que l’on appelle l’observabilité pour toute entrée, ou U -

uniforme observabilité (Williamson 1977).

Définition 2.2.8 (U-uniforme observabilité) Un système (2.1) dont toutes les entrées ad-

missibles à valeurs dans U sont universelles est dit U-uniformément observable.

Dans la littérature, beaucoup de travaux traitent de la caractérisation de classes de systèmes

U -uniformément observables. Le cas des systèmes mono-sortie est étudié dans (Williamson

1977) pour les cas des systèmes bilinéaires, et dans (Gauthier et Bornard 1981 ; Gauthier

et al. 1992) pour le cas des systèmes affines en la commande. Ces deux cas sont détaillés dans

les deux paragraphes suivants. Nous donnerons ensuite deux exemples traitant du cas multi-

sorties, où nous verrons qu’il n’existe que des conditions suffisantes d’observabilité uniforme.

Observabilité des systèmes mono-sortie bilinéaires

Dans (Williamson 1977), la classe de systèmes considérée est la suivante :
{

ẋ(t) = Ax(t) + u(t)Bx(t) + Fu(t)

y(t) = Cx(t)
(2.7)
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où x ∈ Rn, u ∈ IR, y ∈ IR, A ∈ IRn×n, B ∈ IRn×n, C ∈ IR1×n et F ∈ IRn. La condition

nécessaire et suffisante d’observabilité uniforme est donnée par le théorème suivant.

Théorème 2.2.3 Le système (2.7) est IR-uniformément observable si et seulement s’il existe

un changement de coordonnées z = Tx pour lequel le système (2.7) peut être mis sous la forme
{

ż(t) = Āz(t) + u(t)B̄z(t) + F̄ u(t)

y(t) = C̄z(t)

avec

Ā = TAT−1 =





















0 1 0 . . . 0
...

. . . 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . . . . 0 1

a1 . . . . . . . . . an





















, B̄ = TBT−1 =















b̄11 0 . . . 0
...

. . .
. . .

...
...

. . . 0

b̄n1 . . . . . . b̄nn















,

F̄ = TF et C̄ = CT−1 =
[

1 0 . . . 0
]

.

Observabilité des systèmes mono-sortie affines en la commande

Soit désormais le système non linéaire suivant :
{

ẋ(t) = f(u(t), x(t)) = f(x(t)) + g(x(t))u(t)

y(t) = h(x(t))
(2.8)

où x ∈ Rn, y ∈ IR et u =
(

u1 u2 . . . um

)

∈ IRm. La condition nécessaire et suffisante

d’observabilité uniforme du système (2.8) et donnée par (Gauthier et Bornard 1981) est

décrite par le théorème suivant.

Théorème 2.2.4 Le système (2.8) est IRm-uniformément observable si et seulement s’il

existe un changement de coordonnées locales sur IRn pour lequel le système (2.8) peut se

mettre localement presque partout sous la forme suivante :
{

ż(t) = Az(t) + ϕ(z(t)) + ψ(z(t))u(t)

y(t) = Cx(t)

où :

• A est la matrice anti-décalage, donnée par

A =





















0 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0 . . . . . . 0 1

0 . . . . . . 0 0




















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2.2. Observabilité

• C est la matrice d’observation, donnée par

C =
[

1 0 . . . 0
]

• La fonction ϕ(z) est donnée par

ϕ(z) =















0
...

0

ϕn(z)















• La matrice ψ(z) =
[

ψ(1)(z) ψ(2)(z) . . . ψ(m)(z)
]

est telle que chacune de ces com-

posantes a une structure triangulaire par rapport à l’état z, i.e. chacune d’elles est décrite

comme suit

ψ(k)(z) =















ψ
(k)
1 (z1)

ψ
(k)
2 (z1, z2)

...

ψ
(k)
n (z1, . . . , zn)















Dans le dernier paragraphe de cette partie, nous proposons de donner une condition suffisante

d’observabilité uniforme pour une classe de systèmes non linéaires à plusieurs sorties où toutes

les sorties sont regroupées en un seul bloc.

Observabilité d’une classe de systèmes non linéaires à plusieurs sorties regroupées

en un bloc

Nous considérons donc la classe de systèmes suivante :
{

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(u(t), x(t))

y(t) = Cx(t)
(2.9)

où x =















x1

x2
...

xq















∈ Rn, xk ∈ IRp pour tout k = 1, . . . , q, y ∈ IRp avec n = qp, u =

(

u1 u2 . . . um

)

∈ IRm, et les matrices A et C sont données par

A =





















0p Ip 0p . . . 0p
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0p

0p . . . . . . 0p Ip

0p . . . . . . 0p 0p





















∈ IRn×n et C =
[

Ip 0p . . . 0p

]

∈ IRp×n
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La condition suffisante d’observabilité uniforme du système (2.9) est donnée par le théorème

suivant.

Théorème 2.2.5 Le système (2.9) est IRm-uniformément observable si la fonction non li-

néaire ϕ a la structure triangulaire suivante :

ϕ(u, x) =















ϕ1(u, x1)

ϕ2(u, x1, x2)
...

ϕq(u, x1, . . . , xq)















Maintenant que les différents concepts d’observabilité nécessaires dans ce manuscrit ont été

définis et que plusieurs exemples dans le cas mono-sortie et le cas multi-sorties ont été donnés,

il convient de présenter l’outil permettant d’estimer une trajectoire d’état à l’aide de la sortie

et de l’entrée du système, à savoir un observateur. Nous présenterons en guise d’illustration

plusieurs observateurs courants dans la littérature dans le cas linéaire, à savoir l’observateur

de Luenberger et le filtre de Kalman. Nous présenterons ensuite des observateurs de type

grand gain, type d’observateur considéré tout au long de ce manuscrit, synthétisés ici sur

deux classes de systèmes non linéaires, uniformément observables.

2.3 Synthèse d’observateurs

Comme cela a été dit ci-dessus, un observateur, ou reconstructeur d’état, est un outil mathé-

matique permettant de reconstruire la trajectoire d’état d’un système par la seule connaissance

de la sortie et de l’entrée du système à l’instant présent et aux instants passés. Dans cette

optique, considérons le système dynamique général suivant :

OBS
{

ż(t) = f̄(z(t), u(t), y(t), t)

x̂(t) = h̄(z(t), u(t), y(t), t)
(2.10)

où z ∈ X , et u et y sont respectivement l’entrée et la sortie du système (2.1).

Définition 2.3.1 (Observateur) Le système dynamique (2.10) est un observateur asymp-

totique local pour le système (2.1) s’il existe un point x0 ∈ X et un voisinage Vx0 de x0 tels

que

lim
t→+∞

‖x̂(t)− x(t)‖ = 0

pour toute condition initiale x(0) ∈ Vx0 . De plus, cet observateur est un observateur global si

lim
t→+∞

‖x̂(t)− x(t)‖ = 0
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2.3. Synthèse d’observateurs

pour toute condition initiale x(0) ∈ X . Enfin, on dit que la système (2.10) est un observateur

exponentiel pour le système (2.1) s’il vérifie :

∃λ, µ > 0 tels que ‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ µe−λt‖x̂(0)− x(0)‖

Cette dernière propriété est généralement très recherchée dans le cadre de la synthèse d’un

observateur. Généralement, un observateur se met sous la forme suivante :

OBS
{

˙̂x(t) = f(u(t), x̂(t))−G(g)(h(x̂(t))− y(t))
ġ(t) = ϕ(x̂(t), u(t), y(t), g(t))

(2.11)

L’observateur (2.11) est ainsi composé de deux termes additifs : le premier terme f(u(t), x̂(t))

correspond simplement à une copie du modèle du système (2.1) ; le second terme, i.e. le terme

G(g)(h(x̂(t)) − y(t)), est ce que l’on appelle le terme de correction de l’observateur (2.11),

et G(g) est appelé gain d’observation.

Donnons maintenant plusieurs exemples concrets de synthèse d’observateur.

2.3.1 Systèmes linéaires à temps invariant - Observateur de Luenberger

Considérons le système linéaire invariant suivant
{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(2.12)

où x ∈ IRn, u ∈ IRm et y ∈ IRp. L’observateur de Luenberger (Luenberger 1971) est le

système dynamique donné par l’expression suivante

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t)−K(Cx̂(t)− y(t))

où la matrice K est choisie de sorte que la matrice Ã
∆
= A−KC soit Hurwitz, i.e. les valeurs

propres de Ã sont toutes à partie réelle négative. Un tel observateur est un observateur expo-

nentiel pour le système (2.12).

2.3.2 Systèmes linéaires à temps variant - Filtre de Kalman

Soit le système linéaire à temps variant suivant :
{

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(t)
(2.13)

où x ∈ IRn, u ∈ IRm et y ∈ IRp. Dans le cas où le système linéaire considéré est à temps variant,

comme c’est le cas pour le système (2.13), il est possible de synthétiser un observateur de
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type Kalman. La synthèse d’un tel observateur nécessite que les entrées soient régulièrement

persistantes. Le filtre de Kalman peut prendre deux formes différentes, suivant si on utilise une

équation dynamique de Lyapunov ou une équation dynamique de Riccati. Ces deux formes

sont respectivement données par les expressions (2.14) et (2.15) suivantes :















˙̂x(t) = A(t)x̂(t) +B(t)u(t)− S−1(t)CT (t) (C(t)x̂(t)− y(t))
Ṡ(t) = −θS(t)−AT (t)S(t)− S(t)A(t) + CT (t)C(t)

S(0) = S0

(2.14)

et















˙̂x(t) = A(t)x̂(t) +B(t)u(t)− S−1(t)CT (t) (C(t)x̂(t)− y(t))
Ṡ(t) = −S(t)Q(t)S(t)−AT (t)S(t)− S(t)A(t) + CT (t)C(t)

S(0) = S0

(2.15)

où θ > 0, et les matrices S0 et Q0 sont définies positives.

La convergence de ces deux observateurs est garantie sous l’hypothèse de l’uniforme complète

observabilité du système. Pour ce type de synthèse, il faut assurer à la fois la stabilité de

l’équation d’erreur et celle de la matrice de gain S(t). Cette dernière doit constamment être

symétrique définie positive (SDP) et bornée, c’est-à-dire pour tout t.

Dans ce qui suit, nous allons reconsidérer la classe de systèmes non linéaires données par (2.9)

dans l’optique de synthétiser sur cette classe un observateur. Nous considérerons ensuite une

classe de systèmes plus générale introduite dans (Farza et al. 2011). Dans les deux cas, un

observateur de type grand gain est synthétisé.

2.3.3 Synthèse d’un observateur grand gain pour une classe de systèmes

non linéaires à plusieurs sorties regroupées en un bloc

Considérons de nouveau le système dynamique donné en (2.9), i.e.

{

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(u(t), x(t))

y(t) = Cx(t)
(2.16)

où x =















x1

x2
...

xq















∈ Rn, y ∈ IRp avec n = qp, u =
(

u1 u2 . . . um

)

∈ IRm, les matrices A
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2.3. Synthèse d’observateurs

et C sont données par

A =





















0p Ip 0p . . . 0p
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0p

0p . . . . . . 0p Ip

0p . . . . . . 0p 0p





















∈ IRn×n et C =
[

Ip 0p . . . 0p

]

∈ IRp×n

et la fonction non linéaire ϕ est décrite par

ϕ(u, x) =















ϕ1(u, x1)

ϕ2(u, x1, x2)
...

ϕq(u, x1, . . . , xq)















En général, pour une synthèse d’observateur de type grand gain, les hypothèses suivantes sont

considérées.

Hypothèse 2.3.1 L’état x(t) et la commande u(t) sont bornés, i.e. x(t) ∈ X et u(t) ∈ U où

X ⊂ IRn et U ⊂ IRm sont des ensembles compacts. Plus précisément, il existe des constantes

ρi, i = 1, . . . , q, telles que max
x∈X
‖xi(t)‖ < ρi pour tout t ≥ 0.

Hypothèse 2.3.2 Les fonctions ϕi(u, x), i = 1, . . . , q, sont Lipschitz sur X selon x unifor-

mément en u, i.e.

∃Lϕi
> 0, ∀u ∈ U , ∀(x, x̄) ∈ X × X :

‖ϕi(u, x1, . . . , xi)− ϕi(u, x̄1, . . . , x̄i)‖ ≤ Lϕi

i
∑

k=1

‖xk − x̄k‖, i = 1, . . . , n. (2.17)

Nous posons Lϕ = max
1≤i≤q

Lϕi
.

Un observateur grand gain pour le système (2.16) est alors donné par le système dynamique

suivant

˙̂x(t) = Ax̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))− θ∆−1
θ K (Cx̂(t)− y(t)) (2.18)

où :

• θ ≥ 1 est un paramètre de synthèse propre aux observateurs de type grand gain,

• la matrice K est choisie de sorte que la matrice Ã
∆
= A−KC est Hurwitz,
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• ∆θ est la matrice diagonale décrite par l’expression suivante

∆θ = diag
(

Ip,
1
θ Ip, . . . , 1

θq−1 Ip

)

(2.19)

Le théorème suivant stipule que l’observateur (2.18) est un observateur exponentiel pour le

système (2.16).

Théorème 2.3.1 Dans le cas où le système (2.16) est soumis aux hypothèses 2.3.1 et 2.3.2,

le système dynamique (2.18) est un observateur exponentiel pour le système (2.16) pour des

valeurs suffisamment grandes du paramètre θ, i.e. l’erreur d’observation x̃(t) = x̂(t) − x(t)
converge exponentiellement vers zéro quand t tend vers l’infini pour θ assez grand.

Le preuve du théorème 2.3.1 est donnée dans (Maatoug 2009).

2.3.4 Synthèse d’un observateur grand gain pour une classe de systèmes

non linéaires non-triangulaire par bloc

L’une des classes les plus générales existant actuellement de systèmes non linéaires MIMO

uniformément observables est décrite dans (Farza et al. 2011). La classe de systèmes propo-

sée est composée de q ≥ 1 sorties, chacune représentée par un bloc. Cette classe de système

se distingue des précédentes par le fait qu’elle n’est pas triangulaire par blocs. Plus particu-

lièrement, les dépendances possibles des non-linéarités du système proposé sont décrites par

les points suivants :

— Les non-linéarités d’un bloc donné k > 1 peuvent dépendre de l’état d’un bloc précédent

l < k : C’est la triangularité selon les blocs du système.

— Dans un bloc donné k ≥ 1, la non-linéarité de la i-ème composante, i ≥ 1, peut dépendre

de l’état de la composante j ≤ i du bloc k : C’est la triangularité au sein d’un bloc du

système.

— La dernière composante de chaque bloc peut dépendre de l’état complet du système :

Ce dernier cas représente le caractère non triangulaire du système d’étude.

Les auteurs dans (Farza et al. 2011) ont montré que ce système est uniformément observable

et qu’il est possible de synthétiser un observateur grand gain sur cette classe de systèmes.

L’annexe A propose une description plus détaillée de la classe de systèmes et de la synthèse

de l’observateur grand gain donné dans (Farza et al. 2011).

2.4 Limites de la synthèse d’observateurs grand gain

Avant de clore ce chapitre d’état de l’art sur les principaux concepts d’observabilité impliqués

dans ce manuscrit et présentant quelques synthèses classiques d’observateur, il convient de

25



2.4. Limites de la synthèse d’observateurs grand gain

souligner les principales limites résultant de la synthèse d’un observateur grand gain. Nous al-

lons pour cela considérer dans cette section un exemple de système non linéaire, uniformément

observable. Plus particulièrement, considérons l’exemple dynamique suivant


































ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = x3(t)

ẋ3(t) = x4(t)

ẋ4(t) = ϕ4(x)

y(t) = x1(t)

(2.20)

où

ϕ4(x) = −0.06x1x2x3 − 0.02x32 − x3 − 0.01(x21 − 1)x4 − 4(x3 + 0.01(x21 − 1)x2 + x1)

où w(t) est le bruit de mesure sur la sortie y(t). Les conditions initiales du système (2.20)

sont choisies, pour chacune des simulations suivantes, comme suit

x(0) =
(

1 −1 0 0.98
)T

La sortie y(t) a été perturbée par un bruit gaussien w(t) de moyenne nulle et de variance

relativement faible égale à 0.01 comme montré par la figure 2.2.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Figure 2.2 – Mesure bruitée de x1

Un observateur grand gain du type (2.18) dans le cas q = 1 (i.e. une sortie) peut être modélisé

pour le système (2.20), dont l’équation différentielle est donnée par

˙̂x(t) = Ax̂(t) + ϕ(x̂(t))− θ∆−1
θ K (Cx̂(t)− y(t)) (2.21)

avec ϕ(x̂) =













0

0

0

ϕ4(x̂)













, et où la matrices ∆θ est donnée par (2.19) et où la matrice K est
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telle que la matrice Ã
∆
= A−KC est Hurwitz, en posant

A =













0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0













et C =
(

1 0 0 0
)

La matrice de gain K de l’observateur (2.21) a été calculée de sorte que les valeurs propres

de la matrice Ã soient toutes placées en (−1), ce qui donne

K =













4

6

4

1













Deux simulations ont été proposées dans cet exemple, où seul le dernier état x4 du système

(2.20) nous intéresse. Dans les deux cas, l’état estimé a été initialisé comme suit

x̂(0)T =
(

1 0 0 0
)

Les figures 2.3 et 2.4 illustrent l’estimation x̂4 de l’état x4 pour un paramètre de synthèse θ

choisi égal à 8 et 30 respectivement. On notera que la première simulation réalisée pour θ = 8

donne une meilleure estimation de l’état x4 que dans le cas où θ = 30. Cela nous pousse à

souligner deux principaux problèmes :

• Par soucis de convergence de l’observateur, il convient de prendre une valeur du para-

mètre de synthèse θ suffisamment élevée. Cependant, de grandes valeurs de ce paramètre

provoquent une amplification du bruit de mesure sur la sortie comme l’illustre la figure

2.4.

• D’autre part, comme nous le montre la figure 2.4 dans le cas sans bruit, on observe pour

de grandes valeurs du paramètre de synthèse θ un phénomène du ’pick’ à l’initialisation

de l’observateur. Ce phénomène s’explique mathématiquement par la structure de l’ob-

servateur proposé, où lorsque la dimension n du système original devient grande, l’état

estimé est en O(θn−1).

2.5 Conclusion

Ce chapitre avait pour but d’effectuer quelques rappels sur l’observabilité et l’observation des

systèmes, nécessaire à la bonne compréhension de la suite de ce manuscrit. Nous avons ainsi

vu que la notion d’observabilité pour les systèmes non linéaires n’était pas unique à l’instar du
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2.5. Conclusion
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Figure 2.3 – Estimation de l’état x4 fournie par l’observateur pour θ = 8
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Figure 2.4 – Estimation de l’état x4 fournie par l’observateur pour θ = 30 - Au dessus en

présence de bruit de mesure, en dessous en l’absence de bruit de mesure

cas linéaire, et qu’elle pouvait notamment dépendre de l’entrée du système. Ce manuscrit de

thèse mettra notamment l’accent sur le caractère indépendant de l’observabilité vis-à-vis des

entrées du système, ce qui nous amène à nous intéresser à l’observabilité pour toute entrée.

D’autre part, un éventail de synthèses possibles d’observateurs a été proposé. Notons que, de

même que pour la définition de l’observabilité pour les systèmes non linéaires, il existe une

multitude d’observateurs possibles. En ce qui nous concerne, nous nous intéresserons dans ce
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qui suit à la synthèse grand gain, dont nous avons fait un rapide tour des limites rencontrées.
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Chapitre 3

Observateur pour des systèmes non

linéaires avec prise en compte du

processus d’acquisition des mesures de

sortie

3.1 Introduction

Ce chapitre s’articule autour du problème de l’acquisition des mesures disponibles de sortie

pour une classe de systèmes MIMO uniformément observables dont les sorties sont regroupées

dans un bloc. Plus précisément, l’objectif de ce chapitre est d’améliorer la synthèse de l’ob-

servateur grand gain proposé dans (Farza et al. 2018) en considérant des sorties disponibles

selon un processus d’acquisition des mesures de sortie respectant, suivant un partitionne-

ment du temps en plusieurs intervalles de temps, l’un des quatre points suivants sur chaque

intervalle de temps :

— Mesures non retardées disponibles en temps continu

— Mesures disponibles en temps continu retardées par un retard variable dans le temps

— Mesures non retardées sous la forme d’échantillons

— Mesures sous la forme d’échantillons retardées par un retard variable dans le temps

Nous montrons dans ce qui suit que nous pouvons nous affranchir de la structure en cascade

donnée par (Farza et al. 2018) dans le cas de retards arbitrairement petits. Ainsi, ce chapitre

propose de synthétiser un observateur grand gain dans le cadre du processus d’acquisition des

mesures présenté ci-dessus en procédant d’une manière progressive selon la nature du retard

de la sortie du système :

— Mesures non retardées
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3.2. Quelques résultats préliminaires

— Mesures avec retard variable, arbitrairement petit sur la sortie

— Mesures avec retard constant, arbitrairement long sur la sortie

— Mesures avec retard variable, arbitrairement long sur la sortie

Nous nous proposons ensuite de généraliser ces résultats dans le cas où l’échantillonnage et le

retard considérés sont potentiellement différents sur chaque composante de la sortie.

Les performances des observateurs résultants selon les scénarios considérés sont illustrées via

deux problèmes d’observation relevant respectivement d’un système chaotique de Lorenz et

d’un joint flexible de bras robotique.

3.2 Quelques résultats préliminaires

Nous considérons la classe de systèmes MIMO non linéaires difféomorphes à la classe de

systèmes triangulaires de la forme
{

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(u(t), x(t)) +Bε(t)

y(t) = h(Cx(t)) = h(x1(t))
(3.1)

avec

x =



















x1

x2
...

xq−1

xq



















∈ IRn, ϕ(u, x) =



















ϕ1(u, x1)

ϕ2(u, x1, x2)
...

ϕq−1(u, x1, . . . , xq−1)

ϕq(u, x)



















A =

(

0(q−1)p,p I(q−1)p

0p,p 0p,(q−1)p

)

, B =
(

0p · · · 0p Ip

)T
, C =

(

Ip 0p · · · 0p

)

(3.2)

où xl ∈ IRp pour l = 1, . . . , q sont les blocs de variables d’état du système, u(t) ∈ U est

l’entrée du système, où U est un ensemble compact, y(t) ∈ IRp représente la sortie du sys-

tème, et ε : IR+ → IRp est une fonction inconnue décrivant les incertitudes du système et

peut éventuellement dépendre de l’état du système, de l’entrée et de paramètres inconnus. Il

est important de noter que la sortie s’exprime seulement comme une fonction h du sous-état

x1, à savoir y(t) = h(x1(t)). Cette dernière sera graduellement modifiée à travers ce chapitre

selon le scénario envisagé concernant la disponibilité des mesures et selon les retards éventuels

considérés.

Dans ce qui suit, l’objectif consiste à synthétiser un observateur grand gain délivrant une

estimation continue de l’état complet du système (3.1) en exploitant judicieusement les pro-

priétés des mesures disponibles de la sortie à partir d’une définition appropriée du processus
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

d’échantillonnage. La nature grand gain de l’observateur impose les hypothèses suivantes.

Hypothèse 3.2.1 L’état x(t) et la commande u(t) sont bornés, i.e. x(t) ∈ X et u(t) ∈ U où

X ⊂ IRn et U ⊂ IRs sont des ensembles compacts.

Hypothèse 3.2.2 Les fonctions ϕl pour l = 1, . . . , q sont Lipschitz selon x uniformément en

u, i.e.

∃Lϕ > 0, ∀u ∈ U , ∀(x, x̄) ∈ X × X , ‖ϕl(u, x)− ϕl(u, x̄)‖ ≤ Lϕ‖x− x̄‖ (3.3)

Hypothèse 3.2.3 L’incertitude ε est une fonction essentiellement bornée, i.e.

∃δε > 0 tel que ‖ε‖∞
∆
= ess sup

t≥0
‖ε(t)‖ ≤ δε

Plus spécifiquement, nous allons utiliser les notations suivantes

• ∆θ est une matrice diagonale par bloc donnée par

∆θ = diag
(

Ip,
1
θ Ip, . . . , 1

θq−1 Ip

)

avec θ > 0 (3.4)

• La matrice K est une matrice de taille n× p donnée par

K =















k1Ip

k2Ip
...

kqIp















∈ IRn×p telle que Ã
∆
= A−KC est une matrice Hurwitz. (3.5)

Notons que puisque la matrice Ã est Hurwitz, il existe une matrice SDP de taille n× n P et

un réel positif µ tels que

PÃ+ ÃTP ≤ −2µIn (3.6)

Nous désignons respectivement par λm(P ) et λM (P ) la plus petite et la plus grande valeur

propre de la matrice P .

Remarque 3.2.1 Comme il a été indiqué dans (Farza et al. 2018), puisque la trajectoire

de l’état du système reste dans un ensemble borné X , nous pouvons étendre la fonction non

linéaire ϕ(u, x) de telle sorte que cette extension devienne globalement Lipschitz sur tout IRn.

La synthèse de l’observateur sera ensuite basée sur le système étendu résultant qui coïncide

avec le système original sur le domaine d’étude X . Nous pouvons nous référer à (Khalil

2017 ; Shim et al. 2001) et aux références qui s’y trouvent pour plus de détails sur comment

réaliser des prolongations globalement Lipschitz dans un contexte d’estimation d’état.

Dans ce qui suit, il convient d’introduire graduellement les différents observateurs selon les

scénarios proposés sur la disponibilité des mesures de sortie.
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3.3. Synthèse d’observateur dans le cas d’une sortie sans retard

3.3 Synthèse d’observateur dans le cas d’une sortie sans

retard

Notre premier objectif consiste à synthétiser un observateur grand gain délivrant une estima-

tion complète de l’état du système (3.1) soumis aux hypothèses 3.2.1 à 3.2.3 et dont la sortie

est le résultat d’un processus d’acquisition des mesures ne mettant pas en jeu de retard sur

la sortie.

3.3.1 Description du processus d’acquisition des mesures de sortie

Soient les entiers positifs N0 ≥ 0 et Nk > 0, k = 1, 2, . . ., et soient

0 ≤ t(0)0 ≤ t
(N0)
0 < t

(0)
1 < t

(1)
1 < . . . < t

(N1)
1 < . . . < t

(0)
k < t

(1)
k < . . . < t

(Nk)
k < t

(0)
k+1 < . . .

des instants tels que la sortie prenne l’une des deux formes suivantes.

1. Pour tout t ∈
[

t
(0)
k , t

(Nk)
k

[

, k ≥ 0, la sortie y(t) est disponible sous forme d’échantillons,

i.e.

y(t) = y
(

t
(n)
k

)

= x1

(

t
(n)
k

)

, ∀t ∈
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, n = 0, . . . , Nk − 1, k ≥ 0

Par ailleurs, nous supposons naturellement qu’il existe 0 < τm ≤ τM < +∞ tels que

0 < τm ≤ τ (n)k = t
(n+1)
k − t(n)k ≤ τM , ∀k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1 (3.7)

2. Pour tout t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0, la sortie y(t) est disponible en temps continu, i.e.

y(t) = x1(t), ∀t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0

Notons que les instants t(0)0 et t(N0)
0 sont tels que t(0)0 ≤ t

(N0)
0 . Ainsi, dans le cas où N0 = 0,

les premières mesures de la sortie sont disponibles en temps continu sur l’intervalle
[

t
(0)
0 , t

(0)
1

[

.

Dans le cas où N0 > 0, les premières mesures de sortie sont disponibles sous la forme d’échan-

tillons seulement aux instants t(0)0 , t(1)0 , . . . , t(N0)
0 . Dans les deux cas, la sortie est alors

disponible en temps continu à partir de l’instant t(N0)
0 .

3.3.2 Synthèse d’observateur

La synthèse d’observateur proposée dans cette partie s’inspire de celle donnée dans (Bou-

raoui et al. 2015) pour le système (3.1) dans le cas sans retard sur la sortie. Les sorties
du système ont d’abord été supposées disponibles exclusivement en temps continu et un
observateur grand gain a été proposé. Ces sorties ont ensuite été considérées comme étant
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

exclusivement échantillonnées, et l’observateur synthétisé dans le premier cas a été remodelé
afin de prendre en compte le processus d’échantillonnage, délivrant une estimation continue
de l’état complet du système. En gardant à l’esprit les deux observateurs proposés dans (Bou-

raoui et al. 2015), nous suggérons dans cette partie un observateur délivrant une estimation
continue de l’état complet du système selon le processus d’acquisition des mesures décrit
précédemment. Cet observateur est donné par le système dynamique suivant










































˙̂x(t) = Ax̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))−G(t), ∀t ≥ t(0)0 , avec pour tout k ≥ 0

G(t) = θ∆−1
θ Ke−θk1(t−t

(n)
k

)
(

Cx̂
(

t
(n)
k

)

− y
(

t
(n)
k

))

, ∀t ∈
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, n = 0, . . . , Nk − 1,

G(t) = θ∆−1
θ K(Cx̂(t)− y(t)), ∀t ∈

[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

,

(3.8)

où x̂ =









x̂1
...

x̂q









∈ IRn est l’état estimé de l’état x avec x̂l ∈ IRp pour l = 1, . . . , q, ∆θ est la ma-

trice diagonale par blocs donnée par (3.4), θ > 0 est le paramètre de synthèse de l’observateur

grand gain, et K est la matrice de taille n×p donnée par (3.5) et respectant la propriété (3.6).

Le théorème suivant stipule que le système dynamique (3.8) est un observateur adapté au

système (3.1) et cohérent avec les conditions d’acquisition des mesures de sortie, sans retard,

décrites ci-dessus.

Théorème 3.3.1 Considérons le système (3.1) soumis aux hypothèses 3.2.1 à 3.2.3 conjoin-

tement avec l’observateur (3.8). Alors, ∃θ0 > 0 tel que ∀θ ≥ θ0, pour tout u ∈ U , il existe une

constante positive χθ > 0 telle que si la borne supérieure des périodes d’échantillonnages τM

définie dans (3.7) est choisie telle que τM < χθ, alors pour tout x̂(0) ∈ IRn, nous avons

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ ρ0e
−ςa(t−t(0)0 )‖x̂(0)− x(0)‖+M0δε, ∀t ≥ t(0)0 ,

avec

χθ =
µ

2(Lϕ + θ)σ‖K‖λM (P )
, aθ =

µθ

2λM (P )
, bθ = θσ‖K‖(Lϕ + θ),

ρ0 = σθq−1

√

1 + bθ
e2ςaθτM − 2ςaθτM − 1

4ς2a2θ

M0 =
σ

ςaθ
et ς est tel que 0 < ς ≤ 1, avec

e2ςaθτM − 1

2ςaθ
≤ (1− ς)χθ

(3.9)

où x est la trajectoire inconnue du système (3.1) associée à l’entrée u, x̂ est une trajectoire

du système dynamique (3.8) associée au couple (u, y), θ0 = max (1, 2Lϕ
√
nλM (P )/µ), Lϕ et

µ sont définis par (3.3) et (3.6), respectivement, et où σ =
√

λM (P )/λm(P ) est le nombre de

conditionnement de la matrice P donnée par (3.6).
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3.4. Synthèse d’observateur dans le cas d’une sortie avec petit retard variable

Le résultat précédent constitue un cas particulier de ce qui va être énoncé dans la section

suivante, en présence d’un retard sur la sortie. Ces résultats seront regroupés dans un autre

théorème qui généralise le théorème 3.3.1 et dont la preuve sera détaillée.

3.4 Synthèse d’observateur dans le cas d’une sortie avec petit

retard variable

La deuxième synthèse d’observateur est réalisée dans les mêmes conditions que pour la pre-

mière synthèse, excepté pour le retard sur la sortie. Plus précisément, nous considérons dans

cette partie un retard variant dans le temps de magnitude relativement faible sur la sortie

comme suit






d(t) = dk(t), ∀t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

]

, k ≥ 0,

d(t) = dk(t
(n)
k ), ∀t ∈

[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, n = 1, . . . , Nk − 1,
(3.10)

où chaque dk est une fonction continue
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

]

→ IR+, différentiable sur
]

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

et

bornée par dM > 0. D’après la définition (3.10), la fonction retard d(t) est bornée pour tout

t ≥ t(0)0 , i.e.

∃dM > 0, ∀t ≥ t(0)0 , |d(t)| ≤ dM (3.11)

Les mesures retardées de la sortie sont disponibles comme décrit par ce qui suit.

• Pour tout t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0, la sortie retardée est disponible en temps continu, i.e.

yd(t) = y(t− d(t)), ∀t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0, (3.12)

• Pour tout t ∈
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, n = 0, . . . , Nk − 1, k ≥ 0, la sortie retardée est seulement

disponible aux instants d’échantillonnages, à savoir

yd(t) = yd(t
(n)
k )

= y
(

t
(n)
k − d(t

(n)
k )
)

, ∀t ∈
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, ∀k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1. (3.13)

Désormais, il convient de définir un signal variant dans le temps d̄ :
[

t
(0)
0 ,+∞

[

→ IR+ qui va

permettre une mise à jour automatique du terme de correction de l’observateur en prenant

en compte la nature des mesures disponibles de la sortie, à savoir







d̄(t) = d(t), ∀t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

]

, k ≥ 0

d̄(t) = t− t(n)k + d(t
(n)
k ), ∀t ∈

[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, n = 1, . . . , Nk − 1
(3.14)
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

Il est à noter que la fonction d̄ est bien définie sur
[

t(0),+∞
[

et continue sur chaque intervalle
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

pour k ≥ 0 ainsi que sur chaque intervalle
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

pour k ≥ 0 et n =

0, . . . , Nk−1. D’autre part, cette fonction est continue par morceaux sur
[

t
(0)
0 ,+∞

[

et bornée

comme on peut le vérifier

∀t ≥ t(0)0 , d̄(t) ≤ dM + τM , (3.15)

où τM et dM sont donnés par (3.7) et (3.11), respectivement. L’objectif de ce qui suit est ainsi

de synthétiser un observateur grand gain dont la sortie y est disponible à l’instant t − d̄(t)
comme le montre la figure 3.1 suivante.

Système

Observateur

y(t)u(t)

x̂(t)

Processus d’acquisition

des mesures

y(t− d̄(t))

y(t− d̄(t))

Figure 3.1 – Structure d’un observateur grand gain avec prise en compte du processus

d’acquisition des mesures de sortie

3.4.1 Synthèse de l’observateur

Le signal variant dans le temps d̄ est crucial pour la synthèse de l’observateur avec prise en

compte de la disponibilité des mesures de sortie et en présence d’un retard variant dans le

temps sur la sortie de magnitude relativement petite. Ce dernier est donné par le système

dynamique suivant


























˙̂x(t) = Ax̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))−G(t), où ∀t ≥ t(0)0 ,

G(t) = θ∆−1
θ K

(

g(t)− g(t− d̄(t)) + Cx̂(t− d̄(t))− yd(t)
)

avec

ġ(t) = −θk1
(

g(t)− g(t− d̄(t)) + Cx̂(t− d̄(t))− yd(t)
)

,

g(s) = ψ(s), ∀s ∈
[

t
(0)
0 − dM − τM , t

(0)
0

]

,

(3.16)

où ψ(s) est une fonction arbitraire continue sur
[

t
(0)
0 − dM − τM , t

(0)
0

]

, où x̂ =









x̂1
...

x̂q









∈ IRn

est l’état estimé de l’état x avec x̂l ∈ IRp pour l = 1, . . . , q, ∆θ est la matrice diagonale par

blocs donnée par (3.4), θ > 0 est le paramètre de synthèse de l’observateur grand gain, K

est la matrice de taille n× p donnée par (3.5) et respectant la propriété (3.6), yd est la sortie

retardée mesurée donnée par (3.12) et (3.13), d̄ est le signal à temps variant donné par (3.14),
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3.4. Synthèse d’observateur dans le cas d’une sortie avec petit retard variable

dM est la borne supérieure du retard variable donné par (3.11), et τM est la borne supérieure

des périodes d’échantillonnages, définie dans (3.7).

Le résultat suivant confirme que le système dynamique ci-dessus est un observateur convenable

et adapté au scénario considéré concernant la disponibilité des mesures de sortie, avec un

retard variable de magnitude relativement faible.

Théorème 3.4.1 Considérons le système (3.1) soumis aux hypothèses 3.2.1 à 3.2.3 conjoin-

tement avec l’observateur (3.16). Alors, ∃θ0 > 0 tel que ∀θ ≥ θ0, pour tout u ∈ U , si la borne

supérieure des périodes d’échantillonnages τM et la borne supérieure du retard variable dM

donnés par (3.7) et (3.11), respectivement, sont telles que

τM + dM < χθ, (3.17)

où χθ est donné dans (3.9), alors pour tout x̂(0) ∈ IRn, nous avons

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ ρ̄0e
−ς̄aθ(t−t(0)0 ) sup

s∈[t(0)0 −τM−dM ,t
(0)
0 ]

‖x̂(s)− x(s)‖+ M̄0δε, ∀t ≥ t(0)0 , (3.18)

où aθ et bθ sont comme dans (3.9) et



















ρ̄0 = σθq−1

√

1 + bθ
e2ς̄aθ(τM+dM ) − 2ς̄aθ(τM + dM )− 1

4ς̄2a2θ
, M̄0 =

σ

ς̄aθ

et ς̄ est tel que 0 < ς̄ ≤ 1 avec
e2ς̄aθ(τM+dM ) − 1

2ς̄aθ
≤ (1− ς̄)χθ

(3.19)

où x est la trajectoire inconnue du système (3.1) associée à l’entrée u, x̂ est une trajectoire

du système dynamique (3.16) associée au couple (u, y), θ0 = max (1, 2Lϕ
√
nλM (P )/µ), Lϕ et

µ sont définis par (3.3) et (3.6), respectivement, et où σ =
√

λM (P )/λm(P ) est le nombre de

conditionnement de la matrice P donnée par (3.6).

Preuve du théorème 3.4.1. Soit x̃(t) = x̂(t) − x(t) l’erreur d’observation, et posons

x̄ = θq−1∆θx̃ où ∆θ est donné par (3.4). D’après (3.1) et (3.16), nous avons

˙̃x(t) = Ax̃(t) + ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bε(t)−G(t), (3.20)

où ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t)) = ϕ(u(t), x̂(t))− ϕ(u(t), x(t)).

Nous pouvons tout d’abord remarquer que nous avons, pour tout t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0,

yd(t) = y(t− d(t))
= y(t− d̄(t)) = Cx(t− d̄(t)), ∀t ∈

[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0 (3.21)
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

et, pour tout t ∈
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1,

yd(t) = y
(

t
(n)
k − d(t

(n)
k )
)

= y
(

t−
(

t− t(n)k + d(t
(n)
k )
))

= y(t− d̄(t))
= Cx(t− d̄(t)), ∀t ∈

[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1 (3.22)

Ainsi, d’après les relations (3.21) et (3.22), la sortie retardée disponible selon le scénario

(3.12) et (3.13) peut s’exprimer à l’aide du signal à temps variant d̄(t) défini par (3.14)

comme suit

yd(t) = y(t− d̄(t)) = Cx(t− d̄(t)), ∀t ≥ t(0)0

D’autre part, la dérivée première de la fonction g(t) ainsi que la fonction G(t), données par

(3.16), peuvent s’exprimer par

{

ġ(t) = −θk1(g(t)− g(t− d̄(t)) + Cx̃(t− d̄(t)),
G(t) = θ∆−1

θ K(g(t)− g(t− d̄(t)) + Cx̃(t− d̄(t)).
(3.23)

En prenant en considération le fait que ∆θA∆
−1
θ = θA et C∆−1

θ = C, l’équation (3.20)

mène à

˙̄x(t) = θAx̄(t) + θq−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))− θq−1∆θBε(t)− θq−1∆θG(t)

= θAx̄(t) + θq−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bε(t)
−θK(ḡ(t)− ḡ(t− d̄(t)) + Cx̄(t− d̄(t)), (3.24)

où ḡ(t) = θq−1g(t). Maintenant, d’après (3.23), nous avons

˙̄g(t) = −θk1(ḡ(t)− ḡ(t− d̄(t)) + Cx̄(t− d̄(t)). (3.25)

En ajoutant et soustrayant le terme θKCx̄(t) à droite de l’équation (3.24), il vient

˙̄x(t) = θÃx̄(t) + θq−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bε(t) + θKz(t),

où Ã = A−KC est la matrice Hurwitz apparaissant dans (3.5), et où

z(t) =
(

Cx̄(t)− Cx̄(t− d̄(t))
)

−
(

ḡ(t)− ḡ(t− d̄(t))
)

.

Le terme z(t) peut se réécrire comme suit

z(t) =
(

Cx̄(t)− Cx̄(t− d̄(t))
)

−
(

ḡ(t)− ḡ(t− d̄(t))
)

=

∫ t

t−d̄(t)
C ˙̄x(s)ds−

∫ t

t−d̄(t)
˙̄g(s)ds =

∫ t

t−d̄(t)
( ˙̄x1(s)− ˙̄g(s)) ds. (3.26)
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3.4. Synthèse d’observateur dans le cas d’une sortie avec petit retard variable

D’autre part, il est facile de vérifier d’après (3.24) que

˙̄x1(t) = θx̄2(t) + θq−1ϕ̃1(u(t), x̂(t), x(t))− θk1(ḡ(t)− ḡ(t− d̄(t)) + Cx̄(t− d̄(t)).

En exploitant (3.25), l’équation précédente devient

˙̄x1(t) = θx̄2(t) + θq−1ϕ̃1(u(t), x̂(t), x(t)) + ˙̄g(t), (3.27)

et en combinant avec (3.26) et (3.27), nous trouvons

z(t) =

∫ t

t−d̄(t)
θx̄2(s) + θq−1ϕ̃1(u(s), x̂(s), x(s))ds. (3.28)

Considérons désormais la fonction quadratique candidate de Lyapunov suivante : V (x̄) =

x̄TPx̄ où P est donné par (3.6). En procédant comme dans (Bouraoui et al. 2015) et

d’après l’hypothèse 3.2.2, nous pouvons montrer que pour θ ≥ 1, nous avons

V̇ (x̄) = 2x̄T (t)P
(

θÃx̄+ θq−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bε(t) + θKz(t)
)

≤ −(2µθ − 2Lϕ
√
nλM (P ))‖x̄‖2 + 2θx̄TPKz(t)− 2x̄TPBε(t) (3.29)

En choisissant θ de sorte que 2µθ − 2Lϕ
√
nλM (P ) > µθ, i.e.

θ > θ0
∆
= 2Lϕ

√
nλM (P )/µ, (3.30)

l’inégalité (3.29) devient

V̇ (x̄) ≤ − µθ

λM (P )
V (x̄) + 2θ‖Px̄‖‖K‖‖z(t)‖+ 2‖Px̄‖‖ε(t)‖

≤ − µθ

λM (P )
V (x̄) + 2θ

√

λM (P )
√

V (x̄)‖K‖‖z(t)‖+ 2
√

λM (P )‖ε(t)‖
√

V (x̄) (3.31)

Maintenant, la variable z donnée par (3.28) peut être bornée comme suit

‖z(t)‖ ≤ θ+Lϕ√
λm(P )

∫ t
t−d̄(t)

√

V (x̄(s))ds ≤ θ+Lϕ√
λm(P )

∫ t
t−τM−dM

√

V (x̄(s))ds, (3.32)

où la dernière inégalité vient directement de (3.15). L’association de (3.29) et (3.32) mène

à

V̇ (x̄) ≤ − µθ

λM (P )
V (x̄) + 2θσ(θ + Lϕ)‖K‖

∫ t

t−τM−dM

√

V (x̄(s))ds

+ 2
√

λM (P )‖ε(t)‖
√

V (x̄(t)),

ou de manière équivalente,

d

dt

√

V (x̄(t)) ≤ −aθ
√

V (x̄(t)) + bθ

∫ t

t−τM−dM

√

V (x̄(s))ds+ p(t), (3.33)

où

aθ =
µθ

2λM (P )
, bθ = θσ‖K‖(Lϕ + θ), p(t) =

√

λM (P )‖ε(t)‖. (3.34)
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

Notons que d’après l’hypothèse 3.2.3, la fonction p(t) donnée par (3.34) est essentielle-

ment bornée par
√

λM (P )δε. Maintenant, si la borne supérieure des périodes d’échan-

tillonnages τM ainsi que la borne supérieure du retard variable dM vérifient la condition
bθ(τM + dM )

aθ
< 1, i.e.

τM + dM <
aθ
bθ

∆
= χθ =

µ

2λM (P )σ‖K‖(Lϕ + θ)
,

alors toutes les conditions d’applications du lemme B.1.1 donné en annexe B.1 sont remplies
et d’après ce lemme, nous obtenons

√

V (x̄(t)) ≤ e−ς̄aθ(t−t
(0)
0 )

√

1 + b
e2ς̄aθ(τM+dM ) − 2ς̄aθ(τM + dM )− 1

4ς̄2a2θ
max

ν∈[t
(0)
0 −τM−dM ,t

(0)
0 ]

√

V (x̄(ν))

+

√

λM (P )δε
ς̄aθ

, ∀t ≥ t(0)0 ,

où ς̄ est tel que 0 < ς̄ ≤ 1 et
bθ
aθ

e2ς̄aθ(τM+dM ) − 1

2ς̄aθ
≤ 1− ς̄, c’est-à-dire

e2ς̄aθ(τM+dM ) − 1

2ς̄aθ
≤ (1− ς̄)χθ

En revenant à x̃(t) et d’après le fait que ‖x̃(t)‖ ≤ ‖x̄(t)‖ ≤ θq−1‖x̃(t)‖ pour tout t ≥ t
(0)
0

avec θ ≥ 1, nous trouvons

‖x̃(t)‖ ≤ ρ̄0e−ς̄aθ(t−t
(0)
0 ) max

ν∈[t(0)0 −τM−dM ,t
(0)
0 ]

‖x̃(ν)‖+ M̄0δε,

où ρ̄0 et M̄0 sont donnés par (3.19). Ceci termine la preuve du théorème 3.4.1. �

Remarque 3.4.1 La borne ultime de l’erreur d’observation asymptotique M̄0δε telle que don-

née par (3.18) peut être rendue aussi petite que désirée en choisissant des valeurs du paramètre

de synthèse θ suffisamment grandes puisque M̄0 =
σ

ς̄aθ
avec aθ =

µθ

2λM (P )
.

Maintenant que nous avons prouvé le théorème 3.4.1, il nous reste à montrer que ce dernier

observateur est en réalité une généralisation de l’observateur (3.8) proposé dans le cas sans

retard sur la sortie. C’est ce qui est fait dans ce qui suit.
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3.4. Synthèse d’observateur dans le cas d’une sortie avec petit retard variable

3.4.2 Rapprochement avec le cas sans retard sur la sortie

Considérons l’observateur (3.16) et supposons que d(t) ≡ 0. Dans ce cas particulier, la fonction

d̄ définie par (3.14) se spécialise comme suit







d̄(t) ≡ 0, ∀t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0, et

d̄(t) = t− t(n)k , ∀t ∈
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1.

• Soit t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0. Alors, d̄(t) ≡ 0 et yd(t) ≡ y(t). L’expression de G(t) donnée

par (3.16) devient alors

G(t) = θ∆−1
θ K

(

g(t)− g(t− d̄(t)) + Cx̂(t− d̄(t))− yd(t)
)

= θ∆−1
θ K (g(t)− g(t) + Cx̂(t)− y(t)) = θ∆−1

θ K (Cx̂(t)− y(t)) . (3.35)

Cette dernière expression coïncide ainsi avec l’expression de G(t) donnée dans (3.8)

pour t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0.

• Soit maintenant t ∈
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1. Alors, d̄(t) = t − t(n)k et

yd(t) ≡ y(t(n)k ). La dynamique de g(t) donnée dans l’observateur (3.16) peut s’exprimer

comme suit

ġ(t) = −θk1
(

g(t)− g(t− d̄(t)) + Cx̂(t− d̄(t))− yd(t)
)

= −θk1
(

g(t)− g(t(n)k ) + Cx̂(t
(n)
k )− y(t(n)k )

)

.

Par application du lemme de comparaison, cette dernière relation nous mène à

g(t) = e−θk1(t−t
(n)
k

)g(t
(n)
k ) + θk1

∫ t

t
(n)
k

e−θk1(t−s)ds
(

g(t
(n)
k ) + Cx̂(t

(n)
k )− y(t(n)k )

)

= e−θk1(t−t
(n)
k

)g(t
(n)
k ) + (1− e−θk1(t−t

(n)
k

))
(

g(t
(n)
k ) + Cx̂(t

(n)
k )− y(t(n)k )

)

= g(t
(n)
k ) + (1− e−θk1(t−t

(n)
k

))
(

Cx̂(t
(n)
k )− y(t(n)k )

)

Ceci nous permet par suite de réécrire G(t) de la manière suivante

G(t) = θ∆−1
θ

(

g(t)− g(t(n)k )− Cx̂(t(n)k )− y(t(n)k )
)

= θ∆−1
θ e−θk1(t−t

(n)
k

)
(

Cx̂(t
(n)
k )− y(t(n)k )

)

Nous retrouvons donc l’expression de G(t) donnée dans (3.8) pour t ∈
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

,

k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1.
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3.5 Synthèse d’observateur dans le cas d’une sortie avec

retard relativement grand

3.5.1 Cas d’un retard long constant sur la sortie

La troisième synthèse d’observateur est réalisée en considérant toujours le processus d’acqui-

sition des mesures décrit par la section 3.3.1 où le retard dM sur la sortie est supposé constant

et ne vérifie plus la condition (3.17), i.e. τM + dM ≥ χθ où χθ est donné par (3.9). Ainsi,

l’observateur (3.16) ne peut plus être utilisé pour l’estimation de l’état du système dans le

contexte actuel. Ce dernier peut cependant être adapté en utilisant une structure en cascade

similaire à ce qui a été proposé dans (Farza et al. 2018). Plus précisément, supposons que

τM < χθ et soit d0 un réel non négatif tel que τM + d0 < χθ. L’observateur en cascade

qui est proposé ici est composé de m+ 1 sous-systèmes en cascade. Le premier sous-système

est similaire à l’observateur (3.16) et fournit une prédiction de l’état retardé, avec un hori-

zon de prédiction de d0. Chacun des sous-systèmes restants, dont l’état est noté x̂(j), prédit

l’état du sous-système précédent dans la cascade avec un horizon de prédiction égal à
dM − d0

m
de sorte que l’état du dernier sous-système est une estimation de l’état actuel du système x(t).

La synthèse du premier sous-système de l’observateur en cascade peut être réalisée comme

dans le cas d’un court retard en tenant compte de la mise à jour automatique du gain de

l’observateur, quelle que soit la forme sous laquelle les mesures de sortie sont disponibles.

Pour ce faire, définissons la fonction d̄0 : [t
(0)
0 ,+∞[→ IR+ comme suit







d̄0(t) = d0, ∀t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0,

d̄0(t) = t− t(n)k + d0, ∀t ∈
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1.
(3.36)

De la même façon que pour le cas du petit retard, la fonction d̄0 est continue par morceaux

sur [t
(0)
0 ,+∞[ et bornée par d0 + τM où τM est donné par (3.7)

Avant de donner les équations de l’observateur, nous rappelons les notations usuellement uti-

lisées dans le cadre d’observateurs en cascade (Germani et al. 2002 ; Kazantzis et Wright

2005 ; Farza et al. 2015)

x(j)(t) = x

(

t− d+ j

m
d

)

, u(j)(t) = u

(

t− d+ j

m
d

)

, j = 0, . . . ,m, t ≥ −j d
m
,

où m est un entier positif qui sera spécifié plus tard, et

d = dM − d0. (3.37)

Il est à noter que l’idée fondamentale derrière les observateurs en cascade est basée sur les

propriétés suivantes

x(j)
(

t− d

m

)

= x(j−1)(t) et u(j)
(

t− d

m

)

= u(j−1)(t), j = 1, . . . ,m. (3.38)

43



3.5. Synthèse d’observateur dans le cas d’une sortie avec retard relativement grand

L’observateur en cascade est alors décrit par les équations différentielles suivantes














˙̂x(0)(t) = Ax̂(0)(t) + ϕ(u(0)(t), x̂(0)(t))−G(0)(t), avec

G(0)(t) = θ∆−1
θ K

(

g(t)− g(t− d̄0(t)) + Cx̂(0)(t− d̄0(t))− yd(t)
)

avec

ġ(t) = −θk1
(

g(t)− g(t− d̄0(t)) + Cx̂(0)(t− d̄0(t))− yd(t)
)

,















˙̂x(j)(t) = Ax̂(j)(t) + ϕ(u(j)(t), x̂(j)(t))−G(j)(t), avec

G(j)(t) = eĀ
d

m

(

G(j−1)(t) +
(

A− Ā
)

(

x̂(j)
(

t− d
m

)

− x̂(j−1)(t)
)

+ϕ
(

u(j−1)(t), x̂(j)
(

t− d
m

))

− ϕ(u(j−1)(t), x̂(j−1)(t))
)

, j = 1, . . . ,m,

(3.39)

où x̂(j) =









x̂
(j)
1
...

x̂
(j)
q









∈ IRn est l’état estimé de x(j) avec x̂
(j)
l ∈ IRp pour l = 1, . . . , q et

j = 0, . . . ,m, ∆θ est la matrice diagonale par blocs donnée par (3.4), θ > 0 est le paramètre

de synthèse de l’observateur grand gain, K est la matrice de taille n× p donnée par (3.5) et

respectant la propriété (3.6), yd est la sortie retardée mesurée, et enfin d̄0 est défini comme

dans (3.36) et Ā ∈ IRn×n est une matrice Hurwitz qui constitue un paramètre de synthèse de

l’observateur en cascade (3.39).

La propriété suivante sur la matrice Hurwitz Ā ∈ IRn×n est essentielle pour l’analyse de

convergence de l’erreur d’observation de l’observateur (3.39)

∃β ≥ 1 tel que ‖eĀt‖ ≤ βe−āt ∀t ≥ 0 avec ā = min
i∈{1,...,n}

∣

∣ℜ(λi(Ā))
∣

∣ (3.40)

où λi(Ā), pour i = 1, . . . , n, sont les n valeurs propres de Ā (à partie réelle négative).

Il est particulièrement intéressant de noter que les équations différentielles à retard de l’ob-
servateur ci-dessus sont initialisées comme suit






x̂(0)(t
(0)
0 ) = x̂

(

t
(0)
0 − d

)

et x̂(j)(s) = x̂
(

s− d+ j
m
d
)

, ∀s ∈
[

t
(0)
0 − d

m
, t

(0)
0

]

, j = 1, . . . ,m,

g(s) = ψ(s), ∀s ∈
[

t
(0)
0 − d0 − τM , t

(0)
0

]

,

où x̂(s), s ∈
[

t
(0)
0 − d, t

(0)
0

]

est une estimation sélectionnée a priori du vecteur d’état, et ψ(s),

s ∈
[

t
(0)
0 − d0 − τM , t

(0)
0

]

est une fonction continue arbitraire.

L’observateur (3.39) a une structure en cascade avec m + 1 sous-systèmes chaînés. La tête

de la cascade, dont l’état est noté x̂(0), fournit une estimation de l’état retardé du système

x(t− dm + d0). Une telle estimation est en réalité une prédiction de l’état retardé x(t− dm)
avec un horizon de prédiction égal à d0. Chaque sous-système restant de la cascade, dont

l’état est noté x̂(j), prédit l’état du précédent sous-système dans la cascade avec un horizon
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de prédiction égal à
d

m
=
dm − d0
m

de sorte que l’état du dernier sous-système de la cascade

délivre une estimation de l’état actuel du système x(t). Notons qu’une intéressante propriété

de l’observateur (3.39) réside dans le fait que seule l’expression de G0 dépend du processus

d’acquisition des mesures de sortie. Les sous-systèmes restants de la cascade, c’est-à-dire les

sous-systèmes avec pour état x̂j , j = 1, . . . ,m, gardent la même structure quelle que soit

la forme sous laquelle la sortie est disponible. Remarquons enfin que deux observateurs ont

été proposés dans (Farza et al. 2018) pour le système (3.1) et que chacun d’entre eux est

consacré au cas où la sortie retardée est disponible exclusivement sous l’une des deux formes

considérées, à savoir disponible en temps continu ou échantillonnée. Il est à noter que dans

le cas où d0 = 0, l’observateur (3.39) coïncide avec chacun de ces deux observateurs, et le

premier sous-système de la cascade de l’observateur (3.39) fournit une estimation de l’état

retardée du système (3.1), à savoir une estimation de l’état x(t− dm).

Les propriétés de l’observateur en cascade sont similaires à celles de l’observateur en cascade

proposé dans (Farza et al. 2018) et sont résumées dans le théorème suivant, dont la preuve

est semblable à celles proposées pour le théorème 3.4.1 et le théorème 4.1 dans (Farza et al.

2018).

Théorème 3.5.1 Considérons le système (3.1) soumis aux hypothèses 3.2.1 à 3.2.3 conjoin-

tement avec l’observateur (3.39). Alors, ∃θ0 > 0 tel que ∀θ ≥ θ0, pour tout u ∈ U , si

• la borne supérieure des périodes d’échantillonnages τM et d0 sont tels que

τM + d0 < χθ, (3.41)

où χθ est donné par (3.9),

• la matrice Ā est choisie de sorte que ā ≤ aθ où ā et aθ sont donnés respectivement par

(3.40) et (3.9),

• le nombre m est choisi tel que

ξ
dm − d0
m

< 1, avec ξ
∆
= β(Lϕ + ‖Ā−A‖), (3.42)

où Lϕ est la constante de Lipschitz de ϕ, A est la matrice anti-décalage donnée par (3.2)

et β est donné (3.40),

alors nous avons, pour j = 1, . . . ,m,

‖x̃(j)(t)‖ ∆
= ‖x̂(j)(t)− x(j)(t)‖ ≤ ρ̄je−āt + M̄jδε, t ≥ t(0)0 , (3.43)
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avec

ρ̄j = βχjmρ̄0‖x̃(0)(0)‖+
ξ

1− ξ(dm − d0)/m

∫ 0

−(dm−d0)/m
‖x̃(j)(s)‖ds

+
β

1− ξ(dm − d0)/m

j−1
∑

k=0

χkm‖rj−k(0)‖, (3.44)

M̄j = βχjmM̄0 +
β(dm − d0)/m

1− ξ(dm − d0)/m

j−1
∑

i=0

χim, (3.45)

où ρ̄0 et M̄0 sont donnés par (3.19) respectivement, et δε est la borne essentielle supérieure de

l’incertitude ‖ε‖ apparaissant dans l’hypothèse 3.2.3. Les rk’s, k = 1, . . . , j, sont des fonctions

variables dans le temps et gouvernées par l’EDO suivante : ṙk(t) = Ārk(t), ∀t ≥ 0. Enfin,

l’expression de χm est donnée par

χm =
e−ā

dm−d0
m

1− ξ dm−d0
m

. (3.46)

Remarque 3.5.1 Soit M̄mδε la borne ultime de l’erreur entre l’état actuel x(t) du système

(3.1) et l’état du dernier sous-système x̂(m)(t) dans l’observateur en cascade (3.39) tel qu’il

est donné par (3.43) pour j = m, à savoir

lim sup
t→∞
‖x̂(m)(t)− x(t)‖ ≤ M̄mδε

Alors, il a été montré dans ((Farza et al. 2018), Proposition 3.1) que la séquence
(

M̄m

)

m∈IN⋆

est une séquence décroissante avec

lim
m→∞

M̄m = βM̄0e
(ξ−ā)(dM−d0) + β

(

e(ξ−ā)(dM−d0) − 1
)

/(ξ − ā), (3.47)

où M̄0 est donné par (3.19), β, ā sont donnés par (3.40) et enfin ξ est donné par (3.42).

Remarque 3.5.2 L’expression de la limite de M̄m donnée dans la remarque 3.5.1 par (3.47)

est composée de deux termes additifs. Le premier peut être rendu aussi petit que possible

en choisissant des valeurs de θ suffisamment grandes, comme évoqué par la remarque 3.4.1.

Le second terme est fixé, et représente une certaine limite quand m est choisi suffisamment

grand. Une procédure judicieuse consiste à choisir la longueur m de la cascade en accord avec

la condition (3.42) avec un compromis approprié entre la complexité de l’observateur, due

à de grandes valeurs de m, et un comportement convenable de l’erreur d’observation (voir

notamment les remarques 3.2 et 3.3 dans (Farza et al. 2018)).
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3.5.2 Cas d’un retard long variable sur la sortie

Jusqu’à présent, le retard long sur la sortie a été traité seulement dans le cas d’un retard

constant. La synthèse du quatrième observateur de ce chapitre est réalisée en considérant un

retard arbitrairement long et variable dans le temps, c’est-à-dire en supposant que la sortie est

disponible selon le processus d’acquisition des mesures décrit par la section 3.3.1 et soumise

à un retard variable d(t) tel qu’il est défini dans (3.10) mais de magnitude arbitrairement

grande. Un problème similaire a été étudié dans (Farza et al. 2018) où les mesures de sortie

sont supposées disponibles en temps continu et dont le retard variable d(t) est différentiable

avec ḋ(t) < 1 pour tout t ≥ 0. L’idée fondamentale derrière la solution proposée dans cette

partie réside dans une reformulation du problème du retard variable dans le temps en un

problème simplifié de retard constant, qui peut être traité via un observateur en cascade.

Cette reformulation permet de retrouver la propriété essentielle de la synthèse d’observateurs

en cascade, à savoir la relation x(j)
(

t− d
m

)

= x(j−1)(t), qui n’est plus satisfaite dans le cas

d’un retard variable sur la sortie. Pour obtenir cette reformulation, l’idée est d’augmenter le

retard sur la sortie retardée disponible de sorte que le retard total résultant sur la sortie soit

constant et égal au maximum du retard variable original. Nous aborderons ainsi la synthèse

de l’observateur qui nous intéresse via une reformulation ingénieuse du problème de retard

variant dans le temps en un retard constant avec les caractéristiques de synthèse d’observateur

en cascade soulignées dans la section précédente. Il est à noter que l’extension de l’approche

donnée dans (Farza et al. 2015) que nous proposons dans ce qui suit n’est en rien évidente,

et requiert un important réexamen de la définition du retard variable donnée par l’expression

(3.10), détaillé ci-après.

Comme décrit précédemment, les échantillons de sortie, dans le cas d’un échantillonnage de

la sortie, sont disponibles aux instants t(n)k pour k ≥ 0 et 0 ≤ n ≤ Nk, et chacun de ces

échantillons correspond à la mesure de la sortie à l’instant t(n)k − d(t(n)k ). Ainsi, il convient

naturellement de supposer que
(

t
(n)
k − d(t

(n)
k )
)

0≤n≤Nk−1
est une séquence strictement crois-

sante. Notons que chaque instant
(

t
(Nk)
k − d(t(Nk)

k )
)

, k ≥ 0, peut être interprété comme étant

le point de départ de l’intervalle de temps à partir duquel les mesures de sortie sont acquises

de manière continue. Ces instants n’ont donc pas été considérés dans la séquence précédente.

D’autre part, nous pouvons également supposer que la fonction t 7→ t − d(t) est croissante

sur tout intervalle
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0, pour lequel la sortie est disponible en temps continu.

Autrement dit, nous supposons vraies les conditions suivantes :

• ∀t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

, k ≥ 0, la fonction t 7→ t− d(t) est croissante. (3.48)

• Pour un entier k ≥ 0 fixé,

(i) la séquence
(

t
(n)
k − d(t

(n)
k )
)

0≤n≤Nk−1
est strictement croissante, et (3.49)

(ii) t
(Nk−1)
k − d(t(Nk−1)

k ) ≤ t(Nk)
k − d(t(Nk)

k ). (3.50)
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D’autre part, nous supposons que la fonction d(t) est bornée, i.e.

∃dM > 0, ∀t ≥ 0, 0 ≤ d(t) ≤ dM . (3.51)

Notons que puisque le retard variable est défini comme dans (3.10), ce dernier est différen-

tiable sur chaque intervalle
]

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

.

Soit
(

ν
(n)
k

)

0≤n≤Nk

la séquence des instants de temps définis par

ν
(n)
k = t

(n)
k − d(t

(n)
k ) + dM , k ≥ 0, 0 ≤ n ≤ Nk. (3.52)

Dans ce qui suit, nous posons

τ
(n)
k = ν

(n+1)
k − ν(n)k , k ≥ 0, 0 ≤ n ≤ Nk − 1. (3.53)

La variable τ
(n)
k représente la période d’échantillonnage correspondant au retard variable

d(t). Notons que d’après (3.49) et (3.50), nous avons τ (n)k > 0 pour tout k ≥ 0 et n =

0, . . . , Nk − 2, ainsi que τ (Nk−1)
k ≥ 0. Il convient de noter τ̄M la valeur maximale des périodes

d’échantillonnages τ (n)k , i.e.

τ̄M = max
0≤n≤Nk−1

k≥0

τ
(n)
k (3.54)

La synthèse du quatrième observateur de ce chapitre repose sur l’idée fondamentale d’exploi-

ter une version retardée de la sortie retardée disponible de sorte que le retard total obtenu

soit constant et égal au maximum du retard variable d(t). Nous allons expliquer dans le pa-

ragraphe suivant comment obtenir la nouvelle version retardée de la sortie.

3.5.3 Retarder la sortie retardée disponible

Définissons la fonction ζ :
[

ν
(0)
0 ,+∞

[

−→ IR+ comme suit

ζ(t) =







t+ d(ζ(t))− dM , ∀t ∈
[

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

, avec ζ(ν(Nk)
k ) = t

(Nk)
k , k ≥ 0,

t
(n)
k , ∀t ∈

[

ν
(n)
k , ν

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1.
(3.55)

La fonction ζ(t) vérifie quelques propriétés importantes, résumées dans la proposition suivante.

Proposition 3.5.1 La fonction ζ(t) définie par (3.55) est telle que

1. (i) ∀t ≥ ν(0)k , ζ(t) ≤ t,

(ii) ∀t ∈
[

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

,

ζ(t)− d(ζ(t)) = t− dM ∈
[

t
(Nk)
k − d(t(Nk)

k ), t
(0)
k+1 − d(t

(0)
k+1)

[

,
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(iii) ∀t ∈
[

ν
(n)
k , ν

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, 0 ≤ n ≤ Nk − 1,

ζ(t)− d(ζ(t)) = t
(n)
k − d(t

(n)
k ) = ν

(n)
k − dM ,

2. ∀t ∈
]

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

, ζ(t) ∈
]

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

et ζ(t) est différentiable à t avec

ζ̇(t) =
1

1− ḋ(ζ(t))
, avec ζ(ν

(Nk)
k ) = t

(Nk)
k . (3.56)

Preuve de la proposition 3.5.1.

1. (i) D’une part, pour tout t ∈
[

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

, nous avons directement

ζ(t) = t− (dM − d(ζ(t))) ≤ t d’après la définition de dM .

D’autre part, pour tout t ∈
[

ν
(n)
k , ν

(n+1)
k

[

, nous avons directement

ζ(t) = t
(n)
k ≤ t

(n)
k + dM − d(t(n)k ) = ν

(n)
k ≤ t.

(ii) Soit t ∈
[

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

. Puisque ζ(t)− d(ζ(t)) = t− dM , il vient

ν
(Nk)
k − dM ≤ ζ(t)− d(ζ(t)) < ν

(0)
k+1 − dM . (3.57)

En remplaçant dans l’inégalité ci-dessus ν(Nk)
k et ν(0)k+1 par leurs expressions

respectives données par (3.52), nous avons

t
(Nk)
k − d(t(Nk)

k ) ≤ ζ(t)− d(ζ(t)) < t
(0)
k+1 − d(t

(0)
k+1). (3.58)

(iii) Soit t ∈
[

ν
(n)
k , ν

(n+1)
k

[

. D’après la définition de ζ donnée par (3.55), nous avons

ζ(t)− d(ζ(t)) = t
(n)
k − d(t

(n)
k ) = ν

(n)
k − dM d’après (3.52).

2. Soit t ∈
]

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

. Il convient dans un premier temps de prouver que ζ(t) ∈
]

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

. Pour cela, procédant comme pour (3.58), nous obtenons

t
(Nk)
k − d(t(Nk)

k ) < ζ(t)− d(ζ(t)) < t
(0)
k+1 − d(t

(0)
k+1). (3.59)

Supposons par l’absurde qu’il existe t⋆ ∈
]

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

tel que ζ(t⋆) ≥ t
(0)
k+1. Alors,

puisque la fonction t 7→ t− d(t) n’est pas décroissante pour tout t ≥ t(0)0 , il vient

ζ(t⋆)− d(ζ(t⋆)) ≥ t
(0)
k+1 − d(t

(0)
k+1),

ce qui est en contradiction avec (3.59).

49



3.5. Synthèse d’observateur dans le cas d’une sortie avec retard relativement grand

Similairement, supposons par l’absurde qu’il existe t⋆ ∈
]

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

tel que ζ(t⋆) ≤
t
(Nk)
k . Alors, puisque la fonction t 7→ t−d(t) n’est pas décroissante pour tout t ≥ t(0)0 ,

il vient

ζ(t⋆)− d(ζ(t⋆)) ≤ t
(Nk)
k − d(t(Nk)

k ),

ce qui est une nouvelle fois en contradiction avec (3.59).

Montrons maintenant que ζ(t) est différentiable à t avec ζ̇(t) tel que donné dans (3.56).

En effet, d’après le fait que ζ(t) ∈
]

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

et le fait que d(t) est différentiable

sur
]

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

avec ḋ(t) < 1 (puisque la fonction t 7→ t − d(t) est croissante et

d(t) est différentiable sur cet intervalle), nous en concluons directement que ζ(t) est

différentiable pour tout t ∈
]

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

et l’équation (3.56) peut être retrouvée en

prenant la dérivée première à gauche et à droite de l’expression ζ(t) = t+d(ζ(t))−dM .

Ceci termine la preuve de la proposition 3.5.1. �

Évaluons maintenant la sortie mesurée yd(t) à l’instant ζ(t). La nouvelle sortie obtenue cor-

respond à une version retardée de yd(t) puisque ζ(t) ≤ t d’après le point 1.(i) de la proposition

3.5.1. Notons que

yd(ζ(t))
∆
= y(ζ(t)− d(ζ(t))).

Pour tout t ∈
[

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

=
[

t
(Nk)
k + dM − d(t(Nk)

k ), t
(0)
k+1 + dM − d(t(0)k+1)

[

, le signal yd(ζ(t))

est toujours disponible puisque ζ(t) − d(ζ(t)) ∈
[

t
(Nk)
k − d(t(Nk)

k ), t
(0)
k+1 − d(t

(0)
k+1)

[

d’après le

point 1.(ii) de la proposition 3.5.1 d’une part, et le signal yd(t) = y(t− d(t)) est disponible en

temps continu pour tout t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

[

d’autre part.

Similairement, pour tout t ∈
[

ν
(n)
k , ν

(n+1)
k

[

=
[

t
(n)
k + dM − d(t(n)k ), t

(n+1)
k + dM − d(t(n+1)

k )
[

,

nous avons y(ζ(t)−d(ζ(t))) = y(t
(n)
k −d(t

(n)
k )) qui est une quantité disponible. Ainsi, le signal

yd(ζ(t)) est bien disponible pour tout t ≥ ν
(0)
0 et correspond à une version retardée de la

sortie retardée disponible yd(t). Notons que l’obtention de yd(ζ(t)) requiert le calcul de ζ(t).

Ce dernier est égal à t(n)k pour tout t ∈
[

ν
(n)
k , ν

(n+1)
k

[

, et est solution de l’EDO donnée par

(3.56) pour tout t ∈
[

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

, i.e.











• ∀t ∈
[

ν
(n)
k , ν

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, 0 ≤ n ≤ Nk − 1, ζ(t) = t
(n)
k ,

• ∀t ∈
[

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

, k ≥ 0, ζ̇(t) =
1

1− ḋ(ζ(t))
avec ζ(ν

(Nk)
k ) = t

(Nk)
k .

(3.60)
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A ce stade, nous avons prouvé la disponibilité du signal yd(ζ(t)) pour tout t ≥ ν
(0)
0 . Il reste

à remarquer d’après les points 1.(ii) et 1.(iii) de la proposition 3.5.1 que la sortie retardée

yd(ζ(t)) peut s’exprimer comme suit

• ∀t ∈
[

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

, k ≥ 0,

yd(ζ(t)) = y(ζ(t)− d(ζ(t))) = y(t− dM ), (3.61)

• ∀t ∈
[

ν
(n)
k , ν

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, 0 ≤ n ≤ Nk − 1,

yd(ζ(t)) = y(ζ(t)− d(ζ(t))) = y
(

ν
(n)
k − dM

)

. (3.62)

D’après (3.61) et (3.62), la sortie retardée yd(ζ(t)) n’est rien de plus qu’une version retardée

de la sortie actuelle, à savoir la sortie actuelle retardée par un retard constant égal à dM .

Ainsi, un observateur similaire à ce qui a été proposé dans le cas d’un retard long constant

peut être employé ici dans le but d’estimer l’état actuel du système (3.1).

3.5.4 Lien avec le cas du retard constant

Les équations du nouvel observateur sont identiques à celles de l’observateur proposé dans le

cas du long retard constant, i.e. les équations du système dynamique (3.39) avec d = dM − d0
où d̄0 :

[

ν
(0)
0 ,+∞

[

→ IR+ sont données par (à comparer avec (3.14) et (3.36))







d̄0(t) = d0, ∀t ∈
[

ν
(Nk)
k , ν

(0)
k+1

[

, k ≥ 0,

d̄0(t) = t− ν(n)k + d0, ∀t ∈
[

ν
(n)
k , ν

(n+1)
k

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1.
(3.63)

Rappelons que d̄0 permet une mise à jour automatique du terme correctif de l’observateur, et

similairement au cas du petit retard variable, la fonction d̄0(t) est continue par morceaux sur
[

ν
(0)
0 ,+∞

[

et bornée par d0 + τ̄M où τ̄M est donné par (3.54). Notons que la sortie retardée

disponible yd(t) utilisée dans le cas du retard constant est remplacée ici par sa version retardée

yd(ζ(t)) donnée par (3.60). L’observateur résultant est alors initialisé par



















x̂(0)
(

ν
(0)
0

)

= x̂
(

ν
(0)
0 − d

)

x̂(j)(s) = x̂
(

s− d+ j
md
)

, ∀s ∈
[

ν
(0)
0 − d

m , ν
(0)
0

]

, j = 1, . . . ,m,

g(s) = ψ(s), ∀s ∈
[

ν
(0)
0 − d0 − τ̄M , ν

(0)
0

]

,

où x̂(s), s ∈
[

ν
(0)
0 − d, ν

(0)
0

]

est une estimée sélectionnée a priori du vecteur d’état et ψ(s), s ∈
[

ν
(0)
0 − d0 − τ̄M , ν

(0)
0

]

est une fonction continue choisie arbitrairement.
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3.6 Synthèse d’observateur pour des sorties avec retards

variables multiples

Jusqu’à maintenant, la sortie retardée yd(t) ∈ IRp disponible selon le processus d’acquisition

des mesures décrit par la section 3.3.1 est telle que chacune de ses composantes est soumise

au même échantillonnage et au même retard. Nous allons désormais généraliser les résultats

des sections 3.4 et 3.5 pour un retard et un échantillonnage potentiellement différents pour

chacune des composantes de la sortie yd(t). Dans cette section, il convient de souligner que la

sortie y(t) et l’état x1(t) se décomposent comme suit

y(t) =















y1(t)

y2(t)
...

yp(t)















∈ IRp avec yi(t) ∈ IR, i = 1, . . . , p

x1(t) =















x1,1(t)

x1,2(t)
...

x1,p(t)















∈ IRp avec x1,i(t) ∈ IR, i = 1, . . . , p

3.6.1 Description du processus d’acquisition des mesures pour chacune des

composantes de la sortie, dans le cas sans retard

Dans ce paragraphe, nous ne considérons aucun retard sur les sorties yi(t), i = 1, . . . , p. Simi-

lairement à la section 3.3, nous allons dans un premier temps décrire le processus d’acquisition

des mesures pour chaque composante yi(t) de la sortie, dans le cas sans retard sur la sortie.

Pour tout i = 1, . . . , p, soient les entiers N0,i ≥ 0 et Nk,i ≥ 0, k = 1, 2, . . ., et soient

0 ≤ t(0)0,i ≤ t
(N0,i)
0,i < t

(0)
1,i < t

(N1,i)
1,i < . . . < t

(0)
k,i < t

(Nk,i)
k,i < t

(0)
k+1,i < . . .

des réels positifs tels que la sortie yi prenne l’une des deux formes suivantes :

1. Pour tout t ∈
[

t
(0)
k,i , t

(Nk,i)
k,i

[

, k ≥ 0, i = 1, . . . , p, la sortie yi(t) est disponible sous forme

d’échantillons, i.e. l’intervalle
[

t
(0)
k,i , t

(Nk,i)
k,i

[

est l’union de Nk,i sous-intervalles, à savoir

[

t
(0)
k,i , t

(Nk,i)
k,i

[

=

Nk,i−1
⋃

n=0

[

t
(n)
k,i , t

(n+1)
k,i

[

avec t
(0)
k,i < t

(1)
k,i < . . . < t

(Nk,i)
k,i

tel que yi(t) = yi(t
(n)
k,i ) = x1,i(t

(n)
k,i ) pour tout t ∈

[

t
(n)
k,i , t

(n+1)
k,i

[

, n = 0, . . . , Nk,i − 1. Par

ailleurs, nous supposons naturellement qu’il existe 0 < τm ≤ τM < +∞ tels que

0 < τm ≤ τ (n)k,i = t
(n+1)
k,i − t(n)k,i ≤ τM , i = 1, . . . , p, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk,i − 1 (3.64)
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2. Pour tout t ∈
[

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

[

, i = 1, . . . , p, k ≥ 0, yi(t) = x1,i(t) est disponible en

temps continu.

Dans ce qui suit et sans perte de généralité, nous supposons que les composantes de la sortie

sont toutes disponibles à l’instant initial t(0)0 , à savoir

∀i = 1, . . . , p, t
(0)
0,i = t

(0)
0

3.6.2 Synthèse d’observateur dans le cas de petits retards variables mul-

tiples

Nous considérons désormais, à l’instar de la section 3.4, que les mesures des composantes de

la sortie résultant du processus d’acquisition des mesures sont retardées par de petits retard

variables multiples. En particulier, pour tout i = 1, . . . , p, chaque sortie yi est soumise au

retard variable di suivant







di(t) = dk,i(t), ∀t ∈
[

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

]

, k ≥ 0,

di(t) = dk,i(t
(n)
k,i ), ∀t ∈

[

t
(n)
k,i , t

(n+1)
k,i

[

, k ≥ 0, n = 1, . . . , Nk,i − 1,
(3.65)

où chaque dk,i est une fonction continue
[

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

]

→ IR+, différentiable sur
]

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

[

et bornée par dM > 0. D’après la définition (3.65), chaque fonction retard di(t), i = 1, . . . , p,

est bornée pour tout t ≥ t(0)0 , i.e.

∃dM > 0, ∀i = 1, . . . , p, ∀t ≥ t(0)0 , 0 ≤ di(t) ≤ dM (3.66)

Ainsi, chaque sortie yi possède un échantillonnage et un retard variable qui lui sont propres.

Les mesures retardées de chaque composante de la sortie sont disponibles comme décrit par

ce qui suit.

• Pour tout t ∈
[

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

[

, i = 1, . . . , p, k ≥ 0, la i-ième composante de la sortie

retardée, notée ydi , est disponible en temps continu, i.e.

ydi(t) = yi(t− di(t)), ∀t ∈
[

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

[

, k ≥ 0 (3.67)

• Pour tout t ∈
[

t
(n)
k,i , t

(n+1)
k,i

[

, i = 1, . . . , p, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk,i−1, la i-ième composante

ydi de la sortie retardée est seulement disponible aux instants d’échantillonnages, à savoir

ydi(t) = ydi(t
(n)
k,i )

= yi

(

t
(n)
k,i − di(t

(n)
k,i )
)

, ∀t ∈
[

t
(n)
k,i , t

(n+1)
k,i

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk,i − 1. (3.68)
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Désormais, et comme dans la section 3.4, il convient de définir pour tout i = 1, . . . , p le signal

variant dans le temps d̄i :
[

t
(0)
0 ,+∞

[

→ IR+ permettant de mettre à jour automatiquement le

terme de correction de l’observateur en tenant compte de la nature des mesures disponibles

de la sortie ydi(t), i = 1, . . . , p, à savoir







d̄i(t) = di(t), ∀t ∈
[

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

]

, k ≥ 0

d̄i(t) = t− t(n)k,i + di(t
(n)
k,i ), ∀t ∈

[

t
(n)
k,i , t

(n+1)
k,i

[

, k ≥ 0, n = 1, . . . , Nk,i − 1
(3.69)

Chaque fonction d̄i, i = 1, . . . , p, est alors bien définie sur
[

t(0),+∞
[

et continue sur chaque

intervalle
[

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

[

pour k ≥ 0 ainsi que sur chaque intervalle
[

t
(n)
k,i , t

(n+1)
k,i

[

pour k ≥ 0

et n = 0, . . . , Nk,i − 1. De plus, chaque fonction d̄i est continue par morceaux sur
[

t
(0)
0 ,+∞

[

et bornée comme suit

∀t ≥ t(0)0 , ∀i = 1, . . . , p, d̄i(t) ≤ dM + τM , (3.70)

où τM et dM sont donnés par (3.64) et (3.66), respectivement.

Observateur

Dans ce qui suit, nous posons

yd(t) =















yd1(t)

yd2(t)
...

ydp(t)















et Cx̂d̄(t) =















x̂1,1(t− d̄1(t))
x̂1,2(t− d̄2(t))

...

x̂1,p(t− d̄p(t))















L’observateur avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie, en pré-

sence de retards variables multiples variant dans le temps sur les différentes composantes de

la sortie et de magnitudes relativement petites, est donné par le système dynamique suivant


























˙̂x(t) = Ax̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))−G(t), où ∀t ≥ t(0)0 ,

G(t) = θ∆−1
θ K (g(t)− gd̄(t) + Cx̂d̄(t)− yd(t)) avec

ġ(t) = −θk1 (g(t)− gd̄(t) + Cx̂d̄(t)− yd(t)) ,
g(s) = ψ(s), ∀s ∈

[

t
(0)
0 − dM − τM , t

(0)
0

]

,

(3.71)

avec

g(t) =















g1(t)

g2(t)
...

gp(t)















∈ IRp et gd̄(t) =















g1(t− d̄1(t))
g2(t− d̄2(t))

...

gp(t− d̄p(t))















∈ IRp, (3.72)
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où x̂ =









x̂1
...

x̂q









∈ IRn est l’état estimé de l’état x avec x̂l ∈ IRp pour l = 1, . . . , q, ∆θ

est la matrice diagonale par blocs donnée par (3.4), θ > 0 est le paramètre de synthèse de

l’observateur grand gain, K est la matrice de taille n × p donnée par (3.5) et respectant la

propriété (3.6), yd est la sortie retardée mesurée donnée par (3.67) et (3.68), d̄ est le signal à

temps variant donné par (3.69), ψ :
[

t
(0)
0 − dM − τM , t

(0)
0

]

→ IRp est une fonction arbitraire

continue sur
[

t
(0)
0 − dM − τM , t

(0)
0

]

, dM est la borne supérieure du retard variable donnée par

(3.66), et τM est la borne supérieure des périodes d’échantillonnages, définie dans (3.64).

Le théorème suivant stipule que le système dynamique ci-dessus est un observateur convenable

et adapté au scénario considéré concernant la disponibilité des mesures de sortie en présence

de retards variables multiples de magnitude relativement faible.

Théorème 3.6.1 Considérons le système (3.1) soumis aux hypothèses 3.2.1 à 3.2.3 conjoin-

tement avec l’observateur (3.71). Alors, ∃θ0 > 0 tel que ∀θ ≥ θ0, pour tout u ∈ U , si la borne

supérieure des périodes d’échantillonnages τM et la borne supérieure du retard variable dM

donnés par (3.64) et (3.66), respectivement, sont telles que

τM + dM < χ̄θ, (3.73)

alors pour tout x̂(0) ∈ IRn, nous avons

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ ρ̄0e
−ς̄ āθ(t−t(0)0 ) sup

s∈[t(0)0 −τM−dM ,t
(0)
0 ]

‖x̂(s)− x(s)‖+ M̄0δε, ∀t ≥ t(0)0 , (3.74)

où

āθ =
µθ

2λM (P )
, b̄θ = θpσ‖K‖(Lϕ + θ), χ̄θ =

µ

2p(Lϕ + θ)σ‖K‖λM (P )
,

ρ̄0 = σθq−1

√

1 + b̄θ
e2ς̄ āθ(τM+dM ) − 2ς̄ āθ(τM + dM )− 1

4ς̄2ā2θ
,

M̄0 =
σ

ς̄āθ
et ς̄ est tel que 0 < ς̄ ≤ 1, avec

e2ς̄ āθ(τM+dM ) − 1

2ς̄ āθ
≤ (1− ς̄)χ̄θ

(3.75)

où x est la trajectoire inconnue du système (3.1) associée à l’entrée u, x̂ est une trajectoire

du système dynamique (3.71) associée au couple (u, y), θ0 = max (1, 2Lϕ
√
nλM (P )/µ), Lϕ et

µ sont définis par (3.3) et (3.6), respectivement, et où σ =
√

λM (P )/λm(P ) est le nombre de

conditionnement de la matrice P donnée par (3.6). .
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Preuve du théorème 3.6.1. Soit x̃(t) = x̂(t) − x(t) l’erreur d’observation, et posons

x̄ = θq−1∆θx̃ où ∆θ est donné par (3.4). L’association de (3.1) et (3.71) nous mène à

˙̃x(t) = Ax̃(t) + ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bε(t)−G(t), (3.76)

où ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t)) = ϕ(u(t), x̂(t))−ϕ(u(t), x(t)). Remarquons d’une part que nous avons,

pour tout t ∈
[

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

[

, i = 1, . . . , p, k ≥ 0,

ydi(t) = yi(t− di(t))
= yi(t− d̄i(t)) = x1,i(t− d̄i(t)), ∀t ∈

[

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

[

, k ≥ 0 (3.77)

et, pour tout t ∈
[

t
(n)
k,i , t

(n+1)
k,i

[

, i = 1, . . . , p, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk,i − 1,

ydi(t) = yi

(

t
(n)
k,i − d(t

(n)
k,i )
)

= yi

(

t−
(

t− t(n)k,i + di(t
(n)
k,i )
))

= yi(t− d̄i(t))
= x1,i(t− d̄i(t)), ∀t ∈

[

t
(n)
k,i , t

(n+1)
k,i

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk − 1 (3.78)

Les relations (3.77) et (3.78) impliquent ainsi que toute composante ydi , i = 1, . . . , p, de

la sortie retardée disponible selon le scénario (3.67) et (3.68) peut s’exprimer à l’aide du

signal à temps variant d̄i(t) défini par (3.69) par

ydi(t) = yi(t− d̄i(t)) = x1,i(t− d̄i(t)), ∀t ≥ t(0)0 ,

et par suite

yd(t) = yd̄(t) =















y1(t− d̄1(t))
y2(t− d̄2(t))

...

yp(t− d̄p(t))















, ∀t ≥ t(0)0 .

La dérivée première de la fonction g(t) et la fonction G(t), données par (3.71), s’expriment

ainsi par
{

ġ(t) = −θk1(g(t)− gd̄(t) + Cx̃d̄(t)),

G(t) = θ∆−1
θ K(g(t)− gd̄(t) + Cx̃d̄(t)),

(3.79)

où gd̄(t) est donné par (3.72), et où

Cx̃d̄(t)
∆
= Cx̂d̄(t)− yd(t) = Cx̂d̄(t)− yd̄(t) =















x̃1,1(t− d̄1(t))
x̃1,2(t− d̄2(t))

...

x̃1,p(t− d̄p(t))















. (3.80)
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En prenant en considération le fait que ∆θA∆
−1
θ = θA et C∆−1

θ = C, nous obtenons

˙̄x(t) = θAx̄(t) + θq−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))− θq−1∆θBε(t)− θq−1∆θG(t)

= θAx̄(t) + θq−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bε(t)
−θK(ḡ(t)− ḡd̄(t) + Cx̄d̄(t)), (3.81)

où

ḡ(t) = θq−1g(t), ḡd̄(t) = θq−1gd̄(t), Cx̄d̄(t) = θq−1Cx̃d̄(t)

Il vient alors, d’après (3.79),

˙̄g(t) = −θk1(ḡ(t)− ḡd̄(t) + Cx̄d̄(t)), (3.82)

et en particulier, d’après (3.72) et (3.80) et pour tout i = 1, . . . , p,

˙̄gi(t) = −θk1(ḡi(t)− ḡi(t− d̄i(t)) + x̄1,i(t− d̄i(t))). (3.83)

En ajoutant et soustrayant le terme θKCx̄(t) à droite de l’équation (3.81), il vient

˙̄x(t) = θÃx̄(t) + θq−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bε(t) + θKz(t),

où Ã = A−KC est la matrice Hurwitz apparaissant dans (3.5), et où

z(t) = (Cx̄(t)− Cx̄d̄(t))− (ḡ(t)− ḡd̄(t)) . (3.84)

La i-ème composante zi(t) de z(t) vérifie alors, toujours d’après les relations (3.72) et (3.80),

zi(t) =
(

x̄1,i(t)− x̄1,i(t− d̄i(t))
)

−
(

ḡi(t)− ḡi(t− d̄i(t))
)

=

∫ t

t−d̄i(t)
˙̄x1,i(s)ds−

∫ t

t−d̄i(t)
˙̄gi(s)ds =

∫ t

t−d̄i(t)
( ˙̄x1,i(s)− ˙̄gi(s)) ds. (3.85)

D’autre part, il est facile de vérifier d’après (3.81) que

˙̄x1(t) = θx̄2(t) + θq−1ϕ̃1(u(t), x̂(t), x(t))− θk1(ḡ(t)− ḡd̄(t) + Cx̄d̄(t)),

et par suite, pour tout i = 1, . . . , p,

˙̄x1,i(t) = θx̄2,i(t) + θq−1ϕ̃1,i(u(t), x̂(t), x(t))− θk1(ḡi(t)− ḡi(t− d̄i(t)) + x̄1,i(t− d̄i(t))),

L’exploitation de la relation (3.83) mène à

˙̄x1,i(t) = θx̄2,i(t) + θq−1ϕ̃1,i(u(t), x̂(t), x(t)) + ˙̄gi(t), (3.86)

et l’association de (3.85) avec (3.86) donne

zi(t) =

∫ t

t−d̄i(t)

(

θx̄2,i(s) + θq−1ϕ̃1,i(u(s), x̂(s), x(s))ds
)

. (3.87)
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Considérons désormais la fonction quadratique candidate de Lyapunov suivante : V (x̄) =

x̄TPx̄ où P est donné par (3.6). En procédant comme dans (Bouraoui et al. 2015) et en

considérant l’hypothèse 3.2.2, nous avons pour θ ≥ 1

V̇ (x̄) = 2x̄T (t)P
(

θÃx̄+ θq−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bε(t) + θKz(t)
)

≤ −(2µθ − 2Lϕ
√
nλM (P ))‖x̄‖2 + 2θx̄TPKz(t)− 2x̄TPBε(t) (3.88)

En choisissant θ de sorte que 2µθ − 2Lϕ
√
nλM (P ) > µθ, i.e.

θ > θ0
∆
= 2Lϕ

√
nλM (P )/µ, (3.89)

l’inégalité (3.88) devient

V̇ (x̄) ≤ − µθ

λM (P )
V (x̄) + 2θ‖Px̄‖‖K‖‖z(t)‖+ 2‖Px̄‖‖ε(t)‖

≤ − µθ

λM (P )
V (x̄) + 2θ

√

λM (P )
√

V (x̄)‖K‖‖z(t)‖+ 2
√

λM (P )‖ε(t)‖
√

V (x̄) (3.90)

La variable z donnée par (3.84) peut alors être bornée comme suit

‖z(t)‖ ≤
p
∑

i=1

‖zi(t)‖ ≤
p
∑

i=1

θ + Lϕ
√

λm(P )

∫ t

t−d̄i(t)

√

V (x̄(s))ds

≤
p
∑

i=1

θ + Lϕ
√

λm(P )

∫ t

t−τM−dM

√

V (x̄(s))ds

= p
θ + Lϕ
√

λm(P )

∫ t

t−τM−dM

√

V (x̄(s))ds, (3.91)

où la dernière inégalité vient de la relation (3.70). L’association de (3.88) et (3.91) nous

donne alors

V̇ (x̄) ≤ − µθ

λM (P )
V (x̄) + 2pθσ(θ + Lϕ)‖K‖

∫ t

t−τM−dM

√

V (x̄(s))ds

+ 2
√

λM (P )‖ε(t)‖
√

V (x̄(t)),

ou de manière équivalente,

d

dt

√

V (x̄(t)) ≤ −āθ
√

V (x̄(t)) + b̄θ

∫ t

t−τM−dM

√

V (x̄(s))ds+ p(t), (3.92)

où

āθ =
µθ

2λM (P )
, b̄θ = θpσ‖K‖(Lϕ + θ), p(t) =

√

λM (P )‖ε(t)‖. (3.93)
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Puisque la fonction p(t) donnée par (3.93) est essentiellement bornée par
√

λM (P )δε d’après

l’hypothèse 3.2.3, si la borne supérieure des périodes d’échantillonnages τM ainsi que la

borne supérieure du retard variable dM vérifient la condition
b̄θ(τM + dM )

āθ
< 1, i.e.

τM + dM <
āθ
b̄θ

∆
= χ̄θ =

µ

2p(Lϕ + θ)σ‖K‖λM (P )
,

alors toutes les conditions d’applications du lemme B.1.1 donné en annexe B.1 sont remplies

et d’après ce lemme, nous trouvons

√

V (x̄(t)) ≤ e−ς̄āθ(t−t
(0)
0 )

√

1 + b̄θ
e2ς̄āθ(τM+dM ) − 2ς̄ āθ(τM + dM )− 1

4ς̄2ā2θ
max

ν∈[t
(0)
0 −τM−dM ,t

(0)
0 ]

√

V (x̄(ν))

+

√

λM (P )δε
ς̄ āθ

, ∀t ≥ t(0)0 ,

où ς̄ est tel que 0 < ς̄ ≤ 1 et
b̄θ
āθ

e2ς̄ āθ(τM+dM ) − 1

2ς̄ āθ
≤ 1− ς̄, c’est-à-dire

e2ς̄ āθ(τM+dM ) − 1

2ς̄ āθ
≤ (1− ς̄)χ̄θ

En revenant à x̃(t) et d’après le fait que ‖x̃(t)‖ ≤ ‖x̄(t)‖ ≤ θq−1‖x̃(t)‖ pour tout t ≥ t
(0)
0

avec θ ≥ 1, nous trouvons

‖x̃(t)‖ ≤ ρ̄0e−ς̄ āθ(t−t
(0)
0 ) max

ν∈[t(0)0 −τM−dM ,t
(0)
0 ]

‖x̃(ν)‖+ M̄0δε,

où ρ̄0 et M̄0 sont donnés par (3.75). Ceci termine la preuve du théorème 3.6.1. �

3.6.3 Synthèse d’observateur dans le cas de retards variables relativement

grands

A l’instar de la section 3.5, nous considérons désormais que chaque composante yi de la sortie

y est disponible selon le processus d’échantillonnage de la section 3.6.1 et est soumise à un

retard variable di(t) arbitrairement grand. En particulier, nous supposons que τM + dM ≥ χ̄θ
où τM , dm et χ̄θ sont donnés par (3.64), (3.66) et (3.75) respectivement.

Comme détaillé précédemment, les échantillons de mesures de la i-ème composante de la

sortie, dans le cas d’un échantillonnage de la sortie, sont disponibles aux instants t(n)k,i pour

k ≥ 0 et 0 ≤ n ≤ Nk,i, et chacun de ces échantillons correspond à la mesure de la sor-

tie à l’instant t(n)k,i − di(t
(n)
k,i ). Encore une fois, il convient de supposer que toute séquence
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(

t
(n)
k,i − di(t

(n)
k,i )
)

0≤n≤Nk,i−1
, pour i = 1, . . . , p, est croissante. Comme pour la section 3.5, nous

supposons donc vraies les conditions suivantes, pour tout i = 1, . . . , p :

• ∀t ∈
[

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

[

, k ≥ 0, la fonction t 7→ t− di(t) est croissante. (3.94)

• Pour un entier k ≥ 0 fixé,

(i) la séquence
(

t
(n)
k,i − di(t

(n)
k,i )
)

0≤n≤Nk,i−1
est croissante, et (3.95)

(ii) t
(Nk,i−1)
k,i − di(t(Nk,i−1)

k,i ) ≤ t(Nk,i)
k,i − di(t(Nk,i)

k,i ). (3.96)

Nous supposons encore une fois que toute fonction di(t) est bornée, i.e.

∃dM > 0, ∀i = 1, . . . , p, ∀t ≥ t(0)0 , 0 ≤ di(t) ≤ dM (3.97)

Notons que tout retard variable di(t), i = 1, . . . , p, est défini comme dans (3.65). Ce dernier

est différentiable sur chaque intervalle
]

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

[

.

Soit maintenant pour tout i = 1, . . . , p la séquence des instants
(

ν
(n)
k,i

)

0≤n≤Nk,i

définis par

ν
(n)
k,i = t

(n)
k,i − di(t

(n)
k,i ) + dM , k ≥ 0, 0 ≤ n ≤ Nk,i (3.98)

et soit

τ
(n)
k,i = ν

(n+1)
k,i − ν(n)k,i , k ≥ 0, 0 ≤ n ≤ Nk,i − 1. (3.99)

La variable τ
(n)
k,i représente la période d’échantillonnage correspondant au retard variable

di(t). D’après (3.95) et (3.96), il vient τ (n)k,i > 0 pour tout k ≥ 0 et n = 0, . . . , Nk,i − 2, et

τ
(Nk,i−1)
k,i ≥ 0. Enfin, soit τ̄M la valeur maximale des périodes d’échantillonnages τ (n)k,i , i.e.

∃τ̄M > 0, ∀i = 1, . . . , p, ∀k ≥ 0, ∀n = 0, . . . , Nk,i − 1, 0 ≤ τ (n)k,i ≤ τ̄M (3.100)

Nous allons donner dans le paragraphe suivant chaque fonction retard ζi(t), i = 1, . . . , p per-

mettant de retarder chaque composante yi de la sortie de façon à obtenir un retard maximal

égal à dM sur chacune de ces composantes.

Retarder chaque composante de la sortie retardée disponible

Définissons pour tout i = 1, . . . , p la fonction ζi :
[

ν
(0)
0,i ,+∞

[

−→ IR+ comme suit

ζi(t) =















t+ di(ζi(t))− dM , ∀t ∈
[

ν
(Nk,i)
k,i , ν

(0)
k+1,i

[

, avec ζi(ν
(Nk,i)
k,i ) = t

(Nk,i)
k,i , k ≥ 0,

t
(n)
k,i , ∀t ∈

[

ν
(n)
k,i , ν

(n+1)
k,i

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk,i − 1.

(3.101)

Chaque fonction ζi(t) vérifie alors la propriété 3.5.1 de la section 3.5, réécrite pour chaque

fonction ζi(t) comme suit et dont la preuve est identique à celle de la proposition 3.5.1.
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Proposition 3.6.1 Toute fonction ζi(t), pour i = 1, . . . , p et définie par (3.101), est telle que

1. (i) ∀t ≥ ν(0)k,i , ζi(t) ≤ t,

(ii) ∀t ∈
[

ν
(Nk,i)
k,i , ν

(0)
k+1,i

[

,

ζi(t)− di(ζi(t)) = t− dM ∈
[

t
(Nk,i)
k,i − di(t(Nk,i)

k,i ), t
(0)
k+1,i − di(t

(0)
k+1,i)

[

,

(iii) ∀t ∈
[

ν
(n)
k,i , ν

(n+1)
k,i

[

, k ≥ 0, 0 ≤ n ≤ Nk,i − 1,

ζi(t)− di(ζi(t)) = t
(n)
k,i − di(t

(n)
k,i ) = ν

(n)
k,i − dM ,

2. ∀t ∈
]

ν
(Nk,i)
k,i , ν

(0)
k+1,i

[

, ζi(t) ∈
]

t
(Nk,i)
k,i , t

(0)
k+1,i

[

et ζi(t) est différentiable à t avec

ζ̇i(t) =
1

1− ḋi(ζi(t))
, avec ζi(ν

(Nk,i)
k,i ) = t

(Nk,i)
k,i . (3.102)

L’évaluation de la i-ème composante de la sortie mesurée ydi(t) à l’instant ζi(t) nous donne

ainsi

ydi(ζi(t))
∆
= yi (ζi(t)− di(ζi(t))) .

Comme pour la section 3.5, le signal ydi(ζi(t)) est disponible pour tout t ≥ ν
(0)
0,i , où ζi(t) est

donné par










• ∀t ∈
[

ν
(n)
k,i , ν

(n+1)
k,i

[

, k ≥ 0, 0 ≤ n ≤ Nk,i − 1, ζi(t) = t
(n)
k,i ,

• ∀t ∈
[

ν
(Nk,i)
k,i , ν

(0)
k+1,i

[

, k ≥ 0, ζ̇i(t) =
1

1− ḋi(ζi(t))
avec ζi(ν

(Nk,i)
k,i ) = t

(Nk,i)
k,i .

(3.103)

Enfin, d’après les points 1.(ii) et 1.(iii) de la proposition 3.6.1, la sortie retardée ydi(ζi(t))

peut s’exprimer comme suit

• ∀t ∈
[

ν
(Nk,i)
k,i , ν

(0)
k+1,i

[

, k ≥ 0,

ydi(ζi(t)) = yi (ζi(t)− di(ζi(t))) = yi(t− dM ), (3.104)

• ∀t ∈
[

ν
(n)
k,i , ν

(n+1)
k,i

[

, k ≥ 0, 0 ≤ n ≤ Nk,i − 1,

ydi(ζi(t)) = yi(ζi(t)− di(ζi(t))) = yi

(

ν
(n)
k,i − dM

)

. (3.105)

D’après (3.104)-(3.105), la composante retardée ydi(ζi(t)) n’est rien de plus qu’une version

retardée de la composante actuelle yi de la sortie, à savoir la sortie actuelle retardée par un

retard constant égal à dM . Nous proposons ainsi dans le paragraphe suivant et de façon si-

milaire à la section 3.5 un observateur dont la structure est similaire à celui de la section 3.5

dans le cas d’un retard long constant et identique sur chaque composante de la sortie.
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Observateur

Les équations du nouvel observateur sont similaires à celles de l’observateur proposé dans

le cas du long retard constant dans la section 3.5. Pour tout i = 1, . . . , p, la fonction d̄0,i :

[ν
(0)
0,i ,+∞[→ IR+ est définie comme suit







d̄0,i(t) = d0, ∀t ∈
[

ν
(Nk,i)
k,i , ν

(0)
k+1,i

[

, k ≥ 0,

d̄0,i(t) = t− ν(n)k,i + d0, ∀t ∈
[

ν
(n)
k,i , ν

(n+1)
k,i

[

, k ≥ 0, n = 0, . . . , Nk,i − 1.
(3.106)

et soit d = dM − d0. Chaque fonction d̄0,i, i = 1, . . . , p, permet ainsi une mise à jour automa-

tique de la i-ème composante du terme correctif de l’observateur, et similairement au cas du

petit retard variable, la fonction d̄0,i(t) est continue par morceaux sur
[

ν
(0)
0,i ,+∞

[

et bornée

par d0 + τ̄M où τ̄M est donné par (3.100).

L’observateur en cascade est alors décrit par les équations différentielles suivantes pour tout

t ∈
[

ν̄
(0)
0 ,+∞

[

, avec ν̄(0)0 = max
i=1,...,p

ν
(0)
0,i :















˙̂x(0)(t) = Ax̂(0)(t) + ϕ(u(0)(t), x̂(0)(t))−G(0)(t), avec

G(0)(t) = θ∆−1
θ K

(

g(t)− gd̄0(t) + Cx̂
(0)

d̄0
(t)− yd(ζ(t))

)

avec

ġ(t) = −θk1
(

g(t)− gd̄0(t) + Cx̂
(0)

d̄0
(t)− yd(ζ(t))

)

,















˙̂x(j)(t) = Ax̂(j)(t) + ϕ(u(j)(t), x̂(j)(t))−G(j)(t), avec

G(j)(t) = eĀ
d

m

(

G(j−1)(t) +
(

A− Ā
)

(

x̂(j)
(

t− d
m

)

− x̂(j−1)(t)
)

+ϕ
(

u(j−1)(t), x̂(j)
(

t− d
m

))

− ϕ(u(j−1)(t), x̂(j−1)(t))
)

, j = 1, . . . ,m,

(3.107)

avec

g(t) =















g1(t)

g2(t)
...

gp(t)















∈ IRp, gd̄0(t) =















g1(t− d̄0,1(t))
g2(t− d̄0,2(t))

...

gp(t− d̄0,p(t))















∈ IRp

yd(ζ(t)) =















yd1(ζ1(t))

yd2(ζ2(t))
...

ydp(ζp(t))















∈ IRp, Cx̂
(0)

d̄0
(t) =















x̂1,1(t− d̄0,1(t))
x̂1,2(t− d̄0,2(t))

...

x̂1,p(t− d̄0,p(t))















∈ IRp, (3.108)

où ydi(ζi(t)) est donné par (3.104) et (3.105), où x̂(j) =









x̂
(j)
1
...

x̂
(j)
q









∈ IRn est l’état estimé de

x(j) avec x̂(j)l ∈ IRp pour l = 1, . . . , q et j = 0, . . . ,m, ∆θ est la matrice diagonale par blocs

donnée par (3.4), θ > 0 est le paramètre de synthèse de l’observateur grand gain, K est la
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Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

matrice de taille n × p donnée par (3.5) et respectant la propriété (3.6), et d̄0,i, i = 1, . . . , p,

est le signal à temps variant donné par (3.106).

L’observateur résultant est alors initialisé par


















x̂(0)(ν̄
(0)
0 ) = x̂

(

ν̄
(0)
0 − d

)

x̂(j)(s) = x̂
(

s− d+ j
md
)

, ∀s ∈
[

ν̄
(0)
0 − d

m , ν̄
(0)
0

]

, j = 1, . . . ,m,

g(s) = ψ(s), ∀s ∈
[

ν̄
(0)
0 − d0 − τ̄M , ν̄

(0)
0

]

,

où x̂(s), s ∈
[

ν̄
(0)
0 − d, ν̄

(0)
0

]

est une estimée sélectionnée a priori du vecteur d’état et ψ(s), s ∈
[

ν̄
(0)
0 − d0 − τ̄M , ν̄

(0)
0

]

est une fonction continue choisie arbitrairement.

La preuve de convergence de l’erreur d’observation associée à l’observateur (3.107) est donnée

par l’application directe des théorèmes 3.5.1 et 3.6.1, en prenant τ̄M + d0 < χ̄θ, où τ̄M , d0 et

χ̄θ sont donnés par (3.100), (3.106) et (3.75) respectivement.

3.7 Exemples illustratifs

Dans cette section, les performances des observateurs étudiés précédemment sont illustrées

par le biais de deux exemples. Le premier exemple traite d’un système chaotique de Lorenz

soumis à un échantillonnage et un retard variable unique sur toutes les composantes de la

sortie du système. Le second exemple étudie le cas d’un échantillonnage multiple et de petits

retards multiples constants sur les différentes composantes de la sortie d’un joint flexible de

bras robotique.

3.7.1 Exemple 1 - Système chaotique de Lorenz

L’efficacité de l’observateur en cascade proposé est étudiée dans un cadre de simulation réaliste

impliquant une synchronisation hyperchaotique conjointement avec un problème de mesures

tamponnées. Un tel problème a déjà été abordé dans (Cacace et al. 2014) où les mesures de

sortie sont stockées dans un buffer sous forme de paquets de données avant d’être envoyées à

l’unité de traitement. La synthèse de l’observateur est basée sur le système de Lorenz suivant






















ẋa(t) = α (xb(t)− xa(t))
ẋb(t) = β xa(t) + xb(t)− xa(t)xc(t)− xd(t)
ẋc(t) = xa(t)xb(t)− γ xc(t)
ẋd(t) = δ xb(t)xc(t) + εd(t)

(3.109)

où xT =
(

xa xb xc xd

)

∈ IR4 est l’état du système, (α, β, γ, δ) ∈ IR+4 sont les para-

mètres du système et εd est une incertitude. Ce système fournit un comportement chaotique
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à condition que ses paramètres soient correctement spécifiés, par exemple α = 10, β = 28,

γ = 8/3 et δ = 0.1. Une telle propriété a été utilisée de manière appropriée dans l’ingénierie

des communications sécurisées (voir par exemple (Peng et al. 1996) et (Xiang-Jun et al.

2011)). La sortie disponible y dépend de x1 =
(

xa xb + xc

)T
. On suppose que les mesures

sont récupérées à intervalles réguliers
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1, . . . , t

(Nk+1)
k+1

[

dont la longueur de chacun de

ces intervalles est égale à Tc = Ta + 4τm + τM où Ta, τm et τM avec τm < τM , sont des

constantes réelles positives, et Nk = 5, t(n)k = (k − 1)Tc + Ta + nτm, k ≥ 0, n = 1, . . . , Nk − 1

et t(Nk)
k = kTc. Toutes les mesures arrivent au buffer avec un retard constant dm > 0 selon le

scénario suivant.

(i) Les mesures sont fournies à l’unité de traitement à une fréquence élevée pendant l’inter-

valle de temps
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

]

= [kTc, kTc + Ta] , k ≥ 0. En particulier, le premier paquet,

disponible pour l’observateur en cascade à l’instant t = 0, contient les mesures acquises

sur l’intervalle de temps [−Tc, 0]. Le délai de transmission entre le buffer et l’unité de

traitement, d(T )k peut être modélisé comme un signal continu dont l’expression est

d
(T )
k (t) = (dM − dm)

(

1− t− t(Nk)
k

Ta

)

(3.110)

où 0 < dm < dM sont des constantes positives.

(ii) Sur chaque intervalle de temps
[

t
(n)
k+1, t

(n+1)
k+1

[

, k ≥ 0, n = 1, . . . , Nk+1 − 2 = 3, le buffer

envoie instantanément à l’unité de traitement une nouvelle sortie échantillonnée retardée

yd(t
(n)
k+1) puis attend une période de temps τm avant de renvoyer le prochain échantillon.

Par conséquent, nous avons d(T )k (t
(n)
k+1) = 0.

(iii) Sur chaque intervalle de temps
[

t
(Nk+1−1)
k+1 , t

(Nk+1

k+1

[

dont la longueur est τM , le buffer

envoie instantanément à l’unité de traitement une nouvelle sortie échantillonnée retardée

yd(t
(Nk+1−1)
k+1 ) (ici aussi d(T )k (t

(Nk+1−1)
k+1 ) = 0). Ensuite, le buffer attend une période de

temps τM atteignant ainsi l’instant de temps t(Nk+1)
k+1 . Nous revenons alors à la situation

(i) où un flux continu de mesures retardées est fourni à l’unité de traitement à partir

du buffer.

Selon le scénario ci-dessus, la sortie est disponible avec un retard global égal à dm auquel est

ajouté le retard de transmission. Par conséquent, on a



















dk(t) = dM −
dM − dm

Ta

(

t− t(Nk)
k

)

, ∀t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

]

, k ≥ 0

dk(t
(n)
k ) = dm, ∀t ∈

[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, n = 1, . . . , Nk − 1

(3.111)

En résumé, les sorties retardées disponibles (rapportées dans la figure 3.2) peuvent être ex-

64



Chapitre 3. Obs. avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de sortie

primées en yd(t) = y(t− d̄(t)) où d̄ est défini comme suit (voir figure 3.3)










d̄(t) = dM −
dM − dm

Ta

(

t− t(Nk)
k

)

, ∀t ∈
[

t
(Nk)
k , t

(0)
k+1

]

, k ≥ 0

d̄(t) = t− t(n)k + dm, ∀t ∈
[

t
(n)
k , t

(n+1)
k

[

, n = 1, . . . , Nk − 1
(3.112)
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Figure 3.2 – Sorties avec leurs mesures retardées disponibles respectives
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Figure 3.3 – Évolution temporelle de d̄(t)

La synthèse de l’observateur a été réalisée selon les étapes décrites dans la section 3.5.2, grâce

à la transformation d’état Φ : x ∈ IR4 → z ∈ IR4 où

z =

(

z1

z2

)

avec z1 =

(

xa

xb + xc

)

et z2 =

(

α (xb − xa)
β xa + xb − xaxc − xd + xaxb − γ xc

)

Il a été montré dans (Cacace et al. 2014) que la transformation Φ place le système de Lorenz

(3.109) sous la forme désirée, c’est-à-dire sous la forme (3.1). Un observateur en cascade avec

un retard variant dans le temps a été conçu dans les coordonnées en z et implémenté dans les

coordonnées en x en utilisant l’inverse de la transformation d’état jacobienne, et en choisissant

les paramètres de réglage et de synthèse suivants

τc = dM = 0.5s, τa = 0.025s, dm = 0.225s, τM = 0.275s, τm = 0.05s

θ = 30, m = 12, d0 = 0.025s, K =

(

2I2

I2

)

, Ā = A− 30I4
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Figure 3.4 – Estimation de xb, xc et xd avec leur erreur d’observation respective
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Figure 3.5 – Norme de l’erreur ultime d’estimation pour m = 12, 20, 40
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Les conditions initiales du système ainsi que celles de l’observateur en cascade ont été choisies

comme dans (Cacace et al. 2014), à savoir xT (0) =
(

4.0 2.4 24.6 27.2
)

et x̂T (s) =
(

4.0 2.0 25.0 28.0
)

avec s ∈ [−dM , 0]. Deux ensembles de résultats de simulation ont

été obtenus en fonction de l’incertitude. Le premier ensemble correspond au cas sans in-

certitude, tandis que le second est consacré au cas où l’incertitude a été choisie égale à

εd(t) = 3.5 sin(t). La figure 3.4 montre le comportement des variables d’état non mesurées du

système ainsi que leur erreur d’estimation respective dans le cas sans incertitude, tandis que

la figure 3.5 montre l’évolution de l’erreur d’estimation ultime en présence de l’incertitude,

dans le cas de différentes longueurs de cascade, à savoir m = 12, 20, 40. En plus de la capacité

de l’observateur proposé à traiter les problèmes d’ingénierie des communications sécurisées,

les résultats de ces simulations corroborent les résultats fondamentaux et plus spécifiquement

une propriété intéressante qui a été soulignée dans la remarque 3.5.2, à savoir que l’erreur

d’estimation ultime est une fonction décroissante de la longueur de la cascade de l’observateur.

3.7.2 Exemple 2 - Joint flexible de bras robotique

Le second exemple de ce chapitre traite le problème d’observation d’un bras robotique avec

joint flexible qui a déjà été considéré dans plusieurs publications (Raff et al. 2008 ; Howell

et Hedrick 2008 ; Farza et al. 2014). Nous allons illustrer par le biais de cet exemple les

performances de l’observateur (3.71) dans le cas d’un échantillonnage et de petits retards

constants multiples sur les différentes composantes de la sortie. Le bras de robot considéré est

décrit par le système dynamique suivant















ẋ(t) = Fx(t) + ϕ(u(t), x(t)) +Bε(t)

y(t) =

(

y1(t)

y2(t)

)

=

(

x1,1(t)

x1,2(t)

)

(3.113)

où l’état x est donné par

x =









x1

x2

x3









∈ IR4, avec x1 =

(

x1,1

x1,2

)

∈ IR2, x2 ∈ IR, x3 ∈ IR,

où u(t) = sin(t)−sin(7t) est l’entrée du système (3.113), y(t) est la sortie inconnue actuelle du

système (3.113) et ε(t) est une incertitude, la matrice B est telle que B =
(

0 0 0 1
)T

,

la matrice F est donnée par

F =









02 F1 02×1

01×2 0 1

01×2 0 0









avec F1 =

(

0

48.6

)

,
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et la fonction ϕ(u, x) est décrite par

ϕ(u, x) =









ϕ1(u, x1)

0

ϕ3(x1,1, x2)









, ϕ1(u, x1) =

(

x1,2

−48.6x1,1 − 1.25x1,2 + 21.6u

)

,

ϕ3(x1,1, x2) = 19.5x1,1 − 19.5x2 − 3.3sin(x2).

La sortie actuelle y(t) est inconnue, et nous ne disposons que d’une sortie échantillonnée

et retardée yd(t) =

(

yd1(t)

yd2(t)

)

. Les composantes y1 et y2 sont disponibles avec un retard

égal à d1 et d2 respectivement. Plus précisément, les mesures de la sortie y1 sont récupérées

à intervalles réguliers
[

t
(n)
0,1 , t

(n+1)
0,1

[

, n ≥ 0, et la longueur de chaque intervalle vaut τ1. De

même, les mesures de la sortie y2 sont récupérées à intervalles réguliers
[

t
(n)
0,2 , t

(n+1)
0,2

[

, n ≥ 0,

chaque intervalle étant de longueur τ2. En outre, nous supposons que les sorties y1 et y2 sont

disponibles à partir de l’instant t(0)0,1 = t
(0)
0,2 = 0. Le retard maximal dM et la plus grande

période d’échantillonnage τM , donnés respectivement par (3.66) et (3.64), vérifient

{

dM = max {d1, d2}
τM = max {τ1, τ2}

(3.114)

Les sorties retardées disponibles yd1 et yd2 (rapportées dans la figure 3.6), purement échan-

tillonnées au regard de ce qui a été dit précédemment, vérifient ainsi







yd1(t) = y1

(

t
(n)
0,1 − d

(

t
(n)
0,1

))

, ∀t ∈
[

t
(n)
0,1 , t

(n+1)
0,1

[

, n ≥ 0,

yd2(t) = y2

(

t
(n)
0,2 − d

(

t
(n)
0,2

))

, ∀t ∈
[

t
(n)
0,2 , t

(n+1)
0,2

[

, n ≥ 0,
(3.115)

et les signaux à temps variant correspondant d̄1 et d̄2 et décrits par la relation (3.69) sont

calculés comme suit






d̄1(t) = t− t(n)0,1 + d1, ∀t ∈
[

t
(n)
0,1 , t

(n+1)
0,1

[

, n ≥ 0,

d̄2(t) = t− t(n)0,2 + d2, ∀t ∈
[

t
(n)
0,2 , t

(n+1)
0,2

[

, n ≥ 0.
(3.116)
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Figure 3.6 – Sorties avec leurs mesures retardées disponibles respectives
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Puisque le système (3.113) n’est pas sous la forme (3.1), il convient d’exhiber une transfor-

mation d’état permettant de le mettre sous cette forme (Hammouri et Farza 2003 ; Farza

et al. 2004). Plus précisément, considérons l’application injective suivante

Φ : IR4 −→ IR6

x 7−→ z = Φ(x) = Λx

où

z =









z1

z2

z3









, avec z1 =

(

z1,1

z1,2

)

, z2 =

(

z2,1

z2,2

)

, z3 =

(

z3,1

z3,2

)

et

Λ =









I2 02×1 02×1

02 F1 02×1

02 02×1 F1









Cette dernière matrice vérifie l’égalité ΛF = AΛ où A =

(

04×2 I4

02 02×4

)

est la matrice anti-

décalage. La dynamique de la nouvelle variable z est alors donnée par l’équation différentielle

suivante
{

ż(t) = ΛFx(t) + Λϕ(u(t), x(t)) = Az(t) + Λϕ(u(t),Λ+z(t))

y(t) = Cz(t)
(3.117)

où y(t) est la sortie inconnue actuelle du système (3.113), et où C =
(

I2 02 02

)

et

Λ+ ∆
=
(

ΛTΛ
)−1

ΛT est l’inverse à gauche de la matrice Λ. Nous pouvons ainsi synthétiser pour

ce dernier système dynamique un observateur grand gain du type (3.71) dans le but d’estimer

l’état complet du système (3.113). Plus particulièrement, les équations de l’observateur sont

données, dans les coordonnées originales en x, par le système suivant (à comparer avec (3.71))























˙̂x(t) = Fx̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))− Λ+G(t), où ∀t ≥ 0,

G(t) = θ∆−1
θ K (g(t)− gd̄(t) + Cx̂d̄(t)− yd(t)) avec

ġ(t) = −θk1 (g(t)− gd̄(t) + Cx̂d̄(t)− yd(t)) ,
g(s) = 02×1, ∀s ∈ [−dM − τM , 0] ,

(3.118)

avec

g(t) =

(

g1(t)

g2(t)

)

∈ IRp, gd̄(t) =

(

g1(t− d̄1(t))
g2(t− d̄2(t))

)

∈ IRp

et Cx̂d̄(t) =

(

x̂1,1(t− d̄1(t))
x̂1,2(t− d̄2(t))

)

∈ IRp,
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où la sortie retardée disponible yd est décrite par (3.115), les signaux à temps variant d̄1 et d̄2

sont donnés par (3.116), et dM et τM vérifient la relation (3.114). Les matrices ∆θ et K ont

été déterminées en prenant q = 3 et p = 2 puisque l’observateur est synthétisé sur la base des

coordonnées en z. La simulation a été effectuée avec les valeurs

d1 = 0.05s, d2 = dM = 0.1s, τ1 = τM = 0.4s, τ2 = 0.1s

et en spécifiant les paramètres de synthèse de l’observateur comme suit

θ = 4, K =









3I2

3I2

I2









Les conditions initiales du système et de l’observateur ont été choisies comme suit

xT (0) =
(

3 2 3 −2
)

et x̂T (s) =
(

0 0 0 0
)

, s ∈ [−dM , 0] (3.119)
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Figure 3.7 – Estimation des états x1,1, x1,2, x2 et x3

Par ailleurs, les simulations ont été réalisées en choisissant l’incertitude ε(t) = 0.5sin(2t). La

figure 3.7 décrit le comportement des variables d’état du système ainsi que leur erreur d’esti-

mation respective. Les résultats de cette nouvelle simulation montre donc bien la capacité de

l’observateur synthétisé à estimer l’ensemble de l’état du système dans le cas où les différentes

composantes de la sortie sont soumises à un échantillonnage et un retard différents, et en

présence d’incertitudes.
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3.8 Conclusion

Ce chapitre a principalement été motivé par la synthèse d’observateurs grand gain pour une

classe de systèmes non linéaires MIMO uniformément observables et dont les sorties sont

regroupées en un seul bloc, avec prise en compte du processus d’acquisition des mesures de

sortie (mesures continues, échantillonnées, retardées). Plusieurs aspects de synthèse méritent

d’être soulignés. Tout d’abord, la dimension de l’observateur est égale à celle du système dans

le cas où le retard (variant dans le temps) de la sortie est relativement petit. Ensuite, un

observateur en cascade approprié a été utilisé dans le but de traiter les retards arbitrairement

longs et constants. Cette synthèse a ensuite été adaptée au cas des retards arbitrairement

longs et variant dans le temps par le biais d’une procédure systématique. Enfin, ces résultats,

d’abord établis dans le cas où l’échantillonnage et le retard sont identiques pour chacune des

sorties, ont été étendus au cas où chaque sortie possède son propre échantillonnage et son

propre retard (variant dans le temps). Par ailleurs, deux remarques méritent d’être mention-

nées d’un point de vue fondamental. La première concerne la convergence exponentielle de

l’erreur d’observation vers zéro en l’absence d’incertitude. Cette propriété a été établie dans le

cas sans retard sous une condition bien définie mettant en jeu la valeur maximale de la période

d’échantillonnage. La seconde est consacrée à la convergence ultime de l’erreur d’estimation en

présence d’incertitude sous une condition faisant intervenir la valeur maximale de la période

d’échantillonnage. Une attention particulière est réservée au fait que la limite ultime peut être

rendue aussi petite que souhaitée dans le cas d’un retard arbitrairement petit, alors qu’il s’agit

d’une fonction décroissante de la longueur de la cascade pour des retards arbitrairement longs.

Les performances des observateurs proposés suivant le scénario de disponibilité des mesures

de sortie ont été illustrées par deux exemples. Le premier concerne une synchronisation hy-

perchaotique avec mesures ’bufferisées’ conduisant à des résultats prometteurs dans un cadre

technique de communication sécurisée appropriée. La synthèse est réalisée en supposant que

toutes les sorties ont été échantillonnées simultanément et sont affectées par le même retard

(variant dans le temps). Le second exemple est un bras robotique avec un joint flexible qui

a été particulièrement utilisé pour illustrer les performances de l’observateur proposé dans le

cas où l’échantillonnage et le retard sont considérés différents sur chaque sortie du système

considéré.
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Chapitre 4

Observateur grand gain filtré

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons de synthétiser un observateur grand gain incorporant une

fonction de filtrage appropriée pour réduire sa sensibilité au bruit de mesure. Une importante

activité de recherche a été récemment consacrée à cette problématique (Astolfi et Marconi

2015 ; Astolfi et al. 2016 ; Teel 2016 ; Khalil 2017) en introduisant une limitation du gain

d’observation adéquate et soucieuse, dite ’low power’, de la convergence de l’observateur. Les

observateurs proposés dans (Astolfi et al. 2016 ; Teel 2016) ont été en plus judicieusement

modifiés en y ajoutant des saturations pour limiter le phénomène connu sous l’appellation

phénomène du ’pick’ intrinsèque au régime transitoire des observateurs grand gain. On notera

toutefois que la mise en œuvre de ces observateurs est relativement fastidieuse pour percevoir

l’horizon d’une ingénierie des observateurs grand gain.

Les performances réalisées par l’observateur grand gain filtré (FHGO) sont comparées par

rapport à celles d’un observateur grand gain standard (SHGO). Le FHGO se distingue par

sa simplicité structurelle puisqu’il consiste tout simplement en deux sous-systèmes de même

dimension que le système original. La dynamique du premier sous-système, dont l’état est

constitué d’une estimée de l’état du système original, est une simple copie du système original

avec un terme de correction dépendant de l’état du second système. Ce dernier est un filtre

linéaire dont l’entrée correspond à l’erreur d’observation de sortie, i.e. la différence entre la

sortie prédite par l’observateur et la sortie mesurée. Les matrices de gain de l’observateur

sont constantes et une procédure simple est donnée afin de les calculer convenablement. Une

analyse détaille les propriétés de filtrage de ce dernier observateur. Nous étendrons ensuite les

conditions d’application du FHGO en présence de mesures échantillonnées, mais également

dans le cadre de sorties multiples. Les performances du FHGO sont illustrées par le biais de

deux exemples : un oscillateur forcé de Van Der Pol et un bioréacteur.
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4.2 Formulation du problème

4.2.1 Présentation de la classe d’étude

Considérons la classe de systèmes non linéaires suivante :
{

ẋ(t) = Anx(t) + ϕ(u(t), x(t)) +Bnε(t)

y(t) = Cnx(t) + w(t) = x1(t) + w(t)
(4.1)

avec

x =



















x1

x2
...

xn−1

xn



















∈ IRn, ϕ(u, x) =















ϕ1(u, x1)

ϕ2(u, x1, x2)
...

ϕn(u, x1, . . . , xn)















∈ IRn

An =

(

0n−1,1 In−1

0 01,n−1

)

, Bn =
(

0 · · · 0 1
)T
, Cn =

(

1 0 · · · 0
)

(4.2)

où xi ∈ IR pour i = 1, . . . , n sont les variables d’état du système, u(t) ∈ U est l’entrée du

système, où U est un ensemble compact, y(t) ∈ IR représente la sortie du système, w(t) est

le bruit de mesure et ε : IR+ → IR est une fonction inconnue décrivant les incertitudes du

système et peut éventuellement dépendre de l’état du système, de l’entrée et de paramètres

inconnus.

Dans cette partie, la synthèse de l’observateur se fera sous les hypothèses usuelles suivantes.

Hypothèse 4.2.1 L’état x(t) et la commande u(t) sont bornés, i.e. x(t) ∈ X et u(t) ∈ U où

X ⊂ IRn et U ⊂ IR sont des ensembles compacts. Plus précisément, il existe des constantes

ρi, i = 1, . . . , n, telles que max
x∈X
|xi(t)| < ρi pour tout t ≥ 0.

Hypothèse 4.2.2 Les fonctions ϕi(u, x), i = 1, . . . , n, sont Lipschitz sur X selon x unifor-

mément en u, i.e.

∃Lϕ > 0, ∀u ∈ U , ∀(x, x̄) ∈ X × X :

‖ϕi (u, x1, . . . , xi)− ϕi (u, x̄1, . . . , x̄i) ‖ ≤ Lϕ
i
∑

k=1

|xk − x̄k|, i = 1, . . . , n. (4.3)

Hypothèse 4.2.3 L’incertitude ε et le bruit de mesure w sont des fonctions essentiellement

bornées, i.e.

∃δε, δw > 0 , |ε|∞ ∆
= ess sup

t≥0
|ε(t)| ≤ δε et |w|∞ ∆

= ess sup
t≥0
|w(t)| ≤ δw (4.4)
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Chapitre 4. Observateur grand gain filtré

Remarque 4.2.1 De la même façon que dans le chapitre précédent, puisque l’état est borné,

nous pouvons construire des prolongations globalement Lipschitz des non-linéarités ϕi via

l’utilisation de fonctions de saturation (Khalil 2017). Par soucis de simplification, nous

supposons dans ce qui suit que la fonction ϕ résulte de ces prolongations.

4.2.2 Préliminaires

Il convient dans un premier temps de rappeler quelques résultats liés à la synthèse d’un ob-

servateur grand gain standard (SHGO) pour la classe de système MIMO introduite dans

(Bouraoui et al. 2015) dont le cas SISO coïncide avec la classe de systèmes (4.1) sous les

hypothèses 4.2.1 à 4.2.3. Nous énoncerons ensuite un lemme technique qui constitue la clé de

voûte de la synthèse de l’observateur grand gain filtré.

Les équations du SHGO pour le système (4.1) sont données par

˙̂x(t) = Anx̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))− θ∆−1
θ Gn (Cnx̂(t)− y(t)) (4.5)

avec

∆θ = diag
(

1, 1
θ , . . . , 1

θn−1

)

(4.6)

où x̂ ∈ IRn représente l’état estimé, la matrice de gain Gn
∆
=
(

g1 . . . gn

)T
∈ Rn est

choisie de sorte que la matrice Ãn
∆
= An − GnCn est Hurwitz, et θ ≥ 1 est un paramètre de

synthèse typique de la synthèse grand gain. Notons que puisque la matrice Ãn = An −GnCn
est Hurwitz, il existe une matrice SDP Pn = P Tn > 0 de taille n× n et un réel positif µn tels

que

PnÃn + ÃTnPn ≤ −2µnIn (4.7)

Nous désignons respectivement par λm(Pn) et λM (Pn) la plus petite et la plus grande valeur

propre de la matrice Pn.

Il a été montré que l’erreur d’observation x̃(t) = x̂(t) − x(t), relative à l’observateur (4.5),

vérifie l’inégalité suivante

∃θ0 > 0, ∀θ ≥ θ0, ∀u ∈ U , ∀x̂(0) ∈ Rn, nous avons

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ σnθn−1e
−

µnθ

2λM (Pn)
t
‖x̂(0)− x(0)‖+ 2σnλM (Pn)

µn

(

δε
θ

+ θn−1‖Gn‖δw
)

,

où µn > 0 est un réel positif donné par (4.7), δε et δw sont les bornes essentielles supé-

rieures de ‖ε(t)‖ et ‖w(t)‖ données par l’hypothèse 4.2.3, θ0 = max
(

1,
2Lϕ

√
nλM (Pn)
µn

)

, Lϕ est

la constante de Lipschitz donnée par l’hypothèse 4.2.2, et σn =
√

λM (Pn)
λm(Pn)

est le nombre de
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conditionnement de la matrice Pn donnée en (4.7).

Il convient désormais de présenter le résultat suivant permettant de sélectionner convenable-

ment la dynamique de l’observateur filtré que nous proposons ci-après.

Lemme 4.2.1 Soit Mn =

(

An −Kn

CTnCn −Dn +ATn

)

où n ≥ 2 est un entier positif, An et Cn

sont données par (4.2), et Dn,Kn sont les matrices diagonales suivantes :

Dn = diag
(

δ1, δ2, . . . , δn

)

et Kn = diag
(

k1, k2, . . . , kn

)

(4.8)

où chaque δi et chaque ki, i = 1, . . . , n, est un réel constant. Il existe un choix de δi et de ki,

i = 1, . . . , n, tel que les valeurs propres de la matrice Mn peuvent être assignées arbitrairement.

Preuve du lemme 4.2.1. Soit λ ∈ C un nombre complexe arbitraire. La matriceMn−λI2n
peut tout d’abord se factoriser comme suit :

Mn − λI2n =

(

−λIn +An −Kn

CTnCn −(λIn +Dn) +ATn

)

=

(

−Kn −λIn +An

−(λIn +Dn) +ATn CTnCn

)(

0n In

In 0n

)

∆
= N

(

0n In

In 0n

)

. (4.9)

La matrice N définie dans la dernière équation satisfait l’équation

N

(

In K−1
n (−λIn +An)

0n In

)

=

(

−Kn −λIn +An

−(λIn +Dn) +ATn CTnCn

)(

In K−1
n (−λIn +An)

0n In

)

=

(

−Kn 0n

−(λIn +Dn) +ATn CTnCn +
(

(λIn +Dn)−ATn
)

K−1
n (λIn −An)

)

.

De la dernière égalité, nous obtenons

det(N) = det(−Kn)det
(

CTnCn +
(

(λIn +Dn)−ATn
)

K−1
n (λIn −An)

)

= (−1)ndet(L) (4.10)

avec

L , KnC
T
nCn +Kn

(

(λIn +Dn)−ATn
)

K−1
n (λIn −An) . (4.11)
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De l’équation (4.9), nous en déduisons que det(Mn − λI2n) = (−1)ndet(N) =

(−1)2ndet(L) = det(L).

Calculons désormais le déterminant de la matrice L. Il convient tout d’abord de souligner

que cette matrice est tridiagonale et fournit une expression de l’entrée li,j localisée à la ligne

i et la colonne j de cette matrice. En effet, L peut être réécrite comme suit :

L = KnC
T
nCn +

(

(λIn +Dn)−KnA
T
nK

−1
n

)

(λIn −An)
= λ(λIn +Dn)−

(

(λIn +Dn)An + λKnA
T
nK

−1
n

)

+
(

KnA
T
nK

−1
n An +KnC

T
nCn

)

Soit Γ la matrice diagonale suivante :

Γ = diag
(

k1,
k2
k1
, k3

k2
, . . . , kn

kn−1

)

(4.12)

Il est aisé de vérifier que les identités suivantes sont valables

KnA
T
nK

−1
n = ΓATn et KnC

T
nCn = ΓCTnCn(= k1C

T
nCn)

De ce fait, la matrice L peut s’exprimer par

L = λ(λIn +Dn)−
(

(λIn +Dn)An + λΓATn
)

+ Γ
(

ATnAn + CTnCn
)

= λ(λIn +Dn)−
(

(λIn +Dn)An + λΓATn
)

+ Γ (4.13)

où la dernière égalité vient du fait que ATnAn + CTnCn = In.

D’après la structure des matrices An et Γ, il peut être démontré que la matrice L est

tridiagonale, i.e. li,j = 0 pour |j − i| > 1. En particulier, nous avons






















l1,1 = λ(λ+ δ1) + k1, l1,2 = −(λ+ δ1),

li,i = λ(λ+ δi) +
ki
ki−1

, li,i−1 = −λ
ki
ki−1

, li,i+1 = −(λ+ δi), pour i = 2, . . . , n− 1,

ln,n−1 = −λ
kn
kn−1

, ln,n = λ(λ+ δi) +
kn
kn−1

Pour tout entier i ∈ {1, . . . , n}, désignons par Li la sous-matrice de taille i×i de L composée

des i premières lignes et des i premières colonnes de la matrice L, et posons L0 = 1. Pour

plus de simplicité, nous posons également ui = det(Li) pour i = 0, . . . , n. Prenant en

considération la structure tridiagonale de la matrice L, nous montrons que

ui =

(

λ(λ+ δi) +
ki
ki−1

)

ui−1 − λ(λ+ δi−1)
ki
ki−1

ui−2, pour i = n, . . . , 2.

Puisque u0 = 1 et u1 = l1,1 = λ(λ+ δ1) + k1 par construction, nous avons alors pour tout

i = n, . . . , 1

ui − λ(λ+ δi)ui−1 =
ki
ki−1

(ui−1 − λ(λ+ δi−1)ui−2)

=
ki
ki−1

ki−1

ki−2
. . .

k2
k1

(u1 − λ(λ+ δ1)u0)
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c’est-à-dire

ui − λ(λ+ δi)ui−1 =
ki
k1

(λ(λ+ δ1) + k1 − λ(λ+ δ1)) = ki,

ou de manière équivalente,

ui − ki = λ(λ+ δi)ui−1. (4.14)

Dans ce qui suit, il convient de montrer comment l’expression itérative (4.14) peut être

utilisée afin de déterminer les coefficients δi, ki, pour i = 1, . . . , n. Pour ce faire, soit

Q2n(λ) = λ2n +

2n−1
∑

i=1

b
(n)
i λ2n−i + b

(n)
2n , (4.15)

un polynôme arbitraire Hurwitz d’ordre 2n dont les b(n)i , i = 1, . . . , 2n, sont des réels posi-

tifs. Rappelons que l’objectif ici est de déterminer les coefficients δi, ki, pour i = 1, . . . , n,

tels que le polynôme caractéristique de la matrice Mn coïncide avec Q2n, i.e. un = Q2n(λ).

Tout d’abord, l’équation (4.14) s’écrit comme suit pour i = n :

un − kn = λ(λ+ δn)un−1. (4.16)

D’autre part, l’équation (4.15) peut être réécrite de la manière suivante

Q2n(λ)− b(n)2n = λ2n +

2n−1
∑

i=1

b
(n)
i λ2n−i = λ

(

λ2n−1 +

2n−1
∑

i=1

b
(n)
i λ2n−1−i

)

, λQ2n−1(λ). (4.17)

Notons que le polynôme Q2n−1(λ) est d’ordre impair (2n − 1). Par conséquent, ce dernier

admet au moins une racine réelle que l’on notera −pn, où pn est un réel constant. Ce

polynôme peut ainsi se factoriser comme suit :

Q2n−1(λ) = (λ+ pn)Q2(n−1)(λ)

où Q2(n−1)(λ) est un polynôme d’ordre 2(n− 1). L’équation (4.17) peut alors se réécrire de

la manière suivante

Q2n(λ)− b(n)2n = λ(λ+ pn)Q2(n−1)(λ). (4.18)

Maintenant, si un = Q2n(λ), alors les coefficients kn et δn, et un−1 présents dans l’équation

(4.16) peuvent être déterminés par une simple identification d’après (4.16) et (4.18), ce qui

nous mène à

kn = b
(n)
2n , δn = pn, un−1 = Q2(n−1)(λ). (4.19)
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La procédure ci-dessus peut ensuite être appliquée à un−1 et le polynôme connu Q2(n−1)

dans le but de déterminer kn−1, δn−1 et un−2. En effet, Q2(n−1) s’écrit

Q2(n−1)(λ) = λ2(n−1) +

2(n−1)−1
∑

i=1

b
(n−1)
i λ2(n−1)−i + b

(n−1)
2(n−1)

ou de manière équivalente

Q2(n−1)(λ)− b(n−1)
2(n−1) = λ2(n−1) +

2(n−1)−1
∑

i=1

b
(n−1)
i λ2(n−1)−i , λQ2n−3(λ)

où b(n−1)
i , i = 1, . . . , 2(n− 1), sont des réels constants et Q2n−3(λ) est un polynôme d’ordre

impair (2n− 3). En poursuivant la même procédure que pour Q2n et un, nous obtenons

kn−1 = b
(n−1)
2(n−1), δn−1 = pn−1 et un−2 = Q2(n−2)(λ),

où pn−1 est une racine réelle de Q2n−3(λ), et le polynôme Q2(n−2)(λ) est tel que

Q2n−3(λ) = (λ+ pn−1)Q2(n−2)(λ)

L’application de cette procédure pour i = n, . . . , 1 nous permet alors de déterminer chaque

coefficient ki et δi. Notons que pour la dernière étape, nous trouvonsQ2(λ) = λ2+b
(1)
1 λ+b

(1)
2 ,

ou de manière équivalente Q2(λ)−b(1)2 = λ(λ+b
(1)
1 )Q0(λ) avec Q0(λ) = u0 = 1. Ainsi, nous

en déduisons directement les valeurs de δ1 et de k1, i.e. δ1 = b
(1)
1 et k1 = b

(1)
2 . Ceci termine

la preuve du lemme 4.2.1. �

Remarque 4.2.2 Selon la preuve du lemme 4.2.1, le choix arbitraire des valeurs propres de

la matrice Mn peut s’effectuer par un calcul simple des coefficients δi et ki pour i = 1, . . . , n.

Ces derniers peuvent en effet être déterminés facilement via une procédure itérative impliquant

les deux étapes suivantes, exécutées de manière séquentielle de i = n à i = 1.

1. Soient λ
(i)
j , j = 1, . . . , 2i, les valeurs propres désirées et soit

G2i =
(

b
(i)
1 · · · b

(i)
2i

)T
∈ IR2i

le vecteur des coefficients du polynôme caractéristique correspondant d’ordre 2i, à savoir

Q2i(λ). Le vecteur G2i peut être facilement calculé en utilisant les fonctions prédéfinies

de Matlab ’place’, ’acker’ ou ’poly’. En supposant que chaque coefficient b
(i)
j correspond

au coefficient multipliant λ2i−j dans le polynôme Q2i(λ), pour j = 1, . . . , 2i, nous avons

directement ki = b
(i)
2i en nous basant sur la relation (4.19).

2. Nous calculons ensuite le vecteur R2i−1 contenant les racines du polynôme d’ordre 2i− 1
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résultant de l’étape 1, à savoir le polynôme

Q2i−1 = λ2i−1 + b
(i)
1 λ2i−2 + . . .+ b

(i)
j λ

2i−1−j + . . .+ b
(i)
2i−1.

Ce dernier polynôme étant d’ordre impair 2i− 1, il admet nécessairement au moins une

racine réelle, notée pi, et nous posons δi = −pi. Notons que la racine pi est strictement

négative, et donc δi est strictement positif, puisque tous les coefficients du polynôme Q2i−1

sont strictement positifs. Les racines du polynôme Q2i−1 peuvent être facilement calculées

à l’aide de la fonction ’roots’ de Matlab. Les 2i − 2 racines restantes, c’est-à-dire les

éléments de l’ensemble R2i−1r{pi} sont ensuite réécrites λ
(i−1)
j , avec j = 1, . . . , 2(i−1).

Nous effectuons alors l’affectation i← i−1. Si i = 0 alors la procédure se termine, sinon

nous retournons à l’étape 1.

4.3 Synthèse d’un observateur filtré pour une classe de

systèmes uniformément observable

Dans cette partie, nous allons proposer un observateur grand gain filtré (FHGO) pour une

classe de systèmes SISO uniformément observables. Nous effectuerons une analyse de conver-

gence de l’erreur d’observation puis nous comparerons la structure de l’observateur FHGO

proposé avec celle de l’observateur proposé dans (Astolfi et Marconi 2015). Nous procéde-

rons ensuite à une étude détaillée de la sensibilité au bruit de mesure de l’observateur FHGO

dans un cadre comparable à celui donné dans (Astolfi et Marconi 2015), à savoir le cas

d’une fonction ϕ(u, x) du système (4.1) linéaire en x et intervenant seulement sur la dernière

dynamique du système. Nous étendrons enfin l’utilisation du FHGO pour les systèmes multi-

sorties dans le cas où les mesures sont échantillonnées.

4.3.1 Structure de l’observateur FHGO

Rappelons que notre objectif est d’améliorer les performances en terme de sensibilité au bruit

de mesure de l’observateur SHGO (4.5). Nous proposons dans ce chapitre une structure inno-

vante composée de deux sous-systèmes bouclés, comme le montre la figure 4.1.

Chacun des deux sous-systèmes du FHGO est de la même dimension que le système original

(4.1). En particulier, le premier sous-système, la partie observateur, est une copie du système

original avec un terme correctif dépendant de l’état du second sous-système. Ce dernier est

un filtre linéaire dont l’entrée est la différence entre la sortie estimée par l’observateur et la

sortie mesurée, en l’occurrence l’erreur d’observation de sortie. L’observateur proposé dans

cette partie est donné par l’ensemble des équations différentielles suivantes :
{

˙̂x(t) = Anx̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))− θKnη(t),

η̇(t) = −θDnη(t) + θ2ATnη(t) + θCTn (Cnx̂(t)− y(t)) avec η(0) = 0,
(4.20)
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Filtre
Observateur

y(t)

u(t)

x̂(t)
η(t)

ŷ(t)

ỹ(t)+

−

Figure 4.1 – Structure de l’observateur FHGO proposé

où x̂ =









x̂1
...

x̂n









∈ IRn, η =









η1
...

ηn









∈ IRn avec x̂i, ηi ∈ IR pour tout i = 1, . . . , n, θ > 0 est

un paramètre de synthèse réel positif, et où Dn et Kn sont les matrices diagonales

Dn = diag
(

δ1, . . . , δn

)

, Kn = diag
(

k1, . . . , kn

)

Les coefficients δi et ki, i = 1, . . . , n, sont des réels constants et sont choisis de sorte que la

matrice

Mn =

(

An −Kn

CTnCn −Dn +ATn

)

∈ IR2n (4.21)

est Hurwitz. Notons qu’un tel choix est possible d’après le lemme 4.2.1 sur la base de la

procédure établie dans la preuve du lemme 4.2.1. Par ailleurs, puisque la matrice Mn est

Hurwitz, il existe une matrice SDP Pn = P Tn > 0 de taille n× n et un réel positif µn > 0 tels

que

MT
n Pn + PnMn ≤ −2µnI2n (4.22)

Nous désignons respectivement par λm(Pn) et λM (Pn) la plus petite et la plus grande valeur

propre de la matrice Pn.

Avant d’établir le théorème décrivant les propriétés principales de l’observateur FHGO (4.20),

il convient de comparer la structure de l’observateur FHGO (4.20) avec celle de l’observateur

SHGO donné par (4.5) afin de mettre en avant les capacités de filtrage de l’observateur

proposé. Nous allons pour cela nous focaliser sur l’état η =
(

η1 . . . ηn

)T
. La première

composante η1 correspond à une version filtrée de l’erreur d’observation x̂1 − y par un filtre

d’ordre 1 et dont le gain statique ne dépend pas de θ. En effet, la composante η1 vérifie d’après

(4.20) l’équation différentielle suivante

η̇1(t) = −θδ1η1(t) + θ (x̂1(t)− y(t))
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ce qui donne, dans le domaine de Laplace,

H1(p) =
θ

p+ θδ1

(

X̂1(p)− Y (p)
)

où H1(p) et X̂1(p)−Y (p) sont les transformées de Laplace de η1(t) et x̂1(t)−y(t), respective-

ment. En raisonnant de façon similaire, la i-ème composante ηi correspond à une version filtrée

d’ordre i de l’erreur d’observation x̂1 − y, de gain statique proportionnel à θi−1, comme l’at-

teste la relation suivante dans le domaine de Laplace, basée sur les équations de l’observateur

(4.20)

H i(p) =
θ2i−1

∏i
j=1 (p+ θδj)

(

X̂1(p)− Y (p)
)

(4.23)

où H i(p) et X̂1(p)−Y (p) sont les transformées de Laplace de ηi(t) et x̂1(t)−y(t), respective-

ment. Ainsi, l’EDO associée à l’état x̂i dans l’observateur FHGO est similaire à celle vérifiée

par x̂i dans l’observateur SHGO, excepté le fait que le terme correctif θi−1γi (x̂1 − y) est rem-

placé par sa version filtrée kiηi. Deux propriétés importantes sont à souligner en lien avec

cette transformation. La première correspond au fait que la puissance maximale associée au

paramètre θ n’excède pas 2 dans l’observateur FHGO, alors qu’elle est de n − 1 pour l’ob-

servateur SHGO. La deuxième caractéristique vient du fait que le remplacement de l’erreur

d’observation par une version filtrée appropriée améliore nécessairement les capacités de fil-

trage de l’observateur FHGO, et donc son comportement vis-à-vis du bruit de mesure comme

nous le verrons plus tard.

Le théorème suivant stipule que le système dynamique (4.20) est un observateur convenable

pour le système (4.1), à savoir l’erreur d’observation (x̂(t)−x(t)) converge exponentiellement

vers zéro.

Théorème 4.3.1 Considérons le système (4.1) soumis aux hypothèses 4.2.1 à 4.2.3 conjoin-

tement avec l’observateur (4.20). Alors, il existe θ0 > 0 tel que pour tout θ ≥ θ0, pour tout

u ∈ U , pour tout x̂(0) ∈ Rn, nous avons

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ σnθn−1e
−

µnθ

2λM (Pn)
t
‖x̂(0)− x(0)‖+ 2σnλM (Pn)

µn

(

δε
θ

+ θn−1δw

)

, (4.24)

pour tout t ≥ 0, où x(t) est la trajectoire inconnue du système associée à l’entrée u, x̂(t) est

n’importe quelle trajectoire du système (4.20) associée à (u, y), µn > 0 est un réel positif donné

par (4.22), δε et δw sont les bornes essentielles supérieures de |ε(t)| et |w(t)|, respectivement,

où θ0 = max(1, 2λM (Pn)
√
nLϕ/µn), Lϕ est la constante de Lipschitz donnée par l’hypothèse

4.2.2 et σn =
√

λM (Pn)/λm(Pn) est le nombre de conditionnement de la matrice Pn donnée

par (4.22).

82



Chapitre 4. Observateur grand gain filtré

Preuve du théorème 4.3.1. Posons x̃ = x̂ − x et x̄ = θn−1∆θx̃ où ∆θ est la matrice

diagonale donnée par (4.6). Les inégalités suivantes peuvent être facilement vérifiées :

∆θAn∆
−1
θ = θAn et Cn∆

−1
θ = Cn. (4.25)

D’après les relations (4.1) et (4.20), x̃(t) vérifie

˙̃x(t) = Anx̃(t) + ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bnε(t)− θKnη(t),

où ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t)) = ϕ(u(t), x̂(t))−ϕ(u(t), x(t)). En prenant en considération les identités

(4.25) et puisque les matrices ∆θ et Kn commutent entre elles, il s’ensuit que

˙̄x(t) = ∆θAn∆
−1
θ x̄(t) + θn−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))− θn−1∆θBnε(t)− θn∆θKnη(t)

= θAnx̄(t) + θn−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bnε(t)− θKnη̄(t) (4.26)

où η̄(t) = θn−1∆θη(t). En utilisant (4.20) et par commutation de ∆θ et Kn, nous obtenons

˙̄η(t) = −θDnη̄(t) + θ2∆θA
T
n∆

−1
θ η̄(t) + θCTnCnx̄(t)− θnCTnw(t)

= −θDnη̄(t) + θATn η̄(t) + θCTnCnx̄(t)− θnCTnw(t) (4.27)

Les équations différentielles (4.26) et (4.27) peuvent être regroupées en une seule équation

comme suit :

˙̄z(t) = θMnz̄(t) +

(

θn−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))

0n,1

)

−
(

Bnε(t)

θnCTnw(t)

)

(4.28)

où z̄(t) =

(

x̄(t)

η̄(t)

)

et Mn est la matrice Hurwitz donnée par (4.21).

Soit V (z̄(t)) = z̄(t)TPnz̄(t) la fonction de Lyapunov candidate pour l’équation d’erreur

(4.28), où Pn est la matrice SDP donnée par (4.22). D’après l’inégalité (4.22), la dérivée

par rapport au temps de la fonction V vérifie

V̇ (z̄(t)) ≤ −2µnθ‖z̄(t)‖2 + 2‖Pnz̄(t)‖‖θn−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))‖
+2‖Pnz̄(t)‖

(

θn‖CTnw(t)‖+ ‖Bnε(t)‖
)

≤ −2µnθ‖z̄(t)‖2 + 2λM (Pn)‖z̄(t)‖‖θn−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))‖
+2
√

λM (Pn)
√

V (z̄(t))
(

θn‖CTnw(t)‖+ ‖Bnε(t)‖
)

≤ −2µnθ‖z̄(t)‖2 + 2λM (Pn)‖z̄(t)‖‖θn−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))‖
+2
√

λM (Pn)
√

V (z̄(t)) (θn|w(t)|+ |ε(t)|)

En prenant en considération la structure triangulaire de la fonction ϕ, nous pouvons montrer

que (voir par exemple (Bouraoui et al. 2015))

‖θn−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))‖ ≤
√
nLϕ‖x̄(t)‖ ≤

√
nLϕ‖z̄(t)‖ (4.29)
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où Lϕ est la constante de Lipschitz donnée par l’hypothèse 4.2.2. Désormais, en prenant θ

suffisamment grand de sorte que 2µnθ − 2λM (Pn)
√
nLϕ > µnθ, i.e.

θ > θ
′

0
∆
= 2

λM (Pn)
√
nLϕ

µn
, (4.30)

nous obtenons

V̇ (z̄(t)) ≤ −µnθ‖z̄(t)‖2 + 2
√

λM (Pn)
√

V (z̄(t)) (θn|w(t)|+ |ε(t)|)

≤ −µnθ
λM

V (z̄(t)) + 2
√

λM (Pn)
√

V (z̄(t)) (θn|w(t)|+ |ε(t)|) (4.31)

ou d’une manière équivalente

d

dt

√

V (z̄(t)) ≤ − µnθ

2λM (Pn)

√

V (z̄(t)) +
√

λM (Pn) (θ
n|w(t)|+ |ε(t)|)

En considérant l’hypothèse 4.2.3, et en utilisant le lemme de comparaison donné dans (Kha-

lil 2015), il vient alors

√

V (z̄(t)) ≤ e
−

µnθ

2λM (Pn)
t
√

V (z̄(0)) + 2
(λM (Pn))

3/2

µn

(

θn−1δw +
δε
θ

)

L’inégalité
√

V (z̄(t))
√

λM (Pn)
≤ ‖z̄(t)‖ ≤

√

V (z̄(t))
√

λm(Pn)

mène ensuite à

‖z̄(t)‖ ≤ σne
−

µnθ

2λM (Pn)
t
‖z̄(0)‖+ 2

λM (Pn)σn
µn

(

θn−1δw +
δε
θ

)

Comme ‖z(t)‖ ≤ ‖z̄(t)‖ ≤ θn−1‖z(t)‖ pour θ ≥ 1, on obtient

‖z(t)‖ ≤ σnθn−1e
−

µnθ

2λM (Pn)
t
‖z(0)‖+ 2

λM (Pn)σn
µn

(

θn−1δw +
δε
θ

)

En revenant à ‖x̃(t)‖, et puisque ‖x̃(t)‖ ≤ ‖z(t)‖ et ‖z(0)‖ = ‖x̃(0)‖ (car η(0) = 0), nous

obtenons finalement

‖x̃(t)‖ ≤ σnθn−1e
−

µnθ

2λM (Pn)
t
‖x̃(0)‖+ 2

λM (Pn)σn
µn

(

θn−1δw +
δε
θ

)

pour tout θ ≥ θ0 = max (1, θ
′

0) où θ
′

0 est donné par (4.30). Ceci termine la preuve du

théorème 4.3.1. �
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Remarque 4.3.1 Il convient de comparer la borne supérieure de ‖x̃‖ donnée par la rela-

tion (4.24) et associée à l’observateur FHGO avec celle donnée par l’observateur SHGO dans

(Bouraoui et al. 2015). En absence d’incertitudes et de bruit de mesure, l’erreur d’obser-

vation converge exponentiellement vers zéro dans les deux cas et avec un taux de décrois-

sance identique. D’autre part, en présence d’incertitudes et en l’absence de bruit de mesure, le

comportement de ces deux observateurs est également similaire puisque l’erreur asymptotique

d’observation peut être rendue aussi petite que désirée en choisissant θ suffisamment grand.

4.3.2 Comparaison avec l’observateur donné dans (Astolfi et Marconi

2015)

Dans ce paragraphe, nous allons comparer la structure de l’observateur FHGO (4.20) avec

l’observateur donné dans (Astolfi et Marconi 2015). Notons que ce dernier a été synthétisé

dans le cas particulier où n ≥ 3 et ϕi = 0 pour i = 1, . . . , n− 1. L’idée fondamentale derrière

l’observateur donné dans (Astolfi et Marconi 2015) réside dans une duplication de toutes

les composantes de l’état du système, excepté la première et la dernière. Soit donc xi la i-ème

composante de l’état du système, pour i = 1, . . . , n. Nous considérons également le vecteur

d’état xc =









xc2
...

xcn−1









des composantes dupliquées de l’état du système, avec xci = xi pour

tout i = 2, . . . , n− 1. Les équations différentielles de l’observateur proposé dans (Astolfi et

Marconi 2015) peuvent s’écrire de manière équivalente comme suit :























˙̂x1(t) = x̂c2(t)− θk1,1 (x̂1(t)− y(t))
˙̂xc2(t) = x̂c3(t)− θ2k1,2 (x̂1(t)− y(t))
˙̂x2(t) = x̂c3(t)− θk2,1 (x̂2(t)− x̂c2(t))
y(t) = x1(t) + w(t),

{

˙̂xci (t) = x̂ci+1(t)− θ2ki−1,2

(

x̂i−1(t)− x̂ci−1(t)
)

˙̂xi(t) = x̂ci+1(t)− θki,1 (x̂i(t)− x̂ci (t))
pour tout i = 3, . . . , n− 2, (4.32)















˙̂xcn−1(t) = x̂n(t)− θ2kn−2,2

(

x̂n−2(t)− x̂cn−2(t)
)

˙̂xn−1(t) = x̂n(t)− θkn−1,1

(

x̂n−1(t)− x̂cn−1(t)
)

˙̂xn(t) = ϕn(u(t), x̂(t))− θ2kn−1,2

(

x̂n−1(t)− x̂cn−1(t)
)

où y est la sortie du système, w est le bruit de mesure et les paires (ki,1, ki,2), pour i =

1, . . . , n − 1, sont des nombres réels calculés selon la procédure détaillée dans (Astolfi et

Marconi 2015), dans le but d’assigner arbitrairement les pôles de la partie linéaire de l’erreur

d’observation.

Désormais, posons η1 = x̃1 = x̂1 − y et ηi = x̂i − x̂ci pour i = 2, . . . , n − 1. L’observateur
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précédent (4.32) peut se réécrire de la manière suivante











































˙̂x1(t) = x̂2(t)− θk1,1x̃1(t)− η2(t),
˙̂xi(t) = x̂i+1(t)− θki,1ηi(t)− ηi+1(t), i = 2, . . . , n− 2,

˙̂xn−1(t) = x̂n(t)− θkn−1,1ηn−1(t),

˙̂xn(t) = ϕn(u(t), x̂(t))− θ2kn−1,2ηn−1(t),

η̇2(t) = −θk2,1η2(t) + θ2k1,2x̃1(t),

η̇i(t) = −θki,1ηi(t) + θ2ki−1,2ηi−1(t), i = 3, . . . , n− 1.

(4.33)

D’une part, l’état η2 correspond à une version filtrée d’ordre 1 de l’erreur d’observation x̃1, de

gain statique proportionnel à θ. D’autre part, pour i ≥ 3, l’état ηi est une version filtrée d’ordre

1 de l’état ηi−1, de gain statique également proportionnel à θ. Par conséquent, pour tout i ≥ 2,

l’état ηi est une version d’ordre i−1 de l’état x̃1, de gain statique proportionnel à θi−1. Ainsi,

le terme correctif impliqué dans la dynamique de la composante x̂i, pour i = 1, . . . , n − 2,

est composée de deux termes additifs impliquant ηi et ηi+1 qui sont des versions filtrées de

x̃1 d’ordre i − 1 et i, respectivement. Les estimations x̂n−1 et x̂n sont, elles, mises à jour

via un terme correctif impliquant seulement l’état ηn−1, version filtrée d’ordre n − 2 de x̃1.

Remarquons au passage que l’erreur de sortie x̃1 = x̂1 − y est directement injectée dans

le terme correctif lié à la dynamique de x̂1. Nous pouvons alors résumer les différences de

structure entre l’observateur (4.33) et l’observateur FHGO donné par (4.20) par les aspects

suivants :

1. La puissance du paramètre θ, présent dans les deux observateurs, ne dépasse pas 2 dans

ces derniers.

2. Le terme correctif injecté dans la dynamique de l’état estimé x̂i, dans le cas de l’obser-

vateur FHGO, est composé d’un seul terme correspondant à une version filtrée d’ordre

i de l’erreur de mesure x̃1. Dans l’observateur (4.33), le terme correctif injecté dans la

dynamique de l’état estimé x̂i dépend de la valeur de i :

(a) Pour i = 1, ce terme contient deux composantes faisant intervenir l’erreur de

mesure non filtrée x̃1 et sa version filtrée d’ordre 1, respectivement.

(b) Pour i = 2, . . . , n− 2, le terme correctif contient deux composantes faisant inter-

venir, respectivement, une version filtrée d’ordre i− 1 de l’erreur de mesure x̃1 et

une version filtrée d’ordre i de cette même erreur.

(c) Enfin, pour i = n− 1, n, ce terme ne contient qu’une seule composante et ne fait

intervenir qu’une version d’ordre n− 2 de l’erreur de mesure x̃1 .

4.3.3 Étude de la sensibilité au bruit de mesure de l’observateur FHGO

La plupart des travaux traitant de la sensibilité au bruit de mesure de l’état estimé d’obser-

vateurs grand gain en régime permanent délivrent une borne H∞. Récemment, une approche
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prometteuse basée sur l’approximation d’une EDP modélisant l’état d’équilibre non linéaire de

l’estimation a été proposée dans le but de caractériser la sensibilité au bruit de mesure hautes

fréquences des observateurs non linéaires grand gain (Astolfi et al. 2016). Nous allons mettre

en avant dans cette partie les caractéristiques de filtrage passe-bas de l’observateur FHGO

(4.20). L’établissement d’une telle propriété dans le cas général, à savoir pour des systèmes

non linéaires, peut être assez complexe. C’est pourquoi nous allons, à l’instar de (Astolfi

et Marconi 2015), considérer le cas linéaire, et plus particulièrement le cas où ϕi = 0 pour

i = 1, . . . , n − 1 et ϕn(u, x) = Rx avec R =









r1
...

rn









. L’étude d’un tel cas sera instructif

et pourra être considérée comme une première étape dans l’objectif d’une étude complète

pour les systèmes non linéaires. Cette étude permettra en outre de comparer les résultats

obtenus ici avec ceux soulignés par (Astolfi et Marconi 2015). L’objectif est ici de tirer

une expression de la fonction de transfert entre la i-ème composante de l’erreur d’observation

x̃i(t) = x̂i(t)− xi(t), pour tout i = 1, . . . , n, et le bruit de mesure w(t).

Le théorème suivant décrit les propriétés de filtrage de l’observateur FHGO (4.20).

Théorème 4.3.2 Soit n ≥ 1, et soit ρ ∈ {1, 2, . . . , n} l’indice correspondant au premier

coefficient non nul du vecteur de coefficients R (et ρ = n si R = 0n,1) intervenant dans la

fonction non linéaire ϕ(u, x) = BnRx, où Bn est la matrice donnée par (4.74). Enfin, soit di,

pour tout i = 1, . . . , n, l’ordre relatif de la fonction de transfert entre la i-ème composante de

l’erreur d’observation x̃i(t) = x̂i(t)− xi(t) et le bruit de mesure w(t). Alors nous avons

di ≥ min {(i+ 1), (ρ+ n− i+ 2)}, i = 1, . . . , n (4.34)

Preuve du théorème 4.3.2. Soit x̃(t) = x̂(t)−x(t). En considérant le fait que ϕ(u, x) =

BnRx, les équations de l’observateur FHGO (4.20) se spécialisent par

{

˙̃x(t) = Anx̃(t) +BnRx̃(t)− θKnη(t)

η̇(t) = −θDnη(t) + θ2ATnη(t) + θCTnCnx̃(t)− θCTnw(t)

L’application de la transformée de Laplace à la première équation en x̃ donne immédiate-

ment

X̃(p) = −θ(pIn −An −BnR)−1KnH(p) (4.35)

et il a été montré d’après (4.23) que pour tout i = 1, . . . , n,

H i(p) =
θ2i−1

∏i
j=1 (p+ θδj)

(

X̃1(p)−W (p)
)

(4.36)
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où p est la variable de Laplace, et X̃, X̃1, H , H i et W sont les transformées de Laplace de

x̃, x̃1, η, ηi et w, respectivement. Soit

(Xi,j(p))1≤i,j≤n
∆
= (pIn −An −BnR)−1

Nous avons, d’après le lemme B.2.1 et pour tout i, j = 1, . . . , n,

Xi,j(p) =



























pn+i−j−1 −∑n
m=j+1 rmp

m+i−j−2

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
si i ≤ j

∑j
m=1 rmp

m+i−j−2

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
si i > j

(4.37)

où Xi,j(p) est l’entrée de la matrice (pIn −An −BnR)−1 localisée à ligne i et la ligne j.

Nous avons alors d’après (4.35), (4.36) et (4.37), pour tout i = 1, . . . , n,

X̃i(p) = −θ
n
∑

j=1

kjXi,j(p)H j(p)

= −θ
i−1
∑

j=1

kjXi,j(p)H j(p)− θ
n
∑

j=i

kjXi,j(p)H j(p)

= −θ
i−1
∑

j=1

kj

∑j
m=1 rmp

m+i−j−2

pn −∑n
m=1 rmp

m−1H j(p)

− θ
n
∑

j=i

kj
pn+i−j−1 −∑n

m=j+1 rmp
m+i−j−2

pn −∑n
m=1 rmp

m−1 H j(p)

= −
[

i−1
∑

j=1

kjθ
2j
(

∑j
m=1 rmp

m+i−j−2
)

(pn −∑n
m=1 rmp

m−1)
∏j
m=1 (p+ θδm)

+

n
∑

j=i

kjθ
2j
(

pn+i−j−1 −∑n
m=j+1 rmp

m+i−j−2
)

(pn −∑n
m=1 rmp

m−1)
∏j
m=1 (p+ θδm)

]

(

X̃1(p)−W (p)
)

= − Fi,1(p) + Fi,2(p)

(pn −∑n
m=1 rmp

m−1)
∏n
m=1 (p+ θδm)

(

X̃1(p)−W (p)
)

avec






























Fi,1(p)
∆
=

i−1
∑

j=1



kjθ
2j

(

j
∑

m=1

rmp
m+i−j−2

)

n
∏

m=j+1

(p+ θδm)





Fi,2(p)
∆
=

n
∑

j=i



kjθ
2j



pn+i−j−1 −
n
∑

m=j+1

rmp
m+i−j−2





n
∏

m=j+1

(p+ θδm)





(4.38)

Dans ce qui suit, pour tout i = 1, . . . , n, nous cherchons à calculer la fonction de transfert

Gi(p) vérifiant

X̃i(p) = Gi(p)W (p)
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Cas i = 1 : Dans le cas i = 1, Fi,1(p) et Fi,2(p) se spécialisent comme suit














F1,1(p) = 0

F1,2(p) =

n
∑

j=1



kjθ
2j



pn−j −
n
∑

m=j+1

rmp
m−j−1





n
∏

m=j+1

(p+ θδm)





(4.39)

ce qui donne

X̃1(p) = − F1,2(p)

(pn −∑n
m=1 rmp

m−1)
∏n
m=1 (p+ θδm)

(

X̃1(p)−W (p)
)

ou, écrit de manière équivalente,

X̃1(p) =
F1,2(p)

ρn + F1,2(p)
W (p) (4.40)

en posant

ρn
∆
=

(

pn −
n
∑

m=1

rmp
m−1

)

n
∏

m=1

(p+ θδm) (4.41)

Ainsi, il vient

G1(p)
∆
=

F1,2(p)

ρn + F1,2(p)
(4.42)

où F1,2(p) et ρn sont donnés par (4.39) et (4.41), respectivement.

Cas i > 1 : Nous avons, d’après l’expression de X̃i(p) et en utilisant l’expression de ρn

donné par (4.41)

X̃i(p) = −Fi,1(p) + Fi,2(p)

ρn

(

X̃1(p)−W (p)
)

(4.43)

où Fi,1(p) et Fi,2(p) sont donnés par (4.38), et ρn est donné par (4.41).

D’autre part, nous avons d’après (4.42),

X̃1(p)−W (p) = (G1(p)− 1)W (p) = − ρn
ρn + F1,2(p)

W (p) (4.44)

L’association des relations (4.43) et (4.44) nous donne alors directement, pour i = 2, . . . , n,

X̃i(p) =
Fi,1(p) + Fi,2(p)

ρn

ρn
ρn + F1,2(p)

W (p)

=
Fi,1(p) + Fi,2(p)

ρn + F1,2(p)
W (p)

où Fi,1(p) et Fi,2(p) sont donnés par (4.38), ce qui donne finalement

Gi(p)
∆
=

Fi,1(p) + Fi,2(p)

ρn + F1,2(p)
(4.45)

Notons que l’expression de Gi(p) donnée par (4.45) pour i = 2, . . . , n reste valable pour

i = 1 d’après les expressions de F1,1(p) et F1,2(p) donnés par (4.39).
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Détermination du degré relatif de la fonction de transfert Gi(p), i = 1, . . . , n :

Il nous reste désormais à calculer l’ordre relatif de la fonction de transfert Gi(p), pour

i = 1, . . . , n. Notons tout d’abord que puisque deg(ρn) = 2n et deg(F1,2(p)) = 2(n − 1),

nous avons

deg(ρn + F1,2(p)) = deg(ρn) = 2n. (4.46)

Ainsi, l’ordre relatif de la fonction de transfert G1(p) vaut

d1 = −deg(G1(p)) = 2n− 2(n− 1) = 2 (4.47)

et vérifie bien la relation (4.34) du théorème 4.3.2. D’autre part, pour i = 2, . . . , n nous

avons

deg(Fi,2(p)) = 2n− i− 1 (4.48)

et, en posant ρ ∈ {1, 2, . . . , n} comme étant le plus indice tel que le coefficient rρ du vecteur

R est non nul (et ρ = n si R est le vecteur nul),

deg(Fi,1(p)) = deg





i−1
∑

j=1



kjθ
2j

(

j
∑

m=1

rmp
m+i−j−2

)

n
∏

m=j+1

(p+ θδm)









= deg



kρrρθ
2ρpi−2

n
∏

m=ρ+1

(p+ θδm)



 = n+ i− ρ− 2 (4.49)

Ainsi, nous avons, pour i = 2, . . . , n,

deg(Fi,1(p) + Fi,2(p)) ≤ max {(2n− i− 1), (n+ i− ρ− 2)} (4.50)

et par suite

di
∆
= −deg(Gi(p)) = 2n− deg(Fi,1(p) + Fi,2(p))

≥ 2n−max {(2n− i− 1), (n+ i− ρ− 2)}
= 2n+min {(−2n+ i+ 1), (−n− i+ ρ+ 2)}
= min {(i+ 1), (ρ+ n− i+ 2)} (4.51)

et vérifie encore une fois la relation (4.34) du théorème 4.3.2. Ceci termine la preuve du

théorème 4.3.2. �

Remarque 4.3.2 Il convient de comparer le résultat du théorème précédent 4.3.2 avec celui de

la proposition 2 de (Astolfi et Marconi 2015). L’ordre relatif di de la fonction de transfert
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Gi(p) est tel que

di ≥ min {(i+ 1), (ρ+ n− i+ 2)}

alors qu’il vérifie, dans (Astolfi et Marconi 2015),

d
′

i = min {i, (ρ+ n− i+ 1), (n− 1)}

Par conséquent, l’observateur FHGO procure un gain de 1 dans l’ordre relatif de la fonction

de transfert Gi(p), pour i = 1, . . . , n − 1, et un gain de 1 et un gain de 2 pour i = n, dans

les cas ρ < n − 1 et ρ ≥ n − 1 respectivement. L’observateur FHGO (4.20) propose ainsi un

filtrage d’ordre relatif plus important que ce qui a été proposé dans (Astolfi et Marconi

2015).

4.3.4 Structure de l’observateur avec prise en compte de l’échantillonnage

de la sortie

L’observateur synthétisé ci-dessus suppose que la sortie est disponible de manière continue.

Ce n’est en général pas le cas en pratique du fait que la sortie est généralement disponible

qu’à des instants d’échantillonnage donnés 0 ≤ t0 < . . . < tk < tk+1 < . . . avec des intervalles

d’échantillonnage (variant dans le temps) τk = tk+1 − tk et avec lim
k→+∞

tk = +∞. Dans ce

qui suit, nous proposons une nouvelle synthèse de l’observateur en considérant cette fois-ci

le processus d’échantillonnage. Pour ce faire, nous supposons que les intervalles de temps τk
sont bornés par une borne inférieure τm > 0 et une borne supérieure τM , i.e.

0 < τm ≤ τk = tk+1 − tk ≤ τM , ∀k ≥ 0 (4.52)

Plus précisément, le système dynamique qui sera soumis à l’observateur FHGO continu-discret

est le suivant
{

ẋ(t) = Anx(t) + ϕ(u(t), x(t)) +Bnε(t)

y(tk) = Cnx(tk) + w(tk) = x1(tk) + w(tk)
(4.53)

L’approche adoptée pour la synthèse de l’observateur FHGO continu-discret est similaire à

celle proposée dans (Bouraoui et al. 2015), excepté que le terme correctif est légèrement

différent comme nous le montrerons ci-après. Similairement à (Bouraoui et al. 2015), il

nous est nécessaire de considérer l’hypothèse supplémentaire suivante sur la bornitude des

échantillons de bruit w(tk).

Hypothèse 4.3.1 Pour tout tk, k ≥ 0, les échantillons w(tk) sont bornés par δw où δw est

la borne essentielle supérieure donnée par l’hypothèse 4.2.3.

Afin de prendre en compte le processus d’échantillonnage, l’observateur SHGO (4.5) donné

dans (Bouraoui et al. 2015) a été réécrit sous la forme suivante

˙̂x(t) = Anx̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))− θ∆−1
θ Gne

−θg1(t−tk) (Cnx̂(tk)− y(tk)) (4.54)
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où Gn et ∆θ sont donnés comme dans le cas continu, i.e. la matrice ∆θ est donnée par

(4.6) et la matrice Gn =









g1
...

gn









est choisie de sorte que la matrice Ãn
∆
= An − GnCn

est Hurwitz. Dès lors, en comparant les équations de l’observateur continu (4.5) avec son
équivalent continu-discret (4.54), nous remarquons que l’erreur d’observation Cnx̂(t) − y(t)
dans le terme correctif de l’observateur continu a été remplacé dans le cas échantillonné par le
terme e−θg1(t−tk) (Cnx̂(tk)− y(tk)) qui peut être interprété comme étant une version filtrée de
l’erreur impulsionnelle de sortie Cnx̂(tk) − y(tk). En nous basant sur une approche similaire
à ce qui a été proposé dans (Bouraoui et al. 2015) et dans l’objectif de synthétiser un
observateur FHGO avec mesures échantillonnées, il est naturel de remplacer le terme correctif
Cnx̂(t)− y(t) dans ce dernier par un signal de la forme e−θk1(t−tk) (Cnx̂(tk)− y(tk))+β(t) où
β(t) est un signal à temps variant à déterminer. Ainsi, l’observateur FHGO continu-discret
est donné par les équations différentielles suivantes










˙̂x(t) = Anx̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))− θKnη(t),

η̇(t) = −θDnη(t) + θ2AT
nη(t) + θCT

n

(

e−θk1(t−tk) (Cnx̂(tk)− y(tk)) + β(t)
)

, t ∈ [tk, tk+1[,

β̇(t) = g(t), t ∈ [tk, tk+1[ avec β(tk) = 0.

(4.55)

où l’expression de g(t) est à déterminer.

Nous établissons alors le théorème suivant.

Théorème 4.3.3 Considérons le système (4.53) soumis aux hypothèses 4.2.1 à 4.2.3 et à

l’hypothèse 4.3.1 conjointement avec l’observateur (4.55). Alors, il existe θ0 > 0 tel que pour

tout θ ≥ θ0, il existe des constantes positives χθ > 0 et ηθ(τM ) > 0 telles que si la borne

supérieure des périodes d’échantillonnage τM est choisi de sorte que τM < χθ, en choisissant

β̇(t) = g(t)
∆
= θk1e

−θk1(t−tk) (x̂1(tk)− y(tk))− θk1η1(t), (4.56)

alors pour tout u ∈ U et pour tout x̂(0) ∈ Rn, nous avons

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ σnθ
n−1e−ηθ(τM )t‖x̂(0)− x(0)‖+ σnNθ(τm, τM )

(

δε
θ

+ θn−1δw

)

, (4.57)

pour tout t ≥ 0, où x(t) est la trajectoire inconnue du système associée à l’entrée u, x̂(t) est

n’importe quelle trajectoire du système (4.55) associée à (u, y), µn > 0 est un réel positif donné

par (4.22), δε et δw sont les bornes essentielles supérieures de |ε(t)| et |w(t)|, respectivement,

θ0 est donné dans le théorème 4.3.1, Lϕ est la constante de Lipschitz donnée par l’hypothèse

4.2.2, σn =
√

λM (Pn)/λm(Pn) est le nombre de conditionnement de la matrice Pn donnée

par (4.22), et τm et τM sont définis dans (4.52), avec

ηθ(τM ) = aθ

(

1− τM
χθ

)

e−aθτM , χθ =
µn

2(Lϕ + θ)σnλM (Pn)
,

aθ =
µnθ

2λM (Pn)
, Nθ(τm, τM ) = θτM

2− e−ηθ(τM )τm

1− e−ηθ(τM )τm
. (4.58)
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Preuve du théorème 4.3.3. De la même façon que dans la preuve du théorème 4.3.1,

nous posons x̃(t) = x̂(t)− x(t), x̄(t) = θn−1∆θx̃(t) et η̄(t) = θn−1∆θη(t), où la matrice ∆θ

est donné par (4.6). Comme dans la preuve du théorème 4.3.1, nous pouvons montrer que

(par comparaison des équations ci-dessous avec (4.26) et (4.27), respectivement)

˙̄x(t) = θAnx̄(t) + θn−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−Bnε(t)− θKnη̄(t), (4.59)

˙̄η(t) = −θDnη̄(t) + θATn η̄(t) + θCTn

(

e−θk1(t−tk) (Cnx̂(tk)− y(tk)) + β(t)
)

. (4.60)

L’ajout et la soustraction du terme θCTnCnx̄(t) − θnCTnw(tk) à droite de l’équation (4.60)

mène à l’expression

˙̄η(t) = −θDnη̄(t) + θATn η̄(t) + θCTnCnx̄(t)− θnCTnw(tk)− θCTn ξ(t), (4.61)

où

ξ(t) = Cn

(

x̄(t)− e−θk1(t−tk)x̄(tk)
)

− θn−1β(t) + θn−1
(

e−θk1(t−tk) − 1
)

w(tk). (4.62)

Les équations d’erreur (4.59) et (4.61) peuvent également s’écrire sous la forme condensée
suivante

˙̄z(t) = θMnz̄(t) +

(

θn−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))

0n,1

)

−
(

Bnε(t)

θnCT
nw(tk)

)

−
(

0n,1

θCT
n ξ(t)

)

(4.63)

où z̄ =

(

x̄

η̄

)

et Mn est la matrice Hurwitz introduite par le lemme 4.2.1.

L’inégalité ci-dessus (4.63) est similaire à l’équation (4.28) issue du cas continu, excepté

la présence d’un terme supplémentaire à droite de l’inégalité (4.63) impliquant la variable

ξ(t), conséquence de la considération de l’échantillonnage. Dans ce qui suit, notre objectif

est de trouver la plus petite borne supérieure possible de ce terme additionnel de sorte que

la borne supérieure des périodes d’échantillonnage τM puisse être la plus grande possible.

D’une part, puisque β(tk) = 0, il vient ξ(tk) = 0, et d’après les relations (4.59) et (4.62), la

dérivée par rapport au temps de ξ peut s’écrire comme suit

ξ̇(t) = θx̄2(t) + θn−1ϕ̃1(u(t), x̂1(t), x1(t))− θk1η̄1(t)
+θk1e

−θk1(t−tk)x̄1(tk)− θn−1β̇(t)− θnk1e−θk1(t−tk)w(tk)
= θx̄2(t) + θn−1ϕ̃1(u(t), x̂1(t), x1(t))

−θn−1
(

β̇(t)− θk1e−θk1(t−tk) (x̂1(tk)− y(tk)) + θk1η1(t)
)

(4.64)

La dernière égalité résulte du fait que x̄1(tk) = θn−1x̃1(tk) et η̄1(t) = θn−1η1(t). En choisis-

sant

β̇(t) = g(t)
∆
= θk1e

−θk1(t−tk) (x̂1(tk)− y(tk))− θk1η1(t),
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l’équation (4.64) se transforme en ξ̇(t) = θx̄2(t) + θn−1ϕ̃1(u(t), x̂1(t), x1(t)). L’intégration

de cette dernière équation entre les instants tk et t ≥ tk nous donne alors

ξ(t) =

∫ t

tk

(

θx̄2(s) + θn−1ϕ̃1(u(s), x̂1(s), x1(s))
)

ds

et d’après la propriété de Lipschitz de la fonction ϕ1, nous avons

|ξ(t)| ≤ (θ + Lϕ)

∫ t

tk

‖x̄(s)‖ds (4.65)

Soit V (z̄(t)) = z̄(t)TPnz̄(t) la fonction candidate de Lyapunov, avec la matrice Pn donnée

par (4.22). En procédant comme dans la preuve du théorème 4.3.1, nous montrons que (par

comparaison avec (4.31))

V̇ (z̄(t)) ≤ − µnθ

λM (Pn)
V (z̄(t)) + 2

√

λM (Pn)
√

V (z̄(t)) (θn|w(tk)|+ |ε(t)|+ θ|ξ(t)|) (4.66)

D’après (4.65), et puisque nous avons ‖x̄(s)‖ ≤ ‖z̄(s)‖, il vient

|ξ(t)| ≤ (θ + Lϕ)

∫ t

tk

‖z̄(s)‖ds ≤ θ + Lϕ
√

λm(Pn)

∫ t

tk

√

V (z̄(s))ds (4.67)

La combinaison des inégalités (4.66) et (4.67) nous donne

d

dt

√

V (z̄(t)) ≤ − µnθ

2λM (Pn)

√

V (z̄(t))

+θσn (θ + Lϕ)

∫ t

tk

√

V (z̄(s))ds+
√

λM (Pn) (θ
nδw + |ε(t)|) (4.68)

Posons aθ =
µnθ

2λM (Pn)
, bθ = θσn(θ+Lϕ) et pθ(t) =

√

λM (Pn) (θ
nδw + |ε(t)|), et supposons

que la borne supérieure des périodes d’échantillonnage τM vérifie la condition suivante

τM < χθ
∆
=
aθ
bθ

=
µn

2(θ + Lϕ)σnλM (Pn)
(4.69)

Alors, d’après le lemme B.2.2 donné en annexe B.2, nous obtenons

√

V (z̄(t)) ≤ e−ηθt
√

V (z̄(0)) + cθτM
2− e−ηθτm
1− e−ηθτm , (4.70)

où ess supt≥0 pθ(t) ≤ cθ
∆
=
√

λM (Pn) (δε + θnδw) et ηθ(τM ) = aθ

(

1− τM
χθ

)

e−aθτM . En

remplaçant cθ par son expression dans l’équation (4.70) et en revenant à z(t), on trouve

‖z(t)‖ ≤ σnθn−1e−ηθt‖z(0)‖+ σnNθ(τm, τM )

(

δε
θ

+ θn−1δw

)

, (4.71)

où Nθ(τm, τM ) est donné par (4.58). Comme ‖x̃(t)‖ ≤ ‖z(t)‖ et ‖z(0)‖ = ‖x̃(0)‖, l’inégalité

(4.71) implique (4.57). Ceci termine la preuve du théorème 4.3.3. �
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Remarques 4.3.1

1. La fonction β(t), dont la dynamique est donnée par l’expression (4.56), peut se réécrire

comme suit pour tout t ∈ [tk, tk+1[

β(t) =
(

1− e−θk1(t−tk)
)

(x̂1(tk)− y(tk)) + α(t) avec

α̇(t) = −θk1η1(t), t ∈ [tk, tk+1[, α(tk) = 0.

En remplaçant β par sa nouvelle expression dans (4.55), l’observateur FHGO avec

prise en compte du processus d’échantillonnage se spécialise comme suit, pour tout

t ∈ [tk, tk+1[,














˙̂x(t) = Anx̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))− θKnη(t),

η̇(t) = −θDnη(t) + θ2ATnη(t) + θCTn (Cnx̂(tk)− y(tk) + α(t)) ,

α̇(t) = −θk1η1(t), avec α(tk) = 0.

(4.72)

2. La borne de l’erreur d’observation liée à l’observateur continu-discret, i.e. l’expression

à droite de l’inégalité (4.57), est très similaire à celle obtenue dans le cas d’une sortie

disponible continûment, i.e. l’expression à droite de l’inégalité (4.24), à deux différences

près :

(i) Le taux de décroissance exponentielle est égal à µnθ/(2λM (Pn)) dans le cas d’une

sortie disponible en temps continu, alors qu’il est égal à ηθ(τM ) quand la sortie

est échantillonnée.

(ii) Le terme 2λM (Pn)/µn résultant de l’expression de la borne supérieure dans le

cas continu est remplacé par Nθ(τm, τM ) quand la sortie est échantillonnée.

3. Il a été montré dans (Bouraoui et al. 2015) que dans le cas d’une période d’échan-

tillonnage constante, i.e. τM = τm = Ts, ηθ(Ts) est une fonction décroissante de Ts

avec lim
Ts→0

ηθ(Ts) = µnθ/(2λM (Pn)). Il a également été montré dans (Bouraoui et al.

2015) que Nθ(Ts) est une fonction croissante de Ts avec lim
Ts→0

Nθ(Ts) = 2λM (Pn)/µn.

Ainsi, les résultats obtenus dans le cas d’une sortie échantillonnée sont en concordance

avec ceux issus d’une sortie disponible continûment. Concrètement, la décroissance vers

zéro de l’erreur d’observation est inversement proportionnelle à l’amplitude de la période

d’échantillonnage alors que sa borne supérieure ultime est proportionnelle à cette même

amplitude. D’autre part, quand la période d’échantillonnage tend vers zéro, les expres-

sions du taux de décroissance exponentielle et de la borne supérieure ultime tendent vers

celles issues du cas où la sortie est disponible continûment.

Les équations de l’observateur FHGO continu-discret données par (4.72) sont calculées pour

un choix précis de la fonction β(t) gouverné par (4.56). D’autres expressions de β(t) sont
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cependant possibles, menant à d’autres synthèses possibles de l’observateur FHGO continu-

discret et dont les propriétés de convergence asymptotique sont similaires à celles soulignées

dans les remarques 4.3.1. La principale différence entre ces dernières et la fonction β choisie

(4.56) réside dans la valeur maximale possible du diamètre maximum des périodes d’échan-

tillonnages τM . Concrètement, la fonction β choisie (4.56) maximise la borne supérieure de

τM . Pour souligner ce fait, considérons dans ce qui suit β = 0 et trouvons une nouvelle ex-

pression de χθ.

Dans le cas où β = 0, l’expression (4.62) se spécialise comme suit

ξ(t) = Cn

(

x̄(t)− e−θk1(t−tk)x̄(tk)
)

+ θn−1
(

e−θk1(t−tk) − 1
)

w(tk).

La dérivée temporelle de ξ devient ainsi

ξ̇(t) = θx̄2(t) + θn−1ϕ̃1(u(t), x̂1(t), x1(t))− θk1η̄1(t) + θk1e
−θk1(t−tk) (x̄1(tk)− θn−1w(tk)

)

= θx̄2(t) + θn−1ϕ̃1(u(t), x̂1(t), x1(t))− θk1η̄1(t) + θk1
(

x̄1(tk)− θn−1w(tk)− ξ(t)
)

D’après le lemme de comparaison entre les instants tk et t ≥ tk, et puisque ξ(tk) = 0, il vient

ξ(t) =

∫ t

tk

e−θk1(t−s)
(

θx̄2(s) + θn−1ϕ̃1(u(s), x̂1(s), x1(s))− θk1η̄1(s) + θk1x̄1(s)
)

ds

−θn−1
(

1− e−θk1(t−tk)
)

w(tk)

En remplaçant ξ(t) par sa nouvelle expression dans (4.63), nous obtenons

˙̄z(t) = θMnz̄(t) +

(

θn−1∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))

0n,1

)

−
(

Bnε(t)

θnCT
n e

−θk1(t−tk)w(tk)

)

−
(

0n,1

θCT
n ζ(t)

)

,

où

ζ(t)
∆
= ξ(t) + θn−1

(

1− e−θk1(t−tk)
)

w(tk)

=

∫ t

tk

e−θk1(t−s)
(

θx̄2(s) + θn−1ϕ̃1(u(s), x̂1(s), x1(s))− θk1η̄1(s) + θk1x̄1(s)
)

ds

Considérons maintenant et comme dans la preuve précédente la fonction candidate de Lyapu-

nov suivante : V (z̄) = z̄TPnz̄. Ainsi, en procédant de la même manière que dans cette dernière

preuve, nous montrons que (en comparant avec (4.67) et (4.68), respectivement)

|ζ(t)| ≤ θ(1 + 2k1) + Lϕ
√

λm(Pn)

∫ t

tk

√

V (z̄(s))ds,

et
d

dt

√

V (z̄(t)) ≤ − µnθ

2λM (Pn)

√

V (z̄(t)) + θσn (θ(1 + 2k1) + Lϕ)

∫ t

tk

√

V (z̄(s))ds

+
√

λM (Pn) (θ
nδw + |ε(t)|)

L’expression résultante de χθ est alors donnée par (à comparer avec (4.68) et (4.69))

χθ
∆
=

(µnθ)/(2λM (Pn))

θσn (θ(1 + 2k1) + Lϕ)
=

µn
2σnλM (Pn) (θ(1 + 2k1) + Lϕ)

(4.73)
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Nous en concluons donc que la norme de χθ donnée par l’expression (4.73) est plus petite que

pour celle donnée par (4.69).

4.3.5 Extension au cas multi-sorties

La synthèse de l’observateur FHGO peut être étendue au cas d’un système à sorties multiples

décrit par les équations (4.1), où l’état x ∈ IRn est partitionné sous la forme de q sous-états xi ∈

IRp pour i = 1, . . . , q, avec n = qp, i.e. x(t) =









x1
...

xq









∈ IRn avec ϕ(u, x) =









ϕ1(u, x1)
...

ϕq(u, x)









pour i = 1, . . . , q, u(t) ∈ U où U est un sous-ensemble compact de IRs, y(t) ∈ IRp, w(t) ∈ IRp

et les incertitudes du système sont telles que ε : IR+ −→ IRp. Finalement, les matrices An,

Bn et Cn se spécialisent comme suit

An =

[

0(q−1)p,p I(q−1)p

0p,p 0p,(q−1)p

]

, Bn =
(

0p . . . 0p Ip

)T
,

Cn =
(

Ip 0p . . . 0p

)

(4.74)

Les équations de l’observateur FHGO résultantes sont similaires à celles du système (4.20)

où An, Bn et Cn sont telles que définies par (4.74), où les états x̂ et η de l’observateur sont

partitionnés comme suit :

x̂(t) =









x̂1
...

x̂q









∈ IRn et η(t) =









η1
...

ηq









∈ IRn

avec x̂i, ηi ∈ IRp pour i = 1, . . . , q, et les matrices de gain d’observation Kn et Dn sont des

matrices diagonales par bloc et s’écrivent comme suit

Kn = diag
(

k1 Ip, . . . , kq Ip

)

et Dn = diag
(

δ1 Ip, . . . , δq Ip

)

,

où les coefficients ki et δi, i = 1, . . . , q, sont des réels constants choisis comme dans le cas

mono-sortie, c’est-à-dire choisis de sorte que la matrice de taille 2q × 2q suivante

Mq =

(

Aq Kq

CTq Cq −Dq +ATq

)

soit Hurwitz, où les matrices Aq, Cq, Dq et Kq sont les matrices données dans le lemme 4.2.1

dans le cas n = q. En effet, nous pouvons facilement montrer que la matrice Mn obtenue dans

le cas multi-sorties peut être transformée par le biais de permutations adaptées de lignes et

de colonnes sous la forme Mn = diag
(

Mq, . . . , Mq

)

. Ainsi, chaque valeur propre de la

matrice Hurwitz Mq est également une valeur propre, de multiplicité p, de la matrice Mn.
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L’analyse de la sensibilité au bruit de mesure de l’observateur FHGO peut être menée à bien

de la même manière que dans le cas mono-sortie, et nous pouvons montrer que la fonction de

transfert entre la i-ème composante de l’erreur d’observation x̃(i) = x̂(i) − x(i) et le bruit de

mesure w(t) est identique à celle fournie dans le cas mono-sortie, à savoir

X̃(i)(p) = Gi(p)W (p), pour i = 1, . . . , q

où X̃(i)(p) et W (p) sont les transformées de Laplace de x̃(i)(t) et w(t), respectivement, et l’ex-

pression de Gi(p) ∈ C est donnée par (4.45). Notons que dans ce cas, on a X̃(i)(p), W (p) ∈ Cp.

Cela signifie que la fonction de transfert entre chaque composante de X̃(i)(p) et W (p) est la

même, chacune étant égale à Gi(p).

Dans le cas d’une sortie échantillonnée, les équations de l’observateur FHGO continu-discret

résultantes sont également similaires à celles données dans le cas mono-sortie par (4.72), où

les états estimés x̂ et η de même que les matrices An, Bn, Cn, Dn et Kn sont celle spécifiées

dans le cas de sorties disponibles continûment et la fonction α ∈ IRp est gouverné par l’EDO

suivante :

α̇(t) = −θk1η1(t), ∀t ∈ [tk, tk+1[ avec α(tk) = 0.

4.4 Exemples illustratifs

Dans cette section, les performances de l’observateur FHGO étudié précédemment sont illus-

trées par le biais de deux exemples. Le premier exemple, qui traite d’un oscillateur forcé de

Van Der Pol, met en avant les capacités de filtrage de l’observateur FHGO. La seconde ap-

plication, traitant d’un bioréacteur, souligne les capacités de filtrage de l’observateur FHGO

en présence de mesures échantillonnées et met en pratique un problème d’ingénierie difficile

consistant à considérer des états inconnus comme étant des incertitudes et à les estimer.

4.4.1 Exemple 1 - Application à un oscillateur forcé de Van Der Pol

Il convient d’illustrer les performances de l’observateur FHGO et de les comparer avec celles

de l’observateur SHGO. Pour cela, nous considérons dans cette première partie un exemple

traitant d’un oscillateur forcé de Van Der Pol (voir (Astolfi et al. 2016) pour plus de

précisions). Ce dernier, avec n = 4 et ϕi = 0, i = 1, . . . , 3, est modélisé par les équations
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différentielles suivantes :


































ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = x3(t)

ẋ3(t) = x4(t)

ẋ4(t) = ϕ4(x) + ε(t)

y(t) = x1(t) + wf (t)

(4.75)

où

ϕ4(x) = −0.06x1x2x3 − 0.02x32 − x3 − 0.01(x21 − 1)x4 − 4(x3 + 0.01(x21 − 1)x2 + x1)

La sortie y(t) a été perturbée par un bruit gaussien w(t) de moyenne nulle et de variance

égale à 0.5 et filtré par un filtre passe-haut Gw rejetant les fréquences inférieures à 100Hz.

Le gabarit de ce filtre est décrit par la figure 4.2.

50 100 150 200 250 300 350 400 450
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Figure 4.2 – Gain du filtre passe-haut Gw appliqué au bruit gaussien w(t)

Ce filtre passe-haut, filtre RII de butterworth, a été conçu via les fonctions ’buttord’ et ’butter’

de Matlab comme suit

[Nord,Wn] = buttord(Wp,Ws, Rp, Rs), [Nz, Dz] = butter(Nord,Wn,
′ high′)

où Wp, Ws, sont les fréquences normalisées (par rapport à Fs

2 = 1
2dt où dt est le pas de simula-

tion) en bande passante et en bande coupante respectivement, Rp et Rs sont les atténuations

en dB pour les fréquences normalisées Wp et Ws respectivement, Nord est l’ordre du filtre

passe-haut et Wn la fréquence normalisée de coupure, tous ces paramètres résultants de la

fonction Matlab ’buttord’, et enfin Nz et Dz sont respectivement le numérateur et le dénomi-

nateur du filtre passe-haut résultant. Les fréquences normalisées Wp, Ws et les atténuations

Rp, Rs, pour un pas de simulation dt = 0.001, ont été calculées comme suit

Wp = 0.2, Ws = 0.18, Rp = 20log10(0.9) = −0.9151, Rs = 20log10(0.1) = −20
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ce qui conduit à

Nord = 28, Wn = 0.1945

La sortie bruitée résultante, bruitée par le bruit de mesure wf = Gww, est donnée par la

figure 4.3. Les conditions initiales pour la simulation ont été prises comme suit :

x(0) =
(

1 −1 0 0.98
)T

0 5 10 15
-5

0

5

Figure 4.3 – Mesures bruitées de x1

Les conditions des observateurs SHGO et FHGO ont été fixées par

x̂(0) =
(

1 0 0 0
)T

Les matrices de gain K4 et D4 ont été calculées de sorte que la matrice Hurwitz M4 de l’ob-

servateur FHGO (4.20) ait quatre valeurs propres doubles localisées en (−0.5,−0.9,−2,−3).
Pour ce faire, la procédure décrite dans la remarque 4.2.2 a été exécutée, ce qui donne

K4 = diag
(

6.4337 15.7134 17.3948 7.29
)

D4 = diag
(

3.0893 3.1581 3.2465 3.3062
)

Concrètement, les résultats intermédiaires fournis par cette procédure sont donnés par ce qui

suit, basés sur les notations introduites dans la remarque 4.2.2.

• i = 4 :

G2i =

































2.8

67.86

193.4600

322.6225

321.045

186.0525

57.51

7.29

































et R2i−1 =





























−3.3062
−2.7676 + 0.5721i

−2.7676− 0.5721i

−1.5469 + 0.9101i

−1.5469− 0.9101i

−0.4324 + 0.6994i

−0.4324− 0.6994i




























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i.e. k4 = 7.29 et δ4 = 3.3062.

• i = 3 :

G2i =























9.4938

36.4719

72.8784

81.6755

51.0133

17.3948























et R2i−1 =



















−3.2465
−2.4548 + 1.2294i

−2.4548− 1.2294i

−0.6688 + 1.2796i

−0.6688− 1.2796i



















i.e. k3 = 17.3948 et δ3 = 3.2465.

• i = 2 :

G2i =













6.2474

16.1899

20.3180

15.7134













et R2i−1 =









−3.1581
−1.5447 + 2.0119i

−1.5447− 2.0119i









i.e. k2 = 15.7134 et δ2 = 3.1581.

• i = 1 :

G2i =

[

3.0893

6.4337

]

i.e. k1 = 6.4337 et δ1 = 3.0893.

Par soucis de comparaisons, la matrice de gain G4 a été choisie de sorte que la matrice Hurwitz

résultante Ã4
∆
= A4 − C4G4 ait ses quatre valeurs propres localisées en (−0.5,−0.9,−2,−3).

Dans ce qui suit, deux ensembles de simulations ont été exécutes. Le premier ensemble de

simulations a été réalisé en l’absence d’incertitude, i.e. pour ε(t) = 0. Le paramètre de synthèse

θ a été choisi égal à 5 pour l’observateur SHGO, et à 25 pour l’observateur FHGO. Les

états estimés du système fournis par l’observateur FHGO sont donnés en figure 4.4 où ils

sont comparés à leur vraie trajectoire (sans bruit) issue du modèle de simulation. De même,

les états estimés du système fournis par l’observateur SHGO sont donnés en figure 4.5. Il

convient notamment de souligner les estimations relativement lisses fournies par l’observateur

en présence d’un bruit relativement élevé sur la sortie. En particulier, l’estimation fournie

par l’observateur FHGO, pour une vitesse de convergence identique, est nettement moins

bruitée que celle fournie par l’observateur SHGO. De telles courbes confirment sans conteste

les capacités de filtrage de l’observateur FHGO proposé. La deuxième simulation a été réalisée

en présence d’une incertitude ε(t) = 3sin(0.5t). Le paramètre de synthèse θ a de nouveau été

fixé à 5 pour l’observateur SHGO et à 25 pour l’observateur FHGO. La figure 4.6 montre le
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comportement des observateurs SHGO et FHGO en présence d’une incertitude sur le système.

Plus précisément, une simulation sans bruit de mesure sur la sortie et une seconde avec bruit

de mesure sur la sortie ont été réalisées comme le montre la figure 4.6. Il est à noter que

l’observateur FHGO fournit une estimation moins bruitée que l’observateur SHGO et permet

une compensation plus forte de l’incertitude considérée.
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Figure 4.4 – Estimation des états à l’aide d’un observateur FHGO pour θ = 25
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Figure 4.5 – Estimation des états à l’aide d’un observateur SHGO pour θ = 5

4.4.2 Exemple 2 - Application à un bioréacteur - Estimation des taux de

réaction

Dans ce second exemple, nous allons montrer que l’observateur FHGO proposé peut être utilisé

avec succès dans le but de résoudre un problème d’ingénierie difficile, à savoir l’estimation en

ligne des taux de réaction impliqués dans les processus de fermentation à partir des mesures

échantillonnées du substrat et des concentrations du produit. Un tel problème d’estimation a
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Figure 4.6 – Estimation des états via les observateur SHGO et FHGO, pour θ = 5 et θ = 25

respectivement - au-dessus sans bruit de mesure, en dessous en présence de bruit de mesure

déjà été étudié dans (Bouraoui et al. 2015) à l’aide d’un observateur SHGO. Le processus

de fermentation considéré consiste en la production d’éthanol (produit) par Saccharomyces

cerevisiae (biomasse) qui pousse sur du jus de tige de sorgho sucré contenant du glucose

comme source de carbone (substrat) (Birol et al. 1998 ; Jin et al. 2012). Le bioprocédé

concerné fonctionne en mode continu avec un taux de dilution variant dans le temps et une

concentration constante du substrat d’entrée, et peut être décrit de manière appropriée par

le modèle dynamique suivant :















Ẋ = r1 −DlX

Ṡ = −a1r1 − a2r2 +Dl(Sin − S)
Ṗ = r2 −DlP

(4.76)

où Dl et Sin représentent respectivement le taux de dilution et le substrat d’entrée, X, S et P

sont les concentrations respectives de la biomasse, du substrat et du produit, r1 et r2 sont les

taux de réaction, et a1 et a2 sont des rendements constants. Les taux de réaction r1 et r2 sont

généralement des fonctions très complexes des conditions de fonctionnement et de l’état du

procédé. La modélisation analytique de ces fonctions est souvent lourde et fait encore l’objet

de recherches approfondies et intensives. Pour résoudre ce problème, ces fonctions sont traitées

comme des paramètres variant dans le temps qui doivent être estimés à l’aide des mesures

des concentrations de certains composants. Ainsi, les taux de réaction r1 et r2 doivent être

traités comme des paramètres cinétiques variant dans le temps avec une dynamique inconnue,

et l’objectif consiste à estimer ces paramètres clé à partir des échantillons mesurés de S et P .

Cet objectif peut être atteint en considérant le système dynamique suivant :























ẋ1(t) = Y x2(t)−Dl(t)x1(t) +

(

Dl(t)Sin

0

)

ẋ2(t) = ε(t)

y(tk) = x1(tk) + wf (tk)

(4.77)

où x1 =

(

x1,1

x1,2

)

=

(

S

P

)

, x2 =

(

x2,1

x2,2

)

=

(

r1

r2

)

, Y =

(

−a1 −a2
0 1

)

est la matrice
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des coefficients de rendement, wf est le bruit de mesure sur la sortie et ε =

(

ε1

ε2

)

=

(

ṙ1

ṙ2

)

est une fonction bornée inconnue. En effet, le système (4.77) peut se mettre sous la forme (4.1)

par le biais du changement de variable suivant :

Φ :

(

x1

x2

)

−→ z =

(

z1

z2

)

=

(

x1

Y x2

)

(4.78)

De ce fait, un observateur continu-discret de la forme (4.72) peut être synthétisé dans le but

d’estimer en temps réel les taux de réaction r1 et r2. Les équations de l’observateur peuvent

s’écrire dans les coordonnées originales en considérant la transformation jacobienne inverse

comme suit :










































˙̂x1(t) = Y x̂2(t)−Dl(t)x̂1(t) +

(

Dl(t)Sin

0

)

− θk1η1(t)

˙̂x2(t) = −θk2Y −1η2(t)

η̇1(t) = −θδ1η1(t) + θ (x̂1(tk)− y(tk) + α(t))

η̇2(t) = −θδ2η2(t) + θ2η1(t)

α̇(t) = −θk1η1(t)

(4.79)

Dans ce qui suit, il convient de fournir des résultats de simulation dans le but d’illustrer les

performances de l’observateur grand gain filtré, en utilisant les expressions de modélisation

suivantes des taux de réaction (Birol et al. 1998 ; Jin et al. 2012)

r1 =
µmaxXS

KSX + S
(1−KPXP ) et r2 =

qmaxXS

KSP + S
(1−KPPP ) (4.80)

où µmax, qmax, KSX , KSP , KPX et KPP sont des paramètres cinétiques constants. Les expé-

riences de simulation ont été effectuées avec le paramétrage suivant :

µmax = 0.259(1/h), qmax = 1.916(1/h),

KSX = 0.258(g/L), KSP = 0.83(g/L), KPX = 0.007(g/L)−1, KPP = 0.01(g/L)−1,

a1 = 23.3(g/g), a2 = 2.4(g/g), Sin = 100(g/L). (4.81)

La figure 4.7 montre le taux de dilution, et les conditions initiales ont été choisies comme

suit :

S(0) = Ŝ(0) = 92.45(g/L), P (0) = P̂ (0) = 1.37(g/L), X(0) = 0.19(g/L),

r̂1(0) = r̂2(0) = 0(1/h).

Les mesures de S et P issues de la simulation du système (4.76) avec (4.80) ont été corrompues

par un bruit blanc gaussien additif de moyenne nulle et de variance égale à 0.2, filtré par un

filtre passe-haut RII de Butterworth Gw filtrant les fréquences inférieures à 200Hz et similaire
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Figure 4.7 – Évolution temporelle du taux de dilution

à ce qui a été proposé dans l’exemple 1. Suivant la même procédure, nous avons choisi un pas

de simulation dt = 0.001s, et

Wp = 0.4, Ws = 0.38, Rp = 20log10(0.9) = −0.9151, Rs = 20log10(0.1) = −20

ce qui nous a conduit à

Nord = 46, Wn = 0.3949

Le gabarit résultant de ce filtre est décrit par la figure 4.8.
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Figure 4.8 – Gain du filtre passe-haut Gw appliqué au bruit gaussien w(t)

La sortie résultante y a donc été bruitée par le bruit hautes fréquences wf et les mesures

continues résultants de S et P sont décrites par la figure 4.9.

Deux ensembles de simulations sont proposés dans ce qui suit, pour une période d’échantillon-

nage τM = 0.1h dans le premier ensemble et à τM = 1h dans le second ensemble. Pour chaque

ensemble de simulation, une comparaison de l’estimation des taux de réaction est proposée

pour un observateur SHGO et un observateur FHGO. En particulier, le paramètre de synthèse

θ est choisi égal à 3 pour l’observateur SHGO et à égal à 5 pour l’observateur FHGO de façon

à ce que les deux observateurs aient une vitesse de convergence similaire. Les résultats fournis

pour l’observateur FHGO ont été réalisés pour des matrices de gain K2 et D2 calculées comme
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Figure 4.9 – Mesures bruitées de S et P

suit

K2 = diag
(

2I2 I2

)

et D2 = diag
(

2I2 2I2

)

.

de sorte que les valeurs propres de la matrice Hurwitz M2 soient toutes localisées en (−1).
Par soucis de comparaisons, le gain G2 de l’observateur SHGO a été choisi comme suit

G2 =

(

2I2

I2

)

(4.82)

de façon à ce que les valeurs propres de la matrice Hurwitz Ã2
∆
= A2−C2G2 soient également

localisées en (−1).
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Figure 4.10 – Estimation de r1 et r2 fournie par l’observateur FHGO, pour τM = 0.1h et

θ = 5

Les estimations de r1 et de r2 fournies pour l’observateur FHGO et l’observateur SHGO pour

τM = 0.1h sont illustrées par les figures 4.10 et 4.11, respectivement. Celles correspondantes
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Figure 4.11 – Estimation de r1 et r2 fournie par l’observateur SHGO, pour τM = 0.1h et

θ = 3

0 20 40 60 80 100 120
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

SIMULATION
ESTIMATION

0 20 40 60 80 100 120
-1

0

1

2

3

4

5

SIMULATION

ESTIMATION

Figure 4.12 – Estimation de r1 et r2 fournie par l’observateur FHGO, pour τM = 1h et

θ = 5
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Figure 4.13 – Estimation de r1 et r2 fournie par l’observateur SHGO, pour τM = 1h et

θ = 3

au cas τM = 0.1h sont illustrées par les figures 4.12 et 4.13. Notons que dans tous les cas,

les résultats obtenus sont en accord avec le bon comportement de l’observateur FHGO en

présence de bruit de mesure sur la sortie, et confirment donc les propriétés de filtrage de ce

dernier. Notons par ailleurs que pour de grandes périodes d’échantillonnages, les performances

de l’observateur FHGO, à l’instar de celles de l’observateur SHGO, sont dégradées.

4.5 Conclusion

Une version filtrée de l’observateur grand gain standard a été proposée dans ce chapitre pour

le cas mono-sortie. Deux principales caractéristiques de cette version sont à souligner. La

première caractéristique concerne la simplicité de la structure de l’observateur. La seconde

caractéristique, et sans doute la plus importante, réside dans les capacités de filtrage de l’ob-

servateur proposé. Il est à noter que le choix du gain de l’observateur est réalisé ici à travers

une procédure simple et systématique permettant d’assigner arbitrairement les valeurs propres

de la matrice Hurwitz résultante. Une analyse de sensibilité au bruit de mesure a été fournie

dans un cadre simplifié et similaire à ce qui a été proposé dans (Astolfi et Marconi 2015)

afin de souligner les capacités de filtrage de l’observateur proposé. Deux extensions de cet ob-

servateur ont par ailleurs été proposées : une version avec prise en compte de l’échantillonnage

des mesures de sortie, et une version adaptée au cas multi-sorties, où tous les résultats précé-
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dents y sont rappelés. Enfin, deux exemples ont été considérés dans ce chapitre. Le premier,

traitant d’un oscillateur forcé de Van Der Pol, et le second, traitant d’un bioréacteur, ont

permis d’illustrer les capacités filtrantes de l’observateur filtré à mesures continues et mesures

échantillonnées en présence d’un bruit hautes fréquences et d’incertitudes.
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Chapitre 5

Forme normale d’observabilité

uniforme pour une classe de systèmes

non linéaires à sorties multiples

5.1 Introduction

Comme cela a été évoqué dans l’introduction générale, la plus grande classe de systèmes non

linéaires MIMO uniformément observables a été proposée dans (Bornard et Hammouri

2002). Plus spécifiquement, il a été montré que tout système appartenant à cette classe est

uniformément observable si le graphe d’uniforme observabilité associé au système est défini

dans (Bornard et Hammouri 2002) ne comporte pas de cycle. Rappelons que la classe de

systèmes considérée dans (Bornard et Hammouri 2002) généralise la classe de systèmes

non-triangulaires introduite dans (Farza et al. 2011) et celle donnée par (Grip et Saberi

2012), basée sur une autre approche graphique. Néanmoins, la synthèse de l’observateur sup-

pose l’existence d’un ensemble d’entiers nécessaires pour construire le gain de l’observateur.

Contrairement à (Farza et al. 2011), aucune procédure systématique n’est proposée pour

trouver ces entiers.

Dans ce chapitre, nous proposons une approche permettant de synthétiser un observateur

grand gain pour l’ensemble de la classe de systèmes considérée dans (Bornard et Hammouri

2002). À cet égard, une décomposition précise en étages de la classe de systèmes considérée est

introduite et nous montrons que cette dernière est rendue possible par l’absence de cycle dans

le graphe d’uniforme observabilité défini dans (Bornard et Hammouri 2002), impliquant

que le système considéré est uniformément observable. Une immersion est ensuite proposée,

permettant par la suite la synthèse de l’observateur. Un exemple hydraulique est enfin donné

à titre illustratif dans le but de témoigner des performances de l’observateur synthétisé.
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5.2 Formulation du problème

Considérons l’ensemble des systèmes non linéaires à sorties multiples difféomorphes à la classe

de systèmes suivante :

SYS
{

ξ̇(t) = Aξ(t) + ϕ(u(t), ξ(t))

y(t) = Cξ(t)
(5.1)

où :

• ξ est l’état du système (5.1), donné par

ξ =















ξ1

ξ2
...

ξq















∈ IRn avec ξk =















ξ(k,1)

ξ(k,2)
...

ξ(k,λk)















∈ IRnk et ξ(k,i) ∈ IRpk , (5.2)

pour k = 1, . . . , q et i = 1, . . . , λk, avec n =
∑q

k=1 nk =
∑q

k=1 λkpk et λk ≥ 2,

• u ∈ IRm est l’entrée du système, et y ∈ IRp est la sortie du système, donnée par

y =















y1

y2
...

yq















∈ IRp avec yk ∈ IRpk , k = 1, . . . , q,

avec p =
∑q

k=1 pk.

• les matrices A et C sont données respectivement par

A =









A1

. . .

Aq









∈ IRn×n avec Ak =





















0pk Ipk 0pk . . . 0pk
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0pk

0pk . . . . . . 0pk Ipk

0pk . . . . . . 0pk 0pk





















∈ IRnk×nk

et

C =









C1

. . .

Cq









∈ IRq×n avec Ck =
[

Ipk 0pk . . . 0pk

]

∈ IRpk×nk

• la fonction non linéaire ϕ est telle que

ϕ(u, ξ) =















ϕ1(u, ξ)

ϕ2(u, ξ)
...

ϕq(u, ξ)















avec ϕk(u, ξ) =















ϕ(k,1)(u, ξ)

ϕ(k,2)(u, ξ)
...

ϕ(k,λk)(u, ξ)















, k = 1, . . . , q,
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Dans ce chapitre, nous allons déterminer la structure des non-linéarités ϕ(k,i), k = 1, . . . , q,

i = 1, . . . , λk, d’après la notion de graphe d’uniforme observabilité introduite dans (Bornard

et Hammouri 2002). Plus précisément, la description des non-linéarités ϕ(k,i) du système (5.1)

va se faire grâce à la relation d’ordre R introduite dans (Bornard et Hammouri 2002) et

qui sert de base au graphe d’uniforme observabilité. Ces deux notions sont introduites dans

le paragraphe suivant.

5.2.1 Relation de dépendance d’observabilité et graphe d’uniforme obser-

vabilité

Dans ce qui suit, soit N l’ensemble des paires d’indices (k, i), k = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk, du

système (5.1). Avant de déterminer le graphe d’observabilité uniforme donné par (Bornard

et Hammouri 2002), il convient d’introduire la relation d’ordre R appelée relation de dépen-

dance d’observabilité et définie comme suit.

Définition 5.2.1 (Relation de dépendance d’observabilité) Pour tout k, l = 1, . . . , q,

i = 1, . . . , λk et j = 1, . . . , λl, nous avons (l, j)R(k, i) si et seulement si l’une des trois

conditions suivantes est respectée :

(i) k = l et i = j + 1,

(ii) k = l et
∂ϕ(k,i)

∂ξ(l,j)
(u, ξ) 6≡ 0,

(iii) k 6= l et
∂ϕ(k,i)

∂ξ(l,j+1)
(u, ξ) 6≡ 0

Remarques 5.2.1

1. Les points (i) et (iii) de la définition 5.2.1 ne sont valables que pour j < λl.

2. Les dérivées non nulles de la forme
∂ϕ(k,i)

∂ξ(l,1)
(u, ξ) n’ont pas d’élément correspondant pour

le point (iii). En d’autres termes, pour tout k, l = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk,
∂ϕ(k,i)

∂ξ(l,1)
(u, ξ) 6≡ 0

n’implique pas de relation de dépendance d’observabilité.

De la relation de dépendance d’observabilité R donnée par la définition 5.2.1, nous introdui-

sons la notion de graphe d’uniforme d’observabilité comme suit.
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Définition 5.2.2 (Graphe d’uniforme observabilité, ou graphe UO) Pour tout k, l =

1, . . . , q, i = 1, . . . , λk et j = 1, . . . , λl, chaque paire de nœuds relatifs (l, j)R(k, i) de la rela-

tion de dépendance d’observabilité R, donnée par la définition 5.2.1, est appelé arc orienté du

nœud (l, j) vers le nœud (k, i). L’ensemble des arcs orientés issus de la relation de dépendance

d’observabilité R forment le graphe d’uniforme observabilité, ou graphe UO. Le graphe UO

obtenu à partir de toutes les paires de nœuds relatifs de R est ensuite simplifié comme suit :

• Si deux arcs ont la même origine et la même fin, alors ils sont remplacés par un seul

arc.

• Chaque arc partant d’un nœud vers lui-même est supprimé.

Exemple 5.2.1 En guise d’illustration, considérons le système dynamique suivant :























ξ̇(1,1)(t) = ξ(1,2)(t) + ξ(1,1)(t).u(t)

ξ̇(1,2)(t) = ξ(1,3)(t) + ξ(2,2)(t).u(t)

ξ̇(1,3)(t) = 0

y1(t) = ξ(1,1)(t)























ξ̇(2,1)(t) = ξ(2,2)(t)

ξ̇(2,2)(t) = ξ(2,3)(t) + ξ(1,3)(t).u(t)

ξ̇(2,3)(t) = 0

y2(t) = ξ(2,1)(t)

(5.3)

Le système (5.3) se met bien sous la forme (5.1). D’après la définition 5.2.1 de la relation de

dépendance d’observabilité R, le point (i) donne les paires de nœuds relatifs de R suivantes :

(1, 1)R(1, 2) , (1, 2)R(1, 3) et (2, 1)R(2, 2) , (2, 2)R(2, 3)

D’après le point (ii) de la définition 5.2.1, il vient (1, 1)R(1, 1). Notons que l’arc orienté

associé à cette paire de nœuds relatifs de R n’intervient pas dans le graphe UO d’après les

règles de simplification du graphe. Enfin, d’après le point (iii) de la définition 5.2.1, nous

avons

(2, 1)R(1, 2) et (1, 2)R(2, 2)

Toutes ces paires de nœuds relatifs de R amènent au graphe UO suivant, donné par la figure

5.1.

Avant de donner une caractérisation des non-linéarités du système (5.1) à partir de la relation

de dépendance d’observabilité R et du graphe UO définis ci-dessus, il convient de donner les

définitions suivantes.
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(1,1) (1,2) (1,3)

(2,1)

b b b

b b b

(2,2) (2,3)

Figure 5.1 – Graphe d’uniforme observabilité du système (5.3)

Définition 5.2.3

1. Pour tout k, l = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk et j = 1, . . . , λl, on dit que le couple (k, i) est

accessible via le couple (l, j), si et seulement si

(l, j)R . . .R(k, i)

Dans ce cas, nous notons (l, j)A(k, i). En particulier, nous avons

(l, j)R(k, i) =⇒ (l, j)A(k, i)

2. On dit que le graphe UO possède un cycle lorsqu’il existe deux couples (k, i) 6= (l, j),

avec k, l = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk et j = 1, . . . , λl, pour lesquels nous avons

(l, j)A(k, i) et (k, i)A(l, j)

5.2.2 Caractérisation des non-linéarités du système d’étude

Dans un premier temps, rappelons le théorème 4.1 issu de (Bornard et Hammouri 2002)

pour un système de la forme (5.1).

Théorème 5.2.1 Considérons le système (5.1) et supposons que son graphe UO n’a pas de

cycle. Alors le système (5.1) est IRm-uniformément observable.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux systèmes de la forme (5.1) dont le graphe

UO n’a pas de cycle. Contrairement à ce qui est donné dans (Bornard et Hammouri 2002),

nous nous proposons de synthétiser un observateur de type de grand gain pour tout système

(5.1) dont le graphe UO n’a pas de cycle. Pour tout ce qui suit, considérons donc l’hypothèse

suivante.

Hypothèse 5.2.1 Le graphe UO du système (5.1) n’a pas de cycle. Par conséquent, par

application du théorème 5.2.1, le système (5.1) est IRm-uniformément observable.
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Dans le but de rendre possible la synthèse d’un observateur grand gain pour le système (5.1),

nous proposons dans le paragraphe suivant de le réécrire sous une forme mettant en avant son

observabilité pour toute entrée. Cette nouvelle forme est directement construite à partir du

graphe UO. Ensuite, nous proposerons une immersion de cette nouvelle forme dans le but de

rendre possible la synthèse de l’observateur.

5.3 Forme décomposée en étages du système d’étude

Dans ce qui suit, soit l’ensemble Υ0 défini par

Υ0 = {(l, j) / l = 1, . . . , q, j = 2, . . . , λl} (5.4)

avec card(Υ0) =
∑q

k=1(λk − 1). L’ensemble Υ0 correspond à l’ensemble des paires d’indices

des états non mesurés du système (5.1). Notre objectif dans cette section est de proposer une

nouvelle forme pour le système (5.1) composée de R ≥ 1 ensembles appelés passes, mettant

en avant son observabilité pour toute entrée. Pour ce faire, il convient dans un premier temps

de re-partitionner les couples d’indices (l, j), l = 1, . . . , q, j = 2, . . . , λj , du système (5.1) dont

nous n’avons pas la mesure. Ce partitionnement passe par l’introduction d’une suite décrois-

sante stricte et finie d’ensembles Υk, proposée dans le paragraphe suivant.

5.3.1 Construction d’une suite décroissante finie d’ensembles Υk

À partir de l’ensemble Υ0, nous cherchons à construire une suite décroissante stricte et finie

d’ensembles Υ1,Υ2, . . . ,ΥQ, avec Q , card(Υ0), telle que

Υ0 ⊃ Υ1 ⊃ Υ2 ⊃ . . . ⊃ ΥQ

et où

card(Υk) = Q− k, ∀k = 0, . . . , Q

En particulier, pour tout k = 1, . . . , Q, nous souhaitons que chaque ensemble Υk vérifie

Υ1 = Υ0 r {(l1, j1)}
Υ2 = Υ1 r {(l2, j2)}

...

ΥQ = ΥQ−1 r {(lQ, jQ)}

où les paires d’indices (l1, j1), (l2, j2), . . . , (lQ, jQ) sont toutes différentes deux à deux. Une

telle construction implique nécessairement ΥQ = ∅. Le choix des paires d’indices (l1, j1),
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(l2, j2), . . . , (lQ, jQ) et la construction précise des ensembles Υ1,Υ2, . . . , ,ΥQ, sont donnés

par le lemme suivant.

Lemme 5.3.1 Soit le système (5.1) vérifiant l’hypothèse 5.2.1. Alors :

(i) Il existe l1 = 1, . . . , q et j1 = 2 tels que (l1, j1) = (l1, 2) ∈ Υ0 et (l1, j1−1) = (l1, 1) /∈ Υ0,

et tels que

∀(l, j) ∈ Υ0 r {(l1, j1)}, (l, j − 1)��R(l1, j1 − 1) (5.5)

Nous construisons alors l’ensemble Υ1 de la manière suivante :

Υ1 = Υ0 r {(l1, j1)} (5.6)

(ii) Supposons désormais les ensembles Υ1,Υ2, . . . ,Υk−1 définis, avec k = 1, . . . , Q. Alors

il existe une paire d’indices (lk, jk) ∈ Υk−1 avec lk = 1, . . . , q, jk = 2, . . . , λlk ,

vérifiant (lk, jk − 1) /∈ Υk−1, et telle que

∀(l, j) ∈ Υk−1 r {(lk, jk)}, (l, j − 1)��R(lk, jk − 1) (5.7)

Nous construisons alors l’ensemble Υk de la manière suivante :

Υk = Υk−1 r {(lk, jk)} (5.8)

Preuve du lemme 5.3.1.

(i) Notons tout d’abord que pour tout l = 1, . . . , q, nous avons immédiatement (l, 2) ∈
Υ0 et (l, 1) /∈ Υ0 par construction de l’ensemble Υ0 donnée par (5.4). Maintenant,

supposons par l’absurde que la condition (5.5) n’est pas vraie, i.e.

∀l = 1, . . . , q, ∃(k, i) ∈ Υ0 r {(l, 2)} t.q. (k, i− 1)R(l, 1) (5.9)

Soit un entier l0 = 1, . . . , q vérifiant la condition (5.9), il existe donc une paire (l1, j1) ∈
Υ0 r {(l0, 2)} telle que (l1, j1 − 1)R(l0, 1). D’après le point (i) de la définition 5.2.1,

(l1, 1)R . . .R(l1, j1 − 1) et donc

(l1, 1)A(l1, j1 − 1)R(l0, 1) (5.10)

Puisque le graphe UO n’a pas de cycle par hypothèse 5.2.1, nécessairement l1 6= l0.

D’autre part, puisque la paire (l1, 1) vérifie également la condition (5.9), il existe
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(l2, j2) ∈ Υ0 r {(l1, 2)} tel que (l2, j2 − 1)R(l1, 1). Toujours d’après le point (i) de

la définition 5.2.1, en combinant avec la relation (5.10), nous obtenons

(l2, 1)A(l2, j2 − 1)R(l1, 1)A(l1, j1 − 1)R(l0, 1) (5.11)

ou de manière condensée

(l2, 1)A(l1, 1)A(l0, 1)

où les entiers l0, l1, l2 sont différents deux à deux puisque le graphe UO n’a pas de

cycle, d’après l’hypothèse 5.2.1. Plus généralement, il existe q−1 entiers l1, l2, . . . , lq−1

tels que nous ayons

(lq−1, 1)A(lq−2, 1)A . . .A(l1, 1)A(l0, 1)

où les entiers l0, l1, l2, . . . , lq−1 sont différents deux à deux puisque le graphe UO n’a pas

de cycle, d’après l’hypothèse 5.2.1. Puisque la paire d’indices (lq−1, 1) vérifie également

la condition (5.9), il existe (lq, jq) ∈ Υ0 r {(lq−1, 2)} tel que (lq, jq − 1)R(lq−1, 1).

Nécessairement, lq ∈ {l0, l1, l2, . . . , lq−1}. Autrement dit, nous obtenons

(lq, 1)A(lq, jq − 1)R(lq−1, 1) et (lq−1, 1)A(lq, jq − 1)

ce qui mène à

(lq, jq − 1)A(lq−1, 1)A(lq, jq − 1) (5.12)

Puisque (lq, jq) 6= (lq−1, 2), i.e. (lq, jq − 1) 6= (lq−1, 1), la dernière relation (5.12) est en

contradiction avec le fait que le graphe UO n’a pas de cycle. En réalité, la condition

(5.9) n’est pas vraie, i.e. la condition (5.5) du lemme 5.3.1 est bien satisfaite.

(ii) Tout d’abord, pour tout k = 1, . . . , Q, Υk 6= ∅ par construction, donc il existe au moins

une paire d’indices (l, j) ∈ Υk. Par suite, en posant j
′

= 2, . . . , j le plus petit entier

vérifiant (l, j
′

) ∈ Υk, nous obtenons par construction (l, j
′ − 1) /∈ Υk, ce qui témoigne

de l’existence d’au moins une paire d’indices (lk, jk) ∈ Υk−1 avec lk = 1, . . . , q,

jk = 2, . . . , λlk , vérifiant (lk, jk − 1) /∈ Υk−1. Maintenant, supposons par l’absurde

que la condition (5.7) n’est pas vraie. Ainsi, pour tout l = 1, . . . , q, j = 1, . . . , λl − 1

tels que (l, j) ∈ Υk−1 et (l, j − 1) /∈ Υk−1,

∃(k, i) ∈ Υk−1 r {(l, j)} t.q. (k, i− 1)R(l, j − 1) (5.13)

Soit une paire (l0, j0) ∈ Υk−1 avec (l0, j0 − 1) /∈ Υk−1 vérifiant la condition (5.13). Il

existe donc (l1, j1) ∈ Υk−1r{(l0, j0)} tel que (l1, j1−1)R(l0, j0−1). Soit j
′

1 = 2, . . . , j1
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le plus petit entier vérifiant (l1, j
′

1) ∈ Υk−1. D’après le point (i) de la définition 5.2.1,

nous avons en particulier (l1, j
′

1 − 1)R . . .R(l1, j1 − 1), et par suite

(l1, j
′

1 − 1)A(l1, j1 − 1)R(l0, j0 − 1) (5.14)

Puisque le graphe UO n’a pas de cycle par hypothèse 5.2.1, nécessairement l1 6= l0.

D’autre part, puisque nous avons (l1, j
′

1) ∈ Υk−1 et (l1, j
′

1−1) /∈ Υk−1, cette dernière vé-

rifie également la condition (5.13). Par conséquent, il existe (l2, j2) ∈ Υk−1r

{

(l1, j
′

1)
}

tel que (l2, j2 − 1)R(l1, j′1 − 1). Soit j
′

2 = 2, . . . , j2 le plus petit entier vérifiant

(l2, j
′

2) ∈ Υk−1. Toujours d’après le point (i) de la définition 5.2.1, en combinant avec

la relation (5.14), nous obtenons

(l2, j
′

2 − 1)A(l2, j2 − 1)R(l1, j
′

1 − 1)A(l1, j1 − 1)R(l0, j0 − 1)

ou de manière condensée

(l2, j
′

2 − 1)A(l1, j
′

1 − 1)A(l0, j0 − 1)

où les entiers l0, l1, l2 sont différents deux à deux puisque le graphe UO n’a pas de

cycle, d’après l’hypothèse 5.2.1. Plus généralement, il existe q − 1 paires d’indices

(l1, j
′

1), (l2, j
′

2), . . . , (lq−1, j
′

q−1) ∈ Υk−1, avec (lk, j
′

k−1) /∈ Υk−1 pour k = 1, . . . , q−1,

tel que

(lq−1, j
′

q−1 − 1)A(lq−2, j
′

q−2 − 1)A . . .A(l1, j
′

1 − 1)A(l0, j0 − 1) (5.15)

où les entiers l0, l1, l2, . . . , lq−1 sont différents deux à deux puisque le graphe UO n’a

pas de cycle, d’après l’hypothèse 5.2.1. Comme la paire d’indices (lq−1, j
′

q−1) vérifie

également la condition (5.13), il existe (lq, jq) ∈ Υk−1 r

{

(lq−1, j
′

q−1)
}

tel que (lq, jq −
1)R(lq−1, j

′

q−1− 1). Nécessairement, lq ∈ {l0, l1, l2, . . . , lq−1}. Soit j
′

q = 2, . . . , jq le plus

petit entier vérifiant (lq, j
′

q) ∈ Υk−1. Nous obtenons donc

(lq, j
′

q − 1)A(lq, jq − 1)R(lq−1, j
′

q−1 − 1)

et puisque lq ∈ {l0, l1, l2, . . . , lq−1}, alors d’après (5.15)

(lq−1, j
′

q−1 − 1)A(lq, jq − 1)

ce qui mène à

(lq, jq − 1)A(lq−1, j
′

q−1 − 1)A(lq, jq − 1) (5.16)

Puisque (lq, jq) 6= (lq−1, j
′

q−1), i.e. (lq, jq − 1) 6= (lq−1, j
′

q−1 − 1), la dernière relation

(5.16) est en contradiction avec le fait que le graphe UO n’a pas de cycle. En réalité, la

condition (5.13) n’est pas vraie, i.e. la condition (5.7) du lemme 5.3.1 est bien satisfaite.

Ceci termine la preuve du lemme 5.3.1. �
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La construction de la suite décroissante stricte finie d’ensembles Υk, k = 1, . . . , Q, par le lemme

5.3.1, fournit les paires d’indices (l1, j1), (l2, j2), . . . , (lQ−1, jQ−1), (lQ, jQ). Ces dernières, qui

constituent une base pour le partitionnement des paires d’indices du système (5.1) en passes,

vérifient deux propriétés importantes, énoncées par la proposition suivante.

Proposition 5.3.1

(i) Pour tout k = 1, . . . , Q, la paire d’indices (lk, jk − 1) avec lk = 1, . . . , q et jk =

2, . . . , λlk vérifie

(lk, jk − 1) ∈ {(l1, j1), (l2, j2), . . . , (lk−1, jk−1)} ∪ {(1, 1), . . . , (q, 1)} (5.17)

En particulier, lorsque jk > 2, il existe s < k tel que

(ls, js) = (lk, jk − 1)

(ii) Pour tout k = 1, . . . , Q, l’état ξ(lk,jk−1) associé à la paire d’indices (lk, jk − 1) vérifie

l’équation différentielle suivante

ξ̇(lk,jk−1) = ξ(lk,jk) + ϕ(lk,jk−1)(u, ξ(l1,j1), . . . , ξ(lk−1,jk−1), y) (5.18)

Preuve de la proposition 5.3.1.

(i) Lorsque jk = 2, alors il est clair que

(lk, 1) ∈ {(l1, j1), (l2, j2), . . . , (lk−1, jk−1)} ∪ {(1, 1), . . . , (q, 1)}

Considérons donc le cas jk > 2. Supposons par l’absurde que la condition (5.17) n’est

pas correcte, i.e. il existe k = 1, . . . , Q tel que lk = 1, . . . , q, jk > 2 et tel que

(lk, jk − 1) /∈ {(l1, j1), (l2, j2), . . . , (lk−1, jk−1)} (5.19)

D’après le point (ii) du lemme 5.3.1, nous avons (lk, jk − 1) /∈ Υk−1 par construction.

De plus, l’ensemble Υk−1 peut se réécrire comme suit

Υk−1 = Υk−2 r {(lk−1, jk−1)}
= Υk−3 r {(lk−2, jk−2), (lk−1, jk−1)}
= Υ0 r {(l1, j1), (l2, j2), . . . , (lk−1, jk−1)} (5.20)

ce qui implique que

(lk, jk − 1) /∈ Υ0 r {(l1, j1), (l2, j2), . . . , (lk−1, jk−1)} (5.21)

Les conditions (5.19) et (5.21) impliquent que (lk, jk − 1) /∈ Υ0. Or jk > 2, ce qui est

en contradiction avec le fait que (lk, jk − 1) /∈ Υ0, par définition de Υ0 donnée par

(5.4). En fait, la condition (5.17) est correcte.
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(ii) Pour tout k = 1, . . . , Q, la paire d’indices (lk, jk − 1) construite dans le lemme 5.3.1

est telle que

(l, j − 1)R(lk, jk − 1) =⇒ (l, j) /∈ Υk−1 r {(lk, jk)}
=⇒ (l, j) /∈ Υk (5.22)

Puisque Υk = Υ0 r {(l1, j1), (l2, j2), . . . , (lk, jk)} d’après (5.20), nécessairement

(l, j) ∈ {(l1, j1), (l2, j2), . . . , (lk, jk)}. Ainsi, il existe s ≤ k tel que (l, j) = (ls, js).

Deux cas sont alors possibles :

— l = lk : Puisque (ls, js − 1)R(lk, jk − 1), comme ls = lk, d’après le point (ii) de

la définition 5.2.1, nous obtenons
∂ϕ(lk,jk−1)

∂ξ(ls,js−1)
(u, ξ) 6≡ 0, où

(ls, js − 1) ∈ {(l1, j1), (l2, j2), . . . , (ls−1, js−1)} ∪ {(1, 1), . . . , (q, 1)} (5.23)

— l 6= lk : D’après le point (iii) de la définition 5.2.1, puisque (ls, js−1)R(lk, jk−1),
il vient

∂ϕ(lk,jk−1)

∂ξ(ls,js)
(u, ξ) 6≡ 0, où

(ls, js) ∈ {(l1, j1), (l2, j2), . . . , (lk−1, jk−1)} (5.24)

D’après les relations (5.23) et (5.24), nous en déduisons alors que la fonction non

linéaire ϕ(lk,jk−1)(u, ξ) vérifie la structure suivante

ϕ(lk,jk−1)(u, ξ) = ϕ(lk,jk−1)(u, ξ(l1,j1), ξ(l2,j2), . . . , ξ(lk−1,jk−1), y)

ce qui conduit à l’équation différentielle (5.18).

Ceci termine la preuve de la proposition 5.3.1. �

Dans le paragraphe suivant, nous proposons donc de re-partitionner les paires d’indices (l1, j1),

(l2, j2), . . . , (lQ, jQ) en R ≥ 1 ensembles de blocs appelés passes dans l’objectif de proposer

ensuite une nouvelle forme décomposée en plusieurs passes du système (5.1).

5.3.2 Décomposition en R passes des paires d’indices du système d’étude

Les paires d’indices (lk, jk), k = 1, . . . , Q, introduites par le lemme 5.3.1 peuvent ainsi se

réécrire comme donné par la proposition suivante.

Lemme 5.3.2 Soient les paires d’indices (lk, jk), k = 1, . . . , Q, données par le lemme 5.3.1.

Il existe R ≥ 1 tel que pour tout r = 1, . . . , R, il existe qr ≤ q entiers positifs υ(q̄r−1+1),
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υ(q̄r−1+2), . . . , υ(q̄r), avec υk ≥ 1 pour tout k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, tels que les paires d’indices

(l(ῡk−1+1), j(ῡk−1+1)), (l(ῡk−1+2), j(ῡk−1+2)), . . . , (l(ῡk), j(ῡk))

appartiennent au même bloc l(ῡk−1+1), pour r = 1, . . . , R, k = q̄r + 1, . . . , q̄r+1, où

q̄r =
r
∑

ri=1

qri , r = 1, . . . , R,

ῡk =
k
∑

l=1

υl, r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r

(5.25)

avec pour convention q̄0 = ῡ0 = 0. D’autre part, pour tout r = 2, . . . , R, le bloc l(ῡ(q̄r−1)
+1)

vérifie

l(ῡ(q̄r−1)
+1) ∈

{

l(ῡ(k−1)+1) / k = q̄r−2 + 1, . . . , q̄r−1 − 1
}

(5.26)

Preuve du lemme 5.3.2. Dans ce qui suit, nous allons raisonner par récurrence sur

r = 1, . . . , R.

(1) Il existe υ1 ≥ 1 tel que les paires

(l1, j1), (l2, j2), . . . , (lυ1 , jυ1)

appartiennent au même bloc l1, de sorte que

(li, ji) = (l1, j1 + i− 1), i = 1, . . . , υ1

Par extension, il existe q1 ≤ q blocs différents et q1 entiers positifs υ1, υ2, . . . , υq1 ,

avec υk ≥ 1 pour tout k = 1, . . . , q1, tels que les paires

(l(ῡk−1+1), j(ῡk−1+1)), (l(ῡk−1+2), j(ῡk−1+2)), . . . , (l(ῡk), j(ῡk))

appartiennent au même bloc l(ῡk−1+1), pour k = 1, . . . , q1, avec

ῡk =

k
∑

l=1

υl, k = 1, . . . , q1 et ῡ0 = 0

en accord avec (5.25). Plus précisément, nous avons pour tout k = 1, . . . , q1

(l(ῡk−1+i), j(ῡk−1+i)) = (l(ῡk−1+1), j(ῡk−1+1) + i− 1), i = 1, . . . , υk

(2) En utilisant les notations (5.25), supposons maintenant que les paires d’indices

(l(ῡk−1+1), j(ῡk−1+1)), (l(ῡk−1+2), j(ῡk−1+2)), . . . , (l(ῡk), j(ῡk))
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ont été construites pour s = 1, . . . , r et k = q̄s−1 + 1, . . . , q̄s, avec q̄s = q̄s−1 + qs

d’après (5.25), et supposons que ῡ(q̄r) < Q. En effet, si ce n’est pas le cas, i.e. si ῡ(q̄r) =

Q, alors toutes les paires d’indices (l1, j1), (l2, j2), . . . , (lQ, jQ) ont été intégralement

réparties en R = r ensembles de blocs. Plaçons-nous donc dans le cas où ῡ(q̄r) < Q,

et supposons sans perte de généralité que

l(ῡ(q̄r)+1) ∈
{

l(ῡ(k−1)+1) / k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r − 1
}

(5.27)

Notons que dans le cas où la relation (5.27) n’est pas vérifiée, ou bien nous avons

l(ῡ(q̄r)+1) = l(ῡ(q̄r−1)+1) i.e. le bloc l(ῡ(q̄r)+1) n’est qu’une simple prolongation du bloc

l(ῡ(q̄r−1)+1), ou bien le bloc l(ῡ(q̄r)+1) est un bloc supplémentaire de l’ensemble de

blocs l(ῡ(q̄r−1)
+1), l(ῡ(q̄r−1+1)+1), . . . , l(ῡ(q̄r−2)+1), composé alors de qr + 1 blocs.

Dans le cas où la relation (5.27) est vérifiée, il existe υ(q̄r+1) ≥ 1 tel que les paires

d’indices

(l(ῡ(q̄r)+1), j(ῡ(q̄r)+1)), (l(ῡ(q̄r)+2), j(ῡ(q̄r)+2)), . . . , (l(ῡ(q̄r+1)), j(ῡ(q̄r+1)))

appartiennent au même bloc l(ῡ(q̄r)+1) avec

ῡ(q̄r+1) = ῡ(q̄r) + υ(q̄r+1) =

q̄r+1
∑

l=1

υl

en accord avec (5.25). Plus précisément, nous avons pour i = 1, . . . , υ(q̄r+1),

(l(ῡ(q̄r)+i), j(ῡ(q̄r)+i)) = (l(ῡ(q̄r)+1), j(ῡ(q̄r)+1) + i− 1)

Par extension, il existe qr+1 ≤ q blocs différents et qr+1 entiers positifs υ(q̄r+1), υ(q̄r+2),

. . . , υ(q̄r+1), avec υk ≥ 1 pour tout k = q̄r + 1, . . . , q̄r+1 où q̄r+1 = q̄r + qr d’après

(5.25), tels que les paires

(l(ῡk−1+1), j(ῡk−1+1)), (l(ῡk−1+2), j(ῡk−1+2)), . . . , (l(ῡk), j(ῡk))

appartiennent au même bloc l(ῡk−1+1), pour k = q̄r + 1, . . . , q̄r+1, avec

ῡk =

k
∑

l=1

υl, k = q̄r + 1, . . . , q̄r+1

en accord avec (5.25). Plus précisément, nous avons pour tout k = q̄r + 1, . . . , q̄r+1

(l(ῡk−1+i), j(ῡk−1+i)) = (l(ῡk−1+1), j(ῡk−1+1) + i− 1), i = 1, . . . , υk (5.28)

Le raisonnement effectué dans les points (1) et (2) s’arrête pour r = R lorsque les paires

d’indices (l1, j1), (l2, j2), . . . , (lQ, jQ) ont été intégralement réparties en R ensembles de

blocs, c’est-à-dire lorsque ῡq̄R = Q. Ceci termine la preuve du lemme 5.3.2. �
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Notons que les paires

(l1, j1), (l2, j2), . . . , (l(ῡ1), j(ῡ1)), (l(ῡ1+1), j(ῡ1+1)), (l(ῡ1+2), j(ῡ1+2)), . . .

. . . , (l(ῡ(q̄1))
, j(ῡ(q̄1))

), (l(ῡ(q̄1)+1), j(ῡ(q̄1)+1)), (l(ῡ(q̄1)+2), j(ῡ(q̄1)+2)), . . . , (l(ῡ(q̄R)), j(ῡ(q̄R)))

ne sont qu’un simple partitionnement des paires d’indices (l1, j1), (l2, j2), . . . , (lQ, jQ), où

chaque paire d’indices (l(ῡk−1+i), j(ῡk−1+i) − 1), pour r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r,

i = 1, . . . , υk, respecte la propriété (ii) de la proposition 5.3.1. Autrement dit, d’après (5.18),

nous avons pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, i = 1, . . . , υk,

ξ̇(l(ῡk−1+i),j(ῡk−1+i)−1) = ξ(l(ῡk−1+i),j(ῡk−1+i)) + ϕ(l(ῡk−1+i),j(ῡk−1+i)−1)

(

u, ξ(l1,j1), ξ(l2,j2), . . .

. . . , ξ(l(ῡk−1)
,j(ῡk−1)

), ξ(l(ῡk−1+1),j(ῡk−1+1)), . . .

. . . , ξ(l(ῡk−1+i−1),j(ῡk−1+i−1)), y
)

(5.29)

Le lemme 5.3.2 introduit ainsi R ≥ 1 ensembles de blocs que l’on appelle passes. Chaque passe

du système (5.1) est alors définie de la manière suivante.

Définition 5.3.1 Pour tout r = 1, . . . , R, l’ensemble de qr ≤ q différents blocs l(ῡ(k−1)+1),

pour k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r où q̄r = q̄r−1 + qr, est appelé passe r du système (5.1). En

particulier, chaque passe r = 2, . . . , R vérifie, d’après le lemme 5.3.2,

l(ῡ(q̄r−1)
+1) ∈

{

l(ῡ(k−1)+1) / k = q̄r−2 + 1, . . . , q̄r−1 − 1
}

Autrement dit, le premier bloc de toute passe r = 2, . . . , R est déjà présent dans la passe

précédente r − 1.

Dans la prochaine et dernière partie de cette section, nous allons construire un état xk pour

chaque bloc k de chaque passe r, avec r = 1, . . . , R et k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, en exploitant

notamment la relation (5.29).
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5.3.3 Construction de la forme décomposée en R passes du système d’étude

Soit x ∈ IRn l’état de la forme décomposée en R passes du système (5.1), avec

x =









































x1

...

xq̄1

xq̄1+1

...

xq̄2

xq̄2+1

...

xq̄R









































∈ IRn, avec xk ∈ IRnk

pour r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, en utilisant les notations (5.25), et où nous avons
q̄R
∑

k=1

nk = n. En remarquant que j(ῡ(k−1)+1) ≥ 2 d’après le lemme 5.3.1, chaque état xk pour

r = 1, . . . , R et k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r se construit de la manière suivante :

(i) Cas j(ῡ(k−1)+1) = 2 : Nous avons (l(ῡ(k−1)+1), j(ῡ(k−1)+1)−1) = (l(ῡ(k−1)+1), 1). Dans ce cas,

nous définissons l’état xk par

xk =



















xk1

xk2

xk3
...

xk
λk



















=























ξ(l(ῡ(k−1)+1),j(ῡ(k−1)+1)−1)

ξ(l(ῡ(k−1)+1),j(ῡ(k−1)+1))

ξ(l(ῡ(k−1)+2),j(ῡ(k−1)+2))

...

ξ(l(ῡk),j(ῡk))























=























ξ(l(ῡ(k−1)+1),1)

ξ(l(ῡ(k−1)+1),2)

ξ(l(ῡ(k−1)+1),3)

...

ξ(l(ῡ(k−1)+1),λ
k)























(5.30)

avec λk = υk + 1 ≥ 2, où ῡk = ῡk−1 + υk d’après (5.25).

(ii) Cas j(ῡ(k−1)+1) > 2 : Dans ce cas, en utilisant la relation (5.28), nous définissons l’état

xk par

xk =















xk1

xk2
...

xk
λk















=

















ξ(l(ῡ(k−1)+1),j(ῡ(k−1)+1))

ξ(l(ῡ(k−1)+2),j(ῡ(k−1)+2))

...

ξ(l(ῡk),j(ῡk))

















=

















ξ(l(ῡ(k−1)+1),j(ῡ(k−1)+1))

ξ(l(ῡ(k−1)+1),j(ῡ(k−1)+1)+1)

...

ξ(l(ῡ(k−1)+1),j(ῡ(k−1)+1)+υk−1)

















(5.31)

avec λk = υk ≥ 1. Dans ce cas, d’après le point (i) de la proposition 5.3.1, il existe s < r

et ks = q̄s−1 + 1, . . . , q̄s tels que

(l(ῡ(k−1)+1), j(ῡ(k−1)+1) − 1) = (l(ῡks ), j(ῡks )) (5.32)
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La construction des états xk, r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, donnée par les deux

situations ci-dessus amène à deux cas de figure possible pour la composante xk
λk

de chaque

bloc k.

• La première situation correspond au cas où l’équation différentielle vérifiée par xk
λk

mène

à une nouvelle variable d’état. Cette dernière correspond à la première composante d’un

bloc ks = q̄s−1 + 1, . . . , q̄s d’une passe future s > r, à savoir la variable d’état xks1 .

• La seconde situation correspond au cas où aucune nouvelle variable d’état n’apparaît

dans l’équation différentielle vérifiée par la variable xk
λk

. Le bloc l(ῡk−1+1) se termine

alors, c’est-à-dire que nous avons

xkλk = ξ(l(ῡk−1+1),j(ῡk−1+1)+λ
k−1) = ξ(bk,λbk )

où pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, nous posons

bk , l(ῡk−1+1) (5.33)

Avant d’introduire la nouvelle classe de systèmes décomposée en passes, nous définissons une

fonction de permutation Pr pour tout r = 1, . . . , R comme suit.

Définition 5.3.2 Pour tout r = 1, . . . , R, nous définissons l’application Pr donnée de l’en-

semble {q̄r−1 + 1, . . . , q̄r} vers l’ensemble {q̄r + 1, . . . , q̄R}∪{0} et vérifiant les propriétés

suivantes :

• Dans le cas où une nouvelle variable d’état apparaît dans l’équation différentielle vérifiée

par la variable xk
λk

, pour k = q̄r−1+1, . . . , q̄r, cette dernière est décrite par la première

composante du bloc Pr(k), et la nouvelle variable d’état est notée x
Pr(k)
1 .

• Dans le cas où aucune nouvelle variable d’état n’apparaît dans l’équation différentielle

vérifiée par la variable xk
λk

, pour k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, nous avons Pr(k) = 0.

• Pour tout k = q̄R−1 + 1, . . . , q̄R, nous avons PR(k) = 0.

Similairement, pour tout r = 1, . . . , R, la fonction inverse P−1
r donnée de l’ensemble

{q̄r−1 + 1, . . . , q̄r} vers l’ensemble {1, . . . , q̄r−1} ∪ {0} vérifie les propriétés suivantes :

• Dans le cas où la variable xk1 ne correspond pas à la sortie du bloc bk, pour k = q̄r−1 +

1, . . . , q̄r et avec bk donné par (5.33), d’après la proposition 5.3.1, il existe une va-

riable d’état correspondant à la composante précédent la variable xk1 dans le bloc bk. Cette

dernière se note alors x
P−1
r (k)

λP
−1
r (k)

.

• Dans le cas où la variable xk1 est la sortie du bloc bk, pour k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, nous

avons P−1
r (k) = 0.

• Pour tout k = 1, . . . , q̄1, nous avons P−1
1 (k) = 0.
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Nous devons également définir une fonction de dépendance ςr pour tout r = 1, . . . , R − 1

comme donné par la définition suivante.

Définition 5.3.3 Pour tout r = 1, . . . , R − 1, nous définissons l’application ςr donnée de

l’ensemble {q̄r−1 + 1, . . . , q̄r} vers l’ensemble {q̄r−1 + 1, . . . , q̄R} telle que ςr(k) ≥ k et

telle que pour tout ks = ςr(k) + 1, . . . , q̄R et i = 1, . . . , λ̄ks ,

∂ϕk
λk

∂xksi
(u, x) ≡ 0.

Nous pouvons désormais introduire la nouvelle classe de systèmes décomposée en passes. Ainsi

en nous basant sur la relation (5.29) et d’après les définitions précédentes 5.3.2 et 5.3.3, chaque

variable d’état xk, pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, vérifie l’ensemble des

équations différentielles suivantes :

• 1 ≤ r ≤ R− 1 et k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r :










































ẋk1 = xk2 + ϕk
1(u, x

1, . . . , xq̄r−1 , xq̄r−1+1, . . . , xk−1, xk1 , y)

ẋk2 = xk3 + ϕk
2(u, x

1, . . . , xq̄r−1 , xq̄r−1+1, . . . , xk−1, xk1 , x
k
2 , y)

...

ẋk
λk−1 = xk

λk + ϕk
λk−1(u, x

1, . . . , xq̄r−1 , xq̄r−1+1, . . . , xk−1, xk1 , . . . , x
k
λk−1, y)

ẋk
λk =

{

x
Pr(k)
1 + ϕk

λk(u, x
1, x2, . . . , xk−1, xk, . . . , xPr(k)−1, y) si Pr(k) 6= 0

ϕk
λk(u, x

1, x2, . . . , xk−1, xk, . . . , xςr(k), y) si Pr(k) = 0

(5.34)

• r = R et k = q̄R−1 + 1, . . . , q̄R :


































ẋk1 = xk2 + ϕk
1(u, x

1, . . . , xq̄R−1 , xq̄R−1+1, . . . , xk−1, xk1 , y)

ẋk2 = xk3 + ϕk
2(u, x

1, . . . , xq̄R−1 , xq̄R−1+1, . . . , xk−1, xk1 , x
k
2 , y)

...

ẋk
λk−1 = xk

λk + ϕk
λk−1(u, x

1, . . . , xq̄R−1 , xq̄R−1+1, . . . , xk−1, xk1 , . . . , x
k
λk−1, y)

ẋk
λk = ϕk

λk(u, x
1, x2, . . . , xq̄R , y)

(5.35)

où ϕki (.) = ϕ(l(ῡk−1+i),j(ῡk−1+i)) pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, i = 1, . . . , λk.

Remarque 5.3.1 Pour tout r = 1, . . . , R − 1, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, dans le cas où

Pr(k) 6= 0, nous avons ςr(k) = Pr(k) d’après la définition 5.3.3, et par suite

ẋkλk = x
Pr(k)
1 + ϕkλk(u, x

1, x2, . . . , xk−1, xk, . . . , xPr(k)−1, y)

= x
ςr(k)
1 + ϕkλk(u, x

1, x2, . . . , xk−1, xk, . . . , xςr(k)−1, y)

Ainsi, l’équation différentielle vérifiée par la variable xk
λk

se réécrit pour tout r = 1, . . . , R−1,
k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, de la manière suivante

ẋkλk = ϕ̄kλk(u, x
1, x2, . . . , xk−1, xk, . . . , xςr(k), y)
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où

ϕ̄kλk(u, x) =

{

x
ςr(k)
1 + ϕk

λk
(u, x) = x

Pr(k)
1 + ϕk

λk
(u, x) si Pr(k) 6= 0

ϕk
λk
(u, x) si Pr(k) = 0

(5.36)

Dans la suite de ce chapitre, nous allons considérer le cas où pour tout k = q̄R−1 + 1, . . . , q̄R,

il existe une fonction inconnue εk : IR+ → IRbk décrivant des incertitudes sur la dernière

dynamique du bloc bk, donné par (5.33), pouvant dépendre de l’état du système (5.1), de

l’entrée u et de paramètres inconnus. Chaque dynamique ẋk
λk

, k = q̄R−1 + 1, . . . , q̄R, décrite

dans (5.35) se spécialise alors comme suit

ẋkλk = ϕkλk(u, x
1, x2, . . . , xq̄R) + εk(t)

Remarque 5.3.2 Dans le cas R = 1 et q̄1 = 1, nous retrouvons la classe de système introduite

dans (Hammouri et Farza 2003) où le système est triangulaire selon l’état du système. Dans

le cas où R = 1, nous retrouvons la classe de système non linéaire introduite dans (Farza

et al. 2011) pour un système triangulaire par bloc et où la dernière composante non linéaire

de chaque bloc du système peut dépendre de tout l’état.

Nous proposons dans la partie suivante de construire une immersion du système (5.34)-(5.35)

dans le but ensuite de synthétiser un observateur grand gain.

5.4 Immersion du système d’étude

Pour chaque variable d’état xk, r = 2, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, telle que P−1
r (k) 6= 0,

c’est-à-dire dans le cas où xk1 n’est pas la sortie du bloc bk, nous allons construire un nouvel

état zk de telle sorte que zk2 , . . . , zk
λk

, zk
λk+1

correspondent aux variables xk1, . . . , xk
λk−1

,

xk
λk

, et tel que l’état zk1 correspond à une copie de l’état xP
−1
r (k)

λP
−1
r (k)

, composante précédent l’état

xk1 dans le bloc bk.
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Soit

z =









































z1

...

zq̄1

zq̄1+1

...

zq̄2

zq̄2+1

...

zq̄R









































∈ IRn̄ avec zk ∈ IRn̄k

avec n̄ =

q̄R
∑

k=1

n̄k, (5.37)

où chaque état zk, r = 1, . . . , R, q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, est défini par l’un des deux cas suivants :

• P−1
r (k) = 0 : Dans ce cas, la variable d’état xk1 correspond à la sortie du bloc bk. Nous

posons dans ce cas zk = xk, c’est-à-dire

zk =















zk1
...

zk
λk−1

zk
λk















=















xk1
...

xk
λk−1

xk
λk















(5.38)

• P−1
r (k) 6= 0 : Dans ce cas, nous construisons l’état zk, composé de (λk+1) composantes,

de la manière suivante :

zk =



















zk1

zk2
...

zk
λk

zk
λk+1



















=





















x
P−1
r (k)

λP
−1
r (k)

xk1
...

xk
λk−1

xk
λk





















(5.39)

Dans les deux cas (i) et (ii), soit λ̄k le nombre de composantes de l’état zk, pour r = 1, . . . , R,

k = q̄r−1, . . . , q̄r. Ainsi, pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1, . . . , q̄r, puisque l’état xk1 est

une sortie lorsque P−1
r (k) = 0, nous avons d’après (5.30) et (5.38) d’une part, et (5.31) et

(5.39) d’autre part,

λ̄k =

{

λk = υk + 1 si P−1
r (k) = 0

λk + 1 = υk + 1 si P−1
r (k) 6= 0

Par conséquent, nous obtenons λ̄k = υk + 1 ≥ 2 pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1, . . . , q̄r.

D’autre part, n̄ se spécialise par

n̄ =

q̄R
∑

k=1

n̄k =

q̄R
∑

k=1

λ̄kpbk
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où l’entier pk est introduit dans (5.2). La construction des variables zk donnée par les cas (i)

et (ii) ci-dessus est telle que dans le cas où P−1
r (k) 6= 0, pour r = 2, . . . , R, k = q̄r−1, . . . , q̄r,

l’état zk1 vérifie

zk1 = z
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

Autrement dit, dans le cas où P−1
r (k) 6= 0, l’état zk1 est une copie de l’état zP

−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

provenant

d’un bloc d’une passe s < r, d’après la définition 5.3.2.

Avant d’introduire l’immersion du système (5.34)-(5.35), notons que pour tout r = 2, . . . , R,

k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r tels que P−1
r (k) = ks 6= 0 avec q̄s−1 + 1 ≤ ks ≤ q̄s et s < r, il est

facile de vérifier que

Ps
(

P−1
r (k)

)

= Ps (ks) = k

Autrement dit, l’état zP
−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

vérifie l’équation différentielle suivante

ż
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

= ẋ
P−1
r (k)

λP
−1
r (k)

d’après (5.38) et (5.39)

= xk1 + ϕ
P−1
r (k)

λP
−1
r (k)

(u, x1, x2, . . . , xP
−1
r (k)−1, xP

−1
r (k), . . . , xk−1, y) d’après (5.34)

= zk2 + ψ
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

(u, z1, z2, . . . , zP
−1
r (k)−1, zP

−1
r (k), . . . , zk−1, y)

La dernière égalité vient du fait que zk2 = xk1 pour tout r = 2, . . . , R, k = q̄r−1 +1, . . . , q̄r

tels que P−1
r (k) 6= 0 d’après (5.39), mais aussi du fait que les états supplémentaires dans les

variables zk ne sont que des copies d’états antérieurs, c’est-à-dire que nous vérifions

ϕ
P−1
r (k)

λP
−1
r (k)

(u, x1, x2, . . . , xk−1, y) = ψ
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

(u, z1, z2, . . . , zk−1, y)

où ψP
−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

(.) , ϕ
P−1
r (k)

λP
−1
r (k)

(.). D’autre part, puisque zk1 = z
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

, il vient

żk1 = zk2 + ψ
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

(u, z1, z2, . . . , zk−1, y)

= zk2 + ψk1 (u, z
1, z2, . . . , zk−1, y)

avec ψk1 (.) , ψ
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

(.). Remarquons au passage que la fonction ψk1 (u, z) ne dépend pas de

l’état zk1 car étant une copie de l’état zP
−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

. Enfin, la dernière équation différentielle peut

aussi se généraliser au cas où zk1 est la sortie du bloc bk puisque zk1 est inclus dans y dans ce

cas particulier, ce qui donne, pour tout r = 1, . . . , R et k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r,

żk1 = zk2 + ψk1 (u, z
1, z2, . . . , zk−1, y) (5.40)

D’après la relation (5.40) et les remarques précédentes, en nous basant sur le système (5.34)-

(5.35), chaque état zk vérifie ainsi les équations différentielles suivantes.
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• 1 ≤ r ≤ R− 1 et k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r :














































żk1 = zk2 + ψk
1 (u, z

1, . . . , zq̄r−1 , zq̄r−1+1, . . . , zk−1, y)

żk2 = zk3 + ψk
2 (u, z

1, . . . , zq̄r−1 , zq̄r−1+1, . . . , zk−1, zk2 , y)
...

żk
λ̄k−1

= zk
λ̄k

+ ψk

λ̄k−1
(u, z1, . . . , zq̄r−1 , zq̄r−1+1, . . . , zk−1, zk2 , . . . , z

k
λ̄k−1

, y)

żk
λ̄k =

{

z
Pr(k)
2 + ψk

λ̄k(u, z
1, z2, . . . , zk−1, zk, . . . , zPr(k)−1, y) si Pr(k) 6= 0

ψk
λ̄k(u, z

1, z2, . . . , zk−1, zk, . . . , zςr(k), y) si Pr(k) = 0

(5.41)

• r = R et k = q̄R−1 + 1, . . . , q̄R :


































żk1 = zk2 + ψk
1 (u, z

1, . . . , zq̄R−1 , zq̄R−1+1, . . . , zk−1, y)

żk2 = zk3 + ψk
2 (u, z

1, . . . , zq̄R−1 , zq̄R−1+1, . . . , zk−1, zk2 , y)
...

żk
λ̄k−1

= zk
λ̄k

+ ψk

λ̄k−1
(u, z1, . . . , zq̄r−1 , zq̄R−1+1, . . . , zk−1, zk2 , . . . , z

k
λ̄k−1

, y)

żk
λ̄k = ψk

λ̄k(u, z
1, z2, . . . , zq̄R , y) + εk

(5.42)

où pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, les fonctions ψk1 , . . . , ψ
k
λ̄k

sont définies

comme suit :

• Si P−1
r (k) = 0, alors

ψki (.) , ϕki (.), i = 1, . . . , λ̄k

• Si P−1
r (k) 6= 0, alors







ψk1 (.) , ϕ
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

(.), et

ψki (.) , ϕki−1(.), i = 2, . . . , λ̄k

Les équations différentielles (5.41)-(5.42) vérifiées par chaque état zk pour tout r = 1, . . . , R,

k = 1, . . . , qr, peuvent finalement s’écrire de manière condensée comme suit

żk = Akzk + ψk(u, z) +Bkε̄k

avec

Ak =





















0pbk Ipbk 0pbk . . . 0pbk
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0pbk

0pbk . . . . . . 0pbk Ipbk
0pbk . . . . . . 0pbk 0pbk





















∈ Rn̄k×n̄k

, Bk =















0pbk
...

0pbk
Ipbk















∈ Rn̄k

,

et ψk(u, z) =



















ψk1 (u, z
1, z2, . . . , zk−1, y)

ψk2 (u, z
1, z2, . . . , zk−1, zk2 , y)

...

ψk
λ̄k−1

(u, z1, z2, . . . , zk−1, zk2 , . . . , z
k
λ̄k−1

, y)

ψ̄k
λ̄k
(u, z1, z2, . . . , zςr(k), y)



















∈ Rn̄k
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où pour tout r = 1, . . . , R− 1, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r (à comparer avec (5.36)),

ψ̄kλ̄k(u, z) =

{

z
ςr(k)
2 + ψk

λ̄k
(u, z1, z2, . . . , zςr(k)−1, y) si Pr(k) 6= 0

ψk
λ̄k
(u, z1, z2, . . . , zςr(k), y) si Pr(k) = 0

et pour tout k = q̄R−1 + 1, . . . , q̄R,

ψ̄kλ̄k(u, z) = ψkλ̄k(u, z
1, z2, . . . , zq̄R , y),

et en définissant la fonction inconnue ε̄k pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, par

ε̄k =

{

0 si r < R

εk(t) si r = R
(5.43)

5.5 Synthèse de l’observateur

Dans le but de synthétiser un observateur grand gain pour l’immersion (5.41)-(5.42) du sys-

tème (5.34)-(5.35), il convient d’introduire les notations suivantes.

5.5.1 Notations

Pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, définissons la matrice diagonale ∆k(θ) comme

suit

∆k(θ) = diag

(

1,
1

θδk
, . . . ,

1

θ(λ̄k−1)δk

)

(5.44)

où θ > 0 est un entier positif, où les puissances de θ représentées par les entiers δk sont définies

de la manière suivante






























δk = 2

(

λ̄k+1 − 3

2

)

δk+1 + ǫ, r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r − 1

δq̄r = 2

¯̺r
∑

s=r+1

(

λ̄q̄s−1+1 − 1
)

δq̄s−1+1 − δς̄r + ǫ, r = 1, . . . , R− 1

δq̄R = 1

(5.45)

où, pour tout r = 1, . . . , R− 1,

ς̄r = max
q̄r−1+1≤k≤q̄r

ςr(k) et ¯̺r ∈ {r + 1, . . . , R} est tel que q̄ ¯̺r−1 + 1 ≤ ς̄r ≤ q̄ ¯̺r (5.46)

où la fonction ςr est donnée par la définition 5.3.3, et ǫ > 0 est un paramètre de synthèse.

Notons que pour tout r = 1, . . . , R − 1, l’entier ¯̺r vérifie ¯̺r ≥ r + 1 par définition de

la fonction Pr(k) et par suite de la fonction ςr, données respectivement par les définitions

132
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5.3.2 et 5.3.3. Nous introduisons également la séquence d’entiers σki pour tout r = 1, . . . , R,

q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, i = 1, . . . , λ̄k, comme suit

σki = σ
q̄r−1

1 −
(

λ̄k − 1
)

δk + (i− 1) δk

σ
q̄r−1

1 =
r
∑

ri=1

(

λ̄
q̄ri−1+1
1 − 1

)

δ
q̄ri−1+1
1 (5.47)

Enfin, similairement aux matrices ∆k(θ), nous définissons, pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1+

1, . . . , q̄r, la matrice diagonale Λk(θ) par

Λk(θ) = θ−σ
k
1∆k(θ) = diag

(

1

θσ
k
1

,
1

θσ
k
2

, . . . ,
1

θ
σk

λ̄k

)

(5.48)

Nous établissons alors la proposition suivante.

Proposition 5.5.1

(i) La séquence d’entiers positifs δk vérifie l’inégalité suivante :

δ1 > δ2 > . . . > δq̄1 > δq̄1+1 > . . . > δq̄R−1 > δq̄R = 1 (5.49)

(ii) La séquence d’entiers σki vérifie

σki ≥ 0, pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, i = 1, . . . , λ̄k (5.50)

Preuve de la proposition 5.5.1.

(i) Procédons par récurrence pour r = R, . . . , 1. Pour r = R, puisque λ̄k ≥ 2 pour tout

k = q̄R−1 + 1, . . . , q̄R, nous avons directement d’après (5.45)

δk ≥ δk+1 + ǫ > δk+1, k = q̄R−1 + 1, . . . , q̄R − 1

avec δq̄R = 1. Soit maintenant r ∈ {1, . . . , R− 1}, et supposons la relation (5.49) vraie

pour les étages r+1, . . . , R. D’une part, puisque λ̄k ≥ 2 pour tout k = q̄r−1+1, . . . , q̄r,

nous avons directement d’après (5.45)

δk ≥ δk+1 + ǫ > δk+1, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r − 1

D’autre part, puisque ¯̺r ≥ r+1, il vient ς̄r ≥ q̄ ¯̺r−1+1 ≥ q̄r+1 et par suite δς̄r ≤ δq̄r+1

puisque la relation (5.49) est vraie pour les étages r + 1, . . . , R. Nous obtenons alors

d’après (5.45),

δq̄r ≥ 2δq̄r+1 − δς̄r + ǫ ≥ 2δq̄r+1 − δq̄r+1 + ǫ > δq̄r+1

Nous en déduisons alors que la relation (5.49) est vraie pour tout k = q̄r−1+1, . . . , q̄r

soit pour l’ensemble de la passe r. Par suite, la relation (5.49) pour tout r = 1, . . . , R

et k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r.
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(ii) Notons que nous avons d’après (5.47), pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r,

i = 1, . . . , λ̄k,

σki =

r
∑

ri=1

(

λ̄
q̄ri−1+1
1 − 1

)

δ
q̄ri−1+1
1 −

(

λ̄k − 1
)

δk + (i− 1) δk

=
r
∑

ri=1

(

λ̄
q̄ri−1+1
1 − 1

)

δ
q̄ri−1+1
1 −

(

λ̄k − i
)

δk

Montrons que σki ≥ 0 pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, i = 1, . . . , λ̄k.

• D’une part, pour tout r = 1, . . . , R et pour k = q̄r−1 + 1, nous avons

σki =

r
∑

ri=1

(

λ̄
q̄ri−1+1
1 − 1

)

δ
q̄ri−1+1
1 −

(

λ̄q̄r−1+1 − i
)

δq̄r−1+1

≥ (i− 1) δq̄r−1+1 ≥ 0

• D’autre part, pour tout r = 1, . . . , R et pour k > q̄r−1 + 1, nous avons

σki =
r
∑

ri=1

(

λ̄
q̄ri−1+1
1 − 1

)

δ
q̄ri−1+1
1 −

(

λ̄k − i
)

δk

≥
(

λ̄q̄r−1+1 − 1
)

δq̄r−1+1 −
(

λ̄k − i
)

δk

≥
(

λ̄q̄r−1+1 − 1
)

δq̄r−1+1 − δk−1

2
− δk

2
d’après (5.45)

≥
(

λ̄q̄r−1+1 − 2
)

δq̄r−1+1 ≥ 0 d’après la relation (5.49)

Ceci termine la preuve de la proposition 5.5.1. �

Dans ce qui suit, pour tout r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r, nous choisissons la matrice

de gain Kk de sorte que la matrice Āk = Ak −KkCk soit Hurwitz, avec

Ck =
[

Ipbk 0pbk . . . 0pbk

]

∈ Rpbk×n̄k

Ainsi, il existe une matrice SDP P k et un réel positif µk tels que

P kĀk + (Āk)
T
P k ≤ −2µkIλ̄kpbk (5.51)

D’après la structure des matrices diagonales ∆k(θ) et Λk(θ), nous avons les égalités suivantes :

Λk(θ)ĀkΛk(θ)−1 = ∆k(θ)Āk∆k(θ)−1 = θδ
k
Āk

θ−σ
k
1CkΛk(θ)−1 = Ck∆k(θ)−1 = Ck

(5.52)

Pour finir, dans ce qui suit, nous notons λm(P k) et λM (P k) la plus petite valeur propre et la

plus grande valeur propre de la matrice P k, respectivement. De plus, soit λm(P ) et λM (P )
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respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de la matrice P , définie par

P = diag
(

P 1, P 2, . . . , P q̄1 , P q̄1+1, . . . , P q̄R
)

Avant de conclure de paragraphe et de passer à la synthèse de l’observateur, il convient de

donner les deux lemmes techniques suivants.

Lemme 5.5.1 Soit

χ
(k,i)
(l,j) =







0 si
∂ψk

i (u,z)

∂zlj
≡ 0

1 sinon

pour r, s = 1, . . . , R, k = q̄r−1+1, . . . , q̄r, l = q̄s−1+1, . . . , q̄s, i = 1, . . . , λ̄k et j = 2, . . . , λ̄l.

Alors, la séquence d’entiers positifs σki définie par (5.47) est telle que

Si χ
(k,i)
(l,j) = 1, alors σlj − σki −

δl

2
− δk

2
≤ − ǫ

2
(5.53)

Preuve du lemme 5.5.1. D’une part, d’après la structure du système (5.41)-(5.42), nous

avons χ(k,i)
(l,j) = 1 pour r, s = 1, . . . , R, k = q̄r−1+1, . . . , q̄r, l = q̄s−1+1, . . . , q̄s, i = 1, . . . , λ̄k

et j = 2, . . . , λ̄l si et seulement si l’une des cinq situations suivantes est rencontrée.

• r > s, k ∈ {q̄r−1 + 1, . . . , q̄r} et i ∈
{

1, . . . , λ̄k
}

: Ceci traduit une dépendance

triangulaire du système par rapport aux passes.

• r = s, k > l et i ∈
{

1, . . . , λ̄k
}

: Ceci traduit une dépendance triangulaire d’une passe

du système en fonction de ses sous-blocs.

• r = s, k = l et i ∈
{

1, . . . , λ̄k
}

avec i ≥ j : Ceci traduit la dépendance triangulaire

d’un sous-bloc au sein d’une passe du système en fonction de ses propres variables.

• r = 1, . . . , R− 1, k ∈ {q̄r−1 + 1, . . . , q̄r}, i = λ̄k, et s ≥ r + 1, l ∈ {q̄s−1 + 1, . . . , q̄s}
avec l ≤ ς̄r : Ceci traduit le fait que la dernière composante de chaque sous-bloc k de

chaque passe r = 1, . . . , R− 1 peut dépendre de tous les états z1, z2, . . . , z ς̄r .

• r = R, k ∈ {q̄r−1 + 1, . . . , q̄r}, i = λ̄k : Ceci traduit le fait que la dernière composante

de chaque sous-bloc k du dernier étage R peut dépendre de tout l’état du système.

135



5.5. Synthèse de l’observateur

D’autre part, de la relation (5.47), nous avons

σlj − σki −
δl

2
− δk

2
= σq̄s−1+1 − σq̄r−1+1 −

(

λ̄l − 1
)

δl + (j − 1) δl

+
(

λ̄k − 1
)

δk − (i− 1) δk − δl

2
− δk

2

= σq̄s−1+1 − σq̄r−1+1 +

(

λ̄k − i− 1

2

)

δk +

(

j − λ̄l − 1

2

)

δl

Vérifions désormais que la condition (5.53) est vérifiée dans chacun des cinq cas listés

précédemment.

• r > s, k ∈ {q̄r−1 + 1, . . . , q̄r} et i ∈
{

1, . . . , λ̄k
}

: Nous avons en particulier, d’après

(5.47) et puisque r > s,

σlj − σki −
δl

2
− δk

2
= −

r
∑

ri=s+1

(

λ̄q̄ri−1+1 − 1
)

δq̄ri−1+1

+

(

λ̄k − i− 1

2

)

δk +

(

j − λ̄l − 1

2

)

δl

≤ −
(

λ̄q̄r−1+1 − 1
)

δq̄r−1+1 +

(

λ̄k − 3

2

)

δk − 1

2
δl d’après (5.49)

Si k > q̄r−1 + 1, alors
(

λ̄k − 3

2

)

δk ≤ 1

2
δk−1 ≤ 1

2
δq̄r−1+1 ≤

(

λ̄q̄r−1+1 − 3

2

)

δq̄r−1+1 d’après (5.45),

et par suite

σlj − σki −
δl

2
− δk

2
≤ −

(

λ̄q̄r−1+1 − 1
)

δq̄r−1+1 +

(

λ̄q̄r−1+1 − 3

2

)

δq̄r−1+1 − 1

2
δl

= −1

2
δq̄r−1+1 − 1

2
δl ≤ −1 ≤ − ǫ

2

• r = s, k > l et i ∈
{

1, . . . , λ̄k
}

: Puisque r = s et k > l, il vient

σlj − σki −
δl

2
− δk

2
=

(

λ̄k − i− 1

2

)

δk +

(

j − λ̄l − 1

2

)

δl

≤
(

λ̄k − 3

2

)

δk − 1

2
δl

≤ 1

2
δk−1 − 1

2
δl − ǫ

2
d’après (5.45)

≤ − ǫ
2

d’après (5.49)

• r = s, k = l et i ∈
{

1, . . . , λ̄k
}

avec i ≥ j : Dans ce particulier, et puisque i ≥ j, nous

avons directement

σlj − σki −
δl

2
− δk

2
= (j − i− 1) δk

≤ −δk ≤ − ǫ
2
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• r = 1, . . . , R− 1, k ∈ {q̄r−1 + 1, . . . , q̄r}, i = λ̄k, et s ≥ r + 1, l ∈ {q̄s−1 + 1, . . . , q̄s}
avec l ≤ ς̄r : Dans ce quatrième cas, puisque s ≥ r, nous avons

σlj − σki −
δl

2
− δk

2
=

s
∑

ri=r+1

(

λ̄q̄ri−1+1 − 1
)

δq̄ri−1+1 − 1

2
δk +

(

j − λ̄l − 1

2

)

δl

≤
s
∑

ri=r+1

(

λ̄q̄ri−1+1 − 1
)

δq̄ri−1+1 − 1

2
δq̄r − 1

2
δl

=
s
∑

ri=r+1

(

λ̄q̄ri−1+1 − 1
)

δq̄ri−1+1 −
¯̺r
∑

ri=r+1

(

λ̄q̄ri−1+1 − 1
)

δq̄ri−1+1

+
1

2
δς̄r − ǫ

2
− 1

2
δl d’après (5.45)

≤ 1

2
δς̄r − 1

2
δl − ǫ

2
puisque s ≤ ¯̺r

≤ − ǫ
2

puisque l ≤ ς̄r

• r = R, k ∈ {q̄r−1 + 1, . . . , q̄r}, i = λ̄k : Dans ce dernier cas, nous avons directement

σlj − σki −
δl

2
− δk

2
= σq̄s−1+1 − σq̄R−1+1 − 1

2
δk +

(

j − λ̄l − 1

2

)

δl

≤ −1

2
δk − 1

2
δl puisque s ≤ R

≤ −1 ≤ − ǫ
2

Ceci termine la preuve du lemme 5.5.1. �

Lemme 5.5.2 Soient r = 2, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r tels que nous ayons P−1
r (k) 6= 0 et

z
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

= zk1 . Alors

σ
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

− σk1 −
δP

−1
r (k)

2
+
δk

2
≤ − ǫ

2

Preuve du lemme 5.5.2. Soit s < r la passe contenant le bloc P−1
r (k), i.e. telle que
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q̄s−1 + 1 ≤ P−1
r (k) ≤ q̄s. De la relation (5.47), nous avons

σ
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

− σk1 −
δP

−1
r (k)

2
+
δk

2
= σq̄s−1+1 − σq̄r−1+1 +

(

λ̄k − 1
)

δk − δP
−1
r (k)

2
+
δk

2

= −
r
∑

ri=s+1

(

λ̄q̄ri−1+1 − 1
)

δq̄ri−1+1

+
(

λ̄k − 1
)

δk − δP
−1
r (k)

2
+
δk

2

≤ −
r
∑

ri=s+1

(

λ̄q̄ri−1+1 − 1
)

δq̄ri−1+1

+
(

λ̄q̄r−1+1 − 1
)

δq̄r−1+1 − δP
−1
r (k)

2
+
δk

2

≤ δk

2
− δP

−1
r (k)

2
≤ − ǫ

2
d’après (5.45) et (5.49)

Ceci termine la preuve du lemme 5.5.2. �

5.5.2 Observateur

Avant de synthétiser un observateur pour l’immersion (5.41)-(5.42) du système (5.34)-(5.35),

nous considérons les hypothèses suivantes sur le système (5.1).

Hypothèse 5.5.1 L’état ξ(t) et la commande u(t) sont bornés, i.e. ξ(t) ∈ X et u(t) ∈ U où

X ⊂ IRn et U ⊂ IRm sont des ensembles compacts.

Hypothèse 5.5.2 La fonction ϕ(u, ξ) est une fonction non linéaire globalement Lipschitz sur

IRn selon ξ uniformément en u.

Hypothèse 5.5.3 Pour tout k = q̄R−1+1, . . . , q̄R, la fonction inconnue εk est essentiellement

bornée, i.e.

∃δε > 0 ; ∀k = q̄R−1 + 1, . . . , q̄R, ‖εk‖∞ = ess sup
t≥0
‖εk(t)‖ ≤ δε

Un observateur pour l’immersion (5.41)-(5.42) du système (5.34)-(5.35) est donné par l’en-

semble des équations différentielles suivantes, pour tout r = 1, . . . , R et k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r :

˙̂zk(t) = Akẑk(t) + ψk(u(t), ẑ(t))−Gk(t), avec

Gk(t) =







θδ
k
∆k(θ)−1Kk

(

Ckẑk(t)− ybk(t)
)

si P−1
r (k) = 0

θδ
k
∆k(θ)−1Kk

(

Ckẑk(t)−BP−1
r (k)ẑP

−1
r (k)(t)

)

si P−1
r (k) 6= 0

(5.54)
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où u et y sont respectivement l’entrée et la sortie du système (5.1), ẑ ∈ IRn̄ est une estimation

de l’état de l’immersion (5.41)-(5.42) avec

ẑ =















ẑ1

ẑ2

...

ẑq̄R















∈ IRn̄ avec ẑk =















ẑk1

ẑk2
...

ẑk
λ̄k















∈ IRn̄k

où ẑki ∈ IRpbk , pour r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r et i = 1, . . . , λ̄k, θ > 0 est le paramètre

de synthèse de l’observateur grand gain, et ∆k(θ), δk et Kk sont définis dans le paragraphe

précédent par (5.44), (5.45) et (5.51), respectivement. Enfin, ẑ représente une estimation par

injection de sortie, c’est-à-dire

ẑki =

{

zk1 si P−1
r (k) = 0 et i = 1

ẑki sinon

Le résultat suivant stipule que le système dynamique (5.54) constitue un observateur conve-

nable pour l’immersion (5.41)-(5.42) du système (5.34)-(5.35).

Théorème 5.5.1 Considérons l’immersion (5.41)-(5.42) du système (5.34)-(5.35) soumis

aux hypothèses 5.2.1, 5.5.1, 5.5.2 et 5.5.3 conjointement avec l’observateur (5.54). Alors,

il existe θ0 > 0 tel que pour tout θ > θ0, il existe λθ > 0 et µθ > 0 tels que pour tout

r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r,

‖ẑk(t)− zk(t)‖ ≤ λθe−µθt‖ẑ(0)− z(0)‖+ αθδε

pour tout t ≥ 0, pour toute entrée u ∈ U , où δε est la borne essentielle supérieure de ‖εk‖
donnée par l’hypothèse 5.5.3, où λθ est un polynôme en θ, lim

θ→+∞
µθ = +∞ et lim

θ→+∞
αθ = 0.

Preuve du théorème 5.5.1. En guise de simplification d’écriture, il convient d’omettre

dans ce paragraphe le temps t de chaque variable. Pour r = 1, . . . , R et k = q̄r−1+1, . . . , q̄r,

posons

z̃k = ẑk − zk et z̄k = Λk(θ)z̃k

où Λk(θ) est défini par (5.48). Posons également

V r
k (z̄

k) = (z̄k)TP kz̄k (5.55)

où P k est la matrice SDP définie par (5.51), et soit

V =

R
∑

r=1

q̄r
∑

k=q̄r−1+1

V k
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la fonction de Lyapunov candidate. Enfin, nous notons

(V k)∗ = θδ
k

V k et V ∗ =
R
∑

r=1

q̄r
∑

k=q̄r−1+1

(V k)∗ (5.56)

Remarquons simplement que nous avons, pour θ ≥ 1, la relation suivante

V ∗ ≥
R
∑

r=1

q̄r
∑

k=q̄r−1+1

θδ
q̄RV k = θ

R
∑

r=1

q̄r
∑

k=q̄r−1+1

V k = θV

Dans la suite de la preuve, nous allons considérer deux situations possibles, pour tout

r = 1, . . . , R et k = 1, . . . , qr : les cas P−1
r (k) = 0 et P−1

r (k) 6= 0.

Cas P−1
r (k) = 0 : Dans ce cas, d’après (5.54), l’observateur s’écrit

˙̂zk = Akẑk + ψk(u, ẑ)− θδk∆k(θ)−1Kk
(

Ckẑk − ybk
)

−Bkε̄k

= Akẑk + ψk(u, ẑ)− θδk∆k(θ)−1KkCk
(

ẑk − zk
)

−Bkε̄k,

et par suite

˙̃zk = Akz̃k + ψ̃k(u, ẑ, z)− θδk∆k(θ)−1KkCkz̃k −Bkε̄k,

en posant ψ̃k(u, ẑ, z) = ψk(u, ẑ) − ψk(u, z). Le passage à la variable d’état z̄k nous donne

alors

˙̄zk = Λk(θ)AkΛk(θ)−1z̄k + Λk(θ)ψ̃k(u, ẑ, z)

− θδ
k

Λk(θ)∆k(θ)−1KkCkΛk(θ)−1z̄k − Λk(θ)Bkε̄k

= Λk(θ)AkΛk(θ)−1z̄k + Λk(θ)ψ̃k(u, ẑ, z)− θδkθ−σk
1KkCkΛk(θ)−1z̄k − Λk(θ)Bkε̄k

= θδ
k

Akz̄k + Λk(θ)ψ̃k(u, ẑ, z)− θδkKkCkz̄k − Λk(θ)Bkε̄k d’après les identités (5.52)

= θδ
k

Ākz̄k + Λk(θ)ψ̃k(u, ẑ, z)− Λk(θ)Bkε̄k (5.57)

La dérivée par rapport au temps de la fonction V k définie par (5.55) est telle que

V̇ k = 2(z̄k)TP k ˙̄zk

= 2θδ
k

(z̄k)TP kĀkz̄k + 2(z̄k)TP kΛk(θ)ψ̃k(u, ẑ, z)− 2(z̄k)TP kΛk(θ)Bkε̄k

En exploitant l’inégalité (5.51), la dérivée V̇ k vérifie alors

V̇ k ≤ −2µkθδk‖z̄k‖2 + 2‖P kz̄k‖‖Λk(θ)ψ̃k(u, ẑ, z)‖+ 2‖P kz̄k‖‖Λk(θ)Bkε̄k‖

≤ − 2µk

λM (P k)
θδ

k

V k + 2
√

λM (P k)
√
V k

λ̄k
∑

i=1

1

θσ
k
i

‖ψ̃k(u, ẑ, z)‖

+ 2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P k)
√
V k‖ε̄k‖
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D’autre part, d’après l’hypothèse 5.5.2,
∂ψ

∂x
est borné et nous obtenons

V̇ k ≤ − 2µk

λM (P k)
θδ

k

V k + 2ρk
√

λM (P k)
√
V k

λ̄k
∑

i=1

R
∑

s=1

q̄s
∑

l=q̄s−1+1

λ̄l
∑

j=2

χ
(k,i)
(l,j)θ

−σk
i ‖z̃k‖

+ 2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P k)
√
V k‖ε̄k‖ (5.58)

où

ρk , sup

{∥

∥

∥

∥

∥

∂ψki
∂xlj

(u, x)

∥

∥

∥

∥

∥

/ x ∈ IRn̄ et ‖u‖∞ ≤M
}

et où χ
(k,i)
(l,j) est donné par le lemme 5.5.1. L’inégalité précédente (5.58) peut se réécrire

comme suit

V̇ k ≤ − 2µk

λM (P k)
θδ

k

V k + 2ρk
√

λM (P k)
√
V k

λ̄k
∑

i=1

R
∑

s=1

q̄s
∑

l=q̄s−1+1

λ̄l
∑

j=2

χ
(k,i)
(l,j)θ

σl
j−σk

i ‖z̄k‖

+ 2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P k)
√
V k‖ε̄k‖

≤ − 2µk

λM (P )
θδ

k

V k + 2ηρk
√
V k

λ̄k
∑

i=1

R
∑

s=1

q̄s
∑

l=q̄s−1+1

λ̄l
∑

j=2

χ
(k,i)
(l,j)θ

σl
j−σk

i

√
V l

+ 2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P k)
√
V k‖ε̄k‖ (5.59)

en posant η =

√

λM (P )

λm(P )
. Enfin, en utilisant (5.56), l’inégalité (5.59) vérifie

V̇ k ≤ − 2µk

λM (P )
θδ

k

V k + 2ηρk
√

θδkV k

λ̄k
∑

i=1

R
∑

s=1

q̄s
∑

l=q̄s−1+1

λ̄l
∑

j=2

χ
(k,i)
(l,j)θ

σl
j−σk

i − δk

2
− δl

2

√

θδlV l

+ 2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P k)
√
V k‖ε̄k‖

= − 2µk

λM (P )
(V k)∗ + 2ηρk

√

(V k)∗
λ̄k
∑

i=1

R
∑

s=1

q̄s
∑

l=q̄s−1+1

λ̄l
∑

j=2

χ
(k,i)
(l,j)θ

σl
j−σk

i − δk

2
− δl

2

√

(V l)∗

+ 2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P k)
√
V k‖ε̄k‖

Par application du lemme 5.5.1, il vient

σlj − σki −
δk

2
− δl

2
≤ − ǫ

2
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ce qui mène à

V̇ k ≤ − 2µk

λM (P )
(V k)∗ + 2ηρk

√

(V k)∗
λ̄k
∑

i=1

R
∑

s=1

q̄s
∑

l=q̄s−1+1

λ̄l
∑

j=2

θ−
ǫ
2

√

(V l)∗

+ 2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P )
√
V k‖ε̄k‖

= − 2µk

λM (P )
(V k)∗ + 2ηλ̄kρk

√

(V k)∗θ−
ǫ
2

R
∑

s=1

q̄s
∑

l=q̄s−1+1

λ̄l
∑

j=2

√

(V l)∗

+ 2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P )
√
V k‖ε̄k‖

≤ − 2µk

λM (P )
(V k)∗ + 2ηλ̄kρkθ−

ǫ
2

√
V ∗

R
∑

s=1

q̄s
∑

l=q̄s−1+1

λ̄l
∑

j=2

√
V ∗ + 2θ

−σk

λ̄k

√

λM (P )
√
V ‖ε̄k‖

≤ − 2µk

λM (P )
(V k)∗ + 2ηn̄λ̄kρkθ−

ǫ
2V ∗ + 2θ

−σk

λ̄k

√

λM (P )
√
V ‖ε̄k‖ (5.60)

Cas P−1
r (k) 6= 0 : Dans ce second cas, d’après (5.54), l’observateur s’écrit

˙̂zk = Akẑk + ψk(u, ẑ)− θδk∆k(θ)−1Kk
(

Ckẑk −BP−1
r (k)ẑP

−1
r (k)

)

−Bkε̄k

= Akẑk + ψk(u, ẑ)− θδk∆k(θ)−1KkCkz̃k + θδ
k

∆k(θ)−1KkBP−1
r (k)z̃P

−1
r (k) −Bkε̄k,

puisque zk1 = z
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

. En procédant de manière similaire au cas précédent, nous trouvons

˙̄zk = θδ
k

Ākz̄k + Λk(θ)ψ̃k(u, ẑ, z) + θ

(

δk−σk
1+σ

P
−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

)

KkBkz̄P
−1
r (k) −Bkε̄k

En utilisant exactement le même raisonnement pour la dérivée V̇ r
k par rapport au premier

cas, nous obtenons alors

V̇ k ≤ − 2µk

λM (P )
(V k)∗ + 2ηn̄λ̄kρkθ−

ǫ
2V ∗ + 2θ

−σk

λ̄k

√

λM (P )
√
V ‖ε̄k‖

+2θ

(

δk−σk
1+σ

P
−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

)

(z̄k)TP kKkBkz̄P
−1
r (k)

Notons que l’on a

2θ

(

δk−σk

1+σ
P

−1
r

(k)

λ̄
P

−1
r (k)

)

(z̄k)TP kKkBkz̄P
−1
r

(k) ≤ 2θ

(

δk−σk

1+σ
P

−1
r

(k)

λ̄
P

−1
r (k)

)

‖P kz̄k‖‖Kk‖‖z̄P
−1
r

(k)

λ̄P
−1
r (k)

‖

≤ 2ηK̄θ

(

σ
P

−1
r

(k)

λ̄
P

−1
r (k)

−σk

1−
δ
P

−1
r

(k)

2 + δ
k

2

)

√

(V k)∗
√

(V P
−1
r (k))∗

où

K̄ = max
{

‖Kk‖ , k = 1, . . . , q̄R

}
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D’après le lemme 5.5.2, nous avons

σ
P−1
r (k)

λ̄P
−1
r (k)

− σk1 −
δP

−1
r (k)

2
+
δk

2
≤ − ǫ

2

de sorte que V̇ k vérifie l’inégalité suivante

V̇ k ≤ − 2µk

λM (P )
(V k)∗ + 2ηn̄λ̄kρkθ−

ǫ
2V ∗ + 2ηθ−

ǫ
2 K̄V ∗ + 2θ

−σk

λ̄k

√

λM (P )
√
V ‖ε̄k‖

= − 2µk

λM (P )
(V k)∗ + 2η

(

n̄λ̄kρk + K̄
)

θ−
ǫ
2V ∗ + 2θ

−σk

λ̄k

√

λM (P )
√
V ‖ε̄k‖ (5.61)

Regroupement des deux cas : Remarquons tout d’abord que seulement q sous-blocs

vérifient le premier cas, alors que les q̄R−q sous-blocs restants vérifient le second cas. Ainsi,

la combinaison des deux inégalités (5.60) et (5.61) pour les cas P−1
r (k) = 0 et P−1

r (k) 6= 0

respectivement nous donne

V̇ =
R
∑

r=1

q̄r
∑

k=q̄r−1+1

V̇ k

≤ −2
(

µ

λM (P )
− η
(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

V ∗ +
R
∑

r=1

q̄r
∑

k=q̄r−1+1

2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P )
√
V ‖ε̄k‖

= −2
(

µ

λM (P )
− η
(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

V ∗

+

q̄R
∑

k=q̄R−1+1

2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P )
√
V ‖εk‖ d’après (5.43),

où

µ = max
{

‖µk‖ , k = 1, . . . , q̄R

}

ρ = max
{

‖ρk‖ , k = 1, . . . , q̄R

}

Choisissons θ de telle sorte que

θ > θ0 , max

{

[

ηλM (P )

µ

(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

] 2
ǫ

, 1

}

,

et puisque V ∗ ≥ θV car θ ≥ 1, alors

µ

λM (P )
− η
(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2 > 0, ∀θ > θ0,

et nous obtenons

V̇ ≤ −2θ
(

µ

λM (P )
− η
(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

V +

q̄R
∑

k=q̄R−1+1

2θ
−σk

λ̄k

√

λM (P )
√
V ‖εk‖

≤ −2θ
(

µ

λM (P )
− η
(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

V + 2qR
√

λM (P )
√
V

δε

θσ
q̄R−1
1
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puisque σk
λ̄k

=
∑R

ri=1

(

λ̄
q̄ri−1+1
1 − 1

)

δ
q̄ri−1+1
1 = σ

q̄R−1

1 pour tout k = q̄R−1 + 1, . . . , q̄R,

d’après (5.47). De manière équivalente, nous avons

d
dt

(

√

V (z̄(t))
)

≤ −θ
(

µ
λM (P ) − η

(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

√

V (z̄(t)) + qR
√

λM (P )
δε

θσ
q̄R−1
1

Cette dernière relation mène en particulier par application du lemme de comparaison à
√

V k(z̄k(t)) ≤
√

V (z̄(t))

≤ exp

(

−θ
(

µ

λM (P )
− η
(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

t

)

√

V (z̄(0))

+ qR
√

λM (P )
δε

(

µ
λM (P ) − η

(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

θ(1+σ
q̄R−1
1 )

(5.62)

D’une part, nous avons
√

V (z̄)
√

λM (P )
≤ ‖z̄‖ ≤

√

V (z̄)
√

λm(P )
(5.63)

D’autre part,
√

V k(z̄k)
√

λM (P )
≤

√

V k(z̄k)
√

λM (P k)
≤ ‖z̄k‖ ≤

√

V k(z̄k)
√

λm(P k)
≤
√

V k(z̄k)
√

λm(P )
(5.64)

et

‖z̄k‖ ≤ ‖z̃k‖ ≤ θ(σ
k
1+(λ̄k−1)δk)‖z̄k‖, (5.65)

Les relations (5.63) et (5.65) mènent à
√

V (z̄) ≤
√

λM (P )‖z̄‖ ≤
√

λM (P )‖z̃‖ (5.66)

et la combinaison des relations (5.64) et (5.65) nous donne

‖z̃k‖ ≤ θ(σ
k
1+(λ̄k−1)δk)‖z̄k‖ ≤ θ(σ

k
1+(λ̄k−1)δk)

√

V k(z̄k)
√

λm(P )
(5.67)

L’association des inégalités (5.62), (5.66) et (5.67) amène finalement à

‖z̃k(t)‖ ≤ θ(σ
k
1+(λ̄k−1)δk)

√

λm(P )
exp

(

−θ
(

µ

λM (P )
− η
(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

t

)

√

V (z̄(0))

+ qRη
θ(σ

k
1+(λ̄k−1)δk)δε

(

µ
λM (P ) − η

(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

θ(1+σ
q̄R−1
1 )

≤ ηθ(σ
k
1+(λ̄k−1)δk)exp

(

−θ
(

µ

λM (P )
− η
(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

t

)

‖z̃(0)‖

+ qRη
θ(σ

k
1+(λ̄k−1)δk)δε

(

µ
λM (P ) − η

(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

θ(1+σ
q̄R−1
1 )

≤ ηθ(σ
q̄R−1
1 )exp

(

−θ
(

µ

λM (P )
− η
(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

t

)

‖z̃(0)‖

+ qRη
δε

(

µ
λM (P ) − η

(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

θ
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en remarquant d’après (5.47) que

σ
q̄R−1

1 =
R
∑

ri=1

(

λ̄
q̄ri−1+1
1 − 1

)

δ
q̄ri−1+1
1

≥ σk1 + (λ̄k − 1)δk, r = 1, . . . , R, k = q̄r−1 + 1, . . . , q̄r

Nous obtenons donc

‖ẑk(t)− zk(t)‖ ≤ λθe−µθt‖ẑ(0)− z(0)‖+ αθδε

où les paramètres θ0, λθ, µθ et αθ du théorème 5.5.1 sont donnés par

θ0 = max

{

[

ηλM (P )

µ

(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

] 2
ǫ

, 1

}

λθ = ηθ

(

∑R
ri=1

(

λ̄
q̄ri−1+1

1 −1

)

δ
q̄ri−1+1

1

)

µθ = θ

(

µ

λM (P )
− η
(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

αθ =
qRη

(

µ
λM (P ) − η

(

n̄2ρ+ q(R− 1)K̄
)

θ−
ǫ
2

)

θ

Ceci termine la preuve du théorème 5.5.1. �

5.6 Exemple : Application à un système hydraulique

Les systèmes hydrauliques à réservoirs sont communément utilisés dans l’industrie, dans le cas

notamment où l’on considère des échanges de liquide entre réservoirs. De nombreuses études

sur les systèmes de réservoirs se trouvent dans la littérature (Iqbal et al. 2009 ; Ibrir 2011 ;

Lin et al. 2012). En particulier, dans (Iqbal et al. 2009 ; Iqbal et al. 2011), un système

à trois réservoirs en série avec des paramètres inconnus (débit, coefficients de viscosité) est

considéré. Un observateur d’état étendu est alors utilisé afin d’estimer les états du système et

les paramètres inconnus. Dans (Iqbal et al. 2009), ce système est également étudié dans le

but de réaliser une détection de défauts sur d’éventuels blocages de tuyauterie entre réservoirs.

Dans cette partie, un système de réservoirs plus général comportant deux cascades de trois

réservoirs est envisagé. D’autre part, des interconnexions entre réservoirs des deux cascades

sont possibles, de sorte que le système proposé est plus complexe et plus réaliste. Le but de

cette étude est d’estimer la hauteur de liquide de chaque réservoir du système, en ne connais-

sant que la hauteur de liquide du réservoir inférieur de chaque cascade.
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Dans ce qui suit, nous supposons que chaque réservoir contient uniquement de l’eau. Dans un

premier temps, après avoir introduit le modèle hydraulique, nous le poserons sous la forme

décomposée en étages (5.34)-(5.35). Ensuite, une immersion sera construite sur ce dernier, et

un observateur grand gain sera synthétisé.

5.6.1 Description du système d’étude

Qin

Qout

h

Figure 5.2 – Modélisation d’un réservoir

Avant tout, d’après (Iqbal et al. 2009), tout réservoir comme décrit par la figure 5.2 vérifie

l’équation différentielle suivante

ḣ(t) = Qin −Qout = Qin − c
√

h(t) (5.68)

où c =
sp
S

√

2g, avec g = 9.81m/s2, et où sp et S sont la section transversale du tuyau de

sortie et l’aire du réservoir, respectivement.

Considérons dans ce qui suit deux cascades de trois réservoirs, inter-connectés comme décrit

par la figure 5.3. On désigne par hij la hauteur (en mètres) de l’eau dans le réservoir j de la

cascade i, pour i = 1, 2, j = 1, . . . , 3. Qij désigne le débit d’eau qui sort du réservoir j de la

cascade i et qui est entièrement déversé dans le réservoir suivant. Notons que le débit d’eau

Qi1 qui quitte le réservoir i1 est déversé dans le réservoir i3, réservoir supérieur de la cascade

i. Dans chaque cascade i, un débit d’eau d’entrée Q, déversé dans le réservoir supérieur de la

cascade i, et un débit de fuite contrôlé Qi1 du réservoir inférieur de la cascade i sont également

présents. Connaissant la hauteur d’eau hi1 de réservoir i1, un observateur peut être conçu pour

estimer les hauteurs d’eau hi2 et hi3. Les différents débits d’eau peuvent être exprimés comme

suit :

Qik = sp
√

2g
√

hik

Qi1 = qisp
√

2g
√

max(0, hi1 − hi0)
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h13

h12

h23

h22

h11 h21

q0 q0

Q12 Q22

Q13 Q23

Q11 Q21

Q Q

qQ23

Réservoir 11

qQ12

h20h10

Réservoir 21

Réservoir 12

Réservoir 13

Réservoir 22

Réservoir 23

Figure 5.3 – Système à deux cascades de trois réservoirs

où la hauteur d’eau hi0 est choisie égale à 4m pour i = 1, 2, où S correspond à l’aire de

chaque réservoir, sp est la section transversale de chaque tuyau de sortie et g = 9.81m.s−2 est

l’accélération de pesanteur. Dans notre exemple, nous prenons S = 3.14m2 et sp = 0.0314m2.

Le coefficient q0 correspond au taux d’ouverture de sortie des réservoir 11 et 21, et est compris

entre 0 and 1. Le coefficient q correspond au taux d’ouverture des tuyaux 12→ 21 et 23→ 12,

également compris 0 and 1. Selon un raisonnement similaire à (Iqbal et al. 2009), en utilisant

la relation (5.68), le système dynamique complet composé des deux cascades s’exprime par le

biais des équations différentielles suivantes :


























ḣ11 = c
√
h12 − c

√
h11 − q0c

√

max(0, h11 − h10)
ḣ12 = c

√
h13 − c

√
h12 − qc

√
h12 + qc

√
h23

ḣ13 = c
√
h11 − c

√
h13 +

Q

S
y1 = h11

(5.69)



























ḣ21 = c
√
h22 − c

√
h21 − q0c

√

max(0, h21 − h20) + qc
√
h12

ḣ22 = c
√
h23 − c

√
h22

ḣ23 = c
√
h21 − c

√
h23 − qc

√
h23 +

Q

S
y2 = h21

(5.70)
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où les entrées q ∈ [0, 1], q0 ∈ [0, 1], et Q ≥ 0 sont les entrées du système dynamique (5.69)-

(5.70), décrites comme suit

q =

{

0 si t < 100

1 sinon

q0 =

{

0 si t < 50

0.5 + 0.5cos( π50 t) sinon
(5.71)

Q =

{

0 si t < 50

0.1 sinon

et où c =
sp
S

√

2g.

5.6.2 Difféomorphisme et forme décomposée en passes du système d’étude

Dans ce qui suit, nous considérons le difféomorphisme F suivant

F : R6 −→ R6























h11

h12

h13

h21

h22

h23























−→

























h11

c
√
h12

c2

2

√
h13√
h12

h21

c
√
h22

c2

2

√
h23√
h22

























(5.72)

Le système hydraulique (5.69)-(5.70) écrit dans les nouvelles coordonnées ξ = F (h) est donné

par les équations différentielles suivantes























ξ̇(1,1) = ξ(1,2) + ϕ(1,1)(u, ξ(1,1))

ξ̇(1,2) = ξ(1,3) + ϕ(1,2)(u, ξ(1,2), ξ(2,2), ξ(2,3))

ξ̇(1,3) = ϕ(1,3)(u, ξ(1,1), ξ(1,2), ξ(1,3), ξ(2,2), ξ(2,3))

y1 = ξ(1,1)






















ξ̇(2,1) = ξ(2,2) + ϕ(2,1)(u, ξ(1,2), ξ(2,1))

ξ̇(2,2) = ξ(2,3) + ϕ(2,2)(u)

ξ̇(2,3) = ϕ(2,3)(u, ξ(2,1), ξ(2,2), ξ(2,3))

y2 = ξ(2,1)
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avec































































































ϕ(1,1)(u, ξ) = −c
√

ξ(1,1) − q0c
√

max
(

0, ξ(1,1) − h10
)

ϕ(1,2)(u, ξ) = −c
2

2
(1 + q) + q

ξ(2,3)ξ(2,2)

ξ(1,2)

ϕ(1,3)(u, ξ) = −c
7

8

√

ξ(1,1)

ξ2(1,2)ξ(1,3)
− c4

4ξ(1,2)
+

c6

8ξ2(1,2)ξ(1,3)

Q

S

+
ξ(1,3)

ξ(1,2)

(

c2

2
(1 + q)− ξ(1,3)

)

+ q
c4

4

ξ(2,2)ξ(2,3)

ξ2(1,2)ξ(1,3)

ϕ(2,1)(u, ξ) = −c
√

ξ(2,1) − q0c
√

max
(

0, ξ(2,1) − h20
)

+ qξ(1,2)

ϕ(2,2)(u, ξ) = −c
2

2

ϕ(2,3)(u, ξ) = −c
7

8

√

ξ(2,1)

ξ2(2,2)ξ(2,3)
− c4

4ξ(2,2)
(1 + q) +

c6

8ξ2(2,2)ξ(2,3)

Q

S
+
ξ(2,3)

ξ(2,2)

(

c2

2
− ξ(2,3)

)

et où u ,









q0

q

Q









, avec p1 = p2 = 1.

En accord avec le lemme 5.3.1, les paires d’indices (lk, jk), k = 1, . . . , Q, où Q = 6 − 2 = 4,

sont construites de la manière suivante

(l1, j1) = (1, 2), (l2, j2) = (2, 2), (l3, j3) = (2, 3), (l4, j4) = (1, 3),

et en nous basant sur le lemme 5.3.2 de décomposition des paires d’indices (lk, jk) en passes,

nous obtenons les trois ensembles suivants

{(l1, j1)} = {(1, 2)} , {(l2, j3), (l2, j3)} = {(2, 2), (2, 3)} , {(l4, j4)} = {(1, 3)}

Par conséquent, la forme décomposée en passes contient R = 2 passes, avec q̄1 = 2, q̄2 = 3, et

υ1 = 1, υ2 = υq̄1 = 2, υ3 = υq̄2 = 1

Soit enfin l’état x =









x1

xq̄1

xq̄2









=









x1

x2

x3









construit de la manière suivante

x1 =

(

x11

x1λ1

)

=

(

ξ(1,1)

ξ(1,2)

)

, x2 =









x21

x22

x2λ2









=









ξ(2,1)

ξ(2,2)

ξ(2,3)









, x3 =
(

x3λ3

)

=
(

ξ(1,3)

)

avec λ1 = υ1 + 1 = 2, λ2 = υ2 + 1 = 3, λ3 = υ3 = 1. Le système (5.69)-(5.70) se met ainsi

sous la forme (5.34)-(5.35) comme suit
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• Passe 1 :















ẋ11 = x12 + ϕ1
1(u, x

1
1)

ẋ12 = x31 + ϕ1
2(u, x

1
2, x

2
2, x

2
3)

y1 = x11























ẋ21 = x22 + ϕ2
1(u, x

1
2, x

2
1)

ẋ22 = x23 + ϕ2
2(u)

ẋ23 = ϕ2
3(u, x

2
1, x

2
2, x

2
3)

y2 = x21

(5.73)

• Passe 2 :
{

ẋ31 = ϕ3
1(u, x

1
1, x

1
2, x

2
2, x

2
3, x

3
1) (5.74)

avec

(

ϕ1
1(.) , ϕ(1,1)(.)

ϕ1
2(.) , ϕ(1,2)(.)

)

,









ϕ2
1(.) , ϕ(2,1)(.)

ϕ2
2(.) , ϕ(2,2)(.)

ϕ2
3(.) , ϕ(2,3)(.)









,
(

ϕ3
1(.) , ϕ(1,3)(.)

)

5.6.3 Construction de l’immersion du système d’étude

En nous basant sur la procédure décrite dans la section 5.4, puisque par définition 5.3.2 de la

fonction Pr, nous avons

P1(1) = 3, P1(2) = 0, P2(3) = 0 et P−1
2 (3) = 1, P−1

1 (2) = 0, P−1
1 (1) = 0

nous construisons les états z1, z2 et z3 comme suit

z1 =

(

z11

z12

)

=

(

x11

x12

)

, z2 =









z21

z22

z23









=









x21

x22

x23









,

z3 =

(

z31

z32

)

=





x
P−1
2 (3)

λP
−1
2 (3)

x31



 =

(

x12

x31

)

L’immersion du système (5.73)-(5.74) est alors décrite par les équations différentielles suivantes

• Passe 1 :















ż11 = z12 + ψ1
1(u, z

1
1)

ż12 = z32 + ψ1
2(u, z

1
2 , z

2
2 , z

2
3)

y1 = z11























ż21 = z22 + ψ2
1(u, z

1
2 , z

2
1)

ż22 = z23 + ψ2
2(u)

ż23 = ψ2
3(u, z

2
1 , z

2
2 , z

2
3)

y2 = z21

(5.75)

• Passe 2 :
{

ż31 = z32 + ψ3
1(u, z

1
2 , z

2
2 , z

2
3)

ż32 = ψ3
2(u, z

1
1 , z

1
2 , z

2
2 , z

2
3 , z

3
2)

(5.76)
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Chapitre 5. Forme normale d’observabilité uniforme pour une classe de systèmes MIMO

avec

(

ψ1
1(.) , ϕ1

1(.)

ψ1
2(.) , ϕ1

2(.)

)

,









ψ2
1(.) , ϕ2

1(.)

ψ2
2(.) , ϕ2

2(.)

ψ2
3(.) , ϕ2

3(.)









,

(

ψ3
1(.) , ϕ1

2(.)

ψ3
2(.) , ϕ3

1(.)

)

et λ̄1 = 2, λ̄2 = 3, λ̄3 = 2.

5.6.4 Synthèse de l’observateur et résultats de simulation

Comme décrit par la section 5.5, nous proposons l’observateur suivant pour l’immersion (5.75)-

(5.76) du système (5.73)-(5.74)
(

˙̂z11
˙̂z12

)

=

(

ẑ12

ẑ32

)

+

(

ψ1
1(u, z

1
1)

ψ1
2(u, ẑ

1
2 , ẑ

2
2 , ẑ

2
3)

)

− θδ1
(

∆1(θ)
)−1

K1
(

ẑ11 − y1
)

(5.77)









˙̂z21
˙̂z22
˙̂z23









=









ẑ22

ẑ23

0









+









ψ2
1(u, ẑ

1
2 , z

2
1)

ψ2
2(u)

ψ2
3(u, z

2
1 , ẑ

2
2 , ẑ

2
3)









− θδ2
(

∆2(θ)
)−1

K2
(

ẑ21 − y2
)

(5.78)

(

˙̂z31
˙̂z32

)

=

(

ẑ32

0

)

+

(

ψ3
1(u, ẑ

1
2 , ẑ

2
2 , ẑ

2
3)

ψ3
2(u, z

1
1 , ẑ

1
2 , ẑ

2
2 , ẑ

2
3 , ẑ

3
2)

)

− θδ3
(

∆3(θ)
)−1

K3
(

ẑ31 − ẑ12
)

(5.79)

Les gains K1, K2 et K3 sont calculés de sorte que les valeurs propres de la matrice Hurwitz

de l’erreur d’observation résultante soient toutes placées en (−0.1), i.e.

K1 =

(

2e−1

1e−2

)

, K2 =









3e−1

3e−2

1e−3









, K3 =

(

2e−1

1e−2

)

et les matrices diagonales ∆k, k = 1, 2, 3, sont calculées comme suit

∆1(θ) = diag

(

1,
1

θδ1

)

,

∆2(θ) = diag

(

1,
1

θδ2
,

1

θ2δ2

)

,

∆3(θ) = diag

(

1,
1

θδ3

)

Enfin, les entiers δ1, δ2 et δ3 sont choisis comme dans (5.45), à savoir

δ3 = 1, δ2 = 2
(

λ̄3 − 1
)

δ3 − δ3 + ε = δ3 + ε = 1 + ε,

et δ1 = 2

(

λ̄2 − 3

2

)

δ2 + ε = 3δ2 + ε = 3 + 4ε

en prenant ε = 0.001, et où δ2 a été calculé en remarquant que ¯̺1 = 2, ς̄1 = 3 d’après (5.46)

et la définition 5.3.3 de la fonction de dépendance ςr.
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L’observateur (5.78)-(5.79)-(5.79) a été simulé sur 200 s en utilisant les mesures disponibles,

à savoir l’entrée u et les sorties y1 et y2, obtenues par simulation du système (5.69)-(5.70). La

simulation a été réalisée pour θ = 3, et avec les conditions initiales suivantes














h11(0) = 7

h12(0) = 2.5

h13(0) = 4















h21(0) = 1

h22(0) = 1.5

h23(0) = 3.5

et














ĥ11(0) = 7

ĥ12(0) = 5

ĥ13(0) = 5















ĥ21(0) = 1

ĥ22(0) = 5

ĥ23(0) = 5

et par suite

{

ẑ11(0) = 7

ẑ12(0) = 5















ẑ21(0) = 1

ẑ22(0) = 5

ẑ23(0) = 5

{

ẑ31(0) = 5

ẑ32(0) = 5

de sorte que l’on ait ẑ31(0) = ẑ12(0). Les entrées sont choisies comme décrit par (5.71). La figure

5.4 fournit l’évolution des états h12, h13, h22 et h23 avec leurs estimées respectives ĥ12, ĥ13,

ĥ22 et ĥ23, calculées par


















ĥ12 =

(

ẑ12
c

)2

, ĥ13 =

(

2ẑ12 ẑ
3
2

c3

)2

ĥ22 =

(

ẑ22
c

)2

, ĥ23 =

(

2ẑ22 ẑ
2
3

c3

)2

Nous notons que les estimations des états convergent vers leurs vraies valeurs malgré un bruit

de mesure relativement élevé.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un observateur grand gain pour une large classe de sys-

tèmes non linéaires MIMO observables pour toute entrée. La classe de systèmes uniformément

observables considérée dans ce chapitre constitue la forme normale d’observabilité uniforme

la plus générale existant actuellement, et une équivalence entre cette forme et l’approche par

graphe proposée dans (Bornard et Hammouri 2002) a été démontrée. Par le biais d’une

immersion, un observateur grand gain a été synthétisé pour l’ensemble de la classe de systèmes

contrairement à ce qui a été proposé dans (Bornard et Hammouri 2002). Il a été montré

que l’erreur d’observation converge exponentiellement vers zéro en l’absence d’incertitude, et

est proportionnel à 1/θ en présence d’incertitude. Un exemple mettant en jeu plusieurs réser-

voirs hydraulique en cascade et inter-connectés a été proposé en guise d’illustration.
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Figure 5.4 – Estimation des états
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Chapitre 6

Conclusion générale

Dans ce manuscrit de thèse, nous nous sommes penchés sur la synthèse d’observateurs grand

gain pour plusieurs classes de systèmes non linéaires observables pour toute entrée. Trois

contributions ont été réalisées dans ce manuscrit de thèse. Nous nous sommes en particulier

intéressés à trois problèmes ouverts :

• L’étude de la disponibilité des mesures de sortie à travers un processus général d’acqui-

sition des mesures de sortie (mesures continues, échantillonnées, retardées),

• L’insensibilité au bruit de mesure,

• L’étude de la forme normale d’observabilité uniforme la plus générale actuellement.

Pour mieux apprécier nos contributions, nous avons effectué dans le chapitre 2 quelques rap-

pels sur l’observation et l’observabilité des systèmes non linéaires, indispensables à la bonne

compréhension de l’ensemble du travail réalisé. Des exemples de synthèses d’observateurs ont

été proposés où l’accent a en particulier été mis sur la synthèse grand gain, synthèse considérée

tout au long de ce manuscrit. Le chapitre 2 a finalement été clos par une illustration brève

des limites rencontrées dans la synthèse grand gain.

La première contribution a été détaillée au chapitre 3 où le processus d’acquisition des mesures

de sortie a été pris en compte dans la synthèse de l’observateur pour une classe de systèmes

non linéaires MIMO où toutes les sorties ont été regroupées dans un seul et unique bloc. En

particulier, cette contribution a permis de traiter le cas général d’un processus d’acquisition

des mesures de sortie mettant en jeu des mesures de sortie continues ou échantillonnées, retar-

dées ou non, selon les intervalles d’une partition de temps donnée. Nous avons ainsi proposé

un observateur pour des mesures disponibles via le processus d’acquisition des mesures selon

le retard considéré. On distingue successivement le cas sans retard, le cas d’un retard va-

riant dans le temps arbitrairement petit, le cas d’un retard constant, arbitrairement long et

le cas d’un retard variant dans le temps et arbitrairement long. En particulier, la structure de
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l’observateur pour un retard variant dans le temps et arbitrairement petit a la particularité

d’avoir la même dimension que celle du système original, nous permettant de nous affranchir

de la structure en cascade proposée dans (Farza et al. 2018). Le cas du retard variant dans

le temps et arbitrairement long a été traité en s’inspirant de ce qu’ont proposé les auteurs

dans (Farza et al. 2015) : une procédure systématique a été proposée afin de retarder la sor-

tie retardée disponible de sorte d’obtenir, à chaque instant, une sortie retardée par la valeur

maximale du retard de la sortie originale. D’autre part, nous avons retrouvé les propriétés

inhérentes de la synthèse grand gain avec mesures retardées données dans (Farza et al. 2018)

et portant sur la borne ultime de l’erreur d’estimation entre l’état du dernier sous-système de

la cascade et l’état réel du système, en présence d’incertitude. En effet, cette borne constitue

une fonction décroissante selon la longueur m de la cascade, et sa limite quand m tend vers

l’infini est composée de deux termes additifs, l’un pouvant être rendu aussi petit que pos-

sible pour de grandes valeurs du paramètres θ, l’autre terme étant fixé et représentant une

certaine limite quand m tend vers l’infini. Tous ces résultats ont ensuite été repris dans le

cas où l’échantillonnage et le retard ont été rendus potentiellement différents sur chacune des

composantes de la sortie du système, généralisant ainsi les différents observateurs proposés

dans le cas où l’échantillonnage et le retard sont uniques.

La deuxième contribution présentée au chapitre 4 a concerné la synthèse d’un observateur

grand gain filtré pour une classe de systèmes non linéaires SISO uniformément observables.

L’objectif derrière cette synthèse a été de réduire la sensibilité au bruit de mesure tout en

proposant un observateur dit ’low power’, permettant de limiter la puissance impliquée dans

le gain de l’observateur à 2, améliorant ainsi la performance de l’observateur vis-à-vis du bruit

de mesure sur la sortie. L’un des précieux avantages de cette nouvelle synthèse est la simplicité

de spécification de la dynamique d’observation via une procédure systématique de synthèse.

L’observateur filtré proposé est composé de deux sous-systèmes, de la même dimension que

le système orignal. Le premier sous-système est une simple copie du système original avec un

terme correctif dépendant de l’état du second sous-système, alors que le second sous-système

est un filtre linéaire dont l’entrée correspond à l’erreur d’observation de sortie. Une compa-

raison de cet observateur avec l’observateur ’low power’ proposé dans (Astolfi et Marconi

2015) a été réalisée mettant en avant le filtrage supplémentaire induit par le nouvel observateur

proposé. Une analyse plus détaillée de la sensibilité au bruit de mesure dans un cas linéaire

semblable à ce qui a été proposé dans (Astolfi et Marconi 2015) a ensuite été fournie,

allant dans le sens de la comparaison précédente. Enfin, l’observateur filtré a été re-synthétisé

dans le cas de mesures échantillonnées, et une généralisation a été établie pour le cas d’un

système non linéaire MIMO uniformément observables et où les sorties sont regroupées dans

un seul bloc.

La dernière contribution proposée dans ce manuscrit a été présentée par le chapitre 5. La forme
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normale d’observabilité uniforme la plus générale actuellement, introduite dans (Bornard

et Hammouri 2002), a été remise au goût du jour par le biais d’une réécriture sous forme

d’étages, appelés passes. Cette construction a été réalisée en nous basant sur le résultat por-

tant sur le graphe d’uniforme observabilité introduit dans (Bornard et Hammouri 2002).

Plus précisément, en reprenant la définition donnée par (Bornard et Hammouri 2002), le

graphe d’uniforme observabilité associé à la classe de systèmes étudiée est considéré, et l’ob-

servabilité pour toute entrée de cette dernière est directement caractérisée par une absence de

cycle dans le graphe. Cette absence de cycle permet la construction d’une suite d’ensembles

de paires d’indices permettant ainsi de décomposer le système uniformément observable sous

forme de passes. Une immersion de cette forme est alors proposée, permettant par la suite de

synthétiser, à partir cette immersion, un observateur grand gain dont l’erreur d’observation

converge exponentiellement vers zéro en l’absence d’incertitude, et converge dans une boule

de rayon 1/θ en présence d’incertitude. La synthèse grand gain réalisée a été rendue possible

en utilisant le formalisme (notations, lemmes techniques équivalents) introduit dans (Farza

et al. 2011).

Ces différentes contributions ont été illustrées par un ensemble d’exemples provenant de plu-

sieurs horizons (système hydraulique, bioréacteur, oscillateur forcé de Van Der Pol, bras de

robot).

Chaque contribution présentée dans ce document offre cependant de nombreuses perspectives

de travail, dont certaines seront présentées dans ce qui suit :

• Le travail effectué dans le chapitre 3 sur la disponibilité des mesures de sortie vise à être

généralisé à une classe de systèmes non linéaires MIMO uniformément observables plus

générale, comme celle donnée par (Farza et al. 2011) ou la forme normale introduite

dans le chapitre 5.

• La synthèse de l’observateur grand gain filtré établie dans le chapitre 4, à l’instar de

ce qui a été proposé dans (Astolfi et Marconi 2015 ; Astolfi et al. 2016 ; Teel

2016 ; Khalil 2017), invite à revisiter l’observateur grand gain en s’affranchissant de

ses principales limites. En particulier, nous envisageons de synthétiser un observateur

grand gain filtré saturé permettant, en plus des propriétés de l’observateur grand gain

filtré, de supprimer le phénomène de ’pick’. D’autre part, il semblerait intéressant de

considérer le problème du processus d’acquisition des mesures de sortie dans le cadre de

la synthèse d’un observateur grand gain filtré.

• La forme normale d’observabilité uniforme présenté dans le chapitre 5 n’étant pas

une forme canonique, il reste éventuellement à généraliser cette forme normale dans

le but d’englober l’ensemble des systèmes non linéaires uniformément observables, afin

de rendre possible une synthèse grand gain sur l’ensemble des systèmes non linéaires
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uniformément observables.
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Annexe A

Forme normale d’observabilité pour

une large classe de systèmes MIMO

non triangulaires par bloc

A.1 Description de la forme normale d’observabilité uniforme

(Farza et al. 2011)

La classe de systèmes introduite dans (Farza et al. 2011) est donnée par
{

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(u(t), x(t))

y(t) = Cx(t)
(A.1)

où :

— L’état x du système (A.1) se décompose comme suit

x =















x(1)

x(2)

...

x(q)















∈ Rn avec x(k) =















x
(k)
1

x
(k)
2
...

x
(k)
λk















∈ Rnk

où x
(k)
i ∈ Rpk pour k = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk, avec

∑q
k=1 nk =

∑q
k=1 pkλk = n, pk ≥ 1

et λk ≥ 2.

— u ∈ U ⊂ IRm et y ∈ IRp sont respectivement l’entrée et la sortie du système (A.1). En

particulier, la sortie y est décrite par

y =















y1

y2
...

yq















∈ IRp avec yk ∈ IRpk pour k = 1, . . . , q
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en donc
∑q

k=1 pk = p.

— Les matrices A et C sont données par

A =









A1

. . .

Aq









∈ IRn×n avec Ak =





















0pk Ipk 0pk . . . 0pk
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0pk

0pk . . . . . . 0pk Ipk

0pk . . . . . . 0pk 0pk





















∈ IRnk×nk

et

C =









C1

. . .

Cq









∈ IRp×n avec Ck =
[

Ipk 0pk . . . 0pk

]

∈ IRpk×nk

La condition suffisante d’observabilité uniforme du système (A.1) est donnée par le théorème

suivant.

Théorème A.1.1 Le système (A.1) est IRm-uniformément observable si la fonction non li-

néaire ϕ a la structure particulière suivante :

ϕ(u, x) =















ϕ(1)(u, x)

ϕ(2)(u, x)
...

ϕ(q)(u, x)















∈ IRn avec ϕ(k)(u, x) =















ϕ
(k)
1 (u, x)

ϕ
(k)
2 (u, x)

...

ϕ
(k)
λk

(u, x)















∈ IRnk , k = 1, . . . , q

où chaque fonction ϕ
(k)
i (u, x) est dérivable selon l’état x et satisfait la structure de dépendance

en x suivante :

— Pour 1 ≤ i ≤ λk − 1,

ϕ
(k)
i (u, x) = ϕ

(k)
i (u, x(1), x(2), . . . , x(k−1), x

(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
i , x

(k+1)
1 , x

(k+2)
1 , . . . , x

(q)
1 )

— Pour i = λk,

ϕ
(k)
λk

(u, x) = ϕ
(k)
λk

(u, x(1), x(2), . . . , x(q))

Remarques A.1.1

• La classe de systèmes (A.1) contient celle donnée par (2.16) dans le chapitre 2. En effet,

cette dernière se déduit de (A.1) en prenant q = 1.

• Contrairement à la classe donnée par (2.16), cette classe de systèmes n’est pas triangulaire

dans la mesure où chaque fonction ϕ
(k)
λk

, k = 1, . . . , q dépend de tout l’état du système.

166



A.2 Synthèse de l’observateur

Comme pour la classe de systèmes (2.16) présentée dans le chapitre 2, nous supposons ici les

hypothèses suivantes vérifiées.

Hypothèse A.2.1 L’état x(t) et la commande u(t) sont bornées, i.e. x(t) ∈ X et u(t) ∈ U
où X ⊂ IRn et U ⊂ IRm sont des ensembles compacts.

Hypothèse A.2.2 Les fonctions ϕ
(k)
i (u, x), k = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk, sont Lipschitz sur X

selon x uniformément en u.

D’autre part, avant de donner l’expression de l’observateur grand gain, nous devons introduire

plusieurs notations.

• Nous définissons la matrice diagonale ∆k(θ) comme suit

∆k(θ) = diag

(

Ipk ,
1

θδk
Ipk , . . . ,

1

θδk(λk−1)
Ipk

)

où θ > 0 est le paramètre de synthèse propre à tout observateur grand gain, et où les

entiers positifs δk, k = 1, . . . , q, sont calculés de la manière suivante :














δk = 2q−k
(

q
∏

i=k+1

λi −
3

2

)

, k = 1, . . . , q − 1

δq = 1

• La matrice Sk est l’unique solution de l’équation algébrique de Lyapunov suivante

Sk +ATk Sk + SkAk = CTk Ck

ce qui donne S−1
k CTk =















C1
λk
Ipk

C2
λk
Ipk
...

Cλkλk Ipk















, où Ciλk =
λk!

i!(λk − i)!
pour i = 1, . . . , λk.

Un observateur pour le système (A.1) est donné par le système dynamique de q blocs suivant :

˙̂x(k)(t) = Akx̂
(k)(t) + ϕ(k)(u, x̂)− θδk∆−1

k (θ)S−1
k CTk

(

Cx̂(k)(t)− y(k)(t)
)

, k = 1, . . . , q, (A.2)

où u et y sont respectivement l’entrée et la sortie du système (A.1), x̂ ∈ IRn représente l’état

estimé donné par

x̂ =















x̂(1)

x̂(2)

...

x̂(q)















∈ IRn avec x̂(k) =















x̂
(k)
1

x̂
(k)
2
...

x̂
(k)
λk















∈ IRnk
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où x̂
(k)
i ∈ IRpk pour k = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk, et x̂(k) ∈ IRnk représente une estimation de

l’état x(k) avec injection de sortie, c’est-à-dire

x̂
(k)
i =

{

x
(k)
1 pour i = 1

x̂
(k)
i pour i = 2, . . . , λk

Le théorème suivant stipule que l’observateur (A.2) est un observateur exponentiel pour le

système (A.1).

Théorème A.2.1 Supposons que le système (A.1) est soumis aux hypothèses A.2.1 et A.2.2

conjointement avec l’observateur (A.2). Alors

∃θ0 > 0; ∀θ ≥ θ0, ∃λθ > 0, ∃µθ > 0 tels que pour k = 1, . . . , q,

‖x̂(k)(t)− x(k)(t)‖ ≤ λθe−µθt‖x̂(0)− x(0)‖, (A.3)

pour toute entrée admissible u ∈ U , où λθ est un polynôme en θ et

lim
θ→+∞

µθ = +∞.

Le preuve du théorème A.2.1 est donné dans (Farza et al. 2011).
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Annexe B

Lemmes techniques

B.1 Lemmes techniques du chapitre 3

Le lemme technique suivant est un résultat vital intervenant dans toutes les preuves de conver-

gence du chapitre 3.

Lemme B.1.1 Soit une fonction différentiable v : t ∈ [t0−δ,+∞[→ v(t) ∈ IR+ avec t0, δ ≥ 0,

vérifiant l’inégalité suivante

v̇(t) ≤ −av(t) + b

∫ t

t−δ
v(s)ds+ p(t), ∀t ≥ t0

où a > 0, b ≥ 0, et p : IR+ → IR+ est une fonction essentiellement bornée avec ‖p‖∞ ,

ess sup
t≥0
‖p(t)‖ ≤ δp. Si

bδ

a
< 1,

alors la fonction v vérifie

v(t) ≤ e−ςa(t−t0)

√

1 + b
e2ςaδ − 2ςaδ − 1

4ς2a2
max

ν∈[t0−δ,t0]
v(ν) +

δp
ςa
, ∀t ≥ t0 (B.1)

où ς est tel que 0 < ς ≤ 1 et vérifie

b

a

(e2ςaδ − 1)

2ςa
≤ 1− ς (B.2)

Preuve du lemme B.1.1. Prouvons dans un premier temps l’existence de ς donnée par

(B.2). En effet, puisque
bδ

a
< 1, et puisque la fonction α→ eaδ − 1

α
, où α > 0 est un réel, est

une fonction strictement croissante sur [0,+∞[, il existe ᾱ > 0 tel que, pour tout α ∈]0, ᾱ],
nous avons (Germani et al. 2002 ; Farza et al. 2015)

b

a

(eαδ − 1)

α
< 1 (B.3)
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B.1. Lemmes techniques du chapitre 3

Maintenant, soit 0 < ς1 ≤ 1 tel que 2ς1a ≤ ᾱ, il est clair que (B.3) est satisfaite pour

α = 2ς1a. D’autre part, puisque toutes les variables impliquées dans le terme à gauche de

l’inégalité (B.3) sont constantes, il existe ς2 avec 0 < ς2 ≤ 1 tel que

b

a

(e2ς1aδ − 1)

2ς1a
≤ 1− ς2 < 1 (B.4)

Maintenant, il convient de considérer deux cas suivant ς1 ≤ ς2 ou non.

Cas 1 : ς1 ≤ ς2. Dans ce cas, nous avons 1− ς2 ≤ 1− ς1, et selon la relation (B.4) il vient

b

a

(e2ς1aδ − 1)

2ς1a
≤ 1− ς1

Ainsi, l’inégalité (B.2) est vérifiée avec ς = ς1.

Cas 2 : ς1 > ς2. Dans ce cas, nous avons

b

a

(e2ς2aδ − 1)

2ς2a
≤ b

a

(e2ς1aδ − 1)

2ς1a
≤ 1− ς2 d’après (B.4)

Cette fois, l’inégalité (B.2) est vérifiée pour ς = ς2.

Désormais, considérons la fonction candidate de Lyapunov suivante

W (v, t) = v2(t) + b

∫ δ

0

∫ t

t−s
e2ςa(ν−t+s)v2(ν)dνds, ∀t ≥ t0 (B.5)

où ς est défini par (B.2). Nous avons ainsi

Ẇ (v, t) = 2v(t)v̇(t)− 2ςa
(

W (v, t)− v2(t)
)

+ b

∫ δ

0
e2ςasv2(t)ds− b

∫ δ

0
v2(t− s)ds

= 2v(t)v̇(t)− 2ςa
(

W (v, t)− v2(t)
)

+ b
e2ςaδ − 1

2ςa
− b

∫ t

t−δ
v2(s)ds (B.6)

D’après (B.2), la précédente inégalité (B.6) nous donne

Ẇ (v, t) + 2ςaW (v, t) ≤ 2v(t)v̇(t) + 2ςav2(t) + (1− ς)av2(t)− b
∫ t

t−δ
v2(s)ds

≤ −2av2(t) + 2b

∫ t

t−δ
v(t)v(s)ds+ 2v(t)p(t)

+(1 + ς)av2(t)− b
∫ t

t−δ
v2(s)ds

≤ −2av2(t) + b

∫ t

t−δ
v2(t) + v2(s)ds+ 2v(t)p(t)

+(1 + ς)av2(t)− b
∫ t

t−δ
v2(s)ds

= −2av2(t) + bδv2(t) + 2v(t)p(t) + (1 + ς)av2(t)

≤ a

(

−2 + bδ

a
+ 1 + ς

)

v2(t) + 2v(t)p(t) (B.7)
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L’association de la relation (B.2) avec le fait que
b

a

e2ςaδ − 1

2ςa
≥ bδ

a
, ∀δ > 0, mène à

bδ

a
≤ 1− ς (B.8)

D’après (B.8), l’inégalité (B.7) nous donne

Ẇ (v, t) + 2ςaW (v, t) ≤ 2v(t)p(t)

D’après (B.5), nous avons v2(t) ≤W (v, t) pour tout t ≥ 0, et par suite

Ẇ (v, t) + 2ςaW (v, t) ≤ 2p(t)
√

W (v, t)

ou de manière équivalente

d

dt

√

W (v, t) ≤ −ςa
√

W (v, t) + p(t)

En utilisant le lemme de comparaison, nous obtenons alors

√

W (v(t), t) ≤ e−ςa(t−t0)
√

W (v(t0), t0) +
1

ςa
δp, ∀t ≥ t0 (B.9)

D’autre part, d’après (B.5) nous avons

W (v(t0), t0) ≤ v2(t0) + b

(∫ δ

0

∫ t0

t0−s
e2ςa(ν−t0+s)dνds

)

max
ν∈[t0−δ,t0]

v2(ν)

= v2(t0) + b
e2ςaδ − 2ςaδ − 1

4ς2a2
max

ν∈[t0−δ,t0]
v2(ν)

≤
(

1 + b
e2ςaδ − 2ςaδ − 1

4ς2a2

)

max
ν∈[t0−δ,t0]

v2(ν) (B.10)

D’après le fait que v(t) ≤
√

W (v(t), t), ∀t ≥ t0, la combinaison de (B.9) et (B.10) mène à

(B.1). Ceci termine la preuve du lemme B.1.1. �

B.2 Lemmes techniques du chapitre 4

Le lemme suivant est utilisé dans l’analyse de sensibilité au bruit de mesure de l’observateur

FHGO (théorème 4.3.2).

Lemme B.2.1 Considérons les matrices suivantes :

An =

[

0n−1,1 In−1

0 01,n−1

]

∈ IRn×n , Bn =















0
...

0

1















∈ IRn , R =















r1
...

rn−1

rn















∈ IRn
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où les coefficients ri, i = 1, . . . , n, sont des réels, de sorte que nous ayons

pIn −An −BnR =



























p −1 0 . . . . . . 0

0 p −1 . . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . p −1 0

0 . . . . . . 0 p −1
−r1 −r2 . . . . . . −rn−1 p− rn



























(B.11)

où p est la variable associée à la transformée de Laplace. Soit également

(Xi,j(p))1≤i,j≤n
∆
= (pIn −An −BnR)−1

Alors l’entrée Xi,j(p) de la matrice (pIn −An −BnR)−1 localisée à la ligne i et la colonne j

vérifie

Xi,j(p) =



























pn+i−j−1 −∑n
m=j+1 rmp

m+i−j−2

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
si i ≤ j

∑j
m=1 rmp

m+i−j−2

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
si i > j

(B.12)

Preuve du lemme B.2.1. Notre objectif est de calculer la matrice (pIn −An −BnR)−1

vérifiant

(pIn −An −BnR)(pIn −An −BnR)−1 = In

Soit donc (Xi,j(p))1≤i,j≤n
∆
= (pIn −An −BnR)−1. Nous avons alors, pour tout i, j =

1, . . . , n,

(

(pIn −An −BnR)(pIn −An −BnR)−1
)

i,j
= (In)i,j

i.e.

n
∑

k=1

(pIn −An −BnR)i,kXk,j(p) = (In)i,j (B.13)

Nous allons dans ce qui suit raisonner de manière itérative sur j de façon à déterminer,

pour j fixé, tous les termes Xi,j(p), i = 1, . . . , n.

Colonne j = 1 : Dans le cas j = 1, la relation précédente (B.13) se spécialise comme suit

n
∑

k=1

(pIn −An −BnR)i,kXk,1(p) = (In)i,1
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ce qui, en exploitant la relation (B.11), mène au système d’équations suivant














pX1,1(p)−X2,1(p) = 1,

pXi,1(p)−Xi+1,1(p) = 0, i = 2, . . . , n− 1

pXn,1(p)−
∑n

m=1 rmXm,1(p) = 0.

(B.14)

D’une part, d’après le système d’équations (B.14) précédent, nous avons pour tout m =

2, . . . , n

Xm,1(p) = pm−1X2,1(p)

ce qui donne

pXn,1(p)−
n
∑

m=1

rmXm,1(p) =

(

pn−1 −
n
∑

m=2

rmp
m−2

)

X2,1(p)− r1X1,1(p) = 0

En injectant dans l’équation précédente l’expression de X2,1(p) = pX1,1(p)− 1 donnée par

le système (B.14), il vient
(

pn −
n
∑

m=2

rmp
m−1

)

X1,1(p)− r1X1,1(p) =

(

pn−1 −
n
∑

m=2

rmp
m−2

)

i.e.

X1,1(p) =
pn−1 −∑n

m=2 rmp
m−2

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
(B.15)

D’après (B.14), il vient alors

X2,1(p) = pX1,1(p)− 1 =
r1

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
(B.16)

et, pour i = 3, . . . , n,

Xi,1(p) = pXi−1,1(p) =
r1p

i−2

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
(B.17)

Les relations (B.15), (B.16) et (B.17) vérifient donc le résultat (B.12).

Colonne j = 2, . . . , n − 1 : En exploitant la relation (B.11), nous obtenons cette fois-ci

le système d’équations suivant, pour j = 2, . . . , n− 1,






















pXi,j(p)−Xi+1,j(p) = 0, i = 1, . . . , j − 1

pXj,j(p)−Xj+1,j(p) = 1,

pXi,j(p)−Xi+1,j(p) = 0, i = j + 1, . . . , n− 1

pXn,j(p)−
∑n

m=1 rmXm,j(p) = 0.

(B.18)

D’une part, d’après le système d’équations (B.14) précédent, nous avons les relations sui-

vantes














Xm,j(p) = pm−1X1,j(p), m = 1, . . . , j,

Xj+1,j(p) = pXj,j(p)− 1,

Xm,j(p) = pm−j−1Xj+1,j(p), m = j + 1, . . . , n,

(B.19)
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ce qui donne

pXn,j(p)−
n
∑

m=1

rmXm,j(p) =



pn−j −
n
∑

m=j+1

rmp
m−j−1



Xj+1,j(p)−
j
∑

m=1

rmXm,j(p)

=



pn−j −
n
∑

m=j+1

rmp
m−j−1



 (pXj,j(p)− 1)−
j
∑

m=1

rmXm,j(p)

=



pn+1−j −
n
∑

m=j+1

rmp
m−j



pj−1X1,j(p)−
j
∑

m=1

rmp
m−1X1,j(p)

−



pn−j −
n
∑

m=j+1

rmp
m−j−1





=

(

pn −
n
∑

m=1

rmp
m−1

)

X1,j(p)−



pn−j −
n
∑

m=j+1

rmp
m−j−1





= 0

i.e.

X1,j(p) =
pn−j −∑n

m=j+1 rmp
m−j−1

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
(B.20)

D’après (B.18), nous avons pour i = 2, . . . , j

Xi,j(p) = pi−1X1,j(p) =
pn+i−j−1 −∑n

m=j+1 rmp
m+i−j−2

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
, (B.21)

nous avons pour i = j + 1

Xj+1,j(p) = pXj,j(p)− 1

=
pn −∑n

m=j+1 rmp
m−1

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
− 1 =

∑j
m=1 rmp

m−1

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
, (B.22)

et, pour i = j + 2, . . . , n,

Xi,j(p) = pi−j−1Xj+1,j(p) =

∑j
m=1 rmp

m+i−j−2

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
, (B.23)

Les relations (B.20), (B.21), (B.22) et (B.23) sont ainsi en accord avec le résultat (B.12).

Colonne j = n : Par un raisonnement similaire aux cas précédents, en exploitant la

relation (B.11), nous obtenons cette fois-ci le système d’équations suivant pour j = n,
{

pXi,n(p)−Xi+1,n(p) = 0, i = 1, . . . , n− 1

pXn,n(p)−
∑n

m=1 rmXm,n(p) = 1.
(B.24)

ce qui implique notamment la relation suivante, pour m = 1, . . . , n,

Xm,n(p) = pm−1X1,n(p)
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Nous avons alors directement

pnX1,n(p)−
n
∑

m=1

rmp
m−1X1,n(p) = 1 (B.25)

et par suite

Xi,n(p) =
pi−1

pn −∑n
m=1 rmp

m−1
, i = 1, . . . , n (B.26)

La relation (B.26) est donc également en accord avec le résultat (B.12). Nous avons donc

montré que le résultat (B.12) est vrai pour tout i, j = 1, . . . , n, ce qui termine la preuve du

lemme B.2.1. �

Le lemme suivant est utilisé dans la preuve de convergence de l’observateur FHGO continu-

discret, donnée par le théorème 4.3.3 du chapitre 4.

Lemme B.2.2 (Bouraoui et al. 2015) Considérons une fonction différentiable réelle à

valeurs positives v : t ∈ IR+ −→ v(t) ∈ IR+ vérifiant, pour tout t ≥ 0,

v̇(t) ≤ −av(t) + b

∫ t

tk

v(s)ds+ p(t), ∀t ∈ [tk, tk+1[, (B.27)

avec k ∈ IN, t0 ≥ 0, où 0 < τm ≤ τk = tk+1 − tk ≤ τM < +∞, p(t) : IR+ −→ IR est une

fonction essentiellement bornée avec |p|∞ ∆
= ess sup

t≥0
p(t) ≤ c, et a et b sont des réels positifs.

Si la borne supérieure τM vérifie la relation τM < χ
∆
=
a

b
, alors la fonction v vérifie

v(t) ≤ e−ς(t−t0)v(t0) + cτM
2− e−ςτm
1− e−ςτm avec 0 < ς = a

(

1− τM
χ

)

e−aτM (B.28)
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Observateurs grand gain pour des systèmes non linéaires à

sorties échantillonnées et retardées

Résumé

Ce manuscrit porte sur la synthèse d’observateurs grand gain pour des systèmes non linéaires à sor-

ties échantillonnées et retardées. Trois contributions sont proposées à la lecture de ce manuscrit. La

première contribution, pour une classe de systèmes Multi-entrées / Multi-sorties uniformément ob-

servables et dont les sorties sont regroupées en un seul bloc, met en jeu le problème du processus

d’acquisition des mesures de sortie (continues, échantillonnées, retardées ou non) et propose un cadre

commun pour l’ensemble des cas possibles. La deuxième contribution propose un observateur grand

gain filtré sur cette même classe de systèmes dans l’optique de réduire la sensibilité au bruit de me-

sure, dans le cas où la sortie est continue puis dans le cas où cette dernière est échantillonnée. La

dernière contribution vise à étendre la synthèse grand gain standard pour une large classe de systèmes

Multi-entrées / Multi-sorties uniformément observables dont les mesures de sortie sont continues. Pour

chacune de ces contributions, il a été montré que l’erreur d’observation de chacun des observateurs

proposés converge exponentiellement vers zéro en l’absence d’incertitudes sur le système. Toutes ces

contributions ont été illustrées par différents exemples issus de plusieurs domaines d’étude.

Mots-clés : Systèmes non linéaires, Observateur grand gain, Observabilité uniforme, Processus

d’acquisition des mesures de sortie, Observateur grand gain filtré, Bioréacteur.

Abstract

This manuscript deals with the synthesis of high gain observers for nonlinear systems with sampled

and delayed outputs. Three contributions are proposed for consideration in this manuscript. The first

contribution, for a class of Multi-input / Multi-output systems whose outputs are grouped into a single

block, involves the problem of the acquisition process of output measurements (continuous, sampled,

delayed or not) and proposes a common framework for all possible cases. The second contribution

proposes a filtered high gain observer on this same class of systems in order to reduce the sensitivity

to measurement noise, in the case where the output is continuous and then in the case where the latter

is sampled. The last contribution aims to extend the standard high gain synthesis for a large class

of uniformly observable Multi-input / Multi-output systems with continuous output measurements.

For each of these contributions, it has been shown that the observation error of each of the proposed

observers converges exponentially towards zero in the absence of uncertainties in the system. All these

contributions have been illustrated through several examples from different fields of study.

Keywords : Nonlinear systems, High gain observer, Uniform observability, Acquisition process of

output measurements, Filtered high gain observer, Bioreactor.
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