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Résumé / Abstract

Résumé: Etude de modéles spatio-temporels et Applications
Ce travail porte sur les séries spatiales. On étudie les phénomeénes dont I'observa-
tion est un processus aléatoire indexé par un ensemble spatial. Dans cette thése on
s'intéresse aux données bi-dimensionnelles régulierement dispersées dans I’espace, on
travaille alors dans un rectangle régulier (sur Z?) . Cette modélisation vise donc a
construire des représentations des systémes suivant leurs dimensions spatiales et a
ses applications dans de nombreux domaines tels que la météorologie, 'océanographie,
Pagronomie, la géologie, I’épidémiologie, ou encore ’économétrie etc. La modélisation
spatiale permet d’aborder la question importante de la prédiction de la valeur d’'un
champ aléatoire en un endroit donné d’une région. On suppose que la valeur a pré-
dire dépend des observations dans les régions voisines. Ceci montre la nécessité de te-
nir compte, en plus de leurs caractéristiques statistiques, des relations de dépendance
spatiale entre localisations voisines, pour rendre compte de '’ensemble des structures
inhérentes aux données. Dans la plupart des champs d’applications, on est souvent
confronté du fait que 'une des sources majeures de fluctuations est la saisonnalité.
Dans nos travaux on s’intéresse particulierement a ce phénomeéne de saisonnalité dans
les données spatiales. Faire une modélisation mathématique en tenant en compte I'in-
teraction spatiale des différents points ou localités d’une zone entiére serait un apport
considérable. En effet un traitement statistique qui prendrait en compte cet aspect et
I'integre de facon adéquat peut corriger une perte d’information, des erreurs de prédic-

tions, des estimations non convergentes et non efficaces.

Mots-clés : processus spatiaux; modeles spatio-temporels; saisonnalité; mémoire longue;
densité spectrale; autocovariance spectrale; estimation; méthode de regréssion; mé-

thode d’estimation de Whittle; maximum de vraisemblance; simulation de Monte Carlo.

Classification JEL: C02; C21; C51; C52; C53; Q11; Q18.
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Abstract: Spatiotemporal models and Applications

This thesis focuses on the time series in addition to being observed over time, also have
a spatial component. By definition, a spatio-temporal phenomenon is a phenomenon
which involves a change in space and time. The spatio-temporal modelling therefore
aims to construct representations of systems taking into account their spatial and tem-
poral dimensions. It has applications in many fields such as meteorology, oceanography,
agronomy, geology, epidemiology, image processing or econometrics etc. It allows them
to address the important issue of predicting the value of a random field at a given loca-
tion in a region. Assume that the value depends predict observations in neighbouring
regions. This shows the need to consider, in addition to their statistical characteristics,
relations of spatial dependence between neighbouring locations, to account for all the
inherent data structures. In the exploration of spatio-temporal data, refinement of time
series models is to explicitly incorporate the systematic dependencies between observa-
tions for a given region, as well as dependencies of a region with neighboring regions.
In this context, the class of spatial models called spatio-temporal auto-regressive mo-
dels (Space-Time Autoregressive models) or STAR was introduced in the early 1970s.
It will then be generalized as GSTAR model (Generalized Space-Time Autoregressive
models). In most fields of applications, one is often confronted by the fact that one of the
major sources of fluctuations is seasonality. In our work we are particularly interested
in the phenomenon of seasonality in spatio-temporal data. We developp a new class
of models and investigates the properties and estimation methods. Make a mathema-
tical model taking into account the spatial interaction of different points or locations
of an entire area would be a significant contribution. Indeed, a statistical treatment
that takes into account this aspect and integrates appropriate way can correct a loss of

information, errors in predictions, non-convergent and inefficient estimates.

Keywords: spatial processes; seasonality; long memory; spectral density; spatial au-

tocovariance; regression method; Whittle method; MLE method; Monte Carlo study.
JEL Classification: C02; C21; C51; C52; C53; Q11; Q18.




Abréviations & Notations

Variables aléatoires et modes de convergence

P(A) : La probabilité de 'événement A.

E(X) : Lespérance mathématique de la variable aléatoire X.

xZy : Les deux variables aléatoires X et Y ont la méme loi de probabilité.
X 2,y :Lavariable aléatoire X converge en loi vers Y.

.S . . P . A
X, 2% Y :La suite de variables aléatoires (X»),, converge presque sirement vers Y.

Notations d’ordre général

N : ensemble des entiers naturels.
N* : ensemble des entiers naturels non nuls.
R : ensemble des réels .
Z : ensemble des entiers relatifs et Z¢ =7 x ... x Z.
—_—
d fois
C : ensemble des nombres complexes.
i : le nombre complexe solution de 'équation 2 = —1.
X' : Transposée du vecteur X.
iid : indépendantes et identiquement distribuées.

MCMC : Monte Carlo par Chaines de Markov.

X
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Introduction Générale

“In two dimensions, phenomena are richer than in one dimension.”

Ron Bracewell.

Sommaire
0.1 Revuedelalittérature ...............c0c0000nn 1
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0.1 Revue de la littérature

n paraphrasant cette remarque de Ron Bracewell dans son livre intitulé
Two-Dimensional Imaging : "In two dimensions, phenomena are richer
than in one dimension”, on peut dire que travailler en dimension 2 (ou supé-
rieur) offre plus de précisions dans les applications et la modélisation de cer-
tains phénomenes réels. Des données de type spatiale sont de plus en plus ex-
ploitées, et ce, dans divers domaines de recherche. Les données géographiques
nous fournissent un ensemble d’informations sur les objets observés a la sur-
face terrestre, ces données sont définies par leur position géographique, leur
forme, leur description ainsi que leur évolution dans le temps. Un phénomene
spatio-temporel est un phénoméne qui implique un changement dans 1’espace
et dans le temps. La modélisation spatio-temporelle vise donc a construire
des représentations de systémes prenant en compte leurs dimensions spatiales
et temporelles. Lobjectif principal d'un SIG (Systéeme d’Information Géogra-
phique) est la représentation de diverses connaissances géographiques et le

raisonnement a partir de ces connaissances dans des domaines d’applications
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0.1. Revue de la littérature 2

tres variés. L'étude de la dynamique de tels systéemes est trés développée dans
la théorie de la modélisation, ils fournissent des méthodes d’analyses spatiales
performantes dans I'étude de données spatiales. Méme si les SIG sont des outils
sophistiqués qui permettent de faire de la cartographie professionnelle, préci-
sons qu’ils n’integrent en général que des méthodes statistiques élémentaires.
Ainsi des outils propres a la statistique spatiale doivent étre intégrés dans
I’étude statistique pour une meilleur prise en charge de cette dimension. L'ana-
lyse spatiale participe avec les systéemes d’information géographique a l’ana-
lyse exploratoire des données spatiales. Elle est utilisée dans de trés nombreux
domaines, pour afficher ou présenter des données scientifiques, sociologiques,
médicales, criminologiques, commerciales, de trafic routier, de consommation
énergétique en fonction de leur localisation. Notons que 1’étude de la dyna-
mique spatiale ajoute la dimension temporelle au spatiale.

Les données spatio-temporelles sont actuellement au centre d’intérét de plu-
sieurs champs de recherche tels que la météorologie, 'océanographie, la géolo-
gie, 'agronomie, I’épidémiologie, le traitement d'image ou encore I’économétrie
etc. Cette variété d’applications fait la richesse de ce domaine. Ainsi, la problé-
matique de la modélisation spatio-temporelle est largement abordée dans la lit-
térature. Létude des mécanismes régissant ce processus requiert le développe-
ment de techniques statistiques propres. Cependant, du fait de la complexité du
comportement de ces phénomeénes, la construction de modeles spatio-temporels
est souvent peu aisée.

Au cours de ces derniéres années de nombreux travaux ont tenté d’appro-
cher certaines formalisations des représentations disponibles pour restituer les
processus spatio-temporels. Cependant, aprés une série d’articles sur la modé-
lisation spatiale a la fin des années 60 et au début des années 70, Cliff and
Ord (1973) [22] ont présenté de maniere synthétique 1’état des savoir en statis-
tique et en économétrie spatiale (Le Gallo, 2000) [54] . Ils donnent un apercu
global de ce qui a été développé dans ce domaine. Apres cette phase de recon-
naissance, on assiste au développement de cette théorie qui occupe une place

de choix dans la modélisation des phénomeénes réels (Anselin, 1988) [3].
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Dans les année 90, les méthodes de ’économétrie spatiale sont appliquées a
des problemes d’économie régionale, spatiale et urbaine. Can (1992) [17], Can
et Megboluge (1997) [18] et Pace et Gilley (1997) [65] abordent le traitement
de l'autocorrélation spatiale dans les modéles hédoniques de prix immobiliers
tandis que Anselin et al. (1997) [4] et Varga (1998) [78] étudient les externali-
tés spatiales d’informations dues a la recherche universitaire et a la recherche
et développement. A partir de 1a, les méthodes de I'économétrie spatiale sont
appliquées dans différents domaines économiques.

Les méthodes de I’économétrie spatiale visent a traiter les deux grandes
particularités des données spatiales: 'autocorrélation spatiale qui se réfere a
I'absence d'indépendance entre observations géographiques et I’hétérogénéité
spatiale qui est liée a la différenciation dans I'espace des variables et des com-
portements (Le Gallo, 2000)[54] . Ces techniques ont connu de nombreux dé-
veloppements depuis ces derniéres années et sont de plus en plus appliquées
dans les études empiriques nécessitant I'utilisation des données géographiques.
Elles sont souvent associées aux méthodes des séries temporelles pour ’étude
des phénomenes spatio-temporels. Jayet (2001)[50] , dans son article d’initia-
tion a I’économétrie sur données spatiales ainsi que Le Gallo (2000)[54] mettent
I’accent sur ces deux principaux problémes rencontrés dans l'utilisation de ces
types de données. Ils montrent comment les représenter en pratique et com-
ment en tester la présence dans les données. Enfin, ils présentent les princi-
paux modeles qui en tiennent compte et leurs procédures d’estimations selon
des méthodes différentes.

Pour étudier certains phénomeénes océaniques, avec des données océano-
météo (vents et vagues), différents modeles ont été proposés pour décrire I’évo-
lution temporelle de ces processus en un point fixé. Cependant ces modeles
sont insuffisants pour certaines applications ou la connaissance de I’évolution
spatiale des données est nécessaire. Pour pallier a cette insuffisance dans la
modélisation de ces types de données, Ailliot et Prevosto (2003) [1] modélisent
Iévolution spatio-temporelle des champs de vents. Ils montrent quun modele

autorégressif a changements de régimes permet de décrire de maniere satisfai-
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sante les principales caractéristiques de ce type de processus.

Parmi les modeles spatiaux figurent aussi les modéeles AR quadrantaux. Illig
(2006) [47] montre, par ’étude d’'un cas concret, que les modeles AR causaux
et plus particulierement les modeles AR quadrantaux stationnaires, peuvent
étre adaptés a I'étude de certaines données indexées par le temps et 'espace.
Il étudie des données de températures mensuelles le long de I'équateur a la
surface de 'océan Pacifique. Il montre que les modéles AR quadrantaux, de par
leur linéarité, présentent 'avantage de fournir un algorithme a la fois simple
et rapide pour calculer les prédictions afin de détecter certains phénomenes
océanographiques tels que les périodes de forte ou de faible chaleur. D’autres
auteurs se sont penchés sur ce domaine, raffinant ainsi sans cesse les modeles
existants.

Les problemes d’épidémie dans le domaine des cultures agricoles sont, de
longue date, objets de réflexion en statistique spatiale. Les modeles les plus
largement étudiés sont les champs de Markov et de Gibbs qui fournissent des
algorithmes fréquemment utilisés. Dans ce cadre, Besag (1974) [12] donne une
premiere réponse de modélisation a ce type d’épidémie dans le cas d’'une seule
maladie. Pour cela, il la modélise a la premiere date par un processus marko-
vien aux plus proches voisins. Aux dates suivantes, il considere que I'état d’'une
plante a une date donnée ne dépend que de I’état sanitaire de ses voisins a la
date précédente (Chadoeuf et al., 1992 [19]) . Ils suggerent alors une modélisa-
tion globale de ce type de phénomene, basée également sur ce type de modele
a chaque date. Chadoeuf et al.(1992) [19] ont proposé une modélisation spatio-
temporelle d’'une épidémie par un Processus de Gibbs dans le cadre de plusieurs
maladies. Ils se sont plus particulierement intéressés a la modélisation d’épi-
démies ou il n’y a pas guérison d’'une plante atteinte et ou les observations
sont disposées régulierement dans I’espace comme dans le temps. Ils se basent
sur les méthodes de pseudo-vraisemblance pour déterminés les estimations et
tests.

La compréhension et la dissémination spatiale des maladies infectieuses

également est un probléme de grande importance pour la santé publique, et sa
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modélisation est un domaine de recherche tres actif. En effet, 'évolution réelle
d’une épidémie, par exemple, impose de prendre en compte I’effet spatial et tem-
porel pour sa modélisation d’ot1 I'importance de la dynamique spatio-temporelle
dans ce secteur de recherche. De nombreux auteurs se sont intéressés sur ce do-
maine.

La modélisation a connu dans ces derniéres décennies un développement
tres important dans les disciplines agronomiques. Rares sont cependant les
modélisations qui prennent en compte directement I’aspect spatial ou l'interac-
tion entre le temps et ’espace. Récemment, Kédowidé et al. (2010) [51] ont fait
une étude sur la caractérisation de 'agriculture urbaine a Ouagadougou et de
son évolution en s’intéressant spécifiquement a sa dynamique spatiale et tem-
porelle depuis plus d'une décennie. Ils se basent sur les méthodes d’analyses
spatiales offertes par les SIG pour dégager leurs résultats. Beaucoup d’auteurs
ont notamment fait leurs études sur 'occupation spatio-temporelle des sols en
agriculture.

Afin de modéliser certains types de données dispersées dans ’espace et sur
une durée donnée, il importe d’avoir des modeles avec une structure tenant
compte de la composante temporelle et spatiale. Pfeifer et Deutsch (1980) [68]
ont présenté la théorie de 'estimation et des tests d’hypothéses pour les mo-
deles multivariés spatiaux. Plus particulierement, la classe des modéles au-
torégressifs moyennes mobiles spatio-temporels (STARMA) a été étudiée. Di
Giacinto (2006) [25] a généralisé le modele présenté par ces derniers et ont étu-
dié les conditions de stationnarité tout en montrant que le modele généralisé
peut s’écrire sous la forme d’'un modele multivarié VARMA.

Bien que la liste des auteurs et domaines d’applications évoqués dans cette
introduction puisse paraitre longue, elle laisse pourtant des noms. Deés lors, les
modeles spatio-temporels ne cessent de se développer pour une meilleure prise
en charge des caracteéres spatiaux et temporelles de certains phénomeénes réels
dans leur modélisation mathématique. En somme, ces modeles sont tres déve-
loppés dans les domaines cités précédemment ou 'on étudie les phénomeénes

spatio-temporels de différents points de vue et pour des fins multiples.
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La modélisation spatiale permet d’aborder la question importante de la pré-
diction de la valeur d’'un champ aléatoire en un endroit donné d’'une région.
On suppose que la valeur a prédire dépend des observations dans les régions
voisines. Ceci montre la nécessité de tenir compte, en plus de leurs caracté-
ristiques statistiques, des relations de dépendance spatiale entre localisations
voisines, pour rendre compte de I’ensemble des structures inhérentes aux don-
nées.

Dans I'exploration de données spatio-temporelles, un raffinement des mo-
deéles de séries chronologiques consiste a incorporer explicitement les dépen-
dances systématiques entre les observations pour une région donnée, ainsi que
les dépendances d'une région avec les régions avoisinantes. Dans ce contexte, la
classe des modeéles spatiaux appelée modeles auto-régressifs spatio-temporels
(Space-Time AutoRegressive models) ou STAR a été introduite au début des
années 1970. Elle sera ensuite généralisée sous forme de modele GSTAR (Ge-
neralized Space-Time AutoRegressive models).

Les résultats obtenus par I11ig(2006) [47] encouragent I'utilisation de modé-
lisation AR spatiale comme outil d’études de données spatio-temporelles. Les
procédures d’identification des parametres du modele peuvent étre mises en
oeuvre tres simplement et le calcul des prédictions est tres rapide avec une for-
mule simple et pratique. Dans un contexte ou aucune information supplémen-
taire sur le phénomeéne observé n’est disponible ou dans un cadre ou la rapidité
des prédictions est essentielle, les modeles ARMA spatiaux offrent ainsi une
voie possible pour 'étude de données spatialisées.

En outre, Shitan (2008) [76] a introduit la classe de modele FISSAR (frac-
tionnally Integrated Separable Spatial AutoRegressive) pour approcher la dy-
namique des données spatio-temporelles présentant un effet de longue mé-
moire. Des tests sur les données d’études permettront de préciser la présence
ou pas de cet effet. La prise en compte de la composante longue mémoire a
montré sur des données temporelles son intérét pour la compréhension de nom-
breux phénomenes; en particulier pour la périodicité. Il y’a eu plusieurs étapes

dans le développement des modeles de longue mémoire et de leur estimation.
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Rappelons que le premier fut le modele FARMA! introduit par Granger et
Joyeux (1980) [39] et Hosking (1981) [45] . C’est celui que nous considérons
dans nos travaux, dans un cadre spatial, méme si le modele de Gegenbaeur
(Andel, 1986; Gray et al, 1989) est important et pourrait étre ’'objet de travaux
futurs. Pour tenir compte de la persistance a long terme des chocs dans cer-
taines séries, Granger et Joyeux [1980] [39] ainsi que Hosking [1981] [45] ont
suggéré d’utiliser les modeles ARFIMA 2. Mais toujours dans un cadre longue
mémoire, si on désire modéliser simultanément un comportement longue mé-
moire et un comportement cyclique périodique, on ne pourra malheureusement
pas utiliser un modele ARFIMA. Pour palier a ce manque, plusieurs auteurs
ont développé différents modeles longue mémoire intégrant une composante
de saisonnalité. Par exemple, Porter-Hudak (1990) [69] ainsi que Reisen et
al.(2006) [71] ont proposé les processus ARFISMA gaussiens qui prennent en
compte les phénomeénes de mémoire longue et de saisonalité. De nombreuses
méthodes d’estimation du parametre de mémoire longue d’'un modele ARFIMA
ont été développées depuis les années 50s. Elles peuvent étre regroupées en
trois grandes classes : les méthodes heuristiques (voir Hurst (1951) [46], , Hi-
guchi (1988) [44]), les méthodes semiparamétriques (Geweke et Porter-Hudak
(1983) [33], Robinson (1994, 1995b) [73, 74], Reisen (1994) [72], Lobato et Ro-
binson (1996)[57],) et les méthodes du maximum de vraisemblance (Whittle
(1951) [81], Sowell (1992) [77]). Pour les modeles ARFISMA gaussiens, Reisen
et al. (2006) [71] ont utilisé une forme modifiée de la méthode de Geweke et
Porter-Hudak (1983)[33] et la méthode du maximum de vraisemblance pour
estimer les paramétres de mémoire longue.

Dans la plupart des champs d’applications, on est souvent confronté du fait
que l'une des sources majeures de fluctuations est la saisonnalité. Dans nos
travaux on s’intéressera particuliérement a ce phénomene de saisonnalité. Une
approche majeure est d’essayer de prendre en charge la saisonnalité dans le mo-

dele FISSAR, par exemple, et d’étudier ses propriétés, on ’'appellera le Seasonal

1. Fractionnal AutoRegressive Moving Average
2. AutoRegressive Fractionnal Integrated Moving Average
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FISSAR. C’est I'objectif principal de cette these. On introduit ici la saisonnalité
a partir de 'approche de Hassler (1994) [43] .

D’autres choix d’études sont possibles, par exemple en considérant I’ap-
proche de I'analyse spatiale par de grandes masses de données. En effet, La
généralisation des outils de géolocalisation (par GPS, GSM, Wifi ou encore
adresse IP) aboutit a une explosion de la disponibilité des données a référence
spatiale et faire une analyse avec les techniques du big data en analyse spa-
tatiale serait extrémement important (voir les resultats récents de Giraldo et
al 2018 [37] dans le cas d’'une approche functional data analysis . On pourra
aussi s’'intéresser, toujours en analyse spatiale, a la modélisation spatiale des
événements extrémes comme en climatologie par exemple. Faire une modéli-
sation mathématique en tenant en compte I'interaction spatiale des différents
points ou localités d’'une zone entiére serait un apport considérable. En effet un
traitement statistique qui prendrait en compte cet aspect et 'integre de facon
adéquat peut corriger une perte d’information, des erreurs de prédictions, des
estimations non convergentes et non efficaces. Ces questions de feront I'objet

de nos recherches futurs.

0.2 Objectifs de la These

Lobjectif principal de cette these est 'étude des phénomenes dont 1'obser-
vation est un processus aléatoire indexé par un ensemble spatial. Dans cette
theése on s’intéresse aux données bi-dimensionnelles régulierement dispersées
dans ’espace, on travaille alors dans un rectangle régulier (sur Z?) . Cette mo-
délisation vise donc a construire des représentations des systémes suivant leurs
dimensions spatiales avec des termes de longues mémoires et de saisonnalité et
a ses applications dans de nombreux domaines tels que la météorologie, I'océa-
nographie, ’agronomie, la géologie, 'épidémiologie, ou encore ’économétrie etc.
La modélisation spatiale permet d’aborder la question importante de la pré-
diction de la valeur d’'un champ aléatoire en un endroit donné d’'une région.

On suppose que la valeur a prédire dépend des observations dans les régions
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voisines. Ceci montre la nécessité de tenir compte, en plus de leurs caractéris-
tiques statistiques, des relations de dépendance spatiale entre localisations voi-
sines, pour rendre compte de 'ensemble des structures inhérentes aux données.
Dans la plupart des champs d’applications, on est souvent confronté du fait que
I'une des sources majeures de fluctuations est la saisonnalité. Dans nos tra-
vaux on s’'intéresse particuliéerement a ce phénomeéne de saisonnalité dans les
données spatiaux. Faire une modélisation mathématique en tenant en compte
I'interaction spatiale des différents points ou localités d’'une zone entiére se-
rait un apport considérable. En effet un traitement statistique qui prendrait
en compte cet aspect et I'integre de facon adéquat peut corriger une perte d’in-
formation, des erreurs de prédictions, des estimations non convergentes et non

efficaces. Notre principale contribution est:

1. d’introduire un nouveau modele spatio-temporel avec longue mémoire et
saisonnalité et d’en étudier les propriétés en étudiant les travaux de [14]
et [76].

2. de proposer des méthodes d’estimations robustes pour les parametres
de ce nouveau modele et étudiant d’'une part les propriétés de [33] et
d’autres part de Whitlle (1986) [80].

3. d’analyser la variance et le comportement de la fonction d’autocorrela-

tion de ces processus.

0.3 Structure de la These

Cette these est divisée en fonction des objectifs énoncés ci-dessus et est donc

structurée en cinq chapitres.

@® Contribution du Chapitre 1 Le premier chapitre fait un rappel des
principes généraux de la statistique spatiale, des propriétés de proces-
sus spatiaux et spatio-temporels, en particulier autoregressifs. Il aborde
également les mesures de dépendances entre des observations géogra-

phiques et leur caractéristiques.
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@ Contribution du Chapitre 2 : Ce chapitre introduit une nouvelle classe
de processus appelée Processus autoregressif spatiaux, fractionnaires,
intégrés et séparables avec saisonnalité. On considére la classe des mo-
deéles spatiaux dont la structure de corrélation peut étre exprimée comme
produit de fonctions de corrélations. Cette nouvelle modélisation permet
de prendre en compte le phénomene de saisonnalité observé dans des
données spatiales, bi-dimensionnelles. Nous étudions les propriétés sta-
tistiques du modele proposé telles que les conditions de stationnarité, la
fonction d’autocovariance (deux formes) et de la fonction de densité spec-
trale. Nous établissons aussi 'approximation asymptotique de la fonc-
tion de densité spectrale au niveau des fréquences saisonniéres. Ce cha-

pitre a fait 'objet d'un article publié:

1. Papa Ousmane CISSE, Abdou Ka DIONGUE, Dominique GUEGAN,
(2016). Statistical properties of the Seasonal Fractionally Integrated
Separable Spatial Autoregressive Model. Afrika Statistika . Volume
11(1), pp 901-922. Doi : http://dx.doi.org/10.16929/as/2016.901.82

2. et d’'une note en working paper: Papa Ousmane CISSE, Abdou Ka
DIONGUE, Dominique GUEGAN. Note on a new Seasonal Fractio-
nally Integrated Separable Spatial Autoregressive Model. Documents
de travail du Centre d’Economie de la Sorbonne 2016.13 - ISSN
1955-611X. 2016. <halshs-01278126>5.

Ce chapitre a été présenté en conférences internationales avec comité de

sélection:

1. "International Conference on Computational Statistics COMPSTAT
2016" Oviedo du 23-26 Mars Aotit 2016 (http:/www.compstat2016.org):
"The seasonal fractionally integrated separable spatial autoregressive
model and its properties”. Invited session organizer (chair and oral

communication)

2. "Seventh International Conference MAF 2016" Paris du 30 Mars au
1 avril 2016 (http :/maf2016-paris.dauphine.fr/fr.html): “Statistical
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properties of the Seasonal FISSAR model”. Oral Communication

3. et en Séminaire du Labex-ReFi: "The new Seasonal Model model and
properties”, Décembre 2015, Paris. http://www.labex-refi.com/en/research-

seminar

® Contribution du Chapitre 3 : Nous nous intéressons ici a I’estimation
des parametres du moderle introduit dans le chapitre précedent. On pro-
pose d’abords une méthode de regression basée sur le log-periodogramme
et une méthode classique reprenant celle de Whittle qui permettent d’ob-
tenir des estimations sur les parametres longue mémoire. Pour estimer
simultanément tous les parametres du modele Seasonal FISSAR, on pro-
pose la méthode du maximum de vraisemblance (MLE).
Ce chapitre a été présenté en conférences internationales avec comité de

sélection:

1. "61st World statistics congress" Marrakech 16-21 July 2017:
"On the parameters estimation of the new Seasonal FISSAR model

and simulations”. Poster Plus Presentation

2. "International Conference on Computational Statistics COMPSTAT
2018" Iasi (Roumanie) 28-31 Aotit 2018 (http:/www.compstat2018.org)

@ Contribution du Chapitre 4 : Dans ce chapitre, nous examinons la
variance théorique et ’estimateur de la variance pour le modele Seaso-
nal FISSAR. Nous avons également examiné ’autocovariance (ACVF) et
la fonction d’autocorrélation (ACF) introduites dans le chapitre 2 a tra-
vers des simulations. Dans les données spatiales, il arrive souvent que
certaines ou toutes les observations présentent une autocorrélation spa-
tiale. Cela se produit lorsque les résultats relatifs de deux points sont
liés avec leur distance. 1l est donc important d’étudier le comportement
de 'autocorrélation spatiale.

® En conclusion, nous discutons des potentialités en application de ce nou-
veau modele. Nous envisageons de le faire avec ’étude spatio-temporelle

de la production de riz dans la vallée du fleuve Sénégal.
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CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LA

STATISTIQUE SPATIALE

Le but de ce chapitre est de décrire et présenter les principaux résultats clas-
siques sur la statistique spatiale qui permettent ainsi de faciliter la lecture de

la thése. Certains de ces résultats et notions seront utilisés dans les autres

chapitres.
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De nos jours, avec le développement des nouvelles technologies, de nombreuses
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données sont recueillies dans différentes localisations avec leurs positions géo-
graphiques. C’est le cas en géologie, sismologie, géographie, épidémiologie, agro-
nomie, sciences de I'environnement et de la terre, météorologie, économie, dans
le traitement d’images, dans I'industrie pétroliére et bien d’autres. L'étude de
ces types de données ne peut se faire sans tenir compte de leurs positions
géographiques. Ce qui conduit a un déploiement des méthodes paramétriques
et non paramétriques usuelles (estimation de densité, prédiction, régression,
tests, etc.) pour I'analyse de telles données spatiales. Les méthodes de statis-
tique spatiale servent a décrire, modéliser des données géo-référencées ou loca-

lisées.

1.1 Champs aléatoires

1.1.1 Définitions et notations

Dans la cadre de notre étude, nous noterons S = {s € R? } un sous espace eu-
clidien de dimension fini d. Cet ensemble S, représente ’ensemble spatial des
sites sur lequel est définie une famille de variables aléatoires de nombres réels
X ={X(s),s € S}. Supposons que ({2, .4,P) un espace probabilisé et (R, Br) un

espace mesurable, avec Bg la tribu borélienne de R.

Définition 1.1.1 Un champ aléatoire a espace d’état R est une famille X =
{X (s),s € S} de variables aléatoires définies sur (2, A, P) dans (R, Bg) .

En fait, chaque site s est déterminé par ses coordonnées géographique suivant
Iespace d’étude. Cet espace d’étude peut étre une droite (d = 1), un plan (d = 2),
un espace de dimension trois ou méme plus. L'ensemble S peut étre infini. Dans
la suite, on considére que S est un ensemble fini de NV > 1 sites.

La loi de probabilité du champ aléatoire X est appelé loi spatiale. Donc la
loi spatiale de X est entiérement déterminée au cas ou la loi de chacune des

variables X (s;) est connue.

1<i<n
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Cette loi est déterminée par distribution finie-dimensionnelle donnée par
Fo s (@1,...;zn) =P (X (s1) <zyp,...,X (sy) <zny), x€R

telle que les conditions de consistance de Kolmogorov soit vérifiées, c’est a dire,
pour toute permutation o de (1,..., N), on la:
Condition de symétrie:
Esl ..... Sn (Zly cee 7xm) - Fsg(l) ..... S0(N) (xa(l)a cee axa(N))
et

Condition de consistance par les marginales:

Vsng1 €8, Foysn (@1, 2n) = Fo sy snas (T1, -+, TN, +00)

1.1.2 Champs aléatoires stationnaires
Définition 1.1.2 Un champs aléatoire X (.) est dit stationnaire de second ordre
ou faiblement stationnaire si et seulement si:

1. L’espérance du processus est constante pour tout s appartenant a S
E[X(s)] = c, (1.1)

ol ¢ est une constante indépendante de s.

2. La covariance de X (.) aux points s et s + h existe et dépend uniquement

de h; le vecteur de translation entre ces points.
Cov(X(s), X(s + h)) = k(s, s + h)2C(h). (1.2)

La fonction de covariance stationnaire C(.) est nommée aussi covariogramme.
L'une des propriétés importantes de la covariance est qu’elle est semi-définie
positive, théoréeme de Bochner . Cette propriété est d'une importance capitale

dans la théorie et la pratique. Nous la rappelons dans la définition suivante :

Définition 1.1.3 Un noyau k est dit semi-définie positive si pour tout (a;);—1.. N €

R, N € N* et tous (s;)i=1...n €S, il satisfait la propriété suivante :
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N
Z aiajk(si, Sj) 2 0

t,j=1

Remarque 1.1.4 Les fonctions de covariance stationnaire vérifient les proprié-

tés suivantes:

1. Par la positivité nous avons C'(0) > 0.

2. Le covariogramme est paire: C'(h) = C(—h)

3. Linégalité de Cauchy-Schwartz implique que |C(h)| < C(0)

4. Les covariances stationnaires vérifient une propriété de stabilité que nous
résumons comme suit : si C1(.), Cs(.) sont des covariances stationnaires,
les fonctions suivantes le sont aussi :

— C(h) = a1C1(h) + asCs(h), a1 et ay > 0.
— C(h) = Ci(ah), a > 0.
— C(h) = C1(h)Ca(h)

La stationnarité du second ordre peut étre limitée dans la mesure ou, pour cer-
tains processus aléatoires, le covariogramme n’existe pas. Elle peut aussi étre
inadéquate, notamment sur les phénomeénes régionalisés présentant une dis-
persion infinie (c’est-a-dire qui ont une variance infinie); c’est le cas par exemple
des gisements d’or selon Krige. Donc pour gagner en généralité et pour étre en
adéquation avec certains phénomenes a étudier, on peut utiliser la stationna-

rité intrinseque qui est définie comme suit :

Définition 1.1.5 Un processus aléatoire X (.) est stationnaire intrinséeque ssi :

1. Lespérance de tout accroissement X (s) — X (s + h) est nulle
E(X(s)—X(s+h))=0VseS.

2. La variance de tout accroissement X (s) — X (s + h) existe et dépend uni-

quement de h

Var(X(s) — X(s+h)) =2y(h) , Vs,s+heS.
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La fonction 2v(h) est nommée variogramme et ne dépend que du vecteur de
translation.

Il y a un gain en généralité si on utilise la stationnarité intrinseque par
rapport a celle du second ordre parce que tout processus stationnaire du se-
cond ordre est intrinseque. En effet dans le cas stationnaire de second ordre,

I’équation

relie le variogramme au covariogramme . L'implication inverse n’est pas
vrai en général. Elle est vraie sauf si le variogramme est borné. Il suffit de
considérer le mouvement brownien pour voir que la réciproque est fausse.

Une propriété importante du variogramme est le fait qu’il soit une fonction
conditionnellement semi-définie négative. Le variogramme vérifie aussi les pro-
priétés suivantes :

— La parité v(h) = v(—h).

— La positivité v(h) > 0.

— Nullité en zéro v(0) =0

Généralement le variogramme hérite de la plupart des propriétés de la co-
variance tout en gardant cette mesure de degré de liaison entre les variables

régionalisées.

1.1.3 Champs aléatoires gaussiens

Définition 1.1.6 Un processus stochastique est dit gaussien si toutes ses lois
fini-dimensionnelles L(X (s1), ..., X (s,,)) sont gaussiennes. Autrement dit (X (s), s €
S) est gaussien si et seulement si toute combinaison linéaire a1 X (s1)+ +a, X ()

suit une loi normale, pour tous n € N*, s1,...,s, € Set ay,...,a, € R.

La loi d'un vecteur gaussien (X (s), ..., X (s,)) est caractérisée par le vecteur des
moyennes (E[X (s1)], ..., E[X(s,)]) et la matrice de variance-covariance (Cov(X (s;), X (s;)))1-

On comprend des lors que toute la loi d'un processus gaussien est connue des
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qu’on se donne la fonction moyenne

et 'opérateur de covariance
k(s,5) = Cov(X(s), X (5)); s,5€ 8.

En effet, la loi fini-dimensionnelle de (X(s;),..., X(s,)) est alors la loi normale
multidimensionnelle N (11, K,,) avec pi,, = (pu(s1), ..., pi(sn)) €t Ky, = (k(8i, 85) )1<ij<n-
La moyenne x(s) d'un processus gaussien représente sa tendance. Par exemple
dans un cadre de régression linéaire généralisée (GLM), la fonction moyenne a
la forme pu(s) = m/(s)B, avec m/(s) = (mi(s),...,my(s)) ou m'(s) est une famille
de fonctions (base) dites aussi regrésseurs. Limportance ou le poids de chaque
fonction est donnée a travers le vecteur 5 de taille p x 1 appelé parametre de

régression.

1.2 Types de données spatiales

On distingue habituellement trois grands types de données dans la statis-
tique spatiale: les données ponctuelles ou de type géostatistique, les données
surfaciques ou de type économétrie spatiale et les données de type semis de
points. Ils different d’abord par la nature de I'unité géographique attachée a
chaque unité statistique, soit un lieu précis soit une surface, mais aussi par la

qualité aléatoire ou non des positions spatiales.

1.2.1 Données ponctuelles

Les données ponctuelles sont tout d’abord telles que la position observée
n’est pas modélisée comme aléatoire car elle est fixée. Par exemple, C’est le cas
des données pluviométriques ou des données météorologiques qui sont obser-
vées sur une collection de stations météo, ou encore des données de porosité

d’un sol (Gaetan et Guyon 2008 [41]). En effet, 'unité géographique associée a
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la donnée est ici ponctuelle : on peut repérer la latitude et longitude des stations
météo ou des appareils de mesure. Plus formellement, pour le champ aléatoire
servant a modéliser notre phénomene, ’espace des indices S est un sous-espace
continu de R? (ou Rd pour d > 2), le champ X = X,, s € S est observé en n sites

fixés s1,...,s, € S et X, € R est a valeurs réelles.

1.2.2 Données surfaciques

De méme que pour les données de type géostatistique, pour les données de
type économétrie spatiale ou surfaciques, la position observée n’est pas modé-
lisée comme aléatoire. Par contre, 'unité géographique associée a la donnée
est ici de nature surfacique. Le territoire observé est partitionné en zones sur
lesquelles le phénomeéne est observé. C’est le cas pour la majeure partie des
données économiques qui sont mesurées sur des découpages administratifs du
territoire comme par exemple le taux de chomage ou le revenu moyen par foyer
d’un département, etc. L'indice s du champ aléatoire varie alors dans un nombre
fini de localisations qui sont généralement les centroides des zones ou leurs re-

présentants administratifs.

1.2.3 Données en semis points

Dans ce cas, la localisation de la donnée est modélisée comme aléatoire car
elle est déterminée par le phénomene. Par exemple, supposons que l'on ob-
serve I’évolution d'une forét et que l'on enregistre la localisation des arbres.
Nous sommes alors en présence d'un semis de points et il y a une variable
aléatoire bidimensionnelle pour chaque observation qui est la localisation de
Parbre exprimée par ses coordonnées dans un repéere. Supposons que de plus
on enregistre aussi le diametre de chaque arbre. On a alors un processus ponc-
tuel marqué : il y a deux variables aléatoires pour chaque observation qui sont
la localisation d'une part et le diametre d’autre part. Cette derniéres est la
marque aléatoires associées a cette localisation. On utilise la théorie des pro-

cessus ponctuels pour modéliser les répartitions aléatoires de points. Ces points
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sont généralement inclus dans R? avec d > 2 mais nous considérerons plus sim-

plement le cas le plus courant ou d = 2.

1.3 La dépendance spatiale

Généralement, la plupart des données sont des observations d’'une variable
mesurée en des localisations différentes réparties dans ’espace. C’est notam-
ment le cas de la pluviométrie qui est mesurée dans chaque site d’'une région ou
d’un province d'un pays. Souvent, il est admis que ces données spatiales obser-
vées en coupe transversale sont indépendantes et les données sont alors trai-
tées avec les méthodes statistiques standards. Cependant, il est important de
justifier et de tester cette hypothése d'indépendance des données spatiales puis-
qu’un traitement statistique de telles données qui ignore leur aspect spatial ou
ne l'integre pas de facon adéquate peut résulter en une perte d’information, des
erreurs de spécifications et des estimations non convergentes et non efficaces.
En effet, sur ce dernier point, il est essentiel de noter que I’analyse statistique
des données spatiales n’est pas une juxtaposition de 'analyse géographique et
de 'analyse statistique mais une interaction entre les deux. L'introduction de
I'espace dans les modeles économétriques n’est ni neutre, ni immeédiate, et les
techniques de la statistique spatiale visent a prendre en compte la présence
de deux effets spatiaux importants : 'autocorrélation spatiale qui se refere a
I'absence d’'indépendance entre observations géographiques, et I’hétérogénéité
spatiale qui est liée a la différenciation des variables et des comportements
dans l’espace (Le Gallo, 2000) [54]

1.3.1 D’autocorrélation spatiale

L'autocorrélation spatiale indique une relation fonctionnelle entre ce qui se
passe entre une unité spatiale et ses voisines. Elle fournit une information
supplémentaire par rapport aux statistiques traditionnelles, invariantes par

rapport a la configuration spatiale des données. L'autocorrélation spatiale est
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différente de 'autocorrélation temporelle dans le sens qu’elle est multidimen-
sionnelle. Par conséquent, les techniques valables pour les séries temporelles
ne sont pas directement transposables au cas spatial.

Les sources de I'autocorrélation spatiale sont multiples : interactions spa-
tiales, contagion, externalités spatiales, effets de débordement géographique
(spilllover), effets d'imitation ou encore une mauvaise spécification du modele
économétrique causée par I’omission de variables elles-mémes spatialement au-
tocorrélées. De maniére transposée, les sources d’absence d’autocorrélation sont
entre autres une répartition spatiale des valeurs de la variable aléatoire, une
invariance par permutation aléatoire des individus (aléas spatial), des valeurs
observées en une localisation qui ne dépendent pas des valeurs observées en des
localisations voisines, une égalité de degré de vraisemblance entre le schéma
spatial observé et tout autre schéma spatial et une modification de la localisa-
tion des individus sans conséquence sur le contenu informationnel des données.

Il existe deux types d’autocorrélation : I'autocorrélation positive et ’auto-
corrélation négative. L'autocorrélation positive apparait lorsque des valeurs si-
milaires tendent a se concentrer dans I’espace. Elle est présente dans les pro-
cessus de diffusion et contagion bien qu’il faille signaler que la diffusion tend
a produire une autocorrélation spatiale positive mais que la réciproque n’est
pas nécessairement vraie. Quant a I'autocorrélation négative, elle intervient
lorsque les valeurs sur lesquelles porte la concentration sont dissimilaires. En-
fin il y’a absence d’aucorrélation (autocorrélation spatiale nulle) lorsque deux
lieux proches se ressemblent ni plus ni moins (en moyenne) que deux lieux

éloignés.
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Positive spatial No spatial Negative spatial
autocorrelation autocorrelation autocorrelation

FIGURE 1.1 — Les différents types d’autocorrélation

1.3.2 DL’hétérogénéité spatiale

L'hétérogénéité spatiale est liée a la différenciation des comportements dans
Pespace. Il s’agit de I'instabilité structurelle due a une instabilité spatiale des
coefficients de la régression et a la non-linéarité des formes fonctionnelles ou
de I'hétéroscédasticité provenant de variables omises ou de toute autre forme
de mauvaise spécification.

Ce phénomeéne se retrouve a plusieurs échelles : les comportements et les
phénomeénes économiques ne sont pas les mémes dans le centre d’'une ville et
dans sa périphérie ou dans une région urbaine et dans une région rurale (Le
Gallo, 2000) [54] . Linstabilité structurelle provient de ’absence de stabilité
dans l'espace des comportements ou d’autres relations étudiées : les formes
fonctionnelles et les parameétres varient selon leurs localisations et ne sont donc
pas homogenes. Il est donc nécessaire de mobiliser des modélisations prenant
en compte les caractéristiques particulieres de chaque localisation de 1’échan-
tillon. S’agissant de I'hétérogénéité spatiale, dans les modeéles économétriques,
elle peut venir de variables manquantes ou de toute autre forme de mauvaise
spécification. Par exemple, les unités spatiales elles-mémes ne sont générale-
ment ni de formes réguliéres, ni homogeénes : des régions peuvent avoir des
formes et des aires différentes, des niveaux de développement technologique
variables, des populations plus ou moins importantes, etc.

Enfin, le traitement de ’hétérogénéité spatiale est effectué en prenant en
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compte I'usage de variables explicatives pour modéliser la tendance. Certaines
de ces variables peuvent étre spatiales de nature comme, par exemple, la dis-
tance. Cependant, il faut noter qu’il n’est pas suffisant de prendre en compte
ces variables dans la moyenne pour évacuer totalement la structure spatiale

du probléeme qui peut rester présente a 'ordre 2.

1.3.3 Les indices d’autocorrélation spatiale

Les mesures d’autocorrélation spatiale permettent d’estimer la dépendance
spatiale entre les valeurs d’'une méme variable en différents endroits de 1’es-
pace. Pour la mettre en évidence, les indices prennent en compte deux criteres :
la proximité spatiale et la ressemblance ou la dissemblance des valeurs de cette
variable dans les unités spatiales de la zone d’étude.

On fait la distinction entre la mesure de I'autocorrélation spatiale globale
d’une variable dans un territoire donné et celle de 'autocorrélation locale dans
chaque unité spatiale. Cette derniere correspond a l'intensité et la significa-
tivité de la dépendance locale entre la valeur d’'une variable dans une unité
spatiale et les valeurs de cette méme variable dans les unités spatiales environ-
nantes (plus ou moins proches). Dans un cadre inférentiel classique, les indica-
teurs de corrélation utilisent la covariance d’échantillonnage Sxy = X 37" | (X;—
X)(Y; —Y) ou bien son expression standardisée c’est a dire le coefficient de cor-

rélation linéaire

ou S% = Sy est la variance d’échantillonnage de la variable Z.

Dans un cadre temporel, on mesure la corrélation entre les valeurs prises par
X a linstant ¢ et ses valeurs h unités plus tot, c’est a dire avec un décalage
de temps h. Cette définition est simple dans le cas de séries chronologiques,
ou h peut étre regardé comme un nombre entier de pas de temps. Elle devient
complexe dans le cas de données longitudinales qui ne supposent plus des ob-
servations régulierement réparties dans le temps.

Dans un contexte spatial, on mesure la corrélation entre deux valeurs prises
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par X au lieu s et dans les sites voisins de facon analogue. Mais alors la notion
de voisinage est beaucoup plus complexe. Elle peut étre définie soit en termes
de relation, soit en termes de distance entre entités spatiales. De plus, du fait de
Iabsence d’'unité des relations d’ordre naturel dans I’espace, la définition d'une

relation de voisinage offre alors plus de possibilités que dans le cadre temporel.

1.3.3.1 Notion de voisinage et de proximité

La mesure du voisinage d’'un point peut étre abordée de plusieurs manieéres.
Elle est souvent effectuée avec une matrice de voisinage qui est la version spa-
tiale de P'opérateur retard en séries temporelles. Cette matrice de voisinage est
également appelée matrice de poids.

Pour N sites, la matrice de voisinage W (qui peut étre autre que géogra-
phique) est définie comme la matrice de dimension N x N telle que chacun de
ses éléments wij indique I'intensité de la proximité de la zone i par rapport a
la zone j. La matrice W n’est pas nécessairement symétrique. Elle peut cepen-

dant étre symétrisée avec la transformation W, = (W + W)/2. La matrice de
N
voisinage est dite normalisée lorsqu’on impose la contrainte Z w;; = 1. Linté-

rét de cette normalisation est qu’elle permet de rendre les par;métres spatiaux
comparables entre divers modeles. On impose également, en général, que la
diagonale soit nulle c’est a dire Vi, w; = 0. La matrice de voisinage permet de
construire le diagramme de voisinage qui facilite la visualisation des voisins;
Pappréciation visuelle de lat aille des voisinages lorsque la matrice est définie
par un nombre de plus proches voisins (la largeur de la bande autour de la dia-
gonale sur le nuage illustre I'’étendue des voisinages); et 'appréciation visuelle
du nombre de voisins lorsque la matrice est définie par une distance seuil.

Il existe plusieurs types de matrices de voisinage.



1.3. La dépendance spatiale 25

La matrice de contiguité
Une matrice de contiguité ne contient que des Oet des 1.

1 siietjont au moins une frontiére commune

0 sinon
Cette matrice est automatiquement symétrique et la contrainte de nullité de la
diagonale est bien respectée. Par exemple avec une matrice de contiguité pour
trois sites 1, 2, et 3: le site 1 est contigu aux sites 2 et 3, le site 2 est contigu au

site 1 mais pas au site 3 et le site 3 n’est contigu qu’au site 1.

La matrice basée sur la distance entre centroides

Soit d(s;, s;) une mesure de distance au sens large (distance géographique,
temps de trajet, etc) entre les sites s, et s;. On peut définir une matrice de

voisinage a partir d'une distance de différentes manieres :

Wy; = ]l.(d(Squ) S S) (14)
ou S est un seuil fixé.
C
YT (i) o)

ou C et a sont des constantes fixées.

wij = exp(—ad(s;, s;)) (1.6)
ou « est une constante fixe.
De méme que précédemment, ces matrices sont automatiquement symétriques.
La matrice basée sur les plus proches voisins

Soit N sites et un entier £ < N — 1. Pour chaque site s;, on ordonne les

autres sites en fonction de leurs distances a s; et 'on détermine ainsi les k
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voisins les plus proches de s;. La matrice basée sur les plus proches voisins ¥,

est construite telle que V i:

1 si j fait partie des k plus proches voisins de i
0 sinon

Ces matrices ne sont en général pas symétriques.

La matrice de triangulation de Delauney

La triangulation de Delauney est 'unique triangulation telle que le cercle
circonscrit a trois sommets quelconques ne contient aucun autre sommet. Deux
sites sont alors voisins lorsque le segment qui les joint est une aréte de la tri-
angulation. Cependant, ces matrices présentent des liaisons pour les sites en
bordure avec des voisins tres éloignés.

Notons qu’on peut combiner le principe des plus proches voisins (ou de la
contiguité) et celui de la distance en une méme matrice. Ceci permet de combi-
ner les avantages des deux approches dans le cas de positions trés hétérogenes
des centroides de zones dans I’espace.

Les indices les plus utilisés sont I'indice de Moran et I'indice de Geary. Dans
la littérature, le coefficient de Moran est souvent préféré a celui de Geary en

raison d’une stabilité générale plus grande.

1.3.3.2 DL’indice de Moran

Pour une matrice de voisinage W vérifiant w;; = 0 et une variable X,; = X,
i = 1;...;n, I'indice de Moran est défini par :
Eij w;j (X;—X)(X;—X)
25 Wig

> (Xi—X)?

I = (1.8)

L'indice de Moran définit le rapport d’'une sorte de covariance entre uni-
tés contigiies a la variance du champ: il est donc comparable a un coefficient
d’autocorrélation. Cet indice est indépendant des unités dans lesquelles X est

exprimé. Si 'on symétrise la matrice W, i.e. W — (W +W')/2), I est inchangé.



1.4. Exemples de modeles spatiaux 27

Si X est une variable centrée, les valeurs de X de méme signe et géographique-
ment proches contribuent positivement a /. L'indice a des valeurs comprises
entre —1 (indiquant une dispersion parfaite) et 1 (corrélation parfaite). Les va-
leurs positives et fortes de I indiquent une autocorélation spatiale positive, les
valeurs négatives et fortes de / une autocorrélation spatiale négative et les va-
leurs proches de 0 une absence d’autocorrélation. La valeur nulle signifie que
la distribution spatiale de la variable étudiée est parfaitement aléatoire dans

le territoire.

1.3.3.3 L’indice de Geary

Le coefficient C' de Geary est défini par :
 on—1 Zij wij(Xa — Xy5)?
2 Zij Wi Zz(XSZ - 7)2

Cet indice ressemble a la statistique de Durbin Watson en séries tempo-

C (1.9)

relles. Les valeurs faibles de C indiquent une autocorrélation spatiale positive
et les valeurs fortes de C une autocorrélation spatiale négative. Cet indice est
indépendant des unités dans lesquelles le champ X est exprimé. Pour compa-
raison, on rappelle que la statistique de Durbin-Watson pour une série tempo-

relle centrée est donnée par:

DXy — Xi0)?

DW = .
> i X7

(1.10)

1.4 Exemples de modeles spatiaux

Les modeles spatiaux présentent des analogies avec les modeles utilisés en sé-
ries temporelles. Dans ces derniers, le temps, le ¢ de X (¢), est une information a
part entiere. Il permet d’étudier la succession des observations, leur périodicité,
et d’en construire des modélisations. Il en va de méme pour les observations
spatiales. La situation dans I’espace est une information aussi importante que
la variable d’intérét, et le modele spatial X(s) n’est pas la méme chose qu'un

modele X, spécifié sans tenir compte de la position des observations. Sur le
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plan théorique, les modeles temporels, comme les modeles spatiaux, reposent
sur des processus stochastiques. On pourra trouver des analogies entre des ou-
tils comme les variogrammes utilisés en géostatistique et les corrélogrammes.
Ceci dit, cette analogie a aussi des limites. En séries temporelles, on a une
direction, et des intervalles de temps permettant de faire des modélisations
empiriques (moyennes mobiles) ou probabilistes (ARMA et dérivés). Le spatial
est plus complexe puisque l'on se situe dans un plan, et en général dans des
structures présentant des discontinuités.

Une Auto-régression (AR) spatiale est un modéle de données réelles défini sur
un ensemble discret spatial S. Lensemble S est régulier (i.e. S € Z?) ou non,
sa géométrie étant associée a un graphe orienté d’influence R. La corrélation
spatiale d'une AR découlera du modele retenu. Ces modeles explicatifs sont
bien adaptés a des mesures agrégées par unités spatiales : par exemple, en
épidémiologie, X, est le nombre de personnes touchées par une maladie donnée
dans un canton s d'un département S ; en agronomie, X, est le rendement d’'une

parcelle de culture s.

1.4.1 Modeles MA et ARMA

Définition 1.4.1 Un modeéle moyenne mobile (Moving Average) infinie, M A(0),

est un processus linéaire

X = Z CsMt—s,

s€zZ4

0l Y, paCa < o0 et (1) est un bruit blanc faible de variance o;.

On parle de modeéle MA si le support M = {s € Z? : ¢, = 0} est fini. La cova-
riance et densité spectrale d'un MA sur Z? valent respectivement :

0.2

v(h) = UﬁthCHh et f(u)= —% | thexpz’ <u,t >

2
tezd <27T) tezd
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Définition 1.4.2 Soient P(z) et Q)(z) deux polynémes de la variable complexe
multidimensionnelle » € C?
P(z)=1- Zaszs et Q(z)=1+ Z csz®
SER seM
oiw R (resp. M), le support AR (resp. le support MA) sont deux parties finies
de 7 ne contenant pas lorigine, z, = (zfl, ...,zjd) si s = (s1,S82,...,54). Notons
B, X; = X;_,. Le modele ARMA est défini par:

P(B)X,=Q(B)n, ,teZ’

ol encore

X; = Zaszs +n + Z CcsM—s tE 7

sER seM
Un modele MA correspond a P = 1; un modele AR a Q = 1.

Comme pour une série temporelle (d = 1), un champ a densité spectrale
continue peut étre approché dans L, par un ARMA, les fractions rationnelles
étant denses dans ’espace de fonctions continues sur le tore R¢. La densité spec-
trale dun ARMA étant rationnelle, sa covariance décroit exponentiellement
vers 0 a I'infini. Comme pour une série temporelle, les covariances vérifient a
partir d'un certain rang des équations de récurrences linéaires de Yule-Walker.
Sur Z, ces équations se résolvent analytiquement et elles constituent un outil
d’identification des portées R et M et d’estimation des parameétres a et c. Ce
n’est plus le cas si d > 2 : c’est une des raisons qui rend difficile I'utilisation de
modeles ARMA sur Z? pour d > 2.

14.2 Quelques modeles de régression spatiale

Soit le modéle suivant :

Y =Xp+¢

avec E(c) = 0; Var(e) = 0Q ou ) est la matrice de variance-covariance. Etant
donné une matrice de voisinage normalisée 1/ et une variable Z, il vient au-
tomatiquement que W7 présente une autocorrélation spatiale avec Z. La fa-

mille des modeéles spatiaux simultanés consiste a introduire une telle variable



1.4. Exemples de modeles spatiaux 30

dans le modele non spatial (MCO, MCP ou MCG) a divers endroits (Bonneu et
Thomas-Agnan, 2012 [15]):
— introduire WX en explicative dans le modele non spatial conduit au mo-
dele SLX (Spatially lagged-X);
— introduire WY dans le membre de droite du modele non spatial conduit
au modele SAR (Spatial-Autoregressive Model) encore appelé LAG;
— introduire WX dans le modele SAR conduit au modele SDM (Spatial
Durbin Model);
— utiliser le modele SAR pour le terme d’erreur conduit au modele SEM
(Spatial Error Model);
— combiner les modeles SAR et SEM conduit au modéle général SAC';
— introduire We dans le modele non spatial conduit au modele M A (Moving
Average); et
— combiner les modeéles SAR et M A conduit au modele SARM A.
Nous ne présentons dans cette sous-section que les modeles SLX, SAR, SDM et
SEM.

1.4.2.1 Le modele SLX
La spécification du modele SLX est la suivante :
Y =X+ YWZ +¢ (1.11)

ou ¢ ~ L£(0,02Q). Uajustement de ce modele peut se faire par MCO ou MCP, ou
encore par MCG (selon (2 ). Il faut également remarquer que si I/ est normalisé,
et si X contient une constante alors Z ne doit pas en contenir. De plus Z peut

étre égale ou différente de X.

1.4.2.2 Le modéle SAR

La spécification du modele SAR est la suivante :

Y = XB+ pWY +¢ (1.12)
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ou ¢ est un bruit blanc spatial. Le parametre p mesure l'intensité de ’autocor-
rélation spatiale présente dans Y. (I — pIW)Y est la variable endogéne spatiale-
ment filtrée et si la matrice Y. (I — pI¥) est non singuliére, le modele prend la

forme réduite suivante :
Y= pW)'XB+ (I —pW) e (1.13)
On obtient alors les moments suivants:
p=I—pW) X3 et Var =o*((I — pW)' (I — pW))™! (1.14)

Cette formule de la variance implique une hétéroscédasticité méme si les rési-

dus sont homoscédastiques.

1.4.2.3 Le modele SDM
La spécification du modele SDM est la suivante :
Y=XB+pWY +yWZ +¢ (1.15)
ou ¢ est un bruit blanc spatial. Sa forme réduite s’écrit:
Y=1-pW)  (XB+AWZ)+ (I —pW) e (1.16)
On obtient alors les moments suivants:

p=I—-pW) Y (XB+yWZ) et Var =a*((I — pW) (I — pW))* (1.17)

1.4.2.4 Le modele SEM
La spécification du modele SEM est la suivante :
Y=XB8+X+u (1.18)

ou u est un bruit blanc spatial et A une mesure de I'intensité de I’autocorrélation
spatiale présente dans les erreurs résiduelles. Si la matrice (I — A\IW) est non

singuliere, la forme réduite du modele est la suivante :

Y = XB(I - A\W) tu (1.19)
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On obtient alors :
pw=XB et Var = c*((I — \W)' (I — \W))™* (1.20)

Les parametres de ces modeles peuvent étre estimés soit par une régression
spatiale ou par la méthode du maximum de vraisemblance. Dans le cas d'une
estimation de la régression par MCO on peut voir que dans certaines condi-
tions I'estimateur est consistant (Azais et Bardet 2005 [5]). En présence d’au-
tocorrélation spatiale, les estimateurs MCO ne sont pas convergents (variable
autorégressive) et ils sont non efficients (autocorrélation spatiale des erreurs).
Des estimateurs convergents et asymptotiquement efficients sont alors obtenus
grace a la méthode du maximum de vraisemblance, celle des variables instru-
mentales ou des moments généralisés. Cependant, dans le cas de la méthode
du maximum de vraisemblance, ’estimateur nécessitant une méthode d’opti-
misation itérative, la difficulté numérique sera le calcul du déterminant dans

la fonction de vraisemblance (Gaetan et Guyon 2008 [41]).
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CHAPITRE 2

LE MODELE SEASONAL FISSAR

ET SES PROPRIETES

Ce chapitre reprend l'article intitulé Seasonnal Fractionally Integrated Se-
parable Spatial Autoregressive Model and Statistical properties, accepté et pu-
blié dans Journal Afrika Statistika (Doi: http://dx.doi.org/10.16929/as/2016.901.82).

Une note publiée en working paper est aussi associé a cette partie: Note on a
new Seasonal Fractionally Integrated Separable Spatial Autoregressive Model.
Documents de travail du Centre d’Economie de la Sorbonne 2016.13 - ISSN :
1955-611X. 2016. <halshs-01278126>5.

In this work we introduce a new model called Fractionally Integrated Sepa-
rable Spatial Autoregressive processes with Seasonality and denoted Seasonal
FISSAR. We focus on the class of separable spatial models whose correlation
structure can be expressed as a product of correlations. This new modelling al-
lows taking into account the seasonality patterns observed in spatial data. We
investigate the properties of this new model providing stationary conditions,
some explicit form of the autocovariance function and the spectral density. We
also establish the asymptotic behaviour of the spectral density function near
the seasonal frequencies.

Keywords: seasonality; spatial short memory; seasonal long memory; sepa-
rable process; two-dimensional data; spatial stationary process; spatial autoco-

variance.
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2.1 Introduction

In recent years many studies have modelled the spatial process. In 1973,
Cliff and Ord (1973) [22] give an general presentation on spatial econometrics
models and introduce the STAR (Space-Time AutoRegressive) and the Gene-
ralized Space-Time AuRegressive (GSTAR) models. The literature on spatial
models is relatively abundant, we can also cite the Simultaneous AutoRegres-
sion model, SAR (Whittle, 1954 [79]), the Conditional AutoRegression model,
CAR (Bartlett, 1971 [6]; Besag, 1974 [12]), the moving average model (Haining,
1978 [42] )or the unilateral models (Basu and Keinsel, 1993 [9]) among others.
Spatial models are currently investigated in many research fields like meteoro-
logy (Lim et al., 2002 [56]), oceanography (Illig, 2006 [47]), agronomy (Whittle,
1986 [80], Lambert et al., 2003 [53]), geology (Cressie, 1993 [23]), epidemiology
(Marshall, 1991[61]), image processing (Jain, 1981 [48]), econometrics (Anse-
lin, 1988 [3]) and many others in which the data of interest are collected across
space. This large domain of applications is due to the richness of the modelling
which associates a representation with a geographical component.

Spatial time series modellings concern times series collected with geogra-
phical position, in order to use the spatial information in the modelling. Some
particularities are included in the modelling: (i) two close data tend to have
similar values; (ii) it can exist repetition of values by periodicity (for example,
a temperature observed on a site can be observed in the same site after a given

period). It is important to explain this repetition and to model it we associate
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with each direction i and j seasonal parameters s; et s, respectively.

The studies of spatial data have shown presence of long-range correlation
structures (Lim et al., 2002 [56]). To deal with this specific feature Boissy et
al. (2005) [14] had extended the long memory concept from times series to the
spatial context and introduced the class of fractional spatial autoregressive mo-
del. At the same time Shitan (2008) [76] studies the model called Fractionally
Integrated Separable Spatial Autoregressive (FISSAR) model to approximate
the dynamics of spatial data when the autocorrelation function decays with a
long memory effect.

In another hand some authors have also observed seasonality in some spa-
tial observations: Benth et al. (2007) [11] proposed a spatial-temporal model
for daily average temperature data. This model includes trend, seasonality
and mean reversion. Portmann et al. (2009) [70] studied the spatial and sea-
sonal patterns for climate change, temperatures and precipitations. Nobre et
al. (2011) [64] introduce an spatially varying Autoregressive Processes for sa-
tellite data on sea surface temperature for the North Pacific to illustrate how
the model can be used to separate trends, cycles, and short-term variability for
high-frequency environmental data; a multivariate GSTAR has been developed
by Pejman et al. (2009) [67] for the study of the water quality.

Thus, it appears natural to incorporate long memory seasonal patterns into
the FISSAR model of Shitan (2008) [76] as soon as we work with data collec-
ted during several periods or cycles, allowing different seasonal patterns on the
spatial locations. In that context common seasonal factors will receive different
weights for these different spatial locations (Lopes et al., 2008 [58]). Inference
problems in spatial location or two-dimensional process have been studied by
several authors (for example, Zhu (2007) [84] use the maximum likelihood me-
thod from spatial random effects). In this work a way to identify and estimate
the parameters model in not discussed and this will be the purpose in the next
chapter.

In this paper, we focus our attention on the class of separable spatial models

whose correlation structure can be expressed as a product of correlations ta-
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king into account the seasonality patterns observed in spatial data. Therefore,
we consider the Seasonal Fractionally Integrated Separable Spatial Autore-
gressive model, denoted in the following by Seasonal FISSAR extending at the
same time the works Shitan (2008) [76] and Boissy et al. (2005) [14] . We inves-
tigate the properties of this new modelling, providing the stationary conditions,
analytic expressions for the autocovariance function and the spectral density
function. We also establish the asymptotic mean of the spectral density func-
tion. This new modelling will be able to take into account periodic and cyclical
behaviours presented in a lot of applications, including the modelling of tem-
peratures, agricultural data, epidemiology when the data are collected during
different seasons at different locations, and also financial data to take into ac-
count the specific systemic risk observed on the global market (Benirschka and
Binkley, 1994 [10]; de Graaff et al., 2001[38]; Jaworskia and Piterab, 2014[49]).

The chapter is organized as follows. The next Section 2.2 introduces the
new class of Seasonal Fractionally Integrated Separable Spatial AutoRegres-
sive model. In Section 2.3 we investigate some properties of the model, exis-
tence, invertibility, causality and stationary conditions. We compute the auto-
covariance function and provide an analytic expression for the spectral density
and its asymptotic behaviour near the seasonal frequencies. In section 2.4 we
provide some illustrations of this new modelling. Some proofs are given in the

last section.

2.2 A new model: The Seasonal FISSAR

We introduce the Seasonal Fractionally Integrated Separable Autoregressive
model and establish conditions for its existence and invertibility.

Let {X};} be a sequence of spatial observations in two dimensional regular

1,JEL4
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lattices, they are governed by a Seasonal FISSAR model if:

(1 = 1081 — 01 B2 + ¢10001 B1B>) (1 — Y1087 — Y01 By + Y1001 By By?)
x(1=B)"(1-B"”" (1-By)®(1-B2)” X, =e; (2.1)

where the integers s; and s, are respectively the seasonal periods in the i and

j'" directions, ¢19, Po1,¥10, 01 are real numbers and {¢;; } is a spatial white

1,JEL
noise process, mean zero and variance o2. The backward shift operators B, and
B, are such that B, X;; = X,;_; ; and B>X;; = X;,_1. The long memory parame-
ters are denoted d; and D; for the direction i and for the direction j they are

denoted d, and D,.

We specify now the different components of this model in order to understand
how we can investigate it, and provide a useful methodology for estimation.
First, we provide a part which characterizes the spatial short memory beha-
viour, second we introduce a new modelling for spatial long memory behaviour
with seasonals, extending the work of Shitan (2008) [76].

The spatial short memory behaviour of the variables {X;;} is explained

through the process {W;;}

1,JE€EL4
1,JEL .

(1= 010B1) (1 = ¢ B2) (1 = 10 B") (1 — Yo B3?) Xiy = Wiy, (2.2)
This representation extends the work of Shitan (2008) [76] introducing seaso-

nality in the short memory behaviour with the filter (1 — ¢10B;") (1 — 01 B3?).

The process {IV;;} has a spatial seasonal long memory behaviour given by:

i €L+
(1-B)"(1-B"""(1-B)®(1-B2H”*W; = & (2.3)

Thus, the Seasonal FISSAR model (4.1) can be rewritten formally by:

O (By, By) U (B, By?) X;; = Wiy, (2.4)

where

® (By, B2) = (1 = ¢10B1) (1 — ¢po1 B2) (2.5)
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and
U (B, By?) = (1 —4¢1oBy") (1 — 901 By?) . (2.6)

This new modelling is characterized by four operators: two characterizing the
short memory behaviour, (1 — B:')”* and (1 — B$?)” and two characterizing the
long memory behaviour,

(1 —9roB;") and (1 — 1001 B3?). They take into account the existence of seasona-

lity in two directions.

We specify now the concept of long memory for stationary processes in two
directions. Recall that a stationary process {X,},., with spectral density fx(.),
for which it exist a real number b € (0,1), a constant C; > 0 and a frequency
G € [0, such that f,(w) ~ Cf|w— G|, when w — G, then {Xi},cz has a
long memory behaviour (Bisognin and Lopes, 2009 [13]). This definition can be

extended in dimension two in the following way:

Definition 2.2.1 Let {X,;}

fx(.,.). Suppose there exist real numbers a,b € (0,1), a constant C; > 0 and

i e, be a stationary process with spectral density
frequencies \j, \y € [0, 7| such that f.(wi,ws) ~ Cylwy — M| " |ws — )\2|7b, when

(w1, wa) —> (A1, A2), then {X;;} has a long memory behaviour.

1,JEL+
We investigate now the following properties: (i) existence, (i7) invertibility, (iii)

causality and (iv) stationarity for the model (4.1). We first provide the causal

moving average representation of the seasonal FISSAR process (4.1).

Proposition 2.2.1 Let be the process {X;;}, ,., defined in equation (3.2). It has

€Zy
the following representation:

oo +00 +00 +00

_l’_
Xij = Z Z Z ¢§0¢61¢%¢31m—k—m51,j—l—nsg7 (27)

k=0 (=0 m=0 n=0

where

+oo +00 400 400

Wi = Z Z Z Z O1(d1)P1(da) O (D1)Pn(D2)€i—k—msy j—1-nss» (2.8)

k=0 =0 m=0 n=0
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with
oi(dy) = § Tk + 1T (dy) The Z+; éi(dy) = { T(t + 1T (dz) ifl € Zy ©.9)
0 ifk ¢ 7, 0 Flez,
and
dm(Dy) = { L(m+1)I(Dy) ifmeZ,  ou(Dy) = 4 D+ D0(Dy) ifn€Z,
" m & Ly 0 ifn ¢z,
(2.10)

o0

['(.) is the Gamma function defined by T'(t) = /0 v te " dr and {eij}ijen, 1s
a two-dimensional white noise process. Equations (3.21)-(3.22) have an unique
solution if the polynomials ® (21, z2) and V (z1, 29) are such that all their roots lie
outside the unit polydisk, i.e

D o<l oo |<L |¢l<land| vy |<1

1) (1+ ¢l — dg1 — ¢1o®g1) — 410 (1 — drod01) > 0

1ii) (147 — ¥g — Yiowsi) — 410 (1 = Yiotor) > 0

Proof : The sketch of the proof is provided in Appendix. It derives from Basu
and Reisel (1993) [9]. |

2.3 Some properties of the seasonal FISSAR mo-
del

We provide now the spectral density function of the process {IW;;} and {X,;}
and we establish the asymptotic mean of this function. We use this result to

give the stationary conditions for the processes.
Proposition 2.3.1 Let {IV;;} be the process defined by (3.3) and fw (A1, \2) its
spectral density. When |d; + D;| < 0.5 and |d;| < 0.5 (i = 1, 2), its spectral density

is equal to:

o? (M —2h . [ Ss1 M —h . (A2 e . 522
fw(A, A2) = ) [2 sin (;)] {2 sin ( 5 )] {2 sin (?>] [2 sin (T

)|



2.3. Some properties of the seasonal FISSAR model 41

with A\ and X\, €0, 7).

Proof : The proof of this Proposition is provided in the Appendix. |

Proposition 2.3.2 Let {X;;} be the Seasonal FISSAR process defined in

(3.4), the spectral density function fx (A1, A2) of this process is equal to

1,JEL

Fx(O, Ag) = ‘@ (e—i>\17e—i)\2)|_2 Hj (e—i8>\17e—i8>\2)|_2 Fr(An, Ag) (2.12)

where fy (A1, \2) is the spectral density function of the process {Wij}i,j€Z+ given
in (2.11) and ®(.,.) and ¥(.,.) are respectively defined in (3.6) and (3.7) with )\,
and \; €0, 7).

Proof : This result derived from the definition of the spectral density function.
[

Corollary 2.3.1 The spectral density of the process {X,;}; jcz, defined in (3.2)

can be rewritten as

fx(M,A2) = (1 —2¢10cos(N) + Cb%o)il (1 — 24p10 cos(s1A1) + @b%o)il (2.13)
(]_ — 2¢01 COS()\Q) —+ ¢81)_1 (1 — 2w01 COS(SQ)\Q) + wgl)—l fW(/\l, /\2)

where fy (A1, \2) is given in (2.11).

We analyse now the behaviour of the spectral density for the processes {IV;;}

1,JE€Ly
. near the seasonal frequencies.
NISY/

Proposition 2.3.3 The asymptotic expression of the spectral density of the pro-
cess {VVZ-J-}M€Z+
(i) For \q =0,

near the seasonal frequencies is such that

T (A1, A2) ~ Cp [A = Xo| 2 NP Ny — N[ 722D pohen (M, As) — (0,0),
(2.14)

with
Oy = & g72D1 52D (2.15)
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(ii) For N = 20, \; = 1 = 1,...[s1/2] and j = 1,...,[s2/2], where [z]

s9 7

means the integer part of r,

Fwr (A, Aa) ~ Co [A = N 727 h — M| 7272, when (A, As) — (A, Aj)

(2.16)
with
2 A\ T2 A\ 1242
Cy = %s;wls;wz [2 sin <5Z>} [2 sin <5J)1 (2.17)
Proof : The proof of this Proposition is provided in the Appendix. |

Proposition 2.3.4 The asymptotic expression of the spectral density of the pro-

cess {X,‘j}m€Z+
(i) For \, = 0,

near the seasonal frequencies is such that

fX(/\l, /\2) ~ 03 |/\1 — /\0|_2(d1+D1) |)\2 — )\0|_2(d2+D2) s when (/\1, /\2) — (O, 0)

(2.18)
with
‘73 —2D; _—2Ds —ido A—ido) |2 —ido —ixo) |2
Cs = 120 %2 \@(e ;€ )} }\I’(e ;€ )| (2.19)
2
g _ _ _ _ _ _
= 47:2312D1522D2 (1= ¢10) 2(1—¢10) 2(1—%1) 2(1—¢1o) 2

(i) For N = 20, \; = 2 = 1. [s1/2] and j = 1,...,[s2/2], where [z]

sg

means the integer part of x,

fX()\lu )\2) ~ 04 |)\1 — )\i|_2Dl |/\2 — /\jl_QD2 s when (/\1, /\2) — ()‘27 /\])
(2.20)

2 A\ ]2 A\ 122
_ £ —2D;1 —2D> : _Z . _]
Cy = 12 s177tsy {2 sin ( 5 )} {2 sin ( 5 )] (2.21)

{q) (e—i)\i7e—i>\j) ‘—2 ‘\1, (e—islko’e—isg)\o) ‘—27

with

the polynomials ®(.,.) and ¥(.,.) are introduced in (3.6) and (3.7).
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Proof : The proof is given in the Appendix. |

We investigate now the stationary conditions for the model (4.1) as well as its
long memory behaviour. We give also two expressions for the autocovariance

function of the Seasonal FISSAR process.

Proposition 2.3.5 The two-dimensional process {WU}” defined in (3.3)

€7y
(i) is stationary when d; + D; < 0.5, D; < 0.5, 1 =1, 2.
(it) has a long memory behaviour when 0 < d; + D; < 0.5, 0 < D; < 0.5,

i=1,2.
Proof : The proof is given in the Appendix. |

Proposition 2.3.6 Let {X;;}, ., be a Seasonal FISSAR process defined in
(4.1). The process {Xi;}, ;c;.
(i) is stationary when d;+ D; < 0.5, D; < 0.5, i =1,2and ® (21, 29) ¥ (27, 25) #
0
for |z1| < 1and |z| < 1.
(it) has long memory property when 0 < d; + D; < 0.5, 0 < D; < 0.5,i=1,2
and @ (z1,29) U (27", 25%) # 0, for |z1| < 1and |z| < 1.

Proof : The proofis given in the Appendix. |

To investigate the autocovariance function of the process defined in (3.2), we
show that its autocovariance function can be written as a product of the auto-
covariance function for two processes {Z;;}; jcz, and {Yj;}; ez, defined in the
following way.

Let respectively {¢;;}, {¢/;} be two orthogonal two-dimensional white noise pro-
cesses with mean zero and respectively variance o2. and o2, we define the pro-

cesses {Zi;}bijez, and {Yi;}ijez.:

(1-BHY"(1-B)* Z,; = & (2.22)
(1-B)" (1-By)*Y; = & (2.23)
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Shitan (2008) prove that the autocovariance function of the process {Y;}; jcz.
is such that:

(=) *"2 D1 — 2d,)D(1 — 2d,)

hi, hy) = o2
s he) = 0 DT~ oy — )T (he — do + DI~y — )

(2.24)

We can derive the expression of the process {Z;;}; jcz, from (4.7) and obtain

(=)™ (1 — 2D))T(1 — 2Ds)

_ 2
Vz(s1hi + &1, 820 + &) = 7 Tlhy — D1+ DI(1 — s — D) (ha — Dy + )I(1 — s — Ds)
if (&1,82) = (0,0) (2.25)
Yz(s1h1 + &1, 52k +&2) = vz(s1ht 4 &1, 82he + &) = 01f(§1,6) € Ay X Ay (2.26)

where A; ={1,...,s; —1}and Ay ={1,...,s0 — 1}.

We can now give the autocovariance function of {Xj;}, jcz, introduced in (3.2):

Proposition 2.3.7 Let (1,0, € Z. , (&,&) € Ay X Ay where Ay ={1,...,s1 — 1}
and Ay = {1,...,sy — 1}. The autocovariance function of the process {Xi;}i ez,

is given by:

400 400 400 400 +oo +oo 400 400

Yx(hha) =D TN IS ONON N P g

k=0 [=0 m=0 n=0 p=0 ¢=0 r=0 t=0

Xyw (b1 +k+si(m—1r)—p hy+ 1+ s3(n—1t)—q) (2.27)

where
+o0 +oo
VW(hth) = 052 Z Z 72(81V1,32V2)
v1=0v2=0
X’Yy(hl — 811, hQ — 82V2> lf (hl, h2) = (8161, 82€2> (228)
Yw(hi,he) = 0, if (hi, ha) = (5101 + &1, 5200 + &2) (2.29)

with vz(.,.) and vy (.,.) given respectively in (4.8)-(4.8) and (4.7).

Proof : The proofis given in the Appendix. |
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Corollary 2.3.2 The variance of the Seasonal FISSAR process has the follo-
wing expression

400 +00 400 +oo +oo oo +oo +oo

1x(0,0) =Y 3 3 N NN N P eor iR

k=0 =0 m=0 n=0 p=0 ¢=0 r=0 t=0

X yw (k+si1(m—r)—p,l+s(n—1t)—¢q) (2.30)
where vy (., .) is given by (4.5)-(4.6) where hy = hy = 0.

For practical purpose, we propose a general formula of the autocovariance func-
tion of the stationary process {X;;}ijcz, which does not depend on the two-
dimensional seasonal fractionally integrated white noise ({\W;;}; jcz, ). For that,
we introduce two new processes {U;;}i jez, and {Vj;}; jez. .

Let respectively {¢;;}, {?”} be two 2-dimensional white noise processes with

2
Eij

mean zero and respectively variances 02 and o2 . We introduce respectively

the processes {U;;}; jez, and {Vi;}ijez, :
U (B, B)(1- B (1 - B2 Uy = & (2.31)
®(By,By)(1—B)" (1-By)"?Vy; = & (2.32)

where ¥ (Bs, By) and ¢ (B, B,) are respectively defined in (3.6) and (3.7).

Note that the process {U;;}; jcz, generalizes the process {Z;;}; jcz, introduced
in (4.2) through the operator ¥ (B;, B;) and the process {V;;}; jcz, generalizes
the process {Y;;}: jez, introduced in (4.3) through the operator ® (B, B,).

Proposition 2.3.8 The autocovariance function of the stationary process {U;;}; jecz.

in spatial lags (hy, hy) is equal to:

+oco +o0
Yo(hi, ha) = 03 Z Z ’717(81V1, S912)
v1=01v9=0
X'}/Z(hl — S1l1, h2 — 821/2), lf(hl, hg) = (8161, 8262) (233)
Yu(hi,he) = 0, if (h1,ha) = (5161 + &1, S2ba + &) (2.34)

where U is equal to:
U (BY, By?) Uiy = &%y,
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+00 400
Vg (8101, S212) = 052“; Z Z <P11/1+m9011719032+n%21,
m=0 n=0
and vz(.,.) is introduced in (4.8)-(4.8). The coefficients ;. and ¢? are linked by

the relationship
“+00 +00

b2, %) Z Z QDkSOIQZiglkZ;Zl
k=0 1=0
Proof : The proof is given in the Appendix. |

Proposition 2.3.9 The autocovariance function of the stationary processes {V;;}i jcz.

in spatial lags (hy, hs) is equal to:

400 400

(b, ha) = 02 0> g (k, Dy (hy — ky by — 1) (2.35)

k=0 1=0
where V is given by:
O (B, By) Vij = €'y,
+oo 400

Yok ) =023 OhymmPrinr

m=0 n=0

v (.,.) being defined by (4.7) and the coefficients ¢, and ¢? are linked by the

relationship
+oo 400
(21, 22) ZZ%@?Z{CZQ
k=0 =0
Proof : The proof of this Proposition is given in the Appendix. |

Now we provide the autocovariance function of the Seasonal FISSAR process
defined in (3.4).

Proposition 2.3.10 Let (,,(, € Z, , { € Awhere A={1,...,s—1}.
The Seasonal FISSAR stationary process {X;;}ijcz, has autocovariance func-

tion at spatial lags (h1, h) given by
“+oo +o0o

’YX(hlah2) = UEZ Z’YU(SlVl?SQVz)

vl =0 V2:0

XYy (h1 — s1v1, hg — sav), if (hi, he) = (5141, s2l2)  (2.36)
vx(hi,hy) = 0, if (hl,hz) = (5151 + &1, 5900 + 52) (2.37)
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where the autocovariance functions vy (.,.) and vy (., .) are defined respectively in
(2.33)-(2.34) and (2.35).

Proof : The sketch of the proof is provided in the Appendix. [

Corollary 2.3.3 The variance for this second representation of the Seasonal

FISSAR process is given by,

+oo +oo

vx(0,0) = o2 Z Z Yo (811, Savo) Vv (8111, Sal2) (2.38)

v1=01v9=0

where the autocovariance functions vy (.,.) and v (., .) are defined respectively in
(2.33)-(2.34) and (2.35) with hy = hy = 0.

2.4 Illustrations

A realisation of the two-dimensional seasonal fractionally integrated white
Zi with d1 = 0.1,d2 = 017 D1 = 0157 D2 = 0.2,81 = S9 = 4

is shown in Figure 2.1. In this study, we generated 100 x 100 grid and we use only

noise processes {W;}, ;.
the values in south east corner in the matrix (they correspond to the interior
values of grid size 30 x 30). The truncation points for the infinite sums used in
this study is 100.
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v

«ll’

FIGURE 2.1 — 2D seasonal fractionally integrated white noise process, d; =
O.]_,dg = 01, D1 = 0]_5, DQ = 02, S1 = SS9 = 4 and size 30 x 30.

The spatial white noise process {W;;}, ; ez, can be considered as a special case
of the Seasonal FISSAR model. However, it is rare to see applications in a phe-
nomenon that is only modelled by white noise.

We simulated the Seasonal FISSAR process in two stages. First we generate

the two dimensional white noise {¢;;} and second using (3.3) we obtained

1,JE€EL 4
{Wij}, jez, - Then using the relationship (3.2), we get {X;;}
30 x 30 values in south east corner by simulating 100 x 100 values in a regular
grid with d; = 0.1,dy = 0.1, D; = 0.1, Dy = 0.2, ¢10 = 0.1, ¢o1 = 0.15,1010 = 0.1, B2

and 81 = S9 = 4.

- . We use also the
1,JEL
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FIGURE 2.2 — Seasonal FISSAR process: d; = 0.1,d, = 0.1,D; = 0.1,Dy =
0.2, ¢10 = 01, ¢01 = 0.15,77/)10 = 0.1,¢0.2731 = S9 = 4 and size N x N = 30 x 30.

In practice, the Seasonal FISSAR model has many possible applications of real
data sets from different fields when the observations are collected during dif-
ferent seasons at different locations: temperature data, agricultural data, sys-
temic risk etc. An possible application may concern variability of the rice pro-
duction over Senegal river valley. Indeed yields vary widely from season to sea-
son and depending on the growing areas in the valley. Thus, our model could
be applied to these data for better management of forecasting yields, which
would be a considerable contribution to the management of rice production, an
influential factor on economic issues of the country and the West African sub
region.

In practice then, many observations are reporting by longitude and altitude
and this new modelling is defined in two dimensional regular lattices. In this
case we re-coded the position of the stations by assigning an integer value from
number for both longitude and altitude, reflecting the relative position on the

lattice into which the study region has been mapped.
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2.5 Conclusion

The spatial modelling has a lot of applications in different fields. To take into
account at the same time existence of short memory behaviour and long me-
mory behaviour in time and space permits a greater flexibility for the use of
these modellings. It is the objective of this paper which introduces and inves-
tigates the statistical properties of a new class of model called Fractionally
Integrated Separable Spatial Autoregressive processes with Seasonality. The
stationary conditions, an explicit expression form of the autocovariance func-
tion and spectral density function have also been given. On another hand, a
practical formula of the autocovariance function as a product of covariance for
the Seasonal FISSAR process is given. Extension of the results to the spatio-
temporal data or d-dimensional (d > 2) fields is immediate but not provided in
this paper. For the spatio-temporal representation, time can be represented by
the direction i and the spatial components by the direction j taken in Z?, d > 2.
We provide some representations of these models. It remains to provide a way
to identify and estimate these models from data sets: this will be the purpose

of the next chapter.

2.6 Appendix

In this section we establish the main results and give the necessary technical
proofs for the propositions. Proof of the Proposition 2.2.1.

According to equation (3.2), we have
Xij= (1= ¢10B1) " (1 —v1oB") " (1 — ¢ Ba) ™ (1 — o B3?) ™' Wi

Thus,

oo +oo +00 +00
Xy = (Z ¢’foBf> (Z wi'aBz"“) (Z dmeé) (Z w&%@) Wi
k=0 m=0 =0 n=0
+00 +00 oo +o0
- (CE S St s w,

k=0 m=0 [=0 n=0
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If ®(21,22) and V¥ (z, 25) have their roots outside the unit polydisk then we
have the convergent representation (3.21), see Proposition 1 in Basu and Reisel
(1993). [ |

Proof of the Proposition 2.3.1.
We consider (3.3) and denote f.()\;, \2) the spectral density of the process {¢;;}.
Let
W(z1,20) = (1= 21) ™" (1= 27) 77 (1= 29) ™ (1= 232) 7",
Then

JwA, X)) = ¥ (ei/\1>ei/\2) v (e_i/\la e_m) Je(A1, A2)

_ a9 g isia\ D 4 e T92 1 isadg) D2
(1 e ) (1 e ) (1 e ) (1 e )

x (1= e ™)™ (1= e ) ™70 (1 )™ (1 —omi222) 772 () )

= (=) (e (1) (1)
) [(1=e) (1)) 7% [(1—el2) (L= e7%) ] 7 f(A )
Thus
fr(Ar, Ag) = [1— e | 72 1 — o |20 | et | TR g gmisde THPE () )

as soon as
A

(1—e™)(1—e™) = |1 —e ™| = {zsm (é)]Q

2
we obtain (2.11) since f.(A\, A\2) = %. |
™

Proof of the Proposition 2.3.3.

(i) We consider the spectral density function of the process {I;;} defined

1,JELy
in (2.11) and we use the following approximations:
sin(sA)
A—0  SA

=1 and sin(s\) >~ s,
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then
2
(2 — _ _ _ _ _
fW()\la)\Q) _ 52 |/\1| 2d; s 2Dy |/\1| 2D1 |>\2| 2d2 S5 2D |>\2| 2D

2
—2(d1+D —Qd D _
42|/\| (d1+ 1)‘)\‘ 2+D3) 2D12D2

when (A, \2) — (0,0). As soon as Ay = 0 we obtain (2.14).

(i) Let \; = 2 and \; = > forall i = 1,...,[s1/2] and j = 1,..., [s2/2], where

[x] means the 1nteger part of z, then

2 )\ )\ _2d1 )\ . —2D1
fW()\l‘i‘)\i;)\Q"‘)\j):%[QSln( ! 5 ] {2sm (51 1+81)\ )]

2

2
9 sin )\2 ﬁ —2dz 82)\2 82)\ —2D2
2 2
—2D
{2 sin (% + %)] ~ s 2P|\ 72P
Therefore,

0_2 )\ —2d1 )\ —2d2
S A+, Agt+A) =~ pp 2312D1|)\ |72P1 s, 202 \y| 72P2 [2 sin (32)} [2 sin (%)}
(2.39)
Replacing A\; by Ay — A\; and A\, by A; — A; in (2.39), we obtain (2.16). [ |

If A\ — 0 then

Proof of the Proposition 2.3.4.
(i) For this proof we need to use the corollary (2.3.1).

Suppose that the process {X;;} defined in (4.1) is causal and invertible.

1,JEL+

Using the expressions (2.13),and cos(s\) ~ 1, A — 0, then

2
o _ _ _ _ _ _
fW<)\1’)\2) = _47:2 |/\1’ 2d; 57 2D, |>\1| 2D, ‘)\2‘ 2da s 2D, ‘)\2‘ 2Dy
(1- leo)f2 (1- ¢10)72 (1 — o) > (1 —h10) "
2
= g 2 ) 81_2D182 2D2

(1= 10) 2 (1 = t10) 2 (1 = dbor) > (1 — 2h10) ™"

when (A1, A2) — (0,0). For \y = 0 we obtain (2.18).
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(i) Let \; = 2% and \; = 2 forall i = 1,...,[s1/2] and j = 1,..., [s2/2], where

[z] means the integer part of z.

fX()\l + Ais Ay + /\j) _ |<I> (e—z‘(xﬁ,\i)’ e—i()\g—i-)\]-)) ‘—2 “11 (e—z‘sl()\l—l-)\i), e—iSQ()\z—i-)\j)) |—2

fw A+ X, A+ )

0'2 . )\1 )\z —2d . 81)\1 81/\]' —2D
= H{2sm (?—1—3)} |:2SIII( 5 +T)}
. )\2 )\j —2dz . 32)\2 Sg)\j —2D2
[28111 (7—1——)] 2sin 74—7

2
|q> (efi,\i’ efiAj) ‘*2 ’\IJ (efisl)\oj efiSQ)\o) ‘*2

If \ — 0 then

—2D
{2 sin (% + %)] ~ §72P| )| 2P

Therefore,

2

9 .—2D —2D1 —2D —2D (AN (N e
fxM+ A A+ ) ~ s1 7 | Sy Ao TF2 | 28in B 2sin 5

47271
|® (7N, e7) }_2 | (e7"1h0, e7"20) |_2 (2.40)
Replacing \; by A\; — A; and A\ by A2 — ); in (2.40), we obtain (2.20). |

Proof of the Proposition 2.3.5.
(i) Let fi (.,.) the spectral density function of the process {Wij}m ez, given in
(2.11). Then fw (A1, A2) = fw(—A1, —A2) and fy (A1, A2) > 0. Therefore the proces-

sus is stationary if

/ Fir (O, Ao)dArdAg = 4/ / Fir (A, Ag)dArdAs < oo (2.41)
0 0

—T —T

From (2.14) and (2.16) we have
¢y / |72 g / Do| 2P 4, < 00
0 0

and
02/ A — N2 d)\l/ Ay — A 7272 dNy < o0
0 0
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when d; + D; < 0.5 and D; < 0.5, 7 = 1,2. Thus (2.41) is verified, and the process

{Wij}, jez, 1s stationary.

(i1) From the asymptotic expression of the spectral density function of the pro-
cess {W;;},
has long memory property if 0 < d; + D; < 0.5and 0 < D; < 0.5,i =1, 2. |

ez, and using Proposition 2.3.1 we derive that the process {IV;; }” .

Proof of the Proposition 2.3.6.

(i) The process {X;;}i jcz, can be rewritten as

Xy = ®(By, By) W (B, B) (1 By) ™ (1— BY) ™ (1- By (1- B) P2y,

v

Let
m(z21,2) = @ (21,20) 7 U, 287) T (L= 2) T (L= 2) T (L= 20) 2 (1= 257) P ey

Then
Xij = 7T(B1, Bg)gij

Ifd,+D; < 0.5and D; < 0.5,7 = 1,2 the item (i) of Proposition 2.3.5 assures that
the power series expansion of (1—2;) % (1—27") " P1(1—25) "% (1—252) "2 converges
for |z;| < 1 and |z| < 1. In another hand, the polynomial (®(z;, z)¥(25, z5)) "
converges for |z;] < 1 and |z3] < 1 when the roots of ®(zy, z)¥(z)",252) = 0
are outside the unit disk. Therefore, the power series 7(z, z2) converges for all

|z1] <1 and |2;| < 1 and the process {X;;}; jcz, is stationary.

(ii) Let {X;}i ez, be a Seasonal FISSAR process in (3.4) whose all roots of
D (21, 29)¥ (27", 25%) = 0 are outside the unit polydisk. From the asymptotic ex-

pression of the spectral density function of {X;;} and the Proposition 2.3.2

1,JEL
the Seasonal FISSAR process has long memory property when 0 < d; + D; < 0.5
and 0 < D; < 0.5, = 1,2 if all the roots of ®(zy, 25)¥ (27, z5) = 0 are outside the

unit polydisk. |

Proof of the Proposition 4.2.1.
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First, we prove the expression of the autocovariance function for the process
{Wi;}i ez, as aproduct of the autocovariance function of {Z;; }; jcz, and {Y;} jez, -

Let {Z;;}; jecz, the process defined in (4.2). Then

+oo +o0o +oo +oo

Zzg = ZZQ&]ADJ <,01(D2)B82l Zzgpk D, @l(DQ) € s1k,j—sal (2 42)

k=0 1=0 k=0 1=0
where the quantity ¢, (D;) and ¢;(D-) are

I'(k+ Dy)
['(k+ 1)I(Dy)

L'(l+ Dy)

Qbk(Dl) = ) ¢Z(D2) =

For an easier representation we note in the following ¢ (D;) = ¢} and ¢;(Ds) =
7.
Therefore

Yz(h1,ho) = COV(Ziyny jihy, Zij)

+o0 +00 400 400

Yz(hi,he) = D YN ohei ompae (hy — sik + s1m, hy — sol + 5262.44)

k=0 (=0 m=0 n=0

When /iy —s1k+sym = 0 and hy — s+ s,n = 0, we have k = M - m and | = 22 4,
thus (2.44) can be rewritten as

“+oo 400

z(hiho) =02 > Y Py +mgoh2 PP (2.45)

m=0 n=0
Taking (hl, hg) = (8161, 8262) for 51,62 € Z+, then

+00 +oo
Vz(5101,5902) = 02> Y Ol il inPrn

m=0 n=0
if (hl,hQ) = (8161 -+ 51,82€2 + fg) for 61,62 S Z+, (51,52) € Al X AQ, where Al =
{1,...,31 - 1}, AQ = {1,...,82 - 1} then’)/z(hl,hg) = 0.
Thus the autocovariance function of the stationary process {Z;;}; jcz, is given
by

+oo 400

052* Z Z 90%1+m90in(,032+n8031 if (hh h2) = (3161, 5262)
/YZ(hl, h2) - m=0 n=0 (246)

0 if (h1, ha) = (5161 + &1, 5102 + &),
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Now the process {W;,}; jcz, can be rewritten by

—+00 +oo

VVij = Z Z (:DIlc(tDlQ}/i—SMJ—Sﬂ

k=0 1=0

Then its autocovarianec function is given by

w(hi,he) = Cov(Wisn, jrny, Wij)

400 400 “+o0 +o00
1 2 1, 2
= Cov E E PrPr Y;‘—f—hl—slk,j—i-hz—szlv E E QOmSOnY;—msl,j—nsQ

k=0 [=0 m=0 n=0
+o0o +00 +0o0 +o0

- Z Z Z Z Sollﬂ(plngvlngonCOV( i+h1—s1k,j+ha—sa2l> Ygfmsl J— nsz)

k=0 =0 m=0 n=0
+oo 400 400 400

= 05 Z Z Z Z go,lggolzgorlngonvy hy — s1k + sym, hy — sal + s9n).

k=0 =0 m=0 n=0

Thus

+oo 400 +00 +oo

wlh, ha) = 02> 33N " oreieneiry (h — si(k —m), hy — s3(1 — n))(2.47)

k=0 =0 m=0 n=0
Taking vy = k —m and v, = — n in (2.47), we get

+oo 400 400 +00

whihe) =02 ) N N PPy (= s101), by — sovs) . (2.48)

k=0 1=0 m=0 n=0
Using (2.46) and denoting 02 = 02 /02 the variance of the two-dimensional
white noise process {¢;;} jcz, we obtain (4.5) and (4.6).

We give now the proof of the of the expression of the autocovariance function
for the Seasonal FISSAR model defined in (3.2). Since E(WW;;) = 0 we have
E(X;;) =0 and

Yx (h1, he) = E(Xiph jrn Xij) -

Thus

+o0 +o0 +oo +oo
h1,h2 E ¢ 0¢01¢10¢01 i+hy—p—rs1,j+ha—q—ts2

p=0 ¢=0 r=0 t=0
+o0o0 +00 +oo 400

XZZZZ¢IO¢OI¢ @/)01”/@ k—ms1,j—l—ns2

k=0 =0 m=0 n=0
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and
+0o0 +00 +00 +00 +00 +00 +00 +00
E E E E E E EE: k+p l4+q,  m+r, n+t
hlah2 ¢10 ¢01 ¢10 ¢
k=0 [=0 m=0 n=0 p=0 ¢=0 r=0 t=0
x K (Wi+h17p7rsl,j+h27q7t32 M/ifkfmsl,jflfnSQ) .
Now,

E (m+h1—p—rs,j-l—hg—q—tsWi—k—ms,j—l—ns) = Tw (hl +k+ ms;

= ’yw(hl—f—k—f—Sl(m—

then we obtain (4.4).

Proof of the Proposition 2.3.8.
Let U a causal and stationary process,

—+00 +oo

1 .27
:E E CrPIE i—s1k,j—sal

k=0 1=0
where the coefficients i and ¢? are such that,

+o00 400

1 1 2_s1k Sgl
v (21722 —E E PrPr <1 .

k=0 =0

Therefore

Y7 (h1,he) = Cov (ﬁi+h1,j+h2>(7ij)

+o00 400 400 +00

—p—rsy,ha+1+nsy —q—tss)

T>_p7h2+l+82(n_t)_Q)a

volh,ha) = D Y N oreieneans (b — sik + sim, by — shl + 521(2.49)

k=0 =0 m=0 n=0

When hy — s1k + sym = 0 and hy — sl + syn = 0 in (2.49) we have k = 2 + m and

[ = Q‘—j + n then (2.49) can be rewritten as

+o0 400

Vg (h1, he) = U~ Z Z¢h1+m@hz+n¢m9@n
m=0 n=0
Taking (hy, hy) = (5141, $202) in (2.50) for ¢4, (5 € 7, then
400 400

Yo (5101, 5202) = 0% ) 04 PP P

m=0 n=0

(2.50)



2.6. Appendix 58

If (hl,hg) = (Slgl + 51,8262 + fg) for 61,62 S Z+, (51,52) € A x Ag, where Al =
{1,...,81 =1}, Ao = {1,...,50 — 1} then yz(hy, hy) = 0. Therefore the autocova-

riance function of the process {U;;}: ez, is equal to

+o00 400

o Z Z ‘P(% +m%1n<P? +n90721 if (hy, he) = (5141, 5202)
Vi (h1, ho) = m=0 n=0 1 ’ (2.51)

0 if (hy, ho) = (s1€1 + &1, Sals + &2).
Now the process {U;;}ijcz, can be rewritten by

+oo 400

= o Zicskjmsa

k=0 =0

where the process {Z;;}; jez, is given by (4.2). Then its autocovariance function

is equal to
’yU(hb hQ) - COV 'H—hl j+h2) )

“+o00 +oo +oo +oo
= Cov E g @k@l i+h1—s1k,j+ha—sals E § Somgon 1—ms1,j—ns2

k=0 1=0 m=0 n=0
+00 400 400 +00
— 1 2 1
- Z Z Z Pr¥i SOmSOnCOV( i+h1—s1k,j+ha—sa2ls Z’L’*’ITLSl,j*nSQ)
k=0 =0 m=0 n=0

+o00 400 400

= 2> > Y orgteneivz(hy — sik + sim, hy — sol + sn)

+00
0 =0 m=0 n=0
oo

k=
+00 +00 oo +00
k

2O Y DD wrleneirz (h — si(k —m), hy — sa(l — n))

=0 =0 m=0 n=0

= 0

Taking vy = k — m and v, = — n, we get

+00 400 400 400

v(h, ha) = 0 Z Z Soiﬁm@iﬁn%ln@?ﬂz (h1 — s111), ho — so12) . (2.52)

k=0 =0 m=0 n=0

Using (2.51) and denoting 02 = o2 /0% the variance of the two-dimensional

white noise process {¢; }i jez, We obtain the results (2.33) and (2.34). |
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Proof of the Proposition 2.3.9.
Let V a causal and stationary process,

400 400

Vi=D_D eieieing

k=0 =0
where the coefficients ¢; and ¢? are given in

—+00 +0o

1 9. k.l
21722 E E PrP1 71 %2,

k=0 1=0

then

’7\7(h17 h2> = Cov ( i+h1,j+ha> ‘7 >
+o0o +00 +00 +0o0o

Yolhihs) = Y 3 > Y wieiemeana(h —k+mhy —1—n). (2.53)

k=0 (=0 m=0 n=0
When hy —k+m=0and h, — [l +n =0, we have k = hy + mand [ = hy + n.
Now (2.53) can be rewritten as

“+oo +o00

Yo (b1, ho) = 023 0 " Oh PP P (2.54)

m=0 n=0
and the process {V'},;cz, is equal to

“+o0o 400

Vij = Z Z Qpllggpf}/i—k,j—l

k=0 1=0

where {Y;}i jez, is given by (4.3). Then its autocovariance function is given by

IVV(hlahQ) = Cov ’L+h1 J+ho >

+00 400 +oo +oo
= Cov (Z Z SOkQOl i+h1—k,j+ha—1s Z Z Spm(pnY;—mj n)

k=0 1=0 m=0 n=0
+0o0 400 400 +00

= Z Z Spllgsol%p?lngpzcov ( i+h1—k,j+ha—10> )/;—mg n)

k=0 [=0 m=0 n=0

and

+00 +00 +00 +00

v(hi ha) = 02> 3 N " pieteneiy(h — k+m hy —1+n).  (2.55)

k=0 1=0 m=0 n=0
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Applying (2.54) into (2.55) , with ag =02/ 03, the variance of the two-dimensional

white noise process {éj}mem, we obtain (2.35). |

Proof of the Proposition 4.2.2.

We obtain the autocovariance function of the Seasonal FISSAR stationary pro-
cess by repeating the same method as in the proof of the Propostion (2.3.8)
where the processes {U;;}; jcz, and {V,;}; ez, are respectively defined by (4.9)
and (4.10) and taking the variance of the two-dimensional white noise process

{gij}i,j€Z+ equal to O'? = U?/O'g%. [ |
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CHAPITRE 3

QUELQUES METHODES

D’ESTIMATION DES PARAMETRES
D’UN PROCESSUS SEASONAL
FISSAR

Dans ce chapitre, nous présentons différentes méthodes d’estimation des pa-
rametres de mémoire longue d’'un processus Seasonal FISSAR. Ce chapitre re-
prend larticle suivant: On the parameters estimation of the Seasonal Fractio-

nally Integrated Separable Spatial Autoregressive processes.

In this paper we discuss on the methods of estimating the parameters of
the Seasonal FISSAR model. First we implement the regression method ba-
sed on the log-periodogram and the classical Whittle method for estimating
the memory parameters. For estimating all model parameters simultaneously,
innovation parameters and memory parameters, the maximum likelihood me-
thod, and the Whittle method based on the MCMC simulation are considered.
We can show empirically the consistency and we investigate the asymptotic
normality of the estimators by various results from simulation. The simulation
results give the average values, the corresponding sample standard deviation
(sd), the root mean square error (RMSE) and the mean absolute error (MAE) of

the estimation procedures based on Monte Carlo replications.
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3.1 Introduction

Spatial statistics are used for a variety of different types of fields; including
meteorology (Lim et al., 2002 [56]), oceanography (Illig, 2006 [47]), agronomy
(Whittle, 1986 [80]; Lambert et al., 2003 [53]), geology (Cressie, 1993 [23]), epi-
demiology (Marshal, 1991 [61]), image processing (Jain, 1981 [48]) or econome-
trics (Anselin, 1988 [3]). This large domain of applications is due to the richness
of the modelling which associates a representation in time and in space. Cliff
and Ord (1973) [22] introduce specific modellings including the STAR (Space-
Time AutoRegressive) model and GSTAR (Generalized Space-Time AutoRe-
gressive) model. The more interesting model are probably the Simultaneous
AutoRegression model, SAR, (Whittle, 1954 [79]), the Conditional AutoRegres-
sion model, CAR (Bartlett, 1971 [6]; Besag, 1974 [12]), the moving average
model (Haining, 1978 [42]) or the unilateral models (Basu and Keinsel, 1993
[9D.

Statistics for spatially referenced data are becoming increasingly important
as they are nowadays collected in large quantities in various areas of science.
This requires specific probabilistic models and corresponding statistical me-

thods. Boissy et al. (2005) [14] had extended the long memory concept from
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times series to the spatial context and introduced the class of fractional spatial
autoregressive model. Shitan (2008) [76] used independently this model, called
the Fractionally Integrated Separable Spatial Autoregressive (FISSAR) model
to approximate the dynamics of spatial data when the autocorrelation func-
tion decays slowly. Cisse et al. (2016) [20] incorporated Seasonal patterns into
the FISSAR, thus introduced the Seasonal FISSAR model and discussed on
the statistical properties of the model. In this paper, we investigate on estima-
ting procedures of this model parameters. Spatial analysis includes a variety
of techniques, many still in their early development, using different analytic

approaches and applied in fields as diverse as econometrics techniques.

Inference problems in spatial location or two-dimensional process have been
studied by several authors. Hosking(1981) [45], Yajima (1985) [83], Yajima (1991)
[82] and Fox and Taqqu (1986) [31] have discussed problems of asymptotic es-
timation based on one-dimensional fractionally differenced autoregressive pro-
cess. Sethuraman and Basawa (1995) [75] have studied the asymtotic proper-
ties of the maximum likelihood estimators in two-dimensional lattice. The au-
thors considered models which permit dependence beetween time points as well
as within the group of individuals at each time point. Anderson (1978) [2], Ba-
sawa et al. (1984) [8] and Basawa and Billard (1989) [7] have studied the case

when the dependence extends only along the time axis.

Periodic and cyclical behaviours are present in many observations, and the Sea-
sonal FISSAR model will have a lot of applications, including the modelling of
temperatures, rainfalls when the data are collected during differend seasons
for different locations. In this paper, we consider the Seasonal FISSAR (Fractio-
nally Integrated Separable Spatial Autoregressive model), introduced in Cisse
et al. (2016)[20] and we assumed the same pattern for all locations for the sea-
sonal parameter. We discuss how to estimate the parameters of this new model
and examine the properties of the estimators. The main purpose of this work

is to assess and compare the finite sample performance of several estimation
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methods for Seasonal FISSAR model. Several estimation methods have been
proposed in the literature. We generally find semiparametric methods (GPH
(1983) [33] , Robinson (1994, 1995a, 1995b), Hurvich and Beltrao (1993), Hur-
vich and Deo (1999)) and maximum likelihood methods (Exact MLE, Whittle
(1951)). The first class estimate only the long memory parameters, which re-
quires estimating the parameters in two steps which is expensive in computa-

tion time, while the last class estimate all the parameters simultaneously .

We first briefly describe the Seasonal FISSAR Model difined in Cisse et al.
(2016) [20].

Let {Xij}i,j€Z+
lattices. The Seasonal FISSAR process is defined as

be a sequence of spatial observations on two dimensional regular

(1 = ¢10B1 — 01 B2 + ¢p10001 B1Bs) (1 — 1o By — o1 By + 1001 B By)
x(1=B)"(1=B)"(1-B)*(1-B)” X;;=e;;, (3.1

This equation (4.1) is equivalent to the following equations:

(1= 010B1) (1 = ¢ B2) (1 — 1o By) (1 — v B3) X35 = Wy (3.2)
(1-B)"(1-B)"" (1-B)*(1-B)"*W,;; = & (3.3)

where s is the seasonal period, B; and B, are the usual backward shift operators

acting in the i** and j* direction, respectively. In addition, the parameters d;

and d, are called memory parameters D, and D, are fractional parameters and

{€ij}; jez, 1s a two-dimensional white noise process, mean zero and variance

o2. We denote {W;;} ._, the two-dimensional seasonal fractionally integrated
5 1,JEL

white noise process.

The Seasonal FISSAR model can be rewritten as
or

®(B1, Bo) W (B, B3) (1 — B))" (1= B)™ (1= Bo)® (1= By)™ X, = £43.5)
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where

Q (B, By) = (1 — ¢10B1) (1 — o1 B2) , (3.6)
U (B, B3) = (1 = 10B7) (1 =01 B3), 3.7

with W;; given by (3.3).

The paper is organized as follows. The next section provides several techniques
for estimating parameters of the Seasonal FISSAR model. We describe a semi
parametric method based on the periodogram and the exact MLE method.
The methods are illustrated in Section 3 by simulation study. In Section 4 we
present others methods for estimqting model parameters, the MLE based on
Whitlle, the Whittle method and the MCMC Whittle method. However, this ap-
proach results are ommited here and will be in a companion paper. Conclusions

are given in Section 5.

3.2 Estimation Procedures

In this section, we discuss the methods of estimation of the memory parameters
and examine the properties of the estimators through a simulation study. The
fundamental concept of parameter estimation is to determine optimal values
of parameters for a numerical model that predicts dependent variable outputs
of a function, process or phenomenon based on observations of independent
variable inputs.

On the estimation procedure of the parameters models in times series, a well-
known procedure is the Whittle Method. It is known that under fairly general
assumptions, it leads to consistent estimates and asymptotically normal. More
in the Gaussian case, it’s asymptotically efficient. Here we will present this
method in spatial context and make a comparison with a regression method

based on the log-periodogram that we will present in following.
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3.2.1 Log-periodogram Regression Method

In this paragraph, we investigate the regression method to estimate long
memory parameters of the process defined in 4.1. Probably the most commonly
applied semi parametric estimator in time series is the log-periodogram regres-
sion estimator introduced by Geweke and Porter-Hudak (1983) [33]. Following
the work of Ghodsi and Shitan (2009) [34] we establish a regression method of
estimating long memory parameters of the Seasonal FISSAR model. We briefly
describe this method.

Let

Hy=(1-B)" (1= B})” (1 - Bx)" (1 - B3)"” Xy, (3.8)

and fx (A1, \2) the spectral density function of the process defined in (4.1). Then

fx (A1, A2) can be written as:

fX<>\17 >\2> _ ’1 . e—i)\1|—2d1 ‘1 i e—i)\2|—2d2 ‘1 . e—is/\l‘—2D1 ‘1 . e—iskg‘—2D2 fH()\la )\2)
(3.9)
where
2
o
(A, A2) = , — : —.
A2 |1 — rge M P |1 — gor e P |1 — hg eisM |* |1 — gy e~isde |
(3.10)

Taking the natural logarithm in (3.9), we obtain:
log fx(A, de) = —dilog |1 —e ™|* — dylog |1 — e 2|’

—D log ’1 — e7N ’2 — Do ‘1 - e’is’\2‘2

+1log fr (A1, A2)
= log fy(0,0) — dy log ’1 - e‘”lf — dy log ‘1 —e @’ _p, log {1 - e_“)‘lf
fH(Ala )\2)

fH(07 0)

Replacing \; by w; ; and A, by w,; in (3.11), we obtain

—Dy |1 — %" 4 log (3.11)

lOg fX(OJLj, wz}j) = log fH(O, O) — dl log |1 _ e*’iwl,j ‘2 _ d2 log ’1 . efiwz,j |2
—D; log }1 — e Ly ‘2 — Dy ‘1 — eTiswa,j ‘2

fr(wi,waj) (3.12)

+ log Fa(0.0)
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Denote N; x N, the size of the regular rectangle when the process {X;;} is
defined, and define
N N 2

1 .
I - - X —i(kA1+IA2) 1
()\17 >\2) 47T2N1N2 kz:; lz:; k1€ (3 3)

to be the periodogram of the process. By adding log  (w j,ws ;) in (3.12) , we
obtain:
log I (wj,w1;) = log fu(0,0) — dyilog |1 —e ™1 ‘2 —dylog |1 — e 2 |2
—D1 log }1 — WL }2 — D, ‘1 — eisw2 ‘2

S (Wi, wa;) I (wyj,w1,)
+log ——2—=2% + log — = (3.14)
& u(0,0) ® Fx (w1, wny)
If wy ; and w, ; are close to zero, then the term log % would be negligible

when compared with the other terms of (3.14), and equation (3.14) reduces to:

log I (wrj,wi;) ~ log f(0,0) —dylog |l —e ™" — dylog |1 — e ™2 |
—D; log |1 _ pisw |2 — Dy ‘1 _ oiswa ‘2
I (Wl,ijl,j>

Ix(wij,way)

+log (3.15)

w1,5,w2,5)

Equation (3.15) is a pseudo-regression model. If the pseudo-errors log fi( il
behave like iid random variables, then the regression estimator is a reasonable
estimation procedure (GPH in temporal case). We can write (3.15) as a multiple

regression equation
Xj = 50 + 512173‘ -+ BQZQJ' + ﬁng’j + 64Z4,j + 8]' (316)

where X; = log ! (w1 j,w1;), fo = logfu(0,0), 1 = —di, Bo = —dy, B3 =
—D1,54 = —DQ, ZL]‘ = log |1 — eiiwl’j|2, Zgyj = IOg |1 — e*"“27j|2, Z37j = lOg |1 — eiiswl’j|2,

I(w1,j,w1,5)

Zy; = log|l —e 2|’ and ¢; = log T o+ We consider the harmonic ordi-
IRl 2V

nates w; ; and w, ; are respectively, such that

; 2w 2mg . S -

wjzl - ?_‘_Tl’ ZZO?L"" |:§i| _17 J :1,2,...,7711,
; 2w, 271y . S .

Wig = ?_1_?2, 1=0,1,..., [5} -1, 7=1,2 .. m;,
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where mj;and m, which satisfies respectivly the condition (1/m;) + (m;/Ny) — 0
as Ny — oo, (1/mg) + (ma/Ny) — 0 as Ny — oc.

Now d,, dy, D; and D, may be estimates as —31, —32, —ﬁAg,, and —@ respectively
by last squares estimation as in the usual multiple regression. This is a natural
extension of the non-seasonal method given in Ghodsi and Shitan (2009) [34].
We note that different estimation methods for d;, d>, D; and D, may be obtai-
ned by appropriate choices of the harmonic frequencies and bandwidth m; and

m,. Next we consider bandwidth m; = [2] — 1, k = 1,2.

The least squares optimality criterion minimizes the sum of squares of resi-
duals between actual observed outputs and output values of the numerical
model that are predicted from input observations. The least squares (LS) es-
timators of the coefficients in the linear prediction function are obtained by
minimizing the following sum of squared deviations of observed from expected

responses:

(X; — (Bo+ B1Z1,j + Boloj+ BsZs; + 5424,3'))2
1

S(ﬁ) = 5(50751752753754) =

T
Jj=

T

4 2
= Z (Xj — Zﬁka,]) , where Z;,; =1 for all j.
k=0

j=1
Similar to the procedure in finding the minimum of a function in calculus, the
least squares estimate $ can be found by solving the equation based on the first

derivative of S(/3). Partial derivatives have the following form:

88 T 4 T
55 = 2 [Z XiZij =Y B <Z Zk,jzi,j>
Bi j=1 k=0 j=1

The minimum of S(3) is obtained by setting the derivatives of S(/) in (3.17)

(3.17)

equal to zero. We obtain the following system of equations:
08
ap;

=0, for:=0,1,2,3,4.

or equivalently,

T T
j=1

4
k=0 j=1
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Let ..
e ! : o
X1 1 Zia Zox Zsg  Zaa 3
1
X 1 Zio Zaoo Zza Zip
Bs
Xr 1 Zvr Zor Zsr Z4,T_
- - B4
The system (3.18) becomes:
(Z'2)p=27'X, (3.19)

where 7’ is the transpose of the matrix Z. Finally the vector of LS estimators
is:

B=(22)"7X (3.20)
The asymptotic properties of 3 will be obtaining by simulations. The parame-
ters estimations were carried out by writing R programs. To summarize the

main steps of the algorithm of the least squares estimates can be computed as

follows:

Step 1: Choice of variables. Choose the variable to be explained (X) and
the explanatory variables (7, 7, Zs, Z3, Z, where Z, is often the constant

that always takes the value 1).

Step 2: Collect data. Collect T observations of X and of the related values
of Zy, Zy, Zy, Z3, Z, and store the data of X in an T" x 1 vector and the data

on the explanatory variables in the 7' x 5 matrix Z.

Step 3: Compute the estimates. Compute the least squares estimates by

the LS formula (3.20) by using a regression package.

Our simulation results are presented for both the two-dimensional seasonal
fractionally integrated white noise process and the Seasonal FISSAR model.
For the two-dimensional seasonal fractionally integrated white noise model we
have done the study for various values of d;, d», D;, D, and we have fixed s; =

82:4.

Remark 3.2.1 The GPH estimator requires two important assumptions:
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(w1,5,w2,5)

H1: For small frequencies w; ; and w, ; the term log foH(o,o) would be ne-
gligible.
H2: Theterm log fi((“fjl]—ﬁ;j) (pseudo-errors) consists of asymptotically iid ran-
dom variables.
Remark 3.2.2 The regression method only estimates the long memory and short
memory parameters. For inference purposes, however, estimation of the innova-

tion parameter is required.

3.2.2 Exact Maximum Likelihood method

The maximum likelihood methods are considered among the most impor-

tant estimation methods to estimate the long memory parameter. These are the
most effective methods to estimate all parameters simultaneously. The advan-
tages of the maximum likelihood estimation are discussed. Several researchers
have used ML approach for estimating the statistical parameters in spatial
models. On spatial linear models Mardia (1990) [60] studied ML estimators
for Direct Representation (DR), Conditional AutoRegression (CAR) models and
Simultaneous AutoRegression (SAR) models in gaussian case. In addition, the
author gives extension of the method in multivariate case, block data and mis-
sing value in lattice data. Earlier, Mardia and Marshall (1984) [59] described
the maximum likelihood method for fitting the linear model when residuals
are correlated and when the covariance among the residuals is determined by
a parametric model containing unknown parameters. Pardo-Iguzquiza (1998)
[66] used the maximum likelihood method for inferring the parameters of spa-
tial covariances. The advantages of the ML estimation are discussed in Pardo-
Iguzquiza (1998) [66] for the multivariate distribution of the data and spatial
analysis.
In this section, the maximum likelihood (ML) method for inferring the parame-
ters of the Seasonal FISSAR model introduced in Cisse et al. (2016) is exami-
ned. The causal moving average representation for the processes {X;;} in (4.1)
and {W;;} in (3.2) are given in Cisse et al. (2016) [20], Proposition (2.1):
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+oo 400 +00 +oo

Z Z Z Z 92510925011/’101/’01”/1 k—ms1,j—l—nsas (3.21)

k=0 =0 m=0 n=0

where

+oo 400 400 400

Wi; = Z Z Z Z O1(d1)P1(da) P (D1)Pn(D2)€i—k—msy j—1—nss» (3.22)

k=0 1=0 m=0n=0

with
['(k+d) ithez, I(l + dy) iflez,
du(dy) = { Tk + DI (dy) C b(dy) = { T+ 1T(do)
0 ifk ¢ 7, 0 ifl ¢ 7.,
(3.23)
and
L(m+Dy) . T(n+D,) .
fmeZ fneZ
pu(Dr) = 4 ot RO 552 ) T (D) B
(3.24)

I'(.) is the Gamma function defined by I'(t) = / 7' 1e ™" dr and {eij}ijez, 152
) :

two-dimensional white noise process.

Our ML method is presented for both the two-dimensional seasonal fractio-
nally integrated white noise process and the Seasonal FISSAR model. Asymp-
totic properties of maximum likelihood estimators for fractionally differenced
AR model on a two-dimensional lattice were considered by Sethuraman and Ba-
sawa (1995) [75], who showed that the usual asymptotic properties of consis-
tency and asymptotic normality are satisfied under several conditions. Same
procedures in Sethuraman and Basawa (1995) [75] have been developed for ob-
taining maximum likelihood estimates of the parameters of the Seasonal FIS-

SAR model and theirs asymptotic properties.
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We consider a {IV;;} process defined as (3.2). We suppose that the stationary
conditions are satisfied. Under this assumption and the normality assumption
of the bi-dimensional white noise, construction of the likelihood function simply
amounts to expressing the autocovariances of the process. The covariance of

{W,;} is given by:

+00 +00 400 +o0

Cov (Wij, Wi,j,) = Cov (Z Z Z Z D1 (d1)Pi(d2) P (D1) P (D2)€i—k—msy j—1-nss

k=0 1=0 m=0 n=0
+00 400 400 +oo >

DYDY ok(d)dulda)dum(D1)dn(D2)eis —k—msy jy—t-nss

k=0 (=0 m=0 n=0

Let {Y};} define by

(1-B)" (1-By)"Y;; = ¢ (3.25)
The process {IW;;} can be rewritten as
+o00 400
Wi; = Z Z 0r(d)pi(da)Yie sk j—soi (3.26)
k=0 1=0
Therefore
+o0 +oo
Cov (Wi, Wi;,) = Cov (Z > on(d)eil(da)Yios kj-sals
k=0 1=0
+o00 +oo
Z Z Pk1 (dl)gpll (dQ)K1—51k17j1—8212>
k1 =01, =0
400 400 400 +00
= Z Z @k(d1)¢l<d2) Z Z Pk1 (dl)gph (dQ)COV (}/i—slkJ—Szl? }/;'1—51/617]'1—5211)
k=0 [=0 k1=01;=0

+oo 400 400 400

= Z Z Z Z Sok(dl)gpl(dQ)%Okl (dl)gph (dQ)COV (}/;*Slkyjfszlv Yvilfslkl,jlfsﬂl)

k=0 (=0 k1=01;=0

Assuming that the process is gaussian, the likelihood function of the sample

W= W,i=1,..,n;j=1,...n)is seen to be

n? _ 1 _
Ly = (270%)™"/2|Sy |/ exp {—f.zWTEWlW} ,

£
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where Yy is the variance-covariance matrix of X determined by (??).
The likelihood function of the Seasonal FISSAR X = (X,;,i=1,...n;5=1,...,n)

sample defined in a n x n regular lattice will be defined by the same way.
n2 _ 1 _
Lx = (2102) ™ (S|~ exp {_TCQXTEXlX} ,

For the computational algorithm of the maximum likelihood method, we sum-

marize the main steps of the algorithm as follows:

Step 1: Compute the likelihood function L(¢, D) and fixe a real parameters

0.

Step 2: We fixe starter value of ¢, ¢y and we give a first estimation of D by
maxp L(¢, D) to obtain D.

Step 3: Given D, we estimate ¢ by max,, L(¢, 15) and we obtain ¢.

Step 4: Given ¢, we estimate again a new value of D by maxp L(
hatp, D) and we obtain D.
If D— D < eothen D = D, else

Step 5: Step 2 with D = D.

3.3 Simulation Results

To demonstrate the performance of the proposed methods several experi-
ments was performed. The Monte Carlo study is designed to check variability
of the Regression method in comparison with the MLE method. Simulation
experiments have also aim to implement some theoretical results concerning
the properties of these estimators. In other words, we try to study the vali-
dity of these properties in small and large samples. We will perform an expe-
riment of 500 replications for a Seasona FISSAR process with spatial Gaussian
noise process for 3 different sample sizes (N x N = 50 x 50, N x N = 100 x 50
and N x N = 150 x 150). The simulation results give the average values, the

corresponding sample standard deviation (sd) and the root mean square error
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(RMSE) of the estimation procedures based on MCMC replications. All calcula-
tions were carried out with fixed seasonal period s = 4 of the following models

for various sample sizes.
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The results of the application of the regression method are summarized
in Table 3.1. The estimation method provides a reasonable approximation, for
each parameter, the sample mean and the standard deviation of the estimated
parameter parameter are reasonably close to the theoretical values. As expec-
ted, standard errors and estimated values of the parameter d,,d>,D; and D,
become better as sample size increases. Figures 3.1 - 3.4 shows the influence of
the sample size on the application of this method (when N increases the results

are better).
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Table 3.2 present the results concerned the maximum likelihood method for
all parameters. Results reveal that estimates parameters are satisfactory in
the sense that the Bias and the RMSE are very small. Figures 3.5 - 3.12 shows
the plots of the RMSE of the differents estimated parameters and we show the
influence of the sample size on the application of this method.

Comparing the two methods, their results are fairly similar for large size. Ho-
wever, as the size increases the bias and RSME of d,,d,,D; and D, decreases
substantially (see Figures 3.5 - 3.12), and these two methods become very com-

petitive.

Which one to choose? MLE is of fundamental importance in the theory of
inference and is a basis of many inferential techniques in statistics. The first
motivation behind ML estimation is to estimate all parameters simultaneously,
unlike our proposal regression method and Wittle method. On the other hand
referring to the computational times the Regression method bases on Log-
periodogram would be preferred. unfortunately the AR parameters are typi-
cally not accurately estimated. We can also observe that the results from the
MLE procedure seem to perform better than those obtained by regression ap-
proach . However, the computational complexity of maximum likelihood (if
there are N x N sampling points, then ¥ is an N x N matrix, and the process
can be slow if V is large) may be outweighed by its convenience as a very widely
applicable method of estimation. Generally, it is suggested to try all proposal

estimation approaches and compare.
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3.4 Others methods

Beside these methods, there are several other estimation methods such as,
for example: the MLE method based on Whittle function, the MCMC Whittle
method... These are all simple and easy to implement methods but in this sec-
tion we will just give the methodology of somes methods and calculation steps

without simulations.

3.4.1 MLE method based on Whittle function

Here we consider the maximum likelihood method based on approximated
Whittle function that usually gives a good estimator.
This estimator is a parametric procedure due to Whittle with extension in the
spatial context for the the regular lattice. The estimator is based on the perio-

dogram and it involves the function

/ / i 31’32 dM\d)s, (3.27)
X 1 2a

where fx (A1, A2, §) is the known spectral density function at frequencies A\, and
A2 defined in (2.12) and 5 denotes the vector of unknown parameters. The es-
timator is the value of § which minimizes the function L(). For the Seasonal
FISSAR process the vector S contains the parameter d;, ds, D1, D, and also all
the unknown autoregressive parameters. For computational purposes, the es-

timator is obtained by using the discret form of L():

[(wl iy W15 )
1 oL 3.28
4N1N2 ZZ{ 08 fix (@i, w13) + (Wi gy, Wi s B) } ’ (3.28)

Ji o J2

L(B) =

We have that the maximum likelihood estimator of the long memory parame-
ters in temporal case is strongly consistent, asymptotically normally distribu-
ted and asymptotically efficient in the Fisher sense (Dahlhaus,1989 [24] and
Yajima,1985 [83].
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3.4.2 Whittle Method

The Whittle method was studied by many authors to estimate the long me-
mory parameters and it is based on evaluation of the Whittle likelihood func-
tion in temporal context. See for instance Kluppelberg and Mikosch (1993) [52],
Kluppelberg and Mikosch (1994) [21], Mikosch et al. (1995) [62], Embrechts et
al. (1997) [30]. Assuming the process {X;;}icz, is a stationary Seasonal FIS-
SAR model defined in (3.5), the Whittle likelihood function may expressed as

wl 1y W1 2
N1 , Z Z — 3 (3.29)

wl g1 W1ja

where § = (di,di, Dy, D, ¢10, P01, Y10, Y01) is the parameter vector of interest,

I (wy,j,,w1,,) is the periodogram define as

N No 2

LM, A) = lel N, ; ; X' Pt (3.30)
and g (wyj,,w1j,) = %f (w14, w1,5,) and f(.,.) is the spectral density defined in
(2.12).

Hence, an estimation procedure of 5 is to minimize (3.29) over 5. The Whittle
estimator is given by:
3 = Argmin {o*(8)} (3.31)

3.4.3 MCMC Whittle Method

The MCMC Whittle method was studied in Diongue et al. (2008) [28] in
temporal context to estimate the long-memory parameters of stable ARFISMA
model. It is based on evaluation of the Whittle likelihood function, using Mar-
kov Chains Monte Carlo (MCMC, in short) method. We briefly review it here.
Assuming the process {X;;}; jcz, is a stationary Seasonal FISSAR model defi-
ned in (3.5), the Whittle likelihood function may expressed as

T (M, As)
// T, ) d)\ld)\g, —m <AL A < (3.32)
—T >\17>\27
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where 0 = (dy,dy, D1, D2, 10, Go1, Y10, Y01) 1S the parameter vector of interest.
The functions & (A, Ay, ) and I (A1, A2) represent respectively the power trans-

fer function and the normalized periodogram and they are defined by:

h(Ms e, B) = [@ (67,6722, B) U (€% e )| 7 fir(A, ho), —T < A <
(3.33)

and

N1 N2

-1
Z Z Xk’lei(k/\ﬁrl)\l)

k=1 =1

Ni N2
= (Z ZXI?71> —T S )\1, )\2 S . (334)

k=1 l=1

Let C be a constant such that C = / / I (A1, A2) dA\dAy. Thus the Whittle

likelihood function can be written as:

1

where f (A, \2) = % 7()\1, A2) is a density on [—7, 7] that is known up to a mul-
tiplicative factor. We can approximate the expectation in (3.35) by the empirical
average
2_; ; o AW ok (3.36)

where M and N are taken large enough from the strong law of large number.
The sequences \;, \;, where ¢« = 1,..., M, j = 1,...,N is generated using a
Metropolis-Hastings algorithm.
Using an ergodic Markov chain with stationary distribution f, we can obtain
A, ..., Ax ~ f without directly simulating from f. Consequently, to generate
the sample (A1, ..., Ay) X (A1,...,Ay), we can fix M and N and use a Metropolis-
Hastings algorithm which will be computed as follows:

— Given \; wheret=1,... ,M,1,....N

— Generate Y; from a uniform U/|_ ) and denote the value obtained by ;.

— Take
y;  with probability p (A, y:),

Aty = , .
¢ with probability 1 — p (A, ),
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jj ((it))’ 1} — min {Oﬁ), 1}. Hence, an estimation pro-
t

where p (A, y;) = min{
I'(M\)
cedure of /3 is to minimize (3.36).

3.5 Conclusion

The paper discuss and investigates the procedures estimation of the Sea-
sonal FISSAR model. The classical Whittle and a regression method are used
to estimate the memory parameters. For estimating the innovation parame-
ters and memory parameters simultaneously , the maximum likelihood me-
thod and the Whittle method based on the MCMC simulation are considered.
Two parameter estimation techniques process have been considered for simu-
lation study, regression and MLE. From the results, we see that all methods
perform very well as the Bias, sd and RMSE are in most cases small. In ge-
neral, the estimates parameters from the MLE approach are better than those
given by regression method. Thus, it is suggested that the proposed methods
can be applied to real data, empirical data, and real-world situations applica-
tions for a variety of data processes such as in economics, finance, agriculture,
hydrology, environmental, etc. These issues should be addressed in future re-
search. Another interesting issue for future research will focus on analyzing

the asymptotics properties of the regression and MLE methods.
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CHAPITRE 4

THEORETICAL VARIANCE AND
ACF oF THE SEASONAL FISSAR
MODEL AND SIMULATIONS STUDY

"Everything is related to everything else, but near things are more related that
distant things” Tobler, 1970.

In spatial data, it is often the case that some or all outcome measures exhibit
spatial autocorrelation. This occurs when the relative outcomes of two points
is related to their distance. When analyzing spatial data, it is important to
check for autocorrelation. In this paper we examine the theoretical variance
and the variance estimator for the Seasonal Fractionally Integrated Separable
Spatial Autoregressive model. We have also examine the autocovariance
(ACVF) and the autocorrelation (ACF) function of the seasonal this model

through a simulation study.
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4.1 Introduction

Spatial models are currently investigated in many research fields like meteoro-
logy (Lim et al., 2002 [56]), oceanography (Illig, 2006 [47]), agronomy (Whittle,
1986 [80]; Lambert et al., 2003 [53]), geology (Cressie, 1993 [23]), epidemiology
(Marshal, 1991 [61]), image processing (Jain, 1981 [48]) or econometrics (An-
selin, 1988 [3]).Cliff and Ord (1973) [22] introduce specific modellings inclu-
ding the STAR (Space-Time AutoRegressive) model and GSTAR (Generalized
Space-Time AutoRegressive) model. The more interesting model are probably
the Simultaneous AutoRegression model, SAR, (Whittle, 1954 [79]), the Condi-
tional AutoRegression model, CAR (Bartlett, 1971 [6]; Besag, 1974 [12]), the
moving average model (Haining, 1978 [42]) or the unilateral models (Basu and
Keinsel, 1993 [9]).

Shitan (2008) [76] introduced the Fractionally Integrated Separable Spatial
Autoregressive (FISSAR) model to approximate the dynamics of spatial data
when the autocorrelation function decays slowly. Cisse et al (2016)[20] incor-
porated Seasonal patterns into the FISSAR and introduced the new Seasonal
FISSAR model. When analyzing spatial data, it is important to check for au-
tocovariance and autocorrelation. In this work, we focus on the theoretical va-

riance of the Seasonal FISSAR and the correlation and covariance function.

Spatial dependency is the co-variation of properties within geographic space:
characteristics at proximal locations appear to be correlated, either positively
or negatively. Spatial dependency leads to the spatial autocorrelation problem
in statistics since, like temporal autocorrelation, this violates standard statis-
tical techniques that assume independence among observations. Spatial auto-
correlation is frequently encountered in many observations spatial theories and
models implicitly assume an underlying spatial pattern in the distributions of
organisms and their environment (Legendre and Fortin 1989 [55]). Typically,

species abundances are positively autocorrelated, such that nearby points in
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space tend to have more similar values than would be expected by random

chance.

Classical statistical tests rely on the assumption that subjects are independent
of one another. The assumption of independence implies that variables are ho-
mogeneous. In such a world, parameters would be exhibit homogeneous distri-
butions: precipitation, soil, wind, plants and animals would be constant, un-
varying and evenly distributed across a landscape. In practice, this is almost
never the case. Parameters vary over space and time and their interaction re-
sults in complex spatial patterns. For example, the abundance of a plant at one
location may be much greater than at other locations due to differences in pa-
rameters such as soil type and slope, which vary over space, and precipitation,

wind direction and wind speed, which vary over space and time.

Recall that autocorrelation literally means that a variable is correlated with it-
self. The simplest definition of autocorrelation states that pairs of subjects that
are close to each other are more likely to have values that are more similar,
and pairs of subjects far apart from each other are more likely to have values
that are less similar. The spatial structure of the data refers to any patterns
that may exist. Spatial autocorrelation is concerned with the degree to which
objects or activities at some place on the earth’s surface are similar to other

objects or activities located nearby.

Spatial autocorrelation is the correlation among values of a single variable
strictly attributable to their relatively close locational positions on a two-dimensional
(2-D) surface, introducing a deviation from the independent observations as-
sumption of classical statistics. Spatial autocorrelation exists because real-
world phenomena are typified by orderliness, (map) pattern, and systematic
concentration, rather than randomness (Griffith 2009 [40] ). When analyzing
geospatial data, describing the spatial pattern of a measured variable is of great

importance. A common way of visualizing the theoretical spatial autocorrela-
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tion of a variable is a variogram plot. The functions most often used to describe
spatial autocorrelation are related to variance, covariance and of course, corre-

lation.

In this paper, we examine the theoretical variance and the variance estimator
for the Seasonal Fractionally Integrated Separable Spatial Autoregressive mo-
del. We have also examine the covariance and the correlation function of the

seasonal FISSAR model through a simulation study.

The paper is organized as follows. In the next Section, we compute the theo-
retical variance of the Seasonal FISSAR and the methods for estimating this
variance. Section 3 is devoted to illustrate the behaviour of the autocorrelation

function modelling and...

4.2 Spatial autocorrelation function

Spatial autocorrelation occurs when observations are not independent of one
another because of their spatial arrangement. When data are spatially auto-
correlated the value of one observation can be predicted based on adjacent ob-
servations. Spatial autocorrelation violates the assumption of independence of
observations which is a serious concern for traditional hypothesis tests in sta-
tistics.

Recall that the Seasonal FISSAR process is given by following equations:

(1 — ¢10B1 — ¢01 B2 + d10¢01 B1B2) (1 — 19 B7" — o1 B3> + 10t By B3?)
x(1=B)" (1 =B (1-By)®(1-B)” X, =¢; (4.1)

We define the processes {Z;;}; jez. and {Y};}i jez, by:

(1-BMH(1-B2)™ 2z, = & (4.2)
(1-B)"(1—-B)"Y,; = ¢, (4.3)
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Let 61,62 S Z+ , (51,52) S Al XA2 WhereAl = {1,...,81—1} andA2 = {1,...,82—
1} then the first form of the autocovariance function of the Seasonal FISSAR

process {X;;}; jcz, is given in Cisse et al. (2016) as:

Proposition 4.2.1 ( Voir Chapitre 2)

400 +00 +00 400 +oo +oo 400 400

x(hhe) =D N "N Z > Z B b0 VT

k=0 =0 m=0 n=0 p=0 ¢q=0 r=0 ¢

Xyw (i +k+si(m—71)—pha+1+s2:(n—1t) —q) (4.4)

where
+o0 +oo
/VW(hlahQ) = Uf Z Z 72(817/1,32V2)
v1=01v2=0
Xﬁy(hl — 811, h2 — SQVQ) lf (hl, hg) = (8151, ngg) (45)
Yw(hi,he) = 0, if (hi, ha) = (5101 + &1, 5200 + &2) (4.6)

with vz(.,.) and vy (.,.) given respectively by

(=12 (1 — 2d,)0(1 — 2dy)

hi,h
Ty (s he) = r(h1 dy + 1)I(1 — hy — dy)D(hy — dy + 1)I(1 — hy — dy)

(4.7)

and

) (=)™ (1 — 2D))T(1 — 2Dy)

vz(s1h1, s2h) = o
vz(s1h1 + &1, s2ho + &) = 0 if(§,&) € A x Ay

Another way to compute the autocovariance function is to generalize the
processes {Z;;}i jez, and {Y;}i ez, by adding the characterization of short and
long memory behaviour. Let {U;;}; jcz, and {V;;}; jcz, define by:

(L= vuBl) (1 — b By) (1- BP (1- B Uy = & (49)
(1= ¢wB1) (1 - ¢uB:) (1-B)" (1-By)®V;; = &;  (4.10)

We derive the following result

T'(hy — Dy + 1)I(1 = hy — D) (hy — Dy + DI(1 — hy —

DQ)

(4.8)
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Proposition 4.2.2 ( See Chapter 2)
The Seasonal FISSAR stationary process {X;;}i ez, has autocovariance func-

tion at spatial lags (hy, hs) given by

+oo 400
Vx (b1, hy) = o Z Z Y8101, S2172)
v1=012=0
Xﬁv(hl — 811, hg — 821/2), lf (hl, hg) = (8161, 8262) (411)
vx(hi,he) = 0, if (hy, ha) = (s1€1 + &1, S2la + &2). (4.12)

where the autocovariance functions vy (.,.) and v (., .) are defined respectively in
Cisse et al (2016) [20] and in Chapter 2.

4.3 Theoretical variance and Estimation

We derive in Proposition 4.2.1 the theoretical variance of the Seasonal FIS-
SAR model by:

400 +00 400 400 +oo 400 400 +oo

x(0,0) =Y 3 NN NN g Peo Wi

k=0 1=0 m=0 n=0 p=0 ¢=0 r=0 t=0

Xyw (k+si1(im—r)—p,l+sy(n—1t)—¢q) (4.13)

where vy (., .) is defined in 4.5 and 4.5.

The formula derivated in Propostion 4.2.2 is given by
+o0o +oo

7x(0,0) = o2 Z Z Yo (s111, Sava) X Yy (s1041, Sals)

v1=01v9=0
where the autocovariance functions ~;(.,.) and v (., .) are defined respectively
in Cisse et al (2016) [20] and in Chapter 2.

4.4 Simulation Results

The variances defined above depends on infinite sums and we will set an ar-
bitrary truncation parameter. Table 4.1 show the approximate theoritical va-

riances defined in 4.13. the selected parameter values are d; = 0.1,dy = 0.1¢19 =
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0.1, ¢pog1 = 0.15,719 = 0.1, ¢g» and s; = sy = 4. The truncation points for the infi-

nite sums used in this study is 100.
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4.4. Simulation Results
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FIGURE 4.2 — Variance of the Seasonal FISSAR

The results show that we have a symmetric matrix and it has a quadratic
shaped curve. Indeed, taking the rows or columns, we note that the variance
decreases, takes a minimum value before increasing again. In this simulation
we have fixed the values of the parameters d; = 0.1,d; = 0.1 and estimate the
variance by varying D; and D,. The trends of the evolution of the theoretical
variance will remain the same in the opposite case, ie to fix D; and D, and
varying d; and dy. It would still be interesting to look at the results of this

variance by combining d and D in the table

4.5 Conclusion

We have presented a simulation study of the theoritical variance of the Seaso-
nal FISSAR model. The objectives is to examine the ACF function and derive

an approximate theoritical variance. We specify that it is still possible to esti-
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mate the variance of the model by other procedures in order to compare with

the theoretical value. This work (in progress) will be in a future paper.
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Conclusion et Perspectives

U cours de cette thése, nous avons proposé et mis en?uvre de nouvelles
A approches de traitement statistique de données spatiales avec tendance
saisonnaire. En effet, on a introduit une nouvelle classe de modéles AR spatiaux
qui permet de prendre en compte la saisonnalité présente dans des données bi-
dimentionelles. Les propriétés statistiques et les méthodes d’estimations de ce
nouveau modele ont été fait dans le cadre d’une dispersion réguliére des obser-
vations. Des études de simulations ont été réalisées pour illustrer nos résultats
théoriques. Ainsi, nous avons effectué des études de simulations pour les diffé-
rentes méthodes d’estimations des parameétres du modele. Ces études visaient
a montrer que, sous I’hypotheése de stationnarité du processus, les erreurs d’es-
timations sont relativement petites en tenant compte de la taille de I’échan-
tillon. Nous avons constaté que pour une estimation simultanée de tous les
parametres ou une estimation partielle des parameétres de longues mémaoires,
les méthodes proposées donnent des résultats similaires en termes d’évolution
de RMSE. Ainsi, le choix d'une des méthodes dépend des parametres a estimer

et de la complexité en temps de calcul.

L'extension du modéle Seasonal FISSAR dans le cas de données non régu-
lieres se fait avec I'introduction de matrice de voisinage dans le modele initial.
Cette matrice permettra de prendre en compte la dispersion entre les sites et
d’en tenir compte au cour de la modélisation. Classiquement, dans le cadre spa-
tial, lensemble des localisations des sites est un sous-ensemble bidimensionnel.
On peut aussi envisager ’étude des observations sur ’espace Z? ou d > 2. En
effet, d’autres domaines, imagerie 3-D, ainsi que la statistique bayésienne ou

la planification des expériences numériques, peuvent faire appel a des espaces

100
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de dimensions d > 3. Notons que I’étude de la dynamique spatiale ajoute la
dimension temporelle au spatial, en indexant par exemple I'observation par

(3,§) € Z+ x Z°.

A court terme, nous envisageons d’illustrer notre méthodologie avec des don-
nées réelles. Il sera d’abords question de ’étude spatio-temporelle de la produc-
tion de riz dans la vallée du fleuve Sénégal et de I’évolution du prix du riz
(prix du riz local versus prix du riz importé) avec composante géographique
(travail en collaboration avec AfricaRice Sénégal). Avec les périodes de séche-
resse qui ont frappé les différents pays de ’Afrique subsaharienne depuis les
années 1970, la vulnérabilité des populations s’est amplifiée. Dés lors, ses Etats
s’activent pleinement dans leurs politiques agricoles pour un objectif d’autosuf-
fisance alimentaire.

L'agriculture est un secteur essentiel dans la stratégie nationale (Sénégal)
de réduction de la pauvreté. En effet, elle constitue une source importante de
revenus pour une bonne partie de la population du Sénégal et en particulier
du monde rural. La culture de Riz occupe une bonne place dans la production
nationale et la consommation locale de riz dépasse de loin celle de toutes les
autres céréales. En effet, la consommation totale de riz au Sénégal a forte-
ment augmenté au cours de ces dernieres décennies a cause de la croissance
démographique et de 'augmentation de la consommation par habitant, en par-
ticulier dans les urbains. C’est d’ailleurs pour cette raison que I'Etat, dans le
but de réduire les problémes liés a la sécurité alimentaire aujourd’hui, a mis en
place des politiques de subventions pour ’'agriculture du secteur rizicole pour
favoriser la réduction du prix du riz sur tout le territoire sénégalais. Cette forte
demande a la consommation du riz appelle une production intensive et efficace.

Dans de nombreuses régions, les faibles rendements, combinés a une crois-
sance démographique rapide, ont forcé les producteurs a cultiver de nouvelles
terres peu adaptées a ’'agriculture, occasionnant de ce fait une inégale réparti-
tion des rendements. L'un des défis actuels pour un pays qui se veut émergent

est de faire recours a I'agriculture de précision afin de réduire les affres de I'in-
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sécurité alimentaire actuelle et de satisfaire aux besoins futurs des populations
sans causer de grandes inégalités entre les prix dans ses différents régions.

L'objectif premier est d’énumérer les caractéristiques spatio-temporelles de
la production de riz dans la vallée du fleuve Sénégal. En effet les rendements
varient tres largement d’'une année a une autre et selon les zones de culture au
niveau de la vallée. Ainsi, on essayera d’expliciter un modele spatio-temporel
adéquat pour une meilleure gestion des prévisions des rendements. Ce qui se-
rait un apport considérable dans la gestion de la riziculture, facteur tres in-
fluent sur les enjeux socio-économiques du pays.

Malgré les efforts réalisés dans la culture de la filiére rizicole, la demande
reste largement supérieure a l'offre. La production nationale arrive a satisfaire
a peine un tiers de la demande nationale. De plus elle est instable et varie
tres largement d'une année a une autre. Aussi, la consommation du riz local
demeure tres faible dans la consommation locale au regard du riz importé. En
effet, ’Etat se lance dans une politique d’'importation massive de riz pour ga-
rantir ’alimentation des populations. D’ou la place fulgurante de I'importation
de ce céréale dans I'’économie nationale.

Pendant la crise alimentaire de 2007 — 2008, beaucoup de pays asiatiques ont
réduit leurs exportations de riz. La pénurie soudaine a provoqué une hausse des
prix qui a entrainé des soulevements dans bon nombre de capitales africaines.
Reconnaissant que la trop forte dépense sur les importations de riz est risquée,
beaucoup de gouvernements africains de méme que la communauté interna-
tionale des donateurs ont initié des programmes de développement du secteur
rizicole. Les investisseurs étrangers s’intéressent aussi aux terres et aux eaux
africaines pour la culture du riz. Comme résultat, la production rizicole aug-
mente dans toute ’'Afrique subsaharienne. Cependant, I’Afrique importe tou-
jours environ 40% du riz qu’elle consomme.

Ceci nous motive a étudier de pres I’évolution des prix du riz local et celle
du riz importé sur le territoire national. Avec l'instabilité de la production na-
tionale de riz, combinée a celle du marché international et certains facteurs

économiques, les prix du riz local et importé évoluent de facon temporelle. De
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plus, pour chaque période donnée ces prix different selon des positions géo-
graphiques (par région en général) et ne sont donc pas le méme sur tout le
territoire national d’ou 'effet spatio-temporel dans ces types de données. Nous
nous intéressons alors a la dynamique spatio-temporelle de 1’évolution de ces
prix. Nous analysons également le rapport entre le marché national et le mar-
ché international, notamment les mécanismes de transmission de prix entre
ces marchés.

La mise a disposition d’outils de prévision de rendement et de production
agricoles, ainsi que la connaissance a priori de 1’évolution des prix sur le plan
national constituent un atout non négligeable dans la réduction de la vulnéra-
bilité de ces populations. Ces outils, combinés a d’autres facteurs, sont une aide

considérable a la prise de décision en matiere de politiques agricoles.
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