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Résumé

Résumé

Soit p € N*. On définit une famille d’idempotents (et de nilpotents) des algebres de
Temperley-Lieb aux racines 4p-ieme de 'unité qui généralisent les idempotents de Jones-
Wenzl usuels. Ces nouveaux idempotents sont associés aux représentations simples et indé-
composables projectives de dimension finie du groupe quantique restreint U,sl(2), ol ¢ est
une racine 2p-ieme de 'unité. A l'instar de la théorie des champs quantique topologique
(TQFT) de [BHMV95], ils fournissent une base canonique de classes d’écheveaux coloriés
pour définir des représentations des groupes de difféotopie des surfaces. Dans le cas du
tore, cette base nous permet d’obtenir une correspondance partielle entre les actions de
la vrille négative et du bouclage, et la représentation de SLy(Z) de [LM94] induite sur le
centre de U,sl(2), qui étend non trivialement de la représentation de SLy(Z) obtenue par
la TQFT de [RT91].

Mots-clefs

Groupes quantiques, théorie des écheveaux, algebres de Temperley-Lieb, idempotents
de Jones-Wenzl, représentations modulaires, TQFTs.




RESUME

Evaluable Jones-Wenzl idempotents at root of unity
and modular representation on the center of U,sl(2)

Abstract

Let p € N*. We define a family of idempotents (and nilpotents) in the Temperley - Lieb
algebras at 4p-th roots of unity which generalize the usual Jones-Wenzl idempotents. These
new idempotents correspond to finite dimentional simple and projective indecomposable
representations of the restricted quantum group U,sl(2), where ¢ is a 2p-th root of unity.
In the manner of the [BHMV95] topological quantum field theorie (TQFT), they provide
a canonical basis in colored skein modules to define mapping class groups representations.
In the torus case, this basis allows us to obtain a partial match between the negative twist
and the buckling actions, and the [LM94] induced representation of SLy(Z) on the center
of U,sl(2), which extends non trivially the [RT91] representation of SLy(Z).

Keywords

Quantum groups, skein theory, temperley-Lieb algebras, Jones-Wenzl idempotents,
modular representations, TQFT.
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Introduction

Cette these étudie quelques aspects des théories des champs quantiques topologiques
(TQFTs) de type Reshetikhin-Turaev pour si, :

— une partie de la catégorie des représentations de dimension finie du groupe quantique
restreint U,sl(2), ol ¢ est une racine primitive paire de I'unité,

— D’espace d’écheveaux du tore solide colorié par des nouveaux idempotents (et nilpo-
tents) de Jones-Wenzl aux racines de 'unité,

— les représentations linéaires projectives des groupes de difféotopie des surfaces, et
en particulier celles du groupe de difféotopie du tore (épointé).

Présentation du sujet

Les invariants de 3-variété de type Reshetikhin-Turaev motivent de nombreux sujets
de recherche en topologie de basse dimension : constructions effectives par la théorie des
groupes quantiques, constructions effectives par les modules d’écheveaux coloriés, exten-
sions en des TQFTs, représentations des groupes de difféotopies des surfaces. La premiere
construction éponyme est donnée en 1991 dans [RT91] et repose principalement sur deux
outils. Le premier est la chirurgie qui permet de passer de I’étude des 3-variétés compactes
orientées a celle des entrelacs enrubannés de la spheére S* de dimension 3. En effet, toute
3-variété compacte orientée est obtenue par chirurgie le long d'un entrelacs enrubanné dans
S?. De plus, deux telles 3-variétés M et M’, obtenues par chirurgie le long des entrelacs
enrubannés L et L’ respectivement, sont homéomorphes si et seulement si L et L’ sont liés
par une séries de mouvements de Kirby (cf. par exemple [PS97, § 16, § 19]). Le deuxieme
outils est la structure remarquable des catégories des représentations de dimension finie
des groupes quantiques U,g, ol g est une algebre de Lie et ¢ une racine de I'unité.

Un exemple fondamental de ces catégories est donné par des groupes quantiques quo-
tients U,sl(2), associés & I'algebre de Lie sly et aux racines ¢ de 'unité. Leurs catégories
Rep’® des représentations de dimension finie sont naturellement munies d’un produit ten-
soriel et d’une dualité. Conformément au théoreme de Krull-Schmidt, les objets de Rep’® se
décomposent a isomorphisme pres en somme directe de modules indécomposables. Parmi
ceux-ci, Reshetikhin et Turaev utilisent uniquement les modules simples. Ils obtiennent
ainsi des catégories modulaires dont les objets sont semi-simples, engendrés a isomorphisme
prés par un nombre fini de modules simples {27, ..., Zx}, et admettent des traces quan-
tiques non nulles (cf. [RT91, § 3]). Ils construisent alors leur invariant de la fagon suivante.
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Pour chaque racine ¢ de 'unité et pour chaque 3-variété M compacte orientée, obtenue par
chirurgie le long d’un entrelacs enrubanné L = Ly U...U Lj, on associe a toute composante
connexe L; de L la classe d’isomorphisme d'un U, sl(2)-module simple 2, j; € {1,..., N}.
A un scalaire pres, on considére ensuite :

Zji e = (H qdim(.%Z; )IL(%I,...7%k),

ou qdim et I, désignent respectivement la trace quantique et I'invariant de noeud construits
dans [RT90]. L’invariant Z (M) associé a M s’obtient alors en sommant les termes Z;,
sur toutes les associations (ji, ..., jx) possibles. De plus, cet invariant de 3-variété compacte
orientée s’étend en une TQFT de la maniere suivante. Pour chaque racine ¢ de I'unité
et pour chaque surface > = ¥; U ... U Y, fermée orientée, on associe a toute composante
connexe »; de X de genre g; un enchevétrement enrubanné L = L; U ... U Ly, dont les
composantes connexes sont coloriées comme précédemment par les classes d’isomorphisme
de U,sl(2)-modules simples { Zj,, ..., Zj, }. A un scalaire prés, on considére cette fois :

Visjt,oda: - ® . @27 mod "modules non simples".
sJ1yeendgg

L’espace vectoriel V(X)) associé a ¥ s’obtient alors en sommant les espaces vectoriels
Viijioge sur @ € {1, ..., 1} et toutes les associations (j, ..., jg) possibles. Pour tout couple
(2,%) de surfaces fermées orientées, I'application linéaire fy; : V() — V(') associée
a un cobordisme (M,>,3) est définie de maniere tautologique via l'entrelacs enrubanné
qui code M par chirurgie et la structure de Rep” (cf. [RT91, § 4]). Ainsi, Reshetikhin et
Turaev obtiennent un foncteur F' : (3, M) — (V(X), far) et, pour toute surface ¥ fermée
orientée connexe, une représentation projective ¢ — fxy 0,1) du groupe de difféotopie de
¥ sur V() (cf. [RT91, § 4.6]).

Dans les articles [Lic91], [Lic92] et [Lic93], Lickorish offre une construction topologique
alternative de ces invariants quantiques pour sly. Dans ce cadre, les représentations de
dimensions finie sont remplacées par les espaces d’écheveaux, et les modules simples par
les idempotents de Jones-Wenzl. 11 retrouve les invariants de [RT91] pour les racines paires
de T'unité de la maniere suivante. On considere des classes d’écheveaux coloriés par les
idempotents de Jones-Wenzl { f1, ..., fy} qui admettent des traces non nulles (cf. [Lic92, §
2, § 4]). Pour chaque 3-variété M compacte orientée, obtenue par chirurgie le long d’un
entrelacs enrubanné L = L U...U Ly, on associe a toute composante L; de L un idempotent
de Jones-Wenzl f;,, j; € {1,...,N}. A un scalaire pres, on considére ensuite :

Ik (Htr f]z ) (PL fuv"'vfik)a

ou tr et &, désignent respectivement la trace et la forme multilinéaire construites dans
[Lic92] a partir du crochet de Kauffman. L'invariant Z (M) associé a M s’obtient alors en

sommant les termes Z; . sur toutes les associations {ji, ..., jx } possibles. Il s’avére que la
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catégorie des classes d’écheveaux coloriés par les idempotents de Jones-Wenzl possede une
structure analogue a la catégorie modulaire construite dans [RT91]. Forts de ce constat,
Blanchet, Habegger, Masbaum et Vogel ont généralisé le travail de Lickorish pour toutes
les racines de I'unité dans [BHMV92|, puis ont étendu leurs invariants en une TQFT dans
[BHMV95]. Tls obtiennent ainsi des représentations projectives des groupes de difféotopie
des surfaces sur les espaces d’écheveaux.

Objet de cette these

On concentre notre étude sur les invariants quantiques pour sls associés a une racine ¢
primitive paire de I'unité. Ils mettent en ceuvre la catégorie Rep’® des représentations de di-
mension finie du groupe quantique restreint U,sl(2). Les deux constructions possibles, celle
algébrique de [RT91] et celle topologique de [Lic92] rappelées ci-dessus, ne rendent compte
que des modules simples de Rep’?. En effet, dans le cadre topologique, les idempotents de
Jones-Wenzl correspondent bijectivement & des projecteurs sur les U, sl(2)-modules simples
(cf. par exemple [CFS95, § 3.5]). Pourtant, on ne compte pas seulement des modules simples
dans Rep’?, ni-méme dans sa sous-catégorie Repf 4 engendrée sous les deux lois @ et ® par
les modules simples. Plus précisément, les produits tensoriels des U,sl(2)-modules simples
de dimension finie font apparaitre tous les U,sl(2)-modules indécomposables projectifs
(PIMs) de dimension finie. Cette impasse sur les U,sl(2)-modules non simples de dimen-
sion finie repose sur deux obstructions majeures : d’une part leurs traces quantiques sont
nulles, et d’autre part on ne sait pas les interpréter avec les idempotents de Jones-Wenzl.

Cette these propose de lever la seconde obstruction via la construction de nouveaux
idempotents (et nilpotents) de Jones-Wenzl qui tiennent compte des U,sl(2)-PIMs. En
effet, les candidats que nous proposons généralisent les idempotents de Jones-Wenzl usuels
et correspondent & des projecteurs sur les U,sl(2)-modules simples et les U,sl(2)-PIMs
de dimension finie. Par ailleurs, notre intérét particulier pour les U,sl(2)-PIMs est motivé
par la représentation linéaire du groupe de difféotopie du tore épointé de [LM94]. Pour
le groupe quantique restreint U,sl(2), Feigin, Gainutdinov, Semikhanov et Tipunin ont
montré dans [FGSTO06b] que cette représentation induit une représentation de SLy(Z) sur
le centre de U,sl(2) qui étend non trivialement la représentation du groupe de difféotopie
du tore obtenue par la TQFT de [RT91]. A l'instar de la TQFT de [BHMV95], les nouveaux
idempotents de Jones-Wenzl devraient fournir une base canonique de classes d’écheveaux
coloriés pour retrouver topologiquement cette représentation de SLy(Z) de [FGSTO6b].
Or, les éléments du centre de U,sl(2) correspondent aux U,sl(2)-modules simples et aux
U,sl(2)-PIMs de dimension finie (cf. [FGST06b, § 4]). L’interprétation des U ,sl(2)-modules
simples par les idempotents de Jones-Wenzl usuels étant déja connue, il est donc naturel de
chercher a interpréter les U,sl(2)-PIMs de maniére similaire. Ainsi, on obtient une analogie
entre les éléments du centre de U,sl(2), les objets de Repgd, et les classes d’écheveaux
coloriés par nos idempotents (et nilpotents) de Jones-Wenzl. Avec celle-ci, une partie de
l'action de SLy(Z) de [FGSTO06b] s’interprete avec les actions de la vrille négative et du
bouclage sur I'espace d’écheveaux du tore solide.
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Structure et résumé des résultats

On fixe p € N* et ¢ = ev . Les chapitres I et II reprennent et détaillent des résultats
connus sur le groupe quantique restreint U,sl(2). Dans le chapitre I, on commence par rap-
peler le systéme de générateurs et de relations de U,sl(2), ainsi que sa structure d’algebre
de Hopf. On donne ensuite une description de ses modules simples 2 *(s), 1 < s < p, et de
ses PIMs £%(s), 1 < s < p, de dimension finie. En étudiant leurs produits tensoriels, on
obtient une description exhaustive de la sous-catégorie Repfd de Rep’®. Dans le chapitre 11,
on suit 'approche de [FGST06a, § 4] pour décrire le centre 3 de U,sl(2) de trois fagons dif-
férentes. On construit d’abord une base canonique {e;; 0 < s < pfU{wE; 1 <s<p-—1}
de 3 & partir de U,sl(2)-modules cités précédemment, puis on la décrit en fonction des
générateurs de U,sl(2), et on la retrouve enfin via les morphismes de Drinfeld [Dri90),
Prop. 3.3] et de Radford [Dri90, Prop. 3]. Pour ces derniers, on aura besoin de rappels
préliminaires sur les algebres de Hopf tressées et enrubannées.

Le chapitre III donne les outils et la construction de nos nouveaux idempotents (et
nilpotents) de Jones-Wenzl. Comme pour les idempotents de Jones-Wenzl usuels, apres
quelques rappels sur les espaces d’écheveaux, on commence par étudier la structure des
algébres de Temperley-Lieb génériques TL, (A?), n € N*, définies pour un parametre A
formel. Pour tout n € N*, l'algebre TL,(A?) se décompose en somme directs d’idéaux
indécomposables a gauche correspondant a des idempotents orthogonaux primitifs (POIs)
Py, indexés par Pensemble T2 des tableaux standards de taille n avec au plus deux lignes.
Notre construction repose sur la nouvelle structure des algebres de Temperley-Lieb TL,(q),
n € N*, obtenues apreés évaluation de A? en ¢. La partie technique de ce chapitre consiste
a déterminer les POls de ces algebres de Temperley-Lieb évaluées a partir des POIs des
algebres de Temperley-Lieb génériques. Pour cela, on s’approprie les outils mis en place
dans [GW93]. Pour tout n € N* et tout tableau standard ¢t € T=? de forme A = [\, \g],
on note :

— (1) le graphe orienté du treillis de Young donné par :

0 A A A(?)
[ ]

R
ot, pour tout i € {1,...,n}, A\ est le diagramme de Young contenant les étiquettes
1,...,idet;

— CU()\) = /\1 — /\2 + 1.

On dit qu’'un tableau standard de forme A est critique si w(\) est divisible par p. Or, sur

le treillis de Young, 'entier w(\) s’interprete comme le numéro de la colonne du sommet

étiqueté par A. Ainsi, I'ensemble des tableaux critiques forme des lignes, dites critiques,
sur le treillis de Young. Lorsque le graphe () d'un tableau standard ¢ ne passe pas deux
fois consécutivement sur la méme ligne critique, on dit que t est régulier. Alors, pour tout

n € N* les POIs des algebres TL,(q) se scindent en trois types :

(R1) les POIs p; associés & des tableaux standards ¢ € T=? réguliers;
(R2) les POIs py associés a des couples (t,t) € T=* x T=* de tableaux standards
réguliers ;
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(NR) les POIs associés a des familles finies de tableaux standards non réguliers, dont
les expressions en fonction des POIs py, t € T=2, sont compliquées.
On met alors en évidence une correspondance (pas tout a fait bijective) entre ces POIs et
les objets de Rep/? grice aux morphismes d’algebres injectifs de [GW93, Thm 2.4] :

O TLu(q) < Endg, g0 (277(2)°") 5 neN-

Pour les POIs de type (R1) et (R2), cette correspondance prend la forme suivante.

Théoréme 1. Soient n € N* et t € T=% un tableau standard régulier de forme \. On note
N € N le nombre d’intersection(s) entre le graphe v(t) et l’ensemble des lignes critiques
privé de la premaiere.
(Rla) Sit ne posséde pas de sous-tableau critique propre, alors il existe un unique fac-
teur direct ' de X (2)%", isomorphe a 2 (w(N)), tel que 6,,(p;) est un projecteur
sur Z .

(R1b) Sit est critique, alors il existe un unique facteur 2 de 2" *(2)®", isomorphe d
w(A) w(N)

QNW(_)Til(p) = ZN%(_)Tfl(p), tel que 0,(p;) est un projecteur sur 2 .
(R2) Sit n'est pas critique et posséde un sous-tableau critique mazimal r € T,f2 de
forme p, alors il existe un unique facteur Z de 2 (2)%", isomorphe d

@)
oN (=) 7 (p = |w(A) —w(p)|), tel que 0,(py) est un projecteur sur Z .
De plus, le morphisme 0,,(pyhipy) envoie le sous-module de Z isomorphe a

wlp)
oN g (p — |w(X) —w(p)|) sur le module quotient isomorphe d

w(p

V2T (p— [w(N) —w(p)).

Parmi les POIs de type (R1) et (R2), en considérant les tableaux standards réguliers :

tn):=1]2]---|n] ; nef{l,.,p—1}

on retrouve les idempotents de Jones-Wenzl usuels f,, 1 <n < p—1. A savoir :

fn:ﬁt(n) ;one {1,---,]7_1}-

Notre approche consiste a considérer tous les POIs des algebres de Temperley-Lieb évaluées
associés aux tableaux standards réguliers :

tth)=[1]2]---[n] ; neN.

On obtient ainsi de nouveaux idempotents :

fn:

- De(ny  sit(n) est de type (R1) N
) :
Ditny) Sl t(n) est de type (R2)

Conformément au théoreme 1, ces POIs de type (R2) s’accompagnent d’éléments nilpotents
"'n>petn#—1 mod p, et il vérifient les assertions suivantes.
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(Rla) Sin < p-—1, alors il existe un unique facteur direct 2~ de 2 7 (2)®", isomorphe
a 2 F(n+ 1), tel que 0,(f,) est un projecteur sur 2 ;
(R1b) Sin =Ip—1avecl € N* alors il existe un unique facteur direct 2~ de 2 (2)®",
isomorphe & 2-1 2 (p) = 212 (p) tel que 6,(f,) est un projecteur sur
2
(R2) Sin=Ip+ravecl € N et r € {1,...,p — 2}, alors il existe un unique facteur
direct 2" de 2°+(2)®", isomorphe & 212" (14+1)p—n—1), tel que 0, (f,) est
un projecteur sur 2 .
De plus, le morphisme 6,,(f") envoie le sous-module de .2~ isomorphe &
212" (1+1)p —n — 1) sur le module quotient isomorphe &
A1+ 1)p—n—1).
Par ailleurs, ils généralisent les propriétés des idempotents de Jones-Wenzl usuels. D’une
part, ils étendent le systeme de récurrence établi dans [Wen87] comme suit.

Théoréme 2. (i) Les nouveaux idempotents de Jones-Wenzl vérifient le systéme de ré-

=1,

f = fn1+[”]fn o, y<n<p-1,
fo=Foms

Foir = o= (hof + Fihy) — 211,

fo=fao1 + [n[_] ! fothn_1fo1 — [i] frihnafo1, pH+2<n<2p-—1,
Jop = fop-1,

For = Fop — (hophy + Fophay) — (2 Faphap Fyy

Fom ot g AP e F, fpt2<n<apo2

7] [n]?

(it) Les nouveauz nilpotents de Jones-Wenzl vérifient le systéme de récurrence :

:phplp

fép:f2ph2p lf2pa

f2p+1 f2p f_épthf_épa
7l / [n — 1]
- ]

Km S

||

\l
= \l

hlmlnp p+2<p<2p-—2

fn 1hn1n17 2p+2§p§3p—2
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D’autre part, ils fournissent une base de I’espace d’écheveaux du tore solide similaire a celle
décrite dans [Lic92].

Théoreme 3. Soient n € N* et | € N e quotient de n dans sa division euclidienne par p.
On note 1 la classe d’écheveau de ’entrelacs vide, o la classe d’écheveau associée a l’ame

{0} x St du tore, et (Uy(x))sen les polynomes de Chebychev de seconde espéce. Alors, on
a:

Un+1(a) + UZZp—n—l(a) Sinoln’?

:{Un+1(a) sin<p—1oun=-1 mod p,

= (-1)'Uyp_n_1(a) sin>petn#—1 mod p.

Corollaire 4. Soient n € N* et | € N le quotient de n dans sa division euclidienne par p.
On note ([s])sen les coefficients q-entiers. Alors, on a :

- _{(—1)”[n+1] sin<p—1oun=-—1 mod p,

0 stnon,

m f = (=D n+1] sin>petn#—1 mod p.

96

Le chapitre IV propose un lien entre les classes d’écheveaux coloriés par les nouveaux
idempotents (et nilpotents) de Jones-Wenzl, et la représentation de SLo(Z) sur 3 de
[FGSTO06b]. Dans un premier temps, on détaille cette représentation de SLy(7Z) sur des
éléments de la base canonique {es ; 0 < s < p} U {wgIE ;1 < s <p-—1} de 3 grice
aux résultats du chapitre II. On calcule ensuite les actions de la vrille et du bouclage sur
I’espace d’écheveaux du tore solide colorié par nos nouveaux idempotents et nilpotents de
Jones-Wenzl. Elles sont données par les :
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Théoreme 5. Soient n € N* et | € N le quotient de n dans sa division euclidienne par p.
Alors, on a :

fn
/\:) (~1)g"= fn sin<p—1oun=-1 mod p,
(—1)nqw fn + (_1)nq"<n2+2> (q— q—l) (n—Ip+1) frlL sinon,
fn
I A
/\:) = = (—1)”(]@ f sin>petn#—1 mod p.
o ) LA ]

Théoreme 6. Soient n € N*, | € N le quotient de n dans sa division euclidienne par p,
et i € N*. Alors, on a :

(—1) (q(”H) + q*(”H))Z fn sin<p—1oun=-1 mod p,

‘/4 (—1)" (¢ + q‘(”“))i fa

+ (1)t (C](nﬂ)q_(”ﬂ))i_li (q - q_1)2 n—+1]| f sinon,

n

If,a\lfn\

— = (=1)’ (q(n+1> +q—(n+1))i 7

n

( i ( i sin>petn#—1 mod p.

Avec ces calculs d’écheveaux, on construit enfin les prémisses d’un analogue topologique
de la représentation de SLy(Z) de [FGSTO06b]. En effet, on a les correspondances suivantes

8



INTRODUCTION

entre les classes d’écheveaux coloriés, les objets de Repf:d, et les éléments du centre 3.

Classes d’écheveaux U,sl(2) — représentations Eléments du centre

fp—l A ’%/Jr(p) A Eip,

fopes—t| +| foprs1| & PTs)@2)P (p—s) & e, 1<s<p-1,

jE— & 2 (s) & W1<s<p-1,
f§p+s—1 > (2)Z(p—s) YRS —%,1§3§p—1,
f_.2p71 NS (2) 2~ (p) A €o

Sous ces identifications, une partie de 'action de SLy(Z) de [FGSTO06b] s’interprete alors
avec les actions de la vrille négative et du bouclage.

Questions ouvertes et perspectives

Pour la représentation de SLo(Z) obtenue par la TQFT de [RT91], l'interprétation
topologique est entierement donnée par les actions de la vrille négative et du bouclage
via les idempotents de Jones-Wenzl usuels. C’est pourquoi, apres interprétation totale de
l'action de SLy(Z) de [FGSTO06b], on espere définir une nouvelle représentation de SLy(7Z)
sur l'espace d’écheveaux du tore solide qui étende celle de [RT91].

On espére également que ces nouveaux idempotents (et nilpotents) de Jones-Wenzl per-
mettent de construire des invariants de 3-variété a la maniere de [Lic92]. Cette perspective
souléve les problemes ouverts suivants.

Probleme 1. Définir une trace modifiée, analogue a celle de [GPMTO09], sur l’espace
d’écheveaux du tore solide qui ne s’annule pas sur les nouveauz idempotents (et nilpotents)

de Jones-Wenzl.

Probleme 2. Définir une couleur de Kirby da partir des nouveaur idempotents (et nilpo-
tents) de Jones-Wenzl a la maniére de [Lic91].

Probleme 3. FEtudier les coupons :

; a”b7j€N*’
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correspondant aux opérateurs de Clebsch-Gordan dans Repfd, et définir des systémes de

couleurs admissibles pour étendre le coloriage par les nowveaux idempotents (et nilpotents)
de Jones-Wenzl du tore aux corps a anses a la maniére de [Lic93].

Probléme 4. Avec les nouveauz idempotents (et nilpotents) de Jones- Wenzl, est-il possible
de retrouver les invariants construits dans [CGPM1/4] pour la classe cohomologique nulle,
a la maniére de [Lic92] ¢

10



Chapitre 1

Le groupe quantique restreint et ses
représentations

Introduit au début des années 1980 par Kulish et Reshetikhin, le groupe quantique
Upsl(2) de l'algebre de Lie sly, associé a un parameétre h formel, constitue un exemple phare
d’algebre de Hopf tressée et enrubannée (cf. par exemple [Kas95, § VI-IX, § XIII-XIV]).
De ce fait, sa catégorie des représentations de dimension finie est naturellement munie d’un
produit tensoriel remarquable et d’une bidualité. Conformément a l'article [RT90], cette
structure permet de construire des invariants de nceud de la sphere de dimension 3, qui
généralisent le célebre polynome de Jones.

Il existe également une forme intégrale U,sl(2) du groupe quantique Uysl(2), ou ¢ est
un parametre évaluable aux racines de 'unité. Ainsi, lorsque ¢ s’évalue en une racine de
I'unité, on obtient un nouveau groupe quantique U,sl(2) dont la structure n’est plus la
méme : c’est une algebre de Hopf non semi-simple, a priori ni tressée ni enrubannée (cf.
par exemple [Kas95, § VI] et [KS11, Cor. 3.7.4]). Aussi, sa catégorie des représentations de
dimension finie est toujours naturellement munie d’un produit tensoriel et d’une dualité,
mais s’enrichit de représentations non semi-simples. Pour chaque racine ¢ de 1'unité, on
considére un groupe quantique quotient U,sl(2) de dimension finie de U,sl(2), pour lequel
il y a un nombre fini de modules simples et indécomposables projectifs de dimension finie.
Sa catégorie Rep’® des représentations de dimension finie admet une sous-catégorie inté-
ressante Repgd engendrée sous les deux lois @ et ® par les modules simples. Une partie
de la structure de Rep/? est formalisée dans [RT91] et permet cette fois de construire des
invariants de 3-variété via le procédé de chirurgie et I’étude des mouvements de Kirby (cf.
par exemple [PS97, §16, § 19]). Plus précisément, pour chaque racine ¢ de l'unité, on asso-
cie & toute surface fermée orientée la partie semi-simple d'un produit de U,sl(2)-modules
simples ; ce qui revient a le quotienter par les U,sl(2)-modules indécomposables projectifs
dont les traces quantiques sont nulles (cf. par exemple [Kas95, § XIV]).

Récemment, Costantino, Geer, et Paturaud-Mirand ont généralisé la construction de
[RT91] dans [CGPM14] en tenant compte, entre autres, de toute la structure de Rep/®
(voire de Rep’ d); les modules indécomposables projectifs sont pris en compte grace a
des traces modifiées introduites dans [GPMT09]. Dans ce travail, on s’intéresse a tous les

11



CHAPITRE I. LE GROUPE QUANTIQUE RESTREINT ET SES REPRESENTATIONS

objets de la catégorie Repgd. Leur étude exige une différentiation de cas : le cas des racines
impaires de I'unité, et celui des racines paires de 1'unité. On se concentre sur le second
cas qui met en ceuvre les groupes quantiques restreints. Toutefois, on pourrait reproduire
une grande partie de ce travail (chapitres suivants compris) avec des racines impaires de
I'unité, lesquelles mettent en ceuvre les petits groupes quantiques. Dans ce premier chapitre,
on fixe une racine primitive g paire de 'unité et on commence par des rappels succincts
sur le groupe quantique restreint U,sl(2) associé a cette racine. On détaille ensuite ses
représentations simples et indécomposables projectives de dimension finie, ainsi que leurs
produits tensoriels. On obtient ainsi une description exhaustive de la sous-catégorie Repgd
de U,sl(2). Avec des approches différentes, on pourra trouver cette description dans [Siit94],
[Aril0] ou [FGSTO06a).

Sommaire
I.1 Rappels sur le groupe quantique restreint . .. ... ... .. 12
1.2 Modules simpleset PIMs . . .. ... ... ........... 13
1.2.A Modules simples . . . . .. .. ... .. ... .. ... 15
1.2.B  Modules de Verma : premieres extensions . . . . .. .. .. ... 19
1.2.C PIMs : extensions maximales . . . . .. ... ... ... ..... 22
1.3 Produits de modules simples et de PIMs . .. ... ... ... 28
1.3.A  Produits de modules simples . . . . .. ... ... ... ... .. 30
1.3.B  Produits de modules simples-PIMs . . . . . ... ... ... ... 38
1.3.C Produitsde PIMs . . . .. . ... ... .. ... . ... ..... 41

I.1 Rappels sur le groupe quantique restreint

i

On se place sur le corps C. On fixe un entier p € N* et on pose ¢ = e» une racine
2p-ieme de l'unité. On définit le groupe quantique restreint, noté U,sl(2), et on donne
quelques rappels. On pourra trouver ces éléments dans le chapitre VI de [Kas95].

Définition ([Kas95, Def. VI.1.1, Def. VI.5.6, Prop. VII.1.1]). Le groupe quantique restreint
U,sl(2) est la C-algebre engendrée par E, F, K, K~! sous les relations :

K- K1

KEK™' = ¢’F, KFK™'=q7%F, [B,F] = —
q—q

Y

(1.1.1)
E? =0, FP =0, K% =1.

Elle est munie d’'une structure d’algebre de Hopf, dont le coproduit A, la co-unité e, et
I’antipode S sont donnés par :

AE)=1 E+EQK A(F)=K'@F+F®l1, A(K)=K®K,
(I.1.2) e(F)=0, eF)=0, eK)=1,
S(E)=—-EK™', S(F)=-KF, S(K)=K"

12



1.2. MODULES SIMPLES ET PIMSs

Théoréme 1.1.3 ([Kas95, Prop. VI.5.8|, [Stt94, § 3]). Les ensembles suivants sont des
C-bases de Uysl(2) :

(a) {F"K'E"; 0<mn<p—-1,0<j<2p—1};

(b) {E"K'F™; 0 <m,n<p-—1,0<;<2p—1}.

On utilise les notations standards pour les coefficients g-entiers, g-factoriels ainsi que
g-binomiaux. Pour tout n € N :

" —q" n [n]!
[.14 = = —1]...[1 =
) W=t el gl e
avec la convention [0]! = 1. Les coefficients g-entiers apparaissent dans tous les calculs de

commutateurs. Par exemple, pour tous m,n € N :

(m-1)f _ qm—lK—l
q—q!
qm—lK - q—(m—l)K—l
q—q!
n—1p _ q—(n—l)K—l
q—q!
q—(n—l)K B qn—lK—l .

=n E"
" q—q!

(B, F") = ]t

m—1
T

= [m]
(L.1.5)

[E", F] = [n] "

Les coefficients g-factoriels et g-binomiaux permettent de généraliser la formule du binéme
pour des éléments z,y € U,sl(2) tels que yr = ¢*zy. Par exemple, pour tous m,n € N :

— | k
(1.1.6) =0

A(En) :A(E)n _ Z |j7:| qs(n—s)En—s ® ESK"s

s=0 s

A(Fm) :A<F)m _ Z [m] qr(mfr)FTKrfm ® mer,

Enfin, comme ¢ est une racine 2p-ieme de 1'unité, on a pour tout n € N :

(1.1.7) p+n]=—[n]=[-n], [p'=p—nllp-—n+1..[p—1], lp;ﬂ:l,

1.2 Modules simples et PIMs

On note Rep’? la catégorie des U,sl(2)-représentations a gauche de dimension finie,
c’est-a-dire dont :
— les objets sont les U,sl(2)-modules & gauche de dimension finie,
— les morphismes sont les morphismes U ,sl(2)-linéaires de U,sl(2)-modules & gauche
de dimension finie.

13



CHAPITRE I. LE GROUPE QUANTIQUE RESTREINT ET SES REPRESENTATIONS

Grace au coproduit A de U,sl(2), la catégorie Rep est naturellement munie d’un produit.
En effet, le produit tensoriel 2" @ & de deux U ¢Sl(2)-modules & gauche 27, % possede
encore une structure de U,sl(2)-module a gauche donnée par :

VaeUysl(2) VaeZ Vye? alz@y)=A(a)(z®y).

On s’intéresse a la sous-catégorie Repfd de Rep’? engendrée sous les deux lois @ et ®
par les U, sl(2)-modules a gauche simples de dimension finie. Dans la suite, sauf mention
contraire, tous les modules considérés seront :

(12.1) — des modules a gauches,
o — des modules de dimension finie.

On rappelle que la C-algebre U,sl(2) est de dimension finie (cf. le théoréme 1.1.3). Dans
ce cas, d’apreés le théoreme de Krull-Schmidt (cf. par exemple [CR62, Thm 14.5]), tout
U,sl(2)-module 2" se décompose de maniére unique, & isomorphisme et ordre des facteurs
prés, en somme directe de U,sl(2)-modules indécomposables appelés facteurs directs de 2.
Ainsi, la catégorie Repgd est engendrée sous @ par les facteurs directs de ’ensemble des
produits tensoriels possibles de Repgd. Il s’agit donc de décrire (la classe d’isomorphisme
de) ces facteurs directs.

En outre, les facteurs directs de la représentation réguliere Reg de U,sl(2), appelés
modules indécomposables principauz (PIMs) de U,sl(2), jouent un role particulier. D’une
part, un raffinement du théoréme de Krull-Schmidt affirme que tout U,sl(2)-module pro-
jectif se décompose de maniere unique, a isomorphisme et ordre des facteurs pres, en
somme directe de U,sl(2)-PIMs (cf. par exemple [CR62, Thm 56.6]). De ce fait, les classes
d’isomorphisme de U,sl(2)-modules indécomposables projectifs coincident avec celles de
U,sl(2)-PIMs. D’autre part, on verra dans la section 1.3 que les facteurs directs des U, sl(2)-
modules de Repf 4 sont des modules simples ou des PIMs, lesquels s’obtiennent par exten-
sion non triviale maximale de modules simples. Par conséquent, on commence par décrire
les U,sl(2)-modules simples et leurs extensions non triviales.

Remarque 1.2.2. Parlons des U,sl(2)-modules a droite de dimension finie. On note Rep’f ¢
la catégorie qu’ils définissent. Pour les mémes raisons que précédemment, elle est naturelle-
ment munie d’un produit et on s’intéresse a la sous-catégorie Rep’£ ¢ engendrée sous & et ®
par les U, sl(2)-modules simples & droite de dimension finie. Alors, la catégorie Rep’fd est la
version duale de Rep!? car U,sl(2) est une algébre de Frobenius (cf. par exemple [Mon93,
Thm 2.1.3]). En effet, pour tout U,sl(2)-module & gauche 2, le dual 2™ := Hom(Z", C)
est muni d’une structure de U,sl(2)-module a droite donnée par :

Va € Uysl(2) Vae Z7* a-a=ala?)

ou le symbol 7 désigne la place de la variable. Dans le cas des algebres de Frobenius,
le dual de tout module & gauche simple est un module simple a droite (cf. par exemple
[CR62, Thm 58.6]), et le dual de tout PIM a gauche est un PIM a droite (cf. par exemple
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[CR62, Thm 60.6, Thm 62.11]). En outre, les structures de modules simples a droite (resp.
des PIMs a droite) sont analogues aux structures de modules simples a gauche (resp. de
PIMs a gauche, cf. par exemple [CR62, § 61]). C’est pourquoi on se contente d’étudier les
U,sl(2)-modules a gauche de dimension finie. A

I.2.A Modules simples

A isomorphisme pres, il y a 2p modules simples 27(s), indexés par o € {+,—} et
s € {1,...,p} (cf. par exemple [Kas95, § V1.3, § VL.5]).
Définition ([Kas95, Def. VI.3.2]). Soit 2" un U,sl(2)-module. Soit = € Z .

(i) On dit que z est un vecteur de poids A s’il est vecteur propre sous I'action de K, de
valeur propre A.

(ii) On dit que z est un vecteur de plus haut poids (resp. de plus bas poids) s’il est vecteur
propre sous 'action de K et nul sous l'action de E (resp. de F').
Remarque 1.2.3. Tllustrons ces notions sur la représentation réguliere Reg. Pour tout h € N,

il existe un vecteur de poids ¢" dans Reg :

2p—1

T - — Z qithj.
j=0

On obtient ainsi 2p — 1 vecteurs de poids différents tels que, pour tout A € N :
Kzy = C]h»Th =K, Ex,=xp00F, Frp=1x,F

(cf. les équations (I.1.1)). Sous U,sl(2), ils engendrent tous les vecteurs de poids de Reg.
En effet, en effectuant un changement de variables sur les C-bases de U,sl(2) données dans
le théoreme 1.1.3, les ensembles :
(a) {F™zpE™; 0<m,n<p-—1,0<h<2p-—1},
(b) {E"xpF™ ; 0<m,n<p—1, 0<h<2p—1},
sont aussi des C-bases de U,sl(2), formées de vecteurs de poids de Reg.
On en déduit que :
(a) les vecteurs FP~lo, E" 0 <n<p-—1et0<h<2p—1,sont les vecteurs de plus bas
poids de Reg,
(b) les vecteurs EP~ 'z, F™ 0 < m <p—1et 0 <h < 2p—1, sont les vecteurs de plus
haut poids de Reg.
A

Proposition 1.2.4. Soient o € {—,+} et s € {1,...,p}. Le module simple Z *(s) est
engendré sous U,sl(2) par un vecteur de plus haut poids x§(s) (resp. de plus bas poids
% (s)), et il admet une C-base {z%(s); 0 <n <s— 1} telle que :

Kz%(s) = ag* 7 2"2%(s), 0<n<s—1,

n
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a[n]ls —nlzg_y(s), 1<n<s-—1,
cals), 0<n<s—2  Fal (s)=0.

On lappelle la base canonique de 2" *(s).

Remarque 1.2.5. La notation est choisie de sorte que, pour tous o € {—,+} et s € {1,...,p},
on a dim 2Z°%(s) = s. A

Il est pratique d’utiliser une représentation diagrammatique de ces structures de mo-
dules. Pour cela, on représente les vecteurs de poids de la C-base par des sommets, ordon-
nées de haut en bas suivant leurs indices croissants. On utilise les fleches verticales pour
représenter les actions de E et de F' : montantes pour 'action de E, et descendantes pour
I’action de F. On ne met pas de fleche lorsque 'action correspondante est nulle. On en
donne deux exemples dans la figure 1.2.A.

F1GURE [.2.A — Représentation diagrammatique de modules simples pour p = 5.

Poids 2 (3) 2 (4)
q8 330_.(4)
ET F

q6 x;.(él)
T

/ 73 (9
N

q2 :1:3.(3) x;.(ll)

o 7

N
& =3

Lemme 1.2.6. Soient a,a’ € {—,+} et s,s' € {1,...,p}. On a :

I

1 (e o / ~
EXts ) (3&” (s), (s )) =10 inon

{C2 sial =—a, S =p—3s

ot Ethﬁqsl(m (3{“(3), 3&”“’(3’)) est le C-espace vectoriel des classes d’extensions de 2 *(s)

par 27 (s").
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Démonstration. Soit M une classe d’extension non triviale de 2% (s) par 2 * (s'). On note
N le sous-module de M isomorphe & 27 (s'), et {z2/(s') ; 0 < m < s’ — 1} sa C-base
canonique (cf. la proposition 1.2.4). On note a§(s) un représentant dans M du vecteur de
plus haut poids du quotient M /N, isomorphe a 2 %(s). Alors { F"aJ(s)+N ; 0 <n < s—1}
est la C-base canonique de M/N (cf. la proposition 1.2.4). Par construction, ’ensemble :

(1) {22(s); 0<m<s —1}U{F"a(s); 0<n<s—1}

m

est une C-base de M.
Reste & connaitre 'action de U,sl(2) sur M. Pour cela, il suffit de connaitre les vecteurs
Ka§(s), F*a§(s) et Eaf(s). Pour le premier, on a :

Kai(s) + N = K(ag(s) + N) = ag® ' (ag(s) + N) = ag® 'ag(s) + N.
Il existe donc y € N tel que :
(2) Kag(s) = ag"'ag(s) +y.
Pour les autres, on a :
F?af(s)+ N = F*(ag(s)+ N) =0+ N, Eaj(s)+ N = E(a§(s) + N) =0+ N.

Autrement dit, F*af(s), Ea§(s) € N. Quitte a translater af(s) par un vecteur adéquat de
N, on peut supposer que FEa§(s) € Vecte (:1:?/71(5’ )) On distingue alors deux cas.
e Cas 1. On suppose que Fa§(s) = 0. En multipliant 1’égalité (2) par E, on obtient :

Ey LD ¢ *KEa§(s) — ag®* 'Eaf(s) = 0.

Or y € N, donc y € Vecte (xg‘/(s’ )) Quitte a translater af(s) par un vecteur adéquat de
Vectc (xg‘/(s’ )), on peut supposer que y = 0. On en déduit que :

KF"ag(s) (L ¢ "F"Kal(s) = ag* " F"a8(s), 1<n<s,

(1.1.5) q—(s—l)K _ qs—lK—l
q—qt

EFa$(s) F*Ea§(s) + [s]F*! as(s) = 0.
Or F*a§(s) € N, donc F*af(s) € Vectc (xg/(s')). Ce qui impose que s’ = p—set o’ = —a.

Par conséquent, la C-base (1) de M vérifie :

{z,%(p—35); 0<m <p—s—1} est la base canonique de 2 “(p — s),
KF"a$(s) = ag® 2" F"aj(s), 0<n<s,

EF"al(s) = an][s —n]F" 'a%(s), 1<n<s—1,

Eag(s) =0, F?ag(s) € Vectc (maa(p - s)) :

(3a)

On note ¥7*(s) le module correspondant au cas ou F*af(s) = xy%(p — s) (cf. la figure
1.2.B).
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FIGURE 1.2.B — Représentation diagrammatique de 7 (s) et 7 (s).

Poids P(s) 7 (s)
_&qp_s—l ajo_a(.p_s)

_aq_p+5+1 P

aq ° °

Fs— aa(s) Fs—laa(s)
aq™?® 1 o’ o’
zg “(p—s)
—qup_s_l ’ o

z,% _1(p—s)
_ p—s—1

e Cas 2. On suppose que Faf(s) # 0. Quitte & multiplier af(s) par un scalaire adéquat,
on peut supposer que Ea§(s) = x% ,(s'). En multipliant I’égalité (2) par £, on obtient :

(Li1) e s— fe! —s'— s— o
By =’ ¢ KEaj(s) —a¢® 'Eal(s) = (/¢ * " —ag* a2 (5.

Or y € N, donc Fy = 0. Ce qui impose que :
/

ss=p—s, o =—a, ye& Vectc (xﬁ"(s’)> )

Quitte & translater af(s) par un vecteur adéquat de Vectc (xg‘/(s’ )), on peut supposer que
y = 0. On en déduit que :

KF"ag(s) (L ¢ "F"Kal(s) = ag® " F"a8(s), 1<n<s,
q—(s—l)K _ qs—lK—l

q—qt

(L15)

EF*af(s) FSEaf(s) + [s]F** ag(s) =0.
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Or F*af(s) € N, donc F*a§(s) € Vecte (:vao‘(p - s)) Par conséquent, la C-base (1) de M
vérifie :

{z,%(p—35); 0<m <p—s—1} est la base canonique de 2 “(p — s),
KF"a$(s) = ag® " 2" F"af(s), 0<n<s—1,

EF"al(s) = an][s —n]F" 'a3(s), 1<n<s—1,

Eag(s) = x,% 1(p —s), F?ag(s) € Vecte (xaa(p - s)) :

(3b)

On note #“(s) le module correspondant au cas ott F*a§(s) = 0 (cf. la figure 1.2.B).

L’extension M n’étant pas triviale, soit on est dans le premier cas (3a) avec F*a§(s) # 0,
soit on est dans le second cas (3b). Dans chacun de ces cas, la C-base (1) de M vérifie :

{z,“(p—35); 0<m <p—s— 1} est la base canonique de 2" “(p — s),
KF"a(s) = ag® 7" F ai(s), 0<n<s—1,
EF"ag(s) = an][s —n]F" 'af(s), 1<n<s-—1,

Eag(s) = e,% 1(p—s),  Faj(s) = p (20— ),

ol A et p ne sont pas tout deux nuls. Autrement dit, I'extension M s’exprime comme
somme de Baer des classes de #“(s) et #°(s). Par ailleurs, les modules 7 *(s) et #“(s)
ne sont pas isomorphes; ils forment donc une famille libre dans le C-espace vectoriel des
classes d’extensions de 2°(s) par 2% (s). D’oil le résultat. O

I.2.B Modules de Verma : premiéres extensions

Soient o« € {—,+} et s € {1,...,p — 1}. D’apres le lemme 1.2.6, il y a deux classes
d’extensions #*(s) et #“(s) qui engendrent le C-espace vectoriel des classes d’extensions
de Z°%(s) par Z~%(p — s). On les appelle respectivement module de Verma et module de
Verma contragrédient.

Proposition 1.2.7. Soient « € {—,+} et s € {1,....p—1}.
(i) Le module de Verma ¥(s) est engendré sous Ugsl(2) par un vecteur de plus haut
poids x§(s), et il admet une C-base {z,*(p—3s); 0<m<p—s—1}U{a2(s); 0 <
n <s—1} telle que :

{:E_O‘(p s); 0<m<p—s—1} est la base canonique de & “(p — s),
ay(s) = ag’" "Maj(s), 0<n<s—1,
an(s) = Eal(s) = aln][s = nla;_,(s), 1<n<s-—1,

ay(s) = a n+1() 0<n<s—2  Fag,(s)=x,"(p—5)

On l'appelle la base canonique de 7(s).
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(i) Le module de Verma contragrédient ¥ (s) est engendré sous U,sl(2) par un vecteur
de plus bas poids ¢ ,(s), et il admet une C-base {z,*(p—s); 0<m<p—s—1}U
{a%(s); 0 <n <s—1} telle que :

{z,%(p—35); 0<m<p—s—1} est la base canonique de 2 ~“(p — s),

m

Ka®(s) = ag* ' "*a%(s), 0<n<s—1,
Eag(s) = x,% 1(p—s),  Eagy(s) = alnlls —nlay_1(s), 1<n<s—1,
Fap(s) =ap, ((s), 0<n<s—2, Fag | (s) =0.

On Uappelle la base canonique de #°(s).
Démonstration. La proposition découle directement de la preuve du lemme 1.2.6. O]

Remarque 1.2.8. (i) Pour tout o € {—,+} et s = p, on étend la définition précédente a
YV (p) et ¥*(p) avec le systéme de relations :

Ainsi, on a 7%(p) = Z%(p) = ¥(p).
(ii) Pour tous a € {—,+} et s € {1,...,p}, on a dim ¥*(s) = dim #°(s) = p.
A

On utilise la méme représentation diagrammatique que précédemment, illustrée dans
la figure 1.2.C, ou plus succinctement :

2°(s) 2e(s)
[ _ [
P (s) = VEo VY(s) = \E
X% (p—s) 2 ~%(p—s)
[ [

Corollaire 1.2.9. Soient o € {+,—} et s € {1,...,p}.

(i) Un vecteur de plus haut poids aq®™" engendre sous Uysl(2) un module isomorphe d
Z(s) oua V(s).

(1) Un vecteur de plus bas poids ag™**' engendre sous Uysl(2) un module isomorphe d
2 %(s) ou a V(s).

Démonstration. Montrons par exemple (7). Soit 2%(s) un vecteur de plus haut poids ag®".
On note M le module engendré par x%(s) sous U,sl(2). D’apres le théoreme 1.1.3, on a :

M = Vectc{F"K'E"2%(s) ; 0<m,n<p—-1,0<j<2p—1}
= Vectc{F"K'2%(s) ; 0<m <p—-1,0<j<2p—1}
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F1GURE 1.2.C — Représentation diagrammatique de modules de Verma pour p = 5.

Poids ~ ¥*(3)  ¥+@) v (4) V- 4)

qo "L’(T.(l)
f
q8 ag.(4) a(;.(4)
6 z (2) aj (4) aj (4)
q ° ° °
T f !
4 zy (2) ay (4) ay (4)
q [ ] [ ) °
T f f
9 aar (3) aar(B) as (4) a; (4)
q ° ° ) )
. af (3) af (3) g (1)
q [ ] [ [ ]
T 1
q8 a;.(?)) a;.(3)
qﬁ 506.(2)
f
q4 z;.(Q)

= Vectc{F™z%(s); 0 <m <p—1},

car %(s) est vecteur propre sous l'action de K. Le structure de module de M est donc
entierement déterminée par 'action de U,sl(2) sur les vecteurs F™x%(s), 1 <m <p— 1.
D’apres les regles de commutativité (I.1.1), on a :

KF"z%(s) = ag®* ' 72" F™2%(s), 0<m<p-—1,

EF™"z%(s) = a[m][s —m]F™ '2%(s), 1<m<p-—1.
L’ensemble {m € N*; F"x%(s) = 0} étant majoré par p, il posseéde possede un minimum
r € {1,...,p}. On distingue deux cas.

e (Cas 1. On suppose que r # p. Pour cet entier r, on a :

EF z%(s) = alr][s — ] F"12%(s).
=0 #0
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Or [r] # 0 car r € {1,...,p — 1}, donc [s — r] = 0. Il s’ensuit que r = s et que M est
isomorphe & 2°%(s) via les identifications :

Fmax%(s) —> a2 (s), 0<m<s—1.
e Cas 2. On suppose que r = p. Alors M est isomorphe a ¥*(s) via les identifications :

Fmz®(s) — ad(s), 0<m<s—1,
Fra(s) — 2y (p— 8), 5 <m <p.

1.2.C PIMs : extensions maximales

Soient a € {—,+} et s € {1,...,p}. On note F*(s) 'extension non triviale mazimale
de 27*(s). A isomorphisme pres, elle est unique (cf. par exemple [CR62, Cor. 54.14]) et
g’identifie & un PIM U,sl(2) (voir I'introduction de la section 1.2).

Remarque 1.2.10. On obtient ainsi tous les PIMs (cf. par exemple [CR62, Cor. 54.14]).
Autrement dit, & isomorphisme pres, il y a 2p PIMs £2%(s), indexés par a € {+,—} et
se{l,..,p}. A

Proposition 1.2.11. Soient o € {—,+} et s € {1,...,p}.
(a) Sis=p, alors le PIM 2*(p) s’identifie a 2 “(p) ;

(b) Sinon, le PIM 2*(s) est engendré sous U,sl(2) par un vecteur y§(s), et il admet une
C-base {a7(s),yn(s) s 0<n <s =1} U{a, (p—s),b,"(p—5); 0<m<p—s—1}
telle que :

{z2(s); 0<n<s—1}U{a,“(p—s5); 0<m<p—s—1}

est la base canonique de ¥~ *(p — s),
{an(s); 0<n<s—13U{b, " (p—s); 0<m<p-s-1} )

est la base canonique de ¥V~ %(p — s),
Ky®(s) = ag* ' 72"y%(s), 0<n<s—1,
Eyg(s) = a,%_1(p — s),

Eyn(s) = an][s —nlyy_i(s) + x5 _1(s), 1<n<s—1,
Fyn(s) = yni(s), 0<n<s—2, Fyg 1(s) =by“(p — ).

On l'appelle la base canonique de P°(s).

Démonstration. 1l s’agit de construire ’extension non triviale maximale du module simple
2 *(s). Pour cela, on construit une suite de modules (M,,),>o telle que, pour tout n > 0,
M, .1 est obtenu par extension non triviale des sous-modules simples de M,, par un nombre
maximal de modules simples. On utilisera régulierement la description des modules simples
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FIGURE [.2.D — Extensions successives a partir de 2 %(s).

qus_l ZSL.(S)
A
Y
N :
\
ag st i
e (2¢)
—aqr—! (2a) - a(;a(.P*S)
N
—aq_p+s+1 a;fs,.l(pfs)
e o
o1 zg(s) Y& (s) 2'G (s)=zg (s)
aq o o o
N el N
S > :
e ]
- "y <2, () 2=
Y o ~ \L(l) /
2¢) ~
—agrs e b pe) 0
i
—qg Pt b;fs—;(pfs)
(2d)
(Qf) ' ra
-1 > 2’ (s)
aq® A.
Y
N :
\
aq_3+1 m,g;1 (s)
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de la proposition 1.2.4 et leurs classes d’extensions détaillées dans le lemme 1.2.6. Les
extensions successives seront illustrées dans la figure 1.2.D.

Le cas (a) découle directement du lemme 1.2.6 : 2*(p) est l'extension non triviale
maximale du module simple 2°%(p). D’'ou Z%(p) = 2 *(p). On suppose désormais que
s # p et on démontre la cas (b).

On commence avec My = 2°*(s). On construit une extension non triviale de 2°%(s)
par deux copies de & ~%(p — s). On obtient ainsi un module indécomposable :

2°9(s)

[ J
M, = ;E/ \Fx
3&”’“.(19—5) 3{7‘1.(19_5)

Quitte a le normaliser, il admet une C-base {a, *(p—s),b,“(p—s); 0<m<p—s—1}U
{y2(s); 0 <n < s—1} telle que :

{a,*(p—5); 0<m<p—s—1}

m

est la base canonique de la premiére copie de 2"~ %(p — s),
{0,0(p—5); 0<m<p—s—1}

m

(1) est la base canonique de la seconde copie de 2 "%(p — s),
Kyy(s) = ag" "yp(s), 0<n<s—1,
Eyg(s) = a,% 1(p—s),  Eyj(s) =aln][ls —nly;_1(s), 1<n<s-—1,

Fyp(s) =ynia(s), 0<n<s=2  Fyl,(s)=b"(p—s)

On réitere le procédé avec M. Il possede deux sous-modules simples, en somme directe,
tout deux isomorphes & 2 ~*(p—s). On en construit des extensions non triviales par deux
fois deux copies de 2 *(s). On obtient ainsi un module indécomposable :

2 (s)
°

/ \
2 ~%(p—s) %70‘.(13—5)

My = o

E F E F .
0 / \ 0 0 / \ 0

On note N; le sous-module de M; C-engendré par {a,*(p —s) ; 0 < m < p—s—
1}, et Ny Pextension normalisée de N; par deux copies de 2°*(s). Il admet une C-base
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{22(5),25(s); 0<n<s—1}U{a,*(p—s); 0<m <p—s—1} telle que :
{z(s); 0<n<s—1}
est la base canonique de la premiére copie de 2" %(s),
{z0(s); 0<n<s—1}
est la base canonique de la seconde copie de Z7“(s),
p—s—1—-2m

(2a) Ka,"(p—s)=—aq
Eag®(p—s) = z4(s),

Ea,*(p—s) = —a[m][s —mla,*(p—s), 1<m<p—s—1,

Fa,*(p—s)=a,%1(p—s), 0<m<p—s-2,

Fa * (p—s)=ux5(s).

p—s—1

a,*(p—s), 0<m<p—s—1,

Il s’ensuit que, pour tout n € {1,...,.s — 1} :

Eyl(s) = EF"ye (s) "= FrEyg (s) + afn][s — n]F" g (s)
(2b) = "' 4 aln][s — n]F" yg(s)xg(s)
— 2% (s) + aln][s — nJyo_, (s).

D’autre part, comme E? =0, on a :

0= By y(s) = o™ ([s — YO)* B~ yg(s)
=" ([s = D*E" a1 (p — 5)
= o (=) ([s = 1N)*([p — 5 — YD) Eay“(p — 5)
= o (=) ([s = 1) ([p — s — D24 (s).

(2¢)

Donc z¢ ;(s) = 0; la famille {22 ; 0 <n < s — 1} est identiquement nulle dans Ms.

De méme, on note N| le sous-module de M; C-engendré par {b,*(p —s) ; 0 < m <
p—s— 1}, et NI lextension normalisée de N/ par deux copies de 2°*(s). Il admet une
C-base {25 (s),2/0(s); 0<n<s—1}U{b,*(p—5s); 0 <m < p—s— 1} telle que :

{Z%(s); 0<n<s—1}

n
est la base canonique de la premiere copie de 27 %(s),

{2/0(s); 0<n<s—1}

n
est la base canonique de la seconde copie de Z7(s),

(2d) K0 (p—s)=—ag"" 7" (p—s), 0<m<p-—s—1,
Eby*(p—s) = 2_1(s),
Eb,*(p—s) = —alm][s —m]b,. % (p—s), 1<m<p—s—1,
Fo,*(p—s)=b,(p—s), 0<m<p-s-2,

Fb,° _y(p - 5) = 2/5(s).
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Il s’ensuit que :

o o (IL1)
2,5—1(3) = EFys (s)

FEyS (s) —als — 1yg_(s)

(2) ) Pt y(s) + als — 1Fyly(s) — als — 1y (s)
= 24 (s) + afs — 1yl 4 (s) — afs — 14 (s)
=g (s).

Donc 25 (s) = 2%(s), 0 < n < s — 1. D’autre part, comme F? =0, on a :

(2f) 0= Fryg(s) = FP "M lydy(s) = FP b (p — 5) = Fb,% 1 (p — 5) = 7' (s).

psl

Donc 2/5(s) = 0; la famille {2/ ; 0 < n < s — 1} est identiquement nulle dans M.
Par conséquent, on a :

fa()
/ \
My,= #""° ( E O‘(P—S) .

\
II admet une C-base {x%(s),y%(s); 0 <n < s— 1} U{a,*(p—39),b.%(p—35); 0<m<
p—s— 1} telle que :
{zn(s): 0<n<s—1}U{a,*(p—s); 0<m<p-s—1}
est la base canonique de ¥~ %(p — s),
(a2(5): 0<n < s =1} U L (p—5); 0<m<p—s—1} ,
est la base canonique de ¥~ %(p — s),
Ky;(s) = ag™™ 7"yp(s), 0<n<s—1,
Eyg(5) CLp s— 1(p 8)7

By (s) = an][s —nlyy_,(s) +oy_1(s), 1<n<s—1,
Fyp(s) =yn(s), 0<n<s—2, Fyd (s) =by“(p —s).

On réitere le procédé avec Ms. 1l possede un sous-module simple isomorphe & 2 %(s).
On en construit une extension non triviale par deux copies de 2 ~*(p — s). On obtient
ainsi un module indécomposable :
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On note Ny le sous-module de My C-engendré par {z%(s) ; 0 <n < s—1}. Pour les mémes
raisons que précédemment, les conditions EP = 0 et FP? = 0 annulent les extensions de N,
par 2 ~%(p — s) dans M3. Donc My = Mj et, par définition, Z*(s) = M. O

Remarque 1.2.12. (i) Pour tout o € {—,+}, on a 2%(p) = Z%(p) = V*(p) = V*(p).

(i) Pour tous a € {—,+} et s € {1,....,p— 1}, on a dim P*(s) = 2p.
A

On utilise la méme représentation diagrammatique que précédemment, illustrée dans
la figure 1.2.E, ou plus succinctement :

2 (s) _
T » “I/"‘.(s) “//D‘.(s)
2N
@a(s)— Z a(p s) E A a(p s) — EJ/ = ELF
\
\ v / Pp-s)  F(ps)
2 (s ) °
.

Théoréme 1.2.13. La représentation réguliére Reg de U,sl(2) se décompose de maniére
unique, a isomorphisme et ordre des facteurs pres, en la somme directe :

Reg = @ [s 27 (s) @ s (s)| @ p2 " (p) ©p 2 (p).

1

3

@
Il

Démonstration. On sait que Reg se décompose de maniére unique, a isomorphisme et
ordre des facteurs pres, en somme directe des PIMs (cf. par exemple [CR62][Thm 14.5,
Thm 56.6]). Dans cette décomposition, la multiplicité de la classe d’isomorphisme d'un
PIM est donnée par la dimension de son module quotient simple (cf. par exemple [CR62,
(26.8), Thm 54.5, Thm 54.11]). D’apres la remarque 1.2.10, & isomorphisme pres, il y a 2p
PIMs 2%(s), 1 < s < p. Leurs modules quotients simples sont respectivement 2 *(s),
1 < s < p, et vérifient dim(2"%(s)) = s (cf. la proposition 1.2.11 et la remarque 1.2.5)).
Par conséquent :

1

Reg = @D [s2(s) @ s (s)| @ p 2" (p) &p 2~ (p).
~—— ~—
2+ (p) 2~ (p)

bS]
|

@
I
—

]

Remarque 1.2.14. En particulier, tous les modules précédemment décrits sont isomorphes
a des idéaux a gauche de U,sl(2). A
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F1GURE [.2.E — Représentation diagrammatique de PIM pour p=5.

Poids PH(3) P (4)

&~ a (1)

. 55 () /yo (@)
q [ ] [ ]

T \ET F

; a5 (2) o (4) v (@)
q [ ] [ ] [ ]

) ot () 23 (4>\ 0
q [ ] [ ] [ ]

) o (3) /y§<3> 53 (4>\ Vi (4)
q ° . . °

; ot 3) v o) 0
q [ ] [ ] [ ]

5 w2+<3>\ v (3
q [ ] [ ]
) \ e
, b (2

1.3 Produits de modules simples et de PIMs

On étudie a présent ’ensemble des produits tensoriels possibles a isomorphisme pres
dans la catégorie Rep£ ¢ Naturellement, on commence par la description des produits ten-
soriels de U,sl(2)-modules simples. Plus précisément, on donne leurs décompositions en
facteurs directs annoncées dans I'introduction de la section 1.2. A cette occasion, on verra
que ces facteurs directs sont des U,sl(2)-modules simples ou des U, sl(2)-PIMs. Pour com-
pléter I'étude de Rep!®, on décrit donc également les produits tensoriels de U,sl(2)-modules
simples-PIMs, PIMs-simples et PIMs-PIMs. A cette fin, on utilisera la notation de Krone-
cker :

\V/’i,jEN (Sid':{l =g

0 sinon.
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Par extension, pour tout sous-ensemble E de N, on notera :

. 1 siiekF,
VZ € N 5’L'EE = { .
0 sinon.
Ces quatre types de produits tensoriels (simples-simples, simples-PIMs, PIMs-simples,
et PIMs-PIMs) suffisent a donner une description exhaustive de Repfd pour les raisons
suivantes.

Lemme 1.3.1. Soit 2" un U,sl(2)-module. Le produit tensoriel de 2" par U,sl(2) a gauche
(resp. a droite) induit deuzx structures de U ,sl(2)-module isomorphes données par :

~—

Va,be Uysl(2) Vee 2 alb®x) = Ala)bex) et alb® ) 2 ab ® x

< resp. a(x ®b) L Ala)(zr®b) e alz®Db) 2 x®ab) :
Démonstration. On utilise les notations de Sweedler (cf. par exemple [Kas95, Not. [11.1.6]) :

VaeUgsl(2)  Ala)=) d ®d"
(a)

(i) Les deux structures de U,sl(2)-module sur U,sl(2) ® 2 sont isomorphes via les
morphismes U, sl(2)-linéaires réciproques :

)

o Uysl(2) @ 2 — Uysl(2) @ X
| e®r = Y ad @S(a)x

3 Uysl(2) @ 7 — Uysl(2) @1 X
| a®r— Y gnd ®ad'r '

En effet, pour tous a € U,sl(2) et x € 27, on a :

aofla®z)=>Y ald®dz)=> d @S )d"x
(a) (a)
=Y d@e(d)r=> de(d)@r=a®u,
(a) (a)
foala®z) =Y ald ®S")z)=> d®dS(d")x
(a) (a)
=Y d®e(d)r=> de(d")@r=a®u.
(a) (a)

(ii) Les deux structures de U,sl(2)-module sur 2" @ U,sl(2) sont isomorphes via les
morphismes U ,sl(2)-linéaires réciproques :

| @1 Usl(2) — X @9 U,sl(2)
N\ r@ar— S S Ha)z ®a”
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B ) Z () qul(Q) — X ®1 UqSZ(Q)
N r®ar— Ygdr®ad

En effet, pour tous a € U,sl(2) et x € 27, on a :

aofBz®a) =Y a(SHd)r®d") = ZCL”S a)r®@a”
(a)

:Zg( ®a”—x®z a =r®a,
(a)

(a)

Boa(r®a)=)Y aldz®d") ZS "'z @ a"”
(a)

= e(d)z® a"—x@Z Ja" =1 ®a.
(a)

L’existence de I'inverse de I'antipode est assurée par le théoreme [Mon93, Thm 2.1.3],
car U,sl(2) est une C-algebre de dimension finie.

]

Proposition 1.3.2. Soit 2" un U,sl(2)-module. Le produit tensoriel de 2" par un U ,sl(2)-
module projectif est encore un U ,sl(2)-module projectif.

Démonstration. D’apres le lemme 1.3.1, le produit tensoriel de 2  par un PIMs est un
U ,sl(2)-module projectif. Tout module projectif se décomposant en somme directe de PIMs
(cf. par exemple [CR62, Thm 56.6]), ce résultat s’étend a tous les modules projectifs. [

Tout module projectif se décomposant en somme directe de PIMs (cf. par exemple
[CR62, Thm 56.6]), les facteurs directs des produits tensoriels de U,sl(2)-modules simples-
PIMs, PIMs-simples et PIMs-PIMs sont des PIMs.

I.3.A Produits de modules simples

Soient v,/ € {+,—} et 5,8 € {1,...,p}. On commence par étudier le produit tensoriel
2 (s) @ 2% (s"). Pour cela, on définit une loi multiplicative sur I'ensemble {+, —} telle
que :

++=+4, +—=-, —+=-, ——=+

Compte-tenu de la structure de cogebre de U,sl(2) (donnée parmi les équations (I.1.2) et
de la description des modules simples donnée dans la proposition [.2.4, on a :

ZYs) @ ZE(1) = 2% (s) =2 275(1) @ Z7(s).
On remarque alors que :
(1.3.3) X)X () X))@ 2 (1)@ ZH(s) =2 2 7%s) @ X (5).
1l suffit donc d’étudier le produit 2°%(s) @ 2 +(s').
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Lemme 1.3.4. Soient o € {+,—} et s € {1,...,p}. On a :

2 (2) sis =1,
X)) @ZT2) 22 (s—1) D2 (s +1) si2<s<p—1,
Pp—1) si s =p.

Démonstration. On commence par déterminer les vecteurs de poids de 27%(s) @ Z71(2).
Soient {z%(s) ; 0 < n < s — 1} la C-base canonique de 2°%(s) et {x{ (2),27(2)} celle de
Z(2) (cf. la proposition 1.2.4). Sachant que A(K) = K ® K (1.1.2), les vecteurs de poids
de Z7%(s) ® 2 (2) sont de la forme :

(1.3.5) z(s+1—2n) = Cho 20(s) @2 (2) +0p>1Ch11 20 _1(s)@aT(2), 0<n<s—1,

ou C, 0, Cp—11 sont des constantes pour tout n € {0,...,s — 1}.
Cherchons lesquels sont de plus haut poids. On fixe n € {0,...,s — 1} et on pose
s"=54+1—2n.0na:
1" (IiZ) AN s''—1 "
AK)z(s") "= K@ K 2(s") = ag® " z(s"),
AE)z(s") "2P1® E+ E® K) o(s")
= Choaq(n][s —n] z5_1(s) ® 2§ (2) + 0nz1Ch11 25y ® 2 (2)
+ 00510 11aq n —1][s —n+ 1] 22_,(s) ® 27 (2).

L’équation A(E)z(s”) = 0 donne un vecteur z(s”) non nul si n € {0,1}. Dans ce cas,
"€ {s+1,s— 1} et 'équation A(E)x(s") = 0 est équivalente a :

Co1 = —aq[s — 1]Cy .
Pour tout n € {0, 1}, on choisit un vecteur z(s”) solution de cette équation tel que :
Cn,O - ]-7

donc z(s”) est un vecteur de plus haut poids ag® ~!. Par conséquent, il y a au plus deux
vecteurs de plus haut poids :
zi(s+1):=x(s+1) sis<p-—1,

(1) 52 (1) = o
zy(s—1):

x
s+1) si s =p,
x(s—1) sis>2
a multiplication par un scalaire non nul pres.

D’apres le corollaire 1.2.9, 'action de A(F') sur ces vecteurs de plus haut poids engendre
des modules respectivement isomorphes a :

Z(s+1)ouV*(s+1) sis<p-—1,
Z7(1) ou ¥ 7(1) si s =p,
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2 (s—1)ou¥s—1) sis > 2.

Afin de départager ces structures possibles, on compte le nombre de vecteurs de plus
haut poids et on identifie les couples qui appartiennent a un méme module de Verma. On
distingue trois cas.

e Cas 1. On suppose que s = 1. D’apres I'inventaire (1), il y a exactement un vecteur de plus
haut poids & multiplication par un scalaire non nul prés : z§(2). Sous U,sl(2), il engendre
donc un sous-module isomorphe a 2°%(2). Les C-espaces vectoriels 2°*(1) @ 2 7(2) et
2 *(2) étant de méme dimension, ils sont isomorphes.

e Cas 2. On suppose que s € {2,...,p — 1}. D’apres l'inventaire (1), il y a exactement
deux vecteurs de plus haut poids a multiplication par un scalaire non nul pres : z§(s + 1)
et (s — 1). Sous U,sl(2), ils sont indépendants et engendrent donc deux sous-modules
respectivement isomorphes a 2 *(s+ 1) et a 2™ *(s — 1). Il s’ensuit que :

2o(s—1) @ 25+ 1) = 2°(s) @ 2H(2).

Enfin, les dimensions des C-espaces vectoriels correspondants sont égales. Ils sont donc
isomorphes.

e Cas 3. On suppose que s = p. D’apres U'inventaire (1), il y a exactement deux vecteurs
de plus haut poids & multiplication par un scalaire non nul pres : z;%(1) et 2§ (p — 1). De
plus :

A(F)y(1) @ AF)g(p) @ 2(2) "= (K @ F+ Fo 1) 23(p0) @ o7 (2)

— ag " 28(p) @ 21 (2) + 28 (p) ® 27 (2)
= 27(p) ® 27 (2) — aq 25 (p) @ z{ (2)

1) o
= xg5(p—1).

Il s’ensuit que les deux vecteurs de plus haut poids z;%(1) et z§(p — 1) engendrent un
sous-module isomorphe a ¥ ~%(1). Donc :

Y1) = Zp) @ ().

Par ailleurs, comme 2" %(p) = Z%(p) est projectif, le produit tensoriel 2°*(p)® 2 *(2) est
aussi projectif (cf. la remarque 1.3.2). Par conséquent, il se décompose en somme directe
de PIMs (cf. par exemple [CR62, Thm 56.6]). D’apres la remarque 1.2.10 et la proposition
[.2.11, il y a 2p classes d’isomorphisme de PIMs données par :

On en déduit que :
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Enfin, les dimensions des C-espaces vectoriels correspondants sont égales. Ils sont donc
isomorphes.

]

Remarque 1.3.6. Pour tout s € {1,...,p}, le module simple 2 " (s) est facteur direct de
2 (2)®6=1 (récurrence immédiate). A

Lemme 1.3.7. Soient o € {+,—} et 5,5 € {1,...,p}. Les facteurs directs du U,sl(2)-
module 2 *(s) @ Z T (s') sont des modules simples ou des PIMs.

Démonstration. D’aprés la remarque 1.3.6, on sait que 2 7(s') est un facteur direct de
2 +(2)26 =D 11 existe donc un U,sl(2)-module Y tel que :

Zs) @ 2PV =2 (20(s) @ () @ V.

11 suffit alors de montrer le résultat pour 2°¢(s) ® 2 +(2)2¢' 1.

Pour cela, on procede par induction sur la puissance k € {0,...,s' — 1} de 2" 7(2). Le
résultat est immédiat pour k = 0 car Z°*(s) ® C = 2°%(s) est un module simple. Soit
k € {0,...,s' — 1}. On suppose que les facteurs directs de 27%(s) @ 2 *(2)®* sont soit des
modules simples, soit des PIMs. Pour tout s” € {1,...,p}, on note A%, la multiplicité du

S//

facteur 2% (s") et p*(s") celle de 2£(s") (cf. la remarque 1.2.10). Alors, on a :
2 @2t 2 P A2 e P us 2.

1<s"<p 1<s”"<p—1
a’e{+,~} a’e{+,~}
" "
A% #0 1 #0

Il s’ensuit que :

2os) 0 2T 2 @ A (2 e 27(2)
1<s"<p
oE(+,~}
A% 0
o D (7N e2).
1<s”"<p—1
a”E;[lﬁf}
1Sy #0
D’apres le lemme 1.3.4, pour tout s” € {1,...,p}, les facteurs directs du module 2™*(s") ®
2 (2) sont soit des modules simples, soit des PIMs. D’autre part, pour tout s” € {1, ..., p},
le module 2% (s”) @ 2" (2) est projectif car 2+(s") l'est (cf. remarque 1.3.2). Or, d’aprés
le théoreme de Krull-Schmidt, tout module projectif se décompose en somme directe de
PIMs (cf. par exemple [CR62, Thm 56.6]). D’ou le résultat. O

Théoréme 1.3.8. Soient o € {+,—} et s, € {1,....,p}. On a :

p—1—|p—s—5| P

roe 2 @ 2Ne @ 2.
s''=|s—s'|+1 s""'=2p—s—s'+1
pas=2 pas=2
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Démonstration. A I'aide du lemme 1.3.7, on généralise le procédé utilisé dans la preuve du
lemme 1.3.4 donnant la décomposition pour s = 2.

On commence par déterminer les vecteurs de poids de 2*(s) @ 2 7(s'). On se donne
{z%(s); 0 <n <s—1} la C-base canonique de Z°*(s) et {z;}(s'); 0 <m < s —1} celle
2 (') (cf. la proposition 1.2.4). Sachant que A(K) = K ® K (1.1.2), les vecteurs de poids
de Z7%(s) ® Z*(s') sont de la forme :

s+ —1-2k):= > Comzi(s)@zh(s), 0<k<s+s -2
0<n<s—1
0<m<s’'—1
n+m=~k

ot O, est une constante pour tous n € {0,...,s — 1} et m € {0,..., s’ — 1}.
Cherchons lesquels sont de plus haut poids. On fixe k € {0,...,s + s — 2} et on pose
s"=s+5—-1—-2k Ona:

A(K)z(s") "ok x(s") = ag® rz(s"),

AE)z(s) "2 S Com (1® B+ E® K)22(s) ® 2t (5)
0<n<s—1
0<m<s’'—1
n+m==k

= Y. Cumm][s’ —m]aj(s) ® z;,_y(s)
0<n<s—1
1<m<s'—1
n+m=~k

+ > Cumag” P n][s — nlan_ i (s) @ 2 ()
1<n<s—1
0<m<s’'—1
n+m==k
= > Comalm+1[s" —m = 1aj(s) @ 2, (s)
0<n<s—1
0<m<s'—2
n+m=k—1
+ Y Copimag T+ 1[s — n — 12 (s) ®@ ().
0<n<s—2

0<m<s’'—1
n+m=k—1

L’équation A(E)z(s”) = 0 donne un vecteur z(s”) non nul si k& € {0,...,min(s,s") — 1}.
Dans ce cas, s” € {|s — |+ 1,[s = | +3,...,s + & — 1} et 'équation A(F)x(s") est
équivalente a :

m_m(s'—m) [kl[s =1 —n]l[s =1 —m]

Com = (—)"q [n]![s — 1 — K]![m]![s" — 1]

|
| Ck:,Ov

pour tous n € {0,...,s — 2} et m € {0,...,s" — 2} tels que n + m = k. Pour tout k €
{0, ..., min(s, s") — 1}, on choisit un vecteur z(s”) solution de cette équation tel que :

Cro=1;

34



1.3. PrRODUITS DE MODULES SIMPLES ET DE PIMSs

donc z(s”) est un vecteur de plus haut poids ag® '

vecteur(s) de plus haut poids :

Par conséquent, il y a min(s,s’)

zg (") = a(s"), "e{ls—=¢|+1,|s—5[+3,...,s+5 —1},
sis+s <p+1,
(1) i (") =x(s"), " e{ls—5|+1,]s—5]+3,...,0(s,5)},
sis+s >p+2,
zo (8" —p) i=a(s"), §"e{b(s,s")+2,b(s,8)+4,..,s+5 —1},
sis+s>p+2.

a multiplication par un scalaire non nul pres, ou :

(s, ') = p—1 sis+s =p mod?2,
’ P sis+s =p—1 mod 2.

D’apres le corollaire 1.2.9, 'action de A(F') sur ces vecteurs de plus haut poids engendre
des modules respectivement isomorphes a :

2"y ou v(s"), s"e{ls=5|+1,|s—5[+3,...,s+5 —1},
sis+s <p+1,
2"y ou ("), $"e{ls—s|+1,|s—5+3,...,b(s,s)},
sis+s >p+2,
%’704(])_8//) ou /yfoé(p_sll)’
s"e{2p—s—s+1,2p—s—5+3,...2p—b(s,s') =2}, sis+s >p+2

Or, d’apres le lemme 1.3.7, les facteurs directs de 27*(s) ® 2 *(s') sont soit des modules
simples, soit des PIMs. De plus, d’apres la remarque 1.2.10 et la proposition [.2.11, il y a
2p classes d’isomorphisme de PIMs données par :

Yt (8//)

[ ]
PN = B , 1< <p
V]F(;;—s”)

On en déduit que les facteurs directs de 2™*(s) ® 2 7 (s’) sont isomorphes a :
2"y ou P ¥(p—45"), $"e{ls—5|+1]s=5|+3,..,s+5 —1},
sis+s <p+1,
2"y ou P27 %p—4"), s"e{ls—5|+1,]s—5+3,..,b(s,s)},
sis+s >p+2,
2 %(p—5") ou 25",
s"e{2p—s—s+1,2p—s—5+3,...,2p—b(s,s") =2}, sis+s >p+2
Afin de départager ces structures possibles, on compte le nombre de vecteurs de plus haut
poids et on identifie les couples liés sous U,sl(2). On distingue deux cas.
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e Cas 1. On suppose que s+ s’ < p+ 1. D’apres I'inventaire (1), le(s) vecteur(s) de plus
haut poids sont :

z(s"), S"e{ls=§1+1,]s—5|+3,...,s+5 —1},

& multiplication par un scalaire non nul prés. Sous U,sl(2), ils sont deux & deux indépen-
dants et engendrent donc des sous-modules respectivement isomorphes a :

"), se{ls=¢|+1,|s=51+3,...,s+5 —1}.

Il s’ensuit que :
s+s'—1

AT AN R0
s"'=|s—s'|+1
pas=2
e Cas 2. On suppose que s+ s > p+ 2. D’apres 'inventaire (1), les vecteurs de plus haut
poids sont :
zg(s"), s"e{ls=s1+1,]s—5|+3,...,0(s,5)},
(2) — 1 " !/ / /
% (p—35"), s"e{2p—s—5+1,2p—s—5+4+3,....2p—b(s,s) — 2},
a multiplication par un scalaire non nul pres, ou :
s —s'|+1<2p—s—5+1<2p—0(s,5) —2 < b(s,5).
Parmi ceux-ci, les vecteurs de plus hauts poids :
zg(s"), s"e{ls—=5|+1|s—5|+3,..,2p—s— 5 — 1},
5 (p) si b(s, s') = p,

sont deux a deux indépendants et ne sont pas liés aux autres sous U,sl(2). Ils engendrent
donc des facteurs directs respectivement isomorphes a :

"), s"e{ls=§|+1,|s—5[+3,...,2p—s—5 —1},
2 “(p) sib(s,s') =p.

Reste a étudier la structure engendrée par les couples :
(xg‘(s”), zo“(p — 3”)) , sfe{2p—s—s+1,2p—s—5+3,....2p—0(s,s) — 2}

On fixe s" € {2p—s— s +1,|s — | +3,...,s + s — 1}. D’apres les équations(I.1.1) et
(I.1.5) sur les commutateurs, les vecteurs A(F*")zg(s") et A(FP~")ay®(p — s") sont nuls
ou de plus haut poids ag®”~'. Or, d’apres les équations (I.1.6), pour tout M € N :

M M
A(FM)g(s") = Z Crm Z [ . ] QT(M_T)FTKT’_M:vg(S) ®@ FM="gt (s)
0<n<s—1 r=0
0<m<s’'—1

2(n+m)=s+s—1—s"
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MM
_ Z Cnm z [ ‘|ar—Mq(r—s+1+2n)(M—r)
0<n<s—1 el
0<m<s’'—1

a —+ /
2(nt+m)=s+s'—1—s" X O M- 1<r<s—1-n Ty (8) @ Ty (8).

Donc A(F*")zg(s") est nul, et A(FP~*")zg%(p — s”) est un vecteur de plus haut poids
aq®’~'. D’apres l'inventaire (2), il existe A € C* tel que :

A(FP")ag*(p — ") = Mg (s").

Il s’ensuit que les deux vecteurs de plus haut poids z§(s”) et z5%(p — s”) engendrent un
sous-module isomorphe & 7 ~%(p—s") dans &(s”). Par conséquent, les couples de vecteurs
de plus haut poids étudiés contribuent a des facteurs directs isomorphes a :

2", "e{2p—s—s+1,2p—s5s—5+3,...,2p—b(s,5) —2}.

En regroupant les facteurs directs obtenus, on obtient :

2p—s—s'—1 2p—b(s,s’)—2
ZYs)@ 2 ()= @B L") Doy pZ “(p) ® &b P(s")
s"'=|s—s'|+1 s""=2p—s—s'—1
pas=2 pas=2
2p—s—s'—1 p—1
o~ @ %a(sﬂ) EB 5b(878,)7p%a<p) @ @ <@cx(sﬂ)
s"=|s—s'|+1 s""=2p—s—s'—1
pas=2 pas=2
2p—s—s'—1 P
Y @ %Q(SH) D @ ya(sﬁ),
s"'=|s—s'|+1 s""=2p—s—s'—1
pas=2 pas=2
car 2 (p) = P*(p).
La formule donnée dans I’énoncé regroupe les cas 1 et 2. D’ou le résultat. O]

Corollaire 1.3.9. Soient o € {+,—} et 5,5 € {1,...,p}. On a :

p—1-|p—s—5| p

2 @22 P 2Ne P 2.
s''=|s—s'|+1 s"'=2p—s—s'+1
pas=2 pas=2

Démonstration. Le résultat découle directement du théoréme 1.3.8 et des identifications
(1.3.3). O]

Remarque 1.3.10. Le résultat du corollaire 1.3.9 est symétrique en les couples de variables
(o, 8) et (o, "), donc :

XN @ X (s) = X s) @ X(s).

Par construction, il en sera de méme pour tous les produits tensoriels prochainement dé-
crits. A
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I.3.B Produits de modules simples-PIMs

Soient o, € {+,—} et s, € {1,...,p}. On étudie maintenant le produit tensoriel
2 (s) ® 2% (s"). Pour cela, on construit d’abord une extension de 2°%(s) ® 2" (s') par
X () ® 2~ (p— &), puis une extension de 2°(s) ® ¥ (s') par Z(s) @ ¥~ (p— ).

Lemme 1.3.11. Soient o,/ € {+,—} et s, € {1,...,p}. On a :

p—1—|p—s—s| p P
%a(s) ® nj/a’(sl) ~ @ Vaa/(sﬁ) @ @ L@—aa’ (S”) @ @ (@aa’(su).
s"'=|s—s'|+1 s"'=p—s+s'+1 s"'=2p—s—s'+1
pas=2 pas=2 pas=2

Démonstration. Par construction (cf. la proposition 1.2.7), le module de Verma 7 (s') est
une extension de 27 (s') par 2~ (p — s') telle que :
2 (')

, [ J
Y(s) = \F

e p—s’)

[

A la vue des expressions des coproduits A(E), A(F) et A(K) (I1.1.2) et de la structure de
module de 2 %(s) (cf. la proposition 1.2.4), le produit tensoriel 2 %(s) @ ¥ (s) est une
extension de .27%(s) @ 2% (s') par Z°%(s) ® 2 ~*(p — s) telle que :

2 (s)@2 % (s)
[ ]

(1) Zs) @V (s) = aw
%a(s)@’%_“@*s)

D’aprés le corollaire 1.3.9, on connait les facteurs directs de 27%(s)®.2° (s') et 27(s)®
2L (p—s):

p—1—|s'—s| P
(1312) 2%%s) 02 “(p—s5)= &b 2N e P (s
s""'=|s+s'—p|+1 s''=p—s+s'+1
pas=2 pas=2
p—1—|s+s'—p| ) P )
(2) o~ @ o (p o S//) D @ gpaa (S//)7
s""'=ls"—s|+1 s"'=p—s+s'+1
pas=2 pas=2
) p—1—|p—s—s'| ) p )
(3) %a(s) ® Jm//'a (8/) ~ @ %‘aa (S//) D @ {@aa (8”).
s""'=|s—s'|+1 s""=2p—s—s'+1
pas=2 pas=2

D’apres le théoreme de Krull-Schmidt (cf. par exemple [CR62, Thm 14.5]), il s’agit donc
de déterminer des classes d’extension indécomposables des facteurs directs de (2) par des
facteurs directs de (3) qui vérifient (1).
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Or, par construction, les PIMs n’ont pas d’extension non triviale, et les classes des
modules de Verma 7 (s") et #°(s"), 1 < s” < p, forment une base du C-espace
vectoriel des classes d’extensions de .27 (s") par 2~ (p — ") (cf. lemme 1.2.6) :

%aa/ (S/I) L%/'ao/ (S//)
! . —_ ’ .
aj/aa (S”) —_ \LF ’ af/aa (8//) — \LE
ﬂ"“al(p—s”) 3{7aa/(p_su)
® )
On en déduit que :
’ p—1—|p—5—s’\ ’ b ’ p ’
Jm//a(s) R /y/a (S,) ~ @ %aa (S//) @ gg—aa (S//) D @ <@ococ (S”).
s"=|s—s'|+1 s =p—s+s'+1 " =2p—s—s'+1
pas=2 pas=2 pas=2

]

Remarque 1.3.13. Le lemme 1.3.11 est aussi valable en remplacant le module de Verma
7% (s') par le module de Verma contragrédient 7' (s'). A

Théoréme 1.3.14. Soient a,o/ € {+,—} et s, € {1,....,p}. On a :

p—1—|p—s—s’

| P
202 @ 2*"Ne @ 22"
s"'=|s—s'|+1 s"'=2p—s—s'+1
pas=2 pas=2

p
D @ 23@—0@’ (8”).
s""=p—s+s'+1
pas=2
Démonstration. Par construction (cf. la proposition 1.2.11), le PIM 2%’ (s') est une exten-
sion de 7' (s') par ¥~ (p — s') telle que :

A la vue des expressions des coproduits A(E), A(F) et A(K) (I.1.2) et de la structure de
module de 2°(s), le produit tensoriel 2°(s) ® 2% (s') est une extension de 2 *(s) ®
7 (s") par Z(s) @ ¥~ (p — &) telle que :

2o ()@Y (s')
[ ]

0 AOLE O T

22 ()@Y~ (p=s)
[ ]
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D’apreés le lemme 1.3.11, on connait les facteurs directs de 2°%(s) @ 7' (s') et 27%(s)®
V= (p—5):

p—1-|s'—s| P

eV -2 G e S 2
o' =|s+s'—p|+1 s'=2p—s—s'+1
pas=2 pas=2
p
® gz_aa’ S”
P PR
pas=2
(2) p—1—|s+s —p| ) p ,
= P v Ohr-5) b F (")
s'=|s'—s|+1 s/'=2p—s—s'+1
pas=2 pas=2
p
@ ngao/ 8”
LB T,
pas=2
, p—1—|p—s—s| ) p )
2 eri= @ e B 2T
s'"'=|s—s'|+1 8" =p—s+s'+1
pas=2 pas=2
(3) p—1

<) &P P ("),
s''=2p—s—s'+1
pas=2

De plus, comme 2% (') est projectif, le produit tensoriel 2 *(s) ® 2% (s') est aussi pro-
jectif (cf. la remarque 1.3.2). D’apres un raffinement du théoreme de Krull-Schmidt (cf.
par exemple [CR62, Thm 56.6)), il s’agit donc de déterminer les PIMs qui réalisent une
extension des facteurs directs de (2) par des facteurs directs de (3) suivant (1).

Or, d’apres la remarque 1.2.10, il y a 2p classes d’isomorphisme de PIMs données par :

!

'VDLOL (S”)

L]
{@aa’(sn) _ El/ ’ 1 S 8” S P

4//7040/ (p—s”)
[ ]

lesquelles n’ont pas d’extension non triviale. On en déduit que :

p—1—|p—s—5| p
2 e P e P 227
s"=|s—s'|+1 s"'=2p—s—s'+1
pas=2 pas=2
p /
® D 227,
s"=p—s+s'+1
pas=2
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1.3. PrRODUITS DE MODULES SIMPLES ET DE PIMSs

Pour des raisons de symétrie énoncées précédemment dans la remarque 1.3.10, on sait
que :

() @ X(s) = X (s) @ P(S).
1.3.C Produits de PIMs

Soient a, o’ € {+,—}ets,s' € {1,...,p}. On étudie le produit tensoriel 22°(s)0.2 (s).
Pour cela, on construit d’abord une extension de 2" (s)®22% (s') par 2"~ (p—s)@.2% (s'),
puis une extension de 7 (s) @ 2% (s') par ¥ ~*(p — s) @ 2 (s)

Lemme 1.3.15. Soient o, € {+,—} et s,s € {1,....,p}. On a :

p-1-jp-s—s|
reesie @ (e e 2 )
R
p , p ,
@ @ 2{@—0«1 (SH) @ @ 2{@040( (8”).
s"'=p+1—|s—5| s"'=p+1—|p—s—s|
pas=2 pas=2

Démonstration. On procede comme dans la preuve du lemme 1.3.11, donnant les facteurs
directs des produits tensoriels de modules simples par des modules de Verma. O

Remarque 1.3.16. Le lemme 1.3.15 est aussi valable en remplagant le module de Verma
7 (") par le module de Verma contragrédient 7' (s). A

Théoréme 1.3.17. Soient o,/ € {+,—} et s,s € {1,...,p}. On a :

p—1—|p—s—s|

F ()@ 7= P (22— ") @22 ("))
e
p / p !
@ @ 49—&& (8//) @ @ 4{@0@ (8”).
s =p+1—|s—s'| s =p+1—|p—s—s’|
pas=2 pas=2

Démonstration. On procede comme dans la preuve du théoreme 1.3.14, donnant les facteurs
directs des produits tensoriels de modules simples par des PIMs. O
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Chapitre 11

Le centre du groupe quantique
restreint

En théorie des représentations, les PIMs d’une algebre de dimension finie ont une étroite
relation avec les éléments de son centre (cf. par exemple [CR62, § 55]). Dans le cas des
groupes quantiques quotients U,sl(2), associés & l'algebre de lie sl et aux racines ¢ de
I'unité, chaque module simple ou couple de PIMs correspond canoniquement a un élément
du centre. On obtient ainsi une base canonique du centre dont on connait le systeme de
relations. La premiere description explicite de cette base est donnée par Kerler en 1995
pour les petits groupes quantiques (associés aux racines impaires de I'unité) grace a des
moyens calculatoires (cf. [Ker95, § 3.2]). En 2005, Feigin, Gainutdinov, Semikhanov et
Tipunin font le lien avec la théorie des représentations et en donnent la description pour
les groupes quantiques restreints (associés aux racines paires de I'unité, cf. [FGSTO6b, §
4]). Comme dans le chapitre précédent, on concentre notre travail sur le groupe quantique
restreint associé a une racine primitive paire de I'unité. Dans ce deuxiéme chapitre, on
suit I'approche de [FGSTO06b] et on détaille leurs résultats. A cette occasion, on utilisera
régulierement les notations du chapitre I, et les descriptions des modules données dans la
section I.2. Il sera alors facile de développer I’approche de Kerler en exprimant les éléments
de cette base canonique a 'aide de polynomes en 1’élément de Casimir.

Toutefois, I'une ou 'autre de ces approches ne tient pas compte de la structure parti-
culiere des groupes quantiques quotients de sly. En effet, pour toute racine ¢ de 'unité, il
est possible de réaliser le groupe quantique quotient U,sl(2) comme une sous-algebre d’une
algebre de Hopf tressée et enrubannée (cf. par exemple [Kas95, § VI-IX, § XIII}). Dans
cette situation, on peut décrire une partie centrale ® a l'aide du morphisme de Drinfeld
X introduit dans [Dri90, Prop. 3.3]. Pour le groupe quantique générique Uy,sl(2), cette mé-
thode suffit a décrire le centre tout entier de Uysl(2) (cf. par exemple [Bau98, Thm 2]).
Par contre, lorsque h s’évalue en une racine g de 'unité, on obtient le reste SR du centre
de U,sl(2) & I'aide du morphisme de Radford ¢ (inverse) introduit dans [Rad90, Prop. 3.
Cette idée, initialement proposée par Lachowska dans [Lac03] pour les petits groupes quan-
tiques (associés aux racines impaires de I'unité), est également reprise dans [FGSTO06b, § 4]
pour les groupes quantiques restreints (associés aux racines paires de I'unité). On complete
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ce chapitre II avec des rappels généraux sur les algebres Hopfs tressées et enrubannées, puis
on détaille la réalisation du centre des groupes quantiques restreints par les morphismes
de Drinfeld et de Radford a la maniére de [FGST06a].

Comme on le verra ultérieurement dans le chapitre IV, les morphismes de Drinfeld
et de Radford sont d’autant plus intéressants qu’ils permettent de retrouver le morphisme

S = Xoaﬁfl découvert dans [LM94] comme le morphisme d’involution d’une représentation
projective de SLy(Z) sur le centre de groupes quantiques quotients. En outre, le sous-
ensemble non-vide © N R réalise le plus grand sous-espace stable de . (cf. [FGST06b,
Prop. 4.5.2])
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I1.2 Balancement, enrubannement et caractéres . . . . . ... ... 59
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1I.2.B Double et enrubannement . . . . . . . ... ... ... ... ... 67
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II.1 La base canonique du centre

On cherche & décrire le centre 3 de Uysl(2). Pour cela, on consideére la représenta-
tion réguliere bilatere Reg de Uysl(2) (en tant que Uysl(2)-bimodule). L'ensemble de ses
U,sl(2)-endomorphismes est en bijection avec 3 via I'isomorphisme d’algebres :

Endﬁqsz@)fﬁqsz(z)(Reg) —3
p— (1)

On commence par détailler la structure de bimodule de Reg, puis on en déduit ’existence

d’éléments centraux canoniques, dont on connait le systeme de relations et qui forment une

C-base de 3. Ceux-ci sont enfin exprimés en fonction des générateurs de U,sl(2) a I'aide
d'un élément particulier C', 1’élément de Casimir.
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II.1. LA BASE CANONIQUE DU CENTRE

I1.1.A Décomposition de la représentation réguliere

Tout U,,sl(2)-bimodule peut étre vu comme un U,sl(2) @ U ,sl(2)°P-module a gauche, ou
U,sl(2)°F désigne lalgebre opposée de U,sl(2) (cf. par exemple [Pie82, Prop. 10.1]). Dans
ces conditions, d’apres le théoreme de Krull-Schmidt (cf. par exemple [CR62, Thm 14.5]),
tout U,sl(2)-bimodule de dimension finie se décompose de maniére unique, a isomorphisme
et ordre des facteurs pres, en somme directe de U, sl(2)-bimodules indécomposables. On ap-
pelle encore facteurs directs les U ,sl(2)-bimodules indécomposables de cette décomposition
(cf. la section 1.2). En particulier, on s’intéresse aux facteurs directs de la représentation
régulicre bilatere Reg de U, sl(2). Pour cela, on définit une (nouvelle) structure de U,sl(2)-
bimodule sur le produit tensoriel de U,sl(2)-modules, et on utilise les facteurs directs de
la représentation réguliere a gauche Reg (cf. la proposition 1.2.13).

Définition. Soient 2" un U,sl(2)-module a gauche et % un U,sl(2)-module & droite. On
note 2" X% le C-espace vectoriel 2" ®% muni de la structure de U,,sl(2)-bimodule définie
par :

a(z®@y) = (azx) @y, (z@y)b:=2z® (yb).
pour tous a € U,sl(2), b€ Uysl(2)?, x € Z etye ¥.

Remarque 11.1.1. Pour tout U,sl(2)-module simple & gauche 2" et tout U,sl(2)-module
simple a droite %, le U,sl(2)-bimodule 2" X % est encore simple. A

D’apres la remarque 1.2.2; les structures de modules simples a droite sont analogues aux
structures de modules simples a gauche. Par extension, il en va de méme pour les modules
de Verma a droite et les PIMs & droite. Par abus, on désignera les U,sl(2)-modules a droite
avec les mémes notations que celles des U,sl(2)-modules & gauche :

— 2%(s), 1 < s < p, pour les modules simples,

— VE(s), ¥*(s), 1 < s < p, pour les modules de Verma,

— P*(5), 1 <5 < p, pour les PIMs.

C’est pourquoi on ne précisera pas le latéralité des modules considérés dans le lemme I1.1.3.

Lemme I1.1.2. Soient U et V deux C-espaces vectoriels de dimension finie. On note
(€1,...,en) €t (e1,...,6,) leurs bases respectives, et (,) le produit scalaire hermitien canonique
de U. On consideére les C-espaces vectoriels V @ U et Hom(U, V') munis des structures de
End(V') — End(U)-bimodules respectivement définies par :

glv@u)=gv)®u, (VOu)f=v® f(u),
gh:=goh, hf:=hof,

pour tous g € End(V), f € End(U), v € V, u € U, et h € Hom(U,V'), ot f* désigne
U’endomorphisme adjoint de f. Alors lisomorphisme canonique de C-espaces vectoriels
donné par :

Y

V ®@U — Hom(U,V)
)\UV :
€ X e; — <?7€i> €;

ot le symbole ? désigne la place de la variable, induit un isomorphisme de End(V)—End(U)-
bimodules.
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Démonstration. 11 s’agit d’une vérification directe.
Soient g € End(V), f € End(U), i € {1,...n}et j€{l,....,5}. On a:

Aoy (g9(e; ®ei)) = v (9(g5) @ ei) = (7€) gle;) = g ({7, e:) €5)
_go/\UV(aj@)el) UV(€j®€i>
Aoy (g5 ®@e)f) = Ay (g, ® f(ei)) = (7 fr(e) e; = (f(?),ei) €
= Av(e;®@e) o f=v(e; ®e)f.
O]

Lemme I1.1.3. (a) Si 2 est un U,sl(2)-module simple, alors il existe un morphisme
surjectif de U,sl(2)-bimodules :

7:Reg — Z X Z.

(b) Si V est un Uysl(2)-module de Verma, alors il existe un morphisme surjectif de
U,sl(2)-bimodules :

7 : Rad (Reg) — Rad ¥ X (¥ /Rad ¥,
ou Rad ¥ est le radical de V.

Démonstration. (a) Soit 2~ un U,sl(2)-module simple (cf. la proposition 1.2.4 et la re-
marque [.2.2). On considere le morphisme de C-algebres :

JUgsl(2) — End (2)
" Na— [z +— ax]

Il induit une structure de U, sl(2)-bimodule sur tout End (2")-bimodule. En particulier,
2 @ Z et End (2") sont munis de structures de U,sl(2)-bimodules données par :

a(z®y) =7(a)(r)®y, (x@y)a:=1r7(a)(y),

(1) ah :=m(a)oh, ha:=homn(a),

pour tous a € Uysl(2), x,y € 2, et h € End (27), ot 7(a)” désigne 'endomorphisme
adjoint de 7(a) par rapport a la structure duale définie dans la remarque 1.2.2 :
w(a)" : x — xa.
D’apres le lemme I1.1.2, 'isomorphisme canonique de C-espaces vectoriels :
Ao o+ X @2 — End(Z)

induit donc un isomorphisme de U, sl(2)-bimodules, dont les structures sont détaillées
dans (1). D’autre part, d’apres le théoreme de Burnside (cf. par exemple [CR62, Thm
27.4]), le morphisme d’algebres 7 est surjectif. Par conséquent, la composée :

_ m Ao o
7:Reg - End(2) — 2 RZ
est un morphisme surjectif de U,sl(2)-bimodules.
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II.1. LA BASE CANONIQUE DU CENTRE

(b) Soit ¥ un U,sl(2)-module de Verma (cf. la proposition 1.2.7 et la remarque 1.2.2). On
considere le morphisme de C-algebres :

JUgsl(2) — End (V)
" Na— [z — ax]

Comme 7 est une extension de modules simples, le morphisme 7 se surjecte sur :

1 N End (7 /Rad ¥) {0}
m(7) = | om (¥ /Rad ¥ ,Rad¥) End (Rad¥)

d’apres le théoreme de Burnside. On note 7 le morphisme surjectif induit sur les radi-
caux :

7 : Rad(U,sl(2)) — Hom (¥ /Rad ¥, Rad ¥)
(cf. par exemple [Pie82, Lemme 4.1]). On procede alors comme en (a) avec le morphisme
7. On obtient un morphisme surjectif de U,sl(2)-bimodules :

7 ARl
# : Rad(Reg) — Hom (#//Rad #,Rad 7) "2

Rad ¥

Rad? X (¥ /Rad ¥).

]

Théoréme 11.1.4. La représentation réqulicre bilatére Reg de U,sl(2) se décompose de
maniére unique, a isomorphisme et ordre des facteurs prés, en la somme directe @4_, Q(s),
ol :

(i) les U,sl(2)-bimodules Q(0) = 2~ (p) K 2 (p) et Q(p) = Z " (p) ® X (p) sont
simples,

(ii) pour tout s € {1,....,p — 1}, le U,sl(2)-bimodule Q(s) est indécomposable et admet
une filtration de U ,sl(2)-bimodules 0 C R(s)? C R(s) C Q(s) tels que :

Q(s)/R(s) = 2T (s) 2T (s) @ 2 (p—s) W2 (p—s),
R(s)/R(s) 222 (p— 5) B 2 () ©22 () B2 (p— 5),
R)P2ZTRZT5)0 2 (p—s) KL (p—s).

Pour davantage de lisibilité, la structure des U,sl(2)-bimodules Q(s), 1 < s < p — 1,
est synthétisée dans la figure I11.1.A.

Démonstration. On commence par déterminer le nombre de facteurs directs de Reg. Pour
tout U,sl(2)-bimodule X, on note 2" le U,sl(2)-module a gauche obtenu & partir de X
par oubli de Paction & droite de U,sl(2). En particulier, pour la représentation réguliere
bilatere Reg, le U,sl(2)-module a gauche correspondant est la représentation réguliere a
gauche Reg. D’apres la proposition 1.2.13, on sait que :

1

Reg = @D [s277(s) © s (s)| @ p 2 F(s) @ p 2 (p).

hS]

@
Il
—
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F1GURE II.1.A — Structure des bimodules Q(s), 1 <s <p— 1.

Représentation diagrammatique de l'action & gauche de U,sl(2) :

9+ 2+ (s P (p—s)R2 — (p—s

Q(s)/R(s) Z (ﬂ?l (s) 2-(p )?l (p—5)

R(s)/R(s)z ,%’*(p—s.)&W*(s) E ,;‘?f*(p—s.)&%’*(s) ,%’*(s)&.;?,’*(p—s) E J’*(s)&;l’*(p—s)
R(s)? ZHEBLHE) 2 (p-9IBL " (r-9)

Représentation diagrammatique de Iaction & droite de U,sl(2) :

ZH(s)B2*(s)
[ ]

Q(s)/R(s)

F

R(S)/R(S)‘Z fl"’(p—%@ﬂ’*(s)

R(s)?

Les facteurs directs de cette décomposition, appelés U,sl(2)-PIMs & gauche, réalisent les
idéaux a gauche de U,sl(2). En les munissant de la structure de U,sl(2)-module & droite
donnée par la multiplication a droite, on obtiendra les facteurs directs de Reg.

Identifions les U,sl(2)-PIMs a gauche appartenant a un méme facteur direct de Reg
(en tant que U,sl(2)-bimodule). Sous I'action de la multiplication & droite par U,sl(2),
deux PIMs a gauche appartiennent a un méme bimodule si et seulement si ils ont les
mémes quotients, a isomorphisme et ordre pres, dans une suite de composition (cf. par
exemple [CR62, § 13, Thm 55.2]). Or, d’aprés la description des U,sl(2)-PIMs donnée
dans la proposition 1.2.11, on sait que P*(p) = 2°*(p) sont simples et que, pour tout
s € {1,...,p — 1}, la structure de 2% (s) est donnée par :

(1)

8
<H
)
2
\tq
8
o H<—— —@0 H
S
Vs
8
<H
)
2

4

@
N\

Soient o € {+,—} et s € {1,...,p — 1}. Une suite de composition de Z*(s) est donc :
0C Z%s) C¥s) C¥Vs)+ ¥(s) C Ps),

dont les sous-quotients sont respectivement :
2%s), Z7p—s), Z7p—s), 2s)
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Par conséquent, il y a p + 1 facteurs directs Q(s) de Reg, indexés par 0 < s < p, dont la
structure de U,sl(2)-module a gauche est donnée par :

Q(0) = p2 ™ (p),
(2) Qs) = 83”+( )®(p—s5)P (p—s), 1<s<p-—1,
Q(p) = p2 " (p).

Il reste a expliciter les structures de U,sl(2)-bimodule des facteurs Q(s), 0 < s < p.
Ceux-ci étant en somme directe, leurs structures de U ,sl(2)-bimodule coincident avec leurs
structures induites de Q(s)-bimodule, 0 < s < p. Dans la suite, on identifiera implicitement
ces structures de bimodule.

Soit s € {0, ..., p}. On note R(s) le radical de Jacobson de Q(s), et on étudie la structure
du bimodule quotient Q(s)/R(s). On sait que le bimodule Q(s)/R(s) est semi-simple et
que ses sous-bimodules sont les bimodules simples quotients de Q(s) (cf. par exemple
[Pie82, § 2.7, § 4.1]). Afin de les expliciter, on se donne un sous-module & gauche simple 2
de Q(s). D’apres le lemme I1.1.3, il existe un morphisme surjectif de U,sl(2)-bimodules :

7:Reg— Z XX

Comme 2 est un sous-module & gauche du facteur direct Q(s), le morphisme 7 se factorise
par Q(s). Donc Q(s) admet un bimodule quotient isomorphe a 2" X 2. De plus, d’apres
les identifications (2) et le diagramme (1), on sait que 2 est isomorphe a :

2 (p) si s =0,
2 t(s)ou 2 (p—s) sil<s<p-1,
2 (p) sis=np.

Par conséquent, le bimodule Q(s) admet un bimodule quotient isomorphe & :

2~ (p) W2 (p) sis=0,
ZTERZT(s)ou Z (p—s) K2 (p—3) sil<s<p-1,
2 (p)” 2 (p) si s =p.

Par construction, ces quotients sont des bimodules simples (cf. la remarque 11.1.1) deux-a-
deux distincts. D’apres les propriétés du radical, il s’ensuit que :

2~ (p) ¥ 2 (p) — Q(0)/R(0),
3) ZXTER2ZT(s) 2 (p—s)XZ " (p—5)— Q(s)/R(s), 1 <s < p—1,
2 (p) ¥ 2 (p) = Q(p)/R(p).

Enfin, d’apres les identifications (2) et le diagramme (1), on connait la structure de U ,sl(2)-
module a gauche du radical R(s) (cf. par exemple [Pie82, Prop. 4.1]) et par suite, celle du

quotient Q(s)/R(s) :
Q(0)/2(0) = Q(0) = p2™ (p),
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Q(s)/R(s) 2Xs2ZT(s)D(p—9)Z  (p—9), 1<s<p-—1,
Q(p)/%(p) = Qp) = pZ ™ (p).

En particulier, cela donne la C-dimension du quotient Q(s)/R(s). Le compte des dimen-
sions de part et d’autre des injections de bimodules (3) conduit a obtenir des isomorphismes
de bimodules. D’ou :

Q(0)/R(0) = Q(0) = 27 (p) ¥ 27 (p),
Q)/R(s) X2 ) K2 (s)d 2 (p—s)RZ (p—s), 1<s<p-—1,

Q(p)/R(p) = Qp) = ZF(p) X2 (p).

On considére maintenant le radical de Jacobson R(s)? de R(s) (cf. par exemple [Pie82,
Ex. 4.1.2]), et on étudie la structure du bimodule quotient R.(s)/R(s)?. De méme que
précédemment, le bimodule R(s)/R(s)? est semi-simple et ses sous-bimodules sont les
bimodules simples quotients de R(s). Afin de les expliciter, on se donne un sous-module &
gauche de Verma 7 (cf. la proposition 1.2.7) de Q(s). D’apres le lemme 11.1.3, il existe un
morphisme surjectif de U,sl(2)-bimodules :

7' : Rad (Reg) - Rad ¥ X (¥ /Rad ¥) .

De méme que précédemment, celui-ci se factorise par R(s) car 7 est un sous-module
a gauche du facteur direct Q(s). Donc R(s) admet un bimodule quotient isomorphe &
Rad 7 X (¥ /Rad 7). De plus, d’apres les identifications (2) et le diagramme (1), on sait
que ¥ est isomorphes a :

Y (p) =7 (p) sis =0,
Y H(s), VT (s),V (p—s)ou ¥ (p—s) sil<s<p-1,
Y (p) = 7;+(P) si s = p.

Par conséquent, le bimodule R(s) admet un bimodule quotient isomorphe & :
{0} si s =0,
—(n — + —(p — +
P (p—5) R 2ZHs), 2 (p— 5) B2 (s), Gleent
ZTRZ (p—s)ou ZT(s) K2 (p—s)
{0} si s =p.
En procédant comme précédemment, on obtient les isomorphismes de bimodules :
R(0)/R(0)* = R(0) = {0},
R(s)/R(s)* 222 (p—s) X2 () @22 )R 2 (p—s), 1<s<p-—1,
R(p)/R(p)* = R(p) = {0}.

Enfin, on on consideére le radical de Jacobson R(s)? de R(s)?, et on étudie la structure du
bimodule quotient R(s)?/R.(s)?. De méme que précédemment, le bimodule R(s)?/R.(s)? est
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semi-simple et ses sous-bimodules sont les bimodules simples quotients de R(s)?. D’apres
les identifications (2) et le diagramme (1), on sait que R(s)®> = {0} (cf. par exemple
[Pie82, Prop. 4.1]) et on connait la structure de U,sl(2)-module & gauche du quotient
R(s)?/R(s)* = R(s)” :

#(0)* = {0},
R(s) Zs27(s)® (p—5)2 " (p—5) = Q(s)/%(s), 1<s<p-1,
Z(p)* = {0}.
Par adjonction de laction & droite de U,sl(2), on en déduit que :
R(0)* = {0},
R(s)* = Q(s)/R(s), 1<s<p-—1,
R(0)* = {0}.
D’ou le résultat. []

Remargue 11.1.5. 1l est possible d’identifier les U, sl(2)-PIMs & gauche qui appartiennent
a un méme facteur direct de Reg sans évoquer le critere [CR62, Thm 55.2]. Pour cela, on
explicite la base canonique d’un U,sl(2)-PIM a gauche en fonction des générateurs F', K,
FE de U,sl(2) en tant que C-algebre (cf. par exemple [Siit94, § 3]). On montre alors que,
pour tout &« € {+, -} et s € {l,....p— 1}, on a LP*(s)F* C P *(p—s). A

I1.1.B Description du centre a partir des représentations

On utilise la description de la représentation réguliere bilatére Reg de U,sl(2) donnée
dans le théoréme I1.1.4 pour construire des éléments centraux canoniques de U ,sl(2). Pour
cela, on construit une base du C-espace vectoriel des endomorphismes de U ,sl(2)-bimodules
de Reg, puis on prend son image dans le centre 3 de U,sl(2) via I'isomorphisme d’algébres :

Endﬁqsl@)—vqsl@) (Reg) — 3
p— (1)

Les éléments ainsi construits forment une C-base de 3, dont on connait le systeme de
relations et leurs actions sur les idéaux & gauche de U,sl(2) (cf. la remarque 1.2.14).

Lemme I1.1.6. Le C-espace vectoriel Endg o) 77, q(2)(Reg) des endomorphismes de bi-
modules de U,sl(2) de la représentation réguliére bilatére Reg de U,sl(2) admet une base
{e,; 0<s<plu{wr;1<s<p-1}ou:
(i) pour tout s € {0, ...,p}, le morphisme de U,sl(2)-bimodules e, est la projection or-
thogonale sur Q(s) :

o {Reg =~ @ QL) — Q(s)

_ P
J;—ijoxj — Tg
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+

5 sont définis

(ii) pour tout s € {1,...,p — 1}, les morphismes de U,sl(2)-bimodules w
par :

wh Reg ~ Q(0) ® 7~ Q(j) ® Q(p) — Q(s)
S yd () = s (s), wo(5) =0, 1<j<p,

W | Reg=Q0) 2 @j- Q() & Q) — Q(s)

’ yg_(]>H07 yg_(j)'_>5j,p—sx6<p_3), 1§j§p7
ot, pour tout 5 € {1,...,p}, 25(j) et y5(j) sont des vecteurs de poids +¢'~' qui
engendrent respectivement 2 =(j) et P*(j) sous U,sl(2) (cf. les propositions 1.2.4
et 1.2.11).

Démonstration. D’apres le théoreme 11.1.4, on sait que :

V4
Endg_g0)-7,02) (Reg) = P Endqs)-qes) (Q(s)) -
s=0

Il s’agit donc de déterminer, pour tout s € {0, ..., p}, les endomorphismes induits de Q(s)-
bimodules de Q(s). Pour cela, on utilisera régulierement la structure des bimodules Q(s),
0 < s < p, explicités dans le théoreme I1.1.4 et la figure I11.1.A.

Pour s € {0,p}, le bimodule Q(s) est simple. D’apres le lemme de Schur (cf. par
exemple [Pie82, § 2.3]), les endomorphismes de bimodules correspondants sont multiples
de I'identité. A multiplication par un scalaire pres, ils se relévent sur U,sl(2) en la projection
orthogonale de U,sl(2)-bimodules e.

Pour s € {1,...,p — 1}, le bimodule Q(s) admet la filtration de sous-bimodules :

0 C R(s)* C R(s) C Q(s).

Soient s € {1,...,p — 1} et f € Endq-qs) (Q(s)). Les bimodules R(s)? et R(s) sont
stables par f, et on a :

Q(s) ! Q(s)
R(s) ! R(s)
R{s)2 ! R{s)2

On distingue deux cas.
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e Cas 1. On suppose que f (R(s)?) # {0}.

D’apres le lemme de Schur, 'image par f du sous-bimodule simple isomorphe & 2 " (s) X
Z(s) (resp. 2 (p—s) K2 (p—s)) est soit nulle, soit isomorphe & lui-méme.

Par exemple, on suppose par 'absurde que l'image par f du sous-bimodule isomorphe a
X F(s) R 2 F(s) est nulle. D’aprés le théoreme de factorisation, il existe un morphisme f;
de Q(s)-modules & gauche et un morphisme f, de Q(s)-modules & droite tels que :

Z(s) ! Z(s) Z(s) ! A(s)
i fi f2
H(s)] (X (s) W ZH(s)) () [ (X (s) 2T (s))
22 (p—s) K Z " (s) 221 (s) @j%(ps)

ou #(s) (resp. Z(s)') désigne le 2(s)-module a gauche (resp. a droite) obtenu a partir de
R(s) par oubli de 'action a droite (resp. a gauche). D’apres le lemme de Schur, I'image
par fi (resp. par f,) de chaque sous-module simple & gauche (resp. & droite) isomorphe
a 2 (p—s) X ZT(s) (resp. & ZT(s) ¥ 2 (p — s)) est nulle car Z(s) ne contient
pas de sous-module & gauche (resp. a droite) isomorphe a 2~ (p — s) ¥ 2 (s) (resp. a
2T (s)® 2~ (p—s)). La structure de bimodule de Q(s) donne alors f (R(s)) = {0}. Ce
qui contredit ’hypothése initiale car R(s)? C R(s).

De la méme maniere, on montre que I'image par f du sous-bimodule isomorphe & 2"~ (p —
5) X 2~ (p — s) n’est pas nulle. Donc les endomorphismes de bimodules f| 4+ (sz2+(s) et
J127- (p—s)m2°~ (p—s) SOnt multiples non nuls de l'identité. La structure de bimodule de Q(s)
impose alors que f est multiple non nul de 'identité. A multiplication par un scalaire pres,
il se reléve en la projection orthogonale de U, sl(2)-bimodules e;.

e Cas 2. On suppose que f (R(s)?) = {0}. )
D’apres le théoreme de factorisation, il existe un morphisme f; de Q(s)-bimodules tel que :

R(s) ! R(s)

i ;

R(s)/R(s)’

|

22 (p—s) K ZT(s) @22 () R Z(p—s)

D’aprés le lemme de Schur, Vimage par f; de chaque sous-bimodule isomorphe & 2~ “(p—
s) X ZT(s) (resp. & Z71(s) K 2 (p—s)) est nulle car Z(s) ne contient pas de sous-
bimodule isomorphe a 2~ (p — s) ¥ 2" (s) (resp. & Z(s) ¥ 2~ (p — s)). 1l s’ensuit
que f(R(s)) = {0}, et d’aprés le théoréeme de factorisation, il existe un morphisme f, de
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Q(s)-bimodules tel que :

Q(s) ! Q(s)
| g
Q(S)iR(S)

ZTORZT(s) X (p—s)KZ (p—s)
D’apres le lemme de Schur, les endomorphismes de bimodules

f2\£'+(s)xgr+(s) et fQ\&V*(p—s)&%*(p—s)

sont multiples de I'identité. A multiplication par un scalaire pres, ils se relevent respecti-
vement sur U,sl(2) en les morphismes de U,sl(2)-bimodules w et w; . Donc f se releve
sur U,sl(2) en une combinaison linéaire de wl et w; .

Par conséquent, la famille {e, ; 0 < s < p}lU{wE; 1 < s < p— 1} est une base du

s

C-espace vectoriel Endg g0 7 q() (Reg). O

Proposition I1.1.7. Le centre 3 de U,sl(2) admet une C-base {e5 ; 0 < s < ppuf{wF; 1<
s <p—1} telle que :

Vs, s € {0,..,p} es€y = Osg €5,
Vs €{0,...,p} Vs'e{l,..,p—1} esws = 0,0 wi,
Vs,s' e {1,..,p—1} wiwd =0 =wfwd.

On lappelle la base canonique du centre.

Démonstration. D’apres le lemme 11.1.6, la base {e, ; 0 < s <plU{wF; 1<s<p—1}
du C-espace vectoriel Endg o) 77, q(2) (Reg) vérifie le systéme de relations :

\V/S, s’ e {0, ,p} €€y = 58,8’ €s,
Vs €{0,...,p} Vs e{l,..,p—1} Wy =0y W3,
Vs,s' e {1,..,p— 1} wiws =0=wiwl.

Son image {e, ; 0 < s < p}U{wE; 1 <s<p-—1} par 'isomorphisme d’algebres :

Endﬁqsz@)fﬁqsz(z) (Reg) — 3
p— (1)

fournit donc la C-base souhaitée de 3. O]
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Corollaire I1.1.8. Soient 2 € 3 et {a, ; 0 < s < p} U {bF
famille de scalaires telle que :

;1 < s < p—1} lunique

s )

-1

Z—Zases—i-Z(lﬁer—i-b w, )

s=1
Alors, on a :
2o (5) = 4, (5), 1<s<p,
2Ty (8) = ap—sz4 (8), 1 <s<np,
2yg (8) = asyg (s) + b xg (s), 1<s<p-1,
2Yo (8) = ap- SyO()+bp—s o (8), I<s<p-1,

otl, pour tout s € {1,...,p}, x5 (s) et inLs) sont des vecteurs de poids £q¢°~1 qui engendrent
respectivement 2% (s) et PE(s) sous Uysl(2) (cf. les propositions 1.2.4 et 1.2.11).

Démonstration. Pour connaitre I'action de z sur les vecteurs z(s) et yi(s), 1 < s < p, il
faut et il suffit de connaitre celle de la base canonique du centre {e, ; 0 < s < p}U{wE ; 1 <
s < p— 1}. Pour cela, on utilise la base {e, ; 0 < s < plU{wf; 1 <s<p-1}du
C-espace vectoriel Endg_ ) 7, q(2) (Reg) (cf. le lemme I1.1.6). Par construction, on a :

) Va € Uysl(2) esa = es(1)a = ey(a), 0<s<np,
Va € Uysl(2) wia=wl(1)a=wl(a), 1<s<p.

Comme les vecteurs 7 (s) et y5°(s), 1 < s < p, appartiennent a U,sl(2) (cf. la remarque
[.2.14), il suffit d’appliquer les égalités (1) sur ceux-ci. Le résultat s’ensuit directement. [

I1.1.C Description du centre a partir de I’élément de Casimir

La base canonique {es; 0 < s < p}U{wf; 1 <s<p—1} du centre 3 de U,sl(2) (cf.
la proposition II1.1.7) peut étre explicitée en fonction des générateurs de U,sl(2) a l'aide
d’un élément particulier du centre :

¢ 'K +qK™ iy gy BT g 'K

(11.1.9) C:=FEF + (C] — q71)2 (q - q,1>2

On l'appelle I’élément de Casimir.

Proposition 11.1.10. Pour tout polynome R € Clx], on a :

RC) = 3 R(pew + SR (u +u7),

ou, pour tout j € {0,...,p}, B; = (21221;2.
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Démonstration. Soit R € Clz|. Comme C' est central, 'élément R(C') 'est aussi. D’apres
la proposition I1.1.7, il existe une unique famille de scalaires {as ; 0 < s < p}U{bf; 1 <
s < p—1} telle que :

P p—1
=) ases+ Y (b:w;“ + bs_ws_> .
s=0 s=1

Conformément au corollaire I1.1.8, on explicite cette famille de scalaires en faisant agir
R(O) sur les vecteurs z7 (s) et yi(s), 1 < s < p, de poids +¢*~!, qui engendrent respecti-
vement 2 %(s) et P%(s) sous U,sl(2) (cf. les propositions 1.2.4 et 1.2.11).

Pour tous a € {+,—} et s € {1,....,p}, on a:

gK + ¢ 'Kt o
(=g 12 )%
o ag® +ag®
(1 —dsp)r5(s) + W?Jo (s)
(1 = dsp)w5(s) + aBsyg (s),
qK + q_lK_1> N

C yi(s) LY (FE .

—~

—_

P
I

C zg(s) (HL19) (FE +

(a—q 2 )"
° + -’ (63 (03
2) = = ) = afa(s).
La seconde égalité donne immédiatement :
Vs € {1,...p} R(C) af(s) = R(B)wi{(s),
Vs € {1, ..,p} R(C) xq (s) = R(=Ps)xq () = R(Bp-s)zq (5).

On en déduit que, pour tout s € {0, ...,p}, as = R(Ss).
Pour exploiter la premiere égalité, on utilise un développement de Taylor-Young a
l'ordre 2 sur le polynéme R en «3. Pour tous a € {+, -} et s € {1,...,p— 1}, on obtient :

R(C) y3(s) = R(aB,)y5 (s) + R (af:)(C = aBo)ys (s) + O(C = afs)*y5 (s)
= R(aB)y3() + R (@fi)af(s) + O(C — apo)ag(s)
2 R(aB)yg (s) + R (aB,)r5 (s).

Il s’ensuit que :

Vse{l,...,p—1} R(C) yq (s) = R(Bs)yg (s) + R'(Bs)zg (),
Vse{l,..,p—1} R(C) yq (s) = R( Bs)yo (8) + R'(—Bs)xq (s)
R(Bp—s)yy (s) + R/(Bp—s)lﬁ (s)-
On en déduit que, pour tout s € {1,....p — 1}, bf = b; = R'(B,). D’ott le résultat. ]
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Remarque 11.1.11. (i) En particulier, la sous-algebre (C') engendrée par C' est un C-
espace vectoriel de dimension 2p, dont une C-base est {e5 ; 0 < s < p} U {w] +
wy 3 1<s<p-—1}

(ii) On en déduit également le polynéme minimal de I’élément de Casimir C' (I1.1.9) :

Vapla) = (@ = o) (U““@) v )

On considére maintenant les polynomes :

1:[ 33'—6] x_ﬁp)a
p—1
(11112) ws(fﬁ) = (1’ - 50) H ([l? - 6]')2 ([lﬁ' - 510)7 1 S S S p— 17
j=1
J#s

bol) = (2 — Bo)hl (& - B;)?,

ott, pour tout j € {0,...,p}, 5 == Z]J;q ;

I1.1.10, on exprime les éléments de la base canonique du centre (cf. proposition 11.1.7)
comme des polynémes en C' (I1.1.9) a multiplication par 1’élément K pres.

En utilisant ces polynémes dans la proposition

Corollaire I1.1.13. On utilise les notations I1.1.12 et, pour tout s € {1,...p — 1}, on
pose :

1 1

7T: = — q(Q”_SH)jKj et Tm, = — q(Z"_SH)jKj.
2p 0<r;sl 2p s<nz<pl
0<j<2p—1 0<j<2p—1
Les éléments de la base canonique du centre vérifient :
—,(C) e {0.p}
€ = ——Yg 5 S yDPys
¥s(Bs)
1 ¥ (Bs)
€s = 1/]0 C 681/)5 ) 1§S§p_17
D) O T (a)r T L)
1
w;t: C 5s¢s 1§S§p—1,

ou, pour tout j € {0,...,p}, B; = (31221;2.
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Démonstration. Soit s € {1,...,p — 1}. On commence par utiliser la proposition I1.1.10
avec le polynome (x — f35)9s(x). On obtient :

(1) (C = Bs)s(C) = ¥s(Bs) (wy +wy).

On projette I"équation (1) sur I'espace vectoriel engendré par le vecteur w; et sur celui
engendré par le veteur w; . Pour cela, on multiplie I’équation (1) par 7} et m, respective-
ment. En effet, 7} (resp. 7, ) agit par multiplication comme la projection orthogonale sur
les espaces propres de K associés aux valeurs propres :

(resp. {¢" " s<n<p—1}={-¢ ", 0<n<p-s—1}).

On obtient ainsi :

+ 1 7Ti .
W = ws(ﬁs) s (C 55)1/15(0)

Soit s € {0,...,p}. On utilise a présent la proposition I1.1.10 avec le polynéme ().
On obtient :

1/Js(0) ¢s(ﬁs)es sis € {O,p},
Vs(C) = Ys(Bs)es + V(B (wh +w]) sil<s<p—1.

Or, pour s € {1,...,p — 1}, on sait que :

(2)

w1 _
(ws + Wy ) - ws(ﬂs) (C 68)¢8<C)
Les équations (2) donnent donc :
e, = %(15&)1/;3(0) sis € {0,p},
1 s (Bs .
o= O~ €~ BIO) dlssspod

]

Remarque 11.1.14. Une autre formulation de la proposition I1.1.10 et du corollaire 11.1.13
sera utile dans le chapitre IV. A savoir, pour tout polynéme R € Clz], on a :

P R p—1 .
R(£C) =Y R(£By)es (¢ —q ') > R'(£5,) (wj + w;) :
s=0 s=1
oi C := (q — ¢ ")2C et, pour tout j € {0,...,p}, B; := ¢/ + ¢77. Les éléments de la base

canonique du centre vérifient alors :

€s = ﬁws((iC% s € {0,]9},
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A AT A>A .
s = — — — — — :tO s s:tC, 1§ S _]-7
. (Wiﬁs) PEE0RA) ) G0 s<p

1
= _ 4 - - +C < Sj:C 1<s<p—-1,
wF =t W (RO F A)AGO) s<p
avec .
bol@) = [1 (e % 3)° (2 % By).
2 ~
V() = (x F Bo) ( x:FﬁJ (z F Bp), I<s<p-1,
o

o~

77ij( fE:Fﬂo 1:[ q:ﬁ]

II.2 Balancement, enrubannement et caracteres

On détaille plus amplement la structure de l'algebre de Hopf U,sl(2). Pour cela, on
commence par quelques rappels sur les algebres de Hopf tressées (on dit aussi quasi-
triangulaires, cf. par exemple [Kas95, § VIIL.2]). Pour toute algebre de Hopf tressée de
dimension finie (A, u,n, A, £, S, R), il est possible de construire un élément canonique u € A
inversible tel que :

A() = (RpR) 'u®@u et VreA S*z)=uru’!

(cf. par exemple [Kas95, § VIII.4, p.173] et [LS69, Prop. 2]). On en déduit un élément
g = uS(u)~! inversible tel que :

Alg)=g®g e VrecA S*(z)=grg™’

(cf. par exemple [Mon93, Thm 10.1.13}). Ce dernier permet de définir la notion de balan-
cement.

Définition. Soit (A, u,n, A e, S, R) une algebre de Hopf tressée de dimension finie. On
dit que k € A est un élément de balancement si :

(I11.2.1) k=g, Ak)=kok et VzeA S*z)=krk '
Lorsqu’un tel élément existe, on dit que A est balancée.

Cette notion est équivalente a celle d’enrubannement définie ci-dessous.
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Définition ([Ker95, Def. XIV.6.1]). Soit (A, u,n, A, e, S,R) une algebre de Hopf tressée
de dimension finie. On dit que v € A est un élément d’enrubannement si :

(I1.2.2) Vie A av=vz, AWV)=(RpR)'vev, e Sv)=v.
Lorsqu’un tel élément existe, on dit que A est enrubannée.

Détaillons la relation entre balancement et enrubannement. On se donne une algebre
de Hopf (A, u,m, A e, S, R) tressée de dimension finie. Si k € A est un élément de balan-
cement, alors I'élément inversible v = uk™' = S?(k™!)u = k™ 'u vérifie :

Vre A av=ak 'u!=k'S*(2)u=k tur = vx,
A(V) = A(U)A(k_l) = (R12R)_1(u & u)(k_l & k_l) = (RHR)_IV RV,
S(v) = S(uk™) =Sk 1)S(u) = S*k)S(u) =kS(u) =uk ' =v.

Donc v est un élément d’enrubannement. Réciproquement, si v € A est un élément d’enru-
bannement, alors v = uS(u) (cf. par exemple [Kas95, Cor. XIV.6.3]) et 'élément inversible
k = v lu=uv! vérifie :
k? =v?u’=S(u) tutu? = S(u) tu=S*(u)S(u)! = uS(u),
Ak)=AVHAW) =v e v I (RpR)(RpR) u@u=kk,

Vee A S*z)=uru ' =v luzu'v = kak ™.

Donc k est un élément de balancement.

Conformément a Particle [KS11, Cor. 3.7.4], la groupe quantique restreint U, sl(2) n’est
pas une algebre de Hopf tressée (et par suite, elle n’est ni balancée ni enrubannée). Tou-
tefois, il est possible de construire des éléments de balancement et d’enrubannement "gé-
néralisés". Pour cela, on consideére le dual U,sl(2)* := Hom(U,sl(2),C) de U,sl(2). On
rappelle que, pour toute C-algebre de Hopf (A, u,n, A, e, S) de dimension finie, le dual
A* := Hom (A,C) est naturellement muni d’une structure d’algebre de Hopf (cf. par
exemple [Kas95, Prop. I11.1.2, Prop II1.1.3, Prop. I11.3.3]). Dans ce qui suit, on considére
I'algebre de Hopf duale co-opposée (A*, A* &* i n*, (S~1)*). Donc, pour tous A, u € A*
et pour tous a,b € A, on a :

(A)(a) =A@ p)(Aa),  AN(a®b) =Aba),  S(A)(a) =S (a)).

De plus, on notera simplement A toute algebre de Hopf (A, u,n, A, e, 5).

I1.2.A (Co-)intégrales et balancement

Dans un premier temps, on munit U,sl(2) et U,sl(2)* d’une structure de U,sl(2)-
bimodules par actions de la multiplication a gauche et a droite. On étudie les intégrales et
co-intégrales de U,sl(2). On en déduit deux éléments de balancement "généralisés' possibles
pour U,sl(2).
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Définition ([Mon93, Def. 2.1.1]). Soit A une C-algebre de Hopf de dimension finie.

(i) On appelle intégrale & gauche (resp. a droite) toute forme linéaire p : A — C telle
que :

Vee A (id® p)A(x) =p(x)l (resp. (u®id)A(x) = p(x)l).
On note [. (resp. [4.) le C-espace vectoriel des intégrales & gauche (resp. a droite).

De plus, on dit que A est unicomodulaire si fi* = [l

(ii) On appelle co-intégrale & gauche (resp. a droite) tout élément ¢ € A tel que :
Ve A xzc=c¢(x)c (resp. cx =e(x)c).

On note [ (resp. [}) le C-espace vectoriel des co-intégrales & gauche (resp. a droite).
De plus, on dit que A est unimodulaire si ffl = [4

Remarque 11.2.3. Soit A une C-algebre de Hopf de dimension finie. Le C-espace vectoriel
% (vesp. [4) coincide avec le C-espace vectoriel des éléments invariants de A sous I’action
de la multiplication a gauche (resp. a droite). Il en va de méme pour le C-espace vectoriel
[%. (resp. [%.) dans A*. En effet, pour tous g € A*, on a :

Voe A" Vre A (Bp)(x) =c(B)u(x) (resp. (uB)(z) = (B)p(x))
— VBEA VeeA (Bep)A(r)=p3(1)p()
(resp. (p ® B)A(z) = B(1)p(x))
= VieA VeeA B((id®p)A(r)) = p(p()l)
(resp. B ((n ®@id)A(x)) = B(p(x)1))

— VreA (ideop)A(r)=px)l (resp. (u®id)A(z) = p(x)l)
car A est de dimension finie. A

Proposition 11.2.4. On considére les algebres de Hopf U,sl(2) et U,sl(2)*.

(a) Il eziste des intégrales a gauche (resp. da droite) et elles sont définies par :

l .{quz@) —C e

[ FmKJEn — C(Sm,pfléj,pfl(sn,pfl i

N U,sl(2) — C . cec
PR PRI s Gptbipiidags |

pour tous m,n € {0,....,p—1} et j €{0,...,2p — 1}.

(b) Il existe des co-intégrales a gauche (resp. a droite) et elles sont données par :

2p—1 2p—1
cc=CFP" Y KB =(EPTY Y ¢ KR (eC.
j=0 j=0
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Démonstration. (a) On utilise la C-base {F"K/E" ; 0 <m,n <p—1, 0<j <2p—1}de
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U,sl(2) (cf. le théoreme 1.1.3). 11 s’agit de trouver des formes linéaires p : U,sl(2) — C

telles que, pour tous m,n € {0,....p — 1} et j € {0,...,2p — 1}, on ait :

(1a) (id @ W) A(F"K/E") = p(F™ K E™)1
(resp. (p @ id)A(F"KIE") = p(F"KIE")]1) .

Or, pour tous m,n € {0,....p—1} et j € {0,...,2p— 1}, on a :

A(F"KIE") = A(F)"A(K) A(E)"

(11.6)

Z Z qr(mfr)Jrs(n—s) lm] ln] FrKrferjEn—s ® merKjEsans

r=0 s=0 r s

)
(I.1.1) i - qr(m—r)-i-s(n—s) [m] [n] FrKTmt pres ® T i n—s ps
0 T S

r=0s=

S’il existe une intégrale a gauche (resp. a droite) p, alors la condition (1a) impose qu’il
existe ¢ € C tel que :

H= e ;

res — 7. UqSl(2> —C
P-B=He Y pmpeipn (Omp-10ipr10np1 |

pour tous m,n € {0,...,p—1} et j € {0,...,2p —1}. Réciproquement, pour tout ¢ € C,
K est une intégrale a gauche (resp. & droite) d’apres les calculs précédents.

On utilise la C-base {F™K'E™ ; 0 < myn < p—1, 0 < j < 2p — 1} (resp.
{E"K'F™; 0<m,n<p-—1,0<j<2p—1}) de Uysl(2) (cf. le théoreme 1.1.3). 1l
s'agit de trouver des éléments ¢ € U,sl(2) tels que :

(1b) Fe=¢e(F)c L2y (resp. cF =¢(F)c (1.12) 0) ,
(Qb) Ke = E(K)C (I'éQ) Y (resp. cK = 5(K)C (IQQ) C) )
(3b) Ec=¢(E)c L2 (resp. cE =¢(E)c (L12) 0> .

S’il existe un co-intégrale a gauche (resp. a droite) c, alors les conditions (1b) et (2b)
imposent qu’il existe (o, ..., (-1 € C tels que :

p—12p—1 ' ‘ p—12p—1 ‘ '
c=Frt Z Z Cg¥ K E™ resp. ¢ = Z Z (g Y EMKY FPL

n=0 j=0 n=0 j=0
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Avec cet élément c, on a :

p—12p—1
Ec =EF"'Y" > (q¢"K'E"
n=0 j=0
—12p—1
P 1EZ > G K'E"

n=0 j5=0

(115)

7(p72)K — P 2K1 p—12p—1 o
24 q Z ZCHQQJKJEWL

+[p— 1]FP~ —
7—4 n=0 j=0

p—12p—1
<resp. cE =YY (g YE'K! FP'E
n=0 5=0
—12p—1

Z > (g YE"K) EFPTY

n=0 5=0

“l =X Y G YK

s j PR — q_(p_z)K_lefz
n=0 j—0 q—q!

Le second terme vérifie :

—(p—2)K _ qp—QK—l p—12p—1

_9q 4 .
[p_l]Fp 2 3 ZZquZjKJE
—12p—1
(I.L7) —le 22 3 ¢ ( G featl 201 - 1) pr 01D
q- n=0 j=0
12p—1 ' ) p—QK . _(p_Q)K_l
resp. — [p —1] Z Z qu_sznKj q q — P2
n=0 5=0 q—q
. -3 j ; (11.1)
n=0 j=0
Donc :
(I.L1) —12p—1 a1 oy
E Fp 1 Z Z CnK]En-‘rl resp. CE Z Z En+1K] Fp 2
n=07=0 n=0 5=0
La condition (3b) impose donc que, pour tout n € {0,...,p — 2}, (, = 0. D’ou :
1 . . 2p—1 ‘ '
cC=¢C , = Cp—le_l Z q2yKJEp—1 _ Cp—lEp_l Z q_ZJKJFp_17
7=0 20

ou la troisieme égalité découle de :

2]Fp 1KjEp 1 11 )K]Fp lEp 1(115) K]Ep le 1(111) —2]Fp 1K]Ep 1
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Réciproquement, pour tout ¢ € C, c; est une co-intégrale bilatére d’apres les calculs
précédents.
[

Remarque 11.2.5. (i) Soit A une C-algebre de Hopf de dimension finie. D’apres Particle
[LS69] (dont les principaux résultats sont repris dans [Mon93, Thm 2.1.3]), les C-
espaces vectoriels [}, et [4. (resp. [} et [}) sont de dimension 1. De plus, 'antipode
(S™H* (resp. S) induit un isomorphisme entre ces deux C-espaces vectoriels :

e = Jf o, [0
pr— S(pu)=poS! " |e— S(c) '
Pour 'algebre de Hopf U,sl(2), on a montré que [, = J4 dans la proposition I1.2.4.

(ii) D’apres le théoreme de Maschke (cf. par exemple [Mon93, Thm 2.2.1]), on retrouve
que U,sl(2) n’est pas semi-simple (cf. la proposition 1.2.13) car £(c) = 0.
A

Corollaire I1.2.6. L’algébre de Hopf U,sl(2) est unimodulaire.

Soit g une intégrale & droite de U,sl(2). Pour tout 8 € U,sl(2)*, la forme linéaire S
est encore une intégrale a droite. Par unicité de p a un scalaire pres (cf. assertion (i) de la
remarque 11.2.5) et comme U,sl(2)** = U,sl(2), il existe un élément a € U,sl(2) tel que :

VBT, sl2) VacTsl(2) (Bu)) = Bla)u(a)
Cette propriété est équivalente a :
VB e T,sl2) Vo eT,sl(2) (3® pmA) = Ala)u()
< VB eUsI2)" VreUyysl(2) B((idowp)Alr)) =0 (u(r)a)
— Vo eUysl(2) (idop)A(r) = p(r)a

¥

car U,sl(2) est de dimension finie. L’élément a € U,sl(2) est donc indépendant du choix
de I'intégrale a droite p. De plus, on peut vérifier que :

V8,7 € Ugsl(2)" (B7)(a) = B(a)y(a).
De méme que précédemment, cette propriété est équivalente a :
V8,7 €Ugsl(2)" (Bey)Aa) = (Beq)(a®a) <= Ala)=a®a.

Autrement dit, a est un élément group-like. De maniere duale, il existe un élément group-
like av € Usl(2)*, indépendant du choix de la co-intégrale c, tel que :

Vo e Uysl(2) zc = a(z)c.

Dans notre cas, on a a = ¢ car U,sl(2) est unimodulaire. L’existence de tels éléments
group-like s’applique également aux (co-)intégrales a gauche. C’est un fait général aux
C-algebres de Hopf de dimension finie.
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Définition ([Mon93, Def. 2.2.3]). Soit A une C-algebre de Hopf de dimension finie.
(i) Soit p une intégrale a gauche (resp. a droite) de A*. On appelle comodule & gauche
(resp. & droite) 1’élément group-like a € A tel que :
Ve A (n®id)A(z) = p(z)a (resp. (id @ p)A(z) = p(z)a).

(ii) Soit ¢ une co-intégrale a gauche (resp. a droite) de A. On appelle module a gauche
(resp. & droite) 1’élément group-like o« € A* tel que :

Ve A cx=a(r)c (resp. zc = a(x)c).

Remarque 11.2.7. Soit A une C-algebre de Hopf de dimension finie.

(i) Le comodule a droite b est I'inverse du comodule a gauche a. En effet, d’apres 1'as-
sertion (i) de la remarque I1.2.5, l'antipode fournit un isomorphisme entre le C-
espace vectoriel des intégrales a droites et celui des intégrales a gauche. Il s’ensuit
que b = S(a). Or a est un élément group-like, donc il est inversible et son inverse
est S(a) (cf. par exemple [Kas95, Prop. I11.3.7]). Le méme constat s’applique pour le
module & droite 8 par rapport au module a gauche a.

(ii) En particulier, si A est unicomodulaire (resp. unimodulaire), alors :
a=1 et b=S@)=1 (resppa=c et b=75a) =¢)

car S(1) =1 (resp. e 0 S™! = ¢, cf. par exemple [Kas95, I11.3.4]). Donc b = a.

Corollaire 11.2.8. On considére les algébres de Hopf U,sl(2) et U,sl(2)*.
(a) Le comodule a droite est b = K2.
(b) Le module d droite est ov = ¢.

Démonstration. (a) Il s’agit de vérifications directes.
D’apres la proposition 11.2.4, les intégrales a droite sur U,sl(2) sont définies par :

K -

{quz<2) —C e

FPKIiE™ —s COm,p—107p+10np-1 ,

pour tous m,n € {0,....,p — 1} et j € {0,...,2p — 1}. Soit p := p, l'intégrale a droite
correspondant a ¢ = 1. On utilise la C-base {F"K'E" ; 0 <m,n<p—1, 0<j <
2p — 1} de U, sl(2) (cf. le théoreme 1.1.3). 11 s’agit de trouver I'élément b € U,sl(2) tel
que, pour tous m,n € {0,....p—1} et j € {0,...,2p — 1}, on ait :

(id @ W) A(F"K'E™) = n(F™K'E™)b.
Or, pour tous m,n € {0,....p—1} et j € {0,....,2p — 1}, on a :

A(F"KIE™) = A(F)"A(K)YA(E)"

65



CHAPITRE II. LE CENTRE DU GROUPE QUANTIQUE RESTREINT

Ms

Z qr m—r)+s(n—s [ ] [n] FrKr—m+jEn—s ® Fm—rKjEsKn—s
r S

r=0s=0

Z Z r(m—r)+s(n—s [m] [n] FrKrferjEnfs ® merKjJrnfsEs.
r—0 5—0 r S
Donc, pour tous m,n € {0,...,p— 1} et j € {0, .. —1},ona:

(id ® W) A(F"K/E") = Z Z g (m=r)s(n=s) m m

r=0 s=0 A S ‘
FTKT_m—HEn_S[J, (Fm—rK]—i-n—sEs)
- 5m,p—16n,p—15j,p+1K2 = H(FmK]En)KQ
D’ou le résultat.

(b) Cela découle de I'unimodularité.
O]

Définition. Soit A une C-algebre de Hopf unimodulaire de dimension finie, et de comodule
a droite b. On dit que k € A est un élément de balancement généralisé si :

k*=b, Ak)=k®k, e VreAd S*r)=krk "

Remarque 11.2.9. Cette définition étend la définition d’élément de balancement aux C-
algebres de Hopf A unimodulaires de dimension finie. En effet, soit A une telle algebre de
Hopf. Notons a (resp. b) son comodule a gauche (resp. a droite) et a son module a gauche.
D’apres [Dri90, Prop. 6.1], dont le principal résultat est repris dans [Mon93, Prop. 10.1.14],
on a:

g=a ' (a®idR = (a®id)Ra’.
ou a~! = b d’apres la remarque I1.2.7. En particulier, si A est unimodulaire, alors o = ¢.
Donc :
g —= ail —= b
car (e @ id)R =1 (cf. par exemple [Kas95, Thm VIII.2.4] ou [Mon93, Prop. 10.1.8]). A

Corollaire I1.2.10. L’algébre de Hopf U,sl(2) posséde deux éléments de balancement gé-
néralisés K°P*1 § € {0,1}.

Remarque 11.2.11. L’élément de balancement (généralisé) est unique a multiplication pres
par un élément du centre d’ordre deux. En effet, soient k et k' deux éléments de balance-
ment (généralisés) d’'une algebre de Hopf A de dimension finie. Alors, on a :

K =S?(K)=kk'’k™!, on Kk '=k'S?K)=k K.
Or, I'élément k'k~! vérifie :
Vre A Kk 'z =k 'Kr=k ')k =2k 'k =a2k'k!,
Kk ') =Kk 'Kk ' =k’k ?=gg' =1.

D’ou le résultat. A
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11.2.B Double et enrubannement

Gréace au double de Drinfeld (cf. par exemple [Kas95, § 1X.4]), il est possible de
construire deux algebres de Hopf tressée et enrubannée (D, R, v5), § € {0,1}, et des plon-
gements canonique U,sl(2) — (D,R,v;). Cette construction est détaillée dans I'article
[FGSTOGb, § BJ]. Les deux éléments d’enrubannement vg, vi possibles de D appartiennent
a la sous-algébre de D canoniquement isomorphe a U,sl(2). On étend ainsi la définition
d’élément d’enrubannement a U, sl(2).

Définition ([FGSTO06b, § 4.1, § B.1]). On note D la C-algebre engendrée par e, f, k, k™
sous les relations :

1 1 1 K= k2
kek™ = kfk™ =q =
(112.12) e ge, f a f, e ] =
e’ =0, fF=0, kY =1.
Elle est munie d'une structure d’algebre de Hopf, dont le coproduit A, la co-unité ¢, et
I’antipode S sont donnés par :
Ale)=1®e+e@k®, A(f)=k7@f+fol, Ak =kak,

(I1.2.13) g(e) =0, e(f) =0, e(k) =1,

S(e) = —ek™2, S(f) = —k*f, S(k)=k""

Le groupe quantique U,sl(2) s’identifie & une sous-algebre de Hopf de D via le mor-
phisme injectif d’algebres de Hopf :

(I1.2.14) {qul(2) — D

Fw— f, K—k* FEwe.

Théoréme I1.2.15 ([FGST06b, Thm 4.1.1)). L’algébre de Hopf D est tressée et enruban-
née. Plus précisément :

(i) il existe une R-matrice :

_ 1 p=1 4l (q — q_l)m m(m—1)
R=— M=) 2 emi-g pnem g pmid
4p mz—(] n,jZ—O [m]!

(ii) il existe deux éléments d’enrubannement :
- p—1 2p—1 - :
G5 = 1—1 pz: pz: (q—q 1>mq7%fmj+mek2j+2(lf6)p
2\/_ m=0 j=0 [m]'

Le choix de § revient & fixer £20P*Y) comme élément de balancement pour D. Soit
d € {0,1}. On observe que vs appartient a la sous algebre de D isomorphe a U,sl(2)
(I1.2.14). Par conséquent, on pose :

e, 6e{0,1}.

1 i i (=g )" Gtpen?
(11216) = Z Z %qf%*m]‘k L FmK]+(l 5)pEm
2P =0 j=0 [m]!
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La encore, le choix de 0 revient a fixer K or+1 comme élément de balancement généralisé
pour U,sl(2) (cf. le corollaire 11.2.10).

Corollaire I1.2.17. On a :

5 D - 1 - )m+ mim=1) 4 n(n=1) 02 mj—ij+mi pm .25 n m1.2i £n
R21R——ZZ 2 2 JTTmL IS e ) e kT f
mn 014,j=0 ]
De méme que précédemment, 1’'élément M := Ry R appartient a la sous algebre de

D ® D isomorphe & U,sl(2) ® U,sl(2) (11.2.14). Par conséquent, on pose :

~1 2p-1 ~Lymetn

(I1.2.18) Z Z

mn 014,j=0 ]

mlm1) 4 0=l 2 _mj—ij4mi

F"K'E" @ E"K'F".
Ainsi, quelque soit le choix de §, I'élément inversible vs € U,sl(2) (11.2.16) vérifie :
Vec A avs=vsz, Avs)=M'vi®vs, et S(vs)=vs.

Cela généralise la définition d’élément d’enrubannement a U,sl(2).

Proposition 11.2.19. Soit § € {0,1}. L’expression de vs (11.2.16) dans la base canonique
du centre (cf. la proposition 11.1.7) est :

G s— 521 = s—1) —2=1 [(p—S s
vs= 3 (=1 S e, 1 (g — ) S (= 1) 6D g ( w;_ws).

s=0 s=1 [S] [S]
Démonstration. Conformément au corollaire 11.1.8, on étudie 'action de v sur 27%(s),
1 <s<p,puissur P(s), 1 <s<p-—1.

Soient o € {+,—}, s € {1,...,p}, et x§(s) le vecteur de plus haut poids de Z"*(s) (cf.
la proposition 1.2.4). Pour tous m € {0,...,p — 1} et 7 € {0,....,2p— 1}, on a :

FijJr(l_a)pmeg(S) _ 5m70Kj+(1—5)pl.8( ) =0 Oaj+p(1—5)q(5—1)(”1’—51’):758‘(s)
= Spo(—1 )1 8)(s—1) p+p(1~ 6)q j(s=1) z3(s).

Donc :

1—1 ety 2 a2
vzd(s) = s—= (=)D 3 g g (s),

2vp =0

As

1—1 p1
Z( 1)(1 8)(p+s—1) Z (J+p+1) q j(p+s—1) l‘&(s)

2\/5 7=0

V5T (8) =

AP+S
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La coordonnée de vs suivant e, est donnée par :

1—14

as = (—1)A=96=D 4 si s # 0,
(1) 2\/]_9
1—;

as = Z(—1)(1_5)(5_1)142])_8, si s #£p.

2\/p
Soit n € N. Le coefficient A,, vérifie :
2p—1

2p—1

2 i (J n
Z q““’;” Jn=1) — P 41 3 q%.
Jj=0

Le dernier terme est une somme de Gauss (cf. par exemple [Lan94, § IV.3]), dont 'indice j
ne dépend pas du représentant choisi dans Z/2pZ. Pour I’évaluer, on effectue le changement
de variables j +— j —p—n :

2p—1

J(i+2p+2n) 1 (G—p— n)(J+p+n) (+n)2 i2 n _ p?4n? )
(2) Zq 2 Z Zqz: _ q 3 (1—1—2)\/]_9.

Il s’ensuit que :
32—1 .
As=(=1)""¢ = (1+4)y/p= Agps.

En injectant ce résultat dans les équations (1), on obtient :

§2—
a, = (—1)°¢ Vg7,

Soient o € {+,—}, s € {1,....,p — 1}, et y5(s) le vecteur de poids ag*~ ! qui engendre
P*(s) sous U,sl(2) (cf. la proposition 1.2.11). Pour tous m € {0, ...,p—1} et j € {0,...,2p—
1}, on a:

Fij+(1_6)pEmy3(s) = 5, Kj+(1—6)py ()
+5 >1FmKJ+(1 Sp pm—1, a,’,_ 1(p—8)
— 5m,00z]+(1 d)p q(s 1) (+p— 5p)y ( )+§1<m<p 8( a)m—l

m—1
x [p_s_z][]FmKJ'f‘(l 6) Ap—s— m(p_S)
=1
= Omo(— 1)(1 )(s l)aj+(1i5)qu(sfl)y81<s) |
+ 61<m<p s( a)m—1+]+(1—5)pq(_p+5_1+2m)(J+p_5p)

H s+ Z p s— m(p - 3)
= §m70(_1)(1—6)(5—1)a3+(1 0)p qj(s l)yo (S) |
+ O1emeps(—1)" I gttt (1= 0)p st 2m)
m—1[s+m —1]!
X Bl xg(s).
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Donc :
1= o a= )" lsm 1)
+ + _ 1 d)(s—1) m 1
VYo (8) — asyg (s) = (-1 Z
2\/p [m][s]!
2p ! 7m]+<J+P+1) (571+2m) +
x> q ¢’ g (5),
7=0
Bm,s
_ _ L—1 ) A=) r+s—1) W ml@—g)"s+m—1)!
Vo (8) — ap,_syg (8) = ¢ 3
0( ) 4 0() 2\/ﬁ( ’n’bzz:l [m][8]|

Les coordonnées de v; suivant wl et w;

2p—1

X q
Jj=0

(J+p+1)
—mj+ 5 p+s—1+2m) . —
¢ it ) o (8).

Bm,p#—s

sont respectivement données par :

) S —1\m
b;’_ _ 1-— 7/(_1)(1—(5)(3—1) pz (_1)m_1q_% (q —q ) [S ‘i'_ m — 1]!Bm787
(3) 2Vp m=1 [m][s]!
o 1— e o= _m(@—¢ )" p—s+m—1]!
b — (~1)0-96E=D §° ¢ » )™ ] By .

S 2\/@

Soient n € N et m € {1

m=1

2p—1

Bm,n = Z q_

Jj=0

. 2
’I‘I’L]-‘r (J+P2+1)

j(n—1+42m)
q (

[m][p — s]!

,...,p — 1}. Le coefficient B, ,, vérifie :

pz J(j+2p+2n+2m)

En reprenant les calculs de 'équation (1), la somme de Gauss s’évalue comme :

J(]+2p+2n+2771)
Z q =

Il s’ensuit que :

Bm,s — (_1>s+m71q,
Bm,2pfs — (_1>s+m71q,

(=1)" g™

P2+ (ntm)?
2

(1+14)y/p

52+m271
2

(1 +14)/p,
(14 0)/p.

52+m271
2

En injectant ce résultat dans les équations (3), on obtient :

@:<WSH“*;zq

— (1)

m=1
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_ s2-1 _ = 1 = —25—21
= (-1 Vg g (g —qg )Y [ [T (1 — g 272,
m=1 i=1
_ g ym[y _ _
b7 = (-1 oz (g =" = s m 1)
[m][p — s]!
s —1\2 m— 1
_ (_1)5(5—1)+mq—32_1 Z q M( —q p s+i p+s—i)
qm_ —m 121
— (—1)%=1D) —SQT* s(, o —1\2 : 1 = 1 — 252
(=1 g2 ¢*(q Q)Zl_qzmn( ¢,
m=1 i=1

Le dernier terme est une identité de partition (cf. par exemple [AE04]) :

d 1 2d—2i d
Vd € N (1—q¢ ) = :
2 g 1l g
Par conséquent :
s -1 _ p—Ss < 1 (p—s
b;&-:( 1)6( 1)q 5 (q_q 1)2 (5 _)5 ( 1)6( l)q 5 (q_q 1)( )’
¢ —q [s]
s2-1 S s2-1 S
bs_ — 1 (5(5—1)(] 5 qg—q 1\2 — 1 5(5—1)q 5 q— q 2
(—1) ( ) prarm—— (—1) ( )[S]
D’ou le résultat. O

I1.2.C Actions (co-)adjointes et caractéres

On munit maintenant U,sl(2) et U,sl(2)* d’une structure de U,sl(2)-modules a gauche
grice aux actions adjointe et co-adjointe (cf. par exemple [Kas95, § IX.3]). Le centre 3 et
les espaces des g-caractéres de U,sl(2) sont respectivement des stabilisateurs sous laction
adjointe et co-adjointe. On introduit enfin 'anneau de Grothendieck & de U,sl(2) (cf.
par exemple [CR81, Def. 16.5]) pour construire des caractéres remarquables & partir des
éléments de balancement généralisés.

Pour toute algebre de Hopf A, on utilisera les notations de Sweedler (cf. par exemple
[Kas95, Not. I11.1.6]) :

Vae A Ala Z a ®a".

Définition ([FGSTO06b, § A.1]). Soit A une C-algebre de Hopf de dimension finie.

(i) On appelle action adjointe I'action & gauche (resp. a droite) de A sur A définie par :

Va,y € A a-y:=)Y dyS(d") (resp. yra=>y_ S(a’)ya") :

(a) (a)
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(ii) On appelle action co-adjointe 'action a gauche (resp. a droite) de A sur A* définie
par :

Va € A
a-f:=p S(a")?a" resp. 8-a:=f3 a?Sd") ]|,
e p =
ou le symbol 7 indique la place de la variable.

Remarque 11.2.20. Soient A une C-algebre de Hopf de dimension finie et 2" un A-module a
gauche (resp. a droite). Il est possible de munir 2™* d’une structure de A-module & droite
(resp. & gauche) ou de A-module a gauche (resp. a droite) avec :

Yae A Ve X ﬁ%azﬁ(a-?) (resp.a%ﬁzﬁ(?a)),

Vae A VBe 2" a’B=pB(5\a)?) (resp. 8%a=502- S‘l(a))) ,

ou le symbol 7 indique la place de la variable.
Dans notre cas, on travaille implicitement avec la premiere structure de sorte que les
actions adjointe et co-adjointe se transposent. Autrement dit :

Va,yc A Ve A" (a-B)y)=By-a) et (B-a)(y)=pla-y).

Dans les ouvrages, on utilise davantage la seconde structure en vue de construire des
produits bicroisés (cf. par exemple [Kas95, § IX.2]). Dans ce cas, on définit 'action co-
adjointe a gauche (resp. & droite) de A sur A* par :

{zaﬁ i Ijl* a-fB:=p (% S_l(a”)?a’) (resp. B-a:=p (% a”?S_l(a’))) ,

ou le symbol 7 indique la place de la variable. La nomenclature se justifie encore du fait
que les actions adjointe et co-adjointe se transposent :

Va,ye A VBe A (a-B)(y) =B (a)y) et (B a)(y) =Py S (a)).
A

Définition ([FGSTO06b, § A.1]). Soit A une C-algebre de Hopf de dimension finie. On
appelle g-caractére & gauche (resp. a droite) de A toute forme linéaire 8 € A* telle que :

oy €A Blay) =5 (S*w)r)  (resp. flay) = 5 (y5%()))

Le terme de caractére, introduit par Drinfeld dans [Dri90], prendra sens dans la propo-
sition I1.2.23.
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Proposition 11.2.21. Soit A une C-algébre de Hopf de dimension finie. On note 3(A) le

centre de A et €h'(A) (resp. €h"(A) Uespace des q-caractéres a gauche (resp. d droite) de
A. Ona:

() 3(A)={y € A:VacA a-y=cla)y) ={ycA; YacA y-a=clay),
(b) €H(A) = {BE A" Vac A a-f=c(a)f),
() Eh'(A) = {BEA;Vac A B-a=e(a)B}.

Démonstration. (a) Il s’agit de montrer que :
ye3A) <= VYacA a-y=cla)y <= VacA y-a=c¢ea)y.

Les sens directs sont évidents car, par définition de I'antipode (cf. par exemple [Kas95,
Def. 111.3.2]), on a :

Vae A > d'S(d")=¢e(a)l =) S(d)d"
(a) (a)
Réciproquement, soient y, z € A tels que, pour tout a € A, a-y = e(a)y et z-a = €(a)z.
Alors :
Vee A azy=> o=(a")y=> a'ye(a") => a'yS(a")a"
(x) (z)

(z)

Vee A zx=)Y ze(d)a" =) e(a)za" =) a'S(a")za"
(z)

() (z)

= 2'(z-2") =) ale(a")z = xz.
() ()
Donc y, z € 3(A).
(b) De méme, il s’agit de montrer que :
Beeh(A) <= VacA a f=¢c(a)b.
Le sens direct est évident car :
Vae A ) S5*(a") (ZCLS ) ) = S(e(a)l) = €(a)S(1) = e(a)l.
(a)

Réciproquement, soit 5 € A* tel que, pour tout a € A, a - = e(a)s. Alors :

Vo,y € A B(S*(y) 25(52 ) 25<S2 "ae(y ))
)
= (za (S2<y"’>xy S(y")
)

73



CHAPITRE II. LE CENTRE DU GROUPE QUANTIQUE RESTREINT

> 5(s<s<y>'>x5-1<S<y>’">s<y>")
(S(y))

(S (y))

(S (y))

=38 (xs-l <e<s<y>’>5<y>”>)

(56))
= B (257(S(y))) = B (ay).

Donc 3 € €h(A).

(c) De méme, il s’agit de montrer que :
felh(A) <= VacA [-a=c¢e(a)p.

Le sens direct est évident car :

Vae A > 5(a")S*(a (ZS ) S(e(a)l) =e(a)S(1) = e(a)l.

(a)

Réciproquement, soit 3 € A* tel que, pour tout a € A, 3 - a = e(a)B. Alors :
Yrye A BlySi(x) Zﬁ(yS%a ) = ZB( ")yS* ("))
= 25( ")a"yS (')
Z B (S(x)"S™(S(x))yS(S(x)"))

(5(2))

= 3 (8- S()") (57 (S(2))y)

(5(z))

= 3 <(S(@)")B (57 (S () )y)

(5(2))

= Y B(ST(S@)e(S(@)")y)

(5()
= B(S7M(S(@))y) = B (ay).

Donc 3 € €h(A).
O

On introduit maintenant des g-caracteres particuliers. Pour cela on rappelle que, pour
toute algebre de Hopf A, le produit tensoriel 2" ® % de deux A-modules 2, % a gauche
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(resp. a droite) est muni d’une structure de A-module & gauche (resp. a droite) donnée
par :

alz®y) =Aa)(zr®y) (resp. (x@y)a=(r@y)Aa)),

pour tous a € A, x € Z et y € #. De plus, si A est de dimension finie, alors toute
co-intégrale a gauche (resp. a droite) ¢ de A fournit une unité Ac ~ C (resp. cA ~ C)
pour ce produit tensoriel. Ainsi, le groupe de Grothendieck a gauche (resp. a droite) &(A)
de A est muni d’une structure d’anneau (cf. par exemple [CR81, § 16.B]). Les prochains
résultats sont valables pour des modules a gauche ou des modules a droite. C’est pourquoi
on ne précisera pas la latéralité des modules considérés.

Lemme 11.2.22. Soient A une C-algébre de Hopf de dimension finie, et s € A. Pour tout
A-module 2, associé a une représentation p : A — End(Z"), on définit la forme linéaire :

5 A—C
qch? :
{a — try (sa) := tr(p(sa))

On note (A) l'anneau de Grothendieck de A. Soient 2~ et % deur A-modules.
(i) St Z et % ont la méme classe dans B(A), alors qch?- = qchj,.

(1i) Si s est inversible et qch%- = qchy,, alors 2~ et % ont la méme classe dans B(A).

Démonstration. On note 27, 25, ..., Z1 et %1,%,, ..., % les facteurs de compositions res-
pectifs de 2" et % (cf. par exemple [Pie82, § 2.6]). On choisit une suite de composition
de 2" (resp. de %) et une base de 2 (resp. de ¢) adaptée a cette suite de composition.
Dans celle-ci, la matrice de représentation My (b) (resp. My (b)) de b € A dans 2~ (resp.
%) est triangulaire supérieure par bloc, de la forme :

My, (b) (*)
M (b) = M, (b) |
(0) M)
Mo, (b) (+)
resp. My (b) = Moal0) . ,
(0) My ()

otl, pour tout i € {1,...,k} (resp. j € {1,...,1}), M4;(b) (vesp. Mz (b)) est une matrice de
représentation de b dans Z; (resp. %;). 1l s’ensuit que :

k l
Vb e A tl"gg'(b) = Ztl"ggi (b), tr@(b) = Z tl“gyj (b)
i=1 j=1
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(i) Si 2" et # ont la méme classe dans B(A), alors ils ont les mémes facteurs de com-
position a isomorphisme et ordre pres (cf. par exemple [CR81, Prop. 16.6]). D’apres
ce qui précede, on a k =1 et :

k k
Vbe A tl‘gg(b) :Ztr%(b) :Ztr%(b):trgy(b).
i=1 i=1

Donc qch?- = qchy,.
(ii) Si s est inversible, alors a — sa est une bijection de A. Donc :
qch%- = qchj, <= qchl, = qch}, .

Or, d’apres le théoreme de Frobenius-Schur (cf. par exemple [CR62, Thm 27.8)), la
condition qchl,- = qchgl;, implique que 2" et % ont les mémes facteurs de composition
a isomorphisme et ordre pres. D’ou le résultat.

]

Proposition I1.2.23. Soit A une C-algebre de Hopf de dimension finie, et t € A un
élément inversible tel que :

Alt)=t®t e VYeeA S*(z)=tat’!

On note B(A) lanneau de Grothendieck de A et [Z7] la classe du A-module 2~ dans &(A).
On a deux morphismes de C-algébres injectifs :

e C ®z B(A) — Ch'(A) o qelt C®y &(A) — €h"(A)
(2] — qch'[:%] (2] — qch'[:jg]
oti €h'(A) (resp. €h"(A)) désigne lespace des q-caractéres a gauche (resp. d droite) de A.

Démonstration. D’apres le lemme [1.2.22 on sait que les applications qchﬁl sont bien
définies et injectives. De plus, pour tout A-module 2" et pour tous a,b € A, on a :

qchf;(ab) =try (t_lab> =try (bt_la) =try (t_lSz(b)a) = qchgrl (SZ(b)a) :
qch’y-(ab) = try (tab) = try (S%a)tb) =try (tbSQ(a)) = qch’y (bSQ(a)> ,
car S2(b) = tbt~1. Do qch!, € €h'(A) et qchly € €h(A).
Soit s € {t7!,¢}. Il reste & montrer que qch® réalise un morphisme de C-algebres. Soient
A€ C, Z et # deux A-modules a gauche. Un représentant de \[2] + [#] est A2 © ¥

Donc :
Ach} o)1z = dchly e = Adchy +qchy = Aqehjy) +qchpy, .

Un représentant de [27] - [#] est 27 @ %, et pour tous a € U,sl(2) :
achyz(a) = troey (A(sa)) = trogs (s @ s - Aa)) = qch’y @ tri, (A(a)),
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car A(sa) = A(s)A(a) = s®s-A(a). Or, le produit a5 de deux formes linéaires «, § € A*
est défini par :

Vae A (af)(a) = (a® pB)(Ala)).
Donc :
whiz)z) = achly - achy = qchiy, - achfy)
O

On utilise ce résultat sur U,sl(2) avec ses éléments de balancement généralisés (cf. le
corollaire 11.2.10). D’apres la remarque 1.2.2, son anneau de Grothendieck a droite s’identifie
a son anneau de Grothendieck & gauche. On le note &, et on note €h' (resp. €h") son
espace des g-caracteres a gauche (resp. a droite). On obtient ainsi quatre morphismes de
C-algebres :

C®,6 eh!
®Z —> K?P—l ) 5 € {07 1}7

11.2.24 ch® := qchX™" " -

C®z,6 — Ch"
o VA hK‘Sp'H ; = {O, 1}
(2] — qc (2]

(I1.2.25) qtr? = qchKap+1 : {
Dans I'équation (I1.2.25), on retrouve les traces quantiques des algebres de Hopf tressées et
enrubannées (cf. par exemple [Kas95, § XIV.4, Prop. XIV.6.4]) pour lesquelles les éléments
de balancement k et d’enrubannement v sont liés par k = v~'u (cf. I'introduction du
chapitre II).

II.3 Description du centre a partir des morphismes
de Drinfeld et de Radford

Avec des éléments mis en place dans la section I1.2; on construit une nouvelle famille
génératrice du centre de U,sl(2) & partir de son anneau de Grothendieck &. Plus précisé-
ment, on considere les images des morphismes de Drinfeld et de Radford sur des g-caracteres
particuliers, associés aux classes des modules simples via le morphisme d’algebres (11.2.24).

I1.3.A L’anneau de Grothendieck

On commence par détailler la structure de anneau de grothendieck & de U,sl(2) grace
a la donnée des produits tensoriels de modules simples, donnée dans la section 1.3. Pour
tout U,sl(2)-module & gauche 2, on notera [ 2] sa classe d’équivalence dans &.

Lemme I1.3.1. L’anneau de Grothendieck & de U,sl(2) est engendré par lunité [ 2T (1)]
et la classe [Z T (2)].
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Démonstration. Par construction, le groupe de Grothendieck est librement engendré par
les classes des modules simples (cf. par exemple [CR81, Prop. 16.6]). D’apres la description
des produits tensoriels de modules simples donnée dans le lemme 1.3.4, on a :

(22T @) =[2T (s - D]+ [27(s+1)], 2<s<p-1

Une récurrence sur s € {1, ..., p} montre alors que [2 " (s)] est engendré par [2 " (2)]. De
plus, d’apres ce méme lemme, on a aussi :

(222 =[Z -] =2(2"(p- D] +2[2 (1)
(22 2)] =[2(2),
(2 ()22 =2 (s—1)]+[Z (s+1)], 2<s<p—L

Donc [Z°~(1)], et par suite [Z 7 (2)], sont engendrés par [2 T(2)]. Une récurrence sur
s € {1,...,p} montre enfin que [Z ~(s)] est engendré par [Z 7(2)] . O

Par conséquent, on a un morphisme surjectif de C-algebres défini par :
C[.’[] — C®, 6
x— [277(2)]

Il s’ensuit que la C-algebre C ®z &, obtenue par extension des scalaires sur &, s’identifie
au quotient de C[z| par I'idéal I engendré par le polynéme minimal ty,(z) de [27F(2)]. Il
reste & déterminer ty,(x). A cette fin, on a besoin des polynomes de Chebychev.

Définition. On appelle polynémes de Chebychev (de seconde espéce) 'unique famille
(Us())sen solution du systéme de récurrence :

2Us(x) = Us_1(x) + Ugyr(x), s> 1,
(I1.3.2) Uo(z) =0,
U1<CL’) =1

Remarque 11.3.3. Pour tout s € N, on montre par récurrence que :

55— 18
VieR  Ust+t ') = :
(t+¢7) t—t1
En particulier, on a :
in(st
VteR Us(2cost) = s1'n(s )
sin(?)

Ce n’est pas la normalisation standard des polynomes de Chebychev de seconde espece,
laquelle est :
sin(st)

vieR Us(cost) = Sn(t)
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Proposition I1.3.4. On a un isomorphisme de C-algébres :

Clz]/dap(z) = C®z ©

Us(x) — [Z7(s)]
% ps(T) — %Upfs(x) — (27 ()]

o @ZQP(Q:) est le polynome minimal de [Z T(2)]. De plus, le polynome @gp(x) vérifie :

hap(x) = Unpir (x) — Unpr () — 2.

Démonstration. L’existence d'un tel isomorphisme découle directement du lemme I1.3.1. 11
s’agit de vérifier les relations polynomiales. Pour cela, on exploite les relations données par
la décomposition des produits tensoriels 2 (s) ® 277(2), 1 < s < p (cf. le lemme 1.3.4).

Pour tout polyndéme P(x) € C[z], on note P(z) sa classe dans C[z]/I. On considére la
famille de polyndmes (P, (z))o<n<2, telle que :

{0} =R (1272)]),
(275 (s)] = P ([277(2)]), 1

(2 (s)] = Pors ([27(2)]) 1

VAN
VA
IN

IA
VA
IN
=3

On a Py(x) =0, Pi(z) =1 et Py(z) = x.
D’apres la description des PIMs donnée dans la proposition 1.2.11, on sait que :

Va e {+,—} Vse{l,...s} [P%s)]=2[2s)]+2[Z (p—s)].

En utilisant la décomposition des produits 2 *(s) ® 2 7(2), 1 < s < p, donnée dans le
lemme 1.3.4, on obtient alors le systeme de récurrence :

2P,(z) = Py_1(2) + Py (), 1<s<p—1,
2Py(x) = 2Py-1(2) + 2By (),

+2(T),
1( )+ Ppysa(z), 2<s<p—1,

D’apres la définition des polyndmes (Us)sen de Chebychev (I1.3.2), pour tout s € {0, ..., p},
on a Py(z) = U(x). Pour le reste, on a alors :

2Up(z) = ( ) + 2P, (2),

(o= Pyuala),

2P, (z) = P (7)) + Ppigna(z), 2<se<p—1,
2Py, ( ) + 20U, ().

ngp x) =
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]?p+1($) = %_gﬂ(f) - %_1_0—1(@,
o P) = Ypeala) — STyala),
Ppisr1(z) = 2Fprs(x) — Pprsa(z), 2<s<p—1,
TPy, () = 2Py, 1 () + 20U, (2)
— {Pp+_s<x> LOpes(a) = 30pul2), . 1<s<p,
12Uy () — 32Us(x) = Uspi(z) — Uy (z) + 203 (2).

Enfin, la derniére relation donne :
bop(@) = 2Usy(x) — 2Usp—1(2) — 2U1 (2) = Uspit (z) — Unpy () — 2.
D’ou le résultat. [

Corollaire 11.3.5. On a :

p—1

o) = (2~ ) (H (o - @-)2) (7).

j=1
o, pour tout j € {0,....,p}, B; = ¢ + ¢ 7 = 2cos .

Démonstration. D’apres 'expression de zzgp(x) donnée dans la proposition I1.3.4, et la
remarque 11.3.3 sur les polyndémes de Chebychev, on a :

VieR  hy(2cost) = Uspy(2cost) — Uyy_q(2cost) — 2

in(2 1)t —sin(2p — 1)t
_sin(2p+ 1t tsm(p ) — 2 — 2cos(2pt) — 2
Sin

= 4(cos?(pt) — 1) = 4(cos(pt) — 1)(cos(pt) + 1).

L’ensemble des racines de 121\21,(1') est donc {B; ;7 €40, ...,p}}. De plus, pour tout j €
{1,...,p — 1}, la racine B; est d’ordre 2 car :

mT] ~
—2sin 2 Yy, (B;) = —8psin(mj) cos(mj) = 0.
p
Par conséquent, on a au moins 2p racines, comptées avec leurs multiplicités. Or, le polynoéme
ap(x) est de degré 2p car, pour tout s € N, le s-ieme polyndéme de Chebychev Us(z) est

de degré s — 1 (récurrence immédiate). On a donc toutes les racines du polynéme zzgp. m

Remarque 11.3.6. En particulier, le polynéme zzgp(x) est de degré 2p. D’ou la notation
choisie. A
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I1.3.B Le morphisme de Drinfeld

La donnée de I'élément M € U ,sl(2)®U,sl(2) (I1.2.18) et d'un élément de balancement
k (I1.2.10) de U,sl(2) permet de définir un morphisme de C-algebres injectifs :

Xk:(C®z(’5—>3,

ol & désigne 'anneau de Grothendieck de U,sl(2) et 3 son centre. On cherche & décrire
son image ®g, dans le centre.

Définition ([Dri90, Prop. 3.3]). Soit (A, R) une C-algebre de Hopf tressée de R-matrice
R. On définit le morphisme de Drinfeld par :
A — A

Soit M I'élément défini par (I1.2.18). On consideére le morphisme de Drinfeld x associé
a U,sl(2), vu comme une sous-algébre de Hopf tressée (D, R) via le morphisme (11.2.14).
D’apres Particle [Dri90, Prop. 3.3] (on pourra également consulter [Ker95, Lemme 2]), le
morphisme x induit un isomorphisme de C-algebres :

(IL.3.7) X :eh' = 3,

ot €h! désigne Pespace des g-caractéres & gauche de U,sl(2). On s’intéresse & la composée
des morphismes qch’ (I1.2.24) et x :

11.3.8 ;
( ) (2] — (qchﬁﬂ ®id)M

5 €{0,1}.

Soit € {0,1}. On note Dy, 'image de x° et :
(I1.3.9) Vae{+,—} Vse{l, .., p} Xa(s) = x° ([Z°(s)]) .

Comme le groupe de Grothendieck & de U,sl(2) est librement engendré par les classes des
modules simples 2°*(s), 1 < s < p, la famille {xi(s) ; 1 < s < p} une C-base de la
sous-algebre ©,,. On étudie cette famille de 3.

Lemme I1.3.10. Soient 6 € {0,1} et s € {1,...,p}. L’image des classes [Z *(s)] et
(27~ (s)] par le morphisme x° (11.3.8) sont respectivement :

s—1 k

X;(S) = (—1)6(8_1)0‘6]3_1 Z Z (q— q_l)qu(m_l)(S—l—Qk‘-Fm)
k=0 m=0
» klls—k+m—1 o es—1-2ktm o
m m 9
s—1 k
XE(S) = (_1)5(371)055;071 Z Z (q . qfl)qu(mfl)(sflkaer)
k=0 m=0
% [k] [S —k +m — f| Epr+5—1_2k+mFm‘
m m
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Démonstration. D’apres équation (I1.2.18), la M-matrice de U,sl(2) est donnée par :

—1 27l )er m(m—1) n(n 1) 2
Z Z qf—l- —m*—mj— 2]+szijEn ® EszFn
mn 01,7=0 ]
Soit @ € {+,—}. On a donc :
-1 2p— 1 m-+n
a H 38 Z Z ) m(mfl)_i_n(nzfl) —m2—mj—ij+mi
X5 (s
mn 014,7=0

1) m 1) n m 1ot mn
x qch[&m(s)} (F"KIE") E"K'F™.
Soient m,n € {0,...,p— 1} et j € {0,...,2p — 1}. 1l faut calculer :

achfya ) (FmEIE™) 22 bl ) (F7KIE")

WY 1 yay (K P KIET)

(Iél) q2m tl‘ggf’a(s) (FijflJrépEn) )

On utilise la C-base canonique {z{(s); 0 <k < s—1} de Z7*(s) (cf. la proposition 1.2.4),
et on fixe k € {0,...,s — 1}. Alors, pour tous m,n € {0,...,p— 1} et j € {0,...,2p — 1}, on
a:

|
—

F"KIE"2%(s) = psna™ [ [k —i][s — k + | F" K728, (s)

7

I§
o

. n[k]'[s_k+n_1] m 1~ j
IR i [ ke 1] g (o)
- n n

N . " Ells—k+n—-1| ,
= 5n§k§nfm+p710‘ Hq ilo=1-2k+2 )([n]!)Q [n] [ n ]xkn+m(8).

En particulier, ¢ (s) est vecteur propre sous I'action de F™K7E"™ si et seulement si k >
n =m. On en déduit que :

trgga(s) (FmK]?l«HSpEn) _ 6n,m( 1)6(5 )aer] l+5p([m]|)2

Lgifq] 1)(s—1—2k+2m) s—k+m-—1
k=m m '

Il s’ensuit que :

1 2p-1 mn
Z Z ) qi’”(’g’l)+7“(”2’1)—m2—mj—ij+mz‘+2m
m n=01,7=0 ]

X trya(s) (MK HPEY) BT KURT
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(_1)5(371) p—1 2p—1

= > > (g—q t)mamiatorgme i
2p m=0 i’j=0

s=b k —k —1 -
» Z q(gl)(512k+2m)l ] ls +m 1EmKlFm

e, m m
o (_1)6(8 Y (Sp 1 2m o™ —s5+14+2k—m ki|ls—k+m—1
N 2p ,;)mZO e q q m m

2p—1 2p—1

Z mi Z aj (s—1—2k+m— 1)EszFm
=0

Pour évaluer le dernier terme, on introduit A € {0,1} tel que ¢*? = a1. Alors :

(_1)6(81 6 1 12 _ _ k s—k‘+m—1
& — = _ m _m_—s+1+2k—m
X5 (s) % zmzoq ¢)*"a"q . .
2p—1 2p—1
% Z qmz Z qj(Ap+s 1—2k+m z)EszFm
i=0 7=0
s—1 k
s _ ~1y2m m s mlkl|s—k+m—1
= (=1 e N (g — g )yt [WH . ]
k=0 m=0

% qm(Ap+37172k+m)EmKAp+57172k+mFm

:( d(s—1) 510 1zzq_q Qm (m 1)(512k+m)[k‘|[5_k+m_1‘|
k=0 m=0 m m
% EmKAp—i-s—l—Qk—l-mFm'

D’ou le résultat. O]

On en déduit les expressions de xi(s), 1 < s < p, dans la sous-algebre (C') engendrée
par I'élément de Casimir (I1.1.9), puis dans la base canonique du centre {e; ; 0 < s <
p}U{wE; 1 <s<p—1} (cf. la proposition 11.1.7).

Proposition I1.3.11. Soit § € {0,1}. Pour tout s € {1,...,p}, on a :

- SO0 B+ (1= P 0 (o 4y

X3 (5) = 3 (Tpes = Upa) (<10
B ;-io(Up—l—s - Up—S)(<_1)5AJ)61
T v (1) (uf + )
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ot C = (g — ¢ H2C et pour tout s € N, Uy(z) est le s-ieme polynome de Chebychev et
Bs =q¢" +q°.

Démonstration. D’apres la proposition 11.3.4, la C-algebre C ®7 & est engendrée par la
classe [2"7(2)]. Plus précisément, on a :

(275 (s)) = Us ([274(2)]) 1<s<p,
(277(5)] = § (U — Upos) ([27(2). 1<s<p

Or, d’aprés la proposition 11.3.10, I'image de [.2"*(2)] par le morphisme x?° est :
X (2) = (1) (¢ 'K + qK ' + (¢ — ¢7')’EF) = (-1)°C.

Comme x? est un morphisme d’algebres, il s’ensuit que :

X (9) = U((-1)0), 1<s<p,
X5 (5) = 3 Uyes = Uy ) (-1)0), 1<s<p

Pour décomposer ces polynomes en (—1)56' dans la base canonique du centre, il suffit alors
d’utiliser la remarque I11.1.14. ]

Corollaire I1.3.12. Soit § € {0,1}. L’image Do, du morphisme x° (11.3.8) est la sous-
algébre (C) du centre 3 de U,sl(2) engendrée par 1'élément de Casimir C' (I1.1.9).

Remarque 11.3.13. D’apres les précédents résultats et la remarque I1.1.14 sur les polynémes
en C, Dy, est un C-espace vectoriel de dimension 2p dont des C-bases sont {x3(s) ; 1 <
s<ploufes; 0<s<ptU{w! +w;;1<s<p-—1} A
I1.3.C Le morphisme de Radford

La donnée d’une co-intégrale bilatere ¢ (11.2.4) et d'un élément de balancement k
(I1.2.10) de U,sl(2) permet de définir un morphisme de C-espaces vectoriels injectif :

A Co,6 — 3,

ol & désigne 'anneau de Grothendieck de U,sl(2) et 3 son centre. On cherche & décrire
son image Ry, dans le centre.

Définition ([Rad90, Prop. 3]). Soient A une C-algebre de Hopf de dimension finie et ¢
une co-intégrale a gauche. On définit le morphisme de Radford (associé a c) par :

o A* — A
B (B®id)A(c)
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Remarque 11.3.14. Soient A une C-algebre de Hopf de dimension finie et ¢ une co-intégrale
a gauche.

(i) D’apres le résultat [Rad90, Prop. 3] de Radford, le morphisme de Radford & est
bijectif et sa bijection réciproque est :

gﬁ—l ] A— A*
|z p(S(0)?)
ou le symbole 7 désigne la place de la variable et " est une intégrale a droite de A
telle que p"(c) = 1.

(i) Si c est une co-intégrale bilatére, alors ¢ est A-linéaire pour les actions adjointe et
co-adjointe a gauche. En effet, pour tous a € A et f € A*, on a :

$la- ) = (5 (ZS(GI)?CLH) ®id) A(c) = (B ®id) (ZS )c'a" @ ¢ ) ,
(a)

ZS( c/a// ® C — ZS C,CL”é‘ ///) ® C// . ZS C/a/, ® c 6( ///)
(a) (a)
= Z S(a)cd" @ c"a"S(aY).

Or, pour tout x € A, on sait que cx = xc car ¢ est une co-intégrale bilatere. Donc
A(cz) = A(zc). Il s’ensuit que :

ZS( ca’ ® ¢ = ZS CLHC/ ® a///C//S<a(4)> — Ze(a’)c' ® a”c”S(a’”)
(a)
—ZC ®€ a”C//S /// ZC ®a/C//S( //)
(a)
Dot p(a- B) = (B@id) (L @a-c") =a-p(B).
(iii) Le morphisme de Radford permet de montrer que U,sl(2) est une algebre de Frobenius
comme mentionné dans la remarque [.2.2.
A

Soit ¢ une co-intégrale bilatere de U,sl(2) (cf. proposition 11.2.4). On considére le
morphisme de Radford ¢ associé & U,sl(2) (et & la co-intégrale ¢). D’aprés la remarque
I1.3.14 et les caractérisations données dans la proposition I1.2.21, il induit un isomorphisme
de C-espaces vectoriels :

(I1.3.15) ¢:Ch' =53,
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ot €h' désigne Pespace des g-caractéres & gauche de U,sl(2). On s’intéresse & la composée
des morphismes qch’ (I1.2.23) et ¢ :

~6 C®z6 — 3 '
(I1.3.16) : {[3{] (th widAl) d€{0,1}.
Soit 0 € {0,1}. On note Ry, I'image de q?) et :
(11.3.17) Vae {4, -} Vse{l,..pt  ¢%(s) = ([2°0)]).

Comme le groupe de Grothendieck & de U,sl(2) est librement engendré par les classes des
modules simples 2 *(s), 1 < s < p, la famille {¢j(s) ; 1 < s < p} est une C-base du
sous-espace vectoriel JRy,. On étudie cette famille de 3.

Lemme I1.3.18. Soient § € {0,1}, a € {+,—} et s € {1,...,p}. L’image de la classe
(27 ()] par le morphisme qAS(S (I1.3.16) est :

3e(s) = ((—1)@ D600 SZZ l Hs—k+r— 1]

k=071=0 r
2p—1
> Z a]+rqj(s+172k+2r)prlerjEp717r7
Jj=0

ou ¢ € C dépend du choiz de la co-intégrale bilatére c. (11.2.4).

Démonstration. D’apres la proposition 11.2.4, les co-intégrales bilateres de U,sl(2) sont

données par :
2p—1

=( Y ¢FP'KIETY (eC
j=0
On fixe ¢ € C. Le coproduit de la co-intégrale bilatere ¢, associé est :
2p—1 '
Alee) =C¢ Y ?AF)PTIAKYAE)P!
7=0

2j+r(p—1—r)—t(p—1—t) p
g gniey

7j=0 r,t=0

% FrKrfp+1+jEpflft ® prlerjerflftEt
2p—1 p—1
CZ Z r t 2] r(r+1)+t(t+1)
7=0 r,t=0

% FrKr—p+1+jEp—1—t ® Fp—l_T’Kj-i-P_l_tEt'

Donc :
2p—1 p—1

% (II316 Cz Z T t 2] r(r+1)+t(t+1) qch[]a ] (FrKr pH1+j po—1- t)

7=0 r,t=0

% Fp_l_TKj—Hn_l_tEt.
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Soient r,t € {0,...,p — 1} et j € {0,...,2p — 1}. 1l faut calculer :

thﬁ%-a(s)] (FTKT—p+1+jEp—1—t) II.:2'22 théﬂf‘"(s) (FTKT—p—i—l—i—jEp—l—t)
(Ir.2.24) e (s) (K5p—1FrKr—p+1+jEp—1—t>
(L.L1) e £ o) (FTKT+j+(571)pEp*17t) ‘

On utilise la C-base canonique {z{(s); 0 <k <s—1} de Z*(s) (cf. la proposition 1.2.4),
et on fixe k € {0,...,s — 1}. Alors, pour tous m,n € {0,...,p— 1} et j € {0,...,2p — 1}, on
a:

n—1
F"KIE™ 23 ( —(5k>n04"H —id][s — k + i F"K 2 (s)

Aﬂb—k+n—ﬂ
[k —nllls =k —1]!

_ 5k2noén+jqj(57172k+2n) ([n]|)2 [

F K7, (s)

k] ls—kmtn_

n

= (5an0{

e

n

N s " Ells—k+n—-1| ,
e | R e

En particulier, ¢ (s) est vecteur propre sous I'action de F™K7E"™ si et seulement si k >
n =m. On en déduit que :

tI‘J (FTKT+]+5 l)pEp 1- t) _ r,pflft(_l)((; 1)(s— l)a]+(6 1p ([7’]‘)2
s—1

i q(?"+j)(s—1—2k+2r) lk] [3 —k+r— 1‘|
k=r

r r

Il s’ensuit que :

2p—1 1
_ C pz: pz: 7“ t 2] r(r—1)+t(t+1) tl"gg”a(s) (FTKr+j+(5—1)pEp—l—t)
7=0 r,t=0
% Fp—l—rKj+p—1—tEt
2p—1p—1
= ((—1)0 DD Z Za1+(5 D2 ([r]1)?
7=0 r=0
s—1
% Z q2j+2rq(r+j)(s—1—2k+2r) kifs—k+r—1 1ot peitr pp—l-r
- T T
s—1 k
— C(_l)((sfl)(sfl)a(&fl)p Z Z([T]')Z lk] |:‘5 —k +7r — 1]
k=07=0 r r
2p—1
x Z ajq(r+j)(s+1f2k+2r)prlerjJrrEpflfr.
7=0
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Le dernier terme est une somme dont l'indice 5 ne dépend pas du représentant choisi dans
7./2pZ. En effectuant le changement de variables j — j + r, on obtient :

cg?(s) = ((=1)0"DE=D) o G-Dp SZ_: Z(W)Z m ls ko — 1]

k=07=0 r
2p—1
X Z a]+rqj(s+172k+2r)prlerjEpflfr.
J=0

]

On en déduit les expressions de gz;gt(s), 1 < s < p, dans la base canonique du centre
{es; 0<s<plU{wf; 1<s<p-—1} (cf. la proposition I1.1.7).

Proposition I1.3.19. Soit 6 € {0,1}. On a :

Fi(s) = c<—1>p+6<5—1>2p(“3[9]§]”2w;, I <s<po1,
- _ 112

F5(s) = <<—1>5<p“>2p“p[s]i“wps, I <s<po1,
of (p) = ¢(=1)C VP D2p([p — 1)1)%e,,

65 (p) = C(=1)""22p([p — 1])e0,
ot ¢ € C dépend du choiz de la co-intégrale bilatére c. (11.2.4).

Démonstration. Soient o € {4, —} et s € {1,...,p}. Conformément au corollaire I1.1.8, on
étudie Paction de ¢¢(s) (explicité dans le lemme I1.3.18) sur 2 '%(s'), 1 < s’ < p, puis sur
PES), 1< <p-—1.

Soient o/ € {4, —}, ' € {1,...,p}, et 2§ (s') le vecteur de plus haut poids de 27 (s')
(cf. la proposition 1.2.4). Pour tous r € {0,....p— 1} et j € {0,....,.2p— 1}, on a :

prlerjEp—lfrxg’(S) _ 5r,p71Kjx8/(3/> _ 5T7p71a/jq(s’,l)jx3’(5/).

Donc :

~ ’ 2p—1 . - v}
H5)ag (5) = B, (—1) VP IR([p — 1)1)? 37 g i D
7=0

2p—1
= GG (=1 [ — 1)) Y (e P+
=0
= G5 pOa,rC (= 1) 12p([p — 1]1)%,
La coordonnée de ¢2(s) suivant ey est donnée par :

ag = 5s,p5a,—C(_1>p_62p([p - 1]')2’ si s’ = 0,
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ay =0, sil<s <p-1,
a, = 55,p50,+C(—1)(6_1)(”_1)2})([p — 1]!)2, si s’ =p.

Soient o’ € {+,—}, s € {1,....,p—1}, et ys' (s') le vecteur de poids a/¢* ! qui engendre
P2 (') sous U,sl(2) (cf. la proposition 1.2.11). Pour tous € {0, ...,p—1} et j € {0, ..., 2p—
1}, on a:

FP T RIBP () = 6 KOy () o 8y PP KT EP L (p - )

P s =

= 5r,p710/jq(8l71)jy(0)/<5/> + 0y 1<r<pa(—a/ )"
p—2—r

I1 lp— s —d[F K a % (0 — 8)

i=1

= Opp-10/ q(s 1 y0,<5/) + 55/—1§7~§p_2(—a’)p—T+jq(p+s'_2r—3)j
p—2—r

[T I8+l EP a2 (0 — )
=1

— 6r’p*1@qu(5l71)jy8/(81> +5s’71<r<p 2( 1)]( Oé)p r+jq j(s'—2r—3)
p—2—r[+p—2—7r)

o zg (8).
Donc
6 () = -0 Dat w5 3 ][R
k=0 r=s'—1 r r
L =27 [FS’/]TP 2 —r]! 221(_1)jaj+r(_O/)p—r+jqj(s+s’—2—2k)x3’(S/)
! =
k
X (—ad/ )P 2pi:1(OéOé) L N €
(st ]! B

- <5oc,o/ 55—5’62N(_ 1)p+(5—1)(s—1)a5p2p

it

8_28 +rllp—2—rl[ +p—2—1] .

x . . r[
Z( 1 [%—1—7"].

B, _

s5—s

2

Les coordonnées de ¢$(s) suivant w et w, sont respectivement données par :

s+s’ - 1
b; = Céa,+6s—8’€2N(_1)p+(6 D UQ]D%BS;SH
stp—s’
b7 = Céa f6s+s’f €2N(_1>(571)(p7871)2p [ 7 2 1]' B?-&-@’—p
) ’ ' [EE=Pp — &)1 T
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Soit n € N. Le coefficient B,, vérifie :

g n+r)llp—2=7r)l[ +p—2—1]!
Bu = Z (=1) [ —1+n—r]
r=s'—1 :
B i(_l)ﬂrs/_l[n—i—r—i—s’— Wp—1—-r—=4&Ip—1—r]!
B r=0 [n - T]'
LD (- Y -1y A LD
B p=2F = [n —r)![r+ s)[r]!
1 ([p—1]1)? (=10 & nln+r+s—1
:5n —1)® 1([p (Sn —1)® 1 -1 )
o(=1) T >1(—1) T ><7;)( )|, .
Le dernier terme est une identité de partition (cf. par exemple [AE04]) :
n r_1
Z(_lylnHrrﬂ“—%s ]:O.
=0 r n—1
Il s’ensuit que :
— 1?2
B, =4, S,(_l)s—lu7
2 ’ [5]
—ea (lp—1]1)? o (o= 11?2
By p =0, s (—1)P° 1([237 = 0y gy (—1)PS I
% p—s, ( ) [p _ 8] p—s, ( ) [8]
En injectant ce résultat dans les équations (1), on obtient :
S— p— 1 2
b;b = Céa7+58,8’(_1)p+5( 1)2p([[5]2])7
_ . — 112
b = oo 0y (1) (P =17
S C 5 p—s, ( ) P [8]2
D’ou le résultat. O

Corollaire I1.3.20. Soit § € {0,1}. L’image Ry, du morphisme 556 (I1.3.16) est le socle
du centre 3 de U,sl(2).

Démonstration. Par construction, le groupe de Grothendieck est librement engendré par
les classes des modules simples 2'*(s), 1 < s < p (cf. par exemple [CR81, Prop. 16.6]).

~5
D’apres la proposition I1.3.19, I'image PRy, du morphisme ¢ est :
Vecte (¢F(s) ; 1 <s < p) = Vecte (eo,epws; 1< s <p—1).

Or, d’apres la proposition I1.1.7, la famille {wF ; 1 < s < p— 1} est une C-base du radical
R(3) de 3, et la famille {eg,e,} U{wE ; 1 < s < p— 1} est une C-base de I'ensemble

des éléments de 3 qui annulent 923(3). Donc MRy, = Annz(9R(3)) est le socle de 3 (cf. par
exemple [Pie82, Exercice 4.1.2]). O

Remarque 11.3.21. D’apres les précédents résultats, JRo, est un C-espace vectoriel de di-
mension 2p, dont des C-bases sont {¢3(s); 1 < s < p}ou {eg, e, U{wE; 1 <s<p—1}.
A
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Chapitre 111

Idempotents de Jones-Wenzl aux
racines de I'unité

Les constructions explicites des invariants de 3-variété de type Reshetikhin-Turaev re-
posent principalement sur la théorie des groupes quantiques quotients U,g, ou g est une
algebre de Lie et ¢ une racine de 'unité, et de leurs représentations de dimension finie.
Pour les groupes quantiques quotients U,sl(2), associés a 'algebre de lie sly et aux racines
g de I'unité, Lickorish offre une construction topologique alternative de ces invariants dans
[Lic91], [Lic92] et [Lic93], tout en gardant le procédé de chirurgie et I’étude des mouve-
ments de Kirby (cf. par exemple [PS97, § 16, § 19]). Dans ce cadre, 1’étude des algebres
de Hopf (tressées et enrubannées) est remplacée par 1'étude des modules d’écheveauz (cf.
par exemple [PS97, § 26]), et les représentations de dimension finie par les idempotents
de Jones-Wenzl (cf. par exemple [PS97, § 27]). En effet, la catégorie des classes d’éche-
veaux coloriés par les idempotents de Jones-Wenzl possede une structure analogue a celle
des représentations de dimension finie d’une algebre de Hopf modulaire (cf. par exemple
[Tur94, § XI-XII]). Ainsi, pour chaque racine ¢ paire de I'unité, on associe a toute surface
fermée orientée des espaces vectoriels de classes d’écheveaux coloriés par des idempotents
de Jones-Wenzl.

Introduits par Jones en 1983, ces idempotents de Jones-Wenzl se définissent pour un
parametre A formel dans les modules d’écheveaux du disque fermé, qui s’identifient ca-
noniquement a des sous Z[A, A~ ']-algebres des C(A)-algebres de Temperley-Lieb (cf. par
exemple [PS97, § 26]). Ils se calculent grace a un systéme de récurrence établi dans [Wen87],
et correspondent a des projecteurs sur les modules indécomposables de dimension finie du
groupe quantique générique Ugz2sl(2) semi-simple (cf. par exemple [CFS95, § 3.5]). Par
contre, lorsque A? s’évalue en une racine ¢ de 'unité, une large partie de ces idempotents
n’est plus définie correctement, et les idempotents restants correspondent uniquement aux
projecteurs sur les U,sl(2)-modules simples.

Comme dans les chapitres précédents, on concentre notre travail sur le groupe quantique
restreint U,sl(2) associé & une racine g primitive paire de I'unité. Dans ce troisiéme chapitre,
on propose une nouvelle construction des idempotents de Jones-Wenzl basée sur I’étude des
idempotents orthogonaux primitifs (POIs, cf. par exemple [CR62, § 25-26]) des algebres
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de Temperley-Lieb. Pour cela, on commence par des rappels succincts sur les espaces
d’écheveaux. On détaille ensuite la structure des algebres de Temperley-Lieb génériques
TL,(A?), n € N, définies pour un paramétre formel A2, et celle des algébres de Temperley-
Lieb évaluées TL,(q), n € N, obtenues aprés évaluation de A% en q. A cette occasion, on
s’appropriera les outils de [GW93]. Les POIs résultant de ces analyses permettent enfin
de définir des idempotents de Jones-Wenzl évaluables en q, qui étendent les propriétés des
idempotents de Jones-Wenzl usuels, et correspondent & des projecteurs sur les U,sl(2)-
modules simples et les U,sl(2)-PIMs.
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III.1 Rappels sur les espaces d’écheveaux

On note I l'intervalle [0,1] et S! le cercle. On fixe un parametre formel A, un entier
n € N et une 3-variété M compacte orientée de bord OM. On distingue deux cas :

— 81 OM est non vide, on le marque par 2n segment(s) 71, ..., o, ;

— sinon, on prend n = 0.
On commence par définir 'espace d’écheveaux K 4(M,2n) associé a (M,0M), puis on en
donne une description lorsque M est homéomorphe a une surface épaissie X x I, ou X est
une 2-variété compacte orientée de bord 0.

Définition ([BHMV92, § 1]). (i) On appelle enchevétrement enrubanné de M 1'image
L de toute union finie disjointe d’anneaux S' x I et de bandes I x I par un plongement
propre dans M, telle que L N OM est I'union disjointe des segments 71, ..., ra,.

(ii) On dit que L est un entrelacs enrubanné si toutes ses composantes sont des anneaux.
En particulier, on appelle ruban tout entrelacs enrubanné connexe.

Remarque I11.1.1. Autrement dit, un enchevétrement enrubanné de M est une sous-variété
a bord de M orientée homéomorphe a une union finie disjointe d’anneaux S' x I et de
bandes I x I. A

Pour tout enchevétrement enrubanné L de M, on désigne par classe d’isotopie de L sa
classe d’équivalence modulo les isotopies dans M qui fixent OM.
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Définition ([BHMV92, § 1]). (i) On appelle espace d’écheveauzr de M le Z[A, A~']- mo-
dule & gauche quotient K 4(M,2n) = V4(M,2n)/V(M,2n) ou :

— Va(M,2n) est le Z[A, A~']-module & gauche librement engendré par les classes

d’isotopie d’enchevétrements enrubannés de M, y compris celle de 'enchevétre-

ment vide ;

— V{(M,2n) est le sous-module & gauche de V4(M,2n) engendré par les éléments
de la forme :
(I11.1.2) L—ALy— ALy, LUQO+ (A*+ AL,

ott L, Ly et Lo coincident hors d’une boule B C M et ont dans B les projections
sur un plan équatorial représentées dans la figure IT1.1.A, et LU désigne 'union
disjointe de L et d’un ruban trivial () contenu dans une boule B disjointe de L.

(ii) Om appelle classe d’écheveau de M I'image de toute classe d’isotopie d’enchevétrement
enrubanné de M dans K4(M,2n).

FIGURE IIL.1.A — Les enchevétrements enrubannés L, Ly et Lo, dans B.

Dans la suite, pour tout enchevétrement enrubanné L, on notera encore L ses classes
d’isotopie et d’écheveau.

Remarque 111.1.3. Les relations d’écheveaux étant locales, I’espace d’écheveaux
K A(M,2n) est invariant sous les homéomorphismes de M qui fixent M. A

Il existe un produit tensoriel naturel sur les espaces d’écheveaux de deux 3-variétés dont
les bords contiennent une composante connexe commune & orientation opposée. En effet,
soit ¥ une composante connexe de OM (X = () si OM = () marquée par 2k < 2n segments
(k € N). On note ¥ la variété correspondante munie de I'orientation opposée. Soient n’ € N
et M’ une autre 3-variété compacte orientée dont le bord M’ est marqué par 2n’ segment(s)
(avec n’ = 0 si OM' = ()) et contient une composante connexe Y. En recollant M et M’
le long de ¥ via un homéomorphisme ¢ : > — ¥ préservant 'orientation, on obtient une
3-variété M Uy, M’ compacte orientée de bord OM Uy, OM’. Les relations d’écheveaux étant
locales, cette opération de recollement induit un morphisme de Z[A, A~'|-modules :

(I11.1.4)

Ki(M,2n) @ K (M',2n") — K4(M Us M',2n + 2n' — 4k)
L®L —— LUy L

On suppose désormais que M est homéomorphe a une surface épaissie ¥ x I, ou X une
2-variété compacte orientée de bord 0%. Comme précédemment, on distingue a deux cas :
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— si 0% est non vide, on le marque de 2n point(s) Ry, ..., Ray, ;

— sinon, on prend n = 0.
D’apres la remarque I11.1.3, on sait que K4(M,2n) ~ K4(X x I,2n). On redéfinit alors
I'espace d’écheveaux K4(X x I,2n) a l'aide de diagrammes sur ¥ comme suit.

Pour tout enchevétrement enrubanné L de X x I, il existe un enchevétrement enrubanné
L' de ¥ x I isotope a L dont la projection sur ¥ parallelement a I est réguliere. Ainsi,
on obtient un diagramme Dy sur % (cf. par exemple [PS97, § 1]) qui intersecte 0% en
{Ry, ..., Ry, }. Comme pour les enchevétrements enrubannés, pour tout diagramme D sur
Y], on désigne par classe d’isotopie de D sa classe d’équivalence modulo les isotopies dans
Y qui fixent 9X. Alors les classes d’isotopie d’enchevétrements enrubannés de ¥ x I sont
en bijection avec les classes d’isotopie de diagrammes sur > modulo les mouvements de
Reidemeister €2}, Qy, Q3 représentés dans la figure I11.1.B (cf. par exemple [PS97, § 19.6-
7]). Autrement dit, on a un isomorphisme de Z[A, A~']-modules a gauche :

FiGURE II1.1.B — Mouvements de Reidemeister.

VA(S x 1,2n) =5 Va(S, 20)/VR(E, 2n)
L+— DL mod (Qll, QQ, Qg)

ou :

— V4(2 x I,2n) est le Z[A, A~']-module & gauche librement engendré par les classes
d’isotopie d’enchevétrements enrubannés de > x I, y compris celle de ’enchevétre-
ment vide ;

— Va(3,2n) est le Z[A, A~ ']-module & gauche librement engendré par les classes d’iso-
topie de diagrammes sur X, y compris celle du diagramme vide ;

— VI(X,2n) est le sous-module a gauche de V4(%,2n) engendré par les relations (lo-
cales) de Reidemeister.

Comme les mouvements de Reidemeister passent au quotient sous les relations d’éche-
veaux (II1.1.2) (cf. par exemple [PS97, Thm 26.4]), il induit un isomorphisme d’espaces
d’écheveaux :

KA(X x 1,2n) = K4(%,2n),

ou K4(3,2n) est défini ci-apres. On représentera implicitement les classes d’écheveaux de
3} x I par leurs classes d’écheveaux de diagrammes sur Y via cette identification.

Définition ([PS97, § 26.3]). (i) On appelle espace d’écheveauz de 3 le Z[A, A~']-module
& gauche quotient K4(%,2n) = Va(X,2n)/VI(Z,2n) ou :
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— V4(3,2n) est le Z[A, A~']-module & gauche librement engendré par les classes
d’isotopie de diagrammes sur >, y compris celle du diagramme vide ;

— V{(2,2n) est le sous-module & gauche de V4(X,2n) engendré par les éléments de
la forme :

(I11.1.5) D—ADy—A'D,, DUQO+ (A*+ A 3D,

ott D, Dy et Do coincident hors d'une boule B C ¥ et sont dans B représentées
dans la figure II1.1.C, et D U O désigne I'union disjointe de D et du diagramme
trivial () contenu dans une boule B disjointe de D.

(ii) On appelle classe d’écheveau de ¥ I'image de toute classe d’isotopie de diagramme
sur X dans K (2, 2n).

Fi1GURE II1.1.C — Les diagrammes D, Dy et D, dans B.

Dans la suite, pour tout diagramme D), on notera encore D ses classes d’isotopie et
d’écheveau.

Proposition II1.1.6 ([PS97, Thm 26.5]). L’espace d’écheveaur K4(X,2n) est un module
a gauche de Z|A, A~ libre, dont une Z[A, A7|-base est donnée par les classes d’écheveauz
de diagrammes sur > ne contenant ni croisement, ni courbe fermée contractile. On appelle
ces diagrammes les multi-courbes de 3.

De méme que précédemment, il existe un produit naturel sur les espaces d’écheveaux
de deux surfaces épaissies dont les bords contiennent un composante connexe commune a
orientation opposée. Dans ce cadre, le produit tensoriel (I11.1.4) devient :

KA(Z, Qn) & KA(E/, 271’) — KA(E Ue E,, 2n + 2n’ — 4]€)

(111.1.7)
D®D' +—3 DUc D

ou C' est une composante connexe de 0¥ marquée par 2k < 2n point(s) (k € N), n’ € N, et
¥ est une autre 2-variété compacte orientée dont le bord 9%’ est marqué par 2n’ point(s)
(avec n = 0 si 90X = ()) et contient une composante connexe C'.

II1.2 Algebres de Temperley-Lieb et idempotents

Dans cette section, on s’intéresse a l'espace d’écheveaux K A£ D, 2n) du disque fermé D.
On commence par établir le lien entre le Z[A, A~'-module K 4(D,2n) et la C(A)-algebre de
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Temperley-Lieb générique TL, (A?), définie pour un parameétre A formel. On donne ensuite
des rappels sur la structure de cette algebre, que 'on pourra trouver dans [KTO08, § 5] avec
d’autres notations. Apres évaluation de A en un nombre complexe ¢ qui est racine 4p-ieme
de 'unité (p € N*), on obtient une nouvelle algebre de Temperley-Lieb évaluée TL,,(¢?)
dont la structure n’est plus la méme. On illustre ce cas en évaluant A? en une racine 2p-
ieme de I'unité ¢ := e%, et on explicite la structure de ’algebre de Temperley-Lieb évaluée
TL,(q) correspondante. Pour cela, on reformulera une partie du travail de [GW93] avec la
normalisation des algebres de Temperley-Lieb de [CFS95].

I1I.2.A Algebres de Temperley-Lieb et évaluation

L’espace d’écheveaux K (D, 2n) est muni d’une structure de Z[A, A~']-algebre unitaire
en identifiant D avec 2, de sorte que I x {0} et I x {1} contiennent tout deux n point(s)
marqué(s). Une telle identification n’est évidemment pas unique : elle dépend du choix de
la répartition des points sur les composantes de bord I x {0} et I x {1}. Toutefois, d’apres
la remarque I11.1.3, les espaces d’écheveaux K4 (D, 2n) et K4 (I%,2n) sont isomorphes.

Le produit de deux classes d’écheveaux L; et Ly consiste a identifier les n point(s)
LiN (I x {1}) du bord de Ly avec les n point(s) Ly N (I x {0}) du bord de L, :

Ba ] I'L;I
(IT1.2.1) Ly | - | La| = | [,
L e

En tant que Z[A, A~']-algebre, K4(D,2n) est librement engendrée par les classes d’éche-
veaux de la forme :
~——

y” U
N
e ad e
n i—1 n—i—1

1<i<n-—1,

Y

(cf. par exemple [PS97, Thm 26.10]). Ces générateurs fournissent un isomorphisme explicite
entre K 4(D,2n) et une sous Z[A, A~ ']-algebre de la C(A)-algebre générique TL, (A?) défi-
nie ci-dessous. Pour celle-ci, on choisit la normalisation quadratique (avec A?) qui découle
naturellement des relations d’écheveaux (I11.1.5). On pourra trouver une normalisation non
quadratique dans [KT08, § 5.7] ou [CFS95, § 2.4] par exemple.

Définition. Pour n € N* 1'algébre de Temperley-Lieb TL, (A?) est la C(A)-algebre unitaire
engendrée par hg := 1, hq,...,h,_1 sous les relations :
Vi,j€{l,...,n—1} tels que |i — j| =1 hihjh; = h;,
(I11.2.2) Vi,je{l,..,n—1} telsque i —j| >2  hh; = hjh,,
Vie{l,..,n—1} hi = —(A? + A ?)h,.
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Pour n = 0, on pose TLy(A?) = C(A) par convention.
On utilise les notations standards pour les coefficients A2-entiers :

A2n _ A72n

Ainsi, dans I'algebre de Temperley-Lieb TL,(A?), on a :
Vie{l,..,n—1}  h}=—[2]azhi.

On rappelle que les coefficients A2-entiers vérifient :
(11124) Vn e N [n + 1]A2 + [n - 1]A2 = [Q]AQ [n]Az,
Vn,m € N [n]a2[m + 142 — [n + 1] a2[m] a2 = [n — m] 42.

D’autre part, pour tout k£ € N, on a une injection canonique de TL,,(A?) dans TL,,(A?)
par identification des générateurs hy, ..., h,. Au niveau des classes d’écheveaux, cette injec-
tion se traduit par :

(I11.2.5) L| — L] -

—
k

On identifiera tacitement les éléments de TL, (A?%) avec ceux de TL,x(A?) via cette injec-
tion.

L’algebre de Temperley-Lieb évaluée TL,(q) est la C-algébre définie de maniére ana-
logue en remplacant A? par ¢ = ev . Elle est liée & I’algebre de Temperley-Lieb générique
TL,(A?) par un morphisme d’évaluation explicité ci-apres.

Définition. On note C[A](42_g le localisé de 'anneau polynomial C[A] en I'idéal engendré
par (A? — ¢). Pour n € N*, Ualgébre de Temperley-Lieb TL,(A?), est la C[A] 42—, -algebre
unitaire engendrée par hg := 1, hq,...,h,_1 sous les relations :

\V/l',je {1,,71—]_} tels que |’L—j’ =1 hzh]hzzhz,
Vi, j € {1,....,n— 1} tels que |i — j| > 2 hihj = h;h;,
Vie{l,...,n—1} hi = —(A% + A ?)h,.

Pour n = 0, on pose TLy(A?), = C[A] (42—, par convention.

Proposition I11.2.6 ([GW93, Prop. 0.1]). Soit le morphisme d’évaluation défini par :

' TLn(AZ)q — TL,(q)
" St P(A)w — YF Pi(g?)w;

ot, pour tout i € {1,....,k}, w; est un mot en {hg, ..., h,_1}. Alors ev,, est surjectif.

Définition. On dit que u € TL,(A?) est évaluable si u € TL,(A?),. Dans ce cas, on note
U := ev,(u) I'évaluation de u dans TL,(q).
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I11.2.B Tableaux standards et représentations

On suppose désormais que n > 2; on écarte les cas n = 0 et n = 1 pour lesquels
TL,(A?) = C(A). La C(A)-algebre TL,(A?) est de dimension finie (cf. par exemple [KT08,
Prop. 5.28]). D’apres le théoreme de Krull-Schmidt (cf. par exemple [CR62, Thm 14.5]),
elle se décompose de maniére unique, a isomorphisme et ordre des facteurs pres, en somme
directe d’idéaux indécomposables de TL, (A?), appelés facteurs directs de TL,(A?). Afin
de les expliciter, on utilise les diagrammes de Young a n cases et, pour chacun de ces
diagrammes ), on associe une représentation V3 de TL,(A?). Enfin, ces facteurs directs
correspondent a des idempotents (orthogonaux) centraux primitifs (PCIs) de TL, (A?) (cf.
par exemple [CR62, § 25, § 54]). On en donne une description a partir d’idempotents
orthogonaux primitifs (POIs, non centraux) de TL,(A?), associés aux tableaux standards
a n cases.

Définition ([KTO08, § 5.1.2, § 5.2.2]). Soient A\ > Ay > ... > A tels que A = (Mg, ..., \g)
est une partition de n.

(i) On appelle diagramme de Young de X la collection [Ay, ..., \g] de n cases justifiées a
gauche telle que, pour tout ligne i € {1,...,k}, on a \; € N cases :

2 /\1‘
112 A\
e M = -
21w

On note A,, 'ensemble des diagrammes de Young & n cases et AS? le sous-ensemble
de A,, des diagrammes de Young a n cases avec au plus deux lignes.

(ii) On appelle treillis de Young le graphe orienté dont les sommets sont étiquetés par les
diagrammes de Young, y compris les diagrammes ) et [, tel que tout sommet étiqueté
par v est relié au sommet étiqueté par p si v C p et que p possede exactement une
case de plus que v (cf. la figure I111.2.D).

Il y a une bijection canonique entre I’ensemble des partitions de n et I’ensemble A,, des
diagrammes de Young a n cases. Dans la suite, pour toute partition A, on notera encore A
son diagramme de Young associé.

Définition ([KT08, § 5.1.4, § 5.1.5]). Soit A € A,, et 0 une permutation de {1,...,n}.

(i) On appelle tableau de forme A tout diagramme de Young A muni d’une bijection
T : {cases de A\} — {1,...,n}. La fonction T est appelée I’ étiquetage de A et ses valeurs
sont appelées les étiquettes des cases correspondantes; on les inscrits a l'intérieur de
celles-ci.

(ii) Pour tout tableau t de forme A et d’étiquetage T', on note o(t) le tableau de forme A
dont I'étiquetage est o o T.
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FiGURE [I1.2.D — Treillis de Young.

o | <— o=

" N
YANWENE

)/ \%\ A

H-

YAV YA NWANE

H_l_l_l

(iii) On dit qu'un tableau est standard si ses étiquettes sont croissantes de gauche a
droite sur chaque ligne, et de haut en bas sur chaque colonne. On note T,, (resp. T))
'ensemble des tableaux standards a n cases (resp. de forme \) et T'=? le sous-ensemble
de T;, des tableaux standards dont la forme est un diagramme de Young dans A2

(iv) Pour tout tableau standard ¢, on appelle graphe de t le sous-graphe orienté du treillis
de Young :

1] A A(2) A(n)

[ ]

—_— @ —> @ — e —> @

(1) =
oi, pour tout i € {1,...,n}, A\?) est le diagramme de Young contenant les étiquettes
1,...,3 de t (cf. la figure colorée I11.2.E).

Il y a une bijection canonique entre l’ensemble T}, des tableaux standards de taille n et
I’ensemble des sous-graphes orientés a n—1 arétes du Treillis de Young. Cette représentation
graphique sera utile dans la suite.

Définition ([KT08, § 5.1.6]). Soit ¢t € T,,. Pour tout i € {1,...,n—1}, on définit la distance
axiale entre i et © + 1 dans ¢ par :

di(i) :=c(i) —c(i+ 1) +r(i+1) —r()

ou, pour tout j € {1,...,n}, le couple (r(j),c(j)) désigne les coordonnées de la case de ¢
étiquetée par j.

Proposition I11.2.7. Soit A € AS2. On considére le C(A)-espace vectoriel Vy librement
engendré par {v, ; t € Ty}.
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FiGUure II1.2.E — Exemples de graphes de tableaux.

o
@/ \Bﬂ/ \m
/N e N
e/ XN\
SR .

(i) Le C(A)-espace vectoriel Vy est muni d'une structure de TL,(A?)-module a gauche

[di(7)] a2 [d, (1)) 42 ai(t)s

ot € {l,...n—1}, t € T\ et o; désigne la transposition (i,i+ 1).

hi vy = — Uy — (1 - (Sdt(i),fl)

(ii) 11 existe un isomorphisme canonique de TL,_1(A%)-modules a gauche :

V/\|TLn_1(A2) = @ VM‘

HEAR 1 ;5 uCA

Les modules Vy, A € A% sont appelés représentations semi-normales de TL,,(A?).

Remarque 111.2.8. (i) Soient ¢t € T, et i € {1,...,n — 1}. Le tableau o;(t), obtenu en
échangeant les étiquettes ¢ et ¢ + 1 dans le tableau ¢, est standard si et seulement si
les étiquettes ¢ et ¢ + 1 ne sont pas sur la méme ligne ou sur la méme colonne. Or,
comme ¢ est standard, les étiquettes i et 7 + 1 sont sur la méme ligne (resp. sur la
méme colonne) si et seulement si dy(i) = —1 (resp. d;(i) = 1). L’action de TL,(A?)
sur le C(A)-espace vectoriel V) est donc bien définie.

(i) Soit A = [A1, Ao] € AS2 Tl existe au plus deux diagrammes de Young p a n—1 case(s)
tels que u C A : un diagramme pu' = [A\; — 1, \o] si Ay > Ao, un diagramme u" =
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[A1, A2 — 1] si Ay > 0 (cf. la figure I11.2.D ou III.2.F). De plus, ces sous-diagrammes
de X\ ont au plus deux lignes et ils caractérisent A des que n > 3.
A

Démonstration. (i) 1l s’agit de vérifier que les endomorphismes de V) définis par v;
hi - v, 1 <i <mn—1, vérifient les relations (II1.2.2) de I'algebre de Temperley-Lieb.
Soient t € T\ et 4,j € {1,....,n — 1}. On pose d := d;(i) et e := di(j). On observe que
dai(t) (/L) - —d

Pour la derniere relation, on obtient :

h? vy = h; - (hi -vy)

; ) Od+uk [d—uﬁpd_uﬁ>v
% [d] a2 [—d]e t

[d—i—l]Az[d—l]Az [d—l]Az[—d—i—l]AQ
( @z T T ) o
_ [d+ 1% + [d — 1] a2[d + 1]AQU
T | 2
n (1 B 5d7_1) [d + 1}A2 [d —[dl]]?;zz + [d — 1]A2 Vot
(IT1.2.4) [d+ 1] 42 [d — 1] 42
= [ ]A2 th + [Q]Az(l — 5d7_1)mvgi(t).
Donc h? - vy = —[2] s2h; - vy

Pour la deuxiéme relation, on suppose que |i — j| > 2. Dans ce cas, on observe que
dy,t)(J) = d. On obtient :

(hzh]) Uy = hz . (h] . ’Ut)
le + 1] a2[d + 1] 42

T Eelde T el
- 66771) €] a2[d] 2 Vo (t)

e = Ueld — e
(€] a2 [d] 42 oio; ()

+ (1 = 0e—1)(1 —0g.-1)

Donc (h;h;) - v, = (hjh;) - v; par symétrie du résultat en (i, j).
Pour le premieére relation, on suppose que | — j| = 1. Dans ce cas, on observe que
do 1) (1) = d+ e = doy1)(J) et do,0,1) (i) = €. On obtient :

(hihjhi) - ve = hi - (hj - (hi - vr))
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_ (A1 Pele+ 1 [d—efd et pl—d—1e)
W N ( [d)%2[€] a2 [d] g2 [d + €] g2 [—d] a2 )t
[+ 1 afe + 1]az[d — 1]
[d]%: [€] a2

+ (1= d4-1) [d] a2[d + €] a2 [—d] a2

[d + 1] 2[e — 1}A2[d—|—6—|—1]sz
[d] 2[€] a2 [d + €] 42 o3 (1)
[d—i— 1]A2[6— 1]A2[d+€— 1]A2
[d]Az [6]A2 [d—i— e]Az
. . . [d—l]A2[d+6—1]A2{6+1]A2
(1 (Sd,71)<1 5d+e,71) [d]A2 [d + e]AQ [6]A2
— (1 =64,-1)(1 = daye,—1)(1 = 6c.-1)
[d— 1]A2[d+€— 1]A2[6— 1]A2
[d] a2[d + €] az[e] 42

u—uﬂu+e+uﬂpd+uﬂ>
o; (t)

— (1 —0c-1)

- (1 - 5@,—1)(1 - 5d+e,—1)

oi0;(t)

oj0i(t)

oi00i(t):

On distingue deux cas.

e (Cas 1. On suppose que les étiquettes ¢ et j sont sur une méme ligne dans la
diagramme de Young A. Alors d = —1 ou e = —1. Pour d = —1, I'égalité (1) donne
(hihjh;) - v, = 0 = h; - v,. Pour e = —1, 'égalité (1) donne :

[d—i— 1]A2 [d—l]Az
[d] 42 [d] 42

e (Cas 2. On suppose que les étiquettes ¢ et j ne sont pas sur une méme ligne dans la
diagramme de Young A\. Alorse € {—1,—d—1} oud € {—1,e—1}. Lescase = —1 et
d = —1 ont déja été traités dans le cas 1. Pour e = —d — 1 (équivalent & d = —e — 1),
’égalité (1) donne encore :

(hihshi) - vy = — e+ (1= da,-1) Voi(e) = i - V-

o [d—l—l]A2 [d—l]Az
(s = = e

On a une partition des tableaux standards de forme A :

= I 7.

HEAR_1 ;5 uCA

Uy + (1 - 5(17,1) Voyi(t) = h; - vy

Elle induit un isomorphisme de C(A)-espaces vectoriels :

D V.

HEAR_1 ;5 uCA

I

Vi

Or, pour tout diagramme de Young p € A,,_q, le C(A)-espace vectoriel V,, est stable
sous laction des générateurs hy, ..., h, o de TL,_1(A?) (mais pas sous I'action de
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h,_1). En identifiant T'L,_;(A?) avec la sous-algébre de TL,(A?) engendrée par les
éléments hy, ..., h,—o (via Uinjection canonique II1.2.5); on a donc un isomorphisme
de TL,,_1(A?%)-modules & gauche.

O

L’ensemble {Vy ; A € AS?} des représentations semi-normales de TL,,(A?) fournit une
décomposition de TL, (A?).

Théoréme I11.2.9. (i) Pour tout A\ € A2, le TL,(A%)-module a gauche Vy est simple.

(i) Pour tous A\, pu € AS? tels que X\ # p, les TL,(A?)-modules d gauche Vy et V,, ne sont
pas isomorphes.

(iii) On a un isomorphisme de TL,(A?)-modules a gauche :

TL,(A*) = & HVA

AEAS?
o, pour tout X € AS?, fy est le nombre de tableaur standards de forme \.

Remarque 111.2.10. Le théoreme I11.2.9 s’étend pour la valeur n = 1. Dans ce cas, on a
AT? = {0} et on considere le C(A)-espace vectoriel V- librement engendré par vy, Alors
Vi1 = C(A) et TLy(A?) =2 C(A4) = V. A

Démonstration. (i) On procede par récurrence sur n > 2.
Pour n = 2, on a Ay* = {{11,]}. Les TLy(A?)-modules & gauches Vi et V1, res-
pectivement engendrés sous C(A) par vy et , sont de C(A)-dimension 1 donc
simples.
Soit n > 2. On suppose que, pour tout u € AS? le TL,(A?)-module a gauche V,, est

simple. Soit A € Aﬁl. Montrons que le TL,;(A?)-module & gauche V) est simple.

Soient V' un sous-module & gauche non nul de V), et V' un sous-module a gauche
simple de V]y,,(42). D’aprés la proposition I11.2.7, le TL,,(A*)-module & gauche induit
VA|TL, (42) admet la décomposition en somme directe :

(1) .= @ V= D Ve

HEAR 5 pCA HEAS? : uCA

Or, d’aprés 'hypothése de récurrence, les TL,,(A?)-modules a gauche de cette décom-
position sont simples. Il existe donc un diagramme de Young pu € AS? tel que p C A
et V' 2 V,. On distingue deux cas.

e (Cas 1. On suppose que p est le seul diagramme de Young a n cases tel que p C A.
Alors on a :

(1)
VaiTha(a2) = Vo 2V C Vi, a2)-
Comme V' est un sous-module a gauche de Vy, il s’ensuit que Vjry,(a2) = Vi1, (42)
donc V =V,.
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e (Cas 2. On suppose qu’il existe un diagramme de Young ' # p a n cases tel que
' C A On note (r,¢) la coordonnée de la case A\ p et (1, ') celle de A\ p/. Alors
r—r'| =1et|c—| > 1 (cf. la remarque I11.2.8). On considere un tableau standard
t € T\ dont les cases (1, s) et (1, ') sont respectivement étiquetées par n+ 1 et n. Par
construction, les étiquettes n et n 4+ 1 ne sont ni sur la méme ligne, ni sur la méme
colonne. Donc 0,(t) € Ty et di(n) # +1 (cf. la remarque I11.2.8). De plus :

e () — 1)
O T e T ) T Tt
@) () + 1 ()~ 1

< hn - U + Vg = — (1 — 5dt(n),—1)

[dy(n)] 42 A 7"

#0

ou v €V, =2V CV et € Vy selon la décomposition (1). Comme V est un
TL,+1(A?)-module a gauche, on a aussi h, - v, € V, donc v,, ) € V d’apres (2). 11
s’ensuit que V|, (42)NV, est un sous-module non nul de V/. Or, d’apres I'hypothese
de récurrence, le TL, (A?)-module & gauche V, est simple. Donc Vjpp, a2y NV = Vi
i.e. Vi € VirL,(a2). Ceci étant valable pour tout diagramme de Young p' # p an
cases tel que ¢/ C A (en fait il n’y a que p’ : cf. la remarque 111.2.8), on a :

Q)
WL, a2y ZVe® @D Vi S Vit
WEAR ;s i/ A
W

Comme V' est un sous-module a gauche de V), il s’ensuit que Virp,(a2) = Vi1, (42)
donc V = V.

Dans chacun des cas, on a V' = V). Par conséquent, le TLnH(AQ)—module a gauche V)
est simple. Ceci étant valable pour tout diagramme de Young \ € Aﬁl, cela prouve
I’hérédité et acheve la récurrence.

Pour n = 2, on a A3” = {{13,[}. Les TLy(A?)-modules & gauches V- et VH, respec-
tivement engendrés par vy et , ne sont pas isomorphes puisque :
h1 . ’U = 0, hl . = —[2]A2U.

On suppose que n > 3. Soient A\, € AS? tels que Vi = V. Montrons que A = p.
D’apres la proposition II1.2.7, I'isomorphisme V) = V,, induit un isomorphisme de
TL,_1(A%)-modules & gauche :

@ Vv = @ Vi,

NeAp_1;NCA WEAn—1; W Cpt

ol tous les TL,_;(A?)-modules & gauche de ces décompositions sont simples d’apres
(7). D’apres le théoreme de Krull-Schmidt (cf. par exemple [CR62, Thm 14.5]), on en
déduit que :

{XEA?; A'CA}z{u'EA?; ,u'Cu}.
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Par conséquent, A = p (cf. 'assertion (i7) de la remarque I11.2.8).

(iii) D’apres ce qui précede, on a un ensemble {V3 ; A € A>?} de TL,(A?)-modules &

gauche simples, deux-a-deux non isomorphes. Montrons que, a isomorphisme pres,
on obtient ainsi tous les facteurs directs de la représentation réguliere a gauche de
TL,(A?).
On sait que tout TL,,(A?)-module simple est isomorphe & un facteur direct du module
quotient TL, (A?)/ Rad(TL,(A?%)) (cf. par exemple [CR62, Thm 54.5, Cor. 54.13]), et
que sa multiplicité est donnée par sa dimension (cf. par exemple [CR62, Thm 54.11]).
On a donc un morphisme injectif de TL, (A?)-modules & gauche :

2) B dimea)(Va)Vi < TL,(A%)/ Rad(TL,(A2))

AEAS?

ott dimg(ay(V)) = fx. La C(A)-algebre de gauche a pour dimension :

= amantir = ¥ 0= (%)

AeAS? AEAS?

(cf. par exemple [KTO08, Exercice 5.2.3]); il s’agit du n-iéme nombre Catalan. 11 s’en-
suit que dimg(a) TL,,(A?) > }rl( ) Par ailleurs, on sait que TL, (A?) est librement
engendrée sous C(A) par 'ensemble des mots réduits, dont la cardinalité est aussi
— (2”) (cf. par exemple [KT08, § 5.7.1]). Donc dimea) TL,(A?) = nil( ) Par
conséquent, on a Rad(TL,(A?)) = {0} et le morphisme (2) fournit un isomorphisme

de TL, (A%)-modules a gauche :
D fiVa = TL(A).
AEAS?

]

Combiné avec le théoreme de Wedderburn (cf. par exemple [Pie82, § 3.5]), le théoréme
I11.2.9 donne la semi-simplicité de l'algébre de Temperley-Lieb TL, (A?) et sa décomposi-
tion en somme directe d’idéaux indécomposables :

(IT1.2.11) TL,(A*) = € Endca
AeAS?

n

exemple [CR62, § 25]). Il est défini comme 1'unique élément de TL, (A?) tel que :

Pour tout A € A3?, on note z, le PCI associé au facteur direct Endeiay(Vy) (cf. par

20 TL,(A?) = TL,(A%)z) = Ende(a) (V).
Les PCIs 2y, A € A=?, sont deux-a-deux orthogonaux et vérifient :

> oz, VA € AS? o= >

AEAR? tETX
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ol, pour tous A € AS? et t € Ty, Vélément p; € 2, TL,(A?) agit sur V3, comme la projection
orthogonale sur C(A)v; (i.e sa matrice de représentation dans la C(A)-base {v; ; t €
T\} est une matrice élémentaire de la forme Ej; avec i € {1,..., fi}). Par construction
des représentations semi-normales, les ensembles {p; ; t € Th\} et {p; ; t € T=?} sont
respectivement les POIs de 2z, TL,(A?) et de TL,(A?) (cf. par exemple [CR62, § 25-26]).
Ils déterminent la décomposition de TL,(A?) en somme directe de TL,(A?)-modules a
gauche (resp. a droite) indécomposables :

TL,(A%) = @ TL,(A%)z = @ @ TL,(4%)p

AeAS? AeASZLET
(I11.2.12)
resp. TL,(A?) = @ 2y TL,( @ @ptTL (A?)
AeAS? AeAS2 teET)

On retrouve la décomposition donnée dans le théoreme I11.2.9 puisque :
VA€ AS? Ve T, TL,(A*)p, = Vy, (resp. p TL, (A%) = V)\) )

On cherche une expression de ces POIs de TL,(A?). Pour cela, on établit des relations
de type récurrence a ’aide de nouvelles notations.

Définition. Soit ¢ € T=2.

(i) On appelle treillis de Temperley-Lieb le sous-graphe orienté du treillis de Young formé
des sommets étiquetés par des diagrammes de Young avec au plus deux lignes (cf. la
figure I11.2.F).

(ii) On note t' le sous-tableau standard de ¢ formé des cases étiquetées par {1,...,n —1}.
Pour n > 3, on définit t® par la relation de récurrence :

1O =0 9 << 1,

(iii) S7il existe, on note £ le tableau standards de 7.=2 tel que ' =t/ et { # t.

Ces définitions s’interpretent géométriquement sur le treillis de Temperley-Lieb et sont
illustrées dans la figure colorée I11.2.F.

Remarque 111.2.13. Soit t € T=2 de forme A = [\, Aa].

(i) I existe au plus un tableau standard s € T=? tel que s’ = t' et s # t. En effet,
pour tout r € T=2, il existe au plus deux tableaux standards s,t € T=2 tels que
t' =r = §. Plus précisément, si r est de forme pu = [pu1, o] telle que g = o, alors
il existe exactement un tableau standard ¢t € T=? tel que ¢’ = r. Sinon, il en existe
exactement deux. Donc # est défini sans équivoque.

(ii) Si # n’existe pas, alors di(n — 1) = —2. Sinon, les étiquettes n — 1 et n sont sur la
méme ligne dans ¢ ou exclusivement dans . Ces cas sont respectivement caractérisés
par les égalités dy(n — 1) = —1 et d;j(n — 1) = —1. Plus précisément, si ¢’ est de forme
(11, o], alors on a quatre configurations possibles illustrées dans la figure I11.2.G.
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FiGURE III.2.F — Treillis de Temperley-Lieb.

5/ \m

NN
N N
N N N

w e

o g N

Ficure I11.2.G — Configurations possibles sur le treillis de Temperley-Lieb.

d(n—1)=—1 d(n—1) £ —1
.\i di(n —1) = -1, N di(n —1) = pin — pia
LN di(n —1) = py — o LI =\ — A+ 1,
./ N =1 | N dn—1)=—1.
[
A t// dt(n—l :—1, t// dt(n—l):—,ul—{—ug—Q
L e i) = =2 | e =M A1,
N = Nt -3 N, A1) =1,
It °
# ’ di(n—1) = —-2.
N
! [ ]
A
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Proposition I11.2.14. Les POIs p;, t € T=%, de TL,(A?) vérifient :

:1,

Dy st t n’existe pas ,

%pt/hn_ﬂ?t/ sit eviste et dy(n —1) # —1, te T=* n>2.

Py + %pt/hn_lpﬂ sit existe et dy(n —1) = —1,

Pt

Démonstration. On rajoute la valeur n = 1. Dans ce cas, on a 77> = {m}. On considere
I'élément py € TL1(A?) qui agit sur V5 = C(A)vy comme la projection orthogonale sur
C(A)yy. Or TL1(A?) = C(A) = Endg (V). Donc le PCI de TLi(A?) est 2z = 1 et
=z0=1

Soient n > 2 et t,s € T=2. On étudie les éléments de TL, (A?) via leurs actions sur les
représentations semi-normales {V3 ; A € A>?} gridce a l'isomorphisme (IT1.2.11). D’aprés
la description des TL,(A?)-modules & gauche donnée dans la proposition I11.2.7, on a :

(1) P+ Vs = O /0.

On distingue deux cas.

e Cas 1. On suppose que ¢ n’existe pas. Alors t est le seul tableau standard s € T=? tel
que s = t'. I’équation (1) donne donc py = p;.

e Cas 2. On suppose que t existe. Alors ¢ et ¢ sont les tableaux standards s € T=2? tels que
s’ =t'. L’équation (1) donne donc py = p; + p;. On note d := ds(n — 1) et on réutilise la
proposition II1.2.7 :

hn—lpt’ "V = 55’7t’hn—1 * Vs

[d+1]A2 [d—l]Az
= _68’ ' Us — 55’ (1 —dg,— T Vo,_i(s)s
,t [d]A2 ,t ( d, 1) [d]AQ (s)
B [d+1]A2 [d—l]Az
pt’hn—lpt’ Vs = 65’,t’ [d]A2 P - Vs 68/,t/(1 6d,—1) [d]AQ Pt - Vg, _1(s)
[d + 1]A2
—(551 I .
T da
On en déduit que :
1Py = — _ N
yg; 1Dt [dt<n . 1)]A2 y4s [df(’n B 1)]A2 pt
ou di(n — 1) = —1 ou exclusivement d;(n — 1) = —1 (cf. la remarque 111.2.13). Autrement

dit :
lde(n=1D)H1] 42 1)+1]A2p sidi(n—1)#—1,

_ [di(n—1)]
Prhnaby = (d(n-1)+1 :
{ [[d((nl)]jzAth S1 dt(n — ].) =—1.

108



II1.2. ALGEBRES DE TEMPERLEY-LIEB ET IDEMPOTENTS

Par conséquent, on a :

di(n—1 .

P _mpﬂhnflpt/ sidi(n—1)# —1,
t = d;(n—1 .

Py — P; = Py + mpt’hn—lpt’ S1 dt(n — ]_) = —1.

I11.2.C POls évaluables aux racines de ’unité

On explicite maintenant la structure de l'algebre évaluée TL,(q) a l'aide de celle de
l'algebre générique TL,(A?), grace au morphisme d’évaluation (II1.2.6). De méme que
pour TL,(A?), la C-algébre TL,(q) se décompose de maniére unique, & isomorphisme et
ordre des facteurs pres, en somme directe d’idéaux indécomposables de TL,(q), appelés
facteurs directs de TL,(q). Ces facteurs directs correspondent a des PCls de TL,(¢). Afin
de les expliciter, on construit des idempotents orthogonaux de TL, (A?) évaluables, & partir
desquels s’expriment les POIs et les PCIs de TL,(q).

On utilise les mémes notions (diagrammes de Young, tableaux standards, distances
axiales) que dans la sous-section II1.2.B. Les formules qui définissent la structure des

TL,(A?)-modules a gauche V), A\ € A% ne sont pas toutes évaluables (cf. la proposi-

tion I11.2.7). Plus précisément, on ne peut pas les évaluer des que :
FteT=* Fic{l,..n—1} telsque di(i)=0 mod p.
Soit ¢ € T=? un tableau standard de graphe :

A A(2) ()
’y(t): e —~ @0 —>---— o .

Ce cas de figure apparait seulement s’il existe ¢ € {1,...,n — 1} tel que /\5") — )\g) +1=np,
ot A = AW AP]. Ce qui ameéne aux définitions suivantes.
Définition ([GW93, § 1]). Soit A = [\, o] € AS2.

(i) On dit que X est critique si w(\) := A\; — Ag + 1 est divisible par p.

(ii) Pour tout k£ € N* on appelle k-ieme ligne critique du treillis de Temperley-Lieb
'ensemble des sommets étiquetés par des diagrammes de Young p € AS? tels que

w(p) = kp.

Remarque 111.2.15. Soit A = [\, Ao] € A2 Sur le diagramme de Temperley-Lieb, entier
w(A) > 1 s’interprete comme le numéro de la colonne du sommet étiqueté par \. Il permet
d’exprimer facilement les distances axiales. En effet, pour tout ¢t € T\, on a :

—1 sin — 1 et n sont sur la méme ligne,
di(n—1) =w(N) si n — 1 est sur la premiere ligne et n sur la seconde,

—w(A)  sinon.

Pour plus de détails, on pourra se référer a la figure I11.2.H, qui reprend les configurations
possibles explicitées dans la remarque I11.2.13. A
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Ficure II1.2.H — Configurations possibles sur le treillis de Temperley-Lieb.

° w(p) w(A) ( w'(‘./\\) w(p) ( ) ( )
t | [ di(n—1) = -1, | o di(n—1)=w(p) —1
\ ! | ) — _ ‘ \ ‘ —
IR | ditn—1) =w(p) —1 | . w(A),
i | t =w\) -2 |t | i d;(n—1)=-1.
N LN,
3¢ | w) w(p) ° p ( ) ) w(p) uJ(.)\‘) ; ( 1) ( ) .
\ |t tn—1)=-1, [ [ t\n—1)=—wp)—
! ,/ di(n —1) = —w(u) — 1 ‘/ : = —w(A),
I £
! =—w(A) -2 NS di(n—1) = -1
.‘/ | \. ./ | \‘. i
w(p)=1 W(.>\)
\% |
N R | di(n —1) = —2.
| o
! \.‘

Définition ([GW93, § 1]). Soit t € T=2.
(i) On dit que t est critique si sa forme A est critique.

(ii) Si t possede un sous-tableau critique propre, alors on appelle sous-tableau critique
mazimal de t le plus grand sous-tableau critique propre de t.

(ili) Sit possede un sous-tableau critique maximal € T}, et que le sous-graphe v(t) \ y(r)
admet un graphe symétrique 7 par rapport la ©) jame ligne critique, alors on appelle

_ p
tableau conjugué de t le tableau standard ¢ défini par le graphe v(r) U 7.

(iv) On dit que ¢ est régulier si son graphe ~y(t) ne passe pas deux fois consécutivement
sur la méme ligne critique.

Ces définitions s’interpretent géométriquement sur le treillis de Temperley-Lieb et sont
illustrées dans la figure I11.2.1.
Remarque 111.2.16. Soit t € T=2.

(i) Le tableau standard t est critique si et seulement si son graphe y(t) se termine sur
une ligne critique.

(ii) Le tableau standard t possede un sous-tableau critique propre (et donc un sous-
tableau critique maximal) si et seulement si y(t) traverse la premiere ligne critique.

(iii) On suppose que t admet un sous-tableau critique maximal r. Alors ¢ ne possede pas
de tableau conjugué si et seulement si y(¢) se termine sur la deuxiéme ligne critique
et y(r) sur la premiere.
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F1GUre II1.2.1 — Lignes critiques pour p = 3.

.\Q

5/5.3

Ne” N\
/\/\
\/\ /\
NN N

A

On rappelle qu'il y a une correspondance bijective entre les POIs p;, t € T=2, de
TL,(A?) et les facteurs directs de sa représentation régulie¢re a gauche :

— (I11.2.9)
TL,(A%) "2 @ P TL.(Ap = D fiVa

ACAS2Z Ty AEAS?

ott, pour tout A € AS?, fy est le nombre de tableaux standards de forme X. On s’intéressent
aux tableaux standards ¢ € T=? pour lesquels p; est évaluable. En effet, dans ce cas, ils
fournissent des TL,,(¢)-modules a gauche TL,,(q)p;. Il s’agit de déterminer les modules ainsi
obtenus et de recenser les autres.

Compte-tenu des relations de récurrence données dans la proposition I11.2.14, les POIs
non évaluables apparaissent aprés passage des lignes critiques. En effet, soit t € T=2.
D’apres la proposition 111.2.14, on sait que :

Dy si t n’existe pas ,

di(n—1 .o .
= Mpt P11y si ¢ existe et dy(n — 1) # —1,

d;(n— 1)]A2

Py 4+ mpt hn—lpt’ si Z? existe et dt(n - ].) = —1.
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On note j la forme de t'. D’apres la remarque 111.2.15, si ¢ existe, alors on a :

{dxn —1) =1, . {dm —1) € {w(p) — 1, —w(p) — 1},
di(n —1) € {w(u) — 1, —w(p) — 13, di(n —1) = —1.

L’idempotent p; correspondant n’est pas évaluable si :
diin—1)=di(n—1) modp <= w(p)=0 modp < { est critique.
Dans ce cas, on considerera :

si t n’existe pas,
(TT1.2.17) Py = {pt onensep
Pt +p;  sinon.
Lemme II1.2.18. Soit t € T=%. On suppose que le tableau standard t posséde un sous-
tableau critique maximal r € T,CQ. Si p, est évaluable, alors py est évaluable.

Démonstration. On suppose que p, est évaluable. On procede par récurrence sur n > k+1.
On se servira régulierement de la proposition 111.2.14, et des remarques 111.2.13, 111.2.15
et I11.2.16.

Pour n =k +1,onat =rett=1lorsquils existent (ils peuvent ne pas exister pour
p = 1). Donc py = p, est évaluable. Ce cas de figure suffit a prouver le lemme pour p = 1,
valeur pour laquelle toutes les lignes sont critiques. On suppose désormais que p > 2.

Soit n > k+ 1. On suppose que, pour tout u € T=2 si u posséde 7 comme sous-tableau
critique maximal, alors p,; est évaluable. Soit ¢ € T),,; admettant r comme sous-tableau

critique maximal. On note A la forme de ¢, p celle de 7, et [ := %. On a d:=di(n) €
{—1,—w(A),w(A)}. On distingue trois cas.

e Cas 1. On suppose que d # —1 et w(\) = w(u) = Ip. Alors ¢ existe et on a quatre
configurations possibles illustrées ci-apres. Dans chacun des cas, on a dj(n) = —d # —1.
On en déduit que :

Py =Dt Dpi= —mm hnpy — mpt/ hnpp
d d
= —[du’ﬁﬁpﬂ hnpy — [d[_]ﬁﬁptf hnpp
= —mpt'hnpt' - m(p[tl] - pt/)hn(p[tq - pt/)
= —mpt/hnpﬂ - m(p[tq by — prnhape — pehappn + pehnpe)
= Ty 1}[:?[?;_ P ([d + 12 + [d — az)pyhnpy — mmhwm
+ mp[t’]hnpt’ + mm hnpp)
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F1GURE II1.2.J — Cas 1 : configurations possibles.

dy(n) = —w(}) dy(n) = w(})
. dy(n) = —w(N), . di(n) = w(N),
\o de(n —1) =w(A) — 1, \o di(n —1) = —1,
N din) = w(), SO di(n) = —w(N),
't\ /' di(n —1) = —1. ’_\ /t' di(n —1) = w(\) — 1
0 ) = —e(), % ) = W),
./ di(n —1) = —1, ./ di(n —1) = —w(A) — 1,
N di(n) = w()), /OON di(n) = —w(N),
.t\\ /. dg(n—l):—w()\)—l ._\\ A. dg(n—l):—l
(I11.2.4) [d]%2]2] 42 [d] a2
(1) = - [d T 1]22 [df 1],42 P hnpy — mp[t’}hnp[t’]
+ mp[t']hnpt/ + mm P

Quitte a échanger t et ¢, on peut supposer que dy(k) = dy(n — 1) = —d — 1 # —1. Comme

dy(n —1) =di(n — 1), on obtient alors :

[dt(k>]A2 [—d - 1]A2 [d + 1]A2
= T T3 N L 41 Thn— T = =7 a Thn_ T = 77 T’hn_ T
P [dt(k) + 1]A2p 1P [_d]AQ p 1P [d]A2 p 1P
En insérant ce résultat dans I’équation (1), on obtient :
[d + 1]A2 [d]Az
= — 2la2—7— rhnf rhn rhnf r T 11 ’hn /
Pl 2] (4 1] PPl lin b = =P
[d + 1] 42 [d + 1] 42
- / hn rhnf r rhnf rhn 15
[d—l]AZP[t] p 1P {d_l]A2p 1P p[t}

ol d = Fw(A) # 1 mod p, p, est évaluable, et py) l'est aussi d’apres I'hypothese de

récurrence (en l'occurrence py; = p;).

e Cas 2. On suppose que d # —1 et w(\) # w(p) = Ip (ce qui exclut p = 2). Alors
lw(A) = Ip| € {1,...,p — 1}, t existe, et on a quatre configurations possibles illustrées ci-
apres. Dans chacun des cas, on a dj(n) = d+2lp # —1. En procédant comme précédemment,
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FiGure II1.2.K — Cas 2 : configurations possibles.

di(n) = —w(A) di(n) = w(A
e i e di(n) = —w(A), . . di(n) = w(N),
/ N i) = () — w0, | N i) = w() — 2u(n),
¢ * wNzwp)-pt+2, | ® W) zwp) +1,
t\o ./E w(A) <w(p) —1 E\o o/t w(A) <w(p) +p—2
. . di(n) = —w(A), . . di(n) = w(A),
N\ J/ dt((;%)) = 26:()#) —w(A), |\ J/ dt((;%)) = w((A)) — 2w(p),
° ° w(A) > w(p) + 2, ° ° wA) > w(p) —p+1,
SN e sem -t | S N e Sule) -2
on en déduit que :
B [d] a2 [d =+ 21p] 42 [d =+ 21p] 42
b= = <[d +i]A2 [d = 2ip +?]A2> PelaPt = 17 £ opp 4 1] PP
[d + 21p] 42 [d + 21p] a2
[d = 2ip + i]Agp L P ?]AQ pehnpie)-

Or, les tableaux standards t' et ¢’ n’ont pas la méme forme. Donc pyhn,py = 0 = pyh,pi.
Il s’ensuit que pynh,py = pyhppy = prhppp et :

[d]A2 [d + 2lp + 1]A2 — [d + 1]A2 [d + 2lp]A2 [d + QZP]AQ

= — 1y, N — /hn /!
e [d+ Laed £ 20p + 1 PetnPT = g £ 21p + 1],
(m2.4) [F2(p] a2 b A E2D]a 5
T A+ aeld £ 20p + 1PN T (g £ 20p + 1], VP
_ lp}/p [d + 2lp]A2
2 - :i: A2lp A 2lp [ /hn N — / hn .
2) (A7 + >[d+ ae[d £ 2ip + 120 P8 T g £ 20p + 1], P

Pour les mémes raisons que dans le cas 1, quitte & échanger ¢ et ¢, on peut supposer que
dy(k) = alp — 1 # —1 et dp(k) = —1, avec o € {+,—}. En procédant comme dans la
preuve de la proposition II1.2.14, on obtient alors :

[dy (k) + 1] 42 [adp] a2
’ h = /h = T T N P T T 7 PY
prhpyy = prhip: e () 77 alp— 1"
[alp — 1] 42 lalp — 1]z
— = A hp = —a " pn -
b e PR
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En insérant ce résultat dans I’équation (2), on obtient :

[alp — 1] 42 I
[d+ 1] 42[d £ 2Ip + 1]A2p[t] kP Pen i
[d :i: 2lp]A2

- ’hn ap
[d £ 20p + 1] 4 L EVPE]

Py = F (AP + A7)

ot d = Fw(A) # —1 mod p (cf. les configurations possibles) et pp est évaluable d’apres
I’hypothese de récurrence.

e Cas 3. On suppose que d = —1. Alors # existe et d;(n) # —1. Donc P = P — P O ppg
est évaluable d’apres les cas précédents, et pj) 'est aussi d’apres I'hypothese de récurrence.

Par conséquent, dans chacun des cas, py est évaluable. Ce qui prouve I'hérédité et
acheve la récurrence. O

Lemme I11.2.19. Soit t € T=? un tableau standard régulier. On suppose que le tableau
standard régulier t est critique et posséde un sous-tableau critique maximal r € TEQ. St p,
est évaluable, alors p; est évaluable.

Démonstration. On suppose que p, est évaluable. On note A la forme de ¢, u celle de r,
[ = % et I' = %. On a d = di(k) € {—1,—w(u) — Lw(p) — 1} (cf. la remarque
I11.2.15). On distingue trois cas.

e Cas 1. On suppose que d # —1. Alors d = Fw(p) —1, ' =1+ 1, r admet un sous-tableau
maximal s € Tjgz) et on a deux configurations possibles illustrées ci-apres. On considere le
tableau standard z € Ty dont le graphe ~(s) étend ~(¢) entre la l-ieme et la (I + 1)-ieme
ligne critique en intersectant % +1 fois la (I4+1)-ieme ligne critique (illustré en rouge dans
la figure des configurations possibles). Alors il existe une permutation o de {j + 1,...,n}
telle que z = o(t).

Pour p = 1, 0on a 0 = id = o' et on lui associe I'élément w? := 1. Pour p > 2 (donc
n > 4), la permutation o se décompose en une composée 0 = o(p — 1)...0(2)o(1) avec :
Ve e{l,...p—2} o(k):= 11 ;.

j+1<i<n—1
Ao () (1) (D) =Flp—r

En Poccurrence, ona o(1) = o et 0(p—1) = 0,420j14...0,_9. Pour tout i € {j+1,...,n—1},
en identifiant o; avec h;, on obtient un élément de TL,,(A?), noté w” := h(p—1)...h(2)h(1),
avec :
Vee{l,..,p—2} h(k+1):= 11 h;.
j+1<i<n—1
do () (1) ()=Fw—r
De méme, pour la permutation o~ ! et sa décomposition o' = (1) 1o (2) " ...o(p— 1)1,
on obtient un mot w” " en {41, ..., hn_1}.
Avec ces éléments, pour tout p € N*, on montre qu’il existe P(A) € C[A] 42—y tel que :

—1

Pt = P(A)p[t}wa (hj+1hj+3...hn_1)wop[t].
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Ficure II1.2.1L. — Cas 1 : configurations possibles.

de(k) = —w(p) — 1 de(k) = w(p) — 1

[
»
[

/™ /
N2

L ]

L ]

[ )

AN

NN NN NSNS

/» 2 2R
AN / N\ / AN
N N2 N2

ANINSNSNSNS N

Pour cela, on calcule p[ﬂw‘fl (hjs1hjss...hp_1)w?py al'aide des résultats généraux suivants,
qui découlent de la remarque I11.2.15.

dy(i) = —w(\D) -1

w(A¥) °

// . .
P \ ! ! /
% | |
x I—/ oi(u)

. e

N | |
N \ \
()\ U [

oi(u) N
* | |

° [}
 w(A)—g] _ w(A@)42]
Doi(uw)iDu = —mpm(u) Poy(uwyhiPu = _mpai(“)
WO, _ OO,
Puhibu = — L5 P Puhibu = ~ LG+ 1] 5 P

On en déduit qu'il existe P,.(A), P.,(A) € C[A](2_q), non divisibles par (A* — q), tels
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que :

n—j__
p-wpy = pwpy = P (A)[(1 £ 1)p] 43 .,

(1+1)pT 1@)"2”
(ESE &

o1 o1
pw’  ps = pw’ p. = P (A)[lp|azp:.

Pz(hjyihjis..hn 1)p. = <—

Par conséquent, on a :
o1 o o1 o
pw (hj+1hj+3-~-hn71)w P = Pw pz(hj+1hj+3---hn71)pzw Py
n—j
(L= DpF 1], [lpla>

= (-1)"F' P.(A) P (A) [0+ 1)19]:2

t-

Le facteur (A% — ¢) de [Ip]42 se compensent avec celui de [(I £ 1)p]42. D’ott Pexistence de
P € C(A)(a2—q) tel que :

—1

Pt = P(A)p[t}wa (hj+1hj+3...hn_1)wap[t].

e Cas 2. On suppose que d = —1. Alors on a :

py — P sit existe,
bt = N
D] s1 ¢ n’existe pas,

ou pj est évaluable d’apres le cas précédent car dz(k) # —1.

Enfin, d’apres le lemme II1.2.18, on sait que pj) est évaluable. Par conséquent, dans
chacun des cas, p; est aussi évaluable. O

Théoréme I11.2.20. Soit t € T=* un tableau standard régulier.
(a) Sit ne posséde pas de sous-tableau critique propre, alors py = py est évaluable.
(b) Sit est critique, alors p; est évaluable.

(c) Sit n’est pas critique et posséde un sous-tableau critique mazimal r € TEZ, alors pyy est
¢valuable. De plus, p; et py ne sont pas évaluables, et I’élément ny) = pyhypy s'évalue
sur un élément nilpotent d’ordre 2.

Démonstration. (a) On suppose que t ne possede pas de sous-tableau critique propre. On
rajoute la valeur n = 1 (valeur clé pour le cas p = 1) et on procede par récurrence sur
n>1.

Pour n = 1, on a T7* = {m} et py = 1 (cf. la proposition 111.2.14). Donc pr; est
évaluable. Ce cas de figure suffit a prouver 'assertion pour p = 1, valeur pour laquelle
toutes les lignes sont critiques. On suppose désormais que p > 2.
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Soit n > 1. Suppose que, pour tout u € T=2 si u ne possede pas de sous-tableau
critique propre, alors p, est évaluable. Soit t € T,,,; n’admettant pas de sous-tableau
critique propre. On note A sa forme. D’apres la proposition 111.2.14, on a :

Dy si t n’existe pas ,

D = _%pt,hnpﬂ si £ existe et dy(n) # —1,

d;(n A .
py + %pyhnm/ si ¢ existe et dy(n) = —1,
ou py est évaluable d’apres I’hypothese de récurrence. Par ailleurs, comme t ne possede
pas de sous-tableau critique propre, son graphe () ne traverse pas la premiere ligne
critique (cf. la remarque I11.2.16). Avec la remarque I11.2.15, on en déduit que :

di(n) € {-p,...,—3}U{l,....p—2} si { existe et dy(n) # —1,
di(n) € {—p,...,—3}U{l,...,p—2} si £ existe et dy(n) = —1.

Par conséquent, p; est évaluable. Ce qui prouve I'hérédité et acheve la récurrence.

On suppose que t est critique. On procede par récurrence sur le nombre N > 0 de
sous-tableau(x) critique(s) propre(s).

Pour N = 0, p; est évaluable d’apres le cas 1.

Soit N > 0. On suppose que, pour tout tableau standard u régulier et critique, si u pos-
sede N sous-tableau(x) critique(s) propre(s), alors p, est évaluable. Soit ¢ un tableau
standard régulier et critique, admettant N + 1 sous-tableau(x) critique(s) propre(s).
Il possede un sous-tableau critique maximal r régulier, admettant N sous-tableau(x)
critique(s) propre(s). Donc p, est évaluable d’apres I'hypothese de récurrence. 11 s’en-
suit que p; 'est aussi d’apres le lemme I11.2.19. Ce qui prouve I'hérédité et acheve la
récurrence.

On suppose que t n’est pas critique et possede un sous-tableau critique maximal r €
TEQ. Comme t est régulier, le sous-tableau r ’est aussi. Donc p, est évaluable d’apres
(b). Il s’ensuit que py P'est aussi d’apres le lemme I11.2.18.

Montrons que ny; := pyhipjy s'évalue sur un élément nilpotent d’ordre 2. On note p
la forme de r et [ := %. On a d := dy(k) € {—1,—lp—1,lp — 1} (cf. la remarque
[11.2.15). Quitte a échanger t et t, on peut supposer que dy(k) = Flp — 1 # —1 et

di(k) = —1. En procédant comme dans la preuve de la proposition 111.2.14, on obtient
alors :
[di (k) + 1] a2 [Flp|az

1 = pinh =phppr = —— "D = —— Py

( ) n[t] p[t] kp[t] PeliPe [dt<k)]A2 Y4z [:Flp _ 1]A2pt
Donc : )

9 [FIp] a2 B [FIp) a2
Ny =\~ ==
[Flp — 1] 22 [Flp — 1] 22

s’évalue sur 0. Pour montrer que np ne s’évalue pas sur 0, on considere le tableau
standard T' € T5”, (non régulier) dont le graphe v(T') étend ~(t) de n — k arrétes
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par symétrie par rapport & la ligne AS2. De méme que pour py, 'idempotent pjpy est
évaluable. En procédant comme dans la preuve du lemme II1.2.19, on montre qu’il
existe un élément h € TLy,_; tel que pyhpy est évaluable et dont la matrice de
représentation M (pirhppr) dans la base {vp, vz} est de la forme :

1 (PT,T(A) Pr T(A)> 7

M (pmyhpy) = ——— ’
(p[T] p[T]) [Flp] a2 PT,T(A) Pf,‘(A)

ot Prp(A), Prr(A), Pr(A), Pr7(A) € C[A]42_q ne sont pas divisibles par (A* —q).
On en déduit la matrice de représentation de nypirhppr) dans cette méme base :

L Prr(A) Pro(A)
o) =~ S (0 )

Donc nypirhppr), et par suite ny), ne s’évaluent pas sur 0.

D’apres 'équation (1), cela implique que p; n’est pas évaluable, et donc p; = py — py
non plus.
m

FIGURE I11.2.M — Idempotents évaluables pour p = 3 (i).

N\
Y

N’ N
W ANPANE
N N

AN NN
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F1Gure I11.2.M — Idempotents évaluables pour p = 3 (ii).

Graphes | POIs de TLg(A?) Idempotents de TLg(q)

p

— 2
3[56
— >
[4]5]6]

—
— >
[
~ ZEPIEIGE - _ hahshsha ) =
pr 2 1=p i 1 — 2‘]4 = P i
5 ‘ %2
ﬁ _ . 3/l5
P ]
— DfaTale)s PIelals)
- > Dilzsl6), Pl2[alE] Drr
! LaP
5
]5 I

Remarque 111.2.21. Le lemme I11.2.19 et 'assertion (b) du théoréme I11.2.20 ne se géné-
ralisent pas aux tableaux standards non réguliers. Toutefois, pour tout tableau standard
t € T=% non régulier de forme )\, il est possible de montrer les assertions suivantes (cf. les
preuves de [GW93, Lemme 1.2, Prop. 2.1], ou les algebres de Temperley-Lieb sont étudiées
avec un autre systéme de générateurs).

(a) Sit est critique, alors il existe une unique famille S(t) de tableaux non réguliers de
forme A, comprenant ¢, telle que 3¢5 ps est évaluable et se décompose en card(S(t))
idempotents orthogonaux évaluables.

(b) Sitn’est pas critique, alors il existe une unique famille S(¢) de tableaux non réguliers de
forme A, comprenant ¢, telle que Y- g pjs) est évaluable et se décompose en card(S(t))
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idempotents orthogonaux évaluables.

Ces card(S(t)) idempotents orthogonaux évaluables se construisent par induction et en
utilisant le méme procédé que dans la preuve du lemme I11.2.19. En général, il est difficile

de les exprimer en fonction des POIs de TL,(A?). Des exemples simples sont explicités
dans la figure 111.2.M. A

Définition. Soient A € AS? et A, le groupe de réflexion engendré par les symétries ortho-
gonales par rapport aux lignes critiques.

(i) Pour toute réflexion s € S,, on note s(\) le diagramme de Young tel que les sommets
du treillis de Temperley-Lieb étiquetés par A et s(\) sont reliés par s.

(ii) On définit :

] = {A} si A\ est critique,
o {,LL € As?; 3s € A, telle que p = s()\)} sinon.

(A

F1GURE III.2.N — Partitions de diagrammes de Young pour p = 3.

N NN

Les ensembles {[\] ; A € A%} donnent une partition de A2 illustrée par un jeu de

couleurs dans la figure I11.2.N. De plus, l'inventaire des idempotents évaluables donné dans
le théoreme I11.2.20 et la remarque I11.2.21 incite a considérer les idempotents centraux :

(111.2.22) VAEAS? =D za=) Y. mt+ Yy, > e

HE[A] neN]  teTy, HE[A] tely
t régulier t non régulier
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Dans chaque somme, les termes non évaluables se regroupent (deux a deux pour les ta-

bleaux réguliers) en des idempotents évaluables. Les éléments 2y, A € A=% sont donc

évaluables. La structure des idéaux z) TL,(¢) correspondants est étudiée dans [GW93, §
2]. On synthétise et reformule leurs résultats dans le :

Théoréme I11.2.23 ([GW93, § 2]). Soit A € AZ2.

(a) Si [\ ={A}, alors 2\, TL,(q) est un idéal simple et vérifie :

7y TLa(q) = End(CH),

ou fy est le nombre de tableauzr standards de forme .

(b) St [N = {p1, ...} avec I > 2 et w(p) < ... < w(w), alors zp\ TL,(q) est un idéal
indécomposable et admet une filtration d’idéauz 0 C Rf)\] C Ry C zZ;y TLy(q) tels que :

l
5[)\} TLn(q)/R[)\] = @ End(Cf‘%i),
=1
-1

R[A]/R[QA] = @Hom(Cﬁi,Cﬁ}iﬂ) D Hom((cffiﬂ 7 (Cf,fi)’
i=1
L L
Ry = @D End(C),
i=2

ot, pour tout i € [N, fpf est le nombre de tableaux standards de forme p qui ne
possédent pas de sous-tableau critique maximal ou en possédent un dont la forme v
vérifie w(v) < w(p).

Pour davantage de lisibilité, la structure des idéaux z\ TL,(q), [A] # {A}, est synthé-
tisée dans la figure 111.2.0.

Remarque 111.2.24. La théoréme s’étend pour la valeur n = 1. Dans ce cas, on a AT> = {1},
(0] = {0}, et on considere 'idempotent central z := py = 1 (cf. la proposition I11.2.14).
Alors 2 TL;(¢q) = C = End(C). A

Corollaire III.2.25 ((GW93, § 2]). Les PCIs de TL,(q) sont les éléments 2y, A € AS2.

Le corollaire II1.2.25 se traduit par la décomposition en somme directe d’idéaux indé-
composables :

(I11.2.26) TL,(q) = 2 TLu(q) @ ... @ 20 TLa(g) 5 A = M) U U [\
Remarque 111.2.27. Pour des raisons de cardinalité, les POIs de TL,,(¢q) sont donnés par les

idempotents évaluables mentionnés dans le théoreme I11.2.20 et la remarque I11.2.21. Pour
davantage de précision, on pourra consulter [GW93, Prop. 0.1]. A
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FIGURE II1.2.0 — Structure des idéaux 2z TL,(q), [A| = {pt1, ..., tu}-

Représentation diagrammatique de I'action a gauche de TL,(q) :

L
_ End(C/#1) End(C/i2) End(C/#3) End(Cfi1)
2 TLa(q)/ Ry . . . .
\/ \/
R[/\]/Rﬁ\] Hnm(Cf: ) Hom(t’:za W) Hom(Cf:Z iz Hom((:f:'t iz ‘> <
) \<> /\H it

Représentation diagrammatique de I’action & droite de TL,(q) :

L . L
End(Cfi1) End(C’#2) End(Cfi3) End(c#
2y TLa(q)/ Ry o o o

AN SN ~ \\
/

Lo Lo Lo Lo
Hom(C/i1 cfiz) Hom(Cli2 ¢/t cliia cliis) Hom(C/is Cliiz)
L]

; ) Hom(C/2 ¢/
R/ Ry ) ) / ° \
End(Cfi2)
L]

2
Ry

A titre d’exemple, pour TLg(q), on a deux facteurs directs :
TLe(q) = E{Hﬂ} TLo(q) © 21711 Tho(q)-

Conformément au théoreme I11.2.23, expliquons briévement comment on obtient la struc-

ture de ces idéaux. Pour cela, on utilise les idempotents évaluables détaillés dans la figure
ITI.2.M. On a :

Un premier travail consiste a montrer que les 9 idempotents qui décomposent z sont

deux-a-deux orthogonaux, primitifs, et qu’ils sont reliés entre eux sous l'action de TL,(q)
— c’est la situation des POIs associés aux tableaux standards d’une méme forme dans les
algebres de Temperley-Lieb génériques. Ainsi, on obtient EHHE TLe(q) = End(C?).

Un second travail consiste a identifier les idéaux indécomposables du quotient semi-simple
maximal :

5{ ] TLe(q)/ Rad 5{ ] TLe(q)
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Pour cela, on considere :

Pour tout p € P, on obtient une sous-algebre p TLg(q)p dont les idempotents associés sont
deux-a-deux orthogonaux, primitifs, et reliés sous I'action de TLg(q). De plus, si p # ,

alors ils donnent lieu a autant de nilpotents, deux-a-deux orthogonaux, primitifs, et reliés
sous I'action de TLg(q). Leur somme n détermine le radical simple nn TLg(q)n de p TLg(q)p.
Ainsi, les structures des sous-algebres correspondantes sont données par :

aes TLc(q)z P [BE] TLo(q)P[BE} P [} TLs(q)p [}

End(C) End(CY) End(C)
. . .

| |

End(CY) End(C)
. .

Il reste alors décrire le radical Rad | z [ } TLg(q) |, dans lequel interviennent les C-

espaces vectoriels de la forme pTLg(q)p’ avec p,p’ € P. Un dernier travail consiste a
montrer que les idempotents qui décomposent p sont reliés sous 'action de TLg(q) a ceux
qui décomposent p’. On obtient alors :

TLG(!/)f nen TL«s(f/)ﬁ[BEE‘] ﬁ[EEEﬂ TLo(Q)f E[BEEH TLﬁ(f/)ﬁ[BEE‘] ﬁ[EEEﬂ TL{V((J)F[

} w{} TLU(Q)’?[BE}

TLo(q)ﬁ[

s ™ s

End(C*) End(C)
. .

III.3 Idempotents de Jones-Wenzl évaluables aux ra-
cines de 'unité
Lorsque A est un parametre formel, ou apres évaluation de A en un nombre complexe

qui n’est pas racine 4p-ieme de 'unité (p € N*); on peut définir une famille d’idempotents
{fn € TL,(A?) ; n € N*} par le systéme de récurrence :

fl = 17
(I11.3.1) { 1]

fn - fn—l + n fn—lhn—lfn—lu n 2 27
[ ]A2
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(cf. par exemple [CFS95, Def. 3.5.1] et [Wen87]). On les appelle idempotents de Jones-
Wenzl. En revanche, apres évaluation de A en une racine 4p-ieme de I'unité, ce systeme de
récurrence n’est plus bien défini pour les entiers n > p (un zéro apparait dans le coefficient
[p]az). On propose une construction générale des idempotents de Jones-Wenzl, basée sur
les POIs des algebres de Temperley-Lieb, qui étend le systéeme de récurrence I11.3.1 aux
racines 4p-ieme de I'unité. On fixe a nouveau n € N et on illustre cette construction sur
TL,(q) en évaluant A% en une racine 2p-ieme de I'unité ¢ = e . Pour cela, on commence
par expliciter la correspondances entre les POIs des algebres de Temperley-Lieb évaluées
et certaines représentations de U,sl(2). On met alors en évidence des idempotents remar-
quables, les idempotents de Jones-Wenzl évaluables, qui correspondent a des projecteurs
sur des multiples des U,sl(2)-représentations 2 7 (s), Z7(s), 2 (s), 1 < s < p (cf. la
section 1.2). Enfin, on étudie I'espace d’écheveaux K (D x S',0) du tore solide colorié par
ces idempotents. On obtiendra une généralisation de résultats de Lickorish donnés dans

[Lic92, § 4].

II1.3.A Projections sur les représentations des groupes quan-
tiques

Les algebres de Temperley-Lieb évaluées jouent un role singulier pour les représenta-
tions de U,sl(2). Plus précisément, il existe une correspondance (pas tout a fait bijective)
entre les POIs de TL,(q) (cf. la remarque I11.2.27) et les facteurs directs de 27*(2)".
De maniere analogue, dans le cas générique, il existe une correspondance bijective entre
les POIs de TL,(A?) et les facteurs directs du produit 27}5(2)®" de la représentation fon-
damentale 2°5(2) du groupe quantique générique Uga2sl(2). On commence par expliciter
ces correspondances dans le cas générique, puis on établit celles apres évaluation de A? en
g=er.

Définition ([Kas95, Def. VI.1.1, Prop. VII.1.1]). Le groupe quantique U s251(2) est la C(A)-
algebre engendrée par E, F, K, K~! sous les relations :

K- K1

(I11.3.2) KEK™'=A'E, KFK™'= AP [BFl= "5

Elle est munie d’une structure d’algebre de Hopf, dont le coproduit A, la co-unité e, et
I’antipode S sont donnés par :

AEY=1® E4+E®K, AF)=K'9@F+F®l, AK)=K®K,
(IT1.3.3) e(F) =0, e(F) =0, e(K)=1,
S(E)=—EK™', S(F)=-KF, S(K)=K"
A isomorphisme pres, il y a une infinité de Ujx2sl(2)-modules simples a gauche de

dimension finie 2% (s), indexés par av € {4+, —} et s € N* (cf. par exemple [Kas95, §
V1.3]).
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Proposition II1.3.4 ([Kas95, § VL.3]). Soient o € {—,+} et s € N*. Le module simple
%(s) est engendré sous Ua2sl(2) par un vecteur de plus haut poids x§(s) (resp. de plus
bas poids x% {(s)), et il admet une C(A)-base {x%(s); 0 <n < s— 1} telle que :

Ka%(s) = a A7 17220(5) 0<n<s—1,
Ezi(s) =0, Exi(s) = an|az]s — n]a2xd 1(s), 1<n<s-—1,
Fzi(s) =25,4(s), 0<n<s-2, Fag i(s) = 0.

n

On Uappelle la base canonique de Z 5 (s).

A isomorphismes pres, ces Ugzsl(2)-modules simple a gauche (il y en a d’autres de
dimension non finie) décomposent les U42s((2)-modules a gauche de dimension finie (cf.
par exemple [Kas95, Thm VII.2.2]). Aussi, contrairement aux U,sl(2)-modules, on ne s’in-
téresse pas aux autres structures de Uyzsl(2)-modules (tels que les modules de Verma,
cf. par exemple [Kas95, § V1.3]). En particulier, les produits tensoriels 2% (s) @ 2% (s'),
a,f € {+,—} et 5,8 € N*, dont la structure de U42s((2)-module & gauche est donné par
le coproduit A de Upn2sl(2), sont des Uy2sl(2)-modules & gauche de dimension finie. IIs
admettent les décompositions suivantes.

Lemme III.3.5. Soient o € {+,—} et s € N*. On a :

a22) sis=1
XS XH(2) = ol ’
2(s) @ Z, (2) { G(s—1) e Zu(s+1)  sinon.

Démonstration. On procede comme dans la preuve du lemme 1.3.4. O]

Théoréme I11.3.6. Soient o, € {+,—} et s, e N*. On a :

s+s'—1
Zae) o 2B B 2,

s''=s—s"+1
pas=2

Démonstration. On procede comme dans la preuve du théoreme 1.3.8. O

On s’intéresse aux facteurs directs de la suite {275(2)®" ; n € N} de Uy2sl(2)-modules
a gauche. D’apres le lemme II1.3.5, les facteurs directs de cette suite font intervenir les
classes d’isomorphisme des Ug2sl(2)-modules a gauche 2,5(s), s € N*. Précisons a quels
rangs ils interviennent pour la premiere fois. Pour tout U,2sl(2)-module a gauche M, on
note n(M) le plus petit entier n pour lequel M est isomorphe a un facteur de 275 (2)%",
et n(M) = oo si un tel entier n’existe pas. Alors, pour tout s € N*, on a n(25(s)) =s—1
et n(2,2(s)) = oo. Dans la suite, on établit une correspondance bijective entre les POIs
de TL,(A?) et les facteurs directs de 275(2)®".
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Définition ([CFS95][Def. 3.2.2]). On note {zy := z§(2), 71 := 27 (2)} la base canonique
de 275(2). On définit les morphismes linéaires N4 et Uy par :

N4 : { 2T (2) e 27(2) — C(4) Vm,n € {0, 1},

T @ Tp —> (n—m)iA"™™ '
U CA) — ZT(2) e Z1(2)
4] 11— 1Az, ®@ 11 — 1A' ® 70

Connaissant la structure de Ujzsl(2)-module de 275(2) et C(A) = Z5(1) (cf. la
proposition I11.3.4), on montre que les morphismes Ny et Uy sont Uxzsl(2)-équivariants et
vérifient :

UoN(zg®z9) =0=nNoU(z; ®xy),
no U(l) = —[Q]AQ, UJo ﬂ(&?o ®.T1) = —A2I0 X x1+ 11 ®I0,
UJo ﬂ(l‘l X IL’()) =29 X x1 — A_le X xg.

Pour tout n € N, ils permettent de définir une action connue de TL,(A?) sur 2 5(2)%"
qui commute avec celle de Ug2sl(2).

Théoréme I11.3.7 ([CFS95, Thm 3.3.4]). On a un morphisme d’algébres injectif défini
par :
TL,(A?) — Endy,ae) (2.5(2)°")
Oazp i S hg =1+ 1id,,
hiv—>idi_1®UAoﬂA®idn_i_1, 1€ {1,...,n—1}.

Ainsi, pour tout POI p de TL,(A?), 042, (p) est un projecteur non nul Ugyzsl(2)-
équivariant de 275(2)®" et son image p - 2 ,5(2)®" est un Uxzsl(2)-module dont la classe
d’isomorphisme apparait dans la décomposition de 275(2)®". Pour n = 0, Dalgebre de
Temperley-Lieb TLy(A?) = C(A) posséde un unique POI p = 1 et 642(1) est un projec-
teur sur C(A) = 2°5(1). Pour les autres valeurs de n, les projecteurs 042, (p:), t € T2,
sont détaillés dans le :

Théoréme I11.3.8. On suppose que n > 1. Pour tout tableau standard t € T=? de forme
A, il existe un unique facteur direct 2~ de Z5(2)®", isomorphe a X5 (w(N)), tel que
042, (pi) est un projecteur sur 2.

Démonstration. 1l est clair que les morphismes 642 ,,(p;), t € T'=, sont des projecteurs non
nuls dont les images p; - 2,5(2)%", t € T=2, sont des U 42sl(2)-modules en somme directe.
Comme 042, est injectif, cela assure I'unicité de 'assertion. Il suffit donc de montrer que,
pour tout ¢t € T=? de forme A, p, - 25(2)%" = 275(w()\)). On procede par récurrence
double sur n > 1 et sur :

wA) € {2,4,...,n+ 1} si n est impair,
e{1,3,..,n+1} si n est pair.
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Pourn = 1, ona AT? = {0} et 77° = {i}. Il y a un unique POI py = 1 et pr- 2 5(2) =
27+ (2).

Soit n > 1. On suppose que, pour tout r € T=2 de forme v, p, - Z5(2)*" = 2 5 (w(v)).
Soit t € Ty de forme A = [}, \g]. On considére le tableau standard # € T=2 et, s'il existe,
le tableau standard € T (cf. la remarque T11.2.13). On distingue deux cas.

e Cas 1. On suppose que n est impair. On procede par récurrence sur :
d:=w(A) €{1,3,...,n+2}.

Pour d = 1, il existe un unique diagramme de Young v = [\, Ao — 1] tel que v C .
Donc t' est de forme v et w(v) = d + 1 = 2. D’apres I'hypothese de récurrence, on a
pr - X 5(2)%" = 2,5(2). On en déduit que :

Dy - 3525(2)@”“ - (pt’ : %AJE(Q)@TL) ® ‘%A—E@) = ‘%AJS@) ® ‘%AJS(Q)

(I11.3.6)

12

Zp(1) & 2 4(3).

De plus, le tableau standard £ existe et sa forme p = [A;+1, Ay — 1] vérifie w(p) = d+2 = 3.
En utilisant I'égalité py = p; + p; dans TL,,1(A?) (cf. la preuve de la proposition I11.2.14)
et leur orthogonalité, on obtient également :

pe LT = (ot pi) - 2@ = (pe 2625 @ (p- 25207

Supposons par I'absurde que p;- 25 (2)%" ! = 275 (3). Alors, par identification des facteurs
directs, on a p; - Z5(2)®" = 275(1). Or, comme w(p) > 1, il existe deux tableaux
standards s, 5 € Tnag tels que s = t = §. En reproduisant les raisonnements précédents
sur 7, on obtient d’une part :

(
pe 2R = (e ZEQT) © ZEQ) = ZEM © Z5Q) =T 250),
et d’autre part :
P 2T = (et pe) - Q)T = (pe 2T @ (ps- ZE27).

Ce qui est absurde car 27}5(2) est simple. Donc p, - 275(2)%" " = 27 5(1).

Soit d € {3,...,n + 2}. On suppose que, pour s € Tngfl de forme p telle que w(p) < d,
ps - X 5(2)0 T = 25 (w(p)). Comme d > 1, il existe deux diagrammes de Young v €
{[A1; A2 = 1], [A1 — 1, Ag] } tels que v C A. On a donc deux formes possibles pour t'.

(a) On suppose que t’ est de forme v = [A; — 1, Ag]. Alors w(v) = d—1, le tableau standard
t existe et sa forme p = [\, — 1, Ay + 1] vérifie w(u) = d — 2. D’apreés la premiere
hypothése de récurrence, on a py - 27,5(2)%" = 2°5(d — 1). Comme précédemment, on
obtient d'une part :

pr - Z52)P = (pr Z52)%) @ 25(2) = 25(d—1) @ 25(d)
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(111.3.6)

= -2 ® 25d),
et d’autre part :
pe X2 = e+ ) - 2525 = (- 252 @ (- 2025

Or, d’aprés la seconde hypothése de récurrence, on a aussi p;- 2,5(2)" ™ = 275 (d—2).
Donc, par identification des facteurs directs, p, - 2,5(2)%" ! = 275(d).

(b) On suppose que t" est de forme v = [A;, Ay — 1]. Alors w(v) = d+ 1, le tableau standard
t existe et sa forme p = [\ + 1, Ay — 1] vérifie w(p) = d + 2. Soit s € T, de forme
A tel que s est de forme [A; — 1, Ag] (il existe car d > 1). D’apres le théoreme I11.2.9,
on a TLy1(A?)p = Vi = TLu1(A?)ps. 11 existe donc ugy, ups € TL, 1 (A?) tels
que py = U sps €t ps = ugpr. On en déduit les isomorphismes de Ug2sl(2)-modules
réciproques :

{pt . %At(2)®n+1 — Ds %A—E(2)®n+l {Ps . %A—; (2)En+l s p, - '%A—; (2)Ent

pt'X’_>us,tpt'X ps'X’_>ut,sps'X

Or, ps - Z5(2)%" ! =2 275 (d) d’apres (a). Donc p; - 275(2)9" = 27 5(d).
Dans chacun des cas, pour n impair, on a ;.25 (2)¥" ! =2 275 (d). Ce qui prouve I'hérédité
et acheve la seconde récurrence.

e Cas 2. On suppose que n est pair. On procede par récurrence sur :
d:=w(A) €{2,4,....,n+ 2}.

Pour d = 2, il existe deux diagrammes de Young v € [Ay, A\ — 1],[A1 — 1, \9] tels que
v C A. Pour les mémes raisons que dans le cas 1(b), on peut suppose que t' est de forme
[A1—1, \y]. Alors w(v) = d—1 = 1 et le tableau standard # n’existe pas. D’apres 'hypothese
de récurrence, on a py - 2 5(2)%" = Z42(1). On en déduit que :

(I11.3.6)

po- 2527 = (pe - ZHQ2)7) © 242 = 2LV © 242) = 242).

De plus, en utilisant I'égalité py = p; dans TL,,1(A?) (cf. la preuve de la proposition
[11.2.14), on obtient également :

by - %AJE(Q)@WH =Dt %A—E(2)®n+1'

Donc p; - Z5(2)%" ! = 275(2).
Pour d € {4,...,n + 2}, on procede exactement comme dans le cas 1 avec une seconde
récurrence et une distinction de cas.

Ainsi, quelque soit la parité de n, on a p; - 25(2)9" = 275(d). Ce qui prouve
I’hérédité et acheve la premiere récurrence. O
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Corollaire IT1.3.9. On a une bijection ensembliste :

{pe; te T2} — DF (25(2)°")
pr — p - X5 (2)%"

ot DF(Z1(2)®") désigne l’ensemble des classes d’isomorphismes des facteurs directs de
2T (2)®™ comptées avec multiplicité.

Démonstration. Le cas n = 0 est évident : 'algébre TLy(A?) = C(A) posseéde un unique
POl p=1et 25(1)%° =C(A) = 2,5(1).

Soit n € N*. Le théoreme I11.3.8 montre que cette application est bien définie et injec-
tive. Il suffit de montrer que les ensembles {pt ;te Tn32$ et DF(25(2)®") ont le méme
cardinal. D’une part, on sait que :

(1) card {pt te Tngz} = > A

AeAS?

ol, pour tout A € A2 f, désigne le nombre de tableau standard de forme A. D’autre part,
pour tout d € N*, on note f} € N la multiplicité de la classe d’isomorphisme de 27} (d)
dans DF(2)5(2)®"). Alors, d’aprés la décomposition des produits de Ujazsl(2)-modules
simples donnée le lemme II1.3.5, on a :

(2) cardDF(%At(2)®") = Z frvi—a-
d=0

pas=2

Les indices des sommes (1) et (2) s’identifient via la bijection ensembliste :

A2 —{n+1-—d; de{0,..,n} pair.}
A — w(A).

Il reste & montrer que, pour tout A € AS? on a fy = fooy- On procede par récurrence sur
n > 1.

Pour n = 1, on a AT? = {{1} et Ty = {w}. Donc fy=1= f}.

Soit n > 1. On suppose que, pour tout p € AS?, f, = Jay- Soit A = A1, \o] € A,ﬁl.
On distingue deux cas.

e Cas 1. On suppose que w(A) = 1. Alors il existe un unique diagramme de Young p =
A1, A — 1] € AS? tel que p C A 1l s’ensuit que fy = f,. Or, d’aprés 'hypothése de
récurrence, f, = fg(/\)ﬂ = f». D’autre part, d’aprés le lemme I11.3.5, on a fi'*' = fp.
Dioit fy = f11.

e Cas 2. On suppose que w(A) > 1. Alors il existe exactement deux diagrammes de Young
pw= [\, =1 € A2 et v = [N\ — 1, \] € A2 tels que g, C A. Il s’ensuit que
Ix = fu+ fu. Or, dapres 'hypothese de récurrence, f, = f7\41 et fu = f5)-1- D'autre

part, d’apres le lemme I11.3.5, on a f;‘;&% = foon-1 T fopys1- Dot fx = fooynet

w
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Dans chacun des cas, on a f\ = f"!. Ce qui prouve I'hérédité et acheve la récurrence.
) w(A)
D’ou le résultat. [

On reproduit la méme raisonnement apres évaluation de A% en g = e . On s'intéresse
alors aux facteurs directs de la suite de U,sl(2)-modules {2 *(2)*" ; n € N}. D’apres le
lemme 1.3.4 et le théoreme 1.3.14, les facteurs directs de cette suite font intervenir les classes
d’isomorphisme de 2 (s), 22%(s), 1 < s < p. Précisons a quels rangs ils interviennent
pour la premiere fois. Pour tout U,sl(2)-module a gauche M, on note n(M) le plus petit
entier n pour lequel M est isomorphe & un facteur de 2" (2)®", et n(M) = oo si un tel
entier n’existe pas. Alors, pour tout s € {1,...,p},onan(Z*(s)) =s—1,n(Z (s)) = oo,
n(P*(s)) =2p—s—1letn(P (s)) =n(22 (s)) = 3p—s—1. On remarque que, pour tout
s € {1,...,p}, la classe d’isomorphisme du module &~ (s) apparait avec une multiplicité
double. 11 reste a établir la correspondance entre les POIs de TL,(q) et les facteurs directs
de Z7(2)®" & ce phénomeéne de dédoublement pres.

Définition ([CFS95][Def. 3.2.2]). On note {zy := z(2), 71 := 27 (2)} la base canonique
de 27 (2). On définit les morphismes linéaires N et U par :

. :{ QL) S CA)

Ty @ Ty — (N —m)ig 2
U CA) — Z1(2) 0 Z1(2)
1 iy ®@ 1 —ig 2w @ T

De méme que précédemment, les morphismes N et U sont U ,sl(2)-équivariants et véri-
fient :
UoN(zg®z9) =0=nNoU(z; ®xy),
NoU(1l) = —[2], UoN(zg @ 1) = —qxo ® 21 + 21 @ Ty,
UoN(z1 ® 1) =19 @71 — ¢ ‘21 ® 0.

Le travail de [GW93] ('identification des POIs de TL,(gq) et un résultat de conservation
des dimensions apres évaluation) permet alors de généraliser les théoremes I11.3.7 et 111.3.8

iT
lorsque A% s'évalue en g =er.

Théoréme II1.3.10 ([GW93, Thm 2.4]). On a un morphisme d’algébres injectif défini
par :

TLn(q) — Endg, g (27(2)%")

hi —id;,_1 @ Uo N®idy,_;_1, 1€ {1,...,77,—1}.
Théoréme I11.3.11. On suppose que n > 1. Soit t € T=* un tableau standard régulier de
forme X. On note N € N le nombre d’intersection(s) entre le graphe v(t) et l'ensemble des

lignes critiques privé de la premiere.
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(a) Sit ne posséde pas de sous-tableau critique propre, alors il existe un unique facteur
direct & de ZT(2)®", isomorphe a Z T (w(N)), tel que 0, (p;) est un projecteur sur
Z.

(b) Sit est critique, alors il existe un unique facteur & de Z *(2)®", isomorphe d
w) wA)

N (=) 7 1(p) —oNg ()7 1(p), tel que 0,(p;) est un projecteur sur 2.
(c) Sit n'est pas critique et posséde un sous-tableau critique maximal r de forme u, alors

il existe un unique facteur 2 de X (2)*", isomorphe d
wp)

NPT (p— lw(N) — w(p)]), tel que 0,(py) est un projecteur sur .
De plus, le morphisme 0,,(ny) envoie le sous-module de 2~ isomorphe a
wlp)
oN g ()7 (p — |w(A) — w(w)|) sur le module quotient isomorphe d
W) 4
NZO T (0= w(A) = w(w))).
Démonstration. On proceéde comme dans la preuve du théoreme I11.3.8 (tout sous-tableau
d’un tableau standard régulier est régulier) avec les décompositions en somme directe
données dans le lemme 1.3.4 et le théoreme 1.3.14. Soit A = [A1, A9] tel que w(A) > 1. On
peut encore supposer que t’' est de forme [A; — 1, Ay] pour les raisons suivantes.

(a) Sit ne posséde pas de sous-tableau critique propre, alors il existe s € Ty sans sous-
tableau critique propre tel que s est de forme [\; — 1, \y]. D’apres le théoreme 111.2.23,
on a TL,1(¢)p; = C™ = TL,,,1(q)ps. 1l existe donc iy, Uy s € TLy,41(q) tels que p, =
UpsPs €t Ds = UsyPr. On en déduit les isomorphismes de qul(Z)—modules réciproques :

P+ ZT(2)FH — p, - 27 (2)0n Ps - XH(2)PT — py - 27 (2)2n
7 ﬁs'XHat,sﬁs'X

Pr X > Ugypy - X

(b) Si t est critique, alors il existe s € T\ critique et régulier tel que s’ est de forme
[A1 — 1, \y]. D’apres le théoréme I11.2.23, on a encore TL,,1(¢)p; = C» = TL,;1(q)ps.
Pour les mémes raisons que précédemment, on en déduit que p; - 2 F(2)®"H = p, -
%+(2)®n+1.

(c) Si t nest pas critique et posséde un sous-tableau maximal, alors ¢t ou ¢ vérifie la
configuration adéquate.

On se place dans ce dernier cas. Il reste a discuter du morphisme 6,,(ny). Pour cela, on
considere le morphisme induit par 6, sur la sous-algebre py TL,,(q)py :

()
wpu 1

P TL (0P —> Bnd, 40 (2W<—> o= () - w(um) |

D’apres le théoreme I11.2.23 et la proposition 1.2.11, on connait les structures respectives
w(p)

de py TL,(q)py et de N (=) 7 (p — |w(A) —w(p)]). Par passages successifs sur les
radicaux, on obtient un morphisme d’algebres :

w(p)

npy TLn(q)fL[t] — Endﬁqsl(Q) <2N%(_) v

(0= () —w(u)b) |
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D’ou le résultat. [

Remarque 111.3.12. Le théoreme I11.3.11 se généralise pour les POIs associés aux tableaux
standards non réguliers, dont les expressions sont bien plus complexes (cf. les remarques
[11.2.21). Avec ceux-ci, on pourrait donner un énoncé analogue au corollaire 111.3.9 en consi-
dérant 'ensemble des classes d’isomorphisme de facteurs spécifiques de 2 *(2)®™ comptées
avec multiplicité (qui tiennent compte du phénomene de dédoublement). A

I11.3.B Construction générale des idempotents de Jones-Wenzl

Lorsque A est un parametre formel, on peut définir les idempotents de Jones-Wenzl
usuels {f, € TL,(A?) ; n € N*} en fonction des POIs des algébres {TL,(A?) ; n € N*}.
Pour cela, pour tout n € N*, on considere le POI py,) de TL,(A?) associé au tableau
standard régulier :

(I11.3.13) ttn):=[1]2] - [n]

Alors, d’apres la proposition I11.2.14 et la remarque II1.2.15, on a :

Py = 1,
Pt(n) = Pt(n—1) + [n[,:]ljf Pi(n—1)m—1Dt(n—-1), 1 = 2.
On retrouve le systeme de récurrence (I11.3.1) découvert par Wenzl (cf. [Wen87]). Ainsi,
pour tout n € N*, on a f,, = py»). Conformément a la sous-section IIL.3.A, ce point de
vue permet d’interpréter les idempotents de Jones-Wenzl comme les projecteurs sur les
facteurs directs de la suite {275(2)®"; ;n € N*} qui apparaissent pour la premiére fois.
Plus précisément, pour tout n € N*, il existe un unique facteur direct 2~ isomorphe a
Z 5(n+1) tel que 42, (f,,) est un projecteur sur 2~ (cf. le théoréme I11.3.8). On construit
les idempotents de Jones-Wenzl évaluables de maniere analogue avec des POIs des algebres
{TL,(q) ; n € N*}. On donne ensuite quelques propriétés remarquables qui généralisent
celles des idempotents de Jones-Wenzl usuels (cf. par exemple [CFS95, § 3.5]).

Définition. Pour tout n € N*, on définit le n-ieme idempotent de Jones-Wenzl évaluable
fn € TL,(A?) et le n-ieme nilpotent de Jones-Wenzl évaluable f! € TL,(A?) par :

o= Piny Sin<p-—1loun=-1 modp,
i Plt(n)]  SInon,

fu =

, 0 sine{l,.,p—1}oun=—-1 mod p,
N t(n)] sinon.

Soient n € N* et [ € N le quotient de n dans sa division euclidienne par p. Alors, d’apres
le théoreme IT1.3.11, on a le lien suivant avec les facteurs directs de la suite {271 (2)®"; ;n €
N*}.
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®nisomorphe &

(a) Sin < p—1, alors il existe un unique facteur direct 2~ de 2°1(2)
X+ (n + 1), tel que 6,(f,) est un projecteur sur 2 .

(b) Sin=—1 mod p, alors il existe un unique facteur direct 2~ de 2" (2)®", isomorphe
a4 2712 () = 212 (p), tel que 0,(f,) est un projecteur sur 2.

(¢) Sinon, il existe un unique facteur direct 2" de 2" +(2)®", isomorphe & 212" (1 +
1)p—n—1), tel que d (fn) est un projecteur sur 2.
De plus, le morphisme 6, (f) envoie le sous-module de 2 isomorphe & 2/~1.2° )" ((1+
1)p —n — 1) sur le module quotient isomorphe & 2/-1.27( (=)'~ (1 + p—n— 1)

Ces idempotents et nilpotents de Jones-Wenzl évaluables vérifient les systemes de récur-

rences suivants.

Proposition I11.3.14. (i) Les idempotents de Jones-Wenzl évaluables vérifient le sys-
teme de récurrence évaluable :

fi=1,

f fn 1+[n 1A2fn lhn 1fn 1 ZSHSZ)_L

f :fp 1

f = f, + [p] 42 fh + p—1] 42 (h 4 f'h ) —|—[ ] 1]A2f/ h,f!
1l = Jp T i) o e p+1]A2 plp T Jpltp A Tp1] 42 /7P
fn = fn—l+[ fn—lhn—lfn—l

[n]Az

% —2p [p— 1] 42 ,
T (A +4 ) [n]A2 [TL _ 2p]A2 fnflhnflfnflv

f2p = f2p—l> [ ] [ ]
2p| a2 2p — 1| a2 , ,
Jopr1 = Jfop + mﬁpth + M[gh%fi}], + fzph2p>
p A2
1 + [2] [2p+ 1} f2p 2pf2p7
fn = fn—l + ufn—lhn—lfn—l
[TL]AQ
2p — 1] 42

+ AP +A_4p 7/1_ Pop—1 [ s
( ) [n]AQ[n _ 4p]A2f 1 1f 1

2p4+2<n<3p-—2.

(ii) Les nilpotents de Jones- Wenzl évaluables vérifient le systéme de récurrence évaluable :

fgly = fphpflfp7
;/;+1:f/ f, sz/?’

n—1-2p]
fl nl ﬁfn 1hn1n1, p+2§p§2p—2,

f2p = f2ph2p71f2pa
féerl = fép f2ph2pf2p7

4p]
fn=1a+ ﬁfn 1ho-1fl_4, 20+2<p<3p—2
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Démonstration. (i) Pour tout n € {2,....,p — 1}, on a f, = pym) et dyny = n — 1 (cf. la

remarque [11.2.15). Les premieres relations de récurrence resultent donc de la propo-
sition I11.2.14 :

fi=1
fn:fn—l+ [n[;ﬁgﬂfn—lhn—lfn—h 2 Sngp—l

Les autres relations de récurrence sont des cas particuliers de relations de récurrence
obtenues dans la preuve du lemme II1.2.18. Soit [ € {1,2}. Pour n = lp, on a f, =
Pieap) €t fip—1 = Prap—1) car t(lp)" = t(lp — 1) est critique. D’apres l'initialisation dans
la preuve du lemme II1.2.18, on a :

flp:flp—h

1
( ) fl,p = flphlp—lflp = flp—lhlp—lflp—l-

Pour n = Ip+1, on a fi,11 = Ppup+1) o t(Ip + 1) possede un sous-tableau critique
maximal ¢(Ip — 1). On utilise les cas 1 et 3 :

Jip+1 = fip+ [Q]AQWflp 1hap—1 frp—1hap frp—1Pup—1 fip—1
Jr[_[lplp]]flphlpflp mflphlpflp 1th 1flp 1
{ jlpj—i_ﬂjz‘ﬁp 1hlp lflp lhlpflp
O lp—1a2,, [1p] a2
= flp+[2]A2mfzphlpflp [l + } flp lpflp
Ip— 1| 42
H (fiohio iy + Fishunfip) -

Or, fi, = fip—1 est une combinaison de mots en {hg, hy, ..., byp—2}. D’ott les simplifica-
tions :

flphlpflp = fl?ohlp = flphlp7
flphlpfl,p - hlpflpfl,p - hlpfl,p)
fl/phlpflp = fl/pflphlp = fl/phlp-

Pour n € {lp+2,...,(I4+1)p — 2}, on a f,, = ppm) ou t(n) possede un sous-tableau
critique maximal £(Ip — 1). On utilise les cas 2 et 3 :

fn = fnfl + (A2lp + Ainp) [n El];l;?]i];f:l]AQ fnflhlpflfnflhnflfnfl
[n — 1]A2

[n] A2

fn—lhn—lfn—l-
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Or, par définition, on a f),_; = fu_1hijp—1fn_1. D’ol le résultat.

Enfin, pour n = 2p — 1, le tableau standard ¢(2p — 1) est critique et ne possede pas
de tableau conjugué (cf. la remarque I11.2.16). Donc fs, 1 = Di(2p—1) = Pli2p—1)] ; 1€s
calculs ci-dessus s’appliquent encore.

(ii) Soient [ € {1,2} et n € {lp+1,...,(l+ 1)p —2}. On a f, = ppm)p-1Dpm) car
t(n) possede un sous-tableau critique maximal ¢(Ip —1). De plus, d’apres la remarque
I11.2.15, on a :

diny(Ip — 1) = dyap)(lp — 1) = —1,
d@(lp - 1) - d@(lp — 1) = dt(l/;)(lp — 1) = lp — 1

En procédant comme dans la preuve de la proposition I11.2.14, on en déduit que :

; i . [lp]A2
fip = Preaphip—1P1eap) = Pygpyhiv—1Pi7 = — lp — 1] Pi(ip)

2
( ) - h — h _ [lp]A2

T = Prwthup-1Pieo) = Pigyip—1Piy = =7, 27 P
Or, d’apres la proposition I11.2.14, on a aussi :

[n— 1 — 2lp| 2
[n — 2lp]az

(3) Py = Pty T Pty =101

car dipy(n — 1) = —1 et dﬁ(n— 1)=n—1-2lp.

Pour n = Ip + 1, en multipliant ’équation (3) par — [z;[;lf ]ﬁ22, on obtient :
A
fl _ f/ + [_lp]A2 f/ h (3) f/ _ fl h f/
Ip+1 — Jip [—lp—i— 1]A2 ip lp]:t(lp) — Jip Ip"pJip-

Pour n > Ip+ 2, les tableaux standards ¢(n — 1) et t(n — 1) n’ont pas la méme forme.
Il s’ensuit que :

pt(n_l)hnflpt(n_n = p[t(n—l)] hnflpm = fnflhnflpm~

[1p] A2

En multipliant ’équation (3) par il 5 O0 obtient :
n—1-—1 2
frll = fr/z—l + &fn—lhn—l 7/1_1~
[n — Ip| z2

D’ou le résultat.
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Remarque 111.3.15. (i) Pour toutn € {1, ...,3p—2}, le systeme de récurrence donnée dans
'assertion (i) de la proposition I11.3.14 est la seule maniére de compléter le systeme
de récurrence (II1.3.1) pour obtenir des idempotents évaluables (cf. la sous-section
[11.2.C). Pour n > 3p — 1, le passage des lignes critiques complexifie la dynamique
de récurrence et requiert l'intervention d’idempotents associés aux lignes critiques
antérieures (cf. la preuve du lemme I11.2.19).

(ii) A partir de toutes ces relations de récurrence, on peut montrer par récurrence que,
pour tout n € N*, f, — 1 est dans I'idéal de TL,,(A?) engendré par hy, ..., h, 1.
A

Corollaire I11.3.16. (i) Les idempotents de Jones-Wenzl évalués vérifient le systeme de

récurrence :
fi=1,
f fn 1+ fnlhn 1fn17 2§n§p—1,
f fp 15

fp+1 fp ( pf/‘i‘f/ ) 2 ]f/ Pf;/w

fo = o1+ i faibncs fat = o fcibnoafact, p+2<n <291,
Jop = fop—1,

f2p+1 f2p (h2pf£p + fépth) —[2 ]fzph2pf2p,

fo=foo + 2 fn 1ho—1fn1 — [n]qulmlnlfn 1, 2p+2<n<3p-2

(7i) Les nilpotents de Jones-Wenzl évalués vérifient le systéme de récurrence :

J?lifp p— lfzia -
p+1 f/ f/ Pf;/ﬂ
=1 +["n]”fn Vi fh p+2<p<2p-2,

f?p f2ph2p 1f2p7
f2p+1 f2p f2ph2pf2p7
f, +[nn]1]fn 1hn1n1> 2p+2§p§3p_2

On retrouve les propriétés usuelles des idempotents de Jones-Wenzl (cf. par exemple
[CFS95, Thm 5.3.2]) sur les premiers termes.

Proposition IT1.3.17. Soientn € N* etl € N le quotient de n dans sa division euclidienne
par p. On a :

(i) fa=fu;

(ii) sin <p—1oun=—1 mod p, alors :

Vie{l,...,n—1} Johi =0 =hify;
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(7ii) sinon :

l
Vi€ (Lan— T\ {p— 1} fhi=0=hify 2= Py
[lp — 1] a2
Démonstration. 11 est clair que f? = f,. Passons aux autres assertions. On étudie les

éléments de TL, (A?) via leurs actions sur les représentations semi-normales {Vy ; A € AS?}
grace a l'isomorphisme (I11.2.11).

(ii) On suppose que n < p—1oun = —1 mod p. On a f, = pyn). D’apres la remarque
I11.2.15, le tableau standard t(n) vérifie :

Vie {1, on—1}  dyw(i) = —1.
Soit s € T=2. Pour tout i € {1,....,n — 1}, on a donc :

hzfn *Us = tht(n) " Us = 5s,t(n)hi *Vi(n) = O,
Jnli - Vi) = Pemyhi - Vi)
[ds (i) + 1] 42 [dy (i) — 1] 42
:_55 n) " 17 7N n_50-s n]-_(sz— e T—PT 0%
M eV T Senteratm (1= dai),1) = e = it

=0.

Ceci étant valable pour tout s € T=2, on en déduit que h;f, = 0 = f,h;.
(iii) On suppose que n > p et n# —1 mod p. On a f, = py(n). Le tableau standard t(n)

possede un sous-tableau critique maximal £(Ip —1) et un tableau conjugué t(n) (cf. la

remarque 111.2.16). D’apres la remarque 111.2.15, les tableaux standards t(n) et ¢(n)
vérifient :

—1 siislp—1,

Ip—1 sinon.

Vi € {1, e, — 1} dt(n)(i) =—1, d@(@) = {

En procédant comme dans (a) avec f, = pym) = Din) + Py €t @ € {1,..,n—1}\
{lp — 1}, on obtient h;f, =0 = f,h;. Tandis que pour i =Ip — 1, on a :

[lp]A2
T = Pleohip—1Piecn)) = Pigaylip—1Piy = Tip— el

Il s’ensuit que :

p ([l Lo e Y il
fw'= <_ [lp—/i]A2%> a <_ [lp—l}Az> Py = _[lp—/i]Azf"'
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II1.3.C Une base de ’espace d’écheveaux du tore solide

On consideére dorénavant le Z[A, A~']-module d’écheveaux K 4(D x S',0) du tore solide
et, pour tout n € N, I'application linéaire :

TL,(A?) — C(A) ®pza,4-1) Ka(D x S',0)

(I11.3.18) Oz : "

a— |[a]

On note 1 la classe d’écheveau de I’enchevétrement vide, et o la classe d’écheveau
associée a 1’ame {0} x S' de D x S'. On désigne par a” la classe d’écheveau de n € N*
copie(s) parallele(s) de a. Compte-tenu des relations d’écheveaux (II1.1.5), pour tout n € N,
I'image de © 42, est incluse dans I'ensemble des polyndmes en « & coefficient dans C(A)
de degré au plus n. On étudie 'ensemble des images {© 42, (f), O a2, (f1) ; n € N*} des
idempotents et nilpotents de Jones-Wenzl évaluables.

Pour cela, on commence par étudier les images des POIs des algebres de Teperley-
Lieb génériques. Pour n = 0, lalgébre TLy(A4%) = C(A) posséde un unique POI p =
1 et ©®A%,0(1) = 1. Pour les autres valeurs de n, les images ©a2,(p;), t € T=2, font
intervenir les polynémes de Chebychev (Us(z))sen (I11.3.2). Afin d’épurer les représentations
diagrammatiques, on note :

(I11.3.19) vneN vteTF  tLo=|p].

Proposition II1.3.20. On suppose que n > 1. Pour tout tableau standard t € T=* de
forme X, on a © g2 ,(pr) = U, (@).

Démonstration. On procede par récurrence sur n € N*.

Pour n = 1, 0on a AT> = {0} et 7% = {w}. Tl y a un unique POI pp = 1 et © 421 (py) =
a=Us(a).

Pour n =2, Ay? = {H, 0} et T2 = {3, m}. On a exactement deux POIs qui, d’apres
la proposition I11.2.14 et la remarque I11.2.15, vérifient :

1

1
P = — o —pohipms = po+ PP
[Q]AQ [Q]AQ
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On en déduit que :

O 42 2() [2]1,42 ‘ =1="Ui(a),

Soit n > 2. On suppose que, pour tout k& € {1,..n} et pour tout r € T;-> de forme
1, © 42 (pr) = Uw(u (o). Soit t € T=? i de forme A. On considere les tableaux standards
'€ T2 et t” € T=%. On note u la forme de t' et v celle de t”. On utilisera régulierement
la proposition I11.2.14 et la remarque II1.2.15. On distingue 4 cas.
e Cas 1. On suppose que di(n) =1 =di(n — 1). Alors w(v) = w(\) F2, w(p) =wA) F1,
et on a deux configurations possibles :

=a’—1=Us(a).

w(A) >4 w(A) >1

/
RN /\

¢ i ° t
./ \. / \
[w(A)—2] [w(M )+2]
Pt =Dpr + ﬁpt/hnpt/ P = pr + W t’hnpt’

3
pt’ = pt” —|— [ ()\) 2] pt”hn—lpt” pt’ = pt” —|— %pt”hn—lpt”

On en déduit que :

@A2,n+1<pt) - g +
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o w )\) F 2] 2 |y
=00l ¥ G
= a@AQ,n(pt/)
W) F 2Lz [ [wX) F3lae [
i [w(A) F 1] a2 i [wW(A) F 1] 42

— 0B e 0 (pr) + (—[21/4{ T | ) O 120 (1)
(HL:M) a®A2,n(pt’) - ®A2,n71(pt”)-
Or, d’apres 'hypothese de récurrence, on a :
Oaz,(pr) = Uunyz1(@), ©42.n-1(prr) = Uspyz2()-
Par définition des polynéomes de Chebychev (I11.3.2), on a donc :

O a2 ni1(pr) = aUynz1(a) — Uynyza(a) = Uy ().

e Cas 2. On suppose que di(n) = 1 et diy(n — 1) # —1. Alors w(v) = w(A) F2, w(p) =
w(A) F 1, et on a deux configurations possibles :

o\ >3 w() > 1

t”/ "
° °
/

\t. [ ]
N N

[w(N)—=2] 42 [w(A)+2] 42

Pt =py + o)1) 2 P hnpy | pr = Dy + o)1) 42 P honpy
w(A)—1 w(AN)+1
pt’ = _Mpt”hn—lpt" pt’ = _Mpt”hn—lpt”
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En procédant comme dans le cas 1, on obtient :

Oa2 ni1(pr) = O 42, (pr) + {

= a@A2,n(pt/) - = a@AZ,n(pt’) - @A2,n—1(pt”)-

On conclut comme dans le cas 1.

e Cas 3. On suppose que di(n) # 1 et di(n—1) = —1. Alors w(v) = w(\), w(u) = w(A)£1,
et on a trois configurations possibles :

w(A) > 2 w(A) >

[ [ ]

N\ v

~ [ ] [ J o~
t \t’

[ ] [ ]

w
£
Xt

I

[\

~

AN e

. [ ] [ ] . [ ]
(] \ [ ] (]
w(A w(A
P = — A P hapy P = — P hapy pe=pr

w(A)—1 w(A)+1
pt’ = pt" + Wptn hn—lpt” pt’ = pt” + Wptu hn—lpt”

Pour la derniere configuration, il est clair que © 42 ,,+1(pr) = a@© 42, (py). Or, d’apres 'hy-
pothese de récurrence, on a © 42, (py) = Ui(a) = 1. Donc © 42,41 (pr) = o = Us(«). Pour
les deux autres configurations, on a :

W [" _[wae [
©42n11(pr) = _M - _M:l:?:w
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WMz [ wN) F 1]

o JwN) £ 1] [w(X) £ 1] 42

_ (m WL, ) F 1
B ESIFRNECVEST®

(I11.2.4

)eAz,n_mpﬂ/) 24 0 42 1 (o).

Or, d’apres 'hypothese de récurrence, on a © 42,1 (pr) = Uy(ny (). Donc :

O 42011 (pe) = Uu(n) ().

e Cas 4. On suppose que d¢(n) # 1 et di(n—1) # —1. Alors w(v) = w(A
et on a trois configurations possibles :

~—

yw(p) = w(h)*1,

w(A) >1 w(A) >3 w(A) =2
t// . . t// . t//
|
% N N
[ ] N v [ ] | N [ ]
N P Ve
o N Y
|
N N, N
w(A w(A
pe=—pigii ey | o= — oo pehape | pe=pe
w(A)+1 w(A)—1
be = - [i(lj]jf%pt"hn—wt” by = ! [L())\)}j;q%pt"h‘n—lpt"

Pour la derniere configuration, on procede comme dans le cas 3. Pour les deux autres
configurations, on a :

w2 [* WMz [y
O 42.n41(Pe) = _m - _m

1"

= = @A2,n—1(pt”)-
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On conclut comme dans le cas 3.

Par conséquent, dans chacun des cas, on a ©42,.1(pr) = Uyny(a). Ce qui prouve
I’hérédité et acheve la récurrence. O

Remarque 111.3.21. Pour n > p, on sait qu'il existe des POIs p;, avec t € T=% non évaluables
(cf. le théoreme II1.2.20). Cependant, ils le deviennent sous 'image de © 42, puisque les
polynémes de Chebychev sont a coefficients relatifs (récurrence facile). A

On en déduit la généralisation suivante du théoreme [Lic92, Thm 2].

Proposition IT1.3.22. Soientn € N* etl € N le quotient de n dans sa division euclidienne
par p. On a :

Upi1(a) sin<p—1oun=-1 mod p,
@AQ,n(fn) - U .
n+1 (Oé) + Ulefnfl(Oé) Stnomn,
Ipl a2 .
Oz, (fl) = —[lp[f]‘i]AQUglp_n_l(a) sin>petn#—1 mod p.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la proposition II1.3.20. On note A(n) la forme de t(n), et
A(n) celle de t(n) lorsqu’il existe.

(a) Sin <p—-1loun=—1 mod p, alors f, = pyn) et w(A(n)) =n+1. D'ott © 42, (fn) =
Un—i—l( )
(b) Sinon, fn = pem)) = Py + Py €t W(A(R)) = n+ 1, w(A(n)) = 2lp —n — 1. D’ou

Oa2,(fn) = Upsi(a) + Ugjp—p—1(). Enfin, on a vu que f, = —[lz[fp]ﬁ:% dans la
preuve de la proposition I11.3.17. Donc © 42 ,(f,) = l][jpff Usip—n—1(c).
]

Corollaire II1.3.23. La famille {©2,(f,) ; n € N*} est une Z[A, A~']-base de lespace
d’écheveaur K 4(D x S',0).

Démonstration. D’apres la proposition I11.1.6, la famille {a"; n € N*} est une Z[A, A7-
base de K4(D x S',0). Or, la famille {©2,,(f,) ; n € N*} est formée de polynémes de
Chebychev en « avec des indices croissants (cf. la proposition 111.3.22). Par construction,
les polynémes de Chebychev sont échelonnés en degré et a coefficients relatifs (récurrences
faciles). D’ou le résultat. O

Enfin, on a une trace I'espace d’écheveaux K 4(D x S',0) du tore solide définie par :

Ku(D x S',0) — Z[A, A7)

(I11.3.24) tr :

La ] —
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Proposition IT1.3.25. Soientn € N* et € N le quotient de n dans sa division euclidienne
par p. On a :

(=1)"[n

(=1)"[n

a1 D) 42[2lp — 1 — 1] 42
lp—l]A2

+ 12 sin<p—1oun=-1 mod p,
tr(@A2,n(fn)):{ 4 4

tr (©42,(f))) = (1) sin>petn#—1 modp.

1]
a2+ (=1)"2lp —n —1]42  sinon,
[
[

Démonstration. D’apres les relations d’écheveaux (II1.1.5), pour tout polynéme R(z) €
Z[a], on a :

tr(R(a)) = R(—A* — A™?).
Il suffit alors d’utiliser la proposition 111.3.22) et la remarque 11.3.3. O]

Remarque 111.3.26. Lorsque A? s’évalue en ¢ = e%, les classes d’écheveaux :

@AQ,n(fn>7 @AQ,n(f7/1> ) n > b,

coloriées par les idempotents et nilpotents de Jones-Wenzl évaluables d’indice n > p sont
toutes de trace nulle. Ce constat n’est pas surprenant puisque, dans notre construction,
ces idempotents et nilpotents correspondent a des U,sl(2)-modules de trace quantique
nulle (cf. par exemple [FGSTO06b, § 3.2, § A.1]). Il s’agit d’une obstruction majeure pour
étendre la construction des invariants de 3-variété de [RT91] & tous les objets de Rep/® (cf.
I'introduction du chapitre I). Elle a été contournée dans [CGPM14] grace a I'introduction
d'une trace modifiée (voir aussi [GPMT09]). A
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Chapitre IV

Représentations projectives du
groupe spécial linéaire

La construction des invariants de Reshetikhin et Turaev s’accompagne de représenta-
tions linéaires projectives des groupes de difféotopie des surfaces (cf. [RT91, § 4.6]). Dans
le cas du tore, le groupe de difféotopie s’identifie canoniquement au groupe spécial linéaire
SLo(Z) (cf. par exemple [FM12, § 2]). On a alors une représentation projective de SLy(Z).

En parallele, dans article [LM94], Lyubashenko et Majid mettent en évidence une re-
présentation linéaire du groupe de difféotopie du tore épointé sur toute algebre de Hopf
factorisable, tressée et enrubannée (cf. par exemple [FGST06Gb, § A.4]). Pour les groupes
quantiques quotients U,sl(2), associés a l'algebre de lie sly et aux racines ¢ de 1'unité,
Kerler détaille cette représentation dans [Ker95] et s’intéresse plus particulierement a la
représentation induite sur le centre. Il obtient ainsi une représentation de SLo(Z) sur le
centre des groupes quantiques quotients de sly, qu’il conjecture étre une extension non
triviale de la représentation de SLy(Z) obtenue par la théorie des champs quantique to-
pologique de [RT91]. En 2005, Feigin, Gainutdinov, Semikhanov et Tipunin démontrent
cette conjecture dans [FGST06b] grace a des outils introduits dans [Lac03|. En réalité, ces
différents auteurs n’étudient pas exactement le méme groupe quantique quotient de sly
(distinction nécessaire suivant la parité des racines de 1'unité). Toutefois, les outils qu’ils
mettent en ceuvre se transposent sans difficultés majeures d’'un groupe quantique quotient
a l'autre.

Dans ce dernier chapitre, on propose un analogue topologique partiel de cette action
de SLy(Z) due a [LM94]. Comme dans les chapitres précédents, on concentre notre travail
sur le groupe quantique restreint U,sl(2) associé a une racine ¢ primitive paire de 1'unité.
On commence par des rappels sur la représentation de [LM94] et sa représentation induite
de SLy(Z) sur le centre de U,sl(2) (cf. [FGSTO06b]). On détaille ensuite des actions remar-
quables sur I'espace d’écheveaux du tore solide colorié par les idempotents de Jones- Wenzl
évaluables. Ces calculs d’écheveaux permettent enfin de construire une analogie entre les
éléments du centre de U,sl(2) et les classes d’écheveaux coloriés, pour laquelle une partie
de l'action de SLo(Z) de [LM94] s’interpréte avec les actions de la vrille négative et du
bouclage.
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IV.1 Représentation modulaire sur le centre du groupe
quantique restreint

Soit (A, p,v, A, e, S, R, v) une algebre de Hopf factorisable, tressée et enrubannée. La
représentation linéaire projective a gauche de [LM94] sur A est définie par deux endomor-
phismes ., 7 : A — A tels que :

(IV.1.1) Vred @) =(dep) (RM100)Ry), T(r)=v,

ol p est une intégrale a gauche de A dont l'existence et 'unicité sont discutées dans
[Lyu95b, § 1]. Le lien avec le groupe de difféotopie du tore épointé se fait grace aux
relations modulaires :

(ST =vS? S =871
ou v est une constante complexe (cf. [LM94, Thm 1.1] et [Lyu95a, § 6.3]).

On s’intéresse a cette représentation dans le cas ot A est le groupe quantique restreint

U,sl(2) on ¢ = er (p € N*); pour lequel on a explicité les intégrales a gauche dans la
proposition (11.2.4), la M-matrice factorisable (I1.2.18), et les éléments d’enrubannement
possibles (I1.2.16). D’apres une étude générale des doubles quantiques dans [Ker95, § 2.5],
il est connu que .7 et . induisent une représentation a gauche de SLy(Z) sur le centre 3
de U,sl(2).
Remarque 1V.1.2. On peut montrer que .7 et . (IV.1.1) induisent une représentation de
SLo(Z) sur 3 avec des arguments simples, sans évoquer la construction catégorique sur le
coend de [LM94] comme dans [Ker95]. Il est clair que .7 est stable sur 3 puisque 1’élément
d’enrubannement est central. Pour I’endomorphisme ., on considere une des deux algebres
doubles tressées et enrubannées (D, R,V;), 6 € {0,1}, contenant une sous-algebre de Hopf
isomorphe a U,sl(2) (cf. la sous-section I1.2.B). On fixe une écriture de sa R-matrice :

k
R:Zaz@)bl X (ll,bZED

i=1
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Alors, son inverse s’écrit :
- k k
R'=) S(a)®b=>Y a;®5 "' (b)
i=1 i=1

(cf. par exemple [Kas95, Thm VIII.2.4]). Soient ¢ € C et pé I'intégrale a gauche corres-
pondante de U,sl(2) (cf. la proposition I1.2.4). Pour tout z € 3, on a donc :

S(2) = (id® pt) (R(1® 2Ry ) = (id @ pf) (aib; ® S (b:)25(ay))

(id ® pg) (aib; @ S (bi)S(ay)z) = pt 0 S (S(2)S%(ay)bi) aiby.

D’apres la remarque 11.2.5 et la proposition I1.2.4 sur les intégrales, il existe un unique
complexe (' tel que ,ulc oSl = pér. On considere le morphisme de Radford ¢ : ehl = 3
(I1.3.15) dont la bijection réciproque est :

3. 3 — ey
ez L (S(2)7)
ou le symbole 7 désigne la place de la variable (cf. la remarque 11.3.14). On obtient alors :
~—1 291 ~—1
F(2) = w (S(2)8%(a))bi) aib = ¢ (2)(S*(a)bi)aib; "E @ (2) (biay) asb

~—1

= <;b_1(z) ® z'd) (bja; ® a;bj) = <$_1(2) ® id) RuR=x0¢ (2),

oix:¢h =3 (I1.3.7) est le morphisme de Drinfeld. On en déduit que . est stable sur 3.
Enfin, on sait que U,sl(2) posseéde un élément de balancement généralisé (cf. le corollaire
I1.2.10), donc S35 = id. Par conséquent, les deux endomorphismes .7j3, 73 vérifient les
relations modulaires :

(A3 T) =vs3, Sp=id.
D’ou le représentation de SLy(Z) sur 3. A

On commence par décrire une partie de I'action de .7 et . sur la base canonique du
centre {es; 0 < s <phU{wF; 1 <s<p—1} (cf. la proposition I1.1.7).
Proposition IV.1.3. Soit § € {0,1}. On munit U,sl(2) de I’élément d’enrubannement v
(I1.2.16) et de la représentation de [LM94] (IV.1.1).
(i) L’action de T sur le centre 3 de U,sl(2) est donnée par :

1

s2—
T(es) = (1) Vg = ey
52— — S S
+ 51§s§p—1(_1>5(8_1)(q - q_l)q_ T <p w:_ — w‘) , 1 <5< p,

[s] [s] °

2,

T (wE) = (—1)°6 Vg = wE, 1<s<p—1.
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(ii) L’action de ¥ sur le centre 3 de U,sl(2) vérifie :

Fen) = M]f(),)ZUzp 3)
(1
ity 4 ) (0 ),

(—1)E-DE-1)

S (ep) = wjonp((—l)%j)ej
( 1)(6 1)p+1 B / w? "
Lol U o )
o ( 1)p+6(s 1) 2 p
S (w]) = W ;)Us )e;
n (—1)p+5s 2(q ZU/ A (w +w )
2p([lp - 1]!)2
1<s<p-1
d(p—s— 1) P
‘y(ws_) - gzpz[)p 2]2% U2p s Us (_1)66])€j
(_1)6(p K 2 -1 21071 / / 3 + -
+ a0~ a7 XUy — UD(-1)'A) (wf +wy),
1 <s< p— 17

ou ¢ € C, (Us(z))sen désigne les polynomes de Chebychev et, pour tout s € N,
Ps=a"+q

Démonstration. (i) Par construction, I'action de .7 est donnée par la multiplication par
I’élément d’enrubannement v (IV.1.1). Or, d’aprés la proposition 11.2.19, on a :

P s— ,52;1 _ pl s— 73271 p — S S _
vs= 3 (=1 g e, 1 (g — g1 S (=160 ( w;_ws)

=0 = [s] [s]

D’otl les expressions de 7 (es), 0 < s <p, et T(w), 1 <s<p-1.
(ii) D’apres la remarque IV.1.2, Iaction de . sur 3 est donnée par :

-1

(1) Vze3 S =xc0 (2),

ol ¢: €h = 3 (I1.3.15) est le morphisme de Radford et x : €h" — 3 (I1.3.7) celui de

Drinfeld. On considére les morphismes (Abé (I1.3.16) et x° (I1.3.8) construits & partir
de ¢ et x respectivement. Comme dans les sous-sections 11.3.C et I1.3.B, on note :

Vo€ {+,—} Vse{l,..p} ()= (Z°G)]), x5(s) =% ([2°6)),
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otl, pour tout U,sl(2)-module & gauche 27, [27] désigne la classe d’équivalence de 2
dans le groupe de Grothendieck & de U,sl(2). Alors, d’apres la proposition 11.3.19,
on sait que :

(_1)p+6(8—1) ot
ws:m[s] s (), 1<s<p-1,

(_1)6(1)—5—1) N

Wy, s = W[S]Qﬁba—(s)a I<s<p-1,
(_1)(5—1)(p—1) ~
€p = Wﬁba (p),
VS
€o = W% (p),

ou ¢ € C dépend du choix de la co-intégrale bilatere ¢, (I1.2.4) dans la construction
du morphisme de Radford ¢. On en déduit les expressions :

(_1)p+6(s—1) )
W[S] y(% (s) =
(_1)5(1)7371)

m (=)ot
¢2p([p — 1]1)?

PG L S G, 1<s<p-1
capp =1 795 ) = o = » lssspol
(- 1)@= 1) (—1)0=De-1 N
) = e O W)= e P
(—1)p° ~ @ (=1l
I

S (w)) =

[sPxi(s), 1<s<p-—1,

S (w, ) =

—~
~—

S (eg) =

Or, d’apres la proposition 11.3.11, on sait aussi que pour tout s € {1, ..., p} :

X; (8) = éUS((—l)‘SBJ‘)%‘ +(=1)(¢—q Z Ui((=1)°8)) (wf + w5 ).,
G 6) = 5 Wy = U (1B

Remarque 1V.1.4. Dans la proposition IV.1.3, les expressions de .#(eg), 1 < s < p — 1,
ne sont pas données car elles sont tres compliquées et peu exploitables. Pour les obtenir,
on exprime les vecteurs e,, 1 < s < p — 1, comme des polyndmes en (—1)°(q — ¢~ 1)?C
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conformément a la remarque I1.1.14. On décompose ensuite ces polyndémes dans la famille
libre {th(s’) 1< < p} (cf. la proposition 11.3.11). D’apres la remarque IV.1.2, on a :

Vse{l..p} LG 6) =) = L0G(s) =65 (s).

On obtient ainsi les expressions de . (eg), 1 < s < p—1, dans {&gt(s’) 1< < p} dont
on connait le lien avec la base canonique du centre (cf. la proposition 11.3.19). A

En outre, en choisissant une autre base du centre construite a partir des sous-familles
libres {ngS(;i(s) ;1 1<s< p} et {X(;i(s) ;1 <s< p} (cf. les sous-sections 11.3.C et 11.3.B), on
dégage des réductions de Jordan remarquables pour les actions de .7 et .%. Plus précisé-
ment, ces réductions fournissent une décomposition de la SLy(Z)-représentation a gauche
sur 3 comme une extension non triviale de la SLy(Z)-représentation obtenue par la théorie
des champs quantique topologique (TQFT) de [RT91] (cf. par exemple [Tur94, § 11.3.9, §
IV.5.4]).

Théoréme IV.1.5 ([FGST06b, Thm 5.2]). La SLy(7Z)-représentation a gauche sur le
centre 3 de U,sl(2) de [LM94] se décompose en la somme directe 3 = Py & (C* ® ¥p_1)
ou :

(1) le SLy(Z)-module P11 est simple de C-dimension p + 1,

(i1) le SLy(Z)-module ¥, est semi-simple de C-dimension p—1 et isomorphe au SLy(Z)-
module obtenu par la TQFT de [RT91],

(iii) et C* désigne la SLo(Z)-représentation standard définie par les matrices :
11 0 —1
1) 50

IV.2 Actions remarquables sur I’espace d’écheveaux
du tore solide

Compte-tenu du théoreme IV.1.5 de décomposition de la SLoy(Z)-représentation de
[LM94] sur le centre 3 de U,sl(2), on cherche un analogue topologique. Pour cela, on
considere I'espace d’écheveaux K4 (D x S',0) du tore solide et on étudie les actions de
la vrille et du bouclage. Des résultats préliminaires sur les actions de ’enlacement seront
nécessaires. On obtiendra des généralisations de résultats de Lickorish donnés dans [Lic92,

$ 5).
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IV.2. ACTIONS REMARQUABLES SUR L’ESPACE D’ECHEVEAUX DU TORE SOLIDE

IV.2.A Actions de ’enlacement

On commence par étudier les actions de I’enlacement positif sur I'espace d’écheveaux
K4(D x S',0) du tore solide. Elles sont données par les applications linéaires :

KA(D X Sl) — KA(D X Sl)

Vie{l,...,n—1} E;: "

L’enlacement négatif étant 1'image miroir du positive, ses actions se déduisent de celle de
I'enlacement positif en remplagant A par A~! (cf. les relations d’écheveaux (I11.1.5)).

Comme {0 42,,(f,) ; n € N*} est une Z[A, A~]-base de K 4(D x S!,0) (cf. le corollaire
[11.3.23), pour tout i € {1,...,n — 1}, on calcule I'image de E; sur ces classes d’écheveaux
coloriés par les idempotents de Jones-Wenzl évaluables. Pour cela, il suffit de calculer les
classes d’écheveaux des coupons :

(IV.2.1) E;,, = ; neN ie{l,...,n—1},

7 n—i

ou la barre horizontale supérieure (resp. inférieure) désigne 'insertion de I'idempotent de
Jones-Wenzl évaluable dont I'indice correspond au nombre total de brin(s) sortant(s) (resp.
entrant(s)). On commence par donner trois lemmes techniques.

Lemme 1V.2.2. Soient n € N*, [ € N le quotient de n dans sa division euclidienne par
p, etie{l,...n—1}.

(i) Sin<p—1oun=-—1 mod p, alors :

Eini= = A%n—i
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(i) Sin>peti<lIp—1<n, alors:

lp—1—i § n—Ip+1

E,, ;= E i — A2(lp—1—i)i E i

lp—1—1 ¢ n—Ip+1

(1ii) Sin>petlp—1<i<n, alors:

- n—i i—Ip+1

1n ; E i A2(n i) (i—Ip+1) E i

- n—i i—Ip+1

Démonstration. (i) D’apres la proposition II1.3.17, pour tout i € {1,....n — 1}, on a
hifn, = 0 = fuh;. Aussi, on dénoue chacun des i(n — i) croisements supérieurs et
inférieurs avec la composante Dy des relations d’écheveaux (II1.1.5) :

3
|
.
3
|
S

E,, ;= — A2(n—i)i — A2(n—i)i

(ii) D’apres la proposition I11.3.17, pour tout ¢ € {1,....Ip — 2}, on a h;f, = 0 = f.h;

On procede comme en (i) sur les i(lp — 1 — i) croisements de gauches dans les i(n — 1)
croisements supérieurs et inférieurs :

i n—i i lp—1—t n—ip+l Ip—1—i § mn—Ip+1
2(lp—1—1)i
Ei,n—z - - = A (tp )
i n—i i Ip—1—i n—Ip+1 Ilp—1—i i n—Ip+1
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(iii) D’apres la proposition I11.3.17, pour tout i € {lp,...,n — 1}, on a h;f, = 0 = f,h;.
On procede comme en (i) sur les (i — Ip + 1)(n — i) croisements de droite dans les
i(n — 1) croisements supérieurs et inférieurs :

n—i lp—1 i—=Ilp+1 n—i lp—1  n—i i—Ip+1

\
)

Ip—1 n—i i—lp+1

Ei I _ _ A2(n—i)(i—lp+1)

]

Lemme IV.2.3. Soient n > p tel que n # —1 mod p, et | € N* le quotient de n dans sa
division euclidienne par p. On se donne g,c,r € N et d,e € N* tels que g+e+2c+d+r =n
etg+e=Ip—1. Alors :

9 e c d r
(o
N _ A2d -2 2d —2d
Sg,e,c,d,r = =A Sg—i—l,e—l,c,d,r + A= (A —A ) Sg,e—l,c—l—l,d—l,r-
.
g e c d r

Démonstration. On commence par traiter le cas ou ¢ = ¢ = r = 0. On isole deux brins
centraux sur lesquels on utilise les relations d’isotopie et d’écheveaux (II1.1.5) :

o
U
o
I

—
—
—
T
—

®
QU
®
|
—
—
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"G
vw d\

0
£

+ A1
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A V\/(
R

0 = fuh;. Aussi, on dénoue chacun des e — 1 (resp. d — 1) croisements extrémes avec la
composante qui ne s’annule pas. On obtient donc :

Or, d’apres la proposition 111.3.17, pour tout i € {1,....,n — 1} \ {I{p — 1}, on a h;f,, =

S0,e,0,d,0 = A2t2(d=1)+(e=1)—(e~1)
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\
—_ A2d
)
1 e—1 d
1 e—1 d—1
\
_ g2

1 e—1 d

Enfin, I’'ajout de brins a gauche, a droite, ou en demi-cercle ne change pas les calculs
ci-dessus. D’ou le résultat pour le coupon S, .4, avec g,c, 7 € N. O

Lemme IV.2.4. Soient n > p tel que n # —1 mod p, et | € N* le quotient de n dans sa
division euclidienne par p. On se donne un entier ¢ tel que 1 < c<n—Ip+ 1. Alors :

Ilp—1—c ¢ n—Ilp—c Ip—2 1 n—Ip

_/ _/

I

Ip—1—c n—Ilp—c Ip—2

Démonstration. Les barres horizontales désignent l'insertion de l'idempotent de Jones-
Wenzl évaluable f,, = ppam)), ot t(n) (I11.3.13) possede un sous-tableau critique maximal
t(Ilp — 1) et un tableau conjugué t(n) (cf. la remarque I11.2.16). Le coupon de droite cor-
respond donc & frhyp—1fn = Prmylup-1Ppwm) = fi- Or, dans la preuve de la proposition

I11.3.17, on a vu que :

[lp]A2
(1) fo = Py hip-1Piem) = Piayhip—105 = “Tlp— 1.0, V0"
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On construit I'élément f{© € TL,(A?) correspondant au coupon de gauche. On a :

Ip—1—c ¢ n—Ilp—c Ilp—1—c n—Ilp—c

Ip—1—c ¢ n—Ilp—c Ip—1—c n—Ilp—c

Donc :

féc) = fnhlpfl (hlpf2hlp) (hlpfchlpfc+2~--hlp+cf2) (hlpﬂhlp) hlpflfn
- p[t(n)]h’lp—l (hlp—Zh'lp) (hlp—chlp—c+2--'hlp+c—2) (hlp—2hlp) hlp—lp[t(n)]-

On se retrouve dans la configuration de la preuve du lemme I11.2.19. En utilisant les mémes
arguments de calculs, on obtient :

B U J=Wellp —j+ 10 llp—c+ 1%

j=1 [lp — J1% lp =l T
ol 1 < - [lp—c+ 1]
R - it ot e
=il — ]]A2 31_12 1;[ [lp — %2 t
ol — ¢ + 1@ [lp — 5" Ip] a2 [lp — 122 [lp — ¢ + 1]
( ) [lp _ 1]A2[lp —c+ ]20 2[lp ] It(n)
[lp]Az
9) = (—1) A,
@ =g
En comparant les équations (1) et (2), on obtient :
Ip— 1] a2
(o) _ _16_1[17 A2 g1
D’ou I’égalité des coupons correspondants. O

On peut maintenant exprimer certains coupons E; ,,_; (IV.2.1),n € N*, i € {1, ...,n—1},
en fonction des coupons associés aux idempotents et nilpotents de Jones-Wenzl évaluables :

159



CHAPITRE IV. REPRESENTATIONS PROJECTIVES DU GROUPE SPECIAL LINEAIRE

"+ =\ ol = ; n € N*,

(IV.2.5)

p—2 1 n—Ip
o, pour tout n € N* I’entier [ désigne le quotient de n dans sa division euclidienne par p.

Théoréme IV.2.6 (—, Andrews). Soient n € N*, [ € N le quotient de n dans sa division
euclidienne par p, eti € {1,....n — 1}.

(Z) Sin < p— 1 oun=—1 mod D, alors Eil — AiZ(n—i)z’ n+ '

i,n—1

(ii’) Sin>peti=1<n, alors :

n

Elinlz—l _ AiQ(nfl) n+ + Ai2(lp73) (AZ o A—Q) [n . lp—!— 1]A2 H ’

n n

Ef, - [ = A H + A*20-) (AQ_ A—z) [ZP]AZ[EZ:%?AJQ 142 T -

(i) Sin>petlp—1<i<n, alors:

iy v oy [Ip = 1 az[(n —0)lplaz =
Eil_- _ A:t2(n )i n iAiQ(n 1) (i—lp) A2 — A 2 [ 7
i ( ) ol H
Eﬁ,l . H — AF2An—i)i H + AF2(n—i)(i~Ip) (A2 . AfQ) [(n . i)lp]Az H '

Démonstration. L’enlacement négatif étant I'image miroir du positif, les formules avec les
coupons K, ! . se déduisent de celles avec les coupons E;,_i en remplagant A par A~ (cf.
les relations d’écheveaux (II1.1.5)).

n
De méme, pour les assertions (it') et (4i7), les formules des coupons E; ,,_; - EI (i.e. le

produit en pile (III.2.1) de E; ,,_; et E ) se déduisent de celles des coupons E; ,,_; gréace
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aux relations :
R S & 1.3.17 Iplaz %
+B-B-H -+ HH™4H

Il suffit donc d’étudier le coupon E; ,,_;. L’assertion (i) découle directement du lemme
IV.2.2. On suppose désormais que n > p. D’apres les lemmes IV.2.2 et [V.2.3, on sait que :

(1)

- A2WP=1=0iG, 0ttt sit<lIlp—1<n.
b=t A2(n—i)(i—lp+1)g . iIlp—1<34
0,lp—1,0,n—i,i—Ip+1 S1tp S <n.

On se donne g, € Net d,e € N* tels que g+e+d+r =net g+e=Ip—1. Alors, d’apres
le lemme IV.2.3, on a :

2d —2e 2d —2d
Sg:evoad’r = A Sg+1,e—1,0,d,7" + A (A - A ) Sg76_171’d—1,7“

On en déduit que :
min(e,d)
2de
Sg,e,O,d,r =A Sg—i—e,O,O,O,d—i—r + Z Z Cil,...,ik Sg—i—e—k,O,k,O,d—k—i—ra

k=1 0=ip<i1<...<tp<ip41=e+1

ou :

-----

<
I
o

J=0

k—1
_ A2Zf:o(d—j)(iﬁl—ij—l)—?Z;:S(e—ijﬂﬂ) H (A2(d—j) _ A—Q(d—j))

J=0

_ A2+ 1) =2d (kA1) ~2k(e+1)+2 Zf:lij+k(k+1)—2ek+2 Z;‘?:lij—zk kl:[l (AQ(d_j) B A_Q(d_j)>
3=0

_ A2de+k(k7372d74e)+42j:1ij 11 (AQ(d_j) B A_Q(d_j)> .

De plus, d’apres le lemme 1V.2.4, on sait que :

A2(lp 1) _ A~ 2(lp—1)
Sgte—k,0k,0,d—ktr = (—1) 200 R — 4 2ip k) Sip—2,0,1,0,n—1p-

Par conséquent :

n

(2) Sg,e,O,d,r :AQde n +A2de (AZ(lp—l) _A—Q(lp—1)> Ee,d H 7
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ou :
min(e,d) Ak (k—3-2d—4e) e . k-1
o k-1 43 i 2d—j) _ A—2(d—j)
Ze,d T Z ( 1) A2(lp—k) — A—2(lp—k) Z A im H (A ’ A ’ ) :
k=1 1< <. < <e 7=0

Il reste a simplifier ce terme X, 4. Pour cela, on utilise une preuve de G. E. Andrews. On
pose :

k-1
VX,Y € C(A) VkeN'  (YV;X),:=][Q-YX).
§=0
Alors, pour tout £ € N* on a :
f[ <A2 (d—7) —2(d —j)) _ AQdk—k(k—l)(A—4d;A4)k _ Ak(2d_k+1)(A_4d;A4)k.

Et d’apres le théoreme g-binomial (cf. par exemple [AE04, Thm8|), pour tout k € N* :

de —4 4de 4
4Zf:1ij — A2k(k+1) (A ;A )k _ k A2k(k+1) gdke—2k(k—1) (A ; A )
Z A A (A% A%), (=14 4;,_/ (A%; A4)

1<i1<...<ip<e Ak(4e+4)

Donc :

’ o A2eR) (1 — A-4=R)) (A% A%,
- mi§,d) AR (A4 A%) (A~de; A%,
£ A2 (1 — A-4@-R) (AL, AL,

B 1 min(e,d) (A74(zp71);A4)k_1(A74d;A4)k(A—4e;A4)k
T A2 Z (A-40p-1); A%), (A%; A%),,

k=1

o 1 mmzéd (A Alp. A4) <A74d; A4)k(A74e;A4)k
T A% (1 — A = (A-4p=1); A%), (A%; A%),

3 _ 1 (AP A1) (A4 AT (A0 AY),
(3) T A2 _ A-2p Z (A—4Ur=1); A%), (A% AY),

k>1

A4k

A4k

At

On revient sur la distinction des cas (i) et (4i7).

(ii’) On suppose que i =1 <n. Alorse =1 et d =n — Ip+ 1. D’apres les égalités (1) et
(2),on a:

Eln L= AQ Ip— 2A2n lp+1) n+

n

+ A2(=2) g2(n—lp+1) (AZ(lp—l) _ A—Q(lp—l)) S ip1 H
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= A%(=D) "+ + A2 DA% — A7) [Ip — 1 a2 Dimipn H -

Bl,nflp+1

Or, d’apres ’équation (3), la somme X4 ,,_;,+1 se réduit a :
) p q ) s P+

1 (A—4lp;A4)1(A—4(n—lp+l);A4)1(A—4; A4)1

L 4
Z1,n—lp-i—1 - Aglp _ A72lp (A*4(ZP*1); A4)1(A4; A4)1 A
1 (1 . A_4lp)(1 . A—4(n—lp+1))
= A2ip _ A-2p (1 — A—4Up—1))
_ A—le—Q(n—lp-&-l)-l-Q(lp—l)w — A—Q("_lp“)w
[lp — 1] [lp — 1]z

Il s’ensuit que :
Bl,n—lp-l—l = AQ(lp_3) (A2 — A_Q)[n — lp + 1]A2.

(iii) On suppose que Ip—1 <i <n. Alorse =Ip—1et d=n—i. D’apres les égalités (1)
et (2), on a :

By = AXn 0=l g2niio=t) n ]
4+ A2n=i)(i=lpt1) g2(n—i)(ip=1) (AQ(lpfl) B A,g(,p,l)) SR H

= AP0 L A2OTONA? — ATl — e Sp1ne [5]

Blp—l,n—i

Or, d’apres I'équation (3), la somme X, 1 ,,—; est une série hypergéométrique basique
(cf. par exemple [GR04, Eqn 1.2.14]) :

1 A—4lp’A4 A_4(n_i),A4
Zlp—l,n—i = —A2[p A-—2p Z ( 1)4]{4( A4 )kA4k
o E>1 ( ) )k
1 —dlp g—4(n—i). (). g4 A4
:_m(2¢1(A p’A )707/4’14)_1)
D’apres la formule de transformation de Heine (cf. par exemple [GR04, § 1.5]), on a :
1 (0; A4> —4lp(n—i)
le—l,n—z‘ = _AQZP A ((O’ A4)A p( -1
_ 1 — A—4p(n—i) _ A-2p(n—i) [lp(n — i)]AQ
A?lp — A=2lp [lp] a2

Il s’ensuit que :

Blp—l,n—i _ AQ(n—i)(i—lp) (A2 . A—2) [lp — 1}142 [lp(n - Z)]AQ ‘
[Ip] a2

D’ou le résultat. O]
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IV.2.B Actions de la vrille

A Taide des résultats de la sous-section IV.2.A, on étudie I'action de la wvrille positive
sur 'espace d’écheveaux K A(D x S',0) du tore solide. Elle est donnée par I'application
linéaire :

A(D x ST — K4(D x SY)

T: ‘ ‘

La vrille négative étant I'image miroir de celle positive, son action se déduit de celle de la
vrille positive en remplagant A par A™! (cf. les relations d’écheveaux (II1.1.5)).

Comme {O 42,,(f,) ; n € N*} est une Z[A, A~]-base de K 4(D x St,0) (cf. le corollaire
[11.3.23), on calcule 'image de T sur ces classes d’écheveaux coloriés par les idempotents de
Jones-Wenzl évaluables. Pour cela, il suffit de calculer les classes d’écheveaux des coupons :

(IV.2.7) T, = - . neN

ou la barre horizontale supérieure (resp. inférieure) désigne l'insertion de l'idempotent
de Jones-Wenzl évaluable dont l'indice correspond au nombre total de brin(s) sortant(s)
(resp. entrant(s)). On utilisera encore les notations (IV.2.5) pour les coupons associés aux
idempotents et nilpotents de Jones-Wenzl évaluables.

Lemme IV.2.8. Soient n € N* et | € N le quotient de n dans sa division euclidienne par
p.
(i) Sin<p—1oun=-—1 mod p, alors :

Tn _ _ (_1)nAn(n+2)
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(ii) Sin > p, alors :

n Ip—1 n—Ip+1
T, — — (= 1) Al DIt lpt3) E i _
D Ilp—1 n—Ip+1

Démonstration. (i) On isole un brin a gauche sur lequel on utilise les relations d’isotopie
et d’écheveaux (I11.1.5) :

,

Yl

3
—
3

|
—
—
3

|
—

Or, d’apres la proposition I11.3.17, pour tout ¢ € {1,....,n— 1}, on a h;f, =0 = f,h;.
Aussi, on dénoue chacun des 2(n — 1) croisements supérieurs avec la composante D
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des relations d’écheveaux (I11.1.5) :

n 1 n—1 1 n—1

— _A3+2(n71) _ _A2n+1

n n—1 n—1

Par une récurrence immédiate, on en déduit que :

n n n n

_ ﬁ _A2i+1 _ (_1)nAn(n+l)+n _ (_l)nAn(n—i-Q)
i=1

(ii) On isole [p — 1 brins a gauche sur lesquels on utilise les relations d’isotopie :

Ip—1 n—Ip+1 Ip—1 n—Ip+1
N~

S

3

C
”/
/
/

3

Ip—1 n—Ip+1 Ilp—1 n—Ip+1

Ip—1 n—Ip+1

U
/

v
<\
X
/A

Ip—1 n—Ip+1
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Or, d’apres la proposition II1.3.17, pour tout ¢ € {1,...,n — 1} \ {lp — 1}, on a
hif, = 0 = fu,h;. On procede comme en (i) sur les Ip — 1 premiers brins et les
n — Ip + 1 derniers brins. On obtient ainsi :

n Ip—1 n—Ip+1

T, = — (_1)(lp*1)+(nflp+1) A=) (Ip+1)+(n—Ip+1)(n—lp+3)

(="

n Ilp—1 n—Ip+1

Ip—1 n—Ip+1

_ (_1)nA(lp—l)(lp+1)+(n—lp+1)(n—lp+3)

Ip—1 n—Ip+1
O

Théoreme IV.2.9. Soient n € N* et | € N le quotient de n dans sa division euclidienne
par p.
(i) Sin<p—1oun=—1 mod p, alors T = (—1)"A*n(+2) "+ )

(ii) Sin > p, alors :

Trill _ (_1)nAin(n+2) n+ + (_1)nAin(n+2)$2lp(n7lp+1)

2 o\ Up = 1ao[(n —Ip+1)lplaz 5
x (4% - A7%) e 5.

T:I:l . H _ (_1)nA:|:n(n+2) TH ¥ (_1)nA:|:n(n+2):F2lp(n—lp+1)

n

n

x (A - A‘Q) [(n=Ip+1Diplee [J

Démonstration. La vrille négative étant I'image miroir de la positive, les formules avec les
coupons T, ! se déduisent de celles avec les coupons T,, en remplagant A par A~! (cf. les
relations d’écheveaux (II1.1.5)).

n
De méme, pour les assertions (ii) et (iii), les formules des coupons T, - EI (i.e. le

produit en pile (I11.2.1) de T, et H ) se déduisent de celles des coupons T, grace aux
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relations :
. n n n . 1317 lA2 n
L B-T-T4 T -Ee-HT.

Il suffit donc d’étudier le coupon T,. L’assertion (i) découle directement du lemme
IV.2.8. On suppose désormais que n > p. D’apres le lemme 1V.2.8 et I'assertion (izi) du
théoreme IV.2.6, on a :

Tn _ (_1)nA(lp—1)(lp+l)+(n—lp+1)(n—lp+3)+2(n—lp+1)(lp—1) n

+ (_1)nA(lpfl)(lp+1)+(nflp+1)(nflp+3)f2(nflp+1)

oy [Ip— 1 az[(n —lp+ 1)lp|s2 &

% A2 —_ A 2 [

( ) e H

_ (_1)nA(lpfl)(n+2)+(nflp+1)(n+2) n+ + (_1)nA(lp71)(lp+1)+(nflp+1)(nflp+1)

X (A2 _ A—Q) [lp — 1 a2[(n — Ip+ 1)Ip| a2 TH

[1p] 42
— ( )nAn(n—i-Z) + 1 nAn (n+2)—2lp(n—Ip+1)
o\ [lp — 1] 2[(n —Ip+1)lplaz &
A% — A2 [ )
( ) e H
D’ou le résultat. []

IV.2.C Actions du bouclage

A Taide des résultats de la sous-section IV.2.A; on étudie enfin I'action du bouclage
sur l'espace d’écheveaux K4 (D x S',0) du tore solide. Elle est donnée par combinaisons
linéaires des applications linéaires :

KA<D X Sl) — KA(D X Sl)

V'EN* Bz i
/ o] — [ )<

Comme {0 42,,(f,) ; n € N*} est une Z[A, A~]-base de K 4(D x St,0) (cf. le corollaire
[11.3.23), on calcule I'image de B;, i € N*, sur ces classes d’écheveaux coloriés par les idem-
potents de Jones-Wenzl évaluables. Pour cela, il suffit de calculer les classes d’écheveaux
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des coupons :

—

(IV.2.10) B, = ( = 5 ; neN, ieN,
~

ou la barre horizontale supérieure (resp. inférieure) désigne l'insertion de l'idempotent
de Jones-Wenzl évaluable dont Iindice correspond au nombre total de brin(s) sortant(s)
(resp. entrant(s)). On utilisera encore les notations (IV.2.5) pour les coupons associés aux
idempotents et nilpotents de Jones-Wenzl évaluables.

Lemme IV.2.11. Soient n € N*, [ € N le quotient de n dans sa division euclidienne par
p, et i e N*.

(1) Sin<p—1oun=—1 mod p, alors :

B,, = 5 = (AQ(”“) + A—2<n+1>> 5
—~ —~
— ! ] i1
(i) Sin > p, alors :
B, = 5 = — (A2<"“) +A*2(n+1)) 5
—~ —~
] i ] i—1
' nlp72 1 n—Ip
N
— (42— A‘2)2 [ip — 1] az[n — Ip + 1] 42 5 (
—~ ~
A/
Ip—2 1 n-lp
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Démonstration. On commence par traiter le cas ou ¢ = 1. On isole un brin a gauche sur
lequel on utilise les relations d’isotopie et d’écheveaux (II1.1.5) :
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Or, d’apres le théoreme IV.2.6, on sait que :

n

Ef = AF=D n] 4 AP (A2 _ Af2) [n —Ip+ 1] 42 H _

Donc :

n

B, = — (A 4 A200) L g (A% A7) (p— el — Ip+ e [T

Enfin, 'ajout de brins de bouclage ne change pas les calculs ci-dessus. D’ou le résultat
pour le coupon B, ,, avec i € N. m

Théoreme IV.2.12. Soient n € N*, | € N le quotient de n dans sa division euclidienne
par p, et i € N*,

(i) Sin<p—1oun=—1 mod p, alors B;,, = (—1)° (A2("+1) - A*2(”“)>i ”+ :
(i) Sin > p, alors :

Bi,n _ (_1)1 (AZ(TL+1) + A72(n+1))i n+ . (A2 _ A72)2 [lp _ 1]A2 [n B lp I 1]A2
i1 <A2(2lp—n—1) +A—2(2[p—1—n)>k

X( )z 1 (A2(n+1 + A” n+1> Z A2(n+1) o A-2(n+1)

k=0

Bi,n'H :< )(A22lpn1+A 2lp1n)> TH

Démonstration. L’assertion (i) s’obtient par une récurrence immédiate sur ¢ € N* grace a
l'assertion (7) du lemme IV.2.11.
On suppose désormais que n > p. D’apres le lemme IV.2.11, on a :

(1) By, = — (42004 A2 B,

— (A2 A7) lp— el — lp+ UaeBir - [9]

n

L’expression du coupon B, ,, - H (i.e. le produit en pile (II1.2.1) de B;,, et EI ) se

déduit (1) grace aux relations :

+ W -"-Toy WO oer-de.

On obtient ainsi :

n n

Bz‘,n . H _ (A2(n+1 + A 2(n+1) ) Bifl,n . H
T (42 = A gl eln — lp + By ]
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= - (A2("+1) + A_2(n+1)> Biin- TH

n

n <A2lp B A72(lp)) (AQ(n*lPH) — A’Q("flp“)) Biin- H

n

— _ (A2(2lp—n—1) + A—Q(le—l—n)) Bifl,n . E )

Par une récurrence immédiate, on en déduit que :

n

Bi,n:< )(A22lpn1)+A 2lp1n)) H

En injectant ce résultat dans I’équation (1), on obtient :
2
B, = — (A0 4 A B, — (A7 = A7) [Ip = a2 [n — lp+ 1

n

X( )z 1(A22lpn1+A 21p1n))i_lH.
On en déduit que :
Bi,n _ ( ) (AQ n+1) + A n+1) n+

— (A2 A7) lp— el — lp+ S [ .

ou :
Ei":i( )k 1(A2n+1 + A n+1)k*1( )1 k(A22lp n—1) +A 2(2p—1— n)) i—k
k=1
— i—k—1 i
:Z( 1)zk1(A2n+1)+A n+1) (— )(A22lpn1_|_A 2lp1n))
k=0
- —n— _ —1-n k
P A2(n+1) —I—A*Q(”Jrl)
D’ou le résultat. -

IV.3 Représentation modulaire sur 1’espace d’éche-
veaux du tore solide

Avec les calculs d’écheveaux de la section IV.3, on construit les prémisses d’un analogue
topologique de la représentation de SLy(Z) sur le centre 3 de Uysl(2) (cf. la proposition
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IV.1.3 et le théoreme IV.1.5). Pour faciliter les écritures, on note :

Vs e {l,...,p} SHi=|f_1| = s—1+ ,

+ .| £ — 2p—s—1
Is T f2p—s—1 = P +a

(IV.3.1) I, = f3p_s_1 _ 3p—s—1+ ’
— 2p—s—1
Vse{l,...,p—1} Ny =\ fopso1| = H '

3p—s—1

N; = fgp—s—l = H 9

ot (fu)nen+ et (f!)nen désignent respectivement les idempotents et nilpotents de Jones-
Wenzl évaluables. Ainsi, d’apres le théoreme I11.3.11, on a les correspondances suivantes
entre les classes d’écheveaux coloriés et les U, sl(2)-modules a gauche.

Echeveaux Représentations
Ss — 2(s), 1<s<p,
I — P(s), 1<s<p,
Nf = 2%(s)/Rad(P*H(s) 2 2Hs),  1<s<p-1,
L 20(s) 1<s<p,
N +— 2(Z (s)/Rad (2 () =22 (s), 1<s<p-—1

D’apres la sous-section I1.1.B, une partie de cette correspondance se prolonge avec la base
canonique {e,; 0 < s <plU{wf; 1<s<p—1}de3.

Echeveaux Représentations Eléments
L < 2 *(p) — €p,
I+, «— Z'()e )P (p—s5) +— e, 1<s<p-1,
(Iv.3.2) N —_— 2 (s) — ﬂ, 1<s<p-—1,
N, , < (2)2 ~(p—s) — _ﬁ? 1<s<p-—1,
[y — (2) 2~ (p) — €o-

Le choix de la normalisation des termes N=, 1 < s < p — 1, permettra d’identifier I'action
de la vrille négative avec celle de 7 (IV.1.1). Enfin, on réalisera le morphisme de Drinfeld x
(I1.3.7) par I'action de bouclage sur une couleur de type "identité". Cela offre une réalisation

partielle de 'action de . = x o qAb_l (cf. la remarque IV.1.2) pour laquelle il manque
I'interprétation géométrique du morphisme de Radford ¢ (I1.3.15) lié aux intégrales.
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IV.3.A Evaluation dans I’espace d’écheveaux du tore solide

On considére désormais le Z[q?, ¢~ 2]-module d’écheveaux K (D xS, 0) défini de maniére
analogue & K (D x S',0) en remplacant A2 par ¢ = e» (cf. la section II1.1). Les espaces
d’écheveaux générique K4(D x S',0) et évalué K (D x S',0) sont liés par un morphisme
d’évaluation surjectif :

[a] — |La]

tel que celui des algebres de Temperley-Lieb génériques et évaluées (cf. la sous-section
II1.2.A). Avec ces considérations, les formules des théoremes 1V.2.6, IV.2.9 et IV.2.12 sont
toutes évaluables. Apres évaluation de A% en ¢, on obtient leurs analogues dans 1'espace
d’écheveaux K (D x S',0).

Corollaire 1V.3.3. Soient n € N*, | € N le quotient de n dans sa division euclidienne par
p, etie{l,...n—1},

(i) Sin<p—1oun=—1 mod p, alors EX! , = ¢ "+ _

,M—1

(i) Sin>peti=1<n, alors :

Efl L =¢ 0 L 247 (g—q ) o+ 1] H :

n

B -t T

(i) Sin>petlp—1<i<n, alors:

Corollaire I1V.3.4. Soient n € N* et | € N le quotient de n dans sa division euclidienne
par p.

(i) Sin<p—1oun=-1 mod p, alors TH = (~1)"g*" %" "
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(ii) Sin > p, alors :

TH = (-1 L F (1) (=g ) (n—Ip+ 1) TH ,

T = e T

Corollaire IV.3.5. Soient n € N*, [ € N [e quotient de n dans sa division euclidienne par
p, et i € N*.

(Z) S’l n S p— 1 oumn = _1 mOd P, CLZO'I"S m — (_1)1 (q(n+1) -+ q_(n—i-l))i n+ .
(i) Sin > p, alors :

B, = (1) (¢ ¢ D) L

+ (=) (gm0 i (g =g ) 1] [T

B [ = (-1 (¢ +g) T

IV.3.B Analogies topologiques et perspectives

Pour tout n € N, on considere I'application linéaire :

TL,(q) — C(A) ® ) K(D x S*,0)

1
Zlq2,q" 2

(IV.3.6) O, : "

Avec les notations (IV.3.1), les corollaires IV.3.4 et IV.3.5 se reformulent en la :
Proposition IV.3.7. (i) L’action de la vrille négative T~ vérifie :

32—1
T2_p1—s—1 + T2_p1—s—1 = (_1) - q ? (I: + I;_—S)
s2-1
+ 61§s§p71(_1)871(q - qil)qiT ((p - S)N: + SNz;S) ’
1<s<p,

2
_‘TNja 1§3§p_17

Topis1-Nyo = (=1)""'¢7 7 N_ 1<s<p-1,
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(7i) L’action du bouclage Br par un polynome R(«a) € Cla] vérifie :

Z Brop—s—1 + Bropis—1 = R(_Bs)) (I: + I;—s)
—(¢— ¢ *R(-BJls) (N - N )

otu, pour tout s € N, BS =q¢ +q°.

L’assertion (i) de la proposition IV.3.7 est & comparer avec I'assertion (i) de la proposi-
tion IV.1.3. Sous les identifications IV.3.2, on obtient les mémes formules lorsque § = 1 (cf.
les éléments d’enrubannement possibles vy (11.2.16)). L’action de .7 (IV.1.1) s’interprete
donc par 'action de la vrille négative, qui est le résultat d'un homéomorphisme de Dehn
négatif le long d'une courbe qui borde un disque (cf. par exemple [PS97, § 12]).

L’assertion (i7) de la proposition IV.3.7 est a comparer avec I’assertion (ii) de la pro-
position IV.1.3. En choisissant judicieusement les polynémes R(x) :

Polynémes Eléments
(=1)PUp() — p;
(D U)o %L 1<s<pol,
_(_1)871[3] % (UQp—s - US) (x) A _Tsﬁ’ 1<s<p-—1,
(—1)%71 U () e
sous les identifications IV.3.2, on obtient encore les mémes formules lorsque 6 = 1 a un sca-
aire ( 1= ——+—-nz pres. Quitte a choisir convenablement une intégrale (ci. la proposition
lai C2p(([_p1)11)].) 5. Quitte & choisi bl intéorale (cf. 1 o
I1.2.4 et la remarque IV.1.2), on peut supposer que ( = % et QA": 1.

Compte-tenu des propositions I11.3.22 et 111.3.25, le choix de ces polynomes semble lié
A une trace modifiée sur les classes d’écheveaux IF et NT, 1 < s <p:

Polynémes Traces
tr 9p_1(I$)
(e eptle ),
(_1)8—1[5] Us(x‘) . tr(@?p—tspgl(Ns )) @2p,s[;]1(N;f)’ 1 S S S p— 1’
s— ) tr(©O2pts— (N;—s) ®2p 8_1(N;75)
(1) U)o 5 ; ) g gy,
— tr(©2p-1(I,) —
(_1)217 ! U2P(I) ¢ 2[2;[3 @217—1(1]) )

D’apres le corollaire 11.3.12, avec une telle trace modifiée, le morphisme de Drinfeld !
(I1.3.8) s’interpreterait par 'action du bouclage, qui est le résultat du produit de Kauffman
de deux entrelacs enrubannés plongés dans des tores solides complémentaires dans la sphere
de dimension 3 (cf. [BHMV92, § 1]). On obtiendrait ainsi une partie de l'interprétation
topologique de . = x o $_1 (cf. la remarque IV.1.2); il manquerait l'interprétation du
morphisme de Radford a&l (I1.3.16) 1ié aux intégrales.

Pour la représentation de SLy(Z) obtenue par la TQFT de [RT91], les morphismes .7’
et .’ correspondants s’interprétent respectivement par les actions de la vrille négative et
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du bouclage via les idempotents de Jones-Wenzl usuels (cf. par exemple [Tur94, § 11.3, §
XII}). C’est pourquoi, apres interprétation totale de .7, on espeére ainsi définir une nouvelle
représentation de SLy(7Z) sur I'espace d’écheveaux du tore solide qui étende celle de [RT91]
conformément au théoreme IV.1.5.

Enfin, on espere également que les idempotents et nilpotents de Jones-Wenzl évaluables
permettent de construire de nouveaux invariants de 3-variété a la maniere de [Lic92]. Cette
perspective souleve les problemes ouverts suivants.

Probleme 1. Définir une trace modifiée, analogue a celle de [GPMTO09], sur l’espace
d’écheveaux du tore solide qui ne s’annule pas sur les idempotents (et nilpotents) de Jones-
Wenzl évaluables.

Probleme 2. Définir une couleur de Kirby a partir des idempotents (et nilpotents) de
Jones-Wenzl évaluables a la maniére de [Lic91].

Probleme 3. Etudier les coupons :

; a7b7jeN*7

correspondant auzx opérateurs de Clebsch-Gordan dans Repgd, et définir des systémes de
couleurs admissibles pour étendre le coloriage par les idempotents (et nilpotents) de Jones-
Wenzl évaluables du tore auz corps a anses a la maniére de [Lic93].

Probléme 4. Avec les idempotents (et nilpotents) de Jones-Wenzl évaluables, est-il possible
de retrouver les invariants construits dans [CGPM1/] pour la classe cohomologique nulle,
da la maniére de [BHMV92] ¢
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