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Chapitre 1

Introduction générale et préliminaires.

1.1. Introduction générale.

La théorie des singularités joue un role crucial dans de nombreux
domaines : 'algebre commutative, la géométrie algébrique, la théorie
des représentations, l'analyse complexe, les systemes dynamiques, la
topologie...Ici, nous nous contenterons de nous intéresser au cadre al-
gébrique.

Dans la langue francaise, tout comme en mathématiques, le terme
« singularité » s’oppose a « banalité » : une singularité est quelque chose
d’inhabituel, qui pose probleme. C’est une valeur d’exception, comme
le lieu ou une fonction n’est pas bien définie, ou une quantité devient
infinie...

En mathématiques, le sens le plus courant (ou non singulier) que
I’on donne a une singularité est une « aspérité » ou une « irrégularité ».
Nous voyons des singularités tous les jours dans notre vie courante, il
suffit de regarder des montagnes : les contours sont généralement des
courbes lisses ; mais apparaissent des frondes, ce sont des singularités.

L et
E 9

Photo du Nevado de Toluca ou Xinantécatl, Etat de Mexico, Mezique.

Puisque les singularités sont si exceptionnelles, pourquoi donc les
étudier ?

13
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Tout d’abord parce qu’elles apparaissent spontanément, et souvent
nous apprennent beaucoup sur les objets étudiés. D’autre part, de nom-
breuses méthodes et théories relatives aux variétés algébriques s’ap-
pliquent sur des objets « lisses », autrement dit qui n’ont pas de sin-
gularité. Il est donc naturel de chercher a modifier les variétés qui ont
des singularités en des variétés qui n’en ont pas : des variétés lisses.
Lorsque I'on modifie une variété singuliere en une variété lisse, on dit
qu’on « résout » les singularités.

La résolution des singularités.

Le probleme de résolution des singularités peut se poser de diffé-
rentes manieres, plus ou moins exigeantes, donnons en une. Soit V' une
variété singuliere. La variété V' admet une résolution s’il existe une va-
riété lisse W et un morphisme propre birationnel W — V. Le probleme
a été résolu de bien des manieres.

En caractéristique nulle tout d’abord. Le cas des surfaces fut résolu
tout d’abord par Beppo Levi en 1897 ([3, 4]) et par Jung en 1908 ([18]),
mais les premieres preuves algebriques furent données par Walker en
1935 ([32]) et par Zariski en 1939 ([34]), qui montra également la
résolution des singulartiés en dimension 3 en 1944 ([36]).

Vingt ans plus tard, en 1956, Abhyankar utilisa des méthodes si-
milaires a celles de Zariski, plus précisément utilisa 1'uniformisation
locale par des anneaux de valuations, et démontra ainsi la résolution
des singularités des surfaces en toute caractéristique ([1]). Dix ans plus
tard, il démontra la résolution des singularités en dimension 3 et en ca-
ractéristique strictement supérieure a 5 ([2]). Durant la méme période,
en 1964, mais par des méthodes totalement distinctes, en faisant une
récurrence sur la dimension, Hironaka montra la résolution des singula-
rités des variétés en caractéristique nulle et en toute dimension ([15]).
En 2008, Temkin montra la résolution des singularités en caractéris-
tique nulle, en toute dimension, mais dans le cadre plus général des
schémas quasi-excellents ([26]).

Depuis, l'objectif principal des chercheurs qui s’intéressent a ce
theme est de démontrer la résolution des singularités en caractéristique
positive, mais les obstacles sont nombreux et difficiles.

Néanmoins, 'avancée la plus marquante du XXI° siecle fut celle de
Cossart et Piltant qui montrérent en 2008 une version faible de la ré-
solution des singularités en dimension 3 en toute caractéristique ([8]),
puis en 2014 ils démontrerent la résolution des singularités des schémas
quasi-excellents en toute caractéristique et en dimension 3 ([9]).
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L’uniformisation locale : le match.

La résolution des singularités étant un probleme difficile, il était
naturel de s’intéresser a une version plus locale de ce probleme, a sa-
voir 'uniformisation locale. C’est la méthode utilisée par Zariski et
Abhyankar pour démontrer la résolution des singularités.

Prenons une variété V' et a un point de V. Considérons le jeu suivant
entre Alice et Bob :

(1) Alice éclate V' en un fermé passant par a et lisse en a.

(2) Bob choisit un ouvert Vi de I’éclatement dont I'image dans V'
contient a ainsi qu'un point a; au-dessus de a dans V;.

(3) La variété V; et le point a; remplacent respectivement V' et a.
Alice gagne si Bob choisit un ouvert lisse V;.

THEOREME. Quels que soient V et a, il existe une stratégie ga-
gnante pour Alice.

C’est le théoreme d’uniformisation locale en caractéristique nulle et
une conjecture, appelée Probleme d’uniformisation locale, en caracté-
ristique positive.

Donnons un exemple. Prenons la variété V := {2 = 2%y} appelée
parapluie de Whitney, dont le lieu singulier est la droite {x = z = 0}.
Choisissons le point singulier a := (0,0, 0).

(1) Premier tour. Alice doit éclater V' en un fermé passant par
'origine et lisse en ce point. Elle choisit le fermé {y = z = 0}.

(2) Bob regarde dans la carte y. La transformée stricte est alors
22 = zy,. Bob choisit un point singulier de la transformée
stricte, 'origine a nouveau.

® a

Transformée stricte. V= {22 = 1’23/}
33% = 2%3/1

FiGURE 1.1.1. Partie 1, premier tour.
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(3) Deuxiéme tour. Alice doit éclater V; := {z? = 2%y;} en un
fermé passant par I'origine et lisse en ce point. Reconnaissant
I’équation du parapluie de Whitney, Alice se lasse et aban-
donne.

Ici on remarque que si les choix d’Alice sont vraiment mauvais, et les
choix de Bob toujours optimaux, elle finit par abandonner et perdre
la manche. Elle ne peut d’ailleurs perdre la manche que si de son coté
Bob s’arrange pour que la partie soit infinie, et qu’elle finisse ainsi par
se lasser. Autrement dit :

Alice 0, Bob 1.

Nous pourrions imaginer qu’Alice est plus maligne que ca, c’est
donc I'heure de la revanche.

(1) Premier tour. Alice doit éclater V = {2? = 2%y} en un fermé
passant par l'origine et lisse en ce point. Elle choisit cette fois
le fermé {z =y =z = 0}.

2) Bob regarde dans la carte z. La transformée stricte est alors
g
22 = z19;. C’est une variété dont le lieu singulier est

{.’Elzyl:Zl:O}.

Transformée stricte. V = {z? = 2%y}
Z% = 11

FIGURE 1.1.2. Partie 2, premier tour.

(3) Bob choisit & nouveau l'origine, qui est encore un point singu-
lier.

(4) Deuxiéme tour. Alice doit éclater Vi = {2} = z1y;} en un
fermé passant par l'origine et lisse en ce point. Elle choisit
le fermé {z; = y; = z; = 0}.
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(5) Bob regarde dans la carte x;. La transformée stricte est alors
22 = 1y, qui est lisse.

Transformée stricte.

Z5 =1 Vi = {2} =z}

FIGURE 1.1.3. Partie 2, deuxiéme tour.

(6) Alice a gagné.
Ici on remarque que malgré un premier choix optimal de Bob (regarder

la carte z donnait une transformée stricte lisse), elle finit par remporter
cette manche. Autrement dit :

Alice 1, Bob 1.

L’idée est donc la suivante : comment faire pour qu’Alice fasse
des choix systématiques pas forcément optimaux mais au moins qui
finissent assurément par la faire gagner ?

Une résolution globale donne une stratégie gagnante a Alice, et
méme une stratégie gagnante indépendamment des choix de Bob.

L’uniformisation locale est ainsi une version locale de la résolution
des singularités : elle donne de nombreuses résolutions partielles de
V', la difficulté est bien évidemment de les recoller pour obtenir une
résolution globale. Zariski a réussi a le faire en caractéristique nulle
en dimension 3, et Cossart et Piltant ont étendu ses méthodes a la
caractéristique positive, toujours en dimension 3.
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Les valuations : un outil crucial.

Un outil naturel pour résoudre le probleme de 'uniformisation lo-
cale, outil utilisé par exemple par Zariski puis Abhyankar, est une va-
luation.

Mais donc en quoi les valuations sont-elles un outil naturel dans
notre probleme ?

Soit V' une variété singuliere et Z un fermé irréductible réduit de V.
Admettons un instant que l'on sache désingulariser V. On a alors une
variété lisse Y dans laquelle on considere Z’, un fermé irréductible et
réduit de Y dont 'image est Z. Ainsi 'anneau local essentiellement de
type fini régulier Oy 7 domine I'anneau local essentiellement de type
fini non régulier Oy, z. Autrement dit on a I'inclusion Oy z C Oy z et
I'idéal maximal de Oy z est l'intersection de 'idéal maximal de Oy, z
avec Oy, z.

Mais & un éclatement pres, le fermé Z’ est une hypersurface, et ainsi
Oy z est dominé par un anneau de valuation discrete, valuation donnée
par 'ordre d’annulation le long de I’hypersurface.

Si tant est que l'on sache désingulariser, les valuations s’integrent
donc naturellement dans le probleme.

Soit une variété singuliere V' de corps de base k et 'on considere
K le corps des fonctions de V. L’espace de Riemann-Zariski de V' est
I’ensemble des valuations de K triviales sur k. En dimension 1, ¢’est une
variété algébrique non singuliere, ¢’est donc un objet naturel qui fournit
une désingularisation de V. Néanmoins cet espace n’est en général pas
une variété, on cherche donc a I’approcher par une variété, qui aurait
la méme propriété de lissité.

Avant de pouvoir énoncer précisément le théoreme d’uniformisation
locale, nous avons besoin d'une notion classique qui va se révéler es-
sentielle dans notre étude, qui est celle du centre d’une valuation, et
détaillée dans le premier chapitre de cette these. Pour plus de détails,
on pourra lire ([35]) mais également ([28] paragraphes 2 et 3).

Prenons K un corps et v une valuation définie sur K, d’anneau
de valuation I'anneau local R, := {z € K tel que v (x) > 0}, d’'idéal
maximal m,. On considere A un sous-anneau de K inclus dans R,.
Alors le centre de v dans A est I'idéal p de A tel que p = ANm,,.

On considere maintenant V' une variété algébrique sur un corps k,
et K le corps des fonctions de V. Nous aimerions définir le centre d’une
valuation v de K sur V.

Supposons que V' est une variété affine, alors V' = Spec (A) ou A
est une k-algebre integre de type fini, avec A C K. C’est le cas qui
nous intéresse dans ce manuscrit.
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Si A C R,, alors le centre de v sur V est le point ¢ de V' qui corres-
pond a lidéal premier A Nm, de A. Le sous-schéma fermé irréductible
réduit Z de V défini par A Nm, (c’est-a-dire 'image du morphisme

Spec ( Arﬁ‘m ) — Spec (A)) a ¢ comme son point générique (le point as-
socié a l'idéal nul). On dit également que Z est le centre de v sur V.
Si A Z R,, alors on dit que la valuation n’a pas de centre sur V.

Le théoréeme d’uniformisation locale plongée.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer précisément le théo-
reme d’uniformisation locale. Théoréme démontré en caractéristique
nulle, conjecture en caractéristique positive.

Dans le cas ou V' est une variété réduite et irréductible, le théoréme
d’uniformisation locale dit qu’étant donnée une valuation v sur le corps
des fonctions de V', centrée en une sous-variété irréductible Z de V., il
existe un éclatement 7: Vi — V tel que le centre de v sur V; , c¢’est-a-
dire le fermé irréductible Z; tel que Oy, z, soit dominé par 7, , définisse
un anneau local régulier Oy, z,.

Revenons un instant a Alice et Bob. Soit V' une variété singuliere en
un point a. On peut remplacer Bob par une valuation v de la maniere
suivante. On regarde I'anneau local Oy, qui est contenu et dominé par
un anneau de valuation R,.

Premier tour. Alice éclate un fermé lisse passant par a.

Deuxieme tour. Bob choisit V; et a;, ou aq est le centre de v dans
V1. Algébriquement, ce choix revient a produire un anneau local Oy, 4,
tel que Oy, =X Oy, 0, =2 Ry, ou = est la relation de domination bi-
rationnelle. S’il choisit V; lisse, alors Oy, 4, est régulier et c’est gagné
pour Alice.

En réalité, I'existence d'une stratégie gagnante est un peu plus forte
que 'uniformisation locale. L’uniformisation locale revient & démontrer
I'existence d'une stratégie gagnante connaissant par avance tous les
choix de Bob dans toutes les situations possibles.

Algébriquement, nous pouvons reformuler de la maniere suivante.

Soit X = Spec (A) une variété affine de corps des fonctions K sur
un corps de base k. On prend v une valuation sur K, d’anneau de
valuation R,. Alors A est un sous-anneau de K. Le théoréme d’unifor-
misation locale dit que A s’injecte dans un sous-anneau local régulier
A’ essentiellement de type fini sur k et dominé par R,.

Notre travail ici consiste en fait a monomialiser des éléments d’un
anneau local régulier essentiellement de type fini. Mais, quel est donc
le rapport avec 'uniformisation locale ?
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Soit k£ un corps de caractéristique nulle et f un polynéme en n va-
riables, irréductible sur k. On sait donc que f € kfuy, ..., u,]. On note
V(f) I'hypersurface associée, qui est réduite. On se place maintenant
dans un point k-rationnel de V' (f), c’est-a-dire un point dont le corps
résiduel est k.

Quitte a effectuer une translation, on peut supposer que I'hyper-
surface admet une singularité en 1’origine, et on pose

R:=k [U1, ce 7un](u1,...,un) )

C’est un anneau local régulier essentiellement de type fini, de systéme
régulier de parametres u = (uq, ..., uy,), et 'on considere A := (%.

On sait que R — A, et comme f est irréductible, A est integre, donc
on peut le plonger dans son corps des fractions K. L’anneau A étant un
anneau local, d’apres le lemme de Zorn, il est dominé birationnellement
par un anneau local maximal pour la relation de domination, donc
par un anneau de valuation (voir Proposition 1.2.14). On a donc une
valuation vy de K centrée dans A. En composant cette valuation avec
la valuation f-adique, on obtient une valuation v centrée en R (dans
son idéal maximal). C’est cette valuation, spécifiée d’avance, que nous
gardons tout le long de I'uniformisation locale.

On a vu qu’un éclatement était une application entre variétés. Dans
le cas des variétés affines de corps des fonctions K, c¢’est-a-dire dans
le cas qui nous intéresse ici, cela revient a avoir une application entre
sous-anneaux de K.

Supposons donc que 'on arrive a construire une suite d’éclatements

(R,u) = (R, u' = (uf,...u)))

telle que f soit un mondme un ', autrement dit telle que la transformée
totale de f soit un monoéme en u’. On a alors que la transformée totale

n .
de f s’écrit vu'®, avec v une unité de R, et v'* = T (u})™.
i=1
La transformée stricte d'un élément irréductible étant soit vide soit
irréductible, mettons le cas vide de coté pour l'instant, et ainsi la trans-
formée stricte de f est irréductible. Quitte a renuméroter, on peut donc
considérer que la transformée stricte de f est ul,, et le diviseur excep-
. o3 . o e e . . ’ .
tionnel %, qui n’est pas divisible par u,,. Ainsi la transformée stricte
n
. . / .
de f est lisse, autrement dit le centre de vy dans A" = (5,) est lisse.
n
Quitte & localiser, on peut supposer A’ local et ainsi on a bien une
injection de A dans un anneau local régulier A" dominé par R, : on a

donc démontré 'uniformisation locale.
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On a méme ici quelque chose de plus fort. On sait que la transformée
totale est, en tout point, donnée par un produit d’éléments d’'un sys-
teme régulier de parametres en ce point. On dit alors que la transformée
totale est a croisements normaux simples. On appelle cela I'uniformi-
sation locale plongée. C’est ce théoreme que nous allons redémontrer
ici.

Si f n’est plus un polyndéme mais un ensemble d’équations, disons
(f1,--., fr), toujours dans k [ug, . .., u,], alors on regarde tout d’abord
une seule équation, disons f;, on désingularise sa transformée stricte
par R — R/, puis on se place dans % et on recommence avec une

1

équation de moins dans un anneau ambient qui est maintenant de di-
mension n — 1.

Et dans cette thése 7

L’uniformisation locale a déja été démontrée, mais la preuve appor-
tée ici est nouvelle et riche de deux choses : tout d’abord, nous mono-
mialisons tous les éléments de R avec la méme suite d’éclatements, et
de plus, cette suite est explicite et nous connaissons les coordonnées
pas a pas, c¢’est 'objectif des Théoremes 3.5.1 et 3.5.2.

En effet, nous allons partir d’'un anneau local régulier essentielle-
ment de type fini R, et d’une valuation centrée en R. Grace a cette
valuation, nous créerons ensuite une suite d’éclatements explicites qui
monomialisera tous les éléments de R. Un autre avantage de la preuve
proposée est que dans le cadre essentiellement de type fini, nous dé-
montrons 'uniformisation locale simultanée et plongée quelle que soit
la valuation centrée dans l’anneau, nous n’imposons aucune condition
sur le rang, par exemple. Nous expliquerons cela plus en détail dans la
suite de cette introduction.

Dans la section 1.2 de ce travail, nous donnons quelques prélimi-
naires, en particulier sur la théorie des valuations, dont nous avons déja
vu 'importance. Ensuite nous passons au deuxieme Chapitre, qui traite
des polynomes clefs, notion essentielle dans cette these et intimement
liée a la théorie des valuations, et concerne les sections 2.1, 2.2 et 2.3.

Dans la section 2.1, nous rappelons la notion de polynome clef de
Vaquié, introduite par Mac Lane et Vaquié, et nous donnons quelques
propriétés utiles sur ces polynomes.
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Les polynomes clefs

La section 2.2 est plus inédite, nous donnons une nouvelle définition
des polynomes clefs due a Spivakovsky et introduite pour la premiere

fois dans ([23] et [11]). On prend K un corps, v une valuation sur K et

on note 9 := éaa—;b la dérivée formelle de I'ordre b. Pour tout polynome

P € K[X], on pose

e (P) = max

{ v (P) S (9P) } |

DEFINITION. Soit () € K[X] unitaire. Le polynome @ est un poly-
nome clef pour v si pour tout polynéme P € K[X], I'on a :

e (P) > €,(Q) = degx(P) > degx(Q).

L’intérét de cette nouvelle définition est surtout la notion de po-
lynomes clefs successeurs immédiats, qui sera essentielle dans notre
preuve d’uniformisation locale. Soient (); et ()3 deux polynémes clefs.

DEFINITION. On dit que Qo est un successeur immédiat de Q; et
I'on note (7 < Q2 si €(Q1) < €(Q2) et si Qo est de degré minimal pour
cette propriété.

On note Mg, I'ensemble des polynomes clefs successeurs immédiats
de )1, et 'on suppose qu’ils sont tous de méme degré que ;.

DEFINITION. On suppose que € (Mg,) n’a pas d’élément maximal
et qu’il existe un polyndme clef Q)" tel que €(Q') > €(Mg,). On appelle
polynome clef successeur immédiat limite de ()1 tout polynéme @)o de
degré minimal vérifiant cette propriété, et I'on note ()7 <jm Q2.

Ecrivons Q5 selon les puissances de @y, autrement dit écrivons Qg =

S .
> ¢;Q%, ou les ¢; sont des polynomes de degrés strictement inférieurs a
i=0

celui de Q1. Nous appelons cela le Q1-développement de ()2, et verrons
cela en détail dans la définition 2.1.11.

Un résultat essentiel de cette these, et le seul qui utilise I’hypothése
de caractéristique nulle, est le Théoreme 2.2.35 qui dit que si

Ql <lim QZ:

alors :

max {z € {0,...,s} tels que v (quQ = min {I/ (qﬂ){)}} =1

0<j<s

Autrement dit, dans le cadre d’un polynéme clef ()5 successeur im-
médiat limite de ()1, nous regardons les termes de son ()1-développement
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qui minimisent la valuation, et ces termes sont exactement les termes
de degrés 0 et 1.

Tout ce qui découle de ce résultat utilise donc également I’hypothese
de caractéristique nulle.

Puisque nous avons deux notions distinctes de polyndmes clefs, il est
naturel de se demander quel est le lien entre ces deux définitions. C’est
I'objet de la section 2.3 ainsi que d'un article co-écrit avec Wael Mah-
boub et Mark Spivakovsky, intitulé Abstract key polynomials and com-
parison theorems with the key polynomials of Mac Lane-Vaquié ([11])
et soumis pour publication.

Nous commencons par prendre un polynome clef () de la section 2.2,
et nous cherchons a savoir pour quelle-s valuation-s est-il un polynéme
clef de Vaquié. La réponse est simple : pour la valuation tronquée v,
que nous définissons dans la section 2.2 également. Puis nous prenons
deux polynomes clefs successeurs immédiats ()1 < )2 et remarquons
qu’alors, ()2 est un polyndme clef de Vaquié pour la valuation vq,.

Et dans l'autre sens? Si nous prenons un polynome clef de Vaquié
(@ pour une valuation v, existe-t-il une valuation, ou plusieurs, pour
lesquelles @@ est un polyndéme clef ?

La réponse est oui, il en existe méme beaucoup : une infinité. Le po-
lyndéme @ sera un polynome clef pour toutes les valuations augmentées
de v.

Dans la suite du manuscrit, nous nous intéressons en détail a la mo-
nomialisation des éléments d’'un anneau local régulier essentiellement
de type fini : c’est 'objet du Chapitre 3.
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Non dégénérescence et monomialisation.

Nous allons ici donner l'idée de la preuve que nous présentons.
Commencgons par considérer R un anneau local régulier essentielle-
ment de type fini sur un corps k de caractéristique nulle. On choisit
u = (uy,...,u,) un systeme régulier de parametres de R.

Tout d’abord, un ingrédient tres important est la non dégénéres-
cence. On dit qu’un élément f de R est non dégénéré par rapport a u
si 'on peut trouver un idéal N de R, monomial par rapport a u, donc
engendré par des monomes en u, tel que f minimise la valuation sur
N. Autrement dit, tel que v (f) = I;él]{[l {v(z)}.

La section 3.2 consiste a monomialiser tous les éléments qui sont
non dégénérés par rapport a un systeme de parametres de R. Donc
si un élément f de R est non dégénéré par rapport a un systeme de
parametres régulier de R, on construit une suite d’éclatements

(Ryu) — -+ — (R, u)

telle que la transformée stricte de f dans R’ est un monoéme en u/'.
Tout élément f de R n’est bien stir pas non dégénéré par rapport
a u, mais serait-il possible de trouver une suite d’éclatements

(Ryu) = --- — (Tt)

telle que f soit non dégénéré par rapport a t? Si c¢’était le cas, alors,
apres une nouvelle suite d’éclatements, nous monomialiserions f.

Faire cela pour chaque élément de R serait tres fastidieux. Ainsi,
nous aimerions trouver une suite d’éclatements (R, u) — --- — (R, u/)
telle que tout élément de R est non dégénéré par rapport a u'. C’est
un peu ambitieux, donc nous allons faire quelque chose de plus subtil :
nous allons trouver une suite d’éclatements infinie

(R, u) — (Rl,u(l)) NN <Ri,u(i)) o

telle que pour tout élément f de R, il existe i tel que f est non dégénéré
par rapport a u(?.

C’est la qu’interviennent les polynomes clefs.

Nous allons, dans la section 3.3, construire, sous certaines condi-
tions, dont nous reparlerons par la suite, une suite particuliere de po-
lyndmes clefs (Q;), telle que tout élément f de R est non dégénéré par
rapport a un ();, autrement dit telle que :

Vf e R, Jitel que v (f) =g, (f).

La construction de la suite des (Q;), se fait pas a pas. Cette suite est
particuliere dans le sens suivant : pour tout indice ¢, le polynéme Q; 1
est un successeur immédiat ou un successeur immédiat limite de );, et
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de plus, la suite (e (Q);)), est cofinale dans € (A), ot A désigne I'ensemble
des polyndmes clefs de l'extension k (uy, ..., up_1) (uy).

Autrement dit, on a :

Vi, Qi < Qi1 ou Q; <jim Qit1,
VQ € A Ji tel que €(Q;) > €(Q).

Supposons maintenant que nous arrivions a construire une suite
d’éclatements

(R,u) — -+ — (Rj,u(j)> .

telle que tous nos polynomes clefs (); fassent partie d’un systeme régu-
lier de parametres. Autrement dit telle que

Vi, 34, k tel que QM = ),

ou Q?ﬁ“’j est la transformée stricte de (); dans 'anneau R;. Alors tout
élément f de R qui était non dégénéré par rapport a (; serait non
dégénéré par rapport au systeme régulier de parametres u), et donc
serait monomialisable.

Il faut donc construire une suite d’éclatements qui monomialise tous
les polynomes clefs @);. C’est 'objectif de la section 3.4.

Plus précisément, dans cette section, nous verrons qu’il nous faut a
nouveau étre plus subtil : la notion de polynome clef ne se transmettant
pas par éclatement, la bonne notion a utiliser est celle d’élément clef.
Soit (Q;, @i+1) un couple de successeurs immédiats (éventuellement
limites) de la suite pré-construite.

On écrit Q41 = i qugf avec les g; tous de degré strictement infé-

§=0
rieur a celui de @;. Alors on associe a ;41 un élément clef Q7 en lui
rajoutant des unités :

S .
DEFINITION. L’élément Q) , = 'Zo a;q;Q} ol a; est une unité est
J:
appelé élément clef associé au polynome clef ;1.

De fait, on a une notion d’éléments clefs successeurs immédiats
(éventuellement limites).

DEFINITION. Soient P et Pj deux éléments clefs. On dit que P;
et P, sont des éléments clefs successeurs immédiats (respectivement li-
mites), si leurs polynomes clefs associés respectifs P; et P, sont tels que
P, est un polyndme clef successeur immédiat (respectivement limite)

dePl.
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Apres éclatements, nous verrons que les polynomes clefs successeurs
immédiats (respectivement limites) deviennent des éléments clefs suc-
cesseurs immédiats (respectivement limites), et ce sont ces éléments
clefs que nous monomialiserons.

Ainsi nous créerons une suite locale

(Ryu) 8 ... ™5 (stu(s)) LEU

qui monomialise tous les polynomes clefs de la suite. Plus précisé-
ment, pour tout indice ¢, il existera un indice s; tel que dans R,,, Q);
est un mondme en u*) multiplié par une unité de Rj,.

Dans la section 3.5, nous montrons que de fait, tout élément de R est
monomialisable. Comme nous avons vu au début de cette introduction,
cela revient a démontrer I'uniformisation locale plongée.

Donc dans le cas d’anneaux locaux réguliers essentiellement de type
fini, quel que soit le rang de la valuation, nous avons démontré 1'unifor-
misation locale plongée en utilisant une seule suite d’éclatements pour
tous les éléments de I'anneau, et en explicitant chaque éclatement et
donc chaque systeme de coordonnées.

Cadre plus général

Nous aimerions maintenant nous placer dans un cadre plus général
que les anneaux locaux essentiellement de type fini, quitte a donner
des restrictions sur le rang de la valuation. Quel serait donc le cadre
adéquat ? Autrement dit, quel est le cadre « maximal » que I'on peut
espérer 7 Il faut donc trouver les restrictions minimales que nous devont
imposer a nos anneaux pour avoir une chance que le théoreme soit vrai.

Soit R un anneau local noethérien équicaractéristique. On aimerait
pouvoir résoudre les singularités de R. Le théoreme de structure de
Cohen dit que le complété de R est un quotient d’un anneau de séries
formelles. Ainsi nous aimerions pouvoir travailler sur le complété de
R plutét que sur R. Mais pour cela, il faut que 'anneau ait un bon
comportement par complétion. Autrement dit, il ne faut pas ajouter
de singularité lorsque nous faisons l'opération de complétion, et il faut
pouvoir s’assurer que si R est normal, son complété 'est aussi. Imagi-
nons que le lieu régulier de R soit ouvert, donc que son lieu singulier
soit fermé. Rien n’indique qu’en complétant, le lieu singulier ne de-
vienne pas dense, et alors cela serait totalement illusoire que de penser
pouvoir désingulariser. Les anneaux qui vérifient toutes ces propriétés
sont les anneaux quasi-excellents. Ils sont donc la base pour pouvoir
espérer avoir une uniformisation locale.
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On se place donc dans le cadre des anneaux locaux integres quasi-
excellents. Soit R un tel anneau. Le but du Chapitre 4 est de démontrer
I'uniformisation locale plongée (et simultanée dans le sens évoqué ci-
dessus) de R. Cette fois, R n’étant pas essentiellement de type fini, la
preuve précédente ne fonctionne plus, et il faut donc étre plus subtil.
La notion essentielle de ce chapitre, et celle qui va nous aider a démon-
trer I'uniformisation locale dans ce cadre, est la notion d’idéal premier
implicite.

On considere v une valuation du corps des fractions de R centrée
en R. On appelle idéal premier implicite de R associé a v 'idéal de R
défini par :

H:= () BR
pev(R\{0})
ou Ps := {f € R tel que v (f) > }. Cet idéal satisfait les propriétés
suivantes :

()HﬂR—{@,
2

(2) R~ £
(3) H € Spec (R) si la valuation v est de rang 1,
(4)

4) La valuation v s’étend de maniere unique en une valuation

R

7> @ nouveau si la valuation v est de rang

unlque U centrée en
L,

(5) L’anneau Ry est régulier.

Mais en quoi cela est-il si essentiel 7 Puisque l'on a vu que désingulariser
R revenait a désingulariser R, il suffit de résoudre les singularités de R.
Or dans le quatrieme chapitre de cette these, nous montrons également
que pour désingulariser ]?i, il suffit de désingulariser Ry et (& une suite
it
par H, il suffira de desmgularlser , et c’est 'objet du Théoreme 4.4.2.

Comme nous 'avons fait precedemment on considere f une hyper-
surface et on compose notre valuation v de rang 1 avec la valuation
f-adique. On obtient donc I'uniformisation locale plongée simultanée
des anneaux locaux integres quasi-excellents munis de valuations soit
de rang 1, soit de rang 2 mais composées d'une valuation discrete.

supplémentaire d’éclatements prés) ainsi d’apres le point 5 vérifié
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1.2. Préliminaires.

1.2.1. Généralités sur les valuations et exemples. Soient R
un anneau commutatif unitaire integre, K un corps commutatif et "
un groupe abélien totalement ordonné. On note I'y, := I' U {+00}.

DEFINITION 1.2.1. Une valuation de R est une application
v:R—T4
qui vérifie les trois conditions suivantes :
(1) Vo € R, v(z) = +00 & x = 0,
(2) V(z,y) € R, v(zy) = v (z) +v(y),
(3) V(z,y) € R*, v(z +y) >min{v(z),v(y)}.
REMARQUE 1.2.2. Soit R = K un corps. D’apres le deuxiéme point
de la définition, v est un morphisme de groupes de (K*, x) dans (I", +).

I1 vient que v (K*) est un sous-groupe de I', appelé le groupe des valeurs
de v.

ExEMPLE 1.2.3. Donnons les premiers exemples classiques de va-
luations.

(1) La valuation triviale. Soit v: R — D'y telle que v(z) = 0
pour tout z € R*. C’est bien une valuation de R, appelée la
valuation triviale.

(2) La valuation discréte. Supposons ici I' = Z, muni de 'addi-
tion. Alors toute valuation v: R — Z., est appelée valuation
discrete. La valuation triviale est donc un cas particulier de
valuation discréete.

(3) La valuation p-adique. Soit v,: Z — Z U {oo} I'application
telle que

(n) = 00 sin=20
VA= max{kENtelquepk\n} sinon.

C’est une valuation appelée la valuation p-adique sur Z et elle
se prolonge de maniere unique sur son corps des fractions Q.

REMARQUE 1.2.4. A toute valuation v: R — R, on peut associer
une valeur absolue ultramétrique. En effet, soit p € |0, 1[, on définit la
valeur absolue ultramétrique |.|, associée a p de la maniere suivante :

Vo € R, |z|, = p"@.
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ProproOSITION 1.2.5. Soit v: R — ' une valuation. Nous avons
alors les propriétés suivantes :

(1) v(1) =v(=1) =0,
(2) Yx € R, v(z) = v(—2x),
(3) ¥ (x,y) € R?, v(z—y) > min{v (z),v(y)},
(4) ¥V (z,y) € R?, on a
viz) #v(y) =v(e+y) =v(r—y)=min{v(z),v(y)},
(5) 1l existe une unique valuation v sur Frac(R) qui prolonge v.
Elle vérifie v (£) = v (z) = v (y).
DEMONSTRATION. Soit (x,y) € R?.

(1) Onav(l)=v(1x1) =v(1)+v(l), donc v (1) = 0. Puis
v(1) =v((=1) x (1) =v(=1) +v(-1)
Il vient v (—1) = —v (—1), cest-a-dire v (—1) = v (1) = 0.

(2) v(—2) = v ((~1) x 2) = v (~1) + v (2) = 0+ v (2) = v (2).

B) v(z—y) = v(r+(-y) = min{v(z),v(-y)}. Dapres le
point précédent, v (—y) = v (y) et 'on a le résultat.

(4) Supposons v (z) < v (y). On a :
v(r)=v((z+y)—y) = min{v(z+y),v(-y)}
= min{v(z+y),v(y)}.
Nous avons supposé que v(z) < v (y), donc
v(z) Zmin{v(z+y),vy)}=vz+y).

Or par définition, v (z +y) > min{v (z),v(y)} = v(z). Il
vient v(z) > v (z +y) > v(x), d’ou I'égalité.

(5) Soit 7: Frac(R) — I's telle que V¥ € Frac(R),
=z
vl=]=v(z)—rvy).
(2)=v -
Nous avons v (%) =400 < v(zr) — v (y) = +oo. Puis
T
D() =400 e v(r) =+o0
Y
car y € R* := R\ {0}. Il vient ﬁ(%) =+o00 & 7 =0.
Soit maintenant (5, %) € Frac(R)%.
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Alors

I
A
—
8
S
~—
|
<
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=
~

Et enfin

C’est-a-dire que :

+ %) > min{v(z)+v(b),v(a)+
= min {v (z) — v (y),

comme attendu.

L’application 7 est donc bien une valuation. D’apres le premier

point de la proposition, on a 7, = v, la valuation 7 prolonge

donc bien v.

Soit p une autre valuation sur Frac(R) qui prolonge v. On a

u(l) = (%) =/ (l‘%) =p(z)+p (%) = 0. Donc pour tout
r€R, 1 (%) = —u(x).

Il vient p (i) =p(x)+p G) =px)—ply) =v (g), et I'on
a bien 'unicité.

O

ExXEMPLE 1.2.6. Nous donnons ici d’autres exemples classiques de
valuations.

(1)

L’ordre d’annulation d'un polynéme. On considere 'anneau
K[ X] des polynémes en une indéterminée X a coefficients dans
le corps commutatif K, et on choisit a € K.

On définit v,: K[X] — Z de la maniere suivante : a tout
polynome P, on associe la multiplicité de la racine a dans P,
qui est nulle si a n’est pas racine de P et qui est infinie si P
est nul. Autrement dit, si P est non nul, on pose

Vo (P) := max {m € N tel que (X —a)™ | P}.
Cette valuation s’étend de fagon unique au corps des fractions
K (X).
L’opposé du degré. Les notations sont les mémes que dans
I'exemple précédent. On définit v, : K[X]| — Z. telle que

pour tout polynéme P, vy (P) = —degy (P). On peut encore
étendre cette valuation de maniére unique a K (X).
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(3) Ordre d’une fonction méromorphe. Soient U un ouvert connexe
non vide de C et a € U. L’application qui a toute fonction
méromorphe associe son ordre au point a est une valuation
sur le corps des fonctions méromorphes sur U.

1.2.2. Anneaux de valuations. On considere maintenant K un
corps commutatif muni d’'une valuation v, de groupe des valeurs I'.

DEFINITION 1.2.7. Les éléments de K de valuation positive ou nulle
forment un sous-anneau de K appelé l'anneau de valuation de v. On
le note R,,.

REMARQUE 1.2.8. Le corps des fractions de R, est K.

PRrROPOSITION 1.2.9. L’anneau R, est un anneau local d’idéal mazxi-
mal
m, := {x € K tel que v(x) > 0}.

DEMONSTRATION. On a vu que pour tout x € K*, v (5) = —v(x),
donc = € R si et seulement si v (z) = 0. Autrement dit :

{xGRytelquex¢R,f}:{xEKtelque v(z) > 0}.

C’est bien un idéal de R,, donc 'anneau R, est un anneau local, d’idéal
maximal

m,,:{azeRl,telquexgéR;}:{xEKtelqueu(a:)>O}.
U

DEFINITION 1.2.10. Le corps k, := n% est appelé le corps résiduel
de v.

Définissons maintenant un anneau de valuation d’un corps.

DEFINITION 1.2.11. Soit R un sous-anneau de K. On dit que R est

un anneau de valuation de K s’il existe une valuation v de K telle que
R=R,.

REMARQUE 1.2.12. Si la valuation v est discrete sans étre triviale,
on dit que R est un anneau de valuation discrete. De maniere équiva-
lente, un anneau de valuation discrete est un anneau local principal qui
n’est pas un corps.

DEFINITION 1.2.13. Soient R; et Ry deux sous-anneaux locaux de
K d’idéaux maximaux respectifs m; et my. On dit que Ry domine Ry
S?:Rl - RQ etm1 :mgﬂRl .

PROPOSITION 1.2.14. Soit (R, m) un sous-anneau local de K. Les
assertions suitvantes sont équivalentes.
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(1) Il existe une valuation v de K telle que R = R,,.
(2)Vx e K\ R, onax ' €R.
(3) K = Frac(R) et sur l’ensemble des idéauz de R, l'ordre défini

par linclusion est total.

(4) (R,m) est un élément mazximal pour la relation de domination
définie ci-dessus.

DEMONSTRATION. Voir [6, Chapitre 6, 1.2]. O

DEFINITION 1.2.15. Deux valuations sur K sont dites équivalentes
si elles ont le méme anneau de valuation.

1.2.3. Rang d’une valuation. On considere toujours K un corps
commutatif muni d’une valuation v, de groupe des valeurs un groupe
totalement ordonné I'.

DEFINITION 1.2.16. Soient A un ensemble inclus dans " et H un
sous-groupe de I'.

(1) L’ensemble A est appelé un segment si pour tout (9,7) € AxT
tel que =0 <y <d,onavyeA.

(2) On dit que H est isolé si c’est un segment.

Maintenant que nous savons ce qu’est un sous-groupe isolé, nous
nous intéressons dans la définition suivante au nombre de sous-groupes
isolés d'un groupe donné.

DEFINITION 1.2.17. On appelle rang de T le cardinal de I’ensemble
de ses sous-groupe isolés.

Il est maintenant possible de définir une notion cruciale dans notre
étude : le rang d’une valuation.

DEFINITION 1.2.18. On appelle rang d’une valuation v le rang de
son groupe des valeurs, et on le note rg(v).

PROPOSITION 1.2.19. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) T est de rang 1.

(2) T est archimédien, c’est-a-dire que pour tout (o, 3) € T'? tel
que a > 0, il existe n € N tel que na > [3.

(3) T est isomorphe a un sous-groupe de (R, +).
DEMONSTRATION. Voir [22, Proposition 1.4.1]. O
REMARQUE 1.2.20. Soit H un sous-groupe isolé de I'. On pose

Iy ={x € R, tel que v(z) ¢ H},
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¢’est un idéal premier de R,,.
On prend

p: {sous-groupes isolés de I'} — {idéaux premiers de R,}

I'application telle que p (H) := Iy pour tout sous-groupe isolé H de I'.
L’application est une bijection, et de fait rg(v) = dim (R,).

DEFINITION 1.2.21. On appelle rang rationnel de v et on note
rgg (v) le rang rationnel de son groupe des ordres, c’est-a-dire la di-
mension du Q-espace vectoriel I' ®7 Q.

REMARQUE 1.2.22.
(1) v est triviale & I'" = {0}.

(2) Le rang rationnel de v est, s'il est fini, le plus grand entier r

tel qu’il existe r éléments de I' linéairement indépendants sur
Z.

PROPOSITION 1.2.23. Soit H un sous-groupe de I'. Alors on a :
(1) rgo (I') =18g (H) +rgg (%)
(2) 1g () =g (H) +rg (%)
DEMONSTRATION. Voir [30, Proposition 3.5]. O
COROLLAIRE 1.2.24. On arg(v) <1gg (V).

1.2.4. Valuations centrées en un anneau local. La notion de
centre d'une valuation est essentielle dans I’étude que nous faisons ici,
et est détaillée par exemple dans [28]. On consideére ici v une valuation
sur un corps K, de groupe des valeurs I'.

DEFINITION 1.2.25. Soit A un sous-anneau de K inclus dans R,,.
Alors le centre de v dans A est I'idéal p de A tel que p = ANm,,.

REMARQUE 1.2.26. Le centre de A est donc I'unique idéal premier
p de A tel que R, domine A;.

PROPOSITION 1.2.27. Soit A un sous-anneau local de K inclus dans
R,. Le centre de v dans A est l'idéal maximal de A si et seulement si

R, domine A.

DEFINITION 1.2.28. Soit A un sous-anneau local de K. On dit que
v est centrée en A si R, domine A.
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REMARQUE 1.2.29. De maniere plus générale, nous pouvons définir
le centre d’une valuation comme suit. Soit X un schéma irréductible
et réduit tel que K est une extension de son corps des fonctions. L’en-
semble Z := {z € X tel que Ox, C R,} est un fermé irréductible (po-
tentiellement vide) du schéma X. On note Zx(v) 'unique point = € X,
quand il existe, tel que Ox , est dominé par R,. Ainsi, par centre de
la valuation v, on peut considérer soit le sous-schéma fermé integre 7,
soit le point générique x de ce schéma.

ExEMPLE 1.2.30. Regardons quelques exemples de centres de va-

luations.

(1)
(2)

Le premier exemple est de voir que toute valuation est centrée
dans son anneau de valuation.

On se place dans le cas de la remarque 1.2.29. Eclatons un
point x de X et considérons la variété Y obtenue, ainsi qu’une
composante irréductible F du diviseur exceptionnel telle que
Oy, est régulier. L’anneau Oy, g est un anneau local principal
qui n’est pas un corps, c¢’est donc un anneau de valuation dis-
crete, dont le générateur de I'idéal maximal ¢ est une équation
locale de E dans Y. Toute fonction rationnelle f sur Y s’écrit
donc dans le corps des fractions de Oy, g sous la forme at™, avec
m € Z et a € Oy . On considere la valuation « ordre d’an-
nulation le long de E », c’est-a-dire la valuation qui a toute
fonction rationnelle f sur Y associe le m correspondant. Dans
la variété Y, le centre de la valuation est F, et dans X, le
centre est le point z.

Soient k un corps et K = k(z,y) une extension transcendante
pure de degré 2 de k. On prend I' = Z? muni de l'ordre lexico-
graphique. Soit v: K* — I la valuation telle que v(x) = (1,0),
v(y) = (0,1) et v(a) = 0 pour tout a € k*. Remarquons tout
d’abord que cela suffit a déterminer v : soit f € K>, on a
f =3 aapr®y? avec anp € k non tous nuls.

«,

Alors v (f) >  min {y (aayﬁxay%} = min {(o,0)}.
a, @, B
G, 7£ 0 Q.8 7é 0

Comme ce minimum est atteint de maniere unique, nous avons
égalité.

Montrons que v est centrée sur k [z, y] (@)

aaﬂﬁx“yﬁ

Soit f € k[z,y|,,. Alors f = & avec by # 0.

Z b5,7$6y7 ’
8,7>0
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On a
v(f) = V(Z Ao BT y6>—u< me?ﬂ)
a,>0 5,7>0
= min B)} — (0,
a?
a'oc,ﬁyfo
= min  {(a, 8)}
a,>0
G, 40
> (0,0)

Comme nous avons également v ((x,y)) > (0,0), il vient que
la valuation v est centrée en k [z, y], .

DEFINITION 1.2.31. Soit v une valuation centrée en un anneau local
R. On dit que v est archimédienne si v (R \ {0}) est un semi-groupe
archimédien. Autrement dit, si pour tout (a, 8) € v (R \ {0})° tel que
a > 0, il existe n € N tel que na > 3.

1.2.5. Valuations composées et monomiales. Soit H un sous-
groupe isolé de I". On rappelle que Iy := {z € R, tel que v(z) ¢ H}
est un idéal premier de R,. Alors (R,) 1., €St un anneau de valuation de
K : en effet, on utilise le point 4 de la Proposition 1.2.14 et le fait que
I'ensemble des idéaux de (R,);, est totalement ordonné par I'inclusion,

puisque celui de R, 'est. De méme, ?V est un anneau de valuation de
(Rv)p,, (3 )iy

]H(RU)IH IH(RV)IH

et n la valuation de K de groupe des valeurs % qui a pour anneau de

valuation (R,); . On arg(v) =rg(u) +rg(n).

Réciproquement, soient 7 une valuation de K d’anneau de valua-
tion I'anneau local (R,,m,,k,) et 1 une valuation de k, d’anneau de
valuation l'anneau local (R,,m,,k,). On prend ¢: R, — k, la sur-
jection canonique. Alors ¢! (R,) est un anneau de valuation. L’idéal
¢~ (m,) est un idéal premier propre de R, contenu strictement dans
m,, qui est donc de la forme Iy avec H un sous-groupe isolé de I'.

. On note p la valuation de de groupe des valeurs H

DEFINITION 1.2.32. La valuation v telle que R, = ¢ ' (R,) est
appelée valuation composée de p et n et se note v =no pu.

REMARQUE 1.2.33. Soit v une valuation de K centrée en un anneau
integre local R, de corps des fractions K. On sait que R < R,. Donc il
existe p € Spec (R,) \ {0,m,} tel que p N R est le centre de n dans R.

La valuation 7 est donc une valuation de K centrée dans Ryng, ainsi

la restriction de p a Frac (p ) C k, est une valuation centrée en pm%
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EXEMPLE 1.2.34. On se place a nouveau dans ’exemple 3 de 1.2.30.
Comme T' = Z2, ses sous-groupes isolés sont (0) € (0) @ Z C Z2, et
il est donc de rang 2. Tel est donc le cas également de v. On prend
H=(0)®Z.Ona:

Iy = {f € R, tel que v(x) ¢ H}
= {f€eR, tel quev(f)¢ (0)DZ}
= (:lry'g sen”

Alors 7 est la valuation discrete de rang 1 de K d’anneau de valuation
R, ~k(y) ]
( )(zyﬁ)ﬁez (W) [ ](z)

et p est la valuation discrete de rang 1 de k (y) d’anneau de valuation

R, _[PQy) avec ~
) {cxy) @7 O} =l

La notion de valuation monomiale est centrale dans I’étude que nous
allons faire. Une valuation monomiale est une valuation « gentille » :
pour une valuation quelconque, les seuls éléments dont les valeurs sont
difficiles a calculer sont les sommes, puisque nous n’avons pas de for-
mule numérique pour les calculer, ce n’est plus le cas lors de valuations
monomiales. En effet, si on est en présence d’une valuation monomiale,
la valeur d’'une somme de monomes est non pas supérieure ou égale au
minimum des valeurs mais bien égale a ce minimum. Nous allons don-
ner maintenant une définition plus générale du concept de valuation
monomiale.

Considérons (R, m, u) un anneau local régulier, avec u = (uq, . .., uy,)
un systeme régulier de parametres. Soient I' un groupe totalement or-
donné et B, < --- < B, des éléments positifs de T, ils seront par la
suite les valeurs des u; de notre valuation monomiale.

On note I'g := Nj; +-- - +Nf3,, et on prend o € I'5. On définit F%U

n
comme 'ensemble des vecteurs (xy,...,z,) tels que Y x;06; > o.
i=1

On pose maintenant I, I'idéal de R engendré par tous les monomes

n
: >
u® = [l v", a = (ai,...,q,) parcourant I'5” (on aura donc que I,
i=1

7 )
est engendré par tous les monomes de plus grande valeur que o, on
prend donc également Iy = R, pour que R soit par la suite 'anneau de
valuation).
L’ensemble [ := {[a}aerﬂ est ainsi totalement ordonné par l'inclu-
sion.
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On prend maintenant f € R* et on considere
I'(f)=={celstelque f €1,}.

PROPOSITION 1.2.35. L’ensemble I' (f) := {o € I's tel que f € I,}
a un élément mazrimal.

DEMONSTRATION. Les idéaux I, sont caracterisés par la propriété
suivante.

n n
Soient deux monomes u® et u” tels que u® € I, et Y. a;8; < > Vil
i=1 i=1

Alors uY € I,.

En particulier, I'intersection de toute collection d’éléments de I est
un élément de I.

De fait, I'intersection des idéaux monomiaux I,, qui contiennent f
est un élément I, de I, ou o est le maximum des o;. C’est le plus petit
idéal monomial qui contient f, et ainsi ¢ = max ' (f). O

THEOREME 1.2.36. Il existe une unique valuation v centrée sur R
telle que

v(u;) = B
pour tout i € {1,...,n} et telle que Vf € R*,

v (f) = max {o € T (f)}.

DEMONSTRATION. Montrons déja que la formule donnée coincide

bien sur les u;. On le montre pour u;. On a
I'(uy) = {o €T's tel que uy € I, }.

Mais uy € I, = o € {0,6:}. De fait I' (uy) = {0, 51}. Comme on a
supposé que les (3; étaient positifs, il vient v (u1) = f;.

De la méme maniere, u; € I3, mais u; ¢ I, pour tout o > ;. Donc
v(u) = B;.

Si la valuation existe, I'unicité découle de sa définition méme. Reste
a montrer que l'application définie ci-dessus est bien une valuation.

Il faut donc montrer que pour tout (f,g) € R?, on a

v(fg)=v(f)+v(g)
et
v(f+g)>min{v(f),v(g)}.

Si I'un des deux est nul, c’est trivial. Nous pouvons donc supposer f et
g non nuls. De fait

v(f)=max{oc eI (f)} =max{o €T'stel que f € I,}

et v(g) = max{0 € ztelque g€ Is}. Si f € I, et g € Is, alors
fg € 1,15 et comme u est un systeme régulier de parametres de R,
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on a bien v (f)+v(g) = v(fg). De méme, si f € I, et g € I5, on a
f+g¢€ Imin{g’g}. En particulier f + g € [min{y(f)ﬂ,(g)}.

Ainsi v (f +g) = min{v (f),v (9)}. O
DEFINITION 1.2.37. La valuation du Théoréme 1.2.36 est appelée
valuation monomiale de R associée a u et ([31,...,5,) et est notée v,.

Donnons maintenant une définition plus générale de valuation mo-
nomiale.

DEFINITION 1.2.38. Une valuation v centrée en R de groupe des
valeurs I' est dite monomiale respectivement a u s’il existe (1, ..., 0,
des éléments positifs de I tels que pour tout f € R*,

v(f) = max {o € I'(f)}
= max{oc € NG +---+Ng, tel que f € I,}.

REMARQUE 1.2.39. Cette définition coincide bien avec I’explication
donnée au préalable : en effet nous avons vu dans la preuve du Théo-
reme 1.2.36 que la valuation d’une somme de mondmes a supports
disjoints était égale au minimum des valuations de ses termes.

ExEMPLE 1.2.40. La valuation donnée dans I’exemple numéro 3 de
1.2.30 est monomiale.

1.2.6. Algebre graduée associée a une valuation. Soient K
un corps muni dune valuation v de groupe des valeurs I' et R un sous-
anneau de K tel que pour tout z € R, on ait v (z) > 0. Une notion
qui aura une importance capitale dans cette these est celle d’algebre
graduée associée a une valuation. On considere ainsi les idéaux de R
suivants, pour a € I':

P, = {x € R tel que v(x) > a}

Po+ :={x € R tel que v(z) > a}

DEFINITION 1.2.41. L’algébre

gr, (R) =P

ael

Pa
Pa-

est appelée l'algebre graduée associée a la valuation v. C’est un anneau
integre, et pour tout élément x € R, son image naturelle dans le quo-
v(x)

tient % C gr, (R) est appelée la forme initiale de x respectivement

a v. C’est un élément homogene de gr, (R) de degré v(z), que I'on note
in, ().
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Soient maintenant (R, m, k) un anneau local de corps des fractions
K et v une valuation de K centrée en R de groupe des valeurs I'. On
dénote par (R,,m,, k,) 'anneau de valuation de v et 1'on considere les
sous-R,-modules de K suivants :

Po = {z € K, tel que v(x) > a}

P+ :={x € K tel que v(z) > a}

DEFINITION 1.2.42. On définit ainsi

Pa
Gr=Dp

acl

et on considere a nouveau 'image naturelle de x € K dans G,. Nous
noterons encore cette image in, (x) et comme gr, (R) est une sous-
algebre graduée de G, cela est bien défini.

PROPOSITION 1.2.43. Soient v = 3 x; € K, avec x; € K pour tout

indice 1, et a = in {v(x;)}.

On pose V = {i € {1,...,r} tel que v(z;) = a}. Alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) v(z) > a.
(2) > in,(z;) =0

eV
DEMONSTRATION. On a :
> iny(xi) =0 & Yox; € Pt

eV eV
S vl dXx >a
iV
T
& v (Z xz> > q.
i=1
Ce qui démontre bien la proposition. O

1.2.7. Algebres saturées.

DEFINITION 1.2.44. Soit G une algébre graduée sans diviseur de
zéro. On appelle la saturation de G et on note G* 'algebre graduée :

G = {z, g € G et h un élément homogene non nul de G} .

L’algebre G est saturée si elle est égale a sa saturation.

REMARQUE 1.2.45. Une saturation est toujours saturée.
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PROPOSITION 1.2.46. Soit v une valuation centrée en un anneau
local R. Alors G, = (gr,R)". Ainsi G, est toujours saturée.

Nous verrons par la suite que la notion de saturation sera avant
tout utile dans le cadre d’algebres saturées. En effet, étant égales a leur
saturation, on pourra remplacer tout quotient % ol g est un élément de
G et h un élément homogene non nul de G par un élément f de G. Ainsi
nous pourrons regarder certaines équations non pas dans Frac (G) mais
bien dans G elle-méme.

1.2.8. Prolongement d’une valuation & une extension de
corps. Soit K un corps et L une extension de K. Si p est une valuation
de L, sa restriction v a K est une valuation de K dont le groupe des
ordres I', est un sous-groupe du groupe des ordres I',, de la valuation
. De plus on a que I'anneau de valuation R, de v est égal a R, N K,
ou R, est 'anneau de valuation de p.

REMARQUE 1.2.47. L’anneau R, domine 'anneau R,.

LEMME 1.2.48. [30] Pour toute valuation v de K il existe une va-
luation p de L qui prolonge v.

PROPOSITION 1.2.49. [30] Si L est une extension algébrique de K,
le rang de la valuation p de L est égal au rang de v, sa restriction a
K. De plus, si L est une extension finie de K, alors u est discrete si
et seulement si v [’est aussi.

Etudions un peu plus précisément le cas d’une extension transcen-
dante de K.

On considere ainsi v une valuation de K de groupe des valeurs I',
et un prolongement p a L, extension transcendante de K, de groupe
des valeurs I',. On note (R,,m,,k,) et (R,, m,, k,) les anneaux de
valuations de v et u respectivement.

PRrOPOSITION 1.2.50. [30] On a :

(1) Si T est un groupe totalement ordonné contenant I', et si l'on
considere ( € ' tel que n( € I', = n = 0, alors il existe une
unique valuation v de L = K (X) prolongeant v, a valeurs dans
[ et telle que v (X) = (. Dans ce cas le groupe des ordres de
UestT' =T, +Z( et le corps résiduel de U est k = k,.

(2) 1l existe une unique valuation v' qui prolonge v a L = K (X)
telle que V' (X) = 0 et telle que 'image t de X dans le corps
résiduel k' soit transcendante sur k. Dans ce cas le groupe des
ordres de V' est T lui méme et son corps résiduel est k(t).
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1.2.9. Prolongement d’une valuation au complété d’un an-
neau intégre local. Soient (R, m, k) un anneau local noethérien in-
tegre. On pose K := Frac(R) et on prend v: K — 'y U {400} une
valuation sur K centrée en R. On considére maintenant R la complétion
formelle de R. Rappelons brievement la notion de complétion formelle
d’un anneau local.

FarT 1.2.51. Soit A un anneau local d’idéal mazimal I. Pour tous
entiers n’ > n, on a l'inclusion

" CiIm,
et ainsi les surjections
A A
ho s — = —.
’ In - [n

Le complété formel de A (par rapport a I) est la limite projective
de ces applications, a savoir un anneau, que l’on note A, muni d’ho-
momorphismes f,: A — I% tels que pour tous entiers n' > n, on ait

fn = hn’,n o fn"
L’anneau doit également étre universel pour cette propriété. Autrement
dit, s’il existe un anneau B muni d’homomorphismes g,: B — IA" tels
que pour n' > n, on ait g, = hy, 0 gy, alors il existe un unique
morphisme p: B — A tel que pour tout entier n, on ait g, = fn © .

Nous cherchons a étendre v en une valuation centrée en %, ou H est
un idéal premier de R qui vérifie : HNR = (0). Pour une généralisation,
voir [17].

Supposons que la valuation v est archimédienne. On pose

o :=v(R")

H:= () (PsR).

ped
Pour plus de clarté, regardons un exemple.

et

EXEMPLE 1.2.52. On prend ici 'anneau local R = k [u,v](w). On
a donc R = k [[u, v]], et Pon considére w := u— Y ¢;v" € R, un élément
i>1
transcendant sur k(u,v), avec ¢; € k* pour tout indice 4.
Soient
n : R — k [[t]]
u = Yot
i>1
v = t
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et v la valuation induite par la valuation t-adique de k [[t]] via 7.
Autrement dit, v = pon ou pu: k|[[t]] — Z vérifie, pour toute série
formelle f € k[[t]],

i€z
= 12£ {i tel que f; # 0} .

La valuation v a ainsi pour groupe des valeurs Z, et

o=v(R)=v(R\(0)=N.

p(f) = 1 (Z fiti>

-1 )
Pour tout entier non nul 3, on a Ps := (vﬁ, u— c,-vl>, et donc
i=1
H = N (PsR)
Bed

Comme démontré dans [13], 7.2b, on a 'égalité :

1.2.1 P;RN R = Py pour tout 3 € .
8 RY

En prenant l'intersection sur toutes les valeurs possibles de 8 on
obtient :

HNR = (n (PB}?))mR
ped
= N (PRNR)

Be®

= N PB
ped

— (0).

THEOREME 1.2.53. Soient (R, m, k) un anneau local noethérien in-
tegre, v une valuation archimédienne de son corps des fractions et

H:= (1 (PR).
Bev(R*)
Ona:
(1) L’idéal H est un idéal premier de R.
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(2) La valuation v s’étend de maniére unique en une valuation ¥

R

centrée en -

DEMONSTRATION. Soient x € % \ {0} et T un représentant de x
dans R. On a donc 2 =7 mod H et T ¢ H = ﬁ@@ (ngi). Il vient qu’il
existe un a € ® tel que T ¢ P, R.

FarT 1.2.54. L’ensemble

{B € P tel que f < a}
est fini.

DEMONSTRATION. On montre que ¢ ne contient pas de suite infi-
nie bornée. Supposons par I'absurde que l'on trouve une suite infinie

croissante d’élements a; < g < -+ <y < - -+ dans P, telle que pour
tout indice 7, 'on ait a; < .
On a donc une suite décroissante infinie d’idéaux dans Pﬁ. On va

maintenant montrer qu’en fait Pﬁ est de dimension finie.
Soit 0 := v (m) = minv (P \ {0}). Comme le groupe ® est archimé-
dien, il existe un entier naturel n tel que a < nd, et ainsi m"™ C P,.

On a donc une surjection m—Rn —» Pﬁ, ce qui implique que Pﬁ est de
[e3 [e%
dimension finie puisque m—FfL Iest . O

Il existe donc un unique 5 € ® tel que T € PBE \ P5+R
On définit maintenant 7: £\ {0} — ® en posant ¥ (z) = 3. D’apres
1.2.1,si x € R\ {0}, on obtient 7 (z) = v (z).
Pour tout z,y € £\ {0}, on a
v(r+y) 2 min{w(z),7(y)}
et
v(ry) 20 (x)+7(y).

Pour montrer que 7 est une valuation, il reste a montrer que cette
derniere inégalité est en fait une égalité.

LEMME 1.2.55. Pour tous x,y € (E) , 0N a
xy #0
et

v(ry) =v(x)+v(y).
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DEMONSTRATION. On pose o := U (x) et 3 := U (y), et I'on consi-
dere T et y les représentants respectifs de x et y dans R. Comme
mP, C P,+,ona:

~

ot - Pa++mPa

et la méme chose pour f. Il vient qu'il existe z € P, et w € P3 tels
que z =7 modP,+ R et w =¥ modPs+ R.

Ainsi
(1.2.2) 7y = 2w mod P, 5+ .

Comme v est une valuation, v (zw) = a + .
Ainsi, zw € Poyp \ P, yp+- D'apres (1.2.1) et (1.2.2), on sait que

Ty c Pa-‘rﬁﬁ\P(a-i-,B)Jr‘é'

Or zy # 0 dans £, donc 7y ¢ H et U (zy) = o+ S comme attendu.
O
On vient de voir que % était un anneau integre, donc que H est

bien un idéal premier de R. Le lemme précédent montre aussi comme
annoncé que ¥ est une valuation, centrée en %. Reste a montrer que v
est unique.

Soient donc z, 7, a et z € P, \ P,+ comme dans la preuve du Lemme
1.2.55. Alors on sait qu’il existe uq,...,u, € P,+ et U7,...7, € R

n
tels que T = z + > uw;7;. On prend v; := 7; modH, et ainsi on a
i=1
. R
r=z+4+ Zlulvl dans #.
1=
Ainsi, comme z € P,\ P+, uy,...,u, € P+ et 77,...7, € R, pour
toute extension 7 de v, centrée en £, on a ¥ (z) = a = U (z), ce qui

acheve la preuve.

O

PEFINITION 1.2.56. L’idéal H est appelé [’idéal premier implicite
de R associé a v. S'il y a un risque de confusion, nous noterons H (R, v)
au lieu de H.












Chapitre 2

Polynémes clefs.

La notion de polynoémes clefs a été tout d’abord introduite par
I’américain Saunders Mac Lane en 1936, dans le cas de valuations dis-
cretes de rang 1. Soit K — L une extension de corps et v une valuation
sur K. La premiere motivation pour introduire les polynomes clefs était
de décrire toutes les extensions de v au corps L. Soit donc p une va-
luation qui étend v a L. Dans le cas ou v est de rang 1 et ou L est
une extension algébrique monogene de K, Mac Lane a créé la notion
de polynéme clef pour p ainsi que la notion de valuations augmentées.
Il a prouvé entre autres que p est obtenue comme limite d’'une famille
de valuations augmentées sur 'anneau K[z]. Michel Vaquié a étendu
cette définition au cas de corps valués arbitraires K, c¢’est-a-dire sans
supposer que la valuation v est discrete. Une différence capitale avec
le cas traité par Mac Lane est la présence de polynémes clefs limites.
L’approche de Mac Lane et Vaquié est axiomatique, dans le sens que
les polyndémes clefs sont définis en termes de propriétés abstraites liées
a la valuation et non par des formules explicites.

Plus récemment, la notion de polynémes clefs a été utilisé par Spi-
vakovsky sur le probleme de I'uniformisation locale, probléeme sur lequel
nous reviendrons dans la suite de ce manuscrit. Spivakovsky a ainsi créé
une nouvelle définition des polynomes clefs.

Il était donc naturel de s’intéresser au lien entre ces deux notions,
et les résultats principaux énoncés et démontrés dans la section 2.3 font
I’objet d'un article soumis pour publication.

2.1. Polyndémes clefs de Mac Lane-Vaquié.

2.1.1. Généralités et premieres propriétés. Nous rappelons
tout d’abord la notion de polynéme clef, introduite par Mac Lane dans
[21] puis généralisé par Michel Vaquié dans [29]. On prend K un corps
muni d’une valuation p de groupe des valeurs I, et on considere

K — K(x)

une extension transcendante pure de K munie d'une valuation v qui
prolonge u & K(z). On note toujours v la restriction de v a Klx].

49
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DEFINITION 2.1.1. Soit (f,g) € K [z]*. On dit que f et g sont
v-équivalents et on note f ~, g siin, (f) = in, (g).

PROPOSITION 2.1.2. Soit (f,g) € K [z]*. Alors
frvgev(f—g9) >v(f)=v(g).
DEMONSTRATION. Découle de 1.2.43. O

DEFINITION 2.1.3. Soit (f,g) € K [z]*. On dit que f v-divise g et
I'on note f |, g siin, (f) | in, (g) dans gr, (K[z]).

REMARQUE 2.1.4. On a f |, g si et seulement s’il existe un poly-
noéme ¢ € K[x] tel que g ~, fec.

DEFINITION 2.1.5. Soit f € K[z].
(1) On dit que f est v-irréductible si pour tout (g, h) € K[z]? tel
que f [, gh,ona f |, gou f|, h.

(2) On dit que f est v-minimal si pour tout g € Klz| tel que
flv g, onadegy (f) < degx (9).

PROPOSITION 2.1.6. Soit f € Klz| un polynome v-irréductible.
Alors in, (f) est irréductible dans gr, (K|[z]).

DEMONSTRATION. Nous allons raisonner par ’absurde. Supposons
donc que in,, (f) est réductible dans gr, (K|z]), c’est-a-dire qu’il existe
(g,h) € K[x]* tel que in, (f) = in, (g9)in, (h) et ni in, (g) ni in, (f)
n'est dans gr, (K[z])™. Autrement dit, g v-divise f et h v-divise f.
Mais in, (g)in, (h) = in, (gh), donc f |, gh, ce qui, puisque ni in, (g)
ni in, (f) n'est dans gr, (K|[x])™, contredit la v-irréductibilité de f et
conclut la preuve. O

REMARQUE 2.1.7. La réciproque est vraie si tout élément homogene
de gr, (K[z]) admet une décomposition unique en facteurs premiers
mais est fausse en général.

Nous sommes maintenant en mesure de définir les polyndémes clefs
de Vaquié, appelés ainsi afin de les différencier des polynomes clefs que
nous introduirons dans la section suivante.

DEFINITION 2.1.8. Soit Q € K|[z] un polynéme unitaire. Alors @ est
un polynome clef de Vaquié pour v s’il est v-irréductible et v-minimal.

REMARQUE 2.1.9. Par définition, la notion de polyndéme clef de
Vaquié concerne les polynémes f de K[z]| a v-équivalence pres, c¢’est-
a-dire est adaptée a l'algebre graduée gr, (K|z]).
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PROPOSITION 2.1.10. Soient P € Klz| un polynéme v-minimal et
f e Klx]*.
On pose

f=bP+r

la division euclidienne de f par P dans l'anneau euclidien Klz|, avec
donc degy (1) < degy(P). Alors :

(1) Onav(r)>v(f) etv(bP) > v(f).
(2) De plus, v(r) > v (f) si et seulement si f est v-divisible par

le polynome P.

DEMONSTRATION.

(1)

Supposons par 'absurde v (1) < v (f). Alors
v(r) =v(bP) <v(f),
c’est-a-dire que in, (r)+in, (bP) = 0, puis r ~,, (—bP). Il vient
que P |, r, et par v-minimalité de P, on a degy (P) < degy (1),
ce qui est absurde par hypothese. Donc on a bien v(r) > v (f).
Il vient que v (bP) =v (f —r) > min{v (f),v(r)} =v(f).
Supposons v(r) > v (f). Alors comme r = f — bP, il vient
in,(f) +in, (—bP) =0,
c’est-a~dire que P |, f comme attendu.
Supposons maintenant que f est v-divisible par P, c’est-a-
dire qu’il existe un polynéme h tel que in, (Ph) = in, (f).
Autrement dit, il existe un polynéme g tel que v (g) > v (f)
et f=Ph+ ¢g. On a donc

r=f—0bP=Ph+g—bP=Ph—->0)+g.
On suppose par I'absurde que v(r) = v (f).

Alors v(g) > v (f) = v(r) donc encore P |, r, ce qui est
absurde. On a donc bien v(r) > v (f).

O

DEFINITION 2.1.11. Soit (P, f) € K[X]?, avec P unitaire. On ap-
pelle P-développement de f 'écriture de f sous la forme f = Y f;P?
i=0

ou degy (f;) < degy (P) pour tout j € {1,...,r}.

REMARQUE 2.1.12. Le polynéme P étant unitaire, le P-développement

de tout polyndéme est unique. En effet, pour n’importe quel polyome
f € K [z], on effectue la division euclidienne de f par P et on obtient
f =hiP+ foavec deg (fy) < deg (P). Le couple (hy, f) est unique par
définition de la division euclidienne.



2.1. POLYNOMES CLEFS DE MAC LANE-VAQUIE. 52

Si deg (h1) < deg (P), on pose fi := hy et c’est terminé.

Sinon, on effectue la division euclidienne de h; par P et on obtient
hy = hoP + f1 avec deg (f1) < deg (P).

De fait, f = hoP? + fiP + f;. A nouveau, si deg (hy) < deg (P),
c¢’est terminé, sinon on réitere le procédé jusqu’a obtenir un quotient de
degré strictement inférieur a celui de P. On a bien unicité par définition
de la division euclidienne.

2.1.2. Valuations augmentées. Soient () un polynéme clef de
Vaquié pour v, A un groupe ordonné contenant I' comme sous-groupe
ordonné, 0 € A tel que § > v (Q) et f € K[X] .

On considere f = ZT: [;@7 le Q-développement de f.
i=0

Posons v': K|[X] — A l'application telle que pour tout f € K [(X]*
on ait

v (f) = min {v (f;) + o}

THEOREME 2.1.13. [21, Théoréme 4.4]
L’application V' est une valuation de K|x] ayant pour groupe des
valeurs le sous-groupe de A engendré par I' et §.

DEFINITION 2.1.14. La valuation v/ est appelée valuation augmen-
tée de v et on la note v/ := [, d = V' (Q)].

REMARQUE 2.1.15. On note

So (1) =1{j €{0,....m} tel que v (f;) +jo = v' (f)}
et N N
0o (f) =max {Sq ()}
Cet entier SQ (f) ne dépend que de I'image de f dans I'algebre graduée

gr,, K[X]. Autrement dit, si f ~,/ g, alors dg (f) = dg (9).
On peut aussi montrer que pour tous polynémes f et g, on a

dq (f9) =g (f) +0q (9).

THEOREME 2.1.16. [21, Théoréme 5.1]
Pour tout polynome f € K[X], on a V' (f) > v (f). De plus, l'in-
égalité est stricte si et seulement si Q |, f.

Sidegx (f) < degx (Q), alors V' (f) = v (f).

Nous allons maintenant introduire une autre définition des poly-
nomes clefs, due a Spivakovsky, avant de voir 1’étroit lien entre ces
deux notions. De nombreux résultats énoncés et démontrés dans la
partie suivante ont leurs analogues dans la théorie des polyndémes clefs
de Vaquié. Pour plus de détails, on pourra lire [29].
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2.2. Polynomes clefs de Spivakovsky et al.

2.2.1. Généralités et premieres propriétés. On garde les mémes
notations que dans la section précédente. Pour tout entier naturel b, on
pose 0y := %aa—;b, appelé la dérivée formelle de l'ordre b, et pour tout
polynéme P € K[X], on pose

€, (P):= max

{ v (P) —bu (9, P) } |

REMARQUE 2.2.1. On a 0y = id.
DEFINITION 2.2.2. Soit ) € K[X] unitaire. On dit que @ est un
polynome clef pour v si pour tout polynéme P € K[X], I'on a :

€, (P) > €,(Q) = degx(P) > degx(Q).

REMARQUE 2.2.3. S’il n’y a pas de risque de confusion, nous note-
rons € (P) := ¢, (P).

Pour tout polynéme P € K[X], on note

b

:=I(P)

b, (P) := min {b e N* tel que v(P) = v (%F) =€, (P)}

et encore une fois, s’il n’y a pas de confusion possible, nous omettrons
I'indice v.

DEFINITION 2.2.4. Soit (P, Q) € K[X]? tel que @ est unitaire, et
I’on considere P = Enjl p;Q7 le Q-développement du polyndéme P. On
pose alors vg (P) :j:_ Orgnji%lnu(ijj ). L’application v est appelée la

Q-troncature de v.
On pose également

So (P) = {j € {0,...,n} tel que v (ijj) =g (P)}
et
0o (P) := max {Sq (P)}.

Comme nous allons souvent considérer uniquement les termes de plus
basse valeur, nous considérons

ﬁl/,Q = Z ij]

7€5Q(P)
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REMARQUE 2.2.5. Nous avons v (P) = oo < P =0, et pour tout
(P, Py) € K[X]?, vg (P, + P2) > min{vg (P)),vg (P,)}. Dans le cas
général, v n’est pas pour autant une valuation. Néanmoins, c’est le cas
lorsque () est un polyndéme clef. Pour montrer cela, nous avons besoin
du Lemme suivant.

LEMME 2.2.6. Soient t € No;y et Q) un polynome clef. On considere
Py,..., P des polynémes de K[X] tous de degré strictement mfém'eur

a celut de @) et on pose H P; := qQ +r la division euclidienne de H b,
=1
par Q dans K[X]. Alors :

—V(HP><I/ qQ) .

DEMONSTRATION. On fait un raisonnement par récurrence sur ’en-
tier ¢t.

Initialisation : montrons que la propriété est vraie pour ¢ = 2. On
veut donc montrer que v (P Ps) < v (¢Q).

En effet, si v (P P2) < v (qQ), alors

v(r) = v(PiP—qQ)
= V(Plpg)

< v (qQ)

et la proposition est vraie.

Supposons par l'absurde que v (P P) > v (qQ) et donc que 'on
av(r) > v(qQ). Comme @ est un polynéme clef, tout polynéme P
de degré strictement inférieur a celui de @ vérifie € (P) < €(Q). En
particulier, pour tout entier non nul j, on a v (P) — v (0;P) < je (Q).
C’est donc le cas pour P, P5 et r. Comme P; et P, sont tous deux de
degré strictement inférieur a celui de @, il vient

degy (PP,) = degy (Pr)+ degy (P)
< 2degx (Q)-

Or degy (P Py) = degy (¢Q) = degy (¢) + degx (@). On a donc que
q est également de degré strictement inférieur a celui de @, et ainsi
q vérifie aussi, pour tout entier non nul j : v (q¢) — v (9;q) < je(Q).
Nous allons calculer v (85(@ (qQ)) de deux manieres différentes afin

d’obtenir la contradiction.
Tout d’abord,

b(Q)
v (O (4@)) =¥ (Z (@5 (Q) 0 <q>)) .

Jj=0
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Fixons notre attention sur le premier terme de cette somme : q@b(Q) (Q),

et calculons sa valeur v (q@b(Q) (Q)) Nous allons montrer qu’elle est
strictement inférieure aux valeurs de tous les autres termes.

On a
v (1) Q) = v(g)+v (9o (Q)
= v(g)+v(Q)—b(Q)e(Q)
par définition de b(@Q)). Mais nous avons vu que pour tout entier non

nul j, on a v (q) < je(Q) + v (9;q), donc il vient
v (49hq) (@) < (7 = b(Q) €(Q)+v (Q)+ (99) < v (90)+ (Fua)5Q) -

Donc ¢0y(q) (Q) est de valeur strictement minimale dans cette somme.
En particulier,

v (0o (1Q)) = v (20 (Q)
(2.2.1) = v(g) +v (0 (Q)
= v(qQ) - b(Q)e(Q).
Nous allons maintenant calculer cette méme valeur mais en utilisant
la division euclidienne donnée dans ’énoncé. On a :

1% (8b(Q) (qQ)) = 1% (8b(Q) (P1P2 — T’))
= v (Db (PLP2) — D) ()
> min {1/ (8b(Q) (Png)) LV (8b(Q) (7’))} .

Or nous avons aussi :

b(Q)
1% <8b(Q) (Plpg)) = 1% <]§0 8]‘ (Pl) ab(Q)_j (PQ))
Z min {V (8JP1) +v (8b(Q)_j (PQ))} .

0<5<b(Q)
< je(Q)+ v (0; (Pr)) et donc

)
(9; (P1)) > v(P) = je(Q)
car degy (P;) < degy (Q). De méme, si 0 < j < b(Q), on a
v (Og)—i (P2)) > v (P) — (b(Q) — ) e (Q).
Doncsi 0 < j <b(Q), on a
v (0;P) + v (0g)—j (P2)) > v (PLP2) = b(Q) € (Q).

Cette inégalité étant toujours vraie pour j = 0 et j = b(Q), on a bien :

Sij#0,onav(P

v
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v (D) (PiP2)) > v (PiPy) = b(Q) €(Q).
Par hypothese, v (P, P2) > v (¢Q), donc on a

v (8b(Q) (P1P2)) >v(qQ) —b(Q)e(Q).
Or on sait que comme r est de degré strictement inférieur a celui
de @, on av (8b(Q) (r)) >v(r)—b(Q)e(Q), et par hypothese, on sait

que v (r) > v (¢Q), il vient v (8b(Q) (7“)) > v (qQ) —b(Q)e(Q).
Donc on a
v (o) (4Q)) = min{v (dug) (PP>)) v (ue) (1)) }
> v (qQ) —b(Q)e(Q)
ce qui contredit (2.2.1). On a donc bien v (r) = v (P P2) < v (¢Q), ce

qui conclut la preuve de l'initialisation.
On suppose donc maintenant le résultat vrai au rang t — 1 > 2 et

t—1
on va le montrer au rang ¢. On pose P := [] P,
Soient
P=qQ+mn
la division euclidienne de P par () et
P = qQ + 1y
celle de r1 P, par () également. Comme PP, = qQ) +r, on ar =1y et

q=qb+ g
On sait que la propriété est vraie au rang t — 1 , donc on sait que
v(r) =v(P) <v(qQ). En particulier,

oy (112) <vinno)

Les polyndémes r; et P, étant tous deux de degré strictement inférieur
a celui de @), on peut leur appliquer le cas t = 2 et il vient

v(rmP) =v(r) <v(gpQ).

t
Donc v(r) = v(ry) = v(mb) = v <H B-) et de plus ce nombre
est a la fois strictement inférieur a v (¢; PQ) et a v (¢2Q), il est donc

strictement inférieur au minimum des deux, qui est inférieur ou égal a
v (1 P,Q + ¢2Q) par définition méme d’une valuation. Il vient

o - i)
v((nP+ q2) Q)
v (qQ)

A
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ce qui conclut la preuve du rang ¢ et ainsi la preuve de la Proposition.
O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme an-
noncé plus haut :

THEOREME 2.2.7. Soit  un polynome clef. L’application vg est
alors une valuation.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, d’aprés la remarque 2.2.5, il reste
a montrer que pour tout (P, P») € K[X]?, nous avons

v (P1Ps) = vg (P1) +vg (Pa) .

Premier cas : P; et P, sont tous deux de degré strictement inférieur a
celui de Q. Alors v (Py) = v (Py) et vg (P) = v (). Comme v est
une valuation, on a v (P Py) = v (P) + v (FP2).

Ainsi, v (P Py) = vg (P1) +vg (P2). Comme Py et P sont tous deux
de degré strictement inférieur a celui de @), d’apres le Lemme 2.2.6, on
a vg (P1P,) = v (P P) et donc on a le résultat.

Deuxieme cas : P, = p’Q' et P, = pég)Qj , avec p
deux de degr(é)strictement inférieur a celui de Q. (

2

Soit pgl) P; q@Q+r la division eucidienne de pgl) pjz) par (). Comme

degy (piVp}”) < 2degy (Q), on sait que degy (q) < degy (Q), et par
définition de la division euclidienne, on a degy (1) < degy (Q). Donc
PPy = qQH 4 rQ™ est le Q-développement de P, P,.

Nous allons montrer que dans ce cas nous avons encore

I/Q(Plpg):V(PlPQ),

(1)

i

et p(?)

j tous

et comme v est une valuation, nous aurons encore le résultat. On a :
v (PiP) = vo (qQ™7 T +1Q"Y)
= min {v (qQ""*) v (r@"*)}
= min{v (¢Q) +v(Q™), v (r) +v(Q™)}.

Or nous pouvons appliquer le Lemme 2.2.6 au produit
1) (2
pp = gQ +r

et nous pouvons conclure que v (r) = v (pz(l)pf)) <v(qQ).
I1 vient
vo(PiP) = v(r) +v(Q)
= () v @
14 (P1P2)

et nous avons donc encore le résultat.
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Troiseme cas : cas général. Comme nous ne regardons que les termes
de plus basse valeur, nous pouvons remplacer P, par

(ﬁl)y,Q: > p] Q

]ESQ Pl)

(B),,- ¥ 10

’ iESQ(PQ)

et P, par

On sait que
vo (Pr+ P) 2 min{vg (P1) ,vq (P2)}

et
vo (pQ7P7Q7) = v (K@) +vq (RVQ7) |
donc on a
v (PiP) = (me Qi)
> i (0 (3707) - (7))
Or
o (@) = v (4°0") = v (P
et

vo (7Q") = v (n7Q") = vo (Po).

Donc vg (P Py) > vg (P1) +vg (P,), et il reste & montrer que c¢’est une
égalité. Pour cela il suffit de trouver un terme dans le ()-développement
de P, P; qui vaut exactement vg (P1)+vg (I%). Considérons le terme de
plus bas degré de chaque Q)-développement, a savoir pgl) Q™ et pgg Qm2,
ol ny = min S (P;) et mo = min Sgy ().

Soit p(l)]om2 = q@Q + r la division euclidienne de pn1 pm2 par (), qui
est aussi son )-développement.

Par le Lemme 2.2.6, on a v(r) = v (p( )p(2)) De fait, dans le Q-

ni
développement de P Py, il y a le terme rQ™*™2, et 'on a :

VQ (ererz) — v (ererz)
= v (ppRQmrm)
vo (P1) + v (P2)
ce qui conclut la preuve. O

REMARQUE 2.2.8. Pour tout polynéme P € K[X], on a
vo (P) <v(P).
Il va par la suite étre tres important de déterminer si et quand cette

inégalité est stricte ou au contraire est une égalité. Un polynome clef
P qui vérifie I'inégalité stricte et qui est de degré minimal pour cette
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propriété sera appelé un polynome clef successeur immédiat de (), nous
étudierons ces polynomes clefs dans la section suivante.

DEFINITION 2.2.9. Soit Q un polynome clef et P un polyndme tel
que vg (P) = v (P). On dit alors que P est non dégénéré par rapport
aqQ

Avant toute chose, rappelons que le but de ce chapitre est d’établir
des théoremes de comparaison entre les deux notions de polynomes
clefs. Maintenant que nous savons que v est une valuation des lors
que () est un polyndme clef, a-t-on facilement un résultat liant @ a vg
et qui rapprocherait () d’'un polynéme clef de Vaquié ? La réponse est
oui, et elle fait I'objet de la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2.10. Soit () un polynome clef. Alors @) est vg-
irréductible.

DEMONSTRATION. On définit
Gategy@ = > (ing (P)) Gy Cer,, (K[X])
deg y (P)<degx (Q)

avec (G, 'algebre des formes initiales des éléments de K.

Soient P; et P, deux polynomes de degré strictement inférieur a
celui de @, et soit P, P, = qQ +r le Q-développement de P P,. D’apres
le Lemme 2.2.6, on sait que v (P %) = v (r) = vg (P1P2). Donc on a
in,, (P1P) = in,, (1), autrement dit G 4eg (@) €st stable par multipli-
cation, c’est donc un anneau.

Cet anneau s’injecte dans 'anneau integre gr,, (K [X]) par I'applica-
tion qui envoie in,, (P), avec degy (P) < degy (Q), sur in, (P). Donc
G <degy (@) st un anneau integre, et 1'on peut considérer

:= Frac (G<degX(Q)) .

Afin de terminer la preuve de cette proposition, nous avons besoin de
la remarque suivante.

REMARQUE 2.2.11. L’élément in,, (Q) est transcendant sur G'cqeg . (¢)-

DEMONSTRATION. Supposons par I'absurde que in,, (Q) est algé-
brique sur G'cgeg . (@)- 11 existe donc une relation algébrique de la forme

S (inyQ (Q)) = Zaiinm (Q)Z =0
i=0
avec a; € Gdeg,(Q)- L'élément a; est lui méme de la forme

Z ian (P)CLPJ'

deg, (P)<deg,(Q)
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avec ap; € gr,(K). On a ainsi que S (inl,Q (Q)) est une somme de
termes homogenes de gr,, (K [X]), qui s’annule, donc on peut sup-
poser qu’ils sont tous de méme degré. Ainsi on peut supposer que
a; = in,, (b;) avec b; € K[X] de degré strictement inférieur a celui
de (). Donc

S (inVQ (Q)) = é}o iny,, (b;) in,, (Q)z
= 0

puis
vQ (Z bz‘@’) > vq (bi) +iv (Q),
=0

cette derniere quantité étant indépendante de 7.
Comme les b; sont tous de degré strictement inférieur a celui de @),

n .
on sait que Y b;Q" est un )-développement, et on obtient que
i=0

vQ (é bz‘Qi> =g (bi) + v (Q),

ce qui est absurde.
L’élément in,, (Q) est donc bien transcendant sur Gcgeg,(q)- U

On a donc

g, (K [X]) = Geaery (@) [itug (Q)] -

En particulier, in,,, (@) est irréductible dans gr,,, (K [X]).

Montrons maintenant que () est vg-irréductible.

Soit donc (g,h) € K[X] tel que Q |,, gh. Alors il existe un poly-
nome c € K[X] tel que

in,, (Q)in,, (c) = iny, (g) in,, (h).

Cette égalité est dans I'anneau
g1, (K [X]) = Gteny (@) [itug (Q)] -

Regardons la dans L [inl,Q (Q)} , ou L est ’anneau factoriel Frac (G <deg x(Q))'

On a in,, (Q) = w dans L {inyQ (Q)} L’anneau L étant
vQ

factoriel, et in,, (@) étant irréductible dans gr,, (K [X]), il vient que

L {in,,Q (Q)} est factoriel.

Ainsi in,,, (Q) divise soit in,,, (g) soit in,, (k) dans cet anneau.
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Comme in,,, (Q), in,, (g) et in,, (h) sont des éléments homogenes
de gr,, (K [X]), on a la méme divisibilité dans gr,, (K [X]), ce qui
conclut la preuve. U

Au vu de la définition méme des polyomes clefs, il est nécessaire
d’étre capable de « comparer » € (P) et € (@), avec P un polyndme et
@ un polynome clef. Nous allons maintenant établir des résultats qui
le permettent.

LEMME 2.2.12. Pour tout polynome P € K[X] et tout entier stric-
tement positif d, on a :

vq (0aP) 2 vq (P) — de (Q)

DEMONSTRATION. On considére P = 3 p;,Q° le Q-développement
i=0

de P.
Supposons le résultat démontré pour p;Q?, c’est-a-dire que

vo (0u (pQ7)) = vo (nQ') — de (Q)

pour tout indice 7. Alors :

vQ (8dP)

vo(ou(Ep))

[
S

[Nng
&
)
Q

> min o (0 (pQ)
> min {vo (nQ) — de (Q))
> min {vg (pQ)} — de (Q)
> u(P)—de(Q)

et nous avons donc le résultat.

Il reste ainsi & montrer le résultat pour P = p;Q*. Tout d’abord,
nous savons que vg (04Q) > vg (Q) — de (). Nous allons maintenant
montrer le résultat pour P = p; puis conclure en montrant que si nous
avons le résultat pour deux polyndémes, nous avons le résultat pour le
produit.

Montrons donc que le lemme est vérifié pour P = p;.

Comme degy (p;) < degy (Q) et que @ est un polynéme clef, nous
savons que € (p;) < €(Q), et donc pour tout entier strictement positif
d,on a :
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v (Oapi)
v (pi) — de (p:)
vq (pi) — de (pi)
> vg (pi) —de(Q)-
Il reste donc a montrer que si le lemme est vérifié par deux poly-
nomes P et S, alors il est vérifié pour le produit P.S. Supposons ainsi
le résultat démontré pour deux polynomes quelconques P et S. Alors :

vo (04(PS)) = o (5,0 (P)ow (5)

VQ (3dpz'>

[IAVAR

> Orgrlggd {v (0, (P)) + v (04— (5))}
> orélrigd{yQ (P)—re(@)+vg(S)—(d—r)e(Q)}
> vo (PS) — de (Q)

Ce qui conclut la preuve du lemme. ([l

PROPOSITION 2.2.13. Soient Q un polynome clef et P € K[X] un
polynome tel que Sg (P) # {0}.
Alors il existe un entier strictement positif b tel que

VQ(P)_bVQ<abP) :G(Q)

DEMONSTRATION. Tout d’abord, nous pouvons, d’aprés le Lemme
2.2.12, sans perte de généralité, remplacer P par f’y,Q = Y pQL

ieSo(P)

Nous voulons montrer 'existence d’un entier strictemercft positif b
tel que vg (P) — vg (0,P) = be (Q).

Comme nous savons que Sp (P) # {0}, nous pouvons considérer le
plus petit entier strictement positif [ de Sg (P), et on écrit | = p°u,
avec p 1 u. Nous allons montrer que nous avons bien 1’égalité pour
Ientier strictement positif b := p°b (Q)). Pour cela, nous avons besoin
de calculer 9, (P), c’est I'objet du lemme technique suivant.

LEMME 2.2.14. On a 0y (P) = urQ" " + Q""" *'R+ S, ou :

€

(1) Le polynéme r est le reste de la division euclidienne de p, <8b(Q)Q)p
par Q,
(2) Les polynomes R et S sont des polynomes de K[X], avec
vQ (S) > vq (P) — be (Q)-

DEMONSTRATION. Tout d’abord, montrons que le Lemme est vrai
pour P remplacé par p;Q' et que pour tout j € So (P)\ {l}, on a

Oh (ijj> =Q"" ™R, + 5,
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ol R; et S; sont deux polynomes, et ol v (S;) > vg (P) — be (Q).
Soit donc j € Sg (P). On pose

M; = {BS: (bo, - .., bs) € N*t! tel que Zbi:betsgj}.

=0

La regle de Leibniz généralisée nous dit que :

o (p Q') = Y (T(B)

BSGMj

T(B) - T (b, .., bs))

= CBY ) ([0 (@) @

avec C' (By) des éléments de K dont la valeur exacte peut-étre trouvée
dans [16]. Pour plus de lisibilité, on pose

a:=(0,b(Q),...,b(Q)) € N,

On rappelle que I (Q) = {d € N* tel que M =¢ (Q)}, et on
pose ainsi

Nj = {Bsz<b0,...7b5) GM]‘ tel que by > 0 ou {bl,...,bs} g](@)},

S; = Z T (Bs)

BSEN]'
ainsi que
> T (Bs) sij#l
l=p+lp . ) BsEM\N; )
© ! T(B,) sij=1
BseM;\(N;U{a})

Si j = [, le terme T («) apparait (pi) = wu fois dans 0, (plQl),
autrement dit C'(«) = u et donc nous avons

p¢ e
T(a) = up (&;(Q)Q) QP
= u(@@+r)Q""
ou ¢ + r est la division euclidienne de p; (8b(Q)Q)pe par Q.
C’est-a-dire que

T(a) = \u/q/@l*pe+1 + ur@Q"?".
=Ry
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Donc si j # [, alors 0y (p;Q7) = Q""" T R; + S, il reste uniquement

a montrer que vg (S;) > vg (p;Q7) — be (Q).
Or :

VQ(SJ') = (B =, BS>
= ’/Q< > C(B )31;0(1’3)( O, Q)Qj8>

> puin {v @ )+ £ (0, Q) +( -9 v(Q)}

Comme B, € Nj;, deux cas s’offrent a nous : soit nous avons by = 0
et {by,...,bs} € I(Q), c’est-a-dire que pour tout i € {1,...,s} on a
v (0, (Q)) > v (Q) — bie (Q) et 'inégalité est stricte pour au moins un
indice i € {1,...,s}; soit by > 0 et alors
v (p;) — v (O (p;
) =1 O ¢ () <
car degy (pj) < degy (@) et @ polynome clef, c’est-a-dire que

v (Ob (1)) > v (D) — boe (Q) -
Donc si by =0 et {by,...,bs} £ I1(Q), on a

:]c/;

2

v (O (1)) + X v (0 (@) + (G =) (@Q)
> v(p) +5v(Q) ~be (@ + (- 9)v(Q).

v (p@) — be (Q)

Et si by > 0, alors

w%@m+iw&@»<wwww>
> v (p;) — boe (Q) + sv(Q Zbe +(-9)r(@Q).

v (p;Q7) — be (Q)
II vient :
vo(S) > min {v (@) ~ be(Q)
> v (P) — be (Q)

comme attendu.
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Si g =1, alors
9 (pQ') = (R + R) Q" + S + urQ"™"

et de méme on a vg (S;) > v (P) — be (Q).
Reste a montrer le cas général. On a :

Oy (P) = 0y ( > piQi) = 0 (Pz@l) + > O (ijj) .

icSa(P) i€Sa(P\{1}

Il vient :

0 (P) = (Ro+R)QPH +8+uwQ "+ ¥ (Q7HR;+5))
. R NG:
= ur@Q' P + QPR+ S

ol
R = R() + Z Rj
j€SQ(P)

et

S = Z Sj,

j€SQ(P)
avec
vo (S) = min {vg (5))} > vg (P) — be (Q),
j€Sq(P)

ce qui conclut la preuve du lemme. 0

Nous rappelons que nous voudrions montrer que

v (BP) = v (P) — be (Q).

On vient de voir que le Q)-développement de 0, P contenait le terme
ur@'=P", des termes qui sont divisibles par Q"P**! et des termes de
valeur strictement supérieure a v (P) — be (()). Pour conclure, il suffit
donc de montrer que

vq (ObP) = vq (P) — be (Q)
et que
vo (urQ" ") = vg (P) = be (Q).
Calculons donc vg (urQZ_pe).

€

On rappelle que p, (8b(Q)Q)p = qQ + r et d’apres le Lemme 2.2.6,
onav(r)=v <pl (ab(Q)Q)”e>, donc :
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Vo (urQl’pE) = vQ (TQHDE)
= v (rQ!r
= <pz (%(Q)Q)pe) +v (Qlipe)
= v(pQ") +pv (%@Q) — PV (Q)
= vo(P)+p° (1/ (&(Q)Q) -V (Q))

— (P (b (@) (@)
- v (P) — be(Q).

Pour conclure la preuve, il reste a utiliser le Lemme 2.2.12. 0
REMARQUE 2.2.15. On peut montrer qu’on a également la réci-

proque de la proposition, c’est-a-dire que s’il existe un entier stricte-
o vg(P)—vg(Op P
ment positif b tel que w =€(Q), alors Sg (P) # {0}.

COROLLAIRE 2.2.16. Soient QQ un polynome clef et P un polynome
tel qu’il existe un entier strictement positif b tel que

vq (P) — v (OyP) = be (Q)
et
l/Q (8bP) = y(ébP) .
Alors e (P) > €(Q).
Si de plus v (P) > vg (P), alors € (P) > €(Q).
DEMONSTRATION. On a
v(P)—v (0 P)
V(P)—vo (9P)
V(P)+be(D) v (P)

e (P)

v

b
= Q) + YD),

On sait que pour tout polynéme P, on a v (P) > vg (P) , et donc
€(P) > €(Q). Et si v (P) > vg (P), alors on a bien l'inégalité stricte
e(P) > €(Q). O

PROPOSITION 2.2.17. Soient ()1 et Qo deux polynomes clefs tels que

€(Q1) < e(Qo)

et soit P € K[X] un polynéme.
Alors vg, (P) < v, (P).
Si de plus vg, (P) = v (P), alors vg, (P) = v (P).
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DEMONSTRATION. Tout d’abord, montrons que vg, (Q1) = v (Q1).

Sidegy (Q1) < degy (Q2), c’est le cas; sinon, on a degy (Q1) = degy (Q2)
puisque l'on a € (@) < €(Q2) et puisque @7 est un polynome clef.
Supposons par 'absurde que vg, (Q1) < v (Q1).
Alors Sg, (Q1) # {0} et d’apres la Proposition 2.2.13, il existe un
entier strictement positif b tel que vg, (Q1) — vg, (0Q1) = be (Q2). Or

degy (0,Q1) < degy (Q2), donc on a vy, (0,Q1) = v (0pQ1) et d’apres le
Corollaire 2.2.16, on a € (1) > € (Q2), ce qui est absurde par hypothese.

Donc on a bien v, (Q1) = v (Q1).
Soit P = Z piQ} le Qi-développement de P.

Pour tout entler i€{0,...,n},ona:

VQz i +iVQ2 (Ql) = VQ, (pi>+il/ (Ql)

Or degy (pi) < degx (Q1) < degx (Q2), donc v, (pi) = v (pi) et
VQ, (szll) - Q )

Il vient

vo, (i@
i)
v(p

VQs (P> > min {VQQ (sz )}

0<i<n

= min {v(p,Q1)}

0<i<n
= vQ, (P)
comme annonceé.
Supposons maintenant en plus que v, (P) = v (P). Alors on a
v (P) < vg, (P). Or par définition de vg,, on a vy, (P) < v (P), d'ou
I’égalité. Ce qui conclut la preuve. U

PROPOSITION 2.2.18. Soient P,..., P, € K[X] des polynomes et
posons d := max {degy (P)}.

Alors il existe un polynome clef Q de degré inférieur ou égal d d tel
que tous les P; sont non dégénérés par rapport a @), c’est-a-dire tel que
pour tout i, on a v (P;) = v (BF).

DEMONSTRATION. Supposons la proposition démontrée dans le cas
d'un seul polyndéme et supposons n > 1. Donc nous avons @)1, ...,Q,
des polynomes clefs tous de degré inférieur ou égal a d tels que pour
tout ¢« € {1,...,n}, on a P, qui est non dégénéré par rapport a Q;,
c’est-a-dire que vy, (P;) = v (BF).

Quitte a renuméroter les ();, on peut supposer que

€(Qn) = max {e(Qi)}.

1<i<n

D’apres la Proposition 2.2.17, il vient que pour tout ¢ € {1,...,n}, on
a vy, (P) = v(P;) = vg, (P;). Donc tous les polyndémes P; sont non
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dégénérés par rapport au méme polyndéme @, ce qui conclut alors la
preuve.

Reste donc a montrer le résultat pour n = 1. Nous allons faire une
démonstration par ’absurde en supposant qu’il existe un polynome P
tel que pour n’importe quel polynome clef @) de degré plus petit ou
égal a d, l'on ait vg (P) < v (P), et I'on choisit P de degré minimal
pour cette propriété.

Montrons tout d’abord qu’il existe un polynome clef @), de degré
plus petit ou égal a d = degy (P), tel que pour tout entier strictement
positif b, 'on ait vg (0,P) = v (0, P).

Déja, pour tout entier b > d, on a 0,P = 0. Ensuite, par hypothese
de minimalité du degré de P, on sait que pour tout entier b € {1,...,d},
il existe un polynome clef @, tel que vg, (0,P) = v (0,P). On prend

@ parmi les @, tel que € (Q) = max {e(Qp)} et d’apres la Proposition

2.2.17, il vient que vg (0,P) = v (9,P), et ce pour tout entier stricte-
ment positif b.

Pour ce polynéme clef (), nous avons donc vg (P) < v (P), en parti-
culier Sg (P) # {0}, et vg (0,P) = v (0,P) pour tout entier strictement
positif b. D’apres la Propostion 2.2.13 et le Corollaire 2.2.16, nous pou-
vons conclure que € (P) > € (Q).

Montrons que cette derniere inégalité est en fait vraie pour n’im-
porte quel polyndme clef de degré inférieur ou égal a celui de P. Soit
donc Qg un tel polynome clef. On a deux cas.

Premier cas : € (Qp) < €(Q). Alors nous avons bien € (Qy) < €(P)
puisque € (Q) < € (P).

Deuxieme cas : € (Qy) > €(Q). D’apres la Proposition 2.2.17, on
a v (0,P) = vg (0P) = vg, (0,P) pour tout entier strictement posi-
tif b. Par hypothese on sait que vg, (P) < v (P), et donc d’apres la
Proposition 2.2.13 et le Corollaire 2.2.16, on a € (P) > €(Qo) comme
annonce.

Donc on sait que pour tout polynoéme clef de degré inférieur ou égal
a celui de P, on a € (P) > €(Q), mais par définition des polynoémes
clefs, il existe un polynoéme clef Q de degré plus petit ou égal a celui de
P et tel que e(P) <e (@), ce qui fournit la contradiction et conclut la
preuve. U

LEMME 2.2.19. Soit QQ un polynome clef de degré . Alors il existe

une suite finie de polynomes (T1,...,Ts) de degrés strictement infé-
rieurs a « telle que

Geo =gr, K |in, (Th),...,in, (Ty)].
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DEMONSTRATION. On consideére T, ..., T, une suite de polynomes
clefs telle que deg (T7) < deg(Ty) < --- < deg(Ty) < « et telle que
{deg (T})},<;<, est I'ensemble des degrés de tous les polynomes clefs de
degrés strictement inférieurs a a.

Pour tout indice ¢ € {1,..., s}, on pose

x(q) :={v (P), avec P polynome clef de méme degré que 7} .

Quitte a changer les T;, on peut supposer que v (7;) est I’élément
maximal de x (i), s’il existe.
Montrons maintenant par récurrence sur o que

Geo =gr, K lin, (T1),...,in, (Ts)].

Si o =1, le résultat est direct. Supposons donc o > 1 et supposons
le résultat démontré pour tout degré strictement inférieur a a.

On considere f un polyndéme de degré strictement inférieur a a.
D’apres la Proposition 2.2.18; on sait qu’il existe un polynome clef P
de degré plus petit ou égal a celui de f, donc de degré a strictement
inférieur a «, tel que vp (f) = v (f).

Par définition, il existe un indice g € {1,..., s} tel que deg (T}) = a.
Supposons que x (¢) a un élément maximal, on sait alors que c’est
v (T,).

Supposons que € (71},) < € (P). Alors d’apres la Proposition 2.2.17,
on a v, (9) < vp(g) pour tout polynéme g, donc en particulier pour
le polynéme T;. On écrit T, = P + h le P-développement de Tj,.

Ainsi, puisque v (7)) est maximal, on a

v(P) v (Ty)
VTq (Tq)
vp (13)

Up (P —+ h)

min {v (P), v (h)}
v(P).

A IA

VANl

Ainsi toutes les inégalités sont des égalités, et v (P) = v (1}). De
fait, on peut changer T; en P, et alors vy, (f) = v (f).

Sinon, on a ¢(7,) > €(P). Comme on sait que vp (f) = v (f),
d’apres la Proposition 2.2.17, on a vy, (f) = v (f).

Donc dans tous les cas, vy, (f) = v (f). Ainsi, si x (¢) a un élément
maximal, on peut supposer que P = Tj,.

d .
On considere maintenant f = Y. f; P’ le P-développement de f.
§=0
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Comme vp (f) =v(f), on a
in, (f) = 3 i (f)in, (P
j€Sp(f)

Les f; étant tous de degrés strictement inférieur a celui de P, ils sont
en particulier de degrés strictement inférieurs a «, et par hypothese de
récurrence, on sait qu’il existe une suite (77,...,7,_1) de polynoémes
clefs telle que pour tout indice 7, on ait :

in, (f;) € gr, K [in, (T1),...,in, (Ty—1)] -

Donc il reste a montrer que in, (P) € gr, K [in, (T1),...,in, (T3)] .

Si x (¢) a un élément maximal, on sait qu'alors P = T et c’est
terminé. B

Sinon, x (¢) n’a pas d’élément maximal et ainsi il exite P un po-
lynéme clef de méme degré que P tel que v (P) > v (P). 1l vient que
in, (]5 - P) = in, (P).

Or P — P est de degré strictement inférieur & celui de P et P, ainsi
strictement inférieur a «. Par hypothese de récurrence,

in, (P = P) € gr,K [in, (Th), ... in, (T,-1)].
Ainsi, comme in,, (]5 - P) =in, (P), on a bien
in, (P) € gr, K [in, (T3),...,in, (T;—1)]
comme attendu, ce qui conclut la preuve. O
PROPOSITION 2.2.20. Soient P et S deux polynomes dans K [X].

On pose € :== max {e (P),e(S)}. Alors e (PS) < e.
Si e (P) #¢€(S), on a alors e (PS) = e.

DEMONSTRATION. On considére b un entier naturel non nul quel-
conque. D’apres la regle de Leibniz généralisée, on sait que
b

0, (PS) =3_0; (P)0y-;(5).

Jj=0
Donc

v (0 (PS)) = min {v(0;(P)0d;(5))} .

T 0K
Or pour tout j € N*, et pour tout polynéme M, on a
v(M)—v(o;M)
J
et ainsi v (O;M) > v (M) — je (M). 1l vient :

e(M) >
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v (0 (PS)) = min {v(P)—je(P)+v(S)—(b—j)e(S)}
> i {v(P) = je+v () — (b= j)e}
> Join, {v (P) +v(S) — be}
> v (PS) — be.

C’est-a-dire que pour tout b € N*, w

e(PS)<e

Supposons de plus que € (P) # €(S). On peut donc supposer par
exemple que € (P) < €(5), et I'on considere

< €, puis

b:=b(S) =min {j € N* tel que v (5) _Z(aj (%)) = e(S)}.

Alors pour tout entier non nul j < b, on a

V(S)—;(ajs) < €(S)

= €
v(5)=v(95)
5 .

Autrement dit pour tout entier non nul j < b, on a :

v (9,8) > v (S) - % (v (S) — v (8,9)).
De plus, pour tout entier j < b, onab—7j >0 et

I/(P)*l/(ab,jp)
b—j =

c’est-a-dire que pour tout entier j < b, on a :

v(0-;P) > v(P) = (v (S) —v(9S))
= v(P)+ (f - 1) (v (S) = v (3S5)) -
Alinsi, pour tout entier non nul j < b, on a
v(9;(5)0p—; (P)) > v(SP)— (¥ (5) —v(S))
= v (SP) — be.
Or pour j =0, on a
v(9;(5)0p-; (P)) = v (S0,P)
= v(S)+v(0,P)
> v(S)+v(P)+ (3 -1) (v (S) = v (BS)).
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Ainsi v (S0,P) > v (SP) — (v (S) — v (0pS)) = v (SP) — be.
Il vient que pout tout entier ;7 < b, on a
v (05 (S) Op—; (P)) > v (SP) — be.

Pour finir, pour j = b, on a

v(9;(5)0—; (P)) = v (P0,S)
= v(P)+v(S)—be(S)
= v (SP) — be.
Alinsi, w = ¢, puis € (PS) = € comme annoncé. O

2.2.2. Polynomes clefs successeurs immédiats. Soient () et
()2 deux polynomes clefs.

DEFINITION 2.2.21. On dit que @y est un successeur immédiat de
@1 et 'on note Q1 < Q2 si €(Q1) < €(Q2) et si Qs est de degré minimal
pour cette propriété.

PROPOSITION 2.2.22. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) Les polynomes Q1 et Qq vérifient Q1 < Qa.
(2) On a vg,(Q2) < v(Q2) et Qy est de degré minimal pour la
propriéteé.
DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que

€(Q1) < €(Q2) = v, (Q2) < v(Q2).
Soit b = b(Q2) = min {b € N* tel que “92%) — ¢(Q,)}.
On a
€(Q1) <e(@2) & be(Qr) < v(Q2) — v(0Q2)
= be(Q1) < v(Q2) — v, (0Q2)

car pour tout polynéme g, on a vg,(g) < v(g).
Or d’apres le Lemme 2.2.12, vg, (Q2) — v, (0,Q2) < be(Q1), donc

v, (Q2) — v, (06Q2) < v(Q2) — vq,(0:Q2).
Montrons maintenant que vg,(Q2) < v(Q2) = €(Q1) < €(Q2).
Supposons par 'absurde que €(Q1) > €(Q2). Alors deg(Q) > deg(Q2).

Si l'on a deg(Q1) > deg(Q2), alors vg, (Q2) = v(Q2) et c’est ab-
surde. Supposons donc @)1 et ()2 de méme degré.

Soit Q2 = Q1 + (Q2 — Q1) le Q1-développement de Q.
Si V(Ql) 7A V(QQ - Ql); alors

v(Q2) = min {v(Q1), v(Q2 — Q1)} = vg,(Q2)
et c’est aburde a nouveau.

Donc v(Q1) = v(Q2 — Q1) = v, (Q2) < v(Q2).
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Or v(Q2) = vg,(Q2) < vg,(Q2) d’apres la proposition 2.2.17.

On a la encore une absurdité.

Nous avons donc montré que €(Q1) < €(Q2) < v, (Q2) < v(Q2).

Soit ()2 de degré minimal pour la premiere propriété.

Supposons qu’il existe Q3 de degré strictement inférieur a Qo tel
que vg, (Q3) < v(Qs3). Alors nous savons que €(Q)1) < €(Qs3), ce qui est
absurde par minimalité du degré de ()5 pour cette propriété.

Donc nous avons montré ()1 < Q2 = v, (Q2) < v(Q2) et Q2 est de
degré minimal pour cette propriété.

Soit donc maintenant Q2 tel que vg,(Q2) < v(Q2) et Q2 est de
degré minimal pour cette propriété, et supposons qu’il existe ()3 de
degré strictement inférieur a Qs et tel que €(Q;) < €(Q3). Par cette
derniere propriété, il vient que vg, (Q3) < v(Q3), ce qui est absurde
par minimalité du degré de ()5 pour cette propriété.

Nous avons donc bien I’équivalence voulue. 0

PROPOSITION 2.2.23. Soient Q1 et Q3 deux polynomes clefs,
Q2 = Z QjQ{
j€O
le QQ1-développement de Q) .
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Les polynomes Q1 et Qo vérifient Q1 < Qa.

(2) Ona > in, (qu{) = 0 avec Qo de degré minimal pour
la propriété.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que
Q<= Y in(gQ) =0
jESQl(QQ)

Supposons ()7 < Q2. D’apres la proposition 2.2.22, nous savons que
v, (Q2) < v(Q2). Donc par définition

Z in, (qu{) = 0.
jeSQl(QZ)
Montrons maintenant que si > iny, (qu{) = 0 avec )y de
jESQl(QZ)
degré minimal pour la propriété, alors ()7 < Qs.
Supposons donc > in, (quD = 0. Ainsi
J€SQ, (Q2)
v(Q2) > T}gg V(QjQ{) = vg,(Q2),

puis Q)2 > @)1 d’apres la proposition 2.2.22. O
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REMARQUE 2.2.24. Soient Q1 < ()2 deux polynomes clefs succes-
seurs immédiats et Q2 = Y. ¢;Q7 le Q-développement de @2 . On
j€0

prend
2 J
Q2 = Z Qle-
jeSQl (QQ)
Nous allons montrer que Q7 est un polynome clef successeur immédiat
de Q1. Une fois cela fait, nous considérerons toujours des polynomes
clefs successeurs immédiats « optimaux », c¢’est-a-dire que tous leurs

termes dans leur développement selon les puissances du polynoéme clef
précédent sont de méme valeur.

PROPOSITION 2.2.25. Soient Q1 < Q3 deux polynomes clefs suc-
cesseurs immédiats et Qa = Y. ¢;Q7 le Q1-développement de Q2 . On
j€O

prend
Q2 = Z %‘Q{

jeSQl (QQ)

Alors Qs est un polynome clef successeur immédiat de Q1.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, par définition, on a l'inégalité
deg (@2) < deg (Q2). Montrons que cette inégalité est en fait une éga-
lité. A A

Ona Y in, (q]Q{) = Y in, (qJQ{) = 0, et comme ()

J€Sq, (Q2) 7€Sq, (Q2)
est de degré minimal pour cette propriété, on sait que son terme de
plus haut degré fait partie de cette somme.

Il vient que degy (@2) = degy (Q2).
Montrons maintenant que e (@2) > €(Qq).
Comme > in, (qu{) =0, ona vg, (@2) <v (CZ), et Qs est
j€Sq, (Q2)
toujours de degré minimal pour cette propriété. Ainsi Sg, (Qg) # {0}
et pour tout entier strictement positif b, on a vg, (81,@2) =v (81,@2).
D’apres la proposition 2.2.13 et le corollaire 2.2.16, on a bien

€ (@2) > € (Q1)-
SuPposons acquis le fait que QQN soit un polynome clef. Comme
deg (Qg) = deg (Q2), on sait que @y est de degré minimal pour la

propriété e (@2> > €(Q1), et ainsi g < Q-.
Il reste donc & montrer que Qs est un polynome clef.
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Supposons par I'absurde que ce n’en est pas un. Alors il existe un
polynéme P € K[X] tel que

e(P)>ce¢ (@2)
et
degx (P) < degy (Qz) :
On prend P de degré minimal pour cette propriété. On peut bien stir
supposer P unitaire. Montrons qu’alors P est un polynome clef.

Soit donc S € K[X] tel que €(S) > €(P). Alors €(S) > 6(@2).
Si degy (S) > degy <Q2>, alors degy (S) > degy (P) et c’est gagné.
Supposons donc que nous sommes dans le deuxiéme cas et ainsi que
degy (5) < degx (Qz)-

Onadonce(S)>e (@2) et degy (9) < degy (@2) Par minimalité
du degré de P pour cette propriété, on a degy (S) > degy (P), et ainsi
P est bien un polynome clef.

Donc il existe un polynoéme clef P tel que

e(P)>e¢ (@2)
et
degx (P) < degx (Q2) .

Comme € (@2) > €(Q1), on a également € (P) > €(Q)). Par mini-
malité du degré de 5 parmi les polynomes clefs vérifiant cette inégalité,
on adegy () < degy (P) < degy (Qg) ce qui est absurde par égalité

des degrés de Qo et (2. Le polynome @2 est donc bien un polynome
clef. O

DEFINITION 2.2.26. Soient Q; et Q5 deux polynomes clefs tels que
(1 < Q2. On dit que Q)5 est un successeur immédiat optimal de Qy si
tous les termes de son ();-développement ont méme valeur.

REMARQUE 2.2.27. La proposition 2.2.25 montre comment associer
a tout successeur immédiat Q2 de @1 un successeur immédiat optimal

Qo
Ainsi, si ()1 n’est pas maximal dans I’ensemble des polynoémes clefs
A, il admet un successeur immédiat optimal.

Soit () € A un polynome clef quelconque. On note
Mg = {P € A tel que Q < P}.
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DEFINITION 2.2.28. On suppose que Mg n’a pas d’élément maximal
et que pour tout élément P € Mg, on a degy (P) = degy (Q).

On suppose également qu’il existe un polynéme clef Q" € A tel que
(@) > e(My).

On appelle polynome clef successeur immédiat limite de @) tout
polynome Q' de degré minimal vérifiant cette propriété, et on note

Q <lim Q/'
PROPOSITION 2.2.29. Soient Q) et Q" deux polynomes clefs tels que
€(Q) < e(Q'). Alors il existe une suite Q1 = Q,...,Qn = Q" ot pour

tout indice i, le polynome Q;y1 est soit un polynome clef successeur
immédiat de @Q; soit un polynome clef successeur immédiat limite de

Qi-

DEMONSTRATION. On commence par regarder Mg = M,. Si cet
ensemble a un maximum, on note ce maximum 5. Si Q)" est un poly-
nome clef successeur immédiat de (), c¢’est terminé. Donc on suppose
que le polynome ()’ n’est pas un successeur immédiat de (), ce que 'on
note QQ £ . En résumé on a :

Q < Q
€(Q) <e(Q')
Q£Q

et ainsi par minimalité du degré de Q2 on a degy (Q2) < degy (Q’).
Mais @' étant un polynome clef, on a € (Q2) < € (Q’).
Ainsi, on a
Q=01 <Q
€(Q) <e(Q2) <e(Q)

et comme @ < (02, on sait que degy (Q) < degg (Q2).

On recommence alors le procédé tant que Mg, a un maximum.
Supposons qu'il existe un indice ¢ tel que Mg, n’a pas de maximum.

Supposons que € (Mg,) £ €(Q'). Donc il existe g; € Mg, tel que
e(gi) > (@)

Comme @' est un polynoéme clef, on sait que degy (g;) > degy (Q').

Donc on a :
€(Qi—1) < e(Q)
Qi—1 < gi

degy (Q') < degx (9:)

par définition des successeurs immédiats, on a Q;_; < Q' et on pose
Q; = @', ce qui conclut la preuve.
Traitons donc le cas € (Q') > e (My,).
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Comme degy (@) < degy (Q;) < degg (Q') pour tout indice i, il
existe un rang N a partir duquel pour tout indice j > N, on a

degy (Q;) = degy (Qj41) < degy Q).

Soit P € Mg, . Par construction, € (P) < € (Qn+1) < €(Q'). Si le
polynéme @’ n’est pas de degré minimal pour cette propriété, il existe
alors un polyndme clef P’ successeur immédiat limite de @y, de degré
strictement inférieur & celui de ). Donc on a

degy (Qn+1) < degy (P') < degyx (Q').

On change alors Qny1 en P’ et on réitere le processus, qui s’arréte
puisque la suite des degrés croit alors strictement.

Sinon, @’ est de degré minimal parmi tous les polynomes clefs tels
que € (Mg, ) < €(Q’), il est alors lui-méme un polyndme clef successeur
immédiat limite de @y et le processus s’arréte a Qni1 = Q.

Dans tous les cas, on construit ainsi une suite finie de polynoémes
clefs qui commence a @, finit a @’ et telle que pour tout indice 7,
le polynéme ;1 est soit successeur immédiat de @);, soit successeur
immédiat limite de @);, ce qui conclut la preuve. O

PROPOSITION 2.2.30. Soient Q) et Q" deux polynomes clefs tels que
€(Q) < e(Q'). Alors il existe une suite Q1 = Q,...,Qn = Q" ot pour
tout indice 1, le polynome Q;11 est soit un polynome clef successeur im-
médiat optimal de Q; soit un polynome clef successeur immédiat limite

de Ql

DEMONSTRATION. Soit Q3 un successeur immédiat optimal de Q.
On regarde Mg = Mg,. Si cet ensemble a un maximum, on note ce
maximum P.

Si €(Q2) = €(P), on prend P = 3. Sinon, € (Q)3) < € (P). Comme
P et Q5 sont tous deux des successeurs immédiats de @, ils sont de
méme degré.

Ainsi P est un polynoéme clef successeur immédiat de ()2, de méme
degré que ()5. Le polynome P est donc un successeur immédiat optimal
de QQ.

Ainsi on pose Q3 = P.

De fait, on a ainsi une suite finie de polynoémes clefs successeurs
immédiats optimaux qui commence a @ et finit & P = max {Mg}.

On recommence alors le procédé tant que Mgy, a un maximum.
Supposons qu'il existe un indice ¢ tel que Mg, n’a pas de maximum.

Alors on procede exactement comme dans la preuve de la Proposi-
tion 2.2.29 pour conclure. O
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LEMME 2.2.31. Soient Q) et Q" deux polynomes clefs tels que Q < Q'
et on note Q' = 3 ¢;@Q’ le Q-développement de ). Alors g = 1.
=0

DEMONSTRATION. Comme €(Q) < €(Q'), on sait d’apres la Pro-
position 2.2.23 que Y in, (¢;@Q) = 0. De fait on a
=0

in, (gn) iny, (@)™ + -+ +in, (¢1) in, (Q) +in, (g0) = 0.

Ainsi, comme in, (¢,,) # 0, il vient

. m in, (q1) . in, (qo)
2.2.2 in, (Q)™ +--+—2in, (Q) + 2L =,
(2:22) @ in, (gm) @ in, (gm)
On pose a := degy (Q) et on considéere G, la sous-algebre de

gr, (K [X]) engendrée par les formes initiales de tous les polynémes de
degré strictement inférieurs a a.

Ainsi G-, est une algebre saturée, et ainsi tous les coefficients de
% de I'équation (2.2.2) peuvent étre représentés par des
polynomes, dont on note h; des relevements, de degrés strictement in-
férieurs a a.

L’élément in, (@) est donc solution d'une équation homogene en-
tiere a coefficients dans G, et dont le coefficient du terme de plus haut
degré est 1.

la forme

~ m—1 )
On considere le polynéme @@ = Q™ + Y- h;()’, avec par hypothese
§=0

degy (@) < degy (Q'). Par construction on a bien
m—1 .
in, (@)™ + Y_ in, (h;)in, (Q) =0
=0

et d’apres la preuve de la proposition 2.2.23, on a ainsi € (@) > €(Q).
Par minimalité du degré de )’ pour la propriété, si on montre que Q
est un polynome clef, alors on a degy (Q') = degy (Q) et ainsi ¢, = 1.

Montrons donc que Q est un polynome clef.
Supposons par 'absurde que ¢a n’en est pas un. Alors il existe un

polynéme P tel que € (P) > ¢ (@) et degy (P) < degy (@) On choisit
P unitaire et de degré minimal pour cette propriété. Montrons que P
est un polynome clef.

Soit donc S un polynoéme tel que € (S) > € (P). Ainsi € (S) > ¢ (@)

Sidegy (S) > degy (@), alors, comme degy (P) < degy (@), c’est
terminé.



2.2. POLYNOMES CLEFS DE SPIVAKOVSKY ET AL. 79

Supposons donc que degy (S) < degy (@) Ainsi €(S) > € (@) et
degy (S) < degy (@), puis par minimalité du degré de P pour cette
propriété, degy (S) > degy (P) et c’est terminé.

Donc il existe un polynéme clef P tel que l'on ait € (P) > € (Q) et
degy (P) < degx (@)

Comme € (@) > €(Q), il vient que € (P) > € (Q).

On a donc un polynoéme clef P tel que € (P) > € (Q). Par minimalité
du degré de Q' pour cette propriété, on sait que degy (Q') < degy (P).

Or degy (P) < degy (@), ce qui implique que degy (Q') < degy (@),
ce qui est absurde.
Ainsi () est bien un polynéme clef. 0

PROPOSITION 2.2.32. Soient Q et () deux polyndmes clefs tels que

(@) <e(Q),

c et ¢ deux polynomes de degrés strictement inférieurs da degy Q' et j
et j' deux entiers tels que :

vo (c) =v(c)
vo (¢) =v(c)
i<y

vo (c(@Y) <vo (¢ (@))

v (e@y) <v(¢ @)
St de plus j < j' ouuQ<c(Q))<yQ( Q') ),alors
)

alors on a :

v(e(@)) <v(d (@Y
DEMONSTRATION. On sait que vg (Q') <

v(Q) — v (Q) = 0.

Comme on a supposé que j < j', on a
Jw(Q) —ve (@) <j' (w(Q)—vq(Q)).
De plus, on sait que vg (c (Q’)j> < g (c’ (Q’)j/), il vient que
vo (c(@Y)+i (v (Q) = 1o (@) < v (¢ () )47 (W (Q) — v (Q)) -
D’ou l'inégalité

v () +ive (Q)+jv (@) —jvq (@) < vo () +i've (@) +1v (@) —j'vo (),

(@), ainsi
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c’est-a-dire vg (¢) + jv (Q') < v () +j'v (Q'). ' '
Or vg (¢) = v (¢) et vg (¢) = v (), doncu( @Y) <v(d@)).
Si de plus j < j OUI/Q< )j)<1/Q( ]/

diatement v ( (Q’)]> ( "y )
LEMME 2.2.33. Soient Q et Q)" deux polynomes clefs tels que

€(Q) <e€(Q)
et soit f € K[X] dont le Q'-développement est f = Zr: f (Q’)j. Alors
7=0

), alors on a immé-

O

vo (f) = min {vg (£;(Q))}.

0<j<r

Et si l’on pose

Toq (f):={i €{0,....7} tels que v (f;(Q)) = o (£)},
alors on a :

i, (/)= > i, (£(Q)).

J€TG o/ (f)

DEMONSTRATION. Uniquement dans cette preuve, nous noterons

v (£) = gin {vq (£; (@)}

0<j<r

et
T'(f) == {5 €{0,....r} tels que vg (f;(@)) =V ()}

Montrons que vg (f) = v/ (f).
Tout d’abord, on a

o 5, 5@7) = i o (@)

JET'(f) JeT'(f)

= min v
JET'(f) (f)

= v(f)-
Posons maintenant &’ = max 7" (f) et b = d¢ (fi). Autrement dit,
b=max{j € {0,...,n} tel que v (a;Q?) =vg (fi)} out fy = i a; Q7.
=0
Ainsi, Pélément Y>> f; (Q') contient le terme
JET'(f)

b+b' de !
abcdegQ Q’Q 8o @ :

Puis pour tout j € {0,...,7r} tel que f; # 0, on a :
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o (£@Y) = min {vo(f(@))}

I
<
~—

et ce pour tout indice i appartenant a 7" (f). Donc en particulier,

vQ (fj (Q/)j) > vQ (fb’ (Q/)b/)
= vo (fv) +vo ((Q))
= v (abe> + Vg ((Q’)b/>
= v (abe> +v (CdegQ QY IeEa Q/)
- v (abcdeg o o QUtY deso Q')
avec inégalité stricte si j & T' (f).

Donc
v (CbbcdegQ QY e @ ) =v'(f)

(Z £(@ ) v (f).
J¢T'(f

Par maximalité de b et ¥, le terme AbCdeg,, Q/Qb“’/ dego @ pe peut

pas étre compensé et ainsi vg (f) = v (abcdegQ o QU desg Q/) = (f),

c’est-a-dire que vg (f) = Ogng {VQ ( i (@) )} Ainsi on a aussi
T'(f) = Toa (f)-
Il vient jETZ,(f) in,, ( fi (@ )? ) est un élément non nul de G,,,, égal a
in,, (f), ce qui conclut la preuve. O

COROLLAIRE 2.2.34. Soient Q) et Q)' deux polynémes clefs tels que

€(@) <e(@)

et soient . .
f=>1L@Q) =3 o’
5=0 §=0
les Q' et Q-développements d’un élément f € K [X]. On pose
6 := minTg o (f) = min {j €{0,...,r} tels que vg (f] (Q')j> =g (f)}

et l’on suppose que vg (f(gQ/(f)) =v (ng,(f)) et que vg (fo) = v (fo).
Alors :

(1) dq (f)degg Q" < dq (f), et donc en particulier ég (f) < dq (f).
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(2) Sidg (f) =0dq (f), on pose § :=dq (f) et alors
degQQ/ =1,

Toq (f) = {3}
et
in,, (f) = (inyQa5> (inVQQ')é.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord le point 1.
D’apres la preuve du lemme précédent, on sait que

0degy Q' < dg (f)-
De plus,

vo (Fign) = v (Figr)) -

vo (fo) = v (fe)-
Par définition de 6 = 8o (f), on a v ( £(Q)) <v(fo(@)"). On sait
d’apres le Lemme 2.2.33 que vg (f) = Orgjlgr {VQ fi (Q 9)} et comme
6 =minTy o (f), on a

v (1(Q)') =va (f) = min {rg (1; (@)}

Ainsi vg (fo (@)) < vg (f5(@)°)
Alors, comme vq (fg) = v (fg) et vg (fs) = v (fs) :

vo (£2(Q)) <va (45 (Q
< v (fo) +0vq (Q') S v (f )+5VQ(Q’)
S v (fo) +0v (Q) < v(fs) +ovg(Q).
Supposons que 'on ait égalité sur la valuation v, c’est-a-dire que

v (fo(@)) = v (£s(@)°). Alors v (fo) = v (f5) + 0v (Q') — 0v (Q') et

vQ (fe( Q)') <vq (fs(@))
< v (/o) +5V( ) = 0 (Q') 4 0vq (Q) < v (fs) + dvg (@)
-0 (@Q)< (-0 Q).

:
Comme on sait que € (Q) < € (Q’), d’apres la preuve de la proposi-
tion 2.2.22 on sait que vg (Q') < v (Q’) et ainsi 6 — § < 0, autrement
dit 6 < 4.

Sinon on a donc inégalité stricte, ¢’est-a-dire v (f5 (Q’)a) <v (fg (Q’)e).
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On a alors les quatre hypotheses :

vo (fo) = v (fo)
vq (fs) =v (fs)
vQ (fe (Q/)9> < g (fa (Q')(S)
v (f5(@)) < v (fo(@))
et par contraposée de la Proposition 2.2.32, on en déduit que § < 6.
Donc dans tous les cas, on a § < 6. Ainsi comme 0 deg,, Q" < dq (f),
on sait que ddegy Q" < dq (f) comme attendu, et donc en particulier
également que d¢ (f) < dg (f).
Montrons maintenant le point 2.
Supposons donc d¢r (f) = d¢ (f) = J. Comme on vient de voir que
o (f)degg Q" < 6q (f), il vient que degy Q' =1, et ainsi Q" = Q + b
avec b un polynéme de degré strictement inférieur a celui de Q).
On sait d’apres la preuve du point 1 que 6 < 6. De plus, on sait que
0 degy Q' < dg (f) = 0, autrement dit, & < 0 puisque degy Q" = 1.
Il vient que § < 8 < 4, c’est-a-dire que § = 6 = min Ty ¢ (f). Reste
a montrer que pour tout indice j > 9, on a j ¢ Ty o (f), autrement
dit on a

vo (£(Q)) > o (f) = min {vg (f:(Q))}.

0<ilr

On aura alors bien que Ty o (f) = {0}.
Soit donc j > 4. Par définition de ¢ (f) et dg (f), on sait que

v (£ (Q)) > v (f) et v(a;Q7) > g (f).
De plus, comme 0 € T o (f), on a vg (f(; (Q 5) = vg (f), ainsi
nous voulons montrer que vg ( i@ Y ) > Vg ( fs (Q )5> pour tout in-

dice je{6+1,...,7}
On sait que :

o (@) =va (1) < v (@)

vo (fs) =v (fs) car degy (f5s) < degy (Q') = degyx (Q)
v (fj) = v (fj) car degy (f;) < degyx (Q') = degx (Q)
o<y

D’apres la contraposée de la Proposition 2.2.32, il vient que
5 .
v (£5(@)") <vo (£(Q)

comme attendu.
Donc on a bien Ty o (f) = {6}
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D’apres le Lemme 2.2.33, il vient que

i, (f) = % i (£(Q))

J€Tq o (f)
= iny, (@) 5
= inyg (fs) (ing (@)
]

THEOREME 2.2.35. Soient QQ et Q' deux polynomes clefs tels que

€(Q) <e(Q)

On rappelle que car (k,) = 0. Si Q' est un polynome clef successeur
immeédiat limite de @), alors dg (Q') = 1.

DEMONSTRATION. Nous allons raisonner par I’absurde et supposer
que 6 (Q') > 1. Parmi tous les couples (Q, Q') tels que @’ soit un
successeur immédiat limite de @ et tels que dg (Q') > 1, on choisit @
et @' de telle sorte que deg (Q)') — deg (Q) soit minimal.

D’apres la définition de successeur immédiat limite, pour toute suite
de polynomes clefs successeurs immédiats (Q;),oy- avec @1 = @, on a
Q; # Q' pour tout indice non nul . Par définition des polynomes clefs
limites, et par hypothese, on sait que deg (Q’) — deg (@)) est minimal
pour cette propriété.

Imaginons que 1'on trouve un polynéme Q tel que

€(Q) <e (@) <e(@)

et deg (Q) < deg (Q) < deg (Q").

Alors, par minimalité de deg (Q’) — deg (@), on sait qu’il existe une
suite finie de polyndmes clefs successeurs immédiats entre Q et Q et
qu’il existe une suite finie de polyndmes clefs successeurs immédiats
entre Q et ()'. Ainsi, on a une suite finie de polynomes clefs successeurs
immédiats entre Q et ), ce qui donne la contradiction.

Ainsi, §’il existe un polynome clef tel Q tel que

€e(Q) <e (@) <e(Q)

et deg (@) < deg (@), alors on a deg (Q) = deg (@)
Soit donc Q un tel polynoéme clef. On a Q := Q —a ol a est un

polynome de degré strictement inférieur a celui de Q.
Comme €(Q) < € (Q), d’apres la Proposition 2.2.23, on sait que

in, (Q) = in, (a).
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On considere également Z a;Q? le Q-développement de Q'. On

peut supposer que dg (Q') = 5 (Q’) et on pose § := dg (Q').
D’apres le Corollaire 2.2.34, on sait que in,, (Q') = in,,, (as) in,,, (@)6.
Autrement dit in,,, (Q') = in,,, (as)in,, (Q — a)’.
De plus, 0Q' = io [0 (a;) Q7 + a;5Q710Q).

On va tout d’abord montrer que les termes 0 (a;) @’ n’interviennent
pas dans in, (0Q'). Soit donc j € {0,...,n} quelconque.
On a
vQ (9a;) = v (9a;)
> v(aj) —e(ay).
Or @ est un polynéme clef et a; est de degré strictement inférieur a
celui de () puisque c’est un coefficient d’'un ()-développement. Ainsi

€(aj) < e(Q).
Il vient
v (0a;) > v (a;) — e (Q) = vg (a;) —€(Q).

D’arpes la preuve de la Proposition 2.2.13, on sait que, comme nous
sommes en caractéristique nulle,

Vo (Q) =g (9Q) = €(Q).
Ainsi vg (0a;) > vg (aj) — vo (Q) + vg (0Q). De fait,
v (9a;) + v (Q) > vq (a;) + v (9Q).

Autrement dit, vg (Qda;) > vg (a;0Q), et en ajoutant vg (Q7~1) de
chaque coté de l'inégalité, on obtient :

vo (Q70a;) > vo (4,7719Q) = v (ja,@'0Q) .

On a donc

in,, (0Q") = iny, (271: {janj—laQ}) .

7=1
n .
Méme si l'expression Y [ja;Q'~'0Q] n’est pas un Q-développement,
j=1

comme a; et 9Q) sont de degrés strictement inférieurs a celui de ) en ca-

ractéristique nulle, d’apres le Lemme 2.2.6 la vo-forme initiale de a;0Q

est égale a celle du reste de sa division euclidienne par (), ainsi nous

conservons cette écriture et la considérons comme un ()-développement.
Montrons maintenant que dg (0Q') =6 — 1.
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Remplacer Q par Q dans le calcul de la forme initiale de @’ par
rapport a () (respectivement ()) ne change pas le calcul, et on suppose
que 9 se stabilise a partir de . Ainsi, si dg (0Q') = 6 — 1, on aura alors
¢galement 65 (0Q") =6 — 1.

Soit j > 0. Montrons donc dans un premier temps que

178 (janj_lﬁQ) > v (5a5Q5_10Q) .
Autrement dit, que
178, (janj_l) > v (5@5@5_1> .
Or par définition de 4, on a vg (a;Q7) > vg <a5Q5). Ainsi,
Vo (anj’l) > Vg (a(;Q‘S’l)

puis vg (ja; Q1) > vg ((5@5@5_1) comme attendu.
Reste a montrer que la valeur de terme 6 — 1 est bien minimale.
Soit j < 4. On sait que vg (a;Q7) = vg (CL(;Q(S), ainsi

vo (a;Q7710Q) = vg (4;Q°710Q) .
Il vient vg (ja;Q10Q) = vg (6@5@5_1862) puisque nous sommes en
caractéristique nulle.
On a donc bien dq (9Q') = d5 (0Q") = 6 — 1. D’apres le Corollaire
2.2.34, il vient :
61
in,, (0Q") = in,, (6a;0Q)in,, (Q) :
Autrement dit
in,, (0Q") = din,, (a;0Q) in,, (Q —a)’~".
On sait que vg (Q — a) < v (Q — a), ainsi, comme § > 1,

vo (60,0Q (Q — a)°’™) < v (0as0Q (Q — a)"™) .
C’est-a-dire que I'image par ¢: gr, K [z] = gr, K [z] de

in,, (5@58(9 (Q— a)6_1>
est nulle. Ainsi, I'image par ¢ de in,, (0Q") est nulle, et donc
v (0Q') < v (0Q).

D’apres la preuve de la Proposition 2.2.22, on a €(Q) < €(9Q").
Mais on sait que deg (0Q") < deg (Q’), et comme @’ est un polyndéme
clef, il vient € (0Q") < € (Q).
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De fagon plus générale, le raisonnement précédent est vrai en rem-
plagant ) par tout polyndme clef ) de méme degré que Q.

Donc pour tout polynéme clef () de méme degré que deg (@), on a
€ (Q) < €(8Q").

De fait, on a € (Q) < € (0Q') < €(Q’) et deg (0Q") < deg (Q'). Donc

si 'on montre que 0Q" est un polynoéme clef, on aura

deg (@) = deg (0Q').

Montrons donc que 9@’ est un polynéme clef. Faisons un raisonne-
ment par 'absurde et supposons que 9@’ n’est pas un polynéme clef.
Ainsi il existe un polynéme P tel que 'on ait a la fois € (P) > € (0Q’)
et deg (P) < deg (0Q"). On choisit P de degré minimal pour cette pro-
priété.

Montrons qu’alors P est un polynome clef. Soit S un polynoéme tel
que €(S) > € (P). Nous voulons montrer que deg (S) > deg (P).

Comme € (P) > € (0Q'), on sait que € (S) > € (0Q').

Deux cas sont possibles : ou
deg (S) > deg (0Q"),

ou
deg (S) < deg (0Q)") .

Dans le premier cas, on a deg (S) > deg (0Q)).

Comme deg (P) < deg(9Q), il vient deg (P) < deg(S) et c’est
terminé.

Donc on suppose que deg (S) < deg (0Q).

Alors on sait que € (S) > €(9Q)) et deg (S) < deg (0Q'), mais P a
été choisi de degré minimal pour cette propriété, et donc

deg (P) < deg(S)

comme voulu.

Le polynéme P est donc bien un polynéme clef.

On a deg (P) < deg(0Q'), ainsi deg (P) < deg(Q') et comme Q'
est un polyndme clef, il vient € (P) < € (Q').

Or comme € (P) > €(0Q’), on a aussi € (P) > €(Q).

On a donc un polyndéme clef P tel que €(Q) < €(P) < €(Q') et
deg (P) < deg (Q’). Ainsi, on sait que deg (P) = deg (Q).

Le polynome P est donc un polynome clef de méme degré que @,
et ainsi € (P) < €(9Q)), ce qui est absurde.

On a donc démontré que 0@’ était un polynéme clef. Il vient que
deg (Q) = deg (0Q’). Mais alors, € (0Q') < € (0Q) et c’est absurde. Le

théoreme est démontré. O
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Maintenant que nous avons donné les différentes notions de poly-
nomes clefs et vu quelles étaient leurs premieres propriétés, il est naturel
de s’intéresser au lien que peuvent avoir ces deux notions.
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2.3. Lien entre les polyndmes clefs de Vaquié et les
polynémes clefs de Spivakovsky et al.

Les polynomes clefs de Vaquié et ceux de Spivakovsky et al. sont
en effet tres « proches ». Nous allons ici voir tres précisemment a quel
point ils le sont.

Nous continuerons a appeler « polynome clef » un polynéme clef de
Spivakovsky et al. et « polynéme clef de Vaquié » un polynome clef de
Vaquié.

2.3.1. Sens Spivakovsky = Vaquié. Commengons par considé-
rer () un polynome clef pour la valuation v. Nous avons vu dans la
Proposition 2.2.10 que @) était vg-irréductible. La premiere question
que l'on se pose est donc : est-il un polynoéme clef de Vaquié pour la
valuation vg 7

THEOREME 2.3.1. Tout polynome clef Q pour la valuation v est un
polynome clef de Vaquié pour la valuation vg.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, les polyndmes clefs étant uni-
taires dans les deux notions, nous n’avons pas a démontrer cela. En-
suite, comme nous venons de le rappeler, nous avons déja démontré
dans la Proposition 2.2.10 que @) était vg-irréductible. Il reste donc
uniquement a montrer que () est vg-minimal.

Soit donc P € K[X] un polynéme tel que @ |,, P. Nous voulons
montrer que degy (Q) < degy (P).

Par hypothéese nous savons qu’il existe un polynéme S € K[X] tel
que

iny, (Q) iny, (S) = iy, (P) € gr,,, (K [X]).
Or
8. (K (X)) = G (@ [ ()] € L [imug (Q)]

avec L = Frac (G<degX(Q)). Comme in,,, (@) est transcendant sur L,
on sait que

deginyQ Q) (in,,Q (P)) > 1.

Ainsi, le polynome ) apparait dans le Q)-développement de P avec
exposant plus grand ou égal a 1. Il vient degy (P) > degy (Q) comme
annonceé. U

Nous avons déja vu que l'intérét des valuations tronquées v n’était
pas en rapport avec le polynome clef ) mais plutot avec un polyndéme
clef (g successeur immédiat de () pour la valuation v.
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THEOREME 2.3.2. Soient Q; et Qo deux polynémes clefs pour v tels

que Q1 < Q3.

Alors QQy est un polynome clef de Vaquié pour la valuation tronquée
Vo, -
DEMONSTRATION. Encore une fois, @Q» est unitaire par définition.
Nous avons donc a montrer deux choses :
(1) Q2 est vg,-irréductible.
(2) Q2 est vg,-minimal.

Montrons tout d’abord que ()3 est vg,-irréductible.
D’apres la remarque 2.1.7, il suffit de montrer que in,, (Q2) est
irréductible dans

G <degx (O1) {ianl (Q1)} =g, (K[X]).
On considére ¢ lapplication ¢: gr,, (K (X]) — gr, (K [X]) qui
envoie in,, (P) sur in, (P) pour tout polynéme P € K[X].
Si degy (P) < degy (Q1), alors on a vy, (P) = v (P) et de fait
Dl est injectif.

<degx (Q1)
Donc ¢

par ¢.

S’il existe un polynéme P tel que vg, (P) < v(P), alors I'ap-
plication ¢ n’est pas injective. Mais comme @)y < ()2, on sait que
vg, (Q2) < v(Q2) d’apres la proposition 2.2.22. Donc d’une part ¢
n’est pas injective, et d’autre part

in,, (Q2) € ker(¢).

Montrons que ker (¢) est un idéal principal engendré par in,, (Q2).
Soit donc P € K[X] tel que in,, (P) € ker (¢) et considérons
P=qQy+r

la division euclidienne de P par () dans K [X].

Si in,, (r) # 0, alors, comme (inl,Q (P),iny,, (Qg)) € ker ()’
on a in,, (r) € ker(¢), cest-a-dire que l'on a vg, (r) < v(r), ce qui
contredit la minimalité du degré de ()5 pour cette propriété, minimalité
donnée par la proposition 2.2.22.

Ainsi iy, (r) = 0 et in,, (P) € (in,, (Q2))er,, (K [X]), donc
ker (¢) = (in,,Q1 (Qg)) 8y, (K [X]). Comme l'anneau gr, (K [X]) est
integre, il vient que (inyQ1 (Qg)) 8, (K [X]) est un idéal premier de

16 < desx (01) est un isomorphisme de G'cgeg, (@) SUr son image

8r,,, (K [X]), c’est a dire que iny, (Q2) est un élément irréductible de
80, (K [X]), ce qui complete la preuve du premier point.
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Montrons donc maintenant que Q)2 est vg,-minimal.

Soit donc P € K[X] tel que Qg [, P

Montrons que degy (€2) < degy (P). On sait que in,, (Q9) divise
iny, (P) dans gr,, (K [X]) par hypothése. Donc

it g, (P) € ker (6) = (ing, (Q2)) gr,,,, (K [X]).

Autrement dit, vg, (P) < v (P), et par minimalité du degré de Q-
pour cette propriété, on a degy (P) > degy (Q2) comme annoncé, ce
qui conclut la preuve. 0

2.3.2. Sens Vaquié = Spivakovsky. Maintenant que nous avons
établi les propriétés des polyndomes clefs en terme de polyndmes clefs
de Vaquié, il serait intéressant de se demander ce que nous avons dans
I’autre sens : a savoir, si 'on prend un polynéme clef de Vaquié pour
v, existe-t-il une ou plusieurs valuations telle-s que c¢’est un polynéme
clef pour celle-s ci?

THEOREME 2.3.3. Soit Q un polynome clef de Vaquié pour la va-
luation v. Alors c’est un polyndme clef pour toutes les valuations V' qui
sont des valuations augmentées de v.

DEMONSTRATION. D’aprés le Théoreme 2.1.16, on sait que toute
valuation augmentée v/ vérifie les deux propriétés suivantes :

(1) V(@) >v(Q).
(2) Pour tout polynéme P € K[X] de degré srictement inférieur
a celui de ), on a V' (P) = v (P).
Soit donc v/ une valuation augmentée de v. Montrons maintenant que
Q@ est un polyndéme clef pour /.

Raisonnons par l’absurde et supposons que ) n’est pas un poly-
noéme clef pour /. Donc il existe un polynéme unitaire P € K|[X] tel
que €, (P) > €, (Q) et degy (P) < degy (Q). On choisit P de degré
minimal pour cette propriété.

Nous allons maintenant voir que P est en fait un polynome clef
pour V. En effet, soit S € K[X] tel que €,, (S) > €, (P). Montrons que
degx (5) = degy (P).

Puisque €,/ (S) > €, (P) et €, (P) > €, (Q), alors on a

e (S) > e (Q).
Deux possibilités s’offrent a nous : la premiere survient lorsque 1'on a
degy (S) > degy (Q). Alors comme degy (Q) > degy (P), on a bien
degy (S) = degx (P).
La deuxieéme possibilité, c’est lorsque degy (S) < degy (Q). Dans
ce cas, on a donc €, (S) > €, (Q) et degy (5) < degy (Q). On a choisi
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le polynéme P tel qu’il était de degré minimal pour cette propriété,
donc on a bien degy (S) > degy (P), puis P est un polynéme clef pour
la valuation /.

On a donc l'existence d’'un polynome clef P pour la valuation 1/
de degré strictement inférieur a celui de @ et tel que €, (P) > €, (Q).
Le polynome P étant de degré strictement inférieur a celui de @), on a
degy (P) < max {degx (@)}

D’apres la proposition 2.2.18, on sait qu’il existe un polynoéme clef
H pour la valuation v/ tel que

degy (H) < fbfé%i( {degx (0Q)}

et pour tout entier strictement positif b, on a vy (3,Q) = V' (3,Q).
Premier cas : €,, (H) > €, (P). Donc le polynéme H vérifie dans ce
cas les quatre propriétés suivantes :

(2.3.1)
Le polynéme H est un polyndéme clef pour la valuation /.

e (H) > e (Q).
degx (H) < degx (Q)-
Pour tout entier strictement positif b, on a vy (3,Q) = V' (0Q).

Deuxieme cas : €,/ (H) < €, (P). Alors d’apres la proposition 2.2.17,
on a, pour tout entier strictement positif b : v}, (0,Q) < Vp (0,Q) et
comme de plus vy (0,Q) = V' (0,Q), alors v (0,Q) = V' (0pQ).

De fait, P vérifie également les quatre propriétés (2.3.1).

Donc quitte a remplacer P par un autre polynome clef H pour
la valuation v/, on peut supposer que P vérifie les quatre propriétés
(2.3.1). Autrement dit nous pouvons supposer que pour tout entier
strictement positif b, 'on a vp (0,Q) = V' (0,Q).

Montrons maintenant que pour tout polynéme S € K[X], on a
v (S) > vp (S). Soit donc S € K[X] un polynéme et considérons

S = Z Sipi
i=0
son P-développement. On a v} (S) = Jnin {V' (s;) + (P)}.

Or degy (s;) < degy (P) < degy (Q), donc par hypothese, nous
avons V' (s;) = v (s;) pour tout indice i et v/ (P) = v (P).
Il vient v} (S) = Jnin {v (s;) + v (P)}, puis

Vp (S) = min {I/ (siPi)} <v(S)

0<i<n
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comme attendu.
En particulier, on a v/ (Q) > v (Q) > vp (Q).
Afin d’utiliser la proposition 2.2.13, montrons que

Sp(Q) = {i€{0,....d} tel que v/ (¢:P") = v} (Q)} # {0}

d )
ou Q = 3 ¢;P" est le P-développement de Q. Supposons par I'absurde

que S} (Q) = {0}. Alors v/ (Q) > v (@) = v (¢).
d )
I vient v/ (qo) = v/ | 3= ¢;P" | : en effet, s’ils étaient distincts alors
i=1

V' (Q) serait égal au minimum des deux valeurs, qui est v/ (qy) puisque
S5 (Q) = {0}, ce qui est absurde puisque I'on sait que v/ (Q) > vp (Q).
Donc

d .
V() = V Z qz‘Pl>
> min {V (¢:P")}

1<i<d
> V' (qo)
puisque S (Q) = {0}, ce qui est absurde.
On a ainsi montré que S, (Q) # {0}, et d’apres la Proposition
2.2.13, on en déduit 'existence d’un entier strictement positif ¢ tel que

Vp (Q) — vp (0.Q) = ce,r (P).

Or on rappelle que pour tout entier strictement positif b, on a

l/};. (&,Q) = l// (8;,@) .

Par suite, , /
€, ( ) Vp (Q) _cy (acQ) )
Comme on a montré que vp (Q) < ' (Q), il vient
€V/ (P) v (Q) ( Q) < Eyl (Q) ,

c

ce qui contredit le fait que €, (P) > €, (Q).
Nous avons donc une absurdité, et le polynéme () est donc bien un
polynome clef pour la valuation /. O












Chapitre 3

Uniformisation locale simultanée dans le cas
d’anneaux essentiellement de type fini sur un
corps sans restriction sur le rang de la valuation.

Le but de cette partie est de donner une preuve de I'uniformisation
locale en se placant dans le cas d’anneaux locaux essentiellement de
type fini sur un corps de caractéristique nulle, sans aucune restriction
sur le rang de la valuation. La preuve de l'uniformisation locale est
bien connue en caractéristique nulle. Ce résultat a été demontré pour
la premiere fois par Zariski en 1940 ([35]) en toute dimension et en
caractéristique nulle. L’intérét de cette nouvelle preuve est de présen-
ter une construction universelle qui fonctionne pour tous les éléments
de 'anneau régulier ambient de départ, et dans laquelle nous connais-
sons par avance les coordonnées pas a pas. Ainsi nous aurons une suite
infinie d’éclatements donnée explicitement, dans laquelle toutes les co-
ordonnées sont décrites, et qui monomialise n’importe quel élément de
notre algebre essentiellement de type fini, ce quel que soit le rang de la
valuation.

Pour ce faire, nous allons procéder par étapes. L’idée est la suivante.

Soient k£ un corps de caractéristique nulle, R une k-algebre locale
réguliere essentiellement de type fini sur k, de corps résiduel k. On
prend u = (uy,. .., u,) un systéme régulier de parametres de R, v une
valuation centrée en R de groupe des valeurs I' et K = k(uq, ..., up_1).
On suppose que k = k,. Cette propriété se conserve par éclatement.
Ainsi tous les anneaux obtenus par éclatements locaux le long de la
valuation v auront le méme corps résiduel : k.

Nous allons construire une seule suite d’éclatements qui monomia-
lise tous éléments de R pourvu qu’on regarde assez loin dans cette
suite. Pour cela, nous allons construire une suite de polyndmes clefs
successeurs immédiats (ou éventuellement successeurs immédiats li-
mites) particuliere. En effet, tout élément f de R sera non dégénéré
par rapport a un polynéme clef ) de cette suite, c’est-a-dire vérifiera
v (f) = v (f). De plus, tous les polynémes clefs de cette suite seront
monomialisables. On aura alors démontré que tout élément de R est non
dégénéré par rapport a un systeme de parametres régulier d’'un anneau
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régulier éclaté. Il suffira alors de voir que tout élément non dégénéré
par rapport a un systéeme de parametres est lui-méme monomialisable
par notre suite d’éclatements.

Nous commencerons cette partie par quelques préliminaires dans la
section 3.1, ot nous définirons entre autres la non dégénérescence citée
plus haut ainsi que les éclatements encadrés et monomiaux.

Ensuite, dans la section 3.2, nous verrons que tout élément non
dégénéré par rapport a un systéme de parametres est monomialisable.
Restera a montrer que c’est le cas de tous les éléments f qui nous
intéressent.

Ainsi, dans la section 3.3, nous construirons une suite de polynémes
clefs successeurs immédiats ou éventuellement successeurs immédiats
limites qui vérifie que tout élément f de R est non dégénéré par rapport
a I'un de ces polynomes clefs.

Dans les sections 3.4 et 3.5, nous finirons par voir la preuve que
tous les polynomes clefs de cette suite sont monomialisables, et qu’ainsi
nous démontrons I'uniformisation locale simultanée. Pour se faire nous
aurons besoin de la notion d’élément clef : en effet, modifiés par les
éclatements, les polyndmes clefs de la suite sus-citée n’ont plus de raison
d’étre des polynomes. Nous donnons donc une nouvelle définition, celle
d’élément clef. Elle a I'avantage de se conserver par éclatement. Ce sont
donc les éléments clefs que nous allons monomialiser, et nous conclurons
par récurrence.

3.1. Préliminaires.

Soient k£ un corps de caractéristique nulle et R une k-algebre locale
réguliere essentiellement de type fini sur k. On prend u = (uq, ..., u,)
un systeme régulier de parametres de R et v une valuation centrée
en R de groupe des valeurs I'. On pose 5; = v(u;) pour tout entier
1€ {1,...,n}, et K = k:(ul,...,un_l).

3.1.1. Eléments non dénégérés.

DEFINITION 3.1.1. Soit f € R. On dit que f est non dégénéré par
rapport a v et u si U'on a v,(f) = v(f), ou v, est la valuation définie
en 1.2.37

PROPOSITION 3.1.2. Soit f € R. L’élément f est non dégénéré par
rapport a v et u si et seulement s’il existe un idéal N de R contenant
f, monomial par rapport a u et tel que

v(f) =v(N) = min {v(z)}.
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DEMONSTRATION.
Montrons que s’il existe un idéal N de R contenant f, monomial
par rapport a u et tel que

V() = V(N) = min {v(2)}

alors v, (f) = v (f). Soit donc N un idéal de R monomial par rapport a
u tel que v(f) =v(N) = Hél]{[l {v(x)} et tel que N contient f.L’idéal N

étant monomial par rapport a u, on a v,(N) = v(N). Comme f € N,
on a v, (N) < v, (f).

[ vient v(f) = v(N) < v, (f), ce qui nous donne I'égalité, I'inégalité
opposée étant toujours vraie.

Montrons maintenant que si v, (f) = v (f), alors il existe un idéal
N de R contenant f, monomial par rapport a u et tel que v(f) =
v(N) = géljrvl {v(z)}. Supposons donc que v, (f) = v (f). Soit N le plus

petit idéal de R engendré par des mondémes en u contenant f.
On a donc v(N) = v, (N) = v, (f).
D’apres 'hypothese, v, (f) = v(f), donc v(N) = v(f). O

Soient J; C {1,...,n}, Ay ={1,...,n}\ J; et j; € J;.
On pose

Uq:

U sinon

, {Tqu sige i\{n}
q

et on prend R; un localisé de R' = R [ufh\ { j1}} par un idéal premier,

disons R; = R;, d’idéal maximal m; = m'R;. Comme R est régulier,
il en est de méme de R’ et donc de R;. Soit u!) = (ugl), . ,ugl)) un

systeme régulier de parametres de m;.
On note maintenant

By = {q € Ji\{s} tel que u ¢ Rlx}
et
Cri= A\ (B1U{j}).
Comme u est un systeme régulier de parametres de R , on a I'union
disjointe
u' =y, Uup Uug, U {“;1}

3.1.2. Eclatements encadrés et monomiaux. Soit 7: R — Ry
I’application naturelle. Quitte a renuméroter, on suppose que

Ji={1,...,h}.
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DEFINITION 3.1.3. On dit que 7: (R,u) — (Rl,u(l)) est un écla-
tement encadré de (R, u) le long de (u,,) respectivement & v s’il existe
Dy Cc{1,...,n} tel que

U =tV
AluBlLJ{j1} D1

et sim’ = {x € R tel que v(z) > 0}.

REMARQUE 3.1.4. Autrement dit, un éclatement 7 est encadré si
dans les générateurs de l'idéal maximal m; de R;, nous avons tous
les éléments de v/, sauf éventuellement ceux qui appartiennent a ug,,
autrement dit sauf éventuellement ceux qui sont inversibles dans R;.

Il est encadré respectivement a v si ’'on a localisé dans le centre de
la valuation.

EXEMPLE 3.1.5. On se replace dans le jeu entre Alice et Bob de I'in-
troduction. On rappelle qu’Alice éclate tout d’abord V' = {2? — 2%y = 0}
en {y = z = 0} et que Bob choisit de regarder dans la carte y. En terme
d’éclatement et de coordonnées, on considere donc

R= k[l’, Y, Z](z,y,z)

et u = (z,y,2). L’application 7 envoit = et y sur eux-mémes et 2z sur
z' = 2. Onlocalise en (z',y', 2’ — 1) et on a ainsi Ry = k[z, y, 2'](z,y,/-1)
et uV) = (z,y,2 — 1) = (z1,91,21). On aici A} = {1}, J; = {2,3} et
J1 = 2. De plus, By = {2} et C; = {3}. L’éclatement est donc encadré.

Soit m un tel éclatement.
DEFINITION 3.1.6. On dit que 7 est monomial si By = J; \ {j1}.

REMARQUE 3.1.7. Soit 7 un éclatement monomial.
Alors ny =net Dy ={1,...,n}.

DEFINITION 3.1.8. Soient 7: (R,u) — (Rl, u(l)) un éclatement
encadré et T C {1,...,n}.

On dit que 7 est indépendant de up si T'NJ; = 0, autrement dit si
T C A

REMARQUE 3.1.9. Puisque 'on considere des éclatements respec-
tivement a la valuation v, nous considérons des éclatements tels que
v(Ry) > 0, et de fait, comme ufl € R; pour tout ¢ € Jp, il est naturel

J1
q € Ji\ {5} . 1l est donc raisonnable de poser j; comme étant un

élément de J; tel que 3;, = rrelgn{ﬁq}.
qcJ1

de vouloir que v <;‘q> > 0 c’est-a-dire que v (u,) > v (u;,) pour tout
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B, = {q € Ji\ {1} tel que v ¢ Rf}
= {ae i\ (i} tel que 2 ¢ Ry |
= {qe J\ {7} telqueu( ) >O}
= {qge 1\ {41} tel que j, S B }-

Et de méme C) = {q € J; \ {51} tel que 5, = 5;, }.

Soit ky le corps résiduel de R; et ti, le degré de transcendance de
I’extension k <— ki, c’est-a-dire le cardinal de toute base de transcen-
dance. Montrons que tj, < fC. B

Soi?nt R = n%, et u, I'image de u;, dans R pour tout ¢ € J1 \ {j1}.
Alors R = k [ﬁBl, _il} Nous avons R — R’ — R; — kq, donc en

l

OnamfmlﬂRmelﬂRfm ﬂR.Smtm:mR/.
On a

R, _ R
mRi mR
m
R/
(7 )
_" mR/

c’est-a-dire :
(3.1.1) k— R — Rg — ki

On a également )y, 5, (5,3 C M’ donc pour tout ¢ € A;UB;U{j1},
I'image de u;, dans k; est nulle. Donc k; est engendré sur k par les images
des uy, avec ¢ € Cy. En particulier, t, < #C).

Or Cy := J1\(By U{j1}) donc 4C1+8B1+1 = §J; = h, c’est-a-dire :

(3.1.2) 1By +1 <ty +8B1 +1<tC,+tB1+1=h<n.
Dans la pratique, nous prendrons souvent J; C {1,...,r,n} ou r
est la dimension de Z v(u;)Q dans I' ®7 Q. Si J; C {1 1} la

famille 3, est une famllle d’éléments Q-linéairement mdependants et
de fait By = J; \ {j1}. Sinon n € J;. Alors il ne peut y avoir qu'une
relation de dépendance linéaire entre les 3, car fi,...,[3, sont Q-
linéairement indépendants. De fait nous aurons alors By = J; \ {1} ou
By =i\ {j1,q1} ou ¢1 € J; \ {j1}. Les cas intéressants sont donc ici
les cas o h — 2 < #By, c’est-a~dire h — 1 < §By + 1.

D’apres (3.1.2), cela nous donne h — 1 + ¢, < By + 1+ tg, < h.

Nous avons alors trois cas.
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Le premier cas, §B; +1 = h et t;, = 0, correspond au cas ou
I’éclatement est monomial.

Le deuxieme cas, §B; +1=h —1 et t;, = 1.

Le troisieme et dernier cas, B +1=h —1 et {5, =0.

Farr 3.1.10. Dans les cas 1 et 3, nous avons n; = n et dans le cas
2 nous avons ny =n — 1.

En effet, regardons sur un exemple, le cas général étant identique.
On sait que (uy,us) fait partie d’un systéme réqulier de paramétres de
R et supposons que J; = {1,2}.

Siv(uy) < v(ug) alors on pose j1 =1 et on a By = Jy \{j1}, c’est-
a-dire que nous somme dans le premier cas, l’éclatement est monomial,
et donc ny =n. Le cas v(uz) < v(uy) se traite de la méme maniére.

Sinon nous avons donc v(uy) = v(ug), et on pose toujours j; = 1.
Cette fois nous avons By =0, soit 4By +1=h—1, nous sommes dans
le cas 2 ou le cas 3. Nous avons uy = uy € W' et uy = 2. Soient 21 et
2o les images respectives de u) et uly dans ky par R — R’ — Ry — k.
On a tout d’abord zy = 0. Ensuite, deuz cas se présentent. Soit zo est
algébrique sur k et alors ty, = 0 et nous sommes dans le cas 3, soit zo
est transcendant sur k, ainsi ty, = 1 et nous sommes dans le cas 2.

Mettons nous dans le cas 3, ot 29 est algébrique sur k, de polynome
minimal N(Z) = S \iZ¢ avec \; € k pour tout i.

o M2
2 AZ) _
Soit N(Z) := > a;\iZ" ot a; € R* quelconque, et \; est un reléve-

On a alors ky ~

ment de \; dans R, c’est-a-dire un antécédant de \; par la surjection
canonique R — g = k. De fait \; = \; modulo m = m; N R, et donc
aussi modulo my. Comme \(z3) = 0 dans k; = % et que zo est l'image
de uly, dans ky, on a \(uh) € my.

On pose

Uq —ulzulem:mlﬂRle
et

)\( )€m1

Reste a montrer que ug) et u( )

que ny = 2 =n comme annonce.

Soit m; := (ugl),u2 )R1 Montrons donc que my = my R;.

Tout d’abord montrons que mR' = u{R' = uyR'. Nous savons que
uly € Ry puisque By = et donc Cy = {2}.

De fait uy € R' O Ry = R'0(Ry,)™ = R, puis uy = 2u; = uhu}.
Ainsi ug € uyR'. Il vient que mR' = (uy, us) R’ = u| R'.

engendrent l'idéal my, on aura alors
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Donc mRy = mR), = v\ R, = u\ Ry = ugl)Rl cmy.

On a vu que R =k [UBI,Eal}, donc ici R = k [@tl}, puis (3.1.1)
devient k — k [@H} — k {ﬂgﬂ}ﬁ — k1. Par définition, uy ¢ ™, donc
Eﬁ =k [ﬂg]ﬁ; B

On note A(tug) Uimage de X(uy) dans k[ay]. 1l vient

kml k12,
— ~ >~ K.
()~ NM2)
De fait (X(ﬂg)) est un idéal mazimal de k[Uy], et comme \(ts) est

Iimage naturelle de \(ub) = ul? dans k[as], c’est un élément de

MRz = Mk[Us|w. Donc Uimage de ugl) dans Rs engendre

— m [ R
mMRg = .
" mR (mR’) w

mR/

)

1
Comme mR; = mR,, = u|R, = u{R; = ug Ry, nous avons que

ugl) et ugl) engendrent W Ry, dans Rl, = Ry. Autrement dit ugl),ugl)

engendrent my dans Ry, c’est-a-dire my = m; R;.
On a donc bien ny =2 = n.
Regardons maintenant le cas 2, ot zy est transcendant sur k. On a

alors ky ~ k(z2). On pose encore ugl) =ul=uyuem=mNRCm

(1)
et on va montrer que u;

1
mR; =mR, = R, = R, = u\"R,,

engendre my. Nous avons encore que

ainst que
k= k[ ] = k [Ty = k.

Comme z, est supposé ici transcendant sur k, Uapplication k — k [Us]—
s’étend en Uapplication ky = k(22) — k [Ua], qui envoit zy sur Us.
Donc
R = k [o]g ~ k(22) [Ue]wk(zo) @) ~ F(22).
Doncm = (0) et m" =mR'. Il vient que
m; =m'R,, =mR.,, = ul"Ry,

puis ny = 1 =n —1 comme annoncé.

REMARQUE 3.1.11. Dans le reste du Chapitre 3, on supposera que
I’anneau de valuation a pour corps résiduel le corps de base k. Ainsi

k1 =k et ty, = 0. De fait, on aura toujours n; = n.
Comme k; ~ %, on sait que A (Z) est un polynome de degré 1

sur k.
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3.1.3. Eléments clefs. Nous aurons besoin par la suite d’une no-
tion un peu plus générale que celle de polynome clef. En effet, apres
éclatements, un polynoéme clef n’est plus assuré ne serait-ce que d’étre
toujours un polynéme.

DEFINITION 3.1.12. Soient P; < P, deux polynomes clefs de 1'ex-

tension k (ugl), e ,uv(f)_1> (u,@) successeurs immédiats et I’on considere
PB= 3 aij le Pi-développement de Ps.
J€SP, (P2)

On appelle élément clef tout élément P, de la forme

PQ/ = Z Gjbjplj

Jj€Sp (P2)

n

ou b; sont des unités de R; = k (u&l), e ,u(l)) o o) Le polynome
Uy ey Upy
P, est le polyndme clef associé a I’élément clef Pj.

REMARQUE 3.1.13. Un élément clef n’est pas nécessairement un
polynome. En effet, on a par exemple ﬁ qui est une unité de R;.
Un,

DEFINITION 3.1.14. Soient P] et P} deux éléments clefs. On dit que
P} et P} sont des éléments clefs successeurs immédiats, et I'on note
P < Py si leurs polynémes clefs associés respectifs sont successeurs
immédiats, autrement dit si P; < Ps.

De méme, définissons maintenant les éléments clefs successeurs im-
médiats limites.

DEFINITION 3.1.15. Soient P| et P} deux éléments clefs. On dit que
P/ et Pj sont des éléments clefs successeurs immédiats limites, et 'on
note P| <, P4 si leurs polyndmes clefs associés respectifs P, et P,
sont tels que P, est un polynome clef successeur immédiat limite de P;.
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3.2. Monomialisation dans le cas non dégénéré.

Comme annoncé, dans cette section nous allons monomialiser tous
les éléments qui sont non dégénérés par rapport a un systeme de para-
metres.

Soient av et v deux éléments de Z", et § = (min {a;,v;}),,c,- On
dit que u® | u” si pour tout entier ¢, o; est plus petit ou égal a ~; ,
c’est-a-dire si « est plus petit ou égal a 5 composante par composante.
On note également cela a < .

On pose
a=a—0=(a,...,040,...,0) € N".

Le but étant de construire une suite d’éclatements telle que dans le
dernier anneau, l'on ait u® | u?, on suppose que « n’est pas supérieur
ou égal a v composante par composante et que 7y n’est pas supérieur ou
égal a o composante par composante. Donc on peut supposer |&| # 0,
et @; > 0 pour tout i € {1,...,a}.
On pose de méme
F=~7—=0=1(0,...,0,%41,--.,79) € N"

Quitte a échanger « et v, on suppose 0 < |&| < |7].

3.2.1. Construction d’un caractére numérique strictement
décroissant.

DEFINITION 3.2.1. Soit application 7: Z" x Z" — N? telle que
m(a,v) = (lal,[7]).

Soit J un sous-ensemble minimal de {1,...n} tel que {1,...,a} C J

et ¥ 7, > |al.
qeJ

Soient 7: (R,u) — (Rl,u(l)) un éclatement encadré le long de

(uy), et j € J tel que Ry est un localisé de R [Z—J}
J

Si g € J\{j}, on rappelle que uj = Z—j, et uy, = u, sinon.

On définit maintenant &, = &, pour ¢ # j, et &, = 0 sinon; ainsi
ue 3, =%, i 4 £ j. % = % 7~ [al sinon, et

q€
& = (61,021, > 0g 4 |@l, 041, . ., 6n).
qeJ

On a donc :
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c’est-a-dire, en séparant le produit en deux :

n n

u® = 11 uyt X 11 ut
[=1 [=1
Le J\{j} L J\{j}

Or pour [ € J\ {j}, onau =u; xu; et pourl ¢ J\ {j}, on a
w = ;. Ainsi

n n
[e% o

u = I (xu) x I (w
=1 =1
Le JA\{j} L¢ J\{j}

Isolons le terme u;, nous obtenons :

[87] n

l Z 4
u® = ujeJ\{J} > H (ug)
[=1
et comme & = o — ¢, il vient o = & + 9 puis

o

ua:uge‘]\{j} X H (u;)aﬁal

c’est-a-dire

o leJX\:{j}al / o) /
u = u x JI () X (uj)
=1
L#j
Or a; = a, pour q # j et &' = (d1,...,0;1, ZJ&Q +|al, 611, -, 0n),
q€
d’ou

Zal n

Y ~
. al+(§l ai+0;
u® = u;EJ\{J} > H (ug) % (U;) 195
=1
L#]
puis
Z O‘l+aj+51 n ~r st
e} N
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On inclus a nouveau le terme [ = 5 dans le produit, alors :

Z, Otl+a/j+5j7’0\é/;-7(5; n Z;-&-é;
ut = u;&f\h} % H (u;)
=1
c’est-a-dire
aptai+8;—a—§" -
«a lEJZ:\{j} S of+4'
Or nous avons :
Z Ozl+0~zj—|-(5j—o~z;~—(5§ = Z Oél+0~éj+5j—(5;
leJ\{j} le\g} _
= Z al—l—aj+§j—25q—|a|
le\{j} q€J
= Y (+do)+a,— X 4,—|a
leJ\{j} AL
= > a—|al
leJ
= 0.

/

vy

Il vient donc u® = (u') , et de méme v = (/) ;

Onposed =0 +a' ety =90 +7.

PROPOSITION 3.2.2. On a 7(/,7) < 7(a, 7).

DEMONSTRATION. Premier cas : j € {1,...,a}. Alors

o' = |af —a; < lal.
Deuxiéme cas : j € {a+1,...,n}. Alors |&/| = |&|. Montrons que

7' < 17l
Or
vl = X gt X~ el
g=a+1 aeJ
Q7]
= 2 Vg + Z‘:Yq_‘&‘-

g=a+1 q€J\{j}

Par minimalité de J, 'ona Y 7, —|a| <0, et donc
q€J\{j}

A< > A=hl
g=a+1

Dans tous les cas, il vient (|&|, |¥']) < (|al, |7]) = 7(«, 7).
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Si @] < 3], alors 7(a/, ) = (|&'],|7|) et I'on a bien le résultat
annonceé.
Sinon, |&'| > |¥'], alors

() = (17, &']) < (l&'}, 171,
et I'on a encore le résultat. O

Quitte a renuméroter les u;, on peut supposer que u;, ¢ Ry pour
tout ¢ € {1,...,s} et u; € R{ sinon. Comme 7 est un éclatement
encadré, on a {u},...,u.} C uM, donc quitte & renuméroter encore
une fois, nous pouvons supposer u, = ugl) pour tout ¢ € {1,...,s}. On
pose

oW =(al,...,a.,0,...0)ezZ™

et
YW= 75,0,...0) € 2,

Onar (a(l), 7(1)> < 7(c/,v), et donc d’apres la proposition 3.2.2,

T Oé(l) (1) < Tl .
(a®V,7) < 7(a,7)

3.2.2. Divisibilité et changements de variables. Soit s € {1, ...

quelconque.
On écrit u = (w,v) on
w = (wy,...,ws) = (ug,...,us)
et
v=(V1,..,Up_s)-

On prend « et v deux éléments de Z°.
PROPOSITION 3.2.3. [l existe une suite locale encadrée
(R7 U’) — (Rlv u(l)) 5

respectivement d v, indépendante de v, telle que dans Ry, on ait w® | w”
ou wY | w*.

DEMONSTRATION. A moins que « soit plus grand ou égal & v com-
posante par composante, ou que y soit plus grand ou égal a a compo-
sante par composante, nous pouvons itérer la construction précédente,
en choisissant des éclatements respectivement a v et indépendants de
v. Comme 7 est & valeurs dans N? et décroit strictement, le processus

s’arréte apres un nombre fini d’étapes. Apres ces étapes, nous avons
e 7 5 l
wa:Ux<u()) ,uﬂ:Ux(u()) , avec U € R} et avec ou a(!)

plus grand ou égal & vY) composante par composante, ou v) plus grand

7”}
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ou égal & a¥) composante par composante. On a donc bien w® | w” ou
w? | w* dans R,. O

Etudions maintenant les changements de variables que nous faisons
lors de chaque éclatement. On considere i et ¢ des indices de la suite
locale encadrée, autrement dit on regarde

(Ryu) — -+ — (Rz-,u(i)) — (Ri/,u(i')) R (Rl,u(’)) :

PROPOSITION 3.2.4. Soient donc 0 < i < i < 1. On prend m un
élément de {1,...,n;} et m’ un élément de {1,... ,ny}. Alors :

(1) 1l existe un vecteur 6% de N*P tel que

. -/ 55,2;/’1.)
ul!) € (u%),) R).
(2) Si de plus la suite locale (3.4.1) est indépendante de ur, avec
(i 3)

. VN O
T c{1,...,n} et que l'on suppose que u?) ¢ ur, alors (U%D

!
A 7

est un monome en uﬁ)z \ ur.
K

(3) On suppose que pour tout i > 0 tel que i < i < 7', on a
Dy ={1,...,nu}, et on suppose que m' € D;. Alors il existe
un vecteur 7(“) de 7" tel que

m/

uff;:/) = (u(i))wfi}i,)

(4) Si de plus la suite locale (3.4.1) est indépendante de ur et
(@) (@)

que l'on suppose que u,,/ ¢ ur, alors u,,/ est un monéme en

D\ up.

DEMONSTRATION. Nous considérons le cas ¢/ = i+ 1, le cas général
se faisant par récurrence. Nous pouvons aussi supposer ¢ = 0.

Montrons (1). D’apres la définition 3.1.3, on a w)y, 5,41} = ugi

On note par ailleurs D; = D U DP' ot
(1)

/
UAI == U/Dfl
et
! — 1
U,Blu{jl} — uDlBl .
Sim € Ay U{ji}, alors u,, = u/, et 'on a ce que 'on voulait. Si

m € By alors u, = uju;, = uj u,, et 'on a encore le résultat.
Si m € O, alors u,, = v, u/, et par définition, v/ € Ry, ce qui

J1-m
nous donne le résultat.
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Montrons (3). On a m’ € D; = D" U DP' et Up,uB oGy = ugz

. oo 1
Si m' € Di" alors par définition uﬁ,} € u)y, = uyu, et nous avons le

résultat. Sinon m/ € DP'. Alors

1 u
U5n2 = ujBlu{jl} = {uju ufq VRS Bl} .
J1

Ce qui conclut la preuve de (3).
Supposons maintenant que la suite est indépendante de up. Par

définition nous avons uy, Nur = @ et donc aussi en particulier

ugj)gl Nupr = 0.

1

Montrons (2) et supposons donc que u,, & ur.

Sim € Ay, alors u, = u,, € ugll et u, ¢ ur ce qui conclut la

1
preuve. Sinon m € J;. Alors nous avons vu dans la preuve du point (1)

(1) (1)
que m était un mondéme en uD 5, uniquement, et comme uD B, NUur = (Z)

cela conclut la preuve du pomt (2).

Reste & montrer le point (4). On suppose alors que uf,ll? ¢ ur, avec
m' € Dy = D{" U D'
Si m' € DM alors u
€ u\ uy.
Sinon m’ € DP' et on a vu que u( )
Comme vy Nur = @, on a le resultat

1)

m/

€ vy, = uy,. Comme u §é up, on a
u(

est un mondme en up Uy C U

REMARQUE 3.2.5. Soient T C A, un ensemble de cardinal t, et
s:=n —t. On pose

v= (’Ulw"avt) = ur
et
w = (wl, c. ,ws) = U{1,..n\T-
On suppose ici que les éclatements que I'on fait sont monomiaux.
On au = (v,w') onw = (w),...,w.) = (WM, ... w®) avec

v(i) € Z*, ce d’apres la proposition 3.2.4. D’apres la preuve de cette
méme proposition, la matrice Fy = [y(1)...~(s)] est une matrice uni-
modulaire. Pour tout § € Z°, on a w’® = w. De méme w; = w"® et
les s-vecteurs 6(1),...,d(s) forment une matrice unimodulaire égale a

I'inverse de F,. On a donc w'” = uﬂFgl, et ce pour tout vy € Z°.

PROPOSITION 3.2.6. On a l’équivalence :

w|w? dans Ry < v(w®) < v(w?).
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DEMONSTRATION. On a u) = (w§”, cwd ).

D’apres la Proposition 3.2.4, il existe oV, 4 € N et il existe
a® )
et wl =z (w(l))A/ .

Pour tout ¢ € {1,...,7}, on a V(wl(l)) > 0 puisque I’éclatement est

supposé respectivement a v, donc centré dans R;.

Par construction de R, on a a® plus grand que v) composante
par composante, ou l'inverse.

Donc

(wu))a(” | (wu))“” Ny ((wm)a“’) < <(wu>)”<”> 7

¢’est-a-dire que

Y,z € R tels que w® =y (w(l)>

w® | w” & v(w*) <vw?).

O

3.2.3. Monomialisation des éléments non dégénérés. Soit N
un idéal de R engendré par des monomes en w. Choisissons w®, ... w®
des générateurs minimaux de N, avec v(w®) < v(w) pour tout i.

PRrROPOSITION 3.2.7. Il existe une suite locale encadrée
¢: (Ryu) — (Rl,u(l)>
respectivement da v, indépendante de v et telle que NR; = (w®)R,.

DEMONSTRATION. Soit
T(N,"LU) = <b70<1¥1<1§1<b7'(wi7wj)> Slb#o
(0,1) sinon.

Supposons b # 0.
On prend (w0, w%0) un couple qui atteint le minimum
min 7 (w, wY).
0<i<j<b

D’apres la proposition 3.2.2, 7(N, w) décroit strictement lors de chaque
éclatement.

Le processus s’arrétant, NR; est engendré par un seul élément en
tant qu’idéal de R;. D’apres la proposition 3.2.6, c’est w®, qui a la
valeur minimale, qui divise les autres. Il vient que NR; = (w®)R;. O

THEOREME 3.2.8. Soient f non-dégénéré par rapport a u = (w,v),
et N l’idéal qui vérifie la conclusion de la proposition 3.1.2, engendré
par des mondmes en w.
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Alors il existe une suite locale encadrée, indépendante de v,
(R, u) = (R, )
telle que [ est un mondme en u' multiplié par une unité de R'.

DEMONSTRATION. Soit (R, u) — (R/,u’) la suite locale encadrée de
la proposition 3.2.7. On a NR' = w®R’. Comme N contient f d’apres
la preuve de la proposition 3.1.2, il vient qu’il existe un élément z € R’
tel que f = wz. Comme v est centrée en R’, pour montrer que z est
une unité de R’, on va montrer que v(z) = 0.

Or v(z) = v(f) — v(w®) = v(N) — v(w®) d’apres la proposition
3.1.2.

Comme NR' = w*R’, on a v(N) = v(w®), et donc v(z) = 0, ce
qui conclut la preuve. U
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3.3. Non dégénérescence et polyndmes clefs.

Maintenant que nous avons réussi a monomialiser tous les éléments
non dégénérés par rapport aux générateurs de ’anneau local, nous al-
lons montrer que tous les éléments sont non dégénérés par rapport a
une suite particuliere de polynomes clefs successeurs immédiats. Soient
A I'ensemble des polyndmes clefs et

M, :={Q € A tel que deg(Q)=a}.

REMARQUE 3.3.1. On rappelle qu'une valuation v centrée en un
anneau local R est archimédienne si v (R \ {0}) est un semi-groupe
archimédien.

Cest-a-dire si pour tout (a, ) € v(R\ {0})* tel que o > 0, il
existe n € N tel que na > 5.

PROPOSITION 3.3.2. On considére v une valuation archimédienne
centrée en un anneau intégre local noethérien (R,m,k). On note I' le
groupe des valeurs de v et l'on pose ® :=v (R (0)).

L’ensemble ® ne contient pas de suite infinie bornée.

DEMONSTRATION. Supposons par 1’absurde que 1’on a une suite
ap < g < ...

infinie d’éléments de ® bornée par un élément 5 € .

Ainsi on a une suite infinie décroissante --- C P,, C P,, telle que
pour tout indice 7, on a Pg C F,, ; et donc une suite infinie décroissante
d’idéaux de Pﬂ.

5
On pose
0=v(m)= min {v(z)}.
()= _min {v(x)}
Comme v est archimédienne, on sait qu’il existe un entier non nul
n tel que 8 < nd, et donc tel que m” C Ps. On construit ainsi un

épimorphisme d’anneaux m—Rn —» P%. L’anneau R étant noethérien, m—Rn

est artinien, et P% I’est donc aussi, ce qui contredit 1’existence de la

suite infinie décroissante d’idéaux de P%. O

DEFINITION 3.3.3. Supposons que l’ensemble M, est non vide et
n’a pas de maximum et qu’il existe un polynoéme clef ) € A tel que
€(Q) > €(M,). On appelle polyndme clef limite tout polyndéme de degré
minimal vérifiant cette propriété.
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DEFINITION 3.3.4. Soit (Q;);cy une suite de polynomes clefs. On
dit que c¢’est une suite de polynomes clefs successeurs immédiats si pour
tout entier naturel 7, on a Q; < Q;11.

ProproOSITION 3.3.5. S7il n’y a pas de polynome clef limite, alors il
eriste une suite finie ou infinie de polynomes clefs successeurs immeé-
diats Q1 < ... < Q; < ... telle que la suite {e(Q;)} est cofinale dans
€(A), c’est-a-dire telle que

VQ € A Fi tel que €(Q;) > €(Q).

DEMONSTRATION. Nous allons raisonner par I’absurde.

Supposons que pour toute suite finie ou infinie de polynémes clefs
successeurs immédiats (Q);), la suite {e(Q;)} n’est pas cofinale dans
¢(A). Montrons donc qu’il existe un polynome clef limite.

Supposons tout d’abord que pour tout a € Q = {f tq Mz # 0},
M, a un élément maximal, autrement dit

Va € Q 3R, € M, tel que VQ € M,, e(R,) > €(Q).

On pose M := {R,},cq- Tous les éléments dans M sont de degrés
distincts, ils sont donc classés strictement par leurs degrés, c’est-a-dire
que si a < o, alors deg(R,) < deg(R,). Comme R, est un polyndéme
clef, par définition il vient que €(R,) < €(R4/) dés que a < o'. Dans M
les éléments sont donc classés strictement par leurs valeurs de e.

Montrons que ce sont des successeurs immeédiats. Soient R, et R,
deux éléments consécutifs de M. On sait que

a =deg(R,) < deg(Ry) = o

et que €(R,) < €(Ry ). On cherche a montrer que R, est de degré
minimal pour la propriété. Soit donc R € A tel que €(R,) < €(R) et
deg(R) < deg(R.). Montrons que deg(R) = deg(R,) = «'. Puisque
€(R,) < €(R) et puisque R, est un polynéme clef, par définition,

deg(R,) = a < deg(R) < .

Le polynéme R étant un polynome clef, si on avait deg(R) = deg(R.),
alors on aurait €(R,) > €(R), ce qui est absurde. En posant

A= deg(R),

onadonca < A<da,Re M,et R\ € M. Comme les polynomes
dans M sont classés strictement par leurs degrés et que R, et R, sont
consécutifs, il vient A = o/, et donc R, < Ry.

L’ensemble M est donc une suite de polynomes successeurs immé-
diats. Par hypothese, la suite e(M) n’est pas cofinale, donc il existe
R € A tel que ¢(R) > ¢(M), mais alors il existe a tel que R € M, et
ainsi €(R,) > €(R) > ¢(R,). C’est absurde.
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Donc il existe un o € € tel que M, n’a pas d’élément maximal. On
a donc une suite :

€(Q1) <e(@Qa) <...<e€(@Q;) <...

ou les @); sont des éléments de M,.

Montrons que les (); sont des successeurs immédiats. Soit R € A
tel que €(Q;) < €(R) et deg(R) < deg(Qi+1) = «. Comme @Q; est
un polyndéme clef, par définition, deg(R) > deg(®;) = a. On a donc
deg(R) = deg(Q;+1) = , et Q;11 est donc bien de degré minimal pour
la propriété. Il vient que pour tout 7, on a Q; < Q;41-

Par hypothese, la suite des ); étant une suite de polynomes clefs
successeurs immédiats, la suite (€(Q);)), n’est pas cofinale, c’est-a-dire
qu’il existe un polynome clef Q € A tel que €(Q) > €(Q;) et ce pour tout
1. Soit R € M,, comme M, n’a pas d’élément maximal, il existe i tel
que €(R) < €(Q;) < €(Q). Donc il existe un polynoéme clef @ € A tel que
€(Q) > €(M,). Le polyndéme @ est donc un polynéme clef limite. [

THEOREME 3.3.6. Il existe une suite finie ou infinie de polynomes
clefs successeurs immédiats optimauzx (éventuellement successeurs im-
médiats limites) (Q;),~, telle que la suite {e(Q;)} est cofinale dans e(A)
ot A désigne ’ensemble des polynémes clefs.

DEMONSTRATION. On sait que z est un polyndome clef. Si pour
tout polynéme clef Q € A, on a € (z) > €(Q), alors la suite {e(z)} est
cofinale dans €(A) et c’est terminé. Sinon il existe un polynéme clef
Q € A tel que € () < €(Q). Sl existe un élément maximal parmi les
polynomes clefs de méme degré que (), alors on remplace () par cet
élément. D’apres la Proposition 2.2.30, il existe une suite finie @); =
r < - < Qp=Q de polyndmes clefs successeurs immédiats optimaux
(éventuellement successeurs immédiats limites) qui commence a z , et
finit & Q.

Si pour tout polyndme clef Q" € A, il existe un polynome clef de
cette suite @Q; tel que € (Q;) > € (Q’), alors la suite {e(Q;)} est cofinale
dans €(A) et c’est terminé.

Sinon, il existe un polynoéme Q" € A tel que pour tout i € {1,...,p},
€(Q;) < €(Q'). Donc en particulier, € (Q),) < €(Q’) et & nouveau nous
utilisons la Proposition 2.2.30 pour construire une suite de polynémes
clefs successeurs immédiats optimaux (éventuellement successeurs im-
médiats limites) qui commence a @, et finit a ¢’. On a ainsi une suite
Q1 =x,...,Q, = @ de polynémes clefs successeurs immédiats opti-
maux (éventuellement successeurs immédiats limites) qui commence a
x et finit & Q.
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Nous réitérons le procédé jusqua ce que la suite {€(Q;)} soit cofinale
dans €(A). Si @; est maximal parmi ’ensemble des polynomes clefs de
degré degy (Q;), alors degy (Q;) < degy (Qi+1)- Si Qi <iim Qi+1, NOUS
avons encore degy (Q;) < degy (Qi11). De fait, le degré des polynoémes
de la suite augmente strictement au moins tous les deux pas, donc le
processus s’arréte. O

PROPOSITION 3.3.7. Supposons que k = k,. Il existe une suite
finie ou infinie de polyndomes clefs successeurs immédiats optimaux
(éventuellement successeurs immédiats limites) (Q;), telle que la suite
{e(Q;)} est cofinale dans e(A) ou A désigne ’ensemble des polynomes
clefs.

Et cette suite vérifie : si Q; < Qiv1, alors le Q;-développement de
Qi1 contient exactement deux termes.

DEMONSTRATION. On a @Q; = =z, et on suppose Q1,Qs,...,Q;
construits. On note a := deg, (Q;) et on rappelle que

G<a == Z inyQi (P) GV'

deg,(P)<a

Si (Q; est maximal dans A, on s’arréte. Sinon, (); n’est pas maximal
et il a donc un successeur immédiat.

On pose a := min{h € N* tel que hv (Q;) € A} ou A, est le
sous-groupe de I' engendré par les valeurs des éléments de G .

REMARQUE 3.3.8. Si '’ensemble sur lequel on prend le minimum
est vide, alors (); n’a pas de successeur immédiat, c’est-a-dire € (Q);) =
max € (A).

De fait, il existe donc un polynoéme f de degré strictement inférieur

b a tel que av (Q) = v (QF) = v (f) £ 0.

Ainsi, comme k, = k, il existe une constante non nulle ¢ € k telle

que in, (QF) = in, (cf).
On pose Q = Q5 — cf. D’apres la preuve de la proposition 2.2.23,

ona€(@Q;) <e(Q).
Montrons que @); < Q. Il suffit de montrer que @ est de degré
minimal. Soit donc P un polyndme clef tel que € (Q;) < € (P).

a—1 .
Supposons par I'absurde que deg (P) < aa. On pose P = Y. p;Q!
§=0
le Q;-développement de P. Alors d’apres la preuve de la proposition
a—1 .
2.2.23, on sait que Y. in, (p;)in, (@;)’ = 0, ce qui contredit la mini-
§=0

malité de a.
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Ainsi (Q est de degré minimal et Q; < ). N’ayant que deux termes
dans son @;-développement, c’est un successeur immédiat optimal de
Qi

Premier cas : a > 1. Alors on pose ;11 := @ et on itere la dé-
marche.

Deuxieme cas : o = 1. Alors tous les éléments de Mg, ont méme
degré que Q;

Si Mg, n’a pas d’élément maximal, alors on procede comme dans
la preuve de la Proposition 2.2.30 et 'on pose ;11 un successeur im-
médiat limite de Q);.

Sinon, Mg, a un élément maximal ();4;. Cet élément maximal a
méme degré que ;, ainsi il s’écrit Q;11 = Q; — h avec h de degré
strictement inférieur a celui de @);. Alors c’est un successeur immédiat
de ); dont le Q;-développement admet uniquement deux termes. C’est
donc un successeur immeédiat optimal de @); dont le ();-développement
admet uniquement deux termes. Ce qui conclut la preuve. U

On suppose maintenant & = k, et I'on considere Q := (Q;); une
suite de polyndmes clefs successeurs immédiats optimaux (éventuelle-
ment successeurs immédiats limites) telle que (e (Q;)), est cofinale dans
€ (A) et telle que si Q; < Qi41, alors le Q;-développement de ;41 admet

exactement deux termes.

COROLLAIRE 3.3.9. Pour tout polynome f, il existe un indice i tel
que vo,(f) = v(f)-
DEMONSTRATION. D’aprés la Proposition 2.2.18, il existe un poly-

nome clef @ tel que vg(f) = v(f).
La suite {€(Q;)} étant cofinale, il existe un indice 7 tel que

€(Qi) > €(Q).
D’apres la proposition 2.2.17, vg(f) < vg,(f) et comme v (f) = v(f),
on a bien vg,(f) = v(f). O

REMARQUE 3.3.10. Pour tout polyndéme f, il existe donc un poly-
nome clef @); de la suite Q tel que f est non dégénéré par rapport a

Qi

REMARQUE 3.3.11. Soit ); € Q. On ne suppose pas ici k = k,.

On pose a; := deg, (Q;) et T'y, le groupe v (G,, \ {0}).

Siv(Q;) ¢ I'cy, ®2Q, alors € (Q;) est maximal dans € (A) et la suite
Q s’arréte a Q);.
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3.4. Monomialisation des polynomes clefs.

On rappelle que K = k (uy,...,u,_1) et on se place dans I'extension
K (uy,), et 'on considere une suite de polynomes clefs @ comme dans
la section 3.3.

Autrement dit, @ = (Q);), est une suite de polynomes clefs succes-
seurs immédiats optimaux ou successeurs immeédiats limites telle que
(€(Q;)); est cofinale dans € (A).

Soit f un élément de R. Nous savons que tout élément de ce type
est non dégénéré par rapport a un polynome clef de Q. Nous savons
également que tout élément non dégénéré par rapport a un systeéme de
parametres réguliers est monomialisable.

Ainsi, pour monomialiser f, il suffit de monomialiser ’ensemble des
polynomes clefs de cette suite. On suppose dans cette partie que le
corps résiduel de la valuation est le corps de base.

3.4.1. Généralités. Soit r :=r (R,u, ) la dimension de

n

> v(w)Q

i=1
dans I'©zQ. Quitte a renuméroter, on peut supposer que v (uy) , ..., v (u,)
sont rationnellement indépendants et ’on considere A le sous-groupe
de I' engendré par v(uy),...,v(u,).

REMARQUE 3.4.1. Soit (R, u) — (Rl,u(1)> un éclatement encadré.
Alorsr <ry:=r (Rl, u®, 1/).

REMARQUE 3.4.2. Nous allons considérer des suites locales enca-
drées '
(Ryu) = - — (Ri,u(l)> — ...

On note alors r; :=r (Ri, u®, 1/).

On pose E :={1,...,r,n}.
Soit L

al® = min {h tel que hv(u,) € A}.

T
Donc aOv(u,) = > aﬁ-o)y(uj) avec, quitte a renuméroter les «
=1

(0)

)

et
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On pose
W= (Wy,..., W, Wy) = (Ug,...,Ur,Uy)
et
U= (7)17 B 7Ut) = (ur—‘rl) B 7un—1)a
avect =n—r — 1.

En notant z; = in,u; , on a xy, ..., z, algébriquement indépendants
sur k dans G,. Soit \g le polyndéme minimal de z,, sur k (zq,...,xz,),
de degré a.

On pose :

T (0)
y=[I=" .
j=1
L0
y=1lw",
j=1
L xgm)
Y
et
M)
zZ=—
Y
On a
)\0 =X+ CoY
oucy € k , et Z+cy est le polyndéme minimal A, de z sur gr &k (z1,...,x,).

En effet, k, ~ k ~ % donc A, est de degré 1 en Z. Ainsi A\ est de

degré a(®, et donc o = a0,

DEFINITION 3.4.3. On dit que Q; est monomialisable s’il existe une
suite d’éclatements (R, u) — (Rl, u(l)> telle que dans R;, Q; s’écrit u(!)

multiplité par un monéme en (ugl), e ,uﬁ?) fois une unité de R; ou

rp=r7 (Rl, u®, u).

On va montrer qu’il existe une suite locale encadrée qui monomialise
tous les @Q;.

On a ()1 = u,, c’est un mondéme. Par les éclatements, ()1 reste un
monome. Il faut donc commencer par monomialiser @)5.

Puisque on veut monomialiser les polynémes clefs @); de la suite Q
construite auparavant par récurrence sur ¢, on se place ici dans un cadre
plus général : on prend @3 un élément clef successeur immédiat (éven-
tuellement limite) de @1 au lieu de polynome clef successeur immédiat
(éventuellement limite) de Q.
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Dans un premier temps, considérons

Q = wf{ + (Ioboy

ol by € R tels que by = ¢ modulo m et ag € R*.

A priori, Q n'est pas un polynome clef, mais nous verrons par la
suite que 'on peut se ramener au cas () = () par une suite locale
encadrée indépendante de u,,.

3.4.2. Paquets de Puiseux.

Soient
0
f}/ = ("}/1’_..7’}/7‘7’}/71) = (a{g )7" '7ag0)707" 70)
et
5= (81,...,8,,6,) =(0,...,0,—a%,, ..., —a®
On a
w® = wi" w?j = Wn o
j=1 ﬁ w3
Jj=s+1 J
et
s RO
w? = H w,;’
j=1
w® we _
DODC m = - na(o) = Z.
[ w;”
j=1
Calculons la valeur de w?.
v(w) = av(w,) — er aVp(w;)
= n el 7 J
- av(u,) — j}si_l a§ )V(u])
" 0 " 0
2 o v(w) = ¥ av(w)
s 0
s 0
— ];1 045- )u(wj)
s )
7j=1
- (w)

THEOREME 3.4.4. [l existe une suite locale encadrée

(3.4.1)

(Rou) 7 (R u®) 5 (Ry )

120
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respectivement a v, indépendante de v, et qui satisfait les propriétés
sutvantes :
Pour tout entier i € {1,...,1}, on note u' := (ugi), o ,uﬁf)) et on
rappelle que k est le corps résiduel de R;.
(1) Les éclatements mg, ..., m_o Sont monomiaut.
(2) Onaz e R.

(3) On pose ulV) = (w%l), o ,wﬁ”,v,wfﬁ). Alors pour tout entier

Jj € {l,...,r,n}, w; est un mondme en wgl), o w® multi-
plié par un élément de R, et pour tout entier j € {1,...,r},
wj(l) =w" oun € ZL,

(4) Ona Q=wl x7y.

DEMONSTRATION. On applique la proposition 3.2.3 & (w?, w?) et
on obtient ainsi une suite locale encadrée pour v, indépendante de v et
telle que w” | w® dans R;.

D’aprés la proposition 3.2.6 et le fait que w’ et w? aient méme
valeur, il vient que w’ | w” dans R;. De fait Z,z7! € R). Ce qui montre
(2).

On choisit la suite locale minimale, c’est-a-dire telle que la suite
composée de 7, . .., m_o ne satisfait pas la conclusion de la proposition
3.2.3 pour (w’, w?). On va maintenant démontrer que cette suite vérifie
les cing propriétés du Théoreme 3.4.4. Soit i € {0,...,l}. On écrit

w = (wgi), o w®, wﬁf)), avec r =n —t— 1. On définit J;, A;, B;, J;
et D; de la méme maniére que nous avons défini J, A, B, j et Dy, en
considérant le i-eme éclatement.

Comme D; C {1,...,n}, on a §D; < n. Autrement dit, on a §(A; U
(B;U{ji})) <n, donc tA; + 4B; + 1 < n. La suite étant indépendante
de v, cela implique que T' C A;, et donc que 4T < 4A;. Il vient 4T +
14+4B; <n,puist+1 <n, donc r > 0. Par minimalité de la suite, on
sait que sii < [, w’ fw” dans R;, et donc £B; # 0, il vient 7 > 0.

Pour tout entier i € {1,...,l} et tout entier j € {1,...,n}, on
pose ﬁj(.l) =v (uy) ) Pour tout 4 < [, m; est un éclatement le long d’un

idéal de la forme (uf,z)) Quitte a renuméroter, on peut supposer que

(#)
uy

1 € J; et que R;y; est une localisation de R; [()] En particulier,
Uy
() _ s (®)
A7 = min {57}
FAIT 3.4.5. Soit X = (x1,...,%,) € Z" un vecteur dont les éléments

sont premiers entre eux dans leur ensemble. Alors il existe une matrice
A € SL,(Z) de déterminant 1 telle que X soit la premiére ligne de A.
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DEMONSTRATION. On fait un raisonnement par récurrence. Cas
n = 2. D’apres le théoreme de Bezout, il existe des entiers relatifs a et
b tels que ax; — bxy = 1. On prend alors A = [xbl x;] et nous avons
le résultat.

Supposons la propriété vraie au rang n > 2. Montrons qu’elle I'est
aurang n+1. Soit d = pged(xy, . .., x,). Par hypothese, pged(d, x,41) =
1, donc d’apres Bezout il existe des entiers a et b tels que ad—bx,, 1 = 1
et pour tout ¢ € {1,...,n},onax; = dx;, avec les SE; premiers entre eux.
D’apres I'hypothese de récurrence il existe une matrice B € SL,(Z), de

déterminant 1, dont la premiere ligne est composée de (x’l, ce x/n> On

pose B la matrice obtenue en remplacant la premiére ligne de B par le
vecteur (z1,...,x,). Elle est de déterminant d. On pose C' la matrice
obtenue en remplacant la premicre ligne de B par (bzy, ..., bx;) La
matrice C' est de déterminant b.

Soit maintenant A la matrice carrée de taille n + 1 dont les n pre-
mieres lignes et n premieres colonnes sont composée de la matrice B, la

derniere ligne est composée du vecteur (bxll, e ,ba:'n, a) et la derniere
colonne du vecteur (x,.1,0,...,0,a), autrement dit :
Tl
. 0
A= B :
0
bxy - bl a

On a bien le fait que la premiere ligne de A est composée du vecteur
X, et nous avons, en développant par rapport a la derniere colonne :

det(A) = (=1)"2p1(—1)""1det(C) 4 adet(B)
—Zny1 det(C) + ad

—b$n+1 + ad
— 1.

La propriété est donc vraie au rang n + 1. U

LEMME 3.4.6. Soit i € {0,...,l—1}. On suppose que la suite
T, ..., M1 de 3.4.1 est monomiale.
@
On pose w? = (w(z)y

et w® = <w(2))6(i). Alors :
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(1)
(3.4.2) > (1 o) ) =0,

qel

(2) pged (11" = 01", ... 7D = 60,40 — 60)) =1,

(3) Toute relation de dépendance Z-linéaire entre Bgi), NG IONG1O
est un multiple entier de (3.4.2).

DEMONSTRATION. | |
(1) Onav(w?) =v (w5), ie v ((w(i))7<’)) ., <<w(i))5(2)>- On a
donc, comme w® = (wﬁi), o w, wni)> :
29 D LRI RIS
(TG ) ) = (T i)™

c’est-a-dire

32w () 4500 (wf?) = 25 v () + 80w (wl?).

D’apres la définition de w Z), pour tout entier j € {1,...,7,n},

on a w() = u; @ donc I/(w(l)) = ﬁ() Il vient :

S o080 = 3o+ o0
j=1 Jj=1

Puis Y (%@ _ 5§i)> B](z) _

je{1,...,r,n}
(2) On fait un raisonnement par récurrence. Cas i = 0.
On a
pged (%’)—5?),.-',%” @5 = 80)
0 0
= pged (% ) _ 6§ A 6(0),7(0 50 )

:pgcd<04§0),...,a() gl,...,ap,—i‘)) .

s

Par définition,
= a0 = mj
a=a« Inin {h tel que hp3, € A}
et

afy =) a§0)61
=1

Donc pged (ago), o al?) agr)l, a0 —a) =1.
Cas i > 0. On suppose le résultat démontré au rang précédent.
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On a 4 = A0-DG0 §0 = §6-DG0O et ) = pE-DEG oy
. A\ —1 .
FO = (G(l)) et GO € SL,;1(7Z) telle que

1 sis=gq
Gy =41 sig=jetseJ
0 sinon.

Donc (7(i) — 5(i)> = (7(“1) — 5(i*1)) G = (y—=0)G on G
est un produit de matrices unimodulaires, est donc elle méme
unimodulaire.

D’apres le cas i = 0, (7 — d) est un vecteur dont les éléments
sont premiers entre eux dans leur ensemble. D’apres le fait
3.4.5 ce vecteur est complétable en une base de Z™ !, qui, par
une matrice unimodulaire, reste une base de Z"!. Le vecteur
(’y(i) — 5(“) est donc un vecteur de cette base, ses éléments
sont alors premiers entre eux dans leur ensemble.

(3) Cas i = 0 découle du fait que f,...,[5,, 3, engendrent un
espace vectoriel de dimension r.
Soit

Z = {(331, o) € 27 tel que Y wiB + xpa By = 0} :

Jj=1

,
0
Or af, = Y ag )5j, donc nous avons :
Jj=1

Z = {(xh s 71;7’—1—1) € ZT+1 tel que Z (O[LU] +xr+1a§0)> 5] — 0} )

j=1

Comme f4,..., [, sont Q-linéairement indépendants, il vient
que Z est un Z-module libre de rang 1, il est donc engendré
par un unique vecteur. D’apres le point (1), le vecteur (y — )
est dans Z, et d’apres le point (2), il est composé d’éléments
premiers entre eux dans leur ensemble. Ce vecteur engendre
donc le Z-module libre de rang 1.

Soit i > 0. Nous avons vu que ) = 0=V = BF ou F est
une matrice unimodulaire, donc un automorphisme de Z".
Soit

AR {(wl, oy Tpy1) € Z7 tel que Zx]ﬂ]@ + 2,41 = O} .
=1
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On a donc

AR {(xl, o Tepr) €Z7 tel que Y 3B F + 2,14 8, F = o} ,

=1

puis

Z0 = {(:):1, 1) € L7 tel que Y x4 w1 B = 0} :

J=1

L’ensemble Z®) est donc un Z-module libre de rang 1 d’aprés
le cas i@ = 0. Nous avons vu au point (3) que le vecteur
(7(i) — 5(i)) était un vecteur de Z® composé d’éléments pre-
miers entre eux dans leur ensemble, il engendre donc Z®), ce
qui conclut la preuve.

0
LEMME 3.4.7. La suite (3.4.1) n’est pas monomiale.

DEMONSTRATION. Supposons par I’absurde qu’elle I’est. Par récur-
rence sur ¢, on a r; = r pour tout ¢ € {0,...,[}. On sait que w® est un
systéme régulier de parameétres de R; et que w’ et w” se divisent 1'un
l'autre dans R;.

Nous avons vu que

7(l) - 7(l—l)G(l)
=~ I GY
je{l,..,1}
et
sO = S0
=45 I GO
je{l,.,1}

donc 60 =0
Or ('y(l) — 5(1)) = (v —9) G ou G est une matrice unimodulaire, ie
~v = 0§, absurde par définition de v et 9. O

LEMME 3.4.8. Soiti € {0,...,1—1} et l’on suppose que g, ..., T;_1
sont tous monomiaux. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) L’éclatement m; n’est pas monomial.
(2) 1l existe un unique indice q € J; \ {1} tel que B{) = B9,
(3) Onai=1—1.



3.4. MONOMIALISATION DES POLYNOMES CLEFS. 126

DEMONSTRATION. (3) = (1) d’apres le Lemme 3.4.7.

(1) = (2) L’existence tout d’abord. Nous avons B = Héljn {5](1)}
J&Ji

Donc 7; monomial < B; = J;\ {1} < g > B pour tout ¢ € J;\ {1}.

Puisque I’éclatement n’est pas monomial par hypothese, il vient
qu'il existe g € J; \ {1} tel que Béi) = B9,

Nous allons montrer I'unicité en procédant par ’absurde. Supposons
donc qu'il existe deux indices distincts ¢ et ¢’ dans J; \ {1} tels que
By — ) =0t B — Y = 0.

Nous avons donc deux relations de dépendances linéaires entre les
éléments BY), ..., B9 et I'élément 3%, qui ne sont pas linéairement
dépendantes, ce qui est absurde d’apres la partie (4) du Lemme 3.4.6.

(2) = (3) A

D’apres la remarque 3.2.5, nous pouvons écrire wgl) = w° ainsi que
w((zi) = w" ol € et pu sont deux colonnes d’une matrice unimodulaire, il
vient que la différence € — p est unimodulaire, soit de pged total égal a
un.

Nous avons donc

() = 3, = () = 5

seFk
et ‘ '
v(w) => efs = u(wﬁ”) = Bfl).

sek
Mais par hypothese, ﬁéi) = BY). II vient Y (us —€s)Bs = 0 et
sekb

d’apres les parties (3) et (4) du Lemme 3.4.6, ainsi que le fait que le
pged total de p — € soit un, nous avons p — € = £(y — 9).
Done 4 = e = =05 = 751 puis 7 € Ry youz!ecR,
wY) , P i+1 i+1-

Pour montrer que ¢ = [ — 1, nous allons montrer que 1 + 1 = [ et
pour cela utiliser le fait que [ a été choisi minimal tel que Z € R;*. Nous
allons donc montrer que z € R;Y,.

Comme zZ € R;y, ou 27! € R;yq, nous savons que wd | w? dans
R;,1 ou l'inverse. Mais d’apres la proposition 3.2.6 et le fait que w? et
w” aient méme valeur, il vient que w® | w” dans R;;; si et seulement
si I'inverse est également vrai. Donc nous avons bien zZ € R, ce qui
conclut la preuve. l

En faisant une récurrence sur 7 et en utilisant le Lemme 3.4.8, on
conclut que 7, . .., m_s sont monomiaux. Nous avons donc bien (1) du

Théoreme 3.4.4.
Reste a montrer les points (3) et (4).
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D’apres le Lemme 3.4.8 nous savons qu’il existe un unique élément
q € Ji—1\ {si-1} tel que Bél_l) = ﬂflfl), et donc nous sommes dans le
cas §B;_1 + 1 =1J;_1 — 1. Reste a savoir si t;,_, = 0 ou 1.

On rappelle que wy_l) = w° et wé"l) = wt ou € et u sont deux

colonnes d’une matrice unimodulaire telles que p—e = £(y —§). Donc

-1 _ :
nous avons z\ V) = 2¢ et xgl D = g, puis
(1-1) 0 (0
xq e _ o A(y—8) _ ooy —a
E =x
Ty

C’est-a-dire que

(G

Quitte & échanger 2" et 2~ on peut supposer iy = z .
1

Comme B9, ..., BU=1) sont linéairement indépendants, il vient
que ¢ = n.
On rappelle que
Ao = X"+ oy
oucy € k, et Z+cy est le polynéme minimal A, de z sur gr k (x1, ..., z,).

D’apres la Note 3.1.10, nous avons

(1-1) (I-1)
— — ([ — (w —
wl = ul) = No(ul) = Ay (Z—n) = Ao ( Z—l)) = Ao (%) = Z + aoby.
Uy wy
REMARQUE 3.4.9. On sait en fait que X\ (Z) = Z + bygo ou go est
une unité et by € R tels que by = ¢y modulo m. Ainsi, nous choisissons
de prendre gy = ay.

«
Oronaz= %“, donc

«

U)(l) = @ —+ CLObO =

Wy + aoboy _

Y

<l | O

comme attendu dans le point (4).

11 reste donc a montrer le point (3).

On applique la propostion 3.2.4 & i = 0 et i = [. Par monomialité
de mg, ..., m_9, on sait que D; = {1,...,n} pour tout i € {1,...,1—1},
et on sait que D; = {1,...,n}. Ici on prend également ur = v.
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Pour tout j € {1,...,r,n}, le fait que w; = u; soit un mondéme en

wgl), ., wd | cest-a-dire en ugl), .., uD, multiplié par un élément de

r o
R/ découle des deux premiers points de la proposition 3.2.4.
Et le fait que pour tout entier j € {1,...,7}, nous ayons wj(-l) ="
découle des deux derniers points de cette méme proposition. Ce qui

conclut la preuve. O

REMARQUE 3.4.10. Dans le cas particulier ou ()2 = @), alors on a
monomialisé ()2 comme attendu. Nous allons nous ramener a ce cas
par la suite.

DEFINITION 3.4.11. [10] Une suite locale encadrée qui vérifie le
théoreme 3.4.4 est appelée un n-paquet de Puiseux.

Soit 7 € {r+1,...,n}. Un j-paquet de Puiseux est un n-Paquet de
Puiseux en changeant n par j dans le théoreme 3.4.4.

LEMME 3.4.12. Soit P = u$ 4 ¢¢ le u,-développement d’un élément
clef successeur immédiat de u,.

Il existe une suite locale encadrée, indépendante de u,, (R,u) —
(Rl, u(l)) qui transforme co en un monome en (ugl), e ,uﬁ,”), multiplié
par une unité de R;.

En particulier, aprés cette suite locale encadrée, ’élément P est bien

de la forme wi + agboy.

DEMONSTRATION. Nous démontrerons ce Lemme dans un cadre
plus général par la suite : c’est I'objet du Lemme 3.4.16. U

COROLLAIRE 3.4.13. Soit P un élément clef successeur immédiat
de u,,. Alors P est monomialisable.

DEMONSTRATION. Si u, < P, on utilise le Lemme 3.4.12 pour se
ramener au cas ou P = w® + apbyy. Ainsi, d’apres le Théoreme 3.4.4,
on peut monomialiser P. O

Soit G un anneau local essentiellement de type fini sur £ de dimen-
sion strictement inférieure & n muni d’une valuation centrée en G.

THEOREME 3.4.14. On suppose que pour tout anneau G comme
ci-dessus, tout élément de G est monomialisable.

On rappelle que car (k,) = 0. Si u,, <jim P, alors, P est monomia-
lisable.

N )
DEMONSTRATION. On note P = Zo bja;ul, le u,-développement de
J:

N )

P, avec a; € R* et Q = Y bjul, polynome clef successeur immédiat
5=0

limite de wu,,.
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D’apres le Théoreme 2.2.35 (qui utilise la caractéristique nulle), on
sait que d,,, (Q) = 1. Ainsi, on a :

v (bo) = v (buun) < v (bjul).

ce pour tout 5 > 1.
Les éléments a; étant des unités de R, on a également pour tout
g>1:

v (aghy) = v (arbiuy,) < v (ajbjufl) .

De fait, v (a1b1) < v (agho) et donc d’apres ’hypothese, apres une suite
d’éclatements indépendante de u,,, on peut monomialiser a;b; pour tout
indice j, et supposer que a1b; | agby d’apres la Proposition 3.2.6.

Ainsi

v (bo) = v (biun) < v (bj) + jv (ua) = v (b;) + j (v (bo) — v (b1)).-

Donc v (bo) < (bj) +j (v (bo) — v (b)) -

De fait, v (b]l) <v (bjbﬂ)_l) donc apres une suite d’éclatements in-
dépendante de u,, on a b} | bjbéfl. Apres un n-paquet de Puiseux (x)
(R,u) — --- — (R',u) dans le cas particulier @ = 1, on obtient donc

N :
P = Zo v (u;,)” avec b | b; pour tout indice j avec u;, = blbz" + 1.
J:

De fait, % = u, + ¢ avec ¢ € (u’l, . ,u’n_1>.

Donc u” := (u’l, ceul %) est un systéme régulier de parametres
de R'. Ainsi, la suite (R,u) — --- — (R, u”) obtenue & partir de (x) en
modifiant uniquement le dernier parametre régulier u/, apres le dernier
éclatement est toujours une suite locale encadrée. Ainsi I’élément P est
monomialisable. O

REMARQUE 3.4.15. Comme ()2 est un polynoéme clef successeur
immédiat (éventuellement limite) de w,, c’est en particulier un élé-
ment clef successeur immédiat (éventuellement limite) de w,. D’apres
le Corollaire 3.4.13, ou le Théoréeme 3.4.14 (qui utilise la caractéristique
nulle), il est monomialisable modulo le Lemme 3.4.12.

3.4.3. Généralisation. Nous avons maintenant monomialisé (),
mais nous aimerions monomialiser tous les polyndémes clefs suivants
dans la suite Q. C’est la que les éléments clefs vont étre utiles. En
effet, modifié par les éclatements ayant servis a monomialiser ()2, nous
ne pouvons savoir si (J3 est toujours un polynoéme clef.

Pour plus de généralité, on va montrer que si ; € Q est monomia-
lisable, alors ();41 1'est également.



3.4. MONOMIALISATION DES POLYNOMES CLEFS. 130

Supposons que le polyndéme ); est monomialisable apres une suite
d’éclatements (R, u) — (Rl,u(l)).

Soit A; le groupe v (k (ugl), . ,ug)_1> \ {O}) On pose
Qq 1= min {h tel que hﬁ,(f) € Al} )

On pose X; = in, (uy)), W; = wj(l) et \; le polynome minimal de

X, sur gr k (ugl), e ,ug),l) de degré o.
Comme k = k,, il existe ¢y € gr k (ugl), e ,ug)_l) tel que
)\l (X) = X% + Cp.

De plus, on sait que Q; = wwg) avec w un monodme en Wry,... W,
multiplié par une unité. On pose w := in, ().

On sait que ;51 est un successur immédiat optimal de @;, donc
on note

Qi1 = Q7" + by
le Q;-développement de @Q;41 dans k (uy, ..., u,—1) [u,] d’apres la Pro-

position 3.3.7 avec ¢g = in,, ().
Comme Q; = wW,, et Q;11 = Q7 + by, on a

Qir1 _ (u)™ + bo
o " we

Nous savons que tous les termes du );-développement de ;11 ont
méme valeur. Ainsi, ces deux termes sont divisibles par la méme puis-
sance de @ apres une suite d’éclatements convenable (x;) indépendante
de u.

On note @Hl la transformée stricte de @);;1 par la composition
de (*;) et de la suite d’éclatements (*;) qui monomialise @);. On note
cette composition (¢;). Pour éviter le surplus de notation, on prend
(R, u) ) (Rl,u(l)).

On sait que Q);, la transformée stricte de @); par la suite d’écla-
tements (¢;), est un parametre régulier de l'idéal maximal de R; : en
effet, d’apres la Proposition 3.2.4, on sait que chaque u; de R s’écrit
comme mondme en wgl), e ,w%). De fait, le diviseur exceptionnel ré-
duit de cette suite d’éclatements est exactement V' (@), ,. Ainsi, comme
on sait que @; = W,w, on a bien que la transformée stricte de ¢); est

Qi = W, = wl) = u®. C’est donc un polynéme clef dans ’extension
! !
k (ug), e ,ugl),l) (ug))
Montrons que Q41 = =a+.
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On a
Q= (u))"

ainsi que ulY 1 @, donc @™ divise le terme Q" et divise donc tous les
termes non nuls du @;-développement de ;11. De plus, c’est la plus
grande puissance de w qui divise chaque terme, il vient que % est
@i-‘rl la transformée stricte de ();11 par la suite d’éclatements.
Soit G un anneau local essentiellement de type fini sur £ de dimen-
sion strictement inférieure a n muni d’une valuation centrée en GG dont

le corps résiduel est k.

LEMME 3.4.16. On suppose que pour tout anneau G comme ci-
dessus, tout élément de G est monomialisable.

Supposons que Q; < Q;+1 dans Q.

1l existe une suite locale encadrée (Rl,u(l)) — (Re,u(e)) telle que

dans R., la transformée stricte de ;11 est de la forme (ugf))al + o1,

ou 7o € R} etn est un mondme en uge), Coule)

Te

DEMONSTRATION. D’aprés I'hypotheése, aprés une suite d’éclate-
ments indépendante de u{!), on peut monomialiser by et supposer que

() U

¢’est un mondéme en (ul ye ,un_l) multiplié par une unité de R;.

Pour tout g € {r;+1,...,n — 1}, on effectue un g-paquet de Pui-
seux, ainsi on obtient une suite

(R, u®) = (Re,u®)

telle que chaque ugl) est un mondéme en (ugt), e ,uﬁi )

De fait, on peut supposer que by est mondme en (ugl), e ,uq(fl))
multiplié par une unité de R;.
~ o
La transformée stricte Q);11 = (ug)) gus % étant un élément clef

successeur immédiat de @);, cela conclut la preuve. 0

REMARQUE 3.4.17. Le Lemme 3.4.12 est un cas particulier du
Lemme 3.4.16.

Soit G un anneau local essentiellement de type fini sur £ de dimen-
sion strictement inférieure a n muni d’une valuation centrée en G dont
le corps résiduel est k.

THEOREME 3.4.18. On suppose que pour tout G comme ci-dessus,
tout élément de G est monomialisable.
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On rappelle que car (k,) = 0. Si Q; est monomialisable, il existe
une suite locale encadrée
(3.4.3)

(R,u) (Rl,u(l)) LG (Rl,u(l)) LT (Rm,u(m)>
qui monomialise (Q;y1.

DEMONSTRATION. Deux options s’offrent & nous.

La premiere : Q; < Q;41-

Alors on vient de voir que la transformée stricte @H de Q;11 par
la suite d’éclatements (R,u) — (Rl,u(l)> qui monomialise (); est un

élément clef successeur immédiat de Q; = ul), et que l'on pouvait
se ramener exactement aux hypotheses du Théoreme 3.4.4 d’apres le
Lemme 3.4.16. Donc on utilise le Théoreme 3.4.4 en remplagant (1 par
Qi et Q2 par Qiy1. B
Ainsi l'on a construit une suite locale (3.4.3) qui monomialise Q;1.
La deuxieme : Q; <jim Qit1-
Alors on a vu que la transformée stricte @Hl de Q;11 par la suite
d’éclatements (R, u) — (Rl,u(l)) qui monomialise (); est un élément

clef successeur immédiat limite de @Z = ug). On applique ensuite le

Théoreme 3.4.14 (qui utilise la caractéristique nulle) en remplagant Q;
par (; et Q2 par Q1. N

Ainsi I'on a construit une suite locale (3.4.3) qui monomialise Q; .

O

THEOREME 3.4.19. Il existe une suite locale
(3.4.4) (Ryu) ™ - ™5 (R u®) T -

qui monomialise tous les polynomes clefs de Q.
Plus précisemment, pour tout indice ©, il existe un indice s; tel que
dans R, Q); est un monome en u®) multiplié par une unité de R;,.

DEMONSTRATION. On fait une récurrence sur la dimension n et sur
I’indice 7 et on itére le processus précédent. O

3.4.4. Divisibilité. On considere, pour tout entier naturel j, les
ensembles dénombrables
no ) .
S = {H (uE”) © L avec o) € Z}
i=1
et N
S ={(s1,82) € I x S, avec v (s1) < v(s2)}

avec la convention que pour tout i € {1,...,n}, u§0> = u,.
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L’ensemble .#; étant dénombrable pour tout entier j, nous pouvons
numéroter ses éléments, et ainsi, on pose .%; = {s%)} . Considérons
m
maintenant ’ensemble fini

S = {S(j)

J m >

mgj}U{sg-m), mgj}.

Ainsi U (V) x.%5) = U 5%/ = U ] est une union dénombrable
jEN jEN jEN
d’ensembles finis.

On fixe maintenant une suite locale encadrée
(Ryu) = -+ — (Ri,u(i)) :
THEOREME 3.4.20. Il existe une suite locale encadrée finie
Di: (Ri,u(i)> N (RH%,U(”%))

telle que pour tout entier j < i et pour tout élément s de 7] , la
premiére coordonnée de s divise sa seconde coordonnée dans R;,.

DEMONSTRATION. On considére un entier j < 7 et un élément
s = (s1,82) € &} . On veut construire une suite d’éclatements telle
qu’a la fin 'on ait s | so.

On sait que s € 57;” avec m < j. Tous les cas étant similaires, on
peut supposer s € 5%/ et I'on a ainsi

s = 1 ()"

=1

(4)
i1

et
N ol
ss=]] (ugj)) "
i=1

D’apres la proposition 3.2.3 appliquée a R; au lieu de R, on a l’existence
d’une suite (Ri,u(i)) — = (Ri+l7 u(”l)) telle que dans R;y, s1 | $2
ou s | s1. Comme par définition v(s;) < v(sy), c’est bien s; | sy d’apres
la Proposition 3.2.6.

D’apres le point 4 du théoreme 3.4.4, on sait que .%; C R}, 741,
c’est-a-dire que tout élément de .7 s’écrit z;4s;1 avec 24 € RZ-XH et
Sit1 € Liq

Soit maintenant (s3,s4) € -/, un autre couple quelconque de .7,
disons qu’il est encore dans ﬁ; . On vient de voir que s3,54 € R} ;741
Les unités ne rentrant pas en compte dans la divisibilité, nous pou-
vons considérer uniquement la partie de s3 et sy qui est dans .7;,;.
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On peut ainsi réitérer la proposition 3.2.3 en 'appliquant cette fois a
(RHZ, u(”l)). On construit ainsi une autre suite d’éclatements

(Rm,u(m)) N (RHh’u(iJrh))

telle que dans R;,j l'on ait s3 | s4 ou s4 | s3. Une fois de plus, puisque
v(s3) < v(sy), on sait que c’est bien sz qui divise 4.

On réitere ce processus pour tous les couples de .7, et ce pour tout
J < . Etant en nombre fini puisque ] est de cardinal fini pour tout
entier j et que l'on considere un nombre fini de tels ensembles, nous
obtenons une suite finie d’éclatements

(Ri,u(i)) Y (RHp“u(Hqi))

telle que pour tout entier j < i et pour tout élément s de .7} , la
premiere coordonnée de s divise sa seconde coordonnée dans R;,,. [

Comme I'on considere tous les éléments clefs selon la seule variable
Uy, et plus généralement lors de la suite d’éclatements selon la variable
ug), et que nous faisons une récurrence sur la dimension ambiante, il
faut savoir monomialiser les éléments de B; :=k [u?’, e ,us),l :

THEOREME 3.4.21. On rappelle que car (k,) = 0. I existe une suite
infinie d’éclatements

(3.4.5) (Rou) = -+ = (R, ul™) — -

qui monomialise tous les polynomes clefs, tous les éléments de B;
pour tout indice i et qui vérifie la propriété suivante :

Vi€ NVs=(sy,s)€ 5”]( Ji € N5 tel que dans R; U'on ait sq | sg.

DEMONSTRATION. Nous allons monomialiser les éléments des B;
pas a pas, d’abord les éléments de By, puis ceux de Bj et ainsi de suite.
En restreignant la valuation v a B;, on sait que les v-idéaux de B; sont
dénombrables et engendrés chacun par un nombre fini de générateurs.

Notons (Pj(i)) N la suite de tous les générateurs de tous les v-idéaux
J

de B;. Il suffira donc de monomialiser chacun de ces générateurs pour
monomialiser tous les éléments de B;.

Dans la suite infinie (3.4.4) qui monomialise tous les polyndmes
clefs dans le théoreme 3.4.19, on appelle 71 la partie qui monomialise
le 7-eme polyndme clef, qui assure la divisibilité des termes du sui-
vant et qui monomialise ’ensemble des Pj(l), oul,j <i—1, qui ne
sont pas déja monomiaux. Autrement dit, 7() est le morphisme iden-
tité puisque le premier polynome clef est un monoéme dans R, composé
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avec le morphisme qui monomialise Péo). Le morphisme 7 est donné

par (3.4.1) dans le théoreme 3.4.4 composé avec (x}) et composé avec

le morphisme qui monomialise Po(l), 1(0) et Pl(l). Le morphisme 7
est la partie (Rl, u(l)) — e (Rm, u(m)) de (3.4.3) donnée dans le théo-

reme 3.4.18 (qui utilise la caractéristique nulle) composée avec (x4) et

2 2 0 1
P, P2, PO, P e

composée avec le morphisme qui monomialise
PQ(Q) et ainsi de suite.

Tout d’abord, faisons en sorte que les monémes en les générateurs de
R se divisent. On applique donc le théoréme 3.4.20 a ¢ = 0. On construit
ainsi une suite pg. Nous allons maintenant monomialiser le deuxieme
polyndme clef. Notre suite 7(?) construite précédemment commence a R
et non a R,,, mais cela n’importe pas. En effet, nous pouvons appliquer
exactement le méme raisonnement que dans le théoreme 3.4.4 en com-
mengant a 7. Nous appelons toujours 7 la suite qui monomialise

()2 et qui commence a R,,. Nous avons donc une suite
@ opy: (R,u) — (Rl, u(l))

qui monomialise les deux premiers polynémes clefs et telle que les co-
ordonnées des couples de mondmes dans ./ se divisent I'une l'autre
dans R;. Cette suite permet également la monomialisation de tous les
Pj(i) pour 7,7 < 1.

Appliquons donc maintenant le théoreme 3.4.20 a ¢ = . On construit
ainsi une suite p;: (Rl,u(l)> — (qu,u(ql)) telle que dans R, on a la
divisibilité pour tout élément de 77, et ce pour tout j < [.

Nous avons maintenant une suite p; o 7 o py et lon réitére le
processus en considérant la suite 7(3 qui monomialise Q3 et qui part
de R,. Cette suite permet également la monomialisation de tous les
Pj(i) pour 7,7 < 2.

On réitere ce processus un nombre infini mais dénombrable de fois
jusqu’a monomialiser I’ensemble des polynomes clefs. On obtient donc
une suite infinie (R,u) — -+ — (Rm,u(m)) — --- qui monomialise
tous les polynomes clefs et qui vérifie la propriété voulue. O
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3.5. Conclusion.

Nous sommes donc maintenant en mesure de démontrer les résultats
principaux de ce chapitre, et donc de démontrer 'uniformisation locale
plongée simultanée pour les anneaux locaux essentiellement de type fini
sur un corps de caractéristique nulle.

Une algebre locale K essentiellement de type fini sur un corps k et
ayant k pour corps résiduel est une extension étale de

K/ - k [u1, e ,un](uh“.’un) .
Soient f € K irréductible sur £ et

L= (f)klw,... ).

L’idéal I est un idéal premier de hauteur 1, il est donc principal. On

considere f un générateur de I. Ainsi % — % et toute suite locale

K
(f)"

Il suffit donc de démontrer 'uniformisation locale dans le cadre des
anneaux k [ug, ..., Up| (ur,...upy POUT Tavoir dans le cadre des algebres

essentiellement de type fini sur un corps k.

dans KTI induit donc une suite locale dans

THEOREME 3.5.1. Considérons la suite (3.4.5) du théoréme 3.4.21
(qui utilise la caractéristique nulle).

Alors pour tout élément f de R, il existe © tel que dans R;, f s’écrit
comme un monome multiplié par une unité.

DEMONSTRATION. Soit f € R. D’apres le théoréme 3.3.6, il existe
une suite finie ou infinie (Q);), de polynoémes clefs de I'extension K (u,),
successeurs immeédiats optimaux (éventuellement successeurs immé-
diats limites), telle que (€(Q;)), soit cofinale dans e(A) ou A désigne
I’ensemble des polynomes clefs.

Puis d’apres la remarque 3.3.10, f est non dégénéré par rapport a
I'un de ces polynomes clefs @);, mais I'on a vu dans le théoreme 3.4.21
qu’il existe un indice [ tel que dans R;, tous les polynomes (); avec
7 < 7 sont des mondmes, ainsi f est non dégénéré par rapport a un
systeme régulier de parametres de R;.

Soit donc N = (wy,...,ws) un idéal monomial en u® tel que
v(N) = v (f) avec w; mondmes en u) tels que v (w;) = min {v (w;)}.
Par construction de la suite locale encadrée, il existe I’ > [ tel que dans
Ry, wy | w; pour tout j. Ainsi dans Ry, f est égal a w; multiplié par
une unité de Ry. [
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THEOREME 3.5.2 (Uniformisation locale plongée). Soient k un corps

de caractéristique nulle et f = (f1,...,f)) € klui, ..., un]" un en-
semble de | polynomes en n wvariables, irréductibles sur k. On pose
R :=Fkuy,... 7un](u1,...,un) et v une valuation centrée dans R telle que
k=k,.

On consideére la suite (3.4.5) du Théoréme 3.4.21 (qui utilise la
caractéristique nulle).

Alors il existe un indice j tel que le sous-schéma de Spec (R;) défini
par Uidéal (fy1,..., fi) est un diviseur & croisements normaux simples.

DEMONSTRATION. Quitte & renuméroter, on suppose

v (fi) =min{v(f;)}.

D’apres le théoreme 3.4.21 il existe un indice j; telle que dans R;,
la transformée totale de f; soit un mondme en uUV), et donc soit &
croisements normaux simples.

On regarde maintenant I’équation f, dans R; . D’apres le théoréme
3.4.21, il existe un indice j tel que dans Rj,, la transformée totale de
f2 soit a croisements normaux simples.

Dans Rs, les transformées totales de f; et fs sont a croisements
normaux simples.

On réitere le procédé jusqu'a ce que les transformées totales de

fi,..., fi soient a croisements normaux simples dans R;;,.
Par construction de la suite locale encadrée (3.4.5), il existe j > j,
tel que dans R, on a f; | f; pour tout indice i. O

COROLLAIRE 3.5.3. On garde les mémes notations et hypotheéses
que dans le théoréeme précédent.
Alors on a R, = lign R;.












Chapitre 4

Uniformisation locale dans le cas d’anneaux
quasi-excellents pour des valuations de rang
inférieur ou égal a 2.

4.1. Préliminaires.

Soit R un anneau integre local noethérien équicaractéristique de ca-
ractéristique nulle et v une valuation de rang 1 son corps des fractions,
centrée en R et de groupe des valeurs I'y. L’idéal premier implicite H
de R pour la valuation v, défini en 1.2.56, est un des objets centraux
de T'uniformisation locale. En effet, cet idéal va étre I'idéal a désingu-
lariser. Nous savons que c’est un idéal de R qui décrit les éléments de
valuation infinie. Nous allons voir dans ce chapitre que pour rendre R
régulier, donc pour résoudre I'uniformisation locale, il suffit de rendre
EH et H

nous allons définir est cruciale : si R est quasi-excellent, 'anneau Ry

=)

réguliers. C’est la que I’hypothese de quasi-excellence que

est régulier. Restera donc a monomialiser les éléments de %.
4.1.1. Anneaux quasi-excellents.

DEFINITION 4.1.1. Soit R un anneau inteégre. On dit que R est un
G-anneau si pour tout idéal premier p de R, le morphisme de complé-
tion R, — R, est un homomorphisme régulier.

Le terme G-anneau a été inventé en 'honneur de Grothendieck, qui
a été le premier a dégager I'importance de cette notion.

DEFINITION 4.1.2. Soit R un anneau local. Alors R est un anneau
local quasi-excellent si c¢’est un G-anneau.

De maniere plus générale, si A est un anneau quelconque, alors il
est quasi-excellent si c’est un G-anneau local dont le lieu régulier est
ouvert.

PROPOSITION 4.1.3. [20] Un anneau local noethérien R est quasi-
excellent si le morphisme de complétion R — R est régqulier.

REMARQUE 4.1.4. Soit R un anneau local. Si c¢’est un G-anneau,
alors son lieu régulier est ouvert.

141
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PROPOSITION 4.1.5. Soit R un anneau local quasi-excellent. Alors
lanneau Ry est régqulier.

DEMONSTRATION. L’anneau R est un G-anneau. Alors pour tout
idéal premier p de R, on a linjection k (p) — Kk (p) ®g R telle que la
fibre 1 (p)®p R est géométriquement régulicre sur & (p), ot & (p) := %.
On sait que (0) est un idéal premier de R puisque R est integre.

Ainsi on a une injection Frac(R) < Frac(R) ®g R telle que la
fibre Frac (R) ®p R est géométriquement régulicre sur K := Frac (R).
Autrement dit, le morphisme K — K ®p R est régulier.

Or R\ {0} et R\ H sont deux parties multiplicatives de R telles
que R\ {0} C R\ H, puisque RNH = {0}. Ainsi, Ry est un localisé de
ER\{O}. Si nous montrons que ]%R\{g} est régulier, alors E’H le sera en
tant que localisé d’un anneau régulier. Or, par la propriété universelle
du produit tensoriel, 'anneau ER\{O} est isomorphe a I'anneau K ®p fi,
qui est bien régulier par hypothese. Ce qui conclut la preuve. ([l

4.1.2. Entiers associés. Soit (5, q, L) un anneau local noethérien
et p une valuation centrée en S. On écrit yu comme la composition de
deux valuations p = ps o uy avec py de rang 1. On remarque que la
valuation us est triviale si et seulement si p est également de rang 1. On
note G le groupe des valeurs de p et G celui de p;. On a en fait que G
est le plus petit sous-groupe isolé non trivial de G. Posons maintenant
I .= {x € S tel que u(x) ¢ G1}, et ainsi py induit une valuation de
rang 1 sur % Soient J Iidéal implicite de % pour la valuation p et J

sa préimage dans S.

DEFINITION 4.1.6. On pose

A

e (S, p) := emb.dim (i) .

On suppose que I C g°. Soit maintenant v = (vy,...,v,) un en-
semble minimal de générateurs de q. On a u (v;) € Gy pour tout indice

VE

DEFINITION 4.1.7. On a Enj Qu (vj) € G; ® Q et on pose
j=1

r (S, v, 1) = dimg (zn: Qu (v]-)) :

J=1

REMARQUE 4.1.8. On a 7 (S,v,u) < e (S, un).
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EXEMPLE 4.1.9. Afin de mieux comprendre l'inégalité ci-dessus,
regardons la sur un exemple. On prend ainsi S = k[[vy,...,v4]], avec

p(vr) =1, 1 (v2) = V2, p(vs) = 1+5v2 et p(va) =2 - V2.

Alors il vient que

r(S,v,pu) = dimQ(@+\/§Q+<1+5\/§>@+(2—@)@)

— dimg (Q + v2Q)
= 2.
Dans notre cas, G = G; = R, et ainsi [ = J = (0).
I1 vient R
e(S,u) = emb.dim (S)
= emb.dim (95)
iy )
(v1,v2,03,v4)
On considére maintenant M C {1,...,n} et
(S,v) — (Sl, oM = (vgl), . ,USI)))
un éclatement encadré le long de (vyr). On pose C' = {1,...,n1} \ Dy,

ou D; est comme dans 3.1.3.

Si les éléments de vy sont L-linéairement indépendants dans quSQ 5
alors il existe une partition de A que I'on note A’LUA” telle que vy Uwv s
sont L-linéairement indépendants modulo J+ q2§ et v4» est inclus dans
I’espace engendré par v;Uv 4 sur L modulo J+ ng . Comme on sait que
vuBU Uy = vgl, on peut identifier AU B U {j} avec un sous-ensemble
de D;.

On pose maintenant [; := {z € S tel que u(x) ¢ G1} et 'on consi-
53
préimage dans ;. On appelle q; 'idéal maximal de Sy et L; son corps
résiduel.

dére J; 'idéal premier implicite de

respectivement a uq et J; sa

REMARQUE 4.1.10. On a e (S, u) = n si et seulement si les éléments
qS
J+4q25"

THEOREME 4.1.11. Si e (S, n) =n, alors :

de v sont L-linéairement indépendants dans

e(sla:u) < 6(5,/1).
Cette inégalité est stricte dés lors que les éléments de US/)LJBU{j}UC/

CllglA
Ji+9251°

sont Ly-linéairement dépendants dans
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DEMONSTRATION. Par définition, v(!) engendre I'idéal maximal q;

de S, et donc induit un ensemble de générateurs de ql%. Comme
ny < n, par définition méme d’'un éclatement encadré, on sait que
10" < 4C.

De plus, on a e(S,u) = 4#M + tA’, et l'on sait également que

vgl)\( AUBULY) est dans le L-espace vectoriel de US,)UBU{J-}U@ modulo

Ji+ 43S,
Donc :
e(Si,p) < BA +EB+1{j} +14C’
< A +4B+1+1C
= fA + M
= e (S, ).

Si de plus les éléments de US,)U Bu{jhucr sont Ly-linéairement dépen-

dants dans J—C’;leg, alors on a e (Sy, u) < fA'+ B+t {j} +£C" et ainsi
1 1°1

e(S1, 1) <e(S, ) comme attendu. O
THEOREME 4.1.12. On ar (Sl, v, u) > (S, v, pm).

DEMONSTRATION. Ceci découle des deux derniers points de la pro-
position 3.2.4. O

COROLLAIRE 4.1.13. Deés lors que e (S, ) =n, on a

(e (St 1) e (i) = (S1,0M, 1)) < ((S, ) € (S, ) =7 (S,0,1).
L’inégalité est stricte si e (Sy,p) < n.

REMARQUE 4.1.14. Nous allons faire une récurrence sur la dimen-
sion de plongement n. Comme nous venons de voir, cette dimension
décroit par les suites d’éclatements.

Si elle décroit strictement, alors ¢a n’arrivera qu'un nombre fini de
fois et la preuve sera terminée.

Ainsi, a partir de maintenant, on suppose que cette dimension est
constante au fil des éclatements. Autrement dit, pour toute suite enca-
drée S — S1, on suppose que e (S, ) = e (S, 1) = n.

De la méme maniere, on peut supposer r (S, v, u) =r (Sl, v, u).
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4.2. Idéal implicite.

Soit (R, m, k) un anneau local quasi-excellent équicaractéristique et
v une valuation de rang 1 de son corps des fractions, centrée en R et
de groupe des valeurs I'y. On rappelle que I'idéal premier implicite H

de R pour la valuation v est donné par H = N Pﬁﬁ. L’idéal
R Bev(R\{0})
H représente les éléments de R qui sont de valuation infinie. On sait

d’apres 1.2.53 que v s’'étend de maniere unique en une valuation v
centrée en %

D’apres le théoreme de structure de Cohen, il existe un épimor-
phisme ® d’un anneau local régulier complet A ~ k[[uy,...,u,]] de
corps des fractions K dans %. Son noyau [ est un idéal premier de A.

On considére p une valuation monomiale par rapport a un systeme
régulier de parametres de A;. C’est une valuation de A centrée en [
telle que k, = k(1) le corps résiduel de I. On pose alors U := v oy, et
ainsi on définit une valuation centrée en A. Soit I' le groupe des valeurs
de v.

Ainsi, I'; est le plus petit sous-groupe isolé non trivial de I' et I'on

I = {feAtelquev(f)¢TI}.

DEFINITION 4.2.1. Soient 7: (A, u) — (A’,u’) un éclatement enca-

dré et o: A’ — A’ la complétion formelle de A’. La composition o o
est appelée éclatement formel encadré.

Une composition d’éclatements formels encadrés est appelée une
suite formelle encadrée.

Soit (A, u) — (Al,u(l)) — e (Al,u(l)) une suite formelle, que
I'on note (x).

DEFINITION 4.2.2. La suite formelle () est dite définie sur 'y si
pour tout entier i € {0,...,l — 1} et pour tout entier ¢ € J;, on a

14 (’LL((;)) S Fl-

On regarde maintenant A; ~ k; Hugi), o ,uﬁf)” et on note I5" la
transformée stricte de I dans A;.

DEFINITION 4.2.3. On appelle transformée formelle de I dans A;,
que 'on on note [;, la préimage dans A; de I'idéal implicite de %

Soit v; le plus grand entier de {r,...,n} tel que

Lk [[ul?, . u®]] = (0)

7
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et 'on pose
Bk [[uf )],

DEFINITION 4.2.4. Soit P un idéal premier de A. On appelle £-iéme
puissance symbolique de P I'idéal P := (PeAp) N A.

Autrement dit, P = {:c € Atel que Jy € A\ P tel que xy € Pe}.

C’est 'ensemble des éléments qui s’annulent avec ordre au moins /¢
dans le point générique de V (P).

Soient G un anneau complet de dimension strictement inférieure a
n et # une valuation centrée dans GG, de groupe des valeurs r.

On considére Ty le premier sous-groupe isolé non trivial de T et
g:= {g € G tel que 6 (g) ¢ Fl}.

Afin de démontrer 'uniformisation locale simultanée par récurrence,
nous allons avoir besoin de la Proposition intermédiaire suivante.

PROPOSITION 4.2.5. Supposons que :

(1) Dans (x), il existe une suite formelle encadrée
w: (Aju) — (Ai,u(i))
telle que v; <n — 1.

(2) Pour tout anneau G comme ci-dessus, tout élément dans G \
g est monomialisable par une suite formelle encadrée définie
sur I'y.

Alors pour tout élément f de A\ I?, il existe une suite formelle
(Aju) — - — (Al,u(l))

définie sur I'y telle que f s’écrit comme un mondme en ugl), o u®
multiplié par un élément de A[.

DEMONSTRATION. On suppose donc qu’il existe une suite formelle
encadrée

m: (Au) — (Ai,u(i))
telle que v; < n — 1, c’est-a-dire telle que v; + 1 < n. Par définition de
v;, on sait que g; := I; N k; Hugi), . ,ugf)HH # (0). On prend donc un
élément g dans gi\gZ@) C Cl-\gl@), ouC; = k; Hu&i), e 7“1(;?+1H Comme
v; +1 < n, anneau C; est de dimension strictement inférieure a n et
ainsi on peut utiliser la deuxiéme hypothese du théoreme a ’élément ¢

dans I'anneau C}.
Ainsi il existe un suite formelle définie sur I'y

(Cir (b)) = = (8 ()
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ou v < w; + 1, et telle que g s’écrit comme un mondéme en uj, ..., u,
multiplié par un élément de S'*.

Comme g € g;, il existe un parametre régulier de S, disons u.,, tel
que v (ul,) ¢ T'1. En effet, g € g; = [; N C;, donc g € I; et ainsi il vérifie
les hypotheses de I, ¢’est a dire que 7(g) ¢ I'y. Comme g s’écrit comme
un mondme en les générateurs de 'idéal maximal de S’, I'un de ces
générateurs qui apparait dans la décomposition de g doit appartenir a
I. Ainsi e (S’,D‘S,) <wv; + 1.

En remplacant tout anneau O qui apparait dans

(CZ-, (ugi), o ,ufji)H)) — = (S (U, )

par O HUE;?H? cuf )H, on obtient une suite formelle
"y (Ai,u(i)) NN (Al,u(l)>

indépendante de ug,i)+2, coul avee Ay = S Huq(f)ﬁ, e ,uﬁf)”. Or on

y W'y
rappelle que e (S’, 17|S,) <wv;+ 1, et donc e (A;,7) < n.

Soit f un élément de A\ I®). Son image par 7’ o7 est un élement de
Ay, qui est de dimension strictement inférieure a n. Comme tous les A;
sont quasi-excellents, on a f ¢ Al-\[i@) et nous pouvons donc appliquer
la deuxieme hypothese de la proposition. Ainsi on a construit une suite
formelle 7’ o 7 telle que f s’écrit comme un mondme en les générateurs
de A; multiplié par une unité de A;, ce qui conclut la preuve. O

Maintenant, on suppose que pour toute suite formelle (%) et pour
tout indice i, on a v; € {n — 1,n}; ainsi pour tout indice ¢, on a I; N
k; Hu&’), . ,ug),lﬂ = (0).

On considére G un anneau local complet de dimension strictement
inférieure & n muni d’une valuation 6 de rang 1 centrée en G.

LEMME 4.2.6. Supposons que pour tout anneau G comme ci-dessus,

il existe une suite formelle encadrée qui monomialise tous les éléments
de G.

Alors lidéal I est au plus de hauteur 1.

DEMONSTRATION. Si I = (0), le résultat est démontré. On suppose
donc I # (0) et on prend f € I\ {0}. On écrit

m .
f=>"a;ul,
=0

avec a; € k[[ui,...,u,—1]], et on prend un entier N suffisamment
grand pour que tout a; avec 7 > N appartienne a l'idéal engendré
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par (ag,...,ay). On considére maintenant
) := min {j €{0,...,N} tel que v (a;) = OgiSnN {v (as)}} .
Pour plus de lisibilité, on pose @ := (uq,...,u,_1) et B := k|[[u]].

Comme B est complet de dimension strictement inférieure a n, par
hypotheése on peut construire une suite formelle (B, u) — (B', @) telle
que pour tout j € {0,...,N}, I'élément a; soit un mondme en .
D’apres les propositions 3.2.3 et 3.2.6, on peut construire une suite
locale encadrée (B', @) — (B”,u”) telle que dans B” T'on ait as | a;
pour tout j € {0,..., N}, as ayant valeur minimale par définition. On
a donc une suite

(B,U) N (B,,ﬂ/) - (B”,H”) .
En composant avec la complétion formelle, on obtient la suite
(B,m) — (B”,u")
dans laquelle on a toujours as | a; pour tout j € {0,..., N}.
On remplace maintenant tout anneau O apparaissant dans la suite
(B,u) — (B”ﬂ”) par O [[uy,]], et on obtient une suite (A, u) — (A’, ')
indépendante de u,, et dans laquelle on a toujours as | a; pour tout

j€{0,...,N}.
On rappelle que pour tout indice i, on a

Lok [[ul?, o ul]] = (0)

donc en notant I’ le transformé formel de I dans A’, on obtient que
I'nB” = (0). On sait que a—]; € I', et par le théoreme de préparation de
Weierstrass, on sait que % = xy ou x est une série formelle inversible
dans k[[uq,. .., up—1]] [[us]], autrement dit une unité de A’; et y un

polynéme unitaire en u,, de degré §. Ainsi le morphisme B’ — ?—,/ est
injectif et fini.

On a donc dim (?—,/) = dim (B”) = n — 1. Comme dim (4’) = n,
on a ht (I) < ht (I') = dim (A4’) — dim (’?—f) =n—(n—1) =1, ce qui
conclut la preuve. O

COROLLAIRE 4.2.7 (de la preuve du Lemme 4.2.6.). On se place
dans les mémes hypothéses que le Lemme 4.2.6. Soit I = (h).

Il existe une suite formelle encadrée (A,u) — (A',u') telle que dans

A’, la transformée stricte de h est un polynome unitaire de degré §.

A partir de maintenant, on peut donc supposer que h est un poly-
nome unitaire de degré 9.
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PROPOSITION 4.2.8. On se place dans les mémes hypothéses que le
Lemme 4.2.6. Soit I = (h). Le polynome h est alors un polynome clef.

DEMONSTRATION. Par définition, I = {f € A tel que v (f) ¢ I'1},
donc en particulier 7 (h) ¢ T'; et pour tout entier non nul b, on a
U (Oph) € T’y puisque h est de degré minimal pour engendrer [ et ainsi
Oph & I.

Il vient que € (h) ¢ T';.

Soit P un polynome tel que deg (P) < deg (h). Pour montrer que h
est un polynome clef, il suffit maintenant de montrer que € (P) < € (h).

Par minimalité du degré de h, on a encore P ¢ [ et ainsi v (P) € T'y,
de méme pour tout entier non nul b, on a v (9,P) € I'y. 1l vient que
€ (P) € Fl-

Supposons par absurde que € (P) > € (h).

Alors on a —e (P) < e(h) < €(P) et comme I'; est un sous-groupe
isolé, c’est en particulier un segment et ainsi € (h) € T'j, ce qui est
absurde.

De fait, € (P) < €(h) et h est bien un polynéme clef. O

Nous allons maintenant monomialiser A.

Comme dans le Chapitre 3, on construit une suite de polynémes
clefs successeurs immédiats optimaux (éventuellement limites) qui com-
mence a z et finit a h. Donc comme € (h) est maximal dans € (A), on
s’arréte. On obtient une suite finie Q@ = (Q);), de polynomes clefs suc-
cesseurs immeédiats optimaux (éventuellement limites) telle que Q finit
en h.

Dans le cas I = (0), on construit de méme une suite Q = (Q;) de
polynémes successeurs immédiats optimaux (éventuellement limites)
telle que € (Q) est cofinale dans € (A).

Nous avons donc maintenant besoin d'une généralisation des théo-
remes de monomialisation du chapitre 3, n’étant plus dans le cas k = k,,.
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4.3. Monomialisation des polynémes clefs.

On se place ici dans un anneau A =~ k[[uy,...,u,]|] muni d'une
valuation v centrée en A de groupe des valeurs I'.

Soit 7 la dimension de i v(u;)Q dans I' ®; Q. Quitte a renu-
i=1

méroter, on peut supposer que v (u), ...,V (u,) sont rationnellement
indépendants et I'on considere A le sous-groupe de I' engendré par
v(uy),...,v(u,).

On pose E :={1,...,r,n}.

Soit

al0) = min {a tel que av(u,) € A}.
Donc oy (u,) = i aﬁ-o)y(uj) avec, quitte a renuméroter les a
j=1

(0)

)

al”, . al® >0
et

ag—?la 7(17(“0) <0

On pose
W= (W, ..., W, Wy) = (Ug, ..., Up,Up)
et
v=(v1,. ., 0) = (Upg1y- - Un_1),

avect=n—r — 1.

En notant x; = in,u;, on a xq, ..., x, algébriquement indépendants
sur k dans G,,. Soit )\ le polynéme minimal de z,, sur k[zy, ..., z,], de
degré a. (On pose \g := 0 si z,, est transcendant.)

On pose :

T a(p)
Y= H ij] )
j=1
T L0
y = w] ! )
j=1
a(0)
z= Zn
Y
et
O
Z=—"=
Y

Soit d(] == cN.

a0
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Si X #0,0na

do _
— (0)
do=3 eI X"
q=0

do
ouc, €k, ,cqg=1et ) c,Z%est le polyndme minimal de z sur G,.

q=0
On va montrer qu’il existe une suite formelle encadrée qui mono-
mialise tous les @;. On a (); = u, qui est monomial, il faut donc

commencer par monomialiser ).
Dans un premier temps, considérons

do ™0
_ =do—q,,,qo°
Q - Z a’qbqy Wy,
q=0

ou b, € R tels que b, = ¢, modulo m et a, € A*.
Nous verrons par la suite que nous pouvons nous ramener a ce cas.

Soient
0
Y=Y n) = (@2, a®0,...,0)
et
. _
§=(01,....6,,0,) =(0,...,0,—a,, ... —a® o),
On a
PR C e
J— n ) n
W= Wy wj]_ r O
7=1 H w..?
j=s+1 J
et
wV:HwJJ
j=1
s «0) B
Donc%zrwnia@:z.
ijj

j=1
Calculons la valeur de w?.
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V(w‘;) = aOv(w,) - X ago)y(wj)
Jj=s+1
= aOv(u,) — X agp)y(uj)
Jj=s+1
' 0 '
— ]Ezjl ag )y(uj) — j:%;rl ozg )I/(u])
= > aéo)u(u])
j=1

THEOREME 4.3.1. Il existe une suite locale encadrée

(4.3.1) (A u) 8 (Al,uw) L T (Al,ua))

respectivement a v, indépendante de v, et qui satisfait les propriétés
sutvantes : A

Pour tout entier i € {1,...,1}, on note u®”) = (ugz), o ,ufj}) et k;
le corps résiduel de A;.

(1) Les éclatements mo, ..., m_o Sont monomiaut.
(2) Onaze Af.
(3) On a

n—1 simon.

{n st A#0

(4) On pose
0 {(wgl),...,w,ﬂl),v,wg)) siAN#0
u — (

wy’, ... ,w,(f), v) stnon.

Pour tout entier j € {1,...,r,n}, w; est un mondme en w%l), o wd

multiplié par un élément de A, et pour tout entierj € {1,...,1},
O]

_ y r+1
w;’ =whoun €.

(5) Si Xg # 0, alors Q = wl) x g,

DEMONSTRATION. On applique la proposition 3.2.3 & (w?, w?) et
on obtient ainsi une suite locale encadrée pour v, indépendante de v et
telle que w” | w® dans A;.
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D’aprés la proposition 3.2.6 et le fait que w’ et w? aient méme
valeur, il vient que w’ | w” dans R;. De fait Z,z7 € A. Ce qui montre
(2).

On choisit la suite locale minimale, c’est-a-dire telle que la suite
composée de 7, . .., m_s ne satisfait pas la conclusion de la proposition
3.2.3 pour (w’, w?). On va maintenant démontrer que cette suite vérifie
les cing propriétés du Théoreme 4.3.1. Soit i € {0,...,l}. On écrit

Ti

i € {1,...,1} et tout entier j € {1,...,n;}, on pose 53@ = V(u(-i)).

w® = (wgz), . ,w("),w,(fi)), avec r; = n; —t — 1 > 0. Pour tout entier

j
Pour tout ¢« < [, m; est un éclatement le long d’un idéal de la forme

(u((]?) Quitte a renuméroter, on peut supposer que 1 € J; et que A; 4
()

est une localisation de A; u(’;)] . En particulier, BF) = miJn { 5@}.
1 JeJi

u J

LEMME 4.3.2. Soit i € {0,...,l—1}. On suppose que la suite
T, ..., Ti—1 de 3.4.1 est monomz’ale.

On pose wY = (w(i))w)

et w’ = (w(z))é(i). Alors :

(1) ry=r,
(2)
(4.3.2) > (7 o) ) =0,
qeEE
(3) peed (117 = 81", .. 7D = 80,40 — 50} =1,

(4) Toute relation de dépendance Z-linéaire entre I BE. W
est un multiple entier de (4.3.2).

DEMONSTRATION.

(1) Il suffit de faire une récurrence sur i et d’utiliser la remarque

3.1.7.
(@) @)

(2) Onav(w?) =v (w‘s), ie v ((w(i))7 ) =v <<w(i))6 > On a
donc, comme w® = (wgi), RTICN w,@) :
T ; N ; 'Ysi) i ; 5 ; 5%)

. (-Hl (W) x (ug) ) . (Hl ) () )
j= =

c’est-a-dire

319 (0) + 400 (0) = 360 () + 60w (w).

Jj=1 Jj=1
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D’apres la définition de w® ; pour tout entier j € {1,...,7;,n;},

onaw(-)—u)doncy( ) 6( Il vient :

Zvj 87+ 4508 Zé 8+ 0B

Puis > (75 0 _ 5j(-i)) Bj(-i) =0.

jE{l,...,ri,m}
Orrp=n;—t—1=r,doncn;=r+t+1=n,et:
() B\ 5@ (@)
o= 90) 6 = 2 By
je{l,...,n,ni}< ! ! ) ! je{l,...,rn}(<) J . 2‘)
— 3 (D = s gl
i (71 J ) 6]

(3) On fait un raisonnement par récurrence. Cas i = 0.
On a

pged (%i) _ 5?)’ o 7@ QN0 55:)
=pged (1" = 81", 5§°), (O — 500

:pgcd(ago),...,a() gl,...,a( ),—70) .

S T

Par définition,

al0) = m%\]n {a tq af, € A}
aeN*

et ;
—o7 0
a0, = Za§- )BJ
=
Donc pged (a&o), o al?) ozgl)l, N O )) =1.

Cas 7 > 0. On suppose le résultat démontré au rang précédent.

On a 49 = A0=DG0 0 = §6-DGO et O = pE-DEG oy
. -1 ‘

FO = (G(l)) et GO € SL,,1(Z) telle que

1 sis=gq
Gy =41 sig=jetseJ
0 sinon.

Donc (’y — 5“) = (7(i*1) - 5(i*1)) G = (y=0)G on G
est un produit de matrices unimodulaires, est donc elle méme
unimodulaire.

D’apres le cas i = 0, (7 — §) est un vecteur dont les éléments
sont premiers entre eux dans leur ensemble. D’apres le fait
3.4.5 ce vecteur est complétable en une base de Z™ !, qui, par
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une matrice unimodulaire, reste une base de Z"!. Le vecteur
(7(“ - 5(i)) est donc un vecteur de cette base, ses éléments
sont alors premiers entre eux dans leur ensemble.

(4) Cas i = 0 découle du fait que fi,..., 5., B, engendrent un
espace vectoriel de dimension r.
Soit

7 = {(ml, o Tey1) € 27T tel que Yz B + Ty By = 0} :
=1

Or a0, = f: aj(.o) Bj, donc nous avons :
j=1

7 = {(wl, o Tygr) € Z7T tel que Z (ij + xr+1a§-0)> B = O} )
=1

Comme f4,..., [, sont Q-linéairement indépendants, il vient
que Z est un Z-module libre de rang 1, il est donc engendré
par un unique vecteur. D’apres le point (2), le vecteur (v — )
est dans Z, et d’apres le point (3), il est composé d’éléments
premiers entre eux dans leur ensemble. Ce vecteur engendre
donc le Z-module libre de rang 1.

Soit i > 0. Nous avons vu que ) = g0~V = BF ou F est
une matrice unimodulaire, donc un automorphisme de Z".

Soit
JARES {(Il, o Tygy) € Z7T tel que ijﬁj@ + 2,109 = O} .
j=1
On a donc

Jj=1

Z0 = {(:cl, ey Tpyy) € Z7 tel que Zx]ﬂjF + 21 O F = O} ,
puis

7 = {(azl, o Trgn) €27 tel que Y i + w1 B = 0} :

j=1
L’ensemble Z@ est donc un Z-module libre de rang 1 d’aprés
le cas i@ = 0. Nous avons vu au point (3) que le vecteur
(7(“ — 5(i)) était un vecteur de Z® composé d’éléments pre-
miers entre eux dans leur ensemble, il engendre donc Z®), ce
qui conclut la preuve.

O
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LEMME 4.3.3. La suite (3.4.1) n’est pas monomiale.

DEMONSTRATION. La preuve est identique & celle du Lemme 3.4.7.
[

LEMME 4.3.4. Soiti € {0,...,l—1} et l’on suppose que 7, ..., T4
sont tous monomiauzx. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) L’éclatement 7; n’est pas monomial.
(2) 1l existe un unique indice q € J; \ {1} tel que B{) = B9,
(3) Onai=1—1.

DEMONSTRATION. La preuve est identique a celle du Lemme 3.4.8.
O

En faisant une récurrence sur ¢ et en utilisant le Lemme 4.3.4, on
conclut que 7, . .., m_s sont monomiaux. Nous avons donc bien (1) du
Théoreme 4.3.1.

Reste a montrer les points (3), (4) et (5).

D’apres le Lemme 4.3.4 nous savons qu’il existe un unique élément
q € Ji_1\ {Ji_1} tel que Bél’l) = 5?‘”, et donc nous sommes dans le
cas By +1=1J;_1 — 1. Reste a savoir si t;, , =0 ou 1.

On rappelle que wi™Y = we et wé"l) = wt ou € et p sont deux
colonnes d’une matrice unimodulaire telles que p—e = +(y —¢). Donc

-1 - :
nous avons z\ " = 2 et 27D = gt puis
(1-1) © 0
Lq = pHc = gji(’}’*l;) — ;C:t aysemay ) ,—al®)
-1 — - o '
Ty

C’est-a-dire que

r a(p) +1
J
m(lil) H x] +1
q _ | 3=t _ (z_1> s
LD o 2 © o o ’
1 n

Quitte a échan (t=1) (=1 A
ger xq et z;~ "/, on peut supposer (7 = z .

Le cas ti,_, = 1 arrive des lors que z est transcendant sur k, soit
des lors que A = 0; et le cas t;,_, = 0 des lors que z est algébrique sur
k, et donc des lors que \g # 0. Le point (3) du Théoréeme est alors une
conséquence de la Note 3.1.10.
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Comme Bfl_l), ce BSZ*U sont linéairement indépendants, il vient
que ¢ = n. D’apres la Note 3.1.10, si A9 # 0, nous avons

(I-1) (-1) d

— — (ul] — Wy T (= i

wg) = ug) = Ao(u,) = Xo ((ll)> = Ao ((ll)> =X (%) = § :aibiz .
Uy w1 =0

_ d .
REMARQUE 4.3.5. On sait en fait que \g (Z) = X ¢;0;Z" ou ¢; sont
i=0

des unités quelconques. Ainsi, nous choisissons de prendre ¢; = a; pour
tout indice 1.

(0)
Oronaz= w"? , donc

L do i o i
do NOR > aby®T! <wa )
w? = Za'b‘ Wy _ i=0 " Q
. 7 g g

comme attendu dans le point (5).

Il reste donc a montrer le point (4).

On applique la propostion 3.2.4 & i = 0 et i = [. Par monomialité
de g, ..., m_o, on sait que D; = {1,...,n} pour tout i € {1,...,1—1},
et on sait que Dy ={1,...,n}siA#0et D;={1,...,n—1}si A =0.
Ici on prend également ur = v.

Pour tout j € {1,...,r,n}, le fait que w; = u; soit un mondme en
wl, ... ,wd | c’est-a-dire en u ,ul) | multiplié par un élément de
A[* découle des deux premiers points de la proposition 3.2.4.

Et le fait que pour tout entier j € {1,...,7}, nous ayons wj(-l) = w"

découle des deux derniers points de cette méme proposition. Ce qui
conclut la preuve. U

REMARQUE 4.3.6. Dans le cas particulier ou () = @, alors on a
construit une suite locale encadrée telle que la transformée totale de
()2 soit un monome. Nous allons nous ramener a ce cas par la suite.

DEFINITION 4.3.7. [10] Une suite locale encadrée qui vérifie le théo-
reme 3.4.4 est appelée un n-paquet de Puiseur généralisé.

Soit j € {r+1,...,n}. Un j-paquet de Puiseuxr généralisé est un
n-Paquet de Puiseux généralisé en changeant n par j dans le théoreme
3.4.4.

REMARQUE 4.3.8. On considere (A, u) — -+ — (Ai,u(i)) — ... un
j-paquet de Puiseux généralisé, avec j € {r +1,...,n}. On remplace
chaque anneau de cette suite par son complété formel, et on obtient
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ainsi une suite formelle encadrée que 1’'on appelle un j-paquet de Pui-
seux formel. Le Théoréeme 4.3.1 induit donc un n-paquet de Puiseux
formel qui vérifie la méme conclusion que dans le Théoreme 4.3.1.

Dans 'optique de faire un raisonnement par récurrence, nous sup-
posons dorénavant, et ce jusqu’a la fin du Théoreme 4.3.14, que nous
savons monomialiser tout anneau G local complet équicaractéristique
quasi-excellent de dimension strictement inférieure & n muni d’une va-
luation centrée en GG et de rang 1 par une suite formelle encadrée. Cette
hypotheése sera appelée hypothese H,,.

LEMME 4.3.9. Soit P = Y c¢jul le u,-développement d’un élé-

jesun (P)
ment clef successeur immédiat optimal de u,,.

Il existe une suite formelle encadrée (A,u) — (Al,u(l)> qui trans-

forme chaque coefficient c; en un monome en (ugl), e ,uq(ql)), multiplié
par une unité de A;.
En particulier, apres cette suite formelle encadrée, [’élément P est

. dO —do—i ©) g
bien de la forme > a;b;y* " (wf{ ) )
i=0

DEMONSTRATION. Nous démontrerons ce Lemme dans le cadre
plus général du Lemme 4.3.12. U

THEOREME 4.3.10. On rappelle que car (k,) = 0. Si u, <im P,
alors P est monomialisable.

DEMONSTRATION. La démonstration est similaire & celle du Théo-
reme 3.4.14 (qui utilise la caractéristique nulle). O

LEMME 4.3.11. On rappelle que car(k,) = 0. Il existe une suite
formelle encadrée

(A u) — (Al, u(l)>

telle que dans A;, la transformée stricte du polynome Qo soit un mo-
nome.

DEMONSTRATION. Siu, < @, on utilise le Lemme 4.3.9 et le Théo-
reme 4.3.1 pour conclure. Sinon, u, <j, (2 et alors on utilise 3.4.14
(qui utilise la caractéristique nulle) pour conclure. U

Nous avons maintenant construit une suite formelle encadrée qui
monomialise (), mais nous aimerions en construire une qui monomia-
lise tous les polynomes clefs suivants dans la suite Q.

On va montrer que si l'on a construit une suite formelle encadrée

(A, u) — (Al, u(l)) qui monomialise ();, alors on peut en adjoindre une
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(Al, u(l)) — (AS, u(5)> telle que dans Ay, la transformée stricte de ;14
est également un mondme.
Soit A le groupe v (kl (u&l), . ,u,(f),l) \ {0}) On pose

Qq := min {h tel que hﬁg) € Al} .

On pose X; = in, (u ), W; = w](l) et A\; le polynéme minimal de

@)
J
)

X, sur gr, kK (ugl), e ,uff_l) de degré «.

On sait que Q; = ww avec @ un mondéme en W1, ..., W, multiplié
par une unité. On pose w := in, (@).

Si Qi <im Qit1, on utilise le Théoreme 4.3.10 (qui utilise la ca-
ractéristique nulle) et c’est gagné, on suppose donc que ;41 est un
polynome clef successeur immédiat optimal de @Q);.

. S .
On note Q;11 = > Q) = a;Q] le Q;-développement de
J€SQ,; (Qit1) J=0

Qi1 dans k (ugl), o ,ug)_l) (uﬁf)) :
OnaQi1 =05 +a,1Q "+ +ag et comme Q; =ww?, on a

Qw“ = (@) + B (WO %

Nous savons que pour tout indice j tel que a; # 0, on a

v (%‘Q?) = Vg, (Qi—i—l) )

donc tous les termes non nuls du @;-développement de (); 1 ont méme
valeur. Ainsi, par I'hypothese H,,, tous ces termes sont divisibles par
la méme puissance de W apres une suite d’éclatements convenables (x;)
indépendante de u!).

On note @Hl la transformée stricte de ); 1 par la composition de
(%;) et de la suite d’éclatements (*;) qui monomialise ();. On note cette
composition (¢;).

On sait que Q;, la transformée stricte de Q; par la suite d’écla-
tements (¢;), est un parametre régulier de l'idéal maximal de A; : en
effet, d’apres la Proposition 3.2.4, on sait que chaque u; de A s’écrit
comme monome en wgl), ..,w®. De fait, le diviseur exceptionnel ré-
duit de cette suite d’éclatement est exactement V (@), ,. Ainsi, comme
on sait que Q; = wWm, on a bien que la transformée stricte de Q;
est Q; = wl = ul). Cest donc un polynéme clef dans I'extension

k (ugl), e ,u,(f),1> (u%”)
Qit1

Montrons que Q41 = “ZH.
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Onaas;=1et Q; =w’ (uﬁf))s ainsi que ulY { @, donc @* divise le
terme a4Q); et divise donc tous les termes non nuls du ();-développement
de Q;1+1. De plus, c’est la plus grande puissance de w qui divise chaque

terme, il vient que % (ug))s + 2=t (uff))s ' + -+ 2% est Qis1 la
transformée stricte de ;11 par la suite d’éclatements, qui vérifie Q: <
@z’—i—l par hypothese.

Soit G un anneau local complet équicaractéristique de dimension

strictement inférieure a n muni d’une valuation centrée en G.

LEMME 4.3.12. On suppose que pour tout anneau G comme ci-
dessus, tout élément de G est monomialisable.

Supposons que Q; < Q;11 dans Q.

Alors il existe une suite locale encadrée (Al,u(l)) — (Ae, u(e)) telle

que dans A, la transformée stricte de ;11 est de la forme 3 1,m,X1
q=0

o 7, € R et n, sont des monomes en uge), coul®,

DEMONSTRATION. D’aprés 'hypothése, aprés une suite d’éclate-
ments indépendante de u{), on peut monomialiser les a; et supposer
que ce sont des mondémes en (ugl), cee ug)_l) multiplié par une unité de
Ay

Pour tout g € {r+1,...,n — 1}, on effectue un g-paquet de Pui-
seux généralisé comme dans le Théoreme 4.3.1, ainsi on obtient une
suite

(A u®) = (A, u®)

telle que chaque ugl) est un monome en (ugt), e ,uy)).

De fait, on peut supposer que les a; sont des mondmes en (ugl), ol
multipliés par des unités de A;.
La transformée stricte

Quer = L1 = () 4 O ()T gy

étant un élément clef successeur immédiat de ();, cela conclut la preuve.

O

REMARQUE 4.3.13. Le Lemme 4.3.9 est un cas particulier du Lemme
4.3.12.

THEOREME 4.3.14. On suppose toujours H,.
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On rappelle quecar (k,) = 0. i Q); est monomialisable, alors il existe
une suite formelle encadrée
(4.3.3)

(Au) 5 (Al,u(l)) oLy (Al,u(l)) LI (Am,u(m))
qui monomialise (Q;y1.

DEMONSTRATION. Deux options s’offrent & nous.

La premiere : Q; < Q;41-

Alors on sait que la transformée stricte ©i+1 de Q;11 par la suite
d’éclatements formels (A, u) — (Al,u(l)) qui monomialise (); est un

élément clef successeur immédiat de @Z = ugl), et on vient de voir
que l'on pouvait se ramener exactement aux hypotheses du Théoreme
4.3.1 d’apres le Lemme 4.3.12. Donc on utilise le Théoreme 4.3.1 en
remplacant ()1 par @; et Q2 par ;1.

La deuxieme : Qz <{im Qi+1'

Alors on applique le Théoreme 4.3.10 (qui utilise la caractéristique

nulle) en remplagant w,, par Q; et P par Q1. O

On considére, comme dans le chapitre 3, pour tout entier naturel 7,
les ensembles dénombrables

no .
S = {H (ugj)) s ,avec o) € Z}

i=1
et -
S =A{(s1,%2) € S x I, avec v (s1) < v (sa)}

avec la convention que pour tout ¢ € {1,...,n}, ugo) = u,.

L’ensemble .#; étant dénombrable pour tout entier 7, nous pouvons
numéroter ses éléments, et ainsi, on pose .7 1= {s%)} . Considérons
me
maintenant I’ensemble fini

S = {s(j)

m )

mSj}U{s§-m), mgj}.

Ainsi U (V) x %) = U 575 = U ] est une union dénombrable
jEN jEN jEN
d’ensembles finis.

Comme l'on considere tous les éléments selon la seule variable u,,,
et plus généralement lors de la suite d’éclatements selon la variable (",
et que nous faisons une récurrence sur la dimension ambiante, il faut

savoir monomialiser les éléments de B; := k [uﬁ’), e ,us),l].
THEOREME 4.3.15. Soit A =~ k[[uy, ..., u,]] muni d’une valuation

v centrée en A.
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On rappelle que car (k,) = 0. Il existe une suite formelle
(4.3.4) (Au) - 75 (A u®) 55

qui monomialise tous les polynomes clefs de Q ainsi que tous les
éléments des B; pour tout i et qui vérifie la propriété suivante :

Vi€ NVs=(s1,5) € 5”]( i € N5 tel que dans A; U'on ait sq | so.

Plus précisemment, pour tout indice l, il existe un indice p; tel que
dans A,,, Qi est un monome en uP) multiplié par une unité de A,,.

DEMONSTRATION. Pour montrer que I'on peut choisir la suite (4.3.4)
de telle sorte que

Vj € NVs=(s1,8) € Z-’ 3i € N, tel que dans A; l'on ait s; | sg,
et que tous les éléments des B; soient monomialisés, on procede de
la méme maniére que dans la preuve du Théoreme 3.4.21 (qui utilise
la caractéristique nulle).

On fait donc ensuite une récurrence sur la dimension de 'anneau n
et sur 'indice ¢ et on itere le processus précédent. 0

COROLLAIRE 4.3.16. Soit A ~ k[[uy, ..., u,]] muni d’une valuation
v centrée en A, de groupe des valeurs I'. On suppose

I={acAtelquev(a)¢T1}=(h)#(0),
ou 'y est le plus petit sous-groupe isolé de I'. On rappelle que car (k,) =
0.

1l existe une suite formelle encadrée
(Au) = - — (Al,u(”) —

telle que dans A;, le polynome h s’écrit comme un mondme multiplié
par une unité.

DEMONSTRATION. La suite Q a été construite pour contenir h, il
suffit donc d’utiliser le Théoréme 4.3.15 (qui utilise la caractéristique
nulle). O
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4.4. Réduction au quotient et au localisé.

Soit (R, m, k) un anneau local quasi-excellent équicaractéristique et
v une valuation de son corps des fractions, de rang 1, centrée en R et
de groupe des valeurs I'y. On note H l’idéal implicite de R.

Nous avons dit plus haut que dans le cadre des anneaux quasi-

excellents, il suffisait de régulariser %, nous allons maintenant le mon-
trer.
On considere F := {f1,..., fs} € m, et 'on suppose que f; est de

valeur minimale.

REMARQUE 4.4.1. On considere R — R — R — ]i un éclatement
formel encadré. On note H " la transformée stricte de H dans R;.

Alors on définit H;, comme la préimage naturelle dans R, de l'idéal
implicite de H%‘zl‘

On réitere la construction pour toute suite formelle encadrée.

THEOREME 4.4.2. On rappelle que car (k,) = 0. Il existe une suite
formelle encadrée

(R,u, k) = (Ro,u®, ko) = -+ — (Ri,u® = (u”,...,ul) , k)
telle que :

(1) L’anneau % est régulier,
2

(2) Pour tout indice j, on a f; mod (E) qui est un monome en

picy
H;’

(3) Pour tout indice j, on a fimod (E) | fymod (E) dans 1}3;

u® multiplié par une unité de

DEMONSTRATION. Posons n := e (R,v) et u := (y,z) avec

Y= (ylv s 7y’fl—n>

et
xi=(x1,...,2,)
tel que les images des z; dans % induisent un ensemble minimal de

générateurs de = et tel que y engendre H.

On fait ici une récurrence sur (n;, n; — i, v;).

On a vu qu’il existait une surjection ® de A >~ k{[[z1,...,z,]] dans
%, denoyau I = {f € A tel que U (f) ¢ I'1} € Spec (A) ou v est définie
comme dans la section 4.2. On note L le corps des fractions de A.

Si vg < n — 1, alors on adopte la démarche de la Proposition 4.2.5
et on fait décroitre strictement e (A, D).
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Ainsi, on peut supposer vy € {n — 1,n}. Supposons vy =n — 1.

Alors on sait que I = (h) et qu’il existe une suite formelle encadrée
(A x) — (Ag, x(g)) qui monomialise h d’apres le Corollaire 4.3.16 (qui
utilise la caractéristique nulle). Donc I'un des générateurs qui apparait
dans sa décomposition doit appartenir a I,. Donc il existe un xz(f) tel
que v (mz(f)) ¢ I'y. Ainsi d’apres les théoremes 4.2.5, 4.1.11, il existe
une suite locale encadrée qui fait baisser strictement e (A, V), et ainsi
ce cas ne peut arriver qu'un nombre fini de fois, et on tombe au cas ou
I = (0), c’est-a-dire ot 4 est régulier.

Cas : I = (0). Donc pour tout f;, on a v(f;) € I'y . L’élément
fj est donc un série formelle non nulle et par le théoréme de prépa-
ration de Weierstrass, on sait qu’on peut la voir comme un polyndéme
en z; a coefficients dans k [[z1,...,2,-1]]. On construit une suite de
polynoémes clefs dans 'extension k ((z1,...,2,_1)) (x,) comme dans la
section précédente. Autrement dit cette suite est une suite de poly-
noémes clefs successeurs immédiats optimaux (éventuellement limites)
cofinale dans € (A) ou A est I'ensemble des polynémes clefs. L’élément
f; est alors non dégénéré par rapport a I'un de ces polynomes, qui sont
tous monomialisables d’apres la section précédente. Ainsi il existe une
suite locale encadrée (A, z) — (Ai,:c(i)) telle que dans A;, la trans-

formée stricte de f; est un mondme en 2% multiplié par une unité de
A;.

S’il existe une suite formelle encadrée telle que v; < n — 1, alors
d’apres la Proposition 4.2.5, la preuve se termine par récurrence.

En itérant la procédure du premier cas ou I = (0), on s’assure ainsi
de l'existence d’une suite locale encadrée telle que toutes les trans-
formées strictes des f; soient des monomes multipliés par des unités.
Quitte a effectuer un autre éclatement, on peut supposer qu’il existe
une suite locale encadrée (A,z) — (A, 2') telle que les transformées
strictes des f; soient toutes des monomes en 2, ..., z, uniquement.

D’apres la Proposition 3.2.3, on peut méme supposer que pour tout
J et pour tout p, on a f; qui divise f, ou l'inverse.

On a donc une suite locale encadrée

(A,I,k’) ﬂ (Al,l’(l),kl) Q s p% (Az,l’(z)?kz)

qui monomialise les f; et telle que pour tous j et ¢, on a f; | f, ou
I'inverse.
Par minimalité de v (f1), on sait que dans A;, fi | f; pour tout j.
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Nous avons également deux applications
R
(R,u, k) — (H,x, k:) — (A, z, k),

A ~
7 P
la transformée stricte de 4 a chaque étape de la suite {p;}, <j<i» O
obtient une suite locale encadrée

et nous savons que puisque I = Ker (®). Ainsi en regardant

[T )

~

(jj k) B (Rya® ) B B (Ra® k).

On a donc le diagramme suivant :
(E,l’, k?) @ (Rl,x(l),kl) g g (Rz,x(z),lﬁ) .

T T
(A,[E,k’) g (Al,l‘(l),]ﬁ) g cee p% (A“JZ(Z),]{?Z)

De la méme maniére que nous avons vu précédemment, ou ? est

régulier, ou la suite {p,} peut étre choisie de telle maniere que e (R, i)
décroit strictement.

Apres donc un suite finie d’éclatements, on arrive au cas ou
est régulier. On peut donc supposer que % est régulier et ’on consi-

dere fi,..., fs des éléments de R\ {0} tels que v (f;) = min {v(f;)}
<j<s
D’apres ce qui précede, on sait que les f; sont tous des monodmes en les

u? et que fimod (E) | fmod (E), ce qui conclut la preuve. O

R;
H;

THEOREME 4.4.3. Soit R un anneau intégre local quasi-excellent et

H son idéal premier implicite. On suppose que % est réqulier.
On rappelle que car (k,) = 0. Il existe alors une suite d’éclatements
définie sur R qui résout les singularités de R.

DEMONSTRATION. L’anneau Ry étant régulier d’aprés la proposi-

tion 4.1.5, on sait qu'il existe des éléments (7y,...,7,) de HRy qui
forment un systeme régulier de parametres de Ry.
Par définition de HRpy, cela veut dire qu’il existe yi,...,y, des

éléments de H et by,...,b, des éléments de R \ H tels que pour tout
indice 7, on ait y; = #-.
Mais les b; étant des éléments de f{f[, il vient que

~

(gla"wgg)EH: @7"'7& EH:(ylw"ayg)RH-
by b,
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Ainsi nous avons (yi,...,y,) des éléments de H qui forment un
systeéme régulier de parametres de Ry.

On considére maintenant (21, ..., ;) des éléments de R\ H dont
les images (T, ...,T;) modulo H forment un systéme régulier de para-

~

metres de %.
Si (yi,...,y,) engendrent H, alors R est régulier. En effet, dans

ce cas (Y1,...,Yg,%1,...,2) engendrent m = m ®p R, qui est 'idéal
maximal de R.
Ainsi

dim (R) < g+1.
Mais on sait que

g = dim (Ry) = ht (H)

R m
t=di — | =ht|—=1].

Ainsi

dim (R) = ht ()
> bt (H)+ht ()
= g+t
> dim (é) )

Puis dim (ff) =g+tet (Y1,...,Yy %1,...,2) est un ensemble
minimal de générateurs de m, et il vient que R est régulier.

Supposons donc maintenant que (yi,...,y,) n'engendrent pas H
dans R. On prend donc (Y1, Ygs Ygt1s - - - » Ygrs) des éléments qui en-
gendrent H dans R.

HRy

qui est un espace vectoriel de dimension

On considere V = =2
H2Rpy N
g = ht (H) sur le corps résiduel de H puisque Ry est régulier.

On sait que yi,. .., yy4s engendrent V' et que
g+s>dm (V) =g,
ainsi il existe des éléments ay, ..., a445 de R tels que
a1y + -+ Qg sYgts € H*Ryy.

Autrement dit, il existe ay,...,a44s dans R et (bi;) dans

1<4,j<g+s
Ry tels que

a1yr + -+ gsYgts = Z bi,jYiy;-
1<i,j<g+s
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Quitte a renuméroter, on peut supposer que

v(a1) = min {v (a;)}
et on suppose également que pour tout ¢, I’élément a; n’est pas dans
I'idéal H ou est nul. R
Comme les a; sont dans R, on les regarde modulo H et d’apres le

théoreme 3.4.21 (qui utilise la caractéristique nulle), on sait que les @,

c’est-a-dire les classes des a; modulo H, sont monomialisables dans £

et également que pour tout 4, on a aj | @;.
Apres une suite d’éclatements, on a donc @; qui est un mondéme

T

w = li[ x;* en x multiplié par une unité.
S; Iious arrivions a montrer que a; divise également tous les coeffi-
cients b; ;, alors nous pourrions engendrer A dans R par (Yo, ..., Ygis)-
En itérant le procédé, nous arriverions au cas ol nous pourrions
engendrer H dans R par g éléments, et ainsi la preuve serait terminée.
Montrons donc que nous pouvons faire une suite d’éclatements au
bout de laquelle a; divise tous les coefficients 0; ;.
Pour tout indice ¢ € {1,..., g+ s}, il existe n; € N5 tel que y; €
m™~!\ m". On pose N := max {n;}, et ainsi on a, pour tout

i€{l,....g+s}
ie{l,....g+shygmh.
On a une application R — R et I'on sait que pour tout entier ¢, on
a m°N R =m¢ ainsi on a une application % — %, et cette application
est un isomorphisme.
Donc pour tout i € {1,...,g9+ s}, il existe z; € R dont la classe
modulo m¥*?2 s’envoit sur 1; par cette application. Et I'on a ainsi

z; mod (mN +2) = 7;. Quitte & augmenter N, on peut supposer que
v (ﬁlN) > v(ay).

On a plus précisément y; = z; + h; + (; ou h; € (21,..., zg+s)2 et
N
Ci € (.Tl,...,.Q?t)
Apres une suite d’éclatements indépendante de (2, ..., zg445), on
peut supposer que w, et donc ay, divise tous les (.
Faisons maintenant ¢; éclatements de (21, ..., 2445, 21). Chaque z;

Zi

est transformé en un 2; qui est de la forme .

1
De maniere plus précise, on fait tout d’abord un éclatement de

(Z17 ) Zg+57$1)-
Chaque z; est transformé en un z;; qui est de la forme ;—11

Puis on fait un éclatement de (21,1, ..., 24451, 21). Chaque z;; est
transformé en un z; 5 qui est de la forme 2t = 2

T T
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On réitere jusqu’'a éclater (z1.¢-1,- -, Zg+s.e1-1,21). Chaque 2z; ., 1
7’ . Zq
est transformé en un z;., = z/ qui est de la forme 1;1 L. Cest-a-dire

1

On fait maintenant ¢, éclatements de (2{, e Zgig 932). Chaque 2/
Zl
est transformé en un z/ qui est de la forme = xf’T
1 2
On réitere ce procédé jusqu’a effectuer ¢ eclatements de
(t—1) (t—1)
(zl sy Zgrs M)

’ t
On a donc transformé les z; en des zz( )

Ainsi a; divise tous les zi(t)
Les b; ; étant des éléments de Ry, apres cette suite d’éclatements, la

(®)

transformée stricte de H étant engendrée par les y,; 7, il vient que a;

divise tous les b; ;, ce qui conclut la preuve. 0

qui sont de la forme 2
al

, et donc tous les hz(t) et tous les yi(t).
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4.5. Conclusion.

Résumons maintenant les principaux résultats de ce chapitre. Tout
d’abord, rappelons un résultat fondamental, démontré par Novacoski
et Spivakovsky dans [24].

THEOREME 4.5.1. Soit S un anneau local noethérien. Si le théoréme
d’uniformisation locale est vrai pour toute valuation de rang 1 centrée
en S, alors il est vrai pour toute valuation quelconque centrée en S.

Ainsi il suffit de considérer une valuation de rang 1.

THEOREME 4.5.2. Soit S un anneau local noethérien intégre équi-
caractéristique de caractéristique nulle, quasi-excellent et singulier. On
prend p une valuation de rang 1 centrée en S.

1l existe une suite formelle encadrée

(S,u) — - — (Si,u(i)> — ...

telle que pour j suffisamment grand, S; est régulier et pour tout élément
s de S, il existe i tel que dans S;, s est un monome.

DEMONSTRATION. On considére S le complété formel de S et H
son idéal implicite. Par le théoreme de structure de Cohen il existe un
épimorphisme ® d’un anneau local complet régulier R dans S. On pose
H la préimage de H dans R. On étend y a une valuation v centrée en
R par composition avec une valuation centrée en H.

D’apres la proposition 4.1.5 on sait que Sy est régulier, et d’apres le
théoréme 4.4.3 (qui utilise la caractéristique nulle) il suffit de montrer
que % I’est aussi pour régulariser S.

On sait que 2 ~ %, il suffit donc de régulariser %. On conclut la

preuve grace au théoreme 4.3.15, qui utilise la caractéristique nulle. [J

Démontrons maintenant le principal résultat de ce Chapitre, a sa-
voir I'uniformisation locale plongée et simultanée pour les anneaux lo-
caux noethériens quasi-excellents équicaractéristiques.

THEOREME 4.5.3. Soit R un anneau local noethérien quasi-excellent
complet régulier. Soit v une valuation centrée en R.

Supposons que v est de rang 1 ou de rang 2 mais composée d’une
valuation (f)-adique ot f est un élément irréductible de R. On suppose
que car (k,) = 0.

Il existe une suite formelle encadrée

(Ryu) = -+ — (Rl,u(l)) — ...

telle que pour tout élément g de R, il existe v tel que dans R;, g est un
monome.
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DEMONSTRATION. On considére I'anneau A = %. La valuation v

étant de rang 2 composée d'une valuation (f)-adique, la valuation v
s’écrit po 6 ou 6 est la valuation (f)-adique.

Ainsi on a une valuation p centrée en A et de rang 1. D’apres le
théoreme 4.5.2, qui utilise la caractéristique nulle, on peut régulariser
A, et donc il existe une suite locale encadrée (R,u) — - — (Ri, u(i))
telle que dans R;, f est un monome. Par cette suite, tout élément g de
R s’écrit ainsi g = (uﬁf))a h ot ul) est la transformée stricte de f et
ot h n’est pas divisible par u{”). On réapplique le Théoréme 4.5.2 (qui
utilise la caractéristique nulle) pour construire une suite encadrée qui
monomialise h, ce qui conclut la preuve. O

COROLLAIRE 4.5.4. On garde les mémes notations et hypotheéses
que dans le théoréeme précédent.
Alors liLn R; est un anneau de valuation.

REMARQUE 4.5.5. La restriction sur le rang de la valuation a été
imposée afin de pouvoir donner une preuve auto-suffisante. Sinon il
existe une suite dénombrable de polynémes y; tels que tout r-idéal
Pj est engendré par un sous-ensemble des x;. Admettons le théoreme
d’uniformisation locale plongée.

Alors il existe une suite locale (respectivement formelle) encadrée

(Ryu) — -+ — (Ri,u(i)) — ... ayant les propriétés suivantes :
(1) Pour i assez grand, R; est régulier.

(2) Pour tout ensemble fini {fi,...,fs} € m il existe i tel que
dans R;, tout f; est un monéme et fi | f;.

Alors pour tout élément g dans R, il existe i tel que dans R;, g est un
monome.
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Résumeé francais.

Le théoréme d'uniformisation locale est un résultat important en théorie
des singularités. Connu en caractéristique nulle, il reste ouvert en caractéristique
positive.

Dans cette thése, nous donnons une version simultanée de ce théoreme en ca-
ractéristique nulle. On considére R un anneau local régulier muni d'une valuation
centrée en son idéal maximal. Nous démontrons l'uniformisation locale par mo-
nomialisation simultanée des éléments de R. La preuve apportée ici est nouvelle et
riche de trois choses : tout d'abord, nous monomialisons tous les éléments avec la
méme suite d'éclatements. De plus, cette suite est explicite et nous connaissons les
coordonnées pas a pas. Pour finir, nous ne faisons aucune supposition sur le rang
de la valuation. Afin de faire cela, nous utilisons une théorie intimement liée a la
théorie des valuations : celle des éléments clefs, une généralisation des polynémes
clefs, qui est détaillée dans le deuxieme chapitre du manuscrit. On y donne une
nouvelle définition des polyndmes clefs et on étudie leur rapport précis avec les
polynémes clefs de MacLane et Vaquié.

Enfin, le dernier chapitre est dédié a un cadre plus général : celui des anneaux
locaux d'équicaractéristique nulle quasi-excellents intégres. Dans ce cas, la théorie
des éléments clefs, bien que nécessaire, n'est plus suffisante. Il nous faudra utiliser
I'idéal premier implicite H d'un tel anneau R et montrer que I'on peut réduire
I'étude a la régularisation du quotient du complété de R par H.

Résumé anglais.

The local uniformization theorem is an important result in theory of sin-
gularities. Known in characteristic zero, it is an open problem in positive characte-
ristic.

In this thesis, we give a simultaneous version of this theorem in zero characteris-
tic. We consider a regular local ring R with a valuation centered in its maximal
ideal. We prove the local uniformization theorem by monomializing simultaneously
the elements of R. The proof given is new and rich in three respects : first, we
monomialize every element with the same sequence of blow-ups. Furthermore, this
sequence is explicit and we know the coordinates at each step. In addition, the
construction is independent of any hypothesis on the rank of the valuation. To this
end, we use a theory intimately linked to that of valuations based on the notion of
key elements, a generalization of key polynomials, which is explained in detail in
the second chapter of this manuscript. We give a new definition of key polynomials
and we study their precise relation with key polynomials of Mac Lane and Vaquié.

The last chapter is devoted to the more general framework of local quasi-excellent
domains of equicharacteristic zero. In this case, although still necessary, the theory
of key elements is no longer sufficient. We need to use the implicit prime ideal H of
such a ring R and show that the problem can be reduced to the desingularisation
of the quotient of the completion of R by H.



