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Notations utilisées

Conventions

- Indices grecs : a, f3, ..., \i, v = 0, 1, 2, 3

- Indices latins : a, , r, s = 1, 2, 3

- g est la métrique d’espace-temps, de signature (+, -, -, -),

- T espace-temps est supposé muni d’un système de coordonnées quasi galiléen (xP) = (x°, x), où

jc° = et, t étant un temps coordonné, et x = jx'},
- les coordonnées xa sont choisies de telle sorte que les courbes d’équations x‘ = const soient de

genre temps, ce qui équivaut à goo > 0 partout.

Calcul vectoriel

- la notation a représente les quantités (a’,a2,a3) = la'J,
- \a\ représente la norme euclidienne usuelle de a,

- étant donné deux quantités a and b, a b représente à la fois les quantités a1 b1, afi1, a'bj et üjbj
(la convention d’Einstein sur les indices répétés sera utilisée),

- fa représente la dérivée partielle de / par rapport à xa.

Constantes

- G est la constante universelle de la gravitation,

- c la vitesse de la lumière dans le vide.



Résumé

v Cette thèse présente une étude détaillée de la distance angulaire en astrométrie relativiste de haute
précision, c’est-à-dire comment définir et calculer dans un espace-temps courbe l’angle, formé par

deux sources lumineuses distinctes, tel qu’il est mesuré par un observateur en mouvement arbitraire.

Tout d’abord, dans la première partie de ce travail, nous rappelons la définition d’une distance

angulaire puis nous montrons qu’il est seulement nécessaire de connaître explicitement trois quantités

au point d’observation : le tenseur métrique, le mouvement de l’observateur et trois rapports /, relatifs

à la déviation des rayons lumineux. Nous construisons ensuite les outils permettant de déterminer

ces rapports d’une part en utilisant la fonction d’univers de Synge, d’autre part en introduisant deux

fonctions de transfert de temps.

Dans la seconde partie de ce travail, nous nous intéressons à l’approximation post-newtonienne.

Nous déterminons les expressions explicites de la fonction d’univers et des fonctions de transfert de

temps dans le cadre du formalisme post-newtonien paramétré de Will & Nordtvedt. Nous achevons

cette partie par une application, où nous déterminons les rapports /, dans le champ gravitationnel d’un

corps à symétrie axiale.

Dans la troisième partie, nous construisons la fonction d’univers et les fonctions de transfert de

temps dans le cadre de l’approximation post-minkowskienne généralisée, c’est-à-dire en représentant

ces fonctions par des séries de termes perturbatifs en puissances ascendantes de la constante uni

verselle de la gravitation G. Nous montrons en particulier que les déterminations de ces termes per

turbatifs s’obtiennent par un procédé itératif où les seules données nécessaires sont les coordonnées

spatio-temporelles des événements d’émission et de réception des rayons lumineux. Nous achevons

ce travail par une application dans le champ gravitationnel d’un corps à symétrie sphérique jusqu’en

G2/c4 où nous calculons le transfert de temps et les rapports

Abstract

This thesis présents a detailed study of the angular distance in relativistic astrometry of high

précision, i.e. how to define and calculate the angle formed by two light sources such as it is measured

by a moving observer.

In the first part of this work, we recall the définition of an angular distance, then we show that it

is necessary to know only three quantities explicitly at the point of observation : the metric tensor,

the motion of the observer and three ratios /, . We build the tools allowing to détermine these ratios by

using the Synge’s world function and by introducting two time transfer functions .

In the second part of this work, we détermine the expression of the world function and the time

transfer functions in the parametrized post-Newtonian approximation. We apply these results to the

case of the gravitational field of an axisymmetric body ; in this particular situation, we détermine the

influence of ail mass multipole moments of the body on the deflection of light.

In the third part, we build the world function and the time transfer functions within the genera-

lized post-Minkowskian approximation, i.e. by representing these functions as perturbative sériés of

ascending powers of the Newtonian gravitational constant G. We show in particular that the déter

mination of each perturbation term of the sériés is obtained by an itérative procedure where the only

data necessary are the spacetime coordinates of the events of émission and réception of the light ray.

we complété this work by the détermination of the time transfer function and the ratios /, in a static,
spherically symmetric gravitational field up to the order 1/c4.



Introduction

En Août 1989, le lancement d’HIPPARCOS marqua le début de

l’astrométrie spatiale. Pendant les cinq années qui suivirent, il fut

possible d’observer cent vingt mille étoiles primaires avec une précision

de deux millisecondes d’arc et d’obtenir des propriétés photométriques

(en deux couleurs) de quatre cent mille étoiles supplémentaires.

A son terme, la mission HIPPARCOS donna lieu à deux catalogues

fondamentaux Hipparcos et Tycho, publiés par PESA en 1997

[71]. Ces catalogues, encore aujourd’hui utilisés, donnent une carte

en 3D du voisinage solaire avec une précision remarquable meilleure

que 2-3 millisecondes d’arc. Ces catalogues ont considérablement

fait évoluer notre connaissance de la Galaxie en permettant :

• une nouvelle détermination de la distance des Pléiades, ce qui a contraint les astronomes à

repenser les théories stellaires,

• la découverte de l’évolution morphologique de la galaxie,

• l’identification sans équivoque d’un groupe d’étoiles qui ne se sont pas formées dans notre

galaxie, mais qui l’ont rejoint lorsque cette dernière était jeune,

• le raffinement de l’échelle des distances cosmiques, ce qui a permis de montrer que l’univers

était plus vieux qu’on ne le croyait,

• une nouvelle confirmation de la théorie de la relativité générale avec l’analyse de la déviation

des rayons lumineux par le Soleil.

Cette réussite conduisit la communauté astrométrique à envisager de nouveaux programmes d’as-

trométrie spatiale qui sont à l’heure actuelle en cours de développement.

Projets actuels et futurs d’astrométrie spatiale

La mission GAIA

Cette mission, pierre angulaire du programme de l’Agence Spatiale Européenne, observera près d’un

milliard d’étoiles de notre galaxie, soit environ 1% de la population stellaire de la Voie Lactée

([70], [69]).

L’observation de chaque astre, une centaine de fois sur la période nominale de la mission (soit cinq

ans environ), conduira au recueil d’informations très précises sur leur distance, leurs mouvements et
leur luminosité.

1



La mission GAIA a été pensée pour poursuivre et amplifier les avancées obtenues par HIPPARCOS.

Elle doit notamment permettre :

• une nouvelle et plus précise détermination de la luminosité intrinsèque des étoiles.

• une étude complète de la fonction de luminosité stellaire, qui nécessite d’observer les étoiles

dans une large gamme de magnitudes, en particulier les objets les plus faibles,

• une étude détaillée du diagramme d’Hertzprung-Russel, notamment les phases rapides d’évolu

tion stellaire,

• une très bonne précision astrométrique et cinématique est nécessaire pour l’étude des différentes

populations stellaires, en particulier les plus lointaines, et la reconstitution des orbites stellaires

dans les différentes régions de la Galaxie,

• une identification de milliers d’astéroïdes du système solaire, permettant ainsi une véritable

”redécouverte” de notre environnement proche.

• une étude des théories de la gravitation, notamment grâce à des tests dans le cadre de l’approxi

mation post-newtonienne de la relativité générale, tenant compte de termes jusqu’en G/c3 pour
la description des rayons lumineux. En effet, GAIA permettra de déterminer le paramètre post
newtonien y (égal à 1 en relativité générale) avec une incertitude relative de quelques 5 x 10“7.
Le paramètre postnewtonien /? (égal à 1 en relativité générale), grâce à l’étude de la précession

du périhélie des astéroïdes, sera déterminé avec une incertitude de 1(T4 à 10~5. De plus, cette
détermination de (3 sera, pour la première fois, indépendante du moment quadrupolaire J2 du

Soleil, estimé avec une précision de quelques 10"7 à 10~8. Enfin, la variation séculaire relative
de la constante universelle de la gravitation G sera évaluée avec une précision de 10“13 an-1.

La charge utile de GAIA repose essentielle

ment sur trois instruments opérant dans le do

maine optique. Deux de ces instruments sont

identiques : ce sont les modules ASTRO. Leur

rôle est de mesurer les positions et les lumino
sités stellaires. Chacun d’entre eux est cons

titué de miroirs rectangulaires, dont le plus

grand mesure environ 1.4 mètres de long.

Le troisième instrument, dénommé SPECTRO,

renseignera sur les vitesses radiales des astres

observés. Il analysera également la luminosité

des étoiles dans une grande gamme de cou

leurs différentes, information capitale pour la

détermination des paramètres physiques des
étoiles observées.

Les performances attendues sont les suivantes :

• observation systématique de tous les objets (plus d’un milliard) jusqu’à la magnitude V=20,
• une précision meilleure que 10 microsecondes d’arc (yuas) jusqu’à la magnitude V=10,

comprise entre 12 et 25 yuas à V=15, comprise entre 100 et 300 ytias à V=20,

• détermination de la parallaxe de vingt millions d’étoiles avec une précision meilleure que 1%.

Spectrométrie Instrument

(Primary and tertiary mirrors)

ASTRO-1 secondary mirror

ASTRO-1 focal plane

Basic angle

monitoring device

Common Optical Bench

Platform Interface

(Titanium bipods)

ASTRO-2 primary mirror ASTRO-1 primary mirror

Spectrométrie Instrument

(Secondary Reflector & Focal Plane)
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Projet LATOR

Le projet LATOR (Laser Astrometric Test Of Relativity, voir figure 1 ci-dessous) a été proposé par

le Jet Propulsion Laboratory en s’appuyant sur la technologie développée pour la mission SIM ; cette

dernière, équivalente à moindre échelle à la mission GAIA, doit permettre le positionnement angulaire

de quelques milliers de quasars avec une précision de quelques yuas [25].

L’objectif du projet LATOR est de déceler si la gravitation est de nature tensorielle-scalaire [8, 29,

18] plutôt que purement tensorielle comme le prévoit la relativité générale. L’approximation aux

basses énergies des théories de supercorde et la plupart des scénarios inflationnaires en cosmologie

introduisent en effet des champs scalaires (dilatons) susceptibles d’avoir une influence résiduelle dans

l’univers actuel. Certains de ces scénarios [19, 20, 66, 61, 60] prévoient que la paramètre 1 -y pourrait

différer de 0 par des termes d’ordre 10-5 à 10~8. Une telle violation de la relativité générale pourrait
être mise en évidence en mesurant les effets du champ gravitationnel du Soleil sur la propagation de
la lumière à l’ordre G2/c4.

Laser Astrometric Test of Relativity

Reference

spacecraft

International

Space Station

Sun

Earth

Measure:

3 lengths [ t1t t\ t3]
• 1 angle [ 0]

Accuracy needed:

Distance: - 1 cm

Angle: 0.1 pîcorad

Fig. 1 - Illustration du projet LATOR.

Grâce aux progrès technologiques récents, ce type d’expérience est désormais envisageable : c’est le

but du projet LATOR. L’expérience consiste à placer un satellite en orbite héliocentrique ; ce dernier

émet un signal électromagnétique, en direction de la Terre, qui rase le Soleil. On espère mesurer la
déviation relativiste de ce signal avec une précision de l’ordre de 0.02 microsecondes d’arc [87, 88,

89].

Avec un tel niveau de précision, surpassant nos capacités expérimentales actuelles [3], des tests de

relativité à l’ordre G2 je4 permettront donc de contraindre encore plus précisément qu’aujourd’hui les
paramètres post-newtoniens y et J3 (une incertitude sur y de l’ordre de 10“8, et pour la première fois
une estimation du paramètre post-post-newtonien (5).
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Effets relativistes de déviation de la lumière dans le système solaire

Nous avons souligné la nécessité de décrire la propagation des rayons lumineux dans le cadre

relativiste pour l’interprétation des données GAIA et LATOR. Ce paragraphe est donc consacré à

inventorier les principaux effets de déviation relativiste des rayons lumineux, au niveau de la micro

seconde d’arc (/tas), dans le système solaire.

Tous les effets de la table 1 ci-dessous, sont calculés pour un rayon lumineux rasant le limbe du

corps céleste déflectant. La colonne ôpN représente la contribution de la forme sphérique des corps
massifs sur la déviation du rayon lumineux. Cette contribution diminue en 1 /rd, où rd est un paramètre

d’impact ; en conséquence, l’effet dû aux corps les plus petits du système solaire (comme les satellites

des planètes ou les astéroïdes) s’effondre très rapidement, ce qui n’est absolument pas le cas en ce qui
concerne les planètes, notamment les plus massives.

corps gravitationnel ÔpN Ôr ôj* ôppN

Soleil 1.75 106 ~1 0.7 0.1 11

Mercure 83 — — — — — —

Vénus 493 — — — — — —

Terre 574 0.6 — — — — —

Lune 26 — — — — — —

Mars 116 0.2 — — — — —

Jupiter 16270 240 10 ~1 0.2 0.8 —

Saturne 5780 95 6 — — 0.2 —

Uranus 2080 8 — — — — —

Neptune 2533 10 — — — — —

Ganymède 35 _ _ _ _ _ _

Callisto 28 — — — — — —

Europe 19 — — — — — —

Titania 2.8 — — — — — —

Cérès 1.2 — — — — — —

Tab. 1 - Table des effets de déviation relativiste de la lumière au voisinage des corps du système

solaire (unité : microseconde d’arc //as).

Par ailleurs, les colonnes ôj2, ùy4 et ôj6 montrent qu’il est nécessaire de prendre en compte des effets

supplémentaires en ce qui concerne les planètes du système solaire. En effet, les planètes, dans leur

ensemble, ne sont pas stricto sensu sphériques ; pour rendre compte de ces asphéricités, le champ
gravitationnel de chaque planète est généralement représenté sous la forme d’un développement mul

tipolaire à l’aide d’harmoniques sphériques, ce développement convergeant à l’extérieur d’une sphère
de rayon re englobant complètement le corps. Habituellement, ce champ s’écrit pour chaque planète
sous la forme

U(r,â) =
GM

r

\

Jn R/j(C0S l?1) ,

>

O)

où les Pn sont des polynômes de Legendre et les coefficients Jn sont les moments multipolaires du

4



champ gravitationnel. Tout d’abord, notons que l’influence des moments J2n+1 sur la lumière est

négligeable parce que ces moments sont mal connus et de faibles amplitudes.

Ensuite, la forme aplatie d’une planète est représentée par la deuxième harmonique du champ de

gravitation : c’est le moment quadrupolaire J2. La colonne ôj2 de la table 1 illustre la contribution

des coefficients J2 de chacune des planètes sur la déviation de la lumière. L’estimation de cet effet est

obtenu en multipliant ôpN par la valeur actuelle du moment J2 pour chaque planète.

Il faut remarquer que pour les planètes les plus massives (Jupiter et Saturne), les harmoniques d’ordre

supérieur contribuent, à la précision d’une //as, à la déviation des rayons lumineux. Les colonnes ôJx

et ôj6 donnent l’ordre de grandeur de la déviation de la lumière due aux moments multipolaires J4 et
J6 ; en utilisant les valeurs de ces moments [91], les effets de déviation dus au moment J4 seraient de

l’ordre de 10 et 6 //as respectivement pour Jupiter et Saturne ; enfin la contribution du moment J6 de

Jupiter pourrait être de l’ordre d’une //as, moyennant l’incertitude actuelle sur la valeur de ce moment.

Dans tous ces cas de figure, il faut souligner que l’influence des moments multipolaires sur la lumière

ont une portée limitée. En effet, la portée de l’influence de chaque moment J2n décroît en l/r^+1, où
rd est un paramètre d’impact ; le rayon lumineux sera sensible à ces effets si et seulement si il passe

suffisamment près de la planète.

Ensuite, les colonnes ôT et ôR donnent l’influence des mouvements de translation et de rotation des

corps du système solaire sur la propagation de la lumière. Il s’avère qu’il n’est plus envisageable de

décrire le champ gravitationnel global du système solaire, lors de la traversée du photon, en négligeant

les mouvements de translation et de rotation du Soleil, de Jupiter et de Saturne.

Enfin, la colonne ôPPN de la table 1 concerne la déflection de la lumière due à un corps sphérique à

l’approximation post-post-newtonienne. Dans ce cas, seule l’influence du Soleil pourrait être détectable

au niveau de la //as pour un rayon lumineux rasant le limbe de ce dernier.

Toutefois, le satellite GAIA sera positionné de sorte que le Soleil ne soit jamais dans le champ des

instruments embarqués ; les rayons passant très près du Soleil ne seront donc jamais observés et cet

effet est de fait complètement négligeable dans le cadre de la mission GAIA. En revanche, pour le

projet LATOR, l’objectif est justement de mesurer cet effet.

Description relativiste des rayons lumineux

Les équations des géodésiques isotropes

A la lecture des projets spatiaux présentés précédemment, nous avons pu nous apercevoir comment

la précision de ces divers projets nécessitait la prise en compte de nombreux effets dus à la relativité

générale sur la propagation de la lumière.

Analyser le trajet de lumière entre une étoile distante et un observateur correspond à l’étude de la

propagation d’une onde électromagnétique ; dans le cas de la relativité, cette propagation ondulatoire

doit se comprendre, qui plus est, dans un espace-temps courbe. Cependant, pour une précision d’une

//as, il est suffisant de décrire cette propragation à l’approximation de l’optique géométrique [53, 65].

Dans le cadre de cette approximation, les rayons lumineux sont des géodésiques isotropes. Considérons

donc un rayon lumineux d’équations paramétriques xa = xa(A) où A est un paramètre affine. La

détermination explicite des xa nécessitent la résolution des équations des géodésiques isotropes

d2xa dx^ dxv

~dF+ fiV~dÂ~dÂ avec la condition
dx01 dxP

gap dA dA - 0,

5
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où gap sont les composantes du tenseur métrique et les symboles Y“y sont les symboles de ChristofFel
définis par

•X = \galJ {dygtf+ apgw ~ dfg/Sy) • (3)
En champ fort, peu de solutions exactes des équations (2) sont connues (métrique de Schwarzchild
et de Kerr). En revanche en champ faible, comme notre système solaire, la détermination d’un rayon

lumineux peut être obtenue soit par des méthodes analytiques perturbatives, soit par une intégration

numérique, .

Modèle analytique de Kopeikin, Schâfer et Mashhoon

Les travaux de [48, 46] sont la base du formalisme le plus général pour décrire la propagation des

rayons lumineux à l’ordre G, c’est-à-dire à l’approximation post-minkowskienne, dans le champ gra
vitationnel de N corps ponctuels dotés de spin en mouvement arbitraire.

Fig. 2 - Illustration de la propagation d’un rayon lumineux.

Leur modèle d’intégration des équations des gésodésiques isotropes présentent plusieurs caractéristiques

importantes :

• le champ gravitationnel est considéré faible. Le tenseur métrique admet comme expression

8nv = V + G h% + 0{G2), (4)

où 77 est la métrique de l’espace-temps plat de Minkowski et h est une perturbation d’ordre

G. Les potentiels h{^ sont exprimés à l’aide de potentiels retardés de Liénard-Wiechert [36].
C’est grâce à l’utilisation des potentiels retardés que les auteurs parviennent à une intégration

analytique des équations de propagation des rayons lumineux.

• le choix de conditions initiales pour intégrer les équations des géodésiques isotropes (2). En
effet, il s’agit d’un système d’équations différentielles de second ordre nécessitant lors de la

résolution des conditions initiales ; on suppose donc que le photon est émis lors d’un événement

xe = (,cte,xe). De plus, comme l’illustre la figure 2, on suppose que le rayon lumineux possède
une direction initiale définie à l’infini spatial lorsque t —> -00

dx(-oo)

dt
= k, (5)

où k est un vecteur unitaire. Ces conditions initiales sont souvent appelées les past null infinity
conditions [11].

6



• la définition du rayon lumineux non perturbé r0. Dans T espace-temps de Minkowski sous-

jacent, le rayon lumineux non perturbé est considéré comme une ligne droite minkowskienne

d’équations paramétriques x(t) (t étant un temps coordonné) définies par

*(0)(0 = xe + k:(t-te). (6)

La géodésique isotrope réelle Y s’exprime comme une perturbation de r0 par l’intermédiaire

des équations paramétriques

x(t) = *(o)(0 + GX(\)(t), (7)

où AT(i)(r) représente la quantité à calculer pour déterminer explicitement les équations de pro
pagation de la lumière.

• le problème des conditions aux limites. Il s’agit de décrire la propagation d’un photon entre un

événement d’émission = (cte,xe) et de réception xr - (ctr,xr). Comme l’illustre la figure 2,

on peut toujours définir la direction entre ces deux événements par

K = -
\xr ~ xe\ '

(8)

La résolution du problème des conditions aux limites consiste donc à transformer l’équation (7)

afin d’écrire les équations paramétriques du rayon lumineux reliant xe et xr sous la forme

x(t) = xe - (r - te)K + G Z(i)(0, (9)

où X(\)(f) s’exprime en fonction de AT(i)(0.

Les modèles relativistes dédiés à la mission GAIA

Modèle analytique de Klioner

A l’heure actuelle, ce modèle est le schéma relativiste le plus élaboré pour rendre compte des futures
observations de GAIA [38]. L’auteur fait intervenir dans sa modélisation un certain nombre de vec

teurs qui sont utilisés pour définir clairement, en relativité, la plupart des paramètres astrométriques

newtoniens usuels tels l’aberration, la parallaxe, le mouvement propre des sources.

Les différentes étapes se déclinent de la manière suivante :

• étape 1 : il s’agit de prendre en compte l’aberration due au mouvement du satellite par rap

port au barycentre du système solaire. La direction s, comme l’illustre la figure 3, de l’étoile
observée en xr par GAIA est donc convertie en la direction barycentrique n au point d’observa
tion ;

• étape 2 : la déviation de la lumière due au champ gravitationnel des différents corps du système

solaire est ensuite prise en compte. Essentiellement, les sources de champ gravitationnel sont

supposées être en mouvement rectiligne uniforme pendant toute la traversée du système solaire
par le photon ; l’effet du moment quadrupolaire des planètes géantes, en particulier Jupiter, est
évalué à l’instant où le rayon lumineux non perturbé est le plus proche de la planète [35]. Au
final, cette étape se traduit par la transformation du vecteur n de la figure 3 en une direction
cr; cette dernière représente la direction du rayon lumineux, arbitrairement prolongé jusqu’à

l’infini spatial lorsque t —> -oo.
Ensuite, comme la source se situe à distance finie de l’observateur, il faut résoudre un problème

de conditions aux limites ; il faut ainsi convertir cr en une direction coordonnée k, désignant la

direction entre la source et l’observateur ;
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source

barycenter

Fig. 3 - Illustration du modèle et de ses variables.

• étape 3 : il s’agit de prendre en compte maintenant l’effet de parallaxe, justement dû à l’éloigne
ment de la source. Ainsi, le vecteur k est converti en une direction barycentrique /, qui corres

pond à la direction entre la source et le barycentre du système solaire.

• étape finale : la mission GAIA se déroulant sur environ 5 ans, l’auteur prend en compte le
mouvement propre des sources lumineuses, ce qui entraîne une variation du vecteur / dans le
temps.

Modèle numérique RAMOD

EN 1998, un groupe d’astronomes et physiciens
italiens, de l’Observatoire de Turin et de l’Univer

sité de Padova, a lancé un projet nommé RAMOD
(Relativistic Astrometric MODel). Leur objectif
initial était de démontrer la faisabilité d’un schéma

de réduction de données astrométriques dans un

cadre complètement relativiste, tout en assurant à

terme une précision d’une /ras sur la mesure des

angles. Ce projet a connu ensuite de nombreuses

évolutions, comme l’illustre la figure ci-contre.

La première version, RAMOD 1 [28], est une approche non perturbative où le Soleil est considéré

comme la seule source de champ gravitationnel. L’espace-temps est décrit par la métrique de Schwarz-

schild, l’observateur est placé sur une orbite circulaire et les sources lumineuses sont supposées à

l’infini spatial.

La première évolution, RAMOD2 [26], est une extension directe de RAMOD 1 permettant de prendre

en compte le problème des parallaxes et des mouvements propres des étoiles, supposées à distance
finie : essentiellement, les auteurs modifient les conditions aux limites de leur modèle.

Les auteurs se sont ensuite intéressés aux tests de la relativité en développant une version post
newtonienne paramétrée PPN-RAMOD [90] où, par inversion des données astrométriques, ils ob-

8



tiennent une estimation du paramètre y de l’ordre de quelques 10 7, soit 2 ordres de grandeur meilleure
que celle obtenue par la récente expérience réalisée avec la sonde Cassini [3].

Les auteurs présentent dans le courant de l’année 2004 la version RAMOD3 [27] qui est basée sur

une approche perturbative d’un espace-temps de Minkowski. Les sources de perturbation sont les

différentes planètes du système solaire. Cependant, ce modèle n’est pas suffisamment réaliste puisque
durant tout le trajet de la lumière, de son entrée dans le système solaire jusqu’au satellite (i.e. GAIA),

les sources de champ gravitationnel sont supposées au repos, l’objectif des auteurs étant de valider le

modèle jusqu’à la milliseconde d’arc de précision sur les observations astrométriques.

A l’heure actuelle, ces auteurs terminent la phase de validation de RAMOD4 qui étend les champs

d’action de RAMOD3, de RAMODINOl et 2 [5, 4], Avec RAMOD4, les auteurs prennent en compte

l’influence du mouvement réel des corps du système solaire sur la propagation de la lumière.

Les connaissances actuelles à l’approximation post-post-newtonienne

Dans le contexte du projet LATOR, la description de la propagation de la lumière à l’approximation

post-post-newtonienne est une réelle nécessité. A cette approximation, l’intégration des équations

des géodésiques, bien que très compliquée, est encore possible analytiquement dans certains champs

gravitationnels particuliers. En effet, supposons un espace-temps plat de Minkowski perturbé, muni
de la métrique g

g,y =%y +G h™+ ® +0(Gi). (10)

De plus, supposons deux événements distincts et xB reliés par une unique géodésique isotrope T.

T peut alors se paramétriser de la façon suivante

x(t) = x(o)(0 + Gx(\)(t) + G2 x@)(t) + G(G3), (11)

où JC(0)(0 est la géodésique non perturbée dans l’espace-temps de Minkowski, jt(i}(r) et sont des
contributions d’ordre respectivement G et G2. La difficulté pour déterminer jc(2)(0 vient du fait qu’elle
nécessite, au préalable, la connaissance explicite de x{\)(/).

Ainsi, la plupart des travaux ont concerné la propagation d’un rayon lumineux, jusqu’en G2/c4, dans le
champ gravitationnel d’un Soleil sphérique et statique. Dès le début des années 80, certains auteurs ont

estimé à quelques yuas l’angle total de déviation de la lumière dans ce champ gravitationnel[30, 32].

Ensuite, les travaux [73, 74] ont résolu les équations des géodésiques isotropes correspondant à ce

champ gravitationnel en formalisme PPN. Ultérieurement, [10] a déterminé, en relativité générale, le

rayon lumineux dans ce champ gravitationnel avec une approche différente basée sur les équations

d’Euler-Lagrange.

Un travail récent [9] traite de la déviation des rayons lumineux à l’approximation post-linéaire dans

le champ de deux masses ponctuelles en interaction gravitationnelle. La source de lumière et l’ob

servateur sont supposés situés à l’infini spatial (dans un espace-temps asymptotiquement plat). Les
équations de propagation de la lumière sont résolues jusqu’à l’ordre G2/c4 où l’auteur montre com
ment calculer certaines intégrales en faisant intervenir des développements en séries par rapport à une

grandeur physique reliée au paramètre d’impact du rayon lumineux avec le système binaire (r12/£).

L’auteur retrouve les résultats de [48] à l’ordre G. Ce travail s’achève par deux applications du for

malisme proposé lorsque le rayon lumineux se propage soit orthogonalement soit parallèlement au

plan orbital du système binaire (les masses de deux compagnons du système binaire sont supposées

égales) ; une estimation numérique est donnée dans le cas du pulsar double PSR J0737-3039 pour

un paramètre d’impact 5 fois plus grand que la séparation relative entre les deux compagnons du
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système binaire : les corrections relativistes à la déviation de la lumière d’ordre G2/c4 sont de l’ordre
de 10“7 - 1CT8 secondes d’arc.

Présentation de ce travail

Partie 1 : modélisation des distances angulaires

Dans le chapitre 1, nous rappelons la définition covariante de la distance angulaire 0 entre deux
sources lumineuses telle qu’elle est mesurée par un observateur en mouvement. Tout d’abord, nous

définissons ce qu’est en relativité la notion de direction perçue par un observateur en utilisant un outil
relativiste classique : le 3-plan orthogonal associé à un observateur quelconque.

Ensuite, nous montrons que le calcul de la distance angulaire 0 au point d’observation x0 nécessite
uniquement la connaissance des composantes du tenseur métrique, de la vitesse coordonnée de l’ob
servateur et de trois rapports caractérisant la tangente de chaque rayon lumineux arrivant à l’obser
vateur. Enfin, dans la théorie des champs faibles, nous déterminons explicitement une formulation de

la distance angulaire 0.

Dans le chapitre 2, nous nous intéressons à la détermination des rapports /,-, objectif central de
ce travail. Cette détermination peut s’obtenir en suivant la méthode habituelle, à savoir résoudre

les équations des géodésiques isotropes. Cependant, nous développons dans ce travail une approche
différente. Ainsi, nous nous intéressons à la fonction d’univers Cl introduit en calcul tensoriel par

Ruse [75, 76] et en relativité générale par Synge [82]. En supposant deux événements distincts
xA = (ctA,xA) et xB = (ctB, xB) reliés par une unique géodésique VAB et situés à des distances fi

nies de l’origine des coordonnées, la fonction d’univers de Synge Cl(xA,xB) se révèle être un ou
til particulièrement pertinent pour la détermination des rapports /,-. A partir du principe variationnel
définissant les courbes géodésiques, nous donnons les principales propriétés de D ; pour le cas par

ticulier d’un rayon lumineux, la connaissance de Cl permet de calculer les tangentes à YAB à la fois
en *,4 et en xB. Nous nous intéressons au temps coordonné tB - tA de propagation de la lumière entre

xA et xB ; nous introduisons deux fonctions, dites de transfert de temps Tr(tB, xA,xB) et Te{tA,xA,xB).

Nous montrons que Tr et Te permettent de calculer les rapports /,.

Nous développons deux méthodes pour déterminer les fonctions de transfert de temps. Tout d’abord,

nous montrons que si Cl est explicitement connue, l’inversion de l’équation Cl = 0 permet d’obtenir

Tr et Te. Ensuite, nous soulignons que les fonctions de transfert de temps satisfont des équations

iconales ; ainsi, elles peuvent être déterminées explicitement indépendamment de Cl.

Nous donnons enfin l’expression de ces différentes méthodes de détermination de Cl, Tr et Te dans la

théorie des champs gravitationnels faibles.

Partie 2 : approximation post-newtonienne

Le chapitre 3 est consacré à la détermination de la fonction d’univers Cl et des deux fonctions de

transfert de temps dans le formalisme post-newtonien paramétré (PPN) dû à Will & Nordtvedt [93] ;

nous calculons le développement PPN de la distance angulaire à partir des résultats du chapitre 2.

Dans le contexte de la mission GAIA, le chapitre 4 est dédié à l’étude de l’influence des moments

multipolaires de masse des corps du système solaire sur la propagation des rayons lumineux. En effet,
seule la contribution du moment quadrupolaire J2 est actuellement explicitement déterminée [39, 44]

et une méthode [44], basée sur l’intégration des géodésiques isotropes, existe pour déterminer les
influences des moments d’ordre supérieur comme les moments J4 et J6 ; cependant, cette méthode n’a
pas été utilisée pour calculer ces effets explicitement. Ainsi, dans le champ gravitationnel d’un corps
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axisymétrique, nous calculons explicitement l’influence de tous les moments multipolaires de masse

sur les fonctions de transfert de temps ; puis, utilisant les relations entre ces dernières et les rapports

/,, nous déterminons la contribution de tous les moments multipolaires de masse à la déviation du

rayon lumineux entre xA et xB. Enfin, nous analysons l’influence de chaque moment multipolaire sur

la distance angulaire formée par les rayons lumineux, issus de deux sources lumineuses supposées à

l’infini spatial, reçus simultanément en un événement d’observation xB.

Partie 3 : approximation post-minkowskienne généralisée

Dans le chapitre 5, nous construisons un développement post-minkowskien général de la fonc

tion d’univers. Nous considérons un espace-temps dans lequel la métrique g admet en tout point le

développement en série suivant

=^ + £ Gnf$(x), (12)
n=l

où tj représente la métrique plate de Minkowski. Il est alors légitime de supposer que la fonction

d’univers Q admet le développement post-minkowskien général

oo

Cl{xA,xB) = YJG',&n\xA,xB). (13)
n=0

Notre objectif est de déterminer ce développement ainsi que les développements post-minkowskiens

généraux des fonctions de transfert de temps. Pour y parvenir, nous utilisons la propriété de Q que

nous avons rappelée dans le chapitre 2, à savoir que la fonction d’univers est solution d’équations

d’Hamilton-Jacobi en x,* et en xB. En considérant une variable libre x, nous montrons que les équations

de Hamilton-Jacobi satisfaites par Q.(xA,x) en x peuvent être remplacées par un système infini d’équa

tions différentielles ordinaires régissant le terme perturbatif n(n)(x^,x) lorsque x est astreint à varier
le long de la géodésique non perturbée connectant xA et xB, c’est-à-dire une droite minkowskienne

d’équations paramétriques

x“0)(A) = (xaB - x^)A + xaA, où À est un paramètre affine tel que 0 < A < 1. (14)

Nous montrons que £2(1)(xA,xs) est aisément déduit de Q(1)(x^,x) et nous retrouvons l’expression de
i2(1)(x^, xB) déjà donnée par Synge [82]. Pour les ordres supérieurs Gn (lorsque n > 2), nous montrons
ensuite qu’un procédé itératif permet d’obtenir chaque Ç^,l\xA,xB) sous la forme d’une intégrale,
calculée le long de la droite non perturbée (14), faisant intervenir les quantités Q.{n~p)(xA, x) et leurs
dérivées (p = 1,..., n - 1 ). Ceci signifie donc que les rapports /, peuvent être déterminés explicitement

sans la connaissance de la géodésique isotrope reliant les événements x^ et xB.

Dans le chapitre 6, nous construisons les développements post-minkowskiens généraux des fonc

tions de transfert de temps Tr et Te s’écrivant sous la forme

oo oo

Tr(tB, xA, xB) = ^ GnT^\tB, xA, xB), et Te(tA,xA,xB) = ^ GnT^n\tA,xA, xB). (15)
n=0 n=0

Nous étudions les deux méthodes de détermination que nous proposons dans le chapitre 2. Ainsi,

nous construisons l’inversion D = 0 de la fonction d’univers obtenue dans le chapitre 5, ce qui nous

permet de déterminer les fonctions de transfert de temps à n’importe quel ordre d’approximation post-
minkowskienne. Ensuite, nous utilisons les équations iconales satisfaites par Te et Tr aussi bien en x^
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qu’en xB. En considérant une variable libre x, nous montrons que ces équations iconales peuvent être

remplacées par un système infini d’équations différentielles ordinaires régissant le terme perturbatif

Trn\tB,x,xB) (respectivement Ten\tA,xA,x)) lorsque x est astreint à varier le long d’une droite ŸAB
reliant xA et xB. Nous en déduisons que chaque terme perturbatif Tr"\tB,xA,xB) et Tgn\tA,xA,xB)
sont déterminés par le calcul d’intégrales évaluées le long de la droite TAB.

Le chapitre 7 est consacré à l’approximation post-post-minkowskienne. Nous explicitons les contri

butions d’ordre G2 dans l’expression de la distance angulaire (p entre deux sources lumineuses. Puis,
nous montrons que l’expression intégrale du terme H(2) obtenue au chapitre 5 peut être notablement
simplifiée. Cette simplification nous permet de déterminer à l’ordre G2/c4 la fonction d’univers H et
la fonction de transfert de temps T dans le champ gravitationnel d’une masse à symétrie sphérique,

le champ étant supposé statique. Enfin, nous déduisons de T les rapports
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Première partie

Modélisation des distances angulaires.
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Chapitre 1

Distance angulaire du point de vue relativiste

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de montrer comment nous pouvons définir et calculer la distance angulaire

entre deux sources lumineuses mesurée par un observateur O de mouvement donné [78, 11]. Dans le

paragraphe 1.2, nous rappelons comment nous définissons la direction spatiale relativement à O d’un
vecteur quelconque. Dans le paragraphe 1.3, nous déduisons de cette définition l’expression générale

de la distance angulaire entre deux vecteurs quelconques en un point d’observation xr en mouvement

arbitraire. Ensuite, nous nous intéressons plus particulièrement au cas des vecteurs isotropes ; en sup

posant l’existence de deux rayons lumineux T et P, émis par deux sources lumineuses distinctes et
situées à des distances finies de l’origine du système de coordonnées utilisé, nous montrons que la dis

tance angulaire entre ces deux sources de lumière est déterminée si et seulement si nous connaissons

explicitement en xr

• les composantes du tenseur métrique,
• la vitesse coordonnée de l’observateur,

• les tangentes de chaque rayon lumineux, qui interviennent sous la forme de rapports des com

posantes covariantes de ces vecteurs appelés les rapports / = {/,-}.

Enfin, dans le paragraphe 1.4, nous explicitons la formule donnant la distance angulaire dans le cas

d’un champ gravitationnel faible.

1.2 Définition de la direction d’un 4-vecteur

Soit un espace-temps muni d’une métrique g. Nous définissons le produit scalaire entre deux

vecteurs V = (V°, {P}) et W = (w°, {w'}) par (P, W) = g^vV^Wv. Considérons un observateur O de
ligne d’univers C et de vecteur vitesse unitaire u? = dx^/ds; on appelle 3-plan associé (ou relatif) à
l’observateur O en jc le 3-espace tangent constitué par les vecteurs orthogonaux à w ; ce 3-plan sera

noté n^3)(w). D’après sa définition, la condition, nécessaire et suffisante pour qu’un vecteur v = {P}
appartienne à II*3)(w), s’écrit

(w, v) = gaplfvP = UpyP = 0 . (1.1)

Notons que l’on dit également que u et 11* }(m) définissent en x un temps et un espace associés [58, 59].
Un vecteur arbitraire V peut se décomposer de façon unique comme la somme d’un vecteur colinéaire

à u, noté Vj|, et d’un vecteur Vx orthogonal à u. En effet

v° = v,f + p; ,
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avec

(V±,m) = 0, et Vj| = (u,V) (1-3)

Tout vecteur V peut donc s’écrire

Va = (u,V)ua + V“. (1.4)

Cette dernière relation exprime en fait que V± n’est autre que la projection de V sur n(3)(w). La quantité
-V]_ = -gapVÏV^ est dite ‘la grandeur d’espace’ du vecteur V relativement à la direction de temps
définie par u. Notons que -V3 peut encore s’écrire

-Vl= - uau„)VaV» = (u, V)2 -V2. (1.5)

On remarque aisément que -V]_ est toujours positif si V n’est strictement pas colinéaire à u. En

revanche, si V" = Vj*, nous avons alors -V3 = 0. Ainsi, pour tout vecteur V non colinéaire à u, nous
pouvons toujours lui associer le vecteur V± défini par

Le vecteur V± est unitaire de genre espace puisque nous déduisons immédiatement de l’équation (1.6)

Vl = -l.(1.7)

En définitive, V± définit la direction d’espace du vecteur V relativement à un observateur de vecteur
vitesse unitaire u.

Si nous nous donnons maintenant un repère orthonormé è, dans ü(v3)(w), les composantes du vecteur
V± par rapport aux ê, constituent les cosinus directeurs de la direction d’espace de V relativement à u
en x.

1.3 Angle formé par deux vecteurs

Considérons maintenant deux vecteurs quelconques V et W en a. Notons V± et W± les directions

d’espace de V et W dans L’angle (f) entre les directions spatiales de V et W tel qu’il peut être
mesuré en a par l’observateur O est défini par la formule

cos (p - cos(Vx, Wx) - “(Kl, W±) avec 0 < 0 < fl, (1.8)

où nous noterons que le signe - est dû à notre choix de signature (+, -, -, -) pour la métrique g.
Compte tenu de la formule (1.6), l’équation (1.8) s’écrit

cos (p = cos(V±, Wj_) =
0u, V)(u, W)-(Y, W)

V(«, vf-yî^iu, wf-w2-
avec 0 < cp < fl. (1.9)

Il est important de souligner que jusqu’à présent, nous n’avons fait aucune hypothèse sur la nature
des vecteurs que nous analysons.
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Fig. 1.1 - Angle (p formé par deux vecteurs dans n*3)(w)-

1.3.1 Cas où V et W sont isotropes

Supposons que V soit un vecteur isotrope. Nous avons donc par définition

y2 = (V, V) = 0. (1.10)

Supposons en outre que V est orienté vers le futur, comme le traduit la figure ci-avant. Cette condition
est exprimée par

(u, V) > 0.

Le vecteur V± défini par la formule (1.6) se réduit alors à

VL
y

ÔMÔ
U . (1.11)

Considérons maintenant deux rayons lumineux émis par deux sources lumineuses distinctes, et maté
rialisés dans F espace-temps par deux géodésiques isotropes T et T' qui coupent en un même événement
xr la ligne d’univers C d’un observateur O de vecteur vitesse unitaire u.

Soient V et W les vecteurs respectivement tangent à T et T' en xr. En tenant compte des formules

(1.9) et (1.11), nous voyons que la distance angulaire (p formée par les deux sources lumineuses en xr
s’écrit

- ~ (V W)
cos (p = cos(Vj_, W±) = 1 - -—~—— avec O<0<n, (L12)

(u, V)(u, W)

ou encore

1 (K W)

2 (u, V)(u, W)
avec 0 < (p < fl. (1.13)

Soient xa{À) et x'a(À) les équations paramétriques de T et T' respectivement, À étant un paramètre.
Les composantes des vecteurs V et W s’écrivent Va = la - dxa/dA et W<r = l'a = dx'a/dA. Ex
plicitons maintenant dans l’équation (1.13) les produits scalaires (K W), (u, V) et (u, W) en fonction
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des coefficients du tenseur métrique, des composantes contravariantes de la 4-vitesse unitaire u et des

composantes covariantes la et l'a. Nous obtenons

sin2
0

2

1

2 (w° Iq + u‘ lj)(u° l'Q + U1 /')
(1.14)

Les composantes contravariantes de la 4-vitesse unitaire u s’écrivent [65]

n dx° : ndx1 nv' n ,
u° = , et u - u0—- = u°— = u°J3 , (1.15)

ds dxu c

où les v1 sont les composantes du vecteur vitesse coordonné de l’observateur (l’introduction de la
notation yJ est purement formelle).

En substituant la définition (1.15) dans l’équation (1.14), nous obtenons

. 2<P 1
sin - = -

1 g00 + g°u + /;) + gwVy
(1.16)

2 2 l(«0)2 (1+jK.xi +pPr) j
Xr

où les îj et /' sont des rapports de composantes covariantes des vecteurs respectivement tangent au
rayon lumineux porté par les géodésiques T et P

(1.17)

Par ailleurs, le caractère unitaire de la vitesse u permet d’exprimer le rapport l/(w0)2 de l’équation
(1.17) en fonction des composantes covariantes gnp du tenseur métrique et des quantités J3l. En effet,
nous déduisons immédiatement de

la relation

uaua = gapuaiP = 1

-^ ) - goo + 2/?' goi + P‘fîJgij.

(1.18)

(1.19)

Enfin, exploitons le caractère isotrope des vecteurs V et W. Les équations (1.10) se développent en

fonction des composantes /, et /' sous la forme

rVv = 0 et gn'/v = 0.

ce qui entraîne

5g00+g°% = et +gn\ = .

(1.20)

(1.21)

En substituant les équations (1.19) et (1.21) dans la formule (1.16), il vient

12 t.
2

1 (goo + 2«o«8‘ + gM^'X-g^tt - /; Kîj-îjy
4 (1 +p"Îm)(1 +pî'r)

.

(1.22)

JXr
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1.4 Distance angulaire en champ faible

Ce paragraphe est consacré à une théorie de la distance angulaire entre deux sources de lumière,

telle qu’elle est mesurée par un observateur xr = (ctr,xr), en champ faible. Ici, le tenseur métrique

peut donc se décomposer de la manière suivante

w
(1.23)

où 77 est la métrique plate de Minkowski et h une perturbation. Considérons deux sources lumineuses

distinctes = (cte,xe) et = (ct'e,x'e), situées à une distance finie de l’origine des coodonnées. Dans
l’espace-temps plat de Minkowski, la direction entre xe et l’observateur xr est notée N, respectivement

la direction entre x'e et l’observateur xr est notée N'. Les rapports / = {/,} peuvent se développer de la
manière suivante

ixr = {Îi)xr = -N+A,

î'Xr = {î'}Xr = -N' + A',

N = {N‘} =

N' = {Nfi} =

\xr - xe\ ’

Xr-X'e

\Xr~X'e\ ’

À = A(Xe, tr, Xr) ,

À — A(xe, tr, xr),

(1.24)

(1.25)

où les vecteurs A et A' représentent les effets de la courbure de l’espace-temps, autrement dit les

effets de h sur le trajet des rayons lumineux : nous appelerons A et A' les fonctions de déflexion. La

détermination des rapports / revient donc à calculer ces fonctions. Substituons les équations (1.23)-

(1.25) dans la formule (1.22) et introduisons les notations

_ N'-N _ N'-N _ , _ dxl
q ~ \N' - N\ ~ V2(l - N.N') ’ P - P ~ ^

nous obtenons la formule suivante

• 2 0
sin - = -

2

1 ~fi2

2 (1 - -p.N')
-1

/zoo + 2h0kpk + hupkpl
1 +

1 -P2

X 1 +
p.A

1 -p.N
1 +

P.A'

1 -p.N'

-1

x j(l - N.N’) (1 - it'W) - V2(l - Af.iV') [(/!' - A).q - -

+ ]-(X - Xf - -^(4 - XdWj - ^)| ,
où les quantités ]&v sont définies par

(1.26)

g»v = rfv + k»v.

Dans l’équation (1.26), nous pouvons noter la présence de quantités facteurs de p : ce sont des termes

d’aberration. De plus, d’autres termes sont facteurs à la fois de P et de quantités d’origine gravitation

nelle, c’est-à-dire soit des potentiels gravitationnels h^v soit des termes A ou A' : ce sont des termes
d’aberration couplés aux influences relativistes.

Les formules (1.22) et (1.26) montrent que le problème central est la détermination des rapports /,, et

donc des fonctions de déflexion A. Pour ce faire, nous allons présenter au chapitre suivant un outil par

ticulièrement bien adapté à la description de géodésique isotrope connectant un événement d’émission

jce et un événement de réception xr : la fonction d’univers de Synge D(jq,, xr). Nous montrerons que

les propriétés de H, lorsque cette dernière est connue, conduisent à la détermination explicite des

rapports
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Chapitre 2

Fonction d’univers et fonctions de transfert

de temps

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de construire les outils permettant de calculer les rapports l. Dans le pa

ragraphe 2.2, nous présentons la fonction d’univers D ; cette dernière fut introduite en calcul tensoriel

par Ruse [75, 76] et en relativité générale par Synge [81, 82]. Dans la section 2.2.1, nous introdui

sons à partir du principe variationnel définissant les courbes géodésiques. Nous construisons les

propriétés de D, utiles pour ce travail, dans la section 2.2.2.

En effet, nous démontrons que les propriétés de la fonction d’univers permettent d’une part de calculer

le temps coordonné tB - tA de propagation de la lumière entre x^ = (ctA, xA) et xB - (ctB, xB), d’autre

part de déterminer directement les rapports l. Dans la section 2.2.3, nous construisons les formules

permettant de déterminer Q dans le cas d’un champ gravitationnel faible.

Dans le paragraphe 2.3, nous construisons deux fonctions de transfert de temps, Te et Tr, qui per

mettent de décrire le temps de vol du photon tB - îA entre deux événements distincts x^ et xB. En

utilisant les propriétés de la fonction d’univers, nous établissons une propriété remarquable de ces

deux fonctions : nous montrons en effet que leur connaissance permet de calculer directement les

rapports l. Dans la section 2.3.3, nous montrons l’existence de deux méthodes différentes permettant

de déterminer les fonctions de transfert de temps.

2.2 Définition et propriétés de la fonction d’univers de Synge

2.2.1 Une conséquence du principe variationnel

Soient xA et xB deux événements d’espace-temps connectés par une courbe différentiable CAB

définie par les équations paramétriques xa = xa{Ç), avec < A < As- A partir de la fonction de
Lagrange L(xa, xP) avec xP(Ç) = dxP{Ç)/dÇ, la fonctionnelle S se définit telle que

f[C^]= f(l L(x°(a(2.1)
JÇa

l’intégrale étant prise le long de la courbe CAB. Prenons en compte une courbe arbitraire C'A,B, voisine
de CAB, reliant le point xA> et le point xB>, définie par les équations paramétriques x,a = x,a{Ç') avec

&'<£'< As

soient x^ + <5xJJ = x?A, les coordonnées de xA> et xaB + ôxB = x?B, les coordonnées de xB>. En posant
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ôxa(Ç) = x'a(Ç) - x^iÇ), une correspondance univoque entre CAB and CA>B> se définit par le biais de la
transformation infinitésimale

xa(0 -> *a(£ + ÔÇ) = xa(0 + ôxa(0, (2.2)

où

ôjf(0 = ôjf(0 + i?(0ô(, (2.3)

avec comme conditions de bord

6xa{U) = , ùxa(&) = <5*5 . (2.4)

En intégrant par parties, nous obtenons l’expression suivante pour la quantité ôS = S [CA<B'] - S [CAB\

[33]

ÔS= F(—il Sxn(OdÇ + [pjxa - HÔÇ]BA ,
r(.B dL d <dL\
L dx° d{dx“J

OU

dL

Pa= dF’ H = pax - L,
pa étant le moment conjugué de xa et H la fonction de Hamilton.

(2.5)

(2.6)

Quels que soient xA and xB, supposons maintenant qu’il existe une et une seule courbe rAB pour

laquelle la fonctionnelle S présente un extremum ; cette hypothèse conduit en fait à supposer que xB

appartient à un voisinage convexe normal de xA [72] (et réciproquement xA appartient à un voisinage

convexe normal de xB). Les équations paramétriques de FAB étant xa = xa(Ç), nous pouvons définir

une fonction de xA, xB, ÇA, ÇB en posant

S(xA,xB,ÇA,ÇB)= f L(x°(0y(0)d£- (2-7)
S est souvent appelée la fonction caractéristique de la fonction de Lagrange L. De plus, les fonctions

x?(Ç) satisfont les équations d’Euler-Lagrange

dL d tdL\
dxa dÇ\dx?) (2.8)

En tenant compte de (2.8) dans la variation totale (2.5) de S (xA, xB, ÇA, ÇB), nous concluons que cette

dernière est uniquement proportionnelle aux termes de bord de l’équation (2.5). Nous arrivons in fine
aux relations suivantes

ÔS

dx“
(Po)a » gxa \PaJB , (2.9)

= -H, (2.10)
dS_ _ dS_
dU~ A ’ d(B

En considérant que H est une fonction de xtt et pa, et en substituant les expressions de (pa)A et (pa)B

fournies par les équations (2.9) dans les équations (2.10) , nous voyons que S (xA,xB,ÇA,ÇB) satisfait
des équations d’Hamilton-Jacobi

ÔS \ dS dS \

â4/ '
(2.11)

Ainsi, la courbe est un chemin géodésique connectant x^ et xB. Soit un espace-temps muni d’une
métrique g, la fonction de Lagrange s’écrit

L =
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et en substituant l’équation (2.12) à L dans l’équation (2.6), nous obtenons les relations

Pa = gafiX?, H = jgafipaPfi . (2.13)

Nous déduisons de l’équation (2.13) que H - L pour tout chemin géodésique. De plus, L ne contient

pas explicitement la variable £ ; L est donc une constante du mouvement.

Introduisons maintenant la fonction caractéristique ü. de la fonction de Lagrange (2.12). En accord

avec l’équation (2.7), cette fonction s’écrit

— 1 C^B
Çl(xA,xB,ÇA,i;B) = - g^xPdÇ, (2.14)

z Ju

l’intégrale étant prise le long de TAB. Comme L = H est une constante du mouvement, nous avons

L = Ha = HB sur f^g. En substituant ces dernières relations dans l’équation (2.14), nous arrivons à

TT TJ _ Çb) ,rr t
tiA - rlB - • (^-Aj)

SB “ SA

La substitution des expressions obtenues pour HA et HB dans l’équation (2.10) nous conduit à

dQ. £1 d£l £1
—— = , —— = . (2.16)
dçA çB-u dçB (B~çA

En intégrant ces équations, nous obtenons D sous la forme

n(xa,xb,(a,(b) = (2.17)
SB ~ SA

où £l(xA,xB) est une fonction de et de xB. Cette bi-fonction, symétrique en x^ et xB, est appelée

la fonction d’univers. En notant A le seul paramètre affine tel que ÀA = 0 et ÀB = 1, nous pouvons

conclure qu’à partir des équations (2.14) et (2.17), £l(xA, xB) peut être écrit

1 T1 dxP dxv
Q(xa,xb) = - I gMy(xa(A))————dA, (2.18)

2 Jq clA uÀ

l’intégrale étant prise le long de I^g.

En remarquant que la distance géodésique entre x^ et xB s’écrit

sAB= f Jg^vdx^dxv, (2.19)
drAB y

les équations (2.18) et (2.19) peuvent conduire à une seconde définition de la fonction d’univers telle

que

Çi{xA, xB) - ^Ab\sabY , (2.20)

où eAB = 1,0, -1 suivant que TAB soit une géodésique de type temps, isotrope ou spatiale. 1

'Remarque : Une construction légèrement différente concernant les fonctions caractéristiques a/2 |US| est décrite dans
[14, 15, 16].
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2.2.2 Propriétés fondamentales de la fonction d’univers

La propriété la plus intéressante de la fonction d’univers est de donner immédiatement, une fois

la fonction d’univers déterminée, accès aux vecteurs respectivement tangent à la géodésique en

xA et xB . Cette propriété fondamentale découle des équations (2.9) et (2.13). Il vient

Propriété 1. Les composantes covariantes des vecteurs tangent à la géodésique en et xB sont

respectivement donnés par les relations suivantes :

an

K

dn
—(xA,xB).

(2.21)

(2.22)

Ensuite, l’utilisation de la propriété 1 nous amène à établir le système d’équations donnant les chemins

géodésiques issus de l’événement xA. Pour ce faire, considérons d’abord tout autre paramètre affine f

le long de YAB tel que

( = (€b- (a)* + Sa , (2.23)

où ÇA et ÇB sont les valeurs correspondantes à xA et xB respectivement. Nous déduisons aisément que

la formule générale pour le vecteur tangent dxL/dÇ est donnée par

„ dxv\- 1 dYl

?" )A ~ (B-U dSA

L dxV- 1 ÔQ

ry 4 )B - Çb - U àxfB

(xA,xB),

(xA,xB).

(2.24)

(2.25)

Il est certain que l’événement xB peut être remplacé dans l’équation (2.25) par tout point x(Ç) de YAB

qui diffère de xA. Pour des raisons de simplicité, reprenons le paramètre A, nous pouvons écrire que

les composantes covariantes du vecteur tangent à YAB au point x(4) sont donnés par

1 dQ

Adxv
(xa,x(A)), (2.26)

où dYL/dx^ désignent la dérivée partielle de n(^, x) par rapport à x? au point x.

Il découle immédiatement de l’équation (2.26) que tout au long de chaque courbe géodésique passant

par nous avons

1 dYl

jg^p(x(A))—(xA, x(A)). (2.27)

Ces dernières équations peuvent être vues comme le système d’équations régissant les chemins géodé

siques passant par xA. La régularité en xA est la conséquence directe de la propriété qui suit [82].

Propriété 2. En tout point x appartenant à un voisinage local de xA, les dérivés partielles de premier
ordre de Yl(xA, x) admettent le développement

—(x^, x) = gp,(xA)(xv - x\) + C^ap(xA,x)(xa - x%)(x? - X?A), (2.28)

où les fonctions C^ap(xA, x) restent bornées lorsque x appartient à un voisinage infiniment proche de
xA .
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Remarque 1 : soulignons que la propriété 2 montre en particulier que dLl/dx^ixAyX) —» 0 lorsque

x —> xa- Il en résulte que les membres de droite des équations (2.26) et (2.27) sont bornés lorsque
À —> 0.

Ensuite, en s’intéressant aux équations (2.11), (2.13) et (2.15), nous montrons que la fonction d’uni

vers satisfait un système d’équations de type Hamilton-Jacobi.

Propriété 3. La fonction d’univers f2(x^, xB) satisfait les équations d’Hamilton-Jacobi suivantes

1 o d£l ôLl

2 gaP(xA)—(XA,XB)—j(xA,XB) = n(xA,XB)y
ox^

1 B dû dQ
- gap(xB)-—(xA,xB)—j(xA,xB) = Q(xa,xb).
2 dxaB dxPB

(2.29)

(2.30)

Nous verrons dans la troisième partie de ce manuscrit l’intérêt de la propriété 3.

Remarque 2 : Soulignons que les propriétés 1, 2 et 3 sont valides quelle que soit la nature de la

courbe géodésique connectant et xB.

Dans le cas de la propagation d’un rayon lumineux reliant et xB, donc d’une géodésique iso

trope, nous déduisons de l’équation (2.18) et de L - HA = HB = 0 la proposition suivante

Propriété 4. Deux points je,* et xB sont connectés par un rayon lumineux si et seulement si la condition

est satisfaite.

Ll(ctA,xA,ctB,xB) = 0 (2.31)

Remarque 3 : La propriété 4 montre que D(x^, x) = 0 est l’équation du cône de lumière en xa-

Remarque 4 : En posant la notation f = g^vdxv/dA, nous pouvons, à partir de l’équation (2.22),
exprimer un rapport algébrique entre les composantes covariantes du vecteur tangent à TAB en xB. En
tenant compte de la propriété 4, nous arrivons finalement à

=lh\
l{/0)A dn/dx° ’

d£l/dxlB

d£l/dx°B
avec la contrainte Çl(ctA,xA,xB) = 0

(2.32)

Ainsi, à partir d’un espace-temps muni d’une métrique g a priori connue, la connaissance de la fonc
tion d’univers permet de calculer la distance angulaire formée par deux sources lumineuses telle
qu’elle est mesurée par un observateur localisé en xB.
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2.2.3 Expression de Q en champ faible

Considérons maintenant la théorie des champs gravitationnels faibles. Dans le cas du systèle so

laire, ce cadre de travail est d’ailleurs raisonnable. On parle de champ faible lorsque l’espace-temps

se comporte comme une pertubation de Minkowski. Il est alors possible de représenter le tenseur
métrique g sous la forme suivante

§Bv ~ hfdv » (2.33)

où 77 représente la métrique plate de Minkowski et h est une perturbation faible.

En champ faible, le rayon lumineux peut donc se décrire comme une perturbation de sa trajectoire
dans Minkowski. Or, dans un espace-temps plat, la géodésique isotrope reliant deux événements xA

et xB est une ligne droite, notée r^, que nous représentons par les équations paramétriques *(0)0*)
suivantes

4)W = {xaB - x°)A + xaA , 0 < A < 1 , (2.34)

A étant un paramètre affine.

La fonction d’univers de l’espace-temps de Minkowski s’obtient donc en remplaçant dans l’équation

(2.18), g par 77 et xa par (2.34). Il vient

n(0)(xA, xB) = -77^(x^ - x%)(xB - x\). (2.35)

Dans l’espace-temps réel, décrit par la métrique (2.33), la lumière suit donc une courbe géodésique
VAB voisine de T(^B à une perturbation X" près. YAB peut se paramétrer donc de la façon suivante

xa(A) = (xaB - xaA)À + *" + Xa(A), 0 < A < 1, (2.36)

où les fonctions Xa satisfont les conditions de bord

Xa(0) = 0, Xa(l) = 0. (2.37)

Ensuite, la fonction d’univers Q se conçoit, elle aussi, comme une perturbation de D(0)(x^, xB) ; nous
pouvons donc poser le développement suivant

n(jcA, xB) = Yl(0\xA, xB) + Q(h)(xA,xB). (2.38)

En introduisant la métrique de l’équation (2.33) et la paramétrisation (2.36) dans la formulation

intégrale (2.18) de la fonction d’univers, nous obtenons donc

1 f1

^(xA, xB) = Yl(Q\xA, xb) +2^- - x\) J hBV{x(A))dA
1 f'1

+ 2 J„ [^0)^0) + 2(^fl -
+ /if,v(x(2))Xf‘(2)X‘'(2)] dÀ. (2.39)

où nous avons posé la notation xM(A) = x^B - xf*A + X^{A) et pris en compte l’égalité

VBv(^b — x%)Xv(A)dA = 0.

Il faut souligner que toutes les intégrales intervenant dans l’équation (2.39) sont calculées le long du

chemin géodésique YAB, qui est généralement a priori inconnu. Cependant, nous montrerons dans les

parties 2 et 3 qu’il est possible d’obtenir un développement perturbatif de D(jca, xb) ne nécessitant pas

de calculer les intégrales le long de YAB mais le long de la ligne droite
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2.3 Les fonctions de transfert de temps

2.3.1 Définition

Considérons un photon se propageant dans le vide le long d’une unique géodésique VAB entre un

événement d’émission xA = (ctA, xA) et un événement de réception xB = (ctB, xB).

La différence tB - tA est le temps de vol du photon exprimée en temps coordonné. En utilisant la

propriété 4, nous pouvons introduire deux fonctions Te(tA,xA,xB) et Te(tB, xA,xB), la première étant

une fonction du temps d’émission tA et de xA et xB et la seconde une fonction du temps de réception

tB et de xA et xB, telles que

ü(ctA, xA, ctA + cTe(tA, xA, xB), xB) = 0, (2.40)

et

ü(ctB - cTr{tB, xA,xB), xA, ctB, xB) = 0. (2.41)

Ainsi, le temps de vol coordonné du photon tB - tA peut se paramétrer de la manière suivante

tB-tA= Te{tA, xA,xB) = Tr(tB, xA, xB), (2.42)

où Te sera appelée la fonction de transfert de temps d’émission, et Tr la fonction de transfert de temps

de réception.

Remarque 5 : Pour des applications astrométriques, nous n’avons pas, en général, d’information a

priori sur l’instant d’émission tA d’un rayon lumineux. En conséquence, la fonction de transfert de

temps la plus pertinente est la fonction de réception Tr.

2.3.2 Théorème fondamental

En différentiant les membres de gauche et de droite de l’équation (2.41) par rapport à ctB, xlB et x\
respectivement, nous obtenons les relations suivantes

dü dü d o
dx°D dx°A âx°D B

d£l d£l
cTr(tB,xA,xB)) = — +

uB

dü

dx
+

dü. d

dx°A dx‘B

dx°B H

(x°,-cTr(tB,xA,xB)) =
dü dü dTr

dx\
- c

dx°A dxiB
= 0

B yj'/vA ""B

dü dü d n x dü düdTr ^
+ ——{xB - cTr{tB,xA,xB)) = —- - c—— = 0

âxlA dx"Adx\x 13 ,X‘J' "" dx‘A Ôx°A dxiA

De l’équation (2.43), nous déduisons l’égalité suivante

âü/dx°B t dTr
= 1

dü/dx^ dtB

en considérant par ailleurs l’équation (2.45) nous arrivons à

dü/dxlA dTr

dxiA
= c-

dü/dx°A y-"vA

et enfin en divisant l’équation (2.44) par (2.43) nous obtenons

dü/dx{B drrr
- c-

dü/dxn dx
1 - c

B L

dTr

dtR

-i-i

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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Or, grâce à la propriété 1, nous pouvons relier les gradients dD./ôj^a/b aux composantes covariantes
du vecteur tangent à la géodésique, respectivement en et xB. Nous arrivons finalement à

dTr
c —-

dxl
uab

1 -
dTr

dtf

i-i

M = cdT (kp)B = { dTr
k0jA C dx‘A (k0)A dtB (2.49)

A partir de l’équation (2.40), un raisonnement similaire existe pour la fonction de transfert de temps
d’émission Te. Nous obtenons les relations suivantes

li\

lo)XB ° à*B'
dTe r dTe

c—- 1 + —1
dx'A [ dtA

(Iq )b

Vo)a
(2.50)

Ainsi, grâce aux équations (2.50) et (2.49), nous pouvons formuler le théorème suivant, qui relie les

fonctions de transfert de temps aux /, en xA et en xB.

Théorème 1. Considérons un phoîon émis au point xA = (ctA,xA) et reçu au point xB = (ctB,xB), et

appelons L le quadri-vecteur dxl1 /d^, Ç étant un paramètre arbitraire, tangent à la trajectoire de la

lumière. Les rapports astrométriques en xA et en xB sont donnés par

(t\ lli\ dTe dTr

(b). =lf
' XA \Iq

B

dT

âx‘XA UXA

En outre, le rapport (Iq)Xb/(Io)xa a pour expression

1 -

= c 1 +
dT

B L

-1

dt/

dTr

dtB

-î

= c

dTr

dx\

(/o)XB

(/o)XA

1 +
dT

dtA

-i

= 1 -
dTr

~dTB ’

où Te and Tr sont prises en (tA,xA,xB) et (tB, xA, xB), respectivement.

(2.51)

(2.52)

(2.53)

Remarque 6 : Ce théorème nous montre donc qu’il est donc possible de résoudre tous les problèmes

théoriques concernant la direction des rayons lumineux lorsque nous déterminons explicitement au

moins l’une des deux fonctions de transfert de temps.

Remarque 7 : Le rapport (2.53) est important dans les problèmes de décalage de fréquence. En effet,

considérons deux horloges idéales, 0A et 0B, délivrant des fréquences propres vA et vB respectivement

en xA et en xB ; supposons ensuite que 0A émette un photon vers 0B. Le décalage gravitationnel des

fréquences ôv/v entre 0A et 0B se calcule en déterminant le rapport vA/vB donné par la formule [82]

ce que nous pouvons encore écrire

Va _ UA (Iq)a cIa

Vb u°b (lo)B qB

Va _ ^(^)a
Vb ^b(1/j)b

1 „ K
1 H—lA • vA , qB — 1 H—lB vB ,

c c

(2.54)
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Cas d’un espace-temps stationnaire

Considérons un espace-temps stationnaire (voire statique) ; nous pouvons toujours choisir des coor

données (x?) telles que la métrique ne dépende pas explicitement de x° = et, nous constatons alors
aisément que la fonction d’univers est une fonction de ctB-ctA, xA et xB, et les deux fonctions de trans

fert de temps, Te et Tr introduites précédemment, sont identiques. Les définitions (2.42) se réduisent

donc à une seule expression de la forme

tB~tA= T{xa,xb). (2.56)

Comme T dépend seulement de xA and xB, nous déduisons immédiatement des équations (2.51)-

(2.53) que les rapports (l^)A et (lM)B sont définis par

do)a = 1,
dT

dÔA = C—(XA,XB),
dx\

(2.57)

et

do)b - L
~ dT
dÔB = -c—(xA,xB).

dxn
(2.58)

Ces rapports correspondent à un choix de paramètre affine, tel que /0 = 1 le long du rayon lumineux ;

soulignons le fait qu’un tel paramètre ne coïncide pas en général avec le paramètre affine A introduit

en début de chapitre.

2.3.3 Détermination des fonctions de transfert de temps

Equations iconales satisfaites par Tr et Te

Lorsque les événements xA et xB sont reliés par un rayon lumineux, le caractère isotrope de la

courbe géodésique se traduit par les relations suivantes

gafi(xA)(la)XA0fi)XA=0, (2.59)

et

= 0, (2.60)

où les quantités représentent les composantes du vecteur tangent à la courbe géodésique respecti

vement en et xB.

En développant ces relations et en factorisant par la composante /0, nous obtenons les égalités sui
vantes

g00(x/0 + 2g°'(x/o|--j +glJ(xA)(j-\ =0, (2.61)
' ^ ^ / X/\ ' ^ ' Xj\

et

g°\xB) + 2g0,(xB) + glJ{xB) j j = 0 . (2.62)
En utilisant les résultats du théorème 1, nous pouvons remplacer les rapports de composantes cova

riantes des vecteurs / par les fonctions de transfert de temps dans les équations (2.61) et (2.62).

Ainsi, les équations satisfaites \)&xTedA,xA,xB) s’obtiennent sous la forme suivante

.0i/A*.) + 2cg°wf|(l + gf
-1

+ C2glJ(xA) dr^drr^
dx\ dxiA

dTP
-2

1 + ~ I = 0 , (2.63)
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Soulignons que l’équation (2.64) a été obtenue antérieurement [2] dans des travaux prouvant la vali

dité du principe de Fermât en relativité [92, 57, 52, 67, 68, 2].

D’une manière strictement équivalente, nous déduisons les équations satisfaites par la fonction de

transfert de temps en réception Tr(tB, xA,xB) telle que

Nous verrons dans la partie 3 que les équations (2.64) et (2.65) sont à la base d’un développement

post-minkowskien généralisé des fonctions de transfert de temps.

Inversion de la fonction d’univers en champ faible

Il est en principe possible de déterminer les fonctions de transfert de temps Te et Tr à partir de la

connaissance de la fonction d’univers xB) ; à cet effet, il faut inverser l’équation

Il est cependant important de remarquer, que résoudre l’équation (2.67), pour îB par exemple, conduit

à deux solutions distinctes tB et t~ puisque la courbe de genre temps xl = xlB intersecte le cône de
lumière C(xA) en deux points x+B et xB, xB étant dans le futur de xB. Mais si est considéré comme
l’événement d’émission du signal et xB comme un événement de réception, nous sommes contraints

de nous intéresser exclusivement à la détermination de tB-tA ; de plus, il est clair que la détermination
de tB - tA suit la même méthodologie. Ainsi, dans un souci de brièveté d’écriture, nous noterons tB en
lieu et place de tB.

Ainsi, nous avons vu au paragraphe précédent que la fonction d’univers pouvait s’écrire dans l’ap
proximation des champs faibles

(2.65)

et

(2.66)

Cl(ctA,xA,ctB,xB) = 0. (2.67)

q = n(0) + Q(h). (2.68)

Or, il est clair qu’en étudiant Q(0\ il découle que

^(0) = ^y(K ~ *a)(Xb ~ xa) = c2('b ~ tA? - R2ab , (2.69)

oùRab = \xB-xA\.

Ainsi, l’inversion des fonctions d’univers (2.67) nous conduit à l’égalité suivante

c\tB - tAŸ = R\b - 2QW . (2.70)

Il est maintenant aisé d’introduire dans l’équation (2.70) les deux fonctions de transfert de temps. Il
vient



et

c2T^ = R\b - 2QW(X°B - cTr, xA,x%, xB). (2.72)

Il est donc évident que tout le problème consiste à trouver une solution pour les équations (2.71) et

(2.72) de la forme

Te(tA,xA,xB) = — + 0(h) et Tr{tB,xA,xB) = — + 0{h). (2.73)

2.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté un objet introduit par Synge en relativité, la fonction d’uni

vers. A partir du principe variationnel définissant les géodésiques, nous avons démontré des propriétés

de Yl utiles pour l’astrométrie ; en effet, nous avons établi que la fonction d’univers permet de décrire

la propagation de la lumière entre deux événements distincts xA et xB, en donnant accès à deux quan
tités fondamentales :

• au temps coordonné de propagation du photon tB - tA entre xA et xB, par l’intermédiaire de la

propriété 4,

• aux vecteurs, respectivement tangent à la géodésique isotrope TA£ en xA et xB, par l’intermédiaire

de la propriété 1 si et seulement si la propriété 4 est satisfaite ; ceci permet donc de déterminer

les rapports /,-, utiles aux calculs de distance angulaire.

Ensuite, nous avons proposé d’introduire deux fonctions rendant compte du temps coordonné de

propagation de la lumière entre un événement d’émission xA et de réception xB : les fonctions de

transfert de temps d’émission Te et de réception Tr.

Nous avons établi une propriété importante de ces fonctions. En effet, nous avons montré que la

connaissance des fonctions de transfert de temps permet de calculer trois rapports de composantes

covariantes des vecteurs respectivement tangent à la géodésique YAB en xA et en xB. Ici encore, le

théorème 1, qui en découle, permet de calculer les rapports /,.

Enfin, nous avons donné les méthodes permettant de déterminer Yl, Te et Tr dans le cadre des

champs gravitationnels faibles. Ainsi, nous avons souligné l’existence de deux méthodes différentes

concernant la détermination des fonctions de transfert de temps. Tout d’abord, la connaissance de

la fonction d’univers Y1 permet de calculer les deux fonctions de transfert de temps en inversant

Yl(ctA,xA,ctB,xB) = 0, issue de la propriété 4. Ensuite, nous avons montré que l’utilisation du

théorème 1 et des équations iconales (2.59-2.60) permet de construire quatre équations aux dérivées

partielles : deux pour la fonction de transfert de temps d’émission Te et également deux pour la

fonction de transfert de temps de réception Tr.

Cependant, lors de la présentation de ces méthodes de détermination de D, Te et Tr, il est apparu

qu’il fallait connaître le chemin géodésique YAB entre xA et xB. Les parties 2 et 3 de ce travail seront

consacrées aux différentes approximations de la théorie des champs faibles :

• la partie 2 sera dédiée à l’approximation post-newtonienne, où l’on montrera qu’en réalité il

n’est pas nécessaire de connaître la courbe géodésique TAB pour déterminer à la fois Yl, Te et
Tr.

• la partie 3 détaillera des résultats à l’approximation post-minkowskienne généralisée [54], où

là encore la connaissance explicite de YAB est inutile ; on montrera que seule la droite minkows-

kienne a de l’importance dans le calcul de Yï, Te et Tr.
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Deuxième partie

Développements à l’approximation

post-newtonienne.
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Chapitre 3

Fonctions d’univers, de transfert de temps et

distance angulaire en formalisme PPN

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’expression de la fonction d’univers Cl, des fonctions de transfert de temps

ainsi qu’à la détermination de la distance angulaire dans le cadre de l’approximation post-newtonienne

paramétrée (PPN). En premier lieu, dans le paragraphe 3.2, nous rappelons les hypothèses de l’ap

proximation post-newtonienne; en particulier, dans la section 3.2.1, nous donnons l’expression des

composantes du tenseur métrique que nous utiliserons tout au long de la partie 2 de ce travail. Dans

le paragraphe 3.3, nous donnons l’expression de la fonction d’univers Cl en formalisme PPN ; nous

montrons que cette détermination est possible sans avoir besoin de la connaissance explicite de la

géodésique reliant et xB, la droite minkowskienne reliant ces deux événements étant la seule

donnée utile. Dans le paragraphe 3.4, nous inversons l’équation Cl = 0 afin de construire l’expres

sion PPN des deux fonctions de transfert de temps Tr et Te. Enfin, le paragraphe 3.5 est dédié à la

détermination PPN de la distance angulaire entre deux sources lumineuses, telle qu’elle est mesurée

par un observateur en mouvement.

3.2 L’approximation post-newtonienne

Le système solaire est un champ gravitationnel faible. La métrique d’espace-temps s’écrit alors

gBv — fyiv ’ (3.1)

où tj est la métrique plate de Minkowski et h une perturbation. De plus, on suppose que les planètes

ont des mouvements lents (v2 « c2) et sont des corps autogravitants, c’est-à-dire que leurs orbites
sont maintenues dans un état de liaison gravitationnelle. Les équations de la dynamique newtonienne

montrent que le carré de la vitesse d’un corps autogravitant satisfait la relation

U =
GM

(3.2)

ce qui entraîne
GM

(3.3)
c* CT

Ensuite, le Soleil et les planètes sont des objets étendus, dont la physique est décrite par des paramètres

comme leur pression interne p ou leur densité d’énergie spécifique IL Ces paramètres sont supposés
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du même ordre de grandeur que le potentiel gravitationnel, ce qui nous conduit aux approximations
suivantes

-*n aU, (3.4)
p

où p est la densité de masse des corps.

En tenant compte des approximations (3.2-3.4), les potentiels h^v de la métrique (3.1) peuvent se
développer en puissance de 1 je de la manière suivante

haa - h-m+ -;/$ +

Ao, = -/>“ +O (-), (3.5)

3.2.1 tenseur métrique PPN

La relativité n’est pas la seule théorie possible de la gravitation. Cependant, même si ces théories

sont de nature très différente, leur limite post-newtonienne est très similaire. L’introduction de pa

ramètres post-newtoniens est alors une solution pour distinguer ces théories. Il en résulte un for

malisme : l’approximation post-newtonienne paramétrée PPN [93] qui fait intervenir une dizaine de

paramètres, dont y et [5 égaux à 1 en relativité générale. Ces paramètres interviennent en particulier

dans l’expression des potentiels h^v.

Le but de cette section est de présenter ces potentiels [62, 85], que nous utiliserons dans la suite de ce

travail. En grande partie, nous suivons le formalisme originel [93] avec la prise en compte de récentes
extensions [40]1.

Nous supposons que la matière se décrit comme un fluide parfait, le tenseur énergie-impulsion s’écrit
sous la forme suivante

r"v = pc2 u/‘uv - pgl,v

où p est la densité de masse, n l’énergie spécifique de densité, p est la pression du fluide et u^ est

la quadri-vitesse unitaire du fluide. En introduisant la notation v pour décrire la vitesse coordonnée

d’un élément de fluide dx/dt, nous pouvons écrire la densité conservative de masse p* sous la forme
suivante

p* = p vS?"0 = P 1+?(r2+H (3.6)

où g = det^y) et U est l’équivalent du potentiel newtonien

U(x°, x) = G
rp'(x°,x')

J \x-
d3. (3.7)

Ensuite, nous introduisons une deuxième différence avec le formalisme PPN habituel au niveau du

système de coordonnées utilisé. En effet, nous recherchons une représentation plus légère des termes

^ous utilisons la notation vr pour la vitesse du centre de masse O par rapport au reste de l’univers. Cette vitesse est
notée w dans la référence [93]
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gravitomagnétiques des potentiels /i0i ; pour ce faire, notre système de coordonnées diffère de la jauge

post-newtonienne standard de Will & Nordtvedt par la transformation suivante

x° = *° + \ [(1 +2Ç+ a2-Ç\)dtX-2<x2vr- V*], x1 = xl, (3.8)
c3

où^ est le superpotentiel défini par

X(x°,x)=^G Jp*(x°,x') \x- x'\ d3x'. (3.9)

Par ailleurs, nous définissons la densité p par

P = P l + -(2y+ 1 - 2£+ a3+ 6)4+ ü-20 + f+ 6)^ + 0 + &Æ + (3y - 2£ + 3&) P
2N ^ ^"c2 v ^ ^ v ^J/ c2

1 V? 1 vr • V _ / 1
- -(ai - a3)— - -(or, - 2or3)—— + O —

Sous ces hypothèses, nos potentiels post-newtoniens s’écrivent de la façon suivante

^oo = ~~w + -jvv2 + — (pw + —(£i - 2^)0V —vl vjdijX + —
c2 c4 c4 c4 c4 \ c°

h = fc} = ~
c3

2y
hi i — ^2 W^ij ^2 I /il’

y + 1 + -ûri w + -a\\vvr

1

+ 0
5 | ’

p*c2

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

où

w(jc°, jc) = G J[P. ,. d2x’ + [(1+2,Ç + a2 Ç\ )dttx 2a2vr • V(<9^)],
1 \x - X' I c2

(3.14)

(f)w(x°, x) = G"
> r P*C*°’ *')P*C*°’ *")(* - *') ( X' -x" x- x" \ 3 3

(3.15)J |jc-*'|3

cpv(x°,x) = G
f p*(x°, x')[v(x°, x') • (x ~ x')]2 ^3 ,

(3.16)1 l*-*'l3 *’

w(jv0, x) - G JP p*(x°,x' )v(x°,x')^x,
\x-x'\

(3.17)
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3.3 Expression PPN de la fonction d’univers

Au paragraphe 3.4 du chapitre précédent, nous avons donné la forme intégrale (2.39) de la fonction

d’univers en champ faible. Nous pouvons donc ici utiliser ce résultat en l’appliquant au cas particulier

du formalisme PPN. Tout d’abord, nous avions remarqué que la connaissance de la géodésique YAB

était a priori nécessaire à la détermination de Ü. dans l’équation (2.39). Cependant, en considérant les

équations d’Euler-Lagrange satisfaites par toute courbe géodésique

et en prenant en compte la paramétrisation (2.36) de T^, nous remarquons que X^(A) = (9(1/c2) et
que dx^/dÀ = x^B - jcJJ + <9(l/c2). En conséquence, les potentiels gravitationnels s’écrivent dès lors

Les formules (3.20) et (3.21) constituent l’expression générale de la fonction d’univers jusqu’à l’ordre

champs faibles [82].

Concernant le cas du formalisme PPN, en substituant les expressions (3.11)-(3.17) aux potentiels hBV
dans l’équation (3.21) nous obtenons l’expression de la fonction d’univers Q(xA,xB) sous la forme
suivante [62, 85]

(3.18)

(3.19)

où *“0)(4) est la paramétrisation de la ligne droite T^.

Nous en déduisons que les troisième et quatrième termes du membre de droite de l’équation (2.39)
donnant Q sont d’ordre (9(1 /c4). Nous arrivons donc au développement suivant

(3.20)

avec n(0)(^, xb) la fonction d’univers minkowskienne définie par (2.35) et

(3.21)

les intégrales étant calculées le long de la ligne ”droite” définie par l’équation (2.34).

1/c3 dans le cadre le l’approximation post-newtonienne. Soulignons que cette formulation de la fonc
tion d’univers correspond à un calcul antérieur de Synge dans le cadre de l’approximation linéaire des

Yl{PN\xA,xB) = Q{PN\xA, xb) + Yl(PN\xA, xb) + H™(xA, xB), (3.22)

où

avec Rab = xB - xA et toutes les intégrales calculées le long de la ligne droite (2.34).
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3.4 Expression PPN des fonctions de transfert de temps

Pour déterminer les fonctions de transfert de temps, nous allons utiliser l’une des deux méthodes

évoquées au chapitre précédent : l’inversion de la fonction d’univers. Ainsi, en appliquant la condition

(2.67) sur fl, l’équation (3.20) peut se développer telle que

Q(0\xA,xB) + Q(pn\xa,xb) = •

La forme explicite de n(0)(^, xB) nous conduit à écrire que

^(0) = )^1^B ~ *£)(*£ - x\) = c2{tB - tAf - R2ab .
Nous pouvons donc en déduire la relation suivante

1
h ~ tA - ~Rab ~

c

Çl(PN\ctA,xA,ctB,xB)

cRab

(3.26)

(3.27)

En remplaçant tB - tA par les fonctions de transfert de temps, il est maintenant possible de construire

les équations qui permettent de les déterminer. Ainsi, le transfert de temps en émission se calcule
suivant

Te(tA,xA,xB) = -Rab -
c

£l{PN)(ctA,xA,ctA + Rab, xB)

cRab
(3.28)

et pour le transfert en réception, nous arrivons à

Tr(tB,xA,xB) — -Rab ~
c

£l(PN\ctB - Rab, xa, ctB, xB)

cRab
(3.29)

Ces dernières formules nous montrent que les deux fonctions de transfert de temps peuvent donc

être calculées explicitement jusqu’à l’ordre 1/c4 lorsque Çl{PN\xA, xB) est connue. Par ailleurs, les
équations (3.28) et (3.29) permettent d’établir des relations entre Te et Tr telles que

Tr(tB,xA,xB) = (3.30)

et réciproquement,

Te(tA,xA,xB) = Tr(îA + —,x/4,x^j + o|^rj . (3.31)

Les quantités ÇliPN)(ctA,xA,ctA + RAB,xB) intervenant dans l’expression (3.28) peuvent être écrites

explicitement en substituant RAB et RabA + ctA à x°B - x°A et -^(d) respectivement dans l’équation
(3.21). En conséquence, nous obtenons

Te(tA,xA,xB) (3.32)

l’intégrale étant calculée le long de la courbe rjj^+ définie par les équations paramétriques = z+(À)
où

z+(d) - RabA + ctA , z'+(/l) - RabN‘A + x‘A ,
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avec les notations

Rab=\Rab\, = (3.34)
Rab

Remarquons encore une fois que est une géodésique isotrope de Minkowski issue de et que

les quantités N1 correspondent à la direction unitaire entre xA et xB.

En raisonnant de manière analogue sur la quantité Q{PN\ctB - RAB,xA, ctB,xB) de (3.29), le transfert
de temps en réception admet l’expression de Tr suivante

Tr(tB,xA,xB)
RAB Rab

2c3 fJo
+ h\nz°L(A))N‘Ni +42) (3). éü + OI-L, (3.35)

l’intégrale étant calculée le long de la courbe définie par les équations paramétriques xa - zZ(A)
où

z^(d) = —Rabà + ctB, z'_(A) = —RabN'A + x'B, 0<A<1. (3.36)

Notons enfin que la courbe est une géodésique isotrope de la métrique de Minkowski issue de

xB et que les quantités N' correspondent à la direction unitaire entre xA et xB.

Dans le cadre du formalisme PPN, la fonction de transfert de temps d’émission s’obtient en substituant

les expressions (3.11)-(3.17) aux potentiels h^v dans l’équation (3.32). Il vient assez aisément que Te
s’écrit [85]

7~e(tA,xA,xB) - -Rab + -r(y + \)Rab
c c* f

Jo
w(z+(A))dA

2ff—Rab (7+! + -Hw(z+(A))dA +
1 f*
jCtiVr4 Jo

w(z+(A))dA + 0 (3.37)

les intégrales étant calculées le long de T^B+ définie par l’équation (3.33).
Le cas de la fonction de transfert de temps de réception est analogue. En utilisant les potentiels hBV du
formalime PPN, nous obtenons [85]

7~r(tB,xA,xB) - -Rab + —(y + 1)/?as
c

f w(z!
Jo

°L{A))dA

~7aRab * (y + 1 + h:w(za_(A))dA + -\a'Vr[ w(za_(A))dA + Ol- (3.38)

les intégrales étant calculées le long de définie par l’équation (3.36).

Les expressions (3.37) et (3.38) montrent qu’il est possible de calculer les fonctions de transfert
de temps sans avoir besoin de connaître explicitement la géodésique isotrope reliant xA et xB ; les

intégrales, nécessaires aux déterminations de Tr et Te, sont en effet calculées le long de la ligne droite
Treliant xA à xB.
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3.5 Mesure astrométrique en formalisme PPN

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la détermination de la distance angulaire PPN entre

deux étoiles distinctes, telle qu’elle est mesurée en xr = (ctr, xr) par un observateur en mouvement.

Pour ce faire, reprenons les formules générales d’angle (1.22) établies au chapitre 2. Supposons l’exis

tence de deux sources lumineuses distinctes = (cte, xe) et x'e — (ct'e, x'e), situées à une distance finie
de l’origine des coodonnées. Dans l’espace-temps plat de Minkowski, la direction entre et l’ob

servateur xr est notée N, respectivement la direction entre x'e et l’observateur xr est notée N'. Les

rapports astrométriques admettent les développements post-newtoniens suivants,

îxr = \[Îi)xr = -N + A, N = {N‘}
suHH11Ĵ*.HÜII H

SU
II (3.39)

K = {î'}Xr =-N'+ A', N' = {N'1}
I*/- - x'e\ ’

H
J*.

'TII (3.40)

où les quantités A et A' représentent les contributions gravitationnelles sur la déviation de la lumière à

l’approximation post-newtonienne, c’est-à-dire les fonctions de déflexion. Ces dernières se déterminent

partir de la connaissance de la fonction d’univers et/ou des fonctions de transfert de temps (propriétés
1 et 4, théorème 1 ) ; en particulier, les fonctions de déflexion se déduisent de la fonction de transfert

de temps de réception Tr par la formule suivante

A(xe,tr,xr) = -VXr[cT(xe,tr,xr)-Rer] où VXr = j~j • (3.41)

Afin d’obtenir l’expression PPN de la distance angulaire, nous devons substituer les équations (3.39-

3.40) et les potentiels (3.11)-(3.17) dans la formule de l’angle (1.22). Ainsi, nous avons

M - ?;)(/; - î'j) = 2 (l - 2y^) {1 - N N’ - [AT - N] [X - ^]} + O |-j . (3.42)
Par ailleurs, nous obtenons

goo + 2g0kfîk + gkiPkfil = (l - /?“) |l —+ O J . (3.43)
Ensuite, nous arrivons à

(1 + /?"/,„)( 1 +Prl) = [1 -P (N + N’) + (fi N) (fi Af')] [1 +/?. (A + 4')] + O |-j , (3.44)
où fi est une notation représentant un vecteur dont les composantes sont les quantités pt introduites au

chapitre 2. Cette dernière expression doit cependant être inversée ; nous trouvons la relation suivante

1 = \~P.{A + A') M
(1 + p*îm)(l + pi) 1 ~FW + N') + (fl.N) (fi.N') U4

Finalement, il suffit d’utiliser les équations (3.42-3.45) dans la formule (1.22) pour obtenir l’expres

sion PPN de la distance angulaire, valide jusqu’en 1/c4, sous la forme suivante

(3.45)

sin
2 1

2

1 1 - fl2

2(1 -fl.N)(\ - fl.N')
(1 - N.N')

w

1-2(1+ y)- -fl. (A + A')

-(A'-A).(N'-N) + 0\-
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Par ailleurs, nous pouvons introduire l’angle 0(O), compris dans un intervalle entre 0 et n\ cet angle
représente la distance angulaire entre deux étoiles dans l’espace-temps plat de Minkowski. L’angle,

tel qu’il sera mesuré par l’observateur, admet un développement post-newtonien de la forme

^ = + + , (3.47)

où <p{PN) représente les contributions gravitationnelles post-newtoniennes à la distance angulaire.
D’ailleurs, en analysant l’équation (3.46), nous pouvons écrire

sin2
1

2

1 -fi2

(i-OT(i-M')
(1 -N.N') . (3.48)

Nous pouvons déduire des équations (3.46) et (3.48) l’expression suivante

i -2(1 + y)--^y+'i')-LLL^
v r c2 H v ’ 1 - N.N’

, , . W 1 ., ,,, (N' -
+ OI-I. (3.49)

Ensuite, il faut noter que les contributions post-newtoniennes 0(/W) sont petites par rapport à 0(O).
Nous pouvons donc utiliser un développement de Taylor de sin(0/2) au voisinage de 0(O). Nous avons
donc

(3.50)

Il ne reste plus qu’à identifier les termes des équations (3.49) et (3.50). Ce raisonnement nous conduit

à l’obtention de la contribution post-newtonienne à la distance angulaire (f){PN) sous la forme suivante

Nous voyons que l’essentiel du problème est donc de déterminer les fonctions de déflexion qui sont

calculables à partir de la connaissance de la fonction de transfert de temps Tr. La formule (3.51) sera

utilisée au chapitre suivant lorsque nous étudierons la déviation des rayons lumineux dans le champ
gravitationnel d’un corps à symétrie axiale. Elle nous permettra, en particulier, d’obtenir une formule

de l’influence de tous les moments multipolaires de masse sur la distance angulaire.
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Chapitre 4

Déviation de la lumière par un corps à

symétrie axiale

4.1 Introduction

Ces deux dernières décennies, de nombreux travaux ont été menés pour étudier les propriétés de

l’espace-temps engendré par le champ gravitationnel d’un corps à symétrie axiale [83, 84, 86, 64, 63,

7, 6]. Toutefois, l’analyse de la déviation des rayons lumineux au voisinage d’un corps axisymétrique

est récente [44, 62, 45]. Or, l’influence des moments multipolaires de masse des planètes géantes

du système solaire doit être prise en compte dans la mission GAIA. En particulier, pour un rayon

lumineux rasant Jupiter, les déviations induites par les moments 72 et J4 sont de l’ordre de 240 et

10 //as respectivement. Ainsi a-t-on proposé la mesure de la déflexion de la lumière par le moment

quadrupolaire de Jupiter comme un nouveau test local de la relativité générale [55, 56, 17].

L’objet de ce chapitre est de proposer une méthode de calcul explicite des effets de chaque moment

multipolaire de masse sur la déviation des rayons lumineux. Dans le paragraphe 4.2, nous présentons

le champ gravitationnel d’un corps à symétrie axiale dans le formalisme PPN ; nous donnons notam

ment dans la section 4.2.1 les développements multipolaires de ce champ de gravitation que nous

utiliserons par la suite. Dans le paragraphe 4.3, nous calculons l’expression du temps de vol d’un

photon entre un point d’émission et un point de réception xr ; nous montrons que la fonction de

transfert de temps présente une structure multipolaire où interviennent des dérivées successives d’une

fonction génératrice, appelée le noyau de Shapiro. Dans le paragraphe 4.4, nous calculons explicite

ment ces dérivées grâce à l’utilisation de fonctions ultrasphériques, les polynômes de Gegenbauer. Le

paragraphe 4.5 est dédié à la détermination explicite de la contribution de chaque moment multipo
laire sur la déviation de la lumière en xr ; nous calculons donc en xr les fonctions de déflexion. Dans

le paragraphe 4.6, nous simplifions cette détermination en supposant que les sources lumineuses sont

situées à l’infini spatial. Enfin, dans le paragraphe 4.7, en négligeant tous les effets inférieurs à 1 //as,

nous déterminons la distance angulaire, formée par deux sources lumineuses situées à l’infini spatial,

telle qu’elle est mesurée en xr.
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4.2 Champ de gravitation d’un corps en rotation à symétrie axiale

Considérons un corps isolé à symétrie axiale en rotation lente. Le champ gravitationnel est supposé

stationnaire. Nous choisissons le centre de masse O du corps comme origine des coordonnées quasi-

cartésiennes et nous supposons que l’axe de symétrie coïncide avec l’axe c’est-à-dire l’axe Oz de

vecteur unitaire k. Nous allons négliger la rotation du corps dont les effets sur la déviation des rayons

lumineux sont inférieurs à 1 //as pour Jupiter ; les composantes go/ du tenseur métrique ne sont donc

pas utilisées dans ce travail. Avec ces hypothèses, les composantes g^v s’écrivent

£°° = + (4-U

S* = O(^). (4-2)
Su = (l+2r^)'/,7 + o(d), (4.3)

où w est le potentiel gravitationnel du corps à symétrie axiale. Nous utiliserons les notations suivantes

r-1*|, re=\xe\, rr=\xr\ ne = xe/re, nr = xr/rr, (4.4)

et
U

P-er — ^Ce j Per —I %r I » ^er — •
Kpr

(4.5)

4.2.1 Développements multipolaires des potentiels gravitationnels

A partir des équations post-newtoniennes (3.14)-(3.17), le potentiel gravitationnel w obéit à l’équation
de Poisson [62]

V2w = -\nGp. (4.6)

Dans le vide, w admet donc un développement multipolaire

w(x) =
GM oo ~ n

PACOS 8)
n-2

(4.7)

où Pn sont les polynômes de Legendre, les quantités M, J2... Jn .. correspondent aux moments

multipolaires de masse [7] et r est le rayon de la plus petite sphère centrée en O contenant l’ensemble

du corps, appelé rayon équatorial. La convergence du développement multipolaire de ce corps est

assurée si r > r. En prenant en compte l’identité mathématique suivante

dzn

(—!)"«!
l+n

Pn(z/r), z — x^

nous arrivons à

w(x) = GM
1

r
Z

H)"

ni
Jnr

er_
dzn

(4.8)

La comparaison de l’équation (4.8) avec l’équation de Poisson (4.6) nous conduit à exprimer la densité

p comme une série multipolaire de la forme

p(x) = M
ni ozn

L n=2 J

(4.9)

ù(3)(.r) étant la distribution de Dirac rapporté à l’origine 0.
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4.3 Détermination du temps de vol d’un photon

Considérons un rayon lumineux reliant un point d’émission xe = (cte, xe) et un point de réception

xr = (ctr, xr). Dans un espace-temps stationnaire, le temps de vol tr - te dépend uniquement de xe et

xr. Il existe donc une et une seule fonction de transfert de temps T(xe, xr) telle que

tr ~ te = T(Xe,Xr). (4.10)

La détermination de T(xe,xr) est obtenue en utilisant les équations (3.37) et (3.38) qui, dans le cas

stationnaire, se réduisent à

T(xe,xr) = ~Rer + "3 (7 + l^Rerf0 w(X(oM))dA + O , (4.11)

où l’intégrale est calculée le long de la géodésique non perturbée d’équations paramétriques x"0) =
(*? - x%)À + xae.

Il faut donc calculer l’intégrale du membre de droite de l’équation (4.11). Les équations (4.8) et (4.9)

permettent d’exprimer cette intégrale sous la forme suivante [62]

f
Jo

w(jC(0)(/l))<i/î = GM
OO 1

i - L -t-v
ni

n-2

dn

(dx3)n
F(x, xe, xr) (4.12)

x=o

où F(x, xe, xr) est une fonction, appelée noyau de Shapiro, définie telle que

F(x,xe,xr) = — ln
l\pr

\x — xe \ + \x - xr \ +Re

\x - xe \ + \x - xr \ -RÉ
(4.13)

En substituant l’équation (4.12) dans le membre de droite de (4.11), nous voyons que la fonction de

transfert de temps T admet le développement multipolaire

7~(xe, Xr) — —Rer + <F\i(xe, ATr) + n(.Xei Xr^)
C in=2

0ÙTm est le retard de temps de Shapiro [77]

TM(xe,xr)
GM

(y+ D-rin
rr + re + Rer

rr + re- Rer

et les fonctions T)n sont données par

TJn(xe,xr) = -{y + 1 )-^-—Jnr/lRer dn

n\ (<dx3)n
F^Xg.Xr^x^.

(4.14)

(4.15)

Jusqu’ici seul Tj2 a fait l’objet d’une détermination explicite [44, 62]. Dans ce travail, nous allons
déterminer explicitement la contribution de tous les moments multipolaires Jn sur la fonction de
transfert de temps [55, 56].
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4.4 Structure multipolaire de la fonction de transfert de temps

L’obtention de l’expression explicite de chaque terme T)n(xe, xr) est conditionnée par le calcul des

dérivées successives du noyau de Shapiro. Ces dérivées peuvent être calculées en utilisant les travaux

de Faà di Bruno [1, 34] qui a trouvé une formule permettant d’obtenir la dérivée même d’une fonction

composée du type f(x) = O(w), u = u(x) sous la forme suivante

dn _yd"+'-m yn\ 1 / 1 /I dmuV
dx"^ ^ 2-i dun+\-m ( ^ 2-j !/2 il! dxj \2! dx2) \m\ dxm)

m= 1 n,m m \ / \ / \ /

(4.16)

où V représente la sommation sur tous les ensembles d’entiers positifs q, 12,im satisfaisant le
Z—J n,m

système d’équations

f ii + 2/2 + 3/3 + ... + mim — n,

( il + il + ... + im = n+l — m,
(4.17)

avec 1 < m < m

Notons que F(jc, xe, xr) peut s’écrire

F(x, xe, xr) = [ln(X + Rer) - ln(X - Rer)] , (4.18)
Ker

avec

X = X, + ,

Xe = \x- xe\, Xr = \x- xr\,

(4.19)

(4.20)

Appliquons la formule (4.16) ; il vient

dn

(dxJy
— F(x,xe,xr)

X=0 x\pr

n-m (n - m)\ (rr + re + Rer)n+l m - (rr + re - Rer)\/i+1 -m

X

m= 1

Ht.

2«+l-r (rrre + xe.xr)"+'-m

n\ l\dX\'ld2X

n,m
i\ 1/2!...im' \ 1 ! dxj) \2! (dxj)2

1 dmX Y

m\ (dxj)r
.(4.21)

jc=o

Il faut ensuite déterminer la /dème dérivée de la fonction X par rapport à z, en x = 0. Or, la relation

dk

dz,k
|jc - x'\

X'=Xe

= (-l)k—k\x - xe\

montre que si nous définissons un vecteur perturbateur tel que ôx = (z' - ze)k, alors la norme eucli

dienne \x - xe - ùjc| peut être développée en série de Taylor de la manière suivante

k= 1

\x - xe - ùjc| = Xe + ^ ^ (k.ôx)

Par ailleurs, nous pouvons également écrire que

\x - xe - ôx\ = Xe

dkXe

dzk
(4.22)

^ yk.ôx k.(x - xe) [k.ôx
Xe Xe
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Comme nous supposons ôx petit par rapport à xe, cette dernière expression est une distance que nous

pouvons développer en série polynomiale

\x - xe - ôx\ = (4.23)

où les C[:]/2) (k.(x - xe)/Xe) sont des polynômes de Gegenbauer de degré k et de paramètre -1/2 [1].
La comparaison des équations (4.22) et (4.23) nous permet ainsi de déterminer ipso facto la dérivée
/dème de la fonction

1 PX' (-1)* f-U2)(k.(.X-Xe)\
k\ dzk Xk~< * \ Xe j '

Un raisonnement analogue donne pour les dérivées successives de xr

1 &xr = (-1)* (.1/2)/fc.(*-*r)\
k\ dzl X*-> * \ Xr j '

Nous obtenons donc la dérivée /dème de la fonction X sous la forme

1 dkX _ (-1Ÿr(-\/2) (k.(x - xe) \ (~\)k (-1/2)1 k.(x-xr)\
k\ dzk Xke-1 * \ Xe ) Xk~] k \ Xr ) '

(4.24)

(4.25)

(4.26)

En substituant l’expression (4.26) dans la formule (4.21), nous obtenons donc

GM „ A „ m (n-m) (rr + re + Rer)n+X~m - {rr + re - Rer)
TJn(xe,xr) = (y + 1)-=- Jnr > (-l)”~wx — £ ÎLl

r c3 ^ 2n+x~m (rrre + xe.xr)n+]~m
m= 1 v '

1 m

xr-—-—n

n+l-m

— C
4-1

k.xA 1
H C
+ rl-1 H

k.xr
(4.27)

La formule (4.27) fournit un procédé algorithmique permettant de calculer systématiquement et

explicitement les contributions de tous les moments multipolaires de masse Jn sur la fonction de
transfert de temps. Pour les besoins de la mission GAIA, nous pouvons expliciter les contributions
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des moments J2, J3 et J4 :

Tj2(xe,xr) =
, ^ nGM, T2 Rer
^ 2c3 2 />rc 1 + ne.n.

1 1 \ (k.ne + £.wr)'

rr / 1 + ne.nr

1 - (k.ne)2 1 - {k.nry

rr

(4.28)

Th(xe,xr)
r3

(r+i)—/3 —
2c3 ‘ rrre 1 + ne.nr

(k.ne)[ 1 - (/c.ftg)2] + (A:.#ir)[l - (fc.ttr)2]

1 1 \ A:.«e + A:.«r

rr Ke J 1 + Kle. flr

1 - (k.xe)2 1 - (k.xr)2

A

1 1 3 - ne.nr
~l + “2 +

2rrre

(A:.ne + k.iirŸ

(1 + tlg.nr)2
(4.29)

GM J4?4 R
TjA(xe,xr) = -(y+1)

8c3 rrKg 1 + Klg.tlr

1 - 6(k.rig)2 + 5(k.Kig)4 1 - 6(k.nr)2 + 5(k.nrY

1 1
+1 — + —

1 1 - (k.tig)2 1 - (k.nr):

rr Kg) 1 + ne./ir

-4A:.(we + wr)

,2 2 3 - ne nr\ (k.ne + £.nrV
-21 — + — + — 1

(Jk.ne)[ 1 - (k.fig)2] + (fc./ir)[l - (fc.Kr)2]

r? r? ^r^e (1 + Klg.tlrY

1 - (k.tig)2 1 - {k.nry

,1 1 \ / 1 1 1 - /J, • /ir\ (/r.we + A:.«r)4
+2|- + -'b + ^+ ,, (i + „e.„f)3A ^

(4.30)

Nous allons introduire de nouvelles notations, qui seront utiles dans la suite pour discuter des ap

proximations à nos formules. Ainsi, nous définissons P comme étant le point où la distance entre le

rayon lumineux non perturbé et l’origine O est minimale et nous introduisons le vecteur unitaire q

défini par
tig + nr

et

q =

1

I iig + nr\

rc - \OP\ = -\Ner x [{xe + xr) x Ner]\.

Appelons ifs l’angle entre xe et xr, il vient naturellement

cos 1J/ = ne.nr, 0 < if/ < n

D’où

et

\ne + nr\= V2(l + «,»,) = 2 cos f,
Üf

k.tig + k.nr = k.q cos — .

De plus, nous pouvons déduire de l’équation (4.32)

1 1 \ Kr Kg . IJ/
= — = sin —

V2(l + Klg.tlr) 2cos^/2 rc Rer 2

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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En substituant les équations (4.35) et (4.36) dans les expressions (4.28-4.30), nous obtenons

Th(xe,xr) =
GM ! r\2 , 2 4/ f G

(y + 1 ) ^2 I ~ I sin - {— f1 ~ (k.nr)2] + — [l - (k.ne)2]
{R-er L Rer

rr + re

Rrr
(k.qf > , (4.37)

jj (r + r rr fl - (k.nr)2\ + re\ 1 - (k.ne)2]
Th(xe,xr) = (y + 1)—— 73 ( — I sin T \ — ^ " (k.q)

2GM If'3

2 R. R,.

+ cos —
2

ij/ r}(k.nr) fl - (&.wr)2] + r2e(k.ne)[ 1 - (/c.«,)2]

rr + re\ 1

R.r

R2

(k.q)3 } , (4.38)

Tj4(xe,xr) =
, , 7 -4 G+ re

-(y + 1)——J4 — sin —
2c3 2 Rt

rr[ 1 - (^-«r)2] + re fi - (/c.w,)2]
t2

&

_2,3^1+^ + rr[l-(k.nr)2] + re[\-(k.ne)2\^

+4

Rer G + re
. .2

rr + r*

/?
er

+ 1 (k.q)

if, f2(k.nr) f 1 - (k.nr)21 + r2{k.ne) \ 1 - (£.we)2]
-8 cos — -{k.q)

^ Rer

, é 1 - 6(k.nr)2+ 5(*.nr)Jl + f 1 - + 5(£.ne)4|
+2 cos2 T —1 T

2 O, + re)R-
. (4.39)

4.5 Directions des rayons lumineux au point de réception du pho-

ton

Les rapports {(£),-}, décrivant la tangente à la géodésique en xr, s’écrivent

îr= (tt)rl = -Ne+ (4.40)

où le vecteur déflexion A(xe, xr) est donné par

A(xe,xr) = -VXr[cT(xe,xr) - Rer] . (4.41)

En substitutant les formules (2.57)-(2.58) dans l’expression (4.14), nous obtenons le développement

multipolaire de A(xe, xr)

A(xe, Xr) = AM(xe, Xr) + ^ Ajn(xe, xr) , (4.42)

n-2

4jy/(^e» %r) C ^xJl~A/(^e» %r) »
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L’équation (4.15) donne

w . , , .GM (re + rr)Ner - Rernr
ÀM(xetxr) = -(y + 1)—r — —

c2 rerr{\ + ne.nr)
(4.44)

Déterminer la dérivée de l’équation (4.27) ne pose que des difficultés calculatoires. Nous introduisons
la notation

1

Aw(x„xr) = —q
(-1/2)

k.xA 1
+ -rrC

(-1/2) / k-Xr
rk-1 *

En utilisant les propriétés des polynômes de Gegenbauer [1], nous obtenons

VjCrA(k)(Xe>Xr) = E(k)(xr) ,

où E^)(xr) est définie comme

%)(*r) = “T nr ~ Ph-1

(4.45)

(4.46)

(4.47)

En utilisant l’équation (4.46), nous obtenons

ÀJn(xe,xr) = (-i)"(r + i)~ JJ* (4.48)

m= 1

x X ^rry—JCr) Af2)(xe, xr)... Aj*}(*e, *r)

x <{ (n + 1 - ra)

1

nr + Ne

(fr + re- Rer)n+2-'n (rr + + Æer)”+2-'"

1

(rr + r, - /?er)”+1-w (rr + r, + Rer)n+1

x
^(l)C*-r) . P(2)(,xr) . P{m)(.Xr)

l\ — ; + l2~ : :—H . . . + lr
\\)(xe,xr) \2)(xe,xr) A(m)(.Xe, Xr)

Pour n = 2, la formule (4.48) donne

GMJjï1
\h{xe,xr) = (y + 1)-

rr + re

c2 4r2r2(l + ne.nr)2
AL

(&.«<, + À:./ir)2 (rr + re)2 + 3R~e

1 + ne.nr

1 - (k.ne)2 + 1 - (k.nr)2 \ (rr + re)2 + Æ
G

R,
-nr

rr + re

>7 + re

(.k.ne + k.nr)2 3(rr + r^)2 + R2er

1 + ne.nr rrre

(rr + 3re)(rr + re) - R2
-[l -3(k.nrf]

-2(rr + re)
1 - (k.ne)2 2(k.ne)(k.nr)

+4A:— (k.ne) + (k.nr)
(rr + 3re)(rr + re) - /?

2re(rr + re)

rrrP

(4.49)
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4.6 Cas où l’étoile observée est à l’infini

Supposons maintenant que le rayon lumineux reçu en xr a été émis par une étoile située à l’infini. Soit

N la direction dans laquelle le rayon a été émis. Nous pouvons poser

N = -ne, et Ner = N. (4.50)

Sous ces hypothèses, le vecteur A{xe,xr) tend vers une limite finie qui peut être considérée comme

une fonction de N and xr. Nous posons donc

lim A(xe, xr) = À(N, xr). (4.51)
Xe/re^>-N

re—>oo

En prenant en compte les équations (4.50) et (4.51), la quantité /l(A, xr) peut être exprimée sous la

forme du développement suivant

A(N, xr) = AM(N, xr) + ^ AJn(N, Xr) (4.52)

n-2

OU

AM(N,xr) = lim ÀM(xe,xr),
Xe/re—>—N

re—>oo

AJn(N,xr) = lim AJn(xe,xr).
Xe/re—N

re—>oo

La limite de ÀM(xe,xr) se déduit aisément de l’équation (4.44). Compte tenu de (4.50) et (4.51), il
vient

MN, xr) = (r + 1 ) — . (4.53)
cLre 1 - N.nr

Soit A la droite parallèle à N passant par xr. La quantité rc est maintenant la distance euclidienne

entre A et O. L’angle a, figurant dans les équations (4.33)-(4.39), désigne maintenant l’angle entre N

et nr. Nous posons a = n - if/ avec 0 < \j/ < n ; nous avons donc

cos a = N.nr 0 < a < 7i.

Avec ces notations, nous pouvons écrire

1 2 a . a
— = — cos — sin —

rP rr 2 2

Le vecteur unitaire q, défini par l’équation (4.31), doit être remplacé par qn défini par

Qn
nr - N a

= 2 sin — (nr - N),
V2(l - N.nr) \ 21

-î

Avec ces notations, l’équation (4.53) s’écrit

2GM a
AM(N,xr) = (r + 1) — cos - qN .

cArr

Il est facile de voir que, quel que soit l’entier positif p,

lim
r^°° (rr + re + Rer)P
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= 0

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)



(4.59)

et

lim
1 1

r^°° (rr + re - Rer)P rpe (1 - N.nry \rc

De plus, nous avons

= 1 — 1 cosr I — I sin
a

P _ Uin-P -
a

Œ

lim A(i)(xe, xr) = -2 sin ~{k.qN)
Xe/re^>-N Z

r,->oo

et

1

lim A([)(xe,xr) = —-C[ ]/2(k.nr) pour / > 1 .
erP^>co e

(4.60)

(4.61)

En substituant les équations (4.50)-(4.51) et (4.56)-(4.61) dans l’équation (4.48), nous obtenons l’ex

pression suivante pour AJn(N,xr)

GM

c^r,

~ \ n
r

A,„(AUr) = (r + 2"+2cos'1+i I —
a

x £<-• Z'-"'”,," - sin- g)(k.q„r^- [c2-1/2(*.«r)]'
m= 1 n,m \ 2 m

x [c~',2(k.nr)f ... [C"1/2(fc.nr)]î"' |(n - m + 1 )qN + -(n - 2m + 2 + k.qt

. a
- sin —

2

P2{k.nr)nr - P\{k.nr)k . P2(k.nr)nr - P2(k.nr)k
^2 n\ .. ’ ^3

C<-,/2)(*.nr)

+... 4" l

dçm\k.nr)
~ ^m-l (k.tlr^k

C{~u2\k.nr)
(4.62)

où rm est défini par

rm — h + 2/4 + ... + (m — 2)im . (4.63)

Notons que l’effet des moments multipolaires sur la déviation des rayons lumineux est maximal si le

rayon rase le corps déflectant ; ceci signifie que l’angle a doit être petit : pour une précision d’une/j.as,

les termes proportionnels à sin^-j sont donc négligeables lorsque l > 1, ce qui amène de notables
simplifications de l’équation (4.62). Quelques manipulations algébriques élémentaires donnent pour
n = 21

Aj2l{N,xr)*{-\y+\y+\)2G%(lî'cos-
c2rc

1-1

(4.64)

x [\-(k.nrf] 1)1——
(k + l)(jfc + 2)...(& + /)

x(k.qN)

k-0

2k+\

cl-k - 1)! 13.5...(2k + 1)
[l -(k.nr)2]

l—k—l

l + k + 1

k + 1
(k.qN)qN + (k.nr)nr - k
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Àj2M(N,xr) « (-i)/+1(r + cos2('+,)(|)

x |[l - (k.nr)2]/ [2(k + 1)(A:.^)^ + (k.nr)nr - k]
O k

(4.65)

k=0

X(k.qN?«+,)

2k (k + 2)(k + 3).1)

(/-£- 1)! 1.3.5...(2*+ 1)
1 - (fc.n,)2]

l-k-\

2(1 + k + 2)

2k+ 3
(k.qN)qN + (k.nr)nr - k

Nous déduisons immédiatement des équations (4.64) et (4.65) les expressions des contributions

des moments multipolaires J2, J3 et /4 sous la forme

, 2GM ( r \2 o / or \
Àj2iN,Xr)*{y+l)—J2(-) cos (-)

x{[l - *]} , (4.66)

W*r)*(r+ 1)^/3 (£) COS4 g)
x {[l - (fc.wr)2] [4(A:.^)^ + (k.nr)nr - k)- 4(k.qN)2 [2(k.qN)qN + (k.nr)nr - fc]) ,

(4.67)

Àj4(N,Xr) ~ “(y + 1)“i~‘/4|-j COS5g){[l -(fc.W,)2]“tf„
-4 [ 1 - (A:.«r)2j (fc.0„) [3(A:.^)^ + (k.nr)nr - k\

+ 8(^.^)3 [2(A:.^)^ + (k.nr)nr - fc] j . (4.68)

4.7 Distance angulaire entre deux étoiles situées à l’infini

Considérons deux sources lumineuses distinctes S et S' situées à l’infini, de direction d’émission

N et N' respectivement. Les rapports {îj}Xr et {/'Lr, décrivant les tangentes des rayons lumineux issus
de S et S', s’écrivent au point de réception xr

co

îxr = {îi)xr =-N + A, A(N, xr) = Am(N, xr) + Ajn(N, xr), (4.69)
n=2

et
oo

K = Ü',)*r = -N' + x, A(N',xr) = AM(4.70)
n-2

La distance angulaire entre S et S' mesurée en xr admet le développement

<p= <pm+ <p{PN)(4.71)

où 0<O) est l’angle formé dans un espace-temps plat défini par la formule (3.48) et é"’N' est la contri-
bution relativiste donnée par (3.51).
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En utilisant (4.52), nous déduisons l’expression de (p{PN)

0,(PN) _ l +
fi.(N + N')

1 + N.N'

1 - N.N'

1 + N.N'

w

; 2(l+r)-

+j8. 4ai(N',xr) + ÀM(N,xr) + ^[/^(AT, xr) + AJn(N,xr)]
n=2

+

N' -N

Vi - (iv.^)2
xr) - Am(7V, xr)+ *r) - ÀJ,{N,

LV n=2

(4.72)

Pour une modélisation de GAIA valide à la précision d’une //as, la formule (4.72) peut être simplifiée ;
en effet, le satellite GAIA sera très éloigné des planètes géantes, ce qui signifie que le terme w/c2 de
l’équation (4.72) se réduit au terme de masse GM/rec2. Ensuite, fi et lJn sont des termes de petite
amplitude, ce qui signifie que les termes croisés (fi-Ajn) peuvent être négligés. Sous ces hypothèses, la
contribution relativiste 0(/W) peut s’écrire sous la forme

^=4ra)+f>r+°( (4.73)
n=2

OU

éiPN) = 1 +
fi.(N + N')

1 + N.N'

1 - N.N'

1 + N.N'
7(1 + y)—~ + fi- xr) + Am(N, xr))

rPcl

et

| AM(N',xr)~ AM(N,xr) ryv,
Vl - (N-N')2 ' J ’

,(iw) W' - N). [AJn(N', xr) - AJn(N, *,)]
tjn =

(4.74)

(4.75)
Vl - (N'.N)2

Notons que l’équation (4.75) est obtenue en négligeant un terme facteur de l’aberration

|fi.(N + N')] / [(1 + N.N'] qui est 10~4 fois plus petit que le second membre de (4.75). Ensuite, en
substituant l’équation (4.76) dans l’équation (4.75), nous obtenons explicitement pour $fN)

0r = -(r+«
2GMJ2 {N' - N)

W3

a

cori-

c2 V1 - (N'.N)2

x {[l - (k-nr)2 - 9» - 2(fc.?'v) [(ft.«r)nr - fc]}

- (Gcos3 x |[l — (k.nr)2 - 4(k.qKf\ qN - 2(k.q„) [(k.nr)nr - *])

où a, a', qN, q'N, rc et ri sont définis par

cos a = N nr, cos a' = N' nr,

qN = ^2 sin | j (nr - N) , q'N = ^2 sin yJ (wr - AT) ,
or . a . a' . ar'

rc = 2rr cos — sin — , r. = 2rr cos — sin —
2 2 2 2

(4.76)

(4.77)

(4.78)
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Troisième partie

Développements à l’approximation

post-minkowskienne généralisée.
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Chapitre 5

Développement général de la fonction
d’univers

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la détermination de la fonction d’univers à l’approximation post-

minkowskienne généralisée, c’est-à-dire à la représentation de fX-Xÿu *s) sous la forme d’une série

en puissances successives de la constante universelle de la gravitation G

oo

Q(xa, xb) = Q(0\xa, xb) + ^ Gn£lin\xA, xB), (5.1)
n-1

où n(0)(xA,xB) est la fonction d’univers de l’espace-temps de Minkowski définie par

£l(0\xA, xb) = “ *a)W - xa) = . (5.2)

Dans le paragraphe 5.2, nous présentons l’approximation post-minkowskienne généralisée en sou

lignant les différences avec l’approximation post-newtonienne; nous introduisons les composantes

covariantes du tenseur métrique sous la forme de la série

oo

= f + (5.3)
n= 1

et nous donnons les relations utiles entre les composantes covariantes et contravariantes du tenseur

métrique. Ensuite, le paragraphe 5.3 est dédié à la construction d’un développement perturbatif des

équations d’Hamilton-Jacobi satisfaites au point x par la fonction d’univers Cl(xA, x), x étant considéré

comme une variable libre. Dans le paragraphe 5.4, nous résolvons ces équations à tous les ordres d’ap

proximation post-minkowskienne en supposant que x varie le long de la géodésique non perturbée T^B
reliant et xB. Nous en déduisons dans le paragraphe 5.5 un théorème donnant la fonction d’uni

vers ü.(xA, xB) sous la forme d’une série en puissances successives de G, où chaque terme perturbatif

xB) est déterminé par le calcul d’intégrales évaluées le long de ; nous formulons un corol

laire donnant le terme perturbatif D{2). Enfin, le paragraphe 5.6 est consacré à une détermination de
Q(2) en utilisant les corrections d’ordre G de la géodésique non perturbée, calculées par les équations
d’Euler-Lagrange. Nous retrouvons le résultat du corollaire, ce qui nous permet de valider le théorème

obtenu dans le paragraphe 5.5.
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5.2 L’approximation post-minkowskienne

Dans le cadre de l’approximation post-minkowskienne, l’espace-temps est une perturbation de

Minkowski ; les composantes covariantes du tenseur métrique s’écrivent

Spv fyv , (5.4)

où T) représente la métrique plate de Minkowski et h est considérée comme une perturbation. L’ap

proximation post-minkowskienne consiste à supposer que les potentiels h se développent par rapport

à la constante universelle de la gravitation G. Nous parlons d’approximation post-minkowskienne

généralisée lorsque la perturbation h admet un développement en série infinie en puissances succes

sives de G. Dans ce cas, les composantes covariantes de la métrique s’écrivent

oo

g>‘v(x,G) = >f'' + YJGng^)(x), (5.5)
n=1

où les composantes contravariantes sont déterminées par

«£> = -vTrrtë, (5.6)

C = -rrc - Z • (5.7)
p= i

Soulignons qu’à la différence de l’approximation post-newtonienne, aucune hypothèse restrictive

n’est introduite sur la physique interne et le mouvement des corps, sources du champ gravitation
nel.

5.3 Développement post-minkowskien des équations d ’Hamilton-

Jacobi

Considérons xA = (ctA,xA) et xB = (ctB,xB) deux évéments fixés. Supposons que l’événement x =
(et, x) est une variable libre et intéressons nous à la fonction d’univers Q(^, x) = Q(x). Nous voulons

obtenir un développement post-minkowskien général pour Q(jc) de la forme

oo

0(x) = J] CÏ(xA) = 0. (5.8)
n-0

Q(x) satisfait des équations de Hamilton-Jacobi en x. Nous avons donc

a^(x) ——— — — ~ = gaf3(x)duQ(x)dvÇl(x) = 2Ct(x).^ v ' dxa dxP

Construisons le développement en série de dfX£l(x)dvCl(x) en utilisant (5.8). Nous obtenons

oo { n \

dtIQ.(x)dvQ.(x)= d,JÏ0)dvT^0> + YjG"
n= 1 \p=0

oo / n \

= ZG" z^^
n=0 \P=0

(5.9)

(5.10)
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En multipliant la série (5.10) avec l’équation (5.5), nous obtenons le développement en série du

membre de gauche des équations d’Hamilton-Jacobi (5.9). Nous arrivons à

f\x)d,Cï(x)dvCï(x) = ^ G" Yj Y " â*Q
n=0 Vp=0 <7=0

n-p \
7r(<7) o -p^n-p-q)

(5.11)

La construction complète du développement en série des équations (5.9) est obtenue en substituant

l’équation (5.8) à 0(.x) dans le membre de droite de (5.9). Nous obtenons

G \l{xv - xvA)dvÇ?]) + r)wTlvcr(x? - xpA)g{])^v

n=2

n-1 n-p

+ ^ 2 G"- x\)dvïïn)+1 £rTd^d^ + - Y Z n

p=i p=i 9=1

—(1) \ i (/î)

= 2GO + 2, 2G"Ô
n=2

(5.12)

Enfin, en isolant chaque ordre de perturbation en 0(Gn), nous pouvons remplacer le développement

en série (5.12) par un système infini d’équations aux dérivées partielles

(n)

OU

- dClm „ „
% = ~JÏT('Xa’ x) = - V) -

?" = - •»£ .

et

d>(1)W =

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

d>(,,)W = -~qu qvd?Jx)
2 ^

n-1

-z
p=l

C(x)
an

d;tv
+ Z

9=1
dx^ dxv

+ rfi
,dàP) dû"-*

dxu dxv

(5.17)

quel que soit n > 2.

5.4 Résolution des équations d’Hamilton-Jacobi

La détermination de Q(x) consiste donc à intégrer les équations (5.13). Or, ces équations sont

valides en tout point x ï xA. Nous allons supposer que x varie le long de la géodésique non perturbée

VAl, reliant les deux événements fixés et xB, d’équations paramétriques x(o)(/l)

X(0)aW = qaA + xA , où 0 < A < 1 . (5.18)

En substituant l’équation (5.18) et x(0)y(/l) - xA = qvA respectivement à x et qv dans les équations
(5.13), nous obtenons

Aqvdviïn\x(0)(A)) - iïn)(x(0m = &n\(x(0)(A)). (5.19)
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(n)

Calculons maintenant la dérivée totale du terme perturbatif £1 ' le long de la géodésique ; nous
obtenons

dri"\xm(A)) ,,dd"\
dA dx^

(5.20)

in)

En substituant le membre de gauche de l’équation (5.20) à q^—r{x{Q){A)) dans l’équation (5.19), nous
remplaçons le système d’équations aux dérivées partielles par un système d’équations différentielles

ordinaires de premier ordre du type

d£ï (X(0)(d)) —(«) / x
2 ~ ^ (*o)OD) = ®W(*P)W)) • (5-21)

dA

En introduisant la transformation

Q(x(0)(A)) = AS(,l)(x(0)(A)) (5.22)

et en calculant la dérivée totale de ^(jr(0)(/l)) dans l’équation (5.22), nous obtenons

dA dA

En substituant les équations (5.22) et (5.23) dans l’équation (5.21), nous arrivons à une nouvelle

équation différentielle

l2d^(x{0)0»
x

dA
= <Dw(X(o)W-

Or, la solution générale de cette dernière équation s’écrit

Sw(x(Ç>m = J —O(n)(x(0)(A') dA' + C(”},

(5.24)

(5.25)

où les C(n) sont des constantes arbitraires. En utilisant l’équation (5.22), nous obtenons maintenant la
—(ji)

solution pour chaque terme perturbatif O sous la forme

n(*(0>O)) = A J 2_oW(X(0)(yl') dÀ' + c^A . (5.26)

Toutes les solutions (5.26) sont compatibles avec la condition initiale O^) = 0, mais il reste le

problème de la détermination des constantes d’intégration C(,î). Cependant, les dérivées de la fonction
d’univers £l(xA, xB) par rapport à x^ admettent une limite finie lorsque xB tend vers [82]

lim
XB-^XA

dQ

d4
(xA,xB) = 0. (5.27)

(n)

Cette propriété permet d’écrire que les dérivées de chaque terme perturbatif (jc(o)(T)) par rapport
à jd7 admettent une limite finie lorsque A —> 0

Vn, lim
^-»o

ÔQ
[n)

dx^
(X(0)(/1)) = 0. (5.28)

Enfin, la condition (5.28) permet de calculer la limite de l’équation (5.20) lorsque A —> 0

Vn, lim
À-*o

d —(n)

Y/1 (*(0)0*)) = 0. (5.29)
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Calculons maintenant la dérivée de l’équation (5.26) par rapport à A et déterminons sa limite lorsque

A —» 0. Nous déduisons alors aisément l’expression des constantes d’intégration C(,!)

r1 i

Vn, C(n) = J -^<Dw(*(0)Or))<a\ (5.30)

En substituant les expressions (5.30) dans (5.26), nous obtenons pour chaque terme perturbatif £2

Q?"\xm(A)) = A [ (5.31)

Toutefois, il faut prouver la continuité de Tintégrande /t'“2<ï>(jC(0)(/T) sur l’ensemble de l’intervalle
0 < A' < 1. Celle-ci est aisément vérifiée pour n = 1, car nous déduisons de (5.16)

— ®(1)(x(0)(d)) = “(*£ - x%)(xB - x^rjwTiyo-^ixwiA)). (5.32)

En conséquence, £2(1)(x(0)(4)) est donnée par l’équation (5.31) lorsque n - 1. Ainsi, la détermination
de la fonction d’univers à l’approximation post-Minkowskienne linéaire, c’est-à-dire les termes d’ordre

( i )

G, est obtenue quand nous calculons n(1)(x^, xB) = £2 (x(0)(l)). Il vient

i r1

Qw(xa,xb) = --tibpîivct(xpb-xpa)(xb-xa) J ^(xço^A^dA. (5.33)

En substituant maintenant x à xB dans le membre de gauche de l’équation (5.33) et en dérivant par

rapport à x, nous arrivons à

<9£}(1)

dxv
(xA,x) = -qp I Tjvo.gfî)(x(0)(À))dÀ

Jo

i r1 _ _ _

^ v(xi0)(A))AdA,
Jo

~ QpQo-

où X(0)(T) est définie par

x“)CA) = (xa-xaA)Â + xaA.

En posant x = x(0)(/l) dans le membre de gauche de l’équation (5.34), nous déduisons

<9£}(,)

dxy

r] _ _

-(x^,X(0)(4)) = -A(xb - xA) TjaprjyO.g71)(x(0)(A))dA
Jo

i r1

-^(Xb-XaX^b-^ J VapVpo-g^'V&wCAWdA.

(5.34)

(5.35)

(5.36)

Enfin, en substituant (5.36) dans l’équation (5.17) considérée lorsque n - 2, nous voyons que A~2<I>(2)
est une fonction continue de A. Un long raisonnement par récurrence montre que /C20(,!) est une
fonction continue quel que soit n > 2. Nous pouvons donc déterminer les perturbations £l{n\xA,xB)
en considérant les équations (5.31) lorsque A tend vers 1.
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5.5 Développement post-minkowskien général de D.

Théorème 2. En supposant que la métrique d'espace-temps admette le développement post-

Minkowskien généralisé (5.5), la fonction d’univers de deux événements distincts xA et xB est donnée

par

ou

kl(xA, xB) = n(0)(*A, xB) + ^ GnQ.i,l\xA, xB),
n-\

i r1

n0)(xA, XB) = ~ •*£)(*£ ~ *A) J ^iV)(^(0)(^))^ ,
i r1

*B) = - *£)(*? - jcj) J ^{x^A))dA
1 ÔQ(n~p)

qBp (*£ - (*A, *(0)(4))
4 dxv

+z
9=1

1 n-1

1

/l2
(xA, *(0)(4))

I f y i2^° éiA‘
dü(p)

—TfV-7TE7(xA’x(0)(À))

dQin-p-q)

dxv

dQ{n~p)

dÀ

2 Jn A2 dxv v " dxv
p-1

(*/4,*(O)0*))

(*/t,*(o)(A))dA,

(5.37)

(5.38)

g«e/ soit n > 2, toutes les intégrales étant calculées le long de la droite minkowskienne T^
définie par l’équation (2.34).

Ensuite, à partir des équations (5.37) et (5.38) du théorème 2 et des composantes contravariantes
(5.6)-(5.7) du tenseur métrique, nous déduisons aisément l’expression explicite du terme perturbatif

£2(2)(jt4, xB) dans le corollaire suivant.

Corollaire. En prenant en compte les composantes covariantes du tenseur métrique, les termes

Q.(1)(xa, xB) et Q(2)(jca, xb) peuvent être écrits sous la forme

i r1

n(I)(xA,x5) = -(*£- x?a)(xvb- xva) J g(Jv\x(0)(A))dA , (5.39)
i r*1

n(2)(^,xB) = -{xfB- jfA){xvB- x\) J [^(^(d))
“ rf* gpp(x(0)(A)) g^(x(0)(4))] dA

X1 1jqvp ~q~t^ x*m gpp(x(oM))dA
1 r1 1 d£l{l) dn(1)

- 2 J ^^y-g^(xA^(0)(A))-j^-(xA,x(0)(A))dA. (5.40)

En conclusion, nous avons utilisé les équations d’Hamilton-Jacobi satisfaites par Cl(xA, x) au point

x considéré comme une variable libre. Nous avons montré que cette équation pouvait facilement être

remplacée par un système infini d’équations différentielles ordinaires régissant le terme perturbatif
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x) lorsque ;t est contraint à varier sur la géodésique non perturbée reliant et xB. Nous en

avons déduit que chaque terme Q{n\xA,xB) est obtenu sous la forme d’une intégrale calculée le long

de cette droite. Dans le cadre de l’approximation post-minkowskienne d’ordre G, nous retrouvons

l’expression de D(1) déjà donnée par Synge [82]. Cependant, soulignons la difficulté pour déterminer
les termes perturbatifs Q.w pour n> 2, qui nécessitent de prendre en compte des intégrandes compor
tant des dérivées des termes £l{n~p\ p - 1, ..., n- 1. La présence de ces quantités peut conduire à des
calculs compliqués, comme l’illustre le cas n = 2 où un produit des dérivées d’f2(1) intervient dans la
détermination du terme 0(2).

5.6 Détermination de n,2j avec les équations d’Euler-Lagrange

Le but de ce paragraphe est de déterminer le terme perturbatif 0(2)(x,4, xB) d’une manière différente.
Pour ce faire, nous allons en effet utiliser l’expression (2.39). Nous avons donc besoin de calculer ex

plicitement les corrections d’ordre G à la géodésique non perturbée Nous pouvons écrire ces
corrections sous la forme suivante

X"W) = GX“m(X) + G2X»2)(A), (5.41)

où les fonctions Xp]} et Xp2)satisfont les conditions de bord

Xf1}(0)=Xf2) = 0, Xpï)(\) = Xp2) = 0. (5.42)

La substitution des équations (5.5-5.7) et (5.41) à respectivement g^v et Xp dans l’équation (2.39)
permet d’obtenir

Q(xa,xb) = &0)(xA, xB) + -G(^ - ty(xvB - x\) f g(JJ(x(A))dA
£ Jo

+\g2 f [(4 - 4>(4 - XVA)g™(X(0)0))
+2(4 - x^X^Wg^mW)+ ^dO^dO)] dA + 0(G3).

(5.43)

En remarquant que

$W))= silW'*)) + GX^/"p(xm(A)) + 0(G2) (5.44)

nous obtenons les expressions de D(1) et D(2) sous la forme

1 r1

Çl[])(xA,xB) =-(x^B-x^Xx^-xvA) J g(JJ(x(o)(À))dÀ, (5.45)

n(2\xA,xB) = t f ' {(^ - - x\) [g®(*(0)U» +
+2(4 - x^yx^Wg^xmW) + ^,,0)^)0)} dA,

(5.46)

où les intégrales sont calculées le long de la géodésique non perturbée

L’équation (5.45) coïncide avec la formule (5.39). il faut maintenant transformer le membre de droite

de l’équation (5.46) de façon à faire disparaitre les termes en Xp}) ou Xply ce qui revient à calculer leur
expression. Or, en utilisant les équations d’Euler-Lagrange

d ! dxa \ 1 dxf dxv

dA \gpa^Â) = 2 pv’pdIdÂ
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nous arrivons à

\(^B - - ^Cp^OlO)) = JJ [np<rXm(X) + (*S - *î)S$(*(0)O))] •
En substituant le membre de droite de cette dernière équation dans la formule (5.46) et en intégrant

par parties, nous trouvons

i r1
n<2W xB) = -- <)(VS - - dÀ

(5.48)

Il faut maintenant intégrer le terme faisant intervenir le produit de rj^X^A)^^). Ainsi, pour trans
former l’intégrale

1 r1

2(2) = 5 Jo A)Xv{l)(A)dA, (5.49)
il faut substituer les développements (5.41) et (5.46) dans l’équation (2.27). Nous montrons ainsi que

satisfait l’équation différentielle

1 1 dOO)

ifo - jx(d = ~ ~ • (5-5°)

Or, la seule solution, acceptable au regard de condition de bord X^}(1) = 0, est donnée par

Xf1)(d) = d^1)(d), (5.51)

où

*!ï)Sp”(*<o>0'))
î an(l)

A'2 dxp
(xA,x{0)(X)) dX.

(5.52)

En utilisant maintenant la propriété 2 du chapitre 2, nous constatons que cette solution satisfait

également la seconde condition de bord 2^(0) = 0. En substituant X^X)(A) de Âf^/t) = AŸ^V)(A) +
y^(/l) dans l’expression (5.49) et par la suite en intégrant par partie, nous arrivons à

i r1

3® = 2V^dO)^!(5-53)
avec 7^(1) = 0. La dérivation (5.52) par rapport à A et ensuite la substitution de cette quantité dans
l’expression (5.53) nous conduit finalement à

2(2) = - x%)(xVB - xva) £ gw(H0)(X))g{"(X(0)(A))dA
X1 i $n(1)JrJVP~Ô~T^ X(0)(X)g(Mp(X(0)(X)dA

i r1 î ôq(1) ^n(1)

+ 2 J Jï^^T^Xa, x(0)(A)) ~Q~r(xA-> x(0)(A))dA.
Enfin, il convient de substituer S(2) de cette dernière équation dans (5.48) pour retrouver l’expression
de £l{2\xA, xb) donnée par la formule (5.40).

Remarque : Notons que les équations (5.51) et (5.52) permettent de calculer le terme perturbatif de

premier ordre en G de la géodésique connectant les deux événements and xB comme une intégrale
prise le long de la ligne droite minkowskienne reliant ces deux événements.
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Chapitre 6

Développement général des fonctions de

transfert de temps

6.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la construction des fonctions de transfert de temps à l’approximation

post-minkowskienne généralisée. En considérant deux événements distincts xA = (ctA,xA) et xB =

(ctB,xB), nous recherchons à exprimer les fonctions Te(tA,xA,xB) et Tr(tB,xA,xB) sous la forme de

séries en puissances successives de G

R °°
rTr(tB,xA,xB) = 1- / Gn7~f:n\tB, xA, xB) (6.1)

c ti

et

Te(tA,xA,xB) = — + y GnT^n\tA,xA, xB), (6.2)
c a*

où Rab = \xB-xA\.

Au chapitre 2, nous avons souligné que deux méthodes différentes permettent de déterminer le trans

fert de temps : d’une part l’inversion de la fonction d’univers une fois cette dernière connue, d’autre

part la résolution des équations iconales satisfaites par les fonctions de transfert de temps. Le but

de ce chapitre est donc de construire ces deux méthodes dans le cadre de l’approximation post-

minkowskienne généralisée.

Dans le paragraphe 6.2, nous nous intéressons à l’inversion de la fonction d’univers, c’est-à-dire la

résolution de Çl(xA,xB) = 0. En utilisant l’inversion de Lagrange des séries, nous construisons le

procédé algorithmique permettant de déterminer Te et Tr à n’importe quel ordre d’approximation
post-minkowskienne généralisée. Nous illustrons la méthode en les calculant jusqu’en <9(G4), c’est-
à-dire à l’approximation 3-post-minkowskienne (3PM).

Dans le paragraphe 6.3, nous nous intéressons à la deuxième méthode permettant de déterminer 7~r

et Te. En supposant les événements x,* et xB fixés, nous considérons les équations iconales satis

faites par Te(tA,xA,x) et Tr(tB,x,xB) où x est une variable libre. En admettant que Te(tA,xA,x) et

Tr(tB,x,xB) s’écrivent sous la forme de développements post-minkowskiens généraux, nous mon

trons que leurs équations iconales en x peuvent être facilement remplacées par un système infini
d’équations aux dérivées partielles régissant les termes perturbatifs TÏ;n\tA,xA,x) et Tr''\tB,x,xB).
Ensuite, nous montrons que chaque terme perturbatif Tr"\tB, x,xB) est obtenu sous la forme d’une
intégrale calculée le long de la courbe d’équations paramétriques xj0)_(d) = -(x'B-xlA)À + xlB avec
0 < À < 1. Enfin, de manière analogue, nous montrons que chaque terme perturbatif Te'l\tA, xA, x)
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est obtenu sous la forme d’une intégrale calculée le long de la courbe d’équations paramétriques

x{0)+(A) = (xlB - xlA)A + x\ avec 0 < A < 1.

6.2 Fonctions de transfert de temps via la fonction d’univers

Ce paragraphe est consacré à la détermination des fonctions de transfert de temps par l’inversion
de la fonction d’univers. Soient xA = (ctA, jc/0 et xB = (ctB, xB) deux événements distincts de l’espace-

temps. Supposons que la métrique g admet le développement post-minkowskien général (5.5). Il est

alors légitime de chercher pour la fonction d’univers Q(^, xB) un développement post-minkowskien

général de la forme

Q(xa, xb) = Q(0)(xa,xb) + Q(PM)(xA, xb) , où Q(PM)(xa, xb) = ^ GnQ{n\xA, xB), (6.3)
n=\

où £>(0)(jca, xb) est la fonction d’univers dans Minkowski définie par l’équation (5.2). Nous déduisons
aisément de (5.2)

Q.(0\xa, xb) = -rj^x* - x?A)(xvB - x\) = c2(tB - tA)2 - R2ab , (6.4)

ce qui entraîne

c2(tB - tAŸ = R\b ~ 2D.{PM\ctA,xA, cîA + cTe(tA, xA, xB), xB) (6.5)

= R2AB-2Q.{PM)(ctB-cTr(tB,xA,xB),xA,ctB,xB). (6.6)

En substituant Te et TrùtB - tA respectivement dans (6.5) et (6.6), il vient

oo

= 2 «a + cTe, xB), (6.7)

- cTr, xA, ctB, xB). (6.8)

n=1

Mathématiquement, il faut inverser les quantités Q.{n) qui dépendent elles-mêmes des fonctions Te et
Tr recherchées. Ce type de problème est souvent rencontré en mécanique céleste comme par exemple

lors de la résolution de l’équation de Kepler. Cependant, Lagrange a construit une méthode permettant

de déterminer une fonction u(x, s) régie par une équation du type

u2 = x2 + ^ snhn(u) (6.9)
n=1

satisfaisant la solution

u{x,e)\E=o = x, (6.10)

s étant un paramètre suffisamment petit (ce qui est le cas de la constante de gravitation univer

selle G) pour garantir une convergence de la série que nous souhaitons construire. En utilisant un

développement de Maclaurin de la fonction u au voisinage de e - 0, la solution de l’équation (6.9)
s’écrit sous la forme

oo

u(x, s) = X + ^ SnUn{x) ,
/I=l
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ou

Un{x) =
1 dnu(x,s)

n\ dsn £=0

Il faut ensuite calculer les dérivées successives de l’équation (6.9) par rapport à £ et en tenant compte

de l’équation (6.10), un calcul sans difficulté donne les un(x) quel que soit n. Il vient pour les premiers
termes

W](x) =
h\(x)

2x

u2{x) = -- [h2(x) + h\(x)u\(x) - WiU)] ,
2x

ufix) = —
2x

hfix) + h'2{x)u\{x) + —h\'(x)u2(x) + h\(x)u2(x) — 2u\(x)u2(x)

(6.11)

En appliquant cette procédure à l’équation (6.7), il est possible de déterminer explicitement Te à

n’importe quel ordre de perturbation post-minkowskienne. Introduisons maintenant des fonctions de

tA,xA,xB, utiles pour la suite du calcul :

£l("\tA,xA,xB) = Q.in)(ctA,xA,ctA + RAB,xB) (6.12)

et

Çl^k(tA,xA,xB)
dkQ(n)
———(ctA,xA,ctA +Rab,xb)
{dctB)k

(6.13)

pour k = 1,2,3,... et en remarquant que £2^ n’est pas une dérivée partielle de £2^!). En prenant en
compte les équations (6.11)-(6.13) et en substituant Te à u, RAB à * et £2(,î) à hn dans l’équation (6.9),
nous obtenons le théorème suivant

Théorème 3a. A l'approximation 3-post-minkowskienne, la fonction de transfert de temps,

déterminant le temps de vol coordonné d'un photon entre un instant d’émission et son instant

de réception xB, est donnée par

1 3
TAU,xm xb) = -Rab + J] + 0(G4),

n= 1

OU

a~( 1) _
' e

n<»

cRab

q-(2) _
7 e

1

cRab

n~0) _
' e

1

cRab

n<2) + ctPq.% + f\rpf

n<3) + erpü®, + -c\rpfdp + +

les quantités Q(J!) et £2^. étant définies par (6.12) et (6.13), respectivement.

Un raisonnement similaire est conduit pour Tr. En introduisant les notations

£2i,!)(ts> xa-> xB) — Ç^n\ctB - Rab, xA, ctB, xB)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)
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et

(6.19)
QkÇfn)

ïin)/* ~ -(ctB-RAB,xA,ctB,xB),Q-rlk^8’ Xa’ “
(dc60A

ainsi qu’en substituant Tr à u et Q(n) à hn dans l’équation (6.9), nous obtenons le théorème suivant

Théorème 3b. A Vapproximation 3-post-Minkowskienne, la fonction de transfert de temps,

déterminant le temps de vol coordonné d’un photon entre un instant d’émission ^ et son instant

de réception xB, est donnée par

ou

TAtB,xMxB) = ~Rab + ŸG"T+ 0(G4),
n= 1

(6.20)

n~(\) _
’ r

a-(2) _
' r

T,® _

0)

cRab

1

cRab

1

cRAB

n?) - + x-c\r^f

+ x-c\rlX)f^2 - + c2rr(1)rr(2)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

6.2.1 Relation entre Te et Tr

Il est légitime de se demander si la connaissance de l’une des deux fonctions de transfert de temps
suffit à déterminer la seconde. Considérons les cas n - 1 et n - 2. En comparant les expressions

(6.15) et (6.21), nous obtenons immédiatement

T\x\t,xA,xB) = T^X)[t- —,xA,x^ (6.24)
et réciproquement

rï'\t,xA,xB)= T}')[t. (6.25)
Intéressons-nous aux expressions (6.16) et (6.22). En remarquant que l’équation (6.15) implique
l’identité

dT{X) 1
(t,xA,xB) = -

dt

nous obtenons

RAB

dkl{X) dQ(X)
(et, xA,ct + Rab, XB) + -x—(ct, xA, et + RAB, xb)

octA octB
(6.26)

T{2\tB, XA,XB) = re(2) (tB-—,xA, xB) - T{X) (tB - —, XA, xBj —- - —, xA, xBj
Réciproquement, nous avons

rf\tA, xA, xB) = TX2) [tA + —, xA, j + TXX) (tA + xA, xB j [tA + —,xAi X/j)

(6.27)

(6.28)
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6.3 Développement post-minkowskien des équations iconales

Ce paragraphe est consacré à la deuxième méthode permettant de déterminer les fonctions de

transfert de temps, à savoir la résolution des équations iconales satisfaites par Tr et Te.

Supposons maintenant un événement d’émission d’un photon, et xB, un événement de réception

de la lumière, comme fixés. En considérant le point x comme une variable libre, nous pouvons nous

intéresser aux deux fonctions de transfert de temps suivantes

Ae(x) = cTe(tA,xA,x), et Ar(x) = cTr(tB, xB). (6.29)

Notre but est donc de rechercher des développements post-Minkowskiens généraux pour les fonctions
Ae(x) et Ar(jc) de la forme

Ae(x) = GnA[n)(x), où A(/I)(x) = cTe°'\tA,xA,x), (6.30)
G=0

et
(X)

Ar(x) = ^ GnA(n)(x), où A(n)(x) = cT^"\tB, x, xB), (6.31 )
G=0

Dans la suite de notre raisonnement, pour des raisons d’écritures surchargées, nous écrirons Ar ou Ar

pour Ar(x) (il en sera de même en ce qui concerne Ac(jc)).

6.3.1 Cas du transfert de temps en réception

Les équations iconales satisfaites par Ar s’écrivent

g00(X) + 2g0i(x)A\ i + giJ(x)AjAj = 0, (6.32)

OÙ
dT

x = (x°B - Ar(x), x), et Ari = c—j(tB,x,xB). (6.33)
oxl

Il est très important de remarquer que les composantes du tenseur métrique, évaluées en x, dépendent

elles-même de la fonction Ar recherchée. Ainsi, pour faire clairement apparaître Ar là où elle inter

vient, les équations (6.32) doivent être écrites sous la forme suivante

g°\x°B - A\ x) + 2g0i(x°B - Ar, *)A; + g'V* - Ar, x)ArtiAj = 0 . (6.34)

Pour commencer, il faut développer en série de Taylor les composantes du tenseur métrique. Ainsi,

en développant gMV au voisinage de x°B - AJ"0)(jc), nous arrivons à

g"VB - a', *) = 2] -Tr(*r -quêter - A<<». *) (6-35)
k=0

où

=

g^v si k = 0

é7gIJV’
(6.36)

Comme la série (6.35) fait intervenir des puissances de (Ar - Aj^)*, et que cette quantité est elle même
une série en puissance de G, nous allons devoir introduire une nouvelle notation Af'1^ qui exprimera
cette puissance.
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Nous avons donc

v* > 0, —(A' - A'0))‘ = GkY, G"A?'"’,
k

n=0

OU

A<°'0) = 1 ,

Vrc > 1 A®’n) = 0,

Vn>l a*i,") = -A(„+1),

V/t > 2, Vn > 1 A<*’n) =
(-1)*

&!
Z

/Y*-l \

fk^ ^ Pi+i
pi+p2+-+p*-i^ VV i=i y

P\,P2,-,Pk-l>0

Ar
(n+1-(/?i+.. .+/2(*_d))

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

. (6.41)

Nous pouvons donc écrire le développement de Taylor de g^v(xQB - Ar, x) au voisinage de x°B - AJ^x)
sous la forme suivante

w n w u y

sTtâ *) = Z Aprêter - A(0), *) = Z G" Z Z A
n-0 q=0

Ensuite, le produit des dérivées ÀriArj se développe tel que

(

1
n=0 q=0 V /;=0

-q)
. (6.42)

oo n

a:a=Zg"Z^ww
n=0 p=0

(6.43)

Grâce aux équations (6.42) et (6.43), nous sommes donc en mesure de calculer les quantités glJ(xB -

Ar, x)ArjArj sous la forme des séries suivantes

oo

gIJ(x°B- Ar,x)AX; = ZG"
n=0

Ê|ÉÉ^dZA«A^
r=0 L\9=0 />=0 / p=0

. (6.44)

Enfin, il faut expliciter le développement en série du terme g0,(x°B - Ar, x)Arr Nous arrivons à

( r i
oo n r-1 q

g0i(x°B- Af. ^)Aj = Z G" Z Z Z
r=l U=0 p=0

q)

n=0

Ar
ü(n-r),i (6.45)

Il est désormais possible de former les développements des équations iconales (6.32) satisfaites

par Ar. Ainsi, en substituant les équations (6.42), (6.44) et (6.45) dans (6.32), nous obtenons le

développement en série

oo n \ r ( Q

Z G" Z Z ^r^lC-rï + 2 Z Z ArM~P>âo8l
n-0 r-0 I q=0 q=0 \p=0

+Z Z lZ
q-0 V p—0 J \s-0

<7)
Ar

= 0. (6.46)

De manière complètement analogue à la section consacrée à la détermination de la fonction d’univers,

nous pouvons remplacer les équations (6.46) par un système infini d’équations aux dérivées partielles

en isolant chaque ordre de perturbation en puissance de G. Nous obtenons

2ôi^A[0)>iA{n)J = %)(x),
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(6.48)

où

%>(*)

K)(*)

+ 2Æ)A(0),« + £(1)A(0),(A(0),; ’.0/ A ^

n-1

«ÎW'Z'W^w
5=1

+Z [z +2 Z [É-A?^s*84>'
r= 1 _q-0 <7=0 V/?=0

+É(É^^Uz^ww
<7=0 V p-Q / V 5=0

Ar

(6.49)

Il faut désormais résoudre ce système d’équations aux dérivées partielles. Supposons que la va

riable x est astreinte à varier le long de la courbe r^~ d’équations paramétriques

jc(o)-(/l) = ~{xB - xa)A + xB, avec 0 < A < 1 . (6.50)

Ceci signifie que x est une fonction de A. Nous pouvons donc calculer la dérivée totale de Ar(n) le long
de T

<0)-

AB

dA{Ax^{A)) ... .

Ensuite, nous avons les relations suivantes

x — X

R

(6.51)

(6.52)
AB

qui sont indépendantes de A. En substituant la relation (6.52) dans (6.51), nous obtenons

dAln^AA))
Ta = RabTatawj • (6.53)

En conclusion, en substituant (6.53) dans (6.47), il est donc possible de remplacer le système in

fini d’équations aux dérivées partielles (6.47) régissant Ar par un système d’équations différentielles

ordinaires linéaires le long de de la forme

dA[n)(xi0y(A))
dA

(6.54)

Or, la solution de ce genre d’équations différentielles s’obtient très simplement. Nous obtenons

A^(*<o>-0» — £‘ %)(xm-U')W (6.55)

En faisant tendre A vers 1 (c’est-à-dire vers xA) dans ces dernières équations, nous pouvons déterminer

explicitement la fonction de transfert de temps de réception Tr(tB,xA,xB).
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6.3.2 Cas du transfert de temps en émission

Un raisonnement analogue peut être mené pour la fonction de transfert de temps en émission.

Ainsi, les équations iconales satisfaites par Àe s’écrivent

g°V» + A\ x)- 2g°'(x°A+ Ae, x)+ giJ(x° + A', = 0,

OÙ

dT
x = (x°A + Ac(at), jt) , et A* = c—(tA,xA,x).

’ ox'

Définissons ensuite la notation Ae',p)

A<°’°> = 1,

\/n > 1 A*°’“> = 0,

Vn>l A*l,'1> = A(n+1),

\/k>2,\fn>\
k\

(fk-\

z fk. \e
" (rt+l-(/?!+...+/?(*-!)))

p\+P2+...+Pk-\<n
L P\,P2,-,Pk-i>0

\\ 1=1

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)

En isolant chaque ordre de perturbation de G, il est possible de remplacer les équations iconales (6.56)

par un système infini d’équations aux dérivées partielles de la forme

2 S^A‘mA‘WJ = «DfoC*), (6.62)

OU

%)W ~ i 2^o)A(0),i- + ’

%)(*)
5=1

+ Z
r= 1

Z ^r^ostr)-2 Z Z
q=0

-q)

q=0 \p=0

( n-r

+ Z AU.<Al-rsU
q-0 \\p=0 V 5=0

Ae
n-r),i

.

(6.63)

(6.64)

Pour résoudre ce système d’équations, supposons que x varie le long de la courbe T^+ d’équations
paramétriques

x(0)+(/l) = (xB ~ xA)À + xA , avec 0 < À < 1 . (6.65)

Nous pouvons alors montrer que (6.62) se réduit à un système d’équations différentielles ordinaires

où la solution de chaque terme perturbatif A^)(jr(0)+(/l)) est obtenue sous la forme

Aln)(xm+(A)) = -J1 r%)(xm( (6.66)

En faisant tendre A vers 1 (c’est-à-dire vers xB) dans ces dernières équations, nous pouvons déterminer
explicitement les fonctions de transfert de temps Te(tA, xA,xB).
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6.3.3 Théorème général

Théorème 4. En supposant que le tenseur métrique admet un développement post-Minkoxvskien

général (5.5), la fonction de transfert de temps de réception Tr(tB,xA,xB), représentant le temps

de vol d'un photon entre un événement d’émission xA et un événement de réception xB, peut s’écrire

sous la forme suivante

| oo
7Y(£b> xa, xb) = -Rab + ^ GnT(rn)(tB, xA,xB),

n= 1

où quel que soit n > 1

cTr(n\tB,xA,xB) =
n-1

2^ab J" ” ÏÏab,X-(A)) + qij ^ A(j)t,-À
n T r

+ E EA','r',>ÔRM’X~0))

(n-s),j

(6.67)

r=l 1.9=0

r q

+2 £ E *-00)
<?=0 V p—0

Y ?

A(n-r),i

\ ( n-r

+ E YJXr-p)dP0gl-q)CtB- Rab.xAX))^AWt,A(„_r.s)J
<7=0 \\p-0 y \s=o

JY,

où les fonctions Ar sont définies par les relations (6.38-6.41 ) et toutes les intégrales sont calculées le

long de la courbe Y^jf d’équations paramétriques Jt_(Y) = ~(xB - xA)À + xB avec 0 < A < 1.

De manière analogue, la fonction de transfert de temps d’émission peut s’écrire sous la forme

j oo
‘T'e(tA,XA,XB) = -RAB + ^ Gn7~^'\tA,XA, XB) ,

n= 1

où quel que soit n > 1

1 pi f ^ (

cT'en,(tA,xA,xB) = | |g“(c^ + *+(/})) + 17,7 JJ A(.!),/A(„-S),

+ E EA?'''"'>ÔoC-r)(C^+
r=l L <7=0

r f q y

“2 E EA^‘,’>ôo«?Y)(rt''+ ^*-*+00)
9=0 V/?=o >

r (( y ^ / n-r

+ E 1 E ^“~P)dPJLq^ + *+00) 2 AwA»-r-^
.1/2=0

(6.68)

A(n-r),/

9=0 y V 5=0

JY,

ow les fonctions Ae sont définies par les relations (6.58-6.61) et toutes les intégrales sont calculées le

long de la courbe Y^B+ d’équations paramétriques Jt+(Y) = (.xB - xa)A + xA avec 0 < Y < 1.

73



Chapitre 7

Application à l’approximation

post-post-minkowskienne

7.1 Introduction

Ce chapitre est motivé par le projet LATOR, qui nécessite de décrire les distances angulaires jus

qu’en G2/c4. Nous allons donc utiliser les résultats obtenus jusqu’ici dans le cadre de l’approximation
post-post-minkowskienne (2PM).

Dans le paragraphe 7.2, nous calculons le développement 2PM de la distance angulaire formée par

deux sources lumineuses, telle qu’elle est mesurée en xr par un observateur de mouvement arbitraire

donné. Dans le paragraphe 7.3, nous considérons le développement 2PM de la fonction d’univers.

Nous obtenons une simplification notable du terme perturbatif D(2) de l’équation (5.40). Le paragraphe
7.4 est dédié à la déviation des rayons lumineux dans le champ gravitationnel faible d’un corps à

symétrie sphérique et statique jusqu’à l’ordre G1 le4. Dans la section 7.4.1, nous montrons que la
détermination de fonction d’univers H nécessite seulement le calcul de deux intégrales élémentaires.

Puis, nous déduisons aisément de D la fonction de transfert de temps T. Enfin, dans la section 7.4.2,

en appliquant le théorème 1, nous calculons explicitement les fonctions de déflexion à partir de T.

7.2 Distance angulaire à l’approximation 2PM

Dans ce paragraphe, nous proposons de développer la formule générale (1.26) de la distance

angulaire à l’approximation post-post-minkowskienne. Dans ce cas, le tenseur métrique admet le

développement

g,v = %y + h^ + h^ + 0(G3),(7.1)
où h^y et hfy sont des perturbations de Minkowski respectivement d’ordre G et G2. Les fonctions de
déflexion (1.24) et (1.25) se développent sous la forme

À = A(l) + Ài2) + O (G3) et A' = A'{]) + À'{2) + O (G3) , (7.2)

où /i(1) et /T(1) sont les déflexions d’ordre G alors que A{2) et A'(2) sont les déflexions d’ordre G2.

En substituant les développements (7.1) et (7.2) dans l’équation (1.26), nous obtenons

1 1 - fi2• 2 0
sin - = -

2 2 (1 -p.N){\ -p.N')
r{(l -/V.1V')[l

V2(l - N.N’) \Sm + S®] + ^ p'<1) - /i®)2 j + 0(G3), (7.3)
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où

€+2^'+a;;w. ,.(1) pj" p.x'^
\-P2 + ‘)qq \-p.N 1 - ’

.0),

Jl(l)

S10 = (A'w-A(,>).g,

et

ji(2) =
h$ + 2h™pl + hÇfpW h^ + ïh^p' + ^

1 - p2

+ 4? +
'C + 2<^ +

1 ->32

1 -)32
+

iV 1-J0.N'

l-p 1-jSJV'

/U(2) /U'<2) / j8./l(l)
+

jO(1) j8./l,(1) / jO'(,)
+ _ . • — + '

1-jffJV 1 ~p.Nf \\-p.N) 1 -p.N \-p.N' \ 1 -p.N'

iy jS

2

qlq]

(7.4)

(7.5)

(7.6)

#' = ()«-#).?

fÇ+2p*+/î*;w
i i

+ly(A^-A?y.

p.Am

1 -j6JV

yS./J'*'* '

1 -j8A",

(7.7)

La distance angulaire 0, telle qu’elle sera mesurée par l’observateur en xr, admet un développement
2PM de la forme

0 = 0<°> + 0(1) + 0(2) + G(G3), (7.8)

où 0(O), déjà définie par l’équation (3.48), est la distance angulaire entre deux sources lumineuses dans
Minkowski, 0(1) et 0(2) étant les contributions d’ordre G et G2 respectivement.

En utilisant l’équation (3.48), la racine carrée de la formule (7.3) est donnée par

• 0
sin

(0)

2 A [1 + + ^(2)] _ 2 - [S<1> + S(2)] + ^,(l> A<l))
(1 - N.N')

sin —

(0) 1 1

2 2V(1-M')

+

2 S«+I^(2)_I
2 2\(\-N.N')

2(1 - AUV')

S(2)

(à™ - i(1)) 1 ^(1) J
4(1-AUV') 8 V (1 - N.N')

3(l) + O (G3) . (7.9)

En substituant (7.8) dans le membre de gauche de (7.9), le développement 2PM de la fonction sinus
s’écrit

0 0(0)

sin I - I = sin I L— I + -0(1) cos
0<°>
~Y

î
+ ~0(2) COS Ç)-iKf-(Ç)+o(C>).
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En identifiant les membres de droite des équations (7.9) et (7.10), nous obtenons pour 0(1)

(0)i

0(,) - tan -—

et pour 0(2)

C + 2*gy + hpr /U(,) pXm
1 -

+ M'VV
1 -p.N 1 -)3JV'

1 - N

1 - N.N'

1 1
+-

2 1 - MAT'

(7.11)

^<2> = tanÇ{^2>-i(l-tan2Ç)(^>)2

(X(l>_ ^O))2 _ |i - fân2 Çj [p'«> - ^») . | . (7.12)

Remarque : Pour le projet LATOR, il faut décrire la distance angulaire jusqu’en G2/c4. Ici, nous
avons obtenu 0 à l’ordre G2. Les fonctions de déflexion i(1), i'(1), /l,(2) et i/(2) admettent des développe
ments en 1 je sous la forme

4 4

Xn) = Yj -L(',-p) et X(n> = V -X^ . (7.13)
p=0 C p=0 c

Les quantités p sont des termes d’ordre 1/c. En substituant les développements (7.13) dans les

équations (7.11) et (7.12), il faut donc prendre garde à l’ordre des termes croisés fi.À en tronquant
en G2/c4.

7.3 Une simplication sur le terme Q{2>

La détermination du terme perturbatif fl(2)(x^,xg) de la formule (5.40) obtenue au chapitre 5
nécessite le calcul d’intégrales où interviennent des termes quadratiques de dérivées partielles de

H(1). Le but de ce paragraphe est de montrer qu’une simplification notable de l’équation (5.40) existe.

De l’équation (5.36), nous pouvons déduire

1 <9D(1)
lim
4->0

dQ(1)

à dxv (XA'xw(À^~d~r(XA'xw(Àïï = 0. (7.14)

En tenant compte de cette dernière expression, une intégration par parties de la formule (5.40) nous
conduit à

1 f1 1 d£2(1) <9D(1)

2 J ~d^~(XA,X{0)^)) -f^r(XA’x(0)(À))dÀ
ian(I), xôn(1),

(xa,xb)-—-(xa,Xb)
2 dx?B dx\

1
1 ÔQ(1) d

0

dû.™

dxy
(xA,x{0)(À)) dÀ. (7.15)
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Nous transformons le membre de droite de la formule (7.15) en appliquant le changement de variable

A' = AA dans l’équation (5.36) ; il vient

dx

>9Q(1) rÀ
(xA, xi0)(A)) = {xpB-xpA) g^(X($)(A'))dAr

Jo

+ ~ ~ XA) gpa,y(X(0)(^)M'dA' .

En dérivant l’équation (7.16) par rapport à A, nous obtenons

d

~dA dxv
(*A,X(0)(/*)) = (xpB-xpA)g{'Xx(0)W)B A' opv

1

(7.16)

(7.17)

En substituant l’équation (7.17) dans (7.15) nous obtenons une nouvelle formule que nous substituons
dans (5.38) ; nous arrivons ainsi à une forme simplifiée du terme perturbateur n(2)(AA, xB).

Théorème 5. Le terme Çf2\xA,xB) de second ordre en G peut être écrit sous la forme

Q.{2\xa, xb) = ^(x^ - x%)(xvB - xA)
X f

J0
?i2„W)W) - rr

an(1)
-rfc

dxP
(^^(oU))^1^^)^)) dA

1 mdQF>, ,an(1),
+ ô^ ~Tiï~(xA, xb) TT-fe, xB),

2 dxrD oxvB
(7.18)

les intégrales étant calculées le long de la courbe TAB d’équations paramétriques ^0)(d) = (xB -
x°f)A + xA avec 0 < A < 1.

7.4 Application à un corps à symétrie sphérique et statique

Considérons le champ gravitationnel d’un corps à symétrie sphérique et statique jusqu’en G1le4.
Les composantes du tenseur métrique s’écrivent

gt,, = ^ + Gg^ + G2g^ + 0(G1) , (7.19)

OU

(i) 2M (j) _ M
Soo = = 0 > 8}j = ~2y—Jij.

c*-r

(2) nn^2 (2) p. kz.) ~£-- c
£oo " 2^4r2 ’ Soi -0’ 8ij ~ 2^c4r2^ij ’

,(2) _

c^r

3 M2

err*

(7.20)

avec /? et y les paramètres post-newtoniens usuels, et ô un paramètre post-post-newtonien (en relativité

générale (3 = y = ô - 1).
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Soit un rayon lumineux émis en = (x° = ctA,xA) et reçu en xB = (x°B = ctB,xB). Nous supposons
que xA et xB sont situés à l’extérieur du corps, source du champ gravitationnel. Nous introduisons des

notations utiles pour la suite

r = M, rA = \xA\, rB = \xB\, Rab = \xb-xa\,

nA=xA/rA, nB = xB/rB, NAB = Xb — . (7.21)
Kab

7.4.1 Détermination de £2 et de la fonction de transfert de temps

Nous recherchons un développement de la fonction d’univers Cl(xA, xB) sous la forme

Cl(xA,xB) = Cf\xA,xB) + GClm(xA,xB) + G2am(xA,xB) + û(g3) , (7.22)

où Q(0)(xa,xb) est la fonction d’univers dans Minkowski définie par l’équation (2.35). Nous voyons
aisément que Gf2(1)(x^, xB) est le terme dû à la masse dans le développement multipolaire de l’équation
(56) de la référence [62] (voir également [37, 16])

où

Q<u(xa,xa,xb,xb) = [(

F(xa, xb) = f dA :
J0 l*(0)U)l

X°B - *°)2 + 7r2ab] F(xa,xb) ,

1 / ?A + rB + RaB

RaB VA+ f"B~ RaB

(7.23)

(7.24)

Pour G2Cl{2)(xA, xb), calculons tout d’abord les intégrales de l’équation (7.18) faisant intervenir gffl et
les termes quadratiques en ; nous obtenons

(4 x\) [ [g®(x(0)O)> - >fr g‘i_!p(x<0)(yl)) gi'<l(xm)(A))} dA
M2

TT (j3-2)(x°B-x°A)2 + (2y2-f}K2B E(xa,xb), (7.25)

où E(xa, xb) est définie par

e{xa,xB) = r d/\ .
Jo k(0)(^)l‘-

Une intégration élémentaire donne

E(xa,xb) = arctan

^jr2Ar2B- (xA xB)2 [ ^jr2 r2 - (xA • xB)2
(xB - xA) xB

- arctan
(xB-xA)-xA

vrA rl ~ (^ ‘ XbY

arccos(/i4 • nB)

Wb V1 - (nA ’ nB)2
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Pour les intégrales où interviennent les dérivées de L>(1) dans la formule (7.18), nous obtenons

- - Xa) £
M

ôQ(1)
vT -T—x(0)U))

= ~Â [(4 - 4)2 + 7rab]
YA

1 + —
1 (x°B-x°A)2 + yR>2

vAB

-2yE(xA,xB) -

rB/R2AB rArB + (xA • xB)

(4 - 44 - yRlAB f(xa,xb)

4b fB

{121)

En substituant les équations (7.25)-(7.27) dans la formule (7.18) et en calculant le terme quadratique

des dérivées de Cl{l)(xA, xB) par rapport à xB, nous obtenons

Q{xa, xb) = -(4 - 4)2 “ \r\b - ^7"
2 1 cA

+

g2m2 r(x°R-x°Ay

4b

i

[(4 - 4)2 + r4b] f{xa,xb)
1 2

- -F (xA,xB)

Hx°b-x°a)2
2r

^ArB + (*A ' *æ)

^ArB + {Xa ‘ -^fi) 2

-(2-fl + 2y)E(xA,xB)

+ (2 + y)F~(xA,xB)

+R
AB

y

rr +f,^A^B + (*A XB) 4 Z
+ 0(G3).

(7.28)

La fonction de transfert de temps T(xA, xB) est déterminée en résolvant £2(x^, xfi) = 0. En substituant

l’équation (7.28) dans les formules (6.15)-(6.16) ou (6.21)-(6.22), un calcul sans difficulté donne

l’expression du transfert de temps sous la forme

. Rab (y + l)GM (rA + rB + RAB
T{xa,xb) = + r ln

+
G2M2Rab (8 - 4/3 + 8y + 3ô) arccos(nA • nB) (i +r):

4 yfï4 - 2a Xb)2 t"A + (xa • xB)
+ 0(G3).

(7.29)

Le terme d’ordre G dans le membre de droite de (7.29) est le retard de temps de Shapiro [77]. Le

terme de second ordre en G2 généralise le résultat obtenu par Brumberg dans le cas de la relativité
générale [10]. Afin d’obtenir une écriture plus légère de l’équation (7.29), nous introduisons l’angle

iffAB formé par les vecteurs nA and ttB ; E(xA,xB) peut maintenant s’écrire

arccos(nA • nB) 4^ab
E(xa,xb) =

ce qui donne pour T{xA, xB) l’expression suivante

0 < if/AB < n, (7.30)

T{xa,xb) =
RAB t . (y+ i)GM

1 + ^ ln
c2RAB

+

g2m2

c4rArB
{2-p + 2y+ -Ô)-^AB

rA + rB + RaB

rA + rB ~ RAB

(i +y)2

4 sin \f/AB 1 + cos if/AB
+ 0(G3). (7.31)
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7.4.2 Détermination de la fonction de déflexion

En utilisant les résultats du théorème 1, nous pouvons donc maintenant exprimer le vecteur tangent
A /\

au rayon lumineux en xB. Les rapports lB = {(Z/)#}, représentant ce vecteur, s’écrivent

Îb(xa,xb) = -Nab + À(xA, xB), (7.32)

où la fonction de déflexion À(xA, xB) est donnée par

MxA>xB) = ~ Vjcb [cT(xa,xb)-Rab] .

En substituant (7.29) dans l’équation (7.33), nous obtenons le développement suivant

A(xa, xB) = Àw(xA, xB) + à{2)(xa, xb) + O (G3)

avec

et

2(1)(**,*fl) = -(y + 1)
GM (rA + rB)NAB - RABnB

c2 rArB{ 1 + nA.nB)

A(2\xa,xb) = N.
g2m2

AB c4 2(1 + yY
(rA + rB)2 + R2ar 8-4y3 + 8y + 36\'A ' ’ti J ' “AB u '/ i o r

\(rA + rBf - R2ABf 4rArB Vl -(nA • nBf

x arctan
V1 - (nA • «fi)2>

• nB J]

(7.33)

(7.34)

(7.35)

G2M2 4/?/ia(r/i + rfi)(l + y2) ^ /L\b(8 -4/5 + 8y + 3d)
[fo + rfi)2 - 4^4 Vl -(n* ' «+

arctan

nA nB-

V1 -(nA-nB)2
nAnH

V1 - («a • «fl)2

G~ M~ Rab{8 — 4/5 + 8y + 3<5) • /i#

c4 4rAr2 [1 - (wA «a)2] | Vl - (^ w«)2
arctan

Vl - (wA • «g)2

«/\ • «a

- 1 (7.36)
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Chapitre 8

Conclusions

8.1 Modélisations des distances angulaires

Dans le chapitre 1, nous avons rappelé la définition covariante de la distance angulaire (p entre deux

sources lumineuses, telle qu’elle est mesurée par un observateur en mouvement. Nous avons montré

que le calcul de (p nécessite, au point d’observation, la connaissance des composantes du tenseur

métrique, de la vitesse coordonnée de l’observateur et de trois rapports caractérisant la tangente de

chaque rayon lumineux arrivant à l’observateur, notés /,.

Ensuite, nous nous sommes intéressés à la détermination de (p dans les champs gravitationnels faibles.

Dans la deuxième partie de ce travail, nous avons obtenu l’expression explicite de cet angle dans le

cas du formalisme PPN. Puis, dans la troisième partie, nous avons explicité les contributions post-

post-minkowskienne de (p.

Ainsi, en supposant la métrique g et le mouvement de l’observateur O connus, il faut donc seulement

calculer les rapports /, au point d’observation afin de caractériser la distance angulaire, entre deux

sources lumineuses, telle qu’elle est mesurée par O.

8.2 Intérêt des fonctions d’univers et de transfert de temps

Nous avons présenté un objet introduit par Synge en relativité, la fonction d’univers. A partir du

principe variationnel définissant les courbes géodésiques, nous avons démontré des propriétés essen

tielles pour l’astrométrie ; en effet, nous avons établi que la fonction d’univers permet de décrire la

propagation de la lumière entre deux événements distincts x,* et xB en donnant accès à deux quantités
fondamentales :

• au temps coordonné de propagation du photon tB - tA entre et xB, par l’intermédiaire de la

propriété 4 : D = 0,

• aux rapports par l’intermédiaire de la propriété 1 si et seulement si la propriété 4 est satisfaite.

Ensuite, nous avons proposé de représenter le temps coordonné de propagation de la lumière entre un

événement d’émission et de réception xB par la définition de deux fonctions, dites de transfert de

temps Te et Tr. Nous avons de plus établi une propriété importante de ces fonctions. En effet, nous
avons montré que la connaissance des fonctions de transfert de temps permet de calculer trois rapports

de composantes covariantes des vecteurs respectivement tangent à la géodésique en x^ et en xB. Ici
encore, le théorème 1, qui en découle, permet de calculer les rapports
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Enfin, nous avons montré comment construire ces fonctions. En particulier, nous avons montré qu’il

existait deux approches différentes pour construire les fonctions de transfert de temps ; en effet, d’une

part nous pouvons inverser la fonction d’univers en résolvant H = 0, d’autre part déterminer les

fonctions de transfert de temps par la résolution d’équations iconales.

Nous avons donc montré que Q. et les fonctions de transfert de temps sont des outils particulièrement

bien adaptés à la détermination des rapports /,. Il était, de fait, intéressant de construire les méthodes

permettant de déterminer Q, Tr et Te dans le cadre des approximations post-newtonienne et post-

minkowskienne généralisée.

8.3 Apports à l’approximation post-newtonienne

Dans le cadre de l’approximation post-newtonienne paramétrée, nous avons construit les dévelop

pements nécessaires au calcul explicite des fonctions Q, Tr et Te.

Ensuite, nous avons appliqué ces méthodes au cas d’un champ gravitationnel engendré par un corps

à symétrie axiale. Nous avons pu déterminer explicitement l’influence de tous les moments multi

polaires de masse Jn sur les fonctions de transfert de temps. En utilisant ces résultats, nous avons

ensuite déterminé explicitement l’influence de tous les moments Jn sur la distance angulaire entre

deux étoiles distinctes telle qu’elle est mesurée par un observateur en mouvement. Ces travaux sont

complémentaires de l’analyse de Crosta & Mignard [17], où l’influence du moment quadrupolaire de

Jupiter sur la propagation d’un rayon lumineux est étudiée dans la perspective d’un test local de la
relativité avec la mission GAIA.

Enfin, il serait intéressant de compléter notre étude en considérant le champ gravitationnel d’un corps

à symétrie axiale en rotation lente. Le but serait de déterminer l’influence des multipoles de spin sur

la propagation d’un rayon lumineux.

8.4 Méthodes à l’approximation post-minkowskienne généralisée

Nous avons construit la fonction d’univers à tout ordre de perturbation post-minkowskienne, c’est-à-

dire que nous avons déterminé Q sous la forme d’une série en puissances successives de la constante

de la gravitation G. Nous avons démontré qu’il n’était pas nécessaire de calculer explicitement la

géodésique reliant xa et xB. En effet, nous avons montré qu’en réalité la seule connaissance de la

ligne droite minkowskienne reliant ces événements était nécessaire au calcul des termes perturbatifs
Q{n\xA,xB).

Puis, nous avons construit les deux méthodes de détermination des fonctions de transfert de temps à

n’importe quel ordre d’approximation post-minkowskienne, c’est-à-dire

• l’inversion de la série post-minkowskienne générale de D,

• la résolution des équations iconales.

Il serait maintenant utile de confronter formellement ces deux approches de détermination. Une pers

pective, intéressante d’un point de vue théorique, est donc d’étudier l’équivalence formelle entre ces
deux méthodes.

Dans le chapitre 7, nous nous sommes intéressés au champ gravitationnel d’une masse à symétrie

sphérique jusqu’à l’ordre G2/c4, le champ étant supposé statique. Nous avons déterminé la fonction
d’univers ainsi que la fonction de transfert de temps T. Enfin, nous avons déduit de la connaissance

de T les rapports Nous espérons que ces travaux seront utiles dans le cadre du projet LATOR.
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8.5 Perspectives en astronomie fondamentale relativiste

Dans ce dernier paragraphe, nous nous intéressons plus particulièrement à la construction des systèmes

de référence relativistes actuels. L’Union Astronomique Internationale a décidé d’adopter en 2000

deux systèmes de référence conventionnels relativistes : le système barycentrique BCRS et le système

géocentrique GCRS [79]. Cependant, ces systèmes sont bâtis pour la seule relativité générale [50, 13,

42, 43, 21, 22, 23, 24]. Le début de cette décennie a été marquée par quelques extensions de ces

systèmes aux théories alternatives [40, 45]. Toutefois, le BCRS actuel est construit avec l’hypothèse

d’un espace-temps plat à l’infini spatial, ce qui revient à dire que le système solaire est d’une part

un système isolé, d’autre part la seule source de champ gravitationnel. Or, le projet GAIA permettra

d’observer des milliers de quasars avec une précision de l’ordre de quelques //as. Les quasars étant des

objets relevant de la cosmologie, il semble pertinent de construire dans un futur proche [49, 47, 41]

un raccordement de la métrique du BCRS avec une métrique cosmologique.

Ensuite, la récente adoption de ces deux nouveaux systèmes de référence n’est pas sans conséquence

sur les échelles de temps astronomiques. En effet dans la pratique, la plupart des éphémérides utilisent

le temps barycentrique dynamique TDB [80]. Or, le TDB diffère du temps barycentrique coordonné,

échelle de temps du BCRS, par des termes périodiques [51, 12]. De plus, les modèles relativistes de

réduction des futures données GAIA sont construits en utilisant le TCB. Dans cette perspective et

pour des raisons de consistance, il est donc nécessaire de disposer d’éphémérides en TCB. Pour ce

faire, il serait souhaitable d’utiliser TCB comme échelle de temps des nouvelles éphémérides INPOP

[31], à l’heure actuelle en développement à l’Observatoire de Paris.
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Abstract

In suitably chosen domains of spacetime, the world function may be a powerful

tool for modelling the deflection of light and the time/frequency transfer. In

this paper, we work out a recursive procedure for expanding the world function

into a perturbative sériés of ascending powers of the Newtonian gravitational

constant G. We show rigorously that each perturbation term is given by a line

intégral taken along the unperturbed géodésie between two points. Once the

world function is known, it becomes possible to détermine the time transfer

functions giving the propagation time of a photon between its émission and its

réception. We establish that the direction of a light ray as measured in the 3-

space relative to an observer can be derived from these time transfer functions,

even if the metric is not stationary. We show how to dérivé these functions up

to any given order in G from the perturbative expansion of the world function.

To illustrate the method, we carry out the calculation of the world function and

of the time transfer function outside a static, spherically symmetric body up to

the order G2, the metric containing three arbitrary parameters (8, y, 8.

PACS numbers: 04.20.Cv, 04.25.—g, 04.80.—y

1. Introduction

With advances in technology, it will become indispensable to détermine some of the relativistic

effects in the propagation of light beyond the first order in the Newtonian gravitational constant

G, in particular in the area of space astrometry. The Global Astrometric Interferometer for

Astrophysics (GAIA) [1] and the Space Interferometric Mission (SIM) [2] hâve already

planned to measure the positions and/or the parallaxes of celestial objects with typical

0264-9381/04/184463+21 $30.00 © 2004 IOP Publishing Ltd Printcd in the UK 4463
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uncertainties in the range 1-10 /uarcs (/xas). The Laser Astrometric Test Of Relativity

(LATOR) mission is an even more ambitious programme since its primary objective is to

measure the bending of light near the sun to an accuracy of 0.02 /ias [3]. With such

requirements in experimental précision, it is clear that the effects of the second order in

G must be taken into account in the near future since they resuit in several \jlas deflection for

a light ray grazing the sun [4—7].

In order to obtain a convenient modelling of the above-mentioned projects, it is necessary

to détermine the deflection of light rays between two points xA and xB of spacetime. In almost

ail of the theoretical studies devoted to this problem, the properties of light rays are determined

by integrating the differential équations of the null geodesics. This procedure is workable as

long as one contents oneself with analysing the effects of first order in G, as it is proved by the

generality of the results obtained in [8-15]. Unfortunately, analytical solution of the géodésie

équations requires cumbersome calculations when terms of second order in G are taken into

account, even in the case of a static, spherically symmetric spacetime [4—6, 16]. The goal of

the présent paper is to develop a procedure which allows us to détermine the deflection of light

and the travel time of photons without integrating the géodésie équations.

We assume that spacetime is globally regular with the topology M x M3, i.e. without event
horizon. According to these assumptions, we admit that the Lorentzian metric is represented

at any point x by a sériés in ascending powers of G

in any quasi-Cartesian coordinates. Neglecting ail terms involving g^+1), g^y+2)..., defines
the so-called nth post-Minkowskian approximation.

Essentially, our method uses the notion of world function as developed by Ruse [17] and

Synge [18, 19]. The world function Q(xA,xB) is defined as half the squared géodésie distance

between two points xA and xB. Before entering into the présentation of the method, it must

be noted that this définition raises a serious problem, since there could exist points xA and

xB connected by several geodesics. Given a point *,4, it is usual to define the normal convex

neighbourhood of xA, say MXa, as the set of ail points x joined to xA by a unique géodésie
path [20]. The world function x) is then well defined for x e HXa. In agreement with
the assumptions mentioned in the previous paragraph, we suppose that if xB is joined to x,*

by a null géodésie, then this géodésie is unique. Denoting the light cône at xA by CXa, this
means that CXA C MXa. Thus we can use the world function to study the deflection of the light
and the travel time of photons between X4 and xB. Let us point out that our assumptions are

compatible with the existence of multiple-image effects involving different travel times for the

photons (see, e.g., [21] and référencés therein).

We shall see in section 2 that the invariant two-point function Q.(xA,xB) has very

interesting properties. First of ail, considering the géodésie path connecting x^ and xB, it

may be shown that the tangent vectors at x^ and xB are provided by the gradients of the

world function. Second, it is clear that xA and xB are joined by a null géodésie if and only

if Q(xa,xb) = 0. As a conséquence, the deflection of a light ray emitted at a finite distance

may be easily determined when the world function of a given spacetime is known, just as the

travel time of a photon between two points. This means that the world function allows us

to calculate the time/frequency transfer functions and can be extremely useful in situations

involving a comparison between two distant docks, as has been shown by two of us in a recent

OO

G)

where

S2! = ^v=diag(l,-l,-l,-l)
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work [22] extending the results obtained in [23] and [24]. Other possible applications deserve

to be emphasized. For example, the quantum phase accumulated by a freely falling particle is

proportional to the géodésie distance covered through spacetime [25]. So, the world function

can be relevant for modelling situations such as neutrino oscillations [26].

Taking équation (1) into account, it is possible to assume that Q(xa,xb) admits an

expansion as follows:

The primary objective of the paper is to yield a recursive procedure for determining each

term xb) within the /?th post-Minkowskian approximation without calculating the

géodésie joining and xb-

Our method is inspired by a procedure found by Buchdahl [27] for obtaining the

perturbative expansion of the characteristic function defined as V = *J2\Q\. However,
the gradients of V(xA, Xb) are not defined when xA and xb are linked by a null géodésie. So

we prefer developing a new procedure involving Q itself. Considering that xA and xb are

fixed points, we use the Hamilton-Jacobi équation satisfied by Q(xA,x) at pointx. It is easily

seen that this équation may be replaced by an infinité set of ordinary differential équations
for the perturbation terms &n\xA, x) when x is constrained to move along the zeroth-order
géodésie connecting xA and xB. As a conséquence, each term Q{n\xA, xB) is obtained in the
form of a line intégral along a straight line in the background Minkowski metric. Thus, we

obtain a recursive procedure which completely avoids the calculation of the perturbation of

the géodésie joining the given end points.

Within the first post-Minkowskian approximation, we recover a simple intégral expression

of £2(1) already given by Synge [28]. In contrast, the fact that one has to calculate line intégrais
with integrands containing products of the first-order dérivatives of terms Q.{n~p\ p — 1,...,
n — 1 proves to be awkward in attempts at getting explicit expressions of for n ^ 2.

Fortunately, at least in the case where n = 2, we obtain a simplified formula for Œ(2) where
the quadratic terms in the first dérivatives of S2(1) appear only as boundary terms. Then, we
develop an itérative procedure which allows us to deduce the propagation time of a photon
correct to within (n + l)th-order terms from the expressions of Q{n), ST2(,1“1), ..., £2(0).

Finally, we dérivé the world function and the propagation time of light in a static,

spherically symmetric spacetime within the second post-Minkowskian approximation. In

order to get expressions valid for a wide class of gravitational théories, we assume that the

metric involves three arbitrary parameters: the usual post-Newtonian parameters fi and y

[29], and a supplementary parameter <5, introduced to take into account the term of order

G2 in spatial components g-,j (see, e.g., [30] and references therein). Complété results were
obtained by John [31] involving quite cumbersome calculations. Without any reference to this

earlier paper, a complicated intégration of the géodésie équations was performed by Richter

and Matzner [16] in order to calculate the time delay for a spécial coordinate System adapted

to the direction of the light ray at the émission point. More recently, Brumberg [32] has

used the Euler-Lagrange équations of null geodesics to find the propagation time of light as

a function of the boundary conditions in the second post-Minkowskian approximation of the

Schwarzschild metric. For our part, we do not need to détermine the null geodesics to get the

world function and the propagation time of light and we use only elementary quadratures to

perform the calculations.

The paper is organized as follows. In section 2, the general définition of the world

function and its fundamental properties are recalled. In section 3, we introduce two distinct

time transfer functions and we give their general relations with the world function. We

00

(2)
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establish that ail the calculations relative to the direction of a light ray or to the frequency

transfers can be performed when one of the two time transfer functions is explicitly known.
In section 4, we set out the recursive method which allows us to détermine the world function

in the mh post-Minkowskian approximation for any n ^ 2. In section 5, we show how to

deduce the time transfer functions from the world function at any post-Minkowskian order

of approximation. In section 6, we détermine explicitly the world function and the time

transfer outside a static, spherically symmetric body within the second post-Minkowskian

approximation. Some concluding remarks are given in section 7. In the appendix, we give an

alternative dérivation of the intégral expression for £2(2)(xa, xb), based on an intégration of
the Euler-Lagrange équations of geodesics.

In this paper, c is the speed of light in a vacuum. The Lorentzian metric of spacetime

V4 is denoted by g. The signature adopted for g is (+ ). We suppose that spacetime is

covered by some global quasi-Galilean coordinate System (xM) = (x°, x), where x° = et, t
being a time coordinate, and x = (x'). We assume that the curves of équations xl = const are

timelike, which means that goo > 0 anywhere. We employ the vector notation a in order to

dénoté (a1, a2, a3) = (a1). Considering two such quantities a and b we use a • b to dénoté
a1 b1 (the Einstein convention on repeated indices is used). The quantity \a\ stands for the

ordinary Euclidean norm of a. For any quantity f(xx), f<a dénotés the partial dérivative of
/ with respect to xa. The indices in parenthèses characterize the order of perturbation. They

are set up or down, depending on the convenience.

2. Définition and fundamental properties of Synge’s world function

Since Synge’s world function is not widely employed, we briefly recall how its fundamental

properties can be straightforwardly derived from the variational principle defining the géodésie

curves (for the characteristic function V = y/2\Çl\, see e.g. Buchdahl [33-35]). We begin

with recalling some useful results conceming the general variation of a functional defined as
an action in classical mechanics.

Let and xg be two points of spacetime connected by a différentiable curve Cab defined

by the parametric équations xa = xa(Ç), with ÇA ^ Ç ^ Çb- Given a Lagrangian function
L(x“, x^) with xP(Ç) = &xP(Ç)/dÇ , one can define the functional S by

S[CJB]= f‘ L{xa (3)
ha

the intégral being taken along Cab• Let us consider now an arbitrarily neighbouring curve

C'A,B, connecting points x^ and xgx represented by parametric équations x'a = x'a{Ç'), with
ÇA' < Ç' ^ Çb'- Let x" + &xaA = xaA, and x£ + 8xB = xaB, be the coordinates of xA' and xB'
respectively. Putting <5xa(£) = x'a(t;) — x“(£). one can define a one-to-one correspondence

between Cab and Ca'B’ by the infinitésimal transformation

x“(f) -> x'“(£ + 8Ç) = *“(0 + 8xa{Ç)t (4)

where

8xa(0=8xa(0+xa(m (5)

with the boundary conditions

8xa(U) = SxaA, Sxa(^) = SxaB. (6)

Performing an intégration by parts leads directly to the following expression for the

quantity 8S = S[CA'b'] ~ S[Cab] (see, e.g., [36])

8S =
r dL d dL y
[âx“ de
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where pa is the 4-momentum belonging to xa and H is the Hamiltonian:

Pa==l^' H = paxa — L. (8)
dxa

In the following, we assume that there exist domains V of spacetime such that whatever

xa e V and xB € V, Xa and xB are linked by a unique curve TAb realizing an extremum of

the functional S. Then, describing TAB by parametric équations xa = xa{Ç), we can associate

with any domain V a function S of xA, xB, Ça, Çb defined as

S(xa,xb,(a,<b) = f *.(*“(?).*''((:))d{. (9)

Extending a terminology currently used in mechanics, we shall call S the characteristic (or
principal) function belonging to the Lagrangian L adapted to the domain V. Since the functions
x" (O satisfy the Euler-Lagrange équations

8L

âr"
A ( = o.
d^ \dxa J

(10)

the total variation of S(xA, xB, ÇA, Çb) reduces to the boundary terms in équation (7).

Consequently, one has the relations

8S

d^A
(Pu)a,

dS
(Pc)B, (11)

(12)

Considering that H is a function of a" and pa, then substituting for (pa)A and (pa)B from
équations (11) into équations (12), it is easily seen that S(xA, xB, ÇA, Çb) satisfies a Hamilton-

Jacobi équation both at a^ and at a^

dS

3 Ça
= H aL—-

dS

3^
dS

3 Çb
= —H I A

dS

3^
(13)

Let us apply these results to spacetime V4 endowed with a Lorentzian metric gMl, and

insert in équation (3) the Lagrangian defined by

P = \gapxaxp. (14)

Each curve TAb parametrized by Ç for which 5 has an extremum is a géodésie path joining
a a and xB. Parameter Ç is said to be affine. According to (8), we hâve now

Pa = gapxfi, H = \gatipaPf}, (15)

from which it is easily deduced that H — L on any géodésie path. Owing to the fact that

L does not contain Ç as an explicit variable, this last equality implies that the Lagrangian L

defined by (14) is a constant of the motion.

We are only concemed here with a weak-field metric represented by équation (1)

throughout spacetime. So we henceforth restrict our attention to the domains V = MXa , MXa
being defined in the introduction. Then whatever xB e NXa, there exists a unique géodésie
path TAB connecting a^ and xB. Let us dénoté by ST2 the characteristic function belonging to

the Lagrangian (14) adapted to MXa. According to (9) we hâve

xb, Ça, Çb)
1 f1’0
r / gapxaxpdÇ,
Z J Ka

(16)
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the intégral being taken along TAg. Since L = H is a constant of the motion, we hâve

L = HA = HB on r^B. Inserting these relations into équation (16) yields

Ha = Hb =
Q(xa, xB, Ça, Çb)

Çb ~ Ça

Substituting these expressions of HA and Hg into équations (12), we get

312 12 312 12

ôÇa Çb — Ça ôÇb Çb ~ Ça

Integrating these équations, we find that 12 may be written as

(17)

(18)

r=L , , x mxA,XB)
&(xA, xB, Ça, Çb) = — —- (19)

Çb ~ Ça

where 12 (x^, xB) is a function of xA and of xB. This two-point function, which is symmetric

in ^ and xB, is called the world function. Denoting by À the unique affine parameter such

thatÀ^ =0andÀg = 1, we infer from équations (16) and (19) that £2(xA, xg) may be written
as

1 f1 dx^ dxu
Q(xA,xB) = - ggv(x (À))————-dÀ, (20)

2 Jo QÀ dÀ

the intégral being taken along It can be easily seen that

&(xA, xg) = \cab\sab]1, (21)

where eAB — 1,0, —1 when YAg is a timelike, null or spacelike géodésie, respectively, and

sAg is the géodésie distance between xA and xg, i.e.

sab = f àxv\.
The relevance of the world function in the problems related to the light deflection, time

delay or gravitational frequency shift is justified by the following properties, which are easily

deduced from the above-mentioned theory.

Property 1. The covariant components ofthe vectors tangent to the géodésie path TAB at

and xg respectively, are given hy

dxyN\ 312

dT, a.'?H

11II

•«ç

dx1'N\ 312

dT,/ B dxB

(22)

(23)

These fundamental formulae are immediately deduced from équations (11) and (15).

They show that the vectors tangent to the géodésie path YAB at x.4 and xg can be explicitly
determined when the world function 12(x,i, xB) is known.

Any other affine parameter Ç along T^# is such that

Ç — (Çb — Ça)k + Ça, (24)

where ÇA and Çg are the values corresponding to x^ and xB, respectively. As a conséquence,

we hâve for the tangent vector dx'VdÇ the general formulae

1 312

Çb ~ Ça dx%
(XA , Xg),
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8iiv

dxv

dT
1 9£2

Çb ~ U dx\
(xA,xB). (26)

It is clear that point xB may be replaced in (26) by any point x(Ç) on TAB which differs

from xA. Retuming to X for the sake of simplicity, we fïnd that the covariant components of

the vector tangent to T^b at point x(À) are given by

( dxv\ 1 dQ
[8^—) = -—(xA,x(X)), (27)
V dÀ Jx{X) Xdx»

where 9£2/9xM dénotés the partial dérivative of Q(xA, x) with respect to xM at point x. It

immediately follows from équations (27) that the System of équations

_ Ig^(x(À))~(xA,x(X)), (28)
\dXjx(k) X* ,}dxPy

can be regarded as the first-order differential System goveming the géodésie paths passing

through a given point xA. The regularity of this System at x^ is a direct conséquence of the

following property [19].

Property 2. The first-order partial dérivatives of Q (xA, x) may be expanded as

—(xA,x) = g^v(xA)(xv -xA) +Cuap(xA,x)(xa -xA)(xp - xPA), (29)

where the functions Cliap(xA, x) remain bounded in the neighbourhood ofxA.

It results from this property that dQ/dx^(xA, x) -» 0 as x -> x^ and that the rhs of

équations (27) and (28) remains bounded as X -> 0.

Now, the following statement can be straightforwardly derived from équations (13), (15)

and (17).

Property 3. The worldfunction Q(xA,xB) satisfies the Hamilton-Jacobi équations

1 o dQ 9 £2

~8 PixA)—(xa,xb)—j(xA,xB) = Q(xa,xb), (30)
2 dxA dxpA
1 o 9 £2 9 £2
zg P(xB) — (xA,xB)—ô(xA,xB) = Q(xa, xb). (31)
2 dxB dxZ

As we shall see below, these équations and property 2 enable us to construct the world

function in any post-Minkowskian approximation.

Properties 1, 2 and 3 are valid whatever the nature of the géodésie curve joiningx^ antxB.

In the case of null geodesics, (20) and L = HA = HB = 0 immediately lead to the following
statement.

Property 4. Two points xA and xB are joined by a light ray ifand only if the condition

Q(xa,xb)=0 (32)

isfulfilled.

Thus, £2(x,4, x) = 0 is the équation of the light cône CX/K.
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3. Time transfer functions

It follows from property 4 that if £2(xA, xB) is known in J\fXA, it is possible to détermine the
travel time tg — tA of a photon connecting two points and xB as a function of tA, xA and Xg

or as a function of tg, xA and xg. It must be pointed out, however, that solving the équation

Q(ct,4, xA, ctg, Xg) = 0for/fi yields two distinct solutions t+B and tg since the timelike curve
x1 = x'B cuts the light cône CXa at two points and xB, x+B being in the future of xB. In the
présent paper, we always consider as the point of émission of the photon and rg as the

point of réception, and we focus our attention on the détermination of tB — tA (clearly,
the détermination of tB — tA cornes within the same methodology). For the sake of brevity,
we shall henceforth write tg instead of tB.

In general, tg — tA may be considered either as a function of the instant of émission tA,

and of xA, Xg, or as a function of the instant of réception tg and of xA, xg. So we are led to

introduce two distinct (coordinate) time transfer functions Te and Tr respectively defined by

Ib Ia — Te(tAi XA, Xg), (33)

tg-tA= Tr(tg, xA, xB). (34)

We shall call Te(tA, xA, xB) the émission time transfer function and Tr(tg, xA, xB) the

réception time transfer function.

There exist direct relations between the time transfer functions and the components of the

vector tangent to a null géodésie. Indeed, it results from équations (32) and (33) that whatever

xb,x°a and xA, one has the relation

Q (xA, xA, x°A + cTe(tA, xA, xB), xB) =0. (35)

Differentiating this identity with respect to xA,xlA and x‘B, respectively, it is easily seen that
the relations

dtt dQ dTe
—~n (xa,xb) +—1r(xA,xB) 1 + — (tA,XA,Xg)

àxB L dtA
= 0,

dTe
-—(xA,xg) + c—^(xA,xB)——(tA, xA, Xg) = 0,
OX^ uX ÜX^

dQ dTe dn
C-—r{xA,Xg)—T{tA, XA, Xg) + —T(xA, Xg) = 0,

dxB axB axB

(36)

(37)

(38)

hold for any couple of points (xA,xg) connected by a null géodésie. Of course, analogous

relations may be derived from the identity

Q(x°B - cTr(tg, xA,xB), xA, x°B, xB) - 0. (39)

Comparing these relations with équations (22) and (23), we get the following theorem for the

components of the vectors tangent to a light ray.

Theorem 1. Consider a photon emitted at point xA = (ctA,xA) and received at point

Xg = (ctg, xg). Dénoté by kM the vector dx^/dÇ tangent to the photon path, Ç being any

affine parameter. Then, one has relations as followfor the covariant components ofthe vector

tangent at xA and xB

(L) =_Æ
\koJ g dx'B

dTr r
c—- 1

dx'g L

d%

dtg

-i-i

(40)
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fi) = Æ
\koJA dx‘A

97;T‘ _ d%_
dtA . dx‘A ’

(ko) B

(ko) A

dTeyl _ 1 dTr
dtA_ dts

(41)

(42)

where Te and Tr are taken at (tA, xA, Xb) and (ts, xA, Xb), respectively.

These fundamental formulae show that ail the theoretical problems related to the directions

of light rays or to the frequency shifts may be solved as soon as at least one of the time transfer
functions is explicitly determined. This property will be very useful in practice since extracting

the time transfer formulae (33) and (34) from équation (32), next using équations (40)-(42)

will be more straightforward than deriving the vectors tangent at and xb from équations (22)

and (23), next imposing constraint (32).

Case ofa stationary spacetime. If spacetime is stationary, we can choose coordinates (x,L) such
that the metric does not dépend on x°. Then, the world function is a function of xB —x^j , xA and
Xb, and the two time transfer functions previously introduced are identical. So équations (33)

and (34) reduce to a single relation of the form

tB - tA =T(xa,xb). (43)

Since T only dépends on xA and xB, it is immediately deduced from équations (40)-(42)
that the vectors (kfl)A and (kll)B defined by their covariant components

ar
(ko) A = 1, (ki)A = c—(xA,xB),

dx\
(44)

ar
(45)(ko) B = L (ki)B = -c—T(xA,xB),

dx‘B

are tangent to any light ray connecting xA and xB, respectively. It must be pointed out that

these tangent vectors correspond to an affine parameter such that ko = 1 along the ray (note

that such a parameter does not coincide with À.).

4. Détermination of CL(xa>xb) in the nth post-Minkowskian approximation

Equations (31) and (30) are the basic formulae enabling us to détermine the perturbative
expansion (2). One might also directly use the intégral form of the world function given by
(20), but the calculations would be very tedious (a brief outline of this method is given in the

appendix for the second post-Minkowskian approximation).
First of ail, let us briefly consider Minkowski spacetime. The géodésie path connecting

x,* and xB is the curve having parametric équations xa = x"0)(À), with

*(0)M = {xB ~xaA)X + xA, 0^À<1. (46)

According to (46), équation (20) gives immediately for the world function in Minkowski

spacetime

Q(0)(xa,xb) = \rilxv(xuB - x,1A)(xB -x^). (47)

In what follows we suppose that spacetime is a perturbation of Minkowski spacetime. Let

us assume for a moment that metric (1) is written in the form

100
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We suppose that xB e NXa. The géodésie curve rAB connecting and xB is then a

perturbation of the straight line T^. So, the parametric équations of TAB may be written in
the form

xa(X) = (xaB -xaA)X + xaA + Xa(X), O^À^l, (49)

where functions Xa satisfy the boundary conditions

X“(0) = 0, X“(1) = 0. (50)

Noting that xM (À) = xB — xA + X^(X) and that

f
Jo

by virtue of équations (50), it may be seen that équation (20) transforms into

1 f1
tt(xA,xB) = Q(0\xa,xb) + -(x% ~xa)(xb-xvA) / hBV(x(X))dX

2 J()

1 /*'

+ ^ J+ 2(x"- xïïh,w(x(,X))X"(X)
+ /i„„a(X))>c'ja)x“(À)]dx. (5i)

Ail the intégrais in (51) are taken over géodésie path which is generally unknown.

However, it is possible to obtain a perturbative expansion of Çl(xA,xB) involving only line

intégrais taken over the straight line rA]B when the metric is given by expansion (1). Indeed,
noting that the concomitant expansion of the contravariant components g>xv is given by

OC

g'“'(*.G) = Ir+Ec',sw(-<‘>' (52>
/!= 1

where the set of quantities g'^ is determined by

«f» = -rf**rg{2' (53)

*£> = - E (54)
p= 1

we can State the theorem below.

Theorem 2. Assuming that the metric is represented hy expansion (1 ) and that xB e MXa , the
worldfunction is given hy équation (2), namely

OO

Q(xa, xb) = Q(0\xa,xb) + G"Q{n\xA, xB),
n=1

where

^\xA,XB) = -XA)(xaB -XaA) Jr

Ç2(n\xA,xB) = -^riuprjvofô - xpA)(xB - xA) [
2 JO

0)W)dÀ,

1

g'Z(X(0)(V)dX

~X^X~dx~ (**'*«>(*)>

(55)
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+

i ao(4) ao(«-rî)

H ^2 HT^ • x<°>W)——(**. •*<»> W) <U

I /’> !!_i | ao(/>)

Ep’'V(I<’x<0)w)1?-<*» *<«>(»> «dA- (56)

whatever n ^ 2. A// intégrais are calculated along straight line defined by équation (46).

Before we prove this theorem, we can enunciate a corollary as follows.

Corollary. In terms of covariant components of the metric tensor, S2(1)(*a> xb) and
Qi2)(xA, xb) may be written in the forni

a"’(xA,xB) = -fx", - xa)(xb- x;,) j «Jllv)(JC(0)W)dA, (57)

nm(xA,xB) = Uxï f [S®(JT(0)(X)) -
4 J0

r1 1 300)

+ {xb~xa) ^nvp-j^r(xA,X(0)(X))g{"(x{())(\))dx
1 f{ 1 3£2(1) 3S2(I)

~2j0 (58)

This corollary is an immédiate conséquence of équations (55) and (56) for n = 2 when

équations (53) and (54) are taken into account.

Proof of theorem 2. Points xA and xb being given, we may consider Q (xA, x) as a function of

x denoted by £2(x). This function satisfies the Hamilton-Jacobi équation (see équation (31))

1 o dQ d£2 —

2**M»ïMâPM =^ (59)
Function £2(jc) may be represented by a sériés

00

Q(x) = ni0)(xA,x) + J2 GnQ{n)(x), (60)
/!=1

~(«)
where each term satisfies the boundary condition

n'"W = o. (61)

Moreover, it follows from property 2 that the first-order dérivatives of each Q.(n) must satisfy
the boundary condition

lim
x-*xA

dQw

dx*1
(x) = 0.

Inserting developments (52) and (60) into équation (59), and then putting

(62)

3Q(0)

dx^
(xA,x) = qlip (x' XA)* (63)
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r = r]>LVqv — Y1* (64)

it is easily seen that équation (59) splits up into an infinité set of partial differential équations
as follows:

q

where

4>(l)00 = --qpqvg^(x),

(p(n\x) = --q^vg^ix)

(65)

(66)

-Æ
p=i

*!>>
8fiw tî aQ<',)

whatever n ^ 2.

3jc,;

Assume now that jc moves along T^. This means that jc varies as a function of X according

E
<7=1

dx» dxv

dü(p) dâin-p)

dx^ dxv

(67)

to équation (46). As a conséquence the total dérivative of Q(n) along rA]B is given by

dnwU(o,(>.))
dX

= (; xa)
in)

dx11
(X(0)(X)), (68)

which implies that équation (65) may be written in the form of an ordinary differential équation

d£2 (^(0)(7.)) 7^1), /i w ^(n) r tw\
X — Œ (^(0)(7.)) = <£> ’(X(0)(X)). (69)

It is easy to show that équation (69) admits one and only one solution satisfying boundary

conditions (61) and (62), namely
• x

(70)a"Ww) = x J -X<Pw(xma'))<iy.
from which one can deduce fonnulae (55) and (56). The only difficulty is to prove that

(A)) is a continuous function of X in the range 0 ^ X ^ 1. The property is

obviously true for n = 1, since it follows from équation (66) that

1 4>(I)U(0)(X)) = ~\(xPB ~x'A)(xvB - xvA)qBPqvagp{"(x{0)(X)).
X2

(71)

As a conséquence, Œ (*(0)W) is given by (70) for n = 1. Therefore, formula (55) holds.
Replacing xB by jc in (55) and then differentiating with respect tox gives

3Œ(,)
(xa ,*) = -qP [l

Jo
0)(Â))dX - -qpq

J0
golv(x(0)(X))XdX,

dx- jo l jo

where T(o)(Â.) is defined by

= (*“ ~xa)^ + xa-

Setting jc = jc{o)(à) in (72) yields

-j-^(xA,X{0)(X)) = -X(xaB - XaA) / 7?ap77vag^U(0)(^))ciX
1 f1

- 2x2(xb ~xa){xb ~xa) Jo qccPqpag^)AXx(g)(X))XdX.

(72)

(73)

(74)

103



World function and time transfer 4475

Inserting this expression into équation (67) written for n = 2, it is easily seen that A. 2<f>(2) is
—(2)

a continuous function of X. As a conséquence, Q is given by (70) for n = 2, which proves

that formula (56) is valid for n = 2. The above reasoning may be used to prove that A~2<f>(n)
is continuous whatever n.

The expression of £2(2)(jc,v, xB) given by formula (58) leads to heavy calculations owing
to the presence of quadratic terms with respect to the dérivatives of £2(l) in one of the intégrais.
Fortunately, a drastic simplification is possible.

Theorem 3. The second-order terni f2(2)(x,4, xb) may be written in the forni

n(2\xA,xB) = -(x'b ~x%)(xvb -xva)

x /'[
Jo L

-vpa

2 1

X{0 dX

3^(1) 3Œ(1)

:B
„ u (xA,xB)-r-[r(xA,XB),
dxB dx.

the intégral being taken along

(75)

Proof of theorem 3. It follows from équation (74) that

lim
x->o

1 9£2(1) 9£2(1)
{xA, x(o)(X))-^7- (xA, x(o)(X))

X dx11 dxv

Taking this équation into account, an intégration by parts gives

= 0. (76)

i r' i

~2j„ V
rv

3S2(1) 3^(1)
(xA, X(Q)(A))(xA, x(o)(A)) dX

dx»

1 3Œ(1) 3Q(I)
p (xA,xB)-z^r(.xA,xB)

2 dxB dxlB

' 1 3Œ(1) d
(*A,*«»(X))--'"Ci- 3S2(1)

-j^r(xA,x(0)(X)) dX. (77)
dx» dA

In order to transfonn the rhs of équation (77), let us perform the change of variable A' = XX

in équation (74). We obtain

a^(,) rk

dx

j) /•*

7^4(0)(X)) = (xB -xpA) g$(A-(0)(A'))dÀ'

){xb~xa) [ gplv(X(0)(X/))X,dX/.
J0

(78)

Differentiating (78) with respect to A yields

d

dX

3Q(1)

~dx~l (xA,x(0)(X)) = (xb - (*(0)(X)) + ^(xb ~ xa)(xb ~ xa)x§pIv(x(0)(X)).
(79)

Substituting this expression into (77), and then inserting the resuit of this substitution into

(56), we finally get formula (75).
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5. Time transfer functions in the wth post-Minkowskian approximation

It follows from équations (2), (35) and (47) that function Te(tA, xa, xB) satisfies the équation
00

c1tI = rIb -2j2G"^n)(A-XA,x0A + cT„xb), (80)
n= I

where

RAB = IXB ~ XA\.

Since X/\ is the point of émission and xb the point of réception, we are looking for the

solution to équation (80) such that cTe(tA, xA, xB) = Rab + O {G). Mathematically, our

problem consists in finding a function u(x, s) govemed by the équation

u2 = x2 + ^ snhn(u) (81)

H=1

and satisfying the condition

u(x,£)\e=0 = x, (82)

£ being a parameter sufficiently small to warrant the convergence of the sériés which are

handled. Using Maclaurin’s expansion of u about £ = 0, the solution to équation (81) may be
written in the form

OO

u{x, £) = X + ^ £nUn(x),

where

un(x)

n=1

1 dnu(x,£)

ni d£n
e=0

Performing successive différentiations of (81) with respect to £ and then taking (82) into

account, a straightforward calculation yields un(x) for any n. The first terms are given by

h\(x)
u i(x) =

2x

U3(X) = —
2x

Ui(x) = — \h2ix) + h\ (x)u 1 (x) - u](x)],

h-iix) + h'1(x)ii\ix) + -h'[{x)u2Ax) + Ii\(x)u2(x) — 2u\(x)u2(x)
(83)

Applying this procedure to équation (80), it would be possible to get Te at any post-
Minkowskian order. For the sake of brevity, let us define the following functions of tA, xa,xb'

Q(Jl)(tA,xA, xB) = ^(,,)(^, xa,xa + Rab, xb) (84)
and

dkQM
i^A’ xA, Xb) (xJ, + Rab,xb) (85)

for k = 1,2,3,... (be careful that Q^k is not a partial dérivative of ^^,")). Applying
équations (83), we can State the following theorem.

Theorem 4. In the thircl post-Minkowskian approximation the émission time, transferfunction

is given by

3

(86)

n=\

1 3
Te{tA,xA, xB) = -rab + Y^ GnTein)(tA, xA, xB) + 0(G4),
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where

T(\) =
fi<!)

cRab

r(2) =
1

nw + cT^fy|;
cRab

T}3) =
1

n(3) + CT(I)^J
cRab

+ \c2Wl)?

+ -c2(T;'>)2n<|> + cT®n<j> +

the functions Q(en^ and being defined by (84) and (85), respectively.

Of course, defïning

fi?°(ffi, xA, XB) = fi{n)(xB - Rab, xa, x°b, xb)
and

fi%{tB> xA,xB) =
dkQ(n)

(x°B ~ Rab, xa,x°b, xb),

a similar theorem can be stated for Tr(tB, xA, xB).

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

Theorem 4a. In the third post-Minkowskian approximation, the réception time transfer

function is given by

where

TU) =

I J
Tr(tB, xA, xB) = -Rab + Y GnTrw(tB, xA, xB) + O (G4),

c

cRab

(92)

(93)

r/2) =

7"(3) _
1 r

î

cRab _

1 "

cRab

fi'2) - cTr^Ü%

?i(p - cTr(,)n®

+ \c2(%mŸ •

+ \c2(Zm)2&r\l - cT}2)Q.{'\ + c2T}l)T}2)

(94)

(95)

It may be seen that T^[\ ... , can be determined once Tj~l\ ..., TeM are known and
conversely. Let us examine in detail the cases where n = 1 and n = 2.

Comparing expressions (87) and (93), we get immediately

T/'>(r, xA,xB) = Tfm (r xe) (96)

and conversely

7;(1)(r, xA, xB) = Tr(l) (^t + —-, xA, x^j (97)

Now comparing expressions (88) and (94), and then noting that (87) implies the identity

97;(1), , 1
—-—(t, xA,xB) =
dty ' Rab L dx

(x0,xA,xv + RAB,xB) +
8Q(l)

dx
(x°, xa,x° + Rab, xb)

(98)
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we get

Tr{2\tB, xA, xB) = Te{1) (tB - —, xA, xB^J
^(1) (. rab ^ 97?» ^ rab \

~V ( *B —, XA, xBJ I ÎB —, XA, xB I . (99)
Conversely, we hâve

Te(2\tA, xA, xB) = Tr(1) (^tA + xA,
+ 7;(1) ^ , xA, xB^j —— ^ + —, xA,x^j . (100)

6. Application to a static, spherically symmetric body

In order to apply the general results obtained in sections 4 and 5, let us détermine the

world function and the time transfer function in the second post-Minkowskian approximation.

Choosing spatial isotropie coordinates, we suppose that the metric components may be written
as

<?oo =

.(2)

2M

8oi = 0, à>ij

M

c2r ’
~2y—8ij,

clr

M2

2^. 8ÏÏ = 0- (2)
«U =

, M2
(101)

where fi and y are the usual post-Newtonian parameters, and 8 is a post-post-Newtonian

parameter (in general relativity, /3 = y = 8 = 1). Furthermore, we suppose that and xB are

such that the connecting géodésie path is both entirely outside the body and in the weak-field

région. We use the notation

r = \x\ rA = \xA\, rB = \xB\.

It is easily seen that GÇ2{l)(xA, xB) is the term due to the mass in the multipole expansion
of the world function given by équation (56) in [22] (see also [31])

M

Q0)(x°A,xAyx0B,xB) = -^[(x°B - x°A)2 + yR2AB]F(xA,xB),
where

F(xa, xb) -jf
Jo

dX 1
ln

|æ(0)(A)| Rab \rA+rB — R

i'a + rB + Rab

‘AB

(102)

(103)

For the intégrais involving gffi and ternis quadratic in gffl in the expression of
Q(2)(xa,xb), we find

\{XB - Xa){XB - J [8Bv(X(.0)W) - VPag(Bl(*(0)(*-))g{Va (*(0)(X))] dÀ

[^-2)(4-^)2 + (2y2--^R2AB E(xa, xB), (104)

where E(xA, xB) is defined as

E(xa,xb)
Jo

dX

|æ(o)(A)| 2 '
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An elementary quadrature yields

1
E{xA, xB) — arctan

rArB ~ (æA • XB)2

(XB - XA)-XA

(XB - XA)-XB

_yrArB - (XA-XB)2_

— arctan

_\/rArB ~ (XA-XB)2 _
arccos(nA -nB)

rArBy/1 - (nA >nB)2

nA and nB being defined as

nA=xA/rA, nB=xB/rB.

For the intégral involving the gradient of f2(l) in formula (75), we obtain

(105)

l(x» -r*
2^b ){xb~xa) [

J0

,P<r
9Q(1)

dxB

M
1 +

1 (j <aŸ + Yr2abrA

rBJ Rab rArB + (xA-xB)

-2yE(xA, xB)
M ~ *!î)2 - Yrab E(xa, xb)

r2ab bb

(106)

Substituting (104) and (106) into (75), and then carrying out the calculation of the square
of the gradient of Œ(1)(jc,*, xB) atxB, we obtain an expression for the world function as follows:

tt(xA,xB) = l{x°B-x°A)2 - ~R2ab - —[(4 ~xqa)2 + yR2ab\F{xA, xB)
c-

G2M2
4

r2ab

1 1 .
F (xA, xB)

_rArB + (xA -xB) 2

o\2Hx°b-x°a)
2y

rArB + (xA ’XB)
- (2 - P+ 2y)E(xA, xB)

+(2 + y)F (xA,xB)

,2

+ rab
Y 3S_. . y2
, — - —E(xa, xb) - —F2(xa,xb)

L rArB + (xA-xB) 4 2
+ O (G3).

(107)

Now, using formulae (87) and (88), a straightforward calculation gives for the time transfer
function

Rab (Y + 1)GM / rA + rB + RAB \ G^M~RAB
T(xA, xB) = + ln — + ô

c c* \rA +rB — RAB J

(8 —4/1 + 8y + 38) arccos(n,4 • nB) (1 +YŸ

4J'lrl ~ (x/t ,xa): rArB + (xA • xB)
+ 0(G3).

(108)
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The first-order term is the Shapiro time delay [37]. The second-order terms in (108)

generalize the resuit found by Brumberg in the case of general relativity [32].

Denoting by \J/ab the angle formed by vectors nA and and noting that E(xA, xB)
reads

arccos{nA'nB) ^ab

s'n

0 ^ ^AB < TT, (109)

we find an expression for T(xA, xB) as follows:

T(xa, xb) =
Rab , (y + \)GM

1 + r- ln
c2Rab

*A + fB + RaB

rA + fB — RAB

G2M2

c4rArB
2 — fi + 2y + — 8

ŸAl (1 + yr

sin r/fAB \ + cos \J/Ab.
+ 0(GJ), (110)

which may be very helpful for numerical estimâtes.

7. Conclusion

The central resuit of this paper is given by theorem 2. Assuming that xB is in the normal

convex neighbourhood of xA, we hâve shown that Q(xA,xB) can be obtained in the «th post-

Minkowskian approximation by a recursive procedure which spares one the trouble of solving

the géodésie équations. Any nth-order perturbation £2(n)(jcA,xB) is an intégral taken along
the zeroth-order straight line joining and xB. Moreover, in theorem 3 we hâve found a

remarkable simplification of the integra! giving Q,(2)(xA, xB). In theorems 4 and 4a we hâve
outlined a recursive procedure which enables us to obtain the perturbations of the time transfer

functions when the perturbations of ^(x^, xB) are known, assuming that the null cône at

is included in the normal convex neighbourhood of xA. Since the time transfer functions are

sufficient to détermine the direction of a light ray in the 3-space relative to a given observer

(see theorem 1), the systematic methods explored here seem very promising to tackle the

relativistic problems raised by highly accurate astrometry in space.

Using the simplification found in the second post-Minkowskian approximation, we hâve

shown that the calculation of S7(2) (jeA, xB) and T(2) (xA ,xB) reduces to elementary intégrations
in the case of a static, spherically symmetric spacetime. The simplification within the second

order works out so well that the question of whether it works also for the higher order terms

naturally arises. We hope to return to this problem later. For the time being, we are applying

the results obtained in the static, spherically symmetric case to the description of the light

deflection between two points located at a finite distance.

Appendix. Another détermination of ft^2\xA,XB)

It is possible to dérivé ^(2)(X/i, xB) directly from the Euler-Lagrange équations of geodesics,
namely

d

dk

_ 1 dx^±xv
2 w"dT dT (A.l)

It is clear that the functions X'1 defined by équations (49) admit the following expansions:

00

A-'1(À,G) = ^G”Xf„)(A), (A.2)
n=1
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A universal tool for determining the time delay and the frequency shift of light:

Synge’s world function
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Bernard Linet*

Laboratoire de Mathématiques et Physique Théorique,
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(Dated: November 9, 2005)

In almost ail of the studies devoted to the time delay and the frequency shift of light, the calcu
lations are based on the intégration of the null géodésie équations. However, the above-mentioned
effects can be calculated without integrating the géodésie équations if one is able to déterminé the

bifunction D[xa,xb) giving half the squared géodésie distance between two points xa and xb (this
bifunction may be called Synge’s world function). In this lecture, f1(xa, xb) is determined up to the
order I/c3 within the framework of the PPN formalism. The case of a stationary gravitational field
generated by an isolated, slowly rotating axisymmetric body is studied in detail. The calculation
of the time delay and the frequency shift is carried out up to the order 1/c4. Explicit formulae are
obtained for the contributions of the mass, of the quadrupole moment and of the internai angular
momentum when the only post-Newtonian parameters different from zéro are 0 and 7. It is shown
that the frequency shift induccd by the mass quadrupole moment of the Earth at the order 1/c3 will
amount to 10“16 in spatial experiments like the ESA’s Atomic Clock Ensemble in Space mission.
Othcr contributions are briefly discusscd.

I. INTRODUCTION

A lot of fundamental tests of gravitational théories rest on highly précisé measurements of the travel time and/or
the frequency shift of elcctromagnetic signais propagating through the gravitational field of the Solar System. In
practically ail of the previous studies, the explicit expressions of such travel times and frequency shifts as predicted
by various metric théories of gravity are derivcd from an intégration of the null géodésie differential équations. This
method works quite well within the first post-Minkowskian approximation, as it is shown by the results obtained,

e.g., in [1-5]. Of course, it works also within the post-Newtonian approximation, especially in the case of a static,
spherically symmetric space-time treated up to order 1/c3 [6, 7]. However, the solution of the géodésie équations
requires heavy calculations when one has to take into account the presence of mass multipoles in the field or the tidal
effects due to the planetary motions, and the calculations become quite complicated in the post-post-Minkowskian

approximation [8], especially in the dynamical case [9].
The aim of this lecture is to présent a quite different procedure recently developed by two of us. Based on Synge’s

world function [10], this procedure avoids the intégration of the null géodésie équations and is particularly convenient
for determining the light rays which connect an emitter and a rcceiver having specified spatial locations at a fînite
distance. Thus, we are able to extend the previous calculations of the time delay and of the frequency shift up to the
order 1/c4. As a conséquence, it is now possible to predict the tiine/frequency transfers in the vicinity of the Earth at
a level of accuracy which amounts to 10“18 in fractional frequency. This level of accuracy is expected to be reached
in the foreseeable future with optical atomic docks [11].

The plan of the lecture is as follows. First, in Sect. II, the définition of the time transfer functions are given and the
invariant expression of the frequency shift is recalled. It is shown that explicit expressions of the frequency shift can
be derived when the time transfer functions arc known. In Sect. III, the relevant properties of Synge’s world function
are recalled. In Sect. IV, the general expressions of the world function and of the time transfer functions are obtained

within the Nordtvedt-Will parametrized post-Newtonian (PPN) formalism. In Sect. V, the case of a stationary field
generated by an isolated, slowly rotating axisymmetric body is analyzed in detail. It is shown that the contributions
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of the mass and spin multipolcs can be obtained by straightforward dérivations of a single fonction. Retaining only
the ternis due to the mass M, to the quadrupolc moment J2 and to the intrinsic angular momentum S of the rotating
body, explicit expansions of the world fonction and of the time transfer fonction are derived up to the order 1/c3 and
1/c4, respectively. The same formalism yields the vectors tangent to the light ray at the emitter and at the receiver
up to the order 1/c3. In Sect. VI, the frequency shift is developed up to the order 1/c4 on the assumption that (5 and
7 are the only non vanishing post-Newtonian parameters. Explicit expressions are obtained for the contributions of

J2 and S. Numerical estimâtes are given for the ESA’s Atomic Clock Ensemble in Space (ACES) mission [12, 13].
Concluding remarks are given in Sect. VII.

Equivalent results formulated with slightly different notations may bc found in [14] and an extension of the method
to the general post-Minkowskian approximation is given in [15].

Notations. - In this work, G is the Newtonian gravitational constant and c is the speed of light in a vacuum. The

Lorentzian metric of space-time is denoted by g. The signature adopted for g is (H ). We suppose that the
space-time is covcred by one global coordinate System (x^) = (x°, x), where x° = et, t being a time coordinate, and
x = (ad), the x1 being quasi Cartesian coordinates. We choose coordinates xl so that the curves of équations xl —
const arc timelike. This choice means that g00 > 0 cvcrywhere. We cmploy the vcctor notation a in order to dénoté
either {a1, a.2, a3} = {a1} or {ai, <12, (13} = {a*}. Considering two such quantities a and b with for instance a = {a1},
we use a • b to dénoté a'b1 if b = {&“} or albi if b = {6j} (the Einstein convention on the repeated indices is used).
The quantity | a | stands for the ordinary Euclidean norm of a.

II. TIME TRANSFER FUNCTIONS, TIME DELAY AND FREQUENCY SHIFT

We consider here electromagnetic signais propagating through a vacuum between an emitter A and a receiver B. We
suppose that these signais may be assimilated to light rays travelling along null geodesics of the metric (geometic optics
approximation). We call Xa the point of émission by A and Xb the point of réception by B. We put xa — (ctA,XA)
and xb — (cts,XB)- We assume that there do not exist two distinct null geodesics starting from xa and intersecting
the world line of B. These assumptions are clearly satisfied in ail experiments currently envisaged in the Solar System.

1. Time transfer functions and time delay- The quantity ts — tA is the (coordinate) travel time of the signal.
Upon the above mentioned assumptions, t.B — tA may be considered either as a fonction of the instant of émission tA
and of xa, xb, or as a fonction of the instant of réception ts and of xa and xb- So, we can in general defîne two
distinct (coordinate) time transfer functions, Tc and Tr by putting :

tB tA = Te(t,A, XA, X b) = Tr (tB , XA, Xb) (1)

We call % the émission time transfer fonction and Tr the réception time transfer fonction. As we shall see below,
the main problem will consist in determining explicitly these fonctions when the metric is given. Of course, it is in
principle sufficient to détermine one of these functions.

We shall put

Rab = \ xb — xa | (2)

throughout this work. The time delay is then defined as ts — tA — Bab/c. It is well known that this quantity is > 0
in Schwarzschild space-time, which cxplains its désignation [16].

2. Frequency shift.- Dénoté by uaA and u# the unit 4-velocity vcctors of the emitter at xa and of the receiver
at xb, respectively. Let Yab be the null géodésie path connecting x a and xb, described by parametric équations
xa = xa(Q, C being an affine parameter. Dénoté by the vector tangent to Tab defined as

=

dx11

~dÇ'
(3)

Let ua be the frequency of the signal emitted at xa as measured by a clock comoving with A and ub be the frequency
of the same signal receivcd at xb as measured by a clock comoving with B. The ratio ua!vb is given by the well-known
formula [10]

v_a = u'^jl^A (4)
i'b a.2j(/^)rî

Since it is assumed that the émission and réception points are connected by a single null géodésie, it is clear that

(1^)A and (Ih)b may bc considered either as functions of the instant of émission and of xa, xb, or as functions of
the instant of réception £# and of Xa and xb Therefore, we may writc

— = Afe(uA,UB-,tA,XA,XB) - Nr(UA,UB',tB,XA,XB) (5)
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Dénoté by va — (dx/dt)A and vb = (dx/dt)B the coordinate velocities of the observers at xa and xb, respectively:

It is easy to see that the

where Ia and Ib are the

formula (4) may be written as

va u°a (l0)a ça , , lp , , lp
— = -g- tT\ > 9/1 = 1 + -lA va , qs — 1 + -Ib • vb ,
vb uvB (l0)B Qb c c

quantities defined as

(6)

(7)

(8)

It is immediately deduced from Eq. (7) that an explicit expression of Afe (resp. Mr) can be derived when the time
transfer function Te (resp. Tr) is known. Indeed, one has the following theorem [15].

Theorem. Consider a signal emitted at point xa = (ctA,XA) and received at point xb — (cts^XB). Dénoté by
the vector dx^/dÇ tangent to the null géodésie at point x(Ç), C being any affine parameter, and put

li =

Then, one has relations as follow at xa and at xb

d%

dxP).- 1 +

A

ff\ _ dTe
B ° dx),

(Iq)a _ . d%
(la) B dt,A

Ole

dtA

1 -

1 -1 dTr

~ C dxA

dTr

dxlB
\l-—}

dtB J

g)Tr

dis

(9)

(10)

(H)

(12)

where Te and Tr are taken at (Ia,xa,xb) and (ts,XA,XB), respectively.
This theorem may be straightforwardly deduced from a fundamental property of the world function that we intro-

ducc in the following section.
Case of a stationary space-time. In a stationary space-time, we can choose coordinates (x11) such that the metric

does not dépend on x°. Then, the travel time of the signal only dépends on xa,xb This means that Eq. (1) reduces
to a single relation of the form

Ib ~ t-A — T(xa, xb)

It immediately follows from Eqs. (10) and (11) that

(îi)A

(%)b

(Iq)a

(Io)b

a r. i T(xa,xb) »
dx\

-c-z-tT(xa,xb) ,
dxln

1.

As a conséquence, the formula (7) reduces now to

va_ = v?a 1 +va Vi.7
vb u% 1 - vb VXbT ’

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

where Væ/ dénotés the usual gradient operator acting on f(x).

It is worthy of note that (1, {(Zj)/i}) and (1, {(h)b}) constitute a set of covariant components of the vector tangent
to the light ray at xa and xb, respectively. This tangent vector corresponds to the affine parameter chosen so that
(Iq)a 1 (Iq)b = 1-
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III. THE WORLD FUNCTION AND ITS POST-NEWTONIAN LIMIT

4

A. Définition and fundamental properties

For a moment, consider xa and îjj as arbitrary points. We assume that there exists one and only one géodésie
path, say which links these two points. This assumption means that point xb belongs to the normal convex

neighbourhood [17] of point xa (and conversely that xa belongs to the normal convex neighbourhood of point xb)-
The world function is the two-point, function FI{xa,%b) defined by

Fl{xA,xB) = ab[sab]2 , (18)

where Sab is the géodésie distance between xa and xb, namcly

sAb = / yjç}ilvdx\‘-dxv (19)
drAn

and eab — 1,0, — 1 according as is a timelike, a null or a spacelikc géodésie. An elementary calculation shows

that FI(xa,%b) may be written in any case as [10]

1 dx^ dx^

n(xA,xB) = ~J^ ^(^W)—— rfA, (20)
where the intégral is taken along A denoting the unique affine parameter along Fab which fulfills the boundary
conditions = 0 and Ab = 1.

It follows from Eqs. (18) or (20) that the world function FI(xa,xb) is unchanged if we perform any admissible
coordinate transformation.

The utility of the world function for our purpose cornes from the following properties [10, 15].
i) The vectors (d.xa/d.X)A and (dxa/dX)B tangent to the géodésie Fab respectivcly at xa and xb are given by

dx^ ^i dFl ( dx!i N\ dFl

'a~ dxA ’ \9^~dX,' B~ dxB
(21)

As a conséquence, if FI{xa,xb) is explicitly known, the détermination of these vectors does not require the intégration
of the differential équations of the géodésie.

U) Two points xa and xb are linked by a null géodésie if and only if the condition

FI{xa,xb) = 0 (22)

is fulfilled. Thus, fl(:r,4,a;) = 0 is the équation of the null cône C{xa) at xa-
Consequently, if the bifunction FI(xa,xb) is explicitly known, it is in principle possible to détermine the émission

time transfer function % by solving the équation

Fl(ctA, xa, cts, xb) — 0 (23)

for ts- It must be pointed out, however, that solving Eq. (23) for £b yields two distinct solutions tB and tg since
the timelike curve xl = xlB cuts the light cône C(xa) at two points xB and xB, xB being in the future of xB. Since
we regard xa as the point of émission of the signal and xb as the point of réception, wc shall cxclusively focus our

attention on the détermination of tB — tA (clearly, the détermination of tB — îa cornes within the same methodology).
For the sake of brevity, we shall henceforth write £b instead of t,B.

Of course, solving Eq. (23) for £^ yields the réception time transfer function Tr.
Gcnerally, extracting the time transfer fonctions from Eq. (23), next using Eqs. (10) or (11) will be more straight-

forward than deriving the vectors tangent at xa and Xb from (21), next imposing the constraint (22).
To finish, note that the theorcm stated in Sect. II is easily deduced from the identities

Q(ctA,XA,ctA + cTe(tA,xA,XB),XB) = 0 (24)

and

fl(ctB — cTr(tB,XA,XB),XA,CtB,XB) = 0. (25)
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B. General expression of the world function in the post-Newtonian limit

We assume that the metric may be written as

9iw — Vnv "b hnu (26)

throughout space-time, with =diag(l, — 1, — 1, — 1). Let be the straight line dcfined by the parametric

équations x° — x“0j(A), with

= + 0<A<1. (27)

With this définition, the parametric équations of the géodésie connecting xA and xb may be written in the form

xQ(A) =xgJ)(A)+XQ(A), 0 < A < 1, (28)

where the quantities Xa(X) satisfy the boundary conditions

X°(0) = 0 , XQ(1) = 0.

Inserting Eq. (26) and dx,L{X)/dX = x^ — x^A + dXli(X)/dX in Eq. (20), then developing and noting that

/i dXv

I V,Ax,1B-x'1A)—dX = 0
by virtue of Eq. (29), we find the rigorous formula

Yl(xA,xB) = nw{xA,xB) + ^(x£ -x^)(xB -xa) [ h/il/(xa(X))dX
* J 0

+ \[ [<^(x°(A))~~ + 2(*£-^)^(/(A)) dXv'

~dX
dX,

(29)

(30)

(31)

where the intégrais are taken over Yab and YI^(xa,xb) is the world function in Minkowski space-time

n{0){xA,xB) = ^Vn»(xB ~xa)(xb ~xa)- (32)
Henceforth, we shall only consider weak gravitational fields generated by self-gravitating extended bodies within

the slow-motion, post-Newtonian approximation. So, we assume that the potentials h^ may be expanded as follows

/i()0 = ^2^oü + ^4 hw + 0(6).

hoi = -h^> + 0(5), (33)

hij = ^+0(4).
From these expansions and from the Euler-Lagrange équations satisfied by any géodésie curve, namely

d ( dx13 \ _ 1 dx11 dxv
dX \9a0~dx J = 2dahpi'~dx~dx ’ (34)

it results that A^A) = 0(2) and that dx^/dX — x,^ — xA+0(2). As a conséquence, hliU(xc‘(X)) = /^(æ^A)) 4-0(4)
and the third and fourth terms in the r.h.s. of Eq. (31) are of order 1/c4. These features resuit in an expression for
YI(xa,xb) as follows

YI(xa,xb) = Yl^(xA,xB) + Y^pn\xaiXB) + 0(4), (35)

where

Yl{PN\xA,xB) = ^j(x°B -x°A)2^ h$(xf0)(X))dX
+ 2^(*‘b - xa)(®B - Xa) JQ hi?(x(0)W)dX

+^(xb - xa)(xb - xa) Jo (x^0)(X))dX, (36)
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the intégral bcing now taken over the line defincd by Eq. (27).
The formulac (35) and (36) yicld the general expression of the world function up to the order 1/c3 within the

framework of the 1 PN approximation. We shall see in the ncxt subsection that this approximation is sufficient to
détermine the time transfer functions up to the order 1/c4. It is worthy of note that the method used above would
as well lead to the expression of the world function in the linearized weak-field limit previously found by Synge [10].

C. Time transfer functions at the order 1/c4

Suppose that xB is the point of réception of a signal emitted at xa Taking Eq. (35) into account, Eq. (22) may
be written in the form

which implies the relation

ü^(xa,xb) + 9Spn\xa,xb) = 0(4),

Q(PN)(ctA,XA,CtB, xB)
t-B - tA = -R-AB

C cRab
+ 0(4).

Using iteratively this relation, we find for the émission time transfer function

rr-,± _ \ 1 r, n(PN\ctA,XA,CtA + RaB,XB)
V'A ) xBj — RAB t-j 0(5) .

c cRab

and for the réception time transfer function

rr /j. \ 1 r, tt(PN){ctB - RAB,XA,CtB,XB) ,^/c,
*T\pB ) XA j XB) R-AB t-j + 0(o) .

c cRab

(37)

(38)

(39)

These last formulae show that the time transfer functions can be explicitly calculated up to the order 1/c4 when
Çl(pNî(xa,xb) is known. This fondamental resuit will be exploited in the following sections.

It is worthy of note that a comparison of Eqs. (38) and (39) immediately gives the following relations :

and conversely

Tr{tB,XA,xB) = % ( 1-b ~ ~p-,æ.4,xD ) + 0(5)

%{tA,xA,XB) = Tr[tji H —,xa,xb ) + 0(5).

(40)

(41)

The quantity Vt^PN\ct.A,XA,ctA + Rab,xb) in (38) may be written in an intégral form by using Eq. (36), in which
Rab and RabA + et,a arc substituted for x°D — x°A and for .t30^(A), respectively. As a conséquence

{^A y 3Ca 5 — c^AB 2^2 J h$(zl(\)) + h?Mz“{A))AW + -hiï’(z“(\))N',(2) (3)/
Hj dX } + 0(5), (42)

the intégral bcing taken over curvc T^+ defined by the paramctric équations xa = z+ (A), where

z°(A) = RabX + cIa , 4(A) = RABNi\ + x\, 0 < A < 1,

with

Rab —\R-ab I,
/-y» 1

yyt _ X B X a
Rab

(43)

(44)

We note that T^+ is a null géodésie path of Minkowski mctric from xa , having the above-defined quantitics N1 as
direction cosines.

A similar reasoning leads to an expression as follows for Tr

Tr(tB,xA,XB) = lRAB {l-^^1 tâ\£W)+hÿH£W)&Ni + -h$){£L{\))Ni ^+0(5), (45)
the intégral being now taken over curve P^j/" defined by the paramctric équations xa = zZ (A), where

z°_(X) = ~RABX + ctB , zt (A) = —RabN'X + x'B , 0<A<1. (46)

Curve T^ab *s a nu^ géodésie path of Minkowski mctric arriving at xB and having N1 as direction cosines.
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IV. WORLD FUNCTION AND TIME TRANSFER FUNCTIONS WITHIN THE NORDTVEDT-WILL

PPN FORMALISM

A. Metric in the 1 PN approximation

In this section, we use the Nordvedt-Will post-Newtonian formalism involving ten parameters 0, 7, £, ai, ..., (4
[18]. We introduce slightly modified notations in order to bc closed of the formalism recently proposed by Klioner
and Soffel [20] as an extension of the post-Newtonian framework elaborated by Damour, Soffel and Xu [21] for general
relativity. In particular, we dénoté by vr the velocity of the center of mass O relative to the universe rest frame [27].

Although our method is not confined to any particular assumption on the matter, we suppose hcre that each source
of the field is described by the energy-momcntum tensor of a perfect fluid

= pc2 1 + - (n + ^ u»uu - pg^ ,
where p is the rest mass density, Il is the spécifie energy density (ratio of internai energy density to rest mass density),
p is the pressure and itM is the unit 4-velocity of the fluid. In this section and in the following one, v is the coordinate
velocity dx/dt of an élément of the fluid. We introduce the conserved mass density p* given by

1 (\
! + -î ôv‘ +3^U +°(4) (47)p* = P'/zrgu° = p

where g = dct(gliu) and U is the Newtonian-like potential

U(x°,x)=G[J \x-x'\

In order to obtain a more simple form than the usual one for the potentials /loi, we suppose that the chosen {xtl
are related to a standard post-Newtonian gauge (.7+) by the transformation

1

(48)

x° = x° -I- [(1 + 2£ + a2 - Ci)dtX ~ 2a2tv • V*], x1 = xl,

where x is the superpotential defined by

X(ar0,æ) = ^G j^p*(x°, x') \x — x' \ d3x'.

(49)

(50)

Moreovcr, we define p by

P = P 1 + Q (27 + 1 - 2C + a3 + Cl)~2 + (1 - 2/? + C + C2)~2 + (1 + C3)~2 + (37 ~ 2C + 3Ç4)-f~2
2 c cA cz p c*

- “(ai - a3)^ - j(ai - 2a3)—^ + 0(4)
Then, the post-Newtonian potentials read

h = {/i0i}

2 20

2

hoo = --5W + —w2 + + TJ (Ci - 2Q<t>v -
2C

7 + 1 + 701 1 w + jaiw vr

ïÿ-v'rVÏdijX + 0(6),
+ 0(5),

2-v

hij = --jwôij +0(4),

where

w(x°, x) = G I + ^ [(1 + 2C + a2 - Ci)dttX ~ 2t*2W • V(dt*)],

<pw(x°,x) = G2 Jf p*(x°,x')p*(x°,x")(x — x') / x' — x" x-x" \

J | x — X1 |3 V | x — x" | | x’ — x" | J
dPx'dïx",

<pv(x°,x) = G J p*(x°,x')[v(x°,x') (x - x'

p*(x0,x')v{x°,x,)d.3^l

-d3x',

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)
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B. Détermination of the world function and of the time transfer functions

For the post-Newtonian metric given by Eqs. (52)-(58), it follows from Eq. (36) that Q(xa,xb) may be written up
to the order 1 /c3 in the form given by Eq. (35) with

ÇL{pn){xa,xb) = CI[^n\xa,xb) + ü[£n){xa,xb) + &vpn)(xa,xb) ,

where

n[PN){xA,xB) = ~—[{x0D-x^)2+^R2ab\ f w(x°0)(\))d\,
c J0

^n)(xa,xb) = ~3 + 1 + -x°a)Rab J w{xf0){X))dX,

tt{vPrN)(xA,xB) = —ai{xüB ~x°a){Rab -Vr) J w{xf0)(X))dX,
the intégrais being calculated along the curve defined by Eq. (27).

The émission time transfer function is easily obtained by using Eqs. (38) or (42). We get

11 f1
Te{tA,XA,xD) = -Rab + -ô(7 + 1)Rab / w(z“(X))d,X

ce J0

(7 + 1 +-ai) f w(z+(X))d,X + \ot\vr f w(z+{X))dX +0(5),
4 Jo 4- ?Rab

the intégral being evaluated along the curve r^+ defined by Eq. (43).
The réception time transfer function is given by

1 1 f1
Tr{tB,xA,XB) = -Rab + -3(7 + 1)Rab / w(z2(A))dA

CC Jo

(7+I +-ai) f w(z°(X))dX + \ctivr f u>(z"(A))eL\ +0(5),
4 Jo 4 J0

7 Rab

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

the intégral being evaluated along the curve r^jj defined by Eq. (46).
Let us emphasize that, since w = U + 0(2), w may be replaced by the Newtonian-like potential U in Eqs. (60)-(63).

C. Case of an stationary source

In what follows, we suppose that the gravitational field is generated by a single stationary source. Then, dt\ = 0
and the potentials w and w do not dépend on time. In this case, the intégration involved in Eqs. (60)-(62) can be
performed by a method due to Buchdahl [19]. Introducing the auxiliary variables ya = xa — x' and yb — xB — x\
and replacing in Eq. (27) the parameter A by u = A — 1/2, a straightforward calculation yiclds

J w(x(0)(X))d.X — G J p(x')F(x', xa, xB)d?x',

J tü(x(0)(A))dA — G !p*(x')v(x')F(x',XA,xB)d:ix',
where the kernel function F{x' ,xa,xb) has the expression

du
-1/2 I (Vb - Va)u + \{yB + va) I ’

Noting that yB — Va = Rab, which implies that \ yB — yA |= Rab, we find

r1

F{x',xa,xb) = /
J-i

(65)

(66)

(67)

F{x,xa,xb) 1 hi f \x-xa\F\x-xb \ +Rab \
Rab \\x - xA\ + \x - xb\-Rab J ’

(68)

Inserting Eqs. (65), (66) and (68) in Eqs. (60)-(62) and in Eq. (63) will enable 011e to obtain quite élégant
expressions for Çl^PN'){xa,xb) and for T(xa,xb), respectively.
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V. ISOLATED, SLOWLY ROTATING AXISYMMETRIC BODY

9

Henceforth, we suppose that the light is propagating in the gravitational ficld of an isolated, slowly rotating
axisymmetric body. The gravitational field is assumed to be stationary. The main purpose of this section is to
détermine the influence of the mass and spin multipole moments of the rotating body on the coordinate time transfer
and on the direction of light rays. From these results, it will be possible to obtain a relativistic modelling of the
one-way time transfers and frequency shifts up to the order 1/c4 in a geocentric non rotating frame.

Since we treat the case of a body located very far from the other bodies of the universe, the global coordinate
System (xM) used until now can be considered as a local (i.e. geocentric) one. So, in agreement with the UAI/UGG
Resolution B1 (2000) [22], we shall henceforth dénoté by W and W the quantities w and w respectively defined by
Eqs. (55) and (58) and we shall dénoté by G)W the components of the metric. However, we shall continue here with
using lower crise letters for the geocentric coordinates in order to avoid too heavy notations.

The centcr of mass O of the rotating body being takcn as the origin of the quasi Cartcsian coordinates (x), we
choose the axis of symmetry as the x3-axis. We assume that the body is rotating about Ox3 with a constant angular
velocity lj, so that

v(x) = lj x x . (69)

In what follows, we put r =| x |, ta — \ xa | and rb =| xa |. We call 9 the angle between x and Ox3. We consider
only the case where ail points of the segment joining xa and xb are outside the body. We dénoté by re the radius
of the smallest sphere centered on O and containing the body (for celestial bodies, re is the équatorial radius). In
this section, we assume the convergence of the multipole expansions formally derivcd below at any point outside the
body, even if r < re.

A. Multipole expansions of W and W

According to Eqs. (55), (58) and (69), the gravitational potcntials W and W obey the équations

V2W = —AnGp, V2W = —AirGp*lj x x . (70)

It follows from Eq. (70) that the potential W is a harmonie function outside the rotating body. As a conséquence,
W may be expanded in a multipole sériés of the form

W(x) = —
r

OO n

~'YlJn (7) Pn(coa6) (71)

In this expansion, Pn is the Legendre polynomial of degree n and the quantities M, J2, . ., Jn, • • correspond to the
generalized Blanchet-Damour mass multipole moments in general relativity [23].

For the sake of simplicity, put

2

Taking into account the identity

it may be seen that

dn ( 1\ (—l)nn!
dzn V t

W{x) = GM

Pn(z/r), z = x3,

1 00 r.a" n
n! " ' 82"

Substituting for W from Eq. (72) into Eq. (70) yields an expansion for p as follows

p(x) = M

(72)

(73)

where <5^3^(x) is the Dirac distribution supported by the origin O. This expansion of p in a multipole sériés will be
exploited in the next subsection.
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Now, substituting Eq. (69) into Eq. (58) yields for the vector potcntial W

W(s) = c/>-jX>*X'dV- (74)
./ | X - x' I

It is possible to show that this vector may be written as

W = --ljxVV, (75)

where V is an axisymmetric fonction satisfying the Laplace équation V2V = 0 outside the body. Consequently, we
can expand V in a sériés of the form

V(x) =
GI oo n

Pn(cOS 9) (76)

where I and each Kn are constants. Substituting for V from Eq. (76) into Eq. (75), and then using the identity

(n + 1 )Pn(z/r) + (z/r)P'(z/r) = P^+1(z/r),

wc find an expansion for W as follows

W{x)
Glu: x x

2

oo

Pn+l(œS0) (77)

which coïncides with a resuit previously obtained by one of us [24]. This coincidence shows that I is the moment of
inertia of the body about the z-axis. Thus, the quantity S — lu: is the intrinsic angular momentum of the rotating
body. The coefficients Kn are completely determincd by the density distribution p* and by the shape of the body
[24, 25]. The quantities I,Ki,K2,...Kn,... correspond to the Blanchet-Damour spin multipoles in the spécial case of
a stationary axisymmetric gravitational field.

Equation (77) may also be written as

W{x) = --GS x V 1 _ vEill* rn^—
r 4L. " ‘ g2n

n= 1

Consequently, the density of mass currcnt can be cxpanded in the multipolc sériés

p*{x){u: x x) — x V
dn

dz1

(78)

(79)

This expansion may be compared with the expansion of p given by Eq. (73).

B. Multipole structure of the world function

The fonction ÇI(pn\xa,xb) is determined by Eqs. (59)-(62) where w and w are respectively replaced by W and
W. The intégrais involved in the r.h.s. of Eqs. (59)-(62) are given by Eqs. (65) and (66). Substituting Eq. (73) into
Eq. (65) and using the propcrties of the Dirac distribution, we obtain

[ W (x(0)(A)) dX — GM
Jo

1 ~ 1 dzn
E(x, XAi xb)

Similarly, substituting Eq. (79) into Eq. (66), we gct [28]

f1 1 OO nn

l W(xmM)d\ = -GSxV F{x,XAiXb)

(80)

(81)

These formulaeshow that the multipole expansion of Çï^pn\xaiXb) can be thoroughly calculatcd by straightforward
différentiations of the kernel function F(x, Xa, ^b) given by Eq. (68). They constitute an essential resuit, since they
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give an algorithmic procedure for determining the multipole expansions of the tirnc transfer function and of the
frequency shift in a stationary axisymmetric field (see also Ref. [2]).

In order to obtain explicit formulae, we shall only retain the contributions due to M, J2 and S in the expansion

yielding and Then, denoting the unit vector along the 2-axis by k and noting that S = Sk, we get for

Çl$(xA,xB)

rtwN){xA,xB)

and for Ci\^n\xa ,xb)

wN)(xa,xb)

GM (x% - x\)2 + 7R2ab ln / rA + rB + Rad \
c2 Rab \rA+rB-RAB)

_ GM 2 yxD - xA)-
c2 2 e [rA + rB)2

E [{xA + rB)2 — Rab]2
(xb - A)2 + 7Rab '

RAB

(k x xA)2 (k x xB)2
13 1 13
r.4 rC

+

(7 + 1 +-ai)
2GS

(x°b-x°a)
rA +rB

l'Aï"B

k (xA x xB)

(rA+rB)2 - R2ab
+ ••• .

(82)

(83)

Finally, owing to the limit |c*i |< 4 x 10 4 furnished in [18], we shall henceforth neglect ail the multipole contributions
in fi[£N\xa,xb). Thus, we get

n{vPrN)(xA,xB) = 0t\ (x°B - x°A ) RaJ* - ln
Rab

f rA + rB + Rab \

+rB - Rab J
+ ••• . (84)

In this section and in the following one, the symbol 4 stands for the contributions of higher multipole moments
which are neglected. For the sake of brevity, when + • • is used, we systematically omit to mention the symbol 0(n)
which stands for the neglected post-Newtonian terms.

C. Time transfer function up to the order 1/c4

In what follows, we put

xA xB
Tl A — , Tl B — ,

ta rB
(85)

and

NAB = {Ni} = (86)

Furthermore, we use systematically the identity

(rA + rB)2 - R2ad = 2rArB(l + nA nB). (87)

By substituting Rab for x°B — x°A into Eqs. (82)-(84) and inserting the corrcsponding expression of Çl(pNï into Eq.
(38), we get an expression for the time transfer function as follows

T(xa,xb) = ~Rab + Tm{xa,xb) + Tj2(xa,xb) + Ts{xa,xb) + TVv(xa,xb) H ,

where

7m

T/2

1 - {k nA)2 _ 1 - (fc nB)2'
ta rB

(xa,xb)

CxA,xD)

/ , x OM ,
(7 + 1 ^-ln

CA

7+1 GM
J2

rA + rB + nAB \

rA + rs - Rab J ’

r2 Rab

TaTb 1 + rtA nB

f 1 1 \
— + — )

L Vra rB J

(k - nA + k rt5):

l +nA-nB

(88)

(89)

(90)
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Ts(xa,xd) =

Tyr{tXA, Xb') —

, , 1 \ GS
-17 + l + ja,

1 1 \ k (nA x riB)

rA rBJ 1 + nA nB

GM (rA +tb + RAd\
-ai—r JV^'ür 1n 5— .

2c4 \rA+rB-RAB)

12

(91)

(92)

The time transfer is thus explicitly determined up to the order 1/e4. The term of order 1/c3 given by Eq. (89) is
the well-known Shapiro tiine delay [16]. Equations (90) and (91) extend results previously found for 7=1 and = 0
[1]. However, our dérivation is more straightforward and yields formulae which are more convenient to calculate the
frequency shifts. As a final remark, it is worthy of note that Tm and Tj2 are symmetric in (xA,xB), while T$ and
TVr are antisymmctric in (xA,xB).

D. Directions of light rays at xA and xB up to the order 1/c3

In order to détermine the vectors tangent to the ray path at xA and xB, we use Eqs. (14) and (15) whcre T is

replaced by the expression given by Eqs. (88)-(92). It is clear that lA and lB may be written as

lA = ~Nab + Xe{xA, xB),

lB = —NAB + Xr(xA,xB),

(93)

(94)

wherc Ae and Xr are perturbation terms due to Tm, Tjn, Ts, T^n, ... For the expansion of T given by Eqs. (88)-(92),
we find

Xe(xA,xB) = -XM{xB,xA) - Xj2(xb,xa) + Xs{xb,xa) + XVr{xB,xA) + (95)

Xr(xA,xB) = Xm(xa,xb) +Xj2{xa,xb) +Xs{xa,xb) + XVr{xA,xB) + ••• , (96)

where Xm, Aj2, Xs and XVr stand for the contributions of Tm, Tj2, Ts and TVr, respectively. We get from Eq. (89)

1X / x ^GM ( 1 1
XM{xA,xB) = -(7 + 1)—5- — + —

rA rB ) 1 + nA nB

;xr rab
NAB ;——TlB

r.4 + rB
(97)

From Eq. (90), we get

x , TM/ 1 1 \ T
A j2{xa,xb) = (7 + !)—0- — + — h

c2 \rA rD J

1

rArB (1 +nA nB)‘

x < NAb
(k nA + k nB)2 (rA rB , 1 3
—n I —1 k 0 — ôUa 'nD

1 + nA nB \rB rA 2 2

1 rArB ( 1 - {k nA)2 , 1 - (k nB)2 \ f rA . rB
1 1 h 1 — nA nB

rA rB J \rB rA2 rA+ rB

RAB
-ns

Ta +rB

{k-nA + k-nB)2 (rA rB 3 1
7— 1 k - — -n,4 • ris
I + tia-tib \rB ta 2 2

1 r-, o,, X21 r-4(2 + nA ns) +rB
-- [1 - 3(fc tibYj —

1 (\-(knA)2 2(k nA){k nB)
— ~^\rA +rB)

2 V ta rB

+k
RAB

TB
(k nA) + (k nB)

rA{2 + nA nB) + rB

ta + rB
(98)
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From Eqs. (91) and (92), we dérivé the other contributions that are not ncglected here :

\s(xA,xB) = ( 7 + 1 + -ai
GS

C'tb \ta rB

1

jfc xnA-

1 +nA nB

k (nA x nB)

^vr('*'A)XB'j — ai
GM

1 +nA nB

vr — (vr NaB)NAB /rA +rB + RaB \

Rab \ta+tb — RabJ
(vr Nab)

rA{2 + nA nB) +rB
fia H ; nB

ta + rB

1 + tia tib \Ta tb
— + — ) ( Nab -

Rab

ta + rB
nB

(99)

(100)

We note that the mass and the quadrupole moment yield contributions of order 1/c2, while the intrinsic angular
momentum and the velocity relative to the universe rest frame yield contributions of order 1/c3.

E. Sagnac terms in the time transfer function

In experiments like ACES Mission, recording the time of émission tA will be more practical than recording the time
of réception tB. So, it will be very convenient to form the expression of the time transfer T(xa,xb) from xa{Pa) to
xB{tB) in terms of the position of the receiver B at the time of émission For any quantity Q#(Z) defined along

the world line of the station B, let us put QB = Q{tA)- Thus we may write xB(tA), rB(tA), vB{tA), vB =\vB |, etc.
Now, let us introduce the instantaneous coordinate distance Dab — xb — xa and its norrn Dab Since we want

to know tB — tA up to the order 1/c4, we can use the Taylor expansion of Rab

Rab = Dab + (ts - tA)vs + x(Zb - ^)2 a.B + -(ts - ^)3 bB -F
2 o

where aB is the accélération of B and bB — daB/dt. Using iteratively this expansion together with Eq. (88), we gct

T(xa,xb) = T(xa,xb) + DAb • vB + DAb
(Dab vB)2 t _2

D2UAB
+ vb + Dab ab

1 (Dab vB) (ù| + Dab • as) + -D\b (vb • a.B + t^Dab bB
H • vB [Tm{xa,xb) + Tj2(xa,xb)\

c Dab

—~Dabvb \^m{xa, xb) + Xj2(xa,xb)} +
cz

(101)

where T(xa,xb) is obtained by substituting xB, rB and Dab respectively for xB, rB and Rab into the time transfer
function defined by Eqs. (88)-(92). This expression extends the previous formula [6] to the next order 1/c4. The
second, the third and the fourth terms in Eq. (101) represent pure Sagnac terms of order 1/c2, 1/c3 and 1/c4,
respectively. The fifth and the sixth terms are contributions of the gravitational field inixed with the coordinate
velocity of the rcceiving station. Since these last two terms are of order 1/c4, they might be calculated for the
arguments (xa,xb).

VI. FREQUENCY SHIFT IN THE FIELD OF A ROTATING AXISYMMETRIC BODY

A. General formulae up to the fourth order

It is possible to dérivé the ratio qA/dB up to the order 1/c4 from our results in Sec. IV since Ia and lB are given
up to the order 1/c3 by Eqs. (93)-(9G). Dcnoting by V-n^/cn the O(n) terms in Z, cia/qb may be expanded as

<U

(lB Nab

- vB) 4 FA-VB

<] vb) {va ~2«b)+ (a) va') ub] + 0(5). (102)
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It must be emphasized that the formulae Eqs. (105) and (106) are valid within the PPN framework without adding
spécial assumption, provided that fi and 7 are the only non-vanishing post-Newtonian parameters. On the other
hand, Eq. (109) is valid only for stationary gravitational fields. In the case of an axisymmetric rotating body, we
shall obtain an approximate expression of the frequency shift by inserting the following developments in Eq. (109),

yielded by Eqs. (95)-(100):

W/c2 = -XM(xB,xA) - Xj.fixB,xA) + , ^>/c3 = Xs(xB,xA) + •• • ,

W/C2 = Xm{xa,xb) + Xj2{xa,xb) H , T'B /<? = Xs(xA,xB) + • • • ,

the function As being now given by Eq. (99) written with ai = 0. Let us recall that the Symbol H stands for the
contributions of the higher multipole moments which are neglected.

B. Application in the vicinity of the Earth

In order to perform numerical estimâtes of the frequency shifts in the vicinity of the Earth, we suppose now that

A is on board the International Space Station (ISS) orbiting at the altitude H = 400 km and that B is a terrestrial
station. It will be the case for the ACES mission. We use rB = 6.37 x 106 m and rA — rB = 400 km. For the velocity
of ISS, wc take vA = 7.7 x 103 m/s and for the terrestrial station, we hâve vB < 465 m/s. The other useful parameters
concerning the Earth are: GM — 3.986 x 1014 m3/s2, re = 6.378 x 106 m, ,/2 = 1.083 x 10“3; for n > 3, the multipole
moments Jn are in the order of 10“6. With these values, we get WB/c2 « GM/c2rB = 6.95 x 10“10 and WA/c2 «
GM/c2rA = 6.54 x 10“1Q. From these data, it is easy to deduce the following upper bounds: | NAB-vA/c|< 2.6 x 10“5
for the satellite, | NAB vB/c |< 1.6 x 10“6 for the ground station and | NAB (vA — vB)/c |< 2.76 x 10“5 for the
first-ordcr Doppler term.

Our purpose is to obtain correct estimâtes of the effects in Eq. (109) with are greater than or equal to 10“18 for
an axisymmetric model of the Earth. At this level of approximation, it is not sufficient to take into account the
J2-terms in (WA — WB)/c2. First, the highcr-multipolc moments J3, J4, ... yield contribution of order 10“15 in
WA/c2. Second, owing to the irrégularités in the distribution of masses, the expansion of the gcopotential in a séries
of spherical harmonies is probably not convergent at the surface of the Earth. For these reasons, wc do not expand

{WA - WD)/c2 in Eq. (109).
However, for the higher-order terms in Eq. (109), we can apply the explicit formulae obtained in the previous

section. Indeed, since the différence between the geoid and the reference ellipsoid is less than 100 m, WB/c2 may be
written as [26]

GM GMr2J2

c2rB 2c?r2B
3 cos2 9) + -jrAWb ,

where the rcsidual tcrm AWB/c2 is such that | A WB/c2 |< 10“14. At a level of experimental uneertainty about 10“18,
this inequality allows to retain only the contributions due to M, J2 and S in the terms of orders 1/c3 and 1/c4. As a
conséquence, the formula (109) reduces to

U J

(4)

" J S
(110)

where the different terms involved in the r.h.s. are separately explicited and discussed in what follows.

By using Eq. (87), it is easy to see that (ôv/u)^ is given by

^V3)
U ) M

GM(rA +rB) T f 7 + 1 _ rA - rB
rArB [ \ 1 + nA nB rA+rB

Rab nA vA + nB • vB

[Nab (vA - vB)

+(7 + 1)
rA+rB 1 + nA nB

(111)

The contribution of this term is bounded by 5 x 10 14 for 7 = 1, in accordance with a previous analysis [6].
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C. Influence of the quadrupole moment at the order 1/c'

16

3

It follows from Eqs. (98) and (109) that the term {ôv/v)^ 'n Eq. (110) is given by

0)Sv\

" ) J*
GM

2re
Jï {Nab • {va - vb)) (^) [3(fc • nA)2 - 1] - [3(fc • nB)2 - l]

1 l \ r2 1
+ (7 + 1 )GM ( — + — ) J2 —^ TT- w

\va rBJ rArB (1 + nA nB)z

AB {va - VB)\

1

{k-riA+k- tib)2
1 + nAriB

rA{k nB)2 + rD{k • nA)2

ta +rB

{nA va+ub vD)

H1’
RAB

ta +rB

1 RAB

2 ra

\^^-{nB vB) [l - 3{k nB
2 rB

va vb 1 3
— + — + ô ~ nnA ’ nB
vD va 2 2

va vb , ,
— -) h 1 - nA nB
vb va

{k ua + k tib)

{nA vA) [l - 3{k nA)

l+riA-riB

2-1 va +Vb{2 + nA nD)
Va+VB

2-1 va{2 + tia nD) +VB
va+vb

va , rB , 3 1
— + — + 9 - ôUa nB
rB va 2 2

+ Rab

RAB

Va

RAB

VB

nA-vA+ns^B.
va

-~{nA -vA)

vb

1 - (fc • ns)2

vb

l, ^l-{k-nA)21
-^nn-vB) ~

(fc•vA)

(fc•vB)

, vA + vb{2 + nA nB) , ,
fc • ua 1- k ns

va+vb

va(2 + nA - ns) +vB
k • tia + k ns

VA +VD
(112)

One has | va/c |= 2.6 x 10“5, | vb/c |< 1.6 x 10-6 and Kab = 3.77 x 10~3. A crude estimate can be obtained
by ncglecting in (112) the ternis involving the scalar products nB vB and fc • vB- Sincc the orbit of ISS is alrnost
circular, the scalar product nA va can also be neglected. On thc.se assumptions, we find for 7 = 1

1 (Sv' (3)

c3 {-,L < 1.3 x 10“16. (113)

As a conséquence, it will probably be necessary to take into account the 0(3) contributions of J2 in the ACES
mission. This conclusion is to be comparcd with the order of magnitude given in [6] without a dctailed calculation.
Of course, a better estimate might be found if the inclination i = 51.6 deg of the orbit with respect to the terrestrial
équatorial plane and the latitude 7t/2 — 6b of the ground station were taken into account.

D. Frequency shifts of order 1/c4

The term {Siin Eq. (110) is given by

(4)fSv\w . ,s(GM2 GM 2\
— =7 + 1 —v2a ~ —v2d -

V v J M \ rA VB J
Gtp-rs)

2 VAVB

K—) [(rA~VB)2+ 2{P-1){v2a-v2d)]
GM {rA +vb)

VAVB

7 + 1

2(7 + 1) VA-VB

1 + via nB

Rab

[Nab • {va — vB)] {Nab • vb)

1 + nA nB vA + vB

va +vb

{(ri/i • vA) {Nab • vB) - [NAb {va - 2vB)]{nB vD)} (114)
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The dominant term (7 + l)GMv\/rA in Eq. (114) induces a correction to the frequency shift which amounts to 10 18.
So, it will certainly be necessary to take this correction into account in experiments performcd in the foreseeable future.

The terms is the contribution of the intrinsic angular momenturn to the frequency shift. Substituting
Eqs. (77) and (99) into Eq. (109), it rnay be seen that

(Si/\(4)
(j) ={Fs)a-(Fs)b, (115)

where

GS
(Fs)A = (7 + 1) -f ( 1 + -)vA-

rB

rBk x ns

1 + nA riB Ta + l~B
k X TlA

k (n.4 X nB)

(1 +nA nB)2

ta + rB{2 +nA nB)

ta + rs
nA + nB

(ïs)b = (7+1)^(l + ^)vB'{r^ X nA ta

k {nA x nB)

(1 + nA nB)2

nA nB rA + rB

rA(2 + nA nB) +rB
nA + — ; nB

ta + rB

k x nB

(116)

(117)

In order to makc casier the discussion, it is useful to introduce the angle ip between xa and xB and the angle ip
bctween the plane of the photon path and the équatorial plane. Thcse angles are dcfincd by

cosil> = riA-nB, 0 <ip<TTy k (ua x nB) = sin^cosip , 0<ip<7r.

With these définitions, it is easily seen that

k (tia x nB)

1 + nA nB

t ^
= cos ip tan — .

Let us apply our formulas to ISS. Due to the inequality vb/va < 6 x 10 2, the term (^s)^ in Eq. (115) may be
neglected. From Eq. (116), it is easily deduced that

|(^5)^|< (7 + 1)-r
1A

2 + 3 | tan 0/21
11 1 n ^^
I 1 + cos ip |

Assuming 0 < ip < n/2, we hâve (2 + 3 | tani/;/2 |)/ 11 + cos ip \< 5. Inserting this inequality in the previous one and
taking for the Earth GS/c3r\ = 3.15 x 10~1G, we find

c4
< (7 + 1) x 10“19. (118)

Thus, we get an upper bound which is slightly greater than the one estimated by retaining only the term hoiV'/c
in Eq. (106). However, our formula confirais that the intrinsic angular momenturn of the Earth will not affect the
ACES experiment.

VII. CONCLUSION

It is clear that the world function ÇI(xa,xB) constitutes a powerful tool for determining the time delay and the
frequency shift of electromagnetic signais in a weak gravitational field. The analytical dérivations given here are
obtained within the Nordtvedt-Will PPN formalism. We hâve found the general expression of ü(xa,xb) up to the
order 1/c3. This resuit yields the expression of the time transfer functions Te(t.A,XA,xB) and Tr(tB,xa,xb) up to
the order 1/c4. We point out that 7 and ai arc the only post-Newtonian parameters involvcd in the expressions of
the world-function and of the time transfer functions within the liiriit of the considercd approximation.

We hâve treated in detail the case of an isolated, axisymmetric rotating body, assuming that the gravitational field
is stationary and that the body is moving with a constant velocity vr relative to the universe rest frame. We hâve
given a systematic procedure for calculating the terms due to the multipole moments in the world function Q(xa,xb)
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and in the single time transfer function T{xa, xb)- These terms are obtained by straightforward différentiations of a
kernel function. We hâve explicitly derived the contributions due to the mass M, to the quadrupolc moment J2 and
to the intrinsic angular momentum S of the rotating body.

Assuming for the sake of simplicity that only /3 and 7 are different from zéro, we hâve determined the general
expression of the frequency shift up to the order 1/e4. We hâve derived an explicit formula for the contributions of J2
at the order 1/c3. Our method would give as well the quadrupole contribution at the order 1/c4 in case of necessity.
Purthermore, we hâve obtained a thorough expression for the contribution of the mass monopole at the fourth order,
as well as the contribution of the intrinsic angular momentum S, which is also of order 1/c4. It must be pointed
out that our calculations give also the vectors tangent to the light ray at the émission and réception points. So, our
results could be used for determining the contributions of J2 and S to the deflection of light.

On the assumption that the gravitational field is stationary, our formulae yield ail the gravitational corrections to
the frequency shifts up to 10~18 in the vicinity of the Earth. Numerically, the influence of the Earth quadrupole
moment at the order 1/c3 is in the région of 10“16 for a clock installed on board ISS and compared with a ground-
clock. As a conséquence, this effect will probably be observable during the ACES mission. We also note that the
leading term in the fourth-order frequency shift due to the mass monopole is equal to 10~18 for a clock installed on
board ISS and compared with a ground-clock. As a conséquence, this effect could be observable in the foreseeable
future with atomic docks using optical transitions.
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