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✐

❆❜str❛❝t

❯❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐s ❛ ♥❡✇ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ✜♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❝♦♥tr❛st ❛❣❡♥t✳

❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ■♥st✐t✉t❡✱ ✉❧tr❛❢❛st ✐♠❛❣✐♥❣ ✉s❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝

♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✈❡r② ❢❛st ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢r❛♠❡ r❛t❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✵

✵✵✵ ✐♠❛❣❡s✴s❡❝✳ ❚❤✐s ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛st

♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ t❤❡♥ ✐♥✈✐s✐❜❧❡✳ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣

✐♥ r♦❞❡♥ts✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❞✉❝❡s ✈❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛t ✈❡r② ❤✐❣❤

s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✶✵✵ ➭m✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t②✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜r❛✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s r❡✢❡❝t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♦r❣❛♥s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ t❤✉s s❡r✈❡ ❛s ❛ ❧❛♥❞♠❛r❦ ❢♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ t❤❡

❜r❛✐♥ ✐♥ ✸❉✱ ✈✐❛ ❛♥ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♣r♦❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ❢♦r ✐ts ❧♦✇ ❝♦st ❛♥❞ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✳

■♥ ❛ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝

❛t❧❛s ♦❢ ❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s t♦ ❤❡❧♣ ❜✐♦❧♦❣✐sts t♦ ❧♦❝❛t❡

❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛♥❞ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❆❢t❡r ✐♠❛❣❡

♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♦r ✈❡ss❡❧

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❣✐st❡rs ❜② ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡s

♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛✐♥s ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡s t❤❡ ✸❉ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ t✇♦

❜r❛✐♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜r❛✐♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛t❧❛s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥

♠❛♥✉❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ r❡❣✐st❡r ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r

✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s t❡st❡❞ ♦♥ r❛t✱ ②♦✉♥❣ r❛t✱ ❛♥❞ ♠♦✉s❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✐s ✈❡r②

❢❛st ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞ ❛♥❞ ❈❯❉❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤✐s ✜rst ❣❧♦❜❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛s❝✉❧❛r

❧❛♥❞♠❛r❦s t❤r♦✉❣❤ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛

s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥

♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s ❛♥❞ t❤❡ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② ❛♥❞

✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦

✐s ❞♦♥❡ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞

❝✉r✈❛t✉r❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❣r❛♣❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥

♦❢ ❝❡♥t❡r❡❞ ♣❛t❤s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t

♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦

t❤❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡

❉❘■❱❊ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ✷❉ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ✉s❡❞ ✐t ♦♥ ✸❉
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✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r❛✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s

✐♥ t❤❡ r❛t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✸❉ r✐❣✐❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲r✐❣✐❞

r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❢♦r t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t✉♠♦r ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ♠✐❝❡✳

❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❛s❝✉❧❛r

♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ t♦ s❡r✈❡ ❛s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❢♦r

r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ✜♥❞

✈❛s❝✉❧❛r ✐♥✈❛r✐❛♥t s❤❛♣❡s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤

❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✉❧tr❛❢❛st ✉❧tr❛s♦✉♥❞

✐♠❛❣✐♥❣✳
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❘és✉♠é

▲❡ ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛s❡♥s✐❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ✢✉① s❛♥❣✉✐♥s ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ très

✜♥❡ ❡t s❛♥s ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡✳ ❉é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ▲❛♥❣❡✈✐♥✱

❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ❛ss♦❝✐é

à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r

❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ à ♣❧✉s ❞❡ ✶✵ ✵✵✵ ✐♠❛❣❡s✴s❡❝✳ ❈❡tt❡ ❝❛❞❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❡r♠❡t

❛❧♦rs ❞❡ ✈♦✐r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s r❛♣✐❞❡s q✉✐ ét❛✐❡♥t ❛❧♦rs ✐♥✈✐s✐❜❧❡s✳ ❆♣♣❧✐q✉é❡

à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❝éré❜r❛❧❡ ❞❡s r♦♥❣❡✉rs✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t

❞❡s ✐♠❛❣❡s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ à très ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✭✶✵✵ ➭m✮

♣❡r♠❡tt❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❝éré❜r❛❧❡✳

▲❡s rés❡❛✉① ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❝éré❜r❛✉① ♦❜s❡r✈é❡s r❡✢èt❡♥t ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥

str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ♦r❣❛♥❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❡t ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛✐♥s✐ s❡r✈✐r ❞❡ r❡♣èr❡ ♣♦✉r

♥❛✈✐❣✉❡r ❡♥ ✸❉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ✈✐❛ ✉♥❡ s♦♥❞❡ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ ❛♣♣ré❝✐é❡ ♣♦✉r s♦♥

❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❡t s❛ ♣♦rt❛❜✐❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬❛t❧❛s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝éré❜r❛❧❡s

s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐s❡s ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡r ❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐st❡ à s❡ r❡♣ér❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡

❡t ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉✳ ❆♣rès ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t

❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡✱ ❧❡ ré❤❛✉ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥

❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉①✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡❝❛❧❡ ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❧❡s

✐♠❛❣❡s ❉♦♣♣❧❡r ❞❡ ❞❡✉① ❝❡r✈❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

✸❉ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❡r✈❡❛✉①✳ ❯♥ ❞❡s ❝❡r✈❡❛✉① ❛❝q✉✐s s✉r ❧❡q✉❡❧

❧✬❛t❧❛s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❡st ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡❝❛❧é ❥♦✉❡r❛ ❛❧♦rs ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❞❡

ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r r❡❝❛❧❡r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st t❡sté❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡

r❛t✱ r❛t♦♥✱ ❡t s♦✉r✐s✱ ❡t s❡ ✈❡✉t êtr❡ très r❛♣✐❞❡ ✈✐❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧t✐✲

❝♦❡✉r ❡t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❈❯❉❆✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡

t♦✉t❡❢♦✐s ❞✬êtr❡ r❛✣♥é❡ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❞❡s r❡♣èr❡s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ♣❧✉s ❧♦❝❛✉① ✈✐❛

❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s rés❡❛✉① ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s✳

❆✜♥ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s

✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✷❉ ❡t ✸❉ ❜❛sé❡

s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♠✐♥✐♠❛✉① ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣✳ ❆

❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t✱ ❝❛❧❝✉❧❛♥t

❧❡s ❞✐❛♠ètr❡s ❡t ❝♦✉r❜✉r❡s ❧♦❝❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ rés❡❛✉ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❝❡♥trés

♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❦❡②♣♦✐♥ts✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s
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s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t♦✉t ❡♥ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s

rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

✈❛❧✐❞é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✷❉ ❞❡ rét✐♥❡ ❉❘■❱❊ ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts

♣r♦❜❛♥ts✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛s❡♥s✐❜❧❡ ✸❉ ♣♦✉r ❧❛

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❝éré❜r❛✉① ❝❤❡③ ❧❡ r❛t✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡

r✐❣✐❞❡ ❡t ♥♦♥✲r✐❣✐❞❡ ❡♥ ✸❉ ♣♦✉r ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❡t ❧❡ s✉✐✈✐ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ rés❡❛✉①

✈❛s❝✉❧❛✐r❡s t✉♠♦r❛✉① ❝❤❡③ ❧❛ s♦✉r✐s✳ P❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡

❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❞❡s ❢♦r♠❡s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s s♦♥t

❞ét❡❝té❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r s❡r✈✐r ❞❡ r❡♣èr❡s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡

r❡❝❛❧❛❣❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❧✉s

s♦♣❤✐st✐q✉é❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳

▼♦ts✲❝❧és✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡

❝❤❡♠✐♥s ♠✐♥✐♠❛✉①✱ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s✱ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés❡❛✉① ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s✱

✐♠❛❣❡r✐❡ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡✳

✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✲
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ▲❛✉r❡♥t ❉✳ ❈♦❤❡♥

q✉✐ ♠✬❛ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t ❡t ♠ê♠❡ ❛✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ❞❛♥s

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s ❞é♠❛r❝❤❡s ❡t ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉❡ ❥❡ ❞❡✈❛✐s ♣r❡♥❞r❡✳

❙♦♥ é❝♦✉t❡✱ s❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ♦♥t été ♣♦✉r ♠♦✐ ❡ss❡♥t✐❡❧s ❞❛♥s ❧❛

❜♦♥♥❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❡t ❞❡ ♠❛ ✈✐❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡✳ ❏❡ ❧✉✐ ❡♥ s✉✐s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐

r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠♦♥ ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ▼✐❝❦❛❡❧ ❚❛♥t❡r q✉✐ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ♠✬❛

♣❡r♠✐s✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡ st❛❣❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ré❛❧✐sé à ❧✬■♥st✐t✉t ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❛✈❛♥t ♠❛ t❤ès❡✱

❞❡ ré❛❧✐s❡r ♠❛ t❤ès❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ■❧ ♠✬❛ ❣✉✐❞é ❛✈❡❝

❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡♥t❤♦✉s✐❛♠❡✱ ❞❡ ❞②♥❛♠✐s♠❡✱ ❡t ❞✬❡①♣❡rt✐s❡✳ ❙❛ r✐❣✉❡✉r s❝✐❡♥t✐✜q✉❡

❡t s♦♥ r❡❣❛r❞ ♦♣t✐♠✐st❡ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❛✉ ❥♦✉r ❧❡ ❥♦✉r✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❚❤♦♠❛s ❉❡✣❡✉① q✉✐✱ ❡♥ ❝♦✲❡♥❝❛❞r❛♥t ♠❛ t❤ès❡✱ ❛ ❥♦✉é

♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥ rô❧❡ ❞❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♠❛îtr❡ ❞❡ t❤ès❡✱ ❞❡ ♣❛rt s♦♥ ❡①♣❡rt✐s❡✱ s❡s ❝♦♥s❡✐❧s

❥✉❞✐❝✐❡✉①✱ ❡t s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳ ❈✬❡st ❣râ❝❡ à ❧✉✐ q✉❡ ❥✬❛✐ s♦✉✈❡♥t rés♦❧✉ ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ♠❛ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é ♣❛r ❧❡✉r ❛✐❞❡ à ❧❛ ❜♦♥♥❡

❝♦♥❞✉✐t❡ ❞❡ ♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▼❛r✐❡ ❇❡❧❧❡ ❡t ❑❤❛❞✐❥❛ ❇❡rt✐♥♦ ♣♦✉r

❧❡✉r ❛✐❞❡ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té❀ ❈❤❡♥ ❉❛ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡t

s❡s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s❀ ❈❤❛r❧✐❡ ❉❡♠❡♥é ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ❡t s❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥❀ ❱✐❝t♦r

❋✐♥❡❧✱ ▼❛rt✐♥ ❋❧❡s❝❤✱ ❉❛♥✐❡❧ ❙✉❛r❡③✱ P❛✉❧✐♥❡ ▼✉❧❡❦✐ ❙❡②❛✱ ❡t ❍✐❝❤❛♠ ❙❡rr♦✉♥✱

♣♦✉r t♦✉s ♥♦s é❝❤❛♥❣❡s ❡t ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳

▼❡r❝✐ à ♠♦♥ ❛♠✐ ❆✈✐ ♣♦✉r t♦✉s s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ✐♥♦✉❜❧✐❛❜❧❡s

♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ♠❡s ❣r❛♥❞✲

♣❛r❡♥ts✱ ♠❡s ❢rèr❡s✱ ♠❛ ❜❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ q✉✐ ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs s♦✉t❡♥✉✱ ❡♥❝♦✉r❛❣é

❡t ❞♦♥♥é ❧❡ ❝❛❞r❡ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ❛✈❛♥❝❡r✳

❊♥✜♥✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ t❡♥❞r❡♠❡♥t ♠♦♥ é♣♦✉s❡ q✉✐ ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉r ❞♦♥♥❡ ❞✉ s❡♥s à

♠❛ ✈✐❡ ❡t ♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❧❧❡r t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s ♣r♦❥❡ts✳

▼❡r❝✐ à ♥♦tr❡ ♣❡t✐t ▼éïr q✉✐ ♥♦✉s ré❥♦✉✐t ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉r✳
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✶ ✭❛✮ ❙❝❛♥♥❡r ■❘▼ ✭❲✐❦✐♣❡❞✐❛✮✳ ✭❜✮ ❊①❡♠♣❧❡ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ s❝❛♥♥❡r
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❝♦♥tr❛st❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭❛✮ ❧✬■❘▼ ✭▲✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❡t ✭❜✮ ❧❛
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♥é ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ s❛❣✐tt❛❧✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛

❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① s❛♥❣✉✐♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✳

❙❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ♣❡t✐ts ✈❛✐ss❡❛✉① r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭❉❡♠❡♥❡✱ ✷✵✶✺✮✳ ✳ ✻

✹ P♦rt❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ à ✉❧tr❛s♦♥s✳

✭❛✮ ▼❛❝❤✐♥❡ ❙✉♣❡rs♦♥✐❝ ■♠❛❣✐♥❡ ❆✐①♣❧♦r❡r ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡

✉❧tr❛s♦♥♦r❡✱ ✭❜✮ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦♥❞❡ à ✉❧tr❛s♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝

❧❡s té❧é♣❤♦♥❡s s♠❛rt♣❤♦♥❡ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r ❧❛ st❛rt✉♣ P✉❧s❡◆♠♦r❡✳ ✼

✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❉♦♣♣❧❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡✱

s✉r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❞❡ r❛t ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦♥❞❡ ❞❡ ✶✺

▼❍③ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦r♦♥❛❧ ✭▼❛❝❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✿ ✭❛✮ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❢♦❝❛❧✐sé ♦✉ ✭❡✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s

♣❧❛♥❡s✳ Pr♦❝❡ss✉s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✿ ✭❜✮ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡✱

✭❢✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ✶✻ ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❛♥❣❧❡s

❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥✳ ➱t❛♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ✭❝✮ ✹✵ ♦✉ ✭❣✮

✸✷✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s❀ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r

❧❡s é❝❤♦s t✐ss✉❧❛✐r❡s✳ ✭❞✮✲✭❤✮ ■♠❛❣❡s ✜♥❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✻ ■♠❛❣❡r✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s s✉r ✉♥ ❝❡r✈❡❛✉ ❞❡ r❛t ✭▼❛❝é

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
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✼ P❡rt❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳

❙✉r ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❛❝q✉✐s❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡

❧✬❛①❡ ❨ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❝♦r♦♥❛❧❡s ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❞❡ r❛t✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st é❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥

❝♦r♦♥❛❧ ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✮✳ ❯♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♦❜s❡r✈é❡

❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ s❛❣✐tt❛❧❡ ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ❜❛s✮✳ ❙✉r ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱

❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❳ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s

s❛❣✐tt❛❧❡s✳ ❯♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥

❝♦r♦♥❛❧❡ ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✮ ❡t ❧❡ss ✐♠❛❣❡s s❛❣✐tt❛❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡

❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ❜❛s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✽ ❘❡♥❞✉ ✸❉ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❝éré❜r❛❧ ❝❤❡③ ❧❡ r❛t ❛❝q✉✐s ♣❛r

❯❋❉✲❚ ✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✾ ❙❡t✉♣ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡

❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛✲r❛♣✐❞❡ ✭❯❋❉✲❚✮ ✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ✭❆✮

❯♥❡ s♦♥❞❡ à ✉❧tr❛s♦♥s ❞❡ ✶✺ ▼❍③ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s

✐♠❛❣❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✶✵✵ ➭m2 ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡

✺✵✵ ➭m ❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥✳ ✭❇✮ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r

❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❝éré❜r❛❧❡ ❝❤❡③ ❧❡ r♦♥❣❡✉r✳ ✭❈✮ ❙②stè♠❡

♠é❝❛♥✐q✉❡ ♠♦t♦r✐sé ❛✈❡❝ ✸ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ✶✹

✶✵ ❋♦r♠❡s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞ét❡❝t❛❜❧❡s ✭❡♥ ❜❧❛♥❝✮ r❛♣♣❡❧❛♥t

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦r❣❛♥❡s ❝éré❜r❛✉①✳ ▲❡s rés❡❛✉① ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s

♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r ❞❡ r❡♣èr❡ ♣♦✉r s❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❛♥s ❧❡

❝❡r✈❡❛✉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé✱ ❝❤❡③ ❧❡s

r♦♥❣❡✉rs✿ ✉♥ ❛t❧❛s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r❡❝❛❧❧é s✉r

❧✬✐♠❛❣❡ ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ❛❝q✉✐s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

♠✐♥✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉①

✈❛s❝✉❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s

❞✐❛♠ètr❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡s ❣r♦s ✈❛✐ss❡❛✉① ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❛✉① ♣❧✉s ✜♥s

✭❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❛ été ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ✐♠❛❣❡r✐❡ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡

✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ❝éré❜r❛❧❡ ❝❤❡③ ❧❡ r❛t✱ ❛♣rès ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦✲❜✉❧❧❡s ❡t

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❊rr✐❝♦

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✸ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t✉♠❡✉r s✉r

q✉❛tr❡ ❥♦✉rs ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♣rès ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦s ❞❡

s♦✉r✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡✳ ✳ ✶✽
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✶✳✶ ✭❛✮ ▼❘■ s❝❛♥♥❡r ✭❲✐❦✐♣❡❞✐❛✮✳ ✭❜✮ ❘❡❝❡♥t ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ♣♦rt❛❜❧❡

▼❘■ s❝❛♥♥❡r ✭❈♦♦❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✷ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤② ❛❢t❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr❛st ❛❣❡♥t ✉s✐♥❣

✭❛✮ ▼❘■ ✭▲✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ♦r ✭❜✮ ❈❚ ✭❙t❛r♦s♦❧s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ✳ ✷✹

✶✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦❧♦r ❉♦♣♣❧❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♥❡✇❜♦r♥ ❜r❛✐♥ ✐♥ t❤❡

s❛❣✐tt❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦❧♦r ♠❛♣✳ ■ts s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ s♠❛❧❧

✈❡ss❡❧s r❡♠❛✐♥s ✇❡❛❦ ✭❉❡♠❡♥❡✱ ✷✵✶✺✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✹ P♦rt❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳ ✭❛✮

❙✉♣❡rs♦♥✐❝ ■♠❛❣✐♥❡ ❆✐①♣❧♦r❡r ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣✱

✭❜✮ ♥❡✇ s♠❛rt✲♣❤♦♥❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♣r♦❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②

t❤❡ st❛rt✉♣ P✉❧s❡◆♠♦r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ❛♥❞ ✉❧tr❛❢❛st

❉♦♣♣❧❡r✱ ♦♥ ❛ r❛t ❜r❛✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❛ ✶✺✲▼❍③ ♣r♦❜❡

✐♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ✭▼❛❝❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✿

✭❛✮ ❢♦❝✉s❡❞ ❜❡❛♠ ♦r ✭❡✮ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥

♣r♦❝❡ss✿ ✭❜✮ ❧✐♥❡ ❜② ❧✐♥❡ s❝❛♥♥✐♥❣✱ ✭❢✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✶✻ ♣❧❛♥❡

✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✐❧t ❛♥❣❧❡s✳ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ✇✐t❤ ✭❝✮

✹✵ ♦r ✭❣✮ ✸✷✵ s❛♠♣❧❡s❀ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡

t✐ss✉❡ ❡❝❤♦s✳ ✭❞✮✲✭❤✮ ❘❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✻ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❢❯❙✮ ✐♥ t❤❡ r❛t ❜r❛✐♥ ✭▼❛❝é ❡t

❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✼ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧✐♠✐t❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t

❝♦❧✉♠♥✱ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❨✲❛①✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦r♦♥❛❧

s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛t ❜r❛✐♥✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✈♦❧✉♠❡ ✐s ❤✐❣❤ ✐♥ ❛ ❝♦r♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ✭♠✐❞❞❧❡ ❧✐♥❡✮✳ ❆ ❧♦ss ♦❢

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ s❛❣✐tt❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡✮✳ ❖♥

t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❳✲❛①✐s

t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s❛❣✐tt❛❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ❆ ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛

❝♦r♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭♠✐❞❞❧❡ ❧✐♥❡✮✳ ❙❛❣✐tt❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦✇♥ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥

✭❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶✳✽ ❯❧tr❛❢❛st ❉♦♣♣❧❡r ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❯❋❉✲❚✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ✭❆✮ ❆ ✶✺ ▼❍③ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♣r♦❜❡ ✐s ✉s❡❞✱

♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✶✵✵ ➭m2 ✐♥ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❧❛♥❡

❛♥❞ ✺✵✵ ➭m ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ✭❇✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r r♦❞❡♥t

❜r❛✐♥ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣✐♥❣✳ ✭❈✮ ▼♦t♦r✐③❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠

✇✐t❤ ✸ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
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✶✳✾ ✸❉ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ r❛t ❜r❛✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❯❋❉✲❚

✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✶✵ ❱❛s❝✉❧❛r ❢♦r♠s ✈✐s✉❛❧❧② ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✭✐♥ ✇❤✐t❡✮ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡

♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❜r❛✐♥ ♦r❣❛♥s✳ ❱❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ ♠❛r❦❡r

❢♦r ❧♦❝❛t✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✶✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ r♦❞❡♥t

❜r❛✐♥✿ ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❛t❧❛s ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❣✐st❡r❡❞ ♦♥ t❤❡

❛❝q✉✐r❡❞ ✉❧tr❛❢❛st ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✶✳✶✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r

♠❛♣ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ✭r❡❞✮ t♦ s♠❛❧❧

✭❜❧✉❡✮ ✈❡ss❡❧s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ✉❧tr❛❢❛st ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥

t❤❡ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦✲❜✉❜❜❧❡s ❛♥❞ s✉♣❡r✲

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❊rr✐❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✶✳✶✸ ❚✉♠♦r ❣r♦✇t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❢♦✉r ❞❛②s

♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦✉s❡ ❜❛❝❦ ✉s✐♥❣ ♦✉r

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✶ ❈♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ▲❡❢t✿ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡✳ ▼✐❞❞❧❡✿ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❢t❡r

❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥❀ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♠♣❧✐✜❡❞✳ ❘✐❣❤t✿ t❤❡

✐♠❛❣❡ ❛❢t❡r ❈▲❆❍❊✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✐♠❛❣❡ ❤✐st♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛♥

✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✹ ❚✉❜✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ✸❉ ✈❡ss❡❧ ♦❢ r❛❞✐✉s σ ✭●r♦❤❡r✱ ✷✵✵✽✮✳

❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡

●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t✉❜❡✳

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs v1, v2, v3 ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢

t❤❡ t✉❜❡ ❢♦r♠ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ t✉❜❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✺ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚♦♣✿ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡t✐♥❛ ✐♠❛❣❡✳

❇♦tt♦♠✿ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts H11✱ H22 ❛♥❞

H12✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✻ ✷❉ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1, λ2 ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ r❡t✐♥❛ ✐♠❛❣❡✳ λ1

❤✐❣❤❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡❛s λ2 r❡✈❡❛❧s ✈❡ss❡❧

❝♦♥t♦✉rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✾ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✈❡ss❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥ ❛ ✷❉ r❡t✐♥❛ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts✳ ✭❛✮ ●❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ US✳ ✭❜✮

❱❡ss❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
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✷✳✶✵ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥ ❛ ✸❉

s②♥t❤❡t✐❝ ❤❡❧✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❤♦s❡♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝❡✳ ❚❤❡

❝♦❧♦r ♠❛♣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ US✳

❚❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ✐s ✐♥ r❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✶✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❛st

▼❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▲❡❢t✿ ✷❉ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ✹ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳

❘✐❣❤t✿ ✸❉ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ✻ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭❇❡♥♠❛♥s♦✉r ❛♥❞

❈♦❤❡♥✱ ✷✵✵✾✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✷✳✶✷ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ W ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧

✐♥t❡♥s✐t②✳ US, LS, L
T
S , V ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝✱ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✱

t♦t❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣s ❛♥❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ✐♥❞❡① ♠❛♣✳ ❖♥❡

❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡♣❡❛t❛❜❧❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❛tt❡r♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✺

❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✷✳✶✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ r❡t✐♥❛ ✐♠❛❣❡✳ W ✐s

t❤❡ ♠❡tr✐❝❀ ❤❡r❡ ✐t ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢ s✐♥❝❡ ✈❡ss❡❧s ❤❛✈❡ ❧♦✇ ✭❞❛r❦✮

✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❦❡②♣♦✐♥ts ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞

♦♥ ✐t✳ US, LS, V ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♥❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣s ❛♥❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ✐♥❞❡① ♠❛♣✱ ✇❤❡r❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ✭✐♥

❣r❡❡♥✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✷ ❚②♣✐❝❛❧ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✸❉ s❝❛♥ ♦❢ ❛ ②♦✉♥❣ r❛t ❜r❛✐♥

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✸✺ ❝♦r♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠♦❞❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛❞♦♣t❡❞✿ ❛

✷❉ ❛❝q✉✐r❡❞ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❛t ❜r❛✐♥

✐s r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❛ ✸❉ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t ✈❛s❝✉❧❛r s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡

✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❡❝t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜②

♦✉r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✾ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡✇ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✭✺ t❡st s❡❝t✐♦♥s✮ ✇✐t❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡

s❝❛♥ ❢r♦♠ ②♦✉♥❣ r❛t ❜r❛✐♥✳ ▲❡❢t✿ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❘✐❣❤t✿

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✶✵ ▲❡❢t✿ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡st ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳

❘✐❣❤t✿ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs ✭✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✮ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
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✸✳✶✸ Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥

s②st❡♠✳ ▲❡❢t✿ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛tr✐❝❡s✳

❘✐❣❤t✿ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ✭❛✮✱✭❜✮ ◆♦ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ✭❝✮✱✭❞✮

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✳ ✭❡✮✱ ✭❢✮ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞

❈▲❆❍❊ ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✶✹ ❘▼❙ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞

♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❚✿ ♦♥❧② tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡

r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢❛st❡r ❜✉t ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡✮❀ ❚❘✿

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠❀ ❆❍◗✿ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠

❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❈▲❆❍❊ ❢♦r ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✸✳✶✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❡r♠❛♥ ✈❛s❝✉❧❛r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✜❧t❡r ♦♥

✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ②♦✉♥❣ r❛t ❜r❛✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✶✻ ❯s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

✶✿ ▼❛♥✉❛❧ ✉s❡r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❛t❧❛s ♦♥t♦ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ✷✿ ❯s❡ ♦✉r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②

r❡❣✐st❡r t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✸❉ s❝❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛t❧❛s✳ ✸✿ ❉✐s♣❧❛② r❡s✉❧t✐♥❣

r❡❣✐st❡r❡❞ s❝❛♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✹✳✶ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❝r♦♣♣❡❞ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ✭❜✮ ❖✉t❧✐❡r ❦❡②♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛♥

✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝✳ ✭❝✮ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❜✐♥❛r② ♠❛s❦

Fδ✳ ✭❞✮ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❜✐♥❛r②
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✹✳✷ ✭❛✮ ❖✉t❧✐❡r ❦❡②♣♦✐♥ts ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❲❑❉ ♦♥ ❛ ❜✐♥❛r②

♠❡tr✐❝✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✹✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛

r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✹✳✹ ❈❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ s②♥t❤❡t✐❝ t✉❜✉❧❛r

❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡✳ ✭❜✮ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭✐♥ ✇❤✐t❡✮✳ ✭❝✮ ❉✐st❛♥❝❡

t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❛♣ D ✭❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ r❡❞✮✳ ✭❞✮ Pc ♠❡tr✐❝✳ ✭❡✮

❙❦❡❧❡t♦♥✳ ✭❢✮ ●❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ US ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❝❡♥tr❡❞

❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ✭❣✮ ❈❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ✭❤✮

❉✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s r❡s♣✳

✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
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✹✳✺ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❝②❝❧❡s ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ t✉❜✉❧❛r ❜✐♥❛r②

✐♠❛❣❡✳ ✭❛✮ ❈❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ✭❜✮ ❱♦r♦♥♦✐ ✐♥❞❡①

♠❛♣ V ✭❧♦✇ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ ❜❧✉❡✱ ❤✐❣❤ ♦♥❡s ✐♥ r❡❞✮✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ✜✈❡ ♣❛✐rs

♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ❧❡❛✈❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐

r❡❣✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✹✳✻ ❙t❛❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡

♣♦✐♥t ♦♥ ❛ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞

♦♥ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ US ✇✐t❤ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ tr❡❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛ ❝r♦♣♣❡❞

r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭r✐❣❤t✮✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❘✐❣❤t

❝♦❧✉♠♥✿ ♦✉r ✈❡ss❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞❀ ❤✐❣❤ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥

②❡❧❧♦✇✴r❡❞✱ ❧♦✇ ♦♥❡s ✐♥ ❜❧✉❡✴❣r❡❡♥❀ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ❛r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✹✳✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤r❡❡

❡①❛♠♣❧❡s✿ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ t✇♦ s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡s ✭❝✐r❝❧❡s

❛♥❞ ❝❛✈❡r♥✮ ❛♥❞ ♦♥❡ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ▲❡❢t✿ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ❘✐❣❤t✿

❝✉r✈❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✾ ❇❡st r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❉❘■❱❊ t❡st

❞❛t❛s❡t✳ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ t❡st ✐♠❛❣❡✳ ✭❜✮ ●r♦✉♥❞tr✉t❤✳ ✭❝✮

❚❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✈❡ss❡❧♥❡ss ♠❛♣ Fδ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r

❏❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ✭❞✮ ❈❡♥tr❡❧✐♥❡s ❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ✭❡✮ ❙❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ✭❞✮✳ ✶✶✼

✹✳✶✵ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ✈s ✭✶✲Pr❡❝✐s✐♦♥✮ ❣r❛♣❤ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❏❡r♠❛♥ ❛♥❞ ♦✉r

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❘■❱❊

❞❛t❛s❡t✳ ▲❡❢t✿ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡st

s❡t✳ ❘✐❣❤t✿ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡st ✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✹✳✶✶ ❇r❛✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❯❋❉✲❚ r❛t ❜r❛✐♥

✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❙❡❣♠❡♥t❡❞ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ♦✉r

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧♦❝❛❧

❞✐❛♠❡t❡rs ✐♥ ♠♠✳ ✭❜✮ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ✶✷✵

✹✳✶✷ ❚✉♠♦r ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿

❢♦✉r t❡♠♣♦r❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t✉♠♦r ❛❢t❡r

✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦✉s❡ ❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❣r♦✇✐♥❣

❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✈❛s❝✉❧❛r

♥❡t✇♦r❦s✱ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡s ✐♥

♠♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
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✹✳✶✸ ✭❛✮ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢

❛ t✉♠♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❞❛②s ✽✱ ✶✷✱ ✶✻ ❛♥❞

✷✵✮✳ ✭❜✮ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠s

♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✹✳✶✹ ✭❛✮ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♦❢

❛ t✉♠♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❞❛②s ✽✱ ✶✷✱ ✶✻ ❛♥❞

✷✵✮✳ ✭❜✮ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠s

♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✹✳✶✺ ❙♠♦♦t❤❡❞ ❝✉r✈❛t✉r❡s✳ ✭❛✮ ❚❤r❡❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r

♣❛t❤ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛t❤ ✐s ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤❡ t❤r❡❡

s♠♦♦t❤✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s ✭s❝❛❧❡s✮ ❛r❡ ✼✱ ✶✶✱ ✶✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❜❧✉❡

❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡

♣❛t❤s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✶✻ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❛❢t❡r s♠♦♦t❤✐♥❣

❛❧❧ t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❞❛②s ♦❢

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ❙♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

❤✐st♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✺✳✶ ❚✉♠♦r ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❯❋❉✲❚ ❢r♦♠ ❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡

t✉♠♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❞❛②s ✽✱ ✶✷✱ ✶✻ ❛♥❞ ✷✵ ❛❢t❡r ✐ts ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ ❛ ♠♦✉s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r ❞❛t❛ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛② ♦❢

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞✐❛♠❡t❡rs✱ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡

❛♥❞ s♠❛❧❧ ✈❡ss❡❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✺✳✹ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♠♦r t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛ ❜② ♠❛♥✉❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢

❢❡❛t✉r❡s✳ ❚✇♦ ❞❛②s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t✉♠♦r✱ ❞❛②s ✽ ❛♥❞

✶✷✱ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✳ ▲❡❢t✿ ❢♦✉r ♣❛✐rs ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣

♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❞♦t ❧✐♥❡s ♦♥ t❤❡

✜❣✉r❡✳ ❘✐❣❤t✿ r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞ ✭♠♦✈✐♥❣✮ ♥❡t✇♦r❦

♦♥t♦ t❤❡ ❣r❡❡♥ ✭st❛t✐❝✮ ♥❡t✇♦r❦✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✭❛✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✺✳✸ ❚✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛♥✉❛❧

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥ ❞❛r❦✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛②s ✽✱ ✶✷✱ ✶✻ ❛♥❞ ✷✵ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✐♥ ❣r❡❡♥✱ r❡❞✱ ❝②❛♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
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✺✳✺ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧❛r❣❡

❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s

❛r❡ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹

❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛②s ✽✱ ✶✷✱ ✶✻ ❛♥❞ ✷✵ ♦❢

t❤❡ t✉♠♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✺✳✻ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ s❡❣♠❡♥ts ✭♣❛t❤s✮

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳

❚❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣❛t❤s ✐♥ ❜❧✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛②s

✽✱ ✶✷✱ ✶✻ ❛♥❞ ✷✵ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✺✳✼ ◆♦♥✲r✐❣✐❞ ■❈P r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t✐❝

♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t

✈✐❡✇✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t✉♠♦r ❞❛t❛✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛②s ✽✱

✶✷✱ ✶✻ ❛♥❞ ✷✵ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❣r❡❡♥✱ r❡❞✱ ❝②❛♥ ❛♥❞

❜❧✉❡✳ ❙♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❛s❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❛♥♥♦t❛t❡❞

✐♥ ❜♦❧❞ t♦ s✐♠♣❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✺✳✽ ■❈P r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❞✉❡

t♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ▲❡❢t✿ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛②

✶✷ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❞❛② ✶✻ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❘✐❣❤t✿ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ✶✸✹

✺✳✾ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥t♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜✲❣r❛♣❤s ♦❢

♣❛t❤s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ▲❡❢t✿ s❡❧❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳

❘✐❣❤t✿ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜✲❣r❛♣❤s ♦❢ ♣❛t❤s ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦❧♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✺✳✶✵ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜✲❣r❛♣❤s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♠❛①✲❞✐st❛♥❝❡

✈❛❧✉❡s✳ ❊❛❝❤ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝♦❧♦r✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥

t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜✲❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts

❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛r ❛r❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡t❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❡s✱

♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤✐❣❤❡st ♠❛①✲❞✐st❛♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✺✳✶✶ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛②s ✽✱ ✶✷✱ ✶✻

❛♥❞ ✷✵ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❣r❡❡♥✱ r❡❞✱ ❝②❛♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ✶✸✼

✺✳✶✷ ❇❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t str✉❝t✉r❡s r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ▲❡❢t✿ s✐♠✐❧❛r

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤

❞❛②s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② r❡❣✐st❡r❡❞✳ ❘✐❣❤t✿

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ✐♥

♦r❞❡r t♦ ♥✐❝❡❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
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✺✳✶✸ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ■❈P r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚P❙✳ ▲❡❢t✿ ✉♥r❡❣✐st❡r❡❞ t✉♠♦r

❞❛t❛✳ ❘✐❣❤t✿ r❡❣✐st❡r❡❞ t✉♠♦r ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❚P❙✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ♣♦✐♥t

❝❧♦✉❞ ✐s t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡✳ ❇❧❛❝❦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣♦✐♥ts

✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ♣✐①❡❧✳

❚❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✈❡ss❡❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t str✉❝t✉r❡s✳ ✶✸✾

✺✳✶✹ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ t❡♠♣♦r❛❧ t✉♠♦r ❞❛t❛✳ ▲❡❢t✿

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛② ✽✳ ❘✐❣❤t✿ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛② ✶✷✳ ▼❛t❝❤✐♥❣

str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r ♦♥ ❜♦t❤ ❣r❛♣❤s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✺✳✶✺ ❚✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢

❞❛t❛✳ ■♥ ❝②❛♥ ✐s t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ t✉♠♦r ✈♦❧✉♠❡✳ ❱❡ss❡❧s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥

②❡❧❧♦✇ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♦♥❡s ✐♥ r❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷



①①

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✸✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳ ✽✺

✹✳✶ ❆❝❝✉r❛❝② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ ✷✵ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❉❘■❱❊ t❡st

❞❛t❛s❡t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼



①①✐

▲✐st ♦❢ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❈▲❆❍❊ ❈♦♥tr❛st ▲✐♠✐t❡❞ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❍✐st♦❣r❛♠ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❈❚ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤②

❋▼▼ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ▼❡t❤♦❞

❢❯❙ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❯❧tr❛❙♦✉♥❞

■❈P ■t❡r❛t✐✈❡ ❈❧♦s❡st P♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠

▼P❲❑❉ ▼✐♥✐♠❛❧ P❛t❤ ♠❡t❤♦❞ ❲✐t❤ ❑❡②♣♦✐♥t ❉❡t❡❝t✐♦♥

▼❘❆ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❆♥❣✐♦❣r❛♣❤②

▼❘■ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣

◆■❘❙ ◆❡❛r✲■♥❢r❛❘❡❞ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❙❱❉ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❚P❙ ❚❤✐♥ P❧❛t❡ ❙♣❧✐♥❡

❯❋❉✲❚ ❯❧tr❛❋❛st ❉♦♣♣❧❡r✲❚♦♠♦❣r❛♣❤②



✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❋r❛♥ç❛✐s✮

❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬■♠❛❣❡r✐❡ ❱❛s❝✉❧❛✐r❡

▲❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ s❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦rés ❛✉ ❝♦✉rs

❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❣rès ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡

♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡s ✢✉① s❛♥❣✉✐♥s ❛ été ré❡❧❧❡♠❡♥t

❛♠é❧✐♦ré❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✜♥s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛❧❛❞✐❡s

❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❡t ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❝éré❜r❛✉①✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱

♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❜rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡

♠é❞✐❝❛❧❡ ❛❝t✉❡❧❧❡s ✭❙❡r❡t ❛♥❞ ❍♦❡❜❡❦❡✱ ✷✵✵✽✮✱ ❡♥ s♦✉❧✐❣♥❛♥t ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s

❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✻✮✳

■♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡

❉❡♣✉✐s ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s s♦✐①❛♥t❡✲❞✐①✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

✭■❘▼✮ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♠é❞✐❝❛❧✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t

✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ✷❉ ❡t ✸❉ ❞❡ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❛ ♣❤②s✐q✉❡

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❧✬■❘▼ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦t♦♥s ♣rés❡♥ts

❞❛♥s ❧✬❡❛✉✳ ❈♦♥st✐t✉é ❞❡ ✼✵ ✪ ❞✬❡❛✉✱ ❧❡ ♣❛t✐❡♥t ❡st ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥ét✐q✉❡ st❛t✐q✉❡ ✐♥t❡♥s❡ ♣♦✉r ♦r✐❡♥t❡r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❡s ♣r♦t♦♥s✳

❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭♦♥❞❡s r❛❞✐♦✮ ❡st

❛♣♣❧✐q✉é ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♣r♦t♦♥s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❡✉r ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✳ ❈❡

♣❤é♥♦♠è♥❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡

r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡ ❡st s✉♣♣r✐♠é✱ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❡✉r

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st q✉❛♥t✐✜é❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ✐rr❛❞✐é❡✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ■❘▼ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣❛r ✉♥ s❝❛♥♥❡r✱

❛ss♦❝✐é à ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❣✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❆❘▼✮ ✉t✐❧✐s❡♥t

❧✬■❘▼ ♣♦✉r ✐♠❛❣❡r ❧❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡

✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡s



✷

t✐ss✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵✵

➭m ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛✉ ♣❛t✐❡♥t ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡

s✐❣♥❛❧ s❛♥❣✉✐♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧✉✐ ❞❡s t✐ss✉s ✭❡✳❣✳ ▲✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡

✷❛✮✳ ▼❛❧❣ré s❡s ❣r❛♥❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♣❡t✐ts ✈❛✐ss❡❛✉①✱ ❧✬❛♥❣✐♦❣r❛♣❤✐❡

♣❛r ■❘▼ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧✐♠✐t❡s✳ ❉❡s t❡♠♣s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❧♦♥❣s✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐♥✉t❡s✱ ❧✐♠✐t❡♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳

❉❡s ♣r♦❣rès ré❝❡♥ts ♦♥t été ré❛❧✐sés ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ à

❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭❍❛❞✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ r❡st❡

s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡✳ ❉❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡s s♦♥t ❧❡

❝♦ût é❧❡✈é ❡t ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦rt❛❜✐❧✐té ❞❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ■❘▼✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✐♥t❡♥s❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❛✐♠❛♥ts s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✱ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t

êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉s à très ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬❤é❧✐✉♠ ❧✐q✉✐❞❡✳

❘❛r❡ s✉r ❧❛ t❡rr❡✱ ❧✬❤é❧✐✉♠ ❡st très ❝♦ût❡✉①✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣♦rt❛❜✐❧✐té✱

❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❣rès ré❝❡♥ts✱ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s✱

❛✐❡♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s s❝❛♥♥❡rs ■❘▼ ♣♦rt❛❜❧❡s ❧é❣❡rs ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶❛✱ ❈♦♦❧❡②

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✮✱ ❞❡s s❝❛♥♥❡rs ♠❛ss✐❢s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡

rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡✳

❚♦♠♦❞❡♥s✐t♦♠étr✐❡

❉❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ ❳❳❡ s✐è❝❧❡✱ ❧❛ r❛❞✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s r❛②♦♥s ❳ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡

❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s✳ ▲❡ ♣❛t✐❡♥t ❡st ♣❧❛❝é ❡♥tr❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ r❛②♦♥s ❳ ❡t ✉♥

✜❧♠ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♦✉ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s r❛②♦♥s ❳ é♠✐s

r❡♥❝♦♥tr❡♥t ❧❡ ♣❛t✐❡♥t✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛❜s♦r❜é❡ ❡t ❞✐✛✉sé❡

❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st tr❛♥s♠✐s❡ ❛✉ ❞ét❡❝t❡✉r✳ ❈♦♠♠❡

❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ r❛②♦♥s ❳ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡✱ ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r

❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞ét❡❝té ❡♥ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛sté❡✳ ▲❛

t♦♠♦❞❡♥s✐t♦♠étr✐❡ ✭❚❉▼✮ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ r❛❞✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♣♦✉r s❝❛♥♥❡r

❧❡ ❝♦r♣s ❡♥t✐❡r ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳ ❯♥ s②stè♠❡ r♦t❛t✐❢ ❜❛sé s✉r ❧❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡✱

éq✉✐♣é ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❡t ❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ r❛②♦♥s ❳✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝q✉ér✐r ❞❡s

✐♠❛❣❡s r❛❞✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦✉s ❞✐✛ér❡♥ts ❛♥❣❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡

tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸❉ ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t✳

▲❛ ❚❉▼ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠❛❥❡✉r❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❣✐♦❣r❛♣❤✐❡

♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ▲❛ t♦♠♦❞❡♥s✐t♦♠étr✐❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✈✐✈♦

❞❡ ♣❡t✐ts ✈❛✐ss❡❛✉① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✺✵ ➭m ✭❡✳❣✳ ❙t❛r♦s♦❧s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✱ ✈♦✐r ❧❛

✜❣✉r❡ ✷❜✮ ❡t r❡st❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠❛r❝❤é q✉❡ ❧✬■❘▼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦rt❛❜✐❧✐té ❡t

❧❡s ❧♦♥❣✉❡s ❞✉ré❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ✭∼ ✺✵ ♠✐♥✉t❡s✮ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s ♣♦✉r

❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❡t ♠♦❜✐❧❡s✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣r❛✈❡ ❡st

q✉❡ ❧❡s r❛②♦♥s ❳ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts ✐♦♥✐s❛♥ts ❞❛♥❣❡r❡✉①✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t







✺

■♠❛❣❡r✐❡ ❯❧tr❛s♦♥♦r❡

▲❡s ✉❧tr❛s♦♥s s♦♥t ❞❡s ♦♥❞❡s s♦♥♦r❡s ♥♦♥ ❛✉❞✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s

❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✷✵ ❦❍③ ❡t ✷✵✵ ▼❍③✳ P♦✉r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s t②♣✐q✉❡s ♥❡ ❞é♣❛ss❛♥t

♣❛s ✶✽ ▼❍③✱ ✐❧s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s t✐ss✉s ❤✉♠❛✐♥s✱ s❛✉❢

❧❡s ♦s✳ ❆ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❡①❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❛❜s♦r❜é❡ ❡t

tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝❤❛❧❡✉r✳ ▲❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉❧tr❛s♦♥s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡

♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ tr❛♥s❞✉❝t❡✉rs ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s✳ ❈❡s ♠❛tér✐❛✉①

tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ✉♥ s✐❣♥❛❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱

❣é♥ér❛♥t ✉♥❡ ♦♥❞❡ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✳

▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✉❧tr❛s♦♥s ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ♠❛tér✐❛✉①✱

ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ s♦♥♦r❡

❡♥ ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❧✬é❝❤♦ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡

s♦♥♦r❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s t✐ss✉s✱ ❧❡s ✉❧tr❛s♦♥s s❡ ré✢é❝❤✐ss❡♥t

à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠✐❧✐❡✉① r❡♥❝♦♥trés✱ ♣✉✐s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t à ❧❛ s♦✉r❝❡

q✉✐ ❥♦✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥

é❝❤♦ s♣é❝✐✜q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s♦♥ ✐♥t❡♥s✐té ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❧❡r✲

r❡t♦✉r ❞❛♥s ❧❡s t✐ss✉s✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s

❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♣rès ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t ❞❡

❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡s ♦r❣❛♥❡s ❡t ❞❡s ❛✉tr❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s

❡♥ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦❞❡ ❆✳ ❯♥ ♠♦❞❡ ✷❉✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦❞❡ ❇✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡

s♦♥❞❡ à ✉❧tr❛s♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ rés❡❛✉ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ tr❛♥s❞✉❝t❡✉rs

♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✶✷✽ ♦✉ ✷✺✻✱ ❛❝t✐✈és s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❜❛❧❛②❡r

❧✐❣♥❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡ ✉♥ ♣❧❛♥ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡s ♦r❣❛♥❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs

✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

P♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ✉♥ é❝❤♦ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts✱

❝❡✉①✲❝✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❞❡✉① ✐♠♣é❞❛♥❝❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s très

❞✐✛ér❡♥t❡s✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❡s ✐♠♣é❞❛♥❝❡s

❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❡s ❞❡✉① s✉♣♣♦rts s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❯♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡tt❡

♣r♦♣r✐été ❡st ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❞❡s ♦r❣❛♥❡s ❞❡rr✐èr❡ ✉♥ ❣❛③ ♦✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t

✉♥ ❣❛③✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡♥tr❡ ❧❡ ❣❛③ ❡t ❧❡s

t✐ss✉s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ q✉❛s✐✲t♦t❛❧❡ ❞❡s ✉❧tr❛s♦♥s✳ P♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥✱

✉♥ ❣❡❧ ❞♦✐t êtr❡ ❞é♣♦sé à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✱ s✐♥♦♥ ❧❛ s♦♥❞❡

s❡r❛✐t ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧✬❛✐r✱ ❡♠♣ê❝❤❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ✉❧tr❛s♦♥s✳

▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❝éré❜r❛❧❡ r❡st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛rr✐èr❡

♦ss❡✉s❡ ❝râ♥✐❡♥♥❡✱ s❛✉❢ ❝❤❡③ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉✲♥és ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥t❛♥❡❧❧❡ ❡st ❡♥❝♦r❡

s✉✣s❛♠♠❡♥t s♦✉♣❧❡ ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡s ✉❧tr❛s♦♥s✳







✽

✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❤❛✉t❡ q✉❛❧✐té✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❡①❛♠❡♥

❉♦♣♣❧❡r ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① s❛♥❣✉✐♥s✳

▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝ré❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❇✲♠♦❞❡ ♣❛r

❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ✉❧tr❛s♦♥♦r❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡

✐♠❛❣é❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✵ ♠s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❝❛❞❡♥❝❡s ❞❡ ✺✵ ✐♠❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳ ❈❡s

❝❛❞❡♥❝❡s s♦♥t très ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ♠❛✐s s♦♥t ❡♥❝♦r❡

tr♦♣ ❧❡♥t❡s ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s r❛♣✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s✳

▲✬■♠❛❣❡r✐❡ ❯❧tr❛s♦♥♦r❡ ❯❧tr❛r❛♣✐❞❡

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s

❛ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ré✈♦❧✉t✐♦♥♥é ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s

♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s très r❛♣✐❞❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t

❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❡ t❡❧❧❡s ♦♥❞❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s t②♣✐q✉❡s ❞❡

q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t♦♥ très

é❧❡✈é❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶ ❦❍③ ✭✶✵✵✵ ✐♠❛❣❡s✴s✮ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❞ét❡❝té❡s✳ ❆✉ ❧✐❡✉

❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✉❧tr❛s♦♥s ❢♦❝❛❧✐sés ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✱

❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❡t s❡

ré✢é❝❤✐t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s é❝❤♦s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s

str✉❝t✉r❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡

❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ é♠✐ss✐♦♥ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✮✳

❈❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❞❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❞✬✉♥

❢❛❝t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s❞✉❝t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ s♦♥❞❡ à ✉❧tr❛s♦♥s

❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✶✷✽✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✶✵ ✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳ ❆✈❡❝ ❧❛

❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡

q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❛♥s ❧❡s t✐ss✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s ♣❛r é❧❛st♦❣r❛♣❤✐❡

✭●❡♥♥✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳

❈❡tt❡ ❛✈❛♥❝é❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s été ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

ré❝❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s ●P❯ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❝♦♥tr❛st❡ ❡t

rés♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s

✭▼♦♥t❛❧❞♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❡♥ é♠❡tt❛♥t

♣❧✉s✐❡✉rs ♣❧❛♥s ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ❝❛❞❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ré❞✉✐t❡

♠❛✐s ✉♥ très ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉✳

❆♣rès ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❡❧❛st♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❧❡s ✉❧tr❛s♦♥s

✉❧tr❛r❛♣✐❞❡s ♦♥t ❡✉ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡s ✢✉① s❛♥❣✉✐♥s✱

❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❉♦♣♣❧❡r st❛♥❞❛r❞✳ ▲❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥







✶✶

■♠❛❣❡r✐❡ ▼✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ✸❉ ♣❛r ❯❧tr❛s♦♥s ❯❧tr❛r❛♣✐❞❡s

❉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ❢♦✐s ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❉♦♣♣❧❡r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ✭▼❛❝❡ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✸✮✱ ❧❡ ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛s❡♥s✐❜❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ très ✜♥❡ ❞❡s ✢✉① s❛♥❣✉✐♥s✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ s♦♥❞❡ à ✉❧tr❛s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✶✺ ▼❍③✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡

✷❉ t②♣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡st ❞❡ ✶✵✵ ➭m2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤♦rs✲♣❧❛♥ r❡st❡ s✉♣èr✐❡✉r❡✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ✺✵✵

➭m ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❝éré❜r❛❧❡ ❞❡s r♦♥❣❡✉rs ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✮✳

❆✐♥s✐✱ ❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❛r ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ✭❯❋❉✲❚✮ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝❛rt❡s

✸❉ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❝éré❜r❛❧❡s ❝❤❡③ ❧❡ r♦♥❣❡✉r✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐♦✲

t❡♠♣♦r❡❧❧❡ é❧❡✈é❡ ❞❡ ✶✵✵ ➭m3 × ✶✵ ♠s✳ ▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ✈✐❛

✉♥ ♠♦♥t❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t

✐❝✐ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✾✮✳

❯♥❡ s♦♥❞❡ ♠♦t♦r✐sé❡ ❞❡ ✶✺ ▼❍③✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t tr♦✐s ❞❡❣rés ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t

✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✱ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❛ s♦♥❞❡ ❜❛❧❛✐❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❞❛♥s

✶✽ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✉♥ s❝❛♥ ✸❉ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡

❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ✷✵✵

➭m✳ ❯♥ s❝❛♥ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝q✉ér✐r ✻✺ ♣❧❛♥s ❞✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡

é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ✹✵✵ ➭m✳ ➚ ❧❛ ✜♥✱ ✉♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ r❡❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✸❉

❧❡ rés❡❛✉ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❝éré❜r❛❧ ❞✬✉♥ r♦♥❣❡✉r✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❤♦rs✲♣❧❛♥ ❞❡ ✶✵✵ ➭m ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽ ✮✳

▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡ ❧✬❯❋❉✲❚✱ ❡♥✈✐r♦♥ ✷✵ ♠✐♥✉t❡s ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡

❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❞❡s r♦♥❣❡✉rs✱ s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬■❘▼

❡t ❞✉ s❝❛♥♥❡r✳ P♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t

❞❡s s♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❞❡s rés❡❛✉① ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ tr❛♥s❞✉❝t❡✉rs ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡

♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ Pr♦✈♦st ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡

❧❛ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡✱ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s r❡❝♦♥str✉✐ts

❡♥ ✸❉ ♣❛r ❯❋❉✲❚ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱

ré✈é❧❛♥t à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡

✹❉✳

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❝râ♥❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❝éré❜r❛❧❡ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s

r❡st❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❡s r♦♥❣❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♥❡st❤és✐és ♣♦✉r r❡t✐r❡r ❧❡✉r ❝râ♥❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ r❛t✱ ❧✬❯❋❉✲❚ ♥♦♥ ✐♥✈❛s✐❢ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❛♠✐♥❝✐ss❛♥t

❧❡ ❝râ♥❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❝éré❜r❛❧❡ ♥♦♥ ✐♥✈❛s✐✈❡ ♣❛r

✉❧tr❛s♦♥s ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥❥❡❝t❡r ❞❡s ♠✐❝r♦❜✉❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ré❝❡♥t❡ ❞♦♥♥❡

❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥ts ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❡♥ s✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥

♣r♦❢♦♥❞❡ ✭❊rr✐❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ P❡rt❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ❙✉r
❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❛❝q✉✐s❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❨ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s
s❡❝t✐♦♥s ❝♦r♦♥❛❧❡s ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❞❡ r❛t✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st
é❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦r♦♥❛❧ ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✮✳ ❯♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♦❜s❡r✈é❡
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ s❛❣✐tt❛❧❡ ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ❜❛s✮✳ ❙✉r ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❡st ré❛❧✐sé❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❳ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s s❛❣✐tt❛❧❡s✳ ❯♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦r♦♥❛❧❡ ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✮ ❡t ❧❡ss ✐♠❛❣❡s
s❛❣✐tt❛❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ❜❛s✮✳

❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s♦♥❞❡s à ✉❧tr❛s♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s✱
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✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✹❉ ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ré❡❧❧❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ✸❉ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡s ♦♥❞❡s

❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❉♦♣♣❧❡r ✸❉ ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ✭Pr♦✈♦st ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ❡t

❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❤❡③ ❧❡s r♦♥❣❡✉rs ✭❘❛❜✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❘❡♥❞✉ ✸❉ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❝éré❜r❛❧ ❝❤❡③ ❧❡ r❛t ❛❝q✉✐s ♣❛r ❯❋❉✲❚
✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮

❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡

▲✬é❝❤♦❣r❛♣❤✐❡ ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡

✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡s

❛♣♣❛r❡✐❧s à ✉❧tr❛s♦♥s ✭t❡♠♣s ré❡❧✱ ♣♦rt❛❜✐❧✐té✱ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡

♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡

❛♥❛❧②sé❡s ♣❛r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡

❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❛ t❤ès❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣r♦♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s

♦r✐❣✐♥❛✉① ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛s❡♥s✐❜❧❡✳ ◆♦✉s

♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♠é❞✐❝❛✉① q✉✐ ♦♥t ♠♦t✐✈é ❧❡

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

❊♠♣r❡✐♥t❡ ❱❛s❝✉❧❛✐r❡ ❈éré❜r❛❧❡ ❡t ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

❆✉t♦♠❛t✐q✉❡

❈♦♠♠❡ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❞❡ ✈ér✐t❛❜❧❡s ❝❛rt❡s ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡s

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛s❡♥s✐❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡

❛ ❞é❥à été t❡sté❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡
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✐♠❛❣❡ ❉♦♣♣❧❡r✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ✉♥❡ ❛✉tr❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r

rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✜♥❛❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♠♦♥♦♠♦❞❛❧❡

❝♦♥s✐st❛♥t à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐❡r r❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡

❛❝q✉✐s❡✱ s✉r ✉♥ s❝❛♥ ✸❉ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉

❝❡r✈❡❛✉ ❝❤❡③ ❧❡ r❛t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❉❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐s❡s ❡t ❧❡s

✐♠❛❣❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ r❡❝❛❧❛❣❡ ♠♦♥♦♠♦❞❛❧ ❝♦♠♣❧❡t✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ s❝❛♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡❝❛❧❧é ❛✈❡❝ ❧✬❛t❧❛s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡✱

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ✜♥❛❧ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐s❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛t❧❛s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❝♦♥ç✉ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ très ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❛✐❞❡r ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs

❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st très r❛♣✐❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♠✉❧t✐✲

❝♦❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦✉t✐❧ très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡♥

t❡♠♣s ré❡❧ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé✱ ❝❤❡③ ❧❡s r♦♥❣❡✉rs✿
✉♥ ❛t❧❛s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r❡❝❛❧❧é s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛r❛♣✐❞❡
❛❝q✉✐s❡✳

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❘és❡❛✉① ❱❛s❝✉❧❛✐r❡s

▲❡ ❉♦♣♣❧❡r ✉❧tr❛s❡♥s✐❜❧❡ ✸❉ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s rés❡❛✉①

✈❛s❝✉❧❛✐r❡s✳ ❈❡s ❝❛rt❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ❡t ❧❡s ♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✭❡✳❣✳ ❈❛ss♦t ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✻✮✮✳ ❉❡s ét❛♣❡s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s s♦♥t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡



✶✼

❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s rés❡❛✉① ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ♦❜s❡r✈és✳ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s

❡①tr❛✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡

❢❛❝✐❧✐t❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r

q✉❛♥t✐✜❡r ✉♥ rés❡❛✉ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉✱ ♦ù ❧❡s

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s str✉❝t✉r❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝té❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❞✬✉♥ ❛t❧❛s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ♦✉ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t✉♠❡✉rs ✭❇✉❧❧✐tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀

❙❤❡❧t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ▲♦rt❤♦✐s✱ ▲❛✉✇❡rs✱ ❛♥❞ ❈❛ss♦t✱ ✷✵✶✹✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ✸❉ ❜❛sé s✉r ❞❡s

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠

❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝❡♥trés✱ ❧❡s

❞✐❛♠ètr❡s ❡t ❧❡s ❝♦✉r❜✉r❡s✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛rêt❡s ❡t ❞❡s ♥♦❡✉❞s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝❤❡♠✐♥s ❡t ❛✉① ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉①✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❝♦♠❜✐♥❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠étr✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡✱ s❡r✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡

à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✐❦♦♥❛❧✱ ❛✈❡❝

✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t✲❝❧és ❝❡♥trés ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s

✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❝❡♥trés✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ très

é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été t❡sté❡ ❡t ✈❛❧✐❞é❡ s✉r ❧❡ ❜❛s❡

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❉❘■❱❊ ❞✬✐♠❛❣❡s rét✐♥❛❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r

❧❡s rés❡❛✉① ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❝éré❜r❛✉① ❡t t✉♠♦r❛✉① ❝❤❡③ ❧❡s r♦♥❣❡✉rs ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡

✶✷✮✳

❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❈r♦✐ss❛♥❝❡ ❚✉♠♦r❛❧❡

P❛r ❧❡ ♣❛ssé✱ ❋♦❧❦♠❛♥ ✭✶✾✼✶✮ ❛ ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é q✉❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ t✉♠♦r❛❧❡ ❡st

étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧✬❛♥❣✐♦❣❡♥ès❡✱ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s

r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❡♥ ♥✉tr✐♠❡♥ts ❡t ❡♥ ♦①②❣è♥❡ à ❧❛ t✉♠❡✉r✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉①

❝❛♥❝❡rs s♦♥t tr❛✐tés ❛✈❡❝ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛♥t✐✲❛♥❣✐♦❣é♥ét✐q✉❡s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡

s②stè♠❡ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ t✉♠♦r❛❧ ✭❏❛✐♥✱ ✷✵✵✺✮✳ ▲❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s t✉♠❡✉rs ❡t ❞❡

❧❡✉rs rés❡❛✉① ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥ts ❡st ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛

❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s t✉♠❡✉rs✳

▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❯❋❉✲❚ ♣❡r♠❡t ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✸❉ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

t✉♠❡✉rs✳ ❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ♦♥t ✐♠❛❣é ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ t✉♠❡✉r

✐♠♣❧❛♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦s ❞✬✉♥❡ s♦✉r✐s✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥t❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t

✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ♣♦✉r êtr❡ q✉❛♥t✐✜é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✉t✐❧✐sé ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r

s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s rés❡❛✉① ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❡♥t♦✉r❛♥t ❧❛ t✉♠❡✉r ❡t ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❣é♦♠étr✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ✭❞✐❛♠ètr❡✱ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❡t❝✳✮✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❡❝❛❧❛❣❡ ✸❉ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❝❡



✶✽

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
♠✐♥✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s✳ ▲❛
❝❛rt❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞✐❛♠ètr❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡s ❣r♦s ✈❛✐ss❡❛✉① ✭❡♥
r♦✉❣❡✮ ❛✉① ♣❧✉s ✜♥s ✭❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❛ été ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ✐♠❛❣❡r✐❡ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡
✉❧tr❛r❛♣✐❞❡ ❝éré❜r❛❧❡ ❝❤❡③ ❧❡ r❛t✱ ❛♣rès ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦✲❜✉❧❧❡s ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❊rr✐❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

Day 8

Day 12

Day 20
Day 16

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t✉♠❡✉r s✉r
q✉❛tr❡ ❥♦✉rs ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♣rès ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦s ❞❡ s♦✉r✐s à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡✳

q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✉♠❡✉r ❡t ❞❡

♠✐❡✉① ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡♥❞✉ ✸❉ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s t✉♠♦r❛❧❡s r❡❝❛❧é❡s ❡t



✶✾

❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s

t✉♠♦r❛❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t t❡♥t❡r ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ré♣ét❛❜✐❧✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♠❛❧❣ré

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞és♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ t✉♠♦r❛❧✳



✷✵

P❛rt ■

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



✷✶

❈❤❛♣t❡r ✶

❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

✶✳✶ ▼❛✐♥ ❱❛s❝✉❧❛r ■♠❛❣✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡

♣r♦❣r❡ss ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs ♣♦✇❡r✱ ♠❛♥② ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♠❡r❣❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ✐♠❛❣✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡❞

❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ♣✉r♣♦s❡s s✉❝❤ ❛s tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ❞✐s❡❛s❡s ♦r

str♦❦❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝✉rr❡♥t

♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❙❡r❡t ❛♥❞ ❍♦❡❜❡❦❡✱ ✷✵✵✽✮✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦s

❛♥❞ ❝♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳

✶✳✶✳✶ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥t✐❡s✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭▼❘■✮ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛

♠❛❥♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣

♦❢ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼❘■ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✇❛t❡r✳ ❈♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ✼✵✪ ♦❢ ✇❛t❡r✱ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t

✐s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t♦ ♦r✐❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢

♣r♦t♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭r❛❞✐♦ ✇❛✈❡s✮ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦t♦♥s r❡❛❝❤ t❤❡✐r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s

❝❛❧❧❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ✜❡❧❞ ✐s r❡♠♦✈❡❞✱

t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦♥s t♦ t❤❡✐r ♣r❡✈✐♦✉s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞✱ t♦ ♣r♦❞✉❝❡

❛ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ♠❛tt❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ▼❘■ ✐♠❛❣❡

r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❜② ❛ s❝❛♥♥❡r✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s✳

▼❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤② ✭▼❘❆✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡ ▼❘■ t♦ ✐♠❛❣❡

❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② r❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ♠✐❧❧✐♠❡tr✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❡♣

♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐♥ t✐ss✉❡s✳ ❨❡t✱ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ♦❢ t②♣✐❝❛❧ s✐③❡ ✶✵✵

➭m r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦♥tr❛st ❛❣❡♥t✱ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❜❧♦♦❞

s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t✐ss✉❡s ♦♥❡ ✭❡✳❣✳ ▲✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✷❛✮✳ ❉❡s♣✐t❡



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✷✷

✐ts str♦♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❞❡t❡❝t s♠❛❧❧ ✈❡ss❡❧s✱ ▼❘■✲❜❛s❡❞ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤② ♣r❡s❡♥ts

s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ▲♦♥❣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ❛❜♦✉t t❡♥s ♦❢ ♠✐♥✉t❡s ❧✐♠✐t t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛❧ t✐♠❡ s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❘❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡

t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭❍❛❞✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✱ ❜✉t ✐t

✐s st✐❧❧ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❝❛r❞✐❛❝ ❝②❝❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤

❝♦st ❛♥❞ ❧♦✇ ♣♦rt❛❜✐❧✐t② ♦❢ ▼❘■ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥t❡♥s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞ ♥❡❡❞s s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛❣♥❡ts✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛t ✈❡r② ❧♦✇

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❍❡❧✐✉♠✳ ❘❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❡❛rt❤✱ ❍❡❧✐✉♠

✐s ✈❡r② ❝♦st❧②✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s✱ t❛❦✐♥❣

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ♣♦rt❛❜❧❡

▼❘■ s❝❛♥♥❡rs ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶❛✱ ❈♦♦❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✱ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛t ♠✐❝r♦♠❡tr✐❝

s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ✉s✉❛❧ ♠❛ss✐✈❡ s❝❛♥♥❡rs✳

✶✳✶✳✷ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤②

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t✐❡t❤ ❝❡♥t✉r②✱ r❛❞✐♦❣r❛♣❤② ❤❛s ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ❳✲

r❛②s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛

s♦✉r❝❡ ♦❢ ❳✲r❛②s✱ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❝ ✜❧♠ ♦r ❞✐❣✐t❛❧ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❲❤❡♥ ❡♠✐tt❡❞

❳✲r❛②s ♠❡❡t t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ ❜♦❞②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❛tt❡r✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r

✐s ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥tr❛st❡❞ ❧✐❣❤t✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳

❈♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ✉s❡s r❛❞✐♦❣r❛♣❤② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ s❝❛♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡

♣❛t✐❡♥t✬s ❜♦❞②✳ ❆ t♦♠♦❣r❛♣❤②✲❜❛s❡❞ r♦t❛t✐✈❡ s②st❡♠✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❳✲r❛②

❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛❝q✉✐r❡s r❛❞✐♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡♥✱

✇✐t❤ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳

❈❚ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛❥♦r ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤②✳

▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❈❚ ❡♥❛❜❧❡s ✐♥ ✈✐✈♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ✈❡ss❡❧s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✺✵

➭m✱ ✭❡✳❣✳ ❙t❛r♦s♦❧s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✷❜✮✱ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥

▼❘■✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦✇ ♣♦rt❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧♦♥❣ s❝❛♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ✭∼ ✺✵ ♠✐♥✉t❡s✮ ❛r❡

st✐❧❧ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ s❡r✐♦✉s❧②✱ ❳✲

r❛②s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥s✱ r❡q✉✐r✐♥❣ r✐❣♦r♦✉s ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡

r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦s❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠✐❝r♦✲❈❚ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤②

♥❡❡❞s t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr❛st ❛❣❡♥t✱ ✉s✉❛❧❧② ❛♥ ✐♦❞✐♥❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ♠♦r❡ ❝♦♥tr❛st❡❞ t❤❛♥

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t✐ss✉❡s✳ ❙✉❝❤ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈♦❦❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ ♥❛✉s❡❛✱

✈♦♠✐t✐♥❣✱ ❡t❝✳











❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✷✼

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡❡❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✉❧tr❛s♦✉♥❞s ✭❃✼ ▼❍③✮

t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t✐ss✉❡s ❛♥❞ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✳ ❉❡❡♣❡r ♦r❣❛♥s ❛r❡

❡❛s✐❧② ✐♠❛❣❡❞ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛ ❢❡✇ ▼❍③✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♠✐❧❧✐♠❡tr✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✳✷ ❚❤❡ ❯❧tr❛❢❛st ❯❧tr❛s♦✉♥❞ ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦✉♥ts ❛♠♦♥❣

t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✈❡r② ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ❢♦r ✐ts ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✱

r❡❛❧ t✐♠❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦✇✲❝♦st✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤

q✉❛❧✐t②✱ ✉s✉❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❉♦♣♣❧❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ❜✉✐❧❞s ❛ ❇✲♠♦❞❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ❧✐♥❡✲♣❡r✲❧✐♥❡

❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❢ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❜❡❛♠s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❧❡❛❞s t♦ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✷✵ ♠s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❢r❛♠❡ r❛t❡s ♦❢

✺✵ ✐♠❛❣❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ❚❤♦s❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡s ❛r❡ ✈❡r② ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡

✐♠❛❣✐♥❣✱ ❜✉t ❛r❡ st✐❧❧ t♦♦ s❧♦✇ t♦ ♦❜s❡r✈❡ r❛♣✐❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✳

✶✳✷✳✶ ❯❧tr❛❢❛st ❯❧tr❛s♦✉♥❞ ■♠❛❣✐♥❣

■♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ✉❧tr❛❢❛st ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❚❛♥t❡r ❛♥❞ ❋✐♥❦✱ ✷✵✶✹✮

r❡✈♦❧✉t✐♦♥✐③❡❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✈❡r② ❢❛st ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s

s❤❡❛r ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✉❝❤ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛t t②♣✐❝❛❧

s♣❡❡❞s ♦❢ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ♠✳s−1✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❢r❛♠❡ r❛t❡s ∼✶ ❦❍③ ✭✶✵✵✵

✐♠❛❣❡s✴s❡❝✮ t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❢♦❝✉s❡❞ ✉❧tr❛s♦✉♥❞s ❛♥❞ ❢♦r♠✐♥❣

t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥ ❜② ❝♦❧✉♠♥✱ ✉❧tr❛❢❛st ✐♠❛❣✐♥❣ s❡♥❞s ❛♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♣❧❛♥❡

✇❛✈❡ t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝ts ✐♥t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥✳ ❚❤✉s✱ ❡❝❤♦❡s ♦❢

❛❧❧ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡

r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✳

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✉❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡✱ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s❞✉❝❡rs ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♣r♦❜❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✶✷✽✮✱

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ∼✶✵ ✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ✇❛✈❡s✱ r❡❛❧

t✐♠❡ ❝❛rt♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ✐♥ t✐ss✉❡s ❝❛♥

❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡❧❛st♦❣r❛♣❤② ✭●❡♥♥✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳

❚❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t

t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts ✭●P❯✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❣❡t

t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❤✉❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢r❛♠❡ r❛t❡

✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❝♦♥tr❛st ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮✳

❆ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✐♥❣ ✭▼♦♥t❛❧❞♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮







❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✸✵

✶✳✷✳✷ ✸❉ ❯❧tr❛❢❛st ❯❧tr❛s♦✉♥❞ ❢♦r ▼✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r ■♠❛❣✐♥❣

❇❡✐♥❣ t❡♥s ♦❢ t✐♠❡s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ✭▼❛❝❡ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✸✮✱ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ❛❧❧♦✇s ✈❡r② ✜♥❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s✳ ❯s✐♥❣

❛ ✶✺ ▼❍③ ❧✐♥❡❛r ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♣r♦❜❡✱ t②♣✐❝❛❧ ✷❉ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥

t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s ✶✵✵ ➭m2✳ ❨❡t✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

r❡♠❛✐♥s ❤✐❣❤❡r✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✺✵✵ ➭m ❢♦r r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡

✶✳✼✮✳

❚❤✉s✱ ❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✉❧tr❛❢❛st ❉♦♣♣❧❡r t♦♠♦❣r❛♣❤② ❜❛s❡❞

s②st❡♠ ✭❯❋❉✲❚✮ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✸❉ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r ♠❛♣s ♦❢ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥✱ ✇✐t❤

❤✐❣❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵ ➭m3 × ✶✵ ♠s✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞

✐♥ ✈✐✈♦ ✈✐❛ ❛ s✐♠♣❧❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❡t✲✉♣✱ t❤❛t ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡

✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✮✳

❆ ✶✺ ▼❍③ ♠♦t♦r✐③❡❞ ♣r♦❜❡✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✱ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❡ s❝❛♥s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✐♥ ✶✽

❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ✸❉ s❝❛♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s

r❡❛❧✐③❡❞ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✇✐t❤ ✷✵✵ ➭m s♣❛❝✐♥❣✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ♦♥❡✲✇❛②

s❝❛♥ ❛❝q✉✐r❡s ✻✺ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥s ♦❢ ✹✵✵ ➭m t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♣♦st✲

♣r♦❝❡ss✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝ts ✐♥ ✸❉ t❤❡ ❝❡r❡❜r❛❧ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ♦❢

❛ r♦❞❡♥t✱ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵ ➭m ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✮✳

❯❋❉✲❚ s❝❛♥♥✐♥❣ t✐♠❡s✱ ∼✷✵ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥ s✉r❢❛❝❡✱ ❛r❡

s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ ▼❘■ ❛♥❞ ❈❚ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❋♦r r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦t❤❡r

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s✐♥❣ ♣r♦❜❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②s ♦❢ tr❛♥s❞✉❝❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡

♠♦r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✭❡✳❣✳ Pr♦✈♦st ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ t❡♠♣♦r❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ❜② ❯❋❉✲❚ ❝♦♥t❛✐♥ ❛

❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❤♦✇ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐s t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡

✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✹❉ ✐♠❛❣✐♥❣✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧✱ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❜② ✉❧tr❛s♦✉♥❞ r❡♠❛✐♥

st✐❧❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❘♦❞❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❛♥❛❡st❤❡t✐③❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡✐r s❦✉❧❧✳ ❨❡t✱ ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❛t✱ ♥♦♥✲✐♥✈❛s✐✈❡ ❯❋❉✲❚ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ♦♥❧② t❤✐♥♥✐♥❣ t❤❡ s❦✉❧❧✳ ❆♥

♦t❤❡r ✇❛② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥♦♥✲✐♥✈❛s✐✈❡ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❜② ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐s t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥

♦❢ ♠✐❝r♦❜✉❜❜❧❡s✳ ❚❤✐s r❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❣✐✈❡s ✐♠♣r❡ss✐✈❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞❡❡♣ s✉♣❡r✲

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❊rr✐❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

◆♦✇❛❞❛②s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♠❛tr✐①✲❛rr❛② ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♣r♦❜❡s✱ r❡❛❧ ✸❉

✉❧tr❛❢❛st ✐♠❛❣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ✈✐✈♦ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✉❧tr❛❢❛st ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳

■t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢♦r ✸❉ s❤❡❛r✲✇❛✈❡ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✸❉ ✉❧tr❛❢❛st ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣✐♥❣

✭Pr♦✈♦st ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥♥❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ r♦❞❡♥ts ✭❘❛❜✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✸✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧✐♠✐t❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t
❝♦❧✉♠♥✱ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❨✲❛①✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦r♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
r❛t ❜r❛✐♥✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❤✐❣❤ ✐♥ ❛ ❝♦r♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡
✭♠✐❞❞❧❡ ❧✐♥❡✮✳ ❆ ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ s❛❣✐tt❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡✮✳
❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❳✲❛①✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡
s❛❣✐tt❛❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ❆ ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦r♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭♠✐❞❞❧❡
❧✐♥❡✮✳ ❙❛❣✐tt❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦✇♥ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡✮✳





❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✸✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ✸❉ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ r❛t ❜r❛✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❯❋❉✲❚
✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮

✭r❡❛❧ t✐♠❡✱ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✱ ❧♦✇ ❝♦st✮✳ ◆✉♠❡r♦✉s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛

❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢

✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡s✐s ♦✛❡rs s❡✈❡r❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦♦❧s

t♦ ♣r♦❝❡ss ♥❡✇ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ❞❛t❛✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞

♠❡❞✐❝❛❧ ♥❡❡❞s t❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

✶✳✸✳✶ ❇r❛✐♥ ❱❛s❝✉❧❛r ❋♦♦t♣r✐♥t ❢♦r ❆✉t♦♠❛t✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣

❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ r❡❛❧ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r ♠❛♣s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜②

✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥

❝❧✐♥✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①ts✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ♥❡♦♥❛t❛❧ ✐♥❢❛♥ts ✭♥♦♥✲

✐♥✈❛s✐✈❡✮ ✭❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮ ❛♥❞ ❛❞✉❧t ♣❛t✐❡♥ts ❞✉r✐♥❣ ♥❡✉r♦s✉r❣❡r② ✭■♠❜❛✉❧t

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❉✉r✐♥❣ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡

✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♣r♦❜❡✳ ❨❡t✱

✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧

❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❣❛♥s ❛s ▼❘■✱ ♠❛❦✐♥❣ ✈❡r② ❤❛r❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ t♦ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡ ❞✐r❡❝t❧②

♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❡❧♣✐♥❣ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛♥

❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❖✉r str❛t❡❣② ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ♦r❣❛♥s✳ ■♥ s❤♦rt✱

✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❛s s♣❛t✐❛❧ ❧❛♥❞♠❛r❦s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✮ t♦





❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✸✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ r♦❞❡♥t
❜r❛✐♥✿ ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❛t❧❛s ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❣✐st❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✉❧tr❛❢❛st
❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡✳

✶✳✸✳✷ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞

◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✸❉ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ❛❧❧♦✇s ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ✐♠❛❣❡❞✳ ❚❤♦s❡

♠❛♣s r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐sts

❛♥❞ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐sts ✭❡✳❣✳ ❈❛ss♦t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✮✳ ❆♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ st❡♣ ✇✐❧❧ ❜❡

t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r

♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✈❛s❝✉❧❛r ♣❛t❤s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❛❧❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

q✉❛♥t✐❢② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ ♠❛✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t str✉❝t✉r❡s

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r ❛t❧❛s✱ ♦r ❢♦r t✉♠♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✭❇✉❧❧✐tt

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❙❤❡❧t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ▲♦rt❤♦✐s✱ ▲❛✉✇❡rs✱ ❛♥❞ ❈❛ss♦t✱ ✷✵✶✹✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❋r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s✱ ❞✐❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡s✱ ✐♥ ❛

❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈❡ss❡❧ ♣❛t❤s ❛♥❞

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝✱ ❢♦r t❤❡

❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❊✐❦♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t

❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡①tr❛❝t ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✸✻

s❝❤❡♠❡ ❤❛s t❤❡ ❜❡♥❡✜t t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝❤❡❛♣ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✇❛s t❡st❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❘■❱❊ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✇❛s

✉s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❢r♦♠ ❜r❛✐♥ r♦❞❡♥ts ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ t✉♠♦r ❞❛t❛

✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
❞✐❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ✭r❡❞✮ t♦ s♠❛❧❧ ✭❜❧✉❡✮ ✈❡ss❡❧s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜②
✉❧tr❛❢❛st ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦✲❜✉❜❜❧❡s ❛♥❞
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❊rr✐❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

✶✳✸✳✸ ❚✉♠♦r ●r♦✇t❤ ❛♥❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s

■♥ t❤❡ ♣❛st✱ ❋♦❧❦♠❛♥ ✭✶✾✼✶✮ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❛t t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✐s ❞❡❡♣❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s✱ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡

♣r♦✈✐s✐♦♥ ✐♥ ♥✉tr✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ t♦ t❤❡ t✉♠♦r✳ ▼❛♥② ❝❛♥❝❡rs ❛r❡ tr❡❛t❡❞

✇✐t❤ ❛♥t✐✲❛♥❣✐♦❣❡♥❡t✐❝ str❛t❡❣✐❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t✉♠♦r ✈❛s❝✉❧❛t✉r❡ ✭❏❛✐♥✱ ✷✵✵✺✮✳

▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t✉♠♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✐s t❤✉s ❡ss❡♥t✐❛❧

t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❯❋❉✲❚ ❡♥❛❜❧❡s ✸❉ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t✉♠♦rs ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛t✉r❡✳ ❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✹✮ ❤❛✈❡ ✐♠❛❣❡❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♠♦r ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢

♠✐❝❡✳ ❙✉❝❤ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❞❛t❛ ♥❡❡❞ r✐❣♦r♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ✉s❡❞ ♦✉r ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

s❡❝t✐♦♥✮ t♦ s❡❣♠❡♥t ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ t✉♠♦r ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡

❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❞✐❛♠❡t❡r✱ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❡t❝✳✮✳ ❙✉❝❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✈❛s❝✉❧❛t✉r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✸❉ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛✱ ❧❡❛❞✐♥❣



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✸✼

Day 8

Day 12

Day 20
Day 16

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❚✉♠♦r ❣r♦✇t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❢♦✉r ❞❛②s ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦✉s❡ ❜❛❝❦ ✉s✐♥❣ ♦✉r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳

t♦ ♠♦r❡ ✈✐s✉❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♥❞❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t✉♠♦r ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✮✳ ❲❡ ❛❧s♦

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s t♦ ♠❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r t✉♠♦r ✈❛s❝✉❧❛r ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞

tr② t♦ ❞❡t❡❝t t❡♠♣♦r❛❧ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♠♦r

✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳



✸✽

❈❤❛♣t❡r ✷

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

✷✳✶ ■♠❛❣❡ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t

■♠❛❣❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ t❛s❦ t❤❛t ❛♥②

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❛❧✐③❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞✱ ✐♠❛❣❡s ♠❛②

❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♦rts ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ s♣❡❝❦❧❡

♥♦✐s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❛♥②

str✉❝t✉r❡s ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✇❛✈❡✲❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛❧s♦

❞✐✛❡r❡♥t ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡

s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦r ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥tr❛st✳

❆ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡♥♦✐s❡ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡rs

❧✐❦❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♦r ❡✈❡♥ ✉s✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ❧✐❦❡

❋♦✉r✐❡r ❛♥❞ ❲❛✈❡❧❡ts✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤♦s❡ ✜❧t❡rs ❤❡❧♣ t♦ ❧♦❝❛❧❧② r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡

✐♠❛❣❡✱ ❜✉t t♦ r❡♠♦✈❡ s✐❣♥❛❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡

t♦ ✉s❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✐♠❛❣❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❛❧s♦ ❝♦♥s✐sts ✐♥

❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ♦❢t❡♥ ❧❛❝❦s ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t②

❛♥❞ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ✜❧t❡rs ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s✳

✷✳✶✳✶ ❍✐st♦❣r❛♠ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❍✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❤✐st♦❣r❛♠s

♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❆♥ ❣r❛②✲s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r♠❡❞ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦r

❣r❛②✲❧❡✈❡❧ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ✷✺✺ ✭✇❤✐t❡✮✳ ❆♥ ✐♠❛❣❡

❤✐st♦❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡

pi =
ni

N
, ✭✷✳✶✮



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✸✾

✇❤❡r❡ ni ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ i ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ N

t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥tr❛st ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞✉❡ t♦ ❛

♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤❡♥ ♣✐①❡❧s ❣r♦✉♣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡

✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐st♦❣r❛♠s ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡q✉❛❧✐③❡❞ ✐✳❡✳ s♣r❡❛❞✳

❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♣❡rs ♦♥ ♣✐①❡❧ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭●♦♥③❛❧❡③ ❛♥❞ ❲♦♦❞s✱

✷✵✵✽✮

T (i) = (L− 1)
i
∑

k=0

pk, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s✱ ✉s✉❛❧❧② ✷✺✻✳ ❚❤❡ s✉♠
∑i

k=0 pk ✐s ❛❝t✉❛❧❧②

t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❤✐st♦❣r❛♠✳

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✷✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X t❛❦✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢

t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s [0, L− 1]✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Y t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛❢t❡r ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✷✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Y = T (X) = (L− 1)

∫ X

0

pX(x)dx, ✭✷✳✸✮

✇✐t❤ pX t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ X✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t T ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡

❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t Y ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ [0, L − 1]✱ ✐✳❡✳

pY = 1
L−1

✳ ❋♦r ❛❧❧ y ∈ [0, L− 1]✱ ✇❡ ✜rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t

∫ y

0

pY (z)dz = P (Y ≤ y)

= P (T (X) ≤ y)

= P (X ≤ T−1(y))

=

∫ T−1(y)

0

pX(x)dx.

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

pY (y) =
d

dy

(∫ y

0

pY (z)dz

)

=
d

dy

(

∫ T−1(y)

0

pX(x)dx

)

=
d

dy

(

T−1(y)
)

pX(T
−1(y)),

✭✷✳✹✮





❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✹✶

❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❤✐❣❤❧②

❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ♥♦✐s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ❝♦♥tr❛st ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡

✈❡rs✐♦♥✱ ❈▲❆❍❊ ✭❩✉✐❞❡r✈❡❧❞✱ ✶✾✾✹✮✱ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛♥❞❛r❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢

❤✐st♦❣r❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛st ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❧✐♣♣✐♥❣ t❤❡

❤✐st♦❣r❛♠ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐♥

q✉❛s✐✲✉♥✐❢♦r♠ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❈❧✐♣♣✐♥❣ ♠❡❛♥s t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠

❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s♣❡❝✐✜❡❞ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ str❛t❡❣② ❛❧s♦ ❛❞♦♣ts ❛♥

❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳

❋♦r ❡✈❡r② ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧

✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣✐①❡❧✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r♦❝❡ss s❡♣❛r❛t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr❛st❡❞

❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶

s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡s✉❧t ❜② ❈▲❆❍❊✳

✷✳✶✳✷ ❚♦♣✲❍❛t ❋✐❧t❡r✐♥❣

❚❤❡ t♦♣✲❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡r♦s✐♦♥✳ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡s✱

s✉❝❤ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✉s❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐♥❞♦✇s ❝❛❧❧❡❞ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts

t♦ ❡①♣❛♥❞ ♦r r❡♠♦✈❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡

❞♦♠❛✐♥ Ω ⊂ R
2✱ t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ I ❜② ❛ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t b

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

(I ⊕ b)(x) = sup
y∈Ω
{I(y) + b(x− y)}. ✭✷✳✻✮

❚❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❛ ✢❛t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

b(x) =







0 ✐❢ x ∈ B

−∞ ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ B ⊂ Ω ✐s ❛ s♠❛❧❧ ✇✐♥❞♦✇✳ ❲✐t❤ ✢❛t str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

✷✳✻ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

(I ⊕ b)(x) = sup
y∈Ω
{I(y) + b(x− y)}

= sup
z∈Ω
{I(x− z) + b(z)}

= sup
z∈B
{I(x− z)}.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡

❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✹✷

❝❛♥ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡r♦s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❜②

(I ⊖ b)(x) = inf
y∈B
{I(x+ y)}. ✭✷✳✽✮

■t ✐s ♥♦✇ s✐♠♣❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇

B✳ ❉✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡r♦s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♣♣♦s✐t❡ ♦♣❡r❛t♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✜t t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡

str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ b ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ❛t ♣✐①❡❧s ✐♥

B✱ t❤✉s ❞❡❧✐♠✐t✐♥❣ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❤❛♣❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❞✐s❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❝✐r❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❧❡ ❛ ❧✐♥❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t t♦ str❛✐❣❤t✲

❧✐♥❡❞ str✉❝t✉r❡s✳

❚❤❡ t♦♣✲❤❛t ✜❧t❡r ❝♦♠❜✐♥❡s ❜♦t❤ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡r♦s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs

tophat(I) = I − I ◦ b, ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ ◦ ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ♦t❤❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

I ◦ b = (I ⊖ b)⊕ b. ✭✷✳✶✵✮

❆♠♦♥❣ str✉❝t✉r❡s ❜❡✐♥❣ ❜r✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ♦♥❧② t❤♦s❡

t❤❛t ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✜❧t❡r ✇❤✐❧❡

t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ♣❧❛②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t

❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❜✐❣ ♦r s♠❛❧❧ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❞❛r❦ str✉❝t✉r❡s

✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❣❤t❡r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ t♦♣✲❤❛t ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞

tophatd(I) = I ◦ b− I. ✭✷✳✶✶✮

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚♦♣✲❤❛t ✜❧t❡r✐♥❣✳ ✭❛✮ ❆♥ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛
②♦✉♥❣ r❛t ❜r❛✐♥✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❢t❡r ❈▲❆❍❊ ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❈♦♥tr❛st ✐s
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜✉t ♥♦✐s❡ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ✭❜✮✲✐♠❛❣❡ ❛❢t❡r t♦♣✲❤❛t ✜❧t❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛
❝✐r❝✉❧❛r str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✹✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇s ❤♦✇ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ t♦♣✲❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r

✐♠❛❣❡s r❡♠♦✈❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ❲❡ ✜rst ❛♣♣❧② t❤❡ ❈▲❆❍❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t♦ ❛ ♥♦✐s❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

❯s✐♥❣ t♦♣✲❤❛t ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❝❧❡❛r❧② ❛❧❧♦✇s t♦

r❡❞✉❝❡ t❤✐s ♥♦✐s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛t

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ ❧❛r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛r❡❛ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧

str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳

❆♥ ♦t❤❡r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣✲❤❛t ✜❧t❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❍❡r❡✱ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❖♥❡ ✐s ❝✐r❝✉❧❛r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥

❡✛❡❝t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞❀ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s r❡❝t✐❧✐♥❡❛r t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❜❛♥❞s

♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ❜❛❞ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♣r♦❜❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ s✉r❢❛❝❡✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✇✐t❤ t♦♣✲❤❛t ✜❧t❡r✐♥❣✳ ✭❛✮ ❆ r❛t
❜r❛✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❜② ❯❋❉✲❚✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❢t❡r
t♦♣✲❤❛t ✜❧t❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❢t❡r t♦♣✲❤❛t
✜❧t❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳

✷✳✶✳✸ ❍❡ss✐❛♥✲❇❛s❡❞ ❋✐❧t❡rs

❚✉❜✉❧❛r ▼♦❞❡❧

❱❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❛② ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣

s♣❡❝✐❛❧ ❞❡t❡❝t♦rs ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤♦s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✜❧t❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈❡ss❡❧s✳ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ✈❛s❝✉❧❛r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t

✜❧t❡rs ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✈❡ss❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r t✉❜✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ♦❢

r❛❞✐✉s r✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

t♦ t❤❡ t✉❜❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ = r✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s✳

❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❤❛s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s❤❛♣❡ ❢♦r

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t t❤❡

❝❡♥t❡r ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣s ❛t ±σ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡





❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✹✺

♣r♦❞✉❝❡s s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s

❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ ✜♥❛❧ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♠❛❣❡✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✷ ✐s ❛ σ✲s♠♦♦t❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ■t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

∂

∂xi

(f ∗ g) = ∂f

∂xi

∗ g = f ∗ ∂g

∂xi

, ✭✷✳✶✹✮

✇❤❡r❡ f, g ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

∂2

∂xi∂xj

(I ∗Gσ) = I ∗ ∂2

∂xi∂xj

Gσ. ✭✷✳✶✺✮

❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❍❡r❡ ❛r❡ ✐ts

❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉

Gσ(x, y)

σ4

(

x2 − σ2 xy

xy y2 − σ2

)

✭✷✳✶✻✮

❛♥❞

Gσ(x, y, z)

σ4







x2 − σ2 xy xz

xy y2 − σ2 yz

xz yz z2 − σ2






. ✭✷✳✶✼✮

❍❡ss✐❛♥ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❖♥❝❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑♦♣♣ ✭✷✵✵✽✮

t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ 3 × 3 ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞

❞❡t(H− λI) = 0, ✭✷✳✶✽✮

✇✐t❤ I t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ■♥ ✷❉✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✐♠♣❧❡✳ ■❢ ✇❡ ♥♦t❡

H =

(

a c

c b

)

, ✭✷✳✶✾✮

❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✽ ❜❡❝♦♠❡s

(a− λ)(b− λ)− c2 = 0. ✭✷✳✷✵✮



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✹✻

❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ = (a − b)2 + 4c2 ❣✐✈❡s

t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s

λ1 =
a+ b+

√

(a− b)2 + 4c2

2

λ2 =
a+ b−

√

(a− b)2 + 4c2

2
.

■♥ ✸❉✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ♠✉st s♦❧✈❡ ❛ t❤✐r❞ ❞❡❣r❡❡

❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲r✐t✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥

H =







a d e

d b f

e f c






, ✭✷✳✷✶✮

❑♦♣♣ ✭✷✵✵✽✮ ✉s❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❛r❞❛♥♦ ❛♥❞ ❙♣♦♥ ✭✶✾✻✽✮ t♦ s♦❧✈❡

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

❞❡t(H− λI) = 0 ⇐⇒ λ3 + c2λ
2 + c1λ+ c0 = 0 ✭✷✳✷✷✮

✇✐t❤

c0 = −abc+ af 2 + cd2 + be2

c1 = ab+ ac+ bc− f 2 − d2 − e2

c2 = −a− b− c.

❈❛r❞❛♥♦✬s ♠❡t❤♦❞ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✷ t♦ t❤❡ ❢♦r♠

µ3 − 3µ = t ✭✷✳✷✸✮

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs

p = c22 − 3c1

q = −27

2
c0 − c32 +

9

2
c2c1

t = 2p−
3

2 q

µ =
3√
p

(

λ+
1

3
c2

)

.

✭✷✳✷✹✮

❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡

mu = ν +
1

ν
✭✷✳✷✺✮



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✹✼

❛❧❧♦✇s ✜♥❛❧❧② t♦ ❣❡t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

ν =
3

√

t

2
±
√

t2

4
− 1. ✭✷✳✷✻✮

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t st❛t✐♦♥♥❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✷✳✷✷✱ ✐t ❝❛♥

❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✭s❡❡ ❑♦♣♣✱ ✷✵✵✽✮ t❤❛t −2 ≤ t ≤ 2 ❛♥❞ t❤✉s
√

t2/4− 1 ✐s ♣✉r❡❧②

✐♠❛❣✐♥❛r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ | ν |= 1 ❛♥❞ ν ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ν = eiφ✱ ✇✐t❤

φ =
1

3
arctan

√

27
[

1
4
c21(p− c1) + c0(q +

27
4
c0)
]

q
. ✭✷✳✷✼✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✸r❞ r♦♦ts ♦❢ ✉♥✐t②✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢H ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞

❢r♦♠ ✷✳✷✹

λi =

√
p

3
µi −

1

3
c2, ✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡

µ1 = 2 cosφ

µ2 = 2 cos

(

φ+
2π

3

)

µ3 = 2 cos

(

φ− 2π

3

)

.

✭✷✳✷✾✮

❈❛r❞❛♥♦✬s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❢❛st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ♦❝❝✉r

s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✉♥st❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st❡♣s

❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s♠❛❧❧ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ci✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱

s✉❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛tr✐① ❤❛s ❧❛r❣❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t

❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♦♥ ✈❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣❡s✳

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥

✸❉✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳

❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❤❛s t❤❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt② t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳

t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ D✲✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♣♣❧② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②

D ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

I ∗ ∂2

∂x2
Gσ(x, y, z) =

((

I ∗ d2

dx2
Gσ(x)

)

∗Gσ(y)

)

∗Gσ(z). ✭✷✳✸✵✮

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ✸❉

❢r♦♠ O(n3) t♦ O(3n) ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳







❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✺✵

F ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s

F = sup
σ♠✐♥≤σ≤σ♠❛①

{Fσ} . ✭✷✳✸✹✮

▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ Fσ✳ ❱❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ ❏❡r♠❛♥

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♠❡t❤♦❞s ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st

❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✜❧t❡r✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡ss❡❧♥❡ss ♠❛♣ ❢✉♥❝t✐♦♥

Fσ =



















0 ✐❢ λ2 ≤ 0 ♦r λρ ≤ 0

1 ✐❢ λ2 ≥ λρ/2 > 0

λ2
2(λρ − λ2)

(

3
λ2+λρ

)3

♦t❤❡r✇✐s❡

✭✷✳✸✺✮

✇❤❡r❡ λρ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ λ3

λρ(σ) =























λ3 ✐❢ λ3 > τ max
x∈Ω

λ3(x, σ)

τ max
x∈Ω

λ3(x, σ) ✐❢ 0 < λ3 ≤ τ max
x∈Ω

λ3(x, σ)

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✷✳✸✻✮

✇✐t❤ τ ∈ [0, 1] ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

s❡✈❡r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡♥s♦r ✐♠❛❣✐♥❣✱ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ P❡❡t❡rs ❡t

❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ♠❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t t❛❦❡s

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ ❛♥❞ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤

❡❧❧✐♣t✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❡s♣♦♥s❡ ✜❧t❡r✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡

✷❉ ✈❡ss❡❧♥❡ss ♠❛♣ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✻✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡♣❧❛❝❡ λ3 ❜② λ2 ❛♥❞ ✇r✐t❡

t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s ❋r❛♥❣✐ ❛♥❞ ❏❡r♠❛♥ ✈❡ss❡❧♥❡ss ♠❛♣s ♦❢

❛ r❡t✐♥❛ ✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ❝❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❡r♠❛♥✬s ✜❧t❡r

✇❤✐❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ♠♦r❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ q✉❛s✐ ♥♦t ❞❡t❡❝t✐♥❣

t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞✐s❦✳





❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✺✷

✷✳✷ ❱❡ss❡❧ ❊①tr❛❝t✐♦♥

❖♥❝❡ ✈❡ss❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥

❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛ s♣❛rs❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡ss❡❧s✳ ❱❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s

❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ✈❡ss❡❧ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s✱ ✐✳❡✳ ❝✉r✈❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❝❡♥t❡r❡❞

✈❛s❝✉❧❛r ♣❛t❤s✱ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡rs✱ ❝✉r✈❛t✉r❡s✱ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥

♦❢ s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❜② s♣❛rs❡ ❞❛t❛

✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r r❡❣✐str❛t✐♦♥

♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♣❛t❤s✳

✷✳✷✳✶ ▼✐♥✐♠❛❧ P❛t❤ ❊①tr❛❝t✐♦♥

●❡♦❞❡s✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❣r❡❛t

t♦♦❧s t♦ ❡①tr❛❝t ♣❛t❤s ❢r♦♠ t✉❜✉❧❛r str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❉❡s❝❤❛♠♣s ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✷✵✵✶❀ ❇❡♥♠❛♥s♦✉r ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✷✵✶✶✮✳

▼✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛✐♠ t♦ ❡①tr❛❝t ❝✉r✈❡s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

❛♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦r ♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ P : Ω → R✱ t❤❡

♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ γ∗ ❥♦✐♥✐♥❣ ❛ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t s ∈ Ω t♦ ❛♥ ❡♥❞ ♣♦✐♥t e ∈ Ω ✐s t❤❡

❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣②

E(γ) =
∫ 1

0

P(γ(t), γ′(t))dt ✭✷✳✸✼✮

❛♠♦♥❣ ❛❧❧ s♠♦♦t❤ ❝✉r✈❡s γ : [0, 1]→ Ω ❥♦✐♥✐♥❣ γ(0) = s t♦ γ(1) = e✳ ❚❤✉s✱ t❤❡

♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

γ∗ = argmin
γ
E(γ). ✭✷✳✸✽✮

❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝✳ ❆ ♥❛✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ ❛ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✇♦✉❧❞ ✉s❡ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❡tr✐❝

Pe(γ(t), γ
′(t)) = 〈γ′(t), γ′(t)〉1/2 ✭✷✳✸✾✮

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❥♦✐♥✐♥❣ s t♦ e✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥

r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❛ s❡❣♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉✐t❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✮✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝

t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦st s❛❧✐❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

P❡②ré ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝❛♥







❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✺✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥ ❛ ✸❉
s②♥t❤❡t✐❝ ❤❡❧✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❤♦s❡♥
❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ US ✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ✐s ✐♥ r❡❞✳

✷✳✷✳✷ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ✭❋▼▼✮ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❡t❤✐❛♥ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞

❚s✐ts✐❦❧✐s ✭✶✾✾✺✮ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❊✐❦♦♥❛❧

❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✶✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ US ❛s t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡✲❢r♦♥t

♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❢r♦♠ S ✇✐t❤ s♣❡❡❞ 1/W ✱ t❤❡ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠✉❧❛t❡s ❛

❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ US ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳

■t ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❉✐❥❦str❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✜♥❞s s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ♦♥

❛ ❣r❛♣❤ ✭❉✐❥❦str❛✱ ✶✾✺✾✮✳ ❚❤❡ ❋▼▼ ❥✉st r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r❛♣❤ ✉♣❞❛t❡ ❜② t❤❡

❊✐❦♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❋▼▼✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ Ω ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✱ ♥❛♠❡❞ ❆❧✐✈❡✱

❚r✐❛❧ ❛♥❞ ❋❛r✱ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ s✐③❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆

♣♦✐♥t x ✐s ❛❧✐✈❡ ✐❢ ✐ts ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ US(x) ✐s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ♦r ❤❛s ❜❡❡♥

❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐✳❡✳ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥②♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❢r♦③❡♥✳ ■❢ US(x)

❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ❢r♦③❡♥✱ x ✐s ❛ tr✐❛❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡

❢r♦♥t t❤❛t ❝✉rr❡♥t❧② ♣r♦♣❛❣❛t❡s✳ ❊❧s❡✱ x ✐s ❢❛r✱ ✐✳❡✳ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞ ❜②

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ②❡t✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❛❣❣❡❞ ❢❛r ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝

❞✐st❛♥❝❡ +∞✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr✐❛❧ s❡t ❛♥❞ ✈❡r✐❢②✐♥❣



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✺✻

US(S) = 0✳ ❊❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr✐❛❧

♣♦✐♥t x♠✐♥ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ US✲✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ ❢r♦③❡♥✐♥❣ ✐t ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ✐ts ❝❧♦s❡st

♥❡✐❣❤❜♦rs ❜② ❧♦❝❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❊✐❦♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ st❛❝❦❡❞

✐♥ ❛ ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ♠✐♥✲❤❡❛♣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❞

✐ts ♠✐♥✐♠❛❧ US✲✈❛❧✉❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❛❧✇❛②s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡

st❛❝❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❦❡❡♣s t❤❡ tr✐❛❧ s❡t s♦rt❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ US

✈❛❧✉❡s✳ ❆ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥ O(log(N))✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

❛ ❣❧♦❜❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢O(N log(N)) ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡N ✐s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ O(N) ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

✭❡✳❣✳ ❨❛t③✐✈✱ ❇❛rt❡s❛❣❤✐✱ ❛♥❞ ❙❛♣✐r♦ ✭✷✵✵✻✮✮ t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ❜✉t st✐❧❧

r❡♠❛✐♥ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✸❉ ❢♦r ✈❡r② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ N ✭t②♣✐❝❛❧❧②

106 ≤ N ≤ 109✮✳ ❖♥❝❡ x♠✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢r♦③❡♥✱ t❤❡ ❊✐❦♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r

❛❧❧ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ x♠✐♥ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧✐✈❡✳ ❚❤♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡♥ t❛❣❣❡❞

❛s tr✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❡♣s ❛r❡

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✷❉ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣

■♥♣✉ts✿
▼❡tr✐❝ W ✱ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts S

■♥✐t✐❛❧✐③❡✿
US(S)← 0✱ US(Ω \ S)← +∞
❆❧✐✈❡ ❂ ∅✱ ❚r✐❛❧ ❂ S✱ ❋❛r ❂ Ω \ S
Pr✐♦r✐t② q✉❡✉❡ Q = S

✇❤✐❧❡ Q 6= ∅ ❞♦
❙❡❧❡❝t✿ x♠✐♥ = Q✳♣♦♣✭✮
❚❛❣✿ x♠✐♥ ← ❆❧✐✈❡
❢♦r y ∈ ◆❡✐❣❤❜♦rs✭x♠✐♥✮ ❞♦

✐❢ y /∈ ❆❧✐✈❡ t❤❡♥
u = ✉♣❞❛t❡US(y)
✐❢ u < US(y) t❤❡♥

US(y)← u
❡♥❞ ✐❢
✐❢ y ∈ ❋❛r t❤❡♥

y ← ❚r✐❛❧
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ✇❤✐❧❡
r❡t✉r♥ US

❚♦ s♦❧✈❡ ❧♦❝❛❧❧② t❤❡ ❊✐❦♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❋▼▼ ✉s❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s

✇✐t❤ ✹✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✻✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥ ✸❉✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✜❣✉r❡

✷✳✶✶✳ ▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢r♦♠ ✷❉ t♦ ✸❉





❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✺✽

■❢ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ✉♣✇✐♥❞

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡

u =
1

2

(

u1 + u2 +
√

2w2 − (u1 − u2)2
)

. ✭✷✳✹✽✮

❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ ✈❛❧✐❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss

♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✐❢ u1 ≤ u2✱ t❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✽ ❧❡❛❞s t♦ u ≥ u1 s✐♥❝❡
√

2w2 − (u1 − u2)2 ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙t✐❧❧ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✽✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧✉s

❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✇r✐t❡

2(u− u1)(u− u2) = w2 − (u1 − u2)
2. ✭✷✳✹✾✮

❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t u ≥ u2 ❛s ❧♦♥❣ ❛s | u1 − u2 |≤ w✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ✉♣❞❛t❡ US ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧② ✐❢ | u1−u2 |≤
w✳ ❊❧s❡✱ ❡✐t❤❡r u ≤ u1 ♦r u ≤ u2 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✻ ❣✐✈❡s

u = min {u1, u2}+ w. ✭✷✳✺✵✮

❚❤✐s ❙❡t❤✐❛♥✬s s♦❧✈❡r ♦❢ t❤❡ ❊✐❦♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s r❡❝❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❆♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✷❉ ❊✐❦♦♥❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ❙♦❧✈❡r ✭❙❡t❤✐❛♥✱ ✶✾✾✻✮

■♥♣✉ts✿
P♦✐♥t x = (i, j)✱ ♠❡tr✐❝ w = Wi,j✱ ♥❡✐❣❤❜♦rs US✲✈❛❧✉❡s

❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡US✭x✮
u1 = min{Ui−1,j, Ui+1,j}
u2 = min{Ui,j−1, Ui,j+1}
✐❢ | u1 − u2 |≤ w t❤❡♥

u = 1
2

(

u1 + u2 +
√

2w2 − (u1 − u2)2
)

❡❧s❡
u = min {u1, u2}+ w

❡♥❞ ✐❢
r❡t✉r♥ u

❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚s✐ts✐❦❧✐s ✭✶✾✾✺✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❑❛✉❧✱ ❨❡③③✐✱ ❛♥❞ ❚s❛✐ ✭✷✵✶✷✮✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s s❡✈❡r❛❧

❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥

❥✉st ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❧② t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ x = (i, j) ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ US✲✈❛❧✉❡ u1 ❛♥❞

u2✱ ❧❡t ✉s ❝❛❧❧ t❤❡♠ A ❛♥❞ B✱ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❊✐❦♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

t❤❡ ❚s✐ts✐❦❧✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr✐❛♥❣❧❡ AxB ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉r

♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s ♦♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✱ ❛♥❞ tr✐❡s t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r

tr✐❛♥❣❧❡ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ u = Ui,j ❛t ♣♦✐♥t x✳ ■❢ ❡✐t❤❡r A ♦r B ✐s ❢❛r✱ ✐t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✺✾

♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ US✲✈❛❧✉❡❀ t❤✉s✱ u ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥

❡✐t❤❡r ❜② u1 + w ♦r u2 + w✳ ■❢ ❜♦t❤ A ❛♥❞ B ❛r❡ ❢❛r✱ u = +∞✳ ■❢ ❜♦t❤ ❛r❡ ♥♦t

❢❛r✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡s t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ❜②

♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥

min
0≤t≤1

(1− t)u1 + tu2 + w
√

(1− t)2 + t2. ✭✷✳✺✶✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r

t∗ =
1

2
+

u1 − u2

2
√
D

, ✭✷✳✺✷✮

❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t

D = 2w2 − (u1 − u2)
2 ✭✷✳✺✸✮

✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ D ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✼

✇❡ ❤❛❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥ t❤❡ ❙❡t❤✐❛♥✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②

❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ D ≥ 0✱ t∗ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ u ❛s ❢♦❧❧♦✇s

u = (1− t∗)u1 + t∗u2 + w
√

(1− t∗)2 + t∗2. ✭✷✳✺✹✮

❨❡t✱ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ 0 ≤ t∗ ≤ 1 ✐s

✈❡r✐✜❡❞✳ ❊❧s❡✱ u ❝❛♥ ❜❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ✷✳✺✵✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡

❚s✐ts✐❦❧✐s✬s s♦❧✈❡r✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②

❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✸❉✱ ❡✳❣✳ ❉❡s❝❤❛♠♣s ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✶✮✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✻✵

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✷❉ ❊✐❦♦♥❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ❙♦❧✈❡r ✭❚s✐ts✐❦❧✐s✱ ✶✾✾✺❀ ❑❛✉❧✱ ❨❡③③✐✱ ❛♥❞
❚s❛✐✱ ✷✵✶✷✮

■♥♣✉ts✿

P♦✐♥t x = (i, j)✱ ♠❡tr✐❝ w = Wi,j✱ ♥❡✐❣❤❜♦rs US✲✈❛❧✉❡s

❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡US✭x✮

u1 = min{Ui−1,j, Ui+1,j}
u2 = min{Ui,j−1, Ui,j+1}
A = argmin{Ui−1,j, Ui+1,j}
B = argmin{Ui,j−1, Ui,j+1}
✐❢ A ∈ ❋❛r ❛♥❞ B /∈ ❋❛r t❤❡♥

u = u2 + w

❡❧s❡ ✐❢ A /∈ ❋❛r ❛♥❞ B ∈ ❋❛r t❤❡♥

u = u1 + w

❡❧s❡ ✐❢ A /∈ ❋❛r ❛♥❞ B /∈ ❋❛r t❤❡♥

D = 2w2 − (u1 − u2)
2

✐❢ D ≥ 0 t❤❡♥

t∗ = 1
2
+ u1−u2

2
√
D

✐❢ 0 ≤ t∗ ≤ 1 t❤❡♥

u = (1− t∗)u1 + t∗u2 + w
√

(1− t∗)2 + t∗2

❡❧s❡

u = min {u1, u2}+ w

❡♥❞ ✐❢

❡❧s❡

u = min {u1, u2}+ w

❡♥❞ ✐❢

❡❧s❡

u = +∞
❡♥❞ ✐❢

r❡t✉r♥ u

❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✷✳✷✳✸ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❑❡②♣♦✐♥ts ❉❡t❡❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st s♦❧✈❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✉s❡r ♥❡❡❞❡❞ t♦

♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛✐r ♦❢ st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♣❛t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥

❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① t✉❜✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ♠❛♥② ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡

✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ❛♥❞

❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①tr❛❝t❡❞ ♣❛t❤s ♦♥❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧❧② t❡❞✐♦✉s✳

❲❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❛❧❧ t❤❡ ✈❡ss❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r✳ ❇❡♥♠❛♥s♦✉r



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✻✶

❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✾✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞▼✐♥✐♠❛❧ P❛t❤ ♠❡t❤♦❞

❲✐t❤ ❑❡②♣♦✐♥t ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✭▼P❲❑❉✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②

s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s ❣r♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛❜❧❡ t♦

❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡ss❡❧s ❧✐❦❡ ✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ▲✐✱

❨❡③③✐✱ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✾✮✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡t❡❝ts r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♥❡✇ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts✱

❝❛❧❧❡❞ ❦❡②♣♦✐♥ts✱ ❧②✐♥❣ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ✇❤♦❧❡

✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❜② ❛♣♣❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡

❦❡②♣♦✐♥ts ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ♣r❡✈❡♥ts ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s

❢r♦♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❞❡s✐r❡❞ s❤♦rt❝✉t✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❜❡✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♥♦✐s② ♦r ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♥tr❛st❡❞ ✭❇❡♥♠❛♥s♦✉r ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱

✷✵✵✾✮✳

❚❤❡ ▼P❲❑❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥

❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❋▼▼✱ t❤❡ ❢r♦♥t st❛rts t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥

s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t s ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ US ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❊✐❦♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧✐✈❡✱ t❤❡ ▼P❲❑❉ st♦♣s

t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ ❦❡②♣♦✐♥t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆ ❦❡②♣♦✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❢r♦♥t ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ tr❛✈❡❧❡❞ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

❡q✉❛❧ t♦ λ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢r♦♥t

♣r♦♣❛❣❛t❡s ❢❛st❡r ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛ ❦❡②♣♦✐♥t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧♦❝❛t❡❞

✐♥s✐❞❡ t❤♦s❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❙✉❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② ❉❡s❝❤❛♠♣s

❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✶✮ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❣✐✈❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ LS ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s US

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❊✐❦♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t ♠❡tr✐❝ W = 1✱

LS(x) = min
γ(0)∈S
γ(1)=x

∫ 1

0

〈γ′(t), γ′(t)〉1/2 dt. ✭✷✳✺✺✮

❚❤❡ ✜rst ❦❡②♣♦✐♥t p0 ✐s t❤✉s t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t s❛t✐s❢②✐♥❣ LS(p0) > λ✳ ❆s s♦♦♥ ❛s p0
✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ US ❛♥❞ LS ❛r❡ ❜♦t❤ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t st❛rt ❢r♦♠ ③❡r♦

US(p0) = 0

LS(p0) = 0.

p0 ♣❧❛②s ♥♦✇ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢r♦♥t ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡

✉♥t✐❧ ❛ ♥❡✇ ❦❡②♣♦✐♥t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❨❡t✱ t❤✐s ♥❡✇ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t s❤♦✉❧❞

❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❢r♦♥t s❤♦✉❧❞ ♥♦✇ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ♥❡✇

s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❤❛❞ ❜❡❡♥

❛❧r❡❛❞② ✈✐s✐t❡❞ ❛♥❞ t❛❣❣❡❞ ❛s ❛❧✐✈❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ p0 ❤❛✈❡ US✲✈❛❧✉❡s



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✻✷

t❤❛t ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts

❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ p0 t❤❛♥ t♦ s ♠✉st ❜❡ r❡❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ♦❢ ♣♦✐♥ts

✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ r❡❣✐♦♥✳ ❆ ❱♦r♦♥♦✐ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥②

s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ❛s

Rj =
{

x ∈ Ω , Usj(x) ≤ Usi(x) , ∀i ∈ {1, ..., nS} , i 6= j
}

, ✭✷✳✺✻✮

✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ j t❤❛♥ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s

❛♠♦♥❣ t❤❡ nS s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚♦ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t✱

❛ ❱♦r♦♥♦✐ ✐♥❞❡① ♠❛♣ V : Ω → N ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ US ❛♥❞ LS✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝✉rr❡♥t s❡t ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts S✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

∀x ∈ Rj , V (x) = j. ✭✷✳✺✼✮

❲❤❡♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ x♠✐♥ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✱ t❤❡ ▼P❲❑❉ ✉♣❞❛t❡s ❛❧s♦ ❛♥ ❛❧✐✈❡

♥❡✐❣❤❜♦r ✐❢ ✐ts V ✲✈❛❧✉❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ V (x♠✐♥) ❛♥❞ ✐❢ ✐ts ♥❡✇ ✉♣❞❛t❡ US✲✈❛❧✉❡

✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❢r♦♥t t❤✉s ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✉♥t✐❧ ✐t ❞❡t❡❝ts ❛

♥❡✇ ❦❡② ♣♦✐♥t p1 s❛t✐s❢②✐♥❣ LS(p1) > λ✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛

s❡t ♦❢ λ✲❡q✉✐❞✐st❛♥t ❦❡②♣♦✐♥ts {s, p0, .., pnK
} ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s

❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❢r♦♥t✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❞✐st❛♥❝❡ LT
S ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λT ✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❊✐❦♦♥❛❧

❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t ♠❡tr✐❝ ❛s ❢♦r LS ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ✉♣❞❛t✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡s t♦

③❡r♦✱ ❜❡✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧

♣❛t❤s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s s♦♦♥ ❛s ❛

❦❡②♣♦✐♥t pi ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♦♥ US ❢r♦♠ pi t♦ t❤❡

✜rst ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ✐s ❝❤♦s❡♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❞❡t❡❝ts ✺ ❦❡②♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✳ ■t s❤♦✇s ❤♦✇ str✉❝t✉r❡s

✇✐t❤ ❧♦✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s

❛r❡ st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❧❡♥❣t❤ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✳

❆❧❧ t❤❡ ♠❛♣s ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣✐①❡❧s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ US ❣r♦✇ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

♠❛♣ LS ✈❛❧✉❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ s❤♦✇s ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ r❡t✐♥❛ ✐♠❛❣❡✳ ▲❡t ✉s

♥♦t✐❝❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ λ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❍❡r❡✱ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

✈❡ss❡❧s ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜✉t ♥♦t ❛t t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ λ s❤♦✉❧❞

♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ❝❧♦s❡r ♦♥❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳









❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✻✻

✷✳✸ ■♠❛❣❡ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥

✷✳✸✳✶ ❘✐❣✐❞ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥

P♦✐♥t ❝❧♦✉❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r♦❜♦t✐❝s✱ ❝♦♠♣✉t❡r

✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✳❣✳ ❢♦r ✐♠❛❣❡✲❣✉✐❞❡❞ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s

✭P❡t❡rs ❛♥❞ ❈❧❡❛r②✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡

❜❡st ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡ts ♦❢

♣♦✐♥ts ♦r ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✳ ❚❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛♥s✇❡r ❜❡❢♦r❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

❤♦✇ ❢❛r t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ❛r❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧

t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠❄ ❆ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ r✐❣✐❞✱

♦r ❧✐♥❡❛r✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧❡✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥

t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❨❡t✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

t❤❛t ❣❧♦❜❛❧❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❡♥✈✐s❛❣❡ ❛ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ Pr♦❝r✉st❡s Pr♦❜❧❡♠

▲❡t X = (xi) ❛♥❞ Y = (yi) ❜❡ t✇♦ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② Nx ❛♥❞

Ny ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t X ✐s t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ Y t❤❡ st❛t✐❝

♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❜❡st r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T s✉❝❤ ❛s Y ∼ T (X)✳

❆ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ ❝❛❧❧❡❞ Pr♦❝r✉st❡s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

♣♦✐♥ts ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ Nx = Ny = n ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xi ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

s❛♠❡ ✐♥❞❡①❡❞ ♣♦✐♥t yi✳ ❙❝❤ö♥❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❈❛rr♦❧❧ ✭✶✾✼✵✮ ❛♥❞ ❍♦r♥ ✭✶✾✽✼✮ ❤❛✈❡

❜♦t❤ ♣r♦✈❡❞ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ s✉♠ ✉♣

t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ❜❡

♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐s

F (t, R, s) =
n
∑

i=1

‖yi − sRxi − t‖2, ✭✷✳✺✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣✐❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛r❡ t✱ R ❛♥❞ s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❞❡♥♦t✐♥❣ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❡ s❝❛❧❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✳

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❜②

x̄ =
1

n

n
∑

i=1

xi, ȳ =
1

n

Nx
∑

i=1

yi, ✭✷✳✺✾✮



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✻✼

❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ♥❡✇ ❞❡♠❡❛♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

x′
i = xi − x̄, y′i = yi − ȳ. ✭✷✳✻✵✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

F (t, R, s) =
n
∑

i=1

‖y′i − sRx′
i − t′‖2, ✭✷✳✻✶✮

✇✐t❤ t′ = t− ȳ − sRx̄✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s

n
∑

i=1

‖y′i − sRx′
i‖2 − 2

〈

t′,

n
∑

i=1

[y′i − sRx′
i]

〉

+ n‖t′‖2 ✭✷✳✻✷✮

❇② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t
∑n

i=1 x
′
i =

∑n
i=1 y

′
i = 0✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ t❡r♠ ♦❢ t❤✐s

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ F ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t′

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ F ✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t′ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s ❛ sq✉❛r❡ s♦ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❢♦✉♥❞

t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

t = ȳ + sRx̄ ✭✷✳✻✸✮

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❝❛❧❡✱ ✇❡ ❦❡❡♣ ♦♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ F

n
∑

i=1

‖y′i − sRx′
i‖2 =

n
∑

i=1

‖y′i‖2 − 2s
n
∑

i=1

〈y′i, Rx′
i〉+ s2

n
∑

i=1

‖Rx′
i‖2 ✭✷✳✻✹✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ R ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠✱

❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✇r✐t❡ ‖Rx′
i‖ = ‖x′

i‖✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Sy − 2sD + s2Sx, ✭✷✳✻✺✮

✇❤❡r❡ Sy =
∑n

i=1 ‖y′i‖2✱ Sx =
∑n

i=1 ‖x′
i‖2✱ ❛♥❞ D =

∑n
i=1 〈y′i, Rx′

i〉✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜②

❢❛❝t♦r✐③✐♥❣ t❤✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ s ❛s

(

s
√

Sx −
D√
Sx

)2

+
SySx −D2

Sx

, ✭✷✳✻✻✮

❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t SySx − D2 ≥ 0 ✭❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ F ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛t s

s❤♦✉❧❞ t❛❦❡

s =
D

Sx

=

∑n
i=1 〈y′i, Rx′

i〉
∑n

i=1 ‖x′
i‖2

. ✭✷✳✻✼✮



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✻✽

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ ♣r♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❙❝❤ö♥❡♠❛♥♥ ✭✶✾✻✻✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ ♠❡t❤♦❞✱

♦r ✐♥ ❍♦r♥ ✭✶✾✽✼✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❣✐✈❡

❤❡r❡ t❤❡ ❙❱❉✲❜❛s❡❞ r❡s✉❧t✳ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ 3 ♠❛tr✐①

B =
n
∑

i=1

y′ix
′
i
T
, ✭✷✳✻✽✮

❛♥❞ r❡❛❧✐③✐♥❣ ✐ts ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ B = UΣV T ✱ ✇❤❡r❡ U ✱ V ❛r❡ t✇♦ ✉♥✐t❛r②

♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ Σ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

R = U❞✐❛❣([1, 1, ❞❡t(UV )])V T . ✭✷✳✻✾✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❞✐❛❣ tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✐♥t♦ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡

❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤✐s ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆♥ ♦t❤❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ s ✉s✐♥❣

Σ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❝❤ö♥❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❈❛rr♦❧❧ ✭✶✾✼✵✮

s =
tr❛❝❡(Σ)
∑n

i=1 ‖x′
i‖2

. ✭✷✳✼✵✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t s ✐s ❛ s❝❛❧❛r✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝

Pr♦❝r✉st❡s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝

Pr♦❝r✉st❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

F (t, R, s) =
n
∑

i=1

‖yi −RSxi − t‖2, ✭✷✳✼✶✮

✇❤❡r❡ S ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❚❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥

r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r❡✲s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ s❝❛❧✐♥❣ S ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ R✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ♣♦st✲s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✐♥✐♠✐③❡s

F (t, R, s) =
n
∑

i=1

‖yi − SRxi − t‖2. ✭✷✳✼✷✮

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r❡✲s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ●♦✇❡r ❛♥❞ ❉✐❥❦st❡r❤✉✐s ✭✷✵✵✹✮ ✉s❡❞ ❛♥

✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜❧♦❝❦ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭❇❘✮✳ ❊❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❤❛s t✇♦ st❡♣s✳

❋✐rst✱ ❢♦r ✜①❡❞ R t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ S

λi =
(BTR)ii

(
∑n

i=1 x
′
ix

′
i
T
)

ii

, ✭✷✳✼✸✮



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✻✾

t❤❡♥ ❢♦r ✜①❡❞ S✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ R

R = UV T , ✭✷✳✼✹✮

✇❤❡r❡ UΣV ✐s ♥♦✇ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ BS✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐t❡r❛t❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❇❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣♦st✲s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❉♦ss❡

❛♥❞ ❚❡♥ ❇❡r❣❡ ✭✷✵✶✵✮ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❇❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦❝❛❧

♠✐♥✐♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥

❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s r❡❢❡r t♦ t❤❡

♣r❡✲s❝❛❧✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳

■t❡r❛t✐✈❡ ❈❧♦s❡st P♦✐♥t ❆❧❣♦r✐t❤♠

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥

❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t

❦♥♦✇ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤♦s❡ sq✉❛r❡ ❡rr♦rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❇❡s❧

❛♥❞ ▼❝❑❛② ✭✶✾✾✷✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❧♦s❡st

♣♦✐♥t ✭■❈P✮✱ t♦ r❡❣✐st❡r ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ✇❤✐❝❤ ❛tt❡♠♣ts t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥

X ❛♥❞ Y ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳

▲❡t ✉s ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ k ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② X
k t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ X ❛t t❤❡ k✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts ỹi ✐♥ Y t♦ ❡❛❝❤ xi ∈ X
k✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

ỹi = argmin
y∈Y

‖y − xi‖ ✭✷✳✼✺✮

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ Y ✐s ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ❛ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t✱ ✐t ❝❛♥♥♦t

❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ t❤❛t Ny ≥ Nx✱ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ X t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡

❢❡✇❡st ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s ❛ Pr♦❝r✉st❡s ♣r♦❜❧❡♠ t♦ r❡❣✐st❡r Xk

♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts Ỹ
k✳ ❚❤❡ Pr♦❝r✉st❡s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦r

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❢♦r t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧

✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐s ✜♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ X
k t♦

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ X
k+1✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✼✵

✷✳✸✳✷ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s

❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ t✉♠♦r ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ ✈❛s❝✉❧❛r

♥❡t✇♦r❦s ♠❛② ❣r❡❛t❧② ✈❛r② ✐♥ t✐♠❡✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛♣

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s

❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆

❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣♦✐♥ts✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ♠❛♥② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✳

❆ ✈❡r② ❢❛♠♦✉s ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❚❤✐♥✲P❧❛t❡✲❙♣❧✐♥❡ ✭❚P❙✮

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇♦♦❦st❡✐♥ ✭✶✾✽✾✮✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ n

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts X = (Xi) ❛♥❞ X
′ = (X ′

i)✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ tr✐❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡

❜❡st ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : X→ X
′ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣②

∫ ∫

R2

(

(

∂2fi
∂x2

)2

+ 2

(

∂2fi
∂x∂y

)2

+

(

∂2fi
∂y2

)2
)

dxdy, ✭✷✳✼✻✮

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✷❉ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ i ∈ {1, ..., 2}✱ ♦r

∫ ∫

R2

(

(

∂2fi
∂x2

)2

+

(

∂2fi
∂y2

)2

+

(

∂2fi
∂z2

)2

+ · · ·

2

(

∂2fi
∂x∂y

)2

+ 2

(

∂2fi
∂y∂z

)2

+ 2

(

∂2fi
∂x∂z

)2
)

dxdydz,

✭✷✳✼✼✮

✐♥ ✸❉✱ ✇❤❡r❡ i ∈ {1, ..., 3} ❛♥❞ fi ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ f ✳ ■t ❝❛♥

❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡rs ❡①✐st ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉

❢♦r♠s

f1(xi, yi) = a0 + a1xi + a2yi +
n
∑

j=1

Fjr
2
ij ln(r

2
ij)

f2(xi, yi) = b0 + b1xi + b2yi +
n
∑

j=1

Gjr
2
ij ln(r

2
ij),

✭✷✳✼✽✮



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✼✶

❛♥❞

f1(xi, yi, zi) = a0 + a1xi + a2yi + a3zi +
n
∑

j=1

Fjrij

f2(xi, yi, zi) = b0 + b1xi + b2yi + b3zi +
n
∑

j=1

Gjrij

f3(xi, yi, zi) = c0 + c1xi + c2yi + c3zi +
n
∑

j=1

Hjrij,

✭✷✳✼✾✮

❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts i ∈ {1, ..., n}✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ rij =‖ Xi − Xj ‖✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡

s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✷❉ ❚P❙ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥

♣❛r❛♠❡t❡rs a0, a1, a2✱ b0, b1, b2✱ F1, · · · , Fn ❛♥❞ G1, · · · , Gn ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

■❢ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❢ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs

P =









1 x1 y1
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

1 xn yn









, ✭✷✳✽✵✮

K =













0 r212 ln(r
2
12) · · · r21n ln(r

2
1n)

r221 ln(r
2
21) 0 · · · r22n ln(r

2
2n)

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

r2n1 ln(r
2
n1) r2n2 ln(r

2
n2) · · · 0













, ✭✷✳✽✶✮

L =

(

P K

0 P T

)

✭✷✳✽✷✮

w1 =























a0

a1

a2

F1

✳✳✳

Fn























, w2 =























b0

b1

b2

G1

✳✳✳

Gn























, ✭✷✳✽✸✮

x′ =























x′
1
✳✳✳

x′
n

0

0

0























, y′ =























y′1
✳✳✳

y′n

0

0

0























, ✭✷✳✽✹✮



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✼✷

t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✼✽ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

x′ = Lw1

y′ = Lw2.
✭✷✳✽✺✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✻ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜②

n
∑

1

Fi = 0,
n
∑

1

Gi = 0

n
∑

1

xiFi = 0,
n
∑

1

xiGi = 0

n
∑

1

yiFi = 0,
n
∑

1

yiGi = 0.

✭✷✳✽✻✮

❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❢♦r❝❡ f t♦ ❜❡ ❛♥

❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ x ❛♥❞ y t❡♥❞ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ ❛✣♥❡ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ ai, bi ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣

t❤❡ ♠❛tr✐① L✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠

w1 = L−1x′

w2 = L−1y′.
✭✷✳✽✼✮
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❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❆♥❛❧②s✐s ♦❢

❯❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ❱❛s❝✉❧❛r

■♠❛❣❡s
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■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❜r✐♥❣✐♥❣

❝♦♥❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❡✈♦❦❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ st❛rt

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✷❉ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❜r❛✐♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r✳ ❯s✐♥❣ t❤❡

✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦r ❡①tr❛❝t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇

t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ❢♦♦t♣r✐♥t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

❜r❛✐♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❜❛s❡❞

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ✷❉ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢

r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ❉❘■❱❊ ✭❙t❛❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡

❉♦♣♣❧❡r ✸❉ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ t✉♠♦r ✐♠❛❣❡s✳ ▲❛st✱ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✉♠♦r ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ ✉s❡❞ r✐❣✐❞

❛♥❞ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ ♠♦❞❡❧s t♦ r❡❣✐st❡r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳

❚❤❡ t✇♦ ✜rst ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs

❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♣r♦❜❡ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✉❧tr❛❢❛st ❉♦♣♣❧❡r

❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

str✉❝t✉r❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛t❝❤ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛t❧❛s ♦❢

❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❨❡t✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛t❧❛s ♦❢ str✉❝t✉r❡s

♦♥ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐♥ ✷❉ ✐s ❛ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤✐s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝✉r✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✉s✱

✇❡ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r ✐♠❛❣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱

❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❛❧✐t② ✭♠♦♥♦♠♦❞❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥✮✱ ✉s✐♥❣ ❛♥

✐♥t❡♥s✐t② ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ s✐♠♣❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t♦♦❧s ❢♦r

❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s✳

✸✳✶ ✷❉ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❇❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ▼❛t❝❤✐♥❣

✸✳✶✳✶ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ✇✐t❤ ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥✳ ■♥ ✈✐✈♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥❡st❤❡t✐③❡❞ ②♦✉♥❣ r❛ts✱ r❛ts✱ ❛♥❞ ♠✐❝❡ ✉s✐♥❣ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡

❉♦♣♣❧❡r✳ ❯❧tr❛❢❛st ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❢❛st ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜r❛✐♥ s❡❝t✐♦♥s

❛t ✶✶✵➭m ① ✶✶✵➭m r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ❆ ✶✺▼❍③

♠♦t♦r✐③❡❞ ♣r♦❜❡ ❛❝q✉✐r❡s ✹✵✵➭m✲t❤✐❝❦ ❜r❛✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✷✵✵➭m s♣❛❝✐♥❣✳ ❆

t②♣✐❝❛❧ ✸❉ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❝♦♥t❛✐♥s ❛r♦✉♥❞ ✸✺✱ ✻✺✱ ♦r ✼✵ s❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ②♦✉♥❣ r❛t✱ r❛t✱ ❛♥❞ ♠♦✉s❡

✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ♣r♦❜❡ ❛♥❞

❞❡♣t❤ t❤❡ t✇♦ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r

✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♣✉r♣♦s❡s✱ ♦♥❧② ❝♦r♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✇❡r❡





❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s ✼✼

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ s❛❣✐tt❛❧ ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ♣❧❛♥❡s ✐s

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

✸✳✶✳✷ ❙tr❛t❡❣②

❇❡❢♦r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ st❛rt ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣

❛ ♠♦♥♦♠♦❞❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ✷❉ t❡st ✐♠❛❣❡

✐♥ ❛ ✸❉ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ♠♦❞❛❧✐t②✳ ❆ s❝❛♥ ✐s

t②♣✐❝❛❧❧② ❛ s❡t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✷❉ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❡st ✐♠❛❣❡ ❝♦♠❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱

❜✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡❞ ♦r❣❛♥✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡❣✐st❡r ✉❧tr❛❢❛st ❉♦♣♣❧❡r ❞❛t❛ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t✐❡♥ts ❛♥❞

t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ❢♦♦t♣r✐♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐❢ t❤❡ ✸❉ s❝❛♥ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛♥✉❛❧❧②

r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❛♥ ❛t❧❛s ♦❢ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❣✐str❛t✐♥❣

❛♥ ❛t❧❛s ♦❢ str✉❝t✉r❡s ♦♥ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣

t❤❡ t❡st ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❝❛♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❛t❧❛s✱ t❤❡

t❡st ✐♠❛❣❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛t❧❛s✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦♠♦❞❛❧ str❛t❡❣② ✇❡ ❤❛✈❡

❛❞♦♣t❡❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳

✸✳✶✳✸ ▼❡t❤♦❞

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛♥❞ ♠❛t❝❤ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▲❡t I1 = (I i,j,k1 )(i,j,k)∈V ❛♥❞ I2 = (I i,j,k2 )(i,j,k)∈V ❜❡ t✇♦ s❝❛♥s ♦❢

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛✐♥s✱ ✇❤❡r❡ I i,j,k1 ✱I i,j,k2 ∈ [0, 1] ❛r❡ ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ■♥❞✐❝❡s

(i, j) ❛♥❞ k ❛r❡ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡

♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆ s❝❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ✈♦❧✉♠❡ V =

J1,mK × J1, nK × J1, KK✱ ♦r ❛ st❛❝❦ ♦❢ K ✷❉✲✐♠❛❣❡s ♦❢ m × n ♣✐①❡❧s✳ ❲❡ ✇✐❧❧

❛❧s♦ s✐♠♣❧② ❞❡♥♦t❡ ❜② I
k
1 t❤❡ k✲t❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s❝❛♥✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❜♦✉t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡s ❜❡t✇❡❡♥

s❝❛♥s I1 ❛♥❞ I2✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ I
k
1 ♦❢ t❤❡ s❝❛♥ ✶✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡

✐♠❛❣❡ I
k′

2 ✐♥ s❝❛♥ ✷ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ I
k
1✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡

♠✉st s♦❧✈❡ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ J1, KK t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

argmax
k′∈J1,KK

c(Ik1, I
k′

2 ), ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✿
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠♦❞❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛❞♦♣t❡❞✿ ❛ ✷❉
❛❝q✉✐r❡❞ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❛t ❜r❛✐♥ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❛
✸❉ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t ✈❛s❝✉❧❛r s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❛❧✐t②✳
❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦✉♥❞
❜② ♦✉r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳





❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s ✽✵

♣r❡tt② ✇❡❧❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✐❧s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇r♦♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

argmax
k′∈J1,KK

c(Ik1, I
k′k
21 ), ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ I
k′k
21 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Ik

′

2 ♦✈❡r I
k
1✳ ▲❡t ♥♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ s❝❛♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦♠❡✇❤❛t✳

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

c(Ik1 , I
k′k
21 ) ❢♦r ❛❧❧ (k, k′) ∈ J1, KK2✱ ❛♥❞ st♦r❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐①✳ ❖♥ ✜❣✉r❡

✸✳✺✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✉s✐♥❣ r✐❣✐❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲r✐❣✐❞

r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦♥ ②♦✉♥❣ r❛t ❜r❛✐♥ ❞❛t❛ ✭K = 35✮✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② ❝♦❧✉♠♥✲❜②✲❝♦❧✉♠♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣

❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡

r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❧♦♦❦ ❛❜❡rr❛♥t ✭♦✉t❧✐❡rs✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✵ ❛♥❞ ✸✺✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t t♦♦ ♠❛♥② ❤✐❣❤

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❞✐st♦rt t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr✉❡ ♠❛①✐♠❛✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧s ❛

s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❝❛❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ②♦✉♥❣ r❛ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s✐③❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜r❛✐♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t❡st ❛♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✸❉ s❝❛♥ ♦❢ ②♦✉♥❣
r❛t ❜r❛✐♥s✳ ✭❛✮ ❘✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱✭❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠❛
♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ✭❝✮ ◆♦♥✲r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✭❞✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

✸✳✶✳✹ Pr❡✲Pr♦❝❡ss✐♥❣ ■♠❛❣❡ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t

■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❞♦❡s ♥♦t s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣

♦♣t✐♠❛❧❧② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♥tr❛st❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣

✈❛s❝✉❧❛r ③♦♥❡s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡

r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱

✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✻✮✱ ❝♦♥s✐sts ✜rst❧② ✐♥ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡

✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✱ s✉❝❤ ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦r

◆♦♥✲▲♦❝❛❧ ▼❡❛♥s ✭❇✉❛❞❡s✱ ❈♦❧❧✱ ❛♥❞ ▼♦r❡❧✱ ✷✵✵✺✮✱ t❤❡♥ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛st

✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❈▲❆❍❊ ✭❩✉✐❞❡r✈❡❧❞✱ ✶✾✾✹✮✳

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡

✐♠❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❆ r❡❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①

✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤

❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❢❛❧s❡ ♠❛①✐♠❛✳ ❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ ❛ ✜rst ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ s❤✐❢t

✐♥ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ✜tt✐♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ♦♥ ♠❛①✐♠❛✱ ✉s✐♥❣ ❛ r♦❜✉st
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡
❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡✳ ✭❜✮ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ❜② ◆▲▼ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ✭❝✮ ❈▲❆❍❊ ❝♦♥tr❛st
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ✭❞✮ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♠❛s❦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦✛s❡t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ✶✹✸ ➭m ❛♥❞ ✶✻✹

➭m r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r r✐❣✐❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛ ❜✐t ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡

♣❧❛♥❡ s♣❛❝✐♥❣ ✭✷✵✵ ➭m✮✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s✱ ✵✳✾✻✹ ❛♥❞ ✵✳✾✽✼✱ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✱

s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜r❛✐♥s ❣❧♦❜❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❞✐✛❡r ❜② ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♦❢

t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞

❞❡❧❡t✐♥❣ ✐t ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r t✇♦ t❡st ✐♠❛❣❡s

❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ st❡♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇s ♦♥❧② ❛ s❧✐❣❤t

❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①❀ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ✈❡r② ✉s❡❢✉❧

❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ❛♥s✇❡r

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛s❦ ❢♦r

❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ♥♦✐s② ♣✐①❡❧s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✻✮ ✭❞✮✳ ❚❤❡ ♠❛s❦ ✐s ❜✉✐❧t ❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s ✽✸

s❦✉❧❧ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛❜♦✈❡ ✐t✱ t❤❡♥ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣✐①❡❧

t❤✐❝❦♥❡ss ✭✶✵ ♣✐①❡❧s✮ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❞❣❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛❢t❡r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ✭❛✮
❘✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱✭❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
✭❝✮ ◆♦♥✲r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✭❞✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠❛ ♦❢
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ♠❛①✐♠❛ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✵ ❛♥❞ ✸✺✮

❞✐s❛♣♣❡❛r✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ♥❡❛r❧② ♣❡r❢❡❝t ❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛ ❝✉r✈❡✱

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦✛s❡t✿ ✸✻✷ ➭m ❛♥❞ ✷✽✶ ➭m r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r

r✐❣✐❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✺ ❜r❛✐♥ ♣❧❛♥❡ s♣❛❝✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛❢t❡r ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛s❦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ✭❛✮
❘✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱✭❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
✭❝✮ ◆♦♥✲r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✭❞✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠❛ ♦❢
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐♥❡❛r

r❡❣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❡ ❞r❛✇ ✉♣ ❛ t❛❜❧❡ ✭t❛❜❧❡ ✸✳✶✮ r❡❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❛♥❞

❞✐s♣❧❛②✐♥❣✿ t❤❡ s❧♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ②✲✐♥t❡r❝❡♣t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡❞ a ❛♥❞ b✱ t❤❡ s✉♠

♦❢ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs sse✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✶ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ r2✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞

❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢

❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛s❦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❛s ❛ s❧♦♣❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ♥♦♥✲r✐❣✐❞✱ ❛ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❛ts✳ ❚❤❡ ❣❛♣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s ✷✽✶ ➭m ✭❃ ✷✵✵ ➭m✮✱ ❛❜♦✉t ✶✳✺ ❜r❛✐♥ ♣❧❛♥❡ s♣❛❝✐♥❣✱

✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✈✐s✉❛❧❧②✳

✶▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ r2 = 1− sse/sst✱ ✇❤❡r❡ sst ✐s t❤❡ t♦t❛❧ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s sst =
∑

i
(yi− ȳ)2✱

❛♥❞ ȳ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ yi✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ r2 ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✶✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s ✽✺

❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ a b ✭➭m✮ sse r2

Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ r✐❣✐❞ ✵✳✾✻✹ ✲✶✹✸ ✼✸✳✶✵ ✵✳✾✼✵✹
Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ ✵✳✾✽✼ ✲✶✻✹ ✻✵✳✹✾ ✵✳✾✼✾✷
Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✰ ♠❛s❦ r✐❣✐❞ ✶✳✵✷✵ ✲✸✻✷ ✹✸✳✸✶ ✵✳✾✽✽✺
Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✰ ♠❛s❦ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ ✶✳✵✵✵ ✲✷✽✶ ✸✽✳✹✵ ✵✳✾✽✾✹

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳

✸✳✶✳✺ ▲❡ss ❚✐♠❡✲❈♦♥s✉♠✐♥❣ Pr♦❝❡❞✉r❡

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✮✱ ❛♥♦t❤❡r ❧❡ss t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜①✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ K ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❝❛♥✱

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜①✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡t t = (tx, ty, θ) ❜❡ ❛ r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦

tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥❀ ❛♣♣❧② r❡✈❡rs❡

✐♠❛❣❡ ✇❛r♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ I
k
1 ❛♥❞ ❣❡t ✐ts tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♠❛❣❡

Î
k
1❀ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Î

k
1 ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ K ✐♠❛❣❡s ✐♥

I2✱ ❛♥❞ st♦r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡ ct ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡① dt ∈ J1, KK ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ s❝❛♥❀ r❡♣❡❛t t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

t ∈ J−Tx, TxK× J−Ty, TyK× J−Θ,ΘK✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s C ❛♥❞ D ♦❢ s✐③❡

(2Tx + 1) × (2Ty + 1) × (2Θ + 1)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ct ❛♥❞ dt❀ ❛t

t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✸✳✶ ✐s dtmax
✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ✐♥ D ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ C✳

✸✳✶✳✻ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

▼✉❧t✐t❤r❡❛❞✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ✇♦r❦ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❈✰✰

♠✉❧t✐t❤r❡❛❞✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✼ t❤r❡❛❞s✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ ♦✉r r❡❣✐str❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s t♦ r❡❣✐st❡r ✸✺×✸✺ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥t♦

✼ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ ✺×✸✺ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳ ❆s

❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✜❣✉r❡ ✸✳✽✭❛✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ✶✳✾

s❡❝♦♥❞s✳ ❲✐t❤♦✉t ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞✐♥❣✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡s ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❛ ❢❡✇ ❞♦③❡♥ ♦❢

s❡❝♦♥❞s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❈❯❉❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡

❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r r❛ts ❛♥❞ ♠✐❝❡ ✇❤♦s❡ ❜r❛✐♥ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥

②♦✉♥❣ r❛t ♦♥❡✳ ❲✐t❤ ✸ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ r❡❣✐st❡r ❛ r❛t ❜r❛✐♥
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❛♥❞ tc✱ ✇❤❡r❡ tc ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①

❢♦r c s❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✱ ✇❡ t❤❡♥ ♣❧♦t t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ec ❛♥❞ tc ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ c✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✉s❡❞❀ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ c = 5 s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵✵

➭m ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛❜♦✉t

✵✳✼✺ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ c ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t②♣✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣✐♥❣✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ▲❡❢t✿ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡st ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ❘✐❣❤t✿ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs
✭✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✮ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✳

✸✳✷ ✸❉ ■♠❛❣❡ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥

❚❤❡ ✷❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧❧♦✇s

t♦ ❣❧♦❜❛❧❧② r❡❣✐st❡r t✇♦ ✸❉ s❝❛♥s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❲❡

❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❜r❛✐♥ s❤✐❢t ✐♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♣r♦❜❡ ❛♥❞

❞❡♣t❤✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ✸✳✶ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st

♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ✷❉ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❡st ✐♠❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s

♦♥❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛

❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❍❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❤✐❢t ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❛①✐s✳

■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

✐♥ ♠❛tr✐❝❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✸❉ s❝❛♥s ♦❢ t❤❡

✜❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❋♦r ❛❧❧ t❡st ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡❞ k ❛♥❞ k′✱
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t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛tr✐❝❡s✿ ✭❛✮ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✭❜✮ t❤❡

tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs dx1 ✭♣r♦❜❡✮ ❛♥❞ dz1 ✭❞❡♣t❤✮ ✭♠♠✮ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs dθ ✐♥ ❞❡❣r❡❡s✳ ■♥❞❡① ✶ ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x ❛♥❞ z✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ✵ ✇✐❧❧

✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦✇❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❛tr✐① ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳ ✭❜✮✱ ✭❝✮✱ ✭❞✮ ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ dx1 ✭♣r♦❜❡✮✱ dz1 ✭❞❡♣t❤✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ dθ✳

■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✭❛✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤

❣✐✈❡s ✉s ❛❢t❡r ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ∆y0 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

s❝❛♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✭❜✮✱ ✭❝✮✱ ❛♥❞ ✭❞✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠

♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❣r❛♣❤s ❞❡s❝r✐❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❤♦✇ t❡st ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ♦♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t dx1 ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡

t✇♦ ❜r❛✐♥s ✇❡r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ♦r t❤❛t

t❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ s✐③❡✳ ■t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r dz1 ❛♥❞ dθ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥st❛♥t

♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❧❛♥❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ∆y0 ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ∆x1✱ ∆z1✱ ∆θ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s❝❛♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ▼❛①✐♠❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✳

❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❜r❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♣r♦❜❡ ✐♥ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ s❛❣✐tt❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❜r❛✐♥s ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ✸❉ s❝❛♥s ♦✇♥✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ y

❛♥❞ z ❛①✐s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ x ❛①✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r

r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❥✉st ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ∆y1✱ ∆x0✱ ∆z1✱ ❛♥❞ ∆θ(sagittal)✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s ❛♥♦t❤❡r ✇❛②

t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t

✐❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t ❝✉r✈❡s ✐♥ ✸✳✶✷ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ♦♥❡

♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤♦s❡ ❝✉r✈❡s✳
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✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ◆❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❡r❡❜r❛❧ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♦r❣❛♥

str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❧❛♥❞♠❛r❦ t♦ ❤❡❧♣ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s t♦ ❧♦❝❛t❡ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ❜r❛✐♥✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠

✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✉s❡ ♦♥ ❤✉♠❛♥ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♥♦✇✱ ❛❢t❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦❜✉❜❜❧❡s✱

✉❧tr❛❢❛st ✉❧tr❛s♦♥✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲✐♥✈❛s✐✈❡ ✈❛s❝✉❧❛r ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥

r♦❞❡♥ts ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊rr✐❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✳

●✐✈❡♥ ❛♥② ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♥ ✈✐✈♦ ✷❉ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥✱

♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥

r❡❛❧ t✐♠❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ❢♦♦t♣r✐♥t ❛s ❧❛♥❞♠❛r❦✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡

❢♦r t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤

t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✳

❚❤✉s✱ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s s❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧

❛t❧❛s t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦

❤❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡ss❡❧s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✈❡ss❡❧s

t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳

✸✳✸✳✶ ❘❡s✉❧ts

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠❛t❝❤ ✸❉ s❝❛♥s ♦❢

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛✐♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡

♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ r❡❣✐st❡r ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❛t❧❛s ♦❢ ❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ♦♥t♦ t❤❡

❛❝q✉✐r❡❞ ✈❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣❡s✳

❚❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♠❛❦❡

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡st s❝❛♥s ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ②♦✉♥❣ r❛t ❜r❛✐♥s✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✈❡rt✐❝❛❧✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡

s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦

❜♦tt♦♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱

t❤❡♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✵✳✷✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ ✵✳✷ t❤r❡s❤♦❧❞

✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❈▲❆❍❊ ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤s ♦♥

t❤❡ r✐❣❤t s❤♦✇ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐✳❡✳ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛✐rs✱ ✇✐t❤

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡

t❤❡ ❣r❡❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❘▼❙

❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❞❡♥♦✐s❡❞✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s

❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✭❢✮ ❣✐✈❡s ✉s



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s ✾✶

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
▲❡❢t✿ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛tr✐❝❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ✭❛✮✱✭❜✮ ◆♦ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
✭❝✮✱✭❞✮ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✳ ✭❡✮✱ ✭❢✮ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❈▲❆❍❊ ❝♦♥tr❛st
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳

❛ ❣♦♦❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛✐♥s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡

✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❤✐❢ts ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞

❛s s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❜r❛✐♥ s❤❛♣❡s ♦r ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧② s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ s②st❡♠ ♦❢









❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s ✾✺

✸✳✹ ❚♦✇❛r❞ ❱❛s❝✉❧❛r ❙❤❛♣❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣❧♦❜❛❧❧② r❡❣✐st❡r ❜r❛✐♥ ✸❉

s❝❛♥s ❛♥❞ ❤❡❧♣ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐st t♦ ❧♦❝❛t❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡♠❛✐♥s

❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❞❡t❡❝t ❧♦❝❛❧ ✈❛s❝✉❧❛r s❤❛♣❡s t♦ ✜♥❡❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢② ✈❛s❝✉❧❛r

❞❛t❛s❡ts✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts t♦✇❛r❞ t❤❡ tr✉❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳

✸✳✹✳✶ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ tr② t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡

❜r❛✐♥✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❝✉r✈❡s ❞❡❧✐♠✐t✐♥❣ ❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❦✉❧❧ s✉r❢❛❝❡✱

t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝

s❤❛♣❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❝♦r♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛t ❜r❛✐♥✳ ❚❤❡s❡ s❤❛♣❡s

r❡♣r❡s❡♥t ❧❛♥❞♠❛r❦s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ r❡❛❧✐❣♥ ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧

❛t❧❛s ♦❢ str✉❝t✉r❡s ♦♥ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ♦r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s

✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❙❦✉❧❧ ❙✉r❢❛❝❡

❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧ ❛♣♣❡❛rs ✈❡r② ❝❧❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ❛❧❧ ❛❝q✉✐r❡❞

✐♠❛❣❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❤❛❧❢✲❡❧❧✐♣s❡ t❤❛t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② ❡❧❧✐♣t✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ✜rst ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠

❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❈▲❆❍❊✳ ❚❤❡♥ ✇❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♦♥❧②

♣✐①❡❧s ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② s❡❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼

✭❝✮✳ ❆ s❦❡❧❡t♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❤❡❧♣✐♥❣ t♦

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜② ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣♦✐♥ts s✐t✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛ ❤❛❧❢✲❡❧❧✐♣s❡ t❤❛t ✜ts

t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ♣♦✐♥ts✳ ■❢ {y♠♦❞❡❧

k ∈ [1,m]}k∈J1,nK ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦r❞✐♥❛t❡s

♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❧❧✐♣s❡ ♦❢ ❛①❡s a, b > 0✱ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r (x0, y0)✱ ❛♥❞

{y❞❛t❛k ∈ J1,mK}k∈J1,nK ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❧❧✐♣s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡rr♦r
∑

k | y♠♦❞❡❧

k −y❞❛t❛k | ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡

❡❧❧✐♣s❡ (a, b, x0, y0) ♦✈❡r ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✽ s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡

s❦✉❧❧✳ ❚❤✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛❧s♦ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛❜♦✈❡ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠❛s❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱

t❤❡s❡ ♣✐①❡❧s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s ✾✻

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❙❦✉❧❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❈♦r♦♥❛❧
❜r❛✐♥ s❡❝t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❈▲❆❍❊ ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ✭❝✮ ■♥t❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✳ ✭❞✮
❙❦❡❧❡t♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ✭❡✮ ❊❧❧✐♣s❡ ✜tt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝❧✉st❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧ ✐♥ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥✳

❆①✐s ♦❢ ❙②♠♠❡tr②

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ s②♠♠❡tr② ❛①✐s

s❡♣❛r❛t❡s t✇♦ s②♠♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rts✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛ s❡t

♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❡t Ik ❜❡ ❛ ❝♦r♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢♦r

❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ j ∈ J1, n/2K ✭❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

Ej =
1

2jm

m
∑

i=1

j
∑

l=1

| I i,l,k − I i,2j−l,k |, ✭✸✳✹✮



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s ✾✼

❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢

❝♦❧✉♠♥s 1 t♦ j ❛♥❞ j t♦ 2j✳ ❲❡ ❝❛♥ s✐♠✐❧❛r❧② ❡st✐♠❛t❡ Ej ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✾ ✭❛✮✱ ✇❡ tr❛❝❡ Ej ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ t❡st ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡

❝✉r✈❡ ❤❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ j = ✻✻ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢

s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❤❛s t✇♦ ♦t❤❡r ♠✐♥✐♠❛ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ j = 1 ❛♥❞ j = n = 128✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❣♦♦❞

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ Ej✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr② ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✐ss✐♥❣

♣❛rt ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♣r♦❜❡ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧

❝❡♥tr❡❞✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr② ♥♦ ❧♦♥❣❡r

❛♣♣❡❛rs ❝❧❡❛r❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ ✭❝✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛

♣r✐♦r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧

s✉r❢❛❝❡ ❝✉r✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x0 ✳ ◆♦t✐♥❣

p1 ∼ 1/Ej t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ Ej ❛♥❞ p2 ❛ ●❛✉ss✐❛♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❡♥tr❡❞ ✐♥ x0✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t

p1p2 t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr②✱

❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✸✳✶✾ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✾✱ ✇❡ s❤♦✇

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s✳

❊❧❧✐♣t✐❝ ❙❤❛♣❡

❆♥♦t❤❡r ✈✐s✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ❛♥t❡r✐♦r s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ✐s ❛♥

❡❧❧✐♣t✐❝ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✭❜✮✮✳ ❚❤✐s

✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦r♣✉s ❝❛❧❧♦s✉♠✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤✐s q✉❛s✐✲

❝❧♦s❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝✉r✈❡✱ ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❈❛ss✐♥✐✬s

❖✈❛❧✱ ❛♥❞ ♦❢ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

((x− a)2 + y2)((x+ a)2 + y2) = b4, ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ e = b/a ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥✐❝✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡

✸✳✷✵ r❡♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ❈❛ss✐♥✐✬s ❖✈❛❧ ❢♦r e ∈ [1,
√
2[✳ ■t ❤❛s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥

❡❧❧✐♣s❡ t❤❛t t❡♥❞s t♦ ❝♦♥tr❛❝t ♦♥ ✐ts❡❧❢ ✇❤❡♥ e ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❢❛♠♦✉s

❇❡r♥♦✉❧❧✐ ▲❡♠♥✐s❝❛t❡ ❢♦r e = ✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ♦♥ ❝❡rt❛✐♥

❝♦r♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥s ❛❧s♦ t❡♥❞s t♦ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❛❧ ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t

t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜✉t t❤✐s

t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✶✱ ✇❤❡r❡

✇❡ ♦❜s❡r✈❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②✱ ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✐③❡

♦❢ t❤❡ ♦✈❛❧ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s ✾✽

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr② ✐♥ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥✳ ✭❛✮
❚❤❡ Ej ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ✭❜✮ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p1 ✐♥❞✉❝❡❞
❜② Ej ✱ ❛♥❞ p2 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❛①✐s✳ ✭❝✮✱ ✭❞✮
❙❛♠❡ ✜❣✉r❡s ❛s ✭❛✮✱✭❜✮ ✇✐t❤ ❛ ❝r♦♣♣❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❇♦tt♦♠ ❧✐♥❡✿ ❧❡❢t ✐s
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ✐♥ ❜❧✉❡❀ r✐❣❤t ✐s t❤❡ ❛①✐s
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝r♦♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡✳

▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✷❉ ♦r ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s

❜② ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝✉r✈❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜② ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞

❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✭❇❛r❞✐♥❡t✱ ❈♦❤❡♥✱ ❛♥❞ ❆②❛❝❤❡✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✷ s❤♦✇s

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❜❛s❡❞ ❞✐r❡❝t





❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r P❛tt❡r♥s ✶✵✵

✸✳✹✳✷ ❱❡ss❡❧ ❉❡t❡❝t✐♦♥

❯❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝❡ss t♦ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ✈❛s❝✉❧❛r ♠❛♣s✳

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛❧ ❛♥❞ s❛❣✐tt❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ❛♥❞

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts✱ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✷❉

❛♥❞ ✸❉✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡ss❡❧s ✇♦✉❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛

s♣❛❝❡✱ t❤❡ ✈❡ss❡❧s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧❡ss t❤❛♥ 5% ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛♥

✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛♥✐♠❛❧s✱ ❛♥❞

♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛t❧❛s r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡s❡ t❛s❦s r❡q✉✐r❡ s❤❛r♣

❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ❛ ✜rst ✷❉ ✈❡ss❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞

❛s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ■t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✜❣✉r❡ ✸✳✷✸ ♦♥ ❛ r❛t

❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✿

• ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✮✳

• ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❦❡r♥❡❧s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r

t✉❜❡s t❤❛t ❝❛♥ r♦t❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r ❝❡♥t❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t t❤❡

♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ✭❇❛❜✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳

• ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡r t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳

❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡r♥❡❧







−1 −1 −1
−1 8 −1
−1 −1 −1







• ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♣✐①❡❧s✳

• ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦❢

❝♦♥t✐❣✉♦✉s ♣✐①❡❧s ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛t t❤✐s st❛❣❡

❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✈❡ss❡❧s ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✸ ✭❢✮✮✳

• ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ❜② ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✱ ♦r ❝✉r✈❡ ♣❛tt❡r♥s ❜② ❋❛st

▼❛r❝❤✐♥❣✱ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ♣✐①❡❧s✳

❚❤❡s❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✈❡ss❡❧s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✸ ✭❢✮✮ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♠♦r❡ ✜♥❡❧②

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛✐♥ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛s

❛ ❜✐♥❛r② ♠❛s❦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ♣❛rt ✸✳✶ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛①✐♠❛✱

✜❣✉r❡ ✸✳✷✹✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❡♠s t♦ ✇❡❧❧ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❡st

♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❜✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s

st✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r②✳







✶✵✸

❈❤❛♣t❡r ✹

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s

✹✳✶ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt ❛♥❞ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❱❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ♦✇♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡

❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❢♦r ❞✐✈❡rs❡ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

♦❢ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ♦r ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ♠❛♥② ❞✐s❡❛s❡s

s✉❝❤ ❛s ✈❡ss❡❧ t♦rt✉♦s✐t② ❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s❡s ✭❇✉❧❧✐tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❍❛rt ❡t ❛❧✳✱

✶✾✾✾✮✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ❛♥❛t♦♠② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✉s❡❢✉❧

♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❧❛♥❞♠❛r❦ ❢♦r ♥❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛✐♠

t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s

❢r♦♠ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ❞❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s ✈❡ss❡❧ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s✱ ❞✐❛♠❡t❡rs✱ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳

●❡♦❞❡s✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ✇✐❞❡❧②

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡✐r ✇♦rt❤ ✭❈♦❤❡♥ ❛♥❞ ❑✐♠♠❡❧✱ ✶✾✾✼❀ P❡②ré ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❡①tr❛❝t ♣❛t❤ ❢r♦♠ t✉❜✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❢♦r ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✭❉❡s❝❤❛♠♣s ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✷✵✵✶❀ ❇❡♥♠❛♥s♦✉r ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✷✵✶✶✮✳ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤

♦r ❣❡♦❞❡s✐❝ ❥♦✐♥✐♥❣ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❝✉r✈❡ t❤❛t ❣❧♦❜❛❧❧② ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛

✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥ ❡♥❡r❣② ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝✉r✈❡s ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛

♣❛t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐ts ❝✉r✈❡ ❧❡♥❣t❤ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦r ♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛ss✐❣♥s t♦ ❡✈❡r② ♣✐①❡❧ ❛ s❝❛❧❛r ✇❡✐❣❤t ✭✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✮ ❜② ♣r✐✈✐❧❡❣✐♥❣

♣✐①❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t✉❜✉❧❛r✲✈❡ss❡❧ str✉❝t✉r❡s ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡♠ ❧♦✇

✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤✉s✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s ♣r❡❢❡r❛❜❧② ❢♦❧❧♦✇s ✈❡ss❡❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡

❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠❡tr✐❝s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞

✐♠❛❣❡s ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ P❡②ré ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ■s♦tr♦♣✐❝ ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡tr✐❝s

❢❛✈♦✉r s❛❧✐❡♥t ♣✐①❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❧②✳ ❆s ❛

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s ❝❛♥ ❞❡✈✐❛t❡ ❛♥❞ ♠✐ss s♦♠❡ ✈❡ss❡❧s ♦r t❛❦❡ ❛ s❤♦rt❝✉t

❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✉❡ t♦ ✐♠❛❣❡ ♥♦✐s❡✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ♠✉st t❛❦❡

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ✈❡ss❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡♠✳ ❚❤✉s✱

❇❡♥♠❛♥s♦✉r ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✶✶✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝ ❞❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✵✹

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ✢✉① ✭❖❖❋✮ ✜❧t❡r ✭▲❛✇ ❛♥❞ ❈❤✉♥❣✱ ✷✵✵✽✮ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡ss❡❧s✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ✇❛② t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡✳

❇❡♥♠❛♥s♦✉r ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✾✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❦❡②♣♦✐♥ts

❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭▼P❲❑❉✮ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❣✐✈❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡ ✭st❛rt✮

♣♦✐♥t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ♠❛♥② ♣❛✐rs ♦❢ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞♣♦✐♥ts✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❛t❤

❣r♦✇s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t❧✐❡r ❦❡②♣♦✐♥ts ♦r ♣❛t❤s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡

♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❡♥✱ ▼✐r❡❜❡❛✉✱ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✶✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥

❖❖❋ ❜❛s❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s✱ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s r❡q✉✐r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♣❛t❤s t♦ ❜❡ ❝❡♥tr❡❞ ❡♥❛❜❧✐♥❣

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡ss❡❧ t♦rt✉♦s✐t②✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

✈❡ss❡❧ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ▲✐✱ ❨❡③③✐✱ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✾✮✱ t❤❡② s♦❧✈❡❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤

♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡

✭❙❡t❤✐❛♥✱ ✶✾✾✾✮✳ ❚❤❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛ ♣♦✐♥t ❜② ✐ts ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❞❞❡❞

❜② t❤❡ r❛❞✐✉s ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①tr❛❝t ❜♦t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❡❞ ✈❡ss❡❧ ♣❛t❤s

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ❨❡t✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤✐s

♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❤✐❣❤❡r s❝❤❡♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡s✱ ❛ s❡r✐♦✉s ❞r❛✇❜❛❝❦

r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❡♥t✐r❡

✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡s ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s✱ ❞✐❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✱ t❤❛t

❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝

❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ❢r♦♠ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦s ✭▼✐r❡❜❡❛✉✱ ✷✵✶✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡

♣r❡s❡r✈❡s ✐ts ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝✱

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❜✐♥❛r② ♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ♣✐①❡❧s ❛s ✈❡ss❡❧ ♦r ♥♦♥✲

✈❡ss❡❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥str❛✐♥❡❞

t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣r✐♦r✐ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ❜✐♥❛r② ♠❡tr✐❝ ❝❛♥ ❜❡

s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛ ✈❡ss❡❧♥❡ss ♠❛♣ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r

❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✜❧t❡r✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ❛♥② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✜❧t❡r s✉❝❤ ❛s ❖❖❋ ♦r ❍❡ss✐❛♥✲

❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✭❋r❛♥❣✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t

❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚♦ ❝❡♥tr❡ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞

♣❛t❤s ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❤❡ ▼P❲❑❉

♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♦♥❧② ❝❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♣❛t❤s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t✐♥❣

❞✐st❛♥❝❡✲t♦✲❜♦✉♥❞❛r② ♠❛♣✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✵✺

♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ s✉❜♣✐①❡❧ ♣r❡❝✐s❡ ❝❡♥tr❡❞ ✈❡ss❡❧ ♣❛t❤s✱ ❧♦❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡rs✱

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝②❝❧❡s ♦r ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳

✹✳✷ ◆❡✇ ❈❡♥tr❡❞ ❑❡②♣♦✐♥ts ❉❡t❡❝t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠

✹✳✷✳✶ ❇✐♥❛r② ▼❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥

■♥ ✈❡ss❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡

✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠✉st ❛ss✐❣♥ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s t♦ ✈❡ss❡❧s✳ ❖♥ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ❧✐❦❡ r❡t✐♥❛❧ ♦♥❡s✱

t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ✷✳✷✳✸✮ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s

✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ P❡②ré ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❉❡s❝❤❛♠♣s ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✷✵✵✶✮ ❣❡♥❡r❛❧❧②

♣r♦❞✉❝❡s ♠❛♥② ♦✉t❧✐❡r ❦❡②♣♦✐♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤♦s❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r

♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❧❡❛❞✐♥❣

t♦ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❢♦r❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠✱

✇❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❡ss❡❧♥❡ss ♠❛♣ F ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡r δ t♦ ❣❡t ❛ ❜✐♥❛r② ♠❛s❦

Fδ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✈❡ss❡❧s✳ ❚❤✐s ♠❛s❦ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❜✐♥❛r②

♠❡tr✐❝ Pb ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ♣✉t t♦ ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st♦♣ t❤❡ ❢r♦♥t

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛t ✈❡ss❡❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤

❛ ✉♥✐t ♠❡tr✐❝

Pb =







+∞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭Fδ = 0✮

1 ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✭Fδ = 1✮
✭✹✳✶✮

❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s t♦ ❧✐❡ ♦♥❧② ♦♥ ✈❛s❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤♦✉t ❛♥②

✉s❡ ♦❢ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✜❧t❡r ✇❡ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏❡r♠❛♥

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮ ❛♥❞ ✹✳✶✭❞✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞

♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P = P0 + |I − c| ✇✐t❤ c ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧

♣✐①❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t r❡s✉❧t ✇✐t❤ ♦✉r ❜✐♥❛r② ♠❡tr✐❝ Pb✳

✹✳✷✳✷ ❈❡♥tr❡❞ ❑❡②♣♦✐♥t ❉❡t❡❝t✐♦♥

■❢ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ Pb✱ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s

♠❛② ♣❡rs✐st✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣❛t❤s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❡♥tr❡❞ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡

✹✳✶✭❝✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♦✉t❧✐❡r ❦❡②♣♦✐♥ts ♠❛② ❛♣♣❡❛r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛s❦✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❦❡②♣♦✐♥ts



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✵✻

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❝r♦♣♣❡❞ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ✭❜✮ ❖✉t❧✐❡r ❦❡②♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛♥
✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝✳ ✭❝✮ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❜✐♥❛r② ♠❛s❦ Fδ✳ ✭❞✮ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❜✐♥❛r② ♠❡tr✐❝✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ✭❛✮ ❖✉t❧✐❡r ❦❡②♣♦✐♥ts ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❲❑❉ ♦♥ ❛ ❜✐♥❛r② ♠❡tr✐❝✳
✭❜✮ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✵✼

✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ✜❣✉r❡

✹✳✷✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ▼P❲❑❉ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ✈❡ss❡❧s✳ ❲❡

♠♦❞✐❢② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡

❦❡②♣♦✐♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞❡s✐❣♥❛t❡ ❛ ♣♦✐♥t p

t♦ ❜❡ ❛ ❦❡②♣♦✐♥t ✐❢ p s❛t✐s✜❡s t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s







LS(p) ≥ λ

p ❧✐❡s ♦♥ ❛ ✈❡ss❡❧ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡
.

❚♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ p ❧✐❡s ♦♥ ❛ ✈❡ss❡❧ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ Pb ❛♥❞

❝❤❡❝❦ ✐❢ p ✐s ✐♥s✐❞❡✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✲t♦✲❜♦✉♥❞❛r②

♠❛♣ D : Ω→ R+

❙❦❡❧❡t♦♥ = {x ∈ Ω , ‖∇D‖ ≤ τs}. ✭✹✳✷✮

■♥❞❡❡❞✱ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ D ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ‖∇D‖✳
❉❡❝r❡❛s✐♥❣ τs ♠❛❦❡s t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ t❤✐♥♥❡r ❜✉t t♦♦ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ τs ♠❛② ✐❣♥♦r❡

s♦♠❡ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ D✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❉❡s❝❤❛♠♣s ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✶✮✱

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ Pb ♠❡tr✐❝ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡

st❛rts ❢r♦♠ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ❢r♦♥t ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦③❡♥ ❛t ✈❡ss❡❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤♦s❡

❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ US ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✲t♦✲❜♦✉♥❞❛r②

♠❛♣ D✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥✱ ♥♦

♠♦r❡ ♦✉t❧✐❡r ❦❡②♣♦✐♥ts s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦♥

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ Pb ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ s♦♠❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ s✉❝❤ ❛s ♥❡✇

♦✉t❧✐❡r ❜r❛♥❝❤❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆tt❛❧✐✱ ❇♦✐ss♦♥♥❛t✱ ❛♥❞ ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ✭✷✵✵✾✮✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❦❡②♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐ ❝♦♥st❛♥t

s♣❛❝✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ λ✳ ❚❤✐s ❛✈♦✐❞s t♦ s❡❧❡❝t ♦✉t❧✐❡r ❦❡②♣♦✐♥ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ λ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t②♣✐❝❛❧ r❛❞✐✉s ✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r s❤❛♣❡✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s✱ t❤❡② st✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ♥♦t ❝❡♥tr❡❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ ❉❡s❝❤❛♠♣s ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✶✮✱

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ Pb ✇❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ▼P❲❑❉ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥

❜❛s❡❞ ♦♥ D ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Pc =







+∞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭Pb = +∞✮

P0 + e−αD ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✭Pb = 1✮
✭✹✳✸✮



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✵✽

✇❤❡r❡ α ∈ R+ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ♠❡tr✐❝ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡

❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s ✭❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ D✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s ❛r❡

❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❧✐❡ ♦♥ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✹✭❛✮✲✭❣✮ ❛♥❞ ✹✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝

❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳

◆♦t❡ t❤❛t Pb ❛♥❞ Pc ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣✐①❡❧s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts ❛r❜✐tr❛r② s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ r❡t✐♥❛❧
✐♠❛❣❡✳

✹✳✷✳✸ ●r❛♣❤ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ✐s t❤❛t US ❝❛♥ ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡

✇✐t❤ t❤❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ❦❡②♣♦✐♥t p ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞②

❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐ts US ✈❛❧✉❡ ❢r♦③❡♥ t♦ ③❡r♦✱ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡①t ❞❡t❡❝t❡❞ ❦❡②♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ p✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❡♥tr❡❞ ▼P❲❑❉ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✐s st✐❧❧

✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✹✭❣✮ ❛♥❞

✹✳✺✭❛✮ ✇❤❡r❡ ✜✈❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts r❡♠❛✐♥ ✉♥❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝

t✉❜✉❧❛r s❤❛♣❡ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ✜✈❡ ❝②❝❧❡s ✭♦r ❧♦♦♣s✮ ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❝②❝❧❡s ✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛s❝✉❧❛r ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥

t✉♠♦✉rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ✈❡ss❡❧s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥

♦❢ ❝②❝❧❡s ✭❉❡♠❡♥❡✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝②❝❧❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✵✾

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

✭❣✮ ✭❤✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❈❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ s②♥t❤❡t✐❝ t✉❜✉❧❛r ❜✐♥❛r②
✐♠❛❣❡✳ ✭❜✮ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭✐♥ ✇❤✐t❡✮✳ ✭❝✮ ❉✐st❛♥❝❡ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❛♣ D
✭❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ r❡❞✮✳ ✭❞✮ Pc ♠❡tr✐❝✳ ✭❡✮ ❙❦❡❧❡t♦♥✳ ✭❢✮ ●❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ US
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❝❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ✭❣✮ ❈❡♥tr❡❞ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✳
✭❤✮ ❉✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s r❡s♣✳ ✐♥ ❣r❡❡♥
❛♥❞ ❜❧✉❡✮



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✶✵

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✸❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ✷❉ ✐♠❛❣❡s

s♦♠❡ ❝②❝❧❡s ♠❛② ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❡ss❡❧s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ✇r♦♥❣

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✷❉ ✇r♦♥❣ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s

st✉❞② ❜✉t s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❇❡❦❦❡rs ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝②❝❧❡s ❧❡❛❞s ✉s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❛s ❣r❛♣❤s ✇✐t❤

♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ tr❡❡

str✉❝t✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧

♣❛t❤s ❛r❡ ❡❞❣❡s✳ ❲❤❡♥ ❛ ❦❡②♣♦✐♥t p1 ✐s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t p0 ✐✳❡✳

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ p1 ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r ❣r❛❞✐❡♥t

❞❡s❝❡♥t ♦♥ US t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t p0✱ ✇❡ s❛② t❤❛t p0 ✐s t❤❡ ❢❛t❤❡r ♦❢ p1✱ ❛♥❞ p1 t❤❡ ❝❤✐❧❞

♦❢ p0✳ ▲❡t ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ❦❡②♣♦✐♥t ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢❛t❤❡r✳ ❲❡ ❛❧s♦

❞❡✜♥❡ ❛ ❧❡❛❢ ❜② ❛ ❦❡②♣♦✐♥t t❤❛t ❤❛s ♥♦ ❝❤✐❧❞✱ ❛♥❞ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❦❡②♣♦✐♥t

✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❆ ❦❡②♣♦✐♥t ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤✐❧❞ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

❛ ♥♦❞❡ ❜✉t ❛s ❛ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❥♦✐♥✐♥❣ t✇♦ ♥♦❞❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣

s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡② ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② tr❡❛t❡❞✳ ❲✐t❤ ♦♥❡✱ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡

❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❛ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❛ ❧❡❛❢✱ ❛ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t✱ ♦r

❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳

❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❛✮✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❦❡②♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧

❧❡❛✈❡s✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡♠✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ ❧❡❛✈❡s✱ ✇❡ ❦❡❡♣ ♦♥❧② ♣❛✐rs

♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts {(s1, e1), ..., (sn, en)} ✭❤❡r❡ n = 5✮ ✇❤♦s❡ ❱♦r♦♥♦✐ r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛t

❧❡❛st ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ✹✳✺✭❝✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ❋❛st

▼❛r❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡tr✐❝ Pc ❛♥❞ t❤❡ si ❛s s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts✳ ❆s s♦♦♥ ❛s ❛ ♣♦✐♥t

ei ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❢r♦♥t✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❥♦✐♥✐♥❣ ei t♦ si ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜②

❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♦♥ US✳ ❚❤❡ ❢r♦♥t st♦♣s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ n ♣❛t❤s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ n ♣❛t❤s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡s t♦

❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✭❤✮

✇❤❡r❡ ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦❧♦✉r❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✳

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t✇♦ ❧❡❛✈❡s ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❱♦r♦♥♦✐ ❘❡❣✐♦♥s s✐❞❡ ❜② s✐❞❡ ❜✉t

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❝❧♦s❡

❧❡❛✈❡s ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ tr❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♦✉t❧✐❡r ❝②❝❧❡s✱

✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑❛✉❧✱ ❨❡③③✐✱ ❛♥❞ ❚s❛✐ ✭✷✵✶✷✮ t♦ tr❡❛t ❣❡♥❡r❛❧

❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s✳ ▲❡t f(si) ❜❡ t❤❡ ❢❛t❤❡r ♦❢ si✳ ❲❡ ✐♠♣♦s❡ t♦ ❥♦✐♥ ei t♦ si ♦♥❧② ✐❢

∣

∣

∣

∣

‖ei − f(si)‖ − ‖ei − si‖ − λ

∣

∣

∣

∣

≤ ǫ ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ ǫ/λ ∼ 0.2✳





❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✶✷

✹✳✷✳✹ ❙✉❜♣✐①❡❧ ❱❡ss❡❧ ❊①tr❛❝t✐♦♥

▼✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s γ∗ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♦♥ US ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
dγ∗(t)

dt
= − ∇US(γ

∗(t))

‖∇US(γ∗(t))‖ . ✭✹✳✺✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ γ∗ ❤❛✈❡ s✉❜♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s

♠❛❦❡s t❤❡ ♣❛t❤s ♠♦r❡ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t

❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ∇US ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ s♦♠❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡

♣❛t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❛t❤s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛♣ US ✐s ♥♦t

❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ②❡t✳ ❚❤✉s✱ s♦♠❡ US ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ st✐❧❧ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡

❝❛✉s✐♥❣ tr♦✉❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s st❛❣♥❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤

❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ US ❛t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ▲❡t x ∈
R

2 ❜❡ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ γ∗✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇US(x) ❛t x ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❜✐❧✐♥❡❛r

✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✹ ♣✐①❡❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ x✳ ▲❡t pi,j ∈ Ω ✭❧✐♥❡ i✱ ❝♦❧✉♠♥ j✮

❜❡ ❛ ♣✐①❡❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ♦❢ x✱ ❛♥❞ pmin t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ♦❢ pi,j ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st US
✈❛❧✉❡✳ ■❢ US(pi,j) = +∞✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ∇US(pi,j) ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

♦❢ pmin t♦ ❜❡ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t♦ ❜❡ ✵✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✹

♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ pi,j✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐❢ US(pi−1,j) = +∞ ♦r

US(pi+1,j) = +∞✱ t❤❡♥ ∂xUS(pi,j) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♦r ❛

❜❛❝❦✇❛r❞ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡❀ ✐❢ ❜♦t❤ US(pi−1,j) = +∞ ❛♥❞ US(pi+1,j) = +∞✱ t❤❡♥

∂xUS(pi,j) = 0❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡

✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✐❢ ∂xUS(pi,j) ❛♥❞ ∂yUS(pi,j) ❛r❡ ❜♦t❤

✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ pmin ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡

US(pi,j) = +∞✳ ❲❡ r❡♣❡❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ♦❢ x ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡

❝❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡✳





❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✶✹

✹✳✷✳✺ ❉✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✲t♦✲❜♦✉♥❞❛r② ♠❛♣ D✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✈❡ss❡❧ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ❆t

❛ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t x ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝❡♥tr❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r ❝❛♥

❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 2D(x)✳ ❙✐♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s ❛r❡ s✉❜♣✐①❡❧ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡❛s D ✐s ❛

♣✐①❡❧ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ D(x) ❜② ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✹ ♣✐①❡❧

♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ x✳ ❚❤✐s ❧♦❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ♦❢

t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ tr❡❡ ❛♥❞ ❛ ❝r♦♣♣❡❞ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ tr❡❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛ ❝r♦♣♣❡❞
r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭r✐❣❤t✮✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ ♦✉r ✈❡ss❡❧
❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞❀ ❤✐❣❤ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥ ②❡❧❧♦✇✴r❡❞✱ ❧♦✇ ♦♥❡s ✐♥ ❜❧✉❡✴❣r❡❡♥❀
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡✳

❆♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧ t♦rt✉♦s✐t② ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡✳

❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ ♣❛t❤ ✐s ❝✉r✈❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②

❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥

κ =
|❞❡t(γ′, γ′′)|
‖γ′‖3 ✭✹✳✻✮

♦r

κ =
|x′y′′ − y′x′′|
(x′2 + y′2)3/2

✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ x ❛♥❞ y ❛r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢





❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✶✻

✹✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✹✳✸✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❘❡t✐♥❛❧ ■♠❛❣❡s

❉❘■❱❊ ❉❛t❛❜❛s❡

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❘■❱❊ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❙t❛❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✹✵ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ ✷✵

✐♠❛❣❡s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ❛ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡r✈❡s

❛s ❣r♦✉♥❞tr✉t❤ ❛♥❞ ❛ ♠❛s❦ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❋❖❱ ✭✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✮ ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❋♦r t❤❡ t❡st s❡t✱ t✇♦ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❘❡s✉❧ts

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

r❡s✉❧ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣✐①❡❧s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❋❖❱✳ ❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s ✜rst ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs τ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✻✮ ❛♥❞ δ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❲❡

❢♦✉♥❞ (τ, δ) = (0.25, 0.9) ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜①❡❞ t♦ σ = {0.1, 0.2, ..., 2.9, 3}✱ λ = 5✱

P0 = 0.1✱ α = 0.5✱ τs = 0.5✱ ǫ = 0.2λ✳

❋♦r ❡❛❝❤ t❡st ✐♠❛❣❡✱ t✇♦ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡

✐s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✈❡ss❡❧♥❡ss ♠❛♣ Fδ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱ ❛♥❞

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ✈❡ss❡❧ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s ❛♥❞

❞✐❛♠❡t❡rs ❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲✐t❤ Fδ✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✜❧t❡r ✉s❡❞ ✭❏❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ❲✐t❤

t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s ❛♥❞

❞✐❛♠❡t❡rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❡❞

✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❡st ✐♠❛❣❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❲✐t❤ ❖t❤❡r ▼❡t❤♦❞s

❘❡s✉❧ts ♦♥ t❡st ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧t

✇✐t❤ t✇♦ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❇❡♥♠❛♥s♦✉r ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥

✭✷✵✶✺✮✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❤✐❣❤❡r ✭✹❉✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡✐r

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✶✺✮✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡

s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ♦♥❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞

❛s ❣r♦✉♥❞tr✉t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❋❖❱ ♠❛s❦ ✐s ❡r♦❞❡❞ ❜② ✶✶ ♣✐①❡❧s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ t❤❡ ❋❖❱ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥ Fδ✳ ❲✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s

t❤❛♥ ❇❡♥♠❛♥s♦✉r ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✶✶✮ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♠❛①✐♠❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②





❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✶✽

s❡♥s✐t✐✈✐t② ✭r❡❝❛❧❧✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✈❡ss❡❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣❧♦t ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✲❧❡❢t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ✭✶✲♣r❡❝✐s✐♦♥✮ ❢♦r ❛❧❧ t❡st ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

❏❡r♠❛♥ ❛♥❞ t♦ ♦✉r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐❡ ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡ ✜rst ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❉❘■❱❊ ❞❛t❛s❡t✱ ❡①❝❡♣t ❢❡✇ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t ♦✉r ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❛❝❦s ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦

❏❡r♠❛♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ ✉♥r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♠❛❧❧ ✈❡ss❡❧ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ❡♥♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r t♦ ❏❡r♠❛♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s

❛r❡ ♣r❡tt② ✇❡❧❧ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❖♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✲r✐❣❤t✱ ❛ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ✇❤♦s❡ ♣♦✐♥ts

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs (τ, δ) ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst t❡st ✐♠❛❣❡

✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦✜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ✈s ✭✶✲Pr❡❝✐s✐♦♥✮ ❣r❛♣❤ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❏❡r♠❛♥ ❛♥❞ ♦✉r
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❘■❱❊ ❞❛t❛s❡t✳ ▲❡❢t✿
❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡st s❡t✳ ❘✐❣❤t✿ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡
✜rst t❡st ✐♠❛❣❡✳

✹✳✸✳✷ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s

❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❉✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❈✉r✈❛t✉r❡s

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❡❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡

t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✈❡ss❡❧s ♦r ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡s✳

❆♥ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦

♦r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

t♦rt✉♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧s ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t✉♠♦r ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤

t♦rt✉♦s✐t② ♦❢t❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ✉♥❤❡❛❧t❤② t✐ss✉❡s✳

❆ ✜rst s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❛ s❡❣♠❡♥t❡❞

✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✶✾

❧♦❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡s γi ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ P str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✜❧❧ t❤❡ ❜✐♥s ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠

❜② s✐♠♣❧② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts N(d) ♦✇♥✐♥❣ ❝❧♦s❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥

[d, d + ∆d]✱ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r s❛♠♣❧❡ ♦❢ d ✈❛❧✉❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣♦✐♥ts✱ ✐t ♠❛❦❡s ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s❡♥s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ▲❡t pi✱ pi+1 ❜❡ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ P✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ✈❡ss❡❧ ♣❛t❤ ♣♦rt✐♦♥ [pi, pi+1] ❡♥♦✉❣❤ s❤♦rt t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ str❛✐❣❤t

❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r

di = D(pi) +D(pi+1). ✭✹✳✽✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ CL(d) ♦❢ ✈❡ss❡❧s t❤❛t ♦✇♥ ❝❧♦s❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥

[d, d+∆d] ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

CL(d) =
∑

di∈[d,d+∆d]

‖ pi − pi+1 ‖2 . ✭✹✳✾✮

❆ s✐♠✐❧❛r ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ ❤✐st♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❢♦r ❝✉r✈❛t✉r❡s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣

di ✐♥ ✹✳✽ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡

κi =
κ(pi) + κ(pi+1)

2
. ✭✹✳✶✵✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ r❛t ❜r❛✐♥

✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✸❉✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s

s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❢r♦♠ ❜❧✉❡ t♦ r❡❞ ❝♦❧♦rs

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤✐♥ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✈❡ss❡❧s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❯❋❉✲❚✳ ❚❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs r❡❛❝❤❡s ❛ ♣❡❛❦ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✶✽✵ ➭m ❢♦r ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡

❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✷✵ ♠♠✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ✽✵✵ ♠♠✳ ❚❤❡

r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ❞✐❛♠❡t❡rs ✐s ❢r♦♠ ✺✵ t♦ ✹✵✵ ➭m✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

❢♦✉♥❞ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✺✵✵ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❛✈❡s ✐s ❛❧♠♦st ❞♦✉❜❧❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✳ ❱❡r② ❧❛r❣❡ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❧♦✇ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❡r❡❜r❛❧ s✐♥✉s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛❣✐tt❛❧ ❛①✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r ❜✐❣ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❡r❡❜r❛❧

❝♦rt❡①✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✈❡r② t❤✐♥ ✈❡ss❡❧s ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✺✵ ➭m✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ s❛② t❤❛t

t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❤✐❣❤❡r

✐✳❡✳ ✶✵✵ ➭m✳

❲❡ ♠✉st ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❢ t❤❡

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ✈❡ss❡❧s✳

❆ ❧❛❝❦ ♦r ✉♥✉s✉❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛② ❝❛✉s❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡ss❡❧s✳

■s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛







❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✷✷

t✉♠♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹ ❛r❡ ❤✐❣❤❧②

s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❝✉r✈❡s ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ t✉♠♦rs t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♦♣❡r❛t♦r

t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ t✉♠♦r✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ✭❛✮ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛
t✉♠♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❞❛②s ✽✱ ✶✷✱ ✶✻ ❛♥❞ ✷✵✮✳ ✭❜✮ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ✭❛✮ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♦❢ ❛
t✉♠♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❞❛②s ✽✱ ✶✷✱ ✶✻ ❛♥❞ ✷✵✮✳ ✭❜✮ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡s✳

❙♠♦♦t❤❡❞ ❈✉r✈❛t✉r❡s

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s

❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡✳ ❆ ❢❡✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝♦✉❧❞ ❝r❡❛t❡

✉♥✇❛♥t❡❞ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❡❛❦s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❖♥



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✷✸

t❤❡ r✐❣❤t ✸❉ ❣r❛♣❤✱ ❛ ❝✉r✈❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ♣❧♦ts✱ ✐♥ ❜❧✉❡✱

❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞✱ ❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t

s❤♦✇s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡❞ ❝✉r✈❡✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❙♠♦♦t❤❡❞ ❝✉r✈❛t✉r❡s✳ ✭❛✮ ❚❤r❡❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r ♣❛t❤
❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛t❤ ✐s ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s
✭s❝❛❧❡s✮ ❛r❡ ✼✱ ✶✶✱ ✶✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❜❧✉❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝✉r✈❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤s✳

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s② ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦

♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐t ❛t





✶✷✺

❈❤❛♣t❡r ✺

❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s

❖♥❝❡ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❣♠❡♥t❡❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

r❡❣✐st❡r ✸❉ ✐♠❛❣❡s✳ ❆s ✇❡ s❛✇ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞♦♥❡

❢r♦♠ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❇✉t ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ♦✛❡rs ♠❛♥② ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❛♥❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ◆✉♠❡r♦✉s ✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤

✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ●r♦❤❡r✱ ✷✵✵✽❀ ❉✉❢♦✉r✱ ✷✵✶✸❀ ❘❡✐♥❡rts❡♥

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡

r❡❣✐str❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ s✉❝❝❡s❢✉❧✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ❛s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞

❤♦✇ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❡❞

♦r❞❡r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡

❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ ♥♦✐s❡✱ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ ❞❛t❛✱ ♦r ❧❛❝❦ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❡rr❛♥t

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ♦r ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋♦r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✱ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ■❈P

❛♥❞ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❘❡✐♥❡rts❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✸❉ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥s

❛♥❞ t✉♠♦rs✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s♦❧✈❡ s❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s✿ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢

✈❛s❝✉❧❛r ✐♥✈❛r✐❛♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❡r❡❜r❛❧ ❛t❧❛s❀

t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛t✉r❡ ♦❢ t✉♠♦rs ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡❀ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♠♦rs ❣r♦✇t❤✳







❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✷✽

❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s✳ ❖✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❡①✐st

s✉❝❤ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❡ss❡❧s t❤❛t ❢❡❡❞ t❤❡ t✉♠♦r ❛♥❞ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✉♠♦r ❜✉✐❧❞s

❛ ♥❡✇ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♥❞ t♦rt✉♦✉s ✈❡ss❡❧s✳ ❆ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ r❡❣✐st❡r t✇♦

✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✐s t♦ s❡❧❡❝t ♠❛♥✉❛❧❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ❢❡✇ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡ ✈❡ss❡❧s✱ ❛♥❞ tr② t♦ ✜♥❞ t❤❡ r✐❣✐❞

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t s❡t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ♣❛✐rs ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✜♥❞ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② r❡s♦❧✈✐♥❣

❛ Pr♦❝r✉st❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮ ✇✐t❤ ✹ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❡

s❡❣♠❡♥t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ t✇♦ ❞❛②s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t✉♠♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✐♥ ❣r❡❡♥ ✭❞❛② ✽✮ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ✭❞❛② ✶✷✮✳ ❋♦✉r ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥

❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭✐♥ ❜♦❧❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡

r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡

♠♦✈✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡s ✐♥ ❜♦❧❞ ❞♦ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ♦✈❡r❧❛♣ ❜✉t

❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜r♦✉❣❤t ❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

■❢ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❡❛❝❤ ❞❛② ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t✉♠♦r✱

tr②✐♥❣ ♥♦✇ t♦ r❡❣✐st❡r ❞❛② ✶✻ ♦♥ ✶✷ ❛♥❞ ❞❛② ✷✵ ♦♥ ✶✻✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧

✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡

❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳























❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✸✾

r❡❣✐st❡r❡❞ ②❡t✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚P❙ ♠♦❞✐✜❡❞

■❈P ✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ ❜❧❛❝❦ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❚P❙ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥

✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✭t❤❡ ❣r❡❡♥ ✐s t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❞ r❡♠❛✐♥s

st❛t✐❝✮ ✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ♣✐①❡❧✳ ❋♦r t❤♦s❡

♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ■❈P r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚P❙✳ ▲❡❢t✿ ✉♥r❡❣✐st❡r❡❞ t✉♠♦r
❞❛t❛✳ ❘✐❣❤t✿ r❡❣✐st❡r❡❞ t✉♠♦r ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❚P❙✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✐s t❤❡
♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡✳ ❇❧❛❝❦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣♦✐♥ts ✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
r❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ♣✐①❡❧✳ ❚❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✈❡ss❡❧
✐♥✈❛r✐❛♥t str✉❝t✉r❡s✳

❚♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ✈❛s❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ♠❛t❝❤❡❞✱ ✇❡ ♣❧♦tt❡❞ ✜❣✉r❡

✺✳✶✹ ❛ ❝♦❧♦r ♠❛♣ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦✉♥❞ ❜②

❚P❙✳ ❚❤✐s ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❣r❛♣❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜❡❢♦r❡ ❚P❙ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡

❜❡st ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♠❛♥②

✈❛s❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s ♦✇♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r ✐♥ ❜♦t❤ ♠❛♣s ♦✇♥ ❛❧s♦ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r

s❤❛♣❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s ❛t ❧❡❛st q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❛t t❤❡ ❚P❙ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧✳





❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✹✶

✺✳✸ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❚✉♠♦r ●r♦✇t❤

❖♥❝❡ t✉♠♦r ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱ ♦♥❡ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦

✐s t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ♣r♦♣❡r ❞✐s♣❧❛② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② r❡❣✐st❡r❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❤❛r❞❧②

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ❜② ❡②❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡

t✉♠♦r✳ ❚❤❡ r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛❧✐❣♥

t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✜❧♠ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣

❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡

❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ❝❛♥

r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ✸❉ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♠♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✹ ❞✐✛❡r❡♥t

❞❛②s✳ ❚❤♦s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❝r❡❡♥ s❤♦ts ♦❢ ❛ ✜❧♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥❞

❣r♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t✉♠♦r✱ t❤❡ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ✉♥st❛❜❧❡ ✈❡ss❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧

❜✐❣ ✈❛s❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②

t❤❡ r❡❛❧ t✉♠♦r t✐ss✉❡ t❤❛t ✇❛s s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❇✲♠♦❞❡ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❉❡♠❡♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✹✷

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❚✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✳
■♥ ❝②❛♥ ✐s t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ t✉♠♦r ✈♦❧✉♠❡✳ ❱❡ss❡❧s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r
❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♦♥❡s ✐♥ r❡❞✳



✶✹✸

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

♥❡✇ ♠❡❞✐❝❛❧ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ❞❛t❛✳ ❆ ✜rst ♣❛rt ✇❛s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✐♥t❡♥s✐t②✲

❜❛s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r s❝❛♥s ✐♥ r♦❞❡♥t ❜r❛✐♥s✳ ❆♥

✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥ t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥

✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r

❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✷❉ ❛♥❞ ✸❉

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② ❢❛st ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤

t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡❞ ♦✉r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r

t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t✉♠♦r ❞❛t❛ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐♥ ✸❉✳ ❊①tr❛❝t❡❞ t✉♠♦r ♥❡t✇♦r❦s

❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❣✐st❡r❡❞ ✉s✐♥❣ r✐❣✐❞

❛♥❞ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✇♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝s✳ ❋✐rst✱ t❤❡

r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡t✇❡❡♥ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧

❛t❧❛s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ ❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤ ♦r❣❛♥s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠

❜♦t❤ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡♠✱

❧✐❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❢✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❉♦♣♣❧❡r ❛♥❞ ❘▼■ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ♦♣t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❘▼■

♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ❜r❛✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡

❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜r❛✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ❛t❧❛s✱ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❣❡t ❛ ✜♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❯s✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛

✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❛② t♦ ❝❧✉st❡r ❣r♦✉♣s ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✈❡ss❡❧s ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②

❞❡t❡❝t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❜② ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✱

♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛t❧❛s ❜② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢r♦♠ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s

t❤❡s✐s ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛rt ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣

t❤❡ ❜❡st ♠❛t❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t

✐♥t❡r❡st ✐❢ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ ❧❛r❣❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❢r♦♠ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s ✶✹✹

❉♦♣♣❧❡r ❞❛t❛✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐❢

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ tr❛✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②

❞❡t❡❝t r❡♣❡❛t❛❜❧❡ ✈❛s❝✉❧❛r s❤❛♣❡s ♦♥ ♥❡✇ ❞❛t❛✳



✶✹✺

▲✐st ♦❢ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❊✳ ❈♦❤❡♥✱ ❚✳ ❉❡✣❡✉①✱ ❊✳ ❚✐r❛♥✱ ❈✳ ❉❡♠❡♥❡✱ ▲✳ ❉✳ ❈♦❤❡♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❛♥t❡r✱

✏❯❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❞♦♣♣❧❡r ❜❛s❡❞ ♥❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ♣r❡❝❧✐♥✐❝❛❧ ❜r❛✐♥

✐♠❛❣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✑✱ ✐♥ ❯❧tr❛s♦♥✐❝s ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✭■❯❙✮✱ ✷✵✶✻ ■❊❊❊

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✻✱ ♣♣✳ ✶✕✹

❊✳ ❈♦❤❡♥✱ ❚✳ ❉❡✣❡✉①✱ ❈✳ ❉❡♠❡♥❡✱ ▲✳ ❉✳ ❈♦❤❡♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❛♥t❡r✱ ✏✸❉

✈❡ss❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛t ❜r❛✐♥ ❢r♦♠ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❞♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣❡s✑✱

✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳

❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✽✱ ♣♣✳ ✽✶✕✾✶

❊✳ ❈♦❤❡♥✱ ❚✳ ❉❡✣❡✉①✱ ❈✳ ❉❡♠❡♥❡✱ ▲✳ ❉✳ ❈♦❤❡♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❛♥t❡r✱ ✏❊①tr❛❝t✐♦♥

✸❉ ❞✉ rés❡❛✉ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❝éré❜r❛❧ ❝❤❡③ ❧❡ r❛t à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ❞♦♣♣❧❡r

✉❧tr❛s❡♥s✐❜❧❡✱✑ ✐♥ ❖❘❆❙■❙ ✷✵✶✼✱ ✷✵✶✼

❊✳ ❈♦❤❡♥✱ ▲✳ ❉✳ ❈♦❤❡♥✱ ❚✳ ❉❡✣❡✉①✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❛♥t❡r✱ ✏❆♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧

♣❛t❤ ❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r

♥❡t✇♦r❦s✑✱ ✐♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❊♥❡r❣② ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✼✱ ♣♣✳ ✹✾✾✕✺✶✸



✶✹✻

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆tt❛❧✐✱ ❉✳✱ ❏✳✲❉✳ ❇♦✐ss♦♥♥❛t✱ ❛♥❞ ❍✳ ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ✭✷✵✵✾✮✳ ✏❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❞✐❛❧ ❛①❡s✲❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡♣♦rt✑✳ ■♥✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s✱ ❛♥❞ ♠❛ss✐✈❡ ❞❛t❛

❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✶✵✾✕✶✷✺✳

❇❛❜✐♥✱ ❉✳✱ ❆✳ P✐➸✉r✐❝❛✱ ❏✳ ❉❡ ❱②❧❞❡r✱ ❊✳ ❱❛♥st❡❡♥❦✐st❡✱ ❛♥❞ ❲✳ P❤✐❧✐♣s ✭✷✵✶✸✮✳

✏❇r❛✐♥ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡✲s❤❛♣❡❞ ♣r♦✜❧❡s✑✳ ■♥✿ P❤②s✐❝s ✐♥

♠❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣② ✺✽✳✷✷✱ ♣✳ ✽✵✹✶✳

❇❛r❞✐♥❡t✱ ❊✳✱ ▲✳ ❉✳ ❈♦❤❡♥✱ ❛♥❞ ◆✳ ❆②❛❝❤❡ ✭✶✾✾✽✮✳ ✏❆ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡

♠♦❞❡❧ t♦ ✜t ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ✸❉ ❞❛t❛✑✳ ■♥✿ ❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✼✶✳✶✱ ♣♣✳ ✸✾✕✺✹✳

❇❡❦❦❡rs✱ ❊✳ ❏✳✱ ❘✳ ❉✉✐ts✱ ❆✳ ▼❛s❤t❛❦♦✈✱ ❛♥❞ ●✳ ❘✳ ❙❛♥❣✉✐♥❡tt✐ ✭✷✵✶✺✮✳ ✏❉❛t❛✲

❞r✐✈❡♥ s✉❜✲r✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❣❡♦❞❡s✐❝s ✐♥ ❙❊ ✭✷✮✑✳ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

❙❝❛❧❡ ❙♣❛❝❡ ❛♥❞ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✻✶✸✕

✻✷✺✳

❇❡♥♠❛♥s♦✉r✱ ❋✳ ❛♥❞ ▲✳ ❉✳ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✾✮✳ ✏❋❛st ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❣r♦✇✐♥❣

♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ♦♥ ✷❉ ♦r ✸❉ ✐♠❛❣❡s✑✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥ ✸✸✳✷✱ ♣♣✳ ✷✵✾✕✷✷✶✳

✖ ✭✷✵✶✶✮✳ ✏❚✉❜✉❧❛r str✉❝t✉r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ♠❡t❤♦❞

❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✑✳ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥

✾✷✳✷✱ ♣♣✳ ✶✾✷✕✷✶✵✳

❇❡r❝♦✛✱ ❏✳✱ ●✳ ▼♦♥t❛❧❞♦✱ ❚✳ ▲♦✉♣❛s✱ ❉✳ ❙❛✈❡r②✱ ❋✳ ▼é③✐èr❡✱ ▼✳ ❋✐♥❦✱ ❛♥❞ ▼✳

❚❛♥t❡r ✭✷✵✶✶✮✳ ✏❯❧tr❛❢❛st ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ✐♠❛❣✐♥❣✿ Pr♦✈✐❞✐♥❣ ❢✉❧❧ ❜❧♦♦❞

✢♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✑✳ ■♥✿ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝s✱ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s✱

❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥tr♦❧ ✺✽✳✶✳

❇❡s❧✱ P✳ ❏✳ ❛♥❞ ◆✳ ❉✳ ▼❝❑❛② ✭✶✾✾✷✮✳ ✏▼❡t❤♦❞ ❢♦r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✲❉ s❤❛♣❡s✑✳

■♥✿ ❙❡♥s♦r ❋✉s✐♦♥ ■❱✿ ❈♦♥tr♦❧ P❛r❛❞✐❣♠s ❛♥❞ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡s✳ ❱♦❧✳ ✶✻✶✶✳

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❖♣t✐❝s ❛♥❞ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ♣♣✳ ✺✽✻✕✻✵✼✳

❇♦♦❦st❡✐♥✱ ❋✳ ▲✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ✏Pr✐♥❝✐♣❛❧ ✇❛r♣s✿ ❚❤✐♥✲♣❧❛t❡ s♣❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✑✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❛❧②s✐s
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✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥❞♦s❝♦♣②✑✳ ■♥✿ ▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s

✺✳✹✱ ♣♣✳ ✷✽✶✕✷✾✾✳

❉✐❥❦str❛✱ ❊✳ ❲✳ ✭✶✾✺✾✮✳ ✏❆ ♥♦t❡ ♦♥ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤s✑✳ ■♥✿

◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❦ ✶✳✶✱ ♣♣✳ ✷✻✾✕✷✼✶✳

❉♦ss❡✱ ▼✳ ❇✳ ❛♥❞ ❏✳ ❚❡♥ ❇❡r❣❡ ✭✷✵✶✵✮✳ ✏❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❝r✉st❡s

❛♥❛❧②s✐s✑✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✷✼✳✶✱ ♣♣✳ ✶✶✶✕✶✷✽✳

❉✉❢♦✉r✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✏❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s

❝éré❜r❛❧❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ✸❉✑✳ P❤❉ t❤❡s✐s✳ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙tr❛s❜♦✉r❣✳

❊rr✐❝♦✱ ❈✳✱ ❏✳ P✐❡rr❡✱ ❙✳ P❡③❡t✱ ❨✳ ❉❡s❛✐❧❧②✱ ❩✳ ▲❡♥❦❡✐✱ ❖✳ ❈♦✉t✉r❡✱ ❛♥❞ ▼✳

❚❛♥t❡r ✭✷✵✶✺✮✳ ✏❯❧tr❛❢❛st ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢♦r ❞❡❡♣ s✉♣❡r✲

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣✐♥❣✑✳ ■♥✿ ◆❛t✉r❡ ✺✷✼✳✼✺✼✾✱ ♣✳ ✹✾✾✳

❋♦❧❦♠❛♥✱ ❏✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ✏❚✉♠♦r ❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s✿ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✑✳ ■♥✿ ◆❡✇

❡♥❣❧❛♥❞ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♠❡❞✐❝✐♥❡ ✷✽✺✳✷✶✱ ♣♣✳ ✶✶✽✷✕✶✶✽✻✳

❋r❛♥❣✐✱ ❆✳ ❋✳✱ ❲✳ ❏✳ ◆✐❡ss❡♥✱ ❑✳ ▲✳ ❱✐♥❝❦❡♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❆✳ ❱✐❡r❣❡✈❡r ✭✶✾✾✽✮✳

✏▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ✈❡ss❡❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣✑✳ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱

♣♣✳ ✶✸✵✕✶✸✼✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✹✾

●❡♥♥✐ss♦♥✱ ❏✳✲▲✳✱ ❚✳ ❉❡✣❡✉①✱ ▼✳ ❋✐♥❦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❛♥t❡r ✭✷✵✶✸✮✳ ✏❯❧tr❛s♦✉♥❞

❡❧❛st♦❣r❛♣❤②✿ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✑✳ ■♥✿ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥❛❧

✐♠❛❣✐♥❣ ✾✹✳✺✱ ♣♣✳ ✹✽✼✕✹✾✺✳

●♦♥③❛❧❡③✱ ❘✳ ❛♥❞ ❘✳ ❊✳ ❲♦♦❞s ✭✷✵✵✽✮✳ ✏■♥t❡♥s✐t② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧

✜❧t❡r✐♥❣✑✳ ■♥✿ ❉✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✸✱ ♣♣✳ ✶✶✺✕✶✶✻✳

●♦✇❡r✱ ❏✳ ❈✳ ❛♥❞ ●✳ ❇✳ ❉✐❥❦st❡r❤✉✐s ✭✷✵✵✹✮✳ Pr♦❝r✉st❡s ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❱♦❧✳ ✸✵✳ ❖①❢♦r❞

❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ♦♥ ❉❡♠❛♥❞✳

●r♦❤❡r✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✏✷❉✲✸❉ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r ■♠❛❣❡s✑✳ P❤❉ t❤❡s✐s✳

❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ▼ü♥❝❤❡♥✳

❍❛❞✐③❛❞❡❤✱ ❉✳✱ ❈ ▼❛r①✱ ❏ ●✐❡s❡❦❡✱ ❍✳ ❙❝❤✐❧❞✱ ❛♥❞ ❲✳ ❲✐❧❧✐♥❡❦ ✭✷✵✶✹✮✳ ✏❍✐❣❤

t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❘ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤② ✭✹❉✲▼❘❆✮✑✳ ■♥✿

❘ö❋♦✲❋♦rts❝❤r✐tt❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ●❡❜✐❡t ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❜✐❧❞❣❡❜❡♥❞❡♥

❱❡r❢❛❤r❡♥✳ ❱♦❧✳ ✶✽✻✳ ✵✾✳ ❝© ●❡♦r❣ ❚❤✐❡♠❡ ❱❡r❧❛❣ ❑●✱ ♣♣✳ ✽✹✼✕✽✺✾✳

❍❛rt✱ ❲✳ ❊✳✱ ▼✳ ●♦❧❞❜❛✉♠✱ ❇✳ ❈ôté✱ P✳ ❑✉❜❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘✳ ◆❡❧s♦♥

✭✶✾✾✾✮✳ ✏▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ✈❛s❝✉❧❛r t♦rt✉♦s✐t②✑✳ ■♥✿

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ✺✸✳✷✱ ♣♣✳ ✷✸✾✕✷✺✷✳

❍♦r♥✱ ❇✳ ❑✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ✏❈❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t

q✉❛t❡r♥✐♦♥s✑✳ ■♥✿ ❏❖❙❆ ❆ ✹✳✹✱ ♣♣✳ ✻✷✾✕✻✹✷✳

■♠❜❛✉❧t✱ ▼✳✱ ❉✳ ❈❤❛✉✈❡t✱ ❏✳✲▲✳ ●❡♥♥✐ss♦♥✱ ▲✳ ❈❛♣❡❧❧❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❛♥t❡r ✭✷✵✶✼✮✳

✏■♥tr❛♦♣❡r❛t✐✈❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❯❧tr❛s♦✉♥❞ ■♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❍✉♠❛♥ ❇r❛✐♥ ❆❝t✐✈✐t②✑✳

■♥✿ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ r❡♣♦rts ✼✳✶✱ ♣✳ ✼✸✵✹✳

❏❛✐♥✱ ❘✳ ❑✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✏◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♠♦r ✈❛s❝✉❧❛t✉r❡✿ ❛♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t

✐♥ ❛♥t✐❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ t❤❡r❛♣②✑✳ ■♥✿ ❙❝✐❡♥❝❡ ✸✵✼✳✺✼✵✻✱ ♣♣✳ ✺✽✕✻✷✳

❏❡r♠❛♥✱ ❚✱ ❋ P❡r♥✉s✱ ❇ ▲✐❦❛r✱ ❛♥❞ ❩ ❙♣✐❝❧✐♥ ✭✷✵✶✻✮✳ ✏❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❱❛s❝✉❧❛r

❙tr✉❝t✉r❡s ✐♥ ✸❉ ❛♥❞ ✷❉ ❆♥❣✐♦❣r❛♣❤✐❝ ■♠❛❣❡s✳✑ ■♥✿ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥

♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✸✺✳✾✱ ♣✳ ✷✶✵✼✳

❑❛✉❧✱ ❱✳✱ ❆✳ ❨❡③③✐✱ ❛♥❞ ❨✳ ❚s❛✐ ✭✷✵✶✷✮✳ ✏❉❡t❡❝t✐♥❣ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥

❡♥❞♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② t♦♣♦❧♦❣② ✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤s✑✳ ■♥✿ ■❊❊❊

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✸✹✳✶✵✱ ♣♣✳ ✶✾✺✷✕

✶✾✻✺✳

❑♦♣♣✱ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✏❊✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ✸× ✸

♠❛tr✐❝❡s✑✳ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦❞❡r♥ P❤②s✐❝s ❈ ✶✾✳✵✸✱ ♣♣✳ ✺✷✸✕

✺✹✽✳

▲❛✇✱ ▼✳ ❲✳ ❛♥❞ ❆✳ ❈✳ ❈❤✉♥❣ ✭✷✵✵✽✮✳ ✏❚❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r str✉❝t✉r❡

❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ✢✉①✑✳ ■♥✿ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✸✻✽✕✸✽✷✳

▲✐✱ ❍✳✱ ❆✳ ❨❡③③✐✱ ❛♥❞ ▲✳ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✾✮✳ ✏✸❉ ♠✉❧t✐✲❜r❛♥❝❤ t✉❜✉❧❛r s✉r❢❛❝❡

❛♥❞ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹❉ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❦❡② ♣♦✐♥ts✑✳ ■♥✿ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✺✵

❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✕▼■❈❈❆■ ✷✵✵✾✱ ♣♣✳ ✶✵✹✷✕

✶✵✺✵✳

▲✐♥✱ ❈✳✲❨✳✱ ▼✳✲❍✳ ▲✐♥✱ ❲✳✲▼✳ ❈❤❡✉♥❣✱ ❚✳✲◆✳ ▲✐♥✱ ❏✳✲❍✳ ❈❤❡♥✱ ❛♥❞ ❈✳ ❈❤❛♥❣

✭✷✵✵✾✮✳ ✏■♥ ✈✐✈♦ ❝❡r❡❜r♦♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛t✉r❛❧ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✸❉ ∆❘✷✲

❜❛s❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤② ✭✸❉∆❘✷✲♠▼❘❆✮✑✳ ■♥✿
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Résumé

Le Doppler ultrasensible est une

nouvelle technique d’imagerie

ultrasonore permettant d’observer

les flux sanguins avec une

résolution très fine et sans agent de

contraste. Appliquée à l’imagerie

microvasculaire cérébrale des

rongeurs, cette méthode produit

de très fines cartes vasculaires

3D du cerveau à haute résolution

spatiale. Ces réseaux vasculaires

contiennent des structures tubulaires

caractéristiques qui pourraient

servir de points de repère pour

localiser la position de la sonde

ultrasonore et tirer parti des

avantages pratiques des appareils

à ultrason. Ainsi, nous avons

développé un premier système de

neuronavigation chez les rongeurs

basé sur le recalage automatique

d’images cérébrales. En utilisant

des méthodes d’extraction de

chemins minimaux, nous avons

développé une nouvelle méthode

isotrope de segmentation pour

l’analyse géométrique des réseaux

vasculaires en 3D. Cette méthode

a été appliquée à la quantification

des réseaux vasculaires et a permis

le développement d’algorithmes de

recalage de nuages de points pour

le suivi temporel de tumeurs.

Mots Clés

Segmentation et recalage d’images,

extraction de chemins minimaux,

reconnaissance de formes, analyse

des réseaux vasculaires, imagerie

ultrasonore ultrarapide.

Abstract

Ultrasensitive Doppler is a new

ultrasound imaging technique

allowing the observation of blood

flows with a very fine resolution

and no contrast agent. Applied

to cerebral microvascular imaging

in rodents, this method produces

very fine vascular 3D maps of the

brain at high spatial resolution.

These vascular networks contain

characteristic tubular structures that

could be used as landmarks to

localize the position of the ultrasonic

probe and take advantage of the

easy-to-use properties of ultrasound

devices such as low cost and

portability. Thus, we developed a first

neuronavigation system in rodents

based on automatic registration of

brain images. Using minimal path

extraction methods, we developed

a new isotropic segmentation

framework for 3D geometric analysis

of vascular networks (extraction of

centrelines, diameters, curvatures,

bifurcations). This framework was

applied to quantify brain and tumor

vascular networks, and finally leads

to the development of point cloud

registration algorithms for temporal

monitoring of tumors.

Keywords

Image segmentation, image

registration, minimal path extraction,

pattern recognition, vascular

networks analysis, ultrafast

ultrasound imaging.
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