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Résumé

Contribution a la commande temps réel des robots marcheurs
Application aux stratégies d’évitement des chutes

Les grands robots marcheurs sont des systemes mécatroniques poly-articulés complexes qui
cristallisent la volonté humaine de conférer leurs capacités a des artefacts, I'une d’entre elles étant la
locomotion bipéde, et plus particulierement la conservation de I'équilibre face a des perturbations
extérieures. Cette thése propose un stabilisateur postural ainsi que sa mise en ceuvre sur le systeme
locomoteur BIP 2000.

Ce robot anthropomorphique possede quinze degrés de libertés actionnés par moteurs
électriques et a recu un automate ainsi que des variateurs industriels lors de la mise a jour réalisée
dans le cadre de ces travaux. Un contréleur a été congu et implémenté en suivant les principes de la
programmation orientée objet afin de fournir une modularité qui s’inspire de la symétrie naturelle des
humanoides. Cet aspect a conduit a I'élaboration d’un ensemble d’outils mathématiques permettant
de calculer I'ensemble des modéles d’un robot composé de sous-robots dont on connaitrait déja les
modeles. Le contréleur permet notamment a la machine de suivre des trajectoires calculées hors ligne
par des algorithmes de génération de marches dynamiques ainsi que de tester le stabilisateur postural.

Ce dernier consiste en un contréle en position du robot physique par la consigne d’un robot
virtuel de modele dégradé, commandé en effort, soumis a des champs électrostatiques contraignant
sa configuration articulaire. Les tests effectués ont permis de montrer la faisabilité de la méthode.

Mots clés : modele dynamique inverse, robot humanoide, programmation orientée objet, équilibre
postural, automatique

Big walking robots are complex multi-joints mechanical systems which crystallize the human
will to confer their capabilities on artefacts, one of them being the bipedal locomotion and more
especially the balance keeping against external disturbances. This thesis proposes a balance stabilizer
under operating conditions displayed on the locomotor system BIP 2000.

This anthropomorphic robot has got fifteen electrically actuated degree of freedom and an
Industrial controller. A new software has been developed with an object-oriented programming
approach in order to propose the modularity required by the emulated and natural human symmetry.
This consideration leads to the development of a mathematical tool allowing the computation of every
modelling of a serial robot which is the sum of multiple sub robots with already known modelling. The
implemented software also enables the robot to run offline generated dynamic walking trajectories
and to test the balance stabilizer.

We explore in this thesis the feasibility of controlling the center of gravity of a multibody
robotic system with electrostatic fields acting on its virtual counterpart in order to guarantee its
balance. Experimental results confirm the potential of the proposed approach.

Key words: Inverse dynamic model, humanoid robot, object oriented programming, balance,
automation
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1 Introduction

1.1 Introduction générale sur le processus de développement des robots

Les robots sont des systemes mécatroniques complexes qui nécessitent pour leur mise en
ceuvre une expertise dans de nombreux domaines. En effet, la robotique est une discipline qui
rassemble quatre sciences : la mécanique, I'automatique, I’électronique et I'informatique.

En robotique, il existe bien des fagons de répondre a une problématique et cela quelle que
soit la nature de cette derniére. La finalité sera invariablement la mise en ceuvre d’un systeme
robotisé congu spécifiquement pour réaliser une tache a méme de résoudre la problématique.

Ce robot, avant d’étre opérationnel, devra passer par plusieurs étapes lors de sa conception
(Figure 1). De maniere classique, ce processus commence (en cyan) par la définition d’un
ensemble de fonctions principales et secondaires plus ou moins quantifiées, qui constituera, entre
autres, le cahier des charges de la machine. C'est pendant cette phase que sont esquissés les
grands principes qui régiront le comportement du robot et de maniére plus générale la stratégie
mise en place pour répondre a la problématique.

Stratégie

4

Perf
robot

z

\

0.4
3 ./

2

Figure 1: Approche classique de la résolution de problématique en robotique

On trouve ensuite une étape de modélisation qui consiste en une mathématisation du
comportement du robot, traditionnellement sa dynamique.

Une fois que les modeles sont connus, on peut trouver une phase de simulation (magenta),
souvent utilisée pour faire un prédimensionnement ou prérégler des lois de commande.

Il vient alors une étape de conception qui va concrétiser les considérations théoriques
précédentes et ainsi donner au robot, un corps capable de remplir le réle que I'on attend de lui.



Dés que la machine est assemblée, il faut encore cabler sa motorisation et son
instrumentation afin de la raccorder au dispositif de commande et c’est alors que se construit le
controleur du robot afin de lui conférer I'intelligence nécessaire a I'accomplissement de sa tache.

L’étape finale consiste en une série de calibrations et de réglages du robot alors que ce
dernier est en situation réelle afin de le rendre pleinement opérationnel. C'est durant cette phase
gu’on cherchera a savoir si les performances de la machine sont satisfaisantes vis-a-vis de la
stratégie établie lors de la premiére étape tout comme vis-a-vis de la problématique initiale. En
effet un robot peut étre performant vis-a-vis de son cahier des charges mais également se révéler
incapable de donner satisfaction vis-a-vis de la problématique, surtout si cette derniere est
complexe.

On a doncsix étapes liées les unes aux autres et qui forment le processus de développement
des robots. Ce processus est cyclique (Figure 1) et consiste a améliorer tout ou partie des étapes
afin que le robot réponde aux besoins de la problématique.

Toutefois on constate que ce processus posséde un défaut. En effet, chaque étape du
processus de développement est généralement assurée par des spécialistes du métier en question
et tendent donc a optimiser le robot dans les regles de I’art de leur discipline sans nécessairement
prendre en compte les phases amont ou aval. C'est ce manque de vision globale quant au lien
étroit qui existe entre toutes les disciplines de la robotique lorsqu’il est question de concevoir un
robot qui nous a fait reconsidérer I'approche classique (Figure 2).

Figure 2: Décomposition d'une problématique par le prisme de la robotique



Avec cette nouvelle approche il n’y a plus de séparation entre les étapes, le processus
devient complétement continu (représenté par le cercle chromatique) et sous-entend que
I’optimisation d’une phase est faite en considérant I’'ensemble des parameétres (représenté par le
graphe connexe a sept sommets au milieu de la figure). Ce processus peut se scinder en deux sous-
processus complémentaires, chacun d’eux constitué d’un triplet d’étapes consécutives. Les
phases Stratégie, Modele et Simulation forment le sous-processus conceptuel et théorique et les
phases Hardware, Contréleur et Perf robot constituent le sous-processus matériel et physique.
Ainsi la faiblesse d’un robot, c’est-a-dire son incapacité a répondre a la problématique, est souvent
lié a la faiblesse d’un sous-processus devant l'autre et est donc le résultat d’'une phase qui ne
s’harmonise pas correctement avec les autres. Et comme tout processus, il est telle une chaine :
elle n’a la solidité que de son maillon le plus faible.

C’est avec cette approche que nous avons abordé la problématique de la thése qui porte
sur la stabilité posturale des grands robots marcheurs anthropomorphes et plus particulierement
sur leurs stratégies d’évitement des chutes.

On entend par « stratégies d’évitement des chutes » tous les protocoles mis en place par
une entité susceptible de chuter afin de réagir a une perturbation de son équilibre postural. On
différencieici les stratégies globales, consistant a ne pas se rapprocher d’une situation peu propice
au maintien de la stabilité posturale, des stratégies locales mises en ceuvre lorsqu’il y a perception
de perturbation. Les développements de la présente étude se porteront exclusivement sur des
stratégies locales d’évitement des chutes.

Les stratégies d’évitement des chutes (phase cyan, Figure 2) sont donc un ensemble de
comportements qui doit se refléter dans les lois de commande des robots marcheurs (phases
magenta et jaune, Figure 2). Plus les taches sont complexes, plus les lois de commande le sont, et
le temps de calcul nécessaire pour les réaliser augmente d’autant plus (optimisation du triplet de
phase cyan-jaune-vert, Figure 2). C'est dans ces lois que se retrouvent également les
considérations d’optimisation de certains critéres comme la consommation énergétique, la
sollicitation de I'actionneur ou encore les diverses marges de stabilité notamment posturales
(typiqguement lié a des processus d’optimisation de la phase de simulation, cette derniéere étant le
reflet virtuel de I’'ensemble des autres phases cf. Figure 2).

On voit ici I'importance de considérer le développement d’un systéme robotisé dans sa
globalité étant donné les connexions ainsi que les interdépendances qui existent entre chaque
aspect. C'est d’autant plus vrai pour les robots humanoides qui doivent émuler la complexité et
I'efficacité des humains. Ce sont donc des systemes poly-articulés anthropomorphes qui
présentent toutes les complications liées aux systemes robotisés munis d’un grand nombre de
degrés de liberté actionnés, a savoir une augmentation critique de la charge de calcul nécessaire
a leur bon fonctionnement ainsi que des ressources en termes d’actionnement potentiellement
limitées par les choix technologiques qui les régissent (optimisation du doublet rouge-vert, Figure
2). On peut se pencher ici sur le lien qui existe entre la qualité et la complexité d’'un modéle et le
co(t en temps de calcul gu’il implique. En effet, on prendra garde ici a ne pas tomber dans I'exces
de modélisation car la finalité reste |'efficacité opérationnelle sur un systéeme temps réel. C’'est
alors que le recours a des modeéles dégradés trouve toute son importance car il est le juste milieu
entre un temps de calcul raisonnable et un modele simplifié qui décrit suffisamment bien la réalité
(optimisation du doublet bleu-jaune, Figure 2).



1.2 Plateforme robotique

Le robot humanoide BIP (Figure 3) [1] [2] [3] est la plateforme expérimentale qui donne
corps aux développements effectués dans cette these. Il s’agit a I'origine d’une collaboration entre
I'INRIA Rhone-Alpes et le LMS de Poitiers qui remonte au milieu des années 90. Premier grand
robot marcheur francais, il était équipé de 15 degrés de liberté actionnés par motoréducteurs
électriques pour une masse totale de 105 kilogrammes. Il est également doté de potentiomeétres
ainsi que de capteurs d’effort uni-axiaux au niveau des pieds. La plateforme expérimentale qui
servira de support de validation aux développements présentés par la suite a subi une vaste
campagne de mise a jour. En effet, il dispose d’un tout nouveau controleur industriel B&R dédié
aux moteurs, du méme constructeur, qui équipent dorénavant le robot.

Figure 3: BIP 2000

1.3 Motivations

Les grands robots marcheurs représentent I'avant-garde de la robotique ainsi qu’une
forme de finalité telle qu’elle fut imaginée a I'origine par Isaac Asimov. Ces machines concentrent
un ensemble extrémement vaste de thématiques qui rend leur étude et leur mise en ceuvre
d’autant plus complexe. Ce travail se propose de contribuer a I'état de I’art sur la commande de
la stabilité posturale des grands robots marcheurs grace a un ensemble d’algorithmes a méme
d’étre implémentés dans un environnement temps réel.

On se propose de comprendre le fonctionnement des mécanismes a |'ceuvre dans le
maintien de I'équilibre chez les humains afin d’en extraire les grands principes, avant de les
traduire mathématiquement dans un premier temps, puis de les implémenter dans un contréleur
temps réel sur une véritable plateforme robotique dans un second temps. Et cela afin, non
seulement de valider les principes fondamentaux a I'ceuvre chez les humains, mais aussi de
donner vie et mobilité a la machine. En effet, les robots marcheurs se devront d’étre en mesure
d’évoluer dans des environnements accessibles voire inaccessibles a I’humain et donc de
s’adapter a toutes sortes de terrains et de perturbations extérieures requérant un sens aigu de
I’équilibre. La mise en ceuvre d’un tel sens représente un défi théorique et technique des plus
intéressants.



1.4 Eléments de bibliographie

Le probléeme de la stabilité posturale chez les humanoides, qu’ils soient synthétiques ou
organiques, nécessite d’étre appréhender avec une connaissance approfondie des questions de
cinématique, dynamique et de contrble. On se propose de contextualiser cette présente étude a
travers un ensemble de thématiques qui font intervenir cette stabilité posturale.

On commencera par évoquer les travaux concernant les différentes stratégies mises en
place par les humanoides afin de recouvrer leur équilibre. Hofmann [4] évoque trois de ces
stratégies basiques, en avancant que la clé de I'équilibre repose sur le contréle du mouvement
horizontal du centre de gravité. Pour des perturbations de faible amplitude, une simple
modification de la position du centre de pression permet de changer les forces tangentielles de la
réaction du sol ce qui affecte directement le mouvement du centre de gravité. En raison de la
nature du centre de pression qui se trouve localisé dans les limites de la surface des pieds, une
seconde stratégie est mise en place. Elle consiste a créer un moment au niveau du centre de
gravité ce qui a pour but d’augmenter temporairement I'amplitude les forces tangentielles. Cela
conduit a la définition d’'un nouveau point de référence au sol, une sorte de centre de pression
amélioré appelé « centroidal moment pivot ». La troisieme stratégie évoquée est utilisée pour
rejeter des perturbations de grandes amplitudes. Elle consiste a faire un pas, ce qui a pour effet
d’accroitre ou de déplacer la surface accessible au centre de pression et par extension au
« centroidal moment pivot ».

A l'instar D’"Hofmann, plusieurs chercheurs ont eu recours a des modeles simplifiés pour
représenter la dynamique complexe propre aux humanoides. Certains se focalisent sur des
modeles filaires avec une répartition de masse aux centres de gravité [5] [6] [7]. Le plus célébre
d’entre eux est le désormais classique Linear Inverted Pendulum Model (LIPM), qui est un modéle
linéaire di aux hypothéses qui le caractérisent : I'altitude du centre de gravité est constante et il
n’y a pas de moments angulaires. Parfois ces modeles a base de masses ponctuelles sont modifiés
pour inclure des termes inertiels qui rendent compte de ces moments angulaires précédemment
supprimés ce qui permet d’étendre significativement les capacités du systeme [8] [9] [10] [11]
[12]. Sugihara, quant a lui, détermine des domaines de stabilité au sein d’un stabilisateur plutot
que de considérer les limites de ce dernier [13].

Les pendules inversés et plus particulierement les doubles pendules inversés ont
longtemps été utilisés comme modele pour I’équilibre postural [14]. Ces modeles sont encastrés
au sol et chaque articulation est actionnée ce qui rend la dynamique assez immédiate. Une
exception notable est I’Acrobot [15] qui maintient son équilibre malgré I'absence d’actionnement
au niveau de la cheville. De nombreuses techniques de commande ont été développées au cours
des années pour commander I'équilibre des pendules inversés avec notamment le feedback
linéaire [16], le contréle intégral [17] [18] et I'optimisation [19]. Les modeles de pendules inversés
ont également été utilisés pour optimiser les mouvements de chute afin de minimiser les impacts
[20]. D’autres modeles simples comme les modeles Springs-Loaded Inverted Pendulum (SLIP) ont
notamment été utilisés pour modéliser la marche dynamique et la course chez les humains [21]
[22].

L'utilisation des pendules inversés se retrouve également dans le domaine de la
biomécanique afin d’expliquer I'équilibre [23]. C’est dans cette discipline qu’apparaissent les
notions de stratégies dites de la hanche ou de la cheville. Ces stratégies décrites dans [24] sont
depuis longtemps une référence dans la description du contrdle de I'équilibre chez les humains.
Makai et al. ont étudié le rapport entre ces stratégies avec les pieds continuellement en contact
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avec le sol et les stratégies de changement de la surface de support chez les humains [25]. Ils
montrent que ces stratégies ne sont pas distinctes et plutot que I'une succéde a I'autre, elles
agissent toutes les deux simultanément et que les humains feront un pas avant d’atteindre les
limites de stabilité posturale propre a la stratégie de gestion de I'équilibre en phase de double
appui. Une des causes de ce constat réside dans la seule considération de la position du centre de
gravité comme mesure de la stabilité posturale. La prise en compte de la vitesse du centre de
gravité conjointement a sa position permis d’améliorer cette mesure [26] [27].

Les modeles simplifiés ont souvent été utilisés pour étudier les stratégies de maintien de
I’équilibre postural [11]. C’'est ainsi que plusieurs de ces modeéles ont servis a définir des stratégies
de maintien de I'équilibre du corps complet ainsi que des stabilisateurs basés sur des points de
référence au sol comme le célébre zero-moment point (ZMP) [28] ou encore [29] [30]. Pratt, et al.
[10] ont ainsi utilisés un modele LIPM pour proposer le « capture point », un lieu qui permet au
systeme d’étre théoriquement stable en boucle ouverte. Cette idée avait été évoquée
précédemment par Townsend dans [31] et elle revenait a considérer qu’en plagant le pied sur ce
lieu, le systeme idéal finirait par étre stable sans rétroaction. Cela aboutit naturellement a la
formulation de « capture region » c’est-a-dire I'ensemble des lieux disponibles permettant au
systeme de recouvrer son équilibre en ne faisant qu’un pas. Bien évidemment, il peut arriver que
la « capture region » se trouve au-dela de I'espace de travail du robot ce qui signifie que plus d’un
pas est alors nécessaire pour obtenir I'équilibre postural. Ce concept particulier semble, pour les
auteurs, étre plus représentatif de la réalité que ne le sont le centre de pression ou le ZMP gu’ils
jugent trop instantané car le « capture point » repose sur une évolution de la dynamique dans la
durée. Cette démarche a été approfondie notamment par Wight, et al. dans [32] ou ils utilisent la
dynamique d’un pendule inversé pour prédire la localisation du « capture point » en utilisant leur
estimateur de placement de pied.

De maniere générale, I'équilibre postural implique une manipulation des efforts de
contact avec I'environnement (souvent le sol) pour produire le bon mouvement. Raibert envisage
dans [33] l'utilisation d’une unique jambe virtuelle qui serait soumise a la somme des forces de
réaction. Cette idée a été développée sur des robots a une, deux et quatre jambes [34]. Le principe
de connexion virtuelle [35] est un autre modéle simple qui représente les contacts multiples et
qui a été utilisé dans le controle des robots humanoides soumis a de multiples contacts [36]. Le
centre de pression dans un cadre de multi-contacts tridimensionnel a également été considéré
dans [37]. La commande basée sur des modéles virtuels [38] a également été utilisée pour
controler la locomotion bipéde [39]. On notera aussi que le contréle en effort avec multiples
contacts a été utilisé sur des systémes locomoteurs a jambes afin de minimiser les forces
horizontales [40] tout en respectant des contraintes de frottement [41]. On remarque une forte
connivence entre le contrdle en effort de la locomotion a jambe et la commande de la saisie en
effort [42].

La problématique du contréle en effort des humanoides dans le cadre de la stabilité
posturale est relativement récente. Le contréle en effort se différencie par une logique
d’actionnement généralement différente, d’avantage en prise directe sur 'articulation et le plus
souvent de nature hydraulique. Cette approche [43], plus souple, permet un plus grand usage des
commandes passives et réactives ainsi qu’une régulation de la dynamique plus aisée. Elle offre
également une bonne réactivité vis-a-vis de toutes formes de perturbations résultant d’une
interaction imprévue et plus particulierement des contacts que ce soit avec le sol ou des objets. I
en résulte une difficulté accrue dans la synthese de lois de commande afin de pallier aux effets de
couplage et plus particulierement dans la gestion de la rigidité des articulations plus ou moins



adaptée aux situations. La performance face a des taches de précision peut alors s’avérer étre
difficile en raison de la dynamique complexe du robot. Elle est accompagnée du probléme de la
qualité du modele dynamique inverse qui, en premiere approximation, et cela afin de trouver des
solutions générales sera basé sur des modeles de corps « flottants », c’est-a-dire avec un repere
monde qui n’est pas attaché au robot [44] [45]. Le modele dynamique inverse possédant plusieurs
solutions, de nombreuses approches ont été développées afin de contourner ce probleme. Une
des méthodes simples repose sur un principe de compensation passive de la gravité [46] qui
présuppose un systéme quasi-statique ainsi qu’une contrainte sur la répartition des efforts sur la
surface du pied. On peut également trouver des solutions a base d’optimisation comme dans [47]
[48], basées sur des reformulations du modele dynamique en un probleme d’optimisation multi-
objectif sous contraintes notamment de limitation articulaire.

En ce qui concerne les stratégies de recouvrement de I’équilibre pour un robot que I'on
aurait poussé, il existe plusieurs méthodes qui permettent d’y parvenir en commengant par des
situations ou le robot est a I'arrét. On a par exemple I'apprentissage par renforcement qui peut
étre utilisé pour apprendre au robot a corriger des « capture points » calculés sur des modeles
simples [49]. D’autres études se basent sur de la capture de mouvement humain afin d’en extraire
des modeles de maintien de I’'équilibre ou de placement de pied [50]. Ces considérations ont
également donné lieu a des études ol le pas de recouvrement d’équilibre est utilisé alors que le
robot est en train d’effectuer une autre tache, comme les phases d’approche pour la manipulation
d’objets massifs [51] [52] ou encore lorsque la machine, percutée par un obstacle, modifie sa
trajectoire tout en mitigeant I'impact [53].

Ce qui nous conduit directement a un autre pan de la recherche sur la stabilité posturale
des robots humanoides : la locomotion. La marche bipede est un sujet étudié depuis longtemps
[54] [55] et des modeles simplifiés ont été naturellement et massivement utilisés pour contrdler
la locomotion des robots humanoides. On retrouve donc le pendule inversé LIPM [6] combiné a
un modele de commande prédictive [56]. Cette méthode peut étre mise en ceuvre efficacement
grace a des techniques de programmation [57] et le cas échéant inclure des algorithmes de
placement de pied [58].

Ces approches se focalisent sur le suivi d’une trajectoire idéalisée qui est supposée a
méme de garantir autant la stabilité posturale que la locomotion. Le contréle en position des
robots marcheurs [59] [60] [61] est une approche tres largement répandue au sein de la
communauté et a montré des résultats trés intéressants sur de nombreux robots [62] [63] [64]
[65] [66]. L'architecture mécanique de ces machines est guidée par les besoins d’'un suivi de
trajectoire précis qui requiert souvent une motorisation électrique, couplée a des réducteurs
harmonic drive a rapport élevés. Par construction, les inerties et frottements de ces types
d’actionneurs conduisent a des impédances conséquentes qui permettent un rejet efficace des
petites perturbations. Il en résulte un contrdle en position précis qui se trouve largement utilisé
dans le suivi d’une trajectoire de marche, réduit dans ces conditions au controle en position du
placement de pied. L'effet négatif de cette rigidité caractéristique est une faiblesse de la réponse
en effort dans le rejet de perturbation de plus grande amplitude. On trouve couramment une
instrumentation en effort localisée sur le pied, pour gagner en stabilité, grace a un contrdle en
effort localisé.

La marche dynamique n’est bien évidement pas |'apanage des robots contrélés en
position. En effet, le controle en effort a également été largement utilisé en utilisant des méthodes
comme le contréle de modele virtuel [67], le contréle d’impédance [68] ou encore le filtrage
dynamique [69].



1.5 Contribution

Cette these s’appuie bien évidement sur un grand nombre de travaux dans le domaine de
la robotique. Elle se propose de contribuer aux techniques de commande des robots marcheurs
et a leurs stratégies d’évitement des chutes. Ainsi I’ensemble des propositions s’articulent autour
des problématiques propres a la stabilité posturale des robots marcheurs :

- La remise en cause de la notion de stabilité posturale passant par des points de
référence au sol communément utilisés dans la littérature, pour le développement
d’un nouveau paradigme ;

- La synthése d’une loi de commande en position, basée sur un mode dégradé virtuel
judicieusement choisi, plongé dans un champ de contraintes, contrélé en effort ;

- L'implémentation de I'ensemble des développements théoriques évoqués, dans un
controleur temps réel industriel d’'une plateforme robotisée pour la validation
expérimentale.

- Un ensemble de démonstrations permettant de calculer le modéle dynamique d’un
robot composé de plusieurs robots permettant une implémentation simplifiée dans
un environnement de développement orienté objet ;

1.6 Organisation du propos

Ce travail de thése est composé de trois chapitres, chacun d’entre eux reprenant les
éléments de contribution évoqués précédemment. Ainsi, apres cette présente introduction, sera-
t-il fait mention dans le chapitre deux, des travaux relatifs a la mise en service du robot, la
conception du controleur et plus particulierement le stabilisateur postural a travers une
présentation des éléments de modélisation dans un premier temps, puis de simulation et enfin de
test. Le chapitre trois reprend les principaux résultats concernant la modélisation d’un robot
composé de plusieurs robots. Enfin le dernier chapitre se penche sur les travaux en préparation
pour le passage au robot complet ainsi que sur des perspectives de développements futurs.



2 Etude et mise en ceuvre d’un stabilisateur postural sur une
jambe anthropomorphe a 4 DDL

2.1 Contexte et objectifs

Avant d’aborder la problématique de cette these, a savoir la stabilité posturale des grands
robots marcheurs, faisons I'inventaire des éléments a disposition au commencement de ce travail.
L’équipe ROBIOSS a décidé de doter I'ensemble de ses démonstrateurs d’une motorisation et
d’automates ou de pc industriels B&R. On dispose également d’un algorithme de génération de
marche [70] [71], d’une librairie de commande d’axe compatible B&R développée au sein de
I’équipe ROBIOSS [dépot APP en cours] et du démonstrateur historique de I'équipe : BIP 2000 [1]

(2] [3].

Ce robot est resté inutilisé pendant quinze ans et n’a subi aucune modification autant
matérielle que logicielle. La machine, datant du milieu des années 90, présente une baie de
variateurs obsolete ainsi qu’une puissance de calcul trés largement dépassée. Le controleur, quant
a lui, n"ayant pas été maintenu, est quasiment inutilisable. Le mécanisme originel du robot
conserve un potentiel certain aussi a-t-on décidé de ne réaliser que des pieces d’adaptation afin
de permettre I'intégration des nouveaux moteurs B&R. Cette solution industrielle s’accompagne
d’un environnement de développement dédié. On doit donc développer une baie de variateurs et
un controleur pour faire fonctionner le robot dans un environnement industriel B&R.

On a donc deux objectifs simultanés : la mise en ceuvre d’un robot humanoide doté d’un
actionnement industriel et la conception d’un stabilisateur postural. On choisit alors de faire une
étude de faisabilité sur un robot plus restreint qu’un systeme locomoteur a quinze degrés de
liberté. On choisit alors un compromis idéal a savoir une jambe a quatre degrés de liberté
actionnés (Figure 4).

Ce chapitre s’articulera donc en quatre sections. La premiere s’intéressera aux éléments
de modélisation du démonstrateur a quatre degrés de liberté. Ensuite on envisagera les
caractéristiques du controleur. On terminera par une des contributions principales de cette thése
a savoir le développement d’un stabilisateur postural, sa validation théorique en simulation puis
expérimentale.



2.2 Convention DENAVIT-HARTENBERG modifiée et placement des reperes pour
décrire la géométrie des solides

Avant toutes choses, il convient de rappeler et de définir le cadre formel qui servira de
référence pour la suite des développements. On utilisera la convention de DENAVIT-HARTENBERG
modifiée [72]. Il s’agit d’'une convention d’écriture des repéres liés aux solides du mécanisme
minimisant le nombre de parameétres nécessaires a la description du passage d’un repere a un
autre via des matrices de transformation homogenes (Figure 5).

Figure 5: Paramétrage de DENAVIT-HARTENBERG modifié

Les paramétres DHM sont au nombre de quatre : a;, a;, d; et g;. lls caractérisent chacun
une transformation intermédiaire dont le produit décrit la translation du centre du repéere i —
1 vers lereperei (écrit dans le repérei — 1) ainsi que la rotation du repére i par rapport au repere
i—1 (Figure®6).

Tio15i = TicisaTaspTpseTesi
Les deux premiers parametres, a; et ;, refletent la géometrie du mécanisme et les matrices

associées décrivent des transformations rigides. Les deux derniers, d; etq;, modélisent les
mobilités du mécanisme a savoir une translation et une rotation.

= q; est I'angle entre z,_; et z,=z, mesuré autourde x,_; ;

= q; estlanormede 0,0, = 0,_,0, suivantx,_{;

i a“b 1-1Yb -1
= g; est'angle entre x,, = x,_; et X, = X, mesuré autourde z, ;
i b -1 c 4 1

= d; est lanorme de 0.0, = 0,0, suivant z,.
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Figure 6: Transformations intermédiaires du paramétrage DHM

Les Matrices de Transformation Homogénes (MTH) intermédiaires, chacune liée a un des
parametres DHM, s’expriment de la maniére suivante :

1 0 0 0

1 0 O a;
0 cos(a;) —sin(a;) O 01 0 O
Tiisg = ! ! T,p = 2
t-1-a 0 sin(a;) cos(a;)) 0] P 001 0 @)
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(q;) —sin(gq;) 0 O 1 0 0 O
_ | sin(q;) cos(q;) 0 O _(0 1 0 0
Toe 0 0 1 ofTi=lo 0 1 g (3)
0 0 0 1 0 0 0 1
D'ou:
cos(q;) —sin(q;) 0 a;
T = cos(a;) sin(q;) cos(a;) cos(q;) —sin(a;) —d;sin(a;) (a)
e sin(a;) sin(q;) sin(a;) cos(q;) cos(a;)  d;cos(a;)
0 0 0 1
On notera également que :
cos(q;) —sin(q;) 0 a;
T = cos(a;) sin(gq;) cos(a;) cos(q;)) —sin(a;) —d;sin(a;) | _ (Ri—l—n' ti—1—>i) (5)
o sin(a;) sin(q;) sin(a;) cos(q;) cos(a;)  d; cos(a;) 0,3 1
0 0 0 1
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2.3 Eléments de modélisation du démonstrateur a quatre degrés de liberté

Cette section reprendra des éléments relatifs a la modélisation du premier démonstrateur a
qguatre degrés de liberté qui a été mis en service. Il s’inscrit dans un ensemble de sections qui
présentera l'intégralité des développements autant logiciels que matériels qui auront permis de
répondre a la problématique de cette these.

2.3.1 Convention DHM
On commencera tout naturellement par le paramétrage DHM du robot, comme évoqué
au 2.2 que I'onillustre sur le schéma cinématique suivant (Figure 7) :

Figure 7: Schéma cinématique du robot a 4 DDL

On précise ici le tableau (Figure 8) des parameétres DH du membre inférieur de BIP :

qi d; a; a;
Ry = Ry a1 0 0 0
R, - R, q 0 0 /s
R, = R qs 0 [, 0
R; > R, qs 0 I5 0

Figure 8: Tableau des paramétres DHM

2.3.2 Modele géométrique direct, jacobienne et modele dynamique inverse

C'est en reprenant le paramétrage évoqué au point 2.3.1 que I'on construit le modele
géomeétrique du robot :
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C1Ca34 —C1S232  S1 C1(Caly + ca3l3 + ca34l4)

Toou = TooaTa,y = | S1623¢ T51523¢ —G s1(caly + ca3l3 + c234l4) (6)
5234 €234 0 Soly + 55315 + 533414
0 0 0 1

D’ol découle immédiatement I'expression de la jacobienne naturelle du robot :

=s1(c2ly + Ca3l3 + Ca3als)  —c1(Sp1ly + Sp3l3 + Sp34ls)  —C1(S23ls + S234ls)  —C1(S234l4)
( c1(Caly + co3ls + ca3als)  —51(S2ly + 523l + Sp34ls)  —51(S23l3 + S234l4) _51(523414)\|
Joua' = | 0 Caly + Casls + Ca34ly Ca3ls + Ca34ly C234l4 | (7)
0 S; S; S;
\ 0 - - - /
1 0 0 0

On calcule ensuite, afin de construire le modele dynamique inverse, les jacobiennes aux
centres de gravité afin d’obtenir les énergies cinétiques des différents corps. On notera que la
position des centres de gravité est dégradée (Figure 9) et cela dans un souci de simplification dans
un premier temps puis d’efficacité d’une telle dégradation dans un second temps, notamment vis-
a-vis du gain de temps de calcul par rapport a la précision du modeéle.

Figure 9: Schéma cinématique du robot a 4 DDL, position des centres de gravité

Voici les expressions des jacobiennes aux centres de gravité :

0 0 0 O

0
0
0 ®)

0
0
]01cdg = 0
0
1

S o oo o
S o oo o
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( lchg) —C (SZZng) 0 0\’
| lchg -5 (SZZng) 0 0 |
]Ozcdg | 0 Czlzcdg 0 0 | (9)
0 S1 0 0
\ 0 - 0 0/
1 0 0 0
=S (Czlz + Ca3l3,y, ) —C; (5212 + 52313cdg) —C (52313cdg 0\
€1 (Czlz + C2313cdg) =S (5212 + 52313cdg) =S (52313cdg 0 |
]O3Cdg == 0 Czlz + 623l3cdg nglgcdg 0 (10)
0 S1 S1 0
0 —C —C 0
1 0 0 0
/ Czlz + Ca3lz + Co34ls ) —C (5212 + 5p3l3 + 5234l4cdg) —C (52313 + 5234l4cd9) —C (5234145@)\
Czlz + cp3l3 + Cz34l4cdg) =S (5212 + 5p3l3 + 5234l4cd9) =S (52313 + 5234l4cd9) =S (5234145@)
Joacay = | 0 Caly + Co3ls + Cazala Ca3l3 + Ca34ls Ca3ala g, | (11)
| 0 S1 S1 S1
\ 0 —C1 —C1 —C1 /
1 0 0 0
On ne présentera pas ici les éléments du modele dynamique et cela pour la simple raison
gu’il serait long et fastidieux de les expliciter. On notera qu’ils auront été calculés en utilisant la
méthode classique rappelée au 6.3.
2.3.3 Modele de transmission
Cette section reprendra les caractéristiques de la transmission afin de permettre la
traduction de consignes articulaires en consignes « moteurs » ainsi que la traduction de couples
articulaires en couples moteurs. L’'ensemble des développements qui vont suivre se résume a un
changement de paramétrage cohérent avec celui qui a été retenu dans ce travail par rapport a
celui évoqué dans [1].
2.3.3.1 Ensemble des modéles de la cheville
Le mécanisme de la cheville est un cardan actionné par deux moteurs électriques. Ces
derniers déplacent des chariots sur des vis a rouleaux satellites (Figure 10). lls entrainent des
biellettes qui viendront modifier la configuration articulaire du cardan. On obtient la position des
chariots en fonction des parametres du mécanisme en utilisant le fait que les longueurs de ces
biellettes soient invariantes :
lyy = —c1C3y,bc — 51C2y,dc — Spy.Cc — \/|L = (s1bc — c1d; + he)? — (€1S2y,be + 5152y,dc — Cpy Cc + ec)2|
(12)
Ly = —¢1Cay, b + 812y, dc — Spy.Cc — J|L = (s1be + c1d; — he)? — (€152y,be — 5152y,dc — Coy Cc + ec)2|
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Figure 10: Transmission de la cheville

On dérive (12) pour construire la jacobienne du paramétrage :

oLz b d, +2
—-— = §41C — C4C —_—
a 1 1 ZVC c 1 Zyc c B
_a = CISZYCbC + SISZYCdC - CZVCCC + —
q> B (13)

o = (Clbc + Sldc)(slbc - Cldc + hc) + (_Slszycbc + Clszycdc)(clszycbc + Slszycdc - CZyCCc + ec)
ay = (Cchbec + Schycdc + szyccc) (clszycbc + Slszycdc — Cy.Cct e:)

.3 = \/chz - (Slbc - Cldc + hc)z - (Clszycbc + Slszycdc — C2y,.Cc + ec)2|

( alzu Y1
a_ql = 51C2ycbc + CchVCdC + 5
alzu Y2
6_2 = €182y, bc — 5182y, dc — Coy Cc + 5
(14)

Y1 = (Clbc - Sldc)(slbc + Cldc - hc) + (_Slszycbc - Clszycdc)(clszycbc - Slszycdc - CZ)/CCC + ec)
Y2 = (Cchbec - SchyCdc + SZyCCc)(Clszycbc - Slszycdc - CZyCCc + ec)

6= JlLCZ = (s1bc + ¢1de — he)? — (Clszycbc - Slszycdc — CayCc T ec)zl

On obtient donc :

alz’ alzl
iz’ a_fh a_qz (‘h)
. = . 15
<12~> Loy oty |\ds (1)
\a‘h a‘h/
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Onadeplus:

L= Pe
2 o q1_mot
iy = Pc q
2 7 d2.mot
Avec p, le pas de la vis, d’ou :
al, alzl\

(%_mot) _2my dq;  0qy | (511)
QZ_mot Pc alz” alz” 42
\afh 5‘12/

2.3.3.2 Ensemble des modeéles du genou

(16)

(17)

Le mécanisme du genou (Figure 11) reprend le méme principe de transmission que la
cheville mais réduit a un seul degré de liberté. On obtient le modele de transmission de la méme

manieére :

l3r = cos(qz + Vg — @)1y — \/lLQZ — (=sin(qz + ¥y — 0g)75 — €4)?|

Et par dérivation :

(COS(Q3 + Yg — (pg)rg)(_Sin(‘h + Yg — (pg)rg - eg)

0l
dqs

On obtient donc:

al s
— 3
l3’ = 9q; 13
Onadeplus:
Pg
l,r ===¢
3 o q3_mot
Avecpy le pas de la vis, d’ou :
27T 6131
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—> = —sin(qs +yg — 9g) 1y ~
\/ngz - (_Sin(q3 + Yg — (Pg)rg - eg)zl

(18)

(19)

(20)
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Figure 11: Transmission du genou

Et:

) damot (23)

. Dy 613/
qs3 —_(

2m \0dq3

2.3.3.3 Ensemble des modéles de la flexion de la hanche

Le mécanisme de la hanche (Figure 12) reprend le méme principe de transmission que
celui du genou. On obtient le modéle de transmission de la méme maniere :

ly = —cos(qatyn — @r) T + JthZ — (sin(qa+yn — @r)1h — en)?| (24)

Et par dérivation :

aly (cos(qa+yn — @) ) (SIN(qa+Yn — PpITHh — €n)
30s sin(qq+yn — @p) T — (25)
J|Lh2 — (sin(q4+yn — @p)Th — eh)2|
On obtient donc :
. al,r .
ly = a;4 4y (26)
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Figure 12: Transmission de la hanche

On ade plus:
; Pn .
Iy =— 27
4 2T Qa6; (27)
Avec py, le pas de la vis, d’ou :
. _ 27‘[ al4’ . (28)
Q4_mot - Dh aq4 qs
Et:
. Dh 6141 -1 .
44 = 5, (aq4) 4 mot (29)

2.3.3.4 Jacobienne de la transmission

Cette matrice est I'outil qui permet de ramener les efforts et notamment les couples
depuis I'espace articulaire dans I'espace moteur. On a donc finalement :
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21 ol 0dly
— 0 0 0 — —= 0 0
Pc dq,  0q;
‘:Il_mot 0 2_” 0 0 dlyr dlyn 0 C:Il
q2_mot | _ Pc dq,  0q; q>
9a.mot 0o o0 X g o o & s
d4_mot bg dqs qa
o 0 0 — 0 0 0 —
Pn 04,
Soit
Gmot =]pq
Avec ], , jacobienne de la transmission :
21 al,  al,
— 0 0 o0)\/=2% 2
Pc dq: 0q;
2T " "
0o L oo o ||% % 0
j= Pc dq, 0q;
P 21 dlyr
0O 0 — 0 0 0o —
Pg aq3
2T al4l
O 0 0 — 0 0 0 —
Pn 04,

2.4 Implémentation du contréleur

2.4.1 Contexte et objectifs

Dans le domaine de la robotique humanoide, la modélisation devient aussi complexe que
vorace en temps de calcul a mesure que le nombre de degrés de liberté augmente. Toutefois, on
ne peut ignorer que les robots humanoides anthropomorphes présentent les mémes propriétés
de symétrie directement héritées des humains. Une telle symétrie, notamment concernant les
jambes qui forment ainsi le systéme locomoteur, conduit a une chaine géométrique obtenue en
sommant deux autres identiques. Ainsi, la modélisation du systeme locomoteur d’un robot
anthropomorphe peut étre réduite a la connaissance du modéle d’'une jambe. On en déduit
également que la complexité induite par un grand nombre de degrés de liberté peut étre mitigée,
en considérant une approche modulaire, en manipulant des entités plus petites.

Ce constat nous permet de conclure que la symétrie naturelle des robots humanoides est
particulierement favorable a une approche de programmation orientée objet étant donnée la
répétition d’objets uniques parfaitement définis. Et comme évoqué précédemment, il n’existe
gu’un seul et unique élément préexistant au controleur du robot, il s’agit d’une librairie de
commande d’axe. Il est donc question de le concevoir entierement a partir de cette derniére et
cela avec une approche Programmation Orientée Objet.

2.4.2  Choix technologiques

On s’arrétera dans cette section sur la baie de variateurs (Figure 14) afin de fournir une
vision précise des capacités physiques de la machine. Il s’agit d’un matériel industriel standard
produit par la société B&R automation. Le centre de calcul X20CP1586 du systeme est équipé d’un
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processeur ATOM cadencé a 1.6 GHz et muni de 512 MB de RAM DDR2. La communication entre
le PLC et les variateurs est assurée par un protocole Ethernet POWERLINK.

Par construction, ce systeme permet d’ajouter extrémement facilement un nombre quelconque
de modules d’entrées/sorties, ce qui permet d’étendre rapidement I'instrumentation du robot.

X20Al4632 ->4 +/- 10V /O to 20 mA Inputs 16 bit

X20PS4951 ->4 +/- 10V potentiometers supply
X20BT9100 ->Bus transmitter, |0 supply 24 VDC

POWE

( sLvAs3B1021D0CO0 |

( sLvA22.81030D000-0 |

Figure 14: Représentation des choix technologiques

Les variateurs ACOPOSmicro permettent de piloter chacun deux moteurs ce qui en fait
une amélioration significative en termes de compacité et de masse par rapport au design originel
de la baie de variateurs du robot (anciennement 1.5 kg pour 1 moteur, 700 grammes pour deux
moteurs maintenant). Les ACOPOSmicro possedent une capacité de calcul propre qui permet de
déporter de la charge de calcul directement au niveau du contrdleur afin de traiter les boucles de
régulation bas niveau. On peut illustrer les éléments de controle réalisables au sein du variateur
sur la figure suivante (Figure 13) :

Feed Forward
Controller
only if
controller. mode=_.+ncFF
v_feed
[1!s)

s_sel
[Units] i_feed(A)
\ 4

Set value generator

Position Controller v W!
g [1/e) Lg i set
A

Speed Controller W » Current Controller

u_set [V)
v

§_act
. =z

Figure 13: Schéma de la boucle interne du variateur
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On notera la présence d’un générateur de trajectoire dans le schéma précédent (« Set
value generator »). Il a pour fonction de fournir une interpolation adéquate lorsque le temps de
cycle de la tache principale difféere de la fréquence du variateur qui sera de 400 microsecondes,
i.e. celle du bus POWERLINK.

2.4.3 Modélisation UML

Une fois le besoin logiciel spécifié, il peut étre modélisé en utilisant la représentation
graphique UML. On observera sur le graphe suivant (Figure 15) une image du controleur du robot.
Un code de couleur renvoie directement aux modules évoqués dans la définition du besoin
logiciel.

Figure 15: Apergu du modéle UML

Le module synchrone est représenté en rouge. Il contient la structure de données
compléte, nécessaire aux asservissements ainsi que les procédures d’initialisation et cyclique.
C’est typiquement, du point de vue de la programmation orientée objet, la classe mére, abstraite,
qu’il convient d’instancier de maniere adéquate a l'initialisation. Ainsi ses méthodes devront étre
surchargées lors du changement de robot.

Le magenta renvoie au module « mécanisme ». C’'est lui qui contient I'ensemble des
attributs et des méthodes propres a la reconstitution de I’état du robot. On y retrouvera donc tout
le modele dynamique.

Le bleu clair représente I'utilitaire de calcul matriciel, c’est ici que I'on retrouvera
notamment les outils d’inversion.

Le module orange rassemble un ensemble de fonctions permettant de faire de la lecture
et de I'extraction de fichiers notamment de points ou de parameétres. C'est grace a lui que I'on
peut générer des trajectoires de marche hors ligne et les faire jouer par le robot.
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Le module gris clair est le générateur de trajectoire propre au contréleur (qui reste
actuellement un interpolateur polynomial d’ordre cing).

Le vert renvoie aux objets de type correcteurs. C’'est dans ce module que sont codés les
PID et les méthodes qui permettent de les calculer.

Regardons d’un peu plus prés deux modules particuliers: celui relatif au calcul des
modeles et celui dédié au calcul matriciel.

2.4.3.1 Le module « mécanisme »

Abordons dans cette section quelques caractéristiques du module « mécanisme » propre
au robot a quatre degrés de liberté. En effet les modeles du robot sont calculés au cours de
I’exécution de la méthode calculer_modeles_etats qui est appelée par la procédure cyclique du
module synchrone. Il faut lors de I'implémentation de cet objet prendre en considération la
minimisation du temps de calcul car on se trouve toujours dans un environnement temps réel.
C’est pourquoi on calcul la table des sinus et cosinus une seule fois pour la mettre a disposition
des autres méthodes. On aura remarqué sur la Figure 16 la nature des attributs qui sont de type
MatriceDXX. lls sont directement liés a I'implémentation de I’utilitaire de calcul matriciel.

Figure 16: Module « mécanisme »
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2.4.3.2  L'utilitaire de calcul matriciel

Nous discuterons dans cette section des choix qui ont été faits pour utiliser les matrices
au sein du controleur. On commencera avec le fait qu’il n’est pas possible de faire d’allocation
dynamique au sein du contréleur B&R a moins de pré-allouer une zone de mémoire dans laquelle
on pourrait faire une sorte d’allocation dynamique a l'initialisation sans que cela soit possible
durant la tache cyclique. A I'origine, on souhaitait utiliser une structure allouée dynamiquement
avec un tableau uni-dimensionnel ainsi que le nombre de lignes et de colonnes. Ainsi, on aurait
pu utiliser un objet matrice sans considération de taille dans les fonctions de calcul. On aurait d{
également vérifier la compatibilité des matrices a la moindre opération.

En constatant que le nombre de types de matrices est relativement restreint dans le cadre
de la robotique, qu’il serait possible d’économiser les opérations de vérification de compatibilité
des matrices et devant la géne présentée par I'allocation dynamique qui bien que pratique ne
rentre en ligne de compte qu’a l'initialisation, on a pris la décision d’utiliser une structure distincte
par type de matrice. Cela demande en effet un peu plus de recopie de code dans le sens ou chaque
type de matrice nécessite un set spécifique de fonctions de manipulation mais leur nombre étant
finalement restreint cela ne présente pas d’obstacle majeur.

On en vient enfin au point central d’'un utilitaire de calcul matriciel, il s’agit bien
évidemment du probléeme de I'inversion qui reste un grand consommateur de calculs. On aura fait
le constat au préalable que la plupart du temps, c’est la matrice d’inertie qu’il est nécessaire
d’inverser. Ou encore on cherchera a obtenir la pseudo-inverse de la jacobienne ce qui revient a
inverser une matrice d’inertie. Or la matrice d’inertie posséde la propriété d’étre symétrique,
définie positive. La méthode du complément de Schur est parfaitement adaptée car elle permet
d’utiliser efficacement les propriétés de la matrice d’inertie. Elle permet en outre d’exploiter
I"approche orientée objet présentée précédemment. On se propose ici de rappeler I'algorithme
d’inversion utilisé dans le cadre qui nous intéresse a savoir l'inversion d’une matrice 4x4, la
matrice d’inertie de la jambe.

Soit A une matrice 4x4 symétrique définie positive que I'on représentera sous forme de
blocs, avec B et D symétriques définies positives.

ai1 Q12 413 A14 ai1 Q12 Q413 A1

A= Qz1 Az Gz3 Qg _ A1 Az 0Gz3 Q4 _ (B CT)
Qaz; A3z 0d33 A3y Qi3 dz3 (0O33 0434 cC D
Q41 A4y Qg3 Qg Q14 Q24 034 Q44

On définit le complément de Schur de la décomposition précédente, qui est également
une matrice symétrique définie positive :

S=D-CBIcT
On a alors la définition de l'inverse :

A1 = (B-l + (B1CTY(S"1CB™) —B-lcT5-1>
—-Ss1cB1 51

Algorithme d’inversion :

1) Découper A en bloc
2) Calculer B~
3) Calculer CB™! Jonnoteraque (CB™H) T = (B~1H)T¢T = (BT)"1cT = B~1CT
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4) Calculer (CB™) €T puis S =D — CB~1CT

5) Calculer §71

6) Calculer S™Y(CB™') /Jon notera que (S™Y(CB™H)T= (cB HTESHT =
B—lcT(sT)—l — B_1CTS_1

7) Calculer B~ + (B71¢T)(S™Y(CB™)) =B~ *+ (¢B™H)T(S71(CB™))

2.5 Stratégie d’évitement des chutes : une jambe de robot humanoide maintenue
en équilibre par son image virtuelle dégradée soumise a des champs
électrostatiques

2.5.1 Considérations sur I’état de I'art

On observe qu’en termes de stabilité posturale, on a deux grandes écoles dans le monde.
L'approche japonaise popularisée par les HRP [65] [66] et le célébre pendule inversé de Kajita et
al [73] [56]. Et I'approche que nous dirons plus américaine, que I'on retrouvera illustré par le robot
CMU Sarcos Primus [74] [75] et plus éloqguemment par les Atlas de Boston Dynamics [76] [77]. Il
est notable de constater que les premiers sont tenant de la commande en position alors que les
seconds auraient tendance a privilégier la commande en couple.

La plupart des stabilisateurs [78] feront usage du célebre Zero Moment Point [28],
notamment les algorithmes de type Kajita et al, en recourant au modéle du pendule inversé voire
du kart-table model, ainsi que d’autres points de référence au sol [10] [29]. L'inconvénient d’un
point de référence au sol est qu’il suppose une connaissance a priori de ce dernier. Dés lors, il
n’est plus un élément de proprioception mais une projection sur un support idéalisé.

Outre le fait que la notion de ZMP puisse trouver des limites dans des conditions autres
que les cas parfaits [30], on remarquera que si I'on transposait ces principes a I’humain, qui sont
principalement implémentés dans des planificateurs de trajectoire, cela donnerait une forme de
marche consciente ol I'on saurait a chaque instant chaque action de chaque fibre musculaire en
plus de projeter cet état de conscience a des instants futurs les plus probables. Chez I’"humain,
c’est un mode de fonctionnement possible et qui est principalement utilisé lorsque le sol est
extrémement accidenté, traitre et qu’il y a un risque de chute pouvant entrainer des |ésions
importantes. On entendra par traitre I'impossibilité par quelque perception que ce soit de prédire
le comportement du sol une fois le corps en appui sur la surface envisagée. Le fonctionnement
classique d’un humain sur un sol relativement régulier sera plutét une forme de mouvement
cyclique réflexe dont on monitorerait I’évolution générale pour pallier tout risque de chute.

C’est cette approche que I'on aura souhaitée mettre en ceuvre dans cette thése. Elaborer
un principe simple de stabilité, plutét basé sur la perception du corps placé dans le champ de
gravitation que dans le recours au modele et a sa probable évolution.

Le paradigme choisit se focalise donc sur la proprioception et son utilisation judicieuse
pour répondre a la problématique de stabilité posturale. On se propose de s’inspirer des humains,
et il se trouve que la proprioception de ces derniers s'Taccompagne d’une représentation abstraite
du corps qui permet de visualiser la position relative des membres méme en absence de contact
visuel et cela afin d’améliorer le controle de ces derniers. On choisit donc de recourir a des
modeles virtuels pour traduire cette représentation abstraite dans le contréleur du robot
également a des fins de controle [79] [67]. On s’inspirera notamment des stratégies mettant en
ceuvre des efforts virtuels pour contraindre I’évolution du centre de gravité [80] [81].
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2.5.2 Réflexion sur la stabilité posturale

On se propose dans cette section d’aborder la stabilité posturale en dehors des
considérations classiquement rencontrées dans la littérature. C'est sur la base de cette réflexion
que fut construit I'algorithme présenté par la suite.

La stabilité posturale est une notion extrémement simple a formuler qui sous-entend un
postulat qui n’est que rarement évoqué dans la littérature a savoir que cela ne concerne qu’un
humanoide (dans le cas qui nous intéresse) qui est debout, c’est-a-dire qu’il existe déja au
préalable une contrainte sur la position du centre de gravité par rapport au sol. Ce qui par
extension amene a I'idée que le mouvement qu’effectue I’humanoide est un transfert d’un état
d’équilibre postural vers un autre. Cela implique qu’au-dela de la seule condition d’équilibre on
envisage un état d’équilibre satisfaisant un ensemble de contraintes, la premiére étant la
consommation énergétique. Elle peut se traduire par quatre questions :

- Qu’est-ce qu’étre debout ?

- Qu’est-ce que tomber ?

- Comment est-ce que je sais que je ne tombe pas ?

- Qu’est-ce que je fais quand quelque chose est susceptible de me faire tomber ?

Afin de donner des éléments de réponse a ces interrogations, il convient de faire le constat
que, dans le cas qui nous intéresse, tout systeme poly-articulé mobile a jambes, qu’il soit
organique ou non, est une distribution reconfigurable de masse finie soumise a la gravitation,
interagissant avec un environnement. Par construction, I'ensemble fermé des configurations
possibles d’un tel systéeme est également fini. Pour tout ensemble de critéres pertinents pouvant
étre appliqué sur un tel systéme on pourra définir un sous-ensemble de configurations
admissibles, restriction satisfaisant les dits critéres.

Ainsi, « étre debout » pourrait intuitivement se traduire pour un humain par la
minimisation de la sollicitation musculaire conjointement au placement de la téte le plus haut
possible, tout en ne tombant pas. Ce qui peut étre équivalent a une minimisation des couples
articulaires ainsi qu’au positionnement stable de I'effecteur. On s’apercoit rapidement qu’une
telle configuration est naturellement instable en absence de régulation (pendule inversé), ce qui
conduit aux questions deux et trois.

Le fait de tomber est une notion vague puisque techniquement tout corps soumis au
champ de pesanteur tombe vers la terre. Aussi faut-il non seulement considérer le référentiel
monde dans lequel le systeme évolue et est susceptible de tomber mais aussi la capacité
d’interaction de ce dernier par rapport a ce référentiel. Un systeme tombe dans un référentiel
donné, dans I'acception courante, lorsqu’il n’est plus en mesure de commander tout ou partie de
la dynamique résultant de la gravitation, des solides qui le constituent et cela dans le dit
référentiel.

Par extension un systéme bascule au sens de la stabilité posturale lorsqu’il n’est plus en
mesure de commander tout ou partie de la dynamique des solides qui le constitue dans le dit
référentiel, le faisant ainsi tomber. Ainsi un systéeme soumis a une accélération radiale (normale a
la gravité) en plus de la gravité basculera dés I'instant ou la résultante de ces actions mécaniques
sur sa dynamique sera telle qu’il n’existe aucune action possible permettant au systéme de
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générer la résistance nécessaire pour ne pas tomber, c’est-a-dire pour ne plus étre en mesure
d’agir contre la gravité.

Afin de percevoir un état de basculement ou de chute, il convient au systéme d’étre doté
de perceptions adéquates. Ainsi, a I'image des systemes organiques, une proprioception en effort
et en position est nécessaire, couplée a des capteurs d’interaction avec I'environnement, plus
particulierement le sol, complétée par une perception de I'accélération.

De maniére générale la seule force que le systeme doit gérer est la gravitation : Comment
se placer par rapport a elle pour arriver a un but quelconque ? il y a I'interaction avec le sol il est
vrai mais ce n’est pas le principe actif qui contrarie la mobilité du systéme dans son
environnement.

Se faire pousser revient pour la machine qu’elle soit organique ou synthétique a détecter
une perturbation sous forme d’une variation plus ou moins intense d’énergie cinétique. Lorsqu’un
systeme est soumis a une telle perturbation, il s’offre a lui deux possibilités : encaisser ou mitiger
le choc. On entendra dans le premier cas un comportement completement passif d’absorption du
choc. La mitigation s’accompagne d’un changement de posture permettant de mieux répartir
I’énergie afin de mieux la dissiper. On retrouvera dans cette stratégie toutes les formes de
placement des pieds.

2.5.3 Modele virtuel du centre de gravité

Comme on le verra plus tard dans cet exposé, le principe de base du stabilisateur postural
est le contréle de la position et de la dynamique du centre de gravité de la jambe. Il faut donc
calculer la position théorique de ce point particulier a défaut de pouvoir la mesurer. Il vient
immédiatement qu’en tant que position théorique issue d’éléments de modélisation, il y aura
nécessairement une erreur sur cette position par rapport a la position réelle. C'est d’autant plus
vrai que le nombre d’incertitudes potentielles dans le modele est grand. Il faut donc partir du fait

Figure 17: Schémas cinématiques de la jambe
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gue par construction, calculer un centre de gravité c’est déja recourir a un modele dégradé et cela

avant toute considération technique propre au robot.

On se rappellera ici que les positions des centres de gravité de chaque corps de la jambe
sont déja une approximation quant a la réalité puisqu’ils sont supposés sur I'axe des segments
(Figure 17). Ce qui se traduit par les trois MGD suivant (on néglige m, trés petite devant les

autres) :
¢1C2la 4, C16zly + c1Co3l5,,, C1Coly + C1Co3l5 + C1Co3aly
l l l l l l
00G, = | S1€2lagg, |; 09Gs = | S1C2lz +S1Ca3l5,4, |; 00Gy = | S1€2l2 + S1C23l3 + S1Co34ls 4,
202044 Saly + S23l3,,, Saly + S23l3 + Sp34la

Considérons maintenant le barycentre G de la jambe, pondéré des masses des corps tel

que:

l

m2 (C1C2lzcdg - XT) + m3 (C1C212 + C1C2313L‘dg - xT

m, (SlCZZZCdg - yT) t my (Slczlz +$1623l504, — V7

X
m,GrGy + myGrGs + myGrG, = 0 avec OgGr = (yT>
Zr

m2 (Szlzcdg - ZT) + m3 (Szlz + SZ3l3Cdg - ZT

)+ m
) + my (Slczlz + 51623l3 + S1C234l4cdg - J’T)
) + m

4 (CICZIZ + 163l + C1C234l4cdg - xT)

4 (Szlz + sp3l3 + 5234l4cdg - ZT) =0

—XT(m2 + m3 + m4) + C1C2 (

—yr(my + mg + my) + 51, (

m212mg + mgl, + m4lz)
m212mg + mgl, + m4lz)

+ 13 (m3l3cdg + m4l3) + C1Cy34 (m4l4cdg)

+ 51Cy3 (m3l3cdg + m4l3) + 51Cy34 ( m4l4cdg)

=0
=0

—zr(m, + mg+ my) + 5, (leZazg + mgl, + m4lz) + 5,4 (m3l3cdg + m4l3) + Sy34 ( m4l4cdg) =0

i

€1Cy (leZazg + mgl, + m4l2) + c1633 (m3l3cdg + m4l3) + €163 ( m4l4cdg)
X =
r (my + mz + my)
o | 51C3 ( mzlzcdg + mgl, + m4l2) + 51C23 (m3l3cdg + m4l3) + 51C234 ( m4l4cdg)
yr= (my + mz+ my)
S5 (mzlzcdg + msl, + m4l2) + Sy3 (m3l3cdg + m4l3) + Sy34 (m4l4cdg)
Z =
’ (my 4+ mg+ my)
Xp = €16l + ¢1Ca3l3, + €1Ca34l4, xp = ¢1(C2ly, + Caslz, + C234ls,)
& (V1 = $162lp; + 5162303, + 51C234la; = {yr = 51(C2la; + C23l3; + C234la)

ZT = SzlzG +s

_

i

23l3, + S23ala,

.
mzlzcdg + mgl, + m4lz)

b = (my + mz+ my)
awee | _ (Ml ¥ mat)
¢ (my+ mz+ my)
I = (m4l4cdy)
YT (my+ my+ my)

L

¢ =

I3

Zp = Saly, + Sa3l3, + S234la,

B (leng + mgl, + m4lz)

M234
(mglgcdg + m413)
¢ M34
I (m4l4cdy)
o My34

On obtient doncici un résultat tout a fait intéressant si on regarde attentivement la forme
de la position du centre de gravité comparativement au modele géométrique direct. En effet on
obtient les deux expressions suivantes :
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Xr = Cl(CleG + C23l3G + C234‘l4‘G) x04l = Cl(CZIz + C23l3 + C234l4)
Vr = SI(CZZZG + C23Z3G + C234l46) vs y04l = Sl(Cle + C23l3 + C234l4)
Zp = Sply + Sp3ls, + Sa3alag Zoa' = Saly + 52313 + 523414

Il s’agit rigoureusement de la méme forme. On en déduit une premiére chose : il est
parfaitement équivalent sous ces conditions de commander I'effecteur de la jambe que de
commander le centre de gravité de la jambe, ce dernier étant virtuellement placé sur I'effecteur
d’un robot de conception équivalente a la jambe bien qu’ayant des longueurs différentes et des
segments de masse nulle. On se retrouve alors devant un probleme de commande en position de
robot, avec tout un arsenal de techniques permettant de le résoudre a notre disposition.

On aura donc le modele géometrique suivant pour le robot virtuel du centre de gravité de
la jambe :

/C1C234- —C1S232 S1 C1(Caly, +cp3ls, + C234l4c)\
Top = S1€234 —S1S23a  —C1 S1(C2ly, + Ca3la; + C234l4,)
\ 5234 C234 0 Salag + S23l3, + S234ls,
0 0 0 1

2.5.4 Principe du stabilisateur postural

Le stabilisateur a été pensé a partir d’observations faites sur I’humain qui ont été
modélisées par la suite. Lorsqu’un humain se tient sur un pied il pourra sentir la répartition de
pression sur la surface de ce dernier et c’est en déplagant son centre de gravité et donc par
extension son centre de pression notamment vers les bords de cette surface qu’il sentira une
action musculaire réflexe d’une intensité dont I'amplitude augmente d’autant plus qu’il est pres
du bord. On observera également que cette notion de bord dépend de la nature du sol sur lequel
est posé le pied et que I'appréciation du risque de chute relativement a I'action musculaire réflexe
évoquée en dépend également. Cette action réflexe semble avoir pour but de ramener le centre
de pression dans une région plus s(ire a savoir le centre du polygone de sustentation comme s'il
était soumis a des forces de répulsion.

On considérera donc que le polygone de sustentation évolue avec I'inclinaison du sol et
gu’il demeurera la projection de la surface en contact avec le sol sur le plan passant par |'origine
du repére monde orthogonal a la gravitation. Le centre de gravité de la jambe sera soumis a des
champs de forces qui en tiendront la position aussi écartée que possible des bords du dit polygone
de sustentation. Ces forces seront au minimum quatre étant donné que |'on envisage de
contraindre la position d’un point dans un plan. Il y a donc deux directions principales et chacune
d’elle est équipée d’une répulsion avant et arriere. Ces concepts seront représentés dans la
section 2.5.5 avant d’étre mathématisés dans la section 2.5.6.

A ce stade, on a donc un centre de gravité qui se trouve étre I'organe terminal d’un robot
virtuel qui est soumis a des efforts extérieurs. Ces derniers modifient la position du robot virtuel
qui ne cherchera pas ay résister, réalisant ainsi la stabilité posturale. Ce déplacement virtuel sera
donc appliqué au robot physique. On a donc un robot virtuel commandé en effort en fonction de
sa position relative a la gravitation projetée dans un repére monde qui pilote en position un robot
physigue associé.

Comme évoqué durant les considérations sur I'état de I'art, on ne cherchera pas a utiliser
des points de référence au sol pour commander la posture du robot. On choisira conformément
a I'approche développée au 2.5.2, d’étre en mesure de contrdler tout ou partie de la dynamique
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du robot dans le référentiel monde. C'est-a-dire qu’on se demandera dans un premier temps
comment commander la position du centre de gravité soumis a un critere de stabilité. On partira
d’un critere statique en considérant les effets dynamiques comme des perturbations qu'’il
conviendra de rejeter. On cherchera alors a garder la projection du centre de gravité de la jambe
dans le polyedre de sustentation de cette derniére.

On se propose d’évaluer le stabilisateur en plagant la jambe sur un sol soumis a des angles
de roulis et de tangage. On utilisera un principe d’équivalence pour déterminer que I’accélération
induite par l'inclinaison du sol et la capacité du robot a y réagir peut s’étendre a la capacité du
robot a réagir a une accélération extérieure de méme amplitude tout en gardant un sol neutre.

2.5.5 Mise en situation et éléments de définition

On commencera par une mise en situation du probleme. On considére donc la jambe a
quatre degrés de liberté munis d’un pied et d’un repére de base (0, xq, Yo, Zo) au centre du
cardan de la cheville (Figure 18). On a également le repere monde (M, xg,yg,zg) qui sera ici
attaché au robot au centre du polygone de sustentation. Dans le cadre de cette étude le polygone
de sustentation est un parallélogramme, projection de la surface du pied sur le plan orthogonal a

Figure 18: Repére monde et repére de base du robot
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g passant par M invariant par rotation d’angle @ et B respectivement autour des axes zg etyy
(Figure 21).

Caractérisons la matrice de rotation qui permet d’aller du repére monde au repéere de
base du robot.

Figure 19:La mobilité du plan inclinable

On envisagera une construction par matrice de transformation homogéne d’un enchainement de
tangage et de roulis (Figure 19):

Cq —Sq O 10 0 g —sg O 1 0 0
RM—’u = (sa Cq 0) Ra—>l3’ = (0 0 _1> RB’—>/3 = (sﬁ Cﬁ 0) RB—>00 = (0 0 1) (45)
0 0 1 01 0 0 0 1 0 -1 0
On obtient la matrice suivante :
CaCB —Sq _Ca'sﬁ
R0, = (Sacﬁ Ca ‘Sasﬁ> (46)
Sﬁ 0 Cﬁ

Arrétons-nous un instant sur la géométrie du pied qui conditionne la forme du polygone
de sustentation. Il s’agit dans le cadre de cette étude d’un parallélépipéde rectangle ce qui est une
restriction de la forme du pied du robot dont la géométrie simplifiée suffira amplement a la
description de la méthode employée. Cette derniere étant transposable a toutes formes de pied.
On a donc un ensemble de longueurs caractéristiques que I'on peut identifier sur la Figure 20.

On peut maintenant écrire les points particuliers du pied dans le repere monde, a
commencer par le centre du repéere de base du robot :

CaCp  —Sq —CaSp ca(cﬁA+sﬁZ)

Thioo, = | SaCg  Ca  —SaSp sa(cﬁA + SBZ) | (47)
SB 0 CB SﬁA - CﬁZ
0 0 0 1
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Figure 20: Paramétres géométrique du pied

Comme on souhaite la projection de la surface du pied sur le plan orthogonal a g passant
par M on aura besoin des coordonnées des points A’, B’, C'et D' toujours dans le repére monde :

—Sa@ + CqSp(Z —b) —Sa@ + CaSp(Z + )

_ | Rmoo, Ca@ + 5¢Sg(Z — b) _ 1 Ruso, Ca@ + S (Z + ©)
Tyoa = | —c5(Z—b) Ty-g' = [ (T +0) | (48)
@1'3 1 \ @1 3 1 /
Sq@ + €oSp(Z + ©) Sq@ + ¢oSp(Z — b)
7 | Rusop | TCa + 5gSp(Z +©) 7| Ruso, | Ca + 5¢55(Z —b) (49)
e —c(Z+0) M-D —c3(Z—b)
043 1 0,3 1

2.5.6 Construction du polygone de sustentation
Il convient de calculer les coordonnées de ses sommets A*, B*,C*et D* obtenus par
projection sur le plan orthogonal a g passant par M des points A’, B’, C'et D'comme représenté

sur la Figure 21.

On obtient donc les relations suivantes :

| RM—>OO

Toa = —cs(Z—b) Mot = —cp (z +0)
\ 0. v ) e

2w \
Ca@ + SaSp (Z—-Db) _| Ruoo, Cq0+ sasﬁ(Z +0) | (50)
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0 0

o Ryoo, | —Cat + SqSg(Z +©) o Ryoo, | —Cat + SqSg(Z —b)
M=c¢ —cg(Z+¢) M=D —cg(Z—b)
03 1 043 1

Figure 21: Mise en évidence du polygone de sustentation

2.5.7 Génération des plans supports des champs répulsifs

Ce qui nous intéresse maintenant ce sont les plans passant par les arétes du polygone de
sustentation paralleles a la gravitation. En effet ce sont des « murs virtuels » qui vont contraindre
I’évolution du centre de gravité afin de garantir la stabilité posturale.

Avant de traiter le calcul des équations de ces plans particuliers, rappelons une propriété
des plans en géométrie vectorielle :
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Le plan P passant par A(ay,a,,as) et de vecteurs générateurs U(ug, uy, us) et
V(v4, 5, V3) est 'ensemble des points N(x, y, z) tel que :

V N(x,y,z) €EP, i, 3, AN coplanaires

& VN(x,y,z) €EP, [4,3,AN] = 0 (52)

U v X—ay

U VUV y—a;
Uz V3 Z-—das

<= VN(x,y,2z2) €P, =0 (53)

S P = (upvz —uzvp)(x — ag) + (Uuzvy —ugv3) (Y — az) + (Wyv, —upvy)(z—a3) =0 (54)

Par construction, un des vecteurs générateurs de chacun des plans qui nous intéresse est
colinéaire a la gravitation aussi prendra-t-on x. Le second vecteur générateur ne sera autre que
celui associé a chaque aréte du polygone de sustentation. On a donc, dans le repéere monde :

0 0
A*B* = SaSﬁ(b + C) A*D* = <_2aca> (55)
—cg(b+¢) 0
0 0
C'B = <2aca> C*D* = | —SaSp(b +©) (56)
0 Cﬁ(b +c)

On définit maintenant quatre plans P, P,, P3, P, que I'on peut observer sur la Figure 22.
Ces quatres plans ont pour équations en commencant par P; :

V N(x,y,z) € P, = [x;,A*D*,A*N| =0 (57)
1 0 x
& VYN(x,yz)eP,=|0 —2ace y-— (caa + Sasg(Z — )] = (58)
0 0 zZ— (—c/;(Z — b))
S VN(x,y,z)EPL=z+cg(Z—b)=0 (59)
Puis P, :
V N(x,y,z) € P, = [x;,C*B*,C*N]| =0 (60)
1 0 x
S VN yz)eP,=[0 2ac y-— (—cat + sasp(Z+ )| = 0 (61)
0 0 z— (—cﬁ(Z + c))
S VN, y,z)EP,=z+c(Z+c)=0 (62)
On a pour P53 :
VY N(x,y,z) € P; = [x5,C*D*,C*N] =0 (63)
1 0 x
S VN(xyz) €EP; = 0 —sgsp(b+c) y-— (—Caa + sqSp(Z + c)) -0 (64)
0 cg(b +¢) z— (—cﬁ(Z +0)
S VN(x,y,2) € P3 = sa5pZ +ycg +acecg =0 (65)
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Figure 22: Mise en évidence des plans supports des champs répulsifs

Et enfin P, qui s’écrit :
V N(x,y,z) € P, = [x5,A*B*,A*N] = 0

1 0 X
S VYN yz) ep,=|0 Sesplb+c) y- (caa+sesp(Z—=D))| =0
0 —cp(b+0) z—(—cg(Z—Db))

S VN(x,y,2) € P, =545z +ycg —acgcg =0
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On a donc nos quatre équations de plan :

(n

z+c(Z—-b)=0

P,=z+cg(Z+c)=0 €9
P; = cpgy + sqspz +acgcg =0 (69)
\Ps = gy + 5qSpz — acacg = 0
2.5.8 Evaluation de la distance entre le centre de gravité et les murs virtuels
On commencera par rappeler 'expression de la distance A d’un point M(X,,, Vi, Zmm) @ Un
planP =ax+by+cz+d=0:
axXy, + by, +czy, +d
A = 19+ bym + ¢z + d| (70)

va?z + b? + ¢?
On souhaite construire les projetés orthogonaux de G sur chaque mur virtuel (Figure 23).

Ces points G4, G, G3, G, seront les sources des potentiels répulsifs qui affecteront le centre de
gravité comme nous le verrons plus tard.

Figure 23: Evaluation de la distance entre le centre de gravité et les murs virtuels
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On définit alors 4 distances A;,A,, Az, A, du point G(xg,yg,zg) aux plans respectifs
Pl,Pz,P3,P4:

( A1=|zg+cﬁ(Z—b)|
A, = |zg + CB(Z-I-C)'

& 41,082,838, /4 7, = lcpyy + saSpzg + acqcg|/ [cp? + so?sp?

\ Ay = |cﬁyg + SaSpZg — acacﬁ|/ cp? + sq%sp?

Ce qui se traduit graphiquement (Figure 24) comme suit :

Figure 24: Mise en évidence des distances entres les plans du polyédre de sustentation et le
centre de gravité

2.5.9 Modélisation des champs répulsifs exercés par les murs virtuels sur le centre de
gravité

On a choisi un modeéle de Coulomb (électrostatique) pour représenter une augmentation
de l'intensité de la force de répulsion a mesure que le centre de gravité s’approche des murs
virtuels. En effet, le choix d’un systéme ressort-amortisseur, plus immédiat, ne permet qu’une
intensification linéaire de la répulsion, ce qui n’est pas le comportement que I'on recherche. Il
s’agit d’une force fictive normale au plan, appliquée du projeté orthogonal vers le centre de
gravité :

. 1 m Mix
Fo, = ki x—57== telque 7, =My
A Il N,
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ki

Nix —5 =
A" Il
. Nix k.
Foom b Ny | = niyz—L (73)
Gt — —
82 ml \ YT
k; /
Niz v
A" Im |l
On rappelle avec ny, Ny, N3, N, les normales intérieures aux plans :
Nix 0
Pi=z+c(Z-b)=0=>n;=|My |=( 0 | telqueln||=1
Niz -1
Nax 0
P,=z+cg(Z+c)=0=>mn; =Nz | =|0] tel quel|ln]l =1
Nyz 1
N3y 0 (74)
Py = cpy + 5452 + acqcg = 0> g = <n3y> =| cg | tel que||ns|| = fcﬁz + 542552
N3y, SaSp
N4x 0
Py =cgy + 545z — acecp =0 =1y = <n4y> =| —¢g | telque||ng|l = fcﬁz + sq2sp>
Nyy —S¢Sp
On définit alors les quatres forces fictives suivantes :
rF_, f 1 ng
G1 = K1 * 1=
A lIngl
— 1 n,
FGZ = kz =
e A% Il
Fe1,Fg2, Fes, Foa /3 1 7 (75)
FG3 = k3 *
Az lInsl
— 1 n,
FG4- = k4_ ol r—
A lIngll
0 0 0
= ok (O [ o0
o=k )Tk
_ ™
0
e teeg{n) - 33(0) | &
G2 = 2 * —— = —_— = k
A% \4 A%\ —2
2
/ 0
I . \
& Fg1,Fea, Faa, Fea / S 1 1 0 3% (76)
FG3 = k3 * — > > 2( CB ) - Ag CBZ + SQZSBZ
A3” Jep® + sasp SaSp k3sqsp
A32,/cﬁz + Sq2sp2
0
) . 0 /_ Kacy \
m_k4*7 - - 2( —cg ) = A,"\[cg? + sq2sp?
Ay \Jcg? + sa*sp —SqSg B kasqsp
A,? cp* + 5q%sp?
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On peut voir ces forces matérialisées sur la Figure 25:

Figure 25: Mise en évidence des forces de répulsion

2.5.10 Modélisation des champs attractifs

Afin d’obtenir un comportement naturel par analogie avec le corps humain, au sens ou le
corps cherchera a minimiser sa consommation énergétique, on a décidé d’ajouter un potentiel
attractif a l'intérieur du polyedre de sustentation. A cause de la nature des champs répulsifs ils
auront tendance a perdre en intensité a mesure que le centre de gravité se tient éloigné des murs
virtuels. C'est alors que I'on réglera judicieusement la portée de I'intensité du champ attractif pour
que ce dernier place le centre de gravité a un endroit optimal. Il pourra s’agir du lieu qui minimise
la sollicitation des actionneurs ou encore celui qui garantit les plus grandes marges de stabilité.
On utilisera également une loi de Coulomb pour modéliser cette force.
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On a donc pour un potentiel attractif localisé en G™:

(||GG+|| = \/xGG+2 + yGG+2 + ZGG+2 = A

., [(%ee* . GGt
GG* = (yaa+> = ||6G¥|| == [|GG*|| & avec _ [*ac+/B (77)
ZGGt ”GG+” U=|Y+/A
ZGG+/A
Et on définit alors la force attractive :
k xGG+
3
X A A
— _k__k 6c*/ k yge+
Gzﬁuzﬁ yGG“L/A = T (78)
ZGG+/A k ZGG+
A3

2.5.11 Schéma de synthese

On peut voir sur la Figure 26, 'ensemble des étapes précédemment évoquées mises en
situation avec les efforts virtuels appliqués sur le centre de gravité mis en évidence pour garantir
la stabilité posturale du robot.

Figure 26: Schéma de synthese du stabilisateur postural
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Abordons maintenant le point de vue de I'automaticien a travers un schéma bloc du
principe de commande mis en ceuvre (Figure 27) :

@ p

Anticipation
gravité

a~9-{Pe]

Robot
Physique

\ Robot virtuel

Figure 27: Schéma bloc du principe de commande

On a donc un robot virtuel soumis a des efforts extérieurs qui viendront modifier sa
posture en fonction d’'un ensemble de contraintes. Cette posture sera celle spécifiée au robot
physique.

2.5.12 Eléments de simulation

Le schéma de commande évoqué dans la section précédente a été traduit dans le logiciel
de simulation Matlab/Simulink. Le simulateur comprend donc un modeéle du robot physique, un
modele du robot virtuel associé soumis aux champs de forces ainsi qu’un générateur d’inclinaison
du sol.

Ce dernier consiste en un double interpolateur polynomial d’ordre cing qui pour les
éléments qui seront présentés par la suite correspond a un angle alpha de dix degrés et un angle
beta de vingt degrés. Le scénario est composé de deux mouvements de sept secondes chacun. Le
premier part d’une inclinaison du sol nulle (a,8) = (0,0) pour aller a la position (a, ) =
(10, 20) et le second en est le retour de la position (a, 8) = (10,20) vers la position (a, ) =
(0,0). Le graphe suivant (Figure 28) est composé de quatre lignes et trois colonnes. Chaque ligne
correspond a un instant t choisi afin de montrer I’évolution du systeme au cours du temps et de
gauche a droite on peut respectivement observer une vue de gauche, une vue de dessus ainsi
gu’une vue de face.

On remarquera sur la derniere ligne de ce chronogramme que la position finale du robot
n’est pas la méme que la position initiale. Ceci est uniquement d{ aux efforts virtuels qui sont
appliqués sur le centre de gravité. En effet, dans cette simulation il n’y aucun potentiel attractif et
seuls les champs répulsifs sont a I'ceuvre, aussi, lorsque le systeme est stabilisé, le centre de
gravité se retrouve au lieu d’équilibre des champs a savoir dans ce cadre précis au milieu du
polyédre de sustentation. Quant a son altitude, elle n’est pas contrainte aussi résulte-t-elle de la
pseudo-inverse uniquement.
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Les paramétres des champs qui sont en ceuvre sur cet exemple ont été réglés afin de
garder le centre de gravité a l'intérieur du polygone de sustentation, quelle que soit I'inclinaison
du sol et cela dans les limites articulaires du robot. Aucune procédure d’optimisation n’a été
utilisée afin de garantir un comportement plutot qu’un autre car le but premier de ce simulateur
était de déterminer la faisabilité de la méthode et la validité du raisonnement. Les champs sont

005

Figure 28: Evolution du pied sur un sol incliné (unité en m)

congus pour stabiliser la position du centre de gravité au centre du polyédre de sustentation.

On remarquera ici que l'algorithme tel qu’il est implémenté réalise une stratégie dite « de
la cheville » ce qui est directement lié a la I'utilisation de la pseudo-inverse qui permet d’obtenir
une solution optimale au probléme de I'inverse. Cela peut poser un probleme si I’'on considére les
capacités des actionneurs en termes de couple. On a mis en place une pondération pour
homogénéiser la répartition des couples en utilisant une matrice de pondération sur la jacobienne
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du robot virtuel. Encore une fois la pondération sera réglée a la main pour traiter un cas particulier
qgue I'on ne généralisera pas. On peut toutefois y voir une piste pour la qualification de la
robustesse du stabilisateur.

2.6 Validations expérimentales

Nous présenterons dans cette section quelques résultats expérimentaux concernant trois
cas, un mouvement de squat classique, un mouvement de marche a 360 metres par heure généré
hors ligne grace a un générateur de trajectoire de marche développé au sein de I'équipe [82]
(appliqué au robot complet) et pour finir la mise en ceuvre du stabilisateur postural devant une
inclinaison du sol de vingt degrés.

2.6.1 Mouvement de squat

Ce mouvement est généré a l'initialisation du contréleur mais pourrait étre calculé en
ligne par le générateur de trajectoire embarqué. Il s’agit d’'une interpolation polynomiale d’ordre
cing entre une position initiale et une position finale pour chaque articulation. On a un
débattement de seize degrés pour la cheville, quatre-vingt-cinq degrés pour le genou et soixante-
dix degrés pour la hanche. La descente et la montée durent chacune sept secondes. On peut

observer le mouvement sur la Figure 29:
&
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Figure 29: Chronogramme d'un squat (une image toutes les 2 secondes)

Le pied ayant été équipé de capteur d’effort, on a pu récupérer la position du ZMP a
I'intérieur du polygone de sustentation et la comparer a I’évolution du centre de gravité lors du
mouvement. On remarquera la grande répétabilité du mouvement, en effet le robot a subi des
tests d’endurance et malgré les heures de fonctionnement il est resté répétable. La Figure 30
montre |’évolution de la position du ZMP dans le plan du pied. Quant a la Figure 31, elle reprend
I’évolution temporelle du ZMP respectivement dans les plans sagittal et transversal.
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ZMP evolution in the foot plan
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Figure 30: Trajectoires comparées du ZMP et du centre de gravité dans le plan du pied
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Figure 31: Evolution temporelle de la position du ZMP respectivement dans les plans sagittal et transversal
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On précisera que le signal capteur n’aura subi aucun traitement pour limiter les bruits et
on observera une erreur moyenne de I'ordre du millimetre ce qui reste satisfaisant.

2.6.2 Mouvement de marche a 360 metres par heure

Le chronogramme (Figure 32) montre deux pas successifs réalisés a une vitesse de 360
metres par heure. Ces deux pas sont précédés par un mouvement de mise en position car le
générateur de marche impose une position initiale légérement fléchie. Dans cette expérience, le
robot est accroché a un portique par la hanche.
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Figure 32: Chronogramme du mouvement de marche (13,8 secondes)

La Figure 33 représente en vert la trajectoire de consigne du genou et en rouge |'erreur
par rapport a la mesure issue des potentiometres. Il faut noter ici que le seul asservissement en
position a lieu au niveau du variateur ce qui permet de mettre en évidence l'influence de la
dynamique et de la transmission sur la précision angulaire. Le but est de minimiser cette derniere
en agissant sur le robot avant toute implémentation de loi de commande. L’erreur maximale est
de 1.3 degré et on peut I'observer tant sur des mouvements a dynamique faible ce qui traduit
notamment I'influence des jeux dans le mécanisme, la qualité de la mesure ainsi que I'absence de
compensation de gravité, que sur des mouvements a dynamique élevée qui donc ne seraient pas
compensés.
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Knee joint flexion error (deg)

TARCET DATA axeMan:datz_traveil display_erreur_pos_srti.m[Z] Time (s)

x-pos. 40.475371

1z.0 15.2 1.4 - 24.8 28.0 31.3 34.5 37.7 40.3 44.1]

Knee jeint Elexion (deg)

TARGET DATA axeMan:data. travail display pos_zrti_relle m[2]

Figure 33: Trajectoire articulaire du genou et son erreur

On peut voir sur le graphe (Figure 34), I’évolution de I’erreur au niveau du variateur qui atteint au
maximum 0.3 degré de tour moteur ce qui est négligeable une fois retranscrit dans I'espace
articulaire.

gAxis003 ... CTRL Positien ller: lag erzer, 02/13/17, 03:38:56 1 Time (=)

0.40fx-pos . 14270000
v-pos.  0.332162

3

ot (d:
—
p—

Ntaatinan |

Figure 34: Erreur articulaire du point de vue du variateur

La Figure 35 montre la performance temps réel du controleur lors de la trajectoire de
marche. On aura comme charge de calcul les modeles gé¢ométriques direct et dynamique inverse
exécutés en une moyenne de 161 microsecondes pour une tache cadencée a deux millisecondes.

Calculated Times - Profiler Run Time :2122168.792 [us]

Mame CPU Usage [%] Tolerance Count Obiject Priority Call Court Minimal Net Time [ps] Average Net Time [ps] Maximal Net Time [ps]
& Cyclic #1 3.204 230 155.258 161616 215.003

& Cyclic #3 0.056 200 23.313 25.045 27.363

o System Tasks 6.550

# Intermupt Ha.. 2.019

Library Functions

il Idle Tasks 83.171

Figure 35: Performance temps réel

46



2.6.3 Réaction de la jambe a l'inclinaison du sol

Enfin voici un chronogramme (Figure 36) du robot avec le stabilisateur postural calculé en
ligne rejetant une perturbation d’inclinaison du sol de vingt degrés, réalisée a I'aide d’une
plateforme inclinable, fabriquée pour cette démonstration, pilotée grace a deux moteurs
synchronisés. Les champs ont été réglés afin de valider le concept de commande et non pour
optimiser un comportement par rapport a un autre.

Figure 36: Chronogramme de la réaction a l'inclinaison du sol (une image toutes les deux secondes)

La performance temps réel est présentée sur la Figure 37:

Calculated Times - Profiler Run Time :1274976.942 [us]

Name CPU Usage [%]  Tolerance Count  Object Priority ~ Call Count ~ Minimal Net Time [us] ~ Average Net Time [is] ~ Maximal Net Time [us]
1@ & Cyclic#1 13.761 230 262.506 272.788 338.992
® @ Cyclic#3 0.025 200 8.591 8.934 9.248

® o System Tasks 7.309

® & Intemupt Ha... 2.080

Library Functions

o lde Tasks  76.805
gl Other Syste... 0.021

Figure 37: Performance temps réel

La charge de calcul est composée de deux modéles géométriques directs et dynamiques
inverses, le modele virtuel étant entierement matriciel et donc susceptible de consommer
davantage de temps de calcul. Il faut ajouter a cette charge le stabilisateur postural qui contient
une inversion de matrice 4x4 ainsi que le contréle de I'inclinaison de la plateforme. On observe
que le temps de cycle moyen se calcule en moins de 300 microsecondes, ce qui trés satisfaisant
vis-a-vis de la cadence de la tache qui est a deux millisecondes.
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2.7 Conclusions et perspectives

On a donc montré a travers ce chapitre, la faisabilité d’un nouveau type de stabilisateur
postural implémenté sur un robot a architecture industrielle. La stratégie employée consistant a
manipuler I'avatar du centre de gravité du robot pour commander sa position vis-a-vis de la
gravitation présente un certain potentiel et semble relativement peu colteuse en temps de calcul.

La prochaine étape des développements du stabilisateur consistera a explorer I'influence
des différents parametres qui régissent les champs électrostatiques sur les capacités de
recouvrement d’équilibre du robot afin d’obtenir un réglage optimal permettant un bon rejet des
perturbations extérieures. On prendra également en considération d’autres types de champs ainsi
gue des combinaisons plus sophistiquées.

Un travail en cours concerne I’évolution de I'algorithme de stabilisation pour étre en
mesure de gérer le robot complet et ses quinze degrés de liberté avec notamment la gestion de
plusieurs centres de gravités régis par des champs électrostatiques cohérents.

Le stabilisateur repose actuellement sur le controleur orienté objet qui a été congu pour
exploiter au maximum les éléments de symétrie des humanoides comme évoqué au 2.4.1. On est
donc en mesure d’instancier deux objets jambes dans le contréleur, ce qui est suffisant pour
bouger I'une ou l'autre indépendamment mais pour le moment il n’existe cependant aucun
élément permettant de rendre compte des couplages dynamiques entre les deux objets afin de,
par exemple, modéliser une phase de simple appui lors d’'une trajectoire de marche. On a donc
besoin d’un outil mathématique de manipulation des chaines séries.
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3 Considérations mathématiques sur le formalisme lagrangien
pour la modélisation en robotique humanoide : application pour
la programmation orientée objet et la robotique modulaire

3.1 |Introduction générale

Derriere I'idée d’exploiter la symétrie naturelle des robots humanoides, il y a une vision
modulaire de la robotique. En effet, le futur devrait voir apparaitre des entreprises spécialisées
dans la construction de certains organes robotisés complexes comme des tétes et des mains tout
comme il existe aujourd’hui des entreprises spécialisées dans la conception de bras de
manipulation.

Et al'image des industries automobile ou aéronautique qui sollicitent énormément de sous-
traitants spécialisés afin d’assembler des machines encore plus complexes, on devrait voir
apparaitre des entreprises susceptibles d’assembler des robots modulaires trés complexes a partir
d’éléments spécifiques congus et optimisés par des spécialistes. Cette évolution a déja commencé
puisqu’on voit apparaitre des robots constitués d’un gros 6 axes porteur d’un 6 axes plus léger et
spécialisé afin de combiner leurs espaces de travail respectifs.

Cette réalité se constate également dans les laboratoires ou les problématiques de vision
et de traitement d’images pour la manipulation sont a des années lumiéres des problématiques
de motricité en environnement dynamique. Il en résulte I'existence de deux équipes de
spécialistes qui collaborent pour donner un résultat encore plus complexe.

Dans le cadre de la robotique humanoide de grande taille, on pourrait tout a fait envisager
de vouloir concevoir un robot composé de quatre tétes toutes de conceptions et de constructeurs
différents ainsi que de deux paires de bras et d’un systeme locomoteur. Chacun de ces éléments
posséderait déja sa propre unité de calcul permettant un controle dynamique fin préréglé et
optimisé pour une application standard. C’est I'assembleur du robot complet qui avec son centre
de calcul superviseur devra faire collaborer tous les modules ensemble afin de répondre a une
problématique spécifique qui surpasse les champs d’application de tous ses constituants.

La fonction premiére du superviseur est donc de rendre compte des couplages qu’il peut
exister entre chacun des composants du robot. Seulement, les robots humanoides sont décrits
par une théorie congue pour modéliser les robots manipulateurs industriels, un contexte
opérationnel trés éloigné des conditions normales de fonctionnement des robots
anthropomorphes. Cette théorie ne possede pas les outils nécessaires au calcul d’'un modeéle de
robot constitué de sous-robots dont on connaitrait les modeles. Toutefois, on peut se demander
si en manipulant les équations classiques de la robotique, il ne serait pas possible de faire
apparaitre des relations voire des objets mathématiques qui seraient I'expression des couplages.

On se propose donc d’illustrer cette intuition sur un exemple. A l'instar d’un 6 axes porteur
d’un 6 axes plus léger, on va prendre deux robots simples, des 2R plans que |'on va chainer comme
on peut 'observer sur la Figure 38 afin de former un 4R plan. On utilisera la convention Denavit-
Hartenberg [72] modifiée dans I'ensemble des développements qui suivront.
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y0

2R plan top

2R plan bot

0o 0, )

Figure 38: Schéma cinématique 4R plan

On commence tout naturellement par exprimer les quatre matrices de transformation
homogenes élémentaires du systeme.

cc —s3 0 0 c; =S, 0 U4 1 0 0 I
S c 0 0 S c 0 O 01 0 O
T g = 1 1 T Lo = 2 2 T ;) =
=1%o o0 10/ lo 0o 1 0/)2”7|oo 1 0 (79)
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
cz —s3 0 0 ¢y, —S4 0 I3 1 0 0 I,
S c 0 0 S c 0 0 0 1 0 O
T, — 3 3 Tais = 4 4 T ;) =
2-3=1o o0 10)/3* (o o 1 0] o010 (80)
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Equations que I'on regroupe judicieusement pour faire apparaitre le 2R bot et le 2R top.
€12 —S12 0 cily +eply Cza —S3q 0 c3lz+c34ly
S c 0 s1l; + 5951 S c 0 s3l3 4+ s34l
T. =] 512 12 1l 122 | 7., , =] S34 34 3l3 344
0-2 0 0 1 0 2'—>4 0 0 1 0 (81)
0 0 0 1 0 0 0 1
Pour enfin aboutir au modéle gé¢ométrique du robot complet.
Ci234 —S123¢ 0 C1ly + c1ply + c13l3 + C1234ls
7, =|S1238  Cizza 0 Sily +S12l + 512303 + 512340y (82)
04 0 0 1 0
0 0 0 1
Pour le moment, on n’observe rien d’inhabituel, a savoir que le couplage géométrique
s’obtient par la définition méme du calcul du MGD, c’est-a-dire par la matrice de rotation R_,,.
R rot / R 1t 1 Ror 0 tor_
T_),=T_),T,_),=(0—>4 0—>4)=(0—>2 0—>2)(2—>4 2—>4) 33
04 0-2'12'>4 013 1 013 1 013 1 (83)
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R tRor 1 R 1t 0+t ’
(:)T_),=( 0-2' 1254 0-2'2" >4 o—>2) 84
0 0. 1 (84)
Passons maintenant a I'expression des diverses jacobiennes naturelles des robots que
nous avons évoquées. On retrouve bien évidemment les deux 2R plans.
—(s1ly +s12l)  —(51213) —(s3l3 + s34ls)  —(s34l4)
(clly +exly)  (e12lp) (c3ls +c3als)  (c34ls)
0 0 0 0
] = 1.1 = 85
Joz 0 0 J2'4 0 0 (85)
0 0 \ 0 0 /
1 1 1 1
]17 14 ]v 1,7
@]02’=<] ’ ) ]2’4’=< 24) (86)
wozl w214_l
Et bien sur celle du 4R plan.
—(s1ly + 512l + S123l5 + 51234ls)  —(S12lo + 512303 + S12340a)  —(S123ls + 5123404)  —(S1234l4)
(c1ly + c1zly + crasls + c123als)  (crzly +cra3ls + C1234ls)  (C123ls + C123als)  (C1234l4)
Jow = | 0 0 0 O 1 (87)
0 0 0 0
\ 0 0 0 0 /
1 1 1 1
Maintenant, si on cherche a isoler les contributions de [,/ et J,7,+ dans |'expression
de /47, ONn obtient une somme plutét intéressante qui reprend un premier terme directement
identifiable au 2R top. Le troisieme terme est trés proche de I'expression correspondant au 2R bot
et on trouve rapidement qu’il s’agit pour partie du produit de R _,,- par],,z,4,. Le second terme
qguant a lui mérite un examen plus attentif.
—(s1ly +51202)  —(s12l;) 0 0
(ctlh +eply)  (ely) 00
Jour = 0 0 0 0
04 0 0 0 0
\ 0 0 0 0/
1 1 0 0
—(S123l3 + S123als)  —(S123l3 +51234ls) 0 O
(c123ls + c1234ls)  (Cr23lzs +c1234ls) 0 O
n 0 0 0 0 (88)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
/0 0 —(s123l3 + S1234l4) —(5123414)\
0 0 (c123ls + cr234ls) (€1234l4)
+ | 0 0 0 0 |
0 0 0 0
\0 0 0 0 /
0 0 1 1
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En regroupant les termes déja identifiés, on obtient I'expression suivante.

o —(S123l3 + S1234ls)  —(S123l5 + S1234l4) 0 R
Jour = Jogr D32 4| Cazsls +cizzals)  (Crzsls + Crzsals) 03, o % 02 Jv1,0
04 w032 0 0 03, Roz’]w2,4,
(0)3,2 (0)3,2
A ce stade, le raisonnement se fait par analogie avec le troisieme terme. La symétrie et la
forme de ce second terme évoquait le produit d’'une sorte de matrice de rotation dépendant du
2R bot avec le modeéle géométrique du 2R top. Ce qui par identification permit de trouver la
relation suivante.

— (512313 + S1234l4) —S12 —C12 0\ /c3ls +cauly
(c123l3 +€1234ls) | =| €12 —S12 0| s3l3+ 534l
0 0 0 0 0

Il se trouve que cette sorte de matrice de rotation est en réalité la dérivée partielle de la
matrice de rotation R, par rapport a q; ou q,. Un début de solution au probleme posé résidait
alors dans la capacité a traiter la dérivation des matrices de rotation et a inclure de tels objets
dans le formalisme classique de la robotique. Il s’avere que ces objets sont des tenseurs dit d’ordre
3 et que la reformulation du probléme initial devra s"accompagner d’une évolution de |'écriture
des équations conventionnelles.

3.2 Eléments de bibliographie

Ces objets mathématiques que sont les tenseurs nous amenent tout naturellement a
chercher dans la littérature s’il existe des formulations tensorielles des équations de Lagrange, ou
de maniere générale du formalisme utilisé en robotique, et si quelques résultats pourraient étre
utiles pour répondre a la problématique de la modélisation d’un robot composé lui-méme de
plusieurs robots.

Il est rare et difficile de trouver des exemples de cours de mécanique qui reprennent le
formalisme tensoriel et cela méme s’il s’agit de mécanique analytique. Cependant le recours aux
tenseurs apparait notamment dans les cours de mécanique des milieux continus [83]. Cette
discipline étant trop éloignée de notre champ d’intérét, on cherche alors dans la littérature
traitant spécifiquement de I'optimisation du temps de calcul des modeles dynamiques de robot
qui fut foisonnante dans les années 90 étant donnés les besoins toujours plus grands en termes
de complexité de modélisation par rapport aux capacités de calcul de I'époque. Les principaux
résultats de cette branche de la robotique et notamment le fameux algorithme récursif de
Newton-Euler sont proposés dans cet article de synthése [84]. On trouve un seul travail significatif
traitant de l'utilisation des tenseurs dans le cadre de la robotique et il s’agit de ceux de
Constantinos A. Balafoutis qu’il propose dans sa thése [85]. Il utilise la théorie des tenseurs
cartésiens afin de produire des algorithmes extrémement rapides notamment pour le calcul du
modele dynamique [86].

Devant I'impossibilité de trouver un support théorique propice a I'écriture d’un modele
de robot en fonction des modeéles des robots le constituant, on a décidé de développer les outils
mathématiques permettant de le faire.
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3.3 Del'importance des jacobiennes

Dans I'ensemble des développements qui vont suivre, on fait référence a la modélisation
d’un robot obtenue par couplage des modeles des sous-robots qui le constituent comme étant un
modele composite. On utilise également un systeme locomoteur d’un robot humanoide pour
illustrer notre propos méme si le principe peut étre étendu a n’'importe quel robot modulaire. On
peut voir sur la Figure 39 un tel robot marcheur en configuration de simple appui. Il est muni de
deux jambes parfaitement symétriques (I'une en rouge et I'autre en vert). La chaine cinématique
résultante qui part du pied gauche pour aller jusqu’au pied droit est constituée de 2 i
articulations et dans le cas qui nous intéresse la jonction entre les deux jambes est un unique
solide.

jambe gauche

jambe droite

Figure 39: Schéma d'un systéme locomoteur anthropomorphe muni de deux jambes identiques (les points gris sont les CdG

des segments)

On propose ici de déterminer le modéle dynamique inverse de cette chaine cinématique.
Et pour se faire on va prendre en compte la symétrie du systéme et supposer qu’il soit judicieux
de considérer cette chalne cinématique d’un point de vue modulaire. Le but de cette démarche
est de construire le modele dynamique inverse composite du robot.

Considérons le MDI d’un robot écrit avec le formalisme Lagrangien, avec A la matrice
d’inertie, C la matrice de Coriolis et G la gravité, T est le vecteur des couples généralisés du
systéme et q le vecteur d’état généralisé.

A@QG+Cq,q+G6(@ =7

Pour le calcul de A (voir 6.3), on a besoin d’une famille de matrices jacobiennes, une pour
chaque segment, exprimées au centre de gravité conformément a la définition de la composante
de I'énergie cinétique du lagrangien du systeme. On appelle ces matrices des jacobiennes au
centre de gravité. On en déduit que la matrice d’inertie composite est construite sur une famille
de matrices jacobiennes composites. Le méme constat peut étre fait concernant la matrice de
gravité puisqu’elle peut étre exprimée comme une fonction des jacobiennes et des forces
gravitationnelles. La matrice de Coriolis étant construite a partir de la dérivation des termes de la
matrice d’inertie on en conclut donc que non seulement la matrice de Coriolis composite est issue
des diverses dérivations des matrices jacobiennes composites mais aussi que le MDI composite
repose intégralement sur la connaissance d’une famille de matrices jacobiennes et de leurs
dérivées.
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L'élaboration d’un tel modéle commence donc par une description géométrique adéquate
de la chaine cinématique présentée sur la Figure 40.

jambe droite

Figure 40: Description du chemin depuis le pied droit jusqu'au centre de gravité d'un segment k de la jambe gauche

3.4 Description géométrique des modeles composites

En observant la Figure 40, on peut écrire le MGD permettant d’aller du pied droit vers le
centre de gravité du k ieme segment de la jambe gauche en utilisant I'approche classique :

R0—>k t0—>kcdg q.l
TO—)kcdg (q) = 0 1 /q = : (92)
1,3 QJ

Procédons maintenant a une décomposition de cette expression afin de faire ressortir des
éléments propres a chaque jambe. On peut écrire en s’arrétant a la jonction qui distingue chaque
jambe :

a1 Qi.+1 q
Toakcdg(Q) = TO—»i(Qa)Tiﬁkcdg(Qw)/ qa = ( : ):‘I(u = ( ; ):q = (q:)) (93)
q; q;

A ce stade du raisonnement on a déja une décomposition en produit avec le premier
terme Ty_,; qui ne dépend que de la jambe droite et de son vecteur d’état q, et un second
Ti_,kcdgqui lui ne dépend que de la jambe gauche et de son vecteur d’état g,. Poussons le
raisonnement encore un peu plus loin en décrivant Tichdgavec les mémes expressions qui
permettent de décrire Ty_,; et cela afin de minimiser les objets élémentaires nécessaires a la
description du modeéle géométrique d’une jambe conformément aux contraintes que l'on
s'impose dans le cadre de la programmation orientée objet.

En utilisant les propriétés de transport et de I'inverse du MGD on peut écrire en repassant
par le pied gauche :

Ti_)deg = Ti_’j’rj_’kcdg (94)
T T ) )
= Ti—>k = (RJ_”) _(RJ—>1) tj—>i R]_)k t]_’kcdg (95)
cdg (0)1,3 1 @1'3 1
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On peut donc décrire la géométrie d’une jambe suspendue (ici la jambe gauche) avec des
éléments propres a la description de la jambe en appui (ici la jambe droite) en effectuant un
changement de point. On appelle par la suite une telle opération un changement de repere base-
distal. Elle permet de passer du cas ou une jambe est en phase d’appui a celui ou elle est
suspendue.

Si on essaie de mettre en évidence le terme de couplage qui relie les deux jambes dans le
modele géométrique, il suffit d’écrire la composante relative a la translation :

t0—>kcdg =to-; + R0—>iti—>kcdg

Il s’agit de la matrice de rotation Ry_,; qui en effet permet de ramener la description de la
jambe gauche dans le repere d’écriture de la jambe droite et ainsi obtenir une formulation
cohérente de I'ensemble du systéme locomoteur. Une fois que la description géométrique est
faite, il faut passer au traitement des jacobiennes afin de construire le MDI.

3.5 Jacobienne des modeles composites
3.5.1 Rappel et définitions : Jacobienne naturelle

Commencons par rappeler 'expression de ce que I'on appelle la jacobienne naturelle d’un
robot. Cette matrice est issue de la dérivée temporelle du modele géométrique direct. On
construira cette matrice par concaténation de la contribution linéaire et angulaire de la vitesse.

Commencons par la contribution linéaire :

X
V4

X—d(X)_a(X)a = Juv§
=@ =W ga=Jvd

D’ol :

On construit la contribution angulaire d’aprés les matrices de rotation des changements
de repeéres successifs en concaténant les z; exprimés dans le repére de base du robot.

Wy
(a)J/> =Juq
Wy

0 0 0
Jo = = 0¢,)tel que o7, = Ry <0> S Jo = <R0—>1 <0> “+ Roon <0>> (100)
1 1 1

On introduit ici un premier élément de notation concernant les contributions en vitesse
linéaire ou angulaire d’un élément en placant un indice, respectivement v ou w apres le symbole
considéré et lorsque cela fait sens. Ainsi, J,, se lit comme étant la contribution de la vitesse linaire
de J, la matrice jacobienne. De la méme maniére, A, se lit comme étant la contribution de la
vitesse angulaire de la matrice d’inertie. Et dans la mesure ou g, est un vecteur d’état il ne fait
pas sens de considerer l'indice w dans cette situation comme étant une référence a une
contribution angulaire.
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3.5.2 Jacobienne au centre de gravité
3.5.2.1 Cas général

Dans cette section, nous allons aborder le cas ol I'on cherche a calculer la jacobienne d’un
robot en un point particulier de sa structure, les cas les plus courants étant notamment les lieux
de contact avec I'environnement et le centre de gravité de chaque corps. Et dans un premier
temps on va chercher a calculer la jacobienne au centre de gravité d’un des segments de la jambe
droite (Figure 41).

jambe gauche

jambe droite

Figure 41: Jacobienne au centre de gravité d'un segment de la jambe droite

Considérons donc un corps k d’un robot a i articulations, de vecteur d’état q, et k.qq4 le
centre de gravité associé, on a:

a
toﬁkcdg = t0—>k+R0—>ktk—>kcdg tel que tk_’kcdg = <b> (101)
c

Le calcul de la jacobienne s’écrit donc alors :
d d ) )
a (t0—>kcdg) = E (toekcdg) Qo = ]vokcdg,qa qa (102)

On introduit ici une nouvelle notation qui s’aveére nécessaire pour mettre en ceuvre les
modeles composites sans ambiguité et qu’il convient d’expliquer. De maniére générale
I'arborescence d’indices reprend une description allant de I'élément le plus général au plus
particulier. On a vu précédemment que J,, renvoie a la contribution de la vitesse linéaire de la
jacobienne (Figure 42).

Contribution de la vitesse linéaire

v

Figure 42: Ecriture de la contribution de la vitesse linéaire de la jacobienne
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L’écriture J,,, renvoie également a la contribution de la vitesse linéaire d’une jacobienne
mais pas n’importe laquelle. Les indices Ok précisent qu’il s’agit de la jacobienne du corps k,
évaluée au centre du repeére k, dans son mouvement par rapport a 0 et écrite dans le repére 0
(Figure 43).

Matrice jacobienne

\ Contribution de la vitesse linéaire

par rapport a 0, écrit dans le repére 0
Figure 43: Ecriture de la contribution de la vitesse linéaire de la jacobienne d'un corps par rapport a 0, écrite dans le repére O
On affine la description en précisant en indice le point d’évaluation de la jacobienne. S'il

n’est pas spécifié comme dans la notation J, , , alors c’est au centre du repére par défaut. Sion a
besoin d’exprimer la jacobienne au centre de gravité du corps k, on écrit alors J;, . (Figure 44).
cdg

Matrice jacobienne
Contribution de la vitesse linéaire

Vo

par rapport a 0, écrit dans le repére 0
Du corps k, évalué au centre gravité k.4,

Figure 44: Ecriture de la contribution de la vitesse de la jacobienne du corps k évaluée au centre de gravité k.qg,
par rapport a 0, écrite dans le repére 0.

Il reste un dernier élement a expliquer dans la notation compléte J,, e La présence
cdgla

de la virgule précise que la description de |'objet s’arréte et que I'élément qui suit ne fait que
préciser le vecteur d’état associé a la dérivation et par extension fournit la dimension de la matrice
(Figure 45).

Matrice jacobienne
Contribution de la vitesse linéaire

Vecteur d’état q,, tel que dim(/) = 3 x dim(q,,)

par rapport a 0, écrit dans le repére 0
Du corps k, évalué au centre gravité k.4,

Figure 45: Ecriture de la contribution de la vitesse linéaire de la jacobienne du corps k, évaluée au centre de gravité k.4,
par rapport a 0, écrite dans le repére 0, de vecteur d'état q, et donc de dimension 3 x dim(q,)
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Détaillons le calcul de Jy,, e
cag’ [24

d
]Vokcdg’qa = —aqa (to%de‘g) = —aqa (t0—>k+R0—>ktk—>deg)

9 2 (n
And ]v()kcdg'qa - @ (to—ﬂ() + a_qa ( O—)ktk—’kcdg)

=
]UORCdg.Qa

d d d
= 94, (to-k) + EPR (Rosi)tkskegy + Roosk 94, (tk%kcdg)

Par ailleurs et sachant que non seulement t,_,j est uniquement fonction des k premieres
variables d’état mais aussi que tqucdg est une longueur invariante, on a :

0

0
- - 03— -
24, (o) = Jogrq, = (]Vok,gak 3i-k) et 97, (tqucdg) = 03,

On introduit ici une nouvelle notation qak. Il s’agit du vecteur d’état contenant les k

premiers éléments de q,. La barre située sous le g signifie qu’il s’agit d’un vecteur et non pas d’un
scalaire. En effet, q,, existe et il s’agit du k ieme élément de q,,.

D' : I‘I :
- ( 10k'Qak 31 ) ) ( O—>k) k-kcag

C'est ici que les tenseurs interviennent, et qu’il nous faut introduire de nouvelles
notations. Le but n’est pas d’obtenir une écriture mathématique des plus rigoureuses
mais une efficacité opérationnelle pour le roboticien.

On commencera par identifier 'ordre d’un tenseur par autant de barrettes placées sous
le nom de ce dernier. Par définition, un vecteur est un tenseur d’ordre 1 et une matrice un tenseur
d’ordre 2. On notera donc t;._, et R,_ lorsque cela fera sens de se référer a ces éléments en

Lk—keag €1 Ro-k

tant que tenseurs.

On doit également spécifier que le produit matriciel que I’'on connait est un cas particulier
du produit tensoriel. En effet, le produit tensoriel de deux tenseurs respectivement d’ordre i et j
est également un tenseur a ceci pres qu’il est d’ordre i + j. C’est ainsi que le produit matriciel qui
est produit de deux tenseurs d’ordre 2 est dit contracté. Dans le cas contraire le produit de deux
matrices serait un tenseur d’ordre 4. C’est pourquoi le produit tensoriel contracté ou simplement
contracté de deux tenseurs respectivement d’ordre i et j est un tenseur d’ordre i + j — 2. Ainsi,
dans le cas de deux matrices, on obtient donc par produit tensoriel contracté un tenseur d’ordre
2+2-2, soit 2, soit une matrice. On retombe donc bien sur le produit matriciel. On notera © le
produit tensoriel contracté non pas qu’il soit usuellement noté ainsi mais on préferera cette
écriture pour l'identifier facilement dans le texte. Pour illustrer simplement ce paragraphe et ainsi
donner l'intuition de ce que I'on entend par produit tensoriel contracté ou non, on se donne deux

by

bz) etona:

vecteurs. Un vecteur ligne et un vecteur colonne telsquea = (@1 Aaz)eth = (

b
(a1 ap) (b;) = a,b; + ayb,
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On passe ici de deux tenseurs d’ordre 1 a un tenseur d’ordre 0, le produit tensoriel est
contracté et on retrouve le produit scalaire.

a®b = a;by + azb; = ¢ (109)
A contrario :
b, _ a, by aZbl)
(bz) (@1 2) = (a1bz azb, (110)

On observe ici que le tenseur produit est d’ordre 2, le produit n’est pas contracté etona:

ba = (albl azbl) = (111)
— \a4b, ayb, =

La derniére propriété qui nous intéresse concerne la dérivation. Le tenseur dérivé d'un
tenseur d’ordre i est un tenseur d’ordrei + 1. C'est ainsi que lorsque I'on dérive le modele
géomeétrique direct qui est un vecteur et donc un tenseur d’ordre 1, on obtient la jacobienne qui
est une matrice soit un tenseur d’ordre 2. Dans le cas présent, il est question de la dérivée d’une
matrice de rotation R, par rapport au vecteur d’état q. On a donc le tenseur dérivé R,_,j qui

est d’ordre 3 (symbolisé par les trois barres). On notera qu’usuellement le point au dessus d’une
lettre en physique signifie la dérivée par rapport au temps. L'objet que I'on considére étant lié a
une dérivation temporelle, on gardera la notation afin de bien spécifier qu’il s’agit d’un objet
dérivé d’un autre.

Il s’agit d’'une matrice cube qui est une concaténation des dérivées partielles de la matrice
Ry_1 que I'on peut représenter graphiguement comme ceci [Figure 46] :

ad 0 P P
3 a_ql(go—»i) 6_qz(§°—'i) m(§0—>i) E(@—n’

dim(q)
Figure 46: Représentation graphique de la matrice cube Eoﬁk un tenseur d’ordre 3
Dans la suite du propos, on utilisera une juxtaposition des dérivées partielles d’'une
matrice de rotation séparées par des virgules afin de les réprésenter sur une page. Ainsi, sachant
que Ry_ ne dépend que des k premieres variables, la matrice R,_, s'écrit :

. d d
§0—>k = Wal (R0—>k): ey m (R0—>k): @3,3. ey @3,3 (112)

On remarquera ici que la notation Ry_,; n’indique pas directement le vecteur d’état qui

lui est associé aussi lorsque le contexte ne préte pas a confusion on conservera cette écriture.
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Dans le cas ou la mention du vecteur d’état est nécessaire on notera alors Ry, comme

représenté sur la Figure 45.
Il ne reste plus qu’une subtilité et elle concerne le produit contracté. En effet, il convient
de réécrire la dérivée du produit avec la notation tensorielle :

E)%(thqucdg) 6?1 (Rok Obiokeq,) = az (Rootc ) @bioiegqy + Roe @ Za (beokegy)  (113)

A % (go—»k ®£k—>kcdg) = % (§0—>k )Qﬁk—ﬂcmg (114)

Ce produit tensoriel contracté aura comme résultat un tenseur d'ordre 3+ 1 —2 = 2, ce
qui peut se représenter graphiquement par les Figure 47 et Figure 48 :

1
/J\
3 Linsicag
o
3
d a 9 9
3 a_(h (go—»i 6_qz (go—),' Fr (Eo—vz) a_qn (§0—>i

dim(q)

Figure 47: Représentation graphique d'un produit tensoriel contracté entre le tenseur dérivé de R_, et Leskeay

\ /
v
dim(q)

Figure 48: Représentation graphique du résultat du produit (114)

Donc reprenons maintenant le calcul de la jacobienne au centre de gravité (107):

d
]VOdeg,qa = (]vok,gak @3_i—k) + ﬁ (Roﬁk)tkﬁkcdg (115)
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Ici aussi et comme on I'a évoqué précédement, R,_,; ne dépend que des k premiéres

variables d’état, on a donc:

7]

30 (Ro-k) = Ro-k,q, = Ro-kq, » 033,i-k
Qa = = —k

- (]vok’ﬂak = 'g“kGEk_)deg ®3'i_k)

= (]v()kcdg'ﬂ“k @3,i—k)

da, =]v0k»gak + §0—>k,gak@£k—>kcdg

On obtient donc une expression mathématique de la jacobienne qui manifeste le
changement de point comme somme de deux jacobiennes (voir Annexe : théoreme 1, 6.2.1). On
observe également un fait particulierement important, la somme que I'on obtient releve d’un
découplage entre la premiere contribution qui ne rend compte que de la géométrie du corps et la
seconde qui est uniguement relative a la distribution de la masse du corps. On prendra la mesure
qgu’implique cette décomposition dans la section traitant du modele dynamique et plus

particulierement celle relative a la matrice d’inertie.

3.5.2.2 Application au 4R plan

Reprenons le cas du 4R plan et appliquons le résultat (118) afin de construire ]04‘Cdg:q et

plus particuliérement]vm o
cdg’

y0

2R plan top

2R plan bot

Figure 49: Calcul de la jacobienne du centre de gravité du segment 4 dans son mouvement par rapport a 0

On adonc:

]v°4cdg'q = Jvoag T Ro-4,gOtima g,
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],,Mq nous viens directement de (87) en prenant [, = 0 et en supposant que le centre de

l4cdg
Uisaggy =| O (120)
0

gravité du corps 4 est sur son axe :

. C1234 —S1234 0
Calculons donc R_,4 4 sachant que Ry_,4 = | S1334 C123¢ 0] :

- 0 0 1
s = (5 (Roet) o (Ro) 5 (Ro) 5o (Rocs)) 121)
Roog,q = 04 04 04 04
=" 0q; 9q; 9q3 0q,
. —S1234 —Ci234 0O —S1234 —Ci234 0 —S1234 —Ci234 0 —S1234 —Ci234 0
= §0—>4.q =\ Cizza —S1234 0 ),| Cizza —S1234 O0),( Ci23¢  —Si23a O),| Ci23¢  —S123¢ O (122)
- 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
D'ou:
. a d a a
go—>4-,:;®£4—>4-cdg - (a_ql (R0—>4)£4-—>4Cdg a_qz(RO—>4)£4-—>4cdg a_q?,(RO—>4)£4-—>4cdg a_q4(R0—>4)£4-—>4cdg) (123)
_51234l4cdg _51234l4cdg _51234l4cdg _51234l4cdg
And 20*4151@24_’4&19 = 01234l4cdg 01234l4cdg 01234l4cdg C1234l4cdg (124)
0 0 0 0
Onadonc:
- (5111 + 512y + 5123l + 51234l4mg) - (51212 + S123l3 + 51234l4cdg) - (512313 + 51234l4cdg) - (51234l4cdg)
]V‘“cdg'q - (C1l1 + c1ply + cpp3ls + C1234l4cdg) (C1212 + c1p3ls + C1234l4cdg) (C12313 + C1234l4cdg) (01234145‘19) (125)
0 0 0 0
Voyons maintenant le calcul de la jacobienne au centre de gravité par la méthode
classique :
C1ly + c1zly + Ciz3ls + Crazaly
]v04cdg'q = % (EO—MI-Cdg) tel que £0—>4-Cdg = Slll + 512 l2 + 5123l3 + 51234‘l4cdg (126)
0
- (5111 + 5150, + S123l3 + 31234l4cdg) - (51212 + 812303 + 31234l4cdg) - (512313 + 51234l4cdg) - (51234l4cd9)
E(EO_M‘“’E) = (C1l1 + ciply + cip3ls + C1234l4mg) (C1zlz + cip3ls + C1234l4mg) (C123l3 + C1234l4mg) (C1234l4mg) (127)
0 0 0 0

Ce qui est exactement (125).
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3.5.3 Jacobienne d’'un modele composite
3.5.3.1 Cas général

Maintenant que nous sommes en mesure de calculer la jacobienne du robot en un point
particulier de sa structure, penchons-nous sur le cceur de la problématique a savoir le calcul de la
jacobienne d’un modeéle composite. Reprenons donc notre systéme locomoteur symétrique avec
ses 2 * [ articulations (Figure 50). Les raisonnements peuvent étre portés sur le chainage plus
général de robots sériels possédant un nombre d’articulations i, j quelconques, c’est ce que I'on
supposera dans la suite du texte (en effet le cas qui nous intéresse étant une restriction du cas
général envisagé).

jambe gauche

jambe droite

Figure 50: Calcul de la jacobienne d'un modeéle composite

On a donc par construction le modele géométrique du robot complet :

T =T T = (R0—>j t0—>j) _ (Ro_n' to_,z) (Ri—>j ti—»j) _ (R0—>iRi—>j tosi T R0—>iti—>j)
0= 7 f0-i0img @1’3 1 - (0)1'3 1 (0)1'3 1 - (0)1'3 1

Avec dans leurs repéres de base respectifs :
q1 qal di+1 qwl
Towi = f(qq) tel que qq = ( : ) = ( : ) Tinj = f(qe) tel que q,, = ( : ) =\
qi Qe Qi+j Qow;
Xl = Joi 9a X] =]ij‘?w

On a donc en explicitant les différents vecteurs d’états :

Xr
Xy = <y> = t9(@) = f01(da) + Roi (4t (0) = MGD (0) = MGD(@)/ q = ()
Zr
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Puis par dérivation :

Zr

. Xr I/qai\|
Xr =]v0jq@ yr =]v0ji C.Ia)l i:

Oxp dxy O0xp 0xp da
aqa1 aqai aqw1 aqw]- / 51\
_ % dyr Oyr dyr I Ga; I
_I 09q, 0qa, 090, 0., || do, |
\aYT dyr 0yr aZT/\,: /
0qq, 04a; 04, 390,/ 1)

) d d )
S X = %(XT) = %(XT)Q

. Y . a
Cherchons maintenant a déterminer 3 X

9 0
50 () = 30 (f0i0a0) + Roi(aa)tio(40)

9 0 9
= 50 ) = 50 (00-1040) + 3 (Ro-i(4a)ti-(90)

d ¥ = d R d d R
@%( T) —%(fo—n'(%))‘*‘ o—>i(q(x)%(fi—>j(%))+%( 0-i(42))Oti5;(q4)

. . .. 0
Explicitons ici % (Ro—>i( qa)) :

d . . .
% (R0—>i( qa)) = §0—>i,q = §0—>i,qar§0—>i,qw

OU Ryi,q,» Rosiq, €Stlaconcaténation des tenseurs dérives de R, _,; respectivement par

. . . Aa . . .
On se rend compte qu’étant donnée la constructionde g = (q ), les i premieres dérivées
w

d’écrire :

rapport a q, et q,, suivant la dimension relative au vecteur d’état g.

partielles de t;_,;(q,,) sont nulles au méme titre que les j derniéres de t,_,;(q4). Cela nous permet

d d
% (XT) = (]Voi ©3J') + R0—>i( qa)(@3'i ]Vij) + % (R0—>i( qa))Gti—d (Qw)

Par le méme raisonnement les j derniéres dérivées partielles de Ry_,;( q4) sont nulles ce
qui donne en introduisant la notation tensorielle I’expression suivante :

Bo—»i,q = BO—»i,qa:EOﬁi,q,‘, = Eo—»i,qa: @3,3,j

Et par conséquent :

0 .
%(XT) = vy, 03,7) + Ry ( Qa)(@)&i ]Vij) + §0—>i,q®ti—>j(q(u)

9 i
it aq Xr) = Uvey  03)) + Rosi(qa) (030 Juy) + (éo_’i'th@ti_’f(qw) ©3'f)

(=)]v0j = (]voi + §0—>i,qa®ti—>j(Qw) R0—>i( Qa)]vij)
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Penchons-nous un instant sur cette écriture. Le premier terme reprend ici la cinématique
du robot porteur ainsi que le couplage cinématique des deux robots. Le second terme quant a lui
représente la cinématique du second robot dans le repéere de base du premier. Bien évidemment
cette conclusion est relative a la construction de g.

Traitons maintenant la contribution angulaire, par construction on a pour Tooj:

0
Jug; = (% 7 9¢;) tel que of, = Ry (0)

1
0 0
o) e f})
1 1

On a donc respectivement pour Ty_,; et T;_,; :

0
( Jwg, = O¢ * 0g) tel que o<k=R0_)k<O>
1
. . 0
L]wi,:(‘a-u " ) tel que g, = Risi| 0
1

[ l) - )
o= (e (o) 1)

On a donc en faisant appara?tre]woiet]wij dans la premiére expression (143) :

0 0 0 0
Jwo; = <R0—>1 <0> “ Roog <0> RosiRisiva <0> “ RosiRis <0>>
1 1 1 1
0 0 0 0
c:’]woj = Ro-1( 0 “ Rosi | 0 RoiRisi+1( 0 “+ RosiRiLj| 0
1 1 1 1

‘E’]woj = (]woi R0—>i]wij)

En regroupant les deux contributions, on obtient le résultat suivant :

] . <]v0j> _ ]V()i + §0—>i,qa®ti—>j R0_>i]vij
% ](4)0]' ]woi RO—)i](ui]'

Il s’agit du premier résultat concernant I’élaboration des modeéles composites que I'on
retrouve dans le théoreme 2 (voir Annexes : 6.2.2).
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3.5.3.2 Application au 4R plan

Mettons en ceuvre (149) pour construire o, la jacobienne du 4R plan a partir des éléments
des deux 2R plans qui le constituent (Figure 51).

r

y0

2R plan top

2R plan bot

Oy

0, 0, X
le

Figure 51: Mise en application du théoréme de manipulation des modéles composites pour obtenir la jacobienne d'un 4R
plan a partir des jacobiennes des deux 2R plans qui le constituent

, . . ‘]vo ! ]v2’4’ . .
L’équation (81) fournit R,_,,’ et t ,7_,, et pour et on prendra I'équation

2
.](l)ozl ]w2/4r

(85). En appliquant le théoreme 2, on obtient :

Jv Bo—>2’, a®£2’—>4’ +Jv ., Roszlv,,
Jour = < Yos ) = (=771 0z | avec q, = (ql) (150)

](‘)04’ ](‘)02’ R0—>2']a)2/4r 2

. €1z —S12 0
Calculons Ry_,5 4, sachantque Ry_,,r = | 512 ¢ 0

0 0 1
. d
Bo2a = g, Ro-2) g, (o) (151)
. —S12 —C12 0 —S12 —C12 0
S Roso'g, =\ 12 —s12 0, c12 =512 O (152)
= 0 0 0 0 0 0

Construisons maintenant la jacobienne du robot complet terme a terme, en commencant
par le premier :

. 0 0
goﬁzllqa®£zl_)4l = (a_ql (R0_>2/)£21_)41 a—qZ(RO_)ZI)EZI_ﬂl_/) (153)
] —S12 €1z 0\ [c3lz +c3qly —S12 €1z 0\ /el +caqly
SRy g, Otosy =\ | ciz —S1z 0| s3ls +534ly €1z —S1iz 0| szl + 5344 (154)
- 0 0 0 0 0 0 0 0
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_ —(S123l3 + 51234ls)  —(S123l3 + S123414)
S Rospr g, Olarsa =\ (c123ls +c123als)  (C123l3 + Cr234ls) (155)
- 0 0
D'ou:

) —(5123l5 + 51234ls)  —(S123l3 + S123414) —(s1ly +51202)  —(s123)
§0—>2',qa®£2'—>4’ Tl = | (cra3ls + Cizzals)  (Cizals + Crazals) || (cily 4 c12l2) (c1212) (156)
- 0 0 0 0

. —(s1ly + 512l + S123l5 + S1234ls)  —(S12ly + S123l3 + S1234l4)
S Ry g, Olorsw + o, = (cily + cialy + Craals + crazals)  (Craly + C123ls + Cr234ls) (157)
- 0 0
Calculons maintenant R0—>2']172!4l :
c12 —S12 0\ [—(s3ls +534ls) —(S34l4)
Roarfv,y =($12 ¢z O (c3ls+caals)  (c3als) (158)
0 0 1 0 0
—(S123l3 + 51234ls)  —(51234l4)
S Roso o,y =\ (crzsls + c123als)  (Cr234ls) (159)
0 0

Calculons maintenant R0—>2’]w2,4, :

c12 —S12 0N/0 O 0 0
Ros2w,, = (512 C12 0) (0 0) = (0 0) (160)
0 0 1/ \1 1 1 1

En regroupant tous les termes de (150) a partir de (85), (157), (159) et (160) on obtient :

—(s1ly + s12l + 512303 + S1234ls)  —(S12ly + S123l3 + S123ala)  —(S123l3 + S1234ls)  —(S1234l4)
(cily + cizly + c123l3 + C1234l4) (cr2ly + cip3l3 + C1234l4) (c123ls + cr23als) (c1234la)

— 0 0 0 0

Jo 0 ’ ’ ° (161)
0 0 0 0
1 1 1 1

Ce qui est exactement (87).

3.5.4 Jacobienne au centre de gravité et modele composite

Une fois les deux résultats précédents (118) et (149) obtenus, on posséde les outils de
bases pour traiter le cas réel évoqué au 3.3 que I'on représente graphiquement sur la Figure 52.

La question est donc de caIcuIer]Okcdg,q a partir d’éléments propres a chacune des jambes

tout en minimisant le nombre d’objets nécessaires au calcul. En utilisant (118) et (149)
conjointement on peut montrer que :

( (]Okcdg,qa @6,]'), Vkell,..,i]
]Odeg’q = ! Joouaa T éo_i,qa@ (tiakcdg) Ro—>i]vikcdg,qw vkeli+1 i 4] (162)
](UoirQa RO_’JwidegrQw
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Figure 52: Représentation des méthodes permettant de calculer la jacobienne au centre de gravité d'un des segments de la
jambe portée dans le référentiel de la jambe d'appui
Ce résultat (théoréme 3 voir Annexes: 6.2.3.2) permet d’exprimer ]Okcdg:q a partir
d’éléments propres a chaque jambe. Toutefois, il fait intervenir Ies]ikcdg:Qw qui ne reprennent pas
la méme forme que les ]0kcdg.qa' C'est ici qu’intervient le changement de repére base-distal

évoqué au 3.4, notamment au (95). On peut montrer deux autres résultats : le premier (163)
permet d’obtenir la jacobienne du changement de repére base-distal (théoreme 4 voir 6.2.4.2) et
le second (164) reprend le premier et I’étend pour prendre en compte un déplacement vers le
centre de gravité (théoreme 5 voir 6.2.5.2).

_Ri—>0]v0i - Bi—>0®t0—>i
Jio = = (163)
Ri—»O]woi
] ]UL'O + Ri—)O]vokcdg + §i—>O®t0—>kcdg (164)
-kC = p—
Heds Ri—)O](A)ok

3.6 Matrice d’inertie

Maintenant que I'on posséde la famille de matrices jacobiennes composites évoquée au
3.3, on peut calculer la matrice d’inertie du robot et plus particulierement sa matrice d’inertie
composite. On peut montrer en manipulant le lagrangien du systéme que la matrice d’inertie d’'un
robot sériel quelconque (dans le cas qui nous intéresse il s’agit du robot porteur) peut s’écrire
(voir Annexe 6.4) de la maniére suivante :

i i
~ . mk]]3 (0)3 B T T mk]]3 (0)3 ]vokcdg
b= S (5 = e’ o) () oo
k=1

w
=1 Okedg

On introduit ici deux nouvelles notations liées a la distribution spatiale de la masse de
chaque corps : my et Iy, qui sont respectivement la masse du corps k et la matrice d’inertie du
corps k évaluée au centre de gravité du corps k, exprimée dans le repére de base 0. La matrice
d’inertie d’un corps est généralement obtenue dans le repére lié a ce corps. On notera I, la
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matrice d’inertie du corps k exprimée dans un repére lié au corps k, évaluée au centre de gravité
du corps k. La relation (166) permet de lier I, a Iyy.

Iok = RoskliRo-k (166)

Déterminons maintenant la forme de la matrice d’inertie de notre systeme locomoteur a
partir des différents résultats sur les jacobiennes obtenues au 3.5.

3.6.1 Matrice d’inertie et jacobienne au centre de gravité
3.6.1.1 Cas général

Dans cette section, on va s’intéresser aux conséquences (en utilisant I'approche évoquée
au 1.1 Figure 2) autant mathématiques que physiques de I'introduction de I’écriture des matrices
jacobiennes proposée dans cette thése dans la forme générale de la matrice d’inertie.

Figure 53: Représentation graphique de la matrice d'inertie de la jambe droite

En reprenant les notations utilisées précédemment, on partira donc tout naturellement
de (118) et (165) :

( ; ]"Okcdg.qa ]v()kcdg'ﬂak O3,k ]UOk'ﬂak + go—»k,gak(aﬁk—»kcdg O3k
ok i = = = -
! cagte = | Oy Oy

Jook

kacdg'qa cdgday, ]“’ok,gak

(167)

; i
I
_ (Ml O, _ T ™ (Ml; O; Okeagda
Ay = z](’kcdg'q“ ( 04 10k)]0k“dg’q“ N Z (]VOdeg'qa ]kaCdg'qa )< 05 lore/ \J
k=1

p=si “Okeagda

En observant la forme des équations, on se limitera a la contribution linéaire de I'énergie
cinétique, que I'on notera 4, , la contribution angulaire n’étant pas différente du cas classique.
On notera également par la suite afin d’alléger I'écriture My, = M;,” = myl5. On a donc en
remplacant :

L

T
AvOi=Z(Jvokcdg,ﬂak O3i-k)" My, (Fooreagae, O3i-%) (168)
k=1
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Et en faisant la ditribution du produit, on obtient la somme suivante :

i i

™M Oy ; a Oy ;

A = Z <]v0kc dgda iJvor, dgda, ki—k >= Z ( VOkdq, ki—k >

Voi
=] (Y Oi-i-k/ S\ Qi Oigik

Considérons ay,, :

T
a = M
VOk,gak ]v()kcdg'ﬂdk kj"’okcdg,gak

T
= aVOkﬂak = (JUOk,gak + §0—>k,gak®£k—>kcdg) My, (j”Ok.gak +§0—>k,gak®£k—>kcdg>

T
o, | |
S Oarg, = Jovnge,” Milrongg, * (Borge, Obiorcsy) M Botgy Oticreay
T
. |
+ JVOR.gak Mk go—ﬂc,gak ®£k—>kcdg + <§0—>k,gak ng_’kcdg) Mk JVOk,gak

Cette somme fait apparaitre trois termes homogéenes a des matrices d’inerties, elles sont
donc symétriques, définies positives. On réécrit donc I’équation en ce sens pour obtenir le résultat
(voir Annexes théoreme 6, 6.4.1) suivant :

i i
_ _ a”ok,gak/masse + avok,gak/couplage + C('7Ok,gak/géomét‘rl’e @k:i—k
Avgi = Xvopg = 0. 0. ..
k=1 k=1 i—kk i—k,i-k

T
< a”Okﬂak/masse = (goﬁkﬂak@gf_’kcdg) Mk go_’kﬂak@bc_’kcdg

T
_ T . .
aVOk,qak/couplage - ]UOk:ﬂak Mk go_’kﬂak@&_’kcdg + (go_’kﬂakegk_’kcdg) Mk ]UOk:ﬂak

— T
avokﬂak/géométrie - ]VOk,gak Mk]”ok,gak

Avant toute considération physique, on remarquera utilement que :

T T
. _ T .
(§0—>k,gak®£k—>kcdg) Mk ]v()kﬂak - (]vokﬂak Mk §0—>k,gak®£k—>kcdg>

Penchons nous maintenant sur les implications de la décomposition que I'on obtient. Le

premier terme de la somme Ay opeq dépend bien évidemment de I'agencement des
A

masse
o

articulations (tenseur dérivé des matrices de rotation) mais plus particulierement, et c’est la tout
I'intérét, de la position du centre de gravité. On peut y voir une possibilité d’optimiser la
distribution de masse afin d’obtenir un comportement dynamique particulier. Le plus évident

serait de tenter de diagonaliser Ay oi,q, /masse autant que possible afin de supprimer les
:_ak

couplages.

La beauté de I'approche, c’est qu’avec cette écriture on pourrait envisager deux choses :
la premiére serait de concevoir les pieces du robot en plagcant les centres de gravité
judicieusement ce qui doit déja étre plus ou moins le cas dans le cas classique. La seconde quant
a elle, consisterait a placer des masses sur un robot déja existant afin d’obtenir le comportement
dynamique voulu. Ce dernier point est d’autant plus critique que dans le cas présent, on utilise un
robot qui a été développé il y a vingt ans et le fait de placer des masses afin de modifier la
distribution de masse plutét que de refaire usiner des grandes pieces semble donc tout a fait
intéressant dans le cadre d’une réduction des colts et du temps de fabrication.

70

(169)

(170)

(171)

(172)

(173)

(174)



On y verra une autre utilisation : la possible rétroaction sur le systeme physique dans le
cadre de la commande. En effet, il est tout a fait envisageable de découpler physiquement le
systeme pour le commander plus efficacement plutot que de rechercher une solution purement
automaticienne qui risquerait de co(ter d’autant plus de ressources de calcul, impactant
directement la performance temps réel du systéme.

. , n . ,
Le terme aUOk'ga peut s’interpréter de la méme maniére qu a”Ok,ga

k/géométrie k/masse a
ceci prét que cela ne concernera pour le coup que la géométrie du robot. On remarquera qu’a la
différence du terme de masse ol I'on conserve la possibilité de modifier la dynamique du robot
apres conception, il devient impossible de modifier ultérieurement le terme de géométrie. Il

conviendrait donc d’inclure dans I'étape de conception une passe visant a optimiser ce terme.

Enfin le terme Uyorq représente le couplage inertiel entre la distribution de
Ha

k/couplage
masse d’un segment du robot et sa géométrie. Sa forme est directement liée a la forme des deux
termes précédents et chercher a I'optimiser pourrait entrer en conflit avec I'optimisation propre
aux deux autres.

3.6.1.2 Application au 4R plan

On ne présentera ici que le calcul du quatrieme terme de la somme a,,,, qui illustrera
parfaitement I'utilisation de (174) observable sur la Figure 54.

yo0

2R plan top

2R plan bot

0, 04 x0

Figure 54: Représentation de la matrice d'inertie du mouvement du centre de gravité du solide 4 par rapport a 0

71



On obtient en utilisant (125) et (170) :

Apoyq = Ma
Qa1 Qgp Q43 Quy
ay=B+B+G+13, +2, (czlz ¥ Cyals + c234l4cdg) + 21, (cgl3 + c34l4cdg) + 21, (c4l4cdg)
Gy =B+ B+ G, +1 (el +coly + c23414cd9) + 21, (coly + c34l4cdg) + 2L, (c4l4cdg)
Q=G +13, +0L (czgl3 + c23414cd9) + 1y (esls + c34l4cdg) + 21, (c4l4cdg)
@y = By + 1 (Conalagyy ) + Lo (Caalagy ) + 1s (Caligy) (175)
oo = B+ B+, + 20 (csly + Caalay, ) + 215 (Calay,)
Qo = B+ B, + L (esls + Caalagy,) + 205 (calagy, )
@z = By + o (Caalagyy) + 1 (Calagyy )
ag; =1+ 13, + 2L, (c4l4cdg)

a3y = lZCdg + l3 (C4l4cdg)

_ 2
Auq = l4cdg

Calculons donc Q04 /masse a partir de (124) :

Av04,q/masse, — (éo—>4,q@£4—>4cdg)T M4§o—>4,q®£4—>4cdg (176)
/m‘* (l4cdg)2 My (l4cdg)2 My (l4cdg)2 My (l4cdg)2\)
2 2 2 2
| T (l4cdg) s (l4cdg) My (l4cdg) s (l4cdg) |
Ad aV04,q/masse = 2 2 2 2 | (177)
My (l4cdg) My (l4cdg) My ( 4cdg) My (l4cdg)
My (l4cdg)2 My (l4cdg)2 My (l4cdg)2 My (l4cdg)2

Traitons maintenant a,, q/couplage qui est la somme de],,MqT M, RO—>4,q®£4—>4cdg etde
sa transposée. En utilisant (87) en prenant [, = 0 et (124) on obtient :

/(023411 + c3aly +culs)  (Caaly +culs)  (caly) 0\

(C23aly + caaly + cals)  (caaly +culy) (calz) O (178)
(Ca3aly + c3uly +calz)  (caaly +culs)  (culs) 0/
(Ca3aly + c3uly +calz)  (caaly +culs) (culs) O

T
T 5 —
(]vm,q M, §0—>4,q ®£4—>4cdg) = m4l4cdg

D’ol :

2(Ca34ly + 345 + c4l3) X X X

@ —m.l (Cazals + 2¢34ly + 2¢4l3)  2(c34l + c4l3) X X
V0k,q/couplage #edg (c23aly + cauly + 2¢4l3)  (cauly +2¢4l3)  2(caly) X
(C23aly + c34ly + cul3) (c3aly + cul3) (calz) 0

\ (179)
)

Finissons par Xy oK/ géométrie -

_ T
a”04,q/ge’ométrie - ]Uo4,q Mk]v04_q (180)
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( Q11 A1 Q31 Qg1
Qz1 Az Q32 Ay
31 Q32 0433 043
Q41 A4z Q43 Qg4
Ay = B+ 12+ 12+ 20, (cl, + cp3l3) + 215(c3l3)

azy = 13 + 15 + Li(caly + cp3l3) + 215 (c3l5)

azy = 15 + i (ca3l3) + 15 (c3l3)
a;, =0
Ayy = 12 + 12 + 21,(c313)
azy = 15 + 1 (c3l3)

Ay 04,q/géométrie =My

a42=0

— ]2
asz =13
a34=0
a44=0

En additionnant (177), (179) et (181) on retrouve (175).
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Par le méme procédé on peut montrer que 4, , est tel que :

Avoy = Augy gt ooy gt Augg g T Augag

al X X X
_ 0 0 X X
Torg =™\ o o0 0 x
0 0 0 O

a1 =1 ,,
a? X X X

*2 *2
_ a a X X

a =m 21 22
vo2a = 2\ g 0 0 x

0 0 0 0
a2 =B+, +20 (cla,)

a;% = l%cdg + ll (Czlzcdg)

*2 _ 12
azz = lzcdg

/aﬁ' X X X\
*3 *3
a —m. | @21 Az X X
v03,q 3 %3 %3 %3 X
as1 dasz; 04s3

0 0 0 0
@i} =G+ B +8, +20 (coly + caalsy, ) + 20 (cslsy,)
e} =B+ 8, + (ol + Caslayy,) + 2L (c3lsgy, )
ay} = lgcdg +14 (Cz3l3cdg) + 1, (C3lscdg)
a3 =B +13,, +20 (csls,,,)
a3 =18, +1(csls,y,)

2
3cdg

/ PR D ¢ X\
*4 *4

O I B
az; az; az; X
\aﬁ az3 az} ai‘iﬁ/

g =B+ 13+ B+, + 20 (Coly + Cogls + Cosalary, ) + 2L (Cals + Caalacy, ) + 21 (Calay, )

(182)
az3 = I

Xvoaq =

gt =B+ 13+, + 1 (ol + Cosly + Cazalagy, ) + 20z (Cals + Caalay, ) + 25 (Calay,)
a5t =B +13, + b (Casls + Casalagy, ) + Lz (Cals + Caalay, ) + 215 (Calay,)
ay; = lﬁcdg + 1 (0234l4cdg) + 1, (034l4cdg) + 13 (C4l4cdg)
a3y =B+ B+, + 20 (csls + caalay, ) + 215 (calagy, )
a3y =B+ 8, + 1 (cals + csalay, ) + 205 (calay, )
a3t =12, + 1 (Caalay, ) + 15 (Cala, )
a3t =B +13,, +2 (cala,y,)
a3y =2, + 15 (calay, )

*4 __ 12
\ Agq = l4cdg
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3.6.2 Matrice d’inertie et jacobienne au centre de gravité et modele composite
3.6.2.1 Cas général : introduction

Cette section abordera, dans la continuité des développements effectués précédemment,
I’écriture de la matrice d’inertie d’un robot constitué de plusieurs robots. C’'est ici que I'on établit
le couplage inertiel entre les deux jambes du systeme locomoteur indépendamment du calcul de
la dynamique de chaque jambe (Figure 55).

Figure 55: Représentation graphique de la matrice d'inertie composite du systeme locomoteur

C’est donc sous les hypothéses et notations précédentes que I'on définit Ay, la matrice
d’inertie du robot complet telle que :

i+j i+j J
M, O T (M, O Vokcggq
_ T ( Mg 3 _ k 3 g
Aoj = z](’"wg"’ (@3 Iok)]Odeg'q B Z (]v()k“ig'q ]wORCdg'q )(@3 IOk) (] ) (183)
k=1

k=1 “okeag.a

On dissocie immédiatement les contributions linéaires des contributions angulaires pour
alléger I’écriture :

i+j i+j
e = T T 184
Ao = Ay, + Ay = D Joge T Mo, o+ D oy o ot Sy o (184
k=1 k=1

3.6.2.2 Cas général : contribution linéaire

Traitons le cas de A,,Oj plus en détail dans un premier temps en commengant par scinder

la somme en deux termes, le premier concernant le premier robot (la jambe droite) et le second
terme le second robot (la jambe gauche) :

i+j

i
— _ T T
Avoj - Avoj/l + AVoj/z - zjvokcdg,q Mk ]vokcdg,q + Z ]vokcdg,q Mk ]Vokcdg,q (185)
k=1 k=i+1
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Penchons-nous sur A,,Oj/1 :

i
— T
Avoj/1 - 2]"0kcdg.q My, JVOdeg'q (186)
k=1

(162) nous permet d’écrire :

i
T
Auyyr = Z(]vokcdg,qa 03))" My(Frokagaa  ©34) (187)
k=1
i T T
S A, = Z (JUO"W"*“ Midookcagaa Irokcagac Mk@g,j) (188)
e =
0j/1 = @j,3 Mk]UOkcdg.qa @j,3 Mk@3,j
On rappellera utilement que la dimension de J,, , o est (3,i), ce qui donne :
cag’ a
L T
A = Z ]%kc"’g"’“ Mk]v""cdg'qa O (189)
Yoj/1 O ; 0;;
k=1 ]'l ]']
i
() "My, 0y
= AvOj/1 - kz:l Okedgda Okcdgda J (190)
0j.i 0;j

On reconnait ici la définition de la contribution inertielle linéaire du premier robot, d’ou :

A, . O
Avojpn = ((O)I;OLL @jj) (191)
Considérons maintenant AvO]_/2 :
i+j
Aoz = Z Jookeaga MicTookgga (192)
k=i+1

(162) nous permet d’écrire :

T
< /<]Voi,qa T 50"‘7%@ (ti"kcdg)> \

A= D | ’ | Me (Jouig, * Bo-iq,© (tiokesg)  Ro-ihoypa,)  (193)
k=i+1 \ (RO"J"ikcdg.qw)
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( i+

Avgyyp = z (Ccl Z)

k=i+1

T
a= (Jvoi_qa + Roig,® (tiﬁkcd9)> M, (Jvoi,qa + Roig,® (tichdg)>

& , r (194)
b= ]voi'Qa + §0—>i,qa® (ti_)de.g) Mk (RO_)JvikcdgrQw)
T T 5
c=b"= (RO"J”ikcdg.qw) Mic\ Jogiqq + g‘)"i'QaG (ti"kcdy)
T
d= (RO_)Jvikcdg'qw) Mk (RO_)Jvikcdg'qw)
En redéployant les sommes dans chaque bloc on obtient le nouveau systéeme :
( Iy :Bv
vy = (Vv 51;)
i+j T
Ay = Z (Jvoi,qa + go—n',qa@ (ti—ﬂccdg)> M, (J”oi.qa + 50—»1',51“@ (tichdg)>
k=i+1 - -
i+j T
) . (195)
By = 2 (]vm-,qa + §0—>i,qa® (ti%kcdg)> M, (RO_)i]vikcdg»Q(u)
k=i+1 -
T
Yo = By
i+j
T
0=, (Rocihuiga) Mo (Ro-idogya,)
k=i+1
Traitons le cas de §,, :
i+j
T
= . . 196
617 z (RO_)Jvikcdg'qw) Mk (RO_)Jvikcdg'qw) ( )
k=i+1
i+j
= 617 = Z ]vikcdg,quRO_’iT MkR0—>i ]vikcdg'qw (197)
k=i+1
i+j
— T
=6, = 2 Tosergy 00" Mgy (198)
k=i+1
On reconnait ici en §,, la définition de la contribution inertielle linéaire du second robot,
d’ou:
8y = Ay, (199)
En regroupant les contributions linéaires (191), (195) et (199), on obtient la relation
suivante :
2 4 +A (Avm- @i,j> + ay By Avm- +ta, By (200)
L= i ) = T =
voj voj/1 voj/2 0;; 0;; By Avij ﬁvT Avij
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On voit déja apparaitre la forme finale de la matrice d’inertie du robot complet qui se
construit a partir des matrices d’inerties des robots qui le composent ainsi que les matrices a,, et
[, dont on discutera la signification a la fin de cette section.

3.6.2.3 Cas général : contribution angulaire

Reprenons la contribution inertielle angulaire que nous avions laissée de c6té mais dont
le traitement sera beaucoup plus immédiat :

i+j

— T
Awoj - z ]kacdg'q IOk ]kacdg'q (201)
k=1

Scindons la somme en deux termes :

i+j

Awoj = A(A)oj/l + Woj/2 Z](uok ag Ok](uok cdg + z ]wok cdg Ok]wok cdg (202)
k=i+1
(162) nous permet d’écrire :
i+j T
]wnkcdgqa ] 0-; Jooiag 7 Rooi)

Amoi = Z lok ( Wokcqgda 3']) + Z T | lok ( @Woiqa 0-i wikcdg'qw) (203)

k=1 @3.1' k=i+1 (RO*i]wikcdg,qa,)

A, . =A +A

@oj @oj/1 @oj/2
i T
0j/1 0;; O, :
=X k=1 I 7 (204)
i+j T T .
- ](‘)oi,qa IOk]woi,qa ]wOi:qa IOkRO_)Jwikcdg"lw
A“’oj/z = Z T T
R\ (oo ) 10onige (Romioneyyqn) lokRo-ore,y g0
Awoj = A“’oj/1 + A“’oj/z
L
T
jwok IOk]w 0
= dgd 0kcqg.d L]
Aa)oj/l =1 cagie cagie
0j 0j,
= i+] i+j (205)
T T
D Jooias i, D osta TR0ty
A _ k=i+1 k=i+1
Woj/z2 i+j i+j
T T
z (RO_)L]wikcdg'qw> IOk]wOWa' Z (RO_”’]wlk cdgdw ) IOkRO_)iJwikcdg'qw
k=i+1 k=i+1
On reconnait dans A,, .. la contribution inertielle angulaire propre au robot inférieur, ce
Woj/1
qui nous permet d’obtenir la relation suivante :
Aw (O)i j
i J
Ay .. = ( o ) (206)
0j/1 P P
! 0j; 0,
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En réécrivant A on obtient :

Woj/2’
@iz \yy b
i+j
— T
Ay = Z ]woi,qa IOk]woi,qa
k=i+1
i+j
Bo=") Jwgig, lokRooi
{ w Woiqq 0ROV Wik goq4 (207)
k=i+1
i+j
T T
ywz.B(u = Z (RO_’J(‘)ikcdg'Qw) [Ok](uoi_qa
k=i+1
i+j
T
6(4) = (RO_’J(‘)ikcdg,Qw) [ORRO—’Jﬂ)idey,qw
k=i+1

Penchons-nous sur I’expression de 6, qui se trouve étre la contribution angulaire du robot

supérieur :
itj (208)
T
0w = Z (RO_’i]a’ikcdg,q(u) IOkROﬁL]wikcdg,qw
k=i+1
i+j
_ T T
And 6(1) - z ]wikcdg'qw RO—)i IOkRO_’i—]wikcdg,qw (209)
k=i+1
( o ly, = R0—>iT10kR0—>i
@{ < . (210)
k6(u = Z ]wikcdg'qw [ik]wikcdg'qw = A(ui]-
k=i+1
On adonc:
A _ (Cw Be
@oj/z " \Yo  Awy;
i+j
Oy = Z ](uoi_anIOk]woi,qa
k=i+1
{ i+j (211)
Bo = Z ]woi,anIOkROAi]wikcdg,qw
k=i+1
i+j
r T
Vo=Bu"= Y (Rostdnya) Tiig,
\ k=i+1
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Ce qui nous permet de conclure en regroupant (206) et (211) :

( A Apy T %0 Bo
(‘)0]' B y(u A(ui]-

i+j
T
Z ]a)oi,qa IOk]woi,qa
k=i+1
4 i+

T
D Josnga TorRo- iy

k=i+1
i+j

=6s"= ) (Ro-ila,

ikcdgdw
k=i+1

T
) Todwnis,

3.6.2.4 Cas général : conclusion

C’est maintenant que I'on peut rassembler tous les termes (200) et (212) afin de construire
le premier élément du modele dynamique (voir Annexes théoreme 7, 6.4.2) (183) et (184). On a
donc sous les notations précédentes :

i+j
_ _ T T Mk @3 ]v()kcdgq
Aoj = Av"f + Aw"f N Z (]v°kc‘19’q ]kaCdg'q ) <@3 Iok) <]w
k=1 Okcdg
A Avoi + Ay 'BV n A(uoi +ay ﬂw
= . =
0J ﬁvT Avij Yo Awij
2 ((Avoi + Awoi) + (ay, + ay,) (By + Bw)
! By + Bo)" (Avy; + A,
Aji+a B =a,+a
S Ay = tel { vooo¢
0J < BT Ay) T B =By + B

Penchons-nous sur la signification des termes @ et 5. On a :

i+j

i+j T
((Z =y + a, = z <]Voi,qu + §0ai,qa® (ti4k5d9)> Mk <]Voi,qu + §0ai da l‘?kcdg ) Z ](umqa Ok]a)[,“m

k=i+1 k=i+1
i+j T i+j
— — > T
[ B=Fo+Bu= ) <1 +§0Ai,qa®(tmmg)> My (Rooihuy o)+ Joag focRootlune s o
k=i+1 - k=i+1

Le terme a s’interpréte, du point de vue du robot porteur, comme étant une inertie
additionnelle propagée sur tous ses actionneurs dont la source pourrait s’assimiler a un outil
présentant la méme distribution de masse que le second robot, attaché a I'organe terminal du
robot porteur. C'est d’autant plus flagrant si on immobilise le second robot.

Le terme f traduit directement le couplage inertiel entre le premier et le second robot.

On remarquera également qu’il est possible avec la méme démarche que celle qui est
présentée ici de calculer la matrice d’inertie d’'un changement de repére base-distal.
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3.6.2.5 Application au 4R plan

On ne cherche ici a illustrer que la contribution linéaire. On a donc avec (216) et (217):

A, = Avoz +a, ,817
0 ﬁg Av24

4 T
1% = z (Jvoz’,qa + 50"2"‘1016 (tzl"kcdy)> My ]”oz’.qa + 50_’2"‘70!@ (tzl"kcdy)> (218)

4 T

On construira 4, , et A, , a partir de (175) :

Vo2
( Avgy = Ty g, gy g Appy = Qg T vy
*1 *3
_ a;i; O _ az;z 0
Ay =m ( ay =ms
01,94 0 0 23,90 0 0
*1 _ 72 *3 _ 12
a1 = llcdg aszz = l3cdg
*2 *2 *4 *4
a;1 azi Q33 A3y
{0 ay =m < { =m (219)
02, 2\ %2 *2 ’ V24, 4\ x4 *4
G az1 a4y Qo Azs  Qaq
*2 _ 2 2 *4 __ 12 2
a?=B+8, +2L(cla,,) |65t =B+18,, +20(cl,,)
*2 __ 12 *4 _ 12
ai =1, th (Czlzcdg) azg =15, +1s (C314cdg)
*2 __ 12 x4 __ 12
Az = lzcdg \ Qa4 = l4cdg

Traitons maintenant «a, et plus particulierement go_,zr,an(tzr_ﬂcdg) et

Ros2/4,0 (tz’—>4cdg) :

- (5123l3cdg) - (5123l3cdg)

Ry (t . ) — 220
=02 a2/ ~30a (C1z3l3cdg) (C1z3l3cdg) (220)
0 0
- (512313 + 51234l4cdg) - (512313 + 51234l4cdg)
Ry (t . ) - 221
=02 40O (F2'> a4 (012313 + C1234l4cdg) (012313 + 01234l4cdg) (221)
0 0
C'est donc en combinant (85) avec (220) et (221) que I'on construit :
- (5111 + sl + 5123l3cdg) - (51212 + 5123l3cdg)
]vOZI,qa + EO—)Z’,an (tz_)35dg> = (Clll + C12 lz + C12313Cdg) (C12l2 + C123l3cdg)
0 0 (222)
- (5111 + 812l + S1p3l3 + 51234l4cdg> - (51212 + 812303 + 51234l4cdg)
+R / t,, =
]"02’.qa =02 'q"‘@( 2 45"’5) (0111 +cply +cip3ls + C123414¢qu> (Clzlz + Cia3l3 + C123414¢qu>
0 0
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Ce qui nous permet finalement de calculer «,, :

ay, = ay, +a,,

avl avl
a =m 11 21
T g

@t =B+ B+, + 2k (oly + Caslsy, ) + 20z (Clay,)
@l =B+ B, + (el + ol ) + 2L (e3lsy, )
ash =G+ 83, +20;(csls,y,) (223)
a‘UZ a‘UZ
a2 =G+ B+ 3+ 13, + 2L (coly + Caals + Caaalig, ) + 20z (Cals + Caaliy, ) + 215 (Calay, )
a2 =B+ G +13,, + 1 (Cl+ coaly + Coaalagy, ) + 21 (Cals + Caalagy, ) + 215 (Calay, )

ag% = l% + l% + lisdg + le (C3l3 + C34l4cdg> + 2l3 (C4Z4Cdg)

!

Traitons maintenant S, et plus particulierement Ry_ '/, , et Ry )y :
23cdgdw 2 4cdgdw

- (5123l3cd9) 0
RO_)2,]v2,3cdqu0) - (C123l3cdg) 0 224
0 0
— (s12313 + 51234l4cdg) - (51234l4cdy)
RO-’Z']”z’4cdg,qw - (C12313 + C1234l4’cdg) (C1234l45d9) o
0 0

C’est donc en combinant (85) avec (220) et (225) que I'on construit :
By = :8171 + ﬁvz
b¥l 0
o = 0 (b;’% 0
byl = lgmg + 14 (C23l3mg) + 1, (C313mg)

b3i = lidg + 1, (C3l3cdg)

) _(b}f b1 (226)
Boy =Ml n 02
b21 b22

b7 =B+, + 1 (casls + Coaalay, ) + L2 (e3ls + Caalay, ) + 205 (calay, )
bg% = l% + lfcdg + lz (Cglg + C34‘l4cdg) + 213 (C4‘l4cdg)
bys = lfcdg + 1 (0234l4cd9) + 1, (034l4cdg) + 13 (C4l4cdg)

\ bgzz = lfcdg + l2 (C34‘l4’cdg) + l3 (C4‘l4cdg)

C'est en rassemblant (219),(223) et (226) que I'on retrouve (182).
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3.6.3 Matrice d’inertie et changement de repére base-distal

Tout comme on I'a évoqué au 3.4 et au 3.5.4 on a besoin de minimiser le nombre d’objets
différents a calculer. On peut montrer (voir 6.4.3.2, théoréme 8) que la matrice d’inertie d’un
changement de repére base-distal s’écrit de la maniere suivante :

( Aig = Agi +a+ B + "
L T
a= 2 (§i—>0®t0—>kcdg +]vi0) M;, <§i—>0®t0—>kcdg +]vi0)
| k=T =
i
T .
ﬂ = (Riaojvokcdg) Mk (gi_)()@to_’kcdg +]17i0)
k=1 -

3.7 Matrice de Coriolis

On a montré qu'’il était possible de calculer la matrice d’inertie composite d’un robot
(possédant notamment des symétries) ce qui est le premier pas pour obtenir le MDI composite
que I'on recherche. Pour obtenir la matrice de Coriolis composite, il faut revenir a la définition de
la matrice de Coriolis classique et y intégrer les nuances du modeéle composite comme évoqué au
3.3. On peut montrer (voir Annexe 6.5.1) que :

d d /1
C(a.0)d = g (4@)d 5 (34 4@4)

Ce qui aprés manipulation permet de retrouver les symboles de Christoffel de premiere
espece :

1/0ay; da,; OJa;;
Cijk 2< k_]+ kl_ l])

~2\dq; " 9q; 9qx

On remarque immédiatement que la triple indexation ijk renvoi a une matrice cube soit un
tenseur d’ordre 3. En effet par définition, les C;j; sont construit (228) a partir de la dérivation
terme a terme des éléments de A, ce qui revient a la dérivation de A si on observe (229).

Comme la matrice d’inertie est un produit de jacobiennes (167), la dérivée de A est donc la
dérivée d’un produit de jacobiennes. Ce qui nous conduit a deux constats : le premier concerne
I'introduction d’un nouvel objet, le tenseur d’ordre 3 « dérivée de jacobienne » ou « Hessienne
du MGD » (ZOkcdg dans I'’équation (230)). Le second constat découle du premier lorsque I'on

envisage une expression des modeles composites comme (162) qui fait déja intervenir d’autres
tenseurs d’ordre 3 « dérivée de matrice de rotation » ol « jacobienne de matrice de rotation »

(tel que Ro_kq)- Une nouvelle dérivation augmente de 1 I'ordre d’un tenseur, ce qui nous donne

alors dans ce cas, un tenseur d’ordre 4 « dérivée seconde de matrice de rotation » ou encore
« Hessienne de matrice de rotation » (tel que Ro_x q,4)-

En reprenant les raisonnements présentés précédemment, on peut montrer (voir 6.5.2.2
théoréme 9) :
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W = roi + FoiT + roi*
° i
J Rosk Otkokeg, T _ (M O3\ _;
]Okmg _ < vokcdg> - = ag T Jvok I = ]okcdg 05 Iox @é()kmg
]wnkcdg ]m"kcdg k=1 : =
i . s
A= Z (]v T T) My O3\ [Jookes,\ = I = Zlmokmg Olok® Jug,, (230)
ot Okeag Okedg O3 Lo/ \Jog, d k=1 =
k=1 , i, - L
C 1 (aakj n day; a‘7‘1'1'> j é’""cdy EO k. Ol keag évok
ijk =75 o T T Jok, =| =|—.
2\ dq; 0q; 0qx ZOkedg Jookeuy Jookaaaa,’ (03-1,7)
£0k = EO_’R'QGI;R(T)‘—»I( + RO—»kIItegk—m,q

Y

Il est donc possible de calculer les symboles de Christoffel a partir d’objets plus
élémentaires dont la plupart sont déja connus car utilisés pour calculer la matrice d’inertie. Et a
I'instar du calcul de la matrice d’inertie composite on peut obtenir la matrice de Coriolis composite
d’un robot constitué de plusieurs sous-robots par combinaison de leurs termes de Coriolis-
centrifuge (voir 6.5.3.2 théoreme 10) ainsi que le modeéle résultant d’'un changement de repere
base-distal (voir 6.5.4.2 théoréeme 11).

3.8 Terme de gravité

Cette section abordera le calcul du terme de gravité qui s’obtient par dérivation de
I’énergie potentielle du Lagrangien et qui se formule dans le cas classique :

)
G(q) = % V() (231)

On remarquera immédiatement que |'énergie potentielle du systeme se limitera dans le
cas classique au seul potentiel de gravité. On construit donc I'énergie potentielle du systeme en
sommant les contributions de chaque corps, ce qui nous permet d’écrire la relation suivante :

V= —mktho_)kcdg (232)

i
k=1

En reprenant les notations employées tout au long de ce développement, on peut réécrire
(231) avec une jacobienne :

i

Goi = Y = (oo, ) ™e8 (233)

k=1

Cette expression nous renvoie par ailleurs au principe de dualité cinémato-statique :
t=JTF (234)

Et on remarque la présence d’un signe moins qui est due au passage du second membre
de I'’équation suivante dans le premier :

ma=2ﬁ=}m&—2ﬁ=6 (235)
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3.8.1 Terme de gravité et jacobienne au centre de gravité et modele composite : cas
général

Cette section abordera I’évolution du terme de gravité dans le cadre d’un modeéle
composite. On part de (162), on a également les expressions des couples de gravité des deux
robots :

; . (236)
l Gij = 2 - (]vlkcdg qw) kYi
k=1
On a donc le couple de gravité du robot complet que I'on écrit comme suit :
J T
Goj = z - (]vokcdg,q) MmrgYo (237)
k=1
i i+j
T T
= GOj = Z - (]vokcdg,q) mygo + Z - (]vokcdg,q) mrYo (238)
k=1 k=i+1
i i+j -
T .
(=4 GO]' = Z —(]Vokcdqua @3.j) mrdo + Z - (]UOi,qa + go—»i,qae (tiakcdg) RO_”Jvikcdqu(u> mrdo (239)
k=1 k=i+1 -
/ T
L T i+j .
Jvo; +BO—>i,q O tisk d )) \
= Goj = Z _ ((]Vokgnga) )mkgo + z — | ( - * ( 9 |mk90 (240)
. - T
k=1 7,3 k=i+1
(Roﬁijvikcdg’qw)
T
i+j .
Goi (]vm-qa * Rooig,© (ti—ﬂccdg)>
1 k=i+1 T
(RO_)Jvikcdg’q“’)
Penchons-nous sur le second terme de la somme :
i+j T
T .
e /(jvoi,qa + Ro—u‘.an (ti—’kcdg)> \ kz1 B (Ivow ’ gﬂ—*i,qae (ti_)k!:dg>> o
- | = |mkgﬂ = B i+j (242)
k=i+1 T T
K (RO_”'-]Videg“Zw) / Z - (R0—>L]vikcdg,qa,) miYo
k=i+1
i+j T
i+j / . T\ Z = Joy; +R0—>iq G(ti—»k d ) mp9o
]VOi,qa + go-»i,qac) (ti_’kcdg) [rri] Yda = e cag
4 - | - |mk90 = i+j (243)
K=i+1 T
\ (RO_”Jvikcdgrqw) / Z _]VikcdgrQwTRo_’ikago

k=i+1
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i+j

o | o0 \ ,
]1] i + B -1, a® t’:_) Ci - :
= —| oida =07 fedg [ migo = Z (Ivm'q“ " éo_)i'qae (ti_)kmg)> "o (244)

k=i+1

(Ronthonyya) G,

On en déduit donc que le modeéle de gravité composite (voir 6.6.1 théoréme 12) s’écrit de

la maniere suivante :
Goi Go;
o = (0y1) * (ar)
0 \0;, Gij

(
|
{ i+]
|
\

T (245)
Gi= ) - (JVW + Rosq, @ (tiﬁkcd9)> migo
k=i+1 -
On peut également montrer que sur le méme principe on calcule le terme de gravité d’'un
changement de repére base distale (voir 6.6.2.2 théoreme 13).
3.8.2 Terme de gravité et jacobienne au centre de gravité et modele composite :
application au 4R plan
En reprenant (125) on peut calculer Gy, :
/m1 (C1l1cdg) +m; (C1l1 + C1zlzcdg) +ms (C1l1 + il + C123l3cdg) +my (C1l1 + ciply t o3l + C1234l4cdg)\
| m; (C1zlzcdg) +mg (C1212 + C12313mg) +my (01212 +c123ls + C1234l4cdg) [
Gos =9 I I (246)
l mg (C123135d9) +my (012313 + C1234l4cdg) l
\ my (C1234l4cdg) /

Utilisons (245) pour construire Gy, a partir de Gy, et G,4 en rappelant qu’ici g; = Ry_090:

c my (Clllcdg) +m, (cll1 + Clzlzcdg)
02 =49
m; (Clzlzcdg)
X (247)

mg (0123l3cdg) +my (512313 + 01234l4cdg)
Ga =9
\ my (01234l4cdg)

On construit donc Gy, a partir de (125) :

mg (Clll +cply + C123l3cdg) +my (5111 + cply +op3ls + 01234l4cdg)

Goz=g (248)

mg (51212 + C123l3cdg) +my (51212 + cip3ls + 01234l4cdg)

C’est donc en rassemblant (247) et (248) que I'on obtient (246).
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3.9 Conclusions et perspectives

Ce chapitre nous a permis de mettre en évidence la possibilité de calculer I'ensemble des
modeles d’un robot constitué de sous-robots dont on connaitrait les modeles. Ce résultat permet
de proposer une procédure systématique permettant de gérer le chainage de plusieurs robots
dans le cadre de la robotique modulaire sous réserve de calculer au préalable quelques nouveaux
objets élémentaires (Figure 56).

Vkell,..,i]

to-sks tkokeeagr Jokr Joo Mic

Vkeli+1,..i+/]
MDI(q(;)) ti—»k; tk—'kcdg']l'k'iiker

MDI(qq)

Rok: I, gozo Eok

Rikl lkﬂ@ikﬂﬁik

théorémes 1,6,9 théorémes 4,5,11,13

couplages
théorémes 2,3,7,12

v

MDI(q)

Figure 56: Mise en évidence des objets élémentaires nécessaires au calcul du MDI composite ainsi que des théorémes mis en
ceuvre poury parvenir

Les exemples proposés dans cette these se concentrent sur le chainage de deux 2R plans. Il
aurait été plus intéressant de traiter les 6 axes et notamment le chalnage de deux 6 axes mais
pour des raisons évidentes de longueur de développement, ce choix a été écarté. Il n’en demeure
pas moins que le calcul du modéle dynamique d’un 6 axes reste la base du savoir du roboticien. A
des fins de pédagogie, il est tout a fait envisageable de calculer a la main le MDI d’un 6 axe en le
divisant comme on le fait de maniere classique en deux 3 axes: un porteur et un poignet. Ce
raisonnement s’étend au calcul du chainage d’un double 6 axes, chacun d’eux calculé a partir de
leurs doubles 3 axes respectifs.

Les développements effectués ne traitent pas le cas des arborescences, le sujet est
actuellement a I'’étude. Un autre travail en cours consiste a implémenter cette approche de
modélisation dans I’environnement de simulation afin de modéliser le robot complet et ses quinze
degrés de liberté. On tachera également de qualifier 'impact d’un tel couplage sur le temps de
calcul nécessaire a I'établissement des modeles afin de rendre compte de I'implication temps réel
d’une telle approche. On s’intéressera particulierement au colt d’une implémentation
complétement récursive mettant en ceuvre les résultats de ce chapitre ainsi qu’au compromis
idéal du couplage d’un ensemble de modeles générés de maniére formelle.
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4 Conclusion générale et perspectives

Cette thése a permis de mettre en évidence deux résultats : la possibilité de commander le
centre de gravité d’une jambe a I'aide de champs électrostatiques agissant sur un avatar dégradé
ainsi qu’un ensemble de théoremes de manipulation des chaines séries permettant le couplage
logiciel de plusieurs robots modules afin qu’ils agissent de concert. Ces résultats constituent les
briques élémentaires qui serviront de base a la mise en service du systeme locomoteur BIP 2000.
lIs constituent également une réponse a la problématique de la commande temps réel des robots
marcheurs et aux stratégies d’évitement des chutes.

Avant d’étre porté dans le contréleur industriel, I’algorithme de stabilisation a été testé dans
un simulateur et cela afin de ne pas abimer le dispositif expérimental. En effet, il est arrivé qu’il
tombe de sa hauteur relativement lentement et cela a été suffisant pour voiler deux piéces. Le fait
de passer au systéme a quinze degrés de liberté demande donc une évolution du simulateur car il
serait encore plus destructeur de faire tomber le robot complet en testant le stabilisateur.

Cette évolution nous améne au probleme de définition du repere monde et de la capacité a
rendre compte en simulation de l'interaction entre le robot bipéde et le sol. Une des
fonctionnalités du simulateur que I'on souhaiterait mettre en ceuvre est justement la capacité du
robot a tomber dans son environnement afin d’évaluer sa capacité a ne pas le faire. On partira sur
les modeles flottants, c’est-a-dire que I'on supposera qu’un corps du robot est virtuellement
attaché a un robot compléetement passif encastré dans le repére monde et qui permettra d’évaluer
la dynamique du robot dans son mouvement par rapport a son environnement et non pas par
rapport a lui-méme (c’est ce qui est supposé lorsque I'on considere un encastrement au niveau
du pied d’appui). La dynamique de ce robot virtuel sera calculée de maniere classique et le
couplage avec le robot sera assuré par le théoréme de manipulation des chaines séries.

Le modele flottant ne rend pas compte des interactions avec le sol ou I'environnement de
maniere générale. Ce dernier point doit étre pris en considération dans la problématique de la
locomotion bipede. C'est pourquoi on trouvera toujours une limitation a I'approche japonaise qui
consiste a gérer la locomotion comme une succession de placements des pieds faisant I’hypothése
d’un encastrement au sol d’au moins I'un d’entre eux tout en asservissant I'autre en position
comme on le ferait pour un robot série industriel. En effet rien ne permet de valider cette
hypothése dans un environnement ouvert si bien que le recours au ZMP, ou a tout autre point de
référence au sol qui en supposerait quelques propriétés que ce soit, nous apparait comme
absolument non pertinent dans ce contexte. En faisant ici écho aux considérations évoquées lors
des discussions préliminaires sur le stabilisateur postural, le seul invariant qui puisse faire
référence dans le cas qui nous intéresse est le champ de gravitation. Et il se trouve que c’est cet
invariant qui est le moteur de la chute. C’est donc par rapport a lui qu’il convient d’élaborer une
stratégie de déplacement. C'est a ce niveau-la que l'on fait la différence entre émuler un
mouvement de marche humaine et se déplacer dans un champ de gravitation.

Aussi I'approche, en cours de développement pour le stabilisateur du robot complet ne
présuppose aucune propriété du sol et il revient donc au robot d’en retirer les caractéristiques
afin de s’y adapter. Le paradigme retenu considere que le robot tombe vers le sol (d’ou le modéle
flottant) en toute circonstance et qu’il interagit avec ce dernier principalement avec ses pieds
comme une main aveugle le ferait avec un objet.

Le robot devra étre en mesure de connaitre |'orientation de tout ou partie de ses solides par
rapport au champ de gravitation et une instrumentation adaptée devra lui permettre d’apprécier
guantitativement I'effet de la pesanteur sur sa configuration actuelle. Une grande importance est
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accordée aux interfaces avec le sol que sont les pieds. Cet organe de perception qui nous semble
absolument fondamental est pratiguement systématiquement occulté dans la littérature sur les
robots humanoides.

En effet, un ensemble de simulation ont été réalisées en considérant que le pied possédait
une articulation avec le sol. Cette derniéere est bio-inspirée et correspond a I’articulation entre les
métatarses et les premieres phalanges du pied. Le but est de récupérer dans un cadre de
stabilisation posturale le couple au niveau de cette articulation que tout un chacun peut ressentir
lorsqu’il se penche vers I'avant. On peut récupérer le couple de basculement qui correspondra
dans les cas idoines a une position particuliere du CdG. On peut surtout se poser la question de
I’'actionnement d’une telle articulation que I'on peut constater sur un humain mais qui reste
absent de I'ensemble des meilleurs marcheurs robotiques actuels.

On posera I’hypothése de comportement suivante : lorsque le pied entre en contact avec le
sol un asservissement probablement en effort, ou en tout cas lié a la perception de la pression sur
la voute plantaire, cherchera a maximiser la surface du pied en contact avec la surface d’appui
afin de maximiser la surface du polygone de sustentation. On recherche alors a minimiser le risque
de chute mais aussi a avoir la plus grande surface possible pour transmettre des efforts plus
importants et ainsi étre en mesure de réagir aux perturbations. Il s’ensuit alors un ajustement de
la posture afin que la répartition de la charge soit la plus homogene possible sur 'ensemble des
surfaces d’appui tout en garantissant une position du centre de gravité la plus stable possible.
Cette derniére assertion étant prioritaire sur la premiére. C’'est donc lorsque le pied est stabilisé
en position sur une surface quelconque que I'on peut, par proprioception, récupérer a posteriori
I’orientation du pied par rapport a celle-ci (c’est vrai ici parce que la stabilité posturale ne passe
pas uniquement par I'appréciation du contact au sol, I'utilisation d’une centrale inertielle permet
de garantir une forme de stabilité le temps que la proprioception se fasse).

Aussi est-il préférable de ne pas supposer que le contact soit de nature plane lors de la
génération de I'algorithme de marche sinon il devient impossible de prévoir I'orientation réelle du
pied lorsque ce dernier rencontre un obstacle. En effet ce dernier, asservi en position cherchera a
maintenir le pied paralléle au sol plutot que de s’adapter a celui-ci, de ce fait, il devient impossible
de mettre a jour la topologie du polygone de sustentation.

On envisage dans le futur de coupler le stabilisateur postural avec une banque de trajectoires
générées hors ligne. En effet la marche humaine est I'aboutissement d'un processus
d’optimisation en perpétuelle évolution. Lorsqu’un humain marche sur un sol standard, il ne se
pose pas la question de placer ses pieds a telle vitesse ni exactement a tel endroit comme le ferait
un robot actuel. Il a juste en téte une trajectoire optimale qu’il exécute sans méme y réfléchir. Ce
n’est qu’a la faveur d’un obstacle inhabituel ou de I'appréciation d’un sol particulierement glissant
gue la démarche consciente de placement des pieds entre en lighe de compte. Dans le cas général,
les perturbations sont rejetées a la volée alors que la trajectoire optimale de marche est exécutée.
Nous transposerons ces principes dans le contréleur afin d’émuler ce comportement.

Enfin, nous terminerons par une considération sur le principe d’équivalence. Le but de ce
travail et de ses suites est a terme d’envisager une gestion dynamique du placement des solides
du robot pour placer judicieusement son centre de gravité par rapport au champ de gravitation
lorsque la machine subit une perturbation. Cette gestion peut conduire la machine a faire un pas
dans une direction adaptée pour étre en mesure de continuer a satisfaire les conditions requises
de stabilité posturale. Ne pourrait-on pas envisager alors de virtuellement pousser le robot dans
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une direction pour voir émerger un pas apres I'autre une marche ? Car, qu’est-ce que la marche
humaine si ce n’est la gestion optimale d’un déséquilibre généré a dessein.
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6 Annexes

6.1 Modeles géométriques composites
6.1.1 Modele géométrique direct

On construit le modeéle géométrique direct par produit de matrices de transformation
homogenes qui permettent le passage du repére initial vers le repere final, ce qui en robotique
classique correspond au passage du bati vers I'organe terminal souvent porteur d’un outil ou d’un

effecteur.
X
i /JZ]\ x q1
To-i(q) = Tr_1-k(qx) tel que MGD(q) = | a |, avec <y> =ty etq= ( : ) (249)
k=1 B z An
Y

Usuellement, on ne cherchera pas a expliciter les angles a, B et y car il faudrait alors les
extraire de la matrice de rotation préalablement ramenée dans la convention roulis, tangage,
lacet.

Rappelons également quelques résultats qui auront de I'importance par la suite, a savoir
la propriété d’inversion du MGD ainsi que les considérations sur le centre de gravité. En effet, le
cas particulier du robot marcheur impose de considérer deux cas lorsque le robot est en phase de
simple appui et donc avec un seul pied au sol. Pour une des jambes la modélisation est pertinente
lorsque I'on considere que le pied est encastré au sol et sert donc de base. Dans ce cas de figure
on est dans le cadre d’application de la théorie classique des robots. Le second cas concerne
I"autre jambe qui est alors suspendue mais toujours libre de ses mouvements.

R i Losi —i T - —i T —i
Si Ty = (@01 3L 01 L) alors, Tio = <(R(8)1 ;) (Ro 11) to L) (250)

6.1.2 Modele géométrique direct et point de contact : exemple du centre de gravité

Considérons un segment k € [[1, ..., ] décrit par rapport a un corps de base 0 par la
relation suivante.

R0—>i Loi
Tosi = ( ) 251
=0, 1 (251)
xcdg
Soit Xcq4, le centre de gravité du segment k de coordonnées X g4 =<ycdg>=
chg

tqucdgdans le repere de k. On a donc la matrice de transformation homogéne suivante.

13 tk—k dg
= ¢ 252
Tk_)deg <@1,3 1 (252)

D’ou:
Rosk  tokeg Rook toor\[ 13 ik
— cdg | _ — - - cdg
TO—»kcdg - <@1,3 1 = TO—»ka—ﬂchg - (@1,3 1 ) @113 1 (253)
Rosk  Rositrokeg, T tosk
= T0—>kcdg = <@1 . 1dg (254)
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6.1.3

On retiendra plus particulierement :

tookeag = to-k T Rookti-k.qg

Modele géométrique direct au centre de gravité et changement de repére base-

distal

Maintenant considérons le cas de figure de la jambe suspendue évoqué précédemment.
En effet, si on garde en mémoire que I'implémentation se fera avec une vision orientée objet, on
souhaitera dans la mesure du possible réutiliser un maximum d’éléments déja calculés ainsi la
classe « jambe » aura donc un MGD de type pied encastré pour traiter le premier cas. La propriété
d’inversion du modele géométrique permet d’obtenir le MGD de type pied suspendu pour traiter
le second cas en fonction du MGD de type pied encastré. Il ne reste plus qu’a envisager le cas des

centres de gravité dans la méme optique.

Onadonc:
= _(Ros)T —(Ros) o) (Ro-k  tookeqq
Tivkeag = TimoToskeag = ( 043 1 ) 043 1
T — (RO_MI)TRO_’R (R0—>i)Tt0—>deg - (RO—>i)Tt0_)L‘
< i-keag — [0) 1
1,3
N\ AT _ ‘
= Ti—>kcd9 - <(RO_)1) RO_)k (RO_)l) (to_)kcdg t0—>L)>
043 1

Et en explicitant tosiggyr ON obtient pour information :

T ((Rom)TRosr (Rou)T (RO—>ktk—>deg + ook — fo-»i)
i=Kcag — @1 5 1

Avec quelques réarrangements on peut également obtenir la relation suivante :

T _ Ri—>0R0—>k Ri—>0t0—>kcdg + tiso
i_)kcdg - @1 3 1
T _ Rik Ri—>0t0—>kcdg + tiso
= i_)kcdg - (0)1 2 1
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6.2 Jacobienne et modele cinématique direct

6.2.1 Jacobienne de contact : exemple de la jacobienne au centre de gravité
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6.2.2 Jacobienne d’'un modele composite
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6.2.3 Jacobienne au centre de gravité et modele composite
6.2.3.1 Cas général

Envisageons dans cette section |'écriture de la jacobienne au centre de gravité dans le
cadre d’un modele composite. On se replace dans les mémes conditions que celles prises 6.1. On
se limitera a la contribution linéaire étant donné que I'autre contribution n’est pas concernée.
Enfin, on présentera les développements sur un des corps du robot porté pour faire apparaitre les
éléments de couplage.

Considérons le k-ieme corps du robot porté a j articulations et plus particulierement son
centre de gravité. On a donc du point de vue géométrique trois déplacements. Le passage du
repéere de base du robot porteur vers la base du robot porté, puis le trajet vers le k-ieme corps et
enfin vers le centre de gravité. Ce qui se traduit par I'expression suivante :

t0—>kcdg =tosi + Rositimg + R0—>iRi—>ktk—>kcdg (262)

S tookegy = tooi + Rooi (Lisie + Rioibiorey, ) (263)
On peut observer ici la mise en ceuvre des deux concepts évoqués précédement, car en
effet il s’agit de la définition conjointe du modele composite et du déplacement vers le centre de
gravité. On peut donc finalement écrire :

t0—>kcdg =to-; + R0—>iti—>kcdg (264)
On a donc en remplagant :
d
Tookegy = g (t0skcas) (265)
d
= ]v‘)kcdg = E (to—n' + R0—>iti—>kcdg) (266)

En séparant la contribution du robot porteur du reste on obtient :

) )
Joorey, = g (to-0) + % (Ro-qtiﬁkcdg) (267)

to_; ne dépendant que du premier robot, les j derniéres dérivées partielles sont nulles.
En réalisant la dérivée du produit on obtient :

a d
]vodeg = (]Voi,qa (O)?,,j) + RO—»L' % (ti_’kcdg) + % (R0—>i)ti—>kcdg (268)

. 5} - P
On construira %(ti_’kcdg) en utilisant le théoréme 1 et en remarquant que t;,, ne

dépend que du second robot aussi les i premiéeres dérivés partielles sont nulles, ce qui nous donne
les relations suivantes :

]Vikcdg'qw - %(ti_’kcdg) - (]vik * %qk'g"’k@&qkmg @3'j_k) (269)
Et !
2 (trotean) = (o () 7 () = (@58 o) (270)

Ry_,; est fonction du premier robot on a donc Bo—n‘,qw qui est nul (138). On obtient donc

en injectant (270) dans (268) :
Jookpgy = Uvoige  93.) + Rooi (P31 Joigyan) + Ro-iOtinky, (271)

102



<:)]”0kcdg = (]v"i'qa Ro_’dvikcdg'qw) + (éo—ﬁ,qa@ti—»kcdg ©3'j) (272)

S ]”Okcdg = (]VOir‘Ia + éo_’i'qa@ti_’kcdg RO_)i]Vikcdgr‘Iw) (273)

6.2.3.2 Théoréme Jacobienne au centre de gravité et modele composite
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6.2.3.3  Application au 4R plan

On cherchera a calculer Jvos oqeCOMMe au 3.5.2.2 mais ici en y incluant le principe du
cdgia

modele composite. On a donc d’apres le théoreme 3 :

]vo%dg'q = (]voz’ + go—»z,an (tz’—>4cdg) RO—»Z]v2,4cdg) (274)
Avec :
C3ls + caals - (5313 + s34l4cdg) - (534l4cdg)
tzl_)‘l'cdg = S3l3 + S34l4cdg et]v2’4‘cdg = C3l3 + C34l4cdy C34l4cdy (275)
0 0 0

On construit donc le premier élément a partir de (85) et (152) :

. —Sy; —Cip O\ [C3ls +Caalay, —Sy, —Ciy O\ [C3ls +Caalay,
Ro-2,4,© (tz’—»4cdg) = Ciz —Si2 0| s3ls + 834l Ciz —S12 0| s3ls +S34ls (276)
= 0 0 1 0 0 0 1 0
- (512313 + 51234l4cdg) - (512313 + 51234l4cdg)
S Ryra © (t " ) — 277
=0724a = "2 >4cag (012313 + 01234l4cdg) (012313 + C1234l4cdg) (277)
0 0

Quant au second élément, il vient :

c1z —S12 0\ [— (5313 + S34l4’cdg) - (S34l4’cdg)
R0—>2’]v2,4cd =852 ¢z 0 c3ls + c34l4cdg C34’l4’cdg (278)
0 0 1 0 0
- (512313 + 51234l4cdg) - (51234l4cdg)
< Ry, = 279
0 2,]v2’4‘cdg (C123l3 + C1234l4cdg) (C1234l4cdg) (279)
0 0
On obtient donc en rassemblant (85), (277) et (279).
- (3111 + 815l + S123l3 + 31234l4cdg) - (Slzlz + S123l5 + 31234l4cdg) - (512313 + 51234l4cdg) - (51234l4cdg)
]v“cdgq (C1l1 +ciply + cpp3ls + C1234l4mg) (C1zlz + cip3ls + C1234l4mg) (C123l3 + C1234l4mg) (C1234l4mg) (280)
0 0
Ce qui est exactement (125).
6.2.4 Jacobienne d’un changement de repére base-distal
6.2.4.1 Cas général
Aa,
Considérons un robot a i articulations, de vecteur d’état q, = ( : ) dont on prend le
Qai
MGD du changement de repére base-distal (250) :
tiso = _Ri—>0t0—>i (281)
Calculons la contribution linéaire de la vitesse :
]Vio - (t1—>0) ( R[—)Oto—n) L—>0 a (t0—>1) q (RL—>0) t0—>L (282)
Cl
c}‘]vio = L—>0]v0i :I.—>0®t0—>i (283)
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Arrétons-nous un instant et considérons le calcul de R;_,, en fonction de R_,;. On partira

de l'identité :
RosiRiso =133 (284)
On a donc par dérivation :
d
W(RO—JRHO) = 033, (285)
a
d d
A 94, (Rosi)Riso + Roosg ErA (Rino) = 033, (286)
a a
d d
& Ry 30, (Rino) = — 9. (Ro»i)Rio (287)
a a
d r 0
= W (Ri—>0) = _(Ro—n') ﬁ (R0—>i)Ri—>0 (288)
a a
& Rino = —(Ro-)"OR0-iO(Ro-)" (289)
ﬁropriété \
Si
R,_,; est une matrice de rotation de R3
Alors :

gi—m = _(R0—>i)T®§0—>i®(RO—>i)T

(U J

Déterminons maintenant la contribution angulaire :

0 0
]wio = (Ri—>1 <O> Ri—)i <O>> (290)
1 1
0 0
S Juyo = (Ri—>0R0—>1 <0> + RisoRo-i <0>
1 1
0 0
< Juw;, = Riso <R0—>1 <0> “+ Rosi <0>> (292)
1 1

<=>]wi0 = Ri—>0]wm- (293)
On obtient donc le résultat suivant :

_Ri—>0]voi - Ri—>0®t0—>i
Jio = =
Ri—>0]wm-

(291)

N———

(294)
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6.2.4.2 Théoreme Jacobienne d’un changement de repére base-distal

Théoreme 4

Soit un robot sériel possédant i articulations tel que :

o Aa,
T = ( ot ‘H) =f(qq) tel que gz = |
@1‘3 1

qa,:
Xl = ]vm) da

Woji

0
]Voi = ﬁ (o)

0 0
]("oi = (RO—>1 (O> =+ R <0>>
1 1

tino = —Risotosi

Si

Alors

—Ris0)vy; — Rino®too
Jio = =
Ri—)O]a)ai

6.2.4.3  Application au 4R plan

On va donc construire la jacobienne correspondant au modele géométrique de T/_, :

C1234  S123a 0 —(Cazaly + c3aly tculs +1y)

T, = —S123¢ Cizza 0 Sazaly +S34lp +54l3 + 1y (295)
40 0 0 1 0
0 0 0 1
D’ol :
0 Sa34ly Sp3aly 534l Sazaly + 53415 + 8415
0 Ca34ly  Cazaly +c3aly  Cozaly + C34ly + 4l
Je=|0 O 0 0 | (296)

0 0 0 0
\O 0 0 0 /
1 1 1 1
Pour mettre en ceuvre le théoreme il faut construire R4, en s’appuyant sur (122) et

(289) :
5440 = _(Ro—>4’)T®§o—>4@(Ro—>4’)T (297)
. —S1234  Ciz3a 0 —S1234  Ciz3a 0 —S1234  Ciz34 O —S1234  Ciz3a 0
= §4—>0 =|—Ci23s —S123a O ),| —Ci23¢ —S1234 0 ), —Ci23a —S123¢ 0]\ —Ciz3s —S123¢ O (298)
- 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Ce que nous permet de construire 54_,0®t0_)4r dont on explicitera qu’un terme puisqu’ils

sont identiques :

9 —S1234  C123a O\ /cily + cialy + ci23l3 + C1234l4
a_R4’—>0t0—>4’ = | —C1234 —S123a O [{51ly + 51203 + 512303 + S123414 (299)
a1 0 0 1 0
9 —(5234ly + s34l5 + 5413)
= Er Ryrotosa’ = | —(ca3als + c3aly + calz + 1) (300)
aq 0
Calculons maintenant R4r_)0],,04, d’apres (125) :
C1234  Siz3s O
R4-'—>0]V04_r =|—S1234 Ci23¢ O (301)
0 0 1
—(s1ly + 5120y + S123l5 + 51234ls)  —(S12lo + 812303 + S1234ls)  —(S123l3 + S1234ls)  —(S1234ls)
(c1ly + c1ply + 12313 + Crp34ls) (cr2ly + c123l5 + C1234l4) (cr23l5 + c1234l4) (c1234l4)
0 0 0 0
0 0 0 0
D'ou:
) 0 s234ls  Sz3alys + 5341y S234ly + 5345 + 5403
“Rysofv, ~ RasoOtona = | 0 cazals  Cazals +caaly Cozaly + c3aly +uls (303)
- 0 0 0 0
Et pour finir calculons la contribution angulaire :
C1234 S123a 0N /0 0 0 O 0 0 0 O
R4_’_)0]w04_ = _51234 C1234 O 0 0 0 0 = 0 0 0 0 (304)
0 0 1/\1 1 1 1 1 1 1 1

Ce qui en rassemblant (303) et (304) est exactement (296).

6.2.5 Jacobienne au centre de gravité d’'un changement de repere base-distal

6.2.5.1 Cas général

On reprendra ici la situation évoquée précédemment concernant le changement de
repere du modele géométrique, le but étant toujours de pouvoir calculer cette nouvelle
jacobienne a partir d’éléments déja connus. Considérons un robot sériel possedant i articulations
et plus particulierement le k-ieme corps ainsi que son centre de gravité. On a vu précédemment
(260) que I'on avait le résultat suivant :

Ri—>0R0—>k Ri—>0t0—>k d + tiso
: — cdg
TL—)kcdy < @1,3 1 (305)
Calculons la contribution linéaire de la vitesse :
Foey = ai (Rizotomkegy + tizo) (306)
q
d d d

= ]vlkcdg = Ri—>0 E (t0—>cdgk) + % (Ri—>0)t0—>kcdg + % (ti—>0) (307)
= ]vikcdg = Ri—>0]vokcdg + éi_’()@to_’kcdg +]17L'0 (308)

Ri—»O]vok + Ri—)OQtO—)kcd +]17i
Jikea = ( YR o (309)

Ri—>0]wok
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6.2.5.2 Théoreme Jacobienne au centre de gravité d’un changement de repére base-distal

Théoreme 5

Si

Alors

R
To-i = (@1 3

Soit un robot sériel possédant i articulations tel que :

. q1
t"fl) = f(q) tel que q = ( 5 )

- ]vm-)q

0-i

Ri—)O]kacdg + gi—m@to—)kcd‘q + ]Vio

d
]vm- = % (t0—>i)

0 0
Jog = Ro-s1{ 0] -+ Rosi| 0
1 1
Ti_’kcdg = (

Jikeag = (

Ri—>0R0—>k Ri—>0t0—>kcdg + tiso

qi

Woji

)

Ri—>0]a)0k )

6.2.5.3  Application au 4R plan

On va donc construire la jacobienne correspondant au modele géométrique de T,/ :
4 _)1Cdg

€234
T4r_,1€dg = | —S234
0
0
D’ol :

]v4llcdg -

0 0

$234

C234

0
0

oOrRr O O

~(czsa (I = Ly, ) + Caaly + cals + )

Afin de mettre en ceuvre ce théoréme on va calculer la contribution linéaire de]4lcdg telle

que:

5234 (l1 - l1cdg) +sgaly +suls 1y | (310)
0
1
0 s334 (l1 - llcdg) 5234 (ll - l1cdg) + 534l Sp34 (l1 - llcdg) + S34l5 + 5415
311
0 ¢34 (l1 - llcdg) C234 (ll - l1cdg) +C34ly €34 (ll - llcdg) + c3aly +c4l5 (311)
0 0
(312)

]v‘l'lcdg

= (R4_)O]v01cdg’q + §4—>0®t0—>16d9 +]v4/0)
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Calculons le premier terme de la somme :

C1234 51234 0 _Sl llcdg 0 0 0 5234I1Cdg 0 0 0
R4—’0]"701Cdg'q= —S1234 C1234 O C1l1cdg 0 0 0= 0234l1cdg 0 00 (313)
0 0 1 0 000 0 000
Traitons maintenant E4_’°®to_)1cdg en utilisant (298) :
—523411ch —5234l1cdg —523411ch —523411ch
§4—>0@t0—>1cd9 = —C234l1cdg —0234l1cdg —023411ch _C234llcdg (314)
- 0 0 0 0

On construit donc en assemblant (296), (313) et (314) :

0 s334 (l1 - llcdg) 5234 (ll - l1cdg> + 534l Sp34 (l1 - llcdg) + S34l5 + 5415

]174’15dg = 0 6234 (ll - llcdg) 6234 (ll - llCdg) + 63412 6234 (ll - llCdg) + C34l2 + C4l3
0 0 0 0

(315)

Ce qui est exactement (311).

6.3 Modele dynamique inverse - Rappel et notation

On utilisera les équations d’Euler-Lagrange pour obtenir le modele dynamique inverse.
Soit K, I'énergie cinétique du systéme.

Soit V, I'énergie potentielle du systeme.

Soit L, le Lagrangien du systeme telque L = K — V.

éme

Soit g;, la i*™®coordonnée généralisée du systeme.

Soit 7;, la force généralisée appliquée au i“™¢ élément du systeme telle que :

d <6L) daL
dt\aqg,/) dq;

On devra donc chercher a calculer I'énergie cinétique du systéme autant que son énergie
potentielle afin d’en construire le lagrangien. C'est pourquoi il nous faut introduire les notations
suivantes :

T, (316)

- Soit I;, la matrice d’inertie du corps i exprimée dans un repére lié au corps i, évaluée
au centre de gravité du corps i ;
- Soit Iy;, la matrice d’inertie du corps i évaluée au centre de gravité du corps i,
exprimée dans le repére de base et telle que :
Iy; = R0—>iliR5—>i (317)
- Soit w;, la vitesse angulaire du corps i par rapport au repére de base et exprimée dans
ce dernier;
- Soit v;, vitesse linéaire du centre de gravité du corps i par rapport au repére de base
et exprimée dans ce dernier ;
- Soit m;, la masse du corps i.
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La forme générale de I'énergie cinétique d’un corps s’écrit de la maniéere suivante :

1
Ki = E m; ‘UiT Vi + EwiT IOiwi

D’ol I'expression pour le systéeme complet, avec n corps :

1 1
K= ZE m; UL'T Ui +§0)iT Iol-a)l-

i=1

On a 'expression de v; et w; en fonction de la jacobienne associée au centre de gravité
ducorpsi,ona:

X,
Y

. ; Jvg;
%] _ A _ Oledg . 5 ] .
(wi) oy | (] ) )q = X0 = Joicagd

wOlCdy

L
Wy,

Avec JVozd la matrice jacobienne associée a la matrice de transformation
cdg

homogene T0—>icdg' on en déduit :

1
qu Z L]UOL cdg ]vmcd ]wOLCd Ol]w()lcdg)

Tl
1 T T\ ( Mill; 033
_ AT _ i )
= 5 q Z JVOLcdg ]a)mcdg ) ( @3'3 IOi )

i=

1 T ™ [ m;l
K= EqTAq tel que A = z ]”Oicdg Jaigy ) ( @;,33

En reprenant la formulation matricielle

d (0L\ 0L
wlaq) "5
Onadonc:
” a(1 A" A@) - ch>)
aq  9q\2
aL 1

0
d-rie (q A@)9) — == (V(q))

Comme a% (V(q)) est nul :
oL 190 9 )
94 294 A(q)q

A étant symétrique, on obtient :

oL

1
Frie EZA(CI)C'I = A(q)q

D’ou :
=55)- i(A(q)c;)

d (0L '
=5 (5) = 4@ 5@ + 5@
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@33

o]

I

Jvo; )
ledg | .
q
icdg

wOLCd

wOlCdy

)

(318)

(319)

(320)

(321)

(322)

(323)

(324)

(325)

(326)

(327)

(328)

(329)

(330)



d Ly _ |
@%<6q) (@4 +— ((q))q
De méme :
aL 4 (1
5o =30 GiMA@a-v@)
aL d 1 A '>__(V ;
% aq(zq @q) =5, @
Onadonc:
d 9L\ oL
itla) g = @i+ 4@ - ( C ("M)——(V(q)))

d 1
= AW+ 3 (4@ — 50 (3074@3) + 3 (V@) =©

< A@QG+Cq,q)q+G6(q) =1
Avec :

€0, = 5 (4@~ (337A@)3) et 6@) = ~-(V(@))
q’qq_dt qqaqzq q)q) e q_aq q
On reconnaitra ici les termes de Coriolis-centrifuge ainsi que I'influence de la gravité sur

le systéme puisque I'on réduira systématiquement le terme I relatif aux énergies potentielles au
seul potentiel de gravité.

6.4 Matrice d’inertie

Reprenons I'expression de I'énergie cinétique qui fait apparaitre cet objet qu’est la matrice
d’inertie du systéme qui traduit physiquement la résistance du systéme a une variation de
quantité de mouvement. On a en effet constaté que (323) :

i i
_ (Ml O3 _ T ™ ( Mels O ]kacdg
Aoi - EJOkcdg ( (0)3 IOk)]Ode‘g - Z (]v()kcdg ]a’Okcdg )( (0)3 IOk) ]wok 4
k=1 cdg

k=1

Cette écriture fait apparaitre naturellement les matrices jacobiennes des différents corps
du robot. On en déduit donc que I'ensemble des résultats obtenus précédemment sur ces
dernieres vont permettre d’obtenir par les mémes raisonnements un ensemble de propriétés
permettant d’exprimer notamment la matrice d’inertie d’un robot constitué de plusieurs robots
dont on connaitrait les matrices d’inertie et cela toujours afin d’optimiser les besoins en calculs
dans un environnement de programmation orientée objet.
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6.4.1 Matrice d’inertie et jacobienne au centre de gravité
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6.4.2 Matrice d’inertie et jacobienne au centre de gravité et modele composite
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6.4.3 Matrice d’inertie et changement de repére base-distal
6.4.3.1 Cas général

Cette section cherche a élaborer le premier élément du modele dynamique d’une jambe
portée lors d’une phase de simple appui en reprenant (309) et la définition de 4;, tel que :

i

M, O
A = Z]ikcdgT (@’3‘ ,,If)]ikcdg (339)

k=1 :

Onadonc:
i

Ai0 = D Ty Midvi, oy, i S, (340)

k‘=1 .

L l
S Aio = ) Joge, Miuge, + D Jungy, iy, (341)

k=1 k=1

Aiog = Ay + Awyg
i
AVL'() = Z]Uik d TMk]vik d
o = 9 (342)
i
Apo = Y Joo i Jw
wio kaCdg ik kaCdg
\ k=1
D’ol:

i

T
Auig = D (Riofugey, + Rioo®toiegy +ug) Mic(Rivolugg, + Rico®toiegy +Jug)  (343)

k=1 _
l

Avio = Z (Ri_)ojvokcdg)T My, (Riaojvokcdg) +b+ta+c
k=1

T .
b= (Risolugsy,) Mic(Rio®toms + oy

S 9 (344)
T
@ = (Ri0Otoosergy + y) M (Ri-0@b0otegy + oy
= | =
| = bT = (gi—»oeto—»kcdg +]vi0) My, (Ri"‘)]”okcdg)
Le premier terme de la somme contient la contribution linéaire du modele dynamique
Ay, et cela vient comme suit :
’ ’ 345
(Ri_)ojv"kcdg) Mk (Ri_)ojv"kcdg) = (]v"kcdg) Mk (]v"kcdg) ( )
D'ou:
i T

> (Rishune,y, ) Mic(Rivolune,, ) = Avgy (346)

k=1

Et c’est en reprenant la contribution angulaire (309) et (342) que l'on compléete
I’expression du modéle dynamique :
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i
Auio = ) Jouey, i Sy, (347)
k=1

i
T
Ad Awio = Z(Ri_)()]wok) IikRi—>0]wok (348)
k=1 .
l
T
S Apyy = E(onk) Tor) (349)
k=1
© Apjy = Awg; (350)

On obtient donc en regroupant les deux termes (344) et (350) ainsi qu’en distribuant les
opérateurs de sommation la relation suivante :

vio T Awsg T a+B+BT =Ag+a+p+p"

AL'():A
i

T
=) (Bio®tomseggy +y) Mi(Ri0@b0otgy + oy

k=1

i
T .
\ ﬁ = Z (Riaojvokcdg) Mk (gi—»OGtO—ﬂ(Cdg +]UL'0)
k=1 -

On remarquera que ce résultat ne permet pas d’inclure la dynamique du pied qui est dans
le cas usuel assimilé au bati, il faudra donc rajouter la dynamique de ce dernier grace au théoréme
7.

(351)

6.4.3.2 Théoreme Matrice d’inertie et changement de repere base-distal

Théoreme 8
Soit un robot série possédant i articulations.
Soit un corps k de ce robot et k.4, le centre de gravité associé.
Si VkeI[l,..,i]

_ ]Vikcdg _ Ri—»o]vakcdg + gi—m@to—)kcdg + Joio
]ikcdg —

- ](/Jikcdg Rivolug
i
= (" o )0 %) (102
k=1 M [0) ]v kl "
Ay = (]VOkcdgT ]MOdegT) (@: [Oz) <]“:kcc:1)
Alors
A=Ay +a+p+p"
i
a = (%_'OOtochag +]Vi0)T Mi (éi_’OOto_)kmg +]”i0)

k=1
i
T .
L #= 2 (Reohun,) (Ri0®tomsgy + )
k=1 -
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6.5 Coriolis-Centrifuge
6.5.1 Rappel et notation

Etant donné qu’il n’est pas toujours facile de trouver la démonstration de ce terme, on se
propose ici d’en redonner une et cela toujours dans I'optique de construire un cadre de référence
consistant. On constatera par ailleurs que cette derniére occulte le fait qu’il est effectivement
question d’un tenseur d’ordre 3 et que la poursuite du raisonnement sur une coordonnée est
effectivement une réduction du probléeme a un cas plus classique de calcul matriciel et donc de
tenseur d’ordre 2.

En repartant de I'expression de C établie précédemment (337) :
€0, = o (4@~ o (54" A(@)3)
q’qq_dt a))4 9q 2q q)q

Dont on explicite plus particulierement la k*™€coordonnée :

j=1 j=1l=1
= C —Eaak]a_q ] _lijai
k - aq ot q] 2._ L q Qqu
i T
day; 1 da;;
= Ckzzz_]q'ﬂ.]__zz 9.9,
j=1i=1 94; 21=1 i=1 9%
n n
dag; 10q;
C =22 g ___
= Lk L <aqi 2 Tk Qqu
j=1i=1

On obtient :

o 1 aakj aaki 16aij L.
Cy = £y + -5 4.9,
: 2\ dq; 0q;) 20qx

j=1i=1
n n
1/da,; 0day; 0a;;

PN Ck:EZ_ k]+ kl_ 2] qlq']
u/la2\ dq; 0q; Oqg
j=1i=1

n n
= 6= > cpdd

j=1i=1
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Tel que ¢;ji = Cjix, les symboles de Christoffel :

1 aakj aaki aaij
—— — 363
Uk =3 < dq; ' 9a;  oa 363)

Les trois coordonnées i,j, k traduisent ici implicitement la présence d’un objet de type
matrice 3D qui n’est autre qu’un tenseur d’ordre 3.

6.5.2 Coriolis-centrifuge : Matrice d’inertie et jacobienne au centre de gravité
6.5.2.1 Cas général

Si on reprend la formulation standard, on obtient les symboles de cristoffel de premiere
espece (363) :

1/0a,; Oday; O0a;;
< Yo ”) (364)

C‘ ik — =
* 2\ 0q;  0q; dqy
On observe que ces symboles reposent sur la connaissance de la différentielle de A par
aaij

rapport au vecteur d’état du robot. Ainsi calculer les C;j;, revient en réalité a calculer les 39
k

On a de maniére générale pour un robot série a i degrés de liberté (165) :

i i
M 0 T ™ (M 0) ]vokd
= T k 3 = k 3 cdg
D OV AL ) TOUIED of A [ ) i) B
k=1

Wok
k=1 cdg
C’est donc maintenant que I'on différencie par rapport au vecteur d’état du robot g, :
GAOL- 0 2 (] T ] T) (Mk @3) <]v°kcdg>
=4 Vok,, Wok,, (366)
dq  9q ] g dg J\Q3 ok ]wokcdg
En réalisant la distribution de la dérivation on obtient I’expression suivante :
i
0Ag; 04,y  0Ay,, d T a T
— = _ _ 367
aq aq + aq kz—l aq (]v()kcdg My ]v‘)kcdg) + aq (]w‘)kcdg Lok ]w‘)kcdg) ( )

Intéressons-nous dans un premier temps a la contribution linéaire :

0Ay,; zl: a ( - ) -
aq - aq ]v()kcdg kijdeg
. k=1
i
aAVoi 9 . ) 5
= aq - kz_l% (]Vokcdg ) @ Mk ]v()kcdg +]Vokcdg Mk@% (]v()kcdg) (369)
: ) T
e r g T 0
aq B kz=1 (Jkacdg Mk@ E (]vokcdg) + ]v"kcdg Mk@ E (]Vokcdg) (370)

Penchons-nous sur le passage de (369) a (370) et plus particulierement sur |'utilisation
abusive ici du symbole de transposition qui n’a pas de sens pour un tenseur d’ordre trois. On
extrait de (369) le premier terme de la somme que I'on découpe comme suit :

d T d T d T
30 Usnisg ) @ M Sy = 50 Uiy ™) MicTune gy 150 Uy ) Mic S, (371)
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C

0
= _aq

C=Cy,...,C
T
(]v()kcdg ) @ Mk ]v()kcdg

_ T
Cp - aqp (]v‘)kcdg ) Mk ]v()kcdg

Prenons C, afin de determiner I'expression de Cj4, en commengant par simplifier

I’écriture pour ne faire apparaitre que les éléments des matrices prise en compte :

\

On constate I'abscence de M), quel’on ignore pour cette démonstration car il ne s’agit
gue de la matrice identité multipliée par un scalaire qui n’apporte rien au propos. Explicitons donc

Clqp .

i
.7
Clqp = Z]lkp ]kq
k=1

i
= Clqp = Ejklp]kq
k=1

Par le méme raisonnement on montre que :

I( Dpa= ]ij i

{jp - W (]v()kcdg) = qup = zjkl]kqp
I T T k=1

k ] = ]vokcdg

Ce qui nous permet de conclure que :

V(qp) €L, ...i1%  Cigp=Dgp=Diyp"
evpell..il, C,=D,
En reprenant (369) cela nous permet d’écrire :

T
; d T T _6
vpell,..,i, a_qp(]vm‘cdg ) Mk]vokcdg = (Jv()kcdg My aq, (jvokcdg)>

Par la suite on utilise abusivement le symbole de transposition sur un tenseur d’ordre trois

pour traduire la propriété (377).

- d
On constate donc que tout se réduit au seul calcul de 5(

d’écrire d’aprés le théoreme 1 :

d
< % (]”Okcdg)

]”Okcdg)' Ce qui nous permet

d .
) = % (]‘Uok + go—)k®£k—>kcdg>

d d ad /.
= % (Jkacdg) = % (]Vok) + % (§0—>k®£k—>kcdg)

d d /.
aq vor) + aq (go—ﬂc) Otk-keay
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(373)

(374)

(375)

(376)

(377)
(378)

(379)

(380)
(381)

(382)



On fait apparaitre ici deux nouveaux objets du bestiaire de la modélisation en robotique.
Il s’agit de la Hessienne du modéle géométrique direct, tenseur d’ordre trois, ainsi que la
hessienne de la matrice de rotation, tenseur d’ordre quatre. On introduit donc a cet effet deux
nouvelles notations :

( 0 .
7 o) = Joi
P - (383)
l% <§0—>i> = §0—>i
On obtient donc I'expression suivante :
év()kcdg = é”ok + go"k G)Ek"kcaly (384)
Ce qui nous permet d’écrire :
i T
aAvOi _ T M @' + T M ®. (385)
aq - JUOkcdg k év()kcdg ]v()kcdg k év()kcdg
k=1 = =
Quant a la contibution angulaire, elle prendra une forme légerement différente car I, est
fonction du vecteur d’état contrairement a My, d’ou :
i
dA, .; d
20 — T 386
5 > - Vo, ot S, (386)
) k=1
04y, o 0 2 d
woi __ e T Ty T —
o et = ) 5 ontygy ") Olok Janty g, + ooty @ 5 U@ ) F gy 16O 50 (Jongy,)  (387)
k=1
i T
A, .. d 0 d
woi __ T _ T _ Ty
o= > (Jkacdg @7 (on,(mg)> oy 106030 Jooeyy) + oy, @3 W)@ e, (388)
k=1

Penchons nous dans un premier temps sur le calcul de la différentielle de Jwox L caren
cdg

effet on a par construction :

0 0
]kacdg = <R0—>1 <0> “+ Rosk <0> @3,i—k> (389)
1 1
D’ou :

i(J )-(i(R )@(8) i(R )@(8) 0, ) (390)
aq kaCdg aq 0-1 1 aq 0-k 1 3,i—k,i

0 0
(:’iwokcdg=<§o—>1®<(1)> §O—>k®<2> @3,i—k,i> (391)

Ce que I'on synthétise comme suit :

a ; .
% (]kacdg) = éwok,q,q = éwok,q,ﬂk’ ((0)3’1‘_](']') (392)

Abordons maintenant le calcul de ;—q (Iox) = Ik, en utilisant (317):
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9 9 0 )
éok = %(lozc) = %(Ro—w[kRo-»k) = aq (Ro—kIxRk-0)

0 ) 9
= éok = g (Ro-k)OIxRy -0 + R0—>k1k®% (Rk=0)

d [ k= go—ﬂc,q@I]tRz)w—»k + RO—»kUé@gk—)O,q

15~

Cela nous permet d’écrire :

i

dA

aq k=1

On peut donc conclure en rassemblant (385) et (396) :

i
M, O .
_ (M O3
e {loi = kzlfmccdg (@3 10k> @éomdg

L

L' = o)/

oi — ]a)okcdg ®_Ok®]a)0kcdg
k=1 -

120

T
woi __ T i T i T~7
) (on,ccdg IOk%Okcdg) H g, 106 ey, + oy, Ohok® Ju,,

aAoi _ aAvoi + aAwoi
aq aq dq
i T
aAvo' T 1 T i
k=1 - -
0A : ’
woi _ T . T i Tyj
\TL - ;(J“’Okcdg IOk@é”""mﬂ) T ookqy IOk@éwo"cdy ooy, GékGJwORCdQ
( HAO *
—aql =L+ D' + 1

(393)

(394)

(395)

(396)

(397)

(398)



6.5.2.2 Théoréme Coriolis-centrifuge : Matrice d’inertie et jacobienne au centre de gravité
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6.5.2.3  Application au 4R plan

Comme pour les autres exemples, on se limitera a la contribution linéaire de la vitesse :

dA

Vo4

0q,

2
/an

a21

=|
\a31
af

Vo4

2 _
a;; =

12

=©4,4
XXX\
OXXl
0 0 X
000/

- (lemz (Szlzcdg) + 211m3 (Szlz + 523l3cdg + 211m4 (Szlz + 52313 + 5234l4cdg)>
a; = — (llmz (Szlzcdg) + llm3 (Szlz + 523l3cdg) + llm4 (Szlz + 52313 + 5234l4cdg))

afi = - (l1m3 (523lscdg) + lLyimy (52313 + 5234l4cdg)) af =

- (l1m4 (5234l4cdg))

13 _
az; =

Dans le cadre d’application du théoreme 9, il nous faut calculer les J, k

al =- (2l1m3 (523l3cdg) +2l,m4 (s (

- (llm3 (523l3cdg) + 2l,mg3 (s cdg

3

@i X X X
04y @} aiy X X
K_ a331 ap 0 X

ag a3 0 0

) + 2lim, (sz3l3 + 5234l4m ) + 2l,m, (5313 + 534l4cdg))
) +1limy (523l3 + Sy34l4 i ) +2l,m, (5313 + s34l4cdg))
asy = (l1m3 (523l3cdg) + lym; (53l3cdg) + limy (52313 + 5234l4cdg) +l,m, (5313 + 534l4cdg))

a} = (l1m4 (5234l4mg) + lymy (53414 cdg ) ayy = (212m3 (53l3cdg) + 2lm, (5313 + 534l4cdg))

azy = (l2m3 (5313 g + lym, (5 + 534l4cdg))'af;32 =- (l2m4 (534l4cd9))

at X X X
14 14
”04 az; az;; X X
14 14 14
azy azp azgz X
14 14 14
gy G4y Gg3 O
alt =—(2lmy 5234l4c + 2lmy (S34ls,,, ) + 2l3my (Sals,,
g

) )
akt = (l1m4 (5234l4cdg) + 2l,m, (534l4mg) + 2l3m, s4l4cdg )

azh = - (l1m4 (5234l4cdg) + lymy (534l4cd9) + 2l3m, 5414 dg )
af = (l1m4 (5234l4cdg) + lym, (53414 dg) + lzm, 54l4cdg )

ay =— (212m4 (534l4cdg) + 2l3my, (s4l4cdg)>

14 _
Qazz =

— (213m4 (S4l4cdg)) ,apy =— (13m4 (54l4cdg))

par Iesj,,ok a partir de (125), on illustrera avec le développement de J,

122

azhy = — (lzm4 (534l4cdg) + 2l3m, (54l4cdg)) ,aph = — (lzm4 (534l4cd9) + lsmy (54l4cdg)>

en commengant
cdg

(399)



0Jvpq —(cqly +ciply + 13l + c1z3als)  —(crzly + cip3ls + c1z3als)  —(C123ls + C123als)  —(Cra3als)
W =\ —=(s1ly + 51215 + s123l3 + S1234ls)  —(S12ly + S123l5 + S123als)  —(S123l3 + S1232la)  —(S1234l4)
0 0 0 0
0Jvgsq —(C12lz + Crz3ls + Cr23als)  —(Crzly + Cip3ls + Cip3als)  —(Cr23ls + C1p3als)  —(C1234l4)
94, =\ —(s12ls + 512303 + 51234ls)  —(S12l + 512303 + S1234ls)  —(S123l5 + S1234ls)  —(S1234l4)
0 0 0 0 (400)
0Jvosq —(c123l3 + C123als)  —(ca23ls +c1234ls)  —(Cra3ls + Cr23als)  —(C1234l4)
F =\ —(s123l3 + S1234la)  —(S123l5 + S123als)  —(S123l3 + S1232la)  —(S1234l4)
s 0 0 0
O]VOM —(c1234l)  —(Cra3als)  —(cr23als)  —(c1234l)
aq =\ —(s1234la) —(51234ls)  —(S1234la)  —(S1234l4)
4 0 0 0 0

Calculons maintenant les Eo—>k®§k—»kcdg a partir de (122), en se focalisant sur EO-*4®£4'—>4cdg :

ORo-4, —Ci234  S123¢ O
——=|-s —C 0
94, 6234 6234 0
ORo-4,q —Ci234  S123¢ O
— =|-s —c 0
4, 6234 6234 0
6§0—>4.q —Ci234  S123a O
—=|-s —C 0
945 6234 6234 0
a§0—>4.q <_C1234 S1234 0)
- —S1234 —Ciz3a O
99, 0 0 0
On a donc par conséquent :
ago—%,q
dq, ®£4,_)4Cdg -
a§0—>4,q
dq, ®£4’_)4Cdg =
i .
ago—ul-,q
4, ®£4,_)4Cdg -
a§0—>4,q
= Oty =
L aq4 — cdg

e e e

S1234

—C1234
0 0

S1234

—C1234
0 0

$1234

—C1234
0 0

$1234
—C1234

0 0

~C1234%4¢44
T51234%4¢44
0
C1234%4¢44
—S51234%4¢44
0
~C1234%4¢44
T51234%4¢44
0
~C1234%4¢44
—51234%4¢44
0

0
o).
0

—C1234%444
T51234%4 44
0
~C1234%4¢q4
—51234%4¢44
0
~C1234%444
T51234%4 44
0
C1234%4¢q4
—51234%4¢44
0

0

123

S123¢ O
—Ci23a 0,
0 0

S1234

—Ci234 0
0

M
“ame o)
M

o

o O

o O

$1234
—Ci23¢ 0

0 0

TC1234%444
T51234%4¢44
0
~C1234%4¢44
T51234%4¢44
0
TC1234%444
T51234%4 44
0
TC1234%4 44
T51234%4 44
0

—C1234  Si234 O
—S1234  —Ci23¢ 0
0 0 0
—C1234  Siz34 O
—S1234  —Ci23¢ 0
0 0 07 (401)
—Ci234  Siz3a O
—S1234  —Ci23¢ 0
0 0 0
—Ci234  Siz3a O
—S1234 —C1234 O
0 0 0
~C1234%4¢44
T51234%4 44
0
~C1234%4¢44
—51234%4¢44
0 (402)
~C1234%4¢44
T51234%4¢q4
0
TC1234%4¢44
T51234%4¢44
0



Calculons maintenant [, , :

4
_ T ;
Loy = Z]vwccdg Mk@lvmcdg
k=1 =
Loga =V1+V2+Va+va
V1= 0444
/—llmz (Szlzcdg) —llmz (Szlzcdg) 0 0\
Y2 = @4,4,1'| 0 0 00 |.@442
0 0 0 0
0 0 0 0
%3 %3 *3 0 *3 *3 *3 0
Y112 Y122 V132 Y113 Y123 Vi3s3
0 0 0 0 *3 %3 3.0
=044, | Y213 V223 V233 ,0
V3 44,1 0 0 0 0 0 0 0 0 4,41
0 0 0 0 0 0 0 0
Vite = Vize = lims (5212 + 52313“9)
Vfgz =lyms (523l3cdg)
3 =13 = vi3 = limg (5,3l + lmg ( s5l
Y113 = Y123 = V133 1M3 \ S2343.4, 2M3 |\ S3l3.,,
)’5%3 = V2*33 = V2*§3 =lym; (53l3cdg)
*. * * *. *. * *. * *4 *4 *4
Yitz Viz2 Vis2 Vi Yils Vizs Viss Vids Yi14 VY124 Vi3a
* *. * *. *4 *4 *4
Ya=0441, 0 0 0 0 ) [vits vizs viss Viis | |V2ia Yaza Vi
0 0 0 0 0 0 0 0 Vit Viza Vit
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yitz = Vige = limy (5212 + sa3ls + 5234l4cdg)
Vig, = limy (52313 + 5234l4cdg)
)’fgz =1lm, (5234l4cdg)
Yits = ¥iss = Vi3s3 = limy (52313 + 5234l4cdg) + lymy (5313 + 534l4cdg)
Vids = limy (5234l4cdg) + lym, (534l4cd9)

Vii3 = Vaz3 = Va33 = Lhmy (5313 + 534l4cdg)

)’;33 =l,my (534l4cd9)
Yite = Vise = Vi%e = Vide = limy (5234l4cdg) + lmy (534l4mg) + I3my (54l4cdg)

*4 x4 x4 k4
V214 = V224 = V234 = Vzaa = LaMy (534l4mg) + I3my (54l4cdg)

x4 __ x4 x4 x4
Y314 = Viza = V334 = V3aa = lamy (54l4cdg)

+r, T

Vo4

Ay,

On obtient en calculant la somme [

Vo4
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6.5.3 Coriolis-centrifuge : Matrice d’inertie et jacobienne au centre de gravité et modele
composite

6.5.3.1 Cas général

C'est dans cette section que nous allons aborder la possibilité de calculer les termes
centrifuge et Coriolis dans le cadre d’'un modéle composite et cela dans la continuité des
développements effectués précédemment. Envisageons donc la différentielle de A dans le cadre
des notations du théoréme 7 :

ﬁT Aij (404)

aq

/aA +a d \

aq ot aq“ aqﬂ

I 5 p I
T —_A..

\ @ @)

On rappelleici que q est de taille i + j et que par conséquent la différentielle de A est une
matrice cube de taille i + j. Explicitons maintenant comment évoluent les différentielles de 4,;

a_A_g<A0i+a B)

dq
0A
S —= (405)
dq

a . - . R A
et 4;j. En commengant par a_qAOi' on remarque immédiatement que les j dernieres dérivées
partielles seront nulles car 4,; ne dépend pas de q,. Aussi obtient-on la relation suivante :

d (GAOL-

%Aoi = m)»(@i,i,j) (406)

N . . ~ .. a
Par le méme raisonnement on obtient le méme type d’écriture pouraAij et celadonne :

) 0A;;
%Aij = (0;,1), <WZ> (407)

Il ne reste donc qu’a traiter la différentielle de a et 8 et cela en commengant par la
premiere :

i+j

i+
d o . ! .
a = % Z ]Vai,qa + go—»i,qae (ti_’kcdg) M, ]voi,qa + go_,i’qae (ti_’kcdg) + Z

k=i+1 k=i+1

J%i,qjlouwai,qa> (408)

En séparant cette somme en ses deux contributions linéaire a,, et angulaire a,, puis en
distribuant I'opérateur de dérivation, on obtient pour la premiére contribution :

i+j

T
d d . .
aq %o = Z aq (J”oi,qa + Rooiq,© (ti"kcdy)> My (Jvoi.qa + Rooiq, O (ti"kcdy)> (409)

k=i+1
i+j

9 T
%av= 2 a,” +a,

= k=l+1 (410)

T
lay = (/o +Rous O (timkeay ) LA R N O (tioieq, )
k v Voiqq Eo—n,qa i=Kcag kaq Voiqe Eo—n,qa i=Kcag
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3 i
Calculons P (Jvoi.qa + Rosiq,© (ti—)kcdg)> :

% (J"oi.qa + éﬁqi'q"‘@ (ti_’kcdg)> = % (]"oi.qa) + % (éo_)i'q“) Gti_)kc‘ig * éo_)i’q“@ % (ti_’kcdg) (411)

Comme J, . , est uniquement fonction de g, les j derniéres dérivées sont nulles d’ou :

d . .
% (]v"i"hl) - év()i»‘hz'q = év()i»Qa'Qa' (O?"i'j) (412)

Il en est de méme pour Ry_,; 4, ce qui nous donne :

a /. .. ..
aq (§0—>i.qa) = Ro-igaq = Ro-igeaa (033,) (413)
Quant au terme tiskeagr il dépengdu vecteur d’état q du second robot. On a donc:
0 _ _(04; ] 414
% ti—>kcdg _]vikcdg'q - ( 3,0 Vikcdg.(h‘)) ( )
Ce qui nous permet d’écrire la relation suivante :
. a .
§0—>i,qa® % (ti%kcdg) = (Og'i’i); §0—>i_qa®]vikcdg'qw (415)

D’ou finalement :

a . , .. .
% <]v0i,qa + §0—>i.qa® (ti_’kcdg)> B <lv°i'q0b‘1a + §0—>i,qa,qa®£i—>kcd9> ' <§0_>i'q“®]vikcdg'q“’> (416)

Traitons maintenant la contribution angulaire on a :

i+j

d d
%aw Z% 2 ]woi,anIOk]woi,qa (417)
L k=i+1
9 < 9 9 9
= 55 = > 30 Usia, ) Olortanig, * Junig, 10x® 5 i, ) + iig, @50 U00® gy, (418)
k=i+1
i+j
( P . *
a—aw= Z a, +a,+a,
1 k=i+1
=% a 419
% = Juig, 1@ 55 (o) (419)
* T~ 0
Ay =]woi,qa G%UO’()ijoi,qa
Calculons d’abord ;—q(]woi'qa) sachant que les j derniéres dérivées partielles de
]wm.qa sont nulles :
d , ,
%(]woi‘hx) =£w°ir‘1a'q =£w0i'Qa'¢Ia'(@3'i'j) (420)
Avec:
. d . 0 . 0
lei»Qa»Qa ZO_(]“’Oan)Z §0—>1,qa® 0 go_’i'an 0 (421)
= a = 1 = 1
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Pour finir, il nous faut calculer %UO") mais le résultat est tout a fait analogue a celui

obtenu dans I'équation (395), ce qui nous donne :

£0k,q = go-ﬂc,q@IkR(Lk + RO—)ka®§k—>O,q (422)
D'ou:
i+j
d r i
%aw = Z a, +ay,+a,
k=i+1 (423)
X _ T i
Ay _]woi,qa [Ok®£(u0i_qa,q
* T T
L ay = ]woi_qa ®£Ok,q®](uoi_qa
Traitons maintenant de la différentielle de 8 :
i+] T i+j
G 9 . .
577 =3l 2 Uit ¥ Botg, @ (tigy) | Me(Rohg g 0,) + D, S locRoo | (420
k=i+1 k=i+1
En séparant cette somme en ses deux contributions linéaire (3, et angulaire 8, puis en
distribuant I'opérateur de dérivation, on obtient pour la premiere contribution :
i+j T
d d i
%ﬁv = % z ]voi'Qa + §0—>i,qa® (ti_)deg) Mk (RO_)JvikcdgrQw) (425)
k=i+1 -
i+j
d
%ﬁv = z byy + by,
k=i+1
9 T
b =3, (1 + Roiq,© (tiﬁkcdg)> © My (Ro-iug gy 00)
' 9
il by, = (I"oi.qa * é"*‘?qae (ti"kcdg)> M"OE(RO"J"ikcdg'qw) (426)

T

T
d ) , .. .
% <]"0i.qa + 50‘”"%@ (ti"kcdg)) - (L’Oi.qa.qa + go"i'qa'qa@g"kcdg> ’ (go"i'qa@]”ikcdg.qw>

d .
30 (Ro-thouy 0,) = Bo-ig Oy

( i+j

d
E.sz z byy + by,

k=i+1

(037) + (03,,0), R0~i®f;vikcdg,qw,qw

Cdg.thu

T

S \bv1 = Q”oi,qa.qa + é‘)—’i:qwqcrcagi—’kcdg>'(g"_""qd@]”ikcdg.qw> O M, (Ro_’i]"ikcdg'qw) (427)

T
bUZ = (]Uoi'qa + go—ﬂ,qa@ (tl_)kcdg)> Mk@ <§0—)l,qa ®]vikcdg"1w' ROai@é”“‘edng&»Q(d)

Penchons-nous enfin de la contribution angulaire g, :

? d .
%ﬂw = % Z ]woi,qw IokRo-iJw (428)

ikcdg'qw
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= 3

0

\9q

= 3

(R0—>i]wik

\

i+j

d
a_ﬂw = z bwl + b(uZ + b(u3
q k=i+1
0 T
bur = 5, wnia,”) OloiRo- iy g,

d
ba)z = ]woi,quG % (Iok)GROﬁL]wikcdg,qw

; (429)
bw3 = ]woi.quIOkG % (Roﬁi”]wideg'q"’)

a ) T
%(](uoi_qw’r) =£w0i'¢hx,qa ) (@i,3,j)

£Ok,q = go_)k’qGI;ERg_)k + R0_>k1]:@§k—>0’q
) = Romi @y g (0315) + (0,:1), Ro-10) ity 10

cdgdw cdgdw

P i+j
a_ﬁa) = Z by1 + beyz + bz
q K=i+1

. T
ba)l = éwOi,qu.Qa GIOkRO—ﬁ-]wikcdg,qw' ((0)131_]) (430)

bwz = Jwyg, @lokq®Ro-iw

ikcdg,Qw

_ T > No)
bw3 = ]woi,qw [Ok® <§0—>l,qa ®]wikcdg,qw’ ROALGZ(‘)ideg,qw,qw>

128



6.5.3.2 Théoréme Coriolis-centrifuge : Matrice d’inertie et jacobienne au centre de gravité et
modéle composite
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6.5.3.3  Application au 4R plan

. a a . .
Pour cet exemple on se focalisera sur EA"Z + aa et plus particulierement la partie

concernant la contribution linéaire de la vitesse. Construisons donc dans un premier temps
a
%Avoz :

9 p — (2l1m2 (Szlzcdg)) X

— =0,,, ,0 (431)
V02 2,2 2,2,2
aq - (l1m2 (Sz lzcdg)) 0
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. . 3} .
Construisons maintenant a—qa’ en commengant par Ies],,oi’qa + go_)i,an) (tichdg) :

- (5111 + 5120, + 5123l3cdg) - (51212 + 5123l3cdg>

+ Ry, tor, =
]voz’,qa EO Z'an ( 2’ 35‘19) (Clll + Clzlz + 6123l3cdg) (Clzlz + ClZ3l3cdg)
0 0 (432)
- (5111 + 5120y + 512303 + 51234l4cdg) - (51212 + s123l5 + 51234l4cdg)
+ Ry, tr, =
]Voz’.qa = 2'%‘@ ( 2! 4Cd9) (C1l1 + c1zly + Crasls + C1234l4cdg) (Clzlz + cia3ls + C1234l4cdg)
0 0

Il nous faut maintenant calculer les

Q”oz,qa.qa+§0—’2r‘1wqa®£2’—>3cdy>'(§0—>2'qa®]”23cdy,qw) en commengant par le premier

élément avecl,,oz’qa'qa et Rosog.q,

(6]1,02,’% —(aly +e2lz)  —(cr2ly) 650—’241:1,% —C2 S12 0 —Cz Sz 0
JT =\ —Galy +s12l2)  —(s12l) | | 3 =(=S12 —Cz 0),| =S12 —C2 O
1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 (433)
| 6]1;02,'% 3 —(c12l)  —(cq2ly) 650_,2,%,% —Cci; Sz O —Ci12 Sz O
k g, —(s12l2)  —(s1202) L_T =|-s;2 —¢ 0),|—s2 —¢ O
0 0 2 0 0 0 0 0 0
D’ou I'expression de go_)zlqmanEZI_)%dg et goqzlqwanEZI_Acdg :
( 6§O—>2,qa,qa 6§o—>z,qa,qa _C123135dg _C123135d9
| = 9q, GEZ'—’3cag = _aqz OEZ'—BCdg = _5123135@ _5123135‘19
0 0
. . 434
1 agoﬁz_qa,qa agoﬁz,qa_qa - (C123l3 + C1234l4mg) - (C123l3 + C1234l4mg) ( )
—_— Ot == Ot =
| oq, Ola/~tcq q; Olatcq - (512313 + 51234l4mg) - (512313 + 51234l4mg)
k 0 0
Et finalement les derniers éléments Ry_,, POJ et Ry PO) A
= e 2'3¢cdg = Ha 2'4cq
{ —612313“19 0 _C12313cdg 0
éo—»z,qa@]vz:scdg = —5123l3cdg 0/ —5123l3cdg 0
0 0 0 0 435
- (C123l3 + C1234l4cdg) —C1234la,y, - (C123l3 + C1234l4cdg) —C1234la,y, ( )
Ry, = )
{EO Z'qa®]V2’4cdg - (512313 + 51234l4cdg) —C1234la,y, - (512313 + 51234l4cdg) —C1234la,,,
0 0 0 0
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Ce qui nous permet de calculer :

T _
ay, +a, =0y54

2
a, +a, T ="t X
e =g o

aﬁ = - (lem3 (Szlz + 523l3cdg) + 211m4 (Szlz + 52313 + 5234l4cdg))
ap = — (m3 (Szlz + 523l3cdg) + limy (Szlz + Sp3l3 + 5234l4cdg))

13
ta T = a7 X
Ay, Ay,” = al3 a!3
21 22

al =- (211m3 (523l3cdg) + 2l,mg (s3l3cdg) +20;my, (52313 + 5234l4cdg) + 2l,my (5313 + 534l4cdg)>

al =- (l1m3 (523l3cdg) + 2l,ms (s3l3cdg) + limy (52313 + 5234l4mg) + 2l,m, (s3l3 + 534l4mg))
a =-— (2l2m3 (s3l3cdg) +2l,m, (5313 + 534l4cdg))

14
ta T = a7 X
av4 av4 - ar4 ar4
21 22

(436)

4 _

afi = — (211m4 (5234l4cd9) +2l,m, (534l4cdg) + 2l;m, (s4l4cdg)>
ay =— (llm4 (5234l4cdg) + 2l,my, (534l4cdg) + 2l3m, (s4l4cdg))

aé‘lé = - (212m4 (S34l4cdg) + 213m4 (S4l4cdg))
Ce qui nous permet en additionnant (431) et (436) de retrouver (399).

6.5.4 Coriolis-centrifuge : Matrice d’inertie et jacobienne au centre de gravité et
changement de repere base-distal

6.5.4.1 Cas général

p P . d
On reprendra le résultat du théoreme 8 afin de calculer %A“’ :

d d
%Aio =E(Aoi+“+ﬁ+ﬁT) (437)

On observe immédiatement qu’il suffit de calculer la différentielle de a et 5 pour obtenir
la contribution de Coriolis et centrifuge du changement de repéere base-distal.

i
d d . T .
5= %kzl (Bi-0@b0-scsy +Js) M (Bi0Oto-tg, + o) (438)

0
aqa—a—al a,
T

i
_ 9 /. .
= 1 a1 = Z % (gi_’()@to_’kcdg +]Vi0> Mk (gi_’()@to_’kcdg +]Vi0> (439)
k=1 - -

~

) T d /.
= = ) (BooOtoosg, + o) Mg (Rio@losg, + o)
\ o= \= =

[y
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On obtient donc la différentielle de a en utilisant I'expression suivante :

d /. .. . .
5 (Bo0Otoosgy + 1) = Broo®loosegy + Riot@ons, + o, (440)
Traitons enfin le cas de 8 : B
i
d d T .
578 =50 2 (Broodu ) Mic(Bimo®tooiy, o) (a41)
k=1
d . . .
%ﬁ =B =p1+h
RN T,
o I = Z %(Ri"oj”okcdg) My, (gi—m@to—)kcdg +]vi0) (442)
k=1 =
RN T 9y,
\ﬁz = Z (Ri—’oj”okcdg) My, %(éﬁ—)()@t()—ﬂccdg +]vi0>

k=1
Le calcul de 8, ne présente aucune difficulté particuliere puisqu’il reprend des éléments

déja connus. Quant a 4, il suffit de calculer comme suit :

d . .
30 (Rothuney, ) = BioO@lugy ) + RisoOlg,, (443)
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6.5.4.2 Théoréme Coriolis-centrifuge : Matrice d’inertie et jacobienne au centre de gravité et
changement de repeére base-distal
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6.6 Terme de gravité

6.6.1 Terme de gravité et jacobienne au centre de gravité et modele composite

6.6.2 Terme de gravité et jacobienne au centre de gravité et changement de repére base-
distal

6.6.2.1 Cas général

Ce cas est typiquement utile pour évaluer I'impact de la gravité sur le couple actionneur
lorsque I'on passe d’une phase d’appui a une phase de levée de pied. On reprend donc I'expression
de la jacobienne du 6.2.5 et envisageons donc :

i

T
Gip = Z — (],,ikcdg) M (444)
. k=1
: T
= 6o = ) = (Riolgy, +Ris0Otokegy +ug) M8 (ass)

k=1
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i . i ,
S Gio= ) —|RisoOtosky, Ty Medi + ) —\Risolv,, mygi
= g cdg
= =1

k=1 ;
i i

. T T
= 6= ) ~(Rio®toiegy o) Mg+ Y = (o, ) Rivo) Mgy
- k=1

k=1 =
i

T

k=1 -

6.6.2.2 Théoréme terme de gravité et jacobienne au centre de gravité et changement de repere

base-distale

ﬁhéoréme 13 \

Si
( Ri—>0]vokcdg + Ei—»oG)to»kcdg +]vl-0
Jikeag = =

Ri—)O]a)ak

i
T
lk Go; = Z - (]”Okcdg) My o
k=1
Alors
i . r
Gip = Z - (gi—»oeto—ﬂccdg +]vm) myg; + Goi

| b
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(447)
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