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Théorémes d’existence en temps court du flot de Ricci
pour des variétés non-completes, non-éffondrées, a
courbure minorée.

Résumé : Le flot de Ricci est une équation aux dérivées partielles qui régit I’évolution d’une
métrique riemannienne dépendant d’un paramétre de temps sur une variété différentielle. D’abord
introduit et étudié par R. Hamilton, il est a l'origine de la solution de la conjecture de géomé-
trisation des variétés compactes de dimension 3 par G. Perelman en 2001. La théorie classique
concernant l'existence en temps court des solutions, due & Hamilton et & Shi, garantit (en di-
mension quelconque) existence d’un flot soit sur une variété compacte, soit lorsque la métrique
initiale est compléte avec une borne sur la norme du tenseur de courbure. En I’absence de cette
borne, on conjecture qu'on peut trouver, a partir de la dimension 3, des données initiales pour
lesquelles il n’existe pas de solution. Dans cette thése, on démontre des théorémes d’existence
en temps court du flot sous des hypothéses plus faibles qu’une borne sur la norme du tenseur
de courbure. Pour cela, on introduit une construction générale qui, pour une métrique rieman-
nienne g quelconque sur une variété M, pas nécessairement compléte, permet de produire une
solution de I’équation du flot sur un domaine ouvert 9 de ’espace-temps M x [0, T] qui contient
la tranche de temps initiale, avec g pour donnée initiale. On montre ensuite que sous des hypo-
théses adaptées sur la métrique g, on controle la forme du domaine 9. En particulier, lorsque
la métrique g est compléte, 9 contient un ensemble de la forme M x [0,t], avec t > 0, ce qui
revient & dire qu’il existe un flot au sens classique dont la donnée initiale est g.

Les “hypotheéses adaptées” qui conduisent & des théorémes d’existence sont de trois types.
Dans tout les cas, on suppose une minoration uniforme du volume des boules de rayon au plus
1, & quoi on ajoute
a) en dimension 3, une minoration du tenseur de Ricci,

b) en dimension n, une minoration d’une notion de courbure dite “courbure isotrope 1”7

ou bien

¢) en dimension n, une borne sur la norme du tenseur de Ricci et une hypothése qui de proximité
meétrique des boules de rayon au plus 1 avec une boule de méme rayon dans un produit métrique
entre un espace de dimension 3 et un facteur euclidien de dimension n — 3.

De plus, avec ces résultats d’existence viennent des estimations sur le temps d’existence et
les propriétés de régularisation du flot quantifiées en fonction des hypothéses sur la donnée
initiale. La possibilité de régulariser, globalement ou localement, les métriques riemanniennes
avec de telles estimations a des conséquences sur les espaces métriques singuliers obtenus comme
limites, pour la distance de Gromov-Hausdorfl, de suites de variétés satisfaisant uniformément
aux conditions a), b) ou ¢). En effet, des théorémes de compacité classiques pour le flot de Ricci
permettent d’extraire un flot limite, étant donnée une suite de métriques initiales satisfaisant
uniformément a ces hypothéses, et possédant donc toutes un flot pour un temps controlé. Lorsque
les métriques en question approchent, pour la topologie de Gromov-Hausdorff, un espace singulier,
cette solution limite s’interpréte comme un flot régularisant ’espace singulier en question, et son
existence contraint la topologie de cet espace singulier.

Mots clef : Flot de Ricci, Géométrie riemannienne, Courbure de Ricci minorée, Espaces mé-
triques singuliers, Analyse géométrique.



Short-time existence theo%ﬂms fo ‘Tgxe Ricci flow of
non-complete, non-collapsed manifold with curvature

bounded from below.

Abstract : The Ricci flow is a partial differential equation governing the evolution of a
Riemannian metric depending on a time parameter ¢ on a differential manifold. It was first
introduced and studied by R. Hamilton, and eventually led to the solution of the Geometrization
conjecture for closed three-dimensional manifolds by G. Perelman in 2001. The classical short-
time existence theory for the Ricci Flow, due to Hamilton and Shi, asserts, in any dimension, the
existence of a flow starting from any initial metric when the underlying manifold in compact, or
for any complete initial metric with a bound on the norm of the curvature tensor otherwise. In
the absence of such a bound, though, the conjecture is that starting from dimension 3 one can
find such initial data for which there is no solution. In this thesis, we prove short-time existence
theorems under hypotheses weaker than a bound on the norm of the curvature tensor. To do
this, we introduce a general construction which, for any Riemannian metric g (not necessarily
complete) on a manifold M, allows us to produce a solution to the equation of the flow on an
open domain 9 of the space-time M x [0,7] which contains the initial time slice, with g as
an initial datum. We proceed to show that under suitable hypotheses on g, one can control the
shape of the domain 9%, so that in particular, 9 contains a subset of the form M x [0,¢] with
t > 0 if g is complete.

By “suitable hypothesis”, we mean one of the following. In any case, we assume a lower bound
on the volume of balls of radius at most 1, plus
a) in dimension 3, a lower bound on the Ricci tensor,

b) in dimension n, a lower bound on the so-called “isotropic curvature I”

or

¢) in dimension n, a bound on the norm of the Ricci tensor, as well as a hypothesis which
garanties the metric proximity of every ball of radius at most 1 with a ball of the same radius in
a metric product between a three-dimensional metric space and a n — 3 dimensional Euclidian
factor.

Moreover, with these existence results come estimates on the existence time and regularization
properties of the flow, quantified in term of the hypotheses on the initial data. The possibility
to regularize metrics, locally or globally, with such estimates has consequences in terms of the
metric spaces obtained as limits, in the Gromov-Hausdorff topology, of sequences of manifolds
uniformly satisfying a), b) or ¢). Indeed, the classical compactness theorems for the Ricci flow
allow for the extraction of a limit flow for any sequence of initial metrics uniformly satisfying
the hypotheses and thus possessing a flow for a controlled amount of time. In the case when
these metrics approach a singular space in the Gromov-Hausdorff topology, such a limit solution
can be interpreted as a flow regularizing the singular limit space, the existence of which puts
constraints on the topology of this space.

Keywords : Ricci flow, Riemannian geometry, Ricci curvature bounded from below, Ricci limit
spaces, Geometric analysis.
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Conventions et notation

Toutes les variétés que ’on considére sont supposées lisses, sans bord. Les métriques rieman-
niennes que I'on considéres sont aussi supposées lisses, mais pas nécessairement complétes. Etant
donné une métrique riemannienne g sur une variété M de dimension n,

Rm g : A2M — A2 désigne l'opérateur de Riemann.

Rcg: T, M x T, M — R désigne le tenseur de Ricci. On fera I’abus de notation Rc g = —k pour
Rc g = —kg.

R, désigne la courbure scalaire.

du, désigne I'élément de volume Riemannien. On note vol, U le volume d’une partie U < M
(parfois abrége |U|, ), et si k <n, et N est une sous-variété de M de dimension k, on note vol’; N
le volume de N pour la métrique induite par g.
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Introduction

Contexte, principaux résultats et questions

Dans son article fondateur [19] publié¢ en 1982, R. Hamilton a introduit I’équation du flot de
Ricci

0ig(t) = —2Re g(1), (1)

décrivant I’évolution d’une famille lisse & un paramétre de métriques riemanniennes {g(¢)}o<t<T
sur une variété différentielle M. Hamilton établit d’abord ’existence en temps court et 'unicité
de la solution du probléme de Cauchy associé pour une condition initiale g(0) = g, ou g est une
métrique riemannienne sur M, dans le cas ol la variété M est compacte sans bord. Sous certaines
conditions géométriques sur la donnée initiale du flot, une étude qualitative de la solution jusqu’a
son temps d’existence maximal est possible

Théoréme 0.1 (R. Hamilton, 1982, [19]). Si (M3, g) est une variété riemannienne compacte de
dimension 3 a courbure de Ricci strictement positive, alors il existe un intervalle mazimal borné
[0, T[ d’existence du flot, au bout duquel diamgyyy M tend vers 0. De plus, la métrique “éclatée”
au voisinage de T §(t) = ﬁg(t) converge vers une métrique & courbure sectionnelle constante
égale a 1.

Puisque toute forme d’espace & courbure strictement positive est un quotient de la sphére
ronde, le théoréme 0.1 a une application immédiate a la topologie des variétés différentielles.

Corollaire 0.2 (R. Hamilton, 1982, [19]). Toute variété riemannienne compacte de dimension
3 a courbure de Ricci strictement positive est difféomorphe a un quotient de la sphére S3.

Il y a au moins deux directions dans lesquelles on peut tenter d’obtenir d’autres résultats
dans D’esprit du beau corollaire 0.2. La premiére consiste & chercher, en dimension n > 4, des
conditions optimales sur la métrique initiale qui garantissent un contréle du flot de Ricci jusqu’a
son premier temps singulier et une conclusion analogue & celle du théoréme 0.1. On peut estimer
cette question résolue par le théoréme suivant.

Théoréme 0.3 (S. Brendle - R. Schoen, 2009 [2]). Si (M™,g) est une variété riemannienne
compacte de dimension n qui satisfait a la condition de courbure strictement positive dite PICq,
alors il existe un intervalle mazimal borné [0, T[ d’existence du flot tel que la métrique “éclatée”
g(t) = m%t) converge vers une métrique a courbure sectionnelle constante égale a 1.

La condition de courbure PICI; coincide avec “courbure de Ricci positive” en dimension 3, et
est strictement plus restrictive pour n = 4. Un des points essentiels de la preuve de cet énoncé,
comme de celle de la théoréme 0.1, est que la condition de courbure imposée sur la métrique
initiale est préservée par le flot de Ricci. Au paragraphe I71.2 sont rappellées les définitions et



les faits essentiels concernant ces conditions préservées. On peut aussi consulter [29] pour une
exposition détaillée.

L’autre direction, en dimension 3 ou plus, consiste a imposer des conditions géométriques
moins restrictives sur la donnée initiale (typiquement une condition de courbure minorée assortie
éventuellement d’une hypothése de non-effondrement) qui incluent éventuellement des variétés
non-compactes. Les conclusions sont alors généralement beaucoup plus faibles aussi. En restant
dans le monde des variétés compactes, on a par exemple la proposition suivante, conséquence
directe du théoréme de pseudo-localité de Perelman ([27], 10.1 ou [22], 30.1)

Proposition 0.4 (G. Perelman). Il eziste §(n) avec la propriété suivante. Soit (M™,g) une
variété riemannienne compacte de dimension n telle que

Ry > -1,
(vol? @)" 7 < (1 + 8)wy (voli ™! 00)"
pour tout < M domaine & bord lisse avec diamg Q < 79,

diamg M < D().

ot 0 <rg <1, Dg >0 etw, désigne la constante isopérimétrique euclidienne. Alors le flot de
Ricci sur M de condition initiale g peut étre prolongé jusqu’au temps §°r2, avec les estimations

sup [Rm g;| < -,
M t

diamg, M < 2D.

fini o > i
infinj g; > V1,

On le voit, la description précise de la solution au voisinage de son temps d’existence maximal
donnée par le théoréme 0.1 céde la place & un controle des propriétés du flot beaucoup plus faible,
en fait :

1) Une minoration €%, du temps d’existence maximal du flot, uniforme sur la famille 4 des

variétés riemanniennes vérifiant un certain ensemble de conditions géométriques.

2) Un controle, uniforme sur cette famille, des propriétés de régularisation du flot, c’est a
dire de la taille au temps ¢ > 0 des boules comparables (au moins au sens Lipschitz, en
fait en un sens beaucoup plus fort) a la boule euclidienne B™(1).

L’existence d’un flot avec de telles propriétés a néanmoins déja des conséquences en termes de
topologie des variétés différentielles.

Théoréme 0.5 (G. Perelman - [27], 10.5, ou [22], 37). Il existe 6(n) > 0 tel que la famille
M (n,ro, Do) des variétés riemanniennes de dimension n satisfaisant les hypothéses de la propo-
sition 0.4 contient un nombre fini d’éléments a difféomorphisme prés.

En effet, chaque élément de la famille A (n,rg, Do) considérée porte aussi une métrique (ob-
tenue aprés avoir laissé évoluer la métrique initiale pendant un temps €273) dont les courbures
sectionnelles, le rayon d’injectivité et le diamétre sont bornés uniformément sur la famille. Or,
le théoréme de compacité de Cheeger-Gromov affirme qu’étant donné r; > 0 et D; > 0, la fa-
mille des variétés riemanniennes avec inj g = 71, |[Rm g| < 772 et diam, M < D; contient, &
difféomorphisme prés, un nombre fini d’éléments.

Etre en mesure d’¢tablir 1) et 2) pour les flots d'une famille . de variétés riemanniennes de
dimension fixée n a aussi des implications dans ’étude des espaces métriques singuliers obtenus



comme limites de suites d’éléments de . Restons pour le moment dans le cas de variétés
compactes. On introduit I'ensemble ¥ des classes d’isométries d’espaces métriques compacts,
que l'on munit classiquement de la distance de Gromov-Hausdorff (voir par exemple [3], Ch. 7).
La famille 4 se plonge naturellement dans &, et ce sont les espaces métriques qui constituent
son adhérence que I'on souhaite étudier grace au flot.

Supposons que les éléments de la famille 4 vérifient les propriétés 1) et 2). Un théoréme
de compacité, analogue pour le flot de Ricci du théoréme de compacité de Cheeger-Gromov,
s’applique alors a ’ensemble des flots des éléments de . Par conséquent, si (M, g;) est une
suite de variétés différentielles compactes dont les flots vérifient 1) et 2), et tels que diam M;, g; s
est borné uniformément, il existe une variété différentielle compacte M, sur laquelle est défini
pour ¢ €]0, 63%] un flot de Ricci limite g (t), ainsi que, & partir d’un certain rang i, une suite de
diffeomorphismes ¢; : My, — M; tels que les flots ¢fg;(t) convergent vers go(t) uniformément
sur tout intervalle [n, €%, ]. Si la suite des données initiales (M;, g;) converge au sens de Gromov-
Hausdorff vers un espace métrique (X, d), on peut montrer sous des hypothéses raisonnables que
la fonction distance dy(t) sur My, associée a la métrique go () converge simplement vers une
“donnée initiale” dy éventuellement singuliére (au sens ot elle n’est en général pas induite par
une métrique riemannienne). Sous les mémes hypothéses raisonnables, 1'espace métrique (X, d)
est alors isométrique a (My, dp) (voir 'appendice A pour I’énoncé précis).

t=0 t > 0 fixé t= 63\/1
G-H c= Pi c=
b b diféo. b
CO
(X,d) ~ (Muoo,do) =« (Mso,goo(t)) e~ (Mo, g (63y))
isométrie t—0

La counstruction de ce flot limite (My,gs) auquel on peut penser comme un flot de don-
née initiale singuliére (X, d), nous fournit ainsi deux informations sur l'espace (X, d) limite des
(Mi, gi) -

an) Tout espace limite (X, dx) d’une suite d’éléments de # posséde une structure de variété

topologique de dimension n !

b,) Les éléments M; de toute suite de variétés de 4 convergent vers un espace métrique X

sont tous homéomorphes & X a partir d’un certain rang (on parle de stabilité différentielle).

La proposition 0.4 a pour conséquence, a titre d’exemple, que ay,) et b,) s’appliquent a la famille
M (n,rg, Dp).

Un ensemble d’espaces singuliers particuliérement étudiés est constitués des espaces métriques
obtenus comme limites de suite de variétés riemanniennes complétes de dimension fixée & courbure
de Ricci minorée par —1. L’intérét pour ces espaces remonte au théoréme de relative compacité
de Gromov.

1. On veut dire par 1a que I’ensemble X est une variété topologique dont les ouverts sont ceux que la distance
dx engendre.

10



Théoréme 0.6 (Gromov, [23] Ch. 5 ou [5] Ch. 1). Pour n > 2 fizé, l’ensemble des variétés
riemanniennes pointées complétes de dimension n telles que Rc g = —1 est relativement compacte
dans l’ensemble des espaces métriques pointés localement compacts pour la topologie définie par
la convergence de Gromov-Hausdorff pointée.

D’une description des éléments dans I’adhérence de ces familles on tire ainsi parfois de nou-
veaux résultats sur les variétés elles-mémes, selon un schéma de preuve par contradiction clas-
sique, ot typiquement, d’une suite de variétés violant les conclusions désirées, on extrait une
sous-suite convergeant vers un espace singulier. J. Cheeger et T. H. Colding ont initié et dé-
veloppé I’étude de ces espaces dans la série d’articles [7], [8] et [9] (voir aussi [5]), suivis par
de nombreux autres auteurs, en particulier (mais pas uniquement) dans le cas ou la limite est
non-effondrée, c’est & dire lorsque la dimension de Hausdorff de I’espace limite est encore n.

On introduit donc la famille 4 (n,vy) des variétés riemanniennes complétes satisfaisant aux
hypothéses

2)

pour une certaine constante vy > 0. Le premier résultat obtenu au cours de cette thése concerne
uniquement la dimension 3 et consiste a établir en toute généralité 1) et 2) pour la famille
M (3,v0). L’énoncé analogue lorsque les variétés de la familles sont supposées compactes oul
complétes & courbure bornée sont dus & M Simon ([32],[33]). Dans ces cas, I’existence en temps
court du flot sur chaque variété est acquise, soit par le résultat de R. Hamilton mentionné plus
haut (cas compact), soit par sa généralisation aux données initiales complétes a courbure bornée
du & W.X Shi ([30]). Dans le cas général, il convient premiérement d’établir

0) Le flot de Ricci de donnée initiale (M, g) existe en temps court pour tout élément de la

famille 4 (3, vo).

On énonce pour le moment une version condensée de ce résultat, sous la forme du théoréme 0.7
ci-dessous. Il apparaitra comme un cas particulier du théoréme B énoncé au paragraphe suivant.

Rcg > —1,
vol, B(z,r) = vor™ pour tout z € M et 0 <7 <1,

Théoréme 0.7. (H., 2016, [21]) Il existe €(vy), K (vo) avec les propriétés suivantes. Soit (M3, g)
une variété riemannienne compléte de dimension 3 satisfaisant auzx hypothéses (2). Alors il existe

sur M un flot de Ricci complet de donnée initiale g qui peut étre prolongé jusqu’au temps €2,

avec les estimations
K - t
Rm g(2)| < 5, injx gt >4/ %

pour tout x € M, 0 <t < €.

Cet énoncé a pour conséquence d’établir ag) et bs) pour les espaces obtenus comme limites
de variétés de dimension 3 satisfaisant aux hypothéses (2).

Corollaire 0.8. Soit (X,xz¢) un espace métrique pointé complet limite d’une suite de variétés
riemanniennes pointées (M3, ;) de dimension 3, complétes, satisfaisant (2). Alors
as) X posséde une structure de variété différentielle de dimension 3.
bs) Pour tout R > 0, il existe & partir d’un certain rang i une suite de difféomorphismes
¢;  U; — V; avec B(xg,R) < U; < X et B(x;, R) < V; < M, (stabilité différentielle
locale).

Cet énoncé répond partiellement, en dimension 3, a une question posée par J. Cheeger et
T. H. Colding , dont on rappellera plus bas la formulation compléte. En réalité, le théoréme B
permet de résoudre complétement la question en dimension 3, voir le corollaire 0.13.
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Il n’existe pas d’équivalent du théoréme 0.7 en dimension n > 4. En effet, en découlerait
alors 1’équivalent du corollaire 0.8 en dimension n. Or Perelman construit dans [26] pour chaque
n > 4, une suite de variétés riemanniennes complétes (M;, g;) dans A (n,vg) (pour un certain
v > 0 fixé) de diameétre uniformément borné, telle que le deuxiéme nombre de Betti bo(M;) des
éléments de la suite n’est pas borné. Aprés extraction, on peut supposer que la suite des M;
converge vers un espace limite compact (X,dx). La divergence de by(M;) exclut la possibilité
que les M; soient toutes homéomorphes & X & partir d’un certain rang : la propriété b,) n’est
pas satisfaite par la suite des M.

Une premiére direction, pour généraliser 1’énoncé du théoréme 0.7 en dimension n > 4,
consiste & remplacer la condition Rc g = —1 par une condition de courbure plus restrictive. Pour
pouvoir étendre les méthodes de la preuve du théoréme 0.7, la notion de courbure a laquelle on fait
appel doit typiquement ¢) correspondre a une notion de courbure positive ou nulle préservée par le
flot, 4i) permettre une analyse des singularités se formant & courbure minorée, et enfin i) garantir
une inégalité de Bishop-Gromov entre les volumes des boules concentriques de rayon inférieur
a 1. Parmi les notions classiques de courbure positives préservées, les plus faibles, Rg;) = 0
et IC > 0 (courbure isotrope positive ou nulle) impliquent R, > 0 mais pas Rc g > 0, et ne
garantissent pas ii7). La notion de minoration la moins restrictive satisfaisant ), i7) et #ii) semble
étre la minoration de la courbure dite IC; , qui est équivalente, en dimension 3, & la minoration
de la courbure de Ricci, et plus restrictive en dimension supérieure ou égale & 4. Des résultats
dans cette direction ont été obtenus par R. Bamler, E. Cabezas-Rivas et B. Wilking dans [18].
L’énoncé qui suit en présente une version partielle et condensée 2. En tout point (z,t) de I’espace-
temps d’un flot, on désigne par A\ (7,t) et Ajc, (7,?) le minimum ponctuel des courbures 1C;
et IC; pour la métrique g(t). On se reportera a la définition I7.2.1 et & la définition 17.2.3 pour
une description détaillée.

Théoréme 0.9 (R. Bamler, E. Cabezas-Rivas, B. Wilking). Soit (M™, g) une variété rieman-
nienne compléte de dimension n satisfaisant

(i) vol, By(z,7) = vor",
ainsi que l’'une des deux conditions suivantes
(ii) Mg, = —1,
(i1") Ale, = —

Alors il existe sur M un flot de Ricci complet de donnée initiale g qui peut étre prolongé jusqu’au
temps €2, avec les estimations

1 et sup|Rm g| < +00.

[Rm ge(2)] < 5 inje g0 >4/ %

pour tout x € M, 0 <t < €.

L’hypothése de minoration de la courbure ICy est plus restrictive que I’hypothése de mino-
ration de la courbure IC; . Elle entraine (et en dimension 3 est équivalente &) une minoration de
toutes les courbures sectionnelles. Les méthodes exposées dans cette thése permettent de lever
la restriction sur la norme du tenseur de courbure dans le cas (ii’) et d’obtenir I'existence d’une

2. Dans [18] les auteurs traitent en particulier le cas de plusieurs autres notions de courbure minorées. Ils
obtiennent pour certaines d’entre elles (en particulier pour ICy , mais pas pour IC; ) I'existence en temps court
d’un flot de donnée initiale non-compléte, par une méthode différente de la notre.
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solution en temps court pour une donnée initiale éventuellement non-compléte. Ce résultat fait
lobjet du théoréme C énoncé plus bas. Il a été obtenu indépendamment par Y. Lai dans [24].
En conséquence, la borne sur la norme du tenseur de courbure peut étre retirée dans I’hypothése
(#3") du théoréme 0.9.

Une autre direction qui nous a paru intéressante est suggérée par une conjecture formulée
par J. Cheeger et T. H. Colding dans l'introduction de [7] (conjecture 0.7). L’énoncé de cette
conjecture repose sur la décomposition, introduite et étudiée par les auteurs dans le méme article,
d’un espace métrique obtenu comme limite non-effondrée de variétés complétes de dimension n
avec Rc g = —1, en ensembles dits (faiblement) réguliers de rang k pour 0 < k < n. Soit (X, z)
un tel espace, limite d’une suite de variétés riemanniennes (M;, p;). Pour y € X, on appelle cone
tangent & X en y (c’est un résultat non trivial de la théorie qu’on obtient en effet d’un cone
métrique) toute valeur d’adhérence de toute suite pointée (A; X, y) o A; — +00. On dit que le
point y € X appartient a ’ensemble k régulier % (k) si il existe au moins un cone tangent en y
isométrique & un espace métrique produit ¥ x R* pour un certain espace métrique Y. On a donc

Rn)chRn—-1)c..cR(0)=X

Exemple: Soit dy une distance sur S? induite par une métrique riemannienne lisse ¢ courbure
positive définie sur S?\x pour un point x € S?, avec un point conique en x d’angle strictement
inférieur o 2w, et telle qu’enfin diam (S2,dy) < 7. Le cone métrique (X, d) sur (S%,dy) est défini
comme l’espace S* x Ry /~ ot (xg,70) ~ (x1,71) 8i 70 = r1 = 0, muni de la distance définie par
d((wo,70), (21,71)) = A/18 + 17 — 2r911 cos dy(z0, 71). On note z* = {(z,0) | = € S?} le sommet.
Il n’est pas difficile de voir que X peut étre approché par des variétés de dimension 3 a courbure
sectionnelle positive, et on a

R(O0) = X, R(1) = X\a*, R(2)=R(3) = (S\a) x R*.
R(1) \R(2)‘ R(2)
J R(O)\ R(1)

En général, on peut montrer que & (n) = % (n — 1), que son complémentaire est de dimension de
Hausdorff au plus n — 2, puis que la dimension de Hausdorff du complémentaire de % (k) est au
plus k — 1 pour 1 < k < n — 2. Les auteurs proposent alors

Conjecture 0.10. Pourn = 3 l’ensemble R (n—3) posséde une structure de variété différentielle
de dimension n.

Supposons pour simplifier X compact et X = % (n—3). La caractérisation de la structure des
cones tangent & X se traduit de la maniére suivante en terme des éléments de la suite (M;, g;).

“pour tout € > 0, il existe 0 < 1o < € et un rang ig tel que pour tout i = iy, toute
boule de rayon rg dans M; est a distance au plus erg d’une boule de rayon ro dans
un espace métrique produit Y x R ™3, o0 Y est un espace métrique.”
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On voit en particulier que €,y et donc ig(e, 7o) étant fixés, on a aucune information particuliére
sur la structure des boules de rayon r << ry dans les M; pour i > ig. A défaut d’une telle
information valable & toutes les échelles, il semble peu raisonnable d’espérer établir 1) et 2) pour
la famille des (M;, g;). On introduit donc une contrainte beaucoup plus forte sur la suite des M;,
en “intervertissant les quantificateurs”. Pour un 7y et € > 0 suffisamment petit fixés on imposera
donc

“l existe un rang ig tel que pour tout ¢ = ig, pour tout 0 < r < 1, toute boule de
rayon r dans M; est a distance au plus er d’une boule de rayon r dans un espace
métrique produit Y x R"™3, o0 Y est un espace métrique.”

En réalité cette notion devra encore étre affinée (voir la définition 0.15) et on dira alors que les
(M;, g;) possédent en tout point une (n — 3, €)-éclatement & toutes les échelles inférieures a ro.
L’énoncé a démontrer concernant le flot de Ricci se formule alors

Conjecture 0.11. II existe e(n,vp), K(n,vy) avec les propriétés suivantes. Soit (M™,g) une
variété riemannienne compléte de dimension n satisfaisant les hypothéses (2) pour une constante
vg > 0, et tel que tout point posséde une (n — 3, €)-éclatement & toutes les échelles inférieures a
ro pour un certain ro < 1. Alors il existe sur M un flot de Ricci de donnée initiale g dont le

temps d’existence mazimal est minoré par €212 avec en plus

|RII1 gt(x)| < %7 injx gt = \/ %7

pour tout x € M, 0 <t < €.

(voir la conjecture 0.16 pour ’énoncé complet). Nous n’avons pu prouver qu’un résultat partiel
dans cette direction, en remplagant ’hypothese de courbure Rc g = —1 par |Rc g| < 1 (théoréme
D).

Enoncé détaillé des résultats de la thése

Flot d’une donnée initiale éventuellement non compléte

Les résultats d’existence en temps court du paragraphe suivant reposent sur une construction
que I'on appelle “flot partiel” et que 'on décrit maintenant. Il s’agit d’un outil qui, étant donnée
une variété riemannienne de dimension n (M™, g) éventuellement non-compléte, fournit une so-
lution g(z,t) de I’équation (1) définie sur un ouvert 9 de 'espace-temps M x R, qui contient la
tranche temporelle initiale M x {0}. Le flot ainsi défini dépend d’un paramétre arbitraire Ky, et
posséde par construction une propriété de décroissance de la courbure controlée par la dimension
et le paramétre de construction Ky, i.e. il satisfait &

C?%K,

t
pour tout (x,t) € 9, ou la constante C' ne dépend que de n. En contrepartie, on ne controle
pas la forme de louvert 9 (en particulier, il ne contient pas en général un ouvert de la forme
M x[0,t[). On verra que la construction consiste essentiellement, & intervalles de temps réguliers,

a “oublier” les régions qui violent cette borne de régularité a priori et a continuer le flot sur le
complémentaire.

[Rm g(t)] <

Théoréme A (Flot de Ricci partiel). Il existe une constante C(n) avec les propriétés suivantes.
Soit (M™, go) une variété riemannienne. Pour tout choiz d’un paramétre Ky = 1, il existe une so-
lution lisse g(x,t) de l’équation du flot de Ricci sur un domaine ouvert %D < M x [0,1] satisfaisant
les propriétés suivantes
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(1) siD={zxeM|(x,t) €D}, onaPDy=M et Ds > D; pour tout 0 < s <t <1,
2

K
(i7) |Rm g(x,t)] < Ct O pour tout (z,t) €D avect >0,

(iii) pour tout 0 <t <1, st U < 9, est un domaine ouvert tel que

K,
[Rm g(x, )| < —
S

pour tout (x,s) € U x [0,t], alors la partie de Uespace-temps (U)a, x [t, min(t + At,1)]

est contenue dans 9D, ot Ap = C/ Kyt et At = C+K0

On peut penser a (i4i) comme & une propriété de maximalité dans un sens faible de la solution.
Elle affirme que lorsqu’une région satisfait au temps ¢ une majoration de la norme du tenseur de
courbure sensiblement meilleure que celle que I'on a par (i), alors le flot continue pour un temps
contrélé en fonction de la dimension et du paramétre de construction Ky, sur un domaine plus
petit, la marge spatiale perdue étant elle aussi controlée.

1
|
|
|
|

On explique maintenant comment de cette construction découlent des résultats d’existence
en temps court comme le théoréme 0.7. Pour cela, on a besoin d’un résultat qui, étant donné un
flot g(t) (complet ou non) sur U dont la donnée initiale satisfait certaines conditions, et étant
donné un controle a priori de la norme du tenseur de courbure de g(t), permet une majoration
améliorée de cette norme, c’est a dire ne dépendant que des hypothéses sur la donnée initiale.
Par exemple, on a en dimension 3 ’énoncé suivant.

Proposition 0.12. i existe K(vg), a(vo, K1) et €(vg, K1) avec la propriété suivante. Si g(t) est
un flot de Ricci défini sur U® variété lisse de dimension 3 pour 0 <t < T tel que g(0) satisfait
auzx hypothéses (2), et tel que
K
[Rm g(t)] < e
pour 0 <t < T, alors on a en fait

K
R g(0)] <

sur
(U) gy =tz €U | By(z, av/'t) est relativement compacte dans U}
2

pour 0 <t < ¢€”.

Considérons alors une variété riemannienne (M3, g) de dimension 3, pas nécessairement com-
plete, satisfaisant aux hypothéses (2) pour un certain vy > 0. La proposition 0.12 fournit un
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certain Ky = K (vg) que Pon prend comme paramétre dans la construction du flot partiel. Le (%)
du théoréme A garantit une borne sur la norme du tenseur de courbure |[Rm g(t)| < CQtKO, on
prend donc K; = C?K( dans 1’énoncé de la proposition 0.12 qui fournit enfin un €(vg) = €(vg, K)
et un a(vg) = a(vy, K1). On considére alors un flot partiel de (M, g) de paramétre Ky, défini sur
un certain domaine 9 < M x R, et on procéde comme suit. Pour tout domaine U relativement
compact dans M, il existe 0 < to < € tel que U x [0,t9] = 9. La proposition 0.12 permet
alors d’affirmer que la métrique g(to) satisfait la borne de courbure améliorée |[Rm g¢(t)| < %
sur Pouvert (U),, sz x [0,%0]. La propriété (iii) de 'énoncé du théoréme A garantit donc que %
contient le domaine (U), sz % [0,t1], ot @’ = a + CV/Ky, et t1 = (1 + C%Ko)to. On construit
par induction deux suites {p;}o<i<io, {ti}to<i<i, telles que pour tout 0 < i < i, le domaine 9§
contient (U) i X [0,;], et définies par les relations de récurrence

tit1 = (1 + c%KO) tiy pit1 = pi+a'\it, (3)

la construction s’arrétant pour le premier rang ig tel que t;, > €. En intégrant les relations (3),
on trouve que p;, < 4C*Koe, et en particulier que 9 contient le domaine (U)o, . % [0,€?].
Lorsque M est compléte, puisque le raisonnement précédent vaut pour n’importe quel U < M,
on a M x [0,e?] €9 c’est a dire existence, pour un temps controlé, d’un flot de Ricci de donnée
initiale (M3, g) (c’est le théoréme 0.7). Mais on constate que, plus généralement, le “flot partiel”
du théoréeme A, permet de démontrer I'existence en temps court, sur un domaine contrélé, d’un
flot de Ricci (non-complet) pour une donnée initiale non-compléte satisfaisant aux hypothéses
(2), résultat qui contient comme cas particulier le théoréme 0.7, et dont le théoréme B fournit
I’énoncé détaillé.

Reésultats d’existence en temps court pour des variétés non-effondrées
4 courbure minorée

On énonce maintenant les résultats d’existence en temps court annoncés plus haut, pour des
données initiales éventuellement non-complétes. Pour A, € > 0 et g(¢) un flot de Ricci défini pour
0 <t < T sur une variété lisse M, on définit

My = { (z,t)e M x [0,€] | Bo(z, AV/t) est relativement compacte dans M }
puis on définit sur M la fonction
po(x) =sup { 0 <r < 1| Byo(z,r) est relativement compacte dans M },
et enfin sur M2 4 la fonction
pao(r,t) =sup { 0 <7 < 1| Bo(z,r + A\/t) est relativement compacte dans M }.
En particulier, si g(t) est un flot complet, M 4 2 = M x [0,€%], pg =1 et pao=1.
Le premier théoréme d’existence en temps court que l’on présente correspond a 1’énoncé

détaillé, pour une donnée initiale éventuellement non-compléte, du théoréme 0.7, et concerne
donc la dimension 3.
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Théoréme B ([21]). Il existe des constantes K (v), e(v,8) > 0, et A(v,6) telles que si (M3, g)
est une variété riemannienne de dimension 3 avec

1

po()
b) vol, By(w,r) = ors,

a) Re g(z) > —

b

pour tout x € M, 0 < r < 1 tel que B(z,r) est relativement compacte dans M , alors il existe une
solution lisse de l’équation de Ricci g(x,t) définie sur le domaine spatio-temporel M4 .2, avec
9(z,0) = g(x) pour tout x € M, et telle que

(1) Re g(z,t) = 9

)

t
(i) voly(yy Be(z,r) = (1 — S)vrd

pour tout 0 < r < %pA,O(x,t) , ainst que

|Rm g(l’,t” < %a injx gt>/\/%7

pour tout (x,t) € Ma 2 et t > 0. De plus, on a pour tous (x,t),(y,t) € M4 2 le controle de la
distance au temps t

(1 —08)do(z,y) —d < di(z,y) < (14 8)do(z,y) + 0.

Ce résultat, en particulier grace a son caractére local, lorsqu’il est combiné au principe de
convergence décrit dans I'appendice A, permet de donner une solution a la conjecture 0.10 en
dimension 3.

Corollaire 0.13. Soit (M?,g;,;) une suite de variétés riemanniennes pointées complétes de
dimension 3 avec Rc g; = —1 qui converge au sens de Gromov-Hausdorff vers un espace métrique
pointé (X, d, x), tel que dimy X = 3.

a) (X,dx) posséde une structure de variété topologique de dimension 3.

b) Pour tout R > 0, il existe a partir d’un certain rang i une suite d’homéomorphismes ¢; :
U; — V; avec B(xg, R) = U; =« X et Bz, R) < V; = M.

Notons que cet énoncé est plus général que celui du corollaire 0.8 puisque on ne suppose pas
de minoration uniforme du volume des boules de rayon inférieur a 1 dans la suite des variétés
M;. L’hypothése de non-effondrement de la limite implique simplement, par 'inégalité de Bishop-
Gromov, une minoration vol, B(z,r) > %. M. Simon et P. Topping, obtiennent dans [31]

une description de Pespace limite plus exhaustive (voir le théoréme 1.4 dans [31], voir aussi [25]).
Théoréme 0.14 (M. Simon, P. Topping, [31]). Soit (M2, g;,;) une suite de variétés rieman-

niennes pointées complétes de dimension 3 avec Rc g; = —1 qui converge au sens de Gromouv-
Hausdorff vers un espace métrique pointé (X, d, xz), tel que dimy X = 3.

a) (X,dx) posséde une structure de variété topologique de dimension 3 dont les cartes 6 :
(U,dgrn) — (X,dx) sont des applications bi-hélderiennes.

b) Pour tout R > 0, il existe & partir d’un certain rang i une suite d’applications bi-hélderiennes
@i+ U; — V; avec B(xo, R) € U; < X et B(z;, R) ¥, € M.
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Notons finalement que ce résultat peut étre complété par ceux de A. McLeod et P. Topping
dans[25] qui donnent une description globale de 'espace limite.

L’énoncé suivant généralise & toute dimension le théoréme B. Il étend aussi le théoréme 0.9 &
une donnée initiale non-compléte dans tous les cas. Le point clef permettant cette généralisation
consiste & remplacer une borne globale sur un noyau de la chaleur établie dans [18] par un
résultat local. La maniére dont on traite ce probléme différe de celle employée par Y. Lai dans
sa preuve obtenue indépendamment (voir [24]), et conduit par surcroit & un énoncé de type
“pseudo-localité” (théoréme E) pour un flot complet dont la donnée initiale satisfait au mémes
conditions que celles du théoréme C.

Théoréme C. I ezxiste k(n,v), K(n,v), e(n,v,d) et A(n,v,d8) avec les propriétés suivantes.
Soit € l'un des cones de courbure IC; , ICo ou CO de la définition I1.2.1, et soit (M™,g) une
variété riemannienne lisse de dimension n, telle que

1
po(x)?’
b) vol, By(z,r) = vr", pour 0 <1 < po(z).

a) Agg(x) = —

Alors il existe une solution lisse de léquation de Ricci g(x,t) définie sur le domaine spatio-
temporel M 4 .2, avec g(x,0) = g(x) pour tout x € M, et telle que

k

N Aog(w,t) > ——
W Xedl) = =ty

1
(i) volyy Be(z,r) = (1 —d)or™ pour 0 <r < S—QpA,o(a:,t),

pour tout (z,t) € My 2, ainsi que

|Rm g(xat)| < %a injx gt = \/ %7

pour tout (x,t) € Ma 2 ett > 0.
Notons que pour n = 3, cet énoncé fournit une minoration de la courbure de Ricci pour

0 < t < €2 qui améliore celle du théoréme B.

Régularisation d’une métrique proche d’un produit Y x R"~3 en dessous
d’une échelle r,

Pour les énoncés qui suivent, on a besoin de définir précisément la notion de proximité mé-
trique avec un espace produit que l'on utilise. La notion d’e-isométrie est classique (voir par
exemple Def. 7.3.27 dans [3]).

Définition .0.1. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. On dit qu'une application
1 X = Y est une e-isométrie de X sur Y si

a) |dy (¥ (z),9(z")) — dx (z,2")| < € pour tous z,2’ € X,
b)pour tout y € Y, il existe z € X tel que dy (¢¥(x),y) < e.

Soit (X,dx) un espace métrique.
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Définition 0.15. On dit que (p1,...,pm) est un (m,e)-éclatement en xg a toutes les échelles
inférieures & r > 0 si pour tout z € Bx (xo,7) et pour tout 0 < s < r, il existe un espace métrique
pointé (Y, yg) et une es-isométrie
Bx(z,s) — B(s) cY x R™

z = (¢O(Z)7w1(z)a7¢m(z))

telle que, pour 1 < k < m et z € Bx(z,s),

(U

VK (2) — dx (pr, 2) + dx (pk, )| < es.
On peut maintenant donner une formulation précise de la conjecture 0.11.
Conjecture 0.16. [ existe k(n,v), K(n,v), €(n,v,d) et A(n,v,d) avec les propriétés suivantes.
Si (M™, g) est une variété riemannienne lisse de dimension n, tel que
1 1
a) Re g(z) = —= (resp. K o)z —
) @) po(r)? ( g(o)( ) po(z)? %
b) vol, By(x,r) = vr", pour 0 <1 < po(z),
c) il existe un (n — 3, €)-éclatement en x & toutes les échelles plus petites que po(z)

pour la métrique g,

pour tout x € M. Alors il existe une solution lisse de ’équation de Ricci g(x,t) définie sur le
domaine spatio-temporel M 4 2, avec g(z,0) = g(x) pour tout x € M, et telle que

. k
. K o) = —0R paolz,t)?
2 ( resp g(t)< ) 0 g(t)(x) PA,O(xvt)z

(i) Re g(z,t) = —0R,) () — paolz,t)?

)7

1
(@) volyy Be(z,r) = (1 —d)or™ pour 0 <r < 3—2,0,4,0(33,7,‘),

(#7) il existe un (n — 3,0)-éclatement en x & toutes les échelles plus petites

que €pao(x,t) pour la métriqueg(t).

pour tout (x,t) € Ma 2, ainsi que

Rm g(o, )] < &, injx ge >4/ 4,

pour tout (x,t) € Ma 2 avect > 0.

=

Dans cet énoncé, il ne semble pas raisonnable de remplacer la conclusion () par une minora-
tion uniforme Re g(x,t) = —m (ou Kg(t)(az)m). En effet, pour une donnée initiale
compléte qui vérifierait

a’) Re g(x) = 0 (resp. Ky(o)(0) =0),
V') vol, By(z,r) = vr", pour r > 0,
) il existe un (n — 3, €)-éclatement en = a toutes les échelles (arbitrairement grandes).

on obtiendrait (par un jeu de mises a ’échelle paraboliques) un flot de Ricci défini sur un intervalle
de temps [0, 7] arbitraire avec en particulier Rc g(z,s) > 0 (resp. Ky = 0), autrement dit, le
caractére positif ou nul du tenseur de Ricci serait, dans ce cas, préservé par le flot. Or on sait qu’en
général, ce n’est pas le cas en dimension n > 4. Autrement dit, (’évolution du tenseur de Ricci
étant donnée par 0;Rc g(t) = ArRc g(t) ou Ay, désigne le Laplacien de Lichnerowicz), pour tout
n = 4, on peut construire une variété riemannienne compléte (M™, g) telle que A Rc g(x) < 0
en un point x € M. Il serait donc intéressant de répondre & la question qui suit.
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Question: FExiste-t-il, pour tout n > 4 et € > 0, une variété riemannienne (M™, g) de dimension
n satisfaisant a'), V') et ') telle que pour un point x € M on ait ALRec g(z) <0 ?

Si la réponse a cette question est positive, il est nécessaire, en vue de la conjecture 0.16,
d’étudier 1’évolution des quantités géométriques (en particulier de la fonction distance) associées
a un flot dont le tenseur de Ricci obéit seulement & la minoration a). C’est 'objet des paragraphes
1.1.3 et 1.1.4. Les résultats que 'on y obtient n’aboutissent pas, pour le moment, a une preuve
de la conjecture 0.16, et ne sont pas utilisés ailleurs.

On présente finalement un résultat allant dans la direction de la conjecture 0.16, ou la mi-
noration @) dans I’énoncé de la conjecture 0.16 est remplacée par une borne sur la norme du
tenseur de Ricci.

Théoréme D. Il existe k(n,v), K(n,v), e(n,v,d) et A(n,v,d) avec les propriétés suivantes. Si
(M™, g) est une variété riemannienne lisse de dimension n, telle que

1
po(x)?’
b) vol, By(x,r) = vr", pour 0 <1 < po(z),

a) [Re g(x)] <

c) il existe un (n — 3, €)-éclatement en x a toutes les échelles plus petites que po(x)

pour la métrique g,

pour tout x € M. Alors il existe une solution lisse de ’équation de Ricci g(x,t) définie sur le
domaine spatio-temporel M 4 2, avec g(z,0) = g(x) pour tout x € M, et telle que

k

1) |Rs S ——,
() IRe gla.t)| < s

1
(i) volyy Be(z,r) = (1 —0)or™ pour 0 <r < 3—2,0A,o(m,t),

(1) il existe un (n — 3,0)-éclatement en x & toutes les échelles plus petites

que epao(x,t) pour la métrique g(t).

pour tout (x,t) € M4 2, ainsi que

|RH1 g(l‘,t” < %a injx gt = \/ %7

pour tout (x,t) € Ma 2 ett>0.

Des théorémes de pseudo-localité

Aux théorémes d’existence en temps court du flot énoncés ci-dessus correspondent des résul-
tats de type “pseudo-localité”, qui lorsque est donné un flot complet & courbure bornée, quantifient
ses propriétés de régularisation en fonction des hypothéses sur la métrique initiale. Ces résul-
tats reposent essentiellement sur le théoréme de pseudo-localité de Perelman dont on rappelle
I’énoncé, et peuvent étre vus comme en étant des généralisations.

Théoréme 0.17 (G. Perelman, 2002, A. Chau, L.F. Tam, C. Yu, 2011). Il existe §(n,€) avec la
propriété suivante. Soit g(t) un flot de Ricci complet sur une variété M™ de dimension n défini
pour 0 <t < T tel que

@) sup [Rm g(z,t)| < +o0,
M x[0,T]
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avec, pour xro € M,

b) Ry(z,0) > —1,

¢) (voly o) Q"< (1+ 5)wn(volg@; oM™,
pour tout x € Bo(xg,1) et tout domaine a bord lisse Q < By(xo,1), ot w, désigne la constante
isopérimétrique euclidienne. Alors

€2

R g(z.0)] < =
pour tout ¥ € By(z0,0) et 0 <t < max(§2,T).

Perelman donne les grandes lignes d’une preuve dans [27] (10.1) (voir aussi [22]), au moins
dans le cas compact, tandis que ’on trouve une preuve détaillée du cas complet dans [4]. Notons
le caractére quelque peu paradoxal de cet énoncé. Les hypothéses quantitatives b) et ¢) sur la
métrique initiale, ainsi que la conclusion, sont purement locales, tandis que 'hypothése a) est
globale, mais la valeur de la borne n’intervient pas dans les conclusions.

Question: Peut-on retirer Uhypothése a) dans l’énoncé du théoreme 0.17 2

On sait par contre que le théoréme peut étre mis en défaut lorsque le flot g(t) n’est pas
complet (Un contre-exemple est donné par P. Topping dans [34]). Une premiére généralisation
possible du théoréme 0.17 correspond aux hypothéses du théoréme C.

Théoréme E. [l existe des constantes k(n,v), K(n,v), e(n,v,8) > 0 et A(n,v,d) avec les
propriétés suivantes. Soit 6 'un des trois cones de courbure ICy , ICy ou CO introduits dans
la définition I1.2.1 et soit g(t) un flot de Ricci complet défini pour 0 < t < T sur une variété
lisse M™ de dimension n, tel que

sup R g(z,0)] < +o,
Mx[7,T]

pour tout 0 <7 < T, et U c M un ouvert tel que

1
pg ()2’

b) volygy Bo(w,r) = vr™ pour tout 0 <r < pd (),

pour x € U. Alors

k
i) Agg(x,t) > ————,
() Xaolet) >~ ot
(i) volyyy Bi(z,r) = (1 —d)or™,

pour tout (v,t) € U2 et 0 <7 < p%’o(x,t), ainsi que

|RH1 g(xat)| < %7 iIle gt 2’\/%3
pour tout (x,t) €Uy 2 et t > 0.

L’énoncé suivant correspond aux hypothéses du théoréme D.
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Théoréme F. II existe des constantes k(n,v), K(n,v), e(n,v,8) > 0 et A(n,v,d) avec les
propriétés suivantes. Soit g(t) un flot de Ricci complet défini pour 0 < t < T sur une variété
lisse M™ de dimension n, tel que

sup[Rm g(a, )| < -+,
Mx|[7,T]

pour tout 0 <7 < T, et U c M un ouvert tel que

1
pg (x)*
b) voly ) Bo(x,r) = vr™ pour tout 0 <r < pg (z Y(x),

a) |Re g(z,0)] <

c) il existe un (n — 3, €)-éclatement en x a toutes les échelles inférieures a p5 (x)

pour la métrique g(0),

pour x € U. Alors

_k
pY oz, 1)

0
(@) volyyy Be(z,r) = (1 —d)vr™ pour tout 0 <1 < pj O(x t),

(1) [Re g(z,t)] <

(#4i) il existe un (n — 3,9)-éclatement en x a toutes les échelles inférieures a epgp(a:,t)

pour la métrique g(t),

pour tout (x,t) € U ez, ainsi que

|Rm g(fE,t)| < %7 injx gt = %,

pour tout (x,t) € U2 et t > 0.
Enfin, aux hypothéses de la conjecture 0.16 correspond 1’énoncé qui suit.

Conjecture 0.18. Il existe des constantes k(n,v), K(n,v), e(n,v,6) > 0 et A(n,v,d) avec les
propriétés suivantes. Soit g(t) un flot de Ricci complet défini pour 0 < t < T sur une variété
lisse M™ de dimension n, tel que

sup_[Rmn g(, )] <+,
M x[7,T]

pour tout 0 <7 < T, et U c M un ouvert tel que

1
a) Re g(z,0) = (resp. Kgoy (o) = ),
pw> SO = T ()2
b) voly ) Bol(w,r) = vr™ pour tout 0 <r < pg (z Y (x),

c) il existe un (n — 3, €)-éclatement en x a toutes les échelles inférieures a p5 (x)

pour la métrique g(0),
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pour x € U. Alors

(i) Re g(x,t) = —0Rg)(w) — 1 (resp. Kypy(0) = —0Rg(x) — 1 ),
(@) volyy Be(z,m) = (1 —d)vr™ pour tout 0 <1 < p%yo(a:,t),
(74) 4l existe un (n — 3, 9)-éclatement en x a toutes les échelles inférieures a epgvo(z,t)

pour la métrique g(t),

pour tout (x,t) € U 4 2, ainsi que

|Rm g(l’,t)| <%7 injx gt> \/%7

pour tout (x,t) € U2 et t > 0.

Organisation

La preuve du théoréme A (construction du flot partiel) est tout entiére contenue dans le
paragraphe IV.1.2 et ne fait appel qu’a des résultats classiques sur le flot de Ricci. Les preuves
des théorémes B, C, D, E, F reposent sur un point crucial : les propositions de régularisation
locale obtenues au paragraphe I11.2.1 (propositions [11.2.1, IT11.2.2 et I111.2.3). Les théorémes
FE, F sont démontrés au paragraphe I71.2.2 en combinant ces énoncés avec le théoréme de
pseudo-localité (théoréme 0.17). Les théorémes B, C et D sont obtenus au paragraphe IV.2 en
combinant les propositions de régularisation avec le théoréme A d’existence du flot partiel.

La preuve des propositions de régularisation I11.2.1, I11.2.2 et 111.2.3, qui occupe le para-
graphe I11.2.1, repose sur deux ingrédients principaux. Le premier, qui fait I'objet du paragraphe
II1.1, consiste en ’analyse, due a Perelman et complétée par la suite par d’autres auteurs, de la
formation des singularités sous une hypothése de minoration a priori de la courbure, qui permet
d’estimer la décroissance de la norme du tenseur de courbure. Par exemple, si g(t) est un flot
défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M3 de dimension 3, on a la proposition qui suit (c’est
une conséquence du lemme I77.1.1).

Proposition 0.19. I ezxiste une fonction v1(A) avec v; — 0 lorsque A — +0o telle que si

IRm g(z,t)| atteint en un point (x,t) € M x [£

-, T son mazimum k sur le domaine By(x, %) X

[t— %Q,t] relativement compact dans M x [0,t], et si Re g(t) = —% sur le méme domaine, alors
3
A A
Volg(t) Bt({lﬁ, ﬁ) < U1 <ﬁ) .

Par contraposition, si pour le flot g(¢) on a la minoration a priori du tenseur de Ricci Re g(t) >

—1 et celle du volume des boules volyy Bi(w, Vt) = vo(V/1)3, alors si K = K(vp) est tel que

v1(A) < vg pour tout A = v/ K, on obtient (en appliquant la proposition 0.19 avec k = ATQ)

K

R g(8)] < -

Ce principe se généralise en dimension n > 4, a4 condition ou bien de supposer une minoration a

priori de la courbure IC; pour tout temps (c’est ’objet de la proposition I77.1.4), ou bien de

supposer que la métrique au temps t est proche d’un produit entre une métrique de dimension 3
et un facteur euclidien de dimension n — 3 (c’est l'objet de la proposition 111.1.6).
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Le second ingrédient des preuves des propositions de régularisation consiste & obtenir, &
partir des conditions sur la donnée initiale et sous des hypothéses a priori de décroissance de
la norme du tenseur de courbure, la minoration au temps ¢ du volume des boules de rayon +/t
(paragraphe 1.1.2), le cas échéant de la courbure IC; ou d’une autre notion de courbure plus
forte (paragraphes I.2 et I1.2), ou bien la permanence de la proximité avec un produit entre
un flot de dimension 3 et un facteur euclidien (paragraphes 1.3.2 et I1.3.2). C’est 'objet des
chapitres I et I1. Le texte s’organise donc selon le schéma suivant.

: Paragraphe 1.1.2 Paragraphe 1.2 Paragraphe 1.3 :
T foe S
: Paragraphe I1.1 Paragraphe 11.2 Paragraphe I1.3 :
R R e T -

Proposition II1.1.4 Proposition I11.1.6 :

|

|

| s v . ‘
: Proposition I11.2.1 Proposition I11.2.2 Proposition I11.2.3

|

|

|

|

|

. L. |
Théoréme E Théoréme F :

Théoréme B Théoréme C Théoréme D

ﬁ

Théoréme A

Dans le chapitre I, les rappels du paragraphe I.1.1 sont invoqués fréquemment au fil du texte,
tandis que les paragraphes 1.1.3 et 1.1.4 ne sont pas utilisés par la suite.
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Chapitre 1

Evolution de certaines quantités
géométriques sous des hypothéses de
décroissance de la courbure

L’objectif de ce chapitre est d’estimer I’évolution en temps court de certaines quantités géomé-
triques (& commencer par la fonction distance et le volume riemannien) associées & une métrique
riemannienne lorsque celle-ci évolue par le flot de Ricci. On considére un flot g(¢) défini pour
0 <t < T sur une variété M™ de dimension n, et on se placera souvent sous I’hypotheése

[Rm g(t)] < %, injy g(t) = %, Ry = —1. (L.1)
tandis que I'on supposera, pour la donnée initiale,
Re g(0) = =1, voly gy Bo(z,r) = vr'", (1.2)

pour x € M et 0 < r < 1 tel que By(x,r) est relativement compacte dans M. Lorsqu’on intégre
I'équation drg = —2Rc ¢(t) définissant le flot entre des temps 0 < s < ¢t < T en tenant compte
de la borne sur la norme du tenseur de courbure qui apparait dans (I.1), on trouve

oo = () o

Puisque, 0 < t < T étant fixé, ces bornes explosent lorsque s tend vers 0, elles ne permettent pas
de comparer le tenseur métrique au temps ¢ et au temps 0 (au sens ou il existerait une constante
C dépendant de n, K et T pour laquelle on aurait C~1g(0) < g(t) < Cg(0)). La question de
I’évolution de la fonction distance et des volumes associés a la métrique g(t) entre le temps initial
et un temps t n’est donc pas triviale.

I.1 Evolution de la fonction distance et de 1’¢lément de vo-
lume

I.1.1 Bornes élémentaires

Sous les hypothéses (I.1) une observation classique, dii initialement & R. Hamilton, permet
de controler la contraction des distances par le flot tandis qu'un calcul élémentaire permet de
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majorer la dilatation du volumes des régions.

Distances : Pour une fonction f : [a, 8] — R et ¢y € [e, 8], on définit

B A AU

dt— t=to t—1o t—to

Lemme I.1.1 (G. Perelman, [27] 8.3). Soit g(t) un flot de Ricci sur M™ x [0,T]. Soient xq, 1 €
M deuz points tels que, au temps to, di,(xo, 1) est réalisée par une géodésique minimisante
v < M. Sion ala borne de courbure

Re g(z,t0) < (n—1)C

au temps to pour x € By, (xo,70) Ny alors

2 1
(O = A)dy(z0, )] (1, 10y = —(R— 1) (307“0 + ) .

o
Si additionnellement Re g(x,to) < (n — 1)C sur By, (z1,70) N 7y, alors

a-

2 1
dti_ s dt(l'o,xl) = _2(n - ].) <3C7"O + ) .

To

(pour la preuve, voir aussi [22], 1.8.3)

Notons que si U < M est un ouvert relativement compact, alors pour x € U, la distance
di(z, M\U) est réalisée par une géodésique minimisante de M, entiérement contenue dans U,
excepté pour une de ses extrémités. Le lemme ci-dessus entraine donc le controle suivant sur la
contraction des distances.

Corollaire 1.1.2. Soit (M, g(t)) un flot de Ricci sur [0,T] et U < M un ouvert relativernent
compact tel que
(n— 1)K
t
pour tout (x,t) € Ux]0,T]. Alors pour x e U, 0<t <t <T ona

Re g(z,t) <

dy (x, M\U) = dy(z, M\U) — ?(n ~ 1)WWK (x/tl \/z> ,

Finalement, on retrouve le résultat de R. Hamilton sous sa forme originelle.

Corollaire I.1.3 (R. Hamilton, [20]|, Thm 17.2). Soit g(¢) un flot de Ricci sur M™ x [0,T].
Ftant donnés 0 <to < T, xg € M et a > 0 tel que By, (xo,3a) est relativement compact dans M,
st on a

(n—1)K
t
pour tout (x,t) € By, (z0,3a) X [to,T], alors pour tous x,z’ € By, (xg,a) et to <t < T, on a

Re g(z,t) <

di(,2) > dyy (,2) — 2—??(71 - D)VE (V- Vi)

Démonstration. On fixe 0 < ¢ < T puis on applique le corollaire 1.1.2 4 U = By, (x,dy, (x,2')) <
By, (z0, 3a). O
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Volumes : L’élément de volume associé a un flot de Ricci g(t) évolue selon 1'équation

d
2 Mgy = ~Ry(@, 1) dugq)

En particulier, si Ry (z,t) est uniformément minorée sur une région U € M, i.e.
Ry(z,t) = —€
pour tout z € U, 0 <t < t, alors

€%t
VOlg(t) U <e VOlg(O) U (13)

I[.1.2 Continuité au voisinage du temps initial

Dans ce paragraphe, on compléte le controle de la contraction de la fonction distance du
corollaire 1.1.3 par un contrdle de la dilatation de cette méme fonction sous des hypothéses
appropriées, de méme que l'on compléte la propriété (I.3) majorant la dilatation du volume des
régions par une minoration du volume des boules pour les temps strictement positifs. Concernant
la dilatation des distances, la borne inférieure

Re g(t) = —(71_%)}(7

issue des hypothéses (I.1), pendant de la borne supérieure du corollaire I.1.3, n’entraine aucune
majoration de la fonction distance entre deux point au temps t en fonction de sa valeur au
temps 0 : pour le voir il suffit de considérer le flot g(t) = 2(n — 1)tgg~ (o0 ggn désigne la
métrique de lespace hyperbolique en dimension n), pour lequel la fonction distance satisfait
dy(z,2') = \/gdt(x, z") (le facteur \/t;/ explose lorsque ¢ tend vers 0). Pour obtenir un controle

de la dilatation des distances de maniére élémentaire il faut imposer une minoration uniforme en
temps du tenseur de Ricci.

Lemme 1.1.4. Soit (M, g(t)) un flot de Ricci défini pour 0 < t < T avec Re g(z,t) = —k sur
M x [0,T]. Sixg € M est tel que By(xg,2) est relativement compacte dans M, on a

di(z,2") < eFdy(x, x')
pour x,x’ € Byo(xp,1) et 0 <t <T.

La minoration du volume des boules aux temps strictement positifs est alors conséquence
d’un théoréme de J. Cheeger et T. H. Colding ([5], Thm 10.15) sur la continuité de la mesure de
Hausdorff n-dimensionnelle lors du passage & la limite dans une suite de variétés non-effondrées
a courbure de Ricci minorée, dont 1’énoncé qui suit est une conséquence directe.

Lemme I.1.5 (J. Cheeger, T.H. Colding). Il existe e(n,v,k,d) > 0 avec la propriété suivante.
Soient (M, go, xo) et (M, g1,21) deux variétés riemanniennes lisses pointées de dimension n
telles que, pour i = 0,1, By(z;,e ') est relativement compacte dans M; et

Re gi = =k, vol,, By, (z5,1) = .

Si
dGH(Bgo (3307 2)7 Bgl (xlv 2)) Se€

alors |vol, Bg(xo,1) — vol,, By, (z1,1)] <.

g1
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L’idée d’employer ce résultat pour comparer les boules au temps 0 et au temps ¢ d’un flot de
Ricci provient de M. Simon dans [33].

Lemme 1.1.6 (M. Simon, [33]). Il existe €(n,vo, k,d) avec la propriété suivante. Soit g(t) un

flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n, satisfaisant aux

hypothéses (I.1), avec Re g(t) = —%, et g € M, 1o > 0 tel que Bo(xo,4ro) est relativement
0

2,2
ET’O

compacte dans M, et voly Bo(xo,70) = vorf. Alors pour tout 0 < t < (R

(1 = &)voly Bo(zo,ro) < vol, Bi(xg,79) < (1 + d)voly Bo(xo,70)-

Comme mentionné en introduction, il existe des situations ou il ne semble pas possible d’éta-
blir une minoration uniforme en temps du tenseur de Ricci. On souhaite donc affaiblir cette
hypothése, tout en conservant des controles sur les distances et volumes analogues & ceux des
lemmes 1.1.4 et 1.1.6. C’est 'objet du reste de ce paragraphe.

Les hypotheéses sous lesquelles on se place sont celles d’un flot g(¢) défini pour 0 <t < T sur
une variété lisse M"™ de dimension n, satisfaisant aux hypothéses (I.1), dont la donnée initiale
vérifie (1.2). Plutdt que d’exiger une minoration uniforme en temps du tenseur de Ricei, on
suppose qu'il existe une fonction t(n, K, v,€) > 0 telle que, pour tout € > 0,

2
Re g(t) = —% pour 0 < t < #(e). (1.4)

Encore une fois, intégrer ponctuellement I’équation d;g(t) = —2Rc g(t) en tenant compte de la

— 2 —
borne (7.4) donne seulement g(t) < (%)2@ be pour 0 < s <t < t(e) et donc ne fournit pas de

majoration du tenseur g(t) en fonction de g(0). On obtient néanmoins, dans ce cadre, le résultat
suivant.

Proposition 1.1.7. Il existe e(n, K,vg,0) > 0 avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot de
Ricci sur M™ défini pour 0 < t < T, satisfaisant aux hypothéses (I.1), dont la donnée initiale
vérifie (1.2), et tel que

2
Re g(t) > -

pour 0 <t < T. Alors, si x,a’ € M sont deux points tels que Bo(x,2dg(z,2’)+ 1) est relativement
compacte dans M et 0 <t < €2, on a

do(z,2") — ?(n — DVKt <di(x,2') < (14 8)do(z,2") + M7
€

SVt

et, si T > == est tel que Bo(w,2r) est relativement compacte dans M,

volyy Bi(x,r) = (1 — §)voly gy Bo(z,7).

Cet énoncé repose sur un argument par contradiction, que l'on esquisse maintenant, avant
d’énoncer et de démontrer les lemmes techniques 7.1.8 et 1.1.9 dont la proposition I.1.7 découle.
Pour § > 0 fixé, on considére une suite de flots de Ricci g;(¢) sur M satisfaisant aux hypothéses
(I.1), (I.2) et (I.4), ainsi qu’a une minoration Rc g;(t) = —% pour une suite ¢; > 0 avec
€; — 0. Supposons alors qu’il existe deux suites de points x;,21,; € M et une suite de temps
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0 < t; < €2 tels que dy, (z0,i, 71,:) = (1+0)do(z0,:,71,4) + 5\6/17 Pour chaque 4 on peut alors choisir
le long d'une g;(t;)-géodésique minimisante connectant xo; & x1,; deux points xj ; et x’“ avec
5f

facteur \/E

dt (zp, Z,LEI Z) < ‘Eﬁ et dy, (x(;, 71 ;) = (14 6)do(wp ;, 77 ;). Aprés mise a I'échelle par un
;(0) et g;(t;) on obtient des métriques go; et g1,; sur By, ,(vg;,2) et

By, , (xo,mz) avec
i) Re go; = —1,Rec g1, = —1,

i) voly, By, . (20,i,2) = vo

telle que (en vertu du corollaire 1.1.3 et de (1.3)) Papplication Id : (By, ,(%0,i,2),91,;) — (M, go.;)
satisfait

2
iii) dg, , (@, 2") < dg, (x,2") + Eo(n - 1)VKe;,

. —n(n—1)t;
iv) vol, U >e ‘voly . U.

Les minorations de la courbure de Ricci i) et 'hypothése de non-effondrement i) permettent
d’invoquer le théoréme de relative compacité de Gromov afin d’extraire des métriques limites dy
et dy sur des boules By, (xo,1) et Bg, (yo,1), les hypothéses iii) et iv) permettant quant a elles
d’extraire une application limite f : By, (yo,1) — Ba,(x0,1) avec f(yo) = xo telle que

do(f(x), f(2")) < du(z, ),
765 f(U) = A3 U

(#€7 désigne la mesure de Hausdorft de dimension n associée & d). On en conclut que f est
une isométrie, en contradiction avec ’existence de la suite des points x’M, qui satisfont § <
dyi(zg ;27 ;) < 1, ce qui implique a la limite I'existence de y1 € Ba, (yo,1) tel que di(yo,y1) =
(14 0)do(f(yo), f(y1)). Le lemme qui suit formalise essentiellement ce raisonnement.

Lemme 1.1.8. Il existe A(n,n) > 0 et e(n,vo,n,d) > 0 avec la propriété suivante. Soit n = 0 et
(M™, g,20) une variété riemannienne de dimension n telle que

(a) Bg(zo,4) est relativement compacte dans M,
1

(b) Re g = P sur Bg(xo,4)

(c) vol, By(w,7) = vor"

pour tout 0 < r < 1 tel que By(x,r) est relativement compacte dans Bg(xg,4). Soit (N™, h,yo)
une variété riemannienne de dzmenszon n telle que

(d) Br(yo, A) est relativement compacte dans N,

(e) Rc h = _Ui sur Bp(yo, A),

(f) vol, B(y,r) = nw,r™ pour tout y € By(yo, A), 0 <r < ne.
Soit enfin 1 : (Bg(xo,4),x0) = (N,y0) un plongement tel que

(9) dn((z), (") = dy(z,2") — € pour tous x,z’ € B(zg,4),

(h) vol, ¥(U) < (1 + €)vol, U pour tout U = M.
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Alors 1) est une d-isométrie de By(xo,1) dans Bp(yo, 1+ 9), en particulier
deu(Bg(wo,1), Br(yo, 1)) < 9, vol, B(yo,r) = (1 —d)vol, B(zo,r)
pour tout § < r < 1.

Démonstration. On commence par une série de remarques valables sous les hypothéses (a) a (h)
de I’énoncé, pour tout vg > 0, 0 < €, < 1 et A suffisamment grand choisi en fonction de 7 au
cours de I’argument.

(i) On a une premiére estimation de la dilatation de lapplication 1), selon laquelle, pour tous
z, 2" € By(zo,1),

(b)) < 5 (gl a”) + ). (15)

On commence par traiter le cas de deux points z,2’ € By(zo,2) avec dgy(z,2’) < e,
connectés par une géodésique minimisante xa’ dont 'image v par 1 est contenue dans
By, (yo, %) Pour cela on considére une partie ne-séparée ! (pour la distance dj,) maximale
{yi}ier dey. On considére 'union de boules disjointes V' =  J;.; Br(yi, 5 ), puis on invoque
I’observation suivante.

Fait: Soit v un chemin (i.e. une application continue v : [0,1] — N ) entre des points y

ety d’un espace métrique N . Alors toute partie r-séparée (pour la distance dy ) mazimale

dn (y.y')
2r

de v posséde au moins éléments.

Démonstration. Soit {y;}ie; une partie r-séparée maximale de ~, puis considérons le
graphe dont les sommets sont les y; et ol y; et y; sont rattachés par une aréte lorsque
dn(yi,y;) < 2r. Ce graphe est connexe : en effet, si I = Iy i1y, ot I est Pensemble des in-
dices des sommets d’une composante connexe (non-vide) du graphe, on a dy (y;, yir) > 2r
pour tous ¢ € Iy, i € I;. Les ouverts Vy = Uie[o B(y;,r) et Vq = Uie]1 B(y;,r) de X
sont disjoints. Or {y;}ier est un r-recouvrement de v, donc v < Vp u V4. v étant un
chemin continu, il est entiérement contenu soit dans V{, soit dans V;, et puisque y; € ~
pour tout ¢ € I, la seule possibilité est d’avoir Iy = I et I} = & (puisque on a supposé
Iy non-vide). Deux point d’'un graphe connexe sont toujours reliés par un chemin dans
le graphe de longueur au plus le cardinal du graphe : ici il en découle immédiatement
dn(y,y') < 2r[I]. 0

Puisque vol, V' = > ,_;vol, Bp(yi, 5 ), le fait ci-dessus combiné a I’hypothése (f) de
I’énoncé implique

voly, V > 2225 (1)~ di (4 (), (). (1.6)

D’autre part zz’ < By(x,¢€), ainsi I'hypothése (g) fait que v~1(V) < B,(z,3¢). L’hypo-
theése (h) a quant a elle pour conséquence vol, V' < (1 + ¢€)vol, B(z,2¢) < ¢(n)e". De ceci
et de (I.6), on tire

dn((x), ¥(a')) < C“”‘)f]”)

Avant de traiter le cas général, on vérifie I'inclusion ¢ (Bg(xo,2)) < B (yo, %) Pour cela,

(L7)

on considére x € By(zo,2) et Toz une géodésique minimisante. Si ¥(x) ¢ Bp(yo, g), il

1. Une partie X d’un espace métrique ¥ est dite r-séparée si pour tous z,z’ € X, d(z,z’) = r, ou de maniére
équivalente, si les boules ouvertes B(z, %) avec x € X sont deux & deux disjointes. Si X est une partie r-séparée
de ¥ maximale avec cette propriété, alors pour tout y € ¥, il existe z € X tel que d(z,y) < r - autrement dit X
est un r-recouvrement de ¥ .
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existe 2’ € ZoZ tel que wox’ = By(xo,2) et ¢(2') € Sh(yo, 4). En divisant 2oz’ en au

plus M + 1 segments de longueur inférieure a €, & chacun desquels on applique (I1.7),

on trouve dj (yo, ¥ (z')) < %(dg(zo, z’) + €). On fixe a ce stade la constante A de
32¢(n) A

n" 2
avec le choix de 2, donc ¢ (x) € B(yo, é) On peut finalement traiter le cas de tout couple
de points z,2’ € By(zg,1), qui sont alors reliés par une géodésique zz’ € By(zo,2) que
I’on divise comme précédemment en segments de longueur au plus e.

I’énoncé en posant A = . On conclut alors que dj(yo, ¥ (2')) < £, en contradiction

(ii) L’image de v contient une boule de taille fixée, By (yo,1 —€) < 9(Bg(zo,1)). En effet,
puisque 9 est un plongement,

$(0By(0,1)) = 0 ($(By(x0,1))) -

Ainsi, si y € 0 (¥ (Bgy(o,1))), y = ¢(x) avec x € Sy4(z0,1), aussi P'hypothése (g) permet-
elle d’affirmer que dp(yo,y) = 1 — €. Or, si un point z € N\¢(By(zo,1)) est tel que
dr(yo, z) < 1—e¢, il existe aussi un point y € Gozn d (Y(By(zo, 1 —€)) avec dp(yo,y) < 1—¢
d’ot une contradiction.

(ili) On a une minoration préliminaire vol By, (yo, 4 ) = v1(n, v, n) sur le volume d’une boule
dans N. En effet, Pestimation (I.5) entraine ¢(By(zo, 1)) < B(yo, %). Si {@;}ier est une
partie 2e-séparée maximale de By(zo, %), {x;}icr est aussi 2e-couvrante, on a donc d’une
part vol Bgy(xo, %) < g vol By(xi, 2¢), et donc, grace a 'hypothése (c),

vo < C(n)e™|I].
D’autre part, ’hypothése (g) nous assure que la famille des y; = ¥ (z;) pour i € I est

e-séparée dans B(yo, %). Aussi 'hypothése (f) permet elle d’écrire

A
vol Bulyo, ) = e(m)|Tl(ne)"
d’ou finalement vol By, (yo, g) = c(n)von™.

Le reste de la preuve est un argument par contradiction. On fixe vy, d,n7 > 0 et on considére
une suite ¢, — 0, ainsi que des suites (Mg, zo.x),(Nk, Yox), €t ¥y satisfaisant aux hypothéses
(a) & (h), et on suppose que quel que soit k, ¥ n’est pas une d-isométrie de By(xo,1) dans
B (yo, 1+ 9).

(iv) Pour commencer, on extrait des suites (Mg, xox), (Nk,Yok) €t ¥ : My — N des
espaces limites (X, Zo), (Y, 7o), et une application 1 : Xo = X — Y. En effet, le théoréme
de compacité (relative) de Gromov sur la famille des variétés riemanniennes pointées a
courbure de Ricci minorée garantit ’existence d’espaces de longueurs compacts (X, Zo) et
(Y, §o) tels qu’aprés extraction,

(B(xo,k,z),xo,k) — (X,7),

A _
(B (yo,k,2>,yo,k> o (Y. %o).

Puisque X et Y sont des limites de suites de variétés non-effondrées (par I’hypothése (c)
dans un cas et d’aprés (iii) dans Uautre) un résultat de la théorie de Cheeger-Colding (Thm
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10.15 dans [5], voir aussi [7]) garantit que la suite des mesures dug, () sur By, (zo., 1) et
dfip,,, (2) Sur By Yo,k %) convergent vers la mesure de Hausdorff n-dimensionnelle 7% et
Iy sur Bx (%o, 1) et By (7o, 4) respectivement.

On construit ensuite une application ¥ : ¥ — X comme limite des w,;l. Pour cela on
choisit une partie dense ¥ = {g;},er de By (go,1) puis, pour chaque i € I des relevés
Yi.k € Bn, (Yo.x, 1 — 2€x) avec y; , — Ui, et enfin, tirant parti du fait que By, (yok, 1 — 2¢x)
est contenue dans l'image de By, (zok,1) par I'application ¢y (voir (iii)), on définit la
famille z; , = w,;l(yl %) de leurs pré-images dans By, (xo,1). On peut supposer, aprés
extraction, que la suite {z; x}x>0 converge vers une limite Z; € Bx(Zo,1) pour chaque
i€ I. On définit alors ¥ : % — X en posant ¥(y;) = Z;. La propriété

dx (T(3:), U(g)) < dy (i, §ir)

pour tous i,7’ € I découle immédiatement de ’hypotheése (g) aprés passage a la limite.
L’application ¥ est donc uniformément continue, et se prolonge en une application définie
sur By (o, 1) que 'on note encore ¥, et qui vérifie

2y (o) < dx (), TW) < dy (5.1/)

pour tous y,y € By (Yo, 1), la minoration provenant de (I.5) aprés passage a la limite.

En particulier, ¥ est une bijection sur son image Xy := W¥(By (o, 1)), et son inverse
P = T Xo — By (9o, 1) posséde les propriétés suivantes

dy (Y(z),0(z')) = dx (x,2') pour tous z, 2" € Xy,
HPp(U) < % U pour tout U < X.

dy (b(2) D(z))

x,r) dx (z,x’)

Rappelons que 'on définit Lip, (1)) = lim sup,._,, Sup,c By (

Fait: En 5" -presque tout point x € X,
Lip, () = 1. (L8)

Démonstration. Soit x € X un point tel que tout espace tangent & X en x, ainsi que
tout espace tangent & Y en y = 1(x), est isométrique a R". Par des mises a I’échelle
appropriées, on peut extraire une application tangente 1/) :R” - R™ avec w ( n) = Op,
et telle qu'il existe u € R™ avec |u| = 1 et |¢x )| = Lip,(¥). D’autre part 1, est une
application A-Lipschitzienne telle que |¢x — 1, (v)| |u — v| pour tout u,v € R™ et
A U(U) < A\, U (ot )\, désigne la mesure de Lebesgue sur R™) pour tout U < R”
ouvert. Le théoréme de Rademacher garantit que 1, est différentiable presque partout,

|dutp, (v)]
v

avec inf ,crn > 1, et en particulier Juﬂl. > 1. Si U < R" est un ouvert, la formule

du Jacobien donne alors
f (Ju@z —1)du = )\niw(U) -2U <0
U

et donc J,1) < 1 presque partout. On en déduit que 'application d, 1, est une isométrie
(linéaire) pour u en dehors d'une partie ¥ < R™ de mesure nulle. On choisit finalement
des suites u; — u et v; — 0, telles que Ag[u;v;] NS = 0. Alors £(¢, [u;v;]) < £([uivs])
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et en passant & la limite [¢,(u)| < |u| i.e. Lip,(¢)) = 1. Enfin, si #(X) est 'ensemble
des points de X qui possédent au moins un espace tangent qui n’est pas isométrique a
R™, le théoréme 10.20 dans [5] permet d’affirmer que dimy & (X) < n — 2. De méme

dimyp & (Y) <n—2. Ainsi (X) u E_l(g’ (Y)) est de mesure nulle. O

Fait: En tout point x € Xy, on a Lip,(¢p) = 1.

Démonstration. Soit x € Xy, y = ¥(x). On extrait une application tangente ¢, : X, — Y,
ol X, est le cone tangent a X en z, Y, le cone tangent a Y en y, telle qu'il existe e X,
avec dx, (x,2') = 1 et dy, (y,%¢, (")) = Lip, (). Soit v : [0,1] — X, le segment reliant =
dvy (oy(r),poy(r1)) > Llp;(@)

[r—rq]

a z’ dans X,. Alors il existe 0 < 71 < 1 tel que limsup,._,,,
L’espace tangent & X, en z; = (1) est de la forme (Z x R, (21,0)), et I'espace tangent a
Y, eny; = v, (21) de la forme (W x R, (wy,0)). On extrait alors une application tangente

Vyu, + Z xR - W xR avec dwxr(V, 4, (21,0),%, ., (21,1)) = Lip,(¥). D’autre part,

(1.8) a pour consequence que Lip(, .y (¢ = 1 pour presque tout (z,7) € Z x R. En

m,ml)

particulier, il existe une suite 21; — 0 telle que pour tout 4, Lip(,, . ,y(¥,,,) = 1 pour

presque tout 0 < r < 1. Ainsi, dWXR(@x,xl(zl,i,O),@xm(zu, 1)) < 1 et en passant a la
limite dWXR(ww,azl(2170)7wx,$1(21’ 1)) < 1. D’ou Lip,(¢)) = 1. O
¥ : Xog — By (7o,1) étant par ailleurs bijective, on conclut que c’est une isométrie et il
est facile de vérifier que Xy = Bx(Zo,1).

(v) Le fait que 9y, réalise une d-isométrie entre By, (xo x, 1) et By, (Yo, 1) pour k suffisam-
ment grand découle de vérifications élémentaires. On choisit pour cela un sous-ensemble
fini d’indices Is < I tel que By (xg,1) soit contenue dans le & voisinage de {¥;}ier,,
Bx (z0,1) étant alors contenue dans le & voisinage de {Z;}er,. Alors, pour k suffisam-
ment grand, By, (2o k, 1) (resp. By, (yo,k, 1)) est contenue dans le 5%-voisinage de la famille
{Zik}iers (vesp. {yik}iers), et on a

|dg, (i, xj0) — dx (T )| < 250 |dny Wik Yik) — dy (Fi:95)] < 5

pour tous 4, j € I5. Donc, si x,2’ € By, (zo, 1), il existe 4, j € I tels que z; € By, (z, %)
et 2k € By, (2/, ). On a alors

\dn, (Ve (2), (")) = dg, (x,2")| < |dn, (Vr(2), Pr(2")) = dn, (Vr (@i k), Yr(z50))]|
+ [dn, (Yi,k> Yi.x) — dy (Fi, Uj)|
+ dy (9i, 9;) — dx (Z4,75)| (= 0)
+ |dX(jivjj) - dgk (fi,kvxj,k)l

+ |dgy (i, 5 ) — dy, (z,2")],

, 40

< dny (V(2), Vi (i) + i (Vr(27), Yrlsin)) + 15
A A, 56
< §d9k (xaxi,k) + idgk (‘T 7$j,k) + Ea

< 0.

La d-surjectivité de 1, se vérifie de la méme facon, ce qui permet de conclure argument
par contradiction.
O
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L’étape suivante consiste a appliquer le lemme 7.1.8 afin de comparer les métriques au temps
0 et en un temps t << 1 d’un flot de Ricci satisfaisant aux hypothéses (1.1), (I.2). En effet, dans
ce contexte le corollaire I.1.3 fournit le controéle de la contraction des distances

di(x,2") = do(z,2") — C(n)VKt
tandis que 'on a la majoration des volumes
vol, U < e'voly, U

et le controle de I’échelle de régularité

n t
vol, Bi(z,r) = (;—nr” pour 0 < r < \

Le paramétre n dans I’énoncé du lemme 7.1.8, qui controle le rapport 1’échelle & laquelle le volume
des boules est minoré, et celle de la contraction contrélée des distances, peut donc étre choisi
égal & min(55, +).
Lemme 1.1.9. I existe A(n, K) et e(n, K,v9,0) > 0 avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot
de Ricci sur M™ défini pour 0 < t < T, satisfaisant aux hypothéses (I1.1) dont la donnée initiale
vérifie (1.2). Si de plus on suppose
2
Re g(t) = _77

alors pour tout 0 <t < €% et zg € (M)azo0na

|dy(z,2") — do(z,2)| < %\ﬁ

pour tous z,z’ € By(xo, g) ainsi que, pour tout 57\/{ <r< g,

vol, Bi(zg,r) = (1 — §)voly By(zg,r).

Preuve du lemme 1.1.9. On posen = min(%, %) puis Ay = max(4, A(n, %)) tel que fourni par le

lemme 7.1.8. Pour 0 < € < 55—, si (z,t) € M x [0, 7] est un point tel que By(z,4A0e~ /1)
2 (n—1)vK

est relativement compact dans M, alors les hypothéses (I.1) et le corollaire I.1.2 garantissent
que Bg(x,2A0e714/t) reste relativement compacte dans M pour 0 < s < t. De plus, par le
corollaire 1.1.3, on a dy(y,y") = do(y,y’) — L(n — 1)V Ks pour y,y’ € By(z, Age V1) et 0 <
s < t. Ensuite, la minoration de la courbure scalaire dans (I.1) fait que du, < e® dpy,, donc si
U < By(x, Age™'/t), on a vol, 4y U < e'vol, ) U. Enfin, les hypotheéses (1.1) impliquent aussi

Wn

volyyy Bi(y,r) = 520" pour 0 <7 < 4/ L.

Pour se ramener & 1’énoncé du lemme [.1.8, on définit g = %g(O) et h = %g(t). Ainsi
Bgy(x,Ap) et By(z, Ag) sont relativement compactes dans M, on a Rc g = —1 et Rc h > —1, ce
qui correspond & a), b), d) et e). ¢) est immédiat. Correspondant & f), g) et h) on a

VOlh Bt(y,T) = %7"”7 pour 0<r< L — 77\/?6,

VK
2
dn(y. ') = dg(y,y) — go(n — 1)V/Ke, pour tous y,y' € By(z,4),

62
vol,y U < € voly ) U.
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Ainsi, si ¢ = €(n,vp,n,0) est fourni par I’énoncé du lemme I.1.8, alors pour € < min(In(1 +

€2), W) le lemme s’applique et on trouve que l'application Id : By(x,1) — M est une
d-isométrie de By(x,1) dans By(x,1+ 6), ainsi que la minoration des boules de rayon compris

entre § et 1 pour la métrique h. O
On conclut ce paragraphe en démontrant la proposition I.1.7.

Preuve de la proposition 1.1.7. Soit € = €(n,vg, K,d) et A(n, K) donnés par le lemme I.1.9.
On fixe 0 < t < 2—22. Soit vy une géodésique minimisante pour la métrique g(0) entre = et a’,
et {x;}o<i<n une suite de points de v avec xg = x, zy = ', do(xs, xi1) < g pour tout
0<i<N-1letN< M\/’;/)E + 1. On applique le lemme 7.1.9 en chaque z;, ce qui garantit

en particulier dy(2;, z;41) < do(24, iv1) + %\/{ pour tout 0 < i < N — 1 et, aprés sommation,

dy(z, ') < (1 + 8)do(x,2") + P4,

Afin de minorer le volume des boules au temps ¢ on a besoin du résultat de remplissage qui
suit.

Fait: 1l existe v(n,d) > 0 avec la propriété suivante. Soit (M, g) une variété riemannienne avec
Re g = —(n—1), B(xo,2) une boule relativement compacte dans M et 0 < ro < 1. Alors il existe
une famille ﬁm'e de boules disjointes B(x;,r;) < B(xg,1) (i € I) avec yro < r; < 1o, telle que
vol, (B(zo, D\ U B(xi,mi)) < 6.

Il existe ainsi 7 = 7(n,d) et une famille finie de boules disjointes By(z;,7;) < Bo(zg, 1 — 0),

1€ 1, avec "’T\/{ <7 < % telle que

ZVO] Bo(zi,7mi) = (1 = 8)voly ) Bo(zo, 1 —9). (1.9)

el

=

Alors, grace au corollaire 1.1.3, les boules By(x;, (1 — ¢
dans Bi(zg, 1), quitte & réduire € > 0 de fagon a avoir
lemme /.1.8, on a vol, Bi(zi, (1 —0)r;) = (1 —d)vol (0

2

(=)

;) sont encore disjointes et contenues
(n—1VK < 2‘27 De plus, grace au
By(z;, (1 = &)r;), d’on finalement

vw‘

V01g(t) Bt(x(b 1) = ZVOlg(t) Bt(xh (1 - 5)Ti)7
el
> (1= 6) Y volygy Bo(wi, (1= 8)r:),
el

> (1 —6)*e“vol, gy Bo(0,1)

en appliquant d’abord Bishop-Gromov a la métrique ¢g(0), puis grace a (I.9).

[.1.3 Dilatation des distances en moyenne

Dans ce paragraphe, on compléte le controle ponctuel de la dilatation des distances obtenu au
lemme [.1.7 par un controle quantitatif et explicite de la valeur moyenne de cette quantité (pour
les couples de points dans une boule de taille fixée). Ces résultats servent de préparation a des
énoncés analogues pour la £-distance du paragraphe [.1.4. L’idée était d’utiliser ces résultats
pour construire des fonctions coordonnées et controler leur régularisations comme au paragraphe
I1.3.2 sous I'hypothése A, > —52Rg(t) — 1 correspondant a la conjecture 0.16. Cela n’aboutit
pas et les résultats de ce paragraphe et du paragraphe I.1.4 ne sont pas utilisés dans la suite.
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Les estimations en moyenne que I'on établit ici reposent sur 'inégalité du segment de Cheeger-
Colding (voir [7]) dont on rappelle I’énoncé.

Lemme 1.1.10 (Inégalité du segment, [7]). Soit (M™,g) une variété riemannienne et p € M,
r > 0 tels que B(p,r) est relativement compacte dans M. On suppose

Rcg > —1.

Soit f: M — Ry une fonction mesurable. Alors on a

JJ‘ J‘d(%y) r
fovey(w)du | dugy(z) du,(y) < Crvol, B(p, 5) JB( )f dpg,
p.r

0
B(p,5)?
0U Yy, désigne, pour tous z,y € B(p, g), une géodésique minimisante joignant T 4 y.

On utilisera en réalité une formulation légérement différente du principe du lemme 7.1.10,
conséquence directe de la preuve telle qu'elle apparait dans [7]. Soit (M™,g) une variété rie-
mannienne de dimension n et xyg € M tel que By(zo,2) est relativement compacte dans M.
Si pour 0 < § < 1 et 2,y € B(zp,1) non-conjugués donnés on note me(x,y) = vz,4(£d) ol
Yey 1 [0,d] = B(xo,2) est la géodésique minimale connectant « & y et d = d(x,y), on définit
pour tout x € B(zg,1) une application injective me(z,.) : B(zg,1) — M sur une partie de me-
sure pleine de son ensemble de départ. Si on suppose Rc g = —Fk, le principe de comparaison des
champs de Jacobi montre que

sinh E\/Ed) !

En particulier, si x1 € B(xp,1), r1 > 0 sont tels que B(x1,7m1) < B(xp,1), si Re g = —1, et si
f+ M — R, est une fonction intégrable, on a, pour tous 0 < £, < & < 1,

§1d(z,y) 1 1
f J- JoYay(u)dudu,(y) < C <n_1 - n_1> J [ dpy, (1.10)
B(z1,r1) A

Sod(z,y) 0 1

ou A = B(z, (d1 + r1)&)\B(x, (d1 — r1)&) et di = d(z,z1). En considérant la limite lorsque &
tend vers &y, on obtient l'inégalité supplémentaire

c
J;@hﬁ)f07ndmﬁﬂdudugy)<‘81£4fduw (1.11)

(A = B(z,(d+r1)&)\B(z, (d —r1)¢) et di = d(z,x1)) a laquelle sera aussi fait appel plus tard.
Notons enfin que le lemme I.1.10 se déduit de (7.10) en intégrant sur la variable x sur B(zg, ro),
en spécialisant d’abord pour &y = %, &1 = 1, puis en inversant les réles de zg et x1 et en sommant
les deux inégalités obtenues.

Lemme 1.1.11. Il existe C(n, K, vo), A(n, K) et e(n, K,vg) > 0 avec la propriété suivante. Soit
g(t) un flot de Ricci défini sur M™ x [0,T] satisfaisant aux hypotheéses (I1.1) et (I1.2). Pour § < e,
0 < A <1, on suppose le pincement du tenseur de Ricci

Ape (z,1) = —6Ry) — A (L.12)
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ainsi que Ry —A pour (x,t) € M x [0,T]. Alors si (zo,to) € M x [0, €?] est tel que By, (xo,8)
est relatwement compacte dans M, pour tout x1 € By(zo,1), 11 > 0 tel que Bo(x1,71) < Bo(xo, 1)
et 0 <& <1, §0+A\/%<£1<1, on a

J (dto - dO)Jr O Mgy, (1’07 y) d/JO(y)
Bo(x1,71)

52 to
C (nf f (Rg(t) + A) dp,dt + AT?t()) (51 — 50)
&0 Jo A(&05€1)

ot Uapplication me, ¢, : Bo(xo,1) — Bo(xo,2) associe & un couple de points non-conjugués
(z,y) € Bo(zo,1)? connectés par une géodésique vz, : [0,d] — Bo(z0,2) (d = do(z,y)) le

couple (Va,y(§0d), Ve,y(§1d)) et A(&o,&1) = Bo(zo,&1(d + 11) + Av/To)\Bo (2o, &o(d — 1) — Ay/To)
(d = do(wo, 1))

Quelques manipulations supplémentaires conduisent au corollaire suivant.

Corollaire 1.1.12. Il existe C(n, K, vy, @) et e(n, K,vg) > 0 avec la propriété suivante. Soit g(t)
un flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur M™, satisfaisant aur mémes hypothéses que dans
le lemme I.1.11 (pour 0 < 6 < €). On suppose en plus qu’il existe § > 0 tels que pour tout
x € By(r0,2),0<r<1let0<t<a’? ona

t
f J (Ry(s) + A) dpgds < gr—2t. (1.13)
By (z,r)

Alors, pour ©1 € Bg(xo,1), 11 > 0 tel que Bo(xz1,71) < Bo(xo,1), 0 < £ <1 et 0 <ty <
min(a?,€%) on a

J ( )(dto —dp)+ omge(zo,z) dpg(z) < C (526\/% + Ari'to max(+/to, {)) .
Bo(z1,m1

Le lemme I.1.11 et le corollaire 1.1.12 aboutissent en particulier aux estimations du corollaire
1.1.13 ci-dessous sur la dilatation en moyenne de la fonction distance. Cet énoncé ne sera pas
utilisé tel quel dans la suite, on I'inclut sans preuve & titre de comparaison avec le lemme 7.1.17
qui fournit les estimations analogues pour la fonction L-distance (dont la preuve repose aussi sur
le lemme 7.1.11 et son corollaire I.1.13).

Corollaire 1.1.13. Il existe C(n, K, vy, ) et e(n, K,vo) > 0 avec la propriété suivante. Soit g(t)
un flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur M", satisfaisant aux mémes hypothéses que dans le
corollaire I.1.12 (pour 0 < § < €). Pour x1 € Bo(xo,1), r1 > 0 tel que Bo(x1,71) < Bo(wo, 1), et
0 <t < min(a?,€%) on a d’'une part

O | (= do)i(on,a) dugle) < C88 + ArD)VE
Bo(x1,71)
D’autre part, pour 0 <rqg <1, on a

(if) ﬂ (ds — o)+ (2. ) dpio() duo(y) < C (628(ro + r1)ri=" + Arir?) .

Bo(zo,m0) x Bo(x1,71)
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L’idée de la preuve du lemme I.1.11 est la suivante. Si, au temps ¢, deux points z et x’
sont connectés par une géodésique 7, .+ le pincement du tenseur de Ricci permet de majorer
Pévolution de la distance entre x et a’

dy (z,2")

Ordy(z,2") < L (—Age (Va,ar (1), 1))dr,

di(z,z")
<6 J Ry (o) (o0 (), D)dr + A
0

En intégrant pour tous les couples (x,2') € By(xo,1)? on obtient

di(z,x’)
[ Rt .00 e @ 11

(7tf (dt —do), dpy @dus < 5‘[
Bo($0,1)2 BQ(I0,1)2 0

— 2J (dt — d0)+ Rg(t) dPJt ® dﬂt + CA.
Bo(zo,1)
Ainsi, si on peut appliquer I'inégalité du segment du lemme 7.1.10 a la métrique g(¢), on trouve

8t J (dt - do) d,ut ® d,ut < C6 Rg(t) d,UJt + CA,
Bo(m’o 1)2 B0(1012)

et le résultat suit en intégrant. La difficulté provient du fait que ’on ne suppose pas la minoration
uniforme de la courbure de ricci qui permettrait d’appliquer le lemme 7.1.10. On aura besoin au
cours de la preuve du lemme 7.1.11 d’un résultat technique permettant de comparer la valeur
ponctuelle et la moyenne locale de la courbure scalaire 4 une échelle de I'ordre de +/t.

Lemme 1.1.14. [l existe no(n) > 0 et C(n, K,n, A) avec les propriétés suivantes. Soit 0 < n <

Mo, et g(t) un flot de Ricci sur M™ x [(1— %)%,ﬂ satisfaisant aux hypothéses (1.1). On suppose,
pour a,b > 0 fixés, la condition de pincement du tenseur de Ricci

Re g(t)(u,u) = —aRy) — b (1.14)

pour tout u € T, M avec |u|, = 1, ainsi que Ry = —b pour tout (x,t) € M x [(1 — %)%,ﬂ.
Soit xg € M tel que B;(a:o,élA\/%) est relativement compacte dans M. Alors, si on définit P =
By(zo, AVT) x [(1 — "—;)f,ﬂ et Q = By(zo,24V1T) x [(1 — %)%,ﬂ on a

eC'(lJra)

sup Ry (r) < L(Rg(t) +b) dpydt + T,

75+1

Démonstration. On met le flot & ’échelle en posant g(s) = % (1 + £)) pour —3n? < s <0,
et on suppose n < 1 choisi de maniére & ce que 1G(0) < G(s) < 4§(0) pour —27*> < s < 0. On a
2

alors P = By(xg, AVK) x [~ 7] 0] et Bo(z0,2AVK) x [~ 3 ,0] € Q. On commence par définir
une fonction u(w, s) = Ry(s) + K sur M x [—%2, 0] dont on verlﬁe qu’elle satisfait & u > 0 ainsi
qu’a ’équation
(0s = A = Rg(s))u = 2|Re g(s )2 Rg(s)
< 4(n—1)[Re g(s)|,
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gréace a la borne a priori sur la norme du tenseur de courbure. D’autre part, on a (pour |u|, = 1)
—aRgs) — %f < Reg(s)(u,u) < Ry —(n—1) IEL?:fl Re g(s)(u,u),
< (I+(n—=1a)Rge + (n— 1)%{
d’ou, pour C(n, K) ne dépendant que de n et K,
(0s = A —=Rys))u < C ((1 + a)u+ bE).

On définit alors une seconde fonction, v(x,s) = (u — Cbts)e~C (1793 qui satisfait a

(65 —A— Rg(s))v < 0. (1.15)

0
On pose m = J J v(x, s) dfis(z)ds. Par continuité, on peut sélectionner
7%7}2 Bo(w072\/?A)

[\l

n? < so < —2n? tel que

- 4m
f~ o(s0,7) dfiy, () < —2t (L16)
30(10,2\/ KA) n

Par un argument analogue, si on pose ) = Bo(xo, 2v/ K A), on peut trouver 0 < ro < @A tel
que si Q(r) = {x € Q| Bo(x,r) est relativement compacte dans Q},

0
m
v(z,s) dos(x)ds < C——. (I.17)
-[—3712 J‘59(7"0) ( ( VEA

ou la constante C' ne dépend que de n. De plus, les arguments de la preuve du lemme 1.2.9 du
paragraphe 1.2 (pour N = 1) permettent en plus d’établir les bornes suivantes

K{, (50 < 0 |VE(, o (zu) <C (L18)

pour tout (z, s) € B(zo, AVEK) x [-1%,0], y € Q(ro) et (z,u) € dQ(ro) x [s0,0], ot K{, ) désigne
la solution fondamentale du probléme de Dirichlet (05 + A)w = 0 sur £(rg) X [0, 0] avec w =0
sur Q(rg) x {so} U I (rg) x [s0,0]. L’équation (I.15) satisfaite par v permet de faire appel a la
formule de représentation

v(z,s) < f

0
050 K 0rs0) i + | [ o) VEG (o) dg (21,
Q(ro) s0 JOQ(ro)
les estimations (1.16), (1.17) et (I.18) se combinant alors pour aboutir a la majoration

sup v < C(n,K,n, A)m,
Bo(mo,A\/E) X [77]2,0]

d’oi, en revenant & ’expression de v, la majoration de ’énoncé.
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Preuve du lemme I1.1.11. (i) Pour 0 <t < €3 et 0 < §% < €3, la condition de pincement (1.12)
entraine en particulier (puisque A < 1) la minoration Rec g(t) > M On peut
donc poser ¢y = We(n, K, vy, %) ou e(n, K, vg, 10) provient de la proposition

1.1.7, de fagon a garantir a le contrdle de la distorsion des distances

20 — 11 t
dO(xvy)_i(n_l) Ktédt(xay) < 7d0(xvy)+i (119)
3 10 10¢q
et la minoration du volume des boules
9
volyyy Bi(w,7) = —voly gy Bo(z,T) (1.20)

10

pour tous x,y € By(xg,4) No<r gl et 0 <t <ed

? 1060 ==

On fixe ensuite x1, r1, &y, &1 et 0 <ty < e% comme dans 1’énoncé, et on définit

do={xe M| &(d —r1) — AVt < do(zo,x) < &1(dy +71) + AV},
= {x eM | fo(dl —’]"1) —2A\/%< do(.’Eo,l’) < gl(dl +7"1) +2A\/%},

ot di = do(xp,x1) et la constante A sera choisie plus bas. La premiére étape consiste a

recouvrir #g x [0, ty] par des domaines paraboliques sur lesquels le flot évolue a courbure

bornée. Aprés avoir fixé n > 0 (en fonction de n et K) de maniére & avoir, pour tous
2

(1-L)t<s<t<T, 1g(t) < g(s) <4g(t), on définit une suite de temps décroissants

{t:}i<o en posant t; = (1 - —) ity. Pour tout i < 0, on sélectionne alors {x; ;} e,

une partie fo Vi “F -séparée maximale (et donc € '/f;-couvrante) de &10 pour la métrique

dy,. On deﬁmt enbulte les domaines paraboliques P, ; = By, (%7],460 VE) X [tic1,ti] et
Qi,; = By, (11],860 Vit X [tiza, ti]. SlA>8651 2—30\/Feti0<0,

ﬂo X [tio,to] (e U sz C U Qi,j (e (941 X [tio,to].

10<1<0,5€J; 10<1<0,j€J;

On pose enfin m;_;

9= ot servi] au, Raw +A) dug e Mij = supp, , Ry +A).

(ii) On fixe ig < 0. On a

0 to
SN B (i 8eg 'V, t My < cf J (Ryr) + A) dpydt. (1.21)
0 .ﬂl

i=1ig j€J;

En effet, fixons ¢ < 0. Puisque la famille {z; ;};cs, est \Q/E—Séparée pour la métrique dp,
il existe une constante C(n) telle que 'on peut partitionner J; en N sous-ensembles,
ie. J; = Ji1u...u Jin, avec N < C, tels que pour tout 1 < k < N, la famille
{xi’j}jeji’k est 16651\/E—Séparée pour la métrique dy, et donc 8661\/t7i—séparée pour la
métrique dy,. D’autre part Uje-h,k By, (mi,j,Seal\/t?) c 9y pour tout 1 < k < N, donc

t .
D<o ZJEJ St, ) SBti(xi,jvseal\/E)(Rg(t) +A) dpgds < § Swl (Rg@) +A) dpgds soit, en som-
mant sur k puis sur 7,

Z Z }Bti(xoaseo_l i t mz,g < J J g(t) +A d‘utdt

i<0 jeJ;
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On conclut en remarquant que sur chaque @Q; ;, le lemme I.1.14 s’applique (si on s’assure
que dans (i), n est choisi inférieur au 179(n) provenant de cet énonce), d’on
M
M;; <C (% +A)
i

pour une constante C(n, K, vg), d’ou (1.21).

(iii) Soit z € Bo(x1,71), Yao,s : [0,d] = Bo(zo,2) (ot d = do(xo,x)) une géodésique mini-
misante entre xo et x pour la métrique g(0), T = Vzy,2(60d) €t § = Yao,2(€1d), et enfin
5y = 7950795|[§0d,.51d]‘ On a en particulier ¥ ¢ {x € M | o(d1 —r1) < do(zo, x) < &1(dy +71)}-
On fixe ig < 0 et on construit une suite de chemins ; (ip < i < 0) entre T et § avec, pour
o +1<i<0,

a‘) eti—l(’yi) < gti_1(7i71)7
b) Vi & {JZ eM dti—l (x”)/i—l) < 661\/“?}'

Pour cela on pose ;, = 7 puis on suppose que 7y;_1 est construit, et on considére une suite
de points z; 1, ..., z k; le long de ;1 avec %eal\/ﬂ <di, , (Zik, Zikt1) < eglx/tij pour
tout 1 <k < k; — 1. Pour tout 1 < k < k; — 1, on choisit 7; ; une géodésique minimisante
pour la métrique g(t;—1) entre 2 et z; x+1. Y est le chemin entre Z et § obtenu en

concaténant les v; r, 1 < k < k; — 1, les propriétés a) et b) étant alors immeédiates.
Va,y

Compte tenu de l’estimation (1.19) la propriété b) implique v; < {x € M | do(x,vi—1) <
%} et par induction

K
3w e M | do3.2) < — Vi) (122)
En particulier, si on fixe A = 601572 dans la définition de gy et Ay, v; < do. Pour tout

0 <k <k —1,il existe ainsi j € J; tel que dy, (25, %i ;) < 651\/5, et, puisque 7; , <
Btifl(zi,k, Eo_ly/ti_l) et g(tz) < 4g(t7;_1), Yi,k < Bti (1‘7;7]‘,4661\/5'). On a donc pour ti—l <
t< tia

Ocle(Vik) < sup(—Age ) (vik),
&
20%\/t;
KEO
grace a 'hypothése (7.12). En intégrant 1’équation différentielle entre ¢;_1 et t; puis en
sommant sur 1 < k < k; — 1, on trouve

<

<

M ;4 ALy (7vix)

3
e Mty (35) < OO Y K| 87 My + e 04, ()
jGJi,

ou K, ; = {1 <k <k|zpe B (xw,egl\/ﬂ)} et ou la constante C' dépend de n, K et
vp. En sommant cette fois sur ip < i < 0 et en utilisant a), on trouve

0
3
lig(h0) < C8%eM0 30 M [Kij| 87 My + eMo~tolty, (). (1.23)

i=i0 jeJi
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Afin d’établir une majoration de |K;;|, on note que si k € K, ;, alors par définition

do (mz i Zik) < 2\/5 tandis qu’en vertu de (1.22), il existe un point z € 7 avec do(z; k, 2) <

772 t;, ce qui 1mphque en particulier £y <fy N Bo(l”m, P \/’)) 25](2 t;.
En ayant recours a une partition K; ; = Kl-l, ;U o u KT telle que chacune des familles

{Ziktperr (L <1< m)est E‘ii; V/ti-séparée, le nombre m d’elements de la partition étant
K3V

borné par une constante C = C'(n, K), on arrive a la conclusion qui suit : si on pose

. 1 si do(xi’j,x) < E%JIT; t;
X () = 0 sinon

on a €1d
1
Vi | K 5| < CJ Xi,j © Vao,z(w)du,
&od

et la formule (1.23) peut-étre réécrite sous la forme

&1d
Uy (70) < CF? 2 > (J Xi,j O%ro,x(u)du> tiM; j + M0l (v;,)

i=19 jEJ;

puis en passant a la limite pour 19 — —o0,

§1d
di, (Z,9) — < 0o? Z Z (f Xi,j © %:o,x(u)du> tiM; j + 2Atodo (2, ),

<0 jeJ;

ot C' dépend de n, K et n.

D’autre part I'inégalité du segment (1.10) appliquée a la fonction x;; et a la métrique
¢(0) permet d’écrire

&1d 1 1
J f Xi,j © %co,x(u)du dpg(r) < C <n_1 - n_1> J Xi,j ditg,
By(x1,m1) JEod 0 1 Bo(z0,2)

1 1 41K
< C( n—1 n—1> 'Bo(zi7j7 € 2\/5)
o7

0 1 0
et donc
J (dto - d0)+ O Mgy & (JZQ,JZ) d:UJO(x)
Bo(z1,m1)
0

1 1 4K\/t; 1.24

<C§2< — n1> Z Z Bo(aji’j,i\éi tZMz,J ( )
0 1 i=io jeJ; " o

+ CA(& — &o)rito.
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Enfin, puisque grace a (1.20) et a la minoration du tenseur de Ricci de g(0),

AK At _
W) <C |Bti($i,j78€o 1\/t7i)|ti )

‘Bo(l‘i,j,
0

on fait usage de (I.21) dans (1.24) pour trouver finalement

f (dig — do)+ 0 gy g1 (20, ) dpig(2)
Bo(z1,m1)

1 1 fo
< 062 < -1 — nl) J‘ J‘w (Rg(t) + A) dﬂtdt + CA(gl - 50)1”?750.
1 0 1

é—’n

0

L’énoncé du lemme en découle puisque E"l T — éﬂ%l < 515150.
1 0]

O

Preuve du corollaire 1.1.12. Le lemme I.1.11 fournit §p = do(n, K, vo) et Ag = C(n, K). On fixe
0 < to < min(62, a?) puis on pose §y = max(ﬁ 4A°‘F,§) puis on définit les suites {&;};<o et
{ti}ico en posant & = 2%y, t; = 4'ty. On a alors & — &1 = Ag/t; pour tout ig +1 < i < 0,
et le lemme 7.1.11 combiné avec I’hypothése (I.13) de majoration de l'intégrale de la courbure
scalaire, permet d’écrire

J (dti - d0)+0m£'i—17fi (xo,.’lt) d/’LO(x)
Bo(x1,71)

62
<clg [ Mo dudee a6 -6

Bo(20,2€:) % [0,t;]

<52f3 &+ At ) (& —&n),

<C <525£O + Ary to) (& —&i—1)-

'n

D’autre part, ’hypothése (1.13) implique aussi SS o) [0 ](Rq(t) + A) dp,dt < a" 5 pour

tout © € Bo(xp,1). Le lemme I.1.14, appliqué pour A = é combiné a I’hypothése sur le pincement

du tenseur de Ricci conduit donc & la minoration Re g(t) = —C(‘S%ﬁ + A) (C dépend de n, K,
«). On a donc

to 5?8
(dto - dti)"" OMg;_1,¢ (x07x) <4 ((t) eCA(miti) - 1) (gl - Ei—l)a
Ainsi

f (dt - d0)+ OMeg;_1,¢ (.’130, Jf) dHo (62/8 + Ar?to)@ gz 1)
Bo(z1,m1) 5

(3

+ C’I’ (4 Ccs? Bi CAto o 1)(62 7 51'—1)7
Puisque 3, (47C0#eCM0 —1)(¢; — € 1) = (TN — 1)go + (1 -470F) 3, | 201-2088)ig, <

C(Atg + 36%)&, on obtient le (i) en sommant pour i < 0.
O
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I.1.4 Quelques propriétés de la “distance parabolique”

Perelman a introduit dans [27] la notion de L-distance entre points de I'espace-temps d’'un
flot de Ricci complet. Dans ce paragraphe, on considére une variante de la notion de Perelman
introduite et étudiée par M. Feldman, T. Ilmanen et L. Ni dans [17] (la variante consiste es-
sentiellement & substituer la variable de temps ¢ & la variable 7 = ¢y — t dans la définition de
Perelman). On considére un flot de Ricci défini pour 0 < ¢ < T sur une variété lisse M™ de
dimension n. On pose 2, pour tout chemin v : [s,t] — M lisse par morceaux,

t
L(y) = f V(AP ) + Ry )du,

puis pour z,y € M, s <t e [0,T],

o linfimum est pris sur tous les chemins lisses par morceaux v : [s,t] — M avec y(s) = x et
~(t) = y. On définit enfin la fonction L-distance en posant

I’(w,s) (yv t) = 2\/%L(w,s) (ya t)

Si en général, L ne définit pas une véritable fonction distance entre les points de M x [0,T], on
fait par contre ’observation suivante

Remarque 1.1.15. Si g(t) est un flot de Ricci complet & courbure uniformément bornée, alors
la fonction L; : M? — R, (z,y) — E(r,o) (y,t) converge uniformément sur tout compact vers le
carré de la fonction distance au temps 0, d3 : M? — R,. Autrement dit, pour tout z € M, la
fonction Lz,0) définie sur M x]0,T] peut étre prolongée par continuité & M x [0,] en posant
L(ac,O) (y7 O) = dO(xv y)Q'

Le role de la fonction L-distance dans le présent travail est de fournir, au paragraphe I7.3.2,
des barriéres pour les solutions de I’équation de la chaleur couplée au flot de Ricci. En effet, si
xeM,te[0,T] et U est un ouvert tel qu’en tout point y € U, L, 0)(y,t) est réalisé par une
%£-géodésique minimale lisse, on a ([17], (2.19))

n—1

O — AW Ly = —— =
(Ot = A)V Lz0 Voo

(1.26)

L’inégalité (1.26) est optimale dans le sens ot le cas d’égalité est réalisé pour (et caractérise) les
solitons expansifs. Il est utile de comparer (1.26) a la propriété de barriére de la fonction distance
elle-méme rappelée au lemme 7.1.1, qui implique en particulier

5(n—1)

0y — A)d )= -
(O )di(, ) 3 1o

(1.27)

2. Dans [17], les auteurs notent £+, Lt et Lt les quantités que I’on considére dans ce paragraphe afin de les
distinguer de celles originellement posées par Perelman. Comme ici il n’y pas d’ambiguité possible, on omettra
les u+77.
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ourgy, =sup {r>0|Rcyg(ty) < (z,7)}. La propriété (1.27) justifie 'usage de
la fonction distance dans la construction de barriéres aux solutions de ’équation de la chaleur
pour les flots & courbure de Ricci uniformément majorée. En ’absence d’une telle borne, (7.26)
justifie que ’on préfére la fonction L-distance. Ce que 'on gagne avec (1.26), on le perd néanmoins
en information sur la norme du gradient de I_/(m,O)(-; t), et la formule

4t*R
———0V L) + 22 (1.28)
(2,0)

_ 2
’V\/E(z,())’ = \/—( :
x,0

(voir [17], (2.8) et (2.9)) valable dans les mémes conditions que (7.26), remplace le trivial

Le reste du paragraphe est consacré a établir deux énoncés, le premier donnant, lorsque le
flot n’est pas supposé complet, des conditions sous lesquelles I'infimum L, o)(y, ) est réalisé par
une £-géodésique lisse et par conséquent (1.26) et (1.28) sont valides, le second consistant en I’
analogue pour la L-distance du corollaire 1.1.13 sur la dilatation moyenne de la fonction distance.

Lemme 1.1.16. [l existe e(n, K, vg, d) avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot de Ricci défini
pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n satisfaisant aux hypothéses (I.1) et
dont la donnée initiale vérifie (1.2). Si pour (z,t) € M x [0,T]

2
Re g(a,t) > ——,

alors si Bo(xg,8) est relativement compacte dans M, pour tout couple de points x,y € Bo(xzg, 1)
et 0 <t < €? il existe un chemin lisse ~y : [0,t] — Bo(wo,4) tel que

Lizo)(y:t) = £(7),
et on a l’encadrement
(1= 8)do(2,y)* = 6 < Lz,0)(y,1) < (1 +8)do(,)* + 6.
En particulier, si © € By(zg,1), on a (I1.26) et (1.28) sur By(zg,1).

Lemme 1.1.17. Il existe e(n, K,vo) > 0 et C(n, K, v, @) avec les propriétés suivantes. Soit g(t)
un flot de Ricci défini pour 0 <t <T sur une variété lisse M™ de dimension n satisfaisant auz
hypotheéses de décroissance (I.1)et dont la donnée initiale vérifie (1.2). On suppose en plus, d’une
part, qu’il existe § < e et 0 < A < 1 tels qu’on ait le pincement du tenseur de Ricci

Re g(t) = —6°Ry) — A,

ainsi que Ry = —A, d’autre part qu’il existe > 0 tels que pour tout x € By(xo,2), 0 <r <1
et0<t<a’r? ona

t
[, s ans <o
0 BO((E,'I')

Alors si xg € M est tel que Bo(zg,8) est relativement compacte dans M, six1 € M, 0 <1y <1
et 11 > 0 sont tels que B(x1,71) < Bo(wo,1) on a pour 0 < t < min(a?,§?)

() JB - (L 2.0y (@0, 1) = do (2, 20)*) . dpg(x) < C(8%B + Arf)Vi
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ainst que

(if) j j (L ooy (0:1) — do(,9)%) , o) dpio(y)

Bo(x0,70) X Bo(x1,71)

<C (526(7"0 + r1)2rg + Arg rl)

Soit g(t) un flot de Ricci satisfaisant aux hypothéses de I'un ou de Pautre des énoncés des
lemmes 1.1.16 ou I.1.17. § > 0 étant fixé, la proposition I.1.7 sur la continuité de la fonction
distance fournit €y(n, K, vg, §) tel que pour tout 0 < t < €3 et tous points z,y € By(xo,2) on a

20 ot
dolay) = 2 n ~ DVEE < dya.9) < (1 + S)dofa) + X (1.29)
0
Dans la preuve de chacun des deux lemmes intervient une quantité &£ d(v), approximation discréte
de £L(y). Pour 0 <t < T et v :[0,t] > Bo(xg,2) chemin lisse par morceaux, on définit une suite
de temps {s;}i<o par s; = (1 + ‘/) t puis une suite de points {z;}i<o en posant z; = y(s;). On
définit alors, pour tout i < 0

L. 2
I,di (7) = ds; (2 zi+1)

2(VEirt — v/

puis

LUy = D) L% (),

i<—1

et enfin, si &,y ne sont pas conjugués et si v, 4 : [0,t] — M désigne la g(0)-géodésique connectant
do(z,y)
2v/t/u

x & y paramétrée de maniere a avoir |f'yx7y|g(0) (u) = on pose

L((i:c,()) (ya t) = ‘%d(’ym,y)
ainsi que
I’?J},O) (y) t) = 2\/ZL((iz,O) (y? t)

L’expression choisie pour £¢ est justifiée par la remarque qui suit.

Remarque 1.1.18. Soit g une métrique riemannienne fixée sur M", x,y € M deux points tels que
By(z,2) est relativement compacte dans M. L’infimum de la fonctionnelle

=f¢am<u>|2du

parmi les chemins lisses par morceaux 7 : [s,t] — M avec n(s) = x et n(t) = y est donné par

dg(x,y)?
2Vt —/5)

et est réalisé par toute g-géodésique minimisante v : [s,t] — M paramétrée de maniére a avoir

mf.f q(n) =

Y — dy(w)y)
MW = s
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Démonstration. On pose d = dy(x,y) et on procéde au changement de variable r = Vu—/s g

d|an|? L
— ﬁso Z—Z dr, ou 7j(r) = n(u).

Classiquement Iinfimum de cette expression est réalisé pour la géodésique 7 paramétrée a vitesse

dans Iexpression définissant £,(7n), qui devient £(n)

constante ( ’ ’ = 1) d’ott ’énoncé aprés changement de variable inverse. O

Substituer £¢ 4 £ revient donc a considérer que la métrique g(t) est statique sur chaque
intervalle [s;, s;+1] (et & négliger le terme S(t) Rg(5)ds). Les formules qui suivent permettent de
comparer £% et £L.

L(y) = LUY) = = Y Miy/55d2 — At3, (1.30)

<0

ot d; = ds, (2, zi+1), M; = SUDp_ (2, 4d;)x[s1,5141] SUPJuj=1 RC g(8)(u, 1), et d’autre part il existe
un chemin 4 : [0,t] — By(zg, 4) avec (0) = v(0), F(t) = v(¢) et

LE) - LY < (8M JEid? + nMi(s?, s;)) (1.31)

<0

N ! _
ou M; = Suszi(z,;Adi)x[si,si_,_l](

—AR. ) pour tout i < 0.

Preuve de (1.31) et (1.30). Pour tout i < 0, on choisit 7; : [ss,8i+1] — Bo(xo,8) géodésique
minimale pour la métrique g(s;) connectant z; & z;41, paramétrée de fagon a avoir |4 o(si) =

) S; <12 4
m et donc Ssi+l \/g|’}/z|sl ds = .%d’ ('y) Pour (11375) € Bgz(zz,4d1) X [3@7Si+1], on a

e M =5 g, 5,) < (e, ) < 2MiG=5)g(a, ;). Puisque (s, si1]) © By, (21, 4d;) on a

ainsi
Si41
L(yi) — LYY J V(32 — 1l )ds + VsRy(s)ds
/ d,i 2n 3
< 4M'(Si+1 - Sl)'% ' (7) + ?Mi(sﬁrl Si )7
3 3
< 8M{y/mid? + T My}, — 5),

ou C dépend de n,K, et vg. En notant 4 le chemin obtenu en concaténant les 7;, i < 0 (et en
posant ¥(0) = v(0)) puis en sommant pour ¢ < 0 on obtient (7.31).

Afin d’établir (1.30), pour tout ¢ < 0 on choisit s; < ¢} < s;41 maximal tel que y([s;, s5[) <
Bs,(zi,d;). Si on pose y; = 'y|[si75,_] on a

COM, (i1 2A 33
L(vy;) > e 2Milsin= I)J \f|%sl—*((si)2—si),

puis comme d’aprés la remarque 7.1.18 'infimum de la fonctionnelle Si NG |77|§ ds pour les che-
ds; (zi,7(55))?
2(y/si=v50) |

‘§£( ) > 672M,’,(S7‘,+1 51)d (ZZ7 (S;))2 % ((S/)% %)
'Yz = f \/572 3 ]

dl2 2A N3 3
= (1 — 2Mi(3i+1 — Sl)) (m \/7) 3 ((57,) - S; ) .

mins 7 : [s;, s;] — M connectant z; & y(s}) vaut
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Enfin comme £ (7, o,.,1) = £ (v +S " V/5Ry(s)ds,

i 1 2N / 3 3
'58(7 [Si,SiJrl]) -zt (7) = _§Ml\/gd12 - ? (81'2+1 - 51'2) :

On trouve (7.30) en sommant pour ¢ < —1.
O

Preuve du lemme 1.1.16. Soit v : [0,t] —» M un chemin lisse par morceaux connectant deux
points x, 2" € By(xo, 1), {si}ti<o, {#i}i<o €t {d;}i<o les suites introduites plus haut. On a en
particulier, grace a (1.29), >3 di = X <o(do(zi-1,2:) — D(n—1)VKs;) = D<o do(zi1,2:) —
40nv/ Keg. En utilisant la majoration M; < ("gﬁ et la minoration Ry;) = —1 issues des
hypothéses (1.1), la minoration (1.30) (avec A = 1) devient

d2
2(’)/) > KZ:O ( /Si+1 — \/7) 1<0
(n—1)Kvt d?
0 )Z 2ot — o)

> (1~ t’%,

Vi 1 262

: 1
puisque —= < 2e0 VSV soit, si on suppose t < CESYE

d? )3
3(’7)2(1—52 -2,

2 Aot — /o)

puis grace a l'inégalité de Jensen qui veut que pour {«;};<o fixée avec a; > 0,

Z l”j < (Zigoxi)Q
> s
i<o D<o

on trouve finalement

(1= 8)(Xico do(ziz1,2) — 6)* 2
N s (1.32)

L) =

En particulier, si le chemin « n’est pas entiérement contenu dans By(z, D) (D > 1), on considére
0 <t/ < ¢ minimal tel que v(t') ¢ By(z, D) et on trouve, en appliquant (1.32) a 4 = 'y|[0 "t
¢
() > L)+ [ ViRyods
_ 52
S A=9@D -8 22,
2Vt
D2

(1.33)

> .
4Vt

D’autre part, on considére v, . : [0,¢] — Bo(zo,2) une géodésique minimale connectant x
do(z,z")

VR (1.31) garantit 'existence d’un chemin ¥ < By(xo, 4)

a z’, paramétrée tel que |y 00| =
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reliant © & 2’ avec, en se référant a (1.29) pour majorer les d;,

edo(z,2")?

NG

N2
d‘)(;\’;) +C62. (L34)

Ainsi, si z,2’ € Bo(zg,1) et 0 <t < €2, I'infimum L(z0)(2',t) est obtenu comme la limite d'une
suite {£(v:)} ou,d’apres (1.32), L(y;) < % a partir d'un certain rang, ce qui, grace a (1.33),

L) <L) +C( +6%),

<(1+90)

implique que ~; est alors entiérement contenue dans By (g, 2). Puisque pour un flot fixé, |Rm ¢(s)|
est uniformément borné sur By(xg,2) x [0,¢] par compacité, les arguments classiques tels qu’ils
apparaissent dans [22] permettent d’extraire de la suite «; une limite lisse (une £-géodésique
minimale). (1.32) et (1.34) fournissent alors ’encadrement de ’énoncé. O

Preuve du lemme 1.1.17. Soit eg = €(n, K, vo, %0) issu de la proposition 7.1.7. Pour ¢ < ﬁ,

2
les hypothéses de 1'énoncé impliquent Re g(t) = —< et donc

Vit
1060

20 — 11

pour tous x,y € By(zg,2). Le lemme I.1.11 fournit € = €(n, K, vg), le corollaire 1.1.12 e; =
e(n, K,vg). On définit € = min(n(nefol)}{,el,eg,a). Pour tout couple de points x,2" € By(zg,1)
non conjugués pour la métrique g(0) et 0 < t < €2, on considére la g(0)-géodésique minimisante
Yoo+ [0,t] = M connectant x & 2’, paramétrée de fagon a avoir |y, ‘g(O) = d"QL\/g) et on définit
les suites {s; }i<o , {2i}i<o et {d;}i<o comme plus haut. La preuve consiste a estimer I’écart moyen
entre Eflz’o) (@',t) et E?x,o)(x’ ,0) en appliquant les résultats analogues sur la fonction distance
obtenus au lemme 7.1.11 et au corollaire I.1.12, puis a faire appel a (1.30) et (I.31) pour controler
Pécart moyen entre E?x,o) (z/,t) et Lz 0)(2/,1).

On établit pour commencer 1’équivalent de (i) pour la fonction L%, Pour cela on suppose
0 <6 <eeton fixe 0 <t <32, puis on considére la construction ci-dessus pour x € B(x1,r;) et
2’ = xg. Pour tout i <0, on a

do(zi,zi+1)2 < %dO(ziyzi-&-l) + \1/(;2

(Vi —vE) i — v

(dsi (% Ziy1) — do(zu Zi+1)) )

L ('Va:,wo) )

puis comme do(z;, 2i+1) = Lg(0) (’71,1‘0|[Si7si+1]> = 4/ do(z0, ) — A/ do(20, ),

do(2i,2i11)? B 2d0(:r0,ac) + %

‘§£d,i T, T - < dsv iy 24 —d iy i s
(V.20 2(/5i41 _\/S»z) Vi (ds; (2 zi+1) 0(2i zi+1))
4
<7 (ds, (zi, ziv1) — do(2i, zit1)) - (1.35)
On traite séparément le cas i = —1 et ¢ < —1. Pour ¢ = —1, on a (29, 2-1) = mo.¢_, (zo, ) pour
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£ =1—4/%*, donc

. do (0, 2-1)°
pd-l w.z0) — Bl et YA dug(x
JBo(ml,rl) ( (FY ’ ) 2(\/1?_ q/$_1)>+ MO( )

i)
< — ds_, —dp) omoe ,(xo,x) duy(z),
\/E Bo(llﬂ"l)( ' )+ i ’

soit, grace au corollaire 7.1.12,

d,—1 _M )
JBo(ml ) <$ (Vz.20) 2(v/t — \/i)> dpg(z) < C(6%8 + Ar}).

Pour ¢ < —1, on a

_ do(2is zi+1)?
LDy gy) — L ) dpg(x
JBO(mhrl) ( (7 5 ) ( ,7814’1 /781') N MO( )

4
< — (dsq - d0)+ O M 41,6 (:Eo,it) d.“o(x)a
\/7 B(](Q?l T1

ot § = 1—4/7%. On applique cette fois le lemme I.1.11, qui, combiné au fait que

0 JBo(z0,&:)

~4) permet d’écrire

(puisque & > €1 > Y >

Ry 24 2
J (gd,i(,y%xo)ch)(m) dpg(x) < \[(525 +Ar?)(fz‘+1*§i).
Bo(z1,r1)

2(y/5iv1 = +/51)

Enfin, grace a la remarque 1.1.18 (pour la métrique ¢(0)), on a

52

do(z; Zz+1 )? Jsl“ . 2
’ V8 [F o 0y
1;1 ( 3'L+1 z;1 0 g(O)
. 2

= f() \/g|'71,a:o|g(o) ds

do(w,x0)?
IV A

Aussi, en sommant pour i < —1 I'inégalité précédente, puis en multipliant par 2+4/¢, on obtient
Jooo (Bt ot o) | duole) < 005 + AV (136)
o(Z1,71

On établit maintenant I'équivalent de (i) pour la fonction L%. Pour cela, on commence

par poser £ = TOET , puis g = max { i < 0 | \/% < £ }. Dans un premier temps, on fixe
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Yy € Bp(xl,rl), et pour tout ig < ¢ < 0 on peut écrire grace au lemme 1.1.11 et au fait que
.o ([d,d]) < Bo(wo, ;222-),

f (day — do)s 0 e, 11, (4-2) dpig(2)
Bo(zo,r0)

2 n—2
<C (6 B ( 2ro ) S +A7‘6LSi> (Civ1 — &),

g o+ 11

ou & = /3 et donc, en combinant avec (I.35),
2

; do(zi, Zi+1 )
Ly ) — 22 ) A (z
J-Bo(aco,ro) ( ( Y, ) 2( Sit1 — 51') 0( )

2 n
< \C/% <52ﬁ (ro;;m) <:‘13> +Ar3> (&ir1— &),

puis en intégrant pour y € By(x1,71), en sommant pour ig < i < —1, et en multipliant par 2V,

(L_(dzi )84 )(J}, t) dO (Zim y)2) d/’LO(m) d:uO (y)
0’70 +
Bo(:vo,’l‘g)XBl(Il,’r‘l)
< O(82B(ro + r)*rg 2t + Argr?t) (1 — &),

< O(6%B(rg + 7‘1)7"8_1 +A2—

Dans un second temps, on fixe x € By(zg,ro) puis pour i < ig, {§ = 1 — /. Le lemme 7.1.11
permet alors d’écrire

f (de, = do)+ omer  e: (2, ) dpioly)
Bo(z1,m1)

<C </bi + Ar?si) (& —&1q)
(9%

o, si A(n, K) est la constante fournie par 1’énoncé du lemme 7.1.11,

bi = f J Ry(s) dpgds.

0 JBo(z,(do(z,21)+71)&]+A\/57)
Or on a
/ 1 n—2
b < B(& + max(=, A)y/s:)" i,
< CB(E)" 2, (1.38)

pour C dépendant de n, K, vg et . En combinant (1.35), (1.37) et (1.38), en multipliant par
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2/t puis en intégrant pour x € By(xg, 7o) on trouve

[ (B0 —dowz?)  due) duty) (1.39)

Bg o, T’o XBl :El ’I“l)

c©*s )] “1 4+ Arlrit,
1<ip—1
< C(6*B(5— — Dy + Argri(1 — &t
io+1
C(s” Lyt 1.40
0+ A——)t. .
( prirg L+ 7”0) ( )
En additionnant (1.36) et (1.40) on trouve finalement
[ (Eown—dws?) duote) duolo)
Bo(zo,m0) x B1(x1,71) (1.41)

<C (525(7"0 + rl)ro + Arorl)

On estime maintenant Uintégrale de L, o)(x,t) — Efly,o) (x,t). On considére donc encore une
fois deux points, x € By(zo,70) et y € Bo(z1,71), Yy.» : [0,t] = Bo(zo,2) une ¢(0)-géodésique
dg%), ainsi que les suites
{si}i<o0, {zi}i<o et {d;}i<o correspondantes. On a en particulier d; < %do(zi,zHl) ‘1/0: < \/:7
La majoration (I.31) fournit un chemin 74 : [0,¢] — By(zo,4) connectant y a = tel que

L) — LYya) < C Y ((PMi + A)y/sd? + Mifsy — s))

1<0

minimisante connectant y a x, paramétrée de facon a avoir |y(u)|, =

ou M; = SUP L (o, AT [, %+1] . On en déduit

L(y oy (z,t) — L(y 0)( t) < C(*Vt + 1) (Z 55M1> . (1.42)

i<0

\ﬁ

On définit £ = 1 — /% puis pour chaque i < 0, on considére une partie -séparée maximale
(done T‘ﬁ—couvrante) {z; k}rek, de Bo(xo, &), et enfin on pose M; j = bupBU(%k,s\{q)(Rg(s)

A). On a alors

J M; dpy(y Z M; kJ Xik © Mg (T0,y) dpy (),
Bo(z1,m1) keK; Bo(x1,71)

ol

. ) 4./54
X,Lk(m) _ { 1 S1 zZ e Bo(xl,k, 6 ),

0 sinon.

L’inégalité I.11) permet d’écrire

J Xik © Mg (20,y) dpy(y) <
Bo(z1,m1)
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B M

)

soit
C
M; dp,(y) < — Bo(zi .,
Bo(x1,71) (gl) keK

Enfin, par le méme raisonnement que dans la preuve de 1.1.11, on a

4./si
ﬁ)lek C’f f (Rg(s) +A) dpgds,
B() xo, §/+C\/7)

'Bo Tik,
KeK;
<Cp (fz) s,
puis
3 !
J%%magfwgcw@<cagﬁwz

et enfin, comme &, > % pour 7 < —1,

L()(Zém)m@swﬂ.

i<—1

Ainsi, en intégrant (1.42) on obtient (puisque t < §%)
(L43)

JB ) (I’(y,o) (z,1) — I_’Eiy,o)(xat))+ du(y) < CRSVt.
0l(Z1,71

Le (i) de I'énoncé s’obtient en additionnant (7.36) et (1.43)

Pour achever d’établir (ii), on pose, comme plus haut § = -t et ip =max { i <0 | /%
M en traitant séparément la somme sur les indices

€ }, puis on estime l'intégrale de D2i<0 5
10 <1 < —1 et celle sur 7 < ig. Pour i < 4, le calcul est analogue a celui par lequel (1.43) a été

obtenu, et on trouve cette fois

%
J S siM; | dp(y) < OB Y @
Bo(z1,m1) 1<20 z

i<io
/
1+1
Cﬁ%}o @ fm ity
<op™t
7o
et donc
Il (Z M) dpi(y) dpu(z) < Crorg . (1.44)
<10

Bo(x0,70) X Bo(x1,71)
D’autre part, en appliquant cette fois 'inégalité 1.11) pour y € By(x1,71) fixé et x € By(zo,70)

on a pour ig < < —1,
C

Bo(z0,70) & keK;
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et donc

$10 N 1-9" (3,8
L;o(zo,m)( 2 Ml) ) < O (Z )

io<i<—1 0

rn
< CB(ro +r1) [; t,

1

Sio
t

3
2

puisque 22_01 s? <4dep(1— )t. Finalement,

H (2 83M> dpy () dpy (y) < CB(ro + r1)rgy 't (1.45)

Bo(z1,m1) X Bo(20,70)

En combinant (7.42), (1.44) et (I.45), on trouve

ff (E(y’o) (z,t) — E‘(iy’o) (ac,t))Jr dpy () dpy(y) < C8?*B(ro + r)ry 't (1.46)

Bo(x1,m1) % Bo(x0,70)

En combinant (I.41) et (I.46), on obtient (7). O

I.2 Bornes supérieures sur le noyau de la chaleur modifié
(d’aprés R.Bamler, E. Cabezas-Rivas et B. Wilking)

Dans ce paragraphe, g(t) est un flot de Ricci défini pour 0 < ¢ < T sur une variété M"
de dimension n, satisfaisant aux hypothéses (I.1). On considére deux équations aux dérivées
partielles, couplées avec le flot g(t), qui sont d’une part ’équation de la chaleur avec un terme
source

(h—Du=f (1.47)
et d’autre part ’équation de la chaleur modifiée avec un terme source

(& — A —Ry)u = f. (1.48)

On souhaite établir des bornes locales explicites sur les solutions de (7.47) et (I.48) étant donné
une borne sur v au temps initial sur un domaine €2, une borne sur f uniforme pour tous temps,
ainsi qu’une borne a priori sur u pour tous temps, nécessaire en raison du caractére local de
I’énoncé, et dont I'influence traduit en quelque sorte la proximité du bord du domaine 2. La
réponse a ce probléme est résumée dans la proposition qui suit.

Proposition 1.2.1. [ existe une constante Cr21(n, K) avec la propriété suivante. Soit g(t) un
flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n satisfaisant aux
hypothéses (I.1) et dont la donnée initiale vérifie (I1.2). Soit u: M x [0,T] — R une solution de
Uéquation (0 — A — R)u = f ou bien de l’équation (0 — A)u = f, pour une certaine fonction
lisse f: M x [0,T] —> R. Alors si pour un domaine Q) < By(xo, R), ot xg € M et R > 0 sont
tels que Bo(zo, R) est relativement compacte dans M, les hypothéses suivantes sont vérifiées

u(z,0) < m, u(z,t) < Mo,
t
t’%f J f(z,s) du,ds < My, t sup f < My,
0 JBo(z,/1)nQ Qx[%,t]
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pour tout z € 2, 0 <t < T, on a l’estimation

42

u(z,t) < Cran (mo +d e Crait

w(01.2.1\/¥)’ 0 My + M1) ,

g(
pour tout (x,t) € N\w(Cr21vt) x [0,T], ot d = do(x, M\Q) et w(r) = {z € Q| do(z, M\Q) < r}.

La clef de la preuve réside dans les majorations du lemme 7.2.9 plus bas. Le résultat est da
R. Bamler, E. Cabezas-Rivas et B. Wilking dans [18] pour un flot complet et notre tache consiste
a ladapter au contexte de 1’équation (.48) sur un domaine & bord. La proposition I.2.1 sera
appliquée dans la section I1.2 aux équations d’évolution de certaines notions de courbure. La
proposition [.2.2 suivante, démontrée en méme temps que la précédente, sera utilisée dans le
paragraphe 17.3.2.

Proposition 1.2.2. I existe une constante C 5.2(n, K, A) avec la propriété suivante. Soit g(t) un
flot satisfaisant aux mémes hypothéses 1.1 avec additionnellement VOlZ(B)l So(x,r) < Arn—ledr

pour tout x € M, r > 0 pour la donnée initiale, et soit u : Q x [0,T] — R une solution de
Uéquation (0y — A)u = f telle que

|U(£L’,t>| < M07 |f(fL'7t)| < Ml
pour (z,t) € Q x [0,T] dont la donnée initiale u(x,0) est 1-lipschitzienne sur Q. On a alors

42

lu(z,t) —u(z,0)] < Craz (\/E +d e Traat (w(CraavVt)

My + tMl)
0)

g(
pour tout (x,t) € N\w(Cra1vt) x [0,T], ot d = do(x, M\Q) et w(r) = {z € Q| do(z, M\Q) < r}.

Les propositions [.2.1 et 1.2.2 découlent directement d’une formule de représentation des
solutions des équations (1.47) et (I.48) et de bornes gaussiennes a établir sur les noyaux corres-
pondant & 'opérateur de la chaleur et a l'opérateur de la chaleur modifié dans un domaine &
bord. Le point technique réside dans le choix domaine et de son bord.

[.2.1 Probléme de Dirichlet & bord pour 'opérateur ¢, — A — Ry).

Soient 0 < t_ny_1 < t_ny < ... <tg T et Q=0Q_n_120_pN5 D .. D Qp une suite
décroissante d’ouverts, a bord lisse & partir du rang —N. On définit Pouvert de M x [t_n_1, o]

0 0
D =Q_nx]t_y_1,t_n[ U U Qi x [tic1,ti[, B = U O xJti—1,tif,
i=—N+1 i—_N

puis D = Q_ ny x {t_n 1} UD UB U Qg x {to}, enfin si t_ny_ 1 < t < ty, on définit Dt =
D N M x [t,to] et similairement B, @ZE, Dt ete. Soit —IN < ip < 0 tel que t;—1 <t < ty,.
Alors si ug : ©Q;, > Ret g: %> — R sont des fonctions continues, il existe une unique fonction
U @;z — R continue sur @22 et lisse sur 9., telle que

u(z,t) = up(x) pour z € €,
u(z,t) = g(z,t) pour (z,t) € By, (1.49)
(0t = A =Rgypy)u=f pour (z,t) € Ds;.

On définit le noyau correspondant a ce probléme.
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Définition 1.2.3. Pour (y,s) € %, on note K, 4 : Qx]s, to] — R, la solution fondamentale de
(1.49) obtenue pour t = s, g, f = 0 et lorsque ug tend vers la masse de Dirac ¢, en y, que I'on
convient d’étendre en posant K, ;) = 0 sur le complémentaire de % .

Remarque 1.2.4. Si K, 4 désigne une solution fondamentale du probléme (; — A — Rgqy)u =0
couplé & un flot de Ricci complet a courbure bornée, I’équation d’évolution de ’élément de volume
riemannien % dprgy = —Rgry diyy fait que Von a §, K, 4 (y, s) dug(y) = 1 pour tout s > t.
Pour le probléme de Dirichlet que 1’on considére, on a encore

j Hiany (0:5) dpy () < 1 (150)
M

pour tout t < s < {g.

On considére également le probléme adjoint. Pour iy < i; < 0 tel que ¢;,—1 <t < t;,, et pour
: Q;, — R, il existe une unique fonction v: % _; — R contmue sur 9 ; et lisse sur 9_7 telle
que
v(z,t) = vo(x) pour z €y,
v(z,t) =0 pour (z,t) € B _;,
v(z,t;) =0 pour x € Q\Qi1, —N <i<ip—1
(0 +A)w=0 pour (z,t) € D_3.

A nouveau, on définit le noyau associé.

(L51)

Définition 1.2.5. Pour tout (z,t) € % on note A, ) : & x [t_y_1,t[— Ry la solution fonda-

mentale de (1.51) obtenue pour ¢ = ¢ lorsque vy tend vers la masse de Dirac d, en x pour dpu,,
que l'on convient d’étendre en posant J(@ = = 0 sur le complémentaire de 9 ;.

Si u est une solution de de (1.49) sur @, et v une solution de (I.51) sur % _; on constate
que % §5 wv dpy = 0 pour t <t <t dott on déduit en particulier A, o (z,t) = ,7((*“)(3/7 s) pour
tous x,y € D et t_y_1 < s <t < ty. On peut désormais écrire une formule de représentation
pour les solutions de (1.49),

u(z,t) = J w(y, )H G 1 (Y1) dpy(y) — f 9y, $)VH Ly (Y, 8) - n(y, s) dos(y)ds
° Prsost (L52)
+ f%gsg f(y, $)H (W, s) dpg(y)ds

ou n(z,t) dénote, pour (z,t) € 9B, la normale pointant vers l'extérieur de ; (ou t;—1 <t < ;)
pour la métrique g(¢). Il s’agit donc d’établir, sous les hypothéses (I.1), en plus d’une majoration
gaussienne sur j{ (z,1), Une majoration de la norme du gradient VA ¢ SUT le bord du domaine.
Cela nécessite de choisir la suite des €; de maniére adaptée, ch01x que l'on résume dans la
proposition ci-dessous.

Proposition 1.2.6. Il existe no(n) avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot de Ricci sur M
satisfaisant aux hypotheses (1.1), et Q un ouvert relativement compact dans M, & bord lisse. Pour
tous 0 <t < T, N = 0 entier et 0 < n < 19, il eriste une suite décroissante d’ouverts & bord lisse

Q=0 Ny 120 yD..D0 >D...D0

i
tels que si t; = (1—%—"—;) t pour tout —N —1 <1 <0,

a) {x € Oy, dy, (z, M\SY) > \f} Qi {x € QU dy, (, M\) > 14/

=k
——
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b) pour —N —1 < i <0, 2z € Q11 et 0 < r < %4/%, il existe une fonction hy, :
By, (z,7) n Qiy1 — R avec
(Z) hm,r(x) =0et0< ha:,r(y) <7 pour y € Eti (.TC, 7‘) N Qi-‘rla
(ii) hor(y) = 5 pour y € Sy, (2.7) 0 Qs

(i)

< |chw,T| <2, et |tV2h$,T} < % pourt; <t <t;41.

N | =

¢) pour —N — 1 <i<—1, volyy) (2\Qig1) > e 2 t’El VOIZ(_t)l (0Q41) -
(si N™ < M™ est une sous-variété de dimension m de (M, g), volj* (N) désigne le volume de N

pour la métrique riemannienne induite par linclusion de N dans M)

La suite des {t;} - n_1<i<o est choisie de maniére a ce que le flot évolue de maniére bornée
sur chaque intervalle [¢;,t;11], comme la détaille la remarque qui suit.

Remarque 1.2.7. Pour un flot g(t) satisfaisant aux hypothéses (I.1) et pour une suite de temps
{t;}; définie comme dans I’énoncé de la proposition 7.2.6, si on considére le flot mis a I’échelle
g(s) = *g(t; + &t;) pour s € [-%,7%], on a SUParxfo,n2] IRM g(s)| < 2. En particulier, si
0 < n < ny pour np(n) > 0 suffisamment petit on a

<

(40) < g(s) <43(0) et donc  3dg() < dg(s) < 2dg(0)

pour —n? < s < n2. De plus, d’aprés les estimations de Shi, quitte a ajuster le choix de 7, il

existe des constantes 6 (n, k) avec la propriété suivante : si Bj)(w, 1) est relativement compacte
dans M, alors Bg(s)(az,%) I'est encore pour —n? < s < 12, et |VkRm §(s)| < 6(n, k) pour
0<s<n?et Bj(s) (z, i) Ainsi, quitte a réduire encore 7, on peut supposer la propriété
suivante : si f : U € M — R est une fonction lisse avec

2

|g<0)vf(z)|g(0)<1, 9OV f(2)]_ ., < C,

3(0)

pour x tel que Bj(g)(z,1) est relativement compacte dans M, alors
POV ()5 <2, POV, <20 +2,

pour tout 0 < s < 7.

Avant de prouver la proposition I.2.6, on rappelle le principe de comparaison du Hessien de
la fonction distance en géométrie riemannienne.

Lemme 1.2.8. Si (M, g) est une variété riemannienne et si B(xg,ro) est relativement compacte
dans M, avec |Rm g| < %2, injx, g = 1o, alors la fonction définie par d(x) = d(zo,x) est lisse
0
sur B(zg, r0)\{ro}, et
d
—— g< Vi< %
5 ro tanh e

sur B(zg,r0)-

Démonstration. Aprés mise & ’échelle, on peut supposer 79 = 1 dans ’énoncé du lemme. La
borne supérieure est obtenue par comparaison puisque Kg(o) > —1, tandis que pour la borne
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inférieure, on considére v : [0,1] — B(xg,1) (I = d(z)) géodésique minimisante entre z( et x, et
v € T, M un vecteur. On a

l
V2d(v,0) = f (IVsV P = K5(7 A V) V) dt
0

ot V est le champs de Jacobi le long de v défini par V(0) = 0, V(I) = v, qui peut s’exprimer sous
la forme V(t) = f(t)E(t), on E(t) est un vecteur unitaire paralléle le long de «y et f est solution

de ’équation différentielle
d? .
Ef = —Kg(y n B,

telle que f(0) = 0, f(I) = |[v[g4(z)- On considére, pour € > 0 quelconque, la solution de comparaison
L b = —he, he(0) = € et he(l) = f(1)3. Alors on vérifie que u = = est solution de
dt he

j:zu =(1-Kgu—2 ( d1nh ) ( ) Pulsque K,4(o) < 1, un principe du maximum s’applique
et on a u(t) < max(u(O) u(l)) donc f(t) < he(t) pour 0 <t <. En considérant la limite quand

v g(m)

définie par

e tend vers 0, on trouve finalement f(t) < sint soit f < |v|y() (puisque I < 1). Ainsi

V2d(v So f2 = —l|v|* d’ont on déduit la borne inférieure de 1’énoncé. O

Preuve de la proposition I1.2.6. Supposons la suite des €; construite jusqu’au rang i (—N — 1 <
i < —1). Pour r > 0 on note

—{weQ | dy(e,M\Q)>r}.

Le théoréme de Sard permet de choisir 34 /% < r; < /4 tel que 0Q(r;) soit lisse : on pose alors

Qiz1 = Qr;). Dot a). Six € dyr et 0 <r < 1y/%, on vérifie aisément que dy, (z, M\Q(r; —

7)) = di,(Qip1, M\Q(r; — §)) = 7, en particulier il existe & € 0Q2(r; — ) tel que dy, (z,%) =

dg, (x, M\Q(r; — 7)) = g.

892 aQ(TZ — 1) 8Qi+1 = 89(7%)

On définit alors la fonction hy, @ By, (x,7) N Q41 — R en posant hy,(y) = dy, (Z,y) — 7. On
a donc hy(z) = 0, tandis que si y € By, (z,7) N Qip1, dy, (y, M\Q(r; — 7)) > 7, en particulier
d, (T,y) > 7 donc hg(y) > 0. Siy e S (x,r) N Qiy1, di,(2,y) = dy,(2,y) — dy, (%, 2) donc
he(y) = di,(z,y) — 5 = %. Les hypotheses (I 1) permettent d’appliquer le lemme 7.2.8 (pour
r; = r) ala métrique g(t ) d’ou t’VQh | < 2 sur By, (z,7) nQi41. Enfin, d’aprés la remarque

1.2.7, ['Vhy| < 2 et ['V2h,| < 22 pour t; < t<tiy1. Dot b)

[v]g(z)—€cosl

. sint + ecost. En particulier h > 0 sur [0,!] si € est

3. dont une expression est donnée par h¢(t) =
suffisamment petit.

58



Pour tout t;_1 <t <t;, x € 011, 7 = %4 / t}gl, I'hypersurface H, = {h,, = 0} forme une

2
barriére locale de I'hypersurface d€2; 1. On a donc o, | o) < g, g0 < |‘VV:::|| < 48,/ tﬁ et

il est clair par 'argument précédent que cela resterait vrai de tous les 0€2(r) pour 0 < r < r;. On

en déduit

d n—1 K n—1

%\folg(t) (0Q(r)) = o )tr Haqery <48 t—ivolg(t) (0Q(r)),
puis en intégrant sur [r, 7], VOIZ(_t)l (0Q(r)) = 6724VOIZ(_t)1 (09211), d’ott finalement ¢) en intégrant
sur [0, 7;]. O

I.2.2 Bornes supérieures sur A* et |VA*|

On en vient au résultat clef de cette section, d’ou découle la preuve des propositions 1.2.1 et
1.2.2 : une borne supérieure gaussienne sur le noyau & * et sur son gradient sur le bord % du
domaine.

Lemme 1.2.9. 1] existe une constante C1(n) avec la propriété suivante. Soit g(t) est un flot de
Ricci sur M™ défini pour t € [0,T] satisfaisant aux hypotheéses (I1.1), Q un ouvert ¢ bord lisse
relativement compact dans M. Si, pour des suites {t;}_n<i<o et {Qi}_n<i<o fournies par la
proposition 1.2.6, JC(*Lt) ((x,t) € D) est la fonction introduite par la définition 1.2.5, alors on a

_ds(z,)?
e Ci(t—s)

(1) Hipy(y;8) < Cu

pour tout (y,s) € Dy, ainsi que

_ds(x,y)?
e Ci(t—s)

(t — 5)% min(ds(2,y),/5)’

(0) [VH (Y, 5)| < Cr

pour tout (y,s) € By.

Avant de prouver le lemme [.2.9, notons qu’en raison de 'hypothese Ry;) = —1, le lemme
1.2.9 a un corollaire immédiat concernant les problémes de Dirichlet analogues a (1.49) et (I.51)
pour l'opérateur de la chaleur d; — A et son adjoint J; + A + Ryy)-

Corollaire 1.2.10. Si J‘Z(*m ' 9D~ — R désigne la fonction obtenue comme limite des solutions
du probléeme

v(x,t) = vo(x) pour x €
v(z,s) =0 pour (z,8) € By, (1.53)
v(z,t;) =0 pour v € Q\Qiy1,—N <i < -1, :

(0s + A+ Rys))v =0 pour (z,5) € Dy,
lorsque vg tend vers la masse de Dirac 6, en x pour du,, alors on a les majorations

ds (z,y)?

(i) Hip gy (y,8) < Oy e (t— )78 7 =T

pour tout (y, s) € D 4, ainsi que

_ds(z,y)?
e Ci(t—s)

(t — )% min(ds(2,y), v/s)’

(ZZ) vyg(*lt)(yﬂs) <Cy el

pour tout (y,s) € By.
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Démonstration. Si v = es_tj‘g(*m 1> alors (0s + A+ Ry(s))v = (1 = Ry(s)v = 0, donc v est une
sous-solution du probléme de Dirichlet (1.51), et comme la limite de v(.,s) quand s tend vers ¢

est encore d,, on a v < %($7t), et on applique le lemme 7.2.9. O

Le noyau X (*w #) obéit & un principe de reproduction, conséquence immédiate de la formule

de représentation (1.52). Avec les notations de la section I.2.1, on a, pour tous t_ny_1 <t <t <
g < th

y((*;,; 7) (y,t) = %(*m_j) (Zat)j((*z,t)(i‘/at) dpsy.- (1.54)
’ Q

La preuve du lemme 7.2.9 repose sur ce principe de reproduction combinée aux bornes classiques
sur le noyau d’un probléme de Dirichlet a bord fixé couplé a un flot qui évolue & courbure borné.

Lemme 1.2.11. [l existe une constante Co(n) avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot de
Ricci sur M™ défini pour t € [0, 1], avec |Rm g(t)| < k et injx g(t) > ﬁ, et £ un ouvert ¢ bord

lisse relativement compact dans M. Alors si (z,t) € Qx]0, 1] et si K}

(z.t) désigne la limite des

solutions v : Q x [0,t] — R continues du probléme de Dirichlet

v(y,t) = vo(y) pouryeQ,
v(y,s) =0 pour (y,s) € 00 x [0, ¢t],
(0t + A)o =0  pour tout (y,s) € Q x [0,¢].

lorsque vg tend vers la masse de Dirac en x 6, pour du., on a

n_ds(xy)?

K(*l",t)(yas) < CO t72 e Colt—s)

pour tout (y,s) € Q x [0,t[.

Preuve du lemme 1.2.9. (i) L’argument est verbatim celui de la preuve de la proposition 3.1
dans [18].
(ii) Soit (y,s) € By, —N —1 < i < 0 tel que ¢; < s < t;41, S = min(¢;11,t). On note

ro = min(34/ %, 2d;, (z,y)), Dy = Q; 0 By, (y,70) puis on considére hy, ., : By, (y,70) = R

la fonction fournie par la proposition I.2.6, b). On définit ensuite H,, : D7y — R en posant
Hy = fohyy,,ou f:[0,r79] = Ry sera choisie croissante, concave, et de fagon & avoir

a) (0 +' A)H = AH < 0 sur D, x [s,3],
b) H(z) = K, (2,u) pour (z,u) € 0Dy x [s,5].
Pour cela, on note que, d’aprés la proposition 1.2.6, b),
AH =f"|Vhy| + f'Ah,,
< lf// + Ef/,
2 To
aussi choisit on f solution de

F=-% JO=0 rO=o

i ro’
—24r
soit f(r) = Sp(1 —e o). Finalement72 puisque d’aprés (i) (et la remarque 1.2.7) on
d, (z,y)

a K, (zu) < Oy (t - $)7% e W= sur D, x [s,3], le choix de @ = 32 C; (t —
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dy; (@,9)2

§)"2rg . e 19 garantit b) ci-dessus. a) et b) permettent d’appliquer un principe du
maximum et de conclure que 0 < 5{("”) < H, sur D, x [s,3], et donc, puisque a la fois
Hipp(8) et Hy sannulent en y, \VAZ (y,s)‘ < |*VHy(y)| < 2a. D’ou (ii), quitte a
ajuster C1.

1

O

Grace a la formule de représentation (7.52) et aux bornes du lemme 1.2.9, on peut donner
une estimation sur les solutions du probléme (7.49) en fonction des données.

Lemme 1.2.12. ] exziste une constante C(n, K, A,T) avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot
de Ricci sur M™ pour 0 < t < T satisfaisant aux hypothéses (I.1) et Q un ouwvert relativement
compact dans M. On suppose qu’il existe A > 0 tel qu’au temps initial on ait

VOI_Z(_O)1 (S(x,7) N Q) < Arn~leAT

pour tout 0 < r < diamg(g) Q. Alors si {t;}_N_1<i<o et {Qi}_N_1<i<o sont les suites fournies
par la proposition 1.2.6, et si u est une solution du probléeme (1.49), pour une donnée initiale ug
sur €, une condition au bord g sur 9B et un terme source f défini sur 9, alors on a l’estimation

_ 2
u(z,t) < Csup up + Cd"eer INQoly supg + Ctsup f
Q,N 9<t

pour (z,t) e Qo x [t_n—1,t0], ot Oy = {z e Qo | di, (z, M\Qp) > 4/ 0t etd=di_,_,(M\Qo,x).

Démonstration. Pour (z,t) € Qo x [t_n_1,t0], la valeur de u(z,t) est donnée par la formule

(1.52), dont il s’agit d’estimer chacun des trois termes. Pour le premier terme on a, grace au
lemme 1.2.9, (i)

JQ uO(yvth)‘%(*x,t)(yﬂf*N) dp_, (y) < sup UOJ j{(x t) (y, t-n) dpy_ (v),
N

+00

_n Ap—r2 _

< sup UOJ Cit~z e’ Ay,
Q_N 0

2
<\/’ 024—1 < sup eArzclT)

O<r<+4o

+o0 )
X (J- un e du) sup ug,
0 Q_n

<C(n,K,A,T) sup uy.
QN

Concernant le second terme, on a, pour tout —N — 1 <i<0et (y,s) € 041 X [t;,ti41], d'une
part ds(z,y) = ds(x, M\Qp) et donc dy(x,y) = dt_N_l(:c,M\QO) 20/Ks d’apres le corollaire

1.1.2, et d’autre part ds(z,y) > ds(z, M\Qi11) donc ds(2,y) = 3di,,, (2, M\Qiy1) = 14/52
On pose d =d;_,_,(x, M\Qp). Ainsi, grace au lemme 1.2.9, (i)

Cl(t tq 1)
f VH oy -1 dpgds < J voll' } (09;)ds,
0 X [ti—1,ti] ’ t—t H—l
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or d’aprés la proposition 1.2.6, ¢), et puisque la minoration de la courbure scalaire implique
1 K P
dprgy < €' dpg oy, 0ona \an‘|Z(t) < e+, | s |Qi—1\Qi‘Z(t,N,1)v d’ou

w C’e_ Cr(t—t;—1) Q Q.
VA o -ndugds < C———5— 21\ .
J&‘Qix[til,ti] (z,t) mAks (t _ ti)§ | v 1\ 1‘9(t7N71)
42
e 10-ti-» _d? n _a?
On note que ———— < d "e” 2°U¢ (sup r2e A1 >, d’ou finalement, en sommant,
(t—t;)> x>0

_ n
J gv‘%(*x,t) -1 dpyds < Csupg d™"e 207 |QfN*1\QO|g(t7N71) :
%<t

P <t
Enfin, concernant le dernier terme,

fy, 9K (s 8) dug(y)ds <sup f | KT, ) (v, s) dpg(y)ds,
D <t Dt Dt

< sup fel't fQ e%(*m,t) (y,5) dp,(y)ds,

Dy N

< Ctsup f.
Dt

O

La preuve des propositions 1.2.1 et 1.2.2 découle directement du lemme [.2.12 et de vérifica-
tions élémentaires.

Preuve de la proposition 1.2.1. L’hypothése de minoration du tenseur de Ricci de g(0) garantis-
sant 'estimation adéquate du volume des sphéres (pour une constante A = A(n)) on applique,
pour tout N < 0, le lemme 7.2.12 & u pour les suites {t;} - n_1<i<0 €t {2} - N_1<i<0 construites
grace a la proposition 1.2.6 et pour g = u, puis on fait tendre N vers +o0. O

Preuve de la proposition 1.2.2. Quitte a ajouter une constante a u, on peut supposer qu’'on a
0 < u(z,t) < 2My. La formule de représentation des solutions permet d’écrire

u(xat) - u(x7t71\/'71) = J K(*x,t)(yat*Nfl)(u(yvthfl) - U($7t,N71)) dﬂ“g(t,N,l)

Q_ N1

+ (f Koy (s t-n—1) dige_y_) = 1) u(x,t-n-1)
Q_nN-1
+ J% u(y> S)VKZm,t) (y7 S) : 77(,’% S) dag(s)ds
B<t

n J@ Ky o(s8) [y, s) dppgsds,
=T+ I1+IIT+]1V.

Le domaine 2 étant relativement compact, les hypothéses de 1’énoncé implique que pour N
suffisamment grand, on a

volZ(ﬁNﬂ) S vy (@) n Q< 24rm e AT u(y, ton_1) —u(x, ton_1)|] < 2di_p, (2,9) .
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De ceci et de la majoration du noyau de la chaleur adjoint K* (corollaire 1.2.10) on déduit le
calcul de (I).

+0 . 2
I< J 2ACt 2 e~ ¢ T TAT Iy,
r=0

+oo
< 24C <J u"e_cu2+Aﬁ“du) V.

0

*

D’autre part, on vérifie que §, K, o
(IT) < 0. Quant a (I11) et (IV), ils sont traités comme dans la preuve de la proposition I.2.1.
On conclut en remarquant que la méme majoration est valable pour —u, et en faisant tendre IV
vers l'infini. O

dpg <1 (de maniére analogue a la remarque (1.2.4)), donc

I.3 Préservation d’une structure de produit & toutes les
échelles

Le contenu des deux paragraphes qui suivent s’inscrit dans le cadre de la preuve du théoréme
F, et plus largement du probléme suivant, déja évoqué en introduction. On considére un espace
métrique X localement compact, obtenu comme limite d’'une suite de variétés riemanniennes
(M, g;) de dimension n > 4 vérifiant les conditions (I.2), et pour tout ¢ = 0, une ¢;-isométrie
wi X — Mi, (Ofl €; — 0)

Question 1.3.1. Etant donnée une partie compacte K < X, quelles conditions garantissent
Dexistence d’un ex > 0 tel qu’a partir d’un certain rang, il existe un flot g;(t) défini pour 0 <t <
€2 sur un voisinage U; = M; de 1;(K), de donnée initiale g;, et satisfaisant @ des estimations

de type (I1.1) uniformes ?

Le paragraphe [.3.1 discute cette question et tente de motiver la définition 0.15 de l'in-
troduction, qui introduit la notion de (m, €)-éclatement & toutes les échelles inférieures a r. Le
paragraphe 1.3.2 établit la préservation par le flot, sous des hypothéses adéquates, d’une structure
produit lorsque celle-ci existe pour la donnée initiale.

I[.3.1 Structure produit a toutes les échelles : définitions

Au vu de la conjecture 0.10, on voudrait idéalement répondre & la question 1.3.1 lorsque K est
inclus dans ’ensemble faiblement (n—3)-régulier de X. On rappelle les notions, classiques dans le
cadre des espaces obtenus comme limites de variétés riemanniennes a courbure de Ricci minorée,
de points et d’ensembles faiblement ou fortement m-régulier, avec leurs versions quantitatives
introduites dans [6].

Définition I1.3.2. On dit qu'un point 2 € X est (m,¢)-régulier a ’échelle r > 0 si il existe un
espace métrique pointé (Y, yg) et une er-isométrie

B(z,r) — B((y0,0mm),7r) Y x R™

Y 2 — (Yo(2),¥1(2), .., Ym(2))

On définit alors, en suivant [6],

RT(X)={ veX tq. ilexiste s [r,1] t.q. z est (m,e)-régulier a I'échelle s},
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ainsi que

ar(x)=Jar.,  anx)=[()ar

r>0 e>0

respectivement Pensemble faiblement (m, €)-régulier et ’ensemble faiblement m-régulier de X.
La notion d’ensemble fortement régulier est plus restrictive.

Définition I1.3.3. On définit
SR ={ e X t.q. xest (m,e)-régulier & toutes les échelles 0 < s <7 },

ainsi que
FRMX) = | JSRI(X),  FR™X) = [|IRT(X
>0 e>0
respectivement 1’ensemble fortement (m, €)-régulier et 'ensemble fortement m-régulier de X.
Remarque 1.3.4. SR(X) < R{.(X) done YR(X) c RT(X) et SR™(X) € R (X).
La notion d’ensemble régulier n’a pas d’intérét dans le cas olt X est une variété riemannienne
(on a alors YR™(X) = #™(X) = X pour tout 0 < m < n), elle concerne typiquement les

espaces obtenus comme limites de suites de variété riemanniennes. A contrario, 'ensemble des
points (m, €)-réguliers a I’échelle r > 0 d’une variété riemannienne est en général non trivial.

Pour répondre a la question 7.3.1, on doit comprendre ce que ’hypothése de 'inclusion de K
dans un ensemble régulier de X implique sur les éléments de la suite des variétés M; approchant
X. Dans cette optique, on fait I’observation suivante.

Propriété 1.3.5. Soit X un espace métrique localement compact, K < X une partie compacte,
et e > 0.
a) Si K c RM™(X), il existe ro > 0 telle que si ¢ : X — Z est une ro-isométrie, alors

“VTO(w( ))C@2er0( )

b) Si K ¢ SR™(X), il existe 1 > 0 tel que pour tout 0 < r < ry, sip : X — Z est
une er-isométrie, alors tout point z € V,.(V(K)) est (m,2¢)-régulier a toutes les échelles
r<s<ri.

Démonstration. a) La compacité de K permet de choisir une famille finie {x;};c; de points de K
ainsi qu’une famille {ritier (0 < r; < 1) telles que chaque x;, i € I est (m, €)-régulier a I'échelle
i, et que RT(X) < U, Blwi, 3 ). On pose 19 = min;ey ;. Si ¥ : X — X est une erg-isométrie,
et que l'on pose zl = 1(x;) pour i € I, on vérifie facﬂement d’une part que chaque z; est (m, 2¢)-

régulier a I'échelle r;, d’autre part que Vo (Y(K)) < Ue; Bz(2i, ). Ainsi, si z € Vro ((K)), il
existe i € I tel que dz(z, z;) < % pour un certaln i €I, z est (m,2¢)-régulier a Iéchelle 5. b)se
démontre de maniére analogue. O

Ainsi, dans le cadre décrit plus haut, si on suppose par exemple K < YR"3(X), il existe
une suite r; — 0 telle que pour chaque i, les points du r;-voisinage de v¢;(K) dans M; sont tous
(n — 3,¢€)-réguliers a toutes les échelles comprises entre r; et r;. Cependant, pour 4 fixé, cela
n’implique pas, a priori, de contraintes sur les boules de rayon inférieur a er; . Cette observation
ameéne a la question suivante.

4. Pour tout espace métrique localement compact (X,dx), on remarque que si {z;};c; est une partie 5-
séparée maximale d’une boule Bx (z,7) < X, alors la distance de Gromov-Hausdorff entre Z = {x;};c; (muni de
la distance induite par dx ) et Bx (z,r) est majorée par er, tandis que pour tout ¢ € I, la distance entre Bx (z;, er)

et {z;} = Bz(zi,er) est d’au moins er.
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Question 1.3.6. Peut-on construire, pour n = 4, une suite de variétés riemanniennes pointées
(M;, gi,pi) satisfaisant auzx conditions (I.1) qui converge vers un espace métrique (X,dx,psw)
avec les propriétés suivantes ?
a) X =R" 3% Z ou (Z,dz) est un espace métrique homéomorphe @ R (donc X est homéo-
morphe & R™),
b) il existe une suite r; — 0 telle que pour tout i = 0, Byy, (pi,r;) ne posséde pas de voisinage
homéomorphe ¢ Bgrn(0y,,1).

Une réponse positive & la question 7.3.6 entrainerait une réponse négative a la question 71.3.1,
en vertu de l'observation qui suit. Il serait intéressant de comprendre si les constructions de T.
H. Colding et A. Naber [15] peuvent étre adaptées pour produire le contre-exemple évoqué par
la question 7.3.6.

Lemme 1.3.7. Il existe e(n, K,vy) et v(n,K) avec la propriété suivante. Si (M™,g) est une
variété riemannienne lisse de dimension n satisfaisant aux hypothéses (1.2), et si il existe un flot
de Ricci g(t) défini sur M pour 0 <t < T, de donnée initiale g, et satisfaisant auz estimations
(I.1) ainsi qu’a la minoration du tenseur de Ricci

2
Re g(a,t) > ——,

alors pour tout x € (M) . 7 il eviste U > B, (x,7V/T) et un homéomorphisme h : U —
BRTL (On, 1)

Afin de contourner cet écueil, on se voit forcé d’imposer une condition de (n— 3, ¢)-régularité a
toutes les échelles inférieures a un certain r uniformément sur les ouverts U; < M; qui approchent
K, 'inconvénient d’une telle hypothése étant qu’en général, cette propriété des éléments de la
suite ne se déduit pas d’une propriété analogue de l'espace limite. En réalité, la notion de (m, €)-
régularité & toutes les échelles que 'on retient est plus contraignante que l’appartenance d’un
point & SR,.. Elle consiste a supposer l'existence en un point donné dun (m, €)-éclatement
a toutes les échelles inférieures a r (voir la définition 0.15 de l'introduction). Elle inclut une
condition de compatibilité des e-isométries avec une boule dans un produit Z x R™ aux différentes
échelles.

Le lemme qui suit montre en particulier que l’existence d’un (m, ¢)-éclatement a toutes les
échelles inférieures & 7 en un point x est une hypothése strictement plus forte que ’appartenance
ade x a SRM™., méme lorsque n = m. Rappelons que si f : M — R est une fonction semi-

€,r?

concave (voir 1.3 dans [28]) définie sur une variété riemannienne M, on peut définir, pour x € M

etveTl, M,
dq;f(v) — hm f o f}/’U(T) B f(x)7

r—0,r>0 r

1l existe alors un unique vecteur V f(z) tel que
d. f(v) < Vf(z) - v pour tout v e T, M,
dof(Vf(x)) = |VI].

Lemme 1.3.8. Soit (M,g) une variété riemannienne, xg € M wun point tel que B(xg,2) est
relativement compacte dans M, et (p1, ..., pm) (pi € B(xo,1) pour1 < i < m) un (m,e€) éclatement
a toutes les échelles inférieures a r > 0 en xy. Alors si on définit les fonctions semi-concaves

Uk(l‘) = d(pk;,l') - d(pk;,x()),
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on a, en tout point x € By(xo,T),
|Vuk -Vu — 5k,l| < 4e. (1.55)

En particulier, B(xg,r) posséde un voisinage homéomorphe & N™~™ x R™, pour une variété lisse
M"™™ de dimension n —m.

Démonstration. Soit x € By(zo,7), v € ToM avec [v| o) =1, 0 < s < r. Par définition il existe
(Z, z0) espace métrique et

Bo(z,s) — B(s) c Z x R™
Y = (¢0($),¢1($),,¢M(I)) '

une es-isométrie, avec en plus |@x(y) — ux(y) — ug(z)| < es pour y € By(z,r). On a

P .

uk © Yo(s) — uk(z) < Pr(70(s)) + €s,
< [@(7w(s))] + €s,
< do("E?’}/v(S)) + 2687
< 5+ 2es
d’'ott dyui(v) < 1+ 2. D’autre part, si on choisit vo (|vol,g) = 1) le vecteur initial d’une

géodésique telle que dzxrm (9(V1,(S))s (20, €x)) < €s (ex k-iéme vecteur de la base canonique de
R™), on a

Uk © Yoo (8) — u(2) = Pk (Y, (5)) — €5,

>
> s — 2es,

d’ou dyuk(v) < 1—2¢, et donc 1 — 2¢ < |Vug| < 1+ 2¢. Un raisonnement quasiment identique
permet aussi de montrer 1 —2¢e < )V(Lj;’) < 14 2¢ et I'énoncé du lemme découle de la formule
de polarisation. O

11 existe néanmoins un cas o la (m, €)-régularité a une échelle donnée garantit I’existence
d’un (m, §)-éclatement a toutes les échelles suffisamment petites, celui d’un espace d’Alexandrov
a courbure minorée.

Proposition 1.3.9. Il existe C(n) avec la propriété suivante. Soit (X, d) est un espace d’Alexan-
drov de dimension finie n G courbure minorée par —e2, tel que B(xo,4) est relativement compact
dans X, et D1y .oy Pms Q1s ---Qm SONE 2m points tels que

(7’) l—e< d(IOapi)7d(x07Qi) <1+ €,

pour 1 <1 < m, ainsi que

(iii) d(pi, q;), d(i,pj), d(qir qj) = V2 — €

pour tous 1 < i # j < m. Alors (p1,...,pm) est un (m, Ce)-éclatement en xo a toutes les échelles
inférieures a €.

Corollaire 1.3.10. Il existe C(n) avec la propriété suivante. Soit (X, d) est un espace d’Alexan-
drov de dimension finie n & courbure minorée par —e2, et soit xg € M tel que B(xo,2) est
relativement compact dans X. Alors si xg € R".(X), il existe un (m, Ce)-éclatement en x¢ &

toutes les échelles inférieures a er.
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En combinant le corollaire 7.3.10 avec la propriété 1.3.5 on obtient I’énoncé qui suit.

Corollaire 1.3.11. 1[I existe C'(n) avec la propriété suivante. Soit X un espace métrique lo-
calement compact obtenu comme limite d’une suite de variétés riemanniennes (M, g;,x;) de
dimension n avec

Kg (0) = =1, voly, By, (wi,7) = vor™,

Soit K une partie compacte de X contenue dans R (X) pour un certain € > 0. Alors il existe
rg > 0 et ixg > 0 tel que pour tout i = i, tout point de V.. (V;(X)) posséde un (m,Ce)-
éclatement a toutes les échelles inférieures a erg .

1.3.2 Préservation d’une structure de produit par le flot

Ce paragraphe est consacré a la preuve de I’énoncé qui suit, qui affirme qu'un point posséde
un (m, €)-éclatement a toutes les échelles inférieures a une échelle donnée au temps 0, alors ce
point demeure (m,d)-régulier a toutes les échelles suffisamment petites pour un intervalle de
temps controlé.

Proposition 1.3.12. II existe ¢(n, vy, K,d) > 0 avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot de
Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n, satisfaisant aux hypothéses
(I.1), dont la donnée initiale vérifie les conditions (I1.2). On suppose en plus

€2

Re g(x,t) = "

pour tout 0 < t < T, x € M. Alors si x € M, r > 0 sont tels que Bi(x,r) est relativement
compacte dans M pour tout 0 <t < T, et si (p1,...,Dm) est un (m,e)-éclatement en x & toutes
les échelles inférieures a r pour la métrique g(0), alors pour tout 0 <t < e?r? et0 < s < er ona

dau (Bi(z, s), Bx xgrm ((20,01), 8)) < s
ot (X,dx,x0) est un espace métrique (qui dépend de x, t et s).

La proposition est une conséquence directe, par extraction d’une limite d’une suite contredi-
sant son énoncé, du lemme suivant. C’est en réalité sous cette forme que nous l'utiliseront plus
loin.

Lemme 1.3.13. Soit g(t) un flot de Ricci complet défini pour 0 < t < T sur une variété lisse
M™ de dimension n, satisfaisant auz hypothéses (I.1), avec

Re g(t) = 0. (1.56)

Soit do une distance sur M telle que la fonction dgyy : M x M — R converge vers do : M x M —
R, uniformément sur tout compact de M x M. On suppose d’une part que pour tout x € M tel
que Bg,(x,r) est relativement compacte dans M, on a

HE" Ba, (x,1) = vor”,

( H™ désigne la mesure de Hausdorff de dimension n associée a dy) et d’autre part qu’il existe
un espace métrique (X, dx) et une isométrie

¢: (XXRm,dXXRm) — (M,d())

oul <m < netdxrm((z,u), (@, )2 = dx(z,y)2+u —ul” pour tous (z,u), (z',u) € X xR™,
Alors X est une variété différentielle de dimension n —m et il existe un flot de Ricci h(t) sur
X, défini pour 0 <t < T, satisfaisant encore auz hypothéses (1.56), tel que

¢*g(t) = h(t) @ grr.
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Le lemme 7.3.13 repose lui méme sur un théoréme classique sur la structure des variétés
riemanniennes & courbure de ricci positive ou nulle.

Théoréme 1.3.14 (Cheeger-Gromoll, 1971, [10] ou [16]). Soit (M™, g) une variété riemannienne
compléte avec Re g = 0, wg € M, et supposons qu’il existe une ligne® vy : R — M avec v(0) = xg.
Alors il existe une variété riemannienne compléte (N" 1, h) avec Re h = 0 telle que, si

b+(.’1§‘) = SEI-&I}OO dq(xo,’y(s)) - dl]('r77(3))a

désigne la fonction de Buseman associée & 7y, et si {d,}rer désigne le flot du gradient de by alors
Uapplication

0. (NxRh+d®) — (M,yg),

(z,7) = or(z)

est une isométrie.

Avant de prouver le lemme 7.3.13, on décrit un principe qui permet, pour un flot qui satisfait
entre autres aux hypothéses (I.1), de sélectionner des points dont un voisinage de taille controlé
est soumis & une borne de courbure plus forte que la borne |Rm g(t)| < £.

Définition 1.3.15. On dit qu'un point x € M est d-statique sur [0,¢] pour le flot g(¢) si pour
tout 0 < ¢ < £, la boule By(z, 2*1/t) est relativement compacte dans M et |Rec g(y,t)| <
pour y € By(x, 87" t).

_o6°
64n2t

L’intérét de cette définition apparait lorsqu’on applique le corollaire I.1.3 sur 1’évolution de la
fonction distance & des points d-statiques. On obtient alors, par exemple, I'analogue des estima-
tions qui apparaissent dans I’énoncé du corollaire 1.1.3, ou la constante K issue des hypothéses
(I.1) est remplacée par §%. Plus précisément, si p est un point d-statique sur [0,7], et B;(p, R)
est relativement compacte dans M, on a

0
2Vt

sur By(p, R), tandis que si g est un autre point §-statique (t.q. ¢ € Bi(p, R) pour 0 <t < t), on a

dt(pa q) - ds(p7 q) = 75(\/% - \/g) (158)

pour tous 0 < s < t < t. Le lemme qui suit et son corollaire fournissent des hypothéses sous
lesquelles, pour § arbitrairement petit, les points d-statiques sur un intervalle de temps controlé,
sont suffisamment nombreux.

(0r = A)dy(p,.) = — (1.57)

Lemme 1.3.16. Il existe e(n,v, K,d) avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot défini pour
0 <t < T sur une variété lisse M™ de dimension n satisfaisant auz hypothéses (I.1) et xg € M
tel que Bi(xo,2) soit relativement compact dans M pour 0 <t < T. On suppose de plus

a) Re g(x,0) = —1 pour x € By(zo, 2),
T
b) J f [Ro(o| dgrydt <,
0 JBo(x0,2)
2

2556?, ﬁ, T) donné. Alors il existe ¥5 < M tel que

pour 0 < t < min(
(’L) VO]g(O) y(j < 6,

() tout point x € By(xg,1)\Fs est d-statique pour 0 < t < L.

5. c’est & dire un chemin 7 : R — M tel que pour tous s < t, £g(7[[; ) = dg(7(s),7(t)).
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Corollaire 1.8.17. I existe e(n, K, vg,d) > 0 avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot défini
pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n satisfaisant auz hypothéses (I.1) et
dont la donnée initiale vérifie les conditions (1.2) et xg € M tel que By(xo,4) est relativement
compact dans M pour tout 0 <t < T. Si, pour tout (x,t) € M x]0,T]

2

Re g(z,1) > — .

alors pour tout x € By(xg, 1) il existe un point T € By(x,0) qui est d-statique sur lintervalle
[0, min(e?, T')].

La preuve du lemme [.3.16 repose elle-méme sur le lemme suivant qui montre comment,
pour un flot satisfaisant aux hypothéses (1.1), une borne intégrale locale sur la courbure scalaire
implique une borne ponctuelle sur la norme du tenseur de Ricci. L’idée est d’observer, en intégrant
sur un domaine spatio-temporel I’équation d’évolution de la courbure scalaire

Ry = ARy + 2 [Re g(t)[* (L59)

que la norme L? du tenseur de Ricci peut étre contrdlée par I'intégrale de (la valeur absolue de)
la courbure scalaire, puis d’utiliser la régularité du flot & ’échelle 4/ % pour en déduire une borne

ponctuelle.

Lemme 1.3.18. Il existe no(n) > 0 et C(n) avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot défini
pour 0 <t < T sur une variété lisse M™ de dimension n, satisfaisant aux hypothéses (I.1),
(z,8) e Mx]0,T[,0<n<mno et A=1. OnposeT = (1+£) %, t = (1+4E) T etT = (144t

Si le domaine B(Z,2A4/ %) x [T, T] est relativement compact dans M x [0,T], alors

) K\:+2 (T
sup  |Re g(t)] <C() f f _ [Ryen| dpgepdt.
Bi(z,4\/ ) [L.1] " T JBra 24y F)

Démonstration. (i) On considére le flot mis a 1’échelle g(s) = %
sur le domaine relativement compact R = B§(£,2A)x]§,§[, ou § =

g(t++s), défini en particulier
~rfy < 1
S =(2+4)n>2n. Sin < i onasurce domaine les estimations |Rm j(z, s)| < 2,
injg) © = % Sinp < ng, ol 9 ne dépend que de n, on peut construire une fonction
cut-off ¢ : R — [0,1] a support relativement compact dans R, avec ¢ = 1 sur le domaine
intérieur Q = BW(E,ZA — i)x] — 2., telle que supy |0:¢| < € ot supp ]V2¢| < C, pour

une constante C' ne dépendant que de n. !
L’équation d’évolution (1.59) combinée & une intégration par partie permet d’écrire
o[ Ra s = [ (0.0480) Ry +
Bg(f,2A) Bg(i,2A)
12
(2[Re gI° — Rg(s))*)¢ dpg(sds.

En intégrant entre S et S (on note que puisque ¢ est a support compact dans R,

S
[835(27214) ¢ Ry(s) dﬂg(s)]s = 0) on trouve

N 1
[[[¢ e al? dugios < 5 [[10:0+ 20l Ry + 6(R)* gy
R R
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d’ou on déduit finalement (on rappelle qu'en particulier |Rgs)| < 2n(n — 1))

- C
Q R

pour une constante C ne dépendant que de la dimension.

(ii) On passe d'une borne intégrale sur |[Rc g|” a une borne ponctuelle sur le domaine P =
B, (z,A) x [0,n7] € Q en faisant appel a I’équation d’évolution du tenseur de Ricci, qui
est de la forme dsRc = ARc + Rm = Rc . Ceci implique en particulier (puisque ici
[Rm 3| < 2)

0s|Re g* < A|Re gI* + C [Re g
ot la constante C' ne dépend que de n. Pour tout domaine Q < Bn(s’c,ZA — 1) a bord

lisse, et —7 < so <7, |Re |2 est donc majoré sur Qx| — sg,n[ par la solution v(z,s) du

probléme de Dirichlet
v(a, 50) = [Re 3z, s0)|* pour z € Q,
v(z,s) = |Re §(z,s)|° pour z € 00,50 < 5 <7,

Osv(z,s) = Av(z, s) + Cu(z,s) pour x € 2,50 < s <17,

dont une expression est donnée par la formule de représentation
~ 2
02) = | Ko :5) IR 3622500 i ()

s _ 0
[ [ R e Ky 25) - 1z15) o ().
S0
(L61)

ou K, le noyau associé au probléme, satisfait 4 des estimations de la forme de celles données
par le lemme /.2.11. Enfin il est clair qu'on peut choisir d'une part —7 < so < —{ tel que

N 8 .
J |Re g(x,so)|2 dpg(se) (@) < = Jf |Re g(:v,s)|2 dpgsy(x)ds
B, (z,2A-1) n 5

et d’autre part  de fagon a avoir B, (%, A + cQc B, (z,2A — 1), g < C et

n . C _
f . JQ |IRe g(:r,s)|2 dag(s)(m)ds < ! JJ\RC g(x,s)|2 dug(s)(az)ds
Q

pour une constante C' ne dépendant que de la dimension. Appliquant (1.61) avec ces choix
on trouve

- C N
Re gz, s)|” < 251 JJ Re g* dpg(eyds
Q

pour tout (x,s) € P. La conclusion du lemme en découle, ainsi que de (1.60).
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Preuve du lemme 1.3.16. La borne sur la norme du tenseur de courbure issue des hypothéses
(I1.1) permet de fixer n < 19 (no(n) provenant du lemme 7.3.18) ne dépendant que de n tel que
pour tous (1+ )7t < s < t,onait 19(t) < g(s) < 4g(t). 0 < < T étant fixé, on définit la suite
=(1+ 77”) T pour i < 0, puis on sélectionne, pour tout i < 0 une partie {z; ;} es, de Bo(zo, 3)
4”T‘/E—sépauree maximale (donc S"f -couvrante) pour d;,. Etant donné l'ensemble d’indexation
={(i,5)|i<0,j€I; }, on deﬁnitrpour tout (¢,5) € F, P, j = [ti—1,t;] x By, (w5, 16”5‘/5),
32n

puis R; ;j = [ti—2,tit1] X By, (x4 5, ) et enfin
k; ; = t;sup|Re g(x,t)] my; = f Ryt dpag(dt.
» £

.o, . - . 2 . .
A condition de supposer t < mm(wgw7 m), on a en particulier

Bo(xo, - ) Q0.8 |J Puc |J Ris e Bolwe,2)x10,(1+ 1),
(1,)€¥ (i,4)e¥

se traduit par 'inégalité

alors que le lemme 1.3.18 (appliqué avec A = M)

t2k2, < Cmy, (1.62)

pour tout (i,7) € ¥ et C ne dépendant que de n et K. Puisque les hypothéses sous lesquelles on
se place impliquent en particulier Re g(z,t) = —%, les inégalités de recouvrement usuelles dans
ce contexte garantissent l’existence d’une constante N dépendant de n, K et § telle que pour

tout (4,7) € %, {j' € I; | di,(wi, xj) < M"T\/E} < N et donc

max |{ i',j'Ye 9 | Rij n Ry J/;é@}|

(i,5)e¥

pour une autre constante N’ dépendant de n, K et 6. On peut donc, par un argument élémentaire
de théorie des graphes, partitionner I’ensemble .¥ en au plus N’ + 1 sous-parties .91, ..., $n7 41
telles que pour chaque 1 < k < N’ + 1, les R; ; sont disjoints pour (i,7) € ;. On a donc

D omiy < (N'+1 f J Rye)| digqe)(@)dt,
(4,j)e9 Bo(z0,2)
soit, avec '’hypothese b) et (1.62)

D tFk}; < Ce (1.63)

On définit maintenant pour ¢ <0, J; = {j € I, | ki ; > %} puis

0

y& = U U Bg(l’i7j,32n(% + \/E)\/E)

1=—00 jeJ;

De (1.63) on déduit
0

Sl < e,

1=—00
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ou C dépend de n, K et §. Enfin, puisque 'hypothése a) garantit vol, o) Bo(xi,j732n(% +
VE)WE) < Ct? (si T < min(

& — L))
512n2° 512n2K //°

0
volygy 5 < C Y5 |ilt?

i=—

Ce,
)

NN

)

pour le choix de € = é
Soit alors o € By(xg, 1) un point qui n’est pas J- statique sur intervalle [0,7]. Il existe alors
0 <t<tetze By, 8"\[) tel que |Re g(2,t)| > go. Sid < 0 est tel que t;_1 < t < ¢,

on a d’une part |Re g(z,t)

ﬁ%i, et d’autre part comme z € Bo(aro,%) il existe j € I;
tel que dy, (z,4,2) < M"T‘/E. On a donc k;; > ngz soit j € J;. Comme enfin do(z,z;,) <

di,(z, 35 5) + B(n — D)VEKt; < 2di(x,2) + dy, (2,25 5) + B (n — D)VEL; < 32n(3 + VK)4/t;, on
trouve que = € ¥, autrement dit, les points de By(zg, 1)\¥s sont d-statiques sur [0, ¢].
O

Preuve du corollaire 1.3.17. Etant donné €; qui sera fixé plus bas, la proposition 7.1.7 permet
de choisir €y = €(n, vg, K, €1) tel que les hypothéses de 1’énoncé impliquent

volys) Bi(xg,7r) = (1 — el)volg(o) Boy(zg,7)

pour 0 <t < €3 et i—‘f < r < 1. En vertu du principe de comparaison des distances du corollaire
I1.1.3 on a aussi By(xo, 230 (n — 1)V Kt) € By(xo,1) et donc,

20
voly(yy Bo(wo, 1) = volyy Bi(zo,1 = 5 (n = YVK),

20
= (1 — 61)V019(0) B0($07 1— g(n — 1)\/Kt>

> (1- 261)VOlg(0) By(z0,1),

2
si t < min(e3, Cf—lK) pour une constante C' ne dépendant que de n, la derniére inégalité faisant

appel a la minoration du tenseur de Ricci au temps 0 et au principe de comparaison des volumes
de Bishop-Gromov. On a ensuite

Rg(s) d/LSdS = VOlg(O) Bo({L'(], ].) - VOlg(t) B()(l'(), 1),
By (z0,1)x[0,t]

< 2€1voly gy Bo(2o,1),
puis

H [Rg(s)| dpeds <2 H — dp,ds + ” Ry(s) dpgds,

Bo(z0,1)x[0,] Bo(zo,1 Bo(z0,1)x[0,]
(te' + 261)V019(0) By (zg, 1),

<
< 0617
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ou C ne dépend que de n. Pour é; > 0 qui sera choisi plus bas, on fixe maintenant e¢; =
min(é (n,vo, K, 61), 256”2, 256K), ou la fonction €(n,vp, K,d) provient de I’énoncé du lemme
1.3.16. On trouve ainsi qu’il existe un ensemble 5, avec vol 9)51 < 47 tel que tous les

2
points de By(zg, 1)\Ps, sont d;-statiques sur 'intervalle [0, mm(eg, ove)]- Pour tout = € By(wo, 1),

volygy Bo(z,r) = vor™, si bien que Bo(z,7) ne peut étre entierement incluse dans ¥, si r >
1

(%) " . En fixant finalement §; = 4", on conclut quil existe un point de By(z,d) qui est

2
d-statique sur D'intervalle [0, min(e§, &% )]-

O
On démontre finalement le résultat clef de ce paragraphe.

Preuve du lemme 1.3.13. Par mise a I’échelle du flot, on peut supposer T' = 1. Quitte & remplacer
g(t) par ¥*g(t), on peut supposer M = X x R™, ¢ = Id et do((z,u), (z',v))? = dx(z,y)?
lu' — ul? pour tous (z,u), (2/,u') € X x R™. On raisonne par induction sur m. On choisit donc
1 <m < n,etsim > 2 on suppose le lemme 1.3.13 démontré pour 1 < m’ < m—1. Soit §, R > 0
et € = €(n,vg, K, ) fourni par le corollaire 1.3.17. On fixe z;, € X et on considére les points
xo = (2, 0., ) ainsi que pg = (x4, 0;m—1, R) et qo = (2(, 0m—1, —R). Le corollaire 1.3.17, appliqué
au flot mis a I'échelle (s) = e*g(%) sur chacune des boules Bo(po, 1) et By(qo,1), permet de
sélectionner p € By(po,de!) et q € Bo(qo, e~ 1), des points d-statiques sur I'intervalle [0,1]. On
définit

bp/q(z7 t) = dt(p/(L IL’) - dt(p/Q7 IO)a
gP,Q(xvt) = dt(p7 .7;) + dt(Q7 J,‘) - dt(p’ q) = bp(x’t) + bq(xvt)'
Notons que I'on a d¢(p,q) = do(p,q) — 6/t (voir (I1.58)) tandis que la continuité de la fonction
distance au temps initial et 'hypothése Re g(t) = 0 font que pour tout x,2’ € M, di(z,2") <
do(z,2"). On en déduit d’une part
Epg(x,t) <&y g(x,0) + 5V, (1.64)

D’autre part pour (z,t) € M x]0,1], on a

dt(pv .I) = dt( ) dt(q7x)
> do(p, q) — do(q, ) — 01
= do(p, ) — Epq(,0) — SV,

puis comme d;(p, zg) < do(p, o),
dt(pa ) dt(p7 :EO) d (p7 ) dO(pu ‘TO) _817#](1’.’0) - 6\/27
ainsi que, en intervertissant les roles de x et xg

di(p, @) — di(p, x0) < do(p, &) — do(p, 20) + Epq(x0,0) + OV,

d’ou finalement ’encadrement

—8p.4(2,0) — 6Vt < by(w,t) — by(x,0) < & 4(x0,0) + VL. (1.65)
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On peut vérifier par un calcul direct & partir de 'expression de dy que I'on a

10/1 §\2
Epq(z,0) < R <5 + 6)

pour x € Boy(xg,61).

On fixe maintenant 0 < ¢ < 1, on choisit une suite §; — 0 a laquelle correspond une suite ¢;,

2
et on pose R; = }5—9 ((% + ‘z—) . Aux points po; = (2(, Om—1, R;) et go,; = (24, 0m—1, —R;) corres-

pondent comme plus haut des points p; € Bo(po,i, 51‘6;1) et ¢; € Bo(qo,i 516;1), 0;-statiques sur
[0,1]. Si~yp, (resp. 74, ) désigne pour chaque i > 0 une géodésique minimisante entre xq et p; (resp.
¢i) on peut supposer qu’aprés extraction la suite {7y, }i>o0 (resp. {7y, }i=0) converge vers un rayon
v+ (resp. v_) d’origine z. Le fait que d’aprés (1.64) on a &,, 4,(x0,t) — 0 implique, comme on le
vérifie facilement, que le chemin composé de 'union de v, et de v_ est une droite. Enfin, les fonc-
tions b, convergent vers la fonction de Buseman b ; associée & v4. L’encadrement (1.65), aprés
passage a la limite, montre que by, =bygou [ byo: X xR"™ >R, (2/,ur,...;uUn) — Up |
est la limite des by, (., 0). En particulier, le flot du gradient de by ; est 'application

Gr: M —> M, (2 u1,...,up)— (@01, .Uy +7)
quel que soit 0 <t < 1.

Pour tout 0 < ¢ < 1, on peut donc appliquer le théoréme 7.3.14 a la métrique g(t), d’ou
l'existence d’une métrique riemannienne hy sur N = {z € M | by o(z) = 0} = X x R™! telle
que g(t) = hy @ dr®. Si m = 1, 'énoncé est démontré. Sinon, si n = 2, la forme de la métrique
implique que # ) = 0, donc le flot g(t) est statique, la métrique d; coincide avec dy et 'énoncé
est trivial. Sin > 3, il est facile de vérifier que h; est un flot de Ricci h(t) sur N x]0,T] qui vérifie
toutes les hypothéses de I’énoncé pour m’ = m — 1. On a donc par induction h(t) = h(t) @ grm-1
et g(t) = h(t) ® grm. O

Preuve de la proposition 1.3.12. Aprés mise a 1’échelle du flot, on peut supposer r = 1. On fixe
d > 0 et on suppose qu’il existe une suite ¢; — 0, une suite de flots g;(t) sur M satisfaisant aux
hypothéses de 'énoncé ainsi que des suites (z;,t;) € M x [0,€2], 0 < r; < € et P14, ..., Dm.i telles
que
a) (P1,is--» Pm,i) €st un (m,€;)-éclatement en x; a toutes les échelles inférieures a 1 pour la
métrique g;(0),
b) deu (Bt (x4, 7)), Bzxrm ((20,0m), 7)) = dr; pour tout (X, dz,zp) espace métrique locale-
ment compact.
On définit les flots mis & échelle g;(s) = %gz(rfs) défini sur 0,3;] (5; = ;f—:g) Alors (p1,4s s Pm,i)
1

est un (m, ¢;)-éclatement en z; & toutes les échelles inférieures a L (> 1) pour la métrique §(0)
ce qui implique en particulier dGH(Bo(ZEi, 1), Bz, xrm((20,:,0),1)) < ¢; pour un espace métrique

(Z;,di, 204), tandis que dgn (Bgi (a:i,l),BZXRm((zo,Om),l)) > 0 pour tout espace métrique

(Z,dz, zp) d’apres b). Trois cas se présentent alors
i) 5, — 0. Alors, si € = e(n, v, K, g) est fourni par le lemme 1.1.7, et que 'on a ¢; < ¢,
52

5; < min(e?, m), on trouve, en appliquant le lemme 7.1.7,
3

N s
IS

P
do(y,y') — = < di(y,y) < (1 + i)do(y,y’) +
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pour tous ¥,y € Bs, (x;,1). En particulier, dgn <Bg (:,1), Bo(x, 1)) < £ et done

+e<d

[NCRIS)

den (Bs, (24, 1), Bz, xzm ((20,i, 0m), 1)) <

en contradiction avec b).
ii) 5; — +00. Les bornes (I.1) sur le flot g(t) se traduisent en particulier par les bornes

[Rm §(3;)| < g et injz(s,) = = 4/ % sur Bys,)(x,1). Dans ces conditions, pour i suffisam-
ment grand, 'application exp,, : BTmiMi(OTmi ,2) — Bs,(z,2) réalise une approximation
(1+ g)—bi—LipSChitZ entre la métrique euclidienne gr» et g;, en particulier

den(Bs, (%, 1), Brn (Ogn, 1)) < 0,

en contradiction avec b).

iii) §; — So avec 0 < Sy < +00. Alors le lemme A.0.1 permet d’extraire un flot limite
Joo(s) des g;(s) pointés en z;, défini sur une variété différentielle pointée (My, 2o) pour
0 <t < 5. De plus, la fonction distance dg,(s) tend uniformément sur tout compact
vers une limite dy o, sur My, lorsque s tend vers 0. L’espace métrique (Mo, dp o) étant
aussi limite des (M;, §;(0), z;) pour la convergence de Gromov-Hausdorff pointée, on vérifie
aisément que a) implique que (M, do,o0) est isomorphe & un produit X x R™. Puisque le
flot g(s) vérifie en particulier Re g(s) = 0, le lemme 1.3.13 s’applique donc et permet de
conclure que le flot go(s) est de la forme g (s) = ho($) @ grm, en contradiction avec b)

encore une fois.
O
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Chapitre 11

Minorations de courbure préservées
par le flot

II.1 Principes du minimum

Dans cette section, on passe en revue certaines minorations de courbure classiques préservées
par le flot de Ricci, en discutant en particulier la possibilité d’établir une version purement locale
des énoncés, c’est a dire s’appliquant & un flot éventuellement non complet, et qui, & partir d’une

) ) ?
hypothése sur une région U < M au temps initial, fournissent une conclusion sur une région plus
)
petite pour un un certain intervalle de temps.

Minoration de la courbure scalaire. C’est le cas le plus simple. La courbure scalaire d’une
métrique évoluant selon le flot de Ricci obéit & I’équation

Ry = AR, + 2|Re g

2
> AR, + ~(R,)”

Si g(t) est un flot sur une variété compacte, un principe du minimum s’applique et on déduit de
I’équation ci-dessus la minoration

1

R, (z,1) > .
o(@?) inf, Ry(z,0) — 2t

Il existe une version purement locale de ce résultat, due a B. L. Chen [11]. On donne ici une
version légérement simplifiée de I’énoncé de [11] adaptée a I'usage que 'on veut en faire

Proposition I1.1.1 (B.L. Chen). Soit g(t) un flot de Ricci sur (M, xo)x[0,T] avec les propriétés
sutvantes :

Bi(zg, a0 + Ag) est relativement compacte dans M,

K t
Rin g(t)] < 5 pour & € By(zo. 4| 20)

Rye0) = —€? sur By(x, a0 + Ap).
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Alors 100
Ry(z,t) > — max(e’, —)
A3
pour tout (z,t) avec 0 <t < T, dy(zo,2) < ag — F(n — 1)VKt.

Corollaire I1.1.2. Soit g(t) un flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™
satisfaisant o [’estimation

K
R g(z, 1) <
ou K =1, et tel qu’au temps initial on a

Ry0) = —n sur M.

Alors on a

Rg(t) Z- po(x)?

Minoration du tenseur de Ricci en dimension 3. En dimension 3, le caractére positif ou
nul du tenseur de Ricci est préservé par un flot complet. Cependant

a) une minoration (méme globale pour un flot complet) de la courbure de Ricci par une
constante strictement négative n’est pas préservée pour un temps contrélé uniquement en
fonction de la 'hypothése faite au temps initial.

b) le caractére positif ot nul du tenseur de Ricci dans une région de la donnée initiale
n’implique pas une minoration controlée dans une région et pour un intervalle de temps
controlé (autrement dit, il n’y a pas d’analogue direct de la proposition I1.1.1 pour le
tenseur de Ricci).

Le contre-exemple suivant permet d’illustrer a la fois a) et b) ci-dessus. On considére une métrique
de la forme

go = dr® + f(r)*gs

définie sur M = R x S2, avec —e? < £ < 0 sur ] -0, [U]d, +o[ et f =esur [-1,1] Le flot

f ) e '€
g(t) issu de go développe une singularité en un temps gy > 0, et pour zo = (0,%0) (yo est un
point quelconque de S?) on a limy_;,,,, Re g(t)(:, &) = —c0, bien que Re go > —€® sur M et

Rec go = 0 sur By(zo, 1).

Une maniére de contourner cette difficulté est d’introduire la quantité de Hamilton-Ivey sui-

vante R
I(x,t) = =2 — (=g, )(1+1) +3,
Re

ot la plus petite valeur propre du tenseur de Ricci Ag, (z,t) en un point remplace simplement
le minimum ponctuel des courbures sectionnelles dans la I’expression usuelle introduite par Ha-
milton et Ivey. Z.H. Zhang démontre dans [36] que pour un flot compact dont la donnée initiale
satisfait Ag. (.,0) = —1, la quantité I reste positive ou nulle sur M pour tout temps. Cependant
il est facile de vérifier que la méthode introduite dans [11] et appliquée a I’équation d’évolution
de la courbure scalaire s’applique aussi bien a la quantité I, d’ou le résultat purement local qui
suit.
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Proposition I1.1.3. Soit g(t) un flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M>
de dimension 3 et xg € M un point avec les propriétés suivantes

Bi(xg,a + A) est relativement compacte dans M,

K t
[Rm g(t)] < ~ pourz € Bi(zo, A/ ?),

Re ¢(0) = —1 sur Bo(z,a + A).

Alors

Rg(t) B 200(1 + t)

_)‘;{c A?
pour tout (x,t) avec 0 <t < T, di(xo,x) < a—20nV Kt et Ay, (x,t) <0, o Ay, (x,t) désigne
la plus petite valeur propre du tenseur de Ricci au point (x,t).

—In(=Ag. )1 +1)+3>

Dans le cas ou le flot satisfait localement & des hypothéses de décroissance de la norme du
tenseur de courbure de la forme

K
la proposition I1.1.3 a la conséquence suivante.

Corollaire I1.1.4. Il existe A(n) avec la propriété suivante. Si g(t) est un flot de Ricci défini
pour 0 < t < T sur une variété lisse M3 de dimension 3 et xog € M un point tel que

K
|RIIl g(m7t)‘ < ? pour (1‘72‘:) €M x [OvT]7

Re g(z,0) = —k pour x € M,

alors
2K 1
Re g(z,t) 2 ——————
S Sy

. 1 . .
pour r € (U)%+2Onm et 0 <t <min(T, ¢). En particulier, pour tout § > 0, on a que

52
Re g(z,t) = -

< K 24
pourme(U)%Honm et0<t< e s

Démonstration. Aprés mise a I’échelle parabolique du flot, on peut supposer &k = 1. On choisit
A tel que 42 < 1, si bien que pour (z,t) € M x]0,1] tel que By(z, A + 20v/Kt) est relativement
compacte dans M, on a

Rﬁ —In(-Xg. )(1+1¢) = -4
~Re
en (z,t), et donc
K tAR 1
~1 Re ) > In(e K(1+ -
P MR e K )
d’ott on déduit I’énoncé, en notant que In(— ;(g” )= — _tf\(, O



I1.2 Minorations obtenues par ’analyse du noyau de la cha-

leur modifié (d’aprés R. Bamler, E. Cabezas-Rivas, B.
Wilking)

Le résultat principal de cette section est la proposition I7.2.6, version purement locale d’'un
résultat da & R. Bamler, E. Cabezas-Rivas et B. Wilking dans [18|, qui fournit une véritable
minoration uniforme (par contraste avec le corollaire I7.1.4) du tenseur de Ricci en dimension 3,
et qui s’étend & d’autres notions de courbure en dimension supérieure. Afin de décrire briévement
la méthode dans le cas particulier du tenseur de Ricci en dimension 3, on considére un flot g(t)
sur M3 variété tri-dimensionnelle compacte. De 1’équation d’évolution du tenseur de Ricci en
coordonnées locales (0; — A)R;; = 2Ry Ry — 2Rk R ., on déduit que Az, (z,t) définie comme
la plus petite valeur propre du tenseur de Ricci au point (x,t), satisfait (au sens des barriéres) a
I'équation d’évolution

(00— A)Age = —=3(Age )2+ (A3 — X2)® + Ry Are » (IL.1)

(ot Az, < A2 < A3 sont les valeurs propres de Rc g(z,t)). Lorsqu'on cherche a établir la
préservation d’une minoration de Az, par une constante strictement négative, en ’absence d’une
borne uniforme sur la norme du tenseur de courbure, le dernier terme peut prendre des valeurs
arbitrairement négatives, si bien qu’aucun principe du minimum ne s’applique. Si on considére
plutdt I'équation d’évolution de la quantité Ay, dp,, on trouve

(0 — A)()‘ﬁc du,) = (0 — A — Rg(t))Af_{c duy = *3(>‘}_{c )2 dpy,

puisque 0; dp; = —Ry() dpy. L'intéret est que 'on a maintenant une équation autonome sur
ARe » dans le sens ou les autres valeurs propres du tenseur de Ricci, dont on ne contréle pas la
valeur absolue, n’apparaissent pas dans le membre de droite. On écrira donc I’équation (11.1)
sous la forme

(0 — A —=Ryp)Age = —f(z,t) ou fax,t) <3(A\g. )% (I1.2)

Notons alors #, 4 (7,t) le noyau associé & I“opérateur de la chaleur modifi¢” d; — A — Ry, et
supposons que, sous des hypothéses appropriées, on puisse établir une majoration de la forme

_dg(=,w)?

%(wxo) (yat) < Ootige Cot

Alors, si on suppose Rc g(0) = —e? sur M au temps initial, et que I'on considére ¢y > 0 minimal

tel que infiens Ag, (2,t0) < —1, la formule de représentation des solutions de (/1.2) permet
d’écrire

t
Ane (@,0) = — JM Ky ()5, (4,0) dig(y) — j JM Ky (@) £ (3, 8) djia ()
= *6201 — 3C1ty.

ou (grace au contrdle du volume des sphéres que garantit la minoration du tenseur de Ricci,

combinée a la borne gaussienne sur K) C; ne dépend que de n et Cp. Si e < 4/ ﬁ et tgp < ﬁ,
on trouve donc Ay, (2,t) = —1 sur M x [0, o] en contradiction avec la définition de ty. On

a finalement établi 'existence d’un intervalle de temps, controlé en fonction de Cy (et de n),
pendant lequel la borne Az, > —1 ne peut pas étre violée.
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Avant d’énoncer la proposition I7.2.6, on rappelle la définition de quelques cénes de courbure
classiques, en suivant [29] qui en fournit une exposition détaillée. On rappelle qu’on appelle cone
de courbure invariant de dimension n un ouvert € de ¥2(A2R") tel que

(i) si C €6, Xe Ry, alors A\C € 6,

(i) si ¢ € 6(n) est une isométrie de R™ et C' € 6, alors 'élément de #2(A?R™) défini par

Cy(t Au,v Aw) =C(o(t) A d(u),p(v) A d(w)) est encore dans 6.

Pour (M", g) une variété riemannienne de dimension n, x € M et C, € #2(A2M), la propriété
(7i) permet de parler sans équivoque de l'appartenance ou non de C, & un cone de courbure
invariant 6 (on notera donc C, € 6 au prix d’un léger abus de langage). Le produit scalaire
canonique ., .y de R"™ s’étend de maniére unique en une forme C-bilinéaire sur C" que ’on notera
(., ¢, qui elle méme s’étend naturellement en une forme C-bilinéaire sur le complexifié A2C"
de AsR™. On rappelle qu'un vecteur u € C™ est dit isotrope si {(u,uyc = 0 (en particulier {.,.>¢
posséde des vecteurs isotropes non-nuls). Un élément de la forme u A v € A%2(C"), ot u,v € C"
est dit totalement isotrope si (u,u)c = (v,v)c = (u,v)c = 0. Enfin, pour tout C' € S?(A*R"),
on note C® I'extension C-linéaire de C' a #2(A2C"). De méme, tout C € #2(A%C") se prolonge
de maniére unique en un élément €’ € PZ(AZC"1) (resp. C” € F2(A2C"F1)) qui satisfait
C'(o,7) = C(o,7) si 0,7 € A°C" < A°C"*! et C'(0,7) =0siTe (A2(C")l < A2C™*! (resp.
C"(o,7) = C(o,7) si 0,7 € A2C" < A2C"*2 et C"(0,7) =0siTE (AQ(C")l c A2CnH2).

Définition I1.2.1. On définit pour tout n > 2

6t ={ CeS?*AC") | Clunrv,unv)>0 pour tousu,veC"

t.q. u A v est totalement isotrope }

puis pour n > 2 fixé, on définit les cones de courbure invariants
— 61c = { CeJP?AR") | CCe6r },

— 6o, ={ Ceg2amm) | (0% eqzt },
o 66102 _ { CeyQ(AZRn) | (CC)” Ec@g-&-Z },
— 6co ={ CeS*(NR") | C(0,0)>0 VoeA2R" }.

Remarque 11.2.2 (Préservation des cones de courbures IC ,IC; ,ICy et CO ). Si € désigne 'un
des cones de courbure de la définition I17.2.1, et si (M, g) est une variété riemannienne compacte
avec

Rmge€
alors si g(t) est le flot de Ricci défini pour 0 < ¢ < T de donnée initiale g on a
Rm g(t) €6

pour tout 0 <t < T.

Ce qui nous intéresse ici est la préservation d’une minoration de la notion de courbure associée
a chacun de ces cones, d’ou la définition qui suit.

Définition I1.2.3. Si 6 est un cone de courbure invariant et (M™, g) une variété riemannienne
de dimension n, on définit A, : M — R par

Ag(@)=sup{ Ae R | Rm g(z)— Mg>(a2ar) €6 }.

Remarque 11.2.4. En dimension 3, Aj, se confond avec la plus petite valeur propre du tenseur
de Ricci, tandis que “61c, = 6co , et )\;Cz = Agp ¢galent le minimum ponctuel des courbures
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sectionnelles. En toute dimension, 6co < “61c, < 6ic, , et une minoration de A, ou de )\;Cz

implique une minoration des courbures sectionnelles, tandis qu'une minoration de A;s ~implique
une minoration du tenseur de Ricci.

Proposition I1.2.5 (R. Bamler, E. Cabezas-Rivas, B. Wilking [18]). Soit 6 l'un des cones de
courbure invariants ICy , ICo ou CO de la définition I1.2.1, et g(t) un flot de Ricci défini pour
0 <t < T sur une variété lisse M™ de dimension n. Alors on a, au sens des barriéres,

nin—1)

((}t —A—Rg(t)))\:@ = — 5

(A\g)?. (I1.3)
L’énoncé qui suit est une version purement locale de (ceratains) résultats minoration de la

courbures établis par R. Bamler, E. Cabezas-Rivas et B. Wilking dans [18].

Proposition I1.2.6. Ii existe k(n,K) avec la propriété suivante. Soit € l'un des cones de
courbure invariants 1C1 , ICy  ou CO de la définition 11.2.1, et soit g(t) un flot de Ricci
défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n satisfaisant aux hypotheéses (1.1),
et tel que

Ag(2,0) > —1

pour x € M. Alors pour (z,t) € M x [0,T]

A (z.8) > = po()

ot po(x) =sup{0 < r < 1| Bo(x,r) est relativement compacte dans M}.

Preuve de la proposition 11.2.6. Soit U ¢ M relativement compact, et k£ > 1 fixé dont on choisira
la valeur au cours de la preuve. On définit

pd (x) = sup{0 < r < 1| By(x,r) est relativement compacte dans U}.

Pour v(xz,t) = min(Ay (z,t),0), on a d’apres (11.3),

n(n—1
oA s 200,
Soit 0 < tg < T maximal tel que ’on ait v(z,t) > —% sur Ux[0,tg]. Sity < T, il existe zg € U
0
tel que v(zp,tg) = —W. On pose p = p§ (), si bien que la boule By(zg, p) est relativement
0

_CK

to
qui ne dépend que de n), on a ty < p?. En particulier, grace au contrdle de la contraction
des distances du corollaire 1.1.3, on trouve que B¢(xo, §) reste incluse dans Q = By(zo, §) (et
donc relativement compacte dans U) si on suppose k > CK? (pour une nouvelle constante C' ne
dépendant que de n). Sur Q x [0, %], on a aussi p§ (z) > £ et donc v(z,t) > f‘:—’;. On définit

compacte dans U. Notons que puisque par hypothése, v(zg,tg) =
CK
ko

(pour une constante C'

_ 2n(n—=1)kt
alors w : U x [0, o] en posant w = e »2v. On a alors, sur Q x [0, ],

2n(n—1k n(n-—1)
2 B v> w,

((% — A — Rg(t))w = (—
= 0.
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On applique alors la proposition 7.2.1 majorant les solutions de ’équation de la chaleur avec un
terme source & w afin d’en déduire

K _ k
w(xg,t9) = —Cr.a1 <1 + 40+l ( ?e Cz.zioK) p2> )
1 K k
v(z0,t) = —Ce“" (k +q/ke_0k> e

Finalement, pour un choix approprié de k(n, K), on trouve

soit

k
to) 2 — -
v(wo, to) 202
d’ott une contradiction si tg < T. On a donc v(z,t) > —ﬁ sur U x [0,T], d’ot la proposition,
0
le choix de U relativement compact dans M étant quelconque. O

I1.3 Minorations de courbure préservées en présence d’une
structure produit a toutes les échelles

I1.3.1 Décomposition du tenseur de Riemann et équations d’évolutions

L’existence d’un m-éclatement en un point z d’une variété riemannienne (M, g) a courbure
de Ricci minorée se traduit par 'existence de m fonctions coordonnées définies au voisinage de x.
En général, la proximité avec un espace produit X x R étant seulement métrique, on n’obtient
pas d’information sur la structure du tenseur de Riemann de M au point . Cependant, comme
on le vérifie dans ce paragraphe, sous I’hypothése d’un controle supplémentaire sur la régularité
des fonctions coordonnées, le tenseur de Riemann en x posséde approximativement la structure
de celui d’une variété de la forme N™~™ x R™. Or, dans le cas ou m = n — 3, la donnée du
tenseur de Ricci en un point d’une métrique de la forme h @ ggn—s sur une variété N3 x R"~3 est
équivalente a celle de tout le tenseur de Riemann. En présence de n — 3 fonctions coordonnées
sur M, la norme du tenseur de Riemann est contrélée dés lors que 'on controle celle du tenseur
de Ricci ainsi que suffisamment de dérivées (en fait, les dérivées d’ordre 3) de n — 3 fonctions
coordonnées.

Avant d’énoncer ce principe sous la forme du lemme I7.3.1 on introduit quelques notations
d’algebre (multi)linéaire. Soit V' < T, M un sous-espace de 'espace tangent & M en un point
x. L'inclusion V < T, M donne lieu & une injection A?(V+) <> A2M qui & son tour permet
d’écrire la décomposition orthogonale S2(A2M) = S?(A%(V1)) @ 52(A2(VL))J'. Si S est une
forme bilinéaire symétrique sur A2M, on écrira donc

§=8"" +5Y
ot SV e S2(A2(V4)) et SV e SQ(AZ(VL))l. En fait, si ¥ < A2M est le sous-espace engendré

par les éléments de la forme X A Y avec X € VY € T, M (on note qu’alors son supplémentaire
orthogonal ¥+ est engendré par les éléments de la forme X A Y, X,Y € V1), on a pour %,W e
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A2 M

SV, W) =SEY WYY+ SV WYY+ S, W) (IL.4)
SV W) = SEEYT W)

o % =%V 4V et W =W + WV pour la décomposition orthogonale A2M = ¥ @ ¥+,
D’autre part, rappelons si (E,h) est un espace euclidien de dimension m, on a une application
“contraction de Ricci” ¢, : S?(A’E) — S?(E), ou, si S est une forme bilinéaire sur A?E,
X,Y € E, ¢, S est définie comme la trace de la forme bilinéaire (Z, W) — S(X A Z,Y A W).
Dans le cas particulier ot m = 3, ’application c3 est inversible et son inverse est donné par
la formule ¢;'S = (S — £ 2h) ® h, ot ® : S?(E) x S?(E) — S?(A?E) désigne le produit de
Kulkarni-Nomizu (voir [1]).

|
| Vup A X € &

P S I\

Lemme I1.3.1. Il existe une constante C(n) > 0 avec la propriété suivante. Soit (M, g) une
variété riemannienne , x € M et V < T, M un sous-espace de dimension n — 3. Alors on a la
décomposition du tenseur de Riemann

tr ¢,(Rm ¢")

1 EJVL) D gy,

. R
(i) Rm g = (Rc g— Iggvj_) ® gyr +Rm ¢ — (cn(Rm gv) —
qui implique en particulier

(it) |Rm g| < C(|Rc g/ +|Rm ¢"|).

Si de plus uq,...,up—3: M — R sont n— 3 fonction lisses telles qu’en tout point x € M la
famille Vuy (), ..., Vu,—3(z) engendre V, on a

(iii) (Rm g)(Vu; A Z, X AY) = V3u, (Y, X, Z) — V3u;(X,Y, Z),

pour tout 1 <i <n—3 et X,Y,Z € T, M. En particulier, si |{Vu;(x),Vu;j(z)y—d; ;| < C7!
pour 1 <i,5<n—3, ona

(iv) |Rm g"| < CKI?Qﬁig [V3u,].

Démonstration.
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(iii) Soient X,Y,Z € T,M. On obtient d’abord par un calcul direct (VyVxVu;, Z) =
V3u, (Y, X, Z) + V?u;(Vy X, Z), et par suite la formule de Ricci (Rm ¢)(X,Y, Vu;, Z) =
Vi3u; (Y, X, Z) — V3u;(X,Y, Z), ou bien

(Rm ¢)(Vu; A Z, X AY) = V3u, (Y, X, Z) — V3u;(X,Y, Z) (I1.5)
pour le tenseur de courbure vu comme une forme bilinéaire sur A2T, M.

(i) Avec les notations rappelées plus haut, I'inclusion V+ < T, M donne lieu au diagramme
suivant

F2NM) —> S2(T, M)
2 2y L 2 1
0 ——= S2(A2VE) ——= (V) ——=0

Dans la décomposition Rm ¢ = Rm ¢" + Rm gVL telle que décrite plus haut, Rm gvL €
iS%(A?V1), donc on peut écrire

1

1
Rm gv = zcglL_lcan gV

€1
. tr¢,Rm gY

_ 1%
= (c,Rm ¢ 1

gvi) O gy

puis en remplagant Rm gvL par Rm ¢ — Rm ¢" on trouve la formule (2).

(iv) Soit {e;}1<i<n—3 la base de V obtenue par orthonormalisation de Schmidt de la famille
{Vui(z)}1<i<n_3. D’apres (I1.4), il suffit de calculer Rm ¢" sur les couples de la forme
(e; nejepne)avecl <i<n-—3,1<jkli<naveci#j,k+#I Or

n—3
(Rm g¥)(e; A ej,ex A e)) = Z mio(Rm g)(Vua(z) A ej,ex A €)
a=1
ol {mq, g}a,p est la matrice de la base {€;}1<i<n—3 dans {Vu;(z)}1<i<n—3. Quitte & sup-
poser que (Vu;(x), Vu;(z)) < C~! pour une constante C ne dépendant que de n, les m; ;
sont bornées, par 1 par exemple, et on a ‘Rm gV| < Cmaxigicn—3 ‘Vgui’ () d’apres (44i).

(ii) Conséquence immédiate de (¢) et (iv).
O

Dans le reste du paragraphe, on décrit la structure de certaines équations d’évolution de

courbure particuliéres pour un flot de Ricci de dimension n > 4 pour lequel tout point posséde
un (n — 3, €)-éclatement, et donc un systéme de n — 3 fonctions coordonnées {u;}1<i<n—3. L'idée
est de montrer que le membre de droite de 1’équation se décompose en un terme d’expression
analogue a celui de I’équation de dimension 3, auquel s’ajoute un deuxiéme terme controlé par
maxi<i<n—3 |V3ul|

Lemme I1.3.2. Soit g(t) un flot de Ricci sur M™ x [0,T]. Si x € M et V < T,M est un
sous-espace de dimension n — 3, on a

(i) (2 = &) [Re g(&)]* < C (IRe g(t)* + [Re g(t)] - [Rm g(1)"])
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tandis que si Ay, désigne la plus petite valeur propre du tenseur de Ricci, on a

(it) (O — A)Ag, = —(A]

RcV*

)%+ R}J/L)\l;CVL — C'|Re g(t)] - )Rm FOM

b

(iii) (0: — A)Ryay = 3N, )2 — 2RV A~ (RY")? — CRe g(t)] - ‘Rm FIOME

RcVt +

RcV*

ot /\IZLCVL et R;/L désignent respectivement la plus petite valeur propre et la trace de Rc gVL.

Démonstration. (i) La norme du tenseur de Ricci satisfait & une équation de la forme
(% = A)[Re g(t)]* = Rm g xRe g * Re g,

< C|Rm g|[Re g,
< C|Re g|> + C[Rm ¢"| R g/?

d’aprés le lemme 77.3.1, (i7).

(ii) L’astuce classique d’Uhlenbeck (voir [14], p. 121-122 par exemple), qui consiste & intro-
duire une famille d’isomorphismes de fibrés vectoriels ¢y : TM — TM pour laquelle la
métrique tirée en arriére g = ¢y g(t) est statique, permet d’écrire, si R(t) = ¢;Rm g(¢),
I’équation d’évolution du tenseur de Ricci sous la forme

(6t — A)Sﬁcij = kaiﬂmckl.

On décompose alors le tenseur de Riemann comme dans le lemme 17.3.1,(7)

R
Rm g = (RCg*Zgng) ®gyL + S,

ou |S| < C |Rm gV|. On décompose alors Re g = Re gVL +Rc g¢", ot Re gVL (u,v) =
Re g(pu,pv) avec p: T, M — V= la projection orthogonale. On a alors

L
vt trRe g"

Rm g = (Reg gve) O gyr + 8,

4
ol ‘S‘ <C |Rm gv}. On se place maintenant dans un systéme de coordonnées tel que %
; 1 _ d d d
forme une base orthonormée en (z,t) avec V= =< {j—, 7—, 7-} >, et on supposera en

plus que Re gvL est diagonal dans cette base. On a alors

1
(Rm g)j5i = —g (Rii + Rjj — Rin) + Sijji,

pour i < j < 3, ou {i,j,k} = {1,2,3}, ainsi que (Rm g¢);ju = Si;jx pour tous les autres
quadruplets 7, j, k, . En revenant dans les coordonnées d’Uhlenbeck on peut écrire

(0r — A)Ry; = *9%14214 + (R + Rj; + Rir)Rii + (Rer — %]‘j)z + T siie{1,2,3},
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pour tout 1 < i < 3 tandis que (0; — A)R;; = ‘iij pour tous les autres couples ¢, j, ou
1T,
on a pour tout ue U, M

@’ < C'|Rce ¢ |Rm gV|. Ainsi si )\;{CVL désigne la plus petite valeur propre de Rc gVL,

R .
(0 — A) (‘g") () = —(A- )2+ Ry A L+ T(u,u),

ot |T| < C'|Re g/ [Rm ¢"|. Dot le (4i) de 'énoncé.
(iii) On a
(0 — ARy = 2|Re g,

2
= (2 ‘RC gVL‘ — (R;/L)2> + (RE‘;L)2 +2|Re gv|2,

Or, pour tout triplet a,b,c € R, on peut écrire 2(a? + b% + %) — (a + b + ¢)? = 3a® —

1
2a(a + b+ ¢) + (¢ — b)?, donc en calculant dans une base orthonormée de V+ ou Re g¥
est diagonal, on trouve en particulier

_ L _ €
(= A)Ry(y = 3(A- 1) = 2R,V A 1+ (RY)? = C|Re g(1)] - ‘Rm g(t)v‘.
O

Le lemme I7.3.2 permet d’ores et déja de voir que lorsque maxj <;<,—3 est controlé, la norme
du tenseur de Ricci obéit a une équation autonome que l'on peut intégrer. On doit s’attendre
a ce que le flot d’'une donnée initiale & courbure de Ricci bornée, en présence d’une structure
produit, évolue & courbure de Ricci borné pour un temps contrélé. A contrario il ne semble pas
possible de déduire la préservation d’une minoration du tenseur de Ricci aussi simplement a
partir de I'équation (ii). En effet, le terme de reste est de la forme [Rc g(t)| maxi<i<n—3 |V3u;|,
ot |Re g(t)| satisfait en général seulement une borne de la forme £, non intégrable en 0. Il semble
par contre qu’il soit possible de controéler ’évolution de la quantité suivante qui correspond & un
pincement.

Définition I1.3.3. Si g(t) est un flot de Ricci défini sur M x [0,T] avec Ry > 0, on définit en
tout point (z,t) € M x [0,T]
Age (2,1)

9 (z,t) = min(0, R, (z,)

).
On déduit alors du lemme I7.3.2 une équation d’évolution pour 2.

Lemme I1.3.4. Soit g(t) un flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de
dimension n . Alors, si (x,t) € M x [0,T] est un point tel que Ry (x) > 0, et si V < T, M est
un sous-espace de dimension n — 3, on a

(0, — A)2 > 2V(InRy()) - VL — C(1+22) [Rm g(t)"].

L’énoncé qui suit résume le contenu de la section I71.3.1. Seul () sera utilisé dans les para-
graphes qui suivent. (i) peut étre vu comme une motivation des résultats des paragraphes 7.1.3
et 1.1.4 en justifiant ’hypothése de pincement de la plus petite valeur propre du tenseur de Ricci
faite dans les énoncés de ces paragraphes.

86



Corollaire I1.3.5. II existe une constante C(n) avec la propriété suivante. Si g(t) est un flot
de Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n, et $i Uy, ..., Up_3 :
M x [0,T] — R est une famille de fonctions lisses telle que en un point (x,t) € M x [0,T] on
ait [{Vu;(x), Vu;(z)y — 6 | < C7 pour 1 <i,j <n—3, alors

1<isn—

() 0= A) R [ (0,0) < € (Re gl 0" + Re gl | o [Pus(e.0)]).

au point (x,t). Si en (x,t) € M x [0,T] Ry (x) >0, on a

(ii) (0 — D)2 (z,t) = 2V(In Ry, ) - V (2, 1) — C(1 + 2(x,1)*) max _|Viu(z,t)|.

1<is<n—3

I1.3.2 Coordonnées locales et leur régularisation
Principe

Dans ce paragraphe on construit, en tout point qui, pour la donnée initiale d’un flot de Ricci,
posséde un (m, €)-éclatement & toutes les échelles inférieures & un certain rayon r > 0, et pour
t > 0 suffisamment petit, un systéme de m fonctions {u; :}1<i<m définies sur By(z, %) x [0,%]

dont les dérivées jusqu’a l'ordre 3 satisfont a des estimations que I’on rassemble dans la définition
de (m, §)-systéme de coordonnées régularisées locales qui suit.

Définition I1.3.6. Si g(¢) est un flot de Ricci sur M™ x [0,7], on dit quun point (z,t) €
M x [0,T] posséde un (m, d)-systéme de coordonnées régularisées locales si il existe m fonctions
lisses {u; : Bo(z, %) x [0,t] — R}1<i<m, solution de I’équation de la chaleur couplée avec g(t),
avec les propriétés suivantes

(Z) |VU1 . Vuj — 6i,j| <4,
(i) |V?u]” < 0

)

(iid) |VPus| <

)

@ | >
V)

pour tout (y, s) € By(z, %) x [0,t], 1 <1i,j < m, ainsi que

T2
(iv) f J. |V3u;| dpgds <6 r"
0 By (x,r)

pour tout 0 < r < +/t.
Le contenu de ce paragraphe est résumé dans 1’énoncé qui suit.

Proposition I1.3.7. Il existe e(n, K,vg,0) > 0 avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot de
Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n, satisfaisant aux hypothéses
de décroissance (I1.1) et dont la donnée initiale vérifie les conditions (1.2). Soit xg € M, rg > 0
tel que By(xo,ro) est relativement compact dans M pour 0 <t < T. On suppose de plus

1
0

sur M x [0,T]. Alors, si xo posséde un (m,€)-éclatement a toutes les échelles inférieures a ro
pour la métriqgue g(0), (xzo,t) posséde aussi un (m,d)-systéme de coordonnées réqularisées pour
tout 0 < t < €%r3.

87



Comme conséquence évidente de la proposition 171.3.7, on fait pour plus tard la remarque qui
suit.
Remarque 11.3.8. Si g(t) est un flot de Ricci défini pour 0 < ¢t < T sur M, U une partie
relativement compacte de M et § > 0, alors il existe T tel que tout (z,t) € U x [0, 7] posséde un
(n,d) systéme de coordonnées régularisées.

En effet, U ¢ M étant relativement compacte, il existe 7 tel que les hypothéses de la propo-
sition II.3.7 soient vérifiées sur U x [0, 7] par continuité.

On décrit maintenant le principe de la construction de ces fonctions coordonnées régularisées,
obtenues, comme il se doit, par régularisation de fonctions coordonnées elles mémes construites
a partir de la fonction distance par rapport a des point bien choisis. Soit ¢g(¢) un flot de Ricci sur
M x [0,T], et soit g € M un point tel que B;(xg,2R) est relativement compacte dans M pour
tout 0 <t < T. On appelle fonction coordonnée en zy toute fonction définie par

”l_l,p(:]'],t) = dt(pa .’E) - dt(pa xO) + 6\/%7
ol p € By(xg, R) pour tout 0 <t < T. Si p est e-statique! pour g(¢), on a donc
(0 — A)a, =0 (IL6)

sur By(xg, R)\B;(p, e 14/t). On appelle fonction coordonnée régularisée sur By(zg,r) correspon-
dant & @, la solution d’un probléme de Dirichlet

u(z,t) = up(z,t) pour (z,t) € Q x {0} U I x [0,T],
(0 — A)u(z,t) =0 pour (z,t) € Q x [0,T7,

ot 2 € M est un domaine a bord lisse choisi tel que By(z,r) < 2 < By(zg, 2r). Le choix de
n’aura pas d’importance en pratique. En vertu du principe du maximum, (/7.6) implique que
lon a u < @, sur By(xo,r) x [0,T7].

Si le flot g(t) satisfait aux estimations (I.1), et si p € By(zg, 1) est tel que Bi(xo,4) est
relativement compacte dans M pour 0 < ¢ < T, le corollaire I.1.3 sur la distortion de la fonction

distance garantit

gl 1) — iyl 1) > ~ 5 (0~ DVE(VE ~ ) (IL7)

pour tout x € By(xg,1) et 0 <t <t < T, tandis que si on suppose en plus
Re g(z,t) = —¢*
pour tout (x,t) € M x [0,7T] on a
Uy (2, ') — (2, 1) < e(VE — V) +2(e” F=0) — 1) (IL.8)

pour tout © € Bi(xo,1) et 0 < ¢t < ¢ < T. La difficulté qu’il y a a obtenir une estimation
suffisamment précise de la dilatation des fonctions coordonnées sous des hypothéses plus faibles
que celles d’une minoration uniforme de la courbure de Ricci (typiquement, sous une hypothése
de pincement Rec g(t) = —0Rg() — 1) constitue le principal obstacle lorsque on cherche & prouver
la conjecture 0.16. Les paragrapghes 7.1.3 et 1.1.4 représentent une tentative d’obtenir de telles
estimations, qui n’aboutit pas. On pense qu’il n’est pas possible, en général (voir I'introduction)
d’obtenir une minoration uniforme de la courbure de Ricci en supposant seulement la minoration
analogue et la présence d’'un (n — 3, €)-éclatement en tout point au temps initial. Cela justifie que
I’on impose, dans la proposition I7.3.7 et donc dans les hypothéses du théoréme D, une borne
au temps initial sur la norme du tenseur de Ricci, qui elle (on le verra au paragraphe I7.3.3), est
préservée par le flot en présence d'un (n — 3, €)-éclatement en tout point.

1. voir la définition I.3.15.
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Régularisation

Pour une solution u : M x [0,T] — R de I’équation de la chaleur couplée au flot de Ricci, les
normes des dérivées successives obéissent & des équations d’évolution grace auxquelles on peut
quantifier la régularité des solutions a tout ordre. L’équation d’évolution du gradient n’est autre
que la formule de Béchner classique

(@ — A)(|Vul?) = =2 |Vl (IL.9)
tandis que la norme du Hessien satisfait a une équation de la forme
(0 — A)(|V2u|2) = Rm g(t) * V?u * Vu — 2 |V3u|2 , (I1.10)
et plus généralement on a
@ —A)([VFu[) = Y V'Rm g(t) x V™ux VFu - 2[VE L[ (IL.11)
I+m=k

Preuve de (I1.10) et (I1.11). La formule (11.9) est classique, voir par exemple [14], paragraphe
1.4.3. D’aprés [14], corollaire 2.34 on a

(V2 f) =AL(V?u)

:A(VZU) + 22 Rg(t) (ek, ey el)Vzu(ek, el)
k,l

= > (Re g(t)(ex, )V?u(., k) + V?u(., k)Re g(t)(ex, .))
k

si {e;}1<i<n est une base g(t)-orthogonale de T, M (Ap désigne le Laplacien de Lichnerowicz).
D’autre part, on vérifie facilement

0|V2ul” = 20(V2u), V2u) — 2Re g(t)(V2u, V2u) — 2| V3|,
donc finalement

O }V2u|2 =4 Z Ry (ex, € €5, e0)Vules, e;)Vuley, e) — 2 {V3u|2 .
ikl
Pour montrer (I1.11), on établit par induction sur k
O(VFu) = VF(Ou) + ) V'Rm g(t) » V"u. (I1.12)
l+m=k

Pour cela, on suppose établie au rang k£ — 1 une telle formule, & laquelle on applique la connexion
pour trouver

VOV e = vV @)+ Y] (VP Rm g(t) « V™u+ VI Rm g(t) » V),

l+m=k—1
soit
Vo (VE ) — A(VFu) = VE(@u) + )1 V'Rm g(t) » V™,

l+m=k
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or la connexion évolue selon (0;V)zX - Y = VyRe (Z,X) — VzRe (X,Y) — VxRe (Y, Z) donc
0:(VFu) = Re g(t) * VF7lu + Vo, (VF~1u). On en déduit (77.12). Enfin, (I1.11) s’obtient en
combinant (I1.12) avec

O !Vku’2 = 260(V*u), VFu) — 2Re g(t)(VFu, VFu) — 2 ’Vk+1u|2 .
O

L’analyse de (I1.9), (I1.10) et (I1.11) conduit & une premiére série d’estimations, classiques,
concernant la régularité des solutions bornées de I’équation de la chaleur. Ces estimations sont
invariantes par changement d’échelle parabolique au sens ol elles sont inchangées lorsque on
remplace le flot g(t) par g(s) = A2g(5%) et la solution u(t) par @(s) = Au(5%) (ce qui est cohérent
avec l'interprétation de u comme homogéne a une distance dans le cas des fonctions coordonnées
régularisées).

Lemme I1.3.9. Il existe C'(n, k) avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot de Ricci sur M™ x
[0,T] satisfaisant auz estimations de courbure [Rm g(z,t)| < &, et soit zg € M tel que la boule
By (zg,2R) est relativement compacte dans M. Si u : Bo(xo,2R) x [0,T] — R est une solution
de l’équation de la chaleur qui satisfait

a) —2R < u(z,t) < 2R, pour (z,t) € By(zg,2R) x [0,T]
b) u(.,0) est 1-Lipschitzienne sur € Bo(xo,2R).

Alors, pour tout (z,t) € By(zg, R)x]0, %2] on a
(@) |Vul(z,1) < C,

(i) [V¥u| (2,) < C (f) o

Démonstration. La preuve est en tous points identique a celle par laquelle on établit les esti-
mations locales de Shi sur les dérivées du tenseur de courbure, telle qu’elle apparait dans [14],
Chapitre 6. Soit By(xo, %) < Q < By(xo,2R) un ouvert a bord lisse. Des résultats de régula-
risation classiques (on peut par exemple faire appel au lemme IV.1.3) permettent d’approcher
u(.,0) par une fonction wu. o : Bo(zo,2R) — R avec |u(x,0) — uco(z)| < €, [Vueo(z)] < C pour

z e Q et u(x,t) = ueo(x) pour z € 082 Soit alors u, :  x [0,T] — R la solution du probléme de

Dirichlet
{ Oue = 0 sur 2x]0, 77,

ue(x,t) = ueo(xz) pour (z,t) € Q x {0} U N x [0,T] (I1.13)

Soit x € By(xg, R). Par hypothése d’induction, il existe une constante C(n,kq) telle que pour
tout k£ < kg on a
k—1
|VFuc(z,t)| < Ot~ = (I1.14)

pour (z,t) € By(z, %) x]0, %2] On pose alors, pour A > 1 a déterminer,

F(z,t) = (A + tthom D |[Whoy, |)¢ho [whotly, |
Pour un choix approprié de A en dépendant que de n et K, et kg, on a

1 1
OF < _ZF2 +C(; +DF +C. (IL.15)
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En effet, si ko > 1, on écrit F = (A + Fy)F; avec I} = tko~1 |Vk°u6| et Fy = tho |Vk°+1u€|, et on
a

OF; < (ko — )12 [0 | + ¢! ( >, [V'Rm ||Vl rv’%ue!) —athoT [Thor
l+m=ko
ko

—1 2
< ; F1+CF1+C—¥F2,

en tenant compte de (11.14) et des estimations de Shi |[V'Rm g(z,t)| < % De méme,
g

i

OF, < kotko—l ‘Vko+1ue| 4 ko ( Z |VlRm ’ V™| |V’“’+1u6]> _ 9tko ‘Vko+2ue
l+m=ko+1

< %FQ + CFy + C — 2t [Vho 2y, |
Alors
OF =R OF +(A+ F)OF, —2VF, - VF,,
or
2|V, - VEy| <8201 [yhotly [* |Vhoy,| [VFo+2y, |,
< FTQZ +16F R [Who+2y, |
donc

k-1 k 1
OF s(T +O)F Fy + (; +O)F +C(A+ Fy + Fy) — ¥F§

+2(9F) — Atk [Vhot2y, |”

Comme F}j est borné par hypothése, un choix de A dépendant de n,K et kg permet d’obtenir
(I1.15). Les calculs sont similaires dans le cas kg = 0.

On choisit maintenant ® : M x [0, 7] — [0, 1] une fonction & support compact dans Bo(z, &) x
[0,T], et on pose F(z,t) = ®(x,t)F(x,t). Alors, si F atteint son maximum en un point (Z, )

avec t > 0,

. ik
O>DF=®DF+(D<I>+|V(I)| )F,
- C
<F(—7+7+C)+C

d’ott en particulier F(Z,7) < max(4C + 1,A4) si £ < 1. On en déduit F(y,t) < C et donc
[VEot L (y, 1)] < Ct=F pour (y,1) € Bo(w, )]0, ).

Enfin, pour une suite ¢; — 0, on peut extraire une sous-suite telle que la solution u,, converge
vers u (la solution du probléme de Dirichlet (11.13) étant unique) uniformément sur tout compact
de By(z, #)x]0, %2] pour la topologie ‘6*0*!. On en déduit |[VFotlu(z, t)| < ct#.

O
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Le lemme qui suit permet d’établir des estimations ponctuelles plus fines pour les fonctions
coordonnées régularisées au voisinage d’un point qui posséde un (m, €)-éclatement a toutes les
échelles au temps 0. A nouveau, ces estimations sont invariantes par changement d’échelles pa-
rabolique et la preuve repose sur un argument d’éclatement.

Lemme 11.3.10. I existe e(n, v, K, ) avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot de Ricci pour
0 <t < T sur une variété lisse M™ de dimension n, satisfaisant aux estimations (I.1), dont la
donnée initiale vérifie les conditions (1.2), et tel qu’on ait en plus

Rc g(z,t) = —¢*

pour (x,t) € M x [0,T]. Soit xo € M un point tel que Bi(xo,2) est relativement compacte dans
M pour tout t € [0,T], et p1,...,pm € Bo(xo, 1) m points e-statiques pour le flot g(t), tels que
(p1, s Pm) SOOIt un (m,€)-éclatement en xo a toutes les échelles inférieures a v (o 0 <r < 1)
pour la métrique g(0). Alors les fonction coordonnées réqularisées uy (1 < k < m) sur Bo(zo,r)
correspondant auz fonctions coordonnées

ﬂk(ﬂ?,t) = dt(pk,l') - dO(pkal’O) + 6\/¥
satisfont

U — OVt < up < iy,
Vg, Vug) — 01| <0,

1)
‘V2uk]2 , |V3uk| < 7

)

pour tout x € Bi(xo,5), 0 <t < er2, 1<kl <m.

Remarque 11.3.11. La conclusion KVug(z,t), Vu(z,t)) — 0k ;| < J reste vraie en ¢ = 0 pour tout
x € By(xo, 5) pour le gradient des fonctions semi-concaves, comme on I’a vu au lemme 1.3.8. Cette
propriété ayant pour conséquence qu’il existe un voisinage de By(zg, r) difféomorphe & N x R™,
ou N est une variété différentielle de de dimension n — m, les conclusions du lemme 17.3.10 ne
sont ne sont pas vérifiées en général lorsque l'on affaiblit I’hypothése d’existence d’un (m, €)-
éclatement & toutes les échelles pour supposer uniquement qu’il existe un espace métrique (Z, zo)
et une application ¢ : Bo(xg,r) — Bz(z0,7) € Z telle que z — (¢o(x), u1(x,0), ..., ur(x,0)) est
une er-isométrie.

Preuve du lemme 11.3.10. n, K, vg,d étant fixés, soit (M;, g;, €04, ;) une suite de données véri-
fiant les hypothéses de ’énoncé pour des suites 0 < r; < % et ¢, — 0, et violant la conclusion,
c’est a dire tel qu'il existe une suite de points (z;,;) avec x; € Bo(wo4,5) et 0 < t; < r2e? tels
que

Inax max {ti_% (ki — ki) (@4, t3), [V Uk i (24, 1), Vugi(@i, 6)) — 0]
tshtsm , (I1.16)
t; ‘V2uk’i(1’i, tz)’ ,ti |V3uk,i(mi, tz)} } > 4.

Les estimations (I.1), la minoration de la courbure de Ricci et ’hypothése de non-éffondrement au
temps initial issue de (1.2) permettent d’appliquer le principe de convergence du lemme A.0.1 a la
suite des flots mis a ’échelle g;(s) = g;(st;) définis sur (M;, x;) x [0, 1]. Il existe donc une variété
différentielle (Mq, 2o ), un flot de Ricci goo(s) sur My, x]0,1] avec une donnée initiale (au sens
du lemme A.0.1) dy o telle qu'aprés extraction, la suite (M;, §;(s)) converge vers (M, gon(8)),
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la convergence faisant intervenir une suite de difféomorphismes ¢; : U; € My, — V; < M,
ou {U;}i>0 est une exhaustion de My,. Pour la métrique l’échelle (M;, 3:(0)), (p1, ..., Pm) est un
(m, €;)-éclatement en z; a toutes les échelles inférieures a 2 . Pour tout choix d’une suite R; < 2
avec R; — +o et ¢;R; — 0, il existe donc une suite de elR -isométries 1¥; = (Yo,s, V1.4, -- ,wm,ﬁ
entre la boule By(z;, R;) dans (M;, §;(0)) et la boule B((y;, 0 ), R;) dans Y; x R™ pour un
espace métrique (Y;,y;). La convergence de la suite (M;, §;(0)) vers 'espace métrique (Mo, do,o0)
implique l'existence d’une limite (Yo, dy, , ¥ ) des (V;,4;) (au sens de Gromov-Hausdorff) et on
peut supposer (remarque A.0.2) aprés extraction, que les ¥; o ¢; convergent vers une application
Yoo = (V0,00 V1,005 -+, Ym,00) de (Mo, do.oo) dans Y, x R™ muni de la métrique dy, xrm définie
par dy, xgm((y,r), (v, 1')? = dy, (y,9')* + |r — r’|2, dont on vérifie immédiatement qu’elle est
une isométrie. En particulier, Y., posséde une structure de variété différentielle et (1o1)*goo(s)
définit un flot de Ricci sur (Yo, x R™)x]0,1] dont la donnée initiale singuliére est un produit
métrique. D’autre part, pour 0 < s < 1 fixé on a pour tout i > 0 Rec §;(s) > —e>t? donc 4 la limite
Re goo(s) = 0 pour 0 < s < 1. On peut donc appliquer le lemme 7.3.13 et affirmer que la structure
produit de Y, x R™ est préservée par le flot, autrement dit que (¢¥;1)*go(s) = hoo(s) @ grm ol
h(s) est un flot (de dimension n — m) défini sur Y, x]0, 1].

€; R;-approximation

G-H ¢k ol

(Mo()adOO7xOO) ~ N (Momgoo(s)axoo) o U’i

Yoo
isométrie 2‘
(Yoo X R™ (Yoo, Omn))  ~ o~~~ (Yoo x R™, heo(5) @ grom)

En résumé, on a un flot de Ricci h(s) @ grm défini pour 0 < s < 1 sur Y, x R™, tel que la
distance induite dj,(5)grm converge vers dy,, xgm uniformément sur tout compact de Yo, x R™. De
plus, si on pose pour tout ¢ = 0, W; = By((Yo, Om), %) N YN U;) € Yoo x R™, @y = ¢ 0t
W; — M; et pour 1 <k <m, ¥y ; =00 095" : By xm ((Yo0,0m), R;) — R on a

(i) Sur tout compact de (Y, x R™)x]0,1], et pour tout k£ > 0, la suite des flots D} g(s)

converge en norme 6% vers le flot he(s) @ grm.

(i) Sur tout compact de Y, x R™, la suite des fonctions distance induites par les métriques

®*G(0) converge uniformément vers la distance dy, xgm.

(#1i) Pour tout 1 < k < m, sur tout compact Y x R, la suite des ¥}, ; converge uniformément

vers I'application [ Yoo X R 5> R, (Y, 71, ey Tim) — Tk ]

On considere ensuite les fonctions coordonnées iy ; = di(pk.i, ) — do(Pk,is To,;) sur M; et leur
régularisations uy, ; sur des domaines & bord lisse §2;, ot Bo(zo,4, ;) < §; < Bo(zo,;, 2r;), d’abord
mises & ’échelle et translatées

_1 ~

Ui, s) = t; 2 (tn,i(z, st;) — Ui (24,0)) = ds i (Pr,i, ) — do,i(Pk,i, Ti)s
_1

vgi(T,8) = t; * (ug,i(x, sti) — uk,i(z:,0)),

puis on définit @y ;(x,s) = Uk (Pi(x),s) et wii(z,8) = vgi(Pi(z),s) pour x € W; < Y, x
R™, 0 < s < 1. Le fait que (pis,...,Pm,i) est un (m,¢;)-éclatement implique en particulier
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|T,i(x,0) — i 4(x)| < R; pour x € Bgo(xo’i,Ri) soit |y ;(x,0) — Uy (x)] < ¢R; pour x €
By (Y0, 0), R;). Compte tenu de (4i7) plus haut, cela implique pour tout (y,71,...,7) € Yoo x R™,
dim Wy i (Y, 715 e, Ty 0) = Tge (I1.17)
1—+00
D’autre part, les bornes (I1.7) et (11.8) sur I’évolution des fonctions coordonnées se traduisent
ici par
20

—5 - DVEK (/51 — v/50) < Thi(,81) — Tr.i(, 50) < €i(1/51 — +/50) + 4€2(s1 — 50). (I1.18)

Combiné au caractére 1-lipschitzien des ¥4 ; par rapport & la premiére variable, ceci permet
d’écrire

~ 20 K
[O,i (Y, 51) — Uki (2, 50)| < dgi(2,y) + g(n - 1)\/5(81 — 50).

Puisque on a aussi ¥x;(%0,,0) = 0 pour tout i, on obtient, en vertu de la remarque A.0.2
(appliquée a la suite d’espaces métriques M; x [0, 1]) D'existence (aprés extraction) d’une limite
Wk, : Yoo X R™ x [0,1] — R des wy;, continue, qui satisfait en particulier Owy, o (x,s) = 0 (au
sens des barriéres) pour (z, s) € (Yo, x R™) x]0, 1] ainsi que (par passage a la limite dans (17.18))

20 ——
wk,oo(xa 0) - ?(n - 1) Ks < wk,oo(xv S) < wk,oo(x70)7 (1119)

pour (z,s) € (Y x R™) x [0,1]. De plus, (I1.17) signifie que Wk o (Y, 71, -, T'm,0) = 7 pour
(y,71, ...y Tm) € Yoo x R™. Compte tenu de la structure produit du flot ks (s)@grm sur Yy, x R™, la
fonction (z, s) — w(x,0) satisfait Owy o (x,0) = 0, et par un principe du minimum @y o (x, s) >
Wk, (,0). Finalement, Wk o0 (Y, 71, s Tm, S) = Wk,00(Y, 71, ey Tm, 0) = 7% pour (y,7r1,...,7%, $) €
(Yoo x R™) x [0,1].

Sur le bord ©; x {0} U 0Q;%]0,1] du domaine de définition de vy ; on a vy ;(z, s) = T .(x, s)
donc (d’aprés les bornes (I11.18) et le fait que Q; < Bo(xo., %)), 74% <o < 4”—\/? Par le

principe du maximum on a donc aussi —4% < vz, s) < 4&7 pour (z, s) € Q,; x[0,1]. On peut

ti
T

alors appliquer la proposition 1.2.2 avec f =0, Q = Bo(azi, 7\/—%) et My = 4\/5 a la solution vy ;

de Iéquation de la chaleur. On trouve pour (z, s) € By(z;, %) x [0,1], |vg,i(z, s) — Ok,s(x,0)] <
C/s, et donc
|wy.; (z, ) — Wi (z,0)] < Cy/s (I1.20)
pour (z,s) € Bo((Ys0, 0m), R;) % [0,1]. D’autre part, le lemme I7.3.9 fournit des bornes
’Vlvm(x,s)} < C’lsf%
pour (z, s) € By(zo, ;—ﬁ) x]0, 1], dont on déduit, compte tenu de la convergence des flots @7 g;(s)
vers ho(s) @ grm, Pexistence, pour tout compact K de Y, x R™x]0,1], d’une constante 6 ;

telle que
|Vlwk,i| < (gy(,l

pour (z,s) € K. Ces estimations permettent d’appliquer le théoréme d’Ascoli & la suite des wy, ;
et d’obtenir une limite wg, o : (Yoo X R™)x]0,1] — R lisse, solution de I’équation de la chaleur,
telle que sur tout compact de (Y, x R™)x]0,1], la suite des wy; converge vers wy o, pour la
topologie “6'. Aprés passage 4 la limite (17.20) donne, pour (y, 71, ..., "m, s) € (Yoo x R™) x [0, 1],

Tk — C\/g < wk,OO(ya 1y Tms S) <TE + C\/g
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Fixons finalement 0 < sp < s < 1. Comme (y,r1,...,7m,s) — 7% — Cy/50 et (y,71,...,7m, S) —
rr + Cy/s0 sont deux solutions de I’équation de la chaleur sur (Y, x R™) x [sq,1] on trouve,
par comparaison des solutions entre sg et s, 7, — C\/S0 < Wi,o0(Ys 7153 Tm, 5) < 1 + Cy/S0.
L’estimation étant valide quel que soit sqg > 0, on a finalement

wk,oc(yvrl,"'armas) =Tk (IIQ].)

pour tout (y,71,...,"m, s) € (Yoo x R™) x [0, 1].

D’autre part, puisque la suite des wy ;(.,1) converge vers wy, (., 1) pour la topologie 6! sur
tout compact de Y, x R™, (I1.16) se traduit par

max max {(wk,oo — Wk,00) (Yoo, O, 1), KV W 06 (Yoo, Oy 1), Vwr,o0 (Yoo O 1)) — 0kt

1<k,l<m
|v2wk,00(y0070m7 1)|2 ) ’vswk,oo(ydh 0m7 1)| } > 0.

en contradiction avec (I71.21).
O

De telles estimations ne sont pas suffisantes pour controler le terme dii au facteur de dimension
n — 3 dans l'équation d’évolution du tenseur de Ricci. On établit maintenant des estimations
intégrales sur les mémes quantités. Pour cela, on doit disposer de fonctions “cut-off” adaptées.

Lemme I1.3.12. Soit g(t) est un flot de Ricci défini sur M™ pour 0 < t < T avec Re g(t) <
M sur M pour 0 <t <T. Pour xg € M, et ro > 0 sont tels que By(xo,8rq) est relativement
compacte dans M pour 0 < t < T, on peut construire une fonction continue ® : M x[0,T] — [0, 1]
avec les propriétés suivantes
(1) ®(z,t) =0 pour 0 <t < T et di(xo, ) = 4rg, tandis que (x,t) =1 i 0 <t < 64;7‘%2[( et
di(zo,z) <710,
(i1) 0P <0,

2
(iii) |V| < 2, et 00 + 2L < &,

(iv) SiRe g(z,t) = =% sur M x [0,T] alors 0,® > —%.
0 T
On peut construire une seconde fonction ¥ : M x [0,T] — [0, 1] satisfaisant encore (iii) et (iv)
tandis que (i) et (it) sont remplacés par

2

(i’) W(x,t) =0 pour 0 <t < T et dy(xo,x) = 4rg tandis que 1 < U(z,t) <150 <t < 5797
et di(zo,x) < 19,
(ii’) 3,0 <0 et OV < 0.

Démonstration. On commence par choisir? ¢ : R — [0, 1] une fonction lisse décroissante avec
les propriétés suivantes : ¢(z) = 1si # <0, ¢(x) = 0siz > 1 et ¢(3) = 3. On s’assure de plus

)
2
que —4 < ¢’ <0, —8<¢”<Osix<%,O<¢”<85ix>%,etenﬁn¢—<16. On note ensuite

¢
que la fonction py,(z,t) = di(wg, ) + 2nV Kt satisfait, grace au lemme I.1.1, & Opa, = 0 et

OtPay = 17?4 / %, ainsi qu’a 0gpy, < Lﬁ”) + %m /& sous I'hypothése du (iv). On définit alors

i t

Pax (xvt)_ZT
&, 0 : M x [0,T] — [0,1] en posant ®(z,t) = ¢ (27) et U(x,t) = (1 — Z%)®(x,t). Les
propriétés (i) — (i) et (i), (it") découlent alors de calculs directs. O
—222 +1 si0<wz<i,
2. on peut par exemple partir de la fonction définie par ¢(x) = 2x? — 4z + 2 si % <z <1, puisla
0 siz<Oouz=>1

lisser au voisinage de 0 et 1
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Lemme I1.3.13. Il existe eg(n, K) > 0 avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot de Ricci
défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n satisfaisant aux estimations (I1.1)
ainsi qu’a
Rc g(z,t) = —€2
pour (x,t) € M x [0,T]. Soit xg € M un point tel que By(xo,2) est relativement compacte dans M
pour tout t € [0,T], et p € By(xo,1) un (1,€eq)-éclatement en xg & toutes les échelles inférieures a
ro (00 0 < rg < 1) pour la métrique g(0). Alors, si le point p est e-statique pour 0 <t < T avec
€ < €g, la fonction coordonnée réqularisée u sur Bo(xg,To) correspondant a la fonction coordonnée
’U,(l') = dt(p7 x) - dO(p7 .130) + 6\/{‘: Satisfait

f (@ — ) () ity < Cln)r™ Lt + erv/E).
Bi(wo,r) l

pour 0 <t < min(r?, T), et 0 < r < €2r2.

Corollaire I1.3.14. Sous l’hypothése additionnelle de majoration de la courbure de Ricci
Re g(z,t) < €

pour tout (z,t) € M x [0,T] on a

J (@ —u)(z,t) dpgy < C(n)r" 't
By (zo,r)

pour 0 <t < min(r?,T) et 0 <7 < €2rg.

En effet, sous ’hypothése mentionnée, p est un point 8negy/t-régulier sur [0,¢], pour 0 < t <
T.

Preuve du lemme I1.3.13. En se référant au lemme 171.3.10, on choisit ¢y de fagon a avoir % <
[Vu(z,t)| < 2 pour z € By(xg, %) et 0 <t < e3rd. Alors, pour r < €70, le lemme I1.3.12 fournit
une fonction ¥ : M x [0,7] — [0,1] telle que ¥ = 0 pour dy(zo,z) > 32nvKr et ¥ > L pour
x € Bi(z,r) et t < r?. Quitte a réduire ¢ de facon a avoir ¢y < m, on a By(xo,r) < Bi(zo, )
pour 0 <t <r?et

6tf \I/(’EL - u) d,ug(t) = *J\ ‘IjRg(t) d,ug(t)+f (at\Il)(ﬂ - u) d,ug(t)
M M M
M M

2Vt
d’aprés (I1.8), et |[VP| < @ Le lemme s’en déduit en intégrant sur [0, ¢]. O

2
On traite les différents termes du membre de droite en notant que 0;¥ < 0, d;u < % +

On peut maintenant établir des bornes intégrales sur les fonctions coordonnées régularisées
ainsi que leurs dérivées. On peut comparer le lemme ci-dessous aux Lemmes 9.10 et 9.13 dans
[5] concernant les fonctions coordonnées harmoniques utilisée par J. Cheeger et T. H. Colding.
Les lemmes 17.3.10 et I1.3.13, en controlant I’écart entre les fonctions coordonnées et leurs
régularisations, jouent le role du Lemme 9.8 dans [5], qui est obtenu grace a I'inégalité de Pexceés.
Les bornes intégrales sur les dérivées en découlent de maniére analogue dans un cas et dans
lautre.
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Lemme 11.3.15. [ existe e(n, K, ) > 0 avec la propriété suivante. Sous les hypothéses du lemme
I1.3.13, on a pour 0 <r < € et 0 <t < min(T,r?),

t
(Z)J‘ J | |VU|2 — 1‘ d,LLg(S)dS < 5Tn_%ti,
0 JBs(zo,

PULS

t
.. 2 n—l,1
(“)LJB( )’v2“| dpig(sds < or" e,
Zo,

et enfin

NI
~
NI

¢
(m)f f s |V3u‘2 dpg(syds < 07"
0 JBs(zo,r)

Preuve du lemme I1.3.15. Soit v = % — u. On a donc v = 0 et Ov > 0. L’idée est de passer des
majorations sur v fournies par le lemme 717.3.10 et le corollaire 11.3.14 & une estimation de la
norme L? de Vv en intégrant I'identité

1
50 (v?) =vov— |V, (I1.22)

Comme |Vi@i| = 1, on a la méme estimation sur 1 — |[Vu|?. On intégre alors sur Bo(zo,7) x [0, ]
la formule de Bochner (I7.9) que lon réécrit

V2u” = = 01— [Vul?). (I1.23)

pour obtenir Pestimation L? sur le Hessien de u et enfin on multiplie 'égalité (11.10) par la
variable de temps t puis on réécrit cette équation sous la forme

s ’V3u|2 < ’V2u| ) + s |Rm g(s)] |V2u| (11.24)

avant de l'intégrer pour obtenir ’estimation sur les dérivées d’ordre 3. La présence de termes de
bords complique néanmoins les calculs.

(i) Le lemme I17.3.10 fournit d’abord €(n, K, vy, d) tel que lon ait

v< 6V, —6<1—|Vul

vEf<d v <d (I1.25)

pour (x,t) € By(zo, %) x[0, €2rg]. Le lemme I1.3.13 fournit (quitte & ajuster €) estimation

f v dpyy < Or" 't (11.26)
BQ(ZL’Q,’I’)

pour 0 <7 < e*rdet0<t<r? Sir < 128270\/?7 le lemme 17.3.12 fournit une fonction
Uyt M x [0,T] [O, 1] telle que U3 = 0 pour di(z,x) > 32nVKry et U1 > L pour

N
x € By(z,r) et t < r?. En intégrant, comme annoncé, (I1.22) on obtient donc

J‘[ W, |Vol? duéds—fJ- Vv Ov dpgd s—ffj Uy O (v?) dpgds,

=1+1I.
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Or d’une part

t
I<( sup U)J f ¥y O dp,ds,
B(](I(],%)X[O,i]

¢
éé\/%J J ¥y Owv dpds
0Jm

grace & (I1.25), puis comme ¥; Ov = 0O(Pyv) — v O ¥y + 2V, - Vo on obtient avec la
formule de Stokes

JJ \Illﬂvd,ust—fj 0 (Tyv) +vD\11172v(7\111+2vD\111)du5ds
M

<J (85 (J Uyv dus) —&—f (\Iflng(s) + 2|05 | v) d,us) ds
0 M M

(puisque O%; < 0)

< f v dpy
By (zo,7r1)

K - 1)K
+ f (n(n) + 2sup 65\111|> J v | dugds,
0 & M Bs(x0,471)

<OKr}'t,

grace a 'estimation (I7.26) et au lemme 17.3.12, (iv), qui garantit que |0sW1| <
Finalement, si t < r?,

I < CKrP't3.
D’autre part

t
Jj U0 (v dusdb—JJ \Illv +v D\I/1—2U8\I')d,usds,
0o Jm

t
> f U0 dp, +J f 1R, v° —f J (— 0O Pp)v? du,ds,
M M

> —( sup J J — 0¥ +1) dpds

B()(CE(), 1 ) Ot

(& nouveau, on utilise d;¥; < 0 et OV < 0)

t
> —( sup vz)f (105 1] + 1) [Be(xo, Cr1)| ) ds.
Bo(z0,72)x[0,t] 0

Puisque |B¢(z, Cr1)|,5) < [Bo(@0,2071)] 55 < € |B0(330,2C’T1)\g(0) < Cr? pour t < r?
(ot C dépend de n et K), on trouve IT < Cv/EKr 1623 et

t
f J Uy Vol dpds < CTfﬁlét%.
0JMm
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Enfin, en notant que 1 — |Vu|®> = [Vo|- V(@ + u) on trouve par Cauchy-Schwarz { § ¥,[1 —
|Vul?| < \/Sgllll |V (u + u)\Q\/SS\Ill |Vu|? soit finalement

t
f f ‘1 - |Vu|2‘ dp,ds < Cri 2otk (I1.27)
0 Bt(woﬂ‘l)

d’ott le (%) de I’énoncé (quitte a ajuster le choix de 9).

(ii) On choisit maintenant ro < 32;71\/? et, toujours grace au lemme 17.3.12, Uy : M x[0,T] —

[0,1] telle que Wy (x,t) = 0 si dy(zo,x) = 32nvVKry et Ua(z,t) > L si dy(wo,2) < 7o. En
intégrant (I1.9) on trouve

t 1 t
J f xp2\v2u|2 dp,ds = 7J J Uy 0 (1 — |Vul?) dp,ds.
0JM 2 0JM

. 2 . . . .
Si w =1- |Vul", on a en particulier —§ < w < & sur By(z,71) et t < 77, ainsi en
procédant comme plus haut

t
ff U, [V d,usdsglf (O (Yow) + w0 Vs — 2w, ¥s) dp,,
0o JM 2 M

1

s—(asf Uow dp, +f WoRg(s)w dpg
2 M M

+ 5f (— O Wy — 20,W,) du,),
M

puisque O¥, <0, 0;¥2 <0,

nin— 1)K

Wow dpg
s M

1

<7(an Yow dpg +
2\ ),
+ Cor" sup |0:Vs| )

On suppose maintenant que 2t < T' et on définit ¢ : [0, 2¢] — [0,1] en posant ¢(s) =1 si
s <tet ¢(s) =25 si ¢t < s < 2t. On trouve

2t 1 2t 2t |
f J Vo Ow dpgds <= (J $0s f Uow dpgds + n(n — 1)KJ - J Pow dpu,ds
0o Jm 2% Jo M o SJIm

+ Cory VKWV,

puis, en intégrant par parties les 2 premiers termes

1.1 2t 1K 2t
<*(*J. f Wow dpgds + MJ‘ J Vow dpgds
23 )y Jur 2t o Ju

1 K s
+J - <J f Yow d,uudu> ds + 057'3_1\/[(15),
oS 0 JMm

I’estimation sur SS U, |w| obtenue en (i) permettant alors de conclure

1

t 1
J J U, \vzuf dpyds < Cory 2t7,
0 Bt(Io,TQ)

d’ott le (4i) de I’énoncé (quitte a ajuster a nouveau le choix de ¢).

99



(iii) On choisit enfin r3 < 32;72\/? et, toujours grace au lemme 17.3.12, U3 : M x[0,7] — [0,1]

telle que W3(z,t) = 0 si dy(z0, ) > 32nVKrs et U3(z,t) > 3 sidi(zo, ) < r3. On intégre
cette fois (17.10), d’ou

f Uss |V3u|2 dgeg <1J Vss O }V2u|2 dpg + CKJ Uy |V2u|2 dpg,
M 2 Jm M
<568J U, ‘V2u|2 dpeg, + J s |V2u|2 (—=0s¥3) du,
2 7 Ju M
+CKJ Uy [V2ul* dp,,
M

<§an Uy V2 dus+05r"*1\/Kt+CKf Uy [V2ul* dp,,
M M

. 2 .
puisque ’V2u| < g pour s < €313, ds(zo, ) < 2. Or, en supposant maintenant 4t < T'
et en intégrant par parties comme en (ii) on trouve

2t 2t
f qu&SJ Wy V20 d,usdséf f Uy [V2u|” dpyds
0 M t M

d’ou finalement
1

¢
J J Uss |V3u|2 dpgds < C&“g_%ﬁ,
0 Bt(wo,’r‘g)

d’ou le (7i7) de ’énoncé (quitte & ajuster le choix de § encore une fois).
O

La preuve de la proposition I1.3.7 découle alors des lemmes 171.3.10 et 17.3.15 par de simples
vérifications.

Preuve de la proposition I1.3.7. Soit ¢y = e(n, K,vp,9) fourni par la le lemme I7.3.10, ¢; =
e(n, K, vg,0) fourni par le lemme I7.3.15 puis € = min(eg, €1). Le lemme I1.3.10 garantit 1'exis-
tence de solutions u; : Bo(zg,erg) x [0,€*rd] — R pour 1 < i < m avec

Vu; - Vuy — 65 <6, |V2u* <8, |V2u| <2 (I1.28)

pour (x,t) € By(zg, 5¢) x [0, e*ro]. De plus, pour tout r < % on a grace au lemme /7.3.15

¢
J J s |V3ui‘2 dpgds < St
0 JB,(zo,r)

Grace a une intégration par parties, on trouve

t . 1 t
V‘*idsd:—JJ Viu,| du,d
J;) JBS(mo,r)| ! ‘ e \/% 0 JBs(xo,r) \/§| " } e

(e
+7J TJ J ﬁ!V?’ui’ dy,,du,
2Jo 52 Jo By (z0,7)
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puis, par Cauchy-Schwarz,

J J Vu V3| dp,du < Crys J J w|V3u|* dp,du
0 JBy(zo,r) 0 JBy(zo,r)

< OVormits,

d’otu finalement )
f J V3| dp,ds < CVorm. (11.29)
Bg(zo,r)

(I1.28) et (I1.29) signifient en particulier que o posséde un (m,+/§)-systéme de coordonnées
régularisées pour t < Je2r?
O

On conclut ce paragraphe avec le lemme de continuité suivant.

Lemme I1.3.16. [l existe C(n) > 0 avec la propriété suivante. Si g(t) est un flot de Ricci sur
M™ x [0, T] satisfaisant aux hypotheéses de décroissance (I.1), avec en plus Re g(x,0) = —1 pour
tout x € M, et si (z,t) posséde un (m,d)-systéme de coordonnées régularisées, alors (x,t) posséde
encore un (m, C§)-systeme de coordonnées régqularisées pour t <t < (1 + 500272 )t

Preuve du lemme 11.3.16. Soit {u; : By(z, %) x [0,] = R}i<i<m un (m, 6, $)-systéme de coor-
données régularisées en un point (x,t) € M x [0,7]. On prolonge chaque w; en posant @; = u; sur
By(z, ‘[) x[0,t], w;(y,t) = u;(y,t) pour (y,t) € So(x,+/T)x[t,T] et Ou; = 0 sur By(x, ‘[) x]t, T1.
D’apres le lemme /7.3.9 on a pour une constante C( ),

Vil <2, [Vl < 9t vial < ¢
sur Bo(z,2) x [t, (1 + C~?)t]. De plus
0|v%a[* < C(n) [Rm g| |V?@[* — 2 |V3a@|",
0|V3au|” < C(n)(IRm g|[V3@[* + [VRm g| [V2i| [V3i)),

donc on peut écrire

- t s t s t 5
D(|V2ui|2 + 3 |V3ui|2) < C(n)(|Rm g| + “E [VRm g|)({V2ui|2 + 3 |V3ui|2).

Si on pose v = |V2ﬂi’2 + % |V3ﬂi|2, on a supp, ;1) V(1) < ?. D’autre part |Rm g| +
\/%Wng\ < et enfin v(y,s) < K. Sit < gy et @' € Bo(x, %), Bi(o', 3% <
Bo(z,+/t). Moyennant mise & 1’échelle, le lemme B.0.1 s’applique sur By (a2, t) et fournit € =
€(n, K, 6) tel que pour t < s < (1 + €2)t, on ait v(a’, s) < % soit
V2, <40 vt < 422 (IL.30)
pour tout (z’,s) € By(z,+/t)x]0, (1 + €2)t]. Enfin
0,(Va; - Va;) = 2Re g(Vy, Vi) + V(AW;) - Vi, + 4, - V(AG,)
et donc
0:(Vi; - V)| < 2n|[Rm g| [V |[Vag| + V34| V| + [V [V,
La conclusion est immédiate en prenant (I7.30) en compte. O
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I1.3.3 Analyse des équations d’évolution de la courbure en présence
d’une structure produit

Dans ce paragraphe, on établit la préservation en temps court d’une borne sur la norme du
tenseur de Ricci par un flot de Ricci de dimension n satisfaisant aux hypothéses de décroissance
1.1, et possédant au voisinage de tout point (z,t) un systéme de n — 3 fonctions coordonnées
régularisées telles que construites au paragraphe I7.3.2. Il s’agit essentiellement d’appliquer les
résultats du paragraphe I.2 (contrdle des solutions de 'équation de la chaleur, avec un “terme
source”) aux équations d’évolution de la courbure établies au paragraphe I71.3.1.

Préservation d’une borne sur la norme du tenseur de Ricci Pour la clarté de 'exposé,
on présente le résultat de ce paragraphe (proposition I7.3.17 ci-dessous), sous forme d’un résultat
général sur les solutions v : M x [0,T] — R, d’une équation aux dérivées partielles de la forme

(0 — A)w < Av'ts + fo

ol a, A > 0 sont des constantes et f : M x [0,T] — R une fonction lisse satisfaisant aux bornes

52 t n
f(z,t) < e L JB i fduds < dtz. (I1.31)

pour un certain § > 0. On applique le résultat a 1’équation (i) du lemme I7.3.5 décrivant
I’évolution de la norme du tenseur de Ricci dans le corollaire I7.3.18 qui suit.

Proposition I1.3.17. I existe des constantes dp(n, K,a, A) > 0 et A(n, K, «, A) avec la pro-
priété suivante. Soit g(t) un flot de Ricci défini sur M™ pour 0 < t < T, satisfaisant auz
hypotheses (1.1), et soit v: M x [0,T] — R, une solution lisse de l’équation

(0 — A)v < Av'ts + fo, (11.32)

ot A > 0 est une constante et f: M x [0,T] — Ry une fonction lisse qui satisfait auz bornes

62 t .
flz,t) < —, f J f dugds < 6t2,
t Jo JBi(@va)

pour tout (x,t) € M x [0,T] tel que Bi(x,/t) soit relativement compacte dans M, avec § < 8.
On suppose de plus que v satisfait o

o0 <1 o< (5)

pour x € M et 0 <t <T. Alors on a

vimd) < (ﬂoj(xx) ) ’

po(z) =sup{0 < r < 1| By(z,r) est relativement compacte dans M }.

pour tout (x,t) € M x [0,T], ou
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Corollaire 11.3.18. I exziste k(n, K) et §(n, K) avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot de
Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n, satisfaisant aux hypothéses
(I.1), avec en plus la condition initiale

[Re g(z,0)] < 1.

SiU < M est un ouvert relativement compact tel que tout (z,t) € U x [0, T] posséde un (6,n—3)-
systéme de coordonnées réqularisées. Alors on a

k

pg ()

IRe g(z,t)| <

pour (z,t) € M x [0,T], ot
pd (x) = sup {0 < r < 1| Bo(z,r) est relativement compacte dans U}.

Preuve de la proposition 11.3.17. Soit A > 1 une constante, dont la valeur sera fixée au cours de

2c
la preuve. Soit 0 < to < T maximal tel que 'on ait v(z,t) < (%) sur U x [0,%0]. Sitg < T,
0

2c
il existe zg € U tel que v(zo,to) = (%) . On pose p = pY (), si bien que la boule By(zg, p)
0
est relativement compacte dans M. Notons que puisque par hypothése, v(zg,ty) < (%)a, on a

ty < % p?. En particulier, grace au contréle de la contraction des distances du corollaire 1.1.3, on
trouve que By (xo, §) reste incluse dans Q = By(wo, §) (et donc relativement compacte dans U) si

2
on suppose par exemple A > 40nK . Sur Qx [0, o], on a aussi p§ (z) > £ et donc v(z,t) < (%) .

_ 4AAZ¢
On définit alors w : U x [0,p] en posant w = e #2

4AA2 _ 4AAZt
Dwé(— 7 +Avclx>w+e thfv,

< (?)M Fla,b).

v. On a alors, sur Q x [0, ],

On applique alors la proposition I.2.1 majorant les solutions de ’équation de la chaleur avec un
terme source & w afin d’en déduire

K A2 A 2ce
w(wo,to) < Craa (1 + 42 <\/;€ Craik +5> (p) ) )

1 VK a2 A\
'U(x(),to) < 01'2_1€4AK (MX +42QT6 CI.A2.1K +42a5> ()
P

soit

Finalement, pour un choix approprié de dg(n, K, a, A) et A(n, K, «, A) et pour § < dp, on trouve

( t><1é2a
Um070\2 p

2a
d’ott une contradiction si tg < T. On a donc v(x,t) < (p%(x)) sur U x [0, T], d’ott la proposition.
0
O
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Preuve du corollaire 11.3.18. On définit pour (x,t) € U x [0,T]
f(z,t) =inf sup ’V3ui| (z,t)

1<i<n—3
ou l'infimum est pris sur tous les systemes de n— 3 germes en (z,t) de fonctions lisses w1, ..., u,—3
avec SUP<; j<n—3 |Vui - Vuj — 6i5] < . L'existence, en chaque point (z,t) € U x [0, T] d’un
(n—3,6)-systéme de coordonnées régularisées fait que f satisfait les conditions de 1’énoncé de la
proposition 11.3.17. D’autre part, d’aprés le corollaire 77.3.5 I’équation d’évolution de la norme
du tenseur de courbure est donnée par

O[Re g(t)]”* < C(Re g(#)” + f [Re g(8)]).

La preuve du corollaire découle donc directement de ’application de la proposition 17.3.17 pour
2
v(z,t) = |Re g(t)|” et a = 1. O

On conclut ce paragraphe par un lemme élémentaire qui interviendra dans la preuve de la
proposition I711.2.3, et qui permet, quand est donnée une borne sur la norme du tenseur de Ricci
au temps t, garantit un temps de non-doublement contrélé pour cette quantité.

Lemme I1.3.19. Soit g(t) un flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™
satisfaisant aux estimations (I1.1). Alors, si pour 0 <t < T fizé on a |Re g(z,t)| < k (k = 1)
pour tout x € M, on a encore |Rec g(z,s)| < % yz pour tout t <'s < <(1+ sgazg)t etxe M,

ot py(x) =1inf {0 <r < 1| By(x,r) est relatwement compacte dans M}.

Démonstration. On fixe U une partie relativement compacte de M, et p,(z) = inf {0 < r <
1| Bi(z,r) est relativement compacte dans M}. On considére alors ¢ < ¢ < T maximal tel que

sup |Re g(z,s)| pe(z)? < 4k,

Mxt]
puis ¢ € M tel que |Rc g(x,t)| = 2, ol p = pi(x) (on a donc pT > 4—) Par définition,
By(z, p) est relativement compacte dans M et [Re g(y, s)| < 1/)6’“ sur By(z, p) x [t, t]. Or Péquation

d’évolution du tenseur de Ricci qui implique en particulier
2 2
O[Re gI” < [Rm g[ [Re g[7,

K
< 7|RC gl

9 : _ 2 .
Le lemme B.0.1 s’applique donc pour u = |Rc g|” sur By(x,p) x [t,T] et si t < <1 + 40nf/ﬁ> t,
il garantit que
“t—t

—3 )

1
Re gla, ) < e t<k2+128(p6’“) .

en particulier, si t < (1 + %) t,

2048n2 K
. 1[4k
< 2 kQ - .
€ 2048 ( —+ Ik (p2> )

16k \ 2
< pT )

d’oll une contradiction.
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Chapitre 111

Régularisation locale d’une métrique
par le flot de Ricci

III.1 Décroissance de la courbure pour un flot non-effondré
a4 courbure minorée

On commence par rappeler un résultat classique de Perelman sur les solutions anciennes du
flot & opérateur de courbure positif ou nul, et son extension par R. Bamler, E. Cabezas-Rivas,
B. Wilking aux solutions anciennes satisfaisant a la condition IC; ¢(¢) = 0. On se souvient que
le volume asymptotique d’une variété riemannienne pointée (M, g, zp) compléte est défini par

B, (z,r)
A = liminf =222/
VRQ (‘TO) lgi}(l)l rn
Lemme II1.1.1 (Perelman 2002, [27], 11.4). Soit g(t) un flot de Ricci complet de dimension
n sur M"x] — 00,0] & courbure bornée et a opérateur de courbure positif ou nul. Si g(t) n’est
pas le flot plat, c’est a dire la solution statique donnée par la métrique euclidienne sur R™, on a
AVR 1) (x) = 0 pour tout x € M et t <O0.

Remarque I11.1.2 (Dimension 3). C’est une conséquence du théoréme de pincement de Hamilton-
Ivey qu’en dimension 3, tout flot de Ricci complet sur M3 x] — o0, 0] est & opérateur de courbure
positif ou nul (voir [14], 6.50 et [12]). Ainsi si g(t) n’est pas le flot plat, on a donc AVR ;) (x) = 0
pour tout z € M et t < 0.

Lemme II1.1.3 (R. Bamler, E. Cabezas-Rivas, B. Wilking 2017, [18], lemme 4.2). Soit g(t)
un flot de Ricci complet de dimension n sur M™x] — o,0] & courbure bornée satisfaisant a la
condition 1Cy g(t) = 0. Si g(t) n'est pas le flot plat, on a AVRy)(z) = 0 pour tout x € M et
t<0.

Ces résultats permettent de controler la décroissance de la norme de 'opérateur de courbure
pour un flot non-effondré, avec IC; g(t) minoré si n > 4.

Proposition II1.1.4. I existe une constante K(n,v) avec la propriété suivante. Si g(t) est un
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flot de Ricci sur une variété (M™,xqg) de dimension n pour 0 <t <1 tel que

a) Bi(zo,1) est relativement compacte dans M,

b) vol, By(x,r) = vr™ pour tout x € M tel que By(z,7) < By(x0,1) et 0 < r < /1,
1
c) )\fcl (x,t) = 7 pour tout x € M sin = 4,

pour tout 0 < t < 1, alors

‘Rm g(x,t)| < ’ injg(t) T = T

K t
t K’

pour x € By(zo,5) et 0 <t <1.

La preuve fait intervenir une technique de sélection de points (voir [27], 10.1 ou [22], 31.1 et
32.2) que l'on utilise sous la forme suivante

Lemme II1.1.5. Soit g(t) un flot de Ricci défini pour 0 < t < 1 sur une variété lisse M de
dimension n tel que By(xo,1) est relativement compacte dans M pour 0 < t < 1. Si le point
(x,t) € M x [0,1] est tel que

1
T € Bt(m(h 5)7
Rm g(z,0)] = 2,

t

alors pour tout A < @, il existe un autre point (T,t) avec les propriétés suivantes

ot Q est définie par ’Rm g(zf,f)| = %_, et

4Q

R g’ )] < °2,

‘eﬂ

pour tout (x',t") tel que 0 < ' <t et dy(wo,x’) < dg(wo, T) + Ay/ 5. Cette borne supérieure est

Q

en particulier valable sur le domaine parabolique B(Z, é\/%) x [t(1 — ﬁ),ﬂ, qui lut méme
est contenu dans Uj_oByi(xo,1) x {t}.

Preuve de la proposition II11.1.4. On considére une suite de flots g;(¢) définis pour 0 < ¢ < 1 sur
une variété lisse (M;, zo,;) de dimension n et contredisant les conclusions de 'énoncé, c’est a dire
que l'on a d’une part

vol,, ) Bi(x,r) = wvr®, 1C; g(x,t) = —1 (sin>4)

pour tout (z,t) € M; x [0,1] avec dy(z¢,i,7) < 1—71 et r < /1, et d’autre part (z;,t;) € M; x [0,1]
avec dy, (o, ;) < % et

(1) |Rm g;(x;, ;)| > It( ou bien (i) injg, ¢, =5 < 4/ It{ .
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Dans le cas (ii), le résultat classique de Cheeger-Gromov-Taylor ! implique qu’il existe néces-
v0) 2K
sairement un point x} € By, (2, m4 /%) tel que |Rm g(x,t)| > M On est donc ra-

mené au cas (i) quitte a remplacer K; par t(n,v)?K; et x; par = (pour i suffisamment grand
on a di,(zo,x;) < ;—é par exemple). Le lemme I71.1.5, appliqué pour A4; = \/é(i fournit une
seconde suite de points (Z;,%;) € M; x [0,1] avec ; < t; et T; € By (xo,, %) tel que, pour

K; = t; |Rm g;(Z;, )|, on a

K; > Ki, |Rm g;(z,t)| < 25

o+

pour (z,t) € By (Zs, */1—[6?1 I% ) x [ — gt Rl,fl] On considére alors la suite des flots mis a
I’échelle

; _ st
hi(z,s) = —gi(@, t; + —
(5.9 = Tulo i 52)
(qui satisfont donc en particulier [Rm h;(Z;,0)| = 1) sur M; x [—gai-,0]. Pour tout r > 0 fixé,
cette suite satisfait a
4
|Rm h;(x,s)] < — <8 (ITL.1)
1+ =
I
ICy hi(z,s) = Ik, (sin=4),
sur By, 0)(Zi,7) dés que */1? > r, ainsi qu’a
vol By, (0)(Z;,7) = vr® (II1.2)

deés que v/K; > r. De plus, le théoréme de Cheeger-Gromov-Taylor, (I11.1) et (I11.2) implique
une minoration du rayon d’injectivité au temps 0

v(n, v)
2

injp,0) T =

Ceci, en conjonction avec la borne de courbure (I11.1) et le fait que K; — +00, permet d’appliquer
le théoréme de compacité de Hamilton & la suite des flots h;(s) pointés en (z;,0) et d’extraire
une limite qui est un flot h(s) complet, ancien sur une variété lisse (M, 7).

(II1.2) implique que pour tout r > 0, volh(o) Bo(Z,7) = vr™, c’est a dire que le volume
asymptotique de h(0) est non nul. D’aprés le lemme I77.1.3 et la remarque I11.1.2; la seule
possibilité est que (M, h(s)) soit le flot plat sur R™. Cependant la suite des flots & été mise a
Péchelle de fagon & avoir |[Rm h;(Z;,0)| = 1 ce qui implique |Rm h(Z,0)| = 1 pour le flot limite,
d’ou la contradiction. O

En dimension 3, la condition IC; g > 0 coincide avec la condition Rc g = 0. En dimension
plus grande, on le sait, la premiére condition est strictement plus forte et il n’y a pas d’équivalent
de la proposition I71.1.4 pour un flot a courbure de Ricci minorée. On retrouve par contre un
énoncé du méme type en ajoutant aux hypothéses la présence d’une structure produit qui rameéne
essentiellement le probléme a celui de la dimension3.

1. Le théoréme de Cheeger-Gromov-Taylor affirme qu’il existe une fonction ¢(n,v) > 0 telle que si la boule
B = Bgy(xz,r) est relativement compacte dans une variété riemannienne, et que 'on a vol, B = vr™ et [Rm g| < %2
sur B, alors injg x > ur.
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Proposition II1.1.6. Il existe K(n,v) et e(n,v, K1) > 0 avec les propriétés suivantes. Soit g(t)
un flot de Ricci défini pour 0 <t < T sur une variété lisse M™ de dimension n, satisfaisant auz
hypothéses a priori

[Rm g(z,t)] < %, injg ¢y = 4/]%, Ry = -1
ainst que, pour tout 0 <t <t, a

a) Bi(x,2) est relativement compacte dans M,
b) vol, By(x,r) = vr™ pour tout x € M tel que By(x,7) < By(xo,1) et 0 <1 < V1,

¢) pour tout x € Bi(zo,1), (x,t) posséde un (n — 3, €)-systéme de coordonnées réqularisées.

K . [t
‘Rm g(z,t)| < 7’ ln.]g(t) T = ?a

pour x € By(zo,3) et 0 <t < €.

Démonstration. On peut choisir pour la constante K de 'énoncé I'expression K = 2K (3, 57=)
provenant de la proposition 171.1.4 en dimension 3. On se donne une suite de flots g;(¢) dé-
finis pour 0 < t < T; sur une variété lisse pointée (M, xo;) de dimension n satisfaisant aux
hypothéses de I’énoncé pour une suite ¢; — 0 tel qu’il existe néanmoins une suite de points
(mi,t;) € M;x]0,€2] avec |Rm g;(x;,t;)| = tﬁ On consideére la suite des flots mis a I’échelle

1
hi(s) = —g(sti)
t;
centrés en x;, définis sur M; x [0,1], qui sont tels que pour 0 < s < 1, la boule By, (s) (0,4, Ei)
est relativement compacte dans M;, et qui satisfont encore aux estimations

€2
|[Rm h;(z,s)| < %, injns) ¢ 24/ 5, Rehi(z,s) = —F Ry = —1.

Le point (z;,1) posséde (pour le flot h;(s)) un (n — 3, ¢;) systéme de coordonnées régularisées,
c’est a dire qu'il existe n — 3 fonctions ug,; : Bo(w;, 2) x [0,1] > R (1 < k < n — 3) solutions de
l’équation de la chaleur avec uy ;(z;,0) = 0 et

2

Uk, i i — Okl < e, gl <%, ki < 2.
|<v ,VUZ l> 5kl‘ X € |V2uk ’ < f |V3’LL ’< ;

Le théoréme de compacité de Hamilton s’applique et permet d’extraire un flot limite h(s) complet
défini pour 0 < s < 1 sur une variété différentielle M7 de dimension n, satisfaisant encore aux
estimations |Rm h(s)] < % et injus) ¢ = 4/ De plus, grace au théoréme d’Arzela-Ascoli,
on peut supposer que pour tout 1 < k < n — 3, la suite des uy,; converge uniformément sur
tout compact vers une fonction lisse uy o : M x [0,1] — R, solution de 1’équation de la chaleur
(couplée au flot h(s)), avec uy o (x;,0) = 0 avec

(Vg o0, Vtr,o0) = 0i1, Vg0 = 0.

En particulier, pour 0 < k < n — 3, ug o est constante par rapport a la variable de temps, et on
vérifie facilement que Re h(s)(Vug, o0, Vik,o) = 0, ce qui implique que Vuy o, est un champ de
vecteurs constant par rapport a s. Soit alors N3 < M la sous-variété de dimension 3 définie par
Ny ={zxeM, | u1,0(x,0) = ... = up_3, =0} et

Ny xRP3 M
(xa Tl? sy rn—3) g ¢177‘1 o...0 ¢71_37T7L—3 (x)
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ot ¢y, : M x R — M désigne le flot champ de vecteurs Vuy . Pour tout 0 < s < 1, si
h(s) désigne la métrique induite par h(s) sur Ny, I'application ® réalise une isométrie entre la

métrique h(s)@ggrn—s sur Ny x R"3 et la métrique h(s) sur M. En particulier, h(s) est un flot de

Ricci défini sur Ny, pour 0 < s < 1. L’hypothése b) se traduit par vol‘z(s) B;l(s)(:n, r) = 5isr?, ce

qui permet d’appliquer la proposition I71.1.4 au flot h(s) et de conclure que ‘Rm iz(s)‘ < 2% sur

Ny x]0,1], et donc |[Rm h(s)| < £ sur My x]0,1]. Mais d’autre part I'hypothése selon laquelle

[Rm g;(t;)| = tK implique aprés passage a la limite |Rm h(x;,1)| = K, d’otu la contradiction. [

ITI1.2 Reégularisation locale d’'une donnée initiale par le flot

II1.2.1 Reégularisation locale sous des hypothéses de décroissance a
priori

Les trois propositions de ce paragraphe constituent I’aboutissement du travail effectué dans
les chapitres I, I] et 111 et établissent, pour différentes conditions initiales et sous des hypothéses
a priori de décroissance de la courbure de la forme

K
[Rm g(x,1)| < —=

Pt injg(t) T = —

K’
des résultats du type de la proposition 0.12 de l'introduction.

Rappelons que si g(t) est un flot de Ricei défini pour 0 < ¢ < T sur une variété lisse M™ de
dimension n, on définit

po(z) =sup {0 <r <1, | Bo(x,r) est relativement compacte dans M},
(M), = {w e M | po(a) > 1},

On définit aussi
Mpz={(z,t)e M x[0,T] |0<t<tetpo(z)> At}
ainsi que, pour (z,t) € Ma T,

pao(z,t) =sup {0 <r < 1,By(x,r + AVt) est relativement compacte dans M}.

La proposition qui suit intervient dans la preuve du théoréme B. Elle est un cas particulier
de la proposition I11.2.2 qui énoncée au dessous.

Proposition III.2.1. I existe K(v), €(v,6) et A(v,0) avec les propriétés suivantes. Soit g(t)
un flot de Ricci défini pour 0 <t < T sur une variété lisse M> de dimension 3, satisfaisant auz
estimations a priori

K, ..
|Rm g(xat)| < T? ln.]g(t) T < Ea

ainst qu’aux conditions sur la donnée initiale
1
po(x)?’
(i1) voly Bo(x,r) = vr® pour tout 0 < r < po(x),

(i) Re g(x,0) = —
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pour tout © € M. Alors

62
(l) Re g(il',t) = _77

1
b) vol, Bi(x,r) = (1 —d)vr”, pour tout 0 < r < 370 Alz,t)

et

K [t
[Rm g(x,t)| < o g < T’

La proposition suivante intervient dans la preuve du théoréme C' qui généralise le théoréme
B aux dimensions n > 4, ainsi que dans celle du théoréme FE.

pour tout (x,t) € My 2.

Proposition II1.2.2. I existe K(n,v), k(n,v), et e(n,v,9) et A(n,v,d, K1) avec les propriétés
sugvantes. Soit 6 l'un des trois cones de courbure 1IC; , ICo , CO . Soit g(t) un flot de Ricci
défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n, satisfaisant aux estimations a

priort
Ky [t
[Rm g(z,t)| < - injyp) = < 0

ainsi qu’aux conditions sur la donnée initiale

N oy — 1
(i) Mg (x,0) = @

(#) voly Bo(x,r) = vr™ pour tout 0 < r < po(x),
pour tout x € M. Alors

k
PA,O(x, t)2 ’

b) vol, Bi(z,r) = (1 — §)vr™, pour tout 0 < r <

a) Ag(z,t) = —

1
32 —pao(z,t)

et

K . [t
[Rm g(x,t)| < o g > T’

La proposition qui suit intervient dans la preuve des théorémes D et F.

pour tout (x,t) € My 2.

Proposition II1.2.3. Il existe K(n,v), k(n,v), e(n,v,d) et A(n,v,0, K1) avec les propriétés
suivantes. Soit g(t) un flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension
n, satisfaisant aux estimations a priori

K .. [t
[Rm g(x,t)] < - injyp) = < o
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ainst qu’aux conditions sur la donnée initiale
1
2 )
po(x)

(1) voly Bo(x,r) = vr™ pour tout 0 < r < po(x),

(i) Re g(z,0)] <

(#i7) il existe un (n — 3,¢€)-éclatement en x & toutes les échelles inférieures

po(x) pour la métrique g(0).

pour tout x € M. Alors

k

a) |Re g(z,t)| < ———,
) e g0l

b) vol, By(z,r) = (1 —)vr™, pour tout 0 < r < ——po a(z,t)

1
32
c) il existe un (n — 3,8)-éclatement en x a toutes les échelles inférieures a

€ po,a(x,t) pour la métrique g(t),

K . [t
‘Rm g(l‘,t)| < 77 ln.]g(t) x = ?,

Enfin, établir la conjecture 0.16 de l'introduction équivaudrait & démontrer le résultat de
régularisation suivant.

Conjecture II1.2.4. [l existe K(n,v), k(n,v, K1), €(n,v,0, K1) et A(n,v,d, K1) avec les pro-

priétés suivantes. Soit g(t) un flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M"™ de
dimension n, satisfaisant aux estimations a priori

et

pour tout (x,t) € Ma 2.

K, t
|Rm g(xat)| < 77 Mg(t) & < Ea
ainst qu’a
t
J f Ry(s) dpgds < er™2t, (I11.3)
0 Bo(lo,’r‘)
et aux conditions sur la donnée initiale
1
i) Re g(z,0) > ———,
(9 (@0) po()

(1) voly Bo(x,r) = vr™ pour tout 0 < r < po(x),
(#i7) il existe un (n — 3,¢€)-éclatement en x & toutes les échelles inférieures a

po(x) pour la métrique g(0).

pour tout x € M. Alors
a) Re g(x,t) = —6R Lk
g\z, = qg(t) pO,A(fE7 t)2 }

1
b) vol, Bi(z,r) = (1 = §)vr™, pour tout 0 < r < 33704

¢) il existe un (n — 3,8)-éclatement en x o toutes les échelles inférieures a

€ po,a(x,t) pour la métrigue g(t),
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et

K .. [t
‘Rm g(l‘,t)| < 77 Mg () L = }a

Preuve de la proposition I11.2.1. On considére un point x € M, on pose p = po(x) et on définit
pour 0 < s < 5—2 un flot mis & Péchelle en posant g(s) = p%g(p%). La boule By(z,1) est

pour tout (x,t) € My 2.

par définition relativement compacte dans M, de méme que, pour tout y € By (z, %), la boule
By(y, 3). Pour 0 < s < m7 grace au corollaire 1.1.2 on a B,(y, 1) < Bo(y, 3), ce qui permet

d’appliquer la proposition I1.1.1 au point y avec Ag = ag = %, d’ott on déduit

Rj(s) = —800 (I11.4)

sur By (x, §) x [0, go5mz]-

De méme, pour tout y € By(z, 1), et pour €y > 0 qui sera fixé & I'étape suivante, on applique
le corollaire I1.1.4 avec k = 64A2, d’oti on déduit I'existence de ¢; dépendant de K et ¢ tel que

€

Re §(y,s) = —— (ITL.5)
S

pour 0 < s < €.

On fixe alors ¢y = %6(3, K, v, %) (on supposera § < %), ou la fonction €(n, K, vg, §) provient
de I’énoncé de la proposition 1.1.7. Pour y € Bo(x, 1), (II11.4) et (I11.5) combinées aux hypo-

theéses de I’énoncé permettent d’appliquer la proposition 7.1.7, qui fournit alors volg gy Bs (y,r) =

(l—g)voéo(y, r) pour 0 < s < min(e3, €2) et 52\6/5 < r < . Cette minoration, (I11.5) et I'inégalité
de Bishop-Gromov donnent enfin

volg g By(z,r) = (1 — 8§)wor?

. 2 2 1
pour 0 < s < min(eg, e7) et 0 <7 < 3.

On peut maintenant appliquer la proposition I71.1.4 au flot §(s), qui fournit une constante

K = K(3,%) telle que

|Rm Q(I,S” < %a injg;(s) (‘r) = %

pour 0 < s < min(eZ, ¢?). En revenant au flot g(t), pour € = min(eg, e;) et A = 1, on trouve

|IRm g(z,t)] < %, injgy) () = 4/%
pour (x,t) € M 4 2, ainsi que
Re g(z,t) = —%, vol, Bi(z,r) = (1 — &)vr3

pour 0 < 7 < gpo(z,t). O
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Preuve de la proposition I11.2.2. On considére un point x € M, on pose p = pg(x) et on définit
pour 0 < s < % un flot mis a I’échelle en posant g(s) = p%g(pQS). La boule Bg(z,1) est
par définition relativement compacte dans M, de méme que, pour tout y € By (z, %), la boule
By(y, %) Pour 0 < s < m, grace au corollaire 1.1.2 on a B,(y, i) < Bo(y, %), ce qui permet
d’appliquer la proposition I71.1.1 au point y avec Ag = ag = é, d’ott on déduit Rg(5) = —800 sur

Bo(l‘a %) x [0, M]'

On applique ensuite la proposition 17.2.6 au flot §(s) sur By(z, %) x [0, m], qui fournit
une constante k; = k(n, K1) telle que Pon a Agg(y,s) = —kipo(y) 2 pour (y,s) € By (z, 1) x
[0, m], et donc

Ag(z,8) = —16k; (IIL6)

sur Eo(x, %) x [0, m]. D’autre part, puisqu’elle implique Re g(y, s) = —16k; sur le méme
domaine, cette minoration permet de faire appel au principe de continuité du volume des boules
du lemme I.1.6. Pour § > 0 I’énoncé fournit ¢; = e(n,v, K1, g) et permet d’affirmer, pour tout

K 2
ymax(Kk) <Let0<s<

~ 1 €2
ye Bo(x’ 8)’ €1 ST s 10612 max(k1,K1)’

3 5 3
vol, By(y,r) = (1 — i)VOIO By(y,r). (IIL.7)
I'hypothése (i7) de I'énoncé, (I11.6) et Bishop-Gromov permettant alors d’écrire

vol, Bs(y,7) = (1 — &)vr™. (IIL.8)

2
€

L1 ; g
pour tout 0 < r < 55. D’autre part on a, toujours pour s < 155,z P (YWY

< 1
Moy (9:8) = = (111.9)
pour tout y € By(z, §). On pose €2 = Wi(lﬁlﬁ) Pour tout 2’ € By(z, =), (I11.8) et (I11.9)

permettent d’appliquer la proposition I71.1.4 au flot g(s) sur Bo(a/, %) x [0, €?], et d’obtenir des

estimations sur la décroissance de la courbure indépendantes de K;. Pour Ky = K(n,?) on a

K

pour tout y € Bg(a, 3%) et 0 < s < €2, et par conséquent, grace a (I11.8) a nouveau et au

théoréme de Cheeger-Gromov-Taylor,

injie) 2 > 1, 0)y | 1o

. 2 . . _ K . .
(toujours pour 0 < s < €*). Ainsi a-t-on, en posant K = Thoesy les estimations

Rm §(y,s)| < &, injze) v = /=

sur By(z, 11—6) x [0,€%]. Une nouvelle application de la proposition I7.2.6 sous ces estimations

fournit une constante ko(n, K) (cette fois indépendante de K;) telle que 'on a IC; g(z,s) =
—256ky pour 0 < s < €.
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En revenant au flot g(¢), on trouve donc les estimations sur la décroissance de la courbure
K s ¢
IRm g(z,t)] < 5, injgu) ©=4/%

a condition d’avoir 0 < t < €2py(z)?, ainsi que (pour k = 256kg),

Ag(x,t) = —

po(x)?
et, revenant a (I11.8),
volyyy Bi(w,r) = (1 —d)vr”,

pour tout (z,t) € M x [0,T] avec 0 <t < e2p(x)? et 0 <1 < 35 p0(x).
O

Preuve de la proposition I11.2.3. On fixe ko, dg, A > 0 (leur valeur sera déterminée au cours de la
preuve), on fixe U ¢ M relativement compact et on considére un temps 0 < ¢ < 7 maximal tel que
pour tout (z,t) € U 7 (o0 U 55 = {(x,t) € Mx[0,T]|0 <t <t et By(x, AV1) est relativement
compacte dans U}) on ait

a) |Re glx,t)] < 7—to .

b) VOlt Bt(‘rﬂ \/g) = (1 - 60)1}(\/£)n7

¢) (z,t) posséde un (n — 3, dp)-systéme de coordonnées régularisées.
Par continuité, et en particulier d’aprés la remarque I7.3.8, on a ¢ > 0. On définit t = (1 +
m)_lf. Le lemme [1.3.16 permet d’affirmer que si (z,1) € (U) 4z X [t,1]

¢') (x,t) posseéde un (n — 3, Cdg)-systéme de coordonnées régularisées,

(C = C(n) provient du lemme I7.3.16). Ensuite, comme le choix de ¢ garantit en particulier
simplement en intégrant ’équation du flot compte tenu de la borne |Rm g(¢)| < %, le controle
de la métrique g(t) < g(t) < 4g(t) pour t < ¢ <1, on a de maniére immédiate

(1—d)v (VE\" v n
b') vol, By(x,Vt) = o (%) Z W(\ﬁ)
(si 0o < %) pour (z,t) € (U)az X [t,7]. Finalement, on a [Rc g(z,t)| < g pour @ € (U)(ata) vz
si a > v/8ko. Ainsi, si z € U est tel que By(z,84/1) © (U)(a+q),z On peut appliquer le lemme
I1.3.19 sur By(z, a+/t) x [t,] et on trouve
1

1
IR < =<~
o) [Re gl 1) < 5 < 7,

I~

pour ¢ < ¢t < 1. En particulier, si on suppose = € (U)(a1q,)yz €t que 'on choisit a; =
max(+/8ko, 8+ % (n—1)4/K1), le principe de comparaison des distances du corollaire 1.1.2 garantit
que V'on a By(z,8v/t) < (U) (a4 yshg) .z Ce choix de a; garantit done b’) sur (U)(atay)vz X [£:2]-

Compte tenu de a’), b’) et c¢’), la proposition I11.1.6 fournit €;rr.1.6 = €rrr1.6(n, &, K1) et
Ko = Krrr16(n, %) tel que si on choisit g < “4L-6, on trouve

[Rm g(z,t)] < 52, injy g(t) > /7=, (I1.10)
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pour (z,t) € (U)(asa)yz % [0,%] ot @} = a3 + 26,7t

On peut maintenant appliquer le corollaire 17.3.18 sur la préservation d’une borne sur la
norme du tenseur de Ricci avec les estimations de décroissance améliorées (111.10). Le corollaire
11.3.18 fournit ainsi krj.3.18 et d77.3.18 dépendant seulement de n et v tels que si on suppose
0o < d17.3.18, on peut conclure

k
Re g(z,1)] < ﬁ (IT1.11)
pour (z,t) € (U)(a+a)yz  [0,2].
Ensuite, le lemme 71.1.6 fournit €71 6(n, v,0) tel que si x € (U)(Aﬂlxl)\/i est tel que
[Re g(x',t)] < 62}}(—1; pour (z',t) € By(z,8+/t) x [0,%], on a
volyyy Bi(w,7) = (1 —d6)vr" (II1.12)

pour 0 <t <fet0<r <2t (tant que ¥ < ). En particulier, si x € (U)(Atay)yz avec

8
al =) + 4+ YEF on o (117.12).

€1.1.6

Finalement, on va appliquer la proposition 17.3.7 sur l'existence de coordonnées régulari-

sées, qui fournit €;737 = €rr3.7(n, Ko, (1 — 6)v,9). Si (2,t) € (U)ataryyz 00t af = af +

— 2 — . . - T
2671 5 VK138, on a |Re g(a',t)| < < pour (z',t) € Bo(z, €51 5) x [0,7]. Ainsi, si? < €2 5.,
I’hypotheése (7ii) de ’énoncé permet de conclure que (z,t) posséde un (n — 3, §)-systéme de coor-
données régularisées.

Afin de conclure, on fixe kg = 2kjr;.3.18, qui dépend seulement de n et v, et de 0y =
min(%, 20,07111.6,011.3.18) qui lui-méme dépend de n, v, § et K;. On obtient alors
ko

a”) [Re g(z,1)| € ————7,
| | 2p0,A+a’1” (fv t)2

b”) vol; By(x,r) = (1 — %0)117"" pour tout 0 < r < V7,

¢”) (z,t) posséde un (n — 3, %)—systéme de coordonnées régularisées

pour tout x € (U)(AJra/lu)\/i, tant que 0 < < €3, olt on a posé €3 = min(%,eilﬁj), dépendant

de n, v et 6. Or AVE = (A—&—A(\/g—l))\/i et A( %—1) > LK‘? > af’ a condition de
poser A; = CK;aY dépendant de n, v, §, ainsi que de K;. Avec ce choix de A;, a”), b”), ¢”
s’appliquent a tout = € (U) A,V €€ qui implique une contradiction avec la définition de ¢ si

t < €2. D’ott I’énoncé, puisque la partie relativement compactes U = M est arbitraire. O

I11.2.2 Preuve des théorémes F et F': énoncés de type “pseudo-localité”

Une premiére application des propositions de régularisation I71.2.2 et I11.2.3 sont les théo-
rémes F et F énoncés en introduction, qui, rappelons-le, peuvent étre considérés comme des
généralisations du théoréme de pseudo-localité 0.17 de Perelman, et dont la preuve s’appuie de
maniére essentielle sur ce résultat, ou plutoét sur le lemme suivant qui s’en déduit directement.

Lemme II1.2.5. [I existe n(n) > 0 avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot complet défini
pour 0 <t < T sur une variété lisse M™ de dimension n avec

sup |Rm g(z,t)] < 400
Mx[0,T]
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et U < M un ouvert tel que |Rm g(z,0)| < k et injx g(0) > T pour x € U. Alors

[Rm g(z,t)] < 4k, injx g(t) =

o
%H
B

pour tout (x,t) € (U) 1 X [0, %]
k

Preuve du théoréme E. 11 suffit de démontrer le théoréme lorsque U est relativement compact
dans M, quitte & passer a la limite ensuite. Ainsi, par continuité, il existe 0 < ¢ < T maximal tel
qu’on ait
- ko
a) Ag(x,t) = —or—— s,

Po,Arr1.2.0\"

b) vol, By(z,7) = (1 — §o)vr™ pour 0 < 7 < /1,

ainsi que
[Rm g(x, 1) < 52, injy g(t) = /7%

pour tout (z,t) € Uz 4, (A1 sera choisi plus bas). On pose ( Ko) t, ot n(n) est fourni

par le lemme I711.2.5. En appliquant le lemme I17.2.5 pour ﬁ (U)a, £ on trouve

[Rm g(z,t)] < %, injy g(t) = ﬁ (II1.13)

pour t <t <tetxelU tel que By(x, K%)) < (U)a,yz- En particulier, si (z,t) € (U)(a, +a,)yz X

[0,7], ot a; = 4/ K—O + 230 (n—1)4/Kot, le principe de comparaison des distances du corollaire I.1.2

garantit que ’on a (/17.13). On peut donc apphquer la proposition 1171.2.2 avec K1 = 16K, au
flot g(t) sur (U) (4, +a1)vz % [0,7], et siT < €7}, 5, on trouve en particulier des constantes kryr.2.2,

Kirr09, €117.2.2 dépendant de n, v, § et Arjr0.0 dépendant de n, v, 6 et Ky telles que
a))\( )>7Uk11122

/ (w,t)??

0, A1+a
b’) vol, By(z,r) = (1 — 8)vr™ pour 0 < r < V1,
ainsi que
|Rm g(x,7)| < £rr22 - inj, g(F) > 4/ 77— (IT1.14)
pour x € (U)(A1+a’)\/? ou a) = aj + Ajrr.o.2. En particulier si x € (U)Alx/?’ et si A; = CKj (ou
1

C est une constante dépendant de n), on a a), b) et (I11.14) sur (U) , 5. En posant finalement

Ko =2K119.9, ko = 2ki11.2.2, 60 = 20 ceci constitue une contradiction avec la maximalité de ¢
sit < 6%11'2.2. [

Preuve du théoréme F. Elle est ligne par ligne analogue a la preuve du théoréme F, la proposition
I111.2.3 jouant le role de la proposition 117.2.2. O
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Chapitre IV

Flot de donnée initiale
non-compacte ou non-compléte

IV.1 Le flot partiel : définition et construction

On démontre dans ce paragraphe le théoréme A. La construction s’appuie sur une application
répétée du théoréme d’existence en temps court de W. X. Shi [30] & des métriques complétes
a courbure bornées obtenues par modification des métriques éventuellement non complétes de
I’énoncé du théoréme.

IV.1.1 Modifier une métrique pour la rendre compléte

On commence par décrire une construction élémentaire de géométrie riemannienne, qui per-
met de modifier une métrique éventuellement non-compléte en une métrique compléte & courbure
bornée. On définit, pour une variété riemannienne (M, g), les fonctions a valeur dans R* U {400}

p(x) =sup { r >0, | B(x,r) est relativement compacte dans M},

1
p1(z) =sup { r >0, | B(z,r) est relativement compacte dans M et sup |[Rm g| < —}.
B(z,r) r

De plus, on note

(M), ={x e M | B(x,r) est relativement compacte dans M}.

Lemme IV.1.1. Il existe une constante C(n) avec la propriété suivante. Etant donnée une
variété riemannienne de dimension n (M™,g), et k > 0, il existe une métrique riemannienne h
définie sur M avec les propriétés suivantes

(M, h) est une variété riemannienne compléte,

h=g sur {z€M|p1(z)>5E},
[Rm h(z)| < k.

pour tout x € M.
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Ce résultat sera utilisé dans le paragraphe IV.1.2 sous la forme suivante.

Corollaire IV.1.2. Il existe une constante C(n) avec la propriété suivante. Etant donnée une
variété riemannienne de dimension n (M™, g) telle que |Rm g(z)| < ko pour tout x € M, et
k1 > C?ky, il existe une métrique riemannienne h définie sur M avec les propriétés suivantes

(M, h) est une variété riemannienne compléte,
h=g sur (M)\/%,

1

|[Rm h(z)| < k1.
pour tout x € M.

La construction de la métrique A du lemme IV.1.1 repose sur la possibilité de régulariser
les fonctions lipschitziennes définies sur une variété riemannienne & 1’échelle ou la courbure est
bornée, avec des estimations sur les dérivées jusqu’a 'ordre 2.

Lemme IV.1.3. [l existe C'(n) avec la propriété suivante. Soit (M™, g) une variété riemannienne
de dimension n et f : M — R une fonction 1-lipschitzienne. Alors, pour toute fonction 1-
lipschitzienne n: M — Ry avec 0 < n(z) < p1(x) pour tout x € R, il existe une fonction lisse

f: M — R telle que

pour tout x € M. De plus, si f =0 (resp. f <0) sur M alors f=0 (resp. f< 0) sur M.

Afin d’établir le lemme IV.1.3 on commence par construire des fonctions & support compact
dont le gradient et le Hessien sont controlés.

Lemme IV.1.4. Il existe C(n) avec la propriété suivante. Si (M,g) est une variété rieman-
nienne, xo € M, v > 0 tels que B(xq,7q) est relativement compacte dans M et |Rm g(x)| < o2
pour tout x € B(xg,70), alors il existe une fonction lisse @5, : M — [0,1] & support dans
B(xg,70) avec les propriétés suivantes.

a) infpyy o) ®uy = C71, b)) VO, [ < E, €) [V20,| < ﬁ—g
Démonstration. Aprés mise a 1’échelle, on peut supposer rg = 1 dans ’énoncé du lemme. On
commence par le cas ol injy, g = 1. La borne de courbure garantit alors que la fonction distance
a Porigine d(z) = d(x,x) est lisse sur B(xg,1)\{zo}, avec le contrdle du Hessien

g
tanhd’

—dg< V%< (IV.1)

issu du lemme 71.2.8.0n considére alors ¢ : R, — R, une fonction lisse telle que ¢ = 1 sur
] —,3], ¢ = 0 sur [1,40[, |¢/| < 2, et [¢"] < 8. () = ¢(2d(x)) définit une fonction
lisse, positive ou nulle, & support compact dans B(xo, %) avec ®,, = 1 sur B(xo, %), ainsi que
V®,,| <8, |V20,,| < 64.

Dans le cas ot le rayon d’injectivité n’est pas minoré, on applique la construction précédente
a B la boule de rayon 1 centrée en l'origine 0, de Ty, M, munie de la métrique h = exp} g,
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pour obtenir une fonction &5 : B — [0,1]. On définit alors ®,, : M — R, en posant pour
x € By(wo,1) € M, I(x) = {u € Bp(04,,1) | exp,, (u) = x} puis pour x € M,

{ u(glm)l Zue[(z) ®o(u) sixe Bg(wo,1),

By () 0 sinon.

En utilisant le fait que exp, : B — By(xo, 1) est une isométrie locale, on commence par constater
que ¥, est lisse & support dans Bgy(zg,1). De plus, pour « € By(zo, 1), il existe un voisinage
V < By(x0,1) de z, et pour tout u € I(z), un Voisinage U, © B de u tels que f, = exp,|;; est
une 1sometrle entre U, et V. On vérifie ensuite que |I(z) N Bp(0g,, 3)| < [I(20)], donc D'écriture
Pay = 170y I(:z:o ‘ 2uer() Lo o fot (sur V) exprime localement ®,, comme une combinaison convexe

des g o f71. Ainsi

0< Oy <1, VP, | <8, V20,4, | <64 (IV.2)
vol, Bj(044,1)
vol, By(z0,%)

vol, Bp (04,1
By(z0,3), on a |I(z) N By(0g, 1)| = W’

comparaison des volumes de Bishop-Gromov)

Finalement, on vérifie que |I(zg)| < d’une part, alors que d’autre part, si z €

ce qui garantit (en vertu du principe de

1 (IV.3)

1
(I)Eo(x) = = )

C

pour z € By(xo,

O

Preuve du lemme IV.1.3. On construit d’abord une partition de 'unité sur M. Soit {x;};c; une
famille de points de M telle que les boules B(z;, 25) (1; = n(z;)) soient disjointes, maximale
avec cette propriété. La condition de maximalité garantit que les B(x“ L), i € I, recouvrent
M. On considére pour tout i € I, la fonction ®,, a support dans B(x;, < ) donnée par le lemme
précédent (puisque n; < p1(x;)), puis on pose

= (Z (I)ij ($)> (I)zi ($)7

jel
(en vertu de (IV.3), de] ., () = & pour tout x € M) ce qui définit une partition de I'unité
subordonnée aux B(z;, % ). De plus, pu1sque Kg4(o) = —1 le principe de comparaison des volumes

(Bishop-Gromov) garantit que pour tout x € U si on pose I(x) = {i eI | x € B(x;, %)}, alors
|[I(x)] < C. Ainsi, de Pexpression

Vi = =2 _ (Syerce) Vs, ) 2.

N P
2ijel(z) P (Zje](x) ‘I’x,-)

on déduit |V;| < C . On établit de maniére similaire une majoration |V2¢;| < 1702

~ On définit enﬁn une approximation de f sur M en posant f(z) = Dier Vi) f(x;). Alinsi
f(@) = f(@) = Yier Vi(@)(f(zi) = f(z)), or si i € I(z), d(z;,z) < %, et, comme 7 est 1-
lipschitzienne, n(z) < 2n; donc |f(z;) — f(z)] < n(z), don ‘f(sc) f(z )‘ n(z). Enfin, en
écrivant V f = Diier(x) VVi(f(zi) — f(2)) et V2f = Zle] (@) V29 (f(z;) — f(z)), (puisqu’en tout
point € M, Y, Vip;(z) = >, V2;(x) = 0), on vérifie que ‘Vf )’ C,|V2f(x )‘ < %

O
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Preuve du lemme IV.1.1. Soit p : M — R la fonction lisse obtenue en appliquant le lemme de

régularisation IV.1.3 a la fonction p; pour n(z) = plT(I). p satisfait

Lni@) < (o) < 3mul@), [VA0)| < [92()] < ;%

pour tout x € M.

On fixe maintenant une marge € > 0, et on définit une nouvelle métrique h sur M en posant

h = e2f°? ou la fonction f : R* — R, est choisie de la maniére suivante. On considére la
b + +
fonction f: R} — R, ‘62 par morceaux, d’expression !

—In(1—(1—%)2 our 0 < z < e,
fla) = {0 ( ( 6)) p N
pour = = ¢,

que l'on régularise au voisinage de x = € de maniére a obtenir une fonction lisse f qui vérifie
3 = 1_e 9
f(z) = —In(1 — (1 — £)?) pour = < %e, f(x) = 0 pour = > %e, et —%w < fl(x) <0

- 2
ainsi que 0 < f"(z) < %% pour tout x > 0. Il est alors clair que h est une métrique

riemannienne compléte sur M, qui coincide avec g sur {z € M, | pi(z) = 22¢}. Le calcul des
courbures sectionnelles d’une métrique aprés application d’un facteur conforme est classique (on
trouve la formule dans [1], page 58 par exemple). On a

- _ 2 _ 2 .

Kolo) = (Kelo) = 0 9o o + a7 o] [i(F o] )
. 2 N ~

or un calcul rapide donne ‘V(foﬁ)‘ e2f < 6% |V,5|2 ot ‘V2(f05)’6_2f < ;% |Vﬁ|2 n % ‘Vzﬁ‘

d’ou, grace aux propriétés de la fonction p, Ky, (o) < 6% Le lemme suit pour le choix € = \/g . O

IV.1.2 Construction du flot partiel (preuve du théoréme A)

On démontre dans ce paragraphe le théoréme A. Il est une conséquence de la construction
décrite par ’énoncé de la proposition I'V.1.6, qui s’obtient en appliquant plusieurs fois le lemme
IV.1.1 et le théoréme d’existence en temps court de Shi pour les données initiales complétes a
courbure bornée, dont on rappelle I’énoncé.

Théoréme IV.1.5 (Théoréme d’existence de Shi [30]). Il existe une constante egpi(n) > 0 avec
la propriété suivante. Soit (M™, go) une variété riemannienne compléte avec |[Rm go| < k on M.
2
Alors il existe un flot de Ricci complet g(t) sur M x [0, “58-], avec [Rm g(z,t)| < 4k pour tout
2
(z,t) € M x [0, <5Bi-].

Proposition IV.1.6. I existe C(n) > 0 avec la propriété suivante. Soit (M™, go) une variété
riemannienne, T >0, 0 < 1 < egni, Ko =1 et Ky = C?K,. Alors, étant donnée la suite

<< o<ty <tg=T

i
définie par t; = (1 + ;7(—21) T (en particulier t; — 0), il existe

1—>—00

1. il s’agit bien sir du facteur conforme hyperbolique, translaté et mis a ’échelle.
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(i) Une exhaustion de M par des ouverts, autrement dit une suite
2 U; - 2U_1 DUy,
avec U?:wo U; = M (quoique on puisse avoir U; = & & partir d’un certain rang),

(i1) une solution lisse g de l’équation du flot de Ricci définie sur le domaine ouvert de M xR
0
9P =M x {0} U U Ul X [ti—hti];
i=—o0
satisfaisant a la condition initiale
g(x,0) = go(z), pour tout x € M,
ainsi qu’a la borne de courbure

K
IRm g(z,1)] < =*.

pour tout (z,t) € P.

577

De plus, la construction posséde la propriété de “maximalité” suivante.

(iii) Pour touti <0, six € U; est tel que By, (x,Cv/K1t;) est relativement compact dans U,
et que pour tout y € By, (z, C\/Kit;) on a

Ky

alors x € U;11.

Remarque 1V.1.7. Comme il est mentionné dans l'introduction, la proposition ci-dessus ne donne
aucun controle sur la forme du domaine ouvert 9, mis a part le fait qu’il contient la “tranche” ini-
tiale M x {0}. Ensuite, U; peut étre vide & partir d’un rang arbitrairement négatif, correspondant
a un temps t; arbitrairement petit.

Le flot de la proposition IV.1.6 est obtenu, & son tour, comme limite de la construction finie
suivante

Lemme IV.1.8. Il existe C(n) > 0 avec la propriété suivante. Soit (M™,go) une variété rie-
mannienne, T >0, 0 <1 < egni, Ko =1, K1 > C?Ky et iy < 0. Alors pour la suite finie

tio_l<"’<ti<"'<t_1<t0=T
i
définie par t; = (1+;7(—21) T pour g — 1 <1 <0, il existe

(i) Deux suites finies d’ouverts de M

Vieo--2V;2---2V_1 DV,
UiOD"'DUiD"‘DU—13U07

avec U; < V; pour ig <1 <0,
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(i1) Pour tout iy < i < 0, un flot de Ricci complet g; défini sur V; x [t;—1,t;] satisfaisant a
la borne de courbure
K,
t )
pour tout (z,t) € V; x [ti—1,t;], auzx conditions de recollement

[Rm g;(z,t)| <

gi—1(z,tio1) = gi(z,ti1)
pourip+1<i<0, zeU, et ala condition initiale g;,(x,ti,—1) = go(z) on U,,.
On retrouve la propriété de “maximalité”
(iii) Pour tout ig+1 <1 <0, six € Ui_1 est tel que By, (x, 2% +/K1t;_1) est relativement
compacte dans U;_1 et si pour tout y € By, (x, %T”«/Klti_l) on a

Ky
ti—1

[Rm g;(y,t;i—1)| <

)
alors x € U;.

De plus, il existe une fonction i(K) dépendant de (M, g) telle que pour toute partie compacte
K de M, on a
H Uio

dans la construction ci-dessus siig < i1(K).
Preuve du lemme IV.1.8. On définit la suite T" = ty > ... > t;, comme dans 1’énoncé de la

proposition, ot ig < 0 sera choisi plus bas.

Supposons que les ouverts U;, V; et le flot g;(t) ont été construits jusqu'au rang ¢ — 1. On
considére 'ouvert de M défini par

Vi = {xe Uit

K,
[Rm g;—1(x,t;—1)| < ; 0 }
i—1

Dans le cas de base i = iy on remplace U;_1 par M et g;_1(t;—1) par go dans la définition de V;,.
Clairement, si iy est suffisamment négatif, on a X < V, par continuité. D’autre part, pour tout
1 > g, V; peut étre vide (ainsi que la construction elle-méme a partir de ce rang).

Puisque V; < U;_1, la métrique g;—1(¢;—1) est définie sur V; et satisfait a la borne de courbure

Ky
ti1

|Rm gifl(ti,1)| < s (IV4)
pour tout & € V;. Supposons que K; > 16C? K, oil la constante C = C(n) provient de I'énoncé du
corollaire IV.1.2. Le corollaire IV.1.2, appliqué pour kg = f_i et ki = % (notons que ttjl <4)
a la métrique g;—1(t;—1), fournit une métrique modifiée g; ¢ sur V;, compléte, satisfaisant a la
borne de courbure

R gio(2)] < (IV.5)
pour tout = € V;, et tel que si I'on définit
i .
U; = {!L” eVi | By t,1)(2,C 1) est relativement compacte dans V; } , (IV.6)
1
alors sur U; on a
9i,0 = gi—1(ti-1). (IV.7)
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Puisque n? < egp;?, le théoréme I'V.1.5 fournit un flot de Ricci complet g;(t) on V; x [t;_1,;]
avec g; o comme donnée initiale, et satisfaisant a la borne de courbure

K
(R gi(z, 1) < =+, (IV.8)

pour tout (x,t) € V; x [t;—1,t].

(IV.7) et (IV.8) correspondent au (i7) de ’énoncé de la proposition. Pour vérifier (i), re-
marque d’abord qu’on peut appliquer le principe de comparaison des distances du corollaire 1.1.2
entre les temps t;, et ¢;_1 puisque, grace a la propriété de recollement (I'V.7), on peut définir un
flot lisse sur U;—1 X [tiy—1,t;—1] en posant g(x,t) = g;(x,t) pour t;_1 <t <t;. Ainsi

20
dgo (.’E, y) < dgifl(tifl)(x,y) + g(n — 1)'\/ Kltifl. (IV9)

On considére maintenant un point x € U;_; tel que By, (v, 2324 /K;t;_1) est relativement compact

3
K . ti—
;.= sur cette boule. Alors si y € By, (t,_)(x,C L),

Ky
comme K; > C?Kj et Ky > 1, on trouve que dg, (z,y) < %T”«/Klti_l, et donc

dans U;_1, avec |Rm g;—1(t;—1)| <

K,
IRm g;—1(y,ti—1)| < <.
ti—1

ti—1
Ky

(IV.6), on a finalement = € U;. Enfin, la fonction (X)) peut étre définie de la fagon suivante.
Pour A < M un compact, on choisit i; < 0 maximal tel que le C'4/ t}'gll voisinage (pour g) de

Par définition de V;, on conclut donc que y € V; et donc By, ¢, ,y(z,C

) < V;. D’apreés

Liz1 on pose
K, on p

K est relativement compact dans M, on définit X = {z € M | dg(z, %) < C

k.; = sup.; |[Rm g| puis on définit 45 < 0 maximal tel que % > kz. En posant i(A) = min(iy, i2),
il est facile de vérifier que dans la premiére étape de la construction précédente, on a A > U,, si
O

Preuve de la proposition IV.1.6. Pour chaque entier £ < 0 on considére la construction finie
décrite dans I’énoncé du lemme IV.1.8 avec ig = k. On obtient donc pour chaque k < 0, deux
suites décroissantes {Uf}r<i<o et {Vi¥}r<i<o d’ouverts de M avec UF < V¥ pour tout k < i <0,
ainsi qu'une suite de flots {g¥(#)}r<i<o oW1, pour chaque k < i < 0, g¥(t) est défini pour ¢; ; <
t < t; sur V.

123



(i) On commence par des définitions. Pour chaque k < 0 on considére le domaine de I’espace
temps D¥ < M x [0,T] défini par

Dk = U Ulk X [ti—lyti[
i=k

sur lequel on peut définir une solution lisse g*(z,t) de I’équation de Ricci (chaque g*(.,t)
définissant une métrique non-compléte sur DF = { z € M | (z,t) € D* }) en posant

9" (z,t) = gi'(x,1)

pour t € [t;_1,t;], x € UF. Par construction, le flot g*(t) satisfait en particulier & 1’estima-

tion %
|Rm ¢"(z,t)| < Tl (IV.10)

pour tout (z,t) € D*.

On définit ensuite des domaines “limites” en posant

U ={xe M| 3Iky <0 tel que Vk < kg, By, (x, C1n/ K1t;)

. (IV.11)
est relativement compacte dans U},

ou la constante C; = C;(n) sera fixée au cours de 'argument (voir 1’étape (iii)), puis

0
DOO: U Ufox[ti_l,ti[,

i=—00

ainsi que

P =D u M x {0}.
On a de maniére immeédiate U; < U;_;. Notons néanmoins qu’a ce stade de I’argument, il
n’est pas exclu que les domaines limites U;, et donc D lui-méme, soient vides.

(ii) L’étape suivante consiste a vérifier que la suite {U;};<o est une exhaustion de M et par
conséquent que 9 est un ouvert non-vide de M x [0,T]. Pour X < M compact, il existe
par continuité une borne Ky telle que

[Rm go(x)| < Kx

pour z € X . On montre maintenant qu’il existe une constante A(n, K1) ainsi que ey =
e(rx,n, K7) tels que

(2

UP 5 (H) 4 = {2 € H, | Byol(a, AVE) = K}, (IV.12)

pour tout 7 < 0 tel que t; < e%{. Ceci implique clairement U?=7oo Ur =M.

Afin de démontrer (IV.12), on utilise la propriété de maximalité (iéi) du lemme TV.1.8,

combinée au corollaire (B.0.3). On pose donc € = min(ep.g.3(n, K1), 3), puis on fixe k <

i < 0. Alors, pour tout z € M tel que By(z, @) c Uik NI pour tp_1 <t <t;, et si
2

2T

, les hypothéses de I’énoncé du corollaire B.0.3 sont satisfaites par le flot mis a
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I’échelle §*(s) = %gk(:—;m—tk_l) pour s € [0, €2(1— t"t—’l)] D’ou en particulier estimation
au point (z,t;)
K
|Rm gk(x,ti)} <=2 (IV.13)
4t;
(puisque %2 < f—to) En appliquant ensuite le corollaire I.1.2 sur la contraction des distances

g~ (t) sur UF x [tx_1,t;], on trouve
2
do(, M\UY) > do(z, M\U;) — Eo(n WL

Ainsi, si € U; est un point tel que By, (z, (1 + 2(n — 1)VEK1)vE) < UF n K, on a
Iestimation (IV.13) au point z, et enfin si z est un point tel que By, (z,av/%;) = UF n K,
otta = a(n, K) =1+ 2(n—1)y/K +CovKy, ot Cy = C(n) provient d u lemme IV.1.8,
alors on a lestimation (I'V.13) sur By, (x, Cor/K1t;). Aussi la propriété (iii) de I’énoncé
du lemme IV.1.8 garantit-elle

Uy 0 > (UfF n X)),

Vi
. 2 . . : -
sitot que t; < 6%« = éy. On aboutit donc, par induction sur i, a

UF 0K > (UF K ar e (IV.14)

ou A’ = A’(n, K1) est une constante indépendante de # . En notant que I’énoncé du lemme
IV.1.8 garantit en particulier U ,’j D K pour k suffisamment négatif, on considére la limite
k — —oo dans (IV.14), et on obtient finalement U > (A) 4140, iy)va; Pour tout i <0

tel que t; < €%, ce qui correspond a (IV.12) pour A = A’ + C1v/K;.

(iii) Il s’agit maintenant d’extraire de la suite des solutions g¥(¢) une sous-suite qui, pour
tout m = 0 et pour tout compact X x [7/, 7] € D*, converge pour la norme 6™ vers une
solution limite lisse g®(¢) définie sur *. On fixe donc une partie compacte X x [0, 7]
9. La définition des U, jointe & un argument de recouvrement élémentaire, permet
d’affirmer que pour k suffisamment négatif, on a, pour i tel que t;_1 < 7 < t; et pour tout
x € K, VinclusionBy, (z, C1v/K1T) < UF. On choisit donc = € K et on note que, grace au
corollaire I.1.2 sur la comparaison des distances,

20
dge (1) (2, M\UF) = do(z, M\U}) — g(n — 1)/ Kt

pour tout t,_y < ¢t < 7. Aussi, en choisissant C1 = 1+ 2(n — 1) dans (IV.11) on
garantit en particulier que la boule By ) (2, 4/ K17) est relativement compacte dans DF
pour t;_1 < t < 7. On peut alors appliquer la proposition B.0.2, d’ou 'existence d’une
constante Ay -, dépendant de gg, K1, mais indépendante de k, pour laquelle on a

‘Rm gk(m,t)’ <Ay 7, (IV.15)

dés que x € K, t,_1 <t < 7. Ceci implique dans un premier temps, par intégration directe
de I’équation du flot de Ricci, I'existence d’une autre constante Ag - telle que

(Aox,r) " go(z) < g (2,t) < Aox,r90(2) (IV.16)
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sur le méme domaine K x [t;_1,7]. Dans un second temps, on peut faire appel a la version
locale des estimations de Shi (telles qu’on les trouve dans [13], thm 14.16) pour affirmer
Pexistence, pour tout m > 1, d’une constante A, x - telle que

go

dés que x € K, t,_1 <t < 7. Ces estimations établies, le théoréme de compacité d’Arzela-
Ascoli permet d’extraire un flot limite g®(¢) défini sur D® tel que la suite des g"(t)
converge vers g% en norme 6" sur tout compact de D®.

Enfin, g*(t) peut étre prolongé a 9 en posant g*(x,0) = go(z) pour tout z € M. Pour
s’assurer que ’on définit bien ainsi une condition initiale du flot au sens classique on doit
vérifier que sur tout compact X < M, et pour tout m > 0, g*(x,t) converge vers go en
norme €™ lorsque ¢ tend vers 0. En fait, ceci est une conséquence des bornes (IV.15),
(IV.16), et (IV.17) établies plus haut. En effet, en combinant (IV.15) et (IV.16) puis en
intégrant entre t;_, et t on vérifie aisément que

19" () = g0, = |9"(8) = ¢"(te—1)] ,, < Ayt

g0
pour une constante A’, _ indépendante de k, tandis que (IV.17) permet d’établir un
controle analogue sur les dérivées de la métrique

’vmgk(t) - vaO}gO < A;n,(%ﬂ't'

(iv) La derniére étape consiste a s’assurer que la construction obtenue satisfait a toutes
les propriétés requises par I’énoncé. Les estimations (i7) découlent de (IV.10) et de la
convergence & tout ordre des flots g*(t) vers le flot limite g*(¢). (ii7) se déduit pareillement
de la propriété analogue de la construction finie. Pour le voir, on considére un point
x € M tel que pour un certain rang ¢ < 0, By (z, Con/Kit;) < UX, ou Cy > 2C1 + C,

C = C(n) étant la constante issue du lemme IV.1.8, et tel que |[Rm g*(x,t)| < £2. Alors
By, (x, (2C1+C)y/Kit;) < UF pour k suffisamment négatif, et grace a la convergence a tout

Ko
C)v/Kit;). Par la propriété (iii) de la construction finie, ceci implique By, (x, 2C1v/ K1 t;)

UF.,, ot By, (z,C1y/Kitit1) < UF., (puisque fin o 2). Finalement, cela signifie par

% ti
définition que x € U}, (donc le choix de C' = max(Cy,C3) convient pour la constante

C(n) de 'énoncé).

ordre de g* vers g*, |[Rm ¢*(y,t;)| < %‘), injgi(e) ¥ > 1/ 7= pour tout y € By, (, (2C1 +

O

Preuve du théoréme A. Soient (M, gp) une variété riemannienne et Ky > 1 un réel fixé. On
considére le flot g(¢) définie sur le domaine 9 < M x [0, 1] de I’espace-temps, dont existence
résulte de la proposition IV.1.6 appliquée avec 4Ky, K1 = 4CoKy (Cop = C(n) provient de
P’énoncé de la proposition) comme valeur des paramétres, et on montre que ce flot vérifie bien
les propriétés du flot partiel de parameétre K telles qu’énoncées par le théoréme A. La propriété
(ii) étant évidente si on choisit C' = 2C, pour la constante de I’énoncé du théoréme, il reste a
vérifier (iii).

On considére pour cela un domaine ouvert U ¢ M et 7 > 0 tels que U x [0,t] € @ et tels
que pour tout (z,t) € U x [0, 7], on ait
K
[Rm g(z,t)] < TO (IV.18)
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Soit i < 0 tel que t;_1 < 7 < t;. L’estimation (/V.18) au temps ¢;_; implique, en vertu de la
propriété (ii7) de ’énoncé de la proposition IV.1.6,

(U)Co /;Klti,l (e Ui~

On applique alors la proposition B.0.3 de ’appendice B afin d’obtenir I’estimation équivalente
a (IV.18) au temps ¢;. On considére pour cela le flot mis a 'échelle

K
h(z,s) = ?Og(x, KLOS +7)

pour (z,s) € U; x [0, Ko t’%] L’estimation (I'V.18) prise au temps 7 devient alors
R h(z,0)] < 1,

pour x € U nUj, tandis que l'estimation |Rm g¢(t)| < % satisfaite par construction se traduit par
[Rm h(t)] < Sf;{O sur la métrique h(s). En notant que s < Ko% < Cfé‘),

du choix K7 = 4Cy Ky, ceci implique

et en se souvenant

|[Rm h(z,s)| < 4.

S

De plus, si on suppose que le point € M est tel que By, (z,CivVE17) € U nU; avec C1 =
23—0(71 —1)+1, le corollaire I.1.2 sur la comparaison des distances garantit en particulier que pour

0<s< Ky ti;T, By (2, Kio) est relativement compacte dans U n U;. Aussi la proposition B.0.3
fournit-elle e(n) = e(n, Cp) tel que

[Rm h(z,s)| <4

ti—T
T

sur (U nUi)e, vierr taI;t que s < €(n). Puisque 0 < s < K < % on peut finalement fixer

7 de maniére & avoir < €(n). On en déduit, en revenant au flot g(¢) la borne au temps ¢;

o
400
4K,

R g )] < =2,

K2

sur le méme domaine. Ceci implique (U n Ui)(CH—CO)m < U;4+1 grace a la propriété de “maxi-
malité” (ii7) de I’énoncé de la proposition IV.1.6. Finalement

(U) (01 +200)vErE: © Uit

Ainsi 9 contient en particulier une région de 'espace-temps de la forme (U)a, % [, 7 + AT]

avec Ap = (C1 + 2C))V K T et AT = }77217' (avec finalement C' = Cy + 2Cy comme choix de la
constante C'(n) de 1’énonceé). O

IV.2 Preuve des théorémes B, C' et D

Ce paragraphe est consacré a la preuve des théorémes B, C et D énoncé dans I'introduction,
qui établissent I’existence en temps court d’un flot de Ricci sur un domaine contrélé de I'espace
temps moyennant des hypothéses appropriée sur une variété riemannienne. Les trois preuves
suivent le méme schéma : le théoréme A fournit 'existence d’un flot a priori tandis que les
proposition de régularisation du paragraphe I17.2.1 combinée & la propriété de “maximalité” du
flot partiel permettent de controler son domaine d’existence.
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Preuve du théoréeme C. On considére une variété riemannienne lisse (M™,g) de dimension n
qui satisfait aux hypothéses de I’énoncé pour v > 0 donné, et on fixe § > 0. La proposition
de régularisation I711.2.2 fournit I11.2.2 dépendant de n et v, €775.2.0 dépendant de n v et 4.
On pose Kg = 4Kr1.2.0 puis K1 = C%Ko, o Uy est la constante, qui ne dépend que de n,
qui apparait dans I’énoncé du théoréme A d’existence du flot partiel. Le choix de K7 posé, la
proposition [17.2.2 fournit finalement Aj;y2.2, et on pose ag = Arrr.o.o.

Le théoréme A garantit donc ’existence d’un domaine 9 et d’une solution g(x, t) de 'équation
de Ricci défini sur 9, de donnée initiale g, satisfaisant aux estimations de décroissance a priori

K t
[Rm g(x,t)| < Tl, injx g(t) =4 /E'

On considére U un ouvert relativement compact dans M, ¢ > 0 maximal tel que (U) Aovi © Dr
(Ao sera fixé plus bas) pour 0 < t < ¢, puis on pose t = (1 + C%Kl)_lf. Sit < €2, on peut
appliquer la proposition de régularisation I77.2.2 au flot de Ricci g(t) restreint a (U) 4, VIS 9.
On en déduit en particulier les estimations améliorées

Ky t

20 injy g(t) =4/ —— IV.19
7o o) =4[ (IV.19)

[Rm g(z, )] <

pour z € (U)(ay+aq)yz- Par définition du flot partiel (propriété (i7i) de I’énoncé du théoreme A)
on peut alors affirmer
(U)(Ag+ao+ovEm)vi X [t = D.

On choisit finalement Ay de fagon a avoir AgVZ > (Ag + ag + C/K1)y/L. Alors (U) g vz €8t
relativement compact dans (U) 4, 4q0+cvET) 2 €6 done dans Pz ce qui, si < €2, constitue une
contradiction avec la maximalité de . O

Preuve des théorémes B et D. Les preuves sont identiques a celle du théoréme C, & ceci prés que
les propositions I171.2.1 et 111.2.3 respectivement remplacent la proposition I77.2.2 au moment
d’obtenir les estimations améliorées. O
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Annexe A

Flot d’une donnée initiale singuliére
et convergence

Lemme A.0.1 (Flot de donnée initiale singuliére). Soit g;(t) une suite de flot de Ricci définis
pour 0 <t < T sur des variétés différentielles (M]*, xo ;) satisfaisant aux bornes

Rm g;(z, )| < &, injgq) == \/%,

tels que la boule By, 4)(x0,i, R + 1) soit relativement compacte dans M; pour tout 0 <t < T, et
tels que les données initiales vérifient

Re gi(z,0) = —1, voly, ) By, (o (z,7) = vor”,

pour tout v € M, 0 <1 < 1 tel que By, oy(w,7) est relativement compact dans M;. On suppose
enfin que la suite des flots g;(t) satisfait la propriété suivante : pour tout § > 0, il existe € > 0
tel que, pour i suffisamment grand, on ait

52
t

pour x € M, 0 < t < €. Alors, il existe une variété différentielle (M2, zo.o), une fonction
distance do,o sur My, et un flot de Ricci goo(t) sur My défini pour 0 < t < T tels que, aprés
extraction, on ait
(1) la boule By(xo,0, R) est relativement compacte dans My, pour tout 0 <t < T,
(ii) il existe une exhaustion de My, par des ouwverts U; et des difféomorphismes ¢; : U; —
Vi © M; avec ¢(w0.4) = 20, tels que les flots ¢Xgi(t) convergent au sens €% vers goo(t)
sur tout compact de My, x]0,T], et tels que les fonctions distances ¢jdg, ) convergent
vers do o uniformément sur tout compact.
(iii) la fonction distance dg ) converge uniformément sur tout compact vers do o lorsque t
tend vers 0.
En particulier, si la suite des espaces métriques (M;, dg, oy, To:) converge au sens de Gromov-
Hausdorff vers une limite (X, dx,xo) alors il existe une isométrie ¢ : Byo) (70,00, R) © My —
B(zo,R) c X.

Re gi(z,t) = —

Remarque A.0.2 (Ascoli). Soit (X;,zo,;,d;) une suite d’espaces métriques localement compacts
qui converge au sens de Gromov-Hausdorff vers I'espace métrique localement compact (X, g, d),
et ¢; : B(zg,r;) € X — B(xo,4,7) < X; une suite oil ¢; est une ¢;-isométrie (ot r — +o0,
€; — 0). Alors si f; : X; — R est une suite de fonctions avec les propriétés suivantes
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(i) pour tout x € X et e > 0, il existe n > 0 tel que pour ¢ > 0 suffisamment grand et
y € B(vi(x),n), on a |f; ovi(x) — fi(y)| <e,
(ii) pour tout x € X la suite f; o ¢;(x) est bornée,
alors on peut extraire de la suite des f; o 1; une sous-suite qui converge uniformément sur tout
compact vers une fonction continue f : X — R.

Démonstration. Pour tout i > 0, le caractére localement compact de X permet de choisir &; =
{xi’j}lgjg N, un ¢;-recouvrement fini de B(xg,7;) < X. Aprés extraction et argument diagonal,
on peut supposer que pour tout i = 0, la suite de fonctions fj|95i, j = 0, converge uniformément.
Soit alors z € X, et x; ;, € %; avec z; j, — x. On vérifie que f; o ¥;(x; ), © = 0 est une suite de
Cauchy et on définit f(z) comme sa limite. O
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Annexe B

Flots complets a courbure bornée

Pour un flot évoluant & courbure bornée, il existe un principe général, et élémentaire, de non-
explosion pour un temps controlé des solutions de certaines équations aux dérivées partielles.

Lemme B.0.1. Soit g(t) un flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur M"™, avec la borne de courbure
[Rm g(x,t)| < k pour tout (x,t) € M x [0,T], soit xg € M tel que Bi(xo,70) est relativement
compacte dans M pour tout 0 < t < T, et soit u: M x [0,T] — R, une fonction lisse avec

Ou < Au,

et la magoration a priori Sup o, v < B. Alors

u(z,t) < et sup u(.,t) + 128B
Bo 0

(zo,m0)

pour tout (z,t) € Bo(xo, 3 ) x [0

T0 ]
> 40nVE 4
Démonstration. Soit ® : M x [0,T] — Ry la fonction “cut-off” centrée en xg définie par ®(x,t) =

(b(W), olt p(z,t) = dy(x0,.) + 3 (n—1)vVkt. Pour tout 0 < t < m,

que ®(x,t) = 0sidi(xg,x) = 1, et que D(x,t) < % pour x € By(zo, % Enfin, |O® + 2@ < i—g

on vérifie facilement

La fonction v = ®e~4ty a support compact dans M x [0, T] vérifie

Ov = ®e A Ou— dAde My + OdPe My — 2VP - Vu,

en particulier,

Ov(z,t) < (D@ +2|V(I)| > B

siv(.,t) admet un maximumen z, et 0 < ¢
128tB. Comme ®(z,t) = 1 pour di(zg, z)

< f On trouve donc sup,; v(.,t) < sup,, v(.,0)+
<

40
% énoncé en découle.
O

Les énoncés qui suivent sont classiques, et sont d’ailleurs des conséquences du lemme B.0.1.
La proposition qui suit correspond au théoréme 3.1 dans [11].
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Proposition B.0.2 (B.L. Chen). Il existe A(n,C, K) avec la propriété suivante. Soit g(t) un
flot de Ricci défini pour 0 < t < T sur une variété lisse M™ de dimension n, et xg € M, qui
vérifient

Bi(zg,1) est relativement compacte dans M,
K

‘Rm g(m,t)| < 77

pour © € By(zo,1) et 0 <t < T, tels qu’au temps initial on ait

[Rm g(z,0)| < C

pour x € By(xg,1). Alors
A

o oS T

pour x € By(xo,1) et 0 <t < T.

Ce résultat peut étre affiné pour établir, sous les mémes hypothése, un temps controlé de
“non-doublement” de la borne initiale sur la courbure (voir 2.4 dans [35])

Corollaire B.0.3 (G. Xu). [l eziste eg.o.3(n, K) > 0 avec la propriété suivante. Soit g(t) un flot
de Ricci défini pour 0 < t <T sur une variété lisse M™ de dimension n, et xqg € M, qui vérifient

Bi(zg, 1) est relativement compacte dans M,

K
‘Rm g(x,t)| < 77

pour x € By(xo,1) et 0 <t < T, tels qu’au temps initial on ait
[Rm g(z,0)| <1

pour x € By(xp,1). Alors
Rm g(z,t)] <2,

sur By(zo,€p.0.3) pour 0 <t < 623_0.3'
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