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Théorèmes d’existence en temps court du flot de Ricci
pour des variétés non-complètes, non-éffondrées, à

courbure minorée.
Résumé : Le flot de Ricci est une équation aux dérivées partielles qui régit l’évolution d’une
métrique riemannienne dépendant d’un paramètre de temps sur une variété différentielle. D’abord
introduit et étudié par R. Hamilton, il est à l’origine de la solution de la conjecture de géomé-
trisation des variétés compactes de dimension 3 par G. Perelman en 2001. La théorie classique
concernant l’existence en temps court des solutions, due à Hamilton et à Shi, garantit (en di-
mension quelconque) l’existence d’un flot soit sur une variété compacte, soit lorsque la métrique
initiale est complète avec une borne sur la norme du tenseur de courbure. En l’absence de cette
borne, on conjecture qu’on peut trouver, à partir de la dimension 3, des données initiales pour
lesquelles il n’existe pas de solution. Dans cette thèse, on démontre des théorèmes d’existence
en temps court du flot sous des hypothèses plus faibles qu’une borne sur la norme du tenseur
de courbure. Pour cela, on introduit une construction générale qui, pour une métrique rieman-
nienne g quelconque sur une variété M , pas nécessairement complète, permet de produire une
solution de l’équation du flot sur un domaine ouvert D de l’espace-temps M ˆr0, T s qui contient
la tranche de temps initiale, avec g pour donnée initiale. On montre ensuite que sous des hypo-
thèses adaptées sur la métrique g, on contrôle la forme du domaine D. En particulier, lorsque
la métrique g est complète, D contient un ensemble de la forme M ˆ r0, ts, avec t ą 0, ce qui
revient à dire qu’il existe un flot au sens classique dont la donnée initiale est g.

Les “hypothèses adaptées” qui conduisent à des théorèmes d’existence sont de trois types.
Dans tout les cas, on suppose une minoration uniforme du volume des boules de rayon au plus
1, à quoi on ajoute
a) en dimension 3, une minoration du tenseur de Ricci,
b) en dimension n, une minoration d’une notion de courbure dite “courbure isotrope I”
ou bien
c) en dimension n, une borne sur la norme du tenseur de Ricci et une hypothèse qui de proximité
métrique des boules de rayon au plus 1 avec une boule de même rayon dans un produit métrique
entre un espace de dimension 3 et un facteur euclidien de dimension n´ 3.

De plus, avec ces résultats d’existence viennent des estimations sur le temps d’existence et
les propriétés de régularisation du flot quantifiées en fonction des hypothèses sur la donnée
initiale. La possibilité de régulariser, globalement ou localement, les métriques riemanniennes
avec de telles estimations a des conséquences sur les espaces métriques singuliers obtenus comme
limites, pour la distance de Gromov-Hausdorff, de suites de variétés satisfaisant uniformément
aux conditions a), b) ou c). En effet, des théorèmes de compacité classiques pour le flot de Ricci
permettent d’extraire un flot limite, étant donnée une suite de métriques initiales satisfaisant
uniformément à ces hypothèses, et possédant donc toutes un flot pour un temps contrôlé. Lorsque
les métriques en question approchent, pour la topologie de Gromov-Hausdorff, un espace singulier,
cette solution limite s’interprète comme un flot régularisant l’espace singulier en question, et son
existence contraint la topologie de cet espace singulier.

Mots clef : Flot de Ricci, Géométrie riemannienne, Courbure de Ricci minorée, Espaces mé-
triques singuliers, Analyse géométrique.
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Short-time existence theorems for the Ricci flow of
non-complete, non-collapsed manifold with curvature

bounded from below.
Abstract : The Ricci flow is a partial differential equation governing the evolution of a
Riemannian metric depending on a time parameter t on a differential manifold. It was first
introduced and studied by R. Hamilton, and eventually led to the solution of the Geometrization
conjecture for closed three-dimensional manifolds by G. Perelman in 2001. The classical short-
time existence theory for the Ricci Flow, due to Hamilton and Shi, asserts, in any dimension, the
existence of a flow starting from any initial metric when the underlying manifold in compact, or
for any complete initial metric with a bound on the norm of the curvature tensor otherwise. In
the absence of such a bound, though, the conjecture is that starting from dimension 3 one can
find such initial data for which there is no solution. In this thesis, we prove short-time existence
theorems under hypotheses weaker than a bound on the norm of the curvature tensor. To do
this, we introduce a general construction which, for any Riemannian metric g (not necessarily
complete) on a manifold M , allows us to produce a solution to the equation of the flow on an
open domain D of the space-time M ˆ r0, T s which contains the initial time slice, with g as
an initial datum. We proceed to show that under suitable hypotheses on g, one can control the
shape of the domain D, so that in particular, D contains a subset of the form M ˆ r0, ts with
t ą 0 if g is complete.

By “suitable hypothesis”, we mean one of the following. In any case, we assume a lower bound
on the volume of balls of radius at most 1, plus
a) in dimension 3, a lower bound on the Ricci tensor,
b) in dimension n, a lower bound on the so-called “isotropic curvature I”
or
c) in dimension n, a bound on the norm of the Ricci tensor, as well as a hypothesis which
garanties the metric proximity of every ball of radius at most 1 with a ball of the same radius in
a metric product between a three-dimensional metric space and a n ´ 3 dimensional Euclidian
factor.

Moreover, with these existence results come estimates on the existence time and regularization
properties of the flow, quantified in term of the hypotheses on the initial data. The possibility
to regularize metrics, locally or globally, with such estimates has consequences in terms of the
metric spaces obtained as limits, in the Gromov-Hausdorff topology, of sequences of manifolds
uniformly satisfying a), b) or c). Indeed, the classical compactness theorems for the Ricci flow
allow for the extraction of a limit flow for any sequence of initial metrics uniformly satisfying
the hypotheses and thus possessing a flow for a controlled amount of time. In the case when
these metrics approach a singular space in the Gromov-Hausdorff topology, such a limit solution
can be interpreted as a flow regularizing the singular limit space, the existence of which puts
constraints on the topology of this space.

Keywords : Ricci flow, Riemannian geometry, Ricci curvature bounded from below, Ricci limit
spaces, Geometric analysis.
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Conventions et notation

Toutes les variétés que l’on considère sont supposées lisses, sans bord. Les métriques rieman-
niennes que l’on considères sont aussi supposées lisses, mais pas nécessairement complètes. Etant
donné une métrique riemannienne g sur une variété M de dimension n,
Rm g : Λ2

xM Ñ Λ2
x désigne l’opérateur de Riemann.

Rc g : TxM ˆ TxM Ñ R désigne le tenseur de Ricci. On fera l’abus de notation Rc g ě ´k pour
Rc g ě ´kg.
Rg désigne la courbure scalaire.
dµg désigne l’élément de volume Riemannien. On note volg U le volume d’une partie U Ă M

(parfois abrégé |U |g), et si k ă n, et N est une sous-variété deM de dimension k, on note volkg N
le volume de N pour la métrique induite par g.
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Introduction

Contexte, principaux résultats et questions
Dans son article fondateur [19] publié en 1982, R. Hamilton a introduit l’équation du flot de

Ricci
Btgptq “ ´2Rc gptq, (1)

décrivant l’évolution d’une famille lisse à un paramètre de métriques riemanniennes tgptqu0ďtďT
sur une variété différentielle M . Hamilton établit d’abord l’existence en temps court et l’unicité
de la solution du problème de Cauchy associé pour une condition initiale gp0q “ g, où g est une
métrique riemannienne surM , dans le cas où la variétéM est compacte sans bord. Sous certaines
conditions géométriques sur la donnée initiale du flot, une étude qualitative de la solution jusqu’à
son temps d’existence maximal est possible

Théorème 0.1 (R. Hamilton, 1982, [19]). Si pM3, gq est une variété riemannienne compacte de
dimension 3 à courbure de Ricci strictement positive, alors il existe un intervalle maximal borné
r0, T r d’existence du flot, au bout duquel diamgptq M tend vers 0. De plus, la métrique “éclatée”
au voisinage de T g̃ptq “ 1

4pT´tqgptq converge vers une métrique à courbure sectionnelle constante
égale à 1.

Puisque toute forme d’espace à courbure strictement positive est un quotient de la sphère
ronde, le théorème 0.1 a une application immédiate à la topologie des variétés différentielles.

Corollaire 0.2 (R. Hamilton, 1982, [19]). Toute variété riemannienne compacte de dimension
3 à courbure de Ricci strictement positive est difféomorphe a un quotient de la sphère S3.

Il y a au moins deux directions dans lesquelles on peut tenter d’obtenir d’autres résultats
dans l’esprit du beau corollaire 0.2. La première consiste à chercher, en dimension n ě 4, des
conditions optimales sur la métrique initiale qui garantissent un contrôle du flot de Ricci jusqu’à
son premier temps singulier et une conclusion analogue à celle du théorème 0.1. On peut estimer
cette question résolue par le théorème suivant.

Théorème 0.3 (S. Brendle - R. Schoen, 2009 [2]). Si pMn, gq est une variété riemannienne
compacte de dimension n qui satisfait à la condition de courbure strictement positive dite PIC1,
alors il existe un intervalle maximal borné r0, T r d’existence du flot tel que la métrique “éclatée”
g̃ptq “ 1

2npT´tqgptq converge vers une métrique à courbure sectionnelle constante égale à 1.

La condition de courbure PICI1 coïncide avec “courbure de Ricci positive” en dimension 3, et
est strictement plus restrictive pour n ě 4. Un des points essentiels de la preuve de cet énoncé,
comme de celle de la théorème 0.1, est que la condition de courbure imposée sur la métrique
initiale est préservée par le flot de Ricci. Au paragraphe II.2 sont rappellées les définitions et
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les faits essentiels concernant ces conditions préservées. On peut aussi consulter [29] pour une
exposition détaillée.

L’autre direction, en dimension 3 ou plus, consiste à imposer des conditions géométriques
moins restrictives sur la donnée initiale (typiquement une condition de courbure minorée assortie
éventuellement d’une hypothèse de non-effondrement) qui incluent éventuellement des variétés
non-compactes. Les conclusions sont alors généralement beaucoup plus faibles aussi. En restant
dans le monde des variétés compactes, on a par exemple la proposition suivante, conséquence
directe du théorème de pseudo-localité de Perelman ([27], 10.1 ou [22], 30.1)

Proposition 0.4 (G. Perelman). Il existe δpnq avec la propriété suivante. Soit pMn, gq une
variété riemannienne compacte de dimension n telle que

Rg ě ´1,
`

volng Ω
˘n´1

ď p1` δqωn
`

voln´1
g BΩ

˘n

pour tout Ω ĂM domaine à bord lisse avec diamg Ω ď r0,

diamg M ď D0.

où 0 ă r0 ď 1, D0 ą 0 et ωn désigne la constante isopérimétrique euclidienne. Alors le flot de
Ricci sur M de condition initiale g peut être prolongé jusqu’au temps δ2r2

0, avec les estimations

sup
M
|Rm gt| ď

1

t
, inf

M
inj gt ě

?
t,

diamgt M ď 2D0.

On le voit, la description précise de la solution au voisinage de son temps d’existence maximal
donnée par le théorème 0.1 cède la place à un contrôle des propriétés du flot beaucoup plus faible,
en fait :

1) Une minoration ε2M du temps d’existence maximal du flot, uniforme sur la famille M des
variétés riemanniennes vérifiant un certain ensemble de conditions géométriques.

2) Un contrôle, uniforme sur cette famille, des propriétés de régularisation du flot, c’est à
dire de la taille au temps t ą 0 des boules comparables (au moins au sens Lipschitz, en
fait en un sens beaucoup plus fort) à la boule euclidienne Bnp1q.

L’existence d’un flot avec de telles propriétés a néanmoins déjà des conséquences en termes de
topologie des variétés différentielles.

Théorème 0.5 (G. Perelman - [27], 10.5, ou [22], 37). Il existe δpnq ą 0 tel que la famille
Mpn, r0, D0q des variétés riemanniennes de dimension n satisfaisant les hypothèses de la propo-
sition 0.4 contient un nombre fini d’éléments à difféomorphisme près.

En effet, chaque élément de la famille Mpn, r0, D0q considérée porte aussi une métrique (ob-
tenue après avoir laissé évoluer la métrique initiale pendant un temps ε2r2

0) dont les courbures
sectionnelles, le rayon d’injectivité et le diamètre sont bornés uniformément sur la famille. Or,
le théorème de compacité de Cheeger-Gromov affirme qu’étant donné r1 ą 0 et D1 ą 0, la fa-
mille des variétés riemanniennes avec inj g ě r1, |Rm g| ď r´2

1 et diamg M ď D1 contient, à
difféomorphisme près, un nombre fini d’éléments.

Être en mesure d’établir 1q et 2q pour les flots d’une famille M de variétés riemanniennes de
dimension fixée n a aussi des implications dans l’étude des espaces métriques singuliers obtenus
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comme limites de suites d’éléments de M. Restons pour le moment dans le cas de variétés
compactes. On introduit l’ensemble X des classes d’isométries d’espaces métriques compacts,
que l’on munit classiquement de la distance de Gromov-Hausdorff (voir par exemple [3], Ch. 7).
La famille M se plonge naturellement dans X, et ce sont les espaces métriques qui constituent
son adhérence que l’on souhaite étudier grâce au flot.

Supposons que les éléments de la famille M vérifient les propriétés 1q et 2q. Un théorème
de compacité, analogue pour le flot de Ricci du théorème de compacité de Cheeger-Gromov,
s’applique alors à l’ensemble des flots des éléments de M. Par conséquent, si pMn

i , giq est une
suite de variétés différentielles compactes dont les flots vérifient 1q et 2q, et tels que diamp Mi, gi,t
est borné uniformément, il existe une variété différentielle compacte M8 sur laquelle est défini
pour t Ps0, ε2Ms un flot de Ricci limite g8ptq, ainsi que, à partir d’un certain rang i, une suite de
difféomorphismes φi : M8 Ñ Mi tels que les flots φ‹i giptq convergent vers g8ptq uniformément
sur tout intervalle rη, ε2Ms. Si la suite des données initiales pMi, giq converge au sens de Gromov-
Hausdorff vers un espace métrique pX, dq, on peut montrer sous des hypothèses raisonnables que
la fonction distance d8ptq sur M8 associée à la métrique g8ptq converge simplement vers une
“donnée initiale” d0 éventuellement singulière (au sens où elle n’est en général pas induite par
une métrique riemannienne). Sous les mêmes hypothèses raisonnables, l’espace métrique pX, dq
est alors isométrique à pM8, d0q (voir l’appendice A pour l’énoncé précis).

(Mi, gi)

(X, d)

(Mi, gi(t))

(M∞, g∞(t))' (M∞, d0)

t = 0 t > 0 fixé t = ε2M

isométrie

G-H

C0

t→ 0

... ...

φiC∞
difféo.

(Mi, gi(ε
2
M))

(M∞, g∞(ε2M))

...

C∞

La construction de ce flot limite pM8, g8q auquel on peut penser comme un flot de don-
née initiale singulière pX, dq, nous fournit ainsi deux informations sur l’espace pX, dq limite des
pMi, giq :

anq Tout espace limite pX, dXq d’une suite d’éléments de M possède une structure de variété
topologique de dimension n 1

bnq Les éléments Mi de toute suite de variétés de M convergent vers un espace métrique X
sont tous homéomorphes àX à partir d’un certain rang (on parle de stabilité différentielle).

La proposition 0.4 a pour conséquence, à titre d’exemple, que anq et bnq s’appliquent à la famille
Mpn, r0, D0q.

Un ensemble d’espaces singuliers particulièrement étudiés est constitués des espaces métriques
obtenus comme limites de suite de variétés riemanniennes complètes de dimension fixée à courbure
de Ricci minorée par ´1. L’intérêt pour ces espaces remonte au théorème de relative compacité
de Gromov.

1. On veut dire par là que l’ensemble X est une variété topologique dont les ouverts sont ceux que la distance
dX engendre.
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Théorème 0.6 (Gromov, [23] Ch. 5 ou [5] Ch. 1). Pour n ě 2 fixé, l’ensemble des variétés
riemanniennes pointées complètes de dimension n telles que Rc g ě ´1 est relativement compacte
dans l’ensemble des espaces métriques pointés localement compacts pour la topologie définie par
la convergence de Gromov-Hausdorff pointée.

D’une description des éléments dans l’adhérence de ces familles on tire ainsi parfois de nou-
veaux résultats sur les variétés elles-mêmes, selon un schéma de preuve par contradiction clas-
sique, où typiquement, d’une suite de variétés violant les conclusions désirées, on extrait une
sous-suite convergeant vers un espace singulier. J. Cheeger et T. H. Colding ont initié et dé-
veloppé l’étude de ces espaces dans la série d’articles [7], [8] et [9] (voir aussi [5]), suivis par
de nombreux autres auteurs, en particulier (mais pas uniquement) dans le cas où la limite est
non-effondrée, c’est à dire lorsque la dimension de Hausdorff de l’espace limite est encore n.

On introduit donc la famille Mpn, v0q des variétés riemanniennes complètes satisfaisant aux
hypothèses

"

Rc g ě ´1,
volg Bpx, rq ě v0r

n pour tout x PM et 0 ă r ď 1, (2)

pour une certaine constante v0 ą 0. Le premier résultat obtenu au cours de cette thèse concerne
uniquement la dimension 3 et consiste à établir en toute généralité 1q et 2q pour la famille
Mp3, v0q. L’énoncé analogue lorsque les variétés de la familles sont supposées compactes où
complètes à courbure bornée sont dus à M Simon ([32],[33]). Dans ces cas, l’existence en temps
court du flot sur chaque variété est acquise, soit par le résultat de R. Hamilton mentionné plus
haut (cas compact), soit par sa généralisation aux données initiales complètes à courbure bornée
du à W.X Shi ([30]). Dans le cas général, il convient premièrement d’établir

0) Le flot de Ricci de donnée initiale pM, gq existe en temps court pour tout élément de la
famille Mp3, v0q.

On énonce pour le moment une version condensée de ce résultat, sous la forme du théorème 0.7
ci-dessous. Il apparaîtra comme un cas particulier du théorème B énoncé au paragraphe suivant.

Théorème 0.7. (H., 2016, [21]) Il existe εpv0q, Kpv0q avec les propriétés suivantes. Soit pM3, gq
une variété riemannienne complète de dimension 3 satisfaisant aux hypothèses p2q. Alors il existe
sur M un flot de Ricci complet de donnée initiale g qui peut être prolongé jusqu’au temps ε2,
avec les estimations

|Rm gtpxq| ď
K
t , injx gt ě

b

t
K

pour tout x PM , 0 ă t ď ε2.

Cet énoncé a pour conséquence d’établir a3q et b3q pour les espaces obtenus comme limites
de variétés de dimension 3 satisfaisant aux hypothèses p2q.

Corollaire 0.8. Soit pX,x0q un espace métrique pointé complet limite d’une suite de variétés
riemanniennes pointées pM3

i , xiq de dimension 3, complètes, satisfaisant p2q. Alors
a3q X possède une structure de variété différentielle de dimension 3.
b3q Pour tout R ą 0, il existe à partir d’un certain rang i une suite de difféomorphismes

φi : Ui Ñ Vi avec Bpx0, Rq Ă Ui Ă X et Bpxi, Rq Ă Vi Ă Mi (stabilité différentielle
locale).

Cet énoncé répond partiellement, en dimension 3, à une question posée par J. Cheeger et
T. H. Colding , dont on rappellera plus bas la formulation complète. En réalité, le théorème B
permet de résoudre complètement la question en dimension 3, voir le corollaire 0.13.
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Il n’existe pas d’équivalent du théorème 0.7 en dimension n ě 4. En effet, en découlerait
alors l’équivalent du corollaire 0.8 en dimension n. Or Perelman construit dans [26] pour chaque
n ě 4, une suite de variétés riemanniennes complètes pMi, giq dans Mpn, v0q (pour un certain
v0 ą 0 fixé) de diamètre uniformément borné, telle que le deuxième nombre de Betti b2pMiq des
éléments de la suite n’est pas borné. Après extraction, on peut supposer que la suite des Mi

converge vers un espace limite compact pX, dXq. La divergence de b2pMiq exclut la possibilité
que les Mi soient toutes homéomorphes à X à partir d’un certain rang : la propriété bnq n’est
pas satisfaite par la suite des Mi.

Une première direction, pour généraliser l’énoncé du théorème 0.7 en dimension n ě 4,
consiste à remplacer la condition Rc g ě ´1 par une condition de courbure plus restrictive. Pour
pouvoir étendre les méthodes de la preuve du théorème 0.7, la notion de courbure à laquelle on fait
appel doit typiquement iq correspondre à une notion de courbure positive ou nulle préservée par le
flot, iiq permettre une analyse des singularités se formant à courbure minorée, et enfin iiiq garantir
une inégalité de Bishop-Gromov entre les volumes des boules concentriques de rayon inférieur
à 1. Parmi les notions classiques de courbure positives préservées, les plus faibles, Rgptq ě 0
et IC ě 0 (courbure isotrope positive ou nulle) impliquent Rg ě 0 mais pas Rc g ě 0, et ne
garantissent pas iiiq. La notion de minoration la moins restrictive satisfaisant iq, iiq et iiiq semble
être la minoration de la courbure dite IC1 , qui est équivalente, en dimension 3, à la minoration
de la courbure de Ricci, et plus restrictive en dimension supérieure ou égale à 4. Des résultats
dans cette direction ont été obtenus par R. Bamler, E. Cabezas-Rivas et B. Wilking dans [18].
L’énoncé qui suit en présente une version partielle et condensée 2. En tout point px, tq de l’espace-
temps d’un flot, on désigne par λ´IC1

px, tq et λ´IC2
px, tq le minimum ponctuel des courbures IC1

et IC2 pour la métrique gptq. On se reportera à la définition II.2.1 et à la définition II.2.3 pour
une description détaillée.

Théorème 0.9 (R. Bamler, E. Cabezas-Rivas, B. Wilking). Soit pMn, gq une variété rieman-
nienne complète de dimension n satisfaisant

piq volg Bgpx, rq ě v0r
n,

ainsi que l’une des deux conditions suivantes

piiq λ´IC2
ě ´1,

pii1q λ´IC1
ě ´1 et sup |Rm g| ă `8.

Alors il existe sur M un flot de Ricci complet de donnée initiale g qui peut être prolongé jusqu’au
temps ε2, avec les estimations

|Rm gtpxq| ď
K
t , injx gt ě

b

t
K

pour tout x PM , 0 ă t ď ε2.

L’hypothèse de minoration de la courbure IC2 est plus restrictive que l’hypothèse de mino-
ration de la courbure IC1 . Elle entraîne (et en dimension 3 est équivalente à) une minoration de
toutes les courbures sectionnelles. Les méthodes exposées dans cette thèse permettent de lever
la restriction sur la norme du tenseur de courbure dans le cas pii1q et d’obtenir l’existence d’une

2. Dans r18s les auteurs traitent en particulier le cas de plusieurs autres notions de courbure minorées. Ils
obtiennent pour certaines d’entre elles (en particulier pour IC2 , mais pas pour IC1 ) l’existence en temps court
d’un flot de donnée initiale non-complète, par une méthode différente de la notre.
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solution en temps court pour une donnée initiale éventuellement non-complète. Ce résultat fait
l’objet du théorème C énoncé plus bas. Il a été obtenu indépendamment par Y. Lai dans [24].
En conséquence, la borne sur la norme du tenseur de courbure peut être retirée dans l’hypothèse
pii1q du théorème 0.9.

Une autre direction qui nous a paru intéressante est suggérée par une conjecture formulée
par J. Cheeger et T. H. Colding dans l’introduction de [7] (conjecture 0.7). L’énoncé de cette
conjecture repose sur la décomposition, introduite et étudiée par les auteurs dans le même article,
d’un espace métrique obtenu comme limite non-effondrée de variétés complètes de dimension n
avec Rc g ě ´1, en ensembles dits (faiblement) réguliers de rang k pour 0 ď k ď n. Soit pX,xq
un tel espace, limite d’une suite de variétés riemanniennes pMi, piq. Pour y P X, on appelle cône
tangent à X en y (c’est un résultat non trivial de la théorie qu’on obtient en effet d’un cône
métrique) toute valeur d’adhérence de toute suite pointée pλiX, yq où λi Ñ `8. On dit que le
point y P X appartient à l’ensemble k régulier Rpkq si il existe au moins un cône tangent en y
isométrique à un espace métrique produit Y ˆRk pour un certain espace métrique Y . On a donc

Rpnq Ă Rpn´ 1q Ă ... Ă Rp0q “ X

Exemple: Soit d0 une distance sur S2 induite par une métrique riemannienne lisse à courbure
positive définie sur S2zx pour un point x P S2, avec un point conique en x d’angle strictement
inférieur à 2π, et telle qu’enfin diam pS2, d0q ă π. Le cône métrique pX, dq sur pS2, d0q est défini
comme l’espace S2 ˆ R`{» où px0, r0q » px1, r1q si r0 “ r1 “ 0, muni de la distance définie par
dppx0, r0q, px1, r1qq “

a

r2
0 ` r

2
1 ´ 2r0r1 cos d0px0, x1q. On note x‹ “ tpx, 0q | x P S2u le sommet.

Il n’est pas difficile de voir que X peut être approché par des variétés de dimension 3 à courbure
sectionnelle positive, et on a

Rp0q “ X, Rp1q “ Xzx‹, Rp2q “ Rp3q “ pS2zxq ˆ R‹`.

R(2)R(1) \ R(2)

R(0) \ R(1)
x?

En général, on peut montrer que Rpnq “ Rpn´ 1q, que son complémentaire est de dimension de
Hausdorff au plus n´ 2, puis que la dimension de Hausdorff du complémentaire de Rpkq est au
plus k ´ 1 pour 1 ď k ď n´ 2. Les auteurs proposent alors

Conjecture 0.10. Pour n ě 3 l’ensemble Rpn´3q possède une structure de variété différentielle
de dimension n.

Supposons pour simplifier X compact et X “ Rpn´3q. La caractérisation de la structure des
cônes tangent à X se traduit de la manière suivante en terme des éléments de la suite pMi, giq.

“pour tout ε ą 0, il existe 0 ă r0 ă ε et un rang i0 tel que pour tout i ě i0, toute
boule de rayon r0 dans Mi est à distance au plus εr0 d’une boule de rayon r0 dans
un espace métrique produit Y ˆ Rn´3, où Y est un espace métrique.”
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On voit en particulier que ε, r0 et donc i0pε, r0q étant fixés, on a aucune information particulière
sur la structure des boules de rayon r ăă r0 dans les Mi pour i ě i0. A défaut d’une telle
information valable à toutes les échelles, il semble peu raisonnable d’espérer établir 1q et 2q pour
la famille des pMi, giq. On introduit donc une contrainte beaucoup plus forte sur la suite des Mi,
en “intervertissant les quantificateurs”. Pour un r0 et ε ą 0 suffisamment petit fixés on imposera
donc

“il existe un rang i0 tel que pour tout i ě i0, pour tout 0 ă r ă r0, toute boule de
rayon r dans Mi est à distance au plus εr d’une boule de rayon r dans un espace
métrique produit Y ˆ Rn´3, où Y est un espace métrique.”

En réalité cette notion devra encore être affinée (voir la définition 0.15) et on dira alors que les
pMi, giq possèdent en tout point une pn ´ 3, εq-éclatement à toutes les échelles inférieures à r0.
L’énoncé à démontrer concernant le flot de Ricci se formule alors

Conjecture 0.11. Il existe εpn, v0q, Kpn, v0q avec les propriétés suivantes. Soit pMn, gq une
variété riemannienne complète de dimension n satisfaisant les hypothèses p2q pour une constante
v0 ą 0, et tel que tout point possède une pn ´ 3, εq-éclatement à toutes les échelles inférieures à
r0 pour un certain r0 ď 1. Alors il existe sur M un flot de Ricci de donnée initiale g dont le
temps d’existence maximal est minoré par ε2r2

0 avec en plus

|Rm gtpxq| ď
K
t , injx gt ě

b

t
K ,

pour tout x PM , 0 ă t ď ε2.

(voir la conjecture 0.16 pour l’énoncé complet). Nous n’avons pu prouver qu’un résultat partiel
dans cette direction, en remplaçant l’hypothèse de courbure Rc g ě ´1 par |Rc g| ď 1 (théorème
D).

Énoncé détaillé des résultats de la thèse

Flot d’une donnée initiale éventuellement non complète
Les résultats d’existence en temps court du paragraphe suivant reposent sur une construction

que l’on appelle “flot partiel” et que l’on décrit maintenant. Il s’agit d’un outil qui, étant donnée
une variété riemannienne de dimension n pMn, gq éventuellement non-complète, fournit une so-
lution gpx, tq de l’équation p1q définie sur un ouvert D de l’espace-temps M ˆR` qui contient la
tranche temporelle initiale M ˆ t0u. Le flot ainsi défini dépend d’un paramètre arbitraire K0, et
possède par construction une propriété de décroissance de la courbure contrôlée par la dimension
et le paramètre de construction K0, i.e. il satisfait à

|Rm gptq| ď
C2K0

t

pour tout px, tq P D, où la constante C ne dépend que de n. En contrepartie, on ne contrôle
pas la forme de l’ouvert D (en particulier, il ne contient pas en général un ouvert de la forme
Mˆr0, tr). On verra que la construction consiste essentiellement, à intervalles de temps réguliers,
à “oublier” les régions qui violent cette borne de régularité a priori et à continuer le flot sur le
complémentaire.

Théorème A (Flot de Ricci partiel). Il existe une constante Cpnq avec les propriétés suivantes.
Soit pMn, g0q une variété riemannienne. Pour tout choix d’un paramètre K0 ě 1, il existe une so-
lution lisse gpx, tq de l’équation du flot de Ricci sur un domaine ouvert D ĂMˆr0, 1s satisfaisant
les propriétés suivantes
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(i) si Dt “ t x PM | px, tq P D u, on a D0 “M et Ds Ą Dt pour tout 0 ď s ď t ď 1,

(ii) |Rm gpx, tq| ď
C2K0

t
pour tout px, tq P D avec t ą 0,

(iii) pour tout 0 ă t ď 1, si U Ă Dt est un domaine ouvert tel que

|Rm gpx, sq| ď
K0

s

pour tout px, sq P U ˆ r0, ts, alors la partie de l’espace-temps pUq∆ρ ˆ rt,minpt `∆t, 1qs
est contenue dans D, où ∆ρ “ C

?
K0t et ∆t “ t

C2K0
.

On peut penser à piiiq comme à une propriété de maximalité dans un sens faible de la solution.
Elle affirme que lorsqu’une région satisfait au temps t une majoration de la norme du tenseur de
courbure sensiblement meilleure que celle que l’on a par piiq, alors le flot continue pour un temps
contrôlé en fonction de la dimension et du paramètre de construction K0, sur un domaine plus
petit, la marge spatiale perdue étant elle aussi contrôlée.

∆τ

∆ρ

τ

D

U

M0

1

On explique maintenant comment de cette construction découlent des résultats d’existence
en temps court comme le théorème 0.7. Pour cela, on a besoin d’un résultat qui, étant donné un
flot gptq (complet ou non) sur U dont la donnée initiale satisfait certaines conditions, et étant
donné un contrôle a priori de la norme du tenseur de courbure de gptq, permet une majoration
améliorée de cette norme, c’est à dire ne dépendant que des hypothèses sur la donnée initiale.
Par exemple, on a en dimension 3 l’énoncé suivant.

Proposition 0.12. Il existe Kpv0q, apv0,K1q et εpv0,K1q avec la propriété suivante. Si gptq est
un flot de Ricci défini sur U3 variété lisse de dimension 3 pour 0 ď t ď T tel que gp0q satisfait
aux hypothèses p2q, et tel que

|Rm gptq| ď
K1

t

pour 0 ă t ď T , alors on a en fait

|Rm gptq| ď
K

t
sur

pUqa
?
t “ tx P U | Bgp0qpx, a

?
tq est relativement compacte dans Uu

pour 0 ă t ď ε2.

Considérons alors une variété riemannienne pM3, gq de dimension 3, pas nécessairement com-
plète, satisfaisant aux hypothèses p2q pour un certain v0 ą 0. La proposition 0.12 fournit un
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certain K0 “ Kpv0q que l’on prend comme paramètre dans la construction du flot partiel. Le piiq
du théorème A garantit une borne sur la norme du tenseur de courbure |Rm gptq| ď C2K0

t , on
prend donc K1 “ C2K0 dans l’énoncé de la proposition 0.12 qui fournit enfin un εpv0q “ εpv0,Kq
et un apv0q “ apv0,K1q. On considère alors un flot partiel de pM, gq de paramètre K0, défini sur
un certain domaine D ĂM ˆR` et on procède comme suit. Pour tout domaine U relativement
compact dans M , il existe 0 ă t0 ă ε2 tel que U ˆ r0, t0s Ă D. La proposition 0.12 permet
alors d’affirmer que la métrique gpt0q satisfait la borne de courbure améliorée |Rm gptq| ď K0

t
sur l’ouvert pUqa?t0 ˆ r0, t0s. La propriété piiiq de l’énoncé du théorème A garantit donc que D

contient le domaine pUqa1?t0 ˆ r0, t1s, où a1 “ a ` C
?
K0, et t1 “ p1 ` 1

C2K0
qt0. On construit

par induction deux suites tρiu0ďiďi0 , ttiu0ďiďi0 telles que pour tout 0 ď i ď i0, le domaine D
contient pUqρi ˆ r0, tis, et définies par les relations de récurrence

ti`1 “

´

1` 1
C2K0

¯

ti, ρi`1 “ ρi ` a
1
?
ti, (3)

la construction s’arrêtant pour le premier rang i0 tel que ti0 ě ε2. En intégrant les relations p3q,
on trouve que ρi0 ď 4C2K0ε, et en particulier que D contient le domaine pUq4C2K0ε

ˆ r0, ε2s.
Lorsque M est complète, puisque le raisonnement précédent vaut pour n’importe quel U Ă M ,
on a M ˆ r0, ε2s Ă D c’est à dire existence, pour un temps contrôlé, d’un flot de Ricci de donnée
initiale pM3, gq (c’est le théorème 0.7). Mais on constate que, plus généralement, le “flot partiel”
du théorème A, permet de démontrer l’existence en temps court, sur un domaine contrôlé, d’un
flot de Ricci (non-complet) pour une donnée initiale non-complète satisfaisant aux hypothèses
p2q, résultat qui contient comme cas particulier le théorème 0.7, et dont le théorème B fournit
l’énoncé détaillé.

Résultats d’existence en temps court pour des variétés non-effondrées
à courbure minorée

On énonce maintenant les résultats d’existence en temps court annoncés plus haut, pour des
données initiales éventuellement non-complètes. Pour A, ε ą 0 et gptq un flot de Ricci défini pour
0 ď t ď T sur une variété lisse M , on définit

MA,ε2 “ t px, tq PM ˆ r0, ε2s | B0px,A
?
tq est relativement compacte dans M u

puis on définit sur M la fonction

ρ0pxq “ sup t 0 ă r ď 1 | B0px, rq est relativement compacte dans M u,

et enfin sur Mε2,A la fonction

ρA,0px, tq “ sup t 0 ă r ď 1 | B0px, r `A
?
tq est relativement compacte dans M u.

En particulier, si gptq est un flot complet, MA,ε2 “M ˆ r0, ε2s, ρ0 ” 1 et ρA,0 ” 1.

Le premier théorème d’existence en temps court que l’on présente correspond à l’énoncé
détaillé, pour une donnée initiale éventuellement non-complète, du théorème 0.7, et concerne
donc la dimension 3.
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Théorème B ([21]). Il existe des constantes Kpvq, εpv, δq ą 0, et Apv, δq telles que si pM3, gq
est une variété riemannienne de dimension 3 avec

aq Rc gpxq ě ´
1

ρ0pxq
,

bq volg Bgpx, rq ě vr3,

pour tout x PM , 0 ă r ď 1 tel que Bpx, rq est relativement compacte dans M , alors il existe une
solution lisse de l’équation de Ricci gpx, tq définie sur le domaine spatio-temporel MA,ε2 , avec
gpx, 0q “ gpxq pour tout x PM , et telle que

piq Rc gpx, tq ě ´
δ2

t
,

piiq volgptq Btpx, rq ě p1´ δqvr
3

pour tout 0 ă r ď 1
8ρA,0px, tq , ainsi que

|Rm gpx, tq| ď K
t , injx gt ě

b

t
K ,

pour tout px, tq P MA,ε2 et t ą 0. De plus, on a pour tous px, tq, py, tq P MA,ε2 le contrôle de la
distance au temps t

p1´ δqd0px, yq ´ δ ď dtpx, yq ď p1` δqd0px, yq ` δ.

Ce résultat, en particulier grâce à son caractère local, lorsqu’il est combiné au principe de
convergence décrit dans l’appendice A, permet de donner une solution à la conjecture 0.10 en
dimension 3.

Corollaire 0.13. Soit pM3
i , gi,i q une suite de variétés riemanniennes pointées complètes de

dimension 3 avec Rc gi ě ´1 qui converge au sens de Gromov-Hausdorff vers un espace métrique
pointé pX, d, xq, tel que dimH X “ 3.

a) pX, dXq possède une structure de variété topologique de dimension 3.

b) Pour tout R ą 0, il existe à partir d’un certain rang i une suite d’homéomorphismes φi :
Ui Ñ Vi avec Bpx0, Rq Ă Ui Ă X et Bpxi, Rq Ă Vi ĂMi.

Notons que cet énoncé est plus général que celui du corollaire 0.8 puisque on ne suppose pas
de minoration uniforme du volume des boules de rayon inférieur à 1 dans la suite des variétés
Mi. L’hypothèse de non-effondrement de la limite implique simplement, par l’inégalité de Bishop-
Gromov, une minoration volgi Bpx, rq ě

v0

dgi ppi,xq
. M. Simon et P. Topping, obtiennent dans [31]

une description de l’espace limite plus exhaustive (voir le théorème 1.4 dans [31], voir aussi [25]).

Théorème 0.14 (M. Simon, P. Topping, [31]). Soit pM3
i , gi,i q une suite de variétés rieman-

niennes pointées complètes de dimension 3 avec Rc gi ě ´1 qui converge au sens de Gromov-
Hausdorff vers un espace métrique pointé pX, d, xq, tel que dimH X “ 3.

a) pX, dXq possède une structure de variété topologique de dimension 3 dont les cartes θ :
pU, dRnq Ñ pX, dXq sont des applications bi-hölderiennes.

b) Pour tout R ą 0, il existe à partir d’un certain rang i une suite d’applications bi-hölderiennes
φi : Ui Ñ Vi avec Bpx0, Rq Ă Ui Ă X et Bpxi, Rq Ă Vi ĂMi.
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Notons finalement que ce résultat peut être complété par ceux de A. McLeod et P. Topping
dans[25] qui donnent une description globale de l’espace limite.

L’énoncé suivant généralise à toute dimension le théorème B. Il étend aussi le théorème 0.9 à
une donnée initiale non-complète dans tous les cas. Le point clef permettant cette généralisation
consiste à remplacer une borne globale sur un noyau de la chaleur établie dans [18] par un
résultat local. La manière dont on traite ce problème diffère de celle employée par Y. Lai dans
sa preuve obtenue indépendamment (voir [24]), et conduit par surcroît à un énoncé de type
“pseudo-localité” (théorème E) pour un flot complet dont la donnée initiale satisfait au mêmes
conditions que celles du théorème C.

Théorème C. Il existe kpn, vq, Kpn, vq, εpn, v, δq et Apn, v, δq avec les propriétés suivantes.
Soit C l’un des cônes de courbure IC1 , IC2 ou CO de la définition II.2.1, et soit pMn, gq une
variété riemannienne lisse de dimension n, telle que

aq λ´Cgpxq ě ´
1

ρ0pxq2
,

bq volg Bgpx, rq ě vrn, pour 0 ă r ď ρ0pxq.

Alors il existe une solution lisse de l’équation de Ricci gpx, tq définie sur le domaine spatio-
temporel MA,ε2 , avec gpx, 0q “ gpxq pour tout x PM , et telle que

piq λ´Cgpx, tq ě ´
k

ρA,0px, tq2
,

piiq volgptq Btpx, rq ě p1´ δqvr
n pour 0 ă r ď

1

32
ρA,0px, tq,

pour tout px, tq PMA,ε2 , ainsi que

|Rm gpx, tq| ď K
t , injx gt ě

b

K
t ,

pour tout px, tq PMA,ε2 et t ą 0.

Notons que pour n “ 3, cet énoncé fournit une minoration de la courbure de Ricci pour
0 ă t ď ε2 qui améliore celle du théorème B.

Régularisation d’une métrique proche d’un produit Y ˆRn´3 en dessous
d’une échelle r0

Pour les énoncés qui suivent, on a besoin de définir précisément la notion de proximité mé-
trique avec un espace produit que l’on utilise. La notion d’ε-isométrie est classique (voir par
exemple Def. 7.3.27 dans [3]).

Définition .0.1. Soient pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques. On dit qu’une application
ψ : X Ñ Y est une ε-isométrie de X sur Y si

aq
ˇ

ˇdY pψpxq, ψpx
1qq ´ dXpx, x

1q
ˇ

ˇ ď ε pour tous x, x1 P X,
bqpour tout y P Y, il existe x P X tel que dY pψpxq, yq ď ε.

Soit pX, dXq un espace métrique.
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Définition 0.15. On dit que pp1, ..., pmq est un pm, εq-éclatement en x0 à toutes les échelles
inférieures à r ą 0 si pour tout x P BXpx0, rq et pour tout 0 ă s ď r, il existe un espace métrique
pointé pY, y0q et une εs-isométrie

ψ :
BXpx, sq Ñ Bpsq Ă Y ˆ Rm

z ÞÑ pψ0pzq, ψ1pzq, ..., ψmpzqq

telle que, pour 1 ď k ď m et z P BXpx, sq,

|ψkpzq ´ dXppk, zq ` dXppk, xq| ď εs.

On peut maintenant donner une formulation précise de la conjecture 0.11.

Conjecture 0.16. Il existe kpn, vq, Kpn, vq, εpn, v, δq et Apn, v, δq avec les propriétés suivantes.
Si pMn, gq est une variété riemannienne lisse de dimension n, tel que

aq Rc gpxq ě ´
1

ρ0pxq2
( resp. Kgp0qpσq ě ´

1

ρ0pxq2
),

bq volg Bgpx, rq ě vrn, pour 0 ă r ď ρ0pxq,

cq il existe un pn´ 3, εq-éclatement en x à toutes les échelles plus petites que ρ0pxq

pour la métrique g,

pour tout x P M . Alors il existe une solution lisse de l’équation de Ricci gpx, tq définie sur le
domaine spatio-temporel MA,ε2 , avec gpx, 0q “ gpxq pour tout x PM , et telle que

piq Rc gpx, tq ě ´δRgptqpxq ´
k

ρA,0px, tq2
( resp. Kgptqpσq ě ´δRgptqpxq ´

k

ρA,0px, tq2
),

piiq volgptq Btpx, rq ě p1´ δqvr
n pour 0 ă r ď

1

32
ρA,0px, tq,

piiiq il existe un pn´ 3, δq-éclatement en x à toutes les échelles plus petites
que ερA,0px, tq pour la métriquegptq.

pour tout px, tq PMA,ε2 , ainsi que

|Rm gpx, tq| ď K
t , injx gt ě

b

K
t ,

pour tout px, tq PMA,ε2 avec t ą 0.

Dans cet énoncé, il ne semble pas raisonnable de remplacer la conclusion piq par une minora-
tion uniforme Rc gpx, tq ě ´ k

ρA,0px,tq2
(ou Kgptqpxq

k
ρA,0px,tq2

). En effet, pour une donnée initiale
complète qui vérifierait

a1q Rc gpxq ě 0 ( resp. Kgp0qpσq ě 0 ),

b1q volg Bgpx, rq ě vrn, pour r ą 0,

c1q il existe un pn´ 3, εq-éclatement en x à toutes les échelles (arbitrairement grandes).

on obtiendrait (par un jeu de mises à l’échelle paraboliques) un flot de Ricci défini sur un intervalle
de temps r0, T s arbitraire avec en particulier Rc gpx, sq ě 0 (resp. Kgpsq ě 0), autrement dit, le
caractère positif ou nul du tenseur de Ricci serait, dans ce cas, préservé par le flot. Or on sait qu’en
général, ce n’est pas le cas en dimension n ě 4. Autrement dit, (l’évolution du tenseur de Ricci
étant donnée par BtRc gptq “ ∆LRc gptq où ∆L désigne le Laplacien de Lichnerowicz), pour tout
n ě 4, on peut construire une variété riemannienne complète pMn, gq telle que ∆LRc gpxq ă 0
en un point x PM . Il serait donc intéressant de répondre à la question qui suit.
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Question: Existe-t-il, pour tout n ě 4 et ε ą 0, une variété riemannienne pMn, gq de dimension
n satisfaisant a1q, b1q et c1q telle que pour un point x PM on ait ∆LRc gpxq ă 0 ?

Si la réponse à cette question est positive, il est nécessaire, en vue de la conjecture 0.16,
d’étudier l’évolution des quantités géométriques (en particulier de la fonction distance) associées
à un flot dont le tenseur de Ricci obéit seulement à la minoration aq. C’est l’objet des paragraphes
I.1.3 et I.1.4. Les résultats que l’on y obtient n’aboutissent pas, pour le moment, à une preuve
de la conjecture 0.16, et ne sont pas utilisés ailleurs.

On présente finalement un résultat allant dans la direction de la conjecture 0.16, où la mi-
noration aq dans l’énoncé de la conjecture 0.16 est remplacée par une borne sur la norme du
tenseur de Ricci.

Théorème D. Il existe kpn, vq, Kpn, vq, εpn, v, δq et Apn, v, δq avec les propriétés suivantes. Si
pMn, gq est une variété riemannienne lisse de dimension n, telle que

aq |Rc gpxq| ď
1

ρ0pxq2
,

bq volg Bgpx, rq ě vrn, pour 0 ă r ď ρ0pxq,

cq il existe un pn´ 3, εq-éclatement en x à toutes les échelles plus petites que ρ0pxq

pour la métrique g,

pour tout x P M . Alors il existe une solution lisse de l’équation de Ricci gpx, tq définie sur le
domaine spatio-temporel MA,ε2 , avec gpx, 0q “ gpxq pour tout x PM , et telle que

piq |Rc gpx, tq| ď
k

ρA,0px, tq2
,

piiq volgptq Btpx, rq ě p1´ δqvr
n pour 0 ă r ď

1

32
ρA,0px, tq,

piiiq il existe un pn´ 3, δq-éclatement en x à toutes les échelles plus petites
que ερA,0px, tq pour la métrique gptq.

pour tout px, tq PMA,ε2 , ainsi que

|Rm gpx, tq| ď K
t , injx gt ě

b

K
t ,

pour tout px, tq PMA,ε2 et t ą 0.

Des théorèmes de pseudo-localité
Aux théorèmes d’existence en temps court du flot énoncés ci-dessus correspondent des résul-

tats de type “pseudo-localité”, qui lorsque est donné un flot complet à courbure bornée, quantifient
ses propriétés de régularisation en fonction des hypothèses sur la métrique initiale. Ces résul-
tats reposent essentiellement sur le théorème de pseudo-localité de Perelman dont on rappelle
l’énoncé, et peuvent être vus comme en étant des généralisations.

Théorème 0.17 (G. Perelman, 2002, A. Chau, L.F. Tam, C. Yu, 2011). Il existe δpn, εq avec la
propriété suivante. Soit gptq un flot de Ricci complet sur une variété Mn de dimension n défini
pour 0 ď t ď T tel que

aq sup
Mˆr0,T s

|Rm gpx, tq| ă `8,
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avec, pour x0 PM ,

bq Rgpx, 0q ě ´1,

cq pvolngp0q Ωqn´1 ď p1` δqωnpvoln´1
gp0q BΩq

n,

pour tout x P B0px0, 1q et tout domaine à bord lisse Ω Ă B0px0, 1q, où ωn désigne la constante
isopérimétrique euclidienne. Alors

|Rm gpx, tq| ď
ε2

t

pour tout x P Btpx0, δq et 0 ă t ď maxpδ2, T q.

Perelman donne les grandes lignes d’une preuve dans [27] (10.1) (voir aussi [22]), au moins
dans le cas compact, tandis que l’on trouve une preuve détaillée du cas complet dans [4]. Notons
le caractère quelque peu paradoxal de cet énoncé. Les hypothèses quantitatives bq et cq sur la
métrique initiale, ainsi que la conclusion, sont purement locales, tandis que l’hypothèse aq est
globale, mais la valeur de la borne n’intervient pas dans les conclusions.

Question: Peut-on retirer l’hypothèse aq dans l’énoncé du théorème 0.17 ?

On sait par contre que le théorème peut être mis en défaut lorsque le flot gptq n’est pas
complet (Un contre-exemple est donné par P. Topping dans [34]). Une première généralisation
possible du théorème 0.17 correspond aux hypothèses du théorème C.

Théorème E. Il existe des constantes kpn, vq, Kpn, vq, εpn, v, δq ą 0 et Apn, v, δq avec les
propriétés suivantes. Soit C l’un des trois cônes de courbure IC1 , IC2 ou CO introduits dans
la définition II.2.1 et soit gptq un flot de Ricci complet défini pour 0 ď t ď T sur une variété
lisse Mn de dimension n, tel que

sup
Mˆrτ,T s

|Rm gpx, tq| ă `8,

pour tout 0 ă τ ď T , et U ĂM un ouvert tel que

aq λ´Cgpx, 0q ě ´
1

ρU0 pxq
2
,

bq volgp0q B0px, rq ě vrn pour tout 0 ă r ď ρU0 pxq,

pour x P U . Alors

piq λ´Cgpx, tq ě ´
k

ρUA,0px, tq
2
,

piiq volgptq Btpx, rq ě p1´ δqvr
n,

pour tout px, tq P UA,ε2 et 0 ă r ď ρUA,0px, tq, ainsi que

|Rm gpx, tq| ď K
t , injx gt ě

b

t
K ,

pour tout px, tq P UA,ε2 et t ą 0.

L’énoncé suivant correspond aux hypothèses du théorème D.

21



Théorème F. Il existe des constantes kpn, vq, Kpn, vq, εpn, v, δq ą 0 et Apn, v, δq avec les
propriétés suivantes. Soit gptq un flot de Ricci complet défini pour 0 ď t ď T sur une variété
lisse Mn de dimension n, tel que

sup
Mˆrτ,T s

|Rm gpx, tq| ă `8,

pour tout 0 ă τ ď T , et U ĂM un ouvert tel que

aq |Rc gpx, 0q| ď
1

ρU0 pxq
2
,

bq volgp0q B0px, rq ě vrn pour tout 0 ă r ď ρU0 pxq,

cq il existe un pn´ 3, εq-éclatement en x à toutes les échelles inférieures à ρU0 pxq
pour la métrique gp0q,

pour x P U . Alors

piq |Rc gpx, tq| ď
k

ρUA,0px, tq
2
,

piiq volgptq Btpx, rq ě p1´ δqvr
n pour tout 0 ă r ď ρUA,0px, tq,

piiiq il existe un pn´ 3, δq-éclatement en x à toutes les échelles inférieures à ερUA,0px, tq

pour la métrique gptq,

pour tout px, tq P UA,ε2 , ainsi que

|Rm gpx, tq| ď K
t , injx gt ě

b

t
K ,

pour tout px, tq P UA,ε2 et t ą 0.

Enfin, aux hypothèses de la conjecture 0.16 correspond l’énoncé qui suit.

Conjecture 0.18. Il existe des constantes kpn, vq, Kpn, vq, εpn, v, δq ą 0 et Apn, v, δq avec les
propriétés suivantes. Soit gptq un flot de Ricci complet défini pour 0 ď t ď T sur une variété
lisse Mn de dimension n, tel que

sup
Mˆrτ,T s

|Rm gpx, tq| ă `8,

pour tout 0 ă τ ď T , et U ĂM un ouvert tel que

aq Rc gpx, 0q ě ´
1

ρU0 pxq
2
( resp. Kgp0qpσq ě ´

1

ρU0 pxq
2
),

bq volgp0q B0px, rq ě vrn pour tout 0 ă r ď ρU0 pxq,

cq il existe un pn´ 3, εq-éclatement en x à toutes les échelles inférieures à ρU0 pxq
pour la métrique gp0q,
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pour x P U . Alors

piq Rc gpx, tq ě ´δRgptqpxq ´ 1 ( resp. Kgptqpσq ě ´δRgptqpxq ´ 1 ),

piiq volgptq Btpx, rq ě p1´ δqvr
n pour tout 0 ă r ď ρUA,0px, tq,

piiiq il existe un pn´ 3, δq-éclatement en x à toutes les échelles inférieures à ερUA,0px, tq

pour la métrique gptq,

pour tout px, tq P UA,ε2 , ainsi que

|Rm gpx, tq| ď K
t , injx gt ě

b

t
K ,

pour tout px, tq P UA,ε2 et t ą 0.

Organisation
La preuve du théorème A (construction du flot partiel) est tout entière contenue dans le

paragraphe IV.1.2 et ne fait appel qu’à des résultats classiques sur le flot de Ricci. Les preuves
des théorèmes B, C, D, E, F reposent sur un point crucial : les propositions de régularisation
locale obtenues au paragraphe III.2.1 (propositions III.2.1, III.2.2 et III.2.3). Les théorèmes
E, F sont démontrés au paragraphe III.2.2 en combinant ces énoncés avec le théorème de
pseudo-localité (théorème 0.17). Les théorèmes B, C et D sont obtenus au paragraphe IV.2 en
combinant les propositions de régularisation avec le théorème A d’existence du flot partiel.

La preuve des propositions de régularisation III.2.1, III.2.2 et III.2.3, qui occupe le para-
graphe III.2.1, repose sur deux ingrédients principaux. Le premier, qui fait l’objet du paragraphe
III.1, consiste en l’analyse, due à Perelman et complétée par la suite par d’autres auteurs, de la
formation des singularités sous une hypothèse de minoration a priori de la courbure, qui permet
d’estimer la décroissance de la norme du tenseur de courbure. Par exemple, si gptq est un flot
défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse M3 de dimension 3, on a la proposition qui suit (c’est
une conséquence du lemme III.1.1).

Proposition 0.19. Il existe une fonction v1pAq avec v1 Ñ 0 lorsque A Ñ `8 telle que si
|Rm gpx, tq| atteint en un point px, tq PM ˆrA

2

k , T s son maximum k sur le domaine Btpx, A?k qˆ

rt´ A2

k , ts relativement compact dans M ˆr0, ts, et si Rc gptq ě ´ k
A2 sur le même domaine, alors

volgptq Btpx,
A?
k
q ď v1

´

A?
k

¯3

.

Par contraposition, si pour le flot gptq on a la minoration a priori du tenseur de Ricci Rc gptq ě
´ 1
t et celle du volume des boules volgptq Btpx,

?
tq ě v0p

?
tq3, alors si K “ Kpv0q est tel que

v1pAq ď v0 pour tout A ě
?
K, on obtient (en appliquant la proposition 0.19 avec k “ A2

t )

|Rm gptq| ď
K

t
.

Ce principe se généralise en dimension n ě 4, à condition ou bien de supposer une minoration a
priori de la courbure IC1 pour tout temps (c’est l’objet de la proposition III.1.4), ou bien de
supposer que la métrique au temps t est proche d’un produit entre une métrique de dimension 3
et un facteur euclidien de dimension n´ 3 (c’est l’objet de la proposition III.1.6).
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Le second ingrédient des preuves des propositions de régularisation consiste à obtenir, à
partir des conditions sur la donnée initiale et sous des hypothèses a priori de décroissance de
la norme du tenseur de courbure, la minoration au temps t du volume des boules de rayon

?
t

(paragraphe I.1.2), le cas échéant de la courbure IC1 ou d’une autre notion de courbure plus
forte (paragraphes I.2 et II.2), ou bien la permanence de la proximité avec un produit entre
un flot de dimension 3 et un facteur euclidien (paragraphes I.3.2 et II.3.2). C’est l’objet des
chapitres I et II. Le texte s’organise donc selon le schéma suivant.

Théorème A

Théorème C Théorème D

Théorème E Théorème F

Proposition III.2.2 Proposition III.2.3

Paragraphe II.3Paragraphe II.2

Proposition III.1.4 Proposition III.1.6

Paragraphe I.3Paragraphe I.2

Théorème B

Proposition III.2.1

Paragraphe II.1

Paragraphe I.1.2

Dans le chapitre I, les rappels du paragraphe I.1.1 sont invoqués fréquemment au fil du texte,
tandis que les paragraphes I.1.3 et I.1.4 ne sont pas utilisés par la suite.
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Chapitre I

Évolution de certaines quantités
géométriques sous des hypothèses de
décroissance de la courbure

L’objectif de ce chapitre est d’estimer l’évolution en temps court de certaines quantités géomé-
triques (à commencer par la fonction distance et le volume riemannien) associées à une métrique
riemannienne lorsque celle-ci évolue par le flot de Ricci. On considère un flot gptq défini pour
0 ď t ď T sur une variété Mn de dimension n, et on se placera souvent sous l’hypothèse

|Rm gptq| ď K
t , injx gptq ě

b

t
K , Rgptq ě ´1. (I.1)

tandis que l’on supposera, pour la donnée initiale,

Rc gp0q ě ´1, volgp0q B0px, rq ě vrn, (I.2)

pour x P M et 0 ă r ď 1 tel que B0px, rq est relativement compacte dans M . Lorsqu’on intègre
l’équation Btg “ ´2Rc gptq définissant le flot entre des temps 0 ă s ă t ď T en tenant compte
de la borne sur la norme du tenseur de courbure qui apparaît dans pI.1q, on trouve

´s

t

¯2pn´1qK

gpsq ď gptq ď

ˆ

t

s

˙2pn´1qK

gpsq.

Puisque, 0 ă t ď T étant fixé, ces bornes explosent lorsque s tend vers 0, elles ne permettent pas
de comparer le tenseur métrique au temps t et au temps 0 (au sens où il existerait une constante
C dépendant de n, K et T pour laquelle on aurait C´1gp0q ď gptq ď Cgp0q). La question de
l’évolution de la fonction distance et des volumes associés à la métrique gptq entre le temps initial
et un temps t n’est donc pas triviale.

I.1 Évolution de la fonction distance et de l’élément de vo-
lume

I.1.1 Bornes élémentaires
Sous les hypothèses pI.1q une observation classique, dû initialement à R. Hamilton, permet

de contrôler la contraction des distances par le flot tandis qu’un calcul élémentaire permet de
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majorer la dilatation du volumes des régions.

Distances : Pour une fonction f : rα, βs Ñ R et t0 P rα, βs, on définit

d´

dt´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“t0

f “ lim inf
tÑt0

fptq ´ fpt0q

t´ t0
.

Lemme I.1.1 (G. Perelman, [27] 8.3). Soit gptq un flot de Ricci sur Mnˆr0, T s. Soient x0, x1 P

M deux points tels que, au temps t0, dt0px0, x1q est réalisée par une géodésique minimisante
γ ĂM . Si on a la borne de courbure

Rc gpx, t0q ď pn´ 1qC

au temps t0 pour x P Bt0px0, r0q X γ alors

pBt ´∆qdtpx0, .q|px1,t0q
ě ´pn´ 1q

ˆ

2

3
Cr0 `

1

r0

˙

.

Si additionnellement Rc gpx, t0q ď pn´ 1qC sur Bt0px1, r0q X γ, alors

d´

dt´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“t0

dtpx0, x1q ě ´2pn´ 1q

ˆ

2

3
Cr0 `

1

r0

˙

.

(pour la preuve, voir aussi [22], I.8.3)

Notons que si U Ă M est un ouvert relativement compact, alors pour x P U , la distance
dtpx,MzUq est réalisée par une géodésique minimisante de M , entièrement contenue dans U ,
excepté pour une de ses extrémités. Le lemme ci-dessus entraîne donc le contrôle suivant sur la
contraction des distances.

Corollaire I.1.2. Soit pM, gptqq un flot de Ricci sur r0, T s et U Ă M un ouvert relativement
compact tel que

Rc gpx, tq ď
pn´ 1qK

t

pour tout px, tq P Uˆs0, T s. Alors pour x P U , 0 ď t ď t1 ď T on a

dt1px,MzUq ě dtpx,MzUq ´
20

3
pn´ 1q

?
K

´?
t1 ´

?
t
¯

.

Finalement, on retrouve le résultat de R. Hamilton sous sa forme originelle.

Corollaire I.1.3 (R. Hamilton, [20], Thm 17.2). Soit gptq un flot de Ricci sur Mn ˆ r0, T s.
Étant donnés 0 ď t0 ď T , x0 PM et a ą 0 tel que Bt0px0, 3aq est relativement compact dans M ,
si on a

Rc gpx, tq ď
pn´ 1qK

t

pour tout px, tq P Bt0px0, 3aq ˆ rt0, T s, alors pour tous x, x1 P Bt0px0, aq et t0 ď t ď T , on a

dtpx, x
1q ě dt0px, x

1q ´
20

3
pn´ 1q

?
K

´?
t´

?
t0

¯

.

Démonstration. On fixe 0 ď t0 ď T puis on applique le corollaire I.1.2 à U “ Bt0px, dt0px, x
1qq Ă

Bt0px0, 3aq.
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Volumes : L’élément de volume associé à un flot de Ricci gptq évolue selon l’équation

d

dt
dµgptq “ ´Rgpx, tq dµgptq

En particulier, si Rgpx, tq est uniformément minorée sur une région U PM , i.e.

Rgpx, tq ě ´ε
2

pour tout x P U , 0 ď t1 ď t, alors

volgptq U ď eε
2tvolgp0q U. (I.3)

I.1.2 Continuité au voisinage du temps initial
Dans ce paragraphe, on complète le contrôle de la contraction de la fonction distance du

corollaire I.1.3 par un contrôle de la dilatation de cette même fonction sous des hypothèses
appropriées, de même que l’on complète la propriété pI.3q majorant la dilatation du volume des
régions par une minoration du volume des boules pour les temps strictement positifs. Concernant
la dilatation des distances, la borne inférieure

Rc gptq ě ´
pn´ 1qK

t
,

issue des hypothèses pI.1q, pendant de la borne supérieure du corollaire I.1.3, n’entraîne aucune
majoration de la fonction distance entre deux point au temps t en fonction de sa valeur au
temps 0 : pour le voir il suffit de considérer le flot gptq “ 2pn ´ 1qtgHn (où gHn désigne la
métrique de l’espace hyperbolique en dimension n), pour lequel la fonction distance satisfait

dt1px, x
1q “

b

t1

t dtpx, x
1q (le facteur

b

t1

t explose lorsque t tend vers 0). Pour obtenir un contrôle
de la dilatation des distances de manière élémentaire il faut imposer une minoration uniforme en
temps du tenseur de Ricci.

Lemme I.1.4. Soit pM, gptqq un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T avec Rc gpx, tq ě ´k sur
M ˆ r0, T s. Si x0 PM est tel que B0px0, 2q est relativement compacte dans M , on a

dtpx, x
1q ď ektd0px, x

1q

pour x, x1 P B0px0, 1q et 0 ď t ď T .

La minoration du volume des boules aux temps strictement positifs est alors conséquence
d’un théorème de J. Cheeger et T. H. Colding ([5], Thm 10.15) sur la continuité de la mesure de
Hausdorff n-dimensionnelle lors du passage à la limite dans une suite de variétés non-effondrées
à courbure de Ricci minorée, dont l’énoncé qui suit est une conséquence directe.

Lemme I.1.5 (J. Cheeger, T.H. Colding). Il existe εpn, v, k, δq ą 0 avec la propriété suivante.
Soient pMn

0 , g0, x0q et pMn
1 , g1, x1q deux variétés riemanniennes lisses pointées de dimension n

telles que, pour i “ 0, 1, Bgpxi, ε´1q est relativement compacte dans Mi et

Rc gi ě ´k, volgi Bgipxi, 1q ě v.

Si
dGHpBg0

px0, 2q, Bg1
px1, 2qq ď ε

alors
ˇ

ˇvolg0
Bgpx0, 1q ´ volg1

Bg1
px1, 1q

ˇ

ˇ ď δ.
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L’idée d’employer ce résultat pour comparer les boules au temps 0 et au temps t d’un flot de
Ricci provient de M. Simon dans [33].

Lemme I.1.6 (M. Simon, [33]). Il existe εpn, v0, k, δq avec la propriété suivante. Soit gptq un
flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, satisfaisant aux
hypothèses pI.1q, avec Rc gptq ě ´ k

r2
0
, et x0 P M , r0 ą 0 tel que B0px0, 4r0q est relativement

compacte dans M , et vol0 B0px0, r0q ě v0r
n
0 . Alors pour tout 0 ď t ď

ε2r2
0

maxpK,kq ,

p1´ δqvol0 B0px0, r0q ď volt Btpx0, r0q ď p1` δqvol0 B0px0, r0q.

Comme mentionné en introduction, il existe des situations où il ne semble pas possible d’éta-
blir une minoration uniforme en temps du tenseur de Ricci. On souhaite donc affaiblir cette
hypothèse, tout en conservant des contrôles sur les distances et volumes analogues à ceux des
lemmes I.1.4 et I.1.6. C’est l’objet du reste de ce paragraphe.

Les hypothèses sous lesquelles on se place sont celles d’un flot gptq défini pour 0 ď t ď T sur
une variété lisse Mn de dimension n, satisfaisant aux hypothèses pI.1q, dont la donnée initiale
vérifie pI.2q. Plutôt que d’exiger une minoration uniforme en temps du tenseur de Ricci, on
suppose qu’il existe une fonction tpn,K, v, εq ą 0 telle que, pour tout ε ą 0,

Rc gptq ě ´
ε2

t
pour 0 ă t ď tpεq. (I.4)

Encore une fois, intégrer ponctuellement l’équation Btgptq “ ´2Rc gptq en tenant compte de la

borne pI.4q donne seulement gptq ď
`

t
s

˘2pn´1qε2 pour 0 ă s ď t ď tpεq et donc ne fournit pas de
majoration du tenseur gptq en fonction de gp0q. On obtient néanmoins, dans ce cadre, le résultat
suivant.

Proposition I.1.7. Il existe εpn,K, v0, δq ą 0 avec la propriété suivante. Soit gptq un flot de
Ricci sur Mn défini pour 0 ď t ď T , satisfaisant aux hypothèses pI.1q, dont la donnée initiale
vérifie pI.2q, et tel que

Rc gptq ě ´
ε2

t

pour 0 ă t ď T . Alors, si x, x1 PM sont deux points tels que B0px, 2d0px, x
1q`1q est relativement

compacte dans M et 0 ď t ď ε2, on a

d0px, x
1q ´

20

3
pn´ 1q

?
Kt ď dtpx, x

1q ď p1` δqd0px, x
1q `

δ
?
t

ε
,

et, si r ą δ
?
t

ε est tel que B0px, 2rq est relativement compacte dans M ,

volgptq Btpx, rq ě p1´ δqvolgp0q B0px, rq.

Cet énoncé repose sur un argument par contradiction, que l’on esquisse maintenant, avant
d’énoncer et de démontrer les lemmes techniques I.1.8 et I.1.9 dont la proposition I.1.7 découle.
Pour δ ą 0 fixé, on considère une suite de flots de Ricci giptq sur Mn

i satisfaisant aux hypothèses
pI.1q, pI.2q et pI.4q, ainsi qu’à une minoration Rc giptq ě ´

ε2i
t pour une suite εi ą 0 avec

εi Ñ 0. Supposons alors qu’il existe deux suites de points x0,i, x1,i P M et une suite de temps
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0 ă ti ď ε2i tels que dtipx0,i, x1,iq ě p1`δqd0px0,i, x1,iq`
δ
?
ti

εi
. Pour chaque i on peut alors choisir

le long d’une giptiq-géodésique minimisante connectant x0,i à x1,i deux points x10,i et x11,i avec
δ
?
ti

εi
ď dtipx

1
0,i, x

1
1,iq ď

?
ti
εi

et dtipx10,i, x11,iq ě p1 ` δqd0px
1
0,i, x

1
1,iq. Après mise à l’échelle par un

facteur εi?
ti

des métriques gip0q et giptiq on obtient des métriques g0,i et g1,i sur Bg0,i
px10,i, 2q et

Bg1,ipx
1
0,i, 2q avec

iq Rc g0,i ě ´1,Rc g1,i ě ´1,

iiq volg0,i
Bg0,ipx0,i, 2q ě v0

telle que (en vertu du corollaire I.1.3 et de pI.3q) l’application Id :
`

Bg1,i
px0,i, 2q, g1,i

˘

Ñ pM, g0,iq

satisfait

iiiq dg0,i
px, x1q ď dg1,i

px, x1q `
20

3
pn´ 1q

?
Kεi,

ivq volg0,i
U ě e´npn´1qtivolg0,i

U.

Les minorations de la courbure de Ricci i) et l’hypothèse de non-effondrement ii) permettent
d’invoquer le théorème de relative compacité de Gromov afin d’extraire des métriques limites d0

et d1 sur des boules Bd0
px0, 1q et Bd1

py0, 1q, les hypothèses iii) et iv) permettant quant à elles
d’extraire une application limite f : Bd1py0, 1q Ñ Bd0px0, 1q avec fpy0q “ x0 telle que

d0pfpxq, fpx
1qq ď d1px, x

1q,

Hn
d0
fpUq ěHn

d1
U.

(Hn
d désigne la mesure de Hausdorff de dimension n associée à d). On en conclut que f est

une isométrie, en contradiction avec l’existence de la suite des points x11,i, qui satisfont δ ď
d1,ipx

1
0,i, x

1
1,iq ď 1, ce qui implique à la limite l’existence de y1 P Bd1

py0, 1q tel que d1py0, y1q ě

p1` δqd0pfpy0q, fpy1qq. Le lemme qui suit formalise essentiellement ce raisonnement.

Lemme I.1.8. Il existe Apn, ηq ą 0 et εpn, v0, η, δq ą 0 avec la propriété suivante. Soit η ě 0 et
pMn, g, x0q une variété riemannienne de dimension n telle que

paq Bgpx0, 4q est relativement compacte dans M ,

pbq Rc g ě ´
1

η2
sur Bgpx0, 4q

pcq volg Bgpx, rq ě v0r
n

pour tout 0 ă r ď 1 tel que Bgpx, rq est relativement compacte dans Bgpx0, 4q. Soit pNn, h, y0q

une variété riemannienne de dimension n telle que

pdq Bhpy0, Aq est relativement compacte dans N ,

peq Rc h ě ´
1

η2
sur Bhpy0, Aq,

pfq volh Bpy, rq ě ηωnr
n pour tout y P Bhpy0, Aq, 0 ă r ă ηε.

Soit enfin ψ : pBgpx0, 4q, x0q Ñ pN, y0q un plongement tel que

pgq dhpψpxq, ψpx
1qq ě dgpx, x

1q ´ ε pour tous x, x1 P Bpx0, 4q,

phq volh ψpUq ď p1` εqvolg U pour tout U ĂM.
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Alors ψ est une δ-isométrie de Bgpx0, 1q dans Bhpy0, 1` δq, en particulier

dGHpBgpx0, 1q, Bhpy0, 1qq ď δ, volh Bpy0, rq ě p1´ δqvolg Bpx0, rq

pour tout δ ď r ď 1.

Démonstration. On commence par une série de remarques valables sous les hypothèses paq à phq
de l’énoncé, pour tout v0 ą 0, 0 ă ε, η ď 1 et A suffisamment grand choisi en fonction de η au
cours de l’argument.

(i) On a une première estimation de la dilatation de l’application ψ, selon laquelle, pour tous
x, x1 P Bgpx0, 1q,

dhpψpxq, ψpx
1qq ď

A

2

`

dgpx, x
1q ` ε

˘

. (I.5)

On commence par traiter le cas de deux points x, x1 P Bgpx0, 2q avec dgpx, x
1q ă ε,

connectés par une géodésique minimisante xx1 dont l’image γ par ψ est contenue dans
Bhpy0,

A
2 q. Pour cela on considère une partie ηε-séparée 1 (pour la distance dh) maximale

tyiuiPI de γ. On considère l’union de boules disjointes V “
Ť

iPI Bhpyi,
ηε
2 q, puis on invoque

l’observation suivante.

Fait: Soit γ un chemin (i.e. une application continue γ : r0, 1s Ñ N) entre des points y
et y1 d’un espace métrique N . Alors toute partie r-séparée (pour la distance dN ) maximale
de γ possède au moins dN py,y

1
q

2r éléments.

Démonstration. Soit tyiuiPI une partie r-séparée maximale de γ, puis considérons le
graphe dont les sommets sont les yi et où yi et yj sont rattachés par une arête lorsque
dN pyi, yjq ď 2r. Ce graphe est connexe : en effet, si I “ I0\I1, où I0 est l’ensemble des in-
dices des sommets d’une composante connexe (non-vide) du graphe, on a dN pyi, yi1q ą 2r
pour tous i P I0, i1 P I1. Les ouverts V0 “

Ť

iPI0
Bpyi, rq et V1 “

Ť

iPI1
Bpyi, rq de X

sont disjoints. Or tyiuiPI est un r-recouvrement de γ, donc γ Ă V0 Y V1. γ étant un
chemin continu, il est entièrement contenu soit dans V0 soit dans V1, et puisque yi P γ
pour tout i P I, la seule possibilité est d’avoir I0 “ I et I1 “ H (puisque on a supposé
I0 non-vide). Deux point d’un graphe connexe sont toujours reliés par un chemin dans
le graphe de longueur au plus le cardinal du graphe : ici il en découle immédiatement
dN py, y

1q ď 2r|I|.

Puisque volh V “
ř

iPI volh Bhpyi,
ηε
2 q, le fait ci-dessus combiné à l’hypothèse pfq de

l’énoncé implique
volh V ě

ηωn
2n`2

pηεqn´1dhpψpxq, ψpx
1qq. (I.6)

D’autre part xx1 Ă Bgpx, εq, ainsi l’hypothèse pgq fait que ψ´1pV q Ă Bgpx, 3εq. L’hypo-
thèse phq a quant à elle pour conséquence volh V ď p1` εqvolg Bpx, 2εq ď cpnqεn. De ceci
et de pI.6q, on tire

dhpψpxq, ψpx
1qq ď

cpnqp1` εq

ηn
ε. (I.7)

Avant de traiter le cas général, on vérifie l’inclusion ψpBgpx0, 2qq Ă Bhpy0,
A
2 q. Pour cela,

on considère x P Bgpx0, 2q et x0x une géodésique minimisante. Si ψpxq R Bhpy0,
A
2 q, il

1. Une partie X d’un espace métrique X est dite r-séparée si pour tous x, x1 P X, dpx, x1q ě r, ou de manière
équivalente, si les boules ouvertes Bpx, r

2
q avec x P X sont deux à deux disjointes. Si X est une partie r-séparée

de X maximale avec cette propriété, alors pour tout y PX, il existe x P X tel que dpx, yq ă r - autrement dit X
est un r-recouvrement de X.
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existe x1 P x0x tel que x0x1 Ă Bgpx0, 2q et ψpx1q P Shpy0,
A
2 q. En divisant x0x1 en au

plus dgpx0,x
1
q

ε `1 segments de longueur inférieure à ε, à chacun desquels on applique pI.7q,
on trouve dhpy0, ψpx

1qq ď
cpnqp1`εq

ηn pdgpx0, x
1q ` εq. On fixe à ce stade la constante A de

l’énoncé en posant A “ 32cpnq
ηn . On conclut alors que dhpy0, ψpx

1qq ă A
2 , en contradiction

avec le choix de x1, donc ψpxq P Bpy0,
A
2 q. On peut finalement traiter le cas de tout couple

de points x, x1 P Bgpx0, 1q, qui sont alors reliés par une géodésique xx1 P Bgpx0, 2q que
l’on divise comme précédemment en segments de longueur au plus ε.

(ii) L’image de ψ contient une boule de taille fixée, Bhpy0, 1 ´ εq Ă ψpBgpx0, 1qq. En effet,
puisque ψ est un plongement,

ψpBBgpx0, 1qq “ B pψpBgpx0, 1qqq .

Ainsi, si y P B pψpBgpx0, 1qqq, y “ ψpxq avec x P Sgpx0, 1q, aussi l’hypothèse pgq permet-
elle d’affirmer que dhpy0, yq ě 1 ´ ε. Or, si un point z P NzψpBgpx0, 1qq est tel que
dhpy0, zq ă 1´ε, il existe aussi un point y P y0zXB pψpBgpx0, 1´ εqq avec dhpy0, yq ă 1´ε
d’où une contradiction.

(iii) On a une minoration préliminaire vol Bhpy0,
A
2 q ě v1pn, v0, ηq sur le volume d’une boule

dans N . En effet, l’estimation pI.5q entraîne ψpBgpx0,
1
2 qq Ă Bpy0,

A
4 q. Si txiuiPI est une

partie 2ε-séparée maximale de Bgpx0,
1
2 q, txiuiPI est aussi 2ε-couvrante, on a donc d’une

part vol Bgpx0,
1
2 q ď

ř

iPI vol Bgpxi, 2εq, et donc, grâce à l’hypothèse pcq,

v0 ď Cpnqεn|I|.

D’autre part, l’hypothèse pgq nous assure que la famille des yi “ ψpxiq pour i P I est
ε-séparée dans Bpy0,

A
4 q. Aussi l’hypothèse pfq permet elle d’écrire

vol Bhpy0,
A

2
q ě cpnq|I|pηεqn,

d’où finalement vol Bhpy0,
A
2 q ě cpnqv0η

n.

Le reste de la preuve est un argument par contradiction. On fixe v0, δ, η ą 0 et on considère
une suite εk Ñ 0, ainsi que des suites pMk, x0,kq,pNk, y0,kq, et ψk satisfaisant aux hypothèses
paq à phq, et on suppose que quel que soit k, ψk n’est pas une δ-isométrie de Bgpx0, 1q dans
Bhpy0, 1` δq.

(iv) Pour commencer, on extrait des suites pMk, x0,kq, pNk, y0,kq et ψk : Mk Ñ Nk des
espaces limites pX, x̄0q, pY, ȳ0q, et une application ψ : X0 Ă X Ñ Y . En effet, le théorème
de compacité (relative) de Gromov sur la famille des variétés riemanniennes pointées à
courbure de Ricci minorée garantit l’existence d’espaces de longueurs compacts pX, x̄0q et
pY, ȳ0q tels qu’après extraction,

´

B px0,k, 2q, x0,k

¯

ÝÑ
G´H

pX, x̄0q,
˜

B

ˆ

y0,k,
A

2

˙

, y0,k

¸

ÝÑ
G´H

pY, ȳ0q.

Puisque X et Y sont des limites de suites de variétés non-effondrées (par l’hypothèse pcq
dans un cas et d’après piiiq dans l’autre) un résultat de la théorie de Cheeger-Colding (Thm

31



10.15 dans [5], voir aussi [7]) garantit que la suite des mesures dµgkpxq sur Bgkpx0,k, 1q et
dµhkpxq sur Bhkpy0,k,

A
4 q convergent vers la mesure de Hausdorff n-dimensionnelle Hn

X et
Hn
Y sur BXpx̄0, 1q et BY pȳ0,

A
4 q respectivement.

On construit ensuite une application Ψ : Y Ñ X comme limite des ψ´1
k . Pour cela on

choisit une partie dense Y “ tȳiuiPI de BY pȳ0, 1q puis, pour chaque i P I des relevés
yi,k P Bhkpy0,k, 1´ 2εkq avec yi,k Ñ ȳi, et enfin, tirant parti du fait que Bhkpy0,k, 1´ 2εkq
est contenue dans l’image de Bgkpx0,k, 1q par l’application ψk (voir piiiq), on définit la
famille xi,k “ ψ´1

k pyi,kq de leurs pré-images dans Bgkpx0,k, 1q. On peut supposer, après
extraction, que la suite txi,kukě0 converge vers une limite x̄i P BXpx̄0, 1q pour chaque
i P I. On définit alors Ψ : Y Ñ X en posant Ψpȳiq “ x̄i. La propriété

dXpΨpȳiq,Ψpȳi1qq ď dY pȳi, ȳi1q

pour tous i, i1 P I découle immédiatement de l’hypothèse pgq après passage à la limite.
L’application Ψ est donc uniformément continue, et se prolonge en une application définie
sur BY pȳ0, 1q que l’on note encore Ψ, et qui vérifie

2

A
dY py, y

1q ď dXpΨpyq,Ψpy
1qq ď dY py, y

1q

pour tous y, y1 P BY pȳ0, 1q, la minoration provenant de pI.5q après passage à la limite.
En particulier, Ψ est une bijection sur son image X0 :“ ΨpBY pȳ0, 1qq, et son inverse
ψ :“ Ψ

´1
: X0 Ñ BY pȳ0, 1q possède les propriétés suivantes

dY pψpxq, ψpx
1qq ě dXpx, x

1q pour tous x, x1 P X0,

Hn
Y ψpUq ďHn

XU pour tout U Ă X0.

Rappelons que l’on définit Lipxpψq “ lim suprÑ0 supx1PBY px,rq
dY pψpxq,ψpx

1
qq

dXpx,x1q
.

Fait: En Hn-presque tout point x P X0,

Lipxpψq “ 1. (I.8)

Démonstration. Soit x P X un point tel que tout espace tangent à X en x, ainsi que
tout espace tangent à Y en y “ ψpxq, est isométrique à Rn. Par des mises à l’échelle
appropriées, on peut extraire une application tangente ψx : Rn Ñ Rn avec ψxp0nq “ 0n,
et telle qu’il existe u P Rn avec |u| “ 1 et

ˇ

ˇψxpuq
ˇ

ˇ “ Lipxpψq. D’autre part ψx est une
application A-Lipschitzienne telle que

ˇ

ˇψxpuq ´ ψxpvq
ˇ

ˇ ě |u´ v| pour tout u, v P Rn et
λn ψpUq ď λn U (où λn désigne la mesure de Lebesgue sur Rn) pour tout U Ă Rn
ouvert. Le théorème de Rademacher garantit que ψx est différentiable presque partout,

avec infvPRn
|duψxpvq|

|v| ě 1, et en particulier Juψx ě 1. Si U Ă Rn est un ouvert, la formule
du Jacobien donne alors

ż

U

pJuψx ´ 1qdu “ λnψxpUq ´ λnU ď 0

et donc Jxψ ď 1 presque partout. On en déduit que l’application duψx est une isométrie
(linéaire) pour u en dehors d’une partie S Ă Rn de mesure nulle. On choisit finalement
des suites ui Ñ u et vi Ñ 0n telles que λ0ruivis XS “ 0. Alors `pψxruivisq ď `pruivisq
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et en passant à la limite
ˇ

ˇψxpuq
ˇ

ˇ ď |u| i.e. Lipxpψq “ 1. Enfin, si SpXq est l’ensemble
des points de X qui possèdent au moins un espace tangent qui n’est pas isométrique à
Rn, le théorème 10.20 dans r5s permet d’affirmer que dimH SpXq ď n ´ 2. De même
dimH SpY q ď n´ 2. Ainsi SpXq Y ψ

´1
pSpY qq est de mesure nulle.

Fait: En tout point x P X0, on a Lipxpψq “ 1.

Démonstration. Soit x P X0, y “ ψpxq. On extrait une application tangente ψx : Xx Ñ Yy
où Xx est le cône tangent à X en x, Yy le cône tangent à Y en y, telle qu’il existe x1 P Xx

avec dXxpx, x1q “ 1 et dYy py, ψxpx1qq “ Lipxpψq. Soit γ : r0, 1s Ñ Xx le segment reliant x

à x1 dans Xx. Alors il existe 0 ă r1 ď 1 tel que lim suprÑr1
dYy pψ˝γprq,ψ˝γpr1qq

|r´r1|
ě Lipxpψq.

L’espace tangent à Xx en x1 “ γpr1q est de la forme pZˆR, pz1, 0qq, et l’espace tangent à
Yy en y1 “ ψxpx1q de la forme pW ˆR, pw1, 0qq. On extrait alors une application tangente
ψx,x1

: Z ˆ R Ñ W ˆ R avec dWˆRpψx,x1
pz1, 0q, ψx,x1

pz1, 1qq ě Lipxpψq. D’autre part,
pI.8q a pour consequence que Lippz,rqpψx,x1

q “ 1 pour presque tout pz, rq P Z ˆ R. En
particulier, il existe une suite z1,i Ñ 0 telle que pour tout i, Lippz1,i,rqpψx,x1

q “ 1 pour
presque tout 0 ď r ď 1. Ainsi, dWˆRpψx,x1

pz1,i, 0q, ψx,x1
pz1,i, 1qq ď 1 et en passant à la

limite dWˆRpψx,x1
pz1, 0q, ψx,x1

pz1, 1qq ď 1. D’où Lipxpψq “ 1.

ψ : X0 Ñ BY pȳ0, 1q étant par ailleurs bijective, on conclut que c’est une isométrie et il
est facile de vérifier que X0 “ BXpx̄0, 1q.

(v) Le fait que ψk réalise une δ-isométrie entre Bgkpx0,k, 1q et Bhkpy0,k, 1q pour k suffisam-
ment grand découle de vérifications élémentaires. On choisit pour cela un sous-ensemble
fini d’indices Iδ Ă I tel que BY px0, 1q soit contenue dans le δ

4A voisinage de tȳiuiPIδ ,
BXpx0, 1q étant alors contenue dans le δ

4A voisinage de tx̄iuiPIδ . Alors, pour k suffisam-
ment grand, Bgkpx0,k, 1q (resp. Bhkpy0,k, 1q) est contenue dans le δ

2A -voisinage de la famille
txi,kuiPIδ (resp. tyi,kuiPIδ), et on a

|dgkpxi,k, xj,kq ´ dXpx̄i, x̄jq| ă
δ
10 , |dhkpyi,k, yj,kq ´ dY pȳi, ȳjq| ă

δ
10

pour tous i, j P Iδ. Donc, si x, x1 P Bgkpx0,k, 1q, il existe i, j P Iδ tels que xi,k P Bgkpx,
δ

2A q

et xj,k P Bgkpx1,
δ

2A q. On a alors
ˇ

ˇdhkpψkpxq, ψkpx
1qq ´ dgkpx, x

1q
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇdhkpψkpxq, ψkpx
1qq ´ dhkpψkpxi,kq, ψkpxj,kqq

ˇ

ˇ

` |dhkpyi,k, yj,kq ´ dY pȳi, ȳjq|

` |dY pȳi, ȳjq ´ dXpx̄i, x̄jq| p“ 0q

` |dXpx̄i, x̄jq ´ dgkpxi,k, xj,kq|

`
ˇ

ˇdgkpxi,k, xj,kq ´ dgkpx, x
1q
ˇ

ˇ ,

ă dhkpψkpxq, ψkpxi,kqq ` dhkpψkpx
1q, ψkpxj,kqq `

4δ

10

ă
A

2
dgkpx, xi,kq `

A

2
dgkpx

1, xj,kq `
5δ

10
,

ă δ.

La δ-surjectivité de ψk se vérifie de la même façon, ce qui permet de conclure l’argument
par contradiction.
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L’étape suivante consiste à appliquer le lemme I.1.8 afin de comparer les métriques au temps
0 et en un temps t ăă 1 d’un flot de Ricci satisfaisant aux hypothèses pI.1q, pI.2q. En effet, dans
ce contexte le corollaire I.1.3 fournit le contrôle de la contraction des distances

dtpx, x
1q ě d0px, x

1q ´ Cpnq
?
Kt

tandis que l’on a la majoration des volumes

volt U ď etvol0 U

et le contrôle de l’échelle de régularité

volt Btpx, rq ě
ωn
2n
rn pour 0 ă r ď

c

t

K
.

Le paramètre η dans l’énoncé du lemme I.1.8, qui contrôle le rapport l’échelle à laquelle le volume
des boules est minoré, et celle de la contraction contrôlée des distances, peut donc être choisi
égal à minp 1

2n ,
1
K q.

Lemme I.1.9. Il existe Apn,Kq et εpn,K, v0, δq ą 0 avec la propriété suivante. Soit gptq un flot
de Ricci sur Mn défini pour 0 ď t ď T , satisfaisant aux hypothèses pI.1q dont la donnée initiale
vérifie pI.2q. Si de plus on suppose

Rc gptq ě ´
ε2

t
,

alors pour tout 0 ď t ď ε2 et x0 P pMqA
ε

?
t on a

ˇ

ˇdtpx, x
1q ´ d0px, x

1q
ˇ

ˇ ď
δ
?
t

ε

pour tous x, x1 P B0px0,
?
t
ε q ainsi que, pour tout δ

?
t

ε ď r ď
?
t
ε ,

volt Btpx0, rq ě p1´ δqvol0 B0px0, rq.

Preuve du lemme I.1.9. On pose η “ minp 1
2n ,

1
K q puis A0 “ maxp4, Apn, 1

K qq tel que fourni par le
lemme I.1.8. Pour 0 ă ε ď 1

20
3 pn´1q

?
K
, si px, tq PMˆr0, T s est un point tel que B0px, 4A0ε

´1
?
tq

est relativement compact dans M , alors les hypothèses pI.1q et le corollaire I.1.2 garantissent
que Bspx, 2A0ε

´1
?
tq reste relativement compacte dans M pour 0 ď s ď t. De plus, par le

corollaire I.1.3, on a dspy, y1q ě d0py, y
1q ´ 20

3 pn ´ 1q
?
Ks pour y, y1 P B0px,A0ε

´1
?
tq et 0 ď

s ď t. Ensuite, la minoration de la courbure scalaire dans pI.1q fait que dµs ď es dµ0, donc si
U Ă B0px,A0ε

´1
?
tq, on a volgptq U ď etvolgp0q U . Enfin, les hypothèses pI.1q impliquent aussi

volgptq Btpy, rq ě
ωn
2n r

n pour 0 ă r ď
b

t
K .

Pour se ramener à l’énoncé du lemme I.1.8, on définit g “ ε2

t gp0q et h “ ε2

t gptq. Ainsi
Bgpx,A0q et Bhpx,A0q sont relativement compactes dans M , on a Rc g ě ´1 et Rc h ě ´1, ce
qui correspond à aq, bq, dq et eq. cq est immédiat. Correspondant à fq, gq et hq on a

volh Btpy, rq ě
ωn
2
rn, pour 0 ă r ď

ε
?
K
“ η

?
Kε,

dhpy, y
1q ě dgpy, y

1q ´
20

3
pn´ 1q

?
Kε, pour tous y, y1 P Bgpx, 4q,

volgptq U ď eε
2

volgp0q U.
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Ainsi, si ε0 “ εpn, v0, η, δq est fourni par l’énoncé du lemme I.1.8, alors pour ε ď minplnp1 `
ε20q,

ε0
20
3 pn´1q

?
K
q le lemme s’applique et on trouve que l’application Id : Bgpx, 1q Ñ M est une

δ-isométrie de Bgpx, 1q dans Bhpx, 1 ` δq, ainsi que la minoration des boules de rayon compris
entre δ et 1 pour la métrique h.

On conclut ce paragraphe en démontrant la proposition I.1.7.

Preuve de la proposition I.1.7. Soit ε “ εpn, v0,K, δq et Apn,Kq donnés par le lemme I.1.9.
On fixe 0 ă t ď ε2

A2 . Soit γ une géodésique minimisante pour la métrique gp0q entre x et x1,
et txiu0ďiďN une suite de points de γ avec x0 “ x, xN “ x1, d0pxi, xi`1q ď

?
t
ε pour tout

0 ď i ď N ´ 1 et N ď
d0px,x

1
qε

?
t

` 1. On applique le lemme I.1.9 en chaque xi, ce qui garantit

en particulier dtpxi, xi`1q ď d0pxi, xi`1q `
δ
?
t

ε pour tout 0 ď i ď N ´ 1 et, après sommation,
dtpx, x

1q ď p1` δqd0px, x
1q ` δ

?
t

ε .

Afin de minorer le volume des boules au temps t on a besoin du résultat de remplissage qui
suit.

Fait: Il existe γpn, δq ą 0 avec la propriété suivante. Soit pM, gq une variété riemannienne avec
Rc g ě ´pn´1q, Bpx0, 2q une boule relativement compacte dans M et 0 ă r0 ď 1. Alors il existe
une famille finie de boules disjointes Bpxi, riq Ă Bpx0, 1q (i P I) avec γr0 ď ri ď r0, telle que
volg pBpx0, 1qz

Ť

iPI Bpxi, riqq ď δ.

Il existe ainsi γ “ γpn, δq et une famille finie de boules disjointes B0pxi, riq Ă B0px0, 1 ´ δq,
i P I, avec γ

?
t

ε ď ri ď
?
t
ε telle que
ÿ

iPI

volgp0q B0pxi, riq ě p1´ δqvolgp0q B0px0, 1´ δq. (I.9)

Alors, grâce au corollaire I.1.3, les boules Btpxi, p1 ´ δqriq sont encore disjointes et contenues
dans Btpx0, 1q, quitte à réduire ε ą 0 de façon à avoir 20

3 pn ´ 1q
?
K ď

2δγ
ε . De plus, grâce au

lemme I.1.8, on a volgptq Btpxi, p1´ δqriq ě p1´ δqvolgp0q B0pxi, p1´ δqriq, d’où finalement

volgptq Btpx0, 1q ě
ÿ

iPI

volgptq Btpxi, p1´ δqriq,

ě p1´ δq
ÿ

iPI

volgp0q B0pxi, p1´ δqriq,

ě p1´ δq2eCδvolgp0q B0p0, 1q

en appliquant d’abord Bishop-Gromov à la métrique gp0q, puis grâce à pI.9q.

I.1.3 Dilatation des distances en moyenne
Dans ce paragraphe, on complète le contrôle ponctuel de la dilatation des distances obtenu au

lemme I.1.7 par un contrôle quantitatif et explicite de la valeur moyenne de cette quantité (pour
les couples de points dans une boule de taille fixée). Ces résultats servent de préparation à des
énoncés analogues pour la L-distance du paragraphe I.1.4. L’idée était d’utiliser ces résultats
pour construire des fonctions coordonnées et contrôler leur régularisations comme au paragraphe
II.3.2 sous l’hypothèse λ´Rc ě ´δ2Rgptq ´ 1 correspondant à la conjecture 0.16. Cela n’aboutit
pas et les résultats de ce paragraphe et du paragraphe I.1.4 ne sont pas utilisés dans la suite.
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Les estimations en moyenne que l’on établit ici reposent sur l’inégalité du segment de Cheeger-
Colding (voir [7]) dont on rappelle l’énoncé.

Lemme I.1.10 (Inégalité du segment, [7]). Soit pMn, gq une variété riemannienne et p P M ,
r ą 0 tels que Bpp, rq est relativement compacte dans M . On suppose

Rc g ě ´1.

Soit f : M Ñ R` une fonction mesurable. Alors on a

ĳ

Bpp, r2 q
2

˜

ż dpx,yq

0

f ˝ γx,ypuqdu

¸

dµgpxq dµgpyq ď Crvolg Bpp,
r

2
q

ż

Bpp,rq

f dµg,

où γx,y désigne, pour tous x, y P Bpp, r2 q, une géodésique minimisante joignant x à y.

On utilisera en réalité une formulation légèrement différente du principe du lemme I.1.10,
conséquence directe de la preuve telle qu’elle apparaît dans [7]. Soit pMn, gq une variété rie-
mannienne de dimension n et x0 P M tel que B0px0, 2q est relativement compacte dans M .
Si pour 0 ď ξ ď 1 et x, y P Bpx0, 1q non-conjugués donnés on note mξpx, yq “ γx,ypξdq où
γx,y : r0, ds Ñ Bpx0, 2q est la géodésique minimale connectant x à y et d “ dpx, yq, on définit
pour tout x P Bpx0, 1q une application injective mξpx, .q : Bpx0, 1q Ñ M sur une partie de me-
sure pleine de son ensemble de départ. Si on suppose Rc g ě ´k, le principe de comparaison des
champs de Jacobi montre que

det pdmξpx, .qqy ě

˜

sinh ξ
?
kd

sinh
?
kd

¸n

.

En particulier, si x1 P Bpx0, 1q, r1 ą 0 sont tels que Bpx1, r1q Ă Bpx0, 1q, si Rc g ě ´1, et si
f : M Ñ R` est une fonction intégrable, on a, pour tous 0 ă ξ0 ď ξ1 ď 1,

ż

Bpx1,r1q

ż ξ1dpx,yq

ξ0dpx,yq

f ˝ γx,ypuqdu dµgpyq ď C

ˆ

1

ξn´1
0

´
1

ξn´1
1

˙
ż

A

f dµg, (I.10)

où A “ Bpx, pd1 ` r1qξ1qzBpx, pd1 ´ r1qξ0q et d1 “ dpx, x1q. En considérant la limite lorsque ξ1
tend vers ξ0, on obtient l’inégalité supplémentaire

ż

Bpx1,r1q

f ˝mξpx, yqdu dµgpyq ď
C

ξn

ż

A

f dµg, (I.11)

(A “ Bpx, pd ` r1qξqzBpx, pd ´ r1qξq et d1 “ dpx, x1q) à laquelle sera aussi fait appel plus tard.
Notons enfin que le lemme I.1.10 se déduit de pI.10q en intégrant sur la variable x sur Bpx0, r0q,
en spécialisant d’abord pour ξ0 “ 1

2 , ξ1 “ 1, puis en inversant les rôles de x0 et x1 et en sommant
les deux inégalités obtenues.

Lemme I.1.11. Il existe Cpn,K, v0q, Apn,Kq et εpn,K, v0q ą 0 avec la propriété suivante. Soit
gptq un flot de Ricci défini sur Mnˆr0, T s satisfaisant aux hypothèses pI.1q et pI.2q. Pour δ ă ε,
0 ă Λ ď 1, on suppose le pincement du tenseur de Ricci

λ´Rc px, tq ě ´δ
2Rgptq ´ Λ (I.12)
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ainsi que Rgptq ě ´Λ pour px, tq PM ˆr0, T s. Alors si px0, t0q PM ˆr0, ε2s est tel que Bt0px0, 8q
est relativement compacte dansM , pour tout x1 P B0px0, 1q, r1 ą 0 tel que B0px1, r1q Ă B0px0, 1q
et 0 ă ξ0 ă 1, ξ0 `A

?
t0 ď ξ1 ď 1, on a

ż

B0px1,r1q

pdt0 ´ d0q` ˝mξ0,ξ1px0, yq dµ0pyq

ď C

˜

δ2

ξn0

ż t0

0

ż

Apξ0,ξ1q

pRgptq ` Λq dµtdt` Λrn1 t0

¸

pξ1 ´ ξ0q.

où l’application mξ0,ξ1 : B0px0, 1q Ñ B0px0, 2q associe à un couple de points non-conjugués
px, yq P B0px0, 1q

2 connectés par une géodésique γx,y : r0, ds Ñ B0px0, 2q (d “ d0px, yq) le
couple pγx,ypξ0dq, γx,ypξ1dqq et Apξ0, ξ1q “ B0px0, ξ1pd` r1q ` A

?
t0qzB0px0, ξ0pd´ r1q ´ A

?
t0q

(d “ d0px0, x1q).

Quelques manipulations supplémentaires conduisent au corollaire suivant.

Corollaire I.1.12. Il existe Cpn,K, v0, αq et εpn,K, v0q ą 0 avec la propriété suivante. Soit gptq
un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur Mn, satisfaisant aux mêmes hypothèses que dans
le lemme I.1.11 (pour 0 ă δ ď ε). On suppose en plus qu’il existe β ą 0 tels que pour tout
x P B0px0, 2q, 0 ă r ď 1 et 0 ă t ď α2r2, on a

ż t

0

ż

B0px,rq

pRgpsq ` Λq dµsds ď βrn´2t. (I.13)

Alors, pour x1 P B0px0, 1q, r1 ą 0 tel que B0px1, r1q Ă B0px0, 1q, 0 ď ξ ď 1 et 0 ď t0 ď
minpα2, ε2q on a

ż

B0px1,r1q

pdt0 ´ d0q` ˝m0,ξpx0, xq dµ0pxq ď C
`

δ2β
?
t0 ` Λrn1 t0 maxp

?
t0, ξq

˘

.

Le lemme I.1.11 et le corollaire I.1.12 aboutissent en particulier aux estimations du corollaire
I.1.13 ci-dessous sur la dilatation en moyenne de la fonction distance. Cet énoncé ne sera pas
utilisé tel quel dans la suite, on l’inclut sans preuve à titre de comparaison avec le lemme I.1.17
qui fournit les estimations analogues pour la fonction L-distance (dont la preuve repose aussi sur
le lemme I.1.11 et son corollaire I.1.13).

Corollaire I.1.13. Il existe Cpn,K, v0, αq et εpn,K, v0q ą 0 avec la propriété suivante. Soit gptq
un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur Mn, satisfaisant aux mêmes hypothèses que dans le
corollaire I.1.12 (pour 0 ă δ ď ε). Pour x1 P B0px0, 1q, r1 ą 0 tel que B0px1, r1q Ă B0px0, 1q, et
0 ď t ď minpα2, ε2q on a d’une part

piq

ż

B0px1,r1q

pdt ´ d0q`px0, xq dµ0pxq ď Cpδ2β ` Λrn1 q
?
t.

D’autre part, pour 0 ă r0 ď 1, on a

piiq

ĳ

B0px0,r0qˆB0px1,r1q

pdt ´ d0q`px, yq dµ0pxq dµ0pyq ď C
`

δ2βpr0 ` r1qr
n´1
0 ` Λrn0 r

n
1

˘

t.
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L’idée de la preuve du lemme I.1.11 est la suivante. Si, au temps t, deux points x et x1
sont connectés par une géodésique γx,x1 le pincement du tenseur de Ricci permet de majorer
l’évolution de la distance entre x et x1

Btdtpx, x
1q ď

ż dtpx,x
1
q

0

p´λ´Rc pγx,x1prq, tqqdr,

ď δ

ż dtpx,x
1
q

0

Rgptqpγx,x1prq, tqdr` Λ.

En intégrant pour tous les couples px, x1q P B0px0, 1q
2 on obtient

Bt

ż

B0px0,1q2
pdt ´ d0q` dµt b dµt ď δ

ż

B0px0,1q2

ż dtpx,x
1
q

0

Rgptqpγx,x1prq, tqdr dµt b dµt

´ 2

ż

B0px0,1q2
pdt ´ d0q`Rgptq dµt b dµt ` CΛ.

Ainsi, si on peut appliquer l’inégalité du segment du lemme I.1.10 à la métrique gptq, on trouve

Bt

ż

B0px0,1q2
pdt ´ d0q` dµt b dµt ď Cδ

ż

B0px0,2q

Rgptq dµt ` CΛ,

et le résultat suit en intégrant. La difficulté provient du fait que l’on ne suppose pas la minoration
uniforme de la courbure de ricci qui permettrait d’appliquer le lemme I.1.10. On aura besoin au
cours de la preuve du lemme I.1.11 d’un résultat technique permettant de comparer la valeur
ponctuelle et la moyenne locale de la courbure scalaire à une échelle de l’ordre de

?
t.

Lemme I.1.14. Il existe η0pnq ą 0 et Cpn,K, η,Aq avec les propriétés suivantes. Soit 0 ă η ď

η0, et gptq un flot de Ricci sur Mnˆrp1´ η2

K q
2t, ts satisfaisant aux hypothèses pI.1q. On suppose,

pour a, b ą 0 fixés, la condition de pincement du tenseur de Ricci

Rc gptqpu, uq ě ´aRgptq ´ b (I.14)

pour tout u P TxM avec |u|t “ 1, ainsi que Rgptq ě ´b pour tout px, tq P M ˆ rp1 ´ η2

K q
2t, ts.

Soit x0 P M tel que Btpx0, 4A
?
tq est relativement compacte dans M . Alors, si on définit P “

Btpx0, A
?
tq ˆ rp1´ η2

K qt, ts et Q “ Btpx0, 2A
?
tq ˆ rp1´ η2

K q
2t, ts on a

sup
P

Rgptq ď
eCp1`aq

t
n
2`1

ż

Q

pRgptq ` bq dµtdt` eCp1`aqb.

Démonstration. On met le flot à l’échelle en posant g̃psq “ K
t
gpp1 ` s

K qtq pour ´
3
2η

2 ď s ď 0,
et on suppose η ď 1

2 choisi de manière à ce que 1
4 g̃p0q ď g̃psq ď 4g̃p0q pour ´ 3

2η
2 ď s ď 0. On a

alors P “ B0px0, A
?
Kq ˆ r´η2, 0s et B0px0, 2A

?
Kq ˆ r´ 3η2

2 , 0s Ă Q. On commence par définir
une fonction upx, sq “ Rg̃psq `

bt
K sur M ˆ r´

3η2

2 , 0s dont on vérifie qu’elle satisfait à u ě 0 ainsi
qu’à l’équation

pBs ´∆´ Rg̃psqqu “ 2 |Rc g̃psq|
2
´ R2

g̃psq,

ď 4pn´ 1q |Rc g̃psq| ,
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grâce à la borne a priori sur la norme du tenseur de courbure. D’autre part, on a (pour |u|s “ 1)

´aRg̃psq ´
bt

K
ď Rc g̃psqpu, uq ď Rg̃psq ´ pn´ 1q inf

|u|“1
Rc g̃psqpu, uq,

ď p1` pn´ 1qaqRg̃psq ` pn´ 1q
bt

K
.

d’où, pour Cpn,Kq ne dépendant que de n et K,

pBs ´∆´ Rg̃psqqu ď C
`

p1` aqu` bt
˘

.

On définit alors une seconde fonction, vpx, sq “ pu´ Cbtsqe´Cp1`aqs, qui satisfait à

pBs ´∆´ Rg̃psqqv ď 0. (I.15)

On pose m “

ż 0

´ 3
2η

2

ż

B̃0px0,2
?
KAq

vpx, sq dµ̃spxqds. Par continuité, on peut sélectionner

´ 3
2η

2 ď s0 ď ´
5
4η

2 tel que
ż

B̃0px0,2
?
KAq

vps0, xq dµ̃s0pxq ď
4m

η2
(I.16)

Par un argument analogue, si on pose Ω “ B̃0px0, 2
?
KAq, on peut trouver 0 ă r0 ď

?
K
2 A tel

que si Ωprq “ tx P Ω | B̃0px, rq est relativement compacte dans Ωu,
ż 0

´ 3
2η

2

ż

BΩpr0q

vpx, sq dσ̃spxqds ď C
m

?
KA

. (I.17)

où la constante C ne dépend que de n. De plus, les arguments de la preuve du lemme I.2.9 du
paragraphe I.2 (pour N “ 1) permettent en plus d’établir les bornes suivantes

K‹
px,sqpy, s0q ď

C
ηn ,

ˇ

ˇ

ˇ
∇K‹

px,sqpz, uq
ˇ

ˇ

ˇ
ď C (I.18)

pour tout px, sq P B̃px0, A
?
Kqˆ r´η2, 0s, y P Ωpr0q et pz, uq P BΩpr0qˆ rs0, 0s, où K‹px,sq désigne

la solution fondamentale du problème de Dirichlet pBs `∆qw “ 0 sur Ωpr0q ˆ rs0, 0s avec w ” 0
sur Ωpr0q ˆ ts0u Y BΩpr0q ˆ rs0, 0s. L’équation pI.15q satisfaite par v permet de faire appel à la
formule de représentation

vpx, sq ď

ż

Ωpr0q

vpy, s0qK
‹
px,sqpy, s0q dµ̃s0 `

ż 0

s0

ż

BΩpr0q

vpz, uq∇K‹px,sqpz, uq ¨ η dσ̃s0pzqds,

les estimations pI.16q, pI.17q et pI.18q se combinant alors pour aboutir à la majoration

sup
B̃0px0,A

?
Kqˆr´η2,0s

v ď Cpn,K, η,Aqm,

d’où, en revenant à l’expression de v, la majoration de l’énoncé.
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Preuve du lemme I.1.11. (i) Pour 0 ă t ď ε20 et 0 ă δ2 ď ε20, la condition de pincement pI.12q

entraîne en particulier (puisque Λ ď 1) la minoration Rc gptq ě ´
pnpn´1qK`1qε20

t . On peut
donc poser ε0 “ 1?

npn´1qK`1
εpn,K, v0,

1
10 q, où εpn,K, v0,

1
10 q provient de la proposition

I.1.7, de façon à garantir à le contrôle de la distorsion des distances

d0px, yq ´
20

3
pn´ 1q

?
Kt ď dtpx, yq ď

11

10
d0px, yq `

?
t

10ε0
(I.19)

et la minoration du volume des boules

volgptq Btpx, rq ě
9

10
volgp0q B0px, rq (I.20)

pour tous x, y P B0px0, 4q,
?
t

10ε0
ď r ď 1 et 0 ď t ď ε20.

On fixe ensuite x1, r1, ξ0, ξ1 et 0 ă t0 ď ε20 comme dans l’énoncé, et on définit

A0 “
 

x PM | ξ0pd1 ´ r1q ´A
?
t0 ď d0px0, xq ď ξ1pd1 ` r1q `A

?
t0
(

,

A1 “
 

x PM | ξ0pd1 ´ r1q ´ 2A
?
t0 ď d0px0, xq ď ξ1pd1 ` r1q ` 2A

?
t0
(

,

où d1 “ d0px0, x1q et la constante A sera choisie plus bas. La première étape consiste à
recouvrir A0 ˆ r0, t0s par des domaines paraboliques sur lesquels le flot évolue à courbure
bornée. Après avoir fixé η ą 0 (en fonction de n et K) de manière à avoir, pour tous
p1 ´ η2

K q
2t ď s ď t ď T , 1

4gptq ď gpsq ď 4gptq, on définit une suite de temps décroissants
ttiuiď0 en posant ti “ p1 ´ η2

K q
´it0. Pour tout i ď 0, on sélectionne alors txi,jujPJi

une partie ε´1
0

?
ti

2 -séparée maximale (et donc ε´1
0

?
ti-couvrante) de A0 pour la métrique

dti . On définit ensuite les domaines paraboliques Pi,j “ Btipxi,j , 4ε
´1
0

?
tiq ˆ rti´1, tis et

Qi,j “ Btipxi,j , 8ε
´1
0

?
tiq ˆ rti´2, tis. Si A ě 8ε´1

0 ` 20
3

?
K et i0 ď 0,

A0 ˆ rti0 , t0s Ă
ď

i0ďiď0,jPJi

Pi,j Ă
ď

i0ďiď0,jPJi

Qi,j Ă A1 ˆ rti0 , t0s.

On pose enfin mi,j “
1

|Bti pxi,j ,8ε
´1
0

?
tiq|

ş

Qi,j
pRgptq ` Λq dµt et Mi,j “ supPi,j pRgptq ` Λq.

(ii) On fixe i0 ď 0. On a

0
ÿ

i“i0

ÿ

jPJi

ˇ

ˇBtipxi,j , 8ε
´1
0

?
tiq

ˇ

ˇ

ti
ti Mi,j ď C

ż t0

0

ż

A1

pRgptq ` Λq dµtdt. (I.21)

En effet, fixons i ď 0. Puisque la famille txi,jujPJi est
?
ti

2ε0
-séparée pour la métrique d0,

il existe une constante Cpnq telle que l’on peut partitionner Ji en N sous-ensembles,
i.e. Ji “ Ji,1 Y ... Y Ji,N , avec N ď C, tels que pour tout 1 ď k ď N , la famille
txi,jujPJi,k est 16ε´1

0

?
ti-séparée pour la métrique d0, et donc 8ε´1

0

?
ti-séparée pour la

métrique dti . D’autre part
Ť

jPJi,k
Btipxi,j , 8ε

´1
0

?
tiq Ă A1 pour tout 1 ď k ď N , donc

ř

iď0

ř

jPJi

şti
ti´2

ş

Bti pxi,j ,8ε
´1
0

?
tiq
pRgptq`Λq dµsds ď

şt0
0

ş

A1
pRgptq`Λq dµsds soit, en som-

mant sur k puis sur i,

ÿ

iď0

ÿ

jPJi

ˇ

ˇBtipx0, 8ε
´1
0

?
tiq

ˇ

ˇ

ti
mi,j ď C

ż t0

0

ż

A1

pRgptq ` Λq dµtdt.
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On conclut en remarquant que sur chaque Qi,j , le lemme I.1.14 s’applique (si on s’assure
que dans (i), η est choisi inférieur au η0pnq provenant de cet énoncé), d’où

Mi,j ď Cp
mi,j

ti
` Λq

pour une constante Cpn,K, v0q, d’où pI.21q.

(iii) Soit x P B0px1, r1q, γx0,x : r0, ds Ñ B0px0, 2q (où d “ d0px0, xq) une géodésique mini-
misante entre x0 et x pour la métrique gp0q, x̄ “ γx0,xpξ0dq et ȳ “ γx0,xpξ1dq, et enfin
γ̄ “ γx0,x|rξ0d,ξ1ds

. On a en particulier γ̄ Ă tx PM | ξ0pd1´r1q ă d0px0, xq ă ξ1pd1`r1qu.
On fixe i0 ă 0 et on construit une suite de chemins γi (i0 ď i ď 0) entre x̄ et ȳ avec, pour
i0 ` 1 ď i ď 0,

aq `ti´1
pγiq ď `ti´1

pγi´1q,

bq γi Ă tx PM | dti´1px, γi´1q ă ε´1
0

a

ti´1u.

Pour cela on pose γi0 “ γ̄ puis on suppose que γi´1 est construit, et on considère une suite
de points zi,1, ..., zi,ki le long de γi´1 avec 1

2ε
´1
0

?
ti´1 ď dti´1

pzi,k, zi,k`1q ď ε´1
0

?
ti´1 pour

tout 1 ď k ď ki ´ 1. Pour tout 1 ď k ď ki ´ 1, on choisit γi,k une géodésique minimisante
pour la métrique gpti´1q entre zi,k et zi,k`1. γi est le chemin entre x̄ et ȳ obtenu en
concaténant les γi,k, 1 ď k ď ki ´ 1, les propriétés aq et bq étant alors immédiates.

zi,k

zi,k+1

zi,k−1

γi−1

γi,kγi,k+1

γx,y

γi

Compte tenu de l’estimation pI.19q la propriété bq implique γi Ă tx P M | d0px, γi´1q ď
2
?
ti

ε0
u et par induction

γi Ă tx PM | d0pγ̄, xq ă
K

ε0η2

?
tiu. (I.22)

En particulier, si on fixe A “ K
ε0η2 dans la définition de A0 et A1, γi Ă A0. Pour tout

0 ď k ď ki ´ 1, il existe ainsi j P Ji tel que dtipzi,k, xi,jq ă ε´1
0

?
ti, et, puisque γi,k Ă

Bti´1
pzi,k, ε

´1
0

?
ti´1q et gptiq ď 4gpti´1q, γi,k Ă Btipxi,j , 4ε

´1
0

?
tiq. On a donc pour ti´1 ď

t ď ti,

Bt`tpγi,kq ď sup
Pi,j

p´λ´Rc q`tpγi,kq,

ď
2δ2
?
ti

Kε0
Mi,j ` Λ`tpγi,kq

grâce à l’hypothèse pI.12q. En intégrant l’équation différentielle entre ti´1 et ti puis en
sommant sur 1 ď k ď ki ´ 1, on trouve

e´Λti`tipγiq ď Cδ2
ÿ

jPJi

|Ki,j | t
3
2
i Mi,j ` e

´Λti´1`ti´1
pγiq

où Ki,j “
 

1 ď k ď ki | zi,k P Btipxi,j , ε
´1
0

?
tiq

(

et où la constante C dépend de n, K et
v0. En sommant cette fois sur i0 ď i ď 0 et en utilisant a), on trouve

`t0pγ0q ď Cδ2eΛt0

0
ÿ

i“i0

ÿ

jPJi

|Ki,j | t
3
2
i Mi,j ` e

Λpt0´ti0 q`ti0 pγi0q. (I.23)
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Afin d’établir une majoration de |Ki,j |, on note que si k P Ki,j , alors par définition
d0pxi,j , zi,kq ď

2
?
ti

ε0
tandis qu’en vertu de pI.22q, il existe un point z P γ̄ avec d0pzi,k, zq ď

K
ε0η2

?
ti, ce qui implique en particulier `0

´

γ̄ XB0pxi,j ,
4K
ε0η2

?
tiq

¯

ě 2K
ε0η2

?
ti.

xi,j

zi,k

z

γ

γi

≤ 4K
εη2

√
ti

≤ 2K
εη2

√
ti

En ayant recours à une partition Ki,j “ K1
i,j Y ... Y Km

i,j telle que chacune des familles
tzi,kukPKl

i,j
(1 ď l ď m) est 4K

ε0η2

?
ti-séparée, le nombre m d’éléments de la partition étant

borné par une constante C “ Cpn,Kq, on arrive à la conclusion qui suit : si on pose

χi,jpxq “

"

1 si d0pxi,j , xq ă
4K
ε0η2

?
ti

0 sinon
on a

?
ti |Ki,j | ď C

ż ξ1d

ξ0d

χi,j ˝ γx0,xpuqdu,

et la formule pI.23q peut-être réécrite sous la forme

`t0pγ0q ď Cδ2
0
ÿ

i“i0

ÿ

jPJi

˜

ż ξ1d

ξ0d

χi,j ˝ γx0,xpuqdu

¸

tiMi,j ` e
Λpt0´ti0 q`ti0 pγi0q

puis en passant à la limite pour i0 Ñ ´8,

dt0px̄, ȳq ´ d0px̄, ȳq ď Cδ2
0
ÿ

iď0

ÿ

jPJi

˜

ż ξ1d

ξ0d

χi,j ˝ γx0,xpuqdu

¸

tiMi,j ` 2Λt0d0px̄, ȳq,

où C dépend de n, K et η.

D’autre part l’inégalité du segment pI.10q appliquée à la fonction χi,j et à la métrique
gp0q permet d’écrire

ż

B0px1,r1q

ż ξ1d

ξ0d

χi,j ˝ γx0,xpuqdu dµ0pxq ď C

ˆ

1

ξn´1
0

´
1

ξn´1
1

˙
ż

B0px0,2q

χi,j dµ0,

ď C

ˆ

1

ξn´1
0

´
1

ξn´1
1

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B0pxi,j ,
4K

ε0η2

?
tiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

et donc
ż

B0px1,r1q

pdt0 ´ d0q` ˝mξ0,ξ1px0, xq dµ0pxq

ďCδ2

ˆ

1

ξn´1
0

´
1

ξn´1
1

˙ 0
ÿ

i“i0

ÿ

jPJi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B0pxi,j ,
4K
?
ti

ε0η2
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

tiMi,j

` CΛpξ1 ´ ξ0qr
n
1 t0.

(I.24)
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Enfin, puisque grâce à pI.20q et à la minoration du tenseur de Ricci de gp0q,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B0pxi,j ,
4K
?
ti

ε0η2
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

ď C
ˇ

ˇBtipxi,j , 8ε
´1
0

?
tiq

ˇ

ˇ

ti
,

on fait usage de pI.21q dans pI.24q pour trouver finalement
ż

B0px1,r1q

pdt0 ´ d0q` ˝mξ0,ξ1px0, xq dµ0pxq

ď Cδ2

ˆ

1

ξn´1
0

´
1

ξn´1
1

˙
ż t0

0

ż

A1

pRgptq ` Λq dµtdt` CΛpξ1 ´ ξ0qr
n
1 t0.

L’énoncé du lemme en découle puisque 1
ξn´1
0

´ 1
ξn´1
1

ď
ξ1´ξ0
ξn0

.

Preuve du corollaire I.1.12. Le lemme I.1.11 fournit δ0 “ δ0pn,K, v0q et A0 “ Cpn,Kq. On fixe
0 ă t0 ď minpδ2

0 , α
2q puis on pose ξ0 “ maxp

?
t0
α , 4A0

?
t0

3 , ξq, puis on définit les suites tξiuiď0 et
ttiuiď0 en posant ξi “ 2iξ0, ti “ 4it0. On a alors ξi ´ ξi´1 ě A0

?
ti pour tout i0 ` 1 ď i ď 0,

et le lemme I.1.11 combiné avec l’hypothèse pI.13q de majoration de l’intégrale de la courbure
scalaire, permet d’écrire

ż

B0px1,r1q

pdti ´ d0q`˝mξi´1,ξipx0, xq dµ0pxq

ď C

¨

˚

˝

δ2

ξni

ĳ

B0px0,2ξiqˆr0,tis

pRgptq ` Λq dµtdt` Λrn1 ti

˛

‹

‚

pξi ´ ξi´1q,

ď C

ˆ

δ2β
ti
ξ2
i

` Λrn1 ti

˙

pξi ´ ξi´1q,

ď C

ˆ

δ2β
t0
ξ2
0

` Λrn1 t0

˙

pξi ´ ξi´1q.

D’autre part, l’hypothèse pI.13q implique aussi
ť

Bti px,

?
ti
α qˆr0,tis

pRgptq ` Λq dµtdt ď
βt
n
2
i

αn´2 pour

tout x P B0px0, 1q. Le lemme I.1.14, appliqué pour A “ 1
α combiné à l’hypothèse sur le pincement

du tenseur de Ricci conduit donc à la minoration Rc gptq ě ´Cp δ
2β
t ` Λq (C dépend de n, K,

α). On a donc

pdt0 ´ dtiq` ˝mξi´1,ξipx0, xq ď 4

˜

ˆ

t0
ti

˙Cδ2β

eCΛpt0´tiq ´ 1

¸

pξi ´ ξi´1q,

Ainsi
ż

B0px1,r1q

pdt ´ d0q` ˝mξi´1,ξipx0, xq dµ0 ď Cpδ2β
ti
ξ2
i

` Λrn1 t0qpξi ´ ξi´1q

` Crn1 p4
´Cδ2βieCΛt0 ´ 1qpξi ´ ξi´1q,

Puisque
ř

iď0p4
´Cδ2βieCΛt0 ´ 1qpξi´ ξi´1q “ pe

CΛt0 ´ 1qξ0`p1´ 4´Cδ
2βq

ř

iď´1 2p1´2Cβδ2
qiξ0 ď

CpΛt0 ` βδ
2qξ0, on obtient le (i) en sommant pour i ď 0.

43



I.1.4 Quelques propriétés de la “distance parabolique”
Perelman a introduit dans [27] la notion de L-distance entre points de l’espace-temps d’un

flot de Ricci complet. Dans ce paragraphe, on considère une variante de la notion de Perelman
introduite et étudiée par M. Feldman, T. Ilmanen et L. Ni dans [17] (la variante consiste es-
sentiellement à substituer la variable de temps t à la variable τ “ t0 ´ t dans la définition de
Perelman). On considère un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de
dimension n. On pose 2, pour tout chemin γ : rs, ts ÑM lisse par morceaux,

Lpγq “

ż t

s

?
up| 9γ|

2
gpuq ` Rgpuqqdu,

puis pour x, y PM , s ă t P r0, T s,

Lpx,sqpy, tq “ inf
γ

Lpγq, (I.25)

où l’infimum est pris sur tous les chemins lisses par morceaux γ : rs, ts Ñ M avec γpsq “ x et
γptq “ y. On définit enfin la fonction L-distance en posant

L̄px,sqpy, tq “ 2
?
tLpx,sqpy, tq.

Si en général, L̄ ne définit pas une véritable fonction distance entre les points de M ˆ r0, T s, on
fait par contre l’observation suivante

Remarque I.1.15. Si gptq est un flot de Ricci complet à courbure uniformément bornée, alors
la fonction L̄t : M2 Ñ R, px, yq ÞÑ L̄px,0qpy, tq converge uniformément sur tout compact vers le
carré de la fonction distance au temps 0, d2

0 : M2 Ñ R`. Autrement dit, pour tout x P M , la
fonction L̄px,0q définie sur Mˆs0, T s peut être prolongée par continuité à M ˆ r0, ts en posant
L̄px,0qpy, 0q “ d0px, yq

2.

Le rôle de la fonction L-distance dans le présent travail est de fournir, au paragraphe II.3.2,
des barrières pour les solutions de l’équation de la chaleur couplée au flot de Ricci. En effet, si
x P M , t P r0, T s et U est un ouvert tel qu’en tout point y P U , Lpx,0qpy, tq est réalisé par une
L-géodésique minimale lisse, on a ([17], p2.19q)

pBt ´∆q
a

L̄px,0q ě ´
n´ 1
?
L̄px,0q

. (I.26)

L’inégalité pI.26q est optimale dans le sens où le cas d’égalité est réalisé pour (et caractérise) les
solitons expansifs. Il est utile de comparer pI.26q à la propriété de barrière de la fonction distance
elle-même rappelée au lemme I.1.1, qui implique en particulier

pBt ´∆qdtpx, .q ě ´
5pn´ 1q

3 rx,t
(I.27)

2. Dans [17], les auteurs notent L`, L`, et L̄` les quantités que l’on considère dans ce paragraphe afin de les
distinguer de celles originellement posées par Perelman. Comme ici il n’y pas d’ambiguïté possible, on omettra
les “+”.
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où rx,t “ sup tr ą 0 | Rc gpt, yq ď n´1
r2 pour y P Btpx, rqu. La propriété pI.27q justifie l’usage de

la fonction distance dans la construction de barrières aux solutions de l’équation de la chaleur
pour les flots à courbure de Ricci uniformément majorée. En l’absence d’une telle borne, pI.26q
justifie que l’on préfère la fonction L-distance. Ce que l’on gagne avec pI.26q, on le perd néanmoins
en information sur la norme du gradient de L̄px,0qp., tq, et la formule

ˇ

ˇ

ˇ
∇
a

L̄px,0q

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ 1´
4t

?
L̄px,0q

Bt

a

L̄px,0q `
4t2Rgptq

L̄px,0q
(I.28)

(voir [17], p2.8q et p2.9q) valable dans les mêmes conditions que pI.26q, remplace le trivial
|∇dtpx, .q| ” 1.

Le reste du paragraphe est consacré à établir deux énoncés, le premier donnant, lorsque le
flot n’est pas supposé complet, des conditions sous lesquelles l’infimum Lpx,0qpy, tq est réalisé par
une L-géodésique lisse et par conséquent pI.26q et pI.28q sont valides, le second consistant en l’
analogue pour la L-distance du corollaire I.1.13 sur la dilatation moyenne de la fonction distance.

Lemme I.1.16. Il existe εpn,K, v0, δq avec la propriété suivante. Soit gptq un flot de Ricci défini
pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n satisfaisant aux hypothèses pI.1q et
dont la donnée initiale vérifie pI.2q. Si pour px, tq PM ˆ r0, T s

Rc gpx, tq ě ´
ε2

t
,

alors si B0px0, 8q est relativement compacte dans M , pour tout couple de points x, y P B0px0, 1q
et 0 ă t ď ε2 il existe un chemin lisse γ : r0, ts Ñ B0px0, 4q tel que

Lpx,0qpy, tq “ Lpγq,

et on a l’encadrement

p1´ δqd0px, yq
2 ´ δ ď L̄px,0qpy, tq ď p1` δqd0px, yq

2 ` δ.

En particulier, si x P B0px0, 1q, on a pI.26q et pI.28q sur B0px0, 1q.

Lemme I.1.17. Il existe εpn,K, v0q ą 0 et Cpn,K, v0, αq avec les propriétés suivantes. Soit gptq
un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n satisfaisant aux
hypothèses de décroissance pI.1qet dont la donnée initiale vérifie pI.2q. On suppose en plus, d’une
part, qu’il existe δ ă ε et 0 ă Λ ď 1 tels qu’on ait le pincement du tenseur de Ricci

Rc gptq ě ´δ2Rgptq ´ Λ,

ainsi que Rgptq ě ´Λ, d’autre part qu’il existe β ą 0 tels que pour tout x P B0px0, 2q, 0 ă r ď 1
et 0 ă t ď α2r2, on a

ż t

0

ż

B0px,rq

pRgpsq ` Λq dµsds ď βrn´2t.

Alors si x0 P M est tel que B0px0, 8q est relativement compacte dans M , si x1 P M , 0 ă r0 ď 1
et r1 ą 0 sont tels que Bpx1, r1q Ă B0px0, 1q on a pour 0 ă t ď minpα2, δ2q

piq

ż

B0px1,r1q

`

L̄px,0qpx0, tq ´ d0px, x0q
2
˘

`
dµ0pxq ď Cpδ2β ` Λrn1 q

?
t
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ainsi que

piiq

ĳ

B0px0,r0qˆB0px1,r1q

`

L̄px,0qpy, tq ´ d0px, yq
2
˘

`
dµ0pxq dµ0pyq

ď C
`

δ2βpr0 ` r1q
2rn´2

0 ` Λrn0 r
n
1

˘

t.

Soit gptq un flot de Ricci satisfaisant aux hypothèses de l’un ou de l’autre des énoncés des
lemmes I.1.16 ou I.1.17. δ ą 0 étant fixé, la proposition I.1.7 sur la continuité de la fonction
distance fournit ε0pn,K, v0, δq tel que pour tout 0 ă t ď ε20 et tous points x, y P B0px0, 2q on a

d0px, yq ´
20

3
pn´ 1q

?
Kt ď dtpx, yq ď p1` δqd0px, yq `

δ
?
t

ε0
. (I.29)

Dans la preuve de chacun des deux lemmes intervient une quantité Ldpγq, approximation discrète
de Lpγq. Pour 0 ă t ď T et γ : r0, ts Ñ B0px0, 2q chemin lisse par morceaux, on définit une suite
de temps tsiuiď0 par si “ p1 `

?
t

ε0
qit puis une suite de points tziuiď0 en posant zi “ γpsiq. On

définit alors, pour tout i ď 0

Ld,ipγq “
dsipzi, zi`1q

2

2p
?
si`1 ´

?
siq

,

puis

Ldpγq “
ÿ

iď´1

Ld,ipγq,

et enfin, si x, y ne sont pas conjugués et si γx,y : r0, ts ÑM désigne la gp0q-géodésique connectant
x à y paramétrée de manière à avoir | 9γx,y|gp0q puq “

d0px,yq

2
?
t
?
u
on pose

Ldpx,0qpy, tq “ Ldpγx,yq

ainsi que

L̄dpx,0qpy, tq “ 2
?
tLdpx,0qpy, tq.

L’expression choisie pour Ld est justifiée par la remarque qui suit.
Remarque I.1.18. Soit g une métrique riemannienne fixée sur Mn, x, y PM deux points tels que
Bgpx, 2q est relativement compacte dans M . L’infimum de la fonctionnelle

Lgpηq “

ż t

s

?
u | 9ηpuq|

2
du

parmi les chemins lisses par morceaux η : rs, ts ÑM avec ηpsq “ x et ηptq “ y est donné par

inf
η

Lgpηq “
dgpx, yq

2

2p
?
t´

?
sq

et est réalisé par toute g-géodésique minimisante γ : rs, ts Ñ M paramétrée de manière à avoir
| 9γ| puq “

dgpx,yq

2p
?
t´
?
sq
?
u
.

46



Démonstration. On pose d “ dgpx, yq et on procède au changement de variable r “
?
u´
?
s

?
t´
?
s
d

dans l’expression définissant Lgpηq, qui devient Lpηq “ d
2p
?
t´
?
sq

şd

0

ˇ

ˇ

ˇ

dη̃
dr

ˇ

ˇ

ˇ

2

dr, où η̃prq “ ηpuq.
Classiquement, l’infimum de cette expression est réalisé pour la géodésique γ̃ paramétrée à vitesse
constante (

ˇ

ˇ

ˇ

dγ̃
dr

ˇ

ˇ

ˇ
“ 1) d’où l’énoncé après changement de variable inverse.

Substituer Ld à L revient donc à considérer que la métrique gptq est statique sur chaque
intervalle rsi, si`1s (et à négliger le terme

şt

0
Rgpsqds). Les formules qui suivent permettent de

comparer Ld et L.

Lpγq ´Ldpγq ě ´
ÿ

iď0

Mi
?
sid

2
i ´ Λt

3
2 , (I.30)

où di “ dsipzi, zi`1q, Mi “ supBsi pzi,4diqˆrsi,si`1s
sup|u|“1 Rc gpsqpu, uq, et d’autre part il existe

un chemin γ̃ : r0, ts Ñ B0px0, 4q avec γ̃p0q “ γp0q, γ̃ptq “ γptq et

Lpγ̃q ´Ldpγq ď
ÿ

iď0

´

8M 1
i

?
sid

2
i ` nMips

3
2
i`1 ´ s

3
2
i q

¯

(I.31)

où M 1
i “ supBsi pzi,4diqˆrsi,si`1s

p´λ´Rc q pour tout i ă 0.

Preuve de pI.31q et pI.30q. Pour tout i ă 0, on choisit γi : rsi, si`1s Ñ B0px0, 8q géodésique
minimale pour la métrique gpsiq connectant zi à zi`1, paramétrée de façon à avoir | 9γi|gpsiq “

di
2p
?
si`1´

?
siq
?
s
et donc

şsi`1

si

?
s | 9γi|

2
si

ds “ Ld,ipγq. Pour px, sq P Bsipzi, 4diq ˆ rsi, si`1s, on a

e´2Mipsi`1´siqgpx, siq ď gpx, sq ď e2M 1
ipsi`1´siqgpx, siq. Puisque γiprsi, si`1sq Ă Bsipzi, 4diq on a

ainsi

Lpγiq ´Ld,ipγq ď

ż si`1

si

?
sp| 9γi|

2
s ´ | 9γi|

2
si
qds`

ż si`1

si

?
sRgpsqds,

ď 4M 1
ipsi`1 ´ siqL

d,ipγq `
2n

3
Mips

3
2
i`1 ´ s

3
2
i q,

ď 8M 1
i

?
sid

2
i `

2n

3
Mips

3
2
i`1 ´ s

3
2
i q,

où C dépend de n,K, et v0. En notant γ̃ le chemin obtenu en concaténant les γi, i ď 0 (et en
posant γ̃p0q “ γp0q) puis en sommant pour i ă 0 on obtient pI.31q.

Afin d’établir pI.30q, pour tout i ă 0 on choisit si ď s1i ď si`1 maximal tel que γprsi, s1irq Ă
Bsipzi, diq. Si on pose γi “ γ|rsi,s1is

on a

Lpγiq ě e´2Mipsi`1´siq

ż s1i

si

?
s | 9γi|

2
si
´

2Λ

3

´

ps1iq
3
2 ´ s

3
2
i

¯

,

puis comme d’après la remarque I.1.18 l’infimum de la fonctionnelle
şs1i
si

?
s | 9η|

2
si

ds pour les che-

mins η : rsi, s
1
is ÑM connectant zi à γps1iq vaut

dsi pzi,γps
1
iqq

2

2p
?
s1i´

?
siq

,

Lpγiq ě e´2Mipsi`1´siq
dsipzi, γps

1
iqq

2

2p
a

s1i ´
?
siq
´

2Λ

3

´

ps1iq
3
2 ´ s

3
2
i

¯

,

ě p1´ 2Mipsi`1 ´ siqq
d2
i

2p
?
si`1 ´

?
siq
´

2Λ

3

´

ps1iq
3
2 ´ s

3
2
i

¯

.
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Enfin comme Lpγ|rsi,si`1s
q ě Lpγiq `

şsi`1

s1i

?
sRgpsqds,

Lpγ|rsi,si`1s
q ´Ld,ipγq ě ´

1

2
Mi
?
sid

2
i ´

2Λ

3

´

s
3
2
i`1 ´ s

3
2
i

¯

.

On trouve pI.30q en sommant pour i ď ´1.

Preuve du lemme I.1.16. Soit γ : r0, ts Ñ M un chemin lisse par morceaux connectant deux
points x, x1 P B0px0, 1q, tsiuiď0, tziuiď0 et tdiuiď0 les suites introduites plus haut. On a en
particulier, grâce à pI.29q,

ř

iď´1 di ě
ř

iď0pd0pzi´1, ziq´
20
3 pn´ 1q

?
Ksiq ě

ř

iď0 d0pzi´1, ziq´

40n
?
Kε0. En utilisant la majoration Mi ď

pn´1qK
si

et la minoration Rgptq ě ´1 issues des
hypothèses pI.1q, la minoration pI.30q (avec Λ “ 1) devient

Lpγq ě
ÿ

iď0

d2
i

2p
?
si`1 ´

?
siq
´ pn´ 1qK

ÿ

iď0

d2
i

?
si
´ t1

3
2 ,

ě p1´
pn´ 1qK

?
t

ε0
q
ÿ

iď0

d2
i

2p
?
si`1 ´

?
siq
´ t1

3
2 ,

puisque 1?
si
ď

?
t

2ε0
1

?
si`1´

?
si
, soit, si on suppose t ď ε20δ

2

pn´1qK ,

Lpγq ě p1´ δq
ÿ

iď0

d2
i

2p
?
si`1 ´

?
siq
´ t1

3
2 ,

puis grâce à l’inégalité de Jensen qui veut que pour tαiuiď0 fixée avec αi ą 0,

ÿ

iď0

x2
i

αi
ě
p
ř

iď0 xiq
2

ř

iď0 αi

on trouve finalement

Lpγq ě
p1´ δqp

ř

iď0 d0pzi´1, ziq ´ δq
2

2
?
t

´ t
3
2 . (I.32)

En particulier, si le chemin γ n’est pas entièrement contenu dans B0px,Dq (D ě 1), on considère
0 ă t1 ă t minimal tel que γpt1q R B0px,Dq et on trouve, en appliquant pI.32q à γ̃ “ γ|r0,t1s,

Lpγq ě Lpγ̃q `

ż t

t1

?
sRgpsqds,

ě
p1´ δqpD ´ δq2

2
?
t

´ 2t
3
2 ,

ě
D2

4
?
t
. (I.33)

D’autre part, on considère γx,x1 : r0, ts Ñ B0px0, 2q une géodésique minimale connectant x
à x1, paramétrée tel que | 9γx,x1 | “

d0px,x
1
q

2
?
t
?
s
. pI.31q garantit l’existence d’un chemin γ̄ Ă B0px0, 4q
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reliant x à x1 avec, en se référant à pI.29q pour majorer les di,

Lpγ̄q ď Ldpγ̄q ` Cp
εd0px, x

1q2
?
t

` δ2q,

ď p1` δq
d0px, x

1q2

2
?
t

` Cδ2. (I.34)

Ainsi, si x, x1 P B0px0, 1q et 0 ă t ď ε21, l’infimum Lpx,0qpx
1, tq est obtenu comme la limite d’une

suite tLpγiqu où,d’après pI.32q, Lpγiq ă
1?
t
à partir d’un certain rang, ce qui, grâce à pI.33q,

implique que γi est alors entièrement contenue dans B0px0, 2q. Puisque pour un flot fixé, |Rm gpsq|
est uniformément borné sur B0px0, 2q ˆ r0, ts par compacité, les arguments classiques tels qu’ils
apparaissent dans [22] permettent d’extraire de la suite γi une limite lisse (une L-géodésique
minimale). pI.32q et pI.34q fournissent alors l’encadrement de l’énoncé.

Preuve du lemme I.1.17. Soit ε0 “ εpn,K, v0,
1
10 q issu de la proposition I.1.7. Pour t ď ε20

npn´1qK ,

les hypothèses de l’énoncé impliquent Rc gptq ě ´
ε20
t et donc

d0px, yq ´
20

3
pn´ 1q

?
Kt ď dtpx, yq ď

11

10
d0px, yq `

?
t

10ε0

pour tous x, y P B0px0, 2q. Le lemme I.1.11 fournit ε1 “ εpn,K, v0q, le corollaire I.1.12 ε2 “
εpn,K, v0q. On définit ε “ minp ε0

npn´1qK , ε1, ε2, αq. Pour tout couple de points x, x1 P B0px0, 1q

non conjugués pour la métrique gp0q et 0 ă t ď ε2, on considère la gp0q-géodésique minimisante
γx,x1 : r0, ts ÑM connectant x à x1, paramétrée de façon à avoir | 9γx,x1 |gp0q “

d0px,x
1
q

2
?
ts

et on définit
les suites tsiuiď0 , tziuiď0 et tdiuiď0 comme plus haut. La preuve consiste à estimer l’écart moyen
entre L̄d

px,0qpx
1, tq et L̄d

px,0qpx
1, 0q en appliquant les résultats analogues sur la fonction distance

obtenus au lemme I.1.11 et au corollaire I.1.12, puis à faire appel à pI.30q et pI.31q pour contrôler
l’écart moyen entre L̄d

px,0qpx
1, tq et L̄px,0qpx1, tq.

On établit pour commencer l’équivalent de (i) pour la fonction L̄d. Pour cela on suppose
0 ă δ ď ε et on fixe 0 ă t ď δ2, puis on considère la construction ci-dessus pour x P Bpx1, r1q et
x1 “ x0. Pour tout i ď 0, on a

Ld,ipγx,x0
q ´

d0pzi, zi`1q
2

2p
?
si`1 ´

?
siq

ď

21
11d0pzi, zi`1q `

?
si

10ε
?
si`1 ´

?
si

pdsipzi, zi`1q ´ d0pzi, zi`1qq ,

puis comme d0pzi, zi`1q “ `gp0q

´

γx,x0
|
rsi,si`1s

¯

“

b

si`1

t d0px0, xq ´
a

si
t d0px0, xq,

Ld,ipγx,x0
q ´

d0pzi, zi`1q
2

2p
?
si`1 ´

?
siq

ď 2
d0px0, xq `

1
10?

t
pdsipzi, zi`1q ´ d0pzi, zi`1qq ,

ď
4
?
t
pdsipzi, zi`1q ´ d0pzi, zi`1qq . (I.35)

On traite séparément le cas i “ ´1 et i ă ´1. Pour i “ ´1, on a pz0, z´1q “ m0,ξ´1
px0, xq pour
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ξ´1 “ 1´
b

s´1

t , donc

ż

B0px1,r1q

˜

Ld,´1pγx,x0q ´
d0px0, z´1q

2

2p
?
t´

?
s´1q

¸

`

dµ0pxq

ď
4
?
t

ż

B0px1,r1q

`

ds´1
´ d0

˘

`
˝m0,ξ´1

px0, xq dµ0pxq,

soit, grâce au corollaire I.1.12,

ż

B0px1,r1q

˜

Ld,´1pγx,x0
q ´

d0px0, z´1q
2

2p
?
t´

?
s´1q

¸

`

dµ0pxq ď Cpδ2β ` Λrn1 q.

Pour i ă ´1, on a
ż

B0px1,r1q

ˆ

Ld,´1pγx,x0
q ´

d0pzi, zi`1q
2

2p
?
si`1 ´

?
siq

˙

`

dµ0pxq

ď
4
?
t

ż

B0px1,r1q

pdsi ´ d0q` ˝mξi`1,ξipx0, xq dµ0pxq,

où ξi “ 1´
a

si
t . On applique cette fois le lemme I.1.11, qui, combiné au fait que

ż si

0

ż

B0px0,ξiq

Rgpsq dµsds ď βξn´2
i si

(puisque ξi ě ξ´1 ě
?
t
ε ě

?
si
α ) permet d’écrire

ż

B0px1,r1q

ˆ

Ld,ipγx,x0
q ´

d0pzi, zi`1q
2

2p
?
si`1 ´

?
siq

˙

`

dµ0pxq ď
C
?
t
pδ2β

si
ξ2
i

` Λrn1 qpξi`1 ´ ξiq.

Enfin, grâce à la remarque I.1.18 (pour la métrique gp0q), on a

ÿ

iď´1

d0pzi, zi`1q
2

2p
?
si`1 ´

?
siq

“
ÿ

iď´1

ż si`1

si

?
s | 9γx,x0

|
2
gp0q ds,

“

ż t

0

?
s | 9γx,x0

|
2
gp0q ds,

“
d0px, x0q

2

2
?
t

.

Aussi, en sommant pour i ď ´1 l’inégalité précédente, puis en multipliant par 2
?
t, on obtient

ż

B0px1,r1q

´

L̄dpx,0qpx, tq ´ d0px0, xq
2
¯

`
dµ0pxq ď Cpδ2β ` Λrn1 q

?
t. (I.36)

On établit maintenant l’équivalent de (ii) pour la fonction L̄d. Pour cela, on commence
par poser ξ̄ “ r1

r0`r1
, puis i0 “ max t i ď 0 |

a

si
t ď ξ̄ u. Dans un premier temps, on fixe
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y P B0px1, r1q, et pour tout i0 ď i ď 0 on peut écrire grâce au lemme I.1.11 et au fait que
γy,xprξ̄d, dsq Ă B0px0,

2r0
r0`r1

q,
ż

B0px0,r0q

pdsi ´ d0q` ˝mξi,ξi`1
py, xq dµ0pxq

ď C

˜

δ2

ξni
β

ˆ

2r0

r0 ` r1

˙n´2

si ` Λrn0 si

¸

pξi`1 ´ ξiq,

où ξi “
a

si
t et donc, en combinant avec pI.35q,

ż

B0px0,r0q

ˆ

Ld,ipγy,xq ´
d0pzi, zi`1q

2

2p
?
si`1 ´

?
siq

˙

dµ0pxq

ď
C
?
t

˜

δ2β

ˆ

r0 ` r1

r0

˙2 ˆ
r0

r1

˙n

` Λrn0

¸

pξi`1 ´ ξiq,

puis en intégrant pour y P B0px1, r1q, en sommant pour i0 ď i ď ´1, et en multipliant par 2
?
t,

ĳ

B0px0,r0qˆB1px1,r1q

´

L̄dpzi0 ,si0 q
px, tq ´ d0pzi0 , yq

2
¯

`
dµ0pxq dµ0pyq

ď Cpδ2βpr0 ` r1q
2rn´2

0 t` Λrn0 r
n
1 tqp1´ ξi0q,

ď Cpδ2βpr0 ` r1qr
n´1
0 ` Λ

rn`1
0 rn1
r0 ` r1

qt.

Dans un second temps, on fixe x P B0px0, r0q puis pour i ď i0, ξ1i “ 1 ´
a

si
t . Le lemme I.1.11

permet alors d’écrire
ż

B0px1,r1q

pdsi ´ d0q` ˝mξ1i`1,ξ
1
i
px, yq dµ0pyq

ď C

ˆ

δ2

pξ1iq
n
bi ` Λrn1 si

˙

pξ1i ´ ξ
1
i`1q.

(I.37)

où, si Apn,Kq est la constante fournie par l’énoncé du lemme I.1.11,

bi “

ż si

0

ż

B0px,pd0px,x1q`r1qξ1i`A
?
siq

Rgpsq dµsds.

Or on a

bi ď βpξ1i `maxp
1

α
,Aq

?
siq

n´2si,

ď Cβpξ1iq
n´2t, (I.38)

pour C dépendant de n, K, v0 et α. En combinant pI.35q, pI.37q et pI.38q, en multipliant par
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2
?
t puis en intégrant pour x P B0px0, r0q on trouve

ĳ

B0px0,r0qˆB1px1,r1q

´

L̄dpy,0qpzi0 , si0q ´ d0px, zi0q
2
¯

`
dµ0pxq dµ0pyq (I.39)

ď Cpδ2β
ÿ

iďi0´1

ξ1i`1 ´ ξ
1
i

pξ1iq
2

rn0 ` Λrn0 r
n
1 qt,

ď Cpδ2βp
1

ξ1i0`1

´ 1qrn0 ` Λrn0 r
n
1 p1´ ξ

1
i0qqt,

ď Cpδ2βr1r
n´1
0 ` Λ

rn0 r
n`1
1

r1 ` r0
qt. (I.40)

En additionnant pI.36q et pI.40q on trouve finalement
ĳ

B0px0,r0qˆB1px1,r1q

´

L̄dpy,0qpx, tq ´ d0px, yq
2
¯

`
dµ0pxq dµ0pyq

ď C
`

δ2βpr0 ` r1qr
n´1
0 ` Λrn0 r

n
1

˘

t.

(I.41)

On estime maintenant l’intégrale de L̄py,0qpx, tq ´ L̄d
py,0qpx, tq. On considère donc encore une

fois deux points, x P B0px0, r0q et y P B0px1, r1q, γy,x : r0, ts Ñ B0px0, 2q une gp0q-géodésique
minimisante connectant y à x, paramétrée de façon à avoir | 9γpuq|0 “

d0px,yq

2
?
tu

, ainsi que les suites

tsiuiď0, tziuiď0 et tdiuiď0 correspondantes. On a en particulier di ď 11
10d0pzi, zi`1q `

?
si

10ε ď
?
si
ε .

La majoration pI.31q fournit un chemin γ̃ : r0, ts Ñ B0px0, 4q connectant y à x tel que

Lpγ̃y,xq ´Ldpγy,xq ď C
ÿ

iď0

´

pδ2Mi ` Λq
?
sid

2
i `Mips

3
2
i`1 ´ s

3
2
i q

¯

où Mi “ sup
Bsi pzi,

4
?
si
ε qˆrsi,si`1s

Rgpsq. On en déduit

L̄py,0qpx, tq ´ L̄
d
py,0qpx, tq ď Cpδ2

?
t` tq

˜

ÿ

iď0

s
3
2
i Mi

¸

. (I.42)

On définit ξ1i “ 1´
a

si
t puis pour chaque i ď 0, on considère une partie 2

?
si
ε -séparée maximale

(donc 4
?
si
ε -couvrante) txi,kukPKi de B0px0, ξ

1
iq, et enfin on pose Mi,k “ sup

B0pxi,k,
8
?
si
ε q
pRgpsq `

Λq. On a alors
ż

B0px1,r1q

Mi dµtpyq ď
ÿ

kPKi

Mi,k

ż

B0px1,r1q

χi,k ˝mξ1i
px0, yq dµtpyq,

où

χi,kpxq “

"

1 si z P B0pxi,k,
4
?
si
ε q,

0 sinon.

L’inégalité I.11q permet d’écrire
ż

B0px1,r1q

χi,k ˝mξ1i
px0, yq dµtpyq ď

C

pξ1iq
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B0pxi,k,
4
?
si
ε
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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soit
ż

B0px1,r1q

Mi dµtpyq ď
C

pξ1iq
n

ÿ

kPKi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B0pxi,k,
4
?
si
ε
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Mi,k

Enfin, par le même raisonnement que dans la preuve de I.1.11, on a
ÿ

kPKi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B0pxi,k,
4
?
si
ε
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

siMi,k ď C

ż si

0

ż

B0px0,ξ1i`C
?
siq

pRgpsq ` Λq dµsds,

ď Cβ
`

ξ1i
˘n´2

si.

puis

ż

B0px1,r1q

˜

ÿ

iď´1

s
3
2
i Mi

¸

dµtpyq ď Cβ
ÿ

iď´1

s
3
2
i

pξ1iq
2

et enfin, comme ξ1i ě
1?
t
pour i ď ´1,

ż

B0px1,r1q

˜

ÿ

iď´1

s
3
2
i Mi

¸

dµtpyq ď Cβ
?
t.

Ainsi, en intégrant pI.42q on obtient (puisque t ď δ2)
ż

B0px1,r1q

´

L̄py,0qpx, tq ´ L̄
d
py,0qpx, tq

¯

`
dµtpyq ď Cβδ2

?
t. (I.43)

Le (i) de l’énoncé s’obtient en additionnant pI.36q et pI.43q.

Pour achever d’établir (ii), on pose, comme plus haut ξ̄ “ r1
r0`r1

et i0 “ max t i ď 0 |
a

si
t ď

ξ̄ u, puis on estime l’intégrale de
ř

iď0 s
3
2
i Mi en traitant séparément la somme sur les indices

i0 ď i ď ´1 et celle sur i ď i0. Pour i ď i0, le calcul est analogue à celui par lequel pI.43q a été
obtenu, et on trouve cette fois

ż

B0px1,r1q

˜

ÿ

iďi0

s
3
2
i Mi

¸

dµtpyq ď Cβ
ÿ

iďi0

s
3
2
i

pξ1iq
2

ď Cβ
ÿ

iďi0

ξ1i ´ ξ
1
i`1

ξ1iξ
1
i`1

t,

ď Cβ
r1t

r0
,

et donc
ĳ

B0px0,r0qˆB0px1,r1q

˜

ÿ

iďi0

s
3
2
i Mi

¸

dµtpyq dµtpxq ď Cβr1r
n´1
0 t. (I.44)

D’autre part, en appliquant cette fois l’inégalité I.11q pour y P B0px1, r1q fixé et x P B0px0, r0q,
on a pour i0 ď i ď ´1,

ż

B0px0,r0q

Mi dµtpxq ď
C

ξ̄n

ÿ

kPKi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B0pxi,k,
4
?
si
ε
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Mi,k,
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et donc
ż

B0px0,r0q

˜

ÿ

i0ďiď´1

s
3
2
i Mi

¸

dµtpxq ď Cβ
p1´ ξ̄qn´2

pξ̄qn

˜

´1
ÿ

i0

s
3
2
i

¸

,

ď Cβpr0 ` r1q
rn´1
0

rn1
t,

puisque
ř´1
i0
s

3
2
i ď 4ε0p1´

b

si0
t qt. Finalement,

ĳ

B0px1,r1qˆB0px0,r0q

˜

´1
ÿ

i0

s
3
2
i Mi

¸

dµtpxq dµtpyq ď Cβpr0 ` r1qr
n´1
0 t. (I.45)

En combinant pI.42q, pI.44q et pI.45q, on trouve
ĳ

B0px1,r1qˆB0px0,r0q

´

L̄py,0qpx, tq ´ L̄
d
py,0qpx, tq

¯

`
dµtpxq dµtpyq ď Cδ2βpr0 ` r1qr

n´1
0 t. (I.46)

En combinant pI.41q et pI.46q, on obtient (ii).

I.2 Bornes supérieures sur le noyau de la chaleur modifié
(d’après R.Bamler, E. Cabezas-Rivas et B. Wilking)

Dans ce paragraphe, gptq est un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété Mn

de dimension n, satisfaisant aux hypothèses pI.1q. On considère deux équations aux dérivées
partielles, couplées avec le flot gptq, qui sont d’une part l’équation de la chaleur avec un terme
source

pBt ´∆qu “ f (I.47)

et d’autre part l’équation de la chaleur modifiée avec un terme source

pBt ´∆´ Rgqu “ f. (I.48)

On souhaite établir des bornes locales explicites sur les solutions de pI.47q et pI.48q étant donné
une borne sur u au temps initial sur un domaine Ω, une borne sur f uniforme pour tous temps,
ainsi qu’une borne a priori sur u pour tous temps, nécessaire en raison du caractère local de
l’énoncé, et dont l’influence traduit en quelque sorte la proximité du bord du domaine Ω. La
réponse à ce problème est résumée dans la proposition qui suit.

Proposition I.2.1. Il existe une constante CI.2.1pn,Kq avec la propriété suivante. Soit gptq un
flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n satisfaisant aux
hypothèses pI.1q et dont la donnée initiale vérifie pI.2q. Soit u : M ˆ r0, T s Ñ R une solution de
l’équation pBt ´ ∆ ´ Rqu “ f ou bien de l’équation pBt ´ ∆qu “ f , pour une certaine fonction
lisse f : M ˆ r0, T s Ñ R. Alors si pour un domaine Ω Ă B0px0, Rq, où x0 P M et R ą 0 sont
tels que B0px0, Rq est relativement compacte dans M , les hypothèses suivantes sont vérifiées

upx, 0q ď m0, upx, tq ďM0,

t´
n
2

ż t

0

ż

B0px,
?
tqXΩ

fpx, sq dµsds ďM1, t sup
Ωˆr t2 ,ts

f ďM1,
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pour tout x P Ω, 0 ď t ď T , on a l’estimation

upx, tq ď CI.2.1

ˆ

m0 ` d
´ne

´ d2

CI.2.1t

ˇ

ˇ

ˇ
ωpCI.2.1

?
tq
ˇ

ˇ

ˇ

gp0q
M0 `M1

˙

,

pour tout px, tq P ΩzωpCI.2.1
?
tqˆr0, T s, où d “ d0px,MzΩq et ωprq “ tz P Ω | d0pz,MzΩq ď ru.

La clef de la preuve réside dans les majorations du lemme I.2.9 plus bas. Le résultat est dû
R. Bamler, E. Cabezas-Rivas et B. Wilking dans [18] pour un flot complet et notre tâche consiste
à l’adapter au contexte de l’équation pI.48q sur un domaine à bord. La proposition I.2.1 sera
appliquée dans la section II.2 aux équations d’évolution de certaines notions de courbure. La
proposition I.2.2 suivante, démontrée en même temps que la précédente, sera utilisée dans le
paragraphe II.3.2.

Proposition I.2.2. Il existe une constante CI.2.2pn,K,Aq avec la propriété suivante. Soit gptq un
flot satisfaisant aux mêmes hypothèses I.1 avec additionnellement voln´1

gp0q S0px, rq ď Arn´1eAr

pour tout x P M , r ą 0 pour la donnée initiale, et soit u : Ω ˆ r0, T s Ñ R une solution de
l’équation pBt ´∆qu “ f telle que

|upx, tq| ďM0, |fpx, tq| ďM1

pour px, tq P Ωˆ r0, T s dont la donnée initiale upx, 0q est 1-lipschitzienne sur Ω. On a alors

|upx, tq ´ upx, 0q| ď CI.2.2

ˆ

?
t` d´ne

´ d2

CI.2.1t

ˇ

ˇ

ˇ
ωpCI.2.1

?
tq
ˇ

ˇ

ˇ

gp0q
M0 ` tM1

˙

pour tout px, tq P ΩzωpCI.2.1
?
tqˆr0, T s, où d “ d0px,MzΩq et ωprq “ tz P Ω | d0pz,MzΩq ď ru.

Les propositions I.2.1 et I.2.2 découlent directement d’une formule de représentation des
solutions des équations pI.47q et pI.48q et de bornes gaussiennes à établir sur les noyaux corres-
pondant à l’opérateur de la chaleur et à l’opérateur de la chaleur modifié dans un domaine à
bord. Le point technique réside dans le choix domaine et de son bord.

I.2.1 Problème de Dirichlet à bord pour l’opérateur Bt ´∆´ Rgptq.
Soient 0 ă t´N´1 ă t´N ă ... ă t0 ď T et Ω “ Ω´N´1 Ą Ω´N Ą ... Ą Ω0 une suite

décroissante d’ouverts, à bord lisse à partir du rang ´N . On définit l’ouvert de M ˆ rt´N´1, t0s

D “ Ω´Nˆst´N´1, t´N r Y
0
ď

i“´N`1

Ωi ˆ rti´1, tir, B “

0
ď

i“´N

BΩiˆsti´1, tir,

puis D “ Ω´N ˆ tt´N´1u Y D Y B Y Ω0 ˆ tt0u, enfin si t´N´1 ă t ď t0, on définit Dět “

D XM ˆ rt, t0s et similairement Bět, Dět, Dąt etc. Soit ´N ď i0 ď 0 tel que ti0´1 ď t ă ti0 .
Alors si u0 : Ωi0 Ñ R et g : Bět Ñ R sont des fonctions continues, il existe une unique fonction
u : Dět Ñ R continue sur Dět et lisse sur Dąt telle que

$

&

%

upx, tq “ u0pxq pour x P Ωi0 ,
upx, tq “ gpx, tq pour px, tq P Bąt,
pBt ´∆´ Rgptqqu “ f pour px, tq P Dąt.

(I.49)

On définit le noyau correspondant à ce problème.
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Définition I.2.3. Pour py, sq P D, on note Kpy,sq : Ωˆss, t0s Ñ R` la solution fondamentale de
pI.49q obtenue pour t “ s, g, f ” 0 et lorsque u0 tend vers la masse de Dirac δy en y, que l’on
convient d’étendre en posant Kpy,sq ” 0 sur le complémentaire de Dąs.

Remarque I.2.4. Si Kpx,tq désigne une solution fondamentale du problème pBt ´∆´Rgptqqu “ 0
couplé à un flot de Ricci complet à courbure bornée, l’équation d’évolution de l’élément de volume
riemannien d

dt dµgptq “ ´Rgptq dµgptq fait que l’on a
ş

M
Kpx,tqpy, sq dµspyq “ 1 pour tout s ą t.

Pour le problème de Dirichlet que l’on considère, on a encore
ż

M

Kpx,tqpy, sq dµspyq ď 1 (I.50)

pour tout t ă s ď t0.
On considère également le problème adjoint. Pour i0 ď i1 ď 0 tel que ti1´1 ă t ď ti1 , et pour

v0 : Ωi1 Ñ R, il existe une unique fonction v : Dďt Ñ R continue sur Dďt et lisse sur Dăt telle
que

$

’

’

&

’

’

%

vpx, tq “ v0pxq pour x P Ωi1 ,
vpx, tq “ 0 pour px, tq P Băt,
vpx, tiq “ 0 pour x P ΩizΩi`1, ´N ď i ď i1 ´ 1
pBt `∆qv “ 0 pour px, tq P Dăt.

(I.51)

A nouveau, on définit le noyau associé.

Définition I.2.5. Pour tout px, tq P D on note K‹
px,tq : Ω ˆ rt´N´1, trÑ R` la solution fonda-

mentale de pI.51q obtenue pour t “ t lorsque v0 tend vers la masse de Dirac δx en x pour dµt,
que l’on convient d’étendre en posant K‹

px,tq ” 0 sur le complémentaire de Dăt.

Si u est une solution de de pI.49q sur Dět et v une solution de pI.51q sur Dďt on constate
que d

dt

ş

M
uv dµt “ 0 pour t ď t ď t d’où on déduit en particulier Kpy,sqpx, tq “ K‹

px,tqpy, sq pour
tous x, y P D et t´N´1 ď s ă t ď t0. On peut désormais écrire une formule de représentation
pour les solutions de pI.49q,

upx, tq “

ż

Ω

upy, tqK‹
px,tqpy, tq dµtpyq ´

ż

Btďsďt

gpy, sq∇K‹
px,tqpy, sq ¨ ηpy, sq dσspyqds

`

ż

Dtďsďt

fpy, sqK‹
px,tqpy, sq dµspyqds

(I.52)

où ηpx, tq dénote, pour px, tq P B, la normale pointant vers l’extérieur de Ωi (où ti´1 ď t ď ti)
pour la métrique gptq. Il s’agit donc d’établir, sous les hypothèses pI.1q, en plus d’une majoration
gaussienne sur K‹

px,tq, une majoration de la norme du gradient ∇K‹
px,tq sur le bord du domaine.

Cela nécessite de choisir la suite des Ωi de manière adaptée, choix que l’on résume dans la
proposition ci-dessous.

Proposition I.2.6. Il existe η0pnq avec la propriété suivante. Soit gptq un flot de Ricci sur M
satisfaisant aux hypothèses pI.1q, et Ω un ouvert relativement compact dansM , à bord lisse. Pour
tous 0 ă t ď T , N ě 0 entier et 0 ă η ď η0, il existe une suite décroissante d’ouverts à bord lisse

Ω “ Ω´N´1 Ą Ω´N Ą ... Ą Ωi Ą ... Ą Ω0

tels que si ti “
´

1` η2

K

¯i

t pour tout ´N ´ 1 ď i ď 0,

a)
!

x P Ωi, dtipx,MzΩiq ą
b

ti
K

)

Ă Ωi`1 Ă

!

x P Ωi, dtipx,MzΩiq ą
1
2

b

ti
K

)

.
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b) pour ´N ´ 1 ď i ă 0, x P BΩi`1 et 0 ă r ď 1
2

b

ti
K , il existe une fonction hx,r :

Btipx, rq X Ωi`1 Ñ R avec

piq hx,rpxq “ 0 et 0 ă hx,rpyq ď r pour y P Btipx, rq X Ωi`1,

piiq hx,rpyq ě
r

2
pour y P Stipx, rq X Ωi`1,

piiq
1

2
ď
ˇ

ˇ

t∇hx,r
ˇ

ˇ ď 2, et
ˇ

ˇ

t∇2hx,r
ˇ

ˇ ď
12

r
pour ti ď t ď ti`1.

c) pour ´N ´ 1 ď i ď ´1, volgptq pΩizΩi`1q ě e´24
b

ti´1

K voln´1
gptq pBΩi`1q .

(si Nm ĂMn est une sous-variété de dimension m de pM, gq, volmg pNq désigne le volume de N
pour la métrique riemannienne induite par l’inclusion de N dans M)

La suite des ttiu´N´1ďiď0 est choisie de manière à ce que le flot évolue de manière bornée
sur chaque intervalle rti, ti`1s, comme la détaille la remarque qui suit.

Remarque I.2.7. Pour un flot gptq satisfaisant aux hypothèses pI.1q et pour une suite de temps
ttiui définie comme dans l’énoncé de la proposition I.2.6, si on considère le flot mis à l’échelle
g̃psq “ ti

K gpti `
s
K tiq pour s P r´ 1

2 , η
2s, on a supMˆr0,η2s |Rm g̃psq| ď 2. En particulier, si

0 ă η ď η0 pour η0pnq ą 0 suffisamment petit on a

g̃p0q
4 ď g̃psq ď 4g̃p0q et donc 1

2dg̃p0q ď dg̃psq ď 2dg̃p0q

pour ´η2 ď s ď η2. De plus, d’après les estimations de Shi, quitte à ajuster le choix de η0, il
existe des constantes Cpn, kq avec la propriété suivante : si Bg̃p0qpx, 1q est relativement compacte
dans M , alors Bg̃psqpx, 1

2 q l’est encore pour ´η2 ď s ď η2, et
ˇ

ˇ∇kRm g̃psq
ˇ

ˇ ď Cpn, kq pour
0 ď s ď η2 et Bg̃psqpx, 1

4 q. Ainsi, quitte à réduire encore η0, on peut supposer la propriété
suivante : si f : U ĂM Ñ R est une fonction lisse avec

ˇ

ˇ

g̃p0q∇fpxq
ˇ

ˇ

g̃p0q
ď 1,

ˇ

ˇ

g̃p0q∇2fpxq
ˇ

ˇ

g̃p0q
ď C,

pour x tel que Bg̃p0qpx, 1q est relativement compacte dans M , alors
ˇ

ˇ

g̃psq∇fpxq
ˇ

ˇ

g̃psq
ď 2,

ˇ

ˇ

g̃psq∇2fpxq
ˇ

ˇ

g̃psq
ď 2C ` 2,

pour tout 0 ď s ď η2.

Avant de prouver la proposition I.2.6, on rappelle le principe de comparaison du Hessien de
la fonction distance en géométrie riemannienne.

Lemme I.2.8. Si pM, gq est une variété riemannienne et si Bpx0, r0q est relativement compacte
dans M , avec |Rm g| ď 1

r2
0
, injx0

g ě r0, alors la fonction définie par dpxq “ dpx0, xq est lisse
sur Bpx0, r0qztr0u, et

´
d

r2
0

g ď ∇2d ď
g

r0 tanh d
r0

sur Bpx0, r0q.

Démonstration. Après mise à l’échelle, on peut supposer r0 “ 1 dans l’énoncé du lemme. La
borne supérieure est obtenue par comparaison puisque Kgpσq ě ´1, tandis que pour la borne
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inférieure, on considère γ : r0, ls Ñ Bpx0, 1q (l “ dpxq) géodésique minimisante entre x0 et x, et
v P TxM un vecteur. On a

∇2dpv, vq “

ż l

0

´

|∇ 9γV |
2
´Kg̃p 9γ ^ V q |V |

2
¯

dt

où V est le champs de Jacobi le long de γ défini par V p0q “ 0, V plq “ v, qui peut s’exprimer sous
la forme V ptq “ fptqEptq, où Eptq est un vecteur unitaire parallèle le long de γ et f est solution
de l’équation différentielle

d2

dt2
f “ ´Kgp 9γ ^ Eqf,

telle que fp0q “ 0, fplq “ |v|gpxq. On considère, pour ε ą 0 quelconque, la solution de comparaison
définie par d2

dt2hε “ ´hε, hεp0q “ ε et hεplq “ fplq 3. Alors on vérifie que u “ f
hε

est solution de
d2

dt2u “ p1 ´ Kgqu ´ 2
`

d
dt lnhε

˘ `

d
dtu

˘

. Puisque Kgpσq ď 1, un principe du maximum s’applique
et on a uptq ď maxpup0q, uplqq donc fptq ď hεptq pour 0 ď t ď l. En considérant la limite quand
ε tend vers 0, on trouve finalement fptq ď |v|gpxq

sin l sin t soit f ď |v|gpxq (puisque l ď 1). Ainsi
∇2dpv, vq ě ´

şl

0
f2 ě ´l |v|

2 d’où on déduit la borne inférieure de l’énoncé.

Preuve de la proposition I.2.6. Supposons la suite des Ωi construite jusqu’au rang i (´N ´ 1 ď
i ď ´1). Pour r ą 0 on note

Ωprq “
 

x P Ωi | dtipx,MzΩiq ą r
(

.

Le théorème de Sard permet de choisir 3
4

b

ti
K ď ri ď

b

ti
K tel que BΩpriq soit lisse : on pose alors

Ωi`1 “ Ωpriq. D’où a). Si x P BΩi`1 et 0 ă r ď 1
2

b

ti
K , on vérifie aisément que dtipx,MzΩpri ´

r
4 qq “ dtipΩi`1,MzΩpri ´

r
4 qq “

r
4 , en particulier il existe x̃ P BΩpri ´ r

4 q tel que dtipx, x̃q “
dtipx,MzΩpri ´

r
4 qq “

r
4 .

x
x’

Di

∂Ωi ∂Ωi+1 = ∂Ω(ri)∂Ω(ri − r
4 )

hx,r ≥ r
2hx,r ≥ 0

On définit alors la fonction hx,r : Btipx, rq X Ωi`1 Ñ R en posant hx,rpyq “ dtipx̃, yq ´
r
4 . On

a donc hx,rpxq “ 0, tandis que si y P Btipx, rq X Ωi`1, dtipy,MzΩpri ´
r
4 qq ą

r
4 , en particulier

dtipx̃, yq ą
r
4 donc hx,rpyq ą 0. Si y P Stipx, rq X Ωi`1, dtipx̃, yq ě dtipx, yq ´ dtipx̃, xq donc

hxpyq ě dtipx, yq ´
r
2 ě

r
2 . Les hypothèses pI.1q, permettent d’appliquer le lemme I.2.8 (pour

ri “ r) à la métrique gptiq, d’où
ˇ

ˇ

ti∇2hx
ˇ

ˇ

gptiq
ď 5

r sur Btipx, rqXΩi`1. Enfin, d’après la remarque
I.2.7, |t∇hx| ď 2 et

ˇ

ˇ

t∇2hx
ˇ

ˇ ď 12
r pour ti ď t ď ti`1. D’où b)

3. dont une expression est donnée par hεptq “
|v|gpxq´ε cos l

sin l
sin t` ε cos t. En particulier h ą 0 sur r0, ls si ε est

suffisamment petit.
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Pour tout ti´1 ď t ď ti, x P BΩi`1, r “ 1
2

b

ti´1

K , l’hypersurface Hx “ thx,r “ 0u forme une

barrière locale de l’hypersurface BΩi`1. On a donc IIBΩi`1,gptq ď IIHx,gptq ď
|∇2hx,r|
|∇hx,r| ď 48

b

K
ti

et
il est clair par l’argument précédent que cela resterait vrai de tous les BΩprq pour 0 ď r ď ri. On
en déduit

d

dr
voln´1

gptq pBΩprqq “

ż

BΩprq

tr IIBΩprq ď 48

c

K

ti
voln´1

gptq pBΩprqq ,

puis en intégrant sur rr, ris, voln´1
gptq pBΩprqq ě e´24voln´1

gptq pBΩi`1q, d’où finalement c) en intégrant
sur r0, ris.

I.2.2 Bornes supérieures sur K‹ et |∇K‹|

On en vient au résultat clef de cette section, d’où découle la preuve des propositions I.2.1 et
I.2.2 : une borne supérieure gaussienne sur le noyau K‹ et sur son gradient sur le bord B du
domaine.

Lemme I.2.9. Il existe une constante C1pnq avec la propriété suivante. Soit gptq est un flot de
Ricci sur Mn défini pour t P r0, T s satisfaisant aux hypothèses pI.1q, Ω un ouvert à bord lisse
relativement compact dans M . Si, pour des suites ttiu´Nďiď0 et tΩiu´Nďiď0 fournies par la
proposition I.2.6, K‹

px,tq (px, tq P D) est la fonction introduite par la définition I.2.5, alors on a

piq K‹
px,tqpy, sq ď C1

e
´
dspx,yq

2

C1pt´sq

pt´ sq
n
2
,

pour tout py, sq P Dăt, ainsi que

piiq
ˇ

ˇ

ˇ
∇K‹

px,tqpy, sq
ˇ

ˇ

ˇ
ď C1

e
´
dspx,yq

2

C1pt´sq

pt´ sq
n
2 minpdspx, yq,

?
sq
,

pour tout py, sq P Băt.

Avant de prouver le lemme I.2.9, notons qu’en raison de l’hypothèse Rgptq ě ´1, le lemme
I.2.9 a un corollaire immédiat concernant les problèmes de Dirichlet analogues à pI.49q et pI.51q
pour l’opérateur de la chaleur Bt ´∆ et son adjoint Bt `∆` Rgptq.

Corollaire I.2.10. Si K̃‹
px,tq : Dąt Ñ R` désigne la fonction obtenue comme limite des solutions

du problème
$

’

’

&

’

’

%

vpx, tq “ v0pxq pour x P Ωi1 ,
vpx, sq “ 0 pour px, sq P Băt,
vpx, tiq “ 0 pour x P ΩizΩi`1,´N ď i ď ´1,
pBs `∆` Rgpsqqv “ 0 pour px, sq P Dăt,

(I.53)

lorsque v0 tend vers la masse de Dirac δx en x pour dµt, alors on a les majorations

piq K̃‹
px,tqpy, sq ď C1 e

t´spt´ sq´
n
2 e

´
dspx,yq

2

C1pt´sq ,

pour tout py, sq P Dăt, ainsi que

piiq
ˇ

ˇ

ˇ
∇K̃‹

px,tqpy, sq
ˇ

ˇ

ˇ
ď C1 e

t´s e
´
dspx,yq

2

C1pt´sq

pt´ sq
n
2 minpdspx, yq,

?
sq
,

pour tout py, sq P Băt.
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Démonstration. Si v “ es´tK̃‹
px,tq, alors pBs ` ∆ ` Rgpsqqv “ p1 ´ Rgpsqv ě 0, donc v est une

sous-solution du problème de Dirichlet pI.51q, et comme la limite de vp., sq quand s tend vers t
est encore δx, on a v ď K‹

px,tq, et on applique le lemme I.2.9.

Le noyau K‹
px,tq obéit à un principe de reproduction, conséquence immédiate de la formule

de représentation pI.52q. Avec les notations de la section I.2.1, on a, pour tous t´N´1 ď t ă t ă
t ď t0,

K‹

px,tqpy, tq “

ż

Ω

K‹

px,tqpz, tqK
‹
pz,tqpy, tq dµt. (I.54)

La preuve du lemme I.2.9 repose sur ce principe de reproduction combinée aux bornes classiques
sur le noyau d’un problème de Dirichlet à bord fixé couplé à un flot qui évolue à courbure borné.

Lemme I.2.11. Il existe une constante C0pnq avec la propriété suivante. Soit gptq un flot de
Ricci sur Mn défini pour t P r0, 1

k s, avec |Rm gptq| ď k et injx gptq ě
1?
k
, et Ω un ouvert à bord

lisse relativement compact dans M . Alors si px, tq P Ωˆs0, 1
k s et si K

‹
px,tq désigne la limite des

solutions v : Ωˆ r0, ts Ñ R continues du problème de Dirichlet
$

&

%

vpy, tq “ v0pyq pour y P Ω,
vpy, sq “ 0 pour py, sq P BΩˆ r0, ts,
pBt `∆qv “ 0 pour tout py, sq P Ωˆ r0, ts.

lorsque v0 tend vers la masse de Dirac en x δx pour dµt, on a

K‹px,tqpy, sq ď C0 t
´n2 e

´
dspx,yq

2

C0pt´sq

pour tout py, sq P Ωˆ r0, tr.

Preuve du lemme I.2.9. (i) L’argument est verbatim celui de la preuve de la proposition 3.1
dans [18].

(ii) Soit py, sq P Băt, ´N ´ 1 ď i ă 0 tel que ti ď s ă ti`1, s “ minpti`1, tq. On note
r0 “ minp 1

2

b

ti
K ,

1
2dtipx, yqq, Dy “ Ωi XBtipy, r0q puis on considère hy,r0 : Btipy, r0q Ñ R

la fonction fournie par la proposition I.2.6, b). On définit ensuite Hy : Dy Ñ R` en posant
Hy “ f ˝ hy,r0 , où f : r0, r0s Ñ R` sera choisie croissante, concave, et de façon à avoir

aq pBt `
t ∆qH “ ∆H ď 0 sur Dy ˆ rs, ss,

bq Hpzq ě K‹
px,tqpz, uq pour pz, uq P BDy ˆ rs, ss.

Pour cela, on note que, d’après la proposition I.2.6, b),

∆H “f2 |∇hy| ` f 1∆hy,

ď
1

2
f2 `

12

r0
f 1,

aussi choisit on f solution de

f2

f 1 “ ´
24
r0
, fp0q “ 0, f 1p0q “ α,

soit fprq “ αr0
24 p1 ´ e

´24r
r0 q. Finalement, puisque d’après (i) (et la remarque I.2.7) on

a K‹
px,tqpz, uq ď C1 pt ´ sq´

n
2 e

´
dti
px,yq2

16C1pt´sq sur Dy ˆ rs, ss, le choix de α “ 32 C1 pt ´
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sq´
n
2 r´1

0 e
´
dti
px,yq2

16C1pt´sq garantit bq ci-dessus. aq et bq permettent d’appliquer un principe du
maximum et de conclure que 0 ď K‹

px,tq ď Hy sur Dy ˆ rs, ss, et donc, puisque à la fois

K‹
px,tqp., sq et Hy s’annulent en y,

ˇ

ˇ

ˇ
∇K‹

px,tqpy, sq
ˇ

ˇ

ˇ
ď |s∇Hypyq| ď 2α. D’où (ii), quitte à

ajuster C1.

Grâce à la formule de représentation pI.52q et aux bornes du lemme I.2.9, on peut donner
une estimation sur les solutions du problème pI.49q en fonction des données.

Lemme I.2.12. Il existe une constante Cpn,K,A, T q avec la propriété suivante. Soit gptq un flot
de Ricci sur Mn pour 0 ď t ď T satisfaisant aux hypothèses pI.1q et Ω un ouvert relativement
compact dans M . On suppose qu’il existe A ą 0 tel qu’au temps initial on ait

voln´1
gp0q pSpx, rq X Ωq ď Arn´1eAr

pour tout 0 ă r ď diamgp0q Ω. Alors si ttiu´N´1ďiď0 et tΩiu´N´1ďiď0 sont les suites fournies
par la proposition I.2.6, et si u est une solution du problème pI.49q, pour une donnée initiale u0

sur Ω, une condition au bord g sur B et un terme source f défini sur D, alors on a l’estimation

upx, tq ď C sup
Ω´N

u0 ` Cd
´ne

´d2

Ct |ΩzΩ0|gpt´N´1q
sup
Băt

g ` Ct sup
Dăt

f

pour px, tq P Ω̃0ˆrt´N´1, t0s, où Ω̃0 “ tx P Ω0 | dt0px,MzΩ0q ą

b

t0
K u, et d “ dt´N´1

pMzΩ0, xq.

Démonstration. Pour px, tq P Ω̃0 ˆ rt´N´1, t0s, la valeur de upx, tq est donnée par la formule
pI.52q, dont il s’agit d’estimer chacun des trois termes. Pour le premier terme on a, grâce au
lemme I.2.9, (i)

ż

Ω´N

u0py, t´N qK
‹
px,tqpy, t´N q dµt´N pyq ď sup

Ω´N

u0

ż

Ω´N

K‹
px,tqpy, t´N q dµt´N pyq,

ď sup
Ω´N

u0

ż `8

0

C1t
´n2 eAr´

r2

C1tArn´1dr,

ď
?

2
n
C
n
2`1

1 A

ˆ

sup
0ără`8

eAr´
r2

2C1T

˙

ˆ

ˆ
ż `8

0

un´1e´u
2

du

˙

sup
Ω´N

u0,

ďCpn,K,A, T q sup
Ω´N

u0.

Concernant le second terme, on a, pour tout ´N ´ 1 ď i ď 0 et py, sq P BΩi`1 ˆ rti, ti`1s, d’une
part dspx, yq ě dspx,MzΩ0q et donc dspx, yq ě dt´N´1

px,MzΩ0q ´
20
3

?
Ks d’après le corollaire

I.1.2, et d’autre part dspx, yq ě dspx,MzΩi`1q donc dspx, yq ě 1
2dti`1

px,MzΩi`1q ě
1
4

b

ti`1

K .
On pose d “ dt´N´1

px,MzΩ0q. Ainsi, grâce au lemme I.2.9, (ii)

ż

BΩiˆrti´1,tis

∇K‹
px,tq ¨ η dµsds ď C

e
´ d2

C1pt´ti´1q

pt´ tiq
n
2

d

K

ti`1

ż ti

ti´1

voln´1
gpsq pBΩiqds,

61



or d’après la proposition I.2.6, c), et puisque la minoration de la courbure scalaire implique
dµgptq ď et dµgpt´N´1q

, on a |BΩi|
n´1
gptq ď e24`T

b

K
ti´2

|Ωi´1zΩi|
n
gpt´N´1q

, d’où

ż

BΩiˆrti´1,tis

∇K‹
px,tq ¨ η dµsds ď C

e
´ d2

C1pt´ti´1q

pt´ tiq
n
2
|Ωi´1zΩi|

n
gpt´N´1q

.

On note que
e
´ d2

C1pt´ti´1q

pt´ tiq
n
2

ď d´ne´
d2

2C1t

ˆ

sup
xą0

x
n
2 e´

x2

C1

˙

, d’où finalement, en sommant,

ż

Băt

g∇K‹
px,tq ¨ η dµsds ď C sup

Băt

g d´ne´
d2

2C1t |Ω´N´1zΩ0|
n
gpt´N´1q

.

Enfin, concernant le dernier terme,
ż

Dăt

fpy, sqK‹
px,tqpy, sq dµspyqds ď sup

Dăt

f

ż

Dăt

K‹
px,tqpy, sq dµspyqds,

ď sup
Dăt

feT t

ż

Ωt´N´1

K‹
px,tqpy, sq dµspyqds,

ď Ct sup
Dăt

f.

La preuve des propositions I.2.1 et I.2.2 découle directement du lemme I.2.12 et de vérifica-
tions élémentaires.

Preuve de la proposition I.2.1. L’hypothèse de minoration du tenseur de Ricci de gp0q garantis-
sant l’estimation adéquate du volume des sphères (pour une constante A “ Apnq) on applique,
pour tout N ď 0, le lemme I.2.12 à u pour les suites ttiu´N´1ďiď0 et tΩiu´N´1ďiď0 construites
grâce à la proposition I.2.6 et pour g “ u, puis on fait tendre N vers `8.

Preuve de la proposition I.2.2. Quitte à ajouter une constante à u, on peut supposer qu’on a
0 ď upx, tq ď 2M0. La formule de représentation des solutions permet d’écrire

upx, tq ´ upx, t´N´1q “

ż

Ω´N´1

K‹px,tqpy, t´N´1qpupy, t´N´1q ´ upx, t´N´1qq dµgpt´N´1q

`

˜

ż

Ω´N´1

K‹px,tqpy, t´N´1q dµgpt´N´1q
´ 1

¸

upx, t´N´1q

`

ż

Bďt

upy, sq∇K‹px,tqpy, sq ¨ ηpy, sq dσgpsqds

`

ż

Dďt

K‹px,tqpy, sqfpy, sq dµgpsqds,

“ I ` II ` III ` IV.

Le domaine Ω étant relativement compact, les hypothèses de l’énoncé implique que pour N
suffisamment grand, on a

voln´1
gpt´N´1q

St´N´1
px, rq X Ω ď 2Arn´1eAr, |upy, t´N´1q ´ upx, t´N´1q| ď 2dt´N´1

px, yq .
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De ceci et de la majoration du noyau de la chaleur adjoint K‹ (corollaire I.2.10) on déduit le
calcul de pIq.

I ď

ż `8

r“0

2ACt´
n
2 e´C

r2

t `Arrndr,

ď 2AC

ˆ
ż `8

0

une´Cu
2
`A
?
Tudu

˙

?
t.

D’autre part, on vérifie que
ş

Ω
K‹
px,tq dµs ď 1 (de manière analogue à la remarque pI.2.4q), donc

pIIq ď 0. Quant à pIIIq et pIV q, ils sont traités comme dans la preuve de la proposition I.2.1.
On conclut en remarquant que la même majoration est valable pour ´u, et en faisant tendre N
vers l’infini.

I.3 Préservation d’une structure de produit à toutes les
échelles

Le contenu des deux paragraphes qui suivent s’inscrit dans le cadre de la preuve du théorème
F , et plus largement du problème suivant, déjà évoqué en introduction. On considère un espace
métrique X localement compact, obtenu comme limite d’une suite de variétés riemanniennes
pMn

i , giq de dimension n ě 4 vérifiant les conditions pI.2q, et pour tout i ě 0, une εi-isométrie
ψi : X ÑMi, (où εi Ñ 0).

Question I.3.1. Étant donnée une partie compacte K Ă X, quelles conditions garantissent
l’existence d’un εK ą 0 tel qu’à partir d’un certain rang, il existe un flot giptq défini pour 0 ď t ď
ε2K sur un voisinage Ui Ă Mi de ψipKq, de donnée initiale gi, et satisfaisant à des estimations
de type pI.1q uniformes ?

Le paragraphe I.3.1 discute cette question et tente de motiver la définition 0.15 de l’in-
troduction, qui introduit la notion de pm, εq-éclatement à toutes les échelles inférieures à r. Le
paragraphe I.3.2 établit la préservation par le flot, sous des hypothèses adéquates, d’une structure
produit lorsque celle-ci existe pour la donnée initiale.

I.3.1 Structure produit à toutes les échelles : définitions
Au vu de la conjecture 0.10, on voudrait idéalement répondre à la question I.3.1 lorsque K est

inclus dans l’ensemble faiblement pn´3q-régulier de X. On rappelle les notions, classiques dans le
cadre des espaces obtenus comme limites de variétés riemanniennes à courbure de Ricci minorée,
de points et d’ensembles faiblement ou fortement m-régulier, avec leurs versions quantitatives
introduites dans r6s.

Définition I.3.2. On dit qu’un point x P X est pm, εq-régulier à l’échelle r ą 0 si il existe un
espace métrique pointé pY, y0q et une εr-isométrie

ψ :
Bpx, rq Ñ Bppy0,0mq, rq Ă Y ˆ Rm
z ÞÑ pψ0pzq, ψ1pzq, ..., ψmpzqq

.

On définit alors, en suivant [6],

Rm
ε,rpXq “

 

x P X t.q. il existe s P rr, 1s t.q. x est pm, εq-régulier à l’échelle s
(

,

63



ainsi que
Rm
ε pXq “

ď

rą0

Rm
ε,r, RmpXq “

č

εą0

Rm
ε ,

respectivement l’ensemble faiblement pm, εq-régulier et l’ensemble faiblement m-régulier de X.

La notion d’ensemble fortement régulier est plus restrictive.

Définition I.3.3. On définit

SRm
ε,r “

 

x P X t.q. x est pm, εq-régulier à toutes les échelles 0 ă s ď r
(

,

ainsi que
SRm

ε pXq “
ď

rą0

SRm
ε,rpXq, SRmpXq “

č

εą0

SRm
ε pXq

respectivement l’ensemble fortement pm, εq-régulier et l’ensemble fortement m-régulier de X.

Remarque I.3.4. SRm
ε,rpXq Ă Rm

ε,rpXq donc SRm
ε pXq Ă Rm

ε pXq et SRmpXq Ă RmpXq.
La notion d’ensemble régulier n’a pas d’intérêt dans le cas où X est une variété riemannienne

(on a alors SRmpXq “ RmpXq “ X pour tout 0 ď m ď n), elle concerne typiquement les
espaces obtenus comme limites de suites de variété riemanniennes. A contrario, l’ensemble des
points pm, εq-réguliers à l’échelle r ą 0 d’une variété riemannienne est en général non trivial.

Pour répondre à la question I.3.1, on doit comprendre ce que l’hypothèse de l’inclusion de K
dans un ensemble régulier de X implique sur les éléments de la suite des variétés Mi approchant
X. Dans cette optique, on fait l’observation suivante.

Propriété I.3.5. Soit X un espace métrique localement compact, K Ă X une partie compacte,
et ε ą 0.

a) Si K Ă Rm
ε pXq, il existe r0 ą 0 telle que si ψ : X Ñ Z est une r0-isométrie, alors

Vr0pψpKqq Ă Rm
2ε,r0pZq.

b) Si K Ă SRm
ε pXq, il existe r1 ą 0 tel que pour tout 0 ă r ă r1, si ψ : X Ñ Z est

une εr-isométrie, alors tout point z P VrpψpKqq est pm, 2εq-régulier à toutes les échelles
r ď s ď r1.

Démonstration. a) La compacité de K permet de choisir une famille finie txiuiPI de points de K
ainsi qu’une famille triuiPI (0 ă ri ď 1) telles que chaque xi, i P I est pm, εq-régulier à l’échelle
ri, et que Rm

ε pXq Ă
Ť

iPI Bpxi,
ri
8 q. On pose r0 “ miniPI ri. Si ψ : X Ñ X̃ est une εr0-isométrie,

et que l’on pose zi “ ψpxiq pour i P I, on vérifie facilement d’une part que chaque zi est pm, 2εq-
régulier à l’échelle ri, d’autre part que Vr0

4
pψpKqq Ă

Ť

iPI BZpzi,
ri
2 q. Ainsi, si z P Vr0

4
pψpKqq, il

existe i P I tel que dZpz, ziq ď ri
2 pour un certain i P I, z est pm, 2εq-régulier à l’échelle ri

2 . b) se
démontre de manière analogue.

Ainsi, dans le cadre décrit plus haut, si on suppose par exemple K Ă SRn´3pXq, il existe
une suite ri Ñ 0 telle que pour chaque i, les points du ri-voisinage de ψipKq dans Mi sont tous
pn ´ 3, εq-réguliers à toutes les échelles comprises entre ri et r1. Cependant, pour i fixé, cela
n’implique pas, a priori, de contraintes sur les boules de rayon inférieur à εri 4. Cette observation
amène à la question suivante.

4. Pour tout espace métrique localement compact pX, dXq, on remarque que si txiuiPI est une partie ε
2
r-

séparée maximale d’une boule BXpx, rq Ă X, alors la distance de Gromov-Hausdorff entre Z “ txiuiPI (muni de
la distance induite par dX) et BXpx, rq est majorée par εr, tandis que pour tout i P I, la distance entre BXpxi, εrq
et txiu “ BZpxi, εrq est d’au moins εr.
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Question I.3.6. Peut-on construire, pour n ě 4, une suite de variétés riemanniennes pointées
pMi, gi, piq satisfaisant aux conditions pI.1q qui converge vers un espace métrique pX, dX , p8q
avec les propriétés suivantes ?

a) X “ Rn´3ˆZ où pZ, dZq est un espace métrique homéomorphe à R3 (donc X est homéo-
morphe à Rn),

b) il existe une suite ri Ñ 0 telle que pour tout i ě 0, BMippi, riq ne possède pas de voisinage
homéomorphe à BRnp0n, 1q.

Une réponse positive à la question I.3.6 entraînerait une réponse négative à la question I.3.1,
en vertu de l’observation qui suit. Il serait intéressant de comprendre si les constructions de T.
H. Colding et A. Naber r15s peuvent être adaptées pour produire le contre-exemple évoqué par
la question I.3.6.

Lemme I.3.7. Il existe εpn,K, v0q et γpn,Kq avec la propriété suivante. Si pMn, gq est une
variété riemannienne lisse de dimension n satisfaisant aux hypothèses pI.2q, et si il existe un flot
de Ricci gptq défini sur M pour 0 ď t ď T , de donnée initiale g, et satisfaisant aux estimations
pI.1q ainsi qu’à la minoration du tenseur de Ricci

Rc gpx, tq ě ´
ε2

t
,

alors pour tout x P pMqε´1
?
T il existe U Ą Bgpx, γ

?
T q et un homéomorphisme h : U Ñ

BRnp0n, 1q.

Afin de contourner cet écueil, on se voit forcé d’imposer une condition de pn´3, εq-régularité à
toutes les échelles inférieures à un certain r uniformément sur les ouverts Ui ĂMi qui approchent
K, l’inconvénient d’une telle hypothèse étant qu’en général, cette propriété des éléments de la
suite ne se déduit pas d’une propriété analogue de l’espace limite. En réalité, la notion de pm, εq-
régularité à toutes les échelles que l’on retient est plus contraignante que l’appartenance d’un
point à SRm

ε,r. Elle consiste à supposer l’existence en un point donné d’un pm, εq-éclatement
à toutes les échelles inférieures à r (voir la définition 0.15 de l’introduction). Elle inclut une
condition de compatibilité des ε-isométries avec une boule dans un produit ZˆRm aux différentes
échelles.

Le lemme qui suit montre en particulier que l’existence d’un pm, εq-éclatement à toutes les
échelles inférieures à r en un point x est une hypothèse strictement plus forte que l’appartenance
à de x à SRm

ε,r, même lorsque n “ m. Rappelons que si f : M Ñ R est une fonction semi-
concave (voir 1.3 dans [28]) définie sur une variété riemannienne M , on peut définir, pour x PM
et v P TxM ,

dxfpvq “ lim
rÑ0,rą0

f ˝ γvprq ´ fpxq

r
,

Il existe alors un unique vecteur ∇fpxq tel que

dxfpvq ď ∇fpxq ¨ v pour tout v P TxM,

dxfp∇fpxqq “ |∇f |2 .

Lemme I.3.8. Soit pM, gq une variété riemannienne, x0 P M un point tel que Bpx0, 2q est
relativement compacte dansM , et pp1, ..., pmq (pi P Bpx0, 1q pour 1 ď i ď m) un pm, εq éclatement
à toutes les échelles inférieures à r ą 0 en x0. Alors si on définit les fonctions semi-concaves

ukpxq “ dppk, xq ´ dppk, x0q,
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on a, en tout point x P B0px0, rq,

|∇uk ¨∇ul ´ δk,l| ď 4ε. (I.55)

En particulier, Bpx0, rq possède un voisinage homéomorphe à Nn´mˆRm, pour une variété lisse
Mn´m de dimension n´m.

Démonstration. Soit x P B0px0, rq, v P TxM avec |v|gp0q “ 1, 0 ă s ă r. Par définition il existe
pZ, z0q espace métrique et

Φ :
B0px, sq Ñ Bpsq Ă Z ˆ Rm

y ÞÑ pφ0pxq, φ1pxq, ..., φmpxqq
,

une εs-isométrie, avec en plus |φkpyq ´ ukpyq ´ ukpxq| ď εs pour y P B0px, rq. On a

uk ˝ γvpsq ´ ukpxq ď φkpγvpsqq ` εs,

ď |φpγvpsqq| ` εs,

ď d0px, γvpsqq ` 2εs,

ď s` 2εs

d’où dxukpvq ď 1 ` 2ε. D’autre part, si on choisit v0 (|v0|gp0q “ 1) le vecteur initial d’une
géodésique telle que dZˆRmpφpγv0

psqq, pz0, ekqq ď εs (ek k-ième vecteur de la base canonique de
Rm), on a

uk ˝ γv0
psq ´ ukpxq ě φkpγv0

psqq ´ εs,

ě s´ 2εs,

d’où dxukpvq ď 1 ´ 2ε, et donc 1 ´ 2ε ď |∇uk| ď 1 ` 2ε. Un raisonnement quasiment identique
permet aussi de montrer 1´2ε ď

ˇ

ˇ

ˇ
∇puk`ul?

2
q

ˇ

ˇ

ˇ
ď 1`2ε et l’énoncé du lemme découle de la formule

de polarisation.

Il existe néanmoins un cas où la pm, εq-régularité à une échelle donnée garantit l’existence
d’un pm, δq-éclatement à toutes les échelles suffisamment petites, celui d’un espace d’Alexandrov
à courbure minorée.

Proposition I.3.9. Il existe Cpnq avec la propriété suivante. Soit pX, dq est un espace d’Alexan-
drov de dimension finie n à courbure minorée par ´ε2, tel que Bpx0, 4q est relativement compact
dans X, et p1, ..., pm, q1, ...qm sont 2m points tels que

piq 1´ ε ď dpx0, piq, dpx0, qiq ď 1` ε,

piiq dppi, qiq ě 2´ 2ε,

pour 1 ď i ď m, ainsi que

piiiq dppi, qjq, dppi, pjq, dpqi, qjq ě
?

2´ ε

pour tous 1 ď i ‰ j ď m. Alors pp1, ..., pmq est un pm,Cεq-éclatement en x0 à toutes les échelles
inférieures à ε.

Corollaire I.3.10. Il existe Cpnq avec la propriété suivante. Soit pX, dq est un espace d’Alexan-
drov de dimension finie n à courbure minorée par ´ε2, et soit x0 P M tel que Bpx0, 2q est
relativement compact dans X. Alors si x0 P Rm

ε,rpXq, il existe un pm,Cεq-éclatement en x0 à
toutes les échelles inférieures à εr.
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En combinant le corollaire I.3.10 avec la propriété I.3.5 on obtient l’énoncé qui suit.

Corollaire I.3.11. Il existe Cpnq avec la propriété suivante. Soit X un espace métrique lo-
calement compact obtenu comme limite d’une suite de variétés riemanniennes pMn

i , gi, xiq de
dimension n avec

Kgi
pσq ě ´1, volgi Bgipxi, rq ě v0r

n,

Soit K une partie compacte de X contenue dans Rm
ε pXq pour un certain ε ą 0. Alors il existe

rK ą 0 et iK ą 0 tel que pour tout i ě iK , tout point de VrK pψipXqq possède un pm,Cεq-
éclatement à toutes les échelles inférieures à εrK .

I.3.2 Préservation d’une structure de produit par le flot
Ce paragraphe est consacré à la preuve de l’énoncé qui suit, qui affirme qu’un point possède

un pm, εq-éclatement à toutes les échelles inférieures à une échelle donnée au temps 0, alors ce
point demeure pm, δq-régulier à toutes les échelles suffisamment petites pour un intervalle de
temps contrôlé.

Proposition I.3.12. Il existe εpn, v0,K, δq ą 0 avec la propriété suivante. Soit gptq un flot de
Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, satisfaisant aux hypothèses
pI.1q, dont la donnée initiale vérifie les conditions pI.2q. On suppose en plus

Rc gpx, tq ě ´
ε2

t

pour tout 0 ă t ď T , x P M . Alors si x P M , r ą 0 sont tels que Btpx, rq est relativement
compacte dans M pour tout 0 ď t ď T , et si pp1, ..., pmq est un pm, εq-éclatement en x à toutes
les échelles inférieures à r pour la métrique gp0q, alors pour tout 0 ď t ď ε2r2 et 0 ă s ď εr on a

dGH pBtpx, sq, BXˆRmppx0,0mq, sqq ď δs

où pX, dX , x0q est un espace métrique (qui dépend de x, t et s).

La proposition est une conséquence directe, par extraction d’une limite d’une suite contredi-
sant son énoncé, du lemme suivant. C’est en réalité sous cette forme que nous l’utiliseront plus
loin.

Lemme I.3.13. Soit gptq un flot de Ricci complet défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse
Mn de dimension n, satisfaisant aux hypothèses pI.1q, avec

Rc gptq ě 0. (I.56)

Soit d0 une distance surM telle que la fonction dgptq : MˆM Ñ R` converge vers d0 : MˆM Ñ

R` uniformément sur tout compact de M ˆM . On suppose d’une part que pour tout x PM tel
que Bd0px, rq est relativement compacte dans M , on a

HnBd0
px, rq ě v0r

n,

( Hn désigne la mesure de Hausdorff de dimension n associée à d0) et d’autre part qu’il existe
un espace métrique pX, dXq et une isométrie

φ : pX ˆ Rm, dXˆRmq Ñ pM,d0q

où 1 ď m ď n et dXˆRmppx, uq, px
1, u1qq2 “ dXpx, yq

2`|u1 ´ u|
2 pour tous px, uq, px1, u1q P XˆRm.

Alors X est une variété différentielle de dimension n ´m et il existe un flot de Ricci hptq sur
X, défini pour 0 ă t ď T , satisfaisant encore aux hypothèses pI.56q, tel que

φ‹gptq “ hptq ‘ gRm .
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Le lemme I.3.13 repose lui même sur un théorème classique sur la structure des variétés
riemanniennes à courbure de ricci positive ou nulle.

Théorème I.3.14 (Cheeger-Gromoll, 1971, [10] ou [16]). Soit pMn, gq une variété riemannienne
complète avec Rc g ě 0, x0 PM , et supposons qu’il existe une ligne 5 γ : RÑM avec γp0q “ x0.
Alors il existe une variété riemannienne complète pNn´1, hq avec Rc h ě 0 telle que, si

b`pxq “ lim
sÑ`8

dgpx0, γpsqq ´ dgpx, γpsqq,

désigne la fonction de Buseman associée à γ, et si tφrurPR désigne le flot du gradient de b` alors
l’application

Φ :
pN ˆ R, h` dr2

q Ñ pM, gq,
px, rq ÞÑ φrpxq

est une isométrie.

Avant de prouver le lemme I.3.13, on décrit un principe qui permet, pour un flot qui satisfait
entre autres aux hypothèses pI.1q, de sélectionner des points dont un voisinage de taille contrôlé
est soumis à une borne de courbure plus forte que la borne |Rm gptq| ď K

t .

Définition I.3.15. On dit qu’un point x P M est δ-statique sur r0, ts pour le flot gptq si pour
tout 0 ă t ď t, la boule Btpx, 8n

δ

?
tq est relativement compacte dans M et |Rc gpy, tq| ď δ2

64n2t

pour y P Btpx, 8n
δ

?
tq.

L’intérêt de cette définition apparaît lorsqu’on applique le corollaire I.1.3 sur l’évolution de la
fonction distance à des points δ-statiques. On obtient alors, par exemple, l’analogue des estima-
tions qui apparaissent dans l’énoncé du corollaire I.1.3, où la constante K issue des hypothèses
pI.1q est remplacée par δ2. Plus précisément, si p est un point δ-statique sur r0, ts, et Btpp,Rq
est relativement compacte dans M , on a

pBt ´∆qdtpp, .q ě ´
δ

2
?
t

(I.57)

sur Btpp,Rq, tandis que si q est un autre point δ-statique (t.q. q P Btpp,Rq pour 0 ď t ď t), on a

dtpp, qq ´ dspp, qq ě ´δp
?
t´

?
sq (I.58)

pour tous 0 ď s ă t ď t. Le lemme qui suit et son corollaire fournissent des hypothèses sous
lesquelles, pour δ arbitrairement petit, les points δ-statiques sur un intervalle de temps contrôlé,
sont suffisamment nombreux.

Lemme I.3.16. Il existe εpn, v,K, δq avec la propriété suivante. Soit gptq un flot défini pour
0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n satisfaisant aux hypothèses pI.1q et x0 P M
tel que Btpx0, 2q soit relativement compact dans M pour 0 ď t ď T . On suppose de plus

aq Rc gpx, 0q ě ´1 pour x P B0px0, 2q,

bq

ż t

0

ż

B0px0,2q

ˇ

ˇRgptq

ˇ

ˇ dµgptqdt ď ε,

pour 0 ď t ď minp δ2

256n2 ,
1

256K , T q donné. Alors il existe Sδ ĂM tel que

piq volgp0q Sδ ă δ,

piiq tout point x P B0px0, 1qzSδ est δ-statique pour 0 ă t ď t.

5. c’est à dire un chemin γ : RÑM tel que pour tous s ă t, `gpγ|rs,tsq “ dgpγpsq, γptqq.
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Corollaire I.3.17. Il existe εpn,K, v0, δq ą 0 avec la propriété suivante. Soit gptq un flot défini
pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n satisfaisant aux hypothèses pI.1q et
dont la donnée initiale vérifie les conditions pI.2q et x0 P M tel que B0px0, 4q est relativement
compact dans M pour tout 0 ď t ď T . Si, pour tout px, tq PMˆs0, T s

Rc gpx, tq ě ´
ε2

t
,

alors pour tout x P B0px0, 1q il existe un point x̄ P B0px, δq qui est δ-statique sur l’intervalle
r0,minpε2, T qs.

La preuve du lemme I.3.16 repose elle-même sur le lemme suivant qui montre comment,
pour un flot satisfaisant aux hypothèses pI.1q, une borne intégrale locale sur la courbure scalaire
implique une borne ponctuelle sur la norme du tenseur de Ricci. L’idée est d’observer, en intégrant
sur un domaine spatio-temporel l’équation d’évolution de la courbure scalaire

BtRgptq “ ∆Rgptq ` 2 |Rc gptq|
2 (I.59)

que la norme L2 du tenseur de Ricci peut être contrôlée par l’intégrale de (la valeur absolue de)
la courbure scalaire, puis d’utiliser la régularité du flot à l’échelle

b

t
K pour en déduire une borne

ponctuelle.

Lemme I.3.18. Il existe η0pnq ą 0 et Cpnq avec la propriété suivante. Soit gptq un flot défini
pour 0 ă t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, satisfaisant aux hypothèses pI.1q,
px̄, tq PMˆs0, T r, 0 ă η ď η0 et A ě 1. On pose T “ p1` η

K q
´2t, t “ p1` η

K q
´1t et T “ p1` η

K qt.

Si le domaine BT px̄, 2A
b

T
K q ˆ rT , T s est relativement compact dans M ˆ r0, T s, alors

sup

Btpx̄,A
b

t
K qˆrt,ts

|Rc gptq|
2
ď C

ˆ

K

ηt

˙
n
2`2 ż T

T

ż

BT px̄,2A

b

T
K q

ˇ

ˇRgptq

ˇ

ˇ dµgptqdt.

Démonstration. (i) On considère le flot mis à l’échelle g̃psq “ K
t
gpt` t

K sq, défini en particulier
sur le domaine relativement compact R “ B̃Spx̄, 2AqˆsS, Sr, où S “ ´

η
1` η

K
ă ´

η
2 ,

S “ p2 ` η
K qη ą 2η. Si η ď 1

2 , on a sur ce domaine les estimations |Rm g̃px, sq| ď 2,
injg̃psq x ě

1
2 . Si η ď η0, où η0 ne dépend que de n, on peut construire une fonction

cut-off φ : RÑ r0, 1s à support relativement compact dans R, avec φ ” 1 sur le domaine
intérieur Q “ B̃ηpx̄, 2A´

1
4 qˆs ´

η
4 , ηr, telle que supR |Bsφ| ď

C
η et supR

ˇ

ˇ∇2φ
ˇ

ˇ ď C, pour
une constante C ne dépendant que de n.

L’équation d’évolution pI.59q combinée à une intégration par partie permet d’écrire

Bs

ż

B̃Spx̄,2Aq

φ Rg̃psq dµg̃psqds “

ż

BSpx̄,2Aq

pBsφ`∆φq Rg̃psq`

p2 |Rc g̃|
2
´ pRg̃psqq

2qφ dµg̃psqds.

En intégrant entre S et S (on note que puisque φ est a support compact dans R,
”

ş

B̃Spx̄,2Aq
φ Rg̃psq dµg̃psq

ıS

S
“ 0) on trouve

ĳ

R

φ |Rc g̃|
2

dµg̃psqds ď
1

2

ĳ

R

|Bsφ`∆φ|
ˇ

ˇRg̃psq

ˇ

ˇ` φpRg̃q
2 dµg̃psqds,
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d’où on déduit finalement (on rappelle qu’en particulier
ˇ

ˇRg̃psq

ˇ

ˇ ď 2npn´ 1q)
ĳ

Q

|Rc g̃|
2

dµg̃ds ď
C

η

ĳ

R

ˇ

ˇRg̃psq

ˇ

ˇ dµg̃psqds, (I.60)

pour une constante C ne dépendant que de la dimension.

(ii) On passe d’une borne intégrale sur |Rc g̃|
2 à une borne ponctuelle sur le domaine P “

B̃ηpx̄, Aq ˆ r0, ηs Ă Q en faisant appel à l’équation d’évolution du tenseur de Ricci, qui
est de la forme BsRc “ ∆Rc ` Rm ‹ Rc . Ceci implique en particulier (puisque ici
|Rm g̃| ď 2)

Bs |Rc g̃|
2
ď ∆ |Rc g̃|

2
` C |Rc g̃|

2

où la constante C ne dépend que de n. Pour tout domaine Ω Ă B̃ηpx̄, 2A ´
1
4 q à bord

lisse, et ´η
4 ă s0 ă η, |Rc |

2 est donc majoré sur Ωˆs ´ s0, ηr par la solution vpx, sq du
problème de Dirichlet

$

&

%

vpx, s0q “ |Rc g̃px, s0q|
2 pour x P Ω,

vpx, sq “ |Rc g̃px, sq|
2 pour x P BΩ, s0 ă s ă η,

Bsvpx, sq “ ∆vpx, sq ` Cvpx, sq pour x P Ω, s0 ă s ă η,

dont une expression est donnée par la formule de représentation

vpx, sq “

ż

Ω

Kpz,s0qpx, sq |Rc g̃pz, s0q|
2

dµg̃ps0qpzq

´

ż s

s0

ż

BΩ

|Rc g̃pz, sq|
2 B

Bz
Kpz,s0qpx, sq ¨ ηpz, sq dσg̃psqpzqds.

(I.61)

oùK, le noyau associé au problème, satisfait à des estimations de la forme de celles données
par le lemme I.2.11. Enfin il est clair qu’on peut choisir d’une part ´η

4 ă s0 ă ´
η
8 tel que

ż

Bηpx̄,2A´
1
4 q

|Rc g̃px, s0q|
2

dµg̃ps0qpxq ď
8

η

ĳ

Q

|Rc g̃px, sq|
2

dµg̃psqpxqds

et d’autre part Ω de façon à avoir B̃ηpx̄, A` 1
4 q Ă Ω Ă B̃ηpx̄, 2A´

1
4 q, |IIBΩ| ď C et

ż η

´
η
4

ż

BΩ

|Rc g̃px, sq|
2

dσg̃psqpxqds ď
C

A´ 1
2

ĳ

Q

|Rc g̃px, sq|
2

dµg̃psqpxqds

pour une constante C ne dépendant que de la dimension. Appliquant pI.61q avec ces choix
on trouve

|Rc g̃px, sq|
2
ď

C

η
n
2`1

ĳ

Q

|Rc g̃|
2

dµg̃psqds

pour tout px, sq P P . La conclusion du lemme en découle, ainsi que de pI.60q.
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Preuve du lemme I.3.16. La borne sur la norme du tenseur de courbure issue des hypothèses
pI.1q permet de fixer η ď η0 (η0pnq provenant du lemme I.3.18) ne dépendant que de n tel que
pour tous p1` η

K q
´1t ď s ď t, on ait 1

4gptq ď gpsq ď 4gptq. 0 ă t ď T étant fixé, on définit la suite
ti “

`

1` η0

K

˘i
t pour i ď 0, puis on sélectionne, pour tout i ď 0 une partie txi,jujPIi de B0px0,

3
2 q

4n
?
ti

δ -séparée maximale (donc 8n
?
ti

δ -couvrante) pour dti . Étant donné l’ensemble d’indexation
I “ t pi, jq | i ď 0, j P Ii u, on définit, pour tout pi, jq P I, Pi,j “ rti´1, tis ˆ Btipxi,j ,

16n
?
ti

δ q,
puis Ri,j “ rti´2, ti`1s ˆBtipxi,j ,

32n
?
ti

δ q et enfin

ki,j “ ti sup
Pi,j

|Rc gpx, tq| mi,j “

ĳ

Ri,j

ˇ

ˇRgptq

ˇ

ˇ dµgptqdt.

A condition de supposer t ď minp δ2

1024n2 ,
1

200n2K q, on a en particulier

B0px0,
3

2
qˆs0, ts Ă

ď

pi,jqPI

Pi,j Ă
ď

pi,jqPI

Ri,j Ă B0px0, 2qˆs0, p1`
η

K
qts,

alors que le lemme I.3.18 (appliqué avec A “ 16n
?
K

δ ) se traduit par l’inégalité

t
n
2
i k

2
i,j ď Cmi,j (I.62)

pour tout pi, jq P I et C ne dépendant que de n et K. Puisque les hypothèses sous lesquelles on
se place impliquent en particulier Rc gpx, tq ě ´nK

t , les inégalités de recouvrement usuelles dans
ce contexte garantissent l’existence d’une constante N dépendant de n, K et δ telle que pour
tout pi, jq P I,

ˇ

ˇ

ˇ
tj1 P Ii | dtipxi, xjq ď

64n
?
ti

δ u

ˇ

ˇ

ˇ
ď N et donc

max
pi,jqPI

ˇ

ˇtpi1, j1q P I | Ri,j XRi1,j1 ‰ Hu
ˇ

ˇ ď N 1

pour une autre constante N 1 dépendant de n, K et δ. On peut donc, par un argument élémentaire
de théorie des graphes, partitionner l’ensemble I en au plus N 1 ` 1 sous-parties I1, ...,IN 1`1

telles que pour chaque 1 ď k ď N 1 ` 1, les Ri,j sont disjoints pour pi, jq P Ik. On a donc

ÿ

pi,jqPI

mi,j ď pN
1 ` 1q

ż t

0

ż

B0px0,2q

ˇ

ˇRgptq

ˇ

ˇ dµgptqpxqdt,

soit, avec l’hypothèse b) et pI.62q
ÿ

pi,jqPI

t
n
2
i k

2
i,j ď Cε. (I.63)

On définit maintenant pour i ď 0, Ji “ tj P Ii | ki,j ą δ2

64n2 u puis

Sδ “
0
ď

i“´8

ď

jPJi

B0pxi,j , 32np
1

δ
`
?
Kq
?
tiq.

De pI.63q on déduit
0
ÿ

i“´8

|Ji| t
n
2
i ď Cε,
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où C dépend de n, K et δ. Enfin, puisque l’hypothèse a) garantit volgp0q B0pxi,j , 32np 1
δ `?

Kq
?
tiq ď Ct

n
2
i (si t ď minp δ2

512n2 ,
1

512n2K q),

volgp0q Sδ ď C
0
ÿ

i“´8

|Ji| t
n
2
i

ď Cε,

ď δ,

pour le choix de ε “ 1
C .

Soit alors x P B0px0, 1q un point qui n’est pas δ-statique sur l’intervalle r0, ts. Il existe alors
0 ă t ď t et z P Btpx, 8n

?
t

δ q tel que |Rc gpz, tq| ą δ2

64n2t . Si i ď 0 est tel que ti´1 ă t ď ti,
on a d’une part |Rc gpz, tq| ą δ2

64n2ti
, et d’autre part comme z P B0px0,

3
2 q, il existe j P Ii

tel que dtipxi,j , zq ă
16n

?
ti

δ . On a donc ki,j ą δ2

64n2 soit j P Ji. Comme enfin d0px, xi,jq ď

dtipx, xi,jq `
20
3 pn ´ 1q

?
Kti ď 2dtpx, zq ` dtipz, xi,jq `

20
3 pn ´ 1q

?
Kti ď 32np 1

δ `
?
Kq
?
ti, on

trouve que x P Sδ, autrement dit, les points de B0px0, 1qzSδ sont δ-statiques sur r0, ts.

Preuve du corollaire I.3.17. Étant donné ε1 qui sera fixé plus bas, la proposition I.1.7 permet
de choisir ε0 “ εpn, v0,K, ε1q tel que les hypothèses de l’énoncé impliquent

volgptq Btpx0, rq ě p1´ ε1qvolgp0q B0px0, rq

pour 0 ă t ď ε20 et δ
?
t

ε0
ď r ď 1. En vertu du principe de comparaison des distances du corollaire

I.1.3 on a aussi Btpx0, 1´
20
3 pn´ 1q

?
Ktq Ă B0px0, 1q et donc,

volgptq B0px0, 1q ě volgptq Btpx0, 1´
20

3
pn´ 1q

?
Ktq,

ě p1´ ε1qvolgp0q B0px0, 1´
20

3
pn´ 1q

?
Ktq

ě p1´ 2ε1qvolgp0q B0px0, 1q,

si t ď minpε20,
ε21
CK q pour une constante C ne dépendant que de n, la dernière inégalité faisant

appel à la minoration du tenseur de Ricci au temps 0 et au principe de comparaison des volumes
de Bishop-Gromov. On a ensuite

ĳ

B0px0,1qˆr0,ts

Rgpsq dµsds “ volgp0q B0px0, 1q ´ volgptq B0px0, 1q,

ď 2ε1volgp0q B0px0, 1q,

puis
ĳ

B0px0,1qˆr0,ts

ˇ

ˇRgpsq

ˇ

ˇ dµsds ď 2

ĳ

B0px0,1qˆr0,ts

pRgpsqq´ dµsds`

ĳ

B0px0,1qˆr0,ts

Rgpsq dµsds,

ď ptet ` 2ε1qvolgp0q B0px0, 1q,

ď Cε1,
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où C ne dépend que de n. Pour δ1 ą 0 qui sera choisi plus bas, on fixe maintenant ε1 “
minp 1

C εpn, v0,K, δ1q,
δ1

256n2 ,
1

256K q, où la fonction εpn, v0,K, δq provient de l’énoncé du lemme
I.3.16. On trouve ainsi qu’il existe un ensemble Sδ1 avec volgp0q Sδ1 ď δ1 tel que tous les

points de B0px0, 1qzSδ1 sont δ1-statiques sur l’intervalle r0,minpε20,
ε21
CK qs. Pour tout x P B0px0, 1q,

volgp0q B0px, rq ě v0r
n, si bien que B0px, rq ne peut être entièrement incluse dans Sδ1 si r ą

´

δ1
v0

¯
1
n

. En fixant finalement δ1 “ v0

2 δ
n, on conclut qu’il existe un point de B0px, δq qui est

δ-statique sur l’intervalle r0,minpε20,
ε21
CK qs.

On démontre finalement le résultat clef de ce paragraphe.

Preuve du lemme I.3.13. Par mise à l’échelle du flot, on peut supposer T “ 1. Quitte à remplacer
gptq par ψ‹gptq, on peut supposer M “ X ˆ Rm, φ “ Id et d0ppx, uq, px

1, u1qq2 “ dXpx, yq
2 `

|u1 ´ u|
2 pour tous px, uq, px1, u1q P X ˆ Rm. On raisonne par induction sur m. On choisit donc

1 ď m ď n, et si m ě 2 on suppose le lemme I.3.13 démontré pour 1 ď m1 ď m´1. Soit δ,R ą 0
et ε “ εpn, v0,K, δq fourni par le corollaire I.3.17. On fixe x10 P X et on considère les points
x0 “ px

1
0,0mq ainsi que p0 “ px

1
0,0m´1, Rq et q0 “ px

1
0,0m´1,´Rq. Le corollaire I.3.17, appliqué

au flot mis à l’échelle g̃psq “ ε2gp sε2 q sur chacune des boules B̃0pp0, 1q et B̃0pq0, 1q, permet de
sélectionner p P B0pp0, δε

´1q et q P B0pq0, δε
´1q, des points δ-statiques sur l’intervalle r0, 1s. On

définit

bp{qpx, tq “ dtpp{q, xq ´ dtpp{q, x0q,

Ep,qpx, tq “ dtpp, xq ` dtpq, xq ´ dtpp, qq ě bppx, tq ` bqpx, tq.

Notons que l’on a dtpp, qq ě d0pp, qq ´ δ
?
t (voir pI.58q) tandis que la continuité de la fonction

distance au temps initial et l’hypothèse Rc gptq ě 0 font que pour tout x, x1 P M , dtpx, x1q ď
d0px, x

1q. On en déduit d’une part

Ep,qpx, tq ď Ep,qpx, 0q ` δ
?
t. (I.64)

D’autre part pour px, tq PMˆs0, 1s, on a

dtpp, xq ě dtpp, qq ´ dtpq, xq

ě d0pp, qq ´ d0pq, xq ´ δ
?
t

ě d0pp, xq ´ Ep,qpx, 0q ´ δ
?
t,

puis comme dtpp, x0q ď d0pp, x0q,

dtpp, xq ´ dtpp, x0q ě d0pp, xq ´ d0pp, x0q ´ Ep,qpx, 0q ´ δ
?
t,

ainsi que, en intervertissant les rôles de x et x0

dtpp, xq ´ dtpp, x0q ď d0pp, xq ´ d0pp, x0q ` Ep,qpx0, 0q ` δ
?
t,

d’où finalement l’encadrement

´Ep,qpx, 0q ´ δ
?
t ď bppx, tq ´ bppx, 0q ď Ep,qpx0, 0q ` δ

?
t. (I.65)
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On peut vérifier par un calcul direct à partir de l’expression de d0 que l’on a

Ep,qpx, 0q ď
10

R

ˆ

1

δ
`
δ

ε

˙2

pour x P B0px0, δ
´1q.

On fixe maintenant 0 ă t ď 1, on choisit une suite δi Ñ 0 à laquelle correspond une suite εi,

et on pose Ri “ 10
δi

´

1
δi
` δi

εi

¯2

. Aux points p0,i “ px
1
0,0m´1, Riq et q0,i “ px

1
0,0m´1,´Riq corres-

pondent comme plus haut des points pi P B0pp0,i, δiε
´1
i q et qi P B0pq0,i, δiε

´1
i q, δi-statiques sur

r0, 1s. Si γpi (resp. γqi) désigne pour chaque i ě 0 une géodésique minimisante entre x0 et pi (resp.
qi) on peut supposer qu’après extraction la suite tγpiuiě0 (resp. tγqiuiě0) converge vers un rayon
γ` (resp. γ´) d’origine x0. Le fait que d’après pI.64q on a Epi,qipx0, tq Ñ 0 implique, comme on le
vérifie facilement, que le chemin composé de l’union de γ` et de γ´ est une droite. Enfin, les fonc-
tions bpi convergent vers la fonction de Buseman b`,t associée à γ`. L’encadrement pI.65q, après
passage à la limite, montre que b`,t “ b`,0 où r b`,0 : X ˆ Rm Ñ R, px1, u1, ..., umq ÞÑ um s

est la limite des bpip., 0q. En particulier, le flot du gradient de b`,t est l’application

φr : M ÑM, px1, u1, ..., umq ÞÑ px1, u1, ..., um ` rq ,

quel que soit 0 ă t ď 1.

Pour tout 0 ă t ď 1, on peut donc appliquer le théorème I.3.14 à la métrique gptq, d’où
l’existence d’une métrique riemannienne ht sur N “ tx P M | b`,0pxq “ 0u “ X ˆ Rm´1 telle
que gptq “ ht ‘ dr2. Si m “ 1, l’énoncé est démontré. Sinon, si n “ 2, la forme de la métrique
implique que Kgptq ” 0, donc le flot gptq est statique, la métrique dt coïncide avec d0 et l’énoncé
est trivial. Si n ě 3, il est facile de vérifier que ht est un flot de Ricci hptq sur Nˆs0, T s qui vérifie
toutes les hypothèses de l’énoncé pour m1 “ m´ 1. On a donc par induction hptq “ h̃ptq‘ gRm´1

et gptq “ h̃ptq ‘ gRm .

Preuve de la proposition I.3.12. Après mise à l’échelle du flot, on peut supposer r “ 1. On fixe
δ ą 0 et on suppose qu’il existe une suite εi Ñ 0, une suite de flots giptq sur Mn

i satisfaisant aux
hypothèses de l’énoncé ainsi que des suites pxi, tiq PM ˆ r0, ε2i s, 0 ă ri ď εi et p1,i, ..., pm,i telles
que

a) pp1,i, ..., pm,iq est un pm, εiq-éclatement en xi à toutes les échelles inférieures à 1 pour la
métrique gip0q,

b) dGH pBtipxi, riq, BZˆRmppz0,0mq, riqq ě δri pour tout pX, dZ , z0q espace métrique locale-
ment compact.

On définit les flots mis à l’échelle g̃ipsq “ 1
r2
i
gipr

2
i sq défini sur s0, sis (si “

ti
r2
i
). Alors pp1,i, ..., pm,iq

est un pm, εiq-éclatement en xi à toutes les échelles inférieures à 1
ri
pě 1

εi
q pour la métrique g̃p0q

ce qui implique en particulier dGHpB̃0pxi, 1q, BZiˆRmppz0,i,0q, 1qq ď εi pour un espace métrique
pZi, di, z0,iq, tandis que dGH

´

B̃sipxi, 1q, BZˆRmppz0,0mq, 1q
¯

ě δ pour tout espace métrique
pZ, dZ , z0q d’après bq. Trois cas se présentent alors

i) si Ñ 0. Alors, si ε “ εpn, v0,K,
δ
4 q est fourni par le lemme I.1.7, et que l’on a εi ă ε,

si ă minpε2, δ2

16p 40
3 q

2pn´1q2K
q, on trouve, en appliquant le lemme I.1.7,

d0py, y
1q ´

δ

2
ď dtpy, y

1q ď p1`
δ

4
qd0py, y

1q `
δ

4
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pour tous y, y1 P B̃sipxi, 1q. En particulier, dGH

´

B̃sipxi, 1q, B̃0pxi, 1q
¯

ď δ
2 et donc

dGH pBsipxi, 1q, BZiˆRmppz0,i,0mq, 1qq ď
δ

2
` ε ă δ

en contradiction avec bq.
ii) si Ñ `8. Les bornes pI.1q sur le flot gptq se traduisent en particulier par les bornes

|Rm g̃psiq| ď
K
si

et injg̃psiq x ě
b

si
K sur Bg̃psiqpx, 1q. Dans ces conditions, pour i suffisam-

ment grand, l’application expxi : BTxiMip0Txi , 2q Ñ B̃sipxi, 2q réalise une approximation
p1` δ

2 q-bi-Lipschitz entre la métrique euclidienne gRn et g̃i, en particulier

dGHpB̃sipxi, 1q, BRnp0Rn , 1qq ă δ,

en contradiction avec bq.
iii) si Ñ s8 avec 0 ă s8 ă `8. Alors le lemme A.0.1 permet d’extraire un flot limite

g8psq des g̃ipsq pointés en xi, défini sur une variété différentielle pointée pM8, x8q pour
0 ă t ď s8. De plus, la fonction distance dg̃ipsq tend uniformément sur tout compact
vers une limite d0,8 sur M8 lorsque s tend vers 0. L’espace métrique pM8, d0,8q étant
aussi limite des pMi, g̃ip0q, xiq pour la convergence de Gromov-Hausdorff pointée, on vérifie
aisément que aq implique que pM8, d0,8q est isomorphe à un produit X ˆRm. Puisque le
flot g̃psq vérifie en particulier Rc g̃psq ě 0, le lemme I.3.13 s’applique donc et permet de
conclure que le flot g8psq est de la forme g8psq “ h8psq ‘ gRm , en contradiction avec bq
encore une fois.
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Chapitre II

Minorations de courbure préservées
par le flot

II.1 Principes du minimum
Dans cette section, on passe en revue certaines minorations de courbure classiques préservées

par le flot de Ricci, en discutant en particulier la possibilité d’établir une version purement locale
des énoncés, c’est à dire s’appliquant à un flot éventuellement non complet, et qui, à partir d’une
hypothèse sur une région U ĂM au temps initial, fournissent une conclusion sur une région plus
petite pour un un certain intervalle de temps.

Minoration de la courbure scalaire. C’est le cas le plus simple. La courbure scalaire d’une
métrique évoluant selon le flot de Ricci obéit à l’équation

BtRg “ ∆Rg ` 2 |Rc g|
2

ě ∆Rg `
2

n
pRgq

2.

Si gptq est un flot sur une variété compacte, un principe du minimum s’applique et on déduit de
l’équation ci-dessus la minoration

Rgpx, tq ě
1

infx Rgpx, 0q ´
2
n t
.

Il existe une version purement locale de ce résultat, due à B. L. Chen [11]. On donne ici une
version légèrement simplifiée de l’énoncé de [11] adaptée à l’usage que l’on veut en faire

Proposition II.1.1 (B.L. Chen). Soit gptq un flot de Ricci sur pM,x0qˆr0, T s avec les propriétés
suivantes :

Btpx0, a0 `A0q est relativement compacte dans M,

|Rm gptq| ď
K

t
pour x P Btpx0,

c

t

K
q,

Rgp0q ě ´ε
2 sur B0px, a0 `A0q.
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Alors
Rgpx, tq ě ´maxpε2,

100

A2
0

q

pour tout px, tq avec 0 ă t ď T , dtpx0, xq ď a0 ´
20
3 pn´ 1q

?
Kt.

Corollaire II.1.2. Soit gptq un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn

satisfaisant à l’estimation

|Rm gpx, tq| ď
K

t
,

où K ě 1, et tel qu’au temps initial on a

Rgp0q ě ´n sur M.

Alors on a

Rgptq ě ´
2n

ρ0pxq2

Minoration du tenseur de Ricci en dimension 3. En dimension 3, le caractère positif ou
nul du tenseur de Ricci est préservé par un flot complet. Cependant

a) une minoration (même globale pour un flot complet) de la courbure de Ricci par une
constante strictement négative n’est pas préservée pour un temps contrôlé uniquement en
fonction de la l’hypothèse faite au temps initial.

b) le caractère positif où nul du tenseur de Ricci dans une région de la donnée initiale
n’implique pas une minoration contrôlée dans une région et pour un intervalle de temps
contrôlé (autrement dit, il n’y a pas d’analogue direct de la proposition II.1.1 pour le
tenseur de Ricci).

Le contre-exemple suivant permet d’illustrer à la fois a) et b) ci-dessus. On considère une métrique
de la forme

g0 “ dr2
` fprq2gS2

définie sur M “ Rˆ S2, avec ´ε2 ă f2

f ă 0 sur s ´ 8, 1
ε rYs

1
ε ,`8r et f “ ε sur r´ 1

ε ,
1
ε s. Le flot

gptq issu de g0 développe une singularité en un temps tsing ą 0, et pour x0 “ p0, y0q (y0 est un
point quelconque de S2) on a limtÑtsing Rc gptqp ddr ,

d
dr q “ ´8, bien que Rc g0 ě ´ε

2 sur M et
Rc g0 ě 0 sur B0px0,

1
ε q.

Une manière de contourner cette difficulté est d’introduire la quantité de Hamilton-Ivey sui-
vante

Ipx, tq “
Rgptq

´λ´Rc

´ lnp´λ´Rc qp1` tq ` 3,

où la plus petite valeur propre du tenseur de Ricci λ´Rc px, tq en un point remplace simplement
le minimum ponctuel des courbures sectionnelles dans la l’expression usuelle introduite par Ha-
milton et Ivey. Z.H. Zhang démontre dans [36] que pour un flot compact dont la donnée initiale
satisfait λ´Rc p., 0q ě ´1, la quantité I reste positive ou nulle sur M pour tout temps. Cependant
il est facile de vérifier que la méthode introduite dans r11s et appliquée à l’équation d’évolution
de la courbure scalaire s’applique aussi bien à la quantité I, d’où le résultat purement local qui
suit.
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Proposition II.1.3. Soit gptq un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse M3

de dimension 3 et x0 PM un point avec les propriétés suivantes

Btpx0, a`Aq est relativement compacte dans M,

|Rm gptq| ď
K

t
pour x P Btpx0,

c

t

K
q,

Rc gp0q ě ´1 sur B0px, a`Aq.

Alors
Rgptq

´λ´Rc

´ lnp´λ´Rc qp1` tq ` 3 ě ´
200p1` tq

A2

pour tout px, tq avec 0 ă t ď T , dtpx0, xq ď a´ 20n
?
Kt et λ´Rc px, tq ă 0, où λ´Rc px, tq désigne

la plus petite valeur propre du tenseur de Ricci au point px, tq.

Dans le cas où le flot satisfait localement à des hypothèses de décroissance de la norme du
tenseur de courbure de la forme

|Rm gpx, tq| ď
K

t
la proposition II.1.3 a la conséquence suivante.

Corollaire II.1.4. Il existe Apnq avec la propriété suivante. Si gptq est un flot de Ricci défini
pour 0 ď t ď T sur une variété lisse M3 de dimension 3 et x0 PM un point tel que

|Rm gpx, tq| ď
K

t
pour px, tq PM ˆ r0, T s,

Rc gpx, 0q ě ´k pour x PM,

alors

Rc gpx, tq ě ´
2K

lnp K
e4kt q

1

t

pour x P pUq A?
k
`20n

?
Kt et 0 ă t ď minpT, 1

k q. En particulier, pour tout δ ą 0, on a que

Rc gpx, tq ě ´
δ2

t

pour x P pUq A?
k
`20n

?
Kt et 0 ă t ď K

k e
´ 2K
δ2
´4.

Démonstration. Après mise à l’échelle parabolique du flot, on peut supposer k “ 1. On choisit
A tel que 400

A2 ď 1, si bien que pour px, tq PMˆs0, 1s tel que B0px,A` 20
?
Ktq est relativement

compacte dans M , on a

Rg

´λ´Rc

´ lnp´λ´Rc qp1` tq ě ´4

en px, tq, et donc

K

´tλ´Rc

´ lnp
´tλ´Rc

K
q ě lnpe´4Kp1`

1

t
qq,

d’où on déduit l’énoncé, en notant que lnp
´tλ´Rc

K q ě ´ K
´tλ´Rc

.
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II.2 Minorations obtenues par l’analyse du noyau de la cha-
leur modifié (d’après R. Bamler, E. Cabezas-Rivas, B.
Wilking)

Le résultat principal de cette section est la proposition II.2.6, version purement locale d’un
résultat dû à R. Bamler, E. Cabezas-Rivas et B. Wilking dans [18], qui fournit une véritable
minoration uniforme (par contraste avec le corollaire II.1.4) du tenseur de Ricci en dimension 3,
et qui s’étend à d’autres notions de courbure en dimension supérieure. Afin de décrire brièvement
la méthode dans le cas particulier du tenseur de Ricci en dimension 3, on considère un flot gptq
sur M3 variété tri-dimensionnelle compacte. De l’équation d’évolution du tenseur de Ricci en
coordonnées locales pBt´∆qRij “ 2RkijlRkl ´ 2RikRj,k, on déduit que λ´Rc px, tq définie comme
la plus petite valeur propre du tenseur de Ricci au point px, tq, satisfait (au sens des barrières) à
l’équation d’évolution

pBt ´∆qλ´Rc ě ´3pλ´Rc q
2 ` pλ3 ´ λ2q

2 ` Rgptqλ
´
Rc , (II.1)

(où λ´Rc ď λ2 ď λ3 sont les valeurs propres de Rc gpx, tq). Lorsqu’on cherche à établir la
préservation d’une minoration de λ´Rc par une constante strictement négative, en l’absence d’une
borne uniforme sur la norme du tenseur de courbure, le dernier terme peut prendre des valeurs
arbitrairement négatives, si bien qu’aucun principe du minimum ne s’applique. Si on considère
plutôt l’équation d’évolution de la quantité λ´Rc dµt, on trouve

pBt ´∆qpλ´Rc dµtq “ pBt ´∆´ Rgptqqλ
´
Rc dµt ě ´3pλ´Rc q

2 dµt,

puisque Bt dµt “ ´Rgptq dµt. L’intêret est que l’on a maintenant une équation autonome sur
λ´Rc , dans le sens où les autres valeurs propres du tenseur de Ricci, dont on ne contrôle pas la
valeur absolue, n’apparaissent pas dans le membre de droite. On écrira donc l’équation pII.1q
sous la forme

pBt ´∆´ Rgptqqλ
´
Rc “ ´fpx, tq où fpx, tq ď 3pλ´Rc q

2. (II.2)

Notons alors Kpy,sqpx, tq le noyau associé à l’“opérateur de la chaleur modifié” Bt ´∆´Rgptq, et
supposons que, sous des hypothèses appropriées, on puisse établir une majoration de la forme

Kpx,0qpy, tq ď C0t
´n2 e´

d0px,yq
2

C0t .

Alors, si on suppose Rc gp0q ě ´ε2 sur M au temps initial, et que l’on considère t0 ą 0 minimal
tel que infxPM λ´Rc px, t0q ď ´1, la formule de représentation des solutions de pII.2q permet
d’écrire

λ´Rc px, tq “ ´

ż

M

Kpy,0qpx, tqλ
´
Rc py, 0q dµ0pyq ´

ż t

0

ż

M

Kpy,sqpx, tqfpy, sq dµspyq

ě ´ε2C1 ´ 3C1t0.

où (grâce au contrôle du volume des sphères que garantit la minoration du tenseur de Ricci,
combinée à la borne gaussienne sur K) C1 ne dépend que de n et C0. Si ε ď

b

1
4C1

et t0 ď 1
12C1

,

on trouve donc λ´Rc px, tq ě ´ 1
2 sur M ˆ r0, t0s en contradiction avec la définition de t0. On

a finalement établi l’existence d’un intervalle de temps, contrôlé en fonction de C0 (et de n),
pendant lequel la borne λ´Rc ě ´1 ne peut pas être violée.
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Avant d’énoncer la proposition II.2.6, on rappelle la définition de quelques cônes de courbure
classiques, en suivant r29s qui en fournit une exposition détaillée. On rappelle qu’on appelle cône
de courbure invariant de dimension n un ouvert C de S2pΛ2Rnq tel que

(i) si C P C, λ P R‹`, alors λC P C,
(ii) si φ P Opnq est une isométrie de Rn et C P C, alors l’élément de S2pΛ2Rnq défini par

Cφpt^ u, v ^ wq “ Cpφptq ^ φpuq, φpvq ^ φpwqq est encore dans C.
Pour pMn, gq une variété riemannienne de dimension n, x P M et Cx P S2pΛ2

xMq, la propriété
piiq permet de parler sans équivoque de l’appartenance ou non de Cx à un cône de courbure
invariant C (on notera donc Cx P C au prix d’un léger abus de langage). Le produit scalaire
canonique x., .y de Rn s’étend de manière unique en une forme C-bilinéaire sur Cn que l’on notera
x., .yC, qui elle même s’étend naturellement en une forme C-bilinéaire sur le complexifié Λ2Cn
de Λ2Rn. On rappelle qu’un vecteur u P Cn est dit isotrope si xu, uyC “ 0 (en particulier x., .yC
possède des vecteurs isotropes non-nuls). Un élément de la forme u ^ v P Λ2pCnq, où u, v P Cn
est dit totalement isotrope si xu, uyC “ xv, vyC “ xu, vyC “ 0. Enfin, pour tout C P S2pΛ2Rnq,
on note CC l’extension C-linéaire de C à S2pΛ2Cnq. De même, tout C P S2pΛ2Cnq se prolonge
de manière unique en un élément C 1 P S2pΛ2Cn`1q (resp. C2 P S2pΛ2Cn`1q) qui satisfait
C 1pσ, τq “ Cpσ, τq si σ, τ P Λ2Cn Ă Λ2Cn`1 et C 1pσ, τq “ 0 si τ P

`

Λ2Cn
˘K
Ă Λ2Cn`1 (resp.

C2pσ, τq “ Cpσ, τq si σ, τ P Λ2Cn Ă Λ2Cn`2 et C2pσ, τq “ 0 si τ P
`

Λ2Cn
˘K
Ă Λ2Cn`2).

Définition II.2.1. On définit pour tout n ě 2

CnC “
 

C P S2pΛ2Cnq | Cpu^ v, u^ vq ą 0 pour tous u, v P Cn

t.q. u^ v est totalement isotrope u

puis pour n ě 2 fixé, on définit les cônes de courbure invariants
— CIC “

 

C P S2pΛ2Rnq | CC P CnC
(

,

— CIC1
“

!

C P S2pΛ2Rnq |
`

CC˘1 P Cn`1
C

)

,

— CIC2
“

!

C P S2pΛ2Rnq |
`

CC˘2 P Cn`2
C

)

,

— CCO “
 

C P S2pΛ2Rnq | Cpσ, σq ą 0 @σ P Λ2
xRn

(

.

Remarque II.2.2 (Préservation des cônes de courbures IC , IC1 , IC2 et CO ). Si C désigne l’un
des cônes de courbure de la définition II.2.1, et si pM, gq est une variété riemannienne compacte
avec

Rm g P C

alors si gptq est le flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T de donnée initiale g on a

Rm gptq P C

pour tout 0 ď t ď T .
Ce qui nous intéresse ici est la préservation d’une minoration de la notion de courbure associée

à chacun de ces cônes, d’où la définition qui suit.

Définition II.2.3. Si C est un cône de courbure invariant et pMn, gq une variété riemannienne
de dimension n, on définit λ´C : M Ñ R par

λ´Cpxq “ sup
 

λ P R | Rm gpxq ´ λIS2pΛ2
xMq

P C
(

.

Remarque II.2.4. En dimension 3, λ´IC1
se confond avec la plus petite valeur propre du tenseur

de Ricci, tandis que CIC2
“ CCO , et λ´IC2

“ λ´CO égalent le minimum ponctuel des courbures
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sectionnelles. En toute dimension, CCO Ă CIC2 Ă CIC1 , et une minoration de λ´CO ou de λ´IC2

implique une minoration des courbures sectionnelles, tandis qu’une minoration de λ´IC1
implique

une minoration du tenseur de Ricci.

Proposition II.2.5 (R. Bamler, E. Cabezas-Rivas, B. Wilking [18]). Soit C l’un des cônes de
courbure invariants IC1 , IC2 ou CO de la définition II.2.1, et gptq un flot de Ricci défini pour
0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n. Alors on a, au sens des barrières,

pBt ´∆´ Rgptqqλ
´
C ě ´

npn´ 1q

2
pλ´Cq

2. (II.3)

L’énoncé qui suit est une version purement locale de (ceratains) résultats minoration de la
courbures établis par R. Bamler, E. Cabezas-Rivas et B. Wilking dans [18].

Proposition II.2.6. Il existe kpn,Kq avec la propriété suivante. Soit C l’un des cônes de
courbure invariants IC1 , IC2 ou CO de la définition II.2.1, et soit gptq un flot de Ricci
défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n satisfaisant aux hypothèses pI.1q,
et tel que

λ´Cpx, 0q ě ´1

pour x PM . Alors pour px, tq PM ˆ r0, T s

λ´Cpx, tq ě ´
k

ρ0pxq2

où ρ0pxq “ supt0 ă r ď 1 | B0px, rq est relativement compacte dans Mu.

Preuve de la proposition II.2.6. Soit U ĂM relativement compact, et k ą 1 fixé dont on choisira
la valeur au cours de la preuve. On définit

ρU0 pxq “ supt0 ă r ď 1 | B0px, rq est relativement compacte dans Uu.

Pour vpx, tq “ minpλ´Cpx, tq, 0q, on a d’après pII.3q,

pBt ´∆´ Rgptqqv ě ´
npn´ 1q

2
v2.

Soit 0 ă t0 ď T maximal tel que l’on ait vpx, tq ě ´ k
ρU0 pxq

2 sur Uˆr0, t0s. Si t0 ă T , il existe x0 P U

tel que vpx0, t0q “ ´
k

ρU0 px0q2
. On pose ρ “ ρU0 px0q, si bien que la boule B0px0, ρq est relativement

compacte dans U . Notons que puisque par hypothèse, vpx0, t0q ě ´
CK
t0

(pour une constante C
qui ne dépend que de n), on a t0 ď CK

k ρ2. En particulier, grâce au contrôle de la contraction
des distances du corollaire I.1.3, on trouve que Btpx0,

ρ
4 q reste incluse dans Ω “ B0px0,

ρ
2 q (et

donc relativement compacte dans U) si on suppose k ě CK2 (pour une nouvelle constante C ne
dépendant que de n). Sur Ω ˆ r0, t0s, on a aussi ρU0 pxq ě

ρ
2 et donc vpx, tq ě ´4k

ρ2 . On définit

alors w : U ˆ r0, t0s en posant w “ e
´

2npn´1qkt

ρ2 v. On a alors, sur Ωˆ r0, t0s,

pBt ´∆´ Rgptqqw ě

ˆ

´
2npn´ 1qk

ρ2
´
npn´ 1q

2
v

˙

w,

ě 0.
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On applique alors la proposition I.2.1 majorant les solutions de l’équation de la chaleur avec un
terme source à w afin d’en déduire

wpx0, t0q ě ´CI.2.1

˜

1` 4n`1

˜

c

K

k
e
´ k
CI.2.1CK

¸

k

ρ2

¸

,

soit

vpx0, t0q ě ´Ce
CK

˜

1

k
`

c

K

k
e´

k
CK

¸

k

ρ2

Finalement, pour un choix approprié de kpn,Kq, on trouve

vpx0, t0q ě ´
k

2ρ2

d’où une contradiction si t0 ă T . On a donc vpx, tq ě ´ k
ρU0 pxq

2 sur U ˆr0, T s, d’où la proposition,
le choix de U relativement compact dans M étant quelconque.

II.3 Minorations de courbure préservées en présence d’une
structure produit à toutes les échelles

II.3.1 Décomposition du tenseur de Riemann et équations d’évolutions
L’existence d’un m-éclatement en un point x d’une variété riemannienne pM, gq à courbure

de Ricci minorée se traduit par l’existence de m fonctions coordonnées définies au voisinage de x.
En général, la proximité avec un espace produit X ˆRm étant seulement métrique, on n’obtient
pas d’information sur la structure du tenseur de Riemann de M au point x. Cependant, comme
on le vérifie dans ce paragraphe, sous l’hypothèse d’un contrôle supplémentaire sur la régularité
des fonctions coordonnées, le tenseur de Riemann en x possède approximativement la structure
de celui d’une variété de la forme Nn´m ˆ Rm. Or, dans le cas où m “ n ´ 3, la donnée du
tenseur de Ricci en un point d’une métrique de la forme h‘ gRn´3 sur une variété N3ˆRn´3 est
équivalente à celle de tout le tenseur de Riemann. En présence de n ´ 3 fonctions coordonnées
sur M , la norme du tenseur de Riemann est contrôlée dès lors que l’on contrôle celle du tenseur
de Ricci ainsi que suffisamment de dérivées (en fait, les dérivées d’ordre 3) de n ´ 3 fonctions
coordonnées.

Avant d’énoncer ce principe sous la forme du lemme II.3.1 on introduit quelques notations
d’algèbre (multi)linéaire. Soit V Ă TxM un sous-espace de l’espace tangent à M en un point
x. L’inclusion V Ă TxM donne lieu à une injection Λ2pV Kq ãÑ Λ2

xM qui à son tour permet
d’écrire la décomposition orthogonale S2pΛ2Mq “ S2pΛ2pV Kqq ‘ S2pΛ2pV Kqq

K. Si S est une
forme bilinéaire symétrique sur Λ2

xM , on écrira donc

S “ SV
K

` SV

où SV
K

P S2pΛ2pV Kqq et SV P S2pΛ2pV Kqq
K. En fait, si V Ă Λ2M est le sous-espace engendré

par les éléments de la forme X ^ Y avec X P V , Y P TxM (on note qu’alors son supplémentaire
orthogonal VK est engendré par les éléments de la forme X ^ Y , X,Y P V K), on a pour Z, W P
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Λ2
xM

SV pZ, Wq “ SpZ V , W Vq ` SpZ VK , W Vq ` SpZ V , W VKq (II.4)

SV
K

pZ, Wq “ SpZ VK , W VKq

où Z “ Z V `Z VK et W “ W V ` W VK pour la décomposition orthogonale Λ2
xM “ V ‘ VK.

D’autre part, rappelons si pE, hq est un espace euclidien de dimension m, on a une application
“contraction de Ricci” cm : S2pΛ2Eq Ñ S2pEq, où, si S est une forme bilinéaire sur Λ2E,
X,Y P E, cmS est définie comme la trace de la forme bilinéaire pZ,W q ÞÑ SpX ^ Z, Y ^W q.
Dans le cas particulier où m “ 3, l’application c3 est inversible et son inverse est donné par
la formule c´1

3 S “ pS ´ tr S
4 hq ? h, où ? : S2pEq ˆ S2pEq Ñ S2pΛ2Eq désigne le produit de

Kulkarni-Nomizu (voir [1]).

E0

E1

TxM

x

∇uk ∧X ∈ E0

∇uk

X

Lemme II.3.1. Il existe une constante Cpnq ą 0 avec la propriété suivante. Soit pM, gq une
variété riemannienne , x P M et V Ă TxM un sous-espace de dimension n ´ 3. Alors on a la
décomposition du tenseur de Riemann

(i) Rm g “
`

Rc g ´
Rg

4
gV K

˘

? gV K ` Rm gV ´
`

cnpRm gV q ´
tr cnpRm gV q

4
gV K

˘

? gV K ,

qui implique en particulier

(ii) |Rm g| ď C
`

|Rc g| `
ˇ

ˇRm gV
ˇ

ˇ

˘

.

Si de plus u1, ..., un´3 : M Ñ R sont n ´ 3 fonction lisses telles qu’en tout point x P M la
famille ∇u1pxq, ...,∇un´3pxq engendre V , on a

(iii) pRm gqp∇ui ^ Z,X ^ Y q “ ∇3uipY,X,Zq ´∇3uipX,Y, Zq,

pour tout 1 ď i ď n ´ 3 et X,Y, Z P TxM . En particulier, si |x∇uipxq,∇ujpxqy ´ δi,j | ď C´1

pour 1 ď i, j ď n´ 3, on a

(iv)
ˇ

ˇRm gV
ˇ

ˇ ď C max
1ďiďn´3

ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ .

Démonstration.
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(iii) Soient X,Y, Z P TxM . On obtient d’abord par un calcul direct x∇Y∇X∇ui, Zy “
∇3uipY,X,Zq `∇2uip∇YX,Zq, et par suite la formule de Ricci pRm gqpX,Y,∇ui, Zq “
∇3uipY,X,Zq ´∇3uipX,Y, Zq, ou bien

pRm gqp∇ui ^ Z,X ^ Y q “ ∇3uipY,X,Zq ´∇3uipX,Y, Zq (II.5)

pour le tenseur de courbure vu comme une forme bilinéaire sur Λ2TxM .

(i) Avec les notations rappelées plus haut, l’inclusion V K Ă TxM donne lieu au diagramme
suivant

S2pΛ2Mq
cn // S2pTxMq

0 // S2pΛ2V Kq
c3

//
?�
i

OO

S2pV Kq
?�

ι

OO

// 0

Dans la décomposition Rm g “ Rm gV ` Rm gV
K

telle que décrite plus haut, Rm gV
K

P

iS2pΛ2V Kq, donc on peut écrire

Rm gV
K

“ ic´1
3 ι´1cnRm gV

K

“ pcnRm gV
K

´
tr cnRm gV

K

4
gV Kq? gV K

puis en remplaçant Rm gV
K

par Rm g ´ Rm gV on trouve la formule piq.

(iv) Soit teiu1ďiďn´3 la base de V obtenue par orthonormalisation de Schmidt de la famille
t∇uipxqu1ďiďn´3. D’après pII.4q, il suffit de calculer Rm gV sur les couples de la forme
pei ^ ej , ek ^ elq avec 1 ď i ď n´ 3, 1 ď j, k, l ď n avec i ‰ j, k ‰ l. Or

pRm gV qpei ^ ej , ek ^ elq “
n´3
ÿ

α“1

mi,αpRm gqp∇uαpxq ^ ej , ek ^ elq

où tmα,βuα,β est la matrice de la base teiu1ďiďn´3 dans t∇uipxqu1ďiďn´3. Quitte à sup-
poser que x∇uipxq,∇ujpxqy ď C´1 pour une constante C ne dépendant que de n, les mi,j

sont bornées, par 1 par exemple, et on a
ˇ

ˇRm gV
ˇ

ˇ ď C max1ďiďn´3

ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ pxq d’après piiiq.

(ii) Conséquence immédiate de piq et pivq.

Dans le reste du paragraphe, on décrit la structure de certaines équations d’évolution de
courbure particulières pour un flot de Ricci de dimension n ě 4 pour lequel tout point possède
un pn´ 3, εq-éclatement, et donc un système de n´ 3 fonctions coordonnées tuiu1ďiďn´3. L’idée
est de montrer que le membre de droite de l’équation se décompose en un terme d’expression
analogue à celui de l’équation de dimension 3, auquel s’ajoute un deuxième terme contrôlé par
max1ďiďn´3

ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ.

Lemme II.3.2. Soit gptq un flot de Ricci sur Mn ˆ r0, T s. Si x P M et V Ă TxM est un
sous-espace de dimension n´ 3, on a

(i) pBt ´∆q |Rc gptq|
2
ď C

´

|Rc gptq|
3
` |Rc gptq|

2
¨

ˇ

ˇ

ˇ
Rm gptq

V
ˇ

ˇ

ˇ

¯
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tandis que si λ´Rc désigne la plus petite valeur propre du tenseur de Ricci, on a

(ii) pBt ´∆qλ´Rc ě ´pλ´
RcV

K q
2 ` RV K

g λ´
RcV

K ´ C |Rc gptq| ¨
ˇ

ˇ

ˇ
Rm gptq

V
ˇ

ˇ

ˇ
,

(iii) pBt ´∆qRgptq ě 3pλ´
RcV

K q
2 ´ 2RV K

g λ´
RcV

K ` pR
V K

g q2 ´ C |Rc gptq| ¨
ˇ

ˇ

ˇ
Rm gptq

V
ˇ

ˇ

ˇ
,

où λ´
RcV

K et RV K

g désignent respectivement la plus petite valeur propre et la trace de Rc gV
K

.

Démonstration. (i) La norme du tenseur de Ricci satisfait à une équation de la forme

pBt ´∆q |Rc gptq|
2
“ Rm g ‹ Rc g ‹ Rc g,

ď C |Rm g| |Rc g|
2
,

ď C |Rc g|
3
` C

ˇ

ˇRm gV
ˇ

ˇ |Rc g|
2

d’après le lemme II.3.1, piiq.

(ii) L’astuce classique d’Uhlenbeck (voir [14], p. 121-122 par exemple), qui consiste à intro-
duire une famille d’isomorphismes de fibrés vectoriels ιt : TM Ñ TM pour laquelle la
métrique tirée en arrière g “ ι‹t gptq est statique, permet d’écrire, si Rptq “ ι‹tRm gptq,
l’équation d’évolution du tenseur de Ricci sous la forme

pBt ´∆qRcij “ 2RkijlRckl.

On décompose alors le tenseur de Riemann comme dans le lemme II.3.1,piq

Rm g “
`

Rc g ´
Rg

4
gV K

˘

? gV K ` S,

où |S| ď C
ˇ

ˇRm gV
ˇ

ˇ. On décompose alors Rc g “ Rc gV
K

` Rc gV , où Rc gV
K

pu, vq “
Rc gppu, pvq avec p : TxM Ñ V K la projection orthogonale. On a alors

Rm g “
`

Rc gV
K

´
tr Rc gV

K

4
gV K

˘

? gV K ` S̃,

où
ˇ

ˇ

ˇ
S̃
ˇ

ˇ

ˇ
ď C

ˇ

ˇRm gV
ˇ

ˇ. On se place maintenant dans un système de coordonnées tel que d
dxi

forme une base orthonormée en px, tq avec V K “ă t ddx1
, ddx2

, ddx3
u ą, et on supposera en

plus que Rc gV
K

est diagonal dans cette base. On a alors

pRm gqijji “ ´
1

2
pRii `Rjj ´Rkkq ` S̃ijji,

pour i ă j ď 3, où ti, j, ku “ t1, 2, 3u, ainsi que pRm gqijkl “ S̃ijkl pour tous les autres
quadruplets i, j, k, l. En revenant dans les coordonnées d’Uhlenbeck on peut écrire

pBt ´∆qRii “ ´R
2
ii ` pRii `Rjj `RkkqRii ` pRkk ´Rjjq

2 ` Tii si i P t1, 2, 3u,
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pour tout 1 ď i ď 3 tandis que pBt ´ ∆qRij “ T̃ij pour tous les autres couples i, j, où
|T| ,

ˇ

ˇ

ˇ
T̃
ˇ

ˇ

ˇ
ď C |Rc g|

ˇ

ˇRm gV
ˇ

ˇ. Ainsi si λ´
RcV

K désigne la plus petite valeur propre de Rc gV
K

,
on a pour tout u P UxM

pBt ´∆q

˜

Rc g

|u|
2

¸

pu, uq ě ´pλ´
RcV

K q
2 ` Rg

V Kλ´
RcV

K ` T pu, uq.

où |T | ď C |Rc g|
ˇ

ˇRm gV
ˇ

ˇ. D’où le (ii) de l’énoncé.

(iii) On a

pBt ´∆qRg “ 2 |Rc g|
2
,

“

ˆ

2
ˇ

ˇ

ˇ
Rc gV

K
ˇ

ˇ

ˇ

2

´ pRV K

g q2
˙

` pRV K

g q2 ` 2
ˇ

ˇRc gV
ˇ

ˇ

2
,

Or, pour tout triplet a, b, c P R, on peut écrire 2pa2 ` b2 ` c2q ´ pa ` b ` cq2 “ 3a2 ´

2apa` b` cq ` pc´ bq2, donc en calculant dans une base orthonormée de V K où Rc gV
K

est diagonal, on trouve en particulier

pBt ´∆qRgptq ě 3pλ´
RcV

K q
2 ´ 2pRg

V K
qλ´

RcV
K ` pR

V K

g q2 ´ C |Rc gptq| ¨
ˇ

ˇ

ˇ
Rm gptq

V
ˇ

ˇ

ˇ
.

Le lemme II.3.2 permet d’ores et déjà de voir que lorsque max1ďiďn´3 est contrôlé, la norme
du tenseur de Ricci obéit à une équation autonome que l’on peut intégrer. On doit s’attendre
à ce que le flot d’une donnée initiale à courbure de Ricci bornée, en présence d’une structure
produit, évolue à courbure de Ricci borné pour un temps contrôlé. A contrario il ne semble pas
possible de déduire la préservation d’une minoration du tenseur de Ricci aussi simplement à
partir de l’équation (ii). En effet, le terme de reste est de la forme |Rc gptq|max1ďiďn´3

ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ,
où |Rc gptq| satisfait en général seulement une borne de la forme K

t , non intégrable en 0. Il semble
par contre qu’il soit possible de contrôler l’évolution de la quantité suivante qui correspond à un
pincement.

Définition II.3.3. Si gptq est un flot de Ricci défini sur M ˆ r0, T s avec Rgptq ą 0, on définit en
tout point px, tq PM ˆ r0, T s

Qpx, tq “ minp0,
λ´Rc px, tq

Rgpx, tq
q.

On déduit alors du lemme II.3.2 une équation d’évolution pour Q.

Lemme II.3.4. Soit gptq un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de
dimension n . Alors, si px, tq P M ˆ r0, T s est un point tel que Rgptqpxq ą 0, et si V Ă TxM est
un sous-espace de dimension n´ 3, on a

pBt ´∆qQ ě 2∇pln Rgptqq ¨∇Q´ Cp1`Q2q
ˇ

ˇRm gptqV
ˇ

ˇ .

L’énoncé qui suit résume le contenu de la section II.3.1. Seul piq sera utilisé dans les para-
graphes qui suivent. piiq peut être vu comme une motivation des résultats des paragraphes I.1.3
et I.1.4 en justifiant l’hypothèse de pincement de la plus petite valeur propre du tenseur de Ricci
faite dans les énoncés de ces paragraphes.

86



Corollaire II.3.5. Il existe une constante Cpnq avec la propriété suivante. Si gptq est un flot
de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, et si u1, ..., un´3 :
M ˆ r0, T s Ñ R est une famille de fonctions lisses telle que en un point px, tq P M ˆ r0, T s on
ait |x∇uipxq,∇ujpxqy ´ δi,j | ď C´1 pour 1 ď i, j ď n´ 3, alors

(i) pBt ´∆q |Rc |
2
px, tq ď C

ˆ

|Rc gpx, tq|
3
` |Rc gpx, tq|

2
max

1ďiďn´3

ˇ

ˇ∇3uipx, tq
ˇ

ˇ

˙

,

au point px, tq. Si en px, tq PM ˆ r0, T s Rgptqpxq ą 0, on a

(ii) pBt ´∆qQpx, tq ě 2∇pln Rgpx,tqq ¨∇Qpx, tq ´ Cp1`Qpx, tq2q max
1ďiďn´3

ˇ

ˇ∇3uipx, tq
ˇ

ˇ .

II.3.2 Coordonnées locales et leur régularisation
Principe

Dans ce paragraphe on construit, en tout point qui, pour la donnée initiale d’un flot de Ricci,
possède un pm, εq-éclatement à toutes les échelles inférieures à un certain rayon r ą 0, et pour
t ą 0 suffisamment petit, un système de m fonctions tui :u1ďiďm définies sur B0px,

?
t
δ q ˆ r0, ts

dont les dérivées jusqu’à l’ordre 3 satisfont à des estimations que l’on rassemble dans la définition
de pm, δq-système de coordonnées régularisées locales qui suit.

Définition II.3.6. Si gptq est un flot de Ricci sur Mn ˆ r0, T s, on dit qu’un point px, tq P
M ˆ r0, T s possède un pm, δq-système de coordonnées régularisées locales si il existe m fonctions
lisses tui : B0px,

?
t
δ q ˆ r0, ts Ñ Ru1ďiďm, solution de l’équation de la chaleur couplée avec gptq,

avec les propriétés suivantes

piq |∇ui ¨∇uj ´ δi,j | ď δ,

piiq
ˇ

ˇ∇2ui
ˇ

ˇ

2
ď
δ

s
,

piiiq
ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ ď
δ

s
,

pour tout py, sq P B0px,
?
t
δ q ˆ r0, ts, 1 ď i, j ď m, ainsi que

pivq

ż r2

0

ż

B0px,rq

ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ dµsds ď δ rn

pour tout 0 ă r ď
?
t.

Le contenu de ce paragraphe est résumé dans l’énoncé qui suit.

Proposition II.3.7. Il existe εpn,K, v0, δq ą 0 avec la propriété suivante. Soit gptq un flot de
Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, satisfaisant aux hypothèses
de décroissance pI.1q et dont la donnée initiale vérifie les conditions pI.2q. Soit x0 P M , r0 ą 0
tel que Btpx0, r0q est relativement compact dans M pour 0 ď t ď T . On suppose de plus

|Rc gpx, tq| ď
1

r2
0

sur M ˆ r0, T s. Alors, si x0 possède un pm, εq-éclatement à toutes les échelles inférieures à r0

pour la métrique gp0q, px0, tq possède aussi un pm, δq-système de coordonnées régularisées pour
tout 0 ă t ď ε2r2

0.
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Comme conséquence évidente de la proposition II.3.7, on fait pour plus tard la remarque qui
suit.
Remarque II.3.8. Si gptq est un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur M , U une partie
relativement compacte de M et δ ą 0, alors il existe τ tel que tout px, tq P U ˆ r0, τ s possède un
pn, δq système de coordonnées régularisées.

En effet, U ĂM étant relativement compacte, il existe τ tel que les hypothèses de la propo-
sition II.3.7 soient vérifiées sur U ˆ r0, τ s par continuité.

On décrit maintenant le principe de la construction de ces fonctions coordonnées régularisées,
obtenues, comme il se doit, par régularisation de fonctions coordonnées elles mêmes construites
à partir de la fonction distance par rapport à des point bien choisis. Soit gptq un flot de Ricci sur
M ˆ r0, T s, et soit x0 PM un point tel que Btpx0, 2Rq est relativement compacte dans M pour
tout 0 ď t ď T . On appelle fonction coordonnée en x0 toute fonction définie par

ūppx, tq “ dtpp, xq ´ dtpp, x0q ` ε
?
t,

où p P Btpx0, Rq pour tout 0 ď t ď T . Si p est ε-statique 1 pour gptq, on a donc

pBt ´∆qūp ě 0 (II.6)

sur Btpx0, RqzBtpp, ε
´1
?
tq. On appelle fonction coordonnée régularisée sur B0px0, rq correspon-

dant à ūp la solution d’un problème de Dirichlet
"

upx, tq “ ūppx, tq pour px, tq P Ωˆ t0u Y BΩˆ r0, T s,
pBt ´∆qupx, tq “ 0 pour px, tq P Ωˆ r0, T s,

où Ω Ă M est un domaine à bord lisse choisi tel que B0px, rq Ă Ω Ă B0px0, 2rq. Le choix de Ω
n’aura pas d’importance en pratique. En vertu du principe du maximum, pII.6q implique que
l’on a u ď ūp sur B0px0, rq ˆ r0, T s.

Si le flot gptq satisfait aux estimations pI.1q, et si p P B0px0, 1q est tel que Btpx0, 4q est
relativement compacte dans M pour 0 ď t ď T , le corollaire I.1.3 sur la distortion de la fonction
distance garantit

ūppx, t
1q ´ ūppx, tq ě ´

20

3
pn´ 1q

?
Kp
?
t1 ´

?
tq (II.7)

pour tout x P Btpx0, 1q et 0 ď t ď t1 ď T , tandis que si on suppose en plus

Rc gpx, tq ě ´ε2

pour tout px, tq PM ˆ r0, T s on a

ūppx, t
1q ´ ūppx, tq ď εp

?
t1 ´

?
tq ` 2peε

2
pt1´tq ´ 1q (II.8)

pour tout x P Btpx0, 1q et 0 ď t ď t1 ď T . La difficulté qu’il y a à obtenir une estimation
suffisamment précise de la dilatation des fonctions coordonnées sous des hypothèses plus faibles
que celles d’une minoration uniforme de la courbure de Ricci (typiquement, sous une hypothèse
de pincement Rc gptq ě ´δRgptq´ 1) constitue le principal obstacle lorsque on cherche à prouver
la conjecture 0.16. Les paragrapghes I.1.3 et I.1.4 représentent une tentative d’obtenir de telles
estimations, qui n’aboutit pas. On pense qu’il n’est pas possible, en général (voir l’introduction)
d’obtenir une minoration uniforme de la courbure de Ricci en supposant seulement la minoration
analogue et la présence d’un pn´3, εq-éclatement en tout point au temps initial. Cela justifie que
l’on impose, dans la proposition II.3.7 et donc dans les hypothèses du théorème D, une borne
au temps initial sur la norme du tenseur de Ricci, qui elle (on le verra au paragraphe II.3.3), est
préservée par le flot en présence d’un pn´ 3, εq-éclatement en tout point.

1. voir la définition I.3.15.
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Régularisation

Pour une solution u : M ˆ r0, T s Ñ R de l’équation de la chaleur couplée au flot de Ricci, les
normes des dérivées successives obéissent à des équations d’évolution grâce auxquelles on peut
quantifier la régularité des solutions à tout ordre. L’équation d’évolution du gradient n’est autre
que la formule de Böchner classique

pBt ´∆qp|∇u|2q “ ´2
ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
, (II.9)

tandis que la norme du Hessien satisfait à une équation de la forme

pBt ´∆qp
ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
q “ Rm gptq ‹∇2u ‹∇2u´ 2

ˇ

ˇ∇3u
ˇ

ˇ

2
, (II.10)

et plus généralement on a

pBt ´∆qp
ˇ

ˇ∇ku
ˇ

ˇ

2
q “

ÿ

l`m“k

∇lRm gptq ‹∇mu ‹∇ku´ 2
ˇ

ˇ∇k`1u
ˇ

ˇ

2
. (II.11)

Preuve de pII.10q et pII.11q. La formule pII.9q est classique, voir par exemple [14], paragraphe
1.4.3. D’après [14], corollaire 2.34 on a

Btp∇2fq “∆Lp∇2uq

“∆p∇2uq ` 2
ÿ

k,l

Rgptqpek, ., ., elq∇2upek, elq

´
ÿ

k

`

Rc gptqpek, .q∇2up., kq `∇2up., kqRc gptqpek, .q
˘

si teiu1ďiďn est une base gptq-orthogonale de TxM (∆L désigne le Laplacien de Lichnerowicz).
D’autre part, on vérifie facilement

�
ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
“ 2x�p∇2uq,∇2uy ´ 2Rc gptqp∇2u,∇2uq ´ 2

ˇ

ˇ∇3u
ˇ

ˇ

2
,

donc finalement

�
ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
“ 4

ÿ

i,j,k,l

Rgptqpek, ei, ej , elq∇2upei, ejq∇2upek, elq ´ 2
ˇ

ˇ∇3u
ˇ

ˇ

2
.

Pour montrer pII.11q, on établit par induction sur k

�p∇kuq “ ∇kp�uq `
ÿ

l`m“k

∇lRm gptq ‹∇mu. (II.12)

Pour cela, on suppose établie au rang k´1 une telle formule, à laquelle on applique la connexion
pour trouver

∇� p∇k´1uq “ ∇∇k´1p�uq `
ÿ

l`m“k´1

p∇l`1Rm gptq ‹∇mu`∇l`1Rm gptq ‹∇m`1uq,

soit

∇Btp∇k´1uq ´∆p∇kuq “ ∇kp�uq `
ÿ

l`m“k

∇lRm gptq ‹∇mu,
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or la connexion évolue selon pBt∇qZX ¨ Y “ ∇Y Rc pZ,Xq ´∇ZRc pX,Y q ´∇XRc pY, Zq donc
Btp∇kuq “ Rc gptq ‹ ∇k´1u ` ∇Btp∇k´1uq. On en déduit pII.12q. Enfin, pII.11q s’obtient en
combinant pII.12q avec

�
ˇ

ˇ∇ku
ˇ

ˇ

2
“ 2x�p∇kuq,∇kuy ´ 2Rc gptqp∇ku,∇kuq ´ 2

ˇ

ˇ∇k`1u
ˇ

ˇ

2
.

L’analyse de pII.9q, pII.10q et pII.11q conduit à une première série d’estimations, classiques,
concernant la régularité des solutions bornées de l’équation de la chaleur. Ces estimations sont
invariantes par changement d’échelle parabolique au sens où elles sont inchangées lorsque on
remplace le flot gptq par g̃psq “ λ2gp sλ2 q et la solution uptq par ũpsq “ λup sλ2 q (ce qui est cohérent
avec l’interprétation de u comme homogène à une distance dans le cas des fonctions coordonnées
régularisées).

Lemme II.3.9. Il existe Cpn, kq avec la propriété suivante. Soit gptq un flot de Ricci sur Mnˆ

r0, T s satisfaisant aux estimations de courbure |Rm gpx, tq| ď K
t , et soit x0 PM tel que la boule

B0px0, 2Rq est relativement compacte dans M . Si u : B0px0, 2Rq ˆ r0, T s Ñ R est une solution
de l’équation de la chaleur qui satisfait

aq ´ 2R ď upx, tq ď 2R, pour px, tq P B0px0, 2Rq ˆ r0, T s

bq up., 0q est 1-Lipschitzienne sur P B0px0, 2Rq.

Alors, pour tout px, tq P B0px0, Rqˆs0,
R2

C s on a

piq |∇u| px, tq ď C,

piiq
ˇ

ˇ∇ku
ˇ

ˇ px, tq ď C

ˆ

K

t

˙

k´1
2

.

Démonstration. La preuve est en tous points identique à celle par laquelle on établit les esti-
mations locales de Shi sur les dérivées du tenseur de courbure, telle qu’elle apparait dans [14],
Chapitre 6. Soit B0px0,

3R
2 q Ă Ω Ă B0px0, 2Rq un ouvert à bord lisse. Des résultats de régula-

risation classiques (on peut par exemple faire appel au lemme IV.1.3) permettent d’approcher
up., 0q par une fonction uε,0 : B0px0, 2Rq Ñ R avec |upx, 0q ´ uε,0pxq| ď ε, |∇uε,0pxq| ď C pour
x P Ω et upx, tq “ uε,0pxq pour x P BΩ. Soit alors uε : Ωˆ r0, T s Ñ R la solution du problème de
Dirichlet

"

�uε “ 0 sur Ωˆs0, T s,
uεpx, tq “ uε,0pxq pour px, tq P Ωˆ t0u Y BΩˆ r0, T s

(II.13)

Soit x P B0px0, Rq. Par hypothèse d’induction, il existe une constante Cpn, k0q telle que pour
tout k ď k0 on a

ˇ

ˇ∇kuεpx, tq
ˇ

ˇ ď Ct´
k´1

2 (II.14)

pour px, tq P B0px,
R
2 qˆs0,

R2

C s. On pose alors, pour A ě 1 à déterminer,

F px, tq “ pA` tpk0´1q`
ˇ

ˇ∇k0uε
ˇ

ˇqtk0
ˇ

ˇ∇k0`1uε
ˇ

ˇ .

Pour un choix approprié de A en dépendant que de n et K, et k0, on a

�F ď ´
1

t
F 2 ` Cp

1

t
` 1qF ` C. (II.15)
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En effet, si k0 ě 1, on écrit F “ pA`F1qF2 avec F1 “ tk0´1
ˇ

ˇ∇k0uε
ˇ

ˇ et F2 “ tk0
ˇ

ˇ∇k0`1uε
ˇ

ˇ, et on
a

�F1 ď pk0 ´ 1qtk0´2
ˇ

ˇ∇k0uε
ˇ

ˇ` tk0´1

˜

ÿ

l`m“k0

ˇ

ˇ∇lRm
ˇ

ˇ |∇mu|
ˇ

ˇ∇k0uε
ˇ

ˇ

¸

´ 2tk0´1
ˇ

ˇ∇k0`1uε
ˇ

ˇ

2
,

ď
k0 ´ 1

t
F1 ` CF1 ` C ´

2

t
F2,

en tenant compte de pII.14q et des estimations de Shi
ˇ

ˇ∇lRm gpx, tq
ˇ

ˇ ď
Clpn,Kq

t1`
l
2

. De même,

�F2 ď k0t
k0´1

ˇ

ˇ∇k0`1uε
ˇ

ˇ` tk0

˜

ÿ

l`m“k0`1

ˇ

ˇ∇lRm
ˇ

ˇ |∇muε|
ˇ

ˇ∇k0`1uε
ˇ

ˇ

¸

´ 2tk0
ˇ

ˇ∇k0`2uε
ˇ

ˇ

2
,

ď
k0

t
F2 ` CF2 ` C ´ 2tk0

ˇ

ˇ∇k0`2uε
ˇ

ˇ

2
,

Alors

�F “F2 � F1 ` pA` F1q� F2 ´ 2∇F1 ¨∇F2,

or

2 |∇F1 ¨∇F2| ď8t2k0´1
ˇ

ˇ∇k0`1uε
ˇ

ˇ

2 ˇ
ˇ∇k0uε

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ∇k0`2uε
ˇ

ˇ

2
,

ď
F 2

2

t
` 16F1t

k0
ˇ

ˇ∇k0`2uε
ˇ

ˇ

2
,

donc

�F ďp
k ´ 1

t
` CqF1F2 ` p

k

t
` CqF ` CpA` F1 ` F2q ´

1

t
F 2

2

` 2p9F1 ´Aqt
k0
ˇ

ˇ∇k0`2uε
ˇ

ˇ

2

Comme F1 est borné par hypothèse, un choix de A dépendant de n,K et k0 permet d’obtenir
pII.15q. Les calculs sont similaires dans le cas k0 “ 0.

On choisit maintenant Φ : Mˆr0, T s Ñ r0, 1s une fonction à support compact dans B0px,
R
2 qˆ

r0, T s, et on pose F̃ px, tq “ Φpx, tqF px, tq. Alors, si F̃ atteint son maximum en un point px̄, tq
avec t ą 0,

0 ě �F̃ “ Φ � F ` p�Φ`
|∇Φ|

2

Φ
qF,

ď F̃ p´
F

t
`
C

t
` Cq ` C

d’où en particulier F̃ px̄, tq ď maxp4C ` 1, Aq si t ď 1. On en déduit F py, tq ď C et donc
ˇ

ˇ∇k0`1uεpy, tq
ˇ

ˇ ď Ct´
k0
2 pour py, tq P B0px,

R
4 qˆs0,

R2

C s.

Enfin, pour une suite εi Ñ 0, on peut extraire une sous-suite telle que la solution uεi converge
vers u (la solution du problème de Dirichlet pII.13q étant unique) uniformément sur tout compact
de B0px,

R
4 qˆs0,

R2

C s pour la topologie Ck0`1. On en déduit
ˇ

ˇ∇k0`1upx, tq
ˇ

ˇ ď Ct´
k0
2 .
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Le lemme qui suit permet d’établir des estimations ponctuelles plus fines pour les fonctions
coordonnées régularisées au voisinage d’un point qui possède un pm, εq-éclatement à toutes les
échelles au temps 0. A nouveau, ces estimations sont invariantes par changement d’échelles pa-
rabolique et la preuve repose sur un argument d’éclatement.

Lemme II.3.10. Il existe εpn, v0,K, δq avec la propriété suivante. Soit gptq un flot de Ricci pour
0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, satisfaisant aux estimations pI.1q, dont la
donnée initiale vérifie les conditions pI.2q, et tel qu’on ait en plus

Rc gpx, tq ě ´ε2

pour px, tq P M ˆ r0, T s. Soit x0 P M un point tel que Btpx0, 2q est relativement compacte dans
M pour tout t P r0, T s, et p1, ..., pm P B0px0, 1q m points ε-statiques pour le flot gptq, tels que
pp1, ..., pmq soit un pm, εq-éclatement en x0 à toutes les échelles inférieures à r (où 0 ă r ď 1)
pour la métrique gp0q. Alors les fonction coordonnées régularisées uk (1 ď k ď m) sur B0px0, rq
correspondant aux fonctions coordonnées

ūkpx, tq “ dtppk, xq ´ d0ppk, x0q ` ε
?
t

satisfont

ūk ´ δ
?
t ď uk ď ūk,

|x∇uk,∇uly ´ δk,l| ď δ,

ˇ

ˇ∇2uk
ˇ

ˇ

2
,
ˇ

ˇ∇3uk
ˇ

ˇ ď
δ

t
,

pour tout x P Btpx0,
r
2 q, 0 ă t ď ε2r2, 1 ď k, l ď m.

Remarque II.3.11. La conclusion |x∇ukpx, tq,∇ulpx, tqy ´ δk,l| ď δ reste vraie en t “ 0 pour tout
x P B0px0,

r
2 q pour le gradient des fonctions semi-concaves, comme on l’a vu au lemme I.3.8. Cette

propriété ayant pour conséquence qu’il existe un voisinage de B0px0, rq difféomorphe à N ˆRm,
où N est une variété différentielle de de dimension n ´m, les conclusions du lemme II.3.10 ne
sont ne sont pas vérifiées en général lorsque l’on affaiblit l’hypothèse d’existence d’un pm, εq-
éclatement à toutes les échelles pour supposer uniquement qu’il existe un espace métrique pZ, z0q

et une application φ0 : B0px0, rq Ñ BZpz0, rq Ă Z telle que x ÞÑ pφ0pxq, u1px, 0q, ..., ukpx, 0qq est
une εr-isométrie.

Preuve du lemme II.3.10. n,K, v0, δ étant fixés, soit pMi, gi, x0,i, piq une suite de données véri-
fiant les hypothèses de l’énoncé pour des suites 0 ă ri ď

1
2 et εi Ñ 0, et violant la conclusion,

c’est à dire tel qu’il existe une suite de points pxi, tiq avec xi P B0px0,i,
r
2 q et 0 ă ti ď r2

i ε
2
i tels

que

max
1ďk,lďm

max
!

ti
´ 1

2 pūk,i ´ uk,iqpxi, tiq, |x∇uk,ipxi, tiq,∇ul,ipxi, tiqy ´ δk,l| ,

ti
ˇ

ˇ∇2uk,ipxi, tiq
ˇ

ˇ

2
, ti

ˇ

ˇ∇3uk,ipxi, tiq
ˇ

ˇ

)

ą δ.
(II.16)

Les estimations pI.1q, la minoration de la courbure de Ricci et l’hypothèse de non-éffondrement au
temps initial issue de pI.2q permettent d’appliquer le principe de convergence du lemme A.0.1 à la
suite des flots mis à l’échelle g̃ipsq “ gipstiq définis sur pMi, xiqˆ r0, 1s. Il existe donc une variété
différentielle pM8, x8q, un flot de Ricci g8psq sur M8ˆs0, 1s avec une donnée initiale (au sens
du lemme A.0.1) d0,8 telle qu’après extraction, la suite pMi, g̃ipsqq converge vers pM8, g8psqq,
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la convergence faisant intervenir une suite de difféomorphismes φi : Ui Ă M8 Ñ Vi Ă Mi,
où tUiuiě0 est une exhaustion de M8. Pour la métrique l’échelle pMi, g̃ip0qq, pp1, ..., pmq est un
pm, εiq-éclatement en xi à toutes les échelles inférieures à 1

2εi
. Pour tout choix d’une suite Ri ď 1

2εi
avec Ri Ñ `8 et εiRi Ñ 0, il existe donc une suite de εiRi-isométries ψi “ pψ0,i, ψ1,i, ..., ψm,iq
entre la boule B0pxi, Riq dans pMi, g̃ip0qq et la boule Bppyi, 0mq, Riq dans Yi ˆ Rm pour un
espace métrique pYi, yiq. La convergence de la suite pMi, g̃ip0qq vers l’espace métrique pM8, d0,8q

implique l’existence d’une limite pY8, dY8 , y8q des pYi, yiq (au sens de Gromov-Hausdorff) et on
peut supposer (remarque A.0.2) après extraction, que les ψi ˝φi convergent vers une application
ψ8 “ pψ0,8, ψ1,8, ..., ψm,8q de pM8, d0,8q dans Y8 ˆ Rm muni de la métrique dY8ˆRm définie
par dY8ˆRmppy, rq, py

1, r1qq2 “ dY8py, y
1q2 ` |r´ r1|

2, dont on vérifie immédiatement qu’elle est
une isométrie. En particulier, Y8 possède une structure de variété différentielle et pψ´1

8 q
‹g8psq

définit un flot de Ricci sur pY8 ˆ Rmqˆs0, 1s dont la donnée initiale singulière est un produit
métrique. D’autre part, pour 0 ă s ď 1 fixé on a pour tout i ě 0 Rc g̃ipsq ě ´ε

2
i t

2
i donc à la limite

Rc g8psq ě 0 pour 0 ă s ď 1. On peut donc appliquer le lemme I.3.13 et affirmer que la structure
produit de Y8 ˆRm est préservée par le flot, autrement dit que pψ´1

8 q
‹g8psq “ h8psq ‘ gRm où

h8psq est un flot (de dimension n´m) défini sur Y8ˆs0, 1s.

pMi, g̃ip0q, xiqpYi ˆ Rm, pyi, 0mqq

pY8 ˆ Rm, py8, 0mqq

pM8, d8, x8q

pMi, g̃ipsq, xiq

pM8, g̃8psq, x8q

pY8 ˆ Rm, h8psq ‘ gRmq

Ą

Ą Vi

Ui

ψi

εiRi-approximation
φiG-H Ck

ψ8

isométrie

En résumé, on a un flot de Ricci hpsq ‘ gRm défini pour 0 ă s ď 1 sur Y8 ˆ Rm, tel que la
distance induite dhpsq‘Rm converge vers dY8ˆRm uniformément sur tout compact de Y8ˆRm. De
plus, si on pose pour tout i ě 0, Wi “ B0ppy8, 0mq,

1
2εi
q X ψ´1

8 pUiq Ă Y8 ˆ Rm, Φi “ φi ˝ ψ
´1
8 :

Wi ÑMi et pour 1 ď k ď m, Ψk,i “ ψk,i ˝ φi ˝ ψ
´1
8 : BdY8ˆRm ppy8, 0mq, Riq Ñ R on a

(i) Sur tout compact de pY8 ˆ Rmqˆs0, 1s, et pour tout k ě 0, la suite des flots Φ‹i g̃psq
converge en norme Ck vers le flot h8psq ‘ gRm .

(ii) Sur tout compact de Y8 ˆRm, la suite des fonctions distance induites par les métriques
Φ‹i g̃p0q converge uniformément vers la distance dY8ˆRm .

(iii) Pour tout 1 ď k ď m, sur tout compact Y ˆRm, la suite des Ψk,i converge uniformément
vers l’application

“

Y8 ˆ Rm Ñ R, py, r1, ..., rmq ÞÑ rk
‰

.

On considère ensuite les fonctions coordonnées ūk,i “ dtppk,i, xq´d0ppk,i, x0,iq sur Mi et leur
régularisations uk,i sur des domaines à bord lisse Ωi, où B0px0,i, riq Ă Ωi Ă B0px0,i, 2riq, d’abord
mises à l’échelle et translatées

v̄k,ipx, sq “ t
´ 1

2
i pūk,ipx, stiq ´ ūk,ipxi, 0qq “ d̃s,ippk,i, xq ´ d̃0,ippk,i, xiq,

vk,ipx, sq “ t
´ 1

2
i puk,ipx, stiq ´ uk,ipxi, 0qq,

puis on définit w̄k,ipx, sq “ v̄k,ipΦipxq, sq et wk,ipx, sq “ vk,ipΦipxq, sq pour x P Wi Ă Y8 ˆ
Rm, 0 ď s ď 1. Le fait que pp1,i, ..., pm,iq est un pm, εiq-éclatement implique en particulier
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|v̄k,ipx, 0q ´ ψk,ipxq| ď εiRi pour x P B̃0px0,i, Riq soit |w̄k,ipx, 0q ´Ψk,ipxq| ď εiRi pour x P
B0ppy8, 0q, Riq. Compte tenu de piiiq plus haut, cela implique pour tout py, r1, ..., rkq P Y8ˆRm,

lim
iÑ`8

w̄k,ipy, r1, ..., rm, 0q “ rk. (II.17)

D’autre part, les bornes pII.7q et pII.8q sur l’évolution des fonctions coordonnées se traduisent
ici par

´
20

3
pn´ 1q

?
Kp
?
s1 ´

?
s0q ď v̄k,ipx, s1q ´ v̄k,ipx, s0q ď εip

?
s1 ´

?
s0q ` 4ε2i ps1 ´ s0q. (II.18)

Combiné au caractère 1-lipschitzien des v̄k,i par rapport à la première variable, ceci permet
d’écrire

|v̄k,ipy, s1q ´ v̄k,ipx, s0q| ď d̃s0,ipx, yq `
20

3
pn´ 1q

c

K

s0
ps1 ´ s0q.

Puisque on a aussi v̄k,ipx0,i, 0q “ 0 pour tout i, on obtient, en vertu de la remarque A.0.2
(appliquée à la suite d’espaces métriques Mi ˆ r0, 1s) l’existence (après extraction) d’une limite
w̄k,8 : Y8 ˆ Rm ˆ r0, 1s Ñ R des w̄k,i, continue, qui satisfait en particulier �w̄k,8px, sq ě 0 (au
sens des barrières) pour px, sq P pY8ˆRmqˆs0, 1s ainsi que (par passage à la limite dans pII.18q)

w̄k,8px, 0q ´
20

3
pn´ 1q

?
Ks ď w̄k,8px, sq ď w̄k,8px, 0q, (II.19)

pour px, sq P pY8 ˆ Rmq ˆ r0, 1s. De plus, pII.17q signifie que w̄k,8py, r1, ..., rm, 0q “ rk pour
py, r1, ..., rmq P Y8ˆRm. Compte tenu de la structure produit du flot h8psq‘gRm sur Y8ˆRm, la
fonction px, sq ÞÑ w̄px, 0q satisfait �w̄k,8px, 0q “ 0, et par un principe du minimum w̄k,8px, sq ě
w̄k,8px, 0q. Finalement, w̄k,8py, r1, ..., rm, sq “ w̄k,8py, r1, ..., rm, 0q “ rk pour py, r1, ..., rk, sq P
pY8 ˆ Rmq ˆ r0, 1s.

Sur le bord Ωi ˆ t0u Y BΩiˆs0, 1s du domaine de définition de vk,i on a vk,ipx, sq “ v̄k,ipx, sq

donc (d’après les bornes pII.18q et le fait que Ωi Ă B̃0px0,i,
2ri?
ti
q), ´4 ri?

ti
ď vk,i ď 4 ri?

ti
. Par le

principe du maximum on a donc aussi ´4 ri?
ti
ď vk,ipx, sq ď 4 ri?

ti
pour px, sq P Ωiˆr0, 1s. On peut

alors appliquer la proposition I.2.2 avec f ” 0, Ω “ B̃0pxi,
ri?
ti
q et M0 “ 4 ri?

ti
à la solution vk,i

de l’équation de la chaleur. On trouve pour px, sq P B̃0pxi,
ri?
ti
q ˆ r0, 1s, |vk,ipx, sq ´ v̄k,ipx, 0q| ď

C
?
s, et donc

|wk,ipx, sq ´ w̄k,ipx, 0q| ď C
?
s (II.20)

pour px, sq P B0ppy8, 0mq, Riq ˆ r0, 1s. D’autre part, le lemme II.3.9 fournit des bornes
ˇ

ˇ∇lvk,ipx, sq
ˇ

ˇ ď Cls
´
l´1
2

pour px, sq P B̃0px0,
ri

2
?
ti
qˆs0, 1s, dont on déduit, compte tenu de la convergence des flots Φ‹i g̃ipsq

vers h8psq ‘ gRm , l’existence, pour tout compact K de Y8 ˆ Rmˆs0, 1s, d’une constante CK,l

telle que
ˇ

ˇ∇lwk,i
ˇ

ˇ ď CK,l

pour px, sq P K. Ces estimations permettent d’appliquer le théorème d’Ascoli à la suite des wk,i
et d’obtenir une limite wk,8 : pY8 ˆ Rmqˆs0, 1s Ñ R lisse, solution de l’équation de la chaleur,
telle que sur tout compact de pY8 ˆ Rmqˆs0, 1s, la suite des wk,i converge vers wk,8 pour la
topologie Cl. Après passage à la limite pII.20q donne, pour py, r1, ..., rm, sq P pY8ˆRmqˆ r0, 1s,

rk ´ C
?
s ď wk,8py, r1, ..., rm, sq ď rk ` C

?
s.
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Fixons finalement 0 ă s0 ď s ď 1. Comme py, r1, ..., rm, sq ÞÑ rk ´ C
?
s0 et py, r1, ..., rm, sq ÞÑ

rk ` C
?
s0 sont deux solutions de l’équation de la chaleur sur pY8 ˆ Rmq ˆ rs0, 1s on trouve,

par comparaison des solutions entre s0 et s, rk ´ C
?
s0 ď wk,8py, r1, ..., rm, sq ď rk ` C

?
s0.

L’estimation étant valide quel que soit s0 ą 0, on a finalement

wk,8py, r1, ..., rm, sq “ rk (II.21)

pour tout py, r1, ..., rm, sq P pY8 ˆ Rmq ˆ r0, 1s.

D’autre part, puisque la suite des wk,ip., 1q converge vers wk,8p., 1q pour la topologie Cl sur
tout compact de Y8 ˆ Rm, pII.16q se traduit par

max
1ďk,lďm

max
!

pw̄k,8 ´ wk,8qpy8, 0m, 1q, |x∇wk,8py8, 0m, 1q,∇wl,8py8, 0m, 1qy ´ δk,l| ,
ˇ

ˇ∇2wk,8py8, 0m, 1q
ˇ

ˇ

2
,
ˇ

ˇ∇3wk,8py8, 0m, 1q
ˇ

ˇ

)

ą δ.

en contradiction avec pII.21q.

De telles estimations ne sont pas suffisantes pour contrôler le terme dû au facteur de dimension
n ´ 3 dans l’équation d’évolution du tenseur de Ricci. On établit maintenant des estimations
intégrales sur les mêmes quantités. Pour cela, on doit disposer de fonctions “cut-off” adaptées.

Lemme II.3.12. Soit gptq est un flot de Ricci défini sur Mn pour 0 ď t ď T avec Rc gptq ď
pn´1qK

t sur M pour 0 ă t ď T . Pour x0 PM , et r0 ą 0 sont tels que Btpx0, 8r0q est relativement
compacte dansM pour 0 ď t ď T , on peut construire une fonction continue Φ : Mˆr0, T s Ñ r0, 1s
avec les propriétés suivantes

(i) Φpx, tq “ 0 pour 0 ď t ď T et dtpx0, xq ě 4r0, tandis que Φpx, tq “ 1 si 0 ď t ď
r2
0

64n2K et
dtpx0, xq ď r0,

(ii) BtΦ ď 0,
(iii) |∇Φ| ď 2

r0
, et �Φ` |∇Φ|2

Φ ď 4
r2
0
,

(iv) Si Rc gpx, tq ě ´K
r2
0
sur M ˆ r0, T s alors BtΦ ě ´ 16n

?
K

r0
?
t
.

On peut construire une seconde fonction Ψ : M ˆ r0, T s Ñ r0, 1s satisfaisant encore piiiq et pivq
tandis que piq et piiq sont remplacés par

(i’) Ψpx, tq “ 0 pour 0 ď t ď T et dtpx0, xq ě 4r0 tandis que 1
2 ď Ψpx, tq ď 1 si 0 ď t ď

r2
0

64n2K
et dtpx0, xq ď r0,

(ii’) BtΨ ď 0 et �Ψ ď 0.

Démonstration. On commence par choisir 2 φ : R Ñ r0, 1s une fonction lisse décroissante avec
les propriétés suivantes : φpxq “ 1 si x ď 0, φpxq “ 0 si x ě 1 et φp 1

2 q “
1
2 . On s’assure de plus

que ´4 ď φ1 ď 0, ´8 ď φ2 ď 0 si x ď 1
2 , 0 ď φ2 ď 8 si x ě 1

2 , et enfin
φ12

φ ď 16. On note ensuite
que la fonction ρx0

px, tq “ dtpx0, xq `
20
3 n
?
Kt satisfait, grâce au lemme I.1.1, à �ρx0

ě 0 et

Btρx0
ě 10

3

b

K
t , ainsi qu’à Btρx0

ď
kdtpx0,.q

r2
0

` 10
3 n

b

K
t sous l’hypothèse du pivq. On définit alors

Φ,Ψ : M ˆ r0, T s Ñ r0, 1s en posant Φpx, tq “ φ
´

ρx0
px,tq´2r0

2r0

¯

et Ψpx, tq “ p1 ´ 2t
r2
0
qΦpx, tq. Les

propriétés piq ´ pivq et pi 1q, pii 1q découlent alors de calculs directs.

2. on peut par exemple partir de la fonction définie par φpxq “

$

&

%

´2x2 ` 1 si 0 ď x ď 1
2
,

2x2 ´ 4x` 2 si 1
2
ď x ď 1,

0 si x ď 0 ou x ě 1

puis la

lisser au voisinage de 0 et 1
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Lemme II.3.13. Il existe ε0pn,Kq ą 0 avec la propriété suivante. Soit gptq un flot de Ricci
défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n satisfaisant aux estimations pI.1q
ainsi qu’à

Rc gpx, tq ě ´ε20

pour px, tq PMˆr0, T s. Soit x0 PM un point tel que Btpx0, 2q est relativement compacte dans M
pour tout t P r0, T s, et p P B0px0, 1q un p1, ε0q-éclatement en x0 à toutes les échelles inférieures à
r0 (où 0 ă r0 ď 1) pour la métrique gp0q. Alors, si le point p est ε-statique pour 0 ď t ď T avec
ε ď ε0, la fonction coordonnée régularisée u sur B0px0, r0q correspondant à la fonction coordonnée
ūpxq “ dtpp, xq ´ d0pp, x0q ` ε

?
t satisfait

ż

Btpx0,rq

pū´ uqpx, tq dµgptq ď Cpnqrn´1pt` εr
?
tq.

pour 0 ă t ď minpr2, T q, et 0 ă r ď ε20r
2
0.

Corollaire II.3.14. Sous l’hypothèse additionnelle de majoration de la courbure de Ricci

Rc gpx, tq ď ε20

pour tout px, tq PM ˆ r0, T s on a
ż

Btpx0,rq

pū´ uqpx, tq dµgptq ď Cpnqrn´1t

pour 0 ď t ď minpr2, T q et 0 ă r ď ε20r
2
0.

En effet, sous l’hypothèse mentionnée, p est un point 8nε0
?
t-régulier sur r0, ts, pour 0 ă t ď

T .

Preuve du lemme II.3.13. En se référant au lemme II.3.10, on choisit ε0 de façon à avoir 1
2 ď

|∇upx, tq| ď 3
2 pour x P Btpx0,

r0
2 q et 0 ď t ď ε20r

2
0. Alors, pour r ď ε0r0, le lemme II.3.12 fournit

une fonction Ψ : M ˆ r0, T s Ñ r0, 1s telle que Ψ ” 0 pour dtpx0, xq ě 32n
?
Kr et Ψ ě 1

2 pour
x P Btpx, rq et t ď r2. Quitte à réduire ε0 de façon à avoir ε0 ď 1

16n
?
K
, on a Btpx0, rq Ă Btpx0,

r0
2 q

pour 0 ď t ď r2 et

Bt

ż

M

Ψpū´ uq dµgptq “ ´

ż

M

ΨRgptq dµgptq`

ż

M

pBtΨqpū´ uq dµgptq

`

ż

M

ΨBtū dµgptq `

ż

M

∇Ψ ¨∇u dµgptq.

On traite les différents termes du membre de droite en notant que BtΨ ď 0, Btū ď
ε20r
2 ` ε

2
?
t

d’après pII.8q, et |∇Ψ| ď Cpnq
r . Le lemme s’en déduit en intégrant sur r0, ts.

On peut maintenant établir des bornes intégrales sur les fonctions coordonnées régularisées
ainsi que leurs dérivées. On peut comparer le lemme ci-dessous aux Lemmes 9.10 et 9.13 dans
[5] concernant les fonctions coordonnées harmoniques utilisée par J. Cheeger et T. H. Colding.
Les lemmes II.3.10 et II.3.13, en contrôlant l’écart entre les fonctions coordonnées et leurs
régularisations, jouent le rôle du Lemme 9.8 dans [5], qui est obtenu grâce à l’inégalité de l’excès.
Les bornes intégrales sur les dérivées en découlent de manière analogue dans un cas et dans
l’autre.
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Lemme II.3.15. Il existe εpn,K, δq ą 0 avec la propriété suivante. Sous les hypothèses du lemme
II.3.13, on a pour 0 ă r ď ε2 et 0 ď t ď minpT, r2q,

piq

ż t

0

ż

Bspx0,rq

| |∇u|2 ´ 1| dµgpsqds ď δrn´
1
2 t

5
4 ,

puis

piiq

ż t

0

ż

Bspx0,rq

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµgpsqds ď δrn´

1
2 t

1
4 ,

et enfin

piiiq

ż t

0

ż

Bspx0,rq

s
ˇ

ˇ∇3u
ˇ

ˇ

2
dµgpsqds ď δrn´

1
2 t

1
4 .

Preuve du lemme II.3.15. Soit v “ ū ´ u. On a donc v ě 0 et �v ě 0. L’idée est de passer des
majorations sur v fournies par le lemme II.3.10 et le corollaire II.3.14 à une estimation de la
norme L2 de ∇v en intégrant l’identité

1

2
� pv2q “ v � v ´ |∇v|2 . (II.22)

Comme |∇ū| ” 1, on a la même estimation sur 1´ |∇u|2. On intègre alors sur B0px0, rq ˆ r0, ts
la formule de Böchner pII.9q que l’on réécrit

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
“

1

2
� p1´ |∇u|2q. (II.23)

pour obtenir l’estimation L2 sur le Hessien de u et enfin on multiplie l’égalité pII.10q par la
variable de temps t puis on réécrit cette équation sous la forme

s
ˇ

ˇ∇3u
ˇ

ˇ

2
ď

1

2
� ps

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
q ` s |Rm gpsq|

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
, (II.24)

avant de l’intégrer pour obtenir l’estimation sur les dérivées d’ordre 3. La présence de termes de
bords complique néanmoins les calculs.

(i) Le lemme II.3.10 fournit d’abord εpn,K, v0, δq tel que l’on ait

0 ď v ď δ
?
t, ´δ ď 1´ |∇u|2 ď δ,

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
ď δ

t ,
ˇ

ˇ∇3u
ˇ

ˇ ď δ
t ,

(II.25)

pour px, tq P B0px0,
r0
4 qˆr0, ε

2r2
0s. Le lemme II.3.13 fournit (quitte à ajuster ε) l’estimation
ż

B0px0,rq

v dµgptq ď Crn´1t (II.26)

pour 0 ă r ď ε2r2
0 et 0 ď t ď r2. Si r1 ď

r0
128n

?
K
, le lemme II.3.12 fournit une fonction

Ψ1 : M ˆ r0, T s Ñ r0, 1s telle que Ψ1 ” 0 pour dtpx0, xq ě 32n
?
Kr1 et Ψ1 ě

1
2 pour

x P Btpx, r1q et t ď r2
1. En intégrant, comme annoncé, pII.22q on obtient donc

ż t

0

ż

M

Ψ1 |∇v|2 dµsds “

ż t

0

ż

M

Ψ1v � v dµsds´
1

2

ż t

0

ż

M

Ψ1 � pv2q dµsds,

“ I ` II.
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Or d’une part

I ď p sup
B0px0,

r0
4 qˆr0,ts

vq

ż t

0

ż

M

Ψ1 � v dµsds,

ď δ
?
t

ż t

0

ż

M

Ψ1 � v dµsds

grâce à pII.25q, puis comme Ψ1 � v “ �pΨ1vq ´ v � Ψ1 ` 2∇Ψ1 ¨∇v on obtient avec la
formule de Stokes

ż t

0

ż

M

Ψ1 � v dµsds “

ż t

0

ż

M

`

� pΨ1vq ` v � Ψ1 ´ 2vBsΨ1 ` 2v �Ψ1

˘

dµsds

ď

ż t

0

ˆ

Bs

ˆ
ż

M

Ψ1v dµs

˙

`

ż

M

`

Ψ1vRgpsq ` 2 |BsΨ1| v
˘

dµs

˙

ds

(puisque �Ψ1 ď 0)

ď

ż

Btpx0,r1q

v dµt

`

ż t

0

ˆ

npn´ 1qK

s
` 2 sup

M
|BsΨ1|

˙

˜

ż

Bspx0,4r1q

v

¸

dµsds,

ďCKrn´1
1 t,

grâce à l’estimation pII.26q et au lemme II.3.12, pivq, qui garantit que |BsΨ1| ď
Cpnq

?
K

r
?
s

.
Finalement, si t ď r2

1,
I ď CKrn´1

1 δt
3
2 .

D’autre part
ż t

0

ż

M

Ψ1 � pv2q dµsds “

ż t

0

ż

M

`

� pΨ1v
2q ` v2 � Ψ1 ´ 2v2BsΨ1

˘

dµsds,

ě

ż

M

Ψ1v
2 dµt `

ż t

0

ż

M

Ψ1Rgpsqv
2 ´

ż t

0

ż

M

p´� Ψ1qv
2 dµsds,

ě ´p sup
B0px0,

r0
4 qˆr0,ts

v2q

ż t

0

ż

M

p´� Ψ1 ` 1q dµsds

(à nouveau, on utilise BsΨ1 ď 0 et �Ψ1 ď 0)

ě ´p sup
B0px0,

r0
4 qˆr0,ts

v2q

ż t

0

p|BsΨ1| ` 1q |Btpx0, Cr1q|gpsq ds.

Puisque |Btpx0, Cr1q|gpsq ď |B0px0, 2Cr1q|gpsq ď et |B0px0, 2Cr1q|gp0q ď Crn1 pour t ď r2
1

(où C dépend de n et K), on trouve II ď C
?
Krn´1

1 δ2t
3
2 et

ż t

0

ż

M

Ψ1 |∇v|2 dµsds ď Crn´1
1 δt

3
2 .
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Enfin, en notant que 1´|∇u|2 “ |∇v| ¨∇pū`uq on trouve par Cauchy-Schwarz
ş ş

Ψ1|1´

|∇u|2 | ď
b

ş ş

Ψ1 |∇pū` uq|2
b

ş ş

Ψ1 |∇v|2 soit finalement
ż t

0

ż

Btpx0,r1q

ˇ

ˇ

ˇ
1´ |∇u|2

ˇ

ˇ

ˇ
dµsds ď Cr

n´ 1
2

1

?
δt

5
4 , (II.27)

d’où le piq de l’énoncé (quitte à ajuster le choix de δ).

(ii) On choisit maintenant r2 ď
r1

32n
?
K

et, toujours grâce au lemme II.3.12, Ψ2 : Mˆr0, T s Ñ

r0, 1s telle que Ψ2px, tq ” 0 si dtpx0, xq ě 32n
?
Kr2 et Ψ2px, tq ě

1
2 si dtpx0, xq ď r2. En

intégrant pII.9q on trouve
ż t

0

ż

M

Ψ2

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµsds “

1

2

ż t

0

ż

M

Ψ2 � p1´ |∇u|2q dµsds.

Si w “ 1 ´ |∇u|2, on a en particulier ´δ ď w ď δ sur Btpx0, r1q et t ď r2
1, ainsi en

procédant comme plus haut
ż t

0

ż

M

Ψ2

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµsds ď

1

2

ż

M

`

� pΨ2wq ` w � Ψ2 ´ 2wBsΨ2

˘

dµs,

ď
1

2

`

Bs

ż

M

Ψ2w dµs `

ż

M

Ψ2Rgpsqw dµs

` δ

ż

M

p´�Ψ2 ´ 2BsΨ2q dµs
˘

,

puisque �Ψ2 ď 0, BsΨ2 ď 0,

ď
1

2

`

Bs

ż

M

Ψ2w dµs `
npn´ 1qK

s

ż

M

Ψ2w dµs

` Cδrn sup |BsΨ2|
˘

.

On suppose maintenant que 2t ď T et on définit φ : r0, 2ts Ñ r0, 1s en posant φpsq “ 1 si
s ď t et φpsq “ 2t´s

t si t ď s ď 2t. On trouve
ż 2t

0

ż

M

φΨ2 � w dµsds ď
1

2

`

ż 2t

0

φBs

ż

M

Ψ2w dµsds` npn´ 1qK

ż 2t

0

1

s

ż

M

Ψ2w dµsds

` Cδrn´1
2

?
K
?
t
˘

,

puis, en intégrant par parties les 2 premiers termes

ď
1

2

`1

t

ż 2t

t

ż

M

Ψ2w dµsds`
npn´ 1qK

2t

ż 2t

0

ż

M

Ψ2w dµsds

`

ż t

0

K

s2

ˆ
ż s

0

ż

M

Ψ2w dµudu

˙

ds` Cδrn´1
2

?
Kt

˘

,

l’estimation sur
şs

0
Ψ2 |w| obtenue en piq permettant alors de conclure

ż t

0

ż

Btpx0,r2q

Ψ2

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµsds ď Cδr

n´ 1
2

2 t
1
4 ,

d’où le piiq de l’énoncé (quitte à ajuster à nouveau le choix de δ).
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(iii) On choisit enfin r3 ď
r2

32n
?
K

et, toujours grâce au lemme II.3.12, Ψ3 : Mˆr0, T s Ñ r0, 1s

telle que Ψ3px, tq ” 0 si dtpx0, xq ě 32n
?
Kr3 et Ψ3px, tq ě

1
2 si dtpx0, xq ď r3. On intègre

cette fois pII.10q, d’où
ż

M

Ψ3s
ˇ

ˇ∇3u
ˇ

ˇ

2
dµs ď

1

2

ż

M

Ψ3s�
ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµs ` CK

ż

M

Ψ3

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµs,

ď
s

2
Bs

ż

M

Ψ3

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµs `

ż

M

s
ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
p´BsΨ3q dµs

` CK

ż

M

Ψ3

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµs,

ď
s

2
Bs

ż

M

Ψ3

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµs ` Cδr

n´1
?
Kt` CK

ż

M

Ψ3

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµs,

puisque
ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
ď δ

s pour s ď ε20r
2
0, dspx0, xq ď

r0
4 . Or, en supposant maintenant 4t ď T

et en intégrant par parties comme en piiq on trouve
ż 2t

0

φsBs

ż

M

Ψ3

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµsds ď

ż 2t

t

ż

M

Ψ3

ˇ

ˇ∇2u
ˇ

ˇ

2
dµsds

d’où finalement
ż t

0

ż

Btpx0,r3q

Ψ3s
ˇ

ˇ∇3u
ˇ

ˇ

2
dµsds ď Cδr

n´ 1
2

3 t
1
4 ,

d’où le piiiq de l’énoncé (quitte à ajuster le choix de δ encore une fois).

La preuve de la proposition II.3.7 découle alors des lemmes II.3.10 et II.3.15 par de simples
vérifications.

Preuve de la proposition II.3.7. Soit ε0 “ εpn,K, v0, δq fourni par la le lemme II.3.10, ε1 “
εpn,K, v0, δq fourni par le lemme II.3.15 puis ε “ minpε0, ε1q. Le lemme II.3.10 garantit l’exis-
tence de solutions ui : B0px0, εr0q ˆ r0, ε

4r2
0s Ñ R pour 1 ď i ď m avec

|∇ui ¨∇uj ´ δi,j | ď δ,
ˇ

ˇ∇2ui
ˇ

ˇ

2
ď δ

t ,
ˇ

ˇ∇2ui
ˇ

ˇ ď δ
t

(II.28)

pour px, tq P B0px0,
εr0
4 q ˆ r0, ε

4r0s. De plus, pour tout r ď ε2r0
4 on a grâce au lemme II.3.15

ż t

0

ż

Bspx0,rq

s
ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ

2
dµsds ď δrn´1t

1
4 .

Grâce à une intégration par parties, on trouve
ż t

0

ż

Bspx0,rq

ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ dµsds “
1
?
t

ż t

0

ż

Bspx0,rq

?
s
ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ dµsds

`
1

2

ż t

0

1

s
3
2

ż s

0

ż

Bupx0,rq

?
u
ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ dµudu,
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puis, par Cauchy-Schwarz,
ż s

0

ż

Bupx0,rq

?
u
ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ dµudu ď Cr
n
2
?
s

d

ż s

0

ż

Bupx0,rq

u |∇3ui|
2

dµudu

ď C
?
δrn´

1
4 t

5
8 .

d’où finalement
ż r2

0

ż

Bspx0,rq

ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ dµsds ď C
?
δrn. (II.29)

pII.28q et pII.29q signifient en particulier que x0 possède un pm,
?
δq-système de coordonnées

régularisées pour t ď δε2r2
0.

On conclut ce paragraphe avec le lemme de continuité suivant.

Lemme II.3.16. Il existe Cpnq ą 0 avec la propriété suivante. Si gptq est un flot de Ricci sur
Mnˆr0, T s satisfaisant aux hypothèses de décroissance pI.1q, avec en plus Rc gpx, 0q ě ´1 pour
tout x PM , et si px, tq possède un pm, δq-système de coordonnées régularisées, alors px, tq possède
encore un pm,Cδq-système de coordonnées régularisées pour t ď t ď p1` 1

3200n2K qt.

Preuve du lemme II.3.16. Soit tui : B0px,
?
t
δ q ˆ r0, ts Ñ Ru1ďiďm un pm, δ, 1

δ q-système de coor-
données régularisées en un point px, tq PMˆr0, T s. On prolonge chaque ui en posant ũi ” ui sur
B0px,

?
t
δ qˆr0, ts, ũipy, tq “ uipy, tq pour py, tq P S0px,

?
tqˆrt, T s et �ũi ” 0 sur B0px,

?
t
δ qˆst, T s.

D’après le lemme II.3.9 on a pour une constante Cpnq,

|∇ũi| ď 2,
ˇ

ˇ∇2ũi
ˇ

ˇ

2
ď CK

t , t
ˇ

ˇ∇3ũi
ˇ

ˇ

2
ď C

s

sur B0px,
3
4 q ˆ rt, p1` C

´2qts. De plus

�
ˇ

ˇ∇2ũi
ˇ

ˇ

2
ď Cpnq |Rm g|

ˇ

ˇ∇2ũi
ˇ

ˇ

2
´ 2

ˇ

ˇ∇3ũi
ˇ

ˇ

2
,

�
ˇ

ˇ∇3ũi
ˇ

ˇ

2
ď Cpnqp|Rm g|

ˇ

ˇ∇3ũi
ˇ

ˇ

2
` |∇Rm g|

ˇ

ˇ∇2ũi
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ∇3ũi
ˇ

ˇq,

donc on peut écrire

�p
ˇ

ˇ∇2ũi
ˇ

ˇ

2
`

t

K

ˇ

ˇ∇3ũi
ˇ

ˇ

2
q ď Cpnqp|Rm g| `

c

t

K
|∇Rm g|qp

ˇ

ˇ∇2ũi
ˇ

ˇ

2
`

t

K

ˇ

ˇ∇3ũi
ˇ

ˇ

2
q.

Si on pose v ”
ˇ

ˇ∇2ũi
ˇ

ˇ

2
` t

K

ˇ

ˇ∇3ũi
ˇ

ˇ

2, on a supB0px,1q vp., tq ď
2δ2

t . D’autre part |Rm g| `
b

t
K |∇Rm g| ď K

s et enfin vpy, sq ď K
s . Si t ď 1

1600n2K et x1 P B0px,
?
t

2 q, Btpx
1, 3

?
t

4 q Ă

B0px,
?
tq. Moyennant mise à l’échelle, le lemme B.0.1 s’applique sur Btpx1,

?
t

2 q et fournit ε “
εpn,K, δq tel que pour t ď s ď p1` ε2qt, on ait vpx1, sq ď 4δ2

t soit
ˇ

ˇ∇2ũi
ˇ

ˇ

2
ď 4δ2

s , s
ˇ

ˇ∇3ũi
ˇ

ˇ

2
ď 4δ2

s
(II.30)

pour tout px1, sq P B0px,
?
tqˆs0, p1` ε2qts. Enfin

Btp∇ũi ¨∇ũjq “ 2Rc gp∇ũi,∇ũjq `∇p∆ũiq ¨∇ũj ` ũi ¨∇p∆ũjq

et donc

|Btp∇ũi ¨∇ũjq| ď 2n |Rm g| |∇ũi| |∇ũj | `
ˇ

ˇ∇3ũi
ˇ

ˇ |∇ũj | ` |∇ũi|
ˇ

ˇ∇3ũj
ˇ

ˇ .

La conclusion est immédiate en prenant pII.30q en compte.
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II.3.3 Analyse des équations d’évolution de la courbure en présence
d’une structure produit

Dans ce paragraphe, on établit la préservation en temps court d’une borne sur la norme du
tenseur de Ricci par un flot de Ricci de dimension n satisfaisant aux hypothèses de décroissance
I.1, et possédant au voisinage de tout point px, tq un système de n ´ 3 fonctions coordonnées
régularisées telles que construites au paragraphe II.3.2. Il s’agit essentiellement d’appliquer les
résultats du paragraphe I.2 (contrôle des solutions de l’équation de la chaleur, avec un “terme
source”) aux équations d’évolution de la courbure établies au paragraphe II.3.1.

Préservation d’une borne sur la norme du tenseur de Ricci Pour la clarté de l’exposé,
on présente le résultat de ce paragraphe (proposition II.3.17 ci-dessous), sous forme d’un résultat
général sur les solutions v : M ˆ r0, T s Ñ R` d’une équation aux dérivées partielles de la forme

pBt ´∆qv ď Av1` 1
α ` fv

où α,A ą 0 sont des constantes et f : M ˆr0, T s Ñ R` une fonction lisse satisfaisant aux bornes

fpx, tq ď
δ2

t
,

ż t

0

ż

Btpx,
?
tq

f dµsds ď δt
n
2 . (II.31)

pour un certain δ ą 0. On applique le résultat à l’équation (i) du lemme II.3.5 décrivant
l’évolution de la norme du tenseur de Ricci dans le corollaire II.3.18 qui suit.

Proposition II.3.17. Il existe des constantes δ0pn,K, α,Aq ą 0 et Λpn,K, α,Aq avec la pro-
priété suivante. Soit gptq un flot de Ricci défini sur Mn pour 0 ď t ď T , satisfaisant aux
hypothèses pI.1q, et soit v : M ˆ r0, T s Ñ R` une solution lisse de l’équation

pBt ´∆qv ď Av1` 1
α ` fv, (II.32)

où A ą 0 est une constante et f : M ˆ r0, T s Ñ R` une fonction lisse qui satisfait aux bornes

fpx, tq ď
δ2

t
,

ż t

0

ż

Btpx,
?
tq

f dµsds ď δt
n
2 ,

pour tout px, tq P M ˆ r0, T s tel que Btpx,
?
tq soit relativement compacte dans M , avec δ ď δ0.

On suppose de plus que v satisfait à

vpx, 0q ď 1, vpx, tq ď

ˆ

K

t

˙α

,

pour x PM et 0 ă t ď T . Alors on a

vpx, tq ď

ˆ

Λ

ρ0pxq

˙2α

pour tout px, tq PM ˆ r0, T s, où

ρ0pxq “ supt0 ď r ď 1 | B0px, rq est relativement compacte dans Mu.
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Corollaire II.3.18. Il existe kpn,Kq et δpn,Kq avec la propriété suivante. Soit gptq un flot de
Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, satisfaisant aux hypothèses
pI.1q, avec en plus la condition initiale

|Rc gpx, 0q| ď 1.

Si U ĂM est un ouvert relativement compact tel que tout px, tq P Uˆr0, T s possède un pδ, n´3q-
système de coordonnées régularisées. Alors on a

|Rc gpx, tq| ď
k

ρU0 pxq
2

pour px, tq PM ˆ r0, T s, où

ρU0 pxq “ sup t0 ď r ď 1 | B0px, rq est relativement compacte dans Uu.

Preuve de la proposition II.3.17. Soit Λ ą 1 une constante, dont la valeur sera fixée au cours de

la preuve. Soit 0 ă t0 ď T maximal tel que l’on ait vpx, tq ď
´

Λ
ρU0 pxq

¯2α

sur U ˆr0, t0s. Si t0 ă T ,

il existe x0 P U tel que vpx0, t0q “
´

Λ
ρU0 px0q

¯2α

. On pose ρ “ ρU0 px0q, si bien que la boule B0px0, ρq

est relativement compacte dans M . Notons que puisque par hypothèse, vpx0, t0q ď
`

K
t

˘α, on a
t0 ď

K
Λ2 ρ

2. En particulier, grâce au contrôle de la contraction des distances du corollaire I.1.3, on
trouve que Btpx0,

ρ
4 q reste incluse dans Ω “ B0px0,

ρ
2 q (et donc relativement compacte dans U) si

on suppose par exemple Λ ě 40nK. Sur Ωˆr0, t0s, on a aussi ρU0 pxq ě
ρ
2 et donc vpx, tq ď

´

2Λ
ρ

¯2α

.

On définit alors w : U ˆ r0, t0s en posant w “ e
´ 4AΛ2t

ρ2 v. On a alors, sur Ωˆ r0, t0s,

�w ď
ˆ

´
4AΛ2

ρ2
`Av

1
α

˙

w ` e
´ 4AΛ2t

ρ2 fv,

ď

ˆ

2Λ

ρ

˙2α

fpx, tq.

On applique alors la proposition I.2.1 majorant les solutions de l’équation de la chaleur avec un
terme source à w afin d’en déduire

wpx0, t0q ď CI.2.1

˜

1` 42α

˜?
K

Λ
e
´ Λ2

CI.2.1K ` δ

¸

ˆ

Λ

ρ

˙2α
¸

,

soit

vpx0, t0q ď CI.2.1e
4AK

˜

1

Λ2α
` 42α

?
K

Λ
e
´ Λ2

CI.2.1K ` 42αδ

¸

ˆ

Λ

ρ

˙2α

Finalement, pour un choix approprié de δ0pn,K, α,Aq et Λpn,K, α,Aq et pour δ ď δ0, on trouve

vpx0, t0q ď
1

2

ˆ

Λ

ρ

˙2α

d’où une contradiction si t0 ă T . On a donc vpx, tq ď
´

Λ
ρU0 pxq

¯2α

sur Uˆr0, T s, d’où la proposition.
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Preuve du corollaire II.3.18. On définit pour px, tq P U ˆ r0, T s

fpx, tq “ inf sup
1ďiďn´3

ˇ

ˇ∇3ui
ˇ

ˇ px, tq

où l’infimum est pris sur tous les systèmes de n´3 germes en px, tq de fonctions lisses u1, ..., un´3

avec sup1ďi,jďn´3 |∇ui ¨∇uj ´ δij | ď 1
10 . L’existence, en chaque point px, tq P U ˆ r0, T s, d’un

pn´ 3, δq-système de coordonnées régularisées fait que f satisfait les conditions de l’énoncé de la
proposition II.3.17. D’autre part, d’après le corollaire II.3.5 l’équation d’évolution de la norme
du tenseur de courbure est donnée par

� |Rc gptq|
2
ď Cp|Rc gptq|

3
` f |Rc gptq|

2
q.

La preuve du corollaire découle donc directement de l’application de la proposition II.3.17 pour
vpx, tq “ |Rc gptq|

2 et α “ 1.

On conclut ce paragraphe par un lemme élémentaire qui interviendra dans la preuve de la
proposition III.2.3, et qui permet, quand est donnée une borne sur la norme du tenseur de Ricci
au temps t, garantit un temps de non-doublement contrôlé pour cette quantité.

Lemme II.3.19. Soit gptq un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn

satisfaisant aux estimations pI.1q. Alors, si pour 0 ă t ď T fixé on a |Rc gpx, tq| ď k (k ě 1)
pour tout x P M , on a encore |Rc gpx, sq| ď 4k

ρtpxq2
pour tout t ď s ď p1 ` 1

2048n2K qt et x P M ,
où ρtpxq “ inf t0 ă r ď 1 | Btpx, rq est relativement compacte dans Mu.

Démonstration. On fixe U une partie relativement compacte de M , et ρtpxq “ inf t0 ă r ď
1 | Btpx, rq est relativement compacte dans Mu. On considère alors t ă t ď T maximal tel que

sup
Mˆrt,ts

|Rc gpx, sq| ρtpxq
2 ď 4k,

puis x P M tel que |Rc gpx, tq| “ 4k
ρ2 , où ρ “ ρtpxq (on a donc ρ2

t ě 4k
nK ). Par définition,

Btpx, ρq est relativement compacte dansM et |Rc gpy, sq| ď 16k
ρ2 sur Btpx, ρqˆrt, ts. Or l’équation

d’évolution du tenseur de Ricci qui implique en particulier

� |Rc g|
2
ď |Rm g| |Rc g|

2
,

ď
K

t
|Rc g|

2
.

Le lemme B.0.1 s’applique donc pour u ” |Rc g|
2 sur Btpx, ρq ˆ rt, T s et si t ď

ˆ

1` ρ

40n
?
Kt

˙

t,

il garantit que

|Rc gpx, tq|
2
ď e

K
t pt´tqpk2 ` 128

ˆ

16k

ρ2

˙2
t´ t

ρ2
q,

en particulier, si t ď
`

1` 1
2048n2K

˘

t,

ď e
1

2048n2 pk2 `
1

4nk

ˆ

4k

ρ2

˙2

q

ă

ˆ

16k

ρ2

˙2

,

d’où une contradiction.
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Chapitre III

Régularisation locale d’une métrique
par le flot de Ricci

III.1 Décroissance de la courbure pour un flot non-effondré
à courbure minorée

On commence par rappeler un résultat classique de Perelman sur les solutions anciennes du
flot à opérateur de courbure positif ou nul, et son extension par R. Bamler, E. Cabezas-Rivas,
B. Wilking aux solutions anciennes satisfaisant à la condition IC1 gptq ě 0. On se souvient que
le volume asymptotique d’une variété riemannienne pointée pM, g, x0q complète est défini par

AVRgpx0q “ lim inf
rÑ0

Bgpx0, rq

rn

Lemme III.1.1 (Perelman 2002, [27], 11.4). Soit gptq un flot de Ricci complet de dimension
n sur Mnˆs ´ 8, 0s à courbure bornée et à opérateur de courbure positif ou nul. Si gptq n’est
pas le flot plat, c’est à dire la solution statique donnée par la métrique euclidienne sur Rn, on a
AVRgptqpxq “ 0 pour tout x PM et t ď 0.

Remarque III.1.2 (Dimension 3). C’est une conséquence du théorème de pincement de Hamilton-
Ivey qu’en dimension 3, tout flot de Ricci complet sur M3ˆs´8, 0s est à opérateur de courbure
positif ou nul (voir [14], 6.50 et [12]). Ainsi si gptq n’est pas le flot plat, on a donc AVRgptqpxq “ 0
pour tout x PM et t ď 0.

Lemme III.1.3 (R. Bamler, E. Cabezas-Rivas, B. Wilking 2017, [18], lemme 4.2). Soit gptq
un flot de Ricci complet de dimension n sur Mnˆs ´ 8, 0s à courbure bornée satisfaisant à la
condition IC1 gptq ě 0. Si gptq n’est pas le flot plat, on a AVRgptqpxq “ 0 pour tout x P M et
t ď 0.

Ces résultats permettent de contrôler la décroissance de la norme de l’opérateur de courbure
pour un flot non-effondré, avec IC1 gptq minoré si n ě 4.

Proposition III.1.4. Il existe une constante Kpn, vq avec la propriété suivante. Si gptq est un
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flot de Ricci sur une variété pMn, x0q de dimension n pour 0 ď t ď 1 tel que

aq Btpx0, 1q est relativement compacte dans M,

bq volt Btpx, rq ě vrn pour tout x PM tel que Btpx, rq Ă Btpx0, 1q et 0 ă r ď
?
t,

cq λ´IC1
px, tq ě ´

1

t
pour tout x PM si n ě 4,

pour tout 0 ď t ď 1, alors

|Rm gpx, tq| ď
K

t
, injgptq x ě

c

t

K
,

pour x P Btpx0,
1
2 q et 0 ď t ď 1.

La preuve fait intervenir une technique de sélection de points (voir [27], 10.1 ou [22], 31.1 et
32.2) que l’on utilise sous la forme suivante

Lemme III.1.5. Soit gptq un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď 1 sur une variété lisse M de
dimension n tel que Btpx0, 1q est relativement compacte dans M pour 0 ď t ď 1. Si le point
px, tq PM ˆ r0, 1s est tel que

x P Btpx0,
1

2
q,

|Rm gpx, tq| “
Q

t
,

alors pour tout A ď
?
Q
8 , il existe un autre point px̄, tq avec les propriétés suivantes

t ď t,

dtpx0, x̄q ă dtpx0, xq `
2A
?
Q
,

Q̄ ě Q,

où Q̄ est définie par
ˇ

ˇRm gpx̄, tq
ˇ

ˇ “
Q̄
t
, et

ˇ

ˇRm gpx1, t1q
ˇ

ˇ ď
4Q̄

t1
,

pour tout px1, t1q tel que 0 ď t1 ď t et dt1px0, x
1q ă dtpx0, x̄q ` A

b

t
Q̄
. Cette borne supérieure est

en particulier valable sur le domaine parabolique Btpx̄,
A
2

b

t
Q̄
q ˆ rtp1 ´ A2

100nQ̄
q, ts, qui lui même

est contenu dans Y1
t“0Btpx0, 1q ˆ ttu.

Preuve de la proposition III.1.4. On considère une suite de flots giptq définis pour 0 ď t ď 1 sur
une variété lisse pMi, x0,iq de dimension n et contredisant les conclusions de l’énoncé, c’est à dire
que l’on a d’une part

volgiptq Btpx, rq ě vr3, IC1 gpx, tq ě ´
1
t (si n ě 4)

pour tout px, tq PMiˆr0, 1s avec dtpx0,i, xq ă 1´r et r ď
?
t, et d’autre part pxi, tiq PMiˆr0, 1s

avec dtipx0,i, xiq ď
1
2 et

piq |Rm gipxi, tiq| ą
Ki
ti

ou bien piiq injgiptiq xi ă
b

Ki
ti

.
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Dans le cas piiq, le résultat classique de Cheeger-Gromov-Taylor 1 implique qu’il existe néces-
sairement un point x1i P Btipxi,

1
ιpn,v0q

b

ti
Ki
q tel que |Rm gpx, tq| ą ιpn,v0q

2Ki
ti

. On est donc ra-

mené au cas piq quitte à remplacer Ki par ιpn, vq2Ki et xi par x1i (pour i suffisamment grand
on a dtipx0,i, xiq ď

11
20 par exemple). Le lemme III.1.5, appliqué pour Ai “

?
Ki
8 fournit une

seconde suite de points px̄i, tiq P Mi ˆ r0, 1s avec ti ď ti et x̄i P Btipx0,i,
3
4 q tel que, pour

K̄i “ ti
ˇ

ˇRm gipx̄i, tiq
ˇ

ˇ, on a

K̄i ě Ki, |Rm gipx, tq| ď
4K̄i
t

pour px, tq P Btipx̄i,
?
Ki

16

b

ti
K̄i
q ˆ rti ´

Ki
800n

ti
K̄i
, tis. On considère alors la suite des flots mis à

l’échelle

hipx, sq “
K̄i

ti
gipx, ti `

sti
K̄i
q

(qui satisfont donc en particulier |Rm hipx̄i, 0q| “ 1) sur Mi ˆ r´
Ki

800n , 0s. Pour tout r ą 0 fixé,
cette suite satisfait à

|Rm hipx, sq| ď
4

1` s
K̄i

ď 8 (III.1)

IC1 hipx, sq ě ´
1

2Ki
(si n ě 4),

sur Bhip0qpx̄i, rq dès que
?
Ki

16 ą r, ainsi qu’à

vol Bhip0qpx̄i, rq ě vr3 (III.2)

dès que
?
Ki ą r. De plus, le théorème de Cheeger-Gromov-Taylor, pIII.1q et pIII.2q implique

une minoration du rayon d’injectivité au temps 0

injhip0q x̄i ě
ιpn, vq

2
.

Ceci, en conjonction avec la borne de courbure pIII.1q et le fait queKi Ñ `8, permet d’appliquer
le théorème de compacité de Hamilton à la suite des flots hipsq pointés en px̄i, 0q et d’extraire
une limite qui est un flot hpsq complet, ancien sur une variété lisse pM, x̄q.

pIII.2q implique que pour tout r ą 0, volhp0q B0px̄, rq ě vrn, c’est à dire que le volume
asymptotique de hp0q est non nul. D’après le lemme III.1.3 et la remarque III.1.2, la seule
possibilité est que pM,hpsqq soit le flot plat sur Rn. Cependant la suite des flots à été mise à
l’échelle de façon à avoir |Rm hipx̄i, 0q| “ 1 ce qui implique |Rm hpx̄, 0q| “ 1 pour le flot limite,
d’où la contradiction.

En dimension 3, la condition IC1 g ě 0 coïncide avec la condition Rc g ě 0. En dimension
plus grande, on le sait, la première condition est strictement plus forte et il n’y a pas d’équivalent
de la proposition III.1.4 pour un flot à courbure de Ricci minorée. On retrouve par contre un
énoncé du même type en ajoutant aux hypothèses la présence d’une structure produit qui ramène
essentiellement le problème à celui de la dimension3.

1. Le théorème de Cheeger-Gromov-Taylor affirme qu’il existe une fonction ιpn, vq ą 0 telle que si la boule
B “ Bgpx, rq est relativement compacte dans une variété riemannienne, et que l’on a volg B ě vrn et |Rm g| ď 1

r2

sur B, alors injg x ě ιr.
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Proposition III.1.6. Il existe Kpn, vq et εpn, v,K1q ą 0 avec les propriétés suivantes. Soit gptq
un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, satisfaisant aux
hypothèses a priori

|Rm gpx, tq| ď K1

t , injgptq x ě
b

t
K1
, Rgptq ě ´1

ainsi que, pour tout 0 ď t ď t, à

aq Btpx0, 2q est relativement compacte dans M,

bq volt Btpx, rq ě vrn pour tout x PM tel que Btpx, rq Ă Btpx0, 1q et 0 ă r ď
?
t,

cq pour tout x P Btpx0, 1q, px, tq possède un pn´ 3, εq-système de coordonnées régularisées.

|Rm gpx, tq| ď
K

t
, injgptq x ě

c

t

K
,

pour x P Btpx0,
1
2 q et 0 ď t ď ε2.

Démonstration. On peut choisir pour la constante K de l’énoncé l’expression K “ 2Kp3, v
2n´2 q

provenant de la proposition III.1.4 en dimension 3. On se donne une suite de flots giptq dé-
finis pour 0 ď t ď Ti sur une variété lisse pointée pMn

i , x0,iq de dimension n satisfaisant aux
hypothèses de l’énoncé pour une suite εi Ñ 0 tel qu’il existe néanmoins une suite de points
pxi, tiq PMiˆs0, ε

2
i s avec |Rm gipxi, tiq| ě

K
ti
. On considère la suite des flots mis à l’échelle

hipsq “
1

ti
gpstiq

centrés en xi, définis sur Mi ˆ r0, 1s, qui sont tels que pour 0 ď s ď 1, la boule Bhipsqpx0,i,
1
εi
q

est relativement compacte dans Mi, et qui satisfont encore aux estimations

|Rm hipx, sq| ď
K1

s , injhipsq x ě
b

s
K1
, Rc hipx, sq ě ´

ε2i
s ,Rhipsq ě ´1.

Le point pxi, 1q possède (pour le flot hipsq) un pn ´ 3, εiq système de coordonnées régularisées,
c’est à dire qu’il existe n´ 3 fonctions uk,i : B̃0pxi,

1
εi
q ˆ r0, 1s Ñ R (1 ď k ď n´ 3) solutions de

l’équation de la chaleur avec uk,ipxi, 0q “ 0 et

|x∇uk,i,∇ul,iy ´ δk,l| ď εi,
ˇ

ˇ∇2uk,i
ˇ

ˇ

2
ď εi

s ,
ˇ

ˇ∇3uk,i
ˇ

ˇ ď εi
s .

Le théorème de compacité de Hamilton s’applique et permet d’extraire un flot limite hpsq complet
défini pour 0 ă s ď 1 sur une variété différentielle Mn

8 de dimension n, satisfaisant encore aux
estimations |Rm hpsq| ď K1

s et injhpsq x ě
b

s
K1

. De plus, grâce au théorème d’Arzela-Ascoli,
on peut supposer que pour tout 1 ď k ď n ´ 3, la suite des uk,i converge uniformément sur
tout compact vers une fonction lisse uk,8 : M ˆ r0, 1s Ñ R, solution de l’équation de la chaleur
(couplée au flot hpsq), avec uk,8pxi, 0q “ 0 avec

x∇uk,8,∇ul,8y ” δk,l, ∇2uk,8 ” 0.

En particulier, pour 0 ď k ď n´ 3, uk,8 est constante par rapport à la variable de temps, et on
vérifie facilement que Rc hpsqp∇uk,8,∇uk,8q ” 0, ce qui implique que ∇uk,8 est un champ de
vecteurs constant par rapport à s. Soit alors N3

8 ĂM la sous-variété de dimension 3 définie par
N8 “ tx PM, | u1,8px, 0q “ ... “ un´3,8 “ 0u et

Φ :
N8 ˆ Rn´3 Ñ M
px, r1, ..., rn´3q ÞÑ φ1,r1 ˝ ... ˝ φn´3,rn´3

pxq
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où φk,. : M ˆ R Ñ M désigne le flot champ de vecteurs ∇uk,8. Pour tout 0 ă s ď 1, si
h̃psq désigne la métrique induite par hpsq sur N8, l’application Φ réalise une isométrie entre la
métrique h̃psq‘gRn´3 sur N8ˆRn´3 et la métrique hpsq surM . En particulier, h̃psq est un flot de
Ricci défini sur N8 pour 0 ă s ď 1. L’hypothèse bq se traduit par vol3

h̃psq
Bh̃psqpx, rq ě

v
2n´2 r

3, ce

qui permet d’appliquer la proposition III.1.4 au flot h̃psq et de conclure que
ˇ

ˇ

ˇ
Rm h̃psq

ˇ

ˇ

ˇ
ď K

2s sur

N8ˆs0, 1s, et donc |Rm hpsq| ď K
2s sur M8ˆs0, 1s. Mais d’autre part l’hypothèse selon laquelle

|Rm giptiq| ě
K
ti

implique après passage à la limite |Rm hpxi, 1q| ě K, d’où la contradiction.

III.2 Régularisation locale d’une donnée initiale par le flot

III.2.1 Régularisation locale sous des hypothèses de décroissance a
priori

Les trois propositions de ce paragraphe constituent l’aboutissement du travail effectué dans
les chapitres I, II et III et établissent, pour différentes conditions initiales et sous des hypothèses
a priori de décroissance de la courbure de la forme

|Rm gpx, tq| ď
K1

t
, injgptq x ě

c

t

K1
,

des résultats du type de la proposition 0.12 de l’introduction.

Rappelons que si gptq est un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de
dimension n, on définit

ρ0pxq “ sup t0 ă r ď 1, | B0px, rq est relativement compacte dans Mu,
pMqr “ tx PM | ρ0pxq ą ru.

On définit aussi

MA,t “ tpx, tq PM ˆ r0, T s | 0 ď t ď t et ρ0pxq ą A
?
tu,

ainsi que, pour px, tq PMA,T ,

ρA,0px, tq “ sup t0 ă r ď 1, B0px, r `A
?
tq est relativement compacte dans Mu.

La proposition qui suit intervient dans la preuve du théorème B. Elle est un cas particulier
de la proposition III.2.2 qui énoncée au dessous.

Proposition III.2.1. Il existe Kpvq, εpv, δq et Apv, δq avec les propriétés suivantes. Soit gptq
un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse M3 de dimension 3, satisfaisant aux
estimations a priori

|Rm gpx, tq| ď
K1

t
, injgptq x ď

c

t

K1
,

ainsi qu’aux conditions sur la donnée initiale

piq Rc gpx, 0q ě ´
1

ρ0pxq2
,

piiq vol0 B0px, rq ě vr3 pour tout 0 ă r ď ρ0pxq,
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pour tout x PM . Alors

aq Rc gpx, tq ě ´
δ2

t
,

bq volt Btpx, rq ě p1´ δqvr
3, pour tout 0 ă r ď

1

8
ρ0,Apx, tq

et

|Rm gpx, tq| ď
K

t
, injgptq x ď

c

t

K
,

pour tout px, tq PMA,ε2 .

La proposition suivante intervient dans la preuve du théorème C qui généralise le théorème
B aux dimensions n ě 4, ainsi que dans celle du théorème E.

Proposition III.2.2. Il existe Kpn, vq, kpn, vq, et εpn, v, δq et Apn, v, δ,K1q avec les propriétés
suivantes. Soit C l’un des trois cônes de courbure IC1 , IC2 , CO . Soit gptq un flot de Ricci
défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, satisfaisant aux estimations a
priori

|Rm gpx, tq| ď
K1

t
, injgptq x ď

c

t

K1
,

ainsi qu’aux conditions sur la donnée initiale

piq λ´Cpx, 0q ě ´
1

ρ0pxq2
,

piiq vol0 B0px, rq ě vrn pour tout 0 ă r ď ρ0pxq,

pour tout x PM . Alors

aq λ´Cpx, tq ě ´
k

ρA,0px, tq2
,

bq volt Btpx, rq ě p1´ δqvr
n, pour tout 0 ă r ď

1

32
ρA,0px, tq

et

|Rm gpx, tq| ď
K

t
, injgptq x ě

c

t

K
,

pour tout px, tq PMA,ε2 .

La proposition qui suit intervient dans la preuve des théorèmes D et F .

Proposition III.2.3. Il existe Kpn, vq, kpn, vq, εpn, v, δq et Apn, v, δ,K1q avec les propriétés
suivantes. Soit gptq un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension
n, satisfaisant aux estimations a priori

|Rm gpx, tq| ď
K1

t
, injgptq x ď

c

t

K1
,
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ainsi qu’aux conditions sur la donnée initiale

piq |Rc gpx, 0q| ď
1

ρ0pxq2
,

piiq vol0 B0px, rq ě vrn pour tout 0 ă r ď ρ0pxq,

piiiq il existe un pn´ 3, εq-éclatement en x à toutes les échelles inférieures à
ρ0pxq pour la métrique gp0q.

pour tout x PM . Alors

aq |Rc gpx, tq| ď
k

ρ0,Apx, tq2
,

bq volt Btpx, rq ě p1´ δqvr
n, pour tout 0 ă r ď

1

32
ρ0,Apx, tq

cq il existe un pn´ 3, δq-éclatement en x à toutes les échelles inférieures à
ε ρ0,Apx, tq pour la métrique gptq,

et

|Rm gpx, tq| ď
K

t
, injgptq x ě

c

t

K
,

pour tout px, tq PMA,ε2 .

Enfin, établir la conjecture 0.16 de l’introduction équivaudrait à démontrer le résultat de
régularisation suivant.

Conjecture III.2.4. Il existe Kpn, vq, kpn, v,K1q, εpn, v, δ,K1q et Apn, v, δ,K1q avec les pro-
priétés suivantes. Soit gptq un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de
dimension n, satisfaisant aux estimations a priori

|Rm gpx, tq| ď
K1

t
, injgptq x ď

c

t

K1
,

ainsi qu’à
ż t

0

ż

B0px0,rq

Rgpsq dµsds ď crn´2t, (III.3)

et aux conditions sur la donnée initiale

piq Rc gpx, 0q ě ´
1

ρ0pxq
,

piiq vol0 B0px, rq ě vrn pour tout 0 ă r ď ρ0pxq,

piiiq il existe un pn´ 3, εq-éclatement en x à toutes les échelles inférieures à
ρ0pxq pour la métrique gp0q.

pour tout x PM . Alors

aq Rc gpx, tq ě ´δRgptq ´
k

ρ0,Apx, tq2
,

bq volt Btpx, rq ě p1´ δqvr
n, pour tout 0 ă r ď

1

32
ρ0,A

cq il existe un pn´ 3, δq-éclatement en x à toutes les échelles inférieures à
ε ρ0,Apx, tq pour la métrique gptq,
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et

|Rm gpx, tq| ď
K

t
, injgptq x ě

c

t

K
,

pour tout px, tq PMA,ε2 .

Preuve de la proposition III.2.1. On considère un point x PM , on pose ρ “ ρ0pxq et on définit
pour 0 ď s ď T

ρ2 un flot mis à l’échelle en posant g̃psq “ 1
ρ2 gpρ

2sq. La boule B̃0px, 1q est
par définition relativement compacte dans M , de même que, pour tout y P B̃0px,

1
2 q, la boule

B̃0py,
1
2 q. Pour 0 ď s ď 1

400n2K1
, grâce au corollaire I.1.2 on a B̃spy, 1

4 q Ă B̃0py,
1
2 q, ce qui permet

d’appliquer la proposition II.1.1 au point y avec A0 “ a0 “
1
8 , d’où on déduit

Rg̃psq ě ´800 (III.4)

sur B̃0px,
1
2 q ˆ r0,

1
400n2K1

s.

De même, pour tout y P B̃0px,
1
2 q, et pour ε0 ą 0 qui sera fixé à l’étape suivante, on applique

le corollaire II.1.4 avec k “ 64A2, d’où on déduit l’existence de ε1 dépendant de K1 et ε0 tel que

Rc g̃py, sq ě ´
ε20
s
. (III.5)

pour 0 ď s ď ε21.

On fixe alors ε0 “ 1
16εp3,K, v0,

δ
2 q (on supposera δ ď 1

2 ), où la fonction εpn,K, v0, δq provient
de l’énoncé de la proposition I.1.7. Pour y P B0px,

1
4 ), pIII.4q et pIII.5q combinées aux hypo-

thèses de l’énoncé permettent d’appliquer la proposition I.1.7, qui fournit alors volg̃psq B̃spy, rq ě

p1´ δ
2 qv0B̃0py, rq pour 0 ď s ď minpε20, ε

2
1q et

δ
?
s

2ε0
ď r ď 1

8 . Cette minoration, pIII.5q et l’inégalité
de Bishop-Gromov donnent enfin

volg̃psq B̃spx, rq ě p1´ δqv0r
3

pour 0 ď s ď minpε20, ε
2
1q et 0 ă r ď 1

8 .

On peut maintenant appliquer la proposition III.1.4 au flot g̃psq, qui fournit une constante
K “ Kp3, v0

2 q telle que
|Rm g̃px, sq| ď K

s , injg̃psq pxq ě
a

s
K

pour 0 ă s ď minpε20, ε
2
1q. En revenant au flot gptq, pour ε “ minpε0, ε1q et A “ 1

ε , on trouve

|Rm gpx, tq| ď K
t , injgptq pxq ě

b

t
K

pour px, tq PMA,ε2 , ainsi que

Rc gpx, tq ě ´ δ2

t , volt Btpx, rq ě p1´ δqvr
3

pour 0 ă r ď 1
8ρ0px, tq.
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Preuve de la proposition III.2.2. On considère un point x PM , on pose ρ “ ρ0pxq et on définit
pour 0 ď s ď T

ρ2 un flot mis à l’échelle en posant g̃psq “ 1
ρ2 gpρ

2sq. La boule B̃0px, 1q est
par définition relativement compacte dans M , de même que, pour tout y P B̃0px,

1
2 q, la boule

B̃0py,
1
2 q. Pour 0 ď s ď 1

400n2K1
, grâce au corollaire I.1.2 on a B̃spy, 1

4 q Ă B̃0py,
1
2 q, ce qui permet

d’appliquer la proposition II.1.1 au point y avec A0 “ a0 “
1
8 , d’où on déduit Rg̃psq ě ´800 sur

B̃0px,
1
2 q ˆ r0,

1
400n2K1

s.

On applique ensuite la proposition II.2.6 au flot g̃psq sur B̃0px,
1
2 q ˆ r0,

1
400n2K1

s, qui fournit
une constante k1 “ kpn,K1q telle que l’on a λ´Cgpy, sq ě ´k1ρ0pyq

´2 pour py, sq P B̃0px,
1
2 q ˆ

r0, 1
400n2K1

s, et donc
λ´Cpx, sq ě ´16k1 (III.6)

sur B̃0px,
1
4 q ˆ r0,

1
400n2K1

s. D’autre part, puisqu’elle implique Rc gpy, sq ě ´16k1 sur le même
domaine, cette minoration permet de faire appel au principe de continuité du volume des boules
du lemme I.1.6. Pour δ ą 0 l’énoncé fournit ε1 “ εpn, v,K1,

δ
2 q et permet d’affirmer, pour tout

y P B̃0px,
1
8 q,

?
maxpK1,k1q

ε1
ď r ď 1

32 et 0 ď s ď
ε21

106n2 maxpk1,K1q
,

vols B̃spy, rq ě p1´
δ

2
qvol0 B̃0py, rq. (III.7)

l’hypothèse piiq de l’énoncé, pIII.6q et Bishop-Gromov permettant alors d’écrire

vols B̃spy, rq ě p1´ δqvr
n. (III.8)

pour tout 0 ă r ď 1
32 . D’autre part on a, toujours pour s ď ε21

106n2 maxpk1,K1q

λ̃´IC1
py, sq ě ´

1

s
(III.9)

pour tout y P B0px,
1
8 q. On pose ε2 “ ε21

106n2 maxpk1,K1q
. Pour tout x1 P B̃0px,

1
16 q, pIII.8q et pIII.9q

permettent d’appliquer la proposition III.1.4 au flot g̃psq sur B0px
1, 1

16 qˆr0, ε
2s, et d’obtenir des

estimations sur la décroissance de la courbure indépendantes de K1. Pour K0 “ Kpn, ṽq on a

|Rm g̃py, sq| ď
K0

s

pour tout y P Bspx1, 1
32 q et 0 ă s ď ε2, et par conséquent, grâce à pIII.8q à nouveau et au

théorème de Cheeger-Gromov-Taylor,

injg̃psq x
1 ě ιpn, ṽq

c

s

K0
.

(toujours pour 0 ă s ď ε2). Ainsi a-t-on, en posant K “ K0

ιpn,v0q
les estimations

|Rm g̃py, sq| ď K
s , injg̃psq y ě

a

s
K

sur B0px,
1
16 q ˆ r0, ε

2s. Une nouvelle application de la proposition II.2.6 sous ces estimations
fournit une constante k0pn,Kq (cette fois indépendante de K1) telle que l’on a IC1 g̃px, sq ě
´256k0 pour 0 ď s ď ε2.
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En revenant au flot gptq, on trouve donc les estimations sur la décroissance de la courbure

|Rm gpx, tq| ď K
t , injgptq x ě

b

t
K

à condition d’avoir 0 ă t ď ε2ρ0pxq
2, ainsi que (pour k “ 256k0),

λ´Cpx, tq ě ´
k

ρ0pxq2
,

et, revenant à pIII.8q,

volgptq Btpx, rq ě p1´ δqvr
n,

pour tout px, tq PM ˆ r0, T s avec 0 ď t ď ε2ρpxq2 et 0 ă r ď 1
32ρ0pxq.

Preuve de la proposition III.2.3. On fixe k0, δ0, A ą 0 (leur valeur sera déterminée au cours de la
preuve), on fixe U ĂM relativement compact et on considère un temps 0 ď t ď T maximal tel que
pour tout px, tq P UA,t (où UA,t “ tpx, tq PMˆr0, T s | 0 ď t ď t et B0px,A

?
tq est relativement

compacte dans Uu) on ait
a) |Rc gpx, tq| ď k0

ρA,0px,tq2
,

b) volt Btpx,
?
tq ě p1´ δ0qvp

?
tqn,

c) px, tq possède un pn´ 3, δ0q-système de coordonnées régularisées.
Par continuité, et en particulier d’après la remarque II.3.8, on a t ą 0. On définit t “ p1 `

1
3200n2K1

q´1t. Le lemme II.3.16 permet d’affirmer que si px, tq P pUqA?t ˆ rt, ts

c1q px, tq possède un pn´ 3, Cδ0q-système de coordonnées régularisées,

(C “ Cpnq provient du lemme II.3.16). Ensuite, comme le choix de t garantit en particulier
simplement en intégrant l’équation du flot compte tenu de la borne |Rm gptq| ď K1

t , le contrôle
de la métrique 1

4gptq ď gptq ď 4gptq pour t ď t ď t, on a de manière immédiate

b1q volt Btpx,
?
tq ě

p1´ δ0qv

2n

ˆ
?
t

2

˙n

ě
v

2n`1
p
?
tqn

(si δ0 ď 1
2 ) pour px, tq P pUqA

?
t ˆ rt, ts. Finalement, on a |Rc gpx, tq| ď 1

8t pour x P pUqpA`aq?t
si a ě

?
8k0. Ainsi, si x P U est tel que Btpx, 8

?
tq Ă pUqpA`aq?t, on peut appliquer le lemme

II.3.19 sur Btpx, a
?
tq ˆ rt, ts et on trouve

a 1q |Rc gpx, tq| ď
1

2t
ď

1

t
,

pour t ď t ď t. En particulier, si on suppose x P pUqpA`a1q
?
t et que l’on choisit a1 “

maxp
?

8k0, 8`
20
3 pn´1q

?
K1q, le principe de comparaison des distances du corollaire I.1.2 garantit

que l’on a Btpx, 8
?
tq Ă pUqpA`

?
8k0q

?
t. Ce choix de a1 garantit donc b’) sur pUqpA`a1q

?
tˆ rt, ts.

Compte tenu de a’), b’) et c’), la proposition III.1.6 fournit εIII.1.6 “ εIII.1.6pn,
v
C ,K1q et

K0 “ KIII.1.6pn,
v
C q tel que si on choisit δ0 ď εIII.1.6

C , on trouve

|Rm gpx, tq| ď K0

t , injx gptq ě
b

t
K0
, (III.10)
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pour px, tq P pUqpA`a11q
?
t ˆ r0, ts où a11 “ a1 ` 2δ´1

0 .

On peut maintenant appliquer le corollaire II.3.18 sur la préservation d’une borne sur la
norme du tenseur de Ricci avec les estimations de décroissance améliorées pIII.10q. Le corollaire
II.3.18 fournit ainsi kII.3.18 et δII.3.18 dépendant seulement de n et v tels que si on suppose
δ0 ď δII.3.18, on peut conclure

|Rc gpx, tq| ď
kII.3.18

ρ0,A`a11
pxq2

(III.11)

pour px, tq P pUqpA`a11q
?
t ˆ r0, ts.

Ensuite, le lemme I.1.6 fournit εI.1.6pn, v, δq tel que si x P pUqpA`a11q
?
t est tel que

|Rc gpx1, tq| ď
ε2I.1.6
Kt pour px1, tq P B0px, 8

?
tq ˆ r0, ts, on a

volgptq Btpx, rq ě p1´ δqvr
n (III.12)

pour 0 ď t ď t et 0 ă r ď 2
?
t (tant que t ď 1?

8
). En particulier, si x P pUqpA`a21q

?
t avec

a21 “ a11 ` 4`
?
K0k
εI.1.6

on a pIII.12q.

Finalement, on va appliquer la proposition II.3.7 sur l’existence de coordonnées régulari-
sées, qui fournit εII.3.7 “ εII.3.7pn,K0, p1 ´ δqv, δq. Si px, tq P pUqpA`a31 q

?
t où a31 “ a21 `

2ε´1
II.3.7

?
kII.3.18, on a |Rc gpx1, tq| ď ε2

t pour px1, tq P B0px, ε
´1
II.3.7q ˆ r0, ts. Ainsi, si t ď ε2II.3.7,

l’hypothèse (iii) de l’énoncé permet de conclure que px, tq possède un pn´ 3, δq-système de coor-
données régularisées.

Afin de conclure, on fixe k0 “ 2kII.3.18, qui dépend seulement de n et v, et de δ0 “

minp 1
2 , 2δ, δIII.1.6, δII.3.18q qui lui-même dépend de n, v, δ et K1. On obtient alors

a”)
ˇ

ˇRc gpx, tq
ˇ

ˇ ď
k0

2ρ0,A`a31
px, tq2

,

b”) volt Btpx, rq ě p1´
δ0
2 qvr

n pour tout 0 ă r ď
?
t,

c”) px, tq possède un pn´ 3, δ02 q-système de coordonnées régularisées
pour tout x P pUqpA`a31 q

?
t, tant que 0 ă t ď ε20, où on a posé ε20 “ minp 1?

8
, ε2II.3.7q, dépendant

de n, v et δ. Or A
?
t “

´

A`A
´b

t
t ´ 1

¯¯?
t et A

´b

t
t ´ 1

¯

ě
η2A
4K1

ě a31 à condition de
poser A1 “ CK1a

3
1 dépendant de n, v, δ, ainsi que de K1. Avec ce choix de A1, a”), b”), c”)

s’appliquent à tout x P pUq
A1

?
t
, ce qui implique une contradiction avec la définition de t si

t ă ε20. D’où l’énoncé, puisque la partie relativement compactes U ĂM est arbitraire.

III.2.2 Preuve des théorèmes E et F : énoncés de type “pseudo-localité”
Une première application des propositions de régularisation III.2.2 et III.2.3 sont les théo-

rèmes E et F énoncés en introduction, qui, rappelons-le, peuvent être considérés comme des
généralisations du théorème de pseudo-localité 0.17 de Perelman, et dont la preuve s’appuie de
manière essentielle sur ce résultat, ou plutôt sur le lemme suivant qui s’en déduit directement.

Lemme III.2.5. Il existe ηpnq ą 0 avec la propriété suivante. Soit gptq un flot complet défini
pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n avec

sup
Mˆr0,T s

|Rm gpx, tq| ă `8
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et U ĂM un ouvert tel que |Rm gpx, 0q| ď k et injx gp0q ě
1?
k
pour x P U . Alors

|Rm gpx, tq| ď 4k, injx gptq ě
1

2
?
k

pour tout px, tq P pUq 1?
k
ˆ r0, η

2

k s.

Preuve du théorème E. Il suffit de démontrer le théorème lorsque U est relativement compact
dans M , quitte à passer à la limite ensuite. Ainsi, par continuité, il existe 0 ă t ď T maximal tel
qu’on ait

a) λ´Cpx, tq ě ´
k0

ρU0,AIII.2.2
px,tq2

,

b) volt Btpx, rq ě p1´ δ0qvr
n pour 0 ă r ď

?
t,

ainsi que
|Rm gpx, tq| ď K0

t , injx gptq ě
b

t
K0

pour tout px, tq P Ut,A1
(A1 sera choisi plus bas). On pose t “

´

1` η2

K0

¯´1

t, où ηpnq est fourni

par le lemme III.2.5. En appliquant le lemme III.2.5 pour Ũ “ pUqA1
?
t on trouve

|Rm gpx, tq| ď 8K0

t , injx gptq ě
b

t
8K0

(III.13)

pour t ď t ď t et x P U tel que Btpx,
b

t
K0
q Ă pUqA1

?
t. En particulier, si px, tq P pUqpA1`a1q

?
t ˆ

r0, ts, où a1 “

b

t
K0
` 20

3 pn´1q
?
K0t, le principe de comparaison des distances du corollaire I.1.2

garantit que l’on a pIII.13q. On peut donc appliquer la proposition III.2.2 avec K1 “ 16K0 au
flot gptq sur pUqpA1`a1q

?
tˆr0, ts, et si t ď ε2III.2.2 on trouve en particulier des constantes kIII.2.2,

KIII.2.2, εIII.2.2 dépendant de n, v, δ et AIII.2.2 dépendant de n, v, δ et K0 telles que
a’) λ´Cpx, tq ě ´

kIII.2.2
ρU

0,A1`a
1
1
px,tq2

,

b’) volt Btpx, rq ě p1´ δqvr
n pour 0 ă r ď

?
t,

ainsi que
ˇ

ˇRm gpx, tq
ˇ

ˇ ď KIII.2.2
t

, injx gptq ě
b

t
KIII.2.2

(III.14)

pour x P pUq
pA1`a11q

?
t
, où a11 “ a1 `AIII.2.2. En particulier si x P pUq

A1

?
t
, et si A1 ě CK0 (où

C est une constante dépendant de n), on a a), b) et pIII.14q sur pUq
A1

?
t
. En posant finalement

K0 “ 2KIII.2.2, k0 “ 2kIII.2.2, δ0 “ 2δ ceci constitue une contradiction avec la maximalité de t
si t ă ε2III.2.2.

Preuve du théorème F . Elle est ligne par ligne analogue à la preuve du théorème E, la proposition
III.2.3 jouant le rôle de la proposition III.2.2.
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Chapitre IV

Flot de donnée initiale
non-compacte ou non-complète

IV.1 Le flot partiel : définition et construction
On démontre dans ce paragraphe le théorème A. La construction s’appuie sur une application

répétée du théorème d’existence en temps court de W. X. Shi [30] à des métriques complètes
à courbure bornées obtenues par modification des métriques éventuellement non complètes de
l’énoncé du théorème.

IV.1.1 Modifier une métrique pour la rendre complète
On commence par décrire une construction élémentaire de géométrie riemannienne, qui per-

met de modifier une métrique éventuellement non-complète en une métrique complète à courbure
bornée. On définit, pour une variété riemannienne pM, gq, les fonctions à valeur dans R‹`Yt`8u

ρpxq “ sup t r ą 0, | Bpx, rq est relativement compacte dans Mu,

ρ1pxq “ sup t r ą 0, | Bpx, rq est relativement compacte dans M et sup
Bpx,rq

|Rm g| ď
1

r2
u.

De plus, on note

pMqr “ tx PM | Bpx, rq est relativement compacte dans Mu.

Lemme IV.1.1. Il existe une constante Cpnq avec la propriété suivante. Étant donnée une
variété riemannienne de dimension n pMn, gq, et k ą 0, il existe une métrique riemannienne h
définie sur M avec les propriétés suivantes

pM,hq est une variété riemannienne complète,

h ” g sur
"

x PM | ρ1pxq ě
C
?
k

*

,

|Rm hpxq| ď k.

pour tout x PM .
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Ce résultat sera utilisé dans le paragraphe IV.1.2 sous la forme suivante.

Corollaire IV.1.2. Il existe une constante Cpnq avec la propriété suivante. Étant donnée une
variété riemannienne de dimension n pMn, gq telle que |Rm gpxq| ď k0 pour tout x P M , et
k1 ą C2k0, il existe une métrique riemannienne h définie sur M avec les propriétés suivantes

pM,hq est une variété riemannienne complète,
h ” g sur pMq C?

k1

,

|Rm hpxq| ď k1.

pour tout x PM .

La construction de la métrique h du lemme IV.1.1 repose sur la possibilité de régulariser
les fonctions lipschitziennes définies sur une variété riemannienne à l’échelle où la courbure est
bornée, avec des estimations sur les dérivées jusqu’à l’ordre 2.

Lemme IV.1.3. Il existe Cpnq avec la propriété suivante. Soit pMn, gq une variété riemannienne
de dimension n et f : M Ñ R une fonction 1-lipschitzienne. Alors, pour toute fonction 1-
lipschitzienne η : M Ñ R` avec 0 ă ηpxq ď ρ1pxq pour tout x P R, il existe une fonction lisse
f̃ : M Ñ R telle que

ˇ

ˇ

ˇ
fpxq ´ f̃pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď ηpxq,

ˇ

ˇ

ˇ
∇f̃pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď C,

ˇ

ˇ

ˇ
∇2f̃pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď C

ηpxq .

pour tout x PM . De plus, si f ě 0 (resp. f ď 0) sur M alors f̃ ě 0 (resp. f̃ ď 0) sur M .

Afin d’établir le lemme IV.1.3 on commence par construire des fonctions à support compact
dont le gradient et le Hessien sont contrôlés.

Lemme IV.1.4. Il existe Cpnq avec la propriété suivante. Si pM, gq est une variété rieman-
nienne, x0 PM , r ą 0 tels que Bpx0, r0q est relativement compacte dans M et |Rm gpxq| ď r´2

0

pour tout x P Bpx0, r0q, alors il existe une fonction lisse Φx0
: M Ñ r0, 1s à support dans

Bpx0, r0q avec les propriétés suivantes.

aq infBpx0,
r0
8 q

Φx0
ě C´1, bq |∇Φx0

| ď 8
r0
, cq

ˇ

ˇ∇2Φx0

ˇ

ˇ ď 64
r2
0
.

Démonstration. Après mise à l’échelle, on peut supposer r0 “ 1 dans l’énoncé du lemme. On
commence par le cas où injx0

g ě 1. La borne de courbure garantit alors que la fonction distance
à l’origine dpxq “ dpx0, xq est lisse sur Bpx0, 1qztx0u, avec le contrôle du Hessien

´d g ď ∇2d ď
g

tanh d
. (IV.1)

issu du lemme I.2.8.On considère alors φ : R` Ñ R` une fonction lisse telle que φ ” 1 sur
s ´ 8, 1

2 s, φ ” 0 sur r1,`8r, |φ1| ď 2, et |φ2| ď 8. Φx0pxq “ φp2dpxqq définit une fonction
lisse, positive ou nulle, à support compact dans Bpx0,

1
2 q avec Φx0

” 1 sur Bpx0,
1
4 q, ainsi que

|∇Φx0
| ď 8,

ˇ

ˇ∇2Φx0

ˇ

ˇ ď 64.

Dans le cas où le rayon d’injectivité n’est pas minoré, on applique la construction précédente
à B la boule de rayon 1 centrée en l’origine 0x0 de Tx0M , munie de la métrique h “ exp‹x0

g,
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pour obtenir une fonction Φ0 : B Ñ r0, 1s. On définit alors Φx0 : M Ñ R` en posant pour
x P Bgpx0, 1q ĂM , Ipxq “ tu P Bhp0x0

, 1q | expx0
puq “ xu puis pour x PM ,

Φx0
pxq “

" 1
|Ipx0q|

ř

uPIpxq Φ0puq si x P Bgpx0, 1q,

0 sinon.

En utilisant le fait que expx0
: BÑ Bgpx0, 1q est une isométrie locale, on commence par constater

que Φx0
est lisse à support dans Bgpx0, 1q. De plus, pour x P Bgpx0, 1q, il existe un voisinage

V Ă Bgpx0, 1q de x, et pour tout u P Ipxq, un voisinage Uu Ă B de u tels que fu “ expx|Uu est
une isométrie entre Uu et V . On vérifie ensuite que

ˇ

ˇIpxq XBhp0x0 ,
1
4 q
ˇ

ˇ ď |Ipx0q|, donc l’écriture
Φx0 “

1
|Ipx0q|

ř

uPIpxq Φ0 ˝ f
´1
u (sur V ) exprime localement Φx0 comme une combinaison convexe

des Φ0 ˝ f
´1
u . Ainsi

0 ď Φx0 ď 1, |∇Φx0
| ď 8,

ˇ

ˇ∇2Φx0

ˇ

ˇ ď 64. (IV.2)

Finalement, on vérifie que |Ipx0q| ď
volh Bhp0x0

,1q

volg Bgpx0,
1
2 q

d’une part, alors que d’autre part, si x P

Bgpx0,
1
8 q, on a

ˇ

ˇIpxq XBhp0x0 ,
1
4 q
ˇ

ˇ ě
volh Bhp0x0 ,

1
8 q

volg Bgpx0,
1
8 q

, ce qui garantit (en vertu du principe de
comparaison des volumes de Bishop-Gromov)

Φx0pxq ě
1

C
pour x P Bgpx0,

1

8
q. (IV.3)

Preuve du lemme IV.1.3. On construit d’abord une partition de l’unité sur M . Soit txiuiPI une
famille de points de M telle que les boules Bpxi, ηi24 q (ηi “ ηpxiq) soient disjointes, maximale
avec cette propriété. La condition de maximalité garantit que les Bpxi, ηi8 q, i P I, recouvrent
M . On considère pour tout i P I, la fonction Φxi à support dans Bpxi, ηi2 q donnée par le lemme
précédent (puisque ηi ď ρ1pxiq), puis on pose

ψipxq “

˜

ÿ

jPI

Φxj pxq

¸´1

Φxipxq,

(en vertu de pIV.3q,
ř

jPI Φxj pxq ě
1
C pour tout x P M) ce qui définit une partition de l’unité

subordonnée aux Bpxi, ηi2 q. De plus, puisque Kgpσq ě ´1 le principe de comparaison des volumes
(Bishop-Gromov) garantit que pour tout x P U , si on pose Ipxq “ ti P I | x P Bpxi, ηi2 qu, alors
|Ipxq| ď C. Ainsi, de l’expression

∇ψi “
∇Φxi

ř

jPIpxq Φxj
´

´

ř

jPIpxq∇Φxj

¯

Φxi
´

ř

jPIpxq Φxj

¯2

on déduit |∇ψi| ď C
ηi
. On établit de manière similaire une majoration

ˇ

ˇ∇2ψi
ˇ

ˇ ď C
η2
i
.

On définit enfin une approximation de f sur M en posant f̃pxq “
ř

iPI ψipxqfpxiq. Ainsi
f̃pxq ´ fpxq “

ř

iPIpxq ψipxqpfpxiq ´ fpxqq, or si i P Ipxq, dpxi, xq ď ηi
2 , et, comme η est 1-

lipschitzienne, ηpxq ď 2ηi donc |fpxiq ´ fpxq| ď ηpxq, d’où
ˇ

ˇ

ˇ
f̃pxq ´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď ηpxq. Enfin, en

écrivant ∇f̃ “ ř

iPIpxq∇ψipfpxiq ´ fpxqq et ∇2f̃ “
ř

iPIpxq∇2ψipfpxiq ´ fpxqq, (puisqu’en tout

point x PM ,
ř

i∇ψipxq “
ř

i∇2ψipxq “ 0), on vérifie que
ˇ

ˇ

ˇ
∇f̃pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď C,

ˇ

ˇ

ˇ
∇2f̃pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď C

ηpxq .
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Preuve du lemme IV.1.1. Soit ρ̃ : M Ñ R la fonction lisse obtenue en appliquant le lemme de
régularisation IV.1.3 à la fonction ρ1 pour ηpxq “ ρ1pxq

2 . ρ̃ satisfait

1
2ρ1pxq ď ρ̃pxq ď 3

2ρ1pxq, |∇ρ̃pxq| ď C,
ˇ

ˇ∇2ρ̃pxq
ˇ

ˇ ď C
ρ1pxq

,

pour tout x PM .

On fixe maintenant une marge ε ą 0, et on définit une nouvelle métrique h sur M en posant
h “ e2f̃˝ρ̃, où la fonction f̃ : R‹` Ñ R` est choisie de la manière suivante. On considère la
fonction f : R‹` Ñ R`, C2 par morceaux, d’expression 1

fpxq “

"

´ lnp1´ p1´ x
ε q

2q pour 0 ă x ă ε,
0 pour x ě ε,

que l’on régularise au voisinage de x “ ε de manière à obtenir une fonction lisse f̃ qui vérifie
f̃pxq “ ´ lnp1 ´ p1 ´ x

ε q
2q pour x ď 9

10ε, f̃pxq “ 0 pour x ě 11
10ε, et ´

2
ε

1´ xε
x
ε p2´

x
ε q
ď f̃ 1pxq ď 0

ainsi que 0 ď f̃2pxq ď 2
ε2

1`p1´ xε q
2

p1´p1´ xε q
2q2

pour tout x ą 0. Il est alors clair que h est une métrique
riemannienne complète sur M , qui coïncide avec g sur tx P M, | ρ1pxq ě

22
10εu. Le calcul des

courbures sectionnelles d’une métrique après application d’un facteur conforme est classique (on
trouve la formule dans [1], page 58 par exemple). On a

Khpσq “

ˆ

Kgpσq ´ tr ∇2pf̃ ˝ ρ̃q|σ `
ˇ

ˇ

ˇ
dpf̃ ˝ ρ̃q|σ

ˇ

ˇ

ˇ

2

´

ˇ

ˇ

ˇ
dpf̃ ˝ ρ̃q

ˇ

ˇ

ˇ

2
˙

e´2f̃˝ρ̃.

or un calcul rapide donne
ˇ

ˇ

ˇ
∇pf̃ ˝ ρ̃q

ˇ

ˇ

ˇ

2

e´2f̃ ď 4
ε2 |∇ρ̃|

2 et
ˇ

ˇ

ˇ
∇2pf̃ ˝ ρ̃q

ˇ

ˇ

ˇ
e´2f ď 4

ε2 |∇ρ̃|
2
` 1

2ε

ˇ

ˇ∇2ρ̃
ˇ

ˇ

d’où, grâce aux propriétés de la fonction ρ̃, Khpσq ď
C
ε2 . Le lemme suit pour le choix ε “

b

C
k .

IV.1.2 Construction du flot partiel (preuve du théorème A)
On démontre dans ce paragraphe le théorème A. Il est une conséquence de la construction

décrite par l’énoncé de la proposition IV.1.6, qui s’obtient en appliquant plusieurs fois le lemme
IV.1.1 et le théorème d’existence en temps court de Shi pour les données initiales complètes à
courbure bornée, dont on rappelle l’énoncé.

Théorème IV.1.5 (Théorème d’existence de Shi [30]). Il existe une constante εShipnq ą 0 avec
la propriété suivante. Soit pMn, g0q une variété riemannienne complète avec |Rm g0| ď k on M .
Alors il existe un flot de Ricci complet gptq sur M ˆ r0,

εShi
2

k2 s, avec |Rm gpx, tq| ď 4k pour tout

px, tq PM ˆ r0,
εShi

2

k2 s.

Proposition IV.1.6. Il existe Cpnq ą 0 avec la propriété suivante. Soit pMn, g0q une variété
riemannienne, T ą 0, 0 ă η ď εShi , K0 ě 1 et K1 ě C2K0. Alors, étant donnée la suite

¨ ¨ ¨ ă ti ă ¨ ¨ ¨ ă t´1 ă t0 “ T

définie par ti “
´

1` η2

K1

¯i

T (en particulier ti ÝÑ
iÑ´8

0), il existe

1. il s’agit bien sûr du facteur conforme hyperbolique, translaté et mis à l’échelle.
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(i) Une exhaustion de M par des ouverts, autrement dit une suite

¨ ¨ ¨ Ą Ui Ą ¨ ¨ ¨ Ą U´1 Ą U0,

avec
Ť0
i“´8 Ui “M (quoique on puisse avoir Ui “ H à partir d’un certain rang),

(ii) une solution lisse g de l’équation du flot de Ricci définie sur le domaine ouvert deMˆR`

D “M ˆ t0u Y
0
ď

i“´8

Ui ˆ rti´1, tis,

satisfaisant à la condition initiale

gpx, 0q “ g0pxq, pour tout x PM,

ainsi qu’à la borne de courbure

|Rm gpx, tq| ď
K1

t
.

pour tout px, tq P D.

De plus, la construction possède la propriété de “maximalité” suivante.

(iii) Pour tout i ă 0, si x P Ui est tel que Bg0px,C
?
K1tiq est relativement compact dans Ui,

et que pour tout y P Bg0px,C
?
K1tiq on a

|Rm gpy, tiq| ă
K0

ti
,

alors x P Ui`1.

Remarque IV.1.7. Comme il est mentionné dans l’introduction, la proposition ci-dessus ne donne
aucun contrôle sur la forme du domaine ouvert D, mis à part le fait qu’il contient la “tranche” ini-
tialeMˆt0u. Ensuite, Ui peut être vide à partir d’un rang arbitrairement négatif, correspondant
à un temps ti arbitrairement petit.

Le flot de la proposition IV.1.6 est obtenu, à son tour, comme limite de la construction finie
suivante

Lemme IV.1.8. Il existe Cpnq ą 0 avec la propriété suivante. Soit pMn, g0q une variété rie-
mannienne, T ą 0, 0 ă η ď εShi , K0 ě 1, K1 ě C2K0 et i0 ď 0. Alors pour la suite finie

ti0´1 ă ¨ ¨ ¨ ă ti ă ¨ ¨ ¨ ă t´1 ă t0 “ T

définie par ti “
´

1` η2

K1

¯i

T pour i0 ´ 1 ď i ď 0, il existe

(i) Deux suites finies d’ouverts de M

Vi0 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Vi Ą ¨ ¨ ¨ Ą V´1 Ą V0,

Ui0 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Ui Ą ¨ ¨ ¨ Ą U´1 Ą U0,

avec Ui Ă Vi pour i0 ď i ď 0,
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(ii) Pour tout i0 ď i ď 0, un flot de Ricci complet gi défini sur Vi ˆ rti´1, tis satisfaisant à
la borne de courbure

|Rm gipx, tq| ď
K1

t
,

pour tout px, tq P Vi ˆ rti´1, tis, aux conditions de recollement

gi´1px, ti´1q “ gipx, ti´1q

pour i0 ` 1 ď i ď 0, x P Ui, et à la condition initiale gi0px, ti0´1q “ g0pxq on Ui0 .

On retrouve la propriété de “maximalité”

(iii) Pour tout i0 ` 1 ď i ď 0, si x P Ui´1 est tel que Bg0px,
20n
3

a

K1ti´1q est relativement
compacte dans Ui´1 et si pour tout y P Bg0

px, 20n
3

a

K1ti´1q on a

|Rm gipy, ti´1q| ă
K0

ti´1
,

alors x P Ui.

De plus, il existe une fonction ipKq dépendant de pM, gq telle que pour toute partie compacte
K de M , on a

K Ă Ui0

dans la construction ci-dessus si i0 ď ipKq.

Preuve du lemme IV.1.8. On définit la suite T “ t0 ą ... ą ti0 comme dans l’énoncé de la
proposition, où i0 ă 0 sera choisi plus bas.

Supposons que les ouverts Ui, Vi et le flot giptq ont été construits jusqu’au rang i ´ 1. On
considère l’ouvert de M défini par

Vi “

"

x P Ui´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|Rm gi´1px, ti´1q| ă
K0

ti´1

*

.

Dans le cas de base i “ i0 on remplace Ui´1 par M et gi´1pti´1q par g0 dans la définition de Vi0 .
Clairement, si i0 est suffisamment négatif, on a K Ă Vi0 par continuité. D’autre part, pour tout
i ą i0, Vi peut être vide (ainsi que la construction elle-même à partir de ce rang).

Puisque Vi Ă Ui´1, la métrique gi´1pti´1q est définie sur Vi et satisfait à la borne de courbure

|Rm gi´1pti´1q| ă
K0

ti´1
, (IV.4)

pour tout x P Vi. Supposons queK1 ě 16C2K0, où la constante C “ Cpnq provient de l’énoncé du
corollaire IV.1.2. Le corollaire IV.1.2, appliqué pour k0 “

K0

ti´1
et k1 “

K1

4ti
(notons que ti

ti´1
ď 4)

à la métrique gi´1pti´1q, fournit une métrique modifiée gi,0 sur Vi, complète, satisfaisant à la
borne de courbure

|Rm gi,0pxq| ď
K0

4ti
, (IV.5)

pour tout x P Vi, et tel que si l’on définit

Ui “

"

x P Vi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bgi´1pti´1qpx,C

c

ti´1

K1
q est relativement compacte dans Vi

*

, (IV.6)

alors sur Ui on a
gi,0 ” gi´1pti´1q. (IV.7)
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Ui−1

Ui

Vi

Ṽigi−1(ti−1)

gi,0 ≡ gi−1(ti−1)

gi,0

Puisque η2 ď εShi
2, le théorème IV.1.5 fournit un flot de Ricci complet giptq on Viˆ rti´1, tis

avec gi,0 comme donnée initiale, et satisfaisant à la borne de courbure

|Rm gipx, tq| ă
K1

t
, (IV.8)

pour tout px, tq P Vi ˆ rti´1, tis.

pIV.7q et pIV.8q correspondent au piiq de l’énoncé de la proposition. Pour vérifier piiiq, re-
marque d’abord qu’on peut appliquer le principe de comparaison des distances du corollaire I.1.2
entre les temps ti0 et ti´1 puisque, grâce à la propriété de recollement pIV.7q, on peut définir un
flot lisse sur Ui´1 ˆ rti0´1, ti´1s en posant gpx, tq “ gjpx, tq pour tj´1 ď t ď tj . Ainsi

dg0
px, yq ď dgi´1pti´1qpx, yq `

20

3
pn´ 1q

a

K1ti´1. (IV.9)

On considère maintenant un point x P Ui´1 tel que Bg0
px, 20n

3

a

K1ti´1q est relativement compact

dans Ui´1, avec |Rm gi´1pti´1q| ă
K0

ti´1
sur cette boule. Alors si y P Bgi´1pti´1qpx,C

b

ti´1

K1
q,

comme K1 ě C2K0 et K0 ě 1, on trouve que dg0
px, yq ď 20n

3

a

K1ti´1, et donc

|Rm gi´1py, ti´1q| ă
K0

ti´1
.

Par définition de Vi, on conclut donc que y P Vi et donc Bgi´1pti´1qpx,C
b

ti´1

K1
q Ă Vi. D’après

pIV.6q, on a finalement x P Ui. Enfin, la fonction ipKq peut être définie de la façon suivante.
Pour K Ă M un compact, on choisit i1 ď 0 maximal tel que le C

b

ti´1

K1
voisinage (pour g) de

K est relativement compact dans M , on définit K̃ “ tx P M | dgpx,Kq ď C
b

ti´1

K1
, on pose

kK̃ “ supK̃ |Rm g| puis on définit i2 ď 0 maximal tel que K0

ti
ą kK̃ . En posant ipKq “ minpi1, i2q,

il est facile de vérifier que dans la première étape de la construction précédente, on a K Ą Ui0 si
i0 ď ipKq.

Preuve de la proposition IV.1.6. Pour chaque entier k ď 0 on considère la construction finie
décrite dans l’énoncé du lemme IV.1.8 avec i0 “ k. On obtient donc pour chaque k ď 0, deux
suites décroissantes tUki ukďiď0 et tV ki ukďiď0 d’ouverts de M avec Uki Ă V ki pour tout k ď i ď 0,
ainsi qu’une suite de flots tgki ptqukďiď0 où, pour chaque k ď i ď 0, gki ptq est défini pour ti´1 ď

t ď ti sur V ki .
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(i) On commence par des définitions. Pour chaque k ď 0 on considère le domaine de l’espace
temps Dk ĂM ˆ r0, T s défini par

Dk “

0
ď

i“k

Uki ˆ rti´1, tir

sur lequel on peut définir une solution lisse gkpx, tq de l’équation de Ricci (chaque gkp., tq
définissant une métrique non-complète sur Dk

t “ t x PM | px, tq P Dk u) en posant

gkpx, tq “ gki px, tq

pour t P rti´1, tis, x P Uki . Par construction, le flot gkptq satisfait en particulier à l’estima-
tion

ˇ

ˇRm gkpx, tq
ˇ

ˇ ď
K1

t
(IV.10)

pour tout px, tq P Dk.

On définit ensuite des domaines “limites” en posant

U8i “ tx PM | Dk0 ď 0 tel que @k ď k0, Bg0
px,C1

a

K1tiq

est relativement compacte dans Uki u,
(IV.11)

où la constante C1 “ C1pnq sera fixée au cours de l’argument (voir l’étape (iii)), puis

D8 “
0
ď

i“´8

U8i ˆ rti´1, tir,

ainsi que
D8 “ D8 YM ˆ t0u.

On a de manière immédiate Ui Ă Ui´1. Notons néanmoins qu’à ce stade de l’argument, il
n’est pas exclu que les domaines limites Ui, et donc D lui-même, soient vides.

(ii) L’étape suivante consiste à vérifier que la suite tUiuiď0 est une exhaustion de M et par
conséquent que D est un ouvert non-vide de M ˆ r0, T s. Pour K ĂM compact, il existe
par continuité une borne KK telle que

|Rm g0pxq| ď KK

pour x P K. On montre maintenant qu’il existe une constante Apn,K1q ainsi que εK “

εprK , n,K1q tels que

U8i Ą pKqA
?
ti “ tx P K, | Bg0px,A

?
tiq Ă Ku, (IV.12)

pour tout i ď 0 tel que ti ď ε2K . Ceci implique clairement
Ť0
i“´8 U

8
i “M .

Afin de démontrer pIV.12q, on utilise la propriété de maximalité piiiq du lemme IV.1.8,
combinée au corollaire pB.0.3q. On pose donc ε “ minpεB.0.3pn,K1q,

1
2 q, puis on fixe k ď

i ď 0. Alors, pour tout x P M tel que Btpx,
?
ti
ε q Ă Uki XK pour tk´1 ď t ď ti, et si

ti ď
ε2

KK
, les hypothèses de l’énoncé du corollaire B.0.3 sont satisfaites par le flot mis à
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l’échelle g̃kpsq “ ε2

ti
gkp tiε2 s`tk´1q pour s P r0, ε2p1´

tk´1

ti
qs. D’où en particulier l’estimation

au point px, tiq
ˇ

ˇRm gkpx, tiq
ˇ

ˇ ď
K0

4ti
(IV.13)

(puisque ε2

ti
ď K0

4ti
). En appliquant ensuite le corollaire I.1.2 sur la contraction des distances

gkptq sur Uki ˆ rtk´1, tis, on trouve

dtpx,MzUiq ě d0px,MzUiq ´
20

3
pn´ 1q

a

K1t.

Ainsi, si x P Ui est un point tel que Bg0px, p
1
ε `

20
3 pn ´ 1q

?
K1q

?
tiq Ă Uki X K, on a

l’estimation pIV.13q au point x, et enfin si x est un point tel que Bg0px, a
?
tiq Ă Uki XK,

où a “ apn,K1q “
1
ε `

20
3 pn´1q

?
K1`C0

?
K1, où C0 “ Cpnq provient d u lemme IV.1.8,

alors on a l’estimation pIV.13q sur Bg0
px,C0

?
K1tiq. Aussi la propriété piiiq de l’énoncé

du lemme IV.1.8 garantit-elle

Uki`1 XK Ą
`

Uki XK
˘

a
?
ti

sitôt que ti ď ε2K “ ε2

KK
. On aboutit donc, par induction sur i, à

Uki XK Ą pUkk XKqA1
?
ti (IV.14)

où A1 “ A1pn,K1q est une constante indépendante de K. En notant que l’énoncé du lemme
IV.1.8 garantit en particulier Ukk Ą K pour k suffisamment négatif, on considère la limite
k Ñ ´8 dans pIV.14q, et on obtient finalement U8i Ą pKqpA1`C1

?
K1q

?
ti

pour tout i ď 0

tel que ti ď ε2K , ce qui correspond à pIV.12q pour A “ A1 ` C1

?
K1.

(iii) Il s’agit maintenant d’extraire de la suite des solutions gkptq une sous-suite qui, pour
tout m ě 0 et pour tout compact Kˆrτ 1, τ s Ă D8, converge pour la norme Cm vers une
solution limite lisse g8ptq définie sur D8. On fixe donc une partie compacte K ˆ r0, τ s Ă
D8. La définition des U8i , jointe à un argument de recouvrement élémentaire, permet
d’affirmer que pour k suffisamment négatif, on a, pour i tel que ti´1 ď τ ă ti et pour tout
x P K, l’inclusionBg0

px,C1

?
K1τq Ă Uki . On choisit donc x P K et on note que, grâce au

corollaire I.1.2 sur la comparaison des distances,

dgkptqpx,MzU
k
i q ě d0px,MzU

k
i q ´

20

3
pn´ 1q

a

K1t

pour tout tk´1 ď t ď τ . Aussi, en choisissant C1 “ 1 ` 20
3 pn ´ 1q dans pIV.11q on

garantit en particulier que la boule Bgkptqpx,
?
K1τq est relativement compacte dans Dk

pour tk´1 ď t ď τ . On peut alors appliquer la proposition B.0.2, d’où l’existence d’une
constante ΛK,τ , dépendant de g0, K1, mais indépendante de k, pour laquelle on a

ˇ

ˇRm gkpx, tq
ˇ

ˇ ď ΛK,τ , (IV.15)

dès que x P K, tk´1 ď t ď τ . Ceci implique dans un premier temps, par intégration directe
de l’équation du flot de Ricci, l’existence d’une autre constante Λ0,K,τ telle que

pΛ0,K,τ q
´1g0pxq ď gkpx, tq ď Λ0,K,τg0pxq (IV.16)
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sur le même domaine Kˆrtk´1, τ s. Dans un second temps, on peut faire appel à la version
locale des estimations de Shi (telles qu’on les trouve dans [13], thm 14.16) pour affirmer
l’existence, pour tout m ě 1, d’une constante Λm,K,τ telle que

ˇ

ˇ∇mgkpx, tq
ˇ

ˇ

g0
ď Λm,K,τ (IV.17)

dès que x P K, tk´1 ď t ď τ . Ces estimations établies, le théorème de compacité d’Arzela-
Ascoli permet d’extraire un flot limite g8ptq défini sur D8 tel que la suite des gkptq
converge vers g8 en norme Cm sur tout compact de D8.

Enfin, g8ptq peut être prolongé à D8 en posant g8px, 0q “ g0pxq pour tout x PM . Pour
s’assurer que l’on définit bien ainsi une condition initiale du flot au sens classique on doit
vérifier que sur tout compact K Ă M , et pour tout m ě 0, g8px, tq converge vers g0 en
norme Cm lorsque t tend vers 0. En fait, ceci est une conséquence des bornes pIV.15q,
pIV.16q, et pIV.17q établies plus haut. En effet, en combinant pIV.15q et pIV.16q puis en
intégrant entre tk´1 et t on vérifie aisément que

ˇ

ˇgkptq ´ g0

ˇ

ˇ

g0
“
ˇ

ˇgkptq ´ gkptk´1q
ˇ

ˇ

g0
ď Λ1K,τ t

pour une constante Λ1K,τ indépendante de k, tandis que pIV.17q permet d’établir un
contrôle analogue sur les dérivées de la métrique

ˇ

ˇ∇mgkptq ´∇mg0

ˇ

ˇ

g0
ď Λ1m,K,τ t.

(iv) La dernière étape consiste à s’assurer que la construction obtenue satisfait à toutes
les propriétés requises par l’énoncé. Les estimations piiq découlent de pIV.10q et de la
convergence à tout ordre des flots gkptq vers le flot limite g8ptq. piiiq se déduit pareillement
de la propriété analogue de la construction finie. Pour le voir, on considère un point
x P M tel que pour un certain rang i ď 0, Bg0px,C2

?
K1tiq Ă U8i , où C2 ą 2C1 ` C,

C “ Cpnq étant la constante issue du lemme IV.1.8, et tel que |Rm g8px, tq| ă K0

ti
. Alors

Bg0
px, p2C1`Cq

?
K1tiq Ă Uki pour k suffisamment négatif, et grâce à la convergence à tout

ordre de gk vers g8,
ˇ

ˇRm gkpy, tiq
ˇ

ˇ ă K0

ti
, injgkptiq

y ą
b

ti
K0

pour tout y P Bg0px, p2C1 `

Cq
?
K1tiq. Par la propriété piiiq de la construction finie, ceci implique Bg0px, 2C1

?
K1tiq Ă

Uki`1, d’où Bg0px,C1

a

K1ti`1q Ă Uki`1 (puisque ti`1

ti
ď 2). Finalement, cela signifie par

définition que x P U8i`1 (donc le choix de C “ maxpC1, C2q convient pour la constante
Cpnq de l’énoncé).

Preuve du théorème A. Soient pM, g0q une variété riemannienne et K0 ě 1 un réel fixé. On
considère le flot gptq définie sur le domaine D Ă M ˆ r0, 1s de l’espace-temps, dont l’existence
résulte de la proposition IV.1.6 appliquée avec 4K0, K1 “ 4C0K0 (C0 “ Cpnq provient de
l’énoncé de la proposition) comme valeur des paramètres, et on montre que ce flot vérifie bien
les propriétés du flot partiel de paramètre K0 telles qu’énoncées par le théorème A. La propriété
(ii) étant évidente si on choisit C “ 2C0 pour la constante de l’énoncé du théorème, il reste à
vérifier (iii).

On considère pour cela un domaine ouvert U Ă M et τ ą 0 tels que U ˆ r0, ts Ă D et tels
que pour tout px, tq P U ˆ r0, τ s, on ait

|Rm gpx, tq| ď
K0

t
. (IV.18)
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Soit i ď 0 tel que ti´1 ă τ ď ti. L’estimation pIV.18q au temps ti´1 implique, en vertu de la
propriété piiiq de l’énoncé de la proposition IV.1.6,

pUq
C0

?
K1ti´1

Ă Ui.

On applique alors la proposition B.0.3 de l’appendice B afin d’obtenir l’estimation équivalente
à pIV.18q au temps ti. On considère pour cela le flot mis à l’échelle

hpx, sq “
K0

τ
gpx,

τ

K0
s` τq

pour px, sq P Ui ˆ r0,K0
ti´τ
τ s. L’estimation pIV.18q prise au temps τ devient alors

|Rm hpx, 0q| ď 1,

pour x P UXUi, tandis que l’estimation |Rm gptq| ď K1

t satisfaite par construction se traduit par
|Rm hptq| ď K1

s`K0
sur la métrique hpsq. En notant que s ď K0

ti´ti´1

ti´1
ď cK0

K1
, et en se souvenant

du choix K1 “ 4C0K0, ceci implique

|Rm hpx, sq| ď 4C0

s .

De plus, si on suppose que le point x P M est tel que Bg0
px,C1

?
K1τq Ă U X Ui avec C1 “

20
3 pn´1q`1, le corollaire I.1.2 sur la comparaison des distances garantit en particulier que pour

0 ď s ď K0
ti´τ
τ , Bhpsqpx, τ

K0
q est relativement compacte dans U XUi. Aussi la proposition B.0.3

fournit-elle εpnq “ εpn,C0q tel que
|Rm hpx, sq| ď 4

sur pU X UiqC1

?
K1τ

tant que s ď εpnq. Puisque 0 ď s ď K0
ti´τ
τ ď

η2

4C0
on peut finalement fixer

η de manière à avoir η2

4C0
ď εpnq. On en déduit, en revenant au flot gptq la borne au temps ti

|Rm gpx, tiq| ă
4K0

ti
,

sur le même domaine. Ceci implique pU X UiqpC1`C0q
?
K1ti

Ă Ui`1 grâce à la propriété de “maxi-
malité” piiiq de l’énoncé de la proposition IV.1.6. Finalement

pUqpC1`2C0q
?
K1ti

Ă Ui`1

Ainsi D contient en particulier une région de l’espace-temps de la forme pUq∆ρ ˆ rτ, τ ` ∆τ s

avec ∆ρ “ pC1 ` 2C0q
?
K1τ et ∆τ “ η2

K1
τ (avec finalement C “ C1 ` 2C0 comme choix de la

constante Cpnq de l’énoncé).

IV.2 Preuve des théorèmes B, C et D

Ce paragraphe est consacré à la preuve des théorèmes B, C et D énoncé dans l’introduction,
qui établissent l’existence en temps court d’un flot de Ricci sur un domaine contrôlé de l’espace
temps moyennant des hypothèses appropriée sur une variété riemannienne. Les trois preuves
suivent le même schéma : le théorème A fournit l’existence d’un flot a priori tandis que les
proposition de régularisation du paragraphe III.2.1 combinée à la propriété de “maximalité” du
flot partiel permettent de contrôler son domaine d’existence.
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Preuve du théorème C. On considère une variété riemannienne lisse pMn, gq de dimension n
qui satisfait aux hypothèses de l’énoncé pour v ą 0 donné, et on fixe δ ą 0. La proposition
de régularisation III.2.2 fournit III.2.2 dépendant de n et v, εIII.2.2 dépendant de n v et δ.
On pose K0 “ 4KIII.2.2 puis K1 “ C2

AK0, où CA est la constante, qui ne dépend que de n,
qui apparaît dans l’énoncé du théorème A d’existence du flot partiel. Le choix de K1 posé, la
proposition III.2.2 fournit finalement AIII.2.2, et on pose a0 “ AIII.2.2.

Le théorème A garantit donc l’existence d’un domaine D et d’une solution gpx, tq de l’équation
de Ricci défini sur D, de donnée initiale g, satisfaisant aux estimations de décroissance a priori

|Rm gpx, tq| ď
K1

t
, injx gptq ě

c

t

K1
.

On considère U un ouvert relativement compact dans M , t ą 0 maximal tel que pUqA0

?
t Ă Dt

(A0 sera fixé plus bas) pour 0 ď t ď t, puis on pose t “ p1 ` 1
C2K1

q´1t. Si t ă ε2, on peut
appliquer la proposition de régularisation III.2.2 au flot de Ricci gptq restreint à pUqA0

?
t Ă D.

On en déduit en particulier les estimations améliorées

|Rm gpx, tq| ď
K0

t
, injx gptq ě

d

t

K0
, (IV.19)

pour x P pUqpA0`a0q
?
t. Par définition du flot partiel (propriété (iii) de l’énoncé du théorème A)

on peut alors affirmer
pUqpA0`a0`C

?
K1q

?
t ˆ rt, ts Ă D.

On choisit finalement A0 de façon à avoir A0

?
t ą pA0 ` a0 ` C

?
K1q

?
t. Alors pUq

A0

?
t
est

relativement compact dans pUqpA0`a0`C
?
K1q

?
t et donc dans Dt ce qui, si t ă ε2, constitue une

contradiction avec la maximalité de t.

Preuve des théorèmes B et D. Les preuves sont identiques à celle du théorème C, à ceci près que
les propositions III.2.1 et III.2.3 respectivement remplacent la proposition III.2.2 au moment
d’obtenir les estimations améliorées.
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Annexe A

Flot d’une donnée initiale singulière
et convergence

Lemme A.0.1 (Flot de donnée initiale singulière). Soit giptq une suite de flot de Ricci définis
pour 0 ď t ď T sur des variétés différentielles pMn

i , x0,iq satisfaisant aux bornes

|Rm gipx, tq| ď
K
t , injgiptq x ě

b

t
K ,

tels que la boule Bgiptqpx0,i, R ` 1q soit relativement compacte dans Mi pour tout 0 ď t ď T , et
tels que les données initiales vérifient

Rc gipx, 0q ě ´1, volgip0q Bgip0qpx, rq ě v0r
n,

pour tout x P M , 0 ă r ď 1 tel que Bgip0qpx, rq est relativement compact dans Mi. On suppose
enfin que la suite des flots giptq satisfait la propriété suivante : pour tout δ ą 0, il existe ε ą 0
tel que, pour i suffisamment grand, on ait

Rc gipx, tq ě ´
δ2

t

pour x P M , 0 ă t ď ε2. Alors, il existe une variété différentielle pMn
8, x0,8q, une fonction

distance d0,8 sur M8 et un flot de Ricci g8ptq sur M8 défini pour 0 ă t ď T tels que, après
extraction, on ait

(i) la boule Btpx0,8, Rq est relativement compacte dans M8 pour tout 0 ď t ď T ,
(ii) il existe une exhaustion de M8 par des ouverts Ui et des difféomorphismes φi : Ui Ñ

Vi Ă Mi avec φpx0,8q “ x0,i tels que les flots φ‹i giptq convergent au sens Ck vers g8ptq
sur tout compact de M8ˆs0, T s, et tels que les fonctions distances φ‹i dgip0q convergent
vers d0,8 uniformément sur tout compact.

(iii) la fonction distance dg8ptq converge uniformément sur tout compact vers d0,8 lorsque t
tend vers 0.

En particulier, si la suite des espaces métriques pMi, dgip0q, x0,iq converge au sens de Gromov-
Hausdorff vers une limite pX, dX , x0q alors il existe une isométrie ι : Bgp0qpx0,8, Rq Ă M8 Ñ

Bpx0, Rq Ă X.

Remarque A.0.2 (Ascoli). Soit pXi, x0,i, diq une suite d’espaces métriques localement compacts
qui converge au sens de Gromov-Hausdorff vers l’espace métrique localement compact pX,x0, dq,
et ψi : Bpx0, riq Ă X Ñ Bpx0,i, riq Ă Xi une suite où ψi est une εi-isométrie (où r Ñ `8,
εi Ñ 0). Alors si fi : Xi Ñ R est une suite de fonctions avec les propriétés suivantes
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(i) pour tout x P X et ε ą 0, il existe η ą 0 tel que pour i ě 0 suffisamment grand et
y P Bpψipxq, ηq, on a |fi ˝ ψipxq ´ fipyq| ă ε,

(ii) pour tout x P X la suite fi ˝ ψipxq est bornée,
alors on peut extraire de la suite des fi ˝ ψi une sous-suite qui converge uniformément sur tout
compact vers une fonction continue f : X Ñ R.

Démonstration. Pour tout i ě 0, le caractère localement compact de X permet de choisir Xi “

txi,ju1ďjďNi un εi-recouvrement fini de Bpx0, riq Ă X. Après extraction et argument diagonal,
on peut supposer que pour tout i ě 0, la suite de fonctions fj |Xi

, j ě 0, converge uniformément.
Soit alors x P X, et xi,ji PXi avec xi,ji Ñ x. On vérifie que fi ˝ ψipxi,jiq, i ě 0 est une suite de
Cauchy et on définit fpxq comme sa limite.
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Annexe B

Flots complets à courbure bornée

Pour un flot évoluant à courbure bornée, il existe un principe général, et élémentaire, de non-
explosion pour un temps contrôlé des solutions de certaines équations aux dérivées partielles.

Lemme B.0.1. Soit gptq un flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T surMn, avec la borne de courbure
|Rm gpx, tq| ď k pour tout px, tq P M ˆ r0, T s, soit x0 P M tel que Btpx0, r0q est relativement
compacte dans M pour tout 0 ď t ď T , et soit u : M ˆ r0, T s Ñ R` une fonction lisse avec

� u ď Au,

et la majoration a priori supMˆr0,T s u ď B. Alors

upx, tq ď eAt

˜

sup
B0px0,r0q

up., tq ` 128B
t

r2
0

¸

pour tout px, tq P B0px0,
r0
2 q ˆ r0,

r0
40n

?
k
s.

Démonstration. Soit Φ : Mˆr0, T s Ñ R` la fonction “cut-off” centrée en x0 définie par Φpx, tq “

φp 4ρpx,tq´3r0
r0

q, où ρpx, tq “ dtpx0, .q`
5
3 pn´1q

?
kt. Pour tout 0 ď t ď r

40n
?
k
, on vérifie facilement

que Φpx, tq “ 0 si dtpx0, xq ě 1, et que Φpx, tq ď 1
2 pour x P B0px0,

1
2 . Enfin,

ˇ

ˇ

ˇ
�Φ` 2 |∇Φ|2

Φ

ˇ

ˇ

ˇ
ď 32

r2
0
.

La fonction v “ Φe´Atu à support compact dans M ˆ r0, T s vérifie

�v “ Φe´At � u´ ΦAe´Atu`�Φe´Atu´ 2∇Φ ¨∇u,

en particulier,

�vpx, tq ď

˜

�Φ` 2
|∇Φ|

2

Φ

¸

B

si vp., tq admet un maximum en x, et 0 ď t ď 1
40n

?
k
. On trouve donc supM vp., tq ď supM vp., 0q`

128tB. Comme Φpx, tq ” 1 pour dtpx0, xq ď
1
2 , l’énoncé en découle.

Les énoncés qui suivent sont classiques, et sont d’ailleurs des conséquences du lemme B.0.1.
La proposition qui suit correspond au théorème 3.1 dans [11].
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Proposition B.0.2 (B.L. Chen). Il existe Λpn,C,Kq avec la propriété suivante. Soit gptq un
flot de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, et x0 P M , qui
vérifient

Btpx0, 1q est relativement compacte dans M,

|Rm gpx, tq| ď
K

t
,

pour x P Btpx0, 1q et 0 ă t ď T , tels qu’au temps initial on ait

|Rm gpx, 0q| ď C

pour x P B0px0, 1q. Alors

|Rm gpx, tq| ď
Λ

p1´ dtpx0, xqq2
,

pour x P Btpx0, 1q et 0 ď t ď T .

Ce résultat peut être affiné pour établir, sous les mêmes hypothèse, un temps contrôlé de
“non-doublement” de la borne initiale sur la courbure (voir 2.4 dans [35])

Corollaire B.0.3 (G. Xu). Il existe εB.0.3pn,Kq ą 0 avec la propriété suivante. Soit gptq un flot
de Ricci défini pour 0 ď t ď T sur une variété lisse Mn de dimension n, et x0 PM , qui vérifient

Btpx0, 1q est relativement compacte dans M,

|Rm gpx, tq| ď
K

t
,

pour x P Btpx0, 1q et 0 ă t ď T , tels qu’au temps initial on ait

|Rm gpx, 0q| ď 1

pour x P B0px0, 1q. Alors
|Rm gpx, tq| ď 2,

sur Btpx0, εB.0.3q pour 0 ď t ď ε2B.0.3.
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