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Notations

N, Z, Q, R : ensemble des entiers positifs, des entiers relatifs, des rationnels, des réels
k., k_, k* : ensemble des éléments positifs, négatifs, non-nuls de k = N, Z, Q, R
[m,n] : intervalle d’entiers

P(FE) : ensemble des parties de F

P(F) : ensemble des mesures de probabilités sur (un espace mesurable) F

M(E) : ensemble des mesures signées sur E

|| - [l[vr, dvr : norme de la variation totale sur M(E), et distance induite sur & (E)
p(-,-) : distance de Prokhorov sur Z(F)

sep(, ) : séparation sur Z(E)

d;j - symbole de Kronecker (1 si i = j, 0 sinon)

0, : mesure de Dirac en z

1 : fonction constante égale a un

14 : fonction indicatrice de ’ensemble A

(Q, o7, P) : I'espace de probabilités sous-jacent

E : 'espérance sous P

ZX : filtration engendrée par un processus X

Z(X) : loi d’une variable aléatoire X

P < p.s. e, s . N
—, S, = : convergence en probabilité, en loi, presque stire

A(E) : tribu borélienne d’un espace topologique F

B(E) : ensemble des fonctions bornées de E dans R

C(E), C"(E), C*(E) : ensemble des fonctions réelles continues, n fois continiiment diffé-
rentiables, indéfiniment différentiables sur

Co(E), CJ(E), CF(E) : ensemble des fonctions de C(E), C"(E), C*(E), bornées ainsi que
leurs dérivées partielles

Dg(I) : ensemble des fonction cadlag de I dans E

A, fi, 0A : fermeture, intérieur, frontiere d’un ensemble A pour la topologie ambiante
A€ : complémentaire de A
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Présentation générale

Considérons un paquet de n cartes, que I’on souhaite mélanger en suivant la procédure
suivante : prendre la carte du dessus, l'insérer dans le paquet a une position choisie
aléatoirement et uniformément sur toutes les positions possibles (y compris sur le dessus
du paquet, auquel cas la configuration reste inchangée), et répéter ces deux étapes autant
de fois que nécessaire. Cette méthode porte le nom de top in at random et, vous 'aurez
compris, n’est pas des plus efficaces lorsque n est grand ; mais peu importe, la n’est pas
son intérét. Pour ce mélange comme pour les autres, une question qui intéresse le joueur
de cartes honnéte est « quand arréter de mélanger, de maniere a ce que le mélange soit
suffisamment uniforme ? ».

Imaginons que 'on colle (temporairement) une étiquette sur la derniére carte du paquet
avant de commencer a mélanger, afin de pouvoir suivre son parcours. Il va arriver un
instant, que l'on appelle T}, ot une carte sera insérée en derniere position, ce qui aura
pour conséquence de faire remonter d’un rang notre carte-repere, qui se trouvera donc en
position n — 1. Puis, au temps T», une deuxiéme carte sera insérée dessous (en derniére
ou avant derniére position), notre carte-repére va monter en position n — 2, et ainsi de
suite jusqu’au temps T,_1, ol la carte initialement en-dessous aura atteint la surface. A
chacun de ces temps T;, on ne peut pas dire grand chose sur l'identité des cartes en-
dessous de la carte étiquetée (ce n’est méme pas un tirage uniforme de i cartes parmi les
n — 1 restantes). En revanche, ce que l'on sait c’est qu’elles sont ordonnées de maniére
totalement arbitraire, ou autrement dit, que chaque arrangement des ¢ dernieres cartes
est équiprobable. Au temps T),_1, les n — 1 cartes non étiquetées sont donc uniformément
mélangées. Au temps T' = T,,_1 + 1, le mélange est terminé. Le lecteur avisé (et honnéte)
aura anticipé, et retiré I’étiquette entre les temps T,,_1 et T

Le processus de mélange peut étre vu comme une marche aléatoire sur le groupe &,, des
permutations d’un ensemble a n éléments, et au temps 7' la loi du processus est uniforme
sur les permutations. Ce probleme est étroitement lié avec celui du collectionneur de
coupons, et notamment chaque 7T; — T;_; suit une loi géométrique de parametre % Le
temps 7' étant la somme de ces variables géométriques, son espérance est de l'ordre de
nlin(n).

Cet exemple, ainsi que d’autres exemples de marches aléatoires sur des groupes, a été
introduit par Aldous et Diaconis [1] en 1986, et le temps T, auquel la position du processus
suit une loi uniforme, a d’abord été baptisé « temps fort uniforme ». En 1990, ce concept
a été étendu par Diaconis et Fill aux chaines de Markov (en temps discret [23] ou continu
[32]) dont la loi stationnaire (ou « mesure invariante ») n’est pas forcément uniforme,
et la terminologie de « temps fort de stationnarité » a été adoptée. Cette généralisation
a été accompagnée du développement de la notion de dual de stationnarité forte et en
particulier de dual A-lié. C’est cette seconde notion qui va particulierement nous intéresser,
car elle permet d’obtenir des informations pertinentes sur 1’évolution de la loi du processus
étudié, par l'observation directe d’un second processus. En particulier, on va demander
a ce processus dual d’avoir un état absorbant, et le temps d’absorption constituera un
temps fort de stationnarité pour le processus primal.

ix



En pratique, un choix opportun consiste a prendre le processus dual comme un sous-
ensemble de espace d’état?, évoluant avec le temps, et & le coupler avec le processus
primal de maniere a imposer a celui-ci d’étre toujours a l'intérieur de son dual. Encore
mieux, on peut les coupler de maniere a ce qu’a chaque instant la loi du primal soit sa
loi stationnaire restreinte au sous-ensemble dual. Si I'on choisit bien la dynamique de ce
dernier, il va s’agrandir jusqu’a remplir I’espace entier, ce qui signifie que le processus
dual sera distribué selon sa loi stationnaire. La problématique consiste donc, étant donné
a priori un processus primal, a choisir une bonne dynamique pour un processus dual que
I’on va construire de maniere a respecter les conditions que 'on vient d’énoncer.

Pour ce faire, on va pouvoir s’appuyer sur des outils classiques dans la théorie des
processus de Markov, que sont les matrices de transition dans le cadre des chaines de
Markov, ou les semi-groupes et les générateurs dans un cadre plus général. Sous de bonnes
conditions, chacun de ces objets caractérise la loi compléte d'un processus, a condition de
se donner en plus une loi de probabilité pour I’état initial. Dans des cadres relativement
simples, il a été montré par Aldous, Diaconis et Fill, que le probléme de recherche d’un
dual pouvait se ramener a la recherche d’un de ces objets le caractérisant, et satisfaisant
une relation algébrique (que I'on appellera « entrelacement ») avec I'objet correspondant
pour le processus primal :

A*A = AA

ou A est le noyau de transition permettant de passer du dual au primal, et A et A*
désignent, au choix, les matrices de transition, les semi-groupes ou les générateurs des
processus primal et dual respectivement.

L’objectif dans cette these sera de déterminer des générateurs satisfaisant cette relation
d’entrelacement dans différents contextes, de vérifier qu’ils caractérisent bien des processus
duaux, et dans certains cas, d’en tirer des conditions d’existence d'un temps fort de
stationnarité fini.

Dans le chapitre d’introduction, apres avoir rappelé les définitions et propriétés de base
liées aux processus stochastiques, ainsi que la caractérisation des processus de Markov
par leurs matrices de transition, semi-groupes et générateurs, on s’attachera a présenter
une synthese de la théorie des temps forts de stationnarité. On définira notamment les
objets présentés ici de maniere rigoureuse, en étendant a chaque fois les définitions et
résultats existants a un cadre aussi général que possible. On évoquera également quelques
utilisations de cette théorie dans la littérature, notamment pour I’étude du phénomene
de cut-off ou pour le perfect sampling.

Dans la premiere partie, on s’intéresse a une marche aléatoire a temps continu sur un
graphe discret. Un tel processus peut étre défini assez simplement par son générateur,
et I'on se pose la question « quelle(s) condition(s) doit satisfaire le générateur pour que
ce processus admettent un temps fort de stationnarité fini? ». Si le graphe est supposé
fini, cette question a déja été traitée par Fill [32], et on le supposera donc infini, avec
quelques hypotheses supplémentaires. On supposera notamment dans la section 2.2 que le
nombre de directions infinies est fini, ce qui exclut les marches aléatoires sur Z" ou méme
N", dés que n est supérieur ou égal a 2. Dans le chapitre 1, on vérifiera que la condition
d’entrelacement des générateurs est bien suffisante dans ce contexte pour I'existence d'un
dual A-lié, et on I'appliquera a une marche aléatoire, sur Z dans la section 2.1 et sur un
graphe plus général dans la section 2.2, pour trouver un dual particulier. Ce dual nous

3. Espace « d’état » ou « d’états » 7 L’usage hésite. Dans cette thése nous avons fait le choix de
privilégier la premiere orthographe, par opposition a « espace des états », et par analogie avec ’anglais
« state space ».



permettra de montrer qu’il existe un temps fort de stationnarité fini si et seulement si les
frontieres de I'espace sont des frontieres entrantes (i.e. que 1'on n’atteint pas en temps
fini, mais dont on revient rapidement). Le troisiéme chapitre propose une vue d’ensemble
des différents duaux que ’on peut construire pour une méme marche aléatoire.

Dans la deuxieme partie, on considere une diffusion sur un graphe continu et compact.
On explicite notamment sa mesure invariante dans la section 4.2, et on donne un géné-
rateur satisfaisant la relation d’entrelacement. Le probleme a ce stade est que ce type de
générateur n’a, a notre connaissance, pas été étudié jusqu’a présent, et que 'existence d’un
processus associé n’est pas garantie. Une utilisation du théoreme de Hille-Yosida devrait
permettre de régler ce probleme, mais nous ne sommes pas encore en mesure de le démon-
trer, et espérons avancer dans ce sens prochainement. Dans le chapitre 6, nous proposons
une autre alternative, consistant a approximer la diffusion par une suite de marches aléa-
toires sur des sous-graphes discrets, et faisant donc le lien entre les parties I et II. Si la
convergence du processus primal est établie, celle du dual est, la aussi, incomplete.
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Chapitre O

Introduction

La convergence des processus de Markov vers leur loi stationnaire a été beaucoup
étudiée par des outils analytiques. Ainsi, des théorémes classiques permettent de trouver
un temps ¢y déterministe auquel la loi d'un processus X est arbitrairement proche de sa
loi stationnaire, au sens par exemple de la distance en variation totale.

Une approche plus probabiliste consiste a chercher un temps 7' aléatoire pour lequel
Xr est distribué exactement selon sa loi stationnaire, et ce indépendamment de 7. Un
tel temps aléatoire est appelé temps fort de stationnarité (en anglais : strong stationary
time), et sera défini plus précisément en (6). Cet outil a été introduit pour la premiere
fois par Aldous et Diaconis [1] en 1986.

Dans cette introduction, nous commencerons par fixer la terminologie et rappellerons
les notions générales utilisées dans la théorie des temps forts de stationnarité. Apres avoir
introduit précisément cette théorie et présenté les principaux résultats existants, nous
ferons une synthese historique de ses développements successifs et de ses applications.
Enfin, nous présenterons de maniere succincte les résultats exposés dans cette these.

0.1 Outils généraux

Dans toute cette these, (§2,.o7,P) désignera un espace de probabilités, que 'on sup-
posera « suffisamment grand » pour contenir tout ’aléa nécessaire, notamment lorsqu’il
s’agira de coupler des variables aléatoires. Cet espace sera généralement sous-entendu et
en particulier, en l’absence de précision, « presque siir(ement) » signifiera « P-presque
stir(ement) ».

0.1.1 Processus stochastiques
Définitions générales

On rappelle ici quelques définitions concernant la théorie générale des processus sto-
chastiques, formalisée par Doob [27] en 1953. La plupart de ces définitions se trouvent
dans les livres de Ethier et Kurtz [29] et de Dellacherie et Meyer [19]. Toutes ces notions
sont également présentées de maniere moins formelle (sans utilisation de la théorie de la
mesure) dans les livres de Karlin et Taylor ([16] et [17]).

Soient I un ensemble d’indices totalement ordonné (en général I = N ou R,) et (S,.%)
un espace mesurable. Un processus stochastique X, indexé par I et d’espace d’état S est
une famille de variables aléatoires (X;);c; a valeurs dans S. Pour tout i; < iy € I, on



notera X, ;,1 pour {X;, 4; <i < is}. Pour tout w € Q, la fonction i € I — X;(w) est une
trajectoire de X.
Une filtration F = (%;)c1 est une suite croissante (pour I'inclusion) de sous-tribus de

4/, et on notera :
Fo=\Fi=0 (U%)
iel el
Le processus X est dit adapté a % si pour tout i € I, X; est .Z;-mesurable. On appelle
filtration engendrée par X et on notera .F~ = (FX);cr la plus petite filtration a laquelle
X est adapté, c’est-a-dire :

Viel FX=0({X;, j<i})

D’un point de vue heuristique, une tribu représente une certaine « quantité d’information
disponible » et une filtration représente 1’évolution au cours du temps de cette quan-
tité d’information. La croissance de la famille de tribus composant la filtration traduit
donc 'absence de perte d’information. Un processus est adapté a une filtration si celle-ci
contient a chaque instant toute les informations sur le passé du processus. La filtration
engendrée est celle qui n’en contient pas plus.

Une variable aléatoire 7 a valeurs dans I est un .%-temps d’arrét si a chaque instant la
connaissance du passé suffit pour déterminer si le temps 7 est déja atteint, ou en termes
mathématiques si pour tout i € I, I'événement {7 < i} est .#;-mesurable. On dira que 7 est
un temps d’arrét pour X si c’est un .#X-temps d’arrét. On notera .%; la tribu constituée
des événements A € .7 tels que A n {1 < i} € F;, pour tout ¢ € I. L’intuition au sujet de
la tribu %, est la méme que celle pour .%;, i € I : ¢’est 'information disponible au temps
T.

Une variable aléatoire T' a valeurs dans I est appelé .Z-temps d’arrét randomisé s’il
existe une filtration .Z* = (F*)cs telle que .%; < .Z* pour tout i € I et que T est
un #*-temps d’arrét. De manieére équivalente, T' est un .#-temps d’arrét randomisé si
il existe une sous-tribu ¢ de .¥, indépendante de %, telle que T est un temps d’arrét
relativement a la filtration (0(¢ U %))ier (cf Fill [31], section 2.2). On peut interpréter
cette définition de la maniere suivante : la connaissance du passé ne suffit peut-étre pas
pour déterminer si le temps T a été atteint, mais le futur n’apporte pas plus d’information
a ce sujet.

Un processus M a valeurs dans R et adapté a la filtration .# est une .% -martingale si
pour tout ¢ < j € I, M; est intégrable (E(|M;]) < +0) et :

E(M; | F) = M;

C’est une .Z -sous-martingale (resp. sur-martingale) si le symbole = est remplacé par >
(resp. <), une Z#-martingale locale §'il existe une suite croissante de .#-temps d’arréts
(Tn)nen telle que 7,, — 00 et (M7 )0 est une martingale pour tout n € N, et enfin c¢’est
une .7 -semi-martingale si c’est la somme d’une martingale locale et d’un processus a
variation bornée. Dans ces définitions, on omettra la filtration .7 si celle-ci est égale a

FM.

Un processus stochastique X adapté a la filtration .# est un processus de Markov
relativement a % si pour tout ¢ < j € I et tout A€ & on a:
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c’est-a-dire si le futur ne dépend du passé qu’a travers le présent : le processus n’a en
quelque sorte pas de mémoire de son évolution passée. Si .# = .ZX, on dira simplement
que c¢’est un processus de Markov. Si I est un sous-ensemble de R (ce qui sera généralement
le cas), X est dit homogéne si la probabilité précédente ne dépend de i et j qu’au travers
de 7 —i. Enfin, si § est dénombrable on parle de chaine de Markowv.

Régularité des trajectoires

Toutes ces définitions ne sont en général pas tres pratiques sans quelques restrictions
sur les objets considérés. A partir de maintenant, on suppose que S est un espace polonais
(i.e. métrique séparable et complet), muni de la tribu borélienne A(S), et I = N ou R,.

On rappelle qu’'une fonction de I dans § est dite cadlag si elle est continue a droite en
tout point z € I et admet une limite a gauche en tout point x € I\{0}. Bien stir, si [ = N,
cette notion est triviale. On note Dg(/) 'ensemble des fonction cadlag de I dans S. On
munit Dg (/) de la distance de Skorokhod : sa définition étant technique et ne servant pas
dans la suite, nous renvoyons au livre de Billingsley [3] pour plus de précisions. Rappelons
tout de méme quelques points intéressants sur cet espace métrique.

D’abord, puisqu’on a supposé S polonais, alors Dg(I) 'est aussi. Plus généralement,
si on n’avait supposé S que séparable, alors Dg(I) serait séparable, et de méme pour la
complétude.

Tout élément de Dg(I) admet au maximum une infinité dénombrable de points de
discontinuité.

Sur le sous-espace Cs(I) des fonctions continues de I dans S, la topologie induite par
la distance de Skorokhod coincide avec celle de la convergence uniforme. Cela n’est en
revanche pas vrai sur lespace Dg(I), car deux fonctions légerement décalées en temps
seront proches au sens de la distance de Skorokhod ce qui ne sera pas le cas pour la
distance de la norme uniforme si ces fonctions ne sont pas continues (autrement dit, la
distance de Skorokhod « tolere » de petits écarts en temps et en espace, au contraire de
celle de la convergence uniforme qui ne tolere qu'une déformation en espace).

Un processus stochastiques est a trajectoires cadlag si pour presque tout w € €, la
fonction t — X;(w) est cadlag. Un tel processus peut étre vu comme une variable aléatoire
a valeurs dans Dg(I) muni de sa tribu borélienne. On parlera alors de la loi d’un processus
pour désigner 1'élément de F(Dgs(I)) associé & cette variable aléatoire (la notation Z(-)
sera utilisé dans toute cette these pour désigner ’ensemble des mesures de probabilité sur
un espace mesurable). La loi d'un processus X est entierement caractérisée par ses lois
fini-dimensionnelles, c’est a dire I'ensemble des probabilités de la forme :

P(Xy, € Ay,.... Xy, € A,) (1)

avecn €N, Ay,... A, e B(S)et0<ty < <t, <.
Enfin, la filtration engendrée par un processus X a trajectoires cadlag est continue d
droite si I = R, :
vi=0, (5=

s>t

On rappelle les propriétés suivantes des temps d’arréts lorsque la filtration est continue
a droite, méme si quelques-unes sont vraies pour toute filtration :

Proposition 0.1.1. Si.% est continue a droite, (ou si I = N), alors pour tout i € I et
toute famille dénombrable (T,)nen de F -temps d’arréts :

1, 71 + 4, infr,, supr,, liminf7, et limsupr,
n n n n

sont des . -temps d’arréts.



A partir de maintenant, tous les processus considérés seront supposés a trajectoire
cadlag, et nous ne le mentionnerons pas a chaque fois.

Semi-groupe et générateur

Soit X = (X;)ie; un processus de Markov relativement & une filtration .7 = (.%;);er,
homogene (a trajectoires cadlag) sur S. On définit successivement la fonction de transition
de X :

Viel,xeS, A, P(i,z,A) =P(X; € A| Xy = x)

son semi-groupe P(-) agissant sur ’ensemble des fonctions réelles bornées de S :

VIeBS)iclueS,  PW)@)= | fu)Pliod)
S
et si I =R, son générateur :

L:DL) — B(S)
P(t)f —
t—0 t
ou D(L) est le sous-ensemble de B(S) sur lequel cette limite existe (au sens de la conver-
gence uniforme).
Ces trois outils ont une importance particuliere pour caractériser la loi du processus,
et nous reviendrons dessus plus en détails dans la section suivante.

Pour tout .#-temps d’arrét 7, on dit que X satisfait la propriété de Markov forte en T
si:
VAe Siel, P(X,, € A| %) =P(i,X,, A
Si le processus X satisfait la propriété de Markov forte en tout .#-temps d’arrét, il est
dit fortement Markovien.

Une mesure de probabilité p sur S est dite invariante pour X si pour tout f € B(S) et
tout 1e [ :

p(P (i) f) = n(f) (2)
et elle est dite réversible si pour tout f,g € B(S) et tout i € I :
p(fP(i)g) = p(gP () f) (3)
En terme de générateur, les équations (2) et (3) se traduisent respectivement par :
n(Lf) =0

u(fLg) = p(gLf)

pour tout f, g€ D(L).

0.1.2 Caractérisation des processus de Markov homogeénes

Soit X = (X;)ie; un processus de Markov homogene sur S, P(-,-,-) sa fonction de
transition et P(-) son semi-groupe. Si I = N et S est dénombrable, la matrice P =
(Pry)(@y)es> définie par :

Vx,yES, Pm,y:P(]-)xu{y})
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est appelée matrice de transition de la chalne de Markov X et caractérise celle-ci de
maniére unique. Dans toute cette these, les chalnes de Markov a temps discret ne seront
évoquées que dans l'introduction pour énoncer la théorie générale des temps forts de
stationnarité, ou pour construire une chaine de Markov a temps continu. La littérature
sur ce sujet étant plus qu’abondante ([10],[0],[69],...) nous ne nous y attarderons pas plus.
Nous supposons donc dans cette section que I = R, et on note L le générateur de X.

Caractérisation générale et probléeme de martingale

On rappelle que 'on ne considére que des processus a trajectoires cadlag, vus comme
des variables aléatoires a valeurs dans Dg (/). La loi d’un processus est donc entierement
caractérisée par ses lois fini-dimensionnelles, mais cela n’est en général pas beaucoup
plus pratique que la loi elle-méme (comment décrire toutes les probabilités impliquées 7).
Une premiere observation est que, grace a la propriété de Markov et a I'homogénéité en
temps, ces lois fini-dimensionnelles sont entierement caractérisées par la loi po de X et sa
fonction de transition. On l'explicite ici avec n = 2 dans (1), sa généralisation découlant
d’une simple récurrence :

P(X, € Ay, X, € Ay) — J ( J P(ty - tl,y,Ag)P(tl,x,dy)) 1io(dz)
S Al

De maniere équivalente, on peut remplacer la fonction de transition par le semi-groupe,
puisque pour tout t > 0, z€ S, Ae B(S) :

P(t,z, A) = P(t)f(z), avec [ =14

Sous certaines conditions (théoreme de Hille-Yosida, voir le livre de Ethier-Kurtz [29]
ou les articles originaux de Hille [13] et Yosida [93]), le générateur et son domaine caracté-
risent le semi-groupe, et donc le processus. L’expression du générateur est en général plus
simple que celle du semi-groupe, mais son domaine complet n’est pas toujours accessible.

Une autre caractérisation qui va alors étre utilisée est liée a 1’observation du fait que
pour tout f € D(L), le processus M/ = (Mtf)t>07 défini par :

Ml = F(X,) — F(X0) fo £F(X.)ds

est une .#X-martingale. On va donc caractériser X & partir d'un opérateur linéaire A :

D(A) < B(S) — B(S), par lintermédiaire du probléme de martingale de Stroock et
Varadhan ([82] et [33]) : X est dit solution du probléme de martingale associé a A si pour
tout f € D(A) il existe une .Z*-martingale M telle que :

X = 103 - [ CAF(X,)ds + M,

et solution du probléme de martingale associé a (A, p), avec p € P(S), si de plus Z(Xy) =
. Le probleme de martingale associé a (A, ) est dit bien posé si sa solution est unique
(en loi), et il est dit bien posé pour A si pour tout pu € (S) il est bien posé pour (A, p).
Dans ce cas, on dira encore que A est le générateur du processus X.

Les différentes approches pour caractériser X par un générateur et son domaine sont
développées plus en détails dans [29].



Chalnes de Markov

Dans le cas des chalnes de Markov a temps continu, les générateurs et les semi-groupes
peuvent étre vus comme des matrices, et la caractérisation de la loi du processus en est
simplifiée. Ce qui suit rappelle brievement cette caractérisation. Pour plus de détails, on
renvoie & Norris [69], Anderson [3] ou encore Liggett [54].

Soit § un espace topologique dénombrable (pas nécessairement muni de la topologie
discrete). On ajoute a S un point isolé A, appelé point cimetiére et on prolonge n’'importe
quelle fonction réelle f de S & S U {A} en posant f(A) = 0. Une @Q-matrice stable et
conservative sur S est une matrice (L, ) (g y)es2 vérifiant :

0< L,y <+, VYVr#yeS
Zﬁw Lo, <+, VYres

y#a

Pour toute Q-matrice £, on notera L, = —L, ., et on prolonge £ a S U {A} en posant
Laz =Lyn =Laa=0.Ajoutée a une mesure de probabilité p, sur S, une Q-matrice £
définit un processus X a valeur dans S U {A}, ott A est un point cimetiére n’appartenant
pas a §, par 'intermédiaire de sa chaine de sauts et de ses temps de sauts :

— (Y})nen est une chaine de Markov a temps discret, de loi initiale py et de matrice

L,
de transition ((1 — Oy y) 2

) , ol 9, est le symbole de Kronecker, qui vaut
(z,y)eS?

‘CQE
1 lorsque z = y et 0 sinon.
— Ty = 0, et pour tout n € N*, connaissant Yy, ..., Y, les variable T\ =Ty, ..., T,—T,_1
sont indépendantes, de loi exponentielle de parametres respectifs Ly, ..., Ly, _,

— Pour tout i € N et tout t € [T;, Ti11[, X; =Y;.

— On définit T = 7%1_r>roloTn SiT < oo, on pose X; = A pour tout ¢t = T.
Ce processus est markovien, homogene, et ses trajectoires sont cadlag. De plus, cette
construction détermine de maniére unique la loi de X. Dans la suite, on dira simplement
que L est un générateur sur S, et que X est un processus minimal de générateur L et de
loi initiale pg, ou seulement de générateur £ lorsque la loi initiale n’a pas d’importance.
Le temps T est appelé temps d’explosion de X, et I'on verra dans la section 1.2 comment
dans certains cas on peut définir un processus non-minimal, c¢’est-a-dire qui ne soit pas
« tué » au temps d’explosion. Dans le cas ou T' = oo presque stirement pour toute loi
initiale, le générateur £ (ou le processus X) est dit non explosif. Il est dit récurrent positif
(respectivement irréductible, réversible) si la chaine (Y},),ey est récurrente positive (resp.
irréductible, réversible).

Comme mentionné dans le cas général, la loi d’un tel processus est aussi caractérisée
par ses lois fini-dimensionnelles, c¢’est-a-dire ’ensemble des

P(Xy, =, , Xy, = Tp)

avecneN, 0<t;<---<t,<wetz,...,z, €S. La fonction de transition de X sera
notée :

P,,t)=P(X, =y | Xy =2)

et constitue (associée a une loi initiale o) une autre maniere de caractériser la loi de
X, par l'intermédiaire de ses lois fini-dimensionnelles. Une fonction de transition définit
un semi-groupe (P(t));>0 de matrices sous-stochastiques, qui peuvent étre élargies sur
S U {A} de maniére a étre rendues stochastiques.

Une semi-groupe P(-) est une solution des équations de Kolmogorov associées a L si
pour tout ¢ = 0 on a les égalités matricielles :



P'(t) = LP(t) (équation backward) (4)
P'(t) = P@t)L (équation forward) (5)

et c’est la solution minimale de 1’équation backward (respectivement forward) si pour toute
autre solution P(-) on a P, ,(t) < P,,(t), pour tout 2,y € S et tout ¢ = 0. On rappelle
que la solution minimale existe (théoreme 2.8.3 et 2.8.6 de [09]), et est nécessairement
unique par définition.

Chacune des trois conditions suivantes est impliquée par les deux autres :

— X est un processus minimal associé a L

— X est un processus minimal de semi-groupe P(-)

— P(+) est la solution minimale de 1’équation backward (respectivement forward)

associée a L

Bien que le point de vue adopté dans le cas des chaine de Markov soit celui que 1'on
vient de présenter, on rappelle également un résultat utile faisant le lien avec le point de
vue fonctionnel. On identifie une fonction f € B(S) avec un vecteur colonne indexé par
S, et dans ce cas P(-) et L agissent sur B(S) par multiplication matricielle.

Si X est un processus minimal de générateur L et de temps de saut 7,,, n € N, alors
pour toute fonction f € B(S) et tout n € N, le processus :

tATH

F(Xonn) — F(X0) — f CIf1(X,)ds

0

est une .~ -martingale.

0.1.3 Convergence de mesures

Sous de bonnes conditions, un processus de Markov admettant une unique mesure
invariante p,, converge vers celle-ci, dans le sens (intuitif) ou pour tout z € S et tout
Ae B(S):

P(t,z, A) — po(A), quand ¢t — 0.

Pour cette raison, et pas seulement, nous avons besoin d’outils pour quantifier la conver-
gence de mesures en général, et de mesures de probabilités en particulier. Pour cela, il
existe de nombreux moyens, parmi lesquels nous nous intéresserons a la distance de Pro-
khorov, qui est la distance naturelle pour la convergence en loi de variables aléatoires, a
la distance en variation totale, dont le nom est relativement explicite et a la séparation,
moins répandue mais plus utile dons le cadre des temps forts de stationnarité.

On pourrait également citer, entre autres, la divergence de Kullback-Leibler, utilisée
pour quantifier la convergence d’un processus de Markov vers sa loi stationnaire grace
a l'inégalité Sobolev logarithmique, et la distance du 2, utilisée dans le méme but avec
I'inégalité de Poincaré. Ces derniers ne seront pas exposés ici, et nous renvoyons a [5] ou
[50] pour plus de détails a leur sujet.

Distance de Prokhorov

La distance de Prokhorov (ou de Lévy-Prokhorov) a été introduite en 1956 par Iouri
Prokhorov [73] pour généraliser la distance de Lévy ([53]). Si pour tout € > 0 on note A®
le e-élargi d’'un ensemble A € . :

A" ={zr eS8 : d(z,A) <e}
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alors la distance de Prokhorov est définie par :
Ve PG),  plu)=inf{e >0 p(A) < v(A) +e, ¥ Ac BG))

et engendre la topologie de la convergence faible, dans le sens ol pour toute famille
(tn)neny < 2(S) et we P(S), on a p(pin, 1) — 0 si et seulement si :

VIeB(S)nC(S),  ualf) — p(f)

ou de maniere équivalente, si et seulement si toute suite de variables aléatoires associée
a la suite (u,)nen converge en loi vers une variable aléatoire de loi p (voir par exemple
Billingsley [¢] ou Ethier et Kurtz [29] pour plus de détails).

Cette distance ne sera pas vraiment utilisée dans cette thése dans le contexte décrit en
début de section (convergence d'un processus vers sa loi stationnaire), mais plutot pour
montrer la convergence en loi dans Dg(I) d’une suite de processus (chapitre 6).

Distance en variation totale

Si u est une mesure signée sur S, c¢’est-a-dire satisfaisant toutes les propriétés d’une
mesure sauf éventuellement la positivité, on définit sa partie positive et partie négative
par :

put = sup p(A) =0
Aes
T AI;E[L(A) <0

La norme en variation totale de p est alors donnée par :

pllve =p* —p~

L’espace M(S) des mesures signées sur &, muni de la norme en variation totale est un
espace de Banach (voir Cohn [16] pour plus de détails).

La distance en variation totale sur Z(S) est la distance induite par la norme de la
variation totale sur M(S). Elle peut étre caractérisée de plusieurs manieres :

Vpove 2(S),  dyr(uv) = sup |u(4) - v(A))

Aes

— sup (u(A) — v(A))
Aes

= sup (v(A4) — u(A4))
Aes

-2 f () — w(da)

Sa compréhension a partir de la premiere caractérisation devrait étre relativement intui-
tive.

Séparation

Soient p et v deux mesures de probabilité sur S. Si p est absolument continue par
rapport & v (i.e. pour tout A € ., (¥(A) = 0= p(A) = 0), noté p « v), on définit la
séparation entre p et v par :

— _ 1(A)
Sep(ﬂ? V) a Aey’szlz{FA)>0 <1 V(A)>
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Sinon, par le théoreme de Lebesgue-Radon-Nikodym (voir Rudin [78]), il existe deux
mesures positives p; et g sur S (appelées respectivement partie absolument continue et
partie singuliére de p par rapport a v), satisfaisant g = py + p2, 1 < v et pug L v (i.e.
JA e 7 tel que pa(A) =0 et v(A°) = 0), et dans ce cas on pose :

sep(u, v) = sep(pi1, V)

Remarque 0.1.2. Notons que cette définition admet une formulation équivalente en
terme de densité, donnée par Miclo [05] :

d/,Ll
= 1—
sep(u, V) ess sup ( D )

dp
dv
essentiel par rapport a la mesure v :

ot désigne la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport a v, et esssup le supremum

vV gelL*(v), esssupg = inf{a e S : v(g(z) > a) = 0}

Pour voir que ces formulations sont équivalentes, prenons le cas ou p < v, et posons

d d
a = essinf,,d—M et N ={reS: —M(w) <aleS. Onadoncv(N) =0 et pour tout

v dv
Ae 7 tel que v(A) >0 :

= —(z)v(dx) = «

n4) 1 J dp
v(A)  v(A) ), dv

d
Inversement, pour tout € > 0, il existe A. € . tel que v(A:) > 0 et d—'u < a+ e sur A,
v

donc

Dans le cas simple ou S est un espace dénombrable (ou si p est absolument continue
par rapport a une mesure de comptage finie sur §), la séparation peut aussi s’écrire :

sep(p, V) = sup ) (1 — ,u({x}))

zeS:v({z}>0 I/({ZE})

et c’est d’ailleurs ainsi qu’elle a été formulée initialement par Aldous et Diaconis [1].

Cet outil permet donc en quelque sorte de quantifier I’écart entre deux mesures, mais
n’est pas symétrique et n’est donc pas une distance (on dit que c’est une quasi-distance,
voir Steen et Seebach [80]). En revanche, c’est un majorant de la distance en variation
totale comme le montre un rapide calcul :

|l —vl|lyr = 335<U(A) — u(A))

= o v (-5

< sup )(1 - MA)) = sep(y, V)

Aes 1 v(A>0 v(A)

et on a donc 0 < sep(u, v) < 1.

La séparation est beaucoup plus sensible aux variations sur de petits intervalles que la
distance en variation totale : par exemple, si = U([0,1 —¢€]) et v = U([e, 1]), € € ]0, 1],
on a ||u —v||lyr = 2¢, tandis que sep(u,v) = sep(v, u) = 1.

9



0.2 Temps forts de stationnarité et dualité

On rentre maintenant plus spécifiquement dans la théorie de la stationnarité forte,
en rappelant les principales définitions et propriétés. Cette théorie a été formalisée par
Aldous et Diaconis [2] pour les chaines de Markov & temps discret, puis généralisée par
Fill [31] en temps continu et par Miclo [65] et Lyzinski [58] pour les diffusions réelles;
nous 1’énoncons ici dans le cadre général des processus de Markov ergodiques.

0.2.1 Définition d’un temps fort de stationnarité

On considére un ensemble mesurable (S,.7), et un processus de Markov (X;);e; sur
S, a temps discret (I = N) ou continu (I = R,). On note p; sa loi au temps i € [ et
[t Sa loi stationnaire, dont on suppose l'existence et 'unicité. On suppose également de
maniere assez classique que pour tout ¢ > 0, u; est absolument continue par rapport a
Hoo-

Un ZX-temps d’arrét randomisé T est appelé temps fort (strong time) si la loi de
Xr ne dépend pas de T' (lorsque ce dernier est fini). C’est un temps fort de stationnarité
(strong stationary time) si de plus X est distribué selon sa loi stationnaire au temps 7 :

LXp | T, T <) = L(Xp | T < 0) = ps (6)

Si T est un temps fort et X7 est distribué selon v € Z(S), alors T' est aussi appelé future
independent v-time (voir Thorisson [88]). Comme pour les temps d’arréts, on dit que T
est un temps fort de stationnarité fini si 7" < 400 presque stirement. Si 7" est un temps
fort de stationnarité et que X est fortement markovien en 7' (ce qui est souvent le cas en
pratique), alors de maniére assez immédiate, T+ i est aussi un temps fort de stationnarité
pour tout ¢ € 1.

Outre les temps forts de stationnarité, on peut mentionner d’autres types de temps forts
(sur lesquels nous ne nous attarderons pas ici), le plus simple étant le temps d’atteinte d'un
point : la loi du processus a ce moment est alors une dirac en ce point. Un autre exemple
plus intéressant et plus proche de celui qui nous concerne est celui des temps forts de
quasi-stationnarité pour un processus ayant un état absorbant, pour lesquels, comme son
nom l'indique, la loi du processus arrété est sa loi quasi-stationnaire. Ce dernier exemple
de temps fort a notamment été utilisé par Diaconis et Miclo [24] pour calculer de maniére
probabiliste le temps d’atteinte de N € N pour un processus de vie et de mort sur N
partant de 0.

Comme observé par Diaconis et Fill [23], les temps forts permettent de majorer la
distance en variation totale entre un processus au temps ¢ € I et sa loi stationnaire,
puisque pour tout temps fort 7" on a :

| i = poo [vr<|| Z(X7) — poo [[vr +(1= || L(X7) — oo lvr)P(T > 1) (7)

et cette majoration gagne encore en intérét si T" est un temps fort de stationnarité, puis-
qu’on a dans ce cas une simplification de 'inégalité précédente :

l|i — proollvr < P(T > 0) (8)

Cette quantification de la convergence peut étre raffinée grace a la notion de séparation
définie plus haut. On notera par s(t) la séparation entre la loi de X au temps i € I et sa
loi stationnaire, la dépendance en X étant implicite :

5(i) = sep(fi, fion)

et on a la proposition suivante :
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Proposition 0.2.1. (a) SiT est un temps fort de stationnarité et X satisfait la propriété
de Markov forte en T, alors on a :

s(t) <P(T >t) (9)
(b) Pour tout e > 0, il existe un temps fort de stationnarité T tel que :
P(T >1t)<s(t)+¢
(c) Si S est fini, alors il existe un temps fort de stationnarité T tel que :
P(T > t) =s(t)
T est alors appelé temps a la stationnarité

Démonstration. Voir les calculs de [2] et [32], 'adaptation au cas général étant immédiate.
[

Notons que 'inégalité (8) peut étre vue comme une implication immédiate de (9).

Il existe un paralléle intéressant avec les temps de couplage : un temps d’arrét 1" est un
temps de couplage pour X s’il existe un processus Y, de méme loi d’évolution que X, tel
que Yy ~ pio et T = inf{i € I : X; = Y;} presque stirement. Alors dans les points (a) et ()
de la proposition précédente, on peut remplacer la séparation par la distance en variation
totale et « temps fort de stationnarité » par « temps de couplage » (voir Griffeath [12]).

0.2.2 Dualité

En pratique, pour construire un temps fort de stationnarité, une notion qui s’avere
souvent utile (et sur laquelle nous nous focaliserons dans cette theése) est celle de dual
de stationnarité forte (strong stationary dual), introduite par Diaconis et Fill [23] pour
des chaines de Markov & temps discret et étendue au cas du temps continu par Fill [32],
section 2.1, et par Miclo [65] pour des diffusions.

On considére maintenant un deuxiéme espace mesurable (§*,.%*). Un processus X* =
(X[)ier sur S*, ayant un état absorbant que 1'on notera co € §*, est un dual de station-

narité forte pour X si les deux conditions suivantes sont satisfaites pour tout ¢ € I :

LXF| F5) = L(X7 | F) (10)
L(X; | f}.X*) = Uy p.s. sur Pensemble { X = oo} (11)

(2

La relation (10) exprime le fait que X* est indépendant du futur de X connaissant son
passé, et implique notamment que le temps d’absorption de X* est un temps d’arrét ran-
domisé pour X (voir aussi remarque ci-apres). Sous cette hypothese, la condition (11)
signifie alors que le temps d’absorption est un temps fort de stationnarité. Réciproque-
ment, a partir d’'un temps fort de stationnarité, on peut construire un dual de stationnarité
forte de maniére canonique (voir Fill [32], theoréme 1). Lorsque le temps d’absorption du
dual est un temps a la stationnarité, on dit que le dual est fin (anglais : sharp). Il ne
sera pas question d’autre type de dualité dans cette these, et donc « processus dual » ou
simplement « dual » signifiera toujours « dual de stationnarité forte ».

11



Remarque 0.2.2. La condition (10) est exprimée par Fill [72] (2.1) sous la forme sui-
vante : il existe une sous-tribu 9 de <7, indépendante de F5 , telle que :

Viel, X7 est o (9, ;) -mesurable (107)

7

Cette formulation met en évidence le fait que la trajectoire X[’B’i], 1€ I, peut étre générée
a partir de X4 et d’un aléa supplémentaire indépendant de X.

Elle est en fait équivalente a (10). En effet limplication (10")=(10) est relativement
immédiate, tandis que l'implication réciproque découle de l’argument suivant : on pose

G = o({f(X7) —E(f(X)|.F7), [eB(S)})

et sous Uhypothése (10) on a alors que la tribu G = J,.; % est indépendante de F, et

pour tout f € B(S*) :

el

E(f(X})|.Z) est FX -mesurable

K3 3

FXH) —E(f(X})|.F") est 9-mesurable

K3 3

Donc f(X}) est 0(94,.F7X)-mesurable pour tout f € B(S) ce qui implique que X} aussi.

0.2.3 Entrelacement

Soit A un noyau de transition markovien de §* vers S, c¢’est-a-dire :
Vz* e 8%, A(z*,-) e Z(S)
VAe .7, S* s 2% — A(z*, A) est .#*-mesurable

et soit X* un processus de Markov a valeurs dans S*. On dit que X et X* sont A-liés ou
entrelacés par A si le couple (X, X*) est markovien et :

Viel  Z(X;|ZX")=AX},)ps. (12)

Quitte a rajouter un point isolé a S&*, inaccessible pour X*, on peut toujours supposer
que ce dernier posseéde un état absorbant oo satisfaisant :

A0, ) = pes (13)

Nous ferons donc cette supposition, et en conséquence, (12) implique (11).

Nous désignerons donc par H 'hypothese « il existe un couplage (X, X*) satisfaisant
(10) et (12) ». Cette formulation est 1égerement abusive, et signifie en réalité qu’il existe
un couple (Y,Y*), dont les marginales ont méme loi que X et X* respectivement, et
satisfaisant ces conditions. Dans ce cas, X* (ou plus exactement sa copie Y*) est un
dual de stationnarité forte A-lié pour X, que I'on abrégera en dual A-lié. Un tel couplage
fournit donc un temps fort de stationnarité par I'intermédiaire du temps d’absorption de
X* (fini ou non), mais possede également des propriétés supplémentaires intéressantes
pour I’étude de la loi de X.

En prenant ¢ = 0 dans (12), on observe que sous 1’hypothése H on a :

VAes, () = P(Xye A) — f A(z*, AYP(XE € da*)
¥

Si on note uf la loi de X, on trouve donc que :

fo = pip /A (14)
est une condition nécessaire a I’entrelacement de X et X™*, que 'on appellera entrelacement
des lois initiales. Insistons des a présent sur le fait que cette égalité ne concerne que des
lois et ne garantit donc pas I’égalité (12) pour i = 0, qui est une égalité presque stire.
Cependant, sous cette condition, il sera toujours possible de coupler X et X* de maniére
a ce qu’ils vérifient (12) au temps i = 0.
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FIGURE 1 — Transitions de la chaine (X, X*)

A partir de maintenant, nous supposons donc que g et p vérifient (14). Pour obtenir
I’entrelacement complet des processus c’est un bon point de départ, mais il est ensuite
nécessaire de prendre en compte les semi-groupes P(-) et P*(:) de X et X* respectivement.
Comme pour les lois initiales, on dit que P et P* sont entrelacés (ou algébriquement duaux
selon la terminologie de Diaconis et Fill) s’ils vérifient :

P*(hW)A = AP(h), Vhel (15)

La nécessité de cette condition n’est pas difficile a vérifier par le calcul si 'on raisonne en
termes de fonctions de transitions associées. La figure 1 devrait suffire a s’en convaincre :
on passe de X a X7, par la fonction de transition P*, puis a X;;, par le noyau de
transition A, ou de X & X; par A et de X; a X;,; par P. La relation (15) peut alors
s'interpréter comme une condition de commutativité du diagramme. Pour finir avec cette
égalité, notons que si son sens général est celui d’une égalité d’opérateurs sur B(S), elle
peut aussi s’interpréter comme une égalité matricielle lorsque S est dénombrable.

En dehors du cadre de la stationnarité forte, on peut mentionner le papier de Pitman
et Rogers [76] qui utilise 'entrelacement de semi-groupes pour donner une condition de
markoviannité de f(X) lorsque f est une fonction de & dans un autre ensemble S’
D’autres exemples ont également été étudiés notamment par Dynkin [28] ou Yor et al. [92],
[13]. Enfin, une autre notion d’entrelacement, proche de celle-ci, est obtenue en remplagant
A par un opérateur différentiel, et est étudiée notamment par Chafai et Joulin [11] ou
Cloez et Delplancke [15].

En temps discret, si la condition (15) est remplie pour h = 1, alors une simple récurrence
suffit pour vérifier qu’elle I'est pour tout h € N. Elle est alors suffisante pour affirmer qu’il
existe un couplage (X, X*) tel que X et X* soient entrelacés par A. En fait, on a méme un
résultat plus fort que ¢a : Diaconis et Fill [23] ont explicité une méthode pour construire,
X* a partir de X déja construit, de sorte que X et X* soient entrelacés par A.

En revanche, en temps continu on ne peut pas se contenter d’une relation sur les semi-
groupes. En effet, a quelques exceptions pres, ceux-ci ne sont pas connus explicitement et
on préfere généralement travailler avec les générateurs. Heuristiquement, les générateurs
L et L* de X et X* correspondent aux dérivées au temps 0 des semi-groupes associées, et
en appliquant ceci a (15), il apparait alors naturel d’étudier la condition d’entrelacement
pour les générateurs :

LA = AL

Contrairement a ’entrelacement des semi-groupes, cette égalité peut dans certains cas
se comprendre de deux manieres a priori pas tout a fait équivalentes. Naturellement, on

13



peut la considérer comme une égalité d’opérateurs sur D(L). Pour avoir un sens, cette
égalité sous-entend alors que pour tout f € D(L), on a Af € D(L*). D’autre part, si les
espaces d’état sont dénombrables, on peut aussi la voir comme une égalité matricielle,
ce que nous ferons. On reformule alors I'entrelacement en fonction de son interprétation
fonctionnelle ou matricielle :

Af e D(L¥)
Trene) {ﬁ*[/\f] - AL/ "
Va*eS*  yes, Z Lo s ANy* y) = Z Az, 2) L,y (16m)

y*eS* zeS

Notons que (16) implique (16m).

On a essayé de synthétiser dans la proposition suivante les relations entre H, (15) et
(16)/(16m) dans différents contextes.

Proposition 0.2.3. Si ] =Ry et puy = piA, alors :
(a) Comme observé précédemment, H = (15).

(b) Miclo [65] a montré en utilisant une approximation par des chaines de Markov d
temps discret (proposition 24) que :

(15) = H

Méme si la proposition concerne le cadre spécifique des diffusions réelles, la démons-
tration est valable en toute généralité.

(¢) Lyzinski [55] a montré que si X et X* sont deuz diffusions sur un segment, alors :
(15) < (16)

(d) Une partie des calculs pour montrer I’équivalence précédente reste en fait valable dans
le cas général, et on a :
(15) < (16)

(e) Si X et X* sont deuz chaines de Markov da temps continu, non-explosives, et pour
tout x* # oo € §*, 'ensemble {x € S : A(z*,x) > 0} est fini, alors Fill [72] a montré
que :

H < (15) < (16m)

(f) Nous verrons (théoréme 1.2.7) que ces trois conditions restent équivalentes dans un
contexte un peu plus général.

0.3 Historique

0.3.1 Développements théoriques

Les temps forts de stationnarité apparaissent pour la premiere fois en 1986 dans I’ar-
ticle de Aldous et Diaconis [!]. Tls sont & l'origine introduits pour étudier des exemples
du phénomene de cut-off (voir section suivante) pour différentes méthodes de mélange
de cartes, modélisées par des marches aléatoires sur des groupes. Dans ce contexte, par
le concept méme de mélange d'un paquet de carte, la loi stationnaire a atteindre est la
loi uniforme. Les temps forts de stationnarité sont donc initialement nommés temps forts
uniformes (strong uniform times), et plusieurs exemples en sont présentés dans I'optique
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de répondre a la question « au bout de combien de temps le paquet est-il suffisamment
mélangé ? ».

Une étude plus approfondie des temps forts uniformes pour des marches aléatoires sur
des groupes et publiée un an plus tard, toujours par Aldous et Diaconis [2], et développe
notamment le lien avec la séparation, le parallele avec la méthode de couplage et la
notion d’optimalité pour un temps fort uniforme, (qui donnera naissance aux temps a la
stationnarité). Ils y démontrent également 'inégalité (7) (sous le nom de early stopping
theorem).

Dans le méme contexte, de nombreux exemples sont ensuite étudiés par Diaconis [20)]
et Matthews [60], [61], [62] entre 1987 et 1989.

Les notions de dual de stationnarité forte et de dual A-lié font leur apparition en 1990
dans le papier de Diaconis et Fill [23], qui établissent par la méme occasion la terminologie
« temps fort de stationnarité ». Une méthode systématique de construction utilisant ces
notions de dualité y est proposée, pour des chaines de Markov a temps discret et espace
d’état fini.

Une version de ce travail sur un espace d’état dénombrable est présentée dans le méme
temps par ces mémes auteurs [22]. Dans ce cadre, I’état absorbant du processus dual est
inaccessible en temps fini et ne peut donc servir a produire un temps fort de stationnarité
(fini). L'intérét réside alors dans l'utilisation de l'entrelacement par un noyau bien choisi
(voir (17)), combinée avec le early stopping theorem de Aldous et Diaconis, qui permet de
quantifier efficacement la convergence d’un processus.

Cette théorie a été étendue aux chaines de Markov a temps continu par Fill [31], [32].
Dans le premier article, en 1991, il transcrit la partie concernant les temps forts de station-
narité, et montre que la queue de distribution de ceux-ci majore la séparation, ainsi que
I'existence d'un temps a la stationnarité lorsque I'espace d’état est fini. Dans le deuxieme,
en 1992, il définit les notions de dualité et montre I’équivalence entre ’entrelacement de
deux processus et celui de leurs semi-groupes ou de leurs générateurs respectifs. Le fait
de considérer des processus a temps continu permet de rendre accessible un état absor-
bant qui serait inaccessible en temps discret, et donc de construire des temps forts de
stationnarité finis sur des espaces infinis (ce que 'on exploitera dans cette these).

Plus récemment, la théorie de la stationnarité forte a été appliquée a des diffusions sur
un intervalle réel par Lyzinski dans sa these [58] en 2012, et par Miclo [65] en 2017. La
principale différence entre les deux réside dans le fait que Lyzinski considere une diffusion
avec une certaine loi initiale, et un dual qui est aussi un processus de diffusion sur R,
tandis que Miclo considére une loi initiale quelconque et construit un dual dont I'espace
d’état est 'ensemble des intervalles réels. Il en déduit également une condition pour que
la diffusion primale admette un temps fort de stationnarité fini.

La démarche de Lyzinski consistant a trouver un dual ayant méme espace d’état que le
processus primal est a relier avec celle déja évoquée par Diaconis et Fill [23] dans larticle
mentionné plus haut. En effet, ceux-ci ont montré qu’une chaine de Markov sur un espace
fini totalement ordonné admet un dual sur ce méme espace si et seulement si sa matrice
de transition renversée en temps est stochastiquement monotone (voir par exemple Van
Doorn [39] pour plus d’informations sur cette notion) et le rapport de sa loi initiale et
de sa loi stationnaire est décroissant en tant que fonction de 'espace d’état. Ce méme
résultat apparait également dans le cas dénombrable ([22]), et a ensuite été étendu en
temps continu ([32]).

En 2012, Lorek et Szekli [55] élargissent encore le cadre de ce résultat, en considérant
cette fois un espace fini partiellement ordonné, et un processus en temps discret. Ils
prouvent alors qu’en remplacant la monotonicité et la monotonicité stochastique dans les
conditions précédentes par la Mobius-monotonicité (voir par exemple Rota [77]), il existe
un unique dual sur le méme espace, et montre comment le construire. Ils appliquent ce
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résultat a une marche aléatoire sur les sommets d’un cube et donnent également plusieurs
exemples illustratifs dans un second papier [50].

Enfin, en 2016, Mao et Zhao [59] donnent une condition équivalente a l'existence
de ce genre de dual pour une chaine de Markov sur N, toujours en terme de Mdbius-
monotonicité, et le construisent également.

0.3.2 Exemples d’applications

Nous présentons ici trois exemples d’applications particuliers, que sont le phénomeéne
de cut-off, la loi des temps de passage d'un état a un autre, et I’échantillonnage parfait.
De maniere plus générale, et comme mentionné dans la partie précédente, 'utilisation
d’un dual A-lié pour un bon noyau A permet, via le early stopping theorem, de majorer la
séparation (et donc aussi la distance en variation totale) entre la loi instantanée et la loi
stationnaire. Cette technique a été I'une des premieres applications par les auteurs de cette
théorie (voir early stopping bounds dans I'article de Diaconis et Fill [23]), et a également
été utilisée, outre les exemples cités ci-apres, par Fill et Kahn [36] pour comparer la vitesse
de mélange de plusieurs processus (utile notamment pour choisir le plus rapide dans la
méthode MCMC).

Phénomeéne de cut-off

Lors de I’étude de la convergence d’un processus de Markov vers sa loi stationnaire,
on s’apercoit parfois que celle-ci se fait de maniere brutale, dans le sens ou la distance
en variation totale entre la loi instantanée du processus et sa loi stationnaire stagne un
certain temps autour de 1 avant de décroitre exponentiellement a partir d’un certain
moment. Ce phénomene a été observé en 1981 par Diaconis et Shahshahani [26] pour un
modele de mélange de paquet de cartes par inversion de la position de deux d’entre elles a
chaque étape du mélange. En 1986, il a été étudié par Aldous et Diaconis [1] pour d’autres
modeles de mélange et baptisé cut-off phenomenon. Ce fut donc la premiere application
des temps forts de stationnarité, puisque ceux-ci ont été introduits a cette occasion.

Une définition plus précise du cut-off (ainsi que plusieurs exemples et contre-exemples)
est proposée par Diaconis [21] en 1996, et porte non pas sur un processus, mais sur une
suite de processus. Nous donnons ici une version simplifiée de celle présentée par Diaconis
et Saloff-Coste [25] en 2006, plus générale car n’utilisant pas nécessairement la distance
en variation totale pour quantifier la convergence.

Soient S un espace dénombrable, D : Z(S) x Z(S) — [0,1] une application sa-
tisfaisant la propriété de séparation (D(u,v) = 0 si et seulement si p = v) et telle que
sup D = 1 (par exemple, la séparation ou la distance en variation totale) et une famille
(Sny Vny (k) ken )nen telle que pour tout k,n € N, S, < S est fini et v,(S,,) = pg(Sn) = 1.
On dit que cette famille présente un D-cut-off s’il existe une suite (¢, ),eny © R4 telle que
pour tout € € ]0,1] :

— lim D(ptk, 0, vn) = 0'si kn > (1 + €)t, pour n assez grand

— 7}1_{130 D(pg,, n,vn) = 1si k, < (1 —e)t,, pour n assez grand
Dans la famille considérée, la suite (fun)ken, 1 € N correspond en général a la suite des
loi instantanées d'un processus X,,, de loi stationnaire v, et d’espace d’état S,,, et on dira
alors simplement que la suite (X,,)nen présente un D-cut-off. Nous n’avons a ce jour pas
connaissance d’une théorie équivalente en temps continu.

Outre la premiere utilisation qui en a été faite par Aldous et Diaconis, Matthews [01]
a également utilisé les temps forts de stationnarité pour étudier la convergence d’une suite
de permutations générée par une suite de transpositions, et montrer 1’existence d’un cut-
off (pour la distance en variation totale). Diaconis et Saloff-Coste [25] ont eux utilisé un
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dual de stationnarité forte pour donner une condition nécessaire et suffisante a 'existence
d’un sep-cut-off pour une famille de processus de vie et mort (sep désignant, on le rappelle,
la séparation). En 2017, Nestoridis [6] a également étudié le sep-cut-off, pour une marche
aléatoire sur les chambres d'un arrangement d’hyperplans, en construisant un temps a la
stationnarité pour cette chaine de Markov.

Temps de passage

Etant donné un espace dénombrable S, deux états 1, j € S et une chaine de Markov
X sur S, partant de 7, le temps de passage T;; de ¢ a j est définie comme la loi du
premier temps d’atteinte de 1’élément 7. Si la loi des temps de passage reste, dans un
cadre général, un probleme ouvert, elle est en revanche parfaitement connue dans certains
cas particuliers, et peut notamment étre étudiée a 'aide des outils liés a la stationnarité
forte. A notre connaissance, les études utilisant ces outils ont jusqu’a présent porté sur
des cas ou l'espace d’état est un intervalle de Z.

Si 'on considére un certain N € N, et si X est un processus irréductible de vie et
mort (& temps continu) sur N, (ou sur un intervalle [0, m] contenant N), de Q-matrice
L, alors un résultat remontant au moins a 1959 (Karlin et McGregor [15]) énonce que
To,n est égal en loi a une somme de variable aléatoires exponentielles indépendantes,
dont les parametres sont les valeurs propres non nulles de la matrice (L£;,1,<n)ayen
(c’est-a-dire, la Q-matrice du processus X absorbé en N). Dans le cas discret, si les
valeurs propres de la matrice de transition sont positives, alors T y est égal en loi a une
somme de variables aléatoires géométriques indépendantes, dont les parametres sont les
valeurs propres différentes de 1. En 2009, Diaconis et Miclo [24] ont donné une preuve
probabiliste de ce résultat en temps continu, faisant intervenir la construction de duaux
de stationnarité forte, de méme que Fill [35] pour les deux résultats.

Dans un second papier [31] la méme année, Fill a montré dans le méme esprit un résul-
tat plus général dii & Brown et Shao [12], ot le processus de vie et mort (a temps discret ou
continu) est remplacé par un processus pouvant « monter » d’une unité, ou « descendre »
sans restriction. Le résultat dans ce cadre donne un expression de la transformée de La-
place de T x (dans le cas continu) ou de sa fonction génératrice des probabilités (dans le
cas discret).

Enfin, en 2012, Gong, Mao et Zhang [!1] ont étendu le premier résultat en temps
continu en considérant n’importe quel temps de passage 7T; ,,, 7,7 € N, pour un processus
de vie et mort sur N pour lequel 1’état 0 n’est pas forcément conservatif (autrement dit,
il existe un été absorbant —1, et L£y_; > 0). Cette fois également, la caractérisation de
la loi du temps de passage est donnée par sa transformée de Laplace, et est obtenue par
I'intermédiaire de duaux A-liés.

Echantillonnage parfait

Une application classique des processus (et en particulier des chaines) de Markov
réside dans les algorithmes stochastiques, et les temps forts de stationnarité y trouvent
eux-mémes une utilité naturelle. Parmi les algorithme stochastique, la méthode de Monte-
Carlo par chaines de Markov (MCMC, pour Markov chain Monte-Carlo) consiste a utiliser
une chaine de Markov bien choisie pour échantillonner sa loi stationnaire, en la laissant
converger « suffisamment longtemps ». C’est ce qu’on appelle une méthode d’échantillon-
nage, en ce qu’elle permet de simuler une variable aléatoire selon un certaine loi. Bien que
cette méthode soit généralement suffisante en pratique, on peut cependant lui opposer un
argument théorique qui est que la convergence d’une chaine de Markov ne garantit pas
(en général) latteinte de sa loi stationnaire en un temps (déterministe) fini; hors, on peut
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difficilement se permettre de la laisser converger a l'infini, et la loi obtenue en temps fini
est donc différente, bien qu’arbitrairement proche, de la loi ciblée.

On voit alors apparaitre I'idée d’utiliser des temps aléatoires au lieu de temps détermi-
nistes. En 1996, Propp et Wilson [74] exploiterent le principe des temps de couplage pour
construire un algorithme en ce sens. Lorsque 'algorithme s’arréte, on obtient donc une
réalisation exacte de la loi a simuler, et ce genre de méthode est appelé échantillonnage
parfait (ou perfect sampling). L’inconvénient évident de ce genre de méthode est qu’'on
n’a pas de garantie sur le temps de calcul.

En 1998, Fill [33] propose un algorithme dans le méme esprit, s’arrétant cette fois
lorsqu’un temps fort de stationnarité minimal (ou temps a la stationnarité) est atteint.
Par rapport a l'algorithme de Propp-Wilson, celui de Fill présente ’avantage d’étre « in-
terruptible », en ce qu'une interruption précoce de celui-ci ne biaise pas le résultat (on
obtient dans ce cas une réalisation d’une loi proche de la loi stationnaire). Cette algo-
rithme a connu d’autres développements par la suite, notamment par Mgller et Schladitz
[66], Thonnes [87] ou Fill, Machida, Murdoch et Rosenthal [35].

On pourra également mentionner une utilisation récente de ce principe pour la création
d’algorithme de cryptographie, par Lorek, Zagorski et Kulis en 2017 [57].

0.4 Présentation des travaux

Cette these est divisée en deux grandes parties. La premiere comprend les chapitres 1,
2 et 3 et traite de chaines de Markov a temps continu. Elle peut étre considérée comme
un prolongement des travaux de Fill dans ce méme cadre ([31],[32]). Les chapitres 1 et
2 ont fait I'objet d’une publication [I7]. Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse a une
diffusion sur un graphe quantique ainsi qu’a un lien, dans le chapitre 6, avec les chalnes
de Markov de la premieére partie, via une approximation discrete. Le chapitre 4 est le
fruit d’un travail mené conjointement avec Laurent Miclo. Cette deuxiéme partie peut
étre reliée au travaux de Miclo ou Lyzinsky sur des diffusions réelles ([5&],[05]) ou ceux
de Miclo sur des graphes ([64]) ou des variétés riemanniennes ([15]).

Partie I : Stationnarité pour une chaine de Markov

Une question qui se pose naturellement est : existe-t-il toujours un temps fort de
stationnarité fini ? Diaconis et Fill [23] ont prouvé que la réponse est oui lorsque 'espace
d’état est fini, mais malheureusement cela n’est plus vrai sur un espace infini, méme
dénombrable. Bien sfir, I’existence ou non d’un temps fort de stationnarité fini dépend de
la distribution initiale : lorsque celle-ci est la méme que la loi stationnaire, alors 0 est un
temps fort de stationnarité! On peut alors se demander a quelle condition cette existence
est possible, pour un processus donné mais pour toute loi initiale. Miclo [65] a ainsi exhibé
ces conditions d’existence dans le cadre des diffusions sur R. Le but ici est de les donner
pour des marches aléatoires a temps continu sur une certaine classe de graphes discrets.

Cette partie s’articule donc autour d’un objectif principal : étant donné un générateur
L sur un espace dénombrable §, admettant une unique mesure invariante p, donner
une condition nécessaire et suffisante sur ses coefficients pour que tout processus associé
admette un temps fort de stationnarité fini. La méthode adoptée consiste a choisir un
second espace dénombrable §* et un noyau de transition A de §* vers S, puis a construire,
pour un processus X donné (de générateur L et de loi initiale yg), un dual A-lié X*, et a
étudier le temps d’absorption de ce dernier.
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Un exemple de choix naturel et pratique est celui qui consiste a prendre S* comme
une sous-partie de P(S), et A le noyau de transition défini par :

VQeP©S),  AQ) = % (17)

On veut alors définir un processus X* sur §*, ayant S comme état absorbant et A-lié avec
X. Cependant, dans les exemples étudiés, le dual ne peut s’agrandir que d’un nombre
fini de points a chaque saut. L’objectif étant d’atteindre ’état absorbant S en temps fini,
cela passe donc par une infinité de sauts en temps fini, autrement dit une explosion. On
ne peut donc pas se placer dans le cadre des General settings de Fill (correspondant aux
hypotheses de la proposition 0.2.3 (¢)). De plus, on aimerait aussi pouvoir autoriser X*
a prendre comme valeurs des parties infinies de S autre que S lui-méme, ce qui n’est pas
non plus possible dans ce contexte, a cause de la définition de A.

Chapitre 1

Dans ce chapitre, on met en place les outils indispensables pour s’affranchir de certaines
contraintes imposées par les General settings. En effet, on a besoin de savoir a quelle
condition un processus X* sur S* est un dual A-lié de X, et il s’agit donc au minimum
de généraliser I'implication (16m)=H.

On supposera naturellement que le générateur £ est non-explosif, et I’on rajoute une
condition de A-intégrabilité de sa diagonale :

Vz*eS*, A(z*,2)L, < +0

Cette derniere condition parait raisonnable : d’une part, elle affaiblit un peu la contrainte
par rapport a 'hypothése de finitude des ensembles {z € S : A(z*,z) > 0}, z* € S*,
d’autre part elle équivaut a la condition que le produit (matriciel) ALf est bien défini
pour toute fonction f € B(S). En revanche, on ne fait pas encore d’hypothese particuliere
sur le choix de §* et A.

Sous ces hypotheses, on considere un générateur L£* et une mesure de probabilités
ps € P(S*), entrelacés avec L et pg respectivement. Dans la section 1.1, on montre qu’il
existe un processus minimal X* associé a L* et pf, qui est un dual A-lié pour X jusqu’a
son premier temps d’explosion. Ce résultat constitue déja une premiere généralisation,
puisque si X* est non-explosif on a bien I'implication (16)=H dans un cadre légérement
plus général que celui dans lequel elle était valable jusqu’a présent.

Dans la section 1.2 on commence par introduire la notion de processus stratifié, qui
apparait comme un moyen naturel de prolonger un processus explosif admettant une
limite en son temps d’explosion. Concrétement, si Y est une chaine de Markov explosive
et 7 son temps d’explosion, on définit Y, = %1_{171 Y;, a condition que cette limite existe,

et on définit Y, .. comme un processus minimal de méme générateur que Y. On applique
ensuite la méme méthode au second temps d’explosion et ainsi de suite. Du point de vue
du probleme de martingale, cette construction est naturelle puisque le processus ainsi
obtenu est bien solution du probleme de martingale associé au générateur de Y, et par
la propriété de quasi-continuité a gauche, garantissant que toute solution du probleme de
martingale est continue en tout temps d’arrét prévisible (voir Ethier-Kurtz [29], chapitre
4, théoreme 3.12), c’est aussi le seul. Signalons toutefois que le processus obtenu n’est pas
nécessairement défini jusqu’a n’importe quel £ € R,. En effet, de la méme maniere qu’'un
processus minimal peut voir une accumulation de sauts en un temps fini, celui-ci peut avoir
une accumulation d’explosions. On pourrait alors définir un temps de double explosion et
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recommencer de la méme maniere indéfiniment, mais ce degré de généralisation ne nous
a pas semblé pertinent ici®.

On prolonge donc le processus minimal X* déja construit en un processus stratifié.
Afin de pouvoir étendre la propriété d’entrelacement de X et X* au temps d’explosion 7, il
faut que la fonction z* — A(x*, x) soit continue en X*, pour tout x € S. Par simplicité, on
supposera donc que ces fonctions sont continues sur S*. Sous cette hypothese, on prolonge
la propriété d’entrelacement au processus stratifié, et on montre que 'on a 1’équivalence
souhaité : H < (15) < (16m). Ce prolongement se rapproche dans 'idée, bien que dans
un contexte différent, de celui donné pour I'entrelacement de semi-groupes par le théoréme
2.1 de Patie, Savov et Zhao [70].

Chapitre 2

Dans ce chapitre, on répond a la question de ’existence de temps forts de stationnarité
fini, pour des processus réversibles sur un certain type d’ensembles, en utilisant les résul-
tats du chapitre 1. On considere un graphe discret G, simple, connexe et non orienté. On
appelle branches infinies de GG les parties connexes formées d’un nombre infini de points
de degré 2, maximales au sens de 'inclusion. Une définition plus précise sera proposée
en section 2.2, ainsi qu’un rappel du vocabulaire des graphes qui sera utilisé. Pour une
introduction plus détaillée a la théorie des graphes (en frangais), on renvoie a Bretto et
Faisant [11].

On suppose que G est constitué d’une nombre fini de branches infinies, plus éventuel-
lement un nombre fini de points de degrés finis. S’il n’y a que des branches infinies, alors il
y en a une seule et G = Z. Ce cas particulier est traité dans la section 2.1. Sinon, chacune
des N branches infinies (notées Q;, i € I := [[1, N])) est isomorphe en tant que graphe &
N, et on note ¢; : N — G les isomorphismes correspondant. Un tel graphe est représenté
dans la figure 2.1.

On se donne ensuite un générateur £ sur G, tel que pour tout x # ye G, L, # 0
si et seulement si x et y sont adjacents. La structure de graphe de GG n’apparaissant qu’a
travers le générateur, on peut aussi faire le choix de se donner a priori un générateur
sur un ensemble dénombrable, et de munir cet ensemble de la bonne structure de graphe.
C’est la démarche qui est choisie dans la section 2.2. On suppose que L est récurrent
positif et non explosif. Cela se traduit par les conditions :

Ypin) <o,  Vie[1,N] (18)

neN

> ! i pi(m) =  Vie[l,N] (19)

S (1) Loy n)pitnr1) 2

ou :

n—1
£<Pi(k)7%'(k+1)

i (n) = (20)

w20 Loitt1).0i(0)
Il existe alors une unique mesure stationnaire p, et tout processus X de générateur L
converge en loi vers . On suppose de plus que L est réversible, ¢’est-a-dire que sa mesure
invariante p satisfait :

Vp,q € G, p(p)Lpg = 11(q)Lyp (21)

1. Quel niveau d’explosion un processus peut-il atteindre, tout en gardant un espace d’état dénom-
brable ? Si 'on appelle temps d’explosion de niveau 1 un temps d’explosion classique, et temps d’explosion
de niveau n un temps d’accumulation d’explosions de niveau n — 1, peut-il arriver un moment ou ’on
aura franchi tous les niveaux ?
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Dans ce contexte on va construire de maniere classique un dual a valeurs dans P(G)
I'ensemble des parties de G, entrelacé avec X par le noyau A défini en (17). Dans I'idée des
evolving sets de Morris et Peres [07] (voir aussi le lien qui est fait entre ces evolving sets et
les duaux de stationnarité en temps discret, dans le livre de Levin, Peres et Wilmer [52])
et de ce qui a été fait par Diaconis et Fill [23] sur des ensembles finis ou par Miclo [(5]
ou Fill et Lyzinski [37] pour des diffusions réelles, ce dual peut s’agrandir en ajoutant des
points voisins. Le principal probleme est qu’a chaque instant il doit aussi pouvoir perdre
des points de son bord. Afin d’éviter qu’il ne se sépare en plusieurs morceaux, lorsque
ceci arrive on le force a choisir une de ses composantes connexes avec un probabilité
proportionnelle a sa masse relativement a p. On obtient ainsi un dual connexe.

En comparant le dual avec des processus de vie et mort, on obtient des conditions
d’explosion de celui-ci, le long de chaque branche infinie. Autrement dit, on arrive a
déterminer si le dual va pouvoir « remplir » chaque branche infinie en un temps fini.
Dans ce cas, on montre qu’il est absorbé en temps fini, ce qui fournit un temps fort de
stationnarité fini pour X. En utilisant la séparation de mesures, on montre ensuite pour
certaines lois initiales sur X que si le temps fort de stationnarité fourni par le dual n’est
pas fini, alors aucun autre ne le sera. On obtient alors le résultat principal :

Théoréme 0.4.1. Le processus X admet un temps fort de stationnarité fini pour toute
loi initiale o, si et seulement si, pour tout 1 € I :

D+ 1) Y <o (22)

wi(k),i(k+1)

Miclo [64] a donné une autre condition équivalente a ceci : si on considere la restriction
Lr de U'opérateur défini par £ sur 'ensemble :

F={feLl?(u): ulf] = 0},

alors (22) est satisfaite pour tout i € I si et seulement si £ est & trace finie.

Ce résultat peut aussi s’interpréter en terme de classification des frontieres, telle qu’in-
troduite par Feller [30] (voir Anderson [3] pour les chaines de Markov) : la condition (22)
signifie que chaque extrémité d’une branche infinie est une frontiére entrante pour le
processus X.

Remarque 0.4.2. Contrairement a ce qui est fait pour les diffusions réelles par exemple,
on ne montre pas que le dual que [’on a construit est fin pour certaines lois initiales. En
fait, nous pensons qu’il n’existe pas de dual a la fois A-lié¢ et fin dés que le nombre de
branches infinies est supérieur ou égal a trois (sauf bien sir dans le cas trivial ou la loi
initiale est la loi stationnaire).

Chapitre 3

La recherche et le calcul d'un dual approprié au processus du chapitre 2 a donné lieu
a plusieurs observations sur les propriétés que celui-ci peut ou doit satisfaire. Le choix
qui a été retenu est principalement li¢ a des questions de simplicité de calculs, mais n’est
pas canonique et peut méme sembler peu naturelle. La meilleure illustration de ceci est
le fait d’imposer au dual de rester connexe : si les calculs en sont grandement facilités
par la suite, c¢’est au prix de « I’évaporation » pure et simple d’une partie non-négligeable
du dual lors de certaines transitions! Si au lieu de criteres de finitude des temps forts
de stationnarité, on cherche des informations précises sur la vitesse de convergence du
processus par l'intermédiaire du temps d’absorption de son dual, ce choix peut alors
sembler totalement farfelu.
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L’idée du chapitre 3 est alors de regrouper un certain nombre de propriétés (dont
certaines sont a '’état de conjectures) des processus duaux A-liés sur des espaces dénom-
brables assez généraux. On s’affranchit par exemple de I’hypothese de réversibilité, et on
donne une généralisation du générateur dual du chapitre 4. On garde en revanche le méme
noyau de transition A.

On montre par exemple qu’a chaque transition, un dual ne peut s’agrandir que dans
la limite des points qui lui sont frontaliers (on ne peut pas passer en un saut d’un état
() a un état ' 3 p si p n'est pas voisin de Q). A linverse, il v a une grande liberté sur
les points qu’il peut perdre a chaque transition, mais il est nécessaire que n’importe quel
point du bord puisse étre enlevé au cours de certaines des transitions possibles.

Ce chapitre est donc plus court que les autres, et d'une importance moindre, mais peut
servir de point de départ a d’éventuels développement futurs, notamment pour étendre
ou améliorer les résultats du chapitre 2.

Partie II : Dualité pour une diffusion sur un graphe quantique

Cette partie a pour objectif de construire le dual d’une diffusion sur un graphe continu,
par analogie avec le chapitre 2. Une fois la dualité obtenue, I'existence d’un temps fort de
stationnarité ne pose pas de difficulté et nous avons donc laissé cette problématique de
coOté.

Chapitre 4

Ce chapitre suit en quelque sorte une procédure standard : on définit un processus par
son générateur, on caractérise sa mesure invariante, on définit un second générateur et on
vérifie que les deux sont bien entrelacés.

On commence dans la section 4.1 par définir un graphe quantique G a partir d'un
graphe discret fini. Concretement, cela revient a remplacer les arétes, abstraites, par des
segments dont les extrémités sont des sommets du graphe. En identifiant ces segments a
des segments réels par homéomorphisme, on définit naturellement une structure différen-
tielle et métrique. On suit ensuite la définition de Freidlin et Wentzell [10] d'une diffusion
sur ce graphe : on définit d’abord son comportement a l'intérieur de chaque aréte, par
I'intermédiaire d’opérateurs différentiels d’ordre 2 classiques, puis sur chacun des som-
mets, en posant des conditions sur ceux-ci pour les fonctions du domaine d’un générateur
global L.

Le premier résultat arrive dans la section 4.2, ou I’on donne une forme explicite de la
mesure invariante 1 de L. Cette mesure est définie par une fonction de densité sur chaque
aréte, dépendant de la mesure invariante d’'un processus de saut sur le graphe discret sous-
jacent. On rappelle également un résultat de Miclo [(/] donnant une condition équivalente
pour sa réversibilité.

Dans la section 4.3, on définit un espace d’intégration G, ayant vocation a étre I’espace
d’état d'un processus dual, et on le munit d’une distance le rendant isométrique a une
sous-partie de & (G) munie de la distance de Prokhorov, l'isométrie étant donnée par
I'application A — A(A,-). On établit ensuite une formule de Stokes pour l'intégrale de
L sur un domaine appartenant a G, en la ramenant a une intégrale sur la frontiere de ce
domaine.

Enfin, dans la section 4.4, on définit un générateur dual £ sur un sous-ensemble D de
G. Ce générateur est défini par son action sur des fonctionnelles élémentaires de la forme :

DSDHJ fdu
D
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ou f est une fonction du domaine de L. La raison pour laquelle on restreint la définition
au sous-ensemble D est que celle-ci pose probleme sur certains éléments de G, a savoir
ceux dont la frontiere rencontre un ou plusieurs sommets du graphe. Pour ces derniers,
on définit, plus ou moins arbitrairement, la valeur du générateur comme étant égale a
sa limite croissante. On espere que cette définition ameénera a l'existence (et 1'unicité)
d’un processus associé au générateur via le probleme de martingale. On montre que ce
générateur est bien entrelacé avec celui de la diffusion, au sens de la relation (16), et que
le processus associé (s'il existe) est absorbé en temps fini. Sous condition d’existence, un
processus associé au générateur dual peut donc étre couplé avec le processus de diffusion
de maniere a étre un dual A-lié. Malheureusement, la question d’existence de ce processus
n’est a ce jour pas completement résolue. Les deux chapitres suivants sont orientés vers
cette question.

Chapitre 5

Dans ce chapitre, on montre dans le cas d'un mouvement brownien sur un graphe un
peu plus simple que le probléeme de martingale associé au générateur dual est bien posé,
a condition d’élargir son domaine. Le graphe considéré ici est composé de n branches
de méme longueur et ayant un sommet commun O. L’idée est alors de ramener 1'étude
de ce graphe a celle du segment [—1, 1] avec une singularité en 0, dont la partie [—1, 0]
correspond & n — 1 branches de paramétrisation identique, la moitié [0, 1] & la derniére
branche et 0 naturellement a leur sommet commun O.

L’étude du dual sur ce segment [—1, 1] passe par I'utilisation d’un résultat d’existence
et d’unicité de la solution d'une équation différentielle stochastique avec temps local,
énoncé par Takanobu [31], [85]. Dans une premiere section on montre donc comment
formuler cette EDS de maniére équivalente par un probléeme de martingale, dans un cadre
de généralité intermédiaire entre celui utilisé dans la suite, et celui dans lequel le résultat
original est énoncé.

On définit ensuite un générateur sur le segment [—1, 1], correspondant & un processus
évoluant parmi les sous-intervalles de ce segment, a la maniere du dual défini par Miclo
[65]. Contrairement a la diffusion duale sur R, le dual défini ici ne s’identifie pas a une
classique diffusion sur un sous-ensemble de R2. En effet, la présence de conditions parti-
culieres en O pose probleme lorsque I'une des extrémités du dual arrive en 0. L’équation
différentielle stochastique étudiée par Takanobu ne permettant a priori d’envisager une
singularité qu’en une seule des variables, on montre dans la section 5.2 comment contour-
ner ce probleme, en considérant des intervalles de temps ol une seule des deux variables
passe en 0.

Enfin, dans la section 5.3, on retranscrit ce résultat sur le graphe a n branches, et on
en déduit 'existence d’un dual pour le mouvement brownien, caractérisé comme 'unique
solution du probléeme de martingale considéré.

Chapitre 6

Ce chapitre a pour double vocation de proposer une démonstration, pas totalement
aboutie, de 'existence d’une solution au probléme de martingale associé au générateur
dual dans le cadre général, et de faire le lien avec la premiere partie. Pour cela, on tentera
d’approximer le modele continu a ’aide du discret. Notons que cette approximation est
faite par des processus homogenes et a temps continu, contrairement a ce qui est fait en

général (par exemple par Pitman et Rogers [71] pour 'approximation d’un processus de
Bessel, ou par Karlin et Taylor [16] pour une des constructions classiques du mouvement
brownien).
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Dans la section 6.1, on définit une suite de discrétisation du graphe. Cette discrétisation
présente une difficulté technique par rapport a un unique segment, liée a la non-uniformité
de la longueur des arétes. On contournera cette difficulté par 'utilisation d’un théoreme de
Dirichlet d’approximation par des nombres rationnels. Sur cette suite d’approximations,
on définira ensuite des chaines de Markov a temps continu, et en utilisant des outils
classiques de convergence de mesure, ainsi que la convergence uniforme des générateurs,
on montrera que la suite de processus converge en loi vers la diffusion sur le graphe
quantique. On montrera également que la suite des mesures invariantes associées converge
faiblement vers la mesure invariante de la diffusion.

Dans la section 6.2, on commence par redéfinir le générateur dual £ d’'une maniere
a la fois plus pratique a approximer et plus similaire a la définition d’un générateur de
diffusion multi-dimensionnelle classique, et en méme temps beaucoup moins agréable a
manipuler. Sa nouvelle expression implique notamment de définir une notion de dérivées
directionnelles en chaque point de la frontiere d'un ensemble D € D, pour toute fonc-
tion réelle sur D (on remarque notamment que le nombre de points sur la frontiere est
variable en fonction de I'’ensemble D considéré et que ces dérivées ne peuvent donc pas
étre définies comme des dérivées partielles classiques). On utilise ensuite un exemple de
dual discret donné dans le chapitre 3, et on 'applique a la suite des chaines de Markov
définie précédemment. On montre que les générateurs convergent en un certain sens vers
le générateur dual étudié ; malheureusement, cette convergence n’est pas (complétement)
uniforme, ce qui ne permet pas de déduire facilement la convergence en loi de la suite des
processus duaux. La fin du chapitre est consacrée a des pistes de réflexion pour remédier
a ce probleme.
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Premiere partie

Stationnarité pour une chaine de
Markov
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Chapitre 1

Dualité et entrelacement

Cette section présente des outils généraux faisant le lien entre le couplage par dualité
de deux processus et 'entrelacement de leurs générateurs et semi-groupes respectifs. Elle
reprend en grande partie les résultats et les démonstrations de Fill [32] (sections 2.2 et
2.3) dans le cadre défini par ses General Settings et les adapte au cas infini, d’abord
non-explosif puis explosif.

Dans tout ce qui suit, on travaillera sur les objets suivants :
— S et §* sont deux espaces topologiques dénombrables (non nécessairement munis de
la topologie discrete). Les éléments de ces ensembles seront généralement désignés
par les lettres x,y, z pour S et x*, y*, 2* pour S§*.
— A est un noyau de transition de §* vers S.
— L et L* sont des générateurs respectivement sur S et §* et on suppose L non-
explosif.
— P(:) et P*(-) sont les solutions minimales des équations de Kolmogorov de £ et L*
respectivement.
— o et pg sont deux mesures de probabilité sur S et S* respectivement.
— (X})i=0 est un processus de Markov, de générateur £ et de loi initiale py.
Au lieu de ’hypothese de finitude des ensembles {x : A(z* z) > 0} qui est faite dans
le General Settings de Fill [32] (section 2.2B), on supposera que la diagonale de L est
A-intégrable, c’est-a-dire :

Vz* e 8%, Z Ax* z)L, < +0
ze$S

En particulier, pour tout f € B(S), le produit matriciel ALf est bien défini, associatif et
fini.

1.1 Processus minimaux

Cette section est une reformulation détaillée et légerement adaptée de [32]. Son but
est de donner des conditions suffisantes pour pouvoir construire un couplage de deux
processus minimaux X et X* de générateurs respectifs £ et £*, de maniere a ce que X*
et X soient A-liés. Plus précisément, on va montrer le :

Théoreme 1.1.1. Si (uo, £) et (ug, L) satisfont la double condition :

Hoh = po (1.1)
LN = AL
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alors il existe un processus minimal (X[ )i=o sur 8* de générateur L* et de loi initiale 11,
satisfaisant (10) et (12) jusqu’a son temps d’explosion T, c’est-da-dire, ¥t = 0 :

L FE T 1) = MXT ) (1.2)
L X, T>1) = 2(X; | FX, T>1)

Pour tout f € B(S) et tout z* € §*, on a :

DD L s AT ) FW) < sup f(y) D) Loyl = 2sup f(y)L;

y*eS* yes yes yHreSH*

donc le produit matriciel L*A f est toujours commutatif et & valeur finies. Sous la condition
(1.1), on pose I := L*A = AL et on définit la matrice £, qui sera celle d'un générateur de

couplage, par :
( 1—\ *
(e ) s
x

Aarz)) 70T
Loy y Sty #x, y*=a*
_ L «ANy*, x
Lz =1 Lor e MY 7) siy =, y* # 2" (1.4)

A(z*, ) ’
LoyLys y*/\(y*,y)
(Jf*, ) ’

, sinon

si A(z*,y) =0, T'(z*,y) >0

\
avec

r=(x,2%), y=(y,y") € S = {(z,2%) e S x §*; A(z%,2) > 0}

Quelques remarques sur cette définition :

Remarque 1.1.2. (a) A(z*,y) = 0 implique a la fois x # y et z* # y*, donc ces cing
cas sont mutuellement exclusifs (et évidemment exhaustifs).

(b) Si L., >0 et A(z*,y) =0, alors d’aprés la remarque précédente :

= ZA(:{;*, 2L,
= Z A(z*, 2)L,,

ZFY

> A(z*,2)Lyy >0

(¢) En utilisant le méme argument pour L%, 5 €t le fait que le quatrieme coefficient dans
(1.4) vaut 0 dés lors que L, ou L %% €st nul, on peut remplacer le quatriéme cas
par « A(z*,y) = 0, Ly, Lyxy+ > 0 » sans changer le générateur (dans ce cas on a
toujours I'(z*,y) > 0, et dans les cas qui ont été rajoutés au cinquiéme, le coefficient
L5 vaut bien 0).

Lemme 1.1.3. £ définit un générateur sur S.

Démonstration. Pour tout z = (z,2*) € S, on a :
L:720, VgeS, g+7

et :
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Z Ei,g = 2 ‘Cx,y

geS Yy7#T
y#z,y*=a¥ A(z*,y)>0
= Z ‘C:):,y - Z ‘Cx,y
YF#T y#T
A(z*,y)=0
= Ew - Z E"Evy
y|A(z*,y)=0
2 Lsy= Z i;*,y*/\(y*,x)
z,Yy
jes y* £k A(fL‘*, CL’)
y* Aok y=a Ay*,2)>0
_ E;*,y*A(y*a JZ) . 'C;k:*,x*A(‘T*’ "L‘)
- Az, x) Az, z)
T .
A(z*, ) w

(Dans la seconde inégalité ci-dessus, en supprimant la condition A(y*,x) > 0, on a juste
rajouté des termes nuls a la somme)

. Ly« My*, )
T S P Y reor

FlA(z*,y)=0 ylA(z*,y)=0 y*|A(y*,y)>0
T'(z*,y)>0 I'(z*,y)>0
= 2 Le
ylA(z*,y)=0

(d’apres la remarque (b))

Donc :
2 Leg= 3 Lest ) Lt ), Lag
Y#T geS ges FlA(z¥,y)=0
y#x,y* =¥ y¥#£r¥ y=2 I(z*,y)>0
*
¥,
=L, — Z £W+AE - ;Jrﬁf‘;*%— 2 Loy
¥,
ylA(z*,y)=0 ’ y|A(z*,y)=0
=Lz
Ainsi, £ est bien le générateur d’'un processus markovien sur S. O

Démonstration du théoréme 1.1.1. La démonstration est fortement inspirée de Fill [32],
Proposition 2 et 4 et Section 2.3.

Supposons que la condition (1.1) soit réalisée.

Dans un premier temps, on va construire X* couplé avec X, de maniere a ce que le
couple (X, X*) ait £ comme générateur. On vérifiera ensuite que (X, X*) satisfait bien
(1.2) et (1.3).

Couplage des deux processus : Ayant observé X, = xg € &, on pose pour tout
xyeS*:
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* * A *
X§ =ux5€S8* avec probabilité G CACHED) (1.5)
fio(@o)

La loi de (X, X{) est donnée par :

flo(wo, v5) = P(Xo = 20)P(Xg = 25| X0 = 70)
pig (25) A2, o)
to(o)
= 3 () A, w0) (1.6)

= Mo(xo)

qui est bien une mesure de probabilité sur S car :

xo,x?; 336“ o
= > ()
5
=1

De plus, X§ ~ 1.

On pose 15 = 0, donc pour I'instant X* est construit jusqu’a ce temps (on rappelle que
X est déja construit). On va maintenant construire X* étape par étape jusqu’aux temps
Tk, k € N, ot 74, est la k-éme transition de la chaine bivariée (X, X*) (en particulier, X*
peut ne pas sauter au temps 7y).

Soit £ > 1, et supposons par récurrence que To, . . ., Tk—1 €t X [’gka_l] sont déja construits.
On appelle oy, le temps de la premiere transition de X apres 7,1 (qui peut étre égal a oy,
si X n’a pas sauté au temps 7,_1). Soit ¥ = (z,2*) = (X, X*),,_,, et €x_1 une variable
exponentielle de parametre £; — £,, indépendante de (¢;)i<p—_s et X.

1. Si 741 + €x_1 > 0, on pose T = oy, et

Loy
X? =y* avec probabilité 7 4 (1.7)
Y
ouy =X, ety=(y,y*).
2. Sinon, on pose Ty = Tp_1 + €x_1, €t
X* . * * T+ A E(m,z*),(.r,y*)
; =y*# 2" avec probabilité —~ _r (1.8)

Ces probabilités sont bien définies, puisque £, , et L — L, sont évidemment non nuls
si X;, = yousie,_1 < oo respectivement. De plus, dans le premier cas, on obtient comme
annoncé X* = x* p.s. si A(x*,y) # 0, et
L« My*, y)

X* =qy* # 2% avec probabilité
=yt vec pr ili T y)

si A(z*,y) = 0, la somme de ces probabilités valant bien 1.
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On a donc 7, — Tp—1 = min(ep_1, 0% — The1). OF, €41 ~ exp(Lz — L) et op — Ty ~
exp(L,) sont indépendantes, donc 7,—7_1 ~ exp(Lz). De plus, considérant les événements
A= {(X,X*) =z} et B = {(X,X*),, = y}, on a les probabilités de transition
suivantes :

o Siy=uz, y* #a*

Thk—1

P(B|A)=P(X, =2 | A)PX; =y | X5, =2, A)

(
P(é‘k 1 <0 — Tk— 1) P(Xjk = y* | Ek—1 < O — Tk—1, A)

_ (;Cx j Ex) (‘C(z,m*),(z,y*)>
Lz Lz:— L,

_ L)@y
L;

o Siy#u:

PB|A)=PX,, =y | APX =y" | X, =y, A)

[

= FP(exr > on —mir | A) B, =0 | Xo =, A)

Loy (L2 (Lry
-2 (2)(2)
L
=

Kl
&

Par construction, le processus (X, X*) est un processus de saut markovien, défini
jusqu’au premier temps d’explosion, de générateur L, et satisfaisant (1.3). De plus, le
temps de chaque saut est strictement positif donc les trajectoires de (X, X*) sont continues
a droite.

Vérification de l’entrelacement (relation (1.2)) : Cette vérification s’effectue en
trois temps. Dans un premier temps on va montrer une relation sur les générateurs :

VateS* feB(S), 3 ) Mt a)Lagf(§) = ) Lie A W) (@) (19)
zesS geS ges
Intuitivement, le terme de gauche correspond a toutes les transitions d’'un z* € §* donné
vers un x € S, et ensuite de (x,z*) € S vers (y,y*) € S, tandis que le terme de droite
correspond a une transition de z* vers y*, puis vers y, sans se préoccuper de x.
Dans une second temps, on s’en servira pour montrer une inégalité au niveau des
semi-groupes correspondants :

zesS
et enfin, on en déduira par récurrence sur k :

k
P(XG: = af, . X = o, Xy = ) = pi(g) | [ Plhe ox (6 — i) Aaf, o) (111)
=1

Vk =0, VO =1ty < - <tg, Vai,..., x5 € §*, Yy € S, ce qui implique a la fois (1.2) et
que P*(+) est le semi-groupe de X*.
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Preuve de (1.9) : On commence par montrer 1’égalité matricielle suivante :

Z A(x*, w)ﬁ_fg = E;’;*y*/\(y*,y)
zesS
Soit z* € S*,

Y € e S, avec x* # y*. Si A(y,z*) # 0, alors d’aprés les coefficients du
générateur L, Lz #

0 implique y = x. D’ou :

) ) A(x*, y)f(y,m*),ﬂ si (y,x*) eS
2 A(Q? 7x)£f,l7 = Z A(:C*, x)ﬁ_g-c,g sinon

xS T#EY
Lo s Ay*,y) 5
Ax* y)—Y 272 & (y,2*) e S
) (%) %(ng) " (;J )
x * % y 7?/ .
Az*, p) =220y sinon

= Lo« MNy™,y)

Et si x* € §*, y € S, avec x* = y*, alors :

2 Aa*,2)Lag = —A(2*, y) Liyar) + Z Ax*,2) Lz g

x:7eS TF#Y

F *
= —A(z*,y) (Ey + L + (x ,y)) + Z Ax*, 2)Lyy

= =A@ y)(Ly + L3x) =T, y) + T (% y) + Ale", 9) L,
= —LoA(2%y)
= E;*,y*A(y*uy)

Maintenant, pour f € B(S), on a :

2 2 A )L f@) = ) [A(ﬂf ) Laaf (@) + Y At @)Ly f((y,2%))

z:ze8 geS x:zeS y:(y?;::c)eg
+ 2 Em*,y*A(y 7x>f((x7y )) + Z yr(x*jyy)
y*y(:;:ﬂzeg 7:(y,x%)¢S ’
= D AR O Laaf (@) + Y Y, Mat o)Ly f((y, 7))
z:ze8 x:zeS y:(yy,i’;)eé
A(.’E*, $)£x,y£;*7y*A(y*, y)f(g)
* Z Z £ y*A Y1) Zf Z T(z*,7)
z:pesy*(zy z:ZeS g:(y,x* )¢ ’

y #z*

des que les quatre sommes dans la derniere égalité convergent. Pour la premiere, rappelons
que :

O(x*, x)

Ax*, x)

donc on voit que la premiere somme converge, puisque la diagonale de £ est u-intégrable.
La deuxieme converge pour la méme raison, la troisieme parce que f est bornée et :

DN Lk Ay 7) = 2L% < +o0,

y*eS* ze$S

Liz=Low+ L g —
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et la derniere parce que f est bornée et :

Az » L z.Y ff*y*A * *
DI Mpé,y)' S S YR IN

YFESE yi(y,a*)gS ©ES YFEST yi(ya*)gS

<2rk,

Revenant a nos calculs précédents, on déduit :

2 2 A D)L @) = ) A ) Lasf(@) + ) Y, AT a)Loyf((y.27))

x:z7eS yeS x:7eS x:zeS y:(yéz#’i)eg
D Lh A (@) + YD) Tl )
x:zeS v*: (;;!**ES x:z€8 y:(y,x*)¢S Y
= Y A@*2)Lss (:E)+ DD A 2)Lay f((y27))
z:zeS {(y,2%)eS T#YES
" " " A*, 2) Loy L s Ny*, y) f (1)
D LA f(@y )+ Y, ) T v)
yrES™ g:(x, y*) eS :(y,z* )¢S #YES Y
—Z 2 Az*,2)Ls5f(Y)
eS8 x:zeS
= Z £m*7y*A(y*7 y).f(y)
ges

Preuve de (1.10) : Soit P(+) la solution minimale des équations de Kolmogorov associées
a L. Pour tout t > 0, on définit la matrice (Qu* 5(t))* es*xs de la maniere suivante :

Qu 5( ZAxaz (1)

z:zeS

Soit (A, ), une suite croissante de parties finies de S, telle que lim A,, = S. Si on définit
aussi pour tout n € N, (z*,9) e S* x Sett >0:

ZAma: P;s(t)

T€EA,

alors on a :
(n)
S;g%)@x*() Qa 5( E A(z*,z)] — 0

zeS\Ap

donc Q est limite uniforme (en t) de (Q™),, et on obtient en utilisant (1.9) :

Qe (1) = lim QM (1)
= > A 2)PL (1)
z:ZeS
z:zeS z



On a alors, V(z*,7) € S* x S :

[ (L2at)Que 0] = [ (1) + L3 Qur (1) exp(L1)

- [ZE * ok Qz* + Lx*Qa:* ( )] eXp(ﬁ;*t)
= Z ﬁ Z*Qz* )exp(ﬁz*t)
¥ Ly

Cette somme est finie donc la fonction est continue en ¢. En appliquant le théoreme
fondamental de I'analyse et le fait que Q.+ 5(0) = 9+ ,+A(y*, y), on obtient :

exp(L54t)Qun () = un e Al f S L Qo g(5) exp(Lns)ds

z¥ £k

Qux 5(t) = Oy yx exp(—Lrt) (2™, y)
+J Do Lo s Quryls) exp(Lia(s — t))ds (1.12)

0 ok g%

On a exprimé () comme un point fixe de la fonction f définie par :

f: Mgx 5(C(RT, RY)) > Mgx 5(C(RT, RY))

F(R)ar 5(t) = Gpx v exp(—LEt)A(z*, ) JZ Ll wRor 5(3) exp(Lix (s — t))ds

¥R Axp*F
(1.13)
de sorte que @ = f(Q). On appelle :
— Y™ un processus minimal de générateur L*
— J la chaine des temps de sauts du processus Y*

— P;;EZBK( ) la probabilité pour Y* de passer de x* a y* en temps ¢, en N — 1 sauts
maximum :
P;SZ?;: (t) = PI* (Y;* = y*,t < JN)
N N
— Qi (1) = PR OAW"Y)
on a alors :
PED(8) = Py (t < J1) G 0
= exp(—ﬁi*t)dv*,y*
et donc :

QX (1) = By exp(—LEE)A(™, ) < Qi y(t)

On va montrer par récurrence que Q*) = f(Q*™N=Y) ol f est la fonction définie en
(1.13), pour en déduire I'inégalité

Q" <Q (ie Qpuy(t) < Quxylt), Vo™, y,t)
avec :
Qo (1) = Poa e ()A (Y™, y)
Pour ca, on conditionne par Y;* = x* et on fait une décomposition d’événement en union
de deux événements disjoints :
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Y=y t<n}={Y7 =y t<}pu{Y=y" Ji <t <y}
le premier ayant comme probabilité P;El;* (t). Pour le second on conditionne par rapport

a Ji (qui suit une loi exponentielle) :

Pw* (}ft* — y*7 Jl <t< JN) = ]EI*(lt<JN1Yt*:y*1Jl<t>

= ]E:C* [Eﬁ*(]‘t<JN]‘Yt*=y* ‘ Jl)1J1<t]
= ]Ex* []P’x* (t < JN,Y;* = y* ’ J1)1J1<t]

%
Tk 2%

Lk

xT

puis par X, qui est indépendant de J; et vaut z* # z* avec probabilité , et on

utilise I'homogénéité de Y* :

PI*<Y;* = y*,Jl <t< JN)
Z]Ex* []P)x*(t < JN,Y;* = y* | J1)1J1<t]

rt
,J Lo Cx Pt < Jy, Y =y* | Jy = s)ds
0

rt
J D Lhe Pt < Iy, Y =yt | =5, Xy, = )P (V) = 2%)ds

0 z*eS*

2 L xe L z*IP’Z*(Y s=yt—s<Jy_1)ds

I
(;

z*;é:p*

:J Z L Z*e_SE**P*(N V(t — s)ds
z*#z*

:J Z Ly e (t=s)L ;ﬁﬁ;l)(s)ds
Plob o

En regroupant les termes, on obtient :

P (1) = exp(—LEnt)d,s o + f S Lt e PN ()

PRk

donc Q*(N)( t)y=7f (nggl)(t)). Puisque f est croissante, on obtient par récurrence Q;S,\;) (t)
*#(N)

< Qu* 5(t). Par convergence monotone, (@, (t))n tend vers Qs ;(t) < Qux 5(t), ce qui
conclut la preuve de (1.10).

Lorsque L£* est non-explosif, @* et est une matrice stochastique, 1'inégalité ci-dessus
implique donc 1'égalité Q* = @ (puisque @) est sous-stochastique) et on peut donc montrer
(1.11) par une simple récurrence sur k. Malheureusement, cet argument n’est pas valable
dans le cas explosif. Le raisonnement qui suit montre le cas non-explosif et s’en sert pour

montrer le cas explosif.

Preuve de (1.11) :  On rappelle que I'on veut montrer par récurrence sur k :
k
]P)(X:; :IS,,X;; :xz,th :l’k ,LLO l’o H o* @ Z—tz_l)A(Jf;:,I'k)
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T est le temps d’explosion du processus X* et donc également de (X, X*) puisqu’on
a supposé que X était non-explosif. On rappelle (1.6) :

fo(wo, 25) = o (25) Mg, o)

ce qui nous donne immédiatement l'initialisation de la récurrence pour k = 0. Supposons
donc maintenant que (1.11) est vrai pour un k > 0. Soient zf, ..., 25, € S* et 411 € S.
On a alors

* % * R _
IP’(XtO =Ty, .., X, = Tp1, Xy = Tpy1)

lkt1

_ % % % % o

- Z IP>(‘)(to - IO:"‘ath - mkvth - xk)
$k€S

x P(X}

_ % _ * * k £ _
fesr = Th o Xy = Thg | Xp =xg,..., X} =a7, Xy, = Ty)

k
V[ [Pis s (ti—tin) D) A@h, o) Py, (bren — )
i=1 QﬁkGS
k
)] [Pos Lt
=1

= pp (75

> o (2 i = ti)Poe e (Bepr — ) A (040, i)
k_l

= pio(25) | | Par | ox(ti — tica)A (2540, Ty
=1

ou l'on a appliqué successivement la formule des probabilités totales pour la premiere
égalité, la markovianité de (X, X*) et ’hypothese de récurrence pour la seconde, et (1.10)
pour l'inégalité.

On a vu que si £* est non-explosif, I'inégalité est en fait une égalité et la récurrence
est terminée. En particulier, cela montre que P*(+) est le semi-groupe de la marginale X*
et donc L£* est son générateur. Le processus X* a été construit trajectoriellement a partir
de X, indépendamment du caractere explosif ou non de son générateur L£*. Ses intensités
de sauts sont donc données par les coefficients L3« «, =%, y* € S et on en déduit que L*
est aussi le générateur du processus minimal X* lorsque celui-ci est explosif.

Supposons donc maintenant que £* est explosif. La quantité de départ et celle d’arrivée
dans le calcul précédent sont toutes deux positives pour tout choix des =}, z;;. Or, dans
les deux cas, leur somme en xj, ..., 2}, ;, Tp41 vaut 1 —P(T < t4q) (puisque P*(-) est le
semi-groupe minimal associé & £*), ce qui montre ’égalité et termine la récurrence.

]

Corollaire 1.1.4. Si la condition (1.1) est satisfaite, alors le processus (X, X*) vérifie
ausst :

L(X, | FX < T) = AMXE,) (1.14)
pour tout (FX*)-temps d’arrét 7.

Ici, Vinégalité 7 < T est & voir dans R. En particulier, T et 7 sont potentiellement
infinis, mais I’événement {7 < T'} est inclus dans {7 < oo}.

Démonstration. Soit 7 un (FX")-temps d’arrét, f : S — R mesurable, continue et bor-
née et G une variable aléatoire réelle, FX -mesurable et bornée. Par définition de la loi
conditionnelle, on veut montrer :
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1
Pour tout n € N, on pose 7, :== —[n7], ou [-] désigne la partie entiere par exces. On a
n

alors :
{1, <t} ={[n7] < nt}

= [J {m = [nr]}

meN
m<nt

:U{m—1<n7<m}

meN
m<nt

—1
U <r < Bpe g
n n

meN
B

1
et donc 7, est un (FX")-temps d’arrét. 7, est a valeur dans —N U {0}, et 7,, = k/n si et
n
kE—1 k

<7< — donc :
n n

seulement si

Gl’Tn=k/TL = GlTék/n - Glrg(k—l)/n

qui est ﬁ,ﬁ: -mesurable.
On rappelle que 'on a (1.2), soit :

V>0, Z(X, | FXt<T)=AX"")

c’est-a-dire, par définition, pour toute fonction h : & — R mesurable, continue et bornée,
pour toute variable aléatoire réelle H F;X"-mesurable bornée, et tout t > 0 :

E(H1;<rh(X:)) = E(Hli<rA[R](X]))
D’ou :

RgE

E(1,<rGf(X5,)) =E ( 1k/n<T17—n—k/nt(Xk/n>>
k

Il
=]

I
18

E (1k/n<T1Tn=kJ/nt(Xk/n)>

x>
Il

0

I
18

x>
Il

I

=
/\O
-
P

L., <rGA[f](X7))

E

—

Or, presque strement, lim f (X,,) = f(X;) par continuité a droite des trajectoires
de (X, X*) et continuité de f, lim 1, 7 = 1rop et lim A[f](XT) = A[f](X}) par
continuité de A[f], donc on en conclut par convergence dominée :

E(G17<Tf(XT>> = JEI(}OE (1Tn<TGf(XTn>)
— E(G1,-rA[f](X2))
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1.2 Dualité avec explosion

Jusqu’a maintenant, nous avons considéré uniquement des processus minimaux, c¢’est-
a-dire que nous ne nous sommes intéressé qu’a ce qui se passe avant le premier temps
d’explosion. Cela n’est généralement pas suffisant pour que le processus A-lié construit
dans la section précédente soit un dual de stationnarité forte pour X.

En effet, prenons 'exemple ot X est une chaine de vie et de mort sur Z, récurrente
positive. On cherche & construire, suivant la méthodologie de [23], un dual X* dont les
états sont les intervalles de Z, et lié a X par un noyau A qui n’est autre que la mesure
stationnaire restreinte aux intervalles. Dans ce cas, I’état [—o0, +00] ne peut étre atteint
par X* qu’apres un nombre infini de sauts. Le temps d’atteinte de cet état étant aussi
le temps de stationnarité recherché pour la chaine X, on aimerait qu’il soit fini et on a
donc besoin de s’intéresser a ce qui se passe apres un temps d’explosion. Cet exemple sera
traité plus en détail dans la section suivante.

Nous allons donc maintenant spécifier un peu plus le cadre de travail. On se place sur
un espace topologique dénombrable E, que I'on supposera séparé.

Définition 1.2.1. On dit qu’un générateur L sur E est stratifié sl eziste N € N et un
N-uplet (E;)ieqi,ny de parties de E, appelée stratification de 2, tels que :
— Les E; sont deux a deux disjoints.
— Vie[[1,N], Yz € E;, si (Y)oct<r est un processus minimal issu de x et associé a
L, avec T son temps d’explosion, alors :

|_| lt<T)=1

— Si de plus T < 40, alors presque sturement il exviste j < i et € tels que Y* €
E;, Vtelr—e1[, et lim Y} existe et appartient a |_|£]:].Jrl Ey. Cette limite sera
—T
notée Y.

Cette définition peut se comprendre ainsi : un processus de saut minimal associé a un
générateur stratifié peut sauter d’une strate a une autre uniquement si la strate d’arrivée
a un rang inférieur ou égal a la strate de départ. A linverse, au temps d’explosion, le
processus doit avoir une limite, située dans une strate de rang supérieur (strictement) a
celui de la strate ou il se trouvait juste avant. Il est alors naturel de définir le processus
au temps d’explosion comme étant égal a cette limite, et de le faire ensuite repartir de
cette limite. C’est ce qui est fait dans la construction qui suit.

Remarque 1.2.2. Pour satisfaire la deuxieme condition, on doit nécessairement avoir
EW =0 des queye E;, z€ Ey, k> j. La Q-matrice (Ex y)(@yer? est donc triangulaire
inférieure par bloc, chaque bloc correspondant a une strate différente.

Soient £ un générateur stratifié sur F, (Ei>z'e[[1, ~7 une stratification de /:', avec N € N,
et 1 une mesure de probabilités sur E. On construit un processus non-minimal Z de
générateur L et de loi initial 1t de la maniere suivante :

— On pose Ty = 0 et Zg, = = avec probabilité p(z).

— Par récurrence sur ¢ > 0, on suppose Z construit jusqu’au temps 7;. Si T; = oo, la
construction est terminée. Sinon, on simule un processus minimal Y associé a L
et issu de Z7,, indépendamment de Zjo 7,) sachant Z7,. Soit T}, | son premier temps
d’explosion, on pose : ‘

Znw=Y", V<T],
Ty = T, + T},

L = @) siTii; < o
T’L+1 T£+1 i+1
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Définition 1.2.3. On appelle processus de saut (resp. semi-groupe) stratifié associé a
(v, L) un processus Z (resp. son semi-groupe) obtenu par la construction précédente. Ce
processus est défini jusqu’a un temps dit de double explosion, possiblement fini :

T:= lim T;
12— 400
Comme pour les processus minimaux, on le prolonge apres le temps de double explosion
en posant X; = A pour tout t = T, ou A est un point cimetiére n’appartenant pas a E.

Par construction, un tel processus satisfait la propriété de Markov forte, et d’apres
Anderson [3], Proposition 1.2.7, sa fonction de transition satisfait 1’équation backward
pour £ (mais pas forcément 1’équation forward).

Remarque 1.2.4. On pourrait également définir le processus par passage a la limite aprés
le temps de double explosion, jusqu’a un temps de triple explosion, et ainsi de suite jusqu’a
des temps de multi-explosion, sous réserve que la limite du processus existe a chaque fois.
On verra que pour I’étude que ’on fait ici, cela n’est pas nécessaire.

A chaque temps d’explosion, le processus passe d’un espace E; a un espace Ej;, avec
7 >1, et une telle transition n’est possible qu’apres une explosion.

La proposition suivante justifie la construction que 'on vient de faire :

Proposition 1.2.5. Soit L un générateur stratifié sur E/, Z un processus de saut stratifié
associé a L et T;, 1 € N ses temps d’explosion. Pour toute fonction f € B(E), on définit
le processus :

MY = F(2) — }(Z0) - f £F(Z.)ds

Si f est continue et Lf est bornée, alors pour tout i € N, (Mtf/\Ti)tZO est une martingale
relativement a la filtration (FZ)i~0. En particulier, si le temps de double-explosion est
infini presque sirement, alors M7 est une martingale.

Démonstration. On prouve que les processus (MthTi)l?O sont des martingales par récur-
rence sur ¢, avec 1; le i-eme temps d’explosion de Z, pour 7 € N. Pour ¢ = 0, c’est trivial
(Th = 0). Supposons donc que ce soit vrai pour ¢ = 0. On pose :

Zrpe siTi+t<Tip
Y, = .
A sinon

Alors Y est un processus minimal sur E associé au générateur L. Si on appelle 7,, son
n-ieme temps de saut, n € N, on a alors, pour tout 0 < s <t :

f f aZ _ f f
E(MTi+t/\Tn - MTH—S/\T" C76Ti-l—3/\7'n> - E(MTi-‘rt/\Tn - MTi—i-s/\Tn ‘ ZTi‘i‘S/\Tn)
tATH

=B (Vian) = fVirn) = [ LE0r | Vo)

SATh

=0
car Y est solution du probleme de martingale pour L.
En faisant tendre n vers I'infini, on obtient par le théoreme de convergence dominée

que le processus (M(fT L)aTy,, =0 €st une martingale. On a alors :
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Mf

ATie1 sAT;11 ‘ )

E(M/,

I
=

(MtAT _MSATH |<74’) s<T;

(E MS/\T1+1 | JT) | ﬁ's) s<T;
(E

(M

(

(

( /\T1+1
(M,

t/\THl | ’/T) S/\T+1 | JOZ.S) s<T;

1t>T + Mf]-t<T 3/\T+1 ’ yS) s<T;
f f

Mt/\T

Mtf/\T S/\T | gs) 13<Ti

O\s) 1s<Ti

E
E
E
E
E
0

Par convergence dominée encore une fois, avec i — o0, on obtient que M/ est une mar-
tingale si T; — +o0. O

On suppose dorénavant que :
— &S est un espace muni de la topologie discrete.
— 1II existe une stratification (S;)epng, NV € N de £* sur S*. On note P*(-) le
semi-groupe stratifié associé a L*.
— Le temps de double-explosion d’un processus stratifié associé a L* est infini presque
stirement. La matrice (P ,«(f))e* yxes# est alors stochastique pour tout ¢ > 0.
— Pour tout z € S, la fonction §* 5 z* — A(z*, x) est continue.

Lemme 1.2.6. Sous ces hypothéses, (S x S/ )ie1, N est une stratification de L sur S x S*

muni de la topologie produit.

Démonstration. Ceci découle trivialement du fait que £ est non-explosif et que les mar-
ginales d’un processus minimal (X, X*) de générateur £ ont pour générateurs L et L*
respectivement.

]

Le théoreme suivant sera un outil indispensable pour construire des duaux de station-
narité forte sur des espaces dénombrables.

Théoréme 1.2.7. Sous les hypothéses précédentes, les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Il existe un processus stratifié (X} )i=o sur S* de générateur L* et de lois initiale g,
tel que Yt =0 :

L(X | FX) = MXT) (1.16)

LX) | X)=2(X; | FY) (1.17)

(“) {MSA = to
P*(t)A = AP(t) Yt = 0

Ho
(i) {L‘*A AL

Démonstration. Nous allons montrer (i)=(ii)=>(iii)=(i).
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(i)=(ii) La preuve n’est qu'un calcul de probabilité conditionnelle par deux moyens dif-
férents. En effet, soit t > 0, 2* € §*, y € S. D’un ¢6té, d’apres (1.16), X; est indépendant
de X§ conditionnellement a X;* et donc on a :

P(X;=y| X5 =a%)= D PX;=y* | X§ = ") P(X; = y | X§ =2, X = ")

yFESH

:Z I*y* P(Xy =y | X; =y")
y*es*
y*eSH*

et d’autre part, X est indépendant de X; conditionnellement & X, d’apres (1.17), d’ou :

P(X, =y | Xy =a%) = Y P(Xo=a| X§ =2")P(X, =y | X5 = 2%, Xo = z)

€S

= YA 2) P(Xy =y | Xo = x)

€S

= YA, 2) Py ()

€S

ce qui montre que P*A = AP. De plus, on a :

po(y) = P(Xo = y)
= ) BX5 =yP(Xo=y | X5 =)

y*eS*

= > AW Y)

y*es*

donc pp = pgA.

(ii)=(iii) La preuve est quasiment identique a celle de Fill ([32]), Proposition 2. Cepen-
dant, certaines étapes méritent une justification supplémentaire, puisque les hypotheses
de départ sont légerement différentes, c’est pourquoi cette preuve est reproduite ici.

On pose Q(t) = AP(t). Comme P’(t) = P(t)L, on a, Yz € S, Yye S :

A(@*, 2)P, (1) = | D Al®, 2)Pr.(t)L.,)
2€S
< Y A", 2)| Lyl
z€S

et cette derniere somme est finie d’apres 'hypothese de p-intégrabilité de la diagonale de
L. On utilise cette fois I’équation backward de Kolmogorov pour obtenir :

t) = > A(z*,2)P, (1)

zesS
= Z A(l’*, 37) Z Ex,sz,y<t)
ze$S zeS
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En particulier, Q'(0) = AL
D’apres (ii), on a aussi Q(t) = Q*(t) == P*(t)A, et P* est solution de I’équation backward
intégrale pour £* (cf Anderson [3], chapitre 2, proposition 1.1) :

x**,y* (t) = 5I*,y*e_£:*t +J Z ‘Cq;* Z* ( ) —(t—s)ﬁ:* ds

PRk

Donc en utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli :

t
;*,y<t) = A(*T*? y)eiﬁj*t + f Z L;*,z* Q:*@(S)ei(tis)l::* ds

0 Z*#l’*

Pour tout z*,y, la fonction t — QJ« ,(t) est continue (car Q*(t) = Q(t) = AP(f) est
dérivable en ¢t donc continue), et le nombre de termes dans la somme est finie par hypothese
donc l'intégrande est continue. Par le théoreme fondamental de ’analyse, on obtient donc

d’une part :
d * * * %
. ( L*,t e )> — < Z ﬁx*’Z*Qz*,y(t)> ol

Flab 2o

et d’autre part, par dérivation d'un produit de fonction :

(;it (eﬁj*th*,y(t)> = (ﬁ;*Q;*’y(t) + Qi%y(ﬂ) oLhxt
d’ou :

Qi () =1 > Lhe wPh (DAY, y)

2% ykeSE

D’ott Q¥ (0) = L*A, or Q* = @Q donc L*A = AL.

(iii)=(i) Soit X* un processus de saut stratifié tel que (X, X*) ait pour générateur £
et pour loi initiale i (on rappelle que pi(zo, x3) = ui(xd)A(xf, xo)). Par construction, un
tel processus vérifie (1.17). Montrons qu'il vérifie (1.16).

On pose Ty = 0 et Vi = 0 on note T}, le k-itme temps de saut de (X, X*) suivant T},
keNet:

T = lim T,
le (i + 1)-iéme temps d’explosion. D’apres les hypothéses,

lim T; = +o0

1——+00

On prend comme convention 7T} k= too, Vk, Vj>isiT; =

On commence par prouver que le processus (X, X*) est continu presque strement a
chaque temps d’explosion T;. En effet, X™* est continu en T; par définition d’un processus
stratifié, et X est discontinu seulement quand il saute. Appelons o, les temps de sauts
de X, supposons par récurrence n que (X, X*) est continu a chaque temps d’explosion
jusqu’a o, et appelons T; le dernier temps d’explosion avant o,. Soit L un générateur
sur &* défini par L+ g = ,C( Xy, a%),(Xo, w*) €6 Y un processus stratifi¢ partant de X et
de générateur £. En regardant la construction de X* que l'on a fait dans la preuve du
théoreme 1.1.1, on s’apercoit que (X} ,,); est égal en loi a Y jusqu’au temps 0,41. En
notant 7 les temps de saut de Y avant sa premiere explosion, on obtient :
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P(Tis1 = ops1 | c%})i) =P(o, + T o Tnt | ga(ji)
w —
= P(Un + 7+ Z(Tk+1 - Tk) = On+1 ’yji)
k=1
=0

car 71 est une variable aléatoire continue, indépendante de 7441 — 7%, 0, et 0,41 condition-
nellement & .%;* . En procédant de la méme maniére (par un second niveau de récurrence),
en commencant de T;,;, j = 0, si ce dernier est plus petit que 0,1, on termine la récur-
rence. En conclusion, on obtient o,, # T,,, Vm,n > 0.

On va maintenant montrer par récurrence sur ¢ que pour tout 0 =t; < --- < t, < ©
et tout (zF,..., 2% x,) e {S*}" xS, neN,on a:

=P(X} =af,..., X}, = a} | tyoy < T < ty)A(a), ) (1.18)

Il

et :

n:$n|T‘i+l>tn)

P(X; =27,... . X; =2, X;

=P(X} ==z

Pour i = 0, on considére simplement un processus minimal associé a £ et la récurrence
est initialisée par la loi initiale de (X, X*) (pour (1.18)) et le théoréme 1.1.1 (pour (1.19)).
Supposons donc la récurrence vraie pour ¢ — 1 = 0. De (1.19) on déduit :

L(X, | F > 1) = MXG,, ), V>0
et de la méme maniere que pour le corollaire 1.1.4 :
L(Xs | F37) = MXE, )

pour tout temps d’arrét S < T; presque stirement.

On pose :
VG
k=0

%
la tribu engendrée par la réunion des .%, :_ka .

Soit G une variable aléatoire réelle A;-mesurable bornée et f 8§ — R continue bornée.
D’aprés le théoréme de convergence des martingales fermées, on a E(G | ") — G p.s.

et donc en utilisant le théoreme de convergence dominée :

E(GF(Xr) = lim E(E(G | Z5°) £(X0))
= lim E(E(C | m)A[ J(X5)
= E(GA[FI(XT,))
Maintenant, si on se donne 0 =t; < --- <t, < wet (z3,...,2%) € {§*}", n e Nalors

il existe une suite décroissante (V,)men de voisinages de z?* telle que (\V,,, = {x*} et on
m
a:
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(X0 =t X5 = ab T e s )

_ * % : ok 1: k
={X} = Il,...,llliIoloXTik = xn,kh_:r)lc}oﬂ € |tn_1,tn]}

:ﬂ U ﬂ{X;:xT>""X;Z.’Cevm’Tike]t”_l’t”]}

m=0 K>0 k2K

- ﬂ U ﬂ {X; =af,... 7X7*“ik € va]—;k € Jtn-1,tn]}

m<0 K=0 k2K
c’est-a-dire :
* * * *
{th =y, .., X =ar T, =t} e A

et on en déduit (1.18). Autrement dit, la relation d’entrelacement est conservée « au temps
d’explosion T ».

Par construction, le processus ((X, X*)7.1¢)i>0 a la loi d’un processus minimal (Y, Y*)
de générateur £ jusqu’au temps d’explosion T}.;. Ce processus est indépendant de
((X, X*)1, at)t=0 conditionnellement a (X, X*)z, et grace a ce qui précede, on sait aussi
que la loi initiale de ce processus minimal vérifie :

P(Yo = zo | Y5 = a5) = Alxg, 20)

pour tout (zq,z{) € S. Du théoréme 1.1.1 on déduit que pour tout 0 = ¢, < --- < t,, < ©
et tout (z%,...,2% 2,) e {S*}" xS, neN:

PX} =af,... . X; =a,, Xy, =2, | Tip1 >y, T; < 1)
=Py =af,... Y =2t Y =, | T >t,— T, T, < ty)
=P(Y} o =af,.. Y} o =al | TV >t, - T, T, < t)A(z}, z)
=P(X} =af,.... X} = | Tiy1 > ty) Az}, 2,)

ot TV est le premier temps d’explosion du processus (Y,Y*). On montre ainsi que
I'entrelacement- est conservée apres le temps d’explosion T;. En effet, si k € [1,m —1] et
x € 8, alors en utilisant :

i. le caractére markovien de (X, X*)
ii. 'indépendance de Xr, et Xy 1,y conditionnellement & X7,

iii. la loi d’un processus minimal (Y,Y*) := (X, X*)¢;. de générateur £, donnée par le
théoreme 1.1.1

on obtient :
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P(Xt*l = flkv cee ,X:; = :E:,th = Tn | T € ]tkatk+1]> Tiv1 > tn)
:ZP(X; = xikv"'axtﬂ; = x;k'lJth = a:TL’XTi =T ‘ Tl e]tkathrl]a T'iJrl > tn)

zeS
Z:Z]ID(X; - xT""’X;; = xz”XTi =T ’ 7—; e]tkatk-i-l]a T%-&-l > tn)
zeS

X ]P)(Xtﬂ;Jrl = xz+17' .- 7Xt*n = x;kuth = Tn | XTi = j:; ﬂ+1 > tna ﬂ € ]tk7tk+1])
éZP(X; =}, X} =, X}, =2 | T} € Jtg, tesa], Tia > )

zes
xP( X, =2 | X5, =2, Tipr > ty, T; € [ti, trsr])
P(Xr, = T, X5 = T Xi, = Ty | X7 =%, Tis1 > b, T; € |ty tesa])
P(Xz, = 7 | X§, = 2%, Tisx > tn, T € [ty trpa])
=Y P(X =2t X =, X = 2 | T € e tiga] s Toen > )
zesS
xP(Xy, =2, X} =ap,..., Xy, =2, | X7, =27, Tip1 > ty, Ti € |ty try1])

tet1
= > D P(X) =2, X) =, Xy =2t [ T€ gt ], T > t)
r*eS* xeS
X IP)()(TZ = an;C+1 = .TZ+1,. .. ath = Tn ’ X;:Z = .CU*, 7—‘1'-"-1 > tn, T; € ]tk7tk‘+1])
= Z ]P)(Xt*l = aj’lka?Xtﬂ; = JTZ,X;L_ =" ‘ T; e]tk7tk+1]7 T’i-i-l > tn)
r*eS*
xP(X7 ., = Thgry o Xy = 0 | X7, = 2%, Tigy > t, Ti € Jtg, thia])
= N B(XE =t XE =2, X = 2" | T i tien], T > £)

r*eS*

tht1
X J P(XG = Tirse s Xpy = 20 | Xy = 2%, T > 8, T; = t)dt
173

X

s Z P(X; =af,..., X} =2, X5, = 2 | Ty € [ty tppa], Tisr > tn)
r¥*eS*

* % *
x P(X} =25, X,

n

vy, | Xg, = 2%, Tivr > by, Ti € [y, tea]) Ay, o)

Puis en gardant le terme A(x}, x,) de coté, on refait les mémes étapes dans l'autre
sens :
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=A@} z) DI PX =at, X = af, X5, =2 | T € Mt tiga] s Tir > 1)

zesS
xP(Xq, =, X}, =a7,..., Xy, =a, | X7, =%, Tiy1 > to, Ti € [tg, tha])
A wn) SR =0, XE = af Xf = | T € Jtu tyr], Towr > )
zeS
X ]P)(X T, =7 | X;: = I*, ﬂ+1 > tnv ,I; € ]tk7tk+1])
P(Xr, = 0, X0, = ot Xg, = 0 | X, = 2%, Tous > to, To€ s tat)
X

]P(XTZ = ’ X’;:l = flf*7 ﬂ-l—l > tn; ﬂ € ]tk7tk+1])

:A<x:,7xn) Z ]P)(Xt*l = xika s 7X;; = xZw)?Ti =T | T‘z € ]tk7tk+1] ) E+1 > tn)
zeS
xP(XF  =af,. . XE =k | Xp, = &, Tig > b, T € Nt tran])

:A<I:7 In Z P(Xt*l = ‘rika s 7X:n = x27XTi = ’ ﬂ € ]tku tk+1] ) ﬂ+1 > tn)
zeS

=P(X} =a7,... . X] =, | Ti € [ti, tir1], Tig1 > tn) A2, 1)

et donc il n’y a plus qu’a sommer sur les intervalles possibles pour 7; :

]P)(Xtt = ‘flk? e 7X£kn = x’:?th = Tn ‘ Tiv1 > tn)
=P(X} =af,.... X} =23, Xy, =, | Tip1 > tn, T > t,) P(T3 >t | Tiq > 1)

+ P(Xt*l = xTa"'aXti = $:,7th = Tp, tk < Tz < tk+1 ’ T’iJrl > tn)

k=1
—P(X; =t X[ =2l | Ty > t,) A, 2) P(T >t | Ty > t)
n—1
+ ]P)(Xt*l = SC)lkv e 7Xttl = ':C::u tk < ﬂ < tk+1 ‘ 7jl'Jrl > tn) A(x;kwxn)
k=1
=P(X} =a1,.... X} =x, | Tix > t,) Az, zn)

ce qui acheve la démonstration de la récurrence. On en déduit :
L | FX T > 1) = AX)
pour tout ¢ € N, c’est-a-dire :

E(lrs: G f(X1)) = E(1rse G A[f] (X))

. . , . , . , *

pour toute fonction f continue bornée et pour tout variable aléatoire G' bornée et .7 -

mesurable. Or, tlim 17.-: = 1 presque stirement et on conclut par convergence dominée
—00

que :
L(X, | FT) = MXT)
Corollaire 1.2.8. La condition (1.16) peut-étre remplacée par :

L(Xp | FX5 T <o) = AXE) (1.20)

pour tout FX" -temps d’arrét T.

Démonstration. La condition (1.20) implique trivialement (1.16). L’autre sens est iden-

tique a la preuve du corollaire 1.1.4.

46



Chapitre 2

Application a la recherche de temps
forts de stationnarité finis

2.1 Processus de vie et de mort

Soit (X¢)i=0 un processus de vie et de mort sur Z, de taux de déces (ay)nez et de
naissance (b, )nez, tous strictement positifs. On suppose que les coefficients sont tels que
X est non-explosif et récurrent positif, ¢’est-a-dire (cf Anderson [3] Chapitre 8) :

+00 1

ST 2T < @1

i=0j=1 Jtl  i=0j=1

o 1

. — = OO
;_0 bip(i) (2.2)
K = 00

Zz:—oo bz,U(Z)

ou p est la mesure stationnaire, définie de maniere unique par les relations :

(n)by = pi(n + L)ag1 (2.3)

Dun) =1 (2.4)

neZ
soit, pour tout n € N* :
n—1 bz
pu(n) =p(0)
ieo Qi+l
n—1 a
u(=n) =u(0) | | —
i=0 ~—i—1
1
avec u(0) = 2 p, :
n—1 % n—1 —1
L4 <Hi=0 — +[[i% b )
Qj+1 —i—1

On suppose que les coeflicients du générateurs sont tels que :

Z w(n)b, < oo

neZ

Le générateur (L£; ;)  )ezz du processus X est défini par :
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b, sij=i+1

a; sij=1—1

Vz,j € Z, 'C’Lj = (25)

—Q; — bl Si ] =1
0 sinon

On note p; la distribution de X;, Vt = 0.

Partant de ce processus, on cherche a construire un dual de stationnarité forte X*, a
valeurs dans :

E = {(p,q) € (Z 0 {~0}) x (Z 0 {+0}); p <}

I’ensemble des intervalles de Z, 1ié & X par le noyau A défini par :

A((p,q),n) = m, V(p,q) e E Vne|p,q]

(on remarquera au passage que L est bien A-intégrable comme requis dans la section 2).
Ici et dans toute la suite, pour (p,q) € E, n € [[p,q] signifie n € [p,q] N Z (on exclut
notamment n = +00).

On munit E de la topologie engendrée par les ouverts suivants :

{(p,q)}

{(p,g+1), ie N} u{(p, +0)}
{lp—1,9), ie N} U {(-2,q)}
{(=00,q+1), i e N} U{Z}
{(p—i,+0), i e N} U {Z}
{(p—i,q+7j), 1,5 e N} U {Z}

avec —00 < p < ¢ < 4+00. On pose :

E,={(p.q) eZ* p<q}
E2 = {(—OO,q) € E} v {(p7 +OO) € E}
E; = {Z}

Soit £* un générateur sur E défini de la maniere suivante :

(p(lp — 1, Q]]) )

w(llp, ql) = lpyg (pi.qi) = (p—1,q)

Ma o
W) et = bea (po@) = (gt D)

c*((p,Q),(pi,qi))=<M - B
u(l[p. ql) = by (i)

llp.a = 11) 4 o
(Ip al) by =g  (Pi,@) = (p,q—1)

=(+Laq (2:6)

k0 pour tout autre (pi, q;) # (p,q)

pour tout (p,q) € E, avec comme convention a, = by = a_on = b_o, = 0. Alors, on a
la :

Proposition 2.1.1. [I existe une mesure p; sur E et un processus minimal X* de dis-
tribution initiale pj et de générateur L* tel que X* soit A-lié avec X.
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Démonstration. D’apres le théoreme 1.1.1, il suffit d’avoir pufA = po et L*A = AL.
Pour le premier c¢’est immédiat si on prend la mesure qui ne charge que des singletons :
po((m,n)) = 0mn po(n). Pour le deuxieme : ¥(p,q) € E, Yne Z

(AL) gy = Y. Al(p,q),m) L(m,n)

= > Ap,q),m) L(m,n)
me[[p,qll
p(n —1)

_ on—1([[p: ql) br—s

1(ps ql)
pn+1) L) )
+u([[p, a0 On+1([[p, qll) ansr (Do al) 6n([[p,al)) (b + ayn)

p(n) [bn(émp—l - 5n,q) + an(0ng41 — 571712)]
1([lp; all)

et :

(LN pgn = >, LY(p.a),®.d) MP.q),n)

(v',q')EE

_ k) “1.q]) -
= M([[p’ q]])(bp_15n([[p 1,9]]) 5n([[p7 Q]])bp_l

+ ag10n([[p, ¢ + 1) = 0u(llp; qll) ag+1
+ apdn([[p + 1. q]) — 8u([[p: al)ay
+ bg0n([lp, a — 111) — du(llp. al)bq)
p(n) [bn((sn,p—l — 5n,q) + an(5n,q+1 — 5n,p>]
1([lp, al))

= (AL)pg)n
0

On a donc un processus minimal (X;) = (P, Q;) € E. Les bornes P et ) évoluent
comme des processus de vie et de mort individuellement non-markoviens sur Z, jusqu’a un
possible temps d’explosion T'. Ici, le seul état absorbant pour X* est 7Z, mais il se trouve
qu’il ne peut pas étre atteint en un nombre fini de sauts depuis un autre état. Il nous faut
donc considérer un processus de saut stratifié associé a L*, ce qui est rendu possible par
la :

Proposition 2.1.2. £* est stratifié sur E, et (Eq, Ey, E3) est une stratification de L*.

Démonstration. Pour (X}) = (P, ;) un processus minimal associé a L* et de loi initiale
g, on appelle T" son premier temps d’explosion, et on pose :

T T si T est un temps d’explosion pour P
b +00 sinon

T o T si T est un temps d’explosion pour ()
2 +o0 sinon

de sorte que T =T A T.
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On va montrer que thrrTl Q; = +0 p.s. si T = Ty, et on en déduit par symétrie que

linTl P, = —oo si T = Tj. Pour cela, on considere le processus X* = (P, Q) couplé avec un
t—

processus de vie et de mort (homogene) Z de méme loi initiale que @, correspondant &
I’évolution de la borne droite de X™ lorsque la borne gauche est en —co. Un tel couple est
donné par le :

Lemme 2.1.3. Si T = T, il existe un couplage (X*, Z) tel que Q, = Z;, V0O <t < T.

Démonstration. On va construire X;* = (—c0, Z;) un processus de Markov de généra-
teur £*. On simule X7 = (P, Qo) selon sa loi initiale 1, et on pose X = (—0, Qo).
Le processus Z est un processus de vie et de mort, de taux de déces et de naissance
respectivement, :

B . pJ([[—OO,n + 1]])

_ ILL([[—OO,TL— 1]])b
" M([[—OO,TL]])

ILL([[—OO,?”L]]) !

an+1 €t ap =

et on a, V(p,q) e E:

y g+ 1)
P (el
_ pMat+l),
1+ ([, CI]])) g
pa+l) |
> (1 H([[—OQQ]])) ?
_ =g+ 1)
p([=eo,ql) T
— b,
o - lp.a—1]),
P, al)
pu(]—o0,q —1])
s u([—<0, qll) b

c’est-a-~dire que les naissances se font en moyenne plus rapidement pour le processus (Q;);,
et les déces plus lentement. Pour effectuer le couplage, on procede alors en laissant les
deux processus évoluer indépendamment tant que ); > Z; puis, lorsqu’ils se rejoignent,
en « forcant » Z; a descendre si (); descend, et (); & monter si Z; monte.

Pour cela, on définit par récurrence la suite (7;) des temps de « jonction » de Q; et Z;
et (T]) celle des temps de saut suivant la jonction (on autorise une jonction instantanée,
c’est-a-dire qu’on peut avoir T;;1 = T7), et on décrit le comportement du couple (X*, Z)
entre ces temps. Soit Ty = 0. Vi = 0, on définit 7 comme étant une variable aléatoire telle
que 77 —T; suit une loi exponentielle de parametre \; = aq,. +bpr. or, + a’IDTwQTi + bg’TinTi‘
Soit T; .1 le temps d’arrét :

ﬂ+1 = lnf{t = irll, Qt = Zt}
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On impose Q; = Z; = Qr, et P, = P, VI; <t < T/, puis :

( a
((PT“ QTi - 1), Zr, — 1) avec probabilité %
B (]
((Pr,,Qr, + 1), Zy, +1)  avec probabilité %
i 2 E’LQTZ - aPTinTi
((Pr,, @n,), Zr, — 1) avec probabilité X
i) ) = brr ar. — bo
((Pr,, Qr, + 1), Z1,) avec probabilité %
a ’
((Pr. = 1,Qr,), Zr,) avec probabilité %
, A
((Pr, + 1,Qr,), Z,) avec probabilité PTTQT

Ensuite, X} et Z; évoluent indépendamment entre les temps 7} et 7;;1. On a clairement
Q= Z;, Y0 <t < T, il ne reste qu’a vérifier que les marginales (X;*) et (Z;) du processus
ainsi construit correspondent bien aux processus souhaités. Lorsque Z; < @)y c’est le cas
par définition. Sinon, soit £* le générateur du processus couplé (X*, Z). On a, pour toute
fonction f sur E x Z, pour tout (p,q) € E :

L*f((p,0),q) = apq(f((p,a—1),q—1) = f((p,q). q)
+by(f((p,a+1),q+ 1) = f((p.q),9))
+ (ag — ap ) (f((p;0), g — 1) = f((p,9),0))
+ (bpg — b)) (f((p,a+ 1),0) = f((p, @), )
+a,,(f((p—1,9),9) — f(p.9),9)
+bpo(f((p+1,9),9) — f((p,9),q)

Ainsi, si f ne dépend pas de la premiere variable, on a :

L f((p.q),q) = by(fla+1) = f(q) + ag(fla— 1) — f(q))

et si f ne dépend pas de la deuxieme variable :

L (9, 0),q) = apa(f((p,g— 1)) = f((p, @) + (bpo(f((p, g+ 1)) — f((p, )
+a,,(f((p—1,9) — f((p, @) + bpa(f((p+1,9) — f((p,q)))

ce qui correspond bien aux générateurs respectifs de Z et X*. O

Il ne reste donc plus qu’a montrer :
Zt t~>—+)OO o b8 (27)

Xt* = (-0, Z;) est égal en loi a un dual de X,. Ce dernier est récurrent positif, et
pour tout t = 0,X; < Z;, donc Z; > 0 infiniment souvent (si on considére la chaine de
saut sous-jacente). Ceci implique notamment que Z; N —oo est impossible p.s..

—+00

Si on considere le méme processus Z; que 'on force a rester sur N en imposant ag = 0,
alors la condition pour Z; — +o0 est:
t—+00

>,

1=0j=1

i

X q
Qo‘ ‘h
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Par conséquent, Z; \2.,, © presque stirement, et donc Z; aussi. En effet, tant que
—+00

Z, > 0, le processus Z se comporte comme Z. Si’on pose 7y = 0, 0o = inf{t > 1, Z; = 0},
et pour tout ¢ > 0 :

=inf{t > 0,1, Z; =1} et o, =inf{t >7, Z, =0}

(avec comme convention inf @ = +o), on a P(r; < © | 0,07 < o0) = 1 car Z; > 0
infiniment souvent et

Plo;<o|m<w)=1-P(Z #0,Vt>0|Zy=1) <1
Il existe donc presque stirement un temps 7; pour lequel Z; > 0 pour tout ¢ > 7;. Comme :
L(Zy | i< w00 =00)=L(Z | Zy=1,Z, > 0,Vt > 0)

il vient donc Z; \ 2., 00 presque stirement.
—+00

Si au contraire T < T, alors () n’explose pas au temps 1" et admet donc un dernier
temps de saut T} avant T et thn% Q: = Qr, € Z presque stirement. En faisant le méme

raisonnement avec P, on conclut que liH% X/ existe presque stirement.
t—

On vérifie alors facilement que les trois conditions pour que Ei, Eo, E3 forment une
stratification de L£* sont vérifiées. m

Par le Théoreme 1.2.7, on est maintenant autorisé a considérer un processus de saut
stratifié X* associé au générateur L£* et a une loi initiale i vérifiant uiA = po, tel que X*
soit un dual de stationnarité forte. L’intérét de ce processus est que 'existence d’un temps
fort de stationnarité pour toute distribution initiale po de X est équivalente a ’absorption
en temps fini de X* en Z, pour au moins une distribution initiale pf telle que pgA = .
L’implication dans un sens est immédiate d’apres la définition du noyau A et le corollaire
1.2.8, dans 'autre elle découle de la proposition suivante :

Proposition 2.1.4. Si jiy = -0y €t X5 = (—=00,0) p.s., alors le dual X* est optimal.

La preuve est identique a celle de Miclo [65], lemme 26.

Démonstration. On utilise la fonction de séparation s (on rappelle que s(t) :=

sup (1 - Mt((m;), voir [32] (1.3), avec py = L(X})), et le noyau A. Si on appelle T' =
m QAm
inf{t > 0; Q; = o} le temps d’absorption de X*, alors :
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qwzam<1—“m”>

neZ p(n)
— su _ A(]_OO’ Qt] >n)
TR E (1 ey )
—1—in 671(]_Ooa Qt])
SRk (m]—oo,cm >
—1— lim 5n(]—OO,Qt])
-1- g (200
=1-P(Q: = %)
=P(T >1t)

Ainsi, dans ce cas, le temps d’absorption en Z de X* est un temps a la stationnarité
et sa finitude p.s. est équivalente a l'existence d'un temps fort de stationnarité fini (pour
la loi initial py).

On est enfin en mesure d’énoncer et de montrer le résultat principal de cette section :

Théoreme 2.1.5. [l existe un temps fort de stationnarité fini pour le processus X, pour
toute distribution initiale, si et seulement si :

1
p(i+1) : (2.8)
;1 j=1 :u(j)b]
et
2uhwﬂ)i(jjA<w (2.9)
i=1 =1 M)A
Démonstration. e Condition nécessaire :

On se place dans les conditions de la proposition 2.1.4, c’est-a-dire p1g = p—c0,0]
et X§ = [[—o0,0] p.s.. On a vu que dans ce cas, X* est optimal, et donc s’il existe
un temps fort de stationnarité alors X* est absorbé en temps fini p.s.. Or, ceci est
vrai si et seulement si la série

i~ kgl_l
)3 [

i=1j=1"J

z‘z
o

=

J k=11=1

converge. En effet, il s’agit du critere d’explosion d’un processus de vie et de mort
sur N (voir par exemple [3], section 8.1), que I'on étend ici & une chaine sur Z
a valeur dans N infiniment souvent, de la méme maniére que pour (2.7). Cette
condition se reformule ainsi :
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FIGURE 2.1 — Exemple de graphe considéré

i=1j=1 aJH“( —o0,j +1 k:I 1=1 "t

@ZH ZH*@O

i=1j=1 J+1k1l1

AT bjpu(]—c0 ZZ: : al

ou on a utilisé le fait que p([[—o0,j]]) est borné pour j € N. Ceci prouve que
(2.8) est une condition nécessaire. On traite (2.9) de la méme maniere, en prenant
[0, +00] comme loi initiale pour le processus X, X = [0, 4] presque stirement
et en considérant la borne gauche du processus dual X*.
e Condition suffisante :

Inversement, si le processus X* partant de [[—oo, 0] (resp. [[0,o0]]) est absorbé en
temps fini p.s., alors d’apres la Proposition 2.1.3, il existe un dual qui le sera aussi,
pour toute loi initiale yy ce qui conclut la preuve.

]

2.2 Marche aléatoire sur un graphe

Le cas précédent peut étre considéré comme une marche aléatoire sur un graphe, ou Z
est vu comme un graphe constitué uniquement de deux branches infinies reliées en 0. On
cherche maintenant a étendre le résultat obtenu dans la section précédente a des graphes
comportant un nombre fini de branches infinies, plus un nombre fini de sommets, comme
représenté dans la figure 2.1

2.2.1 Définition du cadre et notations

On considere donc un générateur £ sur un ensemble dénombrable G, irréductible et
tel que pour tout z € G l'ensemble {y € G : L, , > 0 ou L, , > 0} est fini. Soit (X;)i>0 un
processus minimal de générateur L et pg sa loi initiale. On munit alors G d’une structure
de graphe simple, non-orienté, a poids et connexe, ot deux sommets distincts p et g € G
sont reliés par une aréte si et seulement si £, , # 0 ou £,, # 0 (chaque sommet est donc
de degré fini).

54



On suppose que L est non-explosif, récurrent positif et réversible, et on note u sa
mesure stationnaire. On rappelle que p vérifie (21) :

(@) Lyp = p1(p)Lpg, Vp,qe G

et en particulier, £, , # 0 implique £,, # 0. Cette égalité ainsi que Y L, , = 0 seront a la
q

base de tous les calculs qui suivent. On suppose de plus que :

2 p(x)L, < oo

zeG

Commencons par poser le vocabulaire et les notations qui seront utilisées dans la suite.

Définition 2.2.1. (i) Pour toute partie Q < G, on notera Q° le complémentaire de @

(ii)

(ii)
(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)
(iz)
(z)

(i)

dans G.

Deux sommets p,q € G sont dits voisins si ils sont reliés par une aréte.

Pour Q) < G et ¢ € Q, on note Vg(q) l'ensemble des voisins de q dans Q, V(q) =
Valg) et V(Q) ={¢' € Voo (q). g € Q}.

Le degré d’un sommet est le nombre de ses voisins.

Un chemin entre deux sommets p,q € G est une suite de sommets p = pi,...,pn =q
telle que p; et p;11 soient wvoisins, pour tout 1 < 1 < n, et que tous les p; soient
distincts.

Un sous-ensemble () de G est dit connexe si entre n’importe quel couple de sommets
de Q) il existe un chemin inclus dans Q). Il est dit convexe si tout chemin entre deux
sommets de () est inclus dans Q).

S1Q < @ c G, Q est une composante connexe de () si Q' est connexe et mazrimal
(pour Uinclusion) parmi les sous-ensembles connezes de (). On note € (Q) 'ensemble
des composantes connexes de ().

On appelle centre de G et on note Cg la réunion de tous les chemins entre deux
sommets de degrés différents de deux (c’est-a-dire 'enveloppe convexe de [’ensemble
de ces sommets).

On appelle branche infinie toute composante connexe (nécessairement infinie) de

G\Cg. On note Q;, 1 € I les différentes branches infinies de G.

A chaque branche infinie Q;, on adjoint un point & Uinfini noté A;. On note Q; =
Dans le cas ou Cg est non vide, si l'on munit N d’une structure de graphe ot il
existe une aréte entre n et m € N si el seulement si |n —m| = 1, alors chaque Q;
est isomorphe a N en tant que graphe et on note @; : N u {0} — Q; 'unique iso-
morphisme correspondant, complété en posant p;(0) = A;. On utilisera également
la notation suivante :

ol l) = i@} o {a)

q=p

On note, comme en (20) :

i
&

iy (k) eikern)  pi(k))
pin)=]]7" =
,g) Lokryeiky  1(pi(0))
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On suppose donc que Cg est fini, ainsi que le nombre de branches infinies (I =
[1,...,N] avec N € N), et non vide (le cas ot Cg est vide correspond a G = Z, qui
a été traité dans la section précédente). Dans ce contexte on pose :

G=Gul Jia}

iel

et on définit une métrique d sur G de la maniére suivante :
— Sip,qe@Q;, i€l :

~ o Haq) 1
=¢; H(p)+1
et : 7 7 . X
n=¢; " (p)+1
— Sip,qeCq:

d(p, q) = inf{card(y),~y chemin entre p et ¢} — 1

c’est-a-dire la longueur du plus court chemin (en particulier, si p et ¢ sont voisins,
alors d(p,q) = 1).

— Sii eI et (ps,q) est 'unique paire voisine dans @); x Cg, on pose :

d(g,p) = d(p,q) =1+ d(p,pi) + d(g:, q), Ype Qi, Vg e Cq

et :

d(g,p) = d(p,q) =d(p, @) + d(gi,q), Yp e Q; Yge Q; (i # j)

Remarque 2.2.2. Si pi,p2,p3s € Qi, @ € I, sont trois sommets d’une méme branche
infinie alors d(py, A;) < d(pg, ;) < d(ps, ), si et seulement si l'unique chemin entre py
et p3 contient po.

Il est facile de vérifier que G muni de cette métrique est compacte : la topologie induite
sur chacune des branches est celle du compactifié d’Alexandrov.

Soit G* l'ensemble des compacts connexes non vides de G, muni de la distance de
Hausdorff :
d*(Q, Q) = max{sup inf d(p,p'), sup infd(p,p)}
peQ P'EQ’ peq PR
C’est un sous-espace fermé de l'espace des parties compactes (muni de la distance de
Hausdorff). On rappelle que ce dernier est compact et donc G* aussi.

Décrivons un peu ces deux espaces métriques.
En notant Bg(x,¢€) (respectivement Bq(z,€)) la boule ouverte (respectivement fermée) de
centre x et de rayon € pour une métrique d, on a :

By(p,1/2) = Ba(p,1/2) = {p}, VpeCq

Bi(ei(p), (erll)g) = Ba(%(p), 2(pl+1)2) ={p}, VpeN, Viel
Ba(Ai2) = {giln); ), ]1 <e} Viel, Ve< Z =
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400 1

+00
Ba(Aie) = {oiln); Y S <e} Viel ve<) =
jent1 =0

Les ensembles ci-dessus sont donc les ouverts élémentaires de la topologie induite par
la métrique d. En particulier chaque singleton est fermé (comme complémentaire d'une
réunion dénombrable d’ouverts), et chaque singleton de G est aussi ouvert. De plus, les
A, sont les seuls points d’accumulations de G.

Les éléments de G* sont des compacts (donc des fermés) de G, c’est-a-dire des réunions
finies de singletons de G et de voisinages de A; tels que décrits précédemment.

Les affirmation précédentes sont faciles a vérifier a partir des définitions. Le résultat
suivant n’est pas beaucoup plus difficile :

Lemme 2.2.3. Soit Q € G*, et Iy :={i € I; A; € Q}. Alors, pour tout n > 0, il existe
e > 0 tel que pour tout Q' € Bax(Q,¢) :

Q\ (UBd<Ai,n>> = Q\ (UBdmi,n))

Autrement dit, un voisin « suffisamment proche » de ) doit coincider avec () en dehors
de voisinages des A; € G. En particulier, si Q € G* est inclus dans G, alors () est un point
isolé (dans le sens ou {@Q)} est un voisinage ouvert de Q).

Démonstration. 11 suffit de prendre :

e < inf{d(p,q); p,q ¢ UBa(Ai,TZ),p € Q}

iEIo

Pour tout ¢ € I U {0}, on pose :
Gi={QeG" [{jel; AjeQ} =1} (2.10)
I’ensemble des compacts connexes non-vides de G qui contiennent exactement 7 points

A;.

2.2.2 Générateur dual

On définit un générateur L* sur G* par :

( u(@’)) r -
(N(Q) q;Q pg Sl Q Qu {p}a pé¢Q
VQ £ Q eGY Lhy =1 (u(@)> L. SO eBQ\p)), peQ (2.11)
Q) ) g
0 sinon

\

(ou on rappelle que € (Q) désigne I'ensemble des parties connexes de Q).

On remarque que les coefficients ci-dessus sont bien définis, puisque si Q' € € (Q\{p}) N
€ (Q\{q}) avec p, q € Q, alors nécessairement p,q ¢ Q' et Q' U {p}, Q" U {q} sont connexes,
donc p = q.

La dynamique d’un processus minimal X* de générateur L* est a comprendre ainsi :
a chaque temps de saut, on rajoute a X™* un point voisin, ou on lui enléve un point voisin
de son complémentaire. Lorsque le fait d’enlever un point sépare X™* en plusieurs parties

o7



connexes, on choisit 'une de ces parties avec une probabilité proportionnelle a son poids
relativement a .

De la, on déduit que le nombre de transitions possibles est borné : pour un ) € G*
donné, le nombre de Q U {p} avec p € V(Q) est majoré par |Cg| + N et le nombre de
Q' € €(Q\{p}) avec p e V(Q°) est borné (grossierement) par |Cgl|?.

Lemme 2.2.4. L£* est un générateur stratifié sur G*, et (Gg,...,G%) en est une strati-
fication.

Démonstration. Les G} sont disjoints et les coefficients de £* empéchent toute transition
d’un ensemble G} a un ensemble G7, si j > i. Les deux premieres conditions de la définition
1.2.1 sont donc remplies.

Soit X* une trajectoire d’un processus minimal associé au générateur L£*. On appelle
T,, n € N la chaine des temps de sauts de X*, (Y},),en sa chaine de sauts et T = lim T,
son temps d’explosion, que 1’on suppose fini. ¥ passe donc par un nombre infini d’états
et visite chacun d’eux un nombre fini de fois. Comme G* est compact, il en résulte que Y
admet au moins un point d’accumulation, qui est un point d’accumulation de G*. S’il est
unique alors Y,, converge vers ce point. Supposons donc par ’absurde qu’il en existe deux
distincts, que I'on appelle E; et Ej, limites respectives de deux sous-suites (Y, (n))n €t
(Yoo(m))n de (Yn)n. L'idée de ce qui suit est de montrer qu’on ne peut pas passer infiniment
souvent d’une sous-suite a l'autre.

Puisque F; et Ey sont deux compacts connexes de G et Ey # Es, il existe p € G tel
que p € Ey et p ¢ Ey (ou l'inverse).

D’apres le lemme 2.2.3, il existe ny,ny € N tels que p € Yy, (n), Vn > ny et p ¢ Yy, ()
Vn > ny. Apres le temps max{¢;(n1), ¢2(nq2)} la chaine Y effectue donc une infinité de
transition d’'un état () contenant un voisin de p a I’état @ U {p}. Le taux d’une telle
transition étant majoré par :

<1+ sup (‘Z Z qu>

qeV(p) X 7eVip

c’est impossible presque siirement.
La suite (Y},),, admet donc une limite unique p.s. £ € G, ke I u {0}.

Soit Iy := {i € I; A; € E}. D’apres le lemme 2.2.3, pour tout n > 0, il existe n; tel que

pour tout n > ny :
Y\ (UBd(AM?)> = E\ (U%(&m))

En particulier, si i ¢ Iy, alors A; ¢ Y,,. De plus, il existe n > ny tel que Y,, # FE, et
puisque Y, est connexe, il existe i € I tel que A; ¢ Y,,. Le nombre de A; dans Y,, est donc
strictement plus petit que dans F, c’est-a-dire Y, € G avec j < k.

Maintenant, le nombre de transitions du processus minimal d'un G} vers un G}, i # j,
est fini p.s. (puisqu’elles ne se font que si j < i) et donc il en existe une derniere avant
le temps d’explosion. Soit 7}, le temps de cette derniere transition et G, j < k, I'espace
d’arrivée (Y, € G7), alors, pour tout t € [T,,,,T[, X; € G}. La troisi¢éme condition est
donc aussi satisfaite. O]
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On définit le noyau A(-,-) par :

VQeG* peG, AQ,p) = ’W (2.12)

de sorte que A est continu en la premiere variable et que L satisfait bien la condition de
A-intégrabilité.

Lemme 2.2.5. L et L* vérifient L*A = AL.

Démonstration. Soient () € G* et pe G. Si p ¢ @, alors :

/ ‘ 5,(Q U
>, LooA@p) =, LQ,QUM}MZ)(Q@ . }{)q})

Q'eG* qeG

_ p(p)
= Feau QU )

_ o)
<>2
w(q

qu (

= Z AQ, Q)Eq,p

qeqQ

D’autre part, si p € @, alors :

0, (@'
2 LaoMQp) = 2 Loavia oy, fom) (Qu{q} DI EE,QW

Q'eG* q£Q g#peQ Q€% (Q\{q})

+£QQA(Q p)
,u
= 2 24 iy Far M
qféQquM q#pEQwQuQ)

(2< ) 3 Z<>>
1 3 Loy — > Loy

wa) .o #a) ,

#Q.qeQ “( ) quq¢Q“(Q) iR
)
)

g ma) ,
2w 2 @ %‘)

w#QaeQ P €Q0'¢

|

=

=
N/
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Grace aux deux lemmes précédents et au théoreme 1.2.7 on déduit que quelle que soit

la loi initiale py de X, il existe un processus stratifié de générateur £* qui soit A-lié a X

(en prenant comme loi initiale pour X*, par exemple, uj(A) = > po(x)1a—(zy pour tout
zeS

A € §*). Dans ce cas, par définition de A, X* est aussi un dual de stationnarité forte pour
X

On remarque facilement qu’il existe NV + 1 états absorbants pour un processus X* de
générateur £* : chacun des singletons {A;} et G tout entier. Cependant, en entrelacant
X et X* par A, on a :

0 =P(X, = A | X # {A)
SP(X, = A | X7 = {A, X5 # (A BXT = (A} | X§ # {A))
SP(X, = A | X7 = {AD) P(XZ = {A) | X3 # {A)
—P(X; = {A) | X5 £ {A)) (2.13)

car X est non-explosif. On en conclut que le seul état absorbant pouvant étre atteint en
temps fini est G.

2.2.3 Comportement du processus dual

Il nous reste donc a étudier le temps d’absorption de X*. Plus précisément, on va
étudier le comportement des bornes de X* sur chaque branche infinie en les comparant a
des processus de vie et de mort sur N.

Pour tout ¢ € I, pour tout p € N, on pose :

G, = Gpillp+ 1, ]) = | J@; v Ca v wi[[0,p]) € G* (2.14)

j#i
(c’est-a-dire ’élément de G* contenant G tout entier sauf les points de Q; au-dela de

pi(p)), et : '
( i . lu( 74-1—1)
Ep,p+1 = (M(é;)> ei(p+1),pi(p) — ['Z;,,G;H

A

i (MG s
o= (g ) Eotrtrn = £,

i i i
\ﬁp,p— L"p,pﬂ L

T
p,p—1

Gy

On définit ainsi des matrices (L; Jpaen de générateurs de processus de vie et de mort sur

N.

Lemme 2.2.6. I[ existe A\ > 0 tel que, pour tout 1 € I et toute mesure de probabilité ju
sur G*, il existe une famille (X*,Y, Z%) telle que :

— Le couple (X*, Z") est markovien et ses marginales X* et Z' sont des processus de

Markov, de générateurs respectifs L* et L.

— Y est une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre .

— Y et Z' sont indépendantes.

— X* a pour loi initiale ).

— Pour toutt > s >0 :

P(X; npill[Z;, ) #2 [t <Y, Xg & Gy) =1
P(X*nCgc XF|t<Y)=1
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Démonstration. Nous allons commencer par distinguer différents types de transition pour
le processus X*. Le premier type de transition est celui qui ne modifie X* que d’un point
situé sur @;. Les transitions concernées sont le passage d’'un état @ a I'état Q U {v;(p)},
ou a létat Q\{wi(p — 1)}, ou p = sup{q € N; ¢;(q) € Q} + 1. Ces transitions nous
« éloignent ou nous rapprochent d’une étape » d’un état contenant le point A;. On notera
done A7(Q) = Q U {pi(p)}, A7 (Q) = Q\{pi(p — 1)} et A(Q) = {AT(Q), A7 (Q)}, pour
tout Q € G*.

Le deuxieme type de transition est celui qui est susceptible d’enlever plusieurs points
d’un coup. Pour cela, il faut p € Q € G* tels que Q\{p} ne soit pas connexe et p € V(Q°).
Ceci n’est possible que si p € Cg. On pose donc naturellement, pour tout ) € G* :

B(Q) ={Q" € ¢(Q\{p}); pe Q@ n Cc}

Dans le troisieme type on regroupe toutes les autres transitions, celles qui n’influent
pas dans notre problématique :

Ci(Q) ={Q e G" : Lo >0, Q ¢ Ai(Q) u B(Q)}

pour tout ) € G*. Ces transitions sont celles qui enlevent un point de @);, j # @ ou qui
ajoutent un point qui n’est pas dans @);.
On parlera de transition de type A;" (resp. A7, resp. B, resp. C) pour une transition

d'un état Q € G* aun état Q' = A (Q) (resp Q' = A; , resp. Q' € B(Q), resp. Q' € C;(Q)).

On remarque que 'ensemble {Lg o : Q € G*, Q' € B(Q)} est borné. En effet, si ) € G*
est tel que B(Q) est non vide, alors il contient un point de C¢, donc :

(@) = inf{u(p); pe Ce} = ax

et si pg € Q N Cg, alors :

Z Lop, < sup Z Lop=

a#Q PeCG 4V (Ce)

ce qui donne pour tout Q' € € (Q\{po}) :

Can = % ZQ q,P0

1
< —ao

L’ensemble {|B(Q)|; @ € G*} étant également borné par une constante az (grossiére-
ment, N + |Cg|), on en déduit :

cette constante ne dépendant pas de @)
On observe enfin que pour tout pe N, sipi(p)eQetpilp+1)é¢Q, Qe G* alors

£ > Loper e Loa-@ <L

%
QAT (@) ~ Pl
Nous allons maintenant, grace aux remarques précédentes, construire la famille (X*,Y
Z*%) en empéchant toute transition de type B avant le temps Y, et en forcant Z* a descendre
en cas de transition de type A; ou en imposant une transition de type A; si Z monte,
lorsque cela est nécessaire. Bien siir, toute cette construction se fait uniquement lorsque
X§ contient au moins un point de @);.
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Construction de la famille (X* Y, Z) : Dans le but de se ramener a un processus
de Markov, on va construire (X* N, Z%), ot N est un processus de Poisson d’intensité
A; Y est alors le premier temps de saut de N. On commence par simuler X* selon la loi
pe. Si X¢ N Q; = &, on arréte 1a la construction (on laisse par exemple X* et Z* évoluer
indépendamment selon leur générateur respectif et on tire Y indépendamment). Sinon,
on pose Z4 = sup{p € N: p;(p) € X} et Ty = 0.
On suppose (X*, N, Z") construit jusqu’au temps T,,, n = 0, et Zr} =pet X7 =Q.
Si N; = 1, la construction est terminée est on laisse X* et Z évoluer mdependamment.
Sinon, on distingue alors deux cas :
— Premier cas : ¢;(Z},) ¢ A7 (XF)
C’est le cas ou Zj, se trouve « au bout » de X7 , et il faut donc faire attention a
ce qu'il n’en sorte pas au temps T, ;. On tire alors une variable exponentielle €}
de parametre \ et une autre, €2, indépendante de €} et de paramétre :

Z 55@' + LZ)#“ + Lpp 1
Q'eCi(Q)

2

On pose Ty1 = T, + € A e2. Si e, < €, on impose Nr,,, = 1 et on choisit

C
X7, = Q" avec probabilité %, pour tout ' € B(Q). La somme de ces proba-

bilités peut étre strictement inférieure a 1, et si aucun de ces états n’est choisi, on
reste en Q).

c 1 2 : )
Si €, > €, on laisse Np,,,, en 0, et on pose :

( *

L5
(Q',p) avec probabilité —=*

w Qe

L
(Q',p+1) avec probabilité pp+1 , Q' =AM (Q)

n

, LE o — L
(X7, .1»Z1,,.,) = 4 (Q',p) avec probabilité QQ o prtl o — AH(Q)
C*

Lop1 = Lo
A2

L,
(Q',p—1) avec probabilité ’p L Q= A7 (@)

(Q,p—1) avec probabilité

\

— Deuziéme cas : goZ(ZZ )€ A7 (X))
Dans ce cas, il n’y a pas besoin de s’assurer que « le bout » de X* reste au-dessus
de Z%, mais seulement de vérifier si une transition de type B a lieu. On tire donc
une variable exponentielle ¢! de paramétre A et une autre, €2, indépendante de €}
et de parametre :

2 ._ - i i
A= Z EQ,Q’ + £p,p71 + ‘Cp,pfl
Q'eC;i(Q)uA(Q)
On pose Ty11 =T, + € A €. Si €] < €2, on procede exactement comme dans le

premier cas. Sinon, on ChOlSlt :

-

(Q',p) avec probabilité £ , Qe Ci(Q) u A(Q)

A2
(X;”H’Z%nﬂ) =91 (Q,p+1) avec probabilité _/inH
1 babilité Ly

\(va— ) avec probabilité —35—

n
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Par construction, on a bien X} n ¢;([Z,©]]) # @ sit <Y, et Y et Z* indépen-
dantes, jusqu’au premier temps d’explosion 71 = lim7,,. On vérifie comme dans
le Lemme 2.1.3 que les processus ont bien les générateurs recherchés. Partant du
premier temps d’explosion, on recommence la construction de la méme maniére.

]

Lemme 2.2.7. Pour tout i € I, si Z° est un processus de générateur L', alors le temps

d’explosion de Z' est fini presque sirement si et seulement si la condition (22) :

i ]+IZ i < 0

k=1 ,u «pz(k) wi(k+1)

est remplie. Sinon, il est non—exploszf.

Démonstration. On rappelle que le critére d’explosion pour Z¢ est :

J.j—1 Jj—1J
ZHE ZHT <
i=1j=1 "5J+1 g=11=1 ~5i-1

(cf [3], section 8.1). Cest-a-dire :

w(G_y)
© <(éz)1) Loi(i)oii+l) n & ( ‘
o0 > :
sy, ——allnen, —
GY) ei(i+1)9:(4) ) ©i(4)pi(G+1)

n k
MUG1)Loith)oi+1) Y] Lo eii-1)
/“L<G;+1>£<Pi(j+1)a§9i(j) k=1 l=1 E%(j)a%(j'i'l)
1

o ST s $ ] Lasin

i (3+1),0i(5) =1 =1 ~%i()pi(F+1)

—Zuwi(wl))i !

ou les G;'- sont les sous-ensembles de G* définis en (2.14).

(2.15)

]

L’intérét des générateurs £ est donc de fournir une condition suffisante & 1’explosion
d’un processus X* de générateur L* le long de chacune des branches ();. On obtient une
condition nécessaire de maniere similaire en définissant, pour tout i € I, pour tout n € N

etp=n
( ,n . :u(gpl(p + 1))
ppt+l (1 * 1(oi([n, p])) Loitorveitn) = LEunah.e(np+1)
{ im (i (p)) >
=(1-— L =L in (T
p,p—1 ° ( w(pi([n,p])) ei(p—1),pi(p oi([n,p]),ei([n,p—1])
x'C;:TIL? = ’C p,p+1 L;Z—l

Les matrices (L}7), 4=n définissent des générateurs de processus de vie et de mort sur

[n, +00]. Exactement comme précédemment, on a les deux lemmes suivants :
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Lemme 2.2.8. Pour chaque i € I, et pour toute mesure de probabilité yg sur G*, il existe
un processus X* de générateur L* et de loi initiale pf et une suite (Z%"),en de processus
de vie et de mort tels que, pour tout n € N, Z*™ a pour générateur Lo et :

P(X] n o[ oo]) = {oi(Z)) | Aig X5, t < T) =1
pour tout t > 0, avec T, := inf{s > 0; X* n G', = &}.

Démonstration. 11 suffit d’adapter légerement la preuve du lemme 2.1.3. Cette fois on
laisse X* et chacun des Z%" évoluer indépendamment jusqu’au temps

ri=inf{t >0; IneN: 7" e X}}

puis on applique la méme méthode pour forcer X* a rester dans G, ,. Lorsque X* sort
entierement de G?, les taux de transitions sont tels qu’il devient impossible de le coupler
ainsi avec Z" O

Lemme 2.2.9. Si Z%" est un processus de générateur L™, avec i € I, n € N alors le
temps d’explosion de Z*" est fini presque sturement si et seulement si :

) J 1

MG+ 1) Y, < (2.16)

j=n+1 k=n+1 p“l(kl)ﬁwz(k)ﬁoz(kJrl)

Théoréme 2.2.10. Soit X* un processus de générateur L*. S’il existe i € I tel que la
condition (22) n’est pas remplie, alors pour tout t > 0 :

Réciproquement, si pour tout i € I la condition (22) est remplie alors, presque sirement,
il existe T'< oo tel que X; =G, YVt > T.

Démonstration. La premiere partie se démontre a partir des lemmes 2.2.8 et 2.2.9. En
effet, soit i € I tel que la condition (22) ne soit pas remplie. On constate immédiatement
que pour tout n € N, la condition (2.16) ne I’est pas non plus. Soit donc une famille de
processus (X*, (Z"™)pen) comme dans le lemme 2.2.8, X* ayant méme loi que X*. On a
alors, pour tout t > 0 :

P(Aie X | Ai¢ X5) =P(A; e X7 | A ¢ X{)
<P(( X7 n @2 + 1])) # 2} | Av¢ X7)

neN

<P(\{t=Ta} | A ¢ X5)

neN
=P(3s<t; XF={A} | A ¢ XP)
P(XF = {A} | A ¢ X7)

et cette derniere probabilité vaut 0 d’apres (2.13).

La deuxieme partie se démontre grace aux lemmes 2.2.6 et 2.2.7. Remarquons que
puisque X* a la loi d'un dual de X, lequel est récurrent positif, X* va atteindre Cg
en temps fini presque stiirement. On peut donc supposer sans perte de généralité que le
processus commence a cet instant, et donc que X contient au moins un point de Cg.

Lorsque le processus X* atteint un état contenant un A; (nécessairement apres un
temps d’explosion), celui-ci ne peut sortir de X* qu’en méme temps que tout le reste
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de la branche @); et que le point p; de Cg voisin de ;. Cet événement correspond a
une transition de type B (cf démonstration du lemme 2.2.6). L’idée est donc de montrer
que le processus peut atteindre successivement chacun des A; sans perdre de points de
Cq (et donc sans perdre les A; déja gagnés). Pour cela, on minore, uniformément sur
les conditions initiales, les probabilités d’atteindre chacun des A; avant une transition
de type B. Cette minoration se fait en deux temps : d’abord, on minore la probabilité
d’atteindre ¢;(0) en suivant un chemin donné, pour ensuite coupler notre processus avec
Y et Z° comme dans le lemme 2.2.6.
Pour chaque i € I, on note f; : G* — G* la fonction définie par :

fi(@) = @ n (Ce v {pi(0)})

Un moyen de garantir 'absence de transition de type B sur un intervalle de temps [0, ]
est de demander que f;(X*) soit croissante (au sens de I'inclusion) sur cet intervalle.

Soient ¢t > 0,3 € I, C < Cg u {pi(0)} tel que C & {¢;(0)} (donc C contient au
moins un point de Cg), Q € G* tel que f;(Q) = C et (qo,---,qn,) un chemin avec
q € C, ql,...qno_l € Ce\C et qn0 = ¢i(0). Si ng = 0, c’est que ¢;(0) € Q. On note
C"=Cu{g}u- Ui}, 0<n <ng On note également T} le k-éme temps de saut
de X*, k e N, avec Ty = 0, (Yk)keN la chaine de sauts sous-jacente : X*k = Y, pour
tout £ € N et Ty la sous-suite des temps de sauts de f;(X). Les processus (Ty)) et
(fi(Ypry)), traduisant I'évolution de X* sur Cc U {;(0)}, ne sont pas markoviens, mais on
peut aisément minorer les probabilités de transition a 1’aide du processus X*. Le premier
objectif est de minorer P(f;(X;") = C™, f;(X*) croissante sur [0,t] | X§ = @) par une
constante ne dépendant pas de ). On commence grossierement :

P(f;(X[) =C", f;(X™) croissante sur [0,t] | X5 = Q)

ng
=P <ﬂ{T¢(k To-1) < t/no s [i(Yom) = CF, Tomys1) = Tymo) > 1} | X = Q>
k=1

- ﬁl@(ek € [0,t/no]) pr X P(€ngs1 > t/no) (2.17)

k=1

ou pour tout k <ng+1:

k—1
e ~ LTy — Tony | [ VF Vo) = C™, Togmy — Tonr) € [0,8/n0], Xg = Q})
n=1

et pour tout k < ng

i = P(fi(Youy) = C* | ﬂ{fz (Yom) = C", Tom+1) = Towm) € [0,8/n0], Xg = Q})

(noter que dans la probabilité conditionnelle ci-dessus, Yy = CY n’est pas nécessaire car
impliqué par X§ = @, et n’a été laissé que par commodité de notation).

Si en un temps Ty x) le processus X* passe d’'un état Q" a Q" alors on a Q" = Q' U {p},
pe fi(V(Q)) ouQ" € €(Q\{p}), pe fi(Q), et on vérifie facilement a partir des coefficients

de £* que :
I‘I}(agi 1Lq.q]
i E < E*/ " \ qe—
(QE‘%I(IG))M((])) <q€r‘£1<10%> a7 ) @@ min 4(q’)

q'eV(q) q¢'eCq

On appelle a; < o0 le membre de gauche et as > 0 celui de droite. On vérifie également
que pour un @’ donné, le nombre de Q" possible de la forme Q U {p} est majoré par |Cq|,
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et |€(Q"\{p})| avec p € f;(Q') est majoré par (|Cg| + 1)*. En conditionnant par X1
on obtient donc :

> inf{P(X5, = Q' uiph| Xb, = Q) HQ) # 2, peV(Q) A V(Ce)}

E*/ /U
= inf § — S [i(Q) # 2, peV(Q) A V(Co)
Z £Q/’Ql/
QeG*
F@NA£(Q)
Q2
> 2
(ICcl + (ICc| + 1)*)en
et, conditionnellement a X7
b(k—1

1)
ponentielles F; (inférieurement) et Ey (supérieurement), de parametres respectifs :

:IOC()>O

on peut encadrer Ty;) — Tyk—1) par deux variables ex-

sup D Lhgr: QeG fi(Q)# ) <(ICal + (ICal + 1)*)n
fi(g’ﬁ)icf:‘(Q’)

lnf Z EE/’Q// . Ql e G*, fZ(Q,) # @ 2 062
Q"eG*
Fi(@"M)#£:(QN

Autrement dit :

P(er. € [0,/no]) = P(E3 € [0,1/n0]) = 1 — exp(—ast/no)

et :
P(enyr1 > t/n0) = P(E; > t/ng) = exp(—(|Cq| + (|Cql| + 1)?)ast/ng)

En revenant a (2.17) et en utilisant le fait que ng < |Cg|, on voit qu’on a minoré la proba-
bilité d’atteindre ¢;(0) en temps ¢ et avant une transition de type B par une constante &;
ne dépendant ni de 7, ni de la configuration initiale C'. Nous avons donc réalisé la premiere
étape de la minoration.

Partant de I'état atteint lors de cette premiere étape, on construit (X* Y, Z%) comme
dans le lemme 2.2.6. La probabilité d’atteindre un état contenant A; avant une transition
de type B, en temps ¢ est minorée par P(Z! = «0,Y >t | Zi = ¢;(0)) d’apres la loi du
couple (X, Z%), et cette probabilité est strictement positive car Z¢ et Y sont indépendants.
En réalisant les deux étapes consécutivement (chacune en temps ¢/2 par exemple), on
obtient donc :

P(A; € X[, f:(X™) croissante sur [0,t] | X, XgnCq # D) =¢
constante ne dépendant que de ¢ et t. Par markoviannité et homogénéité, il vient :

IP’(A-EX}’\‘H, Viel | X;nCq# 9)

> H ng;f P(A; € X3, fi( X™) croissante sur [(i — 1)t,dt] | X(_q), = Q)
i=1 QnCo+o

>H Qle%f P(A; € X[, fi(X™) croissante sur [0,t] | X§ = Q)
=1 QnCg#o

>H5t>0

el
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L’ensemble G des états contenant tous les A; (défini en (2.10)) est donc récurrent positif.
Il ne reste plus qu’a conclure en remarquant que d'un état Q € G%, on peut passer
a G en un nombre fini de sauts : si qi,...,qn, sont tels que {g;,i < no} = Ce\Q et

q; € V(Q U {Q1} U... U {qi_l}), alors
P(X7, =Quiafu...u{q),Vi<ng) >¢

ou ¢ est une constante strictement positive indépendante de ) et ny.

G est donc récurrent positif, et le processus X* est absorbé en temps fini presque
stirement. n

2.2.4 Preuve du théoréme 0.4.1

En utilisant les informations que I'on vient d’obtenir sur la dynamique du processus
dual X™*, nous sommes déja en mesure de montrer que la condition 22 dans le théoreme
0.4.1 suffit a I'existence d'un temps fort de stationnarité pour toute loi initiale. Un dernier
lemme technique nous permettra de montrer que cette condition est nécessaire :

Lemme 2.2.11. Si X™* est un processus stratifié associé au générateur L*, avec
1 1
E( ) < +0, alorsE(
u(X¢) u(XF)

Démonstration. Soient A, = J:([[n,]]) et

el

) < 400 pour tout t > 0.

7, =1inf{t > 0; X c A,.}

On remarque que la suite (A, )nen est strictement décroissante et tend vers Ay, ={A;,i € I}
tandis que la suite (7,,)nen est strictement croissante (a partir du premier rang n tel que
T, # 0) et tend vers l'infini (car ’ensemble A, ne peut pas étre atteint en temps fini).
Notamment, pour tout ¢t > 0 :

P(Xt*ATn $ An+1 | XE)k $ A’n+1) = 1

De plus, si X§ ¢ A,+1, alors pour tout n € N, on a :

1 1
— < sup — =: K,
/'I/(Xt*/\Tn) qeG\An+1 M(Q)

On pose alors, pour tout Q) € G*, pour tout n € N :

1
9n(Q) = m n K,

1
Ces fonctions sont continues bornées et pour tout n, g, coincide avec — sur ’ensemble

o
{QeG*; Q£ Ay} Utilisant le fait que
QEA=Q & Ay, VQ € G* tel que L 5 >0
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il vient, pour tout n € N, pour tout Q & A,
* 1 *
L ;(Q) = L%g,(Q)

1
- 3t (ugy )
B w(Q v {q}) 1
_q%< 1(Q) ((QU{Q} MQ),;fqp)

PIgp) (”((g))< @) wQ) >%£>

peQ Q’e‘f (Q\{r})

Q) —
¢.p Ly
q¢Q ,u pGQ PEQ Q'e?(Q\{p}) ’M(Q ¢;Q
6( Q\{p}
Ly
D RTIE)

Les termes de cette somme sont nuls si p ¢ Cg, on en déduit facilement que cette somme
est majorée par une constante K qui ne dépend pas de n. Donc, pour tout n € N tel que
X5 & A, 41 presque slirement, le processus :

M ! ! f £l (xnd
= — — _ s
' M(Xt*/\Tn) #(X(T) 0 1%

tATH

(X2 ) — ga(XE) — f £ gu(X?)ds

0

est une martingale, d’ou :

1 1
On conclut par convergence dominée que E <*> <E <*) + Kt. O
pu(X7) u(Xg)

Preuve du théoréme (.4.1. Si la condition (22) est remplie pour tout ¢ € I, alors de ma-
niére classique on construit un temps fort de stationnarité fini a partir du temps d’explo-
sion de X*, dual de X ayant pour générateur L£*.

Réciproquement, supposons qu’il existe 7 € I tel que cette condition ne soit pas remplie.
Supposons que la loi initiale po de X est a support fini. Soit X* un dual de stationnarité
forte de X, de générateur L£*. On utilise la fonction de séparation s, et le théoreme de
convergence dominée avec le Lemme 2.2.11 :
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qeG N(CD
_ Sup ]E (1 o A<Xt 7Q)>
¢eG n(q)
_ dg(XY)
S (M(XE“)
= u(XF)
o Oug)(XF)
—1— E|( lim Wq)t)
(H@ (X¢)
~1

Or, on sait que si T est un temps fort de stationnarité pour X, alors pour tout
t>0, P(T'>t)>s(t). Donc T' = 0 presque sirement. H
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Chapitre 3

Dualité pour une marche aléatoire
non-réversible sur un graphe

On considere ici le cadre de la section 2.2, que 'on généralise 1égerement. On réutilisera
en particulier le vocabulaire établi dans la définition 2.2.1. On a toujours un générateur
L sur un ensemble dénombrable G, admettant une unique mesure invariante u, qu’on
ne suppose plus nécessairement réversible. Ceci implique quelques petits changements,
notamment la mesure invariante p vérifie maintenant une version plus faible de (21) :

Vped, Z 1(p)Lpg — 1(q)Lgp =0 (3.1)
q#peG

Plus généralement, pour toute partie () < GG, on a 1’égalité :

Z Z w(q)Lyp = Z Z 1(q) Ly p

PeEQ q¢Q PEQ qeQ

On munit cette fois G d’une structure de graphe orientée, pour lequel il existe une aréte
allant de p a g, p,q € G, si et seulement si £, , > 0. Pour tout p € GG, on définit ’ensemble
V(p) ={qe G: L,, # 0}, que 'on suppose fini, et on pose V(Q) = [ J,.o V(p), VQ = G.
Attention, on ne demande pas cette fois que les ensembles {g € G : p € V(q)} soient finis
pour tout p € GG, et on ne pose pas d’autres conditions sur la structure du graphe obtenu
(notamment pour les branches infinies).

Pour toute partie compacte @ de G, on décompose V (Q) en posant :

Q=V(Q) ={peQ: L, =0VqeQ}
Fri(Q) =V(Q)nQ=Q\Q={peQ: IgeQ°, Ly, >0}
Fre(Q) =Fri(Q°) = {pe Q°: g Q, L,, >0}
Fr(Q) = Fri(Q) v Fre(Q)

de sorte que V(Q) = QU Fri(Q) u Fro(Q). On appellera Q Vintérieur de Q, Fr;(Q) sa

frontiére intérieure, Fre(Q) sa frontiere extérieure et Fr(Q) sa frontiere.

On va ensuite élargir 'espace d’état du dual, et G* désignera maintenant ’ensemble
des parties compactes de G ayant un nombre fini de composantes connexes, muni de
la distance de Hausdorff. On rappelle que I'ensemble des parties compactes de G est
compact car G l’est, mais en revanche G* n’est pas fermé dés que G n’est pas fini. Etant
donné une structure de graphe orienté sur G on peut se demander comment choisir les
« voisins potentiels » des parties Q € G*, c’est-a-dire les Q' € G* pour lesquels on autorise
L§ o > 0, de maniere a ce que I'équation (3.2) ait une solution quelque soit £ compatible
avec la structure de G. Pour tout ) € G* on définit donc un ensemble V(Q) < G*\{Q}
qui constituera I’ensemble des voisins potentiels de ().
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F1GUurE 3.1 — Exemple de marche aléatoire non-réversible

Exemple 3.0.1. Dans la partie précédente, on a fait le choix de prendre :

Y Qe VQ -{Quinh peFr@} v {Qed@\p}), pern@)}

Ce choiz est toujours valable dans le cas présent, et il existe un unique générateur L* (que
on explicitera plus tard) sur G*, tel que L§) o = 0 si Q' ¢ V(Q) u {Q}, et satisfaisant la
relation L* A = AL. Bien str, si L est réversible ce générateur coincide avec le générateur
L* défini dans la partie précédente.

Soit A le noyau de transition de G* a G défini comme en (2.12). Du fait de la possible
irréversibilité de p, le générateur £* défini par (2.11) ne satisfait plus nécessairement la
relation d’entrelacement

LA =AL (3.2)
comme on peut le voir dans ’exemple suivant.

Exemple 3.0.2. Considérons le processus de Markov X sur {1,2,3} dont la Q-matrice
est :

(voir figure 3.1). Une rapide résolution de I’équation matricielle uL = 0 donne :

1/2

w=|1/3
1/6

et cette mesure invariante n’est clairement pas réversible puisque u(1)Ly 5 = 0 tandis que
w(3)Ls1 = 1/6. Si on définit un générateur L* par (2.11), on a alors notamment :

5/3 st Q' = {1,2}
" ) 4/3 si Q' = {1,3}
e 3 -3 si Q= {1}
0 sinon

ce qui implique que [L*Alg1y3 = 5?1}’{173}/&({1, 3},3) = 1/4. D’autre part, on a [AL)qy3 =
0, ce qui montre que la relation (3.2) n’est pas satisfaite.

Nous allons voir dans cette section comment généraliser la définition du générateur
dual afin de préserver la relation d’entrelacement. Plus généralement, nous verrons quels
sont les duaux qui la satisfont. Nous en présenterons certains avec des dynamiques légere-
ment différentes, et sans doute plus efficaces que celui considéré jusqu’a maintenant, dans
le sens ou ils devraient étre absorbés plus rapidement.
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On considere un générateur L* sur G*, tel que L*A = AL. Pour @ € G*, en considé-
rant l'ensemble V(@) de ses voisins potentiels comme fixé, on va étudier I'ensemble des
coefficients Lf) o, Q" € V(Q) en considérant I'équation [L*A]Q » = [AL]g, pour différents
p € G. Dans un premier temps, remarquons que si p est tel que pour tout g€ Q, £,, =0
(c’est-a-dire p € V(Q)), alors on a d’'une part :

Z” -

qu

Z EQQ’

Q'ev(Q) HI )
peQ’

On en déduit que L) o = 0 pour tout Q' € V(Q) tel que p € Q'. On peut donc supposer
que V(Q) < {Q € G*, @ = V(Q)}.

Pour tout Q' € V(Q), soit on/ e Ry tel que Lo =

et d’autre part :

Q')
Q)

d’ambiguité sur la dépendance en (), on omettra I’exposant.
— Pour tout p € Fro(Q), on a :

L*A Z LQ Q’ )

Q'ev(Q)
peQ’

)
Q) Q,EZV(Q) “e
peQ’

048,. Lorsqu’il n’y a pas

et :

u

donc on obtient un premier systéme de | Fro(Q)| équations ;

V pe Fre(Q), Z g Z G ap (3.3)

Q'eV(Q) q€Q M
peQ’
— Pourpe @ on a:
. (p)
Q'ev(Q)
peQ’

1(p)

- 2 Ihoyigy~ X e
Q.Q Q.Q

_ ulp) o ag Q')
u(Q) Z ¢ Q;@) n(@Q)

peQ’
et :

Z ulg Eq,p

qu

:_Z“

quc
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cette derniere somme étant nulle si p € (). On obtient une deuxieme série d’équa-
tions :

v pe Fry(Q), Yoag - Y e 2 ma) o (3.4)

Q’e\g/@) QeV(Q) /“L(Q) qeQ” H p
. ag (@’
Y pE Q, Z g — Z Q<é)) =0 (35)
@@ Qv M
pe

A la fin de ce chapitre nous ferons deux conjectures sur I’existence de solutions a ces
équations, mais nous ne pouvons bien sir pas toutes les décrire de maniere exhaustive.
Nous allons donc focaliser notre attention sur un ensemble particulier de ces générateurs.
Considérant un processus ayant pour générateur L*, quand celui-ci saute d'un état ) € G*
a un état ' € V, on peut considérer qu’il « s’agrandit » si Q' © @, qu’il « se rétrécit » si
Q' < Q et qu’il « se déplace » sinon. Le déplacement ne nous semble pas vraiment utile
dans la quéte de temps forts de stationnarité, c’est pourquoi nous nous restreindrons ici
aux cas ou il n’existe pas. Plus précisément, on pose V*(Q) = {Q’ e V(Q); Q c Q’}
et V7(Q) = {Q € V(Q); Q > Q'}, et on suppose que V(Q) = VH(Q) u V~(Q). On
peut cependant imaginer d’éventuels développements futurs de cet entrelacement, pour
lesquels il pourrait étre intéressant d’autoriser un déplacement aléatoire du dual (pour
« explorer »l’espace par exemple, et jouant alors un role similaire a celui du mouvement
brownien dans la méthode du gradient stochastique) et ou cette restriction ne serait alors
pas pertinente.

Avec cette restriction, (3.3) se réécrit :

q )
V p e Fro(Q), Z ag = Z ME%EW (3.3")
Qevi(@) ge@ P

Et en soustrayant (3.5) a (3.4) :

° /~b q ,
VpeFr(Q), p e Q, doag - ) a/——E (3.4
Q’EVC;(Q) Q/er(Q) qeQ¢ K p
peQ’ p'eQ’

Les deux propositions suivantes sont des outils simples pour construire des générateurs
duaux a partir de générateurs déja existants, la premiere par combinaison convexe de deux
générateurs, et la deuxieme en remplacant un voisin potentiel d’'un éléments () € G* par
une partition de ce voisin.

Proposition 3.0.3. Soit L} et L} deux générateurs satisfaisant (3.2), et a € [0, 1]. Alors
le générateur L* := aL} 4+ (1 — )L} satisfait aussi (3.2).

Démonstration. La preuve est immédiate puisque 'on a :

L*A = (oL + (1 — a)L3)A
=aliA+ (1 —a)LiA
=aAL+ (1 —a)AL
= AL
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Proposition 3.0.4. Soit L* un générateur satisfaisant (3.2), Qo € G* et Qp € V(Qg). Si
{A1,..., A}, k€N est une partition de Q, alors le générateur L* défini par :

(A . _
v ‘e G” Loo = 0 . / /
0.0 sinon

est une autre solution de (3.2).

Démonstration. Pour Q # Qo € G* et p € V(Q), il est clair que 1'égalité [i*A]Q,p =
[AL]g,, est satisfaite, de méme que pour @ = Qo et p ¢ Q. Il suffit donc de la vérifier
pour @ = Qo et p € Qo :

[L*Alq ZLQQ,
Q'sp
k
. M) (%(Ai)u(A;) . > 1(p)
= L ’ + L /

Q.Q ’ / Q,Q; ;

Q,;é%;w n(Q') 2 1(Qo) p(A7)
peQ’

. 1(p) . k()

— LE o e
Ql;é(%e:v((?) QVQ ILL(Q/) Q7QOILL(Q6)
peQ’

= 2 Lyt

Q'eV(Q) ’u )
peQ’

= [L*A]Q,p
= [A‘C]QJ?

]

Cette proposition a une interprétation probabiliste assez simple. Si X est un processus
de générateur £ et X* un dual de stationnarité forte pour X, de générateur L* (satisfaisant
(3.2)), alors lorsque X* saute de Qg a Qf, on peut décider de le faire sauter de nouveau
instantanément a ’ensemble A;, i = 1,...,k qui contient X7, et le nouveau processus
X obtenu a pour générateur L* et est toujours un dual pour X. En effet si on pose

=inf{t >0 : X5 =@Q, X =Q'}, alors X* et X* sont identiques jusqu’au temps T
et ce dernier est donc entrelacé avec X. Au temps T on a, pouri=1,... ket pe A, :

P(X3 = A | X7 = p)P(X7 = p)

P(Xr=p| X =4) =

Le processus (X, , )0 évolue ensuite selon le générateur L* et sa loi initiale est entrelacée
avec celle de (X714)i=0. On peut donc coupler ces deux processus de maniére a conserver
la relation d’entrelacement jusqu’au prochain temps d’atteinte de Qg et on itere alors le
raisonnement précédent.
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Sur ce méme principe, on peut en fait construire plein d’autres duaux de stationnarité
forte de la maniére suivante : soient L* un générateur satisfaisant (3.2), X* un processus
de Markov fini associé¢ & L*, T' un temps d’arrét pour X* et (A;,p;)iz1..n, N € N
une famille de variable aléatoires Xf-mesurables (N pouvant étre aléatoire également)
satisfaisant presque stirement :

Vizl,...,N, AZCX;«,]?ZE[O,]_]

N
VozeXp > pida(A

Alors le processus Y = (Y;);>¢ défini par :
— Yorr = Xjoq
— Connaissant Xt et X7, on pose Yr = A; avec probabilité p;dx,.(A;)
— (Y744¢)¢=0 est un processus minimal de générateur L*

est un dual de stationnarité forte pour X.

Nous allons maintenant donner des exemples de V(Q) et les L* qui vont avec.

Exemple 3.0.5. On prend pour tout Q € G*, V' (Q) = {Q u {p}, p € Fre(Q)} et
) = {Q\{p}, pE Fri(Q)}. C’est en quelque sorte le cas le plus simple, et 'on a de
maniere immédiate :

1(q)
VY p e Fre(Q), olp Lyp
pe Q) HQut) = q;jﬂ(p)

¥ pe Fri(O). o #9) ma) .
pe Y(Q) QQ\{p} = q;c ,u(p)

On comprend ici I'intérét d’avoir imposé aux éléments de G* d’avoir un nombre fini
de composantes connexes. En effet, considérons par exemple le cas de la file d’attente
M /M /o sur N, de taux de service et d’arrivée 1 (c’est-a-dire, L, 41 = 1l et Ly, 1 =
pour tout x € N, voir Kendall [18]). Ce processus admet une unique mesure invariante
réversible (une loi de Poisson de parameétre 1), et 'on peut donc définir les coefficients «
comme dans 'exemple précédent, en tenant compte de la réversibilité de la mesure :

VpeFre(Q),  agup = ), Lo
qeQ

et similairement pour ag\ ;. Si on les définit ainsi pour 'ensemble ) = 2N par exemple,
alors pour tout p impair on obtient :

LQ Quip} & OZQ Quip} — P+ 1

On a donc Lg), = o, c’est-a-dire que 'état @) n’est pas stable. De maniere générale si I'on
tente de prolonger la définition ci-dessus a un @ tel que Fr(Q) soit infini, alors on n’a pas
la garantie d’avoir L < oo. Si G est infini, on ne peut donc définir le dual que jusqu’au
temps ou le nombre de ses composantes connexes explose. Si on applique la proposition
3.0.4 a 'exemple de générateur que ’on vient de présenter, en considérant pour chaque @’
la partition formée par ’ensemble de ses composantes connexes, on obtient le dual défini
dans la partie 2.2 qui, lui, présente ’avantage de rester tout le temps connexe, et donc de
pouvoir étre défini tout le temps (ou au moins jusqu’a son temps de double explosion, cf.
définition 1.2.3).

76



Exemple 3.0.6. On considére un exemple qui sera utilisé dans la section suivante. Dans
l’exemple précédent, le dual ne peut gagner ou perdre qu’un point a la fois. On va mainte-
nant le forcer a « gagner autant de points de Fre(Q) que possible », ou a « perdre autant
de points de Fri(Q) que possible », d’un coup.

Soit Q € G*, me = | Fre(Q)] et m; = |Fri(Q)]. On numérote pi, ..., poe les éléments
de Fro(Q) et pi, ..., pi" ceur de Fri(Q) (ici aussi, on omettra généralement les exposants
quand il n’y a pas d’ambiguité) de maniére a ce que :

. 1(q) 1(q)
Vi < me, ~Lqpi = Z . it1
WQM@J S nptt) er
Vi< mj, M q,p.' Z 'u(q) ,C it+1

i+1 q,p;
#Qun =0 Hpi)

On définit ensuite :

Vi < me, 8ZFQ=QUU{292}
k=1

Vi < @Q=meﬁ}
k=1

Et on pose V1 (Q) ={0;Q, i=1,...,n} et V5 (Q) ={0;Q, i =1,...,m;}. En prenant
p = ple dans (3.3), on obtient :

1(q)
Qo .Q = Z ( n)ﬁq,pg
w0 M\Pe
puis successivement chacun des p., par ordre décroissant :

waq) . 1(q) »
) %Pé '3 e
=5 pe) S u(pirt) T

Vi < me, gt =

De la méme maniére, en prenant successivement p = pi par ordre décroissant et p' € Q)
quelconque dans (3.47), on obtient :

1(q)
QomQ = Z (pmi>£q7pimi

aQ H
Vi<mi, Iu a.p —2 /4L1+1 1+1
ﬁQMR 170 1

Vérifions que l’équation (3.5) est également satisfaite. Pour tout Q' € V(Q), on a OcqQ,
donc pour tout pe Q :

. ag (@) _ a,(l_u@'))
Z() “ Q,;V(Q) 1(Q) Q,EZV(Q) N 1(Q)

peQ’

0; wu(of
—Zam HOTQ Z - @;@)

3 u@ i) 1(q ()
ST Wop C v

zle“p zl%@ﬂpe
1(q) #
— E,
=0



Comme dans ’ezemple précédent, un tel dual n’est défini que jusqu’au temps d’explosion
du nombre de ses composantes connexes.

Il pourrait étre intéressant de comparer la vitesse d’accroissement des duaux présentés
dans ces deux exemples : en étudiant rapidement les taux de sauts de chacun, on constate
assez facilement (nous n’en donnerons pas la preuve ici) que le deuxiéme s’agrandit plus
vite car il peut ajouter plusieurs points en un seul saut, mais il se rétrécit aussi plus vite par
symétrie. Lorsque le dual tend a s’agrandir et a remplir tout 1’espace, il semble donc naturel
de supposer que ceci se produit plus rapidement dans le deuxieme cas. Pour accélérer
encore cette dynamique, on peut aussi choisir de construire un troisieme dual, avec les
ensembles V; (Q) du premier et V5 (Q) du second, et les coefficients correspondants dans
les deux exemples pour le générateur. Ce dual ajoute plusieurs point d’un coup mais
n’en perd qu'un a la fois, et combine donc les avantages de chacun des deux duaux
présentés. Remarquons que cette troisieme alternative est 1’équivalent en temps continu
et a espace d’état infini de 'algorithme glouton de Diaconis et Fill [23] (section 3.4),
a l'exception de la question de la loi initiale, qui a été éludée ici mais qui peut étre
traitée exactement de la méme maniere que dans le cas discret. Cette option semble
donc plus avantageuse en terme de rapidité de convergence. Cependant, le dual proposé
dans l'exemple 3.0.6 présente l'avantage, que 'on développera dans la section suivante,
d’approximer une diffusion multidimensionnelle sur un graphe continu dont toutes les
coordonnées sont dirigées par un méme mouvement brownien.

Il serait également intéressant d’adapter les calculs du chapitre précédent au cas non-
réversible, en utilisant les outils présentés ici.

Nous présentons maintenant quelques résultats non encore démontrés, mais qui ont
vocation a donner une intuition et a aiguiller les calculs lors de la recherche de processus
duaux.

Conjecture 3.0.7. L’équation (3.2) admet (au moins) une solution L* quelque soit L,
si et seulement si pour tout Q € G*, V(Q) u {Q} sépare les points de Fr(Q) et I’ensemble
Q au sens de Kolmogorov, c’est-a-dire pour tout p € V(Q) et tout p' € Fr(Q), il existe
UeV(Q)u{Q} tels quepe U et p' ¢ U ou inversement (axiome de séparation Ty, voir
par exemple Willard [91]).

NB : on ne demande pas que les points de Q entre euzx soit séparés par V(Q).

Remarque 3.0.8. L’hypothése de séparation s’énonce de maniére équivalente par : la
topologie engendrée par les éléments de V(Q) contient Q) et les singletons {p}, p € Fr(Q).

Démonstration partielle de la conjecture 3.0.7. Ce résultat doit pouvoir se prouver en
mettant en relation les combinaisons linéaires des différentes équations et les opérations
d’union/intersection d’ensembles de V(Q).

Une implication se montre facilement. En effet, si I’on considére deux points p,q €
Fro(Q) et que 'on suppose qu'ils ne sont pas séparés, alors on a :

2 Qg = Z Qg
Q@) Qev(Q)
peQ’ q€Q’
et en considérant I’équation (3.3) successivement avec p et p’ on obtient :
1(q) 1(q)
240" ™ 24 a0
qeQ M\P geqQ HP

ce qui n’est pas vrai pour tout £, et I’équation (3.2) n’a donc pas forcément de solution.
On traite similairement le cas p,p’ € Fri(Q) en remplagant (3.3) par (3.4), et le cas
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p e Fri(Q), p' € Q en considérant 'équation (3.4°) avec p et p. Enfin, deux points p € Q
et p’ € Fr.(Q) sont trivialement séparés par Q (p € Q et p’ ¢ @), ce qui achéve de montrer
que si deux points p € V(Q) et p’ € Fr(Q) ne sont pas séparés alors il existe des £ pour
lesquels (3.2) n’admet pas de solution. O

De la conjecture 3.0.7 on déduit aisément deux corollaires.

Corollaire 3.0.9. Pour que (3.2) ait une solution quelque soit L, il faut que |[V(Q)| =
| Fr(Q)| pour tout Q € G*. De plus, il est possible de choisir V(Q) avec |[V(Q)| = | Fr(Q)|
pour tout Q € G* et tel (3.2) ait une solution. Dans ce cas, la solution est unique.

Le second corollaire est utile pour comprendre la dynamique d’un processus dual. Il
découle immédiatement de la conjecture et on en donne également ici une preuve directe
assez simple.

Corollaire 3.0.10. S’ existe une solution da (3.2) quelque soit L, alors pour tout Q € G*
et tout p € Fro(Q), q € Friy(Q), il existe Q', Q" € V(Q) tels que pe Q' et q ¢ Q".

Démonstration. Soit Q € G* et p € Fre(Q). Par définition de la frontiere extérieure, il

existe ¢ € @ tel que £,, > 0, donc Y] MEQ;/LP,[] > 0 et d’apres (3.3) il existe Q' € V(Q) tel
qeQ M\ P
que ag>0.

Soit maintenant ¢ € Fr;(Q
V(Q), alors on retranchant (3.

Z g — 2 OéQ/Z—ZZEziEnq<O

Q'EV(Q) Q'eV(Q) PeEQC
peQ’

). Si on suppose par l'absurde que g € Q' pour tout @' €
5) a (3.4), on obtient, pour un p € () quelconque :

c’est a dire :

Z OZQ/<0

Q'eV(Q)
peQ’

ce qui est impossible. O

Pour les deux exemples de duaux présentés dans ce chapitre, ainsi que pour d’autres
exemples envisagés lors de ces travaux, il est apparu au fil des calculs qu’en résolvant
les équations (3.3") et (3.4") (ou de maniere équivalente les équations (3.3) et (3.4)), la
solution trouvée satisfaisait automatiquement 1’équation (3.5). On en a fait la conjecture
suivante.

Conjecture 3.0.11. Siles V(Q), Q € G* sont tels qu’il existe une solution d (3.2) quelque
soit L, et si un générateur L* satisfait (3.37) et (3.47), alors il satisfait aussi (3.5), et par
conséquent est solution de (3.2).
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Deuxieme partie

Dualité pour une diffusion sur un
graphe quantique
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Chapitre 4

Diffusion sur un graphe

4.1 Cadre théorique

On considere un graphe fini connexe et non-orienté G = (V, E). On le suppose simple
et sans boucle, de sorte que I'ensemble des arétes E peut étre vu comme un ensemble
de paires de I’ensemble des sommets V. Ces hypotheses ne sont en fait pas restrictives,
comme on le verra dans la remarque 4.1.2. Soit G le graphe continu et compact ou chaque
aréte e € F est remplacée par un ensemble R, homéomorphe au segment réel [0,1].
Naturellement, les deux extrémités de R, sont les deux éléments de e. Pour tout e € F,
on fixe un homéomorphisme z, : R, — [0,[.], ot [, > 0 sera vu comme la longueur de
R.. En particulier, on a e = {e”,e*} ot e == 2,1(0) et e* = 2, '(l.), et donc le choix de
I'application coordonnées (z.)ecp fournit une orientation arbitraire de £, dont les arétes e
peuvent étre vues comme les couples (e, et). Certaines notions dont nous auront besoin
reposent sur les arétes orientées et nous noterons leur ensemble E:

E = {(e,et), (et,e7) :eeE} ¢ VxV

On utisera comme indicateur de l'orientation d’une aréte la notation ¢z, définie par :

vee B i 1si?i(e_,e+),eeE
—1lsiée=(et,e7), ee E

Pour chaque e € F, 'application x, munit R. d’une structure différentielle : on note
C*(R.) I'ensemble des fonctions f : R, — R, telles que f oz, ! est deux fois continliment
différentiable sur [0,l.]. L'opérateur différentiel de premier ordre 0, est défini sur
C*(R.) par :

VfeCR.),YreR, Of(x) = (fox')(z(x))

ou le prime dans le membre de droite correspond a la dérivation usuelle sur [0,[.]. La
notation prime sera aussi utilisée sur V' pour désigner la différentiation dans la direction
d’une aréte adjacente. Plus précisément, pour x € V soit E, == {e € E : z € e} 'ensemble
des arétes adjacentes a x, et posons :

VreV.VeeE,V feC(R), flue) — { a_ege(;(_e)+) ST ()

De la méme maniere, on utilisera la notation E, = {€ e E; &= (x,y),y € V}, pour
désigner I'ensemble des arétes orientées partant de x € V.
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La famille (z.)ecp munit également le graphe G d’une structure d’espace métrique. On
définit une distance d. sur chaque aréte R., e € F/, par :

V xay € R67 de(:r,y) = ‘me(x) - .Te(y)‘

et une distance globale d sur G comme la longueur du plus court chemin entre deux points
z,y € G, cest-a-dire le minimum de "  d¢,(2i—1,2;) oune N, lese; € E et les z; € G
sont tels que g =z, x, =y et x,_1,2; € R, pour tout i = 1,... n.

Pour introduire un opérateur de diffusion £ sur 'espace d’état G, nous avons besoin de
quelques définitions supplémentaires. Pour chaque e € F, on se donne un coefficient de
drift b. € C(R,.). Un générateur de diffusion L, est défini localement sur R, via :

V feC*R.), LJf] = Pf +b0.f (4.2)

Remarque 4.1.1. Il pourrait étre tentant de considérer des opérateurs plus généraux de
la forme :

v f€C2(Re), Ee[f] = aeagf+beaef (43)

ou le coefficient de diffusion a. € C(R.) est strictement positif. En fait, ce cadre ne
serait pas vraiment plus général.
Pour s’en convaincre, considérons le C1-difféomorphisme :
[0,1.] > L 4y e 0]
Pe - s le T = Y Y ) le
0 Qe (Ie_l(y))

ou l, = S(lf 1/a/ac(z7 (y)) dy. L’application T, = @, o . est alors un homéomorphisme
entre R, et [0,1.], et un élément de C*(R.). Considérons l'opérateur différentiel 0, construit
en conséquence. Alors on a :

V feC¥(R.),  Lff] = 2f +belof (4.4)
ol Ee = L.|Z.]. En effet, si on considére le carré du champ ', associé a L, :
1
Vf€C2(Re), Fﬁe[faf] = §(£e[f2]_2f£e[f])
= ae(ae[f])z

Prenant en compte que pour toute fonction réguliere g : [0,76] — R, on a la formule
de changement de variable (voir par exemple la section 1.11.1 de Bakry, Gentil et
Ledouz [5])

LelgoT.] = ¢(T)Le[Te] + g"(T)Tc. [Te, Te]
on obtient (4.4), puisque p. a été défini de sorte da ce que :

Fﬁe [fe, fe] = 1

Ces considérations nous raménent d la situation (4.2), et montre également pourquoi il
est important d’autoriser la dépendance en e de la longueur l. dans notre contexte initial :
alors que dans la formulation (4.3) il est possible d’imposer que l. = 1 (pour tout e € E),
une fois la transformation appliquée a (4.4), on peut arriver a des longueurs ZNe qui ne sont
plus constantes. Mais comme il apparaitra clairement dans les calculs qui suivent, il est
plus simple de travailler avec des longueurs variables qu’avec des coefficients de diffusion
variables.
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Pour assembler tous les £, en un unique opérateur £, on doit décrire comment le
processus sous-jacent se comporte sur V. Ceci est fait en imposant des conditions de
Neumann sur V' aux fonctions sur lesquelles £ va agir.

Donc pour chaque x € V| on se donne une mesure de probabilité p(z,-) sur E telle que
pour tout e € E, on ait p(z,e) > 0 si et seulement si e € E,, c’est-a-dire x € e. On note
p = (p(2, e))zev,eer, qui est un noyau markovien de V' vers E respectant la structure de
G (i.e. une matrice d’incidence a poids). Il sera pratique d’interpréter p comme un noyau
de Markov sur V' (une matrice d’adjacence a poids), appelé noyau de transition, donné
par :

Vz,yeV,  plz,y) = p(z,{r,y})

Soit F l'ensemble des fonctions réelles f sur G dont la restriction a R, appartient a
C*(R.) (notons que ceci implique que f est globalement continue sur G) satisfaisant les
conditions de Neumann :

VaeV, Z p(x,e)f'(z,e) = 0 (4.5)

ecF,

Un générateur de diffusion £ est alors défini globalement sur F par :

Ll f.](x) ,size RNV, ee E
VieF,VeeG, L[f](z) = { Z[l)(x,e)ﬁe[ﬁe](a:) ,sizeV (4.6)

ou l'on a adopté la convention suivante, appliquée dans toute la suite : pour e € E, f.
représente la restriction a R, d'une fonction f € F globalement définie sur G, tandis
que (fe)eer représente un élément générique de [[.5C*(Re), en général sans f € F
correspondant (comme par exemple pour (b.).cg utilisé dans (4.2)). La définition ci-dessus
de L[f] sur V est assez arbitraire, puisque ces valeurs ne jouent pas de role dans ce qui
suit. En fait, il n’est pas possible de choisir L[f] sur V' de sorte que L[f] soit continue
sur G pour tout f € F (sauf dans le cas ou G a au plus une aréte), autrement dit £ n’est
pas un endomorphisme de F.

Remarque 4.1.2. Les conditions de Neumann sur les sommets sont en fait une générali-
sation de la dérivabilité d’une fonction en un point. En effet, considérons une aréte e € K
et un point x € R\{e*,e”}. On définit un nowveau graphe G = (V,E), par V =V U {z}
et E = E\{e} U {e1,e5}, avec ey = {e™,x}, ea = {e*,x}. Alors le graphe continu G
peut étre défini comme la réunion des Ry, € # e € E et de Re, = 2.*([0,2.(2)]), Re, =
z; ([ze(2), 1)), ces deux derniéres arétes étant homéomorphes d [0, z.(z)] et [0,l. —x.(x)]
respectivement. De plus, pour tout f € F, la restriction de f a Re, et R., est bien C* et
f satisfait les conditions de Neumann pour chaque sommet, en rajoutant auz coefficients
précédents les coefficients :

p(x, 61) = p(x>€2) = 1/2
ple”,e1) =ple,e), ple™,ex) = plet,e)

Si on remplace Lo par L., = £e|51 et L., = £e|52, alors la solution du probleme de
martingale associée au nowveau générateur L, défini comme précédemment mais avec les
nouveaux L., est égale en loi a celle associée a L.

Ceci justifie également le choix de ne considérer que des graphes simples et sans
boucles : si G' est un graphe continu défini a partir d'un graphe G’ quelconque, alors
on peut toujours se ramener a un graphe simple et sans boucle en rajoutant des points sur
les arétes comme on vient de faire.
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Remarque 4.1.3. Heuristiguement, une diffusion générée par L évolue selon le généra-
teur L. sur R\{e",e*}, pour e € E, et quand elle atteint un sommet x € V, elle choisit
d’aller dans la direction e € E avec la probabilité p(x,e). Il n'est pas facile de justifier
rigoureusement cette affirmation, puisque quand la diffusion tape un sommet x € V, elle
va ensuite le taper infiniment souvent sur tout intervalle de temps positif. Il est possible de
surmonter cette difficulté par une approzimation utilisant la théorie des excursions (voir
par exemple le chapitre 12 de Revuz et Yor [75]) et de « choisir les excursions suivantes »
suivant une mesure de Poisson (dont la mesure d’intensité sur les trajectoires est infinie,
reflétant qu’il y a beaucoup de petites excursions).

Majis toutes ces considérations seront cachées dans la formulation suivante du probléme
de martingale.

Freidlin et Wentzell ont prouvé dans [10] (voir aussi Freidlin et Sheu [39]) que le pro-
bléeme de martingale associé a L est bien posé : pour toute distribution initiale my
sur G, il existe un unique (en loi) processus stochastique X = (X;);>o sur G dont la loi
initiale .2 (Xy) est égale & mg et tel que pour tout f € F, le processus M/ = (M{)t>o
défini par :

t

viz0 ML= fO0) - ) - [ £l ds
0
est une martingale. Le processus X solution de ce probleme de martingale est une diffu-
sion, c’est-a-dire un processus de Markov a trajectoires continues.

En général £ n’est pas réversible, i.e. il n’existe pas de mesure de probabilité u sur G
telle que £ soit symétrique dans IL?(u1). Toutefois la positivité des mesures de probabilité
p(z,.) sur E,, pour z € V ainsi que la connexité de G, assure qu’il existe une unique
mesure de probabilité invariante p pour £, c’est-a-dire telle que :

vieF, plLlf]] = 0

La signification probabiliste de u est que quand X a pour loi initiale u, alors pour tout
t > 0, la loi de X; est toujours pu.

4.2 Réversibilité et mesure invariante

Pour tout e € E, soit A\, 'image par z, ! de la mesure de Lebesgue sur [0, [.]. On définit
la fonction S, sur R.> par :

S[%y] be(t) Ae(dt) ) si ze(z) < xe(y)
t) Ae(dt) , sinon

e

Vo,ye R,  Be(zy) = {

[z.y]
ot [z,y] = 27 ([min(ze(x), z(y)), max(x.(1),z.(y))]) (une telle notation sera utilisée

dans tout le papier, sans autre préavis).

On considere la Q-matrice k = (k(2,Yy))s ey définie par :

p(z,y)
Vae#yelV, k(z,y) = S[%y] efe(z2) )\ (d2)
0 , sinon

csi{r,yf =eeE

(les valeurs sur la diagonale sont imposées par le fait que les sommes sur chaque ligne de
k doivent s’annuler), ou p est le noyau de transition. C’est le générateur d’un processus
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de Markov fini ergodique sur V', donc il a une unique mesure de probabilité invariante «,
autrement dit une mesure sur V' de masse totale 1 et telle que :

VaxeV, Z a(y)k(y,x) =0 (4.7)
yeV
Remarquons que puisque k(z, ) = — Zy . k(z,y), cette équation peut aussi s’écrire sous

la forme suivante, plus utile :
VazeV, D> @ =0 (4.8)
eeE,
ou l'on a défini :

—

Ve=(z,y)eE, () = alyklyz)—alx)k(z,y) (4.9)

La caractérisation suivante de la réversibilité est prouvée dans [64] sous une forme
légerement différente :

Proposition 4.2.1. Le générateur L est réversible si et seulement si Kk est réversible,
c’est-a-dire si :

Ve#yeV, a(x)k(z,y) = a(y)k(y,x) (4.10)

Dans la formulation de [64], les valeurs de k(z,y) ne sont pas exactement les mémes,
mais comme elles ne sont multipliées que par une quantité dépendant symétriquement de
x et y, les équations (4.10) sont multipliées par certaines constantes et le résultat reste
le méme. La mesure invariante est aussi donnée dans [64] dans le cas réversible, mais le
résultat suivant en fournit une généralisation. On définit, pour tout e e E et x € R, :

fie(2) = aleM k(e e) f

lez]

P\ (dy) + ale )r(e, et) f W)\, (dy) (4.11)

[z.e*]

et par un abus de notation usuel, on écrira aussi fi. pour la mesure sur G dont la densité
sur R, par rapport & A, est donnée par (4.11) et s’annulant en-dehors de R..

Proposition 4.2.2. La mesure invariante de L est donnée par :

K= ; Z fle (412)

ee

ou Z est la constante de normalisation.

Démonstration. On commence la preuve en explicitant deux propriétés importantes sur
e, €€ E :

Vee E,z€R,, Oefic(x) = aleM)r(et,e”) —ale )r(e™,e") + be(z)fie ()
= e e") + be(@)fic(x) (4.13)
VveV,ee€E,, fe(v) = a(v)p(v,e) (4.14)

Combinées avec (4.8) et la définition de F, ces deux égalités seront la clé des calculs qui
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suivent. Soit f € F, une simple intégration par partie donne :

Zulelf) = 7| £0fan
5| ednl@in )
- 3| @ne +b<>af|<>) (@) (d)

- ([aeﬁe(x)ne(m)]f [ (i) - 2ot )
= =2 (S () + e eiele))
3] (e ~ 0ufe(@)) ] (2)Ae(d)

La premiere somme dans la derniére expression peut étre réarrangée en :
=2 2 v, e)ie(v)
veV eeFE,
qui par (4.14) est égal a :
~Sa@) Y Fwepw.e) = 0
veV eeF,

Pour la deuxiéme somme, on utilise (4.13) pour obtenir :

ZJ = Aufie() ) fy (2) A ()

= ;(O‘(e)“(e=€+)—a(e+)/€(e+,e)) fRe 2ufi. ()M (d2)
- 2o () = )
- Z > e
= %ZV?ZJE)VZ ¥, y)
S5
qui vaut 0 par (4.8). -

Remarque 4.2.3. Si a(e)r(e,e”) = ale”)r(e™,et) pour un certain e € E (c’est-d-
dire, v(e~,e*) = 0), la densité fi. se simplifie comme suit :

fex) = a(e)n(ee?) J ) ), (dy)

e

. p(e”e) Pely)
= e | A d
ae >S ePe(ze)\ (d2) fRee E(y)

Re
p(e ) B(e‘fc)J ele”)
— e B ely,e Ae d
SR efele7) dz)e ee .
— a(e)p(e, el
qui est invariant et réversible pour L.. Si a(et)r(et,e”) = ale”)r(e™,et) pour tout

e € E, on retrouve la mesure invariante donnée dans [0/] dans le cas réversible. De ce
fait, les coefficients y(€), € € E peuvent étre vus comme le manque de réversibilité de .
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4.3 Espace d’état dual et formule de Stokes

Ensuite, nous avons besoin d’une notion de sous-ensembles convenables de G sur les-
quels se fera l'intégration. Les calculs qui suivent nous conduisent a choisir G, I’ensemble
de tous les ensembles parfaits (i.e. fermés et sans point isolé) D de G, non vides et dont
la frontiere 0D consiste en un nombre fini de points. En vue d’en faire un espace complet
pour la distance introduite ci-apres, on définit également :

— G l'ensemble des parties dénombrables de G x [0,1] de la forme {(x;, a;), i € N}
tels que les z; sont distincts deux a deux et que Y,y a; = 1. Lorsqu’il existe i € N
tel que a; = 1, 'ensemble précédent sera identifié avec le singelton {z;}. Plus lar-
gement, lorsque la valeur des coefficients ne nous intéresse pas, nous considérerons
cet ensemble comme une union (au plus) dénombrable de singletons.

— Gy I'ensemble des ensembles parfaits non vides de G dont la frontiére est infinie
dénombrable.

— G=GuGuG.

Dans la suite, G aura vocation a étre I'espace d’état d’un processus dual d’'une diffusion
sur G, et G; U G constitue la frontiere de cet ensemble. On montrera avec la proposition
4.4.4 que G; est inaccessible, ce qui n’est pas aussi évident pour G,.

On définit un noyau de transition A de G dans G par :

> ad(A), siDeG
(z,@)eD
u(D nA)

uD)
ou A(G) désigne 'ensemble des parties mesurable de G. Notons que si D € G U Gy, alors

(D) > 0 et ce noyau est donc bien défini. Pour tout D € G, A(D,) est une mesure de
probabilité sur G et on considere 'application dg : G x G — R, définie par :

VDeG, ¥V AeB(G), AD,A):= (4.15)

sinon

VA Beg, dg(A, B) == p(A(A,-),A(B,"))

ou on rappelle que p désigne la distance de Prokhorov sur Z(G). L’application dg définit
une distance sur G, pour laquelle ce dernier est complet et nous le considérerons donc muni
de la topologie induite. La principale différence topologique avec la distance de Hausdorff
tient dans le fait qu'une suite de G du type (A L By, )nen, avec A, B € G UGy et u(B,) — 0,
converge vers A, tandis qu'avec la distance de Hausdorff elle ne converge pas dans G. Une
suite (Ay)nen de g converge vers A € G si et seulement si, pour toute fonction f : G - R
continue bornée, A(A,, f) — A(A, f). Cela correspond a deux cas distincts :

— Soit u(A) > 0 et u(A,AA) — 0 (le symbole A désignant 'opération de différence

symétrique)
— Soit u(A) =0, pu(A,) — 0 et pour tout (z, ) € A la suite (C,)nen des composantes
Ch
connexes de A, contenant x satisfait #(Cn) —
1(An)

On comprend mieux avec ce deuxieme cas pourquoi on doit imposer une pondération des

singletons pour les éléments de G;. En effet, la convergence (au sens de Hausdorff) d’une

suite (A, )neny de GUGs vers une union dénombrable de singletons n’implique pas nécessaire

la convergence faible de la suite de mesure (A(A,, -))nen vers une limite unique, méme si

toutes les valeurs d’adhérence auront pour méme support cette union de singletons.
Observons enfin que pour tout A, Be G, on a :

dg(A, B) < u(AAB) (4.16)
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A DeGetaxedD, on veut associer 'ensemble 0D(z) — E des arétes entrantes en
x. On commence par considérer sa version non-orientée :

oD(z) = {e €eE:x em} (4.17)

(ot la barre représente I'opération de fermeture), a savoir I’ensemble des arétes e telles que

x peut étre approché le long de R, par des points a l'intérieur de D. L’ensemble 5D(:c) cE

est l'orientation de dD(x) en direction de U'intérieur de D. Son sens heuristique devrait

étre clair, mais sa définition rigoureuse demande un peu de soin. On distingue deux cas :
e Quand x € D appartient a V', on définit :

D(zx)c E = {€cE,:ecdD(x)}

e Quand z € dD\V, il existe un unique e € E tel que x € R, et on a dD(x) = {e}. Si
on suppose que x n’est pas un point isolé de D, alors chaque voisinage de z dans
D intersecte soit (z,e™) soit (e7,x) (et ces alternatives s’excluent mutuellement,
sinon on n’aurait pas x € 0D, par définition de G). Dans le premier cas, on définit
dD(z) = {(e~, e*)} dans le deuxieme ¢D(z) = {(e*,e™)}.

On étend ensuite les dérivées directionnelles définies en (4.1) :
VEéeE,YzeR, Y feF,  fl(z,8):=i0.f. (x)

(avec un léger abus de notation, e est ’aréte non-orientée correspondant a l’aréte orientée
€, cette convention sera appliquée dans la suite). En particulier, (4.1) peut étre réécrit
sous la forme :

V{x,y}eE, f/(lL‘7{ZE,y}) = f/($7(17,y))

Considérons ensuite :

fre()
Z

VeeFE, xR, pe(z) =

Pour e € E, p. est la version continue de la densité par rapport a A, de la restriction de
i a R.. Notons que pour x e Vet e€ E,, on a :

pe(x) = —————= (4.18)

donc sauf si pour tout z € V, p(x,-) est la distribution uniforme sur FE,, il n’existe pas
de fonction p sur G telle que (fic)ecr est de la forme (uy)ecp, car p devrait alors prendre
plusieurs valeurs sur V.

Finalement, on définit la y-dérivée intérieure (normale) de f € F en x € 0D, pour
D e @G, par :

opf(x) = ), pelw)f(z,@)
&edD(z)

et sa p-irréversibilité en x € 0D, pour D € G :

wfa) = ) 7(5) (z)

&edD(x)
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Prenant en compte les conditions de Neumann imposées aux éléments de F, on calcule
que :

VDeG VaxedD,V feF, Opf(z) = —Ogpf(z) (4.19)

(on aura noté que G\ D appartient a G pour D € G, car cette opération conserve le nombre
de points sur la frontiere, ou le réduit a 0 si D est une union dénombrable de singletons),
et par continuité de f et (4.8) :

VDeG,VxedD, vV feF, wf(x) = —gs/f(@) (4.20)

Apres tous ces prérequis, on obtient une formule de Stokes :

Théoréme 4.3.1. On a pour tout D € G et tout f € F,

Lc[f]du = > (= dpf(x) +ypf(2))

xedD

On notera que comme conséquence de (4.19) et (4.20), on retrouve que pour tout

ferF.
Jetran = | cin
1)

= | £lf]dp+ Jﬁ[f] du
D G\D
-0

du + L\D L[f]du

Remarque 4.3.2. Dans le membre de droite de l’égalité du théoreme 4.5.1, on a uti-
lisé une somme sur la frontiére topologique 0D de D, par analogie avec la formule de
Stokes usuelle. Mais conceptuellement il serait mieux de définir la frontiére de D comme
[’ensemble :

0D = {(x,8)edD x E : € dD(x)}
et de considérer la mesure v sur G x E donnée par :

v o= Z the(2)d(z.) (4.21)

(2,8)eGx E

ot 0, est la mesure de Dirac en y, pour tout objet y. On peut alors écrire lorsque  est
réversible :

[ etnan = [ i

On remarque que v donne un poids infini a n’importe quel sous-ensemble (mesurable) de
G x E qui n’est pas fini, ceci expliquant le choix de G.

Preuve du théoreme 4.5.1. On commence avec le cas simple ou D est un sous-ensemble
fermé et connexe d’'une aréte R., e € E, d’intérieur non-vide, c’est-a-dire D = [z, 23] <
R, avec z.(x1) < z.(x2). On rappelle que :

~ - ot
o, e v(e”,e")

= = bee
7 Ot

}ee:
Ol 7
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et on observe alors que :

- o+
L, - 1 (56[#636 - Wﬁe)

donc dans ce cas, en utilisant le théoréme de transport, on obtient :

JDE[f]du _ f[ RATA ORI

y(e et
= J ae[ﬂeaeﬂe](y))\e(dy) B J (Z
[z1,72] [e1,22]

= He(x2)0e fi.(%2) — pe(z1)0e f1. (1) —
= —/,Le(l'Q) (.1'2,( ))_,Ue<xl)f (x17(6776+))

Bl e 1 o

= —0pf(xa) = Opf(x1) +pf(x2) + 0 f(71)

Ocf (Y) Ae(dy)

et dans ce cas particulier le théoreme est prouvé. Dans le cas général, on veut écrire
n’importe quel D € G comme une réunion d’ensembles de la forme précédente. Pour
D e G, soit (D;);es la famille (finie) des ensembles qui sont une composante connexe de
D N R, pour un e € E. Alors, pour tout i € I, il existe z%, 25 € 0D UV et ¢; € F tels que
D; = [z}, 2] © R, avec z.(x}) < z.(x}). On obtient :

U

el

Cette union n’est pas disjointe, mais on remarque cependant que [, ;Din D n’a qu'un
nombre fini de points, tous dans V. Onaaussi 0D < {2} : i€ I,j = 1,2} = J,.p A(DNR.)
et :

| et = 3| et
= 2 (— He@8) a0 07)) = e (@) /(@4 (e )

donc on veut regrouper les termes dans la somme ci-dessus de sorte a faire apparaitre
clairement les dp f(z) et vp f(z) pour chaque z € D et a annuler le reste. On considére
z € e, {xh, 24}, On peut distinguer trois cas :
— siz ¢V, alors z € R, pour un certain e € E, z € 0D et on a po(z) f'(z,€) = opf(z)
v(€)
Z .
existe une unique paire (7, j) € I x {1,2} telle que x = x}.
— sizeVnD: pour tout i € I, si 2} = x ou 7!, = x, alors ¢; € E,. Réciproquement,
pour tout e € E, il existe un unique indice i € I tel que ¢; = e et soit 2} = x (=€)
soit 2, = z (= e™). En utilisant (4.18) et la condition de Neumann en x on obtient :

D mel@) (@l (e et )+ Y pe(ah) f(ah (e ei) = Y nelw)f'(xe)

ielat=x ielab=x eclb;

= 0

et f(@) = vpf(x) (on € est la seule aréte orientée dans ¢D(z)). De plus, il
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et par (4.8) :

S oatren+ Y et |1 = o

z’e[:xﬁ =x iEI:aJ§=;B

— six eV ndD : pour tout €€ éD(m) il existe un unique i € I tel que e; = e et soit

Tt =x (sie= (e ,e")) soit 2 = x (si ¢ = (e*,e7)). Réciproquement, pour tout

ef) € dD(x), et si zi = x, alors (e, ¢;) € dD(x).

. . . . Z_ —
indice i € I, si 2} = z alors (e Y

Z ) Z
On en déduit que :

D me@)f @ (e et )+ Y pe@y) (s (e e) = D) ne(w)f(2,€)

ieI:m’i =z iel:xé:x é‘eéD(z)

= Opf(x)
et :

pRCS REND SRRty ) EA N YR

ielal=x ielxi=x eedD(x)

= 1 f(z)
Ces trois cas étant exhaustif, on peut décomposer I ainsi :

I = U ( U {iel:z=x}u U {iel:a=a}u U {iEI:xézx})

j=1,2 \zedD\V ze0DNV 2eDAV

et on obtient :

=D (e @) f(a5, (e e7)) + e (@) f(at, (67, ¢f)) = = ) dnf(@)

iel zedD
72 €6 12) + 7(e;r7 6;)f(1‘21>> = 2 Yo f(z)
iel x€0D

ce qui conclut la preuve.

4.4 Générateur dual

On veut construire des processus de diffusion (D;);>¢ ayant G comme espace d’état,
et qui sont entrelacés par dualité avec X. Pour aller dans cette direction on considere
un cadre inspiré de 'approche introduite dans [18] pour des diffusions elliptiques sur des
variétés différentielles.

On commence par définir un générateur markovien £ sur un plus petit sous-ensemble
D de G, similairement au fait que £ est naturellement bien défini seulement sur G\V. On
prend pour D 'ensemble des D € G dont la frontiere n’intersecte pas V. On définit ensuite
des observables convenables sur lesquelles on va faire agir £. Le role des observables
élémentaires est joué par les applications :

Fr:D>D — F(D) ::J fdu (4.22)
D
associées aux fonctions f e F.
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L’action de £ sur les observables élémentaires ci-dessus est donné par :

VfeF,VDeD, LlFf|(D) = J L[f]ldu + 2M(§D> fdu (4.23)
D (D) Jop
ou 2u est la mesure sur G obtenu par projection sur le premier facteur de la mesure v
définie en (4.21). On note que par définition de D, on a u(D) > 0 pour tout D € D,
donc le membre de droite ci-dessus est bien défini. Pour D € G\D, on pose de maniére
arbitraire
VieF.  S[FD)= lim L[F](D)
D’eD
Remarque 4.4.1. Dans (4.23), le terme Sandg est juste une somme finie, et comme
la frontiére des éléments de D n’intersecte pas V', il peut étre rééerit Y. _op f(z)p(x), ou
u est la fonction définie sur G\V par

Ve G\‘/, ji((lf) = ,ue(x)(x)

ot e(z) € E et lunique aréte telle que x € Re(y).
Sur V', on pose :

VeeV,  u) = 5 3 ml)

ecl,

Mais ce choix est arbitraire pour la définition de £; a la place de toutes les arétes ad-
jacentes, on aurait pu considérer seulement les arétes entrantes ou sortantes de D (in-
troduisant alors une dépendance supplementaire en D pour ). Cependant, aucune de ces
alternatives n’est vraiment satisfaisante, d’ot la définition de D. Similairement a L[ f] sur
G, il n'est pas possible en général d’étendre £[Fy]| en une fonction continue sur G, pour
tout f € F. En fait, sauf hypothéses particuliéres sur tous les sommets du graphe (que
nous n'expliciterons pas ici), £[Fy| n'est pas continue sur G, pour toute fonction f e F
non identiquement nulle.

On introduit une forme bilinéaire symétrique I'e (qui sera la carré du champ associé a
£) sur de telles fonctionnelles, via :

VfgeF,VDeD, Te[Fy,F,(D) - <LDfdg) (Lng&) (4.24)

Comme les processus de Markov a valeurs dans G auxquels on s’intéresse seront a trajec-
toires continues, nous sommes naturellement amenés a la définition suivante (voir encore
section 1.11.1 de Bakry, Gentil et Ledoux [7]).

On considere © T'algebre constituée des observables de la forme § = §(Fy,, ..., F},),
ouneZy, fi,...fn€Fetf: R — R est une application C?, avec R un ouvert de R"
contenant l'image de D par (FYy,, ..., F,). Pour une telle fonctionnelle §, on pose :

£[3] Z F(Eps o Fr ) ELEY ] + Z Okaf(Fys oo Fp )V Fpyy Fr ] (4.25)
= k=1
A deux éléments D, § = §(Fy,, ..., Fy,) et & := g(Fy,, ..., F,,,), on associe également :

I=1k=1

94



Remarque 4.4.2. A priori les définitions ci-dessus sont ambigués, car elles semblent
dépendre de lécriture de § € © sous la forme §(Fy,, ..., Fy,) et similairement pour &.
Pour voir qu’elles sont en fait bien définies, noter que :

VEGed, Ie[S, 6] = ; (L[38] — FL[6] — 6L[F])

Cette propriété implique que si | est un polynome a n variables, alors pour tout § =
f(f1, .oy fn), avec fi,..., fn € F, Uobjet L|F| est uniquement déterminé. Ceci repose sur
une récurrence sur le degré de f, initialisée par (4.23) et (4.24). Le cas général des fonc-
tions régulieres | se déduit de leur approximation sur tout compact par des applications
polynomiales.

Une de nos principales préoccupations est de prouver que le probleme de martingale
associé a (£,9) est bien posé. Pour justifier cette tdche au préalable, on vérifie que
£ est entrelacé avec L par le noyau de transition A, défini en (4.15). En suivant les
preuves des propositions 20 et 23 de Miclo [65], on pourra alors montrer, si le probléeme
de martingale est bien posé, que I'on peut construire un couple (X, X*) de maniere a ce
que les marginales X et X* aient pour générateurs respectifs £ et £, et que X* soit un
dual de stationnarité forte pour X.

Lemme 4.4.3. L et £ sont A-liés, c’est-a-dire :

vieF, LAl = ALL[S]] (4.26)
Démonstration. Par définition de A, on a, pour tout f € F et tout D e D :
§p fdu
A[fl(D) = *2
(D) = 2
Ly
- Ho

= f(FfaFl)(D)

ou 1 est la fonction constante égale a 1 et :
f:RxR* —
(z,y) —

< |8 =

L’application § = f(Fy, F1) est dans © et :

L8ID) = SE;}?](D) - FJC%EQFI](D) — QFQ[?’E i (D) Q}W(D)
w(0D)?
L[ F1](D) 2 £ (D)
De[Fy, F1)(D) = w(oD) L fdu

donc au final :

L31D) =



Maintenant, si D est dans G\D, alors :

L[31(D)

Jim S[F](D)
= lim A[L[f])(D)

= AL[D)

ce qui conclut la preuve.

]

Le résultat suivant justifie, d’'une part, qu'un processus de générateur £, s’il existe,
est absorbé en temps fini (ce qui, rappelons-le, est le but recherché), et d’autre part que

I'ensemble G; constitue une frontiére inaccessible du domaine G.

Proposition 4.4.4. Soient pg une mesure de probabilité sur G et (Yt)te[o,T] une solution
du probléeme de martingale associé da (ug, £) jusqu’au temps T' de sortie de G, telle que :

tAT
Vi = O, J ]_{yseg\p}ds =0
0

Alors jusqu’au temps T, (u(Y:))i=o est un processus de Bessel de dimension 3, changé de

temps et stoppé en 1.

Démonstration. Soit f € C*(R). Comme p = Fy, o 1 est la fonction constante égale a un,

il existe une martingale locale (M,);>0 telle que :
tAT

Vi 0, KMKWD==KM%D+L 2ff o ul(Yo)ds + My

Par définition de £ (voir (4.25)) on a :

Lfop) = F)Llp) +§ (1)Te(p, 1)

ou pour tout D e D :

S(u)(D) = J;ccwdu+2”“””\LD1dg

(D)
u(oD)?
= 2
(D)
et :
2
Le(p,p) = U 1d/i)
oD
= u(0D)?
Donc, si on pose :
N 1, 1
L = 56 +;6

le générateur d’un processus de Bessel de dimension 3, on obtient :

tAT

V>0, ﬁMan==ﬂM%D+2L (@Y, P LI (u(Y2))ds + Mg
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On définit 7 et ¢ par :
1nf{t2 Y, =G} AT

=2 ,g Y,)%ds
0

On veut définir le changement de temps (0;)scjo] Par :

n
vielo.d, zf (0Y.)2ds — t
0

mais le probléme est que le changement de variable s — 60, n’est pas C! car G 3 D +— u(dD)
n’est pas continue sur D. Pour résoudre ce probleme, on approche cette fonction par une
suite de fonctions continues. On définit donc, pour tout e€e F,x € R, et ne N :

wo({2}) = n(d(z, e7) La@er<iymy + d(e™, 2) La@er)<i/n}) ()

et pour tout D e G :
= > wa({z})
zedD
de sorte que hrfoo 1, (0D) = p(dD) pour tout D € D. On définit également, pour tout
k,neN:

mf{t 0:puYy) < 1/1{:}/\7
=2, e
J
et :

or
Vielwl 2 f 1, (0Y)?ds = t
0

Par convergence dominée et un changement de variable (0" © = =s)ona:

o)) = lm F(u(Yer )

tAS n—o0 t/\gn’

fu(Ye

gn
t/\q,I?L

11, (OY3 )P LIF) (1u(Y5))ds + Mn

tASy

=f(u(Yo)) + 2 lim

n—o0

=f(u(¥o)) + 1

1
—
UASy tAGy

0
[ 2%, )+ My
0

(u(Yo) + f EI7(u(Yo,))du + My,

0

c’est-a-dire, le processus (u(Ygt))po est solution du probléme de martingale associé a L
jusqu’au temps ¢*. Puisque Lest le générateur d’un processus de Bessel, on a hm Sk =G,
et comme sur 'ensemble {7 < oo} n{r <T},ona Yy =Y, =G, c’est donc un processus
de Bessel de dimension 3, stoppé en 1, jusqu’au temps 7. O

Une conséquence pratique de cette proposition est que si (Dy);>o est un processus de
générateur £, alors p(D;) > 0 pour tout ¢ > 0 (presque stirement).
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Conclusion

Nous avons donc construit un opérateur £, agissant sur une classe § de fonctions
sur un ensemble G de sous-parties du graphe. De la méme maniere qu’'un processus de
diffusion classique sur R™ passe un temps nul sur n’importe quelle partie de mesure nulle,
il semble raisonnable de supposer que §'il existe un processus de Markov (D;);~o associé
a cet opérateur, alors les extrémités de celui-ci passent un temps nul sur chaque sommet
et donc que le processus passe un temps nul en D. Pour cette raison, les valeurs de £f sur
D, pour tout § € §, sont définies de maniere arbitraire.

Si 'on suppose donc qu’un tel processus (D;);>o existe, au moins jusqu’au temps T’
de sortie de G, nous avons alors montré qu’il est un dual de stationnarité forte pour
la diffusion associée a L. De plus, I’ensemble G; constitue une frontiere entrante pour
ce processus, et le temps T est donc le temps d’atteinte de Gy, 'ensemble des parties
compactes sans points isolés ayant une infinité de composantes connexes.

Il reste donc a montrer 'existence de ce processus, et l'inaccessibilité de la frontiere
Gs. Dans les chapitres suivants, c’est a ces questions que nous nous intéresserons, ainsi
qu’a celle de 'unicité du processus (en étendant cependant la définition de £ a une classe
de fonctions plus large que §).
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Chapitre 5

Etude d’un cas particulier

Ce chapitre est dédié a 1’étude du dual d’'un mouvement brownien sur un graphe en
étoile dont les arétes ont la méme longueur (voir figure 5.1), et a pour but de donner
des pistes pour étudier I'existence et I'unicité d’une solution au probleme de martingale
dans le cas général. Dans ce cadre particulier, on se ramene a l'intervalle [—1, 1] avec une
singularité en 0, et le processus dual est une diffusion sur un compact de [—1,1]?, dont la
dérive présente une singularité. Ce genre de processus a été étudié par Takanobu [31],[85]
notamment, au moyen d’une équation différentielle stochastique. Dans un premier temps
nous allons donc établir un lien formel entre cette EDS et un probléeme de martingale.

5.1 Diffusion avec une dérive singuliere

Le processus qui sera au centre de notre étude dans la section 5.2 est une diffusion
sur R? avec une barriére perméable (les axes x = 0 et y = 0). Ce type de processus
peut-étre vu comme la version multi-dimensionnelle du mouvement brownien biaisé (voir
par exemple Lejay [51]), et se rapproche également des processus de diffusion sur une
région de R" avec des conditions au bord (réflexion, absorption ou élasticité). Cependant,
contrairement a ces derniers types de processus, sur lesquels la littérature est abondante
(Wentzell [90], Stroock et Varadhan [$1], Takanobu et Watanabe [30], etc.), les diffusions
avec une frontiere perméables n’ont, a notre connaissance, pas été beaucoup étudiées. On
peut, outre le résultat d’existence et d’unicité qui nous intéresse, mentionner une étude

analytique de Portenko [72] sur le semi-groupe d’une telle diffusion et une approche par
un probléme de sous-martingale de Anulova [4].
Le résultat qui nous sera utile ici est dii & Takanobu [34] et concerne existence et

I"unicité de la solution d’une équation différentielle stochastique multi-dimensionnelle avec
un temps local. Bien que I’équivalence de cette EDS avec un probleme de martingale ait été

As

A4

As

FIGURE 5.1 — Exemple de graphe en étoile a cinq branches
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évoquée par ce méme auteur, elle n’a pas, a notre connaissance et a ce jour, été démontrée
formellement. Notre tache ici sera donc de démontrer cette équivalence afin de pouvoir
exploiter les résultats obtenus par Takanobu. Nous considérons ici un cas particulier des
EDS étudiées par celui-ci, mais néanmoins plus général que celui que nous utiliserons dans
la suite. Le résultat énoncé doit encore pouvoir s’étendre assez facilement.

Les notations de cette section sont indépendantes, et nous en reprendrons notamment
certaines de Anulova [4].

On se place sur R, n € N, que 'on identifie naturellement avec R x R*~!, et on note
C° C', C? pour C°(R"), C}(R™), C*(R"). Pour f € C° ou C°(R"!), on note ¢;f la i-eme
dérivée partielle de f lorsqu’elle existe, et 0 ;f = 0;0;f, 02f = 0iif, i,j=1,...,n.

On décompose R™ en deux demi-espaces et leur frontiere : Ay = RY x R" ' et I' =
{0} x R""! de sorte que 'on a R" = A, U A_ U T avec l'identification R" = R x R"!
déja mentionnée. On définit également Ay = A, UT = Ry x R*!

Si f : R — R admet une limite a droite (resp. a gauche) au point a, on notera
fla®) = xlir£1+ f(z) (resp. f(a™) = mlilgl_ f(x)). En particulier, si f € CO(R") est telle que

sa restriction a Ay est C', 0; (0%, y) désigne la dérivée a droite ou a gauche de la premiere
application partielle de f, x +— f(z,y), en 0, pour tout y € R*~1.

On définit également C comme l'ensemble des fonctions f : R™ — R satisfaisant :

— Jis, € C?(A4) (et en particulier, f est continue sur R")

— Pour tout i = 2,...,n, ((3Z-f)|[\+ e C*(A4) (on suppose que ces dérivées partielles

existent et elles sont alors continues sur R")

— Pour tout 4,5 =2,...,n, 0;;f € C°(R")

On notera par exemple que la troisieme condition ne découle pas de la deuxiéme : cette
derniere signifie que les dérivées partielles 0;f, i = 2,...,n, sont bien définies sur R",
et sont continfiment différentiables sur chacun des demi-espaces fermés A, et A_. En
revanche, la valeur de leurs différentielles sur I" n’est pas nécessairement la méme selon
que 'on différentie sur I'un ou 'autre de ces demi-espaces.

Heuristiquement, les éléments de C sont ceux de C?, pour lesquels on a autorisé la
premiére application partielle & ne pas étre C? en 0, mais simplement deux fois dérivable
a droite et a gauche. En particulier, 0; ; f(z,y) est bien défini pour tout 4,5 = 1,...,n et
tout (z,y) € R x R" ! saufsi x = 0 et iouj = 1. Dans ce dernier cas, on peut remplacer
x par 0T, et les applications R"™! 5y — 0; ;f(0F,y) sont continues.

On se donne ensuite des parametres 0 = (0;;(+))ijeing : R* = Mu(R), a = 00" =
(aij(-))ijepiny @ R™ — S} (Pensemble des matrices n x n symétriques et positives),
b= (bi(-))ieping : R* = R et ¢ > 0, avec 0, a et b continus et a;;(-) > 0 pour tout
i€ [[1,n], et on introduit les opérateurs L et B, dont 'action sur f € C est définie par

2

i,j=1 i=1

VzeA,UA,  Lf(2)= (1 > ai(2)0f(2) +2bi<z>aif<z>>

Vz=(0,y)el,  Lf(z)=alfl(y)
Vz= ((L”y)ERn, Bf(Z) zﬁlf(OJ”,y)—c&lf(O_,y)
oL, pour simplifier, pour tout f € C et tout y € R", a| f](y) est une combinaison convexe
de lirgl+ Lf(x,y) et de hI(I)l_ Lf(x,y), dépendant contintiment de y et indépendante de f.

En particulier, si f est C2, alors Lf est continu.
Enfin, on définit I’ensemble

CB={feC: Bf=0}
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Théoreme 5.1.1. Soient Z = (Xt,Yt)t>0 un processus sur R™ d trajectoires continues
bornées, avec Y = (Y2 ...,Y"™) e R"! et pour tout f € C le processus M! = (Mt )i=0
défini par

Vi=0, M =fz)- (ZO)—fﬁf(Z ds

Si X est une semi- martmgale on note {L7, (x,t) € R x R*} ses temps locauz (cf Revuz
et Yor [75]) et MT = (M]),=¢ le processus défini pour tout f € C par

t
ve=0, M/ =M —J Bf(Z,)dL’
0

Alors les quatre assertions suivantes sont équivalentes :
i est une -semi-martingale, e est une martingale pour tout f €
) X est une FZ-semi-martingale, et M7 est tingal tout f € C?
(ii) M7 est une martingale pour tout f € C®
(iii) X est une FZ-semi-martingale et M7 est une martingale pour tout f € ¢

(iv) Z est une solution (faible) de ’équation différentielle stochastique suivante :
dX, = X 01;(Z)dB] + by(Z,)dt + (1 — c)dL) ®)
dy} = 21 00j(Z)dB] + bi(Z)dt, YVi=2,...,n

dans le sens ot X est une .FZ-semi-martingale et il existe un mouvement brownien
B = (B?)jeqing sur R™ (éventuellement défini sur un espace de probabilité élargi)
satisfaisant ’équation (E).

Démonstration. Les implications (iii)=>(i) et (iii)=(ii) sont immédiates, et I'implication
(iv)=(i) découle de maniere classique d’une application du lemme d’It6 a Z solution de
(E), pour f € C?. Nous allons donc montrer les implications (i)=(iii), (ii)=>(i) et (i)=(iv).

Dans cette optique, commencons par remarquer que la définition de M/ peut étre
étendue au cas ot X n’est pas une semi-martingale, a condition que f soit dans CZ. Il
suffit pour cela de poser (arbitrairement) Sé Bf(X,)dL? = 0, méme si la mesure dL? n’est
pas définie. On définit alors dans ce cas MY = M/. On observe également que C? et CB
sont deux anneaux, et en particulier sont stables par somme et produit. Sous 'hypothese
(i) (resp. (ii)), si f, g € C* (vesp. CB), alors M/, M9, MS* M+ MI9 et M9 sont donc
des martingales. Calculons le crochet de M/ et M9 (ce calcul est inspiré d’un document

de cours de Miclo [63]).
Soit t = 0. On pose

t t
N, = J LH(Z)ds + J BF(Z.)dL0

0 0

et on a alors

(f(Zo) + Mtf)2 =

Par définition de M/ 2, on a
¢ 2
(2 = F3(%) + f L (Z.)ds + f BfA(Z,)dL0 + M/
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et par la formule d’intégration par parties pour l'intégrale de Stieljes
t
N? = 2f N,dN,
tO t
FZONc= | F2)an,+ [ Naf(z)
0 0
T t t
:f f(Z,)dN, +J N, dM7 + f N,dN,
0 0 0

En remarquant que Bf% = 2fBf (car f est continue), on obtient

t

(M{)? = =2f(Zo) M{ + f L[f, f1(Zs)ds + MT" -2 f t N,dM!
0

0

ou I est 'opérateur carré du champ associé a £, défini par T'[f, g] = L[fg] — fLg — gLf.
Le processus

() - f LI/, 1(Z.)ds

est donc une martingale, d’otu I'on déduit que

t
O My = | T 1(Zds
0
En appliquant ce résultat & M9 et M/ %9, et par définition du crochet on trouve

1

<Mf7Mg>t = 5 (<Mf _|_M97Mf + Mg>t _<Mf7Mf>t _<M97Mg>t)
1

= 5 (<Mf+g7Mf+g>t - <Mf>Mf>t - <Mg>Mg>t)

- ;L (F[f +g.f +9l(Z) = TLf, f1(Zs) - F[g,g](Zs)>ds

- [ rirgizas

0

Une premiére conséquence utile de ce crochet s’obtient en considérant le cas f = g =
fi : Rx R 5 (2,9) — 2. Sous 'hypothese (i), la fonction f; appartenant a C2, le
processus X = f1(Z) est bien une semi-martingale et ses temps locaux sont bien définis.
Le crochet de X est donné par :

<X7X>t = <Mf17Mf1>t

- ['rtn s
= Jt ar1(Zs)ds

0

En utilisant les temps locaux {L?(X), x € R, s € R} de X et la formule des temps
d’occupation (cf Revuz et Yor [75], chapitre VI, exercice 1.15), on a donc :

t
1x=0}
1ix.— ds=J{L§de=O
f (X6=0) Ral,l(%Ys) ( )

Le méme résultat s’obtient sous hypothése (ii) en utilisant f; : R x R*! 3 (z,) —
rlz>0) —%xl{Ko} a la place de f;. Ceci justifie que le temps passé par X en 0 est de mesure
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(de Lebesgue) nulle, et donc que le processus M7 n’est pas impacté par une modification
des valeurs de Lf(0,y), y € R*™! (puisque I'intégrale du générateur ne change pas). Celles-
ci peuvent donc étre choisies arbitrairement, tant que I'[ f, f](0,y) est non-nul pour tout
y € R™! au moins pour certains f € C (par exemple, pour f = f; ou f1 sous 'hypothése
(i) ou (11) respectivement, mais d’autres choix sont également valables).

Le calcul du crochet va maintenant nous permettre de montrer les trois implications.
Commencons par la plus simple.

Preuve de (i)=(iv). Pourtouti = 1,...,n, on définit la fonction f; comme la i-éme ap-
plication coordonnée sur R", ¢’est-a-dire f;(z1,...,x,) = x;. Ces fonctions appartiennent
aC?et Vi,je[1,n], Tlfi, fj] = ai;. Sous I'hypothese (i), d’apres le calcul du crochet
qui précede et le théoreme de représentation des semi-martingales (Ikeda et Watanabe
[11], chapitre 2, théoréme 7.17), il existe un brownien n-dimensionnel B = (B?)je1,n],
éventuellement défini sur un espace de probabilité élargi, tel que

t
e R AL A TET R B

0

Puisque de plus, Lf; =b;, Vi=1,---,n, on conclut que Z est solution de (E).

Preuve de (i)=(iii). On suppose (i) et on choisit une fonction f € €. On pose
Bily) = af(0%,y) —af(0,y)
Baly) = 31 f(0%,y) = 31 /(07 )

pour tout y € R"~!. Pour tout € > 0, on définit successivement les fonctions

E© . RxR*! - R

(z,y) ~— By +x (Bz(y) + 662@)

FGE . RxRv1 -

3
Tr\e—x
(:L‘7y) = (53)]{3(5)(%9)1{0@:«}

1 = f+F©

Pour tout € > 0, la fonction f©) est évidemment C? au voisinage de tout point (z,y) €
R x R*! tel que « ¢ {0,¢}. De plus, de maniére immédiate, F'®) et toutes ses dérivées
partielles & 'ordre 1 et 2 s’annulent en (e, ), pour tout y € R"™! c’est-a-dire :

FO(e,y) = 0,F (e, y) = 0,0,F(e,y) = 0

pour i,j = 1,...,n, ainsi que F(®) et toutes ses dérivées partielles, & I’exception de celles
selon la premiére variable, en (0,y), y e R*!:

FO(0,y) = 0,F9(0,y) = 0,0,F9(0,y9) = 0

pouri,j = 2,...,n. Autrement dit, F'®) est défini de telle maniere que f©) e C. Calculons
ses dérivées partielles selon la premiére variable. Pour tout (x,y) € ]0,e[ x R*™! on a
(e — =)

3

= (6(21' — )k (2,9) + (z — &) (4z — €)1k (z, y>>

PO (a,y) =
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donc en faisant tendre & vers 0 :
HFO0%,y) = —k9(0,y) = —pi(y)
FFO07, ) = SKO0,p) ~ Gk9(0,0) = ~Baly)
01, FO 0% y) = 0, FO07,y) = =0k (0,9) = =0 1b1(y), i=2,...,n
Ce qui donne par exemple pour 0, :
oLf 0", y) = a1 f (0", y) = Bily) = a1 f(07,)1f (07, y)
i 0D ZIOD G 00,0) ) = aus0%0)

z—07t
lim f(s)(x’y) _fa(07y>
z—0~ Yy

= alf«)i) y)

et de méme pour les dérivées partielles d’ordre deux. On en déduit que toutes ces dérivées
partielles sont bien définies et continues, et les fonction £ sont donc dans C? pour tout .
Elles sont de plus bornées uniformément en e, de méme que toutes leurs dérivées partielles
d’ordre 1 et 2 & I'exception de 02 f). Pour ce qui est de cette derniére, on peut tout de
méme isoler dans 0?F(®) la partie qui n’est pas bornée uniformément en &, ce qui nous

simplifiera les calculs par la suite. Pour tout  # 0 € R et y € R"! on note
a%F(a) (337 y) = 661(?/)Q<$7 5)1{0<x<s} + Ta(.ilf, y)
ot sup, . r-(r) < +00 et @ est définie par :

S1

A\
o o

(x —¢e)(2x —¢) TS

g3 <

Q(z,e) =

S1

o|lmn D
m N M

ST <
© :
Pour tout € > 0, le processus M/~ est une martingale, et :

Mtf(s) _ f(a)(Zt) _f(g)(ZO) —f(['f(zs) +£F(8)<ZS))dS—Jt Bf(S)(ZS)dLS(X)

t
0 0

avec f©(Z,) — f©(Zy) qui est borné et converge vers f(Z,) — f(Zy) quand ¢ — 0%,
et BfE)(0,Y,) = d1f(07,Y,)(1 — ¢). 1l ne reste donc qu’a étudier la convergence de

§o LF©)(Z,)ds lorsque £ — 07

Pour cela, on va utiliser les temps locaux de X, par I'intermédiaire de la formule des

temps d’occupation. On rappelle que le crochet de X est donné par :

t

(X, X = J a1 1(Z,)ds

0
donc
! [ LFE)(Z,)
LFEO(Z)ds = | =—— 22X, X),
jo (2)as = | S a x)
[ (P LFO(2,Y;)
= = AL (X )da
JRL a1 (z,Ys) +(X)
re t
= | 6Q(z,e) J By (Y,)AL? (X)dz + 7.(Z)
Jo 0
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ou 7. est un reste qui tend vers 0, et qui contient I'intégrale de la partie bornée r. de
BFE), () ainsi que l'intégrale de toutes les autres dérivées partielles de F(¢). On note

t
I =6 | mr)dzi(0
0
ce qui donne
e—0t 0 e—0t 0

t s €
lim | LF(Z,)ds = lim Q(az e)Ledx + li%1+f Q(z,e)Ledx
3

a condition que ces limites existent et que I'une au moins des deux limites du second
membre soit finie. La fonction z — Q(z,¢) est de signe constant dans chacune de ces
deux intégrales, et on peut donc les encadrer comme suit :

1nf szQxe f@xe[ﬂ”daj sup LxJst
sup LIJ Q(z,e)dx < f Q(x,e)L¥dx < i[gf]j}ff Q(z,e)dx
% xre 575 %

Or :

Lg Q(x,e)dr =
f Qla,e)dz — -

et z — L7 est continue & droite, car 'application (x,t) — L¥ est continue & droite en z

,_oo\»—l

et croissante en ¢ (cf Bray, [9], théoréme 3). On a donc
L’“" L‘T
lim EF ©(Z,)ds = lim =+ — lim —-
e—0t 0 e—0T e—0t 6
e
6
¢
- | sivas
0

Maintenant, pour tout ¢t > s > 0, la fonction aléatoire

e FOZ) - 102 - [ Loz

est bornée p.s., et donc par le théoreme de convergence dominée

lim M/ = £(Z) — £(Z) - fﬁﬂ xm—fom )+ A f (07, V) (1 — )L

e—0t
t

=f@»—ﬂ&»—££ﬂamu—f3ﬂmnmﬂ

0
= M/

définit bien une martingale M/ = (Mtf )i=0-
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Preuve de (ii)=(i). La preuve est identique a celle de I'implication précédente, a deux
détails pres : pour approcher une fonction f € C? par une famille de fonction (f)).oo C,
on n’a pas besoin de se soucier de la continuité des applications x +— 07 f (e) (x,y) en 0,
ce qui simplifie les calculs. En revanche, il faut étre plus précautionneux pour montrer la
convergence de S; LF©)(Z,)ds, car on ne peut pas ici utiliser directement les temps locaux
de X sans avoir montré au préalable que ce dernier est une semi-martingale.

On suppose donc (ii) et on choisit une fonction f € C%. On pose B(y) = Bf(0,y) =
21 £(0,9) (1 — ¢) pour tout y € R"1. Pour tout € > 0, on définit la fonction

F®: RxR* — R
z(x —¢)3
(x,y) e (é),ﬁ(y)1{0<a:<s}
et on pose
& = f4 FE

Comme précédemment, on vérifie facilement que f© e C pour tout € > 0 et que F(©
ainsi que toutes ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2, & I'exception de 07F (), sont bornées,
uniformément en e. Pour ce qui est de 0?F ) pour tout z #0€Ret ye R" ! on a

6(x —€)* + 6x(x — ¢)

a%F(E) (xay) = 23 6(y>1{0<x<5}
6(z —e)(2z —¢)
= 3 6(9)1{0<m<5}
= 66(y)Q(,¢)
avec
( )(2z — ¢) >0si0<a<-
r—e)(2x — =z <
Q(l’,€) = 3 . € 2
€ < 0si 3 <Sr<e¢

Pour construire la famille des temps locaux de X, il faut commencer par montrer que
celui-ci est une semi-martingale. Puisque X = f;(Z) et que la fonction f; n’appartient
pas & CB, nous allons recourir temporairement au processus X = f; 1(Z2), avec fi (r,y) =
A N %xl{x<0}. Ce processus, lui, est bien une semi-martingale puisque fl appartient a
CB, et on va donc utiliser ses temps locaux {L® (X' ), r€ R, seR,}, de la méme maniere
que ceux de X dans la preuve de Iimplication précédente. Le crochet de X est donné
par :

<)~(’X>t _ <Mf1,]\/[f1>t

_ f Pl Ail(X.)ds

0

t
1
= J a1,1(Xs) (Lix,>0) — El{xs<o})d8
0

et X coincide avec X sur R, donc en posant
t
I =6 | avoazico
0

on trouve comme précédemment

t s €
. (e) T = . =
alir(% ) LF'9(Z)ds = Elg(%fo Q(z,e)Lidr + alir(% L Q(z,e)Lidx

_ L B(Y)AL
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Pour tout ¢t > s > 0, la fonction aléatoire

e FO(2) - fO(2 JEF

est bornée p.s., et donc pour tout £ = 0 on a la convergence

i M/ = £(Z) ~ £(Z0) - | £1(Z)ds~ | BYVL
e 0 0
it

et par le théoréme de convergence dominée, le processus M/ = (]\th )i=0 est une martingale.
En particulier, f1(Z) = X est une semi-martingale, dont on peut définir les temps locaux
{L}, (x,t) € R x R"}, et en reprenant les calculs ci-dessus, on vérifie facilement que la
mesure dLf coincide avec de , pour tout z > 0, donc M7/ = M. Ceci achéve la preuve
de I'implication. O

Remarque 5.1.2. Pour simplifier, et parce que nous n’aurons besoin que de ¢a ensuite,
on a choisi ici de supposer que les trajectoires de Z sont bornées. Moyennant un argument
de localisation sur des compacts, on peut bien str généraliser le résultat en s’affranchissant
de cette hypothése. D’autres généralisations sont également possibles sans trop d’efforts,
pour montrer l’équivalence entre des équations différentielles stochastiques se rapprochant
plus de celle étudiée par Takanobu [5]] et le probléme de sous-martingale de Anulova [/].

De méme, on a fait des hypothéses assez fortes sur a, mais on a vu dans la démons-
tration qu’il suffirait de supposer que off](y) # 0 pour tout y € R"™', pour certaines
fonctions f € C bien choisies.

5.2 Graphe a deux branches sans dérive

On reprend ici les notations du chapitre 4, et on considere le cas simple ou G =
[[7,017], 7 < 0 < I*, avec trois sommets en [~, [T et 0 et deux arétes R., = [I7,0] et
R., = [0,1"], et b est continue sur G. On pose @ = p(0,e;) = 1 — p(0,e2) € ]0,1[. On
définit I comme ’ensemble des sous-intervalles fermés d’intérieur non vide de G, que l'on
considére comme un sous-ensemble de G? :

I={(z,y)e[l",I"]?: 2z <y}

et I comme la fermeture topologique de I, c’est-a-dire I'ensemble des sous-intervalles
fermés de G :

[={(z,y)e[I",I'P :a<y}
Pour tout f € F et tout (z,y) € I tel que =,y # 0, on vérifie grace au théoreme 4.3.1
et & la réversibilité de p (le calcul dans le cas général sera détaillé au chapitre 6) que le
générateur £ défini dans le chapitre précédent satisfait :

ClF (e y) = ((oy 0)? — b}, — by, + 2%(% - ox)) F ()

ou les notations 0, et 9, sont utilisées ici pour désigner les dérivées partielles usuelles sur
Inli~, l+[ par rapport a la premiere et a la deuxieme variable respectivement, et 0 sur

N

0, = 1{2;#7}31, 0, = 1{y7él+}62

On reconnait donc un générateur de diffusion sur R?, a la différence que les fonctions
dans son domaine ne sont pas régulieres. En effet les dérivées partielles des applications
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Fy, f e F ne sont généralement pas définies sur {0} x [[7,[7] u [[7,I"] x {0}, mais les
applications partielles G% : x +— Fy(v,y), y € [I7,1"] et Hf : y — Fy(x,y), v € [I7,1"]
satisfont en 0 la méme condition de Neumann que les éléments de F, avec les coefficients
a et (1 — «) inversés. Plus explicitement, soit y € |0,I7[, f € F et g = G%, on a alors

z—0t X

70 = i ([ 10000) = O

et d’apres 4.18
!

g(07) = =f(O)per (0) = = f(O) 7 —1es (0)

Le méme résultat s’obtient pour la deuxieme application partielle, et donc en utilisant la
notation des dérivées directionnelles (0, ¢;), définies en (4.1), pour g = G% ou H¥, on a
la relation suivante

(1—a)g'(0,e1) + ag'(0,e2) =0 (5.1)

On veut alors étendre la définition de l'opérateur £ a un domaine D(£) contenant les
fonctions F, et d’autres fonctions « régulieres » sur I (en dehors des axes z = 0 et y = 0)
dont les applications partielles satisfont la condition de Neumann (5.1) en 0.

Afin de pouvoir travailler avec la singularité en 0 sans avoir recours systématiquement
aux dérivées directionnelles des applications partielles, nous utiliserons la notation intro-
duite dans la section précédente, & savoir f(a*) pour la limite & droite ou a gauche d’une
fonction f en a € R.

On définit alors D(£) comme I'ensemble des fonctions g : I — R continues telles que :

T Glewe, € C*(Re, X Re;), i,j = 1,2 (ou Gl xe d681gne la restriction de g a I’ensemble

{(z,y) € R, x R, : v <y})

Ilervc)s 1l e )y Pl9is..,] et O3[9)s,.,] sont bien définies et continues pour i =

HQ)

ilg
2.

es dérivées partielles satisfont la condition de Neumann suivante :

fu—

(1=a)a1g(07,y) —adg(07,y) =0,  Vyel0,I7]
(1 —a)dag(x,07) — adag(z,0%) =0, Vaell,0]

Une explication sur la régularité des fonctions dans D(£) : ces fonctions et leurs dérivées
partielles d’ordre 1 et 2 sont continues, a part au voisinage de 'axe = = 0 (resp. y = 0)
lorsqu’on dérive par rapport a la premiere (resp. deuxieme) variable. De chaque c6té de
ces axes, les dérivées partielles admettent quand méme des limites.

On pose alors, pour tout g € D(£) et tout (z,y) € I :

w(r) + p(y)
([, y])
Llgl(z,y) = ((02 = 01)* — b(x)01 — b(y)0s + b*(z,y) (02 — 01)) [g](z, y)

b*(z,y) = 2

siz,y#0et:
vyelo, "], £lgl0.y) = lim £[g](z,y)
Ve [l_v O[v E[g](gj’ O) = yl_ig{ S[g](:v,y)

et cette définition est consistante avec celle que 'on avait jusqu’a maintenant si g =
Fy, f e F ou plus généralement si g = § € D.
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Remarque 5.2.1. On rappelle que l'on a défini, dans le chapitre 4, la fonction £f en D
comme sa limite en D" lorsque D’ tend vers D en croissant, d’ou le choiz de la limite d
droite en x et a gauche en y.

Nous verrons dans la section 6.2 comment généraliser la définition du générateur et de
son domaine sur G lorsque le graphe est plus complexe.

Proposition 5.2.2. Pour toute mesure de probabilité uy € & (I_), il existe un unique (en
loi) processus continu Z* = (X[, Y )i=0, de loi initiale pg, tel que Z;} € I pour toutt > 0
et solution du probléme de martingale pour (£,D(L)).

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 5.2.3. Pour toute fonction b : R — R mesurable bornée, les équations différen-
tielles stochastiques suivantes

- 1
AX7 = 2B, — (X + (XY, Vi)t — ~dLf(x)

. (E1)
AV = —2dB, — b(Y,)dt — b(X[, Y;*)dt

dX7 = 2dB, — b(X;)dt + b(X}, Y;*)dt

. 1. (E2)
dY;* = —2dB, — b(Y,)dt — b(X}, Y;*)dt — —dLO(Y*)
a

(ot LY(X*) et LY(Y*) désignent les temps locaux en 0 des semi-martingales X* et Y*
respectivement) admettent une solution respective, unique en loi.

Démonstration. On montre le résultat pour (E1), la preuve pour (E2) étant symétrique.
On introduit Iéquation suivante, qui n’est rien d’autre que I'équation (E1) sans le
coefficient de dérive b :

1

dX; = 2dB; — b(X,)dt — —dLI(X*)
(6%

dY;* = —2dB, — b(Y;)dt

(E1)

D’apres Takanobu [31], cette EDS admet une unique solution Z* = (X*,Y*). Une simple
application du théoreme de Girsanov (cf Tkeda et Watanabe, chapitre 4.4) permet de
conclure que Z* est aussi 'unique solution de (E1), aprés un changement de mesure de
probabilité bien choisi sur (€2, &7). O

On observera ici I'importance d’avoir supposé que le coefficient de dérive du processus
primal, b, est continu. En effet, dans les EDS considérées ici, le terme de diffusion est
donné par un mouvement brownien unidimensionnel et le théoreme de Girsanov ne permet
donc de traiter que des coefficients de dérives proportionnels dans les deux équations du
systéme, comme c’est le cas avec les termes +b(X7, Y;*). On ne peut donc pas se ramener
a un systeme de la forme (E17) sans les termes b(X;) et b(Y,*), et ceux-ci doivent donc
étre continus pour rentrer dans le cadre du résultat d’unicité de la solution de Takanobu.

Démonstration de la proposition 5.2.2. Le lemme 5.2.3 ne permet pas de prouver directe-
ment le résultat désiré, car le coeflicient de dérive b* n’est pas borné, et chacune de deux
EDS ne fait intervenir qu’un seul temps local, alors qu’il nous en faudrait deux. L’idée de
ce qui suit est donc d’étendre le résultat de ce lemme en plusieurs étapes :

(a) On commencera par construire le processus solution du probléeme de martingale sur
des intervalles de temps ou une seule des deux coordonnées peut passer en 0, et donc
ou un seul temps local intervient. En recollant ces intervalles, le processus est construit
jusqu’au premier temps de sortie d’un sous-ensemble d'un compact de I.
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(b) On vérifie ensuite que le processus construit et bien 'unique solution du probleme de
martingale

(c) Dans un troisiéme temps, en faisant tendre vers I les ensemble sur lesquels le processus
est construit, on montre que le temps de sortie de ces ensemble tend vers le premier
moment ot I'une des coordonnées atteint un bord de [[7,[T], grace a la proposition
4.4.4. On montre que le processus obtenu est bien solution du probléeme de martingale.

(d) Enfin, la derniére étape consiste a étendre la condition initiale a I. Cette étape est
identique a Miclo [65] et ne sera pas détaillée.

Etape (a). Pour tout n € N, on définit le sous-ensemble I, de T :

I, ={(x,y) € ]l_,l+[2 sy —x=1/n}

Sur ces ensembles, le coefficient de dérive b* est borné, et on définit la suite de fonctions
sur I (by,)nen par :
VneN, b, =b" A sup b*(z,y)
(z.y)Eln
On va alors construire par itération le processus Z* = (X* Y*), unique solution du
probléme de martingale associé a (£, D(£)), jusqu’au premier temps de sortie de I,,, que
I’on note 7, :

T=inf{t=>0: Y - X!<1l/nou X*=[" ouY*=1[0"}

On note P} et P? les lois des uniques solutions de (E1) et (E2) respectivement, partant

de z € I, avec b = b, (la dépendance de ces lois en n étant implicite). On pose 70 = 0

et Z§ = (xo,yo) € I. Par récurrence, on suppose le processus Z* = (X* Y*) construit
2

jusqu’au temps 7,7, ¢ € N, et on définit

( jgi+t)t>0:( ::%Urt? T%i+t)t>0

. oy * , N
comme un processus sur R? dont la loi conditionnelle sachant ﬁTZQ est égale a P} .
n T

jusqu’au temps :

2 =inf{t > Y- X <1/mouY*<1/2nou X* =1 ouY*=1["}

n

avec la convention inf @ = +00. On procéde de méme aprés 727!, en définissant

n
* * *
(ZTﬁ”lth)t?O - (XTEJ'“H’ Yr,2f“+t>t>0
. oy * , \
comme un processus sur R2, dont la loi conditionnelle sachant .7 TZQHI est égale a P2,
n 2i+1
TTL
jusqu’au temps :
2 =inf{t = Y- X <1/nouXf>=-1/2nou X* =1 ouY*=1["}

n n

En faisant tendre i vers +00, on a ainsi construit le processus Z* = (X* Y*) jusqu'au
temps 7,.

Etape (b). Soit f € D(£), on pose
Vim0 M= 57 - 17 - [ s
0
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et on veut vérifier que le processus (Mtfmn)t;o est une martingale. Soit ¢ € 2N un entier
pair, alors par construction, pour tout ¢ € [7., 77| on a Y* # 0. Il existe donc une

n'n

fonction f : I — R, qui coincide avec f et appartenant a l’ensemble C? défini dans la

— % Jans la définition de B (autrement dit f est égale & la fonction
a
f, régularisée autour de [[7, 1] x {0}). Par le théoreme 5.1.1, <Mtf/\7',i+1 — M

i
tATY

section 5.1, avec ¢ =

)i=0 est donc

une martingale. En traitant similairement le cas ¢ € N impair, on obtient que (Mthn)t;o
est une martingale locale. comme elle est bornée, c¢’est une vraie martingale.

Par les mémes arguments, si Z* est un deuxiéme processus partant de z tel que le
processus (]\;[tfﬁn)tzo (avec des notations évidentes pour M/ et 7,) est une martingale
pour tout f € D(£), alors la loi de Z* sur l'intervalle [7%, 72+1] coincide avec celle de Z*
sur [7¢, 7071, pour tout i € N, et ces deux processus ont donc la méme loi jusqu’au temps

nr'n
Tn-

Etape (c). En faisant tendre n vers +o0, on étend la construction de Z* jusqu’au temps

T = lirfoo Tn. Par la proposition 4.4.4, on a :

T=inf{t>0: X =1"ouY*=1[0"}

et le processus (Mtfm)t;() est une martingale locale pour tout f € D(£). Il ne reste donc
plus qu’a vérifier que c’est en fait une vraie martingale. Il suffit pour cela de vérifier que

sup Mtf < oo presque stirement. La fonction f étant bornée ainsi que ses dérivées et la
=0
fonction u, cela revient en fait a vérifier que le processus

1
w(Z)

est borné presque stirement. Cette partie est identique a la preuve du lemme 11 de Miclo
[65] et nous ne la reproduirons pas ici.

Enfin, a partir du temps 7, I'une des deux dérivées partielles (celle en x si X* = [,
celle en y si Y* = [T) « disparait » dans I'expression du générateur, et celui-ci est alors un
générateur d’une diffusion classique sur G, absorbée en [~ si Y, = [T et en I™ si X, =1".
Le caractere bien-posé du probléeme de martingale est donc donné par Freidlin et Wentzell
[10] (cf section 4.1).

t—

Etape (d). Nous avons montré a ce stade que pour tout z € I, il existe un processus
Z* partant de z, solution du probléeme de martingale associé a (£,D), que la loi de Z*
est uniquement déterminée, et que Z;° € I pour tout ¢t > 0. Il ne reste donc qu’a étendre
ce résultat & z € I. Pour cette partie, il suffit de suivre la preuve de la proposition 12 de
Miclo [65]. O

Nous avons donc montré que le probleme de martingale associé a (£, D(£)) est bien
posé, et puisque ©® < D(L), celui associé a (£,D) admet au moins une solution. Pour
montrer 'unicité de cette solution grace a la précédente, il faudrait en fait montrer que
D est bp-dense dans D(£) (c’est-a-dire, pour tout f € D(L), il existe une suite (f,,)nen
de © telle que f.(x,y) — f(z,y) pour tout (x,y) € I et sup, ||fnllc < o0, cf Ethier et
Kurtz [29]), ce qui est loin d’étre évident. Par exemple, si 'on considére le cas simple
a = 1/2, il semble difficile d’approcher la fonction f; : (x,y) — x par des éléments de
®. Peut-étre faudrait-il donc élargir ce dernier. Néanmoins, ce résultat reste satisfaisant
puisque le résultat du lemme 4.4.3 est bien siir toujours valable, et donc le processus Z*
obtenu est un dual de stationnarité forte pour X.
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-1 0 1
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FIGURE 5.2 — Projection par h d’un état du dual sur le segment [—1, 1]

5.3 Adaptation au graphe en étoile

On généralise un petit peu en considérant le cas ou G est constitué d'un nceud central,
et d'un nombre fini d’arétes, toutes connectées a ce nceud et de longueur 1. Autrement
dit, on a

V={0,A...,A,}, E={ey,...,e,}, neN

avec ¢; = {O,A;} et l,, = 1, i = 1,...,n, comme illustré en figure 5.1 avec n = 5.
Observons notamment que dans ce cas la mesure invariante p est réversible. On sup-
pose pour simplifier que b., = 0 pour tout i € [1,n] (le processus primal est donc

un mouvement brownien sur G), et on définit les paramétrisations de telle sorte que
ze,(0) =0, i=1,...,n, que x. (A1) = 1 et que x,(A;) = —1 pour tout i € [2,n]. On ne
fait en revanche aucune hypothese sur les coefficients p(O,¢;), i = 1,...,n, et la mesure
invariante p n’est donc pas globalement uniforme, mais seulement uniforme sur chaque
aréte, celles-ci ayant chacune un poids égal au coefficient correspondant, c¢’est-a-dire :

Viel[l,n], w(Re,) = p(O, ;)

On définit la fonction A : G — [~1,1] par :
VzeG, h(z) = Z Te, (%) lser,,
i=1

Cette fonction n’est pas bijective, mais induit une fonction réciproque

Tt P(-1,1]) — P(G)
A — {zeG : h(zx)e A}

Comme précédemment, I désigne I'ensemble des intervalles fermés d’intérieur non-vides
de [—1,1], et H I'image de I par h~'. On définit alors la fonction h : H — I par :

VAeH,  h(A)={hx), ve A}
Cette fonction est bijective, et h~' = h~L. Les éléments de H sont donc les ensembles A
de G, tels que pour tout i,7 = 2,...,n, An (Re, U R,,) est connexe et z.,(A N R,,) =

Te; (AN Re,). L'image d'un tel élément est I'intervalle x., (A N R,,) U 7¢,(A N R,,). Cette
projection du graphe sur un segment est illustrée par la figure 5.2
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Enfin, on transporte les mesures p et g sur [—1, 1], et on les notera de la méme manieére,
en posant :

VAel,  p(A) = ulh(4)
VAc[-L1],  p(4) =i (A4)

Notre but est alors de construire un processus a valeurs dans H, comme l'image d’un
processus de I par h™'.

Soient (z,y) € I et f e F. Comme dans la section précédente, on a :

L[F} (" ) = (<o2 ~ot 2, a1>) [Fy 0 h Y (z.y)

01 =1py1301, 02 = lyxy0s
On définit donc le générateur £ sur I par

2lg)(e.y) = (<a2 )+ Q‘Mm - on) 9(z,9)

pllz,y
pour tout (z,y) € I tel que x,y # 0, et

vyelod],  £gl0,y) = lim Llg)(,y)
Vaeel[-1,0[,  £[g](x,0) = Jlim £lg)(x,y)

pour tout g appartenant a ’ensemble D(Q) défini comme dans la section 5.2. On rappelle
que g appartient a D(fﬁ) si g est « suffisamment réguliere » (notamment, C? en-dehors
des axes © = 0 et y = 0) et si ses dérivées partielles satisfont les conditions de Neumann
suivantes :

V r < 07 p(Oa 61)629<x7 O_) = (1 - p(Oa 61))629(x7 0+>
Vy>0, p(0,e1)1g(07,y) = (1 =p(O,e1))drg(0*,y)

Enfin on étend le générateur £, de la maniére suivante : si D(£) désigne I'ensemble
des fonctions f : H — R telles que foh™! € D(£), alors on pose pour tout f € D(£) et
tout AeH : )

LIf1(A) = £[f o h™'](h(A))
On peut vérifier que ® < D(L) et que la définition de £ sur D(L) est cohérente avec celle
sur .

Proposition 5.3.1. Pour tout A € H, il existe un unique (en loi) processus D = (Dy)i=o
solution du probléme de martingale associé a (£,D(L)) et tel que Dy = A presque sire-
ment.

Démonstration. La preuve découle immeédiatement du caractere bien posé du probleme
de martingale associé a (£, D(£)), démontré dans la section 5.2. En effet, si Z = (Z;):=0
est associé & £ et D = h™!(Z), alors pour tout f € D(£) on a

Vi=0 M =f(D) - (Do) - f 2[f1(Dy)ds
—foh N (Z) — foh M (Zo) - f B[f o h7Y)(Z.)ds
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et le processus M7 = (Mtf )i=0 est une martingale. Réciproquement, si D est solution du
probléme de martingale associé a (£, D(£)), alors Z = h(D) est solution de celui associé
a (£,D(L)), par le méme argument. O

Ce résultat n’est pas encore suffisant pour construire un dual de stationnarité pour
toute condition initiale. En effet, suivant la méthode de Miclo, on peut faire partir le
processus D d’une condition initiale A de mesure aussi petite que ’on veut, et en passant
a la limite on peut autoriser D a partir d’un singleton {zy} < R,,, ou d’une réunion de
singletons | J;_,{z.,(20)}, 20 € [~1,0], mais pas d’un singleton de R,,, i = 2,...,n, autre
que {O}. Ce probléme est résolu en remarquant que tout ce qui a été introduit dans cette
section dépend d’un choix de paramétrisation sur G, qui est arbitraire. En échangeant
successivement le role de A;, ¢ = 1,...,n, avec celui de Ay, on définit les objets h; et
H; de la méme maniere que h et H respectivement (en particulier, hy = h et Hy = H).
Notons que pour tout ¢ # j € [1,n], H; n H; = {G}. On peut ainsi définir le générateur
£ sur (J;, H; par

S[f1(A) = 3 Liaena LIS o by '] (hi(A))
=1
pour tout A € |JI_, et tout f tel que foh;' e D(£) pour tout i € [[1,n]. On obtient
finalement le résultat suivant :

Corollaire 5.3.2. Pour tout p € P(G), il existe un couple (X, X*) tel que X soit un
processus de diffusion sur G, de générateur L et de loi initiale p et que X* soit ['unique
solution du probléme de martingale associé a (£, D(L)) et un dual de stationnarité forte
pour X.

Démonstration. Le caractére bien posé du probleme de martingale associé a (£, D(£)) dé-
coule de ce qui précede. Le fait de pouvoir construire une solution X* comme le dual d’un

processus X de générateur £ découle du lemme 4.4.3 et se montre comme la proposition
23 de Miclo [65]. O

Remarque 5.3.3. Il n’y a pas de difficulté a ajouter une dérive b, a condition de supposer
celle-ci continue sur G, nulle en O et identique sur chaque aréte (c’est-a-dire, b,, o x;_l =
be; © a;e_jl dés que e; et e; sont paraméltrées de la méme maniere, i,j = 1,...,n). En
revanche, sans supposer la nullité en O la continuité ne pourra pas €tre assurée pour
n’importe quel choix de paramétrisation, et on ne peut donc pas appliquer le résultat de la
section 5.2 pour montrer que le probleme de martingale est bien posé pour toute condition
initiale. De méme, si la dérive n’est pas identique sur chaque aréte, il ne sera pas possible
de construire le processus en bijection avec un processus sur I.
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Chapitre 6

Approche par des processus de
Markov finis

Le générateur présenté dans la section précédente peut étre vu localement comme le
générateur d’un processus de diffusion multi-dimensionnel. Si (D;);= est un processus sur
G associé a ce générateur, alors toutes ses extrémités se comportent comme des diffusions
sur les arétes, dirigées par un méme mouvement brownien, jusqu’a ce que l'une d’elles
rencontre un obstacle (un sommet ou une autre extrémité). Le comportement du processus
a ce moment-la n’est pas aisément descriptible et c¢’est pourquoi nous aurons recours dans
cette section a une approximation par des chaines de Markov. Cette approche a également
I’avantage de pouvoir utiliser les résultats obtenus dans la premiere partie de cette these
pour montrer directement ’entrelacement avec X, la solution du probléeme de martingale
associé a L. Pour cela, nous allons en premier lieu définir une suite de processus de saut
(X™)nen == ((X])t=0)nen convergeant en loi vers X.

Observons que contrairement aux approximations de diffusions que 1’on trouve le plus
souvent (pour une des constructions classiques du mouvement brownien par exemple), les
chalnes de Markov utilisées sont ici a temps continu. Cette démarche se rapproche donc
plus de celle que I'on retrouve dans les travaux de Kushner (voir par exemple Kushner et
Dupuis [19]).

6.1 Approximation d’une diffusion

Une premiere difficulté dans cette démarche est liée a la taille des arétes : si celles-ci
avaient toutes la méme longueur, on pourrait les diviser en une suite de segments de plus
en plus petits et tous de méme taille, de sorte que chaque X" soit un processus de Markov
fini avec une taille de saut fixe. C’est également possible si ll—e/ € Q pour tout e, e’ € E,
mais cela ne marche pas dans le cas général. Le lemme suivantepermet de surmonter cette
difficulté.

Lemme 6.1.1. [l existe des familles (hy)nen €t (RS)ecmnen de nombres réels strictement
positifs telles que :

(1) lim h, =0,
(2) Il existe une constante M > 0 telle que pour tout e € E, n € N, |hS —h,| < Mhn2+ﬁ.

(3) pour tout e € E et tout n € N, h¢ divise l..

Remarque 6.1.2. La condition (2), implique notamment, pour tout e € E, hS = h, +
o(h,?), au sens des notations de Landau. Le cardinal de |E| étant fini, cela reste vrai si
on remplace h;, par min he ou max he .
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Démonstration. Fixons arbitrairement une aréte de référence eg € E. Le théoreme d’ap-
proximation simultanée de Dirichlet (cf. [79], chapitre II, théoréme 1B) permet d’appro-

. ’ . e . A ’ .
cher uniformément les ratios a, = —, e € F, par des rationnels de méme dénominateur.
€0
Plus précisément, il existe des familles (¢, )n.n et (Pg)ecrnen d’entiers strictement positifs

telles que Agrolo Gn = 00 et, pour tout e€ F et ne N :

1

T
L

(6.1)

q

En multipliant de chaque coté par ;%), cette inégalité s’exprime de maniere équivalente
par :
l l l
—Z - O < (6.2)
pn Qn 1E1

p% qnlJrIE\

D’autre part, de (6.1) on déduit une minoration sur pt :

. 1
Pn > Gn Qe — —
qn\EI

Comme ¢, — o0, le minorant est non nul pour tout e € £ a partir d’un certain rang ng (on
supposera sans perte de généralité que ng = 0), et on l'injecte dans (6.2) pour obtenir :

le e ley
P n (qﬂ o — 11> e
qn 17
(zeo>2+u§ 1
B dn 14 1
[E] _ 1
leo <a€ qn1+é>
On pose pour tout n € N, e € E, hy, == = et hf = —. On a bien h, — 0 et h¢ divise [,
pour tout e € E, et en choisissant : !
1

M = sup <

ecE . neN 14k 1
leg IE] ae - 1+L
qn [

dans la condition (2), on conclut la démonstration du lemme.

]

On choisit donc des suites (hy)nen €t (hS)eemnen satisfaisant les conditions du lemme
6.1.1. Pour chaque n € N, on pose :

Vo= {xgl(khg), k= ofl}

eel
By o= | {2, o (0 + DR}, k=0, 5 1)
eeE "

de sorte que G, = (V,,, E,,) est un graphe discret dont les sommets sont les sommets de G
et des points régulierement espacés sur chaque aréte. On définit un noyau de probabilité
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Pn = (Pn(Z,Y))zyev, de V, dans V,, par :

p(z,e) siee E, xeV, x,ye R, et {z,y} € E,
Vaz,yeV, palz,y)=<1/2 six¢Vet{ry}teE,

0 sinon

Enfin, on définit une suite (L£"),ey de générateurs de processus de Markov finis sur G, ou
pour tout n € N, L™ a pour espace d’état V,, et :

, si{x,y}e b,
Vee E,Vx#yeV,n R, Eg’y = hy, S[%y] eﬁe(t@)/\e(dt) oy} (6.3)
0 sinon

ol (Be)ecr est la famille de fonctions définie en début de section 4.2. L’expression de ce
générateur n’étant pas facilement manipulable, le lemme suivant en donne une approxi-
mation suffisante pour montrer qu’il converge vers le générateur d’une diffusion sur G. Le
terme £} dépendant a la fois de z,y et n (z et y dépendant eux-mémes de n a travers
I'hypothese z,y € V), dans le lemme suivant on utilisera la notation o,(-) dans le sens
suivant :

supl f(z,y,n)|

=0, i et seulement si  lim ———— =0
f(z,y,n) = 0,(g(n)) siet seulement si lim )

avec le méme abus d’utilisation du symbole « = » que pour les notations de Landau.
Toujours dans le but d’alléger les calculs, lorsque = € R,, e € E, si le contexte est clair on
identifiera x et x.(z). On notera également :

VheR, x £ hé = izx. (z.(x) £ )

dés lors que z.(z) + h e [0,1.]. Siz € R. et @ = (e, e"), on abrégera cette notation en
x % h.

Lemme 6.1.3. Pour tout ne N, €€ E, reR. NV, ety=x+ hi€ ona:

N 2 be(x) 1
Em,y = pn(‘ray) <th + e hn + O <hn) )

Démonstration. Soit €€ E, ne Net k € o, }ll— — 1]). On suppose que € = (e
cas se traitant similairement, et on pose x = 2,1 (khe) et y = x + hé &= 2. ((k + 1)hS).

On a alors :

,et), Pautre

n_ 2pn(7,y)

Y hy foy)

ou f; : [0,l] = R est la fonction définie par :

V Z € [Oale]7 fx(Z) = J eﬁe(tﬂ,’)dt

xT

avec ici :



Dans le but d’utiliser la formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 2 en x, on calcule les dérivées
de cette fonction :

fi(2) = el

x

F12) = b 1402
A = (=) + 0P ) 200

On a donc, par un développement limité a l'ordre 2 en x :

(z —x)
2

10 = =) (1-0.0 D 4 100 T o0 )

C h)

développement limité de la fonction t — 137 on obtient :

(ici, le o est pris pour z — z). Si on pose g,(z) , 2 €]0,l.], alors en utilisant le

z—x r)? () (z
9:(2) = 14 be(x) 5 +(be(4) —fx 6( ))(z—x)2+o((z—x)2)

La fonction est donc de classe C? et sa dérivée seconde :
X

be(z)* ()

" _

est bornée. Pour tout z € [0, [.] il existe donc £ € [z, 2] tel que :

Z2—x yoo (2 —x)?

gx(z) =1+ be(x) 9 + gx(g)T

En appliquant ceci & z = x.(y), on en déduit qu'’il existe £ € z.([z,y]) tel que :

n 2pa(z,y he o, he?
’Car,y = y (1 + be(x) 7 +4g (5))

hn 05, 2
n 9 1
_P }(lxzy) (2 + be(x) h) + 0y (h)
N e : 1
ou on a utilisé le fait que e T =On (1). O

Dans le but d’obtenir des résultats de convergence de la suite (L"),en vers L, on
prolonge chacun de ces £" en un générateur sur G, que 'on notera de la méme maniere.
Pour cela, a chaque étape on va simplement identifier chaque point z € G avec le point
x €V, dont il est le plus proche. Plus formellement, pour tout n € N on définit une
partition {I,(z),z € V,,} de G par :

hy hy,
Vaxel,, I(x) = U{ZeRe.xe(x) ze(z) € [ 55 H

eeFE

et pour tout = € V,,, pour tout z € I,,(x), on pose :

Vy # 2 € G, Lr, = { L3y siy e V,\{z}

0 sinon

118



Soit gy une mesure de probabilité sur G. Pour tout n € N, on définit une version
discrete pg de pp par :

et X™ = (X]')t=0 un processus de loi initiale u{ et de générateur £". Alors
P(X'eV,,Vt>0)=1
et on a :

Lemme 6.1.4. La famille (X™),en est relativement compacte pour la topologie de la
convergence faible. Plus précisément, la famille (£ (X™)) est relativement compacte dans
P(Dg [0,0)) muni de la distance de Prokhorov (voir introduction,).

Démonstration. La preuve de ce lemme consiste a vérifier les deux conditions suivantes
(cf [29], chapitre 3, lemme 7.4) :

(a) Pour tout n > 0 et ¢ > 0, il existe un compact I';,; = G tel que :
liminf P(X7 € T7,) > 17
ot I'}; désigne le n-élargi de I',; (c’est-a-dire, I'ensemble {z € G : d(x,T,;) < n})

(b) Pour tout n > 0 et T' > 0, il existe § > 0 tel que :

limsupP(w(X™, 6, T)=n) <n

n—00

On rappelle la définition de w (cf [29], chapitre 3, (6.2)) : pour tout x € Dg(0, %) (I'espace
des fonctions [0,0) — G cadlag), et tout 6, T > 0,

w(z,6,T) = infmax sup {d(z(t),z(s))}

{ti} g S,te[ti,ti_'.l[

ou les {t;} sont pris parmi les partitions de la forme 0 =ty < t; < -+ <t < T <t}
avec min(t; —t;_1) > 0 et k > 1.

La condition (a) est trivialement satisfaite puisque G est compacte, et nous passons
donc directement a la condition (b), qui est un peu plus technique. Pour cela on va montrer
plus précisément :

Vn, T > 0, %i_r)r(l) lim P(w(X",0,T) <n) =1 (6.4)
Dans ce qui suit, on fixe n € N et o, T, n > 0. Dire qu'un w € €2 appartient a I’événement
{w(X"™ 6, T) < n} signifie qu’il existe une partition {t;, i = 1,...k} de [0,7] (ou d’un
intervalle un peu plus grand), dont le pas est plus grand que §, et pour laquelle 'amplitude
maximale de la trajectoire X™(w) sur chaque intervalle [t;, ;41| est plus petite que n. Pour
un processus de saut dont la taille des sauts est plus grande que 7, cela correspond par
exemple a '’ensemble des trajectoires pour lesquelles les temps de sauts sont plus grands
que § (jusqu'au temps 7).

On va donc minorer grossierement la probabilité de 1’événement {W(X o, T) < 7]}
en choisissant une partition particuliere de [0, T']. On définit par récurrence une suite de

temps d’arréts (T )ren, €t une variable aléatoire K a valeurs entieres, par Ty = 0 et :
— Pour tout k€N, Tyyy =inf {t > T}, d(X}, X)) > 1}

— K=if{keN, T, > T}.
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Par I'inégalité triangulaire, on a :

VkeN, sup  {d(X, X} <n
Tp<t,s<Ty41
donc une condition suffisante (mais non nécessaire) pour w(X" 6, 7) < n est alors que
T, —T;_1 > d pour tout i = 1,..., K. Remarquons que dans ce cas on a nécessairement
K <T/s.
On pose
¢ := min(n/4, min{l,, e € E})

Pour parcourir une distance 1/2 (i.e. atteindre un point situé a une distance au moins
n/2 de sa position initiale) entre les temps T; et T;.1, i € N, le processus X", doit alors
parcourir une distance au moins égale a ¢ sur une méme aréte. En effet, si on suppose le
contraire, alors en particulier il ne parcourt pas une aréte entiere, donc Xr,,, et Xp, se
trouvent soit sur une méme aréte, soit sur sur deux arétes voisines. Dans les deux cas,
la distance entre X7, , et X7, est strictement inférieure a deux fois la distance maximale
parcourue sur une aréte, elle méme inférieure a 1/4, ce qui contredit la définition des T.
On encadre grossierement les taux de sauts de X™ sur chaque aréte en posant :

1
VeekFE, ME::hE—BtZ ma}g(,CZ
n ~— z€ 2
hn SO € dt (ng}EEen
1 :
Veek, me::heiBé min L.
n ,ZER )
h” SO ePidt ﬁiz}ebgn

avec B = max sup |b(t)]. Pour tout e € E, soit Z¢ un processus de vie et de mort sur N,
ee te

partant de 0, de taux de naissance b° = 2M€ et b" := M YV n € N* et de taux de déces
a" :=mc ¥ neN* (myg=0). Heuristiquement, sur chaque aréte R., e € £, X" s’éloigne
plus lentement de sa position initiale que Z¢ de 0 (en loi). Partant de X1, € R,, on peut
alors coupler (X7. ,,)i=0 avec une copie de chaque Z ¢ ¢ e F, toutes indépendantes entre
elles, de maniere a controler le déplacement sur chaque aréte. Si on définit, pour tout
ee b :

= inf{t > 0, Z/h; > ¢}

alors un tel couplage donne :

P(Tiy —T; > 6| Xr,, Xz, € Re) = P(0f > 6)* || Plof > 0)

e/#eeF

> (minP(c% > 9))

e'ek

|E|

Avec ce qui précede, on peut donc écrire :
Pw(X™",6,T)<n) =2P(T,—T,1 >0, Vi=1,...,K)
. c |E|T/6
> (rgé%l]P’(ae > 4)) (6.5)

Pour montrer (6.4), on va alors minorer P(¢¢ > ¢) de maniére appropriée pour tout e € E.

Fixant e € E/, posons N = , de sorte que pour tout t > 0, Z7h§ > € si et seulement

£

hy

si Zy = N. o est donc le temps d’atteinte de N. Par 'inégalité de Markov, on a :
P(of > 9) =1—P(of <0)

=1-—P(exp(—0/6) = e ")
>1—eE (exp (—0:/d)) (6.6)
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Pour calculer E (exp (—0¢/d)), on s’inspire de la méthode utilisée par exemple dans [3]
pour calculer E(c%). On pose 79 = 0, et pour tout k = 1,..., N, on définit par récurrence

=inf{t > 0,77 = k} — 741,

le premier temps de passage de I'état k — 1 a k. Tous les 7; sont indépendants (par

markovianité) et :
E (exp (—0%/0)) = E <exp (—ZTi/(s))

N
E (exp (—7:/0))
i—1

)

On rappelle que si Y est une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 6 > 0,
alors :

0

E(esp(—Y/8)) = 7575

donc, posant v; = E (exp (—7;/9)),i=1,...,Nona:

2M¢

YT 16 + 20

(e étant fixé, dans toute la suite on omettra I'exposant) et pour i > 1, si Y est une variable
aléatoire de loi exponentielle de parametre m + M, indépendante des 7; :

v; = M E(exp(-Y/d)) + mME<exp (=Y +7 +7‘,~)/5)>

m + M
M m + M N m m+ M
= Vi—1V;
m+M 1/ 5+m+M m+M1/6+m+M
M m
= + Vi—1 V;

1/6+m+M 1/5+m+M

et donc :
M/m
Yi = s tmy M
o Vi1

L . 1/5 M
Pour étudier la suite (v;);, on pose a = m/M, = /JFT”H, w, = 1, wy = B — 0
et pour tout ¢ > 2, w; = Pw;_1 — aw;_s. On vérifie alors par récurrence que l'on a

Qw;—1 .
v = , 1 =2, et donc :

W

Une étude classique de la suite vectorielle ((wj 1, wz))l donne :

v 0l ) )
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Si on note :

B+ 4/F% — 4o

Ai = 5

les deux valeurs propres A, et A_ de la matrice ci-dessus alors on a :

(B—v1) (A = AN) + AN =AMl
WN+1 = N —

Intéressons-nous maintenant au comportement asymptotique de cet objet lorsque I'on fait
n — +o0. Rappelons que :

1 1
= —hs _ m = he
hy, SO" e~ Bidt ot h,, SO” eBtdt
B B B B
"~ hy (1 —e Bhy) " h (eBP = 1)
donc :
15} 1+a+ L
= o J—
o = % 5mh ( Bhe¢ 1)
m e n e n —
— oBh; et :1+eBh”+5—B

2

=1+ Bh, +o(hy,) _ 9. Bh +(B
" 2

+ ;) h,? + o(hn2)

Selon les besoins, on utilisera alternativement les formes exactes ou les développements
limités de « et 8. En utilisant les formules usuelles de développements limités, on trouve
également :

2M

U= T yang - Lot
1 1+«
2 _ . 2
pf*—4da=(1—-a) +52m2+2 5
oy h(eBE 12 (e2Bhh 1)
— 1_ B h$\2 n 2 n
(L) =g+ 5B

= (B> +4/6) hy® (1 + 2B by + o(hs,))
VB —da = /B> +4/5h, (1 + Bhy,) + o(h,?)
A =1+ (B = /BT 4/6) huf2 + olhy)
Ao =1+ (B + /BT 4/6) ho/2 + olh,

AN = exp(N1n(A))

oo (3 (- VBT TR 2 ot

NBhn — N B22+4/5 eNO(hn)

=€ 2 e

NBhy, N+/B2+4/s
)\+N = 2 e 2 eNo(hn)
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puis :

ANV = 2¢" 2 HNo(hn) cogh (N B; ki 4/6)

AN AN = e eNolh) gipp <W>

AVAL = A = AN A B2+ 4/0h, /2 + (ALY = AZY) (1 + Bhy/2) + o(hy)

€
De plus, puisque N = LLJ, on a Nh, = ¢+ o(1). Mettant tout ceci bout-a-bout, on

obtient :
N N N N
WN41 = Bha/2 (A = A7) _B2 fl‘/"&if (A +AT) B2 +o(1)
esB/2 <B sinh <€@> + 4/ B? + 4/0 cosh <5@>)
- B? + 4/ +ol)
oV _ B

et donc finalement :

eB/2 2
lim E (exp (—0%/8)) = VB 4/

B B sinh (5 v 32;4/5) + +/B? +4/6 cosh <5 BZ+4/5>

B2 +4/6

2
= 0(0)

Par (6.6) on conclut que :

P(0f > §)E1T = (1 4 o(6)) P17/ =1

et donc par (6.5) il existe 6 > 0 tel que P(w(X™,6,T) = n) <n. m

On peut maintenant montrer la convergence des solutions des problemes de martingale
associés aux L".

Proposition 6.1.5. La suite de processus (X™)nen converge en loi vers un processus X
de générateur L et de loi initiale pg.

Démonstration. D’apres le lemme 6.1.4, la famille (X™),cy est relativement compacte et
admet donc au moins une sous-suite X ¢ convergeant vers un processus X = (X;)i=o.
Puisque pf converge faiblement vers i, la loi initiale de X est nécessairement donnée par
po. Si D(L) désigne 'ensemble des fonctions f € F telles que Lf € C(G), il suffit alors de
vérifier que pour tout f € D(L), il existe une suite (f,)neny de fonctions sur G telle que :

o= flle =0 et (1L fu = Lf|le — 0 (6.7)

pour pouvoir appliquer le lemme 5.1, chapitre 4 de [29], et déduire que X a pour générateur
L. Comme la solution du probléme de martingale pour (£, D(L)) est unique en loi (cf [10]),
on en conclut alors que (X™),en converge en loi vers X (unicité de la valeur d’adhérence)
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I1 ne reste donc qu’a trouver une suite (f,,)nen satisfaisant (6.7). On prend pour cela :
VneN, zeV,, zel(z),  fulz) = f(z)

La fonction f étant continue sur un compact, elle est uniformément continue et donc
(fn)nen converge uniformément vers f. Montrons que L"f,, converge uniformément vers
Lf. Soit z € G et pour tout n € N, z,(z) € V,, tel que z € I,(z,(2)). La suite de fonction
(Zn)nen tend uniformément vers la fonction identité de G, donc d’apres le lemme 6.1.3,
la condition de Neumann sur f et la continuité uniforme de L£f sur G, on a (en notant
simplement z,, pour z,(2)) :

Lrfu(z) = Do Lr o nee (fn + hEe) — f(za))

Eeﬁzn
e 2
S Pn(%’znj "9 (3 4 b)) (f’(xn,é)hn Lo f(xn)h;) T on(1)
é’eE‘,C "
= Z P Tn, Tn + hEE) (W + be ()0 f () + 6e2f(xn)> + 0,(1)
éekby, "
— Z Pn(Tp, T, + hE) (be(xn)ﬁef(a:n) + 662]“(3:”)) + 0,(1)
é‘eEm

= Lf(x,) + 0,(1)
= Lf(2) + on(1)

qui est exactement le résultat attendu.
O

Remarque 6.1.6. Ce résultat s’applique en fait a n’importe quel famille de générateur
(L) pen présentant le méme développement asymptotique que celui de la famille (L) nen
donné dans le lemme 6.1.5. L’intérét de ce choir spécifique tient en fait dans la proximité
entre ces générateurs et le générateur k présenté dans la section 4.2, qui permet d’assurer
la convergence des lois stationnaires discretes vers la loi stationnaire du processus limite,
dans la proposition suivante.

Pour tout n € N, soit p" la loi stationnaire de X™. On notera de la méme maniere la
fonction p" : G — [0, 1] définie par :

VaeV,\V, ze l,(x), p(z) = p"({z})

VeeV,éeEy, zel,(z)n R,  p"(z):=p"({x+ hee})
VeeV,  p'(z)=p"({z})

Proposition 6.1.7. La suite de mesure (ji")nen converge faiblement vers i, la mesure
stationnaire de L. Plus précisément, on a pour la suite de fonctions correspondantes :

n

: p ()
lim su —u(z)| =0
n—woxe((}{)\/ hn M( )
2 n
lim sup ole, e)u'lz) pe(z) =0
n—00n zeV,eeEy hn
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Remarque 6.1.8. La deuzieme limite implique notamment :

uw) = 3 3 pele)

eeF,

S p(x"‘;zfn(z”) + 0a(1)

eeF,

p" ()
= + 0,(1)

La fonction Z— converge uniformément vers u, qui est discontinue en chaque point de V

(sauf sur les sommets x € V' de degré 2 et tels que p(z,e) = 1/2 pour e € E,). C’est la
raison pour laquelle on n'a pas défini pu"(z) = p™*{x} pour z € I,,(x), x € V : cette fonction
convergerait simplement mais pas uniformément sur G\V .

Démonstration. L’astuce dans cette preuve consiste a remarquer que toute diffusion sur
G, définie a partir de la structure de graphe de G, peut étre alternativement définie a
partir de n’importe quel G,. En effet, si pour tout e € E et tout x,y € R, tels que
{z,y} € E,, on définit un opérateur Ly, sur C*([x,y]) par :

v f € Cw([xvy])7 'C{x,y}f = ('Cef)\[w,y]
ou f € C*(R,) est un prolongement arbitraire de f sur R,, alors on a :

Lz fi]1(2), si z e oy, {z,y} e B,
VfeFVzeG, L) ={ X pazn)llfiliz), sizeVi

e={z,z}
ecEn

De plus, toute fonction f € F satisfait la condition de Neumann en chaque sommet x € V,,,
pour la famille (p(x,y))yev;,, €t sa restriction sur chaque [z, y| est évidemment C*. On a
donc une définition alternative de L, et donc de la mesure invariante associée. Pour tout
n € N, on définit alors le méme générateur que dans la section 4.2, mais sur V,, au lieu de
V:

, si{x,y} e b,
Vee E,Vx#yeV,n R, Rn(x,y) = S[x’y] eﬁe(t,m))\e(dt) {z,y}
0 sinon

On remarque que k,, = ?E”, donc k, et L™ ont la méme mesure invariante p". On obtient

donc I'équation (4.18), ou la mesure « est remplacé par p™ et ou le terme p,(z,e) = 1/2
est incorporé dans la constante Z,,, qui ne dépend que de n e N :

VeeE, e R.nV,, e(z) = ,uZ(m) (6.8)

VzeV, ee E,, pe(z) = W (6.9)

donc lim p™(z) = 0 pour tout z € G\V, et :

n—0oo
iz 3 3 ) = Jim 3 )

€€E zeRo.AV, zeG\V
=1— lim "
lim > u"(x)
xeV
=1
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Par la convergence des sommes de Riemann, on a aussi :

lim by Y0 Y pe(w) = lim Y Y pe(a)hs,

€€l geR. AV, €€l reRo AV,

= f dlu
G\V

=1
En faisant la différence de ces deux limites, on obtient :
i (Zo-m) 3 ¥ o) =0
€EE zeRe. AV,

Or pe(x) est borné en e € E et en x € R,, donc on a :

5 X -0 -o(4)

eEE yeR. AV, "
d’ou 'on conclut :
Zp = hy + 0o(hy)

Soit z € ]o%e, e € E. Pour tout n € N on pose z,, € V, tel que z € I,,(x,). La continuité
uniforme de p,. et 1'égalité précédente, injectée dans (6.8), donne alors :

() = pre(n) + 0n(1)

hn
1" (2)
= I + 0,(1)

et la deuxieme limite est immédiate en utilisant (6.9).

6.2 Approximation du dual d’une diffusion

On passe maintenant a la construction d’un dual discret convergeant vers un processus
de générateur £. La définition de ce dernier sur les fonctionnelles de la forme Fy, f e F,
bien que pratique a manipuler, présente malheureusement 1'inconvénient de 1’absence de
continuité de £[F], pour toute fonction f € F non identiquement nulle. Cette absence de
continuité serait toujours vraie si on avait muni G de la topologie induite par la distance
de Hausdorff, et empéche d’utiliser le lemme 5.1, chapitre 4 de [29] comme dans la section
précédente. Nous allons donc modifier un peu le domaine du générateur, et pour cela
définir quelques notions supplémentaires.

6.2.1 Redéfinition du générateur dual

Dans le chapitre 5, on a exprimé une fonction sur un sous-ensemble de G comme
fonction des bornes de ce sous-ensemble, ce qui a permis e donner une expression du
générateur en terme de dérivées partielles. Ceci n’a été possible que parce que dans ce
cas le nombre de bornes du processus était décroissant (deux jusqu’au moment ou 'une
des deux est absorbée, puis une, puis zéro), ce qui n’est pas le cas en général. Nous allons
donc dans cette section définir une forme de dérivées partielles pour une fonction sur G,
que l'on utilise ensuite pour donner une nouvelle expression du générateur.
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Pour tout D € G, on reprend la notation 0D définie dans la remarque 4.3.2, et on note
0°D = 0D¢ Pensemble des couples (z,¢) € G x E ol 2 € 0D et € est une aréte sortante
de D en z. Remarquons que 9D (et donc 9D aussi) caractérise D de maniére unique (si
0D = @ alors D = G), et on notera A 'ensemble des A < G x E finis, tels que 0D = A
pour un certain D € G (forcément unique), que I'on notera D(A). Si A € A, alors il existe
également D € G tel que 0°D = A, et on le notera D°(A) (on remarque que si A # &, on a
D¢(A) = D(A)¢). On notera qu’il existe une bijection naturelle entre 9D et 9°D si D € D,
mais que ces deux ensembles ne sont pas nécessairement de méme cardinal si D € G\D :
en un point x € dD NV, il n’y a pas nécessairement le méme nombre d’arétes entrantes et
sortantes, et chaque aréte e € F, correspond soit a une aréte (orientée) entrante soit & une
aréte sortante. Dans la suite, on notera 9().D et D?(A) pour indiquer que les définitions
introduites sont valables que 'on considere, au choix, 9D et D(A), ou ?°D et D¢(A).

On munit I'ensemble des parties finies de G x E d’une topologie induisant la notion
de convergence suivante : pour tout A € P(G x E) fini, une suite (A, )pen © P(G x E)
converge vers A si et seulement si il existe ng € N tel que |A| = |A,| pour tout n = ny,
et pour tout y = (x,€) € A il existe (x,)nen avec (z,,€) € A,, ¥V n = ng et z, — x.
Notamment, les notions de fermeture et de continuité sont définies par cette convergence.
Une telle topologie peut par exemple étre induite par la distance qui a deux parties finies
Aet B de G x E associe :

— 1siil existe &€ E tel que [{(z,&) € A}| # |{(z, &) € B}|

— min(1, inf [|(d(z;, ¥i))i=1,.a)]]), ot || - || est la norme euclidienne sur R4/ et ott I'in-

fimum est pris sur toutes les indexations possibles (z;,€;)i—1,.. 4] €t (¥i, €;)i=1,..)4|
des ensembles A et B.

Soit A la fermeture de A dans P(G x E) Il semble important a cette étape de donner
des précisions sur cet ensemble. Soit A := {(z;,&),i = 1,...,n} € A\A alors il existe au
moins un indice i € [1,n] tel que 'une des trois conditions suivantes soit remplie :

— z;€V et =€ € E,. (cest-a-dire qu'il existe y € V tel que (y,z;) = &).

— il existe j € [1,n] tel que z; = x; et €; = —€j.

— x; €V et pour tout €€ E,, il existe j € [1,n] tel que & = €.

Réciproquement, si 'une de ces conditions est remplie pour un certain A = {(x;, €;), i =
I,...,n} € G x E et un certain indice i = 1,...,n, alors A ¢ A. En revanche, cela
n’implique pas nécessairement A € A.

Il est relativement aisé de vérifier que I'application A € A — D (A) € G admet un
prolongement presque continu sur A, que I'on notera de la méme maniére. Le seul cas
particulier de ce prolongement, est celui ott A € A contient le point (p, (e7,e*)) € G x E
si et seulement il contient aussi le point (p, (e*,e™)). Dans ce cas, on peut vérifier que si
(Ap)nen © A converge vers A, alors (D©(A,))nen converge soit vers G soit vers un en-
semble fini. Cependant, G ayant vocation a étre ’espace d’état d’un processus pour lequel,
d’apres la proposition 4.4.4, ’ensemble des parties finies est une frontiére inaccessible, il
semble raisonnable de poser dans ce cas D€ (A) = G, et D(-) admet donc des points
de discontinuité sur A, par lesquels on peut vérifier que ’on ne sera pas concerné dans les
calculs qui suivent.

Exemple 6.2.1. On a représenté dans la figure 6.1 un ensemble D (en pointillés) et sa
frontiére. L’orientation des arétes et représentée par le sens des vecteurs (par exemple,
Uaréte €) est celle allant de O a b). La configuration de départ est celle de ’image de
gauche, et on a

0D = {(d7 _gl)’ (67 51), (f7 _51)7 (gv _52)7 (hv _53)}

On peut remarquer sur cet ezemple que le choix de cette frontiere et d’une aréte entrante
(par exemple —e| en d) détermine l’ensemble D de maniére unique. En effet, si on avait
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\\a dqd € f
Ensemble D et sa frontiere 0D = {d, e, f,g,h} *’H‘;’(a—<0
€]

Limite lorsque f — O

FIGURE 6.1

choisi € comme aréte entrante en d, alors toutes les arétes entrantes auraient été inversées
et l’on aurait obtenu le complémentaire de l’ensemble D représenté ici.

A droite, on a fixé tous les points de la frontiére d Uexception de f, que Uon a fait
varier pour illustrer deux des trois cas de convergence vers un élément de A\A (ces trois
cas n’étant bien sir pas mutuellement exclusifs). Dans le premier cas, on aboutit d la
situation ou il existe deux éléments ((e,€) et (f,—€1)) dont les premiéres coordonnées
sont égales et les deuxiemes sont les deux arétes orientées correspondant a une méme
aréte non-orientée (e et f ne sont donc plus a la frontiére de D).

La deuxiéme situation illustrée ici est celle ot un point de la frontiére (f) atteint un
sommet du graphe de telle sorte que l'aréte entrante qui lui est associée (—é) ) ne soit plus
une aréte entrante en ce point, bien que ce dernier soit toujours un point de la frontiére
(contrairement au cas précédent). On aurait pu illustrer le troisiéme cas en faisant tendre
d vers b par exemple.

Dans tous les cas, on constate que Uensemble D(Ag) lorsque Ay € A\A peut étre
déterminé de maniére unique comme limite d’élément de la forme D(A) avec A — Ay,
mais ne vérifie pas 9D(A) = A.

Soit un ensemble D € G, et € = (gy,¥),ep()p> OU (€y)yene p st une famille de nombres
réels satisfaisant :
— y+¢, = (z + &,6 €) existe pour tout y = (z,¢) € 29 D.

— {y+e,, yed9D}e A
On généralise la notion de e-élargi de I’ensemble D par :

D* = DY ({y+ ¢, y< 2 D})
Cela correspond en fait a ’ensemble D dont chaque bord a été « décalé » de ¢, dans
la direction sortante (ou entrante). Dans la suite, lorsqu’on écrira D on supposera que
D et e satisfont bien les conditions que 'on a imposées dans la définition. Dans le cas

particulier ot il existe 3 € 99D tel que ey =ne€Ret e, =0pourtout y #ye 2D, on
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notera :
D" = D

ce qui définit une notion d’élargi dans une direction particuliere. On remarque que méme
lorsque DY est bien défini, on n’a pas nécessairement y + 7 € 9(9.D"Y : par exemple, si
on note y = (x,€), il peut exister ' € dD\V tel que = + né = 2, et ce point n’appartient
donc pas a la frontiere de D",

On introduit alors une notion de dérivées partielles pour une fonction continue f :
G — R, par :

VDeG, Vye 0(0)D7 ayf(-D) — }II_I)I(I) f(Dﬂ~y)77_ f(D>

YDeG,¥yedD,  Ef(D):= Iy 2ol = GJ (D)

n—0 n

des que ces limites existent et ou celles-ci sont prises sur les n € R tels que DY a un
sens (par exemple, si y = (z,€) € 0D est tel que x € V, alors D" n’a de sens que pour
n > 0). Par analogie avec les fonctions sur R™, on dira que f est C! ou C? sur G si ses
dérivées partielles existent et sont continues, dans le sens o, pour tout A € A, y =
(x,€) € A, (Ap)nen € A €t (Yn)nen = (T, €)nen tels que A, — A, y, € A,, Y neNet
T, — T, 0N & :

y DO (4 existe
ngroloﬁynf( ( n)){:ayf(D(C)(A)), side A

et similairement pour 0.

Remarque 6.2.2. On prendra garde au fait que la fonction 0, f n’est définie que sur ’en-
semble {D €EG: yedDu DCD}, raison pour laquelle on ne peut pas définir formellement
la dérivée seconde par 85 = 0y0y. Dans la suite, on fera toutefois cet abus de notation,
cela n’entrainant pas de risque de confusion puisque l'opérateur 0,0, en lui-méme n’est
pas défini.

Il est facile de vérifier que les formules de Taylor s’appliquent, et on I'explicite ici a
'ordre 2 (avec 'abus de notation que I'on vient de mentionner) dans le cas ot f est C? :

VDeG, Ve= (90D f(D) = f(D)
=Y as D+ Y 240.fD)

yed D y,2€0D

2

. . , . N ;. 7. (c)
(si D= est bien défini), out || - || désigne la norme euclidienne sur RP*PI,

Apres ces préliminaires, on peut maintenant utiliser cette nouvelle notion de dérivées
partielles pour élargir la définition du générateur £. Pour toute fonction f € C*(G) et pour
tout D € D, on pose :

gD =Y 4af0 - Y aiD) (2

y,2€0D y=(z,€)edD

w(@D)
(D)

Cette définition est compatible avec celle donnée au chapitre 4. En effet, pour tout f €
F, DeDety=(x,€),z€0D,0na:

Oy[Ffl(D) = = f () u(x)

bz o o (%)
bela) + 25 o ) (6.10)

_)0siy#z
azay[FfKD) - {—f’(x,é)g(x) — f(x)/i’(x,é») sinon

i(w.e) = - = iche(x)u(x) +
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cette derniere égalité découlant de (4.13), donc :

FID) = Y (—f’<x,au<x>+f<osm'<x,e*>+f<x>g<x> (2%?)) —z-é»be<x>)>

(z,€)e0 D
= —opfl(z T u(oD)
- X (= 00f@ +0f@) + 22

fdu
oD

On remarque que pour toute fonction f € C?(G), pour tout D € G et x € dD\V, si on
note y := (x,€) € 0D et y' := (x,€’) € 0°D, alors on a :

6,f(D) + 2, (D) = 0

Les deux applications 0, et d,y jouent donc le role des dérivées a droite et a gauche pour
des fonctions d’une variable réelle. De la méme maniere que pour les fonctions sur G, on
généralise 1'égalité ci-dessus aux sommets de G, en définissant D(£) comme 'ensemble
des fonctions f € C?(G) telles que pour tout D € G et tout z € 0D NV :

Yo afD) Y p@e)+ Y, f(D) ), plr.e)=0 (6.11)

y=(z,6)edD (z,€)evcD y=(z,€)ev°D (z,€)edD

On peut vérifier facilement que pour tout f € C(G), la fonctionnelle Fy est un élément de

D(L).

La question de l'existence et de l'unicité de la solution du probleme de martingale
associé a ce générateur est déja partiellement résolue. En effet, dire que (Dt)te[of] est une
telle solution jusqu’au temps 7 =7 A 7o, OU :

m=inf{t >0: 0D, NV # &}
Ty = 1inf{t > 0 : |0Dy| # |0Dy-}

est équivalent a dire que (0D )sefo,-] est une diffusion multidimensionnelle, dont le généra-
teur découle de maniere relativement immédiate de I'expression de £. Le processus 0D est
uniquement déterminé jusqu’au temps 7, et on en déduit D par continuité des trajectoires.
Autrement dit, on peut définir un processus D de générateur £ jusqu’au moment ot 'un
de ses bords rencontre un sommet ou un autre bord. Si 75 < 7y, on peut faire repartir
le processus de D,,, et par recollement des trajectoires il n’est pas difficile de définir D
jusqu’au temps 7.

Un probléeme se pose en revanche au temps 77. Si on essaie de faire repartir D de
D,, € G\D, alors I'une de ses extrémités se trouve en un sommet du graphe. Elle va alors
« choisir » une direction, et en revenir une infinité de fois en un temps arbitrairement
court (comme un brownien partant de 0). Ce phénomeéne peut alors donner lieu a une
augmentation du nombre de composantes connexes, et nous ne savons pas, pour l'instant,
montrer de maniere directe que D ne va pas atteindre G, a ce moment-la.

6.2.2 Mise en place de la convergence

Afin de contourner le probleme que nous venons d’évoquer, nous allons maintenant re-
courir & une approximation par des processus de Markov discrets pour montrer 1’existence
d’une solution au probleme de martingale.
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Pour tout n, N € N, on définit DY I'ensemble des parties Q@ = V,, ayant au maximum
N composantes connexes, satisfaisant Fr(Q) n'V = @ et telles que pour tout p € Fr;
(resp. Fre), on a p € Fre(Q\{p}) (resp. Fr;(Q U {p})). Autrement dit, chaque point de
la frontiere de Q € DY est a lintérieur d'une aréte et a donc deux voisins dans V,,
I'un appartenant a @ et Pautre non. En particulier, on a | Fre(Q)| = |Fr;(Q)|. Dans un
premier temps, on considérera N € N fixé et on notera simplement D,,. La suite (D, )nen
est une discrétisation d’une sous-partie de l’ensemble GV des éléments de G ayant au
plus N composantes connexes, et on identifiera tout ensemble ) < V,, avec I’ensemble
UpeQ I,,(p), de sorte que I'on peut considérer D,, comme un sous-ensemble de G. On fera
cependant attention a la distinction entre Fr(Q) et 0Q), les points de ce dernier étant des
extrémités d’intervalles de la forme I, (p), et donc situés & mi-chemin entre un point de
Fre(@) et un point de Fr;(Q) (en particulier, V,, n 0Q = @).

Soit (gn)nen la suite de fonctions définie par :

VY neN, g2 GN = P(V,)
D — DnV,

Avec l'identification de DNV, comme élément de G, la suite (g, )nen converge uniformément
vers la fonction identité de GV .

On définit enfin le générateur dual de £ comme celui de 'exemple 3.0.6, et on le note
£,

Proposition 6.2.3. Pour toute fonction f € D(L) telle que L£[f] est continue, la suite
(f © gn)nen converge uniformément vers f et la suite (£"[f o gn])nen converge vers £f
uniformément sur tout g; '(Dy), k =1 et est bornée uniformément sur GV

Démonstration. La preuve qui suit ne présente pas d’astuce particuliere. La seule difficulté
est d’ordre technique, et consiste a exprimer correctement les développements limités des
coefficients de la suite de générateur (£"),en.

Soient f € D(L) et la suite (f,)neny définie par f, = f o g,, V n e N. Puisque (g, )nen
converge uniformément vers la fonction identité et que la fonction f est (uniformément)
continue, la suite (f,)eny converge donc uniformément vers f.

Soient ke N, D e g;'(Dy), ne Net Q = g,(D). On remarque que si n est assez grand
(la valeur limite pouvant étre strictement supérieure a k), on a @ € D, et on supposera
donc que tel est le cas. Soient (p)1<i<m €t (p})1<i<m I'indexation de ses fronticres extérieure
et intérieure telle que décrite dans 'exemple 3.0.6 (on a ici m = me = my), et (0, Q)1<i<m
et (0; @)1<i<m les ensembles correspondants, de sorte que 'on a, on rappelle :

w109 v 19
QI Q) A pn(p) T
+
frsm @sra u”%@cf) <qeczu (o) o _quu Pé.“ ’pw)
Sgﬁan n <;Q qu pl q,p

Ces quantités sont positives, 0] Qu{pi} = 0 ,Q pour tout i < met d; Q\{pi*'} = 0;,,Q
pour tout i < m (avec 0y Q = 0y @ = D). De plus, par définition de D,,, chacun des points
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de la frontiere (intérieure et extérieure) de @ ne peut avoir qu'un voisin dans @) et un dans
Q°. Autrement dit, les sommes dans les expressions ci-dessus ne comportent qu’un terme.
Pour tout i < m, on notera ¢ (resp. ¢¢) 'unique voisin de p, (resp. p!) dans Q (resp. Q°)
et & (resp. ¢;) I'unique aréte orientée telle que pi + h&ié; = ¢. (resp. ¢i + hiid; = p).
On remarque qu’il existe une permutation ¢ sur [[1,m] telle que pour tout i < m, on a
Pl = qf) (i), q = p; o0 ot g =é #(i) et que les €; sont les arétes entrantes de ().

On cherche alors a calculer :

22Q9+Q( ) ZSQG Q( aQ)—JC(Q))

et on s’intéresse ici a la premiere somme, la deuxiéme se traitant de maniere similaire. En
reprenant la notation ag de I'exemple 3.0.6, on peut écrire :

3851160001~ 100) = 3 (16000 - 1@) 51 o

Nous allons donc examiner ces objets de plus pres, afin de pouvoir déterminer leur com-
portement asymptotique lorsque I'on fait n — oo (on fait remarquer que @ ici dépend
implicitement de n). On conserve la notation o,(g(n)) pour désigner une fonction domi-
née uniformément (sur g; '(D;)) par g(n).

D’apres la proposition 6.1.7, on a :

p"(05Q) = p"(Q) + " (Fre(Q))
= pu"(Q) + p(Fre(Q))hn + 0n(hy)
= ,un(Q) + ( (@Q) + On( ))hn + On(hn)
= u"(Q) + u(0Q)hn + 0y (hi)

1" (Q) = u(Q) + on(1)
P50 uee) )
@ U gy et onl
. prerQ) .,
Vi<m, W_l+ (1)

De plus, pour tout €€ E si D, q € R, sont tels que ¢ = p + h e, alors par la proposition
6.1.7 on a :

#(q) _ P, ) peq)
P () Pal(a,p) pe(p)
_ 1e(p) + pe(p, €) P + 0n(hn)
ie(p)

(o0

Prenant en compte le développement de £}, donné par le lemme 6.1.3, on obtient, pour

les mémes p, q € }o%e :
K" (q) (q,5> - be(q) 1
L 1 s n | —
pr(p) " ( " e h m2“2n, ) T\ b,
B 1 ie 8(q) 1 1
U G a PR ()
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On obtient :

Shoun(pl) T (py) e

1 NG, 8) g b (@) 1 1
_ 1. <u(qe{6) g, z(qe)) L ()
ho, w(qh) 2 ho, R,

3 PN o H"(Ge) oo

et donc :

QorQ = Z

e
qpe z+1 qpf;l

N (p o (P
_ (/i (qevAei) . ié}‘ bei(Qe) B /i/(qé " é'i-i-l) + Zez+1 b€z+1 (q?_l)) i +o0 (1)
w(ql) 2 wu(gst) 2 ho, h,

On trouve alors, pour tout 0 < i < m :

. (/4(562) LG En) bem(qem)> 1, (1>

.1
Q@ ~ 2

n(Q) 1(qg) 2 hy, B
n . — (M’(qé7 gl) H (qf;’_l €Z+1) _ /L€1 bei (qe> Z€1+1 b€l+1 (qé“"l)) i + O (1)
@%Q w(gs) w(gstt) 2 h, "\
Ayant obtenu un développement limité des différents SQ 5Q (et des SQ o-q Don ex-

plicités ici), il ne nous reste plus qu’a appliquer la formule de Taylor pour approcher
f(0;Q) — f(Q). L’ensemble 0 Q) étant simplement 1’ensemble @ élargi de h¢ en chaque

point (¢Z,€;) € 9Q, j < i (avec un léger abus, on considérera ici ¢ comme point de la
€

[N . ; n - . . .
frontiere, au lieu de p + 7@-, sans incidence sur les calculs), on obtient :

boo(1EQ - 1@) = X s ( | 10Q)

Y,2600Q yeoq) ’M(Q)
W(qs, €m) e, be, (q5")
+ - + o, (1
w(qm) 2 @

et pour tout 7 < m :

: - 1 i+l 2
201o([E Q= 1Q) = = 221y (Q) ('Ii 0o %) 4l on)
Jj=

1(qi) 1(gs™)
. i i+1
g be,(ge) — 2;z+1 Desir (de )) + 0, (1)

On remarque que lorsque qu’on somme, une partie du terme en ¢ annule une partie du
terme en 7 + 1, et il reste :

2

Y,2600Q =1

Zﬁw (rerQ - r@) =y, o=@ ia(q;gi)f(Q)(;ﬁg(a@)

w(ql) 2

AT bl(qe)> t o, (1)
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Si on reprend les mémes calculs en remplagant pour tout 7 < m, 0; par J; , pe par pj, et
€; par €/; 'aréte entrante en p}, on trouve :

Zﬂw (rer@ - 1@) = 3 2D $a s 1@ (}lln_.@(a@)

Y,2€0Q i=

1

'(pt _;z i7.bev
_u(pl,ie ) |

w(p}) 2

En ajoutant ces deux sommes on obtient finalement :
£ fn(D) = £ f(Q)
- Y 4nf@+ Y ar@ ( L1 nge<p>) +ou (1)

Y,2€0Q y=(p,&)edQ M(Q) M(p)
= £f(Q) +0,(1)
= L£f(D) + o,(1)

par continuité uniforme de £f sur GV.

Nous avons donc montré que la suite de fonction £" f,, converge uniformément vers £f
sur g; '(D;), et il nous reste & montrer qu’elle est uniformément bornée sur GV. Puisque
nous ne sommes ici plus intéressé par la convergence, nous utiliserons la notation O,/(-)
avec une signification évidente, le caractére uniforme étant cette fois pris sur GV.

Soit donc maintenant D € GV, n € N et Q = g,(D). On note encore (p.)i<i<m. et
(ph)1<i<m, l'indexation des frontieres extérieure et intérieure de @ telle que décrite dans
I'exemple 3.0.6, et (0] Q)1<i<me €t (0; Q)1<i<m, les ensembles correspondants. Pour tout

n(A A+
i < Me, on a f(0;Q) — f(Q) = On(hy), MMEL%Q?) =1+ O,(h,) et Aot = O, (};2)
n

On peut alors écrire, avec la convention 05 Q = Q@ :

et similairement pour l'autre somme :

Zzw (@ = 1) = 2 3 18 £, (100 Q) - Fe2,Q)) + 0ul1)

Pour bien comprendre pourquoi ces deux sommes s’annulent mutuellement, nous allons
fixer i € [[1, me]| et étudier le terme correspondant dans la premiére somme. En reprenant
les calculs précédents, on remarque que pour tout g € R, e € Ey;, tel que {q,p.} € En,

on a . ( ) 9 ( . ) 1
Q) o 2Pn(Pe; 1
u”(pé)ﬁq’pé N On (hn)

On définit I'ensemble :

F={(p.q,€) € Fr; x Fre xE : p+ hié = q}
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Soient (q1,€1),- -, (Qros €k )s ko € N les éléments de Q) x E;,z tels que p. + her/2 &, =
Gk k=1, .. ko, €t (Qro+1€ko+1)s - - - » (Qhotkr Cho+ky ) cOUX de Q°x Ep; tels que pl+hek /26, =
qr, kK =Fko+1,... ky+ ki. Le passage de 0;" ;Q a 0;"Q consiste en I'ajout de I’ensemble
L.(p%), lui-méme constitué des segments [p’,qx], k = 1,...,ky + k1. Pour approcher la
quantité (0] Q)— f(d;,Q), nous allons donc utiliser la formule de Taylor, en nous servant
de ces différents segments. Dans le but de clarifier les notations, nous écrirons simplement

i f(Q) Pour dig, e f(Q U Ufozl[pé, qx]), c’est-a-dire, on considere ) élargi « jusqu’au
point p. ». On a alors :

kJO kl hn
PR = 1) = | = Yl FELQ + ), apg,ekﬂ@)) "4 Oulh?)
k=1

k=ko+1

ko k1 hn
= — Z a(p;é‘k)f(Q) + Z ap;ekf(Q) + On(hn>> ? + On(hn2)
k=1

k=ko+1

ko k1 hn
I Z Oien (@) + Z apg,ekf(Q)> o + Op(hy?)
k=1

k=ko+1
donc :
[j wi(F07Q) - 10.Q)
q$Q
ko
—Z P pe’e’“ ( N 0@ 5(pg,gk)f(Q)) +04(1)
k=ko+1 k=1
k1 k1 ko
_i <2 pn(pfwek) Z apé,ekf(Q) - (1 - Z pn(péaek)> 2 a(pé,&)f(@)) + On(l)
k=ko+1 k=ko+1 k=1

= Z Oien f(Q) + O,(1)

" k=1

d’apres la condition (6.11) sur f. Par continuité, cette dernieére quantité peut se réécrire :

h Z Olgr.é) ) + On(1)

" k=1
En faisant la méme chose pour chaque pi, i = 1,...,m, et en sommant, on obtient :
ZE‘Q e ( Q) - ) Z 0y f(Q (1)
" yeoQ

et symétriquement :

Zﬁm< Q- £@) = - X AI(Q) +0u()

" yedeQ

:——Zaf (1)

" yeo@

et donc finalement :

L fal(D) = £"F(Q) = On(1)
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Le probléme qui se pose maintenant en vue de montrer la convergence des processus
discrets vers un processus continu, est qu’il n’existe pas en général de suite de fonction
(fn)nen convergeant vers une fonction f, et telle que £" f,, converge uniformément vers £f.
Nous ne pouvons donc pas appliquer exactement la méme démarche que dans la section
précédente. A I'heure actuelle, nous n’avons pas déterminé avec certitude de méthode
pour contourner ce probleme, mais nous allons tacher de présenter une piste qui semble
raisonnable.

Pour tout n € N, on note D" = (D}'):= la solution du probleme de martingale associé
a L et
=inf{t >0 : C(D}) > N}

ou on a défini la fonction C' : G — N u {0} qui & un élément de G associe le nombre de
ses composantes connexes.

Conjecture 6.2.4. La suite (Dfm ) admet une sous-suite qui converge vers un pro-
>0

cessus (Dinry )t=0, solution du probléme de martingale associé a £ jusqu’au temps :

7y = lim 73 = inf{t = 0 := C(D;) > N}

n—0o0

Idée de démonstration. Pour un n € N fixé, on définit deux processus D' et D™, qui d'un
état () ne peuvent passer qu’a V(Q) ou (). On pose :

1
+ n
M= &%’5{ 2 SQ,Q'} ~ e

V@)
1
+ . n T
meE L0~ g
- 1
M™=min £ov@ ~ 2
1
m —gga%{ 2 2@@’} 2
Q'eV=(Q) "

et on définit ces coefficients comme étant les taux de saut respectivement de @ a V(Q) et
de Q & Q pour D+ (pour les deux premiers), puis pour D~ (pour les deux derniers). On
couple ensuite ces processus de telle sorte que D~ < D™ < D" sur un intervalle de temps
[0, T] p.s. (ou plus exactement on couple D™ avec une famille de processus de méme loi
que DT et D™, sinon le couplage ne tient que jusqu’au moment ou D" atteint G\D").
Enfin, on fait les mémes calculs que pour le lemme 6.1.4 pour conclure a la compacité
relative de la famille (D™),.

Dans un deuxieme temps, grace a la convergence de £"f, vers £f montrée dans la
proposition 6.2.3, et en justifiant que le temps passé en g; *(D;)° sur tout intervalle [O, T A
7n] tend vers 0 lorsque i tend vers U'infini, on espére pouvoir montrer que :

tATN tATN
Vit>0, f 2" f,(DM)dD" — f £f(DMAD" 550
0 0
ce qui, par le corollaire 3.3, chapitre 3 de Ethier et Kurtz [29], implique :
IATN o tATN
| enonanr £ | erpax,
0 0
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Par la convergence des espérances, on peut alors en déduire que le processus :

t/\TN

FDn ) = £(Do) ~ | £F(D.)aD.

0

est une martingale. Ceci ne garantit pas en revanche que le processus D est markovien, et il
faudrait pour ¢a, par exemple, montrer I'unicité de la solution du probleme de martingale
associé a £ (cf théoreme 4.2, chapitre 4 de [29]). O

Remarque 6.2.5. Observons que Ty est le premier temps de sortie de G, qui est fermé,
donc C(D;y) < N.

Ce résultat n’est toujours pas suffisant, car nous n’avons pas montré que le nombre
de composantes connexes n’explose pas en temps fini. En étudiant les trajectoires des
processus D™ par un couplage avec des processus de vie et de mort, on espere en fait
pouvoir prouver la conjecture suivante :

Conjecture 6.2.6. La famille de processus (D", C(D")),, a valeurs dans G x N est rela-
tivement compacte.

Ceci implique notamment que 7y — o0 presque stirement quand N — oo, et résout le
probleme du nombre de composantes connexes.

une question qui reste a se poser est celle de I'existence d'un nombre suffisant de fonc-
tions f € D(L) telles que £f soit continue. En particulier, on sait que les fonctionnelles
de la forme Fy, f e F ne rentrent pas dans cet ensemble.

Conjecture 6.2.7. Soient (Dy)=o un processus a valeurs dans G, et pour tout f € C*(G)
le processus MY défini par :

t

V=0, Mf:ﬂDJ—ﬂDw—LSUK&MS

Si M9 est une martingale (relativement a la filtration engendrée par D) pour toute fonction
g € D(L) telle que £g est continue sur G, alors M/ lest aussi, pour tout f € D(L).

Démonstration. 11 s’agit de trouver, pour tout f € D(L), une suite (gn)nen de D(L),
convergeant uniformément vers f, telle que la suite (£g,)nen est uniformément bornée et
converge simplement vers £f, et que pour tout n € N, £g, est continue. ]
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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse a la notion de temps fort de stationnarité et a
celle, étroitement liée, de dual de stationnarité forte. Ces outils permettent d’étu-
dier la convergence de processus ergodiques, en déterminant un instant aléatoire
ou I’équilibre est atteint. Les espaces d’état des processus considéres ici sont des
graphes continus ou discrets.

Dans la premiere partie, on considére le cas discret, et on dégage une condition
nécessaire et suffisante a I’existence, pour n’importe quelle loi initiale, d’un temps
fort de stationnarité fini. Pour cela, on construit explicitement un dual de station-
narité forte, a valeurs dans I’ensemble des parties connexes du graphe, qui évolue
a chaque étape en ajoutant ou en enlevant des points de sa frontiere. Lorsque cette
operation sépare I’ensemble dual en plusieurs parties, afin de ne pas le déconnecter,
une de ces parties est choisie au hasard, avec une probabilité proportionnelle a son
poids par la mesure invariante. On s’intéresse également au comportement général
d’un processus dual, et on donne quelques exemples différents de celui construit
précédemment.

Dans la deuxieme partie, on traite le cas continu, et le processus étudié est alors
une diffusion. On caractérise notamment sa mesure invariante, et on explicite un
géneérateur infinitésimal qui devrait étre celui d’un processus dual. Néanmoins, ce
cas s’avere plus compliqué que le cas discret. Le processus dual n’est donc construit
gue pour un mouvement brownien sur un graphe particulier, comme I’unique so-
lution d’un probléme de martingale. Des pistes sont présentées pour traiter des
diffusions sur des graphes plus généraux, notamment en utilisant la convergence
d’une suite de processus de saut tels que ceux présentés dans la premiere partie.

Abstract

In this thesis, we are interested in the notion of strong stationary time, and
in that, strongly connected, of strong stationary dual. These tools allow to study
the convergence of ergodic processes, by determining a random time when the
equilibrium is reached. The state space of the considered processes are discrete or
continuous graphs.

In the first part, we consider the discrete case, and we explicit a necessary and
sufficient condition to the existence, for any initial distribution, of a finite strong
stationary time. To do so, we construct explicitly a strong stationary dual, with
values in the set of connected subsets of the graph, which evolves at each step by
adding or removing some points at its border. Whenever this operation separates
the dual set in several parts, in order not to disconnect it, one of these parts is
chosen randomly, with a probability proportionnal to its weight relative to the
invariant distribution. We also study the general behaviour of any dual process,2
and we give some other examples.

In the second part, we deal with the continuous case, and the studied process
is then a diffuion. We caracterize its invariant distribution, and we explicit an
infinitesimal generator, which is expected to be that of a dual process. Nevertheless,
this case turns out to be a little more involved that the discrete one. The dual
process is thus constructed only for a brownian motion on a particular graph, as
the unique solution of a martingale problem. Some leads are given to solve the
case of diffusions on more general graphs, especially by using the convergence of a
sequence of jump processes such as those presented in the first part.



